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MepiAnyn

H dimmAwpaTiKA auTh €XEl WG OTOXO VA PAG €I0AYEl OTOV KOOHO TWV
METATPEWIMWY OPJOAOYWV Kal TwV PEBODWYV ATTOTINNGCNG TOUG. Ta PETATPEWINO
OMOAoya gival opoAoya Ta oTToia eKOIdOVTAl ATTO HIA ETAIPEIX KAl TTPOCPEPOUV
oTov KAtoX6 TOuG TO OIKaiwha va aviaoAAagouv 1o opodAoyo yia €va
TTPOKABOPIOPEVO APIBPO PETOXWV. TNV TEAEUTAIO EIKOOAETIA O OYKOG £KdOONG
TWV HETATPEWIMWY OMOAOYWV yVWPIoE onuavTik davodo, To idI0 Kal n
TPOOTIABEI  ATToTiUNOAG TOug Tou AOYw TnG UBPIBIKAG @UONG TwV
METATPEWINWY OPOAOYWY KaBioTaTAl TTEPITTAOKN.

2TNV apxf TTapoucIddeTal n I0TOPIKA avadpoun aTToTiunong Twv
METATPEWINWY OPOAOYWV. TN CUVEXEID TTEPIYPAPETAI EVA JOVTEAO ATTOTINNONG
METATPEWINWY OPOASYWV SIOKPITOU XPOVOU, TO TPIWVUMIKO UTTOdElypa Tou Hull
KAl OTn OUVEXEID éva UOVTEAO OouveXOUg Xpovou, To PovTéAo Tou Ingersoll.
EtimTAov, TTpayuaToTTOIEITAl PIa EUTTEIPIKN MEAETN PE TN BorBgia TG YAwooag
TTPOYPAUMATIONOU MatLab yia 10 TPIWVUMIKO POVTEAO. AQOU eKTIUACAME TIG
TTOPAPETPOUG TOU HOVTEAOU ME TOV €TTavaAnTTikG aAyopiBuo Levenberg-
Marquardt kai eAéygape TNV TTPOPRAETTTIKY IKAVOTNTA TOU, KATAAN)YOUUE TTWG TO
MOVTEAO pag gival éva aglOTTIoTo UTTODEIYUA PETATPEWIMWY OPOAOYWV. TEAOG
TIPAYMATOTIOIEITAI PIA APIOUNTIK avaAuon wW¢ TTPOG TNV €£ApTNON TNG TIMAG
TWV METATPEWINWY OPOAOYWV aTTO TIG TTAPAPETPOUG TTOU EKTIUABNKAV.

Aégeig kKA£1814:

MeTaTpéWiga opoAoya, avOKOAECIUA  MPETATPEWIUA OpOAoya, TPIWVUMPIKO
utmédelyua Tou Hull, Movtého Ingersoll, eutreipikfy PEAETN, eKTiunon
TTOPAPETPWY, TTPOBAETTTIKA IKAVOTNTA



Abstract

The aim of this thesis is to introduce us to the world of convertible bonds and
their valuation methods. Convertible bonds are bonds which are issued by a company
offering their holder the right to exchange the bond with a predetermined number of
shares. In the last twenty years, the volume of issuance of convertible bonds increased
significantly, so as their valuation attempts. However, the hybrid nature of convertible
bonds made the latter task quite complicated.

Firstly a historical review of the valuation of convertible bonds is presented.
Secondly, a discrete-time model of convertible bond pricing, Hull’s trinomial model
and afterwards the continuous time Ingersoll term structure model are described. An
empirical study is also conducted with the assistance of the programming language
MatLab for the trinomial model. After evaluating the parameters of the model by
using the iterative algorithm of Levenberg-Marquardt and examining the forecasting
power of the model, we conclude that this is a reliable model to evaluate convertible
bonds. Finally, a numerical analysis is being conducted to examine the dependency of
the price of convertible bonds from the evaluated parameters.

Key words:

Convertible bonds, callable convertible bonds, Hull’s Trinomial model,
Ingersoll’s valuation model, empirical study, parameter valuation, forecasting power
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Ke@aAaio 1

1. EIZArQrH

2T0 KEQAAQIO autd Ba TTAPOUCIACOUPE TA METATPEWINO OPOAoya, Ta
XOPOKTNPIOTIKA TOUG KAI YIG IOTOPIKN avadpOour yIa Ta JOVTEAA ATTOTiIUNONAG TOUG.

1.1. MeraTpéyipa OudAoya

Ta petatpéPiya opoAoya cival ogdAoya Ta oTroia €Xouv €kdoBei atrd
MIO E€TAIPEIO KAl EVOWUATWVOUV MIa €TTITTAEOV ONPAVTIKA €TTIAOYA TTOU T
uTTOAOITTa ETAIPIKA OuOAoya Oe diabéTouv. Mpoo@EPouv OTOV KATOXO TOUG TO
OIKaiwpa, aAAd Ox1 TNV uttoXpéwon, va MeTatpéwel To oudAoyo ot €va
TTPOKABOPIOUEVO APIBUO YETOXWYV TNG UTTOKEINEVNG ETAIPEIAG VIO CUYKEKPIUEVN
XPOVIKH TTEPIOO0 KAl 0E€ OUYKEKPIMEVEG XPOVIKEG OTIYHMEG OTO PENAOV, PEXPI TN
AEN Tou. O1 6pol PETATPOTING KaBopifovTal atrd Tnv ekOOTPIa €TAIPEIa KATA
TNV €kd00N TOU PETATPEWIMOU OUOAGYOU.

OT1av €kd0BOoUV yIa TTPWTN OPA CUUTTEPIPEPOVTAI WG KAVOVIKA OPOAOYQ.
QoT1000, 0 KATOXOG AauBavel TIG TTEPIOBIKEG TTANPWHES KOUTTOVIOU OTTO TOV
€kdOTN. O emevdUTAG-OPoAOYIOUXOG, Adyw TnG UPPIBIKAG @UONG TOU
METATPEWIMOU OPOAOYOU, TTpooTaTEUETAl OTTO pia KABodOo- peiwon TNG agiag
TNG ETTIXEIPNONG, VW WG OUVAMIKOG WETOXOG MTTOPEI va w@eAndei amd tnv
Aavodo TNG JETOXNG.

EtTiTAéov, Ta TTEPICOOTEPA  METATPEWINA OMOAoya  TTEPIAAUBAvOUV
OuvABwWG €éva ETITTAEOV XAPAKTNPIOTIKOG, TNV avakAnon. O1 avakaAéoIueg



peTaTpéWineG opoAoyieg (Callable Convertible Bonds, CCB) cival €101 o1 TTI0
OuVNOIOPEVEG UETOTPEWIUEG OPOAOYieg. TETOIEC OMOAOYiEG ETTITPETTOUV OTOV
€KOOTN va avakaAéoel (e€ayopdoel) TO opdAoyo. H ekdoTpia eTaipia dnAadn,
EXEI TO DIKAIWMPA va ayopdoel TTIow TO OOAOYO aTTO TOV KATOXO OTOV OTIOIO TO
gixe mTouAqoel vwpitepa. OTtav n etaipia avakolvwoel TNV avdakAnon, o
eTTEVOUTING-OUOAOYIOUXOG  €XEl oTn OIABECT) Tou MIa XPOVIKN Trepiodo (call
notice), kard tnv oTtroia Ba amo@acicel eite TNV €§ayopd TOIG HPETPNTOIG,
AauBavovtag tn Aeyouevn TIWR avdkAnong, €iTe TN METATPOTTH TWV OPOAOYwWV
TOU O€ €va OUYKEKPIPEVO apIBuo petoxwy. H epiodog autr ouvhnBwg cival 30
NUEPEG. O KATOXOG £XEl TTAVTA TO OIKAIWPA VA PETATPEWEI TO OJOAOYO O€
METOXEC ammd Tn OTIiyM TTou Ba avakAnBei amd Tnv ekdOTpIa eTaipia. To
XOPAKTNPIOTIKO TG avAKANONG atrd TNV eKOOTPIA ETAIPIA €ival ETTOPEVWG £VOG
TPOTTOC TTPOWPNG AVAYKAOTIKAG METATPEWIUOTNTAG YIA TOV KATOXO.

2UVETTWG, OTPATNYIKEG CUUTTEPIPOPES KAl aTTO TOUug dUO TTapdyovTeg Ba
TEETTEl va  An@Bouv  uTtown yia TNV OCUCTNMATIK  ATTOTiunon  Twv
QVOKOAECIUWY  PETATPEWINWY opoAoyiwy, CCB. Omwg 6Aa T1a EeTAIPIKA
OMOAOYa £T01 KAl TO METATPEWIUO OUOAOYA €XOUV EVO CUYKEKPIMEVO ETTITOKIO
(kouttévi), TO OTIOI0 €ival MIKPOTEPO QTTO TO ETMTOKIO TOU QVTIOTOIXOU
KAVOVIKOU OPOAGYOU, KAl JIO CUYKEKPIPEVN NUEPOPNVIa ARENG.

1.1.1. Tevik@ XapOKTNPIOTIKA

Ta petatpéWipa opdAoya dIaBETOUV EAKUCTIKA XOPAKTNPIOTIKA TOCO Yid
TOUG ETTEVOUTEG, 600 Kal YIO TOUG €KOOTEG. ATTO Tn MEPIA TWV ETTEVOUTWY, TA
METATPEWINOA  OMOAOYO  TOUG  TTPOCQEPOUV  PEYAAUTEPN  OTABEPOTNTA
€I000APATOG ATTO AUTA TTOU TOUG TTPOCYPEPOUV Ol HETOXEG. ETTiong TTapExouv
Mia atrddoaon n oTroia cuvrRBwg ival uPnASGTEPN aTTO TN PEPICHATIKA a1TOd00N
TWV KOIVWV PETOXWV. ETTITTpooBeTa, av n Tiun Tng JEToXAG KivnBei kabodikd, o
eTTEVOUTNG WG OPOAOYIOUXOG, Eival TTPOOTATEUMEVOS Kal AApBAVEl TO KOUTTOVI
TOU OJOAGYOoU. ATTO TNV GAAN YEPIG av n TIPR TNG METOXAG AVERBEL, O ETTEVOUTIAG
MTTOPEl va w@eAnBei ammd autry TNV dvodo PETATPETTOVTAG Ta OouOAoya TOU O€
METOXEG.

O1 ekdOTEG ATTO TN MEPIA TOUG €XOUV TIOIKIAOUG AOGYOUuG WOTE va
TIPOTIUACOUV TN XPNMATOOATNON MECW METATPEWIMWY OUOAOYwV. H ekdoTpIa
eTaipia €x€1 TN dUVATOTNTA VA TTPOCPEPEI TO OUOAOYO PE MIKPOTEPO KOUTTOVI OE
oUyKpIon ME autd TToU Ba TTARPWVE yia éva KAVOVIKO OHOAOYO. ZUVETTWG,
OKOUN Kal MIKPOTEPEG ETAIPIEG OI OTToiEG eV PTTOPOUV va €xouv TTpdolacn
oTNV ayopd KAVOVIKWY OPOAOYwV, MTTOPOUV VA €KOWOOUV HETATPEWIHUA
opdAoya. TENOG, MEPIKEG €TAIPIEG TTOU £XOUV TNV TTPOCOOKIA yia Avodo TNng
TIMAG TNG METOXNG, €kOiIdoUV peTaTPEWIUA oudAoya pe okoTTd va avaBaAAouv
N XPNMATOdOTNON YE HETOXEG OTAV £TTITEUXOET AvodOC.



Ta petarpéyiga opdAoya ouvABwg TauTotrolouvTal atd 10 GvVOoua Tou
€KOOTN, TO KOUTTOVI, TNV NUEPOPNVia ARgng Kal To vouioua. ETmiong pmropouv
va avayvwpioTouv atro 1o International Securities Identification Number (ISIN)
0 OTroiog TauToTrolEi povadikd éva Xpedypago. To opoloyiakd ouuBoAaio
TTEPIYPAPEI TOUG €I0IKOUG OPOUG TNG €KOOONG TNG METATPEWIUNG OMOAOYIOG.
"evikd, o1 6pol TTEPIANAPBAVOUV TIGC AKOAOUBEG TTOCOTNTEG KAl XAPAKTNPIOTIKA:

e KepdAaio (Principal): H ovopaoTikf agia (nominal value) Tou
METATPEWIMOU OJOAGYOU. ZUVABWG TTPOKEITAI VI TO TTO0O yId TO
oTTO0i0 UTTOopPEi Va e€ayopacTei To oudAoyo oTn ARgn Tou.

e Koumrdvi (Coupon): To €TAoI0 €MTOKIO WG TIOOOOTO TOU
KEQAAQIOU TTOU TTANPWVETAI OTOV KATOXO aTTd TOV €KOOTN.

e Juyxvornra kourroviou (Coupon frequency): O apiBuog Twv
TTANPWHWYV KouTTovioU KABe €10G. 2uvhnBwg eival duo yia Ta
METATPEWINO OPOAOYOQ.

o Aciktng Merarporrr¢ (Conversion ratio): O apiBudg Twv pepIdiwv
TNG UTTOKEINEVNG METOXNAG YIA TNV OTTOIA TO PETATPEWINO OUOAOYO
pTTOpEl va avtaAAayei. O deikTNG autdg ocuviBwg dnuoaoieveTal
oTnv ékdoon Kal TTapapével oTaBepdg oe OAn TN didpkeia wNGS
TOU XPeoypa®ou, HOAOVOTI €ival  TTPOCAPUOCUEVO  OTIG
OIa0TTACEIS TNG METOXNAG, OTA TTPOCOETA PEpioUaTa Kal o€ AAAa
MEIWTIKG yeyovoTa

o Tiun perarporng (Conversion price): H Tiuf 1ToU TTANPWVETAI YIA
KAOe pEPIDIO TNG UTTOKEIUEVNG METOXNG KATA TN METATPOTINA,
UTTOBETOVTAG OTI TO KEQPAAQIO TOU OJOAOGYOU XPNOIKOTIOIEITAl YIA
va TTANPWOEl Ta PEPIBIa TNG METOXNG TTOU AaPBAVEI O KATOXOG.

TINF METATPOTING= KEPAAQIO--OEIKTNG HETATPOTING

e Parity/ Conversion value: H ayopaia agia Twv PepIdiwv TNG
UTTOKEIPMEVNG METOXNG KATA TN XPOVIKN OTIyul TTou BéAoupe va
TTPAYUOTOTTOI|OOUE TN METATPOTTH.

Parity= conversion ratio X current stock price

o Apxikh nuépa uerarporri¢ (First conversion date): H mpwTn pépa
META Tnv €kdoon KATA Tnv oTroiad TO OMOAoOyOo WTTOpPEl va
METATPOTTEI O MPETOXEG. MEPIKEG POPEG, UTTAPXEI Mia TTEPIOdOG
META TNV €KOOON KATA TNV OTTOIA OEV ETTITPETTETAI N JETATPOTIA.




o [IpbBAswn avakAnong (Call Provision): To XapakTnpIOTIKO AUTO
divel oTov €kdAOTN TO dIKAiWPA va egayopdoel TO OudAoOYo TIpIV
atro ™ Agn o€ TTpokaBopIopuEvN TIUA TTOU €ival yWwoTh wW¢ Tiun
avakAnong (call price). EmmpooBeTa, Ta PETATPEWIPA OPOAOYQ
Ba TrepiEéxouv oxedov oiyoupa éva kaBeoTtwg call protection. H
TpooTacia avakAnong (Hard Call) €ivar onuavtiki yia Toug
eTTeVOUTEG KOBWG eyyudTal Tn duvaTtdTNTa PETATPEWINOTNTAG TOU
OMOAOYOU Kai OTTOIOdNTTOTE TTAEOVEKTIKN) aTTOd0o0n £XEl EvavTl
TWV UTTOKEINEVWV PETOXWV VI OPICHEVO XPoVIKO didoTnua. Oco
MEYOAUTEPN €ival auTA N TTEPIOdOG TTPOCTACIAG, TOOO PMEYAAUTEPO
givalr 710 6QeAOG yIa TOUG ETTEVOUTEG. TO XAPAKTNPIOTIKO auTd
MTTOPEl va BewpnBei wg éva call option 1O oTT0I0 £X€EI TTWANOEI
atrd Tov €1TEVOUTH) OTNV €KOOTPIA €TAIPEI. ETTITTAEOV, PEIWVEI TNV
agia Tou OMOAGyou 0O€ OUYKpIon HE €éva  TTAPOMOIO [N
AVAKAAECIUO PETATPEWIUO OPOAOYO.

o [Ip6BAswn mwAnong (Put Provision): To xapakTnpIOTIKO auTd
EMTPETTEl OTOV  OMOAOYIOUXO va TIWAACEl TO MPETATPEWIHO
oudAoyo oTnv ekdOTPIa ETAIPEIO yIa Pia TTpokaBopIiouévn TIUNA N
oTroia  kaBopifetal amd TO Xpovodidypaupa TTwAnong (put
schedule). Autd 10 SiIKaiwPa TTAPEXEI TTEPAITEPW TTPOOTACIA ATTO
TN TUXOV KaBodIKN Kivnon Tng TIUAG TNG METOXNAG Kal €70l
TpooBéTel afia oto opdloyo. Mmopei va BewpnBei wg éva
OIkaiwua TTwAnong (put option), To otroio €xel TTWANBEI atrd TNV
EKOOTPIO ETAIPEIA OTOV KATOXO TOU OPOAOYOU KAl CUVETTWG €ival
MEYOAUTEPN N a&ia Tou o€ OX€on PeE TNV agia TTapduoIwv
METATPEWIMWY  OMOAOYwv Trou Oe  diaBétouv  autd 1O
XOPOKTNPIOTIKO.

1.1.2. H xpRon Toug oTIG ayopEg

H 10Topia Twv PETATPEWIMWY OpoAoyIwy Eekivael To 19° aiwva, 6Tav ol
QUEPIKAVIKEG  €TAIPiEC  O10NPodpOPoU  xpeldloviav  KEQAAaIO  yia TN
xpnuatoddétnon Twv epyaciwyv Tous. O1 H.IMLA ekeivn Tnv €moxn n1av pia
TaXUTOTA AVATITUCOOPEVN OIKOVOUIA, TTAPOUOIO PE TIGC ONUEPIVEG AVADUONEVEG
ayopég. H atrdékTnon ke@aAaiou dev ATav Pia €UKOAN uTTOBEON yia TNV €TTOXNA
EKEIVN, €iTE HEOW €KOOONG OMOAOYWV EiTe PEow €KDOONG PETOXWYV. Méoa aTO
OKANPG avtaywviouo vyia Tnv  amokTnon Ke@aAaiou, Mia véa Hopoen
XpPNuaToddTNoNG ATTOdEIXBNKE EAKUCTIKI) TAUTOXPOVA YIA TIG ETTIXEIPAOEIS OGAAG



Kal yia Toug €1TeVOUTEG. H véa auTh Hop@r) NTAV TO PETATPEWINO OopoAoyo. To
OIKAiWPA TNG PETATPOTTAG OUOAOYWYV OE PETOXEG ONUAIVE YIA TOV ETTEVOUTH OTI
ATav duvaTd va emTwEeAnBei ammdé tnv avodo TnNG TINAG TNG METOXNG OTNV
avarrruooduevn ayopd twv H.MA. Av ammdé tnv GAAn TTAeupd, n TIPA NG
METOXNG €ixe KaABODIKN Tropeia, o1 €TEVOUTEG €ixav akOua 1o TOKO Kal TnV
ATTOTTANPWHNA TNG ETTEVOUONAG TOUG.

MNa peyaAo Xpovikd dIaoTnua, n ayopd TwWV PETATPEWINWY OPOAOYWV
BewpouTav wg PIa ayopd yia PIKPOU ) Jeoaiou PeyEBOUG eTTIXEIPAOEIG. AUTH N
avtiAnwn d&AAage otn Oekaetia Tou 1980, 6tav n IBM, Tmrpotiunce va
xpnuatodotioel pia etaipia e¢ayopds xpnoiyotroiwviag 1,25 dig doAdpia
€KOOON METATPEWINWY OPOAOYWYV, KOBWG gixe wg OKOTTO To KEPDOOG ATTO TIG
XOUNAOTEPEG TTANPWHEG TOKWV O OXEON ME QUTEG TWV KOIVWV ETAIPIKWV
OMOAGYWV.

2AMEPQ, TIOAAEG  eTaupeieg  PeYAAng  Kealaiotroinong  ekdidouv
METATPEWINES OpoAoyieg. O TTayKOOIOG OEiKTNG UETATPEWIMWY UBS, 0 0TT0iog
KOAUTITEI TTEPITTOU TO ANIOU TNG OUVOAIKNAG ayopdg, TrepIAaupavel 1o 50% Twv
ETAIPIWV PEYAANG KepaAalotroinong (UBS AG, 2013).

Ta peTatpéWiga opgodAoya Tpiv atmmd KATTola Xpovia dev ATaV EUPEWG
YVWOTA OTNnv TTaykoouia ayopd. MNapd 1o yeyovog o1l Tn dekaetia Tou 80 n
XPAON TWV TIAPAYWYWV OTIG XPNMATIOTNPIAKES QAYOPEC YVWPIOE MEYAAN
Avodo, Ol ETTEVOUTEG TTPOTIHOUC AV Ta CUPPBOAQIa HEANOVTIKNAG EKTTANPWONG KAl
Ta JIKAIWMPATA KAl OXI Ta YETATPEWINA opdAoya. MapoAo TTou n ayopd TOug
UTTAPXEI YIa TTAVW aTtro £vav aiwva, PJovo Tn TteAsutaia 20€Tia 0 TTAYKOOUIOG
OYKOG €kdOONG METATPEWIMWY OPOAOYIWV YVWPIoE ONUAVTIKI Avodo, OTTWG
@aiveTal Kal ammd TOV TIAPOKATW  Trivaka T1ou akoAoubei (MMivakag 1).



Mivakag 1. Méye0og Metatpéwipwy OpoAoyiwyv: 2000-2011

USA EUROPE JAPAN ASIA TOTAL

CB Bond % CB Bond % CB Bond % CB Bond % CB Bond %
Year

2000 101127  2295.06 4406 33916 38042 8915 46203 65582 7045 8942 32099 2786 190188 377250 5041
2001 163406 237982 6866 48558  436.68 11120 33112 61381 5394 10450 35819 2917 255526 390989 6535
2002 157329 236997 6638 61455 54581 1259 32552 68298 4766 13298 37813 3517 264634 410416 6448
2003 228611 243595 9385 76142 71597 10635 35426 76979 4602 12323 379.85 3244 352501 446014 7903
2004 224950 255261 8813 84332 80001 10541 34676 78743 4404 13165 399.34 3297 357123 472352 7561
2005 208227 269613 7723 72539 73576 9859 30451 70476 4321 9472 414.67 2284 320688 475179 6749
2006 239125 284051 8418 62852 87899 7150 27081 6718 4031 9663 47704 2026 338720 507881 6.669
2007 261248 304096 8591 55508 107764 5151 25203 72822 3461  14.700 53192 2764 356659 562067 6345
2008 142407 313917 4536 32889 127634 2577 21952 76662 28064 11429 594.92 1921 208677 598684 3486
2009 182897 302584 6045 51278 147639 3473 18595 78268 2376 18218 874.24 2084 270978 644562 4204
2010 188550 314376 5998 48603 139963 3473 27443 90038 3048 23482 115891 2026 288079 693364 4155
2011 148699 348840 4263 40161 135150 2972 21012 92700 2267 23772 128760 1846 233644 705450 3312

O mivakag TepIypd@el TO HEYEBOG TG AYOPAS HETATPEWPIMWY OHOAOYWV OE OXEON ME TNV AYOPd TWV ETAIPIKWV OMOASYWV Yid TIG KUPI6TEPES ayopég: H.M.A, Eupwrn, laTrwvia,
Kal Acia, yia Tnv mepiodo 2000-2011. H oTAAN CB ava@épeTal oTa PETATPEWIHA OdAoya, n oTAAN Bond ava@épeTal oTnV ayopd eTAIPIKWY OHOAOYwyV. To TT0000TO % TWV
HETATPEYIPWY WG TTPOG TA ETAIPIKA @aiveTal oTn 3" oTAAN. Ta PeyéOn repiypd@ovral o€ Sioekaroupipia $US. H Tnyn yia Ta 3eSopéva TwV HETATPEYINWY OUOAOYWV gival n
Datastream, evw yla Ta eTaipikd opdAoya atrd Tn Bank of International Settlements, BIS (2012).
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H emiTuyia TNG ayopdg JETATPEWIMWY OPJOASOYWYV ETTEQPEPE ONUAVTIKO
aKOONMAIKO €PEUVNTIKO EVOIAQPEPOV OTNV TIMOAOYNON TWV HETATPEWINWY
OMOAGYwvV. Av Kal avatrTuxenkav TToAAG BewpnTIKA POVTEAQ aTTOTiUNONG
YO TA PETATPEWIUA OPOAOYA, O APIBUOG TWV EKTEVWV EUTTEIPIKWYV UEAETWV
OXETIKA PE TNV ayopd ATTOTINNONG TWV METATPEWINWY OUOAOYWV TTAPAPEVEI
MIKPOG. AuTA n avermdpkeia eivar mOavoe va o@eiletal Adyw TG
TTOAUTTAOKOTNTOG TWV UTTOAOYIOUWY TTOU QTTAITOUVTAI YIO Ta TTOAAQTTAG
OUPBATIKA XOPAKTNPIOTIKA VOGS TUTTIKOU PETATPEWIMOU OUOAGYOU.

1.2. loTopik} Avadpopn

Ormwg avagépape kal Mo TTAvw, €va onpavtikd {ATNPA JE TIG
METATPEWINEG OMOAOYyieG €ival OTI gival SUOKOAO va atroTiunBouv. Auto
o@eileTal oTNV UPBPIBIKF GUON TOUG, N oTToia TTEPITTAEKEN TNV TIMOAGYNnon. H
OUOKOAIO QUTH TTPOKUTITEI OTTO TOV OPIOUO CUYKEKPIUEVWV TTAPAYOVTWV
TToUu eTTnpEeddouv Tn TIMA Toug. O1 TTapdyovTeS auToi gival: o XpOvog TTPOG
™ AAEN, TO KOUTTOVI, N OVOPAOTIKA agia, o OEiKTNG PETATPOTTAG Kal N
MEPIOUATIKY) aTTOd0O0N TOU UTTOKEIMEVOU TiTAOU. O1 y€BodOoI ATTOTINNONG TWV
METATPEWINWY OWOAOYWV PBacioTnkav oTIG PEBOdOUC aTToTiuNoNG Twv
TTOPAYWYWY, a@OU Ta METATPEWYINA OpOAoya BewprOnkav wg opdAoya
TTOU TTEPIEXOUV €va TTITTAOV dikaiwpa (call option).

Ta utrodeiypaTa aTroTiinoNG KupaivovTal atrd To TTI0 aTTAG PEXPI KAl
TO MO OUOKOAO Kal TTEPITTAOKO KOl dIAQEPOUV aKOUN TTEPICCOTEPO OTAV
AauBdavovtalr  uttown ayopaieg METABANTEGC OTTwG Ta  e€mTOKIA, N
QVOKOAECEIG TNG €KOOTPIAG ETAIPIOG, TA TTIOTWTIKA avoiypdata KA. H
KATOOKEUN OIWVUUIKWY KAl TPIWVUMIKWY OEVTPWY KaBIEpwonkav wg ol TTIo
ONUOYIAEIC TTPOOEYYIOEIC ATTOTIUNONG TWV  HETATPEWINWY  OPOAOYIWV
TTAYKOO UiWG, dedopEVou OTI €ival OXETIKA EUKOAQ va TO KOTAVONOOUE Kal
MTTOPOUV va Ta PByAdAouv TTEPA PE TA TTIO KOIVA XAPOKTNPIOTIKA Twv
METATPEWIMWY OpoAoyiwv. MMapdAa autd, akdun kalr auth n péEBodog
MTTOpEl  va  eival TTpoBANuaTIKA agou Ta OEvTpa aduvatouv va
QVTIMETWTTIOOUV ATTOTEAEOUATIKA OIOKPITA yEYovoTa, OTTWG TA PEpPioPATA
METOXWV.

Ta BewpnTiKA MPOVTEAA OTTOTINNONG  METATPEWIHWY  OPOAOYWV
TTpwTtosu@avioTnkav TN OekaeTia Tou 1960 Kkai n yeviki dladikaoia
agloAOYNONAG Toug ATaV va BEoouV TN TIUA TOU PETATPEWIMOU OPoASYoU ion
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ME TO MEYIOTO TNG agiag TOU wg Kavovikd opoAoyo ) Tnv agia Tou o€
METOXEG , A@OU €XEI YiVEI JETATPOTIA, KATTOIQ XPOVIK OTIYUr 0TO PMEAAOV
KAl 0Tn OUVEXEIQ YiveTal TTPOEEOPANCN TNG agiag auThg oTo TTapdv. Autou
TOU €idoug n TTpooEyyion xpnolpoTroinenke armd Toug Baumol, Malkiel and
Quandt (1966) ka1 TToOAAOUG AAAOUG OIKOVOUOAOYOUG TNG £TTOXNG. AUTG Ta
MovTéAa aTrodeixnkav TTPoRANUATIKA yia apkeToUG Adyoug. Av To
MEANOVTIKO onueio agloAdynong eival Trpiv TN AnkTotnTa, TOTE N dIGPKEIQ
TOU TTPOVOMIOU WETATPOTING TTEPIOPieTal. ATTO TNV GAAN, av An@Bei uttdywn
MOVO N nuépa AAENG, eival TTOAU TTBavoe va ayvondei pia TTPWIKN
peTaTpoTrh. KdBe TéTolou €idOUg TTEPIOPICUOI OTO OIKAIWMPA WETATPOTING
MTTOPEI va UTTOEKTIUACOUV TNV agia Tou PETATPEWIMOU odoAdyou. ETtiong 1o
OIKaiwpa avakAnong dev €CeTAlETaI OTA TTAPATIAVW POVTEAQ, YEYOVOGS TTOU
KAVEl T AVOKOAECIUA PETATPEWIMA OUOAOYA UTTEPTIUNMEVA.

H oUyxpovn d1adIkaoia aTToTiUNONG TWV UETATPEWIUWY OUOAOYIWV
BaoiCetal o€ duo TTpooeyyioelg. H TpwTn KaAeital structural approach( firm
value approach) kai n &eutepn kaAcitar reduced-form approach (stock-
value approach). H Baoikr dia@opd JETALU aUTWY Twv dUO TTPOCEYYIoEWV
gival 10 €idog Twv PETABANTWY €1I0000U TTOU XPNOIYOTIOIoUV. H TTpwTn
XPNOIUOTTOIEI TTANPOYOPIES YIA PIA CUYKEKPIYEVN ETAIPEIO eV N OEUTEPN
XPNOIUOTTOIET TTANPOPOPIES TNG aYOPAC.

O1 TepIooOTEPEG ATTO TIG TTPWTEG EPEUVEG YIA TN TIWOAGYNON Twv
METATPEWINWY OJOAOYIWV PBacioTnkav OTAV TTPOCEYYIoN TnG agiag Tng
etmyeipnong (firm-value) n otoia TmporABe atd Toug Black-Scholes (1973)
kal Merton(1974). Ta petatpéWipa Xpedypaga Bewpndnkav wg rapdywya
oTnNV agia TG €TTIXEIPNONG KAl WG €K TOUTOU N adia Twv TTEPIOUCIAKWY
oToIXEiwv TNG E€mIXEipnong ATav o0 KUpIoG TrapdyovTag kivouvou. O
Ingersoll (1977a) Atav 0 TTPWTOG 0 0TToI0G Baaciféuevog oTtn BiBAIoypaia
Twv Black-Scholes TipoAdynoe T PETATPEWIUA OPOAOYD WG EVOEXOUEVES
aTTaAITACEIG TNG eTaIpiag wg oAdTNTA. O Ingersoll (1977a) emmiAuce Tn YEPIKN
dlapopIkn €giowon n oTtoia aTtrodeikvUel OTI éva [N €§ayopdciuo
METATPEWINO OPOAOYO XWPIG MEPIOUATA PTTOPEI VA TTOPOUOINCTEI PE €va
XOPTOQUAGKIO  €VOG  KAVOVIKOU OPOAOGYOU KAl €VOG  EUPWTTAIKOU
SIKAIWPATOG. AOYW TwV UTTOBECEWY TTOU €XEI TTAPEI, TTIO CUYKEKPIUEVA OXI
Mepiopata, Ox1 koutrévia, o Ingersoll ptropei va agloAoyrnoel avaAuTIKa Tn
TIUA Twv MPETATPEWIMWY OpoAdywv. O1 Brennan kai Schwartz (1977)
gpydoTtnkav oTo idlo TTAaiolo pe Tov Ingersoll.
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To dpBpo Twv Brennan kair Schwartz (1977) atmoTeAei pia €EKTAON TNG
epyaciag Twv Black and Scholes (1973) kai Tou Merton (1974) oTtnv
QTTOTINNGCN TWV PETATPEWIMWY OMOAOYIWYV. 2TO APOPO TOUG KATAANyOuv
otn dIaPOopIKA €€iowon Kal TIG oplokEG ouvlrkes (boundary conditions)
TToU BIETTOUV TNV agia Tou ogoAdyou Kal TTapouaialeTal évag alyopiBuog
yla TnV €TTIAUCN TNG BIAQPOPIKNG EEicWOoNG.

Kai o Ingersoll kai o1 Brennan kai Schwartz utrofétouv OT11 Ta
EMTOKIO OTA POVTEAD TOUG €ival Pn OTOXOOTIKA. AuTd TO dlopBwvouv
apyotepa ol Brennan kar Schwartz (1980) o1 oTr0i0I €VOWPATWOAV
OTOXAOTIKOTNTA OTA £MITOKIA. MMapdAo auTtd, TEAIKA KATAAyouv OTI yIO HIX
Aoyikf) diakUhavon Twv ETITOKIWY, Ta OQEAAPATA TOU M OTOXOOTIKOU
MovTéAou gival pIkpd. ‘ETO1 yia TTpakTIKOUG AOyoug TTPOTINATAI TO TTIO OTTAO
MOVTENO PE T PN OTOXOOTIKA €MITOKIA. AV Kal TTOAAG atToTeEAéouaTa OTA
duo apBpa Twv Ingersoll (1977a) kai Brennan kai Schwartz (1977) civai
idla, n kupidTEPN dlagopd eivalr 0Tl o0 Ingersoll eTIKeEVTpWVETAI OTNV
TTapaywyr] KAEIoToU TUTTOU AUCEwvV yia Tnv aia Tou OpoAdyou evw Ol
Brennan kai Schwartz mpoo@épouv €va  YeVIKO aAyopiBuo vyia Tov
TIPOCBIOPICHO TNG Agiag TOU HETATPEWIMOU OPOAGYOU.

Ta apBpa Twv Ingersoll kar Brennan kai Schwartz utro8€touv 611 n
agia TnG emixeipnong aTtroTeAEiTal  OTTOKAEIOTIKA QTTd  METOXEC  Kal
MeTaTPEWINA OpOAOYa Kal OTI N agia TNG €TTIXEIPNONG AKOAOUBEI ["EWMETPIKN
Kivnon Brown. Av kal Ta POVvTéAD €ival OXETIKA aQTTAQ, OIaBEéTouv pIa
aduvapia. H agia Tng emixeipnong €ival éva un mTapartnpnoiyo péyebog.
ATTO TNV AGAAn pepid, n agia TNG METOXNG TNG ETTIXEIPNONG OTTOTEAEI
TapatTnNEAOINO  UEyeBOg, a@ou  dloTTpayhaTeUETal oTnv  ayopd. Ta
mapatrdvw povtéda (firm value models), av kai €ivar yvwoTd, eivai
OUOKOAO va xpnoiyotroinBoulv oTnv TTPAgn eEaiTiag TNG avaykaldTnTag va
uttoAoyioTei N apépain agia tng emmixeipnong 6mmwg Kai n PeTaBAnTOTNTA
™NG. Q¢ €K TOUTOU, N METAyevEDTEPN BIBAIOYpa®ia yia TNV ATTOTiUNON TWV
METATPEWINWY OHMOAOYwv Bacietal otnv utéBeon OTI TO MPETATPEWIPO
oudAoyo cival éva Xpedypa@o £CAPTWHEVO ATTO TNV UTTOKEIUEVN PETOXH KAl
ox1 ammd TNV agia Tng emmixeipnong. Ta povTéAa autd eival Ta Agydpeva
equity value models.

O1 McConnel-Schwartz (1986) eiorjyayav TpwTol €va  TETOIO
MOVTEAO XPNOIUOTIOIWVTAG T TIMA TNG METOXAS WG METABANTA yia T
TIUOAGYNON  Twv  PETATPEWINWY  oudoloyiwy. [pokerrar  yia  €va
MOVOTTOPAYOVTIKO HOVTEAO TTOU XPNOIMOTIOIEI TN TpéXouoa afloAdynon
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TOTOANTITIKAG  IKAVOTNTAG KAl TO ETMITOKIO TTPOCOPUOCHEVO ATIO TOV
TOTWTIKO Kivouvo yia va AdBel uttdywn tnv aBétnon oTn TINOAGYNon Twv
METATPEWINWY OPOASYWV. 210 povTéAo auTd ol McConnel-Schwartz (1986)
TiIuoAdynoav T1a LYONSs, Trou eival PETATPEWINA OPOAOya PNOEVIKOU
KouTrovioU Kal avakaAéoiua atrd tnv ekdoTpia eTaipia. ‘Eva amd ta Bacikd
MEIOVEKTAMOTA TOU POVTEAOU auTou €ival n aTToudia ToOUu XapPaKTNPIOTIKOU
NG TITwyeuong. O1 Tsiveriotis-Fernades (1998) eTTékTeIVAV TO HOVTEAO TWV
McConnel-Schwartz (1986) uttoB£TovVTag OTI TO PHETATPEWINO OPOAOYO gival
éva XapTOQUAAKIO TTou TTEPIEXEI OUO CUOTATIKA: TO KAVOVIKO oudAoyo Kal
peToxég. Eloriyayav tnv évvola tou COCB (Cash Only part of the CB), éva
UTTODETIKO XPedYpa@Po TTOU O KATOXOG Tou €ival BIKAIoUX0G OAwv Twv
TAUEIAKWY powv (OXI TWV HETOXIKWY POWV) TIG OTToiEG AauPBavel évag
OIKaIOUXOC TTOU CUUTTEPIPEPETAI PE TO BEATIOTO TPOTTO. ‘ETOI TTApdyouv U0
MEPIKES DIOQPOPIKES €EICWOEIC, Hia yia KABE ouoTaTIKO, TIG OTToieg AUvouv
TAUTOXPOVA VIO VA TIMOAOYROOUV Ta HETATPEWIUA OPOAoya. To povTéAo
Twv Tsiveriotis-Fernades (1998) cival dNUOPIAEG a@oU XPNOIKOTTOIE AiyeEg
TTapaPETPOUG. EKTOGC TNG dIaKUPAvVONG TNG UTTOKEINEVNG METOXNAG Ol HOVEG
METAPBANTEG €100d0U €ival Ta TTICTWTIKA avoiypata TTou TTapatnpouvTal
oTnv ayopd.

O1 Ayache et al (2002) siocfyayav €1Tiong £éva POVOTIAPAYOVTIKO
MOVTEAO TTOU OlaxwpiCel TO MPETATPEWIUO OPOAOYO O OMNOAOYIOKO Kal
METOXIKO OUOTATIKO OTTWG Kal ol Tsiveriotis-Fernades (1998). To povTéAo
uttoBETel pia dladikaoia aB€Tnong Katd Poisson. ETITAéov uttooTnpideTal
n amown OTI TO MPOVTEAO Twv Tsiveriotis-Fernades (1998) 0ogv
QVTIMETWTTICEl CWOTA TIC TINEG TWV WETOXWYV O€ TTEPITITWON aBéTnong,
KaBwg dev Tpocdiopifel TI Ba CuuBei PE TR TIMAR TNG METOXNAG MIAG
TTPOBANUATIKAG ETTIXEIPNONG N oTroia pTTopei va Ppebei o€ katdoTtaon
xpeokotriag. O1 Ayache et al (2002) kataAflyouv OTI TO HOVTEAO Twv
Tsiveriotis-Fernades (1998) cival attdé Tn @UON TOU UN IKAVOTTIOINTIKO, AOYyw
TNG utTréBeonG OTI O TIUEC Twv HETOXWV Oev emmnpedlovTal amd uia
KaraoTaon xpeokotriag. Kal ta dUo povtéAa Bewpouv TIG UTTOBECEIS TNG
ayopaiag agiog Kal TNG avakTnong TNG OVOUAOTIKAG agiag.

TéNog, TOAAG atd Ta poviéAa QuTAG TNG KaTtnyopiag (equity
models), €xouv TN HOP®N DIWVUNIKWY 1 TPIWVUPIKWY dEVTpwy. TETola gival
10 poviédo TG Goldman Sachs (1994), 10 oTroi0 XpPNOIYOTIOIEI TO
OIWVUNIKG OEVTPO TNG TIMNAG TNG METOXNG Twv CoX, Ross kal Rubenstein
(1979) , T0 povtéro Twv Hung-Wang (2002), To povtéAo Ttou Hull (2005)
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Kal To MoviéAo Huang-Liu-Rao (2013) 1O OTI0I0 EVOWMOATWVEI TOV
TMOTWTIKO Kivouvo.

1.3. Neprypagn AITAWPATIKAG

2TO TTPONYOUMEVO KEPAAQIO YVWPEICAPE TA PETATPEWIUA OPOAOyA, TTWG
TTPWTOEPPAVIOTNKAV, TA XAPAKTNPIOTIKA TOUG YVWPIOUOTA KAl TAgIOEWaPE HEow
TNG 10TOPIKAG QVAdPOUNG OTIC MEBODOUG aTTOTIUNONG TWV  HETATPEWIHWY
OMOAOYWV aTTO TO 1966 PéEXPI OruEPQ.

2T0 KEQPAAQIO 2 Ba TTPAYMATOTTOINCOUNE Wia TTEPIYPa®n yia TO AIWVUNIKG
OEvTpOo TToU guTTVEUCTNKAV O Cox,Ross kal Rubinstein, pia atTAr kail Tautéxpova
EUQUNG 10€a TTOU GANAGE TOV TPOTTO ATTOTIMNONG TWV TTAPAYWYwWV. AKOAOUBWG,
Ba yvwpioouuEe Pia eTTEKTAON auTOU TOU PovTéAou, To HovTéAo Tou Hull TTou givail
OlaKpITOU XPOVOU Kal €ival  JIaQUOPPWHEVO YIa TNV OTTOTIMNON METATPEWINWYV
OMOAOYywv. [pokeITal 0TV oudia yia €va TPIWVUUIKO OEVTPOo. 2TO TEAOG TOU
KEQAAQiIOU TTAPOUCIAZETAl  AETTTOPEPWS MIO  €QAPUOYH  OTTOTIMNONG  €VOG
METATPEWINOU OJOAOYOU.

2T0 Ke@dAalo 3 Ba avakaAuwouue 1O PoviéAo Tou Ingersoll yia Tnv
QTTOTINNON TWV MPETATPEWINWY OMOAOYwv. To poviéAo autd eival ouvexoug
Xpovou, oe avtiBeon pe autd Ttou Hull kai Bacifetal oto povréAo Twv Black-
Scholes-Merton, 1o TTAéov yvwOoTO yia TNV atoTiynon dikaiwpdaTwy. H 16éa Tou
MovTéAou Twv Black-Scholes-Merton Trepiypd@etal oTnv apxr Tou KEQaAaiou Kal
akoAouBei To povTEAo Tou Ingersoll.

210 povTéAo Tou Ingersoll, n agia TNG TINAG TWV PETATPEWIUWY OUOAOYWV
eCaptartal amd TNV agia TNG ETMIXEIPNONG, N OToia €ival éva un-TTapaTnpiciuo
MEyEBOC yia KABe Xpovik OTIyu Kal €701 €ival TTOAU  OUOKOAO va
TTpayuaToTTOINGEl  eUTTEIPIK) MEAETN. 2TO MOvTéEAO Tou Hull, n TiyR Twv
METATPEWINWY OPOAOYWV €EQPTATAI OTTO TN TIWA TNG METOXNG TNG eTaipiag. H TiuA
TNG METOXNG €ival €va TTaPATNPICINO PEYEBOC KAl OUVETTWG E€ival OXETIKA TTIO
€UKOAO va TTpayuatoTroinBei euTTeIpIK PMEAETN TOU PoOVTEAOU, OTTWG Kal YiveTal
OTO ETTOPEVO KEPAAQIO.

270 KEPAAQIO 4 TIPAYUATOTIOIEITAI Mia EPTTEIPIKT) MEAETN ATTOTIUNONG
METATPEWINWY OMOAOYWV HE TN BonBeia Tou TPIWVUMIKOU povTEAou Tou Hull TTou
TTEPIYPAWOAUE OTO KEPAAQIO 2, AAAG KAl VOGS OIWVUNIKOU POVTEAOU QATTOTINNONG
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METATPEWIMWY OPOAOYWV. ZTNV apxr Tou Ke@aAaiou yivetal TTEPIypa®r Tou
SIWVUNIKOU POVTEAOU Kal 0T CUVEXEIQ OKOAOUBEI pia e@apuoyr) amoTiunong Pe
TO autd TO POVTEAO VIO €va TUXQIO METATPEWIUO AVOKOAECIJO OMOAOYO TOUu
otroiou Ta dedopEva CUANECape atrd Tn Bdon dedopévwy TnG Bloomberg. >
ouvéxela oeipd €xel To povtéAo Tou Hull. Ztnv apxl mapaBéToupe Ta dedouéva
yla Ta opgoAoya 1Tou BEAOUME va KAVOUUE TNV OTToTiuNon. ‘ETTEIma eKTIOUME TIG
TTOPANETPOUG O Kal A pe Tn BonBeia Tou eTTavaAnTITIkou aAyopiBuou Levenberg-
Marquardt kai TEAOG €pPeUVANE TN TTPORAETITIKA IKAVOTATA TOU POVTéAOU pag. H
€PEUVA PaG €XEl WG OTOXO VA TTAPATNPEACOUUE TTOOO KOAG CUPTTEPIPEPETAI N TIUA
TOU POVTEAOU PaG Ot OX€on ME TNV TIWAR TG ayopds. Me Aiya Adyia 1mooo
agIOTTIOTO PTTOPEl Va €ival TEAIKA. 2T0 TEAOG TOU KEQAAQiou, TTPAYUATOTTOIEITAI HIa
apIBuNTIKA avAdAucn w¢ TIPOG TNV €EAPTNON TNG TIUAG TOU METATPEWIKOU
OMOAGYOU aTTd TIGC TTAPAPETPOUG TTOU EKTIUNBNKAV.

TEéNOG, ETICUVATTITETAI TTAPAPTNMA ME TOUug KWOIKEG TN MatLab Ttou
XPNOIUOTTOINONKAV IO TRV EUTTEIPIKI UEAETN.
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Ke@aAaio 2

2. MONTEAO AMNOTIMHZHX METATPEWYIMQN OMOAOIQN 2zE
AIAKPITO XPONO

2T0 KEQAAQIO auTo Ba TTAPOUCIACOUE TO TPIWVUMIKO OEVTPO TTOU EICTYAYE
o Hull (2004) yia Tn TIMOAGYNON TWV UETATPEWIHWY OPOASGYWV. MNpwTta dpwg Ba
TTAPOUME MIa YEUON OTTO TO TTPWTO OIWVUMIKO QEVTPO TTou €loryayav ol Cox-
Ross-Rubinstein (1979) yia tTnv amotiunon dikaiwudtwy Kal fATav n Bdon yia 6Aa
TQ METayevEOTEPA oévTpa aTToTIiNNONG TTOU KATAoKEUAOTNKAV,
OUMTTEPIAQNBavOuEVOU Kal TOU TPIWVUMIKOU dévTpou Tou Hull (2004).

2.1. Aiwvupiké MovTtédo Cox-Ross-Rubinstein

Aikaiwua (option) opietal éva TTapdywyo xpedypa®o Tou divel oTov
KAToxO TOou TO JIKAIWKA va TTPAYUATOTTOINCEl PJIa OUVOAAAYR UE TOV UTTOKEIUEVO
TITAO TTOU €ival eyyeypaupévo TO TTAPAYwYO OE TIPOKaBopIouévn TN,
OTTOIAONTIOTE OTIYUA MEXP! MIa dEdOoUEVN NUEPOUNvia. H TTpayuatoTToinon autig
TNG OUVAAAQYNG aQVOQEPETAl WG EGACKNON Tou dIKAIWUATOG. H TTpokaBopiopévn
TINN ovopadetal strike price kai n dedopévn nueEpoPNnvia KaAgital expiration date.
‘Eva dikaiwpa ptropei va eivai €ite call option €ite put option. To call option divel
TO JIKAIWUA OTOV KATOXO TOU VA QyOPAOEl TOV UTTOKEINEVO TITAO (TT.X. METOXEG,
XPUooO, TTETPEAAIO, OITAPI KATT), eV TO put divel TO dIKaiwua OToV KATOXO TOU va
TTwWAACEl TOVv UTTOKEiuevo TiTAo. TéAog €éva diKaiwpa pTTOopEl  va cival €ite
ApepikAviko, dnAady 0 KATOXOG TOU MTTOPEl va €§AOKACEl TO OIKAiwUA Tou
OTTOIOdNTTOTE OTIYMN MEXPI TN AEN Tou, €ite Eupwtraikd, dnAadn o KAToxog Tou
MTTOPEI va €€aoknoel TO dIKaiwua uévo TV nuEPOMNVia ARENg Tou.
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H mrpootrdBeia artrotipnong evog dikaiwpatog ¢ekivnoe 1o 1900 kai 10
TTPWTO UTTOdEIYUa dnuioupynBnke To 1973 atrd Toug Black-Scholes (1973). To
AlwVvUPIKO uTtddelypa BepeAiBnke 1o 1979, €81 xpdvia petd To dpbpo Twv Black-
Scholes (1973), amd 1peIg €mMipaveic olkovopuoAdyoug, Toug John Cox, Stephen
Ross kal Mark Rubinstein. 210 dpBpo Toug TTapoucidlouv pia atTAr) @OpuOUAa
dlakpiTou Xpdvou. To povTéAo autd Baciotnke otnv 10éa Twv Black-Scholes
(1973), aAAaG cival dounpévo oe BIAKPITO XPOVO O€ AVTIBECN PE TO JOVTEAO TwV
Black-Scholes (1973), To o1T0i0 €ival dOUNUEVO O€ CUVEXN XPOVO.

H duokoAia atroTiunong &vog JIKAIWPATOG UTTAPXEl OTTO TNV €V VEVEI
QUOKOAIO va QTTOTINAOOUME £va OTTOIOOATIOTE TTEPIOUCIAKO OTOIXEIO HE aBéBala
€000a. Ae yvwpifoupe pe BeBaidTNTA TIG EAAOVTIKEG POEG KAl ETTOPEVWG OUTE TO
TTPOECOPANTIKS ETTITOKIO.

O1 CRR (1979) €101 kaTtaokeuaoav éva OIWVUPIKO OEVIPO TO OTIOI0
TTaPOUCIAlel SIAPOPETIKA TTIOAVA PYOVOTTATIA VIO TN TIMF TNG UTTOKEIMEVNG METOXAS
MEXPI TN AREN Tou diIKalwuaTog. H utréBeon mou KAvouv yia Tn TIUA TG METOXNAS
gival 0TI akoAouBei Tuxaio Trepitraro. e KABe BANA N TIUA TNG METOXNAG EXEI MIA
OUYKEKPIPEVN TTIBavOTATA va KIvNBEi TTPOG Ta E€TTAVW KAl MIO CUYKEKPIPEVN
mMOAvOATATA Va KIvnOEei TTpog Ta KATW.

2.1.1. AIwVUNIKO BEVTPO piag TTEPIOGOOU

YT1ro0£Toupe OTI N TIUA TNG METOXNAG ONUEPA Eival S. ZTNV €TTOUEVN TTEPIODO
n TIMA TNG METOXNG Oa eival uS av kivnBei avodika pe mlavotnTa q | dS e
mBavéTnTa (1-q) av KivnBei kaBodikd. OTTou U gival 0 pubuodg augnong TNG TIUAG
TNG METOXNAG Kal gival oTaBepdg o€ K&Be TTEPiodo Kal To d gival o pubpodS peiwong
TNG TIMAG TNG METOXNG. H Kivhon TNG WETOXNAS TTOPOUCIACETAI OTO TTAPAKATW

dldypauua:

uS, e mBavoTnTa q Kail u>1

dS, pemBavornTa 1-q kal d<1

t=0 t=T
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Ymobéoeig
e TO £mMTOKIO €ival OTABEPO

e 7 K6OTN ocuVOAAQYWV

e 7 margin requirements

e A @bpol

e [1a TNV wpa n PETOXN OEV TTANPWVEI HEPIOUA
e 7 eukaipieg yia arbitrage

Opifoupe wg r = 1+ 1 Kail £101 TTPETTEI U>r>d. AV OUTEG O QVICOTNTEG OEV I0XUOUV
T6TE B UTTAPXOUV EUKAIPIES YIa arbitrage.

21N ouvéxela Ba douue TTwG Ba artoTiufjoouue éva call option TToU €ival
EVYEYPOAUMEVO OTN METOXN TTou €idaue Mo TAvw. [llaipvoupe TNV TMO OTTAR
KaraoTaon OTTou n nuepounvia AQgng Tou eival pia Trepiodog. ‘Eotw C n
Tpéxouoa agia Tou call, €, civai n agia Tou call 1o TEAOG TNG TTEPIGSOU AV N TIKNA
TNG UTTOKEINEVNG PETOXNG KIvnBei avodikd kai C,; cival n agia Tou call oto TEAOG
TNG TTEPIOOOU AV N TIMKA TNG UTTOKEINEVNG METOXNG €XEl KIVNOE KABOdIKA. ATTO TN
OTIYMA TTOU QTTOPEVEl JOVO JIa TTEPiodOog yia TN ARgn Tou call yvwpiloupe OT1 pia
opBoAoyikA TTOAITIKY €€aoknong eival C, = max[0,uS — K] kai C; = max[0,dS —
K] . MapakdaTtw diveral To dIdypauua TTou avatrapioTd Tn Tiur Tou call:

C, = max[0,uS — K], q

C;, = max[0,dS — K] , 1-q

t=0 t=T

O okoT1rég TOU UTTOdEIYHATOG €ival va ATToTINNOEl TOOO EupwTrdikd 600 Kal
Apepikavika dikaiwuata. H Baoikh 10éa Twv CRR eival OXeTIK& aTTAn.
Kartaokeuaoav 10 Aeyouevo xapto@uAdkio avTioTdduiong (replicating portfolio)
onAadny €va XapTOQUAAKIO TTou Ba atrapTifeTal ATmd PETOXEG KAl PETPNTA TA
OTTOIO KATABETOUNE PE Eva ETTITOKIO I. TO XAPTOQUAGKIO AuTO TO SIANOPPWaOAV HE
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TETOIO TPOTTO £TOI WOTE va OKOAOUBEI €TTAKPIBWS TNV Kivnon TnG TIUAG TOU
OIKAIWMATOG.

YT1ro0£éToupe €101 OTI KOTAOKEUAZOUUE £va XOPTOQUAGKIO TTOU TTEPIEXEI A
METOXEG Kal PETPNTA (f} opoAoya pndevikou Kivouvou) agiag B. To mmood Ttwv
METPNTWVY B 1O TOKIOUME PE €va €TTITOKIO . TO XOPTOQUAAGKIO auTd Ba KOOTICEl
onuepa AS + B. Z10 TEAOG KABE TTEPIODOU N aia TOU XaPTOPUAGKIOU Ba €XEl WG
€¢Nng

AuS +rB o
AS +B

AdS +rB , 1-q
t=0 =T
A@ouU utropoupe va diaAéEoupe Ta A kal B pe émroio 1pétro BéAoupue gpeic, Ba Ta
dlaAéEoupe €101 woTe N agia Tou XapTo@uAakiou oTo TEAOG TNG TTEPIOOOU Va
looUTal Je TN agia Tou call oe kKABe mOavh ekdoxr. ETTopévwg Ba Tpétrel va

IOXUOUV Ol 1I00TNTEG:

AdS +rB = C,
AdS +TrB =Cy (¢))
AUVOVTAG TIG EEI0WOEIG AUTEG, EXOUE:

A _ Cy—Cq _ uCy—dc,

T’ 2T o ©)
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E@ooov dev uTTApyOuUV €UKAIPiEG YIa €EI00PPOTINTIKA KEPOOOKOTTIO (arbitrage)
Kal agou n a&ia Tou xaptoQuAakiou oTo PEAAOV 100UTalI YE TNV afia Tou
OIKAIWPATOG O0TO HEAAOV, Ba TTPETTEN £TTIONG N agia TOU XapTOQUAAKiIoOU Oorjuepa va
IooUTal JE TNV agia Tou dIKalwPaTog oANEPA. ETTopévwG:

_ _Cy—Cq , uCy—dcy, __ ﬂ u-r
C=A45S+B = — + . —[u_dCu+u_dCd]/r 3)
OpiCoupe:
_ r—=d _ u-r
P = ﬁ KAl 1- P= m (4‘)

Omou p kai 1-p e€ivar o1 Aeyopeveg WeudoTriBAVOTNTEG  APOU  €XOUV
XAPAKTNPIOTIKA TTIBAVOTATWY.

‘ET01 N 106TNTA (3) YPA®ETAl WG EENG

C=[pC,+ (1 —p)Cql/r (5)

H (5) ammoteAei TN @OpuouAa atroTiunong evog call ye AnktoéTnTa MIag TTeEPIGOOoU
og 6poug S, K, u, d, kair.

O1rwg PTTOPOUPE VA TTAPATNPICOUNE, N OPUOUAT auTr) dEV TTEPIEXEI, YIA
KAAr MOg TUXN, TNV UTTOKEIPEVIKN TIBavoTnTa g. AuTd onuaivel 0T n @OpPoUAa
QUTA €CAAEIPEI TIG TTPOTIMACEIG TWV ETTEVOUTWV. AnNAadr] dIAQOPETIKOI ETTEVOUTEG
ME DIOQPOPETIKEG UTTOKEIMEVIKEG TTIBAVOTNTEG YIA TNV avOOdIKN Kal KaBodikr Kivnon
TNG TIMNAG TNG METOXNS Ba kKaTtaAn&ouv oTo idIo atroTéAeapa yia Tn Tipn Tou call, C.
EmmAéov, mmapatnpoupe 61 n agia Tou call e€aptaTtal yéovo atmmd TN TIWA TNG
peToxns. 'ETol n agia Tou call avatrapiotaTtal WG N avapevopevn HEANOVTIKA TIUN
TOU TTPOEEOPANPEVN OE €va KOOWO ME ETTEVOUTEC TTOU €ival  OUdETEPOI OTOV
Kivduvo.

2.1.2. AiwvupIKo6 BévTpo BUo TTEPIOdWYV

Twpa Ba egetdooupe Tn TIPA €vog call, oTo o1Toi0 aTTouéVOUV dUO TTEPIODOI
HEXPI TN AREN.



H 1y TNG peToxAg o€ KABE TTEPIOdO PaiveTAl ATTO TO TTAPAKATW SEVTPO:

u’s

uS

duS

dS

VAN

d*S

t=0 t=T/2 t=T

Ouoiwg yia mn TiuA Tou call Ba éxoupe:

Cyy =max [ 0,u?S - K]

C Cgy =max [ 0, duS -K]

Cdd = maX[ 0, dZS - K]

t=0 t=T/2 t=T

21
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otTTou Cy,, €ival n TiyA Tou call étav n TP TNG PETOXNG €XEl KIVNOEi avodikd Kal
oTIg dUO TTEPIOdOUG, Cyy, €ival n TIUA Tou call étav N TiuA TNG METOXNG €XEI KIVnOEi
avodIKA 0T TTPWTN TTEPIOdO Kal KaBOdIKA oTn deuTepn Kal Cyy €ival N TIUA TOU
call 6tav n Ty TG HETOXAG €XEI KIVNOEi KaBOBIKA Kal oTIG dUO TTEPIODOUG.

H @bppoula (5) tTou €idaue 1m0 TTAvw 1I0XUEI yia yia TTepiodo. Edw Ba Tn
XPNOIKUOTTOINOOUNE 0€ KABE TTEPIODO Kal £TO1 Ba £XOUE:

Cy = [pCuu + (1- p)Cdu]/r

Cqi=[pCau+ (1—p)Cyql/r (6)

Kal

C=[pC,+ (1—p)C4l/r =[P*Cpppy + 2p(1 —P)Cyy + 1 —P)* Cyq1/7* (7)

évag aAAog TUTTOC yia Tn Tiur Tou call yia yia TTepiodo eival

C= e pC, + (1 -p)Cq4] (8)
‘l"fAt_d
é1Tou u=eoVit g=e oVt 2" 2
) ) u—d )

Kal 6TToU O €ival n TUTTIKA atToKAIon, JETABANTOTNTA.
MNa dUo TTEPIGOOUC EXOULE:

-1
Cu =e f t[pcuu + (1 - p) Cdu]
Cq = e_rfAt[PCdu + (1 -p)Cyq]
C=epC,+ (1-p)Cq] -
C =e 2" p2Chy + 2p(1 — p)Cqy + (1 — D)? Cyq]

H atrotipnon evog APEPIKAVIKOU BIKAIWMATOG gival idla YE TV ATTOTiUNON TTOU
€idaue 1Mo TAVW evog EupwTtaikou dIKAIWUATOG PE TN dla@opd OTI KIVOUUEVOI
TTPOG TA TTiIOW O€ KABE KOUPBO OUYKPIVOUUE TN TIWA Tou EupwTraikoU dIKAIWPOTOG
ME TNV ECWTEPIKI) TIUNA TOU.
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2.2. Tpiwvupiké MovTéAo

270 KeQPAAaio autd Ba TTAPOUCIACOUUE TO TPIWVUMPIKG Oévipo Tou Hull
(2005) kar TNV évvoia TNG €viaong OudeTépou KIvOUVOu, A, TTou Eival
ONUAVTIKA YIA TNV ATTOTIUNON TWV PETATPEWYINWY OPJOAOYWV

2.2.1. TpiwvupIKS utréderypa Hull

O Hull (2005) sior)yaye éva PovTEAO ATTOTIUNONG METATPEWIHNWY OUOAOYIWV
oe popoenry OEvTipou Bacifouevo oTo POVTEAO TTou eloryayav ol Cox-Ross—
Rubinstein (1979). Tlpdkeirar yia éva TPIWVUMIKO OEVIpO TO OTTOIO
XPNOIUOTIOIEITAI EUPEWG YIO TNV OTTOTIUNCH TOUuG. To UTTOdEIYNO aAuTO
MOVTEAOTTOIEI TN TIUA TNG METOXNAG TNG €KOOTPIOG ETAIPIOG, UTTOBETOVTAC OTI N
peToxr akoAouBei MNewpueTpikh Kivnon Brown kail uttépxel pia mlavotnTa AAt
OTNV OTTOIa QVTIOTOIXEI N XPEOKOTTIO TNG ETTIXEIPNONG O KABE YIKP XPOVIKA
TEPIODO At. ZTnV TTEPITITWON XPEOKOTTIAG, N TIPN TNG METOXNG TTEPTEI 0TO O
Kal n aia Tou oJOAOGYOU KATPOKUAJEI OTO TTOCO TNG OVOMAOCTIKY agiag Tou
OMOAOyou €T TO TTOOOOTO avdakTnong (ouvnBwg opifetal wg 40%). H
METABANTA A OpideTal WG N £vTAON XPEOKOTTIAG OUDETEPOU KIVOUVOU (BAETTE
2.2.2).

TpoTToTTOIWVTAG TO YVWOTO dIWVUNIKO &évTpo Twv Cox-Ross—Rubinstein
(1979), Ba £xouue yia kaBe k6UBo:

» Mia mBavétnTta p, yia Tnv TTOoCO0O0TIaIa avodiKfy UETABOAN U TNG
TIMAG TNG METOXAG KATA TNV €TTOPEVN TTEPIODO didpkelag At

= Mia mBavdtnTa p,; yia TNV TTOCOOTIAIO KOBODIKI) PETABOAN d TNnG
TIMAG TNG METOXNG KATA TNV €TTOPEVN TTEPIODO OlApKeIag At

= Mia mBavotnta pgr =1- et gmv omoia avTioToIXEl N
TTEPITITWON XPEOKOTTIOG KATA TNV OTToid N TIUA TNG METOXNAG TTEPTEI
o710 0, KaTtd TNV €Touevn TTEPiodo didpkelag At

E¢iowvovTtag tn dilakupavon TG amodoong TG PEToxng atrd 10 Black-
Scholes, pe Tn dlokupavon TG atrédoong TNG PETOXNAG OTO dévTpo, o Hull
KataAnyel oToug akdAouBoug TUTTOUG yIa TIG TTAPAUETPOUG:

a—de 74t ue~Ht_ g ,(oz—ﬂ)At
Pu = Pa = u=e , (i::;

1
u-d '’ u—d !

)
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OTou a = e(""D4t ¢ = TF TO ETMTOKIO WNJEVIKOU KIVOUVOU Kal g gival n
MEPIOUATIKN aTTOO00N TNG METOXNG.

H didpkeia Cwnig Tou TPIWVUNIKOU BEVTPOU £XEl OXEDIAOTEN va gival ion PE
TN SIdpKEIa (WG TOU PETATPEWIMOU OUOAGYou. H agia Tou opoAdyou OoTOUug
KOUPBOUG TNG TEAEUTAIAG TTEPIOBOU TOU OEVTPOU UTTOAOYiICETaI avAaAoya PE Ta
OIKAIWMPATA JETATPOTIAG TTOU €XEI O KATOXOG TN CUYKEKPIPMEVN XPOVIKI OTIVHI).
2TN OUVEXEIA KIVOUPAOTE TTPOG TA TTICW OTO OEVTPO. 2TOUG KOUPBOUG OTTOU
EMTPETTETAI N PETATPOTIA ATTO TOUG OPOUG TOU OMOAOYOoU, eAEyxOouue av n
METATPOTIA €ival TO IO KEPOOPOPO aTToTEAECa. ETTiong eAéyxoupe av n
Béon Tng €kdOTPIaG eTaIpiag BeATILWVETAI av KAAéoel Ta opdAoya. Av GvTwG
BeATiwveTal, UTTOBETOUPE OTI TO OOAOYa KOAOUVTAIl KAl ETTAVEAEYXOUUE AV
givalr kaAuTtepo va yivel petatpot). ‘ETol yia k&Be kéuBo n aia TOU
METATPEWINOU OPOAOYOU Ba ival IcodUuvaun JE :

V = max[min(Q4,Q2), Q3] (10)
oTTOU:
Q1: n agia Tou opoAdyou av dev yivel oUTE PETATPOTTH, oUTE AvAKANGN OTO
OMOAOYO
Q- n Ty avakAnong (call price)
Q3: n agia Tou opoAdyou OTOV TTPAYUATOTIOIEITOI N UETATPOTTA (conversion
value)

MNapadsiyua

‘EoTw éva petatpéWigo opdAoyo pe nuepounvia AAENG o€ 9 prveg, TO
oTT0i0 €kdOBNKe aTd pia etaipia X. H ovopaoTikA agia Tou eivar $100. O
O€iKTNG WETATPOTING €ival 2 KAl N UETATPOTIH PTTOPEI va Yivel OTTOIAdNTTOTE
OTIYMA KaTd Tn didpkeid Twv 9 pynvwyv. H 1y avakAnong eivar $113. H
apxIk TIuA NG peToxng cival $50, n diakuuavon gival 30% £TnNoiwg Kal dev
uTTApxXouV uepiopata. H évraon xpeokotiag A gival 1% avd xpovo kal OAa Ta
ETTOKIO PNOEVIKOU KIVOUVOU Yia OAEG TIG ANKTOTNTEG gival 5%. YTT0BEéTOUNE
OTI OTNV TTEPITTITWON XPEOKOTTIAG N agia Tou opoAdyou eival $40 (To TTooooTo
avakTnong opicetal wg 40%).

YtroAoyifoupe TIG PETABANTEG u, d, a, Py, Pg KAl KOTAOKEUAZOUPE €va
TPIWVUMIKO dévTpo (Eikdva 1) .

3 pveg
=——=2=0,25
12 unveg

u= 61/(0.32—0.01)x0,25 =1.1519

, d=1= 1 _—0.8681
u 1.1519




a= e0.0SXO.ZS =1.0126

1.0126—-0.8681X

e—0.0lXO.ZS

u 1.1519-0.8681
1.1519 x ¢~001x025 _ 1 0126

=0.5167

Pa =

1.1519 — 0.8681

pdefault =1- e—0.05 %x0.25 _ 0.002497

= 0.4808

25

Eikéva 1 . Tpiwvupiké AévTpo yia TNV ATTOTIiUNOT TOU HETATPEWIMOU OPOAOYouU. H TTadvw TIPA pE Ta

HaUpa YPAMMATO €ival N TIMA TNG METOXNG O& KABE KOUBO, EVW N KATW TIMA ME TA UTTAE YPAUMOATO

gival n TIPA Tou YeTaTpEWPIgou opoAdyou o€ KdGBe kKOuo.

57.60
N

A 115.20
50

106.94 r

d
™\

43.41

101.20

Default

0

40

t=0 t= 3 pnveg

A
66.34
132.68
E
50
106.36 ‘
Z
37.68
98.61
Default
0
40
t= 6 pnveg

H
76.42
152.84
(0]
57.60
115.20
|
43.40
100
K
32.71
100
Default
0
40
t= 9 pnveg
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21NV apxn PBpiokouue Tn TIUA TNG METOXNG O€ KABe KOUPOo. H apxikh Tiun
NG METOXNAG gival S= $50. Av n yetoxn KivnBei avodikd Tnv TTpwTn TTEPiodo, n
TINA TNG Ba gival Sy =u xS = 1.1519 x 50 = $57.60 (kéupog B). Av o1n
OeuTepn TrEPIOdO KIVNOEi TTAAI avodIKG TOTE N TINA Ba €ival S, = u X Sp =
$66.34

Av n TIUA TNG METOXNG KivnBei KaBodIKA Tnv TTpwTn TrEPiodo, TOTE Ba
Exoupe Sp =d X S=9$43.41 (k6upog IN). Av Tn deuTepn TTEPIOdO KIVNOEi TTAAI
KoBodIKd, TéT1E Ba £xoupe S, =d X Sy = $ 37.68. Av 1n 1piTn TTEPiodO KIvnOEi
avodIka TOTE N TIUA TNG METOXNG Ba eival S; = u X S, = $ 43.41. Me tnV idia
d1adIKaCia CUUTTANPWYOUNE OAOUG TOUG KOUBOUG HE TIG TIMEG TWV PETOXWV.
2TNV TTEPITITWON XPEOKOTTIAG N TIUA TNG HETOXNAG TTEPTEI 0TO O.

2TN OUVEXEID, VIO va BPOUKE TN TIUA TOU UETATPEWIUOU OPOAOGYOU OruEpa
akoAouBoupe Ta €1 BrAMaTa.

=EKIVAME atro Toug TeAeuTaioug KOPBOUG. 2Tov KOUBOo H gival o apeoTod
va yivel n perarpot). O éAeyxog yiveral Tavta pe tnv e€iowon (10). ZToug
TeEAEUTaioug KOUPBoug éxoupe (1= ovopaoTikr aia Tou opoAdyou= $100.
Etropévwg yia Tov kéuBo H Ba €xoule:

H: max[min(100, 113), 2 X 76.42] = 152.84

Opoiwg yia Tov KOO O gival TTo apeCTh N JETATPOTTH.

©:  max[min(100,113), 2 x 57.60] = 115.20

l: max[min(100,113), 2 X 43.41]=100
K: max|[min(100,113), 2 x 32.71] =100

MNa Toug KOUPoUG | kal K eTTopévwg dev TTPAYHATOTIOIEITAI PJETATPOTTH TOU
OMOAOYOU O€ PETOXEG.

210 €TTOMEVO Bripa TG dladIKaoiag atroTiunong eAéyxouue TV agia Twv
KOUPBWV TNG TTponyoupevng Trepiddou. To Q; o€ autr) Tnv TTEPiodo Ba eivail
OIaQOPETIKO yIa To KABe kOpPBo. To Q; e€vog kOuPou utroAoyiletal wS N
TTapouoa agia Tou oTABPICUEVOU YECOU OPOU TWV 3 TINWV TOU OPOAdYyoU
OTOUG KOPPBOUG TNG ETTOPEVNG TTEPIOOOU TTOU OUVOEOVTAI PE TOV KOUBO auTo,
ME oTaBUd TIG AvTiIOTOIXEG TNBAVOTNTES Py, Pa s Pdefault -

MNa Tov KOPPO A eTTOpéVWGS Ba £Xw:
Q1 = (pu X 152.84 + py X 115.20 + Pgerauic X 40) x e~ 74t
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Q; =(0.5167 x 152.84 + 0.4808 x 115.20 + 0.002497x 40 ) x ¢~ 0:05%0.25
Q, = 132.79

2UVETTWG EXOUME:

A: max|min(132.79,113), 2 X 66.34] =
max[min(132.79,113), 132.68] = max[113, 132.68]=132.68
AnAadr oTov KOUBO A n ekdOTPIO ETAIPIA AVAKAAEI TO OgOAoyo Kail gival
TIPOTIMOTEPO YIA TOV ETTEVOUTH) VA PETATPEWEI TO OMOAOYO OE HETOXEG TTAPA
va AGBel Tnv agia avakAnong.

MNa Tov KO6PPO E:
Q; =(0.5167 X 115.20 + 0.4808 x 100 + 0.002497% 40 ) x e~ 0-05%0-25 —
Q, = 106.36

E: max[min(106.36,113), 100] = 106.36

MNa Tov kK6PPO B opoiwg Ba €xoupe:
Q; =(0.5167 x 132.68 + 0.4808 x 106.36 + 0.002497x 40) x e~ 0:05%025 —
118.31

B: max[min(118.31,113), 115.2] =115.2

Opoiwg cuptTAnpwvoupue OAOUG TOUG KOUPBOUG Kal TNV agia Tou KOuBou A
TTOU €ival Kal n aia Tou YeTaTpéWiou opoAdyou anuepa, dnAadn n agia Tou
WAXVOUUE TEAIKA.

MNa Tov KOPPO A:

Q; =(0.5167 X 11520 + 0.4808 x 101.2 + 0.002497x 40) x ¢~ 0-05%025
=106.94

A: max[min(106.94,113), 100] = 106.94

2UVETTWG N adio Tou JETATPEWIMOU OMOAOGYOU OTO TTapddelyud pag civai
$106.94.
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2.2.2. 'TEvraon XpeokKoTriag oudETEPOU KIVOUVOU, A

‘Eva XapakTnPIOTIKO TWV TTICTWTIKWY QYOpWwV €ival n d1a@opd PETAgU TwV
TOAVOTATWY XPEOKOTTIAG Ol OTTOIEG AVTAOUVTAI ATTO IOTOPIKA dedopéva (real-
world default probabilities) kai autwyv 1Tou uttoAoyifovTal aTTd TIG TIWEG TWV
ouoAOywv (risk —neutral default probabilities). H diagopd Toug utrdékeiTal oTo
AGyO TNG avaAuong Tou TTIOTWTIKOU KIvOuvou. Katd 1n dievépyela avaAuong
OEvapiwyv yia Tov UTTOAOYIOPO Twv TTIBavwy PEANOVTIKWY NIV €EQITiag
XPEOKOTTIAG xpnoldoTtroieital o real world. OTtav aTToTIHOUPE TTIOTWTIKG
TTOPAYyWYa 1 EKTIUOUPE TNV ETTIPPON TOU KIVOUVOU XPEOKOTTIAG OTNV
ATTOTINNGCN XPEOYPAPWY XPNOIKOTTOIOUVTAl Ol TTIBAVOTNTEG XPEOKOTTIAG
oudétepou  Kivduvou (risk-neutral). Auté oupfaivel d16TI n  avdAuon
utToAoyiCel TNV TTOPOUCA O&ia TWV QVAPEVOUEVWY XPNUATIKWY POWV Kal
oXedOV TTAVTa EUTTEPIEXEI TN XPHon TNG a&loAdynong oudétepou KivOUvou.
21N Olodikaoia TIWOAOYNONG TWV  HETATPEWIMWY OPOAOYWV  ETTOPEVWG
XpnoigoTtroloupe TIg risk- neutral default probabilities.

Q¢ évraon xpeokoTriag (ouxva kaAeital kalr hazard rate) opioupe TNV
mOAvVOTNTA XPEOKOTTIOG avd £T0G UTTO TNV TTPoUTTO0e0Nn OTI OeV €XEI UTTAPEEI
XPEOKOTTIA VwpiTeEPpa. Mia TTpoCEyyIon TTOU XPNOIUOTTOIEITAl YIa TNV €UPECN
TNG £VTAONG XPEOKOTTIOG OUDETEPOU KIVOUVOU Eival:

.
Il
<
3

(11)

T
=

OTTOU:

y: n ammédoorn Tou ouoAdyou

r: n amdédoon evog OPoAGyou UNOEVIKOU KIVOUVOU TO OTToi0 divel TIG idIEG
XPNUATIKEG POEG PE TO OUOAOYO

R: 10 €mTOKIO AVAKTNONG (recovery rate)
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KepaAalio 3

3. MONTEAO AINOTIMHZHZ METATPEWYIMQN OMOAOIQN zE
2YNEXH XPONO

210 Ke@AAalo autd Ba TTapoucidoouue To HovTéAO Tou Ingersoll (1977a) yia Tnv
QTTOTINNON TWV PETATPEWINWY OMOAOYwV. To povTéAo Tou BacioTnke oTo GpBpo
Twv Black-Scholes (1973), To o1T0i0 TTAPOUCIACETAI TTPWTO.

3.1. MovTéAo Black-Scholes

O1 Fisher Black, Myron Scholes (1973) ka1 Robert Merton (1973) épepav
MIa VEa €TTOXN €TTAvVACTAONG OTNV ATTOTIMNON Twv dIKAIWUATWY. To uTTédEIyua
TTOU €I0fyayav ovopaoTnke ‘PovTEAo Black-Scholes’ kai éyive ypriyopa atmodekTd
Kal ONUOQIAEG OTO XWPO TNG ATTOTIMNONG TWV TTOPAYWYWVY Kal €iXe MEYAAN
ETMPPON OTO TPOTTO TTOU OI £UTTOPOI TIWOAoyoUuoav Kal avTIoTaBuIfav TTAéov Ta
dIKalwpaTta. H otroudaidtnTa TOU JOVTEAOU avayvwpioTNKE Kal eTTionua 1o 1977,
otav ol Robert Merton kai Myron Scholes Bpapeutnkav pe 10 Bpapeio NOPTTEA
Oikovoulkwy. AuoTuxwg o Fisher Black amrefiwoe 1o 1995.

To povtélo Twv Black-Scholes atroteAei pia atrod TIG TTI0 S1IACNPES MEPIKES
dlapopIkéG  €€lowoelg 0T0 Xwpo Twv  Oikovopikwy. O uttobéoceig TTOU
XpnoiJotroinoav yia va TapaxOei autry n UYEPIKN dIaQopIKn eiowon eival ol
OKOAOUBEG:
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YmoOéoeic

I.  H petoxn) akoAouBei NewpeTpiky Kivnon Brown pe pé€oo, U Kai
TUTTIKA aTTOKAION , 0, 0TaBepd
ii. EmTpémeral n avolkti 6éon TTwAnong (short selling)
li. A KOOTN CuVOAAQYWV Kal ¢OPOI
iv. A pepiopaTa géxpl TN AN TOu TTapaywyou
V. A euKalpieg eClooppoTINTIKNAG KEPOOOKOTTIOG (arbitrage)
vi. H ouvaAAayr Tou xpeoypd@ou gival CUVEXNG
vii.  To emTtokio undevikou KivOUvou , I, gival oTaBepd Kai id10 yia OAeg
TIG ANKTOTNTEG

2UUTTEPIPOPA TNG TIUNG TNG YETOXNG

Y1roBEToupe OTI N avapevouevn atrddoaon TG METOXNAS ava povada Xpovou
gival oTaBepn Kal ion PE Y:

1 [St+4t)]
EE[ s |-

Av n heTABANTOTNTA TNG PETOXNG €ival TTavTa O, TOTE

AS(t) = uS(t)At
Ouwgyia At - 0
dS = uSdt
H Auon tTng otroiag €ivai

S(t) = S(0)eHt

2TNV TTPAYMATIKOTNTA OUWG MIa PETOXN EMTTEPIEXEI METABANTOTNTA. 'ETOI
TTepIAapBavovTag TN ueTaBANTOTATA Ba €X0UNE
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% = UAT + 0 VAT (12)

Otou &,~ N(0,1).

AuTo anuaivel 61 To JovTEAO UTTOBETEN OTI N dlaKUPavon TNG METOXAS avda
povada xpdvou gival aTabepr] Kai ion pe o?:

2

1 [S(t +A1) -S|

a Y S

TO O KOAETal JETABANTOTNTA TNG UTTOKEIMEVNG UETOXNG.

H egiowon (12) ypageTai :
AS(t) = uS()AT + oS(t) e, VAT
MNadat -0

ds(t) = us(t)d(t) + oS(t)dz(t) (13)

H eCiowon auth €ival To PJOVTEAO TTOU XPNOIMOTIOIEITAI EUPEWGS YIA TN
OUMTTEPIPOPA TNG TIUAG TNG METOXNG Kal KaAgiTal MewpeTpikr Kivnon Brown. Na
va eTMAUCOUNE TNV £EiICWON XPNOIMOTTOIOUNE TO AAUUa Tou Ito Kal €XOUpE OTI :

a2
S(t) = 5(0)e<"‘7)”"“) (14)
H ammdédoon TG YETOXNG OKOAOUBEI KAVOVIKN) KaTavoun
%’VN (uAt, aV/At)
ATTO TNV €€iowon (14) éxw Ot :

lnSt~N[lnSO + (u—a;) t,m/ﬂ] (15)

H eCiowon (15) deixvel 0TI N In S, akoAouB&i KavoVIKr KaTtavour , apa n S;
B8a akoAouBei log-normal katavopr).
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‘Etol amrd Tnv (15) €xoupe OTI N avapevouevn TIPN TNG JETOXNG Ba divetal atrd 10
TUTTO
E(St) = Soe#t

Kal n diakupavon NG TINAG TG JETOXNAS Ba divetal atrd To TUTTO:!

Var(S,) = Sy2e?#t(e®’t — 1)

A1Tode1ENn TNC pepIKNC dia@opiknc Black-Scholes

KaTtaokeudaloupe éva xapTtoQUAAkio pe A(t) petoxég kal B(t) xpripata ta otroia
eTTEVOUW OTO ETTITOKIO PNOEVIKOU KIVOUVOU. AUTO TO XOPTOQUAAKIO Ba TTPETTEN va
eivar ioo pe C(t), vt, dpa

A(t)S(t) + B(t) = C(S(t),t)

Vt < T uTToBETOUNE OTI N TIUA TOU UTTOKEIYEVOU TITAOU aKOAOUBEi TN @OPUOUAa TNG
eCiowong (13), TTou gidaue TTIo TTAVW

dS(t) = uS(t)d(t) + aS(t)dz(t)
KAl

dB(t) = rB(t)dt

O1 aAAayég Tou XapToQUAQKiOU yia TTOAU PIKPO Xpovikéd diaoTnua Ba eivai:

A(t)dS(t) + rB(t)d(t) = dC(S(t),t)

Me 1n BonBeia Tou Afpua Tou Ito Bpiokw TIC duvapikés Tou C(S(t),t)

2
dCc(S(t),t) = Z—g [uS(t)dt + oS(t)dz(t)] + <Z—f + %ZTS azSz(t)> dt
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A@®AS() + rBEd(E) = dse) + (2 + 10°¢ 252 ®)de (16)

ETTopévwg éxoupe Ot

At) =2 kal  B(£) = C(t) —3=S(t)

Apa atro Tnv (16) €xoupe OTi

ac  ac  1d%c
rC®) =S+ + EW"ZSZ (t) (17)

Autn gival n tepipnun pepikh diagopikn egiowon (PDE) tTwv Black-Scholes yia
TIG TINEG evOG TTapaywyou. H e€icwon autn cival avedptntn atd TIG TTPOTIMACEIG
PioKOU, a@ou dev TTEPIEXEI TOV OPO TNG AVAPEVOUEVNG ATTOdOONG, .

H 1y evog EupwTraikou dIkaiwpatog he TIPR e¢doknong K, diveral atrd 1o TUTTo:

c(t) = S(ON(dy) — Ke " T-ON(d,) (18)

o1Tou

Q- In(S(t)/K) + (r + ¢2/2)(T —t)
e oNvT —t

p _In(S®/K)+ (r—a?/2)(T—t) _
2 ovT —t B

dl—O' T_t

Kai étmmou N(x) €ivalr n aBpoioTiKl cuvapTnon KATavoung mmlavotnTag PIOG TUTTIKAG
KAvoVIKAG KaTavoung, onAadry cuuBoAilel tTnv mlavotnta OTI Yo PETAPRANTA ME
TUTTIKA) Kavovikf katavour N(0,1) Ba cival pikpdTtepn TOU X.

X ZZ

1
N(x) = NiT e 2dz
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Wiener Process

Mia petaBAnTy z akoAouBei Wiener Process av IKAVOTIOIEI TIG AKOAOUBEG
TTPOUTTOBEDEIG

e H aA\ayni Az o€ piKpod xpoviko diaoTnua At givai
Az = e VAt ,

OTTOU TO € MIa MPETABANTA TTOU OKOAOUBOEI Tn TUTTOTTOINUEVI KAVOVIKK
karavoun N(0,1)
Emropévwg eeidn

e~N(0,1)
TOTE
eVAT~N(0,AT)

Az~ N(0, A7)

e O1 muég Twv Az yia U0 DIOPOPETIKEG MIKPEG QTTOOTACEIS OTO XpoOvo, At,
gival aveEaptnTeg

Anjuua rou Ito (1951)
YT1roB£Toupe 0TI n agia piag peTaBANTAG X akoAouBei Tn diadikacia Tou Ito
dx = a(x, t)dt + b(x,t)dz
OTrou dz cival n diadikacia Wiener Kal Ta a Kal b €ival CUVAPTAOCEIG TOU X Kal t.

To Ajuua Tou Ito deixvel Ot pia ouvaptnon G, epappodovTag n oeipd Taylor,
akoAouBei Tnv akdAoubn diadikaoia

dG = oG +aG+1aZGb2 dt+ade
~\ox T ot T 20x2 ox
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3.2. MovTéAo Atrotipnong Metatpéyipwy OpoAdywyv Ingersoll

O Ingersoll (1977a) ATav O TIPWTOG TTOU TIUOAOYNOE TA METATPEWIHA
opdAoya pe mn BorBeia Tng BiBAloypagiag Twv Black-Scholes (1973). 210 Gpbpo
Tou 0 Ingersoll (1977a) avaTrTUooEl ETTIXEIPAMOTA KEPOOOKOTTIAG YIA VA KATAAALE
oe O1aQopa ouptrepdopata, AapBdvoviag uttown Tautoxpova Tn BEATIOTN
OTPATNYIKA METATPOTIAG VIA TOUG OMOAOYIOUXOUG, KABwG Kal Tn BEATIOTN
oTpatnyikh avadkAnong via Tnv €kdOTpIa ETTIXEipnon. EmmTpooBera, mapdyel
avOAUTIKEG AUCEIS QTTOTIUNONG VYIa Ta MPETATPEWIMA OPOAoya yia éva €Upog
eIOIKWV TTePITTWOoewV. O Ingersoll €TMKEVIpWVETAI OTNV TTAPAYwYr KAEIOTOU
TUTTOU AUCEWV yIa TN TIHWOAOYNON OUYKEKPIMEVWY TUTTWV  UETATPEWIN WV
OMOAOYWV.

3.2.1. YmwoB£oe€Ig Kal TTEPIOPICHOI TOU HOVTEAOU

O1 uTTOB£0EIG TTOU XPNOIKOTIOINOE YIa va KATAAAEEI OTO MOVTEAO TOUu XwpilovTal
O€ TPEIG KaTNyopieg. H TTpwTn Katnyopia €ival oI CUUTTEPIPOPIKEG UTTOBETEIG, Ol
oTroie¢ AauBdavouv uttown TIG TTPACEIG, dNAADNA TTWG CUMTTEPIPEPOVTAIl VEVIKA O
eTTeEVOUTNG Kal N dI0iKNON TNG €TmXeipnong. H deuTepn KaTnyopia €ival o1 YEVIKEG
UTTOBEC0EIG yIa TV ayopd Kal N TPITN Katnyopia €ival ol 10IKEG UTTOBETEIS YIa TNV
ayopa.

O1 ZuputrepipopikéS YTTOBEDEIS Eival:

[. O emmevOUTES TTPOTIMOUV TTEPICCOTEPO TTAOUTO OTTO OTI AlyOTEPO

. H dloiknon TG e€TaIpiOG TIAIPVEI QTTOPACEIC WE OKOTIO TN
MEyIOTOTTOINON TOU TTAOUTOU TWV METOXWV O OAEG TIG XPOVIKEG
OTIVUEG

O1 levikég YTToBEo€Ig yia TV Ayopd eivai:

. O1 ayopég cival TéAeleg, dnAadr) dev UTTAPXOUV KOGTN CUVAAAQYWY,
dev UTTApxXouV QOpPOI Kal n TTPpdcRacn oTIG TTANPoYopieS cival idia
yla OAOUG TOUG ETTEVOUTEG

IV.  Agv yivovtal TTANPWHEG HEPIOPATWYV

V. O16pol HETATPOTTAG TWV HETATPEWILNWY OJOAOYWV Eival oTABEPOI Kal
dev aAAalouv oTO XpbdVo

VI.  Aev uttdpxouv etaipikoi @oépol kal ioxuel n MNpdétaon | amd 10
Bewpnua Twv Modigliani-Miller



VII.

VIII.
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Orav yivel avdkAnon Tou PETATPEWIMOU OPOAGYOU aTtrd Tnv €kOOTPIO
ETAIPIO, O OMOAOYIOUXOG E€ival UTTOXPEWHEVOG VA  TTAPAdWOCEI
KarteuBeiav TIG aTTaITACEIG e€apyUpwong A HETATPOTTAG. AnAadr, dev
UTTAPXEI KATTOIa TTEPIOBOG yIa va TTpaypartotroindei n tapadoon
auth (no call notice)

To emiToKIO gival oTaBePO Kal PN OTOXAOTIKO

O1 EidIkég YTToB£o¢€Ig yia Tnv Ayopd ivai:

IX.

X.

XI.

H ouvaAdayy Aaupdavel xwpa ouvexoueva kal Ogv UTTAPXOUV
TTEPIOPICHOI YIA TO BAVEICHO 1 YIA TIG AVOIXTEG BECEIC TTWANONG

H ayopaia agia tng etaipiag akoAouBei MNewpeTpik Kivnon Brown
ME dlakupavon ava povada xpovou avaloyn Tng piag TnNG ayopaiog
agiag TNG eTaIpiag

O1 ekdOOEIG TWV PETATPEWIMWY OPOAOYIWV ATTOTEAOUV TN HJOVADIKN
KUpla €kdoon TNG Taipiag. H povn aAAn atraitnon €ivai n getoxn

21N ouvéxela, o Ingersoll katTaokeuddel KATTOIOUG TTPOKATAPTIKOUG TTEPIOPICUOUG
atroTiynong. To avwTtato OpIo yIa PIa €KOOON METATPEWIMWY OPOAOYwWV Eival n
agia TG emixeipnong, V. MNa va uynv uttdpxouv eukaipieg arbitrage, n €kdoon
TIPETTEl VA agidel TOUAGXIOTOV OO0 N agia HETATPOTING TNG, YV. ETTOpéVWG:

OTTOU:

0<yV <G(V,7;B,C,y) <V

0<yV<H|V,T; K(1),C,y] <V (19)

y: OUVTEAEOTAG apaiwong (dilution factor). YTTodnAwvel TO TTOOOOTO TWV PETOXWV
TToUu Ba SIOKPATHOOUV Ol OJOAOYIOUXOI QV YiVEl PMETATPOTTA TWV OPOASGYWV. Av
utTdpxouv N HETOXEG TTOU EKKPEPOUV Kal N gival 0 apiBudg TwV PETOXWV TTOU
avTaAAdooovTal yIa TO HETATPEWINA OUOAOYQ OTO GUVOAO, TOTE EXOUNE OTI:

n
n+N

Yy =
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V- n ayopaia agia Tng €Tmxeipnong
yV:n agia PeTatpoTTiG TOU PHETATPEWIUNOU OoAGYou (conversion value)

G(V,7;B,C,y): n OUuvoAIKA agia piag €KdoaNG PN-aVOKAAECIUWY PETOTPEWINWY
OMOAOYwv pe AAEN T, pe balloon payment, B kal TTANPpwWUEG PEPIOCPATWY Kal
koutroviwv C.

H[V,t; K(1),C,y]: n ouvoAikr agia piag €kdoong QVOKAAETINWY PETATPEWILWY
OMOAOYWV PE Ta idIA XOPAKTNPIOTIKA Tou G(.) Kal €ival avakaAéolpgo atrd Tnv
eTaipia yia 1o 1006 K (1), dnAadn Tn TiuR avakAnong.

2€ MIa avAKANon, O KATOXOG TWV AVAKAAECIUWY METOATPEWINWY OPOASYwWV Ba
TIPETTEl va OIOAECEI €iTE va KAVEI HETATPOTTN Kal va AABel yV, eite TRV ¢ayopd yia
T0 00O TWV K(7). ETTOMéVWCG:

H[V,T; K(1),C,y] = max[K(t),yV] (20)

21N AQ¢N Twv opgoAdywv, n ouvdptnon e00dwv TnNG £€kdoaong Ba eivai:

H[V,0; K(0) = B,C,y] = G(V,0;B,C,y) = min[V,max(B,yV] (21)

H aia tng ékdoong PeTaTpéWiuwy OPoAOYwv TTPETTEN va gival un-@Bivouca o€
OX€0N ME TO Y, AQOU €éva UETATPEWIUO oudAoyo de PTTOPEl va agidel AiyoTepo atmod
Eva JETATPEWIHMO OPOAOYO TTOU avTaAAGooETal YIa AlyOTEPEG HETOXEG. ‘ETOI:

F(V,T,B,C) S G(V;TZB;C:V1) S G(V,T}B,C,YZ) ) 0 <)/1 < VZ

H[V,t; K(1),C,y.] < H[V,T; K(1),C, 5] , V1< 7V2 (22)

EmmAéov, n agia piag €KOOONG AVOKAAECIUWY HPETATPEWIMWY OPOAOYwv, H(.),
TPETTEI va gival un-@Bivouca o€ oxéon Pe TN TIA avakAnong K (7).

H[V,T; Kl(r)ﬁ C’Y] < H[V)T; KZ(T)I C:Y] < G[VPTI B; C;Y] (23)
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e K, (1) < K,(1) vt kai K,(0) = K,(0) = B

Me TOUG TTaPATTAVW TTEPIOPICHOUG TToU dnpioupynoe o Ingersoll, katéAnge
oTa TTAPaKATW BewpriuaTa TTou atroTeAoUV Tn douN yia TN BEATIOTN OTPATNYIKA
METATPOTTAG VIO TOUG ETTEVOUTEG TTOU EiVal KATOXOI ETATPEWIUWY OPOAOYIWV.

Oewpnua 1. Av IoxU0UV Ol UTTOBECEIG OTI 01 ayopES Eival TEAEIEG, eV UTTAPXOUV
MEpioPaTa Kal ol 6pol JETATPOTTAG TTapapévouv otaBepoi (uttoBéoeig I, IV, V),
T6TE OE Ba Yivel TTOTE PETATPOTTH EVOG UETATPEWIUOU XPEOYPAPOU TIPIV TN AAEN
TOU

Oewpnua 2. Av I0XU0UV Ol UTTOBECEIC OTI 01 AyopES Eival TEAEIEG, OEV UTTAPXOUV
MEpioPaTa Kal o1 6poI PNETATPOTTIAG TTapauévouv otaBepoi (utroBéaeig I, IV, V),
T6TE O Oa yivel TTOTE PETATPOTIH €VOG AVOKOAECIUOU HETATPEWIMOU OUOAGYOU
€KTOG aTTO TN PEPA ARENG TOU, 1) av TTpayhaTOTTOINOE avakAnon

Oewpnua 3. Av I1oxUouv ol UTToBEoEIG OTI 01 ayopég eival TEAEIEG, IOXUEI TO
Bewpnua Twv Modigliani Miller kai dev uttdpxel call notice (utroB€oeig I, VI, VII),
N BEATIOTN TTONITIKI avakAnang V(1) yia éva YeTaTpEWIO OUOAOYO, IKAVOTTOIEN TN
oxéon V(r) < K(r)/y yia 6Aa 1a T Kai 6mou K (7) cival n Tiur avakAnong ouv
TOUG OEOOUAEPEVOUG TOKOUG

Oecwpnua 4. H BEATIOTN oTpaTNYIKA avadkANoNG yia €va PETATPEWINO OPOAOYO
EMTTEPIEXEI TNV AVAKANGCN OTAV N agia TNG £TAIPIOG TTPOCEYYICEl TN TIUNA
V=V@)=K®@)/y

O Merton (1974) amédeige OTI n  agioa OTmoIACONTIOTE  €VOEXOMEVNG
aTTaiTNONG N OTToia PTTOPEI Va ypa@Tei wg ouvapTnon POvVo TngG ayopaiag agiag
Kar TG Anktétntag, f(V,7), Oa IkavoTtroigi TNV TTaPOKATW POCIKA MEPIKN
diagopikn e¢iocwaon

%O'szfm)‘l‘(rV—C)fv_rf_fT+C:0 (24)

C: ol TANPWUEG YIa OAEG TIG ATTAITACEIS TNG ETAIPIAG
C: TTOOOOTO TWV EKTAMIEUCEWYV TTOU TTANPWVOVTAI VI TIG ATTAITHOEIG
a?: n dlakupavon g amoédoong
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H eCiowon autn eival pia €mékTaon TG KAAOIKNG egiowong Twv Black-Scholes
(1973). H agia Twv petatpéyipwy opgoAdywy Ba e€aptdral yévo emavw oe dU0
OUVOPIOKEG OUVOAKEG, Wia apxIkr) ouvOAKn Kal N op@r TG cuvaptnong Twy dUo
powvV TTANPpwWPwWV C Kai c.

3.2.2. Mn avoKOoAECIMO METATPEWINO OOAOYQ

H ouvdptnon amoTtiynong yia éva pPn-avakaAéoINo TTPOECOPANTIKO OPOAOYO,
G(V,t;B,0,y), 6a kavotrolei TnVv Tapatmmdvw Ola@opik eficwon. ZTnv
TepiTTTwon autr), C=c=0, a@ou 10 opdAoyo ecival TTPOEEOPANTIKO Kal Oev
TTANpWvoVTal PEPIoUATA yia Tn PETOXN. 'ETOl n Tpotrotroinuévn egiowaon yia 1a
oudAoya autd Ba gival

202G,y +TVG, — 76 — G, = 0 (25)

MEG(0,7)=0,G(V,7) <V ki G(V,0) = max[yV,min(V,B)]

o Ingersoll TEAIKA KaTaAfyel OTI N cuvapTNoN ATTOTIUNONG VIO TO KUN-AVAKAAECIPNO
METATPEWILNO OJOAOYO gival

GWV,7;B,0,y)=FWV,t;B,0)+ W(yV,t;B) (26)

H egiowon auti pag dcixvel TTwG N agia evog PN-avakaAECIUOU PETATPEWIUOU
OMOAGYoU eival ion pe TNV aia evog xapTo@uAakiou TTou atroTeAsiTal atmd éva
KavoVvIko TTpoeEo@AnTIKO oudAoyo Kal éva warrant.

3.2.3. AVOKOAECIMO HETATPEWPIMA OOAOYQ

KaTtapxryv, utmroBétoupe OTI n ouvdptnon TnG TIMAG avakAnoNng yia To
QVOAKOAECIUO WETATPEWIMO OPOAOYO O€ EKTTTWON Eival N €KBETIK ouvapTtnon,
K(t) =Be™* , O6mou p eival 0 puBbuodg PeTaBOANG TNG TIMAG avaKANoNG.
EmmAéov, n PBEATIOTR OTpaTnyIK avAKANONG E€ival va TTpayuaToTToinOei
avdakAnon étav n aia NG eTaipiag Tpoaeyyioel TN TR V(1) = K(1)/7.
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‘Eva avoKaAEOINO PETATPEWIUO OPJOAOYO HE TA TTAPATTAVW XAPAKTNPIOTIKA
Ba kavoTrolgi TN Baoiki e€icwon. OTTwg Kal JE TO PN-QVAKOAAECINO UETATPEWIUO
oudAoyo, ol Opol TTANpwung eivar 0, dnhadil C =c=0. H ouvdptnon
QTTOTIUNONG TOU QVAKOAECIUOU MPETATPEWIUOU ouoAdyou H[V,t; K(7),0,y], 6a
gival AUon Tng e€iowaong

~0*V?H,, + rVH, —vH — H, = 0, 0<V<V(@ (27)

ue H(0,7) =0, H|V(1),7l = K(r) ka1 H(V,0) = min(V, B).

O Ingersoll (1977a) kaTtaArniyel OTi N AUON yia TO QVOKOAECIUG PETATPEWIUO
OMOAoYa cival:

H(V,7;B,0,y) = F(V,7;B,0) + W(V,7;B) + Z"~P/% [F(yV",7; B',0) -

F(yV',t; % 0)] (28)
otTou
B' = Bel=P)"
V' =Vel 1t
;= V@ _K@
vV 144

21NV €I0IKA TTEPITITWON OTTOU 0 PUBPOG avdaTITUENG TNG TIMAS avakAnong iIcouTal

ME TO ETTITOKIO, dNAAdA p=r, TOTE N TIUN TOU ooAdyou Ba eivai:

HWV,7) = F(V,7;B,0) + WOV, 1; g)
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Ke@aAaio 4

4. EMNEIPIKH MEAETH

H euteipik peAETN Ba emmikevTpwOei oTnv IKAvOTNTA TOUu AlwVUUIKOU Kal TOu
TpIwVUUIKOU JOVTEAOU va TTEPIYPAWYOUV T TIUA TWV PETATPEWINWY OuoAoyiwy. Na To
MovTédo Tou Ingersoll Adyw OuokoAiag, OTTwG avo@Eépaue Kal TTo  TTAVW,
TTaPATAENONG TNG agiag TNG eTaIpEiag KABE XPOVIKN OTIYur, 8€ Ba TTpayuaToTTOINBEI
EMTTEIPIKI) PEAETN.

2TNV apxn TTEPIYPAPETAI TO DIWVUMIKO HOVTEAO. To PovTEAO auTd avaAueTal aTrd 1O
Justin London (2005) oT1o BipAio Tou ‘Financial Modeling in C++’. "ETreita, akoAouBei
QTTOTINNON €VOG OPOAOYOU HE T OUYKEKPIPMEVN UEBODO. 2Tn ouvéxela ocipd £XEl TO
Tpiwvupikd povtého Tou Hull. Apxikd Ba Treplypdyoupe Ta Oedopéva  TTOU
XPNOIUOTIOINCAUE KAl GTN CUVEXEID Ba EKTINNCOUME TIG TTAPAKETPOUC G Kal A Kal Ba
utToAoyiooupe TN BewpnTIKA TIMA TwV OPJOAOYWV PE QUTA Kal Ba T CUYKPIVOUNE HE
TIG TIUEG TIG AYOPEG PECA OTO deiyua Kal EKTOG OeiydaTos. TENOG, TTPAYUATOTTOIEITAI
MIO apiBunTIKl avaAuon wg TIPOG TNV €EAPTNON TNG TIUAG €vOG WETATPEWIUOU
OMOAGYOU aTTd TIG TTAPANETPOUG TTOU EKTIMABNKAV.

4.1. Aiwvupiké MovTtédo Atrotipnong Metatpégipwyv OpoAoyiwyv

2€ auth TNV UTToevoTNTa Ba €I0AYOUME TO OIWVUMPIKO HOVTEAO ATTOTIMNONG
METATPEWINWY OMOAOYwv atd T1o  ‘Financial Modeling in C++ kol Ba
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TTPAYUATOTIOIOOUME TNV QTTOTIUNON yId €va  TTPAYMATIKO  OJOAOYyOo  TTOU
dlaTTpayUATEVUETAI OTAV AYOPd.

4.1.1. Meprypa@n Tou HovTéAoOU

Ta petatpéwiya opoAoya uTTopoUV va aTroTiunBouv upe 1 Ponrbeia evog
OlIWVUMIKOU OEvTpou n TTePIGdwV TTapouolo pe autd Twv Cox-Ross-Rubinstein
TTOU TTEPIYPAYWaUE 0TO 2° KEPAAQIO.

YToBEToUdE OTI N TIM TNG UTTOKEIUEVNG METOXNG IKAVOTTOIEI TNV akOAoudn
dlagopIkn e¢iowon;:

dS = (r(t) — q(£))Sdt + o (t)Sdz

Ortrou r(t) €ival To emTéKIO PNdeVIKOU KIVOUVOU Tn XPOVIKA oTiyun t, q(t) €ival n
MEPIOUATIKY a1TOdO0N TN XPOVIKN OTIYUN t, o(t) cival n petaBAnTéTNTA KaI dz gival
n kivnon Brown Ttou avTimpoowTrelel TNV aBeBaidtnta otnv amédoon Tng
METOXNG YIO TN MIKPN METABOAN TOu Xpovou, dt.

O1 1UTTOI VIO TIG AVOOIKEG KOl KABOOIKEG KIVAOEIG TNG METOXAG VIO HIO DOOHEVN
APXIKA TINA TNG METOXNGS S, €ival avTioToIXA:

Sy =Su
4TToU u = V3t

Sd = Sd
oTTou d = e~oVot

H agia Tou petatpéywiyou opoAdyou og KABe kKOUPBO Ba civai
V = max(NS, (min(H, C + 1)) (29)

Otrou V gival n agia Tou petaTpéwipgou opoAdyou, N eival o deikTnG JETATPOTTAG, S
gival n TINA TNG METOXNG OoTov KOPROo, C eival n Tiuf avakAnong, H givai To holding
value otov kéupBo kai | givar o1 Tékol TTou €xouv TTANpwOei. To holding value
uttoAoyifeTal OUVOPTACElI TWV TIMWV TOU METATPEWIMOU OMOoAdyou LV, V, pia
TTEPIODO apyoOTEPA WG

- Yutl | Va+l
H=0.5 (1+y6‘t + 1+y6t) (30)



43

Kal €ival TO aBpoiopa TNG TTapoUcag Ogiag TwV KOUTTOVIWV TTOU TTANPWVOVTAI
oTnv emmépevVN TTEPI0dO OUV TNV AVAPEVOUEVN TTAPOUCa agia TOU OJOAGYOU OTOUG
duo kéuBouUG.

OTrou y eival To credit adjusted discount rate To oTToio yia KGO KOPPO opileTal wg
y=pr+(1—-pd (31)

OTtrou p cival n mMOavoTNTA YETATPOTING, I €ival TO ETMITOKIO PUNOEVIKOU KIVOUVOU
kal d ival 1o risky rate TTou eutTEPIEXEI TO credit spread.

Ta TTapakdtw BApaTa TTEPIypd@ouv Tn dIadIKaoia KATAOKEUAG TOU BIWVUNIKOU
OEVTPOU ATTOTINNONG PETATPEWIHWY OPOASOYWV:

Brua 1: Karaokeudloupe éva SIWVUMIKG BEVTPO yIa TN TIUN TG METOXNG TTOU
QTAvel PEXP!I TNV nUeEpounvia  ANENG TOu  PETATPEWIMOU OPOAdyou  Kal
UTTOAOYICOUME TN TIMA TNG METOXNS OTOV KABE KOUPO.

Briua 2: YmroAoyiCoupue 1o payoff tou CB otn A\gn Tou, dnAadr) oToug TEAEUTAIOUG
KOUBoUG. Av n TIuR TNG METOXNAG €ival peyaAlTepn aTmd To conversion price TOTE TO
payoff utroAoyietal wg To0 max(NS,H). Av n Tiuf TNG YETOXNAG €ival HIKPAOTEPN ATTO
TO conversion price 10T1€ TO payoff Ba cival To H. To holding value, H, otn Afgn
Bewpoupe TTWG I00UTAI ME TNV OVOUAOCTIKA agia Tou oJoAdGyou Cuv Ta KOUTTovia
TTOU €xouv TTIPOOTEDEL. 2Tn ouvéxela BEToupe Tn TMBAVOTATA PETATPOTIAG p=1
OTOUG KOUBOUG OTTOU YivETAl N JETATPOTTH KAl p=0 oTOUG UTTOAOITTOUG KOUBOUG.

Briua 3: KivoupaoTe atmod TTiow TTPOG Ta EUTTPOG OTO BEVTPO €va XPOVIKO Briua ot
KGBe @opd. e kdBe KOuPo opifoupe TNV MOAVOTNTA METATPOTIAG WG p
0.5(py + pq). ZTn ouvéxeia uttohoyifoupe TOo y oUPMQWVa PE TNV €gicowon (31) kal
10 H oUpwva ue Tn gicowaon (30).

Brua 4: YtoAoyifouue Tnv TTpayuatikr agia Tou opoAdyou o€ KaBe kOuPo. Av n
TIMA TNG METOXNG €ival YEyaAUuTepn Tou conversion price TOTE ATTOQPACICOUNE ME
Baon Tnv e€iowon (29), aAAiwg TTaipvoupe To min(H,C+l).

To conversion price AsiToupyei wg strike price yia To JETATPEWIMO OPOAOYO.

Av n TIuA TNG PETOXNG, S>conversion price, T0TE Ba AéUe OTI TO PETATPEWIUO
oudAoyo eivar “In the money”. O opoAoyiouxog oTnv oucia Ba €Eaoknoel TO
OIKAiwPa TNG METATPOTTAG.

Av S<conversion price, T0Te 0a Aéue OTI TO opgoAoyo eival “Out the money”. O
oMOAoyIoUX0G dev £Caokei To dIKaiwua.
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Av S=conversion price, 10T€ Aéhe OTI TO opdAoyo ceivar “At the money”. O
OMOAOYIOUXO0G gival adid@opog yia TRV £EA0KNON TOU dIKAIWUATOG.

4.1.2. Aedopéva peAETNG Kal eQapuoyn

21ig 28 lavouapiou 2016, utoBfoTe OTI BEAOUPE va QTTOTIUAOOUME TO
avakaAéoiuo opdAoyo FCRN 4.95 03/31/17 1ou @aiveral 0TV TTAPOAKATW
eikéva (Eikova 2). To opgoAoyo eival kavadiké kai Afyel oTig 31 Maprtiou 2017
Kal ue TN BonBeia Twv Bdoewv dedopévwy Bloomberg kair Datastream 6a
OUAAéCoupE Kal Ta  uTtoAoitta  dedouéva  TTou  xpelaldpaoTe  yia Thv
TINOAGYNOT TOU.

Eikéva 2: AmroTtiunon HETATPEWYIMWY OMOAOYWYV e TN AsiToupyia Tou OVCV tng Bloomberg

Corp OVCV

Unable to calculate VOL.
gl} Actions - gn Data & Setﬁngs - Convertible Waluation
Bond  EJ0245419 3 M Equity
11} Pricing Analysis 13 Cash Ti j cal A 14 Scenanio | 19 Muke/Hedoe
Market Price (i) Spread (Credit) Volat rice B -
100,125 |2 101,000 || 15670  1a3d0C%W 0.0 e

Flat 900 Hizt

Trade Date Settle Date Model Ear Gree ced o (@D Call adj

01725/2016 |\l 01/25/2016 |@oump Diftusion [l 0.0 Mkt Price Farites  [of 20.0]

0.075

0.011
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EvepyoTtrolouue Tn Asiroupyia tng Bloomberg, OVCV, n oTroia TTpayuaToTIOoIE
TNV ATTOTIKNON METATPEWIMWY OpoAoyIwy e Tn diadikacia Jump diffusion.
O1rwg @aiveral otnv €IKOVA N apxIKn TIMA TNG METOXNGS OTIG 28 lavouapiou
2016 civart CAD18.34, n diakupavon Tng petoxngs (90-day historical volatility)
gival 0.1567 kal 0 Xpovog PEXP! TN Agn Tou opoAdyou cival 14/12=1.17 €.
To opodAoyo cival avakaAéoipo yia CAD100 uéxpr Tn AREN tou (Eikéva 3).
21N ouvéxela karefadoupe Ta risk-free rates Tou Kavadd atmo mn Datastream
yla Ta TEooEPA BAPATA TTOU KAVOUWE OTO XPOVO.

Eikéva 3: Call Schedule Tou petarpéyipgou opoAdyou

FCRCH 4.95 03/31/17 100.500 +.000 100.500 /101,250 1.723/-2.874
: Vol 18.0M FIX . 000 41.0x50.0 EXCH

FCRCH 4,95 03/31/17 Corp Page 10711 Security Description: Convertible

04 Notes E | Py B macol w ngs =
77 Underlying Description
Schedules

Info
L Info - Ath minimum

Callable on and anytime after date(s) shown
BE ]

To petarpéyiyo opdAoyo cival BB- TOTOANTITIKAG IKAVOTNTAG Kal £XEl credit
spread 101 basis points.

O 6¢ikTng petarpotmg ival 42.1053 kal n TIWA YeTaTpoTmg givalr CAD23.75,
OTTWG @aiveTal Kal oTnv €IkKOva. H ovouooTKh agio Tou opoAdyou eival
CAD1000 kai TTAnpwvel Kouttovi 4.95%.

Kataokeudloupe éva dIWVUMIKG OEVTPO UE 4 XPOVIKA Bripata pe ot= 1.17/4=
0.29.
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Me 1n BonBeia Tou KWdIKA TToU dnuioupynoape otn Matlab, CBbinomial3
(Kwdikag 1) kalr €iodyoviag Ta Trapamdvw Oedopéva  Bpiokouue wg
Bewpntik Tiup CAD100.2941. H 1y auti €ival apkeTd Kovid oTnv
TPayMaTikA TINA TNG ayopdg (Market price), Tmou givar CAD100.128, 61Twg
@aiveral kal oTnv €ikéva. EmiTAéov, TTapatnpouue 0TI N BewpNTIKN TIUR TTOU
Mag £€dwoe 0 KWOIKAG gival KaAUTEPN aTrd TN BewpnTikA Tiu Tou OVCV 0Tn
Bloomberg (Fair value) n otroia eivait CAD104.041 (O1 tipég market price, fair
value kai call price ekppdlovTal wg TToocooTd Tou par value).

4.2. Tpiwvupiké MovTtélo AtroTtipnong Metatpéyipwyv OpoAoyiwv

Oa TpooTTaBACOoUNE TWPA VA KAVOUUE OTTOTIUNON 4 JETATPEWIUWY OPOAOYWV UE
TO TPIWVUMIKS povTENO Tou Hull. AT SoKIPEG TTOU £yivav O€ TTPAYMOTIKA JOVTEAD
KaTaAngaue 010 oupTTépacpa o1 To HovTéAo TTou Treplypdgel o Hull (2005), sival
MIa  €10IKA TTEPITITWON. ZUVETTWS KATOAAEOME OTNV eVOWUATWON Kal Tou
TTEPIOPICHUOU TOU conversion price, OTTwG YiVETAI KAl 0TO OIWVUUIKO JOVTEAO TTOU
TTEPIYPAYAUE TTPONYOUHEVWG. 1A TNV ATToTiNoT] TOUuG AOITTOV, KOTAOKEUAOAUE
Tov Kwdika 2, TTou €ival To povtéAo Tou Hull TTpocappoopévo pe 10 conversion
price. 2tnv apxf TapaBétoupe Ta Oedopéva TTOU XPNOIMOTTOINCOUE , OTn
OUVEXEID TTPAYMATOTTOIEITAI EKTIUNON TTAPANETPWY KAl TEAOG HIa avAAuon Tng
TTPORBAETTTIKNAG IKAVOTNTAG TOU HOVTEAOU.

4.2.1. Aedopéva eptreIpIKnG HEAETNG

MNa TNV eTTiTEUEN TNG aKAAOUBNG EPTTEIPIKAG PEAETNG XPEIACTHKAE:

oedopéva yia 4 AUEPIKAVIKA AVOKOAETIUA PETATPEWIUA OOAOYQA INOEVIKOU
KouTTovioU, un evepyd (inactive) kal e OIAQOPETIKEG ANKTOTNTEG. 2TOV
Mivaka 2 TTapéXOuPE IO AVAAUTIKA Ta OEdOUEVA

101 oOuveXOPEVEG nNMEPNOIEG TIAPATNPEACEIC TNG TIWAG TNG KABe
METATPEWINNG OJOAOYIOG KAl TNG AVTIOTOIXNG UTTOKEINEVNG METOXNAGS TNG. Na
10 1° opbAoyo auTtd To Xpoviko didoTnua eival 23/12/05-12/05/06. MNa To 2°
oupdAoyo 15/03/06-03/08/07, yia 1o 3° oudAoyo 07/05/07-24/09/07 kai yia
10 4° 30/06/09-17/11/09. O1 91 TTPWTEG PEPES XPNOILOTTOIOUVTAI YIa ThV
EKTiUNON Twv Trapauétpwy  (in - sample), evw o1 emdpeveg 10
XPNOIUOTTOIOUVTAI WG XPOVIKOS opiovTag yia TNV TTPORAETITIKA IKAvVOTNTA
Tou povTéAou (out of sample)



47

e Ta avrtioTtola nuepnola risk-free rates, w¢g 10 Yyield Tou 10€TOUG
KuBepvNTIKOU OpoAdyou Twv H.I.A

Mivakag 2: Aedopéva TWV HETATPEYPINWY OUOASYWYV

m Huepopunvia Ekéoong | Huepopnvia ARENnG ntctohnm:mn LKavotnTa

US617446DK22 27-05-99 05-06-06

US38143UAM36 04-06-04 11-06-09 BBB+
US38143UAZ49 08-12-04 15-12-09 BBB+
US929903BB79 08-02-06 08-02-12 BBB+

4.2.2. EKTiHNON TTapapéTpWV

2TO TPIWVUMIKO HOVTEAO TTOU HEAETAME N METABANTOTNTA, C Kal N éviaon
XPEOKOTTIAG oudeTéPou KIVOUVOU, A eival dUO un TTOPATNPEAOCIMNG UEYEDN.
2UVETTWG, KATOQEUYOUPE OTNV  €KTiuNor Toug. Mia ToAU  dnUOYIARG
dladikaoia ekTipnong gival o aAyopiBuog Levenberg-Marquardt. H diadikaoia
QUTH UTTOBETEI OTI £XOUME Eva POVTENO Kal Eva OET TTAPAUETPWY TTOU BEAOUME
va ekTIuRooupe. O aAydpiBuog PpioKel TIG TIUEG TWV TTAPAUETPWY YIA TIG
OTTIOIEG TO TETPAYWVA TWV dIAQOPWY OTTd TIG TIUEG TWV HETATPEWIUWV
OMOAGYwvV TToU TTPoNABav aTrd To JOVTEAO (BEWPNTIKES TIMEG) ME TIG TIMES TWV
METATPEWIMWY OPOASYWV TNG ayopdgs (TTpayuaTikEG TIMEG), va £Xouv 60O TO
QuVaTO MIKPATEPN TIUN.

N
~ . 2
6 = argman(fimarket _fl_model)
i=0

6mou 8 eival To OeT Twv TTapapétpwy (%, 1%) kai N eivalr o apiBuog Twv
NUEPWYV TTOU TTPAYMATOTTOINONKAV o1 TTapatnenocis péoa oT1o deiypa (in
sample). Ztnv TepirTwon pag, N=91.

O aAy6piBuog Levenberg-Marquardt cival pia pé6odog TTou XpnoIPoTToIETal
EUPEWG YIa TNV €TTIAUCN UN-YpPOauMIKWY least square curve fitting problems.
Ymro6étoupe N TTaparnpnoeig yi, i=1,2,...,N kai yia ouvdptnon g: R" — R pe
N TTOPAPETPOUG X1,X2,...,Xn. YTTOBETOUPE N > n.
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2TNV TTEPITITWON MOG Ol Yi €ival Ol TIUEG TWV PETATPEWIMWY OPMOAOYWV TTOU
EXOUME OUAAEEEI aTTO TNV ayopd.

YTtroAoyifoupe TIG TIMEG TOU POVTEAOU g(X)=Yy, KAl €V OUVEXEIQ PBPIOKOUPE Ta
KataAoira ri(x)=y, — y; . Bpiokoupe dnAadn éva didvuopa N didotaong TTou
mepIEXel Ta Katdhorma R=(r1,...,rn)". Suvemwg BéAoune va AUCOupE TO
TTPORANUA EAAXIOTOTTOINONG TTOU OKOAOUBEI

N

minfG) = 2 ¥ 1(9* = 7REOTRGY)

i=1

MNa tnv etmiAuon Tou TTapatrdvw curve fitting TpoBAuartog, oi Levenberg kai
Marquardt Tpdteivav Tn XpHon €vog ETTAVOANTITIKOU OAyOopIOuou TTou
ouvouddlel duo peBOdouG, Tn Steepest descent yEBodo kKal TN pHEBODO TwvV
Newton-Gauss.

O Levenberg (1944) pe 10 GPOPO TOU TIPOTEIVEI TOV UTTOAOYIOUO MIAG
KateuBuvong avalnmnong dk w¢ AUon TNG TTPOCAPUOCHEVNG EEiowang Twv
Newton-Gauss

(R'GYTR'(x*) + LDy, = —(R' TR ()

otTou | gival o povadiaiog Trivakag Kal Ak €ival pia TTOpAUETPOG atTooeong UE
Ay > 0. O Tivakag oTtnv apiotepry TTAeupd TnG e€iowong eivar BeTikA
opiopévog. ETol n Auon d;, eival BERaio 611 Ba gival pia dikain kareuBuvon
yla Tn ouvdpTtnon f yia OAeg TIg BeTIKES TTApAUETPOUG ATTOOREONG.

Na pikpad 4, o0 €mavaoAnTITIKOG aAyopiBuog Levenberg—Marquardt
TTpooouoIadel TNV eTTavaAnTiTikr) uEBodo Newton-Gauss Kal TTapouciadel Eva
PUBUO TETPAYWVIKAS OUYKAIONS TwV XK TINWV TTOU £TTIKpATOUV Kal BpiokovTal
KOVTG 0TO X

MNa eTavaAqyelig Hakpid atrd 1o BEATIOTO, N TTAPAPETPOG ATTOOREONG €ival
TTOAU peyaAn kai n kateuBuvon avalitnong d; €ival TTEPITTou:

1
dy = A—RR’(xk)TR’(xk)

H teAeutaia oxéon eival éva pikpo Briua 1ng peBddou Steepest Descent.
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H emAoy NG TmapauéTpou atréofeong emmnpeddel aueca Tn otaBepoTnTa
NG ueBGdoU. Q¢ eTTIAOYN TTaipvVoUpE cuviBwg

A =1 miax{DO(i, D}Yi=1,.m

OTTOU T €ival N TTOPAPETPOG TTOU OXETICETAI PME TNV APXIKA TTPORAEWn TTOU
KAVOUWE YIA TIG TTAPAUETPOUG.

Oa Bpouue TIG TIUEG TNG AyOoPAS TWV 4 PETATPEWIMWY OPOASYwWV yia TIG 91
NUEPES Kal Ba e@apudoouue Tov eTTAVOANTITIKO aAyopiBuo Levenberg-
Marquardt ,ue Tn PonBeia TNG TTPOYPAUMATIOTIKAG YAwooag Tng MatLab pe
TNV €vioAf Isgnonlin. ©a dwoouue pia apxikn TR OTIC TTOPAPETPOUG,
OUVABWG auTh TToU BewpoUlE €UEIC WG TTIO TIBAvV Kal TPEXOVTAG TOV
KWOIKA TTOU KATAOKEUATAUE, Ba Hag dwaoel Tov BEATIOTO ouvOUACHO TIHWV
TWV TTAPAUETPWY O KAl A TTOU av XPNOIJOTToINBoUV OTO HOVTEAO pag, Ba pag
OWOoouV MIa BewpnTIKA TIUA ME TO MIKPOTEPO O@AAPO Ot Oxéon ME TNV
TIPAYMATIKA TIUA TOU PETATPEWIMOU OPOAOYOU. 2Tn OUVEXEID Ba eAEyLoupe
TNV 0pBOATNTA QUTWV TWV TINWV Kal Ba BpoUuue TNV TTPORAETITIKN IKAVOTATA
TOU TPIWVUMIKOU PovTéAOU yia XpovIKO opifovTa 10 nuepwv.

Ta amoteAéopata amd Twv KwoIKa ekTipnong (Kwdikag 3) yia 10 KGBe
oudAoyo BpiokovTal oToV TTapakdaTw TTivaka (Mivakag 3)

Mivakag 3: AroTteAéopaTa o, A yia kKGBs opdAoyo pe T péBodo Levenberg-Marquardt

Convertible Bond g A"

US617446DK22 0.190894 0.006681
US38143UAM36 0.258269 0.004823
US38143UAZ49 0.252062 0.002353

US929903BB79 0.154398 0.001002
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2TN OUVéXEld, UTTOAOYICOUME TIG OewpnTIKEG TIMEG TWV METATPEWILWV
OMOAOYWV HE TO TPIWVUUIKO MOVTEAO Kal Ta avTioToixa o kAl A° Trou
BpAkaue pe TN PEBodO Twv Levenberg-Marquardt kai BpioKouue To OXETIKO
OQAAPO  TWV BeWPNTIKWV TIMWV MHE TIG TIMEG TNG aAyopdg 2TO OXAMO
(Elkéva 4) 1Tou akoAouBei @aiveTal TO OXeETIKO OQAAUa yia KOs opdAoyo
yia TIG 91 nuépeg.

Eik6va 4. ZXETIKO CQAANA TWV BEWPNTIKWYV TIMWYV UE TIG TIMEG TNG AYOPAS yia KAOE opdAoyo yia TIG

91 nuépeg

1,2
1
0,8 |
= US617446DK22
0,6 | N I US38143UAM36
= US38143UAZ49
h = US929903BB79
0,4
0,2 -
O .
1 4 710131619222528313437404346495255586164677073767982858891

OTTOU OXETIKO OQAAUQ:

market __ yymodel
14 4 I

rerror = 100 x ymarket|
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MNa 10 1° opdAoyo, 0 PHECOG OPOG TWV OXETIKWY OPAAUATWY yia TIG 91
NUEPES Tou deiypaTog gival 0.061386. MNa 1o 2° oudAoyo o0 pEcog 6POG TWV
OXETIKWV o@aApdTwy gival 0.280606, yia 1o 3° oudAoyo eival 0.358595 kai
yia 10 4° oudAoyo eival 0.186169.

O PEoOG OPOG TWV OXETIKWY CPAAUATWY Kal yia Ta TECOEPA oudAoya gival
0.221689 pe eAaxioto o@daAua 0.00029 kai péyioto 0.957202. To povTtéAo
Mag OnAadrl TIPOCOMPOIWVEI APKETA KOAG TNV TIPAYMATIKY TIMA TwvV
METOATPEWINWY OPOASYWV.

O1 Tapayovteg 1Tou TTaiouv pOAo yia Tn dla@opd OTa OXETIKA O@AAuaTta
TWV TEOOAPWV OMOAOYWV €ival n  OIO@OPETIK METARANTOTNTA  TWV
OMOAGYWV, KABWG Kal Ol DIAPOPETIKEG XPOVIKEG OTIYUES TwV 91 NnUEPWV TOU
OEiYMATOG TTOU €XOUME ETTINEEEL.

4.2.3. TPOBAETTTIKN IKAVOTNTA TOU TPIWVUHIKOU JOVTEAOU

2TNV TTPONYOUHEVN UTTOEVOTNTA TTAPATNPNCAME TNV Kivnon TWV OXETIKWV
OQOAPATWY TWV BEWPNTIKWYV TINWV KE TIG TTPAYHATIKES TIMEG TNG AYyopPdS Yia
TO XPOVIKO dldoTnua Twv 91 nueEpwy PECA OTO OTTOIO0 TTPAYHATOTTOINCAUE
TNV ekTipnon pag (In Sample error).

To yeyovdg OTI n BewpNTIKA TIPN €ival OXETIKA KOVTA YE AUTH) TG ayopds OTO
Ociyya pag Arav KAt 1o avapevouevo. Twpa Ba doUpE TTWGS KIVEITAl auTd TO
OQAAPa Kal EKTOG Tou deiypaTog (Out of sample error).

Oa TTdpoupe TIG eTTOPEVES 10 NUEPES TTOU BpiokovTal YETA TO BEIYHA PAS WG
XPOVIKO 0opifovTa yIa TV TTPAYUATOTTIOINCN TNG TTPORAETITIKAG IKAVOTATAG TOU
povTédou. T=0 eivar n 91" nuépa kai ouvexiCoupe pe T=1,2,...,10 yia va
TTaPATNPACOUNE TNV Kivnon TG BewpnTIKAG TIUNAG TTou Ba TTAPOUNE YE TA O
Kl A TTOU €XOUME EKTIUNOEL.

21N ouvéxela 6a BpoUuue TO OXETIKO OQPAAUa TNG BewPNTIKAG YE TN TIMA TNG
ayopdg yia Tnv 1Tepiodo Twv 10 nueEPWV eKTOS TOU dEIYUATOC.

YTtroAoyifoupe TO OXETIKO O@QAAPA TNG BewpnTIKAG TIUAG TWV PETOTPEWINWY
OMOAGYWV JE TN TIMA TNG ayopdg 210 TTapakdtw oxAua (Eikéva 5), aiveral
N Kivnon autwv TwV OXETIKWYV OQAAPATWY yia TO XPOVIKG opifovra 10
NUEPWV.
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Eikéva 5: : ZXETIKO CPAAMA TWV OEWPNTIKWYV TIMWV HE TIG TIMEG TNG AyOopdg yid TIG 10 NUEPEG EKTOG

OeiypaTtog

3,5

3 II
2,5

5 I e JS617446DK22

I e JS38143UAM36

1,5 e JS38143UAZ49

1 e JS929903BB79
0,5 -

O T T T T T T T T T T 1

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11

‘ET01, yia Ta opydAoya O PECOG OPOG TWV OXETIKWYV COAAPATWYV yia TiIg 10
NUEPEG EKTOG TOU DEIyUATOG £XEI WG EEAG:

MNa 10 1° opdAoyo o péocog 6pog Tou o@AApaTog cival 0.159684. MNa 1o 2°
oMOAoyo eival 0.588534 |, yia 10 3° opdAoyo cival 0.683509 kal yia 10 4°
éxoupe 0.694788. lMaparnpouue OTI Ta OQAAUATA €KTOG OeiypaTog €ivail
TTEPITTOU OITTAACIA, €KTOG ATTO TO TEAEUTAIO OPOAOYyO TTou gival TPITTAACIO
AOYW TNG akpaiag TIUAG TToU TIPE TN OEKATN NUEPQ.

O péoog 6pog opaAudTwy Kai yia Ta TEcoegpa oudAoya civar 0.531628 tTou
gival 2.4 @opég PeYaAUTEPOG ATTO TO PECO OPO TWV OPAAUATWY EVTOG TOU
ociypatog. To eAdxioto o@aAua cival 0.062969 kai péyioto 3.18524.

O1 mivakeg TTou akoAouBouUv TTapouciafouv CUYKEVTPWTIKA TA TTAPATTAVW
atmroteAéopara:
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Mivakag 4: Méoog 6p0g OXETIKWYV CQAAMATWY YIa KGOE OMOAOYO £VTOG KAl EKTOG SeiypaTog

US617446DK22 0.061386 0.159684
US38143UAM36 0.280606 0.588534
US38143UAZ49 0.358595 0.683509
US929903BB79 0.186169 0.694788

Mivakag 5: Méoog 6pog OXETIKWV OCQAANATWY Kal yio Td 4 opoAoya, EVTOG Kal EKTOG SeiyHaTOG

0.221689 0.00029 0.957202 0.531628 0.062969 3.18524

Ta atmroteAéopata TNG EPTTEIPIKAG PAG PEAETNG NTAV APKETA IKAvVOTTOINTIKA. To
TPIWVUUIKO POVTEAO QaiveETAl VA TTPOCOMOIACEl OPKETA KAAG TNV TTPAYMATIKNA
TIUA TWV METOTPEWIUWY OHUOAOYWV, OTTWG @aAivETal KAl OTTO Ta OXETIKA
o@aApara. EmTAéov, TO DIWVUPIKO HOVTEAO POG €DWOE Hia TIUN TTOAU KOVTA
OTNV TTPAYUATIKN TIMF TWV METATPEWIMWY OPJOASOYWV.

KataAfjyoupe AoITTOV TTWG Ta JOVTEAD TTOU XPNOIKMOTIOINOANE, TTOPA TN N
OtTapén MEYAANG TTOAUTTAOKOTNTAG, OTTWG QUTA TOU OUVEXOUG XPOVOou, Hag
ATTOPEPOUV HIO OPKETA IKAVOTTOINTIKA TTPOCEYYION OTNV TTPAYMOTIKA TIMA
TWV PETATPEWILMWY OUOAOYWV.
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4.2.4. Ap1BunTiki AvaAuon

2TnNV UuTtoevoTnTa autl Ba TTPAYMATOTTOINOOUNE HIO avaAuon yia Tnv
€6APTNON TNG TINAG TWV PETATPEWIMWY OPMOAOYWV ATTO TIG TTAPAPETPOUG O Kal
A TTOU EKTIUACOQUE OTNV TTPONYOUMEVN UTTOEVOTNTA. XPNOIKMOTIOINCAUE TO
TTPWTO oudAoyO yia TNV avaluon autr). AugAoaue PE YPAPuIKG puBud Ta O
Kal A. ZTIG TTAPAKATW €IKOVES PAivOVTal TA ATTOTEAECUATA TNG AVAAUONG.

Eikéva 6: 0 T A | — Ty CB1

978

97.75

97.65
976

97.55 ¥: 04002
2 0.003987
7.9753

.

975
001
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Ekéva 7. o [ A | — Tiyn CB1

9B
97.75
977
9765

976

%025
v 001
79753

9755

975
001

O képoopag Kal OTIG DUO EIKOVEG BPIOKETAI TNV APXIKNA TIUR TOU OJOAGYOU.
ATIO TIG EIKOVEG QAIVETAI TTWG OTTWG KAl VA KIVEITAI TO O, AV TO A JEIWVETAL, N
TIUA TOU OJOAOGYOU QUEAVETAI KAl TO AVTIOTPOPO. TO ATTOTEAEOUA PG Eival
QVOUEVOUEVO a@oU av To A, dnAadr n mlavdtnTa XPEOKOTTIAG augAveTal,
TOTE AQUEAVETAI O TTIOTWTIKOG KivOUVOG KOl CUVETTWG N TIMF TOU OPOAdOyou
MEIWVETAI VIO VA €ival TTI0 EAKUOTIKO YIO TOUG ETTEVOUTEG.
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ZUPTTEPAO AT

Tnv TeAeuTaia €IKOOQETIO, TO METATPEWIUA OMOAOya E£xouv €I0EABEl yia Ta
KOAAG OTnNV OIKOVOMUIKA CWr TwV ETTEVOUTWV KAl TWV ETAIPEIWV, XApn OTa
1IBIAITEPA XAPAKTNPIOTIKG TOuG. 'ETO1, yiveTal oAoéva Kal TTIO ETTITAKTIKI N
avaykn yia TNV KAAUTEPN OTTOTiUNOT TOUG.

IMOAAG povTéAa €XOUV KOTOOKEUOQOTEI IO QUTO TO OKOTTO. 2T OITTAWMATIKN
auTr TTAPOUCIACANE TO TPIWVUPIKO PovTéEAO Tou Hull aAAG kal To povTéAO
Tou Ingersoll.

MpaydOTOTTOINCAPE HIA EPTTEIPIKI) MEAETN YIA TO TPIWVUPIKO HOVTEAO KAl EVOG
OIWVUHIKOU POVTEAOU QTTOTINNONG METOATPEWIMWY OPOAOYWV. EKTINACAE TIG
TTOPAPETPOUG Kal EAEyEaUE TNV TTPORAETITIKA IKAVOTNTA TOU TPIWVUMIKOU
MOVTEAOU yIa va TTAPATNPIOOUPE AV UTTOPEI TO HOVTEAO pPAG va TTEPIYPAYEI
TN CUMPTTEPIPOPA TNG TIMNG €VOG UETATPEWIUOU OUOAOYOU KOl O€ EKTOG TOU
OciypaTtog TIHEG. Me Aiya Adyla TTOOO IKAVOTTOINTIKA UTTOPEI TO MOVTEAO HOG
va TTPORAEYEI TIG TIUEG TNG AYOPAG.

Av Kal Ta JOVTEAD TTOU PEAETNOQUE OTNV EUTTEIPIKA MEAETN €ival dlakpITou
XPOVoUu, Ta OTTOTEA(OPATA  paAG ATAV  APKETA  IKAVOTTIOINTIKA  OTTWG
UTTOONAWVOUV Kal Ta OXETIKA O@AApaTa. Kal 10 OIWVUPIKO POVTENO, pag
€0WOE MIA TIMA TTOAU KOVTA OTNV TTPAYUATIKN TIMA TNG ayopdg. ZUVETTWG T
MOVTEAD paG €KTOG aTTO €UXpnOTa PTITOPOUV va BewpnBouv Kal apKeTa
agloToTa.
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Kwdikag 1: ATrotipnon HETATPEWYIMWY OJOAOYWV HE TO BIWVUMIKO déVTpo

function[price]=CBbinomial (SO,T,s,N, k,H,def, convprice, cp)
dT=T/N;
u=exp (s*sqrt (dT)) ;
d=1/u;
int=H*cp*dT;
latticeS=zeros (N+1,N+1);
latticeV=zeros (N+1,N+1);
latticep=zeros (N+1,N+1) ;
call=[100,100,100,100,100];
r=[0.0202,0.0213,0.02347,0.2471;
for 3=0:N
for 1i=0:73
latticeS (i+1,j+1)=S0* (u”(j-1i))*(d"1);
end
end
for i=N:-1:0
if latticeS(i+1,N+1)>=convprice
latticeV (i+1,N+1)=max (k*latticeS(i+1,N+1),H+int);
else
latticeV (i+1,N+1)=H+int;
end
if latticeV (i+1,N+1)==k*latticeS(i+1,N+1)
latticep(i+1l,N+1)=1;
else
latticep (i+1,N+1)
end
end

0;

for j=N-1:-1:0
for i=3:-1:0

if latticeV (i+l,Jj+2)==k*latticeS(i+1,]+2)
latticep (i+l,j+2)=1;

else
latticep(i+1,3j+2)=0;

end

if latticeV (i+2,j+2)==k*latticeS(i+2,3j+2)
latticep(it+2,3+2)=1;

else
latticep (i+2,3j+2)=0;

end

latticep(i+1l,j+1)=0.5* (latticep(i+1l,j+2)+latticep (i+2,3+2));

y=latticep (i+1l,j+1) *r(i+1l)+(1l-latticep(i+l,j+1)) *def;

H=0.5*% ((latticeV (i+1l,j+2)/ (1+y*dT) )+ (latticeV (i+2,3+2)/ (1+y*dT)));
if latticeS(i+l,j+1)>=convprice

latticeV (i+l,j+1)=max (min(H,call (i+1l)+int), k*latticeS(i+1l,j+1));
else
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latticeV(i+l,j+1)=min (H,call (i+1)+int);
end

end
end
price=latticeVv(l,1);

Kwdikag 2: ATroTipnon HETATPEWPINWY OUOAOYWYV HE TO TPIWVUHIKO utrédeiyua Tou Hull

function[p,u,d,dT, pu, pd,pdef,a]=CBTrinomialb (S0, r,T,s,N,1,0Q01,02,cr,q,convp)
dT=T/N;

u=exp (sqrt ((s*2-1) *dT)) ;
d=1/u;

a=exp ((r—-q) *dT) ;
pu=(a-d*exp (-1*dT) ) / (u-d)
pd= (u*exp (-1*dT) -a) / (u-d)
pdef=1l-exp (-1*dT) ;
lattice=zeros (N+2,N+1) ;
for i=0:N+1

’
’

if i==N+1

lattice (N+2,N+1)=0.4*Q1;
else

lattice (i+1,N+1)=max (min (Ql,Q2),cr*SO0* (u” (N-1i) ) * (d*1i));
end

end

for j=N:-1:1
for i=1:j+1

if i==j+1
lattice(i,3)=0.4*Q1;
else
Qll=(pu*lattice (i, j+1)+pd*lattice (i+1l,j+1)+pdef*0.4*Q1l) *exp ( (-
r)*dT) ;
if S0*u” (j-1i)*d” (i-1)>=convp
lattice (i, j)=max (min (Q11,Q2),cr*S0*u” (j-1i)*d* (i-1));
else
lattice(i,j)=min(Q11,Q2);
end
end
end
end

p=lattice(1l,1)



Kwdikag 3: EKTignon TapapéTpwy o Kai A

function [ x,resnorm,residual,exitflag,output] =
clear all

global SO;

global Q1 ;

global TTM;

global mktprice;

global irate ;

global cratio ;

global Q2;

global g;

global convp;

global N;

global k;

S0=zeros (101,4);

irate=zeros (101,4);

cratio=zeros (101,4);

TTM=zeros (101, 4) ;

Ql=zeros (101, 4);

Q2=zeros (101, 4);

g=zeros (101, 4)

convp=zeros (101, 4)

mktprice=zeros (101,4);

parameter=zeros (101, 2);

res=zeros (101,1);

exit=zeros (101,1);

N=xlsread ('AABB.xlsx', 'matrixN', "A1:DF101");

S0 = xlsread('AABB.xlsx', 'matrixstock','A1:D101"'
irate = xlsread('AABB.xlsx', 'matrixrf','A1:D101"
Ql= xlsread('AABB.xlsx', 'matrixQl', 'A1:D101");
TTM = xlsread('AABB.xlsx', 'matrixT', "A1:D101");
Q2 = xlsread('AABB.xlsx', 'matrixQ2', 'A1:D101");
q = xlsread('AABB.xlsx', 'matrixqg', "A1:D101");
cratio = xlsread('AABB.xlsx',
convp=xlsread ('AABB.xlsx', 'matrixconvp', '"A1:D101
mktprice = xlsread('AABB.xlsx'

CBTrCalibration2 (~

) ;
) ;

")

'matrixpcb', 'A1:D101"'

'matrixcbratio', 'A1:D101"

for j=1:4
x0 = [0.30,0.01577];
1b = [0.1,0.001]; ub = [0.99,0.99]; k=7j;
[x, resnorm, residual,exitflag,output] = lsgnonlin (QCBTrLSQD2,x0,1lb,ub);
parameter (j, :)=x;

res (j)=resnorm;

cbtr matrix = zeros(101,4);

for i=1:101
cbtr matrix (i ,j)

CBTrinomialb (SO (i, J),irate(i,3),TTM(i,7),x
j),cratio(i,J), ( +J),convp (i, J));
end

pricedata = [cbtr matrix];

end

N (i

;J) %

(2

)

QL (1,

)
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FQ2 (1,



xlswrite ('aaa.x1ls',pricedata, 'results', 'E2:J102");
xlswrite('aaa.xls',res, 'results','C2:C102");
xlswrite ('aaa.x1ls',parameter, 'results', 'A2:B102");

Kwdikag 4: BondnTikdg KwdIKag yia Tnv ekTipnon. KaAgital amréd tov kwdika 3

function [ cbtr 1sqd ]

global SO0;
global Q1;
global Q2 ;
global TTM;
global mktprice;
global irate ;
global cratio ;
global convp;
global N;
global g;
global k;

cbtr 1sqgd = zeros(101,1);

for 1i=1:101

cbtr 1sqgd(i)= mktprice (i, k)-

CBTrLSQD2 (
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CBTrinomialb (S0 (i, k),irate(i, k), TTM(i,k),x(1),N(i,k),x(2),01(i,k),02(i,k),cra

tio(i,k),q(i,k),convp(i,k));

end;

Kwdikag 5: EGpeon TwV OXETIKWY OCQOAAPNATWY

function [latticecal]=rerror (~)

S0=zeros (101,4);
N=zeros (101, 4);
irate=zeros (101, 4);
cratio=zeros (101,4);
TTM=zeros (101, 4) ;
Ql=zeros (101, 4);
Q2=zeros (101,4);
g=zeros (101, 4)
convp=zeros (101, 4)

mktprice=zeros (101,4);

s=zeros (1,4);
l=zeros (1,4);

N=xlsread ('AABB.xlsx', 'matrixN', "A1:D101");
S0 = xlsread('AABB.xlsx', 'matrixstock','A1:D101");
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irate = xlsread('AABRB.xlsx', 'matrixrf', 'A1:D101");

Ql= xlsread('AABB.xlsx', 'matrixQl','"A1:D101");

TTM = xlsread('AABBR.xlsx', 'matrixT',"A1:D101");

Q2 = xlsread('AABB.xlsx', 'matrixQ2', 'A1:D101");

q = xlsread('AABB.xlsx', 'matrixg', 'A1:D101");

cratio = xlsread('AABB.xlsx', 'matrixcbratio', 'A1:D101");
convp=xlsread ('AABB.xlsx', 'matrixconvp', 'A1:D101");
mktprice = xlsread('AABB.xlsx', 'matrixpcb','Al: D101");
s= xlsread('A.xlsx', 'results', 'Al:A4");

1= xlsread('A.xlsx', 'results', 'B1:B4");

for j=1:4
for i=1:101
latticecal (i, j)= abs (mktprice(i,j)-
CBTrinomialb (SO0 (i, j),irate(i,3),TTM(i,3),s(J),N,1(3),Q1(i,3),0Q02(i,]j),cratio(i
+J),a(i,J),convp (i, j)));
end
end

xlswrite ('aaaaa.xls',latticecal, 'leastsquares2', 'Q2:T102");
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	4.  ΕΜΠΕΙΡΙΚΗ ΜΕΛΕΤΗ
	Η εμπειρική μελέτη θα επικεντρωθεί στην ικανότητα του Διωνυμικού και του Τριωνυμικού μοντέλου να περιγράψουν τη τιμή των μετατρέψιμων ομολογιών. Για το μοντέλο του Ingersoll λόγω δυσκολίας, όπως αναφέραμε και πιο πάνω, παρατήρησης της αξίας της εταιρε...
	Στην αρχή περιγράφεται το διωνυμικό μοντέλο. Το μοντέλο αυτό αναλύεται από το Justin London (2005) στο βιβλίο του ‘Financial Modeling in C++’.  Έπειτα, ακολουθεί αποτίμηση ενός ομολόγου με τη συγκεκριμένη μέθοδο. Στη συνέχεια σειρά έχει το Τριωνυμικό ...
	4.1. Διωνυμικό Μοντέλο Αποτίμησης Μετατρέψιμων Ομολογιών
	Σε αυτή την υποενότητα θα εισάγουμε το διωνυμικό μοντέλο αποτίμησης μετατρέψιμων ομολόγων από το ‘Financial Modeling in C++’ και θα πραγματοποιήσουμε την αποτίμηση για ένα πραγματικό ομόλογο που διαπραγματεύεται στην αγορά.
	4.1.1. Περιγραφή του μοντέλου
	Τα μετατρέψιμα ομόλογα μπορούν να αποτιμηθούν με τη βοήθεια ενός διωνυμικού δέντρου n περιόδων παρόμοιο με αυτό των Cox-Ross-Rubinstein που περιγράψαμε στο 2ο κεφάλαιο.
	Υποθέτουμε ότι η τιμή της υποκείμενης μετοχής ικανοποιεί την ακόλουθη διαφορική εξίσωση:
	𝑑𝑆=,𝑟,𝑡.−𝑞,𝑡..𝑆𝑑𝑡+𝜎,𝑡.𝑆𝑑𝑧
	Όπου r(t) είναι το επιτόκιο μηδενικού κινδύνου τη χρονική στιγμή t, q(t) είναι η μερισματική απόδοση τη χρονική στιγμή t, σ(t) είναι η μεταβλητότητα και dz είναι η κίνηση Brown που αντιπροσωπεύει την αβεβαιότητα στην απόδοση της μετοχής για τη μικρή μ...
	Οι τύποι για τις ανοδικές και καθοδικές κινήσεις της μετοχής για μια δοσμένη αρχική τιμή της μετοχής S, είναι αντίστοιχα:
	,𝑆-𝑢.=𝑆𝑢
	όπου 𝑢=,𝑒-𝜎,𝛿𝑡..
	,𝑆-𝑑.=𝑆𝑑
	όπου 𝑑=,𝑒-−𝜎,𝛿𝑡..
	Η αξία του μετατρέψιμου ομολόγου σε κάθε κόμβο θα είναι
	𝑽=𝐦𝐚𝐱⁡(𝑵𝑺,(,𝐦𝐢𝐧-,𝑯,𝑪+𝑰..)                                  (29)
	Όπου V είναι η αξία του μετατρέψιμου ομολόγου, Ν είναι ο δείκτης μετατροπής, S είναι η τιμή της μετοχής στον κόμβο, C είναι η τιμή ανάκλησης, H είναι το holding value στον κόμβο και I είναι οι τόκοι που έχουν πληρωθεί. Το holding value υπολογίζεται συ...
	𝑯=𝟎.𝟓,,,𝑽-𝒖.+𝑰-𝟏+𝒚𝜹𝒕.+,,𝑽-𝒅.+𝑰-𝟏+𝒚𝜹𝒕..                                      (30)
	και είναι το άθροισμα της παρούσας αξίας των κουπονιών που πληρώνονται στην επόμενη περίοδο συν την αναμενόμενη παρούσα αξία του ομολόγου στους δύο κόμβους.
	Όπου y είναι το credit adjusted discount rate το οποίο για κάθε κόμβο ορίζεται ως
	𝒚=𝒑𝒓+,𝟏−𝒑.𝒅                                        (31)
	Όπου p είναι η πιθανότητα μετατροπής, r είναι το επιτόκιο μηδενικού κινδύνου και d είναι το risky rate που εμπεριέχει το credit spread.
	Τα παρακάτω βήματα περιγράφουν τη διαδικασία κατασκευής του διωνυμικού δέντρου αποτίμησης μετατρέψιμων ομολόγων:
	Βήμα 1: Κατασκευάζουμε ένα διωνυμικό δέντρο για τη τιμή της μετοχής που φτάνει μέχρι την ημερομηνία λήξης του μετατρέψιμου ομολόγου και υπολογίζουμε τη τιμή της μετοχής στον κάθε κόμβο.
	Βήμα 2: Υπολογίζουμε το payoff του CB στη λήξη του, δηλαδή στους τελευταίους κόμβους. Αν η τιμή της μετοχής είναι μεγαλύτερη από το conversion price τότε το payoff υπολογίζεται ως το max(NS,H). Αν η τιμή της μετοχής είναι μικρότερη από το conversion p...
	Βήμα 3: Κινούμαστε από πίσω προς τα εμπρός στο δέντρο ένα χρονικό βήμα δt κάθε φορά. Σε κάθε κόμβο ορίζουμε την  πιθανότητα μετατροπής ως ,𝑝=0.5(𝑝-𝑢.+,𝑝-𝑑.). Στη συνέχεια υπολογίζουμε το y σύμφωνα με την εξίσωση (31) και το Η σύμφωνα με τη εξίσωσ...
	Βήμα 4: Υπολογίζουμε την πραγματική αξία του ομολόγου σε κάθε κόμβο. Αν η τιμή της μετοχής είναι μεγαλύτερη του conversion price τότε αποφασίζουμε με βάση την εξίσωση (29), αλλιώς παίρνουμε το min(H,C+I).
	Το conversion price λειτουργεί ως strike price για το μετατρέψιμο ομόλογο.
	Αν η τιμή της μετοχής, S>conversion price, τότε θα λέμε ότι το μετατρέψιμο ομόλογο είναι “In the money”. Ο ομολογιούχος στην ουσία θα εξασκήσει το δικαίωμα της μετατροπής.
	Αν S<conversion price, τότε θα λέμε ότι το ομόλογο είναι “Out the money”. Ο ομολογιούχος δεν εξασκεί το δικαίωμα.
	Αν S=conversion price, τότε λέμε ότι το ομόλογο είναι “At the money”. Ο ομολογιούχος είναι αδιάφορος για την εξάσκηση του δικαιώματος.
	4.1.2. Δεδομένα μελέτης και εφαρμογή
	.
	Στις 28 Ιανουαρίου 2016, υποθέστε ότι θέλουμε να αποτιμήσουμε το ανακαλέσιμο ομόλογο FCRN 4.95 03/31/17 που φαίνεται στην παρακάτω εικόνα (Εικόνα 2). Το ομόλογο είναι καναδικό και λήγει στις 31 Μαρτίου 2017 και με τη βοήθεια των βάσεων δεδομένων Bloom...
	Ενεργοποιούμε τη λειτουργία της Bloomberg, OVCV, η οποία πραγματοποιεί την αποτίμηση μετατρέψιμων ομολογιών με τη διαδικασία Jump diffusion.
	Όπως φαίνεται στην εικόνα η αρχική τιμή της μετοχής στις 28 Ιανουαρίου 2016 είναι CAD18.34, η διακύμανση της μετοχής (90-day historical volatility) είναι 0.1567 και ο χρόνος μέχρι τη λήξη του ομολόγου είναι 14/12= 1.17 έτη.
	Το ομόλογο είναι ανακαλέσιμο για CAD100 μέχρι τη λήξη του (Εικόνα 3). Στη συνέχεια κατεβάζουμε τα risk-free rates του Καναδά από τη Datastream για τα  τέσσερα βήματα που κάνουμε στο χρόνο.
	.
	Το μετατρέψιμο ομόλογο είναι ΒΒ- πιστοληπτικής ικανότητας και έχει credit spread 101 basis points.
	Ο δείκτης μετατροπής είναι 42.1053 και η τιμή μετατροπής είναι CAD23.75, όπως φαίνεται και στην εικόνα. Η ονομαστική αξία του ομολόγου είναι CAD1000 και πληρώνει κουπόνι 4.95%.
	Κατασκευάζουμε ένα διωνυμικό δέντρο με 4 χρονικά βήματα με δt= 1.17/4= 0.29.
	Με τη βοήθεια του κώδικα που δημιουργήσαμε στη Matlab, CBbinomial3 (Κώδικας 1) και εισάγοντας τα παραπάνω δεδομένα βρίσκουμε ως θεωρητική τιμή CAD100.2941. Η τιμή αυτή είναι αρκετά κοντά στην πραγματική τιμή της αγοράς (Market price), που είναι CAD100...
	4.2. Τριωνυμικό Μοντέλο Αποτίμησης Μετατρέψιμων Ομολογιών
	Θα προσπαθήσουμε τώρα να κάνουμε αποτίμηση 4 μετατρέψιμων ομολόγων με το τριωνυμικό μοντέλο του Hull. Από δοκιμές που έγιναν σε πραγματικά μοντέλα καταλήξαμε στο συμπέρασμα ότι το μοντέλο που περιγράφει ο Hull (2005), είναι μια ειδική περίπτωση. Συνεπ...
	4.2.1. Δεδομένα εμπειρικής μελέτης
	Για την επίτευξη της ακόλουθης εμπειρικής μελέτης χρειαστήκαμε:
	 δεδομένα για 4 Αμερικάνικα ανακαλέσιμα μετατρέψιμα ομόλογα μηδενικού κουπονιού, μη ενεργά (inactive) και με διαφορετικές ληκτότητες. Στον Πίνακα 2 παρέχουμε πιο αναλυτικά τα δεδομένα
	 101 συνεχόμενες ημερήσιες παρατηρήσεις της τιμής της κάθε μετατρέψιμης ομολογίας και της αντίστοιχης υποκείμενης μετοχής της. Για το 1ο ομόλογο αυτό το χρονικό διάστημα είναι 23/12/05-12/05/06. Για το 2ο ομόλογο 15/03/06-03/08/07, για το 3ο ομόλογο ...
	 τα αντίστοιχα ημερήσια risk-free rates, ως το yield του 10ετούς κυβερνητικού ομολόγου των Η.Π.Α
	4.2.2. Εκτίμηση παραμέτρων
	Στο τριωνυμικό μοντέλο που μελετάμε η μεταβλητότητα, σ και η ένταση χρεοκοπίας ουδετέρου κινδύνου, λ είναι δύο μη παρατηρήσιμα μεγέθη. Συνεπώς, καταφεύγουμε στην εκτίμησή τους. Μια πολύ δημοφιλής διαδικασία εκτίμησης είναι ο αλγόριθμος Levenberg-Marqu...
	,𝜃.=𝑎𝑟𝑔𝑚𝑖𝑛,𝑖=0-𝑁-,,,,𝑓-𝑖.-𝑚𝑎𝑟𝑘𝑒𝑡.−,,𝑓-𝑖.-𝑚𝑜𝑑𝑒𝑙..-2..
	όπου ,𝜃.  είναι το σετ των παραμέτρων ,(𝜎-∗.,,𝜆-∗.) και Ν είναι ο αριθμός των ημερών που πραγματοποιήθηκαν οι παρατηρήσεις μέσα στο δείγμα (in sample). Στην περίπτωσή μας, Ν=91.
	Ο αλγόριθμος Levenberg-Marquardt είναι μία μέθοδος που χρησιμοποιείται ευρέως για την επίλυση μη-γραμμικών least square curve fitting problems. Υποθέτουμε N παρατηρήσεις yi, i=1,2,…,N και μια συνάρτηση g: ℝ n → ℝ με n παραμέτρους x1,x2,…,xn. Υποθέτουμ...
	Στην περίπτωση μας οι yi είναι οι τιμές των μετατρέψιμων ομολόγων που έχουμε συλλέξει από την αγορά.
	Υπολογίζουμε τις τιμές του μοντέλου g(x)=,,𝑦-𝑖.. και εν συνεχεία βρίσκουμε τα κατάλοιπα ri(x)= ,,y-i..−,𝑦-𝑖. . Βρίσκουμε δηλαδή ένα διάνυσμα Ν διάστασης που περιέχει τα κατάλοιπα R=(r1,…,rN)T. Συνεπώς θέλουμε να λύσουμε το πρόβλημα ελαχιστοποίησης...
	,,min-x.-f,x..=,1-2.,𝑖=1-N-,,r-i.(x)-2..=,1-2.,R(x)-T.R(x)
	Για την επίλυση του παραπάνω curve fitting προβλήματος, οι Levenberg και Marquardt πρότειναν τη χρήση ενός επαναληπτικού αλγόριθμου που συνδυάζει δύο μεθόδους, τη Steepest descent μέθοδο και τη μέθοδο των Newton-Gauss.
	Ο Levenberg (1944) με το άρθρο του προτείνει τον υπολογισμό μιας κατεύθυνσης αναζήτησης dk  ως λύση της προσαρμοσμένης εξίσωσης των Newton-Gauss
	,,𝑅′,,𝑥-𝑘..-𝑇.,𝑅-′.,,𝑥-𝑘..+,𝜆-𝑘.𝐼.,𝑑-𝑘.=−,,𝑅′,,𝑥-𝑘..-𝑇.,𝑅-′.,,𝑥-𝑘...
	όπου I είναι ο μοναδιαίος πίνακας και λk είναι μία παράμετρος απόσβεσης με
	,𝜆-𝑘.>0. Ο πίνακας στην αριστερή πλευρά της εξίσωσης είναι θετικά ορισμένος. Ετσι η λύση ,𝑑-𝑘. είναι βέβαιο ότι θα είναι μία δίκαιη κατεύθυνση για τη συνάρτηση f για όλες τις θετικές παραμέτρους απόσβεσης.
	Για μικρά ,𝜆-𝑘. ο επαναληπτικός αλγόριθμος Levenberg–Marquardt προσομοιάζει την επαναληπτική μέθοδο Newton-Gauss και παρουσιάζει ένα ρυθμό τετραγωνικής σύγκλισης των xk τιμών που επικρατούν και  βρίσκονται κοντά στο x*
	Για επαναλήψεις μακριά από το βέλτιστο, η παράμετρος απόσβεσης είναι πολύ μεγάλη και η κατεύθυνση αναζήτησης ,𝑑-𝑘. είναι περίπου:
	,𝑑-𝑘.≈,1-,𝜆-𝑘..,𝑅′,,𝑥-𝑘..-𝑇.,𝑅-′.,,𝑥-𝑘..
	Η τελευταία σχέση είναι ένα μικρό βήμα της μεθόδου Steepest Descent.
	Η επιλογή της παραμέτρου απόσβεσης επηρεάζει άμεσα τη σταθερότητα της μεθόδου. Ως επιλογή παίρνουμε συνήθως
	,𝜆-0.=𝜏 ,,max-i.-,{,𝐷-0.,𝑖,𝑖.}-𝑖=1,..,𝑛..
	όπου τ είναι η παράμετρος που σχετίζεται με την αρχική πρόβλεψη που κάνουμε για τις παραμέτρους.
	Θα βρούμε τις τιμές της αγοράς των 4 μετατρέψιμων ομολόγων για τις 91 ημέρες και θα εφαρμόσουμε τον επαναληπτικό αλγόριθμο Levenberg-Marquardt ,με τη βοήθεια της προγραμματιστικής γλώσσας της MatLab με την εντολή lsqnonlin. Θα δώσουμε μία αρχική τιμή ...
	Τα αποτελέσματα από των κώδικα εκτίμησης (Κώδικας 3) για το κάθε ομόλογο βρίσκονται στον παρακάτω πίνακα (Πίνακας 3)
	4.2.3. Προβλεπτική ικανότητα του τριωνυμικού μοντέλου
	Στην προηγούμενη υποενότητα παρατηρήσαμε την κίνηση των σχετικών σφαλμάτων των θεωρητικών τιμών με τις πραγματικές τιμές της αγοράς για το χρονικό διάστημα των 91 ημερών μέσα στο οποίο πραγματοποιήσαμε την εκτίμησή μας (In Sample error).
	Το γεγονός ότι η θεωρητική τιμή είναι σχετικά κοντά με αυτή της αγοράς στο δείγμα μας ήταν κάτι το αναμενόμενο. Τώρα θα δούμε πώς κινείται αυτό το σφάλμα και εκτός του δείγματος (Out of sample error).
	Θα πάρουμε τις επόμενες 10 ημέρες που βρίσκονται μετά το δείγμα μας ως χρονικό ορίζοντα για την πραγματοποίηση της προβλεπτικής ικανότητας του μοντέλου. Τ=0 είναι η 91η ημέρα και συνεχίζουμε με Τ=1,2,…,10 για να παρατηρήσουμε την κίνηση της θεωρητικής...
	Στη συνέχεια θα βρούμε το σχετικό σφάλμα της θεωρητικής με τη τιμή της αγοράς για την περίοδο των 10 ημερών εκτός του δείγματος.
	Υπολογίζουμε το σχετικό σφάλμα της θεωρητικής τιμής των μετατρέψιμων ομολόγων με τη τιμή της αγοράς Στο παρακάτω σχήμα (Εικόνα 5), φαίνεται η κίνηση αυτών  των σχετικών σφαλμάτων για το χρονικό ορίζοντα 10 ημερών.
	Έτσι, για τα ομόλογα ο μέσος όρος των σχετικών σφαλμάτων για τις 10 ημέρες εκτός του δείγματος έχει ως εξής:
	Για το 1ο ομόλογο ο μέσος όρος του σφάλματος είναι 0.159684. Για το 2ο ομόλογο είναι 0.588534 , για το 3ο ομόλογο είναι 0.683509 και για το 4ο έχουμε 0.694788. Παρατηρούμε ότι τα σφάλματα εκτός δείγματος είναι περίπου διπλάσια, εκτός από το τελευταίο ...
	Ο μέσος όρος σφαλμάτων και για τα τέσσερα ομόλογα είναι 0.531628 που είναι 2.4 φορές μεγαλύτερος από το μέσο όρο των σφαλμάτων εντός του δείγματος. Το ελάχιστο σφάλμα είναι 0.062969 και μέγιστο 3.18524.
	Οι πίνακες που ακολουθούν παρουσιάζουν συγκεντρωτικά τα παραπάνω αποτελέσματα:
	Τα αποτελέσματα της εμπειρικής μας μελέτης ήταν αρκετά ικανοποιητικά. Το τριωνυμικό μοντέλο φαίνεται να προσομοιάζει αρκετά καλά την πραγματική τιμή των μετατρέψιμων ομολόγων, όπως φαίνεται και από τα σχετικά σφάλματα. Επιπλέον, το διωνυμικό μοντέλο μ...
	Καταλήγουμε λοιπόν πως τα μοντέλα που χρησιμοποιήσαμε, παρά τη μη ύπαρξη μεγάλης πολυπλοκότητας, όπως αυτά του συνεχούς χρόνου, μας αποφέρουν μια αρκετά ικανοποιητική προσέγγιση στην πραγματική τιμή  των μετατρέψιμων ομολόγων.
	Συμπεράσματα
	Την τελευταία εικοσαετία, τα μετατρέψιμα ομόλογα έχουν εισέλθει για τα καλά στην οικονομική ζωή των επενδυτών και των εταιρειών, χάρη στα ιδιαίτερα χαρακτηριστικά τους. Έτσι, γίνεται ολοένα και πιο επιτακτική η ανάγκη για την καλύτερη αποτίμησή τους.
	Πολλά μοντέλα έχουν κατασκευαστεί για αυτό το σκοπό. Στη διπλωματική αυτή παρουσιάσαμε το Τριωνυμικό μοντέλο του Hull αλλά και το μοντέλο του Ingersoll.
	Πραγματοποιήσαμε μια εμπειρική μελέτη για το τριωνυμικό μοντέλο και ενός διωνυμικού μοντέλου αποτίμησης μετατρέψιμων ομολόγων. Εκτιμήσαμε τις παραμέτρους και ελέγξαμε την προβλεπτική ικανότητα του τριωνυμικού μοντέλου για να παρατηρήσουμε αν μπορεί το...
	Αν και τα μοντέλα που μελετήσαμε στην εμπειρική μελέτη είναι διακριτού χρόνου, τα αποτελέσματά μας ήταν αρκετά ικανοποιητικά όπως υποδηλώνουν και τα σχετικά σφάλματα. Και το διωνυμικό μοντέλο, μας έδωσε μια τιμή πολύ κοντά στην πραγματική τιμή της αγο...
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