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Περίληψη

Στην παρούσα Διπλωματική Εργασία μελετούμε τις πολυμεταβλητές μικτές δια-
δικασίες Poisson με μια κατανομή μίξης και τις πολυμεταβλητές μικτές διαδικα-
σίες Poisson με παράμετρο ένα τυχαίο διάνυσμα. Αποδεικνύονται κάποιες ιδιό-
τητες των πολυμεταβλητών μικτών διαδικασιών Poisson με μια κατανομή μίξης
όπως η πολυωνυμική και η Μαρκοβιανή ιδιότητα. Ιδιαίτερο ενδιαφέρον παρου-
σιάζει ένα αποτέλεσμα, που αναφέρει ότι οι συντεταγμένες μίας πολυμεταβλη-
τής μικτής διαδικασίας Poisson είναι ανεξάρτητες αν και μόνο αν η κατανομή
μίξης παριστάνεται ως ένα μέτρο γινόμενο . Επίσης δίνονται κάποιοι χαρακτηρι-
σμοί για τις πολυμεταβλητές μικτές διαδικασίες Poisson με μια κατανομή μίξης
μέσω της πολυωνυμικής ιδιότητας, της διωνυμικής ιδιότητας και της ιδιότητας
Markov. Τέλος αποδεικνύεται ότι η κλάση των πολυμεταβλητών μικτών διαδι-
κασιών Poisson με παράμετρο ένα τυχαίο διάνυσμα είναι υπόκλαση εκείνης των
πολυμεταβλητών μικτών διαδικασιών Poisson με μία κατανομή μίξης. Παραμένει
ανοιχτό το πρόβλημα της ισότητας των δύο κλάσεων.



Abstract

In this thesis we study the multivariate mixed Poisson processes with arbitrary
mixing distribution and the multivariate mixed Poisson processes with parameter
a random vector. Some properties of multivariate mixed Poisson processes, such
as the multinomial and the Markov property, are derived. The use of multivariate
setting is justified by a result, which asserts that the coordinates of a multivariate
mixed Poisson process are independent, if and only if the mixing distribution is
represented as a product measure. Moreover some characterizations for multivariate
mixed Poisson processes, in terms of the multinomial and the Markov property are
given. Finally, it is proven that the class of all multivariate mixed Poisson processes
with parameter a random vector is subclass of the class of all multivariate mixed
Poisson processes with a mixing distribution. The problem of the equality of the
two classes remains open.
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Εισαγωγή

Οι μονομεταβλητές μικτές κατανομές Poisson και οι μονομεταβλητές μικτές
διαδικασίες Poisson με μια κατανομή μίξης χρησιμοποιούνται ευρέως για την μο-
ντελοποίηση της εμφάνισης σπάνιων γεγονότων. Αυτό χρονολογείται από τη δε-
καετία του 20 του προηγούμενου αιώνα. Από τότε έχει δημοσιευθεί ένα μεγάλο
πλήθος εργασιών βασισμένων σε αυστηρή θεμελίωση των θεωρητικών αποτελε-
σμάτων και με εφαρμογές σε πληθώρα επιστημονικών τομέων.

Η καθιέρωση της χρήσης των πολυμεταβλητών μικτών κατανομών Poisson
και των πολυμεταβλητών μικτών διαδικασιών Poisson με μια παράμετρο μίξης
πραγματοποιήθηκε στο ίδιο σχεδόν χρονικό διάστημα, με την συμβολή των Bates,
Neyman [3] (1952), Consael [7] (1952), και Hofmann [13] (1955).

Αλλά σε αντίθεση με την μονομεταβλητή περίπτωση ο αριθμός των δημο-
σιεύσεων των πολυμεταβλητών μικτών κατανομών Poisson είναι σχετικά μικρός.
Παρ’ όλα αυτά, διάφοροι τομείς καλύπτονται από το έργο που έχει δημοσιευ-
θεί μέχρι σήμερα, όπως τα εναέρια ατυχήματα Bates and Neyman [3] (1952), τα
εργατικά και μη εργατικά ατυχήματα Hofmann [13] (1955), οι ασφάλειες αυ-
τοκινήτου Picard [20] (1976), Partrat [19] (1994), Lemaire [16] (1995) , Walhin
and Paris [26] (2001), Zocher [28] (2005), οι τυφώνες Partrat [19] (1994), η ανί-
χνευση εικόνας στην αστροφυσικής Ferrari, Letac and Tourneret [9] (2004), και
η απώλεια αποθεματικών Schmidt και Zocher [23] (2005).

Εφόσον το θεωρητικό υπόβαθρο δεν έχει ακόμη αναπτυχθεί στον ίδιο βαθμό
όπως στην μονομεταβλητή περίπτωση, υπάρχει ένα χάσμα μεταξύ των επιθυ-
μητών πρακτικών εφαρμογών και των διαθέσιμων θεωρητικών αποτελεσμάτων.
Η βάση αυτής της μελέτης είναι η πολυμεταβλητή απαριθμήτρια διαδικασία .
Το μοντέλο της πολυμεταβλητής απαριθμήτριας διαδικασίας καθορίζεται από
διαφορετικές υποθέσεις που οδηγούν σε διαφορετικά μοντέλα πολυμεταβλητών
μικτών διαδικασιών Poisson,οι οποίες, ωστόσο, συνδέονται μεταξύ τους.

Ξεκινώντας με το πιο γενικό μοντέλο και εξειδικεύοντας βήμα προς βήμα,
αυτή η εργασία είναι οργανωμένη ως εξής: Στο Κεφάλαιο 1 παραθέτουμε κάποιες
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βασικές έννοιες και ορισμούς. Στο Κεφάλαιο 2 δίνουμε μια επισκόπηση στοιχείων
της Κλασσικής Θεωρίας Κινδύνου όπου αρχικά παρουσιάζουμε κάποιες ιδιότητες
των σ.δ. άφιξης απαιτήσεων και του αριθμού των απαιτήσεων, (βλ. Ενότητες
2.1 και 2.2 αντίστοιχα). Στην Ενότητα 2.3 αναφέρουμε βασικά αποτελέσματα
της σ.δ. Poisson, στην Ενότητα 2.4 αναφερόμαστε στις σύνθετες κατανομές και
ολοκληρώνουμε το 2o Κεφάλαιο με μια αναφορά στη μικτή σ.δ. Poisson (βλ.
Ενότητα 2.5).

Στο Κεφάλαιο 3 παρουσιάζονται κάποιοι ορισμοί και αποδεικνύονται απο-
τελέσματα βοηθητικού χαρακτήρα, σχετικά με τις πολυμεταβλητές απαριθμήτριες
κατανομές που χρειάζονται για τα επόμενα κεφάλαια. Στην Ενότητα 3.1 μελε-
τούνται οι πιθανογεννήτριες συναρτήσεις, την Ενότητα 3.2 οι ροπογεννήτριες, και
στην Ενότητα 3.3 το Θεώρημα Bernstein-Widder.

Οι πολυμεταβλητές σημειακές διαδικασίες είναι το θεμα του Κεφαλαίου 4.
Αρχικά εισάγονται αυτές οι διαδικασίες (Ενότητα 4.1) και στη συνέχεια αποδει-
κνύονται κάποιες ιδιότητες τις οποίες έχουν οι απαριθμήτριες κατανομές και οι
οποίες σχετίζονται με τις μικτές κατανομές Poisson (Ενότητα 4.2). Οι συσχετισμοί
μεταξύ τέτοιων ιδιοτήτων, όπως για παράδειγμα των στάσιμων προσαυξήσεων,
της πολυωνυμικής ιδιότητας, και της ιδιότητας Markov, επίσης μελετούνται με
κάθε λεπτομέρεια.

Το Κεφάλαιο 5 είναι αφιερωμένο στις πολυμεταβλητές μικτές διαδικασίες
Poisson με μια αυθαίρετη κατανομή μίξης. Και πάλι αποδεικύονται κάποιες ιδιό-
τητες αυτών των διαδικασιών (Ενότητα 5.1). Το γινόμενο πιθανοτήτων Poisson
μέσα στα ολοκληρώματα προκαλεί την ερώτηση της ανεξάρτησίας των συντε-
ταγμένων μιας πολυμεταβλητής μικτής σ.δ. Poisson. Μια απάντηση δίνεται στο
Θεώρημα 5.1.5, σύμφωνα με το οποίο οι συντεταγμένες μιας πολυμεταβλητής
μικτής διαδικασίας Poisson είναι ανεξάρτητες, αν και μόνο αν η κατανομή μίξης
παριστάνεται ως ενα μέτρο γινόμενο . Επιπλέον, οι πολυμεταβλητές μικτές διαδι-
κασίες Poisson χαρακτηρίζονται ως πολυμεταβλητές απαριθμήτριες διαδικασίες
που έχουν την πολυωνυμική ιδιότητα (Θεώρημα 5.2.3). Μετά το αποτέλεσμα αυτό
αποδείκνυεται ότι μια πολυμεταβλητή μικτή διαδικασία Poisson με ανεξάρτητες
προσαυξήσεις είναι μια πολυμεταβλητή διαδικασία με την έννοια ότι οι συντε-
ταγμένες είναι ανεξάρτητες και κάθε συντεταγμένη είναι μια μονομεταβλητή σ.δ.
Poisson (Θεώρημα 5.2.7). Οι ιδιότητες της δομής των ροπών πολυμεταβλητών
μικτών διαδικασιών Poisson δίνονται στην Ενότητα 5.3.

Ένας εναλλακτικός τρόπος για να μοντελοποιήσουμε τις πολυμεταβλητές
μικτές διαδικασίες Poisson εντός της κατηγορίας των πολυμεταβλητών απαριθ-
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μητριών διαδικασιών είναι να υποθέσουμε την ύπαρξη ενός τυχαίου διανύσματος
επάνω στον ίδιο χώρο πιθανότητας και να εξετάσουμε τις δεσμευμένες πιθανό-
τητες της διαδικασίας ως προς αυτό το τυχαίο διάνυσμα, έτσι ώστε η διαδικασία
να παραμένει μια πολυμεταβλητή μικτή διαδικασία Poisson. Αυτή η ιδέα μοντε-
λοποίησης οδηγεί στις πολυμεταβλητές μικτές διαδικασίες Poisson με μια τυχαία
παράμετρο, οι οποίες μελετούνται στο Κεφάλαιο 6, και για τις οποίες η κατα-
νομή μίξης προέρχεται από ένα τυχαίο διάνυσμα. Για τις κατανομές μίξης που
προέρχονται από ένα τυχαίο διάνυσμα, πετυχαίνονται απλούστερες παραστά-
σεις κάποιων αποτελεσμάτων, ενώ η χρήση των δεσμευμένων πιθανοτήτων γεννά
νέα ερωτήματα. Με παρόμοια μεθοδολογία όπως στο προηγούμενο κεφάλαιο,
μελετούνται κάποιες βασικές ιδιότητες (Ενότητα 6.1) και η δομή των ροπών πο-
λυμεταβλητών μικτών διαδικασιών Poisson με παράμετρο ένα τυχαίο διάνυσμα
(Ενότητα 6.2). Εξαιτίας της πρόσθετης υπόθεσης, ένας χαρακτηρισμός ανάλογος
με εκείνον της Ενότητας 5.2 δεν είναι δυνατός. Αφού το μοντέλο στο Κεφά-
λαιο 6 απαιτεί την ύπαρξη μιας τυχαίας παραμέτρου, οι posterior κατανομές της
παραμέτρου ως προς τη διαδικασία, μελετώνται στην Ενότητα 6.3.

Σε όλη την εργασία εξετάζονται για κάθε ιδιότητα το πρόβλημα της διατή-
ρησης αυτής της ιδιότητας κατά την μετάβαση από την αρχική πολυμεταβλητή
σ.δ. σε διαδικασίες που προκύπουν με συγκεκριμένους γραμμικούς μετασχηματι-
σμούς, π.χ.οι συντεταγμένες και το άθροισμα όλων των συντεταγμένων μιας πο-
λυμεταβλητής μικτής διαδικασίας Poisson είναι πάλι μικτές διαδικασίες Poisson.
Επιπλέον, δείχνεται με την βοήθεια της σταδιακής (incremental) σ.δ., οτι όλα τα
μοντέλα που θεωρούμε είναι κατα κάποιον τρόπο ευσταθή (stable) ως προς τον
χρόνο. Έτσι, για να είμαστε σε θέση να δεχθούμε ένα από αυτά τα μοντέλα δεν
ειναι σημαντικό να γνωρίζουμε πότε αρχίζει η διαδικασία, πράγμα το οποίο έχει
ένα σημαντικό θετικό αντίκτυπο σε πιθανές εφαρμογές. Πρέπει επίσης να ανα-
φερθεί, οτι οι δημοσιεύσεις που αφορούν στην μονομεταβλητή περίπτωση, όπως
π.χ. η [21] και η [11] για να αναφερθούμε μόνο δυο από αυτές, επίσης δίνουν
σχέσεις μεταξύ ιδιοτήτων, ερωτήματα προς απάντηση και ιδέες για κάποιες απο-
δείξεις για την πολυμεταβλητή περίπτωση. Αυτή η επιρροή δεν προσφέρεται για
όλα τα προβήματα, αλλά κάθε φορά που οι ιδέες της μονομεταβλητής περίπτω-
σης είναι ουσιώδεις για την πολυμεταβλητή περίπτωση, δίνονται οι καταλληλες
αναφορές της βιβλιογραφίας.
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Κεφάλαιο 1

Βασικές Έννοιες και Ορισμοί

Στο παρόν κεφάλαιο παραθέτουμε ορισμένες εισαγωγικές έννοιες και κάποιους
βασικούς συμβολισμούς και ορισμούς που χρησιμοποιούνται στην παρούσα ερ-
γασία.
Με N συμβολίζεται το σύνολο {1, 2, . . .} όλων των φυσικών αριθμών , με Z το
σύνολο όλων των ακεραίων αριθμών, με Q το σύνολο όλων των ρητών αριθμών
και με R το σύνολο όλων των πραγματικών αριθμών. Επίσης χρησιμοποιούνται
τα εξής σύμβολα: N0 := {0, 1, 2, . . .}, Nm := {1, 2, . . . ,m}, Z∗ := Z\{0}, Q∗ := Q\{0},
R∗ := R\{0} και R+ := {x ∈ R : x ≥ 0}. Ομοίως ορίζονται και οι συμβολισμοί Z+,
Z∗

+ και Q+, Q∗
+.

Έστω Ω σύνολο και A,B ⊆ Ω. Με Ac ή Ω\A := {x ∈ Ω : x /∈ A} συμβολίζεται το
συμπλήρωμα του A (σε σχέση με το Ω), με A⊎B συμβολίζεται η ένωση δύο ξέ-
νων μεταξύ τους συνόλων και με

⊎
i∈I Ai συμβολίζεται η ένωση μιας οικογένειας

{Ai}i∈I (I ̸= ∅) ξένων ανά δύο υποσυνόλων του Ω. Τα στοιχεία μίας σ-άλγεβρας
Σ καλούνται ενδεχόμενα, ενώ για κάθε A ∈ Σ με χA συμβολίζουμε την δείκτρια
συνάρτηση του (ενδεχομένου) A. Ας θεωρήσουμε επίσης ένα σύστημα υποσυ-
νόλων G του Ω. Η ελάχιστη σ-άλγεβρα υποσυνόλων του Ω που περιέχει το G
συμβολίζεται με σ(G) και ονομάζεται σ-άλγεβρα η παραγόμενη από το G ,
ενώ το G ονομάζεται γεννήτορας της σ(G). Μία σ-άλγεβρα A είναι αριθμήσιμα
παραγόμενη εάν υπάρχει μία αριθμήσιμη οικογένεια G υποσυνόλων του Ω για
την οποία ισχύει A = σ (G). Τέλος, με B και B((α, β)), όπου α, β ∈ R, συμβολί-
ζουμε την Borel σ-άλγεβρα υποσυνόλων του R και (α, β), αντίστοιχα, ενώ με Bn

συμβολίζουμε την Borel − σ−άλγεβρα υποσυνόλων του Rn για την n ∈ N.
Στο εξής κι εφόσον δεν δηλώνεται διαφορετικά θεωρούμε έναν χ.μ. (Ω,Σ, µ).
Ένα σύνολο N ∈ Σ ονομάζεται σύνολο μηδενικού μέτρου (σ.µ.µ.) ή σύνολο µ-
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μηδενικού μέτρου (µ − σ.µ.µ.) ή µ-μηδενικό σύνολο αν και μόνο αν µ(N) = 0.
Το σύνολο όλων των µ− σ.µ.µ. συμβολίζεται με Σ0.
Μία τ.μ. f : Ω 7→ R ονομάζεται ολοκληρώσιμη (ως προς το μέτρο P ) αν

∫
|f |dP <

∞. Με L1(P ) (αντ. L1
+(P )) συμβολίζεται το σύνολο όλων των ολοκληρώσιμων (αντ.

μη αρνητικών P −σ.β., ολοκληρώσιμων) συναρτήσεων f : Ω 7→ R. Ακόμη με L2(P )

συμβολίζεται αντίστοιχα το σύνολο όλων των τετραγωνικά ολοκληρώσιμων −
δηλαδή όλων των τ.μ. f : Ω 7→ R ώστε

∫
f 2dP <∞ − συναρτήσεων.

Επειδή στην παρούσα εργασία θα ασχοληθούμε μόνο με (διακριτές και) απόλυτα
συνεχείς τ.μ., στο εξής γράφοντας ((συνεχής τ.μ.)) θα εννοούμε ((απόλυτα συνεχής
τ.μ.)).
Ακόμη, θα λέμε ότι η τ.μ. X με σύνολο τιμών RX ακολουθεί την κατανομή
K(θ) με παραμετρικό διάνυσμα θ := (θ1, . . . , θm) ∈ Rm, όπου m ∈ N , και θα
συμβολίζουμε για το αντίστοιχο μέτρο πιθανότητας PX = K(θ) αν

PX(B) =

∫
B

fX(x)χRX
ν(dx) =

∫
B∩RX

fX(x)ν(dx) για κάθε B ∈ B,

όπου fX η αντίστοιχη σ.(π.)π., και ν είναι το αριθμητικό μέτρο επάνω στο N ή
το μέτρο του Lebesgue λ επάνω στο R ανάλογα με το αν η τ.μ. X είναι συνεχής
ή διακριτή. Αν η τ.μ. X είναι διακριτή, τότε το ολοκλήρωμα γίνεται άθροισμα ή
σειρά, ανάλογα με το αν το RX είναι πεπερασμένο ή αριθμήσιμο, αντίστοιχα.
Έστω (Ω,Σ, µ) και (Θ, T, ν) χ.μ.. Ένα R ⊆ Ω×Θ ονομάζεται μετρήσιμο ορθογώνιο
(του Ω × Θ) , αν γράφεται R = A × B, όπου A ∈ Σ και B ∈ T . Επί πλέον, η σ-
άλγεβρα που παράγεται από την οικογένεια των μετρήσιμων ορθογωνίων λέγεται
σ-άλγεβρα γινόμενο των Σ και T και συμβολίζεται με Σ⊗ T .
Έστω επίσης ο χ.μ. (Ω×Θ,Σ⊗T, ρ). Το μέτρο ρ ονομάζεται μέτρο γινόμενο των
µ και ν και συμβολίζεται με µ ⊗ ν αν και μόνο αν για κάθε A ∈ Σ και B ∈ T

ικανοποιεί την ιδιότητα ρ(A×B) = µ(A)ν(B).
Εαν I είναι ένα οποιοδήποτε μη κενό σύνολο δεικτών και {(Ωi,Σi, Pi)}i∈I είναι
μία οικογένεια χ.π., τότε για κάθε ∅ ̸= J ⊆ I συμβολίζουμε με (ΩJ ,ΣJ , PJ) τον
χ.π.-γινόμενο ⊗i∈J(Ωi,Σi, Pi) :=

(∏
i∈J Ωi,⊗i∈JΣi,⊗i∈JPi

)
. Αν (Ω,Σ, P ) είναι ένας

χ.π. συμβολίζουμε με P I την πιθανότητα-γινόμενο στον ΩI και με ΣI το πεδίο
ορισμού της P I .
Επί πλέον, για κάθε τ.μ. X : Ω 7→ R θέτουμε

σ(X) := X−1(B) := {X−1(B) : B ∈ B}.

Τότε, η σ(X) είναι μια σ-άλγεβρα στο Ω που ονομάζεται η σ-άλγεβρα στο Ω η
παραγόμενη από την X και ισχύει σ(X) ⊆ Σ. Γενικότερα, για μια οικογένεια
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{Xj}j∈I τ.μ., όπου I σύνολο δεικτών, ορίζουμε

σ
(
{Xj}j∈I

)
:= σ

(∪
j∈I

σ(Xj)

)
.

Η σ
(
{Xj}j∈I

)
ονομάζεται η σ-άλγεβρα η παραγόμενη από την οικογένεια {Xj}j∈I .

Για κάθε B ∈ Σ ώστε P (B) > 0 και για κάθε τ.μ. X : Ω→ R το ολοκλήρωμα της
X ως προς την δεσμευμένη πιθανότητα PB συμβολίζεται με

EB[X] := E[X|B] :=

∫
B

XdPB

και εφόσον υπάρχει στο R̄ ονομάζεται η δεσμευμένη μέση τιμή (δ.μ.τ. για συ-
ντομία) της τ.μ. X δοθέντος του B. Αν X = χA με A ∈ Σ τότε εύκολα προκύπτει
οτι E[XA|B] = PB(A).

Έστω μια τ.μ. X ∈ L1(P ) και μια τ.μ. Y : Ω→ R. Μια δεσμευμένη μέση τιμή της
X δεδομένης της Y είναι μια τ.μ. E[X|Y ] : Ω→ R που ικανοποιεί τις παρακάτω
συνθήκες:

(i) Η E[X|Y ] είναι σ(Y )-μετρήσιμη συνάρτηση,

(ii)
∫
A
E[X|Y ]dP =

∫
A
XdP ∀A ∈ σ(Y ).

Έστω X ∈ L1(P ) και T μια σ -υποάλγεβρα της Σ. Μια δεσμευμένη μέση τιμή
της X δοσμένης της σ -υποάλγεβρας T είναι μια τ.μ. E[X|Y ] : Ω→ R τέτοια,
ώστε:

(i) Η E[X|T ] να είναι T -μετρήσιμη συνάρτηση,

(ii)
∫
A
E[X|T ]dP =

∫
A
XdP ∀A ∈ T.

H E[X|T ] δεν είναι μοναδική, αλλά είναι μοναδική P |T -σ.β., δηλαδή αν η Z : Ω→ R
είναι μια δ.μ.τ. της X δεδομένης της T , τότε Z = E[X|T ] P |T − σ.β. Η E[X|T ]
είναι μια εκδοχή (version) της δ.μ.τ. της X δοσμένης της T , και συμβολίζεται με
EP [X|T ] ή αλλιώς E[X|T ]. Για X := χB ∈ L1(P ) με B ∈ Σ θέτουμε

P [B|T ] := EP [XχB|T ].

Η έννοια της δ.μ.τ. μιας τ.μ. X δοσμένης μιας σ-υποέλγεβρας της Σ επεκτείνει
την έννοια της δ.μ.τ. της X δοσμένης μιας τ.μ. Y υπο την έννοια οτι E[X|Y ] =

E[X|σ(Y ).
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Οι σ-υποάλγεβρες Σ1, . . . ,Σn (n ∈ N : n ≥ 2) της Σ ονομάζονται ανεξάρτητες
αν για κάθε k ∈ Nn και για κάθε Ak ∈ Σk τα A1, . . . , An είναι ανεξάρτητα εν-
δεχόμενα. Γενικότερα, μια άπειρη οικογένεια σ-υποαλγεβρών της Σ ονομάζεται
οικογένεια ανεξάρτητων σ-υποαλγεβρών της Σ αν και μόνο αν οποιεσδήποτε
και οσεσδήποτε, πεπερασμένες στο πλήθος, από αυτές είναι ανεξάρτητες.
Μία οικογένεια {Σi}i∈I σ-υποαλγεβρών της Σ ονομάζεται P -υπό συνθήκη ανε-
ξάρτητη της σ-υποάλγεβρας F ⊆ Σ, αν ∀n ∈ N με n ≥ 2 έχουμε

P (E1 ∩ . . . ∩ En|F) =
n∏

j=1

P (Ej|F) P |F − σ.β.

∀j ≤ n ∀Ej ∈ Σij όπου τα i1, . . . , in είναι διακριτά στοιχεία του I.
Μία οικογένεια Σ--μετρήσιμων απεικονήσεων {Xi}i∈I από τον Ω στον Υ είναι:
• P -υπό συνθήκη ανεξάρτητη επάνω στην σ-υποάλγεβρα F της Σ , αν η οικο-
γένεια σ ({Xi})i∈I είναι P -υπό συνθήκη ανεξάρτητη επάνω στην F ,και
• P -υπό συνθήκη ισόνομη επάνω στην σ-υποάλγεβρα F της Σ αν,

P (F ∩X−1
i (B)) = P (F ∩X−1

j (B)),

για i, j ∈ I , F ∈ F και B ∈ T .
Μία οικογένεια {Xt}t∈T τ.μ. ονομάζεται ανεξάρτητη μιας οικογένειας {Σi}i∈I σ-
υποαλγεβρών της Σ, όπου T, I ̸= ∅ σύνολα δεικτών, αν για κάθε πεπερασμένο
αριθμό τ.μ. Xt1 , . . . , Xtm και σ-υποαλγεβρών Σ1, . . . ,Σn της Σ (m,n ∈ N), οι σ-
υποάλγεβρες σ(Xt1), . . . , σ(Xtm),Σ1, . . . ,Σn είναι ανεξάρτητες.
Αν οι P,Q είναι κατανομές πιθανότητας επάνω στον μ.χ. (R,B), τότε η κατανομή
πιθανότητας με τύπο

(P ∗Q)(B) :=

∫
R

P (B − y)dQ(y) για κάθε B ∈ B,

όπου B− y := {z− y : z ∈ B}, ονομάζεται η συνέλιξη των P,Q. Επίσης για n ∈ N
ορίζουμε ως την n-οστη συνέλιξη της P , την κατανομή πιθανότητας P ∗(n+1) := P n∗
P , όπου P ∗0 (εκφυλισμένη) κατανομή που ικανοποιεί την P ∗0({0}) = 1. Ομοίως,
ορίζεται και η συνέλιξη δύο σ.κ.π. F,G ή δύο σ.(π.)π. f, g. Τέλος, σημειώνουμε
ότι αν n ∈ N και η {Xk}k∈Nn είναι μια ακολουθία ανεξάρτητων τ.μ. με αντίστοιχες
κατανομές πιθανότητας (επάνω στον μ.χ. (R,B)) {PXk

}k∈Nn , τότε από τον ορισμό
της συνέλιξης άμεσα έχουμε ότι

PX0+···+Xn = PX0 ∗ · · · ∗ PXn = (PX0 ∗ · · · ∗ PXn−1) ∗ PXn .
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Μία οικογένεια {Xj}j∈I , όπου I ένα μερικώς διατεταγμένο σύνολο (βλ. π.χ. [?],
Ορισμός 1.19), μετρήσιμων συναρτήσεων Xj : Ω 7→ R (j ∈ I) ονομάζεται σ.δ. (σ.δ.)
ή στοχαστική ανέλιξη. Επί πλέον, αν το I είναι ένα υπεραριθμήσιμο υποσύνολο
του R τότε λέμε ότι η {Xj}j∈I είναι μια σ.δ. συνεχούς χρόνου, ενώ αν το I ⊆ Z,
τότε λέμε ότι η {Xj}j∈I είναι μια σ.δ. διακριτού χρόνου.
Μια σ.δ. {Xt}t∈R+ είναι:
• μια σ.δ. ανεξάρτητων προσαυξήσεων ή έχει ανεξάρτητες προσαυξήσεις αν
για κάθε m ∈ N0, t0, t1, . . . , tm ∈ R+ ώστε 0 = t0 < t1 < · · · < tm, οι προσαυξήσεις
Xtj −Xtj−1

(j ∈ Nm ∪ {0}) είναι μεταξύ τους ανεξάρτητες.
• μια σ.δ. στάσιμων προσαυξήσεων ή έχει στάσιμες προσαυξήσεις αν για κάθε
m ∈ N0, h ∈ R+ και t0, t1, . . . , tm ∈ R+ τέτοια ώστε 0 = t0 < t1 < · · · < tm η
οικογένεια των προσαυξήσεων {Xtj+h − Xtj−1+h}j∈Nm∪{0} έχει την ίδια κατανομή
με την {Xtj − Xtj−1

}j∈Nm∪{0}, δηλαδή αν και μόνο αν για κάθε j ∈ Nm ∪ {0} και
για κάθε h ∈ R+ ισχύει PXtj+h−Xtj−1+h

= PXtj−Xtj−1
.

Τέλος, σημειώνουμε ότι για την υπόλοιπη εργασία κι εφόσον δεν δηλώνεται δια-
φορετικά, θεωρούμε έναν σταθερό χ.π. (Ω,Σ, P ).
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Κεφάλαιο 2

Επισκόπηση Κάποιων Εννοιών της
Κλασσικής Θεωρίας Κινδύνου

Αντικείμενο αυτού του κεφαλαίου είναι μία σύντομη αναφορά σε κάποιες βα-
σικές έννοιες και αποτελέσμάτα της Θεωρίας Κινδύνου. Έτσι, αρχικά σκιαγρα-
φούμε ένα υπόδειγμα της διαχρονικής εξέλιξης του χαρτοφυλακίου των κινδύνων
μιας ασφαλιστικής επιχείρησης, θέτοντας το γενικό πλαίσιο αναφοράς του παρό-
ντος κεφαλαίου (βλ. Ενότητα 2.1). Έπειτα, προχωράμε στην επισκόπιση κάποιων
ιδιοτήτων των σ.δ. άφιξης των απαιτήσεων και του αριθμού των απαιτήσεων
(βλ. Ενότητες 2.2 και 2.3, αντίστοιχα). Τέλος αναφέρουμε βασικά αποτελέσματα
σχετικά με τη διαδικασία Poisson(βλ. Ενότητα 2.4), που αποτελεί την βάση για
την κατανόηση τόσο της μικτής διαδικασίας Poisson όσο και των μεμειγμένων
ανανεωτικών διαδικασιών.

2.1 Το Υπόδειγμα

Για την ανάπτυξη ενός υποδείγματος που θα μοντελοποιεί το χαρτοφυλακίου
των κινδύνων μιας ασφαλιστικής επιχείρησης, αναφέρουμε αρχικά τις ακόλουθες
έννοιες,

- την σ.δ. άφιξης των απαιτήσεων (claim arrival process),

- την σ.δ. του αριθμού των απαιτήσεων (claim number process), και,

- την σ.δ. ενδιάμεσων χρόνων άφιξης των απαιτήσεων (claim interarrival process).
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Θα δούμε ότι και οι τρείς στοχαστικές διαδικασίες σχετίζονται μεταξύ τους και
μάλιστα γνωρίζοντας την μία μπορούμε να καθορίσουμε τις υπόλοιπες.
Ας θεωρήσουμε ένα χαρτοφυλάκιο κινδύνων που ασφαλίζονται από κάποια ασφα-
λιστική εταιρεία. Οι ασφαλισμένοι πληρώνουν ασφάλιστρα έναντι των κινδύνων
που αντιμετωπίζουν και οι οποίοι αν παραγματοποιηθούν προξενούν απαιτήσεις
έναντι της εταιρίας, η οποία με τη σειρά της καλείται να τις εξοφλήσει . Το
χαρτοφυλάκιο μπορεί να αποτελείται από έναν και μοναδικό ή περισσότερους
κινδύνους.
Υποθέτουμε επιπλέον ότι οι απαιτήσεις λαμβάνουν χώρα τυχαία και σε έναν
άπειρο χρονικό ορίζοντα ξεκινώντας στο χρόνο μηδέν, έτσι ώστε

- καμιά απαίτηση να μην λαμβάνει χώρα στο χρόνο μηδέν, και

- να μην συμβαίνουν δύο (ή περισσότερες) απαιτήσεις, ταυτόχρονα.

Η υπόθεση της μη ταυτόχρονης πραγματοποίησης δύο (ή περισσότερων) απαιτή-
σεων φαίνεται ότι μπορεί να γίνει χωρίς βλάβη της γενικότητας. Πράγματι, δεν
πρέπει να παρουσιάζεται κάποιο σημαντικό πρόβλημα όταν το χαρτοφυλάκιο εί-
ναι μικρό. Όμως, όταν το χαρτοφυλάκιο είναι μεγάλο, εξαρτάται από το είδος της
υπό εξέταση ασφάλισης για το αν αυτή η υπόθεση είναι πράγματι αποδεκτή ,π.χ
δύο ασφαλισμένοι από το ίδιο χαρτοφυλάκιο ασφάλισης αυτοκινήτων να εμπλα-
κούν σε ένα δυστύχημα μεταξύ τους και να υπάρχει μερική ευθύνη και από τους
δύο.
Πάντως, η υπόθεση της μη ταυτόχρονης εμφάνισης δύο απαιτήσεων ακόμα κι όταν
κρίνεται ως μη αποδεκτή, μπορεί να διατηρηθεί, αλλάζοντας ελαφρώς την οπτική
μας, δηλαδή, με το να θεωρήσουμε τα γεγονότα (που προκαλούν την έγερση)
απαίτησης (όπως αυτοκινητιστικά δυστυχήματα) αντί των ατομικών απαιτήσεων.
Ο αριθμός των ατομικών απαιτήσεων που εγείρονται για ένα συγκεκριμένο γε-
γονός απαίτησης μπορεί τότε να ερμηνευτεί ως το μέγεθος του γεγονότος απαί-
τησης.
Στις επόμενες ενότητες αυτού του κεφαλαίου μοντελοποιούμε τις προηγούμενες
ιδέες σε ένα πιθανοθεωρητικό υπόδειγμα.

2.2 Η Σ.Δ. άφιξης των Απαιτήσεων

Στην παρούσα ενότητα θα ορίσουμε τόσο την σ.δ. άφιξης των απαιτήσεων όσο
και την σ.δ. ενδιάμεσων χρόνων άφιξης των απαιτήσεων και παραθέτουμε κάποια
χρήσιμα αποτελέσματα χωρίς απόδειξη.
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Ορισμός 2.2.1. Η ακολουθία {Tn}n∈N0 τ.μ. είναι μια σ.δ. άφιξης των απαιτήσεων
αν υπάρχει σύνολο μηδενικής πιθανότητας ΩT ∈ Σ τέτοιο ώστε για κάθε ω ∈ Ω\ΩT

να ισχούν τα εξής:

(t1) T0(ω) = 0, και

(t2) Tn−1(ω) < Tn(ω) για κάθε n ≥ 1.

Επιπλέον, το P -μηδενικό σύνολο ΩT ονομάζεται το P -μηδενικό σύνολο εξαίρε-
σης της σ.δ. άφιξης των απαιτήσεων {Tn}n∈N0.

Προφανώς για κάθε n ∈ N η τ.μ. Tn είναι θετική κάτι που είναι άμεση συνέπεια
του ορισμού.

Ορισμός 2.2.2. Έστω {Tn}n∈N0 σ.δ. άφιξης των απαιτήσεων . Η ακολουθία {Wn}n∈N,
όπου Wn := Tn − Tn−1 για κάθε n ∈ N είναι η σ.δ. ενδιάμεσων χρόνων άφιξης
των απαιτήσεων

Από τους δύο παραπάνω ορισμούς άμεσα έπεται για κάθε n ∈ N ότι η τ.μ. Wn

είναι θετική, καθώς και ότι ισχύει η σχέση

Tn =
n∑

i=1

Wi. (2.1)

Ερμηνεύοντας, τώρα, τους Ορισμούς 2.2.2 και 2.2.1 σε όρους του υποδείγματος
που σκιαγραφήσαμε στην προηγούμενη ενότητα σημειώνουμε τα εξής:

- Η Tn είναι η τ.μ. που δηλώνει τον χρόνο εμφάνισης της n-οστής απαίτησης.

- Η Wn είναι η τ.μ. που δηλώνει τον χρόνο αναμονής μεταξύ της
(n− 1)-οστής και της n-οστής απαίτησης.

- Με πιθανότητα ένα καμία απαίτηση δεν εγείρεται στον χρόνο μηδέν και
δύο (ή παραπάνω) απαιτήσεις δεν εμφανίζονται ταυτόχρονα.

Παρατηρούμε, λοιπόν, πως οι Ορισμοί 2.2.2 και 2.2.1 βρίσκουν άμεση φυσική
ερμηνεία, αφού προφανώς οι χρόνοι άφιξης και οι ενδιάμεσοι χρόνοι άφιξης των
απαιτήσεων θα είναι θετικοί, ενώ λογικά η απαίτηση n θα εμφανίζεται σε χρόνο
μεταγενέστερο αυτού στον οποίο εμφανίζεται η απαίτηση n− 1.
Για το υπόλοιπο αυτού του κεφαλαίου και εφόσον δεν δηλώνεται διαφορετικά,
θεωρούμε την {Tn}n∈N0 ως μια σ.δ. άφιξης των απαιτήσεων και την {Wn}n∈N ως
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την αντίστοιχη σ.δ. ενδιάμεσων χρόνων άφιξης των απαιτήσεων. Χωρίς βλάβη της
γενικότητας, μπορούμε να υποθέσουμε ότι το P -μηδενικό σύνολο εξαίρεσης της
σ.δ. άφιξης των απαιτήσεων είναι το κενό σύνολο, δηλαδή ΩT := ∅ ∈ Σ.
Από τον Ορισμό 2.2.1 και την (2.1), είναι προφανές ότι η σ.δ. άφιξης των απαιτή-
σεων και η σ.δ. ενδιάμεσων χρόνων άφιξης των απαιτήσεων αλληλοκαθορίζονται.
Η σχέση τους γίνεται ξεκάθαρη από τα ακόλουθα αποτελέσματα.

Λήμμα 2.2.3. Για κάθε n ∈ N ισχύουν τα εξής:

(i) σ
(
{Tk}k∈{0,1,...,n}

)
= σ

(
{Wk}k∈{1,...,n}

)
.

(ii) Για τα τυχαία διανύσματα Tn,Wn : Ω 7→ Rn με τύπο

Tn(ω) := (T1, . . . , Tn)
′(ω) = (T1(ω), . . . , Tn(ω))

′

και
Wn(ω) := (W1, . . . ,Wn)

′(ω) = (W1(ω), . . . ,Wn(ω))
′

για κάθε ω ∈ Ω, αντίστοιχα, καθώς και για τον n × n-πίνακα Mn = [mij]

με

mij :=

{
1 αν i ≥ j

0 αν i < j

}
.

έχουμε:

(a) Ο Mn είναι αντιστρέψιμος και ικανοποιεί την σχέση det(Mn) = 1, και

(b) Tn = Mn ◦Wn καθώς και Wn = M−1
n ◦ Tn.

Για την απόδειξη του παραπάνω Λήμματος βλ. π.χ [1] Λήμμα 3.2.3.

Από το (i) έπεται το συμπέρασμα ότι η πληροφορία που είναι διαθέσιμη από
την γνώση της {Tn}n∈N0 είναι ίδια με την πληροφορία που προκύπτει από την
γνώση της {Wn}n∈N ενώ από το (ii) προκύπτει ότι αν γνωρίζουμε τις τιμές της
μίας μπορούμε πολύ εύκολα να υπολογίσουμε και τις τιμές της άλλης μέσω ενός
πίνακα.

Λήμμα 2.2.4. Οι κατανομές των τυχαίων διανυσμάτων του Λήμματος 2.2.3
ικανοποιούν για κάθε n ∈ N τα εξής:

PTn = (PWn)Mn και PWn = (PTn)M−1
n
.
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Στις υποθέσεις που κάναμε για το υπόδειγμα που αναπτύχθηκε στην Ενότητα 2.1
η πιθανότητα να προκύψουν ταυτόχρονα δύο ή και περισσότερες απαιτήσεις
είναι ίση με μηδέν, αυτό όμως δεν αποκλείουν την δυνατότητα πραγματοποίησης
απείρως πολλών απαιτήσεων σε πεπερασμένο χρόνο, κάτι που μας οδηγεί πολύ
φυσικά στον ακόλουθο ορισμό.

Ορισμός 2.2.5. Το ενδεχόμενο {supn∈N Tn <∞} ονομάζεται έκρηξη .

Παρακάτω παραθέτουμε δύο αποτελέσματα που αναφέρονται στην πιθανότητα
της έκρηξης .

Λήμμα 2.2.6. Αν supn∈N E [Tn] <∞, τότε η πιθανότητα της έκρηξης ισούται με
ένα.

Πόρισμα 2.2.7. Αν
∑∞

n=1 E [Wn] < ∞, τότε η πιθανότητα της έκρηξης ισούται
με ένα.

Για την απόδειξη των δύο παραπάνω αποτελεσμάτων βλ. π.χ [1] Λήμμα 3.2.6
και Πόρισμα 3.2.7 αντίστοιχα.
Στο σημείο αυτό αξίζει να αναφέρουμε ότι κατά την ανάπτυξη ενός υποδείγματος

για μια συγκεκριμένη ασφαλιστική επιχείρηση, μια από τις πρώτες αποφάσεις
που πρέπει να ληφθεί είναι η απόφαση για το αν θα πρέπει να θεωρήσουμε την
πιθανότητα έκρηξης ίση με το μηδέν ή όχι. Αυτή φυσικά είναι μια απόφαση που
αφορά την σ.δ. άφιξης των απαιτήσεων .
Το ακόλουθο Λήμμα μας βοηθάει να καταλάβουμε καλύτερα τη σχέση που έχουν
οι στοχαστικές διαδικασίες {Tn}n∈N0 και {Wn}n∈N.

Λήμμα 2.2.8. Έστω θ ∈ (0,∞). Αν η σ.δ. {Wn}n∈N ενδιάμεσων χρόνων άφιξης
των απαιτήσεων είναι ανεξάρτητη, τότε τα ακόλουθα είναι ισοδύναμα:

(i) PWn = Exp(θ) για κάθε n ∈ N.

(ii) PTn = Ga(n, θ) για κάθε n ∈ N.

Σε αυτήν την περίπτωση και για κάθε n ∈ N ισχύει ότι E [Wn] = 1/α και
E [Tn] = n/α, και η πιθανότητα της έκρηξης ισούται με μηδέν.

Για την απόδειξη βλ. π.χ. [21] Λήμμα 1.2.2.
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2.3 Η Σ.Δ. του Αριθμού των Απαιτήσεων

Στην παρούσα ενότητα εισάγουμε την σ.δ. του αριθμού των απαιτήσεων και απο-
δεικνύουμε ότι οι σ.δ. άφιξης των απαιτήσεων και του αριθμού των απαιτήσεων
καθορίζουν η μία την άλλη (και κατ’επέκταση την σ.δ ενδιάμεσων χρόνων άφι-
ξης των απαιτήσεων). Παραθέτουμε ακόμη δύο αποτελέσματα που αναφέρονται
στο πως συνδέεται η σ.δ. του αριθμού των απαιτήσεων με την πιθανότητα της
έκρηξης . Τέλος, ορίζουμε τις έννοιες της προσαύξησης, των ανεξάρτητων και των
στάσιμων προσαυξήσεων για την σ.δ. του αριθμού των απαιτήσεων.

Ορισμός 2.3.1. Μία οικογένεια {Nt}t∈R+ τ.μ. ονομάζεται σ.δ. του αριθμού των
απαιτήσεων ή απαριθμήτρια διαδικασία αν υπάρχει ένα σύνολο μηδενικής πι-
θανότητας ΩN ∈ Σ τέτοιο ώστε για κάθε ω ∈ Ω \ ΩN να ισχούν τα εξής:

(n1) N0(ω) = 0,

(n2) Nt(ω) ∈ N0 ∪ {∞} για κάθε t ∈ (0,∞),

(n3) Nt(ω) = infs∈(t,∞) Ns(ω) για κάθε t ∈ R+,

(n4) sups∈[0,t)Ns(ω) ≤ Nt(ω) ≤ sups∈[0,t)Ns(ω) + 1 για κάθε t ∈ R+, και

(n5) supt∈R+
Nt(ω) =∞.

Επί πλέον, το P -μηδενικό σύνολο ΩN ονομάζεται το P -μηδενικό σύνολο εξαίρε-
σης της σ.δ. του αριθμού των απαιτήσεων {Nt}t∈R+.

Μία σ.δ. του αριθμού των απαιτήσεων ονομάζεται από ορισμένους συγγραφείς
και σημειακή διαδικασία
Θέλοντας να δώσουμε μια φυσική ερμηνεία στον παραπάνω ορισμό σημειώνουμε
τα εξής:

- Η Nt είναι η τ.μ. που δηλώνει τον πλήθος των απαιτήσεων που εμφανίζονται
στο χρονικό διάστημα [0, t].

- P -σχεδόν βέβαια όλες οι τροχιές της {Nt}t∈R+ ξεκινούν από το μηδέν (βλ.
(n1)), είναι δεξιά συνεχείς (βλ. (n3)), αυξάνουν με άλματα μοναδιαίου ύψους
στα σημεία ασυνέχειας (βλ. (n2) και (n4) ), και τείνουν στο άπειρο (βλ. (n5)).

Παρατηρούμε, λοιπόν, πως σε χρόνο μηδέν δεν έχουμε καμία απαίτηση, ενώ με
το πέρασμα του χρόνου ο αριθμός των απαιτήσεων αυξάνει. Μάλιστα, όταν αυτό
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γίνεται στο χρονικό διάστημα (t, t + ε), η αύξηση δεν είναι μεγαλύτερη της μίας
απαίτησης, αφού από τις υπθέσεις του υποδείγματός μας σχεδόν βέβαια δύο ή
περισσότερες απαιτήσεις δεν εμφανίζονται ταυτόχρονα.
Όπως αναφέρθηκε και στην αρχή της παρόυσας ενότητας η σ.δ. άφιξης των απαι-
τήσεων και η σ.δ. του αριθμού των απαιτήσεων καθορίζουν η μία την άλλη, μα-
θηματικά η παραπάνω πρόταση μεταφράζεται στα δύο ακόλουθα θεωρήματα.

Θεώρημα 2.3.2. Αν {Tn}n∈N0 είναι μια σ.δ. άφιξης των απαιτήσεων και για κάθε
ω ∈ Ω και t ∈ R+ θέσουμε

Nt(ω) :=
∞∑
n=1

χ{Tn≤t}(ω), (2.2)

τότε για την {Nt}t∈R+ ισχύουν τα εξής:

(i) Η {Nt}t∈R+ είναι μια σ.δ. του αριθμού των απαιτήσεων τέτοια ώστε ΩN =

ΩT , και

(ii) Για κάθε n ∈ N0 και ω ∈ Ω \ ΩT ισχύει

Tn(ω) = inf{t ∈ R+ : Nt(ω) = n}. (2.3)

Θεώρημα 2.3.3. Αν {Nt}t∈R+ είναι μια σ.δ. του αριθμού των απαιτήσεων και
για κάθε ω ∈ Ω και n ∈ N0 θέσουμε Tn(ω) := inf{t ∈ R+ : Nt(ω) = n}, τότε για
την {Tn}n∈N0 ισχύουν τα εξής:

(i) Η {Tn}n∈N0 είναι μια σ.δ. άφιξης των απαιτήσεων τέτοια ώστε ΩT = ΩN ,
και

(ii) Για κάθε t ∈ R+ και ω ∈ Ω \ ΩN ισχύει Nt(ω) =
∑∞

n=1 χ{Tn≤t}(ω).

Για την απόδειξη των παραπάνω δύο αποτελεσμάτων βλ. π.χ [1] Θεώρημα 3.3.2
και Θεώρημα 3.2.3 αντίστοιχα.

Για το υπόλοιπο αυτού του κεφαλαίου, θεωρούμε την {Nt}t∈R+ ως μια σ.δ. του
αριθμού των απαιτήσεων, την {Tn}n∈N0 ως μια σ.δ. άφιξης των απαιτήσεων που
παράγεται από την σ.δ. του αριθμού των απαιτήσεων και την {Wn}n∈N ως την
σ.δ. ενδιάμεσων χρόνων άφιξης των απαιτήσεων, που παράγεται από την σ.δ.
άφιξης των απαιτήσεων .
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Χωρίς βλάβη της γενικότητας, υποθέτουμε ότι το P -μηδενικό σύνολο εξαίρεσης
της σ.δ. του αριθμού των απαιτήσεων,(και άρα και το P -μηδενικό σύνολο εξαί-
ρεσης της σ.δ. άφιξης των απαιτήσεων αφού ΩT = ΩN) είναι το κενό σύνολο,
δηλαδή ΩT = ΩN = ∅.
Εξαιτίας της παραπάνω υπόθεσης, παίρνουμε δύο απλές, αλλά πολύ χρήσιμες
ισότητες, που καταδεικνύουν το ότι ορισμένα ενδεχόμενα που καθορίζονται από
την σ.δ. του αριθμού των απαιτήσεων μπορούν να ερμηνευτούν (ισοδύναμα)
ως ενδεχόμενα που καθορίζονται από την σ.δ. άφιξης των απαιτήσεων κι αντί-
στροφα.

Λήμμα 2.3.4. Για κάθε n ∈ N0 και για κάθε t ∈ R+ ισχύουν τα εξής:

(i) {Nt ≥ n} = {Tn ≤ t}.

(ii) {Nt = n} = {Tn ≤ t}\{Tn+1 ≤ t} = {Tn ≤ t < Tn+1}.

Για την απόδειξη βλ. π.χ [1] Λήμμα 3.3.4.

’μεση συνέπεια του (i) του Λήμματος 2.3.4 αποτελεί το παρακάτω αποτέλεσμα.

Λήμμα 2.3.5. Ισχύει σ
(
{Tn}n∈N0

)
= σ

(
{Nt}t∈R+

)
.

Μία πρώτη εφαρμογή του Λήμματος 2.3.4 είναι η σύνδεση του ενδεχομένου της
έκρηξης με την σ.δ. του αριθμού των απαιτήσεων, κάτι που φαίνεται στα παρα-
κάτω δύο αποτελέσματα.

Λήμμα 2.3.6. Για την πιθανότητα της έκρηξης ισχύει

P

(
sup
n∈N

Tn <∞
)

= P

(∪
t∈N

{Nt =∞}

)
= P

( ∪
t∈(0,∞)

{Nt =∞}

)
.

Για την απόδειξη βλ. π.χ [21] Lemma 2.1.4.

Πόρισμα 2.3.7. Αν η σ.δ. του αριθμού των απαιτήσεων έχει πεπερασμένες
αναμενόμενες τιμές τότε η πιθανότητα της έκρηξης είναι ίση με το μηδέν.

Για την απόδειξη βλ. π.χ [21] Corollary 2.1.5.

Όπως θα διαπιστώσουμε και στα επόμενα κεφάλαια, η μελέτη της σ.δ. του αριθ-
μού των απαιτήσεων θα βασιστεί σε σημαντικό βαθμό στις ιδιότητες των προ-
σαυξήσεών της, οι οποίες ορίζονται ως ακολούθως.
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Στο σημείο αυτό κρίνεται σκόπιμο να ορίσουμε τις έννοιες της προσαύξησης
του αριθμού των απαιτήσεων στο διάστημα (s, t], των στάσιμων αλλά και των
ανεξάρτητων προσαυξήσεων.
Για κάθε s, t ∈ R+ με s ≤ t η προσαύξηση της σ.δ. {Nt}t∈R+ στο διάστημα (s, t]

ορίζεται από την

Nt −Ns :=
∞∑
n=1

χ{s<Tn≤t}. (2.4)

Επειδή, μάλιστα, για κάθε ω ∈ Ω ισχύει N0(ω) = 0 και Tn(ω) > 0 για κάθε n ∈ N
η (2.4) βρίσκεται σε συμφωνία με τον τρόπο με τον οποίο ορίστηκε η τ.μ. Nt στο
Θεώρημα 2.3.2. Επί πλέον, για κάθε ω ∈ Ω και για κάθε s, t ∈ R+ με s ≤ t έχουμε
ότι

Nt(ω) = (Nt −Ns)(ω) +Ns(ω), (2.5)

που ισχύει ακόμα κι αν το Ns(ω) απειρίζεται.

2.4 Η Διαδικασία Poisson

Στην παρούσα ενότητα ορίζουμε τη διαδικασία Poisson και δίνουμε κάποια αρ-
χικά αποτελέσμα που αφορούν τις κατανομές των στοχαστικών διαδικασιών
{n}n∈N0 ,{t}n∈R+ και {Wn}n∈N.

Ορισμός 2.4.1. Η σ.δ. του αριθμού των απαιτήσεων {Nt}t∈R+ είναι μια (ομογενής)
διαδικασία Poisson με παράμετρο θ ∈ (0,∞) εάν έχει ανεξάρτητες και ισόνομες
προσαυξήσεις και για κάθε t ∈ (0,∞) ισχύει PNt = P (θt).

Άμεση συνέπεια του Ορισμού είναι ότι μία σ.δ. του αριθμού των απαιτήσεων με
ανεξάρτητες προσαυξήσεις έχει στάσιμες προσαυξήσεις αν και μόνο αν

PNt+h−Nt = PNh

για όλα τα t, h ∈ R+.

Ορισμός 2.4.2. Η σ.δ. του αριθμού των απαιτήσεων {Ñt}t∈R+ είναι μια τυπική
διαδικασία Poisson αν για κάθε t ∈ R+ η Ñt ακολουθεί την Poisson με παρά-
μετρο 1.

Λήμμα 2.4.3. Έστω θ ∈ (0,∞). Τότε τα ακόλουθα είναι ισοδύναμα:

(i) PTn = Ga(n, θ) για κάθε n ∈ N.
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(ii) PNt = P (θt) για κάθε t ∈ (0,∞).

Σε αυτήν την περίπτωση ισχύει E [Tn] = n/θ για κάθε n ∈ N και E [Nt] = θt για
κάθε t ∈ (0,∞).

Για την απόδειξη βλ π.χ [21] Lemma 2.2.1
Το παρακάτω πόρισμα είναι άμεση συνέπεια των προηγούμενων των Λημμάτων
?? και 2.4.3 και δηλώνει ότι αν οι ενδιάμεσοι χρόνοι άφιξης των απαιτήσεων
είναι (ισόνομα) εκθετικά κατανεμημένοι και ανεξάρτητοι έπεται ότι ο αριθμός
των απαιτήσεων ακολουθεί μια κατανομή Poisson και αντίστροφα.

Πόρισμα 2.4.4. Έστω θ ∈ (0,∞). Αν η σ.δ. {Wn}n∈N ενδιάμεσων χρόνων άφιξης
των απαιτήσεων είναι ανεξάρτητη, τότε τα ακόλουθα είναι ισοδύναμα:

(i) PWn = Exp(θ) για κάθε n ∈ N.

(ii) PNt = P (θt) για κάθε t ∈ (0,∞).

Ορισμός 2.4.5. Μία οικογένεια {Σj}j∈I σ-υποαλγεβρών της Σ ονομάζεται διύ-
λιση αν και μόνο αν για κάθε j, k ∈ I με j < k ισχύει Σj ⊆ Σk.
Μία σ.δ. {Xj}j∈I λέμε ότι είναι προσαρμοσμένη σε μία διύλιση {Σj}j∈I αν και
μόνο αν για κάθε j ∈ I η τ.μ. Xj είναι Σj-μετρήσιμη.
Η {Tj}j∈I με Tj = σ

(
{Xk : k ≤ j}

)
για κάθε j ∈ I ονομάζεται η κανονική

διύλιση για την {Xj}j∈I. Προφανώς, κάθε σ.δ. {Xj}j∈I είναι προσαρμοσμένη
στην κανονική της διύλιση . Μια σ.δ. {Xj}j∈I ονομάζεται ένα martingale ως
προς τη διύλιση {Σj}j∈I ή ένα {Σj}j∈I-martingale (ή η οικογένεια {(Xj,Σj)}j∈I
ονομάζεται ένα martingale) αν και μόνο αν ισχύουν τα εξής:

(m1) Η {Xj}j∈I είναι προσαρμοσμένη στη (διύλιση) {Σj}j∈I.

(m2) Για κάθε j ∈ I η Xj ∈ L1(P ).

(m3) Για κάθε j, k ∈ I με j ≤ k ισχύει E[Xk|Σj] = Xj P |Σj − σ.β..

Το ακόλουθο θεώρημα χαρακτηρισμού είναι το πρώτο από μία σειρά θεωρημάτων
χαρακτηρισμού που θα ακολουθήσουν στα υπόλοιπα κεφάλαια

Θεώρημα 2.4.6. Έστω θ ∈ (0,∞). Τότε τα ακόλουθα είναι ισοδύναμα:

(i) Η σ.δ ενδιάμεσων χρόνων άφιξης των απαιτήσεων {Wn}n∈N είναι ανεξάρ-
τητη και ικανοποιεί τη συνθήκη PWn = Exp (θ) για κάθε n ∈ N.
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(ii) Η σ.δ αριθμού των απαιτήσεων {Nt}t∈R+ είναι μία διαδικασία Poisson με
παράμετρο θ.

(iii) Η σ.δ αριθμού των απαιτήσεων {Nt}t∈R+ έχει ανεξάρτητες προσαυξήσεις
και ικανοποιεί τη συνθήκη E [Nt] = θt για κάθε t ∈ R+.

(iv) Η σ.δ {Nt − θt}t∈R+ είναι ένα martingale.

Για απόδειξη βλ. π.χ. [21] Theorem 2.3.4 .

2.5 Η μικτή σ.δ. Poisson

Η επιλογή της κατάλληλης σ.δ. του αριθμού απαιτήσεων που περιγράφει ένα
χαρτοφυλάκιο είναι ένα σοβαρό πρόβλημα. Στο παρόν κεφάλαιο θα μελετήσουμε
μια γενική μέθοδο για την επίλυση του προβλήματος. Η βασική ιδέα είναι να
ερμηνεύσουμε ένα ανομοιογενές χαρτοφυλάκιο κινδύνου ως μίγμα ομοιογενών
χαρτοφυλακίων κινδύνου. Πιο συσκεκριμένα η διαδικασία του αριθμού των απαι-
τήσεων ενός ανομοιογενούς χαρτοφυλακίου οριζεται ως μια μίξη σ.δ. αριθμού
απαιτήσεων ομοιογενών χαρτοφυλακίων, ώστε η μικτή κατανομή τους να αντι-
προσωπεύει τη δομή του ανομοιογενούς χαρτοφυλακίου. Αρχικά θα καθορίσουμε
το γενικό μοντέλο και στη συνέχεια τη μελέτη της μικτής σ.δ. Poisson

Το υπόδειγμα

Έστω οτι {Nt}t∈Rt είναι μια σ.δ. του αριθμού απαιτήσεων και Θ μια τυχαία
μεταβλητή. Κάνουμε τις εξής υποθέσεις:
• Έστω οτι τα ανομοιογενή χαρτοφυλάκια κινδύνου είναι ένα μίγμα από ομοιγενή
χαρτοφυλάκια κινδύνου παρόμοια, ίδιου μεγέθους και διαφορετικά μεταξύ τους.
• Έστω οτι κάθε ένα από τα ομοιγενή χαρτοφυλάκια μπορεί να προσδιοριστεί
από την τιμή μιας τυχαίας μεταβλητής Θ. Δηλαδή η κατανομή της Θ παριστά τη
δομή του ανομοιογενούς χαρτοφυλακίου υπό εξέταση. Επομένως οι ιδιότητες της
κατανομής της σ.δ. {Nt}t∈Rt του αριθμού των απαιτήσεων, καθορίζονται από τις
ιδιότητες της δεσμευμένης κατανομής της ως προς το Θ καθώς και από τις ιδιότη-
τες της κατανομης της Θ, η οποία ονομάζεται δομική παράμετρος. Η κατανομή
της PΘ ονομάζεται δομική κατανομή ενώ η σ.δ. του αριθμού των απαιτήσεων
{Nt}t∈Rt ονομάζεται μικτή σ.δ. του αριθμού απαιτήσεων.

Ορισμός 2.5.1. Η μικτή σ.δ. του αριθμού απαιτήσεων έχει
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(a) Υπο συνθήκη ανεξάρτητες προσαυξήσεις ως προς το Θ αν για κάθε m ∈ N∗

και t1, t2, ..., tm ∈ R τέτοια ώστε 0 = t0 < t1 < ... < tm οι προσαυξήσεις
{Ntj −Ntj−1

}j∈{1,2...,m} είναι υπο συνθήκη ανεξάρτητες ως προς το Θ.

(b) Υπο συνθήκη στάσιμες προσαυξήσεις ως προς το Θ αν για κάθε m ∈ N
και t0, t1, ..., tm, h ∈ R+ τέτοια ώστε 0 = t0 < t1 < ... < tm οι προσαυξήσεις
{Ntj −Ntj−1

}j∈{1,2...,m} έχουν την ίδια υπο συνθήκη κατανομή ως προς το Θ,
δηλαδή ισχύει η σχέση

PNtj+h−Ntj−1+h|Θ = PNtj−Ntj−1 |Θ P |σ(Θ)− σ.β.

Λήμμα 2.5.2. Αν μια σ.δ. του αριθμού των απαιτήσεων έχει υπο συνθήκη στά-
σιμες προσαυξήσεις , τότε έχει και στάσιμες προσαυξήσεις .

Για την απόδειξη του παραπάνω λήμματος βλ. π.χ [21], Lemma 4.1.1.

Ορισμός 2.5.3. Η σ.δ. του αριθμού των απαιτήσεων {Nt}t∈R+ ονομάζεται μι-
κτή σ.δ. Poisson με παράμετρο Θ εαν η Θ είναι μια τ.μ. για την οποία ισχύει
PΘ[(0,∞)] = 1 και εαν {Nt}t∈Rt έχει υπο συνθήκη στάσιμες και ανεξάρτητες προ-
σαυξήσεις ως προς Θ έτσι ώστε για κάθε t ∈ (0,∞) να ισχύει η σχέση

PNt|Θ = P(tΘ) P |σ.(Θ)− σβ.

για κάθε t ∈ (0,∞)P −MPP (Θ) ή απλώς MPP (Θ) για συντομία

Λήμμα 2.5.4. Μια στοχαστική διαδικασία του αριθμού των απαιτήσεων {Nt}t∈R+

που έχει υπο συνθήκη ανεξάρτητες προσαυξήσεις ως προς Θ θα έχει υπο
συνθήκη στάσιμες προσαυξήσεις ως προς Θ αν και μόνο αν για κάθε t, h ∈ R+

ισχύει
PNt+h−Nt|Θ = PNh|Θ P |σ(Θ)− σ.β.

Απόδειξη. Για την απόδειξη χρησιμοποιούμε ανάλογα επιχειρήματα με εκείνα
της απόδειξης για σ.δ. χωρίς τη δέσμευση ως προς Θ (βλ. π.χ. [1], Λήμμα Α’1.3).
(α) (ευθύ) Πράγματι, έστω οτι η {Nt}t∈R+ έχει υπο συνθήκη στάσιμες προσαυ-
ξήσεις ως προς Θ. Θεωρούμε t ∈ R+, h ∈ R+ και m ∈ N . Τότε για κάθε
t0, t1, ..., tm ∈ R με 0 = t0 < t1 < ... < tm ισχύει

PNtj+h−Ntj−1+h|Θ = PNtj−Ntj−1 |Θ
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Για j = 1 προκύπτει: PNt1+h−Nt0+h|Θ = PNt1−Nt0 |Θ ή ισοδύναμα PNt1+h−Nh|Θ = PNt1 |Θ.

Αν θεσω όπου t1 το h και όπου h το t1 προκύπτει η ζητούμενη σχέση.
(b) Αντιστρόφως, έστω οτι για κάθε t, h ∈ R+ ισχύει PNt+h−Nt|Θ = PNh|Θ P |σ(Θ)−
σ.β θα δείξουμε οτι η {Nt}t∈R+ έχει υπο συνθήκη στάσιμες προσαυξήσεις. Πράγ-
ματι, έστω οτι h ∈ R+ , m ∈ N και 0 = t0 < t1 < ... < tm, όπου t1, ..., tm ∈ R+

Διακρίνουμε δυο περιπτώσεις:
• Αν tj−1 + h < tj τότε

PNtj+h−Ntj−1+h|Θ = PNtj+h−Ntj+Ntj−Ntj−1+h|Θ

= PNtj+h−Ntj |Θ ∗ PNtj−Ntj−1+h|Θ

= PNh|Θ ∗ PNtj−Ntj−1+h|Θ.

Επίσης έχουμε

PNtj−Ntj−1 |Θ = PNtj−Ntj−1+h+Ntj−1+h−Ntj−1 |Θ

= PNtj−Ntj−1+h|Θ ∗ PNtj−1+h−Ntj−1 |Θ

= PNtj−Ntj−1+h|Θ ∗ PNh|Θ

= PNh|Θ ∗ PNtj−Ntj−1+h|Θ.

Επομένως ισχύει οτι
PNtj+h−Ntj−1+h|Θ = PNtj−Ntj−1 |Θ.

• Αν tj−1 + h ≥ tj έχουμε οτι

PNh|Θ = PNtj+h
−Ntj |Θ

= PNtj+h
−Ntj−1+h+Ntj−1+h−Ntj |Θ

= PNtj+h
−Ntj−1+h

∗ PNtj−1+h−Ntj |Θ.

Επίσης έχουμε

PNh|Θ = PNtj−1+h−Ntj−1 |Θ

= PNtj−1+h−Ntj+Ntj−Ntj−1 |Θ

= PNtj−1+h−Ntj |Θ ∗ PNtj−Ntj−1 |Θ

= PNtj−Ntj−1 |Θ ∗ PNtj−1+h−Ntj |Θ.
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Απο τις παραπάνω σχέσεις έχουμε οτι

PNtj+h
−Ntj−1+h

∗ PNtj−1+h−Ntj |Θ = PNtj−Ntj−1 |Θ ∗ PNtj−1+h−Ntj |Θ.

Άρα PNtj+h−Ntj−1+h|Θ = PNtj−Ntj−1 |Θ, από όπου έπεται το ζητούμενο. 2

Λήμμα 2.5.5. Αν η σ.δ.{Nt}t∈Rt του αριθμού των απαιτήσεων έχει πεπερασμένες
μέσες τιμές, τότε

E[Nt] = E[E(Nt|Θ)]

και
V ar[Nt] = tE[V ar(Nt|Θ)] + V ar[E(Nt)|Θ]

Λήμμα 2.5.6. Αν η σ.δ. του αριθμού των απαιτήσεων {Nt}t∈Rt είναι μια μικτή
σ.δ. Poisson με παράμετρο, τότε έχει στάσιμες προσαυξήσεις και ικανοποιεί
την σχέση

P [{Nt = n}] > 0

για κάθε n ∈ N και t ∈ (0,∞) .

Το επόμενο λήμμα είναι συνέπεια του Λήμματος 2.5.5.

Λήμμα 2.5.7. (Πολυωνυμικό κριτήριο) Αν μια σ.δ. του αριθμού των απαιτήσεων
{Nt}t∈Rt είναι μια μικτή σ.δ. Poisson, τότε ισχύει

P [
m∩
i=1

{Nti −Nti−1
= ki}|{Ntm = n}] = n!∏k

j=1 kj!

k∏
j=1

(
tj − tj−1

tm
)kj

για κάθε m ∈ N και t1, . . . , tn ∈ R+ τέτοια ώστε 0 = t0 < t1 < . . . < tm και για
κάθε n ∈ N και k1, . . . , km τέτοια ώστε

∑m
j=1 kj = n

Για τις αποδείξεις των Λημμάτων 2.5.5, 2.5.6 και 2.5.7 βλ. π.χ. [21], Lemma 4.1.2,
Lemma 4.2.1 και Lemma 4.2.2, αντίστοιχα.

Ορισμός 2.5.8. Η σ.δ. {Nt}t∈Rt του αριθμού των απαιτήσεων ονομάζεται σ.δ.
Markov αν ισχύει η ισότητα

P [{Ntm+1 = nm+1}|
m∩
j=1

{Ntj = nj}] = P [{Ntm+1 = nm+1}|{Ntm = nm}],

για κάθε m ∈ N, t1 < . . . < tm+1 ∈ (0,∞) και n1, . . . , nm+1 ∈ N0 ώστε t1 < . . . <

tm+1 και P [∩m
j=1{Ntj = nj}] > 0.
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Η παραπάνω συνθήκη ονομάζεται ιδιότητα Markov, από την οποία προκύπτει
οτι n1 ≤ . . . ≤ nm. Επιπλέον αν η σ. δ. του αριθμού των απαιτήσεων είναι μια
σ. δ. Markov, τότε η παραπάνω ισότητα ισχύει για t1 = 0 ή για nj = ∞ για
κάποιο j ∈ {1, . . . ,m}.

Θεώρημα 2.5.9. Αν μια σ.δ. του αριθμού των απαιτήσεων έιναι μια μικτή σ.δ.
Poisson, τότε είναι και διαδικασία Markov.

Το επόμενο λήμμα είναι συνέπεια του Λήμματος 2.5.5.

Λήμμα 2.5.10. Αν μια σ.δ. του αριθμού των απαιτήσεων {Nt}t∈Rt είναι μια μικτή
σ.δ. Poisson με παράμετρο Θ τέτοια ώστε η [Θ] <∞, τότε για κάθε t ∈ R+ ισχύει

E[t] = tE[Θ]

και
V ar[Nt] = tE[Θ] + t2V ar[Θ]

Θεώρημα 2.5.11. Αν η σ.δ. του αριθμού των απαιτήσεων {Nt}t∈Rt είναι μια
μικτή σ.δ. Poisson με παράμετρο Θ τέτοια ώστε το Θ να έχει πεπερασμένη
μέση τιμή τότε τα ακόλουθα είναι ισοδύναμα

(a) Η κατανομή του Θ είναι εκφυλισμένη .

(b) Η σ.δ. του αριθμού των απαιτήσεων {Nt}t∈Rt έχει ανεξάρτητες προσαυξή-
σεις .

(c) Η σ.δ.του αριθμού των απαιτήσεων {Nt}t∈Rt είναι μια μη ομογενής σ.δ.
Poisson.

(d) Η σ.δ.του αριθμού των απαιτήσεων {Nt}t∈Rt είναι μια (ομογενής) σ.δ.
Poisson.

Για την απλοδειξη του παραπάνω θεωρήματος βλ. π.χ. [21], Theorem 4.2.6.
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Κεφάλαιο 3

Πολυμεταβλητές σημειακές
κατανομές

3.1 Πιθανογεννήτριες

Σε αυτή την ενότητα θα αναφέρουμε ορισμένες ιδιότητες της γεννήτριας συνάρ-
τησης πιθανότητας, τις οποίες χρειαζόμαστε στην ανάλυση της πολυμεταβλη-
τής μικτής διαδικασίας Poisson. H γεννήτρια συνάρτηση πιθανότητα ανήκει σε
μια κατανομή. Δεδομένου ότι χρειαζόμαστε αυτή τη συνάρτηση σε σχέση με ση-
μειακά τυχαία διανύσματα, καθορίζουμε την γεννήτρια συνάρτηση πιθανότητας
από τυχαία διανύσματα. Πριν ορίσουμε την γεννήτρια πιθανοτήτων εισάγουμε
έναν συμβολισμό που αφορά τις παραγώγους συναρτήσεων πολλών μεταβλητών.

Dnf(t) := ∂1′nf

∂tn
(1)

1 ...∂tn
(k)

k

(t)

Φυσικά αυτός ο συμβολισμός θα χρησιμοποιείται μόνο όταν οι μερικές παράγωγοι
είναι συνεχείς.
Λόγω των γραμμικών μετασχηματισμών, που θα προκύπτουν, θα χρησιμοποιούμε
ένα άλλο συμβολισμό για τις παραγώγους. Για παράδειγμα ας θεωρήσουμε την
g : Rk→ Rk, με g(t) = r(t− 1), για r ∈ R+.

Στη συνέχεια, για λόγους σαφήνειας, θα χρησιμοποιούμε ∂1′nf(r(t−1))
∂nt |t=0 αντι

του Dn(f ◦ g)(0).

Ορισμός 3.1.1. Έστω X : Ω → Nk
0 ένα τυχαίο διάνυσμα και gX : [0, 1] → R η

συνάρτηση με
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gX(r) := E[rX] =
∑
n∈Nk

0

rnP [X = n]

καλείται πιθανογεννήτρια συνάρτηση του Χ. Επομένως η γεννήτρια συνάρτηση
πιθανότητας είναι μια δυναμοσειρά με k συντεταγμένες.

Λήμμα 3.1.2. Η γεννήτρια συνάρτηση πιθανότητας gX ενός τυχαίου διανύσμα-
τος X : Ω→ Nk

0 Έχει τις εξής ιδιότητες:

(i) Η gX είναι αύξουσα και ισχύει 0 ≤ gX(r) ≤ gX(1) = 1 για κάθε r ∈ [0, 1] .

(ii) η gX είναι συνεχής στο [0,1].

(iii) gX είναι απείρως διαφορίσιμη στο [0,1].

(iv) ∀l ∈ Nk
0 και r στο [0,1] η γεννήτρια συνάρτηση πιθανότητας πληροί την

παρακάτω σχέση:

DlgX(r) =
∑

n∈[l,∞)

rn−l n!
(n− 1)!P[{X = n}]

.

(v) ∀l ∈ Nk
0 η παράγωγος DlgX είναι αύξουσα επάνω στο [0,1) και ισχύει

sup
r∈[0,1)

DlgX(r) =
∑

n∈[l,∞)

n!
(n− 1)!P[{X = n}]

.

Απόδειξη.

(i) : Είναι προφανές.
(ii) : Για κάθε r ∈ [0, 1] και m ∈ Nk

0 έχουμε

|
∑
n∈Nk

0

rnP [X = n]−
∑

n∈[0,m]

rnP [X = n]| =
∑

n∈Nk
0\[0,m]

rnP [X = n]

≤
∑

n∈Nk
0\[0,m]

P [X = n]

αφού r ≤ 1. Επειδή η τελευταία σειρά είναι ουρά μιας συγκλίνουσας δυναμοσει-
ράς θα έχουμε οτι για κάθε ε > 0 υπάρχει m ∈ Nk

0 ώστε

|
∑
n∈Nk

0

rnP [X = n]−
∑

n∈[0,m]

rnP [X = n]| < ε
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για κάθε r ∈ [0, 1] άρα η δυνομοσειρά gx συγκλίνει ομοιόμορφη στο [0,1]. Δεδο-
μένου οτι κάθε μερικό άθροισμα της σειράς είναι ένα πολυώνυμο και επομένως
συνεχής συνάρτηση, από την θεωρία των δυναμοσειρών έπεται η συνέχεια της gx.
(iii) : Αφού η

∑
n∈Nk

0
rnP [X = n] συγκλίνει απόλυτα στο [-1,1], από τη θεωρία των

δυναμοσειρών έπεται οτι θα είναι απείρως διαφορίσιμη στο (-1,1) άρα η gx είναι
απείρως διαφορίσιμη στο [0,1).
(iv) : Η απόδειξη του (iv) θα γίνει με δυο διαδοχικές επαγωγές.
(a) Είναι γνωστό οτι για κάθε j ∈ {0, ..., k} και για κάθε r ∈ [0, 1) ισχύει 312a

D~ejgx(r) =
∑
n

∈ [~ej,∞)njrn−ejP [X = n] (3.1)

βλ.πχ.[Diendonne′] [8] (1971) όπου ~ej = e0 + ...+ ej
Η απόδειξη του (a) θα γίνει με επαγωγή στο j.
• Για j = 0

D~e0gx(r) = De0gx(r)
=

∑
n∈[e0,∞)

n0rn−e0P [X = n]

=
∑

n∈[~e0,∞)

n0rn−~e0P [X = n].

•j → j + 1 Έστω οτι ισχύει η (3.1) για κάποιο j ∈ {0, ..., k − 1}.
Ισχύει

D~ejgx(r) =
∑

n∈[~ej,∞)

rn−~ej~njP[{X = n}]

=
∑

n∈[~ej,∞)

n0!

(n0 − 1)!
...

nj!

(nj − 1)!
rn−~ejP[{X = n}]

=
∑

n∈[~ej,∞)

rn−~ej ~nj!

(~nj −~ej)!
P[{X = n}].

Άρα ισχύει 312b

D~ejgx(r) =
∑

n∈[~ej,∞)

rn−~ej ~nj!

(n−~ej)!
P [{X = n}]. (3.2)

Όπου ~nj := (n0, ...nj, 0, ..., 0) ∈ Nk
0.

Τότε,
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D~ej+1gx(r) =
∂

∂rj+1

D~ejgx(r)

=
∂

∂rj+1

∑
n∈[~ej,∞)

rn−~ej ~nj!

(n−~ej)!
P[{X = n}]

=
∑

n∈[~ej+1,∞)

rn−~ej−1 ~nj!

(n−~ej − 1)!P[{X = n}

=
∑

n∈[~ej+1,∞)

nj+1rn−ej+1P [X = n]

(b) Ισχύει η (iv).
Η απόδειξη του (b) θα γίνει με επαγωγή στο l.
•l = e ισχύει λόγω του (a).
•l→ l+ 1 Έστω

DlgX(r) =
∑

n∈[l,∞)

rn−l n!
(n− l)!P[{X = n}].

Τότε

Dl+1gx(r) = D1(Dlgx(r))

= D1(
∑

n∈[l,∞)

rn−l n!
(n− l)!P[{X = n}])

=
∑

n∈[l+1,∞)

rn−l−1 n!
(n− l− 1)!P[{X = n}]

=
∑

n∈[l+1,∞)

rn−(l+1) n!
(n− (l+ 1))!P[{X = n}].

(v) : Έστω l ∈ Nk
0. Είναι προφανές οτι η Dlgx είναι αύξουσα στο [0,1). Eπιπλέον

έστω
c1 = sup

r∈ [0,1)
Dlgx(r)

Για κάθε r ∈ [0, 1) έχουμε από (iv) οτι

Dlgx(r) =
∑

n∈[l,∞)

rn−l n!
(n− l)!P[{X = n} ≤

∑
n∈[l,∞)

n!
(n− l)!P[{X = n}].
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Άρα
c1 ≤

∑
n∈[l,∞)

n!
(n− l)!P [{X = n}]. (3.3)

Επιπλέον για κάθε m ∈ Nk
0 και για κάθε r ∈ [0, 1) έχουμε

∑
n∈[1,m)

rn−1 n!
(n− 1)!P[{X = n} ≤

∑
n∈[1,∞)

n!
(n− 1)!P [{X = n}]

= D1gx(r) ≤ c1.

Άρα για κάθε m ∈ Nk
0 ισχύει

∑
n∈[1,m)

rn−1 n!
(n− 1)!P [{X = n}] ≤ c1. (3.4)

Από τις (3.3) και (3.4) προκύπτει

c1 =
∑

n∈[1,∞)

n!
(n− 1)!P [{X = n}].

2

Πόρισμα 3.1.3. Έστω X : Ω→ Nk
0 τυχαίο διάνυσμα, τότε ισχύει:

P [X = 1] = 1
l!D

lgX(0) ∀ l ∈ Nk
0.

Το παραπάνω πόρισμα μας δείχνει οτι το όνομα της γεννήτριας συνάρτησης πι-
θανότητας είναι δικαιολογημένο. Μπορούμε επίσης να δούμε ότι η κατανομή του
τυχαίου διανύσματος X είναι μοναδικά ορισμένη από την γεννήτρια συνάρτησης
πιθανότητας.

Ορισμός 3.1.4. Έστω X : Ω→ Nk
0 τυχαίο διάνυσμα και l ∈ Nk

0 , τότε

E[

(
X
l

)
] =

∑
n∈ [l,∞)

(
n
l

)
P [X = n]

Καλείται διωνυμική ροπή τάξης l του X . H διωνυμική ροπή τάξης l του X
υπάρχει ως μέση τιμή ενός θετικού τυχαίου διανύσματος αλλά δεν χρειάζεται να
είναι πεπερασμένη μέση τιμή .
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Παρατήρηση 3.1.5. Ισχύει

E[

(
X
l

)
] = sup

r∈ [0,1)

1
l!D

lgx(r)

Πράγματι,

E[

(
X
l

)
] =

∑
n∈ [l,∞)

(
n
l

)
P [X = n]

=
∑

n∈ [l,∞)

n!
l!(n− l)!P [X = n]

=
1
l!
∑

n∈ [l,∞)

n!
(n− l)!P [X = n]

=
1
l! supr∈[0,1)

Dlgx(r)

= sup
r∈[0,1)

1
l!D

lgx(r)

Λήμμα 3.1.6. Έστω X : Ω→ Nk
0 τυχαίο διάνυσμα και l ∈ Nk

0, τότε τα ακόλουθα
είναι ισοδύναμα:

(i) Η διωνυμική ροπή ικανοποιεί τη σχέση

E[

(
X
l

)
] <∞

(ii) Για κάθε s ∈ [0, 1] ισχύει η ανισότητα

lim
r→s

Dlgx|[0,1)(r) <∞.

Αν το X ικανοποιεί μια από τις παραπάνω ιδιότητες τότε η διωνυμική ροπή
μπορεί να εκφραστεί ως

E[

(
X
l

)
] =

1

l! limr↑1 D
lgx|[0,1)(r)

Απόδειξη. (i) =⇒ (ii) Έστω οτι ισχύει το (i). Τότε
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E[

(
X
l

)
] <∞

άρα έχουμε ∑
n∈[l,∞)

n!
(n− 1)!P [{X = n}] = l!E[

(
X
l

)
] <∞. (3.5)

Όπως και στην απόδειξη του Λήμματος 3.1.2,(iv) για κάθε ϵ > 0 υπάρχει q ∈ Nk

ώστε

|
∑

n∈[l,∞)

rn−l n!
(n− l)!P[{X = n}]−

∑
n∈[1,q)

rn−1 n!
(n− 1)!P[{X = n}]|

≤
∑

n∈[l,∞)\[1,q)

n!
(n− l)!P [{X = n}] < ϵ.

Άρα για κάθε r ∈ (0, 1] η δυναμοσειρά
∑

n∈[l,∞)\[1,q) rn−l n!
(n−l)!P[{X = n}] συγκλί-

νει ομοιόμορφα στο (0, 1] και είναι συνεχής. Σαν συμπέρασμα από το Λήμμα
3.1.2,(iv) έχουμε για κάθε r ∈ [0, 1], για κάθε s ∈ [0, 1] και για κάθε l ∈ Nk

0 οτι

DlgX(r) =
∑

n∈[l,∞)

rn−l n!
(n− 1)!P[X = n]

≤
∑

n∈[l,∞)

n!
(n− 1)!P [X = n] <∞,

Όπου η η ανισότητα είναι συνέπεια της Παρατήρησης 3.1.5.
Άρα

DlgX(r) <∞

Επομένως ισχύει η (ii).
(ii) =⇒ (i) Από το (ii) και από το Λήμμα 3.1.2,(v) έπεται οτι

sup
r∈[0,1)

DlgX(r) <∞.

Άρα από την την παρατήρηση 3.1.5 προκύπτει

E[

(
X
l

)
] = sup

r∈[0,1)

1
l!D

lgx(r) <∞.
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2

Σε αντίθεση με την μονοδιάστατη περίπτωση θετικών διακριτών τυχαίων μετα-
βλητών, το πεπερασμένο της διωνυμικής ροπής της l δεν είναι ισοδύναμο με το
πεπερασμένο της ροπής τάξης l .Επιπλέον, δεν μπορούμε να συμπεράνουμε από
το Λήμμα 3.1.6 (ii) αν για κάθε l ∈ Nk

0 , υπάρχει m ∈ [0, l] με m ̸= l έτσι ωστε to
(ii) να ισχύει για το m. Ως εκ τούτου , δεν είμαστε σε θέση να χρησιμοποιήσουμε
το όριο Dlgx(l).

Παράδειγμα 3.1.7. Θεωρούμε ένα τυχαίο διάνυσμα δυο μεταβλητών X με

P [X = n] =
{

(2cn2)−1, n = [(n, 0)
′
, (1, n)

′
]

0, n ̸= [(n, 0)
′
, (1, n)

′
]

όπου

c =
∞∑
n=1

1

n2

Έχουμε οτι

E[X1(X1 − 1)X2] = 0

. Πράγματι,
• Για (X1, X2) = n = (n, 0)

E[X1(X1 − 1)X2] = 0.

• Για (X1, X2) = n = (1, n)

E[X1(X1 − 1)X2] = 0.

Από την άλλη πλευρά έχουμε οτι

E[X1] =
∞∑
n=1

X1P [(X1, X2) = n] =
∞∑
n=1

nP [(X1, X2 = (n, 0)] + P [(X1, X2 = (1, n)]

=
∞∑
n=1

(
n

2cn2
+

1

2cn2
) =

∞∑
n=1

(
1

2cn
+

1

2cn2
) >

∞∑
n=2

1

2cn
.
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Άρα ισχύει E[X1] ≥
∑∞

n=2
1

2cn
.

Επίσης

E[X2] =
∞∑
n=1

X2P [(X1, X2) = n] =
∞∑
n=1

nP [(X1, X2) = (1, n)] =
∞∑
n=1

n

2cn2
=

∞∑
n=1

1

2cn

Άρα ισχύει E[X2] =
∑∞

n=1
1

2cn
. Επίσης

E[(X1X2)] =
∞∑
n=1

X1X2P ((X1, X2) = n) =
∞∑
n=1

(n
1

2cn2
+ 0

1

2cn2
).

Άρα ισχύει ⇒ E[X1X2] =
∑∞

n=1
1

2cn

Όπου το άθροισμα
∑∞

n=1
1

2cn
είναι άπειρο. Έτσι η διωνυμική ροπή τάξης (2, 1)

είναι πεπερασμένη, αλλά καμία άλλη ροπή του l με l ≤ (1, 2) είναι πεπερασμένη.
Επιπλέον έχουμε

E[(X2
1X2)] ≥ E[(X1X2)]

και ως εκ τούτου η ροπή της τάξης (2, 1)
′ επίσης δεν είναι πεπερασμένη.Η γεν-

νήτρια συνάρτηση πιθανότητας για κάθε r ∈ [0, 1] μοιάζει με

gx(r) =
∞∑
n=1

1

2c

(rn1 )

n2
+

∞∑
n=1

1

2c

(r1r
n
2 )

n2

και επιπλέον έχουμε

De1gx(r) =
∞∑
n=1

1

2c

(rn−1
1 )

n2
+

∞∑
n=1

1

2c

(rn2 )

n2

De2gx(r) =
∞∑
n=1

1

2c

(r1r
n−1
2 )

n2

De1De2gx(r) =
∞∑
n=1

1

2c

(rn−1
2 )

n2
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De1De1De2gx(r) = 0

Για καθε r ∈ [0, 1) παρατηρουμε οτι

lim
r↑1

De1gx|[0,1)(r) = lim
r↑1

De2gx|[0,1)(r)

= lim
r↑1

De1De2gx|[0,1)(r) =∞.

Ως εκ τούτου, δεν είμαστε σε θέση να χρησιμοποιήσουμε τον όρο Dlgx(1). Αυτό
δείχνει οτι η θεωρία των λειτουργιών γεννητριων πιθανοτήτων για μονοδιάστατη
τυχαία μεταλητή δεν μπορούνα να μεταφερθούν στην πολυδιάστατη περίπτωση.

Λήμμα 3.1.8. Έστω X : �→ Nk
0 τυχαίο διάνυσμα και l ∈ Nk

0, τότε τα ακόλουθα
είναι ισοδύναμα:

(i) Για κάθε m ≤ l η διωνυμική ροπή

E[

(
X
m

)
] <∞

(ii) Για κάθε m ≤ l ισχύει

E[Xm] <∞

(iii) Για κάθε m ≤ l και για κάθε s ∈ [0, 1] ισχύει

lim
r↑s

De1gx|[0,1)(r) < ∞

(iv) Για κάθε m ≤ l η m-οστή παράγωγος της gx είναι συνεχής στο [0, 1].
Αν X ικανοποιεί ένα και ως εκτούτου όλα τα προηγούμενα στοιχεία, τότε
ισχύει

E[

(
X
l

)
] =

1

l!D
lgx(1)
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Απόδειξη. (i)⇐⇒ (iii) Προκύπτει από το Λήμμα 3.1.6
Για την απόδειξη του (i) =⇒ (ii) έχουμε (i) =⇒ (ii) Με επαγωγη είμαστε σε θέση
να δείξουμε οτι για κάθε m ∈ Nk

0

Xm ∈ span

(
X
j

)
: j ∈ Nk

0, j ≤ m

• Για j = 1 έχουμε
(
X
1

)
= X άρα ισχυει οτι X1 ∈ span

(
X
j

)
: j ∈ Nk

0, j ≤ 1

• (Υ.Ε.)

Xn ∈ span

(
X
j

)
: j ∈ Nk

0, j ≤ n

• Έχουμε οτι
(

X
n+ 1

)
= X!

(n+1)!(X−n−1)! = an+1Xn+1 + anXn...+ a1X.

Επομένως Xn+1 = 1
an+1

[

(
X

n+ 1

)
− (anXn...+ a1X)].

Άρα για όλες τις ροπές τάξης m με m ≤ l

E[Xm] =
∑

j∈ [0,m] amjE[

(
X
j

)
] όπου amj ∈ R δηλ.

E[Xm] <∞ ∀m ≤ l

.

(ii) =⇒ (i) Ισχύει E[

(
X
j

)
] ≤ E[Xm] και αφού E[Xm] < ∞ συνεπάγεται οτι

E[

(
X
j

)
] <∞ .

Για την συνεπαγωγή (i)⇐⇒ (iv) έχουμε:
(i) =⇒ (iii) Θεωρούμε m ∈ Nk

0 με m ≤ l, τότε για κάθε ϵ > 0 υπάρχει q ≤ 1 έτσι
ώστε για κάθε r ∈ [0, 1]

|
∑

n∈[m,∞)

rn−m n!
(n−m)!

P[{X = n}]−
∑

n∈[m,q)

rn−m n!
(n−m)!

P[{X = n}]|

≤
∑

n∈[m,∞)\[m,q)

n!
(n−m)!

P [{X = n}] < ϵ.
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Άρα η δυναμοσειρά συγκλίνει ομοιόμορφα στο [0, 1] σε συνεχή συνάρτηση την
οποία θα ονομάσουμε fm. Έστω h ∈ frm[o]−−, .eqn.., k με m − em ≤ 0. Για
r = (r − sh)eh + s και για αυθαίρετο s ∈ [, 1] προκυπτουν δυο δυναμοσειρές
fm,h και fm−eh , h οι οποίες συγκλίνουν ομοιόμορφα στο [0,1]. Από τη θεωρία των
μονοδιάστατων δυναμοσειρών προκύπτει οτι fm,h = f

′
m−eh , h για κάθε r ∈ 0, 1].

Επειδή το s είναι αυθαίρετο παίρνουμε fm(r) = Dehfm−eh(r) για κάθε r ∈ [0, 1].
Με επαγωγή προκυπτει fm = Dmgx.
(i) ⇐⇒ (iv) Αφού η gx είναι απείρως διαφορίσημη και συνεχής ισχύει από το
Λήμμα 3.1.6

E[

(
X
m

)
] = sup

r∈[0,1)

1
m!

Dmgx(r) = Dmgx(1) <∞.

2

Πόρισμα 3.1.9. Έστω X : �→ Nk
0 τυχαίο διάνυσμα

(1) Αν Xi ∈ L1(P ) για κάθε i ∈ 1, ..., k τότε

E[X] = gradgx(1).

(2) Αν Xi ∈ L2(P ) για κάθε i ∈ {1, ..., k} τότε

V ar[X] = Hessgx(1)− gradgx(1)gradgx(1)
′
+Diag(gradgx(1)).

3.2 Ροπογεννήτριες

Σε αυτή την ενότητα θα παρουσιάσουμε ένα άλλο βοηθητικό εργαλείο το οποίο
μπορεί να εφαρμοστεί σε αυθαίρετες κατανομές επάνω στην Bk για k ∈ N.

Η ροπογεννήτρια συνάρτηση MU : Rk→ [0,∞) ορίζεται ως εξής:

MU(s) :=
∫
Rk

es
′xdU(x).
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Λήμμα 3.2.1. Θεωρούμε μια κατανομή U : Bk→ [0, 1] και υποθέτουμε οτι MU(s)
είναι πεπερασμένη σε μια περιοχή B του s ∈ Rk. Τότε

DnMU(s) =
∫
Rk

xnes
′xdU(x)

για κάθε n ∈ Nk
0. Επιπλέον ισχύει

MU(s) =
∑
n∈Nk

0

(t− s)n

n!

∫
Rk

xnes
′xdU(x)

για κάθε t ∈ B.

Απόδειξη. Αρχικά υποθέτουμε οτι η ροπογεννήτρια συνάρτηση της MU είναι
πεπερασμένη στο := (−s0, s0) με s0 > 0 άρα και τα ολοκληρώματα είναι πεπε-
ρασμένα. Ισχύει η ανισότητα e|t

′x| ≤ et
′x + et

′x και επειδή η δεξιά πλευρά έχει ένα
πεπερασμένο ολοκλήρωμα ως προς U έχουμε οτι το ολοκλήρωμα της e|t

′x| είναι
πεπερασμένο. Θυμίζουμε οτι e|t′x| =

∑∞
n=0

|t′x|n
n!
, επομένως η σειρά συγκλίνει (βλ.

Billingsley [6] Theorem 16.7 (1995) ) Έχουμε

MU(t) :=

∫
Rk

et′xU(dx)

=

∫
Rk

∞∑
n=0

(t′x)n

n!
U(dx)

=

∫
Rk

lim
n→∞

n∑
k=0

(t′x)k

k!
U(dx)

για κάθε t ∈ B. Επίσης

|
n∑

k=0

(t′x)k

k!
| ≤

n∑
k=0

|t′x|k

k!
≤

∞∑
k=0

|t′x|n

n!
= e|t

′x|. (3.6)

Αφού
∫
Rk e

|t′x|U(dx) < ∞, προκύπτει οτι e|t
′x| ∈ L1(U) Από την (3.6) και το

Θεώρημα Κυριαρχημένης Σύγκλισης συνεπάγεται
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∫
Rk

lim
n→∞

n∑
k=0

(t′x)k

k!
U(dx) = lim

n→∞

∫
Rk

n∑
k=0

(t′x)k

k!
U(dx)

= lim
n→∞

n∑
k=0

∫
Rk

(t′x)k
k!

U(dx)

=
∞∑
n=0

∫
Rk

(t′x)n

n!
U(dx).

Εφαρμόζοντας τον τύπο του διωνύμου του Newton στο (t′x)n = (
∑k

i=1 tixi)
n

έχουμε

MU(t) =
∞∑
n=0

∫
Rk

∑
n∈Nk

0

k∏
i=1

(tixi)
ni

ni!
U(dx)

=
∞∑
n=0

∑
n∈Nk

0

tn

n!75
∫
Rk

xnU(dx)

=
∑
n∈Nk

0

tn
n!

∫
Rk

xnU(dx).

Όπου στην δεύτερη ισότητα χρησιμοποίηθηκε το Θεώρημα Κυριαρχημένης Σύ-
γκλισης. Το ανάπτυγμα Taylor γύρω από το 0 δίνει επίσης μια αναπαράσταση
της δυναμοσειράς.

MU(t) =
∑
n∈Nk

0

tn
n!D

nMU(0).

Από μοναδικότητα της δυναμοσειράς έχουμε για κάθε n ∈ Nk
0

DnMU(0) =
∫
Rk

xnU(dx). (3.7)

Από την υπόθεση η ροπογεννήτρια συνάρτηση είναι πεπερασμένη σε μια περιοχή
B του s ∈ Rk.

Εξετάζουμε την κατανομή V 75 : Bk→ [0, 1] με V (A) := infA es
′x

MU (s)Ud(x) , για κάθε
∈ Bk. Τότε η V έχει μια πεπερασμένη ροπογεννήτρια συνάρτηση
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MV (v) =

∫
Rk

ev
′xV (dx)

=

∫
Rk

e(v+s)′x

MU(s)
U(dx)

=
MU(v+ s)
MU(s)

για v σε μια περιοχή του 0. Από την (3.7) έχουμε

DnMV (0) =

∫
Rk

xnV (dx)

=

∫
Rk

xn es
′x

MU(s)
U(dx).

Από την άλλη πλευρά

DnMV (0) =
DnMU(s)
MU(s)

και ως εκ τούτου

DnMV (s) =
∫
Rk

xnes
′xU(dx).

Η συνάρτηση MV είναι πεπερασμένη σε μια περιοχή του 0 και έχει ένα ανά-
πτυγμα Taylor της μορφής MV (t) =

∑
n∈Nk

0

tn
n!D

nMV (0).
Για v σε αυτήν την περιοχή του 0 έχουμε

MU(v+ s)
MU(s)

= MV (v)

=
∑

n∈ Nk
0

vn

n!D
nMV (0)

=
∑

n∈ Nk
0

vn

n!

∫
Rk

xn es
′x

MU(s)
U(dx).

Με t = v+ s έπεται το συμπέρασμα του λήμματος. 2

Λήμμα 3.2.2. Έστω U : Bk→ [0, 751] είναι μια κατανομή και A : Rk→ Rd είναι
ένας πίνακας.Τότε

MUA
(t) = MU(A

′t)

για κάθε t ∈ Rd.
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Απόδειξη: Δεδομένου οτι A είναι μετρίσημη συνάρτηση και η εκθετική συάρτηση
είναι θετική, από την θεωρά ολοκλήρωσης έχουμε οτι

MUA
=

∫
R
et

′xUA(dx)

=

∫
R
et

′AxU(dx) = MU(A
′t)

για κάθε t ∈ Rd, όπου η δεύτερη ισότητα προκύπτει από το Θ.2.4.6 του [Σ.Σ.].
Μετά την εισαγωγή της ροπογεννήτριας συνάρτησης μπορούμε να αναφέρουμε
ένα χαρακτηρισμό της ανεξαρτησίας για κάποιες ειδικές θετικές τυχαίες μετα-
βλητές. Επιπλέον ένα αντίστοιχο αποτέλεσμα με την υπο συνθήκη ανεξαρτησία.75
Συμβολισμός MX := MP .

Θεώρημα 3.2.3. Έστω X : Ω→ R+ είναι μια τυχαία μεαβλητή και έστω Y : Ω→
Rk

+ είναι ένα φραγμένο τυχαίο διάνυσμα. Τότε τα ακόλουθα είναι ισοδύναμα:

(a) Τα X και Y είναι ανεξάρτητα.

(b) Η ροπογεννήτρια συνάρτηση ικανοποιεί τη σχέση

M(X,Y)(t, s) = MX(t)MY(s)

Για κάθε t > 0 και s ∈ Rk.

(c) Υπάρχει t > 0 ώστε

E[e−XtxnYl] = E[e−Xtxn]E[Yl].

για κάθε n ∈ N0 και l ∈ Nk
0.

(d) Ισχύει η ταυτότητα E[e−XtXnes
′YYl] = E[e−XtXn]E[es′YYl], για κάθε t ∈

R+, s ∈ Rk, n ∈ N0 και l ∈ Nk
0.

Απόδειξη. Αποδεικνίουμε τον ισχυρισμό σύμφωνα με το ακόλουθο διάγραμμα
(a)=⇒ (d)=⇒ (c)=⇒ (b)=⇒ (a)

(a)=⇒ (d): Έιναι προφανές.
(d)=⇒ (c): Έιναι προφανές.
(c)=⇒ (b): Αφού η X είναι θετική και το Y είναι φραγμένο, υπάρχει ένα ανοικτό
B = Bt × Bs έτσι ώστε −t ∈ Bt ⊆ (−∞, 0) και το 0 ∈ Bs ⊆ Rk και οι ροπο-
γεννήτριες συναστήσεις MX ,MY και M(X,Y) να είναι πεπερασμένες στα t, s και
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αντίστοιχα. Τώρα αν θεωρήσουμε αυθαίρετα οτι t̂ ∈ t και s ∈� s από το Λήμμα
3.2.1 έχουμε:

M(X,Y)(t̂, ŝ) =
∑
n∈N0

∑
l∈Nk

0

(t̂+ t)n

n!

(ŝ)l

l! E[e−XtXnYl] =

∑
n∈N0

∑
l∈Nk

0

(t̂+ t)n

n!

(ŝ)l
l! E[e−XtXn]E[Yl] =

(∑
n∈N0

(t̂+ t)n

n!
E[e−XtXn]

)(∑
l∈Nk

0

(ŝ)l
l! E[Yl]

)
=

X(t̂)MY(ŝ)

Άρα η επιθυμητή ταυτότητα ισχύει στο B. Αφού οι ροπογεννήτριες συναρτήσεις
MX ,MY καιMX,Y πάνω στα (−∞, 0),Rk και (−∞, 0)×Rk αντίστοιχα είναι συνεχώς
παραγωγίσημες άπειρες φορές, από την προηγούμενη ισότητα έπεται το B.
(b)=⇒ (a): Για κάθε t < 0 και για κάθε s ∈ Rk έχουμε:∫

R1+k

etx+s′yP(X,Y)(x,y) = M(X,Y)(t, s)

= MX(t)MY(s)

=

∫
R
etxPXd(x)

∫
Rk

es
′xPYd(y)

=

∫
R1+k

etx+s′yPd(x)⊗ Pd(y)

όπου η τέταρτη ισότητα είναι συνέπεια του Θ.Fubini. Ως εκ τούτου∫
R1+k

etx+s′yP(X,Y)(x,y) =
∫
R1+k

etx+s′yPd(x)⊗ Pd(y).

Η τελευταία ισότητα αληθεύει αν θέσω όπου t = 0. Τότε απο τη μοναδικότητα
του μετασχηματισμού Laplace για μέτρα τα οποία συγκεντρώνονται στο Rd

+ προ-
κύπτει οτι P(X,Y) = PX ⊗ PY και ως εκ τούτου προκύπτει η ανεξαρτησία των X

και Y. 2

Λήμμα 3.2.4. Έστω X : Ω→ R+ και Y : Ω→ R+ και είναι δυο τυχαίες μετα-
βλητές. Επιπλέον, Z : Ω→ Nd

0 είναι ένα τυχαίο διάνυσμα έτσι ωστε για κάθε
n ∈ Nd

0 ισχύει οτι P [Z = n] > 0. Τότε τα ακόλουθα είναι ισοδύναμα.

(i) Η ταυτότητα E(XY |Z) = E(X|Z)E(X|Y) ισχύει.

(ii) Η ταυτότητα E(XY |Z = n) = E(X|Z = n)E(X|Z = n) ισχύει για κάθε n ∈
Nd

0.
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Απόδειξη. Από την ανάλυση Fourier, για δεσμευμένες μέσες τιμές έχουμε:

E(XY Z) =
∑
n∈Nk

0

E(XY |{Z = n})χ{Z=n}

Άρα ισχύει

E(X|Z)E(Y |Z) = (
∑
n∈Nk

0

E(X|{Z = n})χ{Z=n}(
∑
n∈Nk

0

E(Y|{Z = n})χ{Z=n}

=
∑
n∈Nk

0

E(X|{Z = n})E(Y|{Z = n})χ{Z=n}.

Άρα έπεται ο ισχυρισμός. 2

Πόρισμα 3.2.5. Έστω X : Ω→ R+ είναι μια τυχαία μεταβλητή και Y : Ω→ Rk
+

είναι ένα φραγμένο τυχαίο διάνυσμα. Επιπλέον, Z : Ω→ Nd
0 είναι ένα τυχαίο

διάνυσμα έτσι ωστε για κάθε n ∈ Nd
0 ισχύει οτι P [Z = n] > 0. Τότε τα ακόλουθα

είναι ισοδύναμα.

(a) X και Y είναι υπο συνθήκη ανεξάρτητα σε σχέση με το Z.

(b) Η ταυτότητα
P (X ∈

∩Y ∈|Z) = P (X ∈

|Z) P(Y∈ |Z)B∈ B και C ∈ Bk.

(c) Για κάθε n ∈ Nd
0 η τυχαία μεταβλητή X και το τυχαίο διάνυσμα Y είναι ανεξάρ-

τητα σε σχέση με το μέτρο P [•|{Z = n}]

Απόδειξη. (a)⇐⇒ (b): Είναι προφανές
(b)⇐⇒ (c): Το (c) ισχύει αν και μόνο αν για κάθε n ∈ Nd

0

P [{X ∈ B} ∩ {Y ∈ C}|{Z = n}] = P[{X ∈}�|{Z = n}]P[{Y ∈ C}|{Z = n}]

ισχύει για κάθε B ∈ B και C ∈ Bk. Λαμβάνοντας υπόψην τις τυχαίες μεταβλητές
χB ·X και Y · χC για αυθαίρετα ∈ B και C ∈ Bk από το Λήμμα 3.2.4 έπεται ο
ισχυρισμός. 2
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Πόρισμα 3.2.6. Έστω X : Ω→ R+ είναι μια τυχαία μεταβλητή και Y : Ω→
Rk

+ είναι ένα φραγμένο τυχαίο διάνυσμα. Επιπλέον, Z : Ω → Nd
0 είναι ένα

τυχαίο διάνυσμα έτσι ώστε για κάθε n ∈ Nd
0 ισχύει οτι P [{Z = n}] > 0. Τότε τα

ακόλουθα είναι ισοδύναμα.

(a) X και Y είναι υπο συνθήκη ανεξάρτητα σε σχέση με το Z.

(b) Για κάθε n ∈ Nd
0 ισχύει

P(X,Y)|{Z=n}(t, s) = PX|{Z=n}(t)PY|{Z=n}(s)

για κάθε t < 0 και s ∈ Rk.

(c) Υπάρχει t > 0 τέτοιο ώστε

E(e−XtXnYl|Z) = E(e−XtXn|Z)E(Yl|Z)

για κάθε n ∈ N0 και για κάθε l ∈ Nk
0.

(d) Για κάθε t ∈ R+ και για κάθε s ∈ Rk

E(e−XtXnes
′YYl|Z) = E(e−XtXn|Z)E(es′YYl|Z)

ισχύει για κάθε n ∈ N0 και l ∈ Nk
0.

Απόδειξη. Αθροίζοντας όλα τα n ∈ Nd
0 της (b) ιδιότητας του Θεωρήματος 3.2.3

υπο το μέτρο P [•|Z = n] δίνει την ιδιότητα (b) αυτού του Πορίσματος. Ως εκ
τούτου χρησιμοποιόντας επιπλέον το Θεώρημα 3.2.5 προκύπτει η ισοδυναμία
για το (b) και το (a). Από το Λήμμα 3.2.4 παίρνουμε τις ισοδυναμίες b ⇔ c και
b⇔ d. 2

3.3 Θεώρημα Bernstein-Widder

Για εναν ενδιαφέροντα χαρακτηρισμό των πολυμεταβλητών μικτών σ.δ. Poisson

στην Ενότητα 5.2 θα χρειαστούμε μια πολυμεταβλητή επέκταση του γνωστού
Θεωρήματος Bernstein − Widder, το οποίο αναφέρει οτι μια πλήρως μονότονη
συνάρτηση μπορεί να γραφτεί ως μετασχηματισμός Laplace μιας κατανομής. Το
Θεώρημα Bernstein −Widder αποδεικνύεται με διάφορους τρόπους σε διάφο-
ρους τομείς των μαθηματικών, ωστόσο η απόδειξη μιας πολυμεταβλητής επέκτα-
σης συχνά λαμβάνεται ως δεδομένο και ως εκ τούτου παραλείπεται. Σε αυτή
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την ενότητα θα διατυπώσουμε το πολυμεταβλητό Θεώρημα Bernstein −Widder

με έναν τρόπο που ταιριάζει στο αντικείμενο μελέτης μας και θα δώσουμε μια
απόδειξη η οποία βασίζεται στη μεθοδολογία που αναπτύσσεται στο βιβλίο των
Berg, Ch., Christensen, J.P.R.andRessel, P. [5] (1984).

Ορισμός (3.3.1). Έστω N μια περιοχή του 0 ∈ Rn.Η συνάρτηση f : Rn→ R είναι
θετικά ορισμένη αν

(i) f(0) = 0.

(ii) f(x) > 0 για κάθε x ̸= 0 ∈ N .

Ορισμός 3.3.2. Μια συνάρτηση f : R+ → R ονομάζεται πλήρως μονότονη αν
είναι μη αρνητική και αν για κάθε πεπερασμένο σύνολο {a1, ..., an} ⊆ R και
s ∈ R+ ισχύει

∇a1 ...∇anf(s) ≥ 0

όπου ∇af(s) := f(s)− f(s+ a).

Το σύνολο των πλήρως μονότονων συναρτήσεων συμβολίζεται με M(R+).Είναι
ξεκάθαρο οτι το M(R+) είναι ένας κλειστός κυρτός κώνος στο RS και οι μη
αρνητικές σταθερές συναρτήσεις εμπεριέχονται στο M(R+).

Θεώρημα Bernstein-Widder (για διάσταση 1) 3.3.3. Για μια συνεχή συνάρτηση
φ : R+→ R τα παρακάτω είναι ισοδύναμα:
(i) Η φ είναι πλήρως μονότονη
(ii) Η φ είναι θετικά ορισμένη και φραγμένη
(iii) Υπάρχει πεπερασμένο μέτρο µ : B(R+)→ R+ ώστε φ(s) =

∫
R+

e−sxµ(dx)

(iv) φ ∈ C∞(R∗
+) και (−1)nφ(n)(s) ≥ 0 για κάθε n ≥ 0 και για κάθε s > 0,

όπου C∞(R∗
+) είναι ο χώρος όλων των άπειρα παραγωγίσιμων πραγματικών

συναρτήσεων επάνω στον R∗
+).

Απόδειξη. Οι ισοδυναμίες (i) ⇐⇒ (ii) ⇐⇒ (iii) προκύπτουν από το [5] (βλ.
Berg[1984] 4.4.)
(iii) =⇒ (iv) Η συνάρτηση s→

∫∞
0

e−saµ(da) αποκαλείται μετασχηματισμός Laplace
και συμβολίζεται L(µ). Αυτή η συνάρτηση είναι καλά ορισμένη στο δεξί ημιεπί-
πεδο των πραγματικών αριθμών και εύκολα διακρίνουμε οτι είναι συνεχής και
άπειρα παραγωγίσιμη στο ανοιχτό ημιεπίπεδο των πραγματικών αριθμών z > 0.
Επιπλέον (Lµ)(n)(z) =

∫∞
0
(−a)ne−zaµ(da) για κάθε πραγματικό z > 0 και n ≥ 0.
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Έτσι (−1)n(Lµ)(n)(x) ≥ 0 για κάθε x > 0.
(iv) =⇒ (i) Υποθέτουμε πως ισχύει η (iv).
Για a ≥ 0 η συνάρτηση ∇aφ είναι συνεχής στο [0,∞) και ικανοποιεί την (iv).
Πράγματι,για n ≥ 0 και s > 0 από το θεώρημα μέσης τιμής έχουμε οτι

(−1)n(∇aφ)
(n)(s) = (−1)n(φ(s)− φ(s+ a))(n)

= (−1)n+1aφ(n+1)(ξ) ≥ 0

για ξ ∈ (s, s + a). Επαγωγικά διαπιστώνουμε οτι η συνάρτηση fn := ∇a1...∇anφ
ικανοποιεί την (iv) για κάθε n ∈ N και a1...an ≥ 0. Ειδικότερα f(s) ≥ 0, για κάθε
s > 0 και από τη συνέχεια f(s) ≥ 0, για κάθε s ≥ 0. Ως εκ τούτου, η φ είναι
πλήρως μονότονη.
• για n = 1 η f1 ικανοποιεί την (iv) όπως αποδείχτηκε παραπάνω.
n←n+ 1 Έστω οτι για κάποιο n ∈ N ισχύει η σχέση

(−1)kf (k)
n (s) = (−1)k∇nφ

(k)(s) ≥ 0

για κάθε k ∈ N και για κάθε s > 0, όπου ∇nφ
(k)(s) := ∇a1 ...∇anφ

(k)(s).

Τότε για κάθε k ∈ N0 και s > 0 έχουμε

(−1)kf (k)
n+1(s) = (−1)k(∇n+1φ)

(k)(s)

= (−1)k[(∇nφ)
(k)(s)− (∇nφ)

(k)(s+ an+1)]

= (−1)k+1an+1[(∇nφ)
(k+1)(ξ)]

= (−1)k+1an+1[f
(k+1)
n (ξ)] ≥ 0.

Επομένως ισχύει το θεώρημα, θα δείξουμε όμως και ειδικά την (iv) =⇒ (iii).
Όπως αποδείχτηκε στην συνεπαγωγή (iv) ← (i) αν ισύχει η (iv),τότε f(s) ≥ 0

για κάθε s ≥ 0. Αφού από την υπόθεση η f είναι μη αρνητική, θα είναι πλήρως
μονότονη. Τότε η φ θα είναι θετικά ορισμένη και φραγμένη (βλ.π.χ.,[5] Θεώρημα
6.5). Επομένως από την συνέχεια της φ μαζί με τον Proposition 4.4.7 του [5]
προκύπτει η ύπαρξη ενός πεπερασμένου μέτρου µ : B(R+)→ R+ ώστε φ(s) =∫
R+

e−sxU(dx).

Η ισοδυναμία των (iii) και (iv) είναι ένα διάσημο αποτέλεσμα της Bernstein, cf.Widder(1941)

Θεώρημα Bernstein-Widder για k διαστάσεις 3.3.4. Έστω f : Rk
+→ R είναι

μια συνεχής συνάρτηση με f(0) = 1 και

(−1)1′nDnf(t) ≥ 0
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για κάθε n ∈ Nk
0.Τότε υπάρχει η κατανομή U επάνω στο Bk με U [Rk

+] = 1 έτσι
ώστε

f(t) =
∫
Rk

e−t′xUd(x) ∀t ∈ Rk
+.

Απόδειξη. Αρχικά δείχνουμε οτι η f είναι πλήρως μονότονη. Έτσι γενικεύουμε
το μέρος της απόδειξης του Θεωρήματος 3.3.3. Ας θεωρήσουμε k ∈ Rk

+ τότε η
συνάρτηση ∇kf είναι συνεχής στο Rk

+. Eπιπλέον έχουμε για κάθε n ∈ Nk
0 και

t = (t1, ..., tk) ∈ (R∗
0)

k με το Θεώρημα Μέσης Τιμής (βλ. [12], Section 167)

(−1)1′nDn(∇af)(t) = (−1)1′n∇aD
nf(t)

= (−1)1′n(Dnf(t)−Dnf(t+ α))

= (−1)1′n+1

k∑
i=1

aiDn+ejf(ξ)

με ξ ∈ [t, t+ a]. Τότε όπως και στο θεώρημα 3.3.3 έχουμε οτι (−1)1′nDn(∇af)(t) ≥
0. Επαναλαμβάνοντας για κάθε a1, ..., an τότε η συνάρτηση ∇a1 ...∇anf είναι συνε-
χής στο Rk

+ και ισχύει
(−1)1′nDn(∇a1 ...∇anf)(t) ≥ 0

για κάθε n ∈ Nk
0 και t > 0. Ειδικότερα ∇a1 ...∇anf(t) ≥ 0 για κάθε t > 0 και

από την συνέχεια έχουμε οτι ∇a1 ...∇anf(t) ≥ 0, για κάθε t ≥ 0. Απο την υπόθεση
έχουμε οτι η f είναι συνεχης και πλήρως μονότονη, επομένως η f είναι θετικά
ορισμένη και φραγμένη (βλ.[5], Theorem4.6.5). Έτσι απο την πρόταση 4.4.7, η
συνέχεια της f μαζί με την [5] Preposition 4.4.7 μας αποδίδει την ύπαρξη ενός
πεπερασμένου, μη αρνητικού μέτρου U στο Bk με f(t) =

∫
Rk
+
e−t′xUd(x) για κάθε

t ∈ Rk
+ Τελικά U [Rk

+] =
∫
Rk
+
Ud(x) = f(0) = 1. Άρα ισχύει το θεώρημα. 2

Πόρισμα 3.3.5. Έστω f : Rk
+→ R είναι μια συνεχής συνάρτηση με f(0) = 1 και

(−1)1′nDnf(t) ≥ 0 για κάθε n ∈ Nk
0.Τότε υπάρχει μια κατανομή U στο Bk με

U [Rk
+] = 1 έτσι ώστε f(t) = MU(−t).
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Κεφάλαιο 4

Πολυμεταβλητές σημειακές
διαδικασίες

Από δω και στο εξής υποθέτουμε οτι κάθε απαριθμητρια έχει μηδενική έκρηξη .

4.1 Το υπόδειγμα

Ορισμός 4.1.1. Μια πολυμεταβλητή στοχαστική διαδικασία {Nt}tRt σε k διαστά-
σεις λέγεται οτι είναι μια πολυμεταβλητή απαριθμήτρια διαδικασία αν κάθε
συντεταγμένη {N (i)

t }t∈R+ , i ∈ {1, ..., k} και το άθροισμα {Nt}t∈R+ := {1′N}t∈R+

όλων των συντεταγμένων είναι μια απαριθμήτρια. Έτσι, υπάρχει μηδενικό σύ-
νολο M ∈ που ονομάζεται μηδενικό σύνολο εξαίρεσης της απαριθμήτριας
έτσι για κάθε ω ∈ Ω \M να πληρούνται οι ιδιότητες (i) − (v) για όλες τις συ-
ντεταγμένες {N (i)

t }t∈R+ , i ∈ {1, ..., k} , και για το άθροισμα {Nt(ω)}t∈R+ όλων των
συντεταγμένων.

Ως συνέπεια ταυτόχρονα άλματα διαφορετικών συντεταγμένων σχεδόν βέβαια
αποκλείονται.Από δω και στο εξής k θα είναι πάντα η διάσταση της πολυμετα-
βλητής απαριθμήτριας με την οποία εργαζόμαστε.
Για να δούμε πως μπορούν να μετατραπούν πολυμεταβλητές απαριθμήτριες δια-
δικασίες, ορίζουμε διαφορετικά σύνολα από πινάκων. Αρχικά ας υποθέσουμε
τους μεταθετικούς πίνακες με επιλεγμένες συντεταγμένες και πίνακες οι οποίοι
συσσωρεύουν συντεταγμενες με βάση κάποιους κανόνες.

• Έστω AP το σύνολο όλων των A ∈ {0, 1}k×k με k ∈ N έτσι ώστε 1′Aej = 1 = e′iA1
για κάθε j, i ∈ {1, ...k}.
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• Έστω AS είναι το σύνολο όλων των A = (Id, 0) ∈ {0, 1}d×k με d, k ∈ N έτσι ώστε
d < k και Id ο ταυτοτικός πίνακας διάστασης d.
• Έστω AC είναι το σύνολο όλων των A ∈ {0, 1}d×k με d, k ∈ N και d ≤ k έτσι
ώστε να υπάρχει ki ∈ N για i ∈ {1, ..., d} με

∑d
i=1 ki = k και A = (A1, ..., Ad), όπου

:= (ei, ..., ei) ∈ Rd×ki για i ∈ {1, ..., d}.

Τώρα το σύνολο των πιθανων μετασχηματισμών πινάκων μπορεί να οριστεί ως
το σύνολο A που περιέχει όλα τα A ∈ {0, 1}d×k με d, k ∈ N και d ≤ k έτσι ώστε
να υπάρχει m ∈ N και Ai ∈ AP ∪ AS ∪ AC , i ∈ {1, ...,m} με A = AmAm−1...A1.
Έτσι το A αποτελείται από όλους τους πίνακες οι οποίοι παίρνουν τιμές 0 ή 1,
με τουλάχιστον μια μονάδα ανα γραμμή και το πολύ μια μονάδα ανα στήλη. Η
οικογένεια A περιλαμβάνει όλους τους πίνακες οι οποίοι παρουσιάζονται στην
απόδειξη του παρακάτω λήμματος.

Λήμμα 4.1.2. Έστω {Nt}t∈R+ είναι μια απαριθμήτρια πολυμεταβλητή διαδικασία
και A ∈ Rd×k. Τότε {ANt}t∈R είναι μια πολυμεταβλητή διδικασία καταμέτρησης
αν και μόνο αν A ∈ A.

Απόδειξη. Υποθέτω A ∈ A. Για να δείξουμε οτι η {ANt}t∈R είναι μια πολυμε-
ταβλητή διδικασία καταμέτρησης πρέπει να δείξουμε οτι είναι σταθερή κάτω
από οποιονδήποτε μετασχηματισμό των τριών συνόλων AP ,AS και AC . Είναι
προφανές οτι {ANt}t∈R είναι μια απαριθμήτρια πολυμεταβλητή διδικασία για
A ∈ AP ∪ AS. Τώρα έστω A ∈ AC και θεωρούμε οτι ω ∈ Ω \ M . Σύμφωνα
με τoν ισχυρισμό μας οι συντεταγμένες της {Nt(ω)}t∈R+ δεν μπορούν να έχουν
άλματα ταυτόχρονα. Κάθε συντεταγμένη από την διαδικασία του μετασχηματι-
σμού {ANt(ω)}t∈R+ είναι άθροισμα από συντεταγμένες της αρχικής διαδικασίας
{Nt(ω)}t∈R+ και ως εκτούτου ικανοποιεί τις ιδιότητες (i)− (v) της απαριθμήτριας
διαδικασίας.
Από τη σχέση {1′ANt(ω)}t∈R+ = {1′Nt(ω)}t∈R+ προκύπτει οτι το άθροισμα όλων
των συντεταγμένων του {Nt(ω)}t∈R+ ικανοποιεί τις ιδιότητες (i)−(v) μιας απαριθ-
μήτριας διαδικασίας. Έτσι το M χρησιμεύει ως ένα μηδενικό σύνολο εξαίρεσης
για τη διαδικασία μετασχηματσμού του {ANt}t∈R+ η οποία είναι μια απαριθμή-
τρια διαδικασία. Τώρα ας θεωρήσουμε οτι A ∈ Rd×k και οτι {ANt}t∈R+ είναι μια
απαριθμήτρια πολυμεταβλητή διδικασία και έστω είναι ένα μηδενικό σύνολο
εξαίρεσης του {ANt}t∈R+. Θεωρούμε ω ∈ Ω \ (M ∪MA). Κάθε συντεταγμένη του
{ANt}t∈R+ έχει άλμα ύψους μιας μονάδας και δεν επιτρέπεται ταυτόχρονη αύ-
ξηση με τις συντεταγμένες του {Nt}t∈R+. Όλες οι καταχωρήσεις του A είναι 0 ή
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1. Επιπλέον, κάθε συντεταγμένη της {ANt}t∈R+ έχει τροχιές που είναι αύξουσες
συναρτήσεις του t και το όριό τους για t→∞ είναι το ∞, και θεωρούμε A1 ≥ 1.
Επιπλέον δεν υπάρχουν ταυτόχρονα άλματα των συντεταγμένων του {ANt}t∈R+

και έτσι 1′A ≤ 1′. Αυτά τα τρία επιχειρήματα προκύπτουν από την ύπαρξη του
πίνακα AP ∈ AP έτσι ώστε

P =


1...1 0... ...0

0...0 1...1 0...0

... ... ...

0... ...0 1...1

 .

Το τελευταίο κομμάτι που αποτελείται από 0 μπορεί να υπάρχει ή μπορεί και να
μην υπάρχει. Στην πρώτη περίπτωση υπάρχει AC ∈ R(d+1)×k και AS ∈ Rd×(d+1) με
AC ∈ AC και AS ∈ AS έτσι ώστε AAP = ASAC . Στην δεύτερη περίπτωση έχουμε
ήδη AAP ∈ AC . Αφού (AP )

−1 ∈ AP καταλήγουμε οτι A ∈ A. 2

Παραδείγματα από χρήσιμους μετασχηματισμούς.

• A=1’,στην περίπτωση του οποίου {ANt}t∈R+ = {Nt}t∈R+ είναι το άθροισμα όλων
των συντεταγμένων.
• A = e′i, στην περίπτωση του οποίου {ANt}t∈R+ = {Nt}it∈R+

είναι η i−συντεταγμένη.
• A ∈ AS , στην περίπτωση του οποίου {ANt}t∈R+ αποτελείται από τις πρώτες d

συντεταγμένες της πρωτότυπης διαδικασίας.
• A ∈ AP , στην περίπτωση του οποίου {ANt}t∈R+ μεταθέτει τις συντεταγμένες
της αρχικής διαδικασίας.

Για μια πρακτική χρήση του μετασχηματισμού εισάγουμε τον ακόλουθο ορισμό.

Ορισμός 4.1.3. Μια ιδιότητα (P ) για την απαριθμήτρια διαδικασία καλείται A-
σταθερή αν για κάθε A ∈ A η απαριθμήτρια διαδικασία {ANt}t∈R+ έχει την
ιδιότητα (P ) για οποιαδήποτε {Nt}t∈R+ που έχει την ιδιότητα (P ).

Το επόμενο Λήμμα αναφέρεται σε κάποιες ιδιότητες για τις μονοδιάστασες πιθα-
νότητες των απαριθμητριών πολυμεταβλητών διαδικασιών που θα χρειαστούμε
αργότερα.

Λήμμα 4.1.4. Έστω {Nt}t∈R+ είναι μια απαριθμήτρια διαδικασία. Τότε
(i) Για κάθε s ∈ Rk

+ και για κάθε n ∈ Nk
0 ισχύει η ταυτότητα

lim
t↓s

P [∩k
i=1N

(i)
ti = n(i)] = P [∩k

i=1N
(i)
si

= n(i)].
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(ii) Για κάθε s ∈ R+ και για κάθε n ∈ Nk
0 ισχύει η ταυτότητα

lim
t↓s

P [{Nt = n}] = P [{Ns = n}].

(iii) Για κάθε n ∈ Nk
0 ισχύει η ταυτότητα

lim
t↓0

P [{Nt = n}] =
{

1 αν n = 0
0 αν n ̸= 0

(iv) Για κάθε n ∈ Nk
0 ισχύει η ταυτότητα

lim
t↑∞

P [{Nt = n}] = 0.

(v) Για κάθε n ∈ Nk
0 ισχύει η ταυτότητα

lim
t↑∞

P [{Nt ≥ n}] = 1.

Απόδειξη. (i) Εξ’ ορισμού, κάθε συντεταγμένη της {Nt}t∈R+ είναι μια απαριθ-
μήτρια διαδικασία και ως εκ τούτου, έχει σχεδόν βέβαια συνεχείς και αύξουσες
τροχιές. Έτσι για αυθαίρετα m ∈ N και nj ∈ Zk, j ∈ {1, ...,m} έχουμε

si ≤ ui ≤ ti ⇒ N (i)
ui
≤ N

(i)
ti

⇒ {N (i)
ti ≤ n

(i)
j } ⊆ {N (i)

ui
≤ n

(i)
j }

⇒
m∪
j=1

k∩
i=1

{
N

(i)
ti ≤ n

(i)
j

}
⊆

m∪
j=1

k∩
i=1

{
N (i)

ui
≤ n

(i)
j

}

⇒ P

[ m∪
j=1

k∩
i=1

{
N

(i)
ti ≤ n

(i)
j

}]
≤ P

[ m∪
j=1

k∩
i=1

{
N (i)

ui
≤ n

(i)
j

}]
.

Άρα η οικογένεια
{
P

[∪m
j=1

∩k
i=1

{
N

(i)
ti ≤ n

(i)
j

}]}
είναι φθίνουσα και επομένως

ισχύει

lim
t↓s

P

[ m∪
j=1

k∩
i=1

{
N

(i)
ti ≤ n

(i)
j

}]
= sup

t∈ (s,∞)

P

[ m∪
j=1

k∩
i=1

{
N

(i)
ti ≤ n

(i)
j

}]
.

Τώρα θα δείξουμε οτι

sup
t∈ (s,∞)

P

[ m∪
j=1

k∩
i=1

{
N

(i)
ti ≤ n

(i)
j

}]
= P

[ ∪
t∈ (s,∞)

m∪
j=1

k∩
i=1

{
N

(i)
ti ≤ n

(i)
j

}]
.
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Θεωρώ t = (t1, ..., tk) με t ∈ (s,∞) και At := ∪m
j=1∩k

i=1 {N
(i)
ti n

(i)
j }. Τότε υπάρχει μια

υποοικογένεια {Atn}n∈N της {At}t∈(s,∞) ώστε limn→∞ tn = s και

sup
t↓s

P (At) = sup
tn→s

P (Atn) = P (∪n∈NAtn)

όπου η τελευταία ισότητα είναι συνέπεια του Θεωρήματος μονότονης σύγκλισης
(βλ. π.χ. [2] Θεώρημα 2.3.1 του [Σ.Σ.A.].)

Αρκεί να δείξουμε οτι
∪

n∈N Atn =
∪

t∈(s,∞)At.

Ισχύει οτι
∪

n∈N Atn ⊆
∪

t∈(0,∞)At.

Έστω οτι ω ∈
∪

t∈(s,∞)At τότε υπάρχει t > s τέτοιο ώστε ω ∈ At. Επίσης ισχύει οτι
Nt > Ntn συνεπώς N

(i)
ti > N

(i)
tni
για κάθε i ∈ {1, ..., k}. Άρα

{N (i)
ti ≤ n

(i)
j } ⊆ {N

(i)
tni
≤ n

(i)
j } για κάθε i ∈ {1, ...k} από το οποίο προκύπτει οτι

At ⊆ Atn .

Επομένως υπάρχει tn ∈ (s, t) τέτοιο ώστε ω ∈ Atn άρα ω ∈
∪

n∈NAtn. Άρα ισχύει
οτι ∪t∈(s,∞)At ⊆ ∪n∈NAtn και επομένως

∪
t↓s At =

∪
n∈N Atn .

Από τα παραπάνω έχουμε

lim
t↓s

P

[ m∪
j=1

k∩
i=1

{
N

(i)
ti ≤ n

(i)
j

}]
= sup

t∈ (s,∞)

P

[ m∪
j=1

k∩
i=1

{
N

(i)
ti ≤ n

(i)
j

}]

= P

[ ∪
t∈ (s,∞)

m∪
j=1

k∩
i=1

{
N

(i)
ti ≤ n

(i)
j

}]

= P

[ m∪
j=1

∪
t∈ (s,∞)

k∩
i=1

{
N

(i)
ti ≤ n

(i)
j

}]

= P

[ m∪
j=1

k∩
i=1

{
inf

ti∈ (si,∞)
N

(i)
ti ≤ n

(i)
j

}]

= P

[ m∪
j=1

k∩
i=1

{
N (i)

si
≤ n

(i)
j

}]
.

Τώρα, θεωρούμε n ∈ Nk
0. Τότε παίρνουμε, από την προηγούμενη ταυτότητα (λαμ-

βάνοντας υπόψη οτι m ∈ {1, ..., k})
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lim
t↓s

P

[ k∩
i=1

{
N

(i)
ti = n(i)

}]
= lim

t↓s
P

[ k∩
i=1

{
N

(i)
ti ≤ n(i)

}
\

k∪
j=1

k∩
i=1

{
N

(i)
ti ≤ n(i) − δij

}]

= lim
t↓s

(
P

[ k∩
i=1

{
N

(i)
ti ≤ n(i)

}]
− P

[ k∪
j=1

k∩
i=1

{
N

(i)
ti ≤ n(i) − δij

}])

= P

[ k∩
i=1

{
N (i)

si
≤ n(i)

}]
− P

[ k∪
j=1

k∩
i=1

{
N (i)

si
≤ n(i) − δij

}]

= P

[ k∩
i=1

{
N (i)

si
= n(i)

}]
.

(ii) Λαμβάνοντας υπόψη μόνο διανύσματα s με ίσες συντεταγμένες, ο ισχυρισμός
έπεται αμέσως από το (i)

(iii) Δεδομένου ότι όλες οι συντεταγμένες έχουν τροχιές που σχεδόν σίγουρα ξε-
κινούν από το μηδέν, θέτοντας s = 0 από το (ii) έπεται ο ισχυρισμός.
(iv) Εξ ορισμού, το άθροισμα {Nt}t∈R+ όλων των συντεταγμένων είναι μια απαριθ-
μήτρια διαδικασία και ως εκ τούτου, έχει τροχιές που δεν έχουν κανένα ανώτερο
όριο.

lim
t↑∞

P [Nt = n] ≤ lim
t↑∞

P [{Nt ≤ 1′n}].

Εύκολα αποδεικνύεται οτι {P [{Nt ≤ 1′n}]} είναι φθίνουσα.
Πράγματι, έστω s ≤ t και ω ∈ {Nt ≤ 1′n} τότε Nt(ω) ≤ n1 + ... + nk και άρα
Ns(ω) ≤ n1 + ...+ nk, δηλαδή ω ∈ {Ns ≤ 1′n}.
Άρα {Nt ≤ 1′n} ⊆ {Ns ≤ 1′n} και επομένως η {[{Nt ≤ 1′n}]}t∈R+ είναι φθίνουσα
οικογένεια.
Έστω bt := P [{Nt ≤ 1n}] για κάθε t ∈ R+. Τότε υπάρχει μια υποοικογένεια
{btn}n∈N της {bt}t∈R+ ώστε limn→∞ tn =∞ και infn∈N btn = inft∈ (0,∞) bt = α.

Επομένως ισχύει

lim
t↑∞

P [{Nt ≤ 1′n}] = inf
t∈ (0,∞)

P [{Nt ≤ 1′n}]

= inf
n∈N

P [{Ntn ≤ 1′n}]

= P

[∩
n∈N

{Nt ≤ 1′n}
]
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όπου η τελεύταία ισότητα είναι συνέπεια της Πρότασης 1.2.3 του [2] του [Σ.Σ.A.]

Επίσης ισχύει οτι

P

[∩
n∈N

{Nt ≤ 1′n}
]

= P

[ ∩
t∈ (0,∞)

{Nt ≤ 1′n}
]
.

Πράγματι, έστω A := ∩t∈(0,∞){Nt ≤ 1′n} και := ∩n∈N{Nt ≤ 1′n}.
Έστω ω ∈ B. Τότε για κάθε n ∈ N ισχύει Nt(ω) ≤ 1′n. Έστω οτι υπάρχει ένα
t̃0 ∈ (0,∞) ώστε Nt̃0(ω) > 1′n, τότε θα υπάρχει ένα ñ ∈ N ώστε tñ > t̃0 και
άρα Ntñ(ω) ≥ Nt̃0(ω) > 1′n, άτοπο διότι για κάθε n ∈ N ισχύει Ntn(ω) ≤ 1′n.
Άρα B ⊆ A. Προφανώς A ⊇ B (αφού το A είναι τομή περισσότερων συνόλων),
επομένως A = B.

Τώρα θα δείξουμε οτι

∩
t∈ (0,∞)

{Nt ≤ 1′n} = { sup
t∈ (0,∞)

Nt ≤ 1′n}.

Πράγματι, θέτω A =
∩

t∈ (0,∞){Nt ≤ 1′n} και C = {supt∈ (0,∞)Nt ≤ 1′n}. Τότε για
οποιοδήποτε ω ∈ Ω ισχύει:

ω ∈ A ⇐⇒ ∀t ∈ (0,∞) Nt(ω) ≤ 1′n
⇐⇒ sup

t∈(0,∞)

Nt(ω) ≤ 1′n

⇐⇒ ω ∈ C.

Άρα A = C.

Τέλος, γνωρίζουμε από την ιδιότητα (n5) οτι ισχύει

P

[
{ sup
t∈ (0,∞)

Nt ≤ 1′n}
]
= 0.

(v) Εξ ορισμού, όλες οι συντεταγμένες είναι απαριθμήτριες διαδικασίες και έχουν,
ως εκ τούτου, τροχιές οι οποίες είναι αύξουσες και δεν έχουν ανώτερο όριο.

lim
t↑∞

P [Nt ≥ n] = lim
t↑∞

P [∩k
i=1{N

(i)
t ≥ n(i)}]

= sup
t↑∞

P [∩k
i=1{N

(i)
t ≥ n(i)}]

= P [∪t∈(0,∞) ∩k
i=1 {N

(i)
t ≥ n(i)}].
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Θα δείξουμε οτι A := ∪t∈(0,∞) ∩k
i=1 {N

(i)
t ≥ n(i)} ⊇ ∩ki=1{supN

(i)
t > n(i)} := B.

Έστω ω ∈ B. Τότε για κάθε i ∈ {1, ..., k} ισχύει supN (i)
t (ω) > n(i), έτσι για κάθε

i ∈ {1, ..., k} υπάρχει t ≥ 0 ώστε
N

(i)
t (ω) ≥ n(i), άρα ω ∈ ∩k

i=1 ∪t∈(0,∞) {N (i)
t ≥ n(i)} = ∪t∈(0,∞) ∩k

i=1 {N
(i)
t ≥ n(i)} = A.

Επομένως, B ⊆ A.

Άρα
P [∪t∈(0,∞) ∩k

i=1 {N
(i)
t ≤ n(i)}] ≤ P [∩k

i=1{supN
(i)
t > n(i)}].

Συνεπώς

lim
t↑∞

P [∪t∈(0,∞) ∩k
i=1 {N

(i)
t ≥ n(i)}] ≥ lim

t↑∞
P [∩k

i=1{supN
(i)
t > n(i)}].

Όμως P [{supN (i)
t > n(i)}] = 1 (από n5)

Συνεπώς, P [∩k
i=1{supN

(i)
t > n(i)}] = 1 άρα έπεται ο ισχυρισμός. 2

Το (ii) φαίνεται να είναι η φυσική εκδοχή όσον αφορά τη συνέχεια της πιθανότη-
τας ως συνάρτηση του χρόνου. Αλλά για το χαρακτηρισμό της πολυμεταβλητής
μικτής διαδικασίας Poisson χρειαζόμαστε πολλές διαφορετικές μεταβλητές του
χρόνου καθώς η διαδικασία έχει συντεταγμένες. Έτσι το Λήμμα 4.1.4 (i) είναι
αναγκαίο και θα χρησιμοποιηθεί στην απόδειξη του 5.2.1.
Θα μελετήσουμε επίσης τις λεγόμενες μεταγενέστερες κατανομές και διαδικα-
σίες. Για το σκοπό αυτό εισάγουμε τον παρακάτω ορισμό.

Ορισμός 4.1.5. Για κάθε t ∈ R+ η σ.δ {Kt,h}h∈R+ , ωστε Kt,h := Nt+h−Nt για όλα τα
h ∈ R+, καλείται σταδιακή διαδικασία (Incremental Process) (incremental process).

Δεδομένου ότι όλες οι ιδιότητες των τροχιών μεταφέρονται από την διαδικασία
{Nt}t∈R+ στην διαδικασία {Kt,h}h∈R+ το επόμενο λήμμα είναι προφανές.

Λήμμα 4.1.6. Έστω {Nt}t∈R+ είναι μια πολυμεταβλητή απαριθμήτρια διαδι-
κασία . Τότε η διαδικασία {Kt,h}h∈R+ είναι μια πολυμεταβλητή απαριθμήτρια
διαδικασία , για όλα τα t ∈ R+.

Αργότερα, η μελέτη της σταδιακής διαδικασίας θα απαιτήσει τον περιορισμό του
μέτρου πιθανότητας. Ως εκ τούτου, μπορούμε επίσης να ορίσουμε για t ∈ R+ και
n ∈ Nk

0 με P [{Nt = n}] > 0 ένα νέο μέτρο πιθανότητας

Pt,n[B] := P [B|{N = n}]

για ∈ F και να τροποποιήσουμε το προηγούμενο λήμμα, έτσι ώστε να μπορεί
να χρησιμοποιηθεί απευθείας στα επόμενα κεφάλαια.
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Λήμμα 4.1.7. Έστω {Nt}t∈R+ είναι μια πολυμεταβλητή απαριθμήτρια διαδικα-
σία . Τότε για κάθε t ∈ R+ και n ∈ Nk

0 με P [Nt = n] > 0 η διαδικασία {Kt,h}h∈R+

είναι μια πολυμεταβλητή απαριθμήτρια διαδικασία στον χώρο πιθανότητας
(Ω,F , Pt,n).

4.2 Η πολυωνυμική ιδιότητα

Στην παρούσα ενότητα θα παρουσιάσουμε διάφορες ιδιότητες, τις οποίες ενδέ-
χεται να έχει μια πολυμεταβλητή απαριθμήτρια διαδικασία . Όλα αυτά έχουν
σχέση με την πολυωνιμική ιδιότητα. Ξεκινάμε με δύο ιδιότητες που αφορούν
στις προσαυξήσεις.

Ορισμός 4.2.1. Mια πολυμεταβλητή απαριθμήτρια διαδικασία {Nt}t∈R+ έχει ανε-
ξάρτητες προσαυξήσεις αν

P

[ m∩
j=1

{Ntj − Ntj−1
= nj}

]
=

m∏
j=1

P [{Ntj −Ntj−1
= nj}

ισχύει για κάθε m ∈ N και t0, t1..., tm ∈ R+ με 0 = t0 < t1 < ... < tm και για κάθε
nj ∈ Nk

0 και j ∈ {1, ...m}.

Ορισμός 4.2.2. Mια πολυμεταβλητή απαριθμήτρια διαδικασία {Nt}t∈R+ έχει στά-
σιμες προσαυξήσεις αν

P

[ m∩
j=1

{Ntj+h −Ntj−1+h = nj}
]
= P

[ m∩
j=1

{Ntj −Ntj−1
= nj}

]

ισχύει για κάθε m ∈ N και t0, t1..., tm ∈ R+ με 0 = t0 < t1 < ... < tm και για κάθε
nj ∈ Nk

0 και j ∈ {1, ...m}.

Όπως μπορεί να φανεί από το επόμενο λήμμα, τόσο η ιδιότητα των ανεξάρτητων
προσαυξήσεων και η ιδιότητα των στάσιμων προσαυξήσεων παραμένουν αναλ-
λοίωτες κάτω από ορισμένους μετασχηματισμούς.

Λήμμα 4.2.3. Έστω {Nt}t∈R+ είναι μια πολυμεταβλητή απαριθμήτρια διαδικασία
. Τότε

(i) Η ιδιότητα των ανεξάρτητων προσαυξήσεων είναι A-σταθερή
(ii) Η ιδιότητα των στάσιμων προσαυξήσεων είναι A-σταθερή.
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Απόδειξη. (i) : Θεωρούμε m ∈ N και t0, t1, ..., tm ∈ R+ με 0 = t0 < t1 < ... < tm

και lj ∈ Nk
0 και j ∈ {1, ...m}. Τότε παίρνουμε

P

[ m∩
j=1

{ANtj − ANtj−1
= lj}

]
= P

[ m∩
j=1

{A(Ntj − Ntj−1
) = lj}

]

=
∑

n1∈A−1({11})

...
∑

nm∈A−1({1m})

P

[ m∩
j=1

{Ntj − Ntj−1
= nj}

]

=
∑

n1∈A−1({11})

...
∑

nm∈A−1({1m})

m∏
j=1

P [{Ntj − Ntj−1
= nj}]

=
m∏
j=1

∑
n1∈A−1({1j})

P [{Ntj − Ntj−1
= nj}]

=
m∏
j=1

P [{ANtj − ANtj−1
= lj}]

άρα αποδεικνύεται ο ισχυρισμός.
(ii) : Θεωρούμε m ∈ N και t0, t1, ..., tm ∈ R+ με 0 = t0 < t1 < ... < tm και lj ∈ Nk

0

και j ∈ {1, ...m}. Τότε παίρνουμε

P

[ m∩
j=1

{ANtj+h − ANtj−1+h = lj}
]

= P

[ m∩
j=1

{A(Ntj+h −Ntj−1+h) = lj}
]

=
∑

n1∈A−1({11})

...
∑

nm∈A−1({1m})

P

[ m∩
j=1

{Ntj+h − Ntj−1+h = nj}
]

=
∑

n1∈A−1({11})

...
∑

nm∈A−1({1m})

P

[ m∩
j=1

{Ntj − Ntj−1
= nj}

]

= P

[ m∩
j=1

{ANtj − ANtj−1
= lj}

]

και η απόδειξη έχει ολοκληρωθεί. 2

Οι επόμενες ιδιότητες που εισάγουμε αφορούν στην αντίστροφη πιθανότητα με-
τάβασης, δηλαδή στις πιθανότητες των προσαυξήσεων που συνέβησαν πριν από
μια συγκεκριμένη κατάσταση της διαδικασίας.

Ορισμός 4.2.4. Mια πολυμεταβλητή απαριθμήτρια διαδικασία {Nt}t∈R+ έχει την
πολυωνυμική ιδιότητα αν η ταυτότητα
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P

[ m∩
j=1

{Ntj −Ntj−1
= nj}

]
=

( k∏
i=1

(
∑m

j=1 n
(i)
j )!∏m

j=1 n
(i)
j !

m∏
j=1

(
tj − tj−1

tm

)n
(i)
j
)
P [{Ntm =

m∑
j=1

nj}]

ισχύει για κάθε m ∈ N και t0, t1..., tm ∈ R+ με 0 = t0 < t1 < ... < tm και για κάθε
nj ∈ Nk

0 και j ∈ {1, ...m}.

Ορισμός 4.2.5. Mια πολυμεταβλητή απαριθμήτρια διαδικασία {Nt}t∈R+ έχει την
επεκταμένη διωνυμική ιδιότητα αν η ταυτότητα

P

[ k∩
i=1

{N (i)
ti = l(i)} ∩ {N (i)

t −N
(i)
ti = n(i)}

]

=

( k∏
i=1

(
n(i) + l(i)

l(i)

)
(
ti
t
)l

(i)

(1− ti
t
)n

(i)

)
P [{Nt = n+ 1}]

ισχύει για κάθε t ∈ Rk
+, t ∈ R+ με t ∈ (0, t1) και για κάθε l,n ∈ Nk

0.

Ορισμός 4.2.6. Mια πολυμεταβλητή απαριθμήτρια διαδικασία {Nt}t∈R+ έχει την
διωνυμική ιδιότητα αν η ταυτότητα

P [{Ns = 1} ∩ {Nt − Ns = n}] =
( k∏

i=1

(
n(i) + l(i)

l(i)

)
(
s

t
)l

(i)

(1− s

t
)n

(i)

)
P [{Nt = n+ 1}]

ισχύει για κάθε s, t ∈ R+ με 0 < s < t και για κάθε l,n ∈ Nk
0.

Για μια πολυμεταβλητή απαριθμήτρια διαδικασία που έχει την πολυωνυμική ιδιό-
τητα , οι πεπερασμένων διαστάσεων κατανομές προσδιορίζονται πλήρως από τις
μονοδιάστατες κατανομές. Επιπλέον, δεδομένου του αριθμού των συμβάντων σε
κάποια χρονική στιγμή tm η διαμέριση των γεγονότων σε ξένα ανα δυο χρονικά
διαστήματα στο παρελθόν οφείλεται σε δειγματοληψία με αντικατάσταση. Δεδο-
μένου ότι αυτή η δειγματοληψία είναι ανεξάρτητη για τις συντεταγμένες της δια-
δικασίας, κάθε συντεταγμένη θα μπορούσε να αποτελεί αντικείμενο ξεχωριστής
δειγματοληψίας. Η έννοια του ορισμού της πολυωνιμικής ιδιότητας θα παραμεί-
νει αμετάβλητη, αν επιτρέψουμε ίσους χρόνους (δηλαδή 0 = t0 ≤ t1 ≤ ... ≤ tm).
Χωρις βλάβη της γενικοτητας θεωρούμε tm = tm−1. Αν nm = 0 μπορούμε να αγνο-
ήσουμε tm και να εξετάσει m − 1 διαστήματα. Αν nm ̸= 0 οι δύο πλευρές του
ορισμού είναι ίσες με το μηδέν και η ταυτότητα ισχύει.
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Λήμμα 4.2.7. Έστω μια {Nt}t∈R+ πολυμεταβλητή απαριθμήτρια διαδικασία .
Τότε
(i) Η πολυωνυμική ιδιότητα είναι A-σταθερή
(ii) Η επεκταμένη διωνυμική ιδιότητα είναι A-σταθερή
(iii) Η διωνυμική ιδιότητα είναι A-σταθερή

Για την απόδειξη του παραπάνω λήμματος βλ.[29], Λήμμα 2.2.2
Το επόμενο λήμμα αναφέρει μια συνέπεια της διωνυμικής ιδιότητας η οποία πα-
ράγεται από την αλληλεπίδραση με τις ιδιότητες των τροχιών της πολυμεταβλητής
απαριθμήτριας διαδικασίας.

Λήμμα 4.2.8. Έστω μια {Nt}t∈R+ πολυμεταβλητή απαριθμήτρια διαδικασία . Αν
η {Nt}t∈R+ έχει την διωνυμική ιδιότητα , τότε

P [{Nt = n} > 0]

ισχύει για κάθε t > 0 και για όλα τα n ∈ Nk
0.

Απόδειξη. Αρχικά υποθέτουμε οτι υπάρχουν κάποια m ∈ Nk
0 έτσι ώστε

P [{Nt = n}] = 0

για όλα τα t > 0 και n ∈ Nk
0 με n ≥ m. Τότε έχουμε P [{Nt ≥ m}] = 0 , το οποίο

είναι αντιφατικό με το limt↑∞ P [{Nt ≥ n}] = 1. (Λήμμα 4.1.4(v)).
Τώρα θεωρούμε m ∈ Nk

0. Από το πρώτο μέρος της απόδειξης υπάρχει κάποια
t > 0 και n ∈ Nk

0 με n ≥ m έτσι ώστε P [{Nt = n}] > 0

Από την διωνυμική ιδιότητα έχουμε

P [{Ns = l}] ≥ P [{Ns = l} ∩ {Nt − Ns = n− l}]

≥
( k∏

i=1

(
n(i)

l(i)

)(
s

t

)l(i)(
1− s

t

)n(i))
P [{Nt = n}]

και ως εκ τούτου P [{Ns = l}] > 0 για όλα τα s ∈ (0, t) και για όλα τα l ∈ Nk
0 με

l ≥ n. Επίσης, για όλα τα u ∈ (t,∞), η ταυτότητα
∑

p≥n P [{Nu = p}|{Nt = n}] = 1

μας δίνει την ύπαρξη κάποιου p ∈ Nk
0 με n ≤ p έτσι ώστε

P [{Nu = p}] ≥ P [{Nu = p} ∩ {Nt = n}]
= P [{Nu = p}|{Nt = n}]P [{Nt = n}] > 0

Άρα P [{Ns = l}] > 0 για όλα τα s > 0 και όλα τα l ∈ Nk
0 με l ≤ n Αφού το m ∈ Nk

0

ήταν αυθαίρετο, έπεται ο ισχυρισμός. 2
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Πόρισμα 4.2.9. Έστω {Nt}t∈R+ μια πολυμεταβλητή απαριθμήτρια διαδικασία .
Αν η {Nt}t∈R+ έχει την πολυωνυμική ιδιότητα , τότε P [{Nt = n}] > 0 για κάθε
t > 0 και για κάθε n ∈ Nk

0.

Η ιδιότητα των απαριθμητριών διαδικασιών που έχουν την διωνυμική ιδιότητα
ότι όλες οι καταστάσεις έχουν αυστηρά θετική πιθανότητα, θα χρησιμοποιηθεί
στη συνέχεια αρκετά συχνά.

Λήμμα 4.2.10. Αν μια πολυμεταβλητή απαριθμήτρια διαδικασία έχει την πο-
λυωνυμική ιδιότητα , τότε έχει στάσιμες προσαυξήσεις.

Απόδειξη. Θεωρούμε m ∈ N και t0, t1, ..., tm, h ∈ R+ με 0 = t0 < t1 < ... < tm και
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nj ∈ Nk
0, j ∈ {1, ...,m}. Θέτοντας t−1 = −h και lm :=

∑m
j=1 nj έχουμε

P

[ m∩
j=1

{Ntj+h −Ntj−1+h = nj}
]

= P

[ m∩
j=1

{Ntj+h − Ntj−1+h = nj}
∩(⊎

Nt0+h = n0}
)]

= P

[ ⊎
n0∈Nk

0

( m∩
j=1

{Ntj+h −Ntj−1+h = nj} ∩ Nt0+h = n0}
)]

= P

[ ⊎
n0∈Nk

0

( m∩
j=0

{Ntj+h −Ntj−1+h = nj}
)]

=
∑

n0∈Nk
0

P

[ m∩
j=0

{Ntj+h −Ntj−1+h = nj}
]

=
∑

n0∈Nk
0

( k∏
i=1

(l
(i)
m + n

(i)
0 )!∏m

j=0 n
(i)
j !

m∏
j=1

(
lj − lj−1

tm + h

)n
(i)
j

·P [{Ntm+h = 1m + n0}]
)

=

( k∏
i=1

(l
(i)
m )!∏m

j=1 n
(i)
j !

m∏
j=1

(
tj − tj−1

tm

)n
(i)
j

·
∑

n0∈Nk
0

P [{Ntm+h = 1m + n0}]
)

·
( k∏

i=1

(
l
(i)
m ! + n

(i)
0

l
(i)
m

)(
tm

tm + h

)l
(i)
m
(

h

tm + h

)n
(i)
0
)

=

( k∏
i=1

l
(i)
m !∏m

j=1 n
(i)
j !

m∏
j=1

(
tj − tj−1

tm

)n
(i)
j
)

·
∑

n0∈Nk
0

P [{Ntm = lm} ∩ {Ntm+h − Ntm = n0}]

=

( k∏
i=1

l
(i)
m !∏m

j=1 n
(i)
j !

m∏
j=1

(
tj − tj−1

tm

)n
(i)
j
)

·P [{Ntm = 1m}]
= P [∩mj=1{Ntj −Ntj−1

= nj}]

και ο ισχυρισμός είναι προφανής. 2

Ορισμός 4.2.11. Έστω {Nt}t∈R+ μια πολυμεταβλητή απαριθμήτρια διαδικασία .
Η {Nt}t∈R+ έχει την ιδιότητα Markov αν ισχύει η ταυτότητα
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P

[m+1∩
j=1

{Ntj − Ntj−1
= nj}

]
P [{Ntm = lm}]

= P

[
∩m

j=1{Ntj − Ntj−1
= nj}

]
P [{Ntm = lm} ∩ {Ntm+1 − Ntm = nm+1}] (4.1)

για όλα τα m ∈ N και t0, t1, ..., tm+1 ∈ R+ με t0 < t1 < ... < tm+1 και γα όλα τα
n1, ...,nm+1 ∈ Nk

0, με lm :=
∑m

j=1 nj.

Παρατήρηση 4.2.12. Αν P [∩m
j=1{Ntj − Ntj−1

= nj}] > 0 η ισότητα (4.1) είναι ισο-
δύναμη με την

P

[
{Ntm+1 − Ntm = nm+1}|

m∩
j=1

{Ntj − Ntj−1
= nj}

]
= P [{Ntm+1 −Ntm = nm+1}|{Ntm = lm}] (4.2)

Πράγματι, έστω οτι ισχύει η (4.2). Τότε ισοδύναμα έχουμε

P [∩m
j=1({Ntj −Ntj−1

= nj} ∩ {Ntm+1 − Ntm = nm+1})]
P [∩m

j=1{Ntj −Ntj−1
= nj}]

=
P [{Ntm+1 − Ntm = nm+1} ∩ {Ntm = lm}]

P [{Ntm = lm}]

⇔ P

[
{Ntm+1 − Ntm = nm+1}

∩
{Ntm = lm}

]
P

[ m∩
j=1

{Ntj −Ntj−1
= nj}

]

= P

[ m∩
j=1

({Ntj −Ntj−1
= nj} ∩ {Ntm+1 − Ntm = nm+1})

]
P [{Ntm = lm}]

⇔ (4.1)

Άρα η (4.2) ισοδυναμεί με την (4.1).

Η (4.1) είναι πιο χρήσιμη για τεχνικούς λόγους, ενώ η (4.2) μας δίνει μια ερμηνεία
της ιδιότητας Markov. Σε γενικές γραμμές, η μελλοντική προσαύξηση μιας δια-
δικασίας Markov εξαρτάται μόνο από την συνολική προσαύξηση του παρόντος
και όχι από τον διαχωρισμό της προσάυξησης στο παρελθόντος.

Ορισμός 4.2.13. Έστω {Nt}t∈R+ μια πολυμεταβλητή απαριθμήτρια διαδικασία .
Η {Nt}t∈R+ έχει την ιδιότητα ChapmanKolmogorov αν ισχύει η ιδιότητα
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P [{Nt −Nr = m}|{Nr = n}]
=

∑
l∈[0,m],P [{Ns=n+l}]>0

P [{Ns −Nr = l}|{Nr = n}]P [{Nt − Ns = m− l}|{Ns = n+ l}]

ισχύει για όλα τα r, t ∈ R+, με r ≤ t και n,m ∈ Nk
0 με P [{Nr = n}] > 0 και για

όλα τα s ∈ [r, t].

Παρατήρηση 4.2.14. Αφού η πολυμεταβλητή απαριθμήτρια διαδικασία έχει αύ-
ξουσες τροχιές, αυστηρά αρνητικές προσαυξήσεις έχουν μηδενική πιθανότητα. Ως
εκ τούτου, ο παραπάνω ορισμός είναι ισοδύναμος με την σχέση

P [{Nt = m}|{Nr = n}] =
∑

l∈Nk
0 ,P [{Ns=l}]>0

P [{Ns = l}|{Nr = n}]P [{Nt = m}|{Ns = l}]

για όλα τα r, t ∈ R+, με r ≤ t και n,m ∈ Nk
0 με P [{Nr = n}] > 0 και για όλα τα

s ∈ [r, t].

Πράγματι, για r, t, s και n,m όπως και παραπάνω έχουμε

P [{Nt − Nr = m}|{Nr = n}]

=
P [{Nt −Nr = m} ∩ {Nr = n}]

P [{Nt = n}]

=
P [{Nt = m+ n} ∩ {Nr = n}]

P [{Nt = n}]
= P [{Nt = m+ n}|{Nr = n}]

Άρα

P [{Nt − Nr = m}|{Nr = n}] = P [{Nt = m+ n}|{Nr = n}] (4.3)

Επίσης

∑
l∈[0,m],P [{Ns=n+l}]>0

P [{Ns −Nr = l}|{Nr = n}]P [{Nt − Ns = m− l}|{Ns = n+ l}]

=
∑

l∈[0,m]

P [{Ns = m+ n|{Nr = n}]P [{Nt = m+ n|{Ns = n+ l}]
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Επομένως λαμβάνοντας υπόψιν την (4.3) η ισότητα του ορισμού 4.2.12 ισοδυναμεί
με την

P [{Nt = m+ n}|{Nr = n}]
=

∑
l∈[0,m],P [{Ns=n+l}]>0

P [{Ns = n+ l}|{Nr = n}]P [{Nt = m− n}|{Ns = n+ l}](4.4)

Ισοδύναμα, αντικαθιστώντας το l+ n με το n

P [{Nt = m}|{Nr = n}]
=

∑
l∈Nk

0 ,P [{Ns=l}]>0

P [{Ns = l}|{Nr = n}]P [{Nt = m}|{Ns = l}].

Αυτές είναι οι γενικές εξισώσεις Chapman −Kolmogorov που βρίσκονται συχνά
στη βιβλιογραφία. Το πλεονέκτημα της χρήσης των πρώτων ταυτοτήτων είναι
ένα πεπερασμένο άθροισμα και η χρήση των προσαυξήσεων, το οποίο ταιριάζει
ακριβώς με τους ορισμούς από τις άλλες ιδιότητες.

Αφού γενικά στις γενικές στοχαστικές διαδικασίες υπάρχουν παραδείγματα πο-
λυμεταβλητών Markov διαδικασιών με τις συντεταγμένες να μην έχουν την ιδιό-
τηταMarkov φαίνεται πιθανό ότι η ιδιότηταMarkov δεν είναι γενικά A-σταθερή.

Λήμμα 4.2.15. Εάν μια πολυμεταβλητή απαριθμήτρια διαδικασία είναι μια δια-
δικασία Markov, τότε έχει την ιδιότητα Chapman−Kolmogorov.

Απόδειξη. Θεωρούμε r, t ∈ R+,m,n ∈ Nk
0 , με r ≤ t και P [Nr = n] > 0 καθώς και

ένα αυθαίρετο s ∈ [r, t]. Θέτοντας B := {Ns −Nr = l} ∩ {Ns = n} έχουμε
(a) Ισχύει {Nt−Nr = m} = ⊎l∈[0,m]{Nt−Ns = m− l} ∩ {Ns−Nr = l}]. Πράγματι,

ω ∈ {Nt −Nr = m} ⇐⇒ Nt(ω)−Nr(ω) = m
⇐⇒ ∃l ∈ [0,m] Nt(ω)− Ns(ω) = m− l

& Ns(ω)− Nr(ω) = l

επομένως ισχύει το (a).
(b) Για κάθε A,B,C ∈ Σ ισχύει P (A ∩B|C) = P (A|B ∩ C)P (B|C). Πράγματι,
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P (A ∩B|C) =
P (A ∩B ∩ C)

P (C)

=
P (A|B ∩ C)P (B ∩ C)

P (C)

=
P (A|B ∩ C)P (B|C)P (C)

P (C)

= P (A|B ∩ C)P (B|C).

(c) Για όλα τα r, t ∈ R+, με r ≤ t, s ∈ [r, t],n,m ∈ Nk
0 , με P [{Nr}] > 0 ισχύει

P [{Nt − Nr = m}|{Nr = n}] = P [{Ns −Nr = 1}|{Nr = n}].

Πράγματι,

P [{Nt − Nr = m}|{Nr = n}]
=

∑
l∈[0,m]

P [{Nt −Ns = m− l} ∩ {Ns −Nr = l}|{Nr = n}]

=
∑

l∈[0,m],P [B]>0

P [{Nt − Ns = m− l}|{Ns − Nr = l}

∩{Nr = n}]P [{Ns −Nr = l}|{Nr = n}]
=

∑
l∈[0,m],P [B]>0

P [{Nt − Ns = m− l}|{Ns = n+ l}]P [{Ns − Nr = l}|{Nr = n}]

=
∑

l∈[0,m],P [{Ns=n+1}]>0

P [{Nt − Ns = m− l}|{Ns = n+ l}]

= P [{Ns − Nr = 1}|{Nr = n}]

όπου η πρώτη ισότητα προκύπτει από το (a), η δεύτερη από το (b) αν θέσουμε
A = {Nt−Ns = m− 1}, B = {Ns−Nr = 1}, C = {Nr = n} και {Ns−Nr = 1}∩{Nr =

n} = {Ns = 1+ n} ∩ {Nr = n} η τρίτη ισοτητα ισχύει από την ιδιότητα Markov.
Ως εκ τούτου έπεται το (c). 2

Ο επόμενος στόχος μας είναι να δείξουμε τις σχέσεις μεταξύ των ιδιοτήτων που
αφορούν στις αντίστροφες πιθανότητες μετάβασης και τις ιδιότητες που αφορούν
στις πιθανότητες μετάβασης.

Λήμμα 4.2.16. Έστω {Nt}t∈R+ μια πολυμεταβλητή απαριθμήτρια διαδικασία .
Τότε τα ακολουθα είναι ισοδύναμα:
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(i) Η {Nt}t∈R+ έχει την πολυωνυμική ιδιότητα .
(ii) Η {Nt}t∈R+ έχει την επεκταμένη διωνυμική ιδιότητα και την ιδιότητα Markov

(iii) Η {Nt}t∈R+ έχει την διωνυμική ιδιότητα και την ιδιότητα Markov.

Απόδειξη. Θα αποδείξουμε το λήμμα σύμφωνα με το ακόλουθο σχήμα: (ii) =⇒
(iii) =⇒ (i) =⇒ (ii).

(ii) =⇒ (iii) : Είναι προφανές
(iii) =⇒ (i) : Χρησιμοποιούμε τη μέθοδο της επαγωγής για τον αριθμό m των
περιόδων στην εξίσωση.

P

[ m∩
j=1

{Ntj −Ntj−1
= nj}

]
=

( k∏
i=1

(
∑m

j=1 n
(i)
j )!∏m

j=1 n
(i)
j !

m∏
j=1

(
tj − tj−1

tm

)n
(i)
j
)
P [{Ntm =

m∑
j=1

nj}]

(4.5)
για κάθε t0, t1..., tm ∈ R+ με 0 = t0 < t1 < ... < tm και για κάθε nj ∈ Nk

0 και
j ∈ {1, ...m}.
Για m = 1 είναι προφανές.
Τώρα, ας υποθέσουμε ότι ισχύει η (4.7) για κάποιοm ∈ N. Θεωρούμε t0, t1..., tm, tm+1 ∈
R+ με 0 = t0 < t1 < ... < tm < tm+1 , nj ∈ Nk

0 και j ∈ {1, ...,m + 1}. Θέντωντας
lj :=

∑j
h=1 nh για j ∈ {1, ...,m+ 1} παίρνουμε

P

[ ∩m+1
j=1 {Ntj −Ntj−1

= nj}
]
P [{Ntm = lm}]

= P

[ m∩
j=1

{Ntj − Ntj−1
= nj}

]
P [{Ntm = lm} ∩ {Ntm+1 − Ntm = nm+1}]

=

( k∏
i=1

l
(i)
m !∏m

j=1 n
(i)
j !

m∏
j=1

(
tj − tj−1

tm
)n

(i)
j

)
P [{Ntm = 1m}]

·
( k∏

i=1

(
l
(i)
m+1

l
(i)
m

)
(
tm
tm+1

)l
(i)
m (

tm+1 − tm
tm+1

)n
(i)
m+1

)
P [{Ntm+1 = lm+1}]

=

( k∏
i=1

l
(i)
m+1!∏m+1

j=1 n
(i)
j !

m+1∏
j=1

(
tj − tj−1

tm+1

)
n
j(i)

)
P [{Ntm+1 = 1m+1}]P [{Ntm = lm}],

όπου η πρώτη ισότητα συνεπάγεται από την (4.1) και η δεύτερη ισότητα είναι
συνέπεια της (4.7) και της διωνυμικής ιδιότητα.
Επειδή ξέρουμε από τη διωνυμική ιδιότητα οτι P [{Ntm = lm}] > 0, βλ.Λήμμα
4.2.8, έπεται οτι η (4.7) ισχύει για m+1. Ως εκ τούτου, η διωνυμική ιδιότητα και
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η ιδιότητα Markov συνεπάγεται από την πολυωνυμική ιδιότητα .
(i) =⇒ (ii). Έστω m ∈ N και t0, t1, ..., tm+1 ∈ R+ με 0 = t0 < t1 < ... < tm+1 και
n0,n1, ...,nm+1 ∈ Nk

0. Θέτω lj :=
∑j

h=1 nh για κάθε j ∈ {1, ...m+ 1} έχουμε

P [
m+1∩
j=1

{Ntj − Ntj−1
= nj}]P [{Ntm = lm}] =

=

( k∏
i=1

l
(i)
m+1!∏m+1

j=1 n
(i)
j !

m∏
j=1

(
tj − tj−1

tm+1

)n
(i)
j

)
P [{Ntm+1 = lm+1}]P [{Ntm = lm}]

=

( k∏
i=1

l
(i)
m !∏m

j=1 n
(i)
j !

m∏
j=1

(
tj − tj−1

tm
)n

(i)
j

)
P [{Ntm = lm}]

( k∏
i=1

(
l
(i)
m+1

l
(i)
m

)
(
tm
tm+1

)l
(i)
m (1− tm

tm+1

)n
(i)
m+1

)
P [{Ntm+1 = lm+1}]

= P [
m+1∩
j=1

{Ntj − Ntj−1
= nj}]P [{Ntm = lm} ∩ {Ntm+1−Ntm=nm+1}]

Όπου η πρώτη ισότητα προκύπτει από την πολυωνυμική ιδιότητα . Έτσι, η {Nt}t∈R+

έχει την ιδιότητα Markov.
Τώρα, θα εξετάσουμε την επεκταμένη διωνυμική ιδιότητα .Θεωρούμε t ∈ Rk

+, t ∈
R+ με t ∈ (0, t1) και l,n ∈ Nk

0.

Δεδομένου ότι η επεκταμένη διωνυμική ιδιότητα είναι A-σταθερή, άρα είναι στα-
θερή ως προς τις μεταθέσεις (A ∈ AB), μπορούμε χωρίς βλάβη της γενικότητας
να υποθέσουμε οτι t1 ≤ t2 ≤ ... ≤ tk ≤ t. Επιπλέον, χρησιμοποιούμε την πολυω-
νυμική ιδιότητα , όπως αναφέρθηκε προηγουμένως, κατά τρόπο ώστε ίσοι χρόνοι
να επιτρέπονται.

Τέλος, θέτονταςM(i) := {n(i)
j : n

(i)
j ∈ N0, j ∈ {1, ..., k+1},

∑i
j=1 n

(i)
j = l(i),

∑k+1
j=i+1 n

(i)
j =

n(i)} και tk+1 := t έχουμε
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P

[ ∩
k
i=1{N

(i)
ti = l(i)} ∩ {N (i)

t −N
(i)
ti = n(i)}

]
=

∑
M(1)

· · ·
∑
M(k)

P

[k+1∩
j=1

{Ntj −Ntj−1
= nj}

]

=
∑
M(1)

· · ·
∑
M(k)

( k∏
i=1

(n(i) + l(i))!∏k
j=1 n

(i)
j !

k+1∏
j=1

(
tj − tj−1

tk+1

)n
(i)
j
)
P [{Ntk+1

= n+ 1}]

= P [{Nt = n+ 1}]
k∏

i=1

∑
M(i)

(n(i) + l(i))!∏k
j=1 n

(i)
j !

k+1∏
j=1

(
tj − tj−1

t

)n
(i)
j

= P [{Nt = n+ 1}]
k∏

i=1

(n(i) + l(i))!

l(i)!n(i)!

(
1

t

)l(i)+n(i)

tl
(i)

i (t− ti)
n(i)

·
∑
M(i)

[
l(i)!∏i

j=1 n
(i)
j !

i∏
j=1

(
tj − tj−1

ti

)n
(i)
j
][

n(i)!∏k+1
j=i+1 n

(i)
j !

k+1∏
j=i+1

(
tj − tj−1

t− t(i)

)n
(i)
j
]

=

( k∏
i=1

(
n(i) + l(i)

l(i)

)
(
ti
t
)l

(i)

(1− ti
t
)n

(i)

)
P [{Nt = n+ 1}]

Έτσι, η πολυωνυμική ιδιότητα , συνεπάγεται την επεκταμένη διωνυμική ιδιότητα
. 2

Έχοντας αποδείξει την ισοδυναμία, γνωρίζουμε ότι η πολυωνυμική ιδιότητα ,
συνεπάγεται την ιδιότητα Chapman−Kolmogorov.
Ο επόμενος στόχος μας είναι να δείξουμε οτι η διωνυμική ιδιότητα αποτελεί ικανή
προϋπόθεση για μια απαριθμήτρια διαδικασία να έχει την ιδιότητα Chapman −
Kolmogorov.

Λήμμα 4.2.17. Έστω {Nt}t∈R+ μια πολυμεταβλητή απαριθμήτρια διαδικασία
που έχει την διωνυμική ιδιότητα τότε εχει και την ιδιότητα Chapman−Kolmogorov.

Απόδειξη. Λόγω Λήμμα 4.2.8 έχουμε
P [{Nt = n}] > 0 για όλα τα t > 0 και για όλα τα n ∈ Nk

0. Θεωρούμε r, t ∈ R+, r ≤ t

και s ∈ [r, t] καθώς και n,m ∈ Nk
0 με P [{Nr = n}] > 0. Για s > 0 έχουμε
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∑
l∈[0,m],P [{Ns=n+1}]>0

P [{Ns −Nr = l}|{Nr = n}]P [{Nt −Ns = m}|{Ns = n+ l}]

=
∑

l∈[0,m]

P [{Ns −Nr = l} ∩ {Nr = n}]
P [{Nr = n}]

P [{Nt −Ns = m} ∩ {Ns = n+ l}]
P [{Ns = n+ l}]

=
∑

l∈[0,m]

( k∏
i=1

(
n(i) + l(i)

l(i)

)
(
r

s
)n

(i)

(1− r

s
)l

(i)

)
P [{Ns = n+ l}]
P [{Nr = n}]

·
( k∏

i=1

(
n(i) +m(i)

n(i) + l(i)

)
(
s

t
)n

(i)+l(i)(1− s

t
)m

(i)−l(i)
)
P [{Nt = n+m}
P [{Ns = n+ l}]

=
P [{Nt = n+m}
P [{Nr = n}]

( k∏
i=1

(
n(i) +m(i)

n(i)

)
rn

(i)

t−(n(i)+m(i))

)

·
∑

l∈[0,m]

k∏
i=1

(
m(i)

l(i)

)
(s− r)l

(i)

(t− s)m
(i)−l(i)

=
P [{Nt = n+m}
P [{Nr = n}]

( k∏
i=1

(
n(i) +m(i)

n(i)

)
(
r

t
)n

(i)

(1− r

t
)m

(i)

)

·
1′m∑
l=0

(
s− r

t− r
)l(

t− s

t− r
)1

′m−l
∑

l∈[0,m],1′l=l

k∏
i=1

(
m(i)

l(i)

)

=
P [{Nt −Nr = m} ∩ {Nr = n}]

P [{Nr = n}]

1′m∑
l=0

(
s− r

t− r
)l(

t− s

t− r
)1

′m−l

(
1′m
l

)
= P [{Nt −Nr = m}|{Nr = n}]

Όπου η δεύτερη ισότητα προκύπτει από την διωνυμική ιδιότητα .
Η περίπτωση s = 0 μπορεί να συμβεί μόνο αν r = 0 και n = 0.Τότε∑
l∈[0,m],P [{N0=n+1>0}]

P [{N0 −Nr = l}|{Nr = n}]P [{Nt −N0 = m− l}|{N0 = n+ l}]

= P [{N0 −N0 = 0}|{N0 = 0}]P [{Nt −N0 = m}|{N0 = 0}]
= P [{Nt −Nr = m}|{Nr = n}]

ισχύει, όπου η δεξιά πλευρά, και ως εκ τούτου η αριστερή πλευρά, είναι στην
πραγματικότητα P [Nt = m]. Έτσι, η απόδειξη έχει ολοκληρωθεί. 2
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Σε αντίθεση με την πολυωνυμική ιδιότητα η ιδιότητα Markov, όπως παρατηρή-
θηκε αμέσως πριν το Λήμμα 4.2.15, δεν φαίνεται να είναι A-σταθερή. Ωστόσο,
με το Λήμμα 4.2.16 μπορούμε εύκολα να γράψουμε ένα πόρισμα από το Λήμμα
4.2.7 το οποίο παρέχει μια επαρκή προϋπόθεση για την σταθερότητα της ιδιότη-
τας Markov.

Πόρισμα 4.2.18. Έστω {Nt}t∈R+ μια πολυμεταβλητή απαριθμήτρια διαδικασία
που έχει την ιδιότητα Markov. Αν η {Nt}t∈R+ έχει την διωνυμική ιδιότητα τότε
{ΑNt}t∈R+ είναι μια Markov διαδικασία για όλα τα A ∈ A

Έχουμε δείξει μέχρι τώρα ότι όλες οι ιδιότητες, εκτός από τις ανεξάρτητες προ-
σαυξήσεις συνδέονται με την την πολυωνυμική ιδιότητα .

Λήμμα 4.2.19. Έστω {Nt}t∈R+ μια πολυμεταβλητή απαριθμήτρια διαδικασία
που έχει ανεξάρτητες προσαυξήσεις , τότε έχει και την ιδιότητα Markov.

Απόδειξη.
Θεωρώ m ∈ N και t0, t1, ..., tm+1 ∈ R+ 0 = t0 < t1 < ... < tm+1 και n0,n1, ...,nm+1 ∈
Nk

0 με lm :=
∑m

j=1 nj. Τότε έχουμε

P [∩m+1
j=1 {Ntj −Ntj−1

= nj}]P [{Ntm = lm}]

=

(m+1∏
j=1

P [{Ntj − Ntj−1
= nj}]

)
P [{Ntm = lm}]

= P [∩m
j=1{Ntj − Ntj−1

= nj}]P [{Ntm = lm} ∩ {Ntm+1 − Ntm = nm+1}]

Έτσι, η {Nt}t∈R+ είναι Markov διαδικασία. 2

Πόρισμα 4.2.20. Έστω {Nt}t∈R+ μια πολυμεταβλητή απαριθμήτρια διαδικασία
που έχει ανεξάρτητες προσαυξήσεις και την διωνυμικη ιδιότητα, τότε έχει και
την πολυωνυμική ιδιότητα .
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Κεφάλαιο 5

Πολυμεταβλητές μικτές διαδικασίες
Poisson

Στην ενότητα αυτή θα παρουσιάσουμε την μικτή διαδικασία Poisson των απα-
ριθμήτριων διαδικασιών και επιπλέον να συζητήσουμε κάποιες ιδιότητες αυτών
των διαδικασιών.

5.1 Το Υπόδειγμα

Ορισμός 5.1.1. Μια πολυμεταβλητή απαριθμήτρια διαδικασία του αριθμού των
απαιτήσεων {Nt}t∈Rt λέγεται πολυμεταβλητή μικτή διαδικασία Poisson με κα-
τανομή μίξης U : Bk 7→ [0, 1] αν
U [(0,∞)] = 1 και αν

P [
m∩
j=1

{Ntj −Ntj−1
= nj}]

=

∫
Rk

m∏
j=1

e−1′λ(tj−tj−1)
x(tj − tj−1)

nj

nj!
dU(λ)

για κάθε m ∈ N και t0, t1, ...tm ∈ R+ με 0 = t0 < t1 < ... < tm και για κάθε
nj ∈ Nk

0, j ∈ {1, 2, ...,m}.

Μια σύντομη συζήτηση σχετικά με την υποστήριξη της μικτής κατανομής θα πα-
ραθετηθεί στο τέλος της ενότητας.
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Θα συνδέσουμε τις πολυμεταβλητές μικτές διαδικασίες Poisson με την ενότητα
4.2 δείχνοντας ότι οι πολυμεταβλητές μικτές διαδικασίες Poisson έχουν την πο-
λυωνυμική ιδιότητα .

Λήμμα 5.1.2. ’Εστω η πολυμεταβλητή απαριθμήτρια σ.δ. {Nt}t∈Rt U : Bk 7→ [0, 1]

μια συνάρτηση κατανομής με U [(0,∞)] = 1 τα ακόλουθα είναι ισοδύναμα

(i) Η {Nt}t∈Rt είναι μια πολυμεταβλητή μικτή σ.δ. Poisson με κατανομή μίξης U .

(ii)Η {Nt}t∈Rt έχει την πολυωνυμική ιδιότητα και

P [{Nt = n}] =
∫
Rk

e−1′λt (λt)
n

n! dU(λ)

ισχύει για κάθε t ∈ R+ και n ∈ Nk
0

Απόδειξη. Αφού∫
Rk

m∏
j=1

e−1′λ(tj−tj−1)
λ(tj − tj−1)

nj

nj!
dU(λ)

=

( k∏
i=1

n(i)!∏m
j=1 n

(i)
j !

m∏
j=1

(
tj − tj−1

tm
)n

(i)
j

)∫
Rk

e−1′λtm (λtm)
n

n! dU(λ)

για κάθε m ∈ N και t0, t1, ..., tm ∈ R+ με 0 = t0 < t1 < ... < tm και για κάθε
nj ∈ Nk

0, j ∈ {1, ...,m} με
∑m

j=1 nj = n η ισοδυναμία είναι άμεση συνέπεια του
ορισμού της πολυμεταβλητής μικτής σ.δ.Poisson. 2

Πόρισμα 5.1.3. Έστω {Nt}t∈Rt είναι μια πολυμεταβλητή μικτή σ.δPoisson τότε

(i)P [Nt = n] > 0 για κάθε t > 0 και n ∈ Nk
0

(ii)H σ.δ. {Nt}t∈Rt έχει σταθερές προσαυξήσεις.

(iii)Η {Nt}t∈Rt είναι μια διαδικασία Markov.

Λήμμα 5.1.4. Έστω η {Nt}t∈Rt είναι μια σ.δ. του αριθμού των απαιτήσεων.Τότε
η μικτή διαδικασία Poisson είναι A-σταθερή και επιπλέον η κατανομή μίξης
{ANt}t∈Rt δίνεται από UA

Απόδειξη.
Ως συνέπεια του Λήμματος 5.1.2 και του Λήμματος 4.2.7, εμείς απλά πρέπει να
δείξουμε οτι η μονοδιάστατη κατανομή είναι σταθερή. Έτσι θεωρούμε t ∈ R και
l ∈ Rd

0.Τότε έχουμε
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P [ANt = l] =

∫
Rd

e−1′λ∗t (λ∗t)
l

l! dUA(λ∗)

=

∫
Rd

e−1′Aλt (Aλt)l
l! dUA(λ)

για όλα τα A ∈ A με A ∈ Rd×k

- Έστω A ∈ AP . Τότε η παραπάνω σχέση είναι προφανής.
- Έστω A ∈ AS. Τότε με την βοήθεια της μονότονης σύγκλισης έχουμε

P [ANt = l] =
∑

n∈−1({l})

P [Nt = n]

=
∑
n∈−1

∫
Rk

k∏
i=1

e−λit
(λit)

n(i)

ni!
dU(λ)

=

∫
Rk

∑
n∈−1

k∏
i=1

e−λit
(λit)

n(i)

ni!
dU(λ)

=

∫
Rk

( k∏
i=1

e−λit
(λit)

l(i)

li!

)∑
n∈−1

k∏
i=d+1

e−λit
(λit)

n(i)

ni!
dU(λ)

=

∫
Rd

e−1′Aλt (Aλt)
l

l! dUA(λ).

2

Θεώρημα 5.1.5. Έστω η {Nt}t∈Rt είναι μια μικτή σ.δ. Poisson με κατανομή μίξης
U .Τότε τα ακόλουθα είναι ισοδύναμα

(i) Οι συντεταγμένες των {Nt}t∈Rt είναι ανεξάρτητες

(ii) Ισχύει U =
⊗k

i=1 Ue′i

Απόδειξη. (ii) =⇒ (i) Θεωρούμε m ∈ N και t0, t1, ..., tm ∈ R+ με 0 = t0 < t1 < ... <

tm και nj ∈ Nk
0, j ∈ {1, ...,m}. Τότε

75



P

[ m∩
j=1

{Ntj −Ntj−1
= nj}

]

=

∫
Rk

k∏
i=1

m∏
j=1

e−λi(tj−tj−1)
(λi(tj − tj−1))

n
(i)
j

n
(i)
j !

dU(λ)

=

∫
Rk

k∏
i=1

m∏
j=1

e−λi(tj−tj−1)
(λi(tj − tj−1))

n
(i)
j

n
(i)
j !

d(⊗k
i=1Ue′i)(λ)

=
k∏

i=1

∫
Rk

m∏
j=1

e−λi(tj−tj−1)
(λi(tj − tj−1))

n
(i)
j

n
(i)
j !

dUe′i(λi)

=
k∏

i=1

P

[ m∩
j=1

{N(i)
tj − N(i)

tj−1
= n

(i)
j }
]
.

Υπενθυμίζουμε ότι e′i ∈ A, έτσι ώστε η τελευταία σχέση αληθεύει λόγω του Λήμ-
ματος 5.1.4.

(i) =⇒ (ii) Για ορισμένες πιθανότητες της διαδικασίας θεωρούμε το χρόνο ως με-
ταβλητή. Για κάθε t0, t1, ..., tk ∈ R+ έτσι ώστε 0 < t0 < t1 < ... < tk, η ανεξαρτησία
των συντεταγμένων συνεπάγεται οτι

P

[ k∩
i=1

{N (i)
ti −N

(i)
ti−1

= 0}
]

=
k∏

i=1

P

[
{N (i)

ti −N
(i)
ti−1

= 0}
]

=
k∏

i=1

∫
R
e−λi(ti−ti−1)dUe′i(λi)

=

∫
Rk

e−
∑k

j=1 λi(ti−ti−1)d(
k⊗

i=1

Ue′i)(λ)

και από την άλλη πλευρά έχουμε (όπου (e′1)−1({0}) είναι η αντίστροφη εικόνα
του {0} κάτω από την e′1 ) οτι
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P

[ m∩
j=1

{N (i)
ti −N

(i)
ti−1

= 0}
]

=
∑

n1∈e′−1
1 ({0})

...
∑

nk∈e′−1
k ({0})

P

[ k∩
j=1

{Ntj − Ntj−1
= nj}

]

=
∑

n1∈e′−1
1 ({0})

...
∑

nk∈e′−1
k ({0})

∫
Rk

k∏
i=1

k∏
j=1

e−λi(tj−tj−1)
(λi(tj − tj−1))

n
(i)
j

n
(i)
j !

dU(λ)

=

∫
Rk

∑
n1∈e′−1

1 ({0})

...
∑

nk∈e′−1
k ({0})

k∏
i=1

k∏
j=1

e−λi(tj−tj−1)
(λi(tj − tj−1))

n
(i)
j

n
(i)
j !

dU(λ)

=

∫
Rk

k∏
i=1

e−λi(ti−ti−1)dU(λ)

=

∫
Rk

e−
∑k

j−1 λj(tj−tj−1)dU(λ)

Από το συνδυασμό αυτών των δύο σχέσεων παίρνουμε

∫
Rk

e−z′λdU(λ) =

∫
Rk

e−z′λd(
k⊗

i=1

Ue′i)(λ)

για κάθε z ∈ (0,∞). Αυτή είναι μια ιδιότητα του μετασχηματισμού Laplace.

Από την μοναδικότητα του μετασχηματισμού Laplace (βλ.π.χ.[15], Theorem 5.3)
έχουμε οτι U =

⊗k
i=1 Ue′i . 2

Το παραπάνω θεώρημα είναι μια εξήγηση για τη χρήση των πολυμεταβλητών
μικτών διαδικασιών Poisson. Μόνο στην περίπτωση μιας μικτής κατανομής που
είναι ένα γινόμενο των μονοδιάστατων περιθώριων κατανομών της, οι συντεταγ-
μένες είναι ανεξάρτητες. Υπό μία τέτοια κατάσταση η θεωρία των μονοδιάστατων
μικτών διαδικασιών Poisson είναι επαρκής. Σε όλες τις άλλες περιπτώσεις, η με-
λέτη των πολυμεταβλητών σ.δ. καθίσταται αναγκαία.
Για τη χρήση των poterior κατανομών μιας πολυμεταβλητής μικτής διαδικασίας
Poisson με κατανομή μίξης το επόμενο θεώρημα μας δίνει όλες τις απαραίτη-
τες πληροφορίες. Για μονομεταβλητές μικτές διαδικασίες Poisson ο ισχυρισμός
αναφέρεται με παρόμοια μορφή, για παράδειγμα από τους Willmot και Sundt
[1989] (βλ.πχ.[27]).
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Για να αποκτήσουμε έναν απλό συμβολισμό εισάγουμε την κατανομή Ut,n : B(Rk)→
[0, 1] έτσι ώστε

Ut,n :=

∫
B
e−1′λtλndU(λ)∫

Rk e−1′λtλndU(λ)

για αυθαίρετo n ∈ Nk
0, t > 0 και δοθείσα κατανομή U : B(Rk)→ [0, 1] με U [Rk

+] = 1.

Σύμφωνα με τον προηγούμενο ορισμό επιπλέον ορίζουμε U0,0 := U .

Θεώρημα (5.1.6). Έστω η {Nt}t∈R+ είναι μια πολυμεταβλητή μικτή σ.δ. Poisson

με κατανομή μείξης U . Τότε για κάθε n ∈ Nk
0, t > 0 η διαδικασία {Kt,h}h∈R+ των

προσαυξήσεων της Nt είναι μια πολυμεταβλητή μικτή σ.δ. Poisson με κατανομή
μείξης Ut,n στον χώρο πιθανότητας (Ω,F , Pt,n).

Απόδειξη. Θεωρούμε m ∈ N και h0, h1, ..., hm ∈ R+ με 0 = h0 < h1 < ... < hm και
nj ∈ Nk

0, j ∈ {1, ...,m} καθώς και t > 0 και n ∈ Nk
0.

Από το Πόρισμα 5.1.3 (i) παίρνουμε οτι P [{Nt = n}] > 0. Τότε έχουμε

Pt,n

[ m∩
j=1

{Kt,hj
−Kt,hj−1

= nj}
]

:= P

[ m∩
j=1

{(Nt+hj
− Nt)− (Nt+hj−1

−Nt) = nj}|{N = n}
]

=
P [
∩m

j=1{(Nt+hj
− Nt)− (Nt+hj−1

−Nt) = nj} ∩ {N = n}]
P [{N = n}]

=

∫
Rk

(∏m
j=1 e

−1′λ(hj−hj−1) λ(hj−hj−1)
nj

nj !

)
e−1′λt (λt)n

n! dU(λ)∫
Rk e−1′λt (λt)n

n! dU(λ)

=

∫
Rk

( m∏
j=1

e−1′λ(hj−hj−1)
λ(hj − hj−1)

nj

nj!

)
dUt,n(λ),

όπου η τέταρτη ισότητα είναι συνέπεια του ορισμού της Ut,n. Επομένως έπεται ο
ισχυρισμός. 2

Το παραπάνω θεώρημα δεν παρέχει μόνο μια αναπαράσταση των posterior κα-
τανομών, αλλά αναφέρει επίσης ότι το μοντέλο των πολυμεταβλητών μικτών δια-
δικασιών Poisson με κατανομή μείξης εξακολουθεί να ισχύει για τις ανεξάρτητες
προσαυξήσεις , ανεξάρτητα από τον χρόνο που αρχίζουμε να παρακολουθούμε
την διαδικασία.
Τώρα θα συζητήσουμε σχετικά με τον φορέα μιας μικτής κατανομή μίας πολυ-
μεταβλητής μικτής διαδικασίας Poisson.
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Για το σκοπό αυτό θεωρούμε στοχαστικές διαδικασίες οι οποίες πληρούν την
σχέση

P [{Nt = n}] =
∫
Rk

e−1′λt (λt)
n

n! dU(λ)

για κάθε t ∈ R+ και n ∈ Nk
0 και όπου U : Bk → [0, 1] είναι μια κατανομή με

U [Rk
+] = 1. Σε σύγκριση με μικτές διαδικασίες Poisson επεκτείνουμε τον φορέα

της κατανομής μείξης από το (0,∞) στο Rk
+.

Τα επόμενα δύο λήμματα περιέχουν ιδιότητες των εξεταζόμενων διαδικασιών.

Λήμμα (5.1.7). Έστω η {Nt}t∈Rt είναι μια σ.δ. σε k διαστάσεις, για την οποία
ισχύει

P [{Nt = n}] =
∫
Rk

e−1′λt (λt)
n

n! dU(λ)

για κάθε t ∈ R+ και n ∈ Nk
0 με U [Rk

+] = 1. Τότε για κάθε A ∈ A ισχύει

P [{Nt = l}] =
∫
Rd

e−1′λt (λt)
l

l! dUA(λ)

για κάθε t ∈ R+ και l ∈ Nd
0 , όπου για την κατανομή μείξης U : B(Rd)→ [0, 1]

ισχύει UA[Rd
+] = 1.

Απόδειξη. Η απόδειξη της ιδιότητας για τις μονομεταβλητές κατανομές είναι
εντελώς ίδια με την απόδειξη του Λήμματος 5.1.4. Επιπλέον, με A ∈ A έχουμε
έχουμε
1 ≥ UA[Rd

+] = U [A−1Rd
+] ≥ U [Rk

+] = 1. ???????????? Έτσι UA[Rd
+] = 1. 2

Λήμμα (5.1.8). Έστω η {Nt}t∈Rt είναι μια σ.δ. σε k διαστάσεις, για την οποία
ισχύει

P [{Nt = n}] =
∫
Rk

e−1′λt (λt)
n

n! dU(λ)

για κάθε t ∈ R+ και n ∈ Nk
0 με U [Rk

+] = 1. Τότε ισχύει

lim
t↑∞

P [{Nt = n}] =
{

U [{0}] αν n = 0
0 αν n ∈ Nk

0|{0}

Απόδειξη. Πρώτον, ας εξετάσουμε την συνάρτηση f : (0,∞) → R με f(λ) :=

e−λt(λt)n με t > 0 και n ≥ 1. Τότε έχουμε

f ′(λ) = e−λtλn−1tn(n− λt)
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f ′′(λ) = e−λtλn−2tn((n− λt)2 − n)

και λ∗ := n
t
είναι η θέση που μεγιστοποιήται η f με f(λ∗) = e−nnn.. Ως εκ τούτου

e−λt(λt)n ≤ e−nnn και

e−1′λt (λt)
n

n! =
k∏

i=1

e−λit
(λit)

n(i)

n(i)!
≤

k∏
i=1

e−n(i)

(n(i))n
(i)

για κάθε λ ∈ Rk
+, t > 0 και n ∈ Nk

0.

Από το Θεώρημα της κυριαρχημένης σύγκλισης έχουμε

lim
t↑∞

P [{Nt = n}] = lim
t↑∞

∫
Rk

e−1′λt (λt)
n

n! dU(λ)

= U [{0}]0
n

n! + limt↑∞

∫
Rk
+|{0}

e−1′λt (λt)
n

n! dU(λ)

= U [{0}]0
n

n! +
∫
Rk
+|{0}

lim
t↑∞

e−1′λt (λt)
n

n! dU(λ)

= U [{0}]0
n

n! .

Επομένως έπεται ο ισχυρισμός. 2

Προσθέτοντας τώρα τις ιδιότητες των τροχιών μιας πολυμεταβλητής απαριθμή-
τριας διαδικασίας έχουμε το ακόλουθο αποτέλεσμα.

Λήμμα (5.1.9). Έστω η {Nt}t∈Rt είναι μια πολυμεταβλητή απαριθμήτρια διαδι-
κασία για την οποία ισχύει

P [{Nt = n}] =
∫
Rk

e−1′λt (λt)
n

n! dU(λ)

για κάθε t ∈ R+ και n ∈ Nk
0 με U [Rk

0] = 1. Τότε U [(0,∞)] = 1.

Απόδειξη. Από το προηγούμενο λήμμα και από το Λήμμα 4.1.4 (iv) ισχύει η
σχέση U [{0}] = limt↑∞ P [{Nt = 0}] = 0. Δεδομένου ότι για κάθε A ∈ A η μετα-
σχηματισμένη διαδικασία {Nt}t∈Rt είναι μια απαριθμήτρια διαδικασία (από το
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Λήμμα 4.1.2) και έχει κατανομές μικτής Poisson (από το Λήμμα 5.1.7), παίρ-
νουμε U[{0}] = 0. Για κάθε i ∈ {1, ..., k} ο μετασχηματισμός A := e′i ικανο-
ποιεί την A ∈ A και έτσι έχουμε 0 = Ue′i

[{0}] = U [e′−1
i ({0})] = U [

∏k
j=1Bj] με

j :=

{
{0} αν i = j

R αλλιώς.
Άρα U [Rk

+ \ (0,∞)] = 0. 2

Ως εκ τούτου, ο περιορισμός της κατανομής μείξης στον ορισμό των πολυμεταβλη-
τών μικτών διαδικασιών Poisson δεν έχει καμία επίδραση. Οι τροχιές, οι οποίες
σχεδόν σίγουρα αυξάνονται στο άπειρο, δεν επιτρέπουν στην κατανομή μείξης να
έχει θετική μάζα στο μηδέν σε οποιαδήποτε συντεταγμένη. Όταν παραλείψουμε
αυτή την ιδιότητα των τροχιών στον ορισμό των απαριθμήτριων διαδικασιών, θα
πρέπει να προσθέσουμε μια άλλη ιδιότητα, όπως οτι οι τροχιές που αυξάνουν στο
άπειρο έχουν τουλάχιστον αυστηρά θετικές πιθανότητες, για να εξασφαλιστεί για
παράδειγμα, ότι η διωνυμική ιδιότητα οδηγεί σε αυστηρά θετικές πιθανότητες για
όλους τους αριθμούς των γεγονότων (P [{Nt = n}] > 0 για κάθε t > 0 και n ∈ Nk

0).
Παράβαλε Λήμμα 4.2.8

5.2 Ένας χαρακτηρισμός

Σε αυτή την ενότητα θα χαρακτηρίσουμε τις πολυμεταβλητές μικτές διαδικασίες
Poisson στην κατηγορία των πολυμεταβλητών απαριθμητριών διαδικασιών. Για
το επόμενο λήμμα θα εισάγουμε ένα νέο συμβολισμό. Για n ∈ Nk

0 θέτουμε

Πn(t) := P

[ k∩
i=1

{N (i)
ti = n(i)}

]
με t ∈ Rk

+.

Λήμμα (5.2.1). Έστω η {Nt}t∈R+ είναι μια πολυμεταβλητή απαριθμήτρια σ.δ.
που έχει την επεκταμένη διωνυμική ιδιότητα . Τότε για κάθε t > 0 και n ∈ Nk

0

ισχύει

P [{Nt = n}] = (−t)1′n

n! DnΠ0(t1).

Επιπλέον, υπάρχει μια κατανομή U : Bk→ [0, 1] με U [(0,∞)] = 1 έτσι ώστε να
ισχύει
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P [{Nt = n}] =
∫
Rk

e−1′λt (λt)
n

n! dU(λ)

για κάθε t ∈ R+ και n ∈ Nk
0.

Απόδειξη. Θεωρούμε t ∈ Rk
+, t ∈ R+ με t ∈ 0, t1). Από την επεκταμένη διωνυμική

ιδιότητα προκύπτει

Πn(t) =
∑

l∈[n,∞) P

[∩k
i=1{N

(i)
ti = n(i)} ∩ {N (i)

t −N
(i)
ti = l(i) − n(i)

]
=
∑

l∈[n,∞]

(∏k
i=1

(
l(i)

n(i)

)(
ti
t

)n(i)(
1− ti

t

)l(i)−n(i))
Πl(t1).

Ιδιαιτέρως, έχουμε

Π0(t) =
∑
l∈Nk

0

( k∏
i=1

(
1− ti

t

)l(i))
Πl(t1)

=
∑
l∈Nk

0

( k∏
i=1

(
ti − t)l

(i)

)
Πl(t1)
t1′l

Η δυναμοσειρά Π0(t) σε k συντεταγμένες είναι απολύτως φραγμένη για t ∈
(0, 2t1) επειδή

∑
l∈Nk

0
Πl(t1) = 1 και άρα είναι απόλυτα συγκλίνουσα. Επομέ-

νως, η Π0 είναι συνεχής στο (0, 2t1) και η δυναμοσειρά παραγωγίζεται άπειρα
φορές επάνω σε αυτό το ανοιχτό σύνολο (βλ. Dieudonne [8])

DnΠ0(t) =
∑

l∈[n,∞)

( k∏
i=1

l(i)!

(l(i) − n(i))!

(
1− ti

t

)l(i)−n(i)(
−1
t

)n(i))
Πl(t1)

=
n!

(−t)n
∑

l∈[n,∞)

( k∏
i=1

(
l(i)

n(i)

)(
ti
t

)n(i)(
1− ti

t

)l(i)−n(i))
Πl(t1)

και ως εκ τούτου ισχύει

Πn(t) =
(−t)n

n! DnΠ0(t)
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για κάθε t ∈ (0, 2t1). Αφού το t ήταν αυθαίρετο, η ανισότητα

(−1)1′nDnΠ0(t) ≥ 0

ισχύει για κάθε t ∈ (0,∞) και η Π0 είναι συνεχής στο (0,∞).
Από το Λήμμα 4.1.4 (ii) προκύπτει ότι η Π0 είναι δεξία συνεχής στο 0 και έτσι
η Π0 είναι συνεχής στο Rk

+. Τελευταίο, αλλά όχι λιγότερο σημαντικό έχουμε οτι
Π0 = 1 αφού η {Nt}t∈R+ είναι μια πολυμεταβλητή απαριθμήτρια σ.δ.
Έτσι η Π0 πληρεί όλες τις προϋποθέσεις του Θεωρήματος Bernstein−Widder σε
k διαστάσεις (3.3.4), το οποίο συνεπάγεται την ύπαρξη μιας κατανομής U : Bk→
[0, 1] με U [Rk

0] = 1 έτσι ώστε για κάθε t ∈ Rk
+ να ισχύει η σχέση

Π0(t) =
∫
Rk

e−t′λdU(λ)

Έτσι παίρνουμε Π0(t) = MU(−t), όπου MU είναι η ροπογεννήτρια συνάρτηση της
U . Αφού η MU είναι πεπερασμένη στο (−∞,0] μπορούμε να χρησιμοποιήσουμε
το Λήμμα (3.2.1) για να παραγωγίσουμε την Π0 στο (0,∞). Έτσι έχουμε

Πn(t) =
(−t)n
n! DnΠ0(t)

=
(−t)n
n!

∫
Rk

(−λ)ne−t′λdU(λ)

=

∫
Rk

e−t′λ tnλn

n! dU(λ).

Χρησιμοποιώντας την σχέση P [{Nt = n}] = Πn(t1), παίρνουμε αμέσως ότι

P [{Nt = n}] = (−t)1′n

n! DnΠ0(t1)

και

P [{Nt = n}] =
∫
Rk

e−1′λt (t)
n

n! dU(λ)

ισχύει για κάθε t > 0 και n ∈ Nk
0

Οι τελευταίες ισιότητες ισχύουν επίσης για t = 0 καθώς όλες οι τροχιές σχεδόν σί-
γουρα ξεκινούν από το 0. Eπί πλέον από το Λήμμα 5.1.9 έχουμε οτι U [(0,∞)] = 1

Το οποίο ολοκληρώνει την απόδειξη. 2
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Δεδομένου ότι στην προηγούμενη απόδειξη χρειαζόμαστε πολλές διαφορετικές
μεταβλητές του χρόνου καθώς η διαδικασία έχει συντεταγμένες, δεν είναι δυνατόν
να αντικατασταθεί η επεκτεταμένη διωνυμική ιδιότητα από τη διωνυμική ιδιό-
τητα . Ωστόσο, καθώς η διωνυμική ιδιότητα μεταφέρεται στην μετασχηματσμένη
διαδικασία και η επεκτεταμένη διωνυμική ιδιότητα με την διωνυμική ιδιότητα
είναι ταυτόσημες, για μια μονομεταβλητή απαριθμήτρια διαδικασία, έχουμε το
ακόλουθο πόρισμα.

Πόρισμα 5.2.2. Έστω η {Nt}t∈R+ είναι μια πολυμεταβλητή μικτή σ.δ. η οποία
έχει την διωνυμική ιδιότητα . Έστω A ∈ A με A ∈ R1×k. Τότε υπάρχει μια
κατανομή U : Bk→ [0, 1] με U [(0,∞)] = 1 έτσι ώστε

P [{ANt = n}] =
∫
R
e−λt (λt)

n

n!
dU(λ)

ισχύει για κάθε t ∈ R+ και n ∈ N0.

Ιδιαιτέρως, αυτό ισχύει για όλες τις συντεταγμένες {N (i)
t }t∈R+ για i ∈ {1, ..., k}

και το άθροισμα {1′Nt}t∈R+ όλων των συντεταγμένων της πολυμεταβλητής απα-
ριθμήτριας διαδικασίας.
Από το Λήμμα 5.2.1, ο ακόλουθος χαρακτηρισμός των πολυμεταβλητών μικτών
διαδικασιών Poisson είναι μάλλον προφανής.

Θεώρημα χαρακτηρισμού 5.2.3. Έστω η {Nt}t∈R+ είναι μια πολυμεταβλητή
απαριθμήτρια διαδικασία Τότε τα ακόλουθα είναι ισοδύναμα

(i) Η {Nt}t∈R+ είναι μια πολυμεταβλητή μικτή διαδικασία Poisson .

(ii) Η {Nt}t∈R+ έχει την πολυωνυμική ιδιότητα .

(iii) Η {Nt}t∈R+ έχει την επεκτεταμένη διωνυμική ιδιότητα και την ιδιότητα
Markov.

(iv) Η {Nt}t∈R+ έχει την διωνυμική ιδιότητα και την ιδιότητα Markov.

Απόδειξη. Η ισοδυναμία των (ii), (iii) και (iv) είναι ήδη γνωστή από το Λήμμα
4.2.16. Επιπλέον, από το Λήμμα 5.1.2 ισχύει (i) =⇒ (ii). Έτσι, παραμένει να
αποδειχθεί οτι (iii) =⇒ (i).
Από το Λήμμα 5.2.1 υπάρχει μια κατανομή U : Bk→ [0, 1] με U [(0,∞)] = 1 έτσι
ώστε να ισχύει

P [{Nt = n}] =
∫
Rk

e−1′λt (λt)
n

n! dU(λ)
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για κάθε t ∈ R+ και n ∈ Nk
0.

Από την πολυωνυμική ιδιότητα , η οποία είναι γνωστό οτι είναι ισοδύναμη με το
(iii), σε συνδυασμό με το Λήμμα 5.1.2 έπεται ο ισχυρισμός. 2

Έτσι, με μια πολυμεταβλητή μικτή διαδικασία Poisson με κατανομή μείξης είμα-
στε σε μια άνετη κατάσταση. Δεν είναι μόνο ότι, λόγω της πολυωνυμικής ιδιότητας
έχουμε μόνο να εξετάσουμε τις μονοδιάστατες κατανομές αντί της πεπερασμένης
διάστασης κατανομές, αλλά και η μονοδιάστατη κατανομή μπορεί να μετατραπεί
σε μια συνάρτηση,η οποία είναι ροπογεννήτρια συνάρτηση της κατανομής μείξης.

Πόρισμα 5.2.4. Έστω η {Nt}t∈R+ είναι μια πολυμεταβλητή μικτή διαδικασία
Poisson με κατανομή μείξης U . Τότε η ισότητα

P [{Nt = n}] = t1
′n

n! D
nMU(−t1)

ισχύει για κάθε t > 0 και n ∈ Nk
0.

Απόδειξη. Για Π0(t) = MU(−t), έχουμε από το Λήμμα 5.2.1

P [{Nt = n}] =
(−t)1′n

n! DnΠ0(t1)

=
(−t)1′n

n!
∂1′nMU(−x)

∂nx |x=t1

=
t1

′n

n! MU(−t1)

ο ισχυρισμός είναι προφανής. 2

Δοσμένης μιας πολυμεταβλητής μικτής διαδικασίας Poisson η συνάρτηση Π0, η
οποία μπορεί να εκφραστεί από τη ροπογεννήτρια συνάρτηση της κατανομής μεί-
ξης, παρέχει όλες τις απαραίτητες πληροφορίες για τις πεπερασμένων διαστά-
σεων κατανομές. Επιπλέον, μπορούμε επίσης να αντλήσουμε διωνυμικές ροπές
της διαδικασίας από αυτήν την ροπογεννήτρια συνάρτηση, όπως θα δείξουμε στη
ενότητα 5.3. Η Π0 ως μία συνάρτηση του χρόνου όχι μόνο παρέχει όλες τις πληρο-
φορίες μια πολυμεταβλητής μικτής διαδικασίας Poisson αλλά επίσης η κατανομή
του Nt για κάθε t > 0 είναι επαρκής για τον προσδιορισμό των κατανομών πεπε-
ρασμένων διαστάσεων της διαδικασίας. Θα αναπτύξουμε το επόμενο λήμμα για
να δούμε πώς λειτουργεί αυτό.

85



Λήμμα 5.2.5. Έστω U και V είναι δυο κατανομές με U [(0,∞)] = V [(0,∞)] = 1.
Έστω t > 0 και έστω οτι∫

Rk

e−λt (λt)
n

n! dU(λ) =

∫
Rk

e−λt (λt)
n

n! dV (λ)

για κάθε n ∈ Nk
0. Τότε U = V .

Απόδειξη. Η ροπογεννήτριες συναρτήσεις MU και MV είναι πεπερασμένες για
όλα τα s < 0. Χρησιμοποιόντας το Λήμμα 3.2.1 παρατηρούμε οτι υπάρχει για
όλα τα s < 0 ένα ανάπτυγμα Taylor γύρω από το s και έτσι οι ροπογεννήτριες
συναρτήσεις είναι αναλυτικές για s < 0. Εξετάζοντας το ανάπτυγμα Taylor στη
περιοχή B του −t1 έχουμε για όλα τα s ∈ B οτι

MU(s) =
∑
n∈Nk

0

(s+ t1)n
n!

∫
Rk

e−1′λtλndU(λ)

=
∑
n∈Nk

0

(
1

t
(s+ t1)

)n ∫
Rk

e−1′λt (λt)
n

n! dU(λ)

=
∑
n∈Nk

0

(
1

t
(s+ t1)

)n ∫
Rk

e−1′λt (λt)
n

n! dV (λ)

= MV (s).

Έτσι, MU(s) = MV (s) για κάθε s ∈ B, από το οποίο προκύπτει (βλ. Dieudonne
[8], 9.4.2) οτι MU(s) = MV (s) για κάθε s < 0. Αφού οι U και V έχουν μάζα στο
θετικό κώνο του Rk καθώς και οι MU και MV είναι συνεχείς στο (−∞,0] η σχέση
MU(s) = MV (s) ισχύει για κάθε s ≤ 0, η οποία είναι ισοδύναμη με την LU = LV

κάτω από τις υποθέσεις του λήμματος, όπου με LU και LV συμβολίζουμε το
μετασχηματισμό Laplace του μέτρου U και V , αντίστοιχα. Η μοναδικότητα του
μετασχηματισμού Laplace (βλ. Kallenberg [2002] Theorem 5.3 [15]) μας δίνει οτι
U = V . 2

Τώρα είναι φανερό ότι η κατανομή μείξης U καθορίζεται από την κατανομή ενός
μόνο τυχαίου διανύσματος Nt, ανεξάρτητα από το t > 0. Στην μονομεταβλητή
περίπτωση μπορούν να βρευούν συγκεκριμένες αποδείξεις (βλ. π.χ. Teicher [25]
(1961) ή Grandell [10] (1976) , Theorem 1.1) που δείχνουν οτι κατανομή μείξης
προσδιορίζεται μονοσήμαντα από τη μικτή κατανομή Poisson που έχουμε.
Αφού μια πολυμεταβλητή απαριθμήτρια διαδικασία που έχει τη διωνυμική ιδιό-
τητα και ανεξάρτητες προσαυξήσεις διαθέτει την πολυωνυμική ιδιότητα (βλ. Πό-
ρισμα 4.2.20), είναι μια πολυμεταβλητή μικτή διαδικασία Poisson με κατανομή
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μείξης, επίσης Ωστόσο, για να είμαστε πιο ακριβείς είναι μια κάπως ιδιαίτερη
πολυμεταβλητή μικτή διαδικασία Poisson. Για να γίνει αντιληπτή η έννοια της
λέξης ”ιδιαίτερη” δίνουμε τον ακόλουθο ορισμό.

Ορισμός 5.2.6. Μια πολυμεταβλητή απαριθμήτρια διαδικασία {Nt}t∈R+ , λέγεται
πολυμεταβλητή διαδικασία Poisson
(multivariate Poisson process) αν είναι μια πολυμεταβλητή μικτή διαδικασία Poisson

με κατανομή μείξης U και υπάρχει κάποιο x ∈ (0,∞) ώστε U [{x}] = 1.

Με άλλα λόγια, μία διαδικασία Poisson πολλών μεταβλητών είναι μια πολυμετα-
βλητή μικτή διαδικασία Poisson με εκφυλισμένη κατανομή μίξης . Άρα

P

[ m∩
j=1

{Ntj −Nti = nj}
]
=

k∏
i=1

m∏
j=1

e−xi(tj−tj−1)
(xi(tj − tj−1))

n
(i)
j

n
(i)
j !

ισχύει για κάθε m ∈ N, t0, t1, ..., tm ∈ R+ με 0 = t0 < t1 < ... < tm και για κάθε
nj ∈ Nk

0 με j ∈ {1, ...,m}. Είναι εύκολο να δούμε ότι αυτή η διαδικασία έχει
ανεξάρτητες συντεταγμένες, οι οποίες είναι μονοδιάστατες διαδικασίες Poisson
με τη συνήθη έννοια. Ωστόσο, ο προηγούμενος ορισμός χρησιμεύει μόνο ως σημείο
αναφοράς, για παράδειγμα, στο επόμενο θεώρημα.

Θεώρημα 5.2.7. Έστω η {Nt}t∈R+ είναι μια πολυμεταβλητή απαριθμήτρια δια-
δικασία . Tότε τα παρακάτω είναι ισοδύναμα:

(i) Η {Nt}t∈R+ είναι μια πολυμεταβλητή διαδικασία Poisson.

(ii) Η {Nt}t∈R+ έχει την διωνυμική ιδιότητα και ανεξάρτητες προσαυξήσεις .

(iii) Η {Nt}t∈R+ έχει ανεξάρτητες προσαυξήσεις και κάθε συντεταγμένη της είναι
μια διαδικασία Poisson.

Απόδειξη. (c)⇐⇒ (a): Η παράσταση των πεπερασμένων διαστάσεων κατανομών
αμέσως αποδίδει τον ισχυρισμό.
(a) =⇒ (b): Καθώς κάθε πολυμεταβλητή διαδικασία Poisson είναι μια πολυμε-
ταβλητή μικτή διαδικασία , έχει την διωνυμική ιδιότητα . Οι ανεξάρτητες προ-
σαυξήσεις είναι εμφανείς από την παράσταση των πεπερασμένων διαστάσεων
κατανομών.
(b) =⇒ (a): Από το Πόρισμα 4.2.20 και το Θεώρημα 5.2.3, η {Νt}t∈R είναι μια
πολυμεταβλητή μικτή διαδικασία Poisson με κατανομή μίξης U . Επιπλέον, η με-
τασχηματισμένη διαδικασία {ANt∈R+} με A ∈ A έχει επίσης, ως συνέπεια των
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Λημμάτων 4.2.7 και 4.2.3, την διωνυμική ιδιότητα και ανεξάρτητες προσαυξή-
σεις . Ιδιεταίρως, αυτό ισχύει με A = e′i για κάθε συντεταγμένη {N(i)

t }t∈R+ ,
i ∈ {1, ..., k}. Από τους Schmidt και Zocher [22] Theorem 3.2 κάθε συντεταγ-
μένη είναι μια διαδικασία Poisson και επομένως για κάθε i ∈ {1, ...k} υπάρχει
κάποιο xi ∈ (0,∞) έτσι ώστε {N(i)

t }t∈R+ είναι μια μικτή διαδικασία Poisson με
κατανομή μίξης δxi

. Ως εκ τούτου η

U = δx =
k⊗

i=1

δxi

είναι η μόνη κατανομή με Ue′i = δxi
για κάθε i ∈ {1, ..., k}. Επομένως, η {Nt}t∈R+

είναι μια πολυμεταβλητή διαδικασία Poisson. 2

Πόρισμα 5.2.8. Έστω η {Nt}t∈R+ είναι μια πολυμεταβλητή μικτή διαδικασία
Poisson . Τότε τα παρακάτω είναι ισοδύναμα:

(i) Η {Nt}t∈R+ έχει ανεξάρτητες προσαυξήσεις

(ii) Η {Nt}t∈R+ είναι μια πολυμεταβλητή διαδικασία Poisson.

5.3 Οι ροπές

Σε αυτή την ενότητα θα ασχοληθούμε με κάποιες ιδιότητες των διωνυμικών ρο-
πών, ροπών γύρω από την αρχή η και των κεντρικών ροπών των τυχαίων διανυ-
σμάτων Nt, t ∈ R+. Kαι πάλι, η ροπογεννήτρια συνάρτηση της κατανομής μίξης
θα διαδραματίσει ηγετικό ρόλο. Επιπλέον, η πιθανογεννήτρια συνάρτηση θα βοη-
θήσει επίσης στο να αναλύσουμε τις ροπές τυχαίων διανυσμάτων.

Θεώρημα 5.3.1. Έστω η {Nt}t∈R+ είναι μια πολυμεταβλητή μικτή διαδικασία
Poisson με κατανομή μίξης U . Τότε η σχέση

gNt(r) = MU(t(r− 1))

ισχύει για όλα τα r ∈ [0, 1] και t ∈ R+.
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Απόδειξη. Θεωρούμε r ∈ [0, 1] και t ∈ R+. Τότε

gNt(r) =
∑
n∈Nk

0

rnP [{Nt = n}]

=
∑
n∈Nk

0

rn
∫
Rk

e−1′λt (λt)
n

n! dU(λ)

=

∫
Rk

∑
n∈Nk

0

rne−1′λt (λt)
n

n! dU(λ)

=

∫
Rk

e−1′λt
k∏

i=1

∑
n(i)∈N0

(λitri)
n(i)

n(i)!
dU(λ)

=

∫
Rk

e−1′λter
′λtdU(λ)

= MU(t(r− 1))

και ο ισχυρισμός είναι εμφανής. 2

Πόρισμα 5.3.2. Έστω η {Nt}t∈R+ είναι μια πολυμεταβλητή μικτή διαδικασία
Poisson με κατανομή μίξης U και έστω A ∈ A. Τότε

(i) gANt(r) = gNt(A
′r) αν A ∈ AP ∪ AC .

(ii) gANt(r) = gNt(A
′r+ 1− A′1) αν A ∈ AS.

Απόδειξη. (i) =⇒ (ii) Έστω οτι ισχύει η (i). Τότε για αυθαίρετο A ∈ A έχουμε

gANt(r) = MUA
(t(r− 1))

= MU(A
′t(r− 1))

= MU(t(A
′r− A′1))

= MU(t(A
′r− A′1+ 1− 1))

= gNt(A
′r+ 1− A′1)

Όπου η πρώτη ισότητα προκύπτει με τον ίδιο τρόπο απόδειξης του Θεωρήματος
5.3.1 , δεύτερη από το Λήμμα 3.2.2 , ενώ η τελευταία ισότητα είναι συνέπεια του
Θεωρήματος 5.3.1.
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(ii) =⇒ (i) Αφού A′1 = 1 και A ∈ AP ∪ AC Άρα ισχύει η (ii). 2

Το Θεώρημα 3.3.1 δείχνει ότι η ροπογεννήτριας συνάρτηση της κατανομής μίξης
περιέχει επίσης πληροφορίες σχετικά με τις διωνυμικές ροπές των πολυμεταβλη-
τών μικτών διαδικασιών Poisson. Αυτό μας δίνει τη δυνατότητα να διατυπώσουμε
συνθήκες για το πεπερσμένο τέτοιων ροπών στα επόμενα δύο θεωρήματα. Αλλά
πριν από αυτό αναφέρουμε ένα σύντομο λήμμα.

Λήμμα 5.3.3. Έστω η {Nt}t∈R+ είναι μια πολυμεταβλητή μικτή διαδικασία
Poisson με κατανομή μίξης U και έστω A ∈ A. Τότε

E

[(
Nt

l

)]
=

t1
′l

l!

∫
Rk

λlU(dλ)

ισχύει για κάθε l ∈ Nk
0 και t ∈ R+.

Απόδειξη. Έστω l ∈ Nk
0 και t ∈ R+. Από το Λήμμα 3.1.2, το Θεώρημα 5.3.1, το

Λήμμα 3.2.1 και από το το θεώρημα μονότονης σύγκλισης έχουμε

E

[(
Nt

l

)]
= sup

r∈[0,1)

1

l!D
lgNt(r)

= sup
r∈[0,1)

1

l!
∂1′lMU(t(x− 1))

∂lx |x=r

= sup
s∈[−t1,0)

t1
′l

l! D
lMU(s)

=
t1

′l

l! sup
s∈[−t1,0)

∫
Rk

λles
′λU(dλ)

=
t1

′l

l!

∫
Rk

sup
s∈[−t1,0)

λles
′λU(dλ)

=
t1

′l

l!

∫
Rk

λlU(dλ)

όπου η πρώτη ισότητα προκύπτει από το Λήμμα 3.1.2, η δεύτερη από το Θεώρημα
5.3.1 και τον ορισμό της παραγώγου και η τέταρτη είναι συνέπεια του Λήμματος
3.2.1
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Αφού N0 = 0 σχεδόν βέβαια ο ισχυρισμός ισχύει για t = 0, επίσης. 2

Θεώρημα 5.3.4. Έστω η {Nt}t∈R+ είναι μια πολυμεταβλητή μικτή διαδικασία
Poisson με κατανομή μίξης U και l ∈ Nk

0. Τότε τα ακόλουθα είναι ισοδύναμα.

(a) Υπάρχουν κάποια t > 0 έτσι ώστε να ισχύει η σχέση

E

[(
Nt

1

)]
<∞.

(b) Η σχέση

E

[(
Nt

1

)]
<∞

ισχύει για t ∈ R+.

(c) H κατανομή μίξης ικανοποιεί την σχέση∫
Rk

λldU(λ) <∞.

(d) Για κάθε s ∈ (−∞,0) ισχύει η ανισότητα

lim
r→s

DlMU |(−∞,0) (r) <∞.

Αν η {Nt}t∈R+ πληροί μία και ως εκ τούτου όλες τις προηγούμενες ιδιότητες,
τότε

E

[(
Nt

1

)]
=

t1
′l

l! limr→0
DlMU |(−∞,0) (r)

για κάθε t ∈ R+.

Απόδειξη. Η ισοδυναμία των (a), (b) και (c) προκύπτει από το Λήμμα 5.3.3.

(a)⇐⇒ (b) Σύμφωνα με το Θεώρημα 5.3.1 ισχύει
gNt(r) = MU(t(r− 1)) ισχύει για r ∈ [0, 1] και t > 0. Έτσι, ο ισχυρισμός προκύπτει
αμέσως από το Λήμμα 3.1.5.
Επιπλέον, έχουμε

E

[(
Nt

1

)]
=

1

l! limr↑1 DlgNt |[0,1) (r)

=
1

l! lim
r↑1,r∈[0,1)

∂1′lMU(t(x− 1))
∂lx |x=r

=
t1

′l

l! limr↑0 DlMU |(−∞,0) (r)
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για κάθε t > 0. Αφού N0 = 0 σχεδόν σίγουρα, ο ισχυρισμός ισχύει για t = 0,
επίσης. 2

Θεώρημα 5.3.5. Έστω η {Nt}t∈R+ είναι μια πολυμεταβλητή μικτή διαδικασία
Poisson με κατανομή μίξης U και l ∈ Nk

0. Τότε τα ακόλουθα είναι ισοδύναμα:

(a) Για όλα τα m ≤ l υπάρχει t > 0 έτσι ώστε να ισχύει

E[(Nt)
m] <∞.

(b) Για όλα τα m ≤ l η ανισότητα

E[(Nt)
m] <∞

ισχύει για t ∈ R+.

(c) Για όλα τα m ≤ l ισχύει η ανισότητα∫
Rk

λmU(dλ) <∞.

(d) Για όλα τα m ≤ l η m-οστή παράγωγος του MU |(−∞,0] είναι συνεχής στο
(−∞,0].

Αν η {Nt}t∈R+ ικανοποιεί μία και ως εκ τούτου όλες τις προηγούμενες ιδιότητες,
τότε ισχύει

E

[(
Nt

1

)]
=

t1
′l

l! D
lMU |(−∞,0] (0)

για κάθε t ∈ R+.

Απόδειξη. Λόγω του Λήμματος 3.1.8 έχουμε την ισοδυμανία των (a), (b) και (c)
από το Θεώρημα 3.3.4.
(b) ⇐⇒ (d): Σύμφωνα με το Θεώρημα 3.3.1 ισχύει gNt(r) = MU(t(r− 1)) για όλα
τα r ∈ [0, 1] και t > 0. Έτσι, από το Λήμμα 3.1.8 έπεται ο ισχυρισμός.
Αφού ισχύει η συνθήκη (c) του Θεωρήματος 5.3.4, επιπλέον έχουμε τη συνέχεια
της l-οστής παραγώγου της MU

E

[(
Nt

1

)]
=

t1
′l

l! limr↑0 DlMU |(−∞,0] (r)

=
t1

′l

l! limr↑0 DlMU |(−∞,0] (r),
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όπου η πρώτη ισότητα προκύπτει το Θεώρημα 5.3.4. 2

Ως συνέπεια του Λήμματος 5.3.3 και της ισοδυναμίας των (c) και (d) στο Θεώρημα
5.3.4 έχουμε

lim
r↑0

DlMU |(−∞,0] (r) =
∫
Rk

λlU(dλ)

στην περίπτωση που ένας από τους όρους είναι πεπερασμένος. Δεν απαιτούμε,
όπως στο Λήμμα 3.2.1, το πεπερασμένο της ροπογεννήτριας συνάρτησης MU σε
μια περιοχή του 0. Υπό αυτή την κατάσταση θα υπάρχουν όλες οι παράγωγοι
της MU στο 0 και, ως εκ τούτου όλες οι ροπές της Nt θα είναι πεπερασμένες. Με
μια παράκαμψη για την πιθανογεννήτρια συνάρτηση μιας πολυμεταβλητής μικτής
διαδικασία Poisson με κατανομή μίξης σε κάποια χρονική στιγμή t θα ήμασταν
σε θέση να βελτιώσουμε αποτελέσματα για την ροπογεννήτρια συνάρτηση.
Με τις ιδιότητες που έχουμε μέχρι τώρα, μπορούμε να αποδείξουμε συνθήκες για
το πεπερασμένο της πρώτη και της δεύτερης κεντρικής ροπής της διαδικασίας
σε κάποιο χρόνο t, το οποίο θα διευκρινίσουμε στο επόμενο πόρισμα.

Πόρισμα 5.3.6. Έστω η {Nt}t∈R+ είναι μια πολυμεταβλητή μικτή διαδικασία
Poisson με κατανομή μίξης U και έστω i, j ∈ {1, ..., k} με i ̸= j.

(i) Αν
∫
Rk λiU(dλ) <∞, τότε E[N (i)

t ] <∞ και

E[N (i)
t ] = t

∫
Rk

λiU(dλ)

ισχύει για t ∈ R+.

(ii) Αν
∫
Rk(λi)

2U(dλ) <∞, τότε E[(N (i)
t )2] <∞ και

V ar[N
(i)
t ] = t2

∫
R
(λi −

∫
Rk

xiU(dx))2U(dλ) + t

∫
Rk

λidU(λ)

ισχύει για t ∈ R+.

(iii) Αν max{
∫
Rk λiλjU(dλ),

∫
Rk λidU(λ),

∫
Rk λjU(dλ)} <∞,τότε

E[N (i)
t N

(j)
t ] <∞, E[N (i)

t ] <∞, E[N (j)
t ] <∞

και
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Cov[N
(i)
t , N

(j)
t ] = t2

∫
R

(
λi −

∫
Rk

xiU(dx)
)(

λj −
∫
Rk

xjU(dx)
)
U(dλ

ισχύει για t ∈ R+.

Απόδειξη.
Αφού N0 = 0 σχεδον βέβαια, ο ισυρισμός ισχύει γαι t = 0. Για t > 0, μπορούμε
να αποδείξουμε τον ισχυρισμό χρησιμοποιώντας το Λήμμα 5.3.3 και και μετα-
σχηματισμό μεταξύ διωνυμικών και των κεντρικών ροπών. 2

Το παραπάνω πόρισμα μας δείχνει μια σημαντική διαφορά μεταξύ των πολυ-
μεταβλητών διαδικασιών Poisson και των πολυμεταβλητών μικτών διαδικασιών
Poisson με κατανομή μίξης μη-εκφυλισμένη . Εάν U είναι μια κατανομή εκφυλι-
σμένη τότε, και μόνο τότε

V ar[N
(i)
t ] = t

∫
Rk

λiU(dλ) = E[N (i)
t ]

για όλα τα i ∈ {1, ...k}. Εάν U είναι εκφυλισμένη έχουμε επίσης Cov[N
(i)
t , N

(j)
t ] = 0

για i ̸= j, το οποίο είναι απολύτως σαφές, δεδομένου ότι οι συντεταγμένες της
διαδικασίας είναι ανεξάρτητες.
Για να σχεδιάσουμε ένα συμπέρασμα από αυτή την ενότητα επισημαίνουμε ότι
η ροπογεννήτρια συνάρτιση MU της κατανομής μίξης δεν καθορίζει μόνο τις μο-
νοδιάστατες κατανομές της διαδικασίας, αλλά και τις ροπές της Nt με t ∈ R+.

Οι μετασχηματισμένες διαδικασίες {ANt}t∈R+ με A ∈ A είναι πολυμεταβλητές
μικτές διαδικασίες Poisson με κατανομή μίξης UA. Ως συνέπεια της

MUA
(t) = MU(A

′t)

η συνάρτηση MU περιέχει επίσης πληροφορίες σχετικά με τις μονοδιάστατες κα-
τανομές και τις ροπές των μετασχηματισμένων διαδικασιών.
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Κεφάλαιο 6

Πολυμεταβλητές μικτές διαδικασίες
Poisson με τυχαία παράμετρο

6.1 Το υπόδειγμα

Μια μικτή διαδικασία Poisson μπορεί να θεωρηθεί ως το αποτέλεσμα ενός μοντέ-
λου δύο βημάτων. Πρώτα επιλέγεται μια παράμετρος σύμφωνα με την κατανομή
μίξης και στη συνέχεια η εμφάνιση των υπό εξέταση γεγονότων στο χρονικό διά-
στημα της μονάδας ακολουθεί κατανομή Poisson, με μέση τιμή την επιλεγμένη
παράμετρο. Μπορούμε τώρα να προσδιορίσουμε το μοντέλο της πολυμεταβλητής
μικτής διαδικασίας Poisson με κατανομή μίξης με την παραδοχή ότι η παράμε-
τρος είναι μια υλοποίηση ενός τυχαίου διανύσματος και επιπλέον λαμβάνοντας
υπόψη τις εξαρτημένες πιθανοτήτες της διαδικασίας ως προς το υπάρχον τυχαίο
διάνυσμα.

Ορισμός 6.1.1. Μια πολυμεταβλητή απαριθμήτρια διαδικασία {Nt}t∈R λέγεται
πολυμεταβλητή μικτή διαδικασία Poisson με παράμετρο � αν � είναι ένα τυ-
χαίο διάνυσμα με P�[(0,∞)] = 1 έτσι ώστε να ισχύει η ισότητα

P

( m∩
j=1

{Ntj − Ntj−1
= nj|�}

)
=

m∏
j=1

e−1′�(tj−tj−1)
�(tj − tj−1)

nj

nj!
P |σ(Θ)− σ.β.

για κάθε m ∈ N και t0, t1, ..., tm ∈ R+ με 0 = t0 < t1 < ... < tm και για κάθε
nj ∈ Nk

0 , όπου j ∈ {1, ...,m}.

Ο ορισμός αυτός εμπεριέχει δεσμευμένες πιθανότητες, με την έννοια της δεσμευ-
μένης μέσης τιμής, των προσαυξήσεων πεπερασμένης διάστασης της διαδικασίας.
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Όπως και στην περίπτωση της μονοδιάστατης μικτής διαδικασίας Poisson (βλ.
Ορισμό 2.5.3), υπάρχει ένας ισοδύναμος ορισμός χρησιμοποιώντας άλλες ιδιό-
τητες των στοχαστικών διαδικασιών. Ως εκ τούτου, εισάγουμε την έννοια της
δεσμευμένης ανεξαρτησίας και των δεσμευμένων στάσιμων προσαυξήσεων.

Ορισμoί 6.1.2. (α) Έστω μια {Nt}t∈R πολυμεταβλητή απαριθμήτρια διαδικασία
και � ένα τυχαίο διάνυσμα. Η {Nt}t∈R λέγεται οτι έχει δεσμευμένες ανεξάρτητες
προσαυξήσεις ως προς το � αν ισχύει η ισότητα

P

( m∩
j=1

{Ntj −Ntj−1
= nj|�}

)
=

m∏
j=1

P ({Ntj − Ntj−1
= nj|�})

για κάθε m ∈ N και t0, t1, ..., tm ∈ R+ με 0 = t0 < t1 < ... < tm και για κάθε
nj ∈ Nk

0 , όπου j ∈ {1, ...,m}.
(β) Η {Nt}t∈R λέγεται οτι έχει δεσμευμένες στάσιμες προσαυξήσεις (conditionally
stationary increments) ως προς το � αν ισχύει η ισότητα

P

( m∩
j=1

{Ntj+h − Ntj−1+h = nj|�}
)

= P

( m∩
j=1

{Ntj −Ntj−1
= nj|�}

)
για κάθε m ∈ N και t0, t1, ..., tm ∈ R+ με 0 = t0 < t1 < ... < tm και για κάθε
nj ∈ Nk

0 , όπου j ∈ {1, ...,m}.

Θεώρημα 6.1.3. Έστω {Nt}t∈R μια πολυμεταβλητή απαριθμήτρια διαδικασία
και � ένα τυχαίο διάνυσμα. Τότε τα ακόλουθα είναι ισοδύναμα :

(i) Η {Nt}t∈R είναι μια πολυμεταβλητή μικτή διαδικασία Poisson με παράμετρο
� .

(ii) Η {Nt}t∈R έχει δεσμευμένες ανεξάρτητες και δεσμευμένες στάσιμες προ-
σαυξήσεις ως προς το � και ισχύει η ισότητα

P ({Nt = n|�}) = e−1′�t (�t)n
n! P |σ(Θ)− σ.β.

για κάθε t ∈ R+ και n ∈ Nk
0.

Απόδειξη: (i)⇒ (ii): Είναι προφανές
(ii)⇒ (i): Έστω m ∈ N και t0, t1, ..., tm ∈ R+ με 0 = t0 < t1 < ... < tm και για κάθε
nj ∈ Nk

0 , όπου j ∈ {1, ...,m}.
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Τότε

P

( m∩
j=1

{Ntj − Ntj−1
= nj|�}

)
=

m∏
j=1

P ({Ntj − Ntj−1
= nj|�})

=
m∏
j=1

P ({Ntj−tj−1
= nj|�})

=
m∏
j=1

e−1′�(tj−tj−1)
�(tj − tj−1)

nj

nj!
,

όπου όλες οι ισότητες ισχύουν P |σ(Θ)− σ.β. Επομένως έπεται ο ισχυρισμός. 2

Σε αντίθεση με τον ορισμό των πολυμεταβλητών μικτών διαδικασιών Poisson με
κατανομή μίξης, ο ορισμός του πολυμεταβλητών μικτών διαδικασιών Poisson με
παράμετρο εμπεριέχει τις δεσμευμένες πιθανότητες. Λαμβάνοντας υπόψη τις μη
δεσμευμένες πιθανότητες, το επόμενο πόρισμα είναι προφανές.

Πόρισμα 6.1.4. Έστω {Nt}t∈R μια πολυμεταβλητή μικτή σ.δ. Poisson με παρά-
μετρο � . Τότε η {Nt}t∈R είναι μια πολυμεταβλητή μικτή διαδικασία Poisson με
κατανομή μίξης P�.

Παρατήρηση 6.1.5. (α) Η πολυμεταβλητή μικτή διαδικασία Poisson με παράμε-
τρο , έχει όλες τις ιδιότητες μιας πολυμεταβλητής μικτής διαδικασίας Poisson με
κατανομή μίξης. Η αντίστροφη συνεπαγωγή δεν φαίνεται να ισχύει γενικά, δεδο-
μένου ότι γενικά δεν είναι δυνατόν να κατασκευαστούν οι δεσμευμένες πιθανότη-
τες από τις μη δεσμευμένες. Ως εκ τούτου, ο χαρακτηρισμός της πολυμεταβλητής
μικτής διαδικασίας Poisson με μικτή κατανομή στα πλαίσια της πολυωνυμικής
ιδιότητας (Θεώρημα 5.2.3) γενικά δεν μπορεί να μεταφερθεί στην πολυμεταβλητή
μικτή διαδικασία Poisson με παράμετρο . Κατ’ αρχήν, δεν είμαστε σίγουροι για
την ύπαρξη τυχαίου διανύσματος με την κατανομή προερχόμενη από το Θεώ-
ρημα Bernstein−Widder για το συγκεκριμένο χώρο πιθανότητας. Από την άλλη
πλευρά, υποθέτοντας οτι υπάρχει ένα τέτοιο τυχαίο διάνυσμα δεν είναι γενικά
δυνατό να κατασκευαστούν οι δεσμευμένες πιθανότητες με βάση τον ορισμό των
πολυμεταβλητών μικτών διαδικασιών Poisson με την παράμετρο από τις μη δε-
σμευμένες.
(β) Κάτω από κάποιες ασθενείς συνθήκες, που ικανοποιούνται από μια ευρεία
κλάση χ.π., έχει αποδειχθεί στην [17], Theorem 2.7, οτι για μονομεταβλητές μικτές
στοχαστικές διαδικασίες Poisson με παράμετρο μια τυχαία μεταβλητή ισχύει το
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αντίστροφο του Πορίσματος 6.1.4.
(γ) Επίσης κάτω από ορισμένες συνθήκες, που ικανοποιούνται από μια ευρεία
κλάση χ.π. έχει αποδειχθεί στην [18], Theorem 2.11 ένας χαρακτηρισμός της μο-
νομεταβλητής μικτής σ.δ. Poisson με παράμετρο μια τυχαία μεταβλητή μέσω της
πολυωνυμικής ιδιότητα και της ιδιότητας Markov.

Όμως τα παρακάτω ερωτήματα παραμένουν ανοικτά.

Ερωτήματα 6.1.6. Κάτω από ποιές συνθήκες:

(a) οι ορισμοί μιας πολυμεταβλητής σ.δ. Poisson με παράμετρο ένα τυχαίο διά-
νυσμα και μιας πολυμεταβλητής σ.δ. Poisson με κατανομή μίξης είναι ισοδύ-
ναμοι,

(b) ο ορισμός μιας πολυμεταβλητής μικτής σ.δ. Poisson με παράμετρο ένα τυχαίο
διάνυσμα είναι ισοδύναμος με την ιδιότητα Markov;

Σύμφωνα με το παραπάνω ερώτημα, ο χαρακτηρισμός των πολυμεταβλητών μι-
κτών διαδικασιών Poisson μέσω της πολυωνυμικής ιδιότητας (Λήμμα 5.1.2) δεν
είναι γνωστό αν εφαρμόζεται στις πολυμεταβλητές μικτές διαδικασίες Poisson

με παράμετρο. Ως εκ τούτου, για να δείξουμε ότι μια μικτή διαδικασία Poisson

με παράμετρο είναι A-σταθερή, δεν μπορούμε να χρησιμοποιήσουμε την από-
δειξη του Λήμματος 5.1.4. Ωστόσο, εφαρμόζοντας αυτή τη φορά το Θεώρημα
6.1.3 έχουμε το παρακάτω αποτέλεσμα.

Λήμμα 6.1.7. Έστω {Nt}t∈R πολυμεταβλητή απαριθμήτρια διαδικασία και �
ένα τυχαίο διάνυσμα.Τότε

(i) Η ιδιότητα του να έχει δεσμευμένες ανεξάρτητες προσαυξήσεις ως προς �
είναι A-σταθερη.

(ii) Η ιδιότητα του να έχει δεσμευμένες στάσιμες προσαυξήσεις ως προς � είναι
A-σταθερη.

Απόδειξη. Ο ισχυρισμός μπορεί να αποδειχθεί από τους ίδιους μετασχηματι-
σμούς όπως στην απόδειξη του Λήμματος 4.2.3, με τη μόνη διαφορά ότι χρησι-
μοποιούμε δεσμευμένες πιθανότητες αντί των μη δεσμευμένων πιθανοτήτων. 2

Λήμμα 6.1.8. Έστω {Nt}t∈R πολυμεταβλητή μικτή διαδικασία Poisson με πα-
ράμετρο � και έστω A ∈ A. Τότε
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(i) Η διαδικασία {ANt}t∈R είναι μια πολυμεταβλητή μικτή διαδικασία Poisson με
παράμετο A� . Αυτό σημαίνει, οτι αφού είναι μια μικτή διαδικασία Poisson

με παράμετρο, είναι A-σταθερή.

(ii) H ισότητα

P ({ANt = l}|A�) = P ({ANt = l}|�)

ισχύει για όλα τα t ∈ R+ l ∈ Nd
0.

Απόδειξη. Θεωρούμε ένα t ∈ R+ και ένα l ∈ Nd
0. Αρχικά θα αποδείξουμε οτι 61

E[χ{ANt}=l|�] = e−1′A�t (A�t)l

l! (6.1)

ισχύει για όλα τα A ∈ A και A ∈ Rd×k.
Έστω A ∈ AP . Τότε η (6.1) είναι προφανής.
Έστω A ∈ AS. Τότε έχουμε με την βοήθεια της μονότονης σύγκλισης για την
δεσμευμένη μέση τιμή τις παρακάτω ισότητες:

E[χ{ANt}=l|�] = E

[ ∑
n∈A−1({l})

χ{Nt=n}|�
]

=
∑

n∈A−1({l})

P ({Nt = n}|�)

=
∑

n∈A−1({l})

k∏
i=1

e−Θit
(Θit)

n(i)

n(i)!

=

( d∏
i=1

e−Θit
(Θit)

l(i)

l(i)!

) ∑
n∈A−1({l})

k∏
i=d+1

e−Θit
(Θit)

n(i)

n(i)!

= e−�t (�t)l

l!

= e−1′A−�t (A�t)l
l! .

Έτσι η (6.1) ισχύει για κάθε A ∈ AS.
Έστω A ∈ AC . Θέτωντας I(i) := {h ∈ {1, ..., k} : e′iAeh = 1} (το σύνολο των συντε-
ταγμένων σωρεύονται στην i-συντεταγμένη της μετασχηματισμένης διαδικασίας),
έχουμε

∑
h∈I(i) θh = e′iAθ για όλα τα i ∈ {1, ..., d}.
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Έτσι, με τον ίδιο τρόπο, όπως και πριν, έχουμε

E[χANt=l|�] =
∑

n∈A−1({l})

k∏
i=1

e−Θit
(Θit)

n(i)

n(i)!

=

( d∏
i=1

e−e′iA�t (e′iA�t)l(i)

l(i)!

)

·
∑

n∈A−1({l})

d∏
i=1

l(i)∏
h∈I(i) n

(h)!

∏
h∈I(i)

(
Θh

e′iA�

)n(h)

= e−1′A�t (A�)l

l! .

Ως εκ τούτου, η (6.1) ισχύει για όλα τα A ∈ A. Τώρα θα αποδείξουμε τις (i) και
(ii).

(i) Από την σχέση (6.1) έχουμε

P ({ANt = l}|A�) = E

[
E[χ{ANt=l}|�]|A�

]
= E

[
e−1′A�t (A�t)l

l! |A�
]

= e−1′A�t (A�t)l
l! .

Τώρα,από το Θεώρημα 6.1.3 σε συνδιασμό με το Λήμμα 6.1.7 προκύπτει η
(i).

(ii) Χρησιμοποιόντας τη σχέση (6.1) και την (i) έχουμε

P ({ANt = l}|A�) = e−1′A�t (A�t)l

l!
= E[χ{ANt=l}|�]
= P ({ANt = l}|�).

Επομένως η (ii) έχει αποδειχθεί. 2
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Αφού μια πολυμεταβλητή μικτή διαδικασία Poisson με παράμετρο είναι μια πο-
λυμεταβλητή μικτή Διαδικασία Poisson με κατανομή μεταφέρουμε κάποια απο-
τελέσματα του Κεφαλαίου 5. Φυσικά μπορούμε να χρησιμοποιήσουμε P� αντί
του U και έτσι θα είναι πιο εύκολο να θυμόμαστε τα αποτελέσματα . Ο πρώτος
ισχυρισμός που εξετάζεται είναι του Θεωρήματος 5.1.5.

Θεώρημα 6.1.9. Έστω {Nt}t∈R πολυμεταβλητή μικτή διαδικασία Poisson με
παράμετρο � . Τότε οι συντεταγμένες της {Nt}t∈R είναι ανεξάρτητες αν και
μόνο αν οι συντεταγμένες της � είναι ανεξάρτητες.

Η απόδειξη του προηγούμενου θεωρήματος μπορεί να βρεθεί στην εργασία του
Zocher [2003]. Το ακόλουθο θεώρημα αναφέρεται στον Zocher [2003], επίσης.
Θεωρεί υπό όρους ανεξαρτησία ως προς την παράμετρο η οποία είναι τώρα
δυνατή λόγω της παραμέτρου Θ που έχει εισάχθεί στον ορισμό.

Θεώρημα 6.1.10. Έστω {Nt}t∈R πολυμεταβλητή μικτή διαδικασία Poisson με
παράμετρο � . Τότε οι συντεταγμένες της {Nt}t∈R είναι υπο συνθήκη ανεξάρ-
τητες ως προς �.

Απόδειξη. Χρησιμοποιώντας τον μετασχηματισμό = e′i με A� = Θi, και το Λήμμα
6.1.6 έχουμε

P

( m∩
j=1

{Ntj − Ntj−1
= nj}|�

)
=

k∏
i=1

m∏
j=1

e−Θi(tj−tj−1)
(Θi(tj − tj−1))

n
(i)
j

n
(i)
j !

=
k∏

i=1

P

( m∩
j=1

{N (i)
tj −N

(i)
tj−1

= n
(i)
j }|Θi

)

=
k∏

i=1

P

( m∩
j=1

{N (i)
tj −N

(i)
tj−1

= n
(i)
j }|�

)

για κάθε m ∈ N και t0, t1, ..., tm ∈ R+ με 0 = t0 < t1 < ... < tm και για κάθε nj ∈ Nk
0

με j ∈ {1, ...,m}. 2

Όπως και στο Κεφάλαιο 5, η ροπογεννήτριες συναρτήσεις διαδραματίζουν ση-
μαντικό ρόλο. Για λόγους απλοποίησης θα χρησιμοποιούμε το σύμβολο M� αντί
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MP�
για τη ροπογεννήτρια συνάρτηση του τυχαίου διανύσματος �.

Από τα αποτελέσματα του Κεφαλαίου 5 έχουμε

P [{Nt = n}] = t1
′n

n! D
nM�(−t1)

για κάθε n ∈ Nk
0 και t > 0 καθώς και MA�(t) = M�(A

′t) για t ∈ Rd. Έτσι, οι μονο-
διάστατες πιθανότητες, οι οποίες είναι οι πιο κατάλληλες, λόγω της πολυωνυμικής
ιδιότητας, καθορίζονται από τη ροπογεννήτρια συνάρτηση της �. Επιπλέον, οι
μονοδιάστατες πιθανότητες των μετασχηματισμένων διαδικασιών καθορίζονται
επίσης από τη ροπογεννήτρια συνάρτηση M�. Η εφαρμογή αυτής της συνάρτησης
σε σχέση με τις ροπές της διαδικασίας εξετάζεται στην επόμενη ενότητα.

6.2 Ροπές

Στην Ενότητα 5.3 έχουμε αναφέρει ικανές και αναγκαίες συνθήκες για το πεπε-
ρασμένο των διωνυμικών ροπών, των ροπών γύρω από την αρχή και των κεντρι-
κών ροπών των πολυμεταβλητών μικτών διαδικασιών Poisson με μικτή κατανομή.
Ένα σημαντικό εργαλείο ήταν η πιθανογεννήτρια συνάρτηση. Στην περίπτωση της
πολυμεταβλητής μικτής διαδικασίας Poisson με την παράμετρο παραθέτουμε τα
παρακάτω αποτελέσματα.

Θεώρημα 6.2.1. Έστω {Nt}t∈R είναι μια πολυμεταβλητή απαριθμήτρια διαδικα-
σία Poisson με παράμετρο �. Τότε ισχύει η σχέση

gNt(bfr) = M�(t(r− 1))

για κάθε r ∈ [0, 1] και t ∈ R+. Η διωνυμική ροπή της Nt πληροί την σχέση

E[

(
Nt

l

)
] =

t1
′l

l! E[�
l]

για κάθε l ∈ Nk
0 και l ∈ R+.

Η απόδειξη είναι παρόμοια με εκείνη του Θεωρήματος 5.3.1. 2
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Θεώρημα 6.2.2. Έστω {Nt}t∈R είναι μια πολυμεταβλητή μικτή διαδικασία
Poisson με παράμετρο � και l ∈ Nk

0. Τότε τα ακόλουθα είναιισοδύναμα.

(a) Υπάρχει t > 0 έτσι ώστε να ισχύει η σχέση

E[

(
Nt

l

)
] <∞.

(b) Ισχύει η ανισότητα

E[

(
Nt

l

)
] <∞

για κάθε t ∈ R+.

(c) Η παράμετρος ικανοποιεί τη σχέση

E[�l] <∞.

(d) Για κάθε s ∈ (−∞,0] ισχύει η ανισότητα

limr→sD
lM�|(−∞,0)(r) <∞.

Αν η {Nt}t∈R+ πληροί μία και ως εκ τούτου όλες τις προηγούμενες σχέσεις, τότε
ισχύει η ισότητα

E
[(

Nt

l

)]
=

t1
′l

l! limr→0D
lM�|(−∞,0)(r)

για κάθε t ∈ R+.

Η απόδειξη είναι παρόμοια με εκεη του Θεωρήματος 5.3.4. 2

Θεώρημα 6.2.3. Έστω {Nt}t∈R είναι μια πολυμεταβλητή μικτή διαδικασία
Poisson με παράμετρο � και l ∈ Nk

0. Τότε τα ακόλουθα είναιισοδύναμα:

(a) Για κάθε m ≤ 1 υπάρχει t > 0 έτσι ώστε να ισχύει η σχέση

E[(Nt)
m] <∞.

(b) Για κάθε m ≤ 1 και για κάθε t ∈ R+ ισχύει η ανισότητα

E[(Nt)
m] <∞.
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(c) Η παράμετρος ικανοποιεί τη σχέση

E[�m] <∞,

για κάθε m ≤ l.

(d) Για κάθε m ≤ l, η m-οστή παράγωγος της M�|(−∞,0) είναι συνεχής στο
(−∞,0].

Αν η {Nt}t∈R+ πληροί μία και ως εκ τούτου όλες τις προηγούμενες σχέσεις,
τότε ισχύει η ισότητα

E
[(

Nt

l

)]
=

t1
′l

l! D
lM�|(−∞,0)(0)

για κάθε t ∈ R+.

Η απόδειξη γίνεται όπως και στο Θεώρημα 5.3.5. 2

Ως αποτέλεσμα αυτών των θεωρημάτων είναι δυνατόν να διατυπώσουμε συγκε-
κριμένους τύπους για την πρώτη και τη δεύτερη κεντρική ροπή του Nt όπως στο
Πόρισμα 5.3.6. Ωστόσο, αυτά τα αποτελέσματα μπορούν επίσης να ληφθούν με
συμπαγή τρόπο χρησιμοποιώντας τη δεσμευμένη μέση τιμή . Η προσέγγιση αυτή
επιπλέον μας δίνει τη δυνατότητα να καθορίσετε τη συνδιακύμανση των Νt και
Νt+h.

Θεώρημα 6.2.4. Έστω {Nt}t∈R είναι μια πολυμεταβλητή μικτή διαδικασία
Poisson με παράμετρο � .

(i) Αν η παράμετρος � έχει πεπερασμένη ροπή πρώτης τάξης, τότε

E[Nt] = tE[�]

ισχύει για κάθε t ∈ R+.

(ii) Αν η παράμετρος � έχει πεπερασμένη ροπή πρώτης τάξης, τότε

Cov[Nt,Nt+h] = tDiag

(
E[�]

)
+ t(t+ h)Var[�]

ισχύει για κάθε t, h ∈ R+.
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(iii) Αν η παράμετρος � έχει μια πεπερασμένη ροπή δεύτερης τάξης και V ar[Θi] >

0 και V ar[Θl] > 0 για i, l ∈ {1, ..., k} με i ̸= l, τότε ισχύει η ισότητα

limt↑∞ϱ

(
N

(i)
t , N

(l)
t

)
= ϱ(Θi,Θl).

Επιπλέον η απόλυτη τιμή του συντελεστή συσχέτισης είναι αύξουσα στο (0,∞).

Απόδειξη. Πριν αποδείξουμε τους ισχυρισμούς, θα κάνουμε κάποιες προκαταρ-
κτικές παρατηρήσεις. Από το Λήμμα 6.1.8 έχουμε οτι (το τυχαίο διάνυσμα � εί-
ναι σχεδόν σίγουρα πεπερασμένο) E(N (i)

t |�) = E(N
(i)
t |Θi) = tΘi και V ar(N

(i)
t |�) =

V ar(N
(i)
t |Θi) = tΘi για κάθε t ∈ R+. Από την συνθήκη ανεξαρτησίας των συντε-

ταγμένων ως προς � έχουμε οτι Cov(N
(i)
t , N

(l)
t |�) = 0 για i ̸= l, σύμφωνα με το

Θεώρημα 6.1.8. Συνολικά, έχουμε

E(Nt|�) = t� V ar(Nt|�) = tDiag(�).

(i): Με το � επίσης το Nt έχει πεπερασμένη ροπή πρώτης τάξης για όλα τα t ∈ R+

(Θεώρημα 6.2.3). ’Ετσι έχουμε

E[Nt] = E
[
E(Nt|�)

]
= E[t�] = tE[�].

(ii): Εάν το τυχαίο διάνυσμα � έχει πεπερασμένη ροπή δεύτερης τάξης, τότε
έχει πεπερασμένη ροπή πρώτης τάξης, επίσης. Έτσι, Nt έχει πεπερασμένες ροπές
πρώτης και δεύτερης τάξης για κάθε t ∈ R+ (Θεώρημα 6.2.3) και έτσι ισχύει

Cov[Nt,Nt+h] = E[Cov(Nt,Nt+h|�)] + Cov[E(Nt|�), E(Nt+h|�)]
= E[Cov(Nt,Nt+h − Nt|�)] + E[V ar(Nt|�)] + Cov[t�), (t+ h)�]
= E[tDiag(�)] + t(t+ h)V ar[�]
= tDiag(E[�]) + t(t+ h)V ar[�]

όπου Cov(Nt,Nt+h−Nt|�) = 0, διότι {Nt}t∈R+ έχει υπό συνθήκη ανεξάρτητες προ-
σαυξήσεις ως προς �.
(iii): Αφού
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ϱ

(
N

(i)
t , N

(l)
t

)
=

Cov[N
(i)
t , N

(l)
t ]√

V ar[N
(i)
t ]V ar[N

(l)
t ]

=
t2Cov[Θi,Θl]√

t4V ar[Θi]V ar[Θl] + t3(V ar[Θi]E[Θl] + V ar[Θl]E[Θi]) + t2E[Θi]E[Θl]

=
Cov[Θi,Θl]√

V ar[Θi]V ar[Θl] + t−1(V ar[ΘiE[Θl + E[Θi]V ar[Θl]) + t−2E[Θi]E[Θl]

έχουμε

limt↑∞ϱ

(
N

(i)
t , N

(l)
t

)
= ϱ(Θi,Θl)

και η απόλυτη τιμή του συντελεστή συσχέτισης είναι αύξουσα στο (0,∞). 2

Το παραπάνω θεώρημα δίνει έναν εύκολο τρόπο για να ελέγξουμε τη συσχέτιση
δύο συντεταγμένων της διαδικασίας. Αν i ̸= l έχουμε

Cov[N (i)
s , N

(l)
t ] = stCov[Θi,Θl]

για κάθε s, t > 0.
Ως εκ τούτου, είναι αναγκαίο να ελέγξουμε τη συσχέτιση μεταξύ δύο συντεταγ-
μένων για ένα χρονικό ζευγάρι ώστε να βρούμε τη συσχέτιση των συντεταγμένων
της παραμέτρου, η οποία είναι σημαντική για τη συσχέτιση των συντεταγμένων
για όλα τα χρονικά ζευγάρια.
Ας ρίξουμε μια ματιά και στη συσχέτιση των δύο προσευξήσεων της διαδικασίας.

Πόρισμα 6.2.5. Έστω η {Nt}t∈R είναι μια πολυμεταβλητή μικτή διαδικασία
Poisson με παράμετρο � . Αν η � έχει μια πεπερασμένη ροπή της δεύτερης
τάξης, τότε

Cov[Nt2 − Nt1 ,Nt4 − Nt3 ]

= V ar[�](t2 − t1)(t4 − t3)

+Diag(E[�])
(
(t2 − t3)

+ − (t2 − t4)
+

)
για κάθε t1, t2, t3, t4 ∈ R+ με t1 < t2, t3 < t4 και t1 ≤ t3.
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Απόδειξη. Θεωρούμε t1, t2, t3, t4 ∈ R+ με t1 < t2, t3 < t4 και t1 ≤ t3. Από το
Θεώρημα 6.2.4 έχουμε

Cov[Nt2 −Nt1 ,Nt4 −Nt3 ]

= Cov[Nt2 ,Nt4 ]− Cov[Nt2 ,Nt3 ]− Cov[Nt1 ,Nt4 ] + Cov[Nt2 ,Nt3 ]

= min{t2, t4}Diag(E[�]) + t2t4V ar[�]
−min{t2, t3}Diag(E[�])− t2t3V ar[�]
−min{t1, t4}Diag(E[�])− t1t4V ar[�]
+min{t1, t3}Diag(E[�]) + t1t3V ar[�]

= V ar[�](t2t4 − t2t3 − t1t4 + t1t3)

+Diag(E[�])(min{t2, t4} −min{t2, t3} −min{t1, t4}+min{t1, t3})
= V ar[�](t2 − t1)(t4 − t3)

+Diag(E[�])(min{0, t4 − t2} −min{0, t3 − t2})
= V ar[�](t2 − t1)(t4 − t3)

+Diag(E[�])
(
(t2 − t3)

+ − (t2 − t4)
+

)
.

Εδώ τελειώνει η απόδειξη. 2

Μόνο στην περίπτωση που τα δύο διαστήματα δεν είναι ξένα μεταξύ τους ο όρος
(t2 − t3)

+ − (t2 − t4)
+ είναι διαφορετικός του μηδενός. Τότε παίρνει την τιμή του

μήκους του κοινού διαστήματος.

6.3 Posterior κατανομές

Η εισαγωγή της τυχαίας παραμέτρου στο μοντέλο πολυμεταβλητών μικτών δια-
δικασιών Poisson στο κεφάλαιο αυτό προσφέρει τη δυνατότητα να μελετήσουμε
την δεσμευμένη κατανομή της παραμέτρου σε σχέση με την διαδικασία σε κάποιο
χρόνο t. Δεδομένου ότι οι ρόλοι των τυχαίων διανυσμάτων εναλλάσονται με εκεί-
νους των τυχαίων μεταβλητών μιας μικτής Poisson, μπορούμε να μιλάμε για εκ
των υστέρων κατανομες. Η εξέταση της εκ των υστέρων κατανομής συνδέεται με
το ερώτημα της σταθερότητας του μοντέλου στην πάροδο του χρόνου, το οποίο
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επίσης απαντάται σε αυτή την ενότητα. Καθορίζουμε πρώτα την κοινή κατανομή
των πεπερασμένης διάστασης προσαυξήσεων και της παραμέτρου.

Λήμμα 6.3.1. Έστω {Nt}t∈R είναι μια πολυμεταβλητή μικτή διαδικασία Poisson

με παράμετρο � . Τότε η σχέση

P

[ m∩
j=1

{Ntj − Ntj−1
= nj}|{� ∈ B}

]
=

∫
Ω

χ{�∈}

m∏
j=1

e−1′�(tj−tj−1)
(�(tj − tj−1))

nj

nj!
dP

ισχύει για κάθε m ∈ N και t0, t1, ..., tm ∈ R+ με 0 = t0 < t1 < ... < tm και
nj ∈ Nk

0, j ∈ {1, ...,m}, και για κάθε B ∈ Bk.

Απόδειξη.
Θεωρούμε m ∈ N και t0, t1, ..., tm ∈ R+ με 0 = t0 < t1 < ... < tm και nj ∈ Nk

0, j ∈
{1, ...,m}, και για κάθε ∈ B(Rk). Τότε έχουμε

P

[ m∩
j=1

{Ntj − Ntj−1
= nj} ∩ {� ∈ B}

]
=

∫
Ω

χ∩m
j=1{Ntj−Ntj−1=nj}∩{�∈B}dP

=

∫
Ω

E

(
χ∩m

j=1{Ntj−Ntj−1=nj}∩{�∈B}|�
)
dP

=

∫
Ω

χ�∈BE

(
χ∩m

j=1{Ntj−Ntj−1=nj}|�
)
dP

=

∫
Ω

χ{�∈B}

m∏
j=1

e−1′�(tj−tj−1)
(�(tj − tj−1))

nj

nj!
dP.

Επομένως ισχύει το Λήμμα. 2

Θεώρημα 6.3.2. Έστω {Nt}t∈R είναι μια πολυμεταβλητή μικτή διαδικασία
Poisson με παράμετρο � . Τότε για κάθε t > 0 και για όλα τα n ∈ Nk

0 η
διαδικασία {Kt,h}h∈R+ είναι μια πολυμεταβλητή μικτή διαδικασία Poisson με
παράμετρο � πάνω στον χώρο πιθανότητας (Ω,F , Pt,n).

Απόδειξη. Θεωρούμε t > 0 και n ∈ Nk
0. Ο πρώτος στόχος μας είναι να δείξουμε

ότι η ισότητα

∫
�
(f ◦ �)dPt,n =

∫
Ω
(f ◦ �)(e−1′�t(�t)n/n!)dP

P [{Nt = n}]
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ισχύει για όλες τις μετρήσιμες συναρτήσεις f : Rk→ R+. Ως εκ τούτου, θεωρούμε
ένα σύνολο B ∈ B(R+) και f := χB. Τότε f ◦ � = χ�−1(B) και από το Λήμμα 6.3.1
παίρνουμε

∫
�
(f ◦ �)dPt,n =

∫
Ω

χ�−1(B)dPt,n

= Pt,n[�−1(B)]

=

∫
Ω
χ�−1(B)(e

−1′�t(�t)n/n!)dP
P [{Nt = n}]

=

∫
Ω
(f ◦ �)(e−1′�t(�t)n/n!)dP

P [{Nt = n}]

Τώρα, η παράσταση των θετικών μετρήσιμων συναρτήσεων μέσω απλών συναρτή-
σεων και το θεώρημα μονότονης σύγκλισης μας δίνει την επιθυμητή ισότητα. Για
το υπόλοιπο της απόδειξης επιπροσθέτως θεωρούμε m ∈ N και h0, h1...hm ∈ R+

με 0 = h0 < h1 < ... < hm και nj ∈ Nk
0, j ∈ {1, ...m} καθώς και ένα αυθαίρετο

C ∈ σ(�). Το Λήμμα 4.3.1 και η προηγούμενη ισότητα μας δίνουν

∫
C

χ∩m
j=1{Kt,hj

−Kt,hj−1
=nj}dPt,n

=

∫
Ω

χ∩m
j=1{Nt+hj

−Nt+hj−1
=nj}∩CdPt,n

= Pt,n

[ m∩
j=1

[
{Nt+hj

− Nt+hj−1
= nj} ∩ C

]

=

P

[∩m
j=1

[
{Nt+hj

− Nt+hj−1
= nj} ∩ {Nt = n} ∩ C

]
P [{Nt = n}]

=

∫
Ω
χC

(∏m
j=1 e

−1′�(hj−hj−1) �(hj−hj−1)
nj

nj !

)
e−1′�t (�t)n

n! dP

P [{Nt = n}]

=

∫
Ω

χC

m∏
j=1

e−1′�(hj−hj−1)
(�(hj − hj−1))

nj

nj!
dPt,n

=

∫
C

m∏
j=1

e−1′�(hj−hj−1)
(�(hj − hj−1))

nj

nj!
dPt,n.
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Επομένως έχουμε

Pt,n

(∩
{Kt,hj

−Kt,hj−1
= nj|�}

)
=

m∏
j=1

e−1′�(hj−hj−1)
(�(hj − hj−1))

nj

nj!
dPt,n

και ο ισχυρισμός είναι προφανής. 2

Ως εκ τούτου, η εισαγωγή της παραμέτρου στο μοντέλο της πολυμεταβλητής μι-
κτής διαδικασιάς Poisson δεν αλλάζει η σταθερότητα του μοντέλου στην πάροδο
του χρόνου με την έννοια ότι δεν είναι σημαντικό πότε θα αρχίσουμε να παρατη-
ρούμε τη διαδικασία. Ενώ το μοντέλο παραμένει αμετάβλητo η κατανομή αλλάζει
φυσικά. Έτσι, το επόμενο θεώρημα ασχολείται με την δεσμευμένη κατανομή της
παραμέτρου σε σχέση με τη διαδικασία σε κάποιο χρόνο t.

Θεώρημα 6.3.3. Έστω {Nt}t∈R είναι μια πολυμεταβλητή μικτή διαδικασία
Poisson με παράμετρο � . Τότε

P�|Nt
(B) =

∫
B
e−1′θtθNtdP�(θ)∫

Rk e−1′θtθNtdP�(θ)

για κάθε t > 0 και B ∈ B(Rk).

Απόδειξη. Θεωρούμε t > 0 και B ∈ B(R+). Από το Λήμμα 6.3.1 έχουμε

P ({� ∈ B} ∩ {Nt = n}) =

∫
Ω

P [{Nt = n} ∩ {Θ ∈ B}|�]dP

=

∫
Ω

EP [χ{Nt=n}χ{Θ∈B}|�]dP

=

∫
Ω

χ{Θ∈B}EP [χ{Nt=n}|�]dP

=

∫
�−1(B)

P [{Nt = n|�}]dP

=

∫
�−1(B)

e−1′�t (�t)n

n! dP

=

∫
B

e−1′θt (θt)n

n! P�(dθ),

όπου η τελευταία ισότητα είναι συνέπεια του [2] Θεωρήματος 2.4.6.
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Ως εκ τούτου έχουμε

P�|Nt=n[B] = P [{� ∈ B}|{Nt = n}]

=
P [{� ∈ B} ∩ {Nt = n}]

P [{Nt = n]

=

∫
B
e−1′θt(θt)n/n!P�(dθ)∫

Rk e−1′θt(θt)n/n!P�(dθ)
.

Επομένως έχουμε

P�|Nt
(B) = P�|Nt

[B|Nk
0]

= P [{� ∈ B}|{Nt ∈ Nk
0}]

=
P [{� ∈ B} ∩ {Nt ∈ Nk

0}]
P [{Nt ∈ Nk

0}]

=
P [⊎n∈Nk

0
{� ∈ B} ∩ {Nt = n}]

P [⊎n∈Nk
0
{Nt = n}]

=

∑
n∈Nk

0
P [{� ∈ B} ∩ {Nt = n}]

P (Ω)

=

∑
n∈Nk

0
P [{� ∈ B}|{Nt = n}]P [{Nt = n}]

1

=
∑
n∈Nk

0

P�|Nt=n[B]EP [χNt=n]

=
∑
n∈Nk

0

P�|Nt=n[B]χNt=n

=
∑
n∈Nk

0

∫
B
e−1′θtθndP�(θ)∫

Rk e−1′θtθndP�(θ)
χ{Nt=n}

=
∑
n∈Nk

0

∫
B
e−1′θtθNtdP�(θ)∫

Rk e−1′θtθNtdP�(θ)
χ{Nt=n}

=

∫
B
e−1′θtθNtdP�(θ)∫

Rk e−1′θtθNtdP�(θ)
.
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Επομένως η απόδειξη ολοκληρώθηκε. 2
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ΠΑΡΑΡΤΗΜΑΤΑ

Α’ Στοιχεία Θεωρίας Πιθανοτήτων

Β’ Χρήσιμες Κατανομές
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Παράρτημα Αʹ

Στοιχεία Θεωρίας Πιθανοτήτων

Αʹ.1 Ορισμοί και χρήσιμα αποτελέσματα

Η χαρακτηριστική συνάρτηση ή ο μετασχηματισμός Fourier της κατανομής Q
ορίζεται ως η συνάρτηση φQ : R→ C που δίνεται από την

φQ(z) :=

∫
R
eizxQ(dx)

με φQ(0) = 1.
Ένα αποτέλεσμα των μετασχηματισμών Fourier είναι ότι η κατανομή Q είναι
μονοσήμαντα ορισμένη απο την χαρακτηριστική της συνάρτηση φQ.
Η ροπογεννήτρια συνάρτηση της κατανομής Q ορίζεται ως η συνάρτηση MQ :

R→ [0,∞] που δίνεται από την

MQ :=

∫
R
ezxQ(dx)

με MQ(0) = 1.
Αν η ροπογεννήτρια συνάρτηση της Q είναι πεπερασμένη σε μια περιοχή γύρο
από το μηδέν, τότε η Q έχει πεπερασμένες ροπές κάθε τάξης και για κάθε n ∈ N
ισχύει

dnMQ

dzn
(0) =

∫
R
xnQ(dx).

Αν Q[N0] = 1 τότε η πιθανογεννήτρια συνάρτηση της κατανομής Q ορίζεται ως
η συνάρτηση mQ : [−1, 1]→ R που δίνεται από την

mQ(z) :=

∫
R
zxQ(dx)

=
∞∑
n=0

znQ[{n}].
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A12
Στο εξής κι εφόσον δεν δηλώνεται διαφορετικά θεωρούμε έναν χ.π. (Ω,Σ, P ).
Μία συνάρτηση X : Ω 7→ R ονομάζεται τυχαία μεταβλητή (τ.μ. για συντομία) ή
Σ-μετρήσιμη αν για κάθε B ∈ B ισχύει X−1(B) ∈ Σ.
Μια συνάρτηση F : R 7→ R ονομάζεται συνάρτηση κατανομής πιθανότητας
για συντομία (σ.κ.π.) αν είναι , αύξουσα, δεξιά συνεχής, limx→−∞ F (x) = 0 και
limx→∞ F (x) = 1.
Για μια τ.μ. X : Ω 7→ R η συνολοσυνάρτηση PX : B 7→ R με τύπο

PX(B) := P (X−1(B)) για κάθε B ∈ B

είναι πιθανότητα και ονομάζεται κατανομή (πιθανότητας) της τ.μ. X. Μάλιστα,
αν υπάρχει x ∈ R ώστε PX({x}) = 1, τότε η PX ονομάζεται εκφυλισμένη κατα-
νομή (πιθανότητας) (degenerate (probability) distribution). Η PX (αντ. η τ.μ. X)
παράγει την σ.κ.π. FX : R 7→ [0, 1] της τ.μ. X , που ορίζεται από τον τύπο

FX(x) := PX

(
(−∞, x]

)
= P (X ≤ x) για κάθε x ∈ R.

Η FX είναι πράγματι σ.κ.π. (βλ. π.χ. [2], Πρόταση 1.4.9). Η σ.κ.π. FX μίας τ.μ. X
ικανοποιεί την σχέση

PX(B) = P (X ∈ B) = λFX
(B),∀B ∈ B (Αʹ.1)

όπου λFX
(B) είναι το μέτρο Lebesgue-Stieltjes που επάγεται από την FX ( βλ.

π.χ. [?], Πρόταση 1.4.10 για τον ορισμό του μέτρου Lebesgue-Stieltjes και για την
απόδειξη της (Αʹ.1) ).
Μια σ.κ.π. F : R 7→ R (αντ. μια τ.μ. X : Ω 7→ R με σ.κ.π. FX = F ) ονομάζεται:
• Διακριτή, αν αυτή (αντ. η σ.κ.π. της ) είναι της μορφής

F (x) =
∑

k∈K:k≤x

f(k) για κάθε x ∈ R,

για κάποιο αριθμήσιμο σύνολο K ⊆ R και για κάποια Borel μετρήσιμη συνάρτηση
f : K 7→ R+. Η f ονομάζεται με τη σειρά της συνάρτηση πιθανότητας (σ.π.) της
F (αντ. της ).
• Συνεχής, αν η F (αντ. η σ.κ.π. FX της ) είναι συνεχής συνάρτηση.
•Απόλυτα Συνεχής, αν αυτή (αντ. η σ.κ.π. FX της ) είναι της μορφής

F (x) =

∫ x

−∞
f(t)dt για κάθε x ∈ R,
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για κάποια Borel μετρήσιμη συνάρτηση f : R 7→ R+ .
Η f ονομάζεται με τη σειρά της συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας (σ.π.π.)
της F (αντ. της X). Προφανώς, αν η τ.μ. X είναι απόλυτα συνεχής, τότε θα είναι
και συνεχής. Επειδή στην παρούσα εργασία θα ασχοληθούμε μόνο με (διακριτές
και) απόλυτα συνεχείς τ.μ., στο εξής γράφοντας ((συνεχής τ.μ.)) θα εννοούμε
((απόλυτα συνεχής τ.μ.)). A13
Για μια τ.μ. X : Ω 7→ R το ολοκλήρωμα

E[X] := EP [X] :=

∫
XdP =

∫
Ω

X(ω)P (dω) =

∫
Ω

X(ω)dP (ω)

(εφόσον υπάρχει στο R) ονομάζεται η μέση τιμή ή η αναμενόμενη τιμή ή η
μαθηματική ελπίδα της τ.μ. X. Ειδικά αν X ∈ L1(P ) τότε η E[X] ∈ R, δηλαδή
είναι ένας αριθμός.
Τα ενδεχόμενα A1, . . . , An ∈ Σ (n ∈ N : n ≥ 2) ονομάζονται ανεξάρτητα αν

P
( k∩
j=1

Aij

)
=

k∏
j=1

P (Aij), για κάθε 1 ≤ i1 ≤ · · · ≤ ik ≤ n και για κάθε k ∈ N.

Οι τ.μ. X1, . . . , Xn : Ω 7→ R (n ∈ N : n ≥ 2) ονομάζονται ανεξάρτητες αν για κάθε
ακολουθία {αk}k∈Nn πραγματικών αριθμών τα ενδεχόμενα {Xk ≤ αk}k∈Nn είναι
ανεξάρτητα. Ισοδύναμα, οι τ.μ. X1, . . . , Xn είναι ανεξάρτητες αν και μόνο αν για
κάθε ακολουθία {Bk}k∈Nn στοιχείων της B τα ενδεχόμενα {Xk ∈ Bk}k∈Nn είναι
ανεξάρτητα (βλ. π.χ. [?], Παρατήρηση 3.2.5(b). Ακόμη πιο γενικά, μια άπειρη
οικογένεια τ.μ. ονομάζεται ανεξάρτητη αν και μόνο αν κάθε πεπερασμένη υπο-
οικογένειά της είναι ανεξάρτητη.
Οι σ-υποάλγεβρες Σ1, . . . ,Σn (n ∈ N : n ≥ 2) της Σ ονομάζονται ανεξάρτητες
αν για κάθε k ∈ Nn και για κάθε Ak ∈ Σk τα A1, . . . , An είναι ανεξάρτητα εν-
δεχόμενα. Γενικότερα, μια άπειρη οικογένεια σ-υποαλγεβρών της Σ ονομάζεται
οικογένεια ανεξάρτητων σ-υποαλγεβρών της Σ αν και μόνο αν οποιεσδήποτε
και οσεσδήποτε, πεπερασμένες στο πλήθος, από αυτές είναι ανεξάρτητες.

Αʹ.2 Θεώρημα Μονότονης Κλάσης

Σε αυτό το παράρτημα παρουσιάζουμε δύο θεωρήματα για σ-άλγεβρες. Τα θεω-
ρήματα αυτά (ιδιαιτέρως το Θεώρημα Μονότονης Κλάσης) είναι μέρος της βασι-
κής τεχνικής αποδείξεων των Μετροθεωρητικών Πιθανοτήτων και έχουν πολλές
και μεγάλου φάσματος εφαρμογές. A21
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Έστω Ω ένα σύνολο και D μια οικογένεια υποσυνόλων του Ω. Τότε τα παρακάτω
είναι ισοδύναμα

(i) (Dyn1) Ω ∈ D

(Dyn2) B \ A ∈ D, για A,B ∈ D και ⊆

(Dyn3)
∪

n∈N An ∈ D, για κάθε αύξουσα ακολουθία {An}n∈N υποσυνόλων στο
D.

(ii) (Dyn1) ∅ ∈ D

(Dyn2) Ω \ A ∈ D, για κάθε A ∈ D

(Dyn3)
∪

n∈N An ∈ D, για κάθε ακολουθία {An}n∈N ξένων ανα δύο υποσυνό-
λων στο D.

Για μια αναλυτική απόδειξη του παραπάνω λήμματος βλ. [18] (Λήμμα B′.1.)
Εάν ένα σύνολο D ⊆ P (Ω) ικανοποιεί τις συνθήκες (i) ή (ii) του Λήμματος Αʹ.2
τότε λέγεται κλάση Dynkin υποσυνόλων του Ω.
(Μονότονης Κλάσης:) Έστω Ω ένα σύνολο και D μία κλάση Dynkin υποσυνόλων
του Ω. Υποθέτουμε ότι το σύνολο I ⊆ D είναι τέτοιο, ώστε I ∩ J ∈ I για όλα τα
I, J ∈ I. Τότε η D περιέχει την σ(I).
Για μια αναλυτική απόδειξη του παραπάνω Θεωρήματος βλ. [18]
Η ονομασία κλάση Dynkin ή σύστημα Dynkin έχει προταθεί από τον H. Bauer (βλ.
[4]) προς τιμή του E.B. Dynkin (1924 - ), ο οποίος χρησιμοποιεί αυτή την έννοια
με την ονομασία λ-σύστημα στο βιβλίο του για στοχαστικές διαδικασίες (1959).
Αυτά τα συστήματα συνόλων είχαν ήδη χρησιμοποιηθεί από τον W. Sierpinski
(βλ. [24] σελ. 710-714).
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Παράρτημα Βʹ

Χρήσιμες κατανομές

Παρακάτω, παραθέτουμε τις κατανομές πιθανότητας στις οποίες έγινε αναφορά
στη παρούσα εργασία. Ορίζουμε μια κατανομή πιθανότητας K(θ) δίνοντας απλώς
την αντίστοιχη σ.(π.)π. όπως αναφέραμε στο Κεφάλαιο 1.

(i) Κατανομή Poisson (PX = P(θ))

• fX(x) = e−θ(θx/x!) για κάθε x ∈ N με θ > 0.

• E[X] = V ar[X] = θ.

(ii) Εκθετική Κατανομή (PX = P(β))

• fX(x) = βe−βx για κάθε x ∈ (0,∞) με β > 0.

• E[X] = 1/β, V ar[X] = 1/β2.

(iii) Κατανομή Γάμμα (PX = P(α, β))

• fX(x) =
βα

Γ(a)
xα−1e−βx για κάθε x ∈ (0,∞) με α, β > 0.

• E[X] = α/β, V ar[X] = α/β2.
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Περίληψη

Στην παρούσα Διπλωματική Εργασία μελετούμε τις πολυμεταβλητές μικτές διαδικασίες

Poisson με μια κατανομή μίξης και τις πολυμεταβλητές μικτές διαδικασίες Poisson με παρά-

μετρο ένα τυχαίο διάνυσμα. Αποδεικνύονται κάποιες ιδιότητες των πολυμεταβλητών μικτών

διαδικασιών Poisson με μια κατανομή μίξης, όπως η πολυωνυμική και η Μαρκοβιανή ιδιότητα.

Ιδιαίτερο ενδιαφέρον παρουσιάζει ένα αποτέλεσμα, που αναφέρει ότι οι συντεταγμένες μίας πο-

λυμεταβλητής μικτής διαδικασίας Poisson είναι ανεξάρτητες αν και μόνο αν η κατανομή μίξης

παριστάνεται ως ένα μέτρο γινόμενο. Επίσησδίνονται κάποιοι χαρακτηρισμοί για τις πολυμετα-

βλητές μικτές διαδικασίες Poisson με μια κατανομή μίξης μέσω της πολυωνυμικής ιδιότητας,

της διωνυμικής ιδιότητας και της ιδιότητας Markov. Τέλος αποδεικνύεται ότι η κλάση των πο-

λυμεταβλητών μικτών διαδικασιών Poisson με παράμετρο ένα τυχαίο διάνυσμα είναι υπόκλαση

εκείνης των πολυμεταβλητών μικτών διαδικασιών Poisson με μία κατανομή μίξης. Παραμένει

ανοιχτό το πρόβλημα της ισότητας των δύο κλάσεων.



Abstract

In this thesis we study the multivariate mixed Poisson processes with arbitrary mixing

distribution and the multivariate mixed Poisson processes with parameter a random vector.

Some properties of multivariate mixed Poisson processes, such as the multinomial and the

Markov property, are derived. The use of multivariate setting is justified by a result, which

asserts that the coordinates of a multivariate mixed Poisson process are independent, if

and only if the mixing distribution is represented as a product measure. Moreover some

characterizations for multivariate mixed Poisson processes, in terms of the multinomial and

the Markov property are given. Finally, it is proven that the class of all multivariate mixed

Poisson processes with parameter a random vector is subclass of the class of all multivariate

mixed Poisson processes with a mixing distribution. The problem of the equality of the two

classes remains open.
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Εισαγωγή

Οι μονομεταβλητές μικτές κατανομές Poisson και οι μονομεταβλητές μικτές διαδικασίες

Poisson με μια κατανομή μίξης χρησιμοποιούνται ευρέως για την μοντελοποίηση της εμφάνισης

σπάνιων γεγονότων. Αυτό χρονολογείται από τη δεκαετία του 20 του προηγούμενου αιώνα.

Από τότε έχει δημοσιευθεί ένα μεγάλο πλήθος εργασιών βασισμένων σε αυστηρή θεμελίωση

των θεωρητικών αποτελεσμάτων και με εφαρμογές σε πληθώρα επιστημονικών τομέων.

Η καθιέρωση της χρήσης των πολυμεταβλητών μικτών κατανομών Poisson και των

πολυμεταβλητών μικτών διαδικασιών Poisson με μια παράμετρο μίξης πραγματοποιήθηκε στο

ίδιο σχεδόν χρονικό διάστημα, με την συμβολή των Bates, Neyman [4] (1952), Consael [8]

(1952), και Hofmann [14] (1955).

Αλλά σε αντίθεση με την μονομεταβλητή περίπτωση ο αριθμός των δημοσιεύσεων των

πολυμεταβλητών μικτών κατανομών Poisson είναι σχετικά μικρός. Παρ΄ όλα αυτά, διάφοροι

τομείς καλύπτονται από το έργο που έχει δημοσιευθεί μέχρι σήμερα, όπως τα εναέρια ατυχήματα

Bates and Neyman [4] (1952), τα εργατικά και μη εργατικά ατυχήματα Hofmann [14] (1955), οι

ασφάλειες αυτοκινήτου Picard [21] (1976), Partrat [20] (1994), Lemaire [17] (1995) , Walhin

and Paris [27] (2001), Zocher [29] (2005), οι τυφώνες Partrat [20] (1994), η ανίχνευση εικόνας

στην αστροφυσικής Ferrari, Letac and Tourneret [10] (2004), και η απώλεια αποθεματικών

Schmidt και Zocher [24] (2005).

Εφόσον το θεωρητικό υπόβαθρο δεν έχει ακόμη αναπτυχθεί στον ίδιο βαθμό όπως στην

μονομεταβλητή περίπτωση, υπάρχει ένα χάσμα μεταξύ των επιθυμητών πρακτικών εφαρμογών

και των διαθέσιμων θεωρητικών αποτελεσμάτων. Η βάση αυτής της μελέτης είναι η πολυμε-

ταβλητή απαριθμήτρια διαδικασία. Το μοντέλο της πολυμεταβλητής απαριθμήτριας διαδικασίας

καθορίζεται από διαφορετικές υποθέσεις που οδηγούν σε διαφορετικά μοντέλα πολυμεταβλητών

μικτών διαδικασιών Poisson,οι οποίες, ωστόσο, συνδέονται μεταξύ τους.

Ξεκινώντας με το πιο γενικό μοντέλο και εξειδικεύοντας βήμα προς βήμα, αυτή η

εργασία είναι οργανωμένη ως εξής: Στο Κεφάλαιο 1 παραθέτουμε κάποιες βασικές έννοιες

και ορισμούς. Στο Κεφάλαιο 2 δίνουμε μια επισκόπηση στοιχείων της Κλασσικής Θεωρίας

Κινδύνου όπου αρχικά παρουσιάζουμε κάποιες ιδιότητες των σ. δ. άφιξης απαιτήσεων και

του αριθμού των απαιτήσεων, (βλ. Ενότητες 2.1 και 2.2 αντίστοιχα). Στην Ενότητα 2.3
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αναφέρουμε βασικά αποτελέσματα της σ.δ. Poisson, στην Ενότητα 2.4 αναφερόμαστε στις

σύνθετες κατανομές και ολοκληρώνουμε το 2o Κεφάλαιο με μια αναφορά στη μικτή σ.δ. Poisson

(βλ. Ενότητα 2.5).

Στο Κεφάλαιο 3 παρουσιάζονται κάποιοι ορισμοί και αποδεικνύονται αποτελέσματα βοη-

θητικού χαρακτήρα, σχετικά με τις πολυμεταβλητές απαριθμήτριες κατανομές που χρειάζονται

για τα επόμενα κεφάλαια. Στην Ενότητα 3.1 μελετούνται οι πιθανογεννήτριες συναρτήσεις,

στην Ενότητα 3.2 οι ροπογεννήτριες, και στην Ενότητα 3.3 το Θεώρημα Bernstein-Widder.

Οι πολυμεταβλητές σημειακές διαδικασίες είναι το θεμα του Κεφαλαίου 4. Αρχικά εισά-

γονται αυτές οι διαδικασίες (Ενότητα 4.1) και στη συνέχεια αποδεικνύονται κάποιες ιδιότητες

τις οποίες έχουν οι απαριθμήτριες κατανομές και οι οποίες σχετίζονται με τις μικτές κατανο-

μές Poisson (Ενότητα 4.2). Οι συσχετισμοί μεταξύ τέτοιων ιδιοτήτων, όπως για παράδειγμα

των στάσιμων προσαυξήσεων, της πολυωνυμικής ιδιότητας, και της ιδιότητας Markov, επίσης

μελετούνται με κάθε λεπτομέρεια.

Το Κεφάλαιο 5 είναι αφιερωμένο στις πολυμεταβλητές μικτές διαδικασίες Poisson με

μια αυθαίρετη κατανομή μίξης. Και πάλι αποδεικύονται κάποιες ιδιότητες αυτών των διαδι-

κασιών (Ενότητα 5.1). Το γινόμενο πιθανοτήτων Poisson μέσα στα ολοκληρώματα προκαλεί

την ερώτηση της ανεξάρτησίας των συντεταγμένων μιας πολυμεταβλητής μικτής σ.δ. Poisson.

Μια απάντηση δίνεται στο Θεώρημα 5.1.5, σύμφωνα με το οποίο οι συντεταγμένες μιας πο-

λυμεταβλητής μικτής διαδικασίας Poisson είναι ανεξάρτητες, αν και μόνο αν η κατανομή μίξης

παριστάνεται ως ενα μέτρο γινόμενο. Επιπλέον, οι πολυμεταβλητές μικτές διαδικασίες Poisson

χαρακτηρίζονται ως πολυμεταβλητές απαριθμήτριες διαδικασίες που έχουν την πολυωνυμική

ιδιότητα (Θεώρημα 5.2.3). Μετά το αποτέλεσμα αυτό αποδείκνυεται ότι μια πολυμεταβλητή

μικτή διαδικασία Poisson με ανεξάρτητες προσαυξήσεις είναι μια πολυμεταβλητή διαδικασία με

την έννοια ότι οι συντεταγμένες είναι ανεξάρτητες και κάθε συντεταγμένη είναι μια μονομε-

ταβλητή σ.δ. Poisson (Θεώρημα 5.2.7). Οι ιδιότητες της δομής των ροπών πολυμεταβλητών

μικτών διαδικασιών Poisson δίνονται στην Ενότητα 5.3.

΄Ενας εναλλακτικός τρόπος για να μοντελοποιήσουμε τις πολυμεταβλητές μικτές δια-

δικασίες Poisson εντός της κατηγορίας των πολυμεταβλητών απαριθμητριών διαδικασιών είναι

να υποθέσουμε την ύπαρξη ενός τυχαίου διανύσματος επάνω στον ίδιο χώρο πιθανότητας και

να εξετάσουμε τις δεσμευμένες πιθανότητες της διαδικασίας ως προς αυτό το τυχαίο διάνυσμα,

έτσι ώστε η διαδικασία να παραμένει μια πολυμεταβλητή μικτή διαδικασία Poisson. Αυτή η ιδέα

μοντελοποίησης οδηγεί στις πολυμεταβλητές μικτές διαδικασίες Poisson με μια τυχαία παράμε-

τρο, οι οποίες μελετούνται στο Κεφάλαιο 6, και για τις οποίες η κατανομή μίξης προέρχεται

από ένα τυχαίο διάνυσμα. Για τις κατανομές μίξης που προέρχονται από ένα τυχαίο διάνυσμα,

πετυχαίνονται απλούστερες παραστάσεις κάποιων αποτελεσμάτων, ενώ η χρήση των δεσμευ-
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μένων πιθανοτήτων γεννά νέα ερωτήματα. Με παρόμοια μεθοδολογία όπως στο προηγούμενο

κεφάλαιο, μελετούνται κάποιες βασικές ιδιότητες (Ενότητα 6.1) και η δομή των ροπών πολυ-

μεταβλητών μικτών διαδικασιών Poisson με παράμετρο ένα τυχαίο διάνυσμα (Ενότητα 6.2).

Εξαιτίας της πρόσθετης υπόθεσης, ένας χαρακτηρισμός ανάλογος με εκείνον της Ενότητας 5.2

δεν είναι δυνατός. Αφού το μοντέλο στο Κεφάλαιο 6 απαιτεί την ύπαρξη μιας τυχαίας παραμέ-

τρου, οι posterior κατανομές της παραμέτρου ως προς τη διαδικασία, μελετώνται στην Ενότητα

6.3.

Σε όλη την εργασία εξετάζονται για κάθε ιδιότητα το πρόβλημα της διατήρησης αυτής

της ιδιότητας κατά την μετάβαση από την αρχική πολυμεταβλητή σ.δ. σε διαδικασίες που

προκύπουν με συγκεκριμένους γραμμικούς μετασχηματισμούς, π.χ.οι συντεταγμένες και το

άθροισμα όλων των συντεταγμένων μιας πολυμεταβλητής μικτής διαδικασίας Poisson είναι πάλι

μικτές διαδικασίες Poisson. Επιπλέον, δείχνεται με την βοήθεια της σταδιακής (incremental)

σ.δ., οτι όλα τα μοντέλα που θεωρούμε είναι κατα κάποιον τρόπο ευσταθή (stable) ως προς

τον χρόνο. ΄Ετσι, για να είμαστε σε θέση να δεχθούμε ένα από αυτά τα μοντέλα δεν ειναι

σημαντικό να γνωρίζουμε πότε αρχίζει η διαδικασία, πράγμα το οποίο έχει ένα σημαντικό

θετικό αντίκτυπο σε πιθανές εφαρμογές. Πρέπει επίσης να αναφερθεί, οτι οι δημοσιεύσεις που

αφορούν στην μονομεταβλητή περίπτωση, όπως π.χ. η [22] και η [12] για να αναφερθούμε μόνο

δυο από αυτές, επίσης δίνουν σχέσεις μεταξύ ιδιοτήτων, ερωτήματα προς απάντηση και ιδέες για

κάποιες αποδείξεις για την πολυμεταβλητή περίπτωση. Αυτή η επιρροή δεν προσφέρεται για όλα

τα προβήματα, αλλά κάθε φορά που οι ιδέες της μονομεταβλητής περίπτωσης είναι ουσιώδεις

για την πολυμεταβλητή περίπτωση, δίνονται οι καταλληλες αναφορές της βιβλιογραφίας.
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Κεφάλαιο 1

Βασικές ΄Εννοιες και Ορισμοί

Στο παρόν κεφάλαιο παραθέτουμε ορισμένες εισαγωγικές έννοιες και κάποιους βασικούς συμ-

βολισμούς και ορισμούς που χρησιμοποιούνται στην παρούσα εργασία.

Με N συμβολίζεται το σύνολο {1, 2, . . .} όλων των φυσικών αριθμών , με Z το σύνολο όλων

των ακεραίων αριθμών, με Q το σύνολο όλων των ρητών αριθμών και με R το σύνολο όλων

των πραγματικών αριθμών. Επίσης χρησιμοποιούνται τα εξής σύμβολα: N0 := {0, 1, 2, . . .},
Nm := {1, 2, . . . ,m}, Z∗ := Z\{0}, Q∗ := Q\{0}, R∗ := R\{0} και R+ := {x ∈ R : x ≥ 0}.
Ομοίως ορίζονται και οι συμβολισμοί Z+, Z∗+ και Q+, Q∗+.

΄Εστω Ω σύνολο και A,B ⊆ Ω. Με Ac ή Ω\A := {x ∈ Ω : x /∈ A} συμβολίζεται το

συμπλήρωμα του A (σε σχέση με το Ω), με A ] B συμβολίζεται η ένωση δύο ξένων

μεταξύ τους συνόλων και με
⊎
i∈I Ai συμβολίζεται η ένωση μιας οικογένειας {Ai}i∈I (I 6= ∅)

ξένων ανά δύο υποσυνόλων του Ω. Τα στοιχεία μίας σ-άλγεβρας Σ καλούνται ενδεχόμενα,

ενώ για κάθε A ∈ Σ με χA συμβολίζουμε την δείκτρια συνάρτηση του (ενδεχομένου)

A. Ας θεωρήσουμε επίσης ένα σύστημα υποσυνόλων G του Ω. Η ελάχιστη σ-άλγεβρα

υποσυνόλων του Ω που περιέχει το G συμβολίζεται με σ(G) και ονομάζεται σ-άλγεβρα η

παραγόμενη από το G , ενώ το G ονομάζεται γεννήτορας της σ(G). Μία σ-άλγεβρα A
είναι αριθμήσιμα παραγόμενη εάν υπάρχει μία αριθμήσιμη οικογένεια G υποσυνόλων του

Ω για την οποία ισχύει A = σ (G). Τέλος, με B και B((α, β)), όπου α, β ∈ R, συμβολίζουμε

την Borel σ-άλγεβρα υποσυνόλων του R και (α, β), αντίστοιχα, ενώ με Bn συμβολίζουμε την

Borel − σ−άλγεβρα υποσυνόλων του Rn
για την n ∈ N.

Στο εξής κι εφόσον δεν δηλώνεται διαφορετικά θεωρούμε έναν χ.μ. (Ω,Σ, µ).

΄Ενα σύνολο N ∈ Σ ονομάζεται σύνολο μηδενικού μέτρου (σ.µ.µ.) ή σύνολο µ-

μηδενικού μέτρου (µ − σ.µ.µ.) ή µ-μηδενικό σύνολο αν και μόνο αν µ(N) = 0. Το

σύνολο όλων των µ− σ.µ.µ. συμβολίζεται με Σ0.

Μία τ.μ. f : Ω 7−→ R ονομάζεται ολοκληρώσιμη (ως προς το μέτρο P ) αν
∫
|f |dP <∞.
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Βασικές ΄Εννοιες και Ορισμοί

Με L1(P ) (αντ. L1
+(P )) συμβολίζεται το σύνολο όλων των ολοκληρώσιμων (αντ. μη αρνη-

τικών P − σ.β., ολοκληρώσιμων) συναρτήσεων f : Ω 7−→ R. Ακόμη με L2(P ) συμβολίζεται

αντίστοιχα το σύνολο όλων των τετραγωνικά ολοκληρώσιμων − δηλαδή όλων των τ.μ.

f : Ω 7−→ R ώστε
∫
f 2dP <∞ − συναρτήσεων.

Επειδή στην παρούσα εργασία θα ασχοληθούμε μόνο με (διακριτές και) απόλυτα συνεχείς

τ.μ., στο εξής γράφοντας «συνεχής τ.μ.» θα εννοούμε «απόλυτα συνεχής τ.μ.».

Ακόμη, θα λέμε ότι η τ.μ. X με σύνολο τιμών RX ακολουθεί την κατανομή K(θ)

με παραμετρικό διάνυσμα θ := (θ1, . . . , θm) ∈ Rm
, όπου m ∈ N , και θα συμβολίζουμε για το

αντίστοιχο μέτρο πιθανότητας PX = K(θ) αν

PX(B) =

∫
B

fX(x)χRXν(dx) =

∫
B∩RX

fX(x)ν(dx) για κάθε B ∈ B,

όπου fX η αντίστοιχη σ.(π.)π., και ν είναι το αριθμητικό μέτρο επάνω στο N ή το μέτρο του

Lebesgue λ επάνω στο R ανάλογα με το αν η τ.μ. X είναι συνεχής ή διακριτή. Αν η τ.μ. X

είναι διακριτή, τότε το ολοκλήρωμα γίνεται άθροισμα ή σειρά, ανάλογα με το αν το RX είναι

πεπερασμένο ή αριθμήσιμο, αντίστοιχα.

΄Εστω (Ω,Σ, µ) και (Θ, T, ν) χ.μ.. ΄Ενα R ⊆ Ω×Θ ονομάζεται μετρήσιμο ορθογώνιο

(του Ω×Θ) , αν γράφεται R = A×B, όπου A ∈ Σ και B ∈ T . Επί πλέον, η σ-άλγεβρα που

παράγεται από την οικογένεια των μετρήσιμων ορθογωνίων λέγεται σ-άλγεβρα γινόμενο

των Σ και T και συμβολίζεται με Σ⊗ T .

΄Εστω επίσης ο χ.μ. (Ω × Θ,Σ ⊗ T, ρ). Το μέτρο ρ ονομάζεται μέτρο γινόμενο των

µ και ν και συμβολίζεται με µ⊗ ν αν και μόνο αν για κάθε A ∈ Σ και B ∈ T ικανοποιεί την

ιδιότητα ρ(A×B) = µ(A)ν(B).

Εαν I είναι ένα οποιοδήποτε μη κενό σύνολο δεικτών και {(Ωi,Σi, Pi)}i∈I είναι μία οικο-

γένεια χ.π., τότε για κάθε ∅ 6= J ⊆ I συμβολίζουμε με (ΩJ ,ΣJ , PJ) τον χ.π.-γινόμενο

⊗i∈J(Ωi,Σi, Pi) :=
(∏

i∈J Ωi,⊗i∈JΣi,⊗i∈JPi
)
. Αν (Ω,Σ, P ) είναι ένας χ.π. συμβολίζουμε με

P I
την πιθανότητα-γινόμενο στον ΩI

και με ΣI
το πεδίο ορισμού της P I

.

Επί πλέον, για κάθε τ.μ. X : Ω 7−→ R θέτουμε

σ(X) := X−1(B) := {X−1(B) : B ∈ B}.

Τότε, η σ(X) είναι μια σ-άλγεβρα στο Ω που ονομάζεται η σ-άλγεβρα στο Ω η παραγό-

μενη από την X και ισχύει σ(X) ⊆ Σ. Γενικότερα, για μια οικογένεια {Xj}j∈I τ.μ., όπου

I σύνολο δεικτών, ορίζουμε

σ
(
{Xj}j∈I

)
:= σ

(⋃
j∈I

σ(Xj)

)
.
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Βασικές ΄Εννοιες και Ορισμοί

Η σ
(
{Xj}j∈I

)
ονομάζεται η σ-άλγεβρα η παραγόμενη από την οικογένεια {Xj}j∈I .

Για κάθε B ∈ Σ ώστε P (B) > 0 και για κάθε τ.μ. X : Ω −→ R το ολοκλήρωμα της X ως

προς την δεσμευμένη πιθανότητα PB συμβολίζεται με

EB[X] := E[X|B] :=

∫
B

XdPB

και εφόσον υπάρχει στο R̄ ονομάζεται η δεσμευμένη μέση τιμή (δ.μ.τ. για συντομία) της

τ.μ. X δοθέντος του B. Αν X = χA με A ∈ Σ τότε εύκολα προκύπτει οτι E[XA|B] = PB(A).

΄Εστω μια τ.μ. X ∈ L1(P ) και μια τ.μ. Y : Ω −→ R. Μια δεσμευμένη μέση τιμή

της X δεδομένης της Y είναι μια τ.μ. E[X|Y ] : Ω −→ R που ικανοποιεί τις παρακάτω

συνθήκες:

(i) Η E[X|Y ] είναι σ(Y )-μετρήσιμη συνάρτηση,

(ii)
∫
A
E[X|Y ]dP =

∫
A
XdP ∀A ∈ σ(Y ).

΄Εστω X ∈ L1(P ) και Τ μια σ -υποάλγεβρα της Σ. Μια δεσμευμένη μέση τιμή της

X δοσμένης της σ -υποάλγεβρας T είναι μια τ.μ. E[X|Y ] : Ω −→ R τέτοια, ώστε:

(i) Η E[X|T ] να είναι T -μετρήσιμη συνάρτηση,

(ii)
∫
A
E[X|T ]dP =

∫
A
XdP ∀A ∈ T.

Η E[X|T ] δεν είναι μοναδική, αλλά είναι μοναδική P |T -ς.β., δηλαδή αν η Z : Ω −→ R είναι

μια δ.μ.τ. της X δεδομένης της T , τότε Z = E[X|T ] P |T−σ.β. Η E[X|T ] είναι μια εκδοχή

(version) της δ.μ.τ. της X δοσμένης της T , και συμβολίζεται με EP [X|T ] ή αλλιώς E[X|T ].

Για X := χB ∈ L1(P ) με B ∈ Σ θέτουμε

P [B|T ] := EP [XχB|T ].

Η έννοια της δ.μ.τ. μιας τ.μ. X δοσμένης μιας σ-υποέλγεβρας της Σ επεκτείνει την έννοια

της δ.μ.τ. της X δοσμένης μιας τ.μ. Y υπο την έννοια οτι E[X|Y ] = E[X|σ(Y ).

Οι σ-υποάλγεβρες Σ1, . . . ,Σn (n ∈ N : n ≥ 2) της Σ ονομάζονται ανεξάρτητες αν για

κάθε k ∈ Nn και για κάθε Ak ∈ Σk τα A1, . . . , An είναι ανεξάρτητα ενδεχόμενα. Γενικότερα,

μια άπειρη οικογένεια σ-υποαλγεβρών της Σ ονομάζεται οικογένεια ανεξάρτητων σ-

υποαλγεβρών της Σ αν και μόνο αν οποιεσδήποτε και οσεσδήποτε, πεπερασμένες στο

πλήθος, από αυτές είναι ανεξάρτητες.

Μία οικογένεια {Σi}i∈I σ-υποαλγεβρών της Σ ονομάζεται P -υπό συνθήκη ανεξάρτητη

της σ-υποάλγεβρας F ⊆ Σ, αν ∀n ∈ N με n ≥ 2 έχουμε

P (E1 ∩ . . . ∩ En|F) =
n∏
j=1

P (Ej|F) P |F − σ.β.
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∀j ≤ n ∀Ej ∈ Σij όπου τα i1, . . . , in είναι διακριτά στοιχεία του I.

Μία οικογένεια Σ-T -μετρήσιμων απεικονήσεων {Xi}i∈I από τον Ω στον Υ είναι:

• P -υπό συνθήκη ανεξάρτητη επάνω στην σ-υποάλγεβρα F της Σ , αν η οικογένεια

σ ({Xi})i∈I είναι P -υπό συνθήκη ανεξάρτητη επάνω στην F ,και

• P -υπό συνθήκη ισόνομη επάνω στην σ-υποάλγεβρα F της Σ αν,

P (F ∩X−1
i (B)) = P (F ∩X−1

j (B)),

για i, j ∈ I , F ∈ F και B ∈ T .

Μία οικογένεια {Xt}t∈T τ.μ. ονομάζεται ανεξάρτητη μιας οικογένειας {Σi}i∈I σ-υποαλγεβρών
της Σ, όπου T, I 6= ∅ σύνολα δεικτών, αν για κάθε πεπερασμένο αριθμό τ.μ. Xt1 , . . . , Xtm και

σ-υποαλγεβρών Σ1, . . . ,Σn της Σ (m,n ∈ N), οι σ-υποάλγεβρες σ(Xt1), . . . , σ(Xtm),Σ1, . . . ,Σn

είναι ανεξάρτητες.

Αν οι P,Q είναι κατανομές πιθανότητας επάνω στον μ.χ. (R,B), τότε η κατανομή πιθανό-

τητας με τύπο

(P ∗Q)(B) :=

∫
R
P (B − y)dQ(y) για κάθε B ∈ B,

όπου B−y := {z−y : z ∈ B}, ονομάζεται η συνέλιξη των P,Q. Επίσης για n ∈ N ορίζουμε

ως την n-οστη συνέλιξη της P , την κατανομή πιθανότητας P ∗(n+1) := P n ∗ P , όπου P ∗0

(εκφυλισμένη) κατανομή που ικανοποιεί την P ∗0({0}) = 1. Ομοίως, ορίζεται και η συνέλιξη

δύο σ.κ.π. F,G ή δύο σ.(π.)π. f, g. Τέλος, σημειώνουμε ότι αν n ∈ N και η {Xk}k∈Nn είναι μια

ακολουθία ανεξάρτητων τ.μ. με αντίστοιχες κατανομές πιθανότητας (επάνω στον μ.χ. (R,B))

{PXk}k∈Nn , τότε από τον ορισμό της συνέλιξης άμεσα έχουμε ότι

PX0+···+Xn = PX0 ∗ · · · ∗ PXn = (PX0 ∗ · · · ∗ PXn−1) ∗ PXn .

Μία οικογένεια {Xj}j∈I , όπου I ένα μερικώς διατεταγμένο σύνολο (βλ. π.χ. [3], Ορισμός

1.19), μετρήσιμων συναρτήσεωνXj : Ω 7−→ R (j ∈ I) ονομάζεται σ.δ. (σ.δ.) ή στοχαστική

ανέλιξη. Επί πλέον, αν το I είναι ένα υπεραριθμήσιμο υποσύνολο του R τότε λέμε ότι η

{Xj}j∈I είναι μια σ.δ. συνεχούς χρόνου, ενώ αν το I ⊆ Z, τότε λέμε ότι η {Xj}j∈I είναι

μια σ.δ. διακριτού χρόνου.

Μια σ.δ. {Xt}t∈R+ είναι:

• μια σ.δ. ανεξάρτητων προσαυξήσεων ή έχει ανεξάρτητες προσαυξήσεις αν

για κάθε m ∈ N0, t0, t1, . . . , tm ∈ R+ ώστε 0 = t0 < t1 < · · · < tm, οι προσαυξήσεις

Xtj −Xtj−1
(j ∈ Nm ∪ {0}) είναι μεταξύ τους ανεξάρτητες.

• μια σ.δ. στάσιμων προσαυξήσεων ή έχει στάσιμες προσαυξήσεις αν για κάθε

m ∈ N0, h ∈ R+ και t0, t1, . . . , tm ∈ R+ τέτοια ώστε 0 = t0 < t1 < · · · < tm η οικογένεια των

προσαυξήσεων {Xtj+h−Xtj−1+h}j∈Nm∪{0} έχει την ίδια κατανομή με την {Xtj−Xtj−1
}j∈Nm∪{0}.
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Τέλος, σημειώνουμε ότι για την υπόλοιπη εργασία κι εφόσον δεν δηλώνεται διαφορετικά,

θεωρούμε έναν σταθερό χ.π. (Ω,Σ, P ).
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Κεφάλαιο 2

Επισκόπηση Κάποιων Εννοιών της

Κλασσικής Θεωρίας Κινδύνου

Αντικείμενο αυτού του κεφαλαίου είναι μία σύντομη αναφορά σε κάποιες βασικές έννοιες και

αποτελέσμάτα της Θεωρίας Κινδύνου. ΄Ετσι, αρχικά σκιαγραφούμε ένα υπόδειγμα της διαχρο-

νικής εξέλιξης του χαρτοφυλακίου των κινδύνων μιας ασφαλιστικής επιχείρησης, θέτοντας το

γενικό πλαίσιο αναφοράς του παρόντος κεφαλαίου (βλ. Ενότητα 2.1). ΄Επειτα, προχωράμε στην

επισκόπιση κάποιων ιδιοτήτων των σ.δ. άφιξης των απαιτήσεων και του αριθμού των απαιτήσε-

ων (βλ. Ενότητες 2.2 και 2.3, αντίστοιχα). Τέλος αναφέρουμε βασικά αποτελέσματα σχετικά

με τη διαδικασία Poisson(βλ. Ενότητα 2.4), που αποτελεί την βάση για την κατανόηση τόσο

της μικτής διαδικασίας Poisson όσο και των μεμειγμένων ανανεωτικών διαδικασιών.

2.1 Το Υπόδειγμα

Για την ανάπτυξη ενός υποδείγματος που θα μοντελοποιεί το χαρτοφυλακίου των κινδύνων μιας

ασφαλιστικής επιχείρησης, αναφέρουμε αρχικά τις ακόλουθες έννοιες,

- την σ.δ. άφιξης των απαιτήσεων (claim arrival process),

- την σ.δ. του αριθμού των απαιτήσεων (claim number process), και,

- την σ.δ. ενδιάμεσων χρόνων άφιξης των απαιτήσεων (claim interarrival process).

Θα δούμε ότι και οι τρείς στοχαστικές διαδικασίες σχετίζονται μεταξύ τους και μάλιστα γνω-

ρίζοντας την μία μπορούμε να καθορίσουμε τις υπόλοιπες.

Ας θεωρήσουμε ένα χαρτοφυλάκιο κινδύνων που ασφαλίζονται από κάποια ασφαλιστική

εταιρεία. Οι ασφαλισμένοι πληρώνουν ασφάλιστρα έναντι των κινδύνων που αντιμετωπίζουν

και οι οποίοι αν παραγματοποιηθούν προξενούν απαιτήσεις έναντι της εταιρίας, η οποία με τη
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σειρά της καλείται να τις εξοφλήσει . Το χαρτοφυλάκιο μπορεί να αποτελείται από έναν και

μοναδικό ή περισσότερους κινδύνους.

Υποθέτουμε επιπλέον ότι οι απαιτήσεις λαμβάνουν χώρα τυχαία και σε έναν άπειρο χρονικό

ορίζοντα ξεκινώντας στο χρόνο μηδέν, έτσι ώστε

- καμιά απαίτηση να μην λαμβάνει χώρα στο χρόνο μηδέν, και

- να μην συμβαίνουν δύο (ή περισσότερες) απαιτήσεις, ταυτόχρονα.

Η υπόθεση της μη ταυτόχρονης πραγματοποίησης δύο (ή περισσότερων) απαιτήσεων φαίνεται

ότι μπορεί να γίνει χωρίς βλάβη της γενικότητας. Πράγματι, δεν πρέπει να παρουσιάζεται

κάποιο σημαντικό πρόβλημα όταν το χαρτοφυλάκιο είναι μικρό. ΄Ομως, όταν το χαρτοφυλάκιο

είναι μεγάλο, εξαρτάται από το είδος της υπό εξέταση ασφάλισης για το αν αυτή η υπόθεση είναι

πράγματι αποδεκτή ,π.χ δύο ασφαλισμένοι από το ίδιο χαρτοφυλάκιο ασφάλισης αυτοκινήτων

να εμπλακούν σε ένα δυστύχημα μεταξύ τους και να υπάρχει μερική ευθύνη και από τους δύο.

Πάντως, η υπόθεση της μη ταυτόχρονης εμφάνισης δύο απαιτήσεων ακόμα κι όταν κρίνεται

ως μη αποδεκτή, μπορεί να διατηρηθεί, αλλάζοντας ελαφρώς την οπτική μας, δηλαδή, με το

να θεωρήσουμε τα γεγονότα (που προκαλούν την έγερση) απαίτησης (όπως αυτοκινητιστικά

δυστυχήματα) αντί των ατομικών απαιτήσεων. Ο αριθμός των ατομικών απαιτήσεων που εγεί-

ρονται για ένα συγκεκριμένο γεγονός απαίτησης μπορεί τότε να ερμηνευτεί ως το μέγεθος του

γεγονότος απαίτησης.

Στις επόμενες ενότητες αυτού του κεφαλαίου μοντελοποιούμε τις προηγούμενες ιδέες σε

ένα πιθανοθεωρητικό υπόδειγμα.

2.2 Η Σ.Δ. άφιξης των Απαιτήσεων

Στην παρούσα ενότητα θα ορίσουμε τόσο την σ.δ. άφιξης των απαιτήσεων όσο και την σ.δ.

ενδιάμεσων χρόνων άφιξης των απαιτήσεων και παραθέτουμε κάποια χρήσιμα αποτελέσματα

χωρίς απόδειξη.

Ορισμός 2.2.1. Η ακολουθία {Tn}n∈N0 τ.μ. είναι μια σ.δ. άφιξης των απαιτήσεων αν

υπάρχει σύνολο μηδενικής πιθανότητας ΩT ∈ Σ τέτοιο ώστε για κάθε ω ∈ Ω \ ΩT να ισχούν

τα εξής:

(t1) T0(ω) = 0, και

(t2) Tn−1(ω) < Tn(ω) για κάθε n ≥ 1.

Επιπλέον, το P -μηδενικό σύνολο ΩT ονομάζεται το P -μηδενικό σύνολο εξαίρεσης της

σ.δ. άφιξης των απαιτήσεων {Tn}n∈N0 .
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Προφανώς για κάθε n ∈ N η τ.μ. Tn είναι θετική κάτι που είναι άμεση συνέπεια του ορισμού.

Ορισμός 2.2.2. ΄Εστω {Tn}n∈N0 σ.δ. άφιξης των απαιτήσεων . Η ακολουθία {Wn}n∈N,
όπου Wn := Tn − Tn−1 για κάθε n ∈ N είναι η σ.δ. ενδιάμεσων χρόνων άφιξης των

απαιτήσεων

Από τους δύο παραπάνω ορισμούς άμεσα έπεται για κάθε n ∈ N ότι η τ.μ. Wn είναι θετική,

καθώς και ότι ισχύει η σχέση

Tn =
n∑
i=1

Wi. (2.1)

Ερμηνεύοντας, τώρα, τους Ορισμούς 2.2.2 και 2.2.1 σε όρους του υποδείγματος που σκια-

γραφήσαμε στην προηγούμενη ενότητα σημειώνουμε τα εξής:

- Η Tn είναι η τ.μ. που δηλώνει τον χρόνο εμφάνισης της n-οστής απαίτησης.

- Η Wn είναι η τ.μ. που δηλώνει τον χρόνο αναμονής μεταξύ της

(n− 1)-οστής και της n-οστής απαίτησης.

- Με πιθανότητα ένα καμία απαίτηση δεν εγείρεται στον χρόνο μηδέν και δύο (ή παραπά-

νω) απαιτήσεις δεν εμφανίζονται ταυτόχρονα.

Παρατηρούμε, λοιπόν, πως οι Ορισμοί 2.2.2 και 2.2.1 βρίσκουν άμεση φυσική ερμηνεία,

αφού προφανώς οι χρόνοι άφιξης και οι ενδιάμεσοι χρόνοι άφιξης των απαιτήσεων θα είναι

θετικοί, ενώ λογικά η απαίτηση n θα εμφανίζεται σε χρόνο μεταγενέστερο αυτού στον οποίο

εμφανίζεται η απαίτηση n− 1.

Για το υπόλοιπο αυτού του κεφαλαίου και εφόσον δεν δηλώνεται διαφορετικά, θεωρούμε

την {Tn}n∈N0 ως μια σ.δ. άφιξης των απαιτήσεων και την {Wn}n∈N ως την αντίστοιχη σ.δ.

ενδιάμεσων χρόνων άφιξης των απαιτήσεων. Χωρίς βλάβη της γενικότητας, μπορούμε να υπο-

θέσουμε ότι το P -μηδενικό σύνολο εξαίρεσης της σ.δ. άφιξης των απαιτήσεων είναι το κενό

σύνολο, δηλαδή ΩT := ∅ ∈ Σ.

Από τον Ορισμό 2.2.1 και την (2.1), είναι προφανές ότι η σ.δ. άφιξης των απαιτήσεων και

η σ.δ. ενδιάμεσων χρόνων άφιξης των απαιτήσεων αλληλοκαθορίζονται. Η σχέση τους γίνεται

ξεκάθαρη από τα ακόλουθα αποτελέσματα.

Λήμμα 2.2.3. Για κάθε n ∈ N ισχύουν τα εξής:

(i) σ
(
{Tk}k∈{0,1,...,n}

)
= σ

(
{Wk}k∈{1,...,n}

)
.

(ii) Για τα τυχαία διανύσματα Tn,Wn : Ω 7−→ Rn
με τύπο

Tn(ω) := (T1, . . . , Tn)′(ω) = (T1(ω), . . . , Tn(ω))′
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και

Wn(ω) := (W1, . . . ,Wn)′(ω) = (W1(ω), . . . ,Wn(ω))′

για κάθε ω ∈ Ω, αντίστοιχα, καθώς και για τον n× n-πίνακα Mn = [mij] με

mij :=

{
1 αν i ≥ j

0 αν i < j

}
.

έχουμε:

(a) Ο Mn είναι αντιστρέψιμος και ικανοποιεί την σχέση det(Mn) = 1, και

(b) Tn = Mn ◦Wn καθώς καιWn = M−1
n ◦Tn.

Για την απόδειξη του παραπάνω Λήμματος βλ. π.χ [1] Λήμμα 3.2.3.

Από το (i) έπεται το συμπέρασμα ότι η πληροφορία που είναι διαθέσιμη από την γνώση της

{Tn}n∈N0 είναι ίδια με την πληροφορία που προκύπτει από την γνώση της {Wn}n∈N ενώ από το

(ii) προκύπτει ότι αν γνωρίζουμε τις τιμές της μίας μπορούμε πολύ εύκολα να υπολογίσουμε

και τις τιμές της άλλης μέσω ενός πίνακα.

Λήμμα 2.2.4. Οι κατανομές των τυχαίων διανυσμάτων του Λήμματος 2.2.3 ικανοποιούν για

κάθε n ∈ N τα εξής:
PTn = (PWn)Mn και PWn = (PTn)M−1

n
.

Στις υποθέσεις που κάναμε για το υπόδειγμα που αναπτύχθηκε στην Ενότητα 2.1 η πι-

θανότητα να προκύψουν ταυτόχρονα δύο ή και περισσότερες απαιτήσεις είναι ίση με μηδέν,

αυτό όμως δεν αποκλείουν την δυνατότητα πραγματοποίησης απείρως πολλών απαιτήσεων σε

πεπερασμένο χρόνο.

Το ακόλουθο Λήμμα μας βοηθάει να καταλάβουμε καλύτερα τη σχέση που έχουν οι στο-

χαστικές διαδικασίες {Tn}n∈N0 και {Wn}n∈N.

Λήμμα 2.2.5. ΄Εστω θ ∈ (0,∞). Αν η σ.δ. {Wn}n∈N ενδιάμεσων χρόνων άφιξης των
απαιτήσεων είναι ανεξάρτητη, τότε τα ακόλουθα είναι ισοδύναμα:

(i) PWn = Exp(θ) για κάθε n ∈ N.

(ii) PTn = Ga(n, θ) για κάθε n ∈ N.

Σε αυτήν την περίπτωση και για κάθε n ∈ N ισχύει ότι E [Wn] = 1/α και E [Tn] = n/α, και η

πιθανότητα της έκρηξης ισούται με μηδέν.

Για την απόδειξη βλ. π.χ. [22] Λήμμα 1.2.2.
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2.3 Η Σ.Δ. του Αριθμού των Απαιτήσεων

Στην παρούσα ενότητα εισάγουμε την σ.δ. του αριθμού των απαιτήσεων και αποδεικνύουμε ότι

οι σ.δ. άφιξης των απαιτήσεων και του αριθμού των απαιτήσεων καθορίζουν η μία την άλλη

(και κατέπέκταση την σ.δ ενδιάμεσων χρόνων άφιξης των απαιτήσεων). Παραθέτουμε ακόμη

δύο αποτελέσματα που αναφέρονται στο πως συνδέεται η σ.δ. του αριθμού των απαιτήσεων με

την πιθανότητα της έκρηξης . Τέλος, ορίζουμε τις έννοιες της προσαύξησης, των ανεξάρτητων

και των στάσιμων προσαυξήσεων για την σ.δ. του αριθμού των απαιτήσεων.

Ορισμός 2.3.1. Μία οικογένεια {Nt}t∈R+ τ.μ. ονομάζεται σ.δ. του αριθμού των α-

παιτήσεων ή απαριθμήτρια διαδικασία αν υπάρχει ένα σύνολο μηδενικής πιθανότητας

ΩN ∈ Σ τέτοιο ώστε για κάθε ω ∈ Ω \ ΩN να ισχούν τα εξής:

(n1) N0(ω) = 0,

(n2) Nt(ω) ∈ N0 ∪ {∞} για κάθε t ∈ (0,∞),

(n3) Nt(ω) = infs∈(t,∞) Ns(ω) για κάθε t ∈ R+,

(n4) sups∈[0,t) Ns(ω) ≤ Nt(ω) ≤ sups∈[0,t) Ns(ω) + 1 για κάθε t ∈ R+, και

(n5) supt∈R+
Nt(ω) =∞.

Επί πλέον, το P -μηδενικό σύνολο ΩN ονομάζεται το P -μηδενικό σύνολο εξαίρεσης της

σ.δ. του αριθμού των απαιτήσεων {Nt}t∈R+ .

Μία σ.δ. του αριθμού των απαιτήσεων ονομάζεται από ορισμένους συγγραφείς και σημειακή

διαδικασία

Θέλοντας να δώσουμε μια φυσική ερμηνεία στον παραπάνω ορισμό σημειώνουμε τα εξής:

- Η Nt είναι η τ.μ. που δηλώνει τον πλήθος των απαιτήσεων που εμφανίζονται στο χρονικό

διάστημα [0, t].

- P -σχεδόν βέβαια όλες οι τροχιές της {Nt}t∈R+ ξεκινούν από το μηδέν (βλ. (n1)), είναι

δεξιά συνεχείς (βλ. (n3)), αυξάνουν με άλματα μοναδιαίου ύψους στα σημεία ασυνέχειας

(βλ. (n2) και (n4) ), και τείνουν στο άπειρο (βλ. (n5)).

Παρατηρούμε, λοιπόν, πως σε χρόνο μηδέν δεν έχουμε καμία απαίτηση, ενώ με το πέρασμα

του χρόνου ο αριθμός των απαιτήσεων αυξάνει. Μάλιστα, όταν αυτό γίνεται στο χρονικό

διάστημα (t, t+ε), η αύξηση δεν είναι μεγαλύτερη της μίας απαίτησης, αφού από τις υπθέσεις του

υποδείγματός μας σχεδόν βέβαια δύο ή περισσότερες απαιτήσεις δεν εμφανίζονται ταυτόχρονα.
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΄Οπως αναφέρθηκε και στην αρχή της παρόυσας ενότητας η σ.δ. άφιξης των απαιτήσεων

και η σ.δ. του αριθμού των απαιτήσεων καθορίζουν η μία την άλλη, μαθηματικά η παραπάνω

πρόταση μεταφράζεται στα δύο ακόλουθα θεωρήματα.

Θεώρημα 2.3.2. Αν {Tn}n∈N0 είναι μια σ.δ. άφιξης των απαιτήσεων και για κάθε ω ∈ Ω

και t ∈ R+ θέσουμε

Nt(ω) :=
∞∑
n=1

χ{Tn≤t}(ω), (2.2)

τότε για την {Nt}t∈R+ ισχύουν τα εξής:

(i) Η {Nt}t∈R+ είναι μια σ.δ. του αριθμού των απαιτήσεων τέτοια ώστε ΩN = ΩT , και

(ii) Για κάθε n ∈ N0 και ω ∈ Ω \ ΩT ισχύει

Tn(ω) = inf{t ∈ R+ : Nt(ω) = n}. (2.3)

Θεώρημα 2.3.3. Αν {Nt}t∈R+ είναι μια σ.δ. του αριθμού των απαιτήσεων και για κάθε

ω ∈ Ω και n ∈ N0 θέσουμε Tn(ω) := inf{t ∈ R+ : Nt(ω) = n}, τότε για την {Tn}n∈N0 ισχύουν

τα εξής:

(i) Η {Tn}n∈N0 είναι μια σ.δ. άφιξης των απαιτήσεων τέτοια ώστε ΩT = ΩN , και

(ii) Για κάθε t ∈ R+ και ω ∈ Ω \ ΩN ισχύει Nt(ω) =
∑∞

n=1 χ{Tn≤t}(ω).

Για την απόδειξη των παραπάνω δύο αποτελεσμάτων βλ. π.χ [1] Θεώρημα 3.3.2 και Θεώρημα

3.2.3 αντίστοιχα.

Για το υπόλοιπο αυτού του κεφαλαίου, θεωρούμε την {Nt}t∈R+ ως μια σ.δ. του αριθμού

των απαιτήσεων, την {Tn}n∈N0 ως μια σ.δ. άφιξης των απαιτήσεων που παράγεται από την σ.δ.

του αριθμού των απαιτήσεων και την {Wn}n∈N ως την σ.δ. ενδιάμεσων χρόνων άφιξης των

απαιτήσεων, που παράγεται από την σ.δ. άφιξης των απαιτήσεων .

Χωρίς βλάβη της γενικότητας, υποθέτουμε ότι το P -μηδενικό σύνολο εξαίρεσης της σ.δ.

του αριθμού των απαιτήσεων,(και άρα και το P -μηδενικό σύνολο εξαίρεσης της σ.δ. άφιξης

των απαιτήσεων αφού ΩT = ΩN) είναι το κενό σύνολο, δηλαδή ΩT = ΩN = ∅.

Εξαιτίας της παραπάνω υπόθεσης, παίρνουμε δύο απλές, αλλά πολύ χρήσιμες ισότητες, που

καταδεικνύουν το ότι ορισμένα ενδεχόμενα που καθορίζονται από την σ.δ. του αριθμού των

απαιτήσεων μπορούν να ερμηνευτούν (ισοδύναμα) ως ενδεχόμενα που καθορίζονται από την

σ.δ. άφιξης των απαιτήσεων κι αντίστροφα.

Λήμμα 2.3.4. Για κάθε n ∈ N0 και για κάθε t ∈ R+ ισχύουν τα εξής:
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(i) {Nt ≥ n} = {Tn ≤ t}.

(ii) {Nt = n} = {Tn ≤ t}\{Tn+1 ≤ t} = {Tn ≤ t < Tn+1}.

Για την απόδειξη βλ. π.χ [1] Λήμμα 3.3.4.

΄Αμεση συνέπεια του (i) του Λήμματος 2.3.4 αποτελεί το παρακάτω αποτέλεσμα.

Λήμμα 2.3.5. Ισχύει σ
(
{Tn}n∈N0

)
= σ

(
{Nt}t∈R+

)
.

Μία πρώτη εφαρμογή του Λήμματος 2.3.4 είναι η σύνδεση του ενδεχομένου της έκρηξης με

την σ.δ. του αριθμού των απαιτήσεων, κάτι που φαίνεται στα παρακάτω δύο αποτελέσματα.

Λήμμα 2.3.6. Για την πιθανότητα της έκρηξης ισχύει

P

(
sup
n∈N

Tn <∞
)

= P

(⋃
t∈N

{Nt =∞}

)
= P

 ⋃
t∈(0,∞)

{Nt =∞}

 .

Για την απόδειξη βλ. π.χ [22] Lemma 2.1.4.

Πόρισμα 2.3.7. Αν η σ.δ. του αριθμού των απαιτήσεων έχει πεπερασμένες αναμενόμενες

τιμές τότε η πιθανότητα της έκρηξης είναι ίση με το μηδέν.

Για την απόδειξη βλ. π.χ [22] Corollary 2.1.5.

΄Οπως θα διαπιστώσουμε και στα επόμενα κεφάλαια, η μελέτη της σ.δ. του αριθμού των

απαιτήσεων θα βασιστεί σε σημαντικό βαθμό στις ιδιότητες των προσαυξήσεών της, οι οποίες

ορίζονται ως ακολούθως.

Στο σημείο αυτό κρίνεται σκόπιμο να ορίσουμε τις έννοιες της προσαύξησης του αριθμού

των απαιτήσεων στο διάστημα (s, t], των στάσιμων αλλά και των ανεξάρτητων προσαυξήσεων.

Για κάθε s, t ∈ R+ με s ≤ t η προσαύξηση της σ.δ. {Nt}t∈R+ στο διάστημα (s, t] ορίζεται

από την

Nt −Ns :=
∞∑
n=1

χ{s<Tn≤t}. (2.4)

Επειδή, μάλιστα, για κάθε ω ∈ Ω ισχύει N0(ω) = 0 και Tn(ω) > 0 για κάθε n ∈ N η (2.4)

βρίσκεται σε συμφωνία με τον τρόπο με τον οποίο ορίστηκε η τ.μ. Nt στο Θεώρημα 2.3.2. Επί

πλέον, για κάθε ω ∈ Ω και για κάθε s, t ∈ R+ με s ≤ t έχουμε ότι

Nt(ω) = (Nt −Ns)(ω) +Ns(ω), (2.5)

που ισχύει ακόμα κι αν το Ns(ω) απειρίζεται.
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2.4 Η Διαδικασία Poisson

Στην παρούσα ενότητα ορίζουμε τη διαδικασία Poisson και δίνουμε κάποια αρχικά αποτελέσμα

που αφορούν τις κατανομές των στοχαστικών διαδικασιών {Tn}n∈N0 ,{Nt}n∈R+ και {Wn}n∈N.

Ορισμός 2.4.1. Η σ.δ. του αριθμού των απαιτήσεων {Nt}t∈R+ είναι μια (ομογενής) δια-

δικασία Poisson με παράμετρο θ ∈ (0,∞) εάν έχει ανεξάρτητες και ισόνομες προσαυξήσεις

και για κάθε t ∈ (0,∞) ισχύει PNt = P (θt).

΄Αμεση συνέπεια του Ορισμού είναι ότι μία σ.δ. του αριθμού των απαιτήσεων με ανεξάρτητες

προσαυξήσεις έχει στάσιμες προσαυξήσεις αν και μόνο αν

PNt+h−Nt = PNh

για όλα τα t, h ∈ R+.

Ορισμός 2.4.2. Η σ.δ. του αριθμού των απαιτήσεων {Ñt}t∈R+ είναι μια τυπική διαδι-

κασία Poisson αν για κάθε t ∈ R+ η Ñt ακολουθεί την Poisson με παράμετρο 1.

Λήμμα 2.4.3. ΄Εστω θ ∈ (0,∞). Τότε τα ακόλουθα είναι ισοδύναμα:

(i) PTn = Ga(n, θ) για κάθε n ∈ N.

(ii) PNt = P (θt) για κάθε t ∈ (0,∞).

Σε αυτήν την περίπτωση ισχύει E [Tn] = n/θ για κάθε n ∈ N και E [Nt] = θt για κάθε

t ∈ (0,∞).

Για την απόδειξη βλ π.χ [22] Lemma 2.2.1

Το παρακάτω πόρισμα είναι άμεση συνέπεια των προηγούμενων των Λημμάτων 2.2.5 και

2.4.3 και δηλώνει ότι αν οι ενδιάμεσοι χρόνοι άφιξης των απαιτήσεων είναι (ισόνομα) εκθετικά

κατανεμημένοι και ανεξάρτητοι έπεται ότι ο αριθμός των απαιτήσεων ακολουθεί μια κατανομή

Poisson και αντίστροφα.

Πόρισμα 2.4.4. ΄Εστω θ ∈ (0,∞). Αν η σ.δ. {Wn}n∈N ενδιάμεσων χρόνων άφιξης των
απαιτήσεων είναι ανεξάρτητη, τότε τα ακόλουθα είναι ισοδύναμα:

(i) PWn = Exp(θ) για κάθε n ∈ N.

(ii) PNt = P (θt) για κάθε t ∈ (0,∞).

18



Επισκόπηση Κάποιων Εννοιών της Κλασσικής Θεωρίας Κινδύνου

Ορισμός 2.4.5. Μία οικογένεια {Σj}j∈I σ-υποαλγεβρών της Σ ονομάζεται διύλιση αν και

μόνο αν για κάθε j, k ∈ I με j < k ισχύει Σj ⊆ Σk.

Μία σ.δ. {Xj}j∈I λέμε ότι είναι προσαρμοσμένη σε μία διύλιση {Σj}j∈I αν και μόνο
αν για κάθε j ∈ I η τ.μ. Xj είναι Σj-μετρήσιμη.

Η {Tj}j∈I με Tj = σ
(
{Xk : k ≤ j}

)
για κάθε j ∈ I ονομάζεται η κανονική διύλιση

για την {Xj}j∈I . Προφανώς, κάθε σ.δ. {Xj}j∈I είναι προσαρμοσμένη στην κανονική της
διύλιση . Μια σ.δ. {Xj}j∈I ονομάζεται ένα martingale ως προς τη διύλιση {Σj}j∈I ή
ένα {Σj}j∈I- martingale (ή η οικογένεια {(Xj,Σj)}j∈I ονομάζεται ένα martingale) αν

και μόνο αν ισχύουν τα εξής:

(m1) Η {Xj}j∈I είναι προσαρμοσμένη στη (διύλιση) {Σj}j∈I .

(m2) Για κάθε j ∈ I η Xj ∈ L1(P ).

(m3) Για κάθε j, k ∈ I με j ≤ k ισχύει E[Xk|Σj] = Xj P |Σj − σ.β..

Το ακόλουθο θεώρημα χαρακτηρισμού είναι το πρώτο από μία σειρά θεωρημάτων χαρακτη-

ρισμού που θα ακολουθήσουν στα υπόλοιπα κεφάλαια

Θεώρημα 2.4.6. ΄Εστω θ ∈ (0,∞). Τότε τα ακόλουθα είναι ισοδύναμα:

(i) Η σ.δ ενδιάμεσων χρόνων άφιξης των απαιτήσεων {Wn}n∈N είναι ανεξάρτητη και ικανο-
ποιεί τη συνθήκη PWn = Exp (θ) για κάθε n ∈ N.

(ii) Η σ.δ αριθμού των απαιτήσεων {Nt}t∈R+ είναι μία διαδικασία Poisson με παράμετρο θ.

(iii) Η σ.δ αριθμού των απαιτήσεων {Nt}t∈R+ έχει ανεξάρτητες προσαυξήσεις και ικανοποιεί

τη συνθήκη E [Nt] = θt για κάθε t ∈ R+.

(iv) Η σ.δ {Nt − θt}t∈R+ είναι ένα martingale .

Για απόδειξη βλ. π.χ. [22] Theorem 2.3.4 .

2.5 Η μικτή σ.δ. Poisson

Η επιλογή της κατάλληλης σ.δ. του αριθμού απαιτήσεων που περιγράφει ένα χαρτοφυλάκιο

είναι ένα σοβαρό πρόβλημα. Στο παρόν κεφάλαιο θα μελετήσουμε μια γενική μέθοδο για την ε-

πίλυση του προβλήματος. Η βασική ιδέα είναι να ερμηνεύσουμε ένα ανομοιογενές χαρτοφυλάκιο

κινδύνου ως μίγμα ομοιογενών χαρτοφυλακίων κινδύνου. Πιο συσκεκριμένα η διαδικασία του

αριθμού των απαιτήσεων ενός ανομοιογενούς χαρτοφυλακίου οριζεται ως μια μίξη σ.δ. αριθμού
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απαιτήσεων ομοιογενών χαρτοφυλακίων, ώστε η μικτή κατανομή τους να αντιπροσωπεύει τη

δομή του ανομοιογενούς χαρτοφυλακίου. Αρχικά θα καθορίσουμε το γενικό μοντέλο και στη

συνέχεια τη μελέτη της μικτής σ.δ. Poisson

Το υπόδειγμα

΄Εστω οτι {Nt}t∈Rt είναι μια σ.δ. του αριθμού απαιτήσεων και Θ μια τυχαία μεταβλητή.

Κάνουμε τις εξής υποθέσεις:

• ΄Εστω οτι τα ανομοιογενή χαρτοφυλάκια κινδύνου είναι ένα μίγμα από ομοιγενή χαρτοφυ-

λάκια κινδύνου παρόμοια, ίδιου μεγέθους και διαφορετικά μεταξύ τους.

• ΄Εστω οτι κάθε ένα από τα ομοιγενή χαρτοφυλάκια μπορεί να προσδιοριστεί από την τιμή

μιας τυχαίας μεταβλητής Θ. Δηλαδή η κατανομή της Θ παριστά τη δομή του ανομοιογενούς

χαρτοφυλακίου υπό εξέταση. Επομένως οι ιδιότητες της κατανομής της σ.δ. {Nt}t∈Rt του

αριθμού των απαιτήσεων, καθορίζονται από τις ιδιότητες της δεσμευμένης κατανομής της ως

προς το Θ καθώς και από τις ιδιότητες της κατανομης της Θ, η οποία ονομάζεται δομική

παράμετρος. Η κατανομή της PΘ ονομάζεται δομική κατανομή ενώ η σ.δ. του αριθμού

των απαιτήσεων {Nt}t∈Rt ονομάζεται μικτή σ.δ. του αριθμού απαιτήσεων.

Ορισμός 2.5.1. Η μικτή σ.δ. του αριθμού απαιτήσεων έχει

(a) Υπο συνθήκη ανεξάρτητες προσαυξήσεις ως προς το Θ αν για κάθε m ∈ N∗

και t1, t2, . . . , tm ∈ R τέτοια ώστε 0 = t0 < t1 < · · · < tm οι προσαυξήσεις {Ntj −
Ntj−1

}j∈{1,2...,m} είναι υπο συνθήκη ανεξάρτητες ως προς το Θ.

(b) Υπο συνθήκη στάσιμες προσαυξήσεις ως προς το Θ αν για κάθε m ∈ N και

t0, t1, . . . , tm, h ∈ R+ τέτοια ώστε 0 = t0 < t1 < · · · < tm οι προσαυξήσεις {Ntj −
Ntj−1

}j∈{1,2...,m} έχουν την ίδια υπο συνθήκη κατανομή ως προς το Θ, δηλαδή ισχύει η

σχέση

PNtj+h−Ntj−1+h
|Θ = PNtj−Ntj−1 |Θ P |σ(Θ)− σ.β.

Λήμμα 2.5.2. Αν μια σ.δ. του αριθμού των απαιτήσεων έχει υπο συνθήκη στάσιμες προ-

σαυξήσεις , τότε έχει και στάσιμες προσαυξήσεις .

Για την απόδειξη του παραπάνω λήμματος βλ. π.χ [22], Lemma 4.1.1.

Ορισμός 2.5.3. Η σ.δ. του αριθμού των απαιτήσεων {Nt}t∈R+ ονομάζεται μικτή σ.δ.

Poisson με παράμετρο Θ εαν η Θ είναι μια τ.μ. για την οποία ισχύει PΘ[(0,∞)] = 1 και
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εαν {Nt}t∈Rt έχει υπο συνθήκη στάσιμες και ανεξάρτητες προσαυξήσεις ως προς Θ έτσι ώστε

για κάθε t ∈ (0,∞) να ισχύει η σχέση

PNt|Θ = P(tΘ) P |σ.(Θ)− σβ.

για κάθε t ∈ (0,∞)P −MPP (Θ) ή απλώς MPP (Θ) για συντομία

Λήμμα 2.5.4. Μια στοχαστική διαδικασία του αριθμού των απαιτήσεων {Nt}t∈R+ που έχει υπο

συνθήκη ανεξάρτητες προσαυξήσεις ως προς Θ θα έχει υπο συνθήκη στάσιμες προσαυξήσεις

ως προς Θ αν και μόνο αν για κάθε t, h ∈ R+ ισχύει

PNt+h−Nt|Θ = PNh|Θ P |σ(Θ)− σ.β.

Απόδειξη. Για την απόδειξη χρησιμοποιούμε ανάλογα επιχειρήματα με εκείνα της απόδει-

ξης για σ.δ. χωρίς τη δέσμευση ως προς Θ (βλ. π.χ. [1], Λήμμα Α΄1.3).

(a) (ευθύ) Πράγματι, έστω οτι η {Nt}t∈R+ έχει υπο συνθήκη στάσιμες προσαυξήσεις ως

προς Θ. Θεωρούμε t ∈ R+, h ∈ R+ και m ∈ N . Τότε για κάθε t0, t1, . . . , tm ∈ R με

0 = t0 < t1 < · · · < tm ισχύει

PNtj+h−Ntj−1+h
|Θ = PNtj−Ntj−1 |Θ

Για j = 1 προκύπτει: PNt1+h−Nt0+h|Θ = PNt1−Nt0 |Θ ή ισοδύναμα PNt1+h−Nh|Θ = PNt1 |Θ.

Αν θεσω όπου t1 το h και όπου h το t1 προκύπτει η ζητούμενη σχέση.

(b) Αντιστρόφως, έστω οτι για κάθε t, h ∈ R+ ισχύει PNt+h−Nt|Θ = PNh|Θ P |σ(Θ)−σ.β
θα δείξουμε οτι η {Nt}t∈R+ έχει υπο συνθήκη στάσιμες προσαυξήσεις . Πράγματι, έστω οτι

h ∈ R+ , m ∈ N και 0 = t0 < t1 < · · · < tm, όπου t1, . . . , tm ∈ R+

Διακρίνουμε δυο περιπτώσεις:

• Αν tj−1 + h < tj τότε

PNtj+h−Ntj−1+h
|Θ = PNtj+h−Ntj+Ntj−Ntj−1+h

|Θ

= PNtj+h−Ntj |Θ ∗ PNtj−Ntj−1+h
|Θ

= PNh|Θ ∗ PNtj−Ntj−1+h
|Θ.

Επίσης έχουμε

PNtj−Ntj−1 |Θ = PNtj−Ntj−1+h
+Ntj−1+h

−Ntj−1 |Θ
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= PNtj−Ntj−1+h
|Θ ∗ PNtj−1+h

−Ntj−1 |Θ

= PNtj−Ntj−1+h
|Θ ∗ PNh|Θ

= PNh|Θ ∗ PNtj−Ntj−1+h
|Θ.

Επομένως ισχύει οτι

PNtj+h−Ntj−1+h
|Θ = PNtj−Ntj−1 |Θ.

• Αν tj−1 + h ≥ tj έχουμε οτι

PNh|Θ = PNtj+h−Ntj |Θ

= PNtj+h−Ntj−1+h
+Ntj−1+h

−Ntj |Θ

= PNtj+h−Ntj−1+h
|Θ ∗ PNtj−1+h

−Ntj |Θ.

Επίσης έχουμε

PNh|Θ = PNtj−1+h
−Ntj−1 |Θ

= PNtj−1+h
−Ntj+Ntj−Ntj−1 |Θ

= PNtj−1+h
−Ntj |Θ ∗ PNtj−Ntj−1 |Θ

= PNtj−Ntj−1 |Θ ∗ PNtj−1+h
−Ntj |Θ.

Απο τις παραπάνω σχέσεις έχουμε οτι

PNtj+h−Ntj−1+h
|Θ ∗ PNtj−1+h

−Ntj |Θ = PNtj−Ntj−1 |Θ ∗ PNtj−1+h
−Ntj |Θ.

΄Αρα PNtj+h−Ntj−1+h
|Θ = PNtj−Ntj−1 |Θ, από όπου έπεται το ζητούμενο. �

Λήμμα 2.5.5. Αν η σ.δ.{Nt}t∈Rt του αριθμού των απαιτήσεων έχει πεπερασμένες μέσες
τιμές, τότε

E[Nt] = E[E(Nt|Θ)]

και

V ar[Nt] = tE[V ar(Nt|Θ)] + V ar[E(Nt)|Θ]

Λήμμα 2.5.6. Αν η σ.δ. του αριθμού των απαιτήσεων {Nt}t∈Rt είναι μια μικτή σ.δ. Poisson
με παράμετρο, τότε έχει στάσιμες προσαυξήσεις και ικανοποιεί την σχέση

P [{Nt = n}] > 0

για κάθε n ∈ N και t ∈ (0,∞) .
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Το επόμενο λήμμα είναι συνέπεια του Λήμματος 2.5.5.

Λήμμα 2.5.7. (Πολυωνυμικό κριτήριο) Αν μια σ.δ. του αριθμού των απαιτήσεων

{Nt}t∈Rt είναι μια μικτή σ.δ. Poisson, τότε ισχύει

P [
m⋂
i=1

{Nti −Nti−1
= ki}|{Ntm = n}] =

n!∏k
j=1 kj!

k∏
j=1

(
tj − tj−1

tm
)kj

για κάθε m ∈ N και t1, . . . , tn ∈ R+ τέτοια ώστε 0 = t0 < t1 < . . . < tm και για κάθε n ∈ N
και k1, . . . , km τέτοια ώστε

∑m
j=1 kj = n

Για τις αποδείξεις των Λημμάτων 2.5.5, 2.5.6 και 2.5.7 βλ. π.χ. [22], Lemma 4.1.2, Lemma

4.2.1 και Lemma 4.2.2, αντίστοιχα.

Ορισμός 2.5.8. Η σ.δ. {Nt}t∈Rt του αριθμού των απαιτήσεων ονομάζεται σ.δ. Markov αν

ισχύει η ισότητα

P [{Ntm+1 = nm+1}|
m⋂
j=1

{Ntj = nj}] = P [{Ntm+1 = nm+1}|{Ntm = nm}],

για κάθε m ∈ N, t1 < . . . < tm+1 ∈ (0,∞) και n1, . . . , nm+1 ∈ N0 ώστε t1 < . . . < tm+1 και

P [∩mj=1{Ntj = nj}] > 0.

Η παραπάνω συνθήκη ονομάζεται ιδιότητα Markov από την οποία προκύπτει οτι n1 ≤
. . . ≤ nm. Επιπλέον αν η σ. δ. του αριθμού των απαιτήσεων είναι μια σ. δ. Markov , τότε η

παραπάνω ισότητα ισχύει για t1 = 0 ή για nj =∞ για κάποιο j ∈ {1, . . . ,m}.

Θεώρημα 2.5.9. Αν μια σ.δ. του αριθμού των απαιτήσεων έιναι μια μικτή σ.δ. Poisson,

τότε είναι και διαδικασία Markov.

Το επόμενο λήμμα είναι συνέπεια του Λήμματος 2.5.5.

Λήμμα 2.5.10. Αν μια σ.δ. του αριθμού των απαιτήσεων {Nt}t∈Rt είναι μια μικτή σ.δ. Pois-
son με παράμετρο Θ τέτοια ώστε η E[Θ] <∞, τότε για κάθε t ∈ R+ ισχύει

E[Nt] = tE[Θ]

και

V ar[Nt] = tE[Θ] + t2V ar[Θ]

Θεώρημα 2.5.11. Αν η σ.δ. του αριθμού των απαιτήσεων {Nt}t∈Rt είναι μια μικτή σ.δ.
Poisson με παράμετρο Θ τέτοια ώστε το Θ να έχει πεπερασμένη μέση τιμή τότε τα ακόλουθα

είναι ισοδύναμα
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(a) Η κατανομή του Θ είναι εκφυλισμένη .

(b) Η σ.δ. του αριθμού των απαιτήσεων {Nt}t∈Rt έχει ανεξάρτητες προσαυξήσεις .

(c) Η σ.δ.του αριθμού των απαιτήσεων {Nt}t∈Rt είναι μια μη ομογενής σ.δ. Poisson.

(d) Η σ.δ.του αριθμού των απαιτήσεων {Nt}t∈Rt είναι μια (ομογενής) σ.δ. Poisson.

Για την απλοδειξη του παραπάνω θεωρήματος βλ. π.χ. [22], Theorem 4.2.6.
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Κεφάλαιο 3

Πολυμεταβλητές σημειακές

κατανομές

3.1 Πιθανογεννήτριες

Σε αυτή την ενότητα θα αναφέρουμε ορισμένες ιδιότητες της γεννήτριας συνάρτησης πιθανότη-

τας, τις οποίες χρειαζόμαστε στην ανάλυση της πολυμεταβλητής μικτής διαδικασίας Poisson. Η

γεννήτρια συνάρτηση πιθανότητα ανήκει σε μια κατανομή. Δεδομένου ότι χρειαζόμαστε αυτή

τη συνάρτηση σε σχέση με σημειακά τυχαία διανύσματα, καθορίζουμε την γεννήτρια συνάρτη-

ση πιθανότητας από τυχαία διανύσματα. Πριν ορίσουμε την γεννήτρια πιθανοτήτων εισάγουμε

έναν συμβολισμό που αφορά τις παραγώγους συναρτήσεων πολλών μεταβλητών.

Dnf(t) :=
∂1′nf

∂tn
(1)

1 . . . ∂tn
(k)

k

(t)

Φυσικά αυτός ο συμβολισμός θα χρησιμοποιείται μόνο όταν οι μερικές παράγωγοι είναι συνεχείς.

Λόγω των γραμμικών μετασχηματισμών, που θα προκύπτουν, θα χρησιμοποιούμε ένα άλλο

συμβολισμό για τις παραγώγους. Για παράδειγμα ας θεωρήσουμε την g : Rk −→ Rk, με

g(t) = r(t− 1), για r ∈ R+.

Στη συνέχεια, για λόγους σαφήνειας, θα χρησιμοποιούμε
∂1′nf(r(t−1))

∂nt |t=0 αντι του D
n(f ◦

g)(0).

Ορισμός 3.1.1. ΄Εστω X : Ω −→ Nk
0 ένα τυχαίο διάνυσμα και gX : [0,1] −→ R η συνάρτη-

ση με

gX(r) := E[rX] =
∑
n∈Nk0

rnP [X = n]
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καλείται πιθανογεννήτρια συνάρτηση του Χ. Επομένως η γεννήτρια συνάρτηση πιθα-

νότητας είναι μια δυναμοσειρά με k συντεταγμένες.

Λήμμα 3.1.2. Η γεννήτρια συνάρτηση πιθανότητας gX ενός τυχαίου διανύσματος X : Ω −→
Nk

0 ΄Εχει τις εξής ιδιότητες:

(i) Η gX είναι αύξουσα και ισχύει 0 ≤ gX(r) ≤ gX(1) = 1 για κάθε r ∈ [0,1] .

(ii) η gX είναι συνεχής στο [0,1].

(iii) gX είναι απείρως διαφορίσιμη στο [0,1].

(iv) ∀l ∈ Nk
0 και r στο [0,1] η γεννήτρια συνάρτηση πιθανότητας πληροί την παρακάτω σχέ-

ση:

DlgX(r) =
∑

n∈[l,∞)

rn−l n!

(n− 1)!
P[{X = n}]

.

(v) ∀l ∈ Nk
0 η παράγωγος D

lgX είναι αύξουσα επάνω στο [0,1) και ισχύει

sup
r∈[0,1)

DlgX(r) =
∑

n∈[l,∞)

n!

(n− 1)!
P[{X = n}]

.

Απόδειξη.

(i) : Είναι προφανές.

(ii) : Για κάθε r ∈ [0,1] και m ∈ Nk
0 έχουμε

∣∣∣ ∑
n∈Nk

0

rnP [X = n]−
∑

n∈[0,m]

rnP [X = n]
∣∣∣ =

∑
n∈Nk

0\[0,m]

rnP [X = n]

≤
∑

n∈Nk
0\[0,m]

P [X = n]

αφού r ≤ 1. Επειδή η τελευταία σειρά είναι ουρά μιας συγκλίνουσας δυναμοσειράς θα έχουμε

οτι για κάθε ε > 0 υπάρχει m ∈ Nk
0 ώστε

|
∑
n∈Nk

0

rnP [X = n]−
∑

n∈[0,m]

rnP [X = n]| < ε

για κάθε r ∈ [0,1] άρα η δυνομοσειρά gx συγκλίνει ομοιόμορφη στο [0,1]. Δεδομένου οτι

κάθε μερικό άθροισμα της σειράς είναι ένα πολυώνυμο και επομένως συνεχής συνάρτηση, από
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την θεωρία των δυναμοσειρών έπεται η συνέχεια της gx.

(iii) : Αφού η
∑

n∈Nk
0
rnP [X = n] συγκλίνει απόλυτα στο [-1,1], από τη θεωρία των δυναμο-

σειρών έπεται οτι θα είναι απείρως διαφορίσιμη στο (-1,1) άρα η gx είναι απείρως διαφορίσιμη

στο [0,1).

(iv) : Η απόδειξη του (iv) θα γίνει με δυο διαδοχικές επαγωγές.

(a) Είναι γνωστό οτι για κάθε j ∈ {0, . . . , k} και για κάθε r ∈ [0,1) ισχύει 312α

Dẽjgx(r) =
∑

n

∈ [ẽj,∞)njr
n−ejP [X = n] (3.1)

βλ.πχ.[Diendonne′] [9] (1971) όπου ẽj = e0 + · · ·+ ej

Η απόδειξη του (a) θα γίνει με επαγωγή στο j.

• Για j = 0

Dẽ0gx(r) = De0gx(r)

=
∑

n∈[e0,∞)

n0r
n−e0P [X = n]

=
∑

n∈[ẽ0,∞)

n0r
n−ẽ0P [X = n].

•j → j + 1 ΄Εστω οτι ισχύει η (3.1) για κάποιο j ∈ {0, . . . , k − 1}.
Ισχύει

Dẽjgx(r) =
∑

n∈[ẽj,∞)

rn−ẽjñjP[{X = n}]

=
∑

n∈[ẽj,∞)

n0!

(n0 − 1)!
. . .

nj!

(nj − 1)!
rn−ẽjP[{X = n}]

=
∑

n∈[ẽj,∞)

rn−ẽj
ñj!

(ñj − ẽj)!
P[{X = n}].

΄Αρα ισχύει 312β

Dẽjgx(r) =
∑

n∈[ẽj,∞)

rn−ẽj
ñj!

(n− ẽj)!
P [{X = n}]. (3.2)

΄Οπου ñj := (n0, . . . , nj, 0, . . . , 0) ∈ Nk
0.

Τότε,

Dẽj+1gx(r) =
∂

∂rj+1

Dẽjgx(r)
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=
∂

∂rj+1

∑
n∈[ẽj,∞)

rn−ẽj
ñj!

(n− ẽj)!
P[{X = n}]

=
∑

n∈[ẽj+1,∞)

rn−ẽj−1 ñj!

(n− ẽj − 1)!
P[{X = n}

=
∑

n∈[ẽj+1,∞)

nj+1r
n−ej+1P [X = n]

(b) Ισχύει η (iv).

Η απόδειξη του (b) θα γίνει με επαγωγή στο l.

•l = e ισχύει λόγω του (a).

•l→ l + 1 ΄Εστω

DlgX(r) =
∑

n∈[l,∞)

rn−l n!

(n− l)!
P[{X = n}].

Τότε

Dl+1gx(r) = D1(Dlgx(r))

= D1(
∑

n∈[l,∞)

rn−l n!

(n− l)!
P[{X = n}])

=
∑

n∈[l+1,∞)

rn−l−1 n!

(n− l− 1)!
P[{X = n}]

=
∑

n∈[l+1,∞)

rn−(l+1) n!

(n− (l + 1))!
P[{X = n}].

(v) : ΄Εστω l ∈ Nk
0. Είναι προφανές οτι η Dlgx είναι αύξουσα στο [0,1). Επιπλέον έστω

c1 = sup
r∈ [0,1)

Dlgx(r)

Για κάθε r ∈ [0,1) έχουμε από (iv) οτι

Dlgx(r) =
∑

n∈[l,∞)

rn−l n!

(n− l)!
P[{X = n} ≤

∑
n∈[l,∞)

n!

(n− l)!
P[{X = n}].

΄Αρα

c1 ≤
∑

n∈[l,∞)

n!

(n− l)!
P [{X = n}]. (3.3)

Επιπλέον για κάθε m ∈ Nk
0 και για κάθε r ∈ [0,1) έχουμε
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∑
n∈[1,m)

rn−1 n!

(n− 1)!
P[{X = n} ≤

∑
n∈[1,∞)

n!

(n− 1)!
P [{X = n}]

= D1gx(r) ≤ c1.

΄Αρα για κάθε m ∈ Nk
0 ισχύει

∑
n∈[1,m)

rn−1 n!

(n− 1)!
P [{X = n}] ≤ c1. (3.4)

Από τις (3.3) και (3.4) προκύπτει

c1 =
∑

n∈[1,∞)

n!

(n− 1)!
P [{X = n}].

�

Πόρισμα 3.1.3. ΄Εστω X : Ω −→ Nk
0 τυχαίο διάνυσμα, τότε ισχύει:

P [X = 1] =
1

l!
DlgX(0) ∀ l ∈ Nk

0.

Το παραπάνω πόρισμα μας δείχνει οτι το όνομα της γεννήτριας συνάρτησης πιθανότητας

είναι δικαιολογημένο. Μπορούμε επίσης να δούμε ότι η κατανομή του τυχαίου διανύσματος X

είναι μοναδικά ορισμένη από την γεννήτρια συνάρτησης πιθανότητας.

Ορισμός 3.1.4. ΄Εστω X : Ω −→ Nk
0 τυχαίο διάνυσμα και l ∈ Nk

0, τότε

E
[(

X

l

)]
=

∑
n∈ [l,∞)

(
n

l

)
P [X = n]

Καλείται διωνυμική ροπή τάξης l του X . Η διωνυμική ροπή τάξης l του X υπάρχει

ως μέση τιμή ενός θετικού τυχαίου διανύσματος αλλά δεν χρειάζεται να είναι πεπερασμένη μέση

τιμή .

Παρατήρηση 3.1.5. Ισχύει

E
[(

X

l

)]
= sup

r∈ [0,1)

1

l!
Dlgx(r)
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Πράγματι,

E
[(

X

l

)]
=

∑
n∈ [l,∞)

(
n

l

)
P [X = n]

=
∑

n∈ [l,∞)

n!

l!(n− l)!
P [X = n]

=
1

l!

∑
n∈ [l,∞)

n!

(n− l)!
P [X = n]

=
1

l!
sup

r∈[0,1)

Dlgx(r)

= sup
r∈[0,1)

1

l!
Dlgx(r)

Λήμμα 3.1.6. ΄Εστω X : Ω −→ Nk
0 τυχαίο διάνυσμα και l ∈ Nk

0, τότε τα ακόλουθα είναι

ισοδύναμα:

(i) Η διωνυμική ροπή ικανοποιεί τη σχέση

E
[(

X

l

)]
<∞

(ii) Για κάθε s ∈ [0,1] ισχύει η ανισότητα

lim
r→s

Dlgx|[0,1)(r) <∞.

Αν το X ικανοποιεί μια από τις παραπάνω ιδιότητες τότε η διωνυμική ροπή μπορεί να εκφραστεί

ως

E
[(

X

l

)]
=

1

l!
lim
r↑1
Dlgx|[0,1)(r)

Απόδειξη. (i) =⇒ (ii) ΄Εστω οτι ισχύει το (i). Τότε

E
[(

X

l

)]
<∞

άρα έχουμε ∑
n∈[l,∞)

n!

(n− 1)!
P [{X = n}] = l!E

[(
X

l

)]
<∞. (3.5)
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΄Οπως και στην απόδειξη του Λήμματος 3.1.2,(iv) για κάθε ε > 0 υπάρχει q ∈ Nk
ώστε

|
∑

n∈[l,∞)

rn−l n!

(n− l)!
P[{X = n}]−

∑
n∈[1,q)

rn−1 n!

(n− 1)!
P[{X = n}]|

≤
∑

n∈[l,∞)\[1,q)

n!

(n− l)!
P [{X = n}] < ε.

΄Αρα για κάθε r ∈ (0,1] η δυναμοσειρά
∑

n∈[l,∞)\[1,q) rn−l n!
(n−l)!

P[{X = n}] συγκλίνει ο-

μοιόμορφα στο (0,1] και είναι συνεχής. Σαν συμπέρασμα από το Λήμμα 3.1.2,(iv) έχουμε για

κάθε r ∈ [0,1], για κάθε s ∈ [0,1] και για κάθε l ∈ Nk
0 οτι

DlgX(r) =
∑

n∈[l,∞)

rn−l n!

(n− 1)!
P[X = n]

≤
∑

n∈[l,∞)

n!

(n− 1)!
P [X = n] <∞,

΄Οπου η η ανισότητα είναι συνέπεια της Παρατήρησης 3.1.5.

΄Αρα

DlgX(r) <∞

Επομένως ισχύει η (ii).

(ii) =⇒ (i) Από το (ii) και από το Λήμμα 3.1.2,(v) έπεται οτι

sup
r∈[0,1)

DlgX(r) <∞.

΄Αρα από την την παρατήρηση 3.1.5 προκύπτει

E
[(

X

l

)]
= sup

r∈[0,1)

1

l!
Dlgx(r) <∞.

�

Σε αντίθεση με την μονοδιάστατη περίπτωση θετικών διακριτών τυχαίων μεταβλητών, το

πεπερασμένο της διωνυμικής ροπής της l δεν είναι ισοδύναμο με το πεπερασμένο της ροπής

τάξης l .Επιπλέον, δεν μπορούμε να συμπεράνουμε από το Λήμμα 3.1.6 (ii) αν για κάθε l ∈ Nk
0,

υπάρχει m ∈ [0, l] με m 6= l έτσι ωστε το (ii) να ισχύει για το m. Ως εκ τούτου , δεν είμαστε

σε θέση να χρησιμοποιήσουμε το όριο Dlgx(l).
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Παράδειγμα 3.1.7. Θεωρούμε ένα τυχαίο διάνυσμα δυο μεταβλητών X με

P [X = n] =

{
(2cn2)−1, n = [(n, 0)

′
, (1, n)

′
]

0, n 6= [(n, 0)
′
, (1, n)

′
]

όπου

c =
∞∑
n=1

1

n2

΄Εχουμε οτι

E[X1(X1 − 1)X2] = 0

. Πράγματι,

• Για (X1, X2) = n = (n, 0)

E[X1(X1 − 1)X2] = 0.

• Για (X1, X2) = n = (1, n)

E[X1(X1 − 1)X2] = 0.

Από την άλλη πλευρά έχουμε οτι

E[X1] =
∞∑
n=1

X1P
[
(X1, X2) = n

]
=
∞∑
n=1

nP
[
(X1, X2) = (n, 0)

]
+ P

[
(X1, X2) = (1, n)

]
=

∞∑
n=1

(
n

2cn2
+

1

2cn2

)
=
∞∑
n=1

(
1

2cn
+

1

2cn2

)
>
∞∑
n=2

1

2cn
.

΄Αρα ισχύει E[X1] ≥
∑∞

n=2
1

2cn
. Επίσης

E[X2] =
∞∑
n=1

X2P
[
(X1, X2) = n

]
=
∞∑
n=1

nP
[
(X1, X2) = (1, n)

]
=

∞∑
n=1

n

2cn2
=
∞∑
n=1

1

2cn

΄Αρα ισχύει E[X2] =
∑∞

n=1
1

2cn
. Επίσης

E[(X1X2)] =
∞∑
n=1

X1X2P
[
(X1, X2) = n

]
=

∞∑
n=1

(
n

1

2cn2
+ 0

1

2cn2

)
.
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΄Αρα ισχύει E[X1X2] =
∑∞

n=1
1

2cn
, όπου το άθροισμα

∑∞
n=1

1
2cn

είναι άπειρο. ΄Ετσι η διω-

νυμική ροπή τάξης (2, 1) είναι πεπερασμένη, αλλά καμία άλλη ροπή του l με l ≤ (1, 2) είναι

πεπερασμένη. Επιπλέον έχουμε

E[(X2
1X2)] ≥ E[(X1X2)]

και ως εκ τούτου η ροπή της τάξης (2, 1)
′
επίσης δεν είναι πεπερασμένη.Η γεννήτρια συ-

νάρτηση πιθανότητας για κάθε r ∈ [0,1] μοιάζει με

gx(r) =
∞∑
n=1

1

2c

(rn1 )

n2
+
∞∑
n=1

1

2c

(r1r
n
2 )

n2

και επιπλέον έχουμε

De1gx(r) =
∞∑
n=1

1

2c

(rn−1
1 )

n2
+
∞∑
n=1

1

2c

(rn2 )

n2

De2gx(r) =
∞∑
n=1

1

2c

(r1r
n−1
2 )

n2

De1De2gx(r) =
∞∑
n=1

1

2c

(rn−1
2 )

n2

De1De1De2gx(r) = 0

Για καθε r ∈ [0,1) παρατηρουμε οτι

lim
r↑1

De1gx|[0,1)(r) = lim
r↑1

De2gx|[0,1)(r)

= lim
r↑1

De1De2gx|[0,1)(r) =∞.

Ως εκ τούτου, δεν είμαστε σε θέση να χρησιμοποιήσουμε τον όρο Dlgx(1). Αυτό δείχνει

οτι η θεωρία των λειτουργιών γεννητριων πιθανοτήτων για μονοδιάστατη τυχαία μεταλητή δεν

μπορούνα να μεταφερθούν στην πολυδιάστατη περίπτωση.

Λήμμα 3.1.8. ΄Εστω X : Ω −→ Nk
0 τυχαίο διάνυσμα και l ∈ Nk

0, τότε τα ακόλουθα είναι

ισοδύναμα:
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(i) Για κάθε m ≤ l η διωνυμική ροπή

E
[(

X

m

)]
<∞

(ii) Για κάθε m ≤ l ισχύει

E[Xm] <∞

(iii) Για κάθε m ≤ l και για κάθε s ∈ [0,1] ισχύει

lim
r↑s

De1gx|[0,1)(r) < ∞

(iv) Για κάθε m ≤ l η m-οστή παράγωγος της gx είναι συνεχής στο [0,1].

Αν X ικανοποιεί ένα και ως εκτούτου όλα τα προηγούμενα στοιχεία, τότε ισχύει

E
[(

X

l

)]
=

1

l!
Dlgx(1)

Απόδειξη. (i)⇐⇒ (iii) Προκύπτει από το Λήμμα 3.1.6

Για την απόδειξη του (i) =⇒ (ii) έχουμε (i) =⇒ (ii) Με επαγωγη είμαστε σε θέση να δείξουμε

οτι για κάθε m ∈ Nk
0

Xm ∈ span

(
X

j

)
: j ∈ Nk

0, j ≤ m

• Για j = 1 έχουμε

(
X

1

)
= X άρα ισχυει οτι X1 ∈ span

(
X

j

)
: j ∈ Nk

0, j ≤ 1

• (Υ.Ε.)

Xn ∈ span

(
X

j

)
: j ∈ Nk

0, j ≤ n

• ΄Εχουμε οτι
(

X
n+1

)
= X!

(n+1)!(X−n−1)!
= an+1X

n+1 + anX
n · · ·+ a1X.

Επομένως Xn+1 = 1
an+1

[(
X

n+1

)
− (anX

n · · ·+ a1X)
]
.
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΄Αρα για όλες τις ροπές τάξης m με m ≤ l

E[Xm] =
∑

j∈ [0,m] amjE[

(
X

j

)
] όπου amj ∈ R δηλ.

E[Xm] <∞ ∀m ≤ l

.

(ii) =⇒ (i) Ισχύει E[

(
X

j

)
] ≤ E[Xm] και αφού E[Xm] <∞ συνεπάγεται οτι E[

(
X

j

)
] <∞ .

Για την συνεπαγωγή (i)⇐⇒ (iv) έχουμε:

(i) =⇒ (iii) Θεωρούμε m ∈ Nk
0 με m ≤ l, τότε για κάθε ε > 0 υπάρχει q ≤ 1 έτσι ώστε για

κάθε r ∈ [0,1]∣∣ ∑
n∈[m,∞)

rn−m n!

(n−m)!
P[{X = n}]−

∑
n∈[m,q)

rn−m n!

(n−m)!
P[{X = n}]

∣∣
≤

∑
n∈[m,∞)\[m,q)

n!

(n−m)!
P [{X = n}] < ε.

΄Αρα η δυναμοσειρά συγκλίνει ομοιόμορφα στο [0,1] σε συνεχή συνάρτηση την οποία θα

ονομάσουμε fm. ΄Εστω h ∈ {1, . . . , k} με m−em ≤ 0. Για r = (r−sh)eh+s και για αυθαίρετο

s ∈ [0,1] προκυπτουν δυο δυναμοσειρές fm,h και fm−eh,h οι οποίες συγκλίνουν ομοιόμορφα στο

[0,1]. Από τη θεωρία των μονοδιάστατων δυναμοσειρών προκύπτει οτι fm,h = f
′

m−eh,h
για κάθε

r ∈ [0, 1].

Επειδή το s είναι αυθαίρετο παίρνουμε fm(r) = Dehfm−eh(r) για κάθε r ∈ [0, 1]. Με

επαγωγή προκυπτει fm = Dmgx.

(i)⇐⇒ (iv) Αφού η gx είναι απείρως διαφορίσημη και συνεχής ισχύει από το Λήμμα 3.1.6

E
[(

X

m

)]
= sup

r∈[0,1)

1

m!
Dmgx(r) = Dmgx(1) <∞.

�

Πόρισμα 3.1.9. ΄Εστω X : Ω −→ Nk
0 τυχαίο διάνυσμα

(1) Αν Xi ∈ L1(P ) για κάθε i ∈ 1, . . . , k τότε

E[X] = gradgx(1).

(2) Αν Xi ∈ L2(P ) για κάθε i ∈ {1, . . . , k} τότε

V ar[X] = Hessgx(1)− gradgx(1)gradgx(1)
′
+Diag(gradgx(1)).
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3.2 Ροπογεννήτριες

Σε αυτή την ενότητα θα παρουσιάσουμε ένα άλλο βοηθητικό εργαλείο το οποίο μπορεί να ε-

φαρμοστεί σε αυθαίρετες κατανομές επάνω στην Bk για k ∈ N.

Η ροπογεννήτρια συνάρτηση MU : Rk −→ [0,∞] ορίζεται ως εξής:

MU(s) :=

∫
Rk
es
′
xdU(x).

Λήμμα 3.2.1. Θεωρούμε μια κατανομή U : Bk −→ [0, 1] και υποθέτουμε οτι MU(s) είναι

πεπερασμένη σε μια περιοχή B του s ∈ Rk
. Τότε

DnMU(s) =

∫
Rk

xnes
′
xdU(x)

για κάθε n ∈ Nk
0. Επιπλέον ισχύει

MU(s) =
∑
n∈Nk

0

(t− s)n

n!

∫
Rk

xnes
′
xdU(x)

για κάθε t ∈ B.

Απόδειξη. Αρχικά υποθέτουμε οτι η ροπογεννήτρια συνάρτηση τηςMU είναι πεπερασμένη

στο B := (−s0, s0) με s0 > 0 άρα και τα ολοκληρώματα είναι πεπερασμένα. Ισχύει η ανισότητα

e|t
′
x| ≤ et

′
x + et

′
x

και επειδή η δεξιά πλευρά έχει ένα πεπερασμένο ολοκλήρωμα ως προς U

έχουμε οτι το ολοκλήρωμα της e|t
′x|

είναι πεπερασμένο. Θυμίζουμε οτι e|t
′x| =

∑∞
n=0

|t′x|n
n!

,

επομένως η σειρά συγκλίνει (βλ. Billingsley [7] Theorem 16.7 (1995) ) ΄Εχουμε

MU(t) :=

∫
Rk

et′xU(dx)

=

∫
Rk

∞∑
n=0

(t′x)n

n!
U(dx)

=

∫
Rk

lim
n→∞

n∑
k=0

(t′x)k

k!
U(dx)

για κάθε t ∈ B. Επίσης
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|
n∑
k=0

(t′x)k

k!
| ≤

n∑
k=0

|t′x|k

k!
≤

∞∑
k=0

|t′x|n

n!
= e|t

′x|. (3.6)

Αφού
∫
Rk e

|t′x|U(dx) < ∞, προκύπτει οτι e|t
′x| ∈ L1(U) Από την (3.6) και το Θεώρημα

Κυριαρχημένης Σύγκλισης συνεπάγεται

∫
Rk

lim
n→∞

n∑
k=0

(t′x)k

k!
U(dx) = lim

n→∞

∫
Rk

n∑
k=0

(t′x)k

k!
U(dx)

= lim
n→∞

n∑
k=0

∫
Rk

(t′x)k

k!
U(dx)

=
∞∑
n=0

∫
Rk

(t′x)n

n!
U(dx).

Εφαρμόζοντας τον τύπο του διωνύμου του Newton στο (t′x)n = (
∑k

i=1 tixi)
n
έχουμε

MU(t) =
∞∑
n=0

∫
Rk

∑
n∈Nk0

k∏
i=1

(tixi)
ni

ni!
U(dx)

=
∞∑
n=0

∑
n∈Nk0

tn

n!
75

∫
Rk

xnU(dx)

=
∑
n∈Nk0

tn

n!

∫
Rk

xnU(dx).

΄Οπου στην δεύτερη ισότητα χρησιμοποίηθηκε το Θεώρημα Κυριαρχημένης Σύγκλισης. Το

ανάπτυγμα Taylor γύρω από το 0 δίνει επίσης μια αναπαράσταση της δυναμοσειράς.

MU(t) =
∑
n∈Nk0

tn

n!
DnMU(0).

Από μοναδικότητα της δυναμοσειράς έχουμε για κάθε n ∈ Nk
0

DnMU(0) =

∫
Rk

xnU(dx). (3.7)

Από την υπόθεση η ροπογεννήτρια συνάρτηση είναι πεπερασμένη σε μια περιοχή B του

s ∈ Rk.

Εξετάζουμε την κατανομή V 75 : Bk −→ [0, 1] με V (A) := infA
es
′x

MU (s)
Ud(x) , για κάθε

A ∈ Bk. Τότε η V έχει μια πεπερασμένη ροπογεννήτρια συνάρτηση

MV (v) =

∫
Rk
ev′xV (dx)
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=

∫
Rk

e(v+s)′x

MU(s)
U(dx)

=
MU(v + s)

MU(s)

για v σε μια περιοχή του 0. Από την (3.7) έχουμε

DnMV (0) =

∫
Rk

xnV (dx)

=

∫
Rk

xn es′x

MU(s)
U(dx).

Από την άλλη πλευρά

DnMV (0) =
DnMU(s)

MU(s)

και ως εκ τούτου

DnMV (s) =

∫
Rk

xnes′xU(dx).

Η συνάρτηση MV είναι πεπερασμένη σε μια περιοχή του 0 και έχει ένα ανάπτυγμα Taylor της

μορφής MV (t) =
∑

n∈Nk0
tn

n!
DnMV (0).

Για v σε αυτήν την περιοχή του 0 έχουμε

MU(v + s)

MU(s)
= MV (v)

=
∑
n∈ Nk0

vn

n!
DnMV (0)

=
∑
n∈ Nk0

vn

n!

∫
Rk

xn es′x

MU(s)
U(dx).

Με t = v + s έπεται το συμπέρασμα του λήμματος. �

Λήμμα 3.2.2. ΄Εστω U : Bk −→ [0, 751] είναι μια κατανομή και A : Rk −→ Rd
είναι ένας

πίνακας.Τότε

MUA(t) = MU(A′t)

για κάθε t ∈ Rd
.

Απόδειξη: Δεδομένου οτι A είναι μετρίσημη συνάρτηση και η εκθετική συάρτηση είναι

θετική, από την θεωρά ολοκλήρωσης έχουμε οτι

MUA =

∫
R
et′xUA(dx)
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=

∫
R
et′AxU(dx) = MU(A′t)

για κάθε t ∈ Rd
, όπου η δεύτερη ισότητα προκύπτει από το Θ.2.4.6 του [2].

Μετά την εισαγωγή της ροπογεννήτριας συνάρτησης μπορούμε να αναφέρουμε ένα χαρα-

κτηρισμό της ανεξαρτησίας για κάποιες ειδικές θετικές τυχαίες μεταβλητές. Επιπλέον ένα

αντίστοιχο αποτέλεσμα με την υπο συνθήκη ανεξαρτησία.75 Συμβολισμός MX := MPQ .

Θεώρημα 3.2.3. ΄Εστω X : Ω −→ R+ είναι μια τυχαία μεαβλητή και έστω Y : Ω −→ Rk
+

είναι ένα φραγμένο τυχαίο διάνυσμα. Τότε τα ακόλουθα είναι ισοδύναμα:

(a) Τα X και Y είναι ανεξάρτητα.

(b) Η ροπογεννήτρια συνάρτηση ικανοποιεί τη σχέση

M(X,Y)(t, s) = MX(t)MY(s)

για κάθε t > 0 και s ∈ Rk.

(c) Υπάρχει t > 0 ώστε

E[e−XtxnYl] = E[e−Xtxn]E[Yl].

για κάθε n ∈ N0 και l ∈ Nk
0.

(d) Ισχύει η ταυτότητα E[e−XtXnes′YYl] = E[e−XtXn]E[es′YYl], για κάθε t ∈ R+,

s ∈ Rk
, n ∈ N0 και l ∈ Nk

0.

Απόδειξη. Αποδεικνίουμε τον ισχυρισμό σύμφωνα με το ακόλουθο διάγραμμα

(a)=⇒ (d)=⇒ (c)=⇒ (b)=⇒ (a)

(a)=⇒ (d): ΄Ειναι προφανές.

(d)=⇒ (c): ΄Ειναι προφανές.

(c)=⇒ (b): Αφού η X είναι θετική και το Y είναι φραγμένο, υπάρχει ένα ανοικτό B = Bt×Bs

έτσι ώστε −t ∈ Bt ⊆ (−∞, 0) και το 0 ∈ Bs ⊆ Rk
και οι ροπογεννήτριες συναστήσεις

MX ,MY καιM(X,Y) να είναι πεπερασμένες στα Bt, Bs και B αντίστοιχα. Τώρα αν θεωρήσουμε

αυθαίρετα οτι t̂ ∈ Bt και s ∈ Bs από το Λήμμα 3.2.1 έχουμε:

M(X,Y)(t̂, ŝ) =
∑
n∈N0

∑
l∈Nk0

(t̂+ t)n

n!

(̂s)l

l!
E[e−XtXnYl]

=
∑
n∈N0

∑
l∈Nk0

(t̂+ t)n

n!

(̂s)l

l!
E[e−XtXn]E[Yl]
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=

(∑
n∈N0

(t̂+ t)n

n!
E[e−XtXn]

)∑
l∈Nk0

(̂s)l

l!
E[Yl]


= MX(t̂)MY (̂s)

΄Αρα η επιθυμητή ταυτότητα ισχύει στο B. Αφού οι ροπογεννήτριες συναρτήσεις MX ,MY

και MX,Y πάνω στα (−∞, 0),Rk
και (−∞, 0)× Rk

αντίστοιχα είναι συνεχώς παραγωγίσημες

άπειρες φορές, από την προηγούμενη ισότητα έπεται το B.

(b)=⇒ (a): Για κάθε t < 0 και για κάθε s ∈ Rk
έχουμε:∫

R1+k

etx+s′yP(X,Y)(x,y) = M(X,Y)(t, s)

= MX(t)MY(s)

=

∫
R
etxPXd(x)

∫
Rk
es′xPYd(y)

=

∫
R1+k

etx+s′yPd(x)⊗ Pd(y)

όπου η τέταρτη ισότητα είναι συνέπεια του Θ. Fubini. Ως εκ τούτου∫
R1+k

etx+s′yP(X,Y)(x,y) =

∫
R1+k

etx+s′yPd(x)⊗ Pd(y).

Η τελευταία ισότητα αληθεύει αν θέσω όπου t = 0. Τότε απο τη μοναδικότητα του μετασχη-

ματισμού Laplace για μέτρα τα οποία συγκεντρώνονται στο Rd
+ προκύπτει οτι P(X,Y) = PX⊗PY

και ως εκ τούτου προκύπτει η ανεξαρτησία των X και Y. �

Λήμμα 3.2.4. ΄Εστω X : Ω −→ R+ και Y : Ω −→ R+ και είναι δυο τυχαίες μεταβλητές.

Επιπλέον, Z : Ω −→ Nd
0 είναι ένα τυχαίο διάνυσμα έτσι ωστε για κάθε n ∈ Nd

0 ισχύει οτι

P [Z = n] > 0. Τότε τα ακόλουθα είναι ισοδύναμα.

(i) Η ταυτότητα E(XY |Z) = E(X|Z)E(X|Y) ισχύει.

(ii) Η ταυτότητα E(XY |Z = n) = E(X|Z = n)E(X|Z = n) ισχύει για κάθε n ∈ Nd
0 .

Απόδειξη. Από την ανάλυση Fourier, για δεσμευμένες μέσες τιμές έχουμε:

E(XY Z) =
∑
n∈Nk0

E(XY |{Z = n})χ{Z=n}

΄Αρα ισχύει

E(X|Z)E(Y |Z) =
∑
n∈Nk0

E(X|{Z = n})χ{Z=n}
∑
n∈Nk

0

E(Y|{Z = n})χ{Z=n}

=
∑
n∈Nk0

E(X|{Z = n})E(Y|{Z = n})χ{Z=n}.

΄Αρα έπεται ο ισχυρισμός. �
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Πόρισμα 3.2.5. ΄Εστω X : Ω −→ R+ είναι μια τυχαία μεταβλητή και Y : Ω −→ Rk
+ είναι

ένα φραγμένο τυχαίο διάνυσμα. Επιπλέον, Z : Ω −→ Nd
0 είναι ένα τυχαίο διάνυσμα έτσι ωστε

για κάθε n ∈ Nd
0 ισχύει οτι P [Z = n] > 0. Τότε τα ακόλουθα είναι ισοδύναμα.

(a) X και Y είναι υπο συνθήκη ανεξάρτητα σε σχέση με το Z.

(b) Η ταυτότητα

P (X ∈ B ∩Y ∈ C|Z) = P (X ∈ B|Z)P (Y ∈ C|Z)

ισχύει για κάθε B ∈ B και C ∈ Bk.

(c) Για κάθε n ∈ Nd
0 η τυχαία μεταβλητή X και το τυχαίο διάνυσμα Y είναι ανεξάρτητα σε

σχέση με το μέτρο P [•|{Z = n}]

Απόδειξη. (a)⇐⇒ (b): Είναι προφανές

(b)⇐⇒ (c): Το (c) ισχύει αν και μόνο αν για κάθε n ∈ Nd
0

P [{X ∈ B} ∩ {Y ∈ C}|{Z = n}] = P [{X ∈ B}|{Z = n}]P [{Y ∈ C}|{Z = n}]

ισχύει για κάθε B ∈ B και C ∈ Bk. Λαμβάνοντας υπόψην τις τυχαίες μεταβλητές χB ·X και

Y · χC για αυθαίρετα B ∈ B και C ∈ Bk από το Λήμμα 3.2.4 έπεται ο ισχυρισμός. �

Πόρισμα 3.2.6. ΄Εστω X : Ω −→ R+ είναι μια τυχαία μεταβλητή και Y : Ω −→ Rk
+ είναι

ένα φραγμένο τυχαίο διάνυσμα. Επιπλέον, Z : Ω −→ Nd
0 είναι ένα τυχαίο διάνυσμα έτσι ώστε

για κάθε n ∈ Nd
0 ισχύει οτι P [{Z = n}] > 0. Τότε τα ακόλουθα είναι ισοδύναμα.

(a) X και Y είναι υπο συνθήκη ανεξάρτητα σε σχέση με το Z.

(b) Για κάθε n ∈ Nd
0 ισχύει

MP(X,Y)|{Z=n}(t, s) = MPX|{Z=n}(t)MPY|{Z=n}(s)

για κάθε t < 0 και s ∈ Rk.

(c) Υπάρχει t > 0 τέτοιο ώστε

E(e−XtXnYl|Z) = E(e−XtXn|Z)E(Yl|Z)

για κάθε n ∈ N0 και για κάθε l ∈ Nk
0.

(d) Για κάθε t ∈ R+ και για κάθε s ∈ Rk

E(e−XtXnes′YYl|Z) = E(e−XtXn|Z)E(es′YYl|Z)

ισχύει για κάθε n ∈ N0 και l ∈ Nk
0.
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Απόδειξη. Αθροίζοντας όλα τα n ∈ Nd
0 της (b) ιδιότητας του Θεωρήματος 3.2.3 υπο το

μέτρο P [•|Z = n] δίνει την ιδιότητα (b) αυτού του Πορίσματος. Ως εκ τούτου χρησιμοποιόντας

επιπλέον το Θεώρημα 3.2.5 προκύπτει η ισοδυναμία για το (b) και το (a). Από το Λήμμα 3.2.4

παίρνουμε τις ισοδυναμίες b⇔ c και b⇔ d. �

3.3 Θεώρημα Bernstein-Widder

Για εναν ενδιαφέροντα χαρακτηρισμό των πολυμεταβλητών μικτών σ.δ. Poisson στην Ενότη-

τα 5.2 θα χρειαστούμε μια πολυμεταβλητή επέκταση του γνωστού Θεωρήματος Bernstein −
Widder, το οποίο αναφέρει οτι μια πλήρως μονότονη συνάρτηση μπορεί να γραφτεί ως μετα-

σχηματισμός Laplace μιας κατανομής. Το Θεώρημα Bernstein −Widder αποδεικνύεται με

διάφορους τρόπους σε διάφορους τομείς των μαθηματικών, ωστόσο η απόδειξη μιας πολυμετα-

βλητής επέκτασης συχνά λαμβάνεται ως δεδομένο και ως εκ τούτου παραλείπεται. Σε αυτή την

ενότητα θα διατυπώσουμε το πολυμεταβλητό Θεώρημα Bernstein −Widder με έναν τρόπο

που ταιριάζει στο αντικείμενο μελέτης μας και θα δώσουμε μια απόδειξη η οποία βασίζεται στη

μεθοδολογία που αναπτύσσεται στο βιβλίο των Berg, Ch., Christensen, J.P.R.andRessel, P.

[6] (1984).

Ορισμός 3.3.1. ΄Εστω Ν μια περιοχή του 0 ∈ Rn
.Η συνάρτηση f : Rn −→ R είναι θετικά

ορισμένη αν

(i) f(0) = 0.

(ii) f(x) > 0 για κάθε x 6= 0 ∈ N .

Ορισμός 3.3.2. Μια συνάρτηση f : R+ −→ R ονομάζεται πλήρως μονότονη αν είναι

μη αρνητική και αν για κάθε πεπερασμένο σύνολο {a1, . . . , an} ⊆ R και s ∈ R+ ισχύει

∇a1 . . .∇anf(s) ≥ 0

όπου ∇af(s) := f(s)− f(s + a).

Το σύνολο των πλήρως μονότονων συναρτήσεων συμβολίζεται με M(R+).Είναι ξεκάθα-

ρο οτι το M(R+) είναι ένας κλειστός κυρτός κώνος στο RS
και οι μη αρνητικές σταθερές

συναρτήσεις εμπεριέχονται στο M(R+).

Θεώρημα Bernstein-Widder (για διάσταση 1) 3.3.3. Για μια συνεχή συνάρτηση

ϕ : R+ −→ R τα παρακάτω είναι ισοδύναμα:

(i) Η ϕ είναι πλήρως μονότονη
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(ii) Η ϕ είναι θετικά ορισμένη και φραγμένη

(iii) Υπάρχει πεπερασμένο μέτρο µ : B(R+) −→ R+ ώστε ϕ(s) =
∫
R+
e−sxµ(dx)

(iv) ϕ ∈ C∞(R∗+) και (−1)nϕ(n)(s) ≥ 0 για κάθε n ≥ 0 και για κάθε s > 0, όπου C∞(R∗+)

είναι ο χώρος όλων των άπειρα παραγωγίσιμων πραγματικών συναρτήσεων επάνω στον

R∗+).

Απόδειξη. Οι ισοδυναμίες (i)⇐⇒ (ii)⇐⇒ (iii) προκύπτουν από το [6] (βλ. Berg[1984]

4.4.)

(iii) =⇒ (iv) Η συνάρτηση s −→
∫∞

0
e−saµ(da) αποκαλείται μετασχηματισμός Laplace και

συμβολίζεται L(µ). Αυτή η συνάρτηση είναι καλά ορισμένη στο δεξί ημιεπίπεδο των πραγματι-

κών αριθμών και εύκολα διακρίνουμε οτι είναι συνεχής και άπειρα παραγωγίσιμη στο ανοιχτό

ημιεπίπεδο των πραγματικών αριθμών z > 0. Επιπλέον (Lµ)(n)(z) =
∫∞

0
(−a)ne−zaµ(da) για

κάθε πραγματικό z > 0 και n ≥ 0. ΄Ετσι (−1)n(Lµ)(n)(x) ≥ 0 για κάθε x > 0.

(iv) =⇒ (i) Υποθέτουμε πως ισχύει η (iv).

Για a ≥ 0 η συνάρτηση ∇aϕ είναι συνεχής στο [0,∞) και ικανοποιεί την (iv). Πράγματι,για

n ≥ 0 και s > 0 από το θεώρημα μέσης τιμής έχουμε οτι

(−1)n(∇aϕ)(n)(s) = (−1)n(ϕ(s)− ϕ(s+ a))(n)

= (−1)n+1aϕ(n+1)(ξ) ≥ 0

για ξ ∈ (s, s+ a). Επαγωγικά διαπιστώνουμε οτι η συνάρτηση fn := ∇a1 . . .∇anϕ ικανο-

ποιεί την (iv) για κάθε n ∈ N και a1 . . . , an ≥ 0. Ειδικότερα f(s) ≥ 0, για κάθε s > 0 και από

τη συνέχεια f(s) ≥ 0, για κάθε s ≥ 0. Ως εκ τούτου, η ϕ είναι πλήρως μονότονη.

• για n = 1 η f1 ικανοποιεί την (iv) όπως αποδείχτηκε παραπάνω.

n←− n+ 1 ΄Εστω οτι για κάποιο n ∈ N ισχύει η σχέση

(−1)kf (k)
n (s) = (−1)k∇nϕ

(k)(s) ≥ 0

για κάθε k ∈ N και για κάθε s > 0, όπου ∇nϕ
(k)(s) := ∇a1 . . .∇anϕ

(k)(s).

Τότε για κάθε k ∈ N0 και s > 0 έχουμε

(−1)kf
(k)
n+1(s) = (−1)k(∇n+1ϕ)(k)(s)

= (−1)k[(∇nϕ)(k)(s)− (∇nϕ)(k)(s+ an+1)]

= (−1)k+1an+1[(∇nϕ)(k+1)(ξ)]

= (−1)k+1an+1[f (k+1)
n (ξ)] ≥ 0.
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Επομένως ισχύει το θεώρημα, θα δείξουμε όμως και ειδικά την (iv) =⇒ (iii). ΄Οπως

αποδείχτηκε στην συνεπαγωγή (iv) ←− (i) αν ισύχει η (iv),τότε f(s) ≥ 0 για κάθε s ≥ 0.

Αφού από την υπόθεση η φ είναι μη αρνητική, θα είναι πλήρως μονότονη. Τότε η ϕ θα

είναι θετικά ορισμένη και φραγμένη (βλ.π.χ.,[6] Θεώρημα 6.5). Επομένως από την συνέχεια

της ϕ μαζί με τον Proposition 4.4.7 του [6] προκύπτει η ύπαρξη ενός πεπερασμένου μέτρου

µ : B(R+) −→ R+ ώστε ϕ(s) =
∫
R+
e−sxU(dx). Η ισοδυναμία των (iii) και (iv) είναι ένα

διάσημο αποτέλεσμα της Bernstein,cf. Widder (1941)

Θεώρημα Bernstein-Widder για k διαστάσεις 3.3.4. ΄Εστω f : Rk
+ −→ R είναι μια

συνεχής συνάρτηση με f(0) = 1 και

(−1)1′nDnf(t) ≥ 0

για κάθε n ∈ Nk
0.Τότε υπάρχει η κατανομή U επάνω στο Bk με U [Rk

+] = 1 έτσι ώστε

f(t) =

∫
Rk
e−t′xUd(x) ∀t ∈ Rk

+.

Απόδειξη. Αρχικά δείχνουμε οτι η f είναι πλήρως μονότονη. ΄Ετσι γενικεύουμε το μέρος

της απόδειξης του Θεωρήματος 3.3.3. Ας θεωρήσουμε k ∈ Rk
+ τότε η συνάρτηση ∇kf είναι

συνεχής στο Rk
+. Επιπλέον έχουμε για κάθε n ∈ Nk

0 και t = (t1, . . . , tk) ∈ (R∗0)k με το

Θεώρημα Μέσης Τιμής (βλ. [13], Section 167)

(−1)1′nDn(∇af)(t) = (−1)1′n∇aD
nf(t)

= (−1)1′n(Dnf(t)−Dnf(t + a))

= (−1)1′n+1

k∑
i=1

aiD
n+ejf(ξ)

με ξ ∈ [t, t + a]. Τότε όπως και στο θεώρημα 3.3.3 έχουμε οτι (−1)1′nDn(∇af)(t) ≥ 0.

Επαναλαμβάνοντας για κάθε a1, . . . , an τότε η συνάρτηση ∇a1 . . .∇anf είναι συνεχής στο Rk
+

και ισχύει

(−1)1′nDn(∇a1 . . .∇anf)(t) ≥ 0

για κάθε n ∈ Nk
0 και t > 0. Ειδικότερα ∇a1 . . .∇anf(t) ≥ 0 για κάθε t > 0 και από την

συνέχεια έχουμε οτι ∇a1 . . .∇anf(t) ≥ 0, για κάθε t ≥ 0. Απο την υπόθεση έχουμε οτι η f

είναι συνεχης και πλήρως μονότονη, επομένως η f είναι θετικά ορισμένη και φραγμένη (βλ.[6],

Theorem4.6.5). ΄Ετσι απο την πρόταση 4.4.7, η συνέχεια της f μαζί με την [6] Preposition

4.4.7 μας αποδίδει την ύπαρξη ενός πεπερασμένου, μη αρνητικού μέτρου U στο Bk με f(t) =∫
Rk+
e−t′xUd(x) για κάθε t ∈ Rk

+ Τελικά U [Rk
+] =

∫
Rk+
Ud(x) = f(0) = 1. ΄Αρα ισχύει το

θεώρημα. �
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Πόρισμα 3.3.5. ΄Εστω f : Rk
+ −→ R είναι μια συνεχής συνάρτηση με f(0) = 1 και

(−1)1′nDnf(t) ≥ 0 για κάθε n ∈ Nk
0.Τότε υπάρχει μια κατανομή U στο Bk με U [Rk

+] = 1

έτσι ώστε f(t) = MU(−t).
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Κεφάλαιο 4

Πολυμεταβλητές σημειακές

διαδικασίες

Από δω και στο εξής υποθέτουμε οτι κάθε απαριθμητρια έχει μηδενική έκρηξη.

4.1 Το υπόδειγμα

Ορισμός 4.1.1. Μια πολυμεταβλητή στοχαστική διαδικασία {Nt}tRt σε k διαστάσεις λέ-

γεται οτι είναι μια πολυμεταβλητή απαριθμήτρια διαδικασία αν κάθε συντεταγμένη

{N (i)
t }t∈R+ , i ∈ {1, . . . , k} και το άθροισμα {Nt}t∈R+ := {1′N}t∈R+ όλων των συντεταγμένων

είναι μια απαριθμήτρια. ΄Ετσι, υπάρχει μηδενικό σύνολο M ∈ S που ονομάζεται μηδενικό

σύνολο εξαίρεσης της απαριθμήτριας έτσι για κάθε ω ∈ Ω \ M να πληρούνται οι

ιδιότητες (i)− (v) για όλες τις συντεταγμένες {N (i)
t }t∈R+ , i ∈ {1, . . . , k} , και για το άθροισμα

{Nt(ω)}t∈R+ όλων των συντεταγμένων.

Ως συνέπεια ταυτόχρονα άλματα διαφορετικών συντεταγμένων σχεδόν βέβαια αποκλείον-

ται.Από δω και στο εξής k θα είναι πάντα η διάσταση της πολυμεταβλητής απαριθμήτριας με

την οποία εργαζόμαστε.

Για να δούμε πως μπορούν να μετατραπούν πολυμεταβλητές απαριθμήτριες διαδικασίες, ο-

ρίζουμε διαφορετικά σύνολα από πινάκων. Αρχικά ας υποθέσουμε τους μεταθετικούς πίνακες

με επιλεγμένες συντεταγμένες και πίνακες οι οποίοι συσσωρεύουν συντεταγμενες με βάση κά-

ποιους κανόνες.

• ΄Εστω AP το σύνολο όλων των A ∈ {0, 1}k×k με k ∈ N έτσι ώστε 1′Aej = 1 = e′iA1

για κάθε j, i ∈ {1, . . . , k}.
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• ΄Εστω AS είναι το σύνολο όλων των A = (Id, 0) ∈ {0, 1}d×k με d, k ∈ N έτσι ώστε d < k

και Id ο ταυτοτικός πίνακας διάστασης d.

• ΄Εστω AC είναι το σύνολο όλων των A ∈ {0, 1}d×k με d, k ∈ N και d ≤ k έτσι ώστε

να υπάρχει ki ∈ N για i ∈ {1, . . . , d} με
∑d

i=1 ki = k και A = (A1, . . . , Ad), όπου

A := (ei, . . . , ei) ∈ Rd×ki για i ∈ {1, . . . , d}.

Τώρα το σύνολο των πιθανων μετασχηματισμών πινάκων μπορεί να οριστεί ως το σύνολο

A που περιέχει όλα τα A ∈ {0, 1}d×k με d, k ∈ N και d ≤ k έτσι ώστε να υπάρχει m ∈ N
και Ai ∈ AP ∪ AS ∪ AC , i ∈ {1, . . . ,m} με A = AmAm−1 . . . A1. ΄Ετσι το A αποτελείται από

όλους τους πίνακες οι οποίοι παίρνουν τιμές 0 ή 1, με τουλάχιστον μια μονάδα ανα γραμμή και

το πολύ μια μονάδα ανα στήλη. Η οικογένεια A περιλαμβάνει όλους τους πίνακες οι οποίοι

παρουσιάζονται στην απόδειξη του παρακάτω λήμματος.

Λήμμα 4.1.2. ΄Εστω {Nt}t∈R+ είναι μια απαριθμήτρια πολυμεταβλητή διαδικασία και A ∈
Rd×k. Τότε {ANt}t∈R είναι μια απαριθμήτρια πολυμεταβλητή διδικασία αν και μόνο αν A ∈ A.

Απόδειξη. Υποθέτω A ∈ A. Για να δείξουμε οτι η {ANt}t∈R είναι μια πολυμετα-

βλητή διδικασία καταμέτρησης πρέπει να δείξουμε οτι είναι σταθερή κάτω από οποιονδήποτε

μετασχηματισμό των τριών συνόλων AP ,AS και AC . Είναι προφανές οτι {ANt}t∈R είναι μια

απαριθμήτρια πολυμεταβλητή διαδικασία για A ∈ AP ∪AS. Τώρα έστω A ∈ AC και θεωρούμε

οτι ω ∈ Ω\M . Σύμφωνα με τον ισχυρισμό μας οι συντεταγμένες της {Nt(ω)}t∈R+ δεν μπορούν

να έχουν άλματα ταυτόχρονα. Κάθε συντεταγμένη από την διαδικασία του μετασχηματισμού

{ANt(ω)}t∈R+ είναι άθροισμα από συντεταγμένες της αρχικής διαδικασίας {Nt(ω)}t∈R+ και ως

εκτούτου ικανοποιεί τις ιδιότητες (i)− (v) της απαριθμήτριας διαδικασίας.

Από τη σχέση {1′ANt(ω)}t∈R+ = {1′Nt(ω)}t∈R+ προκύπτει οτι το άθροισμα όλων των συν-

τεταγμένων του {Nt(ω)}t∈R+ ικανοποιεί τις ιδιότητες (i)− (v) μιας απαριθμήτριας διαδικασίας.

΄Ετσι το M χρησιμεύει ως ένα μηδενικό σύνολο εξαίρεσης για τη διαδικασία μετασχηματσμού

του {ANt}t∈R+ η οποία είναι μια απαριθμήτρια διαδικασία. Τώρα ας θεωρήσουμε οτι A ∈ Rd×k

και οτι {ANt}t∈R+ είναι μια απαριθμήτρια πολυμεταβλητή διδικασία και έστω MA είναι ένα μη-

δενικό σύνολο εξαίρεσης του {ANt}t∈R+ . Θεωρούμε ω ∈ Ω \ (M ∪MA). Κάθε συντεταγμένη

του {ANt}t∈R+ έχει άλμα ύψους μιας μονάδας και δεν επιτρέπεται ταυτόχρονη αύξηση με τις

συντεταγμένες του {Nt}t∈R+ . ΄Ολες οι καταχωρήσεις του A είναι 0 ή 1. Επιπλέον, κάθε συν-

τεταγμένη της {ANt}t∈R+ έχει τροχιές που είναι αύξουσες συναρτήσεις του t και το όριό τους

για t −→ ∞ είναι το ∞, και θεωρούμε A1 ≥ 1. Επιπλέον δεν υπάρχουν ταυτόχρονα άλματα

των συντεταγμένων του {ANt}t∈R+ και έτσι 1′A ≤ 1′. Αυτά τα τρία επιχειρήματα προκύπτουν

από την ύπαρξη του πίνακα AP ∈ AP έτσι ώστε
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AAP =


1 . . . 1 0 . . . 0 0 . . . 0

0 . . . 0 1 . . . 1 0 . . . 0

. . . . . . . . .

0 . . . 0 0 . . . 0 1 . . . 1

 .
Το τελευταίο κομμάτι που αποτελείται από 0 μπορεί να υπάρχει ή μπορεί και να μην υπάρχει.

Στην πρώτη περίπτωση υπάρχει AC ∈ R(d+1)×k
και AS ∈ Rd×(d+1)

με AC ∈ AC και AS ∈ AS
έτσι ώστε AAP = ASAC . Στην δεύτερη περίπτωση έχουμε ήδη AAP ∈ AC . Αφού (AP )−1 ∈
AP καταλήγουμε οτι A ∈ A. �

Παραδείγματα από χρήσιμους μετασχηματισμούς.

• Α=1΄,στην περίπτωση του οποίου {ANt}t∈R+ = {Nt}t∈R+ είναι το άθροισμα όλων των

συντεταγμένων.

• A = e′i, στην περίπτωση του οποίου {ANt}t∈R+ = {Nt}it∈R+
είναι η i−συντεταγμένη.

• A ∈ AS, στην περίπτωση του οποίου {ANt}t∈R+ αποτελείται από τις πρώτες d συντε-

ταγμένες της πρωτότυπης διαδικασίας.

• A ∈ AP , στην περίπτωση του οποίου {ANt}t∈R+ μεταθέτει τις συντεταγμένες της αρχι-

κής διαδικασίας.

Για μια πρακτική χρήση του μετασχηματισμού εισάγουμε τον ακόλουθο ορισμό.

Ορισμός 4.1.3. Μια ιδιότητα (P ) για απαριθμήτριες διαδικασίες καλείται A-σταθερή αν

για κάθε A ∈ A η απαριθμήτρια διαδικασία {ANt}t∈R+ έχει την ιδιότητα (P ) για οποιαδήποτε

{Nt}t∈R+ που έχει την ιδιότητα (P ).

Το επόμενο Λήμμα αναφέρεται σε κάποιες ιδιότητες για τις μονοδιάστασες πιθανότητες των

απαριθμητριών πολυμεταβλητών διαδικασιών που θα χρειαστούμε αργότερα.

Λήμμα 4.1.4. ΄Εστω {Nt}t∈R+ είναι μια απαριθμήτρια διαδικασία. Τότε

(i) Για κάθε s ∈ Rk
+ και για κάθε n ∈ Nk

0 ισχύει η ταυτότητα

lim
t↓s

P [∩ki=1{N
(i)
ti = n(i)}] = P [∩ki=1{N (i)

si
= n(i)}].

(ii) Για κάθε s ∈ R+ και για κάθε n ∈ Nk
0 ισχύει η ταυτότητα

lim
t↓s

P [{Nt = n}] = P [{Ns = n}].

49



Πολυμεταβλητές σημειακές διαδικασίες

(iii) Για κάθε n ∈ Nk
0 ισχύει η ταυτότητα

lim
t↓0

P [{Nt = n}] =

{
1 αν n = 0

0 αν n 6= 0

(iv) Για κάθε n ∈ Nk
0 ισχύει η ταυτότητα

lim
t↑∞

P [{Nt = n}] = 0.

(v) Για κάθε n ∈ Nk
0 ισχύει η ταυτότητα

lim
t↑∞

P [{Nt ≥ n}] = 1.

Απόδειξη. (i) Εξ΄ ορισμού, κάθε συντεταγμένη της {Nt}t∈R+ είναι μια απαριθμήτρια

διαδικασία και ως εκ τούτου, έχει σχεδόν βέβαια συνεχείς και αύξουσες τροχιές. ΄Ετσι για

αυθαίρετα m ∈ N και nj ∈ Zk, j ∈ {1, . . . ,m} έχουμε

si ≤ ui ≤ ti ⇒ N (i)
ui
≤ N

(i)
ti

⇒ {N (i)
ti ≤ n

(i)
j } ⊆ {N (i)

ui
≤ n

(i)
j }

⇒
m⋃
j=1

k⋂
i=1

{
N

(i)
ti ≤ n

(i)
j

}
⊆

m⋃
j=1

k⋂
i=1

{
N (i)
ui
≤ n

(i)
j

}
⇒ P

[
m⋃
j=1

k⋂
i=1

{
N

(i)
ti ≤ n

(i)
j

}]
≤ P

[
m⋃
j=1

k⋂
i=1

{
N (i)
ui
≤ n

(i)
j

}]
.

΄Αρα η οικογένεια

{
P
[⋃m

j=1

⋂k
i=1

{
N

(i)
ti ≤ n

(i)
j

}]}
είναι φθίνουσα και επομένως ισχύει

lim
t↓s

P

[
m⋃
j=1

k⋂
i=1

{
N

(i)
ti ≤ n

(i)
j

}]
= sup

t∈ (s,∞)

P

[
m⋃
j=1

k⋂
i=1

{
N

(i)
ti ≤ n

(i)
j

}]
.

Τώρα θα δείξουμε οτι

sup
t∈ (s,∞)

P

[
m⋃
j=1

k⋂
i=1

{
N

(i)
ti ≤ n

(i)
j

}]
= P

 ⋃
t∈ (s,∞)

m⋃
j=1

k⋂
i=1

{
N

(i)
ti ≤ n

(i)
j

} .
Θεωρώ t = (t1, . . . , tk) με t ∈ (s,∞) και At := ∪mj=1 ∩ki=1 {N

(i)
ti ≤ n

(i)
j }. Τότε υπάρχει μια

υποοικογένεια {Atn}n∈N της {At}t∈(s,∞) ώστε limn→∞ tn = s και

sup
t↓s

P (At) = sup
tn→s

P (Atn) = P (∪n∈NAtn)
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όπου η τελευταία ισότητα είναι συνέπεια του Θεωρήματος μονότονης σύγκλισης (βλ. π.χ.

[2] Θεώρημα 2.3.1 του [Σ.Σ.A.].)

Αρκεί να δείξουμε οτι
⋃
n∈NAtn =

⋃
t∈(s,∞) At.

Ισχύει οτι
⋃
n∈NAtn ⊆

⋃
t∈(0,∞) At.

΄Εστω οτι ω ∈
⋃

t∈(s,∞) At τότε υπάρχει t > s τέτοιο ώστε ω ∈ At. Επίσης ισχύει οτι

Nt > Ntn συνεπώς N
(i)
ti > N

(i)
tni

για κάθε i ∈ {1, . . . , k}. ΄Αρα {N (i)
ti ≤ n

(i)
j } ⊆ {N

(i)
tni
≤ n

(i)
j }

για κάθε i ∈ {1, . . . , k} από το οποίο προκύπτει οτι At ⊆ Atn . Επομένως υπάρχει tn ∈ (s, t)

τέτοιο ώστε ω ∈ Atn άρα ω ∈
⋃
n∈NAtn . ΄Αρα ισχύει οτι ∪t∈(s,∞)At ⊆ ∪n∈NAtn και επομένως⋃

t↓sAt =
⋃
n∈NAtn .

Από τα παραπάνω έχουμε

lim
t↓s

P

[
m⋃
j=1

k⋂
i=1

{
N

(i)
ti ≤ n

(i)
j

}]
= sup

t∈ (s,∞)

P

[
m⋃
j=1

k⋂
i=1

{
N

(i)
ti ≤ n

(i)
j

}]

= P

 ⋃
t∈ (s,∞)

m⋃
j=1

k⋂
i=1

{
N

(i)
ti ≤ n

(i)
j

}
= P

 m⋃
j=1

⋃
t∈ (s,∞)

k⋂
i=1

{
N

(i)
ti ≤ n

(i)
j

}
= P

[
m⋃
j=1

k⋂
i=1

{
inf

ti∈ (si,∞)
N

(i)
ti ≤ n

(i)
j

}]

= P

[
m⋃
j=1

k⋂
i=1

{
N (i)
si
≤ n

(i)
j

}]
.

Τώρα, θεωρούμε n ∈ Nk
0. Τότε παίρνουμε, από την προηγούμενη ταυτότητα (λαμβάνοντας

υπόψη οτι m ∈ {1, . . . , k})

lim
t↓s

P

[
k⋂
i=1

{
N

(i)
ti = n(i)

}]
= lim

t↓s
P

[
k⋂
i=1

{
N

(i)
ti ≤ n(i)

}
\

k⋃
j=1

k⋂
i=1

{
N

(i)
ti ≤ n(i) − δij

}]

= lim
t↓s

(
P

[
k⋂
i=1

{
N

(i)
ti ≤ n(i)

}]
− P

[
k⋃
j=1

k⋂
i=1

{
N

(i)
ti ≤ n(i) − δij

}])

= P

[
k⋂
i=1

{
N (i)
si
≤ n(i)

}]
− P

[
k⋃
j=1

k⋂
i=1

{
N (i)
si
≤ n(i) − δij

}]

= P

[
k⋂
i=1

{
N (i)
si

= n(i)
}]

.
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(ii) Λαμβάνοντας υπόψη μόνο διανύσματα s με ίσες συντεταγμένες, ο ισχυρισμός έπεται

αμέσως από το (i)

(iii) Δεδομένου ότι όλες οι συντεταγμένες έχουν τροχιές που σχεδόν σίγουρα ξεκινούν από

το μηδέν, θέτοντας s = 0 από το (ii) έπεται ο ισχυρισμός.

(iv) Εξ ορισμού, το άθροισμα {Nt}t∈R+ όλων των συντεταγμένων είναι μια απαριθμήτρια δια-

δικασία και ως εκ τούτου, έχει τροχιές που δεν έχουν κανένα ανώτερο όριο.

lim
t↑∞

P [Nt = n] ≤ lim
t↑∞

P [{Nt ≤ 1′n}].

Εύκολα αποδεικνύεται οτι {P [{Nt ≤ 1′n}]} είναι φθίνουσα.

Πράγματι, έστω s ≤ t και ω ∈ {Nt ≤ 1′n} τότε Nt(ω) ≤ n1 + · · · + nk και άρα Ns(ω) ≤
n1 + · · ·+ nk, δηλαδή ω ∈ {Ns ≤ 1′n}.

΄Αρα {Nt ≤ 1′n} ⊆ {Ns ≤ 1′n} και επομένως η {[{Nt ≤ 1′n}]}t∈R+ είναι φθίνουσα

οικογένεια.

΄Εστω bt := P [{Nt ≤ 1n}] για κάθε t ∈ R+. Τότε υπάρχει μια υποοικογένεια {btn}n∈N της

{bt}t∈R+ ώστε limn→∞ tn =∞ και infn∈N btn = inft∈ (0,∞) bt = α.

Επομένως ισχύει

lim
t↑∞

P [{Nt ≤ 1′n}] = inf
t∈ (0,∞)

P [{Nt ≤ 1′n}]

= inf
n∈N

P [{Ntn ≤ 1′n}]

= P

[⋂
n∈N

{Nt ≤ 1′n}

]

όπου η τελεύταία ισότητα είναι συνέπεια της Πρότασης 1.2.3 του [2] του [Σ.Σ.A.] Επίσης

ισχύει οτι

P

[⋂
n∈N

{Nt ≤ 1′n}

]
= P

 ⋂
t∈ (0,∞)

{Nt ≤ 1′n}

 .
Πράγματι, έστω A := ∩t∈(0,∞){Nt ≤ 1′n} και B := ∩n∈N{Nt ≤ 1′n}.
΄Εστω ω ∈ B. Τότε για κάθε n ∈ N ισχύει Nt(ω) ≤ 1′n. ΄Εστω οτι υπάρχει ένα t̃0 ∈ (0,∞)

ώστε Nt̃0(ω) > 1′n, τότε θα υπάρχει ένα ñ ∈ N ώστε tñ > t̃0 και άρα Ntñ(ω) ≥ Nt̃0(ω) > 1′n,

άτοπο διότι για κάθε n ∈ N ισχύει Ntn(ω) ≤ 1′n. ΄Αρα B ⊆ A. Προφανώς A ⊇ B (αφού το

A είναι τομή περισσότερων συνόλων), επομένως A = B.

Τώρα θα δείξουμε οτι
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⋂
t∈ (0,∞)

{Nt ≤ 1′n} = { sup
t∈ (0,∞)

Nt ≤ 1′n}.

Πράγματι, θέτω A =
⋂
t∈ (0,∞){Nt ≤ 1′n} και C = {supt∈ (0,∞) Nt ≤ 1′n}. Τότε για

οποιοδήποτε ω ∈ Ω ισχύει:

ω ∈ A ⇐⇒ ∀t ∈ (0,∞) Nt(ω) ≤ 1′n

⇐⇒ sup
t∈(0,∞)

Nt(ω) ≤ 1′n

⇐⇒ ω ∈ C.

΄Αρα A = C.

Τέλος, γνωρίζουμε από την ιδιότητα (n5) οτι ισχύει

P

[
{ sup
t∈ (0,∞)

Nt ≤ 1′n}

]
= 0.

(v) Εξ ορισμού, όλες οι συντεταγμένες είναι απαριθμήτριες διαδικασίες και έχουν, ως εκ τούτου,

τροχιές οι οποίες είναι αύξουσες και δεν έχουν ανώτερο όριο.

lim
t↑∞

P [Nt ≥ n] = lim
t↑∞

P [∩ki=1{N
(i)
t ≥ n(i)}]

= sup
t↑∞

P [∩ki=1{N
(i)
t ≥ n(i)}]

= P [∪t∈(0,∞) ∩ki=1 {N
(i)
t ≥ n(i)}].

Θα δείξουμε οτι A := ∪t∈(0,∞) ∩ki=1 {N
(i)
t ≥ n(i)} ⊇ ∩ki=1{supN

(i)
t > n(i)} := B. ΄Εστω

ω ∈ B. Τότε για κάθε i ∈ {1, . . . , k} ισχύει supN
(i)
t (ω) > n(i)

, έτσι για κάθε i ∈ {1, . . . , k}
υπάρχει t ≥ 0 ώστε

N
(i)
t (ω) ≥ n(i)

, άρα ω ∈ ∩ki=1 ∪t∈(0,∞) {N (i)
t ≥ n(i)} = ∪t∈(0,∞) ∩ki=1 {N

(i)
t ≥ n(i)} = A.

Επομένως, B ⊆ A.

΄Αρα

P [∪t∈(0,∞) ∩ki=1 {N
(i)
t ≤ n(i)}] ≤ P [∩ki=1{supN

(i)
t > n(i)}].

Συνεπώς

lim
t↑∞

P [∪t∈(0,∞) ∩ki=1 {N
(i)
t ≥ n(i)}] ≥ lim

t↑∞
P [∩ki=1{supN

(i)
t > n(i)}].

΄Ομως P [{supN
(i)
t > n(i)}] = 1 (από n5)
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Συνεπώς, P [∩ki=1{supN
(i)
t > n(i)}] = 1 άρα έπεται ο ισχυρισμός. �

Το (ii) φαίνεται να είναι η φυσική εκδοχή όσον αφορά τη συνέχεια της πιθανότητας ως συνάρ-

τηση του χρόνου. Αλλά για το χαρακτηρισμό της πολυμεταβλητής μικτής διαδικασίας Poisson

χρειαζόμαστε πολλές διαφορετικές μεταβλητές του χρόνου καθώς η διαδικασία έχει συντε-

ταγμένες. ΄Ετσι το Λήμμα 4.1.4 (i) είναι αναγκαίο και θα χρησιμοποιηθεί στην απόδειξη του

5.2.1.

Θα μελετήσουμε επίσης τις λεγόμενες μεταγενέστερες κατανομές και διαδικασίες. Για το

σκοπό αυτό εισάγουμε τον παρακάτω ορισμό.

Ορισμός 4.1.5. Για κάθε t ∈ R+ η σ.δ {Kt,h}h∈R+ , ωστε Kt,h := Nt+h −Nt για όλα τα

h ∈ R+, καλείται σταδιακή διαδικασία (Incremental Process) .

Δεδομένου ότι όλες οι ιδιότητες των τροχιών μεταφέρονται από την διαδικασία {Nt}t∈R+

στην διαδικασία {Kt,h}h∈R+ το επόμενο λήμμα είναι προφανές.

Λήμμα 4.1.6. ΄Εστω {Nt}t∈R+ είναι μια πολυμεταβλητή απαριθμήτρια διαδικασία . Τότε η

διαδικασία {Kt,h}h∈R+ είναι μια πολυμεταβλητή απαριθμήτρια διαδικασία , για όλα τα t ∈ R+.

Αργότερα, η μελέτη της σταδιακής διαδικασίας θα απαιτήσει τον περιορισμό του μέτρου

πιθανότητας. Ως εκ τούτου, μπορούμε επίσης να ορίσουμε για t ∈ R+ και n ∈ Nk
0 με P [{Nt =

n}] > 0 ένα νέο μέτρο πιθανότητας

Pt,n[B] := P [B|{N = n}]

για B ∈ F και να τροποποιήσουμε το προηγούμενο λήμμα, έτσι ώστε να μπορεί να χρησιμο-

ποιηθεί απευθείας στα επόμενα κεφάλαια.

Λήμμα 4.1.7. ΄Εστω {Nt}t∈R+ είναι μια πολυμεταβλητή απαριθμήτρια διαδικασία . Τότε για

κάθε t ∈ R+ και n ∈ Nk
0 με P [Nt = n] > 0 η διαδικασία {Kt,h}h∈R+ είναι μια πολυμεταβλητή

απαριθμήτρια διαδικασία στον χώρο πιθανότητας (Ω,F , Pt,n).

4.2 Η πολυωνυμική ιδιότητα

Στην παρούσα ενότητα θα παρουσιάσουμε διάφορες ιδιότητες, τις οποίες ενδέχεται να έχει μια

πολυμεταβλητή απαριθμήτρια διαδικασία . ΄Ολα αυτά έχουν σχέση με την πολυωνιμική ιδιότητα.

Ξεκινάμε με δύο ιδιότητες που αφορούν στις προσαυξήσεις.
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Ορισμός 4.2.1. Μια πολυμεταβλητή απαριθμήτρια διαδικασία {Nt}t∈R+ έχει ανεξάρτητες

προσαυξήσεις αν

P

[
m⋂
j=1

{Ntj −Ntj−1
= nj}

]
=

m∏
j=1

P [{Ntj −Ntj−1
= nj}

ισχύει για κάθε m ∈ N και t0, t1 . . . , tm ∈ R+ με 0 = t0 < t1 < · · · < tm και για κάθε nj ∈ Nk
0

και j ∈ {1, · · · }.

Ορισμός 4.2.2. Μια πολυμεταβλητή απαριθμήτρια διαδικασία {Nt}t∈R+ έχει στάσιμες

προσαυξήσεις αν

P

[
m⋂
j=1

{Ntj+h −Ntj−1+h = nj}

]
= P

[
m⋂
j=1

{Ntj −Ntj−1
= nj}

]

ισχύει για κάθε m ∈ N και t0, t1 . . . , tm ∈ R+ με 0 = t0 < t1 < · · · < tm και για κάθε nj ∈ Nk
0

και j ∈ {1, · · · }.

΄Οπως μπορεί να φανεί από το επόμενο λήμμα, τόσο η ιδιότητα των ανεξάρτητων προ-

σαυξήσεων και η ιδιότητα των στάσιμων προσαυξήσεων παραμένουν αναλλοίωτες κάτω από

ορισμένους μετασχηματισμούς.

Λήμμα 4.2.3. ΄Εστω {Nt}t∈R+ είναι μια πολυμεταβλητή απαριθμήτρια διαδικασία . Τότε

(i) Η ιδιότητα των ανεξάρτητων προσαυξήσεων είναι A-σταθερή

(ii) Η ιδιότητα των στάσιμων προσαυξήσεων είναι A-σταθερή .

Απόδειξη. (i) : Θεωρούμε m ∈ N και t0, t1, . . . , tm ∈ R+ με 0 = t0 < t1 < · · · < tm και

lj ∈ Nk
0 και j ∈ {1, · · · }. Τότε παίρνουμε

P

[
m⋂
j=1

{ANtj − ANtj−1
= lj}

]
= P

[
m⋂
j=1

{A(Ntj −Ntj−1
) = lj}

]

=
∑

n1∈A−1({11})

. . .
∑

nm∈A−1({1m})

P

[
m⋂
j=1

{Ntj −Ntj−1
= nj}

]

=
∑

n1∈A−1({11})

. . .
∑

nm∈A−1({1m})

m∏
j=1

P [{Ntj −Ntj−1
= nj}]

=
m∏
j=1

∑
n1∈A−1({1j})

P [{Ntj −Ntj−1
= nj}]
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=
m∏
j=1

P [{ANtj − ANtj−1
= lj}]

άρα αποδεικνύεται ο ισχυρισμός.

(ii) : Θεωρούμε m ∈ N και t0, t1, . . . , tm ∈ R+ με 0 = t0 < t1 < · · · < tm και lj ∈ Nk
0 και

j ∈ {1, · · · }. Τότε παίρνουμε

P

[
m⋂
j=1

{ANtj+h − ANtj−1+h = lj}

]
= P

[
m⋂
j=1

{A(Ntj+h −Ntj−1+h) = lj}

]

=
∑

n1∈A−1({11})

. . .
∑

nm∈A−1({1m})

P

[
m⋂
j=1

{Ntj+h −Ntj−1+h = nj}

]

=
∑

n1∈A−1({11})

. . .
∑

nm∈A−1({1m})

P

[
m⋂
j=1

{Ntj −Ntj−1
= nj}

]

= P

[
m⋂
j=1

{ANtj − ANtj−1
= lj}

]
και η απόδειξη έχει ολοκληρωθεί. �

Οι επόμενες ιδιότητες που εισάγουμε αφορούν στην αντίστροφη πιθανότητα μετάβασης, δηλαδή

στις πιθανότητες των προσαυξήσεων που συνέβησαν πριν από μια συγκεκριμένη κατάσταση της

διαδικασίας.

Ορισμός 4.2.4. Μια πολυμεταβλητή απαριθμήτρια διαδικασία {Nt}t∈R+ έχει την πολυω-

νυμική ιδιότητα αν η ταυτότητα

P

[
m⋂
j=1

{Ntj −Ntj−1
= nj}

]
=

 k∏
i=1

(
∑m

j=1 n
(i)
j )!∏m

j=1 n
(i)
j !

m∏
j=1

(
tj − tj−1

tm

)n(i)
j

P [{Ntm =
m∑
j=1

nj}]

ισχύει για κάθε m ∈ N και t0, t1 . . . , tm ∈ R+ με 0 = t0 < t1 < · · · < tm και για κάθε

nj ∈ Nk
0 και j ∈ {1, · · · }.

Ορισμός 4.2.5. Μια πολυμεταβλητή απαριθμήτρια διαδικασία {Nt}t∈R+ έχει την επεκτα-

μένη διωνυμική ιδιότητα αν η ταυτότητα

P

[
k⋂
i=1

{N (i)
ti = l(i)} ∩ {N (i)

t −N
(i)
ti = n(i)}

]

=

(
k∏
i=1

(
n(i) + l(i)

l(i)

)
(
ti
t

)l
(i)

(1− ti
t

)n
(i)

)
P [{Nt = n + 1}]

ισχύει για κάθε t ∈ Rk
+, t ∈ R+ με t ∈ (0, t1) και για κάθε l,n ∈ Nk

0.
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Ορισμός 4.2.6. Μια πολυμεταβλητή απαριθμήτρια διαδικασία {Nt}t∈R+ έχει την διωνυ-

μική ιδιότητα αν η ταυτότητα

P [{Ns = 1} ∩ {Nt −Ns = n}] =

(
k∏
i=1

(
n(i) + l(i)

l(i)

)
(
s

t
)l

(i)

(1− s

t
)n

(i)

)
P [{Nt = n + 1}]

ισχύει για κάθε s, t ∈ R+ με 0 < s < t και για κάθε l,n ∈ Nk
0.

Για μια πολυμεταβλητή απαριθμήτρια διαδικασία που έχει την πολυωνυμική ιδιότητα , οι πε-

περασμένων διαστάσεων κατανομές προσδιορίζονται πλήρως από τις μονοδιάστατες κατανομές.

Επιπλέον, δεδομένου του αριθμού των συμβάντων σε κάποια χρονική στιγμή tm η διαμέριση

των γεγονότων σε ξένα ανα δυο χρονικά διαστήματα στο παρελθόν οφείλεται σε δειγματοληψία

με αντικατάσταση. Δεδομένου ότι αυτή η δειγματοληψία είναι ανεξάρτητη για τις συντεταγ-

μένες της διαδικασίας, κάθε συντεταγμένη θα μπορούσε να αποτελεί αντικείμενο ξεχωριστής

δειγματοληψίας. Η έννοια του ορισμού της πολυωνιμικής ιδιότητας θα παραμείνει αμετάβλητη,

αν επιτρέψουμε ίσους χρόνους (δηλαδή 0 = t0 ≤ t1 ≤ · · · ≤ tm). Χωρις βλάβη της γενικοτητας

θεωρούμε tm = tm−1. Αν nm = 0 μπορούμε να αγνοήσουμε tm και να εξετάσει m − 1 δια-

στήματα. Αν nm 6= 0 οι δύο πλευρές του ορισμού είναι ίσες με το μηδέν και η ταυτότητα ισχύει.

Λήμμα 4.2.7. ΄Εστω μια {Nt}t∈R+ πολυμεταβλητή απαριθμήτρια διαδικασία . Τότε

(i) Η πολυωνυμική ιδιότητα είναι A-σταθερή

(ii) Η επεκταμένη διωνυμική ιδιότητα είναι A-σταθερή

(iii) Η διωνυμική ιδιότητα είναι A-σταθερή

Για την απόδειξη του παραπάνω λήμματος βλ.[30], Λήμμα 2.2.2

Το επόμενο λήμμα αναφέρει μια συνέπεια της διωνυμικής ιδιότητας η οποία παράγεται από την

αλληλεπίδραση με τις ιδιότητες των τροχιών της πολυμεταβλητής απαριθμήτριας διαδικασίας.

Λήμμα 4.2.8. ΄Εστω μια {Nt}t∈R+ πολυμεταβλητή απαριθμήτρια διαδικασία. Αν η {Nt}t∈R+

έχει την διωνυμική ιδιότητα , τότε

P [{Nt = n} > 0]

ισχύει για κάθε t > 0 και για όλα τα n ∈ Nk
0.
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Απόδειξη. Αρχικά υποθέτουμε οτι υπάρχουν κάποια m ∈ Nk
0 έτσι ώστε

P [{Nt = n}] = 0

για όλα τα t > 0 και n ∈ Nk
0 με n ≥ m. Τότε έχουμε P [{Nt ≥ m}] = 0 , το οποίο είναι

αντιφατικό με το limt↑∞ P [{Nt ≥ n}] = 1. (Λήμμα 4.1.4(v)).

Τώρα θεωρούμε m ∈ Nk
0. Από το πρώτο μέρος της απόδειξης υπάρχει κάποια t > 0 και n ∈ Nk

0

με n ≥m έτσι ώστε P [{Nt = n}] > 0

Από την διωνυμική ιδιότητα έχουμε

P [{Ns = l}] ≥ P [{Ns = l} ∩ {Nt −Ns = n− l}]

=

(
k∏
i=1

(
n(i)

l(i)

)(s
t

)l(i) (
1− s

t

)n(i)
)
P [{Nt = n}]

και ως εκ τούτου P [{Ns = l}] > 0 για όλα τα s ∈ (0, t) και για όλα τα l ∈ Nk
0 με l ≥ n.

Επίσης, για όλα τα u ∈ (t,∞), η ταυτότητα
∑

p≥n P [{Nu = p}|{Nt = n}] = 1 μας δίνει την

ύπαρξη κάποιου p ∈ Nk
0 με n ≤ p έτσι ώστε

P [{Nu = p}] ≥ P [{Nu = p} ∩ {Nt = n}]

= P [{Nu = p}|{Nt = n}]P [{Nt = n}] > 0

΄Αρα P [{Ns = l}] > 0 για όλα τα s > 0 και όλα τα l ∈ Nk
0 με l ≤ n Αφού το m ∈ Nk

0 ήταν

αυθαίρετο, έπεται ο ισχυρισμός. �

Πόρισμα 4.2.9. ΄Εστω {Nt}t∈R+ μια πολυμεταβλητή απαριθμήτρια διαδικασία . Αν η

{Nt}t∈R+ έχει την πολυωνυμική ιδιότητα , τότε P [{Nt = n}] > 0 για κάθε t > 0 και για

κάθε n ∈ Nk
0.

Η ιδιότητα των απαριθμητριών διαδικασιών που έχουν την διωνυμική ιδιότητα ότι όλες οι

καταστάσεις έχουν αυστηρά θετική πιθανότητα, θα χρησιμοποιηθεί στη συνέχεια αρκετά συχνά.

Λήμμα 4.2.10. Αν μια πολυμεταβλητή απαριθμήτρια διαδικασία έχει την πολυωνυμική ιδιό-

τητα , τότε έχει στάσιμες προσαυξήσεις .

Απόδειξη. Θεωρούμε m ∈ N και t0, t1, . . . , tm, h ∈ R+ με 0 = t0 < t1 < · · · < tm και

nj ∈ Nk
0, j ∈ {1, . . . ,m}. Θέτοντας t−1 = −h και lm :=

∑m
j=1 nj έχουμε

P

[
m⋂
j=1

{Ntj+h −Ntj−1+h = nj}

]
= P

[
m⋂
j=1

{Ntj+h −Ntj−1+h = nj}
⋂(⊎

Nt0+h = n0}
)]
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= P

 ⊎
n0∈Nk0

(
m⋂
j=1

{Ntj+h −Ntj−1+h = nj} ∩Nt0+h = n0}

)
= P

 ⊎
n0∈Nk0

(
m⋂
j=0

{Ntj+h −Ntj−1+h = nj}

)
=

∑
n0∈Nk0

P

[
m⋂
j=0

{Ntj+h −Ntj−1+h = nj}

]

=
∑

n0∈Nk0

 k∏
i=1

(l
(i)
m + n

(i)
0 )!∏m

j=0 n
(i)
j !

m∏
j=1

(
lj − lj−1

tm + h

)n(i)
j

·P [{Ntm+h = 1m + n0}])

=

 k∏
i=1

(l
(i)
m )!∏m

j=1 n
(i)
j !

m∏
j=1

(
tj − tj−1

tm

)n(i)
j

·
∑

n0∈Nk0

P [{Ntm+h = 1m + n0}]


·

 k∏
i=1

((
l
(i)
m ! + n

(i)
0

l
(i)
m

))(
tm

tm + h

)l(i)m ( h

tm + h

)n(i)
0


=

 k∏
i=1

l
(i)
m !∏m

j=1 n
(i)
j !

m∏
j=1

(
tj − tj−1

tm

)n(i)
j


·
∑

n0∈Nk0

P [{Ntm = lm} ∩ {Ntm+h −Ntm = n0}]

=

 k∏
i=1

l
(i)
m !∏m

j=1 n
(i)
j !

m∏
j=1

(
tj − tj−1

tm

)n(i)
j

 · P [{Ntm = 1m}]

= P [∩mj=1{Ntj −Ntj−1
= nj}]

και ο ισχυρισμός είναι προφανής. �

Ορισμός 4.2.11. ΄Εστω {Nt}t∈R+ μια πολυμεταβλητή απαριθμήτρια διαδικασία . Η {Nt}t∈R+

έχει την ιδιότητα Markov αν ισχύει η ταυτότητα

P

[
m+1⋂
j=1

{Ntj −Ntj−1
= nj}

]
P [{Ntm = lm}]

= P
[
∩mj=1{Ntj −Ntj−1

= nj}
]
P [{Ntm = lm} ∩ {Ntm+1 −Ntm = nm+1}] (4.1)

για όλα τα m ∈ N και t0, t1, . . . , tm+1 ∈ R+ με t0 < t1 < · · · < tm+1 και γα όλα τα
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n1, . . . ,nm+1 ∈ Nk
0, με lm :=

∑m
j=1 nj.

Παρατήρηση 4.2.12. Αν P [∩mj=1{Ntj −Ntj−1
= nj}] > 0 η ισότητα (4.1) είναι ισοδύναμη

με την

P

[
{Ntm+1 −Ntm = nm+1}|

m⋂
j=1

{Ntj −Ntj−1
= nj}

]
= P [{Ntm+1 −Ntm = nm+1}|{Ntm = lm}] (4.2)

Πράγματι, έστω οτι ισχύει η (4.2). Τότε ισοδύναμα έχουμε

P [∩mj=1({Ntj −Ntj−1
= nj} ∩ {Ntm+1 −Ntm = nm+1})]

P [∩mj=1{Ntj −Ntj−1
= nj}]

=
P [{Ntm+1 −Ntm = nm+1} ∩ {Ntm = lm}]

P [{Ntm = lm}]

⇔ P
[
{Ntm+1 −Ntm = nm+1}

⋂
{Ntm = lm}

]
P

[
m⋂
j=1

{Ntj −Ntj−1
= nj}

]

= P

[
m⋂
j=1

({Ntj −Ntj−1
= nj} ∩ {Ntm+1 −Ntm = nm+1})

]
P [{Ntm = lm}]

⇔ (4.1)

΄Αρα η (4.2) ισοδυναμεί με την (4.1).

Η (4.1) είναι πιο χρήσιμη για τεχνικούς λόγους, ενώ η (4.2) μας δίνει μια ερμηνεία της

ιδιότητας Markov. Σε γενικές γραμμές, η μελλοντική προσαύξηση μιας διαδικασίας Markov

εξαρτάται μόνο από την συνολική προσαύξηση του παρόντος και όχι από τον διαχωρισμό της

προσάυξησης στο παρελθόντος.

Ορισμός 4.2.13. ΄Εστω {Nt}t∈R+ μια πολυμεταβλητή απαριθμήτρια διαδικασία . Η {Nt}t∈R+

έχει την ιδιότητα Chapman Kolmogorov αν ισχύει η ιδιότητα

P [{Nt −Nr = m}|{Nr = n}]

=
∑

l∈[0,m],P [{Ns=n+l}]>0

P [{Ns −Nr = l}|{Nr = n}]P [{Nt −Ns = m− l}|{Ns = n + l}]

ισχύει για όλα τα r, t ∈ R+, με r ≤ t και n,m ∈ Nk
0 με P [{Nr = n}] > 0 και για όλα τα

s ∈ [r, t].

60



Πολυμεταβλητές σημειακές διαδικασίες

Παρατήρηση 4.2.14. Αφού η πολυμεταβλητή απαριθμήτρια διαδικασία έχει αύξουσες τρο-

χιές, αυστηρά αρνητικές προσαυξήσεις έχουν μηδενική πιθανότητα. Ως εκ τούτου, ο παραπάνω

ορισμός είναι ισοδύναμος με την σχέση

P [{Nt = m}|{Nr = n}] =
∑

l∈Nk0 ,P [{Ns=l}]>0

P [{Ns = l}|{Nr = n}]P [{Nt = m}|{Ns = l}]

για όλα τα r, t ∈ R+, με r ≤ t και n,m ∈ Nk
0 με P [{Nr = n}] > 0 και για όλα τα s ∈ [r, t].

Πράγματι, για r, t, s και n,m όπως και παραπάνω έχουμε

P [{Nt −Nr = m}|{Nr = n}] =
P [{Nt −Nr = m} ∩ {Nr = n}]

P [{Nt = n}]

=
P [{Nt = m + n} ∩ {Nr = n}]

P [{Nt = n}]
= P [{Nt = m + n}|{Nr = n}]

΄Αρα

P [{Nt −Nr = m}|{Nr = n}] = P [{Nt = m + n}|{Nr = n}]

Επίσης

∑
l∈[0,m],P [{Ns=n+l}]>0

P [{Ns −Nr = l}|{Nr = n}]P [{Nt −Ns = m− l}|{Ns = n + l}]

=
∑

l∈[0,m]

P [{Ns = m + n|{Nr = n}]P [{Nt = m + n|{Ns = n + l}]

Επομένως λαμβάνοντας υπόψιν την (4.3) η ισότητα του Ορισμού 4.2.13 ισοδυναμεί με την

P [{Nt = m + n}|{Nr = n}]

=
∑

l∈[0,m],P [{Ns=n+l}]>0

P [{Ns = n + l}|{Nr = n}]P [{Nt = m− n}|{Ns = n + l}](4.3)

Ισοδύναμα, αντικαθιστώντας το l + n με το n

P [{Nt = m}|{Nr = n}]
(4.3)
=

∑
l∈Nk0 ,P [{Ns=l}]>0

P [{Ns = l}|{Nr = n}]P [{Nt = m}|{Ns = l}].
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Αυτές είναι οι γενικές εξισώσεις Chapman-Kolmogorov που βρίσκονται συχνά στη βιβλιο-

γραφία. Το πλεονέκτημα της χρήσης των πρώτων ταυτοτήτων είναι ένα πεπερασμένο άθροισμα

και η χρήση των προσαυξήσεων, το οποίο ταιριάζει ακριβώς με τους ορισμούς από τις άλλες

ιδιότητες.

Αφού γενικά στις γενικές στοχαστικές διαδικασίες υπάρχουν παραδείγματα πολυμεταβλη-

τών Markov διαδικασιών με τις συντεταγμένες να μην έχουν την ιδιότητα Markov φαίνεται

πιθανό ότι η ιδιότητα Markov δεν είναι γενικά A-σταθερή .

Λήμμα 4.2.15. Εάν μια πολυμεταβλητή απαριθμήτρια διαδικασία είναι μια διαδικασίαMarkov,

τότε έχει την ιδιότητα Chapman-Kolmogorov.

Απόδειξη. Θεωρούμε r, t ∈ R+,m,n ∈ Nk
0, με r ≤ t και P [Nr = n] > 0 καθώς και ένα

αυθαίρετο s ∈ [r, t]. Θέτοντας B := {Ns −Nr = l} ∩ {Ns = n} έχουμε

(a) Ισχύει {Nt −Nr = m} =
⊎

l∈[0,m]{Nt −Ns = m− l} ∩ {Ns −Nr = l}].

Πράγματι,

ω ∈ {Nt −Nr = m} ⇐⇒ Nt(ω)−Nr(ω) = m

⇐⇒ ∃ l ∈ [0,m] Nt(ω)−Ns(ω) = m− l

& Ns(ω)−Nr(ω) = l

επομένως ισχύει το (a).

(b) Για κάθε A,B,C ∈ Σ ισχύει P (A ∩B|C) = P (A|B ∩ C)P (B|C). Πράγματι,

P (A ∩B|C) =
P (A ∩B ∩ C)

P (C)

=
P (A|B ∩ C)P (B ∩ C)

P (C)

=
P (A|B ∩ C)P (B|C)P (C)

P (C)

= P (A|B ∩ C)P (B|C).

(c) Για όλα τα r, t ∈ R+, με r ≤ t, s ∈ [r, t],n,m ∈ Nk
0, με P [{Nr}] > 0 ισχύει

P [{Nt −Nr = m}|{Nr = n}] = P [{Ns −Nr = 1}|{Nr = n}].

Πράγματι,
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P [{Nt −Nr = m}|{Nr = n}]

=
∑

l∈[0,m]

P [{Nt −Ns = m− l} ∩ {Ns −Nr = l}|{Nr = n}]

=
∑

l∈[0,m],P [B]>0

P [{Nt −Ns = m− l}|{Ns −Nr = l}

∩{Nr = n}]P [{Ns −Nr = l}|{Nr = n}]

=
∑

l∈[0,m],P [B]>0

P [{Nt −Ns = m− l}|{Ns = n + l}]P [{Ns −Nr = l}|{Nr = n}]

=
∑

l∈[0,m],P [{Ns=n+1}]>0

P [{Nt −Ns = m− l}|{Ns = n + l}]

= P [{Ns −Nr = 1}|{Nr = n}]

όπου η πρώτη ισότητα προκύπτει από το (a), η δεύτερη από το (b) αν θέσουμε A =

{Nt−Ns = m− 1}, B = {Ns−Nr = 1}, C = {Nr = n} και {Ns−Nr = 1}∩ {Nr =

n} = {Ns = 1 + n} ∩ {Nr = n} η τρίτη ισοτητα ισχύει από την ιδιότητα Markov. Ως

εκ τούτου έπεται το (c). �

Ο επόμενος στόχος μας είναι να δείξουμε τις σχέσεις μεταξύ των ιδιοτήτων που αφορούν στις

αντίστροφες πιθανότητες μετάβασης και τις ιδιότητες που αφορούν στις πιθανότητες μετάβασης.

Λήμμα 4.2.16. ΄Εστω {Nt}t∈R+ μια πολυμεταβλητή απαριθμήτρια διαδικασία . Τότε τα

ακολουθα είναι ισοδύναμα:

(i) Η {Nt}t∈R+ έχει την πολυωνυμική ιδιότητα .

(ii) Η {Nt}t∈R+ έχει την επεκταμένη διωνυμική ιδιότητα και την ιδιότητα Markov

(iii) Η {Nt}t∈R+ έχει την διωνυμική ιδιότητα και την ιδιότητα Markov.

Απόδειξη. Θα αποδείξουμε το λήμμα σύμφωνα με το ακόλουθο σχήμα: (ii) =⇒ (iii) =⇒
(i) =⇒ (ii).

(ii) =⇒ (iii) : Είναι προφανές

(iii) =⇒ (i) : Χρησιμοποιούμε τη μέθοδο της επαγωγής για τον αριθμό m των περιόδων στην

εξίσωση.

P

[
m⋂
j=1

{Ntj −Ntj−1
= nj}

]
=

 k∏
i=1

(
∑m

j=1 n
(i)
j )!∏m

j=1 n
(i)
j !

m∏
j=1

(
tj − tj−1

tm

)n(i)
j

P [{Ntm =
m∑
j=1

nj}]

(4.4)
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για κάθε t0, t1 . . . , tm ∈ R+ με 0 = t0 < t1 < · · · < tm και για κάθε nj ∈ Nk
0 και

j ∈ {1, · · · }.
Για m = 1 είναι προφανές.

Τώρα, ας υποθέσουμε ότι ισχύει η (4.7) για κάποιο m ∈ N. Θεωρούμε t0, t1 . . . , tm, tm+1 ∈ R+

με 0 = t0 < t1 < · · · < tm < tm+1 , nj ∈ Nk
0 και j ∈ {1, . . . ,m+1}. Θέντωντας lj :=

∑j
h=1 nh

για j ∈ {1, . . . ,m+ 1} παίρνουμε

P

[
m+1⋂
j=1

{Ntj −Ntj−1
= nj}

]
P [{Ntm = lm}]

= P

[
m⋂
j=1

{Ntj −Ntj−1
= nj}

]
P [{Ntm = lm} ∩ {Ntm+1 −Ntm = nm+1}]

=

(
k∏
i=1

l
(i)
m !∏m

j=1 n
(i)
j !

m∏
j=1

(
tj − tj−1

tm
)n

(i)
j

)
P [{Ntm = 1m}]

·

(
k∏
i=1

(
l
(i)
m+1

l
(i)
m

)
(
tm
tm+1

)l
(i)
m (

tm+1 − tm
tm+1

)n
(i)
m+1

)
P [{Ntm+1 = lm+1}]

=

(
k∏
i=1

l
(i)
m+1!∏m+1

j=1 n
(i)
j !

m+1∏
j=1

(
tj − tj−1

tm+1

)
n
j(i)

)
P [{Ntm+1 = 1m+1}]P [{Ntm = lm}],

όπου η πρώτη ισότητα συνεπάγεται από την (4.1) και η δεύτερη ισότητα είναι συνέπεια της

(4.7) και της διωνυμικής ιδιότητα.

Επειδή ξέρουμε από τη διωνυμική ιδιότητα οτι P [{Ntm = lm}] > 0, βλ.Λήμμα 4.2.8, έπεται

οτι η (4.7) ισχύει για m + 1. Ως εκ τούτου, η διωνυμική ιδιότητα και η ιδιότητα Markov

συνεπάγεται από την πολυωνυμική ιδιότητα .

(i) =⇒ (ii). ΄Εστω m ∈ N και t0, t1, . . . , tm+1 ∈ R+ με 0 = t0 < t1 < · · · < tm+1 και

n0,n1, . . . ,nm+1 ∈ Nk
0. Θέτω lj :=

∑j
h=1 nh για κάθε j ∈ {1, · · ·+ 1} έχουμε

P

[
m+1⋂
j=1

{Ntj −Ntj−1
= nj}

]
P [{Ntm = lm}] =

=

(
k∏
i=1

l
(i)
m+1!∏m+1

j=1 n
(i)
j !

m∏
j=1

(
tj − tj−1

tm+1

)n
(i)
j

)
P [{Ntm+1 = lm+1}]P [{Ntm = lm}]

=

(
k∏
i=1

l
(i)
m !∏m

j=1 n
(i)
j !

m∏
j=1

(
tj − tj−1

tm
)n

(i)
j

)
P [{Ntm = lm}](

k∏
i=1

(
l
(i)
m+1

l
(i)
m

)
(
tm
tm+1

)l
(i)
m (1− tm

tm+1

)n
(i)
m+1

)
P [{Ntm+1 = lm+1}]
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= P

[
m+1⋂
j=1

{Ntj −Ntj−1
= nj}

]
P [{Ntm = lm} ∩ {Ntm+1 −Ntm = nm+1}]

΄Οπου η πρώτη ισότητα προκύπτει από την πολυωνυμική ιδιότητα . ΄Ετσι, η {Nt}t∈R+ έχει την

ιδιότητα Markov.

Τώρα, θα εξετάσουμε την επεκταμένη διωνυμική ιδιότητα .Θεωρούμε t ∈ Rk
+, t ∈ R+ με

t ∈ (0, t1) και l,n ∈ Nk
0.

Δεδομένου ότι η επεκταμένη διωνυμική ιδιότητα είναι A-σταθερή , άρα είναι σταθερή ως

προς τις μεταθέσεις (A ∈ AB), μπορούμε χωρίς βλάβη της γενικότητας να υποθέσουμε οτι t1 ≤
t2 ≤ · · · ≤ tk ≤ t. Επιπλέον, χρησιμοποιούμε την πολυωνυμική ιδιότητα , όπως αναφέρθηκε

προηγουμένως, κατά τρόπο ώστε ίσοι χρόνοι να επιτρέπονται.

Τέλος, θέτονταςM(i) := {n(i)
j : n

(i)
j ∈ N0, j ∈ {1, . . . , k+1},

∑i
j=1 n

(i)
j = l(i),

∑k+1
j=i+1 n

(i)
j =

n(i)} και tk+1 := t έχουμε

P

[
k⋂
i=1

{N (i)
ti = l(i)} ∩ {N (i)

t −N
(i)
ti = n(i)}

]

=
∑
M(1)

· · ·
∑
M(k)

P

[
k+1⋂
j=1

{Ntj −Ntj−1
= nj}

]

=
∑
M(1)

· · ·
∑
M(k)

 k∏
i=1

(n(i) + l(i))!∏k
j=1 n

(i)
j !

k+1∏
j=1

(
tj − tj−1

tk+1

)n(i)
j

P [{Ntk+1
= n + 1}]

= P [{Nt = n + 1}]
k∏
i=1

∑
M(i)

(n(i) + l(i))!∏k
j=1 n

(i)
j !

k+1∏
j=1

(
tj − tj−1

t

)n(i)
j

= P [{Nt = n + 1}]
k∏
i=1

(n(i) + l(i))!

l(i)!n(i)!

(
1

t

)l(i)+n(i)

tl
(i)

i (t− ti)n
(i)

·
∑
M(i)

 l(i)!∏i
j=1 n

(i)
j !

i∏
j=1

(
tj − tj−1

ti

)n(i)
j

 n(i)!∏k+1
j=i+1 n

(i)
j !

k+1∏
j=i+1

(
tj − tj−1

t− t(i)

)n(i)
j


=

(
k∏
i=1

(
n(i) + l(i)

l(i)

)
(
ti
t

)l
(i)

(1− ti
t

)n
(i)

)
P [{Nt = n + 1}]

΄Ετσι, η πολυωνυμική ιδιότητα , συνεπάγεται την επεκταμένη διωνυμική ιδιότητα . �

΄Εχοντας αποδείξει την ισοδυναμία, γνωρίζουμε ότι η πολυωνυμική ιδιότητα , συνεπάγεται την

ιδιότητα Chapman-Kolmogorov.

Ο επόμενος στόχος μας είναι να δείξουμε οτι η διωνυμική ιδιότητα αποτελεί ικανή προϋπό-

θεση για μια απαριθμήτρια διαδικασία να έχει την ιδιότητα Chapman-Kolmogorov.
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Λήμμα 4.2.17. ΄Εστω {Nt}t∈R+ μια πολυμεταβλητή απαριθμήτρια διαδικασία που έχει την

διωνυμική ιδιότητα τότε εχει και την ιδιότητα Chapman-Kolmogorov.

Απόδειξη. Λόγω Λήμμα 4.2.8 έχουμε

P [{Nt = n}] > 0 για όλα τα t > 0 και για όλα τα n ∈ Nk
0. Θεωρούμε r, t ∈ R+, r ≤ t και

s ∈ [r, t] καθώς και n,m ∈ Nk
0 με P [{Nr = n}] > 0. Για s > 0 έχουμε

∑
l∈[0,m],P [{Ns=n+1}]>0

P [{Ns −Nr = l}|{Nr = n}]P [{Nt −Ns = m}|{Ns = n + l}]

=
∑

l∈[0,m]

P [{Ns −Nr = l} ∩ {Nr = n}]
P [{Nr = n}]

P [{Nt −Ns = m} ∩ {Ns = n + l}]
P [{Ns = n + l}]

=
∑

l∈[0,m]

(
k∏
i=1

(
n(i) + l(i)

l(i)

)
(
r

s
)n

(i)

(1− r

s
)l

(i)

)
P [{Ns = n + l}]
P [{Nr = n}]

·

(
k∏
i=1

(
n(i) +m(i)

n(i) + l(i)

)
(
s

t
)n

(i)+l(i)(1− s

t
)m

(i)−l(i)
)
P [{Nt = n + m}
P [{Ns = n + l}]

=
P [{Nt = n + m}
P [{Nr = n}]

(
k∏
i=1

(
n(i) +m(i)

n(i)

)
rn

(i)

t−(n(i)+m(i))

)

·
∑

l∈[0,m]

k∏
i=1

(
m(i)

l(i)

)
(s− r)l(i)(t− s)m(i)−l(i)

=
P [{Nt = n + m}
P [{Nr = n}]

(
k∏
i=1

(
n(i) +m(i)

n(i)

)
(
r

t
)n

(i)

(1− r

t
)m

(i)

)

·
1′m∑
l=0

(
s− r
t− r

)l(
t− s
t− r

)1′m−l ∑
l∈[0,m],1′l=l

k∏
i=1

(
m(i)

l(i)

)

=
P [{Nt −Nr = m} ∩ {Nr = n}]

P [{Nr = n}]

1′m∑
l=0

(
s− r
t− r

)l(
t− s
t− r

)1′m−l(
1′m

l

)
= P [{Nt −Nr = m}|{Nr = n}]

΄Οπου η δεύτερη ισότητα προκύπτει από την διωνυμική ιδιότητα .

Η περίπτωση s = 0 μπορεί να συμβεί μόνο αν r = 0 και n = 0. Τότε∑
l∈[0,m],P [{N0=n+1>0}]

P [{N0 −Nr = l}|{Nr = n}]P [{Nt −N0 = m− l}|{N0 = n + l}]

= P [{N0 −N0 = 0}|{N0 = 0}]P [{Nt −N0 = m}|{N0 = 0}]

= P [{Nt −Nr = m}|{Nr = n}]

ισχύει, όπου η δεξιά πλευρά, και ως εκ τούτου η αριστερή πλευρά, είναι στην πραγματικότητα

P [{Nt = m}]. ΄Ετσι, η απόδειξη έχει ολοκληρωθεί. �
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Σε αντίθεση με την πολυωνυμική ιδιότητα η ιδιότηταMarkov, όπως παρατηρήθηκε αμέσως πριν

το Λήμμα 4.2.15, δεν φαίνεται να είναι A-σταθερή . Ωστόσο, με το Λήμμα 4.2.16 μπορούμε

εύκολα να γράψουμε ένα πόρισμα από το Λήμμα 4.2.7 το οποίο παρέχει μια επαρκή προϋπόθεση

για την σταθερότητα της ιδιότητας Markov.

Πόρισμα 4.2.18. ΄Εστω {Nt}t∈R+ μια πολυμεταβλητή απαριθμήτρια διαδικασία που έχει την

ιδιότητα Markov. Αν η {Nt}t∈R+ έχει την διωνυμική ιδιότητα τότε

{ANt}t∈R+ είναι μια Markov διαδικασία για όλα τα A ∈ A

΄Εχουμε δείξει μέχρι τώρα ότι όλες οι ιδιότητες, εκτός από τις ανεξάρτητες προσαυξήσεις

συνδέονται με την την πολυωνυμική ιδιότητα .

Λήμμα 4.2.19. ΄Εστω {Nt}t∈R+ μια πολυμεταβλητή απαριθμήτρια διαδικασία που έχει ανε-

ξάρτητες προσαυξήσεις , τότε έχει και την ιδιότητα Markov.

Απόδειξη.

Θεωρώm ∈ N και t0, t1, . . . , tm+1 ∈ R+ me0 = t0 < t1 < · · · < tm+1 και n0,n1, . . . ,nm+1 ∈
Nk

0 με lm :=
∑m

j=1 nj. Τότε έχουμε

P [∩m+1
j=1 {Ntj −Ntj−1

= nj}]P [{Ntm = lm}]

=

(
m+1∏
j=1

P [{Ntj −Ntj−1
= nj}]

)
P [{Ntm = lm}]

= P [∩mj=1{Ntj −Ntj−1
= nj}]P [{Ntm = lm} ∩ {Ntm+1 −Ntm = nm+1}]

΄Ετσι, η {Nt}t∈R+ είναι Markov διαδικασία. �

Πόρισμα 4.2.20. ΄Εστω {Nt}t∈R+ μια πολυμεταβλητή απαριθμήτρια διαδικασία που έχει

ανεξάρτητες προσαυξήσεις και την διωνυμικη ιδιότητα, τότε έχει και την πολυωνυμική ιδιότητα

.
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Κεφάλαιο 5

Πολυμεταβλητές μικτές διαδικασίες

Poisson

Στην ενότητα αυτή θα παρουσιάσουμε την μικτή διαδικασία Poisson των απαριθμήτριων διαδι-

κασιών και επιπλέον να συζητήσουμε κάποιες ιδιότητες αυτών των διαδικασιών.

5.1 Το Υπόδειγμα

Ορισμός 5.1.1. Μια πολυμεταβλητή απαριθμήτρια διαδικασία του αριθμού των απαιτήσεων

{Nt}t∈Rt λέγεται πολυμεταβλητή μικτή διαδικασία Poisson με κατανομή μίξης

U : Bk 7−→ [0, 1] αν

U [(0,∞)] = 1 και αν

P [
m⋂
j=1

{Ntj −Ntj−1
= nj}]

=

∫
Rk

m∏
j=1

e−1′λ(tj−tj−1)x(tj − tj−1)nj

nj!
dU(λ)

για κάθε m ∈ N και t0, t1, . . . , tm ∈ R+ με 0 = t0 < t1 < · · · < tm και για κάθε

nj ∈ Nk
0, j ∈ {1, 2, . . . ,m}.

Μια σύντομη συζήτηση σχετικά με την υποστήριξη της μικτής κατανομής θα παραθετηθεί

στο τέλος της ενότητας.

Θα συνδέσουμε τις πολυμεταβλητές μικτές διαδικασίες Poisson με την ενότητα 4.2 δείχνον-

τας ότι οι πολυμεταβλητές μικτές διαδικασίες Poisson έχουν την πολυωνυμική ιδιότητα .

Λήμμα 5.1.2. ΄Εστω η πολυμεταβλητή απαριθμήτρια σ.δ. {Nt}t∈Rt U : Bk 7−→ [0, 1] μια

συνάρτηση κατανομής με U [(0,∞)] = 1 τα ακόλουθα είναι ισοδύναμα
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(i) Η {Nt}t∈Rt είναι μια πολυμεταβλητή μικτή σ.δ. Poisson με κατανομή μίξης U .

(ii)Η {Nt}t∈Rt έχει την πολυωνυμική ιδιότητα και

P [{Nt = n}] =

∫
Rk
e−1′λt (λt)

n

n!
dU(λ)

ισχύει για κάθε t ∈ R+ και n ∈ Nk
0

Απόδειξη. Αφού∫
Rk

m∏
j=1

e−1′λ(tj−tj−1)λ(tj − tj−1)nj

nj!
dU(λ)

=

(
k∏
i=1

n(i)!∏m
j=1 n

(i)
j !

m∏
j=1

(
tj − tj−1

tm
)n

(i)
j

)∫
Rk
e−1′λtm

(λtm)n

n!
dU(λ)

για κάθε m ∈ N και t0, t1, . . . , tm ∈ R+ με 0 = t0 < t1 < · · · < tm και για κάθε

nj ∈ Nk
0, j ∈ {1, . . . ,m} με

∑m
j=1 nj = n η ισοδυναμία είναι άμεση συνέπεια του ορισμού της

πολυμεταβλητής μικτής σ.δ.Poisson. �

Πόρισμα 5.1.3. ΄Εστω {Nt}t∈Rt είναι μια πολυμεταβλητή μικτή σ.δPoisson τότε

(i)P [Nt = n] > 0 για κάθε t > 0 και n ∈ Nk
0

(ii)Η σ.δ. {Nt}t∈Rt έχει σταθερές προσαυξήσεις.

(iii)Η {Nt}t∈Rt είναι μια διαδικασία Markov.

Λήμμα 5.1.4. ΄Εστω η {Nt}t∈Rt είναι μια σ.δ. του αριθμού των απαιτήσεων.Τότε η μικτή
διαδικασία Poisson είναι A-σταθερή και επιπλέον η κατανομή μίξης {ANt}t∈Rt δίνεται από την

UA

Απόδειξη. Ως συνέπεια του Λήμματος 5.1.2 και του Λήμματος 4.2.7, εμείς απλά πρέπει να

δείξουμε οτι η μονοδιάστατη κατανομή είναι σταθερή. ΄Ετσι θεωρούμε t ∈ R και l ∈ Rd
0.Τότε

έχουμε

P [ANt = l] =

∫
Rd
e−1′λ∗t (λ ∗ t)l

l!
dUA(λ∗)

=

∫
Rd
e−1′Aλt (Aλt)

l

l!
dUA(λ)

για όλα τα A ∈ A με A ∈ Rd×k
.

- ΄Εστω A ∈ AP . Τότε η παραπάνω σχέση είναι προφανής.
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- ΄Εστω A ∈ AS. Τότε με την βοήθεια της μονότονης σύγκλισης έχουμε

P [ANt = l] =
∑

n∈A−1({l})

P [Nt = n]

=
∑

n∈A−1

∫
Rk

k∏
i=1

e−λit
(λit)

n(i)

ni!
dU(λ)

=

∫
Rk

∑
n∈A−1

k∏
i=1

e−λit
(λit)

n(i)

ni!
dU(λ)

=

∫
Rk

(
k∏
i=1

e−λit
(λit)

l(i)

li!

) ∑
n∈A−1

k∏
i=d+1

e−λit
(λit)

n(i)

ni!
dU(λ)

=

∫
Rd
e−1′Aλt (Aλt)

l

l!
dUA(λ).

�

Θεώρημα 5.1.5. ΄Εστω η {Nt}t∈Rt είναι μια μικτή σ.δ. Poisson με κατανομή μίξης U .Τότε
τα ακόλουθα είναι ισοδύναμα

(i) Οι συντεταγμένες των {Nt}t∈Rt είναι ανεξάρτητες.

(ii) Ισχύει U =
⊗k

i=1 Ue′i

Απόδειξη. (ii) =⇒ (i) Θεωρούμε m ∈ N και t0, t1, . . . , tm ∈ R+ με 0 = t0 < t1 < · · · <
tm και nj ∈ Nk

0, j ∈ {1, . . . ,m}. Τότε

P

[
m⋂
j=1

{Ntj −Ntj−1
= nj}

]

=

∫
Rk

k∏
i=1

m∏
j=1

e−λi(tj−tj−1) (λi(tj − tj−1))n
(i)
j

n
(i)
j !

dU(λ)

=

∫
Rk

k∏
i=1

m∏
j=1

e−λi(tj−tj−1) (λi(tj − tj−1))n
(i)
j

n
(i)
j !

d(⊗ki=1Ue′i
)(λ)

=
k∏
i=1

∫
Rk

m∏
j=1

e−λi(tj−tj−1) (λi(tj − tj−1))n
(i)
j

n
(i)
j !

dUe′i
(λi)

=
k∏
i=1

P

[
m⋂
j=1

{N(i)
tj −N

(i)
tj−1

= n
(i)
j }

]
.
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Υπενθυμίζουμε ότι e′i ∈ A, έτσι ώστε η τελευταία σχέση αληθεύει λόγω του Λήμματος

5.1.4.

(i) =⇒ (ii) Για ορισμένες πιθανότητες της διαδικασίας θεωρούμε το χρόνο ως μεταβλη-

τή. Για κάθε t0, t1, . . . , tk ∈ R+ έτσι ώστε 0 < t0 < t1 < · · · < tk, η ανεξαρτησία των

συντεταγμένων συνεπάγεται οτι

P

[
k⋂
i=1

{N (i)
ti −N

(i)
ti−1

= 0}

]
=

k∏
i=1

P
[
{N (i)

ti −N
(i)
ti−1

= 0}
]

=
k∏
i=1

∫
R
e−λi(ti−ti−1)dUe′i

(λi)

=

∫
Rk
e−

∑k
j=1 λi(ti−ti−1)d(

k⊗
i=1

Ue′i
)(λ)

και από την άλλη πλευρά έχουμε (όπου (e′1)−1({0}) είναι η αντίστροφη εικόνα του {0} κάτω
από την e′1 ) οτι

P

[
m⋂
j=1

{N (i)
ti −N

(i)
ti−1

= 0}

]

=
∑

n1∈e′−1
1 ({0})

. . .
∑

nk∈e′−1
k ({0})

P

[
k⋂
j=1

{Ntj −Ntj−1
= nj}

]

=
∑

n1∈e′−1
1 ({0})

. . .
∑

nk∈e′−1
k ({0})

∫
Rk

k∏
i=1

k∏
j=1

e−λi(tj−tj−1) (λi(tj − tj−1))n
(i)
j

n
(i)
j !

dU(λ)

=

∫
Rk

∑
n1∈e′−1

1 ({0})

. . .
∑

nk∈e′−1
k ({0})

k∏
i=1

k∏
j=1

e−λi(tj−tj−1) (λi(tj − tj−1))n
(i)
j

n
(i)
j !

dU(λ)

=

∫
Rk

k∏
i=1

e−λi(ti−ti−1)dU(λ)

=

∫
Rk
e−

∑k
j−1 λj(tj−tj−1)dU(λ)

Από το συνδυασμό αυτών των δύο σχέσεων παίρνουμε

∫
Rk
e−z′λdU(λ) =

∫
Rk
e−z′λd(

k⊗
i=1

Ue′i
)(λ)

για κάθε z ∈ (0,∞). Αυτή είναι μια ιδιότητα του μετασχηματισμού Laplace. Από την μοναδι-

κότητα του μετασχηματισμού Laplace (βλ.π.χ.[16], Theorem 5.3) έχουμε οτι U =
⊗k

i=1 Ue′i
.

�
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Το παραπάνω θεώρημα είναι μια εξήγηση για τη χρήση των πολυμεταβλητών μικτών δια-

δικασιών Poisson. Μόνο στην περίπτωση μιας μικτής κατανομής που είναι ένα γινόμενο των

μονοδιάστατων περιθώριων κατανομών της, οι συντεταγμένες είναι ανεξάρτητες. Υπό μία τέ-

τοια κατάσταση η θεωρία των μονοδιάστατων μικτών διαδικασιών Poisson είναι επαρκής. Σε

όλες τις άλλες περιπτώσεις, η μελέτη των πολυμεταβλητών σ.δ. καθίσταται αναγκαία.

Για τη χρήση των poterior κατανομών μιας πολυμεταβλητής μικτής διαδικασίας Poisson με

κατανομή μίξης το επόμενο θεώρημα μας δίνει όλες τις απαραίτητες πληροφορίες. Για μονομετα-

βλητές μικτές διαδικασίες Poisson ο ισχυρισμός αναφέρεται με παρόμοια μορφή, για παράδειγμα

από τους Willmot και Sundt [1989] (βλ.πχ.[28]).

Για να αποκτήσουμε έναν απλό συμβολισμό εισάγουμε την κατανομή Ut,n : B(Rk) −→ [0, 1]

έτσι ώστε

Ut,n :=

∫
B
e−1′λtλndU(λ)∫

Rk e
−1′λtλndU(λ)

για αυθαίρετο n ∈ Nk
0, t > 0 και δοθείσα κατανομή U : B(Rk) −→ [0, 1] με U [Rk

+] = 1.

Σύμφωνα με τον προηγούμενο ορισμό επιπλέον ορίζουμε U0,0 := U .

Θεώρημα 5.1.6. ΄Εστω η {Nt}t∈R+ είναι μια πολυμεταβλητή μικτή σ.δ. Poisson με κατα-

νομή μείξης U . Τότε για κάθε n ∈ Nk
0, t > 0 η διαδικασία {Kt,h}h∈R+ των προσαυξήσεων

της Nt είναι μια πολυμεταβλητή μικτή σ.δ. Poisson με κατανομή μείξης Ut,n στον χώρο

πιθανότητας (Ω,F , Pt,n).

Απόδειξη. Θεωρούμε m ∈ N και h0, h1, . . . , hm ∈ R+ με 0 = h0 < h1 < · · · < hm και

nj ∈ Nk
0, j ∈ {1, . . . ,m} καθώς και t > 0 και n ∈ Nk

0.

Από το Πόρισμα 5.1.3 (i) παίρνουμε οτι P [{Nt = n}] > 0. Τότε έχουμε

Pt,n

[
m⋂
j=1

{Kt,hj −Kt,hj−1
= nj}

]

:= P

[
m⋂
j=1

{(Nt+hj −Nt)− (Nt+hj−1
−Nt) = nj}|{N = n}

]

=
P [
⋂m
j=1{(Nt+hj −Nt)− (Nt+hj−1

−Nt) = nj} ∩ {N = n}]
P [{N = n}]

=

∫
Rk

(∏m
j=1 e

−1′λ(hj−hj−1) λ(hj−hj−1)nj

nj !

)
e−1′λt (λt)n

n!
dU(λ)∫

Rk e
−1′λt (λt)n

n!
dU(λ)

=

∫
Rk

(
m∏
j=1

e−1′λ(hj−hj−1)λ(hj − hj−1)nj

nj!

)
dUt,n(λ),

όπου η τέταρτη ισότητα είναι συνέπεια του ορισμού της Ut,n. Επομένως έπεται ο ισχυρισμός. �
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Το παραπάνω θεώρημα δεν παρέχει μόνο μια αναπαράσταση των posterior κατανομών, αλλά

αναφέρει επίσης ότι το μοντέλο των πολυμεταβλητών μικτών διαδικασιών Poisson με κατανομή

μείξης εξακολουθεί να ισχύει για τις ανεξάρτητες προσαυξήσεις , ανεξάρτητα από τον χρόνο

που αρχίζουμε να παρακολουθούμε την διαδικασία.

Τώρα θα συζητήσουμε σχετικά με τον φορέα μιας μικτής κατανομή μίας πολυμεταβλητής

μικτής διαδικασίας Poisson.

Για το σκοπό αυτό θεωρούμε στοχαστικές διαδικασίες οι οποίες πληρούν την σχέση

P [{Nt = n}] =

∫
Rk
e−1′λt (λt)

n

n!
dU(λ)

για κάθε t ∈ R+ και n ∈ Nk
0 και όπου U : Bk −→ [0, 1] είναι μια κατανομή με U [Rk

+] = 1.

Σε σύγκριση με μικτές διαδικασίες Poisson επεκτείνουμε τον φορέα της κατανομής μείξης από

το (0,∞) στο Rk
+.

Τα επόμενα δύο λήμματα περιέχουν ιδιότητες των εξεταζόμενων διαδικασιών.

Λήμμα 5.1.7. ΄Εστω η {Nt}t∈Rt είναι μια σ.δ. σε k διαστάσεις, για την οποία ισχύει

P [{Nt = n}] =

∫
Rk
e−1′λt (λt)

n

n!
dU(λ)

για κάθε t ∈ R+ και n ∈ Nk
0 με U [Rk

+] = 1. Τότε για κάθε A ∈ A ισχύει

P [{ANt = l}] =

∫
Rd
e−1′λt (λt)

l

l!
dUA(λ)

για κάθε t ∈ R+ και l ∈ Nd
0 , όπου για την κατανομή μείξης U : B(Rd) −→ [0, 1] ισχύει

UA[Rd
+] = 1.

Απόδειξη. Η απόδειξη της ιδιότητας για τις μονομεταβλητές κατανομές είναι εντελώς ίδια

με την απόδειξη του Λήμματος 5.1.4. Επιπλέον, με A ∈ A έχουμε έχουμε

1 ≥ UA[Rd
+] = U [A−1Rd

+] ≥ U [Rk
+] = 1. ΄Ετσι UA[Rd

+] = 1. �

Λήμμα 5.1.8. ΄Εστω η {Nt}t∈Rt είναι μια σ.δ. σε k διαστάσεις, για την οποία ισχύει

P [{Nt = n}] =

∫
Rk
e−1′λt (λt)

n

n!
dU(λ)

για κάθε t ∈ R+ και n ∈ Nk
0 με U [Rk

+] = 1. Τότε ισχύει

lim
t↑∞

P [{Nt = n}] =

{
U [{0}] αν n = 0

0 αν n ∈ Nk
0|{0}
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Απόδειξη. Πρώτον, ας εξετάσουμε την συνάρτηση f : (0,∞) −→ R με f(λ) := e−λt(λt)n

με t > 0 και n ≥ 1. Τότε έχουμε

f ′(λ) = e−λtλn−1tn(n− λt)

f ′′(λ) = e−λtλn−2tn((n− λt)2 − n)

και λ∗ := n
t

είναι η θέση που μεγιστοποιήται η f με f(λ∗) = e−nnn.. Ως εκ τούτου

e−λt(λt)n ≤ e−nnn και

e−1′λt (λt)
n

n!
=

k∏
i=1

e−λit
(λit)

n(i)

n(i)!
≤

k∏
i=1

e−n
(i)

(n(i))n
(i)

για κάθε λ ∈ Rk
+, t > 0 και n ∈ Nk

0.

Από το Θεώρημα της κυριαρχημένης σύγκλισης έχουμε

lim
t↑∞

P [{Nt = n}] = lim
t↑∞

∫
Rk
e−1′λt (λt)

n

n!
dU(λ)

= U [{0}]0
n

n!
+ lim

t↑∞

∫
Rk+|{0}

e−1′λt (λt)
n

n!
dU(λ)

= U [{0}]0
n

n!
+

∫
Rk+|{0}

lim
t↑∞

e−1′λt (λt)
n

n!
dU(λ)

= U [{0}]0
n

n!
.

Επομένως έπεται ο ισχυρισμός. �

Προσθέτοντας τώρα τις ιδιότητες των τροχιών μιας πολυμεταβλητής απαριθμήτριας διαδι-

κασίας έχουμε το ακόλουθο αποτέλεσμα.

Λήμμα 5.1.9. ΄Εστω η {Nt}t∈Rt είναι μια πολυμεταβλητή απαριθμήτρια διαδικασία για την
οποία ισχύει

P [{Nt = n}] =

∫
Rk
e−1′λt (λt)

n

n!
dU(λ)

για κάθε t ∈ R+ και n ∈ Nk
0 με U [Rk

0] = 1. Τότε U [(0,∞)] = 1.

Απόδειξη. Από το προηγούμενο λήμμα και από το Λήμμα 4.1.4 (iv) ισχύει η σχέ-

ση U [{0}] = limt↑∞ P [{Nt = 0}] = 0. Δεδομένου ότι για κάθε A ∈ A η μετασχημα-

τισμένη διαδικασία {ANt}t∈Rt είναι μια απαριθμήτρια διαδικασία (από το Λήμμα 4.1.2) και
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έχει κατανομές μικτής Poisson (από το Λήμμα 5.1.7), παίρνουμε UA[{0}] = 0. Για κά-

θε i ∈ {1, . . . , k} ο μετασχηματισμός A := e′i ικανοποιεί την A ∈ A και έτσι έχουμε

0 = Ue′i [{0}] = U [e′−1
i ({0})] = U [

∏k
j=1Bj] με Bj :=

{
{0} αν i = j

R αλλιώς.

΄Αρα U [Rk
+ \ (0,∞)] = 0. �

Ως εκ τούτου, ο περιορισμός της κατανομής μείξης στον ορισμό των πολυμεταβλητών μι-

κτών διαδικασιών Poisson δεν έχει καμία επίδραση. Οι τροχιές, οι οποίες σχεδόν σίγουρα

αυξάνονται στο άπειρο, δεν επιτρέπουν στην κατανομή μείξης να έχει θετική μάζα στο μηδέν

σε οποιαδήποτε συντεταγμένη. ΄Οταν παραλείψουμε αυτή την ιδιότητα των τροχιών στον ορι-

σμό των απαριθμήτριων διαδικασιών, θα πρέπει να προσθέσουμε μια άλλη ιδιότητα, όπως οτι

οι τροχιές που αυξάνουν στο άπειρο έχουν τουλάχιστον αυστηρά θετικές πιθανότητες, για να

εξασφαλιστεί για παράδειγμα, ότι η διωνυμική ιδιότητα οδηγεί σε αυστηρά θετικές πιθανότητες

για όλους τους αριθμούς των γεγονότων (P [{Nt = n}] > 0 για κάθε t > 0 και n ∈ Nk
0).

Παράβαλε Λήμμα 4.2.8

5.2 ΄Ενας χαρακτηρισμός

Σε αυτή την ενότητα θα χαρακτηρίσουμε τις πολυμεταβλητές μικτές διαδικασίες Poisson στην

κατηγορία των πολυμεταβλητών απαριθμητριών διαδικασιών. Για το επόμενο λήμμα θα εισά-

γουμε ένα νέο συμβολισμό. Για n ∈ Nk
0 θέτουμε

Πn(t) := P

[
k⋂
i=1

{N (i)
ti = n(i)}

]
με t ∈ Rk

+.

Λήμμα 5.2.1. ΄Εστω η {Nt}t∈R+ είναι μια πολυμεταβλητή απαριθμήτρια σ.δ. που έχει την

επεκταμένη διωνυμική ιδιότητα . Τότε για κάθε t > 0 και n ∈ Nk
0 ισχύει

P [{Nt = n}] =
(−t)1′n

n!
DnΠ0(t1).

Επιπλέον, υπάρχει μια κατανομή U : Bk −→ [0, 1] με U [(0,∞)] = 1 έτσι ώστε να ισχύει

P [{Nt = n}] =

∫
Rk
e−1′λt (λt)

n

n!
dU(λ)

για κάθε t ∈ R+ και n ∈ Nk
0.
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Απόδειξη. Θεωρούμε t ∈ Rk
+, t ∈ R+ με t ∈ (0, t1). Από την επεκταμένη διωνυμική

ιδιότητα προκύπτει

Πn(t) =
∑

l∈[n,∞)

P

[
k⋂
i=1

{N (i)
ti = n(i)} ∩ {N (i)

t −N
(i)
ti = l(i) − n(i)

]

=
∑

l∈[n,∞]

(
k∏
i=1

(
l(i)

n(i)

)(
ti
t

)n(i) (
1− ti

t

)l(i)−n(i)
)

Πl(t1).

Ιδιαιτέρως, έχουμε

Π0(t) =
∑
l∈Nk0

(
k∏
i=1

(
1− ti

t

)l(i))
Πl(t1)

=
∑
l∈Nk0

(
k∏
i=1

(ti − t)l
(i)

)
Πl(t1)

t1′l

Η δυναμοσειρά Π0(t) σε k συντεταγμένες είναι απολύτως φραγμένη για t ∈ (0, 2t1) επειδή∑
l∈Nk0

Πl(t1) = 1 και άρα είναι απόλυτα συγκλίνουσα. Επομένως, η Π0 είναι συνεχής στο

(0, 2t1) και η δυναμοσειρά παραγωγίζεται άπειρα φορές επάνω σε αυτό το ανοιχτό σύνολο (βλ.

Dieudonne [9])

DnΠ0(t) =
∑

l∈[n,∞)

(
k∏
i=1

l(i)!

(l(i) − n(i))!

(
1− ti

t

)l(i)−n(i) (
−1

t

)n(i)
)

Πl(t1)

=
n!

(−t)n

∑
l∈[n,∞)

(
k∏
i=1

(
l(i)

n(i)

)(
ti
t

)n(i) (
1− ti

t

)l(i)−n(i)
)

Πl(t1)

και ως εκ τούτου ισχύει

Πn(t) =
(−t)n

n!
DnΠ0(t)

για κάθε t ∈ (0, 2t1). Αφού το t ήταν αυθαίρετο, η ανισότητα

(−1)1′nDnΠ0(t) ≥ 0

ισχύει για κάθε t ∈ (0,∞) και η Π0 είναι συνεχής στο (0,∞).

Από το Λήμμα 4.1.4 (ii) προκύπτει ότι η Π0 είναι δεξία συνεχής στο 0 και έτσι η Π0 είναι

συνεχής στο Rk
+. Τελευταίο, αλλά όχι λιγότερο σημαντικό έχουμε οτι Π0 = 1 αφού η {Nt}t∈R+

είναι μια πολυμεταβλητή απαριθμήτρια σ.δ.
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΄Ετσι η Π0 πληρεί όλες τις προϋποθέσεις του Θεωρήματος Bernstein − Widder σε k

διαστάσεις (3.3.4), το οποίο συνεπάγεται την ύπαρξη μιας κατανομής U : Bk −→ [0, 1] με

U [Rk
0] = 1 έτσι ώστε για κάθε t ∈ Rk

+ να ισχύει η σχέση

Π0(t) =

∫
Rk
e−t′λdU(λ)

΄Ετσι παίρνουμε Π0(t) = MU(−t), όπου MU είναι η ροπογεννήτρια συνάρτηση της U . Αφού η

MU είναι πεπερασμένη στο (−∞,0] μπορούμε να χρησιμοποιήσουμε το Λήμμα (3.2.1) για να

παραγωγίσουμε την Π0 στο (0,∞). ΄Ετσι έχουμε

Πn(t) =
(−t)n

n!
DnΠ0(t)

=
(−t)n

n!

∫
Rk

(−λ)ne−t′λdU(λ)

=

∫
Rk
e−t′λ tnλn

n!
dU(λ).

Χρησιμοποιώντας την σχέση P [{Nt = n}] = Πn(t1), παίρνουμε αμέσως ότι

P [{Nt = n}] =
(−t)1′n

n!
DnΠ0(t1)

και

P [{Nt = n}] =

∫
Rk
e−1′λt (λt)

n

n!
dU(λ)

ισχύει για κάθε t > 0 και n ∈ Nk
0

Οι τελευταίες ισιότητες ισχύουν επίσης για t = 0 καθώς όλες οι τροχιές σχεδόν σίγουρα

ξεκινούν από το 0. Επί πλέον από το Λήμμα 5.1.9 έχουμε οτι U [(0,∞)] = 1 Το οποίο ολο-

κληρώνει την απόδειξη. �

Δεδομένου ότι στην προηγούμενη απόδειξη χρειαζόμαστε πολλές διαφορετικές μεταβλητές

του χρόνου καθώς η διαδικασία έχει συντεταγμένες, δεν είναι δυνατόν να αντικατασταθεί η

επεκτεταμένη διωνυμική ιδιότητα από τη διωνυμική ιδιότητα . Ωστόσο, καθώς η διωνυμική

ιδιότητα μεταφέρεται στην μετασχηματσμένη διαδικασία και η επεκτεταμένη διωνυμική ιδιότητα

με την διωνυμική ιδιότητα είναι ταυτόσημες, για μια μονομεταβλητή απαριθμήτρια διαδικασία,

έχουμε το ακόλουθο πόρισμα.

Πόρισμα 5.2.2. ΄Εστω η {Nt}t∈R+ είναι μια πολυμεταβλητή μικτή σ.δ. η οποία έχει την

διωνυμική ιδιότητα . ΄Εστω A ∈ A με A ∈ R1×k
. Τότε υπάρχει μια κατανομή U : Bk −→ [0, 1]

με U [(0,∞)] = 1 έτσι ώστε

P [{ANt = n}] =

∫
R
e−λt

(λt)n

n!
dU(λ)
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ισχύει για κάθε t ∈ R+ και n ∈ N0.

Ιδιαιτέρως, αυτό ισχύει για όλες τις συντεταγμένες {N (i)
t }t∈R+ για i ∈ {1, . . . , k} και το

άθροισμα {1′Nt}t∈R+ όλων των συντεταγμένων της πολυμεταβλητής απαριθμήτριας διαδικασί-

ας.

Από το Λήμμα 5.2.1, ο ακόλουθος χαρακτηρισμός των πολυμεταβλητών μικτών διαδικασιών

Poisson είναι μάλλον προφανής.

Θεώρημα χαρακτηρισμού 5.2.3. ΄Εστω η {Nt}t∈R+ είναι μια πολυμεταβλητή απαριθμή-

τρια διαδικασία Τότε τα ακόλουθα είναι ισοδύναμα

(i) Η {Nt}t∈R+ είναι μια πολυμεταβλητή μικτή διαδικασία Poisson .

(ii) Η {Nt}t∈R+ έχει την πολυωνυμική ιδιότητα .

(iii) Η {Nt}t∈R+ έχει την επεκτεταμένη διωνυμική ιδιότητα και την ιδιότητα Markov.

(iv) Η {Nt}t∈R+ έχει την διωνυμική ιδιότητα και την ιδιότητα Markov.

Απόδειξη. Η ισοδυναμία των (ii), (iii) και (iv) είναι ήδη γνωστή από το Λήμμα 4.2.16.

Επιπλέον, από το Λήμμα 5.1.2 ισχύει (i) =⇒ (ii). ΄Ετσι, παραμένει να αποδειχθεί οτι (iii) =⇒
(i).

Από το Λήμμα 5.2.1 υπάρχει μια κατανομή U : Bk −→ [0, 1] με U [(0,∞)] = 1 έτσι ώστε

να ισχύει

P [{Nt = n}] =

∫
Rk
e−1′λt (λt)

n

n!
dU(λ)

για κάθε t ∈ R+ και n ∈ Nk
0.

Από την πολυωνυμική ιδιότητα , η οποία είναι γνωστό οτι είναι ισοδύναμη με το (iii), σε

συνδυασμό με το Λήμμα 5.1.2 έπεται ο ισχυρισμός. �

΄Ετσι, με μια πολυμεταβλητή μικτή διαδικασία Poisson με κατανομή μείξης είμαστε σε μια

άνετη κατάσταση. Δεν είναι μόνο ότι, λόγω της πολυωνυμικής ιδιότητας έχουμε μόνο να

εξετάσουμε τις μονοδιάστατες κατανομές αντί της πεπερασμένης διάστασης κατανομές, αλλά και

η μονοδιάστατη κατανομή μπορεί να μετατραπεί σε μια συνάρτηση,η οποία είναι ροπογεννήτρια

συνάρτηση της κατανομής μείξης.

Πόρισμα 5.2.4. ΄Εστω η {Nt}t∈R+ είναι μια πολυμεταβλητή μικτή διαδικασία Poisson με

κατανομή μείξης U . Τότε η ισότητα
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P [{Nt = n}] =
t1
′n

n!
DnMU(−t1)

ισχύει για κάθε t > 0 και n ∈ Nk
0.

Απόδειξη. Για Π0(t) = MU(−t), έχουμε από το Λήμμα 5.2.1

P [{Nt = n}] =
(−t)1′n

n!
DnΠ0(t1)

=
(−t)1′n

n!

∂1′nMU(−x)

∂nx
|x=t1

=
t1
′n

n!
MU(−t1)

ο ισχυρισμός είναι προφανής. �

Δοσμένης μιας πολυμεταβλητής μικτής διαδικασίας Poisson η συνάρτηση Π0, η οποία μπο-

ρεί να εκφραστεί από τη ροπογεννήτρια συνάρτηση της κατανομής μείξης, παρέχει όλες τις

απαραίτητες πληροφορίες για τις πεπερασμένων διαστάσεων κατανομές. Επιπλέον, μπορούμε

επίσης να αντλήσουμε διωνυμικές ροπές της διαδικασίας από αυτήν την ροπογεννήτρια συνάρ-

τηση, όπως θα δείξουμε στη ενότητα 5.3. Η Π0 ως μία συνάρτηση του χρόνου όχι μόνο παρέχει

όλες τις πληροφορίες μια πολυμεταβλητής μικτής διαδικασίας Poisson αλλά επίσης η κατανο-

μή του Nt για κάθε t > 0 είναι επαρκής για τον προσδιορισμό των κατανομών πεπερασμένων

διαστάσεων της διαδικασίας. Θα αναπτύξουμε το επόμενο λήμμα για να δούμε πώς λειτουργεί

αυτό.

Λήμμα 5.2.5. ΄Εστω U και V είναι δυο κατανομές με U [(0,∞)] = V [(0,∞)] = 1. ΄Εστω

t > 0 και έστω οτι ∫
Rk
e−λt

(λt)n

n!
dU(λ) =

∫
Rk
e−λt

(λt)n

n!
dV (λ)

για κάθε n ∈ Nk
0. Τότε U = V .

Απόδειξη. Η ροπογεννήτριες συναρτήσεις MU και MV είναι πεπερασμένες για όλα τα

s < 0. Χρησιμοποιόντας το Λήμμα 3.2.1 παρατηρούμε οτι υπάρχει για όλα τα s < 0 ένα ανά-

πτυγμα Taylor γύρω από το s και έτσι οι ροπογεννήτριες συναρτήσεις είναι αναλυτικές για

s < 0. Εξετάζοντας το ανάπτυγμα Taylor στη περιοχή B του −t1 έχουμε για όλα τα s ∈ B
οτι

MU(s) =
∑
n∈Nk0

(s + t1)n

n!

∫
Rk
e−1′λtλndU(λ)
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=
∑
n∈Nk0

(
1

t
(s + t1)

)n ∫
Rk
e−1′λt (λt)

n

n!
dU(λ)

=
∑
n∈Nk0

(
1

t
(s + t1)

)n ∫
Rk
e−1′λt (λt)

n

n!
dV (λ)

= MV (s).

΄Ετσι, MU(s) = MV (s) για κάθε s ∈ B, από το οποίο προκύπτει (βλ. Dieudonne [9], 9.4.2)

οτι MU(s) = MV (s) για κάθε s < 0. Αφού οι U και V έχουν μάζα στο θετικό κώνο του Rk

καθώς και οιMU καιMV είναι συνεχείς στο (−∞,0] η σχέσηMU(s) = MV (s) ισχύει για κάθε

s ≤ 0, η οποία είναι ισοδύναμη με την LU = LV κάτω από τις υποθέσεις του λήμματος, όπου

με LU και LV συμβολίζουμε το μετασχηματισμό Laplace του μέτρου U και V , αντίστοιχα. Η

μοναδικότητα του μετασχηματισμού Laplace (βλ. Kallenberg [2002] Theorem 5.3 [16]) μας

δίνει οτι U = V . �

Τώρα είναι φανερό ότι η κατανομή μείξης U καθορίζεται από την κατανομή ενός μόνο τυ-

χαίου διανύσματος Nt, ανεξάρτητα από το t > 0. Στην μονομεταβλητή περίπτωση μπορούν

να βρευούν συγκεκριμένες αποδείξεις (βλ. π.χ. Teicher [26] (1961) ή Grandell [11] (1976)

, Theorem 1.1) που δείχνουν οτι κατανομή μείξης προσδιορίζεται μονοσήμαντα από τη μικτή

κατανομή Poisson που έχουμε.

Αφού μια πολυμεταβλητή απαριθμήτρια διαδικασία που έχει τη διωνυμική ιδιότητα και ανε-

ξάρτητες προσαυξήσεις διαθέτει την πολυωνυμική ιδιότητα (βλ. Πόρισμα 4.2.20), είναι μια

πολυμεταβλητή μικτή διαδικασία Poisson με κατανομή μείξης, επίσης Ωστόσο, για να είμαστε

πιο ακριβείς είναι μια κάπως ιδιαίτερη πολυμεταβλητή μικτή διαδικασία Poisson. Για να γίνει

αντιληπτή η έννοια της λέξης ϊδιαίτερη’ δίνουμε τον ακόλουθο ορισμό.

Ορισμός 5.2.6. Μια πολυμεταβλητή απαριθμήτρια διαδικασία {Nt}t∈R+ , λέγεται πολυμε-

ταβλητή διαδικασία Poisson (multivariate Poisson process) an e’inai mia polumetablht’h

mikt’h diadikas’ia Poisson me katanom’h me’ixhs U kai up’arqei k’apoio x ∈ (0,∞) ’wste

U [{x}] = 1.

Με άλλα λόγια, μία διαδικασία Poisson πολλών μεταβλητών είναι μια πολυμεταβλητή μικτή

διαδικασία Poisson με εκφυλισμένη κατανομή μίξης . ΄Αρα

P

[
m⋂
j=1

{Ntj −Nti = nj}

]
=

k∏
i=1

m∏
j=1

e−xi(tj−tj−1) (xi(tj − tj−1))n
(i)
j

n
(i)
j !

ισχύει για κάθε m ∈ N, t0, t1, . . . , tm ∈ R+ με 0 = t0 < t1 < · · · < tm και για κάθε

nj ∈ Nk
0 με j ∈ {1, . . . ,m}. Είναι εύκολο να δούμε ότι αυτή η διαδικασία έχει ανεξάρτητες
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συντεταγμένες, οι οποίες είναι μονοδιάστατες διαδικασίες Poisson με τη συνήθη έννοια. Ω-

στόσο, ο προηγούμενος ορισμός χρησιμεύει μόνο ως σημείο αναφοράς, για παράδειγμα, στο

επόμενο θεώρημα.

Θεώρημα 5.2.7. ΄Εστω η {Nt}t∈R+ είναι μια πολυμεταβλητή απαριθμήτρια διαδικασία . Τότε

τα παρακάτω είναι ισοδύναμα:

(i) Η {Nt}t∈R+ είναι μια πολυμεταβλητή διαδικασία Poisson .

(ii) Η {Nt}t∈R+ έχει την διωνυμική ιδιότητα και ανεξάρτητες προσαυξήσεις .

(iii) Η {Nt}t∈R+ έχει ανεξάρτητες προσαυξήσεις και κάθε συντεταγμένη της είναι μια διαδι-

κασία Poisson.

Απόδειξη. (c) ⇐⇒ (a): Η παράσταση των πεπερασμένων διαστάσεων κατανομών αμέ-

σως αποδίδει τον ισχυρισμό.

(a) =⇒ (b): Καθώς κάθε πολυμεταβλητή διαδικασία Poisson είναι μια πολυμεταβλητή μικτή

διαδικασία , έχει την διωνυμική ιδιότητα . Οι ανεξάρτητες προσαυξήσεις είναι εμφανείς από την

παράσταση των πεπερασμένων διαστάσεων κατανομών.

(b) =⇒ (a): Από το Πόρισμα 4.2.20 και το Θεώρημα 5.2.3, η {Nt}t∈R είναι μια πολυ-

μεταβλητή μικτή διαδικασία Poisson με κατανομή μίξης U . Επιπλέον, η μετασχηματισμένη

διαδικασία {ANt∈R+} με A ∈ A έχει επίσης, ως συνέπεια των Λημμάτων 4.2.7 και 4.2.3, την

διωνυμική ιδιότητα και ανεξάρτητες προσαυξήσεις . Ιδιεταίρως, αυτό ισχύει με A = e′i για κάθε

συντεταγμένη {N(i)
t }t∈R+ , i ∈ {1, . . . , k}. Από τους Schmidt και Zocher [23] Theorem 3.2

κάθε συντεταγμένη είναι μια διαδικασία Poisson και επομένως για κάθε i ∈ {1, . . . , k} υπάρχει

κάποιο xi ∈ (0,∞) έτσι ώστε {N(i)
t }t∈R+ είναι μια μικτή διαδικασία Poisson με κατανομή μίξης

δxi . Ως εκ τούτου η

U = δx =
k⊗
i=1

δxi

είναι η μόνη κατανομή με Ue′i = δxi για κάθε i ∈ {1, . . . , k}. Επομένως, η {Nt}t∈R+ είναι μια

πολυμεταβλητή διαδικασία Poisson . �

Πόρισμα 5.2.8. ΄Εστω η {Nt}t∈R+ είναι μια πολυμεταβλητή μικτή διαδικασία Poisson .

Τότε τα παρακάτω είναι ισοδύναμα:

(i) Η {Nt}t∈R+ έχει ανεξάρτητες προσαυξήσεις

(ii) Η {Nt}t∈R+ είναι μια πολυμεταβλητή διαδικασία Poisson.
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5.3 Οι ροπές

Σε αυτή την ενότητα θα ασχοληθούμε με κάποιες ιδιότητες των διωνυμικών ροπών, ροπών

γύρω από την αρχή η και των κεντρικών ροπών των τυχαίων διανυσμάτων Nt, t ∈ R+. Και

πάλι, η ροπογεννήτρια συνάρτηση της κατανομής μίξης θα διαδραματίσει ηγετικό ρόλο. Επιπλέ-

ον, η πιθανογεννήτρια συνάρτηση θα βοηθήσει επίσης στο να αναλύσουμε τις ροπές τυχαίων

διανυσμάτων.

Θεώρημα 5.3.1. ΄Εστω η {Nt}t∈R+ είναι μια πολυμεταβλητή μικτή διαδικασία Poisson με

κατανομή μίξης U . Τότε η σχέση

gNt(r) = MU(t(r− 1))

ισχύει για όλα τα r ∈ [0,1] και t ∈ R+.

Απόδειξη. Θεωρούμε r ∈ [0,1] και t ∈ R+. Τότε

gNt(r) =
∑
n∈Nk0

rnP [{Nt = n}]

=
∑
n∈Nk0

rn

∫
Rk
e−1′λt (λt)

n

n!
dU(λ)

=

∫
Rk

∑
n∈Nk0

rne−1′λt (λt)
n

n!
dU(λ)

=

∫
Rk
e−1′λt

k∏
i=1

∑
n(i)∈N0

(λitri)
n(i)

n(i)!
dU(λ)

=

∫
Rk
e−1′λter′λtdU(λ)

= MU(t(r− 1))

και ο ισχυρισμός είναι εμφανής. �

Πόρισμα 5.3.2. ΄Εστω η {Nt}t∈R+ είναι μια πολυμεταβλητή μικτή διαδικασία Poisson με

κατανομή μίξης U και έστω A ∈ A. Τότε

(i) gANt(r) = gNt(A
′r) αν A ∈ AP ∪ AC .

(ii) gANt(r) = gNt(A
′r + 1− A′1) αν A ∈ AS.

Απόδειξη. (i) =⇒ (ii) ΄Εστω οτι ισχύει η (i). Τότε για αυθαίρετο A ∈ A έχουμε
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gANt(r) = MUA(t(r− 1))

= MU(A′t(r− 1))

= MU(t(A′r− A′1))

= MU(t(A′r− A′1 + 1− 1))

= gNt(A
′r + 1− A′1)

΄Οπου η πρώτη ισότητα προκύπτει με τον ίδιο τρόπο απόδειξης του Θεωρήματος 5.3.1 , δεύτερη

από το Λήμμα 3.2.2 , ενώ η τελευταία ισότητα είναι συνέπεια του Θεωρήματος 5.3.1.

(ii) =⇒ (i) Αφού A′1 = 1 και A ∈ AP ∪ AC ΄Αρα ισχύει η (ii). �

Το Θεώρημα 5.3.1 δείχνει ότι η ροπογεννήτριας συνάρτηση της κατανομής μίξης περιέχει

επίσης πληροφορίες σχετικά με τις διωνυμικές ροπές των πολυμεταβλητών μικτών διαδικασιών

Poisson. Αυτό μας δίνει τη δυνατότητα να διατυπώσουμε συνθήκες για το πεπερσμένο τέτοιων

ροπών στα επόμενα δύο θεωρήματα. Αλλά πριν από αυτό αναφέρουμε ένα σύντομο λήμμα.

Λήμμα 5.3.3. ΄Εστω η {Nt}t∈R+ είναι μια πολυμεταβλητή μικτή διαδικασία Poisson με

κατανομή μίξης U και έστω A ∈ A. Τότε

E

[(
Nt

l

)]
=
t1
′l

l!

∫
Rk
λlU(dλ)

ισχύει για κάθε l ∈ Nk
0 και t ∈ R+.

Απόδειξη. ΄Εστω l ∈ Nk
0 και t ∈ R+. Από το Λήμμα 3.1.2, το Θεώρημα 5.3.1, το Λήμμα

3.2.1 και από το το θεώρημα μονότονης σύγκλισης έχουμε

E

[(
Nt

l

)]
= sup

r∈[0,1)

1

l!
DlgNt(r)

= sup
r∈[0,1)

1

l!

∂1′lMU(t(x− 1))

∂lx
|x=r

= sup
s∈[−t1,0)

t1
′l

l!
DlMU(s)

=
t1
′l

l!
sup

s∈[−t1,0)

∫
Rk
λles′λU(dλ)

=
t1
′l

l!

∫
Rk

sup
s∈[−t1,0)

λles′λU(dλ)
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=
t1
′l

l!

∫
Rk
λlU(dλ)

όπου η πρώτη ισότητα προκύπτει από το Λήμμα 3.1.2, η δεύτερη από το Θεώρημα 5.3.1 και τον

ορισμό της παραγώγου και η τέταρτη είναι συνέπεια του Λήμματος 3.2.1

Αφού N0 = 0 σχεδόν βέβαια ο ισχυρισμός ισχύει για t = 0, επίσης. �

Θεώρημα 5.3.4. ΄Εστω η {Nt}t∈R+ είναι μια πολυμεταβλητή μικτή διαδικασία Poisson με

κατανομή μίξης U και l ∈ Nk
0. Τότε τα ακόλουθα είναι ισοδύναμα.

(a) Υπάρχουν κάποια t > 0 έτσι ώστε να ισχύει η σχέση

E

[(
Nt

1

)]
<∞.

(b) Η σχέση

E

[(
Nt

1

)]
<∞

ισχύει για t ∈ R+.

(c) Η κατανομή μίξης ικανοποιεί την σχέση∫
Rk
λldU(λ) <∞.

(d) Για κάθε s ∈ (−∞,0) ισχύει η ανισότητα

lim
r→s

DlMU |(−∞,0) (r) <∞.

Αν η {Nt}t∈R+ πληροί μία και ως εκ τούτου όλες τις προηγούμενες ιδιότητες, τότε

E

[(
Nt

1

)]
=
t1
′l

l!
lim
r→0

DlMU |(−∞,0) (r)

για κάθε t ∈ R+.

Απόδειξη. Η ισοδυναμία των (a), (b) και (c) προκύπτει από το Λήμμα 5.3.3.

(a)⇐⇒ (b) Σύμφωνα με το Θεώρημα 5.3.1 ισχύει

gNt(r) = MU(t(r− 1)) ισχύει για r ∈ [0,1] και t > 0. ΄Ετσι, ο ισχυρισμός προκύπτει

αμέσως από το Λήμμα 3.1.5.

Επιπλέον, έχουμε
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E

[(
Nt

1

)]
=

1

l!
lim
r↑1

DlgNt |[0,1) (r)

=
1

l!
lim

r↑1,r∈[0,1)

∂1′lMU(t(x− 1))

∂lx
|x=r

=
t1
′l

l!
lim
r↑0

DlMU |(−∞,0) (r)

για κάθε t > 0. Αφού N0 = 0 σχεδόν σίγουρα, ο ισχυρισμός ισχύει για t = 0, επίσης. �

Θεώρημα 5.3.5. ΄Εστω η {Nt}t∈R+ είναι μια πολυμεταβλητή μικτή διαδικασία Poisson με

κατανομή μίξης U και l ∈ Nk
0. Τότε τα ακόλουθα είναι ισοδύναμα:

(a) Για όλα τα m ≤ l υπάρχει t > 0 έτσι ώστε να ισχύει

E[(Nt)
m] <∞.

(b) Για όλα τα m ≤ l η ανισότητα

E[(Nt)
m] <∞

ισχύει για t ∈ R+.

(c) Για όλα τα m ≤ l ισχύει η ανισότητα∫
Rk
λmU(dλ) <∞.

(d) Για όλα τα m ≤ l η m-οστή παράγωγος του MU |(−∞,0] είναι συνεχής στο (−∞,0].

Αν η {Nt}t∈R+ ικανοποιεί μία και ως εκ τούτου όλες τις προηγούμενες ιδιότητες, τότε ισχύει

E

[(
Nt

1

)]
=
t1
′l

l!
DlMU |(−∞,0] (0)

για κάθε t ∈ R+.

Απόδειξη. Λόγω του Λήμματος 3.1.8 έχουμε την ισοδυμανία των (a), (b) και (c) από το

Θεώρημα 5.3.4.

(b)⇐⇒ (d): Σύμφωνα με το Θεώρημα 5.3.1 ισχύει gNt(r) = MU(t(r− 1)) για όλα τα r ∈ [0,1]

και t > 0. ΄Ετσι, από το Λήμμα 3.1.8 έπεται ο ισχυρισμός.

Αφού ισχύει η συνθήκη (c) του Θεωρήματος 5.3.4, επιπλέον έχουμε τη συνέχεια της l-οστής

παραγώγου της MU
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E

[(
Nt

1

)]
=

t1
′l

l!
lim
r↑0

DlMU |(−∞,0] (r)

=
t1
′l

l!
lim
r↑0

DlMU |(−∞,0] (r),

όπου η πρώτη ισότητα προκύπτει το Θεώρημα 5.3.4. �

Ως συνέπεια του Λήμματος 5.3.3 και της ισοδυναμίας των (c) και (d) στο Θεώρημα 5.3.4

έχουμε

lim
r↑0

DlMU |(−∞,0] (r) =

∫
Rk
λlU(dλ)

στην περίπτωση που ένας από τους όρους είναι πεπερασμένος. Δεν απαιτούμε, όπως στο

Λήμμα 3.2.1, το πεπερασμένο της ροπογεννήτριας συνάρτησης MU σε μια περιοχή του 0. Υπό

αυτή την κατάσταση θα υπάρχουν όλες οι παράγωγοι της MU στο 0 και, ως εκ τούτου όλες οι

ροπές της Nt θα είναι πεπερασμένες. Με μια παράκαμψη για την πιθανογεννήτρια συνάρτηση

μιας πολυμεταβλητής μικτής διαδικασία Poisson με κατανομή μίξης σε κάποια χρονική στιγμή

t θα ήμασταν σε θέση να βελτιώσουμε αποτελέσματα για την ροπογεννήτρια συνάρτηση.

Με τις ιδιότητες που έχουμε μέχρι τώρα, μπορούμε να αποδείξουμε συνθήκες για το πεπερα-

σμένο της πρώτη και της δεύτερης κεντρικής ροπής της διαδικασίας σε κάποιο χρόνο t, το

οποίο θα διευκρινίσουμε στο επόμενο πόρισμα.

Πόρισμα 5.3.6. ΄Εστω η {Nt}t∈R+ είναι μια πολυμεταβλητή μικτή διαδικασία Poisson με

κατανομή μίξης U και έστω i, j ∈ {1, . . . , k} με i 6= j.

(i) Αν
∫
Rk λiU(dλ) <∞, τότε E[N

(i)
t ] <∞ και

E[N
(i)
t ] = t

∫
Rk
λiU(dλ)

ισχύει για t ∈ R+.

(ii) Αν
∫
Rk(λi)

2U(dλ) <∞, τότε E[(N
(i)
t )2] <∞ και

V ar[N
(i)
t ] = t2

∫
R
(λi −

∫
Rk
xiU(dx))2U(dλ) + t

∫
Rk
λidU(λ)

ισχύει για t ∈ R+.
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(iii) Αν max{
∫
Rk λiλjU(dλ),

∫
Rk λidU(λ),

∫
Rk λjU(dλ)} <∞,τότε

E[N
(i)
t N

(j)
t ] <∞, E[N

(i)
t ] <∞, E[N

(j)
t ] <∞

και

Cov[N
(i)
t , N

(j)
t ] = t2

∫
R

(
λi −

∫
Rk
xiU(dx)

)(
λj −

∫
Rk
xjU(dx)

)
U(dλ)

ισχύει για t ∈ R+.

Απόδειξη.

Αφού N0 = 0 σχεδον βέβαια, ο ισυρισμός ισχύει γαι t = 0. Για t > 0, μπορούμε να

αποδείξουμε τον ισχυρισμό χρησιμοποιώντας το Λήμμα 5.3.3 και και μετασχηματισμό μεταξύ

διωνυμικών και των κεντρικών ροπών. �

Το παραπάνω πόρισμα μας δείχνει μια σημαντική διαφορά μεταξύ των πολυμεταβλητών δια-

δικασιών Poisson και των πολυμεταβλητών μικτών διαδικασιών Poisson με κατανομή μίξης

μη-εκφυλισμένη . Εάν U είναι μια κατανομή εκφυλισμένη τότε, και μόνο τότε

V ar[N
(i)
t ] = t

∫
Rk
λiU(dλ) = E[N

(i)
t ]

για όλα τα i ∈ {1, . . . , k}. Εάν U είναι εκφυλισμένη έχουμε επίσης Cov[N
(i)
t , N

(j)
t ] = 0 για

i 6= j, το οποίο είναι απολύτως σαφές, δεδομένου ότι οι συντεταγμένες της διαδικασίας είναι

ανεξάρτητες.

Για να σχεδιάσουμε ένα συμπέρασμα από αυτή την ενότητα επισημαίνουμε ότι η ροπογεννήτρια

συνάρτιση MU της κατανομής μίξης δεν καθορίζει μόνο τις μονοδιάστατες κατανομές της δια-

δικασίας, αλλά και τις ροπές της Nt με t ∈ R+. Οι μετασχηματισμένες διαδικασίες {ANt}t∈R+

με A ∈ A είναι πολυμεταβλητές μικτές διαδικασίες Poisson με κατανομή μίξης UA. Ως συνέπεια

της

MUA(t) = MU(A′t)

βλ. Λήμμα 3.2.2 η συνάρτηση MU περιέχει επίσης πληροφορίες σχετικά με τις μονοδιάστατες

κατανομές και τις ροπές των μετασχηματισμένων διαδικασιών.

πολυμεταβλητή
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Κεφάλαιο 6

Πολυμεταβλητές μικτές διαδικασίες

Poisson με τυχαία παράμετρο

6.1 Το υπόδειγμα

Μια μικτή διαδικασία Poisson μπορεί να θεωρηθεί ως το αποτέλεσμα ενός μοντέλου δύο βημά-

των. Πρώτα επιλέγεται μια παράμετρος σύμφωνα με την κατανομή μίξης και στη συνέχεια η

εμφάνιση των υπό εξέταση γεγονότων στο χρονικό διάστημα της μονάδας ακολουθεί κατανομή

Poisson, με μέση τιμή την επιλεγμένη παράμετρο. Μπορούμε τώρα να προσδιορίσουμε το μο-

ντέλο της πολυμεταβλητής μικτής διαδικασίας Poisson με κατανομή μίξης με την παραδοχή ότι

η παράμετρος είναι μια υλοποίηση ενός τυχαίου διανύσματος και επιπλέον λαμβάνοντας υπόψη

τις εξαρτημένες πιθανοτήτες της διαδικασίας ως προς το υπάρχον τυχαίο διάνυσμα.

Ορισμός 6.1.1. Μια πολυμεταβλητή απαριθμήτρια διαδικασία {Nt}t∈R λέγεται πολυμετα-

βλητή μικτή διαδικασία Poisson με παράμετρο Θ αν Θ είναι ένα τυχαίο διάνυσμα

με PΘ[(0,∞)] = 1 έτσι ώστε να ισχύει η ισότητα

P

(
m⋂
j=1

{Ntj −Ntj−1
= nj|Θ}

)
=

m∏
j=1

e−1′Θ(tj−tj−1) Θ(tj − tj−1)nj

nj!
P |σ(Θ)− σ.β.

για κάθε m ∈ N και t0, t1, . . . , tm ∈ R+ με 0 = t0 < t1 < · · · < tm και για κάθε nj ∈ Nk
0,

όπου j ∈ {1, . . . ,m}.

Ο ορισμός αυτός εμπεριέχει δεσμευμένες πιθανότητες, με την έννοια της δεσμευμένης μέσης

τιμής, των προσαυξήσεων πεπερασμένης διάστασης της διαδικασίας. ΄Οπως και στην περίπτωση

της μονοδιάστατης μικτής διαδικασίας Poisson (βλ. Ορισμό 2.5.3), υπάρχει ένας ισοδύναμος

ορισμός χρησιμοποιώντας άλλες ιδιότητες των στοχαστικών διαδικασιών. Ως εκ τούτου, εισά-
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γουμε την έννοια της δεσμευμένης ανεξαρτησίας και των δεσμευμένων στάσιμων προσαυξήσε-

ων.

Ορισμοί 6.1.2. (α) ΄Εστω μια {Nt}t∈R πολυμεταβλητή απαριθμήτρια διαδικασία και Θ ένα

τυχαίο διάνυσμα. Η {Nt}t∈R λέγεται οτι έχει δεσμευμένες ανεξάρτητες προσαυξή-

σεις ως προς το Θ αν ισχύει η ισότητα

P

(
m⋂
j=1

{Ntj −Ntj−1
= nj|Θ}

)
=

m∏
j=1

P ({Ntj −Ntj−1
= nj|Θ})

για κάθε m ∈ N και t0, t1, . . . , tm ∈ R+ με 0 = t0 < t1 < · · · < tm και για κάθε nj ∈ Nk
0,

όπου j ∈ {1, . . . ,m}.

(β) Η {Nt}t∈R λέγεται οτι έχει δεσμευμένες στάσιμες προσαυξήσεις (conditio-

nally stationary increments) ως προς το Θ αν ισχύει η ισότητα

P

(
m⋂
j=1

{Ntj+h −Ntj−1+h = nj|Θ}

)
= P

(
m⋂
j=1

{Ntj −Ntj−1
= nj|Θ}

)
για κάθε m ∈ N και t0, t1, . . . , tm ∈ R+ με 0 = t0 < t1 < · · · < tm και για κάθε nj ∈ Nk

0, όπου

j ∈ {1, . . . ,m}.

Θεώρημα 6.1.3. ΄Εστω {Nt}t∈R μια πολυμεταβλητή απαριθμήτρια διαδικασία και Θ ένα
τυχαίο διάνυσμα. Τότε τα ακόλουθα είναι ισοδύναμα :

(i) Η {Nt}t∈R είναι μια πολυμεταβλητή μικτή διαδικασία Poisson με παράμετρο Θ.

(ii) Η {Nt}t∈R έχει δεσμευμένες ανεξάρτητες και δεσμευμένες στάσιμες προσαυξήσεις ως
προς το Θ και ισχύει η ισότητα

P ({Nt = n|Θ}) = e−1′Θt (Θt)n

n!
P |σ(Θ)− σ.β.

για κάθε t ∈ R+ και n ∈ Nk
0.

Απόδειξη: (i)⇒ (ii): Είναι προφανές

(ii) ⇒ (i): ΄Εστω m ∈ N και t0, t1, . . . , tm ∈ R+ με 0 = t0 < t1 < · · · < tm και για κάθε

nj ∈ Nk
0, όπου j ∈ {1, . . . ,m}.

Τότε

P

(
m⋂
j=1

{Ntj −Ntj−1
= nj|Θ}

)
=

m∏
j=1

P ({Ntj −Ntj−1
= nj|Θ})
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=
m∏
j=1

P ({Ntj−tj−1
= nj|Θ})

=
m∏
j=1

e−1′Θ(tj−tj−1) Θ(tj − tj−1)nj

nj!
,

όπου όλες οι ισότητες ισχύουν P |σ(Θ)− σ.β. Επομένως έπεται ο ισχυρισμός. �

Σε αντίθεση με τον ορισμό των πολυμεταβλητών μικτών διαδικασιών Poisson με κατανομή

μίξης, ο ορισμός του πολυμεταβλητών μικτών διαδικασιών Poisson με παράμετρο εμπεριέχει τις

δεσμευμένες πιθανότητες. Λαμβάνοντας υπόψη τις μη δεσμευμένες πιθανότητες, το επόμενο

πόρισμα είναι προφανές.

Πόρισμα 6.1.4. ΄Εστω {Nt}t∈R μια πολυμεταβλητή μικτή σ.δ. Poisson με παράμετρο Θ.

Τότε η {Nt}t∈R είναι μια πολυμεταβλητή μικτή διαδικασία Poisson με κατανομή μίξης PΘ.

Παρατήρηση 6.1.5. (α) Η πολυμεταβλητή μικτή διαδικασία Poisson με παράμετρο , έχει

όλες τις ιδιότητες μιας πολυμεταβλητής μικτής διαδικασίας Poisson με κατανομή μίξης. Η αντί-

στροφη συνεπαγωγή δεν φαίνεται να ισχύει γενικά, δεδομένου ότι γενικά δεν είναι δυνατόν να

κατασκευαστούν οι δεσμευμένες πιθανότητες από τις μη δεσμευμένες. Ως εκ τούτου, ο χαρα-

κτηρισμός της πολυμεταβλητής μικτής διαδικασίας Poisson με μικτή κατανομή στα πλαίσια της

πολυωνυμικής ιδιότητας (Θεώρημα 5.2.3) γενικά δεν μπορεί να μεταφερθεί στην πολυμεταβλη-

τή μικτή διαδικασία Poisson με παράμετρο . Κατ΄ αρχήν, δεν είμαστε σίγουροι για την ύπαρξη

τυχαίου διανύσματος με την κατανομή προερχόμενη από το Θεώρημα Bernstein−Widder για

το συγκεκριμένο χώρο πιθανότητας. Από την άλλη πλευρά, υποθέτοντας οτι υπάρχει ένα τέτοιο

τυχαίο διάνυσμα δεν είναι γενικά δυνατό να κατασκευαστούν οι δεσμευμένες πιθανότητες με

βάση τον ορισμό των πολυμεταβλητών μικτών διαδικασιών Poisson με την παράμετρο από τις

μη δεσμευμένες.

(β) Κάτω από κάποιες ασθενείς συνθήκες, που ικανοποιούνται από μια ευρεία κλάση χ.π., έχει

αποδειχθεί στην [18], Theorem 2.7, οτι για μονομεταβλητές μικτές στοχαστικές διαδικασίες

Poisson με παράμετρο μια τυχαία μεταβλητή ισχύει το αντίστροφο του Πορίσματος 6.1.4.

(γ) Επίσης κάτω από ορισμένες συνθήκες, που ικανοποιούνται από μια ευρεία κλάση χ.π. έ-

χει αποδειχθεί στην [19], Theorem 2.11 ένας χαρακτηρισμός της μονομεταβλητής μικτής σ.δ.

Poisson με παράμετρο μια τυχαία μεταβλητή μέσω της πολυωνυμικής ιδιότητα και της ιδιότητας

Markov.

΄Ομως τα παρακάτω ερωτήματα παραμένουν ανοικτά.

Ερωτήματα 6.1.6. Κάτω από ποιές συνθήκες:
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(α) οι ορισμοί μιας πολυμεταβλητής σ.δ. Poisson με παράμετρο ένα τυχαίο διάνυσμα και μιας

πολυμεταβλητής σ.δ. Poisson με κατανομή μίξης είναι ισοδύναμοι;

(β) ο ορισμός μιας πολυμεταβλητής μικτής σ.δ. Poisson με παράμετρο ένα τυχαίο διάνυσμα

είναι ισοδύναμος με την ιδιότητα Markov;

Σύμφωνα με το παραπάνω ερώτημα, ο χαρακτηρισμός των πολυμεταβλητών μικτών διαδικα-

σιών Poisson μέσω της πολυωνυμικής ιδιότητας (Λήμμα 5.1.2) δεν είναι γνωστό αν εφαρμόζεται

στις πολυμεταβλητές μικτές διαδικασίες Poisson με παράμετρο. Ως εκ τούτου, για να δείξουμε

ότι μια μικτή διαδικασία Poisson με παράμετρο είναι A-σταθερή , δεν μπορούμε να χρησιμοποι-

ήσουμε την απόδειξη του Λήμματος 5.1.4. Ωστόσο, εφαρμόζοντας αυτή τη φορά το Θεώρημα

6.1.3 έχουμε το παρακάτω αποτέλεσμα.

Λήμμα 6.1.7. ΄Εστω {Nt}t∈R πολυμεταβλητή απαριθμήτρια διαδικασία και Θ ένα τυχαίο
διάνυσμα.Τότε

(i) Η ιδιότητα του να έχει δεσμευμένες ανεξάρτητες προσαυξήσεις ως προς Θ είναι A-
σταθερη.

(ii) Η ιδιότητα του να έχει δεσμευμένες στάσιμες προσαυξήσεις ως προς Θ είναι A-σταθερη.

Απόδειξη. Ο ισχυρισμός μπορεί να αποδειχθεί από τους ίδιους μετασχηματισμούς όπως

στην απόδειξη του Λήμματος 4.2.3, με τη μόνη διαφορά ότι χρησιμοποιούμε δεσμευμένες πιθα-

νότητες αντί των μη δεσμευμένων πιθανοτήτων. �

Λήμμα 6.1.8. ΄Εστω {Nt}t∈R πολυμεταβλητή μικτή διαδικασία Poisson με παράμετρο Θ

και έστω A ∈ A. Τότε

(i) Η διαδικασία {ANt}t∈R είναι μια πολυμεταβλητή μικτή διαδικασία Poisson με παράμετο
AΘ . Αυτό σημαίνει, οτι αφού είναι μια μικτή διαδικασία Poisson με παράμετρο, είναι

A-σταθερή .

(ii) Η ισότητα

P ({ANt = l}|AΘ) = P ({ANt = l}|Θ)

ισχύει για όλα τα t ∈ R+ l ∈ Nd
0.

Απόδειξη. Θεωρούμε ένα t ∈ R+ και ένα l ∈ Nd
0. Αρχικά θα αποδείξουμε οτι

E[χ{ANt}=l|Θ] = e−1′AΘt (AΘt)l

l!
(6.1)

92



Πολυμεταβλητές μικτές διαδικασίες Poisson με τυχαία παράμετρο

ισχύει για όλα τα A ∈ A και A ∈ Rd×k
.

΄Εστω A ∈ AP . Τότε η (6.1) είναι προφανής.

΄Εστω A ∈ AS. Τότε έχουμε με την βοήθεια της μονότονης σύγκλισης για την δεσμευμένη

μέση τιμή τις παρακάτω ισότητες:

E[χ{ANt}=l|Θ] = E

 ∑
n∈A−1({l})

χ{Nt=n}|Θ


=

∑
n∈A−1({l})

P ({Nt = n}|Θ)

=
∑

n∈A−1({l})

k∏
i=1

e−Θit
(Θit)

n(i)

n(i)!

=

(
d∏
i=1

e−Θit
(Θit)

l(i)

l(i)!

) ∑
n∈A−1({l})

k∏
i=d+1

e−Θit
(Θit)

n(i)

n(i)!

= e−Θt (Θt)l

l!

= e−1′A−Θt (AΘt)l

l!
.

΄Ετσι η (6.1) ισχύει για κάθε A ∈ AS.
΄Εστω A ∈ AC . Θέτωντας I(i) := {h ∈ {1, . . . , k} : e′iAeh = 1} (το σύνολο των συν-

τεταγμένων σωρεύονται στην ι-συντεταγμένη της μετασχηματισμένης διαδικασίας), έχουμε∑
h∈I(i) θh = e′iAθ για όλα τα i ∈ {1, . . . , d}.
΄Ετσι, με τον ίδιο τρόπο, όπως και πριν, έχουμε

E[χANt=l|Θ] =
∑

n∈A−1({l})

k∏
i=1

e−Θit
(Θit)

n(i)

n(i)!

=

(
d∏
i=1

e−e′iAΘt (e
′
iAΘt)l

(i)

l(i)!

)

·
∑

n∈A−1({l})

d∏
i=1

l(i)∏
h∈I(i) n

(h)!

∏
h∈I(i)

(
Θh

e′iAΘ

)n(h)

= e−1′AΘt (AΘ)l

l!
.

Ως εκ τούτου, η (6.1) ισχύει για όλα τα A ∈ A. Τώρα θα αποδείξουμε τις (i) και (ii).

(i) Από την σχέση (6.1) έχουμε
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P ({ANt = l}|AΘ) = E
[
E[χ{ANt=l}|Θ]|AΘ

]
= E

[
e−1′AΘt (AΘt)l

l!
|AΘ

]
= e−1′AΘt (AΘt)l

l!
.

Τώρα,από το Θεώρημα 6.1.3 σε συνδιασμό με το Λήμμα 6.1.7 προκύπτει η (i).

(ii) Χρησιμοποιόντας τη σχέση (6.1) και την (i) έχουμε

P ({ANt = l}|AΘ) = e−1′AΘt (AΘt)l

l!
= E[χ{ANt=l}|Θ]

= P ({ANt = l}|Θ).

Επομένως η (ii) έχει αποδειχθεί. �

Αφού μια πολυμεταβλητή μικτή διαδικασία Poisson με παράμετρο είναι μια πολυμεταβλη-

τή μικτή Διαδικασία Poisson με κατανομή μεταφέρουμε κάποια αποτελέσματα του Κεφαλαίου

5. Φυσικά μπορούμε να χρησιμοποιήσουμε PΘ αντί του U και έτσι θα είναι πιο εύκολο να

θυμόμαστε τα αποτελέσματα . Ο πρώτος ισχυρισμός που εξετάζεται είναι του Θεωρήματος

5.1.5.

Θεώρημα 6.1.9. ΄Εστω {Nt}t∈R πολυμεταβλητή μικτή διαδικασία Poisson με παράμετρο
Θ . Τότε οι συντεταγμένες της {Nt}t∈R είναι ανεξάρτητες αν και μόνο αν οι συντεταγμένες
της Θ είναι ανεξάρτητες.

Η απόδειξη του προηγούμενου θεωρήματος μπορεί να βρεθεί στην εργασία του Zocher

[2003]. Το ακόλουθο θεώρημα αναφέρεται στον Zocher [2003], επίσης. Θεωρεί υπό όρους

ανεξαρτησία ως προς την παράμετρο η οποία είναι τώρα δυνατή λόγω της παραμέτρου Θ που

έχει εισάχθεί στον ορισμό.

Θεώρημα 6.1.10. ΄Εστω {Nt}t∈R πολυμεταβλητή μικτή διαδικασία Poisson με παράμετρο
Θ . Τότε οι συντεταγμένες της {Nt}t∈R είναι υπο συνθήκη ανεξάρτητες ως προς Θ.

Απόδειξη. Χρησιμοποιώντας τον μετασχηματισμό A = e′i με AΘ = Θi, και το Λήμμα

6.1.6 έχουμε
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P

(
m⋂
j=1

{Ntj −Ntj−1
= nj}|Θ

)
=

k∏
i=1

m∏
j=1

e−Θi(tj−tj−1) (Θi(tj − tj−1))n
(i)
j

n
(i)
j !

=
k∏
i=1

P

(
m⋂
j=1

{N (i)
tj −N

(i)
tj−1

= n
(i)
j }|Θi

)

=
k∏
i=1

P

(
m⋂
j=1

{N (i)
tj −N

(i)
tj−1

= n
(i)
j }|Θ

)
D

για κάθε m ∈ N και t0, t1, . . . , tm ∈ R+ με 0 = t0 < t1 < · · · < tm και για κάθε nj ∈ Nk
0 με

j ∈ {1, . . . ,m}. �

΄Οπως και στο Κεφάλαιο 5, η ροπογεννήτριες συναρτήσεις διαδραματίζουν σημαντικό ρόλο.

Για λόγους απλοποίησης θα χρησιμοποιούμε το σύμβολο MΘ αντί MPΘ
για τη ροπογεννήτρια

συνάρτηση του τυχαίου διανύσματος Θ.

Από τα αποτελέσματα του Κεφαλαίου 5 έχουμε

P [{Nt = n}] =
t1
′n

n!
DnMΘ(−t1)

Δ για κάθε n ∈ Nk
0 και t > 0 καθώς και MAΘ(t) = MΘ(A′t) για t ∈ Rd

. ΄Ετσι, οι μονο-

διάστατες πιθανότητες, οι οποίες είναι οι πιο κατάλληλες, λόγω της πολυωνυμικής ιδιότητας,

καθορίζονται από τη ροπογεννήτρια συνάρτηση της Θ. Επιπλέον, οι μονοδιάστατες πιθανότη-

τες των μετασχηματισμένων διαδικασιών καθορίζονται επίσης από τη ροπογεννήτρια συνάρτηση

MΘ. Η εφαρμογή αυτής της συνάρτησης σε σχέση με τις ροπές της διαδικασίας εξετάζεται στην

επόμενη ενότητα.

6.2 Ροπές

Στην Ενότητα 5.3 έχουμε αναφέρει ικανές και αναγκαίες συνθήκες για το πεπερασμένο των

διωνυμικών ροπών, των ροπών γύρω από την αρχή και των κεντρικών ροπών των πολυμε-

ταβλητών μικτών διαδικασιών Poisson με μικτή κατανομή. ΄Ενα σημαντικό εργαλείο ήταν η

πιθανογεννήτρια συνάρτηση. Στην περίπτωση της πολυμεταβλητής μικτής διαδικασίας Poisson

με την παράμετρο παραθέτουμε τα παρακάτω αποτελέσματα.

Θεώρημα 6.2.1. ΄Εστω {Nt}t∈R είναι μια πολυμεταβλητή απαριθμήτρια διαδικασία Poisson
με παράμετρο Θ. Τότε ισχύει η σχέση

gNt(r) = MΘ(t(r− 1))
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για κάθε r ∈ [0,1] και t ∈ R+. Η διωνυμική ροπή της Nt πληροί την σχέση

E
[(

Nt

l

)]
=
t1
′l

l!
E[Θl]

για κάθε l ∈ Nk
0 και l ∈ R+.

Η απόδειξη είναι παρόμοια με εκείνη του Θεωρήματος 5.3.1. �

Θεώρημα 6.2.2. ΄Εστω {Nt}t∈R είναι μια πολυμεταβλητή μικτή διαδικασία Poisson με

παράμετρο Θ και l ∈ Nk
0. Τότε τα ακόλουθα είναιισοδύναμα.

(a) Υπάρχει t > 0 έτσι ώστε να ισχύει η σχέση

E
[(

Nt

l

)]
<∞.

(b) Ισχύει η ανισότητα

E
[(

Nt

l

)]
<∞

για κάθε t ∈ R+.

(c) Η παράμετρος ικανοποιεί τη σχέση

E[Θl] <∞.

(d) Για κάθε s ∈ (−∞,0] ισχύει η ανισότητα

limr→sD
lMΘ|(−∞,0)(r) <∞.

Αν η {Nt}t∈R+ πληροί μία και ως εκ τούτου όλες τις προηγούμενες σχέσεις, τότε ισχύει η

ισότητα

E
[(

Nt

l

)]
=
t1
′l

l!
limr→0D

lMΘ|(−∞,0)(r)

για κάθε t ∈ R+.

Η απόδειξη είναι παρόμοια με εκείνη του Θεωρήματος 5.3.4. �

Θεώρημα 6.2.3. ΄Εστω {Nt}t∈R είναι μια πολυμεταβλητή μικτή διαδικασία Poisson με

παράμετρο Θ και l ∈ Nk
0. Τότε τα ακόλουθα είναιισοδύναμα:
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(a) Για κάθε m ≤ 1 υπάρχει t > 0 έτσι ώστε να ισχύει η σχέση

E[(Nt)
m] <∞.

(b) Για κάθε m ≤ 1 και για κάθε t ∈ R+ ισχύει η ανισότητα

E[(Nt)
m] <∞.

(c) Η παράμετρος ικανοποιεί τη σχέση

E[Θm] <∞,

για κάθε m ≤ l.

(d) Για κάθε m ≤ l, η m-οστή παράγωγος της MΘ|(−∞,0) είναι συνεχής στο (−∞,0].

Αν η {Nt}t∈R+ πληροί μία και ως εκ τούτου όλες τις προηγούμενες σχέσεις, τότε ισχύει η

ισότητα

E

[(
Nt

l

)]
=
t1
′l

l!
DlMΘ|(−∞,0)(0)

για κάθε t ∈ R+.

Η απόδειξη γίνεται όπως και στο Θεώρημα 5.3.5. �

Ως αποτέλεσμα αυτών των θεωρημάτων είναι δυνατόν να διατυπώσουμε συγκεκριμένους

τύπους για την πρώτη και τη δεύτερη κεντρική ροπή του Nt όπως στο Πόρισμα 5.3.6. Ωστόσο,

αυτά τα αποτελέσματα μπορούν επίσης να ληφθούν με συμπαγή τρόπο χρησιμοποιώντας τη

δεσμευμένη μέση τιμή . Η προσέγγιση αυτή επιπλέον μας δίνει τη δυνατότητα να καθορίσετε

τη συνδιακύμανση των Nt και Nt+h.

Θεώρημα 6.2.4. ΄Εστω {Nt}t∈R είναι μια πολυμεταβλητή μικτή διαδικασία Poisson με

παράμετρο Θ .

(i) Αν η παράμετρος Θ έχει πεπερασμένη ροπή πρώτης τάξης, τότε

E[Nt] = tE[Θ]

ισχύει για κάθε t ∈ R+.
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(ii) Αν η παράμετρος Θ έχει πεπερασμένη ροπή πρώτης τάξης, τότε

Cov[Nt,Nt+h] = tDiag (E[Θ]) + t(t+ h)V ar[Θ]

ισχύει για κάθε t, h ∈ R+.

(iii) Αν η παράμετρος Θ έχει μια πεπερασμένη ροπή δεύτερης τάξης και V ar[Θi] > 0 και

V ar[Θl] > 0 για i, l ∈ {1, . . . , k} με i 6= l, τότε ισχύει η ισότητα

limt↑∞%
(
N

(i)
t , N

(l)
t

)
= %(Θi,Θl).

Επιπλέον η απόλυτη τιμή του συντελεστή συσχέτισης είναι αύξουσα στο (0,∞).

Απόδειξη. Πριν αποδείξουμε τους ισχυρισμούς, θα κάνουμε κάποιες προκαταρκτικές

παρατηρήσεις. Από το Λήμμα 6.1.8 έχουμε οτι (το τυχαίο διάνυσμα Θ είναι σχεδόν σίγουρα

πεπερασμένο) E(N
(i)
t |Θ) = E(N

(i)
t |Θi) = tΘi και V ar(N

(i)
t |Θ) = V ar(N

(i)
t |Θi) = tΘi για

κάθε t ∈ R+. Από την συνθήκη ανεξαρτησίας των συντεταγμένων ως προς Θ έχουμε οτι

Cov(N
(i)
t , N

(l)
t |Θ) = 0 για i 6= l, σύμφωνα με το Θεώρημα 6.1.10. Συνολικά, έχουμε

E(Nt|Θ) = tΘ V ar(Nt|Θ) = tDiag(Θ).

(i): Με το Θ επίσης το Nt έχει πεπερασμένη ροπή πρώτης τάξης για όλα τα t ∈ R+ (Θεώρημα

6.2.3). ΄Ετσι έχουμε

E[Nt] = E [E(Nt|Θ)] = E[tΘ] = tE[Θ].

(ii): Εάν το τυχαίο διάνυσμα Θ έχει πεπερασμένη ροπή δεύτερης τάξης, τότε έχει πεπερασμένη

ροπή πρώτης τάξης, επίσης. ΄Ετσι, Nt έχει πεπερασμένες ροπές πρώτης και δεύτερης τάξης για

κάθε t ∈ R+ (Θεώρημα 6.2.3) και έτσι ισχύει

Cov[Nt,Nt+h] = E[Cov(Nt,Nt+h|Θ)] + Cov[E(Nt|Θ), E(Nt+h|Θ)]

= E[Cov(Nt,Nt+h −Nt|Θ)] + E[V ar(Nt|Θ)] + Cov[tΘ), (t+ h)Θ]

= E[tDiag(Θ)] + t(t+ h)V ar[Θ]

= tDiag(E[Θ]) + t(t+ h)V ar[Θ]

όπου Cov(Nt,Nt+h −Nt|Θ) = 0, διότι {Nt}t∈R+ έχει υπό συνθήκη ανεξάρτητες προσαυ-

ξήσεις ως προς Θ.

(iii): Αφού
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%
(
N

(i)
t , N

(l)
t

)
=

Cov[N
(i)
t , N

(l)
t ]√

V ar[N
(i)
t ]V ar[N

(l)
t ]

=
t2Cov[Θi,Θl]√

t4V ar[Θi]V ar[Θl] + t3(V ar[Θi]E[Θl] + V ar[Θl]E[Θi]) + t2E[Θi]E[Θl]

=
Cov[Θi,Θl]√

V ar[Θi]V ar[Θl] + t−1(V ar[ΘiE[Θl + E[Θi]V ar[Θl]) + t−2E[Θi]E[Θl]

έχουμε

limt↑∞%
(
N

(i)
t , N

(l)
t

)
= %(Θi,Θl)

και η απόλυτη τιμή του συντελεστή συσχέτισης είναι αύξουσα στο (0,∞). �

Το παραπάνω θεώρημα δίνει έναν εύκολο τρόπο για να ελέγξουμε τη συσχέτιση δύο συν-

τεταγμένων της διαδικασίας. Αν i 6= l έχουμε

Cov[N (i)
s , N

(l)
t ] = stCov[Θi,Θl]

για κάθε s, t > 0.

Ως εκ τούτου, είναι αναγκαίο να ελέγξουμε τη συσχέτιση μεταξύ δύο συντεταγμένων για

ένα χρονικό ζευγάρι ώστε να βρούμε τη συσχέτιση των συντεταγμένων της παραμέτρου, η

οποία είναι σημαντική για τη συσχέτιση των συντεταγμένων για όλα τα χρονικά ζευγάρια.

Ας ρίξουμε μια ματιά και στη συσχέτιση των δύο προσευξήσεων της διαδικασίας.

Πόρισμα 6.2.5. ΄Εστω η {Nt}t∈R είναι μια πολυμεταβλητή μικτή διαδικασία Poisson με

παράμετρο Θ . Αν η Θ έχει μια πεπερασμένη ροπή της δεύτερης τάξης, τότε

Cov[Nt2 −Nt1 ,Nt4 −Nt3 ]

= V ar[Θ](t2 − t1)(t4 − t3)

+Diag(E[Θ])
(
(t2 − t3)+ − (t2 − t4)+

)
για κάθε t1, t2, t3, t4 ∈ R+ με t1 < t2, t3 < t4 και t1 ≤ t3.

Απόδειξη. Θεωρούμε t1, t2, t3, t4 ∈ R+ με t1 < t2, t3 < t4 και t1 ≤ t3. Από το Θεώρημα

6.2.4 έχουμε

Cov[Nt2 −Nt1 ,Nt4 −Nt3 ]

99



Πολυμεταβλητές μικτές διαδικασίες Poisson με τυχαία παράμετρο

= Cov[Nt2 ,Nt4 ]− Cov[Nt2 ,Nt3 ]− Cov[Nt1 ,Nt4 ] + Cov[Nt2 ,Nt3 ]

= min{t2, t4}Diag(E[Θ]) + t2t4V ar[Θ]

−min{t2, t3}Diag(E[Θ])− t2t3V ar[Θ]

−min{t1, t4}Diag(E[Θ])− t1t4V ar[Θ]

+ min{t1, t3}Diag(E[Θ]) + t1t3V ar[Θ]

= V ar[Θ](t2t4 − t2t3 − t1t4 + t1t3)

+Diag(E[Θ])(min{t2, t4} −min{t2, t3} −min{t1, t4}+ min{t1, t3})

= V ar[Θ](t2 − t1)(t4 − t3)

+Diag(E[Θ])(min{0, t4 − t2} −min{0, t3 − t2})

= V ar[Θ](t2 − t1)(t4 − t3)

+Diag(E[Θ])
(
(t2 − t3)+ − (t2 − t4)+

)
.

Εδώ τελειώνει η απόδειξη. �

Μόνο στην περίπτωση που τα δύο διαστήματα δεν είναι ξένα μεταξύ τους ο όρος (t2 −
t3)+− (t2− t4)+

είναι διαφορετικός του μηδενός. Τότε παίρνει την τιμή του μήκους του κοινού

διαστήματος.

6.3 Posterior κατανομές

Η εισαγωγή της τυχαίας παραμέτρου στο μοντέλο πολυμεταβλητών μικτών διαδικασιών Poisson

στο κεφάλαιο αυτό προσφέρει τη δυνατότητα να μελετήσουμε την δεσμευμένη κατανομή της

παραμέτρου σε σχέση με την διαδικασία σε κάποιο χρόνο t. Δεδομένου ότι οι ρόλοι των τυχαίων

διανυσμάτων εναλλάσονται με εκείνους των τυχαίων μεταβλητών μιας μικτής Poisson, μπορούμε

να μιλάμε για εκ των υστέρων κατανομες. Η εξέταση της εκ των υστέρων κατανομής συνδέεται

με το ερώτημα της σταθερότητας του μοντέλου στην πάροδο του χρόνου, το οποίο επίσης

απαντάται σε αυτή την ενότητα. Καθορίζουμε πρώτα την κοινή κατανομή των πεπερασμένης

διάστασης προσαυξήσεων και της παραμέτρου.

Λήμμα 6.3.1. ΄Εστω {Nt}t∈R είναι μια πολυμεταβλητή μικτή διαδικασία Poisson με παρά-
μετρο Θ . Τότε η σχέση

P

[
m⋂
j=1

{Ntj −Ntj−1
= nj}|{Θ ∈ B}

]
=

∫
Ω

χ{Θ∈B}

m∏
j=1

e−1′Θ(tj−tj−1) (Θ(tj − tj−1))nj

nj!
dP
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ισχύει για κάθε m ∈ N και t0, t1, . . . , tm ∈ R+ με 0 = t0 < t1 < · · · < tm και nj ∈ Nk
0, j ∈

{1, . . . ,m}, και για κάθε B ∈ Bk.

Απόδειξη.

Θεωρούμε m ∈ N και t0, t1, . . . , tm ∈ R+ με 0 = t0 < t1 < · · · < tm και nj ∈ Nk
0, j ∈

{1, . . . ,m}, και για κάθε B ∈ B(Rk). Τότε έχουμε

P

[
m⋂
j=1

{Ntj −Ntj−1
= nj} ∩ {Θ ∈ B}

]
=

∫
Ω

χ∩mj=1{Ntj−Ntj−1=nj}∩{Θ∈B}dP

=

∫
Ω

E
(
χ∩mj=1{Ntj−Ntj−1=nj}∩{Θ∈B}|Θ

)
dP

=

∫
Ω

χΘ∈BE
(
χ∩mj=1{Ntj−Ntj−1=nj}|Θ

)
dP

=

∫
Ω

χ{Θ∈B}

m∏
j=1

e−1′Θ(tj−tj−1) (Θ(tj − tj−1))nj

nj!
dP.

Επομένως ισχύει το Λήμμα. �

Θεώρημα 6.3.2. ΄Εστω {Nt}t∈R είναι μια πολυμεταβλητή μικτή διαδικασία Poisson με

παράμετρο Θ . Τότε για κάθε t > 0 και για όλα τα n ∈ Nk
0 η διαδικασία {Kt,h}h∈R+ είναι

μια πολυμεταβλητή μικτή διαδικασία Poisson με παράμετρο Θ πάνω στον χώρο πιθανότητας

(Ω,F , Pt,n).

Απόδειξη. Θεωρούμε t > 0 και n ∈ Nk
0. Ο πρώτος στόχος μας είναι να δείξουμε ότι η

ισότητα

∫
Ω

(f ◦Θ)dPt,n =

∫
Ω

(f ◦Θ)(e−1′Θt(Θt)n/n!)dP

P [{Nt = n}]
ισχύει για όλες τις μετρήσιμες συναρτήσεις f : Rk −→ R+. Ως εκ τούτου, θεωρούμε ένα

σύνολο B ∈ B(R+) και f := χB. Τότε f ◦Θ = χΘ−1(B) και από το Λήμμα 6.3.1 παίρνουμε

∫
Ω

(f ◦Θ)dPt,n =

∫
Ω

χΘ−1(B)dPt,n

= Pt,n[Θ−1(B)]

=

∫
Ω
χΘ−1(B)(e

−1′Θt(Θt)n/n!)dP

P [{Nt = n}]

=

∫
Ω

(f ◦Θ)(e−1′Θt(Θt)n/n!)dP

P [{Nt = n}]
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Τώρα, η παράσταση των θετικών μετρήσιμων συναρτήσεων μέσω απλών συναρτήσεων και

το θεώρημα μονότονης σύγκλισης μας δίνει την επιθυμητή ισότητα. Για το υπόλοιπο της από-

δειξης επιπροσθέτως θεωρούμε m ∈ N και h0, h1 . . . , hm ∈ R+ με 0 = h0 < h1 < · · · < hm

και nj ∈ Nk
0, j ∈ {1, . . . ,m} καθώς και ένα αυθαίρετο C ∈ σ(Θ). Το Λήμμα 4.3.1 και η

προηγούμενη ισότητα μας δίνουν

∫
C

χ∩mj=1{Kt,hj
−Kt,hj−1

=nj}dPt,n

=

∫
Ω

χ∩mj=1{Nt+hj
−Nt+hj−1

=nj}∩CdPt,n

= Pt,n

[
m⋂
j=1

{Nt+hj −Nt+hj−1
= nj} ∩ C

]

=
P
[⋂m

j=1{Nt+hj −Nt+hj−1
= nj} ∩ {Nt = n} ∩ C

]
P [{Nt = n}]

=

∫
Ω
χC

(∏m
j=1 e

−1′Θ(hj−hj−1) Θ(hj−hj−1)nj

nj !

)
e−1′Θt (Θt)n

n!
dP

P [{Nt = n}]

=

∫
Ω

χC

m∏
j=1

e−1′Θ(hj−hj−1) (Θ(hj − hj−1))nj

nj!
dPt,n

=

∫
C

m∏
j=1

e−1′Θ(hj−hj−1) (Θ(hj − hj−1))nj

nj!
dPt,n.

Επομένως έχουμε

Pt,n

(⋂
{Kt,hj −Kt,hj−1

= nj|Θ}
)

=
m∏
j=1

e−1′Θ(hj−hj−1) (Θ(hj − hj−1))nj

nj!
dPt,n

και ο ισχυρισμός είναι προφανής. �

Ως εκ τούτου, η εισαγωγή της παραμέτρου στο μοντέλο της πολυμεταβλητής μικτής διαδικα-

σιάς Poisson δεν αλλάζει η σταθερότητα του μοντέλου στην πάροδο του χρόνου με την έννοια

ότι δεν είναι σημαντικό πότε θα αρχίσουμε να παρατηρούμε τη διαδικασία. Ενώ το μοντέλο

παραμένει αμετάβλητο η κατανομή αλλάζει φυσικά. ΄Ετσι, το επόμενο θεώρημα ασχολείται με

την δεσμευμένη κατανομή της παραμέτρου σε σχέση με τη διαδικασία σε κάποιο χρόνο t.

Θεώρημα 6.3.3. ΄Εστω {Nt}t∈R είναι μια πολυμεταβλητή μικτή διαδικασία Poisson με

παράμετρο Θ . Τότε
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PΘ|Nt(B) =

∫
B
e−1′θtθNtdPΘ(θ)∫

Rk e
−1′θtθNtdPΘ(θ)

για κάθε t > 0 και B ∈ B(Rk).

Απόδειξη. Θεωρούμε t > 0 και B ∈ B(R+). Από το Λήμμα 6.3.1 έχουμε

P ({Θ ∈ B} ∩ {Nt = n}) =

∫
Ω

P [{Nt = n} ∩ {Θ ∈ B}|Θ]dP

=

∫
Ω

EP [χ{Nt=n}χ{Θ∈B}|Θ]dP

=

∫
Ω

χ{Θ∈B}EP [χ{Nt=n}|Θ]dP

=

∫
Θ−1(B)

P [{Nt = n|Θ}]dP

=

∫
Θ−1(B)

e−1′Θt (Θt)n

n!
dP

=

∫
B

e−1′θt (θt)n

n!
PΘ(dθ),

όπου η τελευταία ισότητα είναι συνέπεια του [2] Θεωρήματος 2.4.6.

Ως εκ τούτου έχουμε

PΘ|Nt=n[B] = P [{Θ ∈ B}|{Nt = n}]

=
P [{Θ ∈ B} ∩ {Nt = n}]

P [{Nt = n]

=

∫
B
e−1′θt(θt)n/n!PΘ(dθ)∫

Rk e
−1′θt(θt)n/n!PΘ(dθ)

.

Επομένως έχουμε

PΘ|Nt(B) = PΘ|Nt [B|Nk
0]

= P [{Θ ∈ B}|{Nt ∈ Nk
0}]

=
P [{Θ ∈ B} ∩ {Nt ∈ Nk

0}]
P [{Nt ∈ Nk

0}]

=
P []n∈Nk0{Θ ∈ B} ∩ {Nt = n}]

P []n∈Nk0{Nt = n}]

=

∑
n∈Nk0

P [{Θ ∈ B} ∩ {Nt = n}]
P (Ω)
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=

∑
n∈Nk0

P [{Θ ∈ B}|{Nt = n}]P [{Nt = n}]
1

=
∑
n∈Nk0

PΘ|Nt=n[B]EP [χNt=n]

=
∑
n∈Nk0

PΘ|Nt=n[B]χNt=n

=
∑
n∈Nk0

∫
B
e−1′θtθndPΘ(θ)∫

Rk e
−1′θtθndPΘ(θ)

χ{Nt=n}

=
∑
n∈Nk0

∫
B
e−1′θtθNtdPΘ(θ)∫

Rk e
−1′θtθNtdPΘ(θ)

χ{Nt=n}

=

∫
B
e−1′θtθNtdPΘ(θ)∫

Rk e
−1′θtθNtdPΘ(θ)

.

Επομένως η απόδειξη ολοκληρώθηκε. �
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Παράρτημα Αʹ

Στοιχεία Θεωρίας Πιθανοτήτων

Αʹ.1 Ορισμοί και χρήσιμα αποτελέσματα

Ορισμοί Αʹ.1.1. Η χαρακτηριστική συνάρτηση ή ο μετασχηματισμός Fourier

της κατανομής Q ορίζεται ως η συνάρτηση ϕQ : R −→ C που δίνεται από την

ϕQ(z) :=

∫
R
eizxQ(dx)

με ϕQ(0) = 1.

΄Ενα αποτέλεσμα των μετασχηματισμών Fourier είναι ότι η κατανομή Q είναι μονοσήμαντα

ορισμένη απο την χαρακτηριστική της συνάρτηση ϕQ.

Η ροπογεννήτρια συνάρτηση της κατανομής Q ορίζεται ως η συνάρτησηMQ : R −→
[0,∞] που δίνεται από την

MQ :=

∫
R
ezxQ(dx)

με MQ(0) = 1.

Αν η ροπογεννήτρια συνάρτηση της Q είναι πεπερασμένη σε μια περιοχή γύρο από το μηδέν,

τότε η Q έχει πεπερασμένες ροπές κάθε τάξης και για κάθε n ∈ N ισχύει

dnMQ

dzn
(0) =

∫
R
xnQ(dx).

Αν Q[N0] = 1 τότε η πιθανογεννήτρια συνάρτηση της κατανομής Q ορίζεται ως η

συνάρτηση mQ : [−1, 1] −→ R που δίνεται από την

mQ(z) :=

∫
R
zxQ(dx)

=
∞∑
n=0

znQ[{n}].
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Α12
Ορισμοί Αʹ.1.2. Στο εξής κι εφόσον δεν δηλώνεται διαφορετικά θεωρούμε έναν χ.π. (Ω,Σ, P ).

Μία συνάρτηση X : Ω 7−→ R ονομάζεται τυχαία μεταβλητή (τ.μ. για συντομία) ή Σ-

μετρήσιμη αν για κάθε B ∈ B ισχύει X−1(B) ∈ Σ.

Μια συνάρτηση F : R 7−→ R ονομάζεται συνάρτηση κατανομής πιθανότητας για

συντομία (σ.κ.π.) αν είναι , αύξουσα, δεξιά συνεχής, limx→−∞ F (x) = 0 και limx→∞ F (x) = 1.

Για μια τ.μ. X : Ω 7−→ R η συνολοσυνάρτηση PX : B 7−→ R με τύπο

PX(B) := P (X−1(B)) για κάθε B ∈ B

είναι πιθανότητα και ονομάζεται κατανομή (πιθανότητας) της τ.μ. X. Μάλιστα, αν

υπάρχει x ∈ R ώστε PX({x}) = 1, τότε η PX ονομάζεται εκφυλισμένη κατανομή (πι-

θανότητας) (degenerate (probability) distribution). Η PX (αντ. η τ.μ. X) παράγει την

σ.κ.π. FX : R 7−→ [0, 1] της τ.μ. X, που ορίζεται από τον τύπο

FX(x) := PX
(
(−∞, x]

)
= P (X ≤ x) για κάθε x ∈ R.

Η FX είναι πράγματι σ.κ.π. (βλ. π.χ. [2], Πρόταση 1.4.9). Η σ.κ.π. FX μίας τ.μ. X ικανοποιεί

την σχέση

PX(B) = P (X ∈ B) = λFX (B),∀B ∈ B (Αʹ.1)

όπου λFX (B) είναι το μέτρο Lebesgue-Stieltjes που επάγεται από την FX ( βλ. π.χ. [2],

Πρόταση 1.4.10 για τον ορισμό του μέτρου Lebesgue-Stieltjes και για την απόδειξη της (Αʹ.1».

Μια σ.κ.π. F : R 7−→ R (αντ. μια τ.μ. X : Ω 7−→ R με σ.κ.π. FX = F ) ονομάζεται:

• Διακριτή , αν αυτή (αντ. η σ.κ.π. της X) είναι της μορφής

F (x) =
∑

k∈K:k≤x

f(k) για κάθε x ∈ R,

για κάποιο αριθμήσιμο σύνολο K ⊆ R και για κάποια Borel μετρήσιμη συνάρτηση

f : K 7−→ R+. Η f ονομάζεται με τη σειρά της συνάρτηση πιθανότητας (σ.π.) της

F (αντ. της X).

• Συνεχής , αν η F (αντ. η σ.κ.π. FX της X) είναι συνεχής συνάρτηση.

• Απόλυτα Συνεχής , αν αυτή (αντ. η σ.κ.π. FX της X) είναι της μορφής

F (x) =

∫ x

−∞
f(t)dt για κάθε x ∈ R,

για κάποια Borel μετρήσιμη συνάρτηση f : R 7−→ R+ .
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Η f ονομάζεται με τη σειρά της συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας (σ.π.π.) της F

(αντ. της X). Προφανώς, αν η τ.μ. X είναι απόλυτα συνεχής, τότε θα είναι και συνεχής.

Επειδή στην παρούσα εργασία θα ασχοληθούμε μόνο με (διακριτές και) απόλυτα συνεχείς τ.μ.,

στο εξής γράφοντας «συνεχής τ.μ.» θα εννοούμε «απόλυτα συνεχής τ.μ.».

Α13

Ορισμοί Αʹ.1.3. Για μια τ.μ. X : Ω 7−→ R το ολοκλήρωμα

E[X] := EP [X] :=

∫
XdP =

∫
Ω

X(ω)P (dω) =

∫
Ω

X(ω)dP (ω)

(εφόσον υπάρχει στο R) ονομάζεται η μέση τιμή ή η αναμενόμενη τιμή ή η μαθη-

ματική ελπίδα της τ.μ. X. Ειδικά αν X ∈ L1(P ) τότε η E[X] ∈ R, δηλαδή είναι ένας

αριθμός.

Τα ενδεχόμενα A1, . . . , An ∈ Σ (n ∈ N : n ≥ 2) ονομάζονται ανεξάρτητα αν

P
( k⋂
j=1

Aij
)

=
k∏
j=1

P (Aij), για κάθε 1 ≤ i1 ≤ · · · ≤ ik ≤ n και για κάθε k ∈ N.

Οι τ.μ. X1, . . . , Xn : Ω 7−→ R (n ∈ N : n ≥ 2) ονομάζονται ανεξάρτητες αν για κάθε

ακολουθία {αk}k∈Nn πραγματικών αριθμών τα ενδεχόμενα {Xk ≤ αk}k∈Nn είναι ανεξάρτητα.

Ισοδύναμα, οι τ.μ. X1, . . . , Xn είναι ανεξάρτητες αν και μόνο αν για κάθε ακολουθία {Bk}k∈Nn
στοιχείων της B τα ενδεχόμενα {Xk ∈ Bk}k∈Nn είναι ανεξάρτητα (βλ. π.χ. [2], Παρατήρηση

3.2.5(β). Ακόμη πιο γενικά, μια άπειρη οικογένεια τ.μ. ονομάζεται ανεξάρτητη αν και μόνο

αν κάθε πεπερασμένη υποοικογένειά της είναι ανεξάρτητη.

Οι σ-υποάλγεβρες Σ1, . . . ,Σn (n ∈ N : n ≥ 2) της Σ ονομάζονται ανεξάρτητες αν

για κάθε k ∈ Nn και για κάθε Ak ∈ Σk τα A1, . . . , An είναι ανεξάρτητα ενδεχόμενα . Γενικό-

τερα, μια άπειρη οικογένεια σ-υποαλγεβρών της Σ ονομάζεται οικογένεια ανεξάρτητων

σ-υποαλγεβρών της Σ αν και μόνο αν οποιεσδήποτε και οσεσδήποτε, πεπερασμένες στο

πλήθος, από αυτές είναι ανεξάρτητες.

Αʹ.2 Θεώρημα Μονότονης Κλάσης

Σε αυτό το παράρτημα παρουσιάζουμε δύο θεωρήματα για σ-άλγεβρες. Τα θεωρήματα αυτά

(ιδιαιτέρως το Θεώρημα Μονότονης Κλάσης) είναι μέρος της βασικής τεχνικής αποδείξεων των

Μετροθεωρητικών Πιθανοτήτων και έχουν πολλές και μεγάλου φάσματος εφαρμογές.

Α21

Λήμμα Αʹ.2.1. ΄Εστω Ω ένα σύνολο και D μια οικογένεια υποσυνόλων του Ω. Τότε τα

παρακάτω είναι ισοδύναμα

109



Στοιχεία Θεωρίας Πιθανοτήτων

(i) (Dyn1) Ω ∈ D

(Dyn2) B \ A ∈ D, για A,B ∈ D και A ⊆ B

(Dyn3)
⋃
n∈NAn ∈ D, για κάθε αύξουσα ακολουθία {An}n∈N υποσυνόλων στο D.

(ii) (Dyn1) ∅ ∈ D

(Dyn2) Ω \ A ∈ D, για κάθε A ∈ D

(Dyn3)
⋃
n∈NAn ∈ D, για κάθε ακολουθία {An}n∈N ξένων ανα δύο υποσυνόλων στο

D.

Για μια αναλυτική απόδειξη του παραπάνω λήμματος βλ. [19] (Λήμμα A′.2.1.)

Ορισμός Αʹ.2.2. Εάν ένα σύνολο D ⊆ P (Ω) ικανοποιεί τις συνθήκες (i) ή (ii) του Λήμ-

ματος Αʹ.2.1 τότε λέγεται κλάση Dynkin υποσυνόλων του Ω.

Θεώρημα Αʹ.2.3. (Μονότονης Κλάσης:) ΄Εστω Ω ένα σύνολο και D μία κλάση Dyn-

kin υποσυνόλων του Ω. Υποθέτουμε ότι το σύνολο I ⊆ D είναι τέτοιο, ώστε I ∩ J ∈ I για

όλα τα I, J ∈ I. Τότε η D περιέχει την σ(I).

Για μια αναλυτική απόδειξη του παραπάνω Θεωρήματος βλ. [19]

Παρατήρηση Αʹ.2.4. Η ονομασία κλάση Dynkin ή σύστημα Dynkin έχει προταθεί από

τον H. Bauer (βλ. [5]) προς τιμή του E.B. Dynkin (1924 - ), ο οποίος χρησιμοποιεί αυτή

την έννοια με την ονομασία λ-σύστημα στο βιβλίο του για στοχαστικές διαδικασίες (1959).

Αυτά τα συστήματα συνόλων είχαν ήδη χρησιμοποιηθεί από τον W. Sierpinski (βλ. [25] σελ.

710-714).
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Παράρτημα Βʹ

Χρήσιμες κατανομές

Παρακάτω, παραθέτουμε τις κατανομές πιθανότητας στις οποίες έγινε αναφορά στη παρούσα

εργασία. Ορίζουμε μια κατανομή πιθανότητας K(θ) δίνοντας απλώς την αντίστοιχη ς.(π.)π.

όπως αναφέραμε στο Κεφάλαιο 1.

(i) Κατανομή Poisson (PX = P(θ))

• fX(x) = e−θ(θx/x!) για κάθε x ∈ N με θ > 0.

• E[X] = V ar[X] = θ.

(ii) Εκθετική Κατανομή (PX = P(β))

• fX(x) = βe−βx για κάθε x ∈ (0,∞) με β > 0.

• E[X] = 1/β, V ar[X] = 1/β2
.

(iii) Κατανομή Γάμμα (PX = P(α, β))

• fX(x) = βα

Γ(a)
xα−1e−βx για κάθε x ∈ (0,∞) με α, β > 0.

• E[X] = α/β, V ar[X] = α/β2
.
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Συμβολισμοί

N {1, 2, ...}
N0 {0, 1, 2, ...}
Nk

0 διανύσματα k συντεταγμένων στο N0

Z οι ακέραιοι αριθμοί

Zk διανύσματα k συντεταγμένων στο Z
R οι πραγματικοί αριθμοί

R+ [0,∞)

Rk k-διάστατος χώρος

Rk
+ τα στοιχεία του [0,∞)

0 διάνυσμα με όλα τα στοιχεία να είναι ίσα με μηδέν

1 διάνυσμα με όλα τα στοιχεία να είναι ίσα με μονάδα

∞ διάνυσμα με όλα τα στοιχεία να είναι ίσα με ∞
ej το i-οστό μοναδιαίο διάνυσμα

x < y x < y αν και μόνο αν xi < yi

(x,y) z ∈ (x,y) αν και μόνο αν xi < zi < yi

xy χy :=
∏k

i=1(xi)
yi

n! n! :=
∏k

i=1 ni!(
1′n
n

) (
1′n
n

)
:= (1′n)!

n(
n
l

) (
n
l

)
:=
∏k

i=1

(
ni
li

)
,
(

n
l

)
:= n!

l!(n−l)!

Πn(t) Πn(t) := P [{Nt = n}]

Πt,n[B] Πt,n[B] := P

[
B|{Nt = n}

]


