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Π1   Εντολές στο Mathematica 

 
   Στο παράρτηµα αυτό δίνονται οι εντολές, οι οποίες έχουν υλοποιηθεί στο µαθηµατικό 

πακέτο Mathematica, προκειµένου να κατασκευαστούν οι γραφικές παραστάσεις που 

περιέχονται στη διπλωµατική εργασία.  

 

•   Κατασκευή του σχήµατος 1.6  

 

<<Statistics̀ ContinuousDistributions̀ ;
<<Graphics̀ Graphics̀  

Expon= ExponentialDistribution@5D;
Plot PDF Expon, t , t,0,1@ @ D 8 <D  
 
 
•   Κατασκευή του σχήµατος 1.7  

 

 
f1@t_D:= 2∗t^1;
f2@t_D:= H3ê2L∗t^H1ê2L;
f3@t_D:= 1∗t^0;
f4@t_D:= H1ê2L∗t^H−1ê2L;
Plot f1 t ,f2 t ,f3 t ,f4 t , t,0, 10 ,PlotRange→ 0, 4@8 @ D @ D @ D @ D< 8 < 8 <D  
 
 
 

•   Κατασκευή του σχήµατος 1.8  

 

 

f1@t_D:= HH1^2L∗tLêH1+tL;
f2@t_D:= 1;

f3@t_D:= Ht^H−1ê2L∗Exp@−tDL í ‡
t

∞Hs^H−1ê2LL Exp@−sD Ås;

Plot f1 t , f2 t ,f3 t , t, 0,10 , PlotRange→ 0,2.5@8 @ D @ D @ D< 8 < 8 <D   
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•   Κατασκευή του σχήµατος 1.9 

 
 
 
f1@t_D:= Exp@H−Ht−1L^2Lê2D ì Jè2 π ∗1∗ J1− ‡

−∞

t−1
Exp@−y^2ê2D ÅyNN;

f2@t_D:= Exp@H−Ht−2L^2Lê2D ì Jè2 π ∗1∗ J1− ‡
−∞

t−2
Exp@−y^2ê2D ÅyNN;

f3@t_D:= Exp@H−Ht−3L^2Lê2D ì Jè2 π ∗1∗ J1− ‡
−∞

t−3
Exp@−y^2ê2D ÅyNN;

Plot f1 t , f2 t , f3 t , t,0, 4 , PlotRange→ 0, 4@8 @ D @ D @ D< 8 < 8 <D  
 
 
•   Κατασκευή του σχήµατος 1.10 

 
 
 
f1@t_D:= Exp@H−HLog@Exp@1D,tD −1L^2Lê2D í Jt∗ NA‡

t

∞H1êuL
∗Exp@H−HLog@Exp@1D, uD−1L^2Lê2D ÅuEN;

f2@t_D:= Exp@H−HLog@Exp@1D,tD −0.5L^2Lê2D í Jt∗ NA‡
t

∞H1êuL
∗Exp@H−HLog@Exp@1D, uD−0.5L^2Lê2D ÅuEN;

Plot f1 t , f2 t , t,0,3@8 @ D @ D< 8 <D  
 
 
 
•   Κατασκευή του σχήµατος 1.11 
 
 
f1@t_D:= 1êH1−tL;
f2@t_D:= 1êH2−tL;
Plot f1 t , f2 t , t,0,2 ,PlotRange→ 0, 10@8 @ D @ D< 8 < 8 <D  
 
 
 
•   Κατασκευή του σχήµατος 1.12 
 
 
f1@t_D:= H1ê5L∗HExp@Ht−10Lê5DêH1+ Exp@Ht−10L ê5DLL;
f2@t_D:= H1ê1.5L∗HExp@Ht−8Lê1.5DêH1+ Exp@Ht−8L ê1.5DLL;
Plot f1 t , f2 t , t,0,25 , PlotRange→ 0, 1@8 @ D @ D< 8 < 8 <D  
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•   Κατασκευή του σχήµατος 1.13 
 
 

f21@t_D:=
1

t∗0.2
∗HExp@Log@tDê0.2DêH1+Exp@Log@tD ê0.2DLL;

f22@t_D:=
1

t∗0.4
∗HExp@Log@tDê0.4DêH1+Exp@Log@tD ê0.4DLL;

f23@t_D:=
1

t∗0.6
∗HExp@Log@tDê0.6DêH1+Exp@Log@tD ê0.6DLL;

Plot f21 t ,f22 t , f23 t , , t,0, 4@8 @ D @ D @ D < 8 <D  
 
 
•   Κατασκευή του σχήµατος 1.14 
 
 
f32@t_D:= H0.5+ Exp@−0.2DL∗Exp@tD;
f33@t_D:= H0.5+ Exp@−2DL∗Exp@tD;
f34@t_D:= H3+ Exp@−0.2DL∗Exp@tD;
f35@t_D:= H3+ Exp@−2DL∗Exp@tD;
Plot f32 t ,f33 t , f34 t ,f35 t , t,0, 3@8 @ D @ D @ D @ D< 8 <D  
 
 
 
•   Κατασκευή του σχήµατος 1.15 
 
 
f@t_D:= Exp@tD;
Plot f t , t, −2, 2@ @ D 8 <D  
 
 
•   Κατασκευή του σχήµατος 1.16 
 
 
f@t_D:= Exp@−Exp@−tDD∗Exp@−tDêH1− Exp@−Exp@−tDDL;
Plot f t , t, −2,2@ @ D 8 <D  
 
 
•   Κατασκευή του σχήµατος 1.17 
 
 
 
f@t_D:= 2∗H−tL^H−3L;
Plot f t , t, −2, −1@ @ D 8 <D  
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•   Κατασκευή του σχήµατος 1.18 
 
 
 
f@t_D:= 2∗Exp@−t−2DêH1− Exp@−t−2DL;
Plot f t , t,0,2.5@ @ D 8 <D  
 
 
 
 
•   Κατασκευή του σχήµατος 1.19 
 
 
f1@t_D:= 2∗t^1;f2@t_D :=3∗t^2;f3@t_D:= 4∗t^3;
Plot f1 t , f2 t , f3 t , t,0,4@8 @ D @ D @ D< 8 <D  
 
 
 
•   Κατασκευή του σχήµατος 1.20 
 
 
 
f1@t_D:= 2∗Exp@−H−tL^2D∗H−tL^H−1+2LêH1− Exp@−H−tL^2DL;
f2@t_D:= 3∗Exp@−H−tL^3D∗H−tL^H−1+3LêH1− Exp@−H−tL^3DL;
f4@t_D:= 4∗Exp@−H−tL^4D∗H−tL^H−1+4LêH1− Exp@−H−tL^4DL;
Plot f1 t , f2 t , f4 t , t, −2, −1@8 @ D @ D @ D< 8 <D  
 
 
 
•   Κατασκευή του σχήµατος 1.21 
 
 
f1@t_D:= 2∗t;f2@t_D :=5∗t;f3@t_D :=10∗t;
Plot f1 t , f2 t , f3 t , t,0,5@8 @ D @ D @ D< 8 <D  
 
 
 
•   Κατασκευή του σχήµατος 1.22 
 
 
f1 t_ := Exp −t ;  @ D @ D
NA‡

0

∞
t^1∗Exp@−tD ÅtE

 
1.  
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f t_ := 0.5 1 ∗t^0∗Exp −t^0.5 ;  @ D H ê L @
NA‡

0

∞
t^H−0.5L ∗Exp@−tD ÅtE

 

D
1.77245  
f2 t_ := 2 1 ∗t^1∗Exp −t^2 1.77245;  @ D H ê L @ D ê
Plot f t ,f1 t ,f2 t , t,0, 6@8 @ D @ D @ D< 8 <D  
 
 
 
•   Κατασκευή του σχήµατος 1.23 
 
 
 
a1= ‡

0

H2∗tL 1̂.6
u^HH2ê1.6L −1L∗Exp@−uD Åu

 
0.906402− Gamma@1.25, 3.03143t1.6D  
b1= ‡

0

∞
t^H2ê1.6−1L∗Exp@−tD Åt

 
0.906402  
c1= a1 b1  ê
1.10326 0.906402− Gamma 1.25, 3.03143t1.6  H @ DL
f1@t_D:= H1.6ê2L∗Htê2L^H0.5∗1.6−1L∗Exp@Htê2L^1.6DêHb1−c1L;
Plot@f1@tD, 8t, 0,4<,PlotRange→ 80,15<D  
a2= ‡

0

H2∗tL 0̂.33
u^HH2ê0.33L −1L∗Exp@−uD Åu

 
133.116− Gamma@6.06061, 1.25701t0.33D  
b2= ‡

0

∞
t^H2ê0.33−1L∗Exp@−tD Åt

 
133.116  
c2= a2 b2  ê
0.00751222H133.116− Gamma@6.06061, 1.25701t0.33DL  
f2@t_D:= H0.33ê2L∗Htê2L^H0.5∗0.33−1L∗Exp@Htê2L^0.33DêHb2−c2L;
Plot f2 t , t, 0,4  @ @ D 8 <D
a3= ‡

0

Htê2L 3̂
u^HH2ê3L −1L∗Exp@−uD Åu

 

IfBt> 0, GammaB 23 F − GammaB 23 , t3
8 F, ‡

0

t3
8 Æ−u

u1ê3  ÅuF
 

b3= ‡
0

∞
t^H2ê3−1L∗Exp@−tD Åt

 
GammaB 23 F

 
c3= a3 b3  ê
IfBt > 0, GammaA 2

3 E − GammaB 2
3,

t3
8 F, Ÿ0t38 Æ−u

u1ê3  ÅuF
GammaA 2

3E
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f3@t_D:= H3ê2L∗Htê2L^H2∗3−1L∗Exp@Htê2L^3DêHb3−c3L;
Plot f3 t , t, 0,4@ @ D 8 <D  
 
 
•   Κατασκευή του σχήµατος 1.24 
 
 
f11@t_D:= 1∗0.5∗t^H−0.5L ∗Exp@1∗t^0.5D;
Plot f11 t , t,0, 20@ @ D 8 <D  
 
 
•   Κατασκευή του σχήµατος 1.25 
 
 
f1@t_D:= 1êt;f2@t_D :=10êt;f3@t_D :=25êt;
Plot f1 t , f2 t ,f3 t , t, 1, 10@8 @ D @ D @ D< 8 <D  
 
 
•   Κατασκευή του σχήµατος 1.29 
 
 

f13@t_D:=

5̂ t
t!⁄i=t

∞ 5̂ i
i!

;

ListPlot@8f13@1D,f13@2D, f13@3D,f13@4D, f13@5D,f13@6D, f13@7D,
f13@8D, f13@9D,f13@10D,f13@11D, f13@12D, f13@13D, f13@14D,
f13 15 ,f13 16 , f13 17 , f13 18 ,f13 19 ,f13 20@ D @ D @ D @ D @ D @ D<D  

 
 
•   Κατασκευή του σχήµατος 2.3 
 
 
 
f23@t_D:= 2∗1.2∗t^H1.2−1L ∗Exp@t^1.2D;
f24@t_D:= 2∗1∗t^H1−1L ∗Exp@t^1D;
f25@t_D:= 2∗0.8∗t^H0.8−1L ∗Exp@t^0.8D;
f26@t_D:= 2∗0.6∗t^H0.6−1L ∗Exp@t^0.6D;
f27@t_D:= 2∗0.4∗t^H0.4−1L ∗Exp@t^0.4D;
Plot f23 t ,f24 t , f25 t ,f26 t ,f27 t , t, 0, 3 , PlotRange→ 0,10@8 @ D @ D @ D @ D @ D< 8 < 8 <D  
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•   Κατασκευή του σχήµατος 3.2 
 
 
f1@p_D:= p^1;

f2@p_D:= p^10;
f3@p_D:= p^25;
f4@p_D:= p^50;
f5@p_D:= p^100
f6@p_D:= p^200;
f7@p_D:= p^400;

Plot@8f1@pD, f2@pD, f3@pD, f4@pD, f5@pD,f6@pD, f7@pD<, 8p,0.980, 1<,
FrameLabel→ "p","R p " , Frame→ True8 H L < D  

 
 
•   Κατασκευή του σχήµατος 3.4 
 
 
f1@p_D:= 1− H1− pL;
f2@p_D:= 1− H1− pL^2;
f3@p_D:= 1− H1− pL^3;
f4@p_D:= 1− H1− pL^4;
f5@p_D:= 1− H1− pL^5;
Plot f1 p , f2 p , f3 p , f4 p , f5 p , p, 0.5,1 , Frame→ True@8 @ D @ D @ D @ D @ D< 8 < D  
 
 
•   Κατασκευή του σχήµατος 4.1 
 
 
 
f@t_D:=

0.4∗Æ^H−0.4∗tL +0.6∗Æ^H−0.6∗tL− Æ^H−tL
Æ^H−0.4∗tL + Æ^H−0.6∗tL − Æ^H−tL ;

Plot f t , t,0, 20 ,PlotRange→ 0,0.5@ @ D 8 < 8 <D  
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Π2  Αποδείξεις Ληµµάτων 

 
Λήµµα 1. Έστω Χ µία τυχαία µεταβλητή µε συνάρτηση πυκνότητας . Τότε η  )(tf )2(IFRX ∈     

αν και µόνο αν ισχύει  

∫
+

≤−
−+−

yt

t
dxxF

tFytFtF
tf 1))(1(

))()())((1(
)( ,  

για κάθε  και t . 0>y 0>

Απόδειξη. Από τον ορισµό της κλάσης ) , είναι φανερό ότι  2(IFR )2(IFRX ∈  αν και µόνο 

αν  

∫
+

−
−

yt

t
dxxF

tF
))(1(

)(1
1  είναι φθίνουσα συνάρτηση ως προς , για όλα τα  t 0>y .

Παραγωγίζοντας ως προς t , παίρνουµε το ζητούµενο αποτέλεσµα.    

 

Λήµµα 2. Αν  για όλα τα ))(...1())(...1(),( 111 unuuuuug nnnnn −+++−−+++= −−− υυυυυ

υ≤u , όπου ]1,0[, ∈υu  και , τότε 2≥n 0),( ≥υug . 

 Απόδειξη. Για  η ζητούµενη ανίσωση είναι προφανής, διότι  2=n

0)1()())(1(2))(1(),( 222 ≥−−=−+−−+= uuuuuuug υυυυυ . 

Αν  τότε για κάθε ]  έχουµε ότι 3≥n 1,0[∈u 0),(lim),( ==
→

υυ
υ

ugug
u

. Συνεπώς αρκεί να 

αποδείξουµε ότι η ),( υug  είναι αύξουσα συνάρτηση ως προς υ , για κάθε . 

Πράγµατι έχουµε  

]1,0[∈u

)...1(

))()1(...21()...1(),(

11

2111

−−

−−−−

+++−

−−−+++−+++=
∂

∂

nn

nnnn

nu

unnuuunug

υυ

υυυυ
υ
υ

 

Η τελεταία σχέση µπορεί να γραφεί ως εξής  

)1)()1(...21())1(...1(),( 21121 unnuunuunug nnnnn −−+++−−++++=
∂

∂ −−−−− υυυ
υ
υ . 

Οµοίως, 

 181



Π2. Αποδείξεις Ληµµάτων 
 

0),(lim),(
=

∂
∂

=
∂

∂
→= υ

υ
υ
υ

υυ

ugug
uu

. 

Συνεπώς, αρκεί να αποδείξουµε ότι η  
υ
υ

∂
∂ ),(ug  είναι αύξουσα συνάρτηση ως προς υ , για 

κάθε ]u , δηλαδή  1,0[∈

))2)(1(...62)(1(

))1(...1()1(),(

31

122
2

2

−−

−−−

−−+++−−

−−++++−=
∂

∂

nn

nnn

nnunu

unuunnug

υυ

υ
υ

υ

      (1) 

Η σχέση (1) για n  παίρνει τη µορφή  3=

)1()21( 22 uuuu −≥−+υ , 

που ισχύει για όλα τα υ≤u , καθώς . Στη συνέχεια θα αποδείξουµε ότι αν η σχέση 

(1) ισχύει για n , τότε θα ισχύει και για 

2uu ≥≥υ

1+n  (επαγωγική απόδειξη). Από τη σχέση (1) έχουµε  

=−+−−+++−−

−−+++=
∂

∂
+

−−

−−

))1()2)(1(...62)(1(

)...1(),(
1

1

23

11
2

2

nnn

nnn

nnnnuu

nuuunug
n

υυυ

υ
υ

υ

 

23

1111

11

)1()1())2)(1(...62)(1(

)...1())()1(

))1(...1()1(

−−

−−−−

−−

−−−−−+++−−

−−++++−−+

+−+++−=

nnnn

nnnnnn

nn

uunnnnuu

nuuuuunn

unun

υυυ

υυ

υ

 

Επειδή u≥υ , ισχύει ότι  

+−−+−−+++−−

−+++−≥
∂

∂
+

−−−−

−−

)1()1()])2)(1(...62)(1(

)...1()1[(),(
1

1

1131

12
2

2

uunnnnuu

uunuug
n

nnnn

nn

υυυ

υ
υ

υ

 

=−−−−++++ −−− 211 )1()1()...1( nnnnn uunnnuuu υυ  

+−−−+−−+++−−

−−+++−=

−−−−

−−

))(1()1()])2)(1(...62)(1(

))1(...1()1[(

1231

12

uuunnnnuu

ununu

nnnn

nn

υυυυ

υ
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)...1( 11 nnn nuuu −++++ −−υ .                        

 

Λήµµα 3. Μια συνάρτηση κατανοµής ανήκει στην κλάση  αν και µόνο αν για κάθε 

µη αρνητική, αύξουσα και κοίλη συνάρτηση 

F )2(NBU

g  και , ισχύει η ανίσωση  0≥a

∫∫
∞∞

≤−
0

)()()()()( xdFxgaFxdFaxg
a

. 

Απόδειξη. Έστω ότι ισχύει η παραπάνω ανίσωση. Θα αποδείξουµε ότι η συνάρτηση 

. Θεωρούµε τη µη αρνητική, αύξουσα και κοίλη συνάρτηση 

, για όλα τα  και έχουµε  

F

g

)2(NBU∈

xx = ,min()( bxb ∧≡) 0≥b

∫∫∫∫
+∞

+

∞∞

=−+=∧−=−
ba

abaaa

xdFaxxbdFxbdFaxxdFaxg )()()()()()()(
)(

 

=+++=−++= ∫∫
+ bba

a

axxdFbaFbxdFaxbaFb
0

)()()()()(  

∫∫ +=+−+++=
bb

dxaxFdxaxFbabFbaFb
00

)()()()( . 

Οµοίως έχουµε   

∫∫ =
∞ b

dxxFxdFxg
00

)()()( , 

οπότε η υπόθεση γίνεται  

∫∫ ≤+
bb

dxxFaFdxaxF
00

)()()( , 

και συµπεραίνουµε ότι . Στη συνέχεια θα αποδείξουµε το αντίστροφο, δηλαδή 

την αναγκαία συνθήκη. Ωστόσο, από τα προηγούµενα, έχουµε ότι αν  , τότε η 

ανίσωση ισχύει για τη συνάρτηση 

F )2(NBU∈

g

F )2(NBU∈

bxbxx ∧≡= ),min()( . Είναι εύκολο να δειχθεί ότι η 

παραπάνω ανίσωση ισχύει για κάθε σταθερή συνάρτηση g , όπως επίσης και για κάθε 
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σταθµισµένο άθροισµα συναρτήσεων των δύο παραπάνω µορφών και επειδή γνωρίζουµε ότι 

κάθε µη αρνητική, αύξουσα και κοίλη συνάρτηση είναι ένα όριο συναρτήσεων που 

γράφονται σαν αθροίσµατα του είδους αυτού, συµπεραίνουµε ότι ισχύει η ζητούµενη 

ανίσωση.   

 

Λήµµα 4. Μια συνάρτηση κατανοµής ανήκει στην κλάση  αν και µόνο αν για κάθε 

µη αρνητική, αύξουσα και κοίλη συνάρτηση 

F )2(NBU

g  και ,  ισχύει η ανίσωση  0≥a 0≥y

∫∫
∞∞

≤
0

)()),(max()()()),(max( xdFyxgaFxdFyxg
a

. 

Η απόδειξη παραλείπεται (Li (2004)).  

 

Λήµµα 5. Έστω  δύο ανεξάρτητες τυχαίες µεταβλητές µε συνάρτηση κατανοµής  

αντίστοιχα και 

21, XX 21, FF

)),(max( 21 tXXF ≥)( Pt = . Τότε ισχύει  

)()()()()()()( 212121 tFtFtFtFtFtFtF +≤≤+ . 

Απόδειξη. Έχουµε ότι   

)()()()()()()()(1)),(max(1)( 2211212121 tFtFtFtFtFtFtFtFtXXPtF +=+=−=<−= . 

Όµως ισχύει  

,1)(1 ≤tF  1)(2 ≤tF , 

οπότε εξάγεται το συµπέρασµα.   
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