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2.1  Εισαγωγή 

   Στο κεφάλαιο αυτό θα µελετήσουµε διάφορες κλάσεις χρόνων ζωής. Οι κατανοµές 

ταξινοµούνται στις διάφορες κλάσεις µε βάση τη µορφή της βαθµίδας αποτυχίας τους, ή το 

µέσο υπολειπόµενο χρόνο ζωής. Σε κάθε µία από τις κλάσεις αυτές, δίνουµε  ισοδυναµίες, οι 

οποίες εξασφαλίζουν ότι µια κατανοµή ανήκει σε µια συγκεκριµένη κλάση, καθώς επίσης και 

παραδείγµατα γνωστών κατανοµών που ανήκουν σε αυτές.  

2.2  Η οικογένεια  IFR   

   Στο προηγούµενο κεφάλαιο είδαµε κατανοµές, στις οποίες η βαθµίδα αποτυχίας ήταν 

αύξουσα. Η οικογένεια των κατανοµών µε την παραπάνω ιδιότητα είναι η οικογένεια IFR. 

Στη συνέχεια θα εισάγουµε την οικογένεια αυτή µε λίγο διαφορετικό τρόπο, ο οποίος βοηθά 

να καλύψουµε διακριτή και συνεχή περίπτωση. Παράλληλα θα διαπιστώσουµε την 

ισοδυναµία µεταξύ των διαφορετικών ορισµών της οικογένειας IFR  που θα διατυπωθούν. 

Ορισµός 1.  Μια µη διακριτή κατανοµή F είναι IFR αν και µόνο αν  ο λόγος  
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tFxtF −+  

 αυξάνει ως προς  t  για t  και για x>0 ώστε F(t)<1.  0≥

   Ο ορισµός αυτός έχει και την αντίστοιχη διακριτή περίπτωση.   

Ορισµός 1΄.  Μια διακριτή κατανοµή  είναι IFR αν και µόνο αν ο λόγος  )( jtf
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2.2 Η οικογένεια IFR 
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είναι αύξουσα συνάρτηση  για j=0,1,2,...  

   Εναλλακτικά ο ορισµός της οικογένειας IFR µπορεί να δοθεί µε βάση τη συνάρτηση 

αξιοπιστίας  της κατανοµής F.  )(tR

   Ορισµός 2.   Μια κατανοµή F είναι IFR αν και µόνο αν η συνάρτηση  

µ(t;x)=
)(

)()(
tR

xtRtR +−  

είναι αύξουσα συνάρτηση του t, όπου R(t) η συνάρτηση αξιοπιστίας.  

(ο Ορισµός 2 ισχύει τόσο για συνεχείς, όσο και διακριτές κατανοµές) 

   Ένας ισοδύναµος ορισµός για την ιδιότητα IFR µιας κατανοµής F διατυπώνεται ως εξής. 

   Ορισµός 3.  Μια τυχαία µεταβλητή T (ή η αντίστοιχη κατανοµή F) θα λέµε ότι έχει την 

ιδιότητα IFR (increasing failure rate) αν και µόνο αν η βαθµίδα αποτυχίας λ(t) είναι αύξουσα 

συνάρτηση του χρόνου t. Συµβολικά γράφουµε Τ IFR∈ ή F IFR∈ .  

     Για να αποδείξουµε την ισοδυναµία µεταξύ των Ορισµών 1 και 3, ας θεωρήσουµε µια 

τυχαία µεταβλητή Τ µε συνάρτηση κατανοµής  (όπου F(0)(tF -)=0), συνάρτηση πυκνότητας 

 και βαθµίδα αποτυχίας λ(t). Υποθέτουµε ότι η λ(t) είναι αύξουσα και θα δείξουµε ότι η 

F είναι IFR µε βάση τον Ορισµό 1.  Για t

)(tf

21 t≤  έχουµε ότι  )()( 21 tt λλ ≤ , συνεπώς 
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και τελικά πράγµατι δείξαµε ότι ο λόγος  

)(
)()(

tF
tFxtF −+  

αυξάνει ως προς t. 

Ένας ισοδύναµος ορισµός για την ιδιότητα IFR µιας κατανοµής F διατυπώνεται ως εξής. 
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Ορισµός 4.    Μια κατανοµή F είναι IFR αν η συνάρτηση 

)(
)()/(

tF
xtFtxF +

=  

είναι φθίνουσα στο 0  για κάθε x  ∞<< t .0≥

     Θα αποδείξουµε την ισοδυναµία του τελευταίου ορισµού µε τον Ορισµό 3. Έστω ότι η 

βαθµίδα αποτυχίας )(tλ  είναι αύξουσα συνάρτηση του χρόνου t. Τότε ισχύει   

)()(0)]()()[/()/( xtttxttxF
dt

txFd
+≤⇔≤++−= λλλλ . 

 Αυτό σηµαίνει ότι η συνάρτηση  

∫
+

−=
xt

t
duutxF )(exp()/( λ ) 

 είναι φθίνουσα ως προς t  για κάθε x≥ .  0≥ 0

   Για την αντίστροφη κατεύθυνση της ισοδυναµίας των δύο ορισµών υποθέτουµε ότι η 

συνάρτηση )/( txF  είναι φθίνουσα συνάρτηση του χρόνου t και θα αποδείξουµε ότι η 

βαθµίδα αποτυχίας είναι αύξουσα. Πράγµατι στην περίπτωση αυτή είναι φανερό ότι η 

συνάρτηση  

)
)(

)(1(1lim)(
0 tF

xtF
x

t
x

+
−⋅=

→
λ  

 είναι αύξουσα συνάρτηση του χρόνου t≥ . 0

   Στο σηµείο αυτό είναι απαραίτητο να επισηµάνουµε ότι η παραπάνω ισοδυναµία ισχύει 

µόνο αν υπάρχει η συνάρτηση πυκνότητας , καθώς ο Ορισµός 4 προϋποθέτει την ύπαρξη 

της.  

)(tf

   Στην περίπτωση διακριτού χρόνου ζωής οι Salvia και Bollinger (1982) ανέπτυξαν 

αποτελέσµατα για διακριτά  µοντέλα αποτυχίας ανάλογα µε αυτά των συνεχών µοντέλων. Αν 

υποθέσουµε ότι µια διακριτή µεταβλητή Τ έχει συνάρτηση πιθανότητας )και βαθµίδα 

αποτυχίας )

(tf

(tλ , τότε είναι φανερό ότι ισχύει  

)0()0( λ=f  

,...2,1,))1(1))...(1(1())0(1()0()( =−−−⋅−⋅= jjjf λλλλ  
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2.2 Η οικογένεια IFR 
 

   Με βάση τους τελευταίους τύπους, συµπεραίνουµε ότι η διακριτή κατανοµή F της 

µεταβλητής Τ είναι IFR αν η βαθµίδα αποτυχίας είναι της µορφής  

1
1)(
+
−

=
j

ctλ  , 10 ≤≤ c  , ,...2,1,0=j  

   Στην περίπτωση αυτή η συνάρτηση πιθανότητας της µεταβλητής Τ  γράφεται στη µορφή  
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     Το παραπάνω IFR µοντέλο δεν έχει µεγάλο εύρος εφαρµογών. Ωστόσο το µοντέλο αυτό 

γενικεύτηκε (Padgett  & Spurrier (1985))  µε την προσθήκη µιας δεύτερης παραµέτρου α. Το 

νέο αυτό διακριτό IFR µοντέλο έχει συνάρτηση πιθανότητας και βαθµίδα αποτυχίας που 

δίνονται από τους τύπους 
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όπου .  0,10,,...2,1,0 ≥≤≤= acj

  ( Για α=1 τότε το γενικευµένο τελευταίο IFR µοντέλο ταυτίζεται µε αυτό των  Salvia και 

Bollinger)  

   Στη συνέχεια, µε αφορµή την παρατήρηση ότι για µια κατανοµή IFR η γραφική παράσταση 

της αθροιστικής βαθµίδας αποτυχίας Λ(t)  

∫=Λ
t

dsst
0

)()( λ  

έναντι του χρόνου t παρουσιάζει κυρτότητα, εξάγουµε το συµπέρασµα ότι στην πράξη, 

κάνοντας το γράφηµα της εµπειρικής αθροιστικής βαθµίδας αποτυχίας  

(t)R-logt) ˆ(ˆ =Λ  

µπορούµε να  διακρίνουµε αν η κατανοµή που µελετούµε είναι πράγµατι IFR. Το αποτέλεσµα 

αυτό προκύπτει και από την ακόλουθη πρόταση.  
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Πρόταση 1.  Μια κατανοµή F είναι IFR αν και µόνο αν η αθροιστική βαθµίδα αποτυχίας Λ(t)  

είναι κυρτή στο διάστηµα , στο οποίο ορίζεται.  

Η απόδειξη παραλείπεται (Barlow & Proschan (1965)). 

 Στη συνέχεια δίνονται παραδείγµατα κατανοµών, στα οποία φαίνεται γραφικά η σχέση 

ανάµεσα στην ιδιότητα  IFR και την κυρτότητα της συνάρτησης Λ(t) (Kaufmann, Grouchko 

& Cruon (1977)). 

 

    ΣΧΗΜΑ 2.1                                  ΣΧΗΜΑ 2.2 

 

  λ(t)                                          λ(t)     ∞ ∞  

                      

 

 

 t  t 

       α      α 

 

 Λ(t)                                              Λ(t) 

 

            •

 

  t                                                t       

          α α 

Παράδειγµα κατανοµής, της       Παράδειγµα κατανοµής IFR, της 

οποίας η αθροιστική βαθµίδα     οποίας η αθροιστική βαθµίδα 

αποτυχίας Λ(t) δεν είναι ούτε     αποτυχίας Λ(t) είναι κυρτή στο 

κοίλη ούτε κυρτή, ενώ η             [0,α), διάστηµα στο οποίο ορίζεται η 

 βαθµίδα αποτυχίας λ(t) δεν        λ(t). 

 είναι ούτε IFR ούτε DFR.                                                 

 (η λ(t) είναι µη πεπερασµένη  

  για t=α)                         
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2.2 Η οικογένεια IFR 
 

 Στη συνέχεια ακολουθούν προτάσεις, οι οποίες συνδέουν την ιδιότητα IFR µιας κατανοµής F 

µε άλλες ιδιότητες της ίδιας κατανοµής.  

Πρόταση 2.   Έστω µια τυχαία µεταβλητή Τ µε συνάρτηση κατανοµής F όπου  

Τότε η κατανοµή F είναι IFR αν και µόνο αν η συνάρτηση  

0)0( =−F  .

))(1log())(log( tFtF −=  

 είναι κοίλη ως προς  t στο σύνολο {t / F(t)<1, }. 0≥t

Απόδειξη.  Έστω Λ(t) η αθροιστική βαθµίδα αποτυχίας της µεταβλητής Τ. Τότε ισχύει  

  
)()(1)( tetFtF Λ−=−= , 

ενώ είναι φανερό ότι ισχύει  

)]()([1
)(

)()( tte
tF

tFtF Λ−∆+Λ−−=
−∆+ , 

συνεπώς η κατανοµή F είναι IFR αν και µόνο αν η συνάρτηση  

)()( tt Λ−∆+Λ  

είναι αύξουσα ως προς t για όλα τα ∆>0, ή ισοδύναµα έχουµε ότι η F είναι IFR αν και µόνο 

αν Λ(t) είναι κυρτή, δηλαδή αν η )(tFlog είναι κοίλη.                                 

      

   Από την παραπάνω πρόταση συµπεραίνουµε ότι µια συνεχής κατανοµή F, που είναι IFR ή 

DFR, δεν µπορεί να έχει πήδηµα στο εσωτερικό του στηρίγµατος της. Ανάλογη πρόταση 

µπορεί να διατυπωθεί και για µια διακριτή κατανοµή IFR ή DFR (Barlow & Proschan 

(1965)). 

   Η επόµενη πρόταση συνδέει την ιδιότητα IFR µιας κατανοµής F µε την ιδιότητα των Pόlya 

frequency συναρτήσεων (PF2). Πρώτα θα δώσουµε τον ορισµό της κλάσης των συναρτήσεων 

συχνοτήτων Pόlya τάξης 2  (PF2).  

 Ορισµός.  Μια συνάρτηση h(x)  για ∞<<∞− x  είναι PF2  αν   

 

α.   για 0)( ≥xh ∞<<∞− x  

β. Για ∞<<<∞− 21 xx  και ∞<<<∞− 21 yy  ισχύει  
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   Η κλάση των συναρτήσεων PF2  οφείλει το όνοµα της στον Schoenberg, ο οποίος απέδωσε 

στην κλάση αυτή το όνοµα του Μαθηµατικού Pόlya, λόγω της πληθώρας των ερευνών του 

τελευταίου πάνω στις συγκεκριµένες συναρτήσεις. Η κλάση PF2  έχει πολλές εφαρµογές στη 

Στατιστική, στη Θεωρία Αξιοπιστίας, στη Θεωρία Παιγνίων, στην Οικονοµική Επιστήµη και 

σε άλλους επιστηµονικούς κλάδους. Κάθε συνάρτηση  PF2  είναι της µορφής  

)()( xexf ψ−=  ,  

όπου ψ(x) είναι κυρτή συνάρτηση (Karlin (1968)).  

Στη συνέχεια δίνουµε µία πρόταση, που αφορά κατανοµές IFR.      

Πρόταση 3.    Έστω Τ µια τυχαία µεταβλητή µε συνάρτηση κατανοµής F. Τότε  τα ακόλουθα 

είναι ισοδύναµα    

 

α. Η F είναι IFR 

β. Η )(tF  είναι PF2 .  

 Απόδειξη.    Γνωρίζουµε ότι η συνάρτηση κατανοµής F είναι IFR αν και µόνο αν  

 

0
)()(

)()()()(

21

2211
≤

+−+−

tFtF

xtFtFxtFtF
 

 

για   και   Αφαιρώντας την πρώτη από τη δεύτερη γραµµή, η τελευταία ορίζουσα 

αποδεικνύει ότι η συνάρτηση 

21 tt ≤ .0≥x

)(tF  είναι PF2.   

  

   Στη συνέχεια θα επισηµάνουµε την ισοδυναµία ανάµεσα στην ιδιότητα IFR µιας κατανοµής 

F και την ιδιότητα log concave. Πρώτα θα δώσουµε τον ορισµό της κλάσης των λογαριθµικά 

κοίλων συναρτήσεων (log concave).  
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2.2 Η οικογένεια IFR 
 

   Ορισµός.  Έστω Α ένα κυρτό σύνολο στο Rn και f µια µη αρνητική συνεχής συνάρτηση 

ορισµένη στο Α. Λέµε ότι η συνάρτηση f είναι λογαριθµικά κοίλη (log concave) στο Α, αν  

ισχύει η ακόλουθη σχέση για όλα τα 0<λ<1 και x,y A∈  

f [λx+(1-λ)y]≥ f λ(x) f 1-λ(y). 

   Πρόταση 4. (Savits (1985)) Μια τυχαία µεταβλητή Τ είναι IFR αν και µόνο αν η Ε[h(x,t)] 

είναι log concave στο x για όλες τις συναρτήσεις h(x,t), οι οποίες είναι log concave ως προς 

(x,t) και αύξουσες ως προς t για κάθε δεδοµένο x . 0≥

   Η επόµενη πρόταση θεµελιώνει µια ενδιαφέρουσα συνθήκη, ώστε µια κατανοµή να έχει την 

ιδιότητα IFR.  

Πρόταση 5. (Glaser (1980)) Έστω µια τυχαία µεταβλητή Τ µε συνάρτηση πυκνότητας f και 

βαθµίδα αποτυχίας λ. Αν η συνάρτηση f είναι συνεχής και δύο φορές διαφορίσιµη, τότε για τη 

συνάρτηση η(t), που ορίζεται από τη σχέση        

)(
)()(

tf
tft

′
−=η , 

ισχύει η ακόλουθη συνεπαγωγή 

⇒>∀>′ 0,0)( ttη  ∈F  IFR. 

Απόδειξη.    Έστω η συνάρτηση )  που ορίζεται από την ακόλουθη σχέση  (tg

)(
)(

)(
1)(

tf
tR

t
tg ==

λ
.                (1) 

Η συνάρτηση )  είναι συνεχής, δύο φορές διαφορίσιµη στο (0,(tg )∞  και παίρνει µόνο θετικές 

τιµές. Για την πρώτη παράγωγο της συνάρτησης )  ισχύει ότι   (tg

1)()()(' −= tntgtg                   (2) 

Από τις σχέσεις (1), (2) έχουµε   

∫
∞

−=
t

dytntfyftg 1)()](/)([)('  = 

∫∫
∞∞

−+−=
tt

dyyntfyfdyyntntfyf 1)()](/)([)]()()][(/)([ . 

Ωστόσο ισχύουν οι σχέσεις 
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∫∫
∞∞

=′−
tt

dyyntfyftfdyyf )()](/)([)(/)( , 

∫ ∫ ∫∫
∞ ∞ ∞∞

−==+=+′=′
0 0

).()()/()()/()()(
tt

tfdyyfdtddktkfdtddktkfdyyf  

   Συνεπώς έχουµε ότι  

.)]()()][(/)([)( ∫
∞

−=′
t

dyyntntfyftg         (3) 

   Αν 0)( >′ tη , τότε, από τη σχέση (3), συνεπάγεται ότι 0)( <′ tg  και τελικά από τη σχέση 

(1) παίρνουµε ότι η βαθµίδα αποτυχίας είναι αύξουσα, άρα η κατανοµή F είναι  IFR. 

 

   Τέλος, παραδείγµατα γνωστών κατανοµών, που έχουν την ιδιότητα IFR, είναι η εκθετική 

κατανοµή, η κατανοµή Weibull (για α 1), η κατανοµή Γάµµα (για α>1), η κανονική 

κατανοµή, η κατανοµή Gompertz-Makeham, η οµοιόµορφη κατανοµή, η ∆ιωνυµική και η 

κατανοµή Poisson.  

≥

   Ολοκληρώνοντας την παράγραφο αυτή, θα εισάγουµε δύο ακόµη κατανοµές µε την 

ιδιότητα  IFR. 

•  Μια νέα κατανοµή µε δύο παραµέτρους που έχει βαθµίδα αποτυχίας IFR (ή µορφής 

bathtub) προτάθηκε από τον Zhenmin Chen (2000). Η αθροιστική συνάρτηση F(t) της 

κατανοµής αυτής δίνεται από τον τύπο  

F(x) = 1  0,)1( >− −− xe
xe
β

λ

 όπου λ,β είναι οι δύο παράµετροι. Η βαθµίδα αποτυχίας δίνεται από την ακόλουθη σχέση  

λ(x) = λβxβ-1
βxe . 

 Παραγωγίζοντας παίρνουµε τη σχέση  

ββ ββλβλ
β

xexx x +−= − )1(()(' 2 ), 

συνεπώς αν β<1, τότε η βαθµίδα αποτυχίας έχει µορφή bathtub, ενώ για β≥  η βαθµίδα 

αποτυχίας είναι IFR. Η µορφή της τελευταίας για διάφορες τιµές του β φαίνεται στο 

ακόλουθο σχήµα. 

1
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2.2 Η οικογένεια IFR 
 

 ΣΧΗΜΑ 2.3 

 

 

 

0.5 1 1.5 2 2.5 t

2 

4 

6 

8 

λ(t) 

λ=2,β=0,4 

λ=2,β=0,6 

λ=2,β=0,8 

λ=2,β=1 

λ=2,β=1,2 

 
 

Η κατανοµή αυτή, σε σύγκριση µε άλλες κατανοµές που έχουν προταθεί για να εφαρµοσθούν 

σε πραγµατικά δεδοµένα µε βαθµίδα αποτυχίας της µορφής bathtub (όπως η κατανοµή 

exponential power), έχει το συγκριτικό πλεονέκτηµα ότι για τις παραµέτρους της 

συγκεκριµένης κατανοµής είναι δυνατόν να κατασκευασθούν από κοινού διαστήµατα 

εµπιστοσύνης (Chen (2000)).     

•  Ας υποθέσουµε ότι η βαθµίδα αποτυχίας για µια κατανοµή F, δίνεται από τον τύπο  

λ(t) = α +βt  ,  για  α,β≥  0

δηλαδή η βαθµίδα αποτυχίας αυξάνεται γραµµικά. Τότε από τη σχέση  

)(
)()(

tR
tft =λ  

 συµπεραίνουµε για τη συνάρτηση αξιοπιστίας )  ότι ισχύει (tR

R(t) = exp{-αt-βt2/2} , t . 0≥

   Ένα τέτοιο µοντέλο χρήζει ιδιαίτερης προσοχής, κυρίως σε εφαρµογές στην αξιοπιστία. 

Καταρχήν µπορεί να θεωρηθεί µια πρώτη προσέγγιση ενός πιο γενικού IFR µοντέλου, και 

επιπλέον προσφέρει το πλεονέκτηµα, έχοντας γνωστές παραµέτρους α,β (ή εκτιµώντας αυτές 
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µε τη µέθοδο ελαχίστων τετραγώνων ή τη µέθοδο µέγιστης πιθανοφάνειας), να αναπτύξουµε 

στατιστική συµπερασµατολογία.   

2.3  Η οικογένεια DFR   

Ορισµός 1.  Μια µη διακριτή κατανοµή F είναι DFR αν και µόνο αν  ο λόγος  

)(
)()(

tF
tFxtF −+  

 µειώνεται ως προς  t  για t  και για x>0 ώστε F(t)<1.  0≥

   Ο ορισµός αυτός έχει και την αντίστοιχη διακριτή περίπτωση.   

Ορισµός 1΄.  Μια διακριτή κατανοµή  είναι DFR αν και µόνο αν ο λόγος  )( jtf

∑
∞

= ji
i

j

tf

tf

)(

)(
 

είναι φθίνουσα  συνάρτηση  για j=0,1,2,...  

   Εναλλακτικά ο ορισµός της οικογένειας IFR µπορεί να δοθεί µε βάση τη συνάρτηση 

αξιοπιστίας  της κατανοµής F.  )(tR

Ορισµός 2.   Μια κατανοµή F είναι DFR αν και µόνο αν η συνάρτηση  

µ(t;x)=
)(

)()(
tR

xtRtR +−  

είναι φθίνουσα συνάρτηση του t, όπου R(t) η συνάρτηση αξιοπιστίας.  

(ο Ορισµός 2 ισχύει τόσο για συνεχείς, όσο και διακριτές κατανοµές) 

   Ένας ισοδύναµος ορισµός για την ιδιότητα DFR µιας κατανοµής F διατυπώνεται ως εξής. 

   Ορισµός 3.  Μια τυχαία µεταβλητή T (ή η αντίστοιχη κατανοµή F) θα λέµε ότι έχει την 

ιδιότητα DFR (decreasing failure rate) αν και µόνο αν η βαθµίδα αποτυχίας λ(t) είναι 

φθίνουσα συνάρτηση του χρόνου t. Συµβολικά γράφουµε Τ DFR∈  ή  F DFR∈ .  

Ένας ισοδύναµος ορισµός για την ιδιότητα DFR µιας κατανοµής F διατυπώνεται ως εξής. 

Ορισµός 4.    Μια κατανοµή F είναι DFR αν η συνάρτηση 

)(
)()/(

tF
xtFtxF +

=  
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είναι αύξουσα στο ∞<<∞− t  για κάθε x  .0≥

   Η επόµενη πρόταση συνδέει την ιδιότητα DFR µιας κατανοµής µε την αθροιστική βαθµίδα 

αποτυχίας.  

Πρόταση 1.  Μια κατανοµή F είναι DFR αν και µόνο αν η αθροιστική βαθµίδα αποτυχίας Λ(t)  

είναι κοίλη  στο διάστηµα , στο οποίο ορίζεται.  

Η απόδειξη παραλείπεται (Barlow & Proschan (1965)). 

Στη συνέχεια ακολουθούν προτάσεις, οι οποίες συνδέουν την ιδιότητα DFR µιας κατανοµής 

F µε άλλες ιδιότητες της ίδιας κατανοµής.  

Πρόταση 2.   Έστω µια τυχαία µεταβλητή Τ µε συνάρτηση κατανοµής F όπου  Τότε 

η κατανοµή F είναι DFR αν και µόνο αν η συνάρτηση  

0)0( =−F .

))(1log())(log( tFtF −=  

 είναι κυρτή ως προς  t στο σύνολο {t / F(t)<1, }. 0≥t

Η απόδειξη είναι ανάλογη µε τη απόδειξη της Πρότασης 2 της Παραγράφου 2.2. 

   Η επόµενη πρόταση συνδέει την ιδιότητα DFR µιας κατανοµή F µε την ιδιότητα των 

Totally Positive συναρτήσεων τάξης 2 (TP2). Πρώτα θα δώσουµε τον ορισµό της κλάσης των 

συναρτήσεων ολικά θετικών συναρτήσεων τάξης 2.  

Ορισµός.   Μια συνάρτηση δύο µεταβλητών x,y  h(x,y)  είναι ΤP2 στο Α ×B αν  

0
),(),(

),(),(

2212

2111
≥

yxhyxh

yxhyxh
 

για όλα τα x1, x2  που ανήκουν σε ένα υποσύνολο Α της ευθείας των πραγµατικών αριθµών και 

για όλα τα y1, y2 που ανήκουν σε ένα υποσύνολο B της ευθείας των πραγµατικών αριθµών. 

   H κλάση των ολικά θετικών συναρτήσεων τάξης 2 (ΤP2) διαδραµατίζουν σηµαντικό ρόλο 

σε διάφορες περιοχές των Μαθηµατικών, της Στατιστικής και της Μηχανολογίας. Στα 

Μαθηµατικά, οι συναρτήσεις  ΤP2 εµφανίζονται σε προβλήµατα, τα οποία ασχολούνται µε 

την κυρτότητα, τις ροπές, τις ιδιοτιµές και την ταλάντευση των ιδιοτήτων των λύσεων 

γραµµικών, διαφορικών εξισώσεων, όπως επίσης και σε περιοχές της Πραγµατικής 

Ανάλυσης. Στη Στατιστική, η θεωρία των συναρτήσεων ΤP2 είναι θεµελιώδης στην 

κατανόηση στατιστικών αποφάσεων και ελέγχου υποθέσεων, που περιέχουν πραγµατικές 
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παραµέτρους. Τέλος, η έννοια της ολικής θετικότητας (Total Positivity) έχει ιδιαίτερη 

σηµασία στην εκτίµηση της αξιοπιστίας µονότονων συστηµάτων και την ανάλυση 

στοχαστικών διαδικασιών (Karlin (1968)).       

 Στη συνέχεια διατυπώνουµε δύο ακόµη προτάσεις για DFR κατανοµές.   

 

Πρόταση 3.   Μια κατανοµή F είναι DFR αν και µόνο αν το στήριγµά της είναι το [0,   και η 

1-F(x+y) είναι TP

)∞

2 για x+y≥  . 0

Η απόδειξη παραλείπεται (Barlow, Marshall & Proschan (1963)). 

Πρόταση 4. (Glaser (1980)) Έστω µια τυχαία µεταβλητή Τ µε συνάρτηση πυκνότητας f και 

βαθµίδα αποτυχίας λ. Αν η συνάρτηση f είναι συνεχής και δύο φορές διαφορίσιµη, τότε για τη 

συνάρτηση η(t), που ορίζεται από τη σχέση        

)(
)()(

tf
tft

′
−=η  

ισχύει η ακόλουθη συνεπαγωγή 

⇒>∀<′ 0,0)( ttη  ∈F  DFR. 

Η απόδειξη είναι ανάλογη µε την απόδειξη της Πρότασης 5 της Παραγράφου 2.2.  

   Από τα παραπάνω συµπεραίνουµε ότι αν µια τυχαία µεταβλητή Τ DFR∈  εκφράζει  χρόνο 

ζωής µιας µονάδας, τότε η βαθµίδα αποτυχίας βελτιώνεται όσο αυξάνεται η ηλικία της. Η 

οικογένεια κατανοµών DFR µπορεί να εφαρµοσθεί σε αρκετές περιπτώσεις, όπως σε 

ορισµένα µέταλλα τα οποία αυξάνουν τη δύναµη τους όσο περισσότερο δουλεύονται, σε 

µίξεις εκθετικών κατανοµών, σε συσκευές ή ακόµη και στον ανθρώπινο οργανισµό, ο οποίος 

παρουσιάζει, µετά από την πρώτη φάση της ζωής του, µια φθίνουσα βαθµίδα αποτυχίας.    

   Μιλώντας θεωρητικά είναι πολύ πιο δύσκολο να εξηγήσει κανείς γιατί ο χρόνος ζωής µιας 

µονάδας έχει µια φθίνουσα βαθµίδα αποτυχίας (DFR), αντί µιας αντίστοιχης αύξουσας. 

Συνήθως µια  φθίνουσα βαθµίδα αποτυχίας, φαίνεται να ανταποκρίνεται σε φυσικούς 

µηχανισµούς που βελτιώνονται µε το χρόνο, έτσι ώστε όσο περισσότερο χρόνο µια µονάδα 

επιβιώνει, τόσο µικρότερη είναι η πιθανότητα αποτυχίας της στην επόµενη µονάδα του 

χρόνου (Proschan (1963)). Ωστόσο υπάρχουν καταστάσεις στις οποίες, αν και καµιά 

διαδικασία βελτίωσης δεν αναµειγνύεται, παρατηρείται φθίνουσα βαθµίδα αποτυχίας (για 

παράδειγµα οι ηµιαγωγοί). Μια λογική εξήγηση θα µπορούσε να είναι ότι οι µονάδες, µέσα 

σε µια δεδοµένη παραγωγική σοδειά, έχουν σταθερή βαθµίδα αποτυχίας, ενώ οι ηµιαγωγοί 
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δεν δείχνουν να φθείρονται, αλλά αντίθετα η βαθµίδα αποτυχίας ποικίλει από σοδειά σε 

σοδειά σαν αποτέλεσµα µιας αναπότρεπτης κατασκευαστικής µεταβλητότητας.  

   Τέλος να επισηµάνουµε ότι η εκθετική κατανοµή, η οποία έχει σταθερή βαθµίδα αποτυχίας, 

λειτουργεί σαν σύνορο ανάµεσα στην κλάση κατανοµών IFR και DFR. Η βαθµίδα αποτυχίας 

της εκθετικής είναι ταυτόχρονα αύξουσα και φθίνουσα για όλα τα t, συνεπώς ανήκει και στις 

δύο αυτές κλάσεις. Όπως φαίνεται στο ακόλουθο διάγραµµα  Venn  

 

ΣΧΗΜΑ 2.4 

                                                                        σταθερή βαθµίδα αποτυχίας 

 
    IFR                                          DFR 

  Ε(λ)

 

 

  

 

 

 

ο ορισµός των IFR, DFR που έχει δοθεί, ταξινοµεί όλες τις κατανοµές χρόνων ζωής στην 

κλάση κατανοµών µε σταθερή βαθµίδα αποτυχίας (τοµή των IFR, DFR), ή µε γνήσια 

αύξουσα βαθµίδα αποτυχίας, ή µε αυστηρά φθίνουσα βαθµίδα αποτυχίας, ή µε κάποια µη 

µονότονη µορφή βαθµίδας αποτυχίας.   

     Τέλος, παραδείγµατα γνωστών κατανοµών, που έχουν την ιδιότητα DFR, είναι η εκθετική 

κατανοµή, η κατανοµή Weibull (για 0<α<1), η κατανοµή Γάµµα (για α<1), η κατανοµή 

Pareto και η εκθετική-γεωµετρική κατανοµή.  

 

2.4 Η οικογένεια  IFRA 

    Η κλάση IFRA περιλαµβάνει την εκθετική κατανοµή και είναι κλειστή ως προς το 

σχηµατισµό µονότονων συστηµάτων (το θέµα αυτό θα αναπτυχθεί διεξοδικά σε επόµενο 

κεφάλαιο). ∆ιαισθητικά αν µια κατανοµή είναι IFRA, τότε η βαθµίδα αποτυχίας της αυξάνει, 

όχι συνεχώς (όπως στην περίπτωση µιας IFR κατανοµής), αλλά «κατά µέσο όρο». Συνεπώς η 

κλάση IFRA απαιτεί λιγότερα πράγµατα από τη βαθµίδα αποτυχίας, συγκριτικά µε  την 

κλάση IFR, δηλαδή κάθε IFR κατανοµή είναι και  IFRA. Στη συνέχεια δίνουµε τον ορισµό 

της IFRA κλάσης κατανοµών.  
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Ορισµός 1. Μια κατανοµή F(t) λέµε ότι είναι IFRA (increasing failure rate on average) 

(F IFRA∈ ) αν για t>0 ο λόγος  
t
t)(Λ  αυξάνει ως προς το t.  

     Έστω ότι η βαθµίδα αποτυχίας λ(t) είναι µια συνεχής συνάρτηση για . Τότε η µέση 

τιµή της στο διάστηµα [0,t] ορίζεται ως το κλάσµα   

0≥t

t
t

t

s
t

)(
)(

0 Λ
=

∫ λ
. 

 (από το Θεώρηµα µέσης τιµής του Ολοκληρωτικού Λογισµού, γνωρίζουµε ότι υπάρχει 

πάντοτε ένας αριθµός ξ ∈ , τέτοιος ώστε  ],0[ t

)(
)(

0 ξλ
λ

=
∫

t

s
t

. 

   Επειδή όµως ισχύει ότι  Λ(t) = )(log tF− , ο Ορισµός 1 µπορεί να διατυπωθεί ισοδύναµα 

στην ακόλουθη µορφή.  

Ορισµός 1΄. Μια κατανοµή F(t) λέµε ότι είναι IFRA (increasing failure rate on average) αν ο 

λόγος  
t

tF )(log−  αυξάνει µε το t.  

   Ο τελευταίος ορισµός για µια κατανοµή IFRA δίνεται, όταν δεν έχει ορισθεί η βαθµίδα 

αποτυχίας. 

Πρόταση 1.  Έστω µία τυχαία µεταβλητή  Τ  µε συνάρτηση κατανοµής F(t), η οποία έχει την 

 τη σχέση  

 

ιδιότητα  IFRA. Τότε η βαθµίδα αποτυχίας λ(t) ικανοποιεί

ια   και x (ισοδύναµα λέµε ότι η λ(t) είναι της µορφής star-shaped). 

ταση 2. 

)()( xaax λλ ≤

 

γ  10 ≤≤ a 0≥  

Πρό  Μια κατανοµή F είναι IFRA αν και µόνο αν ισχύει η σχέση  

)()( tFatF ≥
a

  

για και t   )1,0(∈a  0≥ .
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Πρόταση 3. Μία κατανοµή F είναι IFRA αν και µόνο αν για κάθε λ>0 η συνάρτηση 
tetF λ−−)(  έχει το πολύ µια αλλαγή προσήµου, και συγκεκριµένα αν συµβαίνει µία τέτοια 

αλλαγή,  τότε το πρόσηµο να αλλάζει από θετικό σε αρνητικό.  

Οι αποδείξεις των τριών τελευταίων προτάσεων παραλείπονται (Barlow & Proschan (1975)). 

   Στο επόµενο σχήµα διαπιστώνεται γραφικά ότι για µια κατανοµή IFRA, η αθροιστική 

βαθµίδα αποτυχίας Λ(t) της κατανοµής αυτής, τέµνει την αθροιστική βαθµίδα αποτυχίας της 

εκθετικής κατανοµής (ευθεία γραµµή ) το πολύ µια φορά, διαπερνώντας την  από κάτω προς 

τα πάνω. 

ΣΧΗΜΑ 2.5 

Λ(t)  

                                                               -log (  )te λ−

 

     

  )(tlog F−  

 t 

 

Πρόταση 4. Έστω Τ µια τυχαία µεταβλητή µε αθροιστική συνάρτηση κατανοµής F και 

συνάρτηση αξιοπιστίας R. Αν ορίσουµε τη συνάρτηση g µε τύπο 

g(t) = [R(t)]1/t   , για t>0 

τότε η Τ είναι IFRA  αν και µόνο αν η g είναι φθίνουσα .  

 

Απόδειξη. Γνωρίζουµε ότι ισχύει 

)(ln)](ln[)(ln1)(log)(
)(

/10 tgtRtR
tt

tR
t
t

t

dss
t

t

−=−=−=−=
Λ

=
∫ λ

. 

Συνεπώς είναι φανερό ότι ο λόγος 
t
t)(Λ  είναι αύξουσα συνάρτηση αν και µόνο αν η 

συνάρτηση g είναι φθίνουσα, οπότε προκύπτει η ζητούµενη ισοδυναµία.  
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Πρόταση 5. Έστω Τ µια τυχαία µεταβλητή µε αθροιστική συνάρτηση κατανοµής F και 

συνάρτηση αξιοπιστίας R. Τότε ισχύει η ισοδυναµία 

Τ IFRA∈  αν και µόνο αν R(θt) )≥  ,  για κάθε 0<θ<1 και t>0. (tRθ

Η απόδειξη παραλείπεται (Barlow & Proschan (1975)). 

Πρόταση 6. Η κλάση IFR είναι µικρότερη από την οικογένεια IFRA, δηλαδή ισχύει  ότι αν 

 Τ IFR∈  τότε Τ IFRA∈ . 

Απόδειξη.  Έστω ότι Τ IFR∈ . Τότε η βαθµίδα αποτυχίας λ(t) είναι αύξουσα και ισχύει η 

σχέση  

Λ(t) =  ∫ ∫ =≤
t t

ttdttdss
0 0

)()()( λλλ

Συνεπώς   

.0,0)()( ≥∀≥Λ−⋅ ttttλ  

Όµως γνωρίζουµε ότι  

22

'' )()()()()(
t

ttt
t

ttt
t
t Λ−

=
Λ−Λ

=





 Λ λ , 

 οπότε προκύπτει ότι  

0)( '

≥





 Λ

t
t  , για κάθε t>0 

συνεπώς η συνάρτηση  
t
t)(Λ  είναι αύξουσα, δηλαδή  Τ IFRA∈ .  

  

Το αντίστροφο της προηγούµενης πρότασης δεν ισχύει, δηλαδή η οικογένεια IFRA είναι 

γνήσια µεγαλύτερη από την οικογένεια IFR. Ο ισχυρισµός αυτός µπορεί να διαπιστωθεί µε το 

επόµενο αντιπαράδειγµα. Έστω Τ ο χρόνος ζωής µιας µονάδας µε βαθµίδα αποτυχίας λ(t), η 

µορφή της οποίας φαίνεται στο διάγραµµα που ακολουθεί. 
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ΣΧΗΜΑ 2.6 

 

      λ(t) 

 

  

                       λ(t)=-t+3     λ(t)= t-1     

      λ(t)= t 

                                                                                     

                 1            2            3                                    t 

 

Είναι προφανές ότι η Τ δεν έχει την ιδιότητα IFR, ούτε την ιδιότητα DFR. Για τη αθροιστική 

βαθµίδα αποτυχίας έχουµε  

∫





































≥+−

≤<−+−

≤

==Λ
t

ttt

ttt

tt

dsst
0

2

2

2

2,
4
7

2

25.1,
4
93

2

5.1,
2

)()( λ  

συνεπώς  

t
t)(Λ =


















≥+−

≤≤−+−

≤<

2,
4
71

2

2
2
3,

4
93

2

2
30,

2

t
t

t

t
t

t

tt

 

     Ο λόγος  
t
t)(Λ  είναι µία γνησίως αύξουσα συνάρτηση σε όλο το διάστηµα [0,+ , άρα  )∞

Τ IFRA∈ , ενώ Τ ∉ .  IFR
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   Το παρακάτω σχήµα παρουσιάζει την αθροιστική βαθµίδα αποτυχίας(συνάρτηση κινδύνου) 

για µια IFR συνάρτηση. Για ένα σηµείο Μ µε τετµηµένη t, τυχαία τοποθετηµένο στην 

καµπύλη, η κλίση της ευθείας ΟΜ είναι ο λόγος  
t
t)(Λ , ενώ είναι ξεκάθαρο ότι η Λ(t) είναι 

κυρτή, εποµένως η κλίση αυτή είναι αύξουσα.  

 

ΣΧΗΜΑ 2.7 

 

Λ(t) 

 

 M       κλίση Λ(t)/t 

                                               

 

 

                                         t 

 

   Το συµπέρασµα αυτό δεν ισχύει για µια IFRA κατανοµή. Τα ακόλουθα σχήµατα δίνουν δύο 

παραδείγµατα συναρτήσεων IFRA,  που δεν είναι όµως IFR.  

 

ΣΧΗΜΑ 2.8 

 

 Λ(t) 

 

 Κλίση Λ(t)/t Λ(t) 

 

 

   t 

 

Πρόταση 7. (Birnbaum, Esary & Marshall (1966)) Έστω Τ µια τυχαία µεταβλητή µε 

αθροιστική συνάρτηση κατανοµής F. Αν η κατανοµή είναι IFRA, τότε για  και για 

κατάλληλο λ ώστε να ισχύει η σχέση 

0≥x

)exp()( xxF λ−= , 
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η συνάρτηση )(tF  ικανοποιεί την ακόλουθη συνθήκη  

























≥−≤

≤−≥

xtttF

xtttF

),exp()(

),exp()(

λ

λ

 

   Η παραπάνω πρόταση ερµηνεύεται ως εξής. Αν µια IFRA διάταξη και µια διάταξη που δεν 

φθίνει, έχουν την ίδια πιθανότητα επιβίωσης για κάποια ορισµένη χρονική περίοδο [0,x], τότε 

η IFRA διάταξη έχει τη µεγαλύτερη πιθανότητα επιβίωσης σε οποιαδήποτε µικρότερη 

περίοδο, και τη µικρότερη πιθανότητα επιβίωσης σε οποιαδήποτε µεγαλύτερη περίοδο.       

     Η κλάση IFRA εφαρµόζεται όταν γεγονότα συµβαίνουν σύµφωνα µε µια διαδικασία 

Poisson, κάθε ένα από τα οποία προκαλεί ανεξάρτητα τυχαία ζηµιά σε µια µονάδα, οι ζηµιές 

πολλαπλασιάζονται µέχρι ένα κρίσιµο όριο να ξεπερασθεί, οπότε και η µονάδα αποτυγχάνει. 

Αυτός ο χρόνος αποτυχίας περιγράφεται από µια IFRA κατανοµή. Επιπλέον ένα ευδιάκριτο 

χαρακτηριστικό ορισµένων τύπων ινωδών συνθέσεων, είναι ότι οι κατανοµές της δύναµής 

τους, παρουσιάζουν µια αύξουσα κατά µέσο όρο βαθµίδα αποτυχίας, ή στην ορολογία της 

Θεωρίας Αξιοπιστίας θα λέγαµε ότι η κατανοµή τους είναι IFRA (Durham, Lynch and 

Padgett (1989)). Μια εµπειρική απόδειξη για το γεγονός αυτό φαίνεται στο παρακάτω 

γράφηµα, όπου έχουν παρασταθεί εµπειρικές κατά µέσο όρο βαθµίδες αποτυχίας ))(ˆ
(

t
tΛ  για 

ινώδεις συνθέσεις.   

ΣΧΗΜΑ 2.9 

 

       
t
t)(Λ̂  

       2,5    

                       

          2 

 

       1,5 

 
         1 
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. 
1.2        1.4        1.6        1.8        2         2.2        2.4        2.6 t 
 

   Στο σηµείο αυτό παραθέτουµε ένα παράδειγµα (Bryson & Siddiqui (1969)), βασισµένο σε 

πραγµατικά δεδοµένα, στο οποίο θα υπολογίσουµε το συνεχές ανάλογο του µέσου όρου, 

δηλαδή το κλάσµα 
t
t)(Λ . Η εµπειρική εκτίµηση του θα γίνει µε βάση τη σχέση  

t
n
S

t
t log)(ˆ −
=

Λ , 

όπου S είναι η τυχαία µεταβλητή, που δηλώνει τον αριθµό των διασωθέντων µονάδων από 

ένα αρχικό πληθυσµό µεγέθους n τη στιγµή t. Ο εκτιµητής αυτός εφαρµόσθηκε σε δεδοµένα 

από το Εθνικό Ινστιτούτο Καρκίνου των Ηνωµένων Πολιτειών της Αµερικής, όπου οι χρόνοι 

ζωής είναι χρόνοι ζωής ασθενών, οι οποίοι  υποφέρουν από χρόνια λευχαιµία, ενώ η χρονική 

στιγµή t=0 έχει καθορισθεί σαν η ηµεροµηνία που έχει γίνει η διάγνωση. Το αποτέλεσµα της 

ανάλυσης δίνεται γραφικά στο ακόλουθο διάγραµµα, στο οποίο βλέπουµε ότι εµφανίζεται µια 

αυξητική τάση της συνάρτησης 
t
t)(Λ̂ , όµως αυτή η τάση δεν είναι ιδιαίτερα εµφανής.  

ΣΧΗΜΑ 2.10 

 

       
t
t)(Λ̂  
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2.4 Η οικογένεια ΙFRΑ 
 

 

2.5  Η οικογένεια  DFRA 

Ορισµός 1. Μια κατανοµή F(t) λέµε ότι είναι DFRA (decreasing failure rate on average) 

(F∈  ) αν για t>0  ο λόγος  DFRA
t
t)(Λ  µειώνεται  ως προς  t.  

   

   Έστω ότι η βαθµίδα αποτυχίας λ(t) είναι µια συνεχής συνάρτηση για . Τότε η µέση 

τιµή της στο διάστηµα [0,t] ορίζεται ως το κλάσµα   

0≥t

t
t

t

s
t

)(
)(

0 Λ
=

∫ λ
. 

Επειδή όµως ισχύει ότι  Λ(t) = )(log tF− , ο Ορισµός 1 µπορεί να διατυπωθεί ισοδύναµα στην 

ακόλουθη µορφή. 

Ορισµός 1΄. Μια κατανοµή F(t) λέµε ότι είναι DFRA (decreasing failure rate on average) αν 

ο λόγος  
t

tF )(log−  µειώνεται  ως προς  t.  

Πρόταση 1.  Μια κατανοµή F είναι DFRA αν και µόνο αν ισχύει η σχέση  

)()( tFatF
a

≤   

για και t≥ . )1,0(∈a  0

Πρόταση 2. Μία κατανοµή F είναι DFRA αν και µόνο αν για κάθε λ>0 η συνάρτηση 
tetF λ−−)(  έχει το πολύ µια αλλαγή προσήµου, και συγκεκριµένα αν συµβαίνει µία τέτοια 

αλλαγή,  τότε το πρόσηµο να αλλάζει από αρνητικό σε θετικό.  

 Πρόταση 3. Έστω Τ µια τυχαία µεταβλητή µε αθροιστική συνάρτηση κατανοµής F και 

συνάρτηση αξιοπιστίας R. Αν ορίσουµε τη συνάρτηση g µε τύπο 

g(t) = [R(t)]1/t   , για t>0 

τότε η Τ είναι DFRA αν και µόνο αν η g είναι αύξουσα .  

Πρόταση 4. Έστω Τ µια τυχαία µεταβλητή µε αθροιστική συνάρτηση κατανοµής F και 

συνάρτηση αξιοπιστίας R. Τότε ισχύει η ισοδυναµία 
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Τ ∈  αν και µόνο αν R(θt) )≤  ,  για κάθε 0<θ<1 και t>0. DFRA (tRθ

Οι αποδείξεις των τελευταίων προτάσεων παραλείπονται (Barlow and Proschan (1975)). 

 

2.6 Άλλες οικογένειες χρόνων ζωής 

•  Οικογένεια κατανοµών  NBU (new better than used) 

   Ορισµός .  Μια κατανοµή F(t) είναι NBU αν και µόνο αν 

)()()( yFxFyxF ≤+   για  0, ≥yx .

   Η ιδιότητα NBU δηλώνει ότι η πιθανότητα επιβίωσης πέρα από την ηλικία x+y, δεδοµένου 

ότι η µονάδα λειτουργεί τη χρονική στιγµή t, η οποία δίνεται από τον τύπο 

)(/)( xFyxF +  

είναι µικρότερη ή ίση από την πιθανότητα επιβίωσης χρόνου y για µια καινούρια µονάδα. (η 

ισότητα ισχύει µόνο στην περίπτωση της εκθετικής κατανοµής). Συνεπώς ισοδύναµα ο 

ορισµός µπορεί να διατυπωθεί µε την ακόλουθη µορφή.  

 

   Ορισµός . Ο χρόνος ζωής Τ λέµε ότι έχει την ιδιότητα NBU («καλύτερα καινούριο παρά 

µεταχειρισµένο») αν ισχύει  

)()/( xRtxR ≤  για κάθε x  και για t  0≥ 0≥

 όπου R(x/t) είναι η συνάρτηση αξιοπιστίας µιας µονάδας µε ηλικία t. (Συµβολικά T ) NBU∈

 

•   Οικογένεια κατανοµών  NWU (new worse than used) 

Ορισµός .  Μια κατανοµή F(t) είναι NWU αν και µόνο αν 

)()()( yFxFyxF ≥+   για  0, ≥yx .

     Η παραπάνω ανίσωση είναι ισοδύναµη µε το ότι η πιθανότητα επιβίωσης )(/)( xFyxF +  

µιας µονάδας µε ηλικία x είναι µεγαλύτερη από την πιθανότητα επιβίωσης )(yF  µιας 

καινούριας µονάδας. Ισοδύναµα ο ορισµός µπορεί να διατυπωθεί µε την ακόλουθη µορφή.  

 Ορισµός .   Ο χρόνος ζωής Τ λέµε ότι έχει την ιδιότητα NWU ( «χειρότερα καινούριο παρά 

µεταχειρισµένο» ) αν ισχύει  
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2.5 Η οικογένεια DFRΑ 
 

)()/( xRtxR ≥  για κάθε x  και για t  0≥ 0≥

 όπου R(x/t) είναι η συνάρτηση αξιοπιστίας µιας µονάδας µε ηλικία t. (Συµβολικά T ) NWU∈

 

•  Οικογένεια κατανοµών  NBUE (new better than used in expectation) 

  Ορισµός .  Μια κατανοµή F(t) είναι NBUE αν )(τµ Et ≤   για t>0,  

 όπου  

Ε(τ)= ∫
∞

0
)( dxxF  

είναι ο µέσος υπολειπόµενος χρόνος ζωής µιας καινούριας µονάδας, και    

)(

)(

)(

)(
)/(

0

0

tF

dyyF

tF

dxtxF
dxtxF t

t
∫

∫
∫

∞

∞

∞

=
+

==µ  

είναι ο µέσος υπολειπόµενος χρόνος ζωής µιας µονάδας µε ηλικία t.   

   Πρακτικά ο ορισµός λέει ότι, στην περίπτωση της NBUE κατανοµής, ο µέσος 

υπολειπόµενος χρόνος ζωής µιας χρησιµοποιηµένης µονάδας δεν υπερβαίνει το µέσο 

υπολειπόµενο χρόνο ζωής µιας καινούριας µονάδας. Ισοδύναµα ο ορισµός µπορεί να 

διατυπωθεί ως εξής.  

  Ορισµός .  Ο χρόνος ζωής Τ θα λέµε ότι έχει την ιδιότητα NBUE («καλύτερα καινούριο παρά 

µεταχειρισµένο κατά µέση τιµή »)  αν ισχύει )(TEt ≤µ  για κάθε t≥ . (Συµβολικά 

) 

0

NBUET ∈

Εναλλακτικά ο ορισµός µπορεί να διατυπωθεί ως εξής . 

Ορισµός . Μία κατανοµή F στο ),0[ +∞  µε F(0)<1 και πεπερασµένο µέσο µ λέµε ότι είναι 

NBUE αν  

Ε( Χ-t / Χ>t ) ≤ µ  για όλα τα t .  0≥

 

•  Οικογένεια κατανοµών  NWUE (new worse than used in expectation) 

Ορισµός . Μια κατανοµή F(t) είναι NWUE («χειρότερα  καινούριο παρά µεταχειρισµένο κατά 

µέση τιµή ») αν 
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)(τµ Et ≥   για t>0 

όπου Ε(τ)= ∫
∞

0
)( dxxF  είναι ο µέσος υπολειπόµενος χρόνος ζωής µιας καινούριας µονάδας και   

)(

)(

)(

)(

)/( 00

0
tF

dyyF

tF

dxtxF

dxtxFt

∫∫
∫

∞∞

∞

=

+

==µ  

   είναι ο µέσος υπολειπόµενος χρόνος ζωής µιας µονάδας µε ηλικία t.   

     Πρακτικά ο ορισµός λέει ότι στην περίπτωση της κατανοµής NWUE ο µέσος 

υπολειπόµενος χρόνος ζωής µιας καινούριας µονάδας δεν υπερβαίνει τον µέσο υπολειπόµενο 

χρόνο ζωής µιας χρησιµοποιηµένης µονάδας.  

 

•  Οικογένεια κατανοµών IMRL (increasing mean remaining life) 

Ορισµός . Μια κατανοµή F(t) (ή η τυχαία µεταβλητή  χρόνου ζωής  Τ )  λέµε ότι είναι  IMRL 

αν ο λόγος  

)(

)(

tF

dxxF
t
∫
∞

 

 αυξάνεται ως προς το  χρόνο t>0.  

∆ιαισθητικά αυτό σηµαίνει ότι αν η κατανοµή F είναι IMRL, τότε ο υπολειπόµενος χρόνος 

ζωής µιας µονάδας ηλικίας t που λειτουργεί έχει έναν µέσο που αυξάνεται ως προς  t.  

 

•  Οικογένεια κατανοµών DMRL (decreasing mean remaining life) 

Ορισµός . Μια κατανοµή F(t) (ή η τυχαία µεταβλητή  Τ) λέµε ότι είναι DMRL αν ο λόγος  

)(

)(
)(

tF

dxxF
t t

∫
=

∞

µ  

µειώνεται ως προς το  χρόνο t>0. 

   ∆ιαισθητικά αυτό σηµαίνει ότι, αν η κατανοµή F είναι DMRL, τότε ο υπολειπόµενος 
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2.6 Άλλες οικογένειες χρόνων ζωής 
 

 χρόνος ζωής µιας µονάδας ηλικίας t που λειτουργεί έχει έναν µέσο που µειώνεται ως προς  t.  

 

•  Οικογένεια κατανοµών DMRLA (decreasing mean remaining life average) 

Ορισµός . Μια κατανοµή F(t) (ή η τυχαία µεταβλητή  Τ) λέµε ότι είναι DMRLΑ αν ο λόγος  

t

dyy
t

∫
0

)(µ
 

µειώνεται ως προς το χρόνο t>0. 

   ∆ιαισθητικά αυτό σηµαίνει ότι, αν η κατανοµή F είναι DMRLΑ, τότε η µέση τιµή του 

υπολειπόµενου χρόνου ζωής )(yµ µιας µονάδας που λειτουργεί, µειώνεται κατά µέσο όρο ως 

προς  t. 

•  Οικογένεια κατανοµών IMRLA (increasing mean remaining life average) 

Ορισµός . Μια κατανοµή F(t) (ή η τυχαία µεταβλητή  Τ) λέµε ότι είναι IMRLΑ αν ο λόγος  

t

dyy
t

∫
0

)(µ
 

αυξάνεται ως προς το χρόνο t>0. 

   ∆ιαισθητικά αυτό σηµαίνει ότι, αν η κατανοµή F είναι IMRLΑ, τότε ο µέσος  

υπολειπόµενος χρόνος ζωής µιας µονάδας που λειτουργεί, αυξάνεται κατά µέσο όρο ως προς  

το χρόνο. 

 

•  Οικογένεια κατανοµών NBAMRL (new better than average mean remaining life) 

Ορισµός . Μια κατανοµή F(t) (ή η τυχαία µεταβλητή  Τ ) λέµε ότι είναι NBAMRL αν ισχύει η 

σχέση 

t

dyy
t

∫
≥ 0

)(
)0(

µ
µ . 

   ∆ιαισθητικά αυτό σηµαίνει ότι, αν η κατανοµή F είναι NBAMRL, τότε η µέση τιµή του 

µέσου υπολειπόµενου χρόνου ζωής  µιας µονάδας που  λειτουργεί είναι µικρότερη από τον 

µέσο υπολειπόµενο χρόνο ζωής  µιας καινούριας µονάδας. 
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•  Οικογένεια κατανοµών NBUMRL (new better than used mean remaining life) 

Ορισµός . Μια κατανοµή F(t) (ή η τυχαία µεταβλητή  Τ ) λέµε ότι είναι NBUMRL αν ισχύει η 

σχέση 

µµµ ≤⇔≤
∫
∞

)(

)(

)(
tF

dxxF

t t  

όπου ∫=
∞

0
.)( dxxFµ  

   ∆ιαισθητικά αυτό σηµαίνει ότι, αν η κατανοµή F είναι NBUMRL, τότε ο µέσος 

υπολειπόµενος χρόνος ζωής  µιας µονάδας µε ηλικία t είναι µικρότερος από τον µέσο 

υπολειπόµενο χρόνο ζωής  µιας καινούριας µονάδας. 

 

•  Οικογένεια κατανοµών NBAFR (new better than average in failure rate)  

Ορισµός . Μια κατανοµή F(t) (ή η τυχαία µεταβλητή χρόνου ζωής Τ )  λέµε ότι είναι NBAFR 

αν  το όριο 

)(loglim 1

0
sFsL

s

−

→
=  

 υπάρχει και για  t>0 ισχύει  

LtFt ≤− )(log1 .     

   Η κλάση αυτή έχει µετονοµαστεί σε NBUFRA (new better than used in failure rate 

average), ονοµασία η οποία ταιριάζει περισσότερο στη γενικότερη ονοµατολογία των 

κλάσεων κατανοµών (Desphande, Kochar & Singh (1986)).    

     ∆ιαισθητικά αυτό σηµαίνει ότι η βαθµίδα αποτυχίας λ(t), για ∞<≤ t0 , είναι µεγαλύτερη, 

κατά µέσο όρο, από τη βαθµίδα αποτυχίας για t=0, δηλαδή  

)0()(1)(
0

λλλ ≥= ∫
t

duu
t

t , ∞<≤ t0 . 
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•  Οικογένεια κατανοµών NWAFR (new worse than average in failure rate) 

Ορισµός . Μια κατανοµή F(t) (ή η τυχαία µεταβλητή χρόνου ζωής Τ )  λέµε ότι είναι NWAFR 

αν  το όριο 

)(loglim 1

0
sFsL

s

−

→
=  

 υπάρχει και για  t>0  ισχύει 

LtFt ≥− )(log1 . 

∆ιαισθητικά αυτό σηµαίνει ότι η βαθµίδα αποτυχίας λ(t), για ∞<≤ t0 , είναι µεγαλύτερη, 

κατά µέσο όρο, από τη βαθµίδα αποτυχίας για t=0, δηλαδή  

)0()(1)(
0

λλλ ≤= ∫
t

duu
t

t , ∞<≤ t0 . 

 

•  Οικογένεια κατανοµών HNBUE (harmonic new better than used in expectation) 

Ορισµός . Μια κατανοµή F(t) (ή η τυχαία µεταβλητή χρόνου ζωής Τ )  λέµε ότι είναι HNBUE 

(«αρµονικά καλύτερα καινούριο παρά µεταχειρισµένο κατά µέση τιµή ») αν       

∫
∞

−≤
t

tdxxF )/exp()( µµ   για  t>0, 

όπου ∫
∞

=
0

)( dttFµ  είναι ο µέσος της κατανοµής F (Klefsjo (1982)). 

Αν ο χρόνος ζωής  µιας µονάδας έχει κατανοµή F(t)1T HNBUE∈ , αυτό σηµαίνει ότι είναι 

στοχαστικά µικρότερη από το χρόνο ζωής  µιας µονάδας µε εκθετική κατανοµή , 

δηλαδή για τις δύο τυχαίες µεταβλητές T  ισχύει ότι  

2T

2T

)(µExp

1,

))(())(( 21 TφETφE ≤  

για όλες τις κυρτές συναρτήσεις  (Shaked & Shanthikumar (1994)). RRφ →:

∆ιαισθητικά αυτό σηµαίνει ότι ο χρόνος ζωής µιας µονάδας παρουσιάζει µικρότερη 

µεταβλητότητα από το χρόνο ζωής µιας εκθετικής µονάδας. 

HNBUE

•Οικογένεια κατανοµών HNWUE  (harmonic new worse than used in expectation) 

Ορισµός . Μια κατανοµή F(t) (ή η τυχαία µεταβλητή χρόνου ζωής Τ )  λέµε ότι είναι HNWUE 

(«αρµονικά χειρότερα καινούριο παρά µεταχειρισµένο κατά µέση τιµή ») αν    
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∫
∞

−≥
t

tdxxF )/exp()( µµ   για  t>0. 

όπου ∫
∞

=
0

)( dttFµ  είναι ο µέσος της κατανοµής F.  

Αν ο χρόνος ζωής  µιας µονάδας έχει κατανοµή F(t)1T HNWUE∈ , αυτό σηµαίνει ότι είναι 

στοχαστικά µεγαλύτερος από το χρόνο ζωής T  µιας µονάδας µε εκθετική κατανοµή , 

δηλαδή για τις δύο τυχαίες µεταβλητές T  ισχύει ότι  

2 )(µExp

21, T

))(())(( 21 TφETφE ≥  

για όλες τις κυρτές συναρτήσεις  (Shaked & Shanthikumar (1994)). RRφ →:

∆ιαισθητικά αυτό σηµαίνει ότι ο χρόνος ζωής µιας µονάδας παρουσιάζει 

µεγαλύτερη µεταβλητότητα από το χρόνο ζωής µιας εκθετικής µονάδας µε παράµετρο 

HNBUE

µ . 

 

•  Οικογένεια κατανοµών NBUFR (new better than used in failure rate) 

Ορισµός . Μια κατανοµή F(t) (ή η τυχαία µεταβλητή χρόνου ζωής Τ )  λέµε ότι είναι NBUFR 

(«καλύτερα καινούριο παρά µεταχειρισµένο κατά βαθµίδα αποτυχίας ») αν το όριο 

)(loglim 1

0
sFsL

s

−

→
=  

υπάρχει και για  t>0 ισχύει  

LtF
dt
d

≤)(log . 

  ∆ιαισθητικά αυτό σηµαίνει ότι η βαθµίδα αποτυχίας λ(t), για ∞<≤ t0 , είναι µεγαλύτερη 

από τη βαθµίδα αποτυχίας για t=0, δηλαδή  

≥)(tλ λ(0),  ∞<≤ t0 . 

 

•  Οικογένεια κατανοµών NWUFR (new worse than used in failure rate) 

Ορισµός . Μια κατανοµή F(t) (ή η τυχαία µεταβλητή χρόνου ζωής Τ )  λέµε ότι είναι NWUFR 

(χειρότερα καινούριο παρά µεταχειρισµένο κατά βαθµίδα αποτυχίας ») αν το όριο 

)(loglim 1

0
sFsL

s

−

→
=  
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 υπάρχει και για  t>0  ισχύει 

LtF
dt
d

≥)(log . 

   ∆ιαισθητικά αυτό σηµαίνει ότι η βαθµίδα αποτυχίας λ(t), για ∞<≤ t0 , είναι µικρότερη 

από τη βαθµίδα αποτυχίας για t=0, δηλαδή  

≤)(tλ λ(0),  ∞<≤ t0 . 

 

•  Οικογένεια κατανοµών UBA (used better than aged)  

Ορισµός . Μια κατανοµή F(t) (ή η τυχαία µεταβλητή χρόνου ζωής Τ )  λέµε ότι είναι UBA  αν  

για 0 ∞<∞< )(λ ,  ∀  και  ισχύει ότι 0≥t 0≥x

)(/)()( ∞−≥+ λxetFtxF  

όπου )(lim)( x
x

λλ
∞→

=∞ , µε  λ(x) να είναι η βαθµίδα αποτυχίας. (Willmot & Cai (2000)) 

   ∆ιαισθητικά αυτό σηµαίνει ότι η πιθανότητα ο υπολειπόµενος χρόνος ζωής µιας µονάδας 

ηλικίας  να υπερβαίνει τη χρονική στιγµή t x  είναι µεγαλύτερη από την αντίστοιχη 

πιθανότητα όταν  ∞→t ( Alzaid (1994)), δηλαδή  

)(lim)( xtTPxtTP
t

>−≥>−
∞→

.  

 

•  Οικογένεια κατανοµών UWA (used worse than aged) 

Ορισµός . Μια κατανοµή F(t) (ή η τυχαία µεταβλητή χρόνου ζωής Τ )  λέµε ότι είναι UWA  αν  

για 0 ∞<∞< )(λ ,  ∀  και  ισχύει ότι  0≥t 0≥x

)(/)()( ∞−≤+ λxetFtxF  

όπου )(lim)( x
x

λλ
∞→

=∞ , µε  λ(x) να είναι η βαθµίδα αποτυχίας. 

   ∆ιαισθητικά αυτό σηµαίνει ότι η πιθανότητα ο υπολειπόµενος χρόνος ζωής µιας µονάδας 

ηλικίας  να υπερβαίνει τη χρονική στιγµή t x  είναι µικρότερη από την αντίστοιχη πιθανότητα 

όταν  t (Alzaid (1994)), δηλαδή  ∞→

)(lim)( xtTPxtTP
t

>−≤>−
∞→

.  
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  Οικογένεια κατανοµών UBAE (used better than aged in expectation) •

Ορισµός . Μια κατανοµή F(t) (ή η τυχαία µεταβλητή χρόνου ζωής Τ )  λέµε ότι είναι UBAE  αν  

για 0 ∞<∞< )(λ και για όλα τα  t   ισχύει ότι  0≥

)()( ∞≥ µµ t  

όπου )(lim)( t
t

µµ
∞→

=∞ ,  µε µ (t) να είναι ο µέσος υπολειπόµενος χρόνος ζωής, δηλαδή   

∫
∞

=
t

tFduuFtµ )(/)()( . 

   ∆ιαισθητικά αυτό σηµαίνει ότι ο µέσος υπολειπόµενος χρόνος ζωής µιας µονάδας ηλικίας t  

υπερβαίνει τον µέσο υπολειπόµενο χρόνο ζωής µιας µονάδας µε ηλικία t   .∞→

 

  Οικογένεια κατανοµών UWAE (used worse than aged in expectation) •

Ορισµός . Μια κατανοµή F(t) (ή η τυχαία µεταβλητή χρόνου ζωής Τ )  λέµε ότι είναι  UWAE  

αν για ∞<∞< )(0 λ και για όλα τα    ισχύει ότι  0≥x

)()( ∞≤ µµ t  

όπου )(lim)( t
t

µµ
∞→

=∞ ,  µε µ (t) να είναι ο µέσος υπολειπόµενος χρόνος ζωής, δηλαδή   

∫
∞

=
t

tFduuFt )(/)()(µ . 

   ∆ιαισθητικά αυτό σηµαίνει ότι ο µέσος υπολειπόµενος χρόνος ζωής µιας µονάδας ηλικίας t  

υπερβαίνει τον µέσο υπολειπόµενο χρόνο ζωής µιας µονάδας µε ηλικία t   .∞→

 

•  Οικογένεια κατανοµών NBUC (new better than used in convex ordering) 

Ορισµός . Μια κατανοµή F(t) (ή η τυχαία µεταβλητή χρόνου ζωής x)  λέµε ότι είναι NBUC αν  

∫ ∫
∞ ∞

≤+
x x

duuFtFduutF ,)()()(  x,t . 0≥
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Αν µια κατανοµή F(t) NBUC∈ , αυτό σηµαίνει ότι ο χρόνος ζωής µιας νέας µονάδας είναι 

στοχαστικά µικρότερος από το χρόνο ζωής  µιας µονάδας µε ηλικία  δηλαδή για τις δύο 

τυχαίες µεταβλητές T ισχύει ότι  

1T

2T ,t

21, T

))(())(( 12 TφETφE ≥  

για όλες τις κυρτές συναρτήσεις  (Shaked & Shanthikumar (1994)). RRφ →:

∆ιαισθητικά αυτό σηµαίνει ότι ο χρόνος ζωής µιας µονάδας µε ηλικία  παρουσιάζει 

µεγαλύτερη µεταβλητότητα από το χρόνο ζωής µιας νέας µονάδας. 

t

 

  Οικογένεια κατανοµών NWUC (new worse than used in convex ordering) •

Ορισµός . Μια κατανοµή F(t) (ή η τυχαία µεταβλητή χρόνου ζωής x)  λέµε ότι είναι NWUC αν  

∫ ∫
∞ ∞

≥+
x x

duuFtFduutF ,)()()(  x,t .  0≥

 Αν µια κατανοµή F(t) NWUC∈ , αυτό σηµαίνει ότι ο χρόνος ζωής µιας νέας µονάδας είναι 

στοχαστικά µεγαλύτερος από το χρόνο ζωής T  µιας µονάδας µε ηλικία  δηλαδή για τις δύο 

τυχαίες µεταβλητές T ισχύει ότι  

1T

2 ,t

2, T1

))(())(( 21 TφETφE ≥  

για όλες τις κυρτές συναρτήσεις  (Shaked & Shanthikumar (1994)). RRφ →:

∆ιαισθητικά αυτό σηµαίνει ότι ο χρόνος ζωής µιας µονάδας µε ηλικία  παρουσιάζει 

µικρότερη µεταβλητότητα από το χρόνο ζωής µιας νέας µονάδας. 

t

 

•  Οικογένεια κατανοµών SIFR (stochastically increasing failure rate) 

Ορισµός . Μια κατανοµή F(t) (ή η τυχαία µεταβλητή χρόνου ζωής Υ )  λέµε ότι είναι SIFR αν  

∑ ∑
+

= =
≥≥

1

0 0
)/(

k

i

k

i
ii XYXYP ∑ ∑

=

−

=
≥≥≤

k

i

k

i
ii XYXYP

0

1

0
)/( , για όλα τα ,...3,2,1=k  
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 όπου µε µέσο )(~ tFY ∫
∞

=
0

)( dttFµ  και  είναι µια ακολουθία εκθετικών τυχαίων 

µεταβλητών, η κάθε µια από τις οποίες έχει µέσο µ, ενώ 

kX

00 =X ( η τυχαία µεταβλητή Υ είναι 

ανεξάρτητη των ). kX

   ∆ιαισθητικά αυτό σηµαίνει ότι η πιθανότητα µια µονάδα µε κατανοµή να µην αποτύχει 

πριν από τον τυχαίο χρόνο , δεδοµένου ότι δεν έχει αποτύχει πριν τον τυχαίο χρόνο 

 είναι φθίνουσα συνάρτηση ως προς , όπου 

F

∑
=

k

i
iX

0

∑
−

=

1

0

k

i
iX k ,...3,2,1=k  

   Ο ορισµός µπορεί ισοδύναµα να γραφεί στην ακόλουθη µορφή 

≥≥<≤ ∑ ∑∑
+

= ==

1

0 00
)/(

k

i

k

i
ii

k

i
i XYXYXP ∑ ∑∑

=

−

=

−

=
≥<≤

k

i

k

i
ii

k

i
i XYXYXP

0

1

0

1

0
)/(  , για όλα τα  ,...3,2,1=k

   ∆ιαισθητικά αυτό σηµαίνει ότι η πιθανότητα µια µονάδα µε κατανοµή να αποτύχει στο 

τυχαίο διάστηµα , δεδοµένου ότι έχει επιβιώσει µέχρι τον τυχαίο χρόνο  

αυξάνει ως προς , όπου  (Singh & Deshpande (1985)). 

F

∑∑
=

−

=

k

i
i

k

i
i XX

0

1

0
),(

k ,1=k

∑
−

=

1

0

k

i
iX

,...3,2

 

•  Οικογένεια κατανοµών SDFR (stochastically decreasing failure rate) 

Ορισµός . Μια κατανοµή F(t) (ή η τυχαία µεταβλητή χρόνου ζωής Υ )  λέµε ότι είναι SDFR αν  

∑ ∑
+

= =
≥≥

1

0 0
)/(

k

i

k

i
ii XYXYP ∑ ∑

=

−

=
≥≥≥

k

i

k

i
ii XYXYP

0

1

0
)/( , για όλα τα ,...3,2,1=k  

 όπου  µε µέσο )(~ tFY ∫
∞

=
0

)( dttFµ  και  είναι µια ακολουθία εκθετικών τυχαίων 

µεταβλητών, η κάθε µια από τις οποίες έχει µέσο µ, ενώ 

kX

00 =X ( η τυχαία µεταβλητή Υ είναι 

ανεξάρτητη των ). kX

   ∆ιαισθητικά αυτό σηµαίνει ότι η πιθανότητα µια µονάδα µε κατανοµή να µην αποτύχει 

πριν από τον τυχαίο χρόνο , δεδοµένου ότι δεν έχει αποτύχει πριν τον τυχαίο χρόνο 

 είναι αύξουσα συνάρτηση ως προς , όπου 

F

∑
=

k

i
iX

0

∑
−

=

1

0

k

i
iX k ,...3,2,1=k  
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•  Οικογένεια κατανοµών SNBU (stochastically new better than used) 

Ορισµός . Μια κατανοµή F(t) (ή η τυχαία µεταβλητή χρόνου ζωής Υ )  λέµε ότι είναι SNBU αν  

∑ ∑
+

= =
≥≥

1

0 0
)/(

k

i

k

i
ii XYXYP )( 1+≥≤ kXYP , για όλα τα ,...3,2,1=k  

όπου  µε µέσο )(~ tFY ∫
∞

=
0

)( dttFµ  και  είναι µια ακολουθία εκθετικών τυχαίων 

µεταβλητών, η κάθε µια από τις οποίες έχει µέσο µ, ενώ 

kX

00 =X ( η τυχαία µεταβλητή Υ είναι 

ανεξάρτητη των ). kX

   ∆εδοµένου ότι µια µονάδα µε κατανοµή  έχει επιβιώσει µέχρι τη χρονική στιγµή  , 

ο παραπάνω ορισµός δηλώνει ότι η πιθανότητα η µονάδα να µην αποτύχει στις επόµενες 

 µονάδες χρόνου, δεν υπερβαίνει την πιθανότητα ότι µια καινούρια µονάδα µε κατανοµή 

 δεν αποτυγχάνει σε χρόνο , για όλα τα 

F ∑
=

k

i
iX

0

1+kX

F 1+kX ,...3,2,1=k  

 

•  Οικογένεια κατανοµών SNWU (stochastically new worse than used) 

Ορισµός . Μια κατανοµή F(t) (ή η τυχαία µεταβλητή χρόνου ζωής Υ )  λέµε ότι είναι SNWU αν  

∑ ∑
+

= =
≥≥

1

0 0
)/(

k

i

k

i
ii XYXYP )( 1+≥≥ kXYP , για όλα τα ,...3,2,1=k  

όπου  µε µέσο )(~ tFY ∫
∞

=
0

)( dttFµ  και  είναι µια ακολουθία εκθετικών τυχαίων 

µεταβλητών, η κάθε µια από τις οποίες έχει µέσο µ, ενώ 

kX

00 =X ( η τυχαία µεταβλητή Υ είναι 

ανεξάρτητη των ). kX

   ∆εδοµένου ότι µια µονάδα µε κατανοµή  έχει επιβιώσει µέχρι τη χρονική στιγµή  , 

ο παραπάνω ορισµός δηλώνει ότι η πιθανότητα η µονάδα να µην αποτύχει στις επόµενες 

 µονάδες χρόνου, υπερβαίνει την πιθανότητα ότι µια καινούρια µονάδα µε κατανοµή  

δεν αποτυγχάνει σε χρόνο , για όλα τα 

F ∑
=

k

i
iX

0

F1+kX

1+kX ,...3,2,1=k  
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•  Οικογένεια κατανοµών IFR(2) (increasing failure rate of order 2)   

Ορισµός . Μια κατανοµή F(t) λέµε ότι είναι IFR(2) (increasing failure rate of order 2)  αν  για 

όλα τα  0   ισχύει ότι  ∞<<≤ 21 tt

∫ ∫≤
x x

tt dttFdttF
0 0

)()(
21

, .x∀   

   ∆ιαισθητικά αυτό σηµαίνει ότι για κάθε κοίλη συνάρτηση ) , οι µέσες τιµές  

διατάσσονται ως εξής  

(Tu
21

,
tt FF EE

)].([)]([
21

TuETuE
tt FF ≥  

 

•  Οικογένεια κατανοµών NBU(2) (new better than used of order 2)   

Ορισµός . Μια κατανοµή F(t) λέµε ότι είναι NBU (2) (new better than used of order 2)  αν  για 

όλα τα  0   ισχύει ότι  ∞<≤ y

∫ ∫≤
x x

y dttFdttF
0 0

)()( , y∀ .  

   ∆ιαισθητικά αυτό σηµαίνει ότι για κάθε κοίλη συνάρτηση ) , οι µέσες τιµές  

διατάσσονται ως εξής  

(Tu
yFF EE ,

)].([)]([ TuETuE
yFF ≥  

 

•  Οικογένεια κατανοµών HNBUE(3) (harmonic new better than used in expectation of order 

3)   

Ορισµός . Μια κατανοµή F(t) λέµε ότι είναι HNBUE (3) (harmonic new better than used in 

expectation of order 3)  αν  ισχύει ότι  

.0,)()( ∞<∫ ∫ ∫ ≤∫≥
∞∞ ∞∞

x t x t
xdudtuFdudtuG για  

όπου G είναι η συνάρτηση κατανοµής της εκθετικής µε ίδιο µέσο µε αυτόν της κατανοµής F.  

•  Οικογένεια L -κατανοµών    

Ορισµός . Μια κατανοµή F(t) λέµε ότι είναι L -κατανοµή  αν  ισχύει ότι  
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∫
∞

− ≥
+

≥
0

0,
1

)( s
s

dttFe st

µ
µ και µ ο µέσος της κατανοµής F.   

∆ιαισθητικά η παραπάνω ανίσωση µπορεί να ερµηνευθεί µε διάφορους τρόπους. Αρχικά, ας 

θεωρήσουµε τρεις µονάδες 1,2,3, οι οποίες έχουν τυχαίους χρόνους αποτυχίας  

αντίστοιχα (Klefsjo (1983)). Αν ο χρόνος  έχει συνάρτηση αξιοπιστίας 

321 ,, ttt

1t )(tF  και οι χρόνοι 

 ακολουθούν εκθετική κατανοµή µε µέσους 32 , tt ∫
∞

0
)(tF  και 

s
1  αντίστοιχα, τότε η 

παραπάνω ανίσωση δηλώνει ότι η αναµενόµενη τιµή του ελαχίστου  είναι 

µεγαλύτερο ή ίσο µε την αναµενόµενη τιµή του ελαχίστου min( .  

),min( 31 tt

), 32 tt

   Μια δεύτερη ερµηνεία µπορεί να δοθεί αν θεωρήσουµε µια µηχανή παραγωγής µε 

συνάρτηση αξιοπιστίας )(tF , η οποία παράγει  µονάδες ανά µονάδα χρόνου. Τότε η 

ποσότητα 

c

∫
∞

−

0
)( dttFec st  εκφράζει τη συνολική παραγωγή της µηχανής. Συνεπώς η 

παραπάνω ανίσωση είναι µια σύγκριση ανάµεσα στα παραγωγικά αποτελέσµατα δύο 

µηχανών.   

   Για τις παραπάνω κλάσεις κατανοµών υπάρχουν µεταξύ τους σχέσεις διάταξης, οι οποίες 

συνοψίζονται στο επόµενο διάγραµµα.  
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ΣΧΗΜΑ 2.11 

 

 
 
 
 
 
 
 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

IFR 

IFRA NBU HNBUE NBUE

SIFR SNBU 

IFR(2) NBU(2)

NBARMLDMRLA

UBAE 

  UBA 

DMRL NBUMRL

  L  NBAFRNBUFR 

NBUC HNBUE(3)

   Τέλος, αξίζει να σηµειώσουµε ότι υπάρχουν παραδείγµατα κατανοµών που ανήκουν σε µια 

κλάση, αλλά δεν ανήκουν στην προηγούµενη. Τα παραδείγµατα αυτά επιβεβαιώνουν ότι, για 

τις σχέσεις διάταξης µεταξύ των κλάσεων, που φαίνονται στο παραπάνω σχήµα, η 

αντίστροφη κατεύθυνση δεν ισχύει. Ας θεωρήσουµε τη συνάρτηση κατανοµής ) , της 

οποίας ο µέσος υπολειπόµενος χρόνος ζωής δίνεται από τη σχέση  

(tF









≤<−

≤≤−
=

8.31,8.3

10),2exp(
)(

tt

tt
tµ  

   Είναι φανερό ότι ισχύει  

)()0( tµµ ≥  , 0>∀t . 

   Αυτό σηµαίνει ότι η συνάρτηση   είναι NBUMRL, ενώ δεν είναι DMRL (Abouammoh 

(1988)).  

)(tF

   Η συνάρτηση κατανοµής χρόνου ζωής που δίνεται από τον τύπο  
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είναι NBUE, αλλά δεν είναι  NBU(2), συνεπώς NBUE  ⇒/  NBU(2). 

   Στη συνέχεια θεωρούµε την παραµετρική οικογένεια κατανοµών που δίνεται από τη σχέση 
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
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









≥

∈

∈

∈

=

ct

cbts

batr

at

tF

,0

],[,

],[,

],0[,1

)(  

όπου ))/((20,),1,0(, 2 srrabarsrsr +≤<<>>∈ και .2 baca +≤<  

   Η )  δεν ανήκει στην κλάση NBU, επειδή  (),,,,( tF srcba

)()()( ),,,,(),,,,(
2

),,,,( aFaFrsaaF srcbasrcbasrcba =>=+ , 

 ωστόσο µπορεί να αποδειχθεί ότι η   ανήκει στην κλάση  NBU(2) (Franco, Ruiz  

& Ruiz (2001)). Τέλος, χρησιµοποιώντας την παραπάνω παραµετρική οικογένεια κατανοµών, 

µπούµε να αποδείξουµε ότι  NBU(2)  IFR(2). Για το σκοπό αυτό παίρνουµε  και 

ε>0, τέτοιο ώστε 

)(),,,,( tF srcba

⇒/ at =′0
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 78



                                                                     Κεφάλαιο 2. Ταξινόµηση κατανοµών χρόνων ζωής 
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και από τον ορισµό της κλάσης IFR(2), συµπεραίνουµε ότι η συνάρτηση  δεν 

ανήκει στην κλάση αυτή.  
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Για να αποδείξουµε ότι  L  HNBUE, θεωρούµε την ακόλουθη συνάρτηση  ⇒/
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η οποία ανήκει στην κλάση L, αλλά δεν ανήκει στην κλάση HNBUE (Klefsjo (1983)) .  

Για να αποδείξουµε ότι   SNBU ⇒  NBU,  θεωρούµε την ακόλουθη συνάρτηση  /
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µε µέσο 9945.0=µ . Η κατανοµή αυτή δεν ανήκει στην κλάση NBU, αλλά ανήκει στην 

κλάση SNBU . Πράγµατι αν θέσουµε  
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2.6 Άλλες οικογένειες χρόνων ζωής 
 

παρατηρούµε ότι το ολοκλήρωµα αυτό φθίνει ως προς   k

,...)115.0,161.0,264.0,63.0( 4321 ==== JJJJ , ενώ ισχύει η ακόλουθη σχέση  

kk JJkJ )( 11 ⋅≤+ , 

καθώς  για ,11 ≥⋅ Jk ,...3,2=k και συνεπώς .SNBUF ∈  

Για να αποδείξουµε ότι   SNBU ⇒  SIFR  θεωρούµε δύο ανεξάρτητες εκθετικές µεταβλητές 

 µε µέσους 1 και ½ αντίστοιχα. Έστω ότι 

/

WZ , ),max( WZY = , η οποία ακολουθεί την 

κατανοµή µε ουρά 

ttt eeetF 32)( −−− −+=  

µε µέσο που δίνεται από τη σχέση  
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Γνωρίζουµε ότι SNBUFNBUF ∈⇒∈  (Barlow & Proschan (1975)). 

Επιπλέον ισχύουν τα ακόλουθα  
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Η κατανοµή F  ανήκει στην κλάση SIFR  αν ισχύουν οι σχέσεις  
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Ωστόσο για  η τελευταία σχέση δεν ισχύει, συνεπώς 4=k .SIFRF ∉  
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