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Β α θ µ ί δ α  α π ο τ υ χ ί α ς  
 

 

1.1 Εισαγωγή 

   Στο κεφάλαιο αυτό δίνεται αρχικά ο ορισµός της βαθµίδας αποτυχίας µιας µονάδας, 

επισηµαίνεται η ερµηνεία της, καθώς επίσης περιγράφονται και οι µορφές, µε τις οποίες αυτή 

παρουσιάζεται συνήθως σε πρακτικά προβλήµατα. Στη συνέχεια δίνονται παραδείγµατα της 

βαθµίδας αποτυχίας συνεχών και διακριτών κατανοµών. Τέλος προτείνονται εκτιµητές της 

τελευταίας από εµπειρικά δεδοµένα.        

1.2   Ορισµός της βαθµίδας αποτυχίας  

   Έστω ότι µια µονάδα έχει λειτουργήσει χωρίς αποτυχία στο χρονικό διάστηµα [0,t] για 

t≥ . Αν συµβολίσουµε µε Τ το χρόνο ζωής της µονάδας (τυχαία µεταβλητή), τότε η 

πιθανότητα να λειτουργήσει  χωρίς αποτυχία για  ∆t επιπλέον χρονικές µονάδες, δηλαδή µε 

άλλα λόγια η πιθανότητα να επιβιώσει στο χρονικό διάστηµα (t,t+∆t] θα είναι ίση µε    
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   Επιπλέον η πιθανότητα αποτυχίας της µονάδας στο ίδιο αυτό διάστηµα (t,t+∆t] θα είναι  
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όπου µε  έχουµε ορίσει την πιθανότητα να ζήσει η µονάδα µέχρι τη χρονική 

στιγµή t, η οποία ονοµάζεται αξιοπιστία της µονάδας τη στιγµή t. Αν υπάρχει η πρώτη 

παράγωγος της συνάρτησης αξιοπιστίας R(t),  τότε θα δίνεται από τον τύπο    
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   Από τις σχέσεις (1) , (2) , (3)  παίρνουµε    
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είναι η  (στιγµιαία)  βαθµίδα αποτυχίας  (failure rate, hazard rate, intensity of failures), ο 

οποίος ικανοποιεί τις σχέσεις 

λ(t)  και  . 0≥ ∫
∞

∞=
0

)( dttλ

    Συνεπώς η στιγµιαία βαθµίδα αποτυχίας λ(t) εκφράζει το δεσµευµένο ρυθµό αποτυχίας της 

µονάδας στο διάστηµα (t,t+x] για  , δεδοµένου ότι Τ>t. Η συνάρτηση αυτή µπορεί να 

ερµηνευθεί σαν ρυθµός αποτυχίας µε την ακόλουθη έννοια. Αν υπάρχει µεγάλος αριθµός 

µονάδων (έστω n(t)) σε λειτουργία τη στιγµή t, τότε η ποσότητα n(t)

0→x

)(tλ⋅ είναι, κατά 

προσέγγιση, ίση µε τον αριθµό αποτυχιών ανά µονάδα χρόνου (εναλλακτικά µπορούµε να 

πούµε ότι η βαθµίδα αποτυχίας είναι, κατά προσέγγιση, ίση µε τον αριθµό αποτυχιών ανά 

µονάδα χρόνου, ανά µονάδα σε κίνδυνο).  

   Λόγω της στενής της σχέσης µε τις διαδικασίες αποτυχιών και τις στρατηγικές συντήρησης, 

κάποιοι µηχανικοί αξιοπιστίας κατευθύνθηκαν σε µοντελοποίηση των χρόνων αποτυχίας µε 

βάση τη συνάρτηση λ(t). Από τα παραπάνω είναι φανερό ότι ισχύει 

   )()( t∆t/TtTtP∆ttλ >+≤≤=⋅ . 

   Συνεπώς η ποσότητα λ(t)  είναι ο κίνδυνος αποτυχίας κατά το διάστηµα (t,t+∆t], 

δεδοµένου ότι η µονάδα λειτουργεί τη χρονική στιγµή t. Στατιστικά η ποσότητα  λ(t)

t∆⋅

t∆⋅  

µπορεί να εκτιµηθεί από το λόγο του αριθµού µονάδων που απέτυχαν στο διάστηµα (t,t+∆t] 

προς τον αριθµό των µονάδων που λειτουργούσαν τη στιγµή t.  
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   Η στιγµιαία βαθµίδα αποτυχίας  είναι σηµαντική έννοια σε µεγάλο αριθµό εφαρµογών και 

είναι γνωστή µε µια πλειάδα  ονοµάτων. Συγκεκριµένα στον Αναλογισµό χρησιµοποιείται  µε 

το όνοµα «force of mortality», δηλαδή ένταση θνησιµότητας  για τον υπολογισµό πινάκων 

θνησιµότητας, στη Στατιστική  όταν χρησιµοποιείται στην Κανονική κατανοµή έχει το όνοµα 

«Mill’s ratio», ενώ επιπλέον η στιγµιαία βαθµίδα αποτυχίας διαδραµατίζει σηµαντικό ρόλο 

στον καθορισµό της µορφής κατανοµών ακραίων τιµών (extreme value), όπου είναι γνωστή 

µε το όνοµα «intensity function» (Barlow, Marshall & Proschan (1963)). 

   Θα µπορούσαµε στο σηµείο αυτό να προσθέσουµε ότι η στιγµιαία βαθµίδα αποτυχίας  είναι 

µια ειδική µορφή της συνάρτησης έντασης τη στιγµή t για µια σηµειακή διαδικασία (point 

process). Με άλλα λόγια η βαθµίδα αποτυχίας είναι µαθηµατικά ισοδύναµη µε τη συνάρτηση 

έντασης για µια µη οµογενή διαδικασία Poisson, όπου ο χρόνος αποτυχίας  αντιστοιχίζεται µε 

το πρώτο συµβάν στη διαδικασία (Leemis (1986)).  

   Αν συµβολίσουµε µε  την αθροιστική συνάρτηση κατανοµής της τυχαίας µεταβλητής Τ 

και µε  τη συνάρτηση πυκνότητας της ίδιας µεταβλητής, τότε ισχύουν οι σχέσεις 

)(tF

)(tf
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   οπότε για τη βαθµίδα αποτυχίας λ(t) της τυχαίας µεταβλητής Τ  θα έχουµε  
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   Στο γράφηµα που ακολουθεί  φαίνεται η σχέση ανάµεσα στις συναρτήσεις  f(t),F(t),R(t) και 

λ(t) . 

ΣΧΗΜΑ 1.1 
     gbdbf 

f(t) 

F(t)
(εµβαδόν)

t 

f(t)(ύψος)

R(t) 
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1.2 Ορισµός της βαθµίδας αποτυχίας 
 

   Συγκεκριµένα η f(t) είναι το ύψος της καµπύλης συχνότητας, η F(t) εκφράζει την περιοχή 

αριστερά από το t, η R(t) την περιοχή δεξιά από το t και η λ(t), που δεν είναι εύκολο να 

απεικονισθεί, εκφράζει το ύψος της τεταγµένης διαιρούµενο από τη δεξιά περιοχή. Η ιδέα της 

βαθµίδας αποτυχίας είναι δύσκολο να κατανοηθεί. Συχνά όπως έχουµε αναφέρει, ορίζεται ως 

ο ρυθµός αποτυχίας ανά µονάδα χρόνου τη στιγµή t, εξαρτώµενο από την επιβίωση µέχρι τη 

στιγµή t. Όµως αν µια µονάδα δεν έχει επιβιώσει µέχρι τη στιγµή t, τότε είναι ξεκάθαρο ότι 

δεν έχει πιθανότητα, η οποία να σχετίζεται µε αποτυχία ή επιβίωση για κανένα επιπλέον 

χρονικό διάστηµα. Στα πλαίσια της ερµηνείας της βαθµίδας αποτυχίας δίνουµε και το 

ακόλουθο παράδειγµα που ξεκαθαρίζει τη διαφορά ανάµεσα  στην  f(t) και λ(t). Έστω ότι 

έχουµε ένα νεογέννητο παιδί. Θέτουµε τις εξής ερωτήσεις:  

1.  Ποια είναι η πιθανότητα το παιδί να πεθάνει στα πρώτα 60 χρόνια της ζωής του,   

2.  Ποια η πιθανότητα εάν το παιδί φτάσει στην  ηλικία 60 ετών  να πεθάνει την επόµενη 

χρονιά.  

   Η πρώτη ερώτηση χρησιµοποιεί τη συνάρτηση F(t) για να απαντηθεί, ενώ η ερώτηση 2 

χρησιµοποιεί τη συνάρτηση  λ(t) (Grosh (1989)).      

   Αν ο χρόνος ζωής Τ µιας µονάδας περιγράφεται από µια συνεχή κατανοµή µε συνάρτηση 

πυκνότητας f(t), συνάρτηση αξιοπιστίας R(t) και βαθµίδα αποτυχίας λ(t), τότε η 

µετατοπισµένη τυχαία µεταβλητή Τβ = Τ+β, όπου β είναι µια δεδοµένη (συνήθως θετική) 

σταθερά έχει συνάρτηση αξιοπιστίας  
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 και βαθµίδα αποτυχίας που δίνεται από τον τύπο  
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   Η βαθµίδα αποτυχίας θεωρείται ως η πιο δηµοφιλής συνάρτηση στη µοντελοποίηση χρόνων 

ζωής, εξαιτίας της διαισθητικής ερµηνείας σαν συνολική ποσότητα κινδύνου συσχετιζόµενη 
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µε ένα αντικείµενο που έχει επιζήσει τη χρονική στιγµή t. Ένας δεύτερος λόγος για τη 

δηµοτικότητά της είναι η χρησιµότητά της στη σύγκριση του τρόπου µε τον οποίο 

ανανεώνονται ή γερνούν διάφοροι πληθυσµοί αντικειµένων. Ένας τρίτος λόγος είναι ότι η 

βαθµίδα  αποτυχίας αποτελεί ειδική περίπτωση της συνάρτησης έντασης σε µια µη οµοιογενή 

διαδικασία Poisson, όπως αναφέρθηκε και παραπάνω. 

   Οι Barlow και Van Zwet (1970) γενίκευσαν  τον ορισµό της βαθµίδας αποτυχίας.  Για µια 

τυχαία µεταβλητή Χ µε συνάρτηση κατανοµής F και συνάρτηση πυκνότητας f, ορίζεται ως  

γενικευµένη βαθµίδα αποτυχίας )(tγενλ  ο λόγος  

)(tγενλ =
))](([

)(
1 tFGg

tf
−

,  

 όπου οι συναρτήσεις  g,G είναι η συνάρτηση κατανοµής και η συνάρτηση πυκνότητας µιας 

συνεχούς τυχαίας µεταβλητής αντίστοιχα.  

   Αξίζει να επισηµανθεί ότι αν η συνάρτηση G  είναι η συνάρτηση κατανοµής της εκθετικής 

κατανοµής µε παράµετρο λ=1, τότε η γενικευµένη βαθµίδα αποτυχίας )(tγενλ  ταυτίζεται µε 

τη στιγµιαία βαθµίδα αποτυχίας  

λ(t) =
)(
)(

tR
tR'
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1.3   Μορφές της  βαθµίδας αποτυχίας 

     Η µορφή της βαθµίδας αποτυχίας δηλώνει τον τρόπο µε τον οποίο ένα αντικείµενο 

(µονάδα ή σύστηµα) γερνάει. Η διαισθητική ερµηνεία της σαν το σύνολο του κινδύνου για 

ένα αντικείµενο σε µια χρονική στιγµή t, δείχνει ότι, όταν η βαθµίδα αποτυχίας είναι µεγάλη, 

τότε το αντικείµενο είναι σε µεγαλύτερο κίνδυνο, ενώ όταν  η βαθµίδα αποτυχίας είναι µικρή  

τότε το αντικείµενο είναι σε µικρότερο κίνδυνο.  

   Οι τρεις βαθµίδες αποτυχίας που φαίνονται στο παρακάτω γράφηµα  ανταποκρίνονται σε 

µια αύξουσα βαθµίδα αποτυχίας (Increasing Failure Rate, IFR), µια φθίνουσα βαθµίδα 

αποτυχίας (Decreasing Failure Rate, DFR)  και µια  bathtub-shaped συνάρτηση (BT).  
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ΣΧΗΜΑ 1.2 

 

 

 λ(t) IFR 

                DFR 

 

                                                                        BT 
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     Η αύξουσα βαθµίδα αποτυχίας είναι, πιθανόν, η πιο δηµοφιλής περίπτωση. Στην 

περίπτωση αυτή, όσο περνάει ο χρόνος τα αντικείµενα είναι πιο πιθανόν να αποτύχουν. Με 

άλλα λόγια τα αντικείµενα υποβαθµίζονται µε το χρόνο. Είναι η περίπτωση, για παράδειγµα, 

µηχανικών αντικειµένων που υποβάλλονται σε κόπωση, η περίπτωση βιοϊατρικών 

πειραµάτων κ.τ.λ. Αν Τ είναι ο χρόνος µέχρι ένας όγκος να εµφανισθεί  µετά από ένεση µιας 

ουσίας σε ένα εργαστηριακό ζώο και η ουσία κάνει τον όγκο πιο πιθανό να εµφανισθεί όσο ο 

χρόνος περνάει, η   βαθµίδα αποτυχίας σχετική µε το χρόνο Τ αυξάνει (Leemis (1995)).  

   Η δεύτερη περίπτωση, η φθίνουσα βαθµίδα αποτυχίας, είναι λιγότερο συνήθης. Στην 

περίπτωση αυτή το αντικείµενο είναι λιγότερο πιθανό να αποτύχει όσο ο χρόνος περνάει. 

Αντικείµενα µε αυτό τον τύπο βαθµίδας αποτυχίας βελτιώνονται µε το χρόνο. Ορισµένα 

υλικά (µέταλλα, µπετόν κ.τ.λ.) µέσω της χρήσης τους αποκτούν αυξανόµενη δύναµη όσο ο 

χρόνος περνάει. Τέλος µελέτες, οι οποίες έχουν διεξαχθεί σε διάφορους κοινωνικούς χώρους, 

έχουν αποδείξει ότι, όσο περισσότερο χρόνο ένας άνθρωπος παραµένει σε µία κατάσταση, 

τόσο µικρότερη είναι η πιθανότητα να ξεφύγει από αυτήν στο άµεσο µέλλον. Η «αδράνεια» 

αυτού του είδους συσσωρεύεται, για παράδειγµα, στη διάρκεια µίας θητείας σε µία οργάνωση 

ή διαµονής σε µία κατοικία, στην αποχή από το έγκληµα σε κάποιον άνθρωπο που µόλις έχει 

αφεθεί ελεύθερος. Σε όλες αυτές τις περιπτώσεις ο ρυθµός συσσώρευσης µειώνεται µε το 

χρόνο (Gerchak (1983)).        

   Η τρίτη περίπτωση, µια  bathtub-shaped βαθµίδα αποτυχίας, συµβαίνει όταν η  βαθµίδα 

αποτυχίας µειώνεται αρχικά, στη συνέχεια ακολουθεί µια περίοδος, όπου η βαθµίδα µένει 

σταθερή, ενώ µετά αυξάνεται όσο τα αντικείµενα γερνούν. Τα αντικείµενα αρχικά 
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βελτιώνονται, στη συνέχεια διατηρούν σχεδόν µία σταθερή ποιότητα και τέλος αρχίζουν να  

υποβαθµίζονται. Αυτή η µορφή βαθµίδας αποτυχίας είναι  σηµαντική, καθώς οι χρόνοι ζωής 

ηλεκτρονικών, ηλεκτροµηχανικών και µηχανικών προϊόντων µοντελοποιούνται συχνά µε τον 

τρόπο αυτό (Mi (1993)). 

    Η πρώτη περίοδος ονοµάζεται βρεφική περίοδος (early life period), όπου εδώ συχνά 

βιοµηχανικά, σχεδιαστικά ή συστατικά ελαττώµατα προκαλούν πρόωρες αποτυχίες. Η 

εκτίµηση του µεγέθους της περιόδου, στην οποία αυτές οι πρόωρες αποτυχίες έχουν 

εξαλειφθεί, είναι εξαιρετικά χρήσιµη για έναν παραγωγό που θέλει να προσδιορίσει µια 

κατάλληλη χρονική περίοδο εγγύησης. Η δεύτερη περίοδος ονοµάζεται χρήσιµη περίοδος 

(useful period) και εδώ έχουµε µια σταθερή βαθµίδα αποτυχίας. Οι αποτυχίες είναι πιθανόν 

να συµβούν σε οποιαδήποτε χρονική στιγµή και ονοµάζονται τυχαίες ή καταστροφικές. 

Τέλος όσο τα αντικείµενα συνεχίζουν να γερνούν, η  βαθµίδα αποτυχίας αυξάνει χωρίς όριο 

και έχουµε τη λεγόµενη (wear-out) περίοδο φθοράς. Παράδειγµα τέτοιας µορφής βαθµίδας 

είναι οι χρόνοι ζωής βιοµηχανικών προϊόντων.   

      Θα εξετάσουµε τώρα πως ορίζεται η έννοια της µορφής bathtub(BT) στην περίπτωση της 

διακριτής κατανοµής. ∆ίνουµε αρχικά τον ορισµό που αφορά ακολουθίες πραγµατικών 

αριθµών.    

   Μια ακολουθία πραγµατικών αριθµών  {α(i) , i  λέµε ότι έχει µορφή bathtub(BT) ή 

upside-down bathtub µορφή αν υπάρχουν ακέραιοι 

}1≥

∞≤≤≤ 2n1n1 ώστε   

α(1)>α(2)>...>α(n1-1)>α(n1)=…=α(n2)<α(n2+1)<… 

ή  α(1)<α(2)<...<α(n1-1)<α(n1)=…=α(n2)>α(n2+1)>… 

αντίστοιχα. Οι αριθµοί n1 και n2 ονοµάζονται σηµεία αλλαγής της ακολουθίας {α(i) , i . 

Αν τώρα έχουµε µια διακριτή τυχαία µεταβλητή µε συνάρτηση κατανοµής , θα λέµε ότι  

έχει βαθµίδα αποτυχίας bathtub, αν η ακολουθία 

}1≥

)(tF

{ }1))(( 1 ≥,nnF /n  έχει µορφή bathtub (BT). 

Στη συνέχεια δίνουµε διάφορα παραδείγµατα εφαρµογών της bathtub-shaped βαθµίδας 

αποτυχίας.   

α. Η bathtub-shaped βαθµίδα αποτυχίας εµφανίζεται κατά τη µελέτη του χρόνου ζωής των 

ηλεκτρονικών υπολογιστών. Η burn-in περίοδος ανταποκρίνεται στις πρώτες εβδοµάδες,  

όπου εµφανίζονται βιοµηχανικά, σχεδιαστικά ή συστατικά ελαττώµατα. Αποτυχίες εξαιτίας 

πτώσης του υπολογιστή συµβαίνουν κατά τη διάρκεια της ζωής του. Αν οι αποτυχίες αυτές 

είναι το ίδιο πιθανές να συµβούν σε οποιαδήποτε στιγµή, η βαθµίδα αποτυχίας θα αυξάνεται 
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κατά µια σταθερά, η οποία θα εκφράζει την πιθανότητα πεσίµατος του υπολογιστή σε 

οποιαδήποτε χρονική στιγµή.  

β. Η bathtub-shaped βαθµίδα αποτυχίας παρατηρείται στους χρόνους ζωής των ανθρώπων. 

Στην περίπτωση αυτή, οι πρόωρες αποτυχίες είναι γνωστές σαν θάνατοι βρεφικής 

θνησιµότητας και συµβαίνουν κατά τα πρώτα χρόνια ζωής. Μετά από την περίοδο αυτή, η 

βαθµίδα αποτυχίας έχει µια πολύ µικρή αύξηση µέσα στην εφηβεία και την ενηλικίωση. 

Τέλος σε µεταγενέστερα έτη της ζωής του ανθρώπου, η βαθµίδα αποτυχίας αρχίζει να 

αυξάνει ραγδαία (θάνατοι λόγω γήρατος). Γενικότερα οι περίοδοι µεταβολής της βαθµίδας 

αποτυχίας εξαρτώνται από παράγοντες όπως το επίπεδο ζωής, το περιβάλλον, το επίπεδο 

ανάπτυξης της  χώρας διαµονής, καθώς και από τις διαθέσιµες ιατρικές παροχές (Dummer & 

Winton (1968)). Όλα τα παραπάνω φαίνονται στο ακόλουθο διάγραµµα. 

ΣΧΗΜΑ 1.3 

 

λ(t) 

                                                                                   Θάνατοι λόγω γήρατος 

 Χώρα µεσαίου επιπέδου 

                    ανάπτυξης 

                                                                                                                          

           Βρεφική θνησιµότητα     

  Χώρα υψηλού επιπέδου ανάπτυξης 

                                                                         

Τυχαίοι 
θάνατοι

Ηλικία 
σύνταξης 

                   10           20          30         40          50           60               Ηλικία (έτη) 

 

γ. Η bathtub-shaped βαθµίδα αποτυχίας εφαρµόζεται επίσης σε ασκήσεις ανθρώπινης 

επίδοσης, όπως η εγρήγορση. Εδώ ο χρόνος ζωής  Τ είναι ο χρόνος µέχρι το πρώτο σφάλµα. 

Αν η   bathtub-shaped βαθµίδα αποτυχίας εφαρµοσθεί, τότε η burn-in περίοδος (βρεφική και 

χρήσιµη περίοδος) ανταποκρίνεται στη διαδικασία µάθησης και η περίοδος wear-out  

ανταποκρίνεται στην κόπωση.  

δ. Το ακόλουθο γράφηµα παρουσιάζει την εµπειρική απεικόνιση µιας bathtub-shaped 

βαθµίδας αποτυχίας.  
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                                                                                                  Κεφάλαιο 1. Βαθµίδα αποτυχίας 
 

ΣΧΗΜΑ 1.4 

 

 

Βαθµίδα αποτυχίας (ανά 100 ώρες) 

          0,20 

 

 

          0,10 

                  Φθίνουσα       Σταθερή            Αύξουσα 

 

 0          500          1000          1500          2000 Χρόνος (ώρες) 

      

Συγκεκριµένα το σχήµα 1.4 δείχνει την εµπειρική βαθµίδα αποτυχίας ανά 100 ώρες για ένα 

σύστηµα παραγωγής ζεστού αερίου, που χρησιµοποιείται για το ξεκίνηµα µηχανών 

συγκεκριµένου εµπορικού επιβατικού αεροπλάνου. Κατά τη διάρκεια των πρώτων 600 ωρών 

λειτουργίας του, η παρατηρηθείσα βαθµίδα αποτυχίας µειώνεται κατά περίπου το µισό. Από 

την ηλικία των 600 ωρών έως την ηλικία των 1400 ωρών λειτουργίας, η βαθµίδα αποτυχίας 

φαίνεται να αυξάνει ανεπαίσθητα, ενώ από την ηλικία των 1400 ωρών έχουµε µεγάλη 

αύξηση, αντικατοπτρίζοντας  τη φθορά.    

     Ένα απλοποιηµένο µοντέλο βαθµίδας αποτυχίας που µπορεί να περιγράψει προσεγγιστικά 

την καµπύλη (bathtub curve) είναι το ακόλουθο    

λ(t)=           


















≤−+

≤≤

≤≤−

ttttκλ

tttλ

tttκλ

WW

WE

E

),(

,

0,

21

1

10

 

 όπου  λ1= λο-κ1t . Η µορφή της τελευταίας φαίνεται γραφικά στο παρακάτω σχήµα.  
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1.3 Μορφές της βαθµίδας αποτυχίας 
 

 
 
 
 

ΣΧΗΜΑ 1.5 

 
 
         λ(t) 
                   λο   
 
                         
                        k1 k2 
 
 I 
          λ1 

III 
                                       II 
 
 tE tW 

 
1.4 Η βαθµίδα αποτυχίας γνωστών συνεχών κατανοµών 

     Στην ενότητα αυτή θα µελετήσουµε συγκεκριµένες κατανοµές, θα δούµε τη συνάρτηση 

κατανοµής και πυκνότητας τους, καθώς επίσης και τη βαθµίδα αποτυχίας τους.    

α. Εκθετική κατανοµή   

   Η µονοπαραµετρική εκθετική κατανοµή είναι ειδική περίπτωση της διπαραµετρικής 

εκθετικής κατανοµής EXP(θ,γ), για γ=0. Η τελευταία έχει συνάρτηση κατανοµής,  

πυκνότητας πιθανότητας και βαθµίδα αποτυχίας που δίνονται παρακάτω.   

F(t;θ,γ)=1-exp(- )
θ
γt −

=1-  ),;( γθtR

f(t;θ,γ)= 
θ
1  exp(- )

θ
γt −

 

λ(t;θ,γ)= 
θ
1       , t>γ 

όπου θ>0 είναι µια παράµετρος κλίµακας και γ είναι παράµετρος θέσης. 

     Η  µονοπαραµετρική εκθετική κατανοµή είναι η πιο απλή κατανοµή που χρησιµοποιείται 

συχνά στην ανάλυση δεδοµένων αξιοπιστίας. Η εκθετική κατανοµή έχει σταθερή βαθµίδα 

αποτυχίας, δηλαδή δεν εξαρτάται από το χρόνο. Μια σταθερή βαθµίδα αποτυχίας δηλώνει 
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                                                                                                  Κεφάλαιο 1. Βαθµίδα αποτυχίας 
 

ότι, για µια µονάδα που δεν έχει αποτύχει, η πιθανότητα αποτυχίας στο επόµενο µικρό 

χρονικό διάστηµα είναι ανεξάρτητη από την ηλικία της µονάδας. Από φυσικής απόψεως, µια 

σταθερή  βαθµίδα αποτυχίας σηµαίνει ότι ο πληθυσµός των µονάδων που βρίσκεται υπό 

µελέτη δεν φθείρεται, ή µε άλλα λόγια δεν γερνάει. Η εκθετική κατανοµή είναι η µόνη 

συνεχής κατανοµή µε σταθερή βαθµίδα αποτυχίας λ(t)=λ για t . Αυτό εκφράζει την 

αµνήµονα ιδιότητα της.  

0≥

     Αφού µια ήδη χρησιµοποιηµένη µονάδα είναι τόσο καλή όσο µια καινούρια, δεν υπάρχει 

κανένα πλεονέκτηµα στο να ακολουθήσουµε πολιτική αντικατάστασης µονάδων  που 

ξέρουµε ότι λειτουργούν. Επιπλέον κατά τη στατιστική εκτίµηση µέσης ζωής, 

ποσοστηµορίων, αξιοπιστίας, τα δεδοµένα µπορούν να συλλέγονται µε καταγραφή του  

αριθµού ωρών της παρατηρηθείσας ζωής και τον αριθµό των παρατηρηθέντων αποτυχιών, 

αφού οι ηλικίες των µονάδων υπό παρατήρηση δεν τα επηρεάζουν.  

 Στο ακόλουθο σχήµα φαίνονται γραφήµατα για την εκθετική κατανοµή. 

 

ΣΧΗΜΑ 1.6 

 

 

λ(t) 

 

    λ=2 
        

df       f(t) 

            t

      
 
 
 
 

 t 
 

β. Weibull κατανοµή  W(λ,α) 

     Η κατανοµή αυτή έχει χρησιµοποιηθεί για να περιγράψει αποτυχία κόπωσης (Weibul1, 

1939), αποτυχία κενού σωλήνα (Kao, 1958) και αποτυχία σε ρουλεµάν (Lieblein και Zelen, 

1956). Αποτελεί  ίσως τη δηµοφιλέστερη παραµετρική οικογένεια χρόνων αποτυχιών. Η 

συνάρτηση αξιοπιστίας, η συνάρτηση κατανοµής, η συνάρτηση πυκνότητας και η βαθµίδα 

αποτυχίας δίνονται από τους τύπους 
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1.4 Η βαθµίδα αποτυχίας γνωστών συνεχών κατανοµών 
 

 

R(t)=  
a

t

λtλ(s)ds
ee −−

=∫0

F(t)=1- e     , για  t  
βλ )( t− 0≥

f(t)=   , για  t  
aλtα- eλαt −1 0≥

λ(t)= . 1α-λαt

    Η παράµετρος λ είναι παράµετρος κλίµακας ενώ η α παράµετρος µορφής. 

     Στο ακόλουθο γράφηµα φαίνονται οι καµπύλες της βαθµίδας αποτυχίας για λ=1 και 

διάφορες τιµές της παραµέτρου α.  

ΣΧΗΜΑ 1.7 

 
 

2 4 6 8 t 

0.5 

1 

1.5 

2 

2.5 

3 

3.5 
λ(t) α=2 

α= 
2
3

 

α=1 

α= 
2
1

 

 
 

 

Από τα παραπάνω είναι φανερό ότι :    

•Για α>1 η βαθµίδα αποτυχίας αυξάνεται µε το χρόνο (η µονάδα γερνάει), δηλαδή έχουµε 

χρόνους ζωής IFR. 

•Για α<1 η βαθµίδα αποτυχίας µειώνεται µε το χρόνο (όσο περνάει ο χρόνος, η µονάδα 

βελτιώνεται, δηλαδή έχει µικρότερη πιθανότητα να χαλάσει), δηλαδή έχουµε χρόνους ζωής 

DFR.  
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                                                                                                  Κεφάλαιο 1. Βαθµίδα αποτυχίας 
 

•Για α=1 η βαθµίδα αποτυχίας παραµένει σταθερή. Στην περίπτωση αυτή η κατανοµή 

εκφυλίζεται σε µία εκθετική κατανοµή.  

γ. Κατανοµή  Γάµµα 

     Η συνάρτηση πυκνότητας δίνεται από τον τύπο 

f(t)= λtα-
α

et
αΓ
λ −1

)(
  , για  t  0≥

ενώ για τη συνάρτηση αξιοπιστίας  έχουµε 

R(t)= ∫∫
∞

−−
∞

==
t

sα
α

t αΓ
α,λtΓdses

αΓ
λdssf

)(
)(

)(
)( 1 λ  

όπου µε  συµβολίζουµε τη µη πλήρη συνάρτηση Γάµµα.  ∫
∞ −−=Γ x

sa dsesxa 1),(

Η συνάρτηση κατανοµής δίνεται από τον τύπο   

F(t)= ∫ = 
t

dxxf
0

)(
)(

),()(
a

taa
Γ
Γ−Γ λ  . 

Η βαθµίδα αποτυχίας  δίνεται από τον τύπο  

λ(t)= λtα-
α

et
α,λtΓ
λ −1

)(
. 

Όταν το α είναι ένας θετικός ακέραιος, τότε η συνάρτηση κατανοµής γράφεται σε κλειστή 

µορφή ως εξής    

F(t)= 1- ∑
−

=

−
1

0

)α

i

λt
i

e
i!
t(λ . 

   Στην περίπτωση αυτή, όπου η παράµετρος α είναι θετικός ακέραιος αριθµός, η κατανοµή 

συµπίπτει µε την κατανοµή του αθροίσµατος α εκθετικών τυχαίων µεταβλητών, η κάθε µία 

µε βαθµίδα αποτυχίας λ, και είναι γνωστή µε την ονοµασία Erlang (Erl(α,λ)). Tότε η 

συνάρτηση αξιοπιστίας  γράφεται στη µορφή   

R(t)= ∑
−

=

−
1

0

)a

i

i
λt

i!
t(e λ  

και η βαθµίδα αποτυχίας δίνεται από τον τύπο 
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1.4 Η βαθµίδα αποτυχίας γνωστών συνεχών κατανοµών 
 

λ(t)= 1
1

0

)()1(

α-
α

ι

i

α
t

i!
t!α

λ

∑
−

=
−

λ
. 

Στο ακόλουθο γράφηµα φαίνονται οι καµπύλες της βαθµίδας αποτυχίας για λ=1 και διάφορες 

τιµές της παραµέτρου α.  

ΣΧΗΜΑ 1.8 

 
 

2 4 6 8 10

0.5 

1 

1.5 

2 

2.5 

α=1,λ=1 

α=
2
1 ,λ=1 

α=2 ,λ=1

λ(t) 

t  
 

Από τα παραπάνω είναι φανερό ότι :    

•Για α>1 η βαθµίδα αποτυχίας αυξάνεται µε το χρόνο, δηλαδή έχει την ιδιότητα ΙFR. 

•Για α<1 η βαθµίδα αποτυχίας µειώνεται µε το χρόνο, δηλαδή έχει την ιδιότητα DFR. 

•Για α=1 η βαθµίδα αποτυχίας παραµένει σταθερή. 

δ.  Περικοµµένη κανονική κατανοµή  (Truncated normal)     

     Στη µελέτη χρόνων ζωής, η τυχαία µεταβλητή που χρησιµοποιούµε δεν µπορεί να πάρει 

αρνητικές τιµές. Για το λόγο αυτό, όταν θέλουµε να χρησιµοποιήσουµε την κανονική 

κατανοµή και ισχύει 3<
σ
µ

, τότε καταφεύγουµε στην περικοµµένη κανονική κατανοµή, η 

οποία παίρνει µόνο θετικές τιµές (ή µηδέν).   

   Ο Davis (1952), αφού εξέτασε δεδοµένα αποτυχιών για µια ευρεία ποικιλία αντικειµένων, 

έδειξε εµπειρικά ότι, για την προσέγγιση χρόνων ζωής αντικειµένων που είναι αυστηρά 

ελεγµένα, µπορεί να χρησιµοποιηθεί η περικοµµένη κανονική κατανοµή.                                                          

   Η συνάρτηση κατανοµής δίνεται από τον τύπο    
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F(t)= 













<

≥≥≤

.0,0

0)0(

t

t,XtXP

 

   Αφού ισχύει 

P(X )()(1)()0
σ
µΦ

σ
µΦ

σ
µ

σ
µXP =−−=−≥

−
=≤  

  έχουµε ότι  

.
)(

1)()(

)(

)()(

)0(

)(

)0(
)0(

)0(
)0()(

σ
µΦ

σ
µΦ

σ
µtΦ

σ
µΦ

σ
µΦ

σ
µtΦ

XP
σ

µt
σ

µX
σ
µP

XP
tXP

XP
Xt,XPtF

−+
−

=
−−

−

=
≥

−
≤

−
≤

−

=
≥
≤≤

=
≥

≥≤
=

 

   Η συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας )(')( tFtf =  δίνεται από τον τύπο   

f(t)=  2

2

2
)(

22)(

1 σ
t-µ-

e
πσ

σ
µΦ

. 

Τέλος η συνάρτηση αξιοπιστίας και η βαθµίδα αποτυχίας δίνονται από τους τύπους  

R(t)= 
)(

)(1

σ
µΦ

σ
µtΦ −

−
 

λ(t)= 
)](1[2 2

2
)(
2

2

σ
t-µΦπσ

e σ
t-µ-

−
. 

   Στο ακόλουθο γράφηµα φαίνεται η µορφή της βαθµίδας αποτυχίας της περικοµµένης 

κανονικής κατανοµής για σ=1 και διάφορες τιµές του µ.  
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1.4 Η βαθµίδα αποτυχίας γνωστών συνεχών κατανοµών 
 

ΣΧΗΜΑ 1.9 

 

 

1 2 3 t

0.5 

1 

1.5 

2 

2.5 

3 

3.5 

  λ(t) 

  µ=1 
  σ=1 

  µ=2 
  σ=1   µ=3 

  σ=1 

 

   Αξίζει να επισηµάνουµε ότι για µ>>3σ έχουµε Φ( )
σ
µ  1≅   και η περικοµµένη κανονική 

είναι σχεδόν ίδια µε την συνήθη κανονική κατανοµή, εποµένως στην περίπτωση αυτή 

χρησιµοποιείται η συνήθης κανονική κατανοµή. 

ε.  Λογαριθµοκανονική κατανοµή  (Lognormal)  

     Ως λογαριθµοκανονική κατανοµή (συµβολικά LN(µ,σ2)) ορίζουµε την κατανοµή της 

τυχαίας µεταβλητής Τ, για την οποία ο λογάριθµός της ακολουθεί κανονική κατανοµή. 

Εποµένως θα έχουµε Χ = lnΤ ~ Ν(µ,σ2 ), ή ισοδύναµα Τ=eΧ όπου Χ~Ν(µ,σ2). 

     H λογαριθµοκανονική κατανοµή είναι ένα σύνηθες µοντέλο για χρόνους αποτυχιών. 

Εφαρµογή της κατανοµής αυτής µπορεί να αιτιολογηθεί για µια τυχαία µεταβλητή που 

προκύπτει από ένα παραγόµενο πλήθος ανεξάρτητων και όµοια κατανεµηµένων θετικών 

τυχαίων ποσοτήτων. Επίσης η λογαριθµοκανονική  κατανοµή εφαρµόζεται ευρέως για να 

περιγράψει χρόνο διάσπασης σε µέταλλα (Meeker & Escobar (1997)). 

   Οι συναρτήσεις κατανοµής των τυχαίων µεταβλητών Χ και Τ συνδέονται µε τον τύπο  

Fx (x)= P( X ≤  F=≤=≤= )()(ln) xeTPxTPx T(ex) 

ή ισοδύναµα  

.0),(ln)( ≥= ttFtF XT  

 Εποµένως η συνάρτηση πυκνότητας θα δίνεται από τον τύπο  
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                                                                                                  Κεφάλαιο 1. Βαθµίδα αποτυχίας 
 

f(t)= .0
2

11)(ln' ,2
)(ln

2

2

>=⋅= te
πtσt

tF σ
t-µ-

X  

Τέλος οι συναρτήσεις αξιοπιστίας και βαθµίδας αποτυχίας δίνονται από τους τύπους    

R(t)= )log(1)log()log()()(
σ
t-µΦ

σ
t-µ

σ
µXPtXPtePtTP x −=≥

−
=≥=≥=≥  

λ(t)= 

∫
∞

−−

−−

t

σ/µu

σ/µt

due
u

t

e
22

22

2)(ln

2)(ln

1
. 

   Η βαθµίδα αποτυχίας της λογαριθµοκανονικής κατανοµής, όπως φαίνεται από το παρακάτω 

σχήµα, ξεκινά από το µηδέν , αυξάνει µέχρι ένα χρονικό σηµείο και µετά µειώνεται τελικά.  

 

ΣΧΗΜΑ 1.10 

 

 

0.5 1 1.5 2 2.5 3

0.1 

0.2 

0.3 

0.4 

0.5 

µ=0.5 
σ=1 

µ=1 
σ=1 

t 

λ(t) 
 

 
 

   Για µεγάλες τιµές του σ, η βαθµίδα αποτυχίας πιάνει ένα µέγιστο νωρίς και µετά µειώνεται.  

ζ.  Οµοιόµορφη κατανοµή  (uniform) 

      Η οµοιόµορφη κατανοµή στο διάστηµα [α,β] όπου 0 βα <≤   έχει συνάρτηση πυκνότητας  














∉

∈

=

].,[,0

],[,1

)(

β

β

at

at
β-α

tf  
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1.4 Η βαθµίδα αποτυχίας γνωστών συνεχών κατανοµών 
 

Η συνάρτηση αξιοπιστίας και η βαθµίδα αποτυχίας δίνονται από τους τύπους    

R(t)= ∫
∞


















>

∈
−
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=
0

,0

],[,

,1

)(

βt

βαt
αβ
tβ

αt

dttf  

λ(t) = 














∉

∈
−

).,[,0

),[,1

β

β

αt

at
tβ

 

   Η µορφή της τελευταίας φαίνεται στο σχήµα που ακολουθεί. 

ΣΧΗΜΑ 1.11 

 

 

0.5 1 1.5 t

2 

4 

6 

8 

λ(t) 

 β=1 
α=0 

β=2 
α=0 

 
η.  Λογιστική  κατανοµή (Logistic)  

Θα λέµε ότι µια τυχαία µεταβλητή Υ έχει τη λογιστική κατανοµή µε παραµέτρους µ και 

σ,(συµβολικά Υ~LOGIS(µ,σ)) αν η συνάρτηση κατανοµής της Υ δίνεται από τον τύπο   

F(y;µ,σ)=Φlogis( )
σ

µy − ,  
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όπου  Φlogis (z) = 
exp(z)1

exp(z)
+

 . 

H συνάρτηση πυκνότητας της Υ θα δίνεται από τον τύπο  

f(y;µ,σ)=  =),;(' σµyF )(1
log σ

µyφ
σ is

−  

όπου  φlogis(z)= 2))exp(1(
)exp(
z

z
+

. 

   Η βαθµίδα αποτυχίας της Υ δίνεται από τον τύπο 

λ(t) = )
σ

(
1

logis

µy
σ

−
Φ  

και η µορφή της, για διάφορες τιµές του µ και σ, φαίνεται στο ακόλουθο σχήµα. 

ΣΧΗΜΑ 1.12 
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σ=5 
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t  
      

Η παράµετρος µ R∈  είναι παράµετρος θέσης και η σ>0  παράµετρος κλίµακας. Η µορφή της 

λογιστικής κατανοµής είναι παρόµοια µε αυτή της κανονικής κατανοµής, µόνο που η 

λογιστική έχει ελαφρώς πιο µακριές ουρές. Η βασική διαφορά µεταξύ των δύο κατανοµών 

εντοπίζεται στη συµπεριφορά της βαθµίδας αποτυχίας στην άνω ουρά της κατανοµής , όπου η 

λογιστική βαθµίδα αποτυχίας οριζοντιώνεται, προσεγγίζοντας το 1/σ για µεγάλο y (όπως 

φαίνεται στο παραπάνω σχήµα).  
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1.4 Η βαθµίδα αποτυχίας γνωστών συνεχών κατανοµών 
 

θ.  Λογαριθµολογιστική  κατανοµή (Loglogistic)  

    Μια τυχαία µεταβλητή Τ έχει λογαριθµολογιστική κατανοµή, (συµβολικά Τ~LOGLOGIS 

(µ,σ)) αν και µόνο αν Υ=logT~LOGIS(µ,σ), δηλαδή έχουµε µια σχέση αντίστοιχη µε αυτήν 

ανάµεσα στη λογαριθµοκανονική και την κανονική κατανοµή. Η συνάρτηση κατανοµής της Τ 

δίνεται από τον τύπο  

F(t;µ,σ)=Φlogis( )log
σ

µ−t = 
)logexp(1

)logexp(

σ
µ

σ
µ

−
+

−

t

t

 

ενώ η συνάρτηση πυκνότητας θα δίνεται από τον τύπο  

f(y;µ,σ)= )
σ
)tlog(

(1
logis

µ
φ

σ
− = 

2))logexp(1(

)logexp(

σ
µ

σ
µ

−
+

−

t

t

. 

   Η βαθµίδα αποτυχίας της κατανοµής είναι  

λ(t) = )
σ
)log((1

logis
µ

σ
−

Φ
t

t
 , t>0 

και η µορφή της φαίνεται στο ακόλουθο σχήµα. 

ΣΧΗΜΑ 1.13 
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3 
µ=0 
σ=0,2 

µ=0
σ=0,6 

µ=0 
σ=0,4 

 λ(t) 

t  
ι.  Gompertz-Makeham  κατανοµή  

     Η κατανοµή αυτή (GOMA) χρησιµοποιείται για µοντελοποίηση ανθρώπινου χρόνου ζωής, 

ξεκινώντας από τη µέση ηλικία. Η συνάρτηση κατανοµής της δίνεται από τον τύπο   

 20



                                                                                                  Κεφάλαιο 1. Βαθµίδα αποτυχίας 
 

)
)exp(

exp(--1),,;(
κ

-γκtγλκt
λκγtF

+
=     

 όπου γ>0 , κ>0 , λ≥  , t>0, ενώ για τη βαθµίδα αποτυχίας έχουµε  0

λ(t) = h(t;θ,ζ,η) = ⋅+
θ
ζ

θ
η )exp(-

0),exp( >t
θ
t

, 

όπου έχει γίνει η αναπαραµέτρηση (θ,ζ,η)=(1/κ , log(κ/γ) , λ/κ) προκειµένου να γίνει διάκριση 

ανάµεσα στην παράµετρο κλίµακας και τις παραµέτρους µορφής. Με τη νέα παραµέτρηση, η 

θ είναι παράµετρος κλίµακας και οι ζ,η είναι παράµετροι µορφής. Η µορφή της βαθµίδας 

αποτυχίας φαίνεται στο ακόλουθο γράφηµα. 

 

 ΣΧΗΜΑ 1.14 
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κ. Κατανοµές ακραίων τιµών (extreme values) 

   Έστω Χ µία τυχαία µεταβλητή που ακολουθεί γνωστή κατανοµή. Αν θεωρήσουµε ένα 

τυχαίο δείγµα µεγέθους n από την κατανοµή, τότε οι ακραίες τιµές (extreme values) του 

δείγµατος, όπως η τιµή Χ(1) (minimum), ή η µέγιστη τιµή Χ(n)  (maximum) παρουσιάζουν 

ιδιαίτερο ενδιαφέρον. Οι τιµές X(1), X(n)  µπορούν να ορισθούν από τους τύπους 

),...,,max( 21)( nn XXXX = , ),...,min( 21)1( nXXXX = . 

   Εάν υπάρχουν διαφορετικά σύνολα δειγµάτων του ίδιου µεγέθους n, τότε το κάθε σύνολο 

θα έχει διαφορετική ελάχιστη και µέγιστη τιµή. 
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1.4 Η βαθµίδα αποτυχίας γνωστών συνεχών κατανοµών 
 

 Η συνάρτηση κατανοµής της ελάχιστης παρατήρησης  Χ(1) και της µέγιστης παρατήρησης  

Χ(n) δίνονται από τους τύπους   

)(1),...,,()()(
)1()1( 21)1( yFyXyXyXPyXPyF XnX −=>>>=>=  

),...,,()()( 21)()(
yXyXyXPyXPyF nnX n

≤≤≤=≤= . 

   Για όµοιες και ανεξάρτητες µονάδες Χi οι παραπάνω συναρτήσεις κατανοµής παίρνουν τη 

µορφή  

n
XX yFyF )](1[1)(

)1(
−−=   ,    . n

XX yFyF
n

)]([)(
)(

=

   Ο Gumbel (1958) κατηγοριοποίησε τις κατανοµές αυτές σε τρεις τύπους ασυµπτωτικών 

κατανοµών ακραίων τιµών (extreme value), όπως θα δούµε αναλυτικά και παρακάτω. Οι 

ασυµπτωτικές κατανοµές ακραίων τιµών ορίζονται, όπως όλες οι γνωστές κατανοµές, µε τη 

βοήθεια της συνάρτησης κατανοµής και της συνάρτησης πυκνότητάς τους.  

•Τύπος Ι ( ) Gumbel

  Οι κατανοµές ακραίων τιµών τύπου Ι, σε προγενέστερη βιβλιογραφία, ονοµάζονταν και 

διπλές εκθετικές κατανοµές. Εφαρµόζονται στη µοντελοποίηση περιβαλλοντικών 

φαινοµένων, όπως, για παράδειγµα, η δύναµη του αέρα, το επίπεδο υγρών κ.τ.λ. Η 

συνάρτηση κατανοµής, η συνάρτηση πυκνότητας και η βαθµίδα αποτυχίας των extreme value 

κατανοµών τύπου Ι για την ελάχιστη τιµή δίνονται από τους τύπους  

RtetF
te ∈−= − ,1)(  

tet

etf +−=)(  

te
tF

tft =
−

=
)(1

)()(λ . 

Η µορφή της βαθµίδας αποτυχίας )  φαίνεται στο σχήµα που ακολουθεί. (tλ
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ΣΧΗΜΑ 1.15 
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   Η συνάρτηση κατανοµής, η συνάρτηση πυκνότητας και η βαθµίδα αποτυχίας των 

κατανοµών ακραίων τιµών τύπου Ι για τη µέγιστη τιµή δίνονται από τους τύπους  

teetF
−−=)( , Rt ∈  

te t

etf −− −

=)(  

t

t

e

te

e

ee
tF

tft −

−

−

−−

−

⋅
=

−
=

1)(1
)()(λ . 

   Η µορφή της βαθµίδας αποτυχίας )  φαίνεται στο σχήµα που ακολουθεί.  (tλ

 

ΣΧΗΜΑ 1.16 
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1.4 Η βαθµίδα αποτυχίας γνωστών συνεχών κατανοµών 
 

•Τύπος IΙ (Frechet) 

   Οι κατανοµές ακραίων τιµών τύπου ΙΙ εφαρµόζονται σε µοντελοποίηση φαινοµένων, όπως 

για παράδειγµα του µεγέθους σεισµών. Η συνάρτηση κατανοµής, η συνάρτηση πυκνότητας 

και η βαθµίδα αποτυχίας των κατανοµών ακραίων τιµών τύπου ΙΙ για την ελάχιστη τιµή 

δίνονται από τους τύπους  

0,0,1)( )( >≤−=
−−− atetF

at  

at teatf
a −−−− −⋅⋅=

− 1)( )()(  

ata
tF

tft −−−⋅=
−

= 1)(
)(1

)()(λ . 

   Η µορφή της βαθµίδας αποτυχίας )  φαίνεται στο σχήµα που ακολουθεί.  (tλ

 

ΣΧΗΜΑ 1.17 

 

 

-1.8 -1.6 -1.4 -1.2 t
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λ(t) 

α=2

  

   Η συνάρτηση κατανοµής, η συνάρτηση πυκνότητας και η βαθµίδα αποτυχίας των 

κατανοµών ακραίων τιµών τύπου ΙΙ για τη µέγιστη τιµή δίνονται από τους τύπους 

0,0,)( >≥=
−− atetF

at  

at teatf
a −−− ⋅⋅=

− 1)(  

a

a

t

t

e
ea

tF
tf

tλ −

−

−

−

−

⋅
=

−
=

1)(1
)(

)( . 

      Η µορφή της βαθµίδας αποτυχίας )  φαίνεται στο σχήµα που ακολουθεί. (tλ
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ΣΧΗΜΑ 1.18 
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•Τύπος ΙII (Weibull ) 

   Οι extreme value κατανοµές τύπου ΙΙΙ είναι δυνατόν να προκύψουν από τη σύγκλιση των 

κατανοµών που έχουν ένα κάτω όριο. Είναι κατάλληλες για να περιγράψουν την αντοχή 

υλικών και το χρόνο αποτυχίας ηλεκτρονικών συσκευών. Η συνάρτηση κατανοµής, η 

συνάρτηση πυκνότητας και η βαθµίδα αποτυχίας των extreme value κατανοµών τύπου ΙΙΙ για 

την ελάχιστη τιµή δίνονται από τους τύπους 

0,0,1)( >≥−= − atetF
at  

at teatf
a +−− ⋅⋅= 1)(  

1

)(1
)()( −⋅=

−
= ata

tF
tftλ . 

   Η µορφή της βαθµίδας αποτυχίας )  για διάφορες τιµές της παραµέτρου α φαίνεται στο 

σχήµα που ακολουθεί. 

(tλ
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1.4 Η βαθµίδα αποτυχίας γνωστών συνεχών κατανοµών 
 

ΣΧΗΜΑ 1.19 
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Η συνάρτηση κατανοµής, η συνάρτηση πυκνότητας και η βαθµίδα αποτυχίας των extreme 

value κατανοµών τύπου ΙΙΙ για την µέγιστη τιµή δίνονται από τους τύπους 

0,0,)( )( ><= −− atetF
at  

at teatf
a +−−− −⋅⋅= 1)( )()(  

a

a

t

at

e

tea
tF

tft
)(

1)(

1

)(
)(1

)()(
−−

+−−−

−

−⋅⋅
=

−
=λ . 

   Η µορφή της βαθµίδας αποτυχίας )  για διάφορες τιµές της παραµέτρου α φαίνεται στο 

σχήµα που ακολουθεί. 

(tλ

ΣΧΗΜΑ 1.20 
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                                                                                                  Κεφάλαιο 1. Βαθµίδα αποτυχίας 
 

   Στη µελέτη των extreme value κατανοµών ιδιαίτερα χρήσιµα ήταν τα συγγράµµατα των 

Haldar & Sankaran (2000) και Kotz & Nadarajah (2000). 

µ.  Κατανοµή Rayleigh  

   Αποτελεί ειδική περίπτωση της κατανοµής Weibull για α=2, λ=κ/2. Εποµένως, η 

συνάρτηση πυκνότητας, η συνάρτηση αξιοπιστίας και η βαθµίδα αποτυχίας θα δίνονται από 

τους τύπους 

f(t) = 2

2kt
−

kte ,  R(t) = 2
kt2

e
−

,  λ(t) = kt , t>0,   k>0. 

   Παρατηρούµε ότι, στην κατανοµή αυτή, η βαθµίδα αποτυχίας αυξάνει γραµµικά. Η µορφή 

της τελευταίας φαίνεται στο ακόλουθο γράφηµα για διάφορες τιµές της παραµέτρου k. 

ΣΧΗΜΑ 1.21 
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ν. Γενικευµένη κατανοµή  Γάµµα  ( GG3(α,β,γ)) 

   Η τριπαραµετρική αυτή κατανοµή έχει εισαχθεί από τον Stacy (1962) και είναι ιδιαίτερα 

χρήσιµη για κατανοµές χρόνων ζωής. Η συνάρτηση πυκνότητας και η αθροιστική συνάρτηση 

κατανοµής της γενικευµένης κατανοµής γάµµα δίνονται από τους τύπους 

),(
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),,;(

)(1

t
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aatf

a
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Γ
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1.4 Η βαθµίδα αποτυχίας γνωστών συνεχών κατανοµών 
 

),(
),,;( 0

1)(

t

dueu
tF

t
u

γ
β

γβα

γ
β

Γ

⋅
=
∫ −

−

 

 όπου µε  συµβολίζουµε τη µη πλήρη συνάρτηση Γάµµα. ∫
∞ −−=Γ x

sa dsesxa 1),(

   Ειδικές περιπτώσεις της γενικευµένης κατανοµής γάµµα φαίνονται στον παρακάτω πίνακα. 

 

ΠΙΝΑΚΑΣ 1.1 

 
Ειδικές περιπτώσεις της GG3(α,β,γ) 

α 

        
2
1            1                       2                  αο              

  1     ∆ιπαραµετρική        Εκθετική        ∆ιπαραµετρική   ∆ιπαραµετρική 

   Γάµµα     Γάµµα                  Γάµµα 
  2        Ηµι-κανονική       Weibull               Rayleigh             Rayleigh 

 

 
 
 
   γ 

  γο              GG3    X~ Weibull             GG3                 GG3 

                 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

   Στο επόµενο σχήµα δίνεται η γραφική παράσταση της συνάρτησης πυκνότητας   )(tf

για διάφορες τιµές των παραµέτρων α,β,γ.  
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ΣΧΗΜΑ 1.22 
 

1 2 3 4 5

t 
0.2 

0.4 

0.6 

0.8 

 f (t) 

α=1,β=1 
 γ=0,5 

α=1,β=1 
 γ=1 

α=1,β=1
 γ=2 

 
 

   Η βαθµίδα αποτυχίας λ(t) δίνεται από τον τύπο  

λ(t) = 
),,;)((),(

))exp(()()( 1

γβa
β
t

Fta

β
t

β
t

β
γ

γ

γαγ

−

−⋅⋅ −

Γ

 

   Η βαθµίδα αποτυχίας της κατανοµής αυτής µπορεί να έχει διάφορες µορφές, όπως η bathtub 

ή η upside-down bathtub. Η ιδιότητα αυτή κάνει την τριπαραµετρική κατανοµή γάµµα 

ιδιαίτερα χρήσιµη στη µοντελοποίηση στην αξιοπιστία. Συγκεκριµένα έχουµε τα εξής :     

•Για γ=1 έχουµε τη γνωστή διπαραµετρική κατανοµή γάµµα, της οποίας η βαθµίδα 

αποτυχίας αυξάνει για a , ενώ µειώνεται για α>1.  )1,0(∈

•Για γ  ισχύει ότι αν (1-αγ)/(γ(γ-1)) είναι µια θετική σταθερά, τότε η βαθµίδα αποτυχίας 

λ(t) είναι της µορφής bathtub για γ>1, και της µορφής upside-down bathtub για 

1≠

).1,0(∈γ  Στα 

ακόλουθα σχήµατα δίνεται η µορφή της βαθµίδας αποτυχίας λ(t) για διάφορες τιµές των 

παραµέτρων α,β,γ (Pham & Almhana (1995)). 
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ΣΧΗΜΑ 1.23 
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ξ. Κατανοµή  exponential power 

   Η αθροιστική συνάρτηση κατανοµής, η συνάρτηση πυκνότητας και η συνάρτηση 

αξιοπιστίας της κατανοµής exponential power δίνονται από τους ακόλουθους τύπους  

βateetF −−= 11)(   ,   ,  . 11)(')( −− ⋅⋅⋅⋅== ββ
ββ

taeetFtf ateat βateetR −= 1)(

   Η κατανοµή αυτή έχει βαθµίδα αποτυχίας λ(t) που δίνεται από τον τύπο  

λ(t) = αβtβ-1exp(αtβ) . 

Όταν β<1 η βαθµίδα αποτυχίας παρουσιάζει ελάχιστη τιµή στο β

αβ
β /1)

1
(
−

 (Leemis (1986)). 

Στο επόµενο σχήµα δίνεται η γραφική παράσταση της βαθµίδας αποτυχίας για α=1 και β=0,5.  
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ΣΧΗΜΑ 1.24 

 

 

 

5 10 15 t

2 

4 

6 

8 

α=1,β=0.5

λ(t) 

 

   Όπως φαίνεται από το σχήµα, µε κατάλληλη επιλογή παραµέτρων της κατανοµής 

exponential power, µπορούµε να έχουµε περιγραφή χρόνων ζωής που παρουσιάζουν βαθµίδα 

αποτυχίας της µορφής bathtub.    

ο. Κατανοµή Pareto (κ,θ)  

     Είναι µια κατανοµή µε στήριγµα στο , όπου κ>0 είναι η παράµετρος µορφής και θ>0 

είναι παράµετρος κλίµακας. H συνάρτηση πυκνότητας και η συνάρτηση αξιοπιστίας δίνονται 

από τους τύπους 

θt ≥

f(t) = 1+κ

κ

t
κθ  ,  R(t) = 

κ

t
θ







,   .θ≥t  

   Η βαθµίδα αποτυχίας δίνεται από τον τύπο 

λ(t) = 
t
κ  , κ>0 ,  .θ≥t

    Είναι φανερό ότι η βαθµίδα αποτυχίας λ(t) της κατανοµής Pareto ξεκινάει από την τιµή 

λ(θ)=
θ
κ , και στη συνέχεια φθίνει φτάνοντας οριακά (για )∞→t  στην τιµή µηδέν. Στο 

επόµενο σχήµα δίνεται η γραφική παράσταση της βαθµίδας αποτυχίας για θ=1 και για 

διάφορες τιµές της παραµέτρου κ.  
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1.5 Η βαθµίδα αποτυχίας γνωστών διακριτών κατανοµών 
 

ΣΧΗΜΑ 1.25 
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1.5 Η βαθµίδα αποτυχίας γνωστών διακριτών κατανοµών 

   Πολλές από τις αρχές που εφαρµόζονται σε συνεχείς κατανοµές, εφαρµόζονται επίσης και 

σε διακριτές κατανοµές. ∆ιακριτές κατανοµές χρόνου ζωής εφαρµόζονται λιγότερο συχνά 

από τις συνεχείς κατανοµές, µιας και υπάρχουν λιγότερες καταστάσεις στις οποίες οι 

αποτυχίες µπορούν να συµβούν µόνο σε διακριτά σηµεία στο χρόνο. Ως παράδειγµα 

αναφέρουµε το µηνιαίο µισθοδοτικό πρόγραµµα ή όταν η αποτυχία µπορεί να συµβεί µόνο 

κάτω από συγκεκριµένη απαίτηση, π.χ όταν ένας κινητήρας δεν ξεκινά, όταν ένας διακόπτης 

αποτυγχάνει να ανοίξει, όταν ένα φρένο αυτοκινήτου δεν ενεργοποιείται κ.τ.λ. Για την 

ολοκλήρωση της συγκεκριµένης παραγράφου σηµαντικές πηγές αποτέλεσαν τα συγγράµµατα 

Κούτρας (2003) και ∆αµιανού (1996).  

   Στους διακριτούς χρόνους, η συνάρτηση πυκνότητας θα αντικατασταθεί µε τη συνάρτηση 

πιθανότητας 

f(tk) = P(T=tk)  , k=1,2,… 

όπου η µεταβλητή Τ παίρνει τις τιµές t1 , t2 , …, ενώ η συνάρτηση αξιοπιστίας ορίζεται και 

πάλι για όλες τις µη αρνητικές τιµές του t.    

     Ας υποθέσουµε ότι ο χρόνος ζωής Τ µιας µονάδας είναι µια µη αρνητική διακριτή 

µεταβλητή µε τιµές στο { ti, i∈In = {0,1,2,…,n} }, όπου ti ≥  και µε t0 i > tj αν i > j, δηλαδή  

 P(T=ti)>0 και ∑ ==
i

itTP 1)( . Ως βαθµίδα αποτυχίας στην περίπτωση διακριτού χρόνου 

ορίζουµε το πηλίκο  
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λ(tk) = 
)(
)(

k

k

tR
tf , 

όπου εδώ υποθέτουµε ότι   R(tk)=P(T 0)() >=≥≥ kk tTPt . 

   Για τη βαθµίδα αποτυχίας ισχύει      

λ(tk) = 
)(
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tR
tf  =
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ενώ µπορούµε ακόµη να γράψουµε  

λ(tk) = 
)(
)(

k

k

tR
tf = )(

)(
)(

kk
k

k tTtTP
tTP
tTP

≥==
≥
=

. 

     Παρατηρούµε ότι τώρα η βαθµίδα αποτυχίας λ(tk) εκφράζει τη δεσµευµένη πιθανότητα 

αποτυχίας σε χρόνο tk, δεδοµένου ότι η µονάδα έχει επιζήσει χρόνο τουλάχιστον tk. Για τον 

υπολογισµό της βαθµίδας αποτυχίας στη διακριτή περίπτωση, είναι συχνά προτιµότερο να 

προσδιορίζουµε αρχικά την αντίστροφη ποσότητα της  λ(tk) από τη σχέση  
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και ακολούθως να καταλήγουµε στην τιµή της βαθµίδας αποτυχίας (Gupta, Gupta & Tripathi 

(1997)). Στη συνέχεια Θα δούµε µερικά  παραδείγµατα  διακριτού χρόνου.  

α. Γεωµετρική κατανοµή G(p) 

   Η συνάρτηση πιθανότητας , η συνάρτηση αξιοπιστίας  και η βαθµίδα 

αποτυχίας

)( jtf )(tR

)( jtλ  της γεωµετρικής κατανοµής δίνονται από τους ακόλουθους τύπους 

f(tj)= p(1-p)j-1 

R(t) = P(T  ∑ ∑
> >

−−==>
ttj ttj

j
j

j j

pptft
/ /

1)1()()
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λ(tj)= p
p
pp

tR
tf

j

j

j

j =
−

−
=

−

−

1

1

)1(
)1(

)(
)(

   ,  j=1,2,… 

όπου tj = j.    

   Αφού η βαθµίδα αποτυχίας είναι ανεξάρτητη του χρόνου, η γεωµετρική κατανοµή είναι 

αµνήµων από τον έναν χρόνο tj στον επόµενο (διακριτό ανάλογο της εκθετικής κατανοµής). 

Η γεωµετρική κατανοµή είναι η µοναδική διακριτή κατανοµή µε την ιδιότητα αυτή. Γραφικά 

η εικόνα της βαθµίδας αποτυχίας και της συνάρτησης πιθανότητας δίνεται παρακάτω.    

 

ΣΧΗΜΑ 1.26 
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β. ∆ιωνυµική κατανοµή b(n , p)   

   Η συνάρτηση πιθανότητας , η συνάρτηση αξιοπιστίας και η βαθµίδα αποτυχίας 

 της διωνυµικής κατανοµής δίνονται από τους ακόλουθους τύπους 

)(tf )(tR

)(tλ
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Γραφικά η εικόνα της βαθµίδας αποτυχίας δίνεται παρακάτω.  

 

ΣΧΗΜΑ 1.28 
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γ. Κατανοµή Poisson P(λ) 

   Η συνάρτηση πιθανότητας , η συνάρτηση αξιοπιστίας και η βαθµίδα αποτυχίας )(tf )(tR

)(tλ  της κατανοµής Poisson δίνονται από τους ακόλουθους τύπους 

f(t) = P(T=t) = 
!t
e λλ −⋅  , λ >0 

R(t) = P(T >t) = ∑
∞

+=

−

1 !ti

i

i
e λλ  
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λ(t) = 
)(

)1(
tR

tf +  = 
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∞
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Γραφικά η εικόνα της βαθµίδας αποτυχίας  λ(t) δίνεται στο ακόλουθο σχήµα.   

 

ΣΧΗΜΑ 1.29 
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δ. Εκθετική-γεωµετρική κατανοµή EG 

   Η εκθετική-γεωµετρική κατανοµή είναι µια νέα κατανοµή (Adamakis & Loukas (1998)) 

που µπορεί να εφαρµοσθεί σε πραγµατικά δεδοµένα. Έστω ότι οι { }Z
iiY 1=  είναι ισόνοµες και 

ανεξάρτητες τυχαίες µεταβλητές µε συνάρτηση πιθανότητας  

f(y;β) = βe-βy για β, y +∈ R  

και η µεταβλητή Ζ µια µεταβλητή που ακολουθεί γεωµετρική κατανοµή µε συνάρτηση 

πιθανότητας  

f(z;p)=(1-p)pz-1 για z N∈  και )1,0(∈p . 

Θεωρούµε τη µεταβλητή Χ=min({ } ). Τότε είναι φανερό ότι ισχύει Z
iiY 1=

f(x/z;β)=βze-βzx  

και  
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f(x;θ) = β(1-p)e-βx(1-pe-βx)-2   µε  θ=(β,p). 

   Η δεύτερη σχέση ορίζει την κατανοµή που θα ονοµάζουµε εκθετική-γεωµετρική κατανοµή 

(EG). Στην πραγµατικότητα, η κατανοµή αυτή προέρχεται από συνδυασµό εκθετικής µε 

γεωµετρική. Ειδικότερα είναι εύκολο να δει κανείς ότι, υποθέτοντας ότι η Χ ακολουθεί 

εκθετική µε παράµετρο γ, και παίρνοντας το γ να συµπεριφέρεται σαν βΖ, όπου Ζ είναι 

γεωµετρική µεταβλητή µε παράµετρο p, τότε η κατανοµή της Χ είναι η EG µε συνάρτηση 

πιθανότητας που δίνεται από την παραπάνω σχέση. Η βαθµίδα αποτυχίας για την κατανοµή 

EG είναι η ακόλουθη  

λ(t;θ) = β(1-pe- βt)-1. 

   Από την τελευταία σχέση, είναι φανερό ότι η βαθµίδα αποτυχίας είναι φθίνουσα. 

 
1.6 Εκτίµηση της βαθµίδας αποτυχίας 

   Έστω Ν όµοιες µονάδες µε χρόνους ζωής Τi , i=1,2,…,N  όπου Τi είναι µη αρνητικές τυχαίες 

µεταβλητές, ισόνοµες και ανεξάρτητες µεταξύ τους, µε P(Ti )() tFt =≤ . Ορίζουµε ως ns(t) το 

πλήθος των µονάδων που εξακολουθούν να λειτουργούν σε χρόνο t, δεδοµένου ότι σε χρόνο 

t=0 τέθηκαν σε λειτουργία Ν µονάδες (δηλαδή ns(0)=Ν ) ή ισοδύναµα το ns(t) εκφράζει το 

πλήθος των µονάδων των οποίων οι χρόνοι αποτυχίας ανήκουν στο διάστηµα [t, . Όπως 

είναι φανερό, για κάθε τιµή του t, η n

)∞

s(t) αποτελεί µια διαφορετική τυχαία µεταβλητή και 

συνεπώς η οικογένεια των τυχαίων µεταβλητών {ns(t), t } αποτελεί µια στοχαστική 

διαδικασία. 

0≥

     Σε περίπτωση συνεχούς χρόνου ζωής, γνωρίζουµε ότι οι ποσότητες R(t) και   

εκτιµώνται ως εξής 

)(' tR

N
tn

tR s )(
)(ˆ =    ,  

∆tN
tn∆ttn

tR ss

⋅
−+

=
)()(

)('ˆ . 

Εποµένως η βαθµίδα αποτυχίας θα εκτιµάται από τον ακόλουθο συνεπή εκτιµητή     

∆ttn
t-n∆ttn

∆ttn
tn∆ttn

tR
tR-

tλ
s

ff

s

ss
΄

⋅

+
=

⋅
−+

==
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)(

)()(
)(ˆ
)(ˆ

)(ˆ . 

   Αν οι χρόνοι ζωής Τi είναι διακριτές τυχαίες µεταβλητές, η ποσότητα  
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)(
)()(

)(ˆ 1

is

isis
i tn

tntn
t +−

=λ  

που ορίζεται για ti τέτοιο ώστε ns(ti)>0, είναι αµερόληπτη και συνεπής εκτιµήτρια της 

βαθµίδας αποτυχίας λ(t) .  

   Οι Watson και Leadbetter (1964) έχουν προτείνει έναν απλό γραφικό εκτιµητή λg της 

βαθµίδας αποτυχίας. Πιο συγκεκριµένα, υπολογίζουµε αρχικά την εµπειρική συνάρτηση 

κατανοµής   

Fn(x)= 
n
1   {αριθµός παρατηρήσεων µεταξύ των Χ1 , Χ2 , ...,Χn οι οποίες είναι  }x≤

 και µετά χαράσσουµε τη σκαλωτή συνάρτηση -ln(1-Fn(x)). Στη συνέχεια αυτή προσεγγίζεται 

από µια συνεχή καµπύλη µε οποιαδήποτε λογική µέθοδο (π.χ. πολυωνυµική παρεµβολή). Η 

κλίση της τελευταίας αυτής καµπύλης στο σηµείο x είναι µια εκτίµηση της βαθµίδας 

αποτυχίας λ(x), αφού ως γνωστόν ισχύει  

))]'.(1ln([)( xFxλ −−=  

   Έστω τώρα n(t) ο αριθµός των µονάδων που λειτουργούν τη στιγµή t και n(0) ο αριθµός 

των µονάδων που λειτουργούν τη στιγµή t=0. Θεωρούµε επιπλέον την ποσότητα  –∆n = n(t)-

n(t+∆t) που εκφράζει  την καταµέτρηση αποτυχιών στο διάστηµα ∆t, ενώ αν την παραπάνω 

ποσότητα τη µετατρέψουµε σε αναλογία διαιρώντας µε το ∆t παίρνουµε την ποσότητα  

t
n

t
ttntn

∆
∆−

=
∆

∆+− )()( , 

που εκφράζει την καταµέτρηση αποτυχιών στη µονάδα του χρόνου. Η καταµέτρηση 

αποτυχιών  που ορίστηκε παραπάνω στο διάστηµα ∆t, αλλά και στη µονάδα του χρόνου, θα 

µπορούσε να συγκριθεί µε τον αρχικό αριθµό n(t) στην αρχή του διαστήµατος που µας 

ενδιαφέρει. Η σκέψη αυτή οδηγεί στη συνάρτηση  

1
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η οποία ονοµάζεται εµπειρική  βαθµίδα αποτυχίας (Lindqvist & Doksum (2002)). 

Μια άλλη τεχνική εκτίµησης της βαθµίδας αποτυχίας µπορεί να προκύψει ως εξής. ∆ιαιρούµε 

το διάστηµα [0,∞  σε κ διαστήµατα [0,α) 1), [α1 ,α2), [α2 , α3), ... ,[ακ-1, (θέτουµε επίσης 

α

)∞

ο=0, ακ=∞ . Έστω Ι) j = αj – αj-1 το πλάτος του j-οστού διαστήµατος, nj ο αριθµός των Χi που 
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αποτυγχάνουν στο διάστηµα αυτό και αj-1+ tj-1,λ  η ηλικία κατά το θάνατο του λ-οστού 

αντικειµένου µέσα στο j-οστό χρονικό διάστηµα, όπου λ=1,2,...,nj  και 0<tj-1,λ<Ιj  µε tj-1,0=0. Ο 

Kimball (1960) πρότεινε δύο διαφορετικές δειγµατικές διαδικασίες για εκτίµηση. 

  (i) τα χρονικά διαστήµατα να επιλέγονται αυθαίρετα, έτσι ώστε κάθε nj που σχετίζεται µε 

κάποιο διάστηµα να είναι µια τυχαία µεταβλητή και  

(ii) τα nj να προκαθορίζονται και τα διαστήµατα να προκύπτουν τυχαία.  

     Με βάση την πρώτη δειγµατική ιδέα, ο αναλογιστικός εκτιµητής  της βαθµίδας 

αποτυχίας λ(t) για t∈  δίνεται από τον τύπο   
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Με λόγια, το  είναι ο αριθµός αποτυχιών ανά µονάδα χρόνου στο διάστηµα  

διαιρούµενος µε το µέσο όρο αποτυχιών στο διάστηµα (Singpurwalla & Wong (1983)).  

)(ˆ taλ ],[ 1 jj aa −

     Με βάση τη δεύτερη δειγµατική ιδέα, ένας αµερόληπτος, αποτελεσµατικός και πλήρης 

εκτιµητής της βαθµίδας αποτυχίας (Seal (1954)), είναι ο εξής 
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     Ένας άλλος εκτιµητής της βαθµίδας αποτυχίας, που βασίζεται σε προκαθορισµένα χρονικά 

διαστήµατα, έχει προταθεί από τον Sacher (1956), ο οποίος χρησιµοποίησε το γεγονός ότι     
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και κατέληξε στον εκτιµητή     
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   O πιο προφανής εκτιµητής για τη βαθµίδα αποτυχίας, που βασίζεται σε ένα τυχαίο δείγµα 

T1,T2,...,Tn, είναι αυτός που συνδυάζει τους εκτιµητές των f(t) και F(t). Συγκεκριµένα, αν  
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όπου )  είναι µία ακολουθία συναρτήσεων, η οποία, για (nδ ∞→n ,  δίνεται από τον τύπο   
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και δ είναι µια σταθερά, τότε κατ’αναλογία προς τον τύπο 
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=λ  παίρνουµε για τη 

βαθµίδα αποτυχίας τον εκτιµητή 
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   Ένας εκτιµητής για τη βαθµίδα αποτυχίας, ο οποίος βασίζεται στο διατεταγµένο δείγµα   

Τ(1), Τ(2),..., Τ(n), είναι ο ακόλουθος     
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   Τέλος ο εκτιµητής Kaplan-Meier (product limit estimator) για τη συνάρτηση αξιοπιστίας 

δίνεται από τον τύπο 
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όπου ni  είναι ο αριθµός των µονάδων που λειτουργούν στην αρχή του i-οστού διαστήµατος 

[ti-1, ti). Συνεπώς µε τη βοήθεια του παραπάνω εκτιµητή, παίρνουµε εκτίµηση για την 

αθροιστική βαθµίδα αποτυχίας Λ(t) =    (hazard function or cumulative failure rate) ∫
t

dss
0

)(λ

)(ˆlog)(ˆ tR-tΛ =   . 

   Κλείνοντας σηµειώνουµε ότι η µονάδα µέτρησης για µια βαθµίδα αποτυχίας είναι τυπικά  

αποτυχίες ανά χρονική µονάδα. Ωστόσο τα βιοµηχανικά προϊόντα είναι συχνά τόσο 

αξιόπιστα, ώστε για να αποφεύγουµε µικρές τιµές για τη βαθµίδα αποτυχίας, οι µονάδες 

µετατρέπονται σε αποτυχίες ανά χρόνο (1 χρόνος = 8760 ώρες).  Ο Hecht (2004) δίνει 

αναλυτικά παραδείγµατα εφαρµογών στον κλάδο της Αξιοπιστίας, µε τα οποία τονίζεται η 

σηµασία της επιλογής των µονάδων που χρησιµοποιούνται για τη βαθµίδα αποτυχίας. 
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