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Περίληψη 

Στην παρούσα ∆ιπλωµατική διατριβή παρουσιάζονται και εφαρµόζονται 

ένα πλήθος διαφορετικών τεχνικών για την εκτίµηση του µέτρου κινδύνου 

Value – at – Risk (VaR) στις αποδόσεις του αµερικάνικου δείκτη S&P 500. Η 

εφαρµογή λαµβάνει χώρα σε δύο διαφορετικές περιόδους, προ και εν µέσω 

της χρηµατοπιστωτικής κρίσης. Αρχικά, γίνεται µία εκτενής αναφορά στην 

χρησιµότητα του εν λόγω εργαλείου διαχείρισης κινδύνου, αλλά και στην 

υποχρεωτική εφαρµογή του από την Επιτροπή της Βασιλείας. Στη συνέχεια 

παρουσιάζεται το θεωρητικό υπόβαθρο των επιµέρους τεχνικών εκτίµησης 

του VaR, καθώς επίσης και κάποια παραδείγµατα. Επίσης, προτείνεται και 

ένας τρόπος αξιολόγησης της εκάστοτε τεχνικής µε την χρήση στατιστικών 

µέσων. Τέλος, γίνεται η εφαρµογή των επιµέρους τεχνικών στον δείκτη 

ενδιαφέροντος και παρατίθενται τα σχετικά συµπεράσµατα.  

 

Abstract 

In this thesis a variety of Value – at – Risk (VaR) techniques is 

demonstrated and implemented on the returns of American Index S&P 500. 

These techniques will be applied to two different periods; that is, prior to and 

during the financial crisis. Firstly, there is a detailed reference to the 

significance of VaR in Risk Management, as well as to its mandatory 

implementation according to the directives of Basle Committee. Furthermore, 

the theoretical background of every technique is presented and a statistical 

tool for their evaluation is proposed. Finally, several empirical results of these 

applied techniques and several conclusions derived from their application are 

presented.  

 

 

Λέξεις κλειδιά: Value – at – Risk (VaR), Αποδόσεις (returns), Kατανοµή, 

GARCH, EWMA, Tail Index Estimator, Historical Simulation, Monte Carlo 

Simulation, Backtesting, Likelihood Ratio test. 
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1. Εισαγωγή 

 
Στο παρόν κεφάλαιο επιχειρείται µία πρώτη επαφή µε την έννοια του Value 

– at –Risk και γενικότερα µε το πλαίσιο στο οποίο αυτή η έννοια βρίσκει 

εφαρµογή και αποκτά σηµασία. Επιπλέον, σκιαγραφείται το θεσµικό πλαίσιο 

από το οποίο επιβάλλεται η χρήση τεχνικών Value – at – Risk σε κάποιες 

περιπτώσεις. Τέλος, το κεφάλαιο συµπεριλαµβάνει το Αντικείµενο µελέτης της 

παρούσας ∆ιπλωµατικής και µία βιβλιογραφική αναφορά σχετική µε αυτό.     

 
1.1. Περί Value - at - Risk  
 
Πραγµατικότητα αποτελεί το γεγονός ότι το σύγχρονο χρηµατοοικονοµικό 

περιβάλλον χαρακτηρίζεται σε µεγάλο βαθµό από τον ιδιαίτερα γρήγορο 

ρυθµό µετάδοσης της πληροφορίας και την έντονη αλληλεξάρτηση των 

χρηµαταγορών. Οι σύγχρονες τεχνολογίες τηλεπικοινωνιών έχουν καταστήσει 

την µετάδοση των πληροφοριών σχεδόν ακαριαία, έτσι οι συµµετέχοντες στις 

χρηµαταγορές βρίσκονται σε µία κατάσταση συνεχούς επαναξιολόγησης και 

επαναπροσδιορισµού των αποφάσεων τους καθώς δέχονται νέες 

πληροφορίες. Η δυναµική της προαναφερθείσας κατάστασης καθιστά τις 

διεθνείς αγορές περισσότερο ευµετάβλητες εφόσον οι αποφάσεις των ατόµων 

που δραστηριοποιούνται σε αυτές µεταβάλλονται σε συνεχή βάση. 

Η άµεση διασπορά της πληροφορίας οδήγησε, ωστόσο, στην έντονη 

αλληλεξάρτηση των χρηµαταγορών παγκοσµίως. Οι επενδυτές πλέον 

δύνανται να αγνοούν τους χωροχρονικούς περιορισµούς και µε τις 

επενδυτικές τους επιλογές να επηρεάζουν τις παγκόσµιες αγορές 

ανεξαρτήτως της φυσικής τους θέσης. Έτσι, σύνηθες φαινόµενο αποτελεί 

πλέον το γεγονός ότι µία µικρής εµβέλειας διαταραχή σε µία αγορά µπορεί να 

εξαπλωθεί (contagion) και να επηρεάσει τις αγορές ανά τον κόσµο. 

Οι επενδυτές όσο και τα χρηµατοπιστωτικά ιδρύµατα, που 

δραστηριοποιούνται στο εν λόγω περιβάλλον, βρίσκονται αντιµέτωποι µε µία 

πλειάδα κινδύνων. Στην βιβλιογραφία γίνεται η εξής κατηγοριοποίηση των 

κινδύνων: i) επιχειρηµατικός κίνδυνος (business risk), ii) στρατηγικός κίνδυνος 
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(strategic risk) και iii) χρηµατοοικονοµικός κίνδυνος (financial risk). Ο 

επιχειρηµατικός κίνδυνος πηγάζει από την ίδια τη δραστηριότητα µίας 

επιχείρησης και σχετίζεται µε την ικανότητα της επιχείρησης να αποκοµίζει 

κέρδη από την λειτουργία της. Ο στρατηγικός κίνδυνος σχετίζεται µε 

εξωγενείς, ως προς την επιχείρηση παράγοντες, όπως το οικονοµικό και 

πολιτικό περιβάλλον στο οποίο η εταιρεία δραστηριοποιείται. Τέλος, ο 

χρηµατοοικονοµικός κίνδυνος ο οποίος  προέρχεται από τις διακυµάνσεις και 

γενικότερα την µεταβλητότητα των αγορών. 

Ο Χρηµατοοικονοµικός κίνδυνος, ο οποίος θα µας απασχολήσει ιδιαίτερα, 

µπορεί να διακριθεί, σύµφωνα µε την βιβλιογραφία, σε τέσσερις υποοµάδες: 

τον κίνδυνο Αγοράς, τον κίνδυνο Ρευστότητας, τον Πιστωτικό κίνδυνο και τον 

Λειτουργικό κίνδυνο.  

Αναλυτικότερα, ο κίνδυνος Αγοράς αναφέρεται στις ζηµιές που ενδέχεται 

να υποστεί ένα χαρτοφυλάκιο λόγω των µεταβολών της αξίας των συστατικών 

του στοιχείων και µπορεί να µετρηθεί είτε σε νοµισµατικές µονάδες (απόλυτη 

µέτρηση) είτε σε σχέση µε κάποιον δείκτη αναφοράς (σχετική µέτρηση). 

Ο κίνδυνος Ρευστότητας µπορεί να λάβει δύο µορφές, τον κίνδυνο που 

σχετίζεται µε την ρευστότητας της αγορά (“βάθος”) όπου διαπραγµατεύεται 

ένα επενδυτικό στοιχείο (Asset – liquidity risk) και τον κίνδυνο 

Χρηµατοδότησης (Funding – liquidity risk). Συνοπτικά, ο πρώτος εµφανίζεται 

στην περίπτωση όπου µία πώληση, για παράδειγµα, ενός επενδυτικού 

στοιχείου δεν γίνεται στην αξία που επικρατεί στην αγορά αλλά σε 

χαµηλότερη, λόγω του µεγάλου όγκου της συναλλαγής. Ενώ ο δεύτερος, 

µπορεί να προκύψει από την πραγµατοποίηση ζηµιών λόγω µίας 

βεβιασµένης πώλησης κάποιου επενδυτικού στοιχείου σε αξία χαµηλότερη 

της εύλογης προκειµένου να καλυφθεί κάποια χρηµατοδοτική υποχρέωση. 

Η πιθανότητα ζηµιών από την αθέτηση των υποχρεώσεων των 

αντισυµβαλλόµενων αναφέρετε ως Πιστωτικός κίνδυνος. Χαρακτηριστικά 

αυτού του κινδύνου αποτελούν το ποσό το οποίο βρίσκεται εκτεθειµένο και το 

ποσοστό επανείσπραξης σε περίπτωση έλευσης του εν λόγω κινδύνου. 

Τελευταία υποοµάδα του χρηµατοοικονοµικού κινδύνου αποτελεί ο 

Λειτουργικός κίνδυνος. Ο εν λόγω κίνδυνος σχετίζεται µε τις δυνητικές ζηµιές 

από την αποτυχία σωστής λειτουργίας των εσωτερικών διεργασιών, τους 

ανθρώπους και τα συστήµατα µίας εταιρείας. Εν γένει ο κίνδυνος αυτός 
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προέρχεται από ενδογενείς ως προς την εταιρεία παράγοντες και επηρεάζει 

την εκάστοτε εταιρεία µεµονωµένα.       

Όπως γίνεται αντιληπτό, ο προσδιορισµός και η εκτίµηση των κινδύνων 

στο σύγχρονο χρηµατοοικονοµικό περιβάλλον είναι ζωτικής σηµασίας για την 

επιβίωση των Χρηµατοπιστωτικών Ιδρυµάτων, καθώς επηρεάζει ουσιωδώς 

την λήψη αποφάσεων σχετικά τις επενδυτικές επιλογές και την διάθεση των 

πόρων των Ιδρυµάτων. Οι εν λόγω αποφάσεις µπορούν να οδηγήσουν τις 

Τράπεζες από την απόλυτη κερδοφορία στην πλήρη κατάρρευση. Ευλόγως, 

λοιπόν, θέµατα που άπτονται της διαχείρισης κινδύνου απασχολούν την 

βιβλιογραφία. 

Οι µη αναµενόµενες και ενδεχοµένως καταστροφικές συνέπειες από την 

επέλευση των προαναφερθέντων κινδύνων δηµιούργησε την ανάγκη 

αντιστάθµισης τους. Αυτή η ανάγκη είχε ως αποτέλεσµα την αλµατώδη 

µεγέθυνση των αγορών παραγώγων (Derivatives). Με την έννοια αγορές 

παραγώγων νοούνται τόσο τα οργανωµένα χρηµατιστήρια (Exchange-traded 

markets), όσο και οι µη οργανωµένες αγορές γνωστές µε το αγγλικό όρο, 

Over-the-counter (OTC) markets, µε τις δεύτερες να συγκεντρώνουν τον 

µεγαλύτερο όγκο συναλλαγών.  

Απόδειξη της σηµασίας της διαχείρισης του κινδύνου και κατ’ επέκταση της 

σηµασίας των παραγώγων, τα οποία συµβάλουν σε αυτό, αποτελεί το 

γεγονός ότι πλέον το µέγεθος των αγορών παραγώγων σε παγκόσµιο 

επίπεδο ανέρχεται σε αρκετά τρισεκατοµµύρια δολάρια. Συγκεκριµένα, τον 

Ιούνιο του 2004 η συνολική αξία των συµβολαίων επί των παραγώγων 

ανέρχονταν στα 273 τρισεκατοµµύρια δολάρια. Τον Ιούνιο του 2007 ο όγκος 

των συµβολαίων στα οργανωµένα χρηµατιστήρια ανήρχοντο στα 96.7 

τρισεκατοµµύρια δολάρια και στην Over-the-counter αγορά στα 516.4. Τέλος, 

σύµφωνα µε στοιχεία, τα οποία είναι διαθέσιµα στο διαδίκτυο1, το µέγεθος των 

αγορών παραγώγων, σήµερα, εκτιµάται στα 1200 τρισεκατοµµύρια δολάρια, 

περίπου το εικοσαπλάσιο σε µέγεθος από το παγκόσµιο Α.Ε.Π.. 

 Ειδικότερα, από το σύνολο  των κινδύνων, ο κίνδυνος αγοράς απασχολεί 

ιδιαίτερα την βιβλιογραφία. Επιπλέον, για τη διαχείριση του υπάρχει πλειάδα 

τόσο ποσοτικών εργαλείων όσο και δεδοµένων που καθιστούν εφικτή τη 

µελέτη του. Ακόµη, η διαχείριση του αποτελεί υποχρέωση των 

Χρηµατοπιστωτικών Ιδρυµάτων, µε συγκεκριµένους κανόνες και κριτήρια, 
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όπως αυτά ορίζονται από διάφορες εποπτικές αρχές2 µε γνωστότερη την 

Επιτροπή της Βασιλείας (π.χ. INTERNATIONAL CONVERGENCE OF 

CAPITAL MEASUREMENT AND CAPITAL STANDARDS (July 1988, 

UPDATED TO April 1998)). 

Ως προς την εκτίµηση του κινδύνου της αγοράς έχουν αναπτυχθεί αρκετές 

µεθοδολογίες, όπως η εκτίµηση της τυπικής απόκλισης (Standard deviation) 

των αποδόσεων ενός επενδυτικού στοιχείου ως µέτρο του κινδύνου αγοράς. 

Η πιο διαδεδοµένη µέθοδος, η οποία αποτελεί και τον πυρήνα της παρούσας 

∆ιπλωµατικής, είναι η µέθοδος Value–at–Risk (VaR) (επί το ελληνικότερον 

‘Αξία σε κίνδυνο’), η προέλευση του οποίου όρου Value-at-Risk δεν είναι 

αρκετά σαφής. Προτού επικρατήσει ο εν λόγω όρος, γινόταν χρήση και άλλων 

όρων όπως, Dollar-at-Risk, Income-at-Risk, Earning-at-Risk και Capital-at-

Risk.    

Εν γένει, το VaR ενός χαρτοφυλακίου ή ενός µεµονωµένου επενδυτικού 

στοιχείου είναι ένα µέτρο εκτίµησης της µέγιστης πιθανής ζηµίας που µπορεί 

να προκύψει από µία αρνητική µεταβολή της αξίας του χαρτοφυλακίου ή του 

επενδυτικού στοιχείου σε µία δεδοµένη χρονική περίοδο, κάτω από κανονικές 

συνθήκες στην αγορά και εντός ενός δεδοµένου διαστήµατος εµπιστοσύνης. 

Ειδικότερα, το VaR αποτελεί ένα προγνωστικό εργαλείο του οποίου η 

χρησιµότητα έγκειται στο γεγονός ότι συνοψίζει τον συνολικό κίνδυνο µίας 

επενδυτικής θέσης σε έναν αριθµό. Παραδείγµατος χάριν, έστω χαρτοφυλάκιο 

αξίας 1.000.000 €, το οποίο σε διάστηµα εµπιστοσύνης 99% έχει 

µηνιαίο/ετήσιο VaR 50.000€. Η ερµηνεία της παραπάνω πρότασης είναι η 

εξής, το εν λόγω χαρτοφυλάκιο αντιµετωπίζει πιθανότητα 1% να παρουσιάσει 

ζηµιές µεγαλύτερες των 50.000€ σε διάρκεια ενός µήνα/έτους, κάτω από 

κανονικές συνθήκες στην αγοράς και υποθέτοντας ότι η επενδυτική θέση δεν 

µεταβάλλεται εντός της περιόδου υπολογισµού του VaR.        

  

1.2. Κεφαλαιακές απαιτήσεις και VaR 
 
Στις 15 Ιουλίου 1988 οι κεντρικές τράπεζες των 10 ισχυρότερων κρατών 

(G10)3, πλέον της Ελβετίας και του Λουξεµβούργου, προκειµένου την 

αντιµετώπιση των κινδύνων που δηµιουργούνταν από την αστάθεια του 

χρηµατοπιστωτικού συστήµατος και την εγκαθίδρυση ενός ενιαίου διεθνούς 
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εποπτικού πλαισίου λειτουργίας των χρηµατοπιστωτικών ιδρυµάτων, 

συνυπέγραψαν ένα θεσµικό πλαίσιο, γνωστό και ως ‘Βασιλεία I’, το οποίο 

έθετε κάποιες κεφαλαιακές απαιτήσεις για τα Χρηµατοπιστωτικά Ιδρύµατα. 

Σύµφωνα µε την επιτροπή, τα χρηµατοπιστωτικά ιδρύµατα έπρεπε να 

διατηρούν ένα ελάχιστο ποσό κεφαλαίου ώστε να µπορούν να καλύψουν 

τυχόν µελλοντικές ζηµιές. Το ποσοστό στόχος των Εποπτικών Ιδίων 

Κεφαλαίων προς Σταθµισµένων ως προς τον Κίνδυνο Ενεργητικών Στοιχείων 

έπρεπε να είναι κατ’ ελάχιστον Οκτώ τοις εκατό (8%) και επίσης τα Βασικά 

Ίδια Κεφάλαια προς τα Σταθµισµένα ως προς τον Κίνδυνο Ενεργητικά 

Στοιχεία έπρεπε να είναι κατ’ ελάχιστον Τέσσερα τοις εκατό (4%). Τα 

εποπτικά Ίδια Κεφάλαια περιλαµβάνουν τα Βασικά Ίδια Κεφάλαια (Core or 

Tier I Capital)  και τα Συµπληρωµατικά Ίδια Κεφάλαια (Supplementary or Tier 

II Capital)4. 

Η Βασιλεία I δέχτηκε αρκετές κριτικές. Οι κυριότερες εξ αυτών σχετίζονταν 

α) µε τα περιορισµένα περιθώρια που άφηνε στα Χρηµατοπιστωτικά Ιδρύµατα 

όσον αφορούσε στη µεθοδολογία προσδιορισµού των κεφαλαιακών 

απαιτήσεων και β) µε το γεγονός ότι κατά κύριο λόγο σκοπός της ήταν η 

θωράκιση των Χρηµατοπιστωτικών Ιδρυµάτων µόνο από τoν πιστωτικό 

κίνδυνο (credit risk) χωρίς να λαµβάνει υπόψιν και τους υπόλοιπους 

κινδύνους. 

Εξέλιξη της Βασιλείας I, αποτέλεσε η Βασιλεία II, η οποία οριστικοποιήθηκε 

τον Ιούνιο του 2004 και είχε χρονικό περιθώριο εφαρµογής µέχρι το 2006. Η 

νέα αυτή οδηγία όριζε τρεις κατευθύνσεις όσον αναφορά την εποπτεία του 

τραπεζικού συστήµατος, γνωστές και ως οι Τρεις Πυλώνες. 

Ο πρώτος πυλώνας αφορούσε τις ελάχιστες κεφαλαιακές απαιτήσεις. 

Πλέον, όµως, οι κεφαλαιακές αυτές απαιτήσεις δεν ελάµβαναν υπόψιν µόνο 

τον πιστωτικό κίνδυνο, αλλά συνυπολόγιζαν τον κίνδυνο αγοράς και τον 

λειτουργικό κίνδυνο. Ο δεύτερος πυλώνας σχετίζονταν µε τον ρόλο των 

εποπτικών αρχών αλλά και τους κινδύνους οι οποίοι δεν 

συµπεριλαµβάνονταν στον πρώτο πυλώνα, όπως ο κίνδυνος επιτοκίου. Στον 

εν λόγω πυλώνα ορίζονται µε περισσότερες λεπτοµέρειες οι ενέργειες των 

εποπτικών αρχών. Τέλος, ο τρίτος πυλώνας θέτει κάποιες απαιτήσεις οι 

οποίες σχετίζονται µε τα στοιχεία που πρέπει να δηµοσιοποιούν οι τράπεζες 
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αναφορικά µε τις επενδυτικές τους θέσεις κλπ., ώστε να υπάρχει “πειθαρχεία” 

των τραπεζών στην αγορά.   

Όπως προαναφέρθηκε στη Βασιλεία II, προβλέπονται κεφαλαιακές 

απαιτήσεις πλέον του πιστωτικού κινδύνου και για τον κίνδυνο αγορά. Η νέα 

οδηγία δίνει στα χρηµατοπιστωτικά ιδρύµατα την επιλογή της µεθόδου για τον 

υπολογισµό των εν λόγω απαιτήσεων.  

Έτσι τα Ιδρύµατα, προκειµένου τον υπολογισµό των κεφαλαιακών 

απαιτήσεων έναντι του κινδύνου αγοράς, καλούνται να επιλέξουν µεταξύ της 

Τυποποιηµένη Προσέγγισης (Standardized Approach)5 και της Προσέγγισης 

των Εσωτερικών Υποδειγµάτων (Internal-Models Approach). Σύµφωνα µε την 

πρώτη προσέγγιση η τράπεζα υπολογίζει µεµονωµένα, για τα χαρτοφυλάκια 

της, τους κίνδυνο επιτοκίου, συναλλαγµατικό κίνδυνο, κίνδυνο των µετοχών 

και των παραγώγων σύµφωνα µε συγκεκριµένες οδηγίες. Έπειτα 

προσδιορίζει τα εκάστοτε απαιτούµενα κεφάλαια σύµφωνα µε αυτούς τους 

κινδύνους. Τέλος, τα συνολικά απαιτούµενα εποπτικά κεφάλαια, τα οποία θα 

πρέπει να διαθέτει, είναι το άθροισµα των εκάστοτε απαιτούµενων κεφαλαίων, 

όπως προέκυψαν από την ως άνω διαδικασία. 

Στην δεύτερη προσέγγιση, δίνεται για πρώτη φορά η δυνατότητα στα 

Χρηµατοπιστωτικά Ιδρύµατα να χρησιµοποιήσουν Υποδείγµατα µέτρησης του 

κινδύνου, τα οποία έχουν αναπτυχθεί εσωτερικά από τα ίδια τα Ιδρύµατα. 

Αυτό επήλθε ως αποτέλεσµα α) της έντονης κριτικής, την οποία δέχτηκε η 

Τυποποιηµένη Προσέγγιση κυρίως διότι παραγνώριζε τα οφέλη της 

διαφοροποίησης (Diversification) και β) διότι είχε γίνει πλέον αντιληπτό από 

τις εποπτικές αρχές ότι αρκετές τράπεζες είχαν αναπτύξει δικά τους 

περισσότερο αποτελεσµατικά εργαλεία διαχείρισης κινδύνου. 

Βεβαίως τα Ιδρύµατα που θα εφήρµοζαν την εν λόγω προσέγγιση θα 

έπρεπε να πληρούν κάποια ιδιαίτερα απαιτητικά κριτήρια. Τόσο ποιοτικά όσο 

και ποσοτικά6. Ενδεικτικά στα κριτήρια ποιοτικού χαρακτήρα 

συµπεριλαµβάνονται η λειτουργία ανεξάρτητης µονάδας διαχείρισης κινδύνου 

εντός του ιδρύµατος, η οποία µονάδα θα είναι επιφορτισµένη µε την 

αξιολόγηση και συνεχή βελτίωση των εσωτερικών υποδειγµάτων διαχείρισης 

κινδύνου. Επιπλέον, τα συστήµατα διαχείρισης του κινδύνου θα πρέπει να 

είναι έτσι δοµηµένα ώστε να υποστηρίζουν την καθηµερινή διαχείριση του. 

Τέλος, από την οδηγία ορίζεται ότι θα πρέπει τακτικά να παράγεται µια 
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ανασκόπηση των διαδικασιών διαχείρισης κινδύνου από το τµήµα εσωτερικού 

ελέγχου των Ιδρυµάτων. 

Στα ποσοτικά κριτήρια, τα οποία οφείλουν να πληρούνται κατ΄ ελάχιστον 

από τα  Χρηµατοπιστωτικά Ιδρύµατα, όπως τροποποιήθηκαν7 το 2009 

σύµφωνα µε το συµβουλευτικό έγγραφο (Consultative Document) “Revisions 

to the Basel II market risk framework” το οποίο δηµοσιεύτηκε προς συζήτηση 

από την επιτροπή της Βασιλείας τον Ιανουάριο 2009 είναι τα παρακάτω. Οι 

τράπεζες θα πρέπει να υπολογίζουν σε καθηµερινή βάση το “Value – at Risk” 

µε διάστηµα εµπιστοσύνης 99%. Κατά τον υπολογισµό του VaR θα πρέπει να 

χρησιµοποιείται µία µεταβολή στην τιµή του ενεργητικού στοιχείου ή του 

χαρτοφυλακίου ισοδύναµη µε την µεταβολή της τιµής στο διάστηµα των 

τελευταίων 10 ηµερών. Τα ιστορικά δεδοµένα που χρησιµοποιούνται θα 

πρέπει να είναι τουλάχιστον ενός έτους και θα πρέπει να ανανεώνονται 

τουλάχιστον µία φορά κάθε µήνα ή και συχνότερα εάν οι συνθήκες το 

απαιτούν. Στην οδηγία δεν περιγράφεται κάποιο συγκεκριµένο υπόδειγµα 

εκτίµησης του VaR και συνεπώς  οι τράπεζες µπορούν να χρησιµοποιήσουν 

όποιο θεωρούν καταλληλότερο. 

Πλέον των κριτηρίων, τα οποία επιγραµµατικά αναφέρθηκαν παραπάνω, 

τα Χρηµατοπιστωτικά Ιδρύµατα θα πρέπει να υπολογίζουν ένα VaR κάνοντας 

κάποια σενάρια δυσµενών µεταβολών της αγοράς, γνωστό ως “Stressed 

Value–at–Risk”. Στην προκειµένη περίπτωση οι τράπεζες προσοµοιώνουν 

σενάρια ή πραγµατοποιηθέντα ιστορικά γεγονότα έτσι ώστε να ελέγξουν τα 

όρια αντοχής τους στην περίπτωση που υλοποιηθεί κάποιο τέτοιο σενάριο. 

 

1.3. Βιβλιογραφική αναφορά  
 
Το πρόβληµα της διαχείρισης κινδύνου ανέκαθεν απασχολούσε τον κλάδο 

των χρηµατοοικονοµικών και της στατιστικής, επιπλέον η διαχείριση του εν 

λόγω κινδύνου αποτελεί αντικείµενο ενασχόλησης και των εποπτικών αρχών 

και όχι µόνο των διαχειριστών των τραπεζών. Κάνοντας µία ιστορική 

αναδροµή, η ιδέα του VaR δεν είναι καινούργια, υιοθετήθηκε, όµως, ευρέως 

για την µέτρηση του κινδύνου αγοράς στα επενδυτικά χαρτοφυλάκια µετά την 

κατάρρευση των χρηµαταγορών το 1987, η οποία ξεκίνησε από το Hong 

Kong και διαδόθηκε σε πολύ µικρό χρονικό διάστηµα σε Ευρώπη και Αµερική, 
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δηµιουργώντας σε ακαδηµαϊκούς και  επαγγελµατίες του κλάδου αµφιβολίες 

για την ικανότητα επιβίωσης των χρηµατοπιστωτικών ιδρυµάτων. 

Ήδη το 1945 σε ένα άρθρο του Leavens υπήρχε µία διαισθητική περιγραφή 

κάποιου είδους VaR. Αυτή η περιγραφή αποτελεί το πρώτο µέτρο VaR που 

είχε δηµοσιευθεί. Συγκεκριµένα, ο Leavens υπέθεσε  ένα χαρτοφυλάκιο µε 

δέκα οµόλογα τα οποία στην λήξη τους είτε θα πληρώσουν την ονοµαστική 

αξία είτε θα κριθούν ανεπίδεκτα εισπράξεως και η αξία θα είναι µηδέν. Έτσι, 

ουσιαστικά στην λήξη η αξία του χαρτοφυλακίου θα είναι µία διωνυµική 

κατανοµή. Στο εν λόγω άρθρο, ο Leavens έδινε ιδιαίτερη σηµασία στην 

διαφορά µεταξύ πιθανών ζηµιών και πιθανών κερδών, έχοντας υπόψιν την 

τυπική απόκλιση της αξίας του χαρτοφυλακίου. 

Σχεδόν ταυτόχρονα το 1952 οι Markowitz και Roy, δηµοσίευσαν κάποιες 

µεθοδολογίες και µέτρα υπολογισµού της ‘Αξίας σε Κίνδυνο’. Κύριος στόχος 

και των δύο ήταν η ανάπτυξη κάποιων µεθόδων επιλογής χαρτοφυλακίων τα 

οποία να είναι ‘βέλτιστα’, δηλαδή για δεδοµένο επίπεδο κινδύνου να έχουν την 

µέγιστη αναµενόµενη απόδοση είτε για δεδοµένο επίπεδο αναµενόµενης 

απόδοσης να χαρακτηρίζονται από τον ελάχιστο κίνδυνο. Για να επιτύχουν 

τον στόχο τους, ο καθένας πρότεινε διάφορα µέτρα VaR τα οποία λάµβαναν 

υπόψιν τις συνδιακυµάνσεις µεταξύ των παραγόντων από τους οποίους 

απορρέουν τα διάφορα είδη κινδύνου. Ο Markowitz έκανε χρήση της 

διακύµανσης (variance) ως µέτρο του VaR, ενώ ο Roy προσπάθησε να 

προσδιορίσει την πιθανότητα να µειωθεί η αξία του χαρτοφυλακίου 

περισσότερο από ένα ανεκτό όριο8. Οι Schrock (1971) και Dusak (1972) 

περιέγραψαν µία µεθοδολογία VaR για χαρτοφυλάκια παραγώγων. Μία 

εφαρµοσµένη µεθοδολογία για την µέτρηση του κινδύνου αγοράς που αφορά 

σε συνάλλαγµα προτάθηκε από τον Lietaer (1971) και ενδεχοµένως να ήταν η 

πρώτη φορά που χρησιµοποιήθηκε η µεθοδολογία Monte Carlo. 

Έκτοτε και καθώς η τεχνολογία βελτιώνονταν και οι αγορές εξελίσσονταν, 

οι µεθοδολογίες VaR άρχισαν να γίνονται περισσότερο εφαρµοσµένες, καθώς 

η έλλειψη υπολογιστικών πόρων επέτρεπε µέχρι τότε µόνο την θεωρητική 

περιγραφή τους. Την δεκαετία 1970 - 1980, λόγω των παραπάνω εξελίξεων 

στην εκτίµηση του VaR, πραγµατοποιήθηκαν αρκετές αλλαγές. Αρχικά τα 

µέτρα VaR εφαρµόστηκαν σε περισσότερα ενεργητικά στοιχεία πέραν των 
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µετοχών, άλλαξε ο τρόπος µε τον οποίο οι επιχειρήσεις αναλαµβάνουν ρίσκο 

και τέλος ήταν πλέον διαθέσιµα τα µέσα για την εφαρµογή των τεχνικών VaR. 

Παράδειγµα εφαρµογής VaR σε άλλου είδους επενδυτικά στοιχεία εκτός 

των µετοχών αποτελεί η προσπάθεια του Kenneth Garbade (1986), ο οποίος 

εφήρµοσε VaR σε χαρτοφυλάκια οµολόγων. Πιο συγκεκριµένα, τα µέτρα VaR 

που πρότεινε εδράζονταν στην σχέση µεταξύ των µεταβολών της τιµής ενός 

οµολόγου και των µεταβολών της απόδοσης του. 

Σηµαντική στην εξέλιξη του VaR ήταν η συµβολή της εργασίας του Wilson 

(1993), ο οποίος εργαζόµενος στην McKinsey & Co δηµοσίευσε ένα νέο µέτρο 

του VaR. Η ειδοποιός διαφορά της εργασίας του Wilson από των υπολοίπων 

ήταν η προσπάθεια ενσωµάτωσης της λεπτοκύρτωσης και της 

πολυσυγγραµµικότητας στον υπολογισµό του VaR. 

Αναµφισβήτητα, την µεγαλύτερη συµβολή στην διάδοση και εφαρµογή των 

µέτρων Value-at-Risk είχε η δηµοσίευση, από την JP Morgan, των 

µεθοδολογιών VaR και η δωρεάν πρόσβαση που έδωσε στο κοινό σε 

υπηρεσίες υπολογισµού του. Έχουν δηµοσιευθεί αρκετά άρθρα από την εν 

λόγω εταιρεία σχετικά µε τεχνικές λεπτοµέρειες που αφορούν στο Value-at-

Risk, όπως RiskMetrics - Technical Document, Value-at-Risk: An Overview of 

analytical VaR, An Overview of Value-at-Risk: Part II - Historical Simulations 

VaR, An Overview of Value-at-Risk: Part III – Monte Carlo Simulations VaR, 

Back Testing Value-at-Risk, Stress Testing Value-at-Risk. Ορισµένα από τα 

οποία τα οποία θα συζητηθούν σε µεταγενέστερα κεφάλαια. 

 

1.4. Αντικείµενο Μελέτης 
 
Το αντικείµενο µελέτης της εν λόγω διατριβής εστιάζεται στην µέτρηση του 

κινδύνου αγοράς (market risk), ο οποίος ανήκει στην ευρύτερη κατηγορία του 

χρηµατοοικονοµικού κινδύνου. Ο κίνδυνος αγοράς πηγάζει από το 

ενδεχόµενο δυσµενών µεταβολών των τιµών των αξιόγραφων. 

Επί παραδείγµατι, έστω χαρτοφυλάκιο το οποίο αποτελείται από ένα 

σύνολο επενδυτικών στοιχείων (Assets), τα οποία διαπραγµατεύονται στις 

αγορές και οι τιµές τους είναι διαθέσιµες ανά πάσα στιγµή, όπως µετοχές, 

οµόλογα, συνάλλαγµα κλπ.. Η συνολική απόδοση του χαρτοφυλακίου είναι το 

αθροιστικό αποτέλεσµα των µεταβολών των αξιών των επιµέρους 
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επενδυτικών στοιχείων. Ο κίνδυνος της αγοράς αναφέρεται στην ενδεχόµενη 

αρνητική µεταβολή της τιµής ενός επενδυτικού στοιχείου ή του συνόλου 

αυτών.  

Συνεπώς, ένα από τα προβλήµατα το οποίο καλείται να αντιµετωπίσει ο 

εκάστοτε παράγοντας που δραστηριοποιείται στις αγορές και κυρίως τα 

χρηµατοπιστωτικά ιδρύµατα και οι εταιρείες διαχείρισης κεφαλαίων είναι η 

ποσοτικοποίηση του εν λόγω κινδύνου. Για του πρώτους, η ποσοτικοποίηση 

του κινδύνου αγοράς δεν αποτελεί απλώς µία διαδικασία προαιρετικού 

χαρακτήρα, αλλά επιβάλλεται από τις εποπτικές αρχές και διεθνείς 

κανονισµούς σε µία προσπάθεια ολοκλήρωσης του λειτουργικού πλαισίου του 

τραπεζικού συστήµατος σε παγκόσµιο επίπεδο. 

Συνοψίζοντας, στο δεύτερο κεφάλαιο της παρούσας εργασίας θα 

παρουσιασθούν οι τέσσερις επικρατέστερες κατηγορίες τεχνικών εκτίµησης 

του Value – at – Risk, οι οποίες είναι: i) η τεχνική του  Παραµετρικού 

(Αναλυτικού) VaR, ii) η τεχνική των Ιστορικών Προσοµοιώσεων, iii) η τεχνική 

των Monte Carlo Προσοµοιώσεων και iv) η τεχνική Tail Index estimation. 

Επιπλέον, στο εν λόγω κεφάλαιο θα παρουσιασθεί η µεθοδολογία του 

Backtesting, η οποία σε συνδυασµό µε το Likelihood Ratio test που 

προτάθηκε από τον Paul H. Kupiec(1995), θα χρησιµοποιηθούν για την 

αξιολόγηση της αξιοπιστίας της εκάστοτε τεχνικής. Τέλος, στο τρίτο κεφάλαιο 

παρατίθενται τα εµπειρικά αποτελέσµατα από την εφαρµογή των τεχνικών 

στο δείκτη Standard & Poor’s 500, καθώς επίσης και τα συµπεράσµατα τα 

οποία εξάγονται.                       
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2. Παρουσίαση κύριων τεχνικών VaR 
 
Στο δεύτερο κεφάλαιο παρουσιάζεται το θεωρητικό υπόβαθρο της εκάστοτε 

τεχνικής και των επιµέρους υποπεριπτώσεων τους. Επιπλέον, παρατίθενται 

κάποια παραδείγµατα για την καλύτερη κατανόηση της έννοια του VaR, 

καθώς και µία σύγκριση µεταξύ των κύριων τεχνικών εκτίµησης του VaR. 

Τέλος, αναλύεται η µεθοδολογία Backtesting και περιγράφεται ο στατιστικός 

έλεγχος για την αξιοπιστία της εκάστοτε τεχνικής. 

 

 

2.1. Αναλυτικό ή Παραµετρικό (Analytical or Parametric) 
VaR 
 
Όπως έχει αναφερθεί, η µεθοδολογία VaR αποτελεί ένα προγνωστικό 

εργαλείο το οποίο συνοψίζει τον συνολικό κίνδυνο µίας επενδυτικής θέσης σε 

έναν αριθµό, ο οποίος αποτελεί εκτίµηση της µεγαλύτερης πιθανής απώλειας 

που µπορεί να πραγµατοποιηθεί. Αρχικά, για την εκτίµηση του VaR πρέπει να 

ορισθούν ο επενδυτικός ορίζοντας και το επίπεδο εµπιστοσύνης. Η επιλογή 

του επενδυτικού ορίζοντα ουσιαστικά ορίζει τον ορίζοντα της ανάλυσης, 

φεριπήν εάν επιλεγεί ως επενδυτικός ορίζοντας ο µήνας, τότε το VaR δίνει µία 

εκτίµηση για το ποιά είναι η µέγιστη ζηµιά, η οποία πιθανόν να συµβεί, µέσα 

στο διάστηµα του επόµενου µήνα, µε δεδοµένο επίπεδο εµπιστοσύνης και 

κάτω από κανονικές συνθήκες στην αγορά. 

Το επίπεδο εµπιστοσύνης αποτελεί ένα µέτρο αξιοπιστίας της ακρίβειας 

της εκτίµησης του VaR. Όσο υψηλότερο το επίπεδο εµπιστοσύνης (π.χ. 95%, 

99%) τόσο πιο κοντά στην πραγµατική της τιµής αναµένεται να είναι η 

εκτίµηση του VaR, αυτός είναι και ο λόγος για τον οποίο οι εποπτικές αρχές 

επιλέγουν υψηλό επίπεδο εµπιστοσύνης. 

Μαθηµατικά το Παραµετρικό VaR εκφράζεται ως εξής: VaR1-α= -χα*P, όπου 

VaR1-α είναι ένας εκτιµητής του VaR µέσα σε διάστηµα εµπιστοσύνης 1-α. 

Υπό την υπόθεση ότι η αναµενόµενη απόδοση ενός ενεργητικού στοιχείου ή 

ενός χαρτοφυλακίου ακολουθεί µία παραµετρική κατανοµή, όπως είναι η 

κανονική ή η Students’s - t, το χα εκφράζει την πιθανότητα η εν λόγω 

αναµενόµενη απόδοση να είναι µικρότερη από το χα για επίπεδο 
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σηµαντικότητα α. Τέλος, P είναι η τρέχουσα αξία του ενεργητικού στοιχείου ή 

χαρτοφυλακίου για το οποίο υπολογίζεται το VaR. 

2.1.1. Παραμετρικό VaR με μέσο (μ) και σταθερή διακύμανση 

(σ) 

2.1.1.1. VaR υπό την υπόθεση κανικότητας των αποδόσεων  
 
Σύµφωνα µε το κεντρικό οριακό θεώρηµα (Central Limit Theorem) η 

κατανοµή ενός µεγάλου συνόλου (θεωρητικά προσεγγίζει το άπειρο) τυχαίων 

µεταβλητών, οι οποίες χαρακτηρίζονται από ανεξαρτησία και ταυτονοµία 

(independent and identically distributed - iid) τείνει να προσεγγίζει την 

κανονική κατανοµή. Υποθέτοντας ότι οι αποδόσεις ενός ενεργητικού στοιχείου 

ή ενός χαρτοφυλακίου είναι τυχαίες µεταβλητές οι οποίες διέπονται από 

ανεξαρτησία και ταυτονοµία, τότε µπορεί να στηριχθεί το επιχείρηµα ότι 

ακολουθούν κανονική κατανοµή. 

Σύµφωνα µε το παραπάνω θεώρηµα, νοµιµοποιούµαστε να συσχετίσουµε 

την κατανοµή της αναµενόµενης απόδοσης µε την τυποποιηµένη κανονική 

κατανοµή χρησιµοποιώντας µία µεταβλητή, έστω z, η οποία ακολουθεί  

τυποποιηµένη κανονική κατανοµή µε µέσο (µ) µηδέν και σταθερή διακύµανση 

(σ2) ένα, z  ̴ N(0,1).  

Έτσι, έχουµε za = (xa-µ) / σ  και λύνοντας ως προς χα, προκύπτει χα = µ + 

za * σ, όπου za είναι το εµβαδόν (άρα η πιθανότητα) κάτω από την αθροιστική 

τυποποιηµένη κανονική κατανοµή για επίπεδο σηµαντικότητας α. Συνεπώς, 

µε την τεχνική αυτή το µέτρο του VaR υπολογίζεται από τον παρακάτω τύπο, 

VaR1-a = - (µ + za * σ) * P. 

 Η παραπάνω ανάλυση αναφέρεται στην περίπτωση κατά την οποία γίνεται 

χρήση των ποσοστιαίων αποδόσεων [xi=(pi - pi-1)/pi-1], όπου p η αξία (τιµή) του 

περιουσιακού στοιχείου. Στην περίπτωση, όπου οι αποδόσεις των 

περιουσιακών στοιχείων είναι λογαριθµικές [xi=log(pi/pi-1)], τότε το παραπάνω 

υπόδειγµα λαµβάνει την εξής µορφή:  VaR1-a = - (eµ + zα * σ - 1) * P, εφόσον, 

ισχύει ότι (pi - pi-1)/pi-1= pi/pi-1 – 1 = exi – 1 και χα = µ + za * σ και προβαίνοντας 

στις αντικαταστάσεις προκύπτει το παραπάνω υπόδειγµα. 

  Για την εκτίµηση των παραµέτρων µ και σ θα χρησιµοποιηθεί η µέθοδος 

της µέγιστης πιθανοφάνειας (Maximum Likelihood Method). Η συνάρτηση 
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πυκνότητας πιθανότητας στην περίπτωση, όπου γίνεται υπόθεση ότι οι 

αποδόσεις (xi) ακολουθούν κανονική κατανοµή, είναι:    

   
��� = 1�√2
 ��
���������     

 

και η συνάρτηση πιθανότητα είναι: 

    ∏ �������� = ∏ ��√�� ���������� �����  

 

 Εποµένως, οι καταλληλότεροι εκτιµητές των µ και σ, μ "  και σ", αντίστοιχα, 

είναι εκείνοι που µεγιστοποιούν την Λογαριθµική Συνάρτηση Πιθανοφάνειας 

(Log Likelihood Function), έστω L: 

 

' = log 
∏ ��√�� ���������� ����� ) 

= + log 
�
���

1�√2
 ��
��������� � 
=  +[log - 1�√2
. + 012��
����������

��� ] 
=  +[log 1 − 012�√2
 − 
5� − 6��2� � 012��

��� ] 
= 780121 − 012� − 012√2
9 − + 
5� − 6��2� ��

���  

 

Συνεπώς, αρκεί να ελαχιστοποιηθεί η παρακάτω έκφραση: 

 

 + 
5� − 6��2� ��
���  

  



~ 17 ~ 

 

 

 

2.1.1.2. Παραμετρικό VaR υπό την υπόθεση Student –t κατανομής 
 

Εµπειρικά έχει παρατηρηθεί ότι οι κατανοµές που χαρακτηρίζουν τις 

αποδόσεις των περιουσιακών στοιχείων τείνουν να έχουν παχύτερες “ουρές” 

(Fat tails), δηλαδή συντελεστή κύρτωσης µικρότερο του 3 (α4<3), γεγονός το 

οποίο δεν λαµβάνεται υπόψιν όταν γίνεται υπόθεση κανονικότητας των 

αποδόσεων (α4=3). Προκειµένου να συνυπολογισθεί αυτή η παράµετρος στην 

εκτίµηση του VaR, θα µπορούσε στο παραπάνω υπόδειγµα να εισαχθεί η 

υπόθεση ότι οι αποδόσεις των περιουσιακών στοιχείων ακολουθούν 

κατανοµή Student – t, η οποία χαρακτηρίζεται από παχύτερες “ουρές”9. 

Εν γένει, η Student ‘s – t κατανοµή προσδιορίζεται από τρείς παραµέτρους, 

τον µέσο µ, την διακύµανση νγ2/(ν-2) και τους βαθµούς ελευθερίας ν. Στην 

περίπτωση της Student – t κατανοµής η µαθηµατική έκφραση που περιγράφει 

την συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας (probability density function) είναι:  

PDF (χ/ ν, µ, γ) = 
:;<=>� ?@A�B� :;<�? ∗ ;1 + �A 
D����B� ?�<=>�

           

όπου, ν είναι οι βαθµοί ελευθερίας (σηµείωση: εάν ν�∞, τότε η κατανοµή 

Student ‘s – t τείνει προ την κανονική κατανοµή),  µ = Ε(χ) για ν>1, γ2 

είναι η διακύµανση της κανονικής κατανοµής και Γ είναι η συνάρτηση Gamma: E
F� =  G ���5H��I5JK  

 Οι παράµετροι µ, γ, και ν εκτιµώνται µε την µέθοδο της µέγιστης 

πιθανοφάνειας. Έστω ότι οι αποδόσεις xi, όπου, i=1,2,…,T είναι τυχαίες 

µεταβλητές µε συνάρτηση πυκνότητας – πιθανότητας PDFi(χ/ν,µ,γ). 

Εποµένως, η συνάρτηση πιθανότητας (Likelihood function) των xi είναι το 

γινόµενο των επιµέρους PDFs: 

∏ ���� =  ∏ :
<=>� �@A�B�:;<�?  ;1 + �A 
���µ��B� ?�
<=>����������     

 Σύµφωνα µε την µέθοδο της µέγιστης πιθανοφάνειας οι καλύτεροι εκτιµητές 

των µ, γ, και ν είναι εκείνοι οι οποίοι µεγιστοποιούν την Λογαριθµική 

Συνάρτηση Πιθανότητας (Log Likelihood Function). Έστω L, η λογαριθµική 

συνάρτηση πιθανότητα, τότε: 
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L= '12
∏ ����� =  012 L∏ :
<=>� �@A�B�:;<�?  ;1 + �A 
���µ��B� ?�
<=>������ M����  

=∑ O012 P :
<=>� �@A�B�:;<�? Q + 012 L;1 + �A 
���µ��B� ?�
<=>�� MR����  

=∑ P012E ;AS�� ? − 012@T
U� − 012E ;A�? − AS�� 012 V1 + �A 
���µ��B� WQ����  

=∑ P012E ;AS�� ? − �� 012T
U� − 012E ;A�? − AS�� 012 V1 + �A 
���µ��B� WQ����  

=∑ V012E ;AS�� ? − �� 012T
 − log U − 012E ;A�?W + ∑ P− AS�� 012 V1 + �A 
���µ��B� WQX�������  

=7 V012E ;AS�� ? − �� 012T
 − log U − 012E ;A�?W − AS�� ∑ P012 V1 + �A 
���µ��B� WQX���  

                             

 Θεωρώντας ότι οι αποδόσεις των περιουσιακών στοιχείων 

συµπεριφέρονται ως τυχαία µεταβλητή η οποία ακολουθεί Student – t 

κατανοµή, τότε η τυχαία αυτή µεταβλητή (εν προκειµένω οι αποδόσεις) έχει 

µέσο µ και διακύµανση 
AB�A��, όπου γ2 είναι η διακύµανση στην περίπτωση της 

κανονικής κατανοµής. 

 Συνεπώς, VaR1-a = - (µ + Qa*γ) * P 

όπου, µ ο µέσος και Qa˜χ2(0, AA��) (Συσσωρευτική τυποποιηµένη κατανοµή 

τυχαίας µεταβλητής, η οποία ακολουθεί Student – t κατανοµή.) 

 Στην περίπτωση Λογαριθµικών αποδόσεων ο παραπάνω τύπος του VaR 

µετασχηµατίζεται ως εξής: VaR1-a = - (eµ + Qa * γ - 1) * P. 

 

 

 

2.1.1.3. Παραμετρικό VaR υπό την υπόθεση Power Exponential κατανομής 
 
Εναλλακτικά της υπόθεσης των δύο παραπάνω κατανοµών, µπορεί να 

γίνει η υπόθεση ότι οι αποδόσεις των περιουσιακών στοιχείων κατανέµονται 

σύµφωνα µε την Power Exponential Distribution (P.E.D.) και ο µέσος τους 

είναι µηδέν. 
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Η συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας της παραπάνω κατανοµής είναι:

 ���
5, �, Z� = [
\�]=>] :;>]?� ��>�^ �_ ^]

 

όπου, ` = L���]:;>]?:;a]? M>� , Γ(.) είναι η συνάρτηση E ;��? = G ���5>]��I5JK  , σ2 η 

διακύµανση της Power Exponential Distribution και δ µία παράµετρος που 

καθορίζει την κύρτωση της κατανοµής 

. 

Αναλόγως της τιµής του δ η κατανοµή έχει τα εξής χαρακτηριστικά:  

• Εάν δ=2: Η P.E.D. µετατρέπεται σε κανονική κατανοµή 

• Εάν δ>2: Η P.E.D. παρουσιάζει λεπτές ουρές (Thin-

tailed) 

• Εάν δ<2: Η P.E.D. γίνεται λεπτόκυρτη µε παχιές ουρές 

(Fat-tailed).  

Η εκτίµηση της διακύµανσης θα γίνει µε την γνωστή  µέθοδο της Μέγιστης 

Πιθανοφάνειας. Η Συνάρτηση Πιθανοφάνειας είναι: 

 

b ����
5, �, Z�X
c�� = b Z`2[S�[ E ;1Z? � ����^ ��\�^]�

���  

 

Ενώ, η Λογαριθµική Συνάρτηση Πιθανοφάνειας (L) είναι: 

 

' = 012
∏ ����
5, �, Z�Xc�� � = log 
∏ [
\�]=>] :;>]?� ��>�^ ��_ ^]�����

 = ∑ [log 
���� [
\�]=>] :;>]?�� + log ��>�^ ��_ ^]] 

 = ∑ [012Z − log 
`2]=>] E ;�[? �� − ������ ^ ��\�^[ log �]  
 

 = ∑ [log Z − log ` − [S�[ 0122 − 012E ;�[? − log � − �� ^ ��\�^[]����  

 = ∑ [���� log Z − log ` − [S�[ 0122 − 012E ;�[? − 012�] − ∑ �� ^ ��\�^[����  
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 = d[log Z − log ` − [S�[ 0122 − 012E ;�[? − 012�] − ∑ �� ^ ��\�^[����  

 

Συνεπώς, ο καλύτερος εκτιµητής για τη διακύµανση είναι εκείνος που 

ελαχιστοποιεί την παρακάτω παράσταση. 

−d012� − + 12 e 5�`�e[�
���  

 Στην περίπτωση της PED η εκτίµηση της τυπική απόκλιση µε την µέθοδο 

της Μέγιστης Πιθανοφάνειας, όταν ο µέσος είναι µηδέν, δίνεται από τον 

παρακάτω τύπο: 

� = f2
Z� ∗ �� ∑ |5�|[Xc��]
 , όπου 2
Z� = Z P:;a]?:;>]?Q]�

 

  

 Εποµένως, VaR1-a = - (µ + PEDa*σ) * P, όπου µ ο µέσος και 

PEDa˜PED(0,1) (Συσσωρευτική τυποποιηµένη κατανοµή τυχαίας µεταβλητής, 

η οποία ακολουθεί PED κατανοµή). 

Στην περίπτωση Λογαριθµικών αποδόσεων ο παραπάνω τύπος του VaR 

µετασχηµατίζεται ως εξής: VaR1-a = - (eµ + PEDa * σ - 1) * P. 

 

2.1.2. Υπόδειγμα GARCH 
 
   
Οι στοχαστικές ανελίξεις των αποδόσεων των περιουσιακών στοιχείων, 

πέραν του γεγονότος ότι οι κατανοµές τους χαρακτηρίζονται στην πλειονότητα 

τους από παχιές “ουρές”, σε πολλές περιπτώσεις παρουσιάζουν µη σταθερή 

διακύµανση. Αυτό το φαινόµενο είναι γνωστό και ως Ετεροσκεδαστικότητα και 

χαρακτηριστικό γνώρισµα του είναι οι συστάδες που παρουσιάζει η 

διακύµανση (volatility clustering). 
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 Παράδειγµα volatility clustering.Το διάγραµµα αφορά στις αποδόσεις του S&P500 

 

 Η χρήση υποδειγµάτων τα οποία υποθέτουν σταθερή διακύµανση (σ2) δεν 

λαµβάνουν υπόψιν αυτό το φαινόµενο µε αποτέλεσµα να χάνεται σηµαντική 

πληροφορία. Προκειµένου να συνυπολογισθεί αυτή η παράµετρος, 

προτείνεται η χρήση ενός υποδείγµατος ή µίας ευρύτερης “οικογένειας” 

υποδειγµάτων τα οποία µοντελοποιούν την διακύµανση. Μία τέτοια κατηγορία 

είναι τα γνωστά Generalised Autoregressive Conditional Heteroskedasticity 

(GARCH) µοντέλα. Τα παραπάνω υποδείγµατα, όπως προϊδεάζει το όνοµα 

τους, µοντελοποιούν την δεσµευµένη διακύµανση (conditional variance). 

 Στην γενική τους µορφή ένα υπόδειγµα GARCH(p,q) µπορεί να εκφρασθεί 

µε την παρακάτω αλγεβρική έκφραση:    

 

 hi = jk + jlmn�li + jimn�ii + ⋯ + jpmn�pi  + qlhn�li + qihn�ii + ⋯ + qrhn�ri   

  

ή εναλλακτικά   

  

hni =  stu + + vwmn�wi + + qwhn�wir
w�l

p
w�l  

  

Ερµηνεύοντας την παραπάνω µαθηµατική έκφραση, το δVL (ω= δvL) είναι ο 

µακροχρόνιος µέσος όρος της διακύµανσης, τα αi και βi είναι οι σταθµίσεις 

(weights) των παρελθοντικών τιµών των εκάστοτε τυχαίων µεταβλητών, 

δηλαδή το πόσο οι προηγούµενες παρατηρήσεις των xt-i
2 και σt-i

2 επηρεάζουν 

το σt
2, όπου xt-i είναι η ποσοστιαία µεταβολή της µεταβλητής την ηµέρα t-i, 
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στην προκειµένη περίπτωση η µεταβλητή είναι η αξία (τιµή) ενός 

περιουσιακού στοιχείου και κατά συνέπεια το xt-i (xt-i=logxi – logxi-1) είναι οι 

αποδόσεις του υπό εξέταση περιουσιακού στοιχείου και το σt-i
2 είναι η 

διακύµανση των αποδόσεων την ηµέρα t-i. 

 Εν προκειµένω, στα φαινόµενα χρηµατοοικονοµικής φύσεως, έχει 

τεκµηριωθεί εµπειρικά, από πλειάδα µελετών, ότι ένα υπόδειγµα GARCH(1,1) 

είναι επαρκές για να συλλάβει την µεταβλητότητα της διακύµανσης, ωστόσο 

ακολουθεί µία οικονοµετρική ανάλυση που αφορά στον δείκτη S&P 500 για 

την πληρέστερη τεκµηρίωση των προλεχθέντων. Εξάλλου η χρήση 

υποδειγµάτων GARCH ανώτερης τάξης, εγκυµονεί τον κίνδυνο, το υπόδειγµα 

να περιγράφει ικανοποιητικά το δεδοµένο δείγµα, όµως να αποτυγχάνει στην 

περιγραφεί του γενικότερου φαινοµένου (overfitting). 

  

Ένα υπόδειγµα GARCH(1,1) µπορεί να ορισθεί ως εξής:    hni = x + j mn�li + qhn�li  

  
 Οικονοµετρική ανάλυση 
 
 Η παρούσα οικονοµετρική προσέγγιση βασίζεται σε ένα δείγµα ιστορικών 

τιµών του δείκτη S&P 500, το οποίο αναφέρεται στην περίοδο 11/12/2012 έως 

11/11/2013.  

 
  
  

S&P 500 price graph 
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Από το γράφηµα φαίνεται ότι η στοχαστική ανέλιξη των τιµών έχει 

µοναδιαία ρίζα (unit root), γεγονός το οποίο επιβεβαιώνεται από τους 

παρακάτω ελέγχους ‘Augmented Dickey - Fuller’ και ‘KPSS’. 

Το P-value του Augmented Dickey – Fuller είναι 0,0811 > 0,05, εποµένως 

γίνεται αποδεκτή η Μηδενική Υπόθεση του ελέγχου ότι η στοχαστική ανέλιξη 

έχει µοναδιαία ρίζα.  

Επιπλέον, το t-statistic του ελέγχου KPSS είναι 0,2835>0,1450 σε 

διάστηµα εµπιστοσύνης 95%, εποµένως απορρίπτεται η Μηδενική υπόθεση 

του ελέγχου ότι η στοχαστική ανέλιξη είναι στάσιµη. 

Συµπερασµατικά, και οι δύο έλεγχοι συµφωνούν ότι µε σχετική βεβαιότητα 

της τάξης του 95%, η στοχαστική ανέλιξη έχει µοναδιαία ρίζα και δεν έχει 

νόηµα η προσπάθεια µοντελοποίησης της.  
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Εποµένως, η µοντελοποίηση θα λάβει χώρα στην στοχαστική ανέλιξη των 

αποδόσεων, η οποία είναι στάσιµη, όπως φαίνεται από τους παρακάτω 

ελέγχους ‘Augmented Dickey - Fuller’ και ‘KPSS’. 

 
Αποδόσεις S&P 500 

 
 

 Το P-value του Augmented Dickey – Fuller είναι 0,00 < 0,05, εποµένως 

απορρίπτεται Μηδενική Υπόθεση του ελέγχου ότι η στοχαστική ανέλιξη έχει 

µοναδιαία ρίζα.  

 Επιπλέον, το t-statistic του ελέγχου KPSS είναι 0,069<0,453 σε διάστηµα 

εµπιστοσύνης 95%, εποµένως γίνεται αποδεκτή η Μηδενική υπόθεση του 

ελέγχου ότι η στοχαστική ανέλιξη είναι στάσιµη. 
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Συνεχίζοντας την διαδικασία µοντελοποίησης της στοχαστικής ανέλιξης των 

αποδόσεων του δείκτη εξετάζονται οι συναρτήσεις Αυτοσυσχέτισης και 

Μερικής Αυτοσυσχέτισης, προκειµένου  να προσδιορισθεί η ευρύτερη 

οικογένεια υποδειγµάτων που θα µπορούσαν την περιγράψουν. Παρακάτω 

παρατίθενται ο πίνακας µε τις εν λόγω συναρτήσεις (Correlogram). 

Οι συναρτήσεις Αυτοσυσχέτισης και Μερικής Αυτοσυσχέτισης µελετώνται 

από το Correlogram, όπως φαίνεται στον παρακάτω πίνακα, το οποίο 

παράχθηκε µε το οικονοµετρικό πακέτο E – views. Πιο συγκεκριµένα, η 

συνάρτηση Αυτοσυσχέτισης δείχνει το πώς µία παρατήρηση την χρονική 

στιγµή t επηρεάζεται από τις προηγούµενες. Ενώ, η συνάρτηση µερικής 

αυτοσυσχέτισης δείχνει το πώς µία παρατήρηση την χρονική στιγµή t 

επηρεάζεται από µία προηγούµενη (έστω την t-n), έχοντας αφαιρεθεί η 

επίδραση των ενδιάµεσων παρατηρήσεων. 

 

Πίνακας Αυτοσυσχέτισης και Μερικής Αυτοσυσχέτισης 
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∆εδοµένων του γραφήµατος των αποδόσεων το οποίο παρουσιάζει έντονο 

volatility clustering και του Correlogram, η µοντελοποίηση θα γίνει στα πλαίσια 

της ευρύτερης οικογένειας των Generalized Autoregressive Conditional 

Heteroskedasticity υποδειγµάτων, διότι η µη σταθερή διακύµανση προϊδεάζει 

ότι η ιστορικά προγενέστερες διακυµάνσεις επηρεάζουν τις τωρινές. Πιο 

συγκεκριµένα, µετά από µία περίοδο µε υψηλές διακυµάνσεις είναι 

πιθανότερο να ακολουθήσει µία περίοδος µε επίσης υψηλές διακυµάνσεις. 

Αρχικά, υπό την υπόθεση ότι ο µέσος της σειράς είναι κοντά στο µηδέν θα 

µοντελοποιήσουµε την διακύµανση µε ένα υπόδειγµα GARCH(2,1), 

ακολουθώντας µία διαδικασία από το Γενικό προς το Ειδικό (General to 

Specific process). Παρακάτω παρουσιάζονται τα αποτελέσµατα του εν λόγω 

υποδείγµατος. 

 
 

GARCH(2,1) 
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Από τον παραπάνω πίνακα συµπεραίνεται ότι όλοι οι παράµετροι του 

υποδείγµατος είναι στατιστικά σηµαντικοί (σε επίπεδο στατιστικής 

σηµαντικότητα 5%), σύµφωνα µε τα P-values τους, τα οποία είναι µικρότερα 

του 5% 

 Εν συνεχεία, µελετάται του Correlogram των καταλοίπων του υποδείγµατος 

GARCH(2,1) και των τετραγώνων των εν λόγω καταλοίπων. 

 
 

Έλεγχος Αυτοσυσχέτισης καταλοίπων
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Έλεγχος Ετεροσκεδαστικότητας 

 

 
Από τις συναρτήσεις αυτοσυσχέτισης και µερικής αυτοσυσχέτισης των 

καταλοίπων και των τετραγώνων των καταλοίπων του GARCH(2,1) 

παρατηρούµε ότι τα κατάλοιπα και τα τετράγωνα των καταλοίπων δεν 

χαρακτηρίζονται από ισχυρή συσχέτιση, γεγονός που υποδηλώνει ότι σχεδόν 

όλη η συστηµατική πληροφορία της στοχαστικής ανέλιξης έχει 

µοντελοποιηθεί. Αυτό τεκµηριώνεται από το γεγονός ότι τα P-values είναι 

µεγαλύτερα του 5%, συνεπώς η µηδενική υπόθεση του ελέγχου Q-statistic 

των Box – Pierce – Ljung, η οποία αναφέρει µη ύπαρξη αυτοσυσχέτισης, 

γίνεται αποδεκτή. 
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Στην συνεχεία, θα υποτεθεί ότι ο µέσος είναι µηδέν και ότι ένα GARCH(1,1) 

είναι επαρκές για την διακύµανση. Ακολουθούν τα εµπειρικά αποτελέσµατα: 

 
Υπόδειγµα GARCH(1,1)
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Έλεγχος Αυτοσυσχέτισης καταλοίπων

 

 
∆ιενεργώντας µία παρόµοια ανάλυση για τα Correlograms των καταλοίπων 

και των τετραγώνων των καταλοίπων του υποδείγµατος GARCH (1,1), 

συµπεραίνουµε ότι και το GARCH(1,1) µοντελοποιεί την συστηµατική 

πληροφορία.    
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Έλεγχος Ετεροσκεδαστικότητας 

 

 

Όπως φαίνεται από τα παραπάνω αποτελέσµατα και την µελέτη του 

Correlogram, µάλλον ένα GARCH(2,1) θα αποτελούσε καλύτερη επιλογή για 

την µοντελοποίηση της στοχαστικής ανέλιξης των αποδόσεων του δείκτη. 

Παρόλα αυτά, για τους σκοπούς εκτίµησης του VaR θα υποθέσουµε ένα 

υπόδειγµα GARCH(1,1), αφενός για να υπάρξει σύµπνοια µε την υπάρχουσα 

βιβλιογραφία και αφετέρου για την πρόληψη του φαινοµένου “Overfitting”, το 
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οποίο αναλύθηκε προγενέστερα. Άλλωστε το υπόδειγµα GARCH(2,1) οριακά 

υπερτερεί του GARCH(1,1).   

2.1.2.1 GARCH - Normal 
 

Η εκτίµηση των παραµέτρων του παραπάνω υποδείγµατος γίνεται µε την 

µέθοδο της µέγιστης πιθανοφάνειας (log – likelihood maximization). Υπό την 

υπόθεση ότι τα xi κατανέµονται κανονικά µε µέσο µηδέν (Ε(xi)=0), η 

συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας (PDF) είναι: 

��� = 1�√2
 ��D�/���     
Συνεπώς, η συνάρτηση πιθανοφάνειας είναι το γινόµενο των επιµέρους 

PDFs:  

 ∏ �������� = ∏ ���√�� �����/��������    

 

Η λογαριθµική συνάρτηση πιθανοφάνειας (Log Likelihood Function), έστω 

L, είναι η εξής:         

  ' = log ∏ ���√�� �����/��������  

=∑ Vlog ���√�� + 012�����/����  W����  

=∑ P0121 − 012f���2
 − ������� 0z� Q����  

=∑ {− �� log 
���2
� − �������|����  

=∑ {− �� 0122
 − �� 012��� − �������|����  

=7 V− �� 0122
W + ∑ {− �� 012���  − �������|����  

=− �� 0122
 + �� ∑ {−012���  − ������|����  

 

Συνεπώς, οι καλύτεροι εκτιµητές των παραµέτρων ω, α και β είναι εκείνοι 

που µεγιστοποιούν την παρακάτω έκφραση. 
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+ P−012���  − 5�����Q�
���  

Η εκτίµηση του VaR για την επόµενη χρονική στιγµή είναι:  
    }~�l−~ = −
��v∗hn+l − l� ∗ �, 
  

όπου za είναι η τιµή της αθροιστικής τυποποιηµένης κανονικής κατανοµής και 

σt+1 είναι η πρόβλεψη της τυπικής απόκλισης σύµφωνα µε το υπόδειγµα 

GARCH. 

2.1.2.2. GARCH - Student‘s-t 
 
 Προκειµένου να ληφθεί υπόψιν η παράµετρος των “fat tails” των 

κατανοµών των αποδόσεων, µπορεί να γίνει η υπόθεση ότι οι αποδόσεις 

ακολουθούν student’s – t κατανοµή. 

 Έτσι, η εκτίµηση των παραµέτρων του παραπάνω υποδείγµατος 

GARCH(1,1) γίνεται µε την µέθοδο της µέγιστης πιθανοφάνειας (log – 

likelihood maximization) υπό την υπόθεση ότι τα xi ακολουθούν student’s – t 

κατανοµή µε µέσο µηδέν (Ε(xi)=0) και µε συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας 

(PDF): 

PDFi= 
:
<=>� �

f
A�������:;<�?  -1 + �A�� ������ .�
<=>��
 

 

 Η λογαριθµική συνάρτηση πιθανοφάνειας (Log Likelihood Function), έστω 

L, είναι η εξής:  

L= 012
∏ ����� =  012 O∏ :
<=>� �
f
A�������:;<�?  -1 + �A�� ������ .�
<=>������ R����  

=∑ �012 O :
<=>� �
f
A�������:;<�? R + 012 L-1 + �A�� ������ .�
<=>�� M�����  

=∑ L012E ;AS�� ? − 012f
T − 2�
��� − 012E ;A�? − AS�� 012 {1 + �A�� ������ |M����  

=∑ P012E ;AS�� ? − �� log 

T − 2�
���� − 012E ;A�? − AS�� 012 {1 + �A�� ������ |Q����  
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=∑ V012E ;AS�� ? − �� log 

T − 2� 
� − 012E ;A�?W + ∑ P− �� log ��� −X�������
AS�� 012 {1 + �A�� ������ |Q 
 

Συνεπώς, οι καλύτεροι εκτιµητές των παραµέτρων ω, α και β είναι εκείνοι 

που µεγιστοποιούν την παρακάτω παράσταση. 

 

+ L− 12 log ��� − T + 12 012 P1 + 1T − 2 5����� QMX
���  

 

Η εκτίµηση του VaR για την επόµενη χρονική στιγµή είναι:  
 }~�l�~ = −
��v∗hn=l − l� ∗ �, 

 

όπου Qa˜χ2(0, AA��) και σt+1 είναι η πρόβλεψη της τυπικής απόκλισης για την 

επόµενη χρονική στιγµή από το υπόδειγµα GARCH. 

2.1.2.3. GARCH – Power Exponential Distribution 
 

Εναλλακτικά των δύο προαναφερθέντων κατανοµών, µπορεί να υποτεθεί 

ότι οι αποδόσεις ακολουθούν την Power Exponential Distribution (Generalized 

Error Distribution or Box-Tiao Distribution), η οποία είναι συµµετρική. 

 Εποµένως, η εκτίµηση των παραµέτρων του παραπάνω υποδείγµατος 

GARCH(1,1) γίνεται µε την µέθοδο της µέγιστης πιθανοφάνειας (log – 

likelihood maximization) υπό την υπόθεση ότι τα xi ακολουθούν Power 

Exponential Distribution κατανοµή µε µέσο µηδέν (Ε(xi)=0) και µε συνάρτηση 

πυκνότητας πιθανότητας (PDF):  

   

   ���
5, �, Z� = [
\�]=>] :;>]?� ��>�^ �_ ^]

, 
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όπου ` = L���]:;>]?:;a]? M>� ,Γ(.) είναι η συνάρτηση E ;��? = G ���5>]��I5JK , σ2 η 

διακύµανση της Power Exponential Distribution και δ µία παράµετρος που 

καθορίζει την κύρτωση της κατανοµής. 

 

Έτσι, η Συνάρτηση Πιθανοφάνειας είναι: 

 

  ∏ ����
5, �, Z�Xc�� = ∏ [
\�]=>] :;>]?�� ��>�e ��_ �e]����  

 

Ενώ η Λογαριθµική Συνάρτηση Πιθανοφάνειας (L) είναι: 

 

' = 012
∏ ����
5, �, Z�Xc�� � = log 
∏ [
\��]=>] :;>]?��

��>�e ��_ �e]���� �
 = ∑ [log 
���� [

\�]=>] :;>]?��� + log ��>�e ��_ �e]] 
 = ∑ [012Z − log 
`2]=>] E ;�[? ��� − ������ ^ ��\��^[ log �]  
 

 = ∑ [log Z − log ` − [S�[ 0122 − 012E ;�[? − log �� − �� ^ ��\��^[]����  

 = ∑ [���� log Z − log ` − [S�[ 0122 − 012E ;�[? − ∑ [log �� − �� ^ ��\��^[���� ] 
 = 7[log Z − log ` − [S�[ 0122 − 012E ;�[?] − ∑ [log �� + �� ^ ��\��^[]����  

 

Συνεπώς, οι καλύτεροι εκτιµητές των παραµέτρων ω, α και β είναι εκείνοι 

που ελαχιστοποιούν την παρακάτω παράσταση. 

 

+ [log �� + 12 e 5�`��e[]�
���  
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Η εκτίµηση του VaR για την επόµενη χρονική στιγµή είναι:   }~�l�~ = −
����v∗hn=l − l� ∗ �, 
  

όπου, PEDα είναι η τιµή της αθροιστικής τυποποιηµένης Power Exponential 

κατανοµής και σt+1 είναι η προβλεπόµενη από το υπόδειγµα GARCH τυπική 

απόκλιση για την επόµενη χρονική στιγµή. 

2.1.3. Υπόδειγμα EWMA 
 
Μία εναλλακτική επιλογή για την µοντελοποίηση της διακύµανσης των 

αποδόσεων, µε απώτερο σκοπό την εκτίµηση του VaR, αποτελεί η χρήση 

µίας άλλης οµάδας υποδειγµάτων, γνωστή ως Exponentially Weighted 

Moving Average. Στην γενική του µορφή ένα τέτοιο µοντέλο µπορεί να γραφεί 

ως:   

 hni = �hn�li + 
l − ���n�li  

 

Σύµφωνα µε το παραπάνω υπόδειγµα η εκτίµηση του hni είναι το 

αποτέλεσµα της στάθµισης του hn�li  και του �n�li  µε σταθµίσεις λ και 1-λ, 

αντίστοιχα. ∆ιαχρονικά, η επίδραση των παρελθουσών παρατηρήσεων στο hni 

φθίνει. Αυτό γίνεται αντιληπτό µε την διενέργεια συνεχών αντικαταστάσεων, 

όπως παρακάτω. 

 ��� = �
������ + 
1 − ������� � + 
1 − ������� = 
1 − ��
����� + ������ � + �������  

 

Μετά από t αντικαταστάσεις προκύπτει: 

  

hni = 
l − �� + �w�l�
��l �n�wi + ��hn��i  

 

Συνεπώς, όταν m � ∞ το λm 
� 0, καθώς 0<λ10<1. Έτσι, οι σταθµίσεις των ui

2 

και των σi
2 τείνουν να είναι αµελητέες για µεγάλα m και εποµένως µπορούν να 

παραλειφθούν. 
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Η παραπάνω προσέγγιση εµφανίζει αρκετά πλεονεκτήµατα. Καταρχάς, δεν 

απαιτείται µεγάλος αριθµός παρατηρήσεων για την εκτίµηση των παραµέτρων 

του υποδείγµατος. Επιπλέον, σε κάθε χρονική στιγµή η εκτίµηση της 

διακύµανσης στηρίζεται στα πιο πρόσφατα διαθέσιµα δεδοµένα, καθώς οι 

σταθµίσεις των παλαιότερων αγνοούνται. Ουσιαστικά το παραπάνω 

υπόδειγµα “ακολουθεί” (track) την διακύµανση. 

 

Εκτίµηση παραµέτρων EWMA 

 

Υπό την υπόθεση ότι οι αποδόσεις xi κατανέµονται κανονικά (normality 

hypothesis), τότε όπως και στην περίπτωση εκτίµησης των παραµέτρων ενός 

GARCH, χρησιµοποιείται η Λογαριθµική Συνάρτηση Πιθανοφάνειας:  

 

' = log b 1��√2
 �����/�����
���  

    Όπου για την εκτίµηση των παραµέτρων αρκεί η µεγιστοποίηση της 

παρακάτω έκφρασης,  
+ P−012���  − 5�����Q�

���  

 

Εάν, εναλλακτικά, υποτεθεί ότι τα xi ακολουθούν Student’s – t κατανοµή, 

τότε οι καλύτεροι εκτιµητές των παραµέτρων του EWMA είναι εκείνοι οι οποίοι 

µεγιστοποιούν την παρακάτω Λογαριθµική Συνάρτηση Πιθανότητας   
+ L− 12 log ��� − T + 12 012 P1 + 1T − 2 5����� QMX
���  

 

  

  

 Τέλος, εάν υποθέσουµε Power Exponential Distribution τότε οι καλύτεροι 

εκτιµητές των παραµέτρων, είναι εκείνοι που ελαχιστοποιούν την Λογαριθµική 

Συνάρτηση Πιθανοφάνειας: 

+ [log �� + 12 e 5�`��e[]�
���  
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Μέθοδος εκτίµησης παραµέτρων Variance Targeting 

 

 Ως προς την εκτίµηση των παραµέτρων ω, α και β ενός GARCH θα 

µπορούσε να χρησιµοποιηθεί µία εναλλακτική µέθοδος γνωστή ως Variance 

Targeting. Σύµφωνα µε την µέθοδο αυτή, ο µακροχρόνιος µέσος όρος της 

διακύµανσης (long-run Average Variance) VL ορίζεται ως η δειγµατική 

διακύµανση �� = ���� ∑ ����c��   .  

Επιπλέον, για το παραπάνω GARCH ισχύει ότι δ+α+β=1 και εφόσον 

ω=δVL, τότε ω=VL(1-α-β). Συνεπώς, αρκεί να προσδιορισθούν τα α και β, 

ώστε να εκτιµηθεί το υπόδειγµα. 

 Οµοίως, στην περίπτωση του EWMA το ω δεσµεύεται στο µηδέν και τα α 

και β στο 1-λ και λ, αντίστοιχα. Με αυτόν τον τρόπο η εκτίµηση µίας µόνο 

παραµέτρου είναι αρκετή για να προσδιορισθεί το υπόδειγµα. 

 
  

2.1.4. Ιδιότητες παραμετρικού VaR 

2.1.4.1. Εφαρμογή VaR για ένα ενεργητικό στοιχείο 
 
Έστω επένδυση σε ένα ενεργητικό στοιχείο (π.χ. µετοχή) ύψους 100.000 €. 

Επίσης, έστω ότι η εκτίµηση της αναµενόµενης απόδοσης, δηλαδή ο µέσος 

(µ) του εν λόγω ενεργητικού στοιχείου είναι 0,005 και η διακύµανση των 

αποδόσεων (σ2) 0,05. Το analytical VaR µε Normal Distribution, σε διάστηµα 

εµπιστοσύνης 99%, του εν λόγου ενεργητικού στοιχείου είναι:  

 

VaR99% = - (0,005 + 2,326 * 0,05) * 100.000=  11.131€  

 

Το παραπάνω ποσό ερµηνεύεται ως εξής, υπάρχει 1% πιθανότητα η 

επένδυση να απολέσει αξία µεγαλύτερη των 11.131€ εντός της επόµενης 

ηµέρας διαπραγµάτευσης, υπό κανονικές συνθήκες στην αγορά. 

Στην περίπτωση όπου µεταβάλλονταν το διάστηµα εµπιστοσύνης, έστω 

από 99% σε 95% τότε το VaR θα ήταν:  

 

VaR95% = - (0,005 + 1,64485 * 0,05) * 100.000 =  8.724€ 
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µε την αντίστοιχη ερµηνεία, δηλαδή υπάρχει 5% πιθανότητα η επένδυση να 

χάσει από την αρχική της αξία µεγαλύτερη των 8.724€ εντός της επόµενης 

ηµέρας διαπραγµάτευσης, υπό κανονικές συνθήκες. 

Όπως, γίνεται αντιληπτό όσο περιορίζεται το διάστηµα εµπιστοσύνης η 

εκτίµηση του VaR τείνει να µειώνεται. 

 

2.1.4.2. Τροποποίηση περιόδου υπολογισμού του VaR 
 

Το VaR µε περίοδο αναφοράς την µία ηµέρα (daily VaR) µπορεί να 

τροποποιηθεί παραδείγµατος χάριν σε VaR µε περίοδο αναφοράς το έτος 

(annually VaR) πολλαπλασιάζοντας το µε την τετραγωνική ρίζα της χρονικής 

περιόδου αναφοράς.  

Στο εν λόγω παράδειγµα, λαµβάνοντας υπόψιν ότι κατά την διάρκεια ενός 

ηµερολογιακού έτους υπάρχουν 265 ηµέρες διαπραγµάτευσης, το παραπάνω 

daily VaR µπορεί να µετατραπεί σε ετήσιο πολλαπλασιάζοντας το µε √265,  

 

VaR99%,1 year = - (0,005 + 2,326 * 0,05) * 100.000 * √i�� =  176.348€ και  

 

VaR95%,1 year  = - (0,005 + 1,64485 * 0,05) * 100.000 * √i��  =  138.214€. 

 

2.1.4.3. Υπολογισμός Value - at - Risk για χαρτοφυλάκιο επενδυτικών 
στοιχείων 

 

Η παραπάνω ανάλυση αφορά στην εκτίµηση του VaR για ένα µεµονωµένο 

επενδυτικό στοιχείο. Για τον υπολογισµό του VaR σε επίπεδο ενός 

επενδυτικού χαρτοφυλακίου η βάση της ανάλυσης εν πολλοίς παραµένει ως 

έχει. Οι διαφορές εντοπίζονται στον διαφορετικό τρόπο υπολογισµού της 

αναµενόµενης απόδοσης (µ) και της διακύµανσης (µέτρο κινδύνου) (σp
2) του 

χαρτοφυλακίου. 

Πιο συγκεκριµένα, η αναµενόµενη απόδοση, ή διαφορετικά ο µέσος των 

αποδόσεων, του χαρτοφυλακίου (µp) είναι ο σταθµικός µέσος (weighted 

average) των µέσων του εκάστοτε επενδυτικού στοιχείου (µi), τα οποία 
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συµπεριλαµβάνονται στο χαρτοφυλάκιο. Έστω, λοιπόν, ότι αναφερόµαστε σε 

χαρτοφυλάκιο το οποίο περιλαµβάνει n επενδυτικά στοιχεία µε στάθµιση 

έκαστου στοιχείου wi. Τότε, ο µέσος του χαρτοφυλακίου (µp) είναι: 

 

µp = w1 * µ1 + w2 * µ2 + w3 * µ3 +  … +  wn * µn  =  ∑ �w ∗ �w�w�l  

 

Ελάχιστα πολυπλοκότερη είναι η εκτίµηση της διακύµανσης της απόδοσης 

του χαρτοφυλακίου, η οποία αποτελεί ένα µέτρο κινδύνου του χαρτοφυλακίου. 

Η διακύµανση ενός χαρτοφυλακίου προκύπτει από τον γενικότερο τύπο:  

 

σp
2 = Var(p) =  ∑ �wi ∗  hwi�w�l +2*∑ ∑ �w ∗ �� ∗ ���
w, �����l�w�l  , 

 

όπου: σp
2 και Var(p) είναι η διακύµανση του χαρτοφυλακίου, 

wi είναι η στάθµιση έκαστου ενεργητικού στοιχείου µέσα στο 

χαρτοφυλάκιο (αξία ενεργητικού στοιχείου / συνολική αξία 

χαρτοφυλακίου), 

cov(i,j) είναι η συνδιακύµανση µεταξύ του ενεργητικού στοιχείου i και 

του j.   

Τέλος, εφόσον έχουν υπολογιστεί τα εν λόγω µέτρα, µέσος και διακύµανση, 

εφαρµόζοντας το τύπο προκύπτει το VaR του χαρτοφυλακίου.   

 

2.2. Μέθοδος Ιστορικής Προσοµοίωσης (Historical 
Simulation)  

 

Μία δεύτερη προσέγγιση για τον υπολογισµό του VaR, η οποία δεν 

υποθέτει κανονικότητα των αποδόσεων όπως στο Αναλυτικό ή Παραµετρικό 

VaR, αποτελεί η µέθοδος της ιστορικής προσοµοίωσης. Παρόλα αυτά 

υπόκειται σε µια σειρά άλλων γενναιόδωρων υποθέσεων ως προς τα 

χαρακτηριστικά των αποδόσεων. Συγκεκριµένα, υποθέτει ότι οι ιστορικές 

αποδόσεις έχουν την τάση να επαναλαµβάνονται στο µέλλον. Επιπλέον, 

υποθέτει ότι το χαρτοφυλάκιο διατηρείται αµετάβλητο κατά την διάρκεια της 

περιόδου ανάλυσης.  

Αρχικά, υπολογίζονται οι ιστορικές αποδόσεις κάθε µεµονωµένου 

ενεργητικού στοιχείου, οι οποίες µπορεί να είναι ηµερήσιες, µηνιαίες, ετήσιες 
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κλπ. ανάλογα µε την διαθεσιµότητα των δεδοµένων, για παράδειγµα µία 

επένδυση σε hedge fund δεν µπορεί να αξιολογηθεί σε ηµερήσια βάση. 

Εν συνεχεία, οι ιστορικές αυτές αποδόσεις αντιµετωπίζονται ως ισοπίθανες 

µελλοντικές αποδόσεις. Έτσι, προσοµοιώνονται οι ιστορικές αποδόσεις στην 

σηµερινή αξία έκαστου επενδυτικού στοιχείου από όπου και προκύπτει 

κέρδος ή ζηµία, αναλόγως. Εάν θεωρηθεί, για παράδειγµα ότι κατά την 

διάρκεια ενός ηµερολογιακού έτους προκύπτουν 265 παρατηρήσεις τότε για 

τον υπολογισµό του ετήσιου VaR µε την µέθοδο αυτή, θα προκύψουν 264 

ισοπίθανες µελλοντικές αποδόσεις. Εφόσον, υπολογιστούν τα κέρδη ή ζηµιές 

για το κάθε επενδυτικό στοιχείο που συµπεριλαµβάνεται στο χαρτοφυλάκιο, 

τότε αθροίζονται και προκύπτει το πιθανό κέρδος ή ζηµιά του χαρτοφυλακίου. 

Ουσιαστικά γίνεται µία προσοµοίωση των παρελθόντων αποδόσεων, ιξού και 

η ονοµασία. 

Τέλος, τα ποσά των ζηµιών και των κερδών τα οποία προέκυψαν από την 

παραπάνω διαδικασία ταξινοµούνται κατά αύξουσα σειρά. Έπειτα, αφού 

καθορισθεί το διάστηµα εµπιστοσύνης, συνήθως 95% ή 99%, εντοπίζεται, 

στην ταξινοµηµένη σειρά µε τις προσοµοιώσεις, η τιµή που αντιστοιχεί στο 5% 

ή 1% των παρατηρήσεων αντίστοιχα (1 – 95% ή 1 - 99%). Για παράδειγµα, 

εάν υπάρχουν 260 προσοµοιώσεις και το διάστηµα εµπιστοσύνης είναι 5%, 

τότε εντοπίζεται η 13 παρατήρηση. 

Τυποποιηµένα µπορεί να γραφεί ως εξής: VaR1-α, annual = r, όπου r η 

παρατήρηση που αντιστοιχεί στο α% των παρατηρήσεων (έστω 260 

παρατηρήσεις και επίπεδο σηµαντικότητα α = 5%, τότε το r είναι η απόδοση 

που αντιστοιχεί στην θέση 0,05 * 260 = 13 της ταξινοµηµένης σειράς των 

αποδόσεων).      

 

2.3. Μέθοδος Προσοµοίωσης Monte Carlo 
 
Στην ίδια φιλοσοφία, αλλά αξιοποιώντας διαφορετικά εργαλεία, κινείται η 

τεχνική της Monte Carlo προσοµοίωσης. Γενικότερα, στην παρούσα 

µεθοδολογία ακολουθείται η εξής λογική. Με την βοήθεια ενός αλγορίθµου 

παράγονται τυχαίοι αριθµοί, οι οποίοι στην συνέχεια χρησιµοποιούνται για τον 

υπολογισµό ενός υποδείγµατος το οποίο δεν έχει κάποια συγκεκριµένη 

µορφή, αυτή είναι και η κύρια διαφορά µεταξύ της προσοµοίωσης Monte 
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Carlo και της ιστορικής προσοµοίωσης. Πιο συγκεκριµένα, στην πρώτη 

τεχνική οι τυχαίοι αυτοί αριθµοί που παράγονται χρησιµοποιούνται για να 

εκτιµήσουν την πιθανή εξέλιξη των αποδόσεων ενός περιουσιακού στοιχείου, 

ενώ στην δεύτερη τεχνική η πιθανή εξέλιξη των αποδόσεων εκτιµάται µε την 

χρήση ιστορικών τιµών. 

Σύµφωνα µε την τεχνική Monte Carlo, αρχικά καθορίζεται ο χρονικός 

ορίζοντας της ανάλυσης και διαιρείται σε πολύ µικρές υποπεριόδους. 

Παραδείγµατος χάριν, έστω ότι ο ορίζοντας είναι η µία ηµέρα, τότε µπορεί να 

διαιρεθεί είτε σε ώρες, είτε σε λεπτά ακόµα και σε δευτερόλεπτα, όσο 

µικρότερα είναι τα διαστήµατα αυτά, τόσο βελτιώνεται η αξιοπιστία της 

εκτίµησης και αυτό διότι κάνει την τεχνική συνεπή µε την υπόθεση της 

συνεχούς διαπραγµάτευσης του ενεργητικού στοιχείου.  

Στην συνέχεια, καθορίζεται µία διαδικασία ή καλύτερα ένας µηχανισµός ο 

οποίος παράγει τυχαίες αποδόσεις. Οι τυχαίες αυτές αποδόσεις ακολουθούν 

κάποια θεωρητική κατανοµή, συνήθως ακολουθείται η κανονική κατανοµή, η 

οποία αποτελεί δοµικό συστατικό του µηχανισµού. 

Παραδείγµατος χάριν, εάν θεωρήσουµε ότι η τιµή της µετοχής ακολουθεί 

Geometric Brownian Motion, τότε ως µηχανισµός τυχαίων αποδόσεων θα 

µπορούσε να θεωρηθεί ο εξής: Ri = ∆S/S = ν*∆t + σ*ε*√�n, 

  

όπου, Ri η απόδοση του ενεργητικού στοιχείου,  

S η τιµή του ενεργητικού στοιχείου, 

ν ο µέσος του δείγµατος των τιµών του ενεργητικού στοιχείου ο οποίος 

υπολογίζεται από τον παρακάτω  τύπο T = �� ∑ ������ ,  

∆t η µεταβολή του χρόνου,  

σ η τυπική απόκλιση του δείγµατος των τιµών (� = f �X�� ∑ 
�� − 6X��� ) 

και ε ένας τυχαίος αριθµός ο οποίος προκύπτει από την τυποποιηµένη  

κανονική κατανοµή µε µέσο µηδέν και διακύµανση ένα. 

 

Εφόσον προσδιορισθεί ο µηχανισµός του προηγούµενου βήµατός, τότε 

τίθεται σε λειτουργία και επαναλαµβάνεται µέχρις ότου καλυφθεί ο 

προκαθορισµένος χρονικός ορίζοντας εφαρµογής. Πιο συγκεκριµένα, εάν 
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θέσουµε ως χρονικό ορίζοντα την µία ηµέρα (υποθέτοντας ότι το ενεργητικό 

στοιχείο διαπραγµατεύεται ολόκληρο το εικοσιτετράωρο) και βήµα χρόνου την 

µία ώρα, τότε επαναλαµβάνεται η διαδικασία 24 φορές και κάθε φορά η 

απόδοση που παράγεται χρησιµοποιείται ως εισροή για την επόµενη 

επανάληψη. Με αυτόν τον τρόπο, µετά από 24 επαναλήψεις καταλήγουµε σε 

µία πιθανή απόδοση στο τέλος της ηµέρας.  

Τέλος, επαναλαµβάνεται το προηγούµενο βήµα αρκετές φορές, έστω N, 

ούτως ώστε να παραχθούν N πιθανές αποδόσεις για το τέλος της ηµέρας. Οι 

N αυτές αποδόσεις θα είναι διαφορετικές παρά το γεγονός ότι για την 

παραγωγής τους χρησιµοποιήθηκε ο ίδιος µηχανισµός και αυτό διότι η τιµή 

της µετοχής ακολουθεί διαφορετικό µονοπάτι σε κάθε επανάληψη, καθώς 

συστατικό στοιχείο του µηχανισµού αποτελεί ο στοχαστικός παράγοντας ε. 

Ο προσδιορισµός του VaR µε αυτήν την τεχνική ολοκληρώνεται µε το ίδιο 

τρόπο όπως και στην τεχνική της ιστορικής προσοµοίωσης. ∆ηλαδή, οι N 

αποδόσεις που παρήχθησαν ταξινοµούνται κατά αύξουσα σειρά και εφόσον 

έχει καθορισθεί το επίπεδο σηµαντικότητας α%, το VaR αντιστοιχεί στην α% * 

Ν θέση της ταξινοµηµένης σειράς.   

 

2.4. Μέθοδος Tail Index Estimation 
 

 Ο εκτιµητής της “ουράς” (στο εξής tail index estimator) αποτελεί ένα µέτρο 

του βαθµού του “πάχους” (fatness) των ουρών µίας κατανοµής, στην 

προκειµένη περίπτωση µίας κατανοµής αποδόσεων. Η εκτίµηση του 

στηρίζεται στην θεωρία της Ακραίας Τιµής (στο εξής Extreme Value Theory ή 

EVT), σύµφωνα µε την οποία περιγράφεται η συµπεριφορά της ουράς (tail) 

της υπό εξέταση κατανοµής. 

 

Extreme Value Theory 

 Η εν λόγω θεωρία παρέχει ένα σύνολο πιθανοτικών και στατιστικών 

εργαλείων προκειµένου να επιτευχθεί η µοντελοποίηση σπανίως 

εµφανιζόµενων (χαµηλής συχνότητας) φαινοµένων. Στην EVT κεντρικό ρόλο 

κατέχει η Generalized Extreme Value distribution (GEV). 

 Σύµφωνα µε το θεώρηµα των Fisher και Trippett, ισχύει ότι για ένα ευρύ 

σύνολο κατανοµών, η κατανοµή του κανονικοποιηµένου δείγµατος µε τις 
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µεγαλύτερης/µικρότερης αξίας τιµές µίας ακολουθίας τυχαίων µεταβλητών η 

οποία χαρακτηρίζεται από ταυτονοµία και ανεξαρτησίας (iid), γνωστά ως 

κανονικοποιηµένα δειγµατικά µέγιστα/ελάχιστα  (normalized sample maxima 

και normalized sample minima), συγκλίνει στην GEV distribution, όταν αυξάνει 

το µέγεθος του δείγµατος. 

 Έστω, r1, r2, … , rn ταυτόνοµες και ανεξάρτητες (Independent and identically 

distributed) τυχαίες µεταβλητές προερχόµενες από µία άγνωστη κατανοµή F 

και επιπλέον έστω, an και bn οι κατάλληλοι συντελεστές κανονικοποίησης 

(normalization coefficients). Τότε για το sample maxima Mn= max(r1, r2, … , rn) 

ισχύει ότι: �0 ¡ ;¢£�¤£H£ ≤ ¦? = §
¦�, όπου plim είναι το όριο της 

πιθανότητας όταν n->∞ και H(r) είναι η GEV. 

 

 

 Η Generalized Extreme Value ορίζεται ως εξής: 

  

 §
¦� = ¨
5� = ©��
�Sª∗«��>¬  , ­ ≠ 0��°± , ­ = 0 

 

 Από τον παραπάνω ορισµό προκύπτει ότι η GEV περιλαµβάνει τις εξής 

τρείς extreme value κατανοµές: 

 

i. Για ξ > 0: GEV-> Frechet distribution 

ii. Για ξ = 0: GEV-> Weibull distribution 

iii. Για ξ < 0: GEV-> Gumbel distribution 

 

Επιπλέον, αναλόγως της τιµής του ξ, η άγνωστη κατανοµή F 

κατηγοριοποιείται ως εξής: 

 

i. Για ξ > 0: F-> Fat tailed 

ii. Για ξ = 0: F-> Thin tailed 

iii. Για ξ < 0: F-> Short tailed 
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  ∆εδοµένου ότι στην παρούσα διπλωµατική οι κατανοµές που αποτελούν 

αντικείµενο εξέτασης αφορούν αποδόσεις, οι οποίες κατά κύριο λόγο έχουν 

παχιές ουρές, θα αναλυθεί η υποπερίπτωση όπου ξ > 0. 

Όπως προαναφέρθηκε, το normalized sample maxima (minima) µίας 

κατανοµής µε παχιές ουρές, συγκλίνει στην  Frechet κατανοµή:  ²
³� = �mv
, 

εάν ισχύει ότι l − ´
µ� = ³�l¶ ∗ u
³�, όπου L(r)  είναι µία slowly varying 

function11 και α=1/ξ είναι ο δείκτης της ουράς της κατανοµής (tail index). Όσο 

µικρότερο το α τόσο πιο λεπτές οι ουρές. 

Συνεπώς, ακόµη και για µία άγνωστη κατανοµή F, εφόσον  τα α και L(r) 

µπορούν να προσδιορισθούν, είναι εφικτή η εκτίµηση των ακραίων 

εκατοστηµόριων. 

 

Hill‘s Tail Index Estimator   

 

 Ο Hill(1975) για την εκτίµηση της ουράς µίας κατανοµής πρότεινε τον εξής 

εκτιµητή: 

 

 ­
¡� = �· ∑ log
5���S�� − log
5��·�·��� , m≥2 

  = �· ∑ log 
�£��=>�£�¸ �·��� , 

 

όπου, m είναι ο αριθµός των παρατηρήσεων που συµπεριλαµβάνονται στην 

δεξιά ουρά της κατανοµής, n είναι το µέγεθος του δείγµατος και xi είναι η i-

οστη παρατηρούµενη απόδοση από την ταξινοµηµένη σειρά των αποδόσεων.  

 

 

Κατανοµή Pareto 

 Αρχικά υποθέτουµε ότι οι m αποδόσεις της εµπειρικής κατανοµής, οι 

οποίες βρίσκονται στην δεξιά ουρά της, προσιδιάζουν στην ουρά της Pareto 

κατανοµής, η οποία ορίζεται ως εξής: 

 ¹v
m� = l − ºvm�v, m > º, όπου s είναι η παρατήρηση της ταξινοµηµένης 

σειράς από την οποία και έπειτα θεωρούµε ότι ισχύει η Pareto κατανοµή. 
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 Εν συνεχεία, θεωρούµε δύο πιθανότητες p και q, οι οποίες βρίσκονται στην 

ουρά της κατανοµής και ισχύει ότι p<q. Επιπλέον, ορίζουµε τα αντίστοιχα 

ποσοστηµόρια xp  και xq. ��¼ ≤ 5½� = 1 − � 

 ��5½� = 1 − � =>  1 − ¾ H5½�H = 1 − � => � = ¾ H5½�H   

 ��¼ ≤ 5¿� = 1 − À 

 

 ��5¿� = 1 − À =>  1 − ¾ H5¿�H = 1 − À => À = ¾H5¿�H   

 

 Συνδυάζοντας τις παραπάνω δύο σχέσεις, συγκεκριµένα διαιρώντας κατά 

µέλη, προκύπτει ότι:  

 

½¿ = �Á�Â�Ã�Â = -�Ã�Á.H => �Ã�Á = ;½¿?>Â => mr = ;pr?lv mp     
 

Εάν ως xq ορίσουµε την παρατήρηση της ταξινοµηµένης σειράς από την 

οποία και έπειτα θεωρούµε ότι ισχύει η κατανοµή Pareto τότε, À ≈ ·� . 

Εποµένως, το ποσοστηµόριο xp µπορεί να εκτιµηθεί ως εξής:  

 5½ = 5��·S� ; ·�½?ª
, όπου  5��·S� είναι η παρατήρηση από την οποία και 

έπειτα θεωρούµε κατανοµή Pareto, ξ είναι ο εκτιµητής του Hill, m το πλήθος 

των παρατηρήσεων στην ουρά της κατανοµής για την οποία θεωρούµε ότι 

συγκλίνει στην ουρά της κατανοµής Pareto και p η πιθανότητα. 

Συνεπώς, το xp αποτελεί την εκτίµηση του Value – at – risk για δεδοµένη 

πιθανότητα p και δεδοµένο πλήθος m, το οποίο πλήθος m ορίστηκε στις 20 

παρατηρήσεις ύστερα από µία διαδικασία δοκιµών.  
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2.5. Πλεονεκτήµατα και µειονεκτήµατα τεχνικών 
 

Αναλυτικό ή Παραµετρικό VaR 
ΠΛΕΟΝΕΚΤΗΜΑΤΑ ΜΕΙΟΝΕΚΤΗΜΑΤΑ 
Σχετικά εύκολο στην εφαρµογή. Περίπτωση έλλειψης ιστορικών 

στοιχείων. 
 Υπόθεση κανονικότητας των 

αποδόσεων τόσο των µεµονωµένων 
επενδυτικών στοιχείων όσο και του 
χαρτοφυλακίου. 

 ∆εν είναι αποτελεσµατικό στην 
περίπτωση όπου στο χαρτοφυλάκιο 
συµπεριλαµβάνονται ενεργητικά 
στοιχεία όπως παράγωγα. 

 
Τεχνική Ιστορικών Προσοµοιώσεων 

ΠΛΕΟΝΕΚΤΗΜΑΤΑ ΜΕΙΟΝΕΚΤΗΜΑΤΑ 
Σχετικά εύκολη εφαρµογή. Η χρήση ιστορικών δεδοµένων την 

κάνει ευάλωτη στα χαρακτηριστικά 
του δείγµατος, π.χ. δεδοµένα από 
περίοδο κρίσης δεν αποτελούν και το 
πλέον αντιπροσωπευτικό δείγµα. 

Λογική και εύλογη διαδικασία. ∆εν ενσωµατώνει τις δοµικές αλλαγές 
της αγοράς.  

 Ιδιαίτερα δύσκολη εφαρµογή σε 
χαρτοφυλάκια µε µεγάλο πλήθος 
επενδυτικών στοιχείων. 

 Απαιτεί ένα ελάχιστο µέγεθος 
δείγµατος. 

 
 
 

Τεχνική προσοµοιώσεων Monte Carlo  
ΠΛΕΟΝΕΚΤΗΜΑΤΑ ΜΕΙΟΝΕΚΤΗΜΑΤΑ 
Είναι κατάλληλη τεχνική για 
χαρτοφυλάκια που περιέχουν 
πολύπλοκα επενδυτικά στοιχεία 
όπως παράγωγα. 

∆ύσκολη εφαρµογή. 

∆εν επηρεάζεται τόσο πολύ από 
ακραία γεγονότα / συµβάντα διότι δεν 
χρησιµοποιεί ιστορικά στοιχεία. 

Απαιτεί τεράστιους υπολογιστικούς 
πόρους για να επιτευχθούν οι 
προσοµοιώσεις. 

∆ίνει την επιλογή χρήσης 
οποιασδήποτε στατιστικής 
κατανοµής, δεν περιορίζεται µόνο 
στην κανονική. 

Λόγω του µεγάλου πλήθους των 
προσοµοιώσεων υπάρχει αυξηµένος 
κίνδυνος σφάλµατος του µοντέλο 
(model risk). 
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2.6. Μέθοδος Backtesting για τον έλεγχο 
αποτελεσµατικότητας των τεχνικών VaR 

 
Η επιτροπή της Βασιλείας εξέδωσε τον Ιανουάριο του 1996 ένα άρθρο 

σχετικά µε το πλαίσιο και την µεθοδολογία εφαρµογής του Backtesting. 

Αρκετά χρηµατοπιστωτικά ιδρύµατα συνέκριναν σε ηµερήσια βάση τα 

πραγµατοποιηθέντα αποτελέσµατα (κέρδη ή ζηµίες) µε αυτά που 

αναµένονταν σύµφωνα µε τα εσωτερικά υποδείγµατα (Internal models) τα 

οποία χρησιµοποιούσαν προκειµένου να ποσοτικοποιήσουν τον κίνδυνο 

αγοράς.  

Με αυτόν τον τρόπο ουσιαστικά αξιολογείται η αποτελεσµατικότητα και η 

ακρίβεια των εσωτερικών υποδειγµάτων τα οποία έχουν αναπτυχθεί από τα 

χρηµατοπιστωτικά ιδρύµατα για την µέτρηση του κινδύνου αγοράς. Η µέθοδος 

αυτή συνίσταται στην περιοδική σύγκριση των εκτιµήσεων των ηµερήσιων 

VaR (daily VaR), τα οποία προκύπτουν από τα εσωτερικά υποδείγµατα του 

εκάστοτε χρηµατοπιστωτικού ιδρύµατος, µε τα πραγµατικά (actual) κέρδη ή 

ζηµίες. Η επιτροπή ορίζει σχετικά µε τον τρόπο εφαρµογής της εν λόγω 

µεθοδολογίας ότι θα πρέπει το VaR να υπολογίζεται σε διάστηµα 

εµπιστοσύνης 99% και µε ηµερήσιο χρονικό ορίζοντα. Συνεπώς, το σηµείο 

αναφοράς για το Backtesting θα πρέπει να είναι η µία ηµέρα.    

Πιο συγκεκριµένα, η χρήση µίας εφαρµογής θα καταστήσει περισσότερο 

κατανοητή την εν λόγω µέθοδο. Έστω δύο παρελθούσες χρονικές περίοδοι, η 

πρώτη από το t-2 έως το t-1 και η δεύτερη από το t-1 έως το t (παρόν). Τα 

δεδοµένα της πρώτης περιόδου αναφέρονται ως δείγµα εκτίµησης και της 

δεύτερης ως δείγµα αξιολόγησης. Επιπλέον, έστω ότι µε την χρήση µίας 

οποιασδήποτε τεχνικής έχει προσδιορισθεί µία εκτίµηση VaR για ένα 

χαρτοφυλάκιο αξίας P, µε χρονικό ορίζοντα ανάλυσης D ηµέρες 

διαπραγµάτευσης του ενεργητικού στοιχείου ή χαρτοφυλακίου, σε διάστηµα 

εµπιστοσύνης 1-α% κάτω από κανονικές συνθήκες αγοράς και έστω ότι η 

εκτίµηση αυτή είναι VaR1-a%, D = A. Ουσιαστικά, η πρώτη περίοδος έχει λόγο 

ύπαρξης µόνο στην περίπτωση όπου το VaR εκτιµάται µε την τεχνική του 

Αναλυτικού VaR ή των Ιστορικών Προσοµοιώσεων και είναι η περίοδος από 

όπου θα αντληθούν τα ιστορικά δεδοµένα για τις προαναφερθείσες δύο 

τεχνικές. 
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Εν συνεχεία, στην χρονική στιγµή t-1 εκτιµάται το VaR µε χρονικό ορίζοντα 

που εκτείνεται µέχρι την στιγµή t και διάστηµα εµπιστοσύνης 1-α%. Τέλος, 

συγκρίνονται τα πραγµατικά κέρδη ή ζηµίες, τα οποία προέκυψαν από το 

χαρτοφυλάκιο ή το µεµονωµένο επενδυτικό στοιχείο, από το t-1 έως το t µε 

την εκτίµηση του VaR. 

Εάν οι πραγµατικές (actual) ζηµιές δεν ξεπερνούν το VaR1-a%, D = A µέχρι 

την χρονική στιγµή t, τότε η εν λόγω εκτίµηση µπορεί να θεωρηθεί ένα καλό 

µέτρο για το συγκεκριµένο χαρτοφυλάκιο ή επενδυτικό στοιχείο. Στην 

περίπτωση όπου, εν τέλει, οι ζηµιές είναι µεγαλύτερες από αυτές που 

αναµένονταν από το VaR, τότε υπάρχει παραβίαση (breach or violation) του 

VaR και θα πρέπει να αναθεωρηθεί η τεχνική που χρησιµοποιήθηκε.  

Ενδεικτικά, παρακάτω παρατίθενται τα αποτελέσµατα ελέγχου 

(backtesting) δύο τεχνικών VaR, του αναλυτικού και των ιστορικών 

προσοµοιώσεων, οι οποίες τεχνικές αφορούν στο ίδιο χαρτοφυλάκιο, έχοντας 

χρησιµοποιηθεί το ίδιο πακέτο δεδοµένων (data set), για την ίδια περίοδο και 

για το ίδιο διάστηµα εµπιστοσύνης. Παρατηρείται ότι, παρά το γεγονός ότι και 

οι δύο τεχνικές δεν ξεφεύγουν από τα όρια του διαστήµατος εµπιστοσύνης, το 

αναλυτικό VaR έχει λιγότερες παραβιάσεις (breaches) από αυτό των 

ιστορικών προσοµοιώσεων.  

 
Analytical VaR  
 Backtesting 

Historical VaR     
    Backtesting 

Select Confidence Interval Select. Confidence Level 
95% 95% 

Critical Value based on C.I. Critical Value based on C.I. 
-1,644853476 -1,644853476 

    
Number of VaR breaches Number of VaR breaches 

132 148 
Number of backtested cases Number of backtested cases 

3129 3129 
Empirical Size Empirical Size 

4,22% 4,75% 
*Πηγή: από εργασία στο µάθηµα ‘ΤΡΑΠΕΖΙΚΗ ∆ΙΟΙΚΗΤΙΚΗ ΚΑΙ ∆ΙΑΧΕΙΡΙΣΗ ΤΡΑΠΕΖΙΚΩΝ ΚΙΝ∆ΥΝΩΝ’ 
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*Πηγή: από εργασία στο µάθηµα ‘ΤΡΑΠΕΖΙΚΗ ∆ΙΟΙΚΗΤΙΚΗ ΚΑΙ ∆ΙΑΧΕΙΡΙΣΗ ΤΡΑΠΕΖΙΚΩΝ ΚΙΝ∆ΥΝΩΝ’ 

 
Βέβαια όπως έχει ήδη αποσαφηνιστεί, αυτό δεν αποτελεί κανόνα, καθώς η 

καταλληλότητα της τεχνικής VaR επηρεάζεται από τα ιδιοσυγκρασιακά 

χαρακτηριστικά του εκάστοτε χαρτοφυλακίου ή επενδυτικού στοιχείου. 

    Στην δηµοσίευση της επιτροπής της Βασιλείας γίνετε η εξής 

κατηγοριοποίηση των εσωτερικών υποδειγµάτων σύµφωνα µε την συχνότητα 

αποτυχίας τους, η οποία συχνότητα αποτυχίας επισύρει και επιπλέον 

κεφαλαιακές απαιτήσεις. Πιο συγκεκριµένα, ανάλογα µε τον αριθµό των 

αποτυχιών (actual losses > VaR estimation) των εσωτερικών υποδειγµάτων, 

τα χρηµατοπιστωτικά ιδρύµατα κατατάσσονται σε τρείς ζώνες, όπως φαίνεται 

στον παρακάτω πίνακα.  

 
Zone Number of 

exceptions 
Increase in scaling 
factor 

Green zone 0 
1 
2 
3 
4 

0,00 
0,00 
0,00 
0,00 
0,00 

Yellow zone 5 
6 
7 
8 
9 

0,40 
0,50 
0,65 
0,75 
0,85 

Red zone 10 or more 1,00 
Πηγή: http://www.bis.org/publ/bcbs22.htm 

     

-50.000

0

50.000

1 248 495 742 989 1236 1483 1730 1977 2224 2471 2718 2965

Analytical VaR Breaches (Diagramme 1)

Series1

-50.000

-30.000

-10.000

10.000

30.000

50.000

1 263 525 787 1049 1311 1573 1835 2097 2359 2621 2883

Historical VaR (Diagramme 2)

Series1
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 2.7. Στατιστική αξιολόγηση του VaR 
 
Όπως αναλύθηκε στην παραπάνω διαδικασία, από την εφαρµογή της 

µεθόδου Backtesting προκύπτει ένα ποσοστό αποτυχίας (failure rate) του 

VaR ως ο λόγος των παραβιάσεων (breaches) του VaR (N) προς το πλήθος 

του δείγµατος αξιολόγησης (T), Ν/Τ. Το εν λόγω µέτρο αποτελεί των 

ακρογωνιαίο λίθο για την απόφαση αποδοχής ή απόρριψης του  

υποδείγµατος VaR που χρησιµοποιήθηκε. Η παρούσα υποενότητα 

πραγµατεύεται ελέγχους που αφορούν την στατιστική σηµαντικότητα του εν 

λόγω ποσοστού. 

Ποίο είναι, όµως, το νόηµα του ποσοστού αποτυχίας φαίνεται από τον 

τρόπο µε τον οποίο προκύπτει. Εφόσον, το failure rate είναι ο λόγος 

παραβίασης (αποτυχίας) του VaR προς το σύνολο του δείγµατος, είναι εύλογο 

να συγκριθεί µε το επίπεδο σηµαντικότητας a (αριστερή “ουρά” της κατανοµής 

που υποθέτει η τεχνική υπολογισµού του VaR)12 το οποίο χρησιµοποιήθηκε 

για να εκτιµηθεί το VaR. 

 
(κανονική κατανοµή) 

 
Εάν τα δύο αυτά ποσοστά συγκλίνουν, τότε η τεχνική υπολογισµού του VaR 

µπορεί να θεωρηθεί ακριβής. Αντιθέτως, εάν αποκλίνουν σηµαντικά τότε 

µάλλον το χρησιµοποιηθέν υπόδειγµα θα πρέπει να απορριφθεί.   

 Η διαδικασία δεν θα µπορούσε να είναι τόσο αξιόπιστη από την στιγµή 

που για την εφαρµογή της γίνεται χρήση δείγµατος δεδοµένων. Για την 

αξιολόγηση της αξιοπιστίας του µέτρου του VaR που χρησιµοποιείται κάθε 

φορά θα πρέπει το ποσοστό αποτυχίας να υποβάλλεται σε κάποιον 

στατιστικό έλεγχο. 

Εάν τεθεί ως N ο αριθµός των παραβιάσεων του VaR και T το µέγεθος του 

δείγµατός, τότε ο λόγος N/T (failure ratio) θα πρέπει να συγκλίνει µε την 
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πιθανότητα a καθώς οι παρατηρήσεις του δείγµατος αυξάνονται. Για την 

αξιολόγηση του µέτρου του VaR προτάθηκαν από τον Kupiec (1995) δύο 

µέθοδοι. Η πρώτη εξ αυτών στηρίζεται στον αριθµό των παρατηρήσεων µέχρι 

την πρώτη παραβίαση του VaR, ενώ η δεύτερη στηρίζεται στην στατιστική 

αξιολόγηση του ποσοστού αποτυχίας. Στην παρούσα διπλωµατική η 

αξιολόγηση της εκάστοτε τεχνικής διενεργείται µε την µέθοδο του ποσοστού 

αποτυχίας (failure ratio).   

 

Περιγραφή µεθόδου αξιολόγησης του Ποσοστού αποτυχίας 

Όπως αναλύθηκε παραπάνω, από την εφαρµογή του Backtesing 

προκύπτει ο λόγος παραβιάσεων του VaR προς το πλήθος των Backtests. 

Σύµφωνα µε την εν λόγω µέθοδο, εξετάζεται το εάν αυτός ο λόγος, ο  οποίος 

ουσιαστικά είναι το ποσοστό αποτυχίας (failure Ratio), όπως αυτό προκύπτει 

από την µεθοδολογία του Backtesting, είναι στατιστικά σηµαντικός ή όχι. Κατά 

συνέπεια αυτός ο στατιστικός έλεγχος αποτελεί τον ακρογωνιαίο λίθο για την 

λήψη της απόφαση σχετικά µε την ακρίβεια και την αξιοπιστία της εκάστοτε 

τεχνικής VaR που χρησιµοποιείται. 

Πιο συγκεκριµένα, εάν θεωρήσουµε ως τυχαίο πείραµα την επιλογή ως 

προς την καταλληλότητα του VaR µε δύο πιθανά αποτελέσµατα την επιτυχή 

επιλογή (Actual Losses < VaR) ή όχι (Actual Losses > VaR) και πιθανότητα 

αποτυχίας p, τότε: η πιθανότητα (p) να παρατηρηθούν N παραβιάσεις του 

VaR σε ένα δείγµα µεγέθους Τ, ανεξαρτήτως σειράς δίνεται ως εξής: 

Binomial [ Τ,Ν]*(1-p)T-N * pN, όπου Binomial [T,N] είναι ο συντελεστής της 

διωνυµικής κατανοµής και p είναι η πιθανότητα αποτυχίας για οποιαδήποτε 

ανεξάρτητη δοκιµή (επανάληψη πειράµατος). 

Ο στατιστικός έλεγχος για την στήριξη ή µη της µηδενικής υπόθεσης είναι ο 

εξής:  

LR (likelihood ratio) = -2log[(1-p *)T-N pN] + 2log[(1-[N/T]) T-N (N/T)N], 

όπου p* είναι η πιθανότητα αποτυχίας του VaR κάτω από την µηδενική 

υπόθεση, Τ το πλήθος των Backtests και Ν ο αριθµός των παραβιάσεων του 

VaR στο δεδοµένο δείγµα. 
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Η µηδενική υπόθεση, η οποία εξετάζεται µε αυτόv το στατιστικό έλεγχο, 

(H0) είναι H0: p=p* και η εναλλακτική H1: p≠p*. Ο παραπάνω έλεγχος είναι 

γνωστός ως Proportion of Failure (PF) test και ακολουθεί Χ2 κατανοµή µε έναν 

βαθµό ελευθερίας.  

Παρακάτω παρατίθεται ο πίνακας µε τις κριτικές τιµές (critical values) 

αποδοχής ή απόρριψης της µηδενικής σύµφωνα µε το LR test για Νi (i=1,2, 

…, 10), p*
j (j=0.01, 0.02, …, 0.05) και επίπεδο στατιστικής σηµαντικότητας 

a=0,05.     

 
Παραβιάσεις (Ν) p*=1% p*=2% p*=3% p*=4% p*=5% 
N=1 6 3       
N=2 34 17 11 9   
N=3 75 38 26 19 16 
N=4 125 63 42 32 26 
N=5 180 91 61 46 37 
N=6 240 121 81 61 49 
N=7 302 152 102 77 62 
N=8 367 184 124 93 75 
N=9 434 218 146 110 88 
N=10 503 253 169 127 102 

 
Επί παραδείγµατι, εάν παρατηρηθούν 4 παραβιάσεις του VaR (Ν) σε 

δείγµα (Τ) µεγέθους µικρότερο των 126 παρατηρήσεων, τότε, σύµφωνα µε 

τον παραπάνω πίνακα, η µηδενική υπόθεση H0: p=1% απορρίπτεται σε 

διάστηµα εµπιστοσύνης 95%. 

Τέλος, παρατίθεται ένας πίνακας όπου  παρουσιάζονται τα διαστήµατα στα 

οποία η µηδενική υπόθεση H0: p=p* στηρίζεται για δεδοµένα p*, δεδοµένο 

µέγεθος δείγµατος (Τ) και επίπεδο στατιστικής σηµαντικότητας 5%. 

Παραδείγµατος χάριν, εάν σε δείγµα µεγέθους 500 παρατηρήσεων 

παρατηρηθούν περισσότερες από 17 και λιγότερες από 35 παραβιάσεις, τότε 

γίνεται αποδεκτή η υπόθεση ότι p* = 5%. 

 

p*  T=250 T=500 T=1000 

5,00% 7≤N≤19 17≤N≤35 38≤N≤64 

1,00% 1≤N≤6 2≤N≤9 5≤N≤16 

0,50% 0≤N≤4 1≤N≤6 2≤N≤9 

0,10% 0≤N≤1 0≤N≤2 0≤N≤3 

0,01% 0≤N≤0 0≤N≤0 0≤N≤1 
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Χαρακτηριστικό του Proportion of Failure test, όταν διενεργείται σε µικρά 

δείγµατα, είναι ότι αυξάνεται η πιθανότητα να διαπραχθεί σφάλµα τύπου II, µε 

άλλα λόγια αυξάνεται ο κίνδυνος να γίνει αποδεκτή η µηδενική υπόθεση ενώ 

είναι λανθασµένη.  
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3. Εφαρμογή Τεχνικών και Αποτελέσματα 

 
Στο παρόν κεφάλαιο ακολουθεί η περιγραφή του δείγµατος και της 

µεθοδολογία που χρησιµοποιήθηκαν για την εξαγωγή των εµπειρικών 

αποτελεσµάτων. Επιπλέον, παρατίθενται τα αποτελέσµατα των 

εφαρµοζόµενων τεχνικών και τα συµπεράσµατα τα οποία προκύπτουν από 

την σύγκριση των επιµέρους τεχνικών. 

 
3.1. Περιγραφή δείγµατος και µεθοδολογίας 
  
Η εφαρµογή των παραπάνω τεχνικών εκτίµησης του VaR θα εφαρµοστεί 

σε ένα δείγµα παρατηρήσεων το οποίο αποτελείται από τις αποδόσεις του 

δείκτη S&P 500. Η συλλογή των εν λόγω αποδόσεων πραγµατοποιήθηκε από 

την πλατφόρµα Bloomberg. 

 
Τιµές S&P 500 2010-2013 

 
        πηγή: http://www.bloomberg.com/ 
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Ο δείκτης ενδιαφέροντος περιλαµβάνει συνολικά 500 εταιρείες και η 

στάθµιση της εκάστοτε εταιρείας στον δείκτη γίνεται µε κριτήριο την 

κεφαλαιοποίηση της. Έτσι η εφαρµογή των τεχνικών εκτίµησης του VaR 

ουσιαστικά λαµβάνει χώρα σε ένα χαρτοφυλάκιο 500 µετοχών. 

Οι αποδόσεις αφορούν την περίοδο από 12/1/2009 έως 31/12/2013 και 

έχουν υπολογισθεί σε ηµερήσια βάση ως η διαφορά του φυσικού λογαρίθµου 

ως εξής: mn = ÅÆÇ �n − ÅÆÇ �n�l , όπου xt είναι η απόδοση την χρονική 

στιγµή t και Pt είναι η τιµή του δείκτη την αντίστοιχη χρονική στιγµή. Για την 

εκάστοτε εκτίµηση του ηµερήσιου VaR λαµβάνονται υπόψιν οι 252 

παρελθοντικές αποδόσεις (περίπου το πλήθος των ηµερών διαπραγµάτευσης 

εντός ενός έτους). 

Ωστόσο, για να καταστεί δυνατή η εξαγωγή περισσότερο αξιόπιστων  

συµπερασµάτων σχετικά µε την αποτελεσµατικότητα της εκάστοτε τεχνικής 

διαχρονικά, οι τεχνικές αυτές θα εφαρµοστούν σε δύο διαφορετικές 

περιόδους. Η πρώτη περίοδος, είναι η περίοδος η οποία περιγράφεται 

παραπάνω και χαρακτηριστικό της γνώρισµα είναι ότι η παγκόσµια οικονοµία 

βρίσκεται σε αναταραχή λόγω της χρηµατοπιστωτικής κρίσης η οποία 

ξέσπασε περί το 2007 στην Αµερική. ∆εδοµένου, όµως, του γεγονότος ότι η 

εκτίµηση του VaR υποθέτει κανονικές συνθήκες (normal market conditions) 

στην αγορά, η παραπάνω εµπειρική ανάλυση θα εφαρµοστεί επιπλέον στις 

αποδόσεις του ίδιου δείκτη αλλά για την περίοδο από το 2004 έως το 2007. 

Κατά την περίοδο αυτή τόσο η παγκόσµια οικονοµία όσο και η Αµερικάνικη 

θεωρείται ότι διανύουν µία περίοδο χωρίς αναταραχές. 

Σχετικά µε τη µεθοδολογία, η οποία ακολουθήθηκε, προκειµένου την 

εφαρµογή των τεχνικών και την εξαγωγή συµπερασµάτων, κάθε δείγµα 

αποτελείται από 1252 παρατηρήσεις, οι οποίες είναι οι ηµερήσιες αποδόσεις 

του δείκτη. Προκειµένου να γίνει η εκτίµηση του VaR στην εκάστοτε χρονική 

στιγµή t, η οποία αφορά την χρονική στιγµή t+1, γίνεται χρήση των 252 

προηγούµενων παρατηρήσεων. Έτσι κάνοντας χρήση ενός κυλιόµενου 

χρονικού “παραθύρου” (rolling window) από τις 1252 παρατηρήσεις 

προκύπτουν 1000 εκτιµήσεις του VaR. 

Η προαναφερθείσα εκτίµηση του VaR αφορά την επόµενη χρονική στιγµή. 

Εφόσον, όµως, τα στοιχεία είναι ιστορικά είναι γνωστή η πραγµατοποιηθείσα 
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(actual return)  µεταβολή του δείκτη την επόµενη ηµέρα. Συνεπώς, µπορούµε 

να προβούµε σε άµεσο έλεγχο σχετικά µε το εάν το VaR που εκτιµήθηκε µε 

την εκάστοτε µέθοδο παραβιάζεται η όχι. 

Προφανώς, όµως, µία παρατήρηση δεν είναι αρκετή για να εξαχθούν 

αξιόπιστα συµπεράσµατα για την αποτελεσµατικότητα της χρησιµοποιηθείσας 

τεχνικής. Για τον λόγο αυτόν, η παραπάνω διαδικασία επαναλαµβάνεται 1000 

φορές και έτσι προκύπτουν 1000 εκτιµήσεις του VaR οι οποίες συγκρίνονται 

µε την πραγµατική µεταβολή της ηµέρας στην οποία αναφέρονται. Τέλος, η 

αξιοπιστία της κάθε τεχνικής αξιολογείται σύµφωνα µε το Likelihood Ratio 

test, όπως περιγράφεται στο δεύτερο κεφάλαιο. Η παραπάνω µεθοδολογία 

είναι κοινή για όλες τις τεχνικές που εφαρµόζονται στην παρούσα 

διπλωµατική.   

Η εµπειρική µελέτη υλοποιήθηκε µε την χρήση του προγράµµατος MatLab 

(Matrix Laboratory) και οι κώδικες που αναπτύχθηκαν για του υπολογιστικούς 

σκοπούς της παρούσας διπλωµατικής παρατίθεται παρακάτω.  

       

 3.2. Εµπειρικά αποτελέσµατα        
 

Παρακάτω παρατίθενται τα εµπειρικά αποτελέσµατα για την εκάστοτε 

τεχνική και χρονική περίοδο. Στους πίνακες των αποτελεσµάτων εµφανίζεται 

το σύµβολο ‘*’ δίπλα στον αριθµό των παραβιάσεων, εάν η τεχνική θεωρείται 

αξιόπιστη σύµφωνα µε το Likelihood Ratio test.  

 

Παραµετρικό VaR υπό την υπόθεση κανονικότητας των αποδόσεων 

 

Για την εξαγωγή των αποτελεσµάτων αναπτύχθηκε ο παρακάτω κώδικας:  

 

function [ VaR ] = VaR_Normal( N,Interval,data,CI) 
for i=1:N-Interval 
    est(i,:)=mle(data(i:i+Interval-1)); 
    vaR(i,1)= -(exp(est(i,1)+norminv(1-CI,0,1)*est(i,2))-1); 
end 
VaR=-vaR; 
end 
 
 Ακολουθούν τα αποτελέσµατα της εν λόγω τεχνικής: 
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Backtesting Sample Size 1000 (’04 – ’07) 

Confidence Interval VaR Violations LR Test Critical  Values 

95% 67 38≤N≤64 
99% 24 5≤N≤16 

99,5% 18 2≤N≤9 

99,9% 10 0≤N≤3 

 

 

 

Backtesting Sample Size 1000 (’10 - ’13) 

Confidence Interval VaR Violations LR Test Critical  Values 

95% 49* 38≤N≤64 
99% 21 5≤N≤16 

99,5% 15 2≤N≤9 
99,9% 9 0≤N≤3 

 

 

Σύµφωνα µε τα αποτελέσµατα αυτά, η υπό εξέταση τεχνική, µπορεί να 

θεωρηθεί αξιόπιστη, σε διάστηµα εµπιστοσύνης 95%, µόνο στην περίοδο 

2010 – 2013. 
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Παραµετρικό VaR υπό την υπόθεση Student’s – t κατανοµής 

Ο κώδικας που χρησιµοποιήθηκε είναι ο παρακάτω:  
 
function [ VaR ] = VaR_T( N,Interval,data,CI) 
for i=1:N-Interval 
    est(i,:)=mle(data(i:i+Interval-1),'distribution','t'); 
    t_cdf=tinv(1-CI,est(i,3)); 
    vaR(i,1)=-(exp(est(i,1)+t_cdf*est(i,2))-1); 
end 
VaR=-vaR; 
end 
  

Τα αποτελέσµατα για τις δύο χρονικές περιόδους και για διαφορετικά 

διαστήµατα εµπιστοσύνης παρατίθενται παρακάτω: 

Backtesting Sample Size 1000 (’04 – ’07) 

Confidence Interval VaR Violations LR Test Critical  Values 

95% 72 38≤N≤64 
99% 20 5≤N≤16 

99,5% 7* 2≤N≤9 
99,9% 1* 0≤N≤3 

 

 

 

Backtesting Sample Size 1000 (’10 - ’13) 

Confidence Interval VaR Violations LR Test Critical  Values 

95% 63* 38≤N≤64 
99% 11* 5≤N≤16 

99,5% 7* 2≤N≤9 
99,9% 2* 0≤N≤3 
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Παρατηρείται µία σχετικά καλή επίδοση της τεχνικής, η οποία ίσως να 

οφείλεται στο γεγονός ότι η Student’s – t κατανοµή εφαρµόζει καλύτερα στην 

εµπειρική κατανοµή των αποδόσεων καθώς χαρακτηριστικό της είναι οι 

παχιές ουρές (fat tailed). 

 

Παραµετρικό VaR υπό την υπόθεση Power Exponential κατανοµής 

 

Για τις υπολογιστικές ανάγκες αυτής της τεχνικής αναπτύχθηκαν δύο 

κώδικες. Ο πρώτος υπολογίζει την τιµή της αντίστροφης Αθροιστικής Power 

Exponential κατανοµής που έχει µέσο µηδέν και διακύµανση ένα, ενώ ο 

δεύτερος υπολογίζει το VaR κάνοντας χρήση των τιµών του ποσοστηµορίου 

που προκύπτει από τον πρώτο κώδικα. Παρακάτω παρατίθενται οι εν λόγω 

κώδικες. 

 

1ος)  function [ perc ] = ped_cdf( m,s,d,CI ) 
x=0; 
e=0.5; 
while e>1-CI 
    x=x-0.01; 
    arg1=(abs(x-m)./(s*(gamma(1/d)/gamma(3/d))^0.5)).^d; 
    arg2=1./d; 
    num=gammainc(arg1,arg2,'lower'); 
    den=2; 
    e=0.5+sign(x-m).*(num./den); 
end 
perc=x; 
end   
 

2ος)  function [ VaR ] = VaR_PED(N,Interval,data,d,CI) 

mu=0; 
for i=1:N-Interval 
fun_g=d*(gamma(3/d)/gamma(1/d))^(d/2); 
std_d=fun_g*(1/Interval)*sum(abs(data(i:i+Interval-1)).^d); 
std=nthroot(std_d,d); 
vaR(i,1)=-(exp(mu+ped_cdf( 0,1,d,CI )*std)-1); 
end 
VaR=-vaR; 
end   
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Παρακάτω παρατίθενται τα εµπειρικά αποτελέσµατα. 

Backtesting Sample Size 1000 (’04 – ’07) 

Confidence Interval VaR Violations LR Test Critical  Values 

95% 48* 38≤N≤64 
99% 10* 5≤N≤16 

99,5% 5* 2≤N≤9 
99,9% 1* 0≤N≤3 

 

 

Backtesting Sample Size 1000 (’10 - ’13) 

Confidence Interval VaR Violations LR Test Critical  Values 

95% 46* 38≤N≤64 
99% 12* 5≤N≤16 

99,5% 5* 2≤N≤9 
99,9% 4  0≤N≤3 

 

 

 Πρέπει να σηµειωθεί ότι η παράµετρος δ, η οποία όπως αναλύεται στο 
δεύτερο κεφάλαιο και η οποία προσδιορίζει την κύρτωση της κατανοµής, 
ορίστηκε στο ένα. Η επιλογή της τιµής αυτής έγινε ύστερα από µία διαδικασία 
δοκιµών της τιµής του δ στο διάστηµα [0.5,1.5]. Σχολιάζοντας την αξιοπιστία 
της παρούσας τεχνικής, παρατηρούµε ότι είναι αρκετά αξιόπιστη και στις δύο 
υποπεριόδους. Η καλή αυτή επίδοση οφείλεται στο γεγονός ότι η Power 
Exponential κατανοµή µε παράµετρο κύρτωσης ένα (1) χαρακτηρίζεται από 
παχύτερες “ουρές” σε σχέση µε την κανονική κατανοµή, το οποίο αποτελεί 
χαρακτηριστικό της εµπειρικής κατανοµής των αποδόσεων και κατά συνέπεια 
δίνει καλύτερες εκτιµήσεις. 
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GARCH – normal 

 

∆εδοµένης της πολυπλοκότητας της εν λόγω τεχνικής, ο κώδικας είναι 

περισσότερο σύνθετος: 

function [ VaR ] = garch_normal( N,Interval,data,CI ) 
for i=1:N-Interval 
n=Interval; 
u = data(i:i+Interval-1);  
v0 = u(1,1).^2; 
u0 = u(1,1); 
v = @(x) (diag(ones(n,1),0)+diag(-x(3)*ones(n-1,1),-… 
…1))\(x(1)+[x(2)*u0^2+x(3)*v0;x(2)*u(1:end-1).^2]); 
f=@(x)-sum(-log(v(x)) - u.^2./v(x)); 
x0 = [0.001; 0.2; 0.8];  
xmin = fmincon(f,x0,[],[],[1 1 
1],1,[0;0;0],[inf;1;1],[],optimset('Algorithm','interior-point')); 
par(i,:)=xmin; 
Var_forecast(i,1)=ugarchpred(u,par(i,1),par(i,3),par(i,2),1); 
end 
VaR=(exp(norminv(1-CI,0,1)*sqrt(Var_forecast))-1); 
end 
        Ακολουθούν οι πίνακες των εµπειρικών αποτελεσµάτων: 

Backtesting Sample Size 1000 (’04 – ’07) 
Confidence Interval VaR Violations LR Test Critical  Values 

95% 38* 38≤N≤64 

99% 14* 5≤N≤16 

99,5% 7* 2≤N≤9 

99,9% 3* 0≤N≤3 

 
 

 
 

Backtesting Sample Size 1000 (’10 - ’13) 

Confidence Interval VaR Violations LR Test Critical  Values 

95% 46* 38≤N≤64 

99% 19 5≤N≤16 

99,5% 13 2≤N≤9 

99,9% 6 0≤N≤3 
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Από τα στοιχεία φαίνεται ότι η τεχνική που υποθέτει ότι η διακύµανση των 
αποδόσεων µπορεί να µοντελοποιηθεί στα πλαίσια ενός GARCH (1,1) 
υποδείγµατος φαίνεται να λειτουργεί καλύτερα στην προ κρίσης περίοδο. 

GARCH – Student’s –t  

 

Κώδικας εφαρµογής: 

function [ VaR ] = garch_t( N,Interval,data,CI,df ) 
for i=1:N-Interval 
 n=Interval; 
 u = data(i:i+Interval-1);  
 v0 = u(1,1).^2; 
 u0 = u(1,1); 

v = @(x) (diag(ones(n,1),0)+diag(-x(3)*ones(n-1,1),… 
…-1))\(x(1)+[x(2)*u0^2+x(3)*v0;x(2)*u(1:end-1).^2]); 

 f=@(x)sum(0.5*log(v(x))+0.5*(df+1)*log(1+(u.̂ 2)./((df-2)*v(x)))); 
 x0 = [0.001; 0.1; 0.9];  

xmin = fmincon(f,x0,[],[],[1 1… 
…1],1,[0;0;0],[inf;1;1],[],optimset('Algorithm','interior-point')); 

 par(i,:)=xmin; 
 Var_forecast(i,1)=ugarchpred(u,par(i,1),par(i,3),par(i,2),1); 
end 
VaR=(exp(tinv(1-CI,df)*sqrt(Var_forecast))-1); 
end 

 

 

Εµπειρικά αποτελέσµατα: 

Backtesting Sample Size 1000  (’04 – ’07) 

Confidence Interval VaR Violations LR Test Critical  Values 

95% 19 38≤N≤64 
99% 2 5≤N≤16 

99,5% 1 2≤N≤9 
99,9% 1* 0≤N≤3 
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Backtesting Sample Size 1000 (’10 - ’13) 

Confidence Interval VaR Violations LR Test Critical  Values 

95% 29 38≤N≤64 
99% 2 5≤N≤16 

99,5% 0 2≤N≤9 
99,9% 0* 0≤N≤3 

 

 

Από τα εµπειρικά αποτελέσµατα µπορεί να εξαχθεί το συµπέρασµα ότι η 
τεχνική του GARCH µε υπόθεση Student’s-t κατανοµής µε 5 βαθµούς 
ελευθερίας (ο προσδιορισµός των βαθµών ελευθερίας έγινε ύστερα από 
δοκιµές) δίνει αξιόπιστα αποτελέσµατα µόνο σε διάστηµα εµπιστοσύνης 
99,9%, τόσο για την προ κρίσης όσο και για την εν µέσω κρίσης περίοδο. 
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GARCH – Power Exponential Distribution 

Ο αντίστοιχος κώδικας παρατίθεται παρακάτω: 

function [ VaR ] = garch_ped( N,Interval,data,CI,d ) 
for i=1:N-Interval 

n=Interval; 
u = data(i:i+Interval-1);  

v0 = u(1,1).^2; 
u0 = u(1,1); 
v = @(x) (diag(ones(n,1),0)+diag(-x(3)*ones(n-1,1),… 
…-1))\(x(1)+[x(2)*u0^2+x(3)*v0;x(2)*u(1:end-1).^2]); 
phi=((2^(-2/d))*gamma(1/d)/gamma(3/d))^0.5; 
f=@(x)sum(log(sqrt(v(x)))+0.5*abs(u./(phi*sqrt(v(x)))).^d); 
x0 = [0.001; 0.2; 0.8];  
xmin = fmincon(f,x0,[],[],[1 1… 
…1],1,[0;0;0],[inf;1;1],[],optimset('Algorithm','interior-point')); 
par(i,:)=xmin; 
Var_forecast(i,1)=ugarchpred(u,par(i,1),par(i,3),par(i,2),1); 

end 
VaR=(exp(ped_cdf( 0,1,d,CI )*sqrt(Var_forecast))-1); 
end 
Αποτελέσµατα εφαρµογής της εν λόγω τεχνικής:  

Backtesting Sample Size 1000 (’04-’07) 

Confidence Interval VaR Violations LR Test Critical  Values 

95% 39* 38≤N≤64 
99% 5* 5≤N≤16 

99,5% 3* 2≤N≤9 
99,9% 1* 0≤N≤3 

 

 

Backtesting  Sample Size 1000 (’10 -’13) 

Confidence Interval VaR Violations LR Test Critical  Values 

95% 45* 38≤N≤64 
99% 7* 5≤N≤16 

99,5% 2* 2≤N≤9 
99,9% 0* 0≤N≤3 
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Σε ό,τι αφορά την τεχνική εκτίµησης του GARCH µε την υπόθεση της 
Power Exponential Distribution (µε συντελεστή κύρτωσης 1) φαίνεται να δίνει 
αξιόπιστα αποτελέσµατα για το εκάστοτε διάστηµα εµπιστοσύνης και στις δύο 
χρονικές υποπεριόδους.   

 

EWMA – normal 

 

Συνεχίζοντας µε µία ακόµα τεχνική εκτίµησης του VaR, η οποία υποθέτει µη 

σταθερή διακύµανση, όπως και προηγουµένως, παρατίθεται ο αντίστοιχος 

κώδικας: 

 

function [ VaR ] = ewma_normal( N,Interval,data,CI ) 
for i=1:N-Interval 
n=Interval; 
u = data(i:i+Interval-1);  
v0 = u(1,1).^2; 
u0 = u(1,1); 
v = @(x) (diag(ones(n,1),0)+diag(-x(2)*ones(n-1,1),-… 
…1))\([x(1)*u0^2+x(2)*v0;x(1)*u(1:end-1).^2]); 
f=@(x)-sum(-log(v(x)) - u.^2./v(x)); 
x0 = [ 0.2; 0.8];  
xmin = fmincon(f,x0,[],[],[1 1],1,[0;0],[1;1],[],op timset('Algorithm','interior-
...point')); 
par(1,:)=xmin; 
sigma_sq(1,1)=u(1,1)^2; 
  for j=1:Interval 
    sigma_sq(j+1,1)=par(1,2)*sigma_sq(j,1)+par(1,1)*(u(j,1)^2); 
  end 
Var_forecast(i,1)=sigma_sq(Interval+1);   
end 
VaR=(exp(norminv(1-CI,0,1)*sqrt(Var_forecast))-1); 
end 
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Ακολουθούν τα εµπειρικά ευρήµατα της υπό εξέταση τεχνικής. 

Backtesting Sample Size 1000 (’04 – ’07) 

Confidence Interval VaR Violations LR Test Critical  Values 

95% 54* 38≤N≤64 
99% 23 5≤N≤16 

99,5% 19 2≤N≤9 
99,9% 8 0≤N≤3 

 

 

Backtesting Sample Size 1000 (’10 - ’13) 

Confidence Interval VaR Violations LR Test Critical  Values 

95% 67 38≤N≤64 
99% 27 5≤N≤16 

99,5% 19 2≤N≤9 

99,9% 10 0≤N≤3 

 

 

 

 

Από την εφαρµογή της τεχνικής εκτίµησης µε την υπόθεση ότι η 

διακύµανση της στοχαστικής ανέλιξης των αποδόσεων µοντελοποιείται µε ένα 

υπόδειγµα Exponential Weighted Moving Average, παρατηρούµε ότι η 

αξιοπιστία της τόσο σε προ κρίσης όσο και εν µέσω κρίσης περίοδο δεν είναι 
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ικανοποιητική καθώς, σύµφωνα µε τον στατιστικό έλεγχο, µπορεί να δώσει 

αξιόπιστα αποτελέσµατα µόνο σε επίπεδο στατιστικής σηµαντικότητα 5% και 

µόνο σε περιόδους, όπου οι συνθήκες στην αγορά µπορούν να 

χαρακτηριστούν ως “κανονικές” (προ κρίσης περίοδος).   

 

EWMA – Students’s – t 

 

Κώδικας εφαρµογής: 

function [ VaR ] = ewma_t( N,Interval,data,CI,df ) 
for i=1:N-Interval 
 n=Interval; 
 u = data(i:i+Interval-1);  
 v0 = u(1,1).^2; 
 u0 = u(1,1); 

v = @(x) (diag(ones(n,1),0)+diag(-x(2)*ones(n-1,1),-… 
…1))\([x(1)*u0^2+x(2)*v0;x(1)*u(1:end-1).^2]); 

 f=@(x)sum(0.5*log(v(x))+0.5*(df+1)*log(1+(u.̂ 2)./((df-2)*v(x)))); 
 x0 = [ 0.2; 0.8];  

 xmin = fmincon(f,x0,[],[],[1 1],1,[0;0],[1;1],[],o ptimset('Algorithm','interior 
…point')); 

  par(1,:)=xmin; 
  sigma_sq(1,1)=u(1,1)^2; 
   for j=1:Interval 
      sigma_sq(j+1,1)=par(1,2)*sigma_sq(j,1)+par(1,1)*(u(j,1)^2); 
   end 
 Var_forecast(i,1)=sigma_sq(Interval+1);   
end 
VaR=(exp(tinv(1-CI,df)*sqrt(Var_forecast))-1); 
end 

    

Ακολουθούν τα εµπειρικά αποτελέσµατα: 

Backtesting Sample Size 1000 (’04 -’07) 

Confidence Interval VaR Violations LR Test Critical  Values 

95% 33 38≤N≤64 
99% 2 5≤N≤16 

99,5% 1 2≤N≤9 
99,9% 1* 0≤N≤3 
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Backtesting Sample Size 1000 (’10 -’13) 

Confidence Interval VaR Violations LR Test Critical  Values 

95% 39* 38≤N≤64 
99% 7* 5≤N≤16 

99,5% 2* 2≤N≤9 
99,9% 0* 0≤N≤3 

 

 

Το υπόδειγµα EWMA µε υπόθεση Student’s – t κατανοµής παρατηρούµε 
ότι παράγει αξιόπιστες εκτιµήσεις στην εντός κρίσης περίοδο. Το 
χαρακτηριστικό αυτό ενδεχοµένως οφείλεται στο γεγονός ότι η παχύτερες 
“ουρές” της Student’s – t λαµβάνουν υπόψιν τις ακραίες παρατηρήσεις των 
αποδόσεων που εµφανίζονται εντός κρίσης. 

 

   EWMA – Power Exponential Distribution 

Κώδικας εφαρµογής: 

function [ VaR ] = ewma_ped( N,Interval,data,CI,d ) 
 for i=1:N-Interval 
 n=Interval; 
 u = data(i:i+Interval-1);  
 v0 = u(1,1).^2; 
 u0 = u(1,1); 

 v = @(x) (diag(ones(n,1),0)+diag(-x(2)*ones(n-1,1),-
…1))\([x(1)*u0^2+x(2)*v0;x(1)*u(1:end-1).^2]); 

 phi=((2^(-2/d))*gamma(1/d)/gamma(3/d))^0.5; 
 f=@(x)sum(log(sqrt(v(x)))+0.5*abs(u./(phi*sqrt(v(x)))).^d); 
 x0 = [ 0.2; 0.8];  
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xmin = fmincon(f,x0,[],[],[1 1],1,[0;0],[1;1],[],op timset('Algorithm','interior-
…point')); 

 par(1,:)=xmin; 
 sigma_sq(1,1)=u(1,1)^2; 
   for j=1:Interval 
      sigma_sq(j+1,1)=par(1,2)*sigma_sq(j,1)+par(1,1)*(u(j,1)^2); 
   end 
 Var_forecast(i,1)=sigma_sq(Interval+1);   
end 
VaR=(exp(ped_cdf( 0,1,d,CI )*sqrt(Var_forecast))-1); 
end 
 

Εµπειρικά αποτελέσµατα: 

Backtesting Sample Size 1000  (’04-’07) 

Confidence Interval VaR Violations LR Test Critical  Values 

95% 55* 38≤N≤64 
99% 10* 5≤N≤16 

99,5% 3* 2≤N≤9 
99,9% 1* 0≤N≤3 

 

 

Backtesting Sample Size 1000  (’10-’13) 
Confidence Interval VaR Violations LR Test Critical  Values 

95% 69 38≤N≤64 
99% 18 5≤N≤16 

99,5% 10 2≤N≤9 
99,9% 0* 0≤N≤3 
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Όπως παρατηρείται από τα παραπάνω αποτελέσµατα, η εν λόγω τεχνική 
είναι κατάλληλη µόνο για περιόδους όπου οι διαταραχές απουσιάζουν.  

 

Tail Index Estimation 

 

Προκειµένου να εκτιµηθεί το VaR µε την µέθοδο του Tail Index Estimator, 

αναπτύχθηκε ο παρακάτω κώδικας: 

 

function [ quantile ] = tail_index_est( data,N,Interval,CI,m ) 
for i=1:N-Interval 
    dataset=data(i:i+Interval-1); 
    sorted_ret=sortrows(dataset); 
    for j=1:m 
        a(j,1)=log(sorted_ret(Interval-j+1)/sorted_ret(Interval-m)); 
    end 
    Hill_est=(1/m)*sum(a); 
    quan(i,1)=sorted_ret(Interval-m+1)*(m/(Interval*(1-CI)))^Hill_est; 
end 
quantile=-quan; 
end  
 
Τα εµπειρικά αποτελέσµατα φαίνονται στους πίνακες που ακολουθούν: 

Backtesting Sample Size 1000  (’04 – ’07) 

Confidence Interval VaR Violations LR test Critical  Values 

95% 61* 38≤N≤64 
99% 16* 5≤N≤16 

99,5% 8* 2≤N≤9 
99,9% 1* 0≤N≤3 

 

 
Backtesting Sample Size 1000 (’10 - ’13) 

Confidence Interval VaR Violations LR test Critical  Values 

95% 52* 38≤N≤64 
99% 11* 5≤N≤16 

99,5% 6* 2≤N≤9 
99,9% 2* 0≤N≤3 
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Οι παραβιάσεις του VaR, το οποίο εκτιµήθηκε µε την τεχνική του tail index 
estimation, τόσο για την περίοδο προ κρίσης όσο και για την περίοδο εντός 
κρίσης, είναι εντός των ορίων των περιοχών αποδοχής για το σύνολο των 
διαστηµάτων εµπιστοσύνης. 

 

Μέθοδος Ιστορικής Προσοµοίωσης (Historical Simulation)     

 

Κώδικας εκτέλεσης: 

function [ Hist_Sim ] = VaR_Hist_Sim( N,Interval,data,CI) 
VaRs=zeros(N-Interval,1); 
for i=1:N-Interval 
    sorted=sortrows(data(i:i+Interval-1)); 
    VaRs(i,1)=interp1(sorted,(1-CI)*Interval); 
end 
Hist_Sim=VaRs; 
End 
 

 

Εµπειρικά αποτελέσµατα: 

Backtesting Sample Size 1000  (’04 – ’07) 

Confidence Interval VaR Violations LR test Critical  Values 

95% 58* 38≤N≤64 
99% 14* 5≤N≤16 

99,5% 3* 2≤N≤9 
99,9% - 0≤N≤3 
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Backtesting Sample Size 1000  (’10 - ’13) 

Confidence Interval VaR Violations LR test Critical  Values 

95% 46* 38≤N≤64 
99% 10* 5≤N≤16 

99,5% 5* 2≤N≤9 
99,9% - 0≤N≤3 

 

 

Η παρούσα τεχνική είναι εξίσου αξιόπιστη και στις δύο χρονικές περιόδους, 
καθώς οι παρατηρούµενες παραβιάσεις είναι εντός των ορίων αποδοχής. 

Μέθοδος Προσοµοίωσης Monte Carlo 

 

Ο κώδικας που αναπτύχθηκε για την παρούσα τεχνική παρατίθεται 

παρακάτω:   

function [ Monte_Carlo_Sim ] = VaR_MC_Sim_R( N,Interval,data,T,NRepl,CI) 
VaRs=zeros(N-Interval,1); 

for i=1:N-Interval 
 ret=mean(data(i:i+Interval-1))*T+std(data(i:i+Interval-…                                                                                   
…1))*randn(NRepl,1)*sqrt(T); 

 sorted_ret=sortrows(ret); 
 VaRs(i,1)=interp1(sorted_ret,(1-CI)*NRepl); 
end 

Monte_Carlo_Sim=VaRs; 
end 

 

Τα αποτελέσµατα της εν λόγω τεχνικής εκτίθενται στους παρακάτω 

πίνακες: 

Backtesting Sample Size 1000  (’04 – ’07) 

Confidence Interval VaR Violations LR test Critical  Values 

95% 63* 38≤N≤64 
99% 11* 5≤N≤16 

99,5% 7* 2≤N≤9 
99,9% 2* 0≤N≤3 
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Backtesting Sample Size 1000  (’10 - ’13) 

Confidence Interval VaR Violations LR test Critical  Values 

95% 49* 38≤N≤64 
99% 22 5≤N≤16 

99,5% 14 2≤N≤9 
99,9% 9 0≤N≤3 

 

 

∆εδοµένων των εµπειρικών αποτελεσµάτων, παρατηρείται ότι οι 

προσοµοιώσεις Monte Carlo αποδίδουν καλύτερα στην προ κρίσης περίοδο, 

γεγονός που δεν φαίνεται να ισχύει για την περίοδο που η οικονοµία 

χαρακτηρίζεται από διαταραχές.  

Στο σηµείο αυτό θα δοκιµασθεί µία παραλλαγή της τεχνικής των Monte 

Carlo προσοµοιώσεων. Σε αυτή την παραλλαγή οι τυχαίοι αριθµοί που 

χρησιµοποιούνται για την προσοµοίωση, δεν θα προέρχονται από την 

τυποποιηµένη κανονική κατανοµή, αλλά από µία Student’s – t κατανοµή µε 5 

βαθµούς ελευθερίας. Οι Βαθµοί ελευθερίας προσδιορίσθηκαν από µία 

διαδικασία trial and error. 

Ακολουθεί ο κώδικας: 

function [ Monte_Carlo_Sim ] = VaR_MC_Sim_R(… 
…N,Interval,data,T,NRepl,CI,df) 

VaRs=zeros(N-Interval,1); 
for i=1:N-Interval 
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 ret=mean(data(i:i+Interval-1))*T+std(data(i:i+Interval-…                                                                                   
…1))*trnd(df,NRepl,1)*sqrt(T); 

 sorted_ret=sortrows(ret); 
 VaRs(i,1)=interp1(sorted_ret,(1-CI)*NRepl); 
end 
Monte_Carlo_Sim=VaRs; 
end 
 
Παρακάτω παρατίθενται τα αποτελέσµατα:  

Backtesting Sample Size 1000  (’04 – ’07) 

Confidence Interval VaR Violations LR  test Critical Values 

95% 34 38≤N≤64 
99% 4 5≤N≤16 

99,5% 3* 2≤N≤9 
99,9% 1* 0≤N≤3 

 

 
 

Backtesting Sample Size 1000 (’10-’13) 

Confidence Interval VaR Violations LR test Critical  Values 

95% 31 38≤N≤64 
99% 5* 5≤N≤16 

99,5% 3* 2≤N≤9 
99,9% 1* 0≤N≤3 

 

 
 
Η τροποποίηση της κατανοµής των τυχαίων αριθµών φαίνεται να επέδρασε 

θετικά στην βελτίωση της αξιοπιστίας της εν λόγω τεχνικής, καθώς σε σχέση 
µε την υπόθεση της κανονικής κατανοµής δίνει καλύτερα αποτελέσµατα. 
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3.3. Συµπεράσµατα 
 

Προκειµένου να γίνει σύγκριση µεταξύ των διαφορετικών τεχνικών 

παρατίθενται οι παρακάτω πίνακες, όπου για την εκάστοτε χρονική περίοδο 

και διάστηµα εµπιστοσύνης υπάρχει µία οριζόντια σύγκριση ως προς την 

αξιοπιστία µεταξύ των τεχνικών εκτίµησης του VaR. Το σύµβολο ‘*’ 

υποδηλώνει ότι η τεχνική είναι αξιόπιστη σύµφωνα µε το Likelihood Ratio test 

του Kupiec. 

Ξεκινώντας από την τεχνική του παραµετρικού VaR µε την υπόθεση ότι οι 

αποδόσεις ακολουθούν κανονική κατανοµή, παρατηρούµε ότι είναι αξιόπιστη 

µόνο στην περίοδο εντός της οικονοµικής κρίσης και για διάστηµα 

εµπιστοσύνης 95%, αντιθέτως στην προ κρίσης περίοδο η τεχνική αυτή 

φαίνεται να µην οδηγεί σε αξιόπιστα αποτελέσµατα. Συγκρίνοντας την µε την 

παραλλαγή του παραµετρικού VaR που υποθέτει ότι οι αποδόσεις 

ακολουθούν Student’s – t κατανοµή, θα λέγαµε ότι η δεύτερη είναι σαφώς 

καλύτερη καθώς εντός κρίσης είναι αξιόπιστη για όλα τα διαστήµατα 

εµπιστοσύνης και επιπλέον στην προ κρίσης περίοδο είναι αξιόπιστη για τα 

δύο υψηλότερα διαστήµατα εµπιστοσύνης. Η καλύτερη απόδοση της 

δεύτερης τεχνικής, ενδεχοµένως να οφείλεται στο γεγονός ότι η κατανοµή των 

αποδόσεων έχει παχύτερες “ουρές”, χαρακτηριστικό το οποίο λαµβάνεται 

υπόψιν στην εν λόγω περίπτωση. Αξιοσηµείωτη είναι η αξιοπιστία της 

τεχνικής εκτίµησης η οποία υποθέτει ότι οι αποδόσεις ακολουθούν Power 

Exponential Distribution (PED) µε παράµετρο δ=1. Παρέχει αξιόπιστες 

εκτιµήσεις τόσο στην περίοδο προ όσο και εν µέσω κρίσης.  

Σχολιάζοντας την επίδοση των τριών παραλλαγών που υποθέτουν 

σταθερό µέσο και διακύµανση, παρατηρείται ότι η τεχνική που υποθέτει PED 

είναι η πλέον αξιόπιστη. Η αξιοπιστία αυτή οφείλεται, όπως έχει ήδη 

αναφερθεί, στο χαρακτηριστικό της “ουράς” της PED. Συγκρίνοντας, τις τρείς 

παραπάνω τεχνικές παρατηρούµε ότι καθώς η κατανοµή που υποθέτει η 

εκάστοτε τεχνική έχει πιο παχιές “ουρές”, τόσο πιο αξιόπιστες εκτιµήσεις 

παράγει.  
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Αναφερόµενοι σε τεχνικές οι οποίες υποθέτουν µεταβλητή διακύµανση των 

αποδόσεων, όπως αποτελεί η εκτίµηση του VaR µε την υπόθεση ότι οι 

αποδόσεις έχουν µέσο µηδέν και διακύµανση η οποία µοντελοποιείται στα 

πλαίσια ενός GARCH (1,1) µοντέλου ή στα πλαίσια ενός EWMA, 

παρατηρούµε ότι η τεχνική GARCH - Normal είναι σαφώς πιο αξιόπιστη από 

την EWMA - Normal. Το συµπέρασµα αυτό, όµως, εξαντλείται στην περίοδο 

προ κρίσης, αντιθέτως εν µέσω κρίσης η προβλεπτική τους ικανότητα για την 

χειρότερη πιθανή απώλεια µειώνεται αισθητά. Πιθανόν, όταν στην αγορά δεν 

επικρατούν “κανονικές” συνθήκες, όπως συµβαίνει σε περιόδους ύφεσης, η 

πρόβλεψη της µεταβλητότητας των αποδόσεων καθίσταται δυσκολότερη και 

για αυτόν τον λόγο τόσο το GARCH όσο και το EWMA αποτυγχάνουν να 

παράγουν αξιόπιστες εκτιµήσεις.  

Μη ικανοποιητική είναι και η αξιοπιστία της τεχνικής GARCH – Student’s – t  

στις δύο περιόδους όπου εφαρµόζεται. Να σηµειωθεί ότι η µη καταλληλότητα 

του εν λόγω υποδείγµατος οφείλεται στο γεγονός ότι έχει λιγότερες 

παραβιάσεις από το κατώτερο όριο που ορίζει το Likelihood Ratio test. 

Πρακτικά αυτό σηµαίνει ότι το εν λόγω υπόδειγµα δεν περιγράφει αρκετά 

καλά τις αποδόσεις του δείκτη και συνεπώς δίνει εκτιµήσεις πολύ µεγαλύτερες 

από τις πραγµατικές. Οικονοµικά αυτό σηµαίνει ότι εάν ένα Χρηµατοπιστωτικό 

Ίδρυµα καθορίζει τα κεφάλαια, τα οποία θα  διακρατά ως ασφάλεια έναντι 

πιθανών απωλειών της επενδυτικής του θέσης, βασιζόµενο στην εν λόγω 

τεχνική τότε θα πρέπει να διακρατήσει περισσότερα κεφάλαια ως ασφάλεια 

χωρίς να υφίσταται πραγµατικός λόγος. Αποτέλεσµα αυτού θα είναι η µη 

αποτελεσµατική εκµετάλλευση των κεφαλαίων που κατέχει, το οποίο 

µεταφράζεται σε απώλεια δυνητικών κερδών.  

Κάτι παρόµοιο συµβαίνει και µε την τεχνική EWMA – Student’s – t στην 

περίοδο ΄04-΄07. Αντιθέτως, στην περίοδο ’10 – ’13 η τεχνική αυτή δίνει 

αξιόπιστα αποτελέσµατα σε όλα τα διαστήµατα εµπιστοσύνης.  

Αναφορικά µε την τεχνική GARCH – PED, παρατηρείται µία ιδιαίτερα 

ικανοποιητική επίδοση καθώς στις δύο περιόδους και σε όλα τα διαστήµατα 

εµπιστοσύνης αποδίδει αξιόπιστες εκτιµήσεις. Την ίδια αξιοπιστία εµφανίζει 

και η τεχνική EWMA – PED, αλλά µόνο για την περίοδο ’10 – ’13.    

Σχετικά µε την τεχνική του Tail Index Estimation, τα αποτελέσµατα τα οποία 

προκύπτουν από τον έλεγχο αξιοπιστίας είναι θεαµατικά. Τόσο σε περίοδο 



~ 80 ~ 

 

προ κρίσης και εν µέσω κρίσης, αλλά και για όλα τα διαστήµατα 

εµπιστοσύνης, η εν λόγω τεχνική τείνει να δίνει πάντοτε αξιόπιστες εκτιµήσεις. 

Ενδεχοµένως η καλή αυτή επίδοση να οφείλεται στο γεγονός ότι µέσω της 

υπόθεσης ότι η “ουρά” της εµπειρικής κατανοµής των αποδόσεων προσιδιάζει 

µε αυτή της Pareto κατανοµής λαµβάνεται υπόψιν το fat tailness της 

κατανοµής των αποδόσεων. 

Εξίσου εντυπωσιακά είναι και τα αποτελέσµατα της τεχνικής των Ιστορικών 

Προσοµοιώσεων. Η τεχνική αυτή, όπως και η προηγούµενη, δίνει καθολικά 

αξιόπιστα αποτελέσµατα. Να σηµειωθεί ότι η εν λόγω τεχνική δεν µπορεί να 

δώσει εκτιµήσεις για διάστηµα εµπιστοσύνης 99,9% µε το δεδοµένο δείγµα 

των 252 παρατηρήσεων, µπορεί όµως για αρκετά µεγαλύτερο δείγµα. Η 

απαίτηση µεγάλου δείγµατος είναι και ένα από τα µειονεκτήµατα της.  

Τέλος, η µέθοδος των Προσοµοιώσεων Monte Carlo µε την χρήση τυχαίων 

αριθµών από την τυποποιηµένη κανονική κατανοµή είναι αξιόπιστη σε όλα τα 

διαστήµατα εµπιστοσύνης µόνο όµως για την περίοδο, όπου η αγορά δεν 

χαρακτηρίζεται από αναταραχές. Στην περίοδο της ύφεσης, η ικανότητα να 

παράγει αξιόπιστες προβλέψεις περιορίζεται µόνο στο διάστηµα 

εµπιστοσύνης του 95%. Αντιθέτως, η παραλλαγή της εν λόγω τεχνικής, στην 

οποία οι τυχαίοι αριθµοί προέρχονται από Student’s – t κατανοµή, αποδίδει 

καλύτερα στην εντός κρίσης περίοδο. 
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4. Επίλογος 
 

Στην παρούσα διπλωµατική εργασία παρουσιάστηκε και εφαρµόστηκε ένα 

ευρύ πλήθος τεχνικών εκτίµησης του Value - at - Risk. Από την εφαρµογή 

τους εξήχθη ένα σύνολο συµπερασµάτων ως προς την καταλληλότητα και την 

αξιοπιστία της εκάστοτε τεχνικής.   

Συνοψίζοντας, στην πρώτη περίοδο, η οποία αναφέρεται στο προ κρίσης 

διάστηµα, οι τεχνικές εκτίµησης του VaR µε υπόδειγµα GARCH, Tail Index 

Estimation, Historical και Monte Carlo Simulation είναι οι πιο αξιόπιστες. Στην 

δεύτερη περίοδο, όπου η αγορά είναι περισσότερο ευµετάβλητη, θα 

µπορούσε να υποστηριχθεί ότι οι τεχνικές του παραµετρικού VaR µε την 

υπόθεση της Student’s – t κατανοµής, του Tail Index Estimation και του 

Historical Simulation είναι οι πλέον αξιόπιστες.  

Επιπλέον, µεταξύ των τεχνικών που υποθέτουν σταθερό µέσο και 

διακύµανση η τεχνική VaR – PED υπερισχύει των άλλων δύο, σε αξιοπιστία 

στην προ κρίσης περίοδο, ενώ στην εντός κρίσης περίοδο η τεχνική VaR – T 

είναι περισσότερο αξιόπιστη. Συγκρίνοντας τις τεχνικές που υποθέτουν µέσο 

µηδέν και µη σταθερή διακύµανση θα λέγαµε ότι στην περίοδο ’04 – ’07, οι 

τεχνικές GARCH – normal, GARCH – PED και EWMA – PED είναι οι πλέον 

αξιόπιστες. Αντίθετα, στην περίοδο ’10 – ’13, οι τεχνικές GARCH – PED και 

EWMA – Student’s – t  υπερισχύουν. Τέλος, µεταξύ των υπολοίπων τεχνικών 

στην προ κρίσης περίοδο, µόνο η τεχνική προσοµοιώσεων Monte Carlo – 

Student’s – t δεν αποδίδει εξίσου καλά µε τις υπόλοιπες. Στην εντός κρίσης 

περίοδο, υπερισχύουν οι τεχνικές Tail Index estimation, Historical simulation 

και Monte  Carlo – Student’s – t.   

Λαµβάνοντας υπόψιν τον περιορισµό που τίθεται από το θεσµικό πλαίσιο 

(Basel Accords) σχετικά µε το διάστηµα εµπιστοσύνης (99%) εντός του 

οποίου θα πρέπει να διενεργείται η εκτίµηση του VaR, παρατηρείται ότι οι 

τεχνικές VaR – PED, GARCH – PED, Tail Index estimation και Historical 

Simulation παράγουν αξιόπιστες εκτιµήσεις στο εν λόγω διάστηµα 

εµπιστοσύνης και στις δύο χρονικές υποπεριόδους.     

Βέβαια, όπως γίνεται αντιληπτό, η εκτίµηση του VaR µε την εκάστοτε 

τεχνική επηρεάζεται σηµαντικά και από τα χαρακτηριστικά των αποδόσεων 

του περιουσιακού στοιχείου για το οποίο κάθε φορά γίνεται εκτίµηση. 



~ 82 ~ 

 

Εποµένως, τα συµπεράσµατα τα οποία εξήχθησαν παραπάνω, ενδεχοµένως 

να διαφέρουν εάν αλλάξει το υπό εξέταση περιουσιακό στοιχείο.                       
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Υποσηµειώσεις 

 

1. http://www.globalresearch.ca/financial-implosion-global-derivatives-market-

at-1-200-trillion-dollars-20-times-the-world-economy/30944. 

 

2. Άλλες εποπτικές αρχές αποτελούν οι SEC (Securities and Exchange 

Commission, website: http://www.sec.gov/), IOSCO (International 

Organization of Securities Commissions, website: http://www.iosco.org/). 

 

3. Οι χώρες οι οποίες συµπεριλαµβάνονται στους G10 είναι: Η.Π.Α., Γερµανία, 

Ιαπωνία,  Γαλλία, Μεγάλη Βρετανία, Καναδάς, Ιταλία, Ολλανδία, Σουηδία & 

Βέλγιο.  

 

4. Για λεπτοµερή ανάλυση βλέπε “INTERNATIONAL CONVERGENCE OF 

CAPITAL MEASUREMENT AND CAPITAL STANDARDS (July 1988, 

UPDATED TO April 1998)1” (διαθέσιµο στο 

http://www.bis.org/publ/bcbsc111.pdf) 

 

5. Για λεπτοµερή περιγραφή βλέπε “REVISIONS TO THE BASEL I IMARKET 

RISK FRAMEWORK”. (διαθέσιµο στο http://www.bis.org/publ/bcbs158.pdf) 

 

6. Πληρέστερη περιγραφή βλέπε “Amendment to the Capital Accord to 

incorporate market risks (Updated November 2005)” & Consultative 

document “Revisions to the Basel II market risk framework (January 2009)” 

 

7. Αρχικά τα ποσοτικά κριτήρια  καθορίζονταν από το “Amendment to the 

Capital Accord to incorporate market risks” το οποίο αναθεωρήθηκε τον 

Νοέµβριο του 2005 και παρείχαν µεγαλύτερο βαθµό ελευθερίας. 

 

8. Η τεχνική αυτή αναφέρεται στην βιβλιογραφία ως ‘Shortfall Risk measure’ 

(για εκτενή αναφορά βλέπε ‘Shortfall as a risk measure: properties, 
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optimization and applications των Dimitris Bertsimas, Geoffrey J. Lauprete, 

Alexander Samarov’). 

 

9. Βέβαια όταν το µέγεθος του δείγµατος τείνει στο άπειρο, τότε η Student – t 

κατανοµή προσιδιάζει της κανονικής. 

 

10. Η JP Morgan ανανέωνε την βάση δεδοµένων RiskMetrics χρησιµοποιώντας 

ένα EWMA µε παράµετρο λ=0,94. 

 

11. A function L: (0,∞) → (0, ∞) is called slowly varying (at infinity) if for all a > 

0, lim«→J �
H∗«��
«� = 1 

12. Το Analytical VaR υποθέτει κανονική κατανοµή για τις αποδόσεις, ενώ το 

Historical Simulations VaR κάνει χρήση της εµπειρικής κατανοµής των 

αποδόσεων. 
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