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ΠΕΡΙΛΗΨΗ 
 

Στην παρούσα διπλωµατική εργασία, θα παρουσιάσουµε ένα διαφορετικό τρόπο 

υπολογισµού του ασφαλίστρου, ο οποίος βασίζεται στα ιδιαίτερα χαρακτηριστικά της 

κατανοµής που ακολουθεί ο κίνδυνος που θέλουµε να ασφαλίσουµε. Με αυτό τον 

τρόπο υπολογισµού του ασφαλίστρου, δεν ερχόµαστε αντιµέτωποι µε την επιλογή 

συνάρτησης ωφελιµότητας και αυτό έχει σαν αποτέλεσµα η τιµολόγηση να µην 

εξαρτάται από την υποκειµενικότητα του αναλογιστή. Για την εφαρµογή της 

παραπάνω µεθόδου δεν είναι απαραίτητη η γνώση της κατανοµής, καθώς µας αρκεί 

να γνωρίζουµε τις τιµές που έχουν κάποια χαρακτηριστικά της µεγέθη (στατιστικά 

µεγέθη), τα οποία µπορούν να υπολογιστούν εµπειρικά. ∆εδοµένου ότι κάποιες φορές 

είναι δύσκολο να υπολογιστεί η συνάρτηση κατανοµής που περιγράφει τον κίνδυνο, 

προτείνονται προσεγγιστικές µέθοδοι για τον υπολογισµό των συνολικών 

αποζηµιώσεων που προκύπτουν από έναν κίνδυνο, οι οποίες µε χρήση αριθµητικών 

παραδειγµάτων, έχει αποδειχθεί ότι µας δίνουν πολύ καλά αποτελέσµατα. Μια από 

αυτές τις προσεγγίσεις είναι η Κανονική ∆υναµοκατανοµή (Normal Power 

distribution). 

 



ABSTRACT 
 

In the present thesis, it will be presented a different method of pricing policies. This 

method is based on the particular characteristics of the distribution function of the risk 

we want to insure. Using this method, we no longer need to choose an utility function. 

As a result, pricing does not depend on the actuary’s subjectivity. In order to apply 

this method, we only need to know the arithmetical values of statistical 

measurements. Such measurements can be found using empirical data and therefore, 

the distribution function is not needed. Since there are times in which is difficult to 

find the distribution function of the risk, methods of approximation are suggested. 

Using arithmetical examples, it has been proved, that these methods of approximation 

are satisfactory. One of these approximations is the approximation of Normal Power 

distribution. 
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ΕΙΣΑΓΩΓΗ 
 

Βασιζόµενοι στην εργασία του Ramsey (1993), θα αναπτύξουµε µία διαφορετική 

προσέγγιση για την επιβάρυνση των µικτών ασφαλίστρων και η οποία βασίζεται στη 

χρήση συναρτήσεων µέτρων κινδύνου. 

 

Στο Κεφάλαιο 1, θα µάθουµε τι είναι ο ασφαλιστικός κίνδυνος και θα δούµε ποιες 

είναι οι ιδιότητες που πρέπει να έχει µία συνάρτηση µέτρησης του κινδύνου. Επίσης, 

θα αναφέρουµε µερικές από τις πιο συνήθεις συναρτήσεις µέτρησης του κινδύνου. 

 

Στο Κεφάλαιο 2, θα δούµε τι ονοµάζουµε ασφάλιστρο. Επιπλέον, θα µελετήσουµε τις 

ιδιότητες που πρέπει να έχει το ασφάλιστρο. Στη συνέχεια, θα ασχοληθούµε µε τη 

σχέση που έχει η επιβάρυνση του ασφαλίστρου µε την επικινδυνότητα και θα 

δείξουµε ότι η επιβάρυνση του ασφαλίστρου πρέπει να αντανακλά το επίπεδο του 

κινδύνου. 

 

Στο Κεφάλαιο 3, θα µάθουµε τι είναι ο κίνδυνος της δεξιάς ουράς. Επίσης, θα 

εισάγουµε την έννοια των ηµιαναλλοίωτων (cumulants) και θα δούµε πως από αυτές 

µπορεί να προκύψει ένα κατάλληλο µέτρο για τους ασφαλιστικούς κινδύνους. 

Επιπλέον, µε χρήση αριθµητικών παραδειγµάτων θα αποδείξουµε ότι η διασπορά δεν 

αποτελεί κατάλληλο µέτρο κινδύνου για κατανοµές µε θετική σκέδαση. Τέλος, θα 

διαπιστώσουµε ότι στην περίπτωση των ασφαλιστικών κινδύνων προκύπτουν 

κατάλληλες συναρτήσεις µέτρων κινδύνου αν χρησιµοποιήσουµε τις 3 ή/και τις 4 

πρώτες ηµιαναλλοίωτες της κατανοµής που εκφράζει τον ασφαλιστικό κίνδυνο. Σε 

αυτό το κεφάλαιο για τις ανάγκες της µελέτης µας θα παρουσιάσουµε παραδείγµατα 

που πραγµατοποιήθηκαν µε την βοήθεια του προγράµµατος Mathematica 6.0. 

 

Πολλές φορές η συνάρτηση κατανοµής των συνολικών αποζηµιώσεων είναι δύσκολο 

να βρεθεί. Σε αυτές τις περιπτώσεις συνήθως χρησιµοποιούµε το Κεντρικό Οριακό 

Θεώρηµα. Ωστόσο, για τους ασφαλιστικούς κινδύνους είναι απαραίτητο να βρούµε 

κάποιες προσεγγίσεις που έχουν καλύτερη προσαρµογή σε µη συµµετρικές 

κατανοµές. Ως εκ τούτου, στο Κεφάλαιο 4, θα προτείνουµε µερικές προσεγγίσεις οι 

οποίες µε χρήση αριθµητικών παραδειγµάτων έχει αποδειχθεί ότι έχουν καλύτερη 

προσαρµογή σε κατανοµές µε θετική σκέδαση. Στο κεφάλαιο αυτό πολλά από τα 
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παραδείγµατα που παρουσιάζονται έχουν πραγµατοποιηθεί µε τη βοήθεια του 

Mathematica 6.0. 

 

Στο Κεφάλαιο 5, θα παρουσιάσουµε τον ορισµό της Κανονικής ∆υναµοκατανοµής 

(Normal Power distribution) και θα ασχοληθούµε εκτενέστερα µε την προσέγγιση της 

Κανονικής ∆υναµοκατανοµής. Επίσης, θα µελετήσουµε τον τρόπο µε τον οποίο 

προκύπτει αυτή η προσέγγιση. 

 

Στο 6ο και τελευταίο κεφάλαιο, θα δούµε µε πιο τρόπο µπορούν να προκύψουν 

συναρτήσεις ωφελιµότητας κάνοντας χρήση των µέτρων κινδύνου. Επιπλέον, θα 

δούµε µε ποιο τρόπο µας βοηθάνε τα µέτρα κινδύνου να αποφύγουµε το arbitrage. 
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 1 

 

Ο ΥΠΟΛΟΓΙΣΜΟΣ ΤΟΥ ΑΣΦΑΛΙΣΤΡΟΥ 
 

1.1 Η ποσοτικοποίηση του κινδύνου 
 

Προκειµένου να υπολογίσουµε το ασφάλιστρο, είναι απαραίτητο να 

ποσοτικοποιήσουµε τον κίνδυνο. 

 

Ορισµός 1.1.1 

Ποσό σε κίνδυνο X  ονοµάζεται η παρούσα αξία (π.α.) των µελλοντικών 

απαιτήσεων και εξόδων, καθώς επίσης και το σύνολο των δαπανών που οφείλονται 

στα ιδιαίτερα χαρακτηριστικά του συµβολαίου.       � 

 

Είναι ευρύτερα γνωστό ότι µία από τις πιο σηµαντικές εργασίες του αναλογιστή είναι 

ο υπολογισµός του ασφαλίστρου. Επιπροσθέτως, είναι αποδεκτό ότι τα ασφάλιστρα 

αποτελούνται από δύο µέρη, το καθαρό ασφάλιστρο και την επιβάρυνση. Όσον 

αφορά το καθαρό ασφάλιστρο είναι αποδεκτό από όλους, ότι πρέπει να θεωρούµε τη 

µέση τιµή [ ]XΕ  του ποσού σε κίνδυνο X  (βλ. Ορισµός 1.1.1). Αντιθέτως, όπως θα 

δούµε και παρακάτω, δεν υπάρχει κοινά αποδεκτός τρόπος για τον υπολογισµό της 

επιβάρυνσης. Ωστόσο, η επιβάρυνση του ασφαλίστρου είναι απαραίτητη, διότι µας 

δίνει τη δυνατότητα να είµαστε περισσότερο συντηρητικοί στους υπολογισµούς µας, 

καθώς µας εξασφαλίζει µεγαλύτερη πιθανότητα επάρκειας του ασφαλίστρου. 

Επιπλέον, µέρος της επιβάρυνσης του ασφαλίστρου καλύπτει τα έξοδα που 

προκύπτουν από την ασφάλιση όπως για παράδειγµα έξοδα πρόσκτησης και 

διοικητικά έξοδα. 

 

Σε αντίθεση µε τον υπολογισµό του καθαρού ασφαλίστρου, ο υπολογισµός της 

επιβάρυνσης µπορεί να γίνει µε πολλούς διαφορετικούς τρόπους. Μερικές από τις πιο 

διαδεδοµένες µεθόδους για τον υπολογισµό της επιβάρυνσης του ασφαλίστρου είναι 

η χρήση των ροπών της τυχαίας µεταβλητής (τ.µ.) X  που εκφράζει τον κίνδυνο, η 

Θεωρία Ωφελιµότητας, η Θεωρία Χρεοκοπίας, καθώς επίσης η µείωση του κινδύνου 

µέσω αντασφάλισης και η εκτίµηση των αποδόσεων που έχουν οι επενδύσεις που 



- 4 - 
 

γίνονται από τα ασφάλιστρα µε χρήση σύγχρονων µεθόδων ανάλυσης 

χαρτοφυλακίου. 

 

Είναι σηµαντικό να αναφέρουµε ότι η µεταβλητότητα του κινδύνου πρέπει να 

λαµβάνεται υπόψη ανεξάρτητα της µεθόδου υπολογισµού της επιβάρυνσης που 

έχουµε επιλέξει να χρησιµοποιήσουµε. 

Επιπλέον, είναι φανερό ότι υπάρχει η αναγκαιότητα ανάπτυξης ενός σαφούς µέτρου 

για το επίπεδο του κινδύνου X , το οποίο στη συνέχεια θα το χρησιµοποιήσουµε για 

να υπολογίσουµε την επιβάρυνση του ασφαλίστρου. Εποµένως, θα θεωρήσουµε ότι η 

επιβάρυνση του ασφαλίστρου είναι συνάρτηση του µέτρου κινδύνου, κάτι το οποίο 

είναι αποδεκτό, δεδοµένου ότι η επιβάρυνση του ασφαλίστρου πρέπει να αντανακλά 

το επίπεδο του ποσού σε κίνδυνο. 

 

Στην περίπτωση που επιλέξουµε να χρησιµοποιήσουµε µέτρα κινδύνου για τον 

υπολογισµό του µικτού ασφαλίστρου, απαιτείται ο αναλογιστής να ακολουθήσει την 

παρακάτω διαδικασία προκειµένου να υπολογιστεί η εφάπαξ επιβάρυνση του µικτού 

ασφαλίστρου, το οποίο από δω και πέρα θα το συµβολίζουµε [ ]XΠ . 

 

Αρχικά, υπολογίζεται η µέση τιµή του κινδύνου X , δηλαδή το [ ]Xµ = Ε . Στη 

συνέχεια επιλέγεται η συνάρτηση [ ]R X  την οποία θα χρησιµοποιήσουµε για τη 

µέτρηση του κινδύνου X  και από την οποία θα υπολογίσουµε το επίπεδο της 

επικινδυνότητας r  που σχετίζεται µε τον ασφαλιστικό κίνδυνο X . Ακολούθως, θα 

γίνει η επιλογή της συνάρτησης επιβάρυνσης του κινδύνου (risk loading function) 

( ), ;θ ⋅ ⋅ ⋅  και τέλος θα γίνει ο υπολογισµός του εφάπαξ µικτού ασφαλίστρου [ ]XΠ  

χρησιµοποιώντας την αρχή υπολογισµού του ασφαλίστρου 

[ ] ( ), ;X r Rµ θ µΠ = + . 

Στην παραπάνω διαδικασία, το σηµαντικότερο είναι η επιλογή της συνάρτησης 

κινδύνου [ ]R X r= , καθώς όλοι οι υπολογισµοί που θα πραγµατοποιηθούν στη 

συνέχεια θα βασίζονται στην επιλεγµένη συνάρτηση κινδύνου [ ]R X . Μετά την 

επιλογή του [ ]R X  ακολουθεί η επιλογή του θ . 
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Ο όρος «κίνδυνος» στην ασφαλιστική επιστήµη δεν εκφράζει µόνο την ύπαρξη 

κινδύνου, καθώς χρησιµοποιείται και για να εκφράσουµε το ενδεχόµενο ζηµιάς, τη 

διασπορά που υπάρχει ανάµεσα σε πιθανές ζηµιές ή ακόµα και την αβεβαιότητα που 

αφορά τις ζηµιές. 

 

Το βέβαιο είναι ότι υπάρχει µία ισχυρή σχέση µεταξύ του κινδύνου και της 

αβεβαιότητας, αυτό όµως το οποίο αλλάζει, είναι ο τρόπος που ο καθένας 

αντιλαµβάνεται τον κίνδυνο και κατ’ επέκταση την αβεβαιότητα. Για παράδειγµα 

σύµφωνα µε τον Freifelder (1976) η αβεβαιότητα είναι η έλλειψη της βεβαιότητας, 

δηλαδή η ύπαρξη αµφιβολίας ως προς την πραγµατική έκβαση ενός γεγονότος, µίας 

δοκιµής ή ενός πειράµατος. Επιπροσθέτως, ορίζει τον κίνδυνο ως την ατοµική 

αξιολόγηση της αβεβαιότητας που περικλείει ο κάθε κίνδυνος, δηλαδή, θεωρεί ότι ο 

κίνδυνος αξιολογείται υποκειµενικά. Φυσικά, υπάρχουν και άλλες απόψεις όσον 

αφορά τον ορισµό του κινδύνου, όπως για π.χ. αυτή των Kaplan και Garrick (1976), 

οι οποίοι υποστηρίζουν ότι ο κίνδυνος είναι το άθροισµα της ζηµιάς και της 

αβεβαιότητας. Για εµάς ο όρος «ασφαλιστικός κίνδυνος» θα χρησιµοποιηθεί 

σύµφωνα µε τον παρακάτω ορισµό. 

 

Ορισµός 1.1.2 

Ένας ασφαλιστικός κίνδυνος X  είναι µία µη αρνητική πραγµατική τ.µ. η οποία 

αναπαριστά την παρούσα αξία (π.α) των συνολικών οικονοµικών δαπανών του 

ασφαλιστή για όλη τη διάρκεια του συµβολαίου (policy).      � 

 

Στον παραπάνω ορισµό, µε τον όρο δαπάνες, δεν εννοούµε µόνο τις απαιτήσεις που 

θα προκύψουν από το ασφαλιστήριο συµβόλαιο, αλλά και όλα τα έξοδα που θα 

προκύψουν κατά τη διάρκεια του και σχετίζονται µε τα ιδιαίτερα χαρακτηριστικά του, 

όπως για παράδειγµα, εγγυήσεις επιτοκίου, προµήθειες, εγγυήσεις για ακύρωση 

συµβολαίου, απαλλαγή από ασφάλιστρα κ.α. Οι παραπάνω παρούσες αξίες, 

υποθέτουµε ότι έχουν υπολογιστεί στη γενική περίπτωση συµπεριλαµβανοµένου ενός 

στοχαστικού επιτοκίου, αν και στην πράξη τα επιτόκια που χρησιµοποιούνται για το 

καθορισµό του µικτού ασφαλίστρου θεωρούνται µη στοχαστικά. 

 

 

 



- 6 - 
 

1.2 Η ταξινόµηση των κινδύνων 
 

Σύµφωνα µε την Society of Actuaries Committee on Valuation and Related Matters, 

οι πιο διαδεδοµένοι κίνδυνοι που καλύπτουν οι ασφαλιστικές εταιρίες, χωρίζονται σε 

τρεις κατηγορίες: C-1, C-2, C-3. 
 

Οι κίνδυνοι C-1 αφορούν κινδύνους κατά τους οποίους µία περιουσία χάνει την αξία 

της λόγω πτώχευσης του οφειλέτη, οι κίνδυνοι C-2 οφείλονται σε µη επαρκή 

τιµολόγηση του ασφαλίστρου και οι κίνδυνοι C-3 σε κακό συντονισµό των 

χρηµατοροών της περιουσίας και των υποχρεώσεων. 

 

Εµείς θα ασχοληθούµε µόνο µε τους C-2 κινδύνους, δηλαδή µε κινδύνους που 

οφείλονται σε ανεπαρκή τιµολόγηση. 

 

1.3 Τα περιοδικά ασφάλιστρα 
 

Ορισµός 1.3.1 

Μία βασική ασφαλιστική σύµβαση αποτελείται από ένα εφάπαξ ασφάλιστρο Π , το 

οποίο πληρώνεται στην αρχή του συµβολαίου και ασφαλίζει τον κίνδυνο X . Το 

ασφαλιστήριο συµβόλαιο µπορεί να διαρκεί για µία περίοδο ή για πολλές περιόδους.

             � 

 

Οι δύο παραπάνω ορισµοί (βλ. Ορισµό 1.1.2 και Ορισµό 1.3.1) ίσως να δείχνουν 

καταλληλότεροι για ασφαλίσεις ζηµιών, όπου τα συµβόλαια είναι µικρής διάρκειας 

και το ασφάλιστρο πληρώνεται εφάπαξ, από ότι για ασφαλίσεις ζωής όπου τα 

ασφάλιστρα πληρώνονται σε δόσεις και έχουν αρκετά µεγάλη διάρκεια. Επιπλέον, 

στις ασφαλίσεις ζωής τα ασφάλιστρα µπορεί να είναι σταθερά ή µεταβλητά, µη 

στοχαστικά ή στοχαστικά. Σε οποιαδήποτε από τις παραπάνω περιπτώσεις, η π.α. του 

ασφαλίστρου ως εισόδηµα είναι µία τ.µ. Y  και εποµένως ο αναλογιστής βρίσκεται 

αντιµέτωπος µε δύο πηγές κινδύνου την τ.µ. X  και την τ.µ. Y. 

 

Έστω Gκ  το περιοδικό µικτό ασφάλιστρο που καταβάλλεται σε διαδοχικές χρονικές 

στιγµές tκ , 0,1,2....κ =  µε 0tο = . Τότε το Y , δηλαδή η π.α. του ασφαλίστρου ως 

εισόδηµα, δίνεται από τη σχέση 
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0
0

Y Gκ κ
κ

ν
Κ

=

= ⋅∑ , 

όπου 

1Κ + : το πλήθος των ασφαλίστρων που πληρώνονται πριν από τη λήξη του 

συµβολαίου, 

0κν : ο παράγοντας προεξόφλησης ( )0 0
exp

t
s ds

κ

κν δ = −  ∫ , 

( )sδ : η στοχαστική ένταση επιτοκίου κατά τη χρονική στιγµή s . 

 

Στη συνέχεια, θα δώσουµε µερικούς ορισµούς (βλ. Κουτσόπουλος, 2009), τους 

οποίους θα χρησιµοποιήσουµε για να δούµε πως προκύπτει ο τύπος για τον 

παράγοντα προεξόφλησης 0κν . 

 

Ορισµός 1.3.2  

Ορίζουµε ως ανατοκιστική συνάρτηση ( )C t , κάθε συνεχή πραγµατική συνάρτηση 

µε πεδίο ορισµού το θετικό άξονα ή αρχικό τµήµα αυτού και για την οποία ισχύει ότι: 

)α  ( )0 1C =  και ( ) 0C t >  για κάθε 0t ≥ , 

)β  η παράγωγος ( )C t′  υπάρχει, εκτός ενδεχοµένως από τα σηµεία 1 2, ...t t tκ , και, σε 

περίπτωση ύπαρξης τέτοιων σηµείων, η ( )C t  είναι συνεχής σε κάθε ανοικτό 

διάστηµα ( )1,i it t− , 1,2i n= …  και 0 0t = . 

             � 

 

Ορισµός 1.3.3 

Το πηλίκο ( ) ( )
( )

C t
t

C t
δ

′
= , όπου ( )C t  η ανατοκιστική συνάρτηση, ονοµάζεται ένταση 

ανατοκισµού            � 

 

Ορισµός 1.3.4 

Το πηλίκο 
( )
( )h t

C t
v

C t h
=

+
, όπου ( )C t  η ανατοκιστική συνάρτηση, ονοµάζεται 

παράγοντας προεξόφλησης για το διάστηµα [ ],t t h+ .      � 
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Πρόταση 1.3.5 

Ο παράγοντας προεξόφλησης συνδέεται µε την ένταση ανατοκισµού σύµφωνα µε την 

σχέση 

( )
0

expv s ds
κ

κ ο δ = −  ∫ . 

 

Απόδειξη 

Από τον τύπο της έντασης ανατοκισµού έχουµε 

( ) ( )
( )

C t
t

C t
δ

′
=  

( ) ( )
0

ln
t

t ds C tδ⇔ =∫  

( ) ( )
0

exp
t

C t t dsδ ⇔ =   ∫ . 

Επιπλέον, από τον τύπο του παράγοντα προεξόφλησης για την περίοδο [ ],t t h+  θα 

έχουµε 

( )
( )h t

C t
v

C t h
=

+

( )

( )
0

0

exp

exp

t

t h

s ds

s ds

δ

δ
+

 
  =
 
  

∫

∫
( )exp

h

t
s dsδ = −  ∫ . 

 

Αν τώρα, θέσουµε στην παραπάνω σχέση 0t =  και h κ= , θα είναι 

( )0 0
exp

t
v s ds

κ

κ δ = −  ∫  όπου 0,1,2...κ = , 

δηλαδή ο τύπος για τον παράγοντα προεξόφλησης.       � 

 

Παρατήρηση 1.3.6 

Η ένταση ανατοκισµού ( )tδ  υπάρχει σ’ όλα τα σηµεία στα οποία ( ) 0C t >  και 

ταυτόχρονα υπάρχει και η παράγωγος ( )C t′ . Επιπλέον, η συνάρτηση ( )tδ  είναι 

συνεχής σε όλα τα σηµεία συνέχειας της ( )C t′ .       � 

 

Για τον υπολογισµό των ασφαλίστρων Gκ , θα χρησιµοποιήσουµε την εξής 

διαδικασία. Αρχικά, θα γίνει ο υπολογισµός του εφάπαξ ασφαλίστρου [ ]XΠ  

κάνοντας χρήση της εξίσωσης [ ] ( ), ;X r Rµ θ µΠ = +  και στη συνέχεια θα 
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υπολογιστεί το [ ]YΠ  χρησιµοποιώντας την ίδια εξίσωση. Στη συνέχεια, θέτουµε 

[ ] [ ]X YΠ =Π  και επιλύουµε ως προς Gκ . Φυσικά, για να γίνει αυτό, θα πρέπει να 

είναι γνωστά όλα τα άλλα µεγέθη, δηλαδή πρέπει να είναι γνωστά η µέση τιµή, η 

επιβάρυνση του ασφαλίστρου καθώς επίσης και το µέτρο του κινδύνου. Στο σηµείο 

αυτό, είναι σηµαντικό να αναφέρουµε ότι η συνάρτηση µέτρησης του κινδύνου R 

που χρησιµοποιείται τόσο για τον  υπολογισµό του [ ]XΠ  όσο και του [ ]YΠ  είναι 

η ίδια. 

 

Η παραπάνω διαδικασία ισχύει και στην περίπτωση που το ασφαλιστήριο συµβόλαιο 

έχει διάρκεια παραπάνω από µία περιόδους. Εµείς, χωρίς βλάβη της γενικότητας, θα 

θεωρήσουµε ότι τα ασφαλιστήρια συµβόλαια που µελετάµε έχουν διάρκεια µία 

περίοδο. 

 

1.4 Οι ιδιότητες των συναρτήσεων µέτρησης κινδύνου 
 

Για δεδοµένο χαρτοφυλάκιο Ω , ο αναλογιστής επιλέγει µία πραγµατική συνάρτηση 

µέτρησης του κινδύνου [ ]R X , η οποία µετράει το επίπεδο του κινδύνου που 

σχετίζεται µε την τ.µ. X , όπου X∈Ω . Όπως αναφέραµε και νωρίτερα, η επιλογή 

της [ ]R X  είναι πολύ σηµαντική, διότι όλοι οι υπολογισµοί πρέπει να γίνουν 

χρησιµοποιώντας την ίδια συνάρτηση κινδύνου [ ]R X . Στη συνέχεια, θα δώσουµε 

κάποιους ορισµούς, που θα µας χρειαστούν στην περεταίρω µελέτη µας. 

 

Ορισµός 1.4.1 

Ονοµάζουµε χαρτοφυλάκιο κινδύνου Ω  το σύνολο { }: 0 είναι τ.µ.X XΩ= ≥ , στο 

οποίο κάθε τ.µ. X  είναι ένας ασφαλιστικός κίνδυνος.      � 

 

Ορισµός 1.4.2 

Η τ.µ. X  όπου X∈Ω  ονοµάζεται ακίνδυνη, αν και µόνο αν η X  είναι µία 

σταθερά µε πιθανότητα 1. Αυτό σηµαίνει ότι υπάρχει µία σταθερά µ  για την οποία 

ισχύει [ ] 1P X µ= = .           � 

 



- 10 - 
 

Ορισµός 1.4.3 

Για κάθε ασφαλιστικό κίνδυνο X , η συνάρτηση [ ]R X  ονοµάζεται συνάρτηση 

µέτρησης του κινδύνου αν και µόνο αν ικανοποιεί τις παρακάτω ιδιότητες: 

1. Μη-επικινδυνότητα: Αν X∈Ω  ακίνδυνη, τότε ισχύει ότι [ ] 0R X = . 

2. Μη-αρνητικότητα: Για κάθε X∈Ω  πρέπει να ισχύει [ ] 0R X ≥ . 

3. Υποαθροιστικότητα: Αν 1 2,X X ∈Ω ανεξάρτητοι κίνδυνοι, τότε θα ισχύει ότι 

[ ] [ ] [ ]1 2 1 2R X X R X R X+ ≤ + . 

4. Συνέπεια: Για κάθε X∈Ω  και .c σταθ=  ισχύει ότι [ ] [ ]R X c R X+ = . 

5. Αντικειµενικότητα: Το [ ]R X  εξαρτάται από το X  µόνο µέσω της συνάρτησης 

κατανοµής (σ.κ.) XF . 

             � 

 

Αν µία συνάρτηση µέτρησης του κινδύνου [ ]R X  έχει τις παραπάνω ιδιότητες, τότε 

µπορούµε εύκολα να καταλήξουµε στα παρακάτω συµπεράσµατα. 

1. Για να υπάρχει κίνδυνος θα πρέπει απαραιτήτως να υπάρχει πιθανότητα 

απόκλισης από αυτό που αναµένουµε (Ιδιότητα 1). 

2. Σε περίπτωση συγκέντρωσης (pooling) ανεξάρτητων κινδύνων, δεν πρέπει να 

αυξάνεται το συνολικό επίπεδο του κινδύνου, ενώ ίσως και να µειώνεται 

(Ιδιότητα 3). Αυτό το χαρακτηριστικό της συνάρτησης µέτρησης του 

κινδύνου, αντανακλά τη θεµελιώδη αρχή της ασφάλισης. 

3. Αν σε ένα χαρτοφυλάκιο προσθέσουµε κάποια «σίγουρα γεγονότα», δηλαδή αν 

πραγµατοποιήσουµε ασφαλίσεις που δεν εµπεριέχουν κίνδυνο, τότε το 

συνολικό επίπεδο του κινδύνου στο χαρτοφυλάκιο δε µπορεί να αλλάξει 

(Ιδιότητα 4). 

4. Η γνώση της σ.κ. XF  µας εξασφαλίζει ότι έχουµε όλες τις απαιτούµενες 

πληροφορίες για την τ.µ. X  που θα χρησιµοποιήσουµε για να µετρήσουµε το 

επίπεδο κινδύνου της X  (Ιδιότητα 5). Ωστόσο, κάποιοι υποστηρίζουν ότι ο 

κίνδυνος είναι υποκειµενικός και ότι η υποκειµενικότητα στον κίνδυνο 

εκφράζεται µέσω της επιλογής της συνάρτησης κινδύνου από τον αναλογιστή. 

Επιπλέον, η συνάρτηση µέτρησης του κινδύνου εκφράζει τη συµπεριφορά του 
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απέναντι στον κίνδυνο. Εντούτοις, µόλις γίνει η επιλογή του [ ]R X , η 

εκτίµηση του κινδύνου θα πρέπει να βασίζεται στην XF . Πρακτικά, το 

πρόβληµα µε το οποίο έρχονται αντιµέτωποι οι αναλογιστές, είναι ότι πολλές 

φορές, η σ.κ. δεν είναι πλήρως γνωστή. 

 

1.5 Συνήθεις συναρτήσεις µέτρων κινδύνου 
 

Τα πιο γνωστά µέτρα κινδύνου είναι τα εξής: 

1. ∆ιασπορά: [ ] [ ]1R X Var X= . 

2. Τυπική απόκλιση: [ ] [ ]2R X Var X= . 

3. Θετική ηµιδιασπορά: [ ] [ ] ( ) ( )2

3 XR X Var X x dF x
µ

µ
∞

+= = −∫ . 

4. Συντελεστής µεταβλητότητας: [ ]
[ ]

4 [ ]

Var X
R X

X
=

Ε
. 

5. Απόλυτη απόκλιση από το µέσο: [ ] [ ]5R X X X = Ε −Ε  . 

 

Παρατηρήσεις για τη διασπορά και την τυπική απόκλιση 

Η διασπορά είναι το πιο συνηθισµένο µέτρο κινδύνου και έχει χρησιµοποιηθεί 

εκτενώς τόσο στα οικονοµικά, όσο και στα χρηµατοοικονοµικά. Τόσο η µελέτη του 

Markowitz (1959), όσο και του Tobin (1958) βοήθησαν στη σταθεροποίηση της 

χρήσης της διασποράς σαν µέτρο κινδύνου. Παρόλα αυτά κάποιοι, µεταξύ άλλων ο 

Borch (1969) και ο Feldstein (1969), θεωρούν ότι η διασπορά δεν θα πρέπει να 

χρησιµοποιείται σαν µέτρο κινδύνου λόγω έλλειψης πληροφορίας. Αυτό συµβαίνει 

διότι αν χρησιµοποιήσουµε τη διασπορά σαν µέτρο κινδύνου, χρησιµοποιούµε µόνο 

τις δύο πρώτες ροπές µε αποτέλεσµα να χάνουµε την πληροφορία που προκύπτει από 

τις ροπές ανώτερης τάξης. Εποµένως, χάνουµε την πληροφορία που προκύπτει από τη 

σκέδαση και την κύρτωση και η οποία σχετίζεται άµεσα µε την ουρά της κατανοµής. 

Αυτό σηµαίνει ότι χάνουµε πληροφορία για τις ζηµιές που θα έχουν µεγάλες 

αποζηµιώσεις. Ωστόσο, η διασπορά µπορεί να χρησιµοποιηθεί σε περιπτώσεις όπου η 

ωφελιµότητα ακολουθεί την Κανονική κατανοµή. Επιπλέον, ο Markowitz (1959) 

θεωρεί πως ένα από τα προβλήµατα που προκύπτουν στη χρήση της διασποράς, είναι 

το γεγονός ότι εξετάζει υπερβολικά υψηλές ή υπερβολικά χαµηλές αποδόσεις σαν 
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ισοδύναµα ανεπιθύµητα ενδεχόµενα. Επιπροσθέτως, ο Brockett (1987) απέδειξε ότι η 

αποστροφή στον κίνδυνο δεν οδηγεί πάντα σε ελαχιστοποίηση της διασποράς όταν 

πρέπει να γίνει επιλογή µεταξύ ισοδύναµων αναµενόµενων αποδόσεων. Τέλος, πρέπει 

να αναφέρουµε ότι η διασπορά δεν αποτελεί καλό µέτρο κινδύνου για την 

ασφαλιστική επιστήµη, αν και ικανοποιεί όλες τις ιδιότητες που αναφέραµε 

προηγουµένως, διότι δε µας παρέχει πληροφορίες για το βαθµό ασυµµετρίας 

(σκέδαση) και εποµένως δε µας παρέχει πληροφορίες για τις µεγάλες ζηµιές. 

 

Παρατηρήσεις για τη θετική ηµιδιασπορά 

Η θετική ηµιδιασπορά µετράει τις αποκλίσεις που υπερβαίνουν από το µέσο µ . Το 

µέτρο αυτό, δεν θεωρείται κατάλληλο για τους ασφαλιστικούς κινδύνους, καθώς στη 

γενική περίπτωση δεν ικανοποιεί την ιδιότητα της υποαθροιστικότητας. 

 

Παρατηρήσεις για το συντελεστή µεταβλητότητας 

Το συντελεστή µεταβλητότητας τον ονοµάζουµε και µέτρο «σχετικού» κινδύνου, σε 

αντίθεση µε τη διασπορά και την τυπική απόκλιση που τα ονοµάζουµε µέτρα 

«απόλυτου» κινδύνου. Το «σχετικό» µέτρο κίνδυνου έχει το ιδιαίτερο 

χαρακτηριστικό ότι δεν έχει διαστάσεις, δηλαδή είναι ένα µέτρο το οποίο είναι 

ανεξάρτητο της κλίµακας. Παρόλα αυτά, αυτό το µέτρο δεν ικανοποιεί την ιδιότητα 

της συνέπειας και εποµένως στην περίπτωση ετερογενούς χαρτοφυλακίου είναι συχνά 

δύσκολο να καταλήξουµε σε αξιόπιστα συµπεράσµατα. Ο Stone (1973) θεωρεί ότι ο 

συντελεστής µεταβλητότητας µπορεί να χρησιµοποιηθεί σαν µέτρο «χωρητικότητας» 

του κινδύνου που µπορεί να δεχτεί ένα χαρτοφυλάκιο, καθώς όσο πιο µικρός είναι ο 

συντελεστής µεταβλητότητας, τόσο πιο µεγάλη είναι η χωρητικότητα του 

χαρτοφυλακίου σε κίνδυνο. 

 

Παρατηρήσεις για την απόλυτη απόκλιση από το µέσο 

Το µέτρο αυτό είναι παρόµοιο µε τη διασπορά και την τυπική απόκλιση όσον αφορά 

την αντιστοίχιση ίσων βαρών στις αποκλίσεις πάνω και κάτω από το µέσο. Το 

πρόβληµα που υπάρχει µ’ αυτό το µέτρο κινδύνου είναι ότι δεν µπορούµε να το 

διαχειριστούµε µαθηµατικά αν και ικανοποιεί όλες τις προαναφερθείσες ιδιότητες. 
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Παράδειγµα 1.5.1 

Να ελεγχθεί αν η διασπορά, ο συντελεστής µεταβλητότητας και η απόλυτη απόκλιση 

από το µέσο ικανοποιούν τις ιδιότητες που αναφέρονται στον Ορισµό 1.4.3. 
 

Λύση 

)α  ∆ιασπορά: [ ] [ ]1R X Var X= . 

1. Μη-επικινδυνότητα 

Αν η τ.µ. X  είναι ακίνδυνη, τότε θα είναι X c=  και εποµένως, θα ισχύει ότι 

[ ] [ ] [ ]1 0R X Var X Var c= = = . 

 

2. Μη-αρνητικότητα 

Είναι γνωστό ότι η διασπορά είναι ένας µη αρνητικός αριθµός. Ως εκ τούτου, θα είναι 

και 

[ ]1 0R X ≥ . 

 

3. Υποαθροιστικότητα 

Έστω 1 2,X X ∈Ω δύο ανεξάρτητοι κίνδυνοι, τότε για το µέτρο κινδύνου [ ]1R X

έχουµε 

[ ] [ ]1 1 2 1 2R X X Var X X+ = + [ ] [ ]
1, 2  ανεξάρτητες τ.µ.

1 2

X X

Var X Var X= + [ ] [ ]1 2R X R X= + . 

 

4. Συνέπεια 

Έστω X∈Ω  και c σταθ= . Τότε θα είναι 

[ ] [ ] [ ]1R X c Var X c Var X+ = + = . 

 

5. Αντικειµενικότητα 

Η διασπορά εξαρτάται από την 1η και τη 2η κεντρική ροπή της τ.µ X . Τα µεγέθη 

αυτά είναι χαρακτηριστικά της κάθε συνάρτησης, δηλαδή για συγκεκριµένη τ.µ. τα 

παραπάνω µεγέθη έχουν συγκεκριµένη τιµή. Ως εκ τούτου, συµπεραίνουµε ότι η 

διασπορά εξαρτάται από τη X  µόνο µέσω της σ.κ. XF . 

 

Από τα παραπάνω, καταλήγουµε στο συµπέρασµα ότι η διασπορά ικανοποιεί όλες τις 

ιδιότητες που αναφέρονται στον Ορισµό 1.4.3. 
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)β  Συντελεστής µεταβλητότητας: [ ]
[ ]

4 [ ]

Var X
R X

X
=

Ε
. 

1. Μη-επικινδυνότητα 

Αν η τ.µ. X  είναι ακίνδυνη, τότε θα είναι X c= , όπου .c σταθ=  Σε αυτή την 

περίπτωση θα είναι [ ] [ ] 0Var X Var c= = , καθώς επίσης και [ ] [ ]X c cΕ = Ε = . 

Συνεπώς, θα ισχύει ότι 

[ ]4 0R X = . 

 

2. Μη-αρνητικότητα 

Ισχύει ότι [ ] 0Var X ≥ . Επιπροσθέτως, αφού η τ.µ. X  εκφράζει έναν ασφαλιστικό 

κίνδυνο, σύµφωνα µε τον Ορισµό 1.1.2 θα ισχύει ότι 0X ≥ . Άρα, θα είναι και 

[ ] 0XΕ ≥ . Εποµένως είναι 

[ ]4 0R X ≥ . 

 

3.Υποαθροιστικότητα 

Έστω 1 2,X X ∈Ω δύο ανεξάρτητοι κίνδυνοι. Τότε θα ισχύει ότι 

[ ]
[ ]
[ ]

[ ] [ ]
[ ] [ ]

1 2 1 2

4 1 2
1 2 1 2

Var X X Var X Var X
R X X

X X X E X

+ +
+ = =

Ε + Ε +
. 

 

Θυµίζουµε ότι για κάθε , 0α β ≥  ισχύει ότι α β α β+ ≤ + . Εποµένως, θα είναι 

και [ ] [ ] [ ] [ ]1 2 1 2Var X Var X Var X Var X+ ≤ + , αφού η διασπορά σε κάθε 

περίπτωση είναι ένας µη αρνητικός πραγµατικός αριθµός. Άρα, από την παραπάνω 

σχέση προκύπτει ότι 

[ ]
[ ] [ ]
[ ] [ ]

[ ] [ ]
[ ] [ ]

1 2 1 2
4 1 2

1 2 1 2

Var X Var X Var X Var X
R X X

X X X X

+ +
+ = ≤

Ε +Ε Ε +Ε
 

         
[ ]
[ ]

[ ]
[ ] [ ]

[ ]
[ ]

[ ]
[ ] [ ]

1 21 2

1 1 2 2 1 2

Var X Var XX X

X X X X X X

Ε Ε
= ⋅ + ⋅

Ε Ε +Ε Ε Ε +Ε
 

         [ ] [ ]4 1 1 4 2 2R X R Xε ε= ⋅ + ⋅ , 

 

 



- 15 - 
 

όπου 

[ ]
[ ] [ ]1 2

1i
i

X

X X
ε

Ε
= ≤
Ε + Ε

 για 1,2i = , διότι [ ] 0iXΕ ≥  για 1,2i = . 

 

Εποµένως, τελικά προκύπτει ότι 

[ ] [ ] [ ]4 1 2 4 1 4 2R X X R X R X+ ≤ + . 

 

4. Συνέπεια 

Έστω X∈Ω  και .c σταθ=  Τότε θα είναι 

[ ]
[ ]
[ ]

[ ]
[ ]

[ ]
[ ]4

Var X c Var X Var X
R X c

X c X c X
ε

+
+ = = = ⋅

Ε + Ε + Ε
, 

όπου 

[ ]
[ ]

1
X

X c
ε

Ε
= ≠
Ε +

 για κάθε 0c ≠ . 

 

Εποµένως, τελικά θα είναι 

[ ] [ ] [ ]4 4 4R X c R X R Xε+ = ⋅ ≠ . 

 

Συµπερασµατικά, η ιδιότητα της Συνέπειας δεν πληρείται από το συντελεστή 

µεταβλητότητας και ως αποτέλεσµα, σύµφωνα µε τον Ορισµό 1.4.3, δεν µπορεί να 

θεωρηθεί κατάλληλη συνάρτηση µέτρου κινδύνου για έναν ασφαλιστικό κίνδυνο X . 

 

5. Αντικειµενικότητα 

Ισχύει ότι 

[ ]
[ ]
[ ]

[ ]
[ ]

2 2 2
2 1

4
1

X XVar X
R X

X X

ρ ρ
ρ

 Ε −Ε − = = =
Ε Ε

. 

Από τη παραπάνω σχέση καταλήγουµε στο συµπέρασµα ότι το [ ]4R X  εξαρτάται από 

την 1η και τη 2η κεντρική ροπή της τ.µ. X . Τα µεγέθη αυτά, όπως αναφέραµε και 

στην περίπτωση της διασποράς είναι χαρακτηριστικά της κάθε συνάρτησης, δηλαδή 

για συγκεκριµένη τ.µ. τα παραπάνω µεγέθη έχουν συγκεκριµένη τιµή. Συνεπώς, η 

[ ]4R X  εξαρτάται από την X  µόνο µέσω της σ.κ. XF . 
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)γ  Απόλυτη απόκλιση από το µέσο: [ ] [ ]5R X X X = Ε −Ε  . 

1. Μη-επικινδυνότητα 

Αν η τ.µ X  είναι ακίνδυνη, τότε θα είναι X c=  και θα ισχύει ότι [ ] [ ]X c cΕ = Ε =  

και εποµένως, θα είναι 

[ ] [ ] [ ]5 0R X X X c c   = Ε −Ε = Ε −Ε =    . 

 

2. Μη-αρνητικότητα 

Από τον ορισµό της απόλυτης τιµής συµπεραίνουµε ότι [ ] 0X X−Ε ≥ . Επιπλέον, η 

µέση τιµή µίας µη αρνητικής τ.µ. δε µπορεί παρά να είναι και αυτή µη αρνητική. 

Άρα, θα είναι [ ] 0X X Ε −Ε ≥  . Συµπερασµατικά, θα ισχύει 

[ ]5 0R X ≥  για κάθε X∈Ω . 

 

3.Υποαθροιστικότητα 

Έστω 1 2,X X ∈Ω δύο ανεξάρτητοι κίνδυνοι, τότε θα ισχύει ότι 

[ ] [ ]5 1 2 1 2 1 2R X X X X X X + = Ε + −Ε +   

         [ ] [ ]1 1 2 2X X X X   ≤ Ε −Ε + Ε −Ε     

         [ ] [ ]5 1 5 2R X R X= + . 

(Θυµίζουµε ότι σύµφωνα µε την τριγωνική ανισότητα ισχύει ότι 

x y x y x y− ≤ + ≤ +  για κάθε ,x y∈ℝ .) 

 

4. Συνέπεια 

Για κάθε X∈Ω  και c σταθ=  έχουµε 

[ ] [ ]5R X c X c X c + = Ε + −Ε +   

    [ ]( ) [ ]( )X X c c = Ε −Ε + −Ε   

    [ ] [ ]5X X R X = Ε −Ε =  . 
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5. Αντικειµενικότητα 

Ισχύει ότι [ ] [ ]5R X X X X µ = Ε −Ε = Ε  −     όπου [ ]X µΕ = . Αν τώρα, 

θέσουµε Y X µ= −  όπου 0Y ≥ , προκύπτει ότι 

[ ] [ ]
( )

( )

0

4

0

, αν η τ.µ.   είναι συνεχής

, αν η τ.µ.   είναι διακριτή

X

X
y

y f y dy X

R X E Y
y f y X

∞

∞

=

 ⋅


= = 
⋅



∫

∑
. 

Επειδή όµως, ( ) ( )X
X

dF y
f y

dy
=  όπου 

( )
, αν 

, αν 

x x
y

x x

µ µ
µ µ

− ≥
= − − <

 θα είναι  

( ) ( ) ( )
( )

( )

, αν 

, αν 

X

XX
X

X

dF x
xdF xdF y dxf y

dy dy dF x
x

dx

µ
µµ

µ
µ

−
≥− 

= = = 
− − <

. 

Εντούτοις, η [ ]5R X  εξαρτάται από την τ.µ. X  µόνο µέσω της σ.κ. XF . 

 

∆εδοµένου ότι η απόλυτη απόκλιση από το µέσο, ικανοποιεί τις παραπάνω 5 

ιδιότητες, καταλήγουµε στο συµπέρασµα ότι µπορεί να χρησιµοποιηθεί ως 

συνάρτηση µέτρου κινδύνου για έναν ασφαλιστικό κίνδυνο X . 

             � 
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 2 

 

ΟΙ ΣΥΝΑΡΤΗΣΕΙΣ ΕΠΙΒΑΡΥΝΣΗΣ ΤΟΥ ΚΙΝ∆ΥΝΟΥ 
 

2.1 Εισαγωγή 
 

Στις ασφαλίσεις ζηµιών το πραγµατικό ασφάλιστρο που χρεώνεται για τον κίνδυνο 

X  γράφεται ως εξής 

[ ]Μικτό Ασφάλιστρο X α ρ ε= Ε + + + , 

όπου 

[ ]XΕ : το αναµενόµενο κόστος απαιτήσεων και εξόδων, 

α : επιβάρυνση του ασφαλίστρου λόγω του κινδύνου που ευθύνεται για την 

      πραγµατοποίηση της ζηµιάς, 

ρ : το κέρδος, 

ε : η επιβάρυνση του ασφαλίστρου λόγω εξόδων. 

 

Όσον αφορά τις ασφαλίσεις ζωής, δεν είναι γνωστή η στοχαστική φύση των κινδύνων 

και γι’ αυτό κατά το παρελθόν επινοήθηκαν ντετερµινιστικές τεχνικές για τον 

υπολογισµό των ασφαλίστρων. Επιπλέον, οι αναλογιστές, προκειµένου να είναι σε 

θέση να αντισταθµίσουν τις τυχαίες διακυµάνσεις επέλεγαν να είναι συντηρητικοί 

στους υπολογισµούς, δηλαδή υπέθεταν ότι υπάρχει υψηλότερο επίπεδο θνησιµότητας 

και εξόδων αλλά και χαµηλότερο επίπεδο επιτοκίων. Ως εκ τούτου, το ασφάλιστρο 

δεν υπολογιζόταν κάνοντας χρήση του παραπάνω τύπου και φυσικά, κάτι τέτοιο ήταν 

ασύµφορο για τους ασφαλισµένους διότι η ασφάλιση είχε υψηλότερη τιµολόγηση 

από αυτή που θα έπρεπε να έχει στην πραγµατικότητα, δηλαδή οι αναλογιστές δεν 

ορίζανε ρητά τον τρόπο υπολογισµού της επιβάρυνσης του ασφαλίστρου. Μοναδική 

εξαίρεση, αποτελούσε ο τρόπος υπολογισµού του Pollard (1976), στον οποίο η 

επιβάρυνση του ασφαλίστρου οριζόταν ρητά. Ευτυχώς, στα χρόνια που ακολούθησαν 

αναπτύχτηκαν διαφορετικές τεχνικές για τον υπολογισµό του µικτού ασφαλίστρου. 

 

Παρατήρηση 2.1.1 

∆εδοµένου ότι η συνάρτηση µέτρησης του κινδύνου X  είναι συνήθως άγνωστη, 

πολλές φορές γίνεται χρήση της Θεωρίας Αξιοπιστίας, προκειµένου να διαπιστωθεί 
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πόσο καλή είναι η εκτίµηση της [ ]XΕ . Για να εφαρµόσουµε τη Θεωρία Αξιοπιστίας 

κάνουµε χρήση παρελθοντικών δεδοµένων που βασίζονται στον κίνδυνο που 

εκφράζει η τ.µ. X  ή σε παρόµοιους κινδύνους. Εποµένως, η Θεωρία της Αξιοπιστίας 

δεν βασίζεται στη χρήση της σχέσης [ ] ( ), ;X r Rµ θ µΠ = + , αλλά εστιάζει στην 

προσέγγιση του µέσου και της διασποράς (βλ. Venter, 1990).     � 

 

2.2 Η αρχή υπολογισµού του ασφαλίστρου 
 

Για δεδοµένο χαρτοφυλάκιο κινδύνου Ω , ο αναλογιστής απαιτείται να επιλέξει µία 

πραγµατική συνάρτηση µέτρησης του κινδύνου [ ]R X , η οποία θα µετράει το επίπεδο 

του κινδύνου που σχετίζεται µε την τ.µ. X , όπου X∈Ω . Όπως αναφέραµε και 

νωρίτερα η επιλογή της [ ]R X  είναι πολύ σηµαντική, διότι όλοι οι υπολογισµοί 

πρέπει να γίνουν χρησιµοποιώντας την ίδια συνάρτηση µέτρησης του κινδύνου. 

 

Στη συνέχεια θα δώσουµε κάποιους ορισµούς, που θα µας χρησιµεύσουν στην 

περαιτέρω µελέτη µας. 

 

Ορισµός 2.2.1 

Ορίζουµε ως αρχή υπολογισµού του ασφαλίστρου µία συνάρτηση Π , η οποία 

αντιστοιχίζει σε κάθε κίνδυνο X∈Ω  ένα µη αρνητικό αριθµό, δηλαδή είναι 

[ ): 0,XFΠ → +∞ .           � 

 

Ιδιότητες 2.2.2 

Οι πιο γνωστές ιδιότητες για την αρχή υπολογισµού του ασφαλίστρου είναι οι εξής: 

1. Αρχή της αναµενόµενης τιµής: [ ] [ ]X XΠ =Ε . 

Η αρχή της αναµενόµενης τιµής (ή αρχή της µαθηµατικής ελπίδας) είναι η πιο 

παλιά και η πιο διαδεδοµένη ακόµα και στις µέρες µας. Η χρήση της 

δικαιολογείται µέσω του «νόµου των µεγάλων αριθµών», δηλαδή βασίζεται στο 

γεγονός ότι µπορεί να λειτουργήσει ικανοποιητικά για ένα µεγάλο χαρτοφυλάκιο 

κινδύνων. Επιπλέον, για µία αρχή είναι πλεονέκτηµα να απαιτεί λίγα και απλά 

στοιχεία από την κατανοµή του κινδύνου, δεδοµένου ότι σπάνια τη γνωρίζουµε 
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πλήρως, και φυσικά η µέση τιµή ενός κινδύνου είναι το ελάχιστο το οποίο πρέπει 

να γνωρίζουµε για µία κατανοµή. 

2. Αρχή της τυπικής απόκλισης: [ ] [ ] [ ]X X c Var XΠ =Ε + , 0c > . 

3. Αρχή της διασποράς: [ ] [ ] [ ]X X kVar XΠ =Ε + , 0k > . 

4. Αρχή της εκθετικής ωφελιµότητας: [ ] ( )1
XX λ

λ
Π = Μ , όπου XΜ  η 

ροπογεννήτρια του X  και λ  η (θετική) παράµετρος της συνάρτησης 

ωφελιµότητας ( )u x . 

Η αρχή της εκθετικής ωφελιµότητας είναι ειδική περίπτωση της ωφελιµότητας 

και προκύπτει όταν η συνάρτηση ωφελιµότητας u  είναι η ( ) xu x e λ−= − , 0x ≥ . 

             � 

 

Ορισµός 2.2.3 

Το ασφάλιστρο [ ]XΠ  λέµε ότι είναι επιβαρυµένο αν και µόνο αν [ ] [ ]X XΠ ≥Ε , 

όπου [ ] [ ]X XΠ −Ε  η επιβάρυνση.         � 

 

Ορισµός 2.2.4 

Η συνάρτηση Π  ονοµάζεται αρχή ασφαλίστρου κατά Gerber (1979), αν ικανοποιεί 

τις παρακάτω ιδιότητες: 

1. Μη αρνητική επιβάρυνση: [ ] [ ]X XΠ ≥Ε . 

2. Το ασφάλιστρο δεν ξεπερνά την µέγιστη τιµή του κινδύνου: [ ] [ ]X Max XΠ ≤ . 

3. Συνέπεια: Για κάθε 0c >  ισχύει ότι [ ] [ ]X c X cΠ + = Π + . 

4. Αθροιστικότητα: Για κάθε 1X  και 2X  ανεξάρτητους κινδύνους ισχύει ότι  

[ ] [ ] [ ]1 2 1 2X X X XΠ + =Π +Π . 

5. Επαναληπτικότητα: Αν X , Y  αυθαίρετοι κίνδυνοι τότε ισχύει ότι  

[ ]X X Y Π = Π Π     . 

6. Αυξανοµένου του κινδύνου αυξάνεται και το ασφάλιστρο: Στην περίπτωση όπου 

το µ  παραµένει σταθερό ενώ το r  αυξάνεται, θα πρέπει να αυξηθεί και το 
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( ), ;r Rθ µ . Η ιδιότητα αυτή είναι απαραίτητη προκειµένου να µπορέσουµε να 

διατυπώσουµε µία λογική προσέγγιση για την ανάληψη των κινδύνων. 

             � 

 

Μία γενίκευση της ιδιότητας 3 αποτελεί η 3β. 

3β. Γραµµική συνέπεια: Για κάθε a , c  µη αρνητικές σταθερές ισχύει ότι 

[ ] [ ]aX c a X cΠ + = Π + . 

Η ιδιότητα της γραµµικής συνέπειας είναι πάρα πολύ σηµαντική, διότι µας 

εξασφαλίζει την ισοτιµία αγοραστικής δύναµης (purchasing power parity) µε 

αποτέλεσµα να είµαστε σε θέση να µπορούµε να αποτρέψουµε το ακίνδυνο arbitrage 

στη διεθνή ασφαλιστική αγορά. 

 

Ορισµός 2.2.5 (βλ. Levich, 2001) 

Ονοµάζουµε arbitrage την ταυτόχρονη αγορά και πώληση από µία αγορά σε µία 

άλλη µε την προσδοκία κέρδους χωρίς ρίσκο       � 

 

Ορισµός 2.2.6 (βλ. Levich, 2001) 

Στην τέλεια αγορά, η ισοτιµία αγοραστικής δύναµης (purchasing power parity - PPP) 

σηµαίνει ότι ισχύει ο νόµος της µίας τιµής, δηλαδή η αξία που έχει ένα καλάθι 

προϊόντων σε µία χώρα, είναι ίση µε την αξία που έχει το ίδιο καλάθι προϊόντων σε 

µία άλλη χώρα όταν αυτή πολλαπλασιαστεί µε την συναλλαγµατική ισοτιµία   � 

 

Για παράδειγµα αν USP  είναι η αξία που έχει το καλάθι προϊόντων στις ΗΠΑ και CP  

η αξία που έχει το ίδιο καλάθι προϊόντων στον Καναδά, τότε θα πρέπει να ισχύει 

US CP P spot= ×  όπου spot η ισοτιµία των δύο νοµισµάτων. Σύµφωνα µε το 

παραπάνω, είναι λογικό να ισχυριστούµε ότι για όµοιους κινδύνους τα ασφάλιστρα 

θα πρέπει να είναι ισοδύναµα. Έτσι λοιπόν, αν θεωρήσουµε την αγορά των ΗΠΑ και 

του Καναδά και γνωρίζουµε ότι η ισοτιµία µεταξύ $US και $CAN είναι 

$1US $ CANp= , τότε αν το ασφάλιστρο για τον κίνδυνο X  στις ΗΠΑ είναι $Π  US, 

αναµένουµε ότι σε µία τέλεια αγορά, το ίδιο ασφάλιστρο στον Καναδά θα κοστίζει 

$ pΠ  CAN. 
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Μία γενίκευση της ιδιότητας 4 αποτελεί η 4β. 

4β. Υποαθροιστικότητα: Αν 1X  και 2X  δύο ανεξάρτητοι κίνδυνοι, τότε θα ισχύει ότι  

[ ] [ ] [ ]1 2 1 2X X X XΠ + ≤ Π +Π . 

Παρόλο που ο Gerber (1979) θεωρεί ότι η αθροιστικότητα είναι µία από τις 

ιδιότητες που θα πρέπει να έχει το ασφάλιστρο, ο Reich (1986) προτείνει την χρήση 

της υποαθροιστικότητας, η οποία παρόλο που είναι ασθενέστερη της 

αθροιστικότητας ταιριάζει περισσότερο µε το πνεύµα της ασφάλισης, σύµφωνα µε το 

οποίο η συγκέντρωση ανεξάρτητων κινδύνων σε καµία περίπτωση δεν µπορεί να 

αυξάνει το συνολικό ασφάλιστρο, ενώ ίσως και να το µειώνει. Πρακτικά, η ιδιότητα 

της υποαθροιστικότητας σηµαίνει ότι το ασφάλιστρο για δύο ανεξάρτητους 

κινδύνους είναι µικρότερο ή το πολύ ίσο µε το άθροισµα των ασφαλίστρων των δύο 

κινδύνων. 

 

2.3 Τα προβλήµατα που οφείλονται στη χρήση της Θεωρίας 

Ωφελιµότητας 
 

Η Θεωρία Ωφελιµότητας των Von Neumann και Morgenstern (1947) χρησιµοποιείται 

όταν υπάρχει µία διαδικασία λήψης απόφασης κάτω από αβεβαιότητα. ∆εδοµένου ότι 

η διαδικασία υπολογισµού του ασφαλίστρου αποτελεί µία λήψη απόφασης κάτω από 

αβεβαιότητα, δεν αποτελεί έκπληξη το γεγονός ότι έχει χρησιµοποιηθεί από πολλούς 

συγγραφείς της αναλογιστικής επιστήµης. Υπολογίζοντας το ασφάλιστρο κάνοντας 

χρήση της Θεωρίας Ωφελιµότητας λύνονται πολλά προβλήµατα, διότι από τη στιγµή 

που θα οριστεί η συνάρτηση ωφελιµότητας ( )u x , είµαστε σε θέση να πάρουµε 

συνεπείς αποφάσεις. Παρόλα αυτά, υπάρχουν κάποιοι, οι οποίοι έχουν επιφυλάξεις 

όσον αφορά τη χρήση της Θεωρίας Ωφελιµότητας για τον υπολογισµό του 

ασφαλίστρου. Για παράδειγµα ο Kahn (1969) υποστηρίζει ότι η Θεωρία 

Ωφελιµότητας δε µπορεί να χρησιµοποιηθεί για να προβλέψουµε ποια είναι η ακριβής 

συµπεριφορά των καταναλωτών, αλλά µόνο για να έχουµε µία ένδειξη για το τι είναι 

λογικό και τι όχι. 

 

Ένα ακόµα πρόβληµα µε το οποίο ερχόµαστε αντιµέτωποι όταν χρησιµοποιούµε τη 

Θεωρία Ωφελιµότητας, είναι ότι οι συναρτήσεις ωφελιµότητας τόσο των ατόµων όσο 

και των εταιριών είναι σπανίως γνωστές. Παρόλο που πολλοί συγγραφείς έχουν 
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προτείνει µεθόδους κατασκευής συναρτήσεων ωφελιµότητας, έχει αποδειχθεί από 

τους McCord και de Neufville (1983) ότι για να εκφράσουµε τη συµπεριφορά των 

ατόµων όταν είναι αντιµέτωποι µε αποφάσεις κάτω από αβεβαιότητα, θα πρέπει να 

χρησιµοποιήσουµε παραπάνω από µία συνάρτηση ωφελιµότητας. Επίσης, έχει 

αποδειχθεί ότι οι λήπτες αποφάσεων έχουν προτιµήσεις διάταξης, οι οποίες µπορούν 

να παρασταθούν µε συναρτήσεις ωφελιµότητας, οι οποίες είναι σε κάποια 

διαστήµατα κυρτές και σε κάποια διαστήµατα κοίλες. Στο συµπέρασµα αυτό 

κατέληξαν οι Friedman και Savage (1948), οι οποίοι παρατήρησαν ότι οι άνθρωποι 

που αγοράζουν ασφάλιση είναι επίσης πρόθυµοι να αγοράσουν λαχεία παρόλο που 

κανένα από τα δύο δεν πωλείται στη δίκαιη αναλογιστική τιµή. Επιπλέον µελέτες, 

έχουν δείξει πως τα άτοµα δεν συµπεριφέρονται όπως περιγράφει η Θεωρία 

Ωφελιµότητας και πως οι συναρτήσεις ωφελιµότητας που περιγράφουν τη 

συµπεριφορά τους είναι περισσότερο πολύπλοκες από αυτές που χρησιµοποιούνται 

στη συγκεκριµένη θεωρία. Επίσης, η Θεωρία Ωφελιµότητας χρησιµοποιεί αξιώµατα 

για την περιγραφή της λογικής συµπεριφοράς, τα οποία έχουν αποδειχτεί ότι δεν 

ισχύουν στην πράξη. Τέλος, ο Allais (1953) έδειξε ότι καλά πληροφορηµένα και 

ευφυή άτοµα κάνουν επιλογές που έρχονται σε αντίθεση µε τη Θεωρία Ωφελιµότητας 

(Το παράδοξο του Allais). 

 

Ο M. Allais παρουσίασε το παράδοξο του ως ένα αντιπαράδειγµα για το αξίωµα της 

ανεξαρτησίας. Αυτό σηµαίνει ότι χρησιµοποίησε το παραπάνω παράδοξο µε κύριο 

σκοπό να δείξει ότι το αξίωµα της ανεξαρτησίας που αναµένεται στην Θεωρία της 

Ωφελιµότητας δεν µπορεί να ισχύει. Το παράδοξο του Allais προκύπτει από τη 

σύγκριση των επιλογών που έχουν οι συµµετέχοντες σε δύο διαφορετικά πειράµατα. 

Κάθε πείραµα αποτελείται από δύο τυχερά παιχνίδια. Έστω ότι οι αποδόσεις των 

τυχερών παιχνιδιών για κάθε πείραµα είναι οι ακόλουθες. 

 

1ο Τυχερό παιχνίδι 

Σε αυτό το τυχερό παιχνίδι οι παίκτες πρέπει να επιλέξουν ανάµεσα στηv επιλογή Α η 

οποία τους δίνει βέβαιο κέρδος 1εκ. ευρώ και στην επιλογή Β η οποία τους δίνει 

κέρδος 1εκ. ευρώ µε πιθανότητα 89% , 5εκ. ευρώ µε πιθανότητα 10%  ή 0εκ. ευρώ 

µε πιθανότητα 1% . 
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2ο Τυχερό παιχνίδι 

Σε αυτό το τυχερό παιχνίδι οι παίκτες πρέπει να επιλέξουν ανάµεσα στην επιλογή Γ η 

οποία τους δίνει κέρδος 1εκ. ευρώ µε πιθανότητα 11%  ή 0εκ. ευρώ µε πιθανότητα 

89%  και στην επιλογή ∆ η οποία τους δίνει κέρδος 5εκ. ευρώ µε πιθανότητα 10%  

ή 0εκ. ευρώ µε πιθανότητα 90%. 

 

Γράφοντας πιο αναλυτικά τα δεδοµένα που έχουµε για τα δύο τυχερά παιχνίδια, 

έχουµε τα παρακάτω. 

 

1ο Τυχερό παιχνίδι 

κέρδος 0εκ. ευρώ µε πιθανότητα 0,00

: κέρδος 1εκ. ευρώ µε πιθανότητα 1,00

κέρδος 5εκ. ευρώ µε πιθανότητα 0,00




Α 



 

κέρδος 0εκ. ευρώ µε πιθανότητα 0,01

: κέρδος 1εκ. ευρώ µε πιθανότητα 0,89

κέρδος 5εκ. ευρώ µε πιθανότητα 0,10




Β 



 

 

2ο Τυχερό παιχνίδι 

κέρδος 0εκ. ευρώ µε πιθανότητα 0,89

: κέρδος 1εκ. ευρώ µε πιθανότητα 0,11

κέρδος 5εκ. ευρώ µε πιθανότητα 0,00




Γ 



 

κέρδος 0εκ. ευρώ µε πιθανότητα 0,90

: κέρδος 1εκ. ευρώ µε πιθανότητα 0,00

κέρδος 5εκ. ευρώ µε πιθανότητα 0,10




∆ 



 

 

Σε µελέτες που έγιναν και αφορούσαν κέρδος υποθετικών ποσών έδειξαν ότι όταν τα 

άτοµα έπρεπε να επιλέξουν µεταξύ του Α και του Β, οι περισσότεροι άνθρωποι 

επέλεγαν το Α, ενώ στην περίπτωση που έπρεπε να επιλέξουν µεταξύ του Γ και του ∆ 

οι περισσότεροι επέλεγαν το ∆. 

 

Ο M. Allais υποστηρίζει ότι θα ήταν λογικό αν κάποιος επιλέξει µόνο το Α ή µόνο το 

∆. Ωστόσο, η συµµετοχή και στα δύο πειράµατα µε ταυτόχρονη επιλογή του Α και 

του ∆ από το ίδιο άτοµο έρχεται σε αντίθεση µε την Θεωρία της Ωφελιµότητας, 
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καθώς σύµφωνα µε αυτή, το άτοµο θα έπρεπε να επιλέξει είτε το Α και Γ είτε το Β 

και ∆. 

 

Στη συνέχεια, θα υπολογίσουµε την αναµενόµενη ωφελιµότητα για κάθε µία από τις 

δυνατές περιπτώσεις. Είναι 

( ) ( )1u uΑ = , 

( ) ( ) ( ) ( )0,01 0 0,89 1 0,10 5u u u uΒ = + + , 

( ) ( ) ( )0,89 0 0,11 1u u uΓ = +  

και 

( ) ( ) ( )0,90 0 0,10 5u u u∆ = + . 

 

Όπως αναφέραµε και νωρίτερα, οι περισσότεροι θα επιλέξουν τα Α και ∆. Στην 

περίπτωση που κάποιο άτοµο κάνει αυτές τις επιλογές, η ωφελιµότητα του θα είναι 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 0,90 0 0,10 5u u u u uΑ + ∆ = + +  

      ( ) ( ) ( ) ( ) ( )0,90 0 1 0,10 5u u u u u⇔ Α + ∆ = + +            ( )2.1  

ενώ, στην περίπτωση που κάποιο άτοµο επιλέξει το Β και Γ η ωφελιµότητα του θα 

είναι 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )0,01 0 0,89 1 0,10 5 0,89 0 0,11 1u u u u u u uΒ + Γ = + + + +  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )0,90 0 1 0,10 5u u u u u⇔ Β + Γ = + +  .           ( )2.2  

 

Από τις σχέσεις ( )2.1  και ( )2.2  συµπεραίνουµε ότι ( ) ( ) ( ) ( )u u u uΑ + ∆ = Β + Γ . 

Εποµένως, η ταυτόχρονη επιλογή των Α και ∆ οδηγεί στην ίδια ωφελιµότητα µε την 

ταυτόχρονη επιλογή των Β και Γ. 

 

Τώρα, θα εξετάσουµε την περίπτωση όπου το άτοµο συµµετέχει µόνο στο ένα από τα 

δύο τυχερά παιχνίδια. Όσον αφορά το 1ο Τυχερό παιχνίδι, οι περισσότεροι επιλέγουν 

το Α από το Β. Αυτό σηµαίνει ότι οι παίχτες υποστηρίζουν πως ( ) ( )u uΑ > Β  και 

κατά συνεπεία προτιµούν το βέβαιο κέρδος από τον τζόγο. Όσον αφορά το 2ο Τυχερό 

παιχνίδι, οι περισσότεροι επιλέγουν το ∆ από το Γ µε αποτέλεσµα να υποστηρίζουν 

ότι ( ) ( )u u∆ > Γ . Πρακτικά, αυτό σηµαίνει ότι προτιµούν να επιλέξουν το 
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µεγαλύτερο πιθανό κέρδος παρόλο που έχουν µικρότερη πιθανότητα για να το 

κερδίσουν. 

 

Ας υποθέσουµε ότι τα δύο παραπάνω ισχύουν. Τότε, προκύπτουν τα παρακάτω. 

( ) ( )u uΑ > Β ⇔ ( ) ( ) ( ) ( )1 0,01 0 0,89 1 0,10 5u u u u> + +  

( ) ( ) ( )0,11 1 0,01 0 0,10 5u u u⇔ > + . 

Αν τώρα, προσθέσουµε και στα δύο µέλη της παραπάνω ανίσωσης το ( )0,89 0u  

έχουµε 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )0,89 0 0,11 1 0,89 0 0,01 0 0,10 5u u u u u+ > + +  

( ) ( ) ( ) ( )0,89 0 0,11 1 0,90 0 0,10 5u u u u⇔ + > +  

( ) ( )u u⇔ Γ > ∆  άτοπο. 

 

Η σχέση στην οποία καταλήξαµε µας οδηγεί σε άτοπο, διότι υποθέσαµε ότι 

( ) ( )u u∆ > Γ . Ως εκ τούτου, συµπεραίνουµε ότι παραβιάζεται το αξίωµα της 

ανεξαρτησίας, το οποίο δηλώνει ότι δύο πανοµοιότυπα αποτελέσµατα σε ένα τυχερό 

παιχνίδι, θα πρέπει να θεωρούνται ανεξάρτητα ως προς την συνολική ανάλυση του 

πειράµατος. Εντούτοις, αυτό παραβλέπει την έννοια της συµπληρωµατικότητας, 

δηλαδή παραβλέπει το γεγονός ότι η επιλογή που γίνεται στο ένα τυχερό παιχνίδι 

µπορεί να εξαρτάται από την πιθανή έκβαση που θα έχει το άλλο τυχερό παιχνίδι. 

 

Στο 1ο Τυχερό παιχνίδι η επιλογή του Β έχει 1%  πιθανότητα µηδενικού κέρδους. 

Συνεπώς, αυτή η επιλογή εµπεριέχει µία δόση απογοήτευσης στην περίπτωση που το 

άτοµο επιλέξει το Β και χάσει. Αντιθέτως, στην περίπτωση που το άτοµο επιλέξει το 

Α θα έχει σίγουρο κέρδος. Ωστόσο, το συναίσθηµα της απογοήτευσης εξαρτάται και 

από το αποτέλεσµα του 2ου Τυχερού παιχνιδιού. Ως εκ τούτου, ο M. Allais 

υποστηρίζει ότι δεν είναι δυνατόν να αξιολογηθούν µερικώς οι επιλογές που 

προκύπτουν στα τυχερά παιχνίδια, ανεξάρτητα από τις υπόλοιπες επιλογές που 

παρουσιάζονται, όπως άλλωστε απαιτείται από το αξίωµα της ανεξαρτησίας. 

Συµπερασµατικά, η Θεωρία της Ωφελιµότητας δε µπορεί να αποτελεί τρόπο µε τον 

οποίο κρίνουµε την ορθολογική ικανότητα των ατόµων που συµµετέχουν στα τυχερά 

παιχνίδια. 
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Στην περίπτωση µας, ανεξαρτησία σηµαίνει ότι αν ένας παίχτης παραµένει αδιάφορος 

µεταξύ των δύο πειραµάτων σε περίπτωση συµµετοχής, µόνο στο 1ο Τυχερό παιχνίδι 

ή µόνο στο 2ο Τυχερό παιχνίδι, τότε θα πρέπει να παραµένει αδιάφορος και στην 

περίπτωση µίξης του 1ου Τυχερού παιχνιδιού µε ένα 3ο Τυχερό παιχνίδι µε 

πιθανότητα ρ , καθώς επίσης και στην περίπτωση µίξης του 2ου Τυχερού παιχνιδιού 

µε το 3ο Τυχερό παιχνίδι µε την ίδια πιθανότητα ρ . 

 

Παρατήρηση 2.3.1 

Η Θεωρία Ωφελιµότητας των Von Neumann και Morgenstern δεν υπολογίζει ρητά το 

επίπεδο κινδύνου X  όπως απαιτείται από την εξίσωση [ ] ( ), ;X r Rµ θ µΠ = +  όπου 

[ ]µ = Ε Χ  και εποµένως δεν θα την αναφέρουµε ξανά.      � 

 

2.4 Η συνάρτηση επιβάρυνσης του κινδύνου 
 

Στη συνέχεια θα χρησιµοποιήσουµε τις συναρτήσεις µέτρησης του κινδύνου, καθώς 

επίσης και τις αρχές υπολογισµού του ασφαλίστρου προκειµένου να διερευνήσουµε 

τη συναρτησιακή µορφή του θ . 

 

Θεώρηµα 2.4.1 

Για κάθε συνάρτηση µέτρησης του κινδύνου R που ικανοποιεί τις ιδιότητες 1-5 του 

Ορισµού 1.4.3 και για κάθε αρχή υπολογισµού του ασφαλίστρου Π  που ικανοποιεί 

τις ιδιότητες 1, 2 και 3β  του Ορισµού 2.2.4, η συνάρτηση επιβάρυνσης του κινδύνου 

ικανοποιεί τις εξής ιδιότητες: 

)α  ( )0, ; 0Rθ µ =  και 

)β  θ  ανεξάρτητο του µ , όπου µ  η µέση τιµή της τ.µ. X . 
 

Απόδειξη 

)α  Από τις ιδιότητες 1 και 2 του ασφαλίστρου (βλ. Ορισµό 2.2.4) προκύπτει ότι για 

X c=  είναι 

[ ]c cΠ = . 

Επίσης για X c= , δηλαδή στην περίπτωση όπου ο κίνδυνος δεν είναι τυχαίος, θα 

ισχύει ότι  
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[ ] [ ]X c cΕ = Ε =  και κατά συνέπεια θα είναι cµ = . 

Επιπροσθέτως, θα ισχύει ότι 

[ ] [ ] 0 0r R X R c r= = = ⇒ = . 

 

Από τα παραπάνω, συµπεραίνουµε ότι [ ] 0  ακίνδυνηR X X= ⇔ . Συνεπώς, από τη 

σχέση [ ] ( ), ;X r Rµ θ µΠ = +  για X c=  και λαµβάνοντας υπόψη ότι cµ = , θα 

έχουµε 

[ ] ( ) ( )0, ; 0, ; 0X R Rµ θ µ θ µΠ = + ⇒ = . 

 

)β  Για να αποδείξουµε ότι το θ  είναι ανεξάρτητο του µ , θα χρησιµοποιήσουµε την 

ιδιότητα της συνέπειας για το µέτρο κινδύνου, καθώς επίσης και την ιδιότητα της 

γραµµικής συνέπειας για το ασφάλιστρο. 

 

Σύµφωνα µε την ιδιότητα της συνέπειας για κάθε X ∈Ω  και .c σταθ=  ισχύει ότι 

[ ] [ ]R X c R X+ =  

και εποµένως θα ισχύει και 

[ ] [ ]R X c R Xα α+ = . 

Έστω τώρα, ότι θέτουµε 

[ ] ( ),R X rα ρ α= , 

τότε η επικινδυνότητα r  θα είναι 

[ ] ( ),1r R X rρ= = . 

 

Χρησιµοποιώντας την εξίσωση [ ] ( ), ;X r Rµ θ µΠ = +  έχουµε 

[ ] [ ] ( ) [ ]( ), , ;X c X c r X c Rα α θ ρ α αΠ + = Ε + + Ε +  

      [ ] ( ) [ ]( ), , ;X c r X c Rα θ ρ α α= Ε + + Ε +  

          ( )( ), , ;c r c Rαµ θ ρ α αµ= + + +  .          ( )2.3  

Επιπροσθέτως, από τη σχέση ( )2.3  και από την ιδιότητα της γραµµικής συνέπειας 

του ασφαλίστρου προκύπτει ότι 
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[ ] [ ]X c X cα αΠ + = Π +  

( )( ) ( )( ), , ; , ;c r c R r R cαµ θ ρ α αµ α µ θ µ⇔ + + + = + +  

αµ⇔ c+ ( )( ), , ;r c Rθ ρ α αµ αµ+ + = ( ), ;r R cαθ µ+ +  

( )( ) ( ), , ; , ;r c R r Rθ ρ α αµ αθ µ⇔ + =  .           ( )2.4  

 

Αν στη συνέχεια, θέσουµε ( ),rρ α ρ=  και ( )c mαµ µ+ =  για κάθε c , τότε από τη 

σχέση ( )2.4  προκύπτει ότι 

  ( )( ) ( ), ; , ;m R r Rθ ρ µ αθ µ=  .            ( )2.5  

Για 1µ µ=  από τη σχέση ( )2.5  είναι 

  ( )( ) ( )1 1, ; , ;m R r Rθ ρ µ αθ µ=             ( )2.6  

ενώ, για 2 1µ µ µ κ= = +  όπου 2 1µ µ>  και 0κ >  από ( )2.5  είναι 

 ( )( ) ( )2 2, ; , ;m R r Rθ ρ µ αθ µ=  .           ( )2.7  

 

Όµως, 

( )( ) ( ) ( )( )2 2 1, ; , ; , ;m R c R c Rθ ρ µ θ ρ αµ θ ρ α µ κ= + = + +  

                        ( ) ( )1 1, ; , ;
C c

c R C R
ακ

θ ρ αµ ακ θ ρ αµ
= +

= + + = +  

           ( )( )
( )

( )
2.6

1 1, ; , ;m R r Rθ ρ µ αθ µ= = . 

 

Εποµένως, καταλήγουµε στο συµπέρασµα ότι 

( )( ) ( )2 1, ; , ;m R r Rθ ρ µ αθ µ=  .           ( )2.8  

 

Αν τώρα χρησιµοποιήσουµε τις σχέσεις ( )2.7  και ( )2.8  παρατηρούµε ότι 

( ) ( )2 1, ; , ;r R r Rθ µ θ µ=  

για κάθε 2 1µ µ>  και εποµένως το ( ), ;r Rθ µ  είναι ανεξάρτητο του µ . Συνεπώς, 

είναι 

( ) ( ), ; ;r R r Rθ µ θ=  
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και η εξίσωση [ ] ( ), ;X r Rµ θ µΠ = +  παίρνει τη µορφή 

[ ] ( )X rµ θΠ = +  .           ( )2.9  

 

Τονίζουµε ότι στη σχέση ( )2.6 , καταλήξαµε κάνοντας την υπόθεση ότι ισχύει η 

γραµµική συνέπεια. Εποµένως, σε κάθε περίπτωση όπου ισχύει η σχέση ( )2.6 , 

µπορούµε να συµπεράνουµε ότι ισχύει και η υπόθεση της γραµµικής συνέπειας. 

Επιπροσθέτως, δείξαµε ότι η συνάρτηση επιβάρυνσης του ασφαλίστρου, είναι 

ανεξάρτητη του µ . Εποµένως, η σχέση ( )2.6  µπορεί να γραφτεί 

( ) ( ); ;R r Rθ ρ αθ=           ( )2.10  

ή ακόµα και 

   ( ) ( )rθ ρ αθ=  .          ( )2.11  

 

Ως εκ τούτου, συµπεραίνουµε ότι αν ισχύει η σχέση ( )2.10  ή η σχέση ( )2.11  θα 

ισχύει και η ιδιότητα της γραµµικής συνέπειας για το ασφάλιστρο [ ]XΠ .    � 

 

Παρατήρηση 2.4.2 

Σύµφωνα µε τα παραπάνω για τη συνάρτηση επιβάρυνσης παρατηρούµε τα εξής: 

1. Για 1α =  είναι ( ) ( ), ,1r r rρ ρ α ρ= = =  και ( )m cµ µ= + . Άρα, από τη 

σχέση ( )2.5  προκύπτει ότι 

( ) ( ), ; , ;r c R r Rθ µ θ µ+ =  

και εποµένως συµπεραίνουµε ότι αν το µ  αυξηθεί κατά c σταθ= , δηλαδή 

αν µετατοπιστεί ο µέσος κατά c, τότε το περιθώριο ασφαλείας θ  παραµένει 

το ίδιο. 

2. Για 0c =  είναι ( )m µ αµ= . Άρα, από τη σχέση ( )2.5  προκύπτει ότι  

( ) ( ), ; , ;R r Rθ ρ αµ αθ µ= . 

Εποµένως, η επιβάρυνση του κινδύνου Xα  είναι α  φορές η επιβάρυνση 

του κινδύνου X . 

            � 
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Θεώρηµα 2.4.3 

Όταν η διασπορά χρησιµοποιείται σαν µέτρο κινδύνου και τα ασφάλιστρα είναι 

προσθετικά τότε: 

)α  Προκύπτει η αρχή της διασποράς [ ] [ ] [ ]X X kV r XαΠ = Ε + , όπου 0k ≥ . 

)β  Η ιδιότητα της γραµµικής συνέπειας δεν ικανοποιείται. 
 

Απόδειξη 

)α  Έστω ότι για τον κίνδυνο 1X  είναι [ ]1 1X µΕ =  και η επιβάρυνση του 

ασφαλίστρου είναι ( )1rθ , ενώ για τον κίνδυνο 2X  είναι [ ]2 2X µΕ =  και η 

επιβάρυνση του ασφαλίστρου είναι ( )2rθ . (Θεωρούµε ότι έχουµε επιλέξει την ίδια 

συνάρτηση θ  και για τους δύο κινδύνους, διότι το θ  είναι ανεξάρτητο του µ ). Τότε, 

θα ισχύει ότι 

[ ] [ ] [ ]1 2 1 2X X X XΠ + = Π +Π  

[ ] ( ) [ ] ( ) [ ] ( )1 2 1 2 1 1 2 2X X r r X r X rθ θ θ⇒Ε + + + = Ε + +Ε +  

1µ⇒ 2µ+ ( )1 2 1r rθ µ+ + = ( )1 2rθ µ+ + ( )2rθ+  

    ( ) ( ) ( )1 2 1 2r r r rθ θ θ⇒ + = +  .         ( )2.12  

 

Αν στη συνέχεια υποθέσουµε ότι 2 0r > , τότε από τη σχέση ( )2.12  προκύπτει ότι 

( ) ( ) ( )1 2 1 2r r r rθ θ θ+ − =  

( ) ( ) ( ) ( )1 2 1 2

2 2

0r r r r

r r

θ θ θ θ+ − −
⇒ =  .        ( )2.13  

(∆εδοµένου ότι για 0r =  η X  είναι ακίνδυνη, θα ισχύει ότι ( )0 0θ = .) 

 

Παίρνοντας τώρα το όριο της σχέσης ( )2.13  για 2 0r →  θα είναι 

( ) ( ) ( ) ( )
2 2

1 2 1 2

0 0
2 2

0
lim lim
r r

r r r r

r r

θ θ θ θ
→ →

+ − −
=  

( ) ( )1 0rθ θ′ ′⇒ =  

και επειδή το ( )0θ ′  είναι αριθµός, µπορούµε να θέσουµε ( )0 kθ ′ = , k∈ℝ . Άρα, θα 

είναι 
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( ) ( )1 0rθ θ′ ′=  

( )1r kθ⇒ =  

( )1 1r k rθ λ⇒ = ⋅ + . 

Αν τώρα, στην παραπάνω σχέση θέσουµε 1 0r =  θα είναι ( )0θ λ=  και επειδή 

( )0 0θ =  προκύπτει ότι 0λ = . Εποµένως, θα είναι ( )1 1r k rθ = ⋅  και στη γενική 

περίπτωση ( )r k rθ = ⋅ . Επιπλέον, επειδή ( ) 0rθ ≥  και 0r ≥  θα πρέπει να ισχύει 

και 0k > . Άρα, τελικά είναι  

( )r krθ = , 0k > . 

 

Όµως, από την υπόθεση του θεωρήµατος χρησιµοποιούµε σαν µέτρο κινδύνου τη 

διασπορά και συνεπώς είναι [ ] [ ]r R X Var X= = . Εποµένως, καταλήγουµε στο 

συµπέρασµα ότι 

( ) [ ]r k V r Xθ α= ⋅ . 

Άρα, σε αυτή την περίπτωση προκύπτει η αρχή της διασποράς η οποία είναι 

[ ] [ ] [ ]X X kV r XαΠ = Ε + , όπου 0k ≥ . 

 

)β  Τώρα, θα αποδείξουµε ότι η ιδιότητα της γραµµικής συνέπειας δεν ικανοποιείται, 

δηλαδή, θα αποδείξουµε ότι δεν ισχύει η σχέση [ ] [ ]X c X cα αΠ + = Π + , όπου ,cα

θετικές σταθερές. 

 

Θυµίζουµε ότι νωρίτερα θέσαµε 

    ( ) [ ],r R Xρ α α=  ,         ( )2.14  

µε αποτέλεσµα η επικινδυνότητα να είναι 

[ ] ( ),1r R X rρ= =  . 

 

∆εδοµένου της υπόθεσης ότι [ ] [ ]r R X Var X= =  θα ισχύει ότι 

[ ] [ ] [ ]2 2R X Var X Var X rα α α α= = =  .        ( )2.15  
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Χρησιµοποιώντας τις σχέσεις ( )2.14 , ( )2.15  µπορούµε εύκολα να διαπιστώσουµε 

ότι ( ) 2,r rρ α α= . 

 

Στη συνέχεια, θα δείξουµε ότι αν ισχύει η σχέση ( ) 2,r rρ α α= , η σχέση ( )2.10  δεν 

ικανοποιείται. Έστω ότι η σχέση ( )2.10  ισχύει. Τότε θα έχουµε 

( )( ) ( ), ; ;r R r Rθ ρ α αθ=  

( )( ) ( ),r rθ ρ α αθ⇔ =  

    ( ) ( )2r rθ α αθ⇔ =  .         ( )2.16  

Επειδή ( )r k rθ = ⋅  µε 0k>  θα είναι ( )2 2r k rθ α α= ⋅ . Ως εκ τούτου, από τη σχέση 

( )2.16  προκύπτει ότι 

2k r krα α=  

, 0k

r r
α

α
>

⇔ =  

( )1 0r α⇔ − =  

0  ή  =1r α= . 

Εποµένως, έχουµε καταλήξει σε άτοπο, καθώς η σχέση ( )( ) ( ), ; ;r R Rθ ρ α αθ ρ=  

δεν ισχύει για κάθε α  και για κάθε r . Συµπερασµατικά, δεν ισχύει και η ιδιότητα της 

γραµµικής συνέπειας.           � 

 

Είναι σηµαντικό να αναφέρουµε ότι η διασπορά δε µπορεί να χρησιµοποιηθεί σε κάθε 

περίπτωση ως συνάρτηση µέτρησης του κινδύνου. Στην πρόταση που ακολουθεί 

αναφέρουµε κάποιες συνθήκες οι οποίες είναι ικανές για να εξασφαλίσουµε την 

δυνατότητα χρήσης της διασποράς ως συνάρτηση µέτρησης του κινδύνου. 

 

Πρόταση 2.4.4 

Αν το µέτρο κινδύνου είναι η διασπορά και τα ασφάλιστρα είναι υποαθροιστικά, τότε 

κάθε αύξουσα, µη αρνητική κοίλη συνάρτηση του r , που περνάει από την αρχή των 

αξόνων, µπορεί να χρησιµοποιηθεί ως συνάρτηση επιβάρυνσης του ασφαλίστρου.  � 
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Παράδειγµα 2.4.5 

Να αποδειχθεί ότι η συνάρτηση ( ) tr crθ =  µε 0 1t< <  και 0c > , µπορεί να 

χρησιµοποιηθεί ως συνάρτηση επιβάρυνσης του ασφαλίστρου, στην περίπτωση όπου 

τα ασφάλιστρα είναι υποαθροιστικά και το µέτρο κινδύνου είναι η διασπορά. 
 

Λύση 

Αν το µέτρο κινδύνου είναι η διασπορά, τότε θα ισχύει ότι 0r ≥ , καθώς η διασπορά 

είναι ένας µη αρνητικός πραγµατικός αριθµός. Εποµένως, για 1 2r r≤  και 0 1t< <  θα 

είναι 

( ) ( )
0

1 2 1 2 1 2 1 2

c
t t t tr r r r cr cr r rθ θ

>

≤ ⇒ ≤ ⇒ ≤ ⇒ ≤ . 

Συνεπώς, η συνάρτηση ( )rθ  είναι αύξουσα. Επιπλέον, δεδοµένου ότι 0r ≥ , 

0 1t< <  και 0c > , θα ισχύει ότι ( ) 0rθ > , δηλαδή η συνάρτηση ( ) tr crθ =  είναι 

µη αρνητική. Επιπροσθέτως, η συνάρτηση ( ) tr crθ =  είναι κοίλη διότι έχει 1η 

παράγωγο θετική και η οποία είναι ίση µε ( ) 1 0tr ctrθ −′ = ≥ . Τέλος, για 0r =  θα 

έχουµε ( )0 0θ =  και εποµένως η συνάρτηση ( ) tr crθ =  περνάει από την αρχή των 

αξόνων. 

 

Εποµένως, σύµφωνα µε τη Πρόταση 2.4.4, η συνάρτηση ( ) tr crθ =  µπορεί να 

χρησιµοποιηθεί ως συνάρτηση επιβάρυνσης του ασφαλίστρου. 

 

Αξίζει να αναφέρουµε ότι στην περίπτωση όπου το 1 2t = , προκύπτει η αρχή του 

ασφαλίστρου που είναι γνωστή ως αρχή της τυπικής απόκλισης και η οποία 

εκφράζεται από τη σχέση  

       [ ] [ ] [ ]X X c Var XΠ = Ε + , όπου 0c > .    � 

 

Παράδειγµα 2.4.6 

Να αποδειχθεί ότι η συνάρτηση ( ) ( )log 1r b rθ = +  όπου 0r ≥  και 0b >  µπορεί 

να χρησιµοποιηθεί ως συνάρτηση επιβάρυνσης του ασφαλίστρου, στην περίπτωση 

όπου τα ασφάλιστρα είναι υποαθροιστικά και το µέτρο κινδύνου είναι η διασπορά. 
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Λύση 

Αν το µέτρο κινδύνου είναι η διασπορά, τότε θα ισχύει ότι 0r ≥ , καθώς η διασπορά 

είναι ένας µη αρνητικός πραγµατικός αριθµός. Εποµένως, δεδοµένου ότι η 

λογαριθµική συνάρτηση είναι ένα προς ένα (1-1), για 1 2r r≤  θα ισχύει ότι 

1 2 1 21 1r r r r≤ ⇒ + ≤ +  

( ) ( )
1 1

1 2log 1 log 1r r
−

⇒ + ≤ +  

( ) ( )
0

1 2log 1 log 1
b

b r b r
>

⇒ + ≤ +  

( ) ( )1 2r rθ θ⇒ ≤  

και εποµένως η συνάρτηση ( )rθ  είναι αύξουσα. 

Επιπλέον, δεδοµένου ότι 

( )0 1 1 log 1 0r r r> ⇒ + > ⇒ + >  και 0b ≥ , 

θα ισχύει ότι ( ) 0rθ ≥ , δηλαδή η συνάρτηση ( ) ( )log 1r b rθ = +  είναι µη αρνητική. 

Επίσης, η συνάρτηση ( ) ( )log 1r b rθ = +  είναι κοίλη διότι έχει 1η παράγωγο θετική 

και η οποία είναι ίση µε ( ) 0
1

b
r

r
θ ′ = >

+
. Τέλος, για 0r =  θα έχουµε ( )0 0θ =  

και εποµένως η συνάρτηση ( ) tr crθ =  περνάει από την αρχή των αξόνων. 

 

Εποµένως, σύµφωνα µε την Πρόταση 2.4.4 η συνάρτηση ( ) ( )log 1r b rθ = +  µπορεί 

να χρησιµοποιηθεί ως συνάρτηση επιβάρυνσης του ασφαλίστρου. 

 

Αναφέρουµε ότι από την παραπάνω συνάρτηση επιβάρυνσης του ασφαλίστρου, 

προκύπτει µία αρχή του ασφαλίστρου που είναι γνωστή ως αρχή υπολογισµού της 

log-διασποράς (log-variance principle) και εκφράζεται από τη σχέση 

           [ ] [ ] [ ]( )log 1X X b Var XΠ = Ε + + , όπου 0b > .    � 
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 3 

 

Ο ΥΠΟΛΟΓΙΣΜΟΣ ΤΩΝ ΑΣΦΑΛΙΣΤΡΩΝ ΜΕ ΤΗ 

ΧΡΗΣΗ ΑΝΩΤΕΡΩΝ ΗΜΙΑΝΑΛΟΙΩΤΩΝ 
 

3.1 Η επιβάρυνση του ασφαλίστρου σε σχέση µε την επικινδυνότητα 
 

Είναι απαραίτητο να καταλάβουµε πόσο σηµαντική είναι η επίδραση που έχουν στην 

επιβάρυνση του ασφαλίστρου, τόσο η ιδιότητα της συνέπειας που αφορά το µέτρο 

κινδύνου, όσο και της γραµµικής συνέπειας που αφορά το ασφάλιστρο. Ο λόγος 

οφείλεται στο γεγονός ότι καταργούν κάθε εξάρτηση της επιβάρυνσης του 

ασφαλίστρου από τη µέση τιµή του κινδύνου. Ως εκ τούτου, αν χρησιµοποιήσουµε τη 

διασπορά ή την τυπική απόκλιση ως συνάρτηση µέτρησης του κινδύνου, θα πρέπει να 

τιµολογούµε µε τον ίδιο τρόπο όλους τους κινδύνους που έχουν την ίδια µέση τιµή 

και την ίδια διασπορά. Πρακτικά, αυτό σηµαίνει πως στην περίπτωση δύο 

ανεξάρτητων κίνδυνων 1X  και 2X  για τους οποίους ισχύει 

[ ] [ ]1 2X X µΕ = Ε =  και [ ] [ ] 2
1 2Var X Var X σ= = , 

θα πρέπει να ισχύει και 

[ ] [ ]1 2X XΠ =Π , 

δηλαδή οι δύο κίνδυνοι θα πρέπει να έχουν τιµολογηθεί µε το ίδιο ασφάλιστρο. 

Ωστόσο, κάτι τέτοιο δε µπορεί να θεωρηθεί σωστό, διότι µπορεί ο ένας από τους δύο 

κινδύνους να είναι πιο επικίνδυνος από τον άλλον. Αναφέρουµε ότι µία συνάρτηση 

κατανοµής λέγεται πιο επικίνδυνη από µία άλλη αν υπάρχει µία σχετικά µεγαλύτερη 

πιθανότητα για πολύ µεγάλες απαιτήσεις. 

 

Παρατήρηση 3.1.1 

Η µέση τιµή και η διασπορά δεν αντανακλούν το επίπεδο του κινδύνου της X , διότι 

δε διαθέτουν καµία πληροφορία για την δεξιά ουρά της κατανοµής, η οποία εν µέρει, 

περιέχει τις πληροφορίες για τις πιθανότητες πραγµατοποίησης ζηµιών µε πολύ 

µεγάλες απαιτήσεις, δηλαδή µας παρέχει πληροφορίες οι οποίες σχετίζονται µε τον 

αποκαλούµενο κίνδυνο της δεξιάς ουράς.        � 
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Ορισµός 3.1.2 

Κίνδυνος δεξιάς ουράς ονοµάζεται ο κίνδυνος που σχετίζεται µε την ακραία δεξιά 

ουρά µίας κατανοµής. Εποµένως, ο κίνδυνος της δεξιάς ουράς σχετίζεται µε τις 

απαιτήσεις που είναι πολύ µεγαλύτερες από το µέσο και κατά συνεπεία εκφράζει τον 

κίνδυνο που σχετίζεται µε τις καταστροφικές ζηµιές.      � 

 

Μία ασφαλιστική εταιρεία είναι απαραίτητο να κάνει σωστή τιµολόγηση, διότι σε 

περίπτωση µη σωστής τιµολόγησης θα αντιµετωπίσει πρόβληµα αφερεγγυότητας. 

Συνήθως, οι ασφαλιστικές απαιτήσεις έχουν θετική σκέδαση και σχετικά βαριά ουρά. 

Αυτό σηµαίνει ότι ζηµιές µε µικρές απαιτήσεις έχουν µεγάλες πιθανότητες να 

πραγµατοποιηθούν, ενώ οι ζηµίες µε πολύ µεγάλες απαιτήσεις έχουν πολύ µικρή 

πιθανότητα να πραγµατοποιηθούν. Ωστόσο, σε περίπτωση που πραγµατοποιηθεί µία 

πολύ µεγάλη ζηµιά, η ασφαλιστική εταιρεία θα πρέπει να είναι σε θέση να καλύψει 

την απαιτούµενη αποζηµίωση. Ως εκ τούτου, αν τα ασφάλιστρα υπολογιστούν 

κάνοντας χρήση µόνο της µέσης τιµής και της διασποράς θα είναι ανεπαρκή, διότι δεν 

λαµβάνουν υπόψη τον κίνδυνο της δεξιάς ουράς. Αυτό οφείλεται στο γεγονός ότι ο 

παραπάνω τρόπος υπολογισµού του ασφαλίστρου τείνει να υποτιµά τους κινδύνους 

βαριάς ουράς και να υπερτιµά τους κινδύνους ελαφριάς ουράς. Αυτό σηµαίνει πως 

στην περίπτωση βαριάς ουράς, υποτιµούνται κίνδυνοι µε πάρα πολύ µικρή 

πιθανότητα (π.χ. καταστροφικά γεγονότα), οι οποίοι όµως αν πραγµατοποιηθούν, θα 

προκαλέσουν πάρα πολύ µεγάλες απαιτήσεις και θα θέσουν σε κίνδυνο τη 

φερεγγυότητα της ασφαλιστικής εταιρείας. Επιπλέον, εύκολα µπορεί κανείς να 

διαπιστώσει ότι αυτός ο κίνδυνος είναι ιδιαίτερα σηµαντικός για τους αντασφαλιστές 

καθώς ένα µεγάλο µέρος των εργασιών τους σχετίζεται µε την τιµολόγηση και την 

αποδοχή των κινδύνων της δεξιάς ουράς (right-tail risks). 

 

Στα παραδείγµατα που ακολουθούν και τα οποία θα πραγµατοποιηθούν µε τη βοήθεια 

του Mathematica, θα δείξουµε ότι υπάρχουν κατανοµές που έχουν την ίδια µέση τιµή 

και την ίδια διασπορά, αλλά έχουν διαφορετική σκέδαση και κύρτωση και εποµένως 

είναι απαιτητή η διαφορετική τιµολόγηση τους. Πριν όµως, θα δώσουµε τον ορισµό 

µερικών εννοιών που είναι απαραίτητες για την περαιτέρω µελέτη µας (βλ. 

Χαραλαµπίδης, 1993). 
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Ορισµός 3.1.3 

Έστω X  µία τ.µ. και µ  η µέση τιµή της. Τότε, ορίζουµε ως 

( ) j

j Xµ µ = Ε −   τη j -τάξης κεντρική ροπή 

και ως 

         j
j Xρ  = Ε   τη j -τάξης ροπή περί την αρχή.     � 

 

Ορισµός 3.1.4 

Έστω X  τ.µ. µε [ ]Xµ = Ε  και [ ]2 V r Xσ α= . Τότε ορίζουµε: 

)α  συντελεστή λοξότητας ή λοξότητα ή σκέδαση (skewness) της τ.µ. X  το πηλίκο 

( )3
3

3 3

X µ µ
β

σ σ

 Ε − = = . 

Αν 0β >  λέµε ότι η τ.µ. X  έχει θετική λοξότητα (δηλαδή είναι λοξή προς τα δεξιά), 

αν 0β =  λέµε ότι είναι συµµετρική, ενώ αν 0β <  λέµε ότι έχει αρνητική λοξότητα 

(δηλαδή είναι λοξή προς τα αριστερά). 

)β  συντελεστής κύρτωσης ή κυρτότητα (kirtosis) της τ.µ. X  το πηλίκο 

( )4
4

4 4

X µ µ
γ

σ σ

 Ε − = = . 

Αν 3γ >  λέµε ότι η τ.µ. X  είναι λεπτόκυρτη, αν 3γ =  λέµε ότι η τ.µ. X  είναι 

µεσόκυρτη, ενώ αν 3γ <  λέµε ότι η τ. µ. X  είναι πλατύκυρτη. 

             � 

 

Παράδειγµα 3.1.5 

Για τις τ.µ. 1X , 2X , 3X  που ορίζονται παρακάτω, να υπολογιστούν η µέση τιµή, η 

διασπορά, η σκέδαση και η κύρτωση. 

1

0 ,  µε πιθανότητα 3 4

4 ,  µε πιθανότητα 1 4
X


= 


 

2

1 1
Γάµµα ,

3 3
X  

 
 

∼  

( )3 Pareto 2,3X ∼  (Lomax) 
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Λύση 

Για την τ.µ. 1X  ισχύει ότι ( )1

3
0

4
f =  και ( )1

1
4

4
f = . 

Επιπλέον, η 2

1 1
Γάµµα ,

3 3
X  

 
 

∼  και εποµένως θα είναι ( ) ( ) ( )

( )

1 3 1 32 3

2

1 3

1 3

xx e
f x

−−

=
Γ

. 

Τέλος, η 3X  είναι Pareto τύπου Lomax και εποµένως θα είναι ( )
( )3 4

24

2
f x

x
=

+
. 

 

Υπολογισµός της µέσης τιµής 

1) [ ] [ ]1 1

3 1
0 4 1

4 4
X XΕ = ⋅ + ⋅ ⇒ Ε = . 

 

2) [ ] [ ]2 2

1 3
1

1 3
X X

α
λ

Ε = = ⇒Ε =  (βλ. Χαραλαµπίδης, 1993). 

 

3) [ ] ( ) ( )
( )

( ) ( )
( )

0 0
3

2 1 2 3 1
1

3

x x
X

α
α

Γ Γ − Γ Γ −
Ε = = =

Γ Γ
 (βλ. Klugman et al., 2004). 

 

Τελικά, είναι [ ] [ ] [ ]1 2 3 1X X XΕ = Ε = Ε = . 

 

Υπολογισµός της διασποράς 

1) Για τη 1X  είναι 

2 2 2
1

3 1
0 4 4

4 4
X Ε = ⋅ + ⋅ =   

και εποµένως, προκύπτει ότι 

[ ] [ ]2 2
1 1 1 4 1 3Var X X X = Ε −Ε = − =  . 

 

2) Για τη 2X  έχουµε 

[ ]
( )2 22

1 3
3

1 3
Var X

α
λ

= = =  (βλ. Χαραλαµπίδης, 1993). 

3) Για τη 3X  ισχύει ότι 
( ) ( )
( )

( ) ( )
( )

2 2
0 02 2

3 0

3 2 3 3 2
4

3

x x
X x

α
α

Γ Γ − Γ Γ −
 Ε = = = =  Γ Γ

 (βλ. 

Klugman et al., 2004) και εποµένως θα είναι 
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[ ] [ ]2 2
3 3 3 4 1 3Var X X X = Ε −Ε = − =  . 

 

Συνεπώς, είναι [ ] [ ] [ ]1 2 3 3Var X Var X Var X= = = . 

 

Υπολογισµός της σκέδασης 

Για να υπολογίσουµε τη σκέδαση (ή λοξότητα), είναι απαραίτητος ο υπολογισµός του 

3µ , δηλαδή ο υπολογισµός της 3ης κεντρικής ροπής για κάθε µία από τις τ.µ. Όπως 

αναφέραµε προηγουµένως η j -τάξης κεντρική ροπή είναι ( ) j

j Xµ µ = Ε −  . Άρα, 

για 3j =  θα έχουµε 

      ( )33 Xµ µ = Ε − 
3 2 33 2X Xµ µ   = Ε − Ε +     .           ( )3.1  

 

Όπως θα δείξουµε και παρακάτω, οι τ.µ. 1X , 2X , 3X  έχουν διαφορετικά 3µ . 

Εποµένως, και η σκέδαση θα είναι διαφορετική για κάθε µία από αυτές. 

 

1) Η 3η ροπή της 1X  είναι 

3 3 3
1

3 1
0 4 16

4 4
X Ε = ⋅ + ⋅ =    

και εποµένως, αν αντικαταστήσουµε τις τρεις πρώτες ροπές της 1X  στη σχέση ( )3.1 , 

προκύπτει ότι 

1

3
3, 16 3 1 4 2 1 6Xµ = − ⋅ ⋅ + ⋅ = . 

Άρα, η σκέδαση είναι 

( )
1

1

1

3,

33

6 2 3
1,1547 0

33

X
X

X

µ
β

σ
= = = = >  

και εποµένως η 1X  έχει θετική σκέδαση. 

 

2) Στη συνέχεια θα υπολογίσουµε την 3η ροπή της 2X . Ισχύει ότι 

( )( )3
2 3

1 2
X

α α α
β
+ +

 Ε =   (βλ. Χαραλαµπίδης, 1993) και εποµένως, για 1 3α =  θα 

έχουµε 
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3
2 3

1 1 1
1 2

3 3 3

1
3

X

  + +  
   Ε = 

 
 
 

3

1 4 7
3 3 3

1
3

⋅ ⋅
=
 
 
 

28= . 

Αν τώρα, αντικαταστήσουµε τις τρεις πρώτες ροπές τις 2X  στη σχέση ( )3.1 , 

προκύπτει ότι 

2

3
3, 28 3 1 4 2 1 18Xµ = − ⋅ ⋅ + ⋅ =  

και εποµένως η σκέδαση της 2X  θα είναι  

2

2

3,

3

X
X

µ
β

σ
=

( )3
18

3
2 3= = 3,464 0> . 

Συνεπώς και η τ.µ. 2X  έχει θετική σκέδαση. 

 

3) Όπως αναφέραµε και προηγουµένως, η Pareto που µελετάµε είναι τύπου Lomax, 

δηλαδή είναι της µορφής ( )
( ) 1

x
f x

x x

α
ο

α
ο

α
+=

+
 µε 2xο =  και 3α = . Οι ροπές της 

Pareto ορίζονται από τη σχέση 
( ) ( )

( )
1ox

X
ν

ν α ν ν
α

Γ − Γ +
 Ε =  Γ

 µε 1 ν α− < < , όπου 

( ) ( )1 !ν νΓ = −  αν ν ∈ℕ . Ως εκ τούτου, συµπεραίνουµε ότι για τη Pareto Lomax 

ορίζονται ροπές έως και 1α −  τάξης (βλ. Klugman et al., 2004). Εποµένως, στην 

περίπτωση µας, ορίζονται µόνο οι ροπές 1ης και 2ης τάξης. Αυτό έχει σαν αποτέλεσµα 

να µην µπορούµε να ορίσουµε τη σκέδαση και κατ’ επέκταση την κύρτωση αυτής της 

κατανοµής. 

 

Υπολογισµός της κύρτωσης 

Στη συνέχεια, θα υπολογίσουµε την 4η κεντρική ροπή µόνο για τις τ.µ. 1X  και 2X , 

καθώς από όσα αναφέραµε παραπάνω συµπεραίνουµε ότι για την τ.µ. 3X  δεν 

ορίζεται η 4η κεντρική ροπή. 

 

Για 4j =  από τη σχέση ( ) j

j Xµ µ = Ε −   θα έχουµε 

         ( )44 Xµ µ = Ε − 
4 3 2 2 44 6 3X X Xµ µ µ     = Ε − Ε + Ε −       .         ( )3.2  
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Οι 1X , 2X  έχουν διαφορετικές ροπές 3ης και 4ης τάξης και εποµένως, θα έχουν και 

διαφορετικές κεντρικές ροπές 4ης τάξης. 

 

1) Για την τ.µ. 1X  είναι 

4 4 4
1

3 1
0 4 64

4 4
X Ε = ⋅ + ⋅ =   

και εποµένως από τη σχέση ( )3.2  θα έχουµε 

1

2 4
4, 64 4 1 16 6 1 4 3 1 21Xµ = − ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ − ⋅ = . 

Ως εκ τούτου, θα είναι 

( )
1

1

1

4,

44

21 7
2,33 3

33

X
X

X

µ
γ

σ
= = = = <  

και εποµένως συµπεραίνουµε ότι η 1X  είναι πλατύκυρτη. 

 

2) Για τη τ.µ. 2X  είναι 
( )( ) ( )3

2 3

1 2 3
X

α α α α
β

+ + +
 Ε =   (βλ. Χαραλαµπίδης, 1993) 

και εποµένως είναι  

4
4

2 4

4

1 1 1 1 2801 2 3
3 3 3 3 3 280

11
33

X

   + + +   
    Ε = = = 

 
 
 

. 

Εποµένως, από τη σχέση ( )3.2  προκύπτει ότι 

2

2 4
4, 280 4 1 28 6 1 4 3 1 189Xµ = − ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ − ⋅ = . 

Άρα, θα είναι  

( )
2

2 2

2

4,

44

189 189
21 3

93

X
X X

X

µ
γ γ

σ
= = = ⇒ = >  

και εποµένως η 2X  είναι λεπτόκυρτη. 

 

Στο Σχήµα 3.1 θα παραστήσουµε γραφικά και τις τρεις συναρτήσεις. Αναφέρουµε ότι 

µε κόκκινο χρώµα έχουµε παραστήσει την τ.µ. 2f  ενώ µε πράσινο χρώµα έχουµε 

παραστήσει την τ.µ. 3f . Επιπλέον, οι πορτοκαλί κουκκίδες παρουσιάζουν την τ.µ. 1f . 
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Σχήµα 3.1: Γραφική Παράσταση των σ.π.π. των κατανοµών 1f  (πορτοκαλί χρώµα), 2f  

(κόκκινο χρώµα) και 3f  (πράσινο χρώµα) στο διάστηµα ( )0,5 . 

 

Από το παραπάνω σχήµα είναι φανερό ότι οι κίνδυνοι που αντιστοιχούν στις 

παραπάνω κατανοµές δεν µπορούν να τιµολογηθούν µε τον ίδιο τρόπο. Καταρχήν, 

στην περίπτωση πραγµατοποίησης του κινδύνου που αντιστοιχεί στην τ.µ. 1X , οι 

αποζηµιώσεις είναι φραγµένες καθώς η µέγιστη αποζηµίωση που µπορεί να απαιτηθεί 

δεν ξεπερνά τις 4 ν.µ. Επιπλέον, παρατηρούµε ότι υπάρχουν διαστήµατα στα οποία η 

2f  παίρνει µεγαλύτερες τιµές από την 3f  καθώς επίσης και διαστήµατα στα οποία η 2f  

παίρνει µικρότερες τιµές από την 3f . 

 

Ας δούµε τώρα πως συµπεριφέρονται οι ουρές των κατανοµών 2X  και 3X . 

 

 

Σχήµα 3.2: Γραφική παράσταση των ουρών των κατανοµών  

2f  (κόκκινο χρώµα) και 3f  (πράσινο χρώµα) στο διάστηµα ( )20,30 . 

 

Από το Σχήµα 3.2 είναι φανερό ότι η 3f  έχει πιο βαριά ουρά από την 2f . Αυτό 

σηµαίνει ότι η 3f  παρουσιάζει µεγαλύτερη πιθανότητα πραγµατοποίησης µεγάλων 
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ζηµιών. Επιπροσθέτως, από το παραπάνω σχήµα µπορούµε να διαπιστώσουµε ότι η 

πιθανότητα να πραγµατοποιηθεί κίνδυνος από την 2f  ο οποίος θα προκαλέσει ζηµιά 

πάνω από 30 ν.µ. είναι πρακτικά µηδέν. 

 

Ενδεικτικά, θα υπολογίσουµε τις τιµές των δύο συναρτήσεων για διάφορες τιµές του 

x . Τα αποτελέσµατα παρουσιάζονται στο παρακάτω συνοπτικό πίνακα. 

 

x  ( )2f x  ( )3f x  ( ) ( )3 2/f x f x  
1 0,1854522 0,2962963 1,5976963 

5 0,0167183 0,0099958 0,5978957 

10 0,0019892 0,0011574 0,5818419 

15 0,0002870 0,0002873 1,0010453 

20 0,0000447 0,0001024 2,2908277 

25 0,0000072 0,0000451 6,2638889 

30 0,0000012 0,0000228 19,0000000 
 

Πίνακας 3.1: Υπολογισµός του λόγου ( ) ( )3 2/f x f x  για διάφορες τιµές του x . 

 

Σύµφωνα µε τον παραπάνω πίνακα παρατηρούµε ότι ενώ αρχικά υπάρχει µία µείωση 

του λόγου ( ) ( )3 2/f x f x , στη συνέχεια ο λόγος αυτός αυξάνεται συνεχώς. Ως εκ 

τούτου, συµπεραίνουµε ότι ο κίνδυνος που αντιστοιχεί στην τ.µ. 3X  είναι 

µεγαλύτερος από τον κίνδυνο που αντιστοιχεί στη τ.µ. 2X , δεδοµένου ότι έχει 

µεγαλύτερη πιθανότητα πραγµατοποίησης µεγάλων ζηµιών. Για το λόγο αυτό, 

θεωρούµε ότι η 3X  θα πρέπει να τιµολογηθεί µε υψηλότερο ασφάλιστρο από την 2X  

και κατ’ επέκταση από την 1X .         � 

 

Παρατήρηση 3.1.6 (βλ. Χαραλαµπίδης, 1993) 

Αν η τ.µ ( )Γάµµα ,Y α λ∼  τότε η σκέδαση είναι ίση µε 
2

β
α

=  και η κύρτωση είναι 

ίση µε 
6

3γ
α

= + . Αυτό σηµαίνει ότι στην περίπτωση της κατανοµής Γάµµα, τόσο η 

σκέδαση όσο και η κύρτωση εξαρτώνται µόνο από την πρώτη παράµετρο της 
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κατανοµής. Άρα, στην περίπτωση της 2X  είναι αναµενόµενο ότι 
2

2 3Xβ =  και 

2
21Xγ = .            � 

 

Παράδειγµα 3.1.7 

Για τις τ.µ. 1X , 2X , 3X  που ορίζονται παρακάτω να υπολογιστούν η µέση τιµή, η 

διασπορά, ο συντελεστής λοξότητας και ο συντελεστής κύρτωσης. 

1

0 ,  µε πιθανότητα 2 3

3 ,  µε πιθανότητα 1 3
X


= 


 

2

1 1
Γάµµα ,

2 2
X  

 
 

∼  

( )3 Pareto 3,4X ∼  (Lomax) 

 

Λύση 

Για την τ.µ. 1X  ισχύει ότι ( )1

2
0

3
g =  και ( )1

1
3

3
g = . 

Επίσης, η 2

1 1
Γάµµα ,

2 2
X  

 
 

∼ . Άρα θα είναι ( ) ( ) ( )

( )

1 2 1 21 2

2

1 2

1 2

xx e
g x

−−

=
Γ

. 

Τέλος, η 3X  είναι Pareto τύπου Lomax, Εποµένως, θα είναι 

( )
( ) ( )

4

3 5 5

4 3 324

3 3
g x

x x

⋅
= =

+ +
. 

 

Όµοια µε το Παράδειγµα 3.1.5, θα υπολογίσουµε τη µέση τιµή, τη διασπορά, τη 

σκέδαση και την κύρτωση για κάθε µία από τις παραπάνω κατανοµές. 

 

Για να πραγµατοποιηθούν οι παραπάνω υπολογισµοί είναι απαραίτητο να γνωρίζουµε 

τις 4 πρώτες ροπές των τ.µ. 1X , 2X , 3X . Ακολουθώντας την ίδια διαδικασία µε το 

προηγούµενο παράδειγµα προκύπτει ότι 

[ ] [ ] [ ]1 2 3 1X X XΕ = Ε = Ε =  

και 

2 2 2
1 2 3 3X X X     Ε = Ε = Ε =      . 

Εποµένως, ισχύει ότι 
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[ ] [ ] [ ]1 2 3 2Var X Var X Var X= = = . 

 

Επιπλέον, αποδεικνύεται ότι 

3
1 9X Ε =  , 3

2 15X Ε =  , 3
3 27X Ε =   

και 

4
1 27X Ε =  , 4

2 105X Ε =  . 

Εποµένως, η 3η κεντρική ροπή για κάθε µία από τις τ.µ. 1X , 2X και 3X  είναι 

αντιστοίχως 

1

3
3, 9 3 1 3 2 1 2Xµ = − ⋅ ⋅ + ⋅ = , 

2

3
3, 15 3 1 3 2 1 8Xµ = − ⋅ ⋅ + ⋅ =  

και 

3

3
3, 27 3 1 3 2 1 20Xµ = − ⋅ ⋅ + ⋅ = , 

ενώ η 4η κεντρική ροπή των τ.µ. 1X  και 2X  είναι αντιστοίχως 

1

2 4
4, 27 4 1 9 6 1 3 3 1 6Xµ = − ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ − ⋅ =  

και 

2

2 4
4, 105 4 1 15 6 1 3 3 1 60Xµ = − ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ − ⋅ = . 

Θυµίζουµε ότι για την τ.µ. 3X , δεν ορίζεται η 4η κεντρική ροπή, καθώς είναι 

κατανοµή Pareto τύπου Lomax και εποµένως ορίζονται µόνο οι τρεις πρώτες ροπές, 

διότι είναι 1 3α − = . 

 

Από τα παραπάνω συµπεραίνουµε ότι η σκέδαση των τ.µ. 1X , 2X , 3X  είναι 

( )
1

1

1

3,

33

2
0,707 0

2

X
X

X

µ
β

σ
= = = > , 

( )
2

2

2

3,

33

8
2 2 2,828 0

2

X
X

X

µ
β

σ
= = = = >  

και 

( )
3

3

3

3,

33

20
5 2 7,071 0

2

X
X

X

µ
β

σ
= = = = > . 
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Συνεπώς, και οι τρεις τ.µ. έχουν θετική σκέδαση. 

 

Ενώ, η κύρτωση για τις τ.µ. 1X  και 2X  είναι αντιστοίχως 

( )
1

1

1

4,

44

6
1,5 1,5 3

2

X
X

X

µ
γ

σ
= = = = <  

και 

( )
2

2

2

4,

44

60
15 3

2

X
X

X

µ
γ

σ
= = = >  

και εποµένως η 1X  είναι πλατύκυρτη ενώ η 2X  είναι λεπτόκυρτη. Αναφέρουµε ότι η 

σκέδαση δεν ορίζεται για την τ.µ. 3X , διότι για αυτήν ορίζονται µόνο οι τρεις πρώτες 

ροπές. 

 

Στη συνέχεια, στο Σχήµα 3.3, θα παραστήσουµε γραφικά και τις τρεις συναρτήσεις. 

Αναφέρουµε ότι µε µπλε χρώµα έχουµε παραστήσει την τ.µ. 2g  ενώ µε καφέ χρώµα 

έχουµε παραστήσει την 3g . Τέλος, οι φούξια κουκκίδες παρουσιάζουν την τ.µ. 1g . 

 

 

Σχήµα 3.3: Γραφική Παράσταση των σ.π.π. των κατανοµών 1g  (φούξια χρώµα), 

2g  (µπλε χρώµα) και 3g  (καφέ χρώµα) στο διάστηµα ( )0,5 . 

 

Από το παραπάνω σχήµα είναι φανερό ότι οι κίνδυνοι που αντιστοιχούν στις 

παραπάνω κατανοµές δεν µπορούν να τιµολογηθούν µε τον ίδιο τρόπο. Όπως και στο 

Παράδειγµα 3.1.5, στην περίπτωση πραγµατοποίησης κινδύνου που αντιστοιχεί στην 

τ.µ. 1X  οι αποζηµιώσεις είναι φραγµένες, καθώς η µέγιστη αποζηµίωση που µπορεί 

να απαιτηθεί δεν ξεπερνά τις 3 ν.µ. Επίσης και σε αυτό το παράδειγµα, υπάρχουν 
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διαστήµατα στα οποία η 2g  παίρνει µεγαλύτερες τιµές από την 3g , καθώς επίσης και 

διαστήµατα στα οποία η 2g  παίρνει µικρότερες τιµές από την 3g . 

 

Το Σχήµα 3.4 που ακολουθεί, θα µας βοηθήσει να βγάλουµε κάποια συµπεράσµατα 

για τις ουρές των κατανοµών 2X  και 3X . 

 

 

Σχήµα 3.4: Γραφική παράσταση των ουρών των κατανοµών 

2g  (µπλε χρώµα) και 3g  (καφέ χρώµα) στο διάστηµα ( )20,30 . 

 

Όπως µπορούµε να διαπιστώσουµε από το παραπάνω σχήµα η 3g  έχει πιο βαριά ουρά 

από την 2g . Αυτό έχει σαν αποτέλεσµα η 2g  να παρουσιάζει µικρότερη πιθανότητα 

πραγµατοποίησης µεγάλων ζηµιών σε σχέση µε την 3g . Άρα, καταλήγουµε στο 

συµπέρασµα ότι η 2X  είναι λιγότερο επικίνδυνη από τη 3X . 

 

Ενδεικτικά, θα υπολογίσουµε τις τιµές των δύο συναρτήσεων για διάφορες τιµές του 

x . Ο παρακάτω πίνακας παρουσιάζει τα αποτελέσµατα που προκύπτουν. 
 

x  ( )2g x  ( )3g x  ( ) ( )3 2/g x g x  
1 0,2419707 0,3164063 1,3076224 

5 0,0146450 0,0098877 0,6751588 

10 0,0008500 0,0008726 1,0265882 

15 0,0000570 0,0001715 3,0087719 

20 0,0000041 0,0000503 12,2682927 

25 0,0000003 0,0000188 62,6666667 
 

Πίνακας 3.2: Υπολογισµός του λόγου ( ) ( )3 2/g x g x  για διάφορες τιµές του x . 
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Από τον Πίνακα 3.2 συµπεραίνουµε ότι το πηλίκο ( ) ( )3 2/g x g x  αρχικά µειώνεται, 

ενώ στη συνέχεια συνεχώς αυξάνεται. Εποµένως, καταλήγουµε στο συµπέρασµα ότι 

για 10x ≥  η πιθανότητα να πραγµατοποιηθεί ζηµιά που να οφείλεται στην κατανοµή 

3X  είναι µεγαλύτερη από την πιθανότητα να συµβεί ζηµιά που να οφείλεται στην 

κατανοµή 2X  και εποµένως ο κίνδυνος που αντιστοιχεί στην τ.µ. 3X  είναι 

µεγαλύτερος από αυτόν που αντιστοιχεί στην τ.µ. 2X . Επιπλέον, παρατηρούµε ότι 

καθώς η τιµή του x  αυξάνεται, αµβλύνεται και η διαφορά µεταξύ των αντίστοιχων 

πιθανοτήτων. Εύκολα µπορεί κανείς να διαπιστώσει ότι το πηλίκο ( ) ( )3 2/g x g x  

αυξάνεται µε πολύ πιο γρήγορους ρυθµούς από το πηλίκο ( ) ( )3 2/f x f x . 

 

Από όσα αναφέρονται παραπάνω, συµπεραίνουµε ότι ο κίνδυνος που αντιστοιχεί 

στην τ.µ. 3X  είναι µεγαλύτερος από τον κίνδυνο που αντιστοιχεί στην τ.µ. 2X , 

δεδοµένου ότι έχει µεγαλύτερη πιθανότητα πραγµατοποίησης µεγάλων ζηµιών. Για 

το λόγο αυτό, θεωρούµε ότι θα πρέπει να τιµολογηθεί µε υψηλότερο ασφάλιστρο από 

την 2X  και κατ’ επέκταση από την 1X . 

             � 

 

Παρατήρηση 3.1.8 

Όµοια µε το Παράδειγµα 3.1.5, για την κατανοµή 2X  είναι αναµενόµενο η σκέδαση 

να είναι ίση µε 
2

2 2Xβ =  και η κύρτωση να είναι ίση µε 
2

15Xγ = , καθώς η τ.µ. 2X  

ακολουθεί κατανοµή Γάµµα µε 1 2α = .        � 

 

Παρατήρηση 3.1.9 (βλ. Wikipedia, http://en.wikipedia.org/wiki/Pareto_distribution) 

Στην περίπτωση όπου µία κατανοµή ακολουθεί Pareto τύπου Lomax, δηλαδή αν 

( )Pareto ,oY x α∼ , τότε θα έχει σκέδαση 
( )2 1 2

3

α α
β

α α
+ −

=
−

 µε 3α >  και 

εποµένως είναι αναµενόµενο το γεγονός ότι η τιµή της σκέδασης για τη 3X  είναι 

3
5 2Xβ = .            � 
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Παράδειγµα 3.1.10 

Να συγκριθεί η 2f  µε την 2g  προκειµένου να διαπιστωθεί µε ποιο τρόπο επηρεάζουν 

οι παράµετροι την ουρά της κατανοµής Γάµµα. Στη συνέχεια, να συγκριθούν οι 

κατανοµές 3f  και 3g  για να διαπιστωθεί µε ποιο τρόπο επηρεάζουν οι παράµετροι την 

ουρά της κατανοµής Pareto. 
 

Λύση 

)α  Αρχικά, θα σχεδιάσουµε στους ίδιους άξονες τις γραφικές παραστάσεις των 2f  

και 2g  προκειµένου να διαπιστώσουµε τη συµπεριφορά των δύο κατανοµών. 

 

 

Σχήµα 3.5: Γραφική παράσταση των σ.π.π. των κατανοµών 

2f  (κόκκινο χρώµα) και 2g  (µπλε χρώµα) στο διάστηµα ( )0,10 . 

 

Όπως µπορούµε να διαπιστώσουµε από το παραπάνω σχήµα, υπάρχουν διαστήµατα 

στα οποία η 2g  παίρνει µεγαλύτερες τιµές από την 2f  καθώς επίσης και διαστήµατα 

στα οποία 2g  παίρνει µικρότερες τιµές από την 2f . 

 

Στη συνέχεια, θα δούµε πως συµπεριφέρονται οι ουρές των δύο κατανοµών. 
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Σχήµα 3.6: Γραφική παράσταση των ουρών των κατανοµών 

2f  (κόκκινο χρώµα) και 2g  (µπλε χρώµα) στο διάστηµα ( )20,30 . 

 

Από το παραπάνω σχήµα, διαπιστώνουµε ότι η κατανοµή της 2g  έχει πιο ελαφριά 

ουρά από την 2f . ∆εδοµένου ότι η κατανοµή της 2f  έχει πιο µικρές παραµέτρους από 

την 2g , συµπεραίνουµε ότι η ταυτόχρονη αύξηση και των δύο παραµέτρων µίας 

κατανοµής Γάµµα, οδηγεί σε συνάρτηση µε ελαφρύτερη ουρά και κατ’ επέκταση σε 

µικρότερες πιθανότητες πραγµατοποίησης µεγάλων ζηµιών. 

 

Στο παραπάνω συµπέρασµα, µπορούµε να καταλήξουµε ακόµα και αν συγκρίνουµε 

τις τιµές των κατανοµών για διάφορες τιµές του x , δηλαδή για διάφορες τιµές του 

ύψους των αποζηµιώσεων. Ενδεικτικά, θα υπολογίσουµε τις τιµές των 2f  και 2g  για 

διάφορες τιµές του x . Τα αποτελέσµατα των υπολογισµών παρουσιάζονται στον 

παρακάτω πίνακα. 
 

x  ( )2f x  ( )2g x
 ( ) ( )2 2/f x g x  

1 0,18545221 0,24197072 0,76642 

5 0,01671832 0,01464498 1,14157 

10 0,00198922 0,00085003 2,34018 

15 0,00028672 0,00005697 5,03282 

20 0,00004470 0,00000404 11,06436 

25 0,00000727 0,00000029 25,06897 

30 0,00000121 0,00000002 60,50000 
 

Πίνακας 3.3: Υπολογισµός του λόγου ( ) ( )2 2/f x g x  για διάφορες τιµές του x . 
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Από τα παραπάνω αποτελέσµατα, συµπεραίνουµε ότι όσο αυξάνεται το ποσό της 

αποζηµίωσης αµβλύνεται και η διαφορά µεταξύ των αντίστοιχων πιθανοτήτων. Για 

παράδειγµα η πιθανότητα να πραγµατοποιηθεί µία ζηµιά ύψους 20 ν.µ. από τον 

κίνδυνο που αντιστοιχεί στην 2f  είναι 11,06436 φορές µεγαλύτερη από την 

αντίστοιχη πιθανότητα της 2g , διότι 
( )
( )

2

2

20 0,00004470
11,06436

20 0,00000404

f

g
= = . 

 

)β  Στη συνέχεια, θα κάνουµε σύγκριση µεταξύ των κατανοµών 3f  και 3g  για να 

δούµε πως συµπεριφέρεται η κατανοµή Pareto όταν αυξάνονται οι παράµετροι της. 

Όπως στην περίπτωση της κατανοµής Γάµµα, θα σχηµατίσουµε στους ίδιους άξονες 

τις γραφικές παραστάσεις των 3f  και 3g  προκειµένου να διαπιστώσουµε την 

συµπεριφορά των δύο κατανοµών. 
 

 

Σχήµα 3.7: Γραφική παράσταση των σ.π.π. των κατανοµών 

3f  (πράσινο χρώµα) και 3g  (καφέ χρώµα) στο διάστηµα ( )0,10 . 

 

Από τo παραπάνω σχήµα, µπορούµε να διαπιστώσουµε ότι και στην περίπτωση των 

δύο Pareto υπάρχουν διαστήµατα στα οποία παίρνει µεγαλύτερες τιµές η 3f  και 

διαστήµατα στα οποία παίρνει µεγαλύτερες τιµές η 3g . 

 

Ας δούµε τώρα, πως συµπεριφέρονται οι ουρές των δύο κατανοµών. 
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Σχήµα 3.8: Γραφική παράσταση των ουρών των κατανοµών 

3f  (πράσινο χρώµα) και 3g  (καφέ χρώµα) στο διάστηµα ( )10,30 . 

 

Από το Σχήµα 3.8, συµπεραίνουµε ότι η ταυτόχρονη αύξηση και των 2 παραµέτρων 

της κατανοµής Pareto οδηγεί σε πιο ελαφριά ούρα και κατά συνέπεια σε πιο µικρές 

πιθανότητες πραγµατοποίησης µεγάλων ζηµιών. Ενδεικτικά, θα υπολογίσουµε τις 

τιµές των δύο κατανοµών για διάφορες τιµές του x . 
 

x  ( )3f x  ( )3g x  ( ) ( )3 3/f x g x  
1 0,29629630 0,31640625 0,93644 

5 0,00999584 0,00988769 1,01094 

10 0,00115741 0,00087263 1,32635 

15 0,00028735 0,00017147 1,67580 

20 0,00010245 0,00005034 2,03516 

25 0,00004516 0,00001883 2,39830 

30 0,00002289 0,00000827 2,76784 

35 0,00001281 0,00000408 3,13971 

40 0,00000771 0,00000220 3,50455 

45 0,00000491 0,00000127 3,86614 

50 0,00000328 0,00000077 4,25974 

100 0,00000022 0,00000003 7,33333 
 

Πίνακας 3.4: Υπολογισµός του λόγου ( ) ( )3 3/f x g x  για διάφορες τιµές του x . 

 

Όπως αναφέραµε και νωρίτερα, η αύξηση των παραµέτρων οδηγεί σε µία πιο ελαφριά 

ουρά. Για παράδειγµα, η πιθανότητα να υπάρξει απαίτηση 20 ν.µ. για µία ζηµιά που 

προέρχεται από τον κίνδυνο που αντιστοιχεί στην κατανοµή 3f  είναι περίπου δύο 
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φόρες µεγαλύτερη από την αντίστοιχη πιθανότητα της 3g , διότι είναι 

( )
( )

3

3

20 0,00010245
2,03516

20 0,00005034

f

g
= = . 

 

Συγκρίνοντας τα αποτελέσµατα του παραπάνω πίνακα µε τα αποτελέσµατα που 

προκύπτουν για την κατανοµή Γάµµα (βλ. Πίνακα 3.3), διαπιστώνουµε ότι στην 

περίπτωση των δύο Pareto, η ταυτόχρονη αύξηση των παραµέτρων δεν οδηγεί σε 

πολύ µεγάλες διαφορές µεταξύ των κατανοµών 3f  και 3g . Αντιθέτως, η αύξηση και 

των δύο παραµέτρων στην κατανοµή Γάµµα έχει σαν αποτέλεσµα να παρουσιάζονται 

πολύ µεγάλες διαφορές µεταξύ των αποζηµιώσεων που προκύπτουν από την 2f  και 

την 2g . Θυµίζουµε ότι 
( )
( )

2

2

20
11,06436

20

f

g
= . Επίσης, πολύ εύκολα µπορεί κανείς να 

διαπιστώσει ότι ακόµα και στην περίπτωση όπου το ύψος των αποζηµιώσεων που 

αφορά τις δύο Pareto είναι 100 ν.µ. το πηλίκο ( ) ( )3 3/f x g x  είναι ίσο µε 7,33333. Το 

νούµερο αυτό είναι εξαιρετικά µικρό, αν λάβουµε υπόψη ότι το πηλίκο 

( ) ( )2 2/f x g x για 30 µόλις ν.µ. είναι 60,50000.       � 

 

3.2 Οι ηµιαναλλοίωτες 
 

Ο λόγος για τον οποίο θα ασχοληθούµε µε τις ηµιαναλλοίωτες (cumulants) είναι το 

γεγονός ότι η διασπορά δεν αποτελεί ένα επαρκές µέτρο κινδύνου για κατανοµές µε 

θετική σκέδαση. Αντιθέτως, είναι επαρκές µέτρο για την Κανονική κατανοµή καθώς 

επίσης και για τις κατανοµές που είναι σχεδόν κανονικές, δηλαδή για κατανοµές που 

έχουν σχεδόν µηδενική σκέδαση. Επειδή λοιπόν, οι κίνδυνοι εκφράζονται µε τυχαίες 

µεταβλητές που έχουν συνήθως θετική σκέδαση, είναι απαραίτητο να βρούµε ένα 

µέτρο που να µπορεί να προσαρµόζει την διασπορά. 

 

Ορισµός 3.2.1 (βλ. Κάκουλλος, 1995) 

Έστω ότι [ ]j Xκ , 1,2j = …  είναι οι ηµιαναλλοίωτες της τ.µ. X . Τότε το άθροισµα 

( ) [ ]
1

ln
!

j
tX

X j
j

t
t e X

j
κ

∞

=

 Κ = Ε =  ∑             ( )3.3  
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ονοµάζεται γεννήτρια συνάρτηση των ηµιαναλλοίωτων ή 2η χαρακτηριστική 

συνάρτηση της τ.µ. X .          � 

 

Τα jκ , 1,2j = …  εκφράζουν µία ακολουθία πραγµατικών αριθµών της οποίας οι 4 

πρώτοι όροι είναι οι εξής: 1κ µ= , 3
2κ σ= , 3 3κ µ= , 4

4 4 3κ µ σ= − . (Σε περίπτωση που 

δεν υπάρχει λόγος σύγχυσης µπορούµε να γράψουµε jκ  αντί για [ ]j Xκ ). Ο όρος 

ηµιαναλλοίωτες προέρχεται από το γεγονός ότι τα jκ , εκτός του 1κ , δεν 

µεταβάλλονται από µετασχηµατισµούς µεταφοράς (αλλαγή της αρχής) της τ.µ. X , 

δηλαδή όταν X X c Y→ + =  όπου .c σταθ= , οι jκ  µε 2,3j = … δε 

µεταβάλλονται (βλ. Κάκουλλος, 1995). 

 

Ένα ιδιαίτερο χαρακτηριστικό των ηµιαναλλοίωτων είναι ότι για ανεξάρτητους 

κινδύνους ακολουθούν την προσθετική ιδιότητα, δηλαδή για 1X , 2X  ανεξάρτητους 

κινδύνους ισχύει ότι [ ] [ ] [ ]1 2 1 2j j jX X X Xκ κ κ+ = + . Συνεπώς, εξαιτίας της 

συγκεκριµένης ιδιότητας, µπορούµε να υποστηρίξουµε ότι οι ηµιαναλλοίωτες 

υπερέχουν έναντι των κεντρικών ροπών (βλ. Κουτσόπουλος, 1999). 

 

Στη συνέχεια της µελέτης µας, θα δώσουµε µερικούς ορισµούς (βλ. Χαραλαµπίδης, 

1996), οι οποίοι θα µας βοηθήσουν να καταλάβουµε τι είναι οι ηµιαναλλοίωτες και 

µε ποιο τρόπο προκύπτουν. 

 

Ορισµός 3.2.2 

Έστω jα , 0,1,2....j =  µία ακολουθία πραγµατικών (ή µιγαδικών) αριθµών. Τότε, το 

άθροισµα 

( )
0

j
j

j

t tα
∞

=

Α = ⋅∑  

καλείται (συνήθης) γεννήτρια συνάρτηση, ενώ το άθροισµα 

( )
0 !

j

j
j

t
t

j
α

∞

=

Ε = ⋅∑  

καλείται εκθετική γεννήτρια συνάρτηση της ακολουθίας jα , 0,1,2....j =     � 
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Ορισµός 3.2.3 

Ονοµάζουµε ροπογεννήτρια, τη γεννήτρια της µορφής 

( )
0 !

j

X j
j

t
t

j
ρ

∞

=

Μ = ⋅∑ , 

όπου j
j Xρ  = Ε   είναι οι j -τάξεις ροπές περί την αρχή. Η ( )X tΜ  ονοµάζεται 

ροπογεννήτρια, διότι οι παράγωγοι της για 0t =  µας δίνουν τις j -τάξεις ροπές περί 

την αρχή.            � 

 

Στη συνέχεια, θα αποδείξουµε ότι η σχέση ( )
0 !

j

X j
j

t
t

j
ρ

∞

=

Μ = ⋅∑  µπορεί να προκύψει 

πολύ εύκολα από την ισότητα 

    ( ) tX
X t e Μ = Ε   .             ( )3.4  

 

Είναι γνωστό ότι ισχύει 

     
2 3

0

1 ...
! 2! 3!

k
t t

k

t t t
e e t

k

∞

=

= ⇔ = + + + +∑            ( )3.5  

(βλ. Νεγρεπόντης, 1993). Εποµένως, αν εφαρµόσουµε τη σχέση ( )3.5  στην ( )3.4  

προκύπτει ότι 

( )
1 !

j j
tX

X
j

t X
t e

j

∞

=

 
 Μ = Ε = Ε   

 
∑  

     
2 2 3 3

1
2! 3! !

j jt X t X t X
tX

j

 
= Ε + + + + + + 

 
⋯ ⋯  

[ ] 2 2 3 3

1
1! 2! 3! !

j jt X t X t Xt X

j

     Ε Ε ΕΕ      = + + + + +⋯ ⋯  

2 3

1 2 3
0

1
1! 2! 3! ! !

j j

j j
j

t t t t t

j j
ρ ρ ρ ρ ρ

∞

=

= + + + + + + = ⋅∑⋯ ⋯ .       ( )3.6  

 

Χρησιµοποιώντας τη σχέση ( )3.6 , αποδεικνύεται άµεσα ότι οι παράγωγοι της 

ροπογεννήτριας ( )X tΜ  µας δίνουν τις j -τάξεις ροπές περί την αρχή. Αυτό θα γίνει, 

λαµβάνοντας τις πρώτες παραγώγους και θέτοντας 0t = . Εποµένως, προκύπτει ότι 
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( ) 1

1 2 1

00

2

2! !

j
X

j

tt

d t t jt

dt j
ρ ρ ρ ρ

−

==

Μ
= + + + + =⋯ ⋯ , 

( ) ( )2 2

2 3 22

0 0

16

3! !

j
X

j

t t

d t j j tt

dt j
ρ ρ ρ ρ

−

= =

Μ −
= + + + + =⋯ ⋯  

και γενικά 

( ) ( )
1

00

1 ...2

!

j
X

j j jj

tt

d t j j t

dt j
ρ ρ ρ+

==

Μ +
= + + =⋯ . 

 

Τέλος, αναφέρουµε ότι η ροπογεννήτρια ( )X tΜ  χαρακτηρίζει την κατανοµή που 

ακολουθεί η τ.µ. X . 

 

Όπως θα δούµε και παρακάτω, ο ορισµός των ηµιαναλλοίωτων δεν είναι τίποτα 

περισσότερο από την αρχική σχέση µεταξύ των συντελεστών του αναπτύγµατος 

Taylor της συνάρτησης ( )X tΜ  µε ( )0 1XΜ =  και των συντελεστών του 

αναπτύγµατος Taylor της συνάρτησης ( )ln X tΜ . Εξάλλου, συγκρίνοντας τον Ορισµό 

3.2.1 µε τον Ορισµό 3.2.3 είναι εύκολο να διαπιστώσουµε ότι ( ) ( )lnX Xt tΚ = Μ . 

 

Στη συνέχεια, θα αποδείξουµε τη σχέση που έχουν οι ηµιαναλλοίωτες µε τις ροπές 

της κατανοµής. 

 

Για κάθε  1 1x− < <  ισχύει ότι 

        ( ) ( )
2 3 4

1

1

ln 1 1
! 2! 3! 4!

k
k

k

x x x x
x x

k

∞
+

=

+ = − = − + − +∑ ⋯         ( )3.7  

Αν τώρα εφαρµόσουµε τη σχέση ( )3.7  στην ( )3.6  θα έχουµε ότι 

( )
2 3 2 3

1 2 3 1 2 31 ln 1
2! 3! 2! 3!X

t t t t
t t tρ ρ ρ ρ ρ ρ

    
Μ = + + + + = + + + +    

    
⋯ ⋯  

 

22 3 2 3

1 2 3 1 2 3

1

2! 3! 2! 2! 3!

t t t t
t tρ ρ ρ ρ ρ ρ

   
= + + + − + + + +   
   

⋯ ⋯  

   

32 3

1 2 3

1

3! 2! 3!

t t
tρ ρ ρ

 
+ + + − − 

 
⋯ ⋯ 
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Μετά από κάποιες αλγεβρικές πράξεις καταλήγουµε στην παρακάτω σχέση 

         ( )
2 3

2 332 1 1 2 1
1ln

2 6 2 3X t t t t
ρρ ρ ρ ρ ρ

ρ
   −

Μ = + + − + +   
   

⋯  

  ( ) ( )
2 3

2 3
1 2 1 3 1 2 13 2

2 6

t t
tρ ρ ρ ρ ρ ρ ρ= + − + − + +  

    ( )
4

2 2 4
4 3 1 2 1 2 14 3 12 6

24

t
ρ ρ ρ ρ ρ ρ ρ+ − − + − +  

    ( )
5

2 2 3 5
5 1 4 3 2 3 1 2 1 2 1 15 10 20 30 60 24 ...

120

t
ρ ρ ρ ρ ρ ρ ρ ρ ρ ρ ρ ρ+ − − + + − + +  

 

Αν ονοµάσουµε jκ , 1,2j = …  τους παραπάνω συντελεστές θα είναι 

1 1κ ρ µ= = , 

2 2
2 2 1κ ρ ρ σ= − =  

και 

3
3 3 1 2 13 2κ ρ ρ ρ ρ= − + . 

Όµως από τη σχέση ( )3.1  γνωρίζουµε ότι 3
3 3 1 2 13 2µ ρ ρ ρ ρ= − + . Εποµένως, 

συµπεραίνουµε ότι 

3 3κ µ= . 

 

Συνεπώς, οι τρεις πρώτες ηµιαναλλοίωτες ταυτίζονται µε τις τρεις πρώτες κεντρικές 

ροπές της κατανοµής. Είναι εύκολο να διαπιστώσουµε ότι αυτό δεν ισχύει για τις 

ηµιαναλλοίωτες ανώτερης τάξης. 

 

Η ηµιαναλλοίωτη 4ης τάξης είναι 

2 2 4
4 4 3 1 2 1 2 14 3 12 6κ ρ ρ ρ ρ ρ ρ ρ= − − + − . 

Όµως από τη σχέση ( )3.2  γνωρίζουµε ότι 2 4
4 4 3 1 2 1 14 6 3µ ρ ρ ρ ρ ρ ρ= − + − . Εποµένως, 

θα είναι 

( )2 2 4 2 4
4 4 4 3 1 2 1 2 1 4 3 1 2 1 14 3 12 6 4 6 3κ µ ρ ρ ρ ρ ρ ρ ρ ρ ρ ρ ρ ρ ρ− = − − + − − − + −  

 ( )22 4 2 2 4
1 2 1 2 2 16 3 3 3 3ρ ρ ρ ρ ρ ρ σ= − − = − − = −  

και κατά συνέπεια ισχύει ότι 

4
4 4 3κ µ σ= − . 
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Τέλος, η ηµιαναλλοίωτη 5ης τάξης θα είναι ίση µε 

2 2 3 5
5 5 1 4 3 2 3 1 2 1 2 1 15 10 20 30 60 24κ ρ ρ ρ ρ ρ ρ ρ ρ ρ ρ ρ ρ= − − + + − +  

και επειδή είναι 

  ( )5 5 4 3 2 2 3 4 5
5 5 10 10 5X X X X X Xµ µ µ µ µ µ µ   = Ε − = Ε − + − + −    

      [ ]5 4 3 2 2 3 4 55 10 10 5X X X X Xµ µ µ µ µ       = Ε − Ε + Ε − Ε + Ε −         

      2 3 4 5
5 4 1 3 1 2 1 1 1 15 10 10 5ρ ρ ρ ρ ρ ρ ρ ρ ρ ρ= − + − + − , 

προκύπτει ότι 

5 5κ µ≠ . 

 

Από τα παραπάνω, µπορούµε να συµπεράνουµε ότι 

        ( ) ( )
1

ln
!

j

X j X
j

t
t t

j
κ

∞

=

Μ = = Κ∑ . 

 

Παρατήρηση 3.2.4 

Στα jκ , 1,2j = …  τα γινόµενα των iρ , 1,2i = … είναι όλοι οι δυνατοί τρόποι που 

µπορούµε να γράψουµε το j . Άλλωστε, αυτή είναι και η λογική του διωνυµικού 

αναπτύγµατος. Για παράδειγµα, ο αριθµός 4 µπορεί να γραφτεί ως εξής: 4, 3+1, 2+2, 

1+1+2, 1+1+1+1. Εποµένως, τα γινόµενα που εµφανίζονται κατά τον υπολογισµό του 

4κ  είναι τα εξής: 4,ρ  3 1,ρ ρ  2
2 ,ρ  2

1 2,ρ ρ  4
1ρ .       � 

 

Πρόταση 3.2.5 

Αν 1 2,X X  ανεξάρτητοι κίνδυνοι, ισχύει ότι [ ] [ ] [ ]1 2 1 2j j jX X X Xκ κ κ+ = + . 

 

Απόδειξη 

Έστω ότι 1 2Y X X= + . Τότε θα είναι 

( ) ( ) ( ) ( )
1 2

1 2

1 2 1 2

Y X X
tX tXtY

Y X X X Xe t t t t e e
= +

+     Ε =Μ = Μ =Μ ⋅Μ = Ε Ε      . 

Άρα, θα έχουµε 

1 2tX tXtYe e e    Ε = Ε Ε       

1 2ln ln lntX tXtYe e e    ⇔ Ε = Ε + Ε       
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[ ] [ ] [ ]1 2
1 1! !

j j

j j j
j j

t t
Y X X

j j
κ κ κ

∞ ∞

= =

 ⇔ = + ∑ ∑  

[ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ]
1 2 1 2

1 2 1 1 1 2 2 1 2 2... ...
1! 2! 1! 2!

t t t t
Y Y X X X Xκ κ κ κ κ κ   ⇔ + + = + + + +    , 0t∀ ≥  

[ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ]
1 2

1 1 1 1 2 2 2 1 2 2 ... 0
1! 2!

t t
Y X X Y X Xκ κ κ κ κ κ      ⇔ − + + − + + =       , 0t∀ ≥  

[ ] [ ] [ ]
[ ] [ ] [ ]

1 1 1 1 2

2 2 1 2 2

0

0

 .

.

. 0

Y X X

Y X X

t

κ κ κ

κ κ κ

 − + =  
 − + =   

⇔ 


∀ ≥ 

 

[ ] [ ] [ ]1 2j j jY X Xκ κ κ⇔ = +  για κάθε 1,2,3...j =            ( )3.8  

και εποµένως αποδείξαµε ότι σε περίπτωση ανεξάρτητων κινδύνων, οι 

ηµιαναλλοίωτες ακολουθούν την προσθετική ιδιότητα.      � 

 

Πρόταση 3.2.6 

Αν 1c > , τότε ισχύει ότι [ ] [ ]j
j jcX c Xκ κ= =  για κάθε 2,3j = … 

 

Απόδειξη 

Από τη σχέση ( )3.3  για Y cX=  όπου .c σταθ=  προκύπτει ότι 

  ( ) ( ) [ ] ( ) [ ]
1 1

ln
! !

j j
tcX j

Y cX j j
j j

ct t
t t e X X c

j j
κ κ

∞ ∞

= =

 Κ = Κ = Ε = =  ∑ ∑  .         ( )3.9  

Επιπλέον, από τον ορισµό των ηµιαναλλοίωτων ισχύει ότι 

         ( ) [ ]
1 !

j

Y j
j

t
t Y

j
κ

∞

=

Κ =∑  .          ( )3.10  

 

Άρα, από τις σχέσεις ( )3.9  και ( )3.10  προκύπτει ότι 

[ ] [ ]
1 1! !

j j
j

j j
j j

t t
Y X c

j j
κ κ

∞ ∞

= =

=∑ ∑  

[ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ]
2 3 2 3

2 3
1 2 3 1 2 3...

2! 3! 2! 3!

t t t t
Y t Y Y X ct X c X cκ κ κ κ κ κ⇒ + + + = + + +⋯ , 0t∀ ≥  
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[ ] [ ]( ) [ ] [ ]( ) [ ] [ ]( )
2 3

2 3
1 1 2 2 3 3 ... 0

2! 3!

t t
Y c X t Y c X Y c Xκ κ κ κ κ κ⇒ − + − + − + = , 0t∀ ≥  

[ ] [ ]
[ ] [ ]
[ ] [ ]

1 1
2

2 2
3

3 3

0

0

0
  

.

.

. 0

Y c X

Y c X

Y c X

t

κ κ
κ κ
κ κ

− =
− = 
− = 

⇒ 




∀ ≥ 

 

[ ] [ ]   για   1,2,3...j
j jY c X jκ κ⇒ = =  

 

Επειδή όµως, Y cX=  τελικά θα είναι 

[ ] [ ]   για   1,2,3...j
j jcX c X jκ κ= =           ( )3.11  

             � 

 

Παράδειγµα 3.2.7 

Αν ( )2,X µ σΝ∼  τότε η ροπογεννήτρια της τ.µ. X  είναι ( )
2 2

2

t
t

X t e
σ

µ +
Μ = . Να 

υπολογιστούν τα jκ , 1, 2...j =  

 

Λύση 

Ισχύει ότι 

( ) ( )
2

2 2
22 ln

2

t
t

X X

t
t e t t

µ σ
µ σ

+
Μ = ⇔ Μ = + . 

Εποµένως, προκύπτει ότι 

1κ µ= , 2
2κ σ=  και 0jκ =  για κάθε 3, 4...j =  

             � 

 

Παρατήρηση 3.2.8 (βλ. Baumann και Hegerfeldt, 1985) 

Ο Marcinkiewicz (1935) απέδειξε ότι η Κανονική κατανοµή είναι η µόνη κατανοµή 

η οποία έχει πολυώνυµο ως γεννήτρια συνάρτηση ηµιαναλλοίωτων, δηλαδή είναι η 

µόνη κατανοµή που έχει πεπερασµένο αριθµό µη µηδενικών ηµιαναλλοίωτων.   � 
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Παράδειγµα 3.2.9 

Αν η τ.µ. X  ακολουθεί εκθετική κατανοµή µε παράµετρο 0b> , να υπολογιστούν τα 

jκ , 1, 2...j =  

 

Λύση 

Αφού η τ.µ X  ακολουθεί εκθετική κατανοµή µε παράµετρο 0b> , θα είναι 

( ) bxf x be−= , 0x ≥  µε 0b> . Επιπροσθέτως, στην περίπτωση της εκθετικής 

κατανοµής ισχύει ότι 

( ) !j
j j

j
X

b
ρ = Ε =  

και εποµένως η 1η και η 2η ηµιαναλλοίωτη θα είναι 

( )
1 1

1 1 !1

b b
κ ρ

−
= = =  

και 

( )2
2

2 2 1 2 2 2

2 1 !2 1 1

b b b b
κ ρ ρ

− = − = − = = 
 

. 

Επιπλέον, η 3η ηµιαναλλοίωτη είναι 

( )3
3 3 1 2 1 3 2 3 3 3

3 1 !3! 1 2! 1 2
3 2 3 2

b b b b b b
κ ρ ρ ρ ρ

−
= − + = − ⋅ ⋅ + = = , 

ενώ, η 4η ηµιαναλλοίωτη είναι 

2 2 4
4 4 3 1 2 1 2 14 3 12 6κ ρ ρ ρ ρ ρ ρ ρ= − − + −  

    
( )2 2 4

4 3 2 2 4 4

4 1 !4! 3! 1 2! 1 2! 1 6
4 3 12 6

b b b b b b b b b

−     = − ⋅ − + − = =     
     

. 

 

Εποµένως, συµπεραίνουµε ότι θα είναι 
( )1 !

j j

j

b
κ

−
=  για κάθε 1,2j = … (Θυµίζουµε 

ότι 0! 1= ).            � 

 

Παράδειγµα 3.2.10 

Αν ( )PoissonX λ∼ , δηλαδή αν ( )
!

xe
f x

x

λλ−
=  όπου 0,1, 2...x =  και 0λ > , να 

υπολογιστούν τα jκ , 1, 2...j =  
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Λύση 

Στην περίπτωση της κατανοµής Poisson ισχύει ότι 

( ) ( )1te

X t e
λ −

Μ = . 

Άρα, είναι 

( ) ( )
2 3 2 3

1

ln 1 1 ... 1 ...
2! 3! 2! 3! !

j
t

X
j

t t t t t
t e t t

j

λ λ λ
λ λ λ

∞

=

 
Μ = − = + + + + − = + + + = 

 
∑ . 

Ως εκ τούτου, θα είναι jκ λ=  για κάθε 1, 2...j =        � 

 

Παράδειγµα 3.2.11 

Να βρεθούν τα jκ , 1, 2...j = στην περίπτωση όπου η κατανοµή των συνολικών 

αποζηµιώσεων S ακολουθεί τη σύνθετη κατανοµή Poisson. 
 

Λύση 

Πριν υπολογίσουµε τα jκ , ας θυµίσουµε τον ορισµό της σύνθετης κατανοµής Poisson. 

 

Έστω S η συνολική αποζηµίωση που προκύπτει από N  το πλήθος ανεξάρτητων 

ζηµιών 1X , 2X , … NX  που ακολουθούν την ίδια κατανοµή, δηλαδή είναι 

1 2 NS X X X= + + +⋯ . 

Στην περίπτωση όπου η N  ακολουθεί κατανοµή Poisson µε παράµετρο 0λ > , τότε 

η S ακολουθεί σύνθετη κατανοµή Poisson, δηλαδή ( ),S CP Xλ∼  όπου η X  

ακολουθεί την ίδια κατανοµή µε τα 1X  για 1, 2...,i N=  (βλ. Κάκουλλος, 1995). 

 

Αφού λοιπόν, ( ),S CP Xλ∼  θα ισχύει ότι ( )PoissonN λ∼  και εποµένως, θα είναι 

( ) ( )1ze

N z e
λ −

Μ = . Επιπροσθέτως, από τις ιδιότητες των ροπών γνωρίζουµε ότι 

( ) ( )lnS N Xz zΜ =Μ Μ    (βλ. Κουτσόπουλος, 1999). Εποµένως, θα ισχύει ότι 

( ) ( ) ( )( )1ln X z

S N Xz z eλ Μ −Μ =Μ Μ =   . 

Λογαριθµίζοντας, την παραπάνω σχέση προκύπτει ότι 

( ) ( )( )ln 1S Xz zλΜ = Μ −  .         ( )3.12  
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Όµως, από τον ορισµό των ροπών έχουµε 

( )
2 3

2
1 31

2! 3!X

z z
z z

ρ
ρ ρΜ = + + + +⋯ 

και εποµένως η σχέση ( )3.12  παίρνει τη µορφή 

( )
2 3 4

1 2 3 4ln
2! 3! 4!S

z z z
z zλ ρ ρ ρ ρ

 
Μ = + + + + 

 
⋯  

     ( ) ( ) ( ) ( )
2 3 4

1 2 3 42! 3! 4!

z z z
zλρ λρ λρ λρ= + + + +⋯             ( )3.13  

 

Εποµένως, από τον ορισµό των ηµιαναλλοίωτων και την σχέση ( )3.13  

συµπεραίνουµε ότι θα είναι 

1 1κ λρ= , 2 2κ λρ= , 3 3κ λρ= , 4 4κ λρ= , 

δηλαδή, 

j jκ λρ=  για κάθε 1, 2,3...j =  

 

Νωρίτερα δείξαµε ότι 1κ µ= , 2
2κ σ= , και 3 3κ µ= . Ως εκ τούτου, στην περίπτωση 

της σύνθετης κατανοµής Poisson ισχύει ότι 

1µ λρ= , 2
2σ λρ=  και ( )( )3 3S S λρ Ε −Ε =

  .    � 

 

Παρατήρηση 3.2.12 

Οι τρεις πρώτες ηµιαναλλοίωτες ταυτίζονται µε τις αντίστοιχες κεντρικές ροπές. 

Εντούτοις, αυτό δεν ισχύει για τις ηµιαναλλοίωτες ανώτερης τάξης. Οι 

ηµιαναλλοίωτες έχουν εισαχθεί από τον Thiele (1889), µόνο και µόνο διότι είναι 

αθροιστικές για ανεξάρτητες τυχαίες µεταβλητές (βλ. Lauritzen, 2002). Εποµένως, το 

ασφάλιστρο [ ]XΠ  που ορίζεται µέσω της σχέσης 

[ ] [ ]
1

: j j
j

X w Xκ
∞

=

Π =∑ , όπου 0jw ≥  για κάθε 1, 2...j =   

ικανοποιεί την προσθετική ιδιότητα. Αυτό σηµαίνει ότι αν 1X  και 2X  ανεξάρτητοι 

κίνδυνοι τότε θα ισχύει ότι 

     [ ] [ ] [ ]1 2 1 2X X X XΠ + =Π +Π .      � 
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Πρόταση 3.2.13 

Αν 1X  και 2X  δύο ανεξάρτητοι κίνδυνοι, οι οποίοι έχουν ασφάλιστρο που ορίζεται 

από τη σχέση [ ] [ ]
1

: j j
j

X w Xκ
∞

=

Π =∑  όπου 0jw ≥ , τότε θα ισχύει ότι

[ ] [ ] [ ]1 2 1 2X X X XΠ + =Π +Π . 

 

Απόδειξη 

Για κάθε 1X  και 2X  δύο ανεξάρτητους κίνδυνους έχουµε 

     [ ] [ ]1 2 1 2
1

j j
j

X X w X Xκ
∞

=

Π + = +∑  

           
( )

[ ] [ ]
3.8

1 2
1 1

j j j j
j j

w X w Xκ κ
∞

= =

= +∑ ∑  

             [ ] [ ]1 2X X=Π +Π  

και εποµένως έχουµε δείξει το ζητούµενο.        � 

 

Στην περίπτωση που επιλέξουµε να χρησιµοποιήσουµε ένα απόλυτο µέτρο κινδύνου, 

θα έχουµε 

[ ] [ ] ( )κίνδυνος δεξιάς ουράςR X Var X= ⋅  

ενώ, στην περίπτωση που επιλέξουµε να χρησιµοποιήσουµε ένα σχετικό µέτρο 

κινδύνου θα έχουµε 

[ ] [ ] ( )1+σχετικό µέτρο κινδύνου δεξιάς ουράςR X Var X= ⋅ . 

Αν στη συνέχεια θέσουµε 

( )=1+ σχετικό µέτρο κινδύνου δεξιάς ουράςζ , 

τότε το σχετικό µέτρο κινδύνου παίρνει την µορφή 

[ ] [ ]R X Var X ζ= ⋅ , 

όπου ζ  ο συντελεστής προσαρµογής της διασποράς. 

 

Είναι σηµαντικό να αναφέρουµε ότι στην περίπτωση ενός ασφαλιστικού 

χαρτοφυλακίου, για να προκύψουν ικανοποιητικές προσεγγίσεις για τις συναρτήσεις 

κατανοµών, είναι απαραίτητο να χρησιµοποιήσουµε τουλάχιστον 3 ή 4 

ηµιαναλλοίωτες. Όπως θα δούµε και παρακάτω, αυτό είναι απαραίτητο προκειµένου 
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να έχουµε πληροφορίες για τον κίνδυνο της δεξιάς ουράς και κατ’ επέκταση των 

µεγάλων αποζηµιώσεων. 

 

3.3 Η χρησιµότητα των ηµιαναλλοίωτων 
 

Ένας πολύ σηµαντικός λόγος, για τον οποίο ο Ramsay (1993) εισάγει τη χρήση των 

ηµιαναλλοίωτων για τον υπολογισµό του ασφαλίστρου, είναι η ιδιότητα της 

αντικειµενικότητας που απαιτούµε για τη συνάρτηση µέτρησης του κινδύνου [ ]R X  

(βλ. Ορισµό 1.4.3). Θυµίζουµε ότι για να ισχύει η ιδιότητα της αντικειµενικότητας θα 

πρέπει η [ ]R X  να εξαρτάται από την τ.µ. X  µόνο µέσω της σ.κ. XF  και φυσικά η 

χρήση των ηµιαναλλοίωτων µας βοηθά να το επιβεβαιώσουµε. 

 

Στο υπόλοιπο του κεφαλαίου, µία γενική συνάρτηση µέτρησης του κινδύνου θα 

ορίζεται ως 

[ ] ( )2 3 4, ,R X r κ κ κ= . 

Για παράδειγµα µία συνάρτηση µέτρησης του κινδύνου µπορεί να είναι η 

[ ] 3 4
2 3 3 4 4R X w wα ακ κ κ= + +  όπου 0jw ≥  και 0 1jα≤ ≤  για 3,4j = . 

Επιπλέον, θυµίζουµε ότι 2
2κ σ= , 3 3κ µ=  και 4

4 4 3κ µ σ= − . Όπως θα διαπιστώσουµε 

και παρακάτω, αυτή η συνάρτηση µέτρησης του κινδύνου ικανοποιεί όλες τις 

ιδιότητες που αναφέρονται στον Ορισµό 1.4.3. Πριν όµως, θα δούµε τι πρέπει να 

λαµβάνουµε υπόψη κατά την επιλογή ενός µέτρου κινδύνου [ ]R X . 

 

Παρατήρηση 3.3.1 

Σε κάθε συνάρτηση µέτρησης του κινδύνου [ ]R X  είναι απαραίτητο να λαµβάνουµε 

υπόψη τα παρακάτω: 

1. Η χρήση των κλασµατικών εκθετών ( )0 1,   3,4j jα≤ ≤ =  µπορεί να 

δηµιουργήσει προβλήµατα, διότι το 3κ  µπορεί να είναι αρνητικό. Άρα, θα 

ήταν καλό να αποφύγουµε τους κλασµατικούς εκθέτες. 

2. Για να αποφύγουµε προβλήµατα που µπορεί να προκύψουν από αρνητικούς 

εκθέτες, µπορούµε να λαµβάνουµε υπόψη µόνο κινδύνους που έχουν µη 

αρνητική σκέδαση, δηλαδή µόνο κινδύνους που ανήκουν στο σύνολο  
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[ ]{ }3:  και 0 X X Xκ+Ω = ∈Ω ≥ . 

Κάτι τέτοιο είναι λογικό, διότι οι περισσότεροι ασφαλιστικοί κίνδυνοι δεν 

έχουν αρνητική σκέδαση. 

3. Στην περίπτωση όπου η τ.µ. X  έχει αρνητική σκέδαση, το 3κ  είναι αρνητικό 

και επειδή θεωρούµε ότι η διασπορά δεν αποτελεί αρκετά αξιόπιστο µέτρο 

κινδύνου, θα επιλέξουµε ως µέτρο κινδύνου το 

[ ] 4
2 4 4R X w ακ κ= + , 

το οποίο θα µας δώσει καλύτερα αποτελέσµατα από το 

[ ] 2R X κ= . 

Επισηµαίνουµε ότι στην περίπτωση που επιλέξουµε να χρησιµοποιήσουµε το 

3κ , θα προκύψει ένα µέτρο κινδύνου το οποίο θα είναι λιγότερο αξιόπιστο 

ακόµα και από τη διασπορά. 

  � 

 

Θεώρηµα 3.3.2 

Αν X +∈Ω  είναι η συνάρτηση µέτρησης του κινδύνου που ορίζεται από την εξίσωση  

[ ] 3 4
2 3 3 4 4R X w wα ακ κ κ= + +  όπου 0jw ≥  και 0 1jα≤ ≤  για 3,4j = , τότε 

ικανοποιούνται όλες οι ιδιότητες των µέτρων κινδύνου. 
 

Απόδειξη 

Θα αποδείξουµε ότι η [ ] 3 4
2 3 3 4 4R X w wα ακ κ κ= + +  µε 0jw ≥ , 0 1jα≤ ≤  και 3,4j =  

ικανοποιεί τις ιδιότητες 1 ως 5, έτσι όπως ορίζονται στον Ορισµό 1.4.3. 

 

1. Μη-επικινδυνότητα 

Αν η συνάρτηση µέτρησης του κινδύνου X  είναι ακίνδυνη θα ισχύει ότι X c=  

όπου .c σταθ=  και εποµένως θα είναι r rc c Ε =   για κάθε 1,2,3r = … 

 

Στη συνέχεια, θα υπολογίσουµε τα [ ]j cκ  για 2,3, 4j = . Είναι 

[ ] [ ] [ ]2 2
2 0c Var c c cκ  = = Ε −Ε =  , 

[ ] [ ] [ ]3 2 3 3 2 3
3 3 2 3 2 0c c c c c c cc cκ    = Ε − Ε Ε + Ε = − + =     

και 
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      [ ] [ ] [ ] [ ]4 3 2 2 2 2 4
4 4 3 12 6c c c c c c c cκ        = Ε − Ε Ε − Ε + Ε Ε − Ε         

     ( )24 3 2 2 2 44 3 12 6 0c c c c c c c= − − + − = . 

Άρα, είναι 

[ ] 0j cκ =  για 2,3, 4j =  

και τελικά θα ισχύει ότι 

[ ] [ ] 0R X R c= = . 

 

2. Μη-αρνητικότητα 

Ισχύει ότι [ ] 3 4
2 3 3 4 4 0R X w wα ακ κ κ= + + ≥ , διότι 3 4, 0w w ≥ , 2

2 0κ σ= ≥ , 3 0κ ≥  (αφού 

X +∈Ω ) και 4 0κ ≥ . 

 

3. Υποαθροιστικότητα 

Είναι 

[ ] [ ] [ ] [ ]
[ ] [ ] [ ] [ ]

3 4

3 4

1 2 1 3 3 1 4 4 1

2 2 2 3 3 2 4 4 2

R X X w X w X

R X X w X w X

α α

α α

κ κ κ

κ κ κ

= + + ⇒
= + + 

 

[ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ]3 3 4 4

1 2 2 1 2 2 3 3 1 3 2 4 4 1 4 2R X R X X X w X X w X X
α α α α

κ κ κ κ κ κ   + = + + + + +   

                ( )3.14  

και 

[ ] [ ] [ ] [ ]3 4

1 2 2 1 2 3 3 1 2 4 4 1 2R X X X X w X X w X X
α α

κ κ κ   + = + + + + +     

               [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ]3 4

2 1 2 2 3 3 1 3 2 4 4 1 4 2X X w X X w x X
α α

κ κ κ κ κ κ   = + + + + +     

              ( )3.15  . 

 

Για να ισχύει η ιδιότητα της υποαθροιστικότητας, θα πρέπει 

[ ] [ ] [ ]1 2 1 2R X X R X R X+ ≤ +  

( ) ( )
[ ]

3.14 , 3.15

2 1Xκ⇔ [ ]2 2Xκ+ [ ] [ ] [ ] [ ]3 4

3 3 1 3 2 4 4 1 4 2w X X w X X
α α

κ κ κ κ   + + + +     

                [ ]2 1Xκ≤ [ ]2 2Xκ+ [ ] [ ] [ ] [ ]3 3 4 4

3 3 1 3 2 4 4 1 4 2w X X w X X
α α α α

κ κ κ κ   + + + +     
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[ ] [ ] [ ] [ ]3 4

3 3 1 3 2 4 4 1 4 2w X X w X X
α α

κ κ κ κ   ⇔ + + + ≤     

    [ ] [ ] [ ] [ ]3 3 4 4

3 3 1 3 2 4 4 1 4 2w X X w X X
α α α α

κ κ κ κ   + + +     

              ( )3.16  . 

Για να ισχύει η σχέση ( )3.16 , αρκεί να ισχύει  

[ ] [ ] [ ] [ ]1 2 1 2

j j j

j j j jX X X X
α α α

κ κ κ κ + ≤ +   για 0 1jα≤ ≤  και 3,4j = . 

Προφανώς, η παραπάνω σχέση ισχύει και µπορεί να αποδειχθεί χρησιµοποιώντας την 

ανισότητα Minkowski (βλ. Τσουλοµήτης, 2012). 

 

4. Συνέπεια 

Θυµίζουµε ότι για δύο ανεξάρτητους κινδύνους 1X  και 2X  ισχύει ότι 

[ ] [ ] [ ]1 2 1 2j j jX X X Xκ κ κ+ = +  για κάθε 1, 2,3,...j =  

Εποµένως για Y X c= +  θα είναι 

[ ] [ ] [ ] [ ]j j j jY X c X cκ κ κ κ= + = +  για κάθε 1, 2,3,...j =  

 

Νωρίτερα, δείξαµε ότι [ ] 0j cκ =  για 2,3, 4j = . Εποµένως, για 2,3, 4j =  ισχύει ότι 

[ ] [ ] [ ] [ ] [ ]j j j j jY X c X c Xκ κ κ κ κ= + = + = . 

Ως εκ τούτου, θα έχουµε 

[ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ]3 4 3 4

2 3 3 4 4 2 3 3 4 4R Y Y w Y w Y X w X w X R X
α α α α

κ κ κ κ κ κ= + + = + + =  

και επειδή Y X c= + , τελικά θα είναι 

[ ] [ ]R X c R X+ = . 

 

5. Αντικειµενικότητα 

Η [ ] 3 4
2 3 3 4 4R X w wα ακ κ κ= + +  εξαρτάται από τα 2κ , 3κ , 4κ , δηλαδή εξαρτάται από τα 

µεγέθη j
j Xρ  = Ε   και ( ) j

j Xµ µ = Ε −   όπου 1µ ρ= . Τα µεγέθη jκ , jρ , jµ  είναι 

χαρακτηριστικά της κάθε τ.µ., δηλαδή για συγκεκριµένη τ.µ. τα παραπάνω µεγέθη 

έχουν συγκεκριµένη τιµή. Ως εκ τούτου, καταλήγουµε στο συµπέρασµα ότι η [ ]R X  

εξαρτάται από την X  µόνο µέσω της σ.κ. XF . 

             � 
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Παρατήρηση 3.3.3 

Από τη σχέση ( )3.11  συµπεραίνουµε ότι στην περίπτωση όπου η τ.µ. X  

πολλαπλασιαστεί µε 1c >  (αλλαγή κλίµακας), τότε δίνουµε µία αδικαιολόγητα 

υπερβολική βαρύτητα στις ηµιαναλλοίωτες υψηλότερης τάξης. Για το λόγο αυτό, 

επιλέγουµε 3 40 , 1α α≤ ≤  προκειµένου να αντιµετωπίσουµε αυτού του είδους την 

εκτροπή.            � 

 

Παράδειγµα 3.3.4 

Έστω το µέτρο κινδύνου το οποίο δίνεται από τον εξής τύπο 

[ ] 2 3 1 2
2 3 3 4 4R X w wκ κ κ= + + , όπου 3w , 4w  δύο µη αρνητικές σταθερές και 2 0κ >

3 4, 0κ κ ≥ . Να αποδειχθεί ότι: 

)α  Το µέτρο κινδύνου [ ]R X  µπορεί να γραφτεί στη µορφή [ ] [ ]R X Var X ζ= ⋅ , 

όπου ( )1+ σχετικό µέτρο κινδύνου δεξιάς ουράςζ = . 

)β  Για το παραπάνω µέτρο κινδύνου ισχύει ότι [ ] [ ]2R cX c R X= , όπου .c σταθ=  

 

Λύση 

)α  Το παραπάνω µέτρο κινδύνου, µπορεί να γραφτεί και ως εξής 

     [ ] 2 3 1 2
2 3 3 4 4R X w wκ κ κ= + +  

              
2 3 1 2

3 4
2 3 4

2 2

1 w w
κ κ

κ
κ κ

 
= + + 

 
 .        ( )3.17  

 

Αν στη συνέχεια, συµβολίσουµε µε Xσ , Xβ , Xγ  την τυπική απόκλιση, τη σκέδαση 

και την κύρτωση της τ.µ. X  έχουµε 
[ ]3

3X
X

Xµ
β

σ
=  και 

[ ]4
4X

X

Xµ
γ

σ
=  όπου 

[ ]2
2X Xσ κ= . Εποµένως, συµπεραίνουµε ότι 

[ ] [ ]
[ ]( )

3 3 3
3/23 3/2

22

X
X

X X

X

µ κ κ
β

σ κκ
= = =  

2 3 2 3
2 3 2 33 3

2 2
X X

κ κ
β β

κ κ
⇔ = ⇔ =          ( )3.18  

και 
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[ ] [ ] [ ] [ ]( )
[ ]( )

[ ]
[ ]( )

24
4 24 4 4

2 24 4

2 2

33
3X

X
X X

X XX X X

X X

κ κµ κ σ κ
γ

σ σ κ κ

++
= = = = +  

( )
4

2
2

1/20
1/24 4 4

2 2 0
2 2 2

3 3 3X X X

κ

κ σ

κ κ κ
γ γ γ

κ κ κ

≥

= >
⇔ = + ⇔ = − ⇔ = −  .       ( )3.19  

 

Άρα, η σχέση ( )3.17  χρησιµοποιώντας τις σχέσεις ( )3.18  και ( )3.19  παίρνει τη 

µορφή 

      [ ] ( )1 22 2 3
3 41 3X XR X w wσ β γ = + + −   

              
( )1 2

2 2 3 1 2
3 4 1 2

3
1 X

X X
X

w w
γ

σ β γ
γ

 −
= + + 

  
 

              [ ] 2 3 1 2
3 41 X XVar X w wβ γ ′= ⋅ + +

   ,        ( )3.20  

όπου 

3
3 2

2
X

κ
β

κ
=  και 4

2
2

3X

κ
γ

κ
= + . 

Επιπλέον, από υπόθεση ισχύει ότι 3 4, 0κ κ ≥ , 2
2 0κ σ= >  και 3 4, 0w w ≥ . Ως εκ 

τούτου, θα είναι 3 0Xγ − ≥  και εποµένως θα είναι και 
( )1 2

4 4 1/2

3
0X

X

w w
γ
γ
−′ = ≥ . 

 

Η σχέση ( )3.20  µπορεί να γραφτεί και ως 

[ ] [ ]R X Var X ζ= ⋅ , όπου 2 3 1 2
3 41 X Xw wζ β γ′= + +  

ο συντελεστής προσαρµογής της διασποράς και 2 3 1 2
3 4X Xw wβ γ′+  το σχετικό µέτρο 

κινδύνου δεξιάς ουράς. Εποµένως, αυτό που προτείνει η εξίσωση ( )3.20  είναι ένας 

γενικός τρόπος για να αποφύγουµε την εκτροπή που προκύπτει σε περίπτωση όπου 

1c > . Αυτό θα γίνει, αν απλά ορίσουµε 

[ ] [ ] ( )( )1 ,R X Var X h β γ= ⋅ +  ,         ( )3.21  

όπου ( , ) 0h ⋅ ⋅ ≥  ο σχετικός κίνδυνος δεξιάς ουράς (relative right-tail risk) 

:h X +→ℝ ℝ ℝ . Η συνάρτηση h επιλέγεται από τον αναλογιστή και η µοναδική 
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συνθήκη η οποία απαιτείται, είναι η συνάρτηση µέτρησης του κινδύνου [ ]R X  στην 

οποία καταλήγει να ικανοποιεί τις ιδιότητες 1 ως 5 του Ορισµού 1.4.3. 

 

)β  Έστω ότι Y cX=  (δηλαδή αλλαγή κλίµακας) όπου .c σταθ=  Τότε θα είναι 

[ ] [ ] [ ]2 2 2 2 2
2 2 2 2Y XY cX c X c cσ κ κ κ κ σ= = = = = , 

[ ]
[ ]( )

[ ]
[ ]( )

[ ]

[ ]( )

3
3 3 3 3

3 2 3 2 3 23
22 2 2

Y X

Y cX c X

Y cX cX

κ κ κ κ
β β

κκ κ κ
= = = = =  

και 

           
[ ]
[ ]( )

[ ]
[ ]( )

[ ] [ ]( )
[ ]( )

[ ] [ ]( )
[ ]( )

2 24
4 2 4 24 4

2 2 2 2

2 2 2 2

3 33 Y
Y

Y Y cX cXY Y

Y Y Y cX

κ κ κ κµ κ σ
γ

κ κ κ κ

+ ++
= = = =  

    
[ ] [ ]( )

[ ]( )
[ ] [ ]( )

[ ]( )
[ ]
[ ]( )

2 24 2
4 2 4 2 4

2 2 22
2 22

3 3
X

c X c X X X X

X Xc X

κ κ κ κ µ
γ

κ κκ

+ +
= = = . 

 

Άρα, από την σχέση ( )3.20  για Y cX=  θα έχουµε 

  [ ] [ ]2 2 3 1 2 2 2 2 3 1 2 2
3 3 4 3 4 31 1Y Y Y X X XR Y w w c w w c R Xσ β γ σ β γ   ′ ′= + + = + + =

    . 

  � 

 

Παρατήρηση 3.3.5 

Η σχέση 

[ ] [ ] ( )( )1 ,R X Var X h β γ= ⋅ +  

είναι αντίστοιχη της σχέσης 

[ ] [ ]( )1X X θΠ = Ε + . 

Αυτό σηµαίνει ότι το ( ),h β γ  εκφράζει το περιθώριο ασφαλείας για το µέτρο 

κινδύνου [ ]R X , όπως ακριβώς και το θ  εκφράζει το περιθώριο ασφαλείας του 

ασφαλίστρου [ ]XΠ , και εξαρτάται από τη σκέδαση και την κύρτωση της τ.µ X . 

Κατά συνέπεια εξαρτάται από τις ηµιαναλλοίωτες 3ης και 4ης τάξης της τ.µ. X .   � 



- 73 - 
 

ΚΕΦΑΛΑΙΟ 4 

 

ΠΡΟΣΕΓΓΙΣΤΙΚΟΣ ΥΠΟΛΟΓΙΣΜΟΣ ΤΩΝ 

ΣΥΝΟΛΙΚΩΝ ΑΠΟΖΗΜΙΩΣΕΩΝ S  
 

4.1 Η χρήση των προσεγγίσεων στον υπολογισµό των συνολικών 

αποζηµιώσεων 
 

Έστω S  οι συνολικές αποζηµιώσεις, iX  το µέγεθος της ζηµιάς i , όπου 1,2,3...i =  

και N  το πλήθος των ζηµιών, τότε 

1

N

i
i

S X
=

=∑ , όπου 0S =  αν 0N = . 

Στη συνέχεια, θα υποθέσουµε ότι οι µη αρνητικές τ.µ. 1X , 2X ,… είναι ανεξάρτητες 

και ισόνοµες µε σ.κ. ( ) [ ]iG x P X x= ≤ . Είναι γνωστό ότι η σ.κ. της S δίνεται από 

τη σχέση 

( ) ( ) ( )*

0

F s p G sκ
κ

κ

∞

=

=∑ , 0x ≥  

όπου ( )G x  είναι η σ.κ. της iX  και ( ) ( )*G xκ
 είναι η κ -οστή συνέλιξη της G  µε 

( ) ( )* 0 1G x =  για 0x ≥  και [ ]p P Nκ κ= =  (βλ. Κουτσόπουλος, 1999). 

 

Είναι σηµαντικό να αναφέρουµε ότι ο υπολογισµός της σ.κ. ( )F s , πολλές φορές δεν 

είναι εφικτός. Αυτό έχει ως αποτέλεσµα, να είναι απαραίτητη η χρήση προσεγγίσεων 

για τον υπολογισµό της ( )F s . Αν σκεφτούµε την S  σαν άθροισµα ενός µεγάλου 

αριθµού τ.µ. θα µπορούσαµε να χρησιµοποιήσουµε το Κεντρικό Οριακό Θεώρηµα 

για να την προσεγγίσουµε (βλ. Κάκουλλος, 1995). Εντούτοις, µία τέτοια προσέγγιση 

συνήθως δεν είναι ικανοποιητική στην αναλογιστική επιστήµη. Αυτό οφείλεται στο 

γεγονός ότι η γνώση της µέσης τιµής και της διασποράς δε µας αρκούν προκειµένου 

να βγάλουµε συµπεράσµατα τα οποία σχετίζονται µε την ουρά της κατανοµής. 

Εξάλλου, όπως είδαµε στο Παράδειγµα 3.1.5 και στο Παράδειγµα 3.1.7, υπάρχουν 

κατανοµές που παρουσιάζουν την ίδια µέση τιµή και την ίδια διασπορά αλλά 

διαφοροποιούνται στη σκέδαση και στην κύρτωση. Ως εκ τούτου, έχει ιδιαίτερη 
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σηµασία να λάβουµε υπόψη µας αυτή τη διαφοροποίηση, διότι η ουρά µίας 

κατανοµής εξαρτάται από τη σκέδαση και την κύρτωση. Η αναλογιστική επιστήµη 

δείχνει ιδιαίτερο ενδιαφέρον για την ουρά µίας κατανοµής, δεδοµένου ότι σχετίζεται 

µε τις µεγάλες ζηµιές. Η πληροφορία που παίρνουµε από την ουρά µίας κατανοµής 

είναι πάρα πολύ σηµαντική, καθώς µας δείχνει µέχρι ποια τιµή µπορεί να φτάσει η 

αποζηµίωση για µία ζηµιά. Είναι σηµαντικό να αναφέρουµε ότι η 3η ροπή της S  

είναι συνήθως θετική και αυτό έχει σαν αποτέλεσµα η S  να έχει θετική σκέδαση. 

Αυτό σηµαίνει ότι οι πολύ µεγάλες ζηµιές έχουν πολύ µικρή πιθανότητα 

πραγµατοποίησης. Βέβαια, αν η S  έχει βαριά ουρά, αυτό θα έχει σαν αποτέλεσµα να 

υπάρχει πιθανότητα, έστω και µικρή, να πραγµατοποιηθούν πάρα πολύ µεγάλες 

ζηµιές οι οποίες όµως, θα είναι ικανές να κλονίσουν τη φερεγγυότητα της 

ασφαλιστικής εταιρείας σε περίπτωση όπου κατά την τιµολόγηση του κινδύνου δεν 

είχε λάβει υπόψη της τον κίνδυνο της δεξιάς ουράς. 

 

Το γεγονός ότι η S  έχει συνήθως θετική σκέδαση, κάνει µη επιτρεπτή τη χρήση της 

Κανονικής κατανοµής η οποία, λόγω του γεγονότος ότι έχει µηδενική 3η ροπή, 

παρουσιάζει συµµετρία και όχι θετική σκέδαση. Ως αποτέλεσµα των παραπάνω, αντί 

της χρήσης του Κεντρικού Οριακού Θεωρήµατος µπορούµε να χρησιµοποιήσουµε τις 

παρακάτω προσεγγίσεις: 

1. Προσέγγιση της µετατοπισµένης κατανοµής Γάµµα (Translated Gamma 

approximation). 

2. Προσέγγιση του Edgeworth (Edgeworth approximation). 

3. Προσέγγιση της Κανονικής ∆υναµοκατανοµής (Normal Power 

approximation). 

 

Με τη χρήση αριθµητικών παραδειγµάτων έχει διαπιστωθεί ότι οι παραπάνω 

προσεγγίσεις είναι περισσότερο ακριβείς από την προσέγγιση που παίρνουµε από το 

Κεντρικό Οριακό Θεώρηµα. 

 

Στη συνέχεια, θα δούµε αναλυτικά κάθε µία από τις παραπάνω προσεγγίσεις. 
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4.2 Η προσέγγιση της µετατοπισµένης κατανοµής Γάµµα 
 

Συνήθως, οι κατανοµές που εκφράζουν τις συνολικές αποζηµιώσεις έχουν σχήµα 

παρόµοιο µ’ αυτό της κατανοµής Γάµµα, δηλαδή έχουν θετική σκέδαση ( 0β > ), 

θετικό πεδίο ορισµού και επιπλέον είναι µονοκόρυφες. Συνεπώς, είναι λογικό να 

προσεγγίσουµε την S  χρησιµοποιώντας µία κατανοµή Γάµµα. 

 

Για να ορίσουµε την παραπάνω προσέγγιση, εκτός από τις συνήθεις παραµέτρους a  

και b  που έχει η κατανοµή Γάµµα, ορίζουµε και µία 3η η οποία µας επιτρέπει µία 

µετατόπιση κατά ox . Η βασική ιδέα της προσέγγισης της µετατοπισµένης κατανοµής 

Γάµµα είναι να προσεγγίσουµε τη σ.κ. της S  µε τη σ.κ. της oY x+  όπου 

( )Γάµµα ,Y a b∼ . Η επιλογή των a , b  και 0x  γίνεται µε τέτοιο τρόπο ώστε η 

προσεγγιστική τ.µ. να έχει τις 3 πρώτες ροπές της ίσες µ’ αυτές της S . 

 

Σε αυτή την περίπτωση θα είναι 

( ) ( )0; ,SF s G s x a b≈ − , 

όπου ( ); ,G x a b  η σ.κ. της Γάµµα και εποµένως ισχύει ότι 

( )
( )

1

0

1
; ,

x a a byG x a b y b e dy
a

− −=
Γ ∫  µε 0x ≥ . 

∆εδοµένου ότι οι τρεις πρώτες ροπές της G  και της SF  πρέπει να ταυτίζονται, η 

επιλογή των a , b  και 0x  γίνονται κατά τέτοιο τρόπο ώστε 

0

a
x

b
µ = + , 2

2

a

b
σ =  και 

2

a
β = . 

Θυµίζουµε ότι µ , 2σ  και β  είναι η µέση τιµή, η διασπορά και η σκέδαση της τ.µ. 

S  που εκφράζει το ύψος των συνολικών αποζηµιώσεων. Εποµένως, αν λύσουµε το 

σύστηµα των τριών παραπάνω εξισώσεων ως προς a , b  και 0x  έχουµε 

0 00 0

2

2 2 2
2 2

2 22

2

2 2

2 4 44

aa a x xx x bb b
a a

b b b
b

a aa
a

σµ µµ µ β

σ
σ βσ σβ

β
β ββ

 = − = −= + = − 

  

= ⇒ = ⇒ = ⇒ =   
   

  
= = ==  

  

. 
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Είναι σηµαντικό να αναφέρουµε ότι η παραπάνω προσέγγιση είναι ικανοποιητική 

µόνο στην περίπτωση όπου η σκέδαση είναι αυστηρά θετική. Σε περιπτώσεις όπου η 

σκέδαση τείνει στο µηδέν ( 0β → ) η παραπάνω προσέγγιση δε µας δίνει 

ικανοποιητικά αποτελέσµατα. Σε αυτές τις περιπτώσεις, χρησιµοποιείται η 

προσέγγιση της Κανονικής ∆υναµοκατανοµής την οποία και θα µελετήσουµε 

παρακάτω. 

 

Όπως αναφέραµε και νωρίτερα, η προσέγγιση της µετατοπισµένης κατανοµής Γάµµα 

είναι εφικτή µόνο αν οι τρεις πρώτες ροπές είναι ίσες. Σ’ αυτή την περίπτωση η 

διαφορά που προκύπτει µεταξύ των δύο σ.κ. είναι πολύ µικρή.  

 

Έχει αποδειχθεί ότι στην περίπτωση όπου ( )Γάµµα ,Y a b∼  µε 1 4a≥  τότε η 

κατανοµή 4 4 1bY a− −  ακολουθεί περίπου ( )0,1N  (βλ Dhaene και Vyncke, 2004). 

Εποµένως, αν προσεγγίσουµε τις συνολικές αποζηµιώσεις  χρησιµοποιώντας τη 

µετατοπισµένη κατανοµή Γάµµα, αποδεικνύεται ότι ισχύει 

( ) ( )
2

2 1 1 1
8 16

S
y y y y

µ β β
σ

  −
 Ρ ≤ + − − − − ≈ Φ 

    
, 

όπου Φ  η σ.κ. της τυποποιηµένης Κανονικής κατανοµής (βλ Dhaene και Vyncke, 

2004). Το δεξιό µέρος της ανίσωσης στον τύπο της πιθανότητας είναι το y  συν ένας 

διορθωτικός παράγοντας που αντισταθµίζει τη σκέδαση. Σηµειώνουµε ότι στην 

περίπτωση όπου το 0β → , ο διορθωτικός παράγοντας εξαφανίζεται µε αποτέλεσµα 

η παραπάνω σχέση να παίρνει τη µορφή 

( )S
y y

µ
σ
− Ρ ≤ ≈ Φ  

, 

δηλαδή σ’ αυτή την περίπτωση έχουµε την Κανονική προσέγγιση. 

 

Παράδειγµα 4.2.1 

)α  Να υπολογιστεί η σ.π.π. των συνολικών αποζηµιώσεων S  στην περίπτωση όπου 

( )Exp 1X ∼  και ( )Poisson 2N ∼ . 

)β  Να υπολογιστεί η πιθανότητα το ύψος των συνολικών αποζηµιώσεων να είναι το 

πολύ 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 15, 20 ή 25 ν.µ. 
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Λύση 

)α  Αφού ( )Exp 1X ∼  και ( )Poisson 2N ∼ , θα έχουµε xX e−∼ , 0x >  και 

2 2

!

n

N e
n

−
∼ , 0,1, 2...n =  Επιπλέον, γνωρίζουµε ότι η σ.π.π. των συνολικών 

αποζηµιώσεων S  είναι 

( )
( ) ( ) ( )

( )

*

1

, 0

0 , 0

n

nS

N n g x x
f x

N x

∞

=


Ρ = >

= 
 Ρ = =

∑
  

 

Εποµένως, θα πρέπει αρχικά να υπολογιστεί το ( ) ( )* ng x , δηλαδή η n -οστή συνέλιξη 

της εκθετικής κατανοµής µε παράµετρο 1. Έχουµε 

( ) ( ) ( ) ( )*(2)

0 0
Γάµµα 2,1

x x y x y xg x g y g x y dy e e dy xe− − + −= − = =∫ ∫ ∼ , 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2

* 3 * 2

0 0 0
Γάµµα 3,1

2!

x xy x y x xx
g x g y g x y dy ye e dy e ydy e

κ − − + − −= − = = =∫ ∫ ∫ ∼  

και 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2 3 3

* 4 * 3

0 0 0
Γάµµα 4,1

2! 6 3!

x x xy x y x xy y x
g x g y g x y dy e e dy e dy e− − + − −

′ 
= − = = = 

 
∫ ∫ ∫ ∼ . 

Έστω ότι ( ) ( )
( )

1
*

1 !

n
n xx

g x e
n

−
−=

−
, θα αποδείξουµε ότι ισχύει και ( ) ( )* 1

!

n
n xx

g x e
n

+ −= . 

Είναι 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( )

1
* 1 *

0 0 1 !

nx xn n y x yy
g x g y g x y dy e e dy

n

−
+ − − += − =

−∫ ∫  

       ( )
0

Γάµµα 1
! !

n n
xx xy x

e dy e n
n n

− −
′ 

= = + 
 
∫ ∼ . 

Άρα, επαγωγικά, καταλήγουµε στο συµπέρασµα ότι ( ) ( )
( )

1
*

1 !

n
n xx

g x e
n

−
−=

−
, n∈ℕ . 

 

Κατά συνέπεια, προκύπτει ότι για 0x >  είναι 

( ) ( ) ( ) ( )
( )

( ) ( )
( )

11
* 22

1 1 1

22
2

! 1 ! ! 1 !

nn n
n xx

S
n n n

xx
f x N n g x e e e

n n n n

−−∞ ∞ ∞
− +− −

= = =

= Ρ = = =
− −∑ ∑ ∑  
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ενώ, στην περίπτωση όπου 0x =  θα είναι 

( ) ( )
0

2 22
0 0

0!Sf N e e− −= Ρ = = = . 

 

Από τον παραπάνω τύπο, είναι φανερό ότι είναι ιδιαίτερα δύσκολος ο υπολογισµός 

της σ.π.π. της S . Ως εκ τούτου, για την περίπτωση όπου 0x >  θα κάνουµε τους 

περαιτέρω υπολογισµούς χρησιµοποιώντας το Mathematica. Εποµένως, έχουµε 
 

 
 

Αναφέρουµε ότι η συνάρτηση Bessel, που προκύπτει κατά τον παραπάνω 

υπολογισµό, ορίζεται ως η λύση της διαφορικής εξίσωσης 

( )
2

2 2 2
2

0
d y dy

x x x y
dx dx

λ+ + − = , 

όπου λ  µία σταθερά (βλ. Boyce και Diprima, 1999). 

 

)β  Αναφέρουµε ότι η πιθανότητα να πληρώσουµε το πολύ x  ν.µ δίνεται από τη 

σχέση 

( ) ( ) ( ) ( )0 0 0SF x S x S S x= Ρ ≤ ≤ = Ρ = +Ρ < ≤ . 

Κάνοντας τους απαραίτητους υπολογισµούς µε τη βοήθεια του Mathematica, 

προκύπτουν τα παρακάτω συνοπτικά αποτελέσµατα. ∆ιευκρινίζουµε ότι στον 

παρακάτω πίνακα, για λόγους απλότητας, συµβολίζουµε την πιθανότητα ( )0SΡ =  µε 

( )0 0SΡ < ≤ . Εποµένως, για παράδειγµα η πιθανότητα να πληρώσουµε 1 το πολύ 

ν.µ. είναι 

( ) ( ) ( ) ( )1 0 1 0 0 1 0,135335 0,258962 0,394297SF S S S= Ρ ≤ ≤ = Ρ = +Ρ < ≤ = + = . 
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x  ( )0 S xΡ < ≤  ( )SF x  
0 0,135335 0,135335 

1 0,258962 0,394297 

2 0,468166 0,603501 

3 0,617676 0,753011 

4 0,716601 0,851936 

5 0,778599 0,913934 

6 0,815896 0,951231 

7 0,837619 0,972954 

8 0,849941 0,985276 

9 0,856778 0,992113 

10 0,860500 0,995835 

15 0,864520 0,999855 

20 0,864661 0,999996 

25 0,864665 1,000000 
 

Πίνακας 4.1: Υπολογισµός της σ.κ των συνολικών αποζηµιώσεων για διάφορες τιµές 

του ύψους των συνολικών αποζηµιώσεων. 

             � 

 

Παράδειγµα 4.2.2 

Για τη σ.π.π. των συνολικών αποζηµιώσεων που ορίστηκε στο Παράδειγµα 4.2.1, να 

χρησιµοποιηθεί η προσέγγιση της µετατοπισµένης κατανοµής Γάµµα, προκειµένου να 

υπολογιστεί η πιθανότητα το ύψος των συνολικών αποζηµιώσεων να είναι το πολύ   

0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 15, 20 ή 25 ν.µ. 
 

Λύση 

Όπως αναφέραµε και νωρίτερα η προσέγγιση της µετατοπισµένης κατανοµής Γάµµα 

προκύπτει από τη σχέση 

( ) ( )0; ,SF s G s x a b= − , 

όπου 

( )
( )

1

0

1
; ,

x a a byG x a b y b e dy
a

− −=
Γ ∫  µε 0x ≥ . 

Για να πραγµατοποιηθεί ο παραπάνω υπολογισµός αρκεί να υπολογιστούν τα ox , a  

και b . Όµως, για τον υπολογισµό των τριών παραπάνω παραµέτρων απαιτείται ο 
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υπολογισµός της διασποράς και της κύρτωσης της τ.µ S  που εκφράζει το ύψος των 

συνολικών αποζηµιώσεων. 

 

Σύµφωνα µε το προηγούµενο παράδειγµα η ( )Exp 1X ∼ , εποµένως έχουµε  

!
!

1
k

k k

k
E X kρ  = = =   για κάθε 1,2,...k = . 

Άρα, θα είναι 

[ ]1 1! 1E Xρ = = = , 

2
2 2! 2E Xρ  = = =   

και 

3
3 3! 6E Xρ  = = =  . 

 

Επιπλέον, αφού η ( )PoissonN λ∼ , θα ισχύει ότι ( ),S CP Xλ∼ . Εποµένως, 

σύµφωνα µε το Παράδειγµα 3.2.11 είναι 1 1κ λρ= , 2 2κ λρ=  και 3 3κ λρ= , όπου λ  η 

παράµετρος της Poisson και 1ρ , 2ρ  και 3ρ , η 1η, 2η και 3η ροπή περί την αρχή της 

τ.µ. X . Επίσης, νωρίτερα δείξαµε ότι 1 1µ κ= , 2 2µ κ=  και 3 3µ κ= . Άρα, για την 

τ.µ. S  των συνολικών αποζηµιώσεων θα έχουµε 

1 1 1 2 1 2µ κ λρ= = = ⋅ = , 

2 2 2 2 2 4µ κ λρ= = = ⋅ =  

και 

3 3 3 2 6 12µ κ λρ= = = ⋅ = . 

Συµπερασµατικά, για την κατανοµή των συνολικών αποζηµιώσεων, η µέση τιµή, η 

διασπορά και η σκέδαση θα είναι αντίστοιχα 

1 2µ µ= = , 2
2 4σ µ= =  και 3

3 3

12 3

2 2

κ
β

σ
= = = . 

 

Τώρα, είµαστε σε θέση να υπολογίσουµε τα ox , a  και b . Νωρίτερα, δείξαµε ότι  

2
ox

σ
µ

β
= − , 2

4
a

β
=  και 

2
b
σβ

= . 

Άρα, θα είναι 
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0

2

3
x = − , 

16

9
a =  και 

2

3
b = . 

 

Αν υποθέσουµε ότι το ύψος των συνολικών αποζηµιώσεων είναι το πολύ 0s = , τότε 

θα έχουµε 

2 2
0

3 3os x  − = − − = 
 

 

και εποµένως αν στη συνέχεια θέσουµε o os s x= −  θα είναι 

2

3os = . 

Εποµένως, χρησιµοποιώντας το υπολογιστικό πακέτο Mathematica προκύπτει ότι 
 

 
 

και εποµένως η πιθανότητα το ύψος των συνολικών αποζηµιώσεων να είναι το πολύ  

0 ν.µ., δηλαδή η πιθανότητα να µη προκύψουν απαιτήσεις από ζηµιές που αφορούν  

το συγκεκριµένο κίνδυνο είναι 0,108815, δηλαδή είναι 

( ) 2 16 2
0 ; , 0,108815

3 9 3SF G = = 
 

. 

 

Κατά τον ίδιο τρόπο θα γίνουν οι υπολογισµοί για τις υπόλοιπες τιµές. Τα 

αποτελέσµατα των υπολογισµών παρουσιάζονται στον παρακάτω πίνακα. 
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s  ( ); ,oG s x a b−  
0 0,108815 

1 0,374240 

2 0,599648 

3 0,756239 

4 0,856126 

5 0,916881 

6 0,952727 

7 0,973434 

8 0,985211 

9 0,991830 

10 0,995515 

15 0,999791 

20 0,999991 

25 1,000000 
 

Πίνακας 4.2: Προσέγγιση της µετατοπισµένης κατανοµής Γάµµα για διάφορες 

τιµές του ύψους των συνολικών αποζηµιώσεων. 
 

Παρατηρούµε ότι οι αντίστοιχες τιµές που προκύπτουν από την προσέγγιση της 

µετατοπισµένης κατανοµής Γάµµα είναι µεγαλύτερες από αυτές που προκύπτουν αν 

χρησιµοποιήσουµε τη σ.κ των συνολικών αποζηµιώσεων.      � 

 

4.3 Η προσέγγιση του Edgeworth 
 

Η προσέγγιση του Edgeworth δεν είναι σειρά µε την αυστηρή έννοια του όρου. Πιο 

συγκεκριµένα, είναι ένα ανάπτυγµα που έχει τη µορφή σειράς, αλλά συχνά αποκλίνει. 

Εντούτοις, αν γίνει σωστή επιλογή του πλήθους των πρώτων όρων που θα 

χρησιµοποιηθούν, µπορεί να προκύψουν καλές προσεγγίσεις. Σηµειώνουµε ότι σε 

περιπτώσεις όπου η σειρά αποκλίνει, η χρήση επιπλέον όρων δεν σηµαίνει 

απαραίτητα ότι βελτιώνει την προσέγγιση. Εµπειρικά, αποδεικνύεται ότι η 

προσέγγιση του Edgeworth δίνει ικανοποιητικά αποτελέσµατα στην περιοχή του 

µέσου, ωστόσο τα αποτελέσµατα που προκύπτουν και αφορούν την ουρά της 

κατανοµής δεν είναι ιδιαιτέρως αξιόπιστα (βλ. Beard et al., 1984). 
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Ένα µειονέκτηµα της προσέγγισης του Edgeworth, είναι ότι για µικρές τιµές του s  η 

σ.κ. [ ]SF s  παίρνει αρνητικές τιµές, ενώ για µεγάλες τιµές του s  η σ.κ [ ]SF s  παίρνει 

τιµές που ξεπερνούν το 1 (βλ. Λέκου, 2010). 

 

Έστω S  οι συνολικές αποζηµιώσεις. Τότε θα είναι 

( )
( )

( )0,1
S S

Z N
Var S

−Ε
= ∼ , 

όπου [ ]SΕ  η µέση τιµή και [ ]Var S  η διασπορά της S . 

 

Στη συνέχεια, θα δείξουµε ότι η σειρά του Edgeworth προκύπτει από την επεξεργασία 

της ροπογεννήτριας της τ.µ. Z . Επισηµαίνουµε ότι για S s≤  έχουµε 

S s≤ S sµ µ⇔ − ≤ −
0 S sσ µ µ
σ σ

> − −
⇔ ≤ Z z⇔ ≤ . 

Εποµένως, ισχύει ότι [ ] [ ]S s Z zΡ ≤ = Ρ ≤ , άρα και [ ] [ ]S ZF s F z= . 

 

Αν ( )Z tΜ  είναι η ροπογεννήτρια της Z στο t  τότε χρησιµοποιώντας το ανάπτυγµα 

του Taylor προκύπτει ότι 

          ( )
2 3 4

1 2 3 4ln ...
2! 3! 4!Z

t t t
t tκ κ κ κΜ = + + + +            ( )4.1  

όπου, 

( )
0

lnj
Z

j j

t

d t

dt
κ

=

Μ
= . 

 

Θυµίζουµε ότι jκ  είναι η j -τάξης ηµιαναλλοίωτη της κατανοµής Z. Επίσης, στο 

Κεφάλαιο 3 δείξαµε ότι 1κ µ= , 2
2κ σ= , 3 3κ µ= , 4

4 4 3κ µ σ= − . Άρα, στην 

περίπτωση όπου ( )0,1Z N∼  θα ισχύει ότι 

1 0κ = , 2 1κ = , 3 3κ µ=  και 4
4 4 4 43 1 3κ µ µ κ= − ⋅ ⇔ = + . 

Επιπλέον, είναι 

3
33

µ
β µ

σ
= =  και 4

44

µ
γ µ

σ
= = . 
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Όµως, 4 4 3µ κ= + . Ως εκ τούτου, τελικά θα είναι 

4 3γ κ= + . 

 

Αν τώρα χρησιµοποιήσουµε τους όρους του αναπτύγµατος Taylor ως 4ου βαθµού, από 

την σχέση ( )4.1  προκύπτει ότι 

( ) ( )
2 3 4 2 3 4

1 2 3 4ln 3
2! 3! 4! 2! 3! 4!Z

t t t t t t
t tκ κ κ κ β γΜ ≈ + + + = + + −  

και εποµένως θα είναι  

( ) ( )
( ) 432 32 3 4

6 242exp 3
2 6 24

ttt

Z

t t t
t e e

γβ

β γ
−

+ 
Μ ≈ + + − = 

 
 .          ( )4.2  

 

Όµως, ισχύει ότι 

0 !

n
x

n

x
e

n

∞

=

=∑  

και εποµένως στην περίπτωση όπου 

( ) 43 3

6 24

tt
x

γβ −
= +  

θα έχουµε 

( )

( )
3 4

43

3
6 24

0

3

6 24

!

n

t t

n

tt

e
n

β γ

γβ
∞+ −

=

 −
+ 

 =∑  

     

( ) ( )
1 24 43 33 3

6 24 6 24
1 ...

1! 2!

t tt tγ γβ β   − −
+ +   

   = + + +  

     
( ) ( ) ( )

224 4 43 3 33 3 31
1 2 ...

6 24 2 6 6 24 24

t t tt t tγ γ γβ β β  − − − 
 = + + + + ⋅ ⋅ + +  
     

 

     
( ) ( ) ( )24 7 83 2 63 3 3

1 ...
6 24 72 144 1152

t t tt tγ β γ γβ β− − −
= + + + + + +  

    
( ) 43 2 63

1
6 24 72

tt tγβ β−
≈ + + + . 
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Τελικά, η σχέση ( )4.2  παίρνει τη µορφή 

( ) ( )2
43 2 6

/2 3
1

6 24 72
t

Z

tt t
t e

γβ β −
Μ ≈ + + + 

 
 

        
( )2 2 2 2

2
/2 /2 3 /2 4 /2 63

6 24 72
t t t te e t e t e t

γβ β−
≈ + + +  .                            ( )4.3  

 

Στην περίπτωση όπου ( )0,1Z N∼ , γνωρίζουµε ότι η σ.κ. της Z  είναι 

( )
2 /21

2

z tz e dt
π

−

−∞
Φ = ∫  

και η σ.π.π θα είναι 

( ) ( )
2 /2

2

ze
z zϕ

π

−

′= Φ = , όπου z∈ℝ . 

Επιπλέον, η ροπογεννήτρια της τυποποιηµένης Κανονικής κατανοµής είναι 

( )
2 /2t

Z t eΜ = . 

Όµως, από τον ορισµό της ροπογεννήτριας γνωρίζουµε ότι 

( ) ( )  tz
Z t e z dzϕ

∞

−∞
Μ = ∫  

και εποµένως, συµπεραίνουµε ότι θα ισχύει και 

( )
2 /2  t tze e z dzϕ

∞

−∞
= ∫ . 

 

Στη συνέχεια, θα υπολογίσουµε το ( ) txe x dxϕ
∞

−∞
′∫  εφαρµόζοντας ολοκλήρωση κατά 

παράγοντες. Είναι 

( ) ( ) ( ) ( )  tz tz tze z dz e z e z dzϕ ϕ ϕ
∞ ∞∞

−∞−∞ −∞

′′ = −∫ ∫  

 ( ) ( ) ( )lim lim  tz tz tz

z z
e z e z te z dzϕ ϕ ϕ

∞

−∞→∞ →−∞
= − − ∫  

 ( ) tzt e z dzϕ
∞

−∞
= − ∫  

 
2 2tte=− . 
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Ακολούθως, χρησιµοποιώντας τη µέθοδο της επαγωγής θα αποδείξουµε ότι 

( ) ( ) ( )
2 21  

k ktz k te z dz t eϕ
∞

−∞
− =∫ , όπου ( ) ( )k zϕ  η k -οστή παράγωγος της ( )xϕ , για 

κάθε 1, 2,3...k =  

 

Έστω ότι ισχύει ( ) ( ) ( )
2 21  

k ktz k te z dz t eϕ
∞

−∞
− =∫ , θα δείξουµε ότι ισχύει και 

( ) ( ) ( )
21 1 1 21  

k ktz k te z dz t eϕ
∞+ + +

−∞
− =∫ . Η απόδειξη θα γίνει εφαρµόζοντας πάλι 

ολοκλήρωση κατά παράγοντες. Έχουµε 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )1 111  1  
k kk k ktz tz tze z dz e z e z dzϕ ϕ ϕ

∞
∞ ∞+ ++

−∞ −∞
−∞

 ′ ′− = − − 
  

∫ ∫  

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )1
1 lim lim  

k k k ktz tz tz

z z
e z e z te z dzϕ ϕ ϕ

∞+

−∞→∞ →−∞

 ′ ′
= − − − 

 
∫

( ) ( ) ( )2
1  

k ktzt e z dzϕ
∞+

−∞
= − ∫  

( ) ( ) ( )1  
k ktzt e z dzϕ

∞

−∞
= − ∫  

21 2k tt e+= . 

 

Εποµένως, για κάθε 1, 2,3...k =  ισχύει ότι 

( ) ( ) ( )
2 /21  

k ktz k te z dz t eϕ
∞

−∞
− =∫  .           ( )4.4  

Η παραπάνω σχέση ισχύει και για 0k = , αν βέβαια θεωρήσουµε ότι 

( ) ( ) ( )0 z zϕ ϕ= . 

 

Από τη σχέση ( )4.4  για 0,3, 4, 6k =  προκύπτουν τα παρακάτω: 

( )
2 /2 tz te z dz eϕ

∞

−∞
=∫ , 

( ) ( )
23 3 /2 tz te z dz t eϕ

∞

−∞
− =∫ , 

( ) ( )
24 4 /2 tz te z dz t eϕ

∞

−∞
=∫  

και 

( ) ( )
26 6 /2 tz te z dz t eϕ

∞

−∞
=∫ . 
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Εποµένως, αντικαθιστώντας τις παραπάνω ισότητες στη σχέση ( )4.3  προκύπτει ότι 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2

3 4 63

6 24 72
tx tz tz tz

Z t e z dz e z dz e z dz e z dz
γβ β

ϕ ϕ ϕ ϕ
∞ ∞ ∞ ∞

−∞ −∞ −∞ −∞

−
Μ ≈ − + +∫ ∫ ∫ ∫  

και εποµένως, θα είναι 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2

3 4 63

6 24 72Zf z z z z z
γβ β

ϕ ϕ ϕ ϕ
−

≈ − + +  

και 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2

3 4 63

6 24 72ZF z z z z z
γβ β−

≈ Φ − Φ + Φ + Φ , 

όπου ( ) ( )3 zΦ , ( ) ( )4 zΦ  και ( ) ( )6 zΦ  η 3η, 4η και 6η παράγωγος της σ.κ. της τ.µ. Z  

(βλ. Κουτσόπουλος, 1999). 

 

Τέλος, επειδή 3β κ=  και 43γ κ− = , θα είναι 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2

3 4 63 34

6 24 72ZF z z z z z
κ κκ

≈ Φ − Φ + Φ + Φ  

και εποµένως θα είναι 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2

3 4 63 34

6 24 72SF s z z z z
κ κκ

≈ Φ − Φ + Φ + Φ  ,          ( )4.5  

όπου ( ) ( )3 zΦ , ( ) ( )4 zΦ  και ( ) ( )6 zΦ  η 3η, 4η και 6η παράγωγος της σ.κ. της τ.µ. Z , 

αφού όπως αναφέραµε και νωρίτερα ( ) ( )S ZF s F z= . Η ισότητα ( )4.5  ονοµάζεται 

προσέγγιση του Edgeworth (βλ. Schmidli, 2006). 

 

Στη συνέχεια, θα υπολογίσουµε τις παραπάνω παραγώγους. 

     ( ) ( ) ( )( ) ( )
2

2
/2

2 /21

2 2

z
ze

z z z e z z
π π

−
−

′ ′′ ′Φ = Φ = = − = − Φ  
 

 ,          ( )4.6
 

 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )3 z z z z z z z′ ′′ ′ ′′Φ = − Φ = − Φ + − Φ
 

       ( ) ( )( )z z z z′ ′= −Φ − − Φ ( ) ( )2 1z z′= − Φ  ,          ( )4.7  

 

          
( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )4 3 2 1z z z z

′ ′′Φ = Φ = − Φ
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( ) ( )( ) ( )22 1z z z z z′ ′= Φ + − − Φ

 

                     ( ) ( )3 3z z z′= − + Φ  ,             ( )4.8
 

 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )5 4 3 3z z z z z
′ ′ ′Φ = Φ = − + Φ   

    ( ) ( ) ( ) ( )( )2 33 3 3z z z z z z′ ′= − + Φ + − + − Φ  

    ( ) ( )4 26 3z z z′= − + Φ  ,            ( )4.9  

 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )6 5 4 26 3z z z z z
′ ′ ′Φ = Φ = − + Φ   

 ( ) ( ) ( ) ( )( )3 4 24 12 6 3z z z z z z z′ ′= − Φ + − + − Φ  

 ( ) ( )5 310 15z z z z′= − + − Φ  .           ( )4.10  

 

Από τις σχέσεις ( )4.6  έως και ( )4.10  συµπεραίνουµε ότι οι παράγωγοι της ( )zΦ  

είναι πολυώνυµα πολλαπλασιασµένα µε την 1η παράγωγο της ( )zΦ . 

 

Είναι απαραίτητο να θυµίσουµε ότι η χρήση επιπλέον όρων στο ανάπτυγµα του 

Edgeworth, δεν βελτιώνει πάντα το αποτέλεσµα. Ως εκ τούτου, θα µπορούσαµε να 

χρησιµοποιήσουµε µόνο τους 2 ή µόνο τους 3 πρώτους όρους της προσέγγισης του 

Edgeworth. Επιπροσθέτως, αναφέρουµε ότι η χρήση όρων που περιλαµβάνουν ροπές 

τάξης 3 ή µεγαλύτερη, είναι δύσκολο να εκτιµηθούν σε περίπτωση όπου το µέγεθος 

του δείγµατος είναι µικρό, και φυσικά αυτό ενισχύει την άποψη ότι η χρήση επιπλέον 

όρων δεν βελτιώνει πάντα το αποτέλεσµα (βλ. Λέκου, 2010). Εποµένως, στην 

περίπτωση που χρησιµοποιήσουµε µόνο 2 ή 3 όρους προκύπτουν οι παρακάτω 

προσεγγίσεις αντιστοίχως. 

    ( ) ( ) ( ) ( )33

6ZF z z z
κ

≈ Φ − Φ           ( )4.11  

       ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )3 43 4

6 24ZF z z z z
κ κ

≈ Φ − Φ + Φ          ( )4.12  

 

Είναι σηµαντικό να αναφέρουµε ότι η αύξηση του µεγέθους του δείγµατος µειώνει 

σηµαντικά το σφάλµα. Επίσης, η χρήση των 2 πρώτων όρων µας δίνει ικανοποιητικό 
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αποτέλεσµα ακόµα και για µικρό µέγεθος δείγµατος. Τέλος, είναι εύκολο κανείς να 

διαπιστώσει ότι στην περίπτωση που χρησιµοποιηθεί µόνο ο πρώτος όρος της 

προσέγγισης του Edgeworth προκύπτει η Κανονική κατανοµή. 

 

Παράδειγµα 4.3.1 

Να βρεθεί η προσέγγιση του Edgeworth στην περίπτωση όπου η S ακολουθεί 

σύνθετη κατανοµή Poisson. 
 

Λύση 

Θυµίζουµε ότι στην περίπτωση όπου η S ακολουθεί τη σύνθετη κατανοµή Poisson 

ισχύει ότι ( ) 1S λρΕ = , ( ) 2Var S λρ= , 3 3κ λρ= και 4 4κ λρ=  (βλ. Παράδειγµα 

3.2.11). Συνεπώς, θα είναι 1

2

S
Z

λρ
λρ
−

=  και 1

2

s
z

λρ
λρ
−

= . Εποµένως, από τη σχέση 

( )4.5  προκύπτει ότι 

[ ] [ ] ( ) ( )3 431 1 4 1

2 2 2
6 24S Z

s s s
F s F z

λρλρ λρ λρ λρ
λρ λρ λρ

     − − −
= ≈ Φ − Φ + Φ          

     
 

   
( ) ( )

2

63 1

2
72

sλρ λρ
λρ

 −
+ Φ   

 
        ( )4.13  . 

Η σχέση ( )4.13  είναι η προσέγγιση του Edgeworth µε 4 όρους.     � 

 

Παράδειγµα 4.3.2 

Για τη σ.π.π. των συνολικών αποζηµιώσεων S του Παραδείγµατος 4.2.1, να 

χρησιµοποιηθεί η προσέγγιση του Edgeworth, προκειµένου να υπολογιστεί η 

πιθανότητα το ύψος των συνολικών αποζηµιώσεων να είναι το πολύ 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 

7, 8, 9, 10, 15, 20 ή 25 ν.µ. (Οι υπολογισµοί να γίνουν χρησιµοποιώντας και τις 3 

προσεγγίσεις που αναφέρθηκαν προηγουµένως.) 
 

Λύση 

Στο Παράδειγµα 4.2.2, υπολογίσαµε τις τρεις πρώτες ροπές της κατανοµής X , οι 

οποίες θυµίζουµε ότι είναι 1 1ρ = , 2 2ρ =  και 3 6ρ = , ενώ η 4η ροπή θα είναι ίση µε 

4 4! 24ρ = = . Επίσης, θυµίζουµε ότι η παράµετρος της κατανοµής Poisson είναι 

2λ = . 
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Στην περίπτωση όπου 0s =  θα είναι 

1

2

0 2 1
1

2 2

s
z

λρ
λρ
− − ⋅

= = = −
⋅

. 

Άρα, θα είναι ( ) ( )0 1S ZF F= −  και εποµένως µας αρκεί να υπολογίσουµε το  

( )1ZF − . 

 

Χρησιµοποιώντας τους 2 πρώτους όρους της σχέσης ( )4.13  θα έχουµε 

   ( ) ( ) 2 6
1 1ZF

⋅
− ≈ Φ − −

6
( ) ( )3 1Φ −  ( ) ( ) ( )31 2 1= Φ − − Φ − .       ( )4.14  

 

Αρκεί τώρα, να υπολογίσουµε την 1η και την 3η 
παράγωγο της ( )zΦ  για 1z=− . 

Είναι 

( )
( )21 /2 0,60653

1 0,241971
2,506632

e

π

− −

′Φ − = = =  

και 

( ) ( ) ( )( ) ( )23 1 1 1 1 0′Φ − = − − Φ − = . 

Επιπλέον, από τον πίνακα τιµών της Κανονικής κατανοµής βρίσκουµε ότι 

( )1 0,841345Φ = . Άρα, θα είναι ( ) ( )1 1 1 1 0,841345 0,158655Φ − = −Φ = − = .  

 

Εποµένως, από τη σχέση ( )4.14  έχουµε 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )31 1 2 1 1 0,158655ZF − ≈ Φ − − Φ − = Φ − = . 

 

Άρα, στην περίπτωση που επιλέξουµε να χρησιµοποιήσουµε τους 2 πρώτους όρους 

της προσέγγισης του Edgeworth θα είναι ( )0 0,158655SF ≈ . 

 

Στη συνέχεια, θα ακολουθήσουµε την ίδια διαδικασία, χρησιµοποιώντας τους 3 

πρώτους όρους της σχέσης ( )4.13  θα έχουµε 

   ( ) ( ) 2 6
1 1ZF

⋅
− ≈ Φ − −

6
( ) ( )3 2 24

1
⋅

Φ − +
24

( ) ( )4 1Φ −  

    ( ) ( ) ( ) ( ) ( )3 41 2 1 2 1= Φ − − Φ − + Φ −  .        ( )4.15  
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Αρκεί τώρα, να υπολογίσουµε την 4η παράγωγο της ( )zΦ στο 1z=− . Είναι 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )34 1 1 3 1 1 2 1′ ′Φ − = − − + ⋅ − Φ − = − ⋅Φ − . 

 

Άρα, από την σχέση ( )4.15  προκύπτει ότι 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )3 41 1 2 1 2 1ZF − ≈ Φ − − Φ − + Φ −  

  ( ) ( ) ( )1 2 0 2 2 1′= Φ − − ⋅ + ⋅ − Φ −  

  ( ) ( )1 4 1′= Φ − − Φ −  

  0,158655 4 0,241971= − ⋅  

  0,809229= − . 

 

Εποµένως, στην περίπτωση χρήσης των 3 πρώτων όρων της προσέγγισης θα έχουµε 

( )0 0,809229SF ≈ − . 

 

Τέλος, χρησιµοποιώντας και τους 4 πρώτους όρους της σχέσης ( )4.13  θα έχουµε 

( ) ( ) 2 6
1 1ZF

⋅
− ≈ Φ − −

6
( ) ( )3 2 24

1
⋅

Φ − +
24

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2

4 62 6
1 1

72

⋅
Φ − + Φ −  

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )3 4 61 2 1 2 1 2 1= Φ − − Φ − + Φ − + Φ −  .        ( )4.16  

 

Αρκεί τώρα, να υπολογίσουµε την 6η παράγωγο της ( )zΦ στο 1z=− . Είναι 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )5 36 1 1 10 1 15 1 1 6 1 .′ ′Φ − = − − + ⋅ − − ⋅ − Φ − = ⋅Φ −  

 

Άρα, από την σχέση ( )4.16  έχουµε 

  ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )3 4 61 1 2 1 2 1 2 1ZF − ≈ Φ − − Φ − + Φ − + Φ −  

   ( ) ( ) ( ) ( )1 2 0 2 2 1 2 6 1′ ′= Φ − − ⋅ + ⋅ − Φ − + ⋅ ⋅Φ −  

   ( ) ( )1 8 1′= Φ − + ⋅Φ −  

   0,158655 8 0,241971= + ⋅  

   2,094423= . 
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Άρα, σε αυτή τη περίπτωση είναι ( )0 2,094423SF ≈ . 

 

Συγκρίνοντας τα αποτελέσµατα και των τριών προσεγγίσεων συµπεραίνουµε ότι το 

αποτέλεσµα της πρώτης προσέγγισης είναι ικανοποιητικό, ωστόσο δεν µπορούµε να 

πούµε το ίδιο και για τις άλλες δύο προσεγγίσεις καθώς το αποτέλεσµα που 

προκύπτει, όχι µόνο δεν είναι κοντά στην τιµή που µας δίνει η σ.κ. των συνολικών 

αποζηµιώσεων S, αλλά είναι και εκτός του διαστήµατος [ ]0,1 . 

 

Κατά τον ίδιο τρόπο που έγιναν οι υπολογισµοί για 0s=  µπορούν να 

πραγµατοποιηθούν οι υπολογισµοί και για τις υπόλοιπες τιµές. Στον παρακάτω 

συνοπτικό πίνακα παρουσιάζονται τα αποτελέσµατα των παραπάνω υπολογισµών, 

χρησιµοποιώντας 2 ή 3 ή 4 όρους της προσέγγισης. 
 

 Προσέγγιση του Edgeworth 

s  µε χρήση 2 όρων µε χρήση 3 όρων µε χρήση 4 όρων 

0 0,158655 -0,809229 2,094423 

1 0,836636 -0,131544 4,291276 

2 1,298086 1,298086 1,298086 

3 1,219560 2,187740 -2,235080 

4 0,841345 1,809227 -1,094413 

5 0,609399 0,900813 1,847911 

6 0,653304 0,437340 2,381014 

7 0,809742 0,524908 1,264384 

8 0,927740 0,768194 0,608648 

9 0,980131 0,923625 0,663621 

10 0,995954 0,982036 0,863194 

15 1,000000 1,000000 0,999996 

20 1,000000 1,000000 1,000000 

25 1,000000 1,000000 1,000000 
 

Πίνακας 4.3: Προσέγγιση του Edgeworth για διάφορες 

τιµές του ύψους των συνολικών αποζηµιώσεων. 
 

Από τον παραπάνω πίνακα µπορούµε να διαπιστώσουµε ότι στην περίπτωση που 

γίνει χρήση των προσεγγίσεων που έχουν 3 ή 4 όρους, υπάρχουν τιµές για τις οποίες 
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η προσέγγιση παίρνει τιµές εκτός του διαστήµατος [ ]0,1 . Επιπροσθέτως, 

παρατηρούµε ότι η χρήση επιπλέον όρων δεν βελτιώνει το αποτέλεσµα, καθώς 

υπάρχουν περιπτώσεις όπου η χρήση επιπλέον όρων µας οδηγεί σε µεγαλύτερο 

σφάλµα. Στο συµπέρασµα αυτό µπορούµε να καταλήξουµε πολύ εύκολα αν 

συγκρίνουµε τα αποτελέσµατα του παραπάνω πίνακα µε αυτά του Πίνακα 4.1.   � 

 

4.4 H προσέγγιση της Κανονικής ∆υναµοκατανοµής 
 

Η προσέγγιση της Κανονικής ∆υναµοκατανοµής (Normal Power approximation) είναι 

παρόµοια µε την προσέγγιση της µετατοπισµένης κατανοµής Γάµµα, βέβαια, όπως θα 

δούµε παρακάτω, αυτή η προσέγγιση είναι ελαφρώς µεγαλύτερη από αυτή της 

µετατοπισµένης κατανοµής Γάµµα. Επιπλέον, η προσέγγιση της Κανονικής 

∆υναµοκατανοµής αποτελεί µία µέθοδο για τη βελτίωση της προσέγγισης του 

Edgeworth. 

 

Θυµίζουµε ότι στην περίπτωση που συµβολίσουµε µε S την κατανοµή των 

συνολικών αποζηµιώσεων, είναι ( )S µΕ =  η µέση τιµή, ( ) 2Var S σ=  η διασπορά 

και β  η σκέδαση. Επιπροσθέτως, θυµίζουµε ότι αν ( )0,1
S

Z N
µ

σ
−

= ∼  τότε θα 

είναι και [ ] [ ]S s Z zΡ ≤ = Ρ ≤ . 

 

Επιπλέον, αποδεικνύεται ότι για 1s≥  είναι 

( ) ( )2 1
6

S
P s s s

µ β
σ
− ≤ + − ≈ Φ  

 

(βλ. Dhaene και Vyncke, 2004). 

 

Αν στη συνέχεια θέσουµε ( )2 1
6

z s s
β

= + −  θα είναι 

( )2 1
6

z s s
β

= + −  

2 6 6
1s s z

β β
⇔ + = +  

2 2

2 3 3 6 3
2 1s s z
β β β β
     

⇔ + + = + +     
     
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2

2

3 9 6
1s z

β β β
 

⇔ + = + + 
 

 

         
2

3 9 6
1s z

β β β
⇔ + = ± + +  .         ( )4.17  

∆εδοµένου ότι 1s≥  και 1β ≥ , θα είναι και 
3

0s
β

+ > . Εποµένως, από τη σχέση

( )4.17  θα έχουµε 

2

9 6 3
1s z

β β β
= + + − . 

 

Συνεπώς, προκύπτει ότι 

        2

9 6 3
1

S z
z

µ
σ β β β

 − Ρ ≤ ≈ Φ + + −     
         ( )4.18  

και επειδή 

( )0,1
S

Z N
µ

σ
−

= ∼  και 
s

z
µ

σ
−

= , 

θα είναι 

[ ] 2

9 6 3
1

z
Z z

β β β

 
Ρ ≤ ≈ Φ + + − 

 
, 

δηλαδή, 

( ) 2

9 6 3
1Z

z
F z

β β β

 
≈ Φ + + − 

 
. 

Εποµένως, τελικά θα είναι 

( ) ( )
2

69 3
1S

s
F s

µ
β βσ β

 −
= Φ + + − 

  
 ,        ( )4.19  

αφού, όπως αναφέραµε και νωρίτερα ισχύει ότι ( ) ( )S ZF s F z= . 

 

Τέλος, επειδή  και 
3

1 0
β

+ >  αποδεικνύεται ότι θα είναι και 1z≥  (βλ. Dhaene 

και Vyncke, 2004). 

 

 

1s≥
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Παρατήρηση 4.4.1 

Στην περίπτωση όπου 1s< , άρα και 1z < , ο όρος ( )2 1
6

s
β

−  ο οποίος ονοµάζεται 

παράγοντας διόρθωσης, γίνεται αρνητικός.        � 

 

Παράδειγµα 4.4.2 

Να υπολογιστεί η προσέγγιση της Κανονικής ∆υναµοκατανοµής στην περίπτωση 

όπου η S ακολουθεί σύνθετη κατανοµή Poisson. 
 

Λύση 

Θυµίζουµε ότι στην περίπτωση όπου η  ακολουθεί σύνθετη κατανοµή Poisson, 

ισχύει ότι 

[ ] 1S λρΕ = , 

[ ] 2
2Var S λρ σ= =  

και 

[ ]( )3 3S S λρ Ε −Ε =
  , 

όπου 1ρ , 2ρ , 3ρ  οι τρεις πρώτες ροπές της X . Επιπλέον, στην περίπτωση της 

σύνθετης κατανοµής Poisson η σκέδαση θα είναι 

[ ]( )

[ ]( )

3

3 3
33 3/2

2

S S

Var X

κ ρ
β

σ λρ

 Ε −Ε
 = = . 

Συνεπώς, από τη σχέση ( )4.19  προκύπτει ότι 

     ( ) ( )1
2

3 3
3 23/2 3/2

3/2 2 2
2

69 3
1S

s
F s

λρ
ρ ρρ λρ
λρ λρλρ

 
 
 −

≈ Φ + + − 
  
  
  

 

     
( )3 3/2

1 22 2
2

3 3 3

69 3
1

s λρ ρλρ λρ
ρ ρ ρ

 −
= Φ + + − 

  
 .        ( )4.20  

 

S
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Εποµένως, στην περίπτωση όπου η συνάρτηση κατανοµής των συνολικών 

αποζηµιώσεων ακολουθεί τη σύνθετη κατανοµή Poisson, η προσέγγιση της 

Κανονικής ∆υναµοκατανοµής δίνεται από τον τύπο ( )4.20 .     � 

 

Παράδειγµα 4.4.3 

Για τη σ.π.π. των συνολικών αποζηµιώσεων S που ορίστηκε στο Παράδειγµα 4.2.1, 

να χρησιµοποιηθεί η προσέγγιση της Κανονικής ∆υναµοκατανοµής προκειµένου να 

υπολογιστεί η πιθανότητα το ύψος των συνολικών αποζηµιώσεων να είναι το πολύ   

0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 15, 20 ή 25 ν.µ. 
 

Λύση 

Στο Παράδειγµα 4.2.1 η σ.π.π. των συνολικών αποζηµιώσεων S ακολουθεί σύνθετη 

κατανοµή Poisson µε παράµετρο 2λ = . Εποµένως, για τους υπολογισµούς µας 

µπορούµε να χρησιµοποιήσουµε τη σχέση ( )4.20 . Ακόµα, από το ίδιο παράδειγµα 

γνωρίζουµε ότι ( )Exp 1X ∼  και εποµένως θα είναι 1 1ρ = , 2 2ρ = , 3 6ρ = , 

4 24ρ =  (βλ. Παράδειγµα 4.2.2). 

 

Άρα, για 0s =  από τη σχέση ( )4.20  έχουµε 

      ( )
3

2

69 2 2
0

6SF
⋅ ⋅

≈ Φ +
( )0 2 1 2

6

− ⋅
( )

3/23 2 2
1 1

6

 ⋅ + − = Φ −
  

 . 

Όπως αναφέραµε και νωρίτερα το ( )1 0,158655Φ − =  (βλ. Παράδειγµα 4.3.2). 

Εποµένως, θα είναι 

( )0 0,158655SF ≈ . 

 

Οµοίως, πραγµατοποιούµε τους απαιτούµενους υπολογισµούς και για τις υπόλοιπες 

τιµές του s . Τα αποτελέσµατα των υπολογισµών παρουσιάζονται στον παρακάτω 

πίνακα. 
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s  ( )SF s  
0 0,158655 

1 0,394369 

2 0,593310 

3 0,740780 

4 0,841345 

5 0,906018 

6 0,945814 

7 0,969465 

8 0,983127 

9 0,990835 

10 0,995097 

15 0,999820 

20 0,999995 

25 1,000000 
 

Πίνακας 4.4: Προσέγγιση της Κανονικής ∆υναµοκατανοµής για διάφορες 

τιµές του ύψους των συνολικών αποζηµιώσεων. 
 

Συγκρίνοντας τα αποτελέσµατα του παραπάνω πίνακα µε αυτά του Πίνακα 4.1, 

συµπεραίνουµε ότι η προσέγγιση της Κανονικής ∆υναµοκατανοµής µας δίνει τιµές 

που είναι πολύ κοντά σε αυτές που µας δίνει η σ.κ. της S. Για παράδειγµα, κάνοντας 

χρήση της σ.κ. των συνολικών αποζηµιώσεων, συµπεραίνουµε ότι οι συνολικές 

αποζηµιώσεις είναι το πολύ 10 ν.µ. µε πιθανότητα 0,995835, ενώ χρησιµοποιώντας 

την προσέγγιση της Κανονικής ∆υναµοκατανοµής καταλήξαµε στο συµπέρασµα ότι η 

αντίστοιχη πιθανότητα είναι 0,995097.        � 

 

Παράδειγµα 4.4.4 

Συγκρίνοντας τα αποτελέσµατα που προκύπτουν από τα παραδείγµατα 4.2.1. 4.2.2, 

4.3.2 και 4.4.3, τι συµπεράσµατα προκύπτουν για τις τρεις προσεγγίσεις; 
+ 

Λύση 

Προκειµένου να διαπιστώσουµε τις διαφορές που προκύπτουν κάνοντας χρήση των 

τριών προσεγγίσεων που αναφέραµε νωρίτερα, θα συγκεντρώσουµε τα αποτελέσµατα 

που προέκυψαν ανά περίπτωση σε ένα συγκεντρωτικό πίνακα. 
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ύψος συνολικών 

αποζηµιώσεων 

συνάρτηση 

κατανοµής 

προσέγγιση 

µετατοπισµένης 

κατανοµής Γάµµα 

προσέγγιση 

Edgeworth (µε 

χρήση 2 όρων) 

προσέγγιση 

Κανονικής 

∆υναµοκατανοµής 

0 0,135335 0,108815 0,158655 0,158655 

1 0,394297 0,374240 0,836636 0,394369 

2 0,603501 0,599648 1,298086 0,593310 

3 0,753011 0,756239 1,219560 0,740780 

4 0,851936 0,856126 0,841345 0,841345 

5 0,913934 0,916881 0,609399 0,906018 

6 0,951231 0,952727 0,653304 0,945814 

7 0,972954 0,973434 0,809742 0,969465 

8 0,985276 0,985211 0,927740 0,983127 

9 0,992113 0,991830 0,980131 0,990835 

10 0,995835 0,995515 0,995954 0,995097 

15 0,999855 0,999791 1,000000 0,999820 

20 0,999996 0,999991 1,000000 0,999995 

25 1,000000 1,000000 1,000000 1,000000 
 

Πίνακας 4.5: Σύνοψη των αποτελεσµάτων που προκύπτουν 

από τις τρεις προσεγγίσεις. 
 

Από τον παραπάνω πίνακα είναι εύκολο κανείς να διαπιστώσει ότι τα αποτελέσµατα 

που προκύπτουν από την προσέγγιση του Edgeworth παρουσιάζουν µεγάλη απόκλιση 

στην περίπτωση όπου το ύψος των αποζηµιώσεων είναι µικρό. Όσον αφορά την 

προσέγγιση της µετατοπισµένης κατανοµής Γάµµα και την προσέγγιση της 

Κανονικής ∆υναµοκατανοµής, παρατηρούµε ότι µας δίνουν αποτελέσµατα τα οποία 

είναι πολύ κοντά στο αποτέλεσµα που παίρνουµε από τη σ.κ. που εκφράζει τις 

συνολικές αποζηµιώσεις. Παρόλα αυτά είναι σηµαντικό να αναφέρουµε ότι οι τιµές 

που προκύπτουν χρησιµοποιώντας την Κανονική ∆υναµοκατανοµή παρουσιάζουν 

µικρότερη απόκλιση από αυτές της µετατοπισµένης κατανοµής Γάµµα σε σχέση µε το 

αποτέλεσµα που προκύπτει από τη σ.κ. των συνολικών αποζηµιώσεων. Επίσης, η 

Κανονική ∆υναµοκατανοµή µας δίνει πολύ καλές προσεγγίσεις, ακόµα και στην 

περίπτωση όπου το ύψος των αποζηµιώσεων είναι µικρό. Αντιθέτως, η 

µετατοπισµένη κατανοµή Γάµµα δε µας δίνει καλές προσεγγίσεις σε αντίστοιχες 

περιπτώσεις. Ενδεικτικά αναφέρουµε ότι στην περίπτωση όπου οι συνολικές 

αποζηµιώσεις είναι 1 ν.µ. η προσέγγιση της µετατοπισµένης κατανοµής Γάµµα 
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παρουσιάζει απόκλιση από την πραγµατική τιµή ύψους 

0,374240 0,394297
5,0868%

0,394297

−
= − , σε αντίθεση η Κανονική ∆υναµοκατανοµή 

παρουσιάζει απόκλιση σε σχέση µε την πραγµατική τιµή µόνο 

0,394369 0,394297
0,0183%

0,394297

−
= .         � 

 

Παράδειγµα 4.4.5 

Έστω ότι οι συνολικές αποζηµιώσεις ακολουθούν σύνθετη κατανοµή Poisson µε 

1λ =  και xX e−∼ . Να βρεθεί το ασφάλιστρο Π  για το οποίο οι συνολικές 

αποζηµιώσεις της S είναι µεγαλύτερες από Π  µε πιθανότητα το πολύ 5%. 
 

Λύση 

Αν bxX be−∼  τότε 
!k

k k

k
X

b
ρ  = Ε =  , 1,2...k =  Άρα, για 1b=  προκύπτει ότι 

!k kρ =  για κάθε 1,2,...k = , και εποµένως θα είναι  

1 1ρ = , 2 2ρ =  και 3 6ρ = . 

Άρα, από τη σχέση ( )4.20  έχουµε 

( ) ( )3 3/2

2

6 1 1 29 1 2 3 1 2

6 6 6S

s
F s

 ⋅ − ⋅ ⋅⋅ ⋅ ⋅
 ≈ Φ + +
  

 

          2 1 2s =Φ + −  .            ( )4.21  

 

Για s=Π  θα είναι 

     [ ] 0,05SΡ >Π ≤  

[ ] 0,95S⇔Ρ ≤ Π ≥  

   ( ) 0,95SF⇔ Π ≥  

    
( )4.21

2 1 2 0,95 ⇔ Φ Π + − ≥  . 

Επιπλέον, από τον πίνακα τιµών της Κανονικής κατανοµής είναι ( )1,65 0,9505Φ = . 

Συνεπώς, θα είναι 

2 1 2 1,65Π + − =  
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( ) ( )2 2

2 1 1,65 2⇔ Π + = +  

4,19470⇔ Π = . 

Τελικά, συµπεραίνουµε ότι το ζητούµενο ασφάλιστρο είναι 4,19470 ν.µ.    � 

 

Παράδειγµα 4.4.6 

Έστω ότι οι συνολικές αποζηµιώσεις ακολουθούν σύνθετη κατανοµή Poisson µε 

1λ =  και ( )Γάµµα 2,1X ∼ . Να βρεθεί το ασφάλιστρο Π  για το οποίο οι συνολικές 

αποζηµιώσεις S είναι µεγαλύτερες από Π  µε πιθανότητα το πολύ 5%. 
 

Λύση 

∆εδοµένου ότι ( )Γάµµα 2,1X ∼  θα είναι ( ) x
Xf x xe−= . Επιπροσθέτως, γνωρίζουµε 

ότι στην περίπτωση της κατανοµής Γάµµα, οι k -τάξεις ροπές περί την αρχή 

υπολογίζονται από τη σχέση 

( ) ( )1 ... 1k
k k

a a a k
X

b
ρ

+ + −
 = Ε =   

για κάθε 1,2...k = , όπου a , b  η 1η και η 2η παράµετρος της κατανοµής Γάµµα. Ως 

εκ τούτου, για 2a =  και 1b =  θα ισχύει ότι 

( ) ( )
2... 2 1

2... 2 1
1

k
k k

k
X kρ

+ −
 =Ε = = + −   

και εποµένως είναι 

[ ]1 2Xρ = Ε = , 

2
2 2 3 6Xρ  = Ε = ⋅ =   

και 

3
3 2 3 4 24Xρ  = Ε = ⋅ ⋅ =  . 

 

Συνεπώς, από τη σχέση ( )4.20  θα έχουµε 

( ) ( )3 3/2

2

6 1 2 69 1 6 3 1 6
1

24 24 24S

s
F s

 ⋅ − ⋅ ⋅⋅ ⋅ ⋅
≈ Φ + + + − 

  
 

         1,375 1,5 0,75 6s = Φ + −   .         ( )4.22  
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Για s=Π  θα είναι 

[ ] 0,05SΡ > Π ≤ [ ] 0,95S⇔Ρ ≤ Π ≥ ( ) 0,95SF⇔ Π ≥  

και επιπλέον από τον πίνακα τιµών της Κανονικής κατανοµής είναι 

( )1,65 0,9505Φ = . Ως εκ τούτου, από τη σχέση ( )4.22  θα είναι 

1,375 1,5 0,75 6 1,65+ Π − =  

( ) ( )2 2

1,375 1,5 1,65 0,75 6⇔ + Π = +  

7,18999⇔Π =  

και εποµένως το ζητούµενο ασφάλιστρο είναι 7,18999ν.µ.      � 

 

Παράδειγµα 4.4.7 

Χρησιµοποιώντας την προσέγγιση της Κανονικής ∆υναµοκατανοµής, να βρεθεί το 

ασφάλιστρο Π  για το οποίο οι συνολικές αποζηµιώσεις S είναι µεγαλύτερες από Π  

µε πιθανότητα το πολύ 5%. 

)α  ( )Exp 1S ∼ , 

)β  ( )Γάµµα 2,2S ∼ , 

)γ  ( )Pareto 1,4S∼  τύπου Lomax, 

)δ  ( ) ( ) ( ) 1: 1 2 3 3s s sS f f f= = = , 

)ε  ( ) ( ) ( ) 1: 1 2 5 3s s sS f f f= = = , 

 

Λύση 

Η επίλυση του παραπάνω προβλήµατος θα γίνει µε τη βοήθεια του υπολογιστικού 

πακέτου Mathematica. Οι φόρµες υπολογισµού που χρησιµοποιήθηκαν 

παρουσιάζονται αναλυτικά στο Παράρτηµα. 

 

Στο παρακάτω πίνακα παραθέτουµε τα αποτελέσµατα των υπολογισµών που 

πραγµατοποιήθηκαν. ∆ιευκρινίζουµε ότι µε 1ρ , 2ρ  και 3ρ  έχουµε συµβολίσει την 1η, 

2η και 3η ροπή, ενώ µε 3µ  έχουµε συµβολίσει την 3η κεντρική ροπή. Επίσης, µε σ  

και β  έχουµε συµβολίσει την τυπική απόκλιση και τη σκέδαση αντιστοίχως. Τέλος, 

µε Π  έχουµε συµβολίσει το ασφάλιστρο. 
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σ.π.π. 1ρ  2ρ  3ρ  σ  3µ  β  Π  

( ) x
sf s e−=  1 2 6 1 2 2 1,91832 

( ) 24 x
sf s xe−=  1 

3

2
 3 2

2
 

1

2
 2  1,65601 

( ) ( )54 / 1sf s x= +  
1

3
 

1

3
 1 2

3
 

20

27
 5 2  0,727765 

( ) 1/ 3,  1,2,3sf s s= =  2 
14

3
 12 6

3
 0 0 

δε µπορεί να 

υπολογιστεί 

µε αυτή τη 

µέθοδο 

( ) 1/ 3,  1,2,5sf s s= =  
8

3
 10 

134

3
 26

3
 

70

27
 35 26

328
 4,26776 

 

Πίνακας 4.6: Αποτελέσµατα υπολογισµών για κάθε µία 

από τις περιπτώσεις του παραδείγµατος. 
 

Αναφέρουµε ότι στην περίπτωση )δ  δεν είναι εφικτός ο υπολογισµός του 

ασφαλίστρου χρησιµοποιώντας την προσέγγιση της Κανονικής ∆υναµοκατανοµής, 

διότι είναι αδύνατο να αντικαταστήσουµε την τιµή της σκέδασης στον παρανοµαστή. 

             � 

 

4.5 Η ακρίβεια των προσεγγίσεων 
 

Η Κανονική κατανοµή είναι συµµετρική και ως αποτέλεσµα δεν είναι ικανή να 

προσεγγίσει κατανοµές µε σκέδαση. Αυτό σηµαίνει ότι δε µπορεί να προσεγγίσει µη 

συµµετρικές κατανοµές. Σαφώς, το ανάπτυγµα του Edgeworth είναι καλύτερο, 

ωστόσο δεν είναι τόσο αποτελεσµατικό όσο η προσέγγιση της Κανονικής 

∆υναµοκατανοµής, η οποία ακόµα και για µικρό αριθµό ζηµιών, π.χ. 25 ζηµιές, µας 

δίνει µία ικανοποιητική προσέγγιση σε όλο το πεδίο ορισµού. 

 

Όσον αφορά, τις εφαρµογές τις οποίες µας ενδιαφέρουν, δηλαδή τη µελέτη 

χαρτοφυλακίων ασφαλιστικών εταιριών, τόσο η προσέγγιση της µετατοπισµένης 

κατανοµής Γάµµα όσο και της Κανονικής ∆υναµοκατανοµής, µας δίνουν περίπου τις 

ίδιες τιµές. Οι τιµές µεταξύ των δύο προσεγγίσεων αρχίζουν να αποκλίνουν στην 
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περίπτωση όπου η σκέδαση πλησιάζει την τιµή 2. Βέβαια, στην περίπτωση αυτή και 

οι δύο προσεγγίσεις µας δίνουν αναξιόπιστα αποτελέσµατα. Επιπλέον, όσον αφορά 

την κατανοµή Γάµµα πρέπει να λάβουµε υπόψη ότι δεν ορίζεται για τιµές που είναι 

µικρότερες του 2 / β−  (ή τις ορίζουµε να είναι 0). Η χρήση των δύο παραπάνω 

προσεγγίσεων µας οδήγησε στο συµπέρασµα ότι και οι δύο έχουν την ίδια 

ικανοποιητική προσαρµογή. Ως εκ τούτου, η επιλογή µεταξύ των δύο κατανοµών 

εξαρτάται αποκλειστικά από το χρήστη της κάθε εφαρµογής. 

 

Είναι σαφές ότι η επιλογή της κατανοµής εξαρτάται από το πλήθος των ζηµιών n . 

Στην πράξη, το µέγεθος του χαρτοφυλακίου των ασφαλιστικών εταιριών κάνει την 

παράµετρο της σκέδασης µικρή, δεδοµένου ότι ο αριθµός των ζηµιών n  επηρεάζει 

την τυπική απόκλιση, η οποία µπαίνει στον παρονοµαστή του τύπου υπολογισµού της 

σκέδασης. Σε αυτές τις περιπτώσεις, η σκέδαση είναι της τάξης του 0,1-0,4 ή ακόµα 

µικρότερη. Εµπειρικά, έχει αποδειχθεί ότι η προσέγγιση της Κανονικής 

∆υναµοκατανοµής µπορεί να χρησιµοποιηθεί σε περιπτώσεις, όπως αυτές που 

αναφέραµε παραπάνω. 

 

Η προσέγγιση µέσω της Κανονικής ∆υναµοκατανοµής είναι προτιµητέα για µεγάλο 

αριθµό ζηµιών n  και για µικρή σκέδαση. Επιπλέον, είναι κατάλληλη για µέτριο 

αριθµό ζηµιών n  που όµως παρουσιάζουν σηµαντική σκέδαση. Στην περίπτωση όπου 

ο αριθµός των ζηµιών είναι σχετικά µικρός, ακόµα και η προσέγγιση της Κανονικής 

∆υναµοκατανοµής αποτυγχάνει και γι’ αυτό το λόγο χρησιµοποιούµε άλλες µεθόδους 

όπως για παράδειγµα η χρήση αναδροµικών τύπων και η προσοµοίωση. Εντούτοις, 

αυτοί οι ακριβείς µέθοδοι δεν είναι κατάλληλοι για αριθµητικούς υπολογισµούς στην 

περίπτωση όπου ο αριθµός των ζηµιών n  είναι µεγάλος και η συνάρτηση κατανοµής 

του µεγέθους των ζηµιών δεν έχει απλή µορφή (βλ. Beard et al., 1984). 
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 5 

 

Η ΚΑΝΟΝΙΚΗ ∆ΥΝΑΜΟΚΑΤΑΝΟΜΗ ΩΣ 

ΣΥΝΑΡΤΗΣΗ ΜΕΤΡΗΣΗΣ ΚΙΝ∆ΥΝΟΥ 
 

5.1 Εισαγωγή 
 

Το 1969 οι L. Kauppi και P. Ojantakanren πρότειναν µία διόρθωση της 

τυποποιηµένης Κανονικής κατανοµής 
S

Z
µ

σ
−

= , η οποία θα µετασχηµάτιζε την Z  

σε µία περίπου Κανονική κατανοµή, την οποία από δω και πέρα θα τη συµβολίζουµε 

µε Y (βλ. Beard et al., 1984). 

 

Είναι γνωστό ότι σε πολλές περιπτώσεις η τ.µ. S τείνει να γίνει Κανονική κατανοµή 

όταν ο πληθυσµός που αφορά την τ.µ. S είναι πολύ µεγάλος, δηλαδή όταν το πλήθος 

των ζηµιών γίνει πολύ µεγάλο. Ωστόσο, αν ο πληθυσµός δεν είναι µεγάλος ή αν 

έχουµε θεωρήσει µία στρεβλή κατανοµή, υπάρχει µεγάλη απόκλιση από την 

τυποποιηµένη Κανονική κατανοµή και εποµένως είναι απαραίτητο να βρεθεί µία 

άλλη προσέγγιση για αυτές τις κατανοµές. Η βασική ιδέα της προσέγγισης µέσω της 

Κανονικής ∆υναµοκατανοµής (Normal Power – NP) βασίζεται στην ιδέα να βρεθεί 

ένας µετασχηµατισµός, ο οποίος θα µετατρέπει την τ.µ. Z  σε µία άλλη τ.µ. Y, η 

οποία θα έχει καλύτερη προσαρµογή στις µη συµµετρικές κατανοµές. Επιπλέον, θα 

ήταν βολικό να προσπαθήσουµε να βρούµε µία συνάρτηση ( )y p z= , η οποία θα 

περιέχει και µερικές παραµέτρους. 

 

Στη συνέχεια, θα αποδείξουµε ότι ένας κατάλληλος µετασχηµατισµός p  

πολυωνυµικής µορφής, µπορεί να προκύψει από το ανάπτυγµα του Edgeworth, το 

οποίο θυµίζουµε ότι δίνεται από τον τύπο 

( ) [ ] ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2

3 4 63 34

6 24 72ZF z Z z z z z z
κ κκ

= Ρ ≤ ≈Φ − Φ + Φ + Φ . 
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Αρκεί λοιπόν, να βρούµε µία συνάρτηση ( )Q z , για την οποία θα ισχύει ότι 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2

3 4 63 34

6 24 72
Q z z z z z

κ κκ
=Φ − Φ + Φ + Φ  

και εποµένως θα είναι 

( ) ( )ZF z Q z≈ . 

Ο υπολογισµός της προσέγγισης ( )Q z  απαιτεί τον υπολογισµό των ( ) ( )zκΦ  για 

0,3, 4,6κ = . Ως εκ τούτου, αναζητούµε συνάρτηση ( )p z  τέτοια ώστε η τιµή της 

( )Q z  να προκύπτει µόνο από τη σ.κ. της τυποποιηµένης Κανονικής κατανοµής ( )zΦ  

ως ( ) ( )( )Q z p z= Φ . Η διαδικασία αναζήτησης της ( )p z  γίνεται µέσω της µεθόδου 

του Newton, σύµφωνα µε την οποία η λύση µίας εξίσωσης µπορεί να βρεθεί αν είναι 

γνωστή κάποια προσεγγιστική λύση. Αν λοιπόν tz  είναι µία προσεγγιστική λύση, 

τότε σύµφωνα µε τη µέθοδο του Newton 2ης τάξης, η λύση της εξίσωσης ( ) 0f z =  

όπου ( ) ( )Zf z F z′= , θα είναι 

         
( )
( )

( )
( )

( )
( )

2

1

1

2
t t t

t t
t t t

f z f z f z
z z

f z f z f z+

  ′′
= − −  ′ ′ ′ 

 .           ( )5.1  

Από τη σχέση ( )5.1  αποδεικνύεται ότι (βλ. Κουτσόπουλος, 1999) 

( ) ( ) ( )2 2 3 272 12 1 3 4 9 10 72p p p p zβ γ β γ β + − + − − − =   .         ( )5.2  

 

Στην περίπτωση όπου το ( )p z  είναι λύση της ( )5.2 , το ( )( )p zΦ  θα είναι η 

προσέγγιση της Κανονικής ∆υναµοκατανοµής 3ης τάξης για τη σ.κ. ( )ZF z  της 

σχέσης ( )5.1 . Αν στη σχέση ( )5.2  παραλείψουµε τον 3ο όρο, δηλαδή τη µεγάλη 

αγκύλη, τότε προκύπτει ότι 

( )272 12 1 72p p zβ+ − =  

272 12 12 72p p zβ β⇔ + − =  

2 6 6 0p p zβ β⇔ + − − =  

( )2 6 6 0p p zβ β⇔ + − + =  .            ( )5.3  
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Από την επίλυση της σχέσης ( )5.3  προκύπτει ότι 

( ) 2

9 6 3
1

z
p z

β β β
= + + −  

και εποµένως η ποσότητα 

2

9 6 3
1

z

β β β

 
Φ + + − 
 

 

είναι η προσέγγιση 2ης τάξης της Κανονικής ∆υναµοκατανοµής. Συνεπώς, θα είναι 

( ) 2

9 6 3
1Z

z
F z

β β β

 
≈ Φ + + − 

 
. 

Στη συνέχεια, για να προσεγγίσουµε τη σ.κ. της αρχικής µη µετατοπισµένης τ.µ. S, 

αντικαθιστούµε το z  µε 
s µ
σ
−

 και έχουµε 

( ) ( )
2

69 3
1Z

s
F z

µ
β βσ β

 −
≈Φ + + − 

  
. 

Νωρίτερα, αποδείξαµε ότι [ ] [ ]S s Z zΡ ≤ = Ρ ≤  και εποµένως θα ισχύει και 

( ) ( )Z SF z F s= . Άρα, τελικά θα είναι 

( ) ( )
2

69 3
1S

s
F s

µ
β βσ β

 −
≈ Φ + + − 

  
. 

 

Σηµειώνουµε ότι οι σχέσεις ( )z p z→  και ( )p z z→  είναι µοναδικά ορισµένες για 

όλες τις πραγµατικές τιµές αυτών των τ.µ. Κατά συνέπεια ο µετασχηµατισµός ( )p z  

είναι µοναδικός και εποµένως κατασκευάσαµε µία νέα σ.κ. η οποία είναι η

( )( )1p z−Φ  (βλ. Beard et al., 1984). 

 

Στην περίπτωση της short version, δηλαδή στην περίπτωση όπου 

( )21
1

6
z y yβ= + − , 

ο παραπάνω µετασχηµατισµός περιλαµβάνει µόνο µία παράµετρο, τη σκέδαση β . 

Εποµένως, είναι βολικό να εισάγουµε τους συµβολισµούς 

( )p zβ  και ( ) ( )( )1z p zβ β
−Φ =Φ . 
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Άρα, µπορούµε να πούµε ότι η Z  ακολουθεί την Κανονική ∆υναµοκατανοµή την 

οποία θα συµβολίσουµε ( )NP 0,1,β , όπου 0, 1 και β  είναι η µέση τιµή, η τυπική 

απόκλιση και η σκέδαση αντιστοίχως. Αφού λοιπόν ( )NP 0,1,Z β∼  και 
S

Z
µ

σ
−

=  

θα είναι ( )NP 0,1,
S µ

β
σ
−
∼  και ( )NP , ,S µ σ β∼  όπου µ , σ , β  είναι κατά 

προσέγγιση η µέση τιµή, η τυπική απόκλιση και η σκέδαση. Αξίζει να σηµειώσουµε 

ότι  η Z  και η S έχουν την ίδια σκέδαση καθώς ισχύει ότι 

S
Z S Z

µ
µ σ

σ
−

= ⇒ = + , δηλαδή η S είναι γραµµικός µετασχηµατισµός της Z . 

Εντούτοις, θα µπορούσαµε να πούµε ότι η S είναι ( )NP , ,µ σ β  κατανεµηµένη και 

έχει συνάρτηση κατανοµής 
S

β

µ
σ
− Φ   

. Άρα λοιπόν, η κατανοµή των συνολικών 

αποζηµιώσεων προσεγγίζεται τόσο από τη ( )2,N µ σ  όσο και από τη ( )NP , ,µ σ β  

(βλ. Beard et al., 1984). 

 

Το πλεονέκτηµα της Κανονικής ∆υναµοκατανοµής είναι ότι έχει τρεις παραµέτρους, 

σε αντίθεση µε την Κανονική κατανοµή, η οποία έχει δύο µόνο παραµέτρους. Στην 

πραγµατικότητα, η Κανονική κατανοµή επεκτείνεται σε µία οικογένεια συναρτήσεων, 

στην οποία είναι διαθέσιµη µία επιπλέον πληροφορία, η σκέδαση. Στην περίπτωση, 

όπου η Κανονική ∆υναµοκατανοµή έχει σκέδαση 0β = , τότε εκφυλίζεται σε 

Κανονική κατανοµή. Συνεπώς, η παραπάνω προσέγγιση είναι εφικτό να 

χρησιµοποιηθεί µόνο στην περίπτωση όπου το β  είναι αυστηρά θετικό, ενώ στην 

περίπτωση όπου 0β =  χρησιµοποιείται η προσέγγιση της Κανονικής κατανοµής. 

 

Η απόδειξη του παραπάνω βασίζεται στην υπόθεση ότι η SF  µπορεί να 

αναπαρασταθεί µε ένα πεπερασµένο αριθµό των πρώτων όρων του αναπτύγµατος του 

Edgeworth. Το παραπάνω αποτέλεσµα δεν αναµένουµε να είναι καλύτερο από αυτό 

το οποίο επιτυγχάνουµε από την απευθείας χρήση του τύπου (βλ. Beard et al., 1984) 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2

3 4 63

6 24 72SF s F z z z z z R z
γβ β

Ζ

−
≈ = Φ − Φ + Φ + Φ +  ,    ( )5.4  
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όπου ( )R z , το ανάπτυγµα των Abramowitz και Stegun (1970). Εντούτοις, 

αποδεικνύεται ότι η παραπάνω άποψη είναι λανθασµένη, καθώς έχει αποδειχτεί ότι η 

εφαρµογή της σχέσης 

( ) ( )
2

9 6 3
1S

s
F s

µ
β β σ β

 −
≈Φ + + − 

  
 

δίνει αποτελέσµατα τα οποία είναι περισσότερο ικανοποιητικά, στην περίπτωση όπου 

το β  δεν είναι µεγάλο, ενώ το ανάπτυγµα του Edgeworth δίνει συνήθως µία 

ικανοποιητική απόκλιση. Εκ πρώτης όψεως, το παραπάνω ίσως να φαίνεται 

παράλογο, διότι δεν αναµένουµε ένας µη ακριβής τύπος να βελτιώνεται κάνοντας 

χρήση περισσότερων όρων όταν τον αντιστρέφουµε. Όµως, το ανάπτυγµα του 

Edgeworth δεν είναι συγκλίνουσα, αλλά αποκλίνουσα σειρά και εποµένως η 

προσαρµογή τόσο του αναπτύγµατος όσο και του αντίστροφου αναπτύγµατος 

εξαρτάται, µεταξύ άλλων, από το πλήθος των όρων που είναι αποδεκτοί για την 

προσέγγιση. Αναφέρουµε ότι ένα πολύ γνωστό χαρακτηριστικό των 

ηµισυγκλινουσών σειρών, είναι ότι οι πρώτοι όροι ενός αναπτύγµατος ενδεχοµένως 

να δίνουν πιο ακριβείς προσεγγίσεις από αυτές που θα έδιναν περισσότεροι όροι του 

ίδιου αναπτύγµατος. 

 

Αξίζει να σηµειώσουµε ότι η Κανονική ∆υναµοκατανοµή, περιλαµβάνει σαν 

παραµέτρους µόνο την µέση τιµή µ , την τυπική απόκλιση σ  και τη σκέδαση β  της 

κατανοµής των συνολικών αποζηµιώσεων S. Τόσο η κατανοµή που εκφράζει τον 

αριθµό των ζηµιών, όσο και η κατανοµή που εκφράζει το µέγεθος των ζηµιών δεν 

χρειάζονται άµεσα. Οι δύο αυτές κατανοµές επηρεάζουν µόνο µέσω των ροπών, οι 

οποίες ορίζουν τις παραµέτρους της Κανονικής ∆υναµοκατανοµής. Εντούτοις, για 

τους υπολογισµούς µας είναι απαραίτητη µόνο η γνώση των παραπάνω 

χαρακτηριστικών. Το γεγονός αυτό, είναι ιδιαίτερα σηµαντικό, καθώς είναι σύνηθες 

οι ροπές να µπορούν να υπολογιστούν κατευθείαν κάνοντας χρήση εµπειρικών 

δεδοµένων. Ως αποτέλεσµα, δεν απαιτείται να γνωρίζουµε τις δύο κατανοµές, αφού η 

γνώση µόνο των ροπών επαρκούν για τους υπολογισµούς µας. Επιπροσθέτως, στην 

περίπτωση όπου γίνει προσπάθεια να χρησιµοποιηθεί κάποια κατανοµή, µπορεί να 

οδηγηθούµε σε λάθη τα οποία είναι δύσκολο να ελέγξουµε. 
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5.2 Η Κανονική ∆υναµοκατανοµή ως συνάρτηση µέτρησης του 

κινδύνου 
 

Στη συνέχεια, θα δούµε πως ορίζεται η Κανονική ∆υναµοκατανοµή. 

 

Ορισµός 5.2.1 (βλ. Freeman και Modarres, 2006) 

Η τ.µ. X  λέµε ότι ακολουθεί την Κανονική ∆υναµοκατανοµή (Normal Power 

distribution-NP) και τη συµβολίζουµε µε ( )2NP , ,X λ µ σ∼  αν έχει σ.π.π. 

( ) ( )
2

2 11 1 1
, , exp

22

x
f x X λλ ρ µ

λ µ σ
σπσ

−
 − 
 = −  

Κ    
 µε 0x >  ,          ( )5.5  

όπου 0 1λ≤ ≤  και 

( )
1

,    λ 0

ln ,    0

x
x

x

λ

λρ λ
λ

 −
≠

= 
 =

. 

Το Κ  είναι η σταθερά κανονικοποίησης η οποία αντιστοιχεί στην περιοχή πάνω ή 

κάτω από το σηµείο αποκοπής (point of truncation), το οποίο είναι το 1 /λ− , δηλαδή 

είναι 

( )

( )

, αν 0

1   , αν 0

, αν 0

λ
λ
λ

Φ Τ >


Κ = =
Φ −Τ <

, όπου 
1 µ
λσ σ

Τ = + .     � 

 

Η προσέγγιση της Κανονικής ∆υναµοκατανοµής χρησιµοποιείται για να µας παρέχει 

µία σχετική συνάρτηση µέτρησης του κινδύνου την οποία στο Κεφάλαιο 3 την 

συµβολίσαµε µε h . Για µία τ.µ. µε µέτρια θετική σκέδαση, η προσέγγιση της 

Κανονικής ∆υναµοκατανοµής δηλώνει ότι όταν η S τυποποιηθεί, µπορεί να 

προσεγγιστεί από: 

)α  την short version ( )21
1

6
Z Y Yβ≈ + −  και 

)β  την long version ( ) ( ) ( )2 3 2 31 1 1
1 3 2 5

6 24 36
Z Y Y Y Y Y Yβ γ β≈ + − + − − − , 

όπου ( )0,1Y N∼  και 
S

Z
µ

σ
−

= . 
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Λαµβάνοντας υπόψη τον τρόπο µε τον οποίο ορίσαµε την τ.µ. Z , αναµένουµε να 

ισχύει ότι [ ] 1Var Z = . Εντούτοις, ισχύει ότι 

[ ] NPVar Z ζ= , 

όπου 

2

2
2 2

1
1 , short version

18

5 1 1
1 , long version

36 10 2400

NP

β

ζ
β γ γ

 +
= 

  + − +   

. 

 

Είναι προφανές ότι και στις δύο περιπτώσεις είναι 

[ ] 1Var Z ≥ . 

Εποµένως, η προσαρµοσµένη διασπορά της S είναι 

[ ] 2Adjusted NPVar S σ ζ=  

και αυτό υπονοεί ότι έχουµε µία νέα συνάρτηση µέτρησης του κινδύνου η οποία θα 

δίνεται από τη σχέση 

[ ] 2
NPR S σ ζ= . 

Εύκολα µπορεί κανείς να διαπιστώσει ότι αυτό το µέτρο κινδύνου χρησιµοποιεί ρητά 

τις 3 ή τις 4 πρώτες ηµιαναλλοίωτες. Είναι σηµαντικό να αναφέρουµε ότι αυτό το 

µέτρο κινδύνου είναι το µοναδικό στην αναλογιστική επιστήµη που χρησιµοποιεί 

παραπάνω από τις δύο πρώτες ηµιαναλλοίωτες. 

 

Για τις ανάγκες της περαιτέρω µελέτης µας, θα εισάγουµε τους δύο παρακάτω 

ορισµούς (βλ. Τσουλοµήτης, 2012). 

 

Ορισµός 5.2.2 

Έστω ότι το K  είναι υποσύνολο του n
ℝ . Το K  λέγεται κυρτό αν και µόνο αν για 

οποιαδήποτε δύο σηµεία του ,x y, το ευθύγραµµο τµήµα µε άκρα τα ,x y βρίσκεται 

εξολοκλήρου µέσα στο K . Εποµένως, 

. 

             � 

 

 

[ ] ( ) Κυρτό για κάθε ,  και για κάθε 0,1  ισχύει ότι 1K x y K x y Kλ λ λ⇔ ∈ ∈ − + ∈
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Ορισµός 5.2.3 

Μία συνάρτηση :f K →ℝ  λέγεται κυρτή αν το K  είναι κυρτό και ισχύει ότι  

( ) ( ) ( ) ( )1 1f x y f x f yλ λ λ λ− + ≤ − +    

για κάθε ,x y∈ℝ  και για κάθε .        � 

 

Θεώρηµα 5.2.4  

Για κάθε X +∈Ω  η 

[ ] 2 21
1

18NPR X σ β = + 
 

 

είναι µία συνάρτηση µέτρησης του κινδύνου, η οποία ικανοποιεί τις ιδιότητες 1-5, 

που αναφέραµε στον ορισµό της συνάρτησης µέτρησης κινδύνου. (βλ. Ορισµό 1.4.3) 
 

Απόδειξη 

1. Μη-επικινδυνότητα 

Αν η X  είναι ακίνδυνη τότε θα είναι X c=  όπου c σταθ= . Εποµένως, θα είναι 

[ ] [ ] 0Var X Var c= =  

και ως αποτέλεσµα θα ισχύει ότι 

[ ] 0NPR X = . 

 

2. Μη-αρνητικότητα 

Ισχύει ότι 2 0σ ≥  καθώς επίσης και 21
1 0

18
β+ ≥ . Εποµένως, θα ισχύει και 

[ ] 2 21
1 0

18NPR X σ β = + ≥ 
 

. 

 

3. Υποαθροιστικότητα  

Έστω ότι 1 2Y X X= + , όπου Yσ , 
1Xσ ,

2Xσ  η τυπική απόκλιση και Yβ ,
1Xβ  

2Xβ  η 

σκέδαση των κατανοµών Y, 1X , 2X  αντιστοίχως. Επιπλέον, θυµίζουµε ότι για 

ανεξάρτητους κινδύνους ισχύει ότι [ ] [ ] [ ]1 2 1 2j j jX X X Xκ κ κ+ = +  (βλ. Πρόταση 

3.2.5). Στη συνέχεια, αν χρησιµοποιήσουµε την προσέγγιση που προκύπτει από τη 

short version θα είναι 

[ ] 2 21
1

18NP Y YR Y σ β = + 
 

 

[ ]0,1λ∈
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όπου, 

[ ] [ ] [ ] [ ]
1 2

2 2 2
2 2 1 2 2 1 2 2Y X XY X X X Xσ κ κ κ κ σ σ= = + = + = +  

και 

[ ]
[ ]

[ ] [ ]
[ ] [ ]( )

[ ] [ ]( )
[ ] [ ]( )

2

3 1 3 23 3 1 3 2 2
3/2 3 3

2 2 1 2 12 1 2 1

Y Y

X XY X X

Y X XX X

κ κκ κ κ
β β

κ κ κκ κ

++
= = ⇒ =

++
. 

 

Στη συνέχεια, θα αποδείξουµε ότι 
1 2

2 2 2
Y X Xβ β β≤ + . Είναι 

[ ]
[ ]( )

[ ]
[ ]( )

[ ] [ ]
[ ] [ ]( )

2 2 2

3 3 1 2 3 1 3 22
3 3 3

2 2 2
2 2 1 2 2 1 2 2

Y

Y X X X X

Y X X X X

κ κ κ κ
β

κ κ κ κ

     + +     = = =
     + +     

 

     
[ ]

[ ] [ ]( )
[ ]

[ ] [ ]( )

2

3 1 3 2
3 3

2 2
2 1 2 2 2 1 2 2

X X

X X X X

κ κ

κ κ κ κ

 
 = +
 + + 

 

     
[ ]
[ ]

[ ]
[ ] [ ]( )

[ ]
[ ]

[ ]
[ ] [ ]( )

2
3 3

2 2
3 1 2 1 3 2 2 2

3 3 3 3
2 2 2 2

2 1 2 22 1 2 2 2 1 2 2

X X X X

X XX X X X

κ κ κ κ

κ κκ κ κ κ

 
 = ⋅ + ⋅
 + + 

 

     
[ ]

[ ] [ ]( )
[ ]

[ ] [ ]( )1 2

23 3
2 2

2 1 2 2

2 1 2 2 2 1 2 2
X X

X X

X X X X

κ κ
β β

κ κ κ κ

     = ⋅ + ⋅       + +     

 .    ( )5.6  

 

Αν στη συνέχεια θέσουµε 
[ ]

[ ] [ ]
2

2 1 2 2

i
i

X
r

X X

κ
κ κ

=
+

 για 1,2i = , θα ισχύει ότι 0 1ir≤ ≤  

καθώς επίσης και 1 2 1r r+ = . Άρα, από τη σχέση ( )5.6  θα έχουµε 

1 2

23 32 2 2
1 2Y X Xr rβ β β = ⋅ + ⋅  

 

       
1 1 2 2

3 32 3 2 32 2
1 1 2 22X X X Xr r r rβ β β β= ⋅ + ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ + ⋅ .         ( )5.7  

 

Όπως αναφέραµε και προηγουµένως, ισχύει ότι 0 1ir≤ ≤ . Εποµένως, θα είναι 

3
220 1i i i ir r r r≤ ≤ ≤ ≤ ≤  και επειδή η σκέδαση είναι µία θετική ποσότητα, τελικά 

προκύπτει ότι 
32 2

i i i iX i X i X i X ir r r rβ β β β≤ ≤ ≤ . Συνεπώς, από τη σχέση ( )5.7  έχουµε 
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1 1 2 1

3 32 2 3 2 32 2
1 1 2 22Y X X X Xr r r rβ β β β β= ⋅ + ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ + ⋅  

   ( ) ( )
1 1 2 2

2 2

1 1 2 22X X X Xr r r rβ β β β≤ + ⋅ ⋅ ⋅ +  

  ( )
1 2

2

1 2X Xr rβ β= ⋅ + ⋅ .             ( )5.8
 

 

Είναι γνωστό ότι η συνάρτηση ( ) 2f x x=  µε :f →ℝ ℝ  είναι κυρτή. Άρα, σύµφωνα 

µε τον Ορισµό 5.2.3 θα ισχύει ότι ( ) ( ) ( ) ( )1 1f x y f x f yλ λ λ λ− + ≤ − +    για κάθε 

,x y∈ℝ  και για κάθε [ ]0,1λ∈ . ∆εδοµένου ότι 1 2 1r r+ = , αν τώρα θέσουµε όπου x  το 

1Xβ  και όπου y το 
2Xβ , προκύπτει ότι 

( ) ( ) ( ) ( )
1 2 1 22 2 2 21 1X X X Xf r r r f r fβ β β β − ⋅ + ⋅ ≤ − +   

( ) ( )
1 2 1 21 2 1 2X X X Xf r r r f r fβ β β β ⇔ ⋅ + ⋅ ≤ +   

( )
1 2 1 2

2 2 2
1 2 1 2X X X Xr r r rβ β β β⇔ ⋅ + ⋅ ≤ ⋅ + ⋅  

                                ( )
1 2 1 2

2 2 2
1 2 1 2X X X Xr r r rβ β β β⇔ ⋅ + ⋅ ≤ ⋅ + ⋅  . ( )5.9

 

 

Τελικά, από τις σχέσεις ( )5.8  και ( )5.9  προκύπτει ότι 

                                               1 2

2 2 2
1 2Y X Xr rβ β β≤ ⋅ + ⋅  . ( )5.10

 

Όπως αναφέραµε και προηγουµένως, ισχύει ότι 0 1ir≤ ≤  για 1,2i = . Άρα, θα είναι 

1 2 1 2

2 2 2 2
1 2X X X Xr rβ β β β⋅ + ⋅ ≤ +  και τελικά καταλήγουµε στο συµπέρασµα ότι 

                                                    1 2

2 2 2
Y X Xβ β β≤ +  .                                           ( )5.11

 
 

Εποµένως, είναι 

[ ]
( )

( )
1 2

5.11
2 2 2 2 21 1

1 1
18 18NP Y Y Y X XR Y σ β σ β β   = + ≤ + +      

 

                                       
1 1 2 2

2 2 2 21 1
1 1

18 18X X X Xσ β σ β   ≤ + + +      
 

                                     [ ] [ ]1 2NP NPR X R X= + . 

Τελικά λοιπόν, θα ισχύει ότι 

[ ] [ ] [ ]1 2 1 2NP NP NPR X X R X R X+ ≤ + . 
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4. Συνέπεια 

Έστω Y X c= + , τότε για την Y θα ισχύει ότι 

[ ] [ ] [ ] [ ]2 2
2Y XVar Y Var X c Var X Xσ κ σ= = + = = =  

καθώς επίσης και 

[ ]
[ ]

[ ]
[ ]( )

3 3
3 2 3 2

2 2

Y

Y X c

Y X c

κ κ
β

κ κ

+
= = =

+

[ ] [ ]
[ ] [ ]( )

[ ]
[ ]

3 3 3
3 2 3 2

22 2

X

X c X

XX c

κ κ κ
β

κκ κ

+
= =

+
 

όπου 2
Xσ  και Xβ  η διασπορά και η σκέδαση της X . 

 

Από τα παραπάνω συµπεραίνουµε ότι η Y έχει την ίδια σκέδαση µε την X , το οποίο 

βέβαια ήταν αναµενόµενο, διότι η Y είναι γραµµικός µετασχηµατισµός της X . 

 

Τελικά, θα είναι 

[ ] [ ] [ ]2 2 2 21 1
1 1

18 18NP NP Y Y X X NPR Y R X c R Xσ β σ β   = + = + = + =   
   

 

και εποµένως, δείξαµε ότι [ ] [ ]NP NPR X c R X+ = . 

 

5. Αντικειµενικότητα 

Αφού είναι [ ] 2 21
1

18NPR X σ β = + 
 

, η [ ]NPR X  εξαρτάται από το σ  (τυπική 

απόκλιση) και από το β  (σκέδαση). Όµως, η σκέδαση υπολογίζεται από τη σχέση 

3
3

µ
β

σ
= , όπου 3

3 3 1 2 13 2µ ρ ρ ρ ρ= − + . Εποµένως, η [ ]NPR X  εξαρτάται από τα µεγέθη 

1ρ , 2ρ , 3ρ , 3µ , 2σ . Τα µεγέθη αυτά είναι χαρακτηριστικά της κάθε συνάρτησης, 

δηλαδή για συγκεκριµένη τ.µ. τα παραπάνω µεγέθη έχουν συγκεκριµένη τιµή. Ως εκ 

τούτου, καταλήγουµε στο συµπέρασµα ότι η [ ]NPR X  εξαρτάται από την X  µόνο 

µέσω της σ.κ. XF . 

             � 

 

Παρατήρηση 5.2.5 

Στην περίπτωση που θέλουµε να κάνουµε χρήση της long version προσέγγισης, 

δηλαδή της προσέγγισης όπου 
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2
2 25 1 1

1
36 10 2400NPζ β γ γ = + − + 
 

,         ( )5.12  

γενικά παράγεται µέτρο κινδύνου το οποίο δεν ικανοποιεί την υποαθροιστική 

ιδιότητα. Όµως, η υποαθροιστική ιδιότητα ικανοποιείται στην ειδική περίπτωση όπου 

οι κίνδυνοι ανήκουν σε οµογενές χαρτοφυλάκιο, δηλαδή σε χαρτοφυλάκιο που 

περιέχει ανεξάρτητες και ισόνοµες τ.µ., καθώς επίσης και στην περίπτωση όπου το 

χαρτοφυλάκιο περιέχει κινδύνους που είναι γραµµικοί µετασχηµατισµοί ανεξάρτητων 

και ισόνοµων µεταβλητών. Επισηµαίνουµε ότι η χρήση της long version βελτιώνει 

την προσέγγιση, αλλά αν η χρήση της δεν γίνει µε προσοχή µπορεί να παράγει 

χειρότερα αποτελέσµατα.          � 

 

Παρατήρηση 5.2.6 

Στη γενική περίπτωση η τ.µ. X  θα µπορούσε να έχει αρνητική σκέδαση, δηλαδή θα 

µπορούσε να είναι 0β < . Σ’ αυτήν την περίπτωση θέτουµε 0β γ= =  και εποµένως 

από τη σχέση ( )5.12 προκύπτει ότι 

1NPζ = . 

Συνεπώς, θα είναι 

[ ] [ ]2 2
NP NP NPR X R Xσ ζ σ= ⇒ =  

και σαν αποτέλεσµα θα προκύψει ένα συντηρητικό µέτρο κινδύνου.    � 

 

5.3 Η αρχή υπολογισµού του ασφαλίστρου της Κανονικής 

∆υναµοκατανοµής 
 

Θυµίζουµε ότι η αρχή της διασποράς είναι 

[ ] [ ] [ ]X X Var XαΠ =Ε + , όπου 0α > . 

Από τη γενίκευση αυτής της αρχής, προκύπτει η αρχή υπολογισµού του NP-

ασφαλίστρου, η οποία είναι 

[ ] [ ] [ ]NPX X zR XΠ = Ε + , όπου 0z > . 

Εποµένως, στην περίπτωση της short version θα είναι 

[ ] [ ] 2 21
1

18NP X X zσ β Π = Ε + + 
 

, όπου 0z>  µία σταθερά. 
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∆ιευκρινίζουµε ότι ως NP-ασφάλιστρο, θεωρούµε το ασφάλιστρο που προκύπτει αν 

χρησιµοποιήσουµε ως µέτρο κινδύνου την Κανονική ∆υναµοκατανοµή. 

 

Πρόταση 5.3.1 

Το ασφάλιστρο που προκύπτει µε τη χρήση της Κανονικής ∆υναµοκατανοµής, 

δηλαδή το ασφάλιστρο [ ]NP XΠ , είναι υποαθροιστικό αλλά όχι γραµµικά συνεπές. 

Απόδειξη 

Για να είναι το ασφάλιστρο [ ]NP XΠ  υποαθροιστικό, αρκεί για 1X , 2X  

ανεξάρτητους κινδύνους να ισχύει ότι 

[ ] [ ] [ ]1 2 1 2NP NP NPX X X XΠ + ≤ Π +Π . 

 

Έστω ότι 1 2Y X X= + , τότε θα είναι 

[ ] [ ] [ ]
1 21 2 1 2[ ] X XY X X X X µ µΕ = Ε + = Ε + Ε = + . 

Εποµένως, θα είναι 

[ ] [ ] [ ] [ ] [ ]
1 2NP NP Y NP X X NPY Y zR Y zR Y zR Yµ µ µΠ = Ε + = + = + + , 

όµως από το Θεώρηµα 5.2.4 γνωρίζουµε ότι ισχύει 

[ ] [ ] [ ]1 2 1 2NP NP NPR X X R X R X+ ≤ + . 

Άρα θα έχουµε 

[ ] [ ] [ ] [ ]
1 21 2 1 2NP NP X X NP NPY X X zR X zR Xµ µΠ = Π + = + + +  

  
[ ]( ) [ ]( )

1 21 2X NP X NPzR X zR Xµ µ= + + + [ ] [ ]1 2NP NPX X= Π +Π
 

και εποµένως δείξαµε ότι  

[ ] [ ] [ ]1 2 1 2NP NP NPX X X XΠ + ≤ Π +Π . 

 

Άρα, αποδείξαµε ότι το ασφάλιστρο που προκύπτει µε τη χρήση της Κανονικής 

∆υναµοκατανοµής, δηλαδή το ασφάλιστρο [ ]NP XΠ  είναι υποαθροιστικό. 

 

Για να ισχύει η γραµµική συνέπεια, µας αρκεί να δείξουµε ότι 

[ ] [ ]NP NPX c X cα αΠ + = Π + , όπου , 0cα > . 

Θυµίζουµε ότι 

[ ] 2 21
1

18NP X X X XX zµ σ β Π = + + 
 

. 
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Έστω ότι Y X cα= + , τότε θα είναι 

   
[ ] [ ] 2 21

1
18NP NP Y Y Y YY X c zα µ σ β Π = Π + = + + 

 
        ( )5.13  

όπου 

[ ] [ ] [ ]Y XY X c X c cµ α α αµ= Ε = Ε + = Ε + = + , 

[ ] [ ] [ ]2 2 2 2
Y XVar Y Var X c Var Xσ α α α σ= = + = =  

και 

[ ]
[ ]

[ ]
[ ]( )

[ ] [ ]
[ ] [ ]( )

[ ]
[ ]( )

3
3 3 3 3 32

3/2 3/2 3/2 3/22
2 2 2 2 2

Y

Y X c X c X

Y X c X c X

κ κ α κ α κ α κ
β

κ κ α κ α κ α κ

+ +
= = = =

+ +
 

     
3α

=
[ ]3

3

Xκ

α [ ]
[ ]
[ ]
3 2

3/23/2

22

X

X

XX

κ
β

κκ
= = . 

 

Άρα, από τη σχέση ( )5.13  προκύπτει ότι 

[ ] 2 2 21
1

18NP X Y X XY c zαµ α σ β Π = + + + 
 

2 2 21
1

18X Y X Xz cαµ α σ β = + + + 
 

 

         2 21
1

18X Y X Xz cα µ ασ β
  = + + +    

[ ]NP X cα≠ Π + , 

διότι στην γενική περίπτωση είναι Y Xz zα ≠ . Άρα, το ασφάλιστρο που προκύπτει µε 

τη χρήση της Κανονικής ∆υναµοκατανοµής δεν είναι γραµµικά συνεπές και 

εποµένως, σύµφωνα µε τον Ορισµό 2.2.4 το [ ]NP XΠ  δεν είναι αρχή ασφαλίστρου 

κατά Gerber. 

 

Τέλος, αναφέρουµε ότι αν θέλουµε να χρησιµοποιήσουµε την τυπική απόκλιση αντί 

για τη διασπορά το ασφάλιστρο που προκύπτει όταν χρησιµοποιούµε την προσέγγιση 

της Κανονικής ∆υναµοκατανοµής είναι 

[ ] 21
1

18NP X zµ σ β′Π = + + , όπου 0z′ >  µία σταθερά, 

που καθορίζεται από τον αναλογιστή.        � 
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 6 

 

ΑΠΟΨΕΙΣ ΓΙΑ ΤΗ ΧΡΗΣΗ ΤΩΝ ΜΕΤΡΩΝ ΚΙΝ∆ΥΝΟΥ 

ΣΤΟΝ ΥΠΟΛΟΓΙΣΜΟ ΤΟΥ ΑΣΦΑΛΙΣΤΡΟΥ 
 

6.1 Η δηµιουργία µέτρων κινδύνου χρησιµοποιώντας συναρτήσεις 

ωφελιµότητας 
 

Σύµφωνα µε τον Carriere (1993) οι συναρτήσεις ωφελιµότητας µπορούν να 

χρησιµοποιηθούν για τη δηµιουργία µέτρων κινδύνου σαν αυτά που προτείνει ο 

Ramsay (1993). Αυτό σηµαίνει πως ξεκινώντας από τη συνάρτηση ωφελιµότητας 

( )u x  µίας τ.µ. µπορούµε να καταλήξουµε σε ένα µέτρο κινδύνου της µορφής 

[ ] 2 3 3 4 4
a bR X w wκ κ κ= + + , όπου 3 4, 0w w ≥  και 0 , 1a b≤ ≤ . 

 

Παράδειγµα 6.1.1 

Έστω ότι ( ) ( )expu x xλ= − − , 0λ >  η συνάρτηση ωφελιµότητας ενός ασφαλιστή µε 

αρχική περιουσία w. Να βρεθεί: 

)α  Το ελάχιστο ασφάλιστρο P  που δέχεται ο ασφαλιστής για να καλύψει τον 

κίνδυνο για την τ.µ. X . 

)β  Ένα µέτρο κινδύνου της µορφής [ ] 2 3 3 4 4
a bR X w wκ κ κ= + + , όπου 3 4, 0w w ≥  και 

0 , 1a b≤ ≤ . 
 

Λύση 

 Το ελάχιστο ασφάλιστρο που δέχεται ο ασφαλιστής για να ασφαλίσει τον κίνδυνο 

X , θα το βρούµε λύνοντας την εξίσωση ( ) ( )u w u w P X= Ε + −   . Έχουµε 

( ) ( )u w u w P X= Ε + −    

( )w P Xwe e λλ − + −−  ⇔ − = Ε −   

P Xe eλ λ ⇔ = Ε    

     
1 ln XP eλλ −  ⇔ = Ε    .           ( )6.1  

 

)α



- 119 - 
 

Όπως αναφέραµε και στο Κεφάλαιο 4, ισχύει ότι ( ) [ ]
1

ln
!

j
tX

X j
j

t
t e X

j
κ

∞

=

 Κ = Ε =  ∑ , 

συνεπώς για t λ=  έχουµε 

        
( ) [ ]

1 1

ln
! !

j j
X

X j j
j j

e X
j j

λ λ λ
λ κ κ

∞ ∞

= =

 Κ = Ε = =  ∑ ∑  .                  ( )6.2  

Συνεπώς, από τις σχέσεις  και  προκύπτει ότι 

    
1 2 3 4

1 1
1 2 3 4

1

...
! 1! 2! 3! 4!

j

j
j

P
j

λ λ λ λ λ
λ κ λ κ κ κ κ

∞
− −

=

 
= ⋅ = ⋅ + ⋅ + ⋅ + ⋅ + 

 
∑  

       
2 3

1 2 3 4 ...
2 6 24

λ λ λ
κ κ κ κ= + ⋅ + ⋅ + ⋅              ( )6.3 . 

 

Εποµένως, το ελάχιστο ασφάλιστρο που δέχεται ο ασφαλιστής για να ασφαλίσει τον 

κίνδυνο δίνεται από τη σχέση ( )6.3 . Φυσικά, σε αυτή τη περίπτωση ο υπολογισµός 

του ασφαλίστρου θα γίνει προσεγγιστικά. 

 

Από την παραπάνω σχέση, χρησιµοποιώντας µόνο τους 4 πρώτους όρους, 

προκύπτει µία προσέγγιση του ελάχιστου ασφαλίστρου. Είναι  

  
2 3 2

1 2 3 4 2 3 42 6 24 2 3 12
P

λ λ λ λ λ λ
κ κ κ κ µ κ κ κ

 
+ + + = + + + 

 
≃  .         ( )6.4  

 

Η σχέση ( )6.4  µας δίνει µία προσέγγιση του ασφαλίστρου χρησιµοποιώντας τις 4  

πρώτες ηµιαναλλοίωτες της τ.µ. Επιπλέον, θέτοντας 
2

λ
ω=  προκύπτει ότι 

2

3 3

λ ω
=  

και 
2 2 24

12 12 3

λ ω ω
= = και εποµένως, η σχέση ( )6.4  γράφεται ως εξής 

2

2 3 4

2

3 3
P

ω ω
µ ω κ κ κ

 
+ + + 
 

≃ , 

δηλαδή το ασφάλιστρο είναι της µορφής 

[ ]uP R Xµ ω+≃ , 

όπου 

[ ]
2

2 3 4

2

3 3uR X
ω ω

κ κ κ= + + . 

( )6.1 ( )6.2

)β
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Συνεπώς, η συνάρτηση µέτρησης του κινδύνου είναι της µορφής  

[ ] 2 3 3 4 4
a bR X w wκ κ κ= + + , 

όπου 1a b= = , 3

2

3
w

ω
=  και 

2

4 3
w

ω
= . 

 

Εξαιτίας της σχέσης 1

1 !

j

j
j

P
j

λ
λ κ

∞
−

=

= ∑ , καταλήγουµε στο συµπέρασµα ότι το P  θα 

είναι συνάρτηση των ηµιαναλλοίωτων 1κ , 2κ , 3κ ..., οι οποίες και καθορίζονται από 

τη συνάρτηση ωφελιµότητας.  

             � 

 

Παράδειγµα 6.1.2 

Έστω ότι η συνάρτηση ωφελιµότητας του ασφαλιστή είναι ( ) xu x k= − , 0 1k< <  και 

ότι η αρχική του περιουσία είναι w. Να βρεθεί: 

)α  Το ελάχιστο ασφάλιστρο P  που δέχεται ο ασφαλιστής για να καλύψει τον 

κίνδυνο για την τ.µ. X . 

)β  Ένα µέτρο κινδύνου της µορφής [ ] 2 3 3 4 4
a bR X w wκ κ κ= + + , όπου 3 4, 0w w ≥  και 

0 , 1a b≤ ≤ . 
 

Λύση 

)α  Το ελάχιστο ασφάλιστρο που δέχεται ο ασφαλιστής για να ασφαλίσει τον κίνδυνο 

X , θα το βρούµε λύνοντας την εξίσωση ( ) ( )u w u w P x= Ε + −   . (Θυµίζουµε ότι 

( ) lnex x ku x k= − = − .) 

( ) ( )u w u w P X= Ε + −    

( ) lnln w P X kw ke e + − ⇔ − = Ε −   

ln lnP k X ke e− − ⇔ = Ε    

ln lnln lnP k X ke e− − ⇔ = Ε   

        ( ) ( )1 lnln ln k XP k e
− − ⇔ = − Ε    .          ( )6.5  
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Όπως αναφέραµε και στο προηγούµενο παράδειγµα ισχύει ότι

( ) [ ]
1

ln
!

j
tX

X j
j

t
t e X

j
κ

∞

=

 Κ = Ε =  ∑ , άρα για lnt k= −  έχουµε 

           
( ) ( ) [ ] ( )ln

1

ln
ln ln

!

j

k X
X j

j

k
k e X

j
κ

∞
−

=

− Κ − = Ε =  ∑  .         ( )6.6
 

 

Συνεπώς, από τις σχέσεις ( )6.5  και ( )6.6  έχουµε 

         ( ) ( )1

1

ln
ln

!

j

j
j

k
P k

j
κ

∞
−

=

−
= − ⋅∑  

            ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 2 3 4
1

1 2 3 4

ln ln ln ln
ln ...

1! 2! 3! 4!

k k k k
k κ κ κ κ−  − − − −

= − ⋅ + ⋅ + ⋅ + ⋅ + 
 
 

 

 
( ) ( )2 3

1 2 3 4

ln lnln
..

2! 3! 4!

k kk
κ κ κ κ= − ⋅ + ⋅ − ⋅ +            

 

Η σχέση ( )6.7  µας δίνει το ελάχιστο ασφάλιστρο που δέχεται ο ασφαλιστής 

προκειµένου να ασφαλίσει τον κίνδυνο. Ο υπολογισµός του ασφαλίστρου θα γίνει 

προσεγγιστικά όπως άλλωστε και στο προηγούµενο παράδειγµα. 

 

Στη συνέχεια θα βρούµε µία προσέγγιση του ασφαλίστρου χρησιµοποιώντας τους 4 

πρώτους όρους του αναπτύγµατος. Εποµένως, από τη σχέση ( )6.7  προκύπτει ότι 

  
( ) ( ) ( )2 3 2

1 2 3 4 2 3 4

ln ln lnln ln ln

2 6 24 2 3 12

k k kk k k
P κ κ κ κ µ κ κ κ

 
− + − = − − + 

 
 

≃  .   ( )6.8  

 

Η σχέση ( )6.8  µας δίνει µία προσέγγιση του ασφαλίστρου, χρησιµοποιώντας τις 4 

πρώτες ηµιαναλλοίωτες της τ.µ. Επιπλέον, θέτοντας 
ln

2

k
ω− =  προκύπτει ότι 

ln 2

3 3

k ω
− =  και 

( )2 2 2ln 4

12 12 3

k ω ω
= =  και εποµένως η σχέση  µπορεί να γραφτεί 

και ως εξής 

2

2 3 4

2

3 3
P

ω ω
µ ω κ κ κ

 
+ + + 

 
≃ , 

( )6.7

( )6.8
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δηλαδή το ασφάλιστρο είναι της µορφής 

[ ]uP R Xµ ω+≃ , 

όπου 

[ ]
2

2 3 4

2

3 3uR X
ω ω

κ κ κ= + + . 

Συνεπώς, η [ ]uR x  είναι της µορφής 

[ ] 2 3 3 4 4
bR x w wακ κ κ= + + , 

όπου 1bα = =  και 3

2

3
w

ω
= , 

2

3

4

12
w

ω
= . Σηµειώνουµε ότι 0 1 ln 0k k< < ⇔ <  και 

εποµένως ικανοποιείται και η υπόθεση ότι 3 0w ≥ . 

             � 

 

6.2 Το arbitrage και η γραµµική συνέπεια του ασφαλίστρου 
 

Είναι πολύ γνωστό πως η διασπορά είναι ένα πολύ φτωχό µέτρο κινδύνου για µία 

κατανοµή µε βαριά ουρά. Σύµφωνα µε τον Ramsay (1993), o J. Garrido θεωρεί πολύ 

ενδιαφέρουσα την αξιωµατική προσέγγιση της µέτρησης του κινδύνου, καθώς 

προκύπτουν πολλές προοπτικές για την εκτίµηση της υποτιµολόγησης που οφείλεται 

στη χρήση αρχών υπολογισµού του ασφαλίστρου που βασίζονται στη διασπορά και 

αφορούν κινδύνους µε θετική σκέδαση. Επιπλέον, ο J. Garrido υποστηρίζει ότι η 

αξιωµατική προσέγγιση της µέτρησης του κινδύνου, εξηγεί µε πολύ καλό τρόπο την 

αποφυγή του ακίνδυνου arbitrage, καθώς στη διεθνή ασφαλιστική αγορά απαιτείται 

τα ασφάλιστρα να είναι γραµµικά συνεπή, δηλαδή απαιτείται να ισχύει η σχέση

[ ] [ ]X c X cα αΠ + = Π + , όπου ,  cα σταθ= . Αυτό σηµαίνει ότι ένας κίνδυνος 

πρέπει να έχει την ίδια τιµολόγηση ανεξάρτητα από το νόµισµα που χρησιµοποιείται. 

 

Έστω για παράδειγµα ότι [ ]R X  είναι ο δείκτης κινδύνου που προκύπτει εν γένει από 

τον κίνδυνο X . ∆ιαισθητικά η [ ]R X  δεν θα πρέπει να επηρεάζεται από το νόµισµα, 

δηλαδή θα πρέπει να ισχύει [ ] [ ]R X R Xα =  για κάθε .α σταθ=  και X  θετικό 

κίνδυνο. Η παραπάνω σχέση σε συνδυασµό µε την ιδιότητα της συνέπειας, η οποία 

λέει ότι για κάθε κίνδυνο X ∈Ω  και .c σταθ=  θα ισχύει [ ] [ ]R X c R X+ = , 
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µπορούµε να καταλήξουµε στο συµπέρασµα ότι η [ ]R X  θα πρέπει να είναι 

αναλλοίωτη της κλίµακας και της µετατόπισης, δηλαδή θα πρέπει να ισχύει 

[ ] [ ]R X c R Xα + = . Εποµένως, πρέπει να ελέγξουµε αν κάποιο από τα µέτρα που 

αναφέρθηκαν µέχρι τώρα είναι ταυτόχρονα αναλλοίωτα ως προς την κλίµακα και τη 

µετατόπιση. 

 

Παράδειγµα 6.2.1 

Να ελεγχθεί αν η διασπορά είναι µέτρο κινδύνου το οποίο παραµένει αναλλοίωτο ως 

προς την κλίµακα και τη µετατόπιση. 
 

Λύση 

Αφού στην προκειµένη περίπτωση το µέτρο κινδύνου είναι η διασπορά θα ισχύει ότι 

[ ] [ ]R X Var X= . Εποµένως, συµπεραίνουµε ότι 

[ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ]2 2 2R X Var X Var X R X R X R Xα α α α α α= = = ⇒ =  

  (κλίµακα) 

και 

[ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ]R X c Var X c Var X R X R X c R X+ = + = = ⇒ + =  

        (µετατόπιση). 

 

Εποµένως, σ’ αυτή την περίπτωση ισχύει µόνο η σχέση που απαιτείται για τη 

µετατόπιση. Ως εκ τούτου, η διασπορά είναι αναλλοίωτη µόνο ως προς την 

µετατόπιση.            � 

 

Παράδειγµα 6.2.2 

Να ελεγχθεί αν ο συντελεστής µεταβλητότητας είναι µέτρο κινδύνου το οποίο 

παραµένει αναλλοίωτο ως προς την κλίµακα και τη µετατόπιση. 
 

Λύση 

Θυµίζουµε ότι ως συντελεστή µεταβλητότητας (coefficient of variation) ορίζουµε το 

πηλίκο [ ] [ ]
[ ]

Var X
R X

X
=
Ε

. Συνεπώς έχουµε 
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[ ] [ ]
[ ]

[ ]
[ ]

[ ] [ ]
Var X Var X

R X R X R X
X X

α
α α α

α

 
= = = ≠  Ε Ε 

 

            (κλίµακα) 

και 

[ ] [ ]
[ ]

[ ]
[ ]

[ ]
[ ]

[ ]
[ ] [ ] [ ]

[ ] [ ]
Var X c Var X Var X X X

R X c R X R X
X c X c X X c X c

+ Ε Ε
+ = = = = ≠

Ε + Ε + Ε Ε + Ε +
 

             (µετατόπιση). 

 

Εποµένως, αποδείξαµε ότι ο συντελεστής µεταβλητότητας δεν είναι αναλλοίωτος 

ούτε ως προς την κλίµακα ούτε ως προς τη µετατόπιση.      � 

 

Γενικότερα, µπορεί να αποδειχθεί ότι κανένα από τα µέτρα κινδύνου που 

αναφέρθηκαν στο Κεφάλαιο 1, δεν είναι αναλλοίωτο κάτω από το µετασχηµατισµό 

κλίµακας και µετατόπισης ταυτοχρόνως. Αυτό ίσως να είναι αρκετό για να 

αποδείξουµε ότι δεν είναι εφικτό, ένα µέτρο κινδύνου να είναι ανεξάρτητο ως προς 

την κλίµακα και τη µετατόπιση ταυτοχρόνως. Ωστόσο, είναι απαραίτητο να βρεθεί 

κάποιος τρόπος να σχετίσουµε την ιδιότητα της γραµµικής συνέπειας, 

[ ] [ ]X c X cα αΠ + = Π +  που απαιτείται να ισχύει για τα ασφάλιστρα, µε το µέτρο 

κινδύνου [ ]R X . Όσον αφορά τις επιπλέον ιδιότητες που πρέπει να έχει η [ ]R X  

µπορούµε να τις βρούµε από τη µερική διάταξη που περιλαµβάνουν οι κίνδυνοι διότι 

η τιµή της συνάρτησης µέτρησης του κινδύνου [ ]R X  µπορεί να µας δώσει πολλές 

πληροφορίες όταν συγκρίνεται µε την τιµή µίας άλλης συνάρτησης κινδύνου. Αυτό 

έχει σαν αποτέλεσµα να ορίζεται µία επιπλέον ιδιότητα για τις συναρτήσεις µέτρησης 

του κινδύνου, σύµφωνα µε την οποία, µία σχέση διάταξης ορίζεται αν η τιµή της 

[ ]R X  συγκρίνεται µ’ αυτή ενός άλλου κινδύνου, δηλαδή θα λέµε ότι η τ.µ. X  είναι 

πιο επικίνδυνη από την τ.µ. Y  αν [ ] [ ]R X R Y> . Ως εκ τούτου, ένα «απόλυτο» µέτρο 

κινδύνου όπως η [ ]R X  µας παρέχει πληροφόρηση, µόνο όταν δίνεται αναφορικά µε 

κάποιο σταθερό µέτρο όπως για παράδειγµα µία κλίµακα αναφοράς ή το «απόλυτο» 

µέτρο κινδύνου [ ]R Y  ενός άλλου κινδύνου Y . Ένα απλό παράδειγµα στο οποίο η 

συνάρτηση µέτρησης του κινδύνου εξαρτάται από µία κλίµακα αναφοράς, είναι η 

εξάρτηση του µέτρου κινδύνου από την ισοτιµία των νοµισµάτων. 
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Επίσης, σύµφωνα µε τον J. Carrido είναι απαραίτητο να γίνει διαχωρισµός µεταξύ της 

έννοιας του απόλυτου µέτρου κινδύνου [ ]R X  και της έννοιας του σχετικού µέτρου 

κινδύνου, το οποίο από εδώ και πέρα θα το συµβολίζουµε µε [ ]RR X  και το οποίο 

φυσικά θα ορίζεται µέσω του [ ]R X . Το σχετικό µέτρο κινδύνου εκφράζει την 

επικινδυνότητα του κινδύνου X  σε σχέση µε κάποια κλίµακα ή µε κάποιο άλλο 

µέτρο κινδύνου Y . Για παράδειγµα, ένα σχετικό µέτρο κινδύνου είναι ο λόγος του 

[ ]R X  προς το ασφάλιστρο [ ]XΠ , δηλαδή [ ] [ ]
[ ]

R X
RR X

X
=
Π

. Ένα ακόµα σχετικό 

µέτρο κινδύνου προκύπτει από το κλάσµα 
[ ]
X

XΠ
, το οποίο εκφράζει έναν κίνδυνο 

που είναι ένα ποσοστό του κινδύνου X . Η αναµενόµενη τιµή του παραπάνω 

κινδύνου, δηλαδή το κλάσµα 
[ ]
[ ]
X

X

Ε

Π
, είναι ένα σχετικό µέτρο κινδύνου το οποίο 

ονοµάζεται δείκτης ζηµιών (loss ratio). Αξίζει να αναφέρουµε ότι τόσο το µέτρο 

κινδύνου 
[ ]
X

XΠ
, όσο και το σχετικό µέτρο κινδύνου 

[ ]
[ ]
X

X

Ε

Π
 δεν είναι µέτρα 

κινδύνου µε την έννοια που εννοεί ο Ramsay (1993), καθώς δεν ικανοποιούν όλες τις 

ιδιότητες του Ορισµού 1.4.3. 

 

Τέλος, ο J. Carrido θεωρεί ότι ανεξάρτητο της κλίµακας θα πρέπει να είναι το σχετικό 

µέτρο κινδύνου και όχι το απόλυτο µέτρο κινδύνου. Εποµένως, υποστηρίζει ότι αυτό 

το οποίο θα πρέπει να ισχύει είναι η σχέση [ ] [ ]RR X RR Xα =  και όχι η σχέση 

[ ] [ ]R X R Xα = . 

 

Πρόταση 6.2.3 

Έστω [ ]R X  ένα απόλυτο µέτρο κινδύνου για τον κίνδυνο X  και [ ]XΠ  το 

ασφάλιστρο που αντιστοιχεί σε αυτό τον κίνδυνο. Τότε, το πηλίκο [ ] [ ]
[ ]

R X
RR X

X
=
Π

είναι ένα σχετικό µέτρο κινδύνου, το οποίο αποτελεί µία απλή γενίκευση του 

αναµενόµενου δείκτη ζηµιών και το οποίο ικανοποιεί όλες τις ιδιότητες που 

αναφέρονται στον Ορισµό 1.4.3, µε εξαίρεση αυτή της συνέπειας. 
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Απόδειξη 

1. Επικινδυνότητα 

Αν X ∈Ω  ακίνδυνο⇒ X  δεν είναι τυχαίος κίνδυνος⇒ X c= , .c σταθ= ⇒

[ ] [ ] [ ]0 0R X R c RR X= = ⇒ = . 

 

2. Μη αρνητικότητα 

Το [ ]R X  είναι ένα απόλυτο µέτρο κινδύνου και εποµένως θα είναι [ ] 0R X ≥ . Άρα, 

θα ισχύει και 

[ ] [ ]
[ ]

0
R X

RR X
X

= ≥
Π

, διότι [ ] 0XΠ > . 

 

3. Υποαθροιστικότητα 

Σύµφωνα µε τον Ορισµό 1.4.3 για 1X  και 2X  ανεξάρτητους κινδύνους θα ισχύει ότι 

[ ] [ ] [ ]1 2 1 2R X X R X R X+ ≤ + . 

Εποµένως θα είναι 

[ ] [ ]
[ ]

[ ] [ ]
[ ]

[ ]
[ ]

[ ]
[ ]

1 2 1 2 1 2
1 2

1 2 1 2 1 2 1 2

R X X R X R X R X R X
RR X X

X X X X X X X X

+ +
+ = ≤ = +

Π + Π + Π + Π +
 .  ( )6.9  

∆εδοµένου ότι [ ] 0iXΠ ≥  για 1,2i = , θα είναι 

[ ] [ ] [ ]1 2iX X XΠ ≤ Π + Π  

[ ] [ ] [ ]1 2

1 1

iX X X
⇒ ≤
Π +Π Π  

        
[ ] [ ]

[ ] [ ]
[ ]
[ ]

0

1 2

iR X
i i

i

R X R X

X X X

>

⇒ ≤
Π +Π Π

 για κάθε 1,2i =  .        ( )6.10  

 

Εποµένως, από τις σχέσεις ( )6.9  και ( )6.10  συµπεραίνουµε ότι ισχύει 

[ ] [ ]
[ ]

[ ]
[ ]

1 2
1 2

1 2

R X R X
RR X X

X X
+ ≤ +

Π Π
[ ] [ ] [ ]1 2 1 2RR X X RR X RR X⇒ + ≤ + . 

 

4. Συνέπεια 

Για να ισχύει η ιδιότητα της συνέπειας, αρκεί να δείξουµε ότι ισχύει 

[ ] [ ]RR X c RR X+ =  για κάθε .c σταθ=  Από υπόθεση το [ ]R X  είναι µέτρο 
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κινδύνου και εποµένως, θα ισχύει [ ] [ ]R X c R X+ = , όπου .c σταθ=  Εποµένως, για 

το σχετικό µέτρο κινδύνου ισχύει ότι 

[ ] [ ]
[ ]

[ ]
[ ]

[ ]
[ ]

[ ]
[ ]

[ ]
[ ] [ ]

R X c R X X R X X
RR X c RR X

X c X c X c X X c

 + Π Π
+ = = = =   Π + Π + Π + Π Π + 

 

και εποµένως στη γενική περίπτωση είναι 

[ ] [ ]RR X c RR X+ ≠ . 

Ως εκ τούτου, συµπεραίνουµε ότι το σχετικό µέτρο κινδύνου δεν είναι ανεξάρτητο 

της µετατόπισης. 

 

∆εδοµένου ότι δεν ισχύει η ιδιότητα της Συνέπειας, καταλήγουµε στο συµπέρασµα 

ότι το σχετικό µέτρο κινδύνου δεν είναι ανεξάρτητο της µετατόπισης. 

 

5. Αντικειµενικότητα 

Το σχετικό µέτρο κινδύνου [ ]RR X  εξαρτάται από το [ ]R X  και το [ ]XΠ . Όµως 

τα µεγέθη [ ]R X  και [ ]XΠ  εξαρτώνται από τις ηµιαναλλοίωτες, οι οποίες 

αποτελούν ένα ιδιαίτερο χαρακτηριστικό για κάθε τ.µ. X  και εποµένως, το σχετικό 

µέτρο κινδύνου εξαρτάται από τη σ.κ. XF . 

             � 

 

6.3 Το κατάλληλο αξίωµα για τη µίξη των κινδύνων 
 

Ο Ramsay (1993) αναφέρει ότι ο S.D. Promislow θεωρεί ότι στην περίπτωση 

αξιωµατικής προσέγγισης του κινδύνου, είναι απαραίτητο να βρεθεί ένα αξίωµα το 

οποίο θα είναι κατάλληλο για να καλύψει τη µίξη των κινδύνων. Αυτό θεωρεί ότι 

είναι απαραίτητο, διότι τα άτοµα δείχνουν ασυνέπεια σε επιλογές που αφορούν τη 

µίξη, µε αποτέλεσµα να αναγκαζόµαστε να επανεξετάσουµε την κλασική Θεωρία της 

Ωφελιµότητας. 

 

Για τη µίξη θα σκεφτούµε µία πιο ασθενής εκδοχή της αθροιστικότητας, δηλαδή, αν 

1

2

 µε πιθανότητα    

 µε πιθανότητα  1-  

ρ
ρ


= 


X
X

X
, τότε θα είναι [ ] [ ] ( ) [ ]1 21R X R X R Xρ ρ≥ + − . 

Η παραπάνω σχέση βασίζεται στην ιδέα ότι το µέτρο κινδύνου που προκύπτει από τη 

µίξη δύο τ.µ. είναι τουλάχιστον όσο και η µίξη των αντίστοιχων µέτρων κινδύνου και 
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ίσως και περισσότερο εξαιτίας της αβεβαιότητας που προκύπτει από το γεγονός ότι 

δεν γνωρίζουµε ποια από τις δύο τ.µ. 1X  και 2X  θα πραγµατοποιηθεί. Το αξίωµα 

ισχυροποιείται αν θεωρήσουµε ότι η αβεβαιότητα εξαρτάται µόνο από τη µέση τιµή 

των τ.µ 1X  και 2X . Φυσικά, η παραπάνω ιδιότητα απαιτείται να ισχύει και στην 

περίπτωση µίξης περισσότερων των δύο κατανοµών. 

 

Το σίγουρο είναι ότι µία συνάρτηση µέτρησης κινδύνου, θα πρέπει να έχει κάποια 

χαρακτηριστικά. Τα χαρακτηριστικά αυτά µπορούµε να τα εισάγουµε µε δύο 

τρόπους. Ο πρώτος τρόπος είναι να τα εισάγουµε σαν αξιώµατα και ο δεύτερος 

τρόπος είναι να εισάγουµε κάποια αξιώµατα, µέσα από τα οποία να συµπεράνουµε τα 

χαρακτηριστικά των συναρτήσεων µέτρησης κινδύνου. 

 

Ο Stoyan (1983) αναφέρει τα παρακάτω αξιώµατα για τις συναρτήσεις µέτρησης των 

κινδύνων. 

1. Η σύγκριση των κινδύνων πρέπει να είναι ανεξάρτητη από τις µονάδες µέτρησης 

που χρησιµοποιούνται, ως εκ τούτου αν ισχύει [ ] [ ]R X R Y≤ , θα πρέπει να ισχύει 

και [ ] [ ]R cX R cY≤  για κάθε 0c > . 

2. Κατά την πρόσθεση ανεξάρτητων όρων ίσως επηρεάζεται ο σχετικός κίνδυνος. 

Εποµένως, αν υποθέσουµε ότι X  και Z  ανεξάρτητες τ.µ. καθώς επίσης και Y  

και Z  ανεξάρτητες τ.µ., τότε αν ισχύει [ ] [ ]R X R Y≤  απαιτούµε να ισχύει και 

[ ] [ ]R X Z R Y Z+ ≤ + . 

3. Για αξιωµατικά συστήµατα απαιτείται η ύπαρξη κάποιου είδους συνέχειας για να 

αποκτήσουµε τα κατάλληλα θεωρήµατα αναπαράστασης. Άρα, υποθέτουµε ότι 

για µία ακολουθία nF  που αντιστοιχεί σε µία συνάρτηση κατανοµής που συγκλίνει 

ασθενώς σε µία συνάρτηση κατανοµής F , η [ ]nR F  θα συγκλίνει στην [ ]R F . 

Το παραπάνω απαιτείται προκειµένου να ισχύει η ιδιότητα της 

αντικειµενικότητας, σύµφωνα µε την οποία η [ ]R X  εξαρτάται από την τ.µ. X  

µόνο µέσω της σ.κ. XF . 
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ΕΠΙΛΟΓΟΣ 
 

Η χρήση των µέτρων κινδύνου στον υπολογισµό του ασφαλίστρου παρουσιάζει 

ιδιαίτερο επιστηµονικό ενδιαφέρον. Ο κυριότερος λόγος οφείλεται στο γεγονός ότι 

µας δίνουν τη δυνατότητα να κάνουµε υπολογισµούς χωρίς τη χρήση συναρτήσεων 

ωφελιµότητας. Αυτό είναι ιδιαίτερα σηµαντικό, αφενός διότι ο υπολογισµός 

συναρτήσεων ωφελιµότητας είναι πολύ δύσκολος και αφετέρου διότι έχει αποδειχτεί 

πως τα άτοµα κάνουν επιλογές που έρχονται σε αντίθεση µε τα αξιώµατα της 

Θεωρίας Ωφελιµότητας. Επιπλέον, ο υπολογισµός του ασφαλίστρου µε χρήση µέτρων 

κινδύνου βασίζεται µόνο στην κατανοµή του κινδύνου και όχι στην υποκειµενικότητα 

του αναλογιστή για τον κίνδυνο. 

 

Το πιο διαδεδοµένο µέτρο κινδύνου είναι αυτό της διασποράς. Εντούτοις, δεν 

αποτελεί αξιόπιστο µέτρο κινδύνου για ασφαλιστικούς κινδύνους, καθώς οι 

ασφαλιστικοί κίνδυνοι συνήθως περιγράφονται από κατανοµές µε θετική σκέδαση. 

Αυτό σηµαίνει ότι ζηµιές µε πολύ µεγάλες απαιτήσεις έχουν πολύ µικρή πιθανότητα 

να συµβούν. Ωστόσο, σε περιπτώσεις όπου η συνάρτηση κατανοµής των συνολικών 

αποζηµιώσεων έχει βαριά ουρά, η πραγµατοποίηση µεγάλων ζηµιών µπορεί να 

κλονίσει τη φερεγγυότητα της εταιρείας. Άλλωστε, η διασπορά όπως και η µέση τιµή 

δεν µας παρέχουν καµία πληροφορία για τη δεξιά ουρά της κατανοµής, η οποία µας 

παρέχει σηµαντικές πληροφορίες για τις πιθανότητες πραγµατοποίησης πολύ 

µεγάλων ζηµιών. Ο κίνδυνος της δεξιάς ουράς σχετίζεται µε τις απαιτήσεις που είναι 

πολύ µεγαλύτερες από το µέσο και εποµένως σχετίζεται µε τις καταστροφικές ζηµιές. 

 

∆εδοµένου ότι η Κανονική κατανοµή αποτελεί επαρκές µέτρο µόνο για συµµετρικές 

ή σχεδόν συµµετρικές κατανοµές, είναι απαραίτητο να βρεθεί κάποιο άλλο µέτρο 

κινδύνου για τους ασφαλιστικούς κινδύνους. Για την εύρεση ενός τέτοιου µέτρου 

µπορούµε να χρησιµοποιήσουµε τις ηµιαναλλοίωτες οι οποίες, παρόλο που 

προκύπτουν µέσω των ροπών υπερέχουν από αυτές. 

 

Η χρήση του Κεντρικού Οριακού Θεωρήµατος για την προσέγγιση των συνολικών 

αποζηµιώσεων δεν µας δίνει ικανοποιητικό αποτέλεσµα ούτε στην περίπτωση 

µεγάλου πλήθους ζηµιών. Αυτό οφείλεται στο γεγονός ότι οι υπολογισµοί βασίζονται 

µόνο στην 1η και στη 2η ροπή, µε αποτέλεσµα να αγνοεί πληροφορίες που σχετίζονται 
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µε τη σκέδαση και την κύρτωση. Εποµένως, δεν λαµβάνει υπόψη το γεγονός ότι 

υπάρχουν ζηµιές που έχουν ίδιες τις δύο πρώτες ροπές, αλλά διαφοροποιούνται στις 

ροπές ανώτερης τάξης. Λόγω των όσων αναφέρονται παραπάνω, µπορούµε να 

χρησιµοποιήσουµε την προσέγγιση της µετατοπισµένης κατανοµής Γάµµα, την 

προσέγγιση του Edgeworth ή την προσέγγιση της Κανονικής ∆υναµοκατανοµής. Με 

χρήση αριθµητικών παραδειγµάτων έχει αποδειχθεί ότι οι παραπάνω προσεγγίσεις 

είναι περισσότερο ακριβείς από την προσέγγιση που µας δίνει το Κεντρικό Οριακό 

Θεώρηµα. 

 

Όσον αφορά τη µελέτη χαρτοφυλακίων ασφαλιστικών εταιριών, τόσο η προσέγγιση 

της µετατοπισµένης κατανοµής Γάµµα όσο και της Κανονικής ∆υναµοκατανοµής, 

µας δίνουν περίπου τις ίδιες τιµές στην περίπτωση όπου η σκέδαση είναι µέχρι και 

0,4, ενώ, στην περίπτωση όπου η τιµή της σκέδασης πλησιάζει την τιµή 2, οι τιµές 

των δύο προσεγγίσεων αποκλίνουν. Φυσικά, η προσέγγιση της Κανονικής 

∆υναµοκατανοµής είναι πιο κοντά στην τιµή που προκύπτει από την σ.κ των 

συνολικών αποζηµιώσεων. Επίσης, έχει αποδειχθεί ότι η προσέγγιση της Κανονικής 

∆υναµοκατανοµής δίνει ικανοποιητική προσέγγιση ακόµα και στην περίπτωση λίγων 

ζηµιών. Αυτό άλλωστε είναι και το αναµενόµενο αν σκεφτούµε τον τρόπο µε τον 

οποίο προέκυψε αυτή η προσέγγιση, προέκυψε από την ιδέα να βρεθεί ένας 

µετασχηµατισµός ο οποίος θα δίνει καλύτερη προσαρµογή στις κατανοµές µε θετική 

σκέδαση από αυτή που δίνει η Κανονική κατανοµή. Γι’ αυτό άλλωστε 

χρησιµοποιήθηκαν τρεις παράµετροι για να την ορίσουµε, σε αντίθεση µε την 

Κανονική κατανοµή στην οποία χρησιµοποιούµε µονό δύο. Θα µπορούσαµε να πούµε 

ότι η Κανονική ∆υναµοκατανοµή αποτελεί µία γενικευµένη µορφή της Κανονικής 

κατανοµής, διότι στην περίπτωση που η σκέδαση είναι µηδέν η Κανονική 

∆υναµοκατανοµή εκφυλίζεται σε Κανονική κατανοµή. 

 

Ένα ακόµα πλεονέκτηµα των παραπάνω προσεγγίσεων είναι ότι για να τις 

χρησιµοποιήσουµε, δεν είναι απαραίτητη ούτε η γνώση της κατανοµής των 

αποζηµιώσεων αλλά ούτε και η γνώση της κατανοµής του αριθµού των ζηµιών. Μας 

αρκεί να γνωρίζουµε µόνο τις τιµές των ροπών οι οποίες άλλωστε µπορούν να 

υπολογιστούν κάνοντας χρήση εµπειρικών δεδοµένων. 
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Μέχρι σήµερα, υπάρχουν επιστήµονες που έχουν αντιρρήσεις για τη χρήση της 

Θεωρίας Ωφελιµότητας. Ως εκ τούτου, θα ήταν ιδιαίτερα χρήσιµο να µελετηθεί 

περαιτέρω η χρήση των µέτρων κινδύνου στον υπολογισµό του ασφαλίστρου, καθώς 

η ανάπτυξη αυτής της θεωρίας θα µας βοηθήσει να κάνουµε υπολογισµούς που δε θα 

οφείλονται στην υποκειµενικότητα των ατόµων για τον κίνδυνο. 
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ΠΑΡΑΡΤΗΜΑ 
 

Σε αυτό το παράρτηµα παρουσιάζονται αναλυτικά οι τύποι που χρησιµοποιήθηκαν 

στο Mathematica προκειµένου να πραγµατοποιηθούν όλοι οι απαιτούµενοι 

υπολογισµοί για το Παράδειγµα 4.4.7. 

 

)α  Αφού είναι  θα είναι 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

( )Exp 1S ∼
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)β  Στην περίπτωση όπου  θα είναι 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

( )Γάµµα 2,2S∼
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 Στην περίπτωση όπου ( )Pareto 1,4S∼  τύπου Lomax ισχύει ότι 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

)γ
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)δ   

Η παραπάνω συνάρτηση, είναι συνάρτηση κατανοµής καθώς ισχύει ότι 

 

Θα υπολογίσουµε τώρα τα µεγέθη που απαιτούνται για τους υπολογισµούς µας. 

 

 

 

 

 

 

( ) ( ) ( ) 1: 1 2 3 3s s sS f f f= = =
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Ως αποτέλεσµα, σε αυτή την περίπτωση δεν είναι εφικτός ο υπολογισµός του 

ασφαλίστρου χρησιµοποιώντας την προσέγγιση της Κανονικής ∆υναµοκατανοµής. 

 

  

Η παραπάνω συνάρτηση είναι συνάρτηση κατανοµής καθώς ισχύει ότι 

 

Θα υπολογίσουµε τώρα τα µεγέθη που απαιτούνται για τους υπολογισµούς µας. 

 

 

 

 

)ε ( ) ( ) ( ) 1: 1 2 5 3s s sS f f f= = =
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π.α.: παρούσα αξία 
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σ.π.π.: συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας 
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