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Περίληψη 

Στην παρούσα διπλωματική εργασία θα παρουσιαστούν αριθμητικές μέθοδοι υπολο-

γισμού της δίκαιης (no-arbitrage) αξίας παραγώγων χρηματοοικονομικών προϊόντων 

όταν δεν υπάρχουν διαθέσιμοι αναλυτικοί τύποι. Αρχικά θα πραγματοποιηθεί μια ει-

σαγωγή στη μαθηματική θεωρία που δύναται να περιγράψει την κίνηση των τιμών 

χρηματοοικονομικών τίτλων. Επίσης, θα περιγραφεί η έννοια του μέτρου πιθανότη-

τας ουδέτερου ρίσκου καθώς και κάποια αποτελέσματα που συνδέονται με αυτό. Το 

κύριο μέρος της εργασίας αποτελείται από την περιγραφή της τεχνικής που βασίζεται 

σε διωνυμικά δέντρα και οδηγεί στον προσεγγιστικό υπολογισμό της αξίας παραγώ-

γων και των παραμέτρων αντιστάθμισης του κινδύνου (Delta hedging). Στα πλαίσια 

της εργασίας θα υλοποιηθούν οι υπολογιστικοί αλγόριθμοι χρησιμοποιώντας κατάλ-

ληλο λογισμικό (Wolfram Mathematica). 
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Abstract 

The main aim of this MSc thesis is to present numerical procedures that can be used 

to calculate the fair value of financial derivatives when exact formulas are not availa-

ble. Initially, we present the basic theory which describes the movements of financial 

instruments. Furthermore, the risk neutral probability measure is depicted as well as 

some relevant results. The main part of this thesis consists of the presentation and im-

plementation of option pricing techniques through binomial trees and delta hedging. 

Finally, we include several applications of option pricing using appropriate computer 

software (Wolfram Mathematica). 
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ΠΡΟΛΟΓΟΣ 
Τα σύγχρονα χρηματοπιστωτικά ιδρύματα προσφέρουν μια ποικιλία προϊόντων στους 

πελάτες τους. Όταν ένα χρηματοπιστωτικό ίδρυμα πωλεί ένα παράγωγο προϊόν έρχε-

ται αντιμέτωπο με το πρόβλημα διαχείρισης του κινδύνου που συνεπάγεται. Αν το 

παράγωγο διατίθεται ήδη στην αγορά, τότε το ίδρυμα μπορεί αν το θέλησει να κλείσει 

την ανοικτή του θέση  αγοράζοντας αυτό το παράγωγο από την αγορά. Όταν όμως το 

παράγωγο προσαρμόζεται στις ανάγκες του πελάτη και δεν υπάρχει αντιστοιχία με 

ένα προϊόν της αγοράς τότε η αντιστάθμιση του κινδύνου είναι πιο δύσκολη. Σκοπός 

της παρούσας διπλωματικής εργασίας είναι να προσεγγίσει το πρόβλημα αυτό με την 

χρήση διωνυμικών δέντρων. 

Στο πρώτο κεφάλαιο παρουσιάζονται τα βασικά παράγωγα χρηματοοικονομικά προϊ-

όντα και οι διαφορές μεταξύ τους. Ο στόχος τους κεφαλαίου αυτού είναι μέσα από τα 

παραδείγματα και τα γραφήματα να γίνει σαφές πως λειτουργεί ένα δικαίωμα αγοράς 

ή πώλησης. Οι έννοιες όπως το κουπόνι, η τιμή εξάσκησης, η ημερομηνία λήξης είναι 

απαραίτητες για τα κεφάλαια που ακολουθούν. 

Το δεύτερο κεφάλαιο ξεκινάει με την περιγραφή του απλούστερου μοντέλου τιμολό-

γησης με την χρήση διωνυμικών δέντρων, το οποίο περιλαμβάνει μια περίοδο σε δια-

κριτό χρόνο. Στην συνέχεια αυτό γενικεύεται σε πολλές περιόδους και παρουσιάζεται 

ο αναδρομικός τύπος υπολογισμού της δίκαιης τιμής του παραγώγου σε διακριτό 

χρόνο. Επίσης, υλοποιούνται παραδείγματα τιμολόγησης σε διακριτό χρόνο για δι-

καιώματα αγοράς (Call Option), πώλησης (Put Option) αλλά και Ασιατικού τύπου 

δικαιώματα (Αsian Option). Επίσης για μικρό αριθμό επαναλήψεων υλοποιείται μια 

στρατηγική εξασφάλισης με ένα χαρτοφυλάκιο που περιέχει μετοχές και μετρητά. Το 

κεφάλαιο κλείνει με παρατηρήσεις που αφορούν υπολογιστικά θέματα, ώστε να απο-

φεύγονται άσκοποι υπολογισμοί. 

Το τρίτο κεφάλαιο έχει σκοπό να δομήσει θεωρητικά το δεύτερο κεφάλαιο. Γίνεται 

διαχωρισμός του μέτρου πιθανότητας ουδέτερου ρίσκου από το πραγματικό (ιστορι-

κό) μέτρο πιθανότητας της αγοράς. Αποδεικνύεται ότι υπό το μέτρο πιθανότητας ου-

δέτερου ρίσκου η ακολουθία των προεξοφλημένων τιμών των υποκείμενων τίτλων 

(π.χ. μετοχών) είναι martingales. Δηλαδή, υπό το μέτρο πιθανότητας του ουδέτερου 

ρίσκου η καλύτερη εκτίμηση, με βάση την πληροφορία στο χρόνο 𝑛, για την προεξο-

φλημένη τιμή της μετοχής στο χρόνο 𝑛 + 1 είναι η προεξοφλημένη τιμή της μετοχής 

στο χρόνο 𝑛. Επίσης προσδιορίζεται πιο αυστηρά ποιά πληροφορία χρειάζεται σε κά-

θε περίπτωση και ποιά όχι ώστε να μειώνονται οι υπολογισμοί, αξιοποιώντας την 

γνωστή Μαρκοβιανή ιδιότητα. 

Στο τέταρτο κεφάλαιο επιχειρείται η προσέγγιση ενός μοντέλου συνεχούς χρόνου 

λαμβάνοντας το όριο του διακριτού μοντέλου. Αρχικά γίνεται μια προσαρμογή στις 

βασικές παραμέτρους του διωνυμικού δέντρου που παρουσιάστηκαν στο δεύτερο κε-

φάλαιο ώστε να προκύψει φυσιολογικά ως όριό του το κλασσικό μοντέλο Black and 
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Scholes. Στην συνέχεια περιγράφεται αναλυτικά ο αλγόριθμος τιμολόγησης για ένα 

δικαίωμα αγοράς (Call Option) και υλοποιείται για μικρό αριθμό βημάτων. Αμέσως 

μετά κατασκευάζεται ένα χαρτοφυλάκιο εξασφάλισης για ένα δικαίωμα αγοράς θεω-

ρώντας ότι η τιμή του υποκείμενου αγαθού κινείται τυχαία, σύμφωνα με μια γεωμε-

τρική κίνηση Brown προκειμένου να εξετάσουμε την αποτελεσματικότητα της αντι-

στάθμισης. Η ίδια διαδικασία πραγματοποιείται και για ένα δικαίωμα Ασιατικού τύ-

που (Asian Option) με δυο βασικές διαφορές. Το διωνυμικό δέντρο εξαρτάται από το 

μονοπάτι που ακολούθησε η μετοχή, και η τιμή του δικαιώματος υπολογίζεται μέσω 

προσομοίωσης. Τέλος, παρουσιάζονται γραφήματα για διάφορες τιμές των παραμέ-

τρων στα οποία ελέγχεται η ευαισθησία του μοντέλου.  
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 1 

Εισαγωγή στα Παράγωγα Χρηματοοικονομικά Προϊόντα 

1.1 Προθεσμιακά συμβόλαια (forward contracts) 

Ένα προθεσμιακό συμβόλαιο είναι μία συμφωνία μεταξύ δύο αντισυμβαλλομένων 

(συνήθως δύο χρηματοοικονομικών ιδρυμάτων) για την αγορά ή την πώληση ενός 

υποκείμενου τίτλου σε μία προκαθορισμένη τιμή σε μία συγκεκριμένη ημερομηνία 

στο μέλλον. Η προκαθορισμέvη αυτή τιμή ονομάζεται τιμή συναλλαγής (delivery 

price). Ο κάτοχος του συμβολαίου λαμβάνει long position, δηλαδή συμφωνεί να αγο-

ράσει τον υποκείμενο τίτλο μία συγκεκριμένη ημερομηνία στο μέλλον. Παράλληλα ο 

πωλητής του συμβολαίου λαμβάνει short position και οφείλει να πουλήσει τον υπο-

κείμενο τίτλο στην προκαθορισμένη τιμή και την μελλοντική ημερομηνία. Για παρά-

δειγμα, έστω μία επιχείρηση στην Ελλάδα ότι οφείλει να πληρώσει  $1000000 σε 

έναν από τους Αμερικανούς προμηθευτές της σε 60 μέρες. Η ισοτιμία που δίνει η α-

γορά για 60 μέρες μετά είναι 0.7923 (𝑈𝑆𝐷/𝐸𝑈𝑅). Η επιχείρηση επιλέγει να κάνει 

ένα προθεσμιακό συμβόλαιο και να αγοράσει $1000000 σε 60 μέρες για €792300. 

Την στιγμή που η επιχείρηση μπαίνει στο προθεσμιακό συμβόλαιο δεν έχει κέρδος 

ούτε ζημιά. Την αμέσως επόμενη στιγμή όμως το συμβόλαιο έχει θετικές και αρνητι-

κές τιμές. Αυτό διότι αν μετά από 60 μέρες η ισοτιμία στο χρηματιστήριο είναι 

0.801 (𝑈𝑆𝐷/𝐸𝑈𝑅) τότε η επιχείρηση έχει κερδίσει €8700. Αντίθετα αν η ισοτιμία 

μετά από 60 μέρες υποχωρούσε στο 0.779  η επιχείρηση θα έπρεπε να πληρώσει 

 €13300  παραπάνω. 

Γενικά, το κέρδος ενός αγοραστή από ένα προθεσμιακό συμβόλαιο είναι 

𝑆𝑇 − 𝐸, 

όπου 𝑆𝑇  είναι η τιμή του υποκείμενου αγαθού στο χρόνο της λήξης του συμβολαίου 

και 𝐸 η προκαθορισμένη τιμή συναλλαγής. Αντίθετα το κέρδος του πωλητή από ένα 

προθεσμιακό συμβόλαιο είναι 

𝐸 − 𝑆𝑇, 

Η τιμή 𝐸 καθορίζεται έτσι ώστε την ημέρα της σύναψης του συμβολαίου να έιναι ίση 

με το μηδέν. Η 𝑆𝑇   είναι μια τυχαία μεταβλητή. Υπό το πρίσμα ότι η αγορά βρίσκεται 

σε κατάσταση ισορροπίας δηλαδή δεν δημιουργούνται ευκαιρίες για arbitrage μπο-

ρούμε να προσδιορίσουμε την τιμή του 𝐸. 

𝜫𝝆ό𝝉𝜶𝝈𝜼 𝟏. 𝟏. 𝟏. Η τιμή συναλλαγής 𝐸 ενός ΠΣ με λήξη μετά από 𝛵 έτη είναι 

𝐸 = 𝑆0𝑒
𝑟𝑇 , 

όπου 𝑆0 η τιμή του υποκείμενου τίτλου την ημέρα της σύναψης του συμβολαίου και 𝑟 

το επιτόκιο χωρίς κίνδυνο της αγοράς. 
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 1.2 Συμβόλαια Μελλοντικής Εκπλήρωσης (Future Contracts) 

Ένα Συμβόλαιο Μελλοντικής Eκπλήρωσης (ΣΜΕ) λειτουργεί όπως ένα Προθεσμιακό 

Συμβόλαιo. Μιλάμε δηλαδή πάλι για μια συμφωνία ανάμεσα σε δύο αντισυμβαλλό-

μενους όπου ο ένας αγοράζει (long position) και άλλος πουλάει (short position) έναν 

υποκείμενο τίτλο σε μία συγκεκριμένη ημερομηνία στο μέλλον σε μια προκαθορι-

σμένη τιμή παράδοσης (delivery price). Σε αυτά τα συμβόλαια η ημερομηνία παρά-

δοσης δεν είναι απόλυτα καθορισμένη. Το συμβόλαιο για παράδειγμα μπορεί να ανα-

φέρει μήνα παράδοσης τον  Ιανουάριο αλλά την ακριβή ημερομηνία την καθορίζει το 

Χρηματιστήριο. 

Μια ουσιαστική διαφορά ανάμεσα σε αυτά τα δύο συμβόλαια είναι ότι τα ΣΜΕ συ-

ναλλάσσονται στο Χρηματιστήριο. Το Χρηματιστήριο λειτουργεί ως εγγυητής της 

εκπλήρωσης των συμβολαίων. Αυτό επιτυγχάνεται με τη χρήση των λογαριασμών 

περιθωρίων (margin accounts). Έτσι ο αγοραστής και ο πωλητής του ΣΜΕ υποχρεού-

νται να ανοίξουν ένα λογαριασμό περιθωρίων και να καταθέσουν ένα ποσοστό της 

τιμής συναλλαγής 𝐸 ως εγγύηση. Το γεγονός ότι τα ΣΜΕ συναλλάσσονται καθημερι-

νά συνεπάγεται ότι η τιμή τους θα μεταβάλλεται ανάλογα με την μεταβολή του υπο-

κείμενου αγαθού ή τις προσδοκίες των επενδυτών. Έτσι αγοραστές και πωλητές μπο-

ρούν να κλείσουν τη θέση τους οποιαδήποτε στιγμή πριν τη λήξη του συμβολαίου 

κάνοντας την αντίστροφη κίνηση. Αντίθετα τα Προθεσμιακά Συμβόλαια διαπραγμα-

τεύονται στην εξωχρηματιστηριακή αγορά (Over The Counter) όπου κάθε επενδυτής 

αξιολογεί από μόνος του την φερεγγυότητα του αντισυμβαλλομένου. 

Για παράδειγμα, ένας επενδυτής πωλεί ένα ΣΜΕ με υποκείμενο τίτλο 10 τόνους σι-

τάρι με τιμή συναλλαγής 𝐸 = 0,20 €/𝐾𝑔 και με ημερομηνία συναλλαγής μετά από 6 

μήνες. Την ίδια στιγμή ένας άλλος επενδυτής αγοράζει αυτό το συμβόλαιο. Το επό-

μενο βήμα είναι να ανοιχτούν οι λογαριασμοί περιθωρίων και να βάλει ο καθένας ένα 

ποσοστό (π.χ. 10% του 2000) ως εγγύηση. Στην επόμενη συνεδρίαση του χρηματι-

στηρίου η τιμή συναλλάγης του συμβολαίου θα έχει αλλάξει. Μιά ξαφνική φωτιά θα 

ήταν μια αιτία για την αύξηση της τιμής συναλλαγής 𝐸 = 0,25 €/𝐾𝑔. Αν ο αγορα-

στής επέλεγε να κλείσει την θέση του (δηλ. να λάβει short position επί του ίδιου αγα-

θού με την ίδια ημερομηνία λήξης) θα κέρδιζε €500. Ενώ μια καλή σοδιά θα είχε ως 

αποτέλεσμα να μειωθεί η τιμή στα 𝐸 = 0,18 €/𝐾𝑔. Αν ο πωλητής επέλεγε να κλείσει 

την θέση του (δηλ. να λάβει long position επί του ίδιου αγαθού με την ίδια ημερομη-

νία λήξης) θα κέρδιζε €200. Το χρηματιστήριο παραγώγων παρεμβάλει αυτή τη κί-

νηση του αγοραστή και πιστώνει στο λογαριασμό περιθωρίων του πωλητή €500. Στο 

σενάριο που η τιμή πέφτει ο λογαριαμός που γίνεται η πίστωση είναι του αγοραστή. 

Το ίδιο επαναλαμβάνεται στο τέλος κάθε συνεδρίασης. Η παραπάνω διαδικασία κα-

λείται ημερήσιος διακανονισμός (marking to market). Τέλος το περιθώριο ασφάλισης 

αποδεσμεύεται όταν ο επενδυτής κλείσει την ανοιχτή θέση του. 
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1.3 Δικαιώματα προαίρεσης (options) 

Οι δύο βασικοί τύποι δικαιωμάτων προαίρεσης είναι το δικαίωμα αγοράς (call 

option) και το δικαίωμα πώλησης (put option). Ο κάτοχος του δικαιώματος αγοράς 

έχει το δικαίωμα και όχι την υποχρέωση να αγοράσει τον υποκείμενο τίτλο σε μια 

προκαθορισμένη τιμή (strike price) σε μια συγκεκριμένη ημερομηνία (exercise date). 

Αντίστοιχα ένα δικαίωμα πώλησης δίνει το δικαίωμα στο κάτοχό του να πωλήσει τον 

υποκείμενο τίτλο σε μία προκαθορισμένη τιμή σε μια συγκεκριμένη ημερομηνία. Α-

νάλογα με το χρόνο εξάσκησης τα δικαιώματα χαρακτηρίζονται ως Αμερικανικού και 

Ευρωπαϊκού τύπου. Η διαφορά τους είναι ότι στα αμερικανικού τύπου το δικαίωμα 

μπορεί να εξασκηθεί οποιαδήποτε στιγμή μέχρι την ημερομηνία της λήξης ενώ στα 

ευρωπαϊκού τύπου εξασκείται μόνο στην ημερομηνία της λήξης. Έστω τώρα ότι στο 

παραπάνω παράδειγμα με την ελληνική επιχείρηση και τους αμερικάνους προμηθευ-

τές η επιχείρηση επιλέγει να αγοράσει ένα δικαίωμα αγοράς $1000000 με τιμή εξά-

σκησης 0.7923 (𝑈𝑆𝐷/𝐸𝑈𝑅) και λήξη μετά από 60 μέρες. Εδώ η επιχείρηση οφείλει 

να καταβάλει στην αρχή ένα αντίτιμο C. Ας υποθέσουμε ότι το δικαίωμα είναι ευρω-

παϊκού τύπου. Αν μετά από 60 μέρες η ισοτιμία είναι 0.801 (𝑈𝑆𝐷/𝐸𝑈𝑅) τότε η επι-

χείρηση έχει κερδίσει €8700 μείον το ασφάλιστρο C. Αντίθετα αν η ισοτιμία μετά 

από 60 μέρες υποχωρούσε στο 0.779 τότε ο αγοραστής δεν θα εξασκούσε το δικαίω-

μά του καθώς η ισοτιμία στην αγορά είναι συμφέρουσα. Είναι φανερό ότι το δικαίω-

μα είναι πιο σύνθετο παράγωγο από τα ΠΣ και τα ΣΜΕ διότι ο αγοραστής του δι-

καιώματος (holder) δεν είναι υποχρεωμένος να εξασκήσει το δικαίωμα του. Αυτή η 

στρατηγική καθιστά ικανό το αγοραστή του δικαιώματος να ασφαλίζεται ενάντια σε 

δυσμενείς κινήσεις των υποκείμενων τίτλων. Φυσικά, αυτή η ασφάλιση που απολαμ-

βάνει ο αγοραστής έχει ένα αντίτιμο 𝐶, το οποίο δεν είναι τίποτα άλλο από την τιμή 

του δικαιώματος. Το ασφάλιστρο 𝐶 διαμορφώνεται από την προσφορά κα την ζήτηση 

του κάθε δικαιώματος. Η θέση που θα λάβει ένα επενδυτής εξαρτάται από την εικόνα 

που προβλέπει για τον υποκείμενο τίτλο. 

Ας υποθέσουμε την κατάσταση στην οποία ένας επενδυτής προβλέπει άνοδο μίας με-

τοχής. Η χρηματιστηριακή τιμή της μετοχής είναι €95. Επειδή όμως δεν θέλει να ρι-

σκάρει την αγορά των μετοχών επιλέγει να αγοράσει 100 δικαιώματα αγοράς ευρω-

παϊκού τύπου επί της μετοχής αυτής, με τιμή εξάσκησης €100 και ημερομηνία λήξης 

σε 2 μήνες. Η τιμή κάθε δικαιώματος είναι €5. Αν στην ημερομηνία λήξης η τιμή της 

μετοχής είναι €126 τότε ο κάτοχος του δικαιώματος θα εξασκήσει το δικαίωμα του. 

Στην ουσία ο κάτοχος του δικαιώματος εξασκεί το δικαίωμά του και αγοράζει €100 

την μετοχή και μετά την πωλεί άμεσα στην αγορά με τιμή €126. Αν αφαιρεθεί και το 

κόστος του ασφαλίστρου το καθαρό κέρδος είναι €21 ανά μετοχή. Αντίθετα αν την 

ημερομηνία της λήξης η τιμή της μετοχής είναι €86 τότε ο αγοραστής δεν θα εξα-

σκήσει το δικαίωμα του.  
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Τιμή μετο-

χής στο 

χρόνο ε-

ξάσκησης  

 

0 
𝑆𝑇 𝐸 

Κέρδος 

(𝑆𝑇 –  𝐸)+ − 𝐶 

𝐶 

𝐶 

Τιμή μετοχής στο 

χρόνο εξάσκησης  

 0 

Κέρδος  (𝐸 − 𝑆𝑇)+ − 𝐶 

 

𝑆𝑇 𝐸 

 

Γενικά αν συμβολίσουμε με 𝑆𝑇 την χρηματιστηριακή τιμή της μετοχής στο χρόνο ε-

ξάσκησης τότε η αποπληρωμή από την χρήση του δικαιώματος αγοράς (call option) 

για τον αγοραστή θα είναι 

 

 

(𝑆𝑇 − 𝐸)+ =  𝑚𝑎𝑥{ 𝑆𝑇 −  𝐸 , 0 } 

= {
𝑆𝑇 − 𝐸, 𝑆𝑇 > 𝐸
0         , 𝑆𝑇 ≤ 𝐸

 

 

 

Αν και ο αγοραστής ενός δικαιώματος αγοράς ελπίζει ότι η τιμή του υποκείμενου τίτ-

λου θα αυξηθεί, ο αγοραστής ενός δικαιώματος πώλησης ελπίζει ότι αυτή θα μειωθεί. 

Ας υποθέσουμε ότι ένας επενδυτής αγοράζει 100 δικαιώματα πώλησης ευρωπαϊκού 

τύπου επί μία μετοχής με τιμή εξάσκησης €80. Η χρηματιστηριακή τιμή της μετοχής 

είναι €66, η ημερομηνία λήξης είναι σε 2 μήνες και η τιμή του δικαιώματος είναι €8. 

Αφού μιλάμε για δικαιώματα ευρωπαϊκού τύπου η εξάσκησή τους θα γίνει στην ημε-

ρομηνία λήξης και μόνο αν η τρέχουσα τιμή της μετοχής είναι κάτω από τα €80. Για 

παράδειγμα αν ο επενδυτής μπορεί να αγοράσει στη λήξη 100 μετοχές με €50 ανά 

μετοχή τότε εξασκώντας το δικαίωμα πώλησης κερδίζει €30 ανά μετοχή ή €3000.  

Όταν και το αρχικό κόστος του ασφαλίστρου λαμβάνεται υπόψη το καθαρό κέρδος 

είναι €22 ανά μετοχή ή €2200. Φυσικά αν η μετοχή ξεπεράσει τα €80 ανά μετοχή στη 

λήξη, τότε το δικαίωμα πώλησης δεν έχει καμία αξία και ο κάτοχος του δικαιώματος 

χάνει €800. Γενικά αν συμβολίσουμε με ST την χρηματιστηριακή τιμή της μετοχής 

στο χρόνο εξάσκησης τότε η αποπληρωμή από την χρήση του δικαιώματος πώλησης 

(put option) για τον αγοραστή θα είναι 

 

(𝐸 − 𝑆𝑇)+  =  𝑚𝑎𝑥{ 𝐸 − 𝑆𝑇 , 0}     

 = {
𝐸 − 𝑆𝑇  , 𝐸 > 𝑆𝑇
0         , 𝐸 ≤ 𝑆𝑇

 

 

 

Όμως εκτός από την πλευρά του αγοραστή υπάρχει και η πλευρά του πωλητή σε κάθε 

δικαίωμα προαίρεσης. Ο πωλητής (writer) από ένα δικαίωμα λαμβάνει το ασφάλιστρο 

στην αρχή του συμβολαίου αλλά παράλληλα αναλαμβάνει και όλες τις πιθανές υπο-

χρεώσεις.  
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Τιμή μετοχής 

στο χρόνο 

εξάσκησης  

𝐶 

𝐸 

𝑆𝑇 

Κέρδος  𝐶 − (𝐸 − 𝑆𝑇)+ 

0 

Τιμή μετοχής στο χρό-

νο εξάσκησης 

 

0 

𝐶 

Κέρδος 𝐶 − (𝑆𝑇 –  𝐸)+ 

 

𝐸 

𝑆𝑇 

Για παράδειγμα, έστω ένας επενδυτής που είναι κάτοχος των παραπάνω μετοχών 

προβλέπει μια καθοδική τάση της μετοχής μετά από 2 μήνες. Επιλέγει λοιπόν να πω-

λήσει 100 δικαιώματα αγοράς με ημερομηνία λήξης μετά από 2 μήνες και τιμή εξά-

σκησης €100. Παράλληλα ως πωλητής (writer) θα εισπράξει και το ασφάλιστρο που 

είναι €5. Αν στην ημερομηνία λήξης η τρέχουσα τιμή της μετοχής είναι μικρότερη 

από την τιμή εξάσκησης τότε ο αγοραστής δεν εξασκεί το δικαίωμα του και ο πωλη-

τής κερδίζει το κουπόνι. Αντίθετα αν η τιμή της μετοχής ξεπεράσει τα €100 τότε ο 

πωλητής έχει την υποχρέωση να πωλήσει στα 100 και όχι στα 120 που είναι η τρέ-

χουσα τιμή της μετοχής. Με αυτή τη στρατηγική ο επενδυτής αυξάνει το ρίσκο που 

έχει αναλάβει, ιδιαίτερα αν δεν κατέχει και τις μετοχές αλλά περιμένει να τις αγορά-

σει στη λήξη. Γενικά αν συμβολίσουμε με ST την χρηματιστηριακή τιμή της μετοχής 

στο χρόνο εξάσκησης τότε η αποπληρωμή από την χρή-

ση του δικαιώματος αγοράς (call option) για τον πωλη-

τή θα είναι 

− (𝑆𝑇 −  𝐸)+ = −𝑚𝑎𝑥{ 𝑆𝑇 − 𝐾, 0 } 

                     ={
𝐾 − 𝑆𝑇 , 𝑆𝑇 > 𝐸
0           , 𝑆𝑇 ≤ 𝐸

 

 

Η τέταρτη βασική στρατηγική που μπορεί να ακολουθήσει ένας επενδυτής στα δι-

καιώματα προαίρεσης είναι να πωλήσει ένα δικαίωμα πώλησης. Εδώ ο επενδυτής 

προβλέπει άνοδο των τιμών του υποκείμενου τίτλου. Αυτό διότι την ημέρα της λήξης 

του δικαιώματος ο πωλητής θα είναι υποχρεωμένος να αγοράσει στην τιμή εξάσκη-

σης. Στην ουσία ο αγοραστής του συμβολαίου σε αυτή την περίπτωση δεν εξασκεί το 

δικαίωμα του και ο πωλητής κερδίζει το ασφάλιστρο C. Έστω ότι η τιμή εξάσκησης 

είναι €100, η ημερομηνία λήξης είναι σε 2 μήνες και το ασφάλιστρο είναι €5. Αν η 

χρηματιστηριακή τιμή της μετοχής στη λήξη είναι €105, ο κάτοχος του συμβολαίου 

δεν θα εξασκήσει το δικαίωμα του γιατί πουλάει την μετοχή στα €100 ενώ αυτή αξί-

ζει €105. Το κέρδος για τον πωλητή είναι το ασφάλιστρο C ή στο συγκεκριμένο πα-

ράδειγμα €5. Αλλιώς, αν η τιμή πέσει στα €85 ο πωλητής είναι υποχρεωμένος να α-

γοράσει την μετοχή στα €100, χάνοντας €20 ανά μετοχή. Γενικά αν συμβολίσουμε με 

ST την χρηματιστηριακή τιμή της μετοχής στο χρόνο εξάσκησης τότε η αποπληρωμή 

από την χρήση του δικαιώματος πώλησης (put option) για τον πωλητή θα είναι 

 

−(𝐸 − 𝑆𝑇 )+   = −𝑚𝑎𝑥{ 𝐸– 𝑆𝑇 ,0}

= {
𝑆𝑇 − 𝐸 , 𝐸 > 𝑆𝑇
0           , 𝐸 ≤ 𝑆𝑇
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Στρατηγικές αγοραπωλησιών μετοχών και δικαιωμάτων 

προαίρεσης 
Το δικαίωμα αγοράς (call option) και το δικαίωμα πώλησης (put option) που αναλύ-

θηκαν παραπάνω μερικές φορές ορίζονται και ως «plain vanilla» ή «standard» παρά-

γωγα. Όμως ένας επενδυτής μπορεί να λάβει και πιο σύνθετες θέσεις χρησιμοποιώ-

ντας ένα δικαίωμα προαίρεσης και μία μετοχή ταυτόχρονα. Επίσης, ο συνδυασμός 

δύο δικαιωμάτων προαίρεσης δημιουργεί  ένα εύρος επιλογών για την στρατηγική 

που ταιριάζει στον επενδυτή. Ενδεικτικά αναφέρουμε κάποιες τέτοιες στρατηγικές. 

Για περισσότερες τεχνικές και αποτελέσματα παραπέμπουμε στα [1], [4]. 

2.1 Στρατηγικές που αφορούν μια μετοχή και ένα δικαίωμα προαίρε-

σης επί αυτή της μετοχής. 

Έστω ένα χαρτοφυλάκιο το οποίο κατασκευάζεται από την αγορά μιας μετοχής και 

την πώληση ενός δικαιώματος αγοράς. Στην ουσία μιλάμε για ένα σύνθετο παράγωγο 

που ονομάζεται «covered call» (π.χ.βλ.[10]). Αυτό, διότι η αγορά της μετοχής προ-

στατεύει τον επενδυτή από μια απότομη αύξηση της τιμής της μετοχής. Είναι λογικό, 

ο επενδυτής με την πώληση του δικαιώματος αγοράς προβλέπει πτώση των τιμών της 

μετοχής. Αν συμβεί το αντίθετο είναι υποχρεωμένος να πληρώσει την διαφορά 

𝑆𝛵 –  𝛦. Το κέρδος όμως από την άνοδο της μετοχής αντισταθμίζει την ζημιά. Στο 

γράφημα που ακολουθεί καθώς και στα υπόλοιπα γραφήματα αυτής της παραγράφου 

οι διακεκομμένες γραμμές δείχνουν την σχέση ανάμεσα στο κέρδος και στην χρημα-

τιστηριακή τιμή της μετοχής, για κάθε χρεόγραφο ξεχωριστά στο χαρτοφυλάκιο. Ενώ 

η συνεχής γραμμή δείχνει την σχέση ανάμεσα στο κέρδος και στην χρηματιστηριακή 

τιμή της μετοχής για όλο το χαρτοφυλάκιο. 

 

Παρατηρούμε ότι το γράφημα του κέρδους από το συνδυασμό των δύο αυτών τοπο-

θετήσεων είναι ίδιο με το γράφημα του κέρδους που προκύπτει από την πώληση ενός 

δικαιώματος πώλησης (short put). 

Σε αντιστοιχία με το «covered call» υπάρχει και ένα άλλο σύνθετο παράγωγο που ο-

νομάζεται «protective put». Η στρατηγική αυτή περιλαμβάνει την ταυτόχρονη αγορά 

μιας μετοχής και ενός δικαιώματος πώλησης επί της ίδιας μετοχής. Αυτό, διότι η α-

γορά του δικαιώματος προαίρεσης προστατεύει τον επενδυτή από μία απότομη πτώση 

της τιμής της μετοχής. Έτσι ο επενδυτής μπορεί να έχει απώλειες σε περίπτωση πτώ-

Κέρδος 

𝑆𝑇 
0 

𝛦 
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σης της χρηματιστηριακής τιμής μετοχής αλλά εξασκώντας το δικαίωμα του αγοράζει 

φτηνά την μετοχή και την πουλάει στην τιμή εξάσκησης έχοντας ένα κέρδος 𝑆𝛵 –  𝛦. 

Έτσι αντισταθμίζει τις ζημιές από την πτώση της μετοχής. Το παρακάτω γράφημα 

απεικονίζει την σχέση του κέρδους με την χρηματιστηριακή τιμή της μετοχής για το 

σύνολο του χαρτοφυλακίου. 

 

Παρατηρούμε ότι το γράφημα του κέρδους από το συνδυασμό των δύο αυτών τοπο-

θετήσεων είναι το ίδιο με το γράφημα του κέρδους που προκύπτει από την αγορά ε-

νός δικαιώματος αγοράς (long call). 

2.2 Στρατηγικές που αφορούν δικαιώματα προαίρεσης ίδιου τύπου 

επί της ίδιας μετοχής. 

 

Bull spread – Ανοδικό άνοιγμα 

Η στρατηγική αυτή υλοποιείται με την αγορά ενός δικαιώματος αγοράς (long call) με 

τιμή εξάσκησης 𝛦1 και την παράλληλη πώληση ενός δικαιώματος αγοράς (short call) 

με τιμή εξάσκησης 𝛦2 > 𝛦1 επί της ίδιας μετοχής. Η ημερομηνία λήξης είναι κοινή 

και για τα δύο παράγωγα. Το κέρδος από την στρατηγική αυτή απεικονίζεται στο πα-

ρακάτω γράφημα: 

 

 

 

𝑆𝑇 

Κέρδος 

𝛦2 

𝛦1 0 

Κέρδος 

𝑆𝑇 
0 𝛦 
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Δηλαδή, το κέρδος δίνεται από τύπο 

(𝑆𝑇 − 𝐾1) + − (𝑆𝑇 − 𝐾2) + = {
0                               , 𝑆𝑇 < 𝐾1
𝑆𝑇 − 𝐾1          , 𝐾1 < 𝑆𝑇 < 𝐾2
𝑆𝑇 − 𝐾1 − 𝑆𝑇 + 𝐾2  , 𝑆𝑇 > 𝐾2

  

Αν αφαιρέσουμε και την ποσότητα C1 – C2 τότε βρίσκουμε το καθαρό κέρδος. Η πο-

σότητα C1 – C2  είναι θετική. Αυτό διότι η τιμή του δικαιώματος εξαρτάται από τη 

μεταβολή του χρόνου αλλά και από την μεταβολή του υποκείμενου τίτλου. Όσο ο 

χρόνος πλησιάζει τη στιγμή της λήξης του δικαιώματος η τιμή του θα μειώνεται. Επί-

σης όσο πλησιάζει η τρέχουσα τιμή ST με την τιμή εξάσκησης K τόσο η τιμή του δι-

καιώματος θα μειώνεται. 

Η στρατηγική του bull spread-ανοδικού ανοίγματος περιορίζει τόσο τις προοπτικές 

του επενδυτή για μεγάλες τιμές του υποκείμενου τίτλου όσο και για τον κίνδυνο εμ-

φάνισης μικρών τιμών. Δηλαδή αν ο επενδυτής είχε επιλέξει να αγοράσει μόνο το 

δικαίωμα προαίρεσης με τιμή εξάσκησης Κ1 για ST  > K2 το κέρδος του θα ήταν ST – 

K1, ενώ τώρα είναι 𝑆𝑇  – 𝐾2. Αντίθετα αν ST  < K1 ο επενδυτής θα είχε ζημιά C1 ενώ με 

αυτή τη στρατηγική η ζημιά μειώνεται στα C1 – C2. Συνεπώς ο επενδυτής θυσιάζει 

κάποια από τα ενδεχόμενα κέρδη του και μειώνει την αρχική του δαπάνη. 

Butterfly spread 

Ένα butterfly spread περιλαμβάνει τέσσερεις θέσεις με τρείς διαφορετικές τιμές εξά-

σκησης. Δηλαδή αγοράζω ταυτόχρονα δύο δικαίωμα αγοράς με μία τιμή εξάσκησης 

K1 και Κ3 αντίστοιχα με K1 < Κ3. Παράλληλα πουλάω δύο δικαιώματα αγοράς με τιμή 

εξάσκησης Κ2 με Κ2 = 0,5(K1 + Κ3). Το κέρδος από την στρατηγική αυτή απεικονίζε-

ται στο παρακάτω γράφημα. 

 

 

 

Όπως φαίνεται και από το γράφημα του κέρδους κέρδος υπάρχει μόνο όταν η τιμή 

στη λήξη βρίσκεται «κοντά» στο 𝛫2. Αυτό το παράγωγο λοιπόν είναι κατάλληλο για 

𝛦2 

 

ρ

δ

ο

ς 

𝑆𝑇 

Κέρδος 

𝛦3 𝛦1 0 

short call (𝐸2) 

long call (𝐸3) 

long call (𝐸1) 
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ένα επενδυτή που οποίος πιστεύει ότι ο υποκείμενος τίτλος δεν θα έχει μεγάλες δια-

κυμάνσεις. Ο τύπος που δίνει το κέρδος είναι: 

(𝑆𝑇 − 𝐾1) + + (𝑆𝑇 −𝐾3) + −  2(𝑆𝑇 − 𝐾2) + = {

0   , 𝑆𝑇 < 𝐾1 
𝑆𝑇 − 𝐾1 , 𝐾1 < 𝑆𝑇 ≤ 𝐾2 
𝐾3 − 𝑆𝑇 , 𝐾2 < 𝑆𝑇 ≤ 𝐾3 

0   , 𝑆𝑇 > 𝐾3 
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 2 

Το διωνυμικό μοντέλο 

2.1 Τιμολόγηση δικαιωμάτων προαίρεσης μιας περιόδου 

Σε αυτήν την παράγραφο θα αναφερθούμε στο απλούστερο μοντέλο τιμολόγησης, το 

διωνυμικό μοντέλο, το οποίο περιλαμβάνει μια περίοδο σε διακριτό χρόνο. Αυτό στην 

συνέχεια γενικεύεται σε ένα περισσότερο ρεαλιστικό διωνυμικό μοντέλο με περισσό-

τερες περιόδους (πχ βλ. [5]). Το σχήμα 2.1.1, απεικονίζει το γενικό διωνυμικό μοντέλο 

μιας περιόδου. Αφού μιλάμε για μοντέλο μιας περιόδου ο χρόνος μηδέν συμβολίζει 

την αρχή και ο χρόνος ένα το τέλος της περιόδου. Στο χρόνο μηδέν στον οποίο βρι-

σκόμαστε και εμείς έχουμε μια μετοχή με τρέχουσα τιμή 𝑆0. Στο χρόνο ένα η τιμή της 

μετοχής μπορεί να πάρει δυο πιθανές τιμές, είτε 𝑆1(𝛫) είτε 𝑆1(𝛤). Θεωρούμε για α-

πλότητα ότι η τιμή στο χρόνο ένα καθορίζεται από την ρίψη ενός νομίσματος, όπου Κ 

και Γ συμβολίζουν κεφάλι και γράμματα αντίστοιχα. Φυσικά το αποτέλεσμα από τη 

ρίψη του νομίσματος και ως συνέπεια και η τιμή της μετοχής στο χρόνο ένα, είναι 

γνωστά μόνο στο χρόνο ένα αλλά όχι στο χρόνο μηδέν. Έτσι οποιαδήποτε άγνωστη 

ποσότητα στο χρόνο μηδέν θεωρείται τυχαία, καθώς εξαρτάται από το αποτέλεσμα 

της ρίψης του νομίσματος. Το νόμισμα δεν είναι υποχρεωτικό να είναι αμερόληπτο. 

Το μόνο που υποθέτουμε είναι ότι η πιθανότητα να έρθει κεφάλι είναι θετική και 

συμβολίζεται με 𝑝, ενω η πιθανότητα για γράμματα είναι 𝑞 = 1 − 𝑝  και ειναι επισης 

θετική.  

 

Όπως φαίνεται κα στο παραπάνω σχήμα έχουμε εισάγει δυο θετικούς αριθμούς 𝑢 και 

𝑑 με 𝑢 > 𝑑 τέτοιους ώστε 

𝑢 =
𝑆1(𝛫)

𝑆0
 , 𝑑 =

𝑆1(𝛤)

𝑆0
                                                 (2.1.1) 

Στην περίπτωση που 𝑑 = 𝑢 η μετοχή ακολουθεί ένα σίγουρο μονοπάτι και το μοντέ-

λο μας δεν είναι τόσο ενδιαφέρον για μελέτη. Η περίπτωση 𝑢 < 𝑑 είναι ανάλογη με 

την αρχική αν αναπροσαρμόσουμε τις πλευρές του νομίσματος. Στο σημείο αυτό 

πρέπει να αναφέρουμε ότι το επιτόκιο δανεισμού και το επιτόκιο επένδυσης είναι το 

ίδιο.  

Όμως τι είναι το arbitrage και πως αυτό σχετίζεται με την τιμολόγηση των παραγώ-

γων ; Ορίζουμε λοιπόν σαν arbitrage μια στρατηγική η οποία ξεκινάει χωρίς χρήματα, 

𝑆0 

𝑆1(𝛫) = 𝑢𝑆0 , με πιθανοτητα p 

 

𝑆1(𝛤) = 𝑑𝑆0 , με πιθανοτητα q 

  Σχήμα 2.1.1. Διωνυμικό μοντέλο μιας περιόδου. 
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έχει μηδενική πιθανότητα να χάσει χρήματα και θετική πιθανότητα για κέρδος. Δηλα-

δή μια στρατηγική η οποία μετατρέπει το «τίποτα» σε «κάτι» χωρίς κίνδυνο. Ένα μα-

θηματικό μοντέλο που εμπεριέχει arbitrage δεν μπορεί να χρησιμοποιηθεί για ανάλυ-

ση. Αυτό διότι σε ένα τέτοιο μοντέλο ο πλούτος μπορεί να δημιουργηθεί από το τίπο-

τα, με αποτέλεσμα τα αρχικά ερωτήματα να συνοδεύονται από παράδοξες απαντή-

σεις. 

Στο διωνυμικό μοντέλο μιας περιόδου η συνθήκη που πρέπει να θεωρήσουμε για να 

αποκλείσουμε την ύπαρξη arbitrage είναι: 

0 < 𝑑 < 1 + 𝑟 < 𝑢                                                     (2.1.2) 

Αρχικά η ανισότητα 𝑑 > 0 ικανοποιείται από την υπόθεση ότι οι τιμές της μετοχής 

είναι θετικές ποσότητες. Στην συνέχεια οι επόμενες δύο ανισότητες ισχύουν λόγω της 

απουσίας arbitrage και αντίστροφα. Η αντίστροφη ανισότητα δηλαδή 𝑑 > 1 + 𝑟 συ-

νεπάγεται ότι ένας επενδυτής χωρίς αρχικό κεφάλαιο στο χρόνο μηδέν θα μπορούσε 

να δανειστεί με σκοπό να αγοράσει μετοχές. Έτσι στο χρόνο ένα, ακόμα και να επι-

βεβαιωθεί η χειρότερη περίπτωση που το κέρμα έρθει γράμματα η μετοχή όχι μόνο 

αποπληρώνει το αρχικό δάνειο αλλά αφήνει και υπόλοιπο. Στην περίπτωση που το 

κέρμα έρθει κεφάλι τα κέρδη είναι πολύ περισσότερα. Επίσης αν 𝑢 ≤ 1 + 𝑟 ένας ε-

πενδυτής μπορεί να λάβει θέση short σε μια μετοχή και να επενδύσει τα χρήματα αυ-

τά στην αγορά. Στην συνέχεια ακόμα και στην καλύτερη περίπτωση για την μετοχή ο 

επενδυτής είναι σε θέση να την αντικαταστήσει αφού τα χρήματα που επένδυσε είναι 

τουλάχιστον όσο η μετοχή. 

Ας θεωρήσουμε τώρα ότι έχουμε ένα ευρωπαϊκό δικαίωμα αγοράς το οποίο ο κάτο-

χος του έχει το δικαίωμα και όχι την υποχρέωση να αγοράσει μια μετοχή σε μια στιγ-

μή στην τιμή εξάσκησης 𝐸. Η περίπτωση που 𝑆1(𝐾) > 𝐸 > 𝑆1(𝛤) είναι η πιο ενδια-

φέρουσα. Αν η ρίψη του νομίσματος είναι γράμματα τότε δεν εξασκώ το δικαίωμα 

μου, συνεπώς το δικαίωμα την στιγμή της λήξης δεν έχει καμιά αξία. Αντίθετα αν το 

νόμισμα έρθει κεφάλι, το δικαίωμα αποφέρει κέρδος 𝑆1(𝐾) −  𝛦. Το θεμελιώδες ερώ-

τημα στην τιμολόγηση δικαιωμάτων προαίρεσης είναι πόσο πρέπει να κοστίζει ένα 

δικαίωμα στην στιγμή μηδέν πριν να γνωρίζουμε αν το αποτέλεσμα της ρίψης του 

νομίσματος είναι κεφάλι ή γράμματα. Η θεωρία τιμολόγησης χωρίς arbitrage προσεγ-

γίζει αυτό το πρόβλημα της τιμολόγησης των δικαιωμάτων αναπαράγοντας το δικαί-

ωμα αυτό κατασκευάζοντας ένα χαρτοφυλάκιο με μετοχές και μετρητά. Πριν παρου-

σιάσουμε το γενικό διωνυμικό μοντέλο μιας περιόδου ας δούμε ένα αριθμητικό πα-

ράδειγμα. 

Παράδειγμα 𝟐. 𝟏. 𝟏. Κοιτάζοντας το σχήμα 2.1.1 ας υποθέσουμε ότι 𝑆0 = €20, 𝑢 =

1.1, 𝑑 = 0.9 και 𝑟 = 0.05. Άρα 𝑆1(𝐾) = €22 και 𝑆1(𝛤) = €18. Ας υποθέσουμε ότι 

η τιμή εξάσκησης για ένα δικαίωμα αγοράς ευρωπαϊκού τύπου είναι 𝛦 = €21. Ας 

υποθέσουμε επιπλέον ότι ξεκινάμε με αρχικό κεφάλαιο 𝑋0 = €0.7142 και αγορά-

ζουμε 𝛥0 = 0.25 μετοχές στο χρόνο μηδέν. Αφού οι μετοχές κοστίζουν €20 ανά με-
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τοχή, πρέπει να χρησιμοποιήσουμε το αρχικό μας κεφάλαιο 𝑋0 = 0.7142 και να δα-

νειστούμε επιπρόσθετα 0.25 ∙ 20 − 0.7142 =  4.2858 .  

Έτσι το χαρτοφυλάκιό μας τη στιγμή μηδέν έχει ποσό 𝑋0 − 𝛥0𝑆0 = −4.2858 (δά-

νειο). Στο χρόνο ένα αυτό το ποσό θα γίνει (1 + 𝑟)(𝑋0 − 𝛥0𝑆0) = −4.5. 

 

Άρα, αν το αποτέλεσμα της ρίψης είναι κεφάλι τότε η αξία του χαρτοφυλακίου που 

αποτελείται από τις μετοχές και ένα τραπεζικό λογαριασμό στο χρόνο ένα θα είναι : 

𝑋1(𝛫) = 0.25𝑆1(𝐾) + (1 + 𝑟)(𝛸0 − 𝛥0𝑆0) = 1 

Αν το αποτέλεσμα της ρίψης είναι γράμματα το τότε η αξία του χαρτοφυλακίου που 

αποτελείται από τις μετοχές και ένα τραπεζικό λογαριασμό στο χρόνο ένα θα είναι : 

𝑋1(𝛤) = 0.25𝑆1(𝛤) + (1 + 𝑟)(𝛸0 − 𝛥0𝑆0) = 0 

Σε κάθε περίπτωση η αξία του χαρτοφυλακίου συμφωνεί με την αξία του δικαιώμα-

τος στο χρόνο ένα, η οποία είναι είτε (𝑆1(𝛫) − 21)
+ = 1 όταν το νόμισμα έρθει κε-

φάλι είτε (𝑆1(𝛤) − 21)
+ = 0 όταν το νόμισμα έρθει γράμματα. Με αυτό το τρόπο 

εχόυμε αναπαράγει το δικαίωμα ανταλλάσοντας μετοχές και χρήματα στις αγορές. 

Το αρχικό κεφάλαιο 𝑋0 = €0.7142 που χρησιμοποιήσαμε για να αναπαράγουμε το 

δικαίωμα μέσω χαρτοφυλακίου, είναι η τιμή του δικαιώματος χωρίς arbitrage στο 

χρόνο μηδέν. Οποιαδήποτε άλλη τιμή θα σήμαινε ότι υπάρχει arbitrage. Στην περί-

πτωση που το δικαίωμα είναι υπερτιμολογημένο, για παράδειγμα €1, τότε ο πωλητής 

του δικαιώματος επενδύει το υπερβάλλον ποσό 1 − 0.7142 στην αγορά και χρησιμο-

ποιεί τα υπόλοιπα 0.7142 για να αναπαράγει το δικαίωμα. Στο χρόνο ένα ο πωλητής 

του δικαιώματος ανεξάρτητα από το αποτέλεσμα της ρίψης του νομίσματος όχι μόνο 

μπορεί να αποπληρώσει το δικαίωμα αλλά παράλληλα έχει κέρδος €0.2858 ∙ 1.05 =

0.3 από την επένδυση του υπερβάλλοντος ποσού. Αυτή η στρατηγική εμπεριέχει arbi-

trage διότι ο πωλητής δεν χρειάζεται αρχικό κεφάλαιο και χωρίς κίνδυνο στο χρόνο 

ένα βρίσκεται με €0,3. Από την άλλη μεριά έστω ότι το δικαίωμα είναι υποτιμολογη-

μένο, για παράδειγμα €0.6. Τότε ένας επενδυτής θα μπορούσε να αγοράσει αυτό το 

δικαίωμα και να ξεκινήσει την αντίστροφη διαδικασία αναπαραγωγής. Δηλαδή να 

λάβει θέση short για 0.25 μετοχές, οι οποίες θα του αποφέρουν €5. Τα €0.6 τα χρη-

σιμοποιεί για να αγοράσει το δικαίωμα, και τα €4,4 τα τοποθετεί στην αγορά. Όταν 

έρθει ο χρόνος ένα, αν το αποτέλεσμα της ρίψης του νομίσματος είναι κεφάλι χρεια-

ζόμαστε €5.5 για να αντικαταστήσουμε τις μετοχές. Από αυτά το €1 προέρχεται από 

την αξία του δικαιώματος στο χρόνο ένα και τα €4.5 από την επένδυση του ποσού 

€4.4. Αν το νόμισμα έρθει γράμματα, το δικαίωμα δεν έχει καμιά αξία. Ο επενδυτής 

𝑆0 = 20 

𝑆1(𝛫) = 22 , με πιθανοτητα 𝑝 =
1

2
 

 

𝑆1(𝛤) = 18 , με πιθανοτητα 𝑞 =
1

2
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χρειάζεται €4,5 για να αντικαταστήσει τις μετοχές, τα οποία βρίσκει από την επένδυ-

ση των €4.4. Σε  κάθε περίπτωση ο αγοραστής του δικαιώματος έχει ένα καθαρό 

κέρδος από την επένδυση των 4.4 ∙ 1.05 − 4.5 = 0.12. Είναι ξεκάθαρο και σε αυτήν 

την περίπτωση ότι υπάρχει arbitrage. Συνεπάγεται λοιπόν ότι υπάρχει arbitrage αν η 

τιμή δεν είναι €0.7142. Με άλλα λόγια αν η τιμή του δικαιώματος είναι €0.7142 

τότε δεν υπάρχει arbitrage. Οι δύο παραπάνω προτάσεις είναι ισοδύναμες ως αντί-

στροφο-αντίθετες. 

Στο γενικό μοντέλο μιας περιόδου ορίζεται ότι ένα παράγωγο είναι ένα συμβόλαιο το 

οποίο πληρώνει ένα ποσό 𝐶1(𝐾) στο χρόνο ένα αν το νόμισμα έρθει κεφάλι και πλη-

ρώνει ένα διαφορετικό ποσό 𝐶1(𝛤) στο χρόνο ένα αν το νόμισμα έρθει γράμματα. 

Τέτοια είδη συμβολαίου είναι τόσο τα δικαιώματα αγοράς και πώλησης αλλά ακόμα 

και τα προθεσμιακά συμβόλαια. 

Στο παράδειγμα 2.1.1 ο κύριος στόχος ήταν να καθοριστεί η τιμή 𝐶0 στο χρόνο μηδέν 

για το δικαίωμα προαίρεσης. Γενικεύοντας αυτό το παράδειγμα ας υποθέσουμε ότι 

ξεκινάμε με αρχικό κεφάλαιο 𝑋0 και αγοράζουμε 𝛥0 μετοχές στο χρόνο μηδέν. Η τα-

μειακή θέση μας εκείνη την στιγμή είναι 𝑋0 − 𝛥0𝑆0. Η αξία του χαρτοφυλακίου στο 

χρόνο ένα θα είναι 

𝛸1 = 𝛥0𝑆1 + (1 + 𝑟)(𝑋0 − 𝛥0𝑆0) = (1 + 𝑟)𝑋0 + 𝛥0(𝑆1 − (1 + 𝑟)𝑆0) 

Θέλουμε να διαλέξουμε 𝛸0 και 𝛥0 τέτοια ώστε 𝛸1(𝛫) = 𝐶1(𝛫) και 𝛸1(𝛤) = 𝐶1(𝛤). 

Σε αυτό το σημείο πρέπει να σημειώσουμε ότι οι ποσότητες 𝐶1(𝛫) και 𝐶1(𝛤) είναι 

δοσμένες. Δηλαδή στο χρόνο μηδέν γνωρίζουμε ποίο είναι το ποσό της αποπληρωμής 

ανάλογα με το αποτέλεσμα του νομίσματος αλλά δεν γνωρίσουμε ποίο από τα δυο 

αποτελέσματα θα επαληθευτεί τελικά. Εξισώνοντας την τιμή του χαρτοφυλακίου στο 

χρόνο ένα με την αξία του δικαιώματος ανάλογα το αποτέλεσμα της ρίψης θα έχω : 

𝑋0 + 𝛥0 (
1

1 + 𝑟
𝑆1(𝐾) − 𝑆0) =

1

1 + 𝑟
𝐶1(𝐾)                                      (2.1.3) 

𝑋0 + 𝛥0 (
1

1 + 𝑟
𝑆1(𝛤) − 𝑆0) =

1

1 + 𝑟
𝐶1(𝛤)                                       (2.1.4) 

Ένας τρόπος να τρόπος να λύσουμε ως προς τους δύο μας αγνώστους είναι να πολλα-

πλασιάσουμε την πρώτη εξίσωση με ένα αριθμό 𝑝 και την δεύτερη με έναν αριθμό 

𝑞̃ = 1 − 𝑝 και να τις προσθέσουμε κατά μέλη. 

𝑋0 + 𝛥0 (
1

1 + 𝑟
[𝑝𝑆1(𝐾) + 𝑞̃𝑆1(𝛤)] − 𝑆0) =

1

1 + 𝑟
[𝑝𝐶1(𝐾) + 𝑞̃𝐶1(𝛤)] 

(2.1.5) 
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Αν διαλέξουμε 𝑝 τέτοιο ώστε 

𝑆0 =
1

1 + 𝑟
[𝑝𝑆1(𝐾) + 𝑞̃𝑆1(𝛤)]                                     (2.1.6) 

τότε ο όρος που πολλαπλασιάζει το 𝛥0 μηδενίζεται και έχουμε μια πολύ απλή σχέση 

για το 𝛸0, 

𝛸0 =
1

1 + 𝑟
[𝑝𝐶1(𝐾) + 𝑞̃𝐶1(𝛤)].                                    (2.1.7) 

Αυτό το 𝑝 μπορούμε να το υπολογίσουμε άμεσα από την (2.1.6) ως εξής : 

𝑆0 =
1

1 + 𝑟
[𝑝𝑢𝑆0 + (1 − 𝑝)𝑑𝑆0] =

𝑆0
1 + 𝑟

[(𝑢 − 𝑑)𝑝 + 𝑑] 

Μετά από απλοποιήσεις καταλήγουμε στην εξισώσεις 

𝑝 =
1 + 𝑟 − 𝑑

𝑢 − 𝑑
 ,      𝑞̃ =

𝑢 − 1 − 𝑟

𝑢 − 𝑑
                                         (2.1.8) 

Για να βρούμε το 𝛥0 αρκεί να αφαιρέσουμε κατά μέλη τις  (2.1.3) και (2.1.4) 

𝛥0 =
𝐶1(𝐾) − 𝐶1(𝛤)

𝑆1(𝐾) − 𝑆1(𝛤)
                                                       (2.1.9) 

Εν κατακλείδι, αν ένας επενδυτής ξεκινούσε με αρχικό κεφάλαιο 𝛸0 υπολογισμένο 

από τον τύπο (2.1.7) και στο χρόνο μηδέν αγόραζε 𝛥0 στο πλήθος μετοχές υπολογι-

σμένες από τον τύπο (2.1.9) τότε στο χρόνο ένα αν το αποτέλεσμα του νομίσματος 

είναι κεφάλι, τότε ο επενδυτής θα έχει ένα χαρτοφυλάκιο με αξία 𝐶1(𝐾), ενώ αν το 

νόμισμα έρθει γράμματα τότε το χαρτοφυλάκιο του θα έχει αξία 𝐶1(𝛤). Συνεπώς ο 

επενδυτής έχει αντισταθμίσει το κίνδυνο από την πώληση ενός δικαιώματος προαίρε-

σης. Συνεπώς ένα δικαίωμα προαίρεσης το οποίο πληρώνει 𝐶1 στο χρόνο ένα θα πρέ-

πει να τιμολογείται με 

𝐶0 =
1

1 + 𝑟
[𝑝𝐶1(𝐾) + 𝑞̃𝐶1(𝛤)].                                      (2.1.10) 

Η εξίσωση αυτή ονομάζεται εξίσωση τιμολόγησης ουδέτερου ρίσκου (risk-neutral 

pricing formula). Παρατηρούμε ότι τα δεύτερα μέλη στις (2.1.7) και  (2.1.10) είναι 

ίδια. Αυτό δίοτι οι συμβολισμοί 𝛥𝑛 και 𝛸𝑛 χρησιμοποιούνται γενικά για να περιγρά-

ψουν το πλήθος των μετοχών και των αξιών των χαρτοφυλακίων αντίστοιχα, ανεξάρ-

τητα από το πως είναι επιλεγμένο το αρχικό 𝛸0 και οι μετοχές 𝛥𝑛. Όταν όμως τα 𝛸0, 

𝛥𝑛 είναι επιλεγμένα έτσι ώστε να αναπαράγουν ένα δικαίωμα τότε χρησιμοποιείται ο 

συμβολισμός 𝐶𝑛 αντί για 𝑋𝑛 ο οποίος ονομάζεται η τιμή του δικαιώματος χωρίς arbi-

trage στο χρόνο  𝑛. 

Αν και ο καθορισμός της τιμής του δικαιώματος χωρίς arbitrage έγινε αντισταθμίζο-

ντας μια θέση short στο δικαίωμα, κάποιος θα μπορούσε να καταλήξει στο ίδιο συ-
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μπέρασμα από θέση long στο δικαίωμα. Με την διαφορά ότι η σχέση (2.1.9) που δί-

νει τον αριθμό των μετοχών που πρέπει να έχει ο επενδυτής θα έχει ένα μείον μπρο-

στά. Το μείον υποδηλώνει ότι οι μετοχές πωλούνται. 

Κατά την διαδικασία της παρουσίασης του γενικευμένου διωνυμικού μοντέλου μιας 

περιόδου για την τιμολόγηση δικαιωμάτων προαίρεσης χρησιμοποιήθηκαν δύο αριθ-

μοί 𝑝 και 𝑞̃. Αυτοί οι δύο αριθμοί είναι θετικοί λόγω της  (2.1.2) και αθροίζονται στο 

ένα. Για αυτό το λόγο θα μπορούσε κανείς να τις ερμηνεύσει ως πιθανότητες εμφάνι-

σης κεφαλής ή γράμματα στο νόμισμα αντίστοιχα. Δεν είναι όμως οι πραγματικές πι-

θανότητες που συμβολίζουμε με 𝑝 και 𝑞. Αν χρησιμοποιούσαμε τις πιθανότητες 𝑝 και 

𝑞 για να τιμολογήσουμε το δικαίωμα θα παρατηρούσαμε ότι 

𝑆0 <
1

1 + 𝑟
[𝑝𝑆1(𝐾) + 𝑞𝑆1(𝛤)]             

Διότι η μέση απόδοση των μετοχών είναι αυστηρά μεγαλύτερη από την μέση απόδο-

ση από μια επένδυση (σε ομόλογα) στην αγορά χρήματος. Αν δεχόμασταν ότι οι α-

ριθμοί 𝑝 και 𝑞̃ είναι οι πραγματικές πιθανότητες από την σχέση (2.1.6) θα έπρεπε να 

δεχτούμε ότι η μέση απόδοση των μετοχών είναι ίση με την μέση απόδοση μιας επέν-

δυσης στην αγορά χρήματος. Δηλαδή ένας επενδυτής θα ήταν ουδέτερος στο κίνδυνο, 

και δεν θα απαιτούσε περισσότερη απόδοση για να αγοράσει την μετοχή. Αυτό όμως 

δεν είναι λογικό και συνεπώς οι 𝑝 και 𝑞̃ δεν είναι οι πραγματικές πιθανότητες. Είναι 

απλά αριθμοί οι οποίοι μας βοηθάνε να λύσουμε τις εξισώσεις (2.1.3) και (2.1.4) ως 

προς 𝛸0 και 𝛥0. Συγκεκριμένα μηδενίζουν το παράγοντα που πολλαπλασιάζει το ά-

γνωστο 𝛥0 στην (2.1.5). Στην πραγματικότητα επειδή οι αριθμοί 𝑝 και 𝑞̃ είναι επι-

λεγμένοι έτσι ώστε να κάνουν την μέση απόδοση των μετοχών να εμφανίζεται ίση με 

την μέση απόδοση στην αγορά χρήματος, στην ουσία κάνουν την μέση απόδοση ενός 

χαρτοφυλακίου που αποτελείται από μετοχές και μετρητά να εμφανίζεται ίση με την 

μέση απόδοση στην αγορά χρήματος. Υπό αυτό το πρίσμα είναι λογικό οι αριθμοί 𝑝 

και 𝑞̃ να ονομάζονται πιθανότητες ουδέτερου ρίσκου. Έτσι αν κάποιος θέλει να κα-

τασκευάσει ένα χαρτοφυλάκιο του οποίου η τιμή στο χρόνο ένα θα είναι 𝐶1 , τότε η 

αξία του στο χρόνο μηδέν θα πρέπει να δίνεται από την (2.1.7) , έτσι ώστε η απόδοση 

του χαρτοφυλακίου κάτω από το κόσμο του ουδέτερου ρίσκου να είναι η απόδοση 

της αγοράς χρήματος. Αξίζει να παρατηρήσουμε ότι οι πραγματικές πιθανότητες α-

πουσιάζουν από την εξίσωση (2.1.10). Αυτό είναι λογικό διότι, το μοντέλο που κα-

τασκευάστηκε πρέπει να είναι ανεξάρτητο από το εάν η μετοχή θα κινηθεί ανοδικά η 

καθοδικά. Τα βάρη 𝑢 και 𝑑 αποδεικνύουν ότι αυτό που παίζει ρόλο είναι το μέγεθος 

το οποίο μετακινείται. Στο διωνυμικό μοντέλο οι τιμές των δικαιωμάτων εξαρτώνται 

από το σύνολο των πιθανών μονοπατιών που θα ακολουθήσουν οι μετοχές και όχι 

πόσο πιθανά είναι αυτά τα μονοπάτια. 

2.2 Το διωνυμικό μοντέλο με πολλαπλές περιόδους 

Αυτή η παράγραφος έρχεται να συμπληρώσει την προηγούμενη και να προχωρήσει 

την ανάλυση του διωνυμικού μοντέλου ένα βήμα παραπάνω. Εδώ όπως φαίνεται και 

στο σχήμα 2.2.1 το διωνυμικό δέντρο αποτελείται από παραπάνω από μία περιόδους. 
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Ο στόχος όπως και πριν είναι να υπολογίσουμε την τιμή του δικαιώματος στο χρόνο 

μηδέν. Αυτό μπορεί να γίνει επαναλαμβάνοντας τις αρχές που χρησιμοποιήθηκαν 

στην προηγούμενη παράγραφο. Συγκεκριμένα ρίχνουμε το νόμισμα ξανά και ξανά. 

Όταν το νόμισμα έρχεται κεφάλι η μετοχή κινείται ανοδικά κατά ποσοστό 𝑢 − 1, ενώ 

όταν έρχεται γράμματα η μετοχή ακολουθεί καθοδική πορεία κατά ποσοστό 1 − 𝑑. 

Επιπλέον το επιτόκιο της αγοράς είναι 𝑟. Απαραίτητη προϋπόθεση για αυτές τις πα-

ραμέτρους είναι να ισχύει η τριπλή ανισότητα (2.1.2), που διασφαλίζει συνθήκες χω-

ρίς arbitrage. 

 

Σημειώνεται ότι μετά την δεύτερη ρίψη του νομίσματος υπάρχουν τέσσερεις πιθανές 

ακολουθίες ρίψεων. Ωστόσο οι ακολουθίες αυτές δεν καταλήγουν όλες σε διαφορετι-

κές τιμές του υποκείμενου τίτλου. Δηλαδή, 

𝑆2(𝛤𝛫) = 𝑢𝑆1(𝛵) = 𝑢𝑑𝑆0 , 𝑆2(𝛫𝛤) = 𝑢𝑆1(𝛫) = 𝑑𝑢𝑆0 

Ας θεωρήσουμε τώρα ένα δικαίωμα αγοράς ευρωπαϊκού τύπου το οποίο λήγει μετά 

από δύο περιόδους. Στην λήξη η αποπληρωμή του δικαιώματος με τιμή εξάσκησης 𝛦 

και λήξη στο χρόνο δύο είναι 𝐶2 = (𝑆2 − 𝛦)
+ ,όπου το 𝐶2 και το 𝑆2 εξαρτώνται από 

την πρώτη και δεύτερη ρίψη του νομίσματος. Όπως και στο μοντέλο μιας περιόδου ο 

σκοπός μας εδώ είναι να προσδιορίσουμε την τιμή χωρίς arbitrage το δικαιώματος 

την στιγμή μηδέν. Έστω ένας επενδυτής ο οποίος πουλάει ένα δικαίωμα στο χρόνο 

μηδέν έναντι αξίας 𝐶0. Στην συνέχεια αγοράζει 𝛥0 το πλήθος μετοχές με τιμή ανά με-

τοχή 𝑆0 . Η ταμειακή θέση του εκείνη την στιγμή είναι 𝐶0 − 𝛥0𝑆0. Μετά από μια πε-

ρίοδο, δηλαδή στο χρόνο ένα, το χαρτοφυλάκιο του επενδυτή θα έχει αξία 

𝑆0 

 

𝑆1(𝐾) = 𝑢𝑆0 

𝑆1(𝛤) = 𝑑𝑆0 

𝑆2(𝐾𝐾) = 𝑢
2𝑆0 

𝑆2(𝐾𝐾) = 𝑑
2𝑆0 

𝑆2(𝐾𝛤) = 𝑢𝑑𝑆0 

𝑆3(𝐾𝐾𝐾) 

= 𝑢3𝑆0 

𝑆3(𝐾𝐾𝛤)

= 𝑢2𝑑𝑆0 

𝑆3(𝐾𝐾𝛤)

= 𝑢𝑑2𝑆0 

𝑆3(𝐾𝐾𝐾)

= 𝑑3𝑆0 

Σχήμα 𝟐. 𝟐. 𝟏 Γενικό διωνυμικό μοντέλο τριών περιόδων 
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𝑋1 = 𝛥0𝑆1 + (1 + 𝑟)(𝐶0 − 𝛥0𝑆0)                                            (2.2.1) 

Μέσα στην (2.2.1) κρύβονται δύο εξισώσεις καθώς η τιμή της μετοχής στο χρόνο 

ένα, άρα και η αξία του χαρτοφυλακίου τη στιγμή ένα, εξαρτώνται από το αποτέλε-

σμα της πρώτης ρίψης του νομίσματος. 

Δηλαδή, 

𝑋1(𝛫) = 𝛥0𝑆1(𝛫) + (1 + 𝑟)(𝐶0 − 𝛥0𝑆0)                                  (2.2.2) 

𝑋1(𝛤) = 𝛥0𝑆1(𝛤) + (1 + 𝑟)(𝐶0 − 𝛥0𝑆0)                                   (2.2.3) 

Μετά την πρώτη ρίψη ο επενδυτής είναι σε θέση να αναπροσαρμόσει την στρατηγική 

του, έχοντας ένα χαρτοφυλάκιο αξίας 𝛸1. Όπως και στο χρόνο ένα ο επενδυτής θα 

αυξήσει ή θα μειώσει το πλήθος των μετοχών του από 𝛥0 σε 𝛥1. Το 𝛥1 εξαρτάται από 

την πρώτη ρίψη του νομίσματος. Ο επενδυτής για να επιλέξει αν αυξήσει ή θα μειώ-

σει το πλήθος των μετοχών και να καταλήξει στο 𝛥1 πρέπει να ξέρει το αποτέλεσμα 

της ρίψης. Το υπόλοιπο ποσό 𝛸1 − 𝛥1𝑆1 που μένει επενδύεται σε ένα λογαριασμό με 

το επιτόκιο της αγοράς. Η αξία του χαρτοφυλακίου στο χρόνο δύο θα είναι ίση με : 

𝑋2 = 𝛥1𝑆2 + (1 + 𝑟)(𝛸1 − 𝛥1𝑆1)                                        (2.2.4) 

Εμείς όμως θέλουμε να επιλέξουμε τα 𝐶0, 𝛥0, 𝑋1(𝛫), 𝑋1(𝛤), 𝛥1(𝛫), 𝛥1(𝛤), τέτοια 

ώστε 𝐶2(𝐾𝐾) = 𝛸2(𝐾𝐾) και 𝐶2(𝐾𝛤) = 𝛸2(𝛫𝛤) και 𝐶2(𝛤𝛫) = 𝛸2(𝛤𝛫) και 

𝐶2(𝛤𝛤) = 𝛸2(𝛤𝛤). Άρα λαμβάνοντας υπόψη όλα τα πιθανά αποτελέσματα η εξίσωση 

(2.2.4) γράφεται ως τέσσερεις εξισώσεις. 

𝐶2(𝛫𝛫) = 𝛥1(𝛫)𝑆2(𝛫𝛫) + (1 + 𝑟)(𝑋1(𝛫) − 𝛥1(𝛫)𝑆1(𝛫)),                 (2.2.5) 

𝐶2(𝛫𝛤) = 𝛥1(𝛫)𝑆2(𝛫𝛤) + (1 + 𝑟)(𝑋1(𝛫) − 𝛥1(𝛫)𝑆1(𝛫)),                  (2.2.6) 

𝐶2(𝛤𝛫) = 𝛥1(𝛤)𝑆2(𝛤𝛫) + (1 + 𝑟)(𝑋1(𝛤) − 𝛥1(𝛤)𝑆1(𝛤)),                   (2.2.7) 

𝐶2(𝛤𝛤) = 𝛥1(𝛤)𝑆2(𝛤𝛤) + (1 + 𝑟)(𝑋1(𝛤) − 𝛥1(𝛤)𝑆1(𝛤)),                   (2.2.8) 

Άρα έχουμε έξι εξισώσεις , οι δύο προέρχονται  από την (2.2.1) και οι άλλες τέσσε-

ρεις προέρχονται από την (2.2.4) και έξι αγνώστους 𝐶0, 𝛥0, 𝑋1(𝛫), 𝑋1(𝛤), 𝛥1(𝛫), 

𝛥1(𝛤). 

Αφαιρώντας την (2.2.8) από την (2.2.7) και λύνοντας ως προς 𝛥1(𝛤) βρίσκουμε ότι 

𝛥1(𝛤) =
𝐶2(𝛤𝛫) − 𝐶2(𝛤𝛤)

𝑆2(𝛤𝛫) − 𝑆2(𝛤𝛤)
                                               (2.2.9) 

Αντικαθιστώντας την (2.2.9) στην (2.2.7) μπορούμε να λύσουμε ως προς 

𝛸1(𝛤) =
1

1 + 𝑟
[𝑝𝐶2(𝛤𝛫) + 𝑞̃𝐶2(𝛤𝛤)]                                 (2.2.10) 
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Όπου 𝑝 και 𝑞̃ είναι οι πιθανότητες ουδέτερου ρίσκου που υπολογισμένες από την 

(2.1.8). Η εξίσωση (2.2.10) δίνει την αξία που πρέπει να έχει το χαρτοφυλάκιο στο 

χρόνο ένα αν η μετοχή ακολουθήσει καθοδική πορεία από το χρόνο μηδέν στο χρόνο 

ένα. Έτσι όμως όπως κατασκευάσαμε αυτό το διωνυμικό μοντέλο σε κάθε κόμβο του 

δέντρου η αξία του χαρτοφυλακίου και είναι ίση με την αποπληρωμή του δικαιώμα-

τος ή αλλιώς με την τιμή του δικαιώματος. Αυτή η ιδιότητα μας επιτρέπει να γρά-

ψουμε 

𝐶1(𝛤) =
1

1 + 𝑟
[𝑝𝐶2(𝛤𝛫) + 𝑞̃𝐶2(𝛤𝛤)]                                 (2.2.11) 

η οποία ονομάζεται εξίσωση τιμολόγησης κάτω από το κόσμου του ουδέτερου ρί-

σκου (risk-neutral pricing formula). Αυτή η εξίσωση είναι ανάλογη τις εξίσωσης 

(2.1.10) αναβαλλόμενη κατά μία περίοδο. Επίσης οι εξισώσεις (2.2.5) και (2.2.6) 

οδηγούν με ανάλογο τρόπο στην εξίσωση 

𝛥1(𝛫) =
𝐶2(𝛫𝛫) − 𝐶2(𝛫𝛤)

𝑆2(𝛫𝛫) − 𝑆2(𝛫𝛤)
                                                  (2.2.12) 

και  

𝐶1(𝛫) =
1

1 + 𝑟
[𝑝𝐶2(𝛫𝛫) + 𝑞̃𝐶2(𝛫𝛤)]                                 (2.2.13) 

τελικά συμπληρώσαμε τις τιμές 𝛸1(𝛫) = 𝐶1(𝛫) και 𝛸1(𝛤) = 𝐶1(𝛤) στις εξισώσεις 

(2.2.2) και (2.2.3) αντίστοιχα. Η λύση από αυτές τις εξισώσεις για τα 𝛥0 και 𝐶0 έιναι 

η ίδια όπως στις (2.1.3), (2.1.4) και καταλήγει ξανά στις (2.1.9), (2.1.10). Παρατη-

ρώντας τους τύπους (2.2.1) και (2.2.4), ο γενικός τύπος για να υπολογίσουμε την 

αξία του χαρτοφυλακίου μας, ξεκινώντας με αρχικό κεφάλαιο 𝑋0 είναι 

𝛸𝑛+1 = 𝛥𝑛𝑆𝑛+1 + (1 + 𝑟)(𝑋𝑛 − 𝛥𝑛𝑆𝑛)                                 (2.2.14) 

Μπορούμε να πούμε τώρα, όπως πριν στο παράδειγμα 2.1.1, ότι υπάρχει δυνατότητα 

για arbitrage χωρίς κίνδυνο, αν η τιμή του δικαιώματος στο χρόνο μηδέν είναι διαφο-

ρετική από την αξία του χαρτοφυλακίου ; Ναι, αλλά υπάρχει μια σημαντική διαφορά. 

Έχοντας μια περίοδο να ακολουθεί, μπορούμε να υλοποιήσουμε ένα σχέδιο αποκτώ-

ντας κέρδος χωρίς κίνδυνο με το υπερτιμολογημένο δικαίωμα να πωλείται και μέρος 

από τα έσοδα να χρησιμοποιείται για την κατασκευή του χαρτοφυλακίου αντιστάθμι-

σης. Στο τέλος της περιόδου ξέραμε ότι η τιμή του δικαιώματος πρέπει να είναι ίση 

με την αξία του χαρτοφυλακίου έτσι ώστε ολόκληρη η θέση να είναι ρευστοποιήσιμη 

με βεβαιότητα σε εκείνο το σημείο. Αλλά αυτό ήταν αληθές μόνο και μόνο γιατί το 

τέλος της περιόδου συνέπιπτε με την ημερομηνία λήξης. Τώρα δεν υπάρχει τέτοια 

εγγύηση. Στο τέλος της τρέχουσας περιόδου, όταν υπάρχει μια περίοδος ακόμα, η α-

ξία του δικαιώματος μπορεί να βρίσκεται σε ανισορροπία, και μεγαλύτερη από την 

αξία του χαρτοφυλακίου αντιστάθμισης. Αν κλείσουμε την θέση μας τότε πωλώντας 

το χαρτοφυλάκιο και αγοράζοντας το δικαίωμα μπορούμε να υποστούμε μια ζημιά η 

οποία θα μπορούσε να ξεπερνά το αρχικό κέρδος. Παρ’όλα αυτά, μπορούμε πάντα να 



30 
 

αποφύγουμε αυτή την ζημιά διατηρώντας το χαρτοφυλάκιο για μία ακόμα περίοδο. Η 

αξία του χαρτοφυλακίου στο τέλος της τρέχουσας περιόδου θα είναι πάντα επαρκής 

για να αγοράσουμε το χαρτοφυλάκιό μας για την τελευταία περίοδο. Στην πραγματι-

κότητα αναπροσαρμόζουμε τις αναλογίες στο χαρτοφυλάκιο αντιστάθμισης, χωρίς να 

τοποθετούμε περισσότερα χρήματα. Στο ακόλουθο αριθμητικό παράδειγμα διευκρινί-

ζεται πως μπορούμε να χρησιμοποιήσουμε την εξίσωση τιμολόγησης όταν η τρέχου-

σα τιμή του δικαιώματος διαφοροποιείται από την δίκαιη τιμή. Επίσης γίνεται φανερό 

ότι στους ενδιάμεσους χρόνους υπάρχει ανισορροπία ανάμεσα στην τιμή του δικαιώ-

ματος και στην αξία του χαρτοφυλακίου. 

Παράδειγμα 𝟐. 𝟐. 𝟏 Θεωρούμε μια τράπεζα η οποία σκοπεύει να αγοράσει ένα δι-

καίωμα αγοράς ευρωπαϊκού τύπου επί μία μετοχής 𝑆0 (Σχήμα 2.2.2.). Το δικαίωμα 

λήγει μετά από τρείς περιόδους και έχει τιμή εξάσκησης 𝛦 = €80. Το δικαίωμα αυτό 

δίνεται στην αγορά με €36. Θεωρούμε το επιτόκιο της αγοράς να είναι 10% και 𝑢 =

1.5 και 𝑑 = 0.5 . Άρα 𝑝 = 0.6 και 𝑞̃ = 0.4 

 

Ξεκινώντας από το χρόνο τρία και πηγαίνοντας προς τα πίσω βρίσκω την αξία του 

χαρτοφυλακίου αλλά και τις μετοχές που πρέπει να έχω σε κάθε χρόνο για να αντι-

σταθμίσω στην αξία του δικαιώματος. Υπολογίζονται ενδεικτικά κάποιες αξίες χαρ-

τοφυλακίων και πλήθος μετοχών σε ενδιάμεσους χρόνους. 

𝛥2(𝛫𝛫) =
𝐶3(𝛫𝛫𝛫) − 𝐶3(𝛫𝛫𝛤)

𝑆3(𝛫𝛫𝛫) − 𝑆3(𝛫𝛫𝛤)
=
𝑚𝑎𝑥(270 − 80,0) − 𝑚𝑎𝑥(90 − 80,0)

270 − 90
= 1.0 

𝐶2(𝛫𝛤) = 𝐶2(𝛤𝛫) =
[𝑝𝐶3(𝛫𝛤𝛫) + 𝑞̃𝐶3(𝛫𝛤𝛤)]

1 + 𝑟
=
[0.6(10) − 0.4(0)]

1.1
= 5.454      

𝐶2(𝛫𝐾) =
[𝑝𝐶3(𝛫𝐾𝛫) + 𝑞̃𝐶3(𝛫𝐾𝛤)]

1 + 𝑟
=
[0.6(190) + 0.4(10)]

1.1
= 107.272 

€80 

 

€120 

€40 

€180 

 

€20 

 

€60 

 

€270 

€90 

 

€30 

 

€10 

 

Σχήμα 𝟐. 𝟐. 𝟐. 
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𝐶1(𝛫) =
[𝑝𝐶2(𝛫𝛫) + 𝑞̃𝐶2(𝛫𝛤)]

1 + 𝑟
=
[0.6(107,272) + 0.4(5,454)]

1.1
= 60.49 

𝛥1(𝛫) =
𝐶2(𝛫𝛫) − 𝐶2(𝛫𝛤)

𝑆2(𝛫𝛫) − 𝑆2(𝛫𝛤)
=
107.272 − 5.454

180 − 60
=
101.818

60
= 0.848 

𝐶2(𝛤𝛤) =
[𝑝𝐶3(𝛤𝛤𝛫) + 𝑞̃𝐶3(𝛤𝛤𝛤)]

1 + 𝑟
=
[0.6(0) + 0.4(0)]

1.1
= 0 

𝐶1(𝛤) =
[𝑝𝐶2(𝛤𝛫) + 𝑞̃𝐶2(𝛤𝛤)]

1 + 𝑟
=
[0.6(5.454) + 0.4(0)]

1.1
= 2.974 

𝐶0 =
[𝑝𝐶1(𝛫) + 𝑞̃𝐶1(𝛤)]

1 + 𝑟
=
[0.6(60.49) + 0.4(2.974)]

1.1
= 34.076 

Το ακόλουθο δέντρο (Σχήμα 2.2.3. ) δίνει τα μονοπάτια που μπορεί να ακολουθήσει 

η τιμή του δικαιώματος αγοράς ή αλλιώς η αξία του χαρτοφυλακίου και το αντίστοιχο 

πλήθος μετοχών σε παρένθεση. 

 

Διαπιστώνουμε λοιπόν ότι το δικαίωμα είναι υπερτιμολογημένο. H τράπεζα πωλεί το 

δικαίωμα και έχει ένα βέβαιο κέρδος, όσο και η απόκλιση της τιμής της αγοράς €36 

από την δίκαιη τιμή €34.076. Λαμβάνεται ένα τυχαίο μονοπάτι που θα μπορούσε να 

ακολουθήσει η τιμή της μετοχής. 

Βήμα 1:  Το δικαίωμα πωλείται έναντι €36. Από αυτά η τράπεζα χρησιμοποιεί τα 

€34.076 και τα επενδύει σε ένα χαρτοφυλάκιο το οποίο περιέχει 𝛥 = 0.719. Για να 

τις αποκτήσει χρειάζεται να δανειστεί 0.719 ∙ 80 − 34.076 = 23.444. Τα υπόλοιπα 

36 − 34.076 = 1.924 τοποθετούνται σε ένα λογαριασμό της τράπεζας. 

34.076 

(0.719) 

60.49 

(0.848) 

2.974 

(0.136) 

107.272 

(1.00) 

0 

(0.0) 

5.454 

(0.167) 

190 

10 

0 

0 𝚺𝛘ή𝛍𝛂 𝟐. 𝟐. 𝟑. 
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Βήμα 2 : Υποθέτουμε ότι η μετοχή μετά από μια περίοδο γίνεται €120. Το νέο πλή-

θος μετοχών που πρέπει να αποτελείται το χαρτοφυλάκιο είναι 𝛥 = 0.848. Συνεπώς η 

τράπεζα αγοράζει μέσω δανεισμού ακόμα 0.848 − 0.719 = 0.129 μετοχές με κόστος 

€120 ανα μετοχή. Συνολικά το άνοιγμα φτάνει €15.48. Με ένα επιτόκιο 10% η τρά-

πεζα οφείλει μέχρι τώρα 23.444 ∙ 1.1 = 25.7884. Άρα το συνολικό τρέχον χρέος εί-

ναι 25.7884 + 15.48 = 41.268. 

Βήμα 3: Υποθέτουμε ότι μετοχή τώρα πέφτει στα €60. Το νέο πλήθος μετοχών που 

πρέπει να αποτελείται το χαρτοφυλάκιο είναι 𝛥 = 0.167. Αντίθετα με πριν, η τράπε-

ζα πωλεί 0.848 − 0.167 = 0.681 μετοχές με €60 ανα μετοχή, έχοντας μια εισροή 

0.681 ∙ 60 = 40.86. Η τράπεζα χρησιμοποιεί το ποσό αυτό για να αποπληρώσει ένα 

μέρος από το χρέος της. Συνεπώς το τρέχον χρέος από 41.268 ∙ 1.1 = 45.394 θα 

μειωθεί στα 45.394 − 40.86 = 4.5348.  

Βήμα 4: Υποθέτουμε ότι μετοχή τώρα πέφτει στα €30. Το δικαίωμα δεν έχει καμία 

αξία. Η τράπεζα έχει στην κατοχή της 𝛥 = 0.167 μετοχές με συνολική αξία 

0.167(30) = 5 τις οποίες πουλάει για να αποπληρώσει τα 4.5348 ∙ 1.1 = 5. Το κέρ-

δος της τράπεζας προκύπτει από την επένδυση των €1.924 σε ένα ξεχωριστό λογα-

ριασμό στο βήμα 1 και είναι ίσο με 1.924 ∙ (1.1)3 = 2.560. 

Προχωρώντας ένα ακόμα βήμα στην ανάλυση του διωνυμικού μοντέλου πολλαπλών 

περιόδων και συναντάμε τον όρο στοχαστική διαδικασία. Οι (𝛥0, 𝛥1…𝛥𝛮), 

(𝛸1, 𝛸2…𝛸𝛮) και (𝐶1, 𝐶2…𝐶𝑁) είναι στοχαστικές διαδικασίες. Δηλαδή είναι τυχαίες 

μεταβλητές που εξαρτώνται από την τυχαία ρίψη του νομίσματος. Συγκεκριμένα ο 

δείκτης σε κάθε μια από τις παραπάνω τυχαίες μεταβλητές υποδηλώνει τον αριθμό 

των ρίψεων από τις οποίες εξαρτάται. Για παράδειγμα αν τα διαδοχικά αποτελέσματα 

της ρίψης είναι 𝜌1𝜌2…𝜌𝛮, η μετοχή στο χρόνο δύο είναι 𝑆2(𝜌1𝜌2…𝜌𝛮) και η τιμή 

του δικαιώματος ευρωπαϊκού τύπου θα πρεπει να είναι ίση με 𝐶2(𝜌1𝜌2…𝜌𝛮) =

(𝑆2(𝜌1𝜌2…𝜌𝛮) − 𝛦)
+. Εμείς θέλουμε να προσδιορίσουμε τις αρχικές ποσότητες 𝛸0, 

𝛥0, καθώς και τις ποσότητες στους ενδιάμεσους χρόνους 𝛥1(𝛫) και 𝛥1(𝛤), μέχρι 

𝛥𝛮−1(𝜌1𝜌2…𝜌𝛮−2𝛫) και 𝛥𝛮−1(𝜌1𝜌2…𝜌𝛮−2𝛤) έτσι ώστε η αξία 𝛸𝛮 η οποία δίνεται 

από τον τύπο (2.1.14) να ικανοποιεί την 𝛸𝛮(𝜌1𝜌2…𝜌𝛮) = 𝐶𝑁(𝜌1𝜌2…𝜌𝛮) ανεξάρ-

τητα από τιμές 𝜌1𝜌2…𝜌𝛮 . Αυτό επιτυγχάνεται ακολουθώντας την παραπάνω διαδι-

κασία από το χρόνο 𝛮 στο χρόνο μηδέν. 

Θεωρούμε ένα διωνυμικό μοντέλο τιμολόγησης Ν-περιόδων, με 0 < 𝑑 < 1 + 𝑟 < 𝑢, 

και 

𝑝 =
1 + 𝑟 − 𝑑

𝑢 − 𝑑
 ,      𝑞̃ =

𝑢 − 1 − 𝑟

𝑢 − 𝑑
                                          (2.2.15) 

Θεωρούμε την αποπληρωμή του δικαιώματος 𝐶𝛮 στο χρόνο 𝛮 να είναι μια τυχαία 

μεταβλητή η οποία εξαρτάται από τις πρώτες 𝛮 ρίψεις 𝜌1𝜌2…𝜌𝛮. Ορίζεται η ακο-

λουθία των τυχαίων μεταβλητών 𝐶𝑁−1, 𝐶𝑁−2…𝐶0 από τον αναδρομικό τύπο 
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𝐶𝑛(𝜌1𝜌2…𝜌𝑛) =
1

1 + 𝑟
[𝑝𝐶𝑛+1(𝜌1𝜌2…𝜌𝑛𝛫) + 𝑞̃𝐶𝑛+1(𝜌1𝜌2…𝜌𝑛𝛤)] 

(2.2.16) 

Όπου το 𝑛 είναι ακέραιος και ανήκει στο δίαστημα 0 έως 𝛮 − 1. 

Ακόμα ορίζεται 

𝛥𝑛(𝜌1…𝜌𝑛) =
𝐶𝑛+1(𝜌1…𝜌𝑛𝛫) − 𝐶𝑛+1(𝜌1…𝜌𝑛𝛤)

𝑆𝑛+1(𝜌1…𝜌𝑛𝛫) − 𝑆𝑛+1(𝜌1…𝜌𝑛𝛤)
                            (2.2.17) 

Όπου το 𝑛 είναι ακέραιος και ανήκει στο δίαστημα 0 έως 𝛮 − 1.  

Η τιμή του δικαιώματος στο χρόνο μηδέν ορίζεται να είναι 𝐶0. 

𝚯𝛆ώ𝛒𝛈𝛍𝛂 𝟐. 𝟏. 𝟏 Αν 𝛸0 = 𝐶0 και προβάλουμε μελλοντικά την αξία των χαρτοφυλακί-

ων από τον τύπο (2.2.14) θα έχουμε, για 0  𝑛  𝑁, ότι 

𝛸𝛮(𝜌1𝜌2…𝜌𝑛) = 𝐶𝑁(𝜌1𝜌2…𝜌𝑛)    𝛾𝜄𝛼 ό𝜆𝛼 𝜏𝛼  𝜌1𝜌2…𝜌𝛮       (2.2.18)   

Απόδειξη: Θα αποδείξουμε με επαγωγή στο 𝑛 ότι 

𝛸𝛮(𝜌1𝜌2…𝜌𝑛) = 𝐶𝑁(𝜌1𝜌2…𝜌𝑛)         για όλα τα  𝜌1𝜌2…𝜌𝛮        (2.2.19)   

Όπου το 𝑛 κινείται από 0 έως 𝛮.  Η περίπτωση για 𝑛 = 0 ισχύει από την αρχική υπό-

θεση. Για το επαγωγικό βήμα θεωρούμε η (2.2.19) ισχύει για 𝑛 ≤ 𝑁 και θα δείξουμε 

ότι ισχύει για 𝑛 + 1. Δηλαδή θεωρούμε μια τυχαία ακολουθία ρίψεων 𝜌1𝜌2…𝜌𝑛𝜌𝑛+1 

και υποθέτουμε ότι για τις συγκεκριμένες πρώτες 𝑛 ρίψεις 𝜌1𝜌2…𝜌𝑛 ισχύει η 

(2.2.19). Επειδή δεν γνωρίζουμε αν 𝜌𝑛+1 = 𝛫 ή 𝜌𝑛+1 = 𝛤 , θεωρούμε και τις δύο 

περιπτώσεις. Από την σχέση (2.2.14) για 𝜌𝑛+1 = 𝛫 θα έχουμε 

𝛸𝑛+1(𝜌1…𝜌𝑛𝛫) = 

= 𝛥𝑛(𝜌1…𝜌𝑛)𝑢𝑆𝑛(𝜌1…𝜌𝑛) + (1 + 𝑟)(𝑋𝑛(𝜌1…𝜌𝑛) − 𝛥𝑛𝑆𝑛(𝜌1…𝜌𝑛)) 

Χάριν απλούστευσης συμβολισμού η παραπάνω εξίσωση γράφεται 

𝛸𝑛+1(𝛫) = 𝛥𝑛𝑢𝑆𝑛 + (1 + 𝑟)(𝑋𝑛 − 𝛥𝑛𝑆𝑛)                               (2.2.20)  

Αναλόγως και η (2.1.17) γράφεται απλουστευμένα ως εξής : 

𝛥𝑛 =
𝐶𝑛+1(𝛫) − 𝐶𝑛+1(𝛤)

𝑆𝑛+1(𝛫) − 𝑆𝑛+1(𝛤)
  =
𝐶𝑛+1(𝛫) − 𝐶𝑛+1(𝛤)

(𝑢 − 𝑑)𝑆𝑛
                 

Αντικαθιστώντας την παραπάνω εξίσωση στην (2.1.20), χρησιμοποιώντας την επα-

γωγική υπόθεση (2.1.19) και την σχέση (2.1.16) για τον υπολογισμό των 𝐶𝑛 θα έ-

χουμε 
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          𝛸𝑛+1(𝛫) = (1 + 𝑟)(𝑋𝑛) + 𝛥𝑛𝑆𝑛(𝑢 − (1 + 𝑟))

= (1 + 𝑟)(𝐶𝑛) +
𝐶𝑛+1(𝛫) − 𝐶𝑛+1(𝛤)

(𝑢 − 𝑑)
(𝑢 − (1 + 𝑟)) 

 = (1 + 𝑟)𝐶𝑛 + 𝑝𝐶𝑛+1(𝛫) − 𝑞̃𝐶𝑛+1(𝛤) 

                        = 𝑝𝐶𝑛+1(𝐾) + 𝑞̃𝐶𝑛+1(𝛤) + 𝑞̃𝐶𝑛+1(𝛫) − 𝑞̃𝐶𝑛+1(𝛤) 

                                           = 𝐶𝑛+1(𝐾) 

Επαναφέροντας το αρχικό συμβολισμό θα έχουμε  

𝛸𝑛+1(𝜌1𝜌2…𝜌𝑛𝐾) = 𝐶𝑛+1(𝜌1𝜌2…𝜌𝑛𝛫) 

Ανάλογα αποδεικνύεται ότι  

𝛸𝑛+1(𝜌1𝜌2…𝜌𝑛𝛤) = 𝐶𝑛+1(𝜌1𝜌2…𝜌𝑛𝛤) 

Συνεπώς ανεξάρτητα αν η  𝜌𝑛+1 = 𝛫 ή 𝜌𝑛+1 = 𝛤 θα ισχύει ότι 

𝛸𝑛+1(𝜌1𝜌2…𝜌𝑛𝜌𝑛+1) = 𝐶𝑛+1(𝜌1𝜌2…𝜌𝑛𝜌𝑛+1) 

Και αφού η ακολουθία των ρίψεων ήταν τυχαία, η επαγωγή έχει ολοκληρωθεί.     ∎ 

Το Θεώρημα 2.1.1 καθώς και οι υποθέσεις που έγιναν για αυτό περιγράφουν στην 

ουσία τα βήματα τα οποία γίνονται για την κατασκευή του χαρτοφυλακίου αντιστάθ-

μισης. Δηλαδή, αφού έχουμε υποθέσει ποία θα είναι η αποπληρωμή για κάθε μονοπά-

τι στη λήξη, με τον αναδρομικό τύπο (2.2.16) πηγαίνοντας προς τα πίσω (από την 

λήξη στο χρόνο μηδέν) υπολογίζουμε την αποπληρωμή σε κάθε χρόνο για κάθε πιθα-

νό μονοπάτι. Ταυτόχρονα υπολογίζουμε και τις μετοχές που πρέπει να έχει το χαρτο-

φυλάκιο σε κάθε χρόνο για κάθε πιθανό μονοπάτι με τον αναδρομικό τύπο (2.2.17). 

Φτάνοντας στο χρόνο μηδέν αν κατασκευάσουμε ένα χαρτοφυλάκιο ίσης αξίας με 

την αποπληρωμή του δικαιώματος στο χρόνο αυτό τότε ανεξάρτητα από την πορεία 

της μετοχής, πάντα το χαρτοφυλάκιο μας θα είναι ίσο με την αποπληρωμή του δι-

καιώματος σε κάθε χρόνο για κάθε μονοπάτι. Το χαρτοφυλάκιο περιέχει ένα πλήθος 

μετοχών και ένα τραπεζικό λογαριασμό τα οποία αναπροσαρμόζονται ανάλογα με το 

μονοπάτι. Το Θεώρημα χρησιμοποιείται τόσο στα δικαιώματα που εξαρτώνται από 

το μονοπάτι που θα ακολουθήσει ο υποκείμενος τίτλος όσο και σε δικαιώματα που 

εξαρτώνται μόνο από την τελική τιμή του υποκείμενου τίτλου. 

Παράδειγμα 𝟐. 𝟐. 𝟐 Ας υποθέσουμε όπως στο σχήμα 2.2.2. ότι 𝑆0 = 80, με 𝑢 = 1.5 

και 𝑑 = 0.5. Θεωρούμε το επιτόκιο της αγοράς να είναι 10%. Άρα, 𝑝 = 0.6 και 𝑞̃ =

0.4. Στο χρόνο τρία θεωρούμε ότι η αποπληρωμή ενός δικαιώματος δίνεται από τον 

εξής τύπο: 

𝐶3 = 𝑚𝑎𝑥0≤𝑛≤3𝑆𝑛 − 𝑆3 
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Η παραπάνω τελική αξία μπορεί να θεωρηθεί ότι αντιστοιχεί σε ένα δικαίωμα πώλη-

σης όπου η τιμή πώλησης 𝛦 (strike price) δεν είναι προκαθορισμένη αλλά ισούται με 

την μέγιστη τιμή του υποκείμενου αγαθού μέχρι και τον χρόνο λήξης (lookback op-

tion). Συνεπώς, 

𝐶3(𝐾𝐾𝐾) = 𝑆3(𝐾𝐾𝐾) − 𝑆3(𝐾𝐾𝐾) = 270 − 270 = 0 

𝐶3(𝐾𝐾𝛤) = 𝑆2(𝛫𝛫) −  𝑆3(𝛫𝛫𝛤)  =  180 − 90 = 90 

𝐶3(𝛫𝛤𝛫) =   𝑆1(𝛫) − 𝑆3(𝛫𝛤𝛫)      =  120 − 90 = 30 

𝐶3(𝛫𝛤𝛤) =     𝑆1(𝛫) − 𝑆3(𝛫𝛤𝛤)     =  120 − 30 = 90 

𝐶3(𝛤𝛫𝛫) =   𝑆3(𝛤𝛫𝛫) − 𝑆3(𝛤𝛫𝛫) =   90 − 90 = 0 

𝐶3(𝛤𝛫𝛤) =         𝑆0 − 𝑆3(𝛤𝛫𝛤)        = 80 − 30 = 50 

𝐶3(𝛤𝛤𝛫) =        𝑆0 − 𝑆3(𝛤𝛤𝛫)       =  80 − 30 = 50 

𝐶3(𝛤𝛤𝛤) =       𝑆0 − 𝑆3(𝛤𝛤𝛤)       =  80 − 10 = 70 

Στους χρόνους από μηδέν έως τρία θα χρησιμοποιήσουμε τον αναδρομικό τύπο 

(2.2.16). Πιο συγκεκριμένα στο χρόνο δύο θα έχουμε: 

𝐶2(𝐾𝐾) =
1

1.1
[
3

5
𝐶3(𝐾𝐾𝐾) +

2

5
𝐶3(𝐾𝐾𝛤)] = 32.72 

𝐶2(𝐾𝛤) =
1

1.1
[
3

5
𝐶3(𝛫𝛤𝛫) +

2

5
𝐶3(𝛫𝛤𝛤)] = 49.09 

𝐶2(𝛤𝐾) =
1

1.1
[
3

5
𝐶3(𝛤𝐾𝛫) +

2

5
𝐶3(𝛤𝐾𝛤)] = 18.18 

𝐶2(𝛤𝛤) =
1

1.1
[
3

5
𝐶3(𝛤𝛤𝛫) +

2

5
𝐶3(𝛤𝛤𝛤)] = 52.72 

Ακολούθως στο χρόνο ένα συνεπάγεται ότι: 

𝐶1(𝐾) =
1

1.1
[
3

5
𝐶2(𝛫𝛫) +

2

5
𝐶2(𝛫𝛤)] = 35.69 

𝐶1(𝛤) =
1

1.1
[
3

5
𝐶2(𝛤𝛫) +

2

5
𝐶2(𝛤𝛤)] = 29.06 

Τέλος στο χρόνο ένα έχουμε: 

𝐶0 =
1

1.1
[
3

5
𝐶1(𝛫) +

2

5
𝐶1(𝛤)] = 30.04 

Αν ο επενδυτής πουλήσει αυτό το δικαίωμα στο χρόνο μηδέν έναντι 30.04, μπορεί να 

αντιστάθμιση την θέση του (short position) στο δικαίωμα, με το να αγοράσει 
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𝛥0 =
𝐶1(𝐾) − 𝐶1(𝛤)

𝑆1(𝛫) − 𝑆1(𝛤)
=
35.69 − 29.08

120 − 40
= 0.083 

μετοχές επί αυτού  του υποκείμενου τίτλου. Αυτό θα κοστίσει €6.64 και θα αφήσει 

στον επενδυτή 30.04 − 6.64 = 23.4 για να τα επενδύσει σε ένα λογαριασμό με επι-

τόκιο 10%. Στο χρόνο ένα ο λογαριασμός θα έχει €25.74. Αν η τιμή της μετοχής α-

νέβει στα €120, το νέο πλήθος μετοχών που πρέπει να αποτελείται το χαρτοφυλάκιο 

μας είναι 𝛥 = 0.1364. Συνεπώς ο επενδυτής πρέπει να αγοράσει ακόμα 0.0534 μετο-

χές, με τιμή ανά μετοχή €120. Άρα το υπόλοιπο του λογαριασμού θα είναι 25.74 −

0.0534 ∙ 120 = 19.33. Έτσι η συνολική αξία του χαρτοφυλακίου να είναι 0.1364 ∙

120 + 19.33 = 35.69, δηλαδή η αποπληρωμή 𝐶1(𝐾). Αν η μετοχή πέσει στα €40, το 

χαρτοφυλάκιο πρέπει να αποτελείται από 𝛥 = 0.8635 μετοχές. Άρα, ο επενδυτής 

πρέπει να αγοράσει ακόμα 0.7805 μετοχές με τιμή ανά μετοχή €40, δηλαδή συνολι-

κά €31.22. Σε αυτή την περίπτωση ο επενδυτής πρέπει να δανειστεί 31.22 −

25.74 = 5.48. Συνολικά το χαρτοφυλάκιο έχει αξία 0.8635 ∙ 40 − 5.48 = 29.06, 

δηλαδή η αποπληρωμή 𝐶1(𝛤). Συνεχίζοντας να αναπροσαρμόζουμε ανάλογα το χαρ-

τοφυλάκιό μας σε κάθε χρόνο, ακλουθώντας τις τιμές του δέντρου (𝛴𝜒ή𝜇𝛼 2.2.3), ο 

επενδυτής θα είναι σίγουρος ότι στη λήξη το χαρτοφυλάκιο θα αξίζει 𝐶3, ανεξάρτητα 

από ποίο μονοπάτι ακολούθησε η μετοχή. 

Στο 𝛴𝜒ή𝜇𝛼 2.2.3 σε κάθε κόμβο εμφανίζονται αριθμοί σε τρία επίπεδα. Ο αριθμός 

στην κορυφή είναι η τρέχουσα τιμή της μετοχής. Ο αριθμός στο επόμενο επίπεδο δεί-

χνει το μέγιστο που μπορεί να λάβει η μετοχή μέχρι το κόμβο αυτό, για κάθε μονοπά-

τι που καταλήγει στο κόμβο. Ο αριθμός στο τελευταίο επίπεδο δείχνει την αξία του 

δικαιώματος που αντιστοιχεί σε κάθε πιθανό μέγιστο της μετοχής. Για περισσότερες 

τεχνικές και αποτελέσματα παραπέμπουμε στο [9].  
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 2.3 Υπολογιστικά ζητήματα 

Τα διωνυμικά μοντέλα που περιγράφηκαν στις προηγούμενες παραγράφους είχαν μέ-

χρι τρείς περιόδους. Στην πράξη όμως, χρησιμοποιούνται συχνά διωνυμικά μοντέλα 

με 100 ή περισσότερες περιόδους. Η ποσότητα των υπολογισμών που απαιτούνται για 

την εκτέλεση του αλγορίθμου του Θεωρήματος 2.1.1, αυξάνονται εκθετικά με τον 

αριθμό των περιόδων. Συνεπώς τα πιθανά αποτελέσματα είναι 2100 ≈ 1030 για κάθε 

ακολουθία 100 ρίψεων. Ένας αλγόριθμος που ξεκινάει με καταχώρηση 2100 μετα-

βλητών δεν είναι υπολογιστικά εφικτός. 

Μέσα από ένα παράδειγμα θα δείξουμε πως το Θεώρημα 2.1.1 μπορεί να χρησιμο-

ποιηθεί με ένα υπολογιστικά αποδοτικό τρόπο. 

 𝚷𝛂𝛒ά𝛅𝛆𝛊𝛄𝛍𝛂 𝟐. 𝟑. 𝟏 Ας θεωρήσουμε ένα μοντέλο με 𝑆0 = €20, 𝑢 = 2, 𝑑 = 0.5 και 

𝑟 = 0.25. Άρα οι πιθανότητες ουδέτερου ρίσκου θα είναι 𝑝 = 0.5 και 𝑞̃ = 0.5. Το 

πρόβλημα ανάγεται στην τιμολόγηση ενός δικαιώματος πώλησης ευρωπαϊκού τύπου 

με τιμή εξάσκησης 𝛦 = €30 και λήξη μετά από τρείς χρόνους (𝜎𝜒ή𝜇𝛼 2.3.1).  

 

Η αποπληρωμή του δικαιώματος πώλησης δίνεται από τον τύπο 𝐶3 = (30 − 𝑆3)
+. Τα 

πιθανά αποτελέσματα είναι 23 = 8. Πιο συγκεκριμένα είναι: 

𝐶3(𝐾𝐾𝐾) = €0, 𝐶3(𝐾𝛫𝛤) = 𝐶3(𝛤𝐾𝐾) = 𝐶3(𝐾𝛤𝐾) = €0 

𝐶3(𝛫𝛤𝛤) = 𝐶3(𝛤𝐾𝛤) = 𝐶3(𝛤𝛤𝐾) = €20, 𝐶3(𝛤𝛤𝛤) = €27.5 

𝑆1(𝐾) = €40 

𝑆1(𝛤) = €10 

𝑆2(𝐾𝐾) = €80 

𝑆2(𝐾𝐾) = €5 

𝑆2(𝐾𝛤) = €20 

𝑆3(𝐾𝐾𝐾) 

= €160 

𝑆3(𝐾𝐾𝛤)

= €40 

𝑆3(𝐾𝐾𝛤)

= €10 

𝑆3(𝛤𝛤𝛤)

= €2.5 𝛴𝜒ή𝜇𝛼 2.3.1 

𝑆0 = €20 
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Οι αποπληρωμές που συμπίπτουν έχουν ένα κοινό χαρακτηριστικό. Αν και χρησιμο-

ποιούν διαφορετικό μονοπάτι καταλήγουν στη ίδια ενδεχόμενη τιμή της μετοχής. 

Θεωρώ λοιπόν μια συνάρτηση 𝑐3(𝑠) οι οποία υπολογίζει την αποπληρωμή στο χρόνο 

τρία όταν η τιμή της μετοχής στο χρόνο αυτό είναι 𝑠. Με το τρόπο αυτό μειώνω τα 

πιθανά αποτελέσματα της τιμής του δικαιώματος σε τέσσερα χωρίς να χάνω πληρο-

φορία για να τιμολογήσω το δικαίωμα. Συνεπώς ο αλγόριθμος θα πρέπει να καταχω-

ρήσει αρχικά τις τιμές 

𝑐3(160) = €0, 𝑐3(40) = €0, 𝑐3(10) = €20, 𝑐3(𝑠) = €27.5. 

Αν το δικαίωμα πώλησης έληγε μετά από 100 περιόδους ο τύπος 𝐶100 μόνο για την 

περίοδο 100 θα είχα 2100 αποτελέσματα. Ενώ με την συνάρτηση 𝑐100 τα αποτελέ-

σματα μειώνονται δραστικά σε 101 για την περίοδο 100. 

Σύμφωνα με το θεωρήμα 2.1.1, το 𝐶2 υπολογίζεται από την σχέση 

𝐶2(𝜌1𝜌2) =
1

1,25
[
1

2
𝐶3(𝜌1𝜌2𝛫) +

1

2
𝐶3(𝜌1𝜌2𝛤)],                            (2.3.1) 

Η εξίσωση (2.3.1) αντιπροσωπεύει τέσσερεις εξισώσεις, μία για κάθε ένα πιθανό μο-

νοπάτι που θα ακολουθήσει η μετοχή. Κάνοντας κάποιες πράξεις και θεωρώντας α-

ντίστοιχη συνάρτηση 𝑐2(𝑠) η (2.3.1) γράφεται : 

𝑐2(𝑠) =
2

5
[𝑐3(𝑢𝑠) + 𝑐3(𝑑𝑠)] 

Και αντιπροσωπεύει τρείς μόνο εξισώσεις, μία για κάθε πιθανή τιμή της μετοχής στο 

χρόνο δύο. Στο παράδειγμα μας θα πρέπει να υπολογίσουμε τα εξής 

𝑐2(80) =
2

5
[𝑐3(160) + 𝑐3(40)] = 0 

𝑐2(20) =
2

5
[𝑐3(40) + 𝑐3(10)] = 8 

𝑐2(5) =
2

5
[𝑐3(10) + 𝑐3(2,5)] = 19 

Αντίστοιχα 

𝑐1(40) =
2

5
[𝑐2(80) + 𝑐2(20)] = 3.2 

𝑐2(10) =
2

5
[𝑐2(20) + 𝑐2(5)] = 10.8 

Η τιμή στο χρόνο μηδέν είναι: 

𝑐1(20) =
2

5
[𝑐2(40) + 𝑐2(10)] = 5.6 
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Επίσης αν σε κάθε χρόνο 𝑛 = 0,1,2, η μετοχή είναι 𝑠  τότε, οι μετοχές που πρέπει να 

αποτελείται το χαρτοφυλάκιο αντιστάθμισης είναι  

𝛿𝑛(𝑠) =
𝑐𝑛+1(𝑢𝑠) − 𝑐𝑛+1(𝑑𝑠)

𝑢𝑠 − 𝑑𝑠
 

Η παραπάνω σχέση είναι ανάλογη της (2.2.17). 

∎ 

Στο παράδειγμα 2.3.1, η τιμή του δικαιώματος για κάθε χρόνο 𝑛 ήταν μια συνάρτηση 

της τιμής της μετοχής σε αυτό το χρόνο, και έτσι και αλλιώς ανεξάρτητη από την α-

κολουθία της ρίψης του νομίσματος. Η σχέση 𝐶𝑛 = 𝑐𝑛(𝑆𝑛) αποδεικνύει ακριβώς αυ-

τό μειώνοντας σε μεγάλο βαθμό τους υπολογισμούς. 

Μπορεί να επιτευχθεί παρόμοια μείωση όταν η τιμή του δικαιώματος δεν εξαρτάται 

μόνο από την τρέχουσα τιμή της μετοχής αλλά και από το από το μονοπάτι που ακο-

λούθησε αυτή ; 

𝚷𝛂𝛒ά𝛅𝛆𝛊𝛄𝛍𝛂 𝟐. 𝟑. 𝟐 Θεωρούμε το δικαίωμα που περιγράφηκε στο παράδειγμα 

2.2.2. Σε κάθε χρόνο 𝑛 η τιμή του δικαιώματος μπορεί να γραφεί ως συνάρτηση της 

τιμής της μετοχής 𝑆𝑛 και της μέγιστης τιμής της 𝑀𝑛 = 𝑚𝑎𝑥0≤𝑘≤𝑛𝑆𝑘. Στο χρόνο τρία 

υπάρχουν επτά πιθανά ζευγάρια (𝑆3, 𝑀3), και είναι τα εξής: 

  (270,270), (90,180), (90,120), (90,90), (30,120), (30,80), (10,80). 

Ορίζεται 𝑐𝛮(𝑠, 𝑚) να είναι η αποπληρωμή στο χρόνο λήξης αν 𝑆𝛮 = 𝑠 και 𝑀𝛮 = 𝑚. 

Άρα για το χρόνο τρία θα έχουμε:  

 𝑐3(270,270) = 0, 𝑐3(90,180) = 90, 𝑐3(90,120) = 30, 

𝑐3(90,90) = 0, 𝑐3(30,120) = 90, 𝑐3(30,80) = 50, 𝑐3(10,80) = 70. 

Για τους ενδιάμεσους χρόνους από 0,… , 𝛮 − 1 ορίζουμε ως 𝑐𝑛(𝑠, 𝑚) την αξία του 

δικαιώματος στο χρόνο 𝑛, αν 𝑆𝑛 = 𝑠 και 𝑀𝑛 = 𝑚. Ο αλγόριθμος που περιγράφει τον 

υπολογισμό της αξίας του δικαιώματος, λαμβάνοντας υπόψη το μονοπάτι που ακο-

λούθησε η μετοχή είναι: 

𝑐𝑛(𝑠,𝑚) =
1

1 + 𝑟
[𝑝̃𝑐𝑛+1(𝑢𝑠,𝑚 ∨ (𝑢𝑠)) + 𝑞̃𝑐𝑛+1(𝑑𝑠,𝑚)], 

όπου 𝑚 ∨ (𝑢𝑠) δηλώνει το μέγιστο από 𝑚 και 𝑢𝑠. 

Κάνοντας εφαρμογή του αλγορίθμου, υπολογίζουμε ότι: 

𝑐2(180,180) =
1

1.1
[0.6𝑐3(270,270) + 0.4𝑐3(90,180)] = 32.72 

𝑐2(60,120) =
1

1.1
[0.6𝑐3(90,120) + 0.4𝑐3(30,120)] =   49.09 
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𝑐2(60,80)  =   
1

1.1
[0.6𝑐3(90,90) + 0.4𝑐3(30,80)]   =  18.18 

𝑐2(20,80)  =   
1

1.1
[0.6𝑐3(30,80) + 0.4𝑐3(10,80)]  =  52.72 

στην συνέχεια υπολογίζουμε για το χρόνο ένα: 

𝑐1(120,120) =
1

1.1
[0.6𝑐2(180,180) + 0.4𝑐2(60,120)] = 35.69 

𝑐1(40,80)  =  
1

1.1
[0.6𝑐2(60,80) + 0.4𝑐2(20,80)] =  29.08 

 

και τελικά στο χρόνο μηδέν θα έχω: 

𝑐0(80,80) =
1

1.1
[0.6𝑐3(120,120) + 0.4𝑐3(40,80)] = 30.09 

Σε κάθε χρόνο 𝑛 = 0,1,2, . . . , 𝛮 − 1 ,αν η τιμή της μετοχής είναι 𝑠 και η μέγιστη τι-

μής της μέχρι εκείνη τη στιγμή είναι 𝑚, τότε το πλήθος των μετοχών το οποίο πρέπει 

να αποτελείται το χαρτοφυλάκιο είναι: 

𝛿𝑛(𝑠,𝑚) =
𝑐𝑛+1(𝑢𝑠,𝑚 ∨ 𝑢𝑠) − 𝑐𝑛+1(𝑑𝑠,𝑚)

𝑢𝑠 − 𝑑𝑠
. 

Η παραπάνω σχέση είναι ανάλογη με την εξίσωση (2.2.17) 

∎ 

𝚷𝛂𝛒ά𝛅𝛆𝛊𝛄𝛍𝛂 𝟐. 𝟑. 𝟑 (𝑨𝒔𝒊𝒂𝒏 𝒐𝒑𝒕𝒊𝒐𝒏) Θεωρούμε ένα μοντέλο τριών περιόδων με 

𝑆0 = 4, 𝑢 = 2, 𝑑 =
1

2
. Το επιτόκιο είναι 𝑟 = 0.25 και συνεπάγεται ότι 𝑝 = 𝑞̃ = 0.5. 

Για 𝑛 = 0,1,2,3 ορίζεται ότι 𝑌𝑛 = ∑ 𝑆𝑘
𝑛
𝑘=0  να είναι το άθροισμα των τιμών των μετο-

χών από το χρόνο μηδέν μέχρι και το χρόνο 𝑛. Ένα δικαίωμα αγοράς Ασιατικού τύ-

που (Asian option, European style) με λήξη στο χρόνο τρία και τιμή εξάσκησης 𝛦 =

4 θα έχει τελική τιμή (στο χρόνο τρία) 

𝐶3 = (
1

4
𝑌3 − 4)

+

 

Η παραπάνω αποπλρωμή μπορεί να θεωρηθεί ότι αντιστοιχεί σε ένα δικαίωμα αγοράς 

όπου η τρέχουσα τιμή 𝑆𝑛 δεν είναι προκαθορισμένη αλλά ισούται με την μέση τιμή 

του υποκείμενου αγαθού μέχρι και τον χρόνο λήξης. 

Χρησιμοποιώντας την συνάρτηση 𝑐𝑛 και συμβολίζοντας με  𝑆𝑛 = 𝑠 και 𝛶𝑛 = 𝑦 για 

κάθε χρόνο 𝑛 θα έχουμε:  
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𝑐3(𝑠, 𝑦) = (
1

4
𝑦 − 4)

+

 

Δηλαδή, θα έχουμε: 

𝑐3(32,60) = 11, 𝑐3(8,36) = 5, 𝑐3(8,24) = 2, 𝑐3(8,18) = 0.5 𝑐3(2,18) = 0.5 

𝑐3(2,12) = 0,  𝑐3(2,9) = 0,  𝑐3(0.5,7.5) = 0 

 

Ο αναδρομικός τύπος για τον υπολογισμό των 𝑐𝑛 για 𝑛 = 0,1,2 είναι ο εξής: 

𝑐𝑛(𝑠, 𝑦𝑛) =
1

1 + 𝑟
[𝑝𝑐𝑛+1(𝑢𝑠, 𝑦𝑛 + 𝑢𝑠) + 𝑞̃𝑐𝑛+1(𝑑𝑠, 𝑦𝑛 + 𝑑𝑠)] 

Χρησιμοποιώντας τον παραπάνω αλγόριθμο υπολογίζουμε ότι: 

𝑐2(16,28) =
1

1.25
[0.5𝑐3(32,60) + 0.5𝑐3(8,36)] = 6.4 

𝑐2(4,16) =
1

1.25
[0.5𝑐3(8,24) + 0.5𝑐3(2,18)] = 1.00 

𝑐2(4,10) =
1

1.25
[0.5𝑐3(8,18) + 0.5𝑐3(2,12)] = 0.20 

𝑐2(1,7) =
1

1.25
[0.5𝑐3(2,9) + 0.5𝑐3(0.5,7.5)] = 0.00 

στην συνέχεια θα έχουμε: 

𝑐1(8,12) =
1

1.25
[0.5𝑐2(16,28) + 0.5𝑐2(4,16)] = 2.96 

𝑐1(2,6) =
1

1.25
[0.5𝑐2(4,10) + 0.5𝑐2(1,7)] = 0.08 

Άρα στο χρόνο μηδέν συνεπάγεται ότι: 

𝑐0(4,4) =
1

1.25
[0.5𝑐2(8,12) + 0.5𝑐3(2,6)] = 1.216 

Τέλος σε κάθε χρόνο 𝑛 = 0,1,2 αν η τιμή της μετοχής είναι 𝑠 και το άθροισμα των 

τιμών της μετοχής μέχρι εκείνη τη στιγμή είναι 𝑦, τότε το πλήθος των μετοχών το ο-

ποίο πρέπει να αποτελείται το χαρτοφυλάκιο είναι: 

𝛿𝑛(𝑠, 𝑦𝑛) =
𝑐𝑛+1(𝑢𝑠, 𝑦𝑛 + 𝑢𝑠) − 𝑐𝑛+1(𝑑𝑠, 𝑦𝑛 + 𝑑𝑠)

𝑢𝑠 − 𝑑𝑠
 

∎ 
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 3 

Το μέτρο ουδέτερου ρίσκου 

 3.1 Υπό συνθήκη μέση τιμή 

Στο διωνυμικό μοντέλο τιμολόγησης στο προηγούμενο κεφάλαιο υπάρχουν δύο μέ-

τρα πιθανότητας τα οποία μοιράζονται την προσοχή μας. Το πρώτο είναι το μέτρο 

πραγματικής πιθανότητας και συμβολίζεται με ℙ. Ο χαρακτηρισμός «πραγματική πι-

θανότητα» αναφέρεται στο ότι οι πιθανότητες προέρχονται από εμπειρικές εκτιμήσεις 

των παραμέτρων του μοντέλου. Το δεύτερο μέτρο είναι το μέτρο πιθανότητας ουδέ-

τερου ρίσκου και συμβολίζεται με ℙ̃. Αυτά τα δύο μέτρα πιθανότητας δείνουν διαφο-

ρετικά βάρη για το μονοπάτι της τιμής του υποκείμενου τίτλου. Οι πραγματικές πιθα-

νότητες είναι οι «σωστές». Οι πιθανότητες ουδέτερου ρίσκου είναι πλασματικές αλλά 

αποτελούν μια πολύ χρήσιμη κατασκευή που μας επιτρέπει να λύσουμε ένα πολύπλο-

κο σύστημα απλά. Σημειώνεται ότι το μέτρο πιθανότητας ουδέτερου ρίσκου και το 

μέτρο πραγματικής πιθανότητας συμφωνούν όσο αναφορά ποια μονοπάτια έχουν μη-

δενική πιθανότητα. 

Ας θεωρήσουμε γενικά ένα πεπερασμένο δειγματικό χώρο Ω στον οποίο έχουμε τα 

μέτρα πιθανότητας ℙ και ℙ̃. Μία τυχαία μεταβλητή 𝑆 που ορίζεται στο πεπερασμένο 

χώρο πιθανότητας (Ω,ℙ) έχει μέση τιμή η οποία ορίζεται ως εξής: 

𝔼[𝑆] = ∑𝑆(𝜌)ℙ(𝜌)

𝜌𝜖Ω

. 

Όταν υπολογίζουμε την μέση τιμή με το μέτρο πιθανότητας ουδέτερου ρίσκου ℙ̃, 

χρησιμοποιούμε το συμβολισμό: 

𝔼̃[𝑆] = ∑𝑆(𝜌)ℙ̃(𝜌)

𝜌𝜖Ω

. 

Η τυχαία μεταβλητή 𝑆 είναι η ίδια και στις δύο περιπτώσεις, αν και οι δύο μέσες τιμές 

είναι διαφορετικές. Αυτό συμβαίνει διότι όταν θα αλλάξουμε μέτρο πιθανότητας αυτό 

που αλλάζει είναι η κατανομή και όχι η τυχαία μεταβλητή. 

Σε αυτό το σημείο υπενθυμίζουμε τους τύπους υπολογισμού των πιθανοτήτων ουδέ-

τερου ρίσκου. 

𝑝 =
1 + 𝑟 − 𝑑

𝑢 − 𝑑
 ,      𝑞̃ =

𝑢 − 1 − 𝑟

𝑢 − 𝑑
                                         (3.1.1) 

Από τις παραπάνω εξισώσεις προκύπτει ότι: 

𝑝𝑢 + 𝑞̃𝑑

1 + 𝑟
= 1.                                                           (3.1.2) 
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Στην συνέχεια αν πολλαπλασιάσουμε την (3.1.2) με 𝑆𝑛(𝜌1𝜌2…𝜌𝑛), συνεπάγεται ότι 

για κάθε χρόνο 𝑛 και για κάθε ακολουθία ρίψεων (𝜌1𝜌2…𝜌𝑛) έχουμε ότι: 

𝑆𝑛(𝜌1𝜌2…𝜌𝑛) =
1

1 + 𝑟
[𝑝𝑢𝑆𝑛(𝜌1𝜌2…𝜌𝑛) + 𝑞̃𝑑𝑆𝑛(𝜌1𝜌2…𝜌𝑛)] 

ή αλλιώς 

𝑆𝑛(𝜌1𝜌2…𝜌𝑛) =
1

1 + 𝑟
[𝑝𝑆𝑛+1(𝜌1𝜌2…𝜌𝑛𝛫) + 𝑞̃𝑆𝑛+1(𝜌1𝜌2…𝜌𝑛𝛤)]       (3.1.3) 

Δηλαδή η τιμή της μετοχής στο χρόνο 𝑛 είναι ο προεξοφλημένος σταθμισμένος μέσος 

όρος της τιμής των μετοχών στο χρόνο 𝑛 + 1, όπου τα 𝑝 και 𝑞̃ είναι τα βάρη που 

χρησιμοποιούνται στη στάθμιση του μέσου όρου. Έτσι το δεξί μέλος της (3.1.3) 

μπορεί να γραφεί ως εξής: 

𝔼̃𝑛[𝑆𝑛+1](𝜌1𝜌2…𝜌𝑛) =
1

1 + 𝑟
[𝑝𝑆𝑛+1(𝜌1𝜌2…𝜌𝑛𝛫) + 𝑞̃𝑆𝑛+1(𝜌1𝜌2…𝜌𝑛𝛤)]    (3.1.4) 

Συνεπώς η (3.1.3) μπορεί να ξαναγραφεί ως εξής: 

𝑆𝑛 =
1

1 + 𝑟
𝔼̃𝑛[𝑆𝑛+1]                                                   (3.1.5) 

Ο συμβολισμός 𝔼̃𝑛[𝑆𝑛+1] αντιπροσωπεύει την υπό συνθήκη μέση τιμή της 𝑆𝑛+1 βα-

σισμένη στην πληροφορία στο χρόνο 𝑛. Η υπό συνθήκη μέση τιμή μπορεί να θεωρη-

θεί ως μια εκτίμηση της 𝑆𝑛+1 βασισμένη στην πληροφορία από τις πρώτες 𝑛 ρίψεις. 

Για παράδειγμα στο σχήμα 3.1.1 παρακάτω αν θεωρήσουμε 𝑝 = 𝑞̃ = 1/2 τότε θα 

έχουμε 𝔼̃1[𝑆2](𝛫) = 50 και 𝔼̃1[𝑆2](𝛤) = 12.5. Από αυτό το παράδειγμα φαίνεται ότι 

η πληροφορία που έχουμε για την πρώτη ρίψη επηρεάζει το αποτέλεσμα για την 

𝔼̃1[𝑆2]. Άρα η 𝔼̃1[𝑆2] είναι μια τυχαία μεταβλητή η οποία θα καθοριστεί από τη ρίψη 

του νομίσματος στο χρόνο ένα. Γενικότερα, όταν έχουμε μια τυχαία μεταβλητή 𝑆 να 

εξαρτάται από τις πρώτες 𝛮 ρίψεις του νομίσματος, μπορούμε να εκτιμήσουμε την 𝑆 

βάση της διαθέσιμης πληροφορίας σε προηγούμενος χρόνους 𝑛 ≤ 𝑁. 

𝚶𝛒𝛊𝛔𝛍ό𝛓 𝟑. 𝟏. 𝟏 Έστω ένα προκαθορισμένο μονοπάτι 𝜌1𝜌2…𝜌𝑛 όπου 𝑛 ∈ [1, 𝑁]. Οι 

πιθανές επεκτάσεις 𝜌𝑛+1𝜌𝑛+2…𝜌𝑁 για το προκαθορισμένο μονοπάτι 𝜌1𝜌2…𝜌𝑛 είναι 

2𝛮−𝑛. Αν συμβολίσουμε με #𝛫(𝜌𝑛+1𝜌𝑛+2…𝜌𝑁) και με #𝛤(𝜌𝑛+1𝜌𝑛+2…𝜌𝑁) το πλήθος 

των κεφαλών και τον γραμμάτων αντίστοιχα για την επέκταση 𝜌𝑛+1𝜌𝑛+2…𝜌𝑁 ορίζεται 

ότι: 

𝔼̃𝑛[𝑆](𝜌1…𝜌𝑛) = ∑ 𝑝#𝛫(𝜌𝑛+1…𝜌𝑁)𝑞̃#𝛤(𝜌𝑛+1…𝜌𝑁)𝑆(𝜌1…𝜌𝑛𝜌𝑛+1…𝜌𝑁)

𝜌𝑛+1…𝜌𝑁

     (3.1.6) 

Επίσης για τις ακραίες περιπτώσεις 𝑛 = 0 και 𝑛 = 𝛮 ορίζεται ότι: 

𝔼̃0[𝑆] = 𝔼̃[𝑆] και 𝔼̃𝛮[𝑆] = 𝑆. 
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Ο Ορισμός 3.1.1 αποτελεί μια γενίκευση της σχέσης (3.1.4). H 𝔼̃𝑛[𝑆] καλείται υπό 

συνθήκη μέση τιμή της 𝑆 και είναι μια τυχαία μεταβλητή διότι εξαρτάται από τις 

πρώτες 𝑛 ρίψεις. Για παράδειγμα για το σχήμα 3.1.1 παρατηρούμε ότι: 

𝔼̃1[𝑆3](𝐾) = (
1

2
)
2

∙ 160 + 2 ∙ (
1

2
) (
1

2
) ∙ 40 + (

1

2
)
2

∙ 10 = 62.5 

𝔼̃1[𝑆3](𝛤) = (
1

2
)
2

∙ 40 + 2 ∙ (
1

2
) (
1

2
) ∙ 10 + (

1

2
)
2

∙ 2.5 = 15.625 

Άρα η 𝔼̃1[𝑆3] είναι μια τυχαία μεταβλητή. 

 

 

3.2 Martingales 

Στην προηγούμενη παράγραφο χρησιμοποιώντας τις πιθανότητες ουδέτερου ρίσκου  

𝑝 και 𝑞̃ καταλήξαμε στην σχέση (3.1.3). Υπό το πρίσμα της υπο συνθήκης μέσης τι-

μής δείξαμε ότι η (3.1.3) μπορεί να γραφεί ως (3.1.5). Αν διαιρέσουμε και τα δύο 

μέλη τις (3.1.5) με (1 + 𝑟)𝑛, έχουμε την εξίσωση  

𝑆𝑛
(1 + 𝑟)𝑛

= 𝔼̃𝑛 [
𝑆𝑛+1

(1 + 𝑟)𝑛+1
]                                             (3.2.1) 

Το επιτόκιο είναι σταθερό οπότε ο προεξοφλητικός όρος  δεν επηρεάζει αν βρίσκεται 

εντός η εκτός της υπό συνθήκης μέσης τιμής. Σε μοντέλα με τυχαίο επιτόκιο θα επη-

ρέαζε και θα έπρεπε να είναι υποχρεωτικά μέσα στην υπό συνθήκη μέση τιμή. Η εξί-

𝑆1(𝐾) = €40 

𝑆1(𝛤) = €10 

𝑆2(𝐾𝐾) = €80 

𝑆2(𝛤𝛤) = €5 

𝑆2(𝐾𝛤) = €20 

𝑆3(𝐾𝐾𝐾) 

= €160 

𝑆3(𝐾𝐾𝛤)

= €40 

𝑆3(𝐾𝛤𝛤)

= €10 

𝑆3(𝛤𝛤𝛤)

= €2.5 
𝛴𝜒ή𝜇𝛼 3.1.1 

𝑆0 = €20 
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σωση (3.2.1) εκφράζει το γεγονός ότι κάτω από το μέτρο πιθανότητας του ουδέτερου 

ρίσκου η καλύτερη εκτίμηση, με βάση την πληροφορία στο χρόνο 𝑛, για την προεξο-

φλημένη τιμή της μετοχής στο χρόνο 𝑛 + 1 είναι η προεξοφλημένη τιμή της μετοχής 

στο χρόνο 𝑛. Οι διαδικασίες αυτές λέγονται Martingales (π.χ βλ. [4]). Έτσι, κάτω από 

το μέτρο πιθανότητας ουδέτερου ρίσκου οι προεξοφλημένες τιμές των υποκείμενων 

τίτλων είναι martingales. Σημειώνεται ότι θεωρούμε ότι οι υποκείμενοι τίτλοι δεν 

μοιράζουν κάποιο μέρισμα. 

𝚶𝛒𝛊𝛔𝛍ό𝛓 𝟑. 𝟐. 𝟏 Θεωρούμε το διωνυμικό μοντέλο τιμολόγησης και έστω 𝑍1, 𝑍2, …𝑍3 

μια ακολουθία τυχαίων μεταβλητών. Κάθε τ.μ. 𝑍𝑛 εξαρτάται μόνο από τις πρώτες 𝑛 

ρίψεις και η 𝑍0 είναι σταθερή. Μια τέτοια ακολουθία τυχαίων μεταβλητών καλείται 

προσαρμοσμένη στοχαστική διαδικασία και διακρίνεται ως εξής: 

i. Αν 

𝑍𝑛 = 𝔼̃𝑛[𝑍𝑛+1]      για      𝑛 = 0,1, … ,𝛮 − 1,                        (3.2.2) 

 

η διαδικασία καλείται martingale. 

ii. Αν 

𝑍𝑛 ≤ 𝔼̃𝑛[𝑍𝑛+1]      για      𝑛 = 0,1, … , 𝛮 − 1, 

η διαδικασία καλείται submartingale. 

iii. Αν 

𝑍𝑛 ≥ 𝔼̃𝑛[𝑍𝑛+1]      για      𝑛 = 0,1, … , 𝛮 − 1, 

η διαδικασία καλείται supermartingale. 

∎ 

Σε αυτό το σημείο αξίζει να παρατηρήσουμε ότι η μέση τιμή μιας διαδικασίας mar-

tingale είναι σταθερή στο χρόνο. Αυτό ισχύει διότι παίρνοντας μέσες τιμές και στα 

δύο μέλη της (3.2.2) θα έχω: 

𝔼[𝑍𝑛] = 𝔼[𝔼̃𝑛[𝑍𝑛+1] ] = 𝔼[𝑍𝑛+1]      για      𝑛 = 0,1, … ,𝛮 − 1, 

δηλαδή, 

𝔼[𝑍0] = 𝔼[𝑍1] = 𝔼[𝑍2] = ⋯ = 𝔼[𝑍𝛮−1] = 𝔼[𝑍𝛮]. 

Όμως η 𝑍0 δεν είναι τυχαία , έτσι 𝔼[𝑍0] = 𝑍0. Άρα συνεπάγεται ότι: 

Aν 𝑍0, 𝑍1, … 𝑍𝛮 είναι μια martingale τότε για 𝑛 = 0,1, … ,𝛮 

𝑍0 = 𝔼[𝑍𝑛]                                                                  (3.2.3) 

Με άλλα λόγια η σχέση (3.2.3) λέει ότι μια στοχαστική διαδικασία martingale δεν 

έχει την τάση να αυξάνεται ή να μειώνεται, αφού η εκτίμηση για τις τιμές της επόμε-

νης περιόδου είναι η τιμή στην προηγούμενη περίοδο. Σε ένα διωνυμικό δέντρο για 
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να έχω μια διαδικασία martingale, θα πρέπει η σχέση (3.2.2) να ικανοποιείται για όλα 

τα πιθανά μονοπάτια ρίψεων. Αν επιστρέψουμε στο σχήμα 3.1.1 και πάρουμε πιθανό-

τητες ανόδου και καθόδου 𝑝 = 1/3 και 𝑝 = 2/3 αντίχοιχα, τότε η ακολουθία 

𝑆0, 𝑆1, … 𝑆𝑁 είναι μια martingale. Συγκριμένα σε κάθε κόμβο του διωνυμικού δέντρου 

θα ισχύει: 

𝑆𝑛(𝜌1𝜌2…𝜌𝑛) =
1

3
𝑆𝑛+1(𝜌1𝜌2…𝜌𝑛𝐾) +

2

3
𝑆𝑛+1(𝜌1𝜌2…𝜌𝑛𝛤) 

ή αλλιώς                                                   𝑆𝑛 = 𝔼̃𝑛[𝑆𝑛+1]. 

Όμως στην πραγματικότητα οι μετοχές έχουν την τάση να ανεβαίνουν κατά μέσο όρο 

πιο γρήγορα από την αγορά έτσι ώστε να αποζημιώνονται οι επενδυτές για τον επι-

πλέον κίνδυνο που έχουν αναλάβει. Συνεπώς ένα πιο ρεαλιστικό παράδειγμα θα είχε 

ως πιθανότητες 𝑝 = 2/3 και 𝑝 = 1/3. Με αυτές τις επιλογές προκύπτει ότι σε κάθε 

κόμβο του διωνυμικού δέντρου θα ισχύει: 

𝔼̃𝑛[𝑆𝑛+1] =
2

3
∙ 2 ∙ 𝑆𝑛 +

1

3
∙
1

2
∙ 𝑆𝑛 =

3

2
𝑆𝑛 

Δηλαδή εκτιμάμε ότι η επόμενη τιμή θα αυξηθεί κατά 50% σε σχέση με την προη-

γούμενη. Το επιτόκιο που χρησιμοποιείται στο διωνυμικό μοντέλο είναι το επιτόκιο 

της αγοράς και υποθέτουμε ότι είναι 𝑟 = 1/4. Άρα, ο ρυθμός αύξησης της μετοχής 

υπερβαίνει το 25% που θα χρησιμοποιούσαμε σε αυτό το μοντέλο όπως θα έπρεπε. 

Έτσι η εκτίμηση για την προεξοφλημένη τιμή της μετοχής έχει τάση να αυξάνεται, 

αφού προεξοφλούμε με το επιτόκιο της αγοράς που είναι μικρότερο από το ρυθμό 

αύξησης της μετοχής. Διατυπώνοντάς την παραπάνω πρόταση και με μαθηματικούς 

τύπους φαίνεται ότι: 

  

𝔼̃𝑛 [(
4

5
)
𝑛+1

𝑆𝑛+1] = (
4

5
)
𝑛+1

𝔼̃𝑛[𝑆𝑛+1] = (
4

5
)
𝑛

∙ (
4

5
) ∙
3

2
∙ 𝑆𝑛 ≥ (

4

5
)
𝑛

𝑆𝑛 

Άρα, η προεξοφλημένη τιμή της μετοχής είναι μια submartingale κάτω από το μέτρο 

πραγματικής πιθανότητας. Ενώ, οι πιθανότητες ουδέτερου ρίσκου είναι κατασκευα-

σμένες έτσι ώστε να κάνουν την προεξοφλημένη τιμή της μετοχής μια martingale. 

Χρησιμοποιώντας στο προηγούμενο παράδειγμα τις πιθανότατες ουδέτερου ρίσκου 

𝑝 =
1

2
 και 𝑞̃ =

1

2
 υπολογίζουμε ότι: 

𝔼̃𝑛[𝑆𝑛+1] =
1

2
∙ 2 ∙ 𝑆𝑛 +

1

2
∙
1

2
∙ 𝑆𝑛 =

5

4
𝑆𝑛 

𝔼̃𝑛 [(
4

5
)
𝑛+1

𝑆𝑛+1] = (
4

5
)
𝑛+1

𝔼̃𝑛[𝑆𝑛+1] = (
4

5
)
𝑛

∙ (
4

5
) ∙
5

4
∙ 𝑆𝑛 = (

4

5
)
𝑛

𝑆𝑛 

𝚯𝛆ώ𝛒𝛈𝛍𝛂 𝟑. 𝟐. 𝟏 Θεωρούμε το γενικό διωνυμικό μοντέλο με 0 < 𝑑 < 1 + 𝑟 < 𝑢 και 

πιθανότητες ουδέτερου ρίσκου οι οποίες δίνονται από τους τύπους: 
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𝑝 =
1 + 𝑟 − 𝑑

𝑢 − 𝑑
 ,      𝑞̃ =

𝑢 − 1 − 𝑟

𝑢 − 𝑑
. 

Τότε, κάτω από το μέτρο πιθανότητας ουδέτερου ρίσκου η προεξοφλημένη τιμή της με-

τοχής είναι martingale. Δηλαδή, η εξίσωση (3.2.1 ) ισχύει σε κάθε χρόνο 𝑛 για κάθε 

ακολουθία ρίψεων. 

Στο διωνυμικό μοντέλο κάθε επενδυτής πρέπει να αναπροσαρμόζει το χαρτοφυλάκιο 

που έχει στην κατοχή του έτσι ώστε να αντισταθμίζει την θέση του κάθε στιγμή. Η 

στρατηγική αυτή περιλαμβάνει την αγορά ή πώληση ενός πλήθους μετοχών 𝛥𝑛 στο 

χρόνο 𝑛 και την διατήρησή τους μέχρι την χρόνο 𝑛 + 1. Στο χρόνο 𝑛 + 1 ο επενδυτής 

αγοράζει ή πουλάει μετοχές έτσι ώστε να έχει 𝛥𝑛+1 το πλήθος μετοχές. Δηλαδή, η 𝛥𝑛 

είναι μια τυχαία μεταβλητή η οποία εξαρτάται από τις πρώτες 𝑛 ρίψεις του νομίσμα-

τος και η τυχαία μεταβλητή 𝛥𝑛+1 από τις πρώτες 𝑛 + 1 ρίψεις. Συμφωνα με την πρό-

ταση 3.2.1 η στοχαστική διαδικασία 𝛥0 , 𝛥1 , … , 𝛥𝛮−1 είναι προσαρμοσμένη. Κάθε 

φορά όμως που αναπροσαρμόζεται το πλήθος των μετοχών στο χαρτοφυλακίου αντι-

στάθμισης, αναπροσαρμόζεται και η αξία του από τον αναδρομικό τύπο: 

𝛸𝑛+1 = 𝛥𝑛𝑆𝑛+1 + (1 + 𝑟)(𝑋𝑛 − 𝛥𝑛𝑆𝑛), 𝑛 = 0,1, … ,𝛮 − 1    (3.2.4)  

Έτσι μπορούμε να πούμε και ότι κάθε 𝑋𝑛 είναι μια προσαρμοσένη στοχαστική διαδι-

κασία, αφού εξαρτάται μόνο από τις πρώτες 𝑛 ρίψεις του νομίσματος. 

Όπως και πριν, αν μελετήσουμε τι γίνεται όταν παίρνουμε τον μέσο όρο ως μια εκτι-

μήτρια για την πρόβλεψη της μέσης απόδοσης του χαρτοφυλακίου αντιστάθμισης 

παρατηρούμε ότι το μέτρο πιθανότητας παίζει σημαντικό ρόλο. Αυτό διότι, κάτω από 

το μέτρο πραγματικής πιθανότητας ο μέσος όρος εξαρτάται από την δομή και την 

διαχείριση του χαρτοφυλακίου που θα επιλέξει κάθε επενδυτής. Πιο συγκεκριμένα 

ένας επενδυτής αν ακολουθήσει τις εκτιμήσεις (πιθανότητες) της αγοράς μπορεί να 

πετύχει μεγαλύτερη απόδοση από αυτήν που προσφέρει η αγορά χρήματος. Η διαφο-

ρά ανάμεσα στην απόδοση των μετοχών και στο επιτόκιο της αγοράς για τους επεν-

δυτές σημαίνει κέρδος. Παράλληλα όμως αυτή η στρατηγική εμπεριέχει κίνδυνο α-

φού οι αποδόσεις των μετοχών δεν επαληθεύονται πάντα. 

Αντίθετα όταν χρησιμοποιούμε το μέτρο πιθανότητας ουδέτερου ρίσκου για να εκτι-

μήσουμε την μέση απόδοση του χαρτοφυλακίου αντιστάθμισης τότε η δομή του χαρ-

τοφυλακίου μας είναι αδιάφορη. Αυτό διότι, κάτω από το μέτρο του ουδέτερου ρί-

σκου η μέση απόδοση των μετοχών είναι ίση με το επιτόκιο της αγοράς. Ανεξάρτητα 

το πως ο επενδυτής θα διαίρεσει την αξία του χαρτοφυλακίου σε μετοχές και σε ένα 

τραπεζικό λογαριασμό κατά μέσο όρο θα έχει πετύχει μια απόδοση ίσης με το επιτό-

κιο της αγοράς. Έτσι πολλά χαρτοφυλάκια που είναι πιο επικίνδυνα από άλλα κάτω 

από το μέτρο πιθανότητας ουδέτερου ρίσκου έχουν όλα την ίδια κατά μέσο όρο από-

δοση. 

𝚯𝛆ώ𝛒𝛈𝛍𝛂 𝟑. 𝟐. 𝟐 Θεωρούμε το διωνυμικό μοντέλο με 𝛮 περιόδους και έστω 

𝛥0 , 𝛥1 , … , 𝛥𝛮−1 η προσαρμοσμένη διαδικασία του χαρτοφυλακίου με 𝑋0 αρχικό πλού-
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το. Αν η 𝛸1, … , 𝛸𝛮 είναι η διαδικασία πλούτου που παράγεται αναδρομικά από την σχέ-

ση (3.2.4) τότε η προεξοφλημένη διαδικασία πλούτου 
𝛸𝑛

(1+𝑟)𝑛
 για 𝑛 = 0,1, … , 𝛮 είναι 

martingale κάτω από το μέτρο πιθανότητας ουδέτερου ρίσκου. Δηλαδή: 

𝛸𝑛
(1 + 𝑟)𝑛

= 𝔼̃𝑛 [
𝛸𝑛+1

(1 + 𝑟)𝑛+1
]                                             (3.2.5) 

Απόδειξη:  

𝔼̃𝑛 [
𝛸𝑛+1

(1 + 𝑟)𝑛+1
] = 𝔼̃𝑛 [

𝛥𝑛𝑆𝑛+1
(1 + 𝑟)𝑛+1

+
𝑋𝑛−𝛥𝑛𝑆𝑛 
(1 + 𝑟)𝑛

] 

                                         = 𝔼̃𝑛 [
𝛥𝑛𝑆𝑛+1
(1 + 𝑟)𝑛+1

] + 𝔼̃𝑛 [
𝑋𝑛−𝛥𝑛𝑆𝑛 
(1 + 𝑟)𝑛+1

] 

                                    = 𝛥𝑛𝔼̃𝑛 [
𝑆𝑛+1

(1 + 𝑟)𝑛+1
] +
𝑋𝑛−𝛥𝑛𝑆𝑛 
(1 + 𝑟)𝑛

 

                       = 𝛥𝑛
𝑆𝑛

(1 + 𝑟)𝑛
+
𝑋𝑛−𝛥𝑛𝑆𝑛 
(1 + 𝑟)𝑛

 

=
𝛸𝑛

(1 + 𝑟)𝑛
        

∎ 

Στην συνέχεια αν συνδυάσουμε το συμπέρασμα από την σχέση (3.2.3) και το 

Θεώρημα 3.2.2 προκύπτει ένα ένα πόρισμα. 

𝜫ό𝝆𝜾𝝈𝝁𝜶 𝟐. 𝟒. 𝟔  Κάτω από τις υποθέσεις του 𝛩𝜀𝜔𝜌ή𝜇𝛼𝜏𝜊𝜍 3.2.2 ισχύει ότι: 

𝔼̃𝑛 [
𝛸𝑛

(1 + 𝑟)𝑛
] = 𝑋0, 𝑛 = 0,1, … ,𝛮                              (3.2.5) 

Το Θεώρημα 3.2.2 και το Πόρισμα 2.4.6 αποδεικνύουν ότι στο διωνυμικό μοντέλο 

δεν μπορεί να υπάρξει arbitrage (δηλαδή μια στρατηγική αγοραπωλησιών που οδηγεί 

σε σίγουρο κέρδος, χωρίς κίνδυνο). Κάτω από το μέτρο του ουδέτερου ρίσκου, η 

προεξοφλημένη διαδικασία πλούτου έχει σταθερή μέση τιμή. Έτσι δεν μπορεί να ξε-

κινάει το χαρτοφυλάκιο με μηδενική αξία (πλούτο) και στην συνέχεια να αποκτά αξία 

(πλούτο) με θετική πιθανότητα. Άρα, αν μπορούμε να βρούμε ένα μέτρο πιθανότητας 

ουδέτερου ρίσκου, δηλαδή, ένα μέτρο κάτω από το οποίο οι προεξοφλημένες τιμές 

όλων των πρωταρχικών τίτλων να είναι martingale, τότε δεν θα υπάρχει arbitrage στο 

μοντέλο. Αυτή η πρόταση είναι γνωστή και ως Το Πρώτο Θεμελιώδες Θεώρημα Τιμο-

λόγησης. 

Στο προηγούμενο κεφάλαιο συναντήσαμε την εξίσωση τιμολόγησης κάτω από το κό-

σμου του ουδέτερου ρίσκου (risk-neutral pricing formula). Το θεώρημα 3.2.2 έρχεται 

να εκφράσει την εξίσωση αυτή με ένα διαφορετικό τρόπο. Οι πιθανές αποπληρωμές 

στο χρόνο 𝑛 μας ωθούν να δούμε τα 𝐶𝑛 ως τυχαίες μεταβλητές οι οποίες εξαρτώνται 
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από τις πρώτες 𝑛 ρίψεις. Επίσης από το Θεώρημα 2.1.1 γνωρίζουμε ότι υπάρχει ένα 

αρχικό κεφάλαιο 𝛸0 και μια διαδικασία ανακατασκευής του χαρτοφυλακίου 𝛥0 ,

𝛥1 , … , 𝛥𝛮−1 που παράγει μια διαδικασία πλούτου 𝛸1, … , 𝛸𝛮 τέτοια ώστε 𝛸𝛮 = 𝐶𝑁 

για κάθε ακολουθία ρίψης του νομίσματος. Το γεγονός ότι η 
𝛸𝑛

(1+𝑟)𝑛
 , 𝑛 =

0,1, … ,𝛮 είναι martingale ως προς το μέτρο πιθανότητας ουδέτερου ρίσκου, συνεπά-

γεται ότι: 

𝛸𝑛
(1 + 𝑟)𝑛

= 𝔼̃𝑛 [
𝛸𝑛+1

(1 + 𝑟)𝑛+1
] = 𝔼̃𝑛 [𝔼̃𝑛+1 [

𝛸𝑛+2
(1 + 𝑟)𝑛+2

]] = 𝔼̃𝑛 [
𝛸𝑛+2

(1 + 𝑟)𝑛+2
]                

= … = 𝔼̃𝑛 [
𝛸𝛮

(1 + 𝑟)𝛮
] =𝛸𝛮=𝐶𝑁 𝔼̃𝑛 [

𝐶𝛮
(1 + 𝑟)𝑁

]                        

Άρα, 

𝛸𝑛
(1 + 𝑟)𝑛

= 𝔼̃𝑛 [
𝐶𝛮

(1 + 𝑟)𝑁
]                                              (3.2.6) 

Στην συνέχεια όμως, αφού βρούμε το 𝛸0 και προβάλουμε αυτήν την αξία στο μέλλον, 

η αξία του χαρτοφυλακίου θα ισούται με την αποπληρωμή του δικαιώματος εκείνη 

την στιγμή. Δηλαδή, μπορούμε να εξισώσουμε το 𝛸𝑛 με το 𝐶𝑛 και να έχουμε ισοδύ-

ναμα: 

𝐶𝑛
(1 + 𝑟)𝑛

= 𝔼̃𝑛 [
𝐶𝛮

(1 + 𝑟)𝑁
] ⇔ 𝐶𝑛 = 𝔼̃𝑛 [

𝐶𝛮
(1 + 𝑟)𝑁−𝑛

]                 (3.2.7) 

Τα παραπάνω οδηγούν στο επόμενο αποτέλεσμα. 

𝚯𝛆ώ𝛒𝛈𝛍𝛂 𝟑. 𝟐. 𝟑 Θεωρούμε το διωνυμικό μοντέλο τιμολόγησης με 𝛮 περιόδους και 

0 < 𝑑 < 1 + 𝑟 < 𝑢. Αν 𝐶𝛮 είναι η τυχαία μεταβλητή που συμβολίζει την αποπληρωμή 

του δικαιώματος στο χρόνο 𝛮 τότε η τιμή του δικαιώματος στο χρόνο 𝑛, ώστε να μην 

δημιουργείται ευκαιρία για arbitrage ( 𝑛 = 0,1, … 𝛮) δίνεται από την εξίσωση: 

𝐶𝑛 = 𝔼̃𝑛 [
𝐶𝛮

(1 + 𝑟)𝑁−𝑛
] 

Επιπλέον η προεξοφλημένη τιμή του δικαιώματος είναι μια διαδικασία martingale κά-

τω από το μέτρο ℙ̃, δηλαδή, 

𝐶𝑛
(1 + 𝑟)𝑛

= 𝔼̃𝑛 [
𝐶𝑛+1

(1 + 𝑟)𝑛+1
]  ,       𝑛 = 0,1, … ,𝛮 − 1,         (3.2.8) 

 

 3.3 Διαδικασίες Markov 

Στην παράγραφο 2.3 είδαμε ότι οι υπολογισμοί που απαιτούνται για την τιμολόγηση 

ενός παραγώγου μέσω του αλγορίθμου στο Θεώρημα 2.1.1 μπορούν συχνά να μειω-

θούν σημαντικά. Αυτό επιτυγχάνεται με την αξιοποίσηση της επαρκούς και αναγκαί-
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ας πληροφορίας που χρειάζεται για να μετακινούμαστε από περίοδο σε περίοδο. Χα-

ρακτηριστικά παραδείγματα αποτελούν το Παραδείγμα 2.3.1 και το Παράδειγμα 

2.3.2. Στο πρώτο παράδειγμα το μονοπάτι που ακολουθησε η μετοχή δεν παίζει ρόλο 

στην τιμολόγηση του δικαιώματος αλλά μόνο η τιμή της μετοχής σε εκείνο το σημείο. 

Ενώ στο δεύτερο παράδειγμα αρκεί να ξέρουμε την τιμή της μετοχής και το μέγιστο 

μέχρι εκείνη την στιγμή για κάθε κόμβο και επαρκούν για την τιμολόγηση. Σε αυτη 

την παράγραφο ερχόμαστε να  προσδιορίσουμε πιο αυστηρά για το ποιά πληροφορία 

χρειάζεται και ποιά όχι. 

Ορισμός 𝟑. 𝟑. 𝟏 Θεωρούμε το διωνυμικό μοντέλο τιμολόγησης. Έστω 𝛸0, … , 𝛸𝛮 μια 

προσαρμοσμένη διαδικασία. Αν για κάθε 𝑛 μεταξύ του 0 και του 𝛮 − 1 και για κάθε 

συνάρτηση 𝑓(𝑥) υπάρχει μια άλλη συνάρτηση 𝑔(𝑥) ,που εξαρτάται από τα 𝑛 και f, τέ-

τοια ώστε 

𝔼𝑛[𝑓(𝑋𝑛+1)] = 𝑔(𝑋𝑛 ),                                               (3.3.1) 

λέμε ότι η ακολουθία 𝛸0, … , 𝛸𝛮 είναι μία διαδικασία Markov. 

Με άλλα λόγια παρατηρούμε τις πρώτες 𝑛 ρίψεις ενός νομίσματος (𝜌1𝜌2…𝜌𝑛) και 

θέλουμε να εκτιμήσουμε είτε μια συνάρτηση της τυχαίας μεταβλητής 𝛸𝑛+1 είτε γενι-

κότερα μια συνάρτηση της τυχαίας μεταβλητής 𝛸𝑛+𝑘 με 𝑘 ανάμεσα το 1 και στο 𝛮 −

𝑛. Δηλαδή, εμείς γνωρίζουμε το μονοπάτι ή αλλιώς την ακολουθία ρίψης ζαριών 

𝜌1𝜌2…𝜌𝑛 και την τιμή της τυχαίας μεταβλητής 𝑋𝑛(𝜌1𝜌2…𝜌𝑛). Έτσι η εκτίμηση μας 

θα πρέπει να εξαρτάται από αυτές τις πληροφορίες. Όντως η 𝔼𝑛[𝑓(𝑋𝑛+1)] είναι μια 

τυχαία μεταβλητή που εξατάται από τις πρώτες 𝑛 ρίψεις. Η Μαρκοβιανή ιδιότητα λέ-

ει ότι αυτή η εξάρτηση στην ρίψη του νομίσματος συμβαίνει μέσω της τυχαίας μετα-

βλητής 𝑋𝑛. Η πληροφορία των ρίψεων του νομίσματος προκειμένου να τιμολογήθεί η 

𝔼𝑛[𝑓(𝑋𝑛+1)] συνοψίζεται στην 𝑋𝑛. 

Η ύπαρξη και μόνο της συνάρτησης 𝑔 υποδηλώνει ότι η αποπληρωμή του δικαιώμα-

τος είναι τυχαία μεταβλητή μόνο μέσω της εξάρτησης με την 𝑋𝑛. Αυτό συνεπάγεται 

ότι υπάρχει ένας αλγόριθμος τιμολόγησης του δικαιώματος που δεν χρειάζεται να α-

πομημονεύει κάθε μονοπάτι που ακολουθεί ο υποκείμενος τίτλος. Ας δούμε όμως πως 

μπορούμε να αναπτύξουμε μια μεθοδολογία για τον υπολογισμό της 𝑔. 

Στο διωνυμικό μοντέλο η τιμή της μετοχής στο χρόνο 𝑛 + 1 δίνεται συναρτήσει της 

μετοχής  στο χρόνο 𝑛 από την εξίσωση: 

𝑆𝑛+1(𝜌1…𝜌𝑛𝜌𝑛+1) = {
𝑢𝑆𝑛(𝜌1…𝜌𝑛), 𝛼𝜈 𝜌𝑛+1 = 𝛫

𝑑𝑆𝑛(𝜌1…𝜌𝑛), 𝛼𝜈 𝜌𝑛+1 = 𝛤
 

Αν εφαρμόσουμε μια συνάτηση 𝑓 στην παραπάνω εξίσωση θα έχουμε: 

𝑓(𝑆𝑛+1(𝜌1…𝜌𝑛𝜌𝑛+1)) = {
𝑓(𝑢𝑆𝑛(𝜌1…𝜌𝑛)), 𝛼𝜈 𝜌𝑛+1 = 𝛫

𝑓(𝑑𝑆𝑛(𝜌1…𝜌𝑛)), 𝛼𝜈 𝜌𝑛+1 = 𝛤
 

Συνεπώς η υπό συνθήκη μέση τιμή για την παράπανω εξίσωση θα είναι: 
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𝔼𝑛[𝑓(𝑆𝑛+1)](𝜌1…𝜌𝑛) = 𝑝𝑓(𝑢𝑆𝑛(𝜌1…𝜌𝑛)) + 𝑞𝑓(𝑑𝑆𝑛(𝜌1…𝜌𝑛)), 

(3.3.2) 

και το δεξιό μέλος εξαρτάται από την ακολουθία ρίψης 𝜌1…𝜌𝑛 μόνο μέσω της τιμής 

𝑆𝑛(𝜌1…𝜌𝑛). Απλουστεύοντας τον συμβολισμό παραλείποντας τον όρο 𝜌1…𝜌𝑛 μπο-

ρούμε να ξαναγράψουμε την εξίσωση ως: 

𝔼𝑛[𝑓(𝑆𝑛+1)] = 𝑔(𝑆𝑛), 

όπου 𝑔(𝑥) = 𝑝𝑓(𝑢𝑥) + 𝑞𝑓(𝑑𝑥). Άρα η διαδικασία της τιμής της μετοχής είναι μια 

διαδικασία Markov. Αξίζει να σημειωθεί ότι δεν κάναμε κάποια υπόθεση για τις πι-

θανότητες 𝑝 και 𝑞 που χρησιμοποιήθηκαν. Συνεπώς η διαδικασία της τιμής της μετο-

χής είναι Markov κάτω από το μέτρο πραγματικής πιθανότητας και κάτω από το μέ-

τρο πιθανότητας ουδέτερου ρίσκου. Αντίθετα για να καθορίσουμε την συνάρτηση για 

τον υπολογισμό της αξίας του δικαιώματος 𝐶𝑛 χρησιμοποιούμε την (3.2.8) η οποία 

ισχύει κάτω από το μέτρο πιθανότητας ουδέτερου ρίσκου, 

𝐶𝑛 =
1

1 + 𝑟
𝔼̃𝑛[𝐶𝑛+1] ,       𝑛 = 0,1, … , 𝛮 − 1 

Αν η αποπληρωμή του δικαιώματος στην λήξη δίνεται από τον τύπο 𝐶𝑁 = 𝑢𝑁(𝑆𝛮) 

και η διαδικασία της τιμής της μετοχής είναι Markov τότε: 

𝐶𝛮−1 =
1

1 + 𝑟
𝔼̃𝛮−1[𝑢𝑁(𝑆𝛮)] = 𝑢𝑁−1(𝑆𝛮−1) 

Για κάποια συνάρτηση 𝑢𝑁−1 (διαφορετική από την 𝑢𝑁). 

Όμοια, 

𝐶𝛮−2 =
1

1 + 𝑟
𝔼̃𝛮−2[𝑢𝑁−1(𝑆𝛮−1)] = 𝑢𝑁−2(𝑆𝛮−2) 

για κάποια συνάρτηση 𝑢𝑁−2 (διαφορετική από την 𝑢𝑁 και την 𝑢𝑁−1). Συνεπώς γενικά 

θα ισχύει 𝐶𝑛 = 𝑢𝑛(𝑆𝑛). Η συνάρτηση 𝑢𝑛 υπολογίζεται με ένα αναδρομικό αλγόριθμο 

κάνοντας χρήση της σχέσης (3.3.2). Ο αναδρομικός αυτός αλγόριθμος είναι ο εξής: 

𝑢𝑛(𝑠) =
1

1 + 𝑟
[𝑝𝑢𝑛+1(𝑢𝑠) + 𝑞̃𝑢𝑛+1(𝑑𝑠)], 𝑛 = 𝑁 − 1,𝑁 − 2,… , 0.        

Ο αλγόριθμος δουλεύει για το διωνυμικό μοντέλο τιμολόγησης για κάθε παράγωγο 

προϊόν που η αποπληρωμή του στο χρόνο 𝛮 είναι συνάρτηση μόνο της τιμής της με-

τοχής στο χρόνο 𝛮. Ο αλγόριθμος παραμένει ο ίδιος ακόμα και σε παράγωγα προϊό-

ντα διαφορετικού τύπου. Συγκεκριμένα ανάμεσα σε ένα δικαίωμα αγοράς και σε ένα 

δικαίωμα πώλησης το μόνο που αλλάζει είναι  η συνάτηση 𝑢𝑁(𝑠). Για τα μεν δικαιώ-

ματα αγοράς η αποπληρωμη στη λήξη είναι 𝑢𝑁(𝑠) = (𝑠 − 𝐸)
+ ενώ για τα διακιώμτα 

πώλησης η αποπληρωμή στη λήξη είναι 𝑢𝑁(𝑠) = (𝐸 − 𝑠)
+. 
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Σημειώνεται ότι η ιδιότητα martingale είναι μια ειδική περίπτωση της 3.3.1 με 

𝑓(𝑥) = 𝑥 και 𝑔(𝑥) = 𝑥. Όμως για να είναι μια διαδικασία Markov θα πρέπει για κά-

θε εξίσωση 𝑓 να υπάρχει αντίστοιχη συνάρτηση 𝑔 τέτοια ώστε να επαληθεύεται η 

3.3.1 Οπότε κάθε διαδικασία που είναι martingale δεν είναι διαδικασία Markov. Επί-

σης κάθε διαδικασία Markov δεν είναι διαδικασία martingale. Αυτό διότι, ακόμα και 

αν η συνάρτηση 𝑓 ήταν η 𝑓(𝑥) = 𝑥, η διαδικασία Markov απαιτεί μόνο ότι η 

𝔼𝑛[𝑋𝑛+1] = 𝑔(𝑋𝑛 ) για κάποια συνάρτηση 𝑔 και όχι αναγκαία για 𝑔(𝑥) = 𝑥. 

Ας δούμε τώρα ένα παράδειγμα το οποίο δεν είναι διαδικασία Markov. Στο διωνυμικό 

μοντέλο τιμολόγησης στο Σχήμα 3.1.1 θεωρούμε τη διαδικασία 𝑀𝑛 = 𝑚𝑎𝑥0≤𝑘≤𝑛𝑆𝑘, η 

οποία υπολογίζει το μέγιστο σε κάθε κόμβο μέχρι εκείνη την στιγμή για κάθε μονο-

πάτι. Στο Σχήμα 3.1.1 παρουσιάζουμε το διωνυμικό δέντρο της παραπάνω διαδικασί-

ας μέχρι το χρόνο δύο. 

 

Αν χρησιμοποιήσουμε τις πιθανότητες 𝑝 =
2

3
 και 𝑞 =

1

3
 θα έχουμε ότι: 

𝔼2[𝛭3](𝛤𝛫) =
2

3
𝛭3(𝛤𝛫𝛫) +

1

3
𝛭3(𝛤𝛫𝛤) =

2

3
∙ 40 +

1

3
∙ 20 =

100

3
= 33.3, 

𝔼2[𝛭3](𝛤𝛤) =
2

3
𝛭3(𝛤𝛤𝛫) +

1

3
𝛭3(𝛤𝛤𝛤) =

2

3
∙ 20 +

1

3
∙ 20 =

60

3
= 20. 

Αφού 𝛭2(𝛤𝐾) = 𝛭2(𝐾𝐾) = 20 σημαίνει ότι δεν γίνεται να υπάρχει μια συνάρτηση 

𝑔 τέτοια ώστε 𝔼2[𝛭3](𝛤𝛫) = 𝑔(𝛭2(𝛤𝐾)) και 𝔼2[𝛭3](𝛤𝛤) = 𝑔(𝛭2(𝐾𝐾)). Αυτό 

διότι τα δεξιά μέλη είναι ίσα αλλά τα αριστερά δεν είναι. Η διαδικασία 𝑀𝑛 δεν είναι 

Markov. Στο χρόνο δύο αν καταγράψουμε μόνο τις τιμές 16, 8, 4 χωρίς να καταγρά-

ψουμε τη τιμή της μετοχής σε κάθε κόμβο χάνουμε πληροφορία. Πιο πρακτικά, δεν 

𝛭1(𝐾) = €40 

𝛭1(𝛤) = €20 

𝛭2(𝐾𝐾) = €80 

𝛭2(𝐾𝛤) = €40 

𝛴𝜒ή𝜇𝛼 3.3.1 

𝑀0 = €20 

𝛭2(𝛤𝐾) = €20 

𝛭2(𝛤𝛤) = €20 
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μπορούμε να αντιστοιχίσουμε κάθε μέγιστο σε κάθε χρόνο με ένα μοναδικό μονοπά-

τι, έχοντας ως μοναδική πληροφορία την τιμή του και σε ποιό χρόνο συμβαίνει. Έτσι 

όταν αντιμετωπίζουμε μια μη Μαρκοβιανή διαδικασία την μετατρέπουμε σε Μαρκο-

βιανή προσθέτοντας μια ή περισσότερες μεταβλητές οι οποίες ονομάζονται μεταβλη-

τές αναφοράς. Η ονομασία μεταβλητές αναφοράς χρηιμοποιείται γιατί με την χρήση 

των μεταβλητών αυτών δίνεται μια αναφορά για την εικόνα της αγοράς. Αυτή η προ-

σέγγιση ωστόσο απαιτεί την γενικεύση του Ορισμού 3.3.1 με μονοδιάστατες διαδι-

κασίες στο Ορισμό 3.3.2 με πολυδιάστατες διαδικασίες. 

Ορισμός 𝟑. 𝟑. 𝟐 Έστω {(𝛸𝑛
1, … , 𝑋𝑛

𝐾)|𝑛 = 0,1, … , 𝑁} μια 𝛫-διάστατη προσαρμοσμένη 

διαδικασία ή αλλιώς 𝛫 μονοδιάστατες προσαρμοσμένες διαδικασίες. Αν για κάθε 𝑛 με-

ταξύ του 0 και του 𝛮 − 1 και για κάθε συνάρτηση 𝑓(𝑥1, … , 𝑥𝐾) υπάρχει μια άλλη συ-

νάρτηση 𝑔(𝑥1, … , 𝑥𝐾) η οποία εξαρτάται από τα 𝑓 και n τέτοια ώστε 

𝔼𝑛[𝑓(𝛸𝑛+1
1 , … , 𝑋𝑛+1

𝐾 )] = 𝑔(𝛸𝑛
1, … , 𝑋𝑛

𝐾),                                (3.3.3) 

Λέμε ότι η {(𝛸𝑛
1, … , 𝑋𝑛

𝐾)|𝑛 = 0,1, … ,𝑁} είναι μία 𝛫-διάστατη διαδικασία Markov. 

Τα παραδείγματα που έχουμε συναντήσει είναι μέχρι δισδιάστατες προσαρμοσμένες 

διαδικασίες. Συγκεκριμένα το Παράδειγμα 2.3.2 χρησιμοποιεί μια δισδιάστατη προ-

σαρμοσμένη διαδικασία {(𝑆𝑛, 𝑀𝑛)|𝑛 = 0,1,2,3}. Γενικεύοντας το παράδειγμα για 𝛮 

περιόδους αποδεικνύεται ότι αυτή η δισδιάστατη διαδικασία είναι Markov. Αρχικά 

ορίζουμε την τυχαία μετάβλητη  𝑌 =
𝑆𝑛+1

𝑆𝑛
  η οποία εξαρτάται μόνο από τη (𝑛 + 1) - 

οστή ρίψη. Έτσι  

𝑆𝑛+1 = 𝑌𝑆𝑛. 

Επίσης η μέγιστη τιμή στο χρόνο 𝑛 + 1 θα είναι το μέγιστο ανάμεσα στην τιμή της 

μετοχής στο χρόνο αυτό και στη μέγιστη τιμή για το χρόνο 𝑛. Δηλαδή, 

𝑀𝑛+1 = 𝑀𝑛 ∨ 𝑆𝑛+1 = 𝑀𝑛 ∨ (𝑌 𝑆𝑛), 

όπου 𝑥 ∨ 𝑦 = 𝑚𝑎𝑥(𝑥, 𝑦). Εμείς θέλουμε να υπολογίσουμε το εξής: 

𝔼𝑛[𝑓(𝑆𝑛+1, 𝑀𝑛+1)] = 𝔼𝑛[𝑓(𝑆𝑛𝑌,𝑀𝑛 ∨ (𝑌 𝑆𝑛))]. 

 

Στο σημείο αυτό πρέπει να εισάγουμε ένα Λήμμα το οποίο θα μας βοηθήσει στον υ-

πολογισμό της υπο-συνθήκης μέσης τιμής μιας συνάρτησης με δύο ή περισσότερες 

τυχαίες μεταβλητές ως ορίσματα. 

Λήμμα 𝟑. 𝟑. 𝟑 Σε ένα διωνυμικό μοντέλο 𝛮 περιόδων έστω ακέραιος αριθμός 𝑛 που 

ανήκει στο [0, 𝛮]. Υποθέτουμε ότι οι τυχαίες μεταβλητές 𝛸1, … , 𝑋𝐾 εξαρτώνται από τις 

πρώτες 𝑛 ρίψεις και οι τυχαίες μεταβλητές 𝑌1, … , 𝑌𝐿 εξαρτώνται μόνο από τις ρίψεις 

από 𝑛 + 1 μέχρι 𝛮. Αν 𝑓(𝑥1, … , 𝑥𝐾 , 𝑦1, … , 𝑦𝐿) είναι μια συνάρτηση με (𝛫 + 𝐿 + 2) 

μεταβλητές και ορίζεται ότι: 
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𝑔(𝑥1, … , 𝑥𝐾) = 𝔼[𝑓(𝑥1, … , 𝑥𝐾 , 𝑌1, … , 𝑌𝐿)],                             (3.3.4) 

τότε 

𝔼𝑛[𝑓(𝛸
1, … , 𝑋𝐾 , 𝑌1, … , 𝑌𝐿)] = 𝑔(𝛸1, … , 𝑋𝐾).                      (3.3.5) 

Το παράδειγμά μας είναι μια ειδική περίπτωση για 𝛫 = 𝐿 = 1. Συνεπώς η σχέση 

(3.3.4) γίνεται 

𝑔(𝑥) = 𝔼[𝑓(𝑥, 𝑌)] 

και η σχέση (3.3.5) παίρνει την μορφή: 

𝔼𝑛[𝑓(𝑋, 𝑌)] = 𝑔(𝑋) 

όπου η τυχαία μεταβλητή 𝛸 εξαρτάται από τις πρώτες 𝑛 ρίψεις και η τυχαία μεταβλη-

τή 𝑌 εξαρτάται μόνο από την (𝑛 + 1) - οστή ρίψη μέχρι την 𝛮. 

Στην ουσία το Λήμμα 3.3.3 εκφράζει μια ιδιότητα ανεξαρτησίας τυχαίων μεταβλη-

τών. Στην υπό συνθήκη μέση τιμή 𝔼𝑛[𝑓(𝑋, 𝑌)] η τυχαία μεταβλητή 𝛸 είναι γνωστή 

αφού έχει συμβεί και η 𝑛-οστή ρίψη. Όμως λόγω του ότι η 𝛸 είναι μέσα στην συνάρ-

τηση 𝑓 δεν μπορούμε να την βγάλουμε έξω ως παράγοντα. Συνεπώς, χρησιμοποιούμε 

την μεταβλητή 𝑥 για να δηλώσουμε ότι μιλάμε για κάτι σταθερό. Έτσι, υπολογίζουμε 

την υπό συνθήκη μέση τιμή της τυχαίας μεταβλητής 𝑓(𝑥, 𝑌) της οποίας η τυχαιότητα 

εξαρτάται από την τυχαία μεταβλητή 𝑌 από την (𝑛 + 1)-οστή ρίψη μέχρι την 𝛮. 

Επιστρέφοντας στο παράδειγμα μας, κάνοντας χρήση του Λήμματος 3.3.3 αντικαθι-

στούμε την 𝑆𝑛 με την μεταβλητή 𝑠 και την 𝑀𝑛 με την μεταβλητή 𝑚 και υπολογίζουμε 

ότι : 

𝑔(𝑠,𝑚) = 𝔼[𝑓(𝑠𝑌,𝑚 ∨ (𝑠𝑌) ) ] = 𝑝𝑓(𝑢𝑠,𝑚 ∨ (𝑢𝑠) + 𝑞𝑓(𝑑𝑠,𝑚 ∨ (𝑑𝑠)). 

Άρα 

𝔼𝑛[𝑓(𝑆𝑛+1, 𝑀𝑛+1)] = 𝑔(𝑆𝑛,𝑀𝑛). 

Η υπό συνθήκη μέση τιμή 𝔼𝑛[𝑓(𝑆𝑛+1, 𝑀𝑛+1)] είναι τυχαία μεταβλητή ως συνάρτηση 

των τυχαίων μεταβλητών 𝑆𝑛 και 𝑀𝑛 και άρα η {(𝑆𝑛, 𝑀𝑛)|𝑛 = 0,1, … ,𝛮} είναι μια 

δισδιάστατη διαδικασία Markov. Το ίδιο συμπέρασμα προκύπτει αν χρησιμοποιή-

σουμε το μέτρο πιθανότητας ουδέτερου ρίσκου ℙ̃. 

Πριν προχωρήσουμε στην αποπληρωμή του δικαιώματος 𝐶𝑛 και πως αυτή συνδέεται 

με την συνάρτηση 𝑢𝑛 θα αναφέρουμε μια ιδιότητα της Μαρκοβιανής διαδικασίας. 

Μέχρι τώρα η διαδικασία Markov είτε ήταν μονοδιάσταση είτε δισδιάστατη όριζε μια 

εξίσωση για την υπό συνθήκη μέση τιμή της 𝛸𝑛+1 σε όρους 𝛸𝑛. Αυτό όμως γενικεύε-

ται για τυχαίες μεταβλητές  που διαφέρουν πάνω από μια περίοδο. Πράγματι, αν 

𝛸0, … , 𝛸𝛮 είναι μία διαδικασία Markov και ένας ακέραιος αριθμός 𝑛 ≤ 𝛮 − 2, γνω-

ρίζαμε ότι για κάθε συνάρτηση 𝑓 υπάρχει μια συνάρτηση 𝑔 τέτοια ώστε: 
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𝔼𝑛+1[𝑓(𝑋𝑛+2)] = 𝑔(𝑋𝑛+1). 

Αν πάρουμε και στα δύο μέλη υπό συνθήκη μέσες τιμές θα έχουμε: 

𝔼𝑛[𝔼𝑛+1[𝑓(𝑋𝑛+2)]] = 𝔼𝑛[𝑔(𝑋𝑛+1)] ⇔ 𝔼𝑛[𝑓(𝑋𝑛+2)] = 𝔼𝑛[𝑔(𝑋𝑛+1)] 

όμως αφού βρίσκομαι στο χρόνο 𝑛 και η 𝛸𝑛 είναι διαδικασία Markov θα έχουμε ότι: 

𝔼𝑛[𝑓(𝑋𝑛+2)] = 𝔼𝑛[𝑔(𝑋𝑛+1)]
𝑋∼𝑀𝑎𝑟𝑘𝑜𝑣
⇒       𝔼𝑛[𝑓(𝑋𝑛+2)] = ℎ(𝑋𝑛). 

Άρα επαναλαβάνοντας διαδοχικά το παραπάνω συμπέρασμα αποδεικνύεται ότι για 

κάθε 𝑛 με 0 ≤ 𝑛 ≤ 𝑚 ≤ 𝑁 και για κάθε συνάρτηση 𝑓 υπάρχει μια συνάρτηση 𝑔 (όχι 

η ίδια με πάνω) τέτοια ώστε: 

𝔼𝑛[𝑓(𝑋𝑚)] = 𝑔(𝑋𝑛).                                                  (3.3.6) 

Όμοια αν {(𝛸𝑛
1, … , 𝑋𝑛

𝐾)|𝑛 = 0,1, … ,𝑁} είναι μία Κ-διάστατη διαδικασία Markov, τότε 

για κάθε 𝑛 με 0 ≤ 𝑛 ≤ 𝑚 ≤ 𝑁 και για κάθε συνάρτηση 𝑓(𝑥1, … , 𝑥𝐾) υπάρχει μια συ-

νάρτηση 𝑔(𝑥1, … , 𝑥𝐾) τέτοια ώστε 

𝔼𝑛[𝑓(𝛸𝑚
1 , … , 𝛸𝑚

𝛫)] = 𝑔(𝛸𝑛
1, … , 𝛸𝑛

𝛫).                               (3.3.7) 

Επιστρέφουμε τώρα στο διωνυμικό μοντέλο τιμολόγησης και την αποπληρωμή του 

δικαιώματος 𝐶𝑛. Η αποπληρωμή στη λήξη δίνεται από τον τύπο 𝐶𝑁 = 𝑢𝑁(𝑆𝑁). Το 

πρώτο μέλος της εξίσωσης εξαρτάται από την ακολουθία των ρίψεων του νομίσματος 

ενώ το δεύτερο μέλος από έναν πραγματικό αριθμό, την τιμή της μετοχής. Υπό αυτό 

το πρίσμα η 𝑢𝑁(𝑆𝑁) δεν περιέχει τίποτα τυχαίο. Αν όμως γράψουμε 𝑢𝑁(𝑆𝑁(𝜌1…𝜌𝑛)) 

τότε μιλάμε για μια τυχαία μεταβλητή για την οποία ισχύει: 

𝐶𝑁(𝜌1…𝜌𝛮) = 𝑢𝑛(𝑋𝑁(𝜌1…𝜌𝛮))      για όλα τα 𝜌1…𝜌𝛮 

Επίσης από Θεώρημα 3.2.3 ισχύει ότι: 

𝐶𝑛(𝜌1…𝜌𝛮) = 𝔼̃𝑛 [
𝐶𝛮

(1 + 𝑟)𝑁−𝑛
] (𝜌1…𝜌𝛮)     για όλα τα 𝜌1…𝜌𝛮 

Αν εφαρμόσουμε την σχέση (3.3.6) συνεπάγεται ότι: 

𝔼̃𝑛 [
𝐶𝛮

(1 + 𝑟)𝑁−𝑛
] (𝜌1…𝜌𝛮) = 𝑢𝑛(𝑋𝑛(𝜌1…𝜌𝛮))   για όλα τα 𝜌1…𝜌𝛮 

Άρα η τιμή του δικαιώματος στο χρόνο 𝑛 είναι μία συνάρτηση ως προς 𝛸𝑛. Δηλαδή, 

𝐶𝑛 = 𝑢𝑛(𝑋𝑛) 

Θεώρημα 𝟑. 𝟑. 𝟒 Έστω 𝛸0, … , 𝛸𝛮 μια διαδικασία Markov σε ένα διωνυμικό μοντέλο. 

Αν θεωρήσουμε ένα παράγωγο προϊόν του οποίου η αποπληρωμή στο χρόνο 𝛮 είναι 

𝑢𝛮(𝛸𝛮) τότε για κάθε 𝑛 στο [0, 𝛮] η τιμή 𝐶𝑛 του παραγώγου αυτού είναι κάποια συ-

νάρτηση 𝑢𝑛 του 𝛸𝑛. Δηλαδή, 
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𝐶𝑛 = 𝑢𝑛(𝛸𝑛), 𝑛 = 0,1, … ,𝑁.                                               (3.3.8) 

Η συνάρτηση 𝑢𝑛 υπολογίζεται με έναν αναδρομικό αλγόριθμο του οποίου ο ακριβής 

τύπος εξαρτάται από την διαδικασία Markov 𝛸0, … , 𝛸𝛮. 

Ανάλογα αποτελέσματα ισχύουν όταν η διαδικασία Markov είναι πολυδιάστατη. Στο 

διωνυμικό μοντέλο όπου συναντήσαμε παραπάνω η αποπληρωμή στο χρόνο 𝛮 είναι 

𝑢𝛮(𝛸𝛮, 𝐶𝑁). Μια συνάρτηση ως προς την τιμή της μετοχής και την μέγιστη τιμή που 

έχει λάβει μέχρι την λήξη. Σύμφωνα με το θεώρημα θα ισχύει: 

𝐶𝑛 = 𝑢𝑛(𝑆𝑛, 𝑀𝑛) = 𝔼̃𝑛 [
𝑢𝛮(𝑆𝛮,𝑀𝑁)

(1 + 𝑟)𝑁−𝑛
] 

Επίσης, αν θυμηθούμε το Θεώρημα 3.2.3 για την τιμολόγηση κάτω από το μέτρο του 

ουδέτερου ρίσκου συνεπάγεται ότι: 

𝐶𝑛 =
1

1 + 𝑟
𝔼̃𝑛[𝐶𝑛+1] 

Συνδιάζοντας της δύο παραπάνω σχέσεις και κάνοντας χρήση του Λήμματος 3.3.3 

προκύπτει ένας αναδρομικός αλγόριθμος για τον υπολογισμό της συνάρτησης 𝑢𝑛. 

Έτσι αν υποθέσουμε για κάποιο χρόνο 𝑛 ανάμεσα στο μηδέν και στο 𝛮 − 1 ότι έχου-

με υπολογίσει την συνάρτηση 𝑢𝑛+1 τέτοια ώστε 𝐶𝑛+1 = 𝑢𝑛+1(𝑆𝑛+1,𝑀𝑛+1) τότε: 

𝐶𝑛 = 𝑢𝑛(𝑆𝑛,𝑀𝑛) =
1

1 + 𝑟
𝔼̃𝑛[𝑢𝑛+1(𝑆𝑛+1, 𝑀𝑛+1)] 

              =
1

1 + 𝑟
𝔼̃𝑛 [𝑢𝑛+1 (𝑆𝑛 ∙

𝑆𝑛+1
𝑆𝑛

, 𝑀𝑛⋁ (𝑆𝑛 ∙
𝑆𝑛+1
𝑆𝑛
))] 

Αφού δεσμεύουμε στο χρόνο 𝑛 σημαίνει ότι οι ποσότητες  𝑆𝑛 και 𝑀𝑛 είναι γνωστές. 

Έτσι μπορούν να αντικατασταθούν με τις μεταβλητές 𝑠 και 𝑚 αντίστοιχα. Ο όρος 
𝑆𝑛+1

𝑆𝑛
 εξαρτάται από την (𝑛 + 1)-οστή ρίψη. Άρα, 

𝑢𝑛(𝑠,𝑚) =
1

1 + 𝑟
𝔼̃𝑛 [𝑢𝑛+1 (𝑠 ∙

𝑆𝑛+1
𝑆𝑛

, 𝑚⋁ (𝑠 ∙
𝑆𝑛+1
𝑆𝑛
))] 

                                           =
1

1 + 𝑟
[𝑝𝑢𝑛+1(𝑢𝑠,𝑚 ∨ (𝑢𝑠) + 𝑞̃(𝑑𝑠,𝑚 ∨ 𝑑𝑠))]         (3.3.9) 

Η τελευταία σχέση μπορεί να απλοποιηθεί αν σκεφτεί κανείς ότι 𝑚 ≥ 𝑠. Στο διωνυ-

μικό μοντέλο όμως έχουμε υποθέσει ότι 𝑑 ≤ 1 ή αλλιώς ότι 𝑠 ≥ 𝑑𝑠. Άρα, συνεπάγε-

ται για 𝑛 από μηδέν μέχρι 𝛮 − 1 ότι 𝑚 ≥ 𝑑𝑠 ή αλλιώς (𝑚 ∨ 𝑑𝑠) = 𝑚. Συνεπώς ο αλ-

γόριθμος τιμολόγησης γίνεται: 

𝑢𝑛(𝑠,𝑚) =
1

1 + 𝑟
[𝑝𝑢𝑛+1(𝑢𝑠,𝑚 ∨ (𝑢𝑠) + 𝑞̃(𝑑𝑠,𝑚))]    𝑛 = 𝑁 − 1,𝑁 − 2,… , 0.  
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(3.3.10) 

Με αυτό το τρόπο καταφέραμε να κατασκευάσουμε ένα τύπο για τον υπολογισμό της 

τιμής του δικαιώματος χωρίς να μας ενδιαφέρει το μονοπάτι που ακολούθησε η μετο-

χή. Για περισσότερες τεχνικές και αποτελέσματα παραπέμπουμε στο  [9].  
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 4 

Οριακή συμπεριφορά Διωνυμικού μοντέλου 
Διαβάζοντας τις προηγούμενες ενότητες υπάρχει μια φυσική τάση να ταυτίζουμε κά-

θε περίοδο με μια συγκεκριμένη διάρκεια σε πραγματικό χρόνο. Η διάρκεια μιας η-

μέρας είναι η πιο συνηθισμένη επιλογή. Στην πραγματικότητα όμως τα πράγματα εί-

ναι πολύ διαφορετικά. Πρώτον οι πιθανές τιμές που μπορεί να πάρει μια μετοχή σε 

μια ημέρα μπορεί να είναι παραπάνω από δυο. Επίσης η αγορά δεν είναι διαθέσιμη 

για συναλλαγές μια συγκεκριμένη ημέρα, αντιθέτως οι συναλλαγές είναι σχεδόν συ-

νεχόμενες. 

Οι δυο παραπάνω παρατηρήσεις είναι πολύ βάσιμες. Το διακριτό μοντέλο με το ο-

ποίο προσεγγίσαμε την τιμολόγηση των δικαιωμάτων έχει την ευελιξία να προσαρ-

μοστεί σε αυτήν την πραγματικότητα.  Αν και είναι φυσικό να σκεφτόμαστε μια περί-

οδο ως μια ημέρα, από την άλλη δεν υπάρχει κάτι που να μας αναγκάζει να το κά-

νουμε. Έτσι θα μπορούσαμε να θεωρήσουμε μικρότερα διαστήματα, όπως μιας ώρας 

ή ενός λεπτού. Την ίδια στιγμή λοιπόν, οι συναλλαγές θα ήταν πάρα πολύ συχνές και 

η μετοχή θα μπορούσε να πάρει εκατοντάδες τιμές μέχρι το τέλος της μέρας. Η παρα-

πάνω σκέψη προϋποθέτει ότι η πιθανότητα η τιμή μιας μετοχής να έχει μεγάλες αυ-

ξομειώσεις μέσα σε ένα λεπτό είναι μικρή.  Αυτό βοηθάει το μοντέλο μας να προση-

μειώσει πιο πιστά την πραγματικότητα. Σε αντίθετη περίπτωση οι ποσοστιαίες μετα-

βολές της ημέρας θα ήταν ίδιες με αυτές του λεπτού. Για αυτό θεωρούμε ότι η ποσο-

στιαίες μεταβολές της μετοχής είναι πολύ μικρές σε κάθε λεπτό. 

 

 4.1 Προσαρμογή των r, u και d στην οριακή περίπτωση. 

Πιο συγκεκριμένα, ας θεωρήσουμε μια μεταβλητή ℎ η οποία αντιπροσωπεύει τον εν-

διάμεσο χρόνο ανάμεσα σε δυο διαδοχικές  μεταβολές της τιμής της μετοχής. Δηλα-

δή, αν 𝑇 είναι ο προκαθορισμένος χρόνος μέχρι την λήξη, και 𝑛 το πλήθος των δια-

στημάτων μήκους ℎ πριν την λήξη, τότε  θα έχουμε ότι : 

ℎ ≡
𝑇

𝑛
                                                                      (4.1.1) 

Καθώς οι συναλλαγές γίνονται όλο και πιο συχνές, το ℎ πλησιάζει όλο και περισσό-

τερο προς το μηδέν. Επίσης, το επιτόκιο και οι ποσοστιαίες μεταβολές της μετοχής 

πρέπει κάθε φορά να προσαρμόζονται σε αυτό το διάστημα για να προκύπτουν ρεα-

λιστικά αποτελέσματα. Με άλλα λόγια οι μεταβλητές  𝑢 και 𝑑 είναι εξαρτημένες από 

την μεταβλητή ℎ. Άρα πρέπει να τις προσαρμόσουμε καθώς τα διαστήματα ανάμεσα 

στις διαδοχικές μεταβολές τις μετοχής  γίνονται όλο και πιο μικρά ή ισοδύναμα το 

𝑛 → ∞. 

Μέχρι πριν από αυτό το κεφάλαιο δεν υπήρχε η ανάγκη το επιτόκιο για ένα συγκε-

κριμένο διάστημα πριν λήξη να διαφοροποιηθεί από το επιτόκιο της μιας περιόδου. 
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Αυτό διότι, ταυτίζαμε αυτό το συγκεκριμένο διάστημα με το μέτρο μιας περιόδου. Σε 

αυτό το σημείο ερχόμαστε να κάνουμε ένα διαχωρισμό ανάμεσα σε αυτά τα δύο μο-

ντέλα. Η μεταβλητή 𝑟 θα συνεχίσει να συμβολίζει το επιτόκιο για ένα συγκεκριμένο 

χρονικό διάστημα (συνήθως ένα έτος). Έτσι, σε διάστημα 𝑛 περιόδων και χρόνο 𝛵 να 

απομένει μέχρι τη λήξη, η συνολική απόδοση είναι (1 +
𝑟𝑇

𝑛
)
𝑛

. Καθώς το 𝑛 → ∞ θα 

έχουμε: 

(1 +
𝑟𝑇

𝑛
)
𝑛

≈ 𝑒𝑟𝑇                                                     (4.1.2) 

 

Από τον τρόπο που ορίσαμε τα ενδιάμεσα διαστήματα καθώς το 𝑛 → ∞, ή ισοδύναμα 

το ℎ → 0, το διωνυμικό μοντέλο πολλαπλών περιόδων, για κατάλληλα 𝑢 και 𝑑, μπο-

ρεί να θεωρηθεί ότι προσεγγίζει μια συνεχή στοχαστική διαδικασία. Αυτό διότι σε 

πολύ μικρά χρονικά διαστήματα θα συμβαίνουν πολλές μικρές τυχαίες μεταβολές 

στην τιμή της μετοχής. Αν ένα μολύβι προσομοίωνε στο χαρτί το μονοπάτι της μετο-

χής, δεν θα χρειαζόταν να σηκωθεί από αυτό. Η τιμή της μετοχής θα ταλαντεύεται 

ακατάπαυστα. Με την σειρά της η συνεχής στοχαστική διαδικασία μας οδηγεί στην 

formula των Fisher Black και Myron Scholes για την τιμολόγηση δικαιωμάτων στο 

συνεχή χρόνο. 

Για να υπολογίσουμε τα κατάλληλα αυτά 𝑢 και 𝑑 πρέπει να θυμηθούμε πως τα είχαμε 

ορίσει. Σε κάθε περίοδο το 𝑢 − 1 αντιστοιχούσε στην ποσοστιαία αύξηση της μετο-

χής με πιθανότητα 𝑝 και το 1 − 𝑑 στην ποσοστιαία μείωση της μετοχής με πιθανότη-

τα 1 − 𝑝. Αν η τρέχουσα τιμή μετοχής ήταν 𝑆, η τιμή στο τέλος της περιόδου θα είναι 

είτε 𝑢𝑆 είτε 𝑑𝑆. Αντί αυτού θα είναι πιο εύκολο για την ανάλυση στην συνέχεια να 

δουλέψουμε με τους φυσικούς λογάριθμους 𝑙𝑜𝑔𝑢 και 𝑙𝑜𝑔𝑑 (π.χ βλ.[3]). Οι φυσικοί 

λογάριθμοι δίνουν την σύνθετη απόδοση σε συνεχή χρόνο για μια μετοχή σε κάθε 

περίοδο. Οι αποδόσεις είναι τυχαίες μεταβλητές οι οποίες για κάθε περίοδο είναι ίσες 

με 𝑙𝑜𝑔𝑢 με πιθανότητα 𝑝 και 𝑙𝑜𝑔𝑑 με πιθανότητα 1 − 𝑝. 

Ας θεωρήσουμε μια τυχαία ακολουθία από 5 κινήσεις της μετοχής, 𝛫, 𝛤, 𝛫, 𝛫, 𝛤 όπου 

𝛫 και 𝛤 αντιστοιχούν σε αποδόσεις της μετοχής 𝑢 − 1 και 1 − 𝑑 αντίστοιχα. Τότε η 

τελική τιμή της μετοχής θα είναι 𝑆𝑇 = 𝑢𝑑𝑢𝑢𝑑𝑆 ή ισοδύναμα 𝑆𝑇/𝑆 = 𝑢
3𝑑2  το οποίο 

συνεπάγεται log(𝑆𝑇 𝑆⁄ ) = 3𝑙𝑜𝑔𝑢 + 2𝑙𝑜𝑔𝑑. 

Γενικά για 𝑛 περιόδους θα έχω: 

log(𝑆𝑇 𝑆⁄ ) = 𝜅𝑙𝑜𝑔𝑢 + (𝑛 − 𝜅)𝑙𝑜𝑔𝑑 = 𝜅𝑙𝑜𝑔(𝑢 𝑑⁄ ) + 𝑛𝑙𝑜𝑔𝑑, 

Όπου 𝜅 είναι η τιμή μιας τυχαίας μεταβλητής 𝛫 που μετράει το πλήθος των ανοδικών 

κινήσεων που θα συμβούν μέχρι τη λήξη. Η κατανομή που ακολουθεί η τυχαία μετα-

βλητή 𝛫 είναι Διωνυμική με μέση τιμή 𝔼[𝛫] = 𝑛𝑝 και διασπορά 𝑉𝑎𝑟[𝐾] = 𝑛𝑝(1 −

𝑝). 
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Αν η αναμενόμενη τιμή της τυχαίας μεταβλητής log (𝑆𝑇/𝑆) είναι: 

𝔼[log(𝑆𝑇 𝑆⁄ )] = 𝑙𝑜𝑔(𝑢 𝑑⁄ ) ∙ 𝔼(𝐾) + 𝑛𝑙𝑜𝑔𝑑, 

και η διασπορά της: 

𝑉𝑎𝑟[log(𝑆𝑇 𝑆⁄ )] = [𝑙𝑜𝑔(𝑢 𝑑⁄ )]
2 ∙ 𝑉𝑎𝑟(𝛫). 

Τότε αν συνδυάσουμε τα δύο παραπάνω συμπεράσματα θα έχουμε: 

𝔼[log(𝑆𝑇 𝑆⁄ )] = [𝑝𝑙𝑜𝑔(𝑢 𝑑⁄ ) + 𝑙𝑜𝑔𝑑]𝑛 ≡ 𝜇̂𝑛                            (4.1.3) 

𝑉𝑎𝑟[log(𝑆𝑇 𝑆⁄ )] = 𝑝(1 − 𝑝)[𝑙𝑜𝑔(𝑢 𝑑⁄ )]
2𝑛 ≡ 𝜎̂2𝑛                  (4.1.4) 

Άρα, για μια μετοχή αρκεί να πάρω μια σύνθετη απόδοση σε συνεχή χρόνο με μέση 

τιμή 𝜇̂𝑛 και διασπορά 𝜎̂2𝑛. Ακόμα όμως δεν έχουμε φτάσει στο επιθυμητό αποτέλε-

σμα. Αν θεωρήσουμε ότι όλα παραμένουν σταθερά καθώς το 𝑛 γίνεται μεγάλο αντι-

μετωπίζουμε το ίδιο πρόβλημα με πριν. Αυτό διότι, δεν μπορούμε να καταλήξουμε σε 

ένα λογικό συμπέρασμα όταν είτε το 𝜇̂𝑛 είτε το 𝜎̂2𝑛 πηγαίνει στο μηδέν ή στο άπειρο 

καθώς το 𝑛 γίνεται πολύ μεγάλο. Για αυτό το λόγο θα επιλέξω τα 𝑢, 𝑑, και 𝑝 με τέ-

τοιο τρόπο ώστε η μέση τιμή και η διασπορά της σύνθετης απόδοσης σε συνεχή χρό-

νο για ένα μονοπάτι της μετοχής να συμπίπτει με αυτή της μετοχής στην πραγματικό-

τητα καθώς το 𝑛 → ∞. Συνεπώς, θα επιλέξουμε 𝑢, 𝑑, και 𝑝 τέτοια ώστε καθώς το 

𝑛 → ∞ να ισχύει: 

[𝑝𝑙𝑜𝑔(𝑢 𝑑⁄ ) + 𝑙𝑜𝑔𝑑]𝑛 → 𝜇𝑇 

και 

𝑝(1 − 𝑝)[𝑙𝑜𝑔(𝑢 𝑑⁄ )]2𝑛 → 𝜎2𝑇 

Αυτό επιτυγχάνεται αν θέσουμε: 

𝑢 = 𝑒𝜎√𝑇 𝑛⁄ , 

𝑑 = 𝑒−𝜎√𝑇 𝑛⁄ , 

𝑝 =
1

2
+
1

2
(𝜇/𝜎)√𝑇/𝑛 

Στην παραπάνω ανάλυση θα ήταν ισοδύναμο να επιλέξουμε 𝑢, 𝑑 και 𝑝 τέτοια ώστε η 

μέση τιμή και η διασπορά των μελλοντικών τιμών της μετοχής στο διακριτό διωνυμι-

κό μοντέλο να προσεγγίζει την προκαθορισμένη μέση και διασπορά της πραγματικής 

μετοχής καθώς 𝑛 → ∞. Υπολογιστικά όμως, είναι πιο βολικό να δουλεύουμε με την 

σύνθετη απόδοση σε συνεχή χρόνο. 

Η μέση τιμή και η διασπορά περιγράφουν μόνο δύο πτυχές της κατανομής. Αν και οι 

αρχικές μας απαιτήσεις ικανοποιούνται από τους παραπάνω δείκτες, είναι χρήσιμο να 

τις επαληθεύσουμε φτάνοντας σε μια οριακή κατανομή για την σύνθετη απόδοση σε 



61 
 

συνεχή χρόνο. Η τυχαία μεταβλητή που περιγράφει την σύνθετη απόδοση σε συνεχή 

χρόνο για ένα διάστημα 𝑇 είναι ένα άθροισμα από 𝑛 ανεξάρτητες τυχαίες μεταβλητές. 

Οι τιμές που μπορούν να πάρουν οι παραπάνω τυχαίες μεταβλητές είναι 𝑙𝑜𝑔𝑢 και 

𝑙𝑜𝑔𝑑 με πιθανότητα 𝑝 και 1 − 𝑝 αντίστοιχα. Εμείς θέλουμε να μελετήσουμε  την κα-

τανομή αυτού του αθροίσματος καθώς το 𝑛 γίνεται μεγάλο. Σημειώνεται ότι όταν το 

𝑛 αλλάζει, δεν προσθέτουμε απλά περισσότερες τυχαίες μεταβλητές στο προηγούμε-

νο άθροισμα, αντί αυτού  αλλάζουν οι πιθανότητες και τα πιθανά αποτελέσματα για 

κάθε όρο το αθροίσματος. Σε αυτό το σημείο θα βασιστούμε σε μια μορφή του Κε-

ντρικού Οριακού Θεωρήματος που αναφέρεται στην ταχύτητα της σύγκλισης το ο-

ποίο και παραθέτουμε χωρίς απόδειξη. Το θεώρημα είναι γνωστό στην βιβλιογραφία 

ως Θεώρημα των Berry και Esseen (π.χ βλ. [10]). 

𝛩𝜀ώ𝜌𝜂𝜇𝛼 4.1.1 Έστω ακολουθία (𝑋𝑛)𝑛=1
∞  ανεξάρτητων και ισόνομων τυχαίων μετα-

βλητών με 𝔼{|𝛸|3} < +∞, και έστω 𝜇 = 𝔼𝛸1 και 𝜎2 = 𝑉𝑎𝑟(𝛸1). Τότε υπάρχει μια 

γενική σταθερά 𝑐 ∈  [
1

√2𝜋
, 0.8) τέτοια ώστε: 

𝑠𝑢𝑝𝑥∈ℝ |𝑃 (
√𝑛(𝛸̅ − 𝜇)

𝜎
≤ 𝑥) − 𝛷(𝑥)| ≤

𝑐𝔼{|𝑋1|
3}

√𝑛𝜎3
 

 

όπου 𝛷 είναι η τυπική κανονική κατανομή. 

 

Όταν εφαρμόσουμε το παραπάνω θεώρημα στο πρόβλημα μας παρατηρούμε ότι κα-

θώς το 𝑛 → ∞, αν  

𝑝|𝑙𝑜𝑔𝑢 − 𝜇̂|3 + (1 − 𝑝)|𝑙𝑜𝑔𝑑 − 𝜇̂|3

𝜎̂3√𝑛
→ 0                   (4.1.5) 

τότε 

𝑃 (
log(𝑆∗ 𝑆⁄ ) − 𝜇̂𝑛

𝜎̂√𝑛
≤ 𝑧) → 𝛷(𝑧)                                (4.1.6) 

Πράγματι, αν στην σχέση (4.1.5) αντικαταστήσουμε τις  (4.1.3) και  (4.1.4) προκύ-

πτει: 

𝑝|𝑙𝑜𝑔𝑢 − 𝜇̂|3 + (1 − 𝑝)|𝑙𝑜𝑔𝑑 − 𝜇̂|3

𝜎̂3√𝑛
=
(1 − 𝑝)2 + 𝑝2

√𝑛𝑝(1 − 𝑝)
→ 0 

αν συνυπολογίσουμε ότι το 𝑝 =
1

2
+
1

2
(𝜇/𝜎)√𝑇/𝑛. 

Η παραπάνω συνθήκη δηλώνει ότι υψηλής τάξης ιδιότητες της κατανομής όπως είναι 

η κυρτότητά της, γίνονται όλο και λιγότερο σημαντικές σε σχέση με την τυπική από-

κλισή της καθώς  𝑛 → ∞. 
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Με την σειρά της η σχέση (4.1.6) συνεπάγεται ότι το διωνυμικό μοντέλο πολλαπλών 

περιόδων για μια μετοχή περιλαμβάνει την λογαριθμική κατανομή ως οριακή περί-

πτωση. Αυτό διότι, μια τυχαία μεταβλητή ακολουθεί λογαριθμική κατανομή αν ο φυ-

σικός λογάριθμος της μεταβλητής ακολουθεί κανονική κατανομή. 

Οι Fisher Black και Myron Scholes ξεκίνησαν κατευθείαν με συναλλαγές σε συνεχή 

χρόνο και την υπόθεση μιας λογαριθμική κατανομής για την κίνηση της τιμή της με-

τοχής. Έτσι, στο τύπο των Black και Scholes που δίνει την no- arbitrage τιμή ενός 

δικαιώματος αγοράς ευρωπαϊκού τύπου με ημερομηνίας λήξης 𝛵 και τιμή εξάσκησης 

𝛫 στο χρόνο 𝑡 απέδειξαν ότι είναι: 

𝐶 = 𝑆𝑡𝛷(𝑑1) − 𝐾𝑒
−𝑟(𝑇−𝑡)𝛷(𝑑2)                                      (4.1.7) 

όπου 

𝑑1 =
ln(𝑆𝑡 𝐾⁄ ) + (𝑟 + 𝜎2 2⁄ )(𝑇 − 𝑡)

𝜎√𝑇 − 𝑡
                              (4.1.8) 

𝑑2 =
ln(𝑆𝑡 𝐾⁄ ) + (𝑟 − 𝜎2 2⁄ )(𝑇 − 𝑡)

𝜎√𝑇 − 𝑡
= 𝑑1 − 𝜎√𝑇 − 𝑡             

(4.1.9) 

και 𝛷 είναι η συνάρτηση κατανομής της 𝛮(0,1), 𝜎 η μεταβλητότητα της τιμής της 

μετοχής και 𝑟 το επιτόκιο της αγοράς. 

 

4.2 Παραδείγματα και αλγόριθμοι στην οριακή περίπτωση. 

Η παράγραφος αυτή έρχεται ως συνέχεια της προηγούμενης με σκοπό να υλοποιήσει 

μέσω κατάλληλων αλγορίθμων το παραπάνω θεωρητικό κομμάτι. Οι αλγόριθμοι που 

ακολουθούν διαφέρουν από αυτούς στο Κεφάλαιο 2. Οι ανεξάρτητες μεταβλητές 𝑟, 𝑢 

και 𝑑 των αλγορίθμων έχουν αλλάξει όπως περιγράφηκε παραπάνω έτσι ώστε 

το διωνυμικό μοντέλο να προσεγγίζει το μοντέλο Black και Scholes όταν το 𝑛 → ∞. 

Τα συμβόλαια που θα τιμολογηθούν θα είναι ένα Call Option και ένα Asian Option. 

Για να γίνει καλύτερη παρουσίαση, οι σχετικοί αλγόριθμοι θα είναι χωρισμένοι σε 

ενότητες οι οποίες θα συνοδεύονται από παραδείγματα. Στην συνέχεια, για το call 

option ο αλγόριθμος θα υλοποιηθεί για ένα μεγάλο 𝑛 και θα γίνει σύγκριση με το α-

ποτέλεσμα που δίνει ο τύπος των Black και Scholes. Για το Asian Option ο αλγόριθ-

μος θα υλοποιηθεί για ένα μεγάλο 𝑛 και η σύγκριση θα γίνει μέσω προσομοίωσης. 

Call Option – Διωνυμικό Μοντέλο (περιγραφή αλγορίθμου). 

Αρχικά δηλώνονται οι παράμετροι του μοντέλου: 

ℎ: ενδιάμεσος χρόνος ανάμεσα σε δυο διαδοχικές μεταβολές της τιμής της μετοχής. 

𝑛: πλήθος των διαστημάτων μήκους ℎ. 
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𝑆0:  τιμή εκίνησης της μετοχής. 

𝐾: τιμή εξάσκησης. 

𝑟: ετήσιο επιτόκιο (θεωρείται συνεχής ανατοκισμός). 

𝜇:   τάση (σύμφωνα με το μέτρο ουδέτερου κινδύνου)  

𝜎: volatility  

𝑢𝑝: ποσοστιαία αύξηση. 

𝑑𝑜𝑤𝑛: ποσοστιαία μείωση. 

𝑝: η πιθανότητα η μετοχή να κινηθεί ανοδικά. 

𝑞: η πιθανότητα η μετοχή να κινηθεί καθοδικά. 

Όλοι οι κώδικες που ακολουθούν υλοποιούνται στο υπολογιστικό πακέτο Wolfram 

Mathematica 7 

h=T/n; 

n=3; 

S0=20; 

K=22; 

T=1; 

r=0.5; 

μ=r-σ^2/2; 

σ=0.2; 

up=Exp[σ*h^0.5]; 

down=Exp[-σ*h^0.5]; 

p=(Exp[r*h]-down)/(up-down); 

q=1-p; 

 

Το επόμενο βήμα αναφέρεται στα πιθανά μονοπάτια που θα ακολουθήσει η μετοχή. 

Αυτό στον αλγόριθμο περιγράφεται με έναν πίνακα. Αρχικά δημιουργείται ένας πίνα-

κας 𝑆 με μηδενικά 𝑛 + 1 γραμμών όπου η 𝑖 γραμμή περιέχει ένα διάνυσμα 𝑖 κελιών. 

Στην συνέχεια με μια εμφωλευμένη επανάληψη γεμίζει ο πίνακας από πάνω προς τα 

κάτω και από τα αριστερά προς τα δεξιά έτσι ώστε στη θέση 𝑆𝑖𝑗 η τιμή να είναι 

𝑆0𝑢𝑝
𝑖−𝑗𝑑𝑜𝑤𝑛𝑗−1. 

S=Table[0,{n+1}]; 

Do[ 

S[[i]]=Table[0,{i}], 

{i,1,n+1}]; 

Do[ 

 Do[S[[i,j]]=S0*(up^(i-j))*(down^(j-1)) 

    ,{j,1,Length[S[[i]]]}]; 

,{i,1,n+1}]; 

Print[S] 
{{20.},{22.448,17.8189},{25.1957,20.,15.8757},{28.2796,22.448,17.8189,14.144

4}} 

 

Παράδειγμα με παραμέτρους: 𝒏 = 𝟑, 𝑺𝟎 = 𝟐𝟎,𝑲 = 𝟐𝟐, 𝑻 = 𝟏, 𝒓 = 𝟎. 𝟓, 𝝈 = 𝟎. 𝟐 
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Ο κώδικας μέχρι τώρα έχει κατασκευάσει ένα δέντρο με όλα τα πιθανά μονοπάτια της 

μετοχής. Στο βήμα που ακολουθεί αρχικά κατασκευάζεται ένας πίνακας ίσης διάστα-

σης με τον πίνακα 𝑺 και γεμίζει με μηδενικά. Στην συνέχεια ξεκινάει μια από κάτω 

προς τα πάνω διαδικασία για τον υπολογισμό της τιμής του δικαιώματος. Στο χρόνο 

𝒏 = 𝟑 δηλαδή στην γραμμή 𝟒 ο αλγόριθμος υπολογίζει το θετικό μέρος της διαφοράς 

της τιμής εξάσκησης από την τιμή της μετοχής στο χρόνο αυτό, δηλαδή 𝑪𝒏,𝒊 =
(𝑺𝒏,𝒊 −𝑲)+   (call option). Για τις γραμμές από 𝒏 − 𝟏 μέχρι 1 ο αλγόριθμος κινούμε-

νος προς τα πάνω υπολογίζει για τον 𝒊𝒋 κόμβο:  

 

𝑪𝒊𝒋 = 𝒆
−𝒓𝒉(𝒑𝑪𝒊+𝟏𝒋 + 𝒒𝑪𝒊+𝟏𝒋+𝟏) 

 

Η διαδικασία αυτή επιτυγχάνεται πάλι με μια εμφωλευμένη επανάληψη. Με τη λήξη 

της επανάληψης ο αλγόριθμος εμφανίζει στο κελί 11 την τιμή 𝑪𝟏𝟏, δηλαδή την τιμή 

του δικαιώματος στο χρόνο μηδέν. 

 
 

c=Table[0,{n+1}]; 

 

Do[c[[i]]=Table[0,{i}] 

  ,{i,1,n+1}]; 

 

Do[c[[n+1,j]]=Max[S[[n+1,j]]-K,0] 

,{j,1,n+1}]; 

 

Do[ 

   Do[ 

      c[[i,j]]=Exp[-r*h]*(p*c[[i+1,j]]+q*c[[i+1,j+1]]) 

   ,{j,1,Length[c[[i]]]}]; 

,{i,n,1,-1}]; 

Print[c] 

Print["Αξία Δικαιώματος=",c[[1,1]],"\[Euro]"] 

{{7.197},{6.87873,0.5054},{6.57308,0.475845,0.},{6.27965,0.448018,0,0}} 

Ως συνέχεια του παραπάνω παραδείγματος ο αλγόριθμος υλοποιείται ώς εξής: 

𝑆11 =20 

 

𝑆21 =22.448 𝑆22 = 17.8189 

𝑆31 =25.1957 𝑆33 =15.8757 𝑆32 =20. 

𝑆41 =28.2796 𝑆42 =22.448 𝑆43 = 17.8189 𝑆44 = 14.1444 

Κίνηση Μετοχής 
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Σε αυτό το σημείο μπορούμε να πούμε ότι ο αλγόριθμος έχει ολοκληρώσει το σκοπό 

του, αφού έχει υπολογίζει την τιμή του δικαιώματος στο χρόνο μηδέν. Ωστόσο, για 

πραγματοποιήσουμε μια στρατηγική αντιστάθμισης κινδύνου χρειαζόμαστε μια ακό-

μα μεταβλητή. Στο διωνυμικό μοντέλο αυτή ονομάζεται 𝒅𝒆𝒍𝒕𝒂 και αναφέρεται στο 

πλήθος των μετοχών που πρέπει να έχω σε κάθε κόμβο για την αποπληρωμή του δι-

καιώματος. Ο κώδικας που ακολουθεί έχει να κάνει ακριβώς με αυτό. Σε αντίθεση με 

τα δύο προηγούμενα βήματα ο πίνακας που θα κατασκευάζεται έχει μια γραμμή λιγό-

τερη. Και εδώ όμως η διαδικασία υπολογισμού είναι από κάτω προς τα πάνω. Όπου 

το 𝒅𝒆𝒍𝒕𝒂 στο κόμβο 𝒊𝒋 θα προκύπτει ως εξής: 

 

𝒅𝒆𝒍𝒕𝒂𝒊𝒋 =
𝑪𝒊+𝟏,𝒋 − 𝑪𝒊+𝟏,𝒋+𝟏

𝑺𝒊+𝟏,𝒋−𝑺𝒊+𝟏,𝒋+𝟏
. 

 

Επίσης, σε κάθε κόμβο ο αλγόριθμος εμφανίζει ακόμα έναν πραγματικό αριθμό ο ο-

ποίος αναφέρεται στο χρηματικό ποσό που πρέπει να έχει το χαρτοφυλάκιο τη δεδο-

μένη χρονική στιγμή. Ο αλγόριθμος αφού έχει υπολογίσει τις μετοχές για το συγκε-

κριμένο κόμβο, τις πολλαπλασιάζει με την τρέχουσα τιμή της μετοχής. Το πόσο αυτό 

αφαιρείται από την αντίστοιχη θέση του πίνακα 𝑪. Αν αυτή η διαφορά είναι θετική 

τότε ο διαχειριστής του χαρτοφυλακίου χρειάζεται να δανειστεί αυτό το πόσο με το 

επιτόκιο της αγοράς. Αν η διαφορά είναι αρνητική σημαίνει ότι οι υπάρχει υπερβάλ-

λον ποσό οπότε ο διαχειριστής του χαρτοφυλακίου πρέπει να δανείσει την διαφορά με 

το επιτόκιο της αγοράς. 
delta=Table[0,{n}]; 

bank = Table[0, {n}]; 

Do[ bank[[i]]=Table[0,{i}],{i,1,n}]; 

Do[delta[[i]]=Table[0,{i}],{i,1,n}]; 

Do[ 

  Do[ 

   delta[[i,j]]=(c[[i+1,j]]-c[[i+1,j+1]])/(S[[i+1,j]]-S[[i+1,j+1]]); 

   bank[[i,j]] = (c[[i,j]]) - ((delta[[i,j]])*(S[[i, j]])); 

       ,{j,1,i}]; 
,{i,n,1,-1}]; 

𝐶11 =7.197 

 

𝐶21 =6.87873 𝐶22 = 0.5054 

𝐶31 = 6.57308 𝐶33 =0 𝐶32 =0.475845 

𝐶41 =6.27965 𝐶42 =0.448018 𝐶43 = 0 𝐶44 = 0 

Τιμή δικαιώματος 
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Η οριακή κατάσταση του διωνυμικού μοντέλου μέσα από τον παραπάνω αλγόριθμο 

επιτυγχάνεται όταν η επιλογή του 𝒏 είναι αρκετά μεγάλος αριθμός. Με άλλα λόγια αν 

ο αλγόριθμος υλοποιηθεί για ένα μεγάλο 𝒏 το αποτέλεσμα θα πρέπει να είναι πάρα 

πολύ κοντά στο αποτέλεσμα που δίνει ο τύπος των Black and Scholes. Ο τύπος των 

Black and Scholes δίνεται παρακάτω: 

 

𝑪 = 𝑺𝒕𝜱(𝒅𝟏) − 𝑲𝒆
−𝒓(𝑻−𝒕)𝜱(𝒅𝟏 − 𝝈√𝑻 − 𝒕) 

Όπου 𝒅𝟏: 

𝒅𝟏 =
𝐥𝐧(𝑺𝒕 𝑲⁄ ) + (𝒓 + 𝝈𝟐 𝟐⁄ )(𝑻 − 𝒕)

𝝈√𝑻 − 𝒕
 

Ο παραπάνω τύπος υλοποιείται μέσω του ακόλουθου κώδικα:  

 
t=0; 

d1=(r*(T-t)+σ^2*(T-t)/2-Log[K/S0])/(σ*Sqrt[T-t]); 

c=S0*CDF[NormalDistribution[0,1],d1]- 

Exp[-r*(T-t)]*K*CDF[NormalDistribution[0,1],d1-σ*Sqrt[T-t]]; 

Print["T=",T//N,",K=",K,",Option Price=",c]; 

 

Επιλέγεται ένα μεγάλο 𝒏, έστω 𝒏 = 𝟏𝟎𝟎𝟎. Ο αλγόριθμος του διωνυμικού δέντρου θα 

δώσει σαν αποτέλεσμα για την τιμή του δικαιώματος 𝟔. 𝟔𝟖𝟐𝟎𝟏€ Ενώ ο παραπάνω 

κώδικας για τον τύπο των Black and Scholes βγάζει ως αποτέλεσμα 𝟔. 𝟔𝟖𝟐𝟐𝟕 €. Για 

μεγαλύτερο 𝒏 τα αποτελέσματα είναι ακόμα πιο κοντά. Άρα το διακριτό διωνυμικό 

μοντέλο είναι μια καλή προσέγγιση για συμβόλαια όπως το Call Option, Put Option ή 

παρόμοια με αυτά. 

 Επίσης, μέσω του παραπάνω κώδικα που αφορά το διωνυμικό δέντρο μπο-

ρούμε να υπολογίζουμε την τιμή του Delta για το call option στο χρόνο 0 ώστε να 

διαμορφώσουμε κατάλληλα το χαρτοφυλάκιο αντιστάθμισης. Αν πάρουμε και πάλι 

𝒏 = 𝟏𝟎𝟎𝟎 τότε ο παραπάνω κώδικας του διωνυμικού δέντρου δίνει  

𝐷11 = 1.376 

𝐵11 = −20.33 

81 

 
𝐷21 = 1.17352 

𝐵21 = −19.46 

𝐷22 = 0.115377 

𝐵22 = −1.55 

 

𝐷31 = 1 

𝐵31 = −18.6226 
𝐷33 = 0 

𝐵33 = 0 

 

 

𝐷32 = 0.09678 

𝐵32 = −1.459 

Δομή χαρτοφυλακίου 
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𝑫𝒆𝒍𝒕𝒂𝟎 =
𝑪𝟐,𝟏 − 𝑪𝟐,𝟐
𝑺𝟐,𝟏−𝑺𝟐,𝟐

=  𝟎. 𝟗𝟖𝟑𝟐𝟏 

 

Στο μοντέλο Black and Scholes το Delta του Call option είναι η παράγωγος του C ως 

προς το 𝑺, και είναι γνωστό ότι στο χρόνο 0 θα είναι: 

𝜟𝟎 = 𝜱(𝒅𝟏), 

όπου το 𝒕 λαμβάνεται ίσο με 0. Ο κώδικας υπολογισμού του είναι 

 
CDF[NormalDistribution[0,1],(r(T-0)+1/2*σ^2(T-0)-Log[K/S0])/(σ*(T-

0)^0.5)]] 

 

Ο παραπάνω τύπος δίνει αποτέλεσμα 0.983142 που συμφωνεί με την τιμή του Δέλτα, 

 𝟎. 𝟗𝟖𝟑𝟐𝟏, που υπολογίστηκε προσεγγιστικά μέσω του διωνυμικού δέντρου. 

 
 

4.3 Στρατηγική εξασφάλισης Δέλτα  - Delta Hedging.  

Σε αυτή την παράγραφο θα κατασκευάσουμε ένα χαρτοφυλάκιο εξασφάλισης για ένα 

call option θεωρώντας ότι η τιμή του υποκείμενου αγαθού κινείται τυχαία, σύμφωνα 

με μια γεωμετρική κίνηση Brown (𝑆(𝑡), 𝑡[0, 𝛵]~ GBM(μ, σ2)), προκειμένου να εξε-

τάσουμε την αποτελεσματικότητα της αντιστάθμισης. Συγκεκριμένα, παράγουμε τυ-

χαίες διαδρομές της  𝑆 και κατασκευάζουμε για κάθε μια από αυτές ένα χαρτοφυλά-

κιο εξασφάλισης (το οποίο αναδιαμορφώνεται σε διακριτά χρονικά σημεία) και συ-

γκρίνουμε την τελική αξία του χαρτοφυλακίου αντιστάθμισης με την τελική αξία του 

call option. Αν η διαφορά είναι μικρή τότε έχουμε σχετικά καλή αντιστάθμιση. Τέ-

λεια αντιστάθμιση θα είχαμε μόνο αν το χαρτοφυλάκιο αντιστάθμισης αναπροσαρμό-

ζεται συνεχώς, κάτι που είναι πρακτικά αδύνατο.  

 Η κατασκευή του χαρτοφυλακίου στα call options θα γίνει για λόγους σύγκρι-

σης με δύο τρόπους: 

(α) χρησιμοποιώντας της ακριβή τιμή του Delta, από τον τύπο των Black and Scholes 

(𝛥𝑡 = 𝛷(𝑑1)),  

(β) προσεγγίζοντας την τιμή του Delta μέσω ενός διωνυμικού δέντρου, όπως είδαμε 

παραπάνω.   

 

 (α) Κατασκευή χαρτοφυλακίου αντιστάθμισης μέσω της ακριβούς τιμής του 

Delta 

Σε κάθε ένα από τους χρόνους 0, h, 2h, …, Τ = nh αγοράζουμε ή πωλούμε μετοχές 

έτσι ώστε στο χρόνο 𝑡 να κατέχουμε  

𝛥𝑡 = 𝛷(
𝑟(𝑇 − 𝑡) +

1
2𝜎

2(𝑇 − 𝑡) − log
𝐾
𝑆(𝑡)

𝜎√𝑇 − 𝑡
) 
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μετοχές. Συγκεκριμένα: 

 στο 𝑡 =  0 αγοράζουμε 𝛥0 μετοχές δανειζόμενοι το ποσό 𝛼0  =   𝛥0𝑆(0).  

 Στο 𝑡 =  ℎ αγοράζουμε (ή πωλούμε αν είναι αρνητικό) 𝛥ℎ  – 𝛥0 μετοχές, ώστε να 

έχουμε 𝛥ℎ  μετοχές. Το ποσό που έχουμε μέχρι τώρα δανεισθεί είναι 

𝛼ℎ  =  𝛼0 𝑒
𝑟ℎ – (𝛥ℎ –  𝛥0)𝑆(ℎ) 

κ.ο.κ. … 

 Στο 𝑡 =  𝑛ℎ =  𝑇 αγοράζουμε (ή πωλούμε αν είναι αρνητικό) 𝛥𝑛ℎ – 𝛥(𝑛−1)ℎ μετο-

χές, ώστε να έχουμε 𝛥𝑛ℎ. Το ποσό που έχουμε μέχρι τώρα δανεισθεί είναι  

𝛼𝑛ℎ  =  𝛼(𝑛−1)ℎ 𝑒
𝑟ℎ – (𝛥𝑛ℎ – 𝛥(𝑛−1)ℎ)𝑆(𝑛ℎ). 

 Στο τέλος όσες μετοχές έχουμε τις πωλούμε στην τιμή 𝑆(𝛵) και καταλήγουμε με 

ένα τελικό κέρδος α (αρνητικό ή θετικό). 

Στη συνέχεια προσομοιώνουμε την παραπάνω διαδικασία πολλές φορές καταγράφο-

ντας κάθε φορά το τελικό κέρδος 𝛼 και την  τελική τιμή της μετοχής 𝑆(𝑇). Τέλος κα-

τασκευάζουμε ένα γράφημα με τα σημεία (𝑆(𝑇), 𝛼) που παρήχθησαν. Για λόγους σύ-

γκρισης στο ίδιο γράφημα συμπεριλαμβάνεται και η αξία του Call option 

(𝑆(𝑇) − 𝐾)+ − 𝑒
𝑟𝑇 𝐶0. 

Ως παράδειγμα θεωρούμε ότι  

 𝑆0 = 20,𝐾 = 22, 𝑇 = 1, 𝜎 = 0.2, 𝑟 = 0.1. 

Ο αντίστοιχος κώδικας Mathematica είναι ο ακόλουθος: 

S0 = 20; K = 22; T = 1; r = 0.1; σ = 0.2; μ = r - σ^2/2; 

 

n2=100;points=300; 

S=Table[0,{n2+1}]; 

d=Table[0,{n2+1}]; 

h=T/n2;b={}; 

Do[S[[1]]=S0;d[[1]]=0;a=0; 

  Do[x=(i-1)*h; 

   Z=Random[NormalDistribution[0,1]]; 

   S[[i]]=S[[i-1]]*Exp[h*+*h^0.5*Z]; 

   d[[i]]=CDF[NormalDistribution[0,1],(r (T-x)+1/2*^2(T-x)-

Log[K/S[[i]]])/(*(T-x)^0.5)]; 

   a=a*Exp[r*h]-(d[[i]]-d[[i-1]])*S[[i]]; 

,{i,2,n2}]; 

  Z=Random[NormalDistribution[0,1]]; 

  S[[n2+1]]=S[[n2]]*Exp[h*+*h^0.5*Z]; 

  If[-Log[K/S[[n2+1]]]>=0,d[[n2+1]]=1,d[[n2+1]]=0]; 

  a=a*Exp[r*h]-(d[[n2+1]]-d[[n2]])*S[[n2+1]]; 

  a=a+d[[n2+1]]*S[[n2+1]]; 

  AppendTo[b,{S[[n2+1]],a}],{points}]; 

p1=ListPlot[b]; 

 

omega=(r*T+^2*T/2-Log[K/S0])/(*T^0.5); 

C0=S0*CDF[NormalDistribution[0,1],omega]-K*Exp[-

r*T]*CDF[NormalDistribution[0,1],omega-*T^0.5]; 
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p2=Plot[Max[(s-K),0]-C0*Exp[r*T],{s,10,40}]; 

Show[p1,p2,PlotRange{{10,40},{-5,18}}] 

 

Το αποτέλεσμα του παραπάνω κώδικα είναι το ακόλουθο σχήμα: 

 

 

Παρατηρούμε ότι το συνθετικό παράγωγο (δηλαδή το χαρτοφυλάκιο εξασφάλισης) 

έχει σχεδόν το ίδιο τελικό κέρδος με το call option και επομένως έχουμε αρκετά καλή 

αντιστάθμιση. Εάν είχαμε πάρει περισσότερα σημεία 𝑛2 θα είχαμε ακόμη καλύτερα 

αποτελέσματα. Στο ακόλουθο σχήμα φαίνεται το σφάλμα της στρατηγικής εξασφάλι-

σης (τώρα χρησιμοποιούμε 10000 σημεία (points)): 

HedgeError=Table[b[[i,2]]-(Max[(b[[i,1]]-K),0]-

C0*Exp[r*T]),{i,1,points}]; 

Histogram[HedgeError,Automatic,PDF] 

Mean[HedgeError] 

Variance[HedgeError]^0.5 

 

Η εκτίμηση του μέσου των σφαλμάτων είναι 0.00470655 ενώ η εκτίμηση της τυπικής 

απόκλισης είναι 0.287513. 
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(β) Κατασκευή χαρτοφυλακίου αντιστάθμισης μέσω της προσέγγισης της τιμής  

του Delta από το διωνυμικό μοντέλο. 

Επαναλαμβάνουμε τώρα την παραπάνω διαδικασία κατασκευής του χαρτοφυλακίου 

εξασφάλισης. Η μόνη διαφορά τώρα είναι ότι δεν χρησιμοποιούμε την τιμή Δέλτα 

που δίνεται από το μοντέλο Black and Scholes αλλά την θεωρούμε άγνωστη και την 

προσεγγίζουμε μέσω ενός κατάλληλου διωνυμικού δέντρου 𝒏 = 𝟏𝟎 βημάτων (όπως 

έχουμε δει παραπάνω).   

 
S0 = 20; K = 22; T = 1; r = 0.1; σ = 0.2; μ = r - σ^2/2; 

 

(*Simulation of Delta Hedging (rebalancing n2 times) using delta from 

Binomial model with n steps*) 

n2=100;n=10;points=300; 

S=Table[0,{n2+1}]; 

d=Table[0,{n2+1}]; 

h=T/n2;b={}; 

Do[S[[1]]=S0;d[[1]]=0;a=0; 

  Do[x=(i-1)*h; 

   Z=Random[NormalDistribution[0,1]]; 

   S[[i]]=S[[i-1]]*Exp[h*+*h^0.5*Z]; 
    

   (*calculation of Delta using binomial model*); 

   hh=(T-x)/n;up=Exp[*hh^0.5];down=Exp[-*hh^0.5]; 

   SS=Table[0,{n+1}]; 

           Do[SS[[ii]]=Table[0,{ii}],{ii,1,n+1}]; 

           Do[Do[SS[[ii,j]]=S[[i]]*(up^(ii-j))*(down^(j-

1)),{j,1,Length[SS[[ii]]]}];,{ii,1,n+1}]; 

           p=(Exp[r*hh]-down)/(up-down);q=1-p; 

           c=Table[0,{n+1}]; 

           Do[c[[ii]]=Table[0,{ii}],{ii,1,n+1}]; 

           Do[c[[n+1,j]]=Max[SS[[n+1,j]]-K,0],{j,1,n+1}]; 

           Do[Do[c[[ii,j]]=Exp[-

r*hh]*(p*c[[ii+1,j]]+q*c[[ii+1,j+1]]),{j,1,Length[c[[ii]]]}];,{ii,n,1

,-1}]; 

   d[[i]]=(c[[2,2]]-c[[2,1]])/(SS[[2,2]]-SS[[2,1]]); 

   (*end of delta calculation*) 

    

   a=a*Exp[r*h]-(d[[i]]-d[[i-1]])*S[[i]];,{i,2,n2}]; 

  Z=Random[NormalDistribution[0,1]]; 

  S[[n2+1]]=S[[n2]]*Exp[h*+*h^0.5*Z]; 

  If[-Log[K/S[[n2+1]]]>=0,d[[n2+1]]=1,d[[n2+1]]=0]; 

  a=a*Exp[r*h]-(d[[n2+1]]-d[[n2]])*S[[n2+1]]; 

  a=a+d[[n2+1]]*S[[n2+1]]; 

  AppendTo[b,{S[[n2+1]],a}]; 

  ,{points}]; 

p1=ListPlot[b,PlotRange->{-5,10}]; 

 

omega=(r*T+^2*T/2-Log[K/S0])/(*T^0.5); 

C0=S0*CDF[NormalDistribution[0,1],omega]-K*Exp[-

r*T]*CDF[NormalDistribution[0,1],omega-*T^0.5]; 
p2=Plot[Max[(s-K),0]-C0*Exp[r*T],{s,10,40}]; 

Show[p1,p2,PlotRange{{10,40},{-5,18}}] 

 

Το αποτέλεσμα του παραπάνω κώδικα είναι το ακόλουθο σχήμα: 
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Παρατηρούμε ότι το χαρτοφυλάκιο εξασφάλισης έχει σχεδόν το ίδιο τελικό κέρδος με 

το call option, ακόμη και τώρα που έχουμε προσεγγίσει την τιμή του Delta μέσω του 

διωνυμικού μοντέλου 𝑛 = 10 βημάτων. Στο ακόλουθο σχήμα φαίνεται το σφάλμα 

της στρατηγικής εξασφάλισης (τώρα χρησιμοποιούμε 10000 σημεία (points)): 

 
HedgeError2=Table[b[[i,2]]-(Max[(b[[i,1]]-K),0]-

C0*Exp[r*T]),{i,1,points}]; 

Histogram[HedgeError2,Automatic,PDF] 

Mean[HedgeError2] 

Variance[HedgeError2]^0.5 

 
Η εκτίμηση του μέσου των σφαλμάτων είναι 0.00656939 ενώ η εκτίμηση της τυπικής 

απόκλισης είναι 0.290181.  

 

Μεγαλύτερη όμως αξία έχει να εφαρμόσουμε την παραπάνω τεχνική κατασκευής 

χαρτοφυλακίου αντιστάθμισης (που βασίζεται στην προσέγγιση του Delta από το 

διωνυμικό μοντέλο) σε περιπτώσεις όπου δεν υπάρχει ακριβής κλειστός τύπος για το 

Delta. Μια τέτοια περίπτωση θα εξετάσουμε στην επόμενη παράγραφο. 

 

Asian Option – Διωνυμικό Μοντέλο (περιγραφή αλγορίθμου). 
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Το στοιχείο που διαφοροποιεί το δικαίωμα Ασιατικού τύπου είναι ότι η αποπληρωμή 

του συμβολαίου εξαρτάται από το μονοπάτι που ακολούθησε η μετοχή. Όπως και 

πριν το ζητούμενο είναι να υπολογίσουμε το πίνακα 𝐶. Τα επόμενα βήματα θα είναι 

τα ίδια για οποιοδήποτε συμβόλαιο τιμολογείται με το διωνυμικό μοντέλο. 

Οι ανεξάρτητες μεταβλητές του προβλήματος θα είναι οι εξής: 

ℎ: ενδιάμεσος χρόνος ανάμεσα σε δυο διαδοχικές μεταβολές της τιμής της μετοχής. 

𝑛: πλήθος των διαστημάτων μήκους ℎ. 

𝑆0:  τιμή εκκίνησης της μετοχής. 

𝑟: ετήσιο επιτόκιο. 

𝜇:  παράμετρος τάσης 

𝜎: παράμετρος μεταβλητότητας 

𝑢𝑝: 1+ ποσοστιαία αύξηση. 

𝑑𝑜𝑤𝑛: 1- ποσοστιαία μείωση. 

𝑝: η πιθανότητα η μετοχή να κινηθεί ανοδικά. 

𝑞: η πιθανότητα η μετοχή να κινηθεί καθοδικά. 

ΚΩΔΙΚΑΣ MATHEMATICA 

h=T/n; 

n=3; 

S0=20; 

T=1; 

r=0.5; 

μ=r-σ^2/2; 

σ=0.2; 

up=Exp[σ*h^0.5]; 

down=Exp[-σ*h^0.5]; 

p=(Exp[r*h]-down)/(up-down); 

q=1-p; 

 

Στην συνέχεια ο αλγόριθμος κατασκευάζει τα πιθανά μονοπάτια που μπορεί να ακο-

λουθήσει η μετοχή. Όπως και πριν κατασκευάζεται ένας πίνακας 𝑆 με μηδενικά. Ο 

πίνακας 𝑆 θα έχει πάλι 𝑛 + 1 στήλες όμως τώρα κάθε στήλη 𝑖 θα περιέχει ένα πίνακα 

2𝑖 κελιών. Στην συνέχεια με μια εμφωλευμένη επανάληψη γεμίζει ο πίνακας από α-

ριστερά προς τα δεξιά και από πάνω προς τα κάτω. Σε κάθε επανάληψη ο αλγόριθμος 

δημιουργεί τις δυνατές μελλοντικές τιμές και τις τοποθετεί σε ξεχωριστά κελιά ανε-

ξάρτητα αν είναι ίσες. Το διωνυμικό δέντρο για το Asian Option έχει τις ίδιες τιμές με 

το δέντρο του Call Option. Η διαφορά είναι ότι για κάθε κελί υπάρχει μοναδικός δρό-

μος. Τα μονοπάτια είναι ανεξάρτητα. Αυτό επιτρέπει στον αλγόριθμο να υλοποιηθεί 

όπως ο προηγούμενος απλά για περισσότερα κελιά, άρα και επαναλήψεις. 

ΚΩΔΙΚΑΣ MATHEMATICA 

S=Table[0,{n+1}]; 

Do[S[[i]]=Table[0,{2^(i-1)}],{i,1,n+1}]; 

S[[1,1]]=S0; 

Do[ 

   Do[ 
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      S[[i+1,2j]]=S[[i,j]]*up; 

  S[[i+1,2j-1]]=S[[i,j]]*down; 

 

   ,{j,1,Length[S[[i]]]}]; 

,{i,1,n}]; 
 

Οι αλγόριθμοι που ακολουθούν θα υλοποιηθουν με τις παρακάτω ανεξάρτητες μετα-

βλητές : 

𝑛 = 3, 𝑆0 = 20, 𝑇 = 1, 𝑟 = 0.5, 𝜎 = 0.2 

 

 

Στο Asian Option η τιμή εξάσκησης δεν είναι σταθερή. Στο παράδειγμα μας η τιμή 

εξάσκησης υπολογίζεται ως ο μέσος όρος των τιμών της μετοχής μέχρι τη λήξη. Ο 

επόμενος πίνακας που κατασκευάζεται υπολογίζει σε κάθε θέση το άθροισμα των τι-

μών της μετοχής μέχρι και αυτήν την θέση. Έχει ίδιες διαστάσεις με τον πίνακας 𝑆 

και συμβολίζεται με 𝑆𝑀. Και σε αυτό το βήμα ο πίνακας έχει αρχικοποιηθεί με  μη-

δενικά. 

ΚΩΔΙΚΑΣ MATHEMATICA 
SM=Table[0,{n+1}]; 

Do[SM[[i]]=Table[0,{2^(i-1)}],{i,1,n+1}]; 

SM[[1,1]]=S[[1,1]]; 

Do[ 

𝑆11 =20 

 

𝑆21 =22.4 

𝑆31 =25.1 

𝑆34 =15.8 

𝑆33 =20. 

𝑆41 =28.2796 

𝑆42 =22.4 

𝑆46 = 17.8 

𝑆48 = 14.1 

Κίνηση Μετοχής 

  

𝑆32 =20. 

𝑆44 = 17.8 

𝑆47 = 17.8 

𝑆43 =22.4 

𝑆22 = 17.8 

𝑆45 =22.4 
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   Do[ 

      SM[[i+1,2j]]=SM[[i,j]]+S[[i+1,2j]]; 

      SM[[i+1,2j-1]]=SM[[i,j]]+S[[i+1,2j-1]]; 

,{j,1,Length[S[[i]]]}]; 

,{i,1,n}]; 

Print[TableForm[[SM]] 

20        

37.8189 42.448       

53.6947 57.8189 62.448  67.6437     

67.8391 71.5136 75.6379 80.267 80.267 84.896 90.0917 95.9233 

 

 

Σε αυτό το σημείο ο αλγόριθμος είναι έτοιμος να υπολογίσει την δίκαιη τιμή του δι-

καιώματος. Αρχικά με μία επανάληψη κατασκευάζει την τιμή εξάσκησης και την α-

φαιρεί από την τρέχουσα τιμή της μετοχής. Πιο συγκεκριμένα κάθε στοιχείο της στή-

λης 𝑛 + 1 του πίνακα 𝑆𝑀 διαιρείται με 𝑛 + 1 και στην συνέχεια αφαιρείται από την 

𝑆𝛭11 =2

0 

 

𝑆𝛭21 =42.4 

𝑆𝛭31 = 67.6 

𝑆𝛭34 = 53.6 

𝑆𝛭33 = 57.8 

𝑆𝛭41 = 95.9 

𝑆𝛭42 = 90. 

𝑆𝛭46 = 75.6 

𝑆𝛭48 = 67.8 

Άθροισματα Μονοπατιών 

  

𝑆𝛭32 = 62.4 

𝑆𝑀44 = 80.2 

𝑆𝛭47 = 71.5 

𝑆𝛭43 = 84.8 

𝑆𝛭22 = 37.8 

𝑆𝛭45 = 80.2 
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αντίστοιχη θέση του πίνακα 𝑆. Για τις στήλες από 𝑛 μέχρι 1 ο αλγόριθμος κινούμενος  

προς τα πίσω υπολογίζει για τον 𝑖𝑗 κόμβο:  

𝐶𝑖𝑗 = 𝑒
−𝑟ℎ(𝑝𝐶𝑖+1𝑗 + 𝑞𝐶𝑖+1𝑗+1) 

Η διαδικασία αυτή επιτυγχάνεται πάλι με μια εμφωλευμένη επανάληψη. Με τη λήξη 

της επανάληψης ο αλγόριθμος εμφανίζει το κελί 𝐶11, δηλαδή την τιμή του δικαιώμα-

τος στο χρόνο μηδέν. 

c=Table[0,{n+1}]; 

Do[c[[i]]=Table[0,{2^(i-1)}],{i,1,n+1}]; 

Do[c[[n+1,j]]=Max[S[[n+1,j]]-SM[[n+1,j]]/(n+1),0],{j,1,2^(n)}]; 

Do[ 

  Do[ 

   c[[i-1,(j+1)/2]]=Exp[-r*h]*(q*c[[i,j]]+p*c[[i,j+1]]); 

,{j,1,2^(i-1),2}]; 

,{i,n+1,2,-1}]; 

Print["Αξία Δικαιώματος=",c[[1,1]]," €"] 

c 
Αξία Δικαιώματος = 4.27363_ € 

 

{{4.27363},{2.68627,4.56908},{0.,2.52918,1.30003,4.56582},{0,0,0,2.38

128,0,1.22401,0,4.29881}} 

 

 

𝐶11 = 4.2 

 

𝐶21 = 4.5 

 

𝐶31 = 4.5 

𝐶34 = 0 

𝐶33 = 2.5 

𝐶41 = 4.2 

𝐶42 = 0 

𝐶46 = 0 

𝐶48 = 0 

Τιμή δικαιώματος 

  

𝐶32 = 1.3 

𝐶44 = 0 

𝐶47 = 0 

𝐶43 = 1.2 

𝐶22 = 2.6 

𝐶45 = 2.3 
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Τέλος, υπολογίζεται το πλήθος των μετοχών και οι χρηματικές μονάδες που πρέπει να 

έχει σε κάθε κόμβο ο πωλητής του δικαιώματος ώστε να αντισταθμίζει την αποπλη-

ρωμή του συμβολαίου. Στο διωνυμικό μοντέλο αυτή η μεταβλητή ονομάζεται delta. 

Και εδώ η διαδικασία υπολογισμού είναι από δεξιά προς τα αριστερά. Όπου το delta 

στο κόμβο [𝒊 − 𝟏, (𝒋 + 𝟏)/𝟐] θα προκύπτει ως εξής: 

𝒅𝒆𝒍𝒕𝒂𝒊−𝟏,(𝒋+𝟏)/𝟐 =
𝑪𝒊,𝒋 − 𝑪𝒊,𝒋+𝟏

𝑺𝒊,𝒋−𝑺𝒊,𝒋+𝟏
 

Επίσης, σε κάθε κόμβο ο αλγόριθμος εμφανίζει ακόμα έναν πραγματικό αριθμό ο ο-

ποίος αναφέρεται στο χρηματικό ποσό που πρέπει να έχει το χαρτοφυλάκιο τη δεδο-

μένη χρονική στιγμή. Ο αλγόριθμος αφού έχει υπολογίσει τις μετοχές για το συγκε-

κριμένο κόμβο, τις πολλαπλασιάζει με την τρέχουσα τιμή της μετοχής. Το πόσο αυτό 

αφαιρείται από την αντίστοιχη θέση του πίνακα C. Αν αυτή η διαφορά είναι θετική 

τότε ο διαχειριστής του χαρτοφυλακίου χρειάζεται να δανειστεί αυτό το πόσο με το 

επιτόκιο της αγοράς. Αν η διαφορά είναι αρνητική σημαίνει ότι οι υπάρχει υπερβάλ-

λον ποσό οπότε ο διαχειριστής του χαρτοφυλακίου πρέπει να δανείσει την διαφορά με 

το επιτόκιο της αγοράς. 

delta=Table[0,{n+1}]; 

bank=Table[0,{n+1}]; 

Do[bank[[i]]=Table[0,{2^(i-1)}],{i,1,n+1}]; 

Do[delta[[i]]=Table[0,{2^(i-1)}],{i,1,n+1}]; 

Do[  

  Do[ 

    delta[[i-1,(j+1)/2]]=(c[[i,j]]-c[[i,j+1]])/(S[[i,j]]-S[[i,j+1]]); 

    bank[[i-1,(j+1)/2]]=(c[[i,j]])-((delta[[i,j]])*(S[[i,j]])); 

  ,{j,1,2^(i-1),2}];  

,{i,n+1,2,-1}];   

delta 

bank 
 

{{0.406735},{0.613245,0.628558},{0.,0.514418,0.264418,0.737155},{0,0,0,0,0,0

,0,0}} 

 

{{-8.2411},{0.,-3.98832},{0.,0.,0.,0.},{0,0,0,0,0,0,0,0}} 

 

 

𝐷11 = 0.4 

𝐷21 = 0.62 

 

𝐷31 = 0.73 

𝐷34 = 0 

𝐷33 = 0.51 

Δομή χαρτοφυλακίου 

  

𝐷32 = 0.26 

𝐷22 = 0.61 
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Το Asian Option δεν έχει ένα κλειστό τύπο για την τιμολόγηση του. Οπότε ο έλεγχος 

τον παραπάνω βημάτων θα γίνει μέσω προσoμοίωσης. Πιο συγκεκριμένα ο αλγόριθ-

μος που ακολουθεί αρχικά παράγει τιμές από την κανονική κατανομή με μέση τιμή 0 

και διασπορά 1. Αποδεικνύεται ότι η κίνηση της μετοχής ακολουθεί κίνηση Brown 

οπότε οι τιμές της για κάθε διάστημα 𝑑 μπορούν να υπολογιστούν μέσω του παρακά-

τω τύπου: 

𝑆(𝑖+1)𝑑 = 𝑆𝑖𝑑 ∗ 𝐸𝑥𝑝[𝑑 ∗ 𝜇 + 𝜎 ∗ 𝑑
0.5 ∗ 𝑍],         όπου   𝛧~𝛮(0,1) 

Έτσι φτιάχνεται ένα μονοπάτι για την μετοχή χωρίζοντας το διάστημα [0, 𝑇] σε 𝑘 =

100 υποδιαστήματα. Υπολογίζεται ο μέσος όρος των τιμών της μετοχής σε αυτά τα 𝑘 

χρονικά σημεία και αφαιρείται από την τελική τιμή της μετοχής. Με αυτό το τρόπο 

υπολογίζεται η αποπληρωμή του συμβολαίου για την συγκεκριμένη κίνηση της μετο-

χής υπό το μέτρο ουδέτερου κινδύνου. Αυτή η διαδικασία θα πραγματοποιείται 5000 

φορές. Οπότε ο αλγόριθμος θα έχει υπολογίσει 5000 ενδεχόμενες αποπληρωμές. Τέ-

λος, ο μέσος όρος αυτών τον αποπληρωμών προεξοφλείται και εμφανίζεται ως έξοδος 

από τον αλγόριθμο. Με άλλα λόγια ο αλγόριθμος εμφανίζει την δίκαιη τιμή του δι-

καιώματος στην έναρξη του συμβολαίου. Η τιμή αυτή είναι πολύ κοντά στην τιμή 

που υπολόγισε το διακριτό διωνυμικό μοντέλο στην οριακή περίπτωση.  

σ=0.2;k=100;T=1;r=0.5;μ=r-σ^2/2;n=5000;d=T/k;S0=20; 

sum=0; 

Do[meanS=0;S=S0; 

  Do[Z=Random[NormalDistribution[0,1]]; 

   S=S*Exp[d*μ+σ*d^0.5*Z]; 

   meanS=meanS+S/k;,{j,1,k}]; 

  sum=sum+Max[S-meanS,0];,{i,1,n}]; 

Exp[-r*T]*N[sum/n] 
4.23346 

 

4.4 Στρατηγική εξασφάλισης Δέλτα - Delta Hedging. 

Σε αντιστοιχία με την προηγούμενη παράγραφο θα κατασκευάσουμε ένα χαρτοφυ-

λάκιο εξασφάλισης για ένα Asian option θεωρώντας πάλι ότι η τιμή του υποκείμενου 

αγαθού κινείται τυχαία, σύμφωνα με μια γεωμετρική κίνηση Brown (𝑆(𝑡),

𝑡[0, 𝛵]~ GBM(μ, σ2)), προκειμένου να εξετάσουμε την αποτελεσματικότητα της 

αντιστάθμισης. Ακολουθούμε την ίδια διαδικασία, παράγοντας τυχαίες διαδρομές της 

𝑆 και κατασκευάζουμε για κάθε μια από αυτές ένα χαρτοφυλάκιο εξασφάλισης (το 

οποίο αναδιαμορφώνεται σε διακριτά χρονικά σημεία) και συγκρίνουμε την τελική 

αξία του χαρτοφυλακίου αντιστάθμισης με την τελική αξία του Asian option. Σε αντί-

θεση με το Call Option, το Asian Option δεν έχει ένα κλειστό τύπο για τον υπολογι-

σμό της δίκαιης τιμής του. Συνεπώς τόσο ο υπολογισμός της δικαίης τιμής του δι-

καιώματος αλλά και η κατασκευή του χαρτοφυλακίου εξασφάλισης θα υλοποιηθεί με 

διωνυνικό δέντρο με εξάρτηση μονοπατιού, όπως περιγράφηκε παραπάνω. Αν η δια-

φορά είναι μικρή τότε έχουμε σχετικά καλή αντιστάθμιση. Τέλεια αντιστάθμιση θα 

είχαμε μόνο αν το χαρτοφυλάκιο αντιστάθμισης αναπροσαρμόζεται συνεχώς, κάτι 

που είναι πρακτικά αδύνατο. 
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(α) Κατασκευή χαρτοφυλακίου αντιστάθμισης μέσω της προσέγγισης της τιμής  

του Delta από το διωνυμικό μοντέλο (με εξάρτηση μονοπατιού). 

S0=20;dd={}; 

K=20;T=1;=0.2;r=0.1;=r-(^2)/2; 

l={};sum=0; 

 

b={};points=1000; 

n2=10; 

S=Table[0,{n2+1}];d=Table[0,{n2+1}];h=T/n2; 

up=Exp[*h^0.5];down=Exp[-*h^0.5]; 

SS=Table[0,{n2+1}]; 

Do[SS[[ii]]=Table[0,{2^(ii-1)}],{ii,1,n2+1}]; 

SS[[1,1]]=S0; 

Do[Do[SS[[ii+1,2j]]=SS[[ii,j]]*up; 

    SS[[ii+1,2j-

1]]=SS[[ii,j]]*down;,{j,1,Length[SS[[ii]]]}];,{ii,1,n2}]; 

SM=Table[0,{n2+1}]; 

Do[SM[[ii]]=Table[0,{2^(ii-1)}],{ii,1,n2+1}]; 

SM[[1,1]]=SS[[1,1]]; 

Do[Do[SM[[ii+1,2j]]=SM[[ii,j]]+SS[[ii+1,2j]]; 

    SM[[ii+1,2j-1]]=SM[[ii,j]]+SS[[ii+1,2j-

1]];,{j,1,Length[SS[[ii]]]}];,{ii,1,n2}]; 

c=Table[0,{n2+1}]; 

Do[c[[ii]]=Table[0,{2^(ii-1)}],{ii,1,n2+1}]; 

Do[c[[n2+1,j]]=Max[SM[[n2+1,j]]/(n2+1)-K,0],{j,1,2^(n2)}]; 

Do[Do[c[[ii-1,(j+1)/2]]=Exp[-

r*h]*(q*c[[ii,j]]+p*c[[ii,j+1]]);,{j,1,2^(ii-1),2}];,{ii,n2+1,2,-1}]; 

price0=c[[1,1]];d[[1]]=(c[[2,2]]-c[[2,1]])/(SS[[2,2]]-SS[[2,1]]); 

 

Do[S[[1]]=S0; 

  a=-S[[1]]*d[[1]]; 

  meanS=S[[1]]/(n2+1); 

    Do[x=(i-1)*h; 

   Z=Random[NormalDistribution[0,1]]; 

   S[[i]]=S[[i-1]]*Exp[h*+*h^0.5*Z]; 

   meanS=meanS+(S[[i]]/(n2+1)); 
 
   (*calculation of Delta using binomial model*); 

   n=n2-i+1; 

   hh=(T-x)/(n); 

   up=Exp[*hh^0.5];down=Exp[-*hh^0.5]; 

   p=(Exp[r*hh]-down)/(up-down);q=1-p; 

   SS0=S[[i]]; 

   SS=Table[0,{n+1}]; 

   Do[SS[[ii]]=Table[0,{2^(ii-1)}];,{ii,1,n+1}]; 

   SS[[1,1]]=SS0; 

   Do[Do[SS[[ii+1,2 j]]=SS[[ii,j]]*up; 

      SS[[ii+1,2 j-1]] =SS[[ii,j]]*down;,{j,1,Length[SS[[ii]]]}]; 
                 ,{ii,1,n}]; 
   SM=Table[0,{n+1}]; 

   Do[SM[[ii]]=Table[0,{2^(ii-1)}];,{ii,1,n+1}]; 

   SM[[1,1]]=meanS*(n2+1); 

   Do[Do[SM[[ii+1,2 j]]=SM[[ii,j]]+SS[[ii+1,2 j]]; 

      SM[[ii+1,2 j-1]]=SM[[ii,j]]+SS[[ii+1,2 j-1]]; 
          ,{j,1,Length[SS[[ii]]]}];,{ii,1,n}]; 
   c=Table[0,{n+1}]; 

   Do[c[[ii]]=Table[0,{2^(ii-1)}],{ii,1,n+1}]; 

   Do[c[[n+1,j]]=Max[SM[[n+1,j]]/(i+n)-K,0];,{j,1,2^(n)}]; 

   Do[Do[c[[ii-1,(j+1)/2]]=Exp[-r*hh]*(q*c[[ii,j]]+p*c[[ii,j+1]]); 
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           ,{j,1,2^(ii-1),2}]; 
     ,{ii,n+1,2,-1}]; 
   d[[i]]=(c[[2,2]]-c[[2,1]])/(SS[[2,2]]-SS[[2,1]]); 

   (*end of calculation of Delta using binomial model*); 

    

   a=a*Exp[r*h]-(d[[i]]-d[[i-1]])*S[[i]];,{i,2,n2}]; 

  Z=Random[NormalDistribution[0,1]]; 

  S[[n2+1]]=S[[n2]]*Exp[h*+*h^0.5*Z]; 

  If[-Log[meanS/S[[n2+1]]]0,d[[n2+1]]=1,d[[n2+1]]=0]; 

  a=a*Exp[r*h]-(d[[n2+1]]-d[[n2]])*S[[n2+1]]; 

  a=a+d[[n2+1]]*S[[n2+1]]; 

  meanS=meanS+(S[[n2+1]]/(n2+1)); 

  A=Max[(meanS-K),0]; 

  AppendTo[b,{A,a}],{points}]; 

 

price1=Exp[-r*T]*Sum[b[[i,1]],{i,1,points}]/points; 

Do[b[[i,1]]=b[[i,1]]-price1*Exp[r*T],{i,1,points}]; 

 

pl1=Plot[x,{x,-3,7}]; 

pl2=ListPlot[b,PlotRange{{-2,7},{-3,7}}]; 

Show[pl1,pl2,PlotRange{{-2,7},{-3,7}}] 

 

Το αποτέλεσμα το παραπάνω κώδικα είναι το ακόλουθο σχήμα: 

 

Ο ένας άξονας έχει τιμές του χαρτοφυλακίου εξασφάλισης και ο άλλος το τελικό κέρ-

δος για το Asian option. Τα σημεία θα πρέπει να προσεγγίζουν την 𝑦 = 𝑥. Παρατη-

ρούμε μια αρκετά ικανοποιητική αντιστάθμιση του παραγώγου μέσω του συγκεκρι-

μένου χαρτοφυλακίου. 

HedgeError=Table[b[[i,2]]-b[[i,1]],{i,1,points}]; 

Histogram[HedgeError,Automatic,"ProbabilityDensity"] 

m=Mean[HedgeError];s=Variance[HedgeError]^0.5; 
0.0586536 
0.271042 
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Η εκτίμηση του μέσου των σφαλμάτων είναι 0.0586536 ενώ η εκτίμηση της τυπικής 

απόκλισης είναι 0.271042. 

Στην συνέχεια ακολουθούν σχήματα και εκτιμήσεις του μέσου σφάλματος και της 

τυπικής απόκλισης των σφαλμάτων για διάφορες τιμές των παραμέτρων τόσο για το 

Call Option όσο και για το Asian Option. 

 

 

Εκτιμήσεις του σφάλματος αντιστάθμισης ενός Call Option για διάφορες τιμές 

των παραμέτρων  

Παρακάτω παρουσιάζουμε γραφήματα αντίστοιχα με αυτά που παρουσιάζονται στην 

Παράγραφο 4.3.(β) παραπάνω και αφορούν την κατασκευή χαρτοφυλακίων αντι-

στάθμισης ενός call option. Σκοπός μας είναι η διακρίβωση της αποτελεσματικότητας 

της αντιστάθμισης για διάφορες τιμές των παραμέτρων. Συγκεκριμένα παράγουμε 

10000 τυχαίες διαδρομές της 𝑆 και κατασκευάζουμε για κάθε μια από αυτές ένα χαρ-

τοφυλάκιο εξασφάλισης του call option (το οποίο αναδιαμορφώνεται σε 𝑛2  διακριτά 

χρονικά σημεία, σε καθένα από τα οποία η τιμή του delta εκτιμάται από κατάλληλο 

διωνυμικό δέντρο 𝑛 βημάτων). Σε κάθε τυχαία διαδρομή καταγράφουμε την τελική 

αξία του χαρτοφυλακίου αντιστάθμισης με την τελική αξία του call option.  

Αριστερά παρουσιάζεται το ιστόγραμμα των 10000 σφαλμάτων της αντιστάθμισης 

(διαφορά τελικής αξίας option και αξίας χαρτοφυλακίου αντιστάθμισης), ενώ δεξιά 

παρουσιάζονται σε ένα κοινό γράφημα η τελική αξία του δικαιώματος (συνεχής 

γραμμή) και η αξία των χαρτοφυλακίων αντιστάθμισης (10000 σημεία) ως συνάρτη-

ση της τελικής τιμής της μετοχής (𝑆𝑇). Επίσης περιλαμβάνονται και εκτιμήσεις του 

μέσου σφάλματος και της τυπικής απόκλισης των σφαλμάτων (εκτιμώνται από τα 

10000 σφάλματα). 
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𝑛2  =  100 (αναδιαμορφώσεις χαρτοφυλακίου),   𝑛 =  1 (βήματα για την εκτίμηση του delta); 

     
Mean: 0.0247212, Standard error: 0.761842 

𝑛2  =  100 (αναδιαμορφώσεις χαρτοφυλακίου),   𝑛 =  2 (βήματα για την εκτίμηση του delta); 

 
 

Mean: -0.00481154, Standard error: 0.364578 

𝑛2  =  100 (αναδιαμορφώσεις χαρτοφυλακίου),   𝑛 =  5 (βήματα για την εκτίμηση του delta); 

 
 

Mean: -0.00127159, Standard error: 0.303345 

𝑛2  =  100 (αναδιαμορφώσεις χαρτοφυλακίου),   𝑛 =  10 (βήματα για την εκτίμηση του delta); 

 

Mean: 0.000799869, Standard error: 0.289143 
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𝑛2  =  100 (αναδιαμορφώσεις χαρτοφυλακίου),   𝑛 =  30 (βήματα για την εκτίμηση του delta); 

 

Mean: -0.00182076, Standard error: 0.288945 
 

𝑛2  =  100 (αναδιαμορφώσεις χαρτοφυλακίου),   𝑛 =  100 (βήματα για την εκτίμηση του delta); 

 

Mean: -0.00280382, Standard error: 0.28549 

 

Παρατηρούμε ότι τα σφάλματα μειώνονται (μειώνεται η διασπορά τους) όσο αυξάνε-

ται το πλήθος των βημάτων που χρησιμοποιείται για την εκτίμηση του delta, αλλά 

σταθεροποιούνται για περίπου 𝑛 = 10 βήματα και άνω.  

 

Εκτιμήσεις του σφάλματος αντιστάθμισης ενός Asian Option για διάφορες τιμές 

των παραμέτρων  

Όμοια με την προηγούμενη παράγραφο, σκοπός μας τώρα είναι η διακρίβωση της 

αποτελεσματικότητας της αντιστάθμισης ενός Asian option (βλ. Παράγραφος 4.1.3) 

για διάφορες τιμές των παραμέτρων. Συγκεκριμένα παράγουμε και πάλι 1000 τυχαίες 

διαδρομές της 𝑆 και κατασκευάζουμε για κάθε μια από αυτές ένα χαρτοφυλάκιο εξα-

σφάλισης του Αsian option (το οποίο αναδιαμορφώνεται σε 𝑛2  διακριτά χρονικά ση-

μεία, σε καθένα από τα οποία η τιμή του delta εκτιμάται από κατάλληλο διωνυμικό 

δέντρο)..  

Αριστερά παρουσιάζεται το ιστόγραμμα των 1000 σφαλμάτων της αντιστάθμισης, 

ενώ δεξιά κάθε σημείο παριστά   το ζεύγος:  

(δίκαιη αξία δικαιώματος, αξία  χαρτοφυλακίου αντιστάθμισης) 

. Όσο πιο κοντά στην διαγώνιο είναι τα σημεία αυτά, τόσο καλύτερη είναι η αναπα-

ραγωγή του δικαιώματος μέσω του χαρτοφυλακίου. 
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Επίσης περιλαμβάνονται και οι εκτιμήσεις του μέσου σφάλματος και της τυπικής α-

πόκλισης των σφαλμάτων. 

 

𝑛2  =  2 (αναδιαμορφώσεις χαρτοφυλακίου)  

 

Mean: -0.034181, Standard error: 0.527106 

 

𝑛2  =  5 (αναδιαμορφώσεις χαρτοφυλακίου)  

   

Mean: -0.0573405, Standard error: 0.375231 

 

𝑛2  =  10 (αναδιαμορφώσεις χαρτοφυλακίου)  

  

Mean: 0.0586536, Standard error: 0.271042 
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𝑛2  =  15 (αναδιαμορφώσεις χαρτοφυλακίου)  

  

Mean: 0.0540654, Standard error: 0.224516 

 

Παρατηρούμε ότι τα σφάλματα μειώνονται (μειώνεται η διασπορά τους) όσο αυξάνε-

ται το πλήθος των αναδιαμορφώσεων του χαρτοφυλακίου. 
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