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ΔΤΥΑΡΗ΢ΣΗΔ΢ 

 

Με ηελ πεξάησζε απηήο ηεο δηπισκαηηθήο εξγαζίαο θιείλεη έλαο θύθινο ηεο δσήο κνπ θαη  

ληώζσ έληνλε ηελ αλάγθε, λα επραξηζηήζσ αξρηθά, ηνλ επηβιέπνληα θαζεγεηή κνπ θν. 

Γεώξγην Φαξξάθν γηα όιε ηελ ππνκνλή πνπ έδεημε αιιά θαη ηελ πνιύηηκε βνήζεηα θαη 

θαζνδήγεζή ηνπ θαηά ηε δηάξθεηα ηεο δνπιεηάο κνπ. Δπίζεο, είκαη επγλώκσλ ζηα ππόινηπα 

κέιε ηεο εμεηαζηηθήο επηηξνπήο θ. Κσλζηαληίλν Πνιίηε θαη θ. ΢ππξίδσλ Βξόλην γηα ηελ 

πξνζεθηηθή αλάγλσζε ηεο εξγαζίαο κνπ.  

Έλα ζεξκό επραξηζηώ ζα ήζεια λα δώζσ ζε όινπο ηνπο ζπλαδέιθνπο, ηνπο θίινπο θαη ηηο 

θίιεο κνπ πνπ κνπ ζπκπαξαζηάζεθαλ θαη κε εκςύρσλαλ θαζ’ όιε ηε δηάξθεηα ηεο κειέηεο 

κνπ θαη θπξίσο ζηελ Έθε γηα ηηο γλώζεηο πνπ κνπ κεηέδσζε όζνλ αθνξά ζην ππνινγηζηηθό 

πξόγξακκα Mathematica. 

Σέινο, δελ ζα κπνξνύζα λα κελ αλαθεξζώ ζηελ νηθνγέλεηά κνπ γηα ηελ θαηαλόεζε, ηελ 

εζηθή θαη πιηθή ππνζηήξημε θαη ηελ αζηείξεπηε αγάπε πνπ κνπ παξείραλ θαηά ηε δηάξθεηα 

ησλ ζπνπδώλ κνπ, αιιά θαη ζηε δσή κνπ γεληθόηεξα. 
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ΠΔΡΗΛΖΦΖ 

Η Αλαινγηζηηθή Δπηζηήκε, ρξεζηκνπνηεί καζεκαηηθά κνληέια γηα λα πεξηγξάςεη ηελ 

θεξεγγπόηεηα ηνπ ραξηνθπιαθίνπ κηαο αζθαιηζηηθήο εηαηξίαο. ΢ε ηέηνηα κνληέια, βαζηθέο 

πνζόηεηεο πνπ πξνθαινύλ ελδηαθέξνλ είλαη ε πηζαλόηεηα ρξενθνπίαο, ην πιεόλαζκα ακέζσο 

πξηλ ηελ επέιεπζε ηνπ δεκηνγόλνπ ελδερνκέλνπ θαη ην έιιεηκκα θαηά ηε ζηηγκή ηεο 

ρξενθνπίαο. 

΢ηελ εξγαζία απηή, ζα επηθεληξσζνύκε ζην θιαζζηθό κνληέιν ηεο Θεσξίαο Κηλδύλνπ θαη 

ζα ππνινγίζνπκε  αξρηθά ηηο αθξηβεί ηηκέο γηα ηηο παξαπάλσ πνζόηεηεο ζηελ πεξίπησζε πνπ 

ε θαηαλνκή ησλ απνδεκηώζεσλ αθνινπζεί (α) Γάκκα (3,3) (β) Μείμε εθζεηηθώλ (γ) Μείμε 

Γάκκα θαηαλνκώλ. 

΢ην επόκελν ζηάδην ζα ππνινγίζνπκε ηηο αληίζηνηρεο πξνζεγγίζεηο θαη ζα δώζνπκε 

ζπκπεξάζκαηα γηα ην πνηά είλαη ε πην απνηειεζκαηηθή. 

Σέινο, ζε θάζε πεξίπησζε, ζα δνζνύλ ηα θξάγκαηα ηόζν γηα ηελ πηζαλόηεηα ρξενθνπίαο 

όζν θαη γηα ην έιιεηκκα κεηά από ηελ επέιεπζε ηνπ δεκηνγόλνπ ελδερνκέλνπ. 
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ABSTRACT 

Actuarial Science uses mathematical models to describe the portfolios’ solvency of an 

insurance company. In such models, basic quantities of interest are ruin probability, the 

surplus immediately before ruin and the deficit at the time of ruin. 

In this paper, we will focus on the classical Risk Model of Ruin Theory and will initially 

calculate the exact values of these quantities in case which claim distribution follows (a) 

Gamma(3,3) (b) Mixture of  Exponentials and (c) Mixture of Gamma distributions. 

In the next stage, we will calculate the corresponding approaches and give conclusions on 

which is the most effective.  

Finally, in each case, bounds will be given for both ruin probability and the deficit after 

ruin. 
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ΚΔΦΑΛΑΗΟ 1: ΒΑ΢ΗΚΔ΢ ΔΝΝΟΗΔ΢ ΑΠΟ ΣΖΝ ΘΔΧΡΗΑ 

ΥΡΔΟΚΟΠΗΑ΢ 

1.1 ΔΗ΢ΑΓΧΓΖ 

΢θνπόο ηνπ θεθαιαίνπ απηνύ είλαη αξρηθά ε επηζθόπεζε βαζηθώλ εηζαγσγηθώλ ελλνηώλ 

πνπ αθνξνύλ ην Κιαζζηθό Μνληέιν ηεο Θεσξίαο Υξενθνπίαο. Θα παξαηεζνύλ νξηζκνί πνπ 

πεξηγξάθνπλ ηελ έλλνηα ηεο Υξενθνπίαο, νη νπνίνη ζα αλαιπζνύλ θαη ζε επόκελα θεθάιαηα. 

Σν θιαζζηθό κνληέιν, εηζήρζε ην 1903 από ην ΢νπεδό Filip Lundberg θαη αλαπηύρζεθε 

ην 1930 από ηνλ Harald Cramer, ν νπνίνο ελζσκάησζε ηε ζεσξία ησλ ΢ηνραζηηθώλ 

Αλειίμεσλ ζηε ζεσξία θηλδύλνπ. Βαζηθό ραξαθηεξηζηηθό ηνπ κνληέινπ απηνύ είλαη όηη ην 

πιήζνο ησλ δεκηώλ ζε έλα ραξηνθπιάθην θηλδύλσλ αθνινπζεί ηελ θαηαλνκή Poisson. 

1.2 ΢ΣΟΥΑ΢ΣΗΚΔ΢ ΑΝΔΛΗΞΔΗ΢ 

Οη ΢ηνραζηηθέο Αλειίμεηο, έρνπλ εθαξκνγέο ζε όιεο ηηο επηζηήκεο, αθνύ κειεηνύλ 

θαηλόκελα ηα νπνία εμαξηώληαη από ην ρώξν ή ην ρξόλν όπσο ζα δνύκε παξαθάησ. Μνληέια 

΢ηνραζηηθώλ Αλειίμεσλ πεξηγξάθνπλ βηνινγηθά θαηλόκελα όπσο ε ζπκπεξηθνξά ελόο 

πιεζπζκνύ πνπ ππόθεηηαη ζε γέλλεζε, ζάλαην, ή ζε πνιππινθόηεξεο ζπλζήθεο, ζηελ 

θαηαλνκή ησλ θπηώλ θαη ησλ δώσλ θηι. Έλαο βαζηθόο θιάδνο ζηνλ νπνίν εθαξκόδνληαη κε 

ηδηαίηεξε επηηπρία είλαη ε Οηθνλνκία. 

Παξαθάησ ζα δνζεί κηα πην εθηελήο αλάιπζε ησλ ΢ηνραζηηθώλ Αλειίμεσλ, βιέπε Πνιίηεο 

       θαη Υξπζαθίλνπ         

Οπιζμόρ     

Μία ζηνραζηηθή αλέιημε είλαη κία νηθνγέλεηα ηπραίσλ κεηαβιεηώλ (η.κ.) {        }  Σν 

ζύλνιν   θαιείηαη δεηθηνζύλνιν θαη ζπλήζσο παξηζηά ρξόλν. Γηαθξίλνπκε δύν θαηεγνξίεο 

πνπ αθνξνύλ ηα κνληέια απηά. 

   {       } θαη ηόηε ζα ιέκε όηη ε ζηνραζηηθή αλέιημε    ή {        }  είλαη 

δηαθξηηνύ ρξόλνπ. 

   [     θαη ηόηε ζα ιέκε όηη ε ζηνραζηηθή αλέιημε {        }  είλαη ζπλερνύο 

ρξόλνπ. 
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Έλαο αθόκα δηαρσξηζκόο γίλεηαη βάζεη ηνπ πιήζνπο ησλ ηηκώλ γηα ην     Θα ιέκε νηη κία 

αλέιημε ιακβάλεη δηαθξηηέο ηηκέο εάλ ην πιήζνο ηνπο είλαη αξηζκήζηκν, ελώ ζηελ πεξίπησζε 

πνπ είλαη κε αξηζκήζηκν ζα αλαθεξόκαζηε ζε κία ζηνραζηηθή αλέιημε κε ζπλερείο ηηκέο. 

Γύν ρξήζηκεο ηδηόηεηεο ησλ ζηνραζηηθώλ αλειίμεσλ όπσο αλαθέξνληαη θαη ζην 

ζύγγξακκα “Δηζαγσγή ηε Θεσξία ΢πιινγηθνύ Κηλδύλνπ” είλαη νη παξαθάησ 

1. Μηα ζηνραζηηθή αλέιημε {        }  ζα ιέκε όηη έρεη αλεμάξηεηεο 

πξνζαπμήζεηο αλ γηα θάζε         θαη              νη η.κ. 

                                  
 είλαη αλεμάξηεηεο. 

2. Μηα ζηνραζηηθή αλέιημε {        }  έρεη ζηάζηκεο πξνζαπμήζεηο αλ γηα θάζε 

        ,              θαη      ε θαηαλνκή ησλ η.κ. 

      
      

             
         

        
 είλαη ε ίδηα, δειαδή ε θαηαλνκή 

απηή δελ εμαξηάηαη από ηελ παξάκεηξν  . 

   Μία από ηηο θπξηόηεξεο ζηνραζηηθέο αλειίμεηο, πνπ ρξεζηκνπνηείηαη γηα λα παξαζηήζεη     

πόζεο θνξέο ζπκβαίλεη έλα γεγνλόο πνπ καο ελδηαθέξεη (π.ρ. κηα απαίηεζε γηα απνδεκίσζε 

ζε αζθαιηζηηθή εηαηξία,) ζην ρξόλν, είλαη ε αλέιημε Poisson. 

Οπιζμόρ     

Μία ζηνραζηηθή αλέιημε {        } ιέγεηαη αλέιημε Poisson όηαλ ηθαλνπνηεί ηηο 

παξαθάησ ζπλζήθεο 

1.         θαη γηα     είλαη          , δειαδή ε ζπλάξηεζε      είλαη 

αύμνπζα σο πξνο    

2. ΢ε έλα πνιύ κηθξό ρξνληθό δηάζηεκα   κπνξεί λα ζπκβεί ην πνιύ έλα γεγνλόο θαη 

ε πηζαλόηεηα λα ζπκβεί είλαη αλάινγε κε ην κήθνο ηνπ δηαζηήκαηνο. 

3. Γηα θάζε      ε η.κ.           είλαη αλεμάξηεηε ηεο κεηαβιεηήο        

Η αλέιημε Poisson, όπσο πξνθύπηεη από ηα παξαπάλσ, κπνξεί λα νξηζηεί ηζνδύλακα σο 

κηα απαξηζκήηξηα αλέιημε κε αλεμάξηεηεο θαη ηζόλνκεο πξνζαπμήζεηο. 

Γύν ζεκαληηθέο ηδηόηεηεο ηεο αλέιημεο Poisson ζα αλαθεξζνύλ παξαθάησ 
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1. Γηα θάζε ζηαζεξό    ε η.κ.      αθνινπζεί ηελ θαηαλνκή Poisson κε παξάκεηξν 

    όπνπ   ιέγεηαη έληαζε ή ξπζκόο ηεο αλέιημεο Poisson θαη ζπκβνιηθά 

γξάθεηαη               

2. Γηα θάζε      νη κεηαβιεηέο       είλαη αλεμάξηεηεο κεηαμύ ηνπο θαη ε 

θαζεκία αθνινπζεί ηελ εθζεηηθή θαηαλνκή κε παξάκεηξν     

Οη κεηαβιεηέο        νλνκάδνληαη ρξόλνη αλακνλήο ή ελδηάκεζνη ρξόλνη θαη 

πεξηγξάθνληαη από ηελ αθνινπζία {         } σο εμήο 

      

                 

  

                         

Οη η.κ.         νξίδνπλ κηα αθνινπζία, πνπ νλνκάδεηαη αθνινπζία ησλ ρξόλσλ 

άθημεο, κε ηνλ παξαθάησ ηξόπν 

      {        } 

      {        } 

  

      {        }  

Η ζπλερήο η.κ.    παξηζηάλεη ην ρξόλν άθημεο ηνπ   γεγνλόηνο. 

1.3 ΣΟ ΚΛΑ΢΢ΗΚΟ ΜΟΝΣΔΛΟ ΣΖ΢ ΘΔΧΡΗΑ΢ ΚΗΝΓΤΝΟΤ 

Κάζε αζθαιηζηηθή εηαηξία αλαιακβάλεη ηελ ππνρξέσζε λα θαιύςεη ηνλ αζθαιηζκέλν από 

ηνλ θίλδπλν γηα ηνλ νπνίν έρεη αζθαιηζηεί έλαληη ζπγθεθξηκέλσλ αζθαιίζηξσλ, κε ηελ 

ζύλαςε ζπκβνιαίσλ. Αλά ηαθηά ρξνληθά δηαζηήκαηα δέρεηαη έλα πιήζνο απαηηήζεσλ γηα 

απνδεκηώζεηο εμαηηίαο ηεο επέιεπζεο ησλ δεκηώλ ζην ραξηνθπιάθηό ηεο. Η ζεσξία 

ρξενθνπίαο εμεηάδεη ηελ εμέιημε ησλ ζπλνιηθώλ απνδεκηώζεσλ ζην ρξόλν, νη νπνίεο 

πεξηγξάθνληαη ζύκθσλα κε κία ζύλζεηε θαηαλνκή. ΢πγθεθξηκέλα, γηα    , νη ζπλνιηθέο 

απαηηήζεηο ζην δηάζηεκα [   ], είλαη 

                                                    {
∑   
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όπνπ νη ηπραίεο κεηαβιεηέο    παξηζηάλνπλ ηηο απαηηήζεηο γηα απνδεκίσζε πνπ θηάλνπλ ζε 

κία αζθαιηζηηθή εηαηξία θαη ζεσξνύληαη αλεμάξηεηεο θαη ηζόλνκεο, ελώ ε      δειώλεη ηνλ 

αξηζκό ησλ απαηηήζεσλ πνπ εηζέξρνληαη ζηελ εηαηξία θαηά ηελ εμέιημε ηνπ ρξόλνπ. 

΢ην κνληέιν απηό ηζρύεη όηη ν αξηζκόο ησλ απαηηήζεσλ πνπ θηάλνπλ ζηελ εηαηξία ζην 

ρξόλν είλαη κία αλέιημε Poisson {        }. Αληίζηνηρα, ε {        } είλαη κία ζύλζεηε 

αλέιημε Poisson. 

Οπιζμόρ     

Η ζηνραζηηθή αλέιημε πιενλάζκαηνο {        } νξίδεηαη γηα θάζε     από ηελ 

ζρέζε 

                                                             ∑   
    
                                                              

όπνπ   είλαη ην αξρηθό απνζεκαηηθό, δειαδή ην θεθάιαην πνπ δηαζέηεη ε εηαηξία ώζηε λα 

απνθύγεη ηε ρξενθνπία πνπ κπνξεί λα επηθέξεη έλα πιήζνο δεκηώλ κηθξήο ή κεγάιεο 

έληαζεο. Σν αζθάιηζηξν πνπ εηζξέεη ζηελ εηαηξία ζηε κνλάδα ηνπ ρξόλνπ, ζπκβνιίδεηαη κε 

 . Σν      θαιείηαη απνζεκαηηθό ή πιεόλαζκα ηε ρξνληθή ζηηγκή  , ελώ ην        ιέγεηαη 

αξρηθό απνζεκαηηθό. 

Αλ ηζρύνπλ νη παξαθάησ ππνζέζεηο 

 Η    είλαη κία γξακκηθή ζπλάξηεζε 

 Οη κεηαβιεηέο    είλαη αλεμάξηεηεο θαη ηζόλνκεο θαη αλεμάξηεηεο από ην πιήζνο ησλ 

απνδεκηώζεσλ 

 Η  {        } είλαη κία αλέιημε Poisson, έηζη ώζηε ε αλέιημε {        } είλαη 

κία ζύλζεηε αλέιημε Poisson. 

ηόηε βιέπε Πνιίηεο (2012), αλαθεξόκαζηε ζην θιαζζηθό κνληέιν ηεο ζεσξίαο θηλδύλνπ. 

Σν παξαθάλσ ζρήκα παξνπζηάδεη ηελ αλέιημε πιενλάζκαηνο ζην θιαζζηθό κνληέιν. Η 

εηαηξία μεθηλάεη κε έλα αξρηθό απνζεκαηηθό ην νπνίν ζηε ζπλέρεηα δηακνξθώλεηαη θαζώο 

εηζέξρνληαη νη απαηηήζεηο από ηνπο αζθαιηζκέλνπο έσο όηνπ γίλεη ζε θάπνηα ρξνληθή ζηηγκή 

αξλεηηθό νπόηε θαη επέξρεηαη ε ρξεoθνπία. 
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΢ρήκα 1.1: Η αλέιημε πιενλάζκαηνο 

΢πλνςίδνληαο, ν ζπκβνιηζκόο πνπ ζα ρξεζηκνπνηεζεί γηα ην θιαζζηθό κνληέιν είλαη ν 

παξαθάησ  

   ε έληαζε ηεο αλέιημεο Poisson. 

      ε αλέιημε Poisson ε νπνία απαξηζκεί ηηο απαηηήζεηο πνπ θηάλνπλ ζηελ 

αζθαιηζηηθή εηαηξία. 

    νη απαηηήζεηο γηα απνδεκίσζε πνπ θηάλνπλ ζηελ αζθαιηζηηθή εηαηξία. 

      ζύλζεηε αλέιημε Poisson, πνπ παξηζηάλεη ηηο ζπλνιηθέο απνδεκηώζεηο θαζώο 

απηέο κεηαβάιινληαη ζην ρξόλν. 

   ν ζηαζεξόο ξπζκόο είζπξαμεο ησλ αζθαιίζηξσλ αλά κνλάδα ρξόλνπ ζην 

δηάζηεκα [   ]. 

      ζηνραζηηθή αλέιημε πιενλάζκαηνο πνπ εθθξάδεη ην πιεόλαζκα ηεο εηαηξίαο 

ηε ρξνληθή ζηηγκή  . 

   ε θαηαλνκή ησλ απνδεκηώζεσλ. Όηαλ ε θαηαλνκή έρεη ππθλόηεηα, ηόηε ε 

ππθλόηεηα ηεο θαηαλνκήο ησλ απνδεκηώζεσλ ζα ζπκβνιίδεηαη κε  . 
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    ε  -ηάμεο ξνπή ηεο   γύξσ από ην κεδέλ, δειαδή  

                                                                    ∫    

 
      ∫    

 
      .                              

     Η πξώηε ξνπή εθθξάδεη ηελ κέζε ηηκή ηεο θαηαλνκήο ησλ απνδεκηώζεσλ. 

Μία βαζηθή ππόζεζε πνπ θάλνπκε πάληα ζην θιαζζηθό κνληέιν είλαη όηη  

                                                                                                                                               

όπνπ 

 : κέζε ηηκή ησλ εζόδσλ ζηελ κνλάδα ηνπ ρξόλνπ. 

    ε κέζε ηηκή ησλ εμόδσλ ζηελ κνλάδα ηνπ ρξόλνπ. 

 Δπνκέλσο, ε παξαπάλσ ζπλζήθε ππνδειώλεη όηη ηα έμνδα πξέπεη λα είλαη πάληα 

κηθξόηεξα από ηα έζνδα θαηά κέζν όξν ζηε κνλάδα ηνπ ρξόλνπ έηζη ώζηε λα νδεγεζνύκε ζε 

ζπκπεξάζκαηα γηα ηελ βησζηκόηεηα ηεο εηαηξίαο.  

Δπηπιένλ όκσο, ε αζθαιηζηηθή εηαηξία επηδηώθεη λα έρεη θέξδνο από ηνπο θηλδύλνπο πνπ 

αζθαιίδεη. Δπνκέλσο είλαη απαξαίηεην λα νξίζνπκε ηελ έλλνηα ηνπ πεξηζσξίνπ αζθαιείαο, 

όπσο απηή δίλεηαη παξαθάησ. 

Οπιζμόρ     

Σν πεξηζώξην αζθαιείαο ή ζπληειεζηήο αζθαιείαο   (premium loading factor) ζην 

θιαζζηθό κνληέιν ρξενθνπίαο νξίδεηαη από ηε ζρέζε 

                                                                          
 

   
                                                                          

Όπσο βιέπνπκε από ηε ζρέζε (1.4) ην   παίξλεη πάληα ζεηηθέο ηηκέο θαη εθθξάδεη πόζν 

κεγαιύηεξα είλαη ηα έζνδα από ηα έμνδα ηεο εηαηξίαο, θαηά κέζν όξν ζε έλα ραξηνθπιάθην.  

1.4 Ο ΥΡΟΝΟ΢ ΚΑΗ Ζ ΠΗΘΑΝΟΣΖΣΑ ΥΡΔΟΚΟΠΗΑ΢  

Ο όξνο “ρξενθνπία” ρξεζηκνπνηείηαη σο κέηξν ηεο θεξεγγπόηεηαο ηνπ ραξηνθπιαθίνπ. 

Όηαλ ηα έμνδα ηεο εηαηξίαο ππεξβαίλνπλ ηα έζνδα, ηόηε ην πιεόλαζκα γίλεηαη αξλεηηθό θαη 

ζε απηή ηελ πεξίπησζε ζα ιέκε όηη επέξρεηαη ρξενθνπία.  
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Η ρξνληθή ζηηγκή πνπ ζπκβαίλεη ε ρξενθνπία νλνκάδεηαη ρξόλνο ρξενθνπίαο θαη νξίδεηαη 

από ηε καζεκαηηθή ζρέζε  

                                                         {   
   {        }

                 
                                                  

Ο ρξόλνο ρξενθνπίαο είκαη κία ειαηησκαηηθή η.κ. αθνύ κπνξεί κε ζεηηθή πηζαλόηεηα λα 

πάξεη ηελ ηηκή άπεηξν, δειαδή 

                        ή         . 

θαη κπνξεί λα είλαη πεπεξαζκέλνο ή άπεηξνο. ΢ηελ πεξίπησζε πνπ είλαη άπεηξνο, δελ 

επέξρεηαη πνηέ ρξενθνπία. 

Από ηα παξαπάλσ θαηαιαβαίλνπκε όηη κία ζεκαληηθή πνζόηεηα ζηε ζεσξία θηλδύλνπ 

είλαη ε πηζαλόηεηα λα επέιζεη ρξενθνπία θαη ε νπνία νξίδεηαη σο εμήο 

                                            [                            ]                                  

Η παξαπάλσ ζρέζε εθθξάδεη ηελ πηζαλόηεηα ε ζηνραζηηθή αλέιημε ηνπ πιενλάζκαηνο λα 

πέζεη ηειηθά θάησ από ην κεδέλ. Η κειέηε απηήο ηεο πηζαλόηεηαο είλαη ζεκαληηθή γηα ηηο 

αζθαιηζηηθέο εηαηξίεο γηαηί αλ πξνζδηνξηζηεί θαηάιιεια ην αξρηθό απνζεκαηηθό   θαη ην 

αζθάιηζηξν  , ηόηε κπνξεί λα απνθεπρζεί, ή έζησ λα επηκεθπλζεί ε επέιεπζε ηεο 

ρξενθνπίαο. 

Παπαηηπήζειρ 

 Όηαλ ηα αλακελόκελα έμνδα, ππεξβαίλνπλ ηα έζνδα ζηελ κνλάδα ηνπ ρξόλνπ, ηόηε 

ε ρξενθνπία είλαη βέβαηε. Γειαδή εάλ ε ζπλζήθε (1.4) δελ ηζρύεη ηόηε 

               

 H πηζαλόηεηα ρξενθνπίαο είλαη θζίλνπζα ζπλάξηεζε σο πξνο ην αξρηθό 

απνζεκαηηθό  . 

 Ιζρύεη όηη               

Σν θιαζζηθό κνληέιν ηεο ζεσξίαο θηλδύλσλ, κειεηά ηε ιεηηνπξγία ηνπ ραξηνθπιαθίνπ 

ζε άπεηξν ρξόλν θαη ελώ δελ είλαη ην πην ξεαιηζηηθό, ζε ζρέζε κε κνληέια ζε 

πεπεξαζκέλν ή θαη δηαθξηηό ρξόλν, παξ’ όια απηά ε έξεπλα γηα αξθεηέο δεθαεηίεο 
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επηθεληξώζεθε ζε απηό θαζώο πξνζθέξεη πην αλαιπηηθά απνηειέζκαηα. Ο αθξηβήο 

ππνινγηζκόο ηεο πηζαλόηεηαο ρξενθνπίαο δελ είλαη πάληνηε δπλαηόο παξά κόλν ζε 

νξηζκέλεο πεξηπηώζεηο όζνλ αθνξά ζηελ θαηαλνκή ησλ απνδεκηώζεσλ (όπσο ζα δνύκε 

θαη παξαθάησ), έηζη έρνπκε νξίζεη θαη θάπνηα άιια κεγέζε. 

΢εκαληηθή πνζόηεηα γηα ηελ κειέηε ηνπ κνληέινπ απνηειεί θαη ε πηζαλόηεηα κε 

ρξενθνπίαο όηαλ ην αξρηθό απνζεκαηηθό είλαη   θαη απηή νξίδεηαη σο 

                                          [                ]                                     

Παπαηηπήζειρ 

 Η πηζαλόηεηα κε ρξενθνπίαο είλαη αύμνπζα ζπλάξηεζε σο πξνο ην αξρηθό 

απνζεκαηηθό    

 Ιζρύεη όηη               

 H      είλαη κεηθηή θαηαλνκή δειαδή έρεη κάδα πηζαλόηεηαο ζην κεδέλ, αθνύ 

ηζρύεη όηη ε πηζαλόηεηα κε ρξενθνπίαο κε κεδέλ αξρηθό απνζεκαηηθό είλαη ζεηηθή 

θαη είλαη θαη ζπλερήο ζην        

  Έρεη απνδεηρζεί νηη γηα     ε πηζαλόηεηα ρξενθνπίαο ηθαλνπνηεί ηελ ζρέζε 

                                                                           
 

   
                                                                 

ελώ ε πηζαλόηεηα κε ρξενθνπίαο ηθαλνπνηεί ηελ ζρέζε 

                                                                              
 

   
                                                                   

΢ηε ζπλέρεηα δίλνληαη νη γξαθηθέο παξαζηάζεηο γηα ηηο      θαη      αληίζηνηρα. 
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΢ρήκα 1.2: Γξαθηθή παξάζηαζε ηεο πηζαλόηεηαο ρξενθνπίαο 

 

 

΢ρήκα 1.3: Γξαθηθή παξάζηαζε ηεο πηζαλόηεηαο κε ρξενθνπίαο 

 

΢ηε ζπλέρεηα, ζα εθθξάζνπκε ηελ πηζαλόηεηα ρξενθνπίαο κέζσ ησλ αλαλεσηηθώλ 

εμηζώζεσλ. 

Μηα εμίζσζε ηεο κνξθήο 
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                                                        ∫             
 

 
                                        

ιέγεηαη εμίζσζε αλαλεσηηθνύ ηύπνπ ή απιά αλαλεσηηθή εμίζσζε. ΢ηελ παξαπάλσ ζρέζε, 

ε   είλαη κία θξαγκέλε ζπλάξηεζε, ην   είλαη κία ζηαζεξά πνπ παίξλεη ηηκέο από κεδέλ 

κέρξη θαη ηελ κνλάδα, ε   είλαη κία αζξνηζηηθή ζπλάξηεζε θαηαλνκήο θαη ηέινο ε   είλαη ε 

άγλσζηε ζπλάξηεζε. Αλάινγα κε ηελ ηηκή πνπ παίξλεη ε ζηαζεξά   νη αλαλεσηηθέο 

εμηζώζεηο δηαθξίλνληαη ζε ειιεηκκαηηθέο θαη ζε θαλνληθέο ή κε ειιεηκκαηηθέο. ΢ηελ 

πεξίπησζε πνπ       έρνπκε κία ειιεηκκαηηθή εμίζσζε ελώ όηαλ     πξνθύπηεη κία 

θαλνληθή εμίζσζε. 

Η γεληθή ιύζε ηεο παξαπάλσ εμίζσζεο, βιέπε Πνιίηεο (2012) δίλεηαη από ηελ εμήο ζρέζε 

                                               ∫            
 

 
                                                      

όπνπ ε   πεξηγξάθεηαη από ηνλ ηύπν 

                                                              ∑          
                                                          

Οπιζμόρ     

Η πηζαλόηεηα ρξενθνπίαο ηθαλνπνηεί ηελ ειιεηκκαηηθή αλαλεσηηθή εμίζσζε (defective 

renewal equation) πνπ δίλεηαη από ηελ παξαθάησ ζρέζε  

                                        ∫          
 

 
         ̅                                        

Από ηε ζρέζε        παξαηεξνύκε νηη ε πηζαλόηεηα ρξενθνπίαο εμαξηάηαη από ηελ       

ε νπνία νλνκάδεηαη θαηαλνκή ηζνξξνπίαο, ζρεηίδεηαη κε ηελ θαηαλνκή ησλ απνδεκηώζεσλ 

θαη νξίδεηαη σο 

                                                                       ̅     
 

  
∫  ̅

 

 

                                           

1.5 Ο ΢ΤΝΣΔΛΔ΢ΣΖ΢ ΠΡΟ΢ΑΡΜΟΓΖ΢ 

Μηα ζεκαληηθή πνζόηεηα ζηε ζεσξία ρξενθνπίαο είλαη ν ζπληειεζηήο πξνζαξκνγήο 

(adjustment coefficient) πνπ ζπκβνιίδεηαη κε       
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Ο ζπληειεζηήο πξνζαξκνγήο νξίδεηαη σο ε κηθξόηεξε ζεηηθή ξίδα ηεο εμίζσζεο Lundberg, 

ε νπνία δίλεηαη από ηε ζρέζε 

                                                                                                                           

Ο ζπκβνιηζκόο       εθθξάδεη ηε ξνπνγελλήηξηα ηεο θαηαλνκήο ηνπ κεγέζνπο ησλ 

απνδεκηώζεσλ θαη ηζρύεη όηη 

                                                            ∫          
 

 
                                                      

Ολνκάδνπκε ην αξηζηεξό κέινο ηεο ζρέζεο (1.17) κε       ε νπνία είλαη κία γξακκηθή 

ζπλάξηεζε ηνπ   θαη ην δεμί κέινο κε       ε νπνία είλαη αύμνπζα θαη θπξηή ζπλάξηεζε 

αθνύ 

     
             ∫             

 

 
  

θαη 

   
              ∫    

 
           . 

Eπίζεο ηζρύνπλ ηα εμήο 

           

 θαη  

         

θαζώο θαη  

   
     (1+ζ)     

     (1+ζ)  . 

                                        
       

       
         . 

Από ηηο παξαπάλσ ζρέζεηο ζπκπεξαίλνπκε νηη ζην ζεκείν κεδέλ ηζρύεη όηη   
       

     

θαη όηη ην κεδέλ απνηειεί πάληα κία ιύζε ζηελ εμίζσζε       , βιέπε Bowers et al. (1986). 

Θπκίδνπκε νηη ν ζπληειεζηήο πξνζαξκνγήο   είλαη γλήζηα κεγαιύηεξνο ηνπ κεδελόο θαη 

απνηειεί ιύζε ηεο         όπσο θαίλεηαη ζην παξαθάησ ζρήκα. 
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΢ρήκα 1.4: ΢πληειεζηήο Πξνζαξκνγήο 

Παπαηηπήζειρ 

Ο ζπληειεζηήο πξνζαξκνγήο δελ πθίζηαηαη όηαλ ηα κεγέζε ησλ απνδεκηώζεσλ 

αθνινπζνύλ θαηαλνκέο κε βαξηέο νπξέο όπσο γηα παξάδεηγκα νη         , 

                , γηα ηηο νπνίεο δελ ππάξρεη ε ξνπνγελλήηξηα.  

Δπίζεο, νη ιόγνη πνπ θάλνπλ ηνλ ζπληειεζηή πξνζαξκνγήο ηόζν ζεκαληηθό είλαη δύν θαη 

ζα κειεηεζνύλ εθηελέζηεξα ζε επόκελα θεθάιαηα ηόζν ζεσξεηηθά όζν θαη κε αξηζκεηηθέο 

εθαξκνγέο.  

Καηαξράο, ηθαλνπνηεί ηελ αληζόηεηα ηνπ Lundberg ε νπνία δίλεηαη παξαθάησ 

                                                                                                                          

Δπηπιένλ ηθαλνπνηεί ηνλ αζπκπησηηθό ηύπν Cramer-Lundberg 

                                                                                                                          

 Αο ππνζέζνπκε ηώξα νηη ην κέγεζνο ησλ απαηηήζεσλ αθνινπζεί ηελ εθζεηηθή θαηαλνκή, 

δειαδή νηη         , κε    . Σόηε (βιέπε Πνιίηεο, 2012) είλαη γλσζηό νηη 
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θαη ε κέζε ηηκή δίλεηαη από ηνλ ηύπν  

   
 

 
   

΢ηε ζπλέρεηα ρξεζηκνπνηώληαο ηε ζρέζε        γηα ηελ εύξεζε ηνπ ζπληειεζηή 

πξνζαξκνγήο πξνθύπηεη 

       
 

 
  

 

   
 

                      
 

 
  

 

   
   

                                                           
 

 
 

 

   
              

                                

                                      

                                                                                           
  

   
                                                   

1.6 ΣΑ ΚΛΗΜΑΚΧΣΑ ΤΦΖ 

Κάπνηεο ζεκαληηθέο πνζόηεηεο ζηε ζεσξία θηλδύλσλ, νη νπνίεο ζα αλαιπζνύλ 

εθηελέζηεξα θαη ζην Κεθάιαην  , είλαη ην έιιεηκκα ηε ζηηγκή ηεο ρξενθνπίαο θαη ην 

πιεόλαζκα πξηλ ηε ρξενθνπία. Με      ζα ζπκβνιίδνπκε από εδώ θαη ζην εμήο ην έιιεηκκα 

ην νπνίν είλαη αξλεηηθό, ελώ ε η.κ. πνπ δειώλεη ην κέγεζνο ηνπ πιενλάζκαηνο αθξηβώο πξηλ 

ηε ρξνληθή ζηηγκή πνπ πιεξσζεί απν ηνλ αζθαιηζηή ε απνδεκίσζε ε νπνία πξνθαιεί 

ρξενθνπία, ζα ζπκβνιίδεηαη κε       θαη ηθαλνπνηείηαη από ηε ζρέζε  

         
    

      

΢ην παξαθάησ ζρήκα παξαηεξνύκε ηελ ύπαξμε θαη κηαο αθόκα κεηαβιεηήο ε νπνία 

ζπκβνιίδεηαη κε    θαη εθθξάδεη ην κέγεζνο ηεο πηώζεο ηνπ πιενλάζκαηνο θάησ από ην 

πξνεγνύκελν απνζεκαηηθό, ή αιιηώο θιηκαθσηό ύςνο (ladder height). Η κεηαβιεηή απηή 

παίξλεη ζεηηθέο ηηκέο εθόζνλ ε πηώζε ηνπ πιενλάζκαηνο εμεηάδεηαη θαηά απόιπηε ηηκή. 
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΢ρήκα 1.5: Ο ρξόλνο ρξενθνπίαο, ην πιεόλαζκα πξηλ θαη ην έιιεηκκα κεηά ηε ρξενθνπία  

Έζησ νηη ε πξώηε πηώζε ηνπ πιενλάζκαηνο θάησ από ην αξρηθό απνζεκαηηθό ζπκβαίλεη 

ηε ρξνληθή ζηηγκή    θαη ην πιεόλαζκα ηε ρξνληθή ζηηγκή απηή είλαη         . H ηηκή πνπ 

παίξλεη ε ηπραία κεηαβιεηή    είλαη 

       . 

΢πλερίδνληαο, νξίδνπκε θαηά αληηζηνηρία ηελ η.κ.    ε νπνία εθθξάδεη ηελ πξώηε πηώζε 

ηνπ πιενλάζκαηνο θάησ από ηελ ηηκή   , ε νπνία ζπκβαίλεη ηε ρξνληθή ζηηγκή    θαη ην 

πιεόλαζκα ηε ζηηγκή απηή είλαη         . 

          

Καηά αληηζηνηρία νξίδνπκε θαη ηηο ππόινηπεο πηώζεηο ηνπ πιενλάζκαηνο θάησ από ην 

ηειεπηαίν απνζεκαηηθό πνπ έρεη ε εηαηξία ηελ πξνεγνύκελε ρξνληθή ζηηγκή (ην νπνίν είλαη 

κηθξόηεξν από ην αξρηθό απνζεκαηηθό    

Γειαδή, 
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Σν άζξνηζκα όισλ ησλ πηώζεσλ απνηειεί ηελ ηπραία κεηαβιεηή   πνπ νξίδεηαη σο εμήο 

                , 

ε νπνία δειώλεη κηα ζύλζεηε ηπραία κεηαβιεηή πνπ νλνκάδεηαη κέγηζηε ζσξεπηηθή απώιεηα 

θαη εθθξάδεη ηε ζπλνιηθή πηώζε ηνπ πιενλάζκαηνο θάησ από ην αξρηθό απνζεκαηηθό. Οη η.κ. 

           είλαη αλεμάξηεηεο θαη ηζόλνκεο θαη αθνινπζνύλ ηελ θαηαλνκή ηζνξξνπίαο 

(equilibrium distribution).  

Οπιζμόρ     

Έζησ κηα ηπραία κεηαβιεηή  , πνπ αθνινπζεί ηελ θαηαλνκή ηζνξξνπίαο κηαο θαηαλνκήο  . 

Σόηε ε ζπλάξηεζε θαηαλνκήο, ε ζπλάξηεζε ππθλόηεηαο πηζαλόηεηαο θαη ε ζπλάξηεζε 

επηβίσζεο είλαη 

 ΢πλάξηεζε θαηαλνκήο (βιέπε ζρέζε     ) 

                                                             
 

  
∫  ̅

 

 
                                                                

 ΢πλάξηεζε ππθλόηεηαο πηζαλόηεηαο 

                                                           
 ̅    

  
 .                                                             

 ΢πλάξηεζε επηβίσζεο 

                                                      ̅    
 

  
∫  ̅

 

 
                                                     

Η   είλαη κία η.κ. πνπ έρεη κάδα ζην κεδέλ θαη είλαη ζπλερήο ζην [     

                         

Έζησ   ην πιήζνο ησλ πηώζεσλ θάησ από ην αξρηθό απνζεκαηηθό. Η κεηαβιεηή   είλαη 

δηαθξηηή, εθόζνλ παίξλεη αθέξαηεο θαη κε αξλεηηθέο ηηκέο, θαη αθνινπζεί ηελ γεσκεηξηθή 

θαηαλνκή. Κάζε θνξά πνπ ζηελ αλέιημε πιενλάζκαηνο έρνπκε έλα θαηλνύξην   , ε 

πηζαλόηεηα λα “εκθαληζηεί’’ ην      ηζνύηαη κε        ΢πλεπώο αλ ζεσξήζνπκε “απνηπρία’’ 

ηελ εκθάληζε κηαο πηώζεο ηνπ πιενλάζκαηνο θάησ από ην αξρηθό απνζεκαηηθό, ε κεηαβιεηή 
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   κεηξά ηνλ αξηζκό ησλ απνηπρηώλ κέρξη ηελ πξώηε επηηπρία θαη ε θαηαλνκή ηεο δίλεηαη 

από ηνλ ηύπν  

                                                          [    ]                                                 

Ιζνδύλακα, κέζσ ηεο ζρέζεο        ν παξαπάλσ ηύπνο κπνξεί λα γξαθεί θαη σο εμήο 

                                                                   (
 

   
)
  

   
                                                        

΢ηε ζπλέρεηα βιέπνπκε νηη εθόζνλ ε η.κ.   αθνινπζεί γεσκεηξηθή θαηαλνκή, ε κέγηζηε 

ζσξξεπηηθή απώιεηα ζα αθνινπζεί ζύλζεηε γεσκεηξηθή θαηαλνκή. H πηζαλόηεηα ε η.κ.   λα 

πάξεη ηελ ηηκή κεδέλ είλαη 

                                  

Δάλ ε κέγηζηε ζσξεπηηθή απώιεηα είλαη κεγαιύηεξε από ην αξρηθό απνζεκαηηθό, ηόηε 

ζπκβαίλεη ρξενθνπία. Σν παξαπάλσ καζεκαηηθά εθθξάδεηαη σο 

                                                                                                                                   

θαη επίζεο 

                                                                                                                                    

Όπσο πξνθύπηεη από ηελ παξαπάλσ ζρέζε ε πηζαλόηεηα ρξενθνπίαο είλαη ε δεμηά νπξά 

κηαο ζύλζεηεο Γεσκεηξηθήο θαηαλνκήο ζην ζεκείν  . 

1.7 Ζ ΒΑΘΜΗΓΑ ΑΠΟΣΤΥΗΑ΢ 

΢ηελ ελόηεηα απηή ζα δνζνύλ νξηζκνί πνπ ρξεζηκνπνηνύληαη θαηά θύξην ιόγν ζηε ζεσξία 

αμηνπηζηίαο θαη έρνπλ ηδηαίηεξε ζεκαζία ζηα ζπζηήκαηα παξαγσγήο, αθνύ ζα 

ρξεζηκνπνηεζνύλ ζηελ παξνύζα εξγαζία θαη ζα γίλεη εθηελέζηεξε αλάιπζή ηνπο ζε επόκελα 

θεθάιαηα βιέπε Μπνύηζηθαο ( ΢εκεηώζεηο καζήκαηνο “Θεσξία Αμηνπηζηίαο’’ ). 

Η ζεσξία ηεο αμηνπηζηίαο κειεηά κεκνλσκέλεο κνλάδεο θαη ζπζηήκαηα κνλάδσλ πνπ 

ππόθεηληαη ζε βιάβεο. ΢θνπόο ηεο είλαη ε επίιπζε πξνβιεκάησλ πνπ ζρεηίδνληαη κε ηνλ 

ππνινγηζκό, ηελ εθηίκεζε θαη ηε βειηηζηνπνίεζε ηεο πηζαλόηεηαο ιεηηνπξγίαο (αμηνπηζηίαο) 

ηέηνησλ ζπζηεκάησλ. 
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Έλα ζύζηεκα αμηνπηζηίαο κπνξεί λα είλαη κηα ειεθηξηθή ζπζθεπή, έλα δίθηπν 

ηειεπηθνηλσληώλ ή δνξπθόξσλ, αθόκα θαη έλα έκβην νλ. Η απνηπρία ηνπ ζπζηήκαηνο είλαη 

αληίζηνηρα ην θάςηκν ηεο ειεθηξηθήο ζπζθεπήο, ε πηώζε ηνπ δηθηύνπ θαη ν ζάλαηνο. 

Οπιζμόρ     

Έζησ κία κε αξλεηηθή ζπλερήο η.κ.   κε ζπλάξηεζε θαηαλνκήο (ζ.θ.)   θαη ζπλάξηεζε 

ππθλόηεηαο πηζαλόηεηαο (ζ.π.π.)  . Η πνζόηεηα  

                                                                       
     

      
 

    

 ̅   
                                                  

νλνκάδεηαη βαζκίδα απνηπρίαο, ή έληαζε απνηπρίαο ή έληαζε ζλεζηκόηεηαο θαη εθθξάδεη ην 

ξπζκό θαηά ηνλ νπνίν απνηπγράλεη κία κνλάδα.  

Η παξαπάλσ ζπλάξηεζε ρξεζηκνπνηείηαη γηα λα ρσξίζεη ηνπο ρξόλνπο κέρξη ηελ επόκελε 

βιάβε ζε δύν θιάζεηο. Καηαξρήλ είλαη απηέο πνπ έρνπλ αύμνληα ξπζκό απνηπρίαο (increasing 

failure rate/ IFR), δειαδή όηαλ ε κνλάδα θζείξεηαη κε ηελ πάξνδν ηνπ ρξόλνπ θαη απηέο πνπ 

έρνπλ θζίλνληα ξπζκό απνηπρίαο (decreasing failure rate/ DFR), δειαδή όηαλ ε κνλάδα 

ιεηηνπξγεί νκαιόηεξα όζν πεξλά ν ρξόλνο. 

Γηα λα γίλνπλ πεξηζζόηεξν θαηαλνεηά ηα παξαπάλσ ζα δνζνύλ νη αληίζηνηρνη νξηζκνί γηα 

ηηο IFR/DFR θαηαλνκέο. 

Οπιζμόρ     

Μία θαηαλνκή   είλαη IFR (DFR), ζπκβνιίδνπκε κε                όηαλ γηα θάζε 

       ε ζπλάξηεζε  

 ̅     

 ̅   
 

είλαη θζίλνπζα ( αύμνπζα ) σο πξνο    Δπηπξόζζεηα, αλ ε θαηαλνκή    είλαη απνιύησο      

ζπλερήο ηόηε ε    είλαη IFR (DFR) όηαλ ε βαζκίδα απνηπρίαο είλαη αύμνπζα (θζίλνπζα) 

ζπλάξηεζε ηνπ  .  
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Όηαλ       , όπνπ   ζηαζεξόο ζεηηθόο αξηζκόο ηόηε ε ζπλάξηεζε   είλαη ηαπηόρξνλα θαη 

θζίλνπζα θαη αύμνπζα ζην ρξόλν. Δίλαη πξνθαλέο νηη ζ’ απηή ηελ θιάζε αλήθεη ε εθζεηηθή 

θαηαλνκή, αθνύ εάλ  

                       

είλαη ε ζ.π.π. ηεο εθζεηηθήο θαηαλνκήο κε παξάκεηξν   ελώ ε ζπλάξηεζε επηβίσζήο ηεο 

δίλεηαη από ηνλ ηύπν 

        ̅         

θαη ε βαζκίδα απνηπρίαο θάλνληαο ρξήζε ηνλ ηύπν        πξνθύπηεη νηη είλαη  

      . 

Η κείμε εθζεηηθώλ θαηαλνκώλ κε νπξά 

 ̅                              ,  

        θαη       

     είλαη DFR. 

Η θαηαλνκή Γάκκα κε παξακέηξνπο       θαη ππθλόηεηα  

     
          

    
           

όπνπ         είλαη IFR εάλ     θαη DFR εάλ      . 

Οπιζμόρ     

Μία θαηαλνκή      αλήθεη ζηελ θιάζε NBU (NWU), πνπ είλαη επξύηεξε από ηελ IFR 

(DFR), αλ θαη κόλν αλ ηζρύεη ε παξαθάησ αλίζσζε 

                        ̅          ̅    ̅          γηα        

H ηδηόηεηα NBU δειώλεη νηη ε πηζαλόηεηα επηβίσζεο πέξα από ηελ ειηθία    , δεδνκέλνπ 

νηη ε κνλάδα ιεηηνπξγεί ηε ρξνληθή ζηηγκή     ε νπνία δίλεηαη από ηνλ ηύπν 
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 ̅     

 ̅   
  

είλαη κηθξόηεξε ή ίζε από ηελ πηζαλόηεηα επηβίσζεο ρξόλνπ   γηα κηα θαηλνύξηα κνλάδα ( ε 

ηζόηεηα ηζρύεη κόλν ζηελ πεξίπησζε ηεο εθζεηηθήο θαηαλνκήο). 

Η ηδηόηεηα NWU δειώλεη νηη ε πηζαλόηεηα επηβίσζεο κηαο κνλάδαο κε ειηθία   είλαη 

κεγαιύηεξε από ηελ πηζαλόηεηα επηβίσζεο  ̅    κηαο θαηλνύξηαο κνλάδαο. 

Οπιζμόρ      

Μία θαηαλνκή      είλαη NBUC (NWUC) αλ θαη κόλν αλ ηζρύεη ε παξαθάησ αλίζσζε 

∫  ̅       
 

 
     ̅   ∫  ̅     

 

 
       γηα        

Απηή ε θιάζε θαηαλνκώλ είλαη επξύηεξε από ηελ θιάζε NBU (NWU). 

Οπιζμόρ      

΢ηε ζπλέρεηα ζα δνζεί ν νξηζκόο γηα ηελ θιάζε NBUE (NWUE) ε νπνία είλαη επξύηεξε 

απν ηελ θιάζε NBUC (NWUC). 

Έζησ νηη ε η.κ.   αθνινπζεί ηελ θαηαλνκή   κε κέζε ηηκή      ∫  ̅
 

 
          

Σόηε ε      νλνκάδεηαη NBUE (NWUE) αλ θαη κόλν αλ ηζρύεη ε αλίζσζε 

                                                                                 γηα     

όπνπ ν κέζνο ππνιεηπόκελνο ρξόλνο δσήο κηαο κνλάδαο κε ειηθία   λα ζπκβνιίδεηαη κε  

   ∫  ̅(   )   
∫  ̅       

 

 

 ̅   

 

 

 
∫  ̅     

 

 

 ̅   
  

Πξαθηηθά ν νξηζκόο ζεκαίλεη νηη ζηελ πεξίπησζε ηεο NBUE θαηαλνκήο, ν κέζνο 

ππνιεηπόκελνο ρξόλνο δσήο κηαο ρξεζηκνπνηεκέλεο κνλάδαο δελ ππεξβαίλεη ην κέζν 

ππνιεηπόκελν ρξόλν δσήο κηαο θαηλνύξηαο κνλάδαο. 

Δλώ, ζηελ πεξίπησζε ηεο θαηαλνκήο NWUE ν κέζνο ππνιεηπόκελνο ρξόλνο δσήο κηαο 

θαηλνύξηαο κνλάδαο δελ ππεξβαίλεη ην κέζν ππνιεηπόκελν ρξόλν δσήο κηαο 

ρξεζηκνπνηεκέλεο κνλάδαο. 
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΢ην επόκελν δηάγξακκα ζα δνύκε ζπλνπηηθά ηε ζρέζε πνπ ππάξρεη αλάκεζα ζηηο θιάζεηο 

πνπ πξναλαθέξακε. 

 

IFR   NBU  NBUC             NBUE 

 DFR   NWU  NWUC             NWUE 
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ΚΔΦΑΛΑΗΟ 2: ΠΡΟ΢ΔΓΓΗ΢ΔΗ΢ ΓΗΑ ΣΖΝ ΠΗΘΑΝΟΣΖΣΑ 

ΥΡΔΟΚΟΠΗΑ΢ ΢ΣΟ ΚΛΑ΢΢ΗΚΟ ΜΟΝΣΔΛΟ 

2.1  ΔΗ΢ΑΓΧΓΖ 

΢ην θεθάιαην απηό ζα αλαθεξζνύλ νη πεξηπηώζεηο ζηηο νπνίεο ε πηζαλόηεηα ρξενθνπίαο 

κπνξεί λα ππνινγηζηεί αθξηβώο. ΢ηε ζπλέρεηα ζα παξαηεζνύλ δηάθνξεο πξνζεγγίζεηο θαη 

θξάγκαηα γηα ηηο πεξηπηώζεηο πνπ ν αθξηβήο ππνινγηζκόο ηεο πηζαλόηεηαο ρξενθνπίαο δελ 

είλαη δπλαηόο. 

2.2  ΑΚΡΗΒΖ΢ ΤΠΟΛΟΓΗ΢ΜΟ΢ ΣΖ΢ ΠΗΘΑΝΟΣΖΣΑ΢ ΥΡΔΟΚΟΠΗΑ΢ 

Η πηζαλόηεηα ρξενθνπίαο κπνξεί λα ππνινγηζηεί κε αθξίβεηα ζηελ πεξίπησζε πνπ ε 

θαηαλνκή ησλ απνδεκηώζεσλ αθνινπζεί εθζεηηθή θαηαλνκή, κείμε εθζεηηθώλ θαη Γάκκα κε 

κέζε ηηκή 1 θαη παξάκεηξν   κηθξόηεξε ή θαη ίζε κε ηελ κνλάδα. 

Έλαο ηξόπνο ππνινγηζκνύ ηεο πηζαλόηεηαο ρξενθνπίαο (Bowers et al.     ) είλαη κέζσ 

ξνπνγελλεηξηώλ. ΢πγθεθξηκέλα ππνινγίδεηαη αξρηθά ε ξνπνγελλήηξηα ηεο κέγηζηεο 

ζσξεπηηθήο απώιεηαο  , ε θαηαλνκή ηεο νπνίαο έρεη νπξά ηελ πηζαλόηεηα ρξενθνπίαο     . 

Ππόηαζη       

Έζησ       ε ξνπνγελλήηξηα ησλ απνδεκηώζεσλ θαη     
    ε ξνπνγελλήηξηα ησλ 

θιηκαθσηώλ πςώλ. Σόηε ηζρύεη νηη 

                                                                      
    

 

    
                                                          

Απόδειξη 

Η ξνπνγελλήηξηα ηεο η.κ.  , κε ζ.π.π.        ̅     ⁄  πεξηγξάθεηαη από ηνλ παξαθάησ 

ηύπν 

                                                
    ∫             ∫

   

  
 [      ]  

 

 

 

 
                                                                   

Με παξαγνληηθή νινθιήξσζε παίξλνπκε 

                           
           

 

 
 
   

  
 [      ] |

 
 

 ∫
 

 
 
   

  
       

 

 
  

 

    
 

 

    
      , 
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θαη ε απόδεημε νινθιεξώζεθε. 

Ππόηαζη       

Αλ ε θαηαλνκή ησλ απνδεκηώζεσλ αθνινπζεί       , ηόηε ε κεηαβιεηή   , αθνινπζεί 

επίζεο ηελ εθζεηηθή θαηαλνκή κε ηελ ίδηα παξάκεηξν. 

Απόδειξη 

Η θαηαλνκή ησλ θιηκαθσηώλ πςώλ είλαη 

          ∫
 

  

 

 

 [      ]   

                                      ∫          *
 

 
 

 

 
     +

 

 
. 

Δπνκέλσο, 

                                                                    , 

ην νπνίν δείρλεη όηη ε    αθνινπζεί ηελ εθζεηηθή κε παξάκεηξν  . 

      ΑΚΡΗΒΖ΢ ΤΠΟΛΟΓΗ΢ΜΟ΢ ΣΖ΢ ΠΗΘΑΝΟΣΖΣΑ΢ ΥΡΔΟΚΟΠΗΑ΢ ΓΗΑ 

ΔΚΘΔΣΗΚΔ΢ ΑΠΟΕΖΜΗΧ΢ΔΗ΢ 

Έζησ νηη ε η.κ.   πνπ εθθξάδεη ην κέγεζνο ησλ απαηηήζεσλ, αθνινπζεί ηελ εθζεηηθή 

θαηαλνκή κε παξάκεηξν  , ζπκβνιίδνπκε κε           Όπσο έρεη δεηρζεί θαη ζηε ζειίδα 

   πξνθύπηεη νηη ν ζπληειεζηήο πξνζαξκνγήο πεξηγξάθεηαη από ηνλ ηύπν 

                                            
  

   
                                               

Τπελζπκίδνπκε νηη ε πηζαλόηεηα ρξενθνπίαο είλαη ε δεμηά νπξά ηεο η.κ.  , ε νπνία 

αθνινπζεί ζύλζεηε γεσκεηξηθή θαηαλνκή κε παξάκεηξν        

Δπνκέλσο γηα ηελ πηζαλόηεηα ρξενθνπίαο ηζρύεη  βιέπε Πνιίηεο        

                                                            
 

   
   

  

   
                                                    

Μέζσ ηεο ζρέζεο        θαη επεηδή      
 

   
 ε παξαπάλσ ζρέζε γξάθεηαη 
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      ΑΚΡΗΒΖ΢ ΤΠΟΛΟΓΗ΢ΜΟ΢ ΣΖ΢ ΠΗΘΑΝΟΣΖΣΑ΢ ΥΡΔΟΚΟΠΗΑ΢ ΓΗΑ 

ΑΠΟΕΖΜΗΧ΢ΔΗ΢ ΠΟΤ ΑΚΟΛΟΤΘΟΤΝ ΜΔΗΞΖ ΔΚΘΔΣΗΚΧΝ ΚΑΣΑΝΟΜΧΝ 

Έζησ νηη ε η.κ.   πνπ εθθξάδεη ην κέγεζνο ησλ απαηηήζεσλ αθνινπζεί κείμε εθζεηηθώλ 

θαηαλνκώλ θαη έρεη ζπλάξηεζε ππθλόηεηαο πηζαλόηεηαο βιέπε Gerber et al.        

                                                                
         

                                           

όπνπ ηζρύεη        . 

Όζνλ αθνξά ηελ πηζαλόηεηα ρξενθνπίαο πξνθύπηεη από Bowers et al.        νηη 

                                                                  
        

                                                     

όπνπ ηα       είλαη ζηαζεξέο γηα ηηο νπνίεο ηζρύεη ε ζρέζε 

                                                                                
 

   
                                                             

θαη      είλαη νη ιύζεηο ηεο εμίζσζεο γηα ηνλ ζπληειεζηή πξνζαξκνγήο. 

      ΑΚΡΗΒΖ΢ ΤΠΟΛΟΓΗ΢ΜΟ΢ ΣΖ΢ ΠΗΘΑΝΟΣΖΣΑ΢ ΥΡΔΟΚΟΠΗΑ΢ ΓΗΑ 

ΑΠΟΕΖΜΗΧ΢ΔΗ΢ ΠΟΤ ΑΚΟΛΟΤΘΟΤΝ ΣΖΝ ΚΑΣΑΝΟΜΖ ΓΑΜΜΑ 

Όπσο αλαθέξεηαη θαη ζηε δεκνζίεπζε ησλ Jan Grandell and C.-O. Segerdahl        ε 

πηζαλόηεηα ρξενθνπίαο κπνξεί λα ππνινγηζηεί κε αθξίβεηα όηαλ ε θαηαλνκή ησλ 

απνδεκηώζεσλ αθνινπζεί ηελ θαηαλνκή Γάκκα ( ,  ) κε κέζε ηηκή ίζε κε ηελ κνλάδα 

θαη    . 

Ιζρύεη ν ηύπνο 

                                    
 (   

 ⁄ )    

              (  
 
 )

 
         

 
                               

 όπνπ  

                                ∫
           

[  (             )         ]          
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    ΠΡΟ΢ΔΓΓΗ΢ΔΗ΢ ΓΗΑ ΣΖΝ ΠΗΘΑΝΟΣΖΣΑ ΥΡΔΟΚΟΠΗΑ΢ 

      Ζ ΠΗΘΑΝΟΣΖΣΑ ΥΡΔΟΚΟΠΗΑ΢ ΢ΣΟ ΚΛΑ΢΢ΗΚΟ ΜΟΝΣΔΛΟ 

Έζησ {           } κηα αθνινπζία αλεμάξηεησλ θαη ηζόλνκσλ ηπραίσλ κεηαβιεηώλ κε 

ζπλάξηεζε θαηαλνκήο 

                   ̅     

Έζησ   κηα ηπραία κεηαβιεηή αλεμάξηεηε ησλ    πνπ αθνινπζεί ηε γεσκεηξηθή θαηαλνκή 

κε παξάκεηξν   θαη ζπλάξηεζε ππθλόηεηαο πηζαλόηεηαο  

                                                                                                                         

Πόπιζμα 2.3.1 

Έζησ     εάλ     θαη               αν          Σόηε,  

                                               ∑         ̅
  

                                             

 

   

 

Απόδειξη 

Υξεζηκνπνηώληαο ηελ ζύλζεηε γεσκεηξηθή έθθξαζε ηεο η.κ.              

πξνθύπηεη νηη 

                                                  

 

                                              ∑               |             

 

   

 

                                                    ∑ (  
   

 
)

 

   

(
   

 
)
 

  ̅
  

    ∑       

 

   

  ̅
  

     

Όπνπ  ̅                       γηα          , ε λ-νζηή ζπλέιημε ηεο 

θαηαλνκήο ησλ απνδεκηώζεσλ. Η κέζε ηηκή ηεο θαηαλνκήο ησλ απνδεκηώζεσλ δίλεηαη από 

ηνλ ηύπν 
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    ∫  ̅
 

 
       

θαη 

       
 

   
 

   

 
  

ελώ ε θαηαλνκή ηζνξξνπίαο (equilibrium) πεξηγξάθεηαη από ηνλ ηύπν 

      
∫ (      )  
 
 

∫ (      )  
 
 

 . 

Τπνζέηνπκε νηη νη απαηηήζεηο αθνινπζνύλ αλέιημε Poisson κε έληαζε   θαη ην ύςνο ησλ 

απαηηήζεσλ απαξηίδεηαη από αλεμάξηεηεο θαη ηζόλνκεο η.κ. κε ζπλάξηεζε θαηαλνκήο     . 

Σα αζθάιηζηξα πιεξώλνληαη ζπλερώο, κε ξπζκό πνπ δίλεηαη από ηνλ ηύπν  

                                       ∫ (      )  
 

 
       όπνπ                  

είλαη ην πεξηζώξην αζθαιείαο θαη   ην αξρηθό απνζεκαηηθό. Θπκίδνπκε νηη ε πηζαλόηεηα 

ρξενθνπίαο ζπκβνιίδεηαη κε      ελώ κε        
 

   
, ζπκβνιίδεηαη ε πηζαλόηεηα 

ρξενθνπίαο κε κεδέλ αξρηθό απνζεκαηηθό.  

      Ο Α΢ΤΜΠΣΧΣΗΚΟ΢ ΣΤΠΟ΢ CRAMER-LUNDBERG 

Δάλ ππάξρεη     πνπ λα ηθαλνπνηεί ηελ  

                                                                           ∫           
 

 

 

 

                                           

(Θπκίδνπκε νηη ηα θιηκαθσηά ύςε            είλαη αλεμάξηεηα θαη ηζόλνκα κε ηελ 

θαηαλνκή   ). 

     Σόηε ηζρύεη πξνζεγγηζηηθά   

                                                                            
   

                                                                

κε     λα νξίδεηαη σο 
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Με βάζε ηελ πξνζέγγηζε απηή, νξίδνπκε ηελ ζπλάξηεζε  

                                                                               

ηελ νπνία ζα ρξεζηκνπνηήζνπκε ζην Κεθάιαην 3. 

Αθόκα όπσο παξαηεξνύκε από ηελ ζρέζε          ηζρύεη        
    

         

Aμίδεη λα ζεκεησζεί όηη όηαλ ην ύςνο ησλ απαηηήζεσλ αθνινπζεί εθζεηηθή θαηαλνκή κε 

ζπλάξηεζε επηβίσζεο, 

                          ̅     
 

 

                            ,
 

 ε πηζαλόηεηα ρξενθνπίαο δίλεηαη από ηελ ζρέζε 

                                                                        
 

   
 
{ 

 
       

  }
                                    

 

Δπνκέλσο, o αζπκπησηηθόο ηύπνο ησλ Cramer-Lundberg είλαη αθξηβήο ζ’ απηή ηελ 

πεξίπησζε.  

Παξαηεξώληαο ηηο ζρέζεηο πνπ δίλνληαη παξαπάλσ δηαπηζηώλνπκε πσο απαξαίηεηε 

πξνϋπόζεζε γηα ηνλ ππνινγηζκό ηεο πηζαλόηεηαο ρξενθνπίαο είλαη ε ύπαξμε ηεο 

ξνπνγελλήηξηαο θαη άξα ηνπ ζπληειεζηή πξνζαξκνγήο. ΢ε πεξηπηώζεηο πνπ δελ ππάξρεη ν 

ζπληειεζηήο πξνζαξκνγήο ή πνπ ππάξρεη κελ αιιά είλαη δύζθνινο ν ππνινγηζκόο ηνπ, όπσο 

ζηελ θαηαλνκή Pareto( ) θαη ζηελ Weibull      ρξεζηκνπνηνύκε θξάγκαηα πξνθεηκέλνπ λα 

ππνινγίζνπκε ζηελ ζπλέρεηα ηελ πηζαλόηεηα ρξενθνπίαο.

 

Δηδηθά γηα ηελ θαηαλνκή Weibull      όπνπ       ε νπνία έρεη ζπλάξηεζε ππθλόηεηαο 

πηζαλόηεηαο                 
 ηζρύνπλ 

 Γηα     πξνθύπηεη ε εθζεηηθή θαηαλνκή. 

 Γηα      ε ξνπνγελλήηξηα δελ ππάξρεη άξα νύηε θαη ν ζπληειεζηήο πξνζαξκνγήο. 

 Γηα     ε ξνπνγελλήηξηα ππάξρεη αιιά δελ κπνξεί λα ππνινγηζηεί αλαιπηηθά. 
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Δλδεηθηηθά δύν γεληθά άλσ θξάγκαηα γηα ηνλ ζπληειεζηή πξνζαξκνγήο, ζύκθσλα κε 

Πνιίηεο        είλαη  

   
    

  
                                                                                                                       

   
     

√   
             

                                                                                   

Αμίδεη λα ζεκεησζεί νηη ην άλσ θξάγκα πνπ πεξηγξάθεηαη ζηελ ζρέζε         είλαη 

θαιύηεξν από απηό πνπ πεξηγξάθεηαη ζηελ        , απαηηεί όκσο ηελ ύπαξμε ηεο ηξίηεο 

ξνπήο. 

΢ΤΜΠΔΡΑ΢ΜΑΣΑ 

΢πλνςίδνληαο ινηπόλ, ν αζπκπησηηθόο ηύπνο ησλ Cramer-Lundberg δίλεη πην 

ηθαλνπνηεηηθά απνηειέζκαηα θαζώο ην αξρηθό απνζεκαηηθό παίξλεη κεγάιεο ηηκέο . Δπίζεο, 

είλαη πεξηζζόηεξν απνηειεζκαηηθόο όηαλ ε νπξά ηεο θαηαλνκήο ησλ απνδεκηώζεσλ 

κεηώλεηαη κε εθζεηηθό ξπζκό όπσο γηα παξάδεηγκα ζηελ πεξίπησζε ηεο θαηαλνκήο Γάκκα ή 

ζηελ κείμε εθζεηηθώλ θαηαλνκώλ. ΢εκαληηθό κεηνλέθηεκα είλαη νηη γηα λα κπνξεί λα 

εθαξκνζηεί ζα πξέπεη λα ππάξρεη ν ζπληειεζηήο πξνζαξκνγήο. 

      Ζ ΠΡΟ΢ΔΓΓΗ΢Ζ ΣΟΤ TIJMS 

Η πξνζέγγηζε ηνπ Tijms είλαη κία επέθηαζε ηνπ αζπκπησηηθνύ ηύπνπ ηνπ Cramer, ζηνλ 

νπνίν πξνζηέζεθε έλαο αθόκε εθζεηηθόο όξνο. Η θόξκνπια δίλεηαη από ηνλ παξαθάησ ηύπν
 

                                                                                                                       

όπου το   είναι ίσο με 

                                                              {
      

   
 

 

 
}

  

                                                      

 θαη       ζπκβνιίδεη ηε κέζε ηηκή ησλ θιηκαθσηώλ πςώλ. 

 Οπζηαζηηθά δειαδή ν Tijms, πξόηεηλε ε πηζαλόηεηα ρξενθνπίαο λα πξνζεγγίδεηαη από κία 

κείμε εθζεηηθώλ θαηαλνκώλ. ΢εκεηώλεηαη επίζεο νηη ε πξνζέγγηζε δε κπνξεί λα 

ρξεζηκνπνηεζεί ζηελ πεξίπησζε πνπ      
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΢ηε ζρέζε         ηζρύεη όηη     άξα ν δεύηεξνο όξνο ζπγθιίλεη πην αξγά ζην κεδέλ 

απ’ όηη ν πξώηνο θαζώο ην     άξα ηζρύεη όηη              Θέηνληαο     πξνθύπηεη 

όηη 

       , 

δειαδή βιέπνπκε όηη είλαη πάληα αθξηβήο ε πξνζέγγηζε. 

΢ΤΜΠΔΡΑ΢ΜΑΣΑ 

Η πξνζέγγηζε ηνπ Tijms είλαη πην απνηειεζκαηηθή από ηελ πξνεγνύκελε αιιά όηαλ ην 

αξρηθό απνζεκαηηθό   είλαη ζρεηηθά κηθξό εμαθνινπζνύλ λα ππάξρνπλ απνθιίζεηο από ηελ 

πξαγκαηηθή πηζαλόηεηα ρξενθνπίαο. Δπηπξόζζεηα θαη ζ’ απηή ηελ πεξίπησζε δε δίλνληαη 

ηθαλνπνηεηηθά απνηειέζκαηα γηα θαηαλνκέο απνδεκηώζεσλ κε βαξηέο νπξέο. Όπσο θαη ζηελ 

πξνεγνύκελε πξνζέγγηζε, ζα πξέπεη λα ππάξρεη ν ζπληειεζηήο πξνζαξκνγήο, αιιά θαη λα 

είλαη γλσζηή ε καζεκαηηθή ηνπ έθθξαζε. Σέινο είλαη αμηνζεκείσην ην γεγνλόο νηη ε 

πξνζέγγηζε ηαπηίδεηαη κε ηηο πξαγκαηηθέο ηηκέο ηεο πηζαλόηεηαο ρξενθνπίαο όηαλ ε θαηαλνκή 

ησλ απνδεκηώζεσλ εηλαη (α) κείμε δύν εθζεηηθώλ θαηαλνκώλ (β) ζπλέιημε δύν εθζεηηθώλ 

θαηαλνκώλ, δειαδή ε   είλαη κία Γάκκα       γηα θάπνηo      

      Ζ ΠΡΟ΢ΔΓΓΗ΢Ζ ΣΟΤ WILLMOT 

Ο Willmot        πξόηεηλε κηα γελίθεπζε ηεο πξνζέγγηζεο ηνπ Tijms, ε νπνία όκσο δε ζα 

έρεη ηα ίδηα κεηνλεθηήκαηα κε απηή. Αληηθαηέζηεζε ηελ εθζεηηθή νπξά      κε κηα πην 

γεληθή νπξά όπσο ζα παξαηεξήζνπκε θαη από ηνλ παξαθάησ ηύπν 

                                                              ̅                                                       

όπνπ     ̅    ζπκβνιίδεη ηε ζπλάξηεζε ππθλόηεηαο πνπ ηθαλνπνηεί ηε ζρέζε 

                                                        ∫  ̅   
 

 

   
      

   
 

 

 
                                                

Παπαηήπηζη: Η πξνζέγγηζε ηνπ Σijms είλαη ε εηδηθή πεξίπησζε όπνπ  ̅          Δπίζεο 

ππνγξακκίδεηαη νηη εάλ ε      είλαη ε νπξά ηνπ αζξνίζκαηνο ή ηεο κείμεο δύν εθζεηηθώλ 

θαηαλνκώλ ηόηε πξνθύπηεη πξνζέγγηζε ηξηώλ εθζεηηθώλ βιέπε Choudhury et al.         
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Παξαηεξνύκε όηη γηα ηελ πξνζέγγηζε          ηζρύεη          ΢ηε ζπλέρεηα ζα 

κειεηήζνπκε θάησ από πνηέο ζπλζήθεο έρεη ηε ζσζηή αζπκπησηηθή ζπκπεξηθνξά θαζώο 

    . 

Θεώπημα 2.3.1 

Τπνζέηνπκε όηη    , ηθαλνπνηεί ηελ         κε   
   

     
  θαη      Δάλ    ̅    είλαη 

κηα IFR πνπ ηθαλνπνηεί ηελ          θαη ε      είλαη NBUC (NWUC) ηόηε          θαη 

ε          ηθαλνπνηεί ηελ 

                                                                                                                                  

Απόδειξη 

Δθόζνλ ε ζπλάξηεζε θαηαλνκήο      είλαη NBUC (NWUC) , πξνθύπηεη από Lin        

όηη                      Έηζη δεδνκέλνπ ηεο         πξέπεη λα ηζρύεη          Όκσο 

    θαη έηζη            Δίλαη θαλεξό όηη εάλ  ̅      γηα      όπνπ      ηόηε 

πξνθύπηεη όηη  ̅      γηα     . Έηζη, ε      είλαη ζπλερήο θαη έζησ όηη ν ξπζκόο 

απνηπρίαο ηεο είλαη        (
 

  
)    ̅         Έηζη γηα       ηζρύεη 

  (                

΢ηε ζπλέρεηα έρνπκε  

 

 
 

 

     
 

 

 
 ∫

 

     

 

 

      

                        
 

 
 ∫

 

     

 

 

      

             
 

 
 ∫  ̅

 

 

      

                                 
 

   
{
   

 
 

      

   
 

 

 
} 
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{
 

 
 

     

   
}  

όπνπ ζηελ πξνηειεπηαία ηζόηεηα ρξεζηκνπνηήζακε ηε ζρέζε           

Όκσο ε   είλαη NBUC (NWUC) θαη ε     είλαη NBUE (NWUE). Έηζη, (Willmot      ζει 

   ),  ∫             ∫       
 

 

 

 
    εηλαη κία αλαδηαηύπσζε ηεο αλίζσζεο  

                {      } 

ην νπνίν πξνθύπηεη αλ νινθιεξώζνπκε θαηά κέιε ηελ ζρέζε (2.3.3). Όκσο ην παξαπάλσ 

κπνξεί λα γξαθεί θαη σο εμήο:        
     

   
    

Eπίζεο, αθνύ     
     

   
  ηζρύεη θαη        

     

   
   Δπεηδή ηζρύεη           

πξνθύπηεη όηη  

 

 
 

 

     
 

 

   
{
 

 
 

     

   
}      

επνκέλσο,           Γειαδή,           ̅      ην νπνίν ππνζέηεη από ηελ          

όηη ε          ηζρύεη. 

Καηαιήγνπκε επνκέλσο ζην ζπκπέξαζκα, όηη θάησ από ηηο ζπλζήθεο πνπ πεξηγξάθεθαλ 

ζην πξναλαθεξζέλ ζεώξεκα, ε πξνζέγγηζε ηνπ Willmot επαιεζεύεη ηελ        γηα αξρηθό 

απνζεκαηηθό ίζν κε ην κεδέλ, ηε κέζε ηηκή       θαη ηελ ζσζηή αζπκπησηηθή ζπκπεξηθνξά 

θαζώο ην   ηείλεη ζην άπεηξν. 

              ΓΗΟΡΘΧ΢Ζ ΜΔ ΣΖΝ ΟΤΡΑ ΜΗΑ΢ ΓΑΜΜΑ ΚΑΣΑΝΟΜΖ΢ 

Μηα ρξήζηκε επηινγή γηα ηελ  ̅    ζηελ ζρέζε          είλαη ε νπξά κηαο θαηαλνκήο 

Γάκκα, ε νπνία πεξηγξάθεηαη από ηνλ ηύπν  

                                                                 ̅    ∫
            

    

 

 

                                        

Απηό ην κνληέιν έρεη πνιιέο επηζπκεηέο ηδηόηεηεο γηα ηελ παξνύζα πξνζέγγηζε. 

Ξεθηλώληαο, ε ζπλάξηεζε θαηαλνκήο    ̅    είλαη IFR εάλ      ην νπνίν είλαη έλα 

ρξήζηκν ραξαθηεξηζηηθό όπσο είδακε θαη ζην Θεώξεκα          Αθόκα, δηαζέηεη δύν 
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παξακέηξνπο (           νη νπνίεο πξνζδίδνπλ κεγαιύηεξε ΄΄ειαζηηθόηεηα΄΄ ζηελ 

πξνζέγγηζε ηεο πηζαλόηεηαο ρξενθνπίαο        Δάλ   είλαη ζεηηθόο αθέξαηνο αξηζκόο 

δηαηεξεί ηελ απιόηεηα ηεο πξνζέγγηζεο ηνπ Tijms αθνύ 

 ̅        ∑
     

  
           

   

   

 

Η ζρέζε          ζ’ απηή ηελ πεξίπησζε  κπνξεί λα πεξηγξαθεί σο 

                                                                     {
      

   
 

 

   
}                                              

Μπνξνύκε εύθνια θάλνληαο ρξήζε ηνπ λόκνπ ηνπ L’ Hospital λα δνύκε όηη ε          

ηθαλνπνηεί ηελ  ̅    {    }                      Έηζη, ε ζρέζε          ηζνδπλακεί κε 

                     ην νπνίν ηζρύεη εθόζνλ      Όκσο από ηελ          θάλνληαο 

πξάμεηο,  

 

 
 

 

 
 

 

      
{
 

 
 

     

   
}  

   

  
   

Δπνκέλσο,     
        

 
 θαη     εάλ      όπνπ 

                                                      
 {          }

          
                                                             

Τπνγξακκίδεηαη νηη δελ είλαη δύζθνιν λα δνύκε νηη αλ       
     

    
  θαη      είλαη 

NBUC ή NWUC ηόηε        Έλαο ηξόπνο αθόκα γηα λα επηιέμνπκε λα ρξεζηκνπνηήζνπκε 

ην   είλαη γηα λα δηαηεξεζεί ε εμήο ζρέζε πνπ αθνξά ηελ δεύηεξε ξνπή ηεο θαηαλνκήο ησλ 

θιηκαθσηώλ πςώλ  

      
  (  

 )

     
  {

      

   
}

 

 

 από ην νπνίν πξνθύπηεη  

                                    
           

  
 

  

  
 

     
  

   
  {

      

   
}
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Aπό ηηο δύν παξαπάλσ εμηζώζεηο (2.3.14) θαη (2.3.16) θαηαιήγνπκε ζηελ παξαθάησ 

εθηίκεζε γηα ην   

                                

(

 
 
     {

     
  

     {
      
   }

 

 
  
  

{
      
    

 
 }

   

)

 
 

  

                                   

Δάλ ε εθηηκεζείζα ηηκή ηνπ   από ηελ παξαπάλσ ζρέζε, είλαη αξλεηηθή ή κηθξόηεξε από 

  , ηόηε κπνξνύκε λα ρξεζηκνπνηήζνπκε ηε κηθξόηεξε ζεηηθή αθέξαηε ηηκή πνπ είλαη 

κεγαιύηεξε ή ίζε κε ην     Η πξνζέγγηζε απηή ηθαλνπνηεί ηε κέζε ηηκή, ηελ πνζόηεηα 

       θαη δηαηεξεί ζσζηή αζπκπησηηθή ζπκπεξηθνξά θαζώο       

΢ΤΜΠΔΡΑ΢ΜΑΣΑ 

Η πξνζέγγηζε ηνπ Willmot απνηειεί γελίθεπζε ηεο πξνζέγγηζεο πνπ πξόηεηλε ν Tijms, 

αληηθαζηζηώληαο ηνλ όξν      κε ηε γεληθή νπξά  ̅   , ρσξίο όκσο λα έρνπλ ηα ίδηα 

κεηνλεθηήκαηα. Η ρξήζε απηήο ηεο πξνζέγγηζεο, πξνϋπνζέηεη, όπσο θαη νη δύν 

πξνεγνύκελεο, ηελ ύπαξμε ηνπ ζπληειεζηή πξνζαξκνγήο. 
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ΚΔΦΑΛΑΗΟ 3: ΑΡΗΘΜΖΣΗΚΔ΢ ΔΦΑΡΜΟΓΔ΢ ΓΗΑ ΠΡΟ΢ΔΓΓΗ΢ΔΗ΢ 

ΚΑΗ ΦΡΑΓΜΑΣΑ ΣΖ΢ ΠΗΘΑΝΟΣΖΣΑ΢ ΥΡΔΟΚΟΠΗΑ΢  

3.1 ΔΗ΢ΑΓΧΓΖ 

΢ην θεθάιαην απηό ζα κειεηήζνπκε αλαιπηηθόηεξα νξηζκέλεο εθαξκνγέο πνπ έρνπλ σο 

ζηόρν ηελ θαιύηεξε θαηαλόεζε όζσλ πξναλαθέξζεθαλ, γηα ηελ εύξεζε ηεο πηζαλόηεηαο 

ρξενθνπίαο αιιά θαη ην πόζν ηθαλνπνηεηηθέο είλαη νη πξνζεγγίζεηο πνπ κειεηήζακε. Θα 

ππνινγηζηεί ε πηζαλόηεηα ρξενθνπίαο ζηελ πεξίπησζε ηεο εθζεηηθήο, ηεο κείμεο εθζεηηθώλ 

θαη ηεο θαηαλνκήο Γάκκα. ΢ηε ζπλέρεηα ζα παξαηεζνύλ παξαδείγκαηα όπνπ ε θαηαλνκή ησλ 

απνδεκηώζεσλ αθνινπζεί (α) Γάκκα (3,3) (β) Μείμε Δθζεηηθώλ θαη (γ) Μείμε Γάκκα 

θαηαλνκώλ  θαη ζα πξνζεγγηζηεί ε πηζαλόηεηα ρξενθνπίαο κε ηελ ρξήζε ηνπ ηύπνπ ησλ 

Cramer-Lunberg ηελ κέζνδν ηνπ Tijms θαη ηέινο ηνπ Willmot. Παξάιιεια ζα ζρεκαηηζηνύλ 

ζπκπεξάζκαηα ζρεηηθά κε ην πνηά είλαη θαιύηεξε πξνζέγγηζε. Όια ηα παξαπάλσ 

παξαδείγκαηα έρνπλ γίλεη κε ηε βνήζεηα ηνπ πξνγξάκκαηνο Μathematica. 

3.2 ΑΚΡΗΒΖ΢ ΤΠΟΛΟΓΗ΢ΜΟ΢ ΣΖ΢ ΠΗΘΑΝΟΣΖΣΑ΢ ΥΡΔΟΚΟΠΗΑ΢  

Τπνζέηνπκε νηη ε θαηαλνκή ησλ απνδεκηώζεσλ αθνινπζεί ηελ εθζεηηθή θαηαλνκή κε 

παξάκεηξν     θαη ζπκβνιίδνπκε          θαη ην πεξηζώξην είλαη         

Η ζπλάξηεζε ππθλόηεηαο πηζαλόηεηαο είλαη 

                                         

 

΢ρήκα    : ΢πλάξηεζε Ππθλόηεηαο Πηζαλόηεηαο ηεο εθζεηηθήο 
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H ζπλάξηεζε θαηαλνκήο είλαη 

                                                                 

 

΢ρήκα    : ΢πλάξηεζε θαηαλνκήο ηεο εθζεηηθήο  

H κέζε ηηκή είλαη 

   
 

 
   

΢ηε ζπλέρεηα θάλνληαο ρξήζε ηνπ ηύπνπ         θαηαιήγνπκε νηη  

                                                                                 

όπνπ 

                       

θαη  

  
  

   
          

΢ηε ζπλέρεηα γηα ηηο δηάθνξεο ηηκέο ηνπ   δίλεηαη ν πίλαθαο     όπσο πξνέθπςε από ην 

ππνινγηζηηθό πξόγξακκα Μathematica. 
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   Πίλαθαο         

Όπσο βιέπνπκε από ηα παξαπάλσ απνηειέζκαηα, γηα αξρηθό απνζεκαηηθό ίζν κε      

κνλάδεο, ην      είλαη ίζν κε        ελώ ζηε ζπλέρεηα θαζώο ην αξρηθό απνζεκαηηθό   

απμάλεηαη ε πηζαλόηεηα ρξενθνπίαο ειιαηώλεηαη. Έηζη γηα   ίζν κε   ε ηηκή ηεο πηζαλόηεηαο 

ρξενθνπίαο είλαη ίζε κε         

Δπίζεο λα ζεκεησζεί νηη ζ’ απηή ηελ πεξίπησζε, όπσο θαη ζηα επόκελα απνηειέζκαηα πνπ 

ζα δνζνύλ, έρεη γίλεη ζηξνγγπινπνίεζε ζην ηέηαξην δεθαδηθό ςεθίν.  

΢πλερίδνληαο, ζα εμεηαζηεί κηα πην πεξίπινθε πεξίπησζε πνπ ε θαηαλνκή ησλ 

απνδεκηώζεσλ αθνινπζεί κείμε εθζεηηθώλ θαηαλνκώλ. 

Έζησ νηη ε ζπλάξηεζε ππθλόηεηαο πηζαλόηεηαο γηα κείμε δύν εθζεηηθώλ θαηαλνκώλ κε 

παξακέηξνπο     ,     , αληίζηνηρα βάξε       
 

 
  θαη       είλαη ηεο κνξθήο 

     
     

 
      

 

΢ρήκα     : ΢πλάξηεζε ππθλόηεηαο κείμεο εθζεηηθώλ θαηαλνκώλ 

 

2 4 6 8 10

0.02

0.04

0.06

0.08
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Η κέζε ηηκή είλαη 

   
 

 
   

Η ξνπνγελλήηξηα δίλεηαη από 

  [ ]  
 

      
 

 

      
   

Πξνθύπηεη ζηε ζπλέρεηα κε εθαξκνγή ηνπ ηύπνπ         νηη ε πηζαλόηεηα ρξενθνπίαο έρεη 

ηε κνξθή 

                                                       

όπνπ  

           θαη             

       είλαη νη ιύζεηο ηνπ ζπληειεζηή εθαξκνγήο γηα ηα νπνία πξνθύπηεη κέζσ ηεο 

ρξήζεο ηνπ πξνγξάκκαηνο Mathematica νηη           θαη          . 

Δπνκέλσο όπσο θαη ζην πξνεγνύκελν παξάδεηγκα δίλεηαη ν παξαθάησ πίλαθαο γηα ηηο 

δηάθνξεο ηηκέο ηνπ αξρηθνύ απνζεκαηηθνύ    

       

            

            

            

            

         

Πίλαθαο     

Όπσο βιέπνπκε από ηνλ πίλαθα      , γηα αξρηθό απνζεκαηηθό ίζν κε      κνλάδεο, ην 

     είλαη ίζν κε        ελώ ζηε ζπλέρεηα θαζώο ην αξρηθό απνζεκαηηθό   απμάλεηαη ε 

πηζαλόηεηα ρξενθνπίαο ειιαηώλεηαη. Έηζη γηα   ίζν κε   ε ηηκή ηεο πηζαλόηεηαο ρξενθνπίαο 

είλαη ίζε κε         

΢ην πξνεγνύκελν θεθάιαην είδακε νηη εάλ ε θαηαλνκή ησλ απνδεκηώζεσλ είλαη ε 

Γάκκα       όπνπ      θαη ε κέζε ηηκή ηζνύηαη κε ηελ κνλάδα ηόηε κπνξνύκε λα 
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ππνινγίζνπκε κε αθξίβεηα ηελ πηζαλόηεηα ρξενθνπίαο. Παξαθάησ ινηπόλ ζα δνζεί έλα 

αξηζκεηηθό παξάδεηγκα.  

Έζησ νηη νη απνδεκηώζεηο αθνινπζνύλ ηελ θαηαλνκή Γάκκα (
  

 
 
 

 
  θαη νηη ην πεξηζώξην 

αζθαιείαο    ηζνύηαη κε      Γίλνληαη παξαθάησ νη γξαθηθέο παξαζηάζεηο ηεο ζπλάξηεζεο 

ππθλόηεηαο πηζαλόηεηαο θαη ηεο ζπλάξηεζεο θαηαλνκήο ηεο Γάκκα (
  

 
 
 

 
 . 

 

΢ρήκα    : ΢πλάξηεζε ππθλόηεηαο πηζαλόηεηαο 

 

 

΢ρήκα    : ΢πλάξηεζε θαηαλνκήο 

Κάλνληαο ρξήζε ησλ ηύπσλ         θαη         πξνθύπηεη γηα ηηο δηάθνξεο ηηκέο ηνπ   ν 

παξαθάησ πίλαθαο. 
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Πίλαθαο     

Όπσο θαη ζηα πξνεγνύκελα παξαδείγκαηα έηζη θαη εδώ, όηαλ ην αξρηθό απνζεκαηηθό 

απμάλεηαη παξαηεξνύκε νηη ε πηζαλόηεηα ρξενθνπίαο ειιαηώλεηαη. ΢πγθεθξηκέλα, όηαλ ην 

αξρηθό απνζεκαηηθό έρεη ηηκή ίζε κε      κνλάδεο ε πηζαλόηεηα ρξενθνπίαο ηζνύηαη κε 

      . ΢ηαδηαθα κεηώλεηαη ην      γηα λα θηάζεη ζην ζεκείν   λα έρεη ηηκή ίζε κε         

3.3 ΑΡΗΘΜΖΣΗΚΖ ΔΦΑΡΜΟΓΖ ΓΗΑ ΚΑΣΑΝΟΜΖ ΓΑΜΜΑ(3,3) 

΢ηελ ελόηεηα απηή, ζα δνζνύλ πξνζεγγηζηηθέο ηηκέο γηα ηελ πηζαλόηεηα ρξενθνπίαο όηαλ ε 

θαηαλνκή ησλ απνδεκηώζεσλ είλαη ε Γάκκα      . Οη πξνζεγγίζεηο πνπ ζα ρξεζηκνπνηεζνύλ 

ζα είλαη     Ο αζπκπησηηθόο ηύπνο ησλ Cramer-Lundberg     ε πξνζέγγηζε ηνπ Tijms θαη 

    ε πξνζέγγηζε ηνπ Willmot. Δπηπξόζζεηα ζα δνζνύλ θξάγκαηα πνπ νξηνζεηνύλ ηελ 

πηζαλόηεηα ρξενθνπίαο. 

Τπνζέηνπκε ινηπόλ, νηη ε θαηαλνκή ησλ απνδεκηώζεσλ αθνινπζεί ηελ θαηαλνκή 

Γακκα      , γηα ηελ νπνία ηζρύνπλ ηα παξαθάησ: 

Η ζπλάξηεζε ππθλόηεηαο πηζαλόηεηαο είλαη ηεο κνξθήο  

                                                             
  

 
                                                              

H δεμηά νπξά ηεο θαηαλνκήο ησλ απνδεκηώζεσλ είλαη 

                                                      ̅      
 

 
(                 )            (3.3.2)       

H ζπλάξηεζε ππθλόηεηαο πηζαλόηεηαο ησλ θιηκαθσηώλ πςώλ δίλεηαη από ηνλ ηύπν 

                                                               
 

 
(                 )         (3.3.3)    

ελώ ε  δεμηά νπξά ησλ θιηκαθσηώλ πςώλ είλαη ε εμήο 
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                                                       ̅     
 

 
                                              (3.3.4)  

 ΢ηε ζπλέρεηα γηα ηηο δηάθνξεο ηηκέο ηνπ   
 

   
, δίλεηαη ν παξαθάησ πίλαθαο γηα ηηο 

αθξηβήο ηηκέο ηεο πηζαλόηεηαο ρξενθνπίαο βιέπε Willmot      ). 

         
   

                
             
                              
             
             
 
                      

 
     
     

 
       
       

      
     
     

 

       
       
       

         
     
     
     
     

       
       
       
       
       

Πίλαθαο     

Αο ζπκεζνύκε ηώξα ηνλ αζπκπησηηθό ηύπν ησλ Cramer-Lundberg ν νπνίνο δίλεηαη από ηε 

ζρέζε 

                                                   

όπου 

           
   

          
      

Κάλνληαο ρξήζε ηνπ ηύπνπ        πξνθύπηεη νηη ν ζπληειεζηήο πξνζαξκνγήο   ηζνύηαη 

κε         γηα      , ελώ γηα        θαη        είλαη αληίζηνηρα         θαη 

          

Με ηε βνήζεηα ηνπ Mathematica, γηα ηηο δηάθνξεο ηηκέο ηνπ  , ππνινγίδνπκε ηελ ηηκή ηνπ 

 .  Έηζη πξνθύπηεη νηη γηα       ην   ηζνύηαη κε       , γηα        ην   ηζνύηαη κε 

      , ελώ γηα       ην   ηζνύηαη κε         
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Όπσο αλαθέξζεθε θαη ζε πξνεγνύκελν θεθάιαην, ε πξνζέγγηζε ηνπ Tijms γηα ηελ 

πηζαλόηεηα ρξενθνπίαο είλαη ε εμήο 

                                                             

όπνπ  

                   {
      

   
 

 

 
}

  

   

Πξνθύπηεη ινηπόλ κεηά από ππνινγηζκνύο νηη ην   ηζνύηαη κε       ,        θαη 

       γηα ηηο δηάθνξεο ηηκέο ηνπ    

Tέινο, δίλεηαη ε πξνζέγγηζε ηνπ Willmot, 

                                                          ̅                                  

όπνπ  

                                               ̅    ∫
            

    

 

 

                                 

θαη 

                                              

(

 
 
     {

     
  

     {
      
   }

 

 
  
  

{
      
    

 
 }

   

)

 
 

  

      

Μεηά από πξάμεηο έρνπκε νηη  

 Γηα       πξνθύπηεη νηη         . 

 Γηα       πξνθύπηεη νηη         . 

 Γηα       πξνθύπηεη νηη          

Δπνκέλσο, κε βάζε ηα παξαπάλσ θαη κέζσ ηνπ Mathematica, θαηαιήγνπκε ζηνλ πίλαθα 
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Πίλαθαο     

Γηα θάζεκηα από ηηο πξνζεγγίζεηο παξαηεξνύκε νηη γηα ζπγθεθξηκέλν  , θαζώο ην αξρηθό 

απνζεκαηηθό   απμάλεηαη, ε πηζαλόηεηα ρξενθνπίαο κεηώλεηαη. ΢ηε ζπλέρεηα ζπκβνιίδνπκε 

κε       ηελ απόθιηζε ηνπ αζπκπησηηθνύ ηύπνπ από ηελ πξαγκαηηθή ηηκή ηεο πηζαλόηεηαο 

ρξενθνπίαο, θαηά απόιπηε ηηκή, γηα ηηο δηάθνξεο ηηκέο ηνπ    Μαζεκαηηθά εθθξάδεηαη κε ηνλ 

εμήο ηύπν 

                                                                
 
                                                               

Οκνίσο νξίδεηαη θαη ην       σο ε απόθιηζε ηεο πξνζέγγηζεο ηνπ Tijms από ηελ 

πξαγκαηηθή ηηκή ηεο πηζαλόηεηαο ρξενθνπίαο, θαηά απόιπηε ηηκή, γηα ηηο δηάθνξεο ηηκέο ηνπ 

  θαη δίλεηαη από ηελ ζρέζε 

                                                                       
 
                                                            

Σέινο, δίλεηαη θαη ν ηύπνο πνπ εθθξάδεη ηελ απόθιηζε ηεο πξνζέγγηζεο ηνπ Willmot από 

ηελ πξαγκαηηθή ηηκή ηεο πηζαλόηεηαο ρξενθνπίαο θαηά απόιπηε ηηκή γηα ηηο δηάθνξεο ηηκέο 

ηνπ αξρηθνύ απνζεκαηηθνύ. 

                                                                      
 
                                                    

Έηζη, γηα ηηο δηάθνξεο ηηκέο ησλ     δίλεηαη ν παξαθάησ πίλαθαο 
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Πίλαθαο     

Αλ ζπγθξίλνπκε ηηο πξνζεγγίζεηο κεηαμύ ηνπο, γηα λα δνύκε πνηα από ηηο ηξείο είλαη ε πην 

απνηειεζκαηηθή, βιέπνπκε θαηά θύξην ιόγν ε πξνζέγγηζε ηνπ Willmot θαίλεηαη λα είλαη 

θαιύηεξε θαζώο έρεη ηελ κηθξόηεξε απόθιηζε από ηελ πξαγκαηηθή ηηκή.  

΢εκαληηθό είλαη αθόκα, λα δνζνύλ θάπνηα θξάγκαηα γηα ηελ πηζαλόηεηα ρξενθνπίαο γηα 

λα κπνξνύκε λα ππνινγίζνπκε πνύ ζα θπκαίλεηαη ε ηηκή ηεο. 

Έρνπκε αλαθεξζεί κε ηνλ ηύπν       ν νπνίνο είλαη ν εμήο, 

             

ζε έλα άλσ θξάγκα γηα ηελ πηζαλόηεηα ρξενθνπίαο. Δίλαη ινηπόλ ρξήζηκν λα δνζεί θαη έλα 

θάησ θξάγκα. Έρνπκε ινηπόλ νηη (βιέπε Πνιίηεο     ) 

                                                                    
  ̅   

   
    ̅   

                                                            

Δάλ ζπλνςίζνπκε ηα δύν παξαπάλσ πξνθύπηεη νηη  

                                                             
  ̅̅ ̅   

   

 
   ̅̅ ̅   
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H ζρέζε απηή δίλεη, γηα ηηο δηάθνξεο ηηκέο ηνπ  , κηα κέγηζηε θαη κηα ειάρηζηε ηηκή όπσο 

πεξηγξάθεηαη θαη από ηνλ πίλαθα 

Πίλαθαο     

Καηαιήγνπκε έηζη ζην ζπκπέξαζκα νηη, ηόζν ε πξαγκαηηθή ηηκή ηεο πηζαλόηεηαο 

ρξενθνπίαο, όζν θαη νη πξνζεγγίζεηο ηεο, βξίζθνληαη αλάκεζα ζε κία αλώηαηε θαη κία 

θαηώηαηε ηηκή γηα δεδνκέλα   θαη  . 

3.4 ΑΡΗΘΜΖΣΗΚΖ ΔΦΑΡΜΟΓΖ ΓΗΑ ΜΔΗΞΖ ΔΚΘΔΣΗΚΧΝ  

΢ηελ ελόηεηα απηή ζα εθαξκνζηνύλ ηόζν νη πξνζεγγίζεηο πνπ έρνπλ πξναλαθεξζεί όζν 

θαη ηα θξάγκαηα ζηελ πεξίπησζε πνπ ε θαηαλνκή ησλ απνδεκηώζεσλ αθνινπζεί κείμε 

εθζεηηθώλ θαηαλνκώλ. 

Αλ ππνζέζνπκε νηη ε θαηαλνκή ησλ απνδεκηώζεσλ είλαη κείμε εθζεηηθώλ ν γεληθόο ηύπνο 

γηα ηελ ζπλάξηεζε ππθλόηεηαο πηζαλόηεηαο δίλεηαη από ηνλ παξαθάησ ηύπν βιέπε (Gerber et 

al.     )  

                                                           ∑   
 
      

                                                       

όπνπ ηα    είλαη ζεηηθά θαη  

                      
̅̅ ̅   

   
 

   
̅̅ ̅   
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   Αμίδεη λα αλαθεξζεί νηη ζηελ πεξίπησζε πνπ ηα    είλαη όια ζεηηθά πξνθύπηεη κείμε 

θαηαλνκώλ ελώ ζε αληίζεηε πεξίπησζε έρνπκε ζπλδπαζκό. Από ηελ         πξνθύπηεη νηη  

                                                                         ∑  

 

   

                                                     

Όζνλ αθνξά ηελ πηζαλόηεηα ρξενθνπίαο από Bowers et al        πξνθύπηεη ν εμήο ηύπνο 

                                                            ∑    
     

                                                             

όπνπ  

                                                        ∑       
 
                                                                       

θαη 

                                                      
          

∑   
 
            

                                                                           

 ΢ηελ αξηζκεηηθή εθαξκνγή πνπ δίλεηαη ζηε ζπλέρεηα ζεσξνύκε νηη    ,       
 

 
 

                θαη έληαζε αζθαιίζηξνπ   
  

  
 ελώ        Δπνκέλσο, ε 

ζπλάξηεζε ππθλόηεηαο πηζαλόηεηαο ηεο θαηαλνκήο ησλ απνδεκηώζεσλ πνπ αθνινπζεί κείμε 

εθζεηηθώλ θαηαλνκώλ πεξηγξάθεηαη από ηε ζρέζε 

                                                           
     

 
 

     

 
                                                     

ελώ ε δεμηά νπξά είλαη 

                                                       ̅    
    

 
 

    

 
                                                                     

H ζπλάξηεζε ππθλόηεηαο πηζαλόηεηαο ηεο θαηαλνκήο ηζνξξνπίαο δίλεηαη από ηνλ ηύπν  

                                                               
  

 
(
    

 
 

    

 
)                                                         

ε δεμηά νπξά ηεο είλαη 

                                                              ̅    
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θαη ε κέζε ηηκή είλαη 

                                                           
 

 

 

 
 

 

 

 

 
 

 

  
                                                                     

΢ηε ζπλέρεηα όπσο θαη ζηελ πξνεγνύκελε ελόηεηα ζα ππνινγίζνπκε αξρηθά ηελ 

πξαγκαηηθή ηηκή ηεο πηζαλόηεηαο ρξενθνπίαο γηα ηηο δηάθνξεο ηηκέο ηνπ    κε ηελ βνήζεηα 

ησλ παξαπάλσ ηύπσλ. 

Τπνινγίδνπκε αξρηθά ηελ ηηκή ηνπ ζπληειεζηή πξνζαξκνγήο από ηε ζρέζε  

                  

Πξνθύπηνπλ δύν ηηκέο γηα ην  . Η κία είλαη          θαη ε άιιε είλαη            

Όηαλ ε έληαζε αζθαιίζηξνπ είλαη ίζε κε   
  

  
 ελώ      , νη δύν ηηκέο πνπ 

πξνθύπηνπλ γηα ηνλ ζπληειεζηή πξνζαξκνγήο είλαη       θαη       . Αθόκα ηα 

απνηειέζκαηα πνπ πξνθύπηνπλ από ην Μathematica γηα         ελώ       είλαη 

          θαη           

Σα απνηειέζκαηα ζα δνζνύλ ζηνλ πίλαθα πνπ αθνινπζεί. 

         
   
                                 
             
                            
             
             
 
                      

 
     
     

 
       
       

      
     
     

 

       
       
       

         
     
     
     
     

       
       
       
       
       

Πίλαθαο     
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Παξαηεξνύκε νηη γηα       θαη        ε πξαγκαηηθή ηηκή ηεο πηζαλόηεηαο 

ρξενθνπίαο είλαη        θαη ζηε ζπλέρεηα θαζώο ην   απμάλεηαη ε πηζαλόηεηα ρξενθνπίαο 

ειιαηώλεηαη γηα λα θαηαιήμεη λα έηλαη ίζε κε        γηα αξρηθό απνζεκαηηθό ίζν κε ηε 

κνλάδα. Οκνίσο θαη γηα ηηο ππόινηπεο ηηκέο ηνπ    

 ΢ηνλ παξαπάλσ πίλαθα ζα πξνζζέζνπκε θαη ηξείο αθόκα ζηήιεο γηα ηνλ αζπκπησηηθό 

ηύπν ησλ Cramer-Lundberg, ηελ πξνζέγγηζε ηνπ Tijms θαη ηέινο απηή ηνπ Willmot όπσο 

θάλακε θαη ζηελ πξνεγνύκελε ελόηεηα ζηελ πεξίπησζε πνπ ε θαηαλνκή ησλ απνδεκηώζεσλ 

αθνινπζεί ηελ θαηαλνκή Γάκκα      . 

Παξαηεξνύκε νηη γηα       θαη        ε πξαγκαηηθή ηηκή ηεο πηζαλόηεηαο 

ρξενθνπίαο είλαη        θαη ζηε ζπλέρεηα θαζώο ην   απμάλεηαη ε πηζαλόηεηα ρξενθνπίαο 

ειιαηώλεηαη γηα λα θαηαιήμεη λα έηλαη ίζε κε        γηα αξρηθό απνζεκαηηθό ίζν κε ηε 

κνλάδα. Οκνίσο θαη γηα ηηο ππόινηπεο ηηκέο ηνπ    

 ΢ηνλ παξαπάλσ πίλαθα ζα πξνζζέζνπκε θαη ηξείο αθόκα ζηήιεο γηα ηνλ αζπκπησηηθό 

ηύπν ησλ Cramer-Lundberg, ηελ πξνζέγγηζε ηνπ Tijms θαη ηέινο απηή ηνπ Willmot όπσο 

θάλακε θαη ζηελ πξνεγνύκελε ελόηεηα ζηελ πεξίπησζε πνπ ε θαηαλνκή ησλ απνδεκηώζεσλ 

αθνινπζεί ηελ θαηαλνκή Γάκκα      . 

Όζνλ αθνξά ηνλ αζπκπησηηθό ηύπν, πξνθύπηεη κε ρξήζε ηνπ καζεκαηηθνύ παθέηνπ, νηη 

γηα       ε απνδεθηή ιύζε ηνπ   είλαη       ελώ ην   πξνθύπηεη νηη είλαη ίζν κε         

Οκνίσο,          γηα       θαη απνδεθηή ιύζε          Σέινο, γηα      , 

          θαη απνδεθηή ιύζε         . 

Όπσο θαη πξηλ δηαπηζηώλνπκε νηη, γηα ζπγθεθξηκέλν  , θαζώο ην αξρηθό απνζεκαηηθό 

απμάλεηαη ε πηζαλόηεηα ρξενθνπίαο ειαηηώλεηαη. Αμηνζεκείσην όκσο είλαη ην γεγνλόο νηη 

γηα απνζεκαηηθό κεγαιύηεξν ηνπ      θαη γηα        ε πηζαλόηεηα ρξενθνπίαο κε βάζε 

ηνλ αζπκπησηηθό ηύπν, έρεη κηθξή δηαθνξά από ηελ πξαγκαηηθή ηηκή κε απηή ηε δηαθνξά λα 

γίλεηαη ειάρηζηε όηαλ ην αξρηθό απνζεκαηηθό ηζνύηαη κε ηε κνλάδα. 
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Πίλαθαο     

Δπίζεο, ην ίδην ηζρύεη θαη γηα ηελ πξνζέγγηζε ηνπ Tijms ελώ παξαηεξνύκε νηη ηελ ίδηα 

ζπκπεξηθνξά αιιά γηα        έρνπκε ζηελ πξνζέγγηζε ηνπ Willmot. ΢ηνλ πίλαθα πνπ ζα 

δνζεί ζηε ζπλέρεηα απεηθνλίδεηαη ε απόθιηζε θάζε πξνζέγγηζεο, θαηά απόιπηε ηηκή, από ηελ 

πξαγκαηηθή ηηκή ηεο πηζαλόηεηαο ρξενθνπίαο γηα δεδνκέλα   θαη    

Βιέπνπκε νηη, αξρηθά γηα ηηο δηάθνξεο ηηκέο ηνπ    ζπγθξηηηθά κε ηηο πξνζεγγίζεηο ηνπ 

Tijms θαη ηνπ Willmot, ν αζπκπησηηθόο ηύπνο ησλ Cramer-Lundberg, έρεη κεγαιύηεξε 

απόθιηζε από ηελ πξαγκαηηθή ηηκή ηεο πηζαλόηεηαο ρξενθνπίαο. Γηα       θαη       ε 

απνηειεζκαηηθόηεηα ησλ δύν πξνζεγγίζεσλ είλαη παλνκνηόηππε, ελώ θαζώο ην    απμάλεηαη, 

θαιύηεξε θαίλεηαη λα είλαη ηειηθά ε πξνζέγγηζε ηνπ Willmot. 
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Πίλαθαο      

΢ηε ζπλέρεηα, κε βάζε ηε ζρέζε        , ζα θαηαζθεπάζνπκε έλα πίλαθα, ζηνλ νπνίν ζα 

απεηθνλίδεηαη γηα ηηο δηάθνξεο ηηκέο ησλ     κηα ειάρηζηε θαη κηα κέγηζηε ηηκή.  

Παξαηεξώληαο ηνλ παξαθάησ πίλαθα, βιέπνπκε νηη γηα       θαη γηα αξρηθό 

απνζεκαηηθό ίζν κε      ε πξαγκαηηθή ηηκή ηεο πηζαλόηεηαο ρξενθνπίαο είλαη        ελώ ην 

θάησ θξάγκα έρεη ηελ ηηκή        θαη ην άλσ ηζνύηαη κε         Δπίζεο, αμηνζεκείσην 

είλαη ην γεγνλόο νηη ηόζν ν αζπκπησηηθόο ηύπνο ησλ Cramer-Lundberg, όζν θαη νη 

πξνζεγγίζεηο ησλ Tijms θαη Willmot κε ηηκέο               θαη        αληίζηνηρα 

βξίζθνληαη αλάκεζα ζηα δύν όξηα. Σελ ίδηα ζπκπεξηθνξά δηαπηζηώλνπκε θαη γηα ηηο 

ππόινηπεο ηηκέο ησλ      Έηζη ινηπόλ θαηαιήγνπκε ζην ζπκπέξαζκα νηη ηόζν ε πξαγκαηηθή 

ηηκή ηεο πηζαλόηεηαο ρξενθνπίαο, όζν θαη νη ηξεηο πξνζεγγίζεηο, βξίζθνληαη αλάκεζα ζην 

θαηώηεξν θαη ζην αλώηεξν όξην όπσο έρεη πεξηγξαθεί θαη ζηε ζρέζε         ζηε ζειίδα    

ηεο παξνύζαο εξγαζίαο. 
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Πίλαθαο      

 

3.5 ΑΡΗΘΜΖΣΗΚΖ ΔΦΑΡΜΟΓΖ ΓΗΑ ΜΔΗΞΖ ΓΑΜΜΑ  

΢ηελ ελόηεηα απηή ζα εθαξκνζηνύλ ηόζν νη πξναλαθεξζέληεο πξνζεγγίζεηο όζν θαη ηα 

πξναλαθεξζέληα θξάγκαηα ζηελ πεξίπησζε πνπ ε θαηαλνκή ησλ απνδεκηώζεσλ αθνινπζεί 

κείμε Γάκκα θαηαλνκώλ. 

Ο γεληθόο ηύπνο γηα ηελ ζπλάξηεζε ππθλόηεηαο πηζαλόηεηαο, ζύκθσλα κε ηελ εξγαζία 

ησλ Gerber et al.         δίλεηαη από ηνλ ηύπν 

                                                           ∑   
 
     

        ,                 γηα                    

όπνπ      θαη  

                                                                                                                          

H πηζαλόηεηα ρξενθνπίαο ηζνύηαη κε  

                      
̅̅ ̅   

   
    

̅̅ ̅   
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                                                       ∑   
  
                                                                    

     θαη     λα πεξηγξάθεηαη από ηνλ ηύπν 

                                                        ∑   
 
   

        

       
 

∑   
 
   ⁄

      

       
 
                                  

Δδώ νη ζπληειεζηέο πξνζαξκνγήο   ππνινγίδνληαη από ηελ εμίζσζε 

                                                         (
 

 
)∑   

 
   

     

(    )
                                                               

Τπνζέηνπκε νηη ε θαηαλνκή ησλ απνδεκηώζεσλ αθνινπζεί κείμε Γάκκα      κε 

ζπλάξηεζε ππθλόηεηαο πηζαλόηεηαο πνπ δίλεηαη από ηνλ ηύπν 

                                                             
            

                                                

Δίλαη δπλαηό λα πξνζδηνξίζνπκε ηηο άγλσζηεο παξακέηξνπο ηεο      ρξεζηκνπνηώληαο 

ηελ κέζνδν ησλ ξνπώλ κέζσ ησλ παξαθάησλ ζρέζεσλ, όπσο αλαθέξεηαη θαη ζην παξάδεηγκα 

 , ηεο πξναλαθεξζείζεο εξγαζίαο. 

          

   
 

  
   

 

  
       

   
 

  
    

 

  
         

   
  

  
    

  

  
         

Λύλνληαο ην παξαπάλσ ζύζηεκα θαη αθνύ ππνζέζνπκε γηα ράξηλ επθνιίαο, νηη νη ξνπέο 

ηεο θαηαλνκήο πνπ επηζπκνύκε λα εθηηκήζνπκε,  είλαη ίδηεο κε απηέο κηαο εθζεηηθήο 

θαηαλνκήο κε παξάκεηξν  , δειαδή 

         

          

          

παίξλνπκε ηηο παξαθάησ ηηκέο γηα ηηο άγλσζηεο παξακέηξνπο 

      
 

 
                  √                    √        



66 
 

Αξρηθά ζα ππνινγίζνπκε βάζε ησλ παξαπάλσ ζρέζεσλ ηηο πξαγκαηηθέο ηηκέο ηεο 

πηζαλόηεηαο ρξενθνπίαο θαη ζηε ζπλέρεηα ζα βξνύκε θαη ζα ζπγθξίλνπκε ηηο πξνζεγγίζεηο 

θαη ην άλσ θαη θάησ θξάγκα. 

Η ζπλάξηεζε ππθλόηεηαο πνπ έρνπκε λα κειεηήζνπκε είλαη ε εμήο 

                                                                                                          

H δεμηά νπξά ηεο θαηαλνκήο ησλ απνδεκηώζεσλ είλαη 

                    ̅                                                                            

Η ππθλόηεηα ηεο θαηαλνκήο ηζνξξνπίαο πεξηγξάθεηαη από ηνλ ηύπν 

          (                                          )                                               

΢ηε ζπλέρεηα ζα παξαζέζνπκε ζε πίλαθα γηα ηηο δηάθνξεο ηηκέο ησλ     ηελ πξαγκαηηθή 

ηηκή ηεο πηζαλόηεηαο ρξενθνπίαο όπσο απηή ππνινγίζηεθε κε ηελ βνήζεηα ησλ παξαπάλσ 

ηύπσλ θαη ηνπ καζεκαηηθνύ παθέηνπ Mathematica. 

Αμίδεη λα ζεκεησζεί νηη  ππνζέζακε    . Γηα       ην αζθάιηζηξν   ηζνύηαη κε  , γηα 

      πξνθύπηεη νηη    , ελώ γηα       έρνπκε νηη       .  

         
   

                
             
                                    
             
             
                        

    
 

     
     

 
       
       

      
     
     

       
       
       

 
          

     
     
     
     

       
       
       
       
       

Πίλαθαο      
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Όπσο βιέπνπκε ζηνλ πίλαθα γηα       θαη αξρηθό απνζεκαηηθό ίζν κε      ε ηηκή ηεο 

πηζαλόηεηαο ρξενθνπίαο όηαλ ε θαηαλνκή ησλ απνδεκηώζεσλ αθνινπζεί κείμε γάκκα 

θαηαλνκώλ είλαη ίζε κε        θαη ζηε ζπλέρεηα θαζώο ην   απμάλεηαη ην  

     ειαηηώλεηαη. Η ίδηα ζπκπεξηθνξά παξαηεξείηαη θαη γηα ηηο ππόινηπεο ηηκέο ησλ      

΢ηε ζπλέρεηα ζα πξνζπαζήζνπκε λα πξνζεγγίζνπκε ηελ πηζαλόηεηα ρξενθνπίαο κε βάζε 

ηνλ αζπκπησηηθό ηύπν ησλ Cramer-Lundberg. Αξρηθά ζα πξέπεη λα ππνινγηζηεί ν 

ζπληειεζηήο πξνζαξκνγήο θαη ζηε ζπλέρεηα ε κεηαβιεηή    Με ηελ βνήζεηα ησλ ηύπσλ 

       θαη         θαη κέζσ ηνπ Mathematica πξνθύπηνπλ ηα εμήο απνηειέζκαηα γηα ηηο 

δηάθνξεο ηηκέο ηνπ   

 Γηα       έρνπκε νηη          θαη           

 Γηα       έρνπκε νηη          θαη           

 Γηα       έρνπκε νηη          θαη           

Γίλεηαη ν πίλαθαο κε ηηο πξναλαθεξζείζεο πξνζεγγίζεηο ηεο πηζαλόηεηαο ρξενθνπίαο. 

Όζνλ αθνξά ηηο ηηκέο ηεο πηζαλόηεηαο ρξενθνπίαο όηαλ απηή πξνζεγγίδεηαη από ηνλ ηύπν 

ησλ Cramer-Lundberg, βιέπνπκε νηη γηα       θαη αξρηθό απνζεκαηηθό ίζν κε 

     πξνθύπηεη νηη              ελώ ε πξαγκαηηθή ηηκή ηζνύηαη κε         Γηα       

αξρηθό απνζεκαηηθό ίζν κε      πξνθύπηεη νηη              θαη              Γηα 

      θαη αξρηθό απνζεκαηηθό ίζν κε      πξνθύπηεη νηη              κε      

      . Παξαηεξνύκε ινηπόλ νηη ε πξνζέγγηζε απηή γίλεηαη θαιύηεξε, θαζώο ην   

απμάλεηαη. ΢ρεηηθά κε ηελ πξνζέγγηζε ηνπ Σijms παξαηεξνύκε νηη είλαη αξθεηά 

απνηειεζκαηηθή, αθνύ ζε αληίζεζε κε ηελ πξoεγνύκελε πξνζέγγηζε δίλεη αμηόινγα 

απνηειέζκαηα αθόκα θαη γηα       θαη      . Όζνλ αθνξά ηελ πξνζέγγηζε ηνπ Willmot, 

παξαηεξνύκε νηη δίλεη ζρεηηθά θαιά απνηειέζκαηα γηα όιεο ηηο ηηκέο ησλ    . 
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Πίλαθαο      

Παξαθάησ ζα δνζεί ν πίλαθαο κε ηηο απνθιίζεηο ησλ ηξηώλ πξνζεγγίζεσλ από ηηο 

πξαγκαηηθέο ηηκέο ηεο πηζαλόηεηαο ρξενθνπίαο θαη έηζη ζα κπνξέζνπκε λα δνύκε πνηα από 

απηέο έρεη ηε κηθξόηεξε ηηκή θαη επνκέλσο είλαη θαη ε πην απνηειεζκαηηθή. 

Όπσο είρε νξηζηεί θαη ζηηο δύν πξνεγνύκελεο ελόηεηεο κε       ζπκβνιίδνπκε θαηά 

απόιπηε ηηκή ηελ απόθιηζε ηνπ αζπκπησηηθνύ ηύπνπ από ηελ αθξηβή ηηκή, ελώ κε       ηελ 

απόθιηζε ηεο πξνζέγγηζεο ηνπ Tijms από ηελ πξαγκαηηθή ηηκή θαηά απόιπηε ηηκή θαη ηέινο 

κε       αληίζηνηρα, ηελ απόθιηζε, θαηά απόιπηε ηηκή ηεο πξνζέγγηζεο ηνπ Willmot, από 

ηελ πξαγκαηηθή ηηκή ηεο πηζαλόηεηαο ρξενθνπίαο. 

΢ύκθσλα κε ηα απνηειέζκαηα ηνπ πίλαθα       , ε πξνζέγγηζε ηνπ Tijms θαίλεηαη λα 

είλαη πην απνηειεζκαηηθή από ηνλ αζπκπησηηθό ηύπν ησλ Cramer-Lundberg ελώ ε 

πξνζέγγηζε ηνπ Willmot θαίλεηαη λα είλαη ε θαιύηεξε από ηηο ηξείο, θαζώο έρεη ηελ 

κηθξόηεξε απόθιηζε γηα ηηο δηάθνξεο ηηκέο ησλ    . 
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Πίλαθαο      

΢ηε ζπλέρεηα, ζα δνζνύλ δύν όξηα κέζα ζηα νπνία βξίζθεηαη ε πηζαλόηεηα ρξενθνπίαο θαη 

ζα παξαηεξήζνπκε νηη απηά θξάζνπλ θαη ηηο αληίζηνηρεο πξνζεγγίζεηο πνπ κειεηήζακε 

πξνεγνπκέλσο. Όπσο έρνπκε πξναλαθέξεη, γηα ηελ πηζαλόηεηα ρξενθνπίαο ηζρύεη 

                                 
  ̅   

   
    ̅   

                

όπνπ ην άλσ θξάγκα είλαη ην  

     

θαη ην θάησ θξάγκα δίλεηαη από ηνλ ηύπν  

  ̅   

   
    ̅   
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                                                              Πίλαθαο      

Αμηνζεκείσην είλαη ην γεγνλόο νηη γηα       θαη αξρηθό απνζεκαηηθό ίζν κε      ην 

θάησ θξάγκα θαη ε πξνζέγγηζε ηνπ Willmot ηαπηίδνληαη θαη ηζνύηαη κε       . 
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ΚΔΦΑΛΑΗΟ 4: ΠΟ΢ΟΣΖΣΔ΢ ΠΡΗΝ ΚΑΗ ΜΔΣΑ ΣΖΝ ΥΡΔΟΚΟΠΗΑ  

                           ΚΑΗ ΑΡΗΘΜΖΣΗΚΔ΢ ΔΦΑΡΜΟΓΔ΢                 

    ΔΗ΢ΑΓΧΓΖ 

΢ην θεθάιαην απηό ζα αλαθεξζνύκε ζε πνζόηεηεο πνπ ζρεηίδνληαη κε ηελ πηζαλόηεηα 

ρξενθνπίαο, όπσο γηα παξάδεηγκα, ε θαηαλνκή ηνπ ειιείκκαηνο θαηά ηε ζηηγκή ηεο 

ρξενθνπίαο θαη ε από θνηλνύ θαηαλνκή ηνπ πιενλάζκαηνο πξηλ θαη κεηά ηε ρξενθνπία. 

΢θνπόο ηνπ θεθαιαίνπ απηνύ είλαη λα κειεηήζνπκε ηε ζπλάξηεζε θαηαλνκήο ηνπ 

ειιείκκαηνο ζηελ πεξίπησζε πνπ ε θαηαλνκή ησλ απνδεκηώζεσλ αθνινπζεί (α) Γάκκα(    , 

(β) κείμε εθζεηηθώλ θαη (γ) κείμε Γάκκα θαηαλνκώλ. Δπίζεο, όπσο θαη ζην πξνεγνύκελν 

θεθάιαην έηζη θαη ζε απηό ζα δνζνύλ, ζην θιαζζηθό κνληέιν ηεο ζεσξίαο θηλδύλσλ, γηα ηελ 

παξαπάλσ πνζόηεηα, πξνζεγγίζεηο κέζσ ηνπ αζπκπησηηθνύ ηύπνπ Cramer-Lundberg, ηεο 

πξνζέγγηζεο ηνπ Tijms θαη ηέινο ηνπ Willmot. 

    ΑΝΑΜΔΝΟΜΔΝΖ ΠΡΟΔΞΟΦΛΖΜΔΝΖ ΢ΤΝΑΡΣΖ΢Ζ ΠΟΗΝΖ΢ 

Οη Gerber-Shiu, ην     , κε ην άξζξν ηνπο, “On the time of value of ruin”, εηζήγαγαλ κηα 

θαηλνύξηα ζπλάξηεζε πνπ ηθαλνπνηεί κηα ειιεηκκαηηθή αλαλεσηηθή εμίζσζε, ε νπνία 

απνηειεί ηνκή ζηε κειέηε ηεο ζεσξίαο ρξενθνπίαο. Η ζπλάξηεζε απηή, νλνκάδεηαη 

αλακελόκελε πξνεμνθιεκέλε ζπλάξηεζε πνηλήο ή αιιηώο, ζπλάξηεζε Gerber-Shiu θαη 

απνηειεί έλα πνιύ ζεκαληηθό εξγαιείν ζε ζηνραζηηθά κνληέια ηεο ζεσξίαο ρξενθνπίαο. 

Οπιζμόρ       

Η ζπλάξηεζε 

                        [            |    |       |      ]                           

νλνκάδεηαη πξνεμνθιεκέλε ζπλάξηεζε πνηλήο ησλ Gerber-Shiu θαη όπσο παξαηεξνύκε 

κνληεινπνηεί ην πιεόλαζκα αθξηβώο πξηλ ηε ζηηγκή ηεο ρξενθνπίαο       θαη ην έιιεηκκα 

θαηά ηε ζηηγκή ηεο ρξενθνπίαο |    |. 

Θα πξέπεη επίζεο λα αλαθεξζεί νηη: 

  : To αξρηθό απνζεκαηηθό. 

         |    | : Η ζπλάξηεζε πνηλήο (penalty function). 
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      Πξνεμνθιεηηθόο παξάγνληαο πνπ παίξλεη πάληα κε αξλεηηθέο ηηκέο. 

       : Γείθηξηα ζπλάξηεζε ε νπνία παίξλεη ηελ ηηκή έλα αλ ζπκβεί ρξενθνπία, 

δηαθνξεηηθά παίξλεη ηελ ηηκή κεδέλ. 

Γηαηζζεηηθά, ε ζπλάξηεζε ησλ Gerber-Shiu κπνξεί λα εξκελεπηεί ζαλ ε 

πξνεμνθιεκέλε πνηλή πνπ επηβάιιεηαη όηαλ ζπκβεί ρξενθνπία. 

΢ηε ζπλέρεηα ζα νξίζνπκε ην κεηαζρεκαηηζκό Laplace ν νπνίνο ρξεζηκνπνηείηαη 

επξέσο ζηνλ ππνινγηζκό θαη ηελ έθθξαζε ηεο αλακελόκελεο πξνεμνθιεκέλεο 

ζπλάξηεζεο πνηλήο. 

Οπιζμόρ       

Θεσξνύκε ηε ζπλάξηεζε      πνπ νξίδεηαη γηα θάζε    . Σόηε ην νινθιήξσκα 

                                                   ̂    = ∫      

 
                                                        

ην νπνίν είλαη ζπλάξηεζε ηεο παξακέηξνπ  , νλνκάδεηαη κεηαζρεκαηηζκόο Laplace ηεο      

θαη ζπκβνιίδεηαη κε  ̂   . Ο κεηαζρεκαηηζκόο Laplace νξίδεηαη γηα θάζε    , αξθεί ε 

ζπλάξηεζε   λα είλαη νινθιεξώζηκε. 

Ειδικές Περιπηώζεις ηης ζσνάρηηζης Gerber-Shiu 

Η παξαπάλσ ζπλάξηεζε γηα ηηο δηαθνξεηηθέο ηηκέο ηεο ζπλάξηεζεο πνηλήο θαη ηνπ 

πξνεμνθιεηηθνύ παξάγνληα κπνξεί λα πάξεη θαη άιιε κνξθή. ΢ηε ζπλέρεηα ζα δνζνύλ 

θάπνηεο από ηηο πην ζεκαληηθέο πεξηπηώζεηο πνπ έρνπλ ππνινγηζηεί (Gerber-Shiu 1998). 

 Όηαλ     θαη         |    |    ηόηε πξνθύπηεη  

       [      |      ]       |              

 Όηαλ     θαη         |    |    πξνθύπηεη ν κεηαζρεκαηηζκόο Laplace 

ηνπ ρξόλνπ ρξενθνπίαο   

       [          |      ]  

 Όηαλ     θαη         |    |              |    |     ηόηε 

πξνθύπηεη ε από θνηλνύ ζπλάξηεζε θαηαλνκήο ησλ η.κ |    |       

       [            |    |         |       ] 

                             [        |    |       |      ]  
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 Όηαλ     θαη         |    |              |    |     ηόηε ε       

παξηζηά ηελ πξνεμνθιεκέλε από θνηλνύ ζπλάξηεζε θαηαλνκήο ησλ 

|    |        

 Όηαλ     θαη         |    |              |    |     ηόηε 

πξνθύπηεη ε από θνηλνύ πξνεμνθιεκέλε ζπλάξηεζε ππθλόηεηαο πηζαλόηεηαο ησλ 

|    |       ε νπνία εθθξάδεηαη σο 

        [          |      ]  

 Όηαλ     θαη         |    |              |    |     ηόηε 

πξνθύπηεη ε από θνηλνύ ζπλάξηεζε ππθλόηεηαο πηζαλόηεηαο ησλ 

η.κ |    |       

       [            |    |          |      ]  

 Όηαλ     θαη         |    |             ηόηε πξνθύπηεη ε 

ζπλάξηεζε θαηαλνκήο ηεο η.κ       

        [                |      ]  

 Όηαλ     θαη         |    |             ηόηε πξνθύπηεη ε 

πξνεμνθιεκέλε ζπλάξηεζε θαηαλνκήο ηεο η.κ       

       [                    |      ]  

 Όηαλ     θαη         |    |             ηόηε πξνθύπηεη ε 

ζπλάξηεζε ππθλόηεηαο πηζαλόηεηαο ηεο       

       [                |      ]  

 Όηαλ     θαη         |    |             ηόηε πξνθύπηεη ε 

πξνεμνθιεκέλε ζπλάξηεζε ππθλόηεηαο πηζαλόηεηαο ηεο       

       [                    |      ]  

 Όηαλ     θαη         |    |    |    |     ηόηε πξνθύπηεη ε ζπλάξηεζε 

θαηαλνκήο ηεο η.κ |    | 

       [  |    |          |      ]  

 Όηαλ     θαη         |    |    |    |     ηόηε πξνθύπηεη ε 

πξνεμνθιεκέλε ζπλάξηεζε θαηαλνκήο ηεο |    | 

       [      |    |          |      ]  

 Όηαλ     θαη         |    |    |    |     ηόηε πξνθύπηεη ε ζπλάξηεζε 

ππθλόηεηαο πηζαλόηεηαο ηεο |    | 
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       [  |    |          |      ]  

 Όηαλ     θαη         |    |    |    |     ηόηε πξνθύπηεη ε 

πξνεμνθιεκέλε ζπλάξηεζε ππθλόηεηαο πηζαλόηεηαο ηεο |    | 

       [      |    |          |      ]  

΢ύκθσλα κε ηνπο Gerber and Shiu (1998) ε πξνεμνθιεκέλε ζπλάξηεζε πνηλήο ηθαλνπνηεί 

ηελ παξαθάησ ειιεηκκαηηθή αλαλεσηηθή εμίζσζε 

     
 

 
∫       ∫                

 

 

 

 

 

                                              
 

 
   ∫      

 
∫                

 

 
                                  

όπνπ        είλαη ε κνλαδηθή κε αξλεηηθή ιύζε ηεο εμίζσζεο 

                                                               ̂                                                             

όπνπ   έλαο κε αξλεηηθόο αξηζκόο,   ν πξνεμνθιεηηθόο παξάγνληαο,   ε έληαζε ηεο 

αλέιημεο Poisson θαη  ̂    ν κεηαζρεκαηηζκόο Laplace. 

Σελ παξαπάλσ εμίζσζε, πνπ νλνκάδεηαη γεληθεπκέλε εμίζσζε Lundberg ζα ηελ δνύκε πην 

αλαιπηηθά θαζώο απνηειεί γελίθεπζε ηεο        θαη ε ξίδα ηεο παίδεη πνιύ ζεκαληηθό ξόιν 

ζε θάζε ζπλάξηεζε πνπ παξάγεηαη από νπνηαδήπνηε όξηζκα ηεο ζπλάξηεζεο πνηλήο. 

Γηα λα γίλεη πην θαηαλνεηό αο ζεσξήζνπκε ηηο δύν θακπύιεο 

                                                                                                                             

θαη 

                                                               ̂                                                                         

Σo ζεκείν ηνκήο ησλ δύν παξαπάλσ θακππιώλ νξίδεη ηελ γεληθεπκέλε εμίζσζε Lundberg. 

Παξαηεξνύκε νηη ε    θακπύιε είλαη γξακκηθή θαη θζίλνπζα ζπλάξηεζε σο πξνο   αθνύ ε 

πξώηε ηεο παξάγσγνο ηζνύηαη κε       Δπίζεο ε    είλαη θζίλνπζα ζπλάξηεζε κε ηα 

θνίια πξνο ηα άλσ αθνύ γηα ηελ πξώηε παξάγσγν ηεο ηζρύεη νηη είλαη ίζε κε   ̂        ελώ 

γηα ηελ δεύηεξε παξάγσγό ηεο ηζρύεη όηη   ̂       . Παξάιιεια ζην ζεκείν     ηζρύνπλ 
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θαη  

                                                   ̂                                                                              

Από ηηο παξαπάλσ θαηαιήγνπκε ζην ζπκπέξαζκα νηη ε γεληθεπκέλε εμίζσζε Lundberg 

έρεη κνλαδηθή ζεηηθή ξίδα. 

΢ύκθσλα κε Lin and Willmot        ε αλαλεσηηθή εμίζσζε πνπ πεξηγξάθεηαη ζηελ 

        κπνξεί λα γξαθεί ζηελ εμήο κνξθή 

                                
 

   
∫             

 

   
                

 

 
                            

όπνπ  

                                                ̅    
 ̅       ∫          

 
 

 ∫      
  ̅     

                                                         

ε ζηαζεξά   ηζνύηαη κε 

                                                  
       

∫      
  ̅     

                                                              

θαη 

                                          
   ∫     ∫         

 
 

       
 
 

∫      
  ̅     

                                                        

Η ιύζε ηεο        είλαη κνλαδηθή θαη κπνξεί λα απνδεηρζεί κέζσ ηεο ρξήζεο 

κεηαζρεκαηηζκώλ Laplace. Δπίζεο κηα ελαιιαθηηθή κνξθή γηα ηελ νπξά ηεο      δίλεηαη 

από ηνλ ηύπν 

                                                ̅    
∫      ̅       
 
 

∫      ̅     
 
 

                                                                

    

Αθόκα ε      είλαη δηαθνξίζηκε θαη κπνξεί λα γξαθεί σο 
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   ∫          

 

 

∫      ̅     
 

 

                                                  

Δπίζεο, νη Lin and Willmot κε ηε δεκνζίεπζή ηνπο ην      πξνζπάζεζαλ λα εθθξάζνπλ  

ηε ιύζε ηεο παξαπάλσ ειιεηκκαηηθήο αλαλεσηηθήο εμίζσζεο κέζσ ηεο νπξάο κηαο ζύλζεηεο 

γεσκεηξηθήο θαηαλνκήο, όπσο ζα δνύκε θαη ζηελ ζπλέρεηα. 

Οξίδνπκε ηε ζπλάξηεζε θαηαλνκήο          ̅    ε νπνία αθνινπζεί ζύλζεηε 

γεσκεηξηθή θαηαλνκή θαη πεξηγξάθεηαη από ηνλ εμήο ηύπν 

                                      ̅    ∑
 

   
 
   (

 

   
)
 

 ̅                                                   

όπνπ κε  ̅      ζπκβνιίδνπκε ηελ νπξά ηεο λ-νζηεο ζπλέιημεο ηεο       Δίλαη εύθνιν λα 

δηαπηζηώζνπκε νηη ε  ̅    είλαη ε ιύζε ηεο αλαλεσηηθήο εμίζσζεο πνπ αθνινπζεί 

                              ̅    
 

   
∫   ̅           

 

   

 

 
 ̅                                              

όπνπ γηα ηελ  ̅    κπνξνύκε επίζεο λα πξνζζέζνπκε νηη αληηζηνηρεί κε ην κεηαζρεκαηηζκό 

Laplace θαηά ηε ζηηγκή ρξενθνπίαο  . Πξνθεηκέλνπ λα ην δηαπηζηώζνπκε αο ζέζνπκε 

            Πξνθύπηεη ακέζσο από ηηο          θαη          νηη       ̅    θαη      

λα αληηπξνζσπεύεη ηνλ κεηαζρεκαηηζκό Laplace ηεο η.κ    Σειηθά, έηζη θαηαιήγνπκε νηη 

 ̅           

Αο παξαηεξήζνπκε ηώξα ηελ εηδηθή πεξίπησζε όπνπ    , από ηελ          είλαη 

θαλεξό νηη 

                                                       
 

  
∫  ̅     

 

 
                                                              

Δπνκέλσο, ζ’ απηή ηελ πεξίπησζε θαηαιήγνπκε νηη   ̅        . 

Οη Lin and Willmot κε δεκνζίεπζή ηνπο ην        δηαηύπσζαλ ην ζεώξεκα κε ηελ 

αληίζηνηρε απόδεημε ην νπνίν παξνπζηάδεη νηη ε ιύζε ηεο ειιεηκκαηηθήο αλαλεσηηθήο 

εμίζσζεο πνπ πεξηγξάθεηαη ζηελ ζρέζε          κπνξεί λα εθθξαζηεί κέζσ ηεο ζύλζεηεο 

γεσκεηξηθήο νπξάο  ̅     

Θεώπημα 4.2.1 
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Η ιύζε ηεο         κπνξεί επίζεο λα εθθξαζηεί θαη σο 

                                        
 

 
∫             

 

   
             

 

 
                                

                                
 

 
∫  ̅           

    

 
 ̅    

 

 
            

 

 
                            

Αθόκα εθόζνλ ε      είλαη δηαθνξίζηκε, ηόηε ε      κπνξεί λα εθθξαζηεί σο     

                           
 

 
∫  ̅             

    

 
 ̅    

 

 
            

 

 
                            

    ΣΟ ΠΛΔΟΝΑ΢ΜΑ ΠΡΗΝ ΚΑΗ ΣΟ ΔΛΛΔΗΜΜΑ ΣΖ ΢ΣΗΓΜΖ  ΣΖ΢ 

ΥΡΔΟΚΟΠΗΑ΢ 

΢ύκθσλα κε Gerber et al. (1987) ε πηζαλόηεηα λα ζπκβεί ρξενθνπία θαη ην έιιεηκκα ηε 

ζηηγκή ηεο ρξενθνπίαο λα είλαη κηθξόηεξν ή ίζν ηνπ  , πεξηγξάθεηαη από ηνλ ηύπν 

                                                                                                

θαη αληίζηνηρα νξίδεηαη ε ζπλάξηεζε ππθλόηεηαο πηζαλόηεηαο 

                                                                    
 

  
                                                            

ε νπνία εθθξάδεη ηελ πηζαλόηεηα λα ζπκβεί ρξενθνπία θαη ην έιιεηκκα πνπ πξνθύπηεη 

αθξηβώο κεηά ηελ απαίηεζε ηνπ δεκηνγόλνπ ελδερνκέλνπ λα είλαη κεηαμύ    θαη        

΢ην ζύγγξακκα ησλ Bowers et al        θαη ζεώξεκα     , δόζεθε ε πηζαλόηεηα ην 

πιεόλαζκα λα κελ  πέζεη πνηέ θάησ από ην αξρηθό απνζεκαηηθό   θαη λα είλαη ζην δηάζηεκα 

            , ε νπνία δίλεηαη από ηνλ ηύπν 

                                                              
 

 
[      ]                                                           

Υξεζηκνπνηώληαο ηελ παξαπάλσ ζρέζε θαη ηνλ λόκν ηεο νιηθήο πηζαλόηεηαο 

θαηαιήγνπκε νηη  

                            
 

 
∫         [      ]

 

 
   

 

 
∫ [      ]

   

 
                   

΢εκεηώλεηαη νηη              Δλ ζπλερεία παξαγσγίδνληαο ηελ         σο πξνο   

παίξλνπκε ηελ εμήο εμίζσζε γηα ην   
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∫         [      ]

 

 
   

 

 
[       ]                                    

Δπίζεο, ζύκθσλα κε Willmot and Lin        κηα άιιε κνξθή γηα ηε ζρέζε         

δίλεηαη από ηνλ ηύπν  

                 
 

       
∫          ̅     

 

 
 

 

     
{ ̅      ̅      }                                                                              

Σν έιιεηκκα θαηά ηε ζηηγκή ηεο ρξενθνπίαο δνζέληνο νηη ζπκβαίλεη ρξενθνπία δίλεηαη από 

ηνλ ηύπν 

                                                                    ̅     
      

    
                                              

Μηα αθόκα ζπλάξηεζε ε νπνία ρξίδεη ελδηαθέξνληνο είλαη ε        ε δίλεη ηελ 

πηζαλόηεηα λα ζπκβεί ρξενθνπία μεθηλώληαο κε αξρηθό απνζεκαηηθό   θαη ην πιεόλαζκα 

αθξηβώο πξηλ από ηε ζηηγκή ηεο ρξενθνπίαο λα είλαη κηθξόηεξν από  . 

                                   {  
 ̅    

 
} {           }                               

΢ηελ πεξίπησζε πνπ      (βιέπε Dickson     ) ν παξαπάλσ ηύπνο παίξλεη απινύζηεξε 

κνξθή πνπ δελ εμαξηάηαη από ην        θαη είλαη ε  

                                                 
{   ̅    }

 
     

 ̅    

 
                                                        

Παξαθάησ ζα εθθξάζνπκε ηελ πηζαλόηεηα        σο πξνο ηελ ζπλάξηεζε ησλ  

θιηκαθσηώλ πςώλ    θαη ηελ πηζαλόηεηα ρξενθνπίαο, έρνληαο ηα απνηειέζκαηα πνπ δίλνληαη 

ζηε ζπλέρεηα. 

Θεώπημα       

Γηα θάζε     θαη    , ε θαηαλνκή ηνπ ειιείκκαηνο        ηθαλνπνηεί ηελ παξαθάησ 

ζρέζε 

                                                     
 

 
∫  ̅             

 

 
                                      

Απόδειξη 

Έρνπκε νηη  
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∫        ̅

 

 
      

 

     
 ̅                                   

Πνιιαπιαζηάδνληαο ηελ          κε ηελ         νδεγνύκαζηε ζηελ ειιεηκκαηηθή 

αλαλεσηηθή εμίζσζε (βιέπε Dufresne and Gerber     ) ε νπνία είλαη ε  

      ̅     
 

       
∫         ̅       ̅

 

 

      
 ̅      

     
   

΢ηε ζπλέρεηα κέζσ ηεο ρξήζεο κεηαζρεκαηηζκώλ Laplace έρνπκε 

∫     
 

 

     ̅       
 

 
∫      ̅      

 

 

  ∫          
 

 

  

όπνπ 

∫          
 

 

 {  
 

 
.∫     

 

 

        /}

  

  

O αληίζηξνθνο κεηαζρεκαηηζκόο Laplace νδεγεί ζην εμήο 

                                       ̅     
 

     
∫  ̅              

 

 
                                            

από ην νπνίν πξνθύπηεη ην δεηνύκελν. 

Πόπιζμα       

Η θαηαλνκή ηνπ ειιείκκαηνο ηθαλνπνηεί ηνλ παξαθάησ ηύπν 

                 
   

 
{ ̅               } 

                                                 
 

   
∫         

 

 
 ̅                                                                                                   

Απόδειξη 

Έζησ    κηα ηπραία κεηαβιεηή ε νπνία είλαη αλεμάξηεηε από ηα θιηκαθσηά ύςε   θαη 

ηθαλνπνηεί ηελ  

 (    )  
 ̅      

 ̅    
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Από ηελ          έρνπκε νηη 

   ̅     
 ̅    

     
∫  (      )       

 

 
    

΢ύκθσλα κε ην λόκν ηεο νιηθήο πηζαλόηεηαο απηό ζπλεπάγεηαη νηη 

                                        ̅     
 ̅    

     
{ (      )      }                                       

Κάλνληαο ελαιιαγή ηεο η.κ.   κε ηελ    πξνθύπηεη 

 ̅     
 ̅    

      
{ (     )  ∫        

 

 

 (    )      }  

΢ηε ζπλέρεηα έρνπκε 

 ̅          
  ̅     

 
 

 

   
∫        ̅

 

 

        
 ̅          

 
  

Μηα αιιαγή ζηηο κεηαβιεηέο ηνπ νινθιεξώκαηνο θαη ρξεζηκνπνηώληαο ηελ          έρεη 

σο απνηέιεζκα 

 ̅          
 ̅      

 
 

 

   
∫       

   

 

 ̅      
 ̅          

 
 

     
 

 
{∫         

 ̅   

  

   

 

    ̅      } 

 
 

   
∫         

 

 

 ̅      
 ̅         

 
 

                                  
   

 
       

 ̅         

 
 

 

   
∫         

 

 

 ̅      

Έηζη από ηελ         πξνθύπηεη 

       ,  
 ̅    

 
-     

   

 
       

 

   
∫         

 

 
 ̅               

                                    
   

 
{ ̅               }                
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∫         

 

 
 ̅       

Πόπιζμα       

Γηα θάζε     ηζρύεη ε παξαθάησ ζρέζε 

                                
 

   
∫        ̅      

         

 

 

 
                                      

Απόδειξη 

Υξεζηκνπνηώληαο ηελ ζρέζε         θαη ην παξαπάλσ πόξηζκα, παίξλνπκε 

                   
   

 
{ ̅               } 

                                  
 

   
∫        ̅      {  

 ̅    

 
}

 

 

{           }  

                           
 

   
∫        ̅      {

   

 
   

 ̅    

 
}    

 

 

     

                                             {      
   

 
 ̅       

 ̅    

 
} 

                                             
 

   
∫        ̅      

 

 

         

 
 

 

    ΦΡΑΓΜΑΣΑ ΓΗΑ ΣΖΝ ΚΑΣΑΝΟΜΖ ΣΟΤ ΔΛΛΔΗΜΜΑΣΟ΢ 

Κάλνληαο ρξήζε ηνπ ζεσξήκαηνο         ζα θαηαζθεπάζνπκε έλα απιό, αιιά γεληθό 

θξάγκα γηα ην έιιεηκκα θαηά ηε ζηηγκή ηεο ρξενθνπίαο. 

Θεώπημα       

Έζησ         ̅    κηα ζπλάξηεζε θαηαλνκήο ζην       ε νπνία ηθαλνπνεί ηελ  

                                            
  ̅̅ ̅     

  ̅̅ ̅   
         ̅                                                                 
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ηόηε 

                                                         ̅            ̅                                                                                

Απόδειξη 

Υξεζηκνπνηώληαο ηε ζρέζε          ηε          θαη νινθιεξώλνληαο θαηά κέξε 

πξνθύπηεη 

 ̅          
 ̅    

     
∫  ̅ 

 

 

           

                                                               
 ̅    

     
{ ̅     

 

  
∫        ̅

 

 

          } 

                                           
 ̅    

     
{              }   ̅     

Με βάζε ηνπο Willmot and Lin        πξνθύπηνπλ ηα παξαθάησ πνξίζκαηα γηα ην 

έιιεηκκα θαηά ηε ζηηγκή ηεο ρξενθνπίαο. 

Πόπιζμα       

Δάλ ε      είλαη κηα               ηόηε 

                                                           ̅            ̅                                                                 

Απόδειξη   

Με βάζε ην ζεώξεκα         θαη αληηθαζηζηώληαο ην  ̅    κε ην  ̅     πξνθύπηεη ην 

δεηνύκελν. 

Πόπιζμα       

Δάλ ε      είλαη κηα             ηόηε 

                                                                   ̅            ̅                                                   
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Aπόδειξη 

Οκνίσο κε παξαπάλσ θαη εδώ ε απόδεημε βαζίδεηαη ζε απηή ηνπ πξναλαθεξζέληνο 

ζεσξήκαηνο όπνπ αληί γηα  ̅    ζέηνπκε       

Πόπιζμα         

Δάλ ε      είλαη κηα             ηόηε 

                                                             ̅                                                                     

Απόδειξη 

Αθνύ ε βαζκίδα απνηπρίαο γηα ηελ θαηαλνκή ηζνξξνπίαο πεξηγξάθεηαη από ηνλ ηύπν 

                                                          {    }   
     ̅    

  
                                                    

ηόηε ηζρύεη  

                                               ̅        { ∫ {    }    
 

 
}                                                    

Πξνθύπηεη έηζη νηη 

                       
 ̅      

 ̅    
    { ∫ {    }    

   

 

}           { ∫   
    

   

 

} 

                                                        {
  

  
}  

Έηζη ινηπόλ ην πόξηζκα         επαιεζεύεηαη αλ ζέζνπκε         
 

 

    

Πόπιζμα       

Έζησ         ̅    κηα ζπλάξηεζε θαηαλνκήο ζην       ε νπνία ηθαλνπνεί ηε ζρέζε 

         ηόηε 

                   ,  
 ̅    

 
-     , ̅    

 ̅    

 
-                                       
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Απόδειξη 

Υξεζηκνπνηώληαο ηνλ ηύπν         θαη ην ζεώξεκα         έρνπκε 

                                ,  
 ̅    

 
- {           }  

                                   {  
 ̅    

 
}     { ̅    

 ̅    

 
}        

Θεώπημα       

Γηα ηελ νπξά ηεο θαηαλνκήο ηνπ ειιείκκαηνο θαηά ηε ζηηγκή ηεο ρξενθνπίαο ηζρύεη ην 

παξαθάησ 

                                             ̅     
   

 
,
      

    
     -                                                       

Απόδειξη 

Με ηε βνήζεηα ηνπ ηύπνπ          πνπ πεξηγξάθεη ηελ πηζαλόηεηα ρξενθνπίαο έρνπκε νηη 

                                 
 

  
∫         

 

 
 ̅      

    

  
∫        ̅     

 

 
 

                                                          {           ̅    }  

Έηζη από ην πόξηζκα         παίξλνπκε 

                 
   

 
{ ̅               } 

                                        
    

 
{           ̅    } 

                                                        {      
   

 
 ̅     

 ̅    

 
}     

                                                        
   

 
{               } 

                                                              
   

 
{               }  
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Κάλνληαο ρξήζε ηεο ζρέζεο         από ηελ νπνία πξνθύπηεη νηη  

                                                                 ̅          

παίξλνπκε 

                                    ̅              
   

 
{               } 

Κάλνληαο πξάμεηο θαη δηαηξώληαο θαηά κέιε κε      ηελ παξαπάλσ έρνπκε 

                ̅      
   

 
{
      

    
     } 

πνπ είλαη θαη ην δεηνύκελν. 

    ΑΡΗΘΜΖΣΗΚΔ΢ ΔΦΑΡΜΟΓΔ΢ 

΢ηελ ελόηεηα απηή ζα δνζνύλ αθξηβήο ηηκέο γηα ηηο πνζόηεηεο πνπ έρνπλ πξναλαθεξζεί 

ζηελ πεξίπησζε πνπ ε θαηαλνκή ησλ απνδεκηώζεσλ αθνινπζεί ηηο θαηαλνκέο Gamma       

κείμε εθζεηηθώλ θαη κείμε Gamma θαηαλνκώλ. ΢ηε ζπλέρεηα γηα ηηο δύν ηειεπηαίεο 

πεξηπηώζεηο ζα δνζνύλ νη πξνζεγγίζεηο ησλ Cramer-Lundberg, Tijms θαη Willmot θαη ζα 

παξαηεζνύλ θαη ηα αληίζηνηρα ζπκπεξάζκαηα ζρεηηθά κε ην πνηά από ηηο πξνζεγγίζεηο είλαη ε 

πην ηθαλνπνηεηηθή. 

      ΑΡΗΘΜΖΣΗΚΖ ΔΦΑΡΜΟΓΖ ΓΗΑ ΣΖΝ ΚΑΣΑΝΟΜΖ ΓΑΜΜΑ (3,3) 

΢ηελ πεξίπησζε απηή ζα παξαζέζνπκε ηνπο πίλαθεο (βι. Willmot and Lin     ) πνπ 

αθνξνύλ ηηο αθξηβήο ηηκέο γηα ηηο πνζόηεηεο ησλ                   γηα ηηο δηάθνξεο ηηκέο 

ησλ     κε πεξηζώξην αζθαιείαο            θαη      
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 Γάμμα             

                      
     
          

     
       
       

       
       

       
       

                           
                           
     
          

     
       
       

       
       

       
       

      
     

 

       
       

       
       

       
       

                           
                               

                           
                           

Source: G.E Willmot, X.S Lin/Insurance: Mathematics and Economics                  
 

Πίλαθαο       

 

Παξαηεξνύκε από ηνλ παξαπάλσ πίλαθα νηη ε πηζαλόηεηα λα ζπκβεί ρξενθνπία θαη ην 

έιεηκκα αθξηβώο κεηά ηελ επέιεπζε ηνπ δεκηνγόλνπ ελδερνκέλνπ λα είλαη κεγαιύηεξν ηνπ 

     μεθηλώληαο κε αξρηθό απνζεκαηηθό        ηζνύηαη κε       . Δπίζεο, ην έιιεηκκα 

θαηά ηε ζηηγκή ηεο ρξενθνπίαο δνζέληνο νηη ζπκβαίλεη ρξενθνπία, όηαλ ην αξρηθό 

απνζεκαηηθό είλαη     , είλαη ίζν κε       . Αμηνζεκείσην είλαη ην γεγνλόο νηη γηα ζηαζεξό 

αξρηθό απνζεκαηηθό, θαζώο ην   απμάλεληαη, απμάλνληαη θαη νη ηηκέο ηνπ        

΢ηελ πεξίπησζε πνπ ην πεξηζώξην αζθαιείαο   ηζνύηαη κε ηε κνλάδα θαη γηα        ην 

έιιεηκκα θαηά ηε ζηηγκή ηεο ρξενθνπίαο είλαη ίζν κε        θαη όπσο παξαηεξνύκε από ηνλ 

άλσ πίλαθα γηα   ζηαζεξό, θαζώο ην αξρηθό απνζεκαηηθό απμάλεηαη απμάλεηαη θαη ην       

Η ίδηα ζπκπεξηθνξά δηαπηζηώλεηαη θαη γηα ηηο ππόινηπεο ηηκέο ηνπ  . 
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           Γάκκα          

                      
     

          
     

       
       

       
       

       
       

                           
                           
     

          
     

       
       

       
       

       
       

      
     

 

       
       

       
       

       
       

                           
                               

                           
                           

Source: G.E Willmot, X.S Lin/Insurance: Mathematics and Economics                  

Πίλαθαο       

 

            Γάκκα          

                      
     

          
     

       
       

       
       

       
       

                           
                           
     

          
     

       
       

       
       

       
       

      
     

 

       
       

       
       

       
       

                           
                               

                           
                           

Source: G.E Willmot, X.S Lin/Insurance: Mathematics and Economics                  

Πίλαθαο       
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Σέινο, γηα    , ε πηζαλόηεηα ρξενθνπίαο μεθηλώληαο κε αξρηθό απνζεκαηηθό ίζν κε 

     κνλάδεο θαη ην έιεηκκα αθξηβώο κεηά ηελ έιεπζε ηεο δεκηνγόλνπ απάηηεζεο λα είλαη ην 

πνιύ ίζν κε       έρεη ηελ ηηκή        ελώ ην έιεηκκα θαηα ηε ζηηγκή ηεο ρξενθνπίαο, 

δνζέληνο νηη ζπκβαίλεη ρξενθνπία είλαη ίζν κε       . Δμεηάδνληαο ηνλ πίλαθα       

βιέπνπκε όηη γηα ζηαζεξό        ην        ειιαηώλεηαη θαζώο ην αξρηθό απνζεκαηηθό 

απμάλεηαη, ελώ ην      , αληίζεηα, απμάλεηαη. ΢ηε ζπλέρεηα βιέπνπκε νηη γηα        ην 

       ηζνύηαη κε        θαη ειιαηώλεηαη παίξλσληαο ηελ ηηκή        όηαλ ην αξρηθό 

απνζεκαηηθό είλαη ίζν κε ηε κνλάδα. Αληίζεηα ζπκπεξηθέξεηαη ην       ην νπνίν μεθηλάεη 

από ηελ ηηκή 0,2674 θαη θαηαιήγεη λα έρεη απμεζεί θαηά        κνλάδεο όηαλ      Όκνηα 

απνηειέζκαηα παίξλνπκε θαη γηα        

      ΑΡΗΘΜΖΣΗΚΖ ΔΦΑΡΜΟΓΖ ΓΗΑ ΜΔΗΞΖ ΔΚΘΔΣΗΚΧΝ ΚΑΣΑΝΟΜΧΝ     

   ΢ην ζεκείν απηό ρξεζηκνπνηώληαο όζα πξναλαθέξζεθαλ ζε ζπλδπαζκό κε ηα 

ζπγγξάκκαηα ησλ Willmot and Lin        θαη ησλ Gerber et al        ζα δνζνύλ πίλαθεο 

κε ηε ζπλάξηεζε θαηαλνκήο ηνπ ειιείκκαηνο, ηε ζπλάξηεζε ππθλόηεηαο πηζαλόηεηαο θαζώο 

θαη νη πξνζεγγίζεηο ησλ Cramer, Tijms θαη Willmot. 

Οη Willmot and Lin ζηελ εξγαζία ηνπο ην      πξόηεηλαλ ηελ πξνζέγγηζε ησλ        

θαη        αληηθαζηζηώληαο ηελ πηζαλόηεηα ρξενθνπίαο      κε ηελ πξνζέγγηζε ηνπ Tijms 

γηα ηελ πηζαλόηεηα ρξενθνπίαο      . 

Έηζη ινηπόλ κε βάζε ηα παξαπάλσ ε ζρέζε          γίλεηαη 

                  
   

 
{ ̅               } 

                                             
 

   
∫          

 

 
 ̅                                                                  

Δπίζεο, ε ζρέζε          γίλεηαη  

                                          
 

   
∫         ̅      

         

 

 

 

                           

Βαζηδόκελνη ζηα παξαπάλσ κπνξνύκε λα δώζνπκε αληίζηνηρεο πξνζεγγίζεηο γηα ηα 

       θαη        κέζσ ηνπ αζπκπησηηθνύ ηύπνπ ηνπ Cramer αληηθαζηζηώληαο αληίζηνηρα 

ηελ πηζαλόηεηα ρξενθνπίαο      κε      . 
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Έηζη ινηπόλ έρνπκε, 

                  
   

 
{ ̅               } 

                                              
 

   
∫          

 

 
 ̅                                                           

                                         
 

   
∫         ̅      

         

 

 

 

                             

Χο εθαξκνγή ησλ παξαπάλσ, ζα παξαζέζνπκε ην παξάδεηγκα από ηελ εξγαζία ησλ Gerber 

et al.        όπσο θαη ζην Κεθάιαην  . Η ζπλάξηεζε ππθλόηεηαο πηζαλόηεηαο ηεο 

θαηαλνκήο ησλ απνδεκηώζεσλ αθνινπζεί κείμε εθζεηηθώλ θαηαλνκώλ θαη δίλεηαη από ηελ 

ζρέζε  

                                                            
     

 
 

     

 
                                                         

΢ηε ζπλέρεηα ζα δνζεί πίλαθαο κε ηηο αθξηβήο ηηκέο ηνπ        θαη ηνπ      γηα ηηο 

δηάθνξεο ηηκέο ηνπ πεξηζσξίνπ αζθαιείαο  . 

Δμεηάδνληαο ηνλ παξαθάησ πίλαθα δηαπηζηώλνπκε όηη γηα πεξηζώξην αζθαιείαο    , ε 

πηζαλόηεηα λα ζπκβεί ρξενθνπία, όηαλ ην αξρηθό απνζεκαηηθό είλαη ίζν κε      κνλάδεο θαη 

ην έιεηκκα ηε ζηηγκή ηεο ρξενθνπίαο είλαη κηθξόηεξν από      κνλάδεο, είλαη ίζε κε       . 

Δπίζεο ην έιεηκκα θαηά ηε ζηγκή ηεο ρξενθνπίαο, δεδνκέλνπ νηη ζπκβαίλεη ρξενθνπία είλαη 

ίζν κε         Δπίζεο, παξαηεξνύκε νηη γηα ζηαζεξό        θαζώο ην αξρηθό 

απνζεκαηηθό   απμάλεηαη, ην        ειιαηώλεηαη. Σν ίδην ζπκβαίλεη θαη κε ηελ πνζόηεηα 

      αθνύ όπσο είδακε ζηνλ ηύπν         ππνινγίδεηαη βάζεη ηεο πηζαλόηεηαο ρξενθνπίαο 

θαη ηνπ          Αληίζηνηρα απνηειέζκαηα παίξλνπκε θαη γηα ηηο ππόινηπεο ηηκέο ηνπ    
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Πίλαθαο       

Όπσο ζηνλ πίλαθα       έηζη θαη ζηνπο δύν επόκελνπο, παξαηεξνύκε νηη, ηόζν γηα     

όζν θαη γηα       , γηα ζηαζεξό   θαζώο ην αξρηθό απνζεκαηηθό   απμάλεηαη νη πνζόηεηεο 

       θαη       κεηώλνληαη. 

΢ηε ζπλέρεηα ζα δνζεί ν πίλαθαο κε ηηο πξνζεγγίζεηο ησλ        θαη       θαη 

ζπγθξίλνληάο ηεο κε ηηο αθξηβήο ηηκέο ζα πξνζπαζήζνπκε λα βγάινπκε ζπκπεξάζκαηα 

ζρεηηθά κε ην πνηα πξνζέγγηζε είλαη ε πην ηθαλνπνηεηηθή. 

Αο εμεηάζνπκε αξρηθά ηελ πεξίπησζε πνπ ην   είλαη ζηαζεξό θαη ίζν κε      κνλάδεο. 

Παξαηεξνύκε νηη ε αθξηβήο ηηκή ηνπ        είλαη ίζε κε       , ε πξνζέγγηζή ηεο κέζσ 

ηνπ αζπκπησηηθό ηύπν ησλ Cramer-Lundber δίλεη ηελ ηηκή       , ελώ ε ηηκή πνπ δίλεη ε 

πξνζέγγηζε ηνπ Tijms είλαη ίζε κε ηελ αθξηβή. Οκνίσο ζπκβαίλεη θαη γηα ηηο ππόινηπεο ηηκέο 

ηνπ    ΢πλερίδνληαο, γηα ηελ ηηκή       , βιέπνπκε νηη γηα όιεο ηηο ηηκέο ηνπ αξρηθνύ 

απνζεκαηηθνύ εθηόο από ηελ ηηκή      ηζρύεη νηη                 Οκνίσο ζπκβαίλεη θαη 

ζηελ πεξίπησζε πνπ       . 
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Πίλαθαο       

Παξαηεξώληαο ηηο ζηήιεο (3), (4), (5), ζηελ πεξίπησζε πνπ        βιέπνπκε νηη γηα ηηο 

δηάθνξεο ηηκέο ηνπ αξρηθνύ απνζεκαηηθνύ,                ελώ ε πξνζέγγηζε ησλ 
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Cramer-Lundberg παξνπζηάδεη θαηά θύξην ιόγν, θάπνηα απόθιηζε από ηηο αθξηβήο ηηκέο ηνπ 

         Οκνίσο, θαη ζηελ πεξίπησζε πνπ ην   είλαη ίζν κε     . 

Βιέπνπκε από ηνλ παξαθάλσ πίλαθα, νηη γηα ηηο δηάθνξεο ηηκέο ησλ     ε πξνζέγγηζε ηνπ 

Tijms είλαη πην απνηειεζκαηηθή θαζώο είλαη ίζε κε ηελ αθξηβή ηηκή ηνπ        ή έρεη 

κηθξόηεξε απόθιηζε ζε ζρέζε κε ηελ πξνζέγγηζε ηνπ Cramer. 

Έηζη ινηπόλ, αθνύ εμεηάζακε ηελ απνηειεζκαηηθόηεηα ησλ δύν πξνζεγγίζεσλ, 

θαηαιήγνπκε ζην ζπκπέξαζκα νηη ε πξνζέγγηζε ηνπ Tijms  δίλεη θαιύηεξα απνηειέζκαηα 

από απηή ησλ Cramer-Lundberg. 

                        

                                
      
          

     
       
       

       
       

       

       

       
       

      
     

       
       

       
       

       

       

       
       

                                  

      
          

     
       
       

       
       

       
       

       
       

      
     
     

 

       
       
       

       
       
       

       
       
       

       

       
       

                                  

                                      

      
     

       
       

       
       

       
       

       
       

                                  

Πίλαθαο       

Όπσο έρεη ήδε αλαθεξζεί, έλα αλώηαην όξην γηα ην έιιεηκκα θαηά ηε ζηηγκή ηεο 

ρξενθνπίαο, δνζέληνο νηη ζπκβαίλεη ρξενθνπία, δίλεηαη από ηελ ζρέζε 

 ̅     
   

 
{
      

    
     }  

΢ηε ζπλέρεηα ινηπόλ, ζα δνζνύλ νη πίλαθεο γηα ηηο αλώηαηεο ηηκέο ηεο δεμηάο νπξάο ηνπ 

ειιείκκαηνο γηα ηηο δηάθνξεο ηηκέο ησλ      . Αο ζεκεησζεί όηη ζα ζπκβνιίζνπκε ην δεμί 

κέινο ηεο παξαπάλσ ζρέζεο κε        δειαδή 
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{
      

    
     }  

Ξεθηλώληαο από ηελ πεξίπησζε        θαη        βιέπνπκε όηη ε αλώηαηε ηηκή πνπ 

κπνξεί λα πάξεη ε δεμηά νπξά ηνπ       είλαη ίζε κε       , δειαδή  ̅           . Όπσο 

έρεη ππνινγηζηεί πξνεγνπκέλσο έρνπκε νηη  ̅             Δπνκέλσο δηαπηζηώλνπκε νηη 

επαιεζεύεηαη ε ζρέζε          Σν ίδην ζπκβαίλεη γηα ηηο ππόινηπεο ηηκέο ηνπ   αιιά θαη ηνπ 

αξρηθνύ απνζεκαηηθνύ  . 
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Πίλαθαο        

΢πλερίδνληαο κε ηνπο πίλαθεο          θαη          δηαπηζηώλνπκε νηη γηα     θαη γηα 

       επαιεζεύεηαη ε ζρέζε        . 
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      ΑΡΗΘΜΖΣΗΚΖ ΔΦΑΡΜΟΓΖ ΓΗΑ ΜΔΗΞΖ ΓΑΜΜΑ ΚΑΣΑΝΟΜΧΝ  

Όπσο ζηελ πξνεγνύκελε ελόηεηα έηζη θαη εδώ  ζα εθαξκόζνπκε ηνπο ηύπνπο από Willmot 

& Lin        ζην παξάδεηγκα     από ην άξζξν ησλ Gerber et al (On the probability and 

severity of ruin) πνπ αθνξά ζηελ πεξίπησζε πνπ ε θαηαλνκή ησλ απνδεκηώζεσλ αθνινπζεί 

κείμε δύν Γακκα (2,β) θαηαλνκώλ. Οη αλαιπηηθέο ηηκέο ησλ παξακέηξσλ δίλνληαη ζην 

θεθάιαην   έηζη ζην ζεκείν απηό ζα ππελζπκίζνπκε ηηο βαζηθέο ζπλαξηήζεηο πνπ ζα 

ρξεζηκνπνηεζνύλ ζην πξόγξακκα Μathematica πξνθεηκέλνπ λα δνζνύλ νη πίλαθεο ηόζν κε ηηο 

αθξηβεί ηηκέο ησλ        θαη       όζν θαη ησλ πξνζεγγίζεώλ ηνπο. Τπελζπκίδεηαη ινηπόλ 

νηη 

Η ζπλάξηεζε ππθλόηεηαο πηζαλόηεηαο ηεο θαηαλνκήο ησλ απνδεκηώζεσλ είλαη 

                                                                            . 

Η δεμηά νπξά ηεο ζπλάξηεζεο θαηαλνκήο δίλεηαη από ηνλ ηύπν  

                           ̅                                                . 

Η ππθλόηεηα ηεο θαηαλνκήο ηζνξξνπίαο είλαη ε εμήο 

                                        (                                             )    

Δλώ ε δεμηά νπξά ηεο θαηαλνκήο ηζνξξνπίαο δίλεηαη από ηελ ζρέζε 

   ̅                                                                                           

                                                                                                         

΢ηε ζπλέρεηα γηα ηηο δηάθνξεο ηηκέο ησλ     θαη ηνπ πεξηζσξίνπ αζθαιείαο   ζα δνζνύλ 

νη πίλαθεο γηα ηηο αθξηβεί ηηκέο ησλ        θαη        
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Πίλαθαο        

Παξαηεξώληαο ηνπο ηξείο παξαπάλσ πίλαθεο όπνπ γηα ηηο δηάθνξεο ηηκέο ηνπ πεξηζσξίνπ 

αζθαιείαο   θαη ησλ     δίλνληαη νη αθξηβεί ηηκέο ησλ        θαη       θαηαιήγνπκε ζην 

ζπκπέξαζκα νηη γηα ζηαζεξό  , θαζώο ην   απμάλεηαη ηόζν ην        όζν θαη ην       

ειαηηώλνληαη. 

 ΢ην ζεκείν απηό ζα παξαηεζνύλ νη πίλαθεο κε ηηο πξνζεγγίζεηο ησλ Cramer θαη Σijms 

ζρεηηθά κε ην        θαη ζα δνζνύλ αθνινύζσο ζπκπεξάζκαηα ζρεηηθά κε ην πνηά από 

απηέο είλαη ε πην απνηειεζκαηηθή. 

΢ηνλ πίλαθα          δίλνληαη γηα     ηόζν νη πξαγκαηηθέο ηηκέο ηνπ        όζν θαη νη 

πξνζεγγίζεηο ησλ Cramer θαη Σijms. ΢ηνλ πίλαθα          απεηθνλίδνληαη νη ίδηεο πνζόηεηεο 

γηα     θαη ζηνλ πίλαθα          γηα         
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Πίλαθαο        

Μειεηώληαο ηνπο ηξείο παξαπάλσ πίλαθεο δηαπηζηώλνπκε νηη ε πξνζέγγηζε ηνπ Tijms 

δίλεη πην ηθαλνπνηεηηθά απνηειέζκαηα από ηνπ Cramer θαζώο ζηηο πεξηζζόηεξεο πεξηπηώζεηο 

ηαπηίδνληαη ηα        θαη         ή ε απόθιηζε ηνπ Tijms από ηελ αθξηβή ηηκή είλαη 

κηθξόηεξε από απηή ησλ Cramer-Lundberg. 

΢εκαληηθό είλαη λα γλσξίδνπκε πνηά είλαη ε αλώηεξε ηηκή πνπ κπνξεί λα πάξεη ην έιεηκκα 

θαηά ηε ζηηγκή ηεο ρξενθνπίαο. Έηζη ινηπόλ, ρξεζηκνπνηώληαο ηελ ζρέζε         ζα δνζνύλ 

πίλαθεο κε ηηο αλώηαηεο ηηκέο πνπ κπνξεί λα πάξεη ην       γηα ηηο δηαθνξεηηθέο ηηκέο ησλ 

    θαη ηνπ πεξηζσξίνπ αζθαιείαο. 

Αο ζπκβνιίζνπκε ην αλώηαην όξην ηεο δεμηάο νπξάο ηεο θαηαλνκήο ηνπ ειιείκκαηνο κε 
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ΠΑΡΑΡΣΖΜΑ 

Δλδεηθηηθά ζην ζεκείν απηό ζα δίλεηαη ν γεληθόο θώδηθαο πνπ πξνέθπςε από ην 

ππνινγηζηηθό πξόγξακκα Mathematica γηα ηνπο ζεκαληηθόηεξνπο πίλαθεο πνπ έρνπλ 

παξαηεζεί ζε πξνεγνύκελα θεθάιαηα 

Πίνακαρ (3. 1) 
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Πίνακαρ       
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Πίνακαρ       

Για ηην πποζέγγιζη ηος Cramer 
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Για ηην πποζέγγιζη ηος Tijms 
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Για ηην πποζέγγιζη ηος Willmot 
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