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EYXAPIXTIEX

Me v Tepat®on avTng TG SIMAMUATIKNG EpYaciag KAEvel Evag KOk TS (oG Hov Kot
VioBm évtovn TV avAykn, vo €VYOPIOTIC® apykd, Tov emPAémovio Kabnynt Hov Ko.
I'eopyro Pappdio yi 6AN v vropov] mov €5e1ée oAAG Kot TV moAvTiun Ponbela kot
KaBodnynon tov katd ™ ddpkela TS doVAELAS pov. Emiong, sipon evyvouwv oto vrdéioura
uéA g e€etaotikng emttponng K. Kovotavtivo TToditn kot k. Zmupidwv Bpdvto yuo v

TPOGEKTIKT AVAYVOON TNG EPYNGLAG LLOV.

‘Eva Oeppo evyapiotd Ba n0eha va 000w 6& OAOVS TOLG GLVAIEAPOVG, TOVG PIAOVS KO TIG
OIAEG OV OV LOV GLUTOPACTAONKAY Kol pe epydyovay Kab® OAn T dbpkela TG HEAETNG
pov kot kupimg otnv Een yia Tig YVOGCELS TOL OV UETEOWGE OGOV 0POPE GTO VITOAOYIGTIKO

npoypappo Mathematica.

Téhog, 6ev Ba umopovca vo Uy ovaeepBd GTNV OKOYEVELL LoV Y10 TV KOTOVON oY, TNV
MO Kot LVAIKN vooTNPEn Kot TV ACGTEPELTN Oydmn TOv Hov apeiyay KT TN SLAPKELL

TOV GTOVOAV POV, dALG Kot 6N {®1| LoV YEVIKOTEPO.
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INEPIAHYH

H Avoloyiotikr] Emotiun, ypnowonolel pobnuoticd HovTEAN Yoo Vo TEPLYPAYEL TNV
QEPEYYLOTNTO, TOV YOPTOPLANKIOV UG ACPAAICTIKNG €TOUpiaG. e TETON HOVTEAD, POCIKEG
TOGOTNTEC TOV TPOKOAAOVV EVOLAPEPOV Efvart 1 TOAVOTNTA YPEOKOTIOG, TO TAEOVACLO OUECWHG
Tpw TV e€néAevon Tov {NUoyovou eVOEYOUEVOD KOl TO EAAEUpO KOTE TN OTIyUn 1ng

YPEOKOTLOG,

2mv gpyacia avt, Oa emkevipwbovpe 610 KAAGGIKO Hoviého T Oswpiag Kivdvvov kot
Ba vroAoyicovpe apyKd TIG aKPPEl TYES Y10 TIC TAPATAVE® TOCOTNTEG OTNV TEPIMTOGT TOV
1N katavoun tov orolnumcsnv akorovdei (o) F'appa (3,3) (B) Mei&n exbetikmdv (v) Meién

Ippa xotovopmv.

10 emdpevo 6tAd0 B vroAoyicovpe TIS avticToryes Tpoceyyioels kot Bo ddcove

GUUTEPACLOTO Y10l TO TTOLA EIVOIL 1) TTLO ATOTEAEGUOATIKT).

Télog, og kaBe mepintwon, Ba dobBovV T PpaypaTa TOGO Yo TNV TOAVOTNTO YPEOKOTIOG

0G0 KOl Y10 TO EAAEUPOL PETA otd TNV EMEAEVOT TOL (NULOYOVOL EVOEXOUEVOU.

11



ABSTRACT

Actuarial Science uses mathematical models to describe the portfolios’ solvency of an
insurance company. In such models, basic quantities of interest are ruin probability, the

surplus immediately before ruin and the deficit at the time of ruin.

In this paper, we will focus on the classical Risk Model of Ruin Theory and will initially
calculate the exact values of these quantities in case which claim distribution follows (a)
Gamma(3,3) (b) Mixture of Exponentials and (c) Mixture of Gamma distributions.

In the next stage, we will calculate the corresponding approaches and give conclusions on

which is the most effective.

Finally, in each case, bounds will be given for both ruin probability and the deficit after

ruin.
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KE®AAAIO 1: BAXIKEX ENNOIEX AIIO THN OEQPIA
XPEOKOIITIAX

1.1 EIZAT'QI'H

YK0omdg TOV KEPAAOIOL aVTOV €lval apyIKA 1 ETOKOTNON PACIKOV EIGAYOYIKOV EVVOIDV
mov apopovv to Khaooikd Movtédo g Oswpiag Xpeokomiog. Oa mapatedovv opicpol mov

TEPLYPAPOVV TNV EVVOLa TG XPEOKOTING, 01 0Toiot Ba avaAvBovV Kol Gg EMOUEVO KEPAAALL.

To Khaookd poviéro, onydn o 1903 amd to Xoundo Filip Lundberg kot avamtoydnke
10 1930 amd tov Harald Cramer, o omoioc evompdtmoe ™ Oewpic TOV ZTOYACTIKOV
AveliEewv ot Bewpia Kivovvov. Baowkd yopaknpiotikd tov pHoviéAov avtov eivar 6t 10

TAN00¢ TV (DY 6€ Eva YOPTOPLAAKIO KIVdUV®VY 0KoAoVOEL TV Katavour Poisson.
1.2 XTOXAXTIKEX ANEAIZEEIX

Or Xtoyootikég AveAilels, €xovv €QUPUOYEG GE OAEC TIG EMIOTNHES, OPOL UEAETOVV
eowvoueva ta omoio eEaPTOVTOL 0md TO YOPO M TO ¥POVO OTT®G ol dove Tapakdtw. Moviéla
21oxooTiKOV AvelMEewv meprypdeovy Plodoyikd @awvopeva Ommg 1 GLUTEPUPOPA EVOG
mAnBvopov mov vmokertar o yévvnon, Bdavoro, 1 oe molvmhokdtepeg GLVONKEG, OTNV
Katavoun T@v euTaVv kol tov (Owv kTA. 'Evag Bacikdg khadog otov onoio epappdlovtar pe

wwaitepn emrvyia etvon 1 Owovopia.

[Mopakdto B d00el pia mo ektevig avdAlvon tov Xtoyaotik®v Avediewmv, BAéne [Toditng

(2012) kou Xpvoagpivov (2011).
Opwopog 1.1

Mia otoyaotikny avéMén eivar pio owkoyéven toyoiov petapintov (t.n.) {X;:t € T} To
ocvvoro T xoAeiton dekTooHVOLO Kol GLVNOMG TaPLoTA YPOVo. Atokpivovpe dVO Katnyopieg

0L OPOPOVV TAL LOVTEAD LT

e T={01,2,..} xkou tote Oa Aépe 611 N otoyactikny avéhMén X, f {X(t),t = 0}, eivon
SKPLTon YPOVOUL.
e T =][0,00) kou t0t€ O Aépe 011 M otoyootiky aveMEn {X(t),t = 0}, eivar cuveyovg

xpOVOovL.
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‘Evoc axopa dtoaympiopodg yivetatl Bdoet Tov TAN00vE TV TNV Yo T0 X Oa Aéue oTt pia
avéMEN Aapfavel dtakpitég Tipég edv 1o TANB0C Tovg elvar aptBUMGILO, EVED GTNV TEPITTMOOT)

7ov gtvon un apdunoipo Bo ovapepOUacTe GE o GTOXOOTIKN OVEMEN e CLUVEXELG TIUEC.

AVO ypnoeg 1W10TNTEG TOV OCTOYOOTIKOV OVEMEEDV OTMOC OvaPEPOVIOL KOl GTO

ovyypappa “Eicaywnyn t Osopio Zualoyukod Kivdvvov” givat ot mapokdto

1. Mw otoxootiky avéaén {X(t), t >0}, 6o Aéue Ot éyer  aveEaptnteg
npocavénoelg ov Yo ke n = 1,2, ... ko 0 < tp < tg ... < t,, OL T
KXigr Xt, — Xegr Xey — Koy oo X,y — Xi,_, Elvor avelaprec.

2. M otoyaotikny avélén {X(t),t = 0}, éxel otdoyes mpocavénoelg av yuo kaOe
n=12..,0<t, <ty <--<t,«ah > 0,nkatavounq TOVv 1.1
Xevon = Xegons Xtgon—Xtronr = 1 Xenon = Xty_y4p €VOL M 1010, SNAGSH M KaTOVOUT|
avt dev e€aptdTon amd v TapdueTpo h.

Mia and 116 KUpPLOTEPEG OTOYACTIKES AVEMEELS, TOV YPNGULOTOLEITAL Y10 VO TOPOAGTIGEL

n66eC POopéG cvuPaivel Eva YEYOVOG TOL oG EVOLOQEPEL (T, Wi omaitnon Yo amolnuioon

o0& AGQPOMOTIKN eTOUpia,) 6To YPOVo, eivar 1 avéMén Poisson.
Opwopog 1.2

Mia otoyaoctiky avélén {N(t),t = 0} Aéyetan avéMén Poisson otav wkavomotel Tig

TOPOKATO cLVONKEG

1. N(0)=0, xat yio t <s givor N(t) < N(s), inradn n ovvapton N(t) eivor
av&ovoa ¢ mpog t.

2. Ze éva oD WKpo ypovikd didotnpua h pmopei vo cvuPet To ToAD €va YEYOVOG Kot
N mBavotta va cupPel eivar avdAoyn e To WNKOG TOV SLOGTHHLATOG.

3. Twkdbe t < s,mt.n. N(s) — N(t) eivar aveEdptntn g uetapintic N (t).

H avéMén Poisson, 6mmg TpokimTel and To Topomive, PTopel vo. oploTel 160d0Vapo og

pio omoplOunTpo avEMEN e aveEAPTNTES Kol IGOVOUES TPOCAVENGELS.

AVO onuavtikég 1010TtNTEG TG avEMENG Poisson Ba avapepBolv Topakdtm
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1. T ke otabepo t, n t.u. N(t) axorovbei v katavour Poisson pe topdpetpo
At, 6mov A Aéyeton éviaon N pvOudg ¢ ovéMéng Poisson kat cvpfoiikd
ypapetar N (t)~Poi(At).

2. T k&g i+ j, ov perafintéc T;, T; eivon avelapnreg petad Tovg Kot M
KaBepio akoAovOel TV eKOETIKN Katavoun Le TapaUeTpo A.

Ot peraPinté T;, Tj, ovopaloviar xpdvor avopovig M evalapuecot xpovol Kat

neprypagovtol and tny akorovdio {Ty: k = 1,2 ... } ©g e&ng

Tl = Y1
T,=Y,-Y
Ty =Yy =Yy

Ovt.n. Y1, Y,, ... opiCouv pa axorovbia, mov ovopdletor akorovbia twv ypodvov
APENG, LE TOV TOPAKAT® TPOTO

Y, = min{t: N(t) = 1}

Y, = min{t: N(t) = 2}

Y, = min{t: N(t) = k}.

H ocvveyng 1.1 Y, mapiotavel to ypdvo depiEng tov k yeyovdtoc.
1.3 TO KAAZXIKO MONTEAO THX GEQPIAYX KINAYNOY

Ké&Be acpalioticn etapio avarlopnBavel Ty vmoypEm®oT Vo KAADYEL TOV 0COAMGUEVO ATO
TOV KivOuvo Yo Tov omoio €xel aoQUMOTElL £VOVIL GUYKEKPIUEVOV OCOUMOTPOV, LE TNV
ocvvaymn ocvpuporaimv. Ava taktd ypovikd olactipote O&yxeTan £vo TANO0C amaitoe®my Yo
arolnuiwoelg egortiag g emélevong TV (NUOV oto YopToeLAGKG g H Oewpia
ypeokomiog e€etdlel Vv e&éMEN TOV GLVOMKOV amolnudce®mv 6To0 YpOVo, Ol Omoieg
TEPLYPAPOVTAL GOUEMVO e pio ocOuvBeTn Kotavour]. Zvuykekpipéva, yia t = 0, ot GuVoAkEg

anotioelg 6to didotnua [0, t], sivon

_(Z¥Ox avN@) =1
S(0) = { 0 av N(t) =0, D

18



OTOL 01 TVYaieg HETAPANTEG X; TOPIOTAVOLY TIC OMATNOELS Yo amolnpimon Tov PTévouy og
pio ac@oMoTikn etarpio Kot Oswpovvtar aveEaptnteg kot 16ovoues, evd n N(t) dnidvel tov

aplOUd TOV OTOITHGEMY TOV EIGEPYOVTOL TNV £TALPiN KATA TV €EEMEN TOL YPOVOVL.

270 HOVTEAO OLTO 1oYVEL OTL 0 OPIOUOG TOV OMAITNCE®Y TOV PTAVOVYV GTNV ETALPI0 GTO
xpOvo givan pia avéMén Poisson {N(t):t = 0}. Avtictoya, n {S(t): t = 0} eivar pio cOvOe
avéMEn Poisson.

Opopoc 1.3

H ortoyaoctikn avéMén mheovaopatog {U(t), t = 0} opiletan yio kébe t = 0 and v

oyéon
Ut) =u+ct -y "Px,, (1.2)

omov u gival 10 apywd amobepatikd, OnAad To KepdAao mov dabétel 1 etapio MOTE Vo
amo@Vyel TN ypeokomion mov umopel vo empépel Eva mANBoc (v pukpng M peydang
évtaong. To ac@dAcoTpo oL €10péel TNV €Taipia 6T povado Tov xpodvov, cupfolriletar pe
c. To U(t) xaAeiton amobepotikd f mhedvoopo tn xpovikn otryun t, evd o U(0) = u Adygton

apyéd amobepatiko.
AV 1500VV 01 TOPUKAT® VTOBECELS

+ H ct eivan pia ypoppiky cuvaptnon

£ Ot petofintéc X; eivar aveEaptnteg kot 160vVopes Ko aveEaptnteg amd to mAn00g Tmv
aro{nNudcE®V

+ H {N(t),t = 0} eivon pio avéhén Poisson, étol dote n avéhén {S(t):t = 0} eivon

pio ovvhetn avéén Poisson.
101 PAéne [Tohitng (2012), avapepdpoote 6T0 KAAGGIKO HOVTELD TG Oempiag Kivdvuvov.

To mapaxave oynua Tapovcstalel TNV avéMEN TAEOVACUATOS 6TO KAAGGIKO poviého. H
etopio EEKVAEL e Eva apyKO amoBEUATIKO TO OTTOT0 GTI GLVEXELD JLOUOPPAOVETOAL KOOMG
E1GEPYOVTAL Ol ATMOLTNGELS OO TOVG AGPAAIGLEVOVG £MG OTOV YIVEL GE KATOL0 YPOVIKT GTLYUN

apVNTIKO OTOTE KO EMEPYETOL 1) XPEOKOTTIAL.
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Y

Zyua 1.1: H avélén mieovaopatog

2vvoyilovtac, o cvppoAiopdg mov Ba ypnoomombel vy 0 KAacowd povtédo elvar o

TOPOKATO

e An évtaon g avéMénc Poisson.

e N(t) n avéM&n Poisson n omoio omoptOuel TIC OmOITACEIS OV ETAVOLY GTNV
OCQUACTIKY ETOLPIA.

e X; ol amotn oL Yo amolnuimaon Tov eTéivouy 6TV AGPOAMGTIKY ETOLPIOL.

o S(t) ovvBetn avéMEn Poisson, mov Toplotdvel Tig GUVOAKEG 0ol MGELS KaOmE
avTég puetafdAlovior 6To Ypovo.

e C o otofepdc pvBude elompalng TV ACEOMOTPOV oVl HOVAdO XPOVOVL GTO
ddotnua [0, t].

e U(t) otoyootikn avéMén mAeovAcUaTOC TOL eKPPALEL TO TAEOVOOUO TG ETOLPING
TN XPOVIKN oTiyun t.

e F n xatovoun tov arolnuocemv. Otav 1n Kotovoun €xer mokvotnto, TOTe M

TLUKVOTNTO TNG KATOVOUNG TV arolnumcemy Oa cupufoiileton pe f.
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o P M k-tdéng porn g F yOpo amd to unodév, omiodn

P = fooo x*dF(x) = fooo x* f(x)dx. (1.3)
H npod pomn exepdlet v LM TN TNG KATAVOUNG TOV 0ol UMDGEWV.
Mia Bacikr) vtobeom mov KAVOLUE TAVTA GTO KAOGGIKO LOVTELD Elval OTL

c > Apy, (1.4)

OmoL
C: péom TN TV E600®V GTNV LOVEAda TOL YPOVOV.
Ap1m péomn TN tov €E65mV 6TV LOVAdH TOL YPOVOV.

Enopévog, n mapondveo cvvOnkn vrodniover O0tt tor €€0do mpémel va etvon mavtol
piKpoOTEPQ Ao TOL 5000 KATA PEGO OPO GTN HOVADIA TOV ¥POHVOL £TGL MOTE v 0dNyNBodue o€

GUUTEPACHOTO Y10 TV PLOCUOTNTA TNG ETOUPTOG.

Emumiéov opmc, 1 ac@aAoTIKn) eToupio EMOIOKEL Vo EYEL KEPOOG 0md TOLG KIVOVVOVS TTOV
ac@aAilet. Emopévog stvar amapaitnto va opicovpe v évvola tov meptbwpiov acpoareiog,

OmmG VTN SIVETUL TOPAKATO.

Opwopoc 1.4

To meplmplo aopareiog N cvviekeotmg aceodeiog 6 (premium loading factor) oto
KAOGGKO PHOVTELO ypeoKkomiog opiletat amd ™ oyéon

c
0 =—-—1. (1.5)
Apy

Onwc Brémovpe and ™ oyxéon (1.4) to O maipver mwhvto Oetikég TIREG Ko ek@palel mOCO

peyodtepa givat ta £6000 amd T ££000 TG ETALPLAG, KATA LEGO OPO GE £VA XAPTOPLAAKIO.
1.4 O XPONOX KAI H IITGANOTHTA XPEOKOIIIAX

O 6pog “ypeokomia’” yPNOUOTOLEITOL MG UETPO TNG PEPEYYLOTNTOS TOL YOPTOPVLAKIOV.
Otav ta £€€00a g eTtoupiag vepPaivovv Ta £60da, TOTE TO TAEOVACHA YIVETOL OPVNTIKO Kot

o€ aut Vv Tepintmon Bo Aépe Ot emépyeTan xpeoKomiaL.
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H ypovu oty mov cvppaivet ) ypeoxomnio ovopdaletal ypdvog ypeokomiag kot opiletan

oo TN pobnuotiky oxéon

T = { inf{t:U(t) <0} (1.6)

o avlU() >0Vt
O ypovog ypeokomiog eipan pio ELUTTOUOTIKY T.[. ooV umopel pe Oetikn mbavotnto va

ThpeL TV TN Aepo, dnAadn
P(T < 00) <10 P(T =) >0.

KOl WTOPEL VoL VOl TEMEPAGUEVOG 1 ATELPOG. TNV TEPIMTOOT TOL £lval AmEPOG, dev

EMEPYETOL TOTE YPEOKOTLCL.

A76 ta mapomdve katarapaivovpe 0Tt pio onpavtiKy TocoTnTo 6TN Be@pia KIvouVo

gtvan n mBavotta va enéABel ypeokomio ko 1 ooia opiletar wg e&ng
Y(u) = P[U(L) < 0yia kémowo t = 0 luo) = ul. (1.7)

H nopondve oyxéon exepalel v mbavotnTa 1 6TOYX0GTIKY avEMEN TOL TAEOVAGLLOTOS VO
TEGEL TEMKA KAT® amd 10 undév. H pedétn avtg g mbovotnTog eivol GNUOVTIKY Yo TIG
AGPOMOTIKEG €TOLPIES Y1ATL OV TPOGOOPIOTEL KOTAAANAL TO 0pYIKO OmTOOEHOTIKO U KOl TO
acQAAOTPO €, TOTE pmopel va amopevyfel, N éot®w vo emunkvvlel n emélevon G

YPEOKOTLOG.
Hopatnpiosig

e Ortav o avapevopeva ££0da, vepfaivovv Ta £6000 GTNV LOVADA TOV XPOVOV, TOTE
N xpeokomia eival BEPan. Anradn| ebv n cuvOnkn (1.4) dev 1oyveL TOTE
Yu)=1vu = 0.

e H mbBavémra ypeokomiag eivor @Bivovca ocvvaptnon ¢ TPOS TO  aPYLKO
amofellatiko u.

e Ioydetotlim, . Y(u) = 0.

To kKhaoowd poviédo g Bewpiog KivdoHvmv, HEAETE TN AglTOVPYiR TOV YOPTOPLANKIOV
oe Gmepo ypovo kot evd Ogv gival TO MO PEOMOTIKO, o€ OYEOM HE HOVTEAD OF

TEMEPOCUEVO N Kol OlaKPLtd ¥povo, map’ OAd aVTA 1) €PELVA Y10, OPKETEG OEKOETIES
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EMKEVTIPOONKE o€ aVTO KUOMG TPOSEEPEL O OvOAVTIKA omoteAéopata. O axping
VIOAOYIGUOG TNG TOAVOTNTOC YPEOKOTIOG Oev givaol TAVTOTE dLuvaTdg TPl HOVO GE
OPIGUEVEG TTEPWMTMOOEL OGOV APOPA TNV KATAVOUN TV amolnumceny (0nwg Bo dovpue

KOl TOPOKAT®), £T61 £Y0VLE OpioEL Kol KAmolo AAAo peyEo.

SNUOVTIKY] TOCOTNTO. Yo TNV UEAETN TOL UOVIEAOL amoTeAEl kol 1 mBavotnTo Un

YPEOKOTOG ATV TO apykd omobepoTikd givarl u kot oot opileTonr ®g
§(w) = P[U(t) = 0,vt|U(0) = u] = 1 — p(u). (1.8)
Hopatnpiosig

e H mBoavomta un ypeokomiog elvar avovoa cLVAPTNON ®G TPOG TO OPYKO
amofeplatiko u.

e Ioydel ot lim,_ 6(u) = 1.

e H 6(u) eivon pewkty koatovoun dnAadn éxet palo mbavotntag 6to pndév, oo
woyvel 6tL N TOAVOTNTA LN YPEOKOTHOG (e UNdEV apyikd amobepatikd ivor Oetikn

Kot givar ko cvveyng oto (0, ).

"Exet amoderyOel ott yio u = 0.m mBavotnta ypeoKomiag IKavoTolel TV oyéon

1

Y(0) = 1o (1.9)

VO M TOOVOTNTA LN ¥PEOKOTIOG IKAVOTOLEL TNV GYEoN

0

800) =175

(1.10)

11 cvvéyela divovTal ot Ypopikég Topaotdoelg yio tig Y(u) kot 6 (u) avtictorya.
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‘

Zyua 1.2: Tpaeikn mapdotoaon g mbavotntog ¥peoKomiog

B

Yymua 1.3: Tpagikn mtapdotact e Thavotntog un ypeEoKotiog

X ovvégeln, Ba ekppdacovpe ™V mOOVOTNTO YPEOKOTIOG HEGH TOV OVOVEDTIKOV

eElooemV.

Mua e&icmon ¢ Lopeng
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(&) = g(t) + 7 J, y(t — x)dF (x), (1.11)

Aéyeton e&lomon avave®TIKOL TOTOL 1 OTAG OVOVEDTIKY ££icmON. XNV Topandve cyEon,
ng stvor pia epaypévn cvvdptmon, to ™ eivon pio otabepd mov maipver Tipég amd pndév
puéxptL Ko v povada, n F etvan pio afpolotiky] cuvaptnon Kotavoung kot T€Aog n y ivoe n
dyvootn ovvaptnon. Avaroyo HE TNV TWUN TOL TAipveL 1) oTofepd T Ol OVOVEMTIKEG
e€lomoelg dlokpivovior 6€ EAAEWUUATIKEG KOL GE KOVOVIKEG 1 UM EAAEUUOTIKEG. XTNV
nepintoon mov 0 < 1w < 1 éyovue pio eAdeppatiky e€lowon evd 6tav ™ = 1 wpokvmtel pia

Kavovikn e€lowon.
H yevikn Mon ¢ napandve e&icwong, BAéne TToditng (2012) divetor and v e€ng oxéon
y(£) = g(&) + J, g(t — x)dY (x). (1.12)
omov n Y meprypdpetan amd Tov TOmo
Y(t) = X, mhER(2). (1.13)
Opwopoég 1.5

H mbBavomto ypeokomiag wkavomolel tnv ehdepupotiky ovavewtikn e&icwon (defective

renewal equation) mov diveton and TV TAPAKAT® GYEGN

P () = P(O0) [ Y(u — x)dE, (x) + Y(0)F (w). (1.14)

A6 ) oyxéon (1.14) mopatnpodpe ot | mbavdtTa ypeokomiog e&aptdton and v F, (x)
N omoio ovopdaleTol KoTavoun 1ooppomiog, oxetiletor e v KoTavoun TV amolnidoenY

Ko opileTon g

_ 1 r*_
RGO =1-R()=— f F ()dy. (1.15)
1J0

1.5 O XYNTEAEXTHX ITPOXAPMOI'HX

Mo onpavtiky mocdtta. ot Bewpio ypeokomiog €ival 0 GUVTEAEGTNG TPOCAPLOYNG

(adjustment coefficient) mtov copporiletar pe R > 0.
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O ovvteleotng mpooappoyng opiletor og n pkpotepn Betikn piCo g e€icmong Lundberg,

N omoia diveton amd ™ oxéon
1+ (14 0)pr = My(r). (1.16)

O ovuPoropog My (r) ekppdlel T POTOYEVWATPIAL TNG KOTOVOUNG Tov ueyébovg tmv

amolNUIOCE®Y KOl 10YVEL OTL
My(r) = [, e™dF (t). (1.17)

Ovoualovpe to apiotepd pérog g oxéong (1.17) pe y,(r) n omoia givor pio ypoppukn
cuvaptnon Tov 1 kot 1o de&l péhog pe y,(r) n omoia etvar avovoa Kot KLPTH GLVAPTNON

aQov

=y, (r) = EXe™) = fooo xe™ f(x)dx > 0.
Ko

oy () = E(x?e™) [ x? e™ f(x)dx > 0.

Eniong woydovv ta €€ng

y1(0) =0
Ko
y2(0) =0

KkaBdg Kot

y1(r) =(1+0)p; = y;1(0) =(1+0)p;.
y2(r) = M’ (r) = y,(0) = E(X).

ATO TIC TOPOTAVO oYE0EIG cLUTEPAivovUE 0TL 6TO onueio undév wydet 611 y5(0) < y1(0)
Kot 0Tt To undév amoterel mavto pio Avon oty e€icwon (1.17), Préne Bowers et al. (1986).
Ouuilovpe ott 0 GLVVTEAESTNG Tpocaproyng R eivar yviolo peyaddtepog tov Undevog Kot

anotelel Mon g (1.17), 6nmg QaiveTal 610 TAPUAKATM Gy L.

26



Zymua 1.4: Zovieheotg [Ipocappoyng

Hopatnpiosig

O ovvieheotg mpooappoyng Oev veiototor Otav To peyédn tov  amolnuocemv
akolovBovv  Katavoués pe  Poapiéc ovpéc Omwg  ywoo  mopddstypo ot Pa(a,B),

Weibull(t,y) vy < 1, yia 11¢ omoieg d&v LILAPYEL 1| POTOYEVVATPLAL.

Eniong, ot A0yot mov KAvouv TOV GUVTEAESTN TPOGUPLOYNG TOGO CTUAVTIKO gival 600 Kot

Ba pehetnBolvv extevéotepa oe emoOUeVa KEPAAo TO0O Be@pnTIKA 0G0 Kol e aptOun TS

EQUPUOYEG.
Koartapydg, wavornolel tv avicotnto tov Lundberg n oroia diveton mapokdtm
Yu) < e Ry, Vu=0 (1.18)
EmmAéov wavomoiei tov acvpmtmtikod tono Cramer-Lundberg
Y(u)~Ce RY KaOWG u — oo, (1.19)

Acg vmoBécovpe Tdpa 0Tt To PEYEDOG TOV amanTnoE®V 0KOAOLOEL TNV ekBETIKN KATOVOUY,

oniadn ot X~Exp(a), pe a > 0. Tote (BAéne [ToAing, 2012) etvan yvwotd ot

My (r) = —

a—r
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Kot 1 péon Tun divetat amd Tov TOmo

_1
P1—a-

21 ovvéyxela ypnoponotwvtag ) oxéon (1.16) yia tnv e0PeCT TOV CLVTEAESTN

TPOCAPLOYNG TPOKVTTTEL

1 a
1+(1+6)—r=
a a—r
T a
(1+6)— = -1
a a-—r
A+ =—"—(a=r+6a—6r) =
a_a—ra r a Tr)=a
fa=0r+r
ba=7(1+6)
Oa
= = R. 1.2
"T1+0 (1.20)

1.6 TA KAIMAKQTA YYH

Kamoleg onuavtikég mocodtteg ot Oeswpia kvdvveov, ov omoieg Oa  avoarivBovv
extevéotepa kot oto Kepdiowo 4, eivar to EMAeipo ™ Oty g XPEOKOTIOG KOt TO
miedvaopa tpwv ) ypeoxomnio. Me U(T) Ba copforilovpe and £dd Kot 6To €£NG TO EAAEUUN
70 omoio elval apvNTIKO, EVO 1 T.l. TOL dNADVEL TO PEYEDOG TOL TAEOVAGLATOS OKPIPOS TPV
TN XPOVIKN oty mov mANpwOel amo tov ac@aiot) n amolnuioon n omoio mpokoAet

ypeokomia, Oa copPoriletan pe U(T—) kot ikavomoteiton amod ) 6yéon
Uu(r-) = tl_l)IT‘p_ U(t).
210 TOPOKAT® GYNUO TOPOTNPOVUE TNV VTOPEN Kol HoG oKOpo UHETAPANTAG M omoia
ovuPoriletan pe Z; ko ekepalel to péyehoc g TTMONG TOV TAEOVAGUOTOS KAT® Oomd TO

nponyoduevo amobeuatikd, 1 aAlde Khpakwtd vyog (ladder height). H petapint) avty

naipvel OeTikég TIHEG EQOGOV 1) TTMOOT TOV TAgoVAcpaTog e€eTdleTon KOTA OmOAVTN TIUN.
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Ul(t)

u

ul

u2

il

= =

ud u' ':Ei

Zynpa 1.5: O xpdvog ypeokomiog, To TAEOVAGHO TPV KoL TO EAAELLILOL LETA TN XPEOKOTIO

‘Eoct® 0Tl 1| TpOTN TTOGN TOL TAEOVACUATOG KAT® 0md TO apykd omobepotikd coppaivel
™ XPOVIKN OTIyUn t; Kot T0 TAEOVOo U TN XPOVIKN ottyun avth eivon U(t;) = uy. H tiun mov

naipvel n toyoio petafint Z; elvan
Zl =u- ul.

Xvveyilovtag, opilovpe katd aviiototyio TV T.U. Z, M omoia eKEPALEL TNV TPOTN TTOCN
TOV TAEOVAGLOTOG KOTM OO TNV TIUN Uq, M omoia cvuPaivel tn ypovikny otypn t, Kot 1o

TAgOVOoUa TN oTyun avt sivar U(t,) = usy.
Zz = u1 - uz.

Kotd avtictoyyia opilovpe kot Tig VIOAOUTEG TTMOGES TOV TAEOVACUATOS KAT® OO TO
televtaio amofepaTikd Tov ExEl M €TOupicL TNV TPONYOOUEVN YPOVIKY oTIyUn (To omoio gival

UIKPOTEPO O TO aPYIKO OmOOEHOTIKG U)
Aniodn,
Z3 = Uy — Uz

Zy =U3 — Uy

29

Y



To dBpoiopa OADV TOV TTOCEMV amoTeLel TNV TVYOi0 pETAPANTH Z mov opiletan mg e€Ng
Z :Z1 +Zz +Z3 ++ZK!

N omoia SNAMVEL Pl OVOETN TV LeTaPANT TOV OvoudleTal LEYIOTN COPEVTIKY ATMOAELN
KoL EKQPALEL TN GUVOALKT] TTAOGT TOV TAEOVAGLOTOS KAT® amd To apyikd amobepatiko. Ot 1. L.
Z1,29,2Z3, ... €tvar oveEdptnreg Kol 160vVopEG Kot 0kOAOVOOUV TV KOTAVOUR 100PpPOTiag

(equilibrium distribution).
Opopoc 1.6

‘Eoto pa toyaio petafAnt X, mov akolovbei thv katovou 160ppomiog Hog Kotavouns F.
Tote M cLVAPTNON KOTAVOUNG, N GLVAPTNON TLKVOTNTAG THAVOTNTOS KOl 1| GLVAPTNON
emPioong elvar
»  Yyvaptnon katavoung (BAéme oxéon 1.17)
F,(x) = — [XF (t)dt.
p1-0
= Yuvdptnon mokvotrog mhavotnTog
folx) = =9 (1.21)
D1
= Yyvaptnon emPioong

F() ==["F (t)dt. (1.22)
P "X
H Z givar pia .1, mov éxet pala oto pundév ko eivor cvveyng oto [0, )
P(Z =0) = 6(0).

‘Eoto K to mAn00g tov ttdcenv kdtm ond to apyikd amobepatiko. H petafint K sivon
OloKPLT, EPOCOV TTOIPVEL OKEPOLEG KOL UN) OPVNTIKES TIUEG, KOl OKOAOVOEL TNV YEWUETPIKT
katavoun. Kdabe ¢@opd mov omv avéMéEn mAeoviouatog €yovpe €va kowvovplo Z;, M
mlavotTa vo. “eppaviotel’”’ 10 Z;4q woovtar pe P(0). Tvvendg av Bempricovue “amotuyio’’

TNV ELPAVIOT] HLOG TTTAOGNG TOV TAEOVAGLOTOS KAT® 00 TO apyko amofepatikd, n petafint
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K, petpd tov aptBpd tov amotuyidv UEXPL TNV TPAOTY EMTLYI0 KOl 1 KOTAVOUY NG diveTan

amd Tov TOTO
P(K = k) = [ (0)]%5(0), k=0,1.2,.. (1.23)
Ioodvvapa, péow g oxéong (1.10) o mapamdve tHmog umopel va ypagel kot o¢ €ENG

P(K =k) = (L)ki (1.24)

1+60/) 1+6°

> ocvvéyewn PAEmovpe otL €pocov 1 T.U. K aKolovBel yewUETPIKN KaTavoun, N HEYIOTN
COPPELTIKY AL B akolovBel cuvOeTn YemueTpiky| Katavour|. H mbavotra n 1.1 Z va

mhpel TNV TN Unodév givat
P(Z=0)=P(K =0)=45(0).

Ed&v n péylotm copevtikn anoAieia stvon peyaddtepn amd 1o apyko arobepatikd, 10te

ovpPaivel ypeokomia. To mapoamdve pobnuatikd exepaletot mg
P(Z <u)=6) (1.25)
Ko emiong
P(Z > u) =y (u). (1.26)

Onwg mpokidmtel amd TV Topanave cyéon 1N mbavotnta ypeokomiog sivor 1 deEd ovpd

pag ovvOetng I'ewpeTpikng Katovoung 6to onueio u.
1.7 H BAOMIAA AIIOTYXIAX

v evotnra avt) Ba 60000V opiopol Tov ypnoipomotovvtal Katd Khplo Adyo ot Bewpia
alomotiog Kot €yovv  0loitepn ONUOGIO GTO. GLUGTAUOTO  TOPAY®OYNG, 0@ov Oa
yxpNoonomBodv otnyv napodoa epyacio kot Bo yivel EKTEVEGTEPT AVAAVGT] TOVG GE EMOUEV

Kkepahota BAEme Mrovtowog ( Xnpeinoelg podnpatog “Oswpio Aomotiog’’ ).

H Bewpla g allomotiog peAetd pHePOVOUEVEG HOVAOES KOl GCUOTHULOTO HOVAO®Y TOV
vrokewvton o€ PAAPec. komdg g elvor M emiAvon mpoPAnudtov mov oyetilovion pe tov
VIOAOYIGWO, TNV eKTipnon Kot ™ PeAtiotomoinon ¢ mbavitrag Asttovpyiog (aglomotiog)

TETOLWV GUGTNUATOV.
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‘Eva ovomnuo oflomotiog umopel va gival pio MAEKTPIK GLOKELY, £va  SIKTLO
TNAETKOWVOVIOV 1 d0pLuoOpmv, akdpo Kot £va Eupro ov. H amotuyia tov cvotipatog eivot

aVTIGTOLYO TO KAWILO TNG NAEKTPIKNG CLGKELNG, 1) TTAOGT TOV JIKTVOV Kol 0 Bdvartog.
Opwopoég 1.7

‘Eoto pia un apvntikn coveyng t.u. T pe cvvaptmon katavouns (6.x.) G Kol cuvaptnon

mokvotntog mbavotntog (o.m.m.) g. H mocdmrta

1o SO _9®

T 1-G(@1) G (1.27)

ovopdletor Pabuida amotuyiog, 1 évtaor amotvyiag 1 évtacn Bvynodmrag Kot eKepalel To

pLOLO KOTA TOV 0TOi0 AmOTVLYYAVEL pio LOVAda.

H mopondveo cuvdptnon ypnotpomroteiton yio vo Yopicel Toug xpOvous HEXPL TNV EXOUEVN
BAGPN og 600 KAGoes. Katapynv ivar avtég mov £xovv avéovta puBud amotvyiog (increasing
failure rate/ IFR), dnAadn dtav n povade @Osipetat pe v Tapodo Tov ypOVoL Kot aVTEG TOV
&yovv ebivovta pvOud omotvyiog (decreasing failure rate/ DFR), onAadr 6tav 1 povada

Aertovpyel opordTEPO OGO TTEPVE O XPOVOG,.

["a va yivouv mepiocdtepo koTavontd to topandve Ba doBovv ot avtictoryol opiopol yio

11 IFR/DFR xatavopés.
Opwopoc 1.8

Mio xatavoun G eivon IFR (DFR), cvufoAifovpe pe G € IFR (DFR), 6tav yio ke

x,y = 0, n cuvéptnon

G(x+y)
G(x)

elvar @Bivovsa ( avéovoa ) og mpog x. Emmpocheta, av n katavopr] G eivor amoAdTtmg
ovuveyng t0te G eivon IFR (DFR) 6tav n Pabuida amotvyiog sivar avéovoa (pbivovoa)

GLVAPTNOT TOL X.
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Ortav A(t) = h, 6mov h otabepdc Betikdg apBudc tdte N cvvdptnon G gival TaVTOYPOVA KoL
eBivovoa kot avEovsa oto ypdvo. Eivar mpopavég 0Tt 6° vt TV KAAoN avikel 1 ekOETIKN

KOTOVOUT], poD AV

g(x) = Be™Fx

glvol N 0. ™G eKOETIKNG KATOVOUNG e TTAPAUETPO [ evd M cuvdptnon emPiwong g

dtvetan amd Tov THmo
G(x) = e B>
Kot 1 Pabpida amotvyiog kdvovtag xpnon tov tomo (1.27) mpokdmtetl 0Tt givat
A(t) = B.
H peién exbetikav katavopmv pe ovpa
G(x) =qe P*+(1—q)e P* x>0,
Bo>P1>0kn0<g<1
etvar DFR.
H xatoavoun I'dppo pe mtopapétpouvs (a,y) kot TokvotnTo

yaxa—le—yx
= - s N 2 O'
g(x) ) x

omovy >0, a>0¢etvan IFRedva > 1 xau DFR edv 0 < a < 1.
Opropég 1.9

Mia xatavoun G(t) aviker otnv kAdon NBU (NWU), mov givar evpotepn amd v IFR

(DFR), av kot povo av 1630l 1| TopaKAT® avicmon
Gx+y)<(=)Gx)G(y), 7yuax,y=0.

H 1016tta NBU onAovet ot ) mBavotnta emiPioong népa and v nikio x + y, dedopévon

OTL 1] LOVAOa AELITOVPYEL TN YPOVIKY| GTIYU] X, M omoia divetar omd Tov TOTO
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G(x+y)
G(x)

glvonl pkpdtepn M ion amd v mhavotTa emPiwong ypodvov y yuol po Kovovpto povada (M

100TNTO 10YOEL LOVO GTNV TEPIMTMOT| TNG EKOETIKNG KATAVOUNG).

H wiomta NWU onAdver ott 1 mbavotto emPioong pog povdodog pe mlxio x givor

peyoAvTEPN 0md TV mavoTHTA emPioong G (y) piag kovodplag povadac.
Opopoc 1.10
Mia katavoun G(t) eivor NBUC (NWUC) av kot pdévo av 1oy0eL | Topoakato ovicmon
7 GG+ y)dy < (2600 [T Gdy, moxy =0,
Avt 1 KAAon Katavoudv givol evputepn omd v khaon NBU (NWU).
Opwopoc 1.11

>t ovvéyeta Ba dobei 0 opiopdg ya v khdon NBUE (NWUE) 1 onoia ivar svpotepn
amo v kAdon NBUC (NWUC).

‘Eoto otin t.). T akorovOei tny kotovoun G pe péon tyun E(T) = fooo G (x)dx < oo.
Tote n G(t) ovopaletar NBUE (NWUE) av kot povo av woydel n avicmon

U < ()E(T) vt >0
OTOV 0 HECOG VTOAEWOEVOG YPOVOG LONG (oG povadag pe nitkio t va copPoAiletan pe

Jy Gx+tydx  [7Gy)dy
G(t) G

il — fooo G_(x/t)dx =

[Mpoxtcd o opopdc onpaiver ott oty zmepintwon g NBUE katavoung, o pécog
VIOAEMOUEVOG ¥pOVOG (NG oG ¥pnoomompévng povadag dev vmepPaivel 10 péco

VTOAEWTOUEVO YPOVO {ONG MG KatvoUplag LOVASOC.

Evd, oty mepintwon g katavopung NWUE o pécog vroAeumdpevog ypoévog Comg pog
Kowvovplag  povadag oev  vmepPaivel 10 péco  vmoAewmoOpevo  ypovo CoMg oG

YPNOUOTOMNUEVIC LOVADOGS.
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210 emopevo ddypappa Ba SoOE GUVOTTIKG TN GYECT TOV VIAPYEL AVAUESH OTIS KAAGELS

OV TTPOOVOPEPOLLLE.

IFR —> NBU —> NBUC —> NBUE

DFR —> NWU —> NWUC — NWUE
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KE®AAAIO 2: TIPOXEITIXEIX I'TA THN INIOGANOTHTA

XPEOKOIHIAX XTO KAAXXIKO MONTEAO

2.1 EIZXATQI'H

210 KePOAoo avTd Ba avapepBoLV 01 TEPMTMOOELS OTIS OMOiEC 1 TOHUVOTNTA YPEOKOTIOG
umopel vo voAoylotel akpiPdc. Xtn ovvéyela Bo mapotefodv ddpopeS TPOGEYYIGELS Kol
QPAYLOTO Y10 TIG TEPITTAOGELS OV O KPS VITOAOYIGUAC TG TOAVOTNTOG YPEOKOTIAG eV

elvar dvvoatoc.
2.2 AKPIBHX YIIOAOTI'TEMOX THX IIIGANOTHTAX XPEOKOIIIAX

H mbBavétra ypeokomiog umopel vo vmoroyiotel pe akpifela oty mepintmon mov m
Katavoun Tov arolnuacemv akolovdel ekbetikn katavoun, peién exkbetikov ko I'dppa pe

péon TN 1 kot mopaueTpo a pikpodTEPN 1 Kot ioM LE TV Hovadal.

‘Evog tpdmog vroroyiopov g mbavotntag ypeokomniog (Bowers et al. 1986) sivar péow
POTOYEVVNTPLADV. XVYKEKPEVO VITOAOYILETOL OPYIKA 1  POTOYEVVITPIO. NG HEYIOTNG

COPEVTIKNG OTMOAELNG Z, 1 KATAVOUN TNG 0moiag £xel ovpd v whavotnta ypeokomiog P (u).
Ipoétoon 2.2.1
‘Ecto My(r)n pomoyevvitpio tov amolnudoswnv kar Mz (r) m pomoyevvitpio tov
KMpokoTOV vyov. Tote 1oydel ot

1
My, (1) = = (Mx() = D). (2.2.1)

1

Anooeiln

H pomoyevwitpa g T.1. Z, pe 6.7 f,(x) = F(x)/p; mepryploetar and Tov Tapakito

TOTO

My, (r) = [ e™ f.(x)dx = foool—l [1— F(x)]dx.
Me maparyovTikn) OAOKANp®OT TaipVOLLE

[1=FO g + [T 5 f@dx = ==+ — My(r),

rDP1 rPp1

1 erx

M, (r) =7 r’n
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Ko 1 armoOoe1En oAoKANpGONKE.
Hpotaon 2.2.2

Av 1 kotavoun tov amolnpuidcewv akolovbel Exp(f), téte n petofAntm Z;, axolovbet

emiong TV eKOETIKN KaTovoun pe tnv 1010 TopAUETPO.

Anéoeln

H xatoavoun tov KAUOKOTOV Vydv givat

X

1
P(Z,<x) = f p— [1—F(t)]dt

0o P1
=g (FeBtar=p [ =1L g Bx
B[ e Prat ,B[B Ze |
Enopévag,
P(Z;<x)=1-e7F~,
T0 omoio delyvel 0TI N Z; akohlovbel v ekBeTikn e TopdpueTpo L.

2.2.1 AKPIBHX YIIOAOI'IEMOX THX MNIGANOTHTAX XPEOKOIIIAX TIITA
EKOETIKEX ATTIOZHMIQXEIX

‘Eoto o1t n t.u. X mov ekepalel 1o péyebog twv amoitoemv, akoAovbel v exBetikm
Kotovoun pe mapduetpo @, copuforiCovpe ue X~Exp(a). Onmg éxel dsyybei kol otn oehido
13 mpoKVTTEL OTL O GLVTEAEGTIG TPOCAPLOYNG TEPLYPAPETOL OO TOV TOHTTO

_Ba_R
"Tiv¥e~

YrevOouilovpe ott  mBavotnta ypeokomiog eivar m de€d ovpd g T.u. Z, M omoio

akolovBel ohvOeT YempeTpik Kotovoun pe mapapetpo §(0).
Emopévog yio tnv mbavotta ypeokoniag ioyvel PAéne [Toditng (2012)
Oa
Yp) =P(Z>u) = — e ", (2.2.2)
Méow ¢ oyéong (1.20) ko enedn Y(0) = ﬁ N TapaTdve oo YPaQeTaL

W) = P(Z > w) = ¥(0) e ¥, (2.2.3)

37



2.2.2 AKPIBHX YIOAOI'IEMOX THX MNMIGANOTHTAX XPEOKOIIIAX TIA
AINIOZHMIQIEIX I0Y AKOAOYOOYN MEIZH EKOETIKQN KATANOMOQN
‘Eoto ot  t.u. X mov exppalel 1o péyebog tov amortnoemv akoAovOel peiln exbetikmv
Katavoudv Kot £xel ouvaptnon tokvotntog mbavotntog PAéne Gerber et al. (1987)

f(x) =A;be 1 + Aybyebz (2.2.4)
omov woyvet 4, + A, = 1.
Oocov apopd v mhavotnta ypeokomniag tpokvrtel omd Bowers et al. (1986) ot

Y(u) = Cie U + Cre M, (2.2.5)
omov ta Cy, C, glvarl otaBepéc yua T1g omoieg 1oyveL | 6yEon

1
Cl + CZ = 1+—0 (226)

Kot 17, Ty efvo o1 ADoeLg ¢ €EI0GNS Y100 TOV GUVTEAEGTY| TPOCUPLOYTS.

2.2.3 AKPIBHX YIOAOI'IEMOX THX MMIOGANOTHTAX XPEOKOIIIAX TTA
AINIOZHMIQZEIX ITIOY AKOAOY®OOYN THN KATANOMH 'AMMA

Onwg avapépetarl kol otn dnpocicvon twv Jan Grandell and C.-O. Segerdahl (1971)
mhavotnto ypeokomiog umopel vo. vmwoloylotel pe okpifelw OTOV M KATOVOUN TOV
anolnuidcewv okorovbei v katavoun Faupa (a, f) pe péon twn ion pe v povada
kara < 1.

[oyvet o TOmOg

— R —Ru i
Y(u) = 9(1 /a)e . N af sin(am) ! 227
1+(1+60)R-(1+6)(1-7) T
Omov
[ xae—(x+1)au
I'= Oj [x2(1 + a(1+6)(x + 1)) — cos(am)]? + sin?(an) dx.  (2.28)
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2.3 HPOXEITIXEIX I'TA THN IIIGANOTHTA XPEOKOIIIAX

2.3.1 HIIIGANOTHTA XPEOKOIIIAX XTO KAAXXIKO MONTEAO

‘Eoto {Z;:1 = 1,2,3 ... } wo axorovdia aveEdpnTmV Kot I6OVOU®V TUX0imV HETAPANTOV e

GLVAPTNOT KOTOVOUNG
F(x) =Pr(Z; <x) =1-FE,x).

‘Eoto N pa toyaio petafAnt) aveaptnm tov Z; Tov akoAoVOEL T YEOUETPIKN KATAVOUY

UE TOPAUETPO P KOl GLVAPTNOT TVKVOTNTOG TOAVOTNTOG
Pr(N=n)=0-p)p", n=0,12... (2.3.1)
épwopa 2.3.1

Eotwo S =0eavN =0k S =2, +2Z, +--+Zy avN = 1,2,3 ... ToOte,

YW) =Pr(Z >u) = 2(1 —p)p"E, " (w),u = 0. (2.3.2)
n=1

Anooeitn

Xpnowonowwvtag v oOvOeTn yewueTpkn ékepoacn ™G T Z =2y +Zy, + -+ Zy

TPOKVITEL OTL

Yw) =Pr(Z>u)=Pr(Z;+Z, + -+ 2Zy >u)

= ZPr(Zl +Z,+ -+ Zy>u|lN =n) Pr(N =n)

Z (1 - ﬁ) (ﬂ) () = Z(l —p)p" .

Onov F**(u) =Pr(Z; + Z, + -+ Zy >w)ywe n=1,23,.., 1 v-00T| GOUVEMEN TG
Katovoung tov arolnuwcemy. H péon tyun mg katavouns tov amolnpidcemy divetat ard

TOV TUTO
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py = J, F(dy
Kot

1 Aps

eV M KoTavoun tooppomiag (equilibrium) meprypdeeton and tov OO

_ Jy(@=-F(y)dy
I (1-F»)dy

Fe(x)

YnoOétovpe ot ot anartioglg akoAovbodv avéMén Poisson pe évtacn A kot 10 VYo TV
anotoemv amapTileTol and aveEapTnTeg Kol I0OVOUEG T.). ue cvvapTnon katavoung F(x).

Ta ac@AAMGTPA TANPDOVOVTOL GLVEXDGC, e pLOUO OV diveTon amd Tov THTO
A1+6) [ (1=F@»)dy émov 6>0

glval 10 meplBdplo acepareiog kot U to apykd amobepotikd. Gvuilovpe ott n wBavoTTO
ypeokomiog ovpPorileton pe Y(u) evo pe Y(0) =p = ﬁ, ovpforiletar n mOavoTTO

YPEOKOTHOG PE UNOEV apykd amofepatiko.
2.3.2 O AAYMIITQTIKOX TYIIOX CRAMER-LUNDBERG

Edv vrapyet R > 0 mov va ikovomotet tnv
oo

E(eR?) = eRZidF(z) = 1, (2.3.3)
) ;

(®vpilovpe ot o KMpOK®TE VYN Zy,Z,, ..., Zy €lvol aveEdpnto Kot GOvopa pe TV

Kkatavoun F,).

Tote 1oydel TpoceyYIGTIKA

lim e ®*y(u) = C (2.3.4)
u—>0o
pe € > 0 va opileton mg
c=—01_P 2.3.5
= SREZ.eRT) (2.3.5)
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Me Baomn v tpocéyyion avtn, opilovpe TV cuvapTnon
Pe(u) = Ce ™™, u=0
v omoia Oa ypnoiponomaoovpe oto Kepdiaio 3.

YY) 1.

Axopo 0nmg mapatnpodue omd v oxéon (2.3.4) oyvet lim,,_,, i

A&ilel vo onueiwbel 6t1 6TV TO VYOG TOV omalToe®my akoAovdel exBetikn Katavour pe

cuvdaptnon empPioong,
F(x)=e 1 x =0,
N mBavoTTa YpeoKoTing diveTol amd TNV GYEoN

0
e{_(1+9)P1 u}‘ u=0. (2.3.6)

YW =177

Enmopévmg, 0 aocvumtmtikdg tomog twv Cramer-Lundberg eivor axpipfic o’ avtf v

mEPInTOON.

[Mopoatpdvtag TIG GYECEIG MOV OlvOVTOl TOPATAVE® OUMIGTOVOVUE TG OIOPOiTNTn
npobimdOeon yi Tov VIOAOYIGHO NG mBovotnTog ypeokomiag elvor M VTOPEN NG
POTOYEVVITPLOG KOl (PO TOV GUVIEAEGTH] TPOGOPUOYNG. XE MEPITTAOGELS TOL OEV LIAPYEL O
GULVTEAECTNG TPOGOUPLOYNS 1] TOL LITAPYEL LEV OAAL elvarl SVGKOAOG O VTTOAOYIGUOG TOV, OTMG
otV katavoun Pareto(a) kot otmv Weibull(z, y) ypnowonotodpe opdypata tpokeiuévon vo

VTOAOYIGOVUE GTNV GUVEXELX TNV TOAVOTNTO YPEOKOTING.

Ewwd yio tqv katavoury Weibull(z, y) 6mov 7,y > 0 n onoia £yl GuvapTNoT TUKVOTNTOG

y — —1xY ,
mBovottog f(x) = tyx¥ e ™™ 1oydovv

e [y = 1 mpokvnrel n ekBeTikn Katovoun).
o Ty <1 nponoyevvnipila dev VIAPYEL PO OVTE KOl O GUVIEAEGTNG TPOGOPLOYNG.

e Ty > 1mn pomoyevwitpia VILAPYEL OAAG OEV UTOPEL VAL VTTOAOYIGTEL AVOAVTIKA.
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Evdeictikd 000 yevikd v @pAayloTo Y0 TOV GUVIEAEGT] TPOGOPUOYNG, COLOOVO E
[ToAitng (2012) givon
20p,

BR < . (2.3.7)
b2

126p,

BR < .
\/91’% + 240p,p; + 3p,

(2.3.8)

A&ilel va onpewbel o1t t0 dved Epdypo mov mepypdeeTon oty oxéon (2.3.8) sivan
KoAOTEPO amd avtd mov meprypapetar oty (2.3.7), amottel Opwg v vmoapén g TPitng

pOTNG.

LYMIIEPAYXMATA

Yvvoyiloviog Aowmov, o oaovuntoTikdég tomog Ttwmv  Cramer-Lundberg diver mo
KOVOTTOMTIKG amoTeAEoHATO KaODS To apywd amobepatikd maipvel peydreg tipésg . Emiong,
elvar meplocOTEPO  AMOTEAECUATIKOS OTOV M 0LPE TNG KOTAVOUNG TOV  omolnpdceEmv
pelmveral pe ekBeTikd puOpd Onmc Yo Tapddelypa oty TepinT®won g Katavouns Fappa 1
otV ueidn ekBeTik®V KOTOVOU®MV. ZNUOVTIKO HEOVEKTNUO glval oTt Yy vo pmopel va

epoppooctel Bo TPEMEL Vo VTLAPYEL O GVVTEAEGTIG TPOGAUPLLOYTC.
2.3.3 HITPOXZEITIZH TOY TIIMS

H mpocéyyion tov Tijms givon pio enéktacn tov acvuntmtikod tomov tov Cramer, otov

omoio mpootébnke évag axoun exfetikdg 6pog. H pdprovia divetar amd tov mapakdte TOmo

Yr(w) = (p—C)le ™ + Ce RY, u =0, (2.3.9)
omou To m eivalt ioo pe
-1
pE(Z) C
=(p-C —-——=r . 2.3.10
m=(p ){ R (23.10)

kot E(Z;) cvuforilel tn péon Tun oV KAMUOKOTOV DYOV.

Ovolaotikd dniadn o Tijms, tpdteve n mbavotnTo Ypeokomiag va tpooeyyiletat and pio
pelEn  exfetikdv  Kotavopdv. ZNUEIMVETOL €MIONG OTL 1 TPOCEYYIoN O Umopel va

ypnoonomBel oty mepintmon mov m < R.
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X1t oyéon (2.3.9) woydel 6T R < m Gpo 0 de0TEPOG OPOC GLYKAIVEL TTO APYA 6TO UNdEV
or’ 611 0 TPMTOG KABMOC TO U — 00 dpa 1oyveL 6Tt Y7 (u) = Ce RY, Béroviag u = 0 mpordmTel
0Tt

Yr(0) =p,

onAadn PAEmovpe OTL etvon TAVTA kPG 1 TPOGEYYIOo.

XYMIIEPAYXMATA

H npocéyyion tov Tijms eivar mo amoteAecuatiky and Ty TPonyovuevn oAAd Otav To
apykd omofepatikd u eival oyeTikd pkpd e€akorlovfohv va, VITAPYOVY ATOKAICELS Ao TNV
Tpaypatikn mlavotta ypeokomioc. Emmpdobeta ko 67 avt v mepintwon Oe divovion
IKOVOTIOUNTIKGL OTOTEAEGILOTA Y10 KOTAVOUEG amolnumcemy pe Baptéc ovpés. Onwg kot otnv
TPONYOVUEV TPOGEYYIOT|, B TPEMEL VO VITAPYEL O GLVTEAEGTNG TPOGAUPLOYNG, OAANL Kol VO
elvar yvootm n pobnuatiky tov ékepacn. Télog elvar afloonpeiowto 10 yeyovos ott M
TPOCEYYIoN TOVTILETOL PE TIG TPOYUATIKES TILEG TNG TOOVOTNTAG YPEOKOTING OTAV 1] KOTAVOL
tov amolnuocewv ewvat (o) pei&n dvo exbetikdv katovopdv (B) cvvéMEn 600 ekBeTIKOV

Katavopmv, nAadn n F eivar pio Cappa (2, B) yio kdmowo > 0.
2.3.4 HITPOXEITIXH TOY WILLMOT

O Willmot (1998) mpdretve o yevikevon e npocéyyiong tov Tijms, i omoia Opmg de Oa

-—mu

€xel ta 10w pelovektnuota pe avti. Aviikotéomoe v ekBetikn ovpd e HE poL 7o
YEVIKN 0VPpa OTt®G B0l TOPATNPNGOVLLE KOl OO TOV TOPUKAT® TOTO
Yw) = (p— C)H(u) + Ce Ry, u = 0. (2.3.11)

6mov 1 — H(u) cvpBorilel T cLVAPTNOT TVKVOTNTAC TTOV KAVOTOLEL TH GYéoM

pE(Z;)
1-p

(r-0) jmﬁ(u) du = — %. (2.3.12)
0

Hapatipnon: H npocéyyion tov Tijms sivou 1 e1duc mepintmon 6mov H(u) = e~ ™, Eniong

vroypoppileton ot €av n H(u) givar n ovpd tov abpoiocpotog | g peiéng dvo exbeTikmdv

KaTavou®dv tOte TpokONTEL TPooéyylon tplav ekbetikov PAéne Choudhury et al. (1996).
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[Moapampodue 611 yoo v mpocéyyion (2.3.11) woyver Y(0) = p. Zwn ocvvéyeion Oa

UEAETNCOVUE KAT® OO TOEG CLVONKEG £XEL TN COOTI AGVUTTOTIKY GUUTEPIPOPE KAONDC
u — oo,

Ozopnpo 2.3.1

1-r
E(Z;)

o IFR mov wkavomotei v (2.3.12) ko n F(x) eivar NBUC (NWUC) tote p — C < (>)0 ko

Ymobétovpe 6tt R > 0, wkavomotei tnv (2.3.3) ue R # xou C'# p.EBav 1 — H(u) eivon

n (2.3.11) wavomoiei Tnv
Yr(u) =~ Ce™®,  u->o (2.3.13)
Améoen

Egpdoov n cuvaptnon katavoung F(x) eivar NBUC (NWUC) , mpokdmtet amd Lin (1996)
omyP(u) = (L)pe B4, u > 0.’Etot dedopévov g (2.3.4) mpénet va woydel p < (=)C. Opog
C # pxatétorp — C < (>)0. Eivaw pavepd 611 edv H(u) = 0 y1a u > ug 6mov uy < o tote

mpordmtel 61t H(u) > 0 yio ug < . ‘Etor, 1 H(u) eivon cvveyg kot éoto 6Tt 0 pududg

amotuyiog ™G sivar py (u) = — (;—u) InH (u), u = 0.'Etot ywa py (u) woyde

pta(0) = limy e uy ().

211 GUVEXELN £XOVLLE

SN T Sy (N
R uy(o) R J pyy (0)

>l_jm LI
"R 0 py (x)

1 ©_
=§—J;) H (u)du

1 (p-C pE(Zi)_I_C
“p—-C| R 1-p R
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p { 1 E(Zi)}
p—CR 1-p)
OOV 6NV TTPpoTELELTAIN 1GOTNTA YpNOLOTOoape T oxéon (2.3.12).

Ouwg N F eivar NBUC (NWUC) xoun E, eivan NBUE (NWUE). ‘Etot, (Willmot 1998 o)

405), [ (:O ef*dF (x) = (=) fooo eR*dF, (x) ewvon pia avadiotdnmon g avicoong

p =2 (=) ' - D/{RE(Z)}

TO OMO{0 TPOKVTTEL AV OAOKANPDOGOVUE KOTA HEAN TNV oxéon (2.3.3). Ouwg 10 mapoamdve

pumopel va ypapet Kot og ENG: Rl < (>) El(_Z;-))_
Eniong, agov Rl £ _E1 (_Zzi)) oy0EL Kol R 1< (>) El(TZ;). Enedn woyver p — C < (>)0,

TPOKVITEL OTL

1 1 1 E(Z;

L > p {__ ( 1)} >0,

R uy(o) " p=CR 1-p

gmopévag, Uy () > R. Anhadn, lim,_,, ef* H(u) = 0 1o omoio vmobéter and v (2.3.11)

ot (2.3.13) wyvet

KoataAqyovue emopévog 6to coumépacua, 0Tt KATm and TG GLVONKES TOV TTEPTYPAPNKAY
o1o mpoovapephév Bempnpa, N Tpocéyyion tov Willmot exainbever mv Y (0) = p yuo apykd
amofepatikd 6o pe to undév, ) péom i E(Z;) Kot v 6moTH 0CLUTTOTIKY GUUTEPLPOPE.

kaBmg 10 U TElvEL 0TO dmELPO.
AIOPOQXH ME THN OYPA MIAX TAMMA KATANOMHX
Mua ypriowun emhoyq o v H(w) ot oyxéon (2.3.11) eivar 1 ovpé oG KOTOVOUNG

I'appa, n oroia teprypdpeton omd Tov TOTO

o [(Puue)? e
H(u) —L Tdt, u = 0. (2.3.14)

Avtd 10 poviédo €xel mOAAEG emBountéc 1010TNTEG YL TNV TOPOVGH TPOGEYYION.
Eekwvdvtag, 1 ovvaptnon katavoung 1 — H(u) eivon IFR edv @ > 1,10 omoio sivon éval

YPNOWO XOPOKTNPIOTIKO Omw¢ &idope kor oto Osdpnuoa (2.3.1). Axodpa, dSwbéter dvo
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napopétpoug (U >0, > 0) ov omoieg mpocdidovv upeyakdtepn “‘elaoctikdotnTo’” oTNV
npocéyylon g mbavotntog ypeokomiog WY(u). Edv ¢ sivan Betikdc oxépoiog apBuog

dratnpel v amAdTTA TN TPOGEYYIoNE TOL TIJMS apod

-1 .

— u)’

Hu) = e Z (uﬂ) , =123
j=0

H oyéon (2.3.12) 6’ avtq TV TEPITTOON UTOPEL VO TEPLYPAPEL ™G

e (2.3.15)

; C
n=ep-:0) {pE(Z) }

Mmopobpe gvkoro Kavovtag yprion tov vopov tov L’ Hospital va dodue ot n (2.3.14)
wovorotel v H(w)~{I' (@)} 1 (uu)? e ¢, u — o.’Etol, n oyéon (2.3.13) woodvvauei pe
limy,, u®~ e~ #=R% = 0 10 onoio 1oybet epdooOV 1t > R. Opowg and v (2.3.15) kdvovtag

TPAEELS,

1 1 p {1 E(Zl-)}_l_(p—l
R pu op-0OI(R 1-p) @R

Emopévog, u — R = @

Koty > R v @ > @ 6oL

_p{l —p—RE(Z)}
1-p)-0)

9o =1 (2.3.16)

Yroypappiletor ott dev givan S0oKoAo va dovpe ott av p # C, R # %, ko F(u) eivon

NBUC 1 NWUC t6te ¢y < 1. 'Evag tpomoc axoua yio vo, ETMAEEOVIE VAL YPNCULOTO|GOVE
10 @ elvar Yo va drotnpnOet n €€Ng oxéomn mov aPopd TNV OEVTEPN POT| TNG KATAVOUNG TOV

KMUOKOTOV VYOV

E(Z2) =

pE(Z;%) {pE(Zi)}z
a-p T\ T-p

amtd TO 0T0{0 TPOKVTTEL

P+ VP -0 20 _pEE) {PE(Zi)}Z_ (2.3.17)

u RZ 1-p 1-p
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And tig dvo mapomdve efiomoelg (2.3.14) kot (2.3.16) KataAnyovpe GTNV TOPUKATEO

eKtipunon yo to @

1-p 1-p R?
{pE(Zo B g}z
1-p R

Edv n extiunBeica tiun tov @ amd v mopandve oxEon, sivol apvntiky 1 IKkpoTepn amod

-0 {pE(Zﬁ NP0 L \1
-1

0= (2.3.18)

P, TOTE UTOPOVUE VO YPNOLUOTOMGOLUE TN WUIKPOTEPN OeTikn aképain T mov &ivol
peyolvtepn M ion pe 10 @q. H mpocéyyion avt) wavomotel T péon T, v mocdtnta

Y (0) = p kot SoTnpel GOOTN OCVUTTMOTIKY GLUTEPLPOPH KAODG @ > .

LYMIIEPAYXMATA

H mpocéyyion tov Willmot amotelel yevikevorn g mpocéyyiong mov mpdtewve o Tijms,

MU e o yeviky ovpd H(w), ywpic dpwg va €xovv to i

avTikafloT®VTOS TOV 0pO €
peovektiuoata. H ypion ovtig g mpooéyyone, mpovimobétel, Omwc kot ot 600

TPONYOVUEVES, TNV VTIOPEN TOV GLVIEAEGTY| TPOCAPLOYTS.
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KE®AAAIO 3: APIOMHTIKEY E®APMOI'EX I'TA ITPOXEITIXEIX
KAI ®PAI'MATA THX IIIGANOTHTAX XPEOKOIITIAX

3.1 EIXAT'QI'H

210 KePAAo1o avTd B0 HEAETNGOVUE AVOAVTIKOTEPO OPLGUEVES EQPUPUOYES TTOL EXOVV MG
oTOY0 TNV KOADTEPT KOTOVONGCY OCWV TpoavapEpOnKay, yio tnv €0pecn e mBavOTNTOG
YPEOKOTOG OAAG KOL TO OGO IKOVOTOINTIKES €lval Ol TPOoEYYIoE oL peAeTnoape. Oa
VTOAOYIGTEL 1| THOVOTNTO YPEOKOTIOG OTNV TEPIMTOON TNG EKOETIKNG, TG Heidng exBetikdv
Ko TG katavouns Iappa. X ocvvéyela Ba mopatebovv mapadeiyota OTov 1 KOTavour Tmv
arolnuiwcemv akorovbel (a) T'adppa (3,3) (B) Meién ExBetkov ko (y) Meién appa
Katavop®v Kot Bo mpoceyylotel n mBavOTNTO XPEOKOTIOG HE TNV YPNON TOL TOTOL TV
Cramer-Lunberg v pébodo tov Tijms kot téhog Tov Willmot. TTapddinia Oa oynupotictodv
CLUTEPACGLOTO OYETIKO He TO mowd eivor kaAvtepn mpocéyyion. Oia 1o mopoamdvo

napadeiypata £xovv yivel pe tn Pondela tov Tpoypdupotog Mathematica.
3.2 AKPIBHX YIIOAOTTEMOX THX NIGANOTHTAX XPEOKOIIIAX

YrnoBétovpe o1t  katovoun tov arolnumcemy akoAovBel v exBetikn Katoavoun e

nopauetpo a = 4 kot cvpforiCovue X ~Exp(4) xar 1o mepifdpro givor 8 = 0,3.
H ocvvapmon mokvomntog mbavotntag eivat

f(x) = 4e™, x>0

1.0

Yymua 3.1: vvdptnon [okvomrag [TiBavoétTag ¢ exBetikng
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H cvvaptnon katavoung eivor

Fx)=1—e™* x>0

1.0

0.9

0.8

0.6

Zyquo 3.2: Zuvaptnon KoTovoung e eK0eTIKNG
H péom tiun eivon

o |
p1_4'

211 cLVEXELN KAVOVTOG XPNOT) TOV TUTTOL (2.2.2) KATOAYOVLE OTL
Y(u) = 0,7692¢ 09230 (3.2.1)
Omov
Y(0)=1/(1+6) =0,7692

Ko

R=% _ 09230
146 '

211 GLVEXELD Yl TIG SLAPOPES TWES TOV U dlvetal o mivakos 3.1 Omwg TPoEKLYE Ao TO

VIOAOYIOTIKO TTpdYpappa Mathematica.
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u Y(w)

0,10 | 0,7014
0,25 | 0,6107
0,50 | 0,4848
0,75 | 0,3849
1 0,3056
[ivaxog 3.1

Onwg Prémovpe omd to mopamdve amoteléoparta, yio. apykod amobepatikd ico pe 0,10
povadec, o Y(u) sivon ico pe 0,7014 eved omn cvvéyelo KoOOG T0 apykd omobepotikd u
avéaveral 1 ThovoTNTO YpeoKkomiag eAlatdveral. 'Etot yio u ico pe 1 n tyun g mboavotntog
ypeokomiag tvan ion pe 0,3056.

Eniong va onpeiwdel o1t 67 avt v mepinTtmon, 0TS Kol 6TO ETOUEVO OTOTEAEGLOTO TTOV

Ba 00000V, €xel yivel oTpoyyvAomoinon 610 TETAPTO deKAIKO Ynoio.

YvveyiCovtag, Oo eEetaotel (o mo mepimAOKN TEPIMTOON 7OV 1M KOTOVOUN TMOV

amolnumcemv akorovdel pelln exBetikdv Katavoudv.

‘Eoto o1t 1 suvéptnon mokvotntog mhovotntog yio Heiln dVo eKOETIKOV KOTAVOUDV LE

napopétpoug by = 1, b, = 3, avtictoyya Bépn 4, = 4, = % kot 8 = 0,2 gtvon g popeng

36—3x
flx) = +e %
2
008
006
04 +
002 +
2 4 6 8 10

Zymua 3.3 : Zovdptnorn mokvottog Heiéng ekBETIKOV KaTovou®V
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H péon tiun etvan

wl N

P1

H pomoyevvrtpia diveton omd

1 3

Ml =sa=h 2=

[TpokOmtel 6N GUVEKELD LE QapOYN TOL TOTOVL (2.2.5) ot  mBavoOTTO YpEOoKOTING EYEL

™ HOpeN
P(u) = 0,8141e21957% 4 0,0192¢ 255421
Omov

» (C; =0,8141 ko C, = 0,0192.
» 11,7y €lvat 01 AOGELG TOV GUVIEAEGTN EPAPLOYNG Y10 TO OTTOI0, TPOKVATEL LEGM TNG

xpNong tov mpoypdaupatog Mathematica ot r; = 0,1957 xau r, = 2,5542.

Emopévog 6mmg Kot 6to mponyodUeEVO TTapddEtypo SIVETOL 0 TOPOKAT® TIVOKOS Y10 TIC

SAPOPES TIUEG TOL OPYIKOV aTODEUATIKOD U.

u YW
0,10 |0,8131
0,25 | 0,7853
0,50 | 0,7435
0,75 |0,7057

1 0,6708

[ivakag 3.2

Onwg PAémovpe omd tov mivoko (3.2), v apyikd anobepotikd ico pe 0,10 povdadec, to
Y(u) etvon ico pe 0,8131 evd 61N cvvérela KaBOG T0 apykd amobepatikd u avéaveror n
mBavotnta ypeokomiog eAhatdverotl. ‘Etol yuo u ico pe 1 n tyun g mbavotntog ypeokomiog
glvan ion pe 0,6708.

210 mPONYOLHEVO KEPAAOO €OOUE OTL €0V M KOTOVOUN TOV Amolnpidcemy givor 1

Fappo (a, B) 6mov a <1 kou M péon TN 10OVTOL UE TNV HOVASO TOTE WTOPOVUE V.
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vroloyicovpe pe axpifeia v mBavotta ypeokomiag. Ilapakdtw Aowmdv Bo dobel Eva

aplOuNTIKS TOPAdELYLLOL.

, , , A 11 ,
Eoto o1t o1 anmolnudoelg akolovbodv v katavour Idppo (E'E) Kol 0Tl T0 TEPODPLO
acpaleiag 6, 1oovton pe 0,2. Atvovion TapoKdT® o1 YPoEIKEG TOPAGTACELS TNG GLVAPTNONG

TOKVOTNTOG TOUVOTNTOS KO TNG CLVAPTNONG Katovoung g I'appo (% , %).

0.35

0.30

0.20
0.15
0.10

0.03

Zyua 3.5: Zuvapmnon mokvotnTog ThavoTnTog

1.000
0.995
0.990

0.985

0.980

Zynpo 3.6: XuvapTnomn Katovoung

Kdavovrtag yprion tov tonev (2.2.7) ko (2.2.8) mpokdntel yio 11 SdQopeg TES TOV U O

TOPOKATO THVOKOGS.
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u Yw)

0,10 | 0,8378
0,25 | 0,8248
0,50 | 0,8035
0,75 |0,7828
1 0,7626
[ivakog 3.3

Onwc Ko oto mponyovueva mopodeiypota €161 Kot €0d, OTOV TO apylkd omofepnotikod
avEAVETAL TAPATNPOVUE OTL 1 TOHAVOTNTA YPEOKOTIOG EAAATMVETOL ZVYKEKPIUEVA, OTOV TO
apywd amobepatikd £xet Ty ion pe 0,10 povddec m mbavotnto ypeokomiog GovTAL pe

0,8378. Ztadwaka peidverotl o P(u) yuo va ptdoel oto onueio 1 va €xel tipn ion pe 0,7626.
3.3 APIOGMHTIKH E®APMOTI'H I'A KATANOMH I'AMMA (3,3)

Zmv evotnta oy, 0o 50000V TPOGEYYIGTIKES TIHEG Yo TV TOOVOTNTO YPEOKOTIOG ATV 1)
Kotavoun tov arolnudceov givar n F'appa (3,3). Ot mpoceyyicelg mov o ypnoipomomnodv
Ba givor (@) O acvurtoTikog tomog twv Cramer-Lundberg (B8) n mpocéyyion tov Tijms kot
(y) n mpocéyyion tov Willmot. Emmpocbeto 0o d0000v @pdyuata mov oprobetodv v

TOavOTNTO XPEOKOTIOG.

YrnoBétovpe Aowmdv, 0Tl 1 KOTOVOUN TOV OmolnHdcE®Y oKOAOVOEl TV KoTovoun

Coppo (3,3), yio tnv ontoia 1600V T TOPUKATO:
H ocvvapmon mokvotntog mbavotntog sival e Lopeng
— 27 2,-3u

flw) = S u‘e™, u>0. (3.3.1)
H de&16 ovpd ™G katavoung tov arolnumcemy gival

Fw =1+ ; (=2 + e734(2 + 6u + 9u?)). (3.3.2)
H cuvdptmon mokvémrag mbavotrog Tov KMUOKOTOV VYOV divetal omd Tov TOT0

@) =1+5(-2+e7Q2+6u+9u?), (333

evad 1 de&1d oVPA TOV KMUOKOTOV VYOV glvar 1 €€1g
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Fo(u) =2e734(2 + 4u + 3u?). (3.3.4)

. . . 1 o, . .
211 CLVEXEWDL YOl TIG OLBPOPES TIWES TOL P = 5 dtvetar 0 TopaKAT® TIVOKOS Yo TIG

akpPng Tiuég g mbavotnrag ypeokomiog PAEne Willmot (1998).

0,2 0,10 0,1839
0,25 0,1594
0,50 0,1209
0,75 0,0882
1,00 0,0626
0,5 0,10 0,4744
0,25 0,4342
0,50 0,3664
0,75 0,3033
1,00 0,2484
0,8 0,10 0,7834
0,25 0,7562
0,50 0,7074
0,75 0,6577
1,00 0,6097
[Tivokag 3.4

Ag BopnBovpe tdpa Tov acvumtotikd Tomo tov Cramer-Lundberg o onoiog divetar oo

oyxéon
Y. (u)~Ce RY, U — oo,
omnou
1—
c=—n_Pt__
PRE(Z;e?%)

Kévovtog ypnom tov tomov (1.16) mpokHmTEL OTL O GLVTIEAEGTIG TPOGAPUOYNG R 1600 TON
pe 1,54215 yio p =0,2, evd yw p = 0,50 xou p = 0,80 givan avrtictorya 0,84046 wou
0,311349.

Me 1t Bonrfsio. Tov Mathematica, ya tic S1Gpopec TiHéG Tov p, VITOAOYILOVUE TNV TIUN TOV
C. 'Etot mpokbmtel ot ywoo p = 0,2 10 € wovtar pe 0,3095, ywo p = 0,50 to € wovton pe

0,5795, evéd vy p = 0,8 1o € wwovton pe 0,8331.
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Onwc avoaeépbnke kol e mponyoduevo Ke@AAoto, M TPocéyylion tov Tijms yw v

mBavotnTa ypeokomiog eivar  €ENg
Yr) =(p—Cle ™ +Ce™™,  ux=0

0oV

pE(Z) C) "
-p R} '

m=(p-— C){

[Tpoxvmtel Aowmdv PeETA omd VTOAOYIGHOVE 0Tl To M 1oovtal pe 3,2207, 3,4207 xou

3,5460 yuo T1g 5149OopEG TYES TOV P.

Télog, divetau 1 Tpocéyyion Tov Willmot,

Yw) = (p— OOHW) + Ce R, u=>0.
onov
- P p(ur)? e
= _— > .
A f Y, £ 0
Kol

Metd and mpdelg £xovpe ot

e [wp =0,2npoxdnterott ¢ = 1,1811.
o Twp = 0,5npokdmtel ot ¢ = 1,2226.
e [wp = 0,8mnpoxdntel ot ¢ = 1,2962

Emopévamg, pe Baon ta mapamdve ko péco tov Mathematica, kataAyovpe otov mivaka
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0,2 0,10 0,1839 0,2652 0,1860 0,1822
0,25 0,1594 0,2104 0,1615 0,1596
0,50 0,1209 0,1431 0,1212 0,1218
0,75 0,0882 0,0974 0,0875 0,0886
1,00 0,0626 0,0662 0,0618 0,0627
0,5 0,10 0,4744 0,5332 0,4764 0,4729
0,25 0,4342 0,4700 0,4360 0,4345
0,50 0,3664 0,3809 0,3665 0,3672
0,75 0,3033 0,3088 0,3026 0,3036
1,00 0,2484 0,2502 0,2476 0,2483
0,8 0,10 0,7834 0,8076 0,7843 0,7826
0,25 0,7562 0,7708 0,7571 0,7564
0,50 0,7074 0,7131 0,7074 0,7078
0,75 0,6577 0,6597 0,6573 0,6578
1,00 0,6097 0,6103 0,6093 0,6096
[Mivakag 3.5

[Ma kéBepiar amd TIG TPOCEYYIGELS TOPATPOVUE OTL Y10 GLYKEKPIUEVO P, KABDG TO apyikd
amofepatikd u avéavetat, N TOAVOTNTO YPEOKOTIOG HEUDVETOL. TN GLVEXEWD cLUPoAlovue
pe Ec(u) v amdkAon tov acuURTOTIKOD TOTOL Ot TNV TPOYUOTIKY T TG ThavoTnTog
YPEOKOTHOG, KOTA OMOAVTN TN, Y10 TIS O1APOPES TIUES TOV U. Mabnpatikd exepaletal pe Tov

e&ng tomo

Ec(w) = |¢,(w) —p)| (3.3.5)

Opoing opiletar kot to Er(u) o¢ M amdkion g mpocéyyiong tov TIms amd v
TPOYUOTIKY TN TG ThovOT TG YPEOKOTHOG, KATA AmOALTN TIUY, Y10 TIS SBPOPES TILEG TOVL

U Ko dtvetan amd v 6yEon

Erw) = |9, w) — v | (3.3.6)

Téhog, divetor kat 0 TOTOG oV ekEPAElel TNV amdKAlon TG Tpocéyyiong tov Willmot amd
TV TPAYUOTIKY T TNG TOOVOTNTAG ¥PEOKOMIOG KOTA OITOALTI TN Y10l TIG SIOPOPES TILES

TOV OPYLKOL 0moBepaTUCOD.

Ey@) = |9, @) —p@)| (33.7)

‘Eto1, 1o T1g d1qpopeg TIHEG TV P, U OIVETOL O TOPAKAT® TIVOKOG
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0,2 0,10 0,0813 0,0021 0,0017
0,25 0,0510 0,0021 0,0002
0,50 0,0222 0,0003 0,0009
0,75 0,0092 0,0007 0,0004
1,00 0,0036 0,0008 0,0001
0,5 0,10 0,0588 0,0020 0,0015
0,25 0,0358 0,0018 0,0003
0,50 0,0145 0,0001 0,0008
0,75 0,0055 0,0007 0,0003
1,00 0,0018 0,0008 0,0001
0,8 0,10 0,0242 0,0009 0,0008
0,25 0,0146 0,0009 0,0002
0,50 0,0057 0,0000 0,0004
0,75 0,0020 0,0004 0,0001
1,00 0,0006 0,0004 0,0001
[Tivaxag 3.6

Av ovykpivovpe T Tpoceyyicelg neta&d Toug, Yo va doVUE oo omd TIS TPElg lvan 1) To

AMOTELEGHOTIKY, PAEMOVUE KaTd KOPLO AdY0 1 Tpocéyyion tov Willmot eaivetar va eivar

KOADTEPT KOODG ExeL TNV LUKPOTEPT OTOKAMOT| OO TNV TPOLYLOTIKT] TIUT.

Znuoavtikd gtvar axopa, va 08obv kémola epdaypota Yo TNV mlavotnTa XPEOKOinG Yo

VO UTOPOVUE VO VTOAOYIGOVLE TTOL B KLpLVETOL 1) TLUT TNG.
"Exovpe avapepbei pe tov tomo(1.18) o omoiog eivar o eéng,

Yu) <e R

og éva ave epaypa yio v mhovotnta ypeokomiog. Eivor Aowwdv ypnoipo va 600t kon Eva

Katw epayua. ‘Exovpe Aowmdv ot (BAéne [ToAitng 2012)

P(w) 2%-
T+Fé(u)

Ed&v cvvoyicovpe ta d00 Topamdve TpokOTTEL OTL

Fe(u) —Ru
—1;p+F_6(u) syse
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H oyéon avt divet, yia Ti¢ O10popeg TIUEG TOL U, U0 LEYIOTY KOL LU0 EAAYLOTN TIU OTMC

TEPLYPAPETAL KO OO TOV VoKL

0,2 0,10 0,1836 0,1839 0,2652 0,1860 0,1822 0,8570
0,25 0,1583 0,1594 10,2104 0,1615 0,1596 0,6800

0,50 0,1169 0,1209 0,1431 0,1212 10,1218 0,4625

0,75 0,0809 0,0882 0,0974 0,0875 0,0886 0,3145

1,00 0,0530 0,0626 0,0662 0,0618 0,0627 0,2139

05 0,10 0,4737 0,4744 0,5332 0,4764 0,4729 0,9193
0,25 0,4294 0,4342 0,4700 0,4360 0,4345 0,8104

0,50 0,3463 0,3664 0,3809 0,3665 0,3672 0,6568

0,75 0,2605 0,3033 0,3088 0,3026 0,3036 0,5324

1,00 0,1830 0,2484 0,2502 0,2476 0,2483 0,4315

0,8 0,10 0,7826 0,7834 0,8076 0,7843 10,7826 0,9693
0,25 0,7507 0,7562 0,7708 0,7571 0,7564 0,9251

0,50 0,6794 0,7074 0,7131 0,7074 0,7078 0,8558

0,75 0,5850 0,6577 0,6597 0,6573 0,6578 0,7917

1,00 0,4726 0,6097 0,6103 0,6093 0,6096 0,7324

[Mivokag 3.7

KataAnyoope €101 010 ovumépocpo otl, TOGO M TPAYUATIK T TS mhovotnTog
YPEOKOTIOG, OGO Kol Ol TPooeyYioelg g, Ppiokovror avipeoco o pio avototn kot pio

KATOTATN TN Yo 0edopéVa P Kot U.
3.4 APIOMHTIKH E®APMOI'H I'TA MEIZEH EKOETIKQN

Zmv evotrta aut Ba eQaprocToLV TOGO 01 TPOGEYYicELS Tov £xovv mpoovapepbel 660
Kol To QPAYHOTO OTNV TEPIMTMOON OV 1 KOTOVOUN TOV amolnpidcemy akoAovBel peién

EKOETIKAOV KATOVOLDV.

Av vmoBécovpe 0Tt 1| Katavoun tv arolnpacemy ivar peién ekBetik®dv o yevikdg TOTOG
Y10, TV 6LVAPTHOT TVKVOTNTOG ThavOTNTOC diveTon amd tov Topakdto tomo PAéne (Gerber et

al. 1987)
fx) =X 4 bie™"i x>0 (3.4.1)

OTOL TO. bj sivon Oetikd Ko
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A&iCel va avagepbel ott oy mepintwon nmov to A; eivar dha Oetikd mpoxdmTer peiln

KOTOVOL®MV VO o€ avtifetn mepintwon £yovpe cuvdvacud. Amo v (3.4.1) mpokdmtel ot
n
1 F(x) = ZA]- e, x>0 (3.4.3)
j=1

Ocov agopd v mbavotnta ypeokomiog and Bowers et al (1986) npoxdmtet 0 e&Ng TOTMOC

Y(u) = k=1 Cre ™, (3.4.4)
Omov
Ck = Xj=1Cji/b; (3.4.5)
Kot
Aj/(bj—=Tm)
ij - 2?:1]Ai/ébi_rm)2 ' (3.4.6)

2y apluntikn epoppoyn mov dlvetal otn cuvéyeln Bewpovpe ott n = 2,4, = A, = %
b;=3, b,=7, A=1 ot évtaon oc@aAicTpov € = z—i evo p = 0,2. Emopévog, m

GLVAPTNGON TLKVOTNTOG TOAVOTNTOG TNG KOTAVOUNG TOV amolNUIDGEDV Tov aKoAoLOEel peién

EKOETIKOV KOTAVOL®V TEPTYPAPETAL OO TN GYEON

7e 3e3U

fay =224 uzo (3.4.7)

evod M de&1d ovpd etvan

F(u) =

(3.4.8)

H cuvdpton mokvotrag mbavdtrag e Katovoung 16oppomiog divetat and Tov TOTO

-7u

fw =2(5-+5), (3.4.9)

n de€1d ovpd g elvan

Fo(u) = —e 743 + 7e*) (3.4.10)
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Kot 1 Lo T tvan

11 11 5

2m ovvéyxew OmMMC Kol otV Tponyovuevn evotnto Bo vmoAoyicovpe opywd TV
TPOYUOTIKN TN TNG TOAVOTNTAG YPEOKOTIOG Yo TIS SIAPOPES TEG TOL P, He TV Porbela

TOV TOPATAVE® TOTOV.
YroAoyilovpe apytcd TV TYN TOL GUVIEAECTN TPOGAPUOYNG oltd TN GYEoT
1+ 1+ 0)p,r = M, (r).

[Tpoxdmrovv dvo tipég yia to 7. H pia efvon ry = 2,536 ko n GAAn givonr, = 6,623.

Otov n évtaon aceaiictpov eivor ion pe ¢ =£ evod p =0,5, ot oo Twéc mov
TPOKLITOVV YO TOV GLVTEAESTN Tpocoppoyng civar 1,691 wor 6,2088. Axopo to
amoTeEAEGUATO, TOV TpokLITOLY omd to Mathematica yw ¢ = 0,297 eveo p = 0,8 &ivat

r, = 0,7022 ko1 1, = 5,9307

Ta anoteréopata o 50000V GTOV TTivaka TOL OKOAOVOEL.

0,2 0,10 0,1448
0,25 0,0924
0,50 0,0464
0,75 0,0241
1,00 0,0127
0,5 0,10 0,4083
0,25 0,3075
0,50 0,1972
0,75 0,1283
1,00 0,0839
0,8 0,10 0,7397
0,25 0,6603
0,50 0,5512
0,75 0,4618
1,00 0,3873
ITivaxag 3.8
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[Tapatnpovpe ott ywo p =0,2 kou u = 0,10 n zwpaypatikn Ty g mOAVOTNTOG
ypeoxomiog etvar 0,1448 kot o1n cvvéyeln Kabdg 10 U avédvetal 1 mOaAvOTNTO YPEOKOTIOG
elMatadvetol yo vo kotaAnger va vt ion pe 0,0127 yuo apykd amoBepatikd ico pe

povéoa. Opoimg Kot yio T VTOAOUTES TIUEG TOV P.

210v mopamdve mivako o tpocHBicovpe Kot TPEC oKOPO GTAAEG Y10 TOV OGUUTTMOTIKO
tomo twv Cramer-Lundberg, v mpocéyyion tov Tijms kou téhoc avthy tov Willmot 6mwmg
KOVOLE KOl GTNV TPONYOOLEVN EVOTNTO GTNV TEPITTOGN TOL 1) KATAVOUN T®V amolnUdCEDY

axolovBel v katavoun Tappa (3,3).

[Mopatnpodpe ott ywo p =0,2 kau u = 0,10 n zwpaypatikn Ty g mOavoOTNTOG
ypeoxomiog eivar 0,1448 kot o1n cvvérela Kabhg 10 U avédvetal n mOavoOTNTO YPEOKOTIOG
elMatovetol yoo va kotaAnéet va éwvon ton pe 0,0127 yuo apyikd amoBepoatikd i6o pe

povéda. Opoimg kot Yo TG VTOAOTES TYEG TOV P.

Ytov mopandve mivako o mpocHBicovpe Ko Tpeic aKOPO GTAAEG YO TOV OGUUTTMOTIKO
tomo tov Cramer-Lundberg, tv mpocéyyion tov Tijms kot téhoc avty tov Willmot 6mwmg
KAVOLLE KO GTNV TPONYOVUEVT] EVOTNTA GTNV TEPITTMON TOL 1| KOTAVOUTN TOV OOl AOCEDV

axolovBel v katavoun Tappa (3,3).

Oocov 0popd ToV aCLUTTOTIKO TOTO, TPOKVTTEL LE YPNOTN TOV UAONUATIKOD TOKETOV, OTL
vy p = 0,2 n awodekt Abon tov R givor 2,536 evad to C mpoxvmtet ott eivon ico pe 0,1599.
Opoiwg, € = 0,4548 vy p = 0,5 kot amodekty Avon R = 1,691. Téhog, yuu p = 0,8,
C = 0,78018 ka1 amodektn Avon R = 0,7078.

Onwg Kot Tptv SOTICTOVOVIE OTL, Yol GUYKEKPEVO P, KaBDG 10 apylkd amobepatikd
av&avetar  mhavotTa ypeokomiag ehartdveTal. AStoonueimwto dpmg givon o yeyovog 0Tt
v aroBepotikd peyardtepo tov 0,50 ko yuop = 0,50 n mbavotTa ypeokomiog pe Paon
TOV QCVUTTOTIKO TUTO, £YEL LUKPT O0POPA OO TNV TPOYLOTIKY TN LE OVTN TN O1popd val

yiveton eAdytotn Otav o apykd amofepoTikd 16o0TAL LE TN LOVADAL.
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0,2 0,10 0,1448 0,1241 0,1446 0,1448
0,25 0,0924 0,0848 0,0923 0,0922
0,50 0,0464 0,0450 0,0464 0,0463
0,75 0,0241 0,0238 0,0241 0,0241
1,00 0,0127 0,0126 0,0127 0,0127
0,5 0,10 0,4083 0,3841 0,4082 0,4087
0,25 0,3075 0,2980 0,3074 0,3073
0,50 0,1972 0,1952 0,1972 0,1970
0,75 0,1283 0,1279 0,1283 0,1283
1,00 0,0839 0,0838 0,0839 0,0839
0,8 0,10 0,7397 0,7268 0,7358 0,7369
0,25 0,6603 0,6536 0,6563 0,6578
0,50 0,5512 0,5476 0,5480 0,5492
0,75 0,4618 0,4588 0,4588 0,4611
1,00 0,3873 0,3844 0,3844 0,3882
[Tivaxag 3.9

Eniong, 1o 1010 1oyl Ko yioo TV Tpocéyyion tov Tijms eved mapatnpodue otL Ty id1a
ovumepipopd aArd yio p = 0,20 éxovue otnv mpocéyyion tov Willmot. Xtov mivaxa wov O
000¢el omn cuvéyela anewoviletor n amdkAon KaOe Tpocéyyiong, KoTd amdAvtn Tiun, and v

TPUYUOTIKY TN TNG TOAVOTNTOG YPEOKOTINS Y10l OEOOUEVA P KOt U.

BAémovpe ott, apyikd yio 11 016Qopeg TIHEG TOV P, CLYKPITIKA LE TIG TPOGEYYIGES TOV
Tijms ka1 tov Willmot, o acvumtotikdg tomog twv Cramer-Lundberg, éyer peyaddtepn
AOKALCT] OTO TNV TPOYUATIKY T TG mhavotntag ypeokomioc. o p = 0,2 koaup = 0,5
ATOTELECUATIKOTNTO TV OVO TPOGEYYICEDV Elval TOVOLOIOTLTT, EVO KOOMG TO P avEAveTal,

KaAOTEPN Qaivetal va gival tedkd 1 tpocéyyion tov Willmot.
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0,2 0,10
0,25
0,50
0,75
1,00

0,5 0,10
0,25
0,50
0,75
1,00

0,8 0,10
0,25
0,50
0,75
1,00

0,0207
0,0076
0,0014
0,0003
0,0001

0,0242
0,0095
0,0020
0,0004
0,0001

0,0129
0,0067
0,0036
0,0030
0,0029

0,0002
0,0001
0,0000
0,0000
0,0000

0,0001
0,0001
0,0000
0,0000
0,0000

0,0039
0,0040
0,0032
0,0030
0,0029

0,0000
0,0002
0,0001
0,0000
0,0000

0,0004
0,0002
0,0002
0,0000
0,0000

0,0028
0,0025
0,0020
0,0007
0,0009

2m ovvéyeuwn, pe PBaon m oxéon (3.3.9), Ba xotackevdoovpe va mivaka, otov omoio Ha

[Tivaxag 3.10

anmekoviletat yuo Tig S10PoPES TIES TOV P, U P10 ELAYICTN KOL 0L LEYLOTY] TLUY.

[Mopommpdvtag Tov Topokato mivake, PAémovpe ottt yio p = 0,2 ko yuoo opyko
aroBepatiko ico pe 0,10 n wpaypartikn Tyun g mlhoavotnrag ypeokomniog eivar 0,1448 gvod to
Kbt epdyupa €xet v Ty 0,1430 kot to ave wovton pe 0,7760. Eniong, aSloonueioto
givalr to yeyovdg ott T060 0 OaovumTtomTiKOg TOmog twv Cramer-Lundberg, 6co kot ot
npooeyyicelg tov Tijms kou Willmot pe tpéc 0,1241 0,1446 wou 0,1448 avtictorya
Bpiokovior avéapeca ota dvo Opuo. Tnv ido cCUUTEPLPOPE SLOTICTOVOLUE KOl YO TIG
voOAOWES TYWES TV P, U. 'ET61 AOMOV KATOAYOVLE GTO GUUTEPUGLLO OTL TOGO 1) TPOALYLOTIKY|
T g mlavoTog Ypeokomiog, 660 Kot Ol TPELS mpooeyyioels, Pplokoviol avaleso GTo

KATOTEPO KL GTO AVAOTEPO Oplo Omwg £xel meptypoeet kot otn oyéon (3.3.9) ot cerida 42

NG TAPOVCAG EPYUCING.
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0,2 0,10 0,1430 0,1448 0,1241 0,1446 0,1448 0,7760

0,25 0,0873 0,0924 10,0848 0,0923 0,0922 0,5304

0,50 0,0396 0,0464 0,045 0,0464 0,0463 0,2813

0,75 0,0184 0,0241 10,0238 0,0241 0,0241 0,1492

1,00 0,0087 0,0127 0,0126 0,0127 0,0127 0,0791

0,5 0,10 0,4003 0,4083 0,3841 0,4082 0,4087 0,8444
0,25 0,2768 0,3075 0,298 10,3074 0,3073 0,6552

0,50 0,1418 0,1972 10,1952 10,1972 0,1970 0,4293

0,75 0,0700 0,1283 0,1279 10,1283 0,1283 0,2813

1,00 0,0339 0,0839 0,0838 0,0839 10,0839 0,1843

0,8 0,10 0,7275 0,7397 0,7268 10,7358 10,7369 0,9321
0,25 0,6049 0,6603 0,6536 0,6563 0,6578 0,8389

0,50 0,3979 0,5512 0,5476 0,548 0,5492 0,7039

0,75 0,2316 0,4618 0,4588 0,4588 0,4611 0,5905

1,00 0,1231 0,3873 0,3844 0,3844 0,3882 0,4954

[ivakog 3.11

3.5 APIOGMHTIKH E®APMOTI'H I'TA MEI=ZEH T”AMMA

Zmv gvotrto ovt) Ba €@aprocTohv TG0 o1 TpoavapepBEvieg Tpoceyyicels 660 Kot To
TPOAVAPEPHEVTA PPAYUATO GTNV TEPIMTOGT TOL 1) KOTOVOUN TOV OTO{NUAOCEDV 0koAoV Ol

peién F'appo Katovoumv.

O yevikOg TOTOG Yl TNV GLVAPTNON TLKVOTNTOG TOAVOTNTOS, COUPOVA LE TNV EPYACIA

tov Gerber et al. (1987) divetat and tov tHRO
f(x) =214 bjzxe_bix : yax >0  (3.5.1)
6mov b; > 0 xon
A+ A+ 44, =1 (3.5.2)

H mbavotta ypeokomniog icovTon e
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— \'2n —TrU
l/)(u) - 2]{:1 Ck e k
ko C'y va teptypdoetat and tov tHmo

3- ZTk/b] 3b] Tk

/ n
Ck j=1 ](b-—r )2/21 1 ](b'—rk)3'

Ed® o1 cuvtedeatéc mposapuoyng r vroAoyifovion amd v e€iocwon

1-(3) 2, ]%zo.

(3.5.3)

(3.5.4)

(3.5.5)

YrnoBétovpe ott 1 Kotavoun twv amolnuocemv okoilovbel peitn Tappo(2,b) pe

GLVAPTNGTN TLKVOTNTAG TOOVITNTAG TTOL SIVETOL OO TOV TVTO

f(uw) = Ajb2e b1y + A, bZe P24y

(3.5.6)

Eivar dvvatd va mpocdiopicovpe T Gyvooteg mapopétpovs g f(u) xpnoLomotdvtags

NV LEB0S0 TV POTMOV HEGH TMV TOPUKATMOV GYEGEMV, OTMG AVAPEPETOL KOL GTO TOPAOELYLLOL

4, g mpoavapepBeiong epyaciag.

> A+ A4, =1.
> A1b1+A2bi=E(X).

> A1 s+ Ao —E(XZ).

24 24
> Alb_f-l_AZb_g:E(Xg)'

ADVOVTOG TO TOPATOV® GUCTNUO KOl AP0l VIToBEcoVLE Yo Eptv EVKOALNG, OTL Ol POTES

NG KOTOVOUNG 7oL €MOLUOVUE VO EKTIUGOLUE, &ivar 101eg pe avTéG piag eKOETIKNG

KOTOVOUNG 1e Tapauetpo 1, dniaon

> E(X) =1
> E(X?) =1.
> E(X3) =2,

TOPVOVLE TIG TOPAKAT® TIUES Y10 TIG AYVIOGTEG TOPUUETPOVS

A+ A, == by =3-vV3=1268 b,=3++3=4732
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Apywcd Bo vroloyicovpe Pdon TV TOAPOTAVED CYECEWV TIG TPOUYUOTIKEG TUUES TNG
mBavotnTOg Ypeokomiog Kot ot cvvéxeln Ba Ppodue kot Bo cuykpivovue TG TPoGEYYicELS

KOl TO VO KOl KAT®O QPAYLLL.
H ocvuvéptnon mokvotntog mov Exovpe vo LeEAETHCOVE Etvar 1 €ENG
f(u) = 11,1959e~*7324y + 0,8039e 12684 4, (3.5.7)
H 6&&1d ovpd TG Katavoung TV arolnuideemy eivol
F(u) = e~12684(0,5 + 0,634u) — (0,5 + 2,3660u)e~*7324, (3.5.8)
H mokvotrto g Katavoung 1coppomiog TepypaQEToL amd ToV TOTO
fo(w) = (e7*7324(0,5 + 2,3660u) + e~ 1265%(0,5 + 0,634w)). (3.5.9)

2 ovvéyxeln Ba Tapabécovpe o TIvaKa Yo TIC S1APOPES TIUES TOV P, U TV TPOYLOTIKN
TN NG TBavOTNTOG YPpEOKOTIOG OTMG VTN LITOAOYIoTNKE LE TNV Pondela TV Topamdve

TOT®V Kot ToL pabnuatikov takétov Mathematica.

Aé&iler va onuelwdei ot vrobécope A = 1. T p = 0,2 T0 00QAMGTPO € 1GOVTAL PE 5, Yo

p = 0,5 mpoxdntel ot ¢ = 2, evod v p = 0,8 éyovpe ot c = 1,25.

0,2 0,10 0,1840
0,25 0,1620
0,50 0,1318
0,75 0,1084
1,00 0,0897
0,5 0,10 0,4747
0,25 0,4383
0,50 0,3852
0,75 0,3406
1,00 0,3019
0,8 0,10 0,7835
0,25 0,7589
0,50 0,7207
0,75 0,6857
1,00 0,6530

[Tivaxog 3.12

66



Onwc PAémovue otov mivaka yio p = 0,2 kou opyikd arobepatikd ico pe 0,10 n Ty g
mBoavotnTog YpeoKomiag Otav M Kotavoun tov oamolnumcemv okolovBel peiEn yaupo
koatavopmv  etvar ion pe 0,1840 xou ot ovvéxeln koboc TOo U avéavetor TO

Y (u) ehattoveral. H ido copmeprpopd mapoatnpeiton Kot yio Tig VITOAOUTEG TIHES TOV P, U.

> ovvéyewn Ba Tpoomabncovpe vo tpooeyyicovue v mboavotnta ypeokomiag pe faon
TovV acvuntotikd tomo tov Cramer-Lundberg. Apywkd 0o mpémer va vmoloylotel o
GUVTEAEGTNG TPOGOPUOYNG Kol 0T cvvEyeld 1 petofinty C. Me v Ponbeia twv tonmv
(1.16) xon (2.3.5) kou péom tov Mathematica mpoxbntovy To €EAG omoTeAéouaTO Y10 TIG

OLAPOPES TIUEG TOV P

» Twp = 0,2 éovue ot R = 0,8444 xon C = 0,2417.
» Twp =0,5¢éovue ott R = 0,5063 ko € = 0,5168.
» Twp=0,8éovue ot R = 0,2003 xou € = 0,8023.

Atvetar o mivaxog pe tig mpoavapepeiceg mpooeyyicels g mbovotntag ypeoKomiog.
Oocov apopd t1c Tipég ¢ mbovotntag ypeokomiog Otav avtn wpoceyyiletor amd tov THmo
tov Cramer-Lundberg, BAémovpe ott ywoo p = 0,2 ko apykd omobepoatikd ico ue
0,10 mpokvmtel ot Y. (u) = 0,2222 gvd N Tpayuatiky tiun oodvtor pe 0,1840. ' p = 0,5
apykd amobepotikd ico pe 0,10 mpoxdvmrer ot Y (u) = 0,4912 kau Y(u) = 0,4747.Tw
p = 0,8 ka1 apywd anobepotikd ico pe 0,10 mpokvmter ot PY.(u) = 0,7864 pe Y(u) =
0,7835. Iloapatnpodpe Aowmdv ott M mPocyyon vty yivetor KaAvtepn, kobmdg 10 p
avdvetor. Xyetikd pe v mpocéyyion Tov TIjMS mopatnpovpe ot givol  apkKeTd
OOTEAECUOATIKY], 0QOL o€ avtiBeon pe v mpOnyovuevn mpoosyywon oiver alidroya
amoteAéopato, akopo kol yio p = 0,2 ka1 p = 0,5. Ocov agopd v tpocéyyion tov Willmot,

TOPOTNPOVLE OTL SIVEL OYETIKA KOAY amoTeAéG T Y1oL OAES TIC TIES TV P, U.
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0,2 0,10
0,25
0,50
0,75
1,00

0,5 0,10
0,25
0,50
0,75
1,00

0,8 0,10
0,25
0,50
0,75
1,00

0,1840
0,1620
0,1318
0,1084
0,0897

0,4747
0,4383
0,3852
0,3406
0,3019

0,7835
0,7589
0,7207
0,6857
0,6530

0,2222
0,1957
0,1585
0,1283
0,1039

0,4912
0,4553
0,4012
0,3535
0,3114

0,7864
0,7631
0,7258
0,6904
0,6567

0,1849
0,1644
0,1349
0,1107
0,0906

0,4757
0,4416
0,3899
0,3443
0,3039

0,7841
0,7610
0,7239
0,6886
0,6551

0,1825
0,1611
0,1323
0,1092
0,0902

0,4744
0,4387
0,3859
0,3407
0,3016

0,7827
0,7595
0,7222
0,6867
0,6530

[Mopaxdtw Bo d00el o mivakog pe TIC OMOKMOES TOV TPUOV Tpoceyyicemv omd Tig
TPAYUOTIKEG TIHES TG TBavoTTag YpeoKomiog Kot £T61 Ba pmopécovpe va O0VUE O OO

AVTEG EXEL TN LUKPOTEPT] TIUT KOl ETOUEVEOS EIVOIL KOL 1) TTLO OTOTEAEGLLOLTIKY.

Onwg &lye oplotel ka1 ot dvo mponyovueveg evotreg pe E-(u) ovuPorilovpe kotd
QmOALTI TN TNV OTOKAIGT] TOV OCVUATMOTIKOD TOTOL otd TV akpPn Ty, eve pe Er(u) v
amOKAMON TG TPOGEYYIGNG TOV TIJMS oo TV TPOYUOTIKY T KOTO amOAvT TY Kot TELOG

ue Ey (u) avtiotorya, v amdkiion, Katd amdivtn T g tpooéyytong tov Willmot, and

[Mivaxag 3.13

TNV TPAYUOTIKY TN TG TOAvOTNTOG YPEOKOTINGC.

oueovo e to amoteAéopato Tov mivako (3.14), n mpocéyyion tov Tijms @aivetar va
givar mo oamotehecpatiky omd Tov ocvpuntoTikd tomo tov Cramer-Lundberg eved 1

npocéyyton tov Willmot eaivetoar va eivor - koddtepn omd Tig tpeig, kKobdg Eyel v

UIKPOTEPT ATOKAIGT Y10 TIG SLAPOPES TIEG TOV P, U.
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0,2 0,10 0,0382 0,0009 0,0015
0,25 0,0337 0,0024 0,0009
0,50 0,0267 0,0031 0,0005
0,75 0,0199 0,0023 0,0008
1,00 0,0142 0,0009 0,0005
0,5 0,10 0,0165 0,0010 0,0003
0,25 0,0170 0,0033 0,0004
0,50 0,0160 0,0047 0,0007
0,75 0,0129 0,0037 0,0001
1,00 0,0095 0,0020 0,0003
0,8 0,10 0,0029 0,0006 0,0008
0,25 0,0042 0,0021 0,0006
0,50 0,0051 0,0032 0,0015
0,75 0,0047 0,0029 0,0010
1,00 0,0037 0,0021 0,0000

[Tivakog 3.14

2m ovvéyela, Ba 6000vv dvo Opla péca ota omoia Ppicketar N TOHAVOTNTO YPEOKOTIOG KO
Bo mopatnpooVUE OTL OVTE EPACOLV KOl TIS OVIIGTOL(ES TPOCEYYIGES OV UEAETOOUE

TponyoLUEVMG. OTtmg YOV UE TPOAVAPEPEL, YL TNV TOAVOTNTO ¥PEOKOTING 1Y VEL

F,(w)

<) <e R¥,
A

OTOL TO AV EPAayLa Eival TO

—Ru

Kot T0 KAt epdypa divetat omd Tov TOTO

F, (u)
PR
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0,2 0,10 0,1839 0,1840 0,2222 0,1849 10,1825 0,9190

0,25 0,1611 0,1620 0,1957 0,1644 0,1611 0,8096
0,50 0,1293 0,1318 0,1585 10,1349 10,1323 0,6556
0,75 0,1044 0,1084 10,1283 0,1107 0,1092 0,5308
1,00 0,0844 0,0897 0,1039 0,0906 0,0902 04298
0,5 0,10 0,4741 0,4747 0,4912 10,4757 10,4744 0,9506
0,25 0,4345 0,4383 0,4553 0,4416 10,4387 0,8811
0,50 0,3727 0,3852 0,4012 0,3899 0,3859 0,7763
0,75 0,3180 0,3406 0,3535 0,3443 0,3407 0,6840
1,00 0,2694 0,3019 0,3114 10,3039 0,3016 0,6027
0,8 0,10 0,7829 0,7835 0,7864 10,7841 10,7827 0,9801
0,25 0,7545 0,7589 10,7631 10,7610 0,7595 0,9511
0,50 0,7038 0,7207 0,7258 0,7239 10,7222 0,9047
0,75 0,6510 0,6857 0,6904 0,6886 0,6867 0,8605
1,00 0,5960 0,6530 0,6567 0,6551 0,6530 0,8184

[Tivokog 3.14

A&woomnpueioto givar o yeyovog oty p = 0,2 ko apykd amobepatikod ico pe 0,25 1o

Kato epayua kot n tpocéyyton tov Willmot tavtilovton kot icovton pe 0,1611.
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KE®AAAIO 4: TIOXOTHTEZX ITPIN KAI META THN XPEOKOIIIA

KAI APIOMHTIKEX E@APMOI'EX
4.1 EIXAT'QI'H

210 kePdroto avtd Ba avapepBodue oe mocdTNTEG MOV O)eTilovTon e TNV TOAvOTNTA
YPEOKOTIOG, OMMG YL TOPAOEYUA, T KOTOVOUN TOL EAAEIUUOTOS KOTG TN OTIYUn NG
YPEOKOTIOG KOl 1 a0 KOO KOTOVOWUN TOV TAEOVACUOTOS TPV KOl LETA TN YPEOKOTIO.
2KOTOC TOV KeEPAAGIOV 0OLTOV €glval Vo HEAETAGOLUE TN OCULVAPTNGCTY KOTAVOUNG TOV
EAMAEILUOTOG OTNV TEPIMTMOT OV 1 KOTOvoUT TV amolnumcsny akolovdei (o) Iappoa(3,3),
(B) pei&n exbetikdv xar (y) peién I'appa katavoudv. Emiong, 6mmg Kot 6To TPonyovuevo
Ke@dAao £tot kKat og avtd Ba 50000V, 6T0 KAAGOIKO HovTELD TG Bempiag Kvddvev, yio TNV
TOPOTAVED TOGOTNTA, TPOGEYYIoES HEGM TOL acvumtmTikov tomov Cramer-Lundberg, g

npocéyyong tov Tijms kat téhog tov Willmot.
4.2 ANAMENOMENH ITPOEEO®AHMENH XYNAPTHXH IMOINHX

Ot Gerber-Shiu, to 1998, e 1o dpbpo tovg, “On the time of value of ruin”, swofyayav o
KatvoOplo. Guvaptnon mov kavomolel pwor eEAAelupatikn avovewtikn egicwon, mn omoia
amotelel toun otn peAétm g Bewpilag ypeokomiag. H ovvapmnon oavty, ovopdleton
avopevopevn mpoeEopAnuévn cvvaptnon mowng 1 olmg, cvvaptnon Gerber-Shiu kot

amoTeAEl Eva TOAD onuavTikd epyaAreio oe 6ToYaoTIKA povTtéda TG Bewplog ypeokomiag.
Opwopoc4.2.1
H cvuvépton

ps(w) = E[e STw(U(T =), [UT)DI(T < »)|U0) =u], §=0 (4.2.1)
ovopdletar mpoeEoAnuévn ocovvdptnon mowng tov Gerber-Shiu xor 60nwg mapatnpovue
povtelomolei to TAedvaoua akpipdg mpv T otrypn g ypeokoniog U(T —) kat to EAAEpo;

Kotd T otryun g xpeokomiog |U(T)|.
®a pémet emiong va avopepHet oTL:
e u: To apykd amoBepatiko.

e w(U(T —),|U(T)|): H ovvaptnon mowng (penalty function).
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o § = 0: [Ipoe&o@AnTiKdg TapAyOVTOGS TOV TOUPVEL TAVTOL [UT) OPVITIKEG TUYES.
e (T < o): Agiktpla cvvaptnon n omoia maipvel v T évo av cvuPei ypeokomnia,

SLOPOPETIKA TOUPVEL TNV TIUN UNOEV.

AwncOntikd, mn  ovvaptmon tov Gerber-Shiu  pmopel va  gpunvevtel cav M

TPOEEOPANLEVT] OV IOV emPBdALeTAL dTay GLUPEL YpeoKomia.

¥t ovvéyewa Bo opicovue to petaoynuotiopd Laplace o omoiog ypnouomnoleitan
€VPEMG OTOV VTOAOYIOUO KoL TNV EKEPOCT TNG OVOUEVOUEVNG TPOeCOPANUEVIC

GLVAPTNONG TOWVT|G.

Opwopdc 4.2.2

Bewpovpe ) cuvdpton f(t) mov opileton yia kébe t = 0. Tote T0 OAOKANpOUQ
fls)= [ e=st f(t)at (4.2.2)

T0 01010 €ival cuVapTNON TG TOPUUETPOL S, ovopdaletal petaoynuatiopds Laplace g f(t)
ko ovpBoriletan pe f(s). O petaoynuotiopdc Laplace opiteton yio kdbe s = 0, opkei n

cuvapmnon f va givor OAOKANpOGIU).
E0ixég Ilepinrarcers s evvdaptnons Gerber-Shiu

H mopandveo covdptmon yia Tig SoQopeTikég TIUEG TNG GLVAPTNONG TOWVIG KOl TOV
TPOEEOPANTIKOD TTapdyovTo Umopel va hpel Kou GAAN poper]. Xt cvvexewn Oa 600ovv

KOTOLEC OO TIG 7O GNUOAVTIKES TEPTMOOELS TOL £X0VV vItoAoyiotel (Gerber-Shiu 1998).

e Otavd =0xarw(U(T —),|U(T)|) = 1 té1e mpoxvmter
@o(u) = E[I(T < 0)|U(0) = u] = P(T < |U(0) =u) = p(w).

e Otav § >0 xou w(U(T —),|U(T)]) =1 mpokdmtel o petacynuatiopndg Laplace

TOV POVoL ypeokomiog T

@s(u) = E[e 8TI(T < )|U(0) = ul.

e Otav 6=0 «xou wU(T-),|UM))=I1WUT =) <)I(UM)|<y) 101¢

TPOKOTTEL 1 Ad Kool cuvdptnon katavoung tov t.u |[U(T)|, U(T —)

@o(u) = E[I(U(T —) < )I(IU(T)| < y)I(T < 0|U(0) = u)]
=P[U(T —) <x,|UT)| <y, T <oo|U(0) = ul.
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Otav § # 0 ko w(U(T =), |U(T)|) = I(U(T =) < x)I(JU(T)| < y) t6te 1 5(1t)
TOPIOTA TNV TPOEEOPANUEVT  amd  KOWOL  GLVAPTNON  KOTOVOUNG  T®V
U], U(T -).
Otav 6>0 «xau w(U(T-),|UT))) =IWUT—-)=x)I(lUT)| =y) 1o1¢
TPOKLITEL N OO KOOV TPOeLOPANUEVT] GLVAPTNOT TLKVOTNTOS TOAVOTNTOS TV
|U(T)|, U(T —) n omoio ekppdleton og
ps(w) = E[e 9TI(T < o) |U(0) = u].
Otov 6=0 «xou wU(T -),|UM))) =1UT—-)=x)I(UT)|=y) 1ot
TPOKLATEL 1 Oamd  KOWOL  GuVApTNon  mokvotntag — mhovotntag TtV
p UM U(T -)
ps(w) = E[U(T —) = )I(JU(T)| = y)I(T < )|U(0) = u].
Otav 6 =0 xar w(U(T -),|UT)|) =1U(T —-) <x) 1618 mpokLRTEL 1
ovvaptnon katavouns me T.u U(T —)
@o(w) = E[ICU(T —) < x)I(T < )|U(0) = ul.
Otav 6 >0 v w(U(T -),|UT)|) =1(U(T =) <x) 1618 mpokvmtel 1
npoeEopAnuévn cuvaptnon katavoung g t.u U(T —)
ps(w) = E[e7STI(U(T =) < x)I(T < )|U(0) = u].
Otav 6 =0 v w(U(T -),|UT)|) =1({U(T —) =x) 1618 mpokLRTEL M
ocuvaptnon mokvotntog mhavotntog g U(T —)
Po(w) = ELIU(T =) = x)I(T < )|U(0) = u].
Otav 6 >0 v w(U(T -),|U(T)|) =1(U(T =) =x) 1t61e mpoxvRTEL 1
npoeEopAnuévn cuvaptnon tokvotnrog mbavotrag me U(T —)
ps(w) = E[e STI(U(T =) = x)I(T < )|U(0) = u].
Otav 6 = 0 ko w(U(T —),|U(T)]) = I(|JU(T)| < y) t61€ mpoxbmteL 1 GuvapTnon
karovoung g t.u |U(T)]|
@o(w) = EII(IU(T)| < y)I(T < )|U(0) = ul.
Otov 6>0 xau w(U(T-),|UM)) =I(U(T)| <y) 16t mpokdmTel N
npoeEopAnuévn cuvaptnon kotovoung g |U(T)|
@s) = E[eTI(JU(T)| < Y)I(T < )|U(0) = ul.
Otav 6 = 0 xkau w(U(T —),|U(T)]) = I(JU(T)| = y) t61€ mpoxbmtel | cuvaptnon

nokvotntac mbavotnrac g |U(T)|
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@o(w) = ELI(IU(T)| = y)I(T < )|U(0) = ul.
e Otav 6>0 xau w(U(T-),|UM)) =I1(U(T)| =y) 16te mpokdRTEL N
npoeEopAnuévn ocvvaptnon mokvotnrtog mboavotrag g |U(T)|
@s(w) = E[e™°TI(U(T)| = Y)I(T < )|U(0) = u].

Youewvo pe toug Gerber and Shiu (1998) n mpoc&oAnuévn cuvapTON TOWNAG IKOVOTOLEL

TNV TOPOKAT® EAAEIUUOTIKT AVOVEDTIKN £ElcmON

u

p(u) = %f o(u—x) fooe‘f(y‘x)dF(x)dx
0 x

A oo _ o0
+;efu J, e &x J, wlx,y — x)dF (y)dx (4.2.3)

omov & = &(6) eivor n povadikn un apvntikn Avon g e&lowong
cE—8=21—Af (&) (4.2.4)

omov ¢ évag un apvntikodg apBpdc, § o mpoeLopAntikdg mapdyoviag, A 1 €viacn g

avééng Poisson kau £(€) o petasynuatiopdg Laplace.

Tnv mapandve eEicmon, tov ovopdletal yevikevpévn e&icwon Lundberg Ba tv dovpe mo
avaALTIKA kKabmg anoteAel yevikevon g (1.16) ko n pila g mailer moAd onuavtikd poro

o€ k@B cuVAPTNOT OV TOPAYETOL OO OTOLAONTOTE OPIGLLA TNG GLVAPTIOTG TOVIG.
["a va yiver mo Katavontd ag Bewprcovpe T1g VO KOUTOHAES
ery=6+A—-c€ (4.2.5)
Ko
g1y = Af(O). (4.2.6)

To onpeio Toung TV 300 TEPUTAVE KAUTLA®Y 0pilel TNV yevikevpévn e&icmon Lundberg.
[Topoatnpodpe 0Tt N € KOUTOAN givor ypoappky kot eBivovoa cuvaptnon oc mpog & apov n
PO ™S mopdywyos woovton pe —c < 0. Emiong n & eivar pBivovoa cuvéptnon pe ta
KOTAG TPOG TOL Ve POV Y10. TV TPOTN ToPdy™yo TNG oyveL 0Tt givan ion pe Af'(§) < 0, evé

1o TNV de0TEPN TapGywYd TG toydel 0Tt Af " (§) > 0. Tlapdiinia oto onpeio & = 0 wyvovY
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g:y=46+41 (4.2.7)
Kot
ey = Af(0) = A (4.2.8)

ATo TIg TOpATAV®D KOTOAYOVUE 6TO cLpmépacio 0Tt N yevikevpévn e€icwon Lundberg

&xet povadikn Betikn pila.

Yopeovo pe Lin and Willmot (2000) n avoavemtikn e&icmon mTov TEPLYpAQETOL TNV

(4.2.3) pmopel va ypapet otV €ENG LOPON

o) = Lf(?go(u —x)dG(x) + ﬁM(u), u=>0 (4.2.9)

1+8
0oV

_ F)-e¥ [ e VaF()

T(X) = , 4.2.1
60 = oo (42.10)
N otabepd B 1ovTOoL e
(1+0)p1
=31 4.2.11
A Jo e YF(y)dy ( )
Ko
§u [ 0= [P (0
M) = &y Sy weym0dr @) (4.2.12)

Iy e YF(y)dy

H Mon mg (4.9) sivon povadwkn kot pmopel va amodeyyfel péow g ypnong
petooynuatiopdv Laplace. Emiong o evaliaktiky poper| yuo v ovpd g G(x) diveton

o7td Tov TOTO

f:oe‘fyﬁ(x+y)dy
Iy e F(y)ay

G(x) = x > 0. (4.2.13)

Axopo n G(x) ivar dapopiciun Kot Propel vo ypapei og
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e [ 7 eV dF (y)
I, e F(y)dy

G'(x) = = 0. (4.2.14)
Emiong, ot Lin and Willmot pe t dnpooicvor tovg to 2000 tpoonddnoov vo ekppicovy
TN A0 TG TOPATAVE® EALEIUUATIKNG OVAVEMTIKNG £5I0MONG LECH TNG OLPAG oG cVVOETNG

YEOUETPIKNG KOTAVOUNG, OTwG Bol dOVLE Kol TNV GUVEXELOL.

Opilovpe ™ ouvvépmon katovouns K(u) =1 —K(u) n omoia akolovei cvvOet

YEOUETPIKN KATOVOUTN KO TEPLYPAPETAL Ao TOV €ENG TOHTO

Rw) = zg;lﬁ(i)n Gmw), w0, (4.2.15)

1+8

omov pe G*™(u) cvpPoriovpe TV ovpd ™G v-00TNS GLVEMENC ™G G (u). Efvon svkolo vo

Samotdoovpe ot K (1) ivar n Ao g avaveotikic eEicmong mov axolovdei

K(u) = % [ K(u—x)dG(x) + %G(u), u>0, (4.2.16)

6mov yio. v K (1) pmopodpe emiong vo mpocBEGOUIE 0TL AVTIGTOLKEL ILE TO HETAGYNUATIOUO
Laplace xotd ™ otiyun ypeoxomiog T. Ilpokeiévov va 10 damoT®GOVUE ag Oécovpe
w(xy, %) = 1. llpoxdnter apéomg amd tig (4.2.12) ko (4.2.13) ot M(w) = G(u) xon @ (w)
VO oVTITPOoMOTEDEL TOV petaoynuaticpd Laplace g t.p T. Telkd, £tol KotaAyovpue ot

KW = o).

A¢ mopoatnpioovue tdpa TV k) mepintowon o6mov & =0, and v (4.2.13) sivan

Qavepo oTL
1 —
G(x) = Zfo"zr(y)dy (4.2.17)

Emopévmg, 6° auti| TV mepintoon katoAfqyovps ot K(u) = P (u).

Ot Lin and Willmot pe dnpocicvon toug to (1999) dartdnwoav 10 Bedpnua pe v
avtiotoyyn omddelEn 10 omoio Tapovsldlel OTL M AVOTN NG EAAEYUOTIKNAG OVOVEWDTIKNG
e€iowong mov meprypdeetal oty oyéon (4.2.9) umopel va ekepacteil péow tng oHvOeTNg

YEOUETPIKNG ovpdc K (u).

Ozopnpo 4.2.1
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H Aoon g (4.2.9) pnopet eniong va ekQpooTel Kot mg

¢@o=%gﬁuu—xmxu)+ﬁ§M@) (4.2.18)
¢m)=—%gﬁau—me@)+%?E@o+%H@) (4.2.19)

Axopo epocov 1 M (u) ivor dapopioun, tote @ (U) umopei va eKQpooTel mg

o) = —%f;[?(u — x)M'(x)dx —

H(0)

— K@)+ %M(u), u>0 (4.2.20)

4.3 TO IAEONAXMA IIPIN KAI TO EAAEIMMA TH XTI'MH THX
XPEOKOIIIAX

Souewvo pe Gerber et al. (1987) n mbavotta vo cuuPei xpeokomion Kot T0 EAAELUA TN

GTLYUN TNG YPEOKOTIOG VO, Elval KpOTEPO 1 160 TOV Y, TEPLYPAPETAL ALTTO TOV TOTTO
Gu,y) =P(T<o0,-y<U(T)<0) u=0y=>0 (4.3.1)

Kot avtiototya opiletal n cuvdptnon TukvoTNTag TOAVITN TG
d
gwy) = 6wy), (4.3.2)

n omnoia ekepdlel v mBovoOTNTA Vo cupPel ypeokomion Kol TO EAAELIO TOV TPOKVITEL

aKkpP®g petd TV amaitnon Tov {nuoydévou evdgyouévou va etvor petald —y kol —y + dy.

Y10 ovyypouua tov Bowers et al (1986) ka1 Osodpnuo 12.2, 366nke 1 mbavotnta 0
TAEOVOGLOL VO UV TTEGEL TOTE KAT® 0 TO apyko amofepatikd u kot va givol 6To Sdotnua

(u — x,u — x + dx), n omoia divetar amd TOV TOHTO

| >

[1— F(x)]dx. (4.3.3)

Cc

XPNOWOTOUDVTOG TNV TOPATAVEO OYECT KOl TOV VOHO TG OMKNG mhoavotnrtog

KOTOANYOVLLLE OTL
Guy) =2['Gu-x[1-F@ldx+= [ 1 -F(ldx. (434

Inuewwvetar ott G(u, ) = Y (u). Ev cvveyeio mopaymyilovioag v (4.3.4) oc mpoc y

naipvoope v €N e&locwon Yo 10 g
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2 2
gu,y) = Zfoug(u =5 -F@)]dx +-[1-Fu+yl (4.3.5)
Eniong, cbuemwva pe Willmot and Lin (1998) o dAAn popon yio t oxéon (4.3.4)
dtvetan amd Tov THmo

1
(1+6)p1

[ Gu—x,y)F(x)dx + ——{Fw) — F(u+ )} (4.3.6)

GQwy) = (1+6)

To éEMheypo KoTd T oTiypn g xpeokomiog 600€vioc ott cupPaivel ypeokomia divetot amod

TOV TUTO

G(uwy)
Yu) ’

G,(¥) =1-Gy(y) = y > 0. (4.3.7)

Mo axdpa cvovaptmon m omoia ypiler evdiapépovtog eivan n F(u,y) m diver v
mhavotnTo va cuuPel ypeokomion EEKVOVTAG He apykd amobepatikd U Kol T0 TAEOVOGLLOL

aKPIPOG TPV Ao TN GTIYUT TG PEOKOTIOS VoL Elval kpOTEPO aTtd Y.

F.(y)
6

Flu,y)=6(u—y,y) — {1 + } Wu-y) -y} uzxy. (4.3.8)

Yy nepintoon mov u < y, (BAéne Dickson 1992) o mapandve tomog maipvel omAovotepn

popen mov dev e€aptdtar amd o G (U, y) Kot givar n

1+F,(y) Fe(y)
Fu,y) = 52 (w) — 52, (43.9)

[Mopakdto Ba exppdocovpe ™V mbavomta G(W,y) ©¢ TPOg TV GLVAPTNOT TOV
KMUOKOTOV VYOV Z; Kot TV Thovotnta ypeokomiog, £XOVTOG T0 OMOTEAEGLOTO TOV divovTal

GTY GLVEYELD.
Osopnno 4.3.1

INa kéOe u = 0 ko y = 0,  koravour tov eAleippatoc G (U, y) KOVOTOIEL TV TOPUKAT®

oyéon
G(u,y) =) —%fouli,(y+u — x)d8(x). (4.3.10)
Anéoen
‘Exovpe ot
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1
(1+0)p,

Y(u) = o u— x)F (x)dx + uTlg)Fe(u), u>0. (4.3.11)

[MoAoamlacidlovtag v (4.3.11) pe v (4.3.6) odnyodpoote otV EAAEYHOTIKY

avoventikn eéicmon (BAéne Dufresne and Gerber 1988) n onoia ivar n

Fo(u+y)

_ 1 u _ _
YY) G,(y) = mfo YU —x) Gy x(Y)F (x)dx + REYR

211 ovvEELD LECH TNG ¥PNONG petaoynuotiopmy Laplace £yovue

(0] (0e]

e SUF,(u+y) duf e S4ds(w),
0

fo Ce PG, O)du = ; [

0

onov

jme‘sud6(u) = {1 - l<fooe‘su dF,(u) — 1)}_1.
0 6\ Jo

O avtiotpoog petaoynuatiopog Laplace odnyei oto €€ng

o 1 U —=

Gy, (y) = mfo E(y +u—x)ds(x). (4.3.12)
amd T0 0moio TPOKVTTEL TO {NTOVUEVO.

Hopropa 4.3.1

H xatavoun tov eAAeilLOTOg 1KOWVOTTOLEL TOV TOPAKAT® TOTO
1+6 _
Gwy) =FO0ypW +——{EGYw - +y)}
+$foy¢(u+y—x) F(x)dx. (4.3.13)
1

Anooeiln

‘Eoto L, wa toyoeio petofAnti n onoia eivar ave€apmn amd ta KAUOK®OTE 0y Z Kot

KavoTotel v

F.(x+y)

Plly>2) =705
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Ao v (4.3.12) €yovpe oTt

G,(y) = :;((Y)) P(L, >u—x)dP(Z < x).

SOUEOVO LLE TO VOO TNG OAMKNG THOVOTNTOS 0VTO GUVETAYETOL OTL

G, () = :;((”){P(ZH > u) — P}, (4.3.14)

Kévovtag evodlrayf g t.u. Z pe v Ly, mpokidmret

F.(y)

{P(+L >u) + f Y(u—x)dP(L, <x)-— ¢(u)}.
211 GUVEXELN £XOVLE

Fu+y) 1 >
5 +6p1f0¢(u—x)F(x+y)dx—

] F,
Gu(y) () = M

Mo oAdayn oTic HeTaANTEG TOL OAOKANPOUATOG Kol ypnoipnonowmvtag v (4.3.11) éyet

OG OTOTEAEG LA

F() )
6

E(u+y) 1 (v _
5 + 9P1fy Y(u—x) F(x)dx —

:%{foml”

G () YW =

1 (Y _ F.(y) ¥(u)
_1+6 F»)yw 1 (¥ _

‘Etor amd v (4.3.7) mpoxvmtel
6wy) = {1+ 22y —Z2 P +y) + 5 [T +y — 0 Fedx

= RO + = {F0)P) - pu +3))
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+9ip1f0yl/)(u + vy —x) F(x)dx.

[opropa 4.3.2

['o k60e u = y 1oydel N TapakdTo Yo
F(u,y) = eiplfoylp(u —x)F(x)dx — w, u=y (4.3.15)
Améoeln
Xpnoponowwvtag v oxéon (4.3.8) kot To mopamdvem TOPIGHA, TaipVOVLE
Fauy) = BOW - ) + s HE0 =)~ pa)

1 (Y _ E
+ e—pljo Y(u—x)F(x)dx — {1 + éy)} {Yu—-y) -y}

1 y 1+6 F.(y)
_H_zﬂlfo 1/;(u—x)F(x)dx—{T—1— 5 }w(u)

1+6 _ F.(y)
+@w+7rmw4—9}
1 - F(n)yY(u)
= 0_p1_f;) l/)(u - x)F(x)dx —T

4.4 PPAI'MATA I'A THN KATANOMH TOY EAAEIMMATOX

Kdavovtag ypion tov Beopniuotoc (4.3.1) o kataokevdoovpe éva omAd, 0ALL YEVIKO

QPaypLa Yo TO EAAELUUO KOTE T GTIYUN TG XPEOKOTIOC.
Ozopnpo 4.4.1

"Eoto A(y) = 1 — A(y) mo svvépmon katavopng oto (0, 00) 1 omoia 1kavomosl Ty

% >(<)A@W), x>0, y=0 (4.4.1)
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101¢
G.(¥) = (<) A). (4.4.2)
Anodatn

Xpnowomowwvtog ™ oyéon (4.3.12) 1t (4.3.11) ka1 oAokAnpdvoviog katd pépn

TPOKVTTTEL
G(y) = (< )Bl/ff)) F, (u—x)ds(x)
_AQ) (- R PPN _
GO {Fe(u) * pljo Wl = 0F (x)dx w(u)}
A 1 ey — pa) = A).
~ o)

Me Baon tovg Willmot and Lin (1998) mpokdmtouv 0 TopakAT® TOPICUATA Y0 TO

EMAELLLOL KOTA TN OTLYUN TNG XPEOKOTIOG.
Mépwopo 4.4.1
Edvn F(x) eivor o 2 — NWU (2 — NBU) t01¢
G.() = () R() (4.4.3)
Anéoen

Me Béon o Bsdpnuo (4.4.1) ko avrikadiotdvioc o A(y) pe 1o F,(y) mpoxvntel 1o

{nrovpuevo.
[éopropa 4.4.2
Ed&v n F(x) etvar o NWUC (NBUC) tote

G,(y) = () F() (4.4.4)
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Andoetn

Opoilwg pe mopomdve kot €0® M onddelln Paciletor 6e avt TOL TPOAVAPEPHEVTOC

Bsmpuarog 6mov avti yia A(y) Bétovue F(y).
IMépopo (4.4.3)
Edav n F(x) eivax o NWUE (NBUE) 161¢
Gu(y) = () e/P (4.4.5)
Améoeln

AoV 1 Babuido amotuyiog yio TNV KOTAVOUN 1G0PPOTING TEPLYPAPETAL OO TOV TUTO

A0y = 2l (4.4.6)
TOTE 1OoYVEL
Fo(x) = exp{= [ (A} " dy}. (44.7)

[Ipokdmnter €161 oTL

Fe x+y x+y
% = exp {—jx {A(t)}‘ldt} >(<)exp {—Jx pl‘ldt}

Y
"Etot howdv 1o nopoua (4.4.1) enaindedetar av Oécovpe A(y) =1 —e P1,
Mépropo 4.4.4

"BEoto A(y) = 1 — A(y) mo cvvéptnon katavopng 6to (0, 00) 1 omoia tkovomoei Tn oyéon

(4.4.1), t01¢

Fy) < (2){1+22 ) - {A0) + 22 pu-y), uzy. (448)
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Améoeln

Xpnowonowwvrag Tov Tomo (4.3.8) kot 10 Bedpnua (4.4.1) €xovue

Fuy) < (2)A0%@ - y) - {1+ 22 - y) - pw)}

= {1 + Feéy)}l/)(u) - {J(y) + Fe(y)}l/}(u )"

0

Ocopnpo 4.4.2

Mo v ovpd ™G KOTAVOUNG TOV EAAEIUHOTOC KOTE TN OTIYUN TNG XPEOKOTIAG OYVEL TO

TOPOKATO

Guy) < 2B~y (44.9)

Anooeitn

Me 1t Ponrfeia Tov tHmov (4.3.11) mov meprypdeet TV TOAVOTNTA YPEOKOTING EYOVILE OTL
1 = (D) =
= [Ypu+y - 0) Fedx = £ [Py - )F (x)dx
=P {1+ 0P — RO}
‘Etot and 1o mopopa (4.3.1) maipvoope

1+6 _
609) 2 RO +—— (BOIW) — P+ 1))

+ @{(1 +0)y(y) — F.(»)}

1+6 _ E,
~{E0) + R0 -2y

1+6
-+ ) — o))

1+6
= () ——— (W + y) = PP}
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Kdavovrtag yprion g oxéong (4.3.7) amd v omoio TPOKVTTEL OTL

G(wy) =y - G,O)Y)

moipvovpe

_ 1+06
Y@ = G @) = () = —— (b +y) ~ ()

Kavovtac npdéeig kar drapdvrag katd péin pe Y (u) v mopamdve £ovue

G_ (y)<_1+9{1/;(u+y)

7 o tl)(y)}

7oV gival Kot To {NTovpEvo.
4.5 APIOGMHTIKEX E@APMOTI'EX

Zmv evomra avt Oa 60000V axping TWES Yo TIg TOcOTNTES OV £XOVV TTpoavapepDel
GTNV TEPIMTMOT] TOL 1] KATAVOUT TOV omolnmaceny akolovbel Tig katavopés Gamma (3,3)
peién exbetikov ko peiEn Gamma Kotavopmv. Xt CLVEXELD Yo TIG 000 TEAELTOAES
neputtooel; Oo do0ovv o1 mpoceyyicelc twv Cramer-Lundberg, Tijms ko Willmot kou 6a
TapoTeOOLV Kol TO AVTIGTOLYO GUUTEPAGLLATO GYETIKA LLE TO TOLL OO TIG TPOGEYYIoELS Etva M)

TLO TKOVOTOUTIKT).
4.5.1 APIOMHTIKH E®APMOTI'H I''A THN KATANOMH I'AMMA (3,3)

Yy mepintowon avt Bo mapabécovpe tovg mivaxkeg (PA. Willmot and Lin 1998) nov
aPopovV TI¢ aKpIPNg TWES Yo Tig TocoTNTEG TV G (U, V), Gy (), Y (U) Y10 TIg d1apopeg TYESG
TV U,y e nepdmpro aceareiog 8 = 0,250 = 1k 6 = 4.
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rappa(3,3) 8 = 0,25

y u

0,10 0,10
0,25
0,50
1,00

0,25 0,10
0,25
0,50
1,00

0,10
0,50 0,25
0,50
1,00

G(uw,y)

0,0857
0,0920
0,0958
0,0886

0,2090
0,2200
0,2237
0,2035

0,3883
0,3973
0,3926
0,3501

G.(y)

0,1094
0,1217
0,1354
0,1453

0,2668
0,2909
0,3163
0,3338

0,4957
0,5254
0,5550
0,5742

LACY)

0,7834
0,7562
0,7074
0,6097

0,7834
0,7562
0,7074
0,6097

0,7834
0,7562
0,7074
0,6097

Source: G.E Willmot, X.S Lin/Insurance: Mathematics and Economics 23 (1998) 91 — 110

[Tapatmpodpe and tov mopandve mivake ott 1 mlavotnta va copuPel ypeokomio Kot o
Elelpupa akpPog petd v enéigvon tov {NUoyodvov evogyouévoL vor givarl HeyoADTEPO TOV
0,10 &exvavtog pe apyko amobepatikd u = 0,10 1oovton pe 0,0857. Emiong, to éAleiupa
Katd T otiypun g ypeokomiog doBévioc ottt ocvpPaiver ypeokomio, Otav TO OPYKO
amofepatikd eivon 0,10, givor ico pe 0,1094. A&wonueioto givor 10 yeyovdg ott yio 61abepd

apykd amodepaticd, kodmg o Y avEdvevat, avdvovat kot ot Tég Tov Gy, (V).

Xy mepintwon mov 10 mepioplo acpareiag 8 1oovtan pe ™ povada kot yi y = 0,10 1o
EMAelpo Kotd tn otiyun g ypeokomiag givat ico pe 0,1095 kot 0nwg mapotnpodue amd Tov

Gve mivaka yuoy otadepod, kabhg 1o apyikod amobepatikd avéaveror avéavetar kot 106y, (7).

[Mivaxag 4.5.1

H 1310 cupmepipopd SlomioT®dVETOL Kot Yol TIG VTOAOITES TIUEG TOL Y.
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Iappa(3,3)6 =1

y u G(u,y) G.(y) Y(u)
0,10 0,10 0,0520 0,1095 0,4744
0,25 0,0533 0,1227 0,4342

0,50 0,0508 0,1386 0,3664

1,00 0,0380 0,1530 0,2484

0,25 0,10 0,1267 0,2671 0,4744
0,25 0,1271 0,2927 0,4342

0,50 0,1181 0,3224 0,3664

1,00 0,0864 0,3477 0,2484

0,10 0,2354 0,4961 0,4744

0,50 0,25 0,2291 0,5277 0,4342
0,50 0,2060 0,5623 0,3664

1,00 0,1466 0,5901 0,2484

Source: G.E Willmot, X.S Lin/Insurance: Mathematics and Economics 23 (1998) 91 — 110

[Tivakog 4.5.2

rappa(3,3) 6 = 4

y u G(u,y) G.(y) Y(u)
0,10 0,10 0,0202 0,1097 0,1839
0,25 0,0197 0,1237 0,1595

0,50 0,0172 0,1424 0,1209

1,00 0,0103 0,1639 0,0626

0,25 0,10 0,0492 0,2674 0,1839
0,25 0,0470 0,2947 0,1595

0,50 0,0398 0,3295 0,1209

1,00 0,0230 0,3676 0,0626

0,10 0,0913 0,4965 0,1839

0,50 0,25 0,0845 0,5301 0,1595
0,50 0,0690 0,5707 0,1209

1,00 0,0384 0,6128 0,0626

Source: G.E Willmot, X.S Lin/Insurance: Mathematics and Economics 23 (1998) 91 — 110

[Mivakog 4.5.3

87



Téhog, yoo 8 = 4, n mBovotnta ypeoKomiag EEKIVOVTAG LE apyko amobepotikd ico pe
0,10 povdoeg kat o Elelupo akpPmg petd v Edevon g {nuioyovou amditnong va ivot to
oAl ico pe 0,10, éxer v Ty 0,0202 eved to €Aglppo KOTO TN OTIYUN NG YPEOKOTING,
000évtog ot ocvpPaiver ypeoxomion givar ico pe 0,1097. E&etalovtag tov mivoka 4.5.3
BAémovpe 6tL Yoo otafepd ¥y = 0,10 10 G(U,y) eEAaTOVETOL KOOMDG TO OPYIKO OmofeUaTIKO
avéavetat, evd 10 G, (y), avtibeto, ovéavetal. Xt cvvéyxela PAémovpe oty y = 0,25 10
G(u,y) wwobton pe 0,0492 kot elotdvetar moipvoviog Ty i) 0,0230 étav to apyikd
anobepotikd gival ico pe ) povada. Avtifeta cvopneprpépetar to Gy, (y) to onoio Eekivaet
amo v T 0,2674 ko kataAnyel va Exet ovénbet katd 0,1002 povadeg 6tav u = 1. Opowa

amoteléopata moipvovpe kot yuo y = 0,5.
4.5.2 APIOMHTIKH E®APMOT'H I'lA MEIEH EKOETIKQN KATANOMQN

210 onueio avtd YPNCUOTOUOVTOG OCO TPOAVUPEPONKAV GE GUVOLOGUO e TO
ovyypaupata tov Willmot and Lin (1998) «ot tov Gerber et al. (1987) 6a 60000v mivaxeg
LLE T1 GLVAPTNOT KATAVOUNG TOV EAAEILILOTOG, TH GLVAPTNOT TLKVOTN TG TOAVOTNTOG KAO®DS

Kot o1 Tpooeyyioelg twv Cramer, Tijms kot Willmot.

Ot Willmot and Lin otnv gpyacia tovg to 1998 mpotewvay v pocéyyion tov G(u,y)
kot F(u, y) avukadiotdvrag Ty mboavotnto ypeokomiog Y(u) pe v tpocéyyion tov Tijms

v TV mlavotnta ypeokomiog Yr (u).

"‘Etot Aowmdv pe Bdon ta mopoamndve n oyéon (4.3.13) yivetan
1+6 _
Gr(wy) = Fy W + —— L0y -y +y)3

+ % [ r(u+y — x) F(x)dx. (4.5.1)
Eniong, n oxéon (4.3.15) yivetou

EOWW sy ws)

1 (Y _
Pr(wy) = g | = DR (de —2 >

Boo1lopevol otar mopamdve HTopovpe Vo OMOOVUE OVTIGTOLXES TPOGEYYIGELS Yo TO
G(u,y) xar F(u,y) péom 1ov acvurtotikod tomov tov Cramer avtikafiotdviag avtictorya

v Thavotnta ypeokomiog Y (u) pe Y (u).
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"Etot Aowmdv €xovpe,
1+6 _
Ge(wy) = LYW + —— LY@ — P+ )}

+9ip1f0y Ye(u+y—x) F(x)dx. (4.5.3)

F,(y)y(u)
—

\

1 (Y _
Fo(u,y) = —f Ye(u — x)F(x)dx — u=y (4.5.4)
0p1Jo
Q¢ epapuoyn Tev Topandvo, Oo Ttapabicovue To mapddetypo and v epyacio twv Gerber
et al. (1987) onwg kot oto Kepdrowo 3. H ovvdptnon mokvotntog mbavotntog Tng
Katovoung Tov arnolnuocemy akolovdel peién ekbetikdv katovopdv kot dtvetar amd v

oyxéon

7e—7u 38—3u
+

2 2

flw) = u = 0. (4.5.5)

¥t ovvéyelo Oa dobei mivakag pe T akpPhc twég tov G(u,y) kot tov Gy, (y)yw Tig

dapopeg TIéG Tov TEpBmpiov acpodreiog 6.

E&etdlovtoc tov mapakdto mivaka dtomiot@vovpe 0Tt yio tepldoplo aceareiog 8 = 4, 0
mhavotnTo Vo cupPel ypeokomia, 6TV TO apyIKod amobepatikd givor ico pe 0,10 povadeg Kot
TO EAEpO TN OTLYUN NG Ypeokomiog ivar pikpotepo and 0,10 povadeg, sivon ion pe 0,0455.
Emiong 1o éAeyupo kotd ™ oTYUn TG XpeoKomiag, 0edoUEVOD 0Tt cupPaivel ypeokomia givorn
ico pe 0,3142. Emiong, mapatnpovpe ott ywo otabepd y = 0,10 kabog t0o 0apyuod
amofepatikd u avéaveral, o G(u,y) eAatovetatl. To 1010 cvpuPaivel Kot pe TV ToGOTNTA
Gy, (¥) apo¥ 6nwc gldape otov tHmo (4.3.7) vroAoyiletan Pdost g mBavoTTOG YPEOKOTIOG

kot tov G (u,y). Avtiotoryo amoTteAEGUATA TOIPVOLLLE KO Y10, TIC VTOAOITES TILES TOV Y.
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y u G(u,y) G.(y) Y
0,10 0,10 0,0455 0,3142 0,1448
0,25 0,0273 0,2954 0,0924

0,50 0,0129 0,2780 0,0464

0,75 0,0065 0,2697 0,0241

1,00 0,0034 0,2677 0,0127

0,25 0,10 0,0861 0,5946 0,1448
0,25 0,0529 0,5725 0,0924

0,50 0,0256 0,5517 0,0464

0,75 0,0131 0,5435 0,0241

1,00 0,0068 0,5354 0,0127

0,10 0,1188 0,8204 0,1448

0,50 0,25 0,0751 0,8127 0,0924
0,50 0,0368 0,7931 0,0464

0,75 0,0190 0,7883 0,0241

1,00 0,0099 0,7795 0,0127

[Tivaxag 4.5.4
6=1

y u G(u,y) G.(y) Y
0,10 0,10 0,1287 0,3152 0,4083
0,25 0,0921 0,2995 0,3075

0,50 0,0568 0,2880 0,1972

0,75 0,0365 0,2844 0,1283

1,00 0,0237 0,2824 0,0839

0,25 0,10 0,2535 0,5963 0,4083
0,25 0,1775 0,5772 0,3075

0,50 0,1110 0,5628 0,1972

0,75 0,0716 0,5580 0,1283

1,00 0,0467 0,5566 0,0839

0,10 0,3353 0,8212 0,4083

0,50 0,25 0,2487 0,8087 0,3075
0,50 0,1577 0,7996 0,1972

0,75 0,1022 0,7965 0,1283

1,00 0,0667 0,7949 0,0839

[Tivaxag 4.5.5
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6 =0,25

y u G(u,y) G.(y) LACy
0,10 0,10 0,2332 0,3136 0,7397
0,25 0,1994 0,3115 0,6603

0,50 0,1618 0,2928 0,5512

0,75 0,1344 0,2906 0,4618

1,00 0,1123 0,2899 0,3873

0,25 0,10 0,4406 0,5929 0,7397
0,25 0,3825 0,5771 0,6603

0,50 0,3134 0,5673 0,5512

0,75 0,2610 0,5647 0,4618

1,00 0,2183 0,5639 0,3873

0,10 0,6062 0,8165 0,7397

0,50 0,25 0,5339 0,8063 0,6603
0,50 0,4415 0,7998 0,5512

0,75 0,3686 0,7981 0,4618

1,00 0,3085 0,7978 0,3873

[Tivokag 4.5.6

Onwg otov mivaka 4.5.4 £to1 Kot 61OV 000 EMOUEVOLS, TAPATNPOVUE OTL, TOCO Y1 6 = 1
600 ko v 8 = 0,25, yio otafepd y kabmg 1o apyikd amobepatikd u avdvetat ot mocoTNTEG
G(u,y) ko Gy (y) peidvovrat.

> ovvéyeln OBa dobel o mivakag pe TG mpooeyyicelg tov G(u,y) ko G, (y) kot
ouyKpivovtag teg pe Tig axping tipnég 6o mpoomabricovpe va PydAovpe GuUTEPACULOTO

GYETIKA LLE TO OO TPOGEYYIOT] EIVOL 1] TTLO IKOVOTTOUTIKTY].

Ag gEetdoovpe apyikd v mepintwon mov to y eivan otabepd kot ico pe 0,10 povadeg.
[Mopatmpodpe ot n akpipng Ty tov G(u,y) sivon ion pe 0,0455, n wpocéyyion g pécw
TOV acVUTTOTIKO TOTo Twv Cramer-Lundber diver v Ty 0,0443, eved n Ty mov divel 0
npocéyylon tov Tijms giva ion pe v akpipn. Ouoimg cvuPaiver Kot yio Tig VIOAOITES TIUEG
oV U. Xvveyifovrog, yio v Ty ¥y = 0,25, PAEmovpe ot yio OAEG TIC TIHES TOV OPYLKOD
anobgpotikod ektdc and v tiun 0,25 wydel ot G(w,y) = Gy (u, y). Opoing cvufaiver kot

oV mepintwon mov y = 0,50.
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y u Guy)  G(uwy Gr(wy) LACY)
0,10 0,10 0,0455 0,0443 0,0455 0,1448
0,25 0,0273 0,0268 0,0273 0,0924

0,50 0,0129 0,0128 0,0129 0,0464

0,75 0,0065 0,0065 0,0065 0,0241

1,00 0,0034 0,0034 0,0034 0,0127

0,25 0,10 0,0861 0,0848 0,0861 0,1448
0,25 0,0529 0,0524 0,0528 0,0924

0,50 0,0256 0,0255 0,0256 0,0464

0,75 0,0131 0,0131 0,0131 0,0241

1,00 0,0068 0,0068 0,0068 0,0127

0,10 0,1188 0,1180 0,1188 0,1448

0,50 0,25 0,0751 0,0742 0,0744 0,0924
0,50 0,0368 0,0367 0,0368 0,0464

0,75 0,0190 0,0190 0,0190 0,0241

1,00 0,0099 0,0099 0,0099 0,0127

[Mivaxag 4.5.7

0=1

y u Guy  G(uwy) Gr(wy) Y
0,10 0,10 0,1287 0,1229 0,1287 0,4083
0,25 0,0921 0,0898 0,0921 0,3075

0,50 0,0568 0,0563 0,0568 0,1972

0,75 0,0365 0,0364 0,0365 0,1283

1,00 0,0237 0,0237 0,0237 0,0839

0,25 0,10 0,2535 0,2369 0,2434 0,4083
0,25 0,1775 0,1749 0,1774 0,3075

0,50 0,1110 0,1105 0,1110 0,1972

0,75 0,0716 0,0715 0,0716 0,1283

1,00 0,0467 0,0467 0,0467 0,0839

0,10 0,3353 0,3316 0,3353 0,4083

0,50 0,25 0,2487 0,2473 0,2487 0,3075
0,50 0,1577 0,1574 0,1577 0,1972

0,75 0,1022 0,1022 0,1022 0,1283

1,00 0,0667 0,0667 0,0667 0,0839

[Tivaxag 4.5.8

[Hopatmpovrag tig otAeg (3), (4), (5), otV mepintwon mov y = 0,10 BAEmovpe 0Tt Yo T1g

dbpopeg TéC oV Opykol omobepatikon, G(u,y) = Gr(Ww,y) eved 1 TPOCEYYION TOV
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Cramer-Lundberg nopovcialet katd kvplo Adyo, kémotla andkiion amd T1¢ akpPfg TIHEG TOV

G(u,y). Opoimg, kot otV TEpinT®on 1oL 10 Yy gival ico ue 0,50.

BAémovpe amd tov mopakdve Tivaka, 0Tt Yo TIg SQOPES TILEG TOV U, Y 1) TPOGEYYIOT| TOV
Tijms eivor mo amoteheopatik Kabmg eivar ton pe v akpPn tiun tov G(u,y) 1 £xet

UIKPOTEPT AOKAIOT € OYE0T e TV TpocEyyion tov Cramer.

‘Etotr Aouwtov, a@ov efetdoape TV OMOTEAECUOTIKOTNTO TOV OV0 TPOCEYYICEWV,
KOTOAYOUUE GTO GUUTEPACUA OTL 1| TPOSEYYIon Tov Tijms  divel kaAbtepa amoteléouata

and avtn tov Cramer-Lundberg.

0 =0,25
y u G(u,y) Gc(u,y) Gr(u,y) Y(u)
0,10 0,10 0,2332 0,2222 0,2306 0,7397
0,25 0,1994 0,1953 0,1977 0,6603
0,50 0,1618 0,1611 0,1614 0,5512
0,75 0,1344 0,1344 0,1344 0,4618
1,00 0,1123 0,1124 0,1124 0,3873
0,25 0,10 0,4406 0,4287 0,4368 0,7397
0,25 0,3825 0,3779 0,3804 0,6603
0,50 0,3134 0,3127 0,3131 0,5512
0,75 0,2610 0,2611 0,2612 0,4618
1,00 0,2183 0,2186 0,2186 0,3873
0,10 0,6062 0,5996 0,6037 0,7397
0,50 0,25 0,5339 0,5316 0,5328 0,6603
0,50 0,4415 0,4414 0,4416 0,5512
0,75 0,3686 0,3689 0,3690 0,4618
1,00 0,3085 0,3089 0,3089 0,3873

[Tivakag 4.5.9

Onwg €yer MO avoeepbel, éva avdtoto Oplo yio 10 EAAEHO KOTO TN OTIYU TNG

yxpeOKOTi0G, 600£vTog 0Tt suuPaivetl ypeokomia, divetar amd TV oyéon

G, (y) <

1+6 {l/)(u +y)
0 Y(u)

- t/)(y)}-

21 ovvéxela Aoudv, Ba 00000V ot TVaKES Yol TIG OvVATATEG TIUES TG OeELG OVPAG TOV
EMEIUNATOG Y10 TIC SLAPOPES TWES TV U, Y, . Ag onuewwBel 6t1 Ba suuPoricovpe to deki
péAOG TG Tapamave oyéong pe j(u, y) dniaon
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_1+9{1/J(u+y)

HEekwvovtog amd v nepintoon y = 0,10 ko u = 0,10 PAEmovpe 0TI N AvAOTOTN TIUH TOV
umopei va mapst 1 deé1é ovpd Tov Gy (y) sivar iom pe 0,7422, dnhady Gy (y) < 0,7422. Onog
éyel voloyiotel mponyovpévag éxovne ott Gy (y) = 0,6858. Enopévag Stamotdvovps ot
emoAnOevetal | oxéon (4.4.9). To 1010 cvpPaivel yro TIC VITOAOWTEG TYES TOV Y OAAGL KOl TOV

apykov omofepatikoy u.

0=4

y i G.() Yty v PO jwy)
0,10 0,10 0,6858 0,1069 0,1448 0,1448 0,7422
0,25 0,7046 0,0697 0,0924 0,1448 0,7618

0,50 0,7220 0,0356 0,0464 0,1448 0,7786

0,75 0,7303 0,0186 0,0241 0,1448 0,7851

1,00 0,7323 0,0098 0,0127 0,1448 0,7875

0,25 0,10 0,4054 0,0697 0,1448 0,0924 0,4865
0,25 0,4275 0,0464 0,0924 0,0924 0,5121

0,50 0,4483 0,0241 0,0464 0,0924 0,5340

0,75 0,4565 0,0127 0,0241  0,0924 0,5425

1,00 0,4646 0,0067 0,0127 0,0924 0,5456

0,10 0,1796 0,0356 0,1448 0,0464 0,2497

0,50 0,25 0,1873 0,0241 0,0924 0,0464 0,2681
0,50 0,2069 0,0127 0,0464 0,0464 0,2839

0,75 0,2117 0,0067 0,0241 0,0464 0,2901

1,00 0,2205 0,0035 0,0127 0,0464 0,2923

[Tivoxkag 4.5.10

YvveyiCovtog pe Tovg mivokes (4.5.11) ko (4.5.12) dwmoct®vovpe ot yio 6 = 1 ko yuo

0 = 0,25 emaAnbedetor n oyéon (4.4.9).
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y o G.(y) Yu+y) Yy Yo Jjwy)
0,10 0,10 0,6848 0,3373 0,4083 0,4083 0,8355
0,25 0,7005 0,2567 0,3075 0,4083 0,8530
0,50 0,7120 0,1659 0,1972  0,4083 0,8658
0,75 0,7156 0,1082 0,1283 0,4083 0,8700
1,00 0,7176 0,0708 0,0839 0,4083 0,8714
0,25 0,10 0,4037 0,2567 0,4083 0,3075 0,6425
0,25 0,4228 0,1972 0,3075 0,3075 0,6676
0,50 0,4372 0,1283 0,1972  0,3075 0,6861
0,75 0,4420 0,0839 0,1283 0,3075 0,6923
1,00 0,4434 0,0549 0,0839 0,3075 0,6943
0,10 0,1788 0,1659 0,4083 0,1972 0,4183
0,50 0,25 0,1913 0,1283 0,3075 0,1972 0,4401
0,50 0,2004 0,0839 0,1972  0,1972 0,4561
0,75 0,2035 0,0549 0,1283 0,1972 0,4615
1,00 0,2051 0,0359 0,0839 0,1972 0,4632

[Tivoxag 4.5.1

6 = 0,25

y & G.(y) Yu+y) Yy YO jwy)
0,10 0,10 0,6864 0,6853 0,7397 0,7397 0,9339
0,25 0,6885 0,6138 0,6603 0,7397 0,9492
0,50 0,7072 0,5134 0,5512 0,7397 0,9588
0,75 0,7094 0,4304 0,4618 0,7397 0,9613
1,00 0,7101 0,3610 0,3873 0,7397 0,9620
0,25 0,10 0,4071 0,6138 0,7397 0,6603 0,8474
0,25 0,4229 0,5512 0,6603 0,6603 08721
0,50 0,4327 0,4618 0,5512 0,6603 0,8875
0,75 0,4353 0,3873 0,4618 0,6603 0,8916
1,00 0,4361 0,3249 0,3873 0,6603 0,8928
0,10 0,1835 0,5134 0,7397 0,5512 0,7145
0,50 0,25 0,1937 0,4618 0,6603 0,5512 0,7408
0,50 0,2002 0,3873 0,5512 0,5512 0,7572
0,75 0,2019 0,3249 0,4618 0,5512 0,7616
1,00 0,2372 0,2726 0,3873 0,5512 0,7628

[Tivoxkog 4.5.12
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4.5.3 APIOMHTIKH E®APMOT'H I'A MEIZEH TAMMA KATANOMQN

Onwc oty Tponyoduevn evotnta £Tot Kot €00 Oa epapudcovpe tovg tomovg amd Willmot
& Lin (1998) oto mapdaderypa (4) and 1o dpbpo twv Gerber et al (On the probability and
severity of ruin) mov agopd oV mEPinT®ON OV N KaTtavou TV amolNUIOCE®Y aKOAOVOEL
peién ovo Tappo (2,B) xotavopdv. Ot avoALTIKEG TIHEG TOV TAPOUUETPOV SIVOVTaL GTO
KepdAao 3 €tol oto onueio avtd Ba vmevBopicovpe Tic Pacwkég ocvvoptnoelg mov o
ypnoonomBovv ato Tpodypappe Mathematica Tpokeipévon va 50000V ot Tivakeg T0GO e TIG
axpBei Tiwég Tov G(w, y) kot Gy, (y) 660 kot TV mpoceyyice®dv Tovg. YmevOvuiletar Aoumov

0Tl
H ovvaptnon mokvomntag mihoavotnrag g Katavoung tTov omolniocemy eival
f(u) = 11.1959¢ %7324y + 0.8039¢ 12684 y,
H 8g&14 ovpd ™ cuvdptnong katavoung divetat and Tov TOTO
F(u) = e *732%4(—0.5 — 2.3660u) — e~ 1-268%(—0.5 — 0.634u).
H mokvotmrta g katavoung ieoppomiog eivar n €€NG
fo(w) = (—e *7324(—0.5 — 2.3660u) — e~ 1258%(—0.5 — 0.634u)).
Evd n 6e&1d ovpd g koTavoung .ooppomiog divetal amd tnv oyéon

F,(u) = (-1.6417 10717 + ¢~1:2679%((,7886 + 0.5u)
+e~47324(0.2113 + 0.5u) + 6.566 10~7u + 5.2535 10716%2).

2N CLVEXEWL Y1 TIG SLAPOPES TIES T®V U, Y Kol Tov teplwpiov acpareiog 8 Ba dobBovv

ot Tivakeg ya tig okpiPel tipég tov G (u, y) ko G, ().
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y u G(u,y) G.(y) Y
0,10 0,10 0,0186 0,1010 0,1840
0,25 0,0161 0,0993 0,1620
0,50 0,0124 0,0940 0,1318
0,75 0,0098 0,0904 0,1084
1,00 0,0080 0,0891 0,0897
0,25 0,10 0,0427 0,2320 0,1840
0,25 0,0367 0,2265 0,1620
0,50 0,0285 0,2162 0,1318
0,75 0,0228 0,2103 0,1084
1,00 0,0188 0,2095 0,0897
0,10 0,0741 0,4027 0,1840
0,50 0,25 0,0637 0,3932 0,1620
0,50 0,0501 0,3801 0,1318
0,75 0,0407 0,3754 0,1084
1,00 0,0338 0,3768 0,0897
[Tivaxag 4.5.13
60=1
y u G(u,y) G.(y) Y
0,10 0,10 0,0479 0,1009 0,4747
0,25 0,0436 0,0994 0,4383
0,50 0,0365 0,0947 0,3852
0,75 0,0313 0,0918 0,3406
1,00 0,0275 0,0910 0,3019
0,25 0,10 0,1103 0,2323 0,4747
0,25 0,0996 02272 0,4383
0,50 0,0838 0,2175 0,3852
0,75 0,0725 0,2128 0,3406
1,00 0,0641 0,2123 0,3019
0,10 0,1911 0,4025 0,4747
0,50 0,25 0,1727 03940 0,4383
0,50 0,1473 0,3823 0,3852
0,75 0,1289 0,3784 0,3406
1,00 0,1144 0,3789 0,3019

[Tivokag 4.5.14

97




6 =0,25

0,10

0,25

0,50

0,10
0,25
0,50
0,75
1,00

0,10
0,25
0,50
0,75
1,00

0,10
0,25
0,50
0,75
1,00

G(uw,y)

0,0791
0,0756
0,0687
0,0638
0,0604

0,1821
0,1726
0,1578
0,1475
0,1401

0,3155
0,2994
0,2769
0,2611
0,2490

G.(y)

0,1009
0,0996
0,0956
0,0930
0,0924

0,2324
0,2274
0,2189
0,2151
0,2145

0,4026
0,3945
0,3842
0,3807
0,3813

Y(u)

0,7835
0,7589
0,7207
0,6857
0,6530

0,7835
0,7589
0,7207
0,6857
0,6530

0,7835
0,7589
0,7207
0,6857
0,6530

[Mopatmpdvtag Tovg Tpeic Topamdve Tivakes OToL Yo TiG d1bPopes TYWES Tov Teptiwpiov
ac@olreiog 8 kot Tov u,y divovtar ot akpiPei tipég tov G(u, y) ko G, (y) KataAyovpus 610

CLUTEPAGHO 0TL Yo, oTtafepd v, kabmdg 10 u avéavetor 1060 10 G(u,y) 6c0 kot 1o Gy, (y)

EAQTTOVOVTAL.

Y10 onpeio avtd Ba mopatedovv ot Tivakeg pe Tig mpoceyyiosls towv Cramer kot Tijms
oxetikd pe 1o G(u,y) xar 6o 30000V akoAoVOmE cvumepdopaTa OYETIKA Ue TO TOWd Omd

aVTEG £IVOIL 1) TTO OMOTEAEGLOTIKT).

Ytov mivaka (4.5.16) divovtot yio 6 = 4 1660 o1 mpoypaticég Téc Tov G(u, y) 660 Kot ot

npooeyyioelg twv Cramer ko Tijms. Ttov wivaka (4.5.17) answkovilovtot ot id1eg T06OTNTES

[Tivaxag 4.5.15

v 6 = 1 kow otov wivoka (4.5.18) yw 6 = 0,25.
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y u G(u,y) Ge(w,y) Gr(w,y) Y@
0,10 0,10 0,0186 0,0195 0,0186 0,1840
0,25 0,0161 0,0169 0,0161 0,1620
0,50 0,0124 0,0130 0,0124 0,1318
0,75 0,0098 0,0103 0,0099 0,1084
1,00 0,0080 0,0084 0,0081 0,0897
0,25 0,10 0,0427 0,0447 0,0429 0,1840
0,25 0,0367 0,0385 0,0369 0,1620
0,50 0,0285 0,0298 0,0286 0,1318
0,75 0,0228 0,0238 0,0229 0,1084
1,00 0,0188 0,0195 0,0188 0,0897
0,10 0,0741 0,0771 0,0743 0,1840
0,50 0,25 0,0637 0,0663 0,0640 0,1620
0,50 0,0501 0,0521 0,0503 0,1318
0,75 0,0407 0,0421 0,0408 0,1084
1,00 0,0338 0,0347 0,0338 0,0897
[Tivokag 4.5.16
60=1
y u G(u,y) Gc(w,y) Gr(wy) Y
0,10 0,10 0,0479 0,0496 0,0481 0,4747
0,25 0,0436 0,0453 0,0440 0,4383
0,50 0,0365 0,0380 0,0369 0,3852
0,75 0,0313 0,0325 0,0316 0,3406
1,00 0,0275 0,0284 0,0277 0,3019
0,25 0,10 0,1103 0,1142 0,1110 0,4747
0,25 0,0996 0,1034 0,1006 0,4383
0,50 0,0838 0,0871 0,0848 0,3852
0,75 0,0725 0,0751 0,0732 0,3406
1,00 0,0641 0,0660 0,0644 0,3019
0,10 0,1911 0,1978 0,1927 0,4747
0,50 0,25 0,1727 0,1789 0,1744 0,4383
0,50 0,1473 0,1524 0,1488 0,3852
0,75 0,1289 0,1327 0,1297 0,3406
1,00 0,1144 0,1171 0,1146 0,3019

[Tivaxag 4.5.17
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6 =0,25

0,10 0,10
0,25
0,50
0,75
1,00

0,25 0,10
0,25
0,50
0,75
1,00

0,10
0,50 0,25
0,50
0,75
1,00

G(w,y)

0,0791
0,0756
0,0687
0,0638
0,0604

0,1821
0,1726
0,1578
0,1475
0,1401

0,3155
0,2994
0,2769
0,2611
0,2490

GC(ul y)

0,0804
0,0774
0,0707
0,0655
0,0617

0,1857
0,1771
0,1624
0,1513
0,1430

0,3230
0,3074
0,2842
0,2668
0,2530

GT(u' Y)

0,0795
0,0766
0,0700
0,0649
0,0611

0,1838
0,1753
0,1607
0,1498
0,1416

0,3197
0,3043
0,2814
0,2643
0,2507

Y(w)

0,7835
0,7589
0,7207
0,6857
0,6530

0,7835
0,7589
0,7207
0,6857
0,6530

0,7835
0,7589
0,7207
0,6857
0,6530

Meletdvtog Toug Tpeig mapamdve TIVOKEG SOMIGTOVOLLE OTL 1| TPOGEYYIGT TOv TIjMmS
dtvel mo wavoromtikd amoteAésparo ard tov Cramer kabdg 6Tig TEPIGCOTEPES TEPIMTMOGELS
towtiCovton o G(u,y) ko Gr(u,y) 7 N amdkhon tov TijMS omd v axpPr Ty sivor

pkpotepn and avty tov Cramer-Lundberg.

Inuovtiko etvar va yvopilovpe mowd ivar 1 avodtepn T Tov Umopet vo TapeL To EASYLLOL
Katd T oTiyun g xpeokoniag. ‘Etotr Aowmdv, ypnoiponoidvtog v oyéon (4.4.9) Ba 606ovv

TIVOKEG LE TIG AVATUTES TILEG TTOV UTopel var apel 10 Gy, (V) Yol TIC SOQOPETIKES TIUES TOV

u, y ka1 tov nepdwpiov aceareiog.

Ag ovppoiicovpe to avodtato 6plo g deEdg oVPAS TG KATAVOUNG TOV EAAEIUIOTOC [E

Jj(u,y).

[Tivokog 4.5.18
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y o G.(y) Yu+y) Yy PO jwy)
0,10 0,10 0,8990 0,1690 0,1840 0,1840 09177
0,25 09007 0,1489 0,1620 0,1840  0,9193
0,50 0,9060 0,1218 0,1318 0,1840 0,9247
0,75 0,9096 0,1005 0,1084 0,1840 0,9280
1,00 0,9101 0,0831 0,0897 0,1840 09288
0,25 0,10 0,7680 0,1489 0,1840 0,1620 0,8090
0,25 0,7735 0,1318 0,1620 0,1620 0,8147
0,50 0,7838 0,1084 0,1318 0,1620 0,8257
0,75 0,7897 0,0897 0,1084 0,1620 0,8312
1,00 0,7905 0,0742 0,0897 0,1620 0,8319
0,10 0,5973 0,1218 0,1840 0,1318 0,6637
0,50 0,25 0,6068 0,1084 0,1620 0,1318 0,6720
0,50 0,6199 0,0897 0,1318 0,1318 0,6856
0,75 0,6246 0,0742 0,1084 0,1318 0,6907
1,00 0,6232 0,0613 0,0897 0,1318 0,6898
[Tivaxag 4.5.1
6=1
y & G.(y) Yu+y) Yy YO jwy)
0,10 0,10 0,8991 0,4501 0,4747 04747 09468
0,25 0,9006 0,4159 0,4383 0,4747 0,9483
0,50 0,9053 0,3665 0,3852 0,4747 0,9532
0,75 0,9082 0,3245 0,3406  0,4747 0,9560
1,00 0,9090 0,2877 0,3019 0,4747 0,9567
0,25 0,10 0,7677 0,4159 0,4747 0,4383 0,8756
0,25 0,7728 0,3852 0,4383 0,4383 0,8811
0,50 0,7825 0,3406 0,3852 0,4383 0,8913
0,75 0,7872 0,3019 0,3406  0,4383 0,8962
1,00 0,7877 0,2677 0,3019 0,4383 0,8969
0,10 0,5975 0,3665 0,4747 03852 0,7736
0,50 0,25 0,6060 0,3406 0,4383 0,3852 0,7834
0,50 0,6177 0,3019 0,3852 0,3852  0,7968
0,75 06216 0,2677 0,3406 0,3852 0,8017
1,00 0,6211 0,2372 0,3019 0,3852 0,8012

[Tivokag 4.5.20
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6 =0,25

y K G,(y) Yty Y@ PO jwy)
0,10 0,10 0,8991 0,7670 0,7835 0,7835 0,9769
0,25 0,9004 0,7432 0,7589 10,7835 0,9782

0,50 0,9044 0,7064 0,7207 10,7835 0,9827

0,75 0,9070 0,6724 0,6857 0,7835 0,9851

1,00 0,9076 0,6405 0,6530 0,7835 0,9857

0,25 0,10 0,7676 0,7432 0,7835 0,7589 10,9475
0,25 0,7726 0,7207 0,7589 10,7589 0,9529

0,50 0,7811 0,6857 0,7207 0,7589 0,9624

0,75 0,7849 0,6530 0,6857 0,7589 0,9668

1,00 0,7855 0,6220 0,6530 0,7589 09674

0,10 0,5974 0,7064 0,7835 0,7207 0,9039

0,50 0,25 0,6055 0,6857 0,7589 0,7207 0,9139
0,50 0,6158 0,6530 0,7207 0,7207 09271

0,75 0,6193 0,6220 0,6857 10,7207 0,9318

1,00 0,6187 0,5923 0,6530 0,7207 0,9315

[Tivakag 4.5
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ITAPAPTHMA

Evdewktikd oto onpeio avtd Oo dfveton 0 YeEVIKOG KOOIKOC OV TPOEKLYE OO TO
vroloyloTikd mpoypappo Mathematica yio Tovg GNMUAVTIKOTEPOVS TIVOKES 7OV  EYOVV

napotedel o Tponyov eV KEPAAMLO

Mivaxog (3. 1)

tailF[x ] :=Exp[- (1xx)]

tailF[x]

-dx

Mx[z 1 :=15(1-1)
Mx[r]

4
4-r

tailFl[x ] := Integrate[tailF[t], {t, =, Infinity}] 7
Integrate[tailF[t], {t, 0O, Infinity}]

tailFi[x]

a=o/(1+o)

0.230769

RE=({o=xl) /f{(1+0o)

0.8923077

¥[0] =1/ (1+0)

0.789231

Mz[z ] :=a+¥[0]l=« (RS (R-1})
Mz[r]

0.710059
0.230769 =

0.923077 -

wlu ] :=¥%[0] «Exp[-Raul]
¥[a]

0.583164
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Mivaxog (3.2)

wWl=1/2;w2=1/2;

f[x ] = wlall«Exp[-1lwx] + W2« 12+Exp[-12« x]
fx]

1

ze?* g

mean[x] = Integrate[x«f[x], {x, 0, Infinity}]
2

3

Solve[l+ (1+8)stemean[x] = Mx[t], t]

Solve:ratnz: Solve was unable to solve the system with inexact coefficients. The answer
was obtained by solving a corresponding exact system and numericizing the result. =

[{t=0.}, [£=0.195752), [t —=2.55425]}

Mx[r ] :=wla(11/(11-12)) + w2« (12/(12-1))
Mx[r]

1 3

2(1-1x) 2(3-1)

t1

0.1857;

t2

2.5542;

Setiwrite: Tag Plus in 01957 + 2,5542 is Protected, =

cl+eo2=1/7(1+98)
Setwrite: Tag Plus in ¢l + 2 is Protected. =

0.833333

RootApproximant[0.833333]
5

&
Syntax:sntxf: "8 /" cannot be followed by “[{1 +8)~2]".

clatlsc2«t2=8/(1+86)*2«mean[x]

Setiwrite: Tag Plus in 01957 1 + 2.5542 £2 is Protected. =

¥lu ] :=0.8141«Exp[-0.19572ul + 0.0192 xExp[-2.5542 % u]
¥[u]

0.0192 ™394 | g g141 701557
m=1;

¥lu ] :=0.8141=Exp[-0.1957au] + 0.0192 xExp[-2.5542 % u]
¥[u]

0.670894
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MMivaxog (3.5)

I v Tpocéyyion Tov Cramer

mesi=a/ b

MIr_1=(3/(3-r))*3

M[r]
1

27

(3-x)?

27

(3-x)?

Solve[l+ (1+8)smesiwE =M[R], E]

%Rﬁoh
{ 44 [1+i4/3) (1553_-135+ 131 |'° 23 {1-1i43 ) ,
Ro — & - L — L ' ' _1,
15 15 2%% 15 (2 (1583 -135+/131 || 12 J

Solve[l+ (1+68) smesiaR = M[R], R]

{ir=~o03,
L4 (1.1 3 ) (1553 -135+/131 | ¢ 23 (1-iV3}
T 15 . 2%/3 s (2 (1553 -135+/131 )}
g 2% (1-21+/3) (1553-135+/131 )" 23 (1-1V3 )
T 15 . 222 s (2 (1553 -135+/131 )}
R = .44 _ 23257 - {2 {1553 -135+ 131 )} 22 1)
15 (1853 -135+/131 "% S R
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gl[x ] = (x*(a-1)) «Exp[-x]
gl[x]

T[x ] = Integrate[gl[t], {t, 0, Infinity}]

¥[x 1 =Integrate[gl[t], {t, 0, (Dsx)}]

yI=]

2-e?* [2-6x-9x°)

2_e* 2.gx-0x")

Flx ] = (yv[x]) f(T[x])

F[x]

S lz-e?* (2.6x-9x%")

l2-e?*[2-6x-9x")

tailF[x ] = 1 - F[x]
tailF[x]

1, : o
1= (2. (2. .6x-9x")

1, : o
1= (222 (2.gu-oxl)
5 | I
tailFl[x ] := (Integrate[tailF[t], {t, =, Infinity}]) /
{(Integrate[tailF[t], {t, O, Infinity}])
tailFi[x]

by | b

e  (2.ax-3x"

f1[x ] := (tailF[x]) / (mesi)
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£1[x]

1+= [c2+e®* [2.6x-9%x°))
2\ . !

bl[x ] := x« (Exp[R»x])

bl[x]
EI.EEIR
b2[x ] :=bl[x]«f1[x]
b2 [x]
- 1, | 2
gl-592x {1__ [_z.e®* 2.6x-9x" :']'
5 | | Iy

b3[z ] :=Integrate[bk2[z], {z, 0, Infinity}]
b3[z]

8.38124

b4 = pxRab3[z]

2.58477

C=0.8/2.58477
Setuwrsym: Symbol Cis Protected, =

0.308505

pEifu ] :=0.309505« (Exp[-R=u])
psi[n]

0.265277
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TN ™y Tpocéyyion tov Tijms

a=23;
b=23;
m=0.10;
p=0.2;
R =1.542;

c=0.305358;

gilfx ] =(x"(a-1)) =Exp[-x]

. E

e P4

I'[x ] = Integrate[gl[t], {t, 0, Infinity}]

2

vIx 1 =Integratelgllt]l, {t, 0, (bxx)}]
27" (2-6x-9x"
Flx_] = (y[x]l) / (T[x])
1 { -3ux | 2
— | 2-& 12 -Bx=-9x"
. | Ly
tailF[x | = 1-F[x]

1

1= (2. [2-6x-0x"))
S\ \ !

tailFl[x ] := (Integrate[tailF[t], {t, x, Infinity}]) /s
{Integrate[taillF[t], {t, 0, Infinity}])

meanl = Integrate[tailFl[x], {x, 0, Infinity}]
2

3

al=p-c

-0.109358

a2 = psxmeanl

0.133333

ad =a2/a3

0.lep6667

af=c/R

0.200621
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abh = ad -ab

-0.0339546
aT=1/a6
-29.4511

m=al=a’7

3.22071

bl[x ]
bl [x]

Exp[-m= x]

e—3.2‘.2I]'J1:u:

b2[x ]
b2 [x]

al«bl[x]

-0.109358 g -220Mx

Denominator[-0.109358 e #71¥]

eQ.ZZIII'JI:M:

¥[u] =0.265277

0.263277

¥t[u] := b2[u] «¥[u]

¥t [ul

0.186031
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TN ™y Tpocéyyion Tov Willmot

a=23;
b=23;
u=0.10;
p=0.2;

R =1.542;
c=0.309358;

gl[x ] =(x"(a-1)) «Exp[-x]

Bl

T'[x ] = Integrate[gl[t], {t, 0, Infinity}]

2

¥I[x ] = Integrate[gl[t], {t, O, (bwxx)}]

2-e7* [2-6x-9x")

Flx 1= (yIlx]l) /7 (TI[x])
1, : .
Zz_e?F zoex-ox))
. | Iy
tailF[x ] = 1 - F[x]

1

1= (2. (2.6x-9x"))
5 | L !

tailFi[x ] := (Integrate[tailF[t], {t, =, Infinity}]) s/
{Integrate[tailF[t], {t, O, Infinity}])

tailF1[x]

By |

e i ::2 —4:{—3}:2::

meanl = Integrate[tailFl[x], {x, 0, Infinity}]
2

3

fi[x ] :=tailF[x] /1
£1[x]

1, .
1= (-2-e® [2.6x-92x")]
5> ! \ !

k[x 1 := (x*2) «F1[x]
k[x]

o f i ., , e ow
¥ 1-> [cz-e? (2o8x-9x"))
h 2 ' o
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meanl.? = Tntegrate[k[=] .

20

27

al = p-—-c

—D.109358

aZ = pax meanl2

0.148148

ad = pw meanl.

0.133333

abh = (2Z=xc) 5 (BR™2)

0.26020%9

at = a2/ a3

0.185185

aT=a4d /a3

D.le66667

ag=a7T"2

Q.0277T7T7E

a9 = o/ R

0.200621

alld = 2«ab

0.0555556

Pl =a6+alld-as5

—-0.0194684

fx, O,

ITnfFfinitw}]
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bZ2=al«bl

0.00212903

b3 =a7-a9

-0.0339548

b4 = b3"2

0.00115252

cl =hb2/b4d

1.84665

c2=cl-1

0.846648

f=17c2

1.18113

ml=faals(1/ (a7 -a9))

3.80407

g2[x ] :=(x*(£-1)) = (Exp[-x1)
g2[x]

= xﬂ.lﬂlli!

IP'flx ] := Integrate[g2[t], {t, 0, Infinity}]
r'fx]

0.923401

dif[t ] := (mlwf) ™ (£-1)

di[t]

1.273749 tu.mnza

d2[t ] := mladl[t]
dz[t]

4.84561 tu.uuza

d3[t ] :=Exp[-ml«t]
dA3[t]
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E—E.EI}‘!I}'J t

da[t ] :=d2[t] «d3[£L]
da[t]

4 .84581 E—E.HMI}'Jt tl}_]_ﬂ]_]_zﬂ
d5[t ] :=d4[t] /TE[£]
d5[t]

5.24757 E-:l.ﬂl}il}'!t tI}.!I.H!I.!I.ZH

tailH[u ] := Integrate[d5[t], {t, u, Infinity}]
tailH[u]

0.780376

psi[u]l =0.265277;

pei2[u ] := (al«tailH[u]) + psiu]
p=i2[u]

0.182124
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