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Κεφάλαιο 1

Εισαγωγή

1.1 Αντίστροφα προβλήµατα σκέδασης

΄Ενα κύµα είναι ένα σήµα το οποίο µεταβάλλεται ως συνάρτηση του

χρόνου και χωρικών συντεταγµένων. Τα κυµατικά ϕαινόµενα είναι

πολύ συνήθη στη ϕύση, καθώς κύµατα διεγείρονται και διαδίδονται

σε κάθε ϕυσικό µέσο. Τα µηχανικά συστήµατα παρουσιάζουν κυ-

µατικά ϕαινόµενα µε τη µορφή σεισµικών ή ακουστικών κυµάτων,

καθώς και κυµάτων σε υγρά µέσα. Τα ηλεκτροµαγνητικά κύµατα

καλύπτουν µια πολύ ευρεία περιοχή συχνοτήτων, από τα χαµηλής

συχνότητας Hιολογικά κύµατα και <αδιοκύµατα µέχρι τα µικροκύ-

µατα, τα οπτικά κύµατα και τις, πολύ υψηλής συχνότητας, ακτινο-

Hολίες Χι και Γάµµα. Οι σύγχρονες ϑεωρίες της δοµής της ύλης

είναι κατά Hάση κυµατικής ϕύσεως, δηλαδή απαρτίζονται από µον-

τέλα κυµατικών (κβαντοµηχανικών) εξισώσεων. Από την εξήγηση

του Rayleigh για το γαλάζιο χρώµα του ουρανού µέχρι τη σηµερινή
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απεικόνιση της δοµής αντικειµένων µε χρήση υπολογιστή, τα κυ-

µατικά ϕαινόµενα έχουν γοητεύσει αλλά και περιπλέξει ϕυσικούς,

µαθηµατικούς και µηχανικούς, προκαλώντας πάντα το ενδιαφέρον

τους.

Παρά τη µεγάλη ποικιλία τους, τα κυµατικά ϕαινόµενα ερµη-

νεύονται µε τη χρήση σχετικώς περιορισµένου αριθµού µαθηµατι-

κών µοντέλων, τα οποία µπορούν να συνοψιστούν σε ένα µικρό αριθ-

µό διαφορικών εξισώσεων µερικών παραγώγων. Σε γενικές γραµ-

µές, οι εξισώσεις αυτές είναι µοντέλα ϕαινοµένων, τα οποία λαµβά-

νουν χώρα όταν ένα κύµα προσπίπτει σε ανοµοιογένειες του µέσου

διάδοσής του. Ο προσδιορισµός του αποτελέσµατος που προκαλεί

µια δεδοµένη (γνωστή) ανοµοιογένεια στο (γνωστό) προσπίπτον κύ-

µα αποτελεί το Ευθύ Π όβληµα Σκέδασης – ΕΠΣ (direct scattering

problem). Ο προσδιορισµός της δοµής (και η αναπαράστασή της µε

τη µορφή πολυδιάστατων εικόνων) ενός ανοµοιογενούς αντικειµένου

από παρατήρηση του τρόπου µε τον οποίο αυτό επιδρά σε προσπί-

πτοντα κύµατα αποτελεί το Αντίστροφο Π όβληµα Σκέδασης – ΑΠΣ

(inverse scattering problem). Με µαθηµατικούς όρους, το ΑΠΣ συνί-

σταται στην ανακατασκευή των συντελεστών της µερικής διαφορικής

εξίσωσης την οποία ικανοποιεί το κύµα και/ή στον προσδιορισµό

του πεδίου ορισµού της από τη συµπεριφορά µιας ή περισσοτέρων

λύσεών της [83, 63, 35]. Εφαρµογές από συναφή επιστηµονικά

πεδία, όπως είναι ο προσδιορισµός της κρυσταλικής δοµής, η τοµο-

γραφία ακτίνων Χι, η ιατρική τοµογραφία υπερήχων, η ακουστική

και ηλεκτροµαγνητική χαρτογράφηση του υπεδάφους, η οπτική και
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συνεστιακή (confocal) µικροσκοπία µε ακτίνες Χι και τέλος η αντί-

στροφη σκέδαση ελαστικών κυµάτων µπορούν να αντιµετωπιστούν

µε την ίδια ενοποιηµένη µαθηµατική ϑεωρία του ΑΠΣ.1

Ο προσδιορισµός της δοµής, αντικείµενο του ΑΠΣ, συνίσταται

συνήθως σε µια προσπάθεια εκτίµησης της χωρικής κατανοµής του

µιγαδικού δείκτη διάθλασης του αντικειµένου µε αντιστροφή της

µαθηµατικής απεικόνισης (η οποία ϑα οριστεί αυστηρά στα επόµε-

να) που συσχετίζει το υπό διερεύνηση κύµα, το δείκτη διάθλασης

και το µετρήσιµο ολικό κύµα. Αυτός ο στόχος δεν είναι εύκολο να

επιτευχθεί, λόγω της ενυπάρχουσας µη µοναδικότητας, µη τοπικό-

τητας και µη γραµµικότητας της απεικόνισης από το δείκτη διά-

ϑλασης στο σκεδαζόµενο κύµα σε κάθε ένα πείραµα σκέδασης. Το

πρόβληµα της µη µοναδικότητας µπορεί να αντιµετωπιστεί εν µέρει

µε τη χρήση πολλαπλών πειραµάτων σκέδασης, όπου το αντικείµενο

ερευνάται από διάφορα προσπίπτοντα κύµατα διαφορετικών κατευ-

ϑύνσεων και το σύνολο των µετρήσεων σκέδασης είναι διαθέσιµο

για αντιστροφή. Το ϑέµα της µη γραµµικότητας είναι σηµαντικά

δυσκολότερο στην αντιµετώπισή του. Η µέχρι τώρα έρευνα έχει

παρουσιάσει µόνο ϑεωρητικά µαθηµατικά αποτελέσµατα ή επανα-

ληπτικούς αλγόριθµους µεγάλου υπολογιστικού κόστους, αλλά όχι

υλοποιήσιµους στην πράξη αλγόριθµους ανακατασκευής για ακρι-

Hή, µη γραµµικά ΑΠΣ.

1Μαθηµατικώς ισοδύναµα ΑΠΣ προκύπτουν και σε άλλες περιοχές τεχνολογι-

κού σχεδιασµού, όπως στο σχεδιασµό κεραιών, οι οποίες όταν τροφοδοτούνται µε

προδιαγεγραµµένα <εύµατα, εκπέµπουν κατά προδιαγεγραµµένα πρότυπα.
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1.2 Ιστορική αναδροµή

Γένεση της Περιθλαστικής Τοµογραφίας

Τα τελευταία είκοσι χρόνια έχει χρησιµοποιηθεί µια προσέγγιση

του ΑΠΣ, η οποία Hασίζεται σε γραµµικές προσεγγίσεις Born ή Ry-

tov και έχει οδηγήσει σε ένα νέο επιστηµονικό κλάδο της Τοµο-

γραφικής Απεικόνισης, που ονοµάζεται Περιθλαστική Τοµογραφία

– ΠΤ (Diffraction Tomography) [42, 11, 13, 43]. Η πρώτη εφαρµογή

της γραµµικής αντίστροφης σκέδασης ανάγεται χρονικώς στο 1912,

όταν ο Von Laue προέτρεψε τους Friedrich και Knipping να πειρα-

µατιστούν στην περίθλαση ακτίνων Χι από κρυστάλλους, µε σκοπό

να ελέγξουν την υπόθεση ότι οι ακτίνες Χι έχουν µήκος κύµατος της

τάξης 10−10m. Το πείραµα ήταν επιτυχές και οδήγησε, σε λιγότερο

από ένα χρόνο, στον πρώτο προσδιορισµό της δοµής µε χρήση ακτί-

νων Χι. Από τότε, οι διερευνήσεις µε ακτίνες Χι χρησιµοποιούνται

τυπικώς στον προσδιορισµό της δοµής των κρυστάλλων µε τη χρήση

αλγορίθµων ανακατασκευής, που Hασίζονται στο µοντέλο σκέδασης

του Born και τη µέτρηση της κατανοµής της έντασης στο µακρινό

πεδίο. Πράγµατι, η ϑεµελίωση της µοντέρνας γραµµικοποιηµένης

ΠΤ Hασίζεται στο Θεώρηµα Γενικευµένης Π οβολής Τοµής – ΘΓΠΤ

της εξίσωσης (3.35), το οποίο αποτελεί τον πυρήνα του προσδιορι-

σµού της κρυσταλλικής δοµής µέσω ακτίνων Χι και τη Hάση της

πρωτοποριακής εργασίας του Wolf [42].

Πραγµατικά, ο Wolf έθεσε στην εργασία [42] τη Hάση των µεθο-

δολογιών, µε τις οποίες οι µετρήσεις τους εγγύς πεδίου µπορούν να
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χρησιµοποιηθούν στην παραγωγή ανακατασκευών της δοµής αν-

τικειµένων στα πλαίσια του µοντέλου του Born. Η εργασία του

Wolf επεκτάθηκε το 1974 από τους Iwata και Nagata [64] για τον

προσδιορισµό της δοµής µιας λιγότερο περιοριστικής κλάσης αντι-

κειµένων, αυτών που ικανοποιούν την προσέγγιση Rytov παρά την

προσέγγιση του Born. Το 1979, ο Mueller, κ.ά. [84] χρησιµοποίη-

σαν τις ίδιες ιδέες µε αυτές των προσεγγίσεων Born και Rytov και

παρουσίασαν αλγόριθµους Hασισµένους στην παρεµβολή του µετα-

σχηµατισµού Fourier για το αντίστροφο πρόβληµα της τοµογραφίας

υπερήχων. Το 1982, ο Devaney παρουσίασε έναν αλγόριθµο αν-

τιστροφής, υλοποιήσιµο µε Ταχείς Μετασχηµατισµούς Fourier –

ΤΜF (Fast Fourier Transform), ο οποίος ονοµάστηκε Αλγόριθµος

Φιλτραρισµένης Οπισθοδιάδοσης – ΑΦΟ (filtered backpropagation

algorithm) της ΠΤ [15]. Ο ΑΦΟ χρησιµοποιήθηκε για την αντιστρο-

ϕή µετρήσεων σκεδαζοµένου κύµατος κάτω από τις προσεγγίσεις

Born και Rytov. ΄Οταν τα πειράµατα σκέδασης γίνονται σε µήκος

κύµατος λ, ο ΑΦΟ επιστρέφει µια εκτίµηση της άγνωστης κατανο-

µής του δείκτη διάθλασης, της οποίας το ϕασµατικό περιεχόµενο

είναι ίδιο µε αυτό της πραγµατικής κατανοµής πάνω σε έναν κυκλι-

κό δίσκο στο χώρο Fourier ακτίνας 2π
λ

√
2 και µηδενικό οπουδήποτε

αλλού [15].

Νεώτερες εξελίξεις

Ο ΑΦΟ έχει αναγνωριστεί ως αυτός που προσφέρει την πιο υψη-

λή πιστότητα στην ανακατασκευή εικόνων [94] και παραλλαγές του
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έχουν παρουσιαστεί από τον Devaney [12], τους Witten κ.ά. [62,

23], τους Deming και Devaney [90] και τέλος τους Hansen και

Johanson [95] για χρήση σε διατάξεις λήψης µετρήσεων που χρησι-

µοποιούνται σε γεωφυσικές τοµογραφικές διερευνήσεις. Ο Devaney

[12] πρότεινε ΑΦΟ για την απεικόνιση υπεδάφους χρησιµοποιώντας

‘‘ϕωτισµό’’ µε επίπεδα κύµατα και µετρήσεις είτε σε διάταξη ‘‘από

πηγάδι σε πηγάδι’’ (borehole–to–borehole) (Σχήµα 1.1) είτε σε διά-

ταξη κατακόρυφης σεισµικής απεικόνισης (vertical seismic profiling

configuration) (Σχήµα 1.2).

ðçãÝò äÝêôåò

ðñïóðßðôïí

êýìá

áíôéêåßìåíï

ðñïò äéåñåýíçóç

õðÝäáöïò ïëéêü êýìá

Σχήµα 1.1: ∆ιάταξη ‘‘από πηγάδι σε πηγάδι’’.

Από την άλλη πλευρά οι Molyneux και Witten [62] πρότειναν µια

µορφή του ΘΓΠΤ που ισχύει σε µια µονοστατική διάταξη µετρήσεων

(κοινή ϑέση πηγής και δέκτη) και χρησιµοποιήθηκε ως Hάση για το-

µογραφική απεικόνιση από µετρήσεις  αντάρ διείσδυσης στο υπέδα-

ϕος (ground penetrating radar). Ακολούθως, οι Witten, Molyneux
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ðçãÝò
äÝêôåò

Σχήµα 1.2: ∆ιάταξη κατακόρυφης σεισµικής απεικόνισης.

και Nyquist [23] επιβεβαίωσαν τους αλγόριθµους [62] µε µετρήσεις

που συλλέχθηκαν σε δύο περιοχές που περιείχαν ανοµοιογένειες σε

µικρό Hάθος. Οι Deming και Devaney [90], καθώς και οι Hansen

και Johansen [95] ασχολήθηκαν επίσης µε την υποεπιφανειακή

απεικόνιση χρησιµοποιώντας ένα σύστηµα <αντάρ διείσδυσης στο

υπέδαφος. Οι αλγόριθµοι των Deming και Devaney [90] υπολογί-

Zουν τον ψευδοαντίστροφο του γραµµικοποιηµένου µοντέλου σκε-

δαζοµένου κύµατος του <αντάρ διείσδυσης στο υπέδαφος, αγνοών-

τας τη διεπαφή που διαχωρίζει τον αέρα και το χώµα. Από την άλλη

πλευρά η προσέγγιση των Hansen και Johansen [95] ενσωµατώνει

τη διεπαφή αέρος-εδάφους µέσα στο κυµατικό µοντέλο και χρη-

σιµοποιεί ασυµπτωτικές επεκτάσεις του µοντέλου που ισχύουν για

αντικείµενα ενταφιασµένα σε µεγάλο Hάθος (πρακτικώς, σε δύο ή

περισσότερα µήκη κύµατος) µέσα στο έδαφος, οι οποίες είναι αντι-
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στρέψιµες µέσω αλγορίθµων υλοποιήσιµων µε ΤΜF.

Παραλλαγές της ιδέας της ϕιλτραρισµένης οπισθοδιάδοσης έχουν

προταθεί για εναλλακτικές διατάξεις λήψης µετρήσεων [12, 62, 23,

90, 95], καθώς και για να αντιµετωπιστεί η παρουσία ϑορύβου στις

µετρήσεις [50, 51], η διαθεσιµότητα µόνο γωνιακώς περιορισµένων

µετρήσεων [66, 67] και η επιθυµία για τοπική ανακατασκευή εικό-

νας. Το πρόβληµα της ανακατασκευής της γραµµικοποιηµένης ΠΤ

από µετρήσεις σκεδαζοµένου κύµατος που έχουν ϑόρυβο, αντιµε-

τωπίστηκε από τους Tsihrintzis (Τσιχριντζής) και Devaney [50, 51],

οι οποίοι έδειξαν ότι το ϕίλτρο %έλτιστης εκτίµησης (ϕίλτρο Wiener)

λαµβάνει πάλι τη µορφή ενός ΑΦΟ. Προσφάτως, το ίδιο πρόβλη-

µα αντιµετωπίστηκε από τον Pan, ο οποίος παρουσίασε µια κλάση

αλγορίθµων ανακατασκευής της ΠΤ µε έλεγχο του ϑορύβου [105].

Από την άλλη πλευρά, το µαθηµατικό πλαίσιο της επίλυσης του

προβλήµατος της αντιστροφής γωνιακώς περιορισµένων µετρήσεων

(χωρίς ϑόρυβο) σκεδαζοµένου κύµατος αντιµετωπίστηκε αρχικά από

τον Devaney [15] και αργότερα δόθηκε λύση της µορφής αλγεβρι-

κών (επαναληπτικών) αλγορίθµων ανακατασκευής τύπου Kaczmark

από τους Ladas (Λαδάς) και Devaney [66, 67]. Τέλος, οι Melamed

και Heyman [100], καθώς και οι Melamed, Heyman και Felsen

[101, 102] αντιµετώπισαν το πρόβληµα της τοπικής ανακατασκευής

εικόνας από γραµµικοποιηµένες µετρήσεις ΠΤ.

Σε µερικά πρακτικά ΑΠΣ, δεν είναι δυνατό να µετρηθούν και η

ϕάση και η ένταση των κυµάτων που σκεδάζονται από το προς διε-

<εύνηση αντικείµενο. Στην οπτική τοµογραφία, για παράδειγµα, η
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υψηλή συχνότητα των ηλεκτροµαγνητικών κυµάτων δεν επιτρέπει

την απ’ ευθείας µέτρηση της ϕάσης. Στην ακουστική Τοµογραφία

Χρόνου Πτήσης (Traveltime Tomography) από την άλλη πλευρά, η

εξασθένηση µπορεί να µην είναι µετρήσιµη και έτσι ο αλγόριθµος

ανακατασκευής εικόνας πρέπει να Hασίζεται µόνο σε µετρήσεις ϕά-

σης. Ευτυχώς, η διαδικασία µετάδοσης του κύµατος τείνει να ανα-

µείξει τη ϕάση του κύµατος και την πληροφορία της έντασης καθώς

διαδίδεται το κύµα. Με αυτό τον τρόπο, σε µεγάλη απόσταση από

το αντικείµενο, η κατανοµή της ϕάσης του κύµατος περιέχει κωδι-

κοποιηµένη πληροφορία έντασης και, αντίστροφα, η κατανοµή της

ϕάσης του κύµατος µπορεί να ανακτηθεί από την έντασή του. Αυ-

τό το γεγονός έχει αναγνωριστεί από τους Kawata κ.ά. [93], από

τους Devaney κ.ά. [14, 16, 17, 72] κατά την ανάπτυξη αλγορίθµων

ανακατασκευής εικόνας, καθώς και από τους Tsihrintzis (Τσιχριν-

τζής) και Devaney [47] στα πλαίσια της ανίχνευσης και αναγνώρισης

αντικειµένου και της εκτίµησης της ϑέσης του.

Στις περισσότερες από τις ανωτέρω εξελίξεις ϑεωρείται ότι το υπό

διερεύνηση αντικείµενο είναι ενσωµατωµένο σε ένα οµογενές (ho-

mogeneous) µέσο, δηλαδή ένα µέσο του οποίου οι ιδιότητες είναι

σταθερές σε σχέση µε τη ϑέση στο χώρο. Γενικεύσεις σε µη οµογενή

µέσα είναι δυνατές σε ορισµένες περιπτώσεις. Οι εργασίες των De-

ming και Devaney [90], καθώς και των Hansen και Johansen [95],

για παράδειγµα, αντιµετωπίζουν ΑΠΣ στα οποία το µέσο αποτελείται

από δύο ηµι–άπειρα µέσα, τα οποία διαχωρίζονται από µια επίπε-

δη επιφάνεια. Γενικώς, οι Devaney και Zhang [18] αντιµετώπισαν
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ΑΠΣ, στα οποία το µέσο αποτελείται από έναν αυθαίρετο αριθµό

µέσων που διαχωρίζονται µεταξύ τους από µη παράλληλα επίπε-

δα. ΑΠΣ ανίχνευσης και αναγνώρισης αντικειµένου και εκτίµησης

της ϑέσης του αντιµετωπίστηκαν από τους Tsihrintzis (Τσιχριντζής),

Johansen και Devaney [54]. Η γενική τυπική ϑεωρία της επί-

τευξης γραµµικοποιηµένων προσεγγιστικών µοντέλων για κύµατα

σκεδαζόµενα από αντικείµενα ενσωµατωµένα σε µη οµογενή µέσα

παρουσιάστηκε από τους Beylkin και Oristaglio [55] και η γενική

τυπική διαδικασία για ανακατασκευή εικόνας από τέτοιες γραµµι-

κοποιηµένες µετρήσεις σκεδαζοµένου κύµατος περιγράφηκε από

τους Devaney και Oristaglio στο [22].

Η γραµµικοποιηµένη ΠΤ έχει ϕτάσει στις µέρες µας στη ϕά-

ση της εφαρµογής της σε πρωτότυπους εµπορικούς τοµογράφους

υπερήχων [76, 49], υπεδάφους [79, 30, 31, 28, 96] και οπτικών

συστηµάτων απεικόνισης [72]. Ιδιαιτέρως επιτυχείς ήταν οι αλγό-

<ιθµοι γεωφυσικής ΠΤ όταν εφαρµόστηκαν σε προβλήµατα υπεδα-

ϕικής απεικόνισης, όπως η διεξαγωγή µεταλλευτικών ερευνών και

η παρακολούθηση αποθεµάτων [40], ο εντοπισµός υπόγειων στοών

µεταξύ Βόρειας και Νότιας Κορέας [31], η αναζήτηση υπολειµµά-

των δεινοσαύρων στην έρηµο του New Mexico [30], η χαρτογράφηση

περιοχών µε ϑαµµένα απορρίµατα [28] και ο εντοπισµός αρχαιολο-

γικών ευρηµάτων [96]. Η επιτυχία των αλγορίθµων γραµµικοποιη-

µένης ΠΤ εξαρτάται από τις δύο προϋποθέσεις της γραµµικότη-

τας και της διαθεσιµότητας ενός ικανού αριθµού πειραµάτων, αν

και σε πολλές περιπτώσεις η προϋπόθεση της γραµµικότητας δεν
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ισχύει, καθώς διάφοροι περιορισµοί (οικονοµικοί, ασφάλειας, λει-

τουργικότητας, γεωµετρικοί και ϕυσικής) περιορίζουν τον αριθµό

των πειραµάτων σκέδασης, τα οποία µπορούν να πραγµατοποιη-

ϑούν και/ή παρουσιάζουν µετρήσεις µε χαµηλή ΣηµατοΘορυβική

Σχέση – ΣΘΣ (signal–to–noise ratio). Αν και οι αλγεβρικές τεχνικές

ανακατασκευής ελαττώνουν την επίδραση της διαθεσιµότητας µό-

νο ενός µικρού αριθµού πειραµάτων σκέδασης, οι επιδράσεις της

µη γραµµικότητας είναι δυσκολότερο να αντιµετωπιστούν και αυτό

παραµένει ένα ανοικτό πρόβληµα της τρέχουσας έρευνας.

Κατά την έννοια µιας πρώτης κατηγορίας ερευνητικών προβλη-

µάτων, περισσότερο απλά ΑΠΣ αντιµετωπίστηκαν από τους Tsih-

rintzis (Τσιχριντζής) και Devaney, αρχικώς στο πλαίσιο της γραµ-

µικοποιηµένης [20, 47, 49, 52] και αργότερα της ακριβούς [48,

49, 53, 54] ϑεωρίας σκέδασης, όπου και αναπτύχθηκαν σηµαντι-

κές εφαρµογές [29, 49]. Ο σκοπός των προβληµάτων αυτών, που

στηρίχθηκαν εν µέρει σε ένα προηγούµενο πρόβληµα της Υπολογι-

στικής Τοµογραφίας µε ακτίνες Χι [36], ήταν η εκτίµηση της άγνω-

στης ϑέσης ενός κατά τα άλλα πλήρως γνωστού αντικειµένου, από

µετρήσεις (µε ϑόρυβο) του σκεδαζοµένου κύµατος. Αποδείχθηκε ότι

για µονοχρωµατικό επίπεδο κύµα διερεύνησης, η Hέλτιστη (µε την

έννοια της µέγιστης πιθανοφάνειας) εκτίµηση ϑέσης ϑα µπορούσε

να επιτευχθεί µέσω ενός ΑΦΟ, στον οποίο υπερτίθενται επιµέρους

εικόνες που σχηµατίστηκαν µε ϕιλτραρισµένη οπισθοδιάδοση µε-

τρήσεων σκεδαζοµένου κύµατος για διαφορετικές κατευθύνσεις διε-

<εύνησης. Ο αλγόριθµος παράγει µια εικόνα της λογαριθµικής συ-
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νάρτησης πιθανοφάνειας της ϑέσης του αντικειµένου και µπορεί να

χρησιµοποιηθεί για ανίχνευση και αναγνώριση, καθώς και για εκτί-

µηση ϑέσης. Η διαδικασία ανίχνευσης/εκτίµησης/αναγνώρισης εί-

ναι Hέλτιστη (µε την έννοια της µέγιστης πιθανοφάνειας) για κάθε

δεδοµένο αριθµό πειραµάτων σκέδασης και επιστρέφει καλές εκτι-

µήσεις ακόµα και από ένα µόνο πείραµα, µε την προϋπόθεση το

µήκος κύµατος της ακτινοβολίας διερεύνησης να είναι συγκρίσιµο

µε τις τυπικές διαστάσεις του αντικειµένου–στόχου [20].

Κατά την έννοια µιας δεύτερης κατηγορίας ερευνητικών προ-

Hληµάτων, αντιµετωπίζονται πρακτικώς σηµαντικά προβλήµατα το-

µογραφικής απεικόνισης, όπου το αντικείµενο αποτελείται από έναν

αριθµό διακριτών σκεδαστών. ΄Οπως τονίστηκε από τους Azimi και

Kak [68], καθώς και από τους Slaney, Kak και Larsen [74], ακόµα

και όταν κάθε σκεδαστής είναι αρκετά ασθενής για να ισχύει κάποιο

από τα γραµµικά µοντέλα προσέγγιστης, πολλαπλές αλληλεπιδρά-

σεις (σκεδάσεις) µεταξύ σκεδαστών µειώνουν την απόδοση των γραµ-

µικοποιηµένων αλγορίθµων ανακατασκευής της ΠΤ. Η κατάσταση

µπορεί να Hελτιωθεί µερικώς αν οι αλγόριθµοι ανακατασκευής Hα-

σίζονται σε υψηλότερης τάξης (µη γραµµικά) µοντέλα σκέδασης και

πράγµατι τυπικές σειρές επίλυσης του ΑΠΣ έχουν παρουσιαστεί στη

Hιβλιογραφία [87, 88, 89, 19, 106, 107, 4, 5]. Πιο συγκεκριµένα,

στα [19, 106, 107] χρησιµοποιήθηκαν αναπτύγµατα (Hασισµένα στη

ϑεωρία διαταραχών) του Μετασχηµατισµού Fourier – ΜF (Fourier

transform) του αντικειµένου για την ανάπτυξη αλγορίθµων ανακα-

τασκευής αυθαίρετης τάξης. Οι αλγόριθµοι περιελάµβαναν τους
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γραµµικούς αλγόριθµους ανακατασκευής ως ιδιαίτερες περιπτώ-

σεις. Από την άλλη πλευρά, πρόσφατες προσπάθειες ([85, 6] και

αναφορές µέσα σε αυτά) για την αντιστροφή ενός µοντέλου σκέδα-

σης δεύτερης τάξης είχαν ως αποτέλεσµα αλγόριθµους της µορφής

επαναληπτικών αριθµητικών λύσεων συστηµάτων τετραγωνικών εξι-

σώσεων και επέδειξαν υψηλότερη ποιότητα από τα αντίστοιχα γραµ-

µικά µοντέλα. Προσφάτως, µη γραµµικοί τοµογραφικοί αλγόριθµοι

ανακατασκευής αναπτύχθηκαν για την απεικόνιση από µετρήσεις

σκεδαζοµένου κύµατος, που µοντελοποιήθηκαν από έναν αυθαίρε-

τα µεγάλο αριθµό όρων των σειρών Born ή Rytov. Οι αλγόριθµοι

διατήρησαν τη µορφή µη γραµµικών τελεστικών σειρών Volterra,

µε τον ΑΦΟ της ΠΤ ως τον κύριο γραµµικό όρο.

Οι πρώιµες και οι τελευταίες µορφές των αλγορίθµων που πα-

<ουσιάστηκαν στα προηγούµενα και χρησιµοποιούνται στην επίλυ-

ση ΑΠΣ οδήγησαν σε έναν τεράστιο όγκο Hιβλιογραφίας, η οποία, σε

συνδυασµό µε τη διαθεσιµότητα υπολογιστικής δύναµης χαµηλού

κόστους, άνοιξε την πόρτα σε νέες εφαρµογές και νέα συστήµατα

απεικόνισης. ΄Ετσι, ο όρος Περιθλαστική Τοµογραφία ϑα µπορούσε,

ίσως, να αντικατασταθεί µε τον πιο γενικό όρο Τοµογραφία Αντίστρο-

ϕης Σκέδασης (Inverse Scattering Tomography), που περιλαµβάνει

και τη χρήση µη γραµµικών προσεγγιστικών µεθόδων στην ανα-

κατασκευή εικόνας, καθώς και τη µελέτη άλλων ΑΠΣ πέρα από το

παραδοσιακό πρόβληµα της ανακατασκευής του µιγαδικού δείκτη

διάθλασης. Φαίνεται, πάντως, ότι η σχετική Hιβλιογραφία για τα

ΑΠΣ έχει κατακερµατιστεί και διασκορπιστεί σε διάφορα περιοδικά

13



και η πρόοδός της ελέγχεται µόνο από µια εξειδικευµένη κοινότη-

τα. Οι ορισµοί των προβληµάτων και οι αλγόριθµοι τοµογραφικής

ανακατασκευής εξάγονται από την επονοµαζόµενη κλασική διάταξη

διερεύνησης (classical scan configuration) [11, 10, 13, 52], επίσης

γνωστή στη συµβατική τοµογραφία µε ακτίνες Χι ως διάταξη παράλ-

ληλων ακτίνων (parallel beam configuration) [57, 8]. Αυτό έχει ως

αποτέλεσµα την υλοποίηση των αλγορίθµων µέσω της χρήσης ΤΜF.

Ωστόσο, οι αλγόριθµοι µπορούν να επεκταθούν και σε πιο γενικές

διατάξεις µέτρησης –ίσως µε απώλεια της υλοποιησιµότητάς τους–

µε χρήση αλγορίθµων ΤΜF.

1.3 Αντικείµενο της διδακτορικής διατρι-

:ής

Αντικείµενο της παρούσας διδακτορικής διατριβής αποτελεί, η σε

Hάθος, µελέτη αποδοτικών υπαρχόντων και προτεινοµένων υπολο-

γιστικών αλγορίθµων τοµογραφικής απεικόνισης αντικειµένων (και

ανάλυσης της εικόνας τους) από δεδοµένα κυµατικής σκέδασης.

Για λόγους απλότητας, γίνεται η υπόθεση ότι τα δεδοµένα κυµα-

τικής σκέδασης έχουν συλλεχθεί µε τη λεγόµενη κλασική διάταξη

σάρωσης. Οι αλγόριθµοι όµως µπορούν, χωρίς ιδιαίτερη δυσκολία,

να τροποποιηθούν ώστε να εφαρµόζονται και σε δεδοµένα που έχουν

συλλεχθεί µε άλλες διατάξεις σάρωσης.
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1.4 ∆οµή της διδακτορικής διατριβής

Η διδακτορική διατριβή είναι οργανωµένη σε οκτώ κεφάλαια. Στο

Κεφάλαιο 2 δίνονται οι Hασικές αρχές των σηµάτων και των συ-

στηµάτων. Στο Κεφάλαιο 3 παρουσιάζεται η απλούστερη µορφή

µαθηµατικών µοντέλων του ϕυσικού µηχανισµού παραγωγής δεδο-

µένων σε προβλήµατα σκέδασης, µελετάται η ανάπτυξη της λύσης

του ΕΠΣ σε σειρές Born και σειρές Rytov και παρουσιάζεται το

ΘΓΠΤ. Στο Κεφάλαιο 4 παρουσιάζονται γραµµικοί και µη γραµµι-

κοί αλγόριθµοι αντιστροφής των σειρών Born και Rytov, καθώς και

προσοµοιώσεις των αλγορίθµων αυτών µε τη Hοήθεια του υπολογι-

στή. Στο Κεφάλαιο 5 µελετώνται στοχαστικά αντίστροφα προβλή-

µατα και παρουσιάζεται το ϕίλτρο ανακατασκευής Wiener στην ΠΤ.

Στο Κεφάλαιο 6 µελετώνται προβλήµατα απεικόνισης από δεδοµένα

περιορισµένης γωνιακής κάλυψης και παρουσιάζονται αντίστοιχες

τεχνικές ανακατασκευής στην ΠΤ. Στο Κεφάλαιο 7 µελετάται η απει-

κόνιση περιοδικώς µεταβαλλοµένων αντικειµένων και παρουσιάζον-

ται προσοµοιώσεις των αλγορίθµων αντιστροφής µε τη Hοήθεια του

υπολογιστή. Τέλος, στο Κεφάλαιο 8 εξάγονται συµπεράσµατα και

προτείνονται µελλοντικές ερευνητικές δραστηριότητες.
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1.5 Συνεισφορά στην ερευνητική περιο-

χή

Η συνεισφορά της παρούσας διδακτορικής διατριβής στην ερευνητι-

κή περιοχή έγκειται στην ανάπτυξη αλγορίθµων τοµογραφικής απει-

κόνισης σκεδαστών των οποίων η δοµή µεταβάλλεται περιοδικώς µε

το χρόνο.

Το πρόβληµα αυτό δεν έχει µελετηθεί στη συναφή διεθνή Hιβλιο-

γραφία, παρά την πληθώρα των δυνατών τεχνολογικών εφαρµογών

των λύσεών του. Προβλήµατα απεικόνισης, όπως της απεικόνισης

του πνεύµονα εν Zωή (in vivo) ή ενταφιασµένων αντικειµένων τα

οποία µπορούν να διεγερθούν σε µηχανική ταλάντωση, εµπίπτουν

στο αντικείµενο της παρούσας διατριβής και είναι δυνατόν να επι-

λυθούν µε τους προτεινόµενους αλγόριθµους.

1.6 Ευχαριστίες

Η παρούσα διδακτορική διατριβή ξεκίνησε υπό την επίβλεψη του

Καθηγητή του Πανεπιστηµίου Πειραιώς κ. Αντωνίου Παναγιωτό-

πουλου και ολοκληρώθηκε υπό την επίβλεψη του Επίκουρου Κα-

ϑηγητή του ιδίου Πανεπιστηµίου κ. Γεωργίου Τσιχριντζή. Από

τη ϑέση αυτή αισθάνοµαι την ανάγκη να ευχαριστήσω ϑερµά τους

προαναφεροµένους Καθηγητές, χωρίς τη Hοήθεια, την υποστήριξη

και την ενθάρρυνση των οποίων η ολοκλήρωση της διατριβής αυτής

ϑα ήταν αδύνατη.
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Θερµές ευχαριστίες οφείλω και στα άλλα δύο µέλη της Συµβου-

λευτικής Επιτροπής, Καθηγητές του Πανεπιστηµίου Πειραιώς κ.κ.

Νικόλαο Αλεξανδρή και Αριστείδη Σαπουνάκη για την υποστήριξη

που µου προσέφεραν κατά την εκπόνηση της διατριβής αυτής. Επί-

σης, οφείλω να ευχαριστήσω τον Καθηγητή του ΕΜΠ κ. Στέφανο

Κόλλια, καθώς και όλους τους Καθηγητές του Τµήµατος Πληροφο-

<ικής του Πανεπιστηµίου Πειραιώς για τη Hοήθειά τους κατά την

εκπόνηση της διατριβής.

Τέλος, ϑα ήθελα να ευχαριστήσω ιδιαιτέρως τη σύζυγό µου Γιού-

λα και το γιο µας ∆ηµήτρη τόσο για την ηθική τους συµπαράσταση

όσο και για την κατανόηση που επέδειξαν καθόλη τη διάρκεια της

εκπόνησης της διατριβής.
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Κεφάλαιο 2

Σήµατα και συστήµατα

2.1 Βασικές έννοιες σηµάτων

Ο όρος σήµα (signal) υποδηλώνει µια συνάρτηση που απεικονίζει

µια ή περισσότερες ανεξάρτητες µεταβλητές ενός συνόλου I (πεδί-

ου ορισµού) σε µια ή περισσότερες εξαρτηµένες µεταβλητές ενός

συνόλου U (πεδίου τιµών).

΄Ενα µονοδιάστατο (one–dimensional, 1–D) σήµα εκφράζει τη µε-

ταβολή µιας µεταβλητής, έστω x, σε σχέση µε µια άλλη µεταβλη-

τή, έστω t. ∆ηλαδή, ορίζεται ως µια συνάρτηση x(·) τέτοια ώστε

t → x(t). Συνήθως η ανεξάρτητη µεταβλητή t αναφέρεται στο χρόνο

και λαµβάνει τιµές από το πεδίο ορισµού I του σήµατος, ενώ η τιµή

του σήµατος τη χρονική στιγµή t συµβολίζεται µε x(t). Οι τιµές του

σήµατος περιορίζονται στο πεδίο τιµών του U .

Τα ακόλουθα αποτελούν τυπικά παραδείγµατα σηµάτων µε τε-

χνολογικό ενδιαφέρον :
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• διαφορές δυναµικού µεταξύ σηµείων σε ηλεκτροµαγνητικά

κυκλώµατα ως συναρτήσεις του χρόνου

• λόγος, µουσική, διάφοροι ήχοι και άλλα ακουστικά σήµατα

ως συναρτήσεις του χρόνου

• διδιάστατες εικόνες, δηλαδή απεικονίσεις της κατανοµής µιας

ϕυσικής ιδιότητας ως συνάρτησης δύο χωρικών συντεταγµέ-

νων

• σήµατα Hίντεο, δηλαδή ακολουθίες διδιάστατων εικόνων, κάθε

µια από τις οποίες έχει καταγραφεί και αντιστοιχεί σε διαφο-

<ετική χρονική στιγµή

• Hιοϊατρικά σήµατα, όπως το εγκεφαλογράφηµα, το καρδιο-

γράφηµα, κ.ά.

• ακολουθίες δυαδικών ψηφίων τις οποίες διαχειρίζεται η Κεν-

τρική Μονάδα Επεξεργασίας ενός υπολογιστή

• ακολουθίες δυαδικών ψηφίων αποθηκευµένες σε ένα ηλε-

κτρονικό αρχείο

• ακολουθίες δυαδικών ψηφίων που µεταδίδονται µέσω τηλεπι-

κοινωνιακών δικτύων.

Τα σήµατα, ανάλογα µε τις τιµές των συνόλων ορισµού I και

τιµών U , µπορούν να ταξινοµηθούν στις ακόλουθες κατηγορίες :

• Συνεχούς χρόνου (continuous–time), όταν οι ανεξάρτητες µε-

ταβλητές τους λαµβάνουν τιµές σε ένα συνεχές σύνολο.
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• ∆ιακριτού χρόνου (discrete–time), όταν οι ανεξάρτητες µετα-

Hλητές τους λαµβάνουν τιµές σε ένα διακριτό σύνολο.

• Αναλογικά (analog), όταν οι επιτρεπτές τιµές τους καλύπτουν

ένα συνεχές σύνολο.

• Ψηφιακά (digital), όταν οι επιτρεπτές τιµές τους καλύπτουν

ένα διακριτό σύνολο.

Κάτω από ορισµένες γενικές συνθήκες, ένα σήµα συνεχούς χρό-

νου µπορεί να αναπαρασταθεί ακριβώς (χωρίς απώλεια της πληρο-

ϕορίας) από ένα σήµα διακριτού χρόνου, αποτελούµενο από την

ακολουθία των τιµών (δειγµάτων–samples) του σήµατος συνεχούς

χρόνου σε τακτές χρονικές στιγµές. Η διαδικασία ορισµού των δειγ-

µάτων ενός σήµατος συνεχούς χρόνου καθορίζεται από ϑεωρήµατα

και µεθόδους δειγµατοληψίας, τα πιο σηµαντικά από τα οποία ϑα

παρουσιαστούν σε επόµενα τµήµατα αυτού του κεφαλαίου.

2.1.1 Μονοδιάστατα σήµατα συνεχούς χρόνου

Αν το πεδίο ορισµού ενός σήµατος καθορίζεται από µια µεταβλητή,

τότε το σήµα ονοµάζεται µονοδιάστατο (one–dimensional, 1–D). Αν

η ανεξάρτητη µεταβλητή ενός µονοδιάστατου σήµατος µεταβάλλε-

ται σε ένα συνεχές διάστηµα, δηλαδή το πεδίο ορισµού I είναι ένα

διάστηµα, πιθανώς απείρου µήκους, της ευθείας R των πραγµατι-

κών αριθµών, τότε το σήµα καλείται σήµα συνεχούς χρόνου. Στις

πιο συνηθισµένες περιπτώσεις σηµάτων συνεχούς χρόνου, I = R ή
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I = R+, όπου R+ συµβολίζει το σύνολο των µη αρνητικών πραγµα-

τικών αριθµών.

Μερικά Hασικά σήµατα συνεχούς χρόνου είναι τα ακόλουθα:

• Το µοναδιαίο %ήµα (unit step), που δίνεται από τη σχέση

us(t) =

 1, t ≥ 0

0, t < 0.

• Το γραµµικό (linear) σήµα, που δίνεται από τη σχέση

ur(t) =

 t, t ≥ 0

0, t < 0.

• Το ηµιτονοειδές (sinusoid) σήµα, που δίνεται από τη σχέση

x(t) = sin ωt, t ∈ R.

2.1.2 Μονοδιάστατα σήµατα διακριτού χρόνου

Αν η ανεξάρτητη µεταβλητή ενός µονοδιάστατου σήµατος λαµβάνει

τιµές από ένα διακριτό σύνολο, δηλαδή αν το πεδίο ορισµού I είναι

ένα διακριτό σύνολο, τότε το αντίστοιχο σήµα λέγεται σήµα διακρι-

τού χρόνου. Οι πιο συνηθισµένες περιπτώσεις σηµάτων διακριτού

χρόνου συναντώνται όταν I = Z ή όταν I = Z+, όπου Z+ παριστάνει

το σύνολο των µη αρνητικών ακεραίων αριθµών.

΄Ενα σήµα διακριτού χρόνου παριστάνεται ως µια ακολουθία

αριθµών. Στα σήµατα διακριτού χρόνου, η ανεξάρτητη µεταβλητή

παριστάνεται συνήθως µε n, η αντίστοιχη τιµή του σήµατος µε x(n),

και η χρονική εξέλιξη µε n → x(n).
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Μερικά Hασικά σήµατα διακριτού χρόνου είναι :

• Το µοναδιαίο %ήµα, που δίνεται από τη σχέση

us(n) =

 1, n ≥ 0

0, n < 0
όπου n ∈ Z

• Το γραµµικό σήµα, που δίνεται από τη σχέση

ur(n) =

 n, n ≥ 0

0, n < 0,
όπου n ∈ Z

• Το ηµιτονοειδές σήµα x(n) = sin ωn, όπου n ∈ Z.

2.1.3 ∆ιδιάστατα και πολυδιάστατα σήµατα

Αν το πεδίο ορισµού ενός σήµατος χαρακτηρίζεται από µια µε-

ταβλητή δύο διαστάσεων, το σήµα ονοµάζεται διδιάστατο (two–di-

mensional, 2–D). ΄Ενα διδιάστατο σήµα εκφράζει τη µεταβολή µιας

µεταβλητής f σε σχέση µε δύο άλλες µεταβλητές x και y. ∆ηλαδή,

ορίζεται ως µια συνάρτηση f(·, ·), µε πεδίο ορισµού I = I1 × I2,

τέτοια ώστε (x, y) → f(x, y) [2].

Αν στο πεδίο ορισµού I ενός διδιάστατου σήµατος οι δύο µε-

ταβλητές x και y µεταβάλλονται µε συνεχή τρόπο, τότε αυτό ονο-

µάζεται σήµα συνεχούς χρόνου (χώρου). Τότε, τα I1 και I2 είναι

διαστήµατα της ευθείας R των πραγµατικών αριθµών. Αν τα I1 και

I2 είναι υποσύνολα των ακεραίων Z, το διδιάστατο σήµα ονοµάζεται

διακριτού χρόνου.

23



Το διδιάστατο µοναδιαίο %ήµα συνεχούς χρόνου (χώρου) είναι

us(x, y) =

 1, αν x ≥ 0 και y ≥ 0

0, διαφορετικά.

Για το σήµα αυτό ισχύει us(x, y) = us(x)us(y).

΄Οµοια, το διδιάστατο µοναδιαίο %ήµα διακριτού χρόνου δίνεται

από τον τύπο

u(n1, n2) =

 1, αν n1 = 0 και n2 = 0

0, διαφορετικά.

Ισχύει u(n1, n2) = u(n1)u(n2).

Αν το πεδίο ορισµού ενός σήµατος χαρακτηρίζεται από µια µετα-

Hλητή m διαστάσεων το σήµα ονοµάζεται πολυδιάστατο (multidimen-

sional, m-D). Το πεδίο ορισµού του I γράφεται I = I1 × I2 × ...× Im

και αν τα I1, I2, ..., Im είναι διαστήµατα της ευθείας R των πραγµα-

τικών αριθµών, τότε το σήµα είναι συνεχούς χρόνου, ενώ αν είναι

υποσύνολα των ακεραίων Z, το σήµα είναι διακριτού χρόνου.

2.1.4 Συνάρτηση δέλτα συνεχούς χρόνου

Υπάρχει µια ειδική ‘‘συνάρτηση’’, η οποία είναι χρήσιµη στην ανά-

λυση σηµάτων. Η συνάρτηση αυτή δεν µπορεί να οριστεί µε µαθη-

µατική αυστηρότητα ως µία συνήθης συνάρτηση, αλλά µόνο ως µια

γενικευµένη συνάρτηση [108]. Εδώ ϑα εκφραστεί χωρίς µαθηµατι-

κή αυστηρότητα ως το όριο µιας ακολουθίας συναρτήσεων σε τρόπο

ώστε να επιτευχθεί απλότητα και χρησιµότητα, χωρίς τις έννοιες της

αυστηρής ϑεωρίας των γενικευµένων συναρτήσεων.
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Πρώτα χρειάζεται να οριστεί µια συνάρτηση rect (µοναδιαίος τε-

τραγωνικός παλµός – unit square pulse), η οποία έχει τον ακόλουθο

τύπο

rect(t) =

 1, |t| < 1
2

0, οπουδήποτε αλλού.

Με τη Hοήθεια της συνάρτησης αυτής ορίζεται µια ακολουθία συ-

ναρτήσεων, η οποία δίνεται από τον τύπο δn(t) = n rect(nt). Τα

ορθογώνια τα οποία αποτελούν τις γραφικές παραστάσεις των συ-

ναρτήσεων της ακολουθίας αυτής έχουν το ίδιο εµβαδόν, που είναι

ίσο µε τη µονάδα. Το ύψος τους αυξάνεται καθώς το n → ∞, ενώ

αντιστοίχως το πλάτος τους µειώνεται.

Το ‘‘όριο’’ αυτής της ακολουθίας συναρτήσεων είναι ένα ορθο-

γώνιο µε άπειρο ύψος και µηδενικό πλάτος, έτσι ώστε κατά κάποιο

τρόπο το εµβαδόν του να παραµένει ίσο µε τη µονάδα. Το όριο αυτό

συνήθως υποδηλώνεται όπως στο Σχήµα 2.1 και συµβολίζεται µε

δ(t).
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Σχήµα 2.1: Γραφική παράσταση της συνάρτησης δέλτα.
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Η εξήγηση αυτή οδηγεί στον ‘‘ορισµό’’ της συνάρτησης δέλτα

(delta function) ή συνάρτησης Dirac (Dirac function), µε τύπο

δ(t) = lim
n→∞

δn(t),

η οποία ικανοποιεί την σχέση
∫∞
−∞ δ(t)dt = 1.

Η συνάρτηση δέλτα δ(t) ονοµάζεται και κρουστική συνάρτηση

συνεχούς χρόνου (continuous time impulse function) και ικανοποιεί

την ακόλουθη ιδιότητα ‘‘δειγµατοληψίας’’∫ ∞

−∞
x(t)δ(t − t′)dt = x(t′),

όπου το δ(t− t′) αποτελεί µία κρουστική συνάρτηση µετατοπισµένη

στη ϑέση t = t′. ΄Ετσι, από αυτή την ιδιότητα της συνάρτησης δέλτα,

µπορεί να ϑεωρηθεί ότι το δ(t − t′) ‘‘δειγµατίζει’’ ένα σήµα x(t) στο

σηµείο t = t′.

Ιδιότητες συνάρτησης δέλτα

1.
∫∞
−∞ δ(t)dt = lim

n→∞

∫∞
−∞ δn(t)dt = 1

2.
∫∞
−∞ x(t)δ(t)dt = x(0), για κάθε συνάρτηση x(·) συνεχή στο

t = 0.

3.
∫∞
−∞ x(t)δ(t − t′)dt = x(t′), για κάθε συνάρτηση x(·) συνεχή
στο t = t′.

4.
∫∞
−∞ x(t)δ(at)dt = 1

|a|x(0), για κάθε συνάρτηση x(·) συνεχή
στο t = 0. ΄Αρα δ(at) = 1

|a|δ(t).
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5. δ(t) = 1
2π

∫∞
−∞ e−iωtdω =

∫∞
−∞ e−i2πstds.

6. ΄Εστω u(t) =


1, t > 0

1
2
, t = 0

0, t < 0.

(%ηµατική συνάρτηση)

Τότε ισχύει u′(t) = δ(t), όπου u′(t) παριστάνει την παράγωγο

της u(t).

Η συνάρτηση δέλτα στις δύο διαστάσεις

Η έννοια της συνάρτησης δέλτα επεκτείνεται και στις δύο διαστάσεις,

όπου ορίζεται ως εξής :

δ(x, y) = δ(x)δ(y).

Η συνάρτηση αυτή ικανοποιεί την ακόλουθη ιδιότητα:∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
f(x, y)δ(x, y)dxdy = f(0, 0),

για κάθε συνάρτηση f(·, ·) που είναι συνεχής στο (0, 0). Για τη

συνάρτηση αυτή ισχύουν οι γενικεύσεις όλων των ιδιοτήτων της µο-

νοδιάστατης συνάρτησης δέλτα.

2.1.5 ∆έλτα του Kronecker

Στην ανάλυση των σηµάτων διακριτού χρόνου χρησιµοποιείται εκτε-

νώς η έννοια της ακολουθίας. Μια ακολουθία η οποία παίζει σηµαν-

τικό <όλο στην ανάλυση και επεξεργασία σηµάτων διακριτού χρόνου
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είναι η συνάρτηση δέλτα διακριτού χρόνου (discrete time delta func-

tion), ή δέλτα του Kronecker (Kronecker delta) και ορίζεται ως εξής :

δ(n) =

1, n = 0

0, n �= 0.

Η ακολουθία αυτή παίζει τον ίδιο <όλο στα σήµατα και συστή-

µατα διακριτού χρόνου µε αυτόν που παίζει η συνάρτηση δέλτα στα

σήµατα συνεχούς χρόνου και ικανοποιεί ανάλογες ιδιότητες. Αξίζει

να σηµειωθεί ότι η συνάρτηση δέλτα διακριτού χρόνου δεν απαιτεί

έννοιες της ϑεωρίας των γενικευµένων συναρτήσεων, όπως η συνάρ-

τηση δέλτα συνεχούς χρόνου. Ο ανωτέρω ορισµός της συνάρτησης

δέλτα διακριτού χρόνου είναι µαθηµατικά αυστηρός.

Ιδιότητες συνάρτησης δέλτα διακριτού χρόνου

1.
∞∑

n=−∞
δ(n) = 1.

2.
∞∑

n=−∞
x(n)δ(n) = x(0).

3.
∞∑

n=−∞
x(n)δ(n − n′) = x(n′).

Το δέλτα του Kronecker στις δύο διαστάσεις

Η έννοια της συνάρτησης δέλτα διακριτού χρόνου επεκτείνεται στις

δύο διαστάσεις, όπου δίνεται από τον τύπο

δ(n1, n2) =

 1, αν n1 = 0 και n2 = 0

0, διαφορετικά.
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2.2 Μετασχηµατισµοί Fourier

Οι µετασχηµατισµοί Fourier αποτελούν ένα ισχυρό εργαλείο για

ανάλυση σηµάτων και συστηµάτων και επιτρέπουν την ποσοτική

περιγραφή της ψηφιοποίησης και της δειγµατοληψίας σηµάτων και

την ανάλυση των συνελικτικών ϕίλτρων και του ϑορύβου.

2.2.1 (Συνεχής) Μετασχηµατισµός Fourier

Ο (συνεχής) Μετασχηµατισµός Fourier – ΜF (Fourier transform) εί-

ναι ένας ολοκληρωτικός µετασχηµατισµός, ο οποίος, στη γενική

περίπτωση, απεικονίζει µια µιγαδική συνάρτηση n µεταβλητών σε

µια άλλη µιγαδική συνάρτηση n µεταβλητών.

Ο ΜF ενός µονοδιάστατου συνεχούς σήµατος συνεχούς χρόνου

x(t) ορίζεται ως το συνεχές σήµα συνεχούς χρόνου X(s), το οποίο

δίνεται από τη σχέση

F{x(t)} = X(s) =

∫ ∞

−∞
x(t)ei2πstdt

όπου i =
√
−1. Η µεταβλητή s είναι µια παράµετρος, η οποία

αναφέρεται ως συχνότητα (frequency).

Ο Αντίστροφος Μετασχηµατισµός Fourier – ΑΜF (Inverse Fou-

rier Transform) του σήµατος X(s) ορίζεται ως εξής :

F−1{X(s)} =

∫ ∞

−∞
X(s)e−i2πstds.

Παρατηρείται ότι η µόνη διαφορά ανάµεσα στο ΜF και τον ΑΜF

Hρίσκεται στο πρόσηµο του εκθέτη στο µιγαδικό εκθετικό. Η σχέ-
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ση ανάµεσα στο ΜF και τον ΑΜF δίνεται από τον ακόλουθο τύπο

αντιστροφής:

x(t) = F−1{F{x(t)}}, δηλαδή x(t) = F−1{X(s)}.

Τα σήµατα x(t) και X(s) ονοµάζονται 0εύγη µετασχηµατισµού Fou-

rier (Fourier Transform pairs) και η µεταξύ τους αντιστοιχία είναι

1-1 µε την έννοια του ελάχιστου τετραγωνικού σφάλµατος.

Στον Πίνακα 2.1 παρουσιάζονται µερικά χρήσιµα Zεύγη ΜF στον

οποίο sinc(ξ) ≡ sin(πξ)
πξ

µε sinc(0) = 1.

Ιδιότητες του µετασχηµατισµού Fourier

1. Γραµµικότητα

F{α1x1(t) + α2x2(t)} = α1F{x1(t)} + α2F{x2(t)}.

2. Συµµετρίες

(α’) x(t) = x(−t) ⇒ X(s) = X(−s).

(H’) x(t) = −x(−t) ⇒ X(s) = −X(−s).

(γ’) ΄Οταν x(t) πραγµατική συνάρτηση ⇒ X(s) = X∗(−s),

όπου ∗ υποδηλώνει το µιγαδικό συζυγή.

3. Μετατόπιση

g(t) = x(t − a) ⇒ G(s) = ei2πaX(s).
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ΟΝΟΜΑ x(t) X(s)

Παλµός

Gauss
e−πt2 e−πs2

Τετραγωνικός

παλµός
Π(t) =

 1, |t| ≤ 1

0, αλλιώς
2 sinc(2s) = sin(2πs)

πs

Τριγωνικός

παλµός
Λ(t) =

1 − |t|, |t| ≤ 1,

0, |t| > 1

(sinc)2(s) = sin2(πs)
(πs)2

Φθίνον

εκθετικό
eα|t|, α < 0 −2α

α2+4π2s2

Συνάρτηση

δέλτα
δ(t) 1

Μοναδιαίο

Hήµα
us(t)

1
2
[δ(s) + i

πs
]

Ηµιτονοειδές

σήµα
sin(2πs0) − i

2
[δ(s + s0) − δ(s − s0)]

Μιγαδικό

εκθετικό
ei2πs0 δ(s − s0)

Πίνακας 2.1: Πίνακας Zευγών µετασχηµατισµού Fourier.
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4. Οµοιότητα

g(t) = x(at) ⇒ G(s) =
1

|a|X
(s

a

)
.

5. Θεώρηµα Parseval (αναφέρεται και ως ϑεώρηµα Plancherel)∫ ∞

−∞
|x(t)|2dt =

∫ ∞

−∞
|X(s)|2ds.

2.2.2 Σειρές Fourier

Αν ένα σήµα έχει τιµή µηδέν ή αν επαναλαµβάνεται περιοδικώς

εκτός ενός διαστήµατος [−T/2, T/2], µπορεί να οριστεί η ακόλουθη

σειρά Fourier (Fourier series):

Xn =
∫ T

2

−T
2

x(t)ei2πn t
T dt = F{ x(t)} |s= n

T
, n = 0,±1,±2, ...

Με Hάση τον προηγούµενο τύπο, στο σήµα x(t) αντιστοιχίζεται σε

µια άπειρη ακολουθία µιγαδικών συντελεστώνXn, δηλαδή ο ΜF του

σήµατος αυτού, κατά κάποιο τρόπο εκφυλίζεται σε σειρά Fourier.

Η ανωτέρω σειρά Fourier αντιστρέφεται από τον τύπο

x(t) =
1

T

∞∑
n=−∞

Xne−i2πn t
T .

Με τον τύπο αντιστροφής ανακατασκευάζεται το σήµα x(t) ως υπέρ-

ϑεση µιγαδικών εκθετικών διαφόρων συχνοτήτων µε πλάτη Xn.

Για πραγµατικό σήµα x(t), η σειρά Fourier µπορεί να εκφραστεί

και από τον ακόλουθο τύπο:

x(t) =
a0

2
+

∞∑
n=1

an cos

(
2πnt

T

)
+

∞∑
n=1

bn sin

(
2πnt

T

)
,
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όπου

an =
2

T

∫ T
2

−T
2

x(t) cos

(
2πnt

T

)
dt, n = 0, 1, 2, ...

bn =
2

T

∫ T
2

−T
2

x(t) sin

(
2πnt

T

)
dt, n = 1, 2, 3, ... .

Σε αυτή τη σειρά, το πραγµατικό σήµα x(t) ανακατασκευάζεται ως

υπέρθεση δύο σειρών που έχουν πραγµατικούς συντελεστές.

2.2.3 ∆ιακριτός µετασχηµατισµός Fourier

΄Εστω x(n), n = 0, 1, 2, ..., N−1 σήµα διακριτού χρόνου µε διάρκεια

(µήκος) N δείγµατα. Ως ευθύς ∆ιακριτός Μετασχηµατισµός Fourier

– ∆ΜF (Discrete Fourier Transform) του σήµατος αυτού ορίζεται το

σήµα διακριτού χρόνου

X(m) =
N−1∑
n=0

x(n)ei2π mn
N , m = 0, 1, 2, ..., N − 1.

Ως Αντίστροφος ∆ιακριτός Μετασχηµατισµός Fourier – Α∆ΜF

(Inverse Discrete Fourier Transform) του σήµατος X(m), m =

0, 1, 2, ..., N − 1 ορίζεται το σήµα

g(n) =
1

N

N−1∑
m=0

X(m)e−i2π mn
N , n = 0, 1, 2, ..., N − 1.

Ισχύει g(n) = x(n), n = 0, 1, 2, ..., N − 1.

Ο ∆ΜF µπορεί να ϑεωρηθεί ως µια προσέγγιση του συνεχούς

ΜF. Πραγµατικά, αν στον τύπο X(s) =
∫∞
−∞ x(t)ei2πstdt ϑεωρηθεί

s = m
∆t
, συνάγεται ότι

X(
m

∆t
) =

∫ ∞

−∞
x(t)ei2π mt

∆t dt.
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Υποθέτοντας ότι ισχύει η προσέγγιση

X(
m

∆t
) =

∫ ∞

−∞
x(t)ei2π mt

∆t dt ≈ ∆t
N−1∑
n=0

x(n∆t)ei2π mn
N ,

ισχύει X(m) ≡ X( m
∆t

) ≈ ∆t ∆ΜF{ x(n∆t), n = 0, 1, 2, ..., N − 1}.

Για να έχει νόηµα η προσέγγιση αυτή, πρέπει αφενός η από-

σταση ∆t µεταξύ διαδοχικών δειγµάτων να είναι αρκετά µικρή και

αφετέρου το πλήθος N των δειγµάτων να είναι αρκετά µεγάλο, έτσι

ώστε να καλύπτεται το σήµα συνεχούς χρόνου µε επαρκή διακριτική

ικανότητα και στο µεγαλύτερο µέρος της διάρκειάς του.

2.2.4 Ταχείς αλγόριθµοι ∆ΜF

Για τον υπολογισµό, µε Hάση το ορισµό, του ∆ΜF ενός σήµατος

N δειγµάτων απαιτείται σηµαντική υπολογιστική πολυπλοκότητα

(της τάξης του N2). ΄Οµως, υπάρχουν και αλγόριθµοι που έχουν

πολυπλοκότητα της τάξης N log2 N και είναι γνωστοί ως ταχείς µε-

τασχηµατισµοί Fourier (Fast Fourier Transform)[75]. Οι αλγόριθµοι

αυτοί παρουσιάζουν την καλύτερη (ταχύτερη) συµπεριφορά όταν το

N είναι δύναµη του 2. Για παράδειγµα, όταν N = 1024, το κέρδος

σε υπολογιστική ισχύ είναι της τάξης N2

N log2 N
≈ 100. Το κέρδος σε

υπολογισµούς αυξάνεται µε αύξηση του N .

Η Hασική ιδέα στους ΤΜF είναι ότι ο ∆ΜF µπορεί να εκφραστεί

ως πολλαπλασιασµός πινάκων
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
X0

...

XN−1

 = W


x0

...

xN−1

, όπουW = [Wnm]N×N = [ei 2πnm
N ]N×N .

΄Οµοια 
x0

...

xN−1

 =
1

N
W †


X0

...

XN−1


µε W † = W ∗� = W ∗.

Οι πίνακες W και W † έχουν πολλές συµµετρίες. ΄Οταν N = 2p,

µπορούν να παραγοντοποιηθούν σε p πίνακες τάξεως N × N που

περιέχουν επαναλαµβανόµενες τιµές, µηδενικά και µονάδες.

Ταχύς µετασχηµατισµός Fourier µε αποδεκάτιση χρόνου

΄Εστω x(n) ένα σήµα πεπερασµένης διάρκειας, όπου 0 ≤ n ≤ N −1

και N είναι άρτιος. Αν x1(n) και x2(n) είναι τα σήµατα που αποτε-

λούνται από τις άρτιες και τις περιττές τιµές του x(n) αντιστοίχως,

ισχύει

x1(n) = x(2n), n = 0, 1, 2, ...,
N

2
− 1,

x2(n) = x(2n + 1), n = 0, 1, 2, ...,
N

2
− 1.

Τότε λέγεται ότι τα σήµατα x1(n) και x2(n) λαµβάνονται µε αποδε-

κάτιση (decimation) του σήµατος x(n) µε το 2. Και τα δύο σήµατα

έχουν διάρκεια N
2
. Ορίζοντας ωN = ei 2π

N , ο ∆ΜF του x(n) µπορεί να

γραφεί ως εξής :
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X(k) =
∑

n=0,2,4,...

x(n)ωnk
N +

∑
n=1,3,5,...

x(n)ωnk
N ,

ή

X(k) =

N
2
−1∑

n=0

x(2n)ω2nk
N +

N
2
−1∑

n=0

x(2n + 1)ω
2(n+1)k
N . (2.1)

Επειδή ω2
N = e−i 2π

N
2 = ωN/2, η εξίσωση (2.1) γίνεται

X(k) =

N
2
−1∑

n=0

x1(n)ωnk
N/2 + ωk

N

N
2
−1∑

n=0

x2(n)ωnk
N/2,

οπότε

X(k) = X1(k) + ωk
NX2(k), k = 0, 1, 2, ...,

N

2
− 1. (2.2)

Με τη χρήση της εξίσωσης (2.2), οι πρώτες N
2
τιµές του ∆ΜF

µπορούν να υπολογιστούν από το ∆ΜF των N
2
αποδεκατισθέντων

σηµάτων x1(n) και x2(n). Λόγω της περιοδικότητας του ∆ΜF ισχύει

X1

(
k +

N

2

)
= X1(k), X2

(
k +

N

2

)
= X2(k). (2.3)

Επίσης, επειδή ω
N
2

N = e−iπ = −1, ισχύει

ω
k+N

2
N = ωk

Nω
N
2

N = −ωk
N . (2.4)

Από τις εξισώσεις (2.2), (2.3) και (2.4) συνάγονται οι ακόλουθες

σχέσεις :

X(k) = X1(k) + ωk
NX2(k), 0 ≤ k ≤ N

2
− 1 (2.5)

X

(
k +

N

2

)
= X1(k) − ωk

NX2(k), 0 ≤ k ≤ N

2
− 1. (2.6)
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A

+

-

Σχήµα 2.2: Σχηµατική αναπαράσταση του διαγράµµατος της πετα-

λούδας στο ∆ΜFΑΧ.

Για τον υπολογισµό του X(k) µπορεί να χρησιµοποιηθεί η δοµή της

πεταλούδας (butterfly structure), που ϕαίνεται στο Σχήµα (2.2).

Με τη δοµή αυτή συνδυάζονται οι µετασχηµατισµοί X1(k) και

X2(k), έτσι ώστε οι δύο αριθµοίA καιB να µετασχηµατίζονται στους

X και Y σύµφωνα µε τον κανόνα

X = A + ωk
NB

Y = A − ωk
NB.

Στη δοµή της πεταλούδας χρησιµοποιείται ένας πολλαπλασιαστής

και ένας αθροιστής.

΄Οπως ϕαίνεται και από τις σχέσεις (2.5)–(2.6), για τον υπολο-

γισµό του X(k) από το X1(k) και το X2(k) χρησιµοποιούνται N
2

πεταλούδες, κάθε µια από τις οποίες απαιτεί έναν πολλαπλασια-

σµό. Στην πράξη, µερικές από αυτές δεν εκτελούν πολλαπλασια-
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σµό. Για παράδειγµα, στο Σχήµα (2.3) η πεταλούδα που αντι-

στοιχεί στον παράγοντα ω0
16 = 1. ΄Ετσι η πολυπλοκότητά της δεν

υπερβαίνει τις N
2
πράξεις (πολλαπλασιασµούς και προσθέσεις). Αν

οι ∆ΜF X1(k) και X2(k) υπολογισθούν κατευθείαν από τις εξισώ-

σεις αυτές, απαιτείται ένα σύνολο πράξεων που δεν υπερβαίνει το

2(N/2)2 + N/2 = N2 + N/2. Οπότε, µε τη χρήση των εξισώσεων

(2.5)–(2.6) επιτυγχάνεται ελάττωση κατά περίπου 50% των υπολο-

γισµών σε σχέση µε τον απευθείας υπολογισµό του ∆ΜF από τον

ορισµό του.

Η ελάττωση της πολυπλοκότητας είναι περισσότερο σηµαντική

όταν ο N είναι δύναµη του 2 (N = 2p), οπότε η παραπάνω διαδικα-

σία επαναλαµβάνεται. ΄Ετσι στην περίπτωσηN = 2p, ο υπολογισµός

καθενός από τα X1(k) και X2(k) µπορεί να γίνει αναδροµικά από

τη δοµή πεταλούδας που χρησιµοποιεί ∆ΜF N/4–σηµείων, δύο για

το καθένα. Συνεχίζοντας µε τον ίδιο τρόπο, µετά από p − 1 Hήµατα

δηµιουργούνται N/2 ∆ΜF, καθένας από τους οποίους αποτελείται

από 2 σηµεία.

΄Ενας ∆ΜF 2–σηµείων αποτελείται µόνο από έναν αθροιστή, κα-

ϑώς ω0
2 = 1, ω1

2 = −1 και

X(0) = x(0) + x(1)

X(1) = x(0) − x(1).

Στο σηµείο αυτό ολοκληρώθηκε η ανάπτυξη του Hασικού ∆ιακριτού

Μετασχηµατισµού Fourier µε Αποδεκάτιση στο Χ όνο – ∆ΜFΑΧ (Di-

screte Fourier Transform with Decimation in Time). Στο Σχήµα 2.3
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παρουσιάζεται η περίπτωση ακολουθιών 16-σηµείων. Από το Σχή-

X(0)

X(1)

X(2)

X(3)

X(4)

X(5)

X(6)

X(7)

ÄÌF

ìÞêïõò 8
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)6()6(1 xx �

)10()5(1 xx �

)2()4(1 xx �
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)4(1X
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)2(1X

)1(1X

)0(1X

1 )7(X
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Σχήµα 2.3: Σχηµατική αναπαράσταση του υπολογισµού του

∆ΜFΑΧ.

µα 2.3 ϕαίνεται ότι, για να εµφανίζονται στην έξοδο οι τιµές του

∆ΜF σε σειρά, απαιτείται η αναδιάταξη των όρων του σήµατος εισό-

δου. ∆ηλαδή, χρειάζεται ένας τρόπος δεικτοδότησης, έτσι ώστε τα

δεδοµένα να µετατίθενται στη µορφή

( x(0), x(8), x(4), x(12), x(2), x(10), x(6), x(14),

x(1), x(9), x(5), x(13), x(32), x(11), x(7), x(15) ).

Για τον ορισµό της δεικτοδότησης, οι δείκτες µετατρέπονται στη δυα-

δική τους µορφή και στη συνέχεια αντιστρέφονται τα ψηφία της

µορφής αυτής όπως ϕαίνεται και στον Πίνακα 2.2.
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Αρχική

διάταξη

∆υαδική

µορφή

Αντεστραµµένη

δυαδική µορφή
Αναδιάταξη

0 0000 0000 0

1 0001 1000 8

2 0010 0100 4

3 0011 1100 12

4 0100 0010 2

5 0101 1010 10

6 0110 0110 6

7 0111 1110 14

8 1000 0001 1

9 1001 1001 9

10 1010 0101 5

11 1011 1101 13

12 1100 0011 3

13 1101 1011 11

14 1110 0111 7

15 1111 1111 15

Πίνακας 2.2: Πίνακας ορισµού δεικτοδότησης.
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Ταχύς µετασχηµατισµός Fourier µε αποδεκάτιση συχνότητας

Ο αλγόριθµος που παρουσιάστηκε στην προηγούµενη ενότητα Hα-

σίζεται στην ιδέα της υποδιαίρεσης της ακολουθίας των τιµών του

σήµατος σε άρτιους και περιττούς δείκτες. Στη συνέχεια εφαρµόζε-

ται µια διαφορετική τµηµατοποίηση, όπου η µια από τις υπακολου-

ϑίες δηµιουργείται από τις πρώτες N/2 τιµές του αρχικού σήµατος,

ενώ η άλλη αποτελείται από τις τελευταίεςN/2 τιµές. Αποδεικνύεται

ότι αυτή η τµηµατοποίηση οδηγεί σε µια διάταξη αντιστροφής ψη-

ϕίου του ∆ΜF της ακολουθίας και η λαµβανόµενη διάταξη καλείται

∆ιακριτός Μετασχηµατισµός Fourier µε Αποδεκάτιση Συχνότητας –

∆ΜFΑΣ (Discrete Fourier Transformwith Decimation in Frequency).

Για τον υπολογισµό της διάταξης αυτής ορίζονται οι ακολουθίες

x1(n) και x2(n), µήκους N/2, ως εξής :

x1(n) = x(n), n = 0, 1, 2, ....,
N

2
− 1 (2.7)

x2(n) = x

(
n +

N

2

)
, n = 0, 1, 2, ....,

N

2
− 1. (2.8)

Τότε ο ∆ΜF γίνεται

X(k) =

N
2
−1∑

n=0

x(n)ωnk
N +

N−1∑
n= N

2

x(n)ωnk
N , (2.9)

ενώ µε τη χρήση των εξισώσεων (2.7) και (2.8) γίνεται

X(k) =

N
2
−1∑

n=0

[x1(n) + e−iπkx2(n)]ωnk
N . (2.10)
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Επειδή e−iπk =

 1, αν k άρτιος,

−1, αν k περιττός,
υπολογίζονται οι άρτιες και

οι περιττές τιµές του X(k) ξεχωριστά. ΄Ετσι, η εξίσωση (2.10) δίνει

X(2k) =

N
2
−1∑

n=0

[x1(n) + x2(n)]ωnk
N
2

(2.11)

X(2k + 1) =

N
2
−1∑

n=0

[x1(n) − x2(n)]ωnk
N ωnk

N
2

. (2.12)

Αν τεθεί

f(n) = x1(n) + x2(n), n = 0, 1, 2, ....,
N

2
− 1

και

g(n) = [x1(n) − x2(n)]ωnk
N , n = 0, 1, 2, ....,

N

2
− 1,

ισχύει

X(2k) = F (k), X(2k + 1) = G(k), k = 0, 1, 2, ....,
N

2
− 1.

Εποµένως, ο υπολογισµός του ∆ΜF µήκους N ανάγεται στον υπο-

λογισµό δύο ∆ΜF N/2-σηµείων. Η διαδικασία αυτή παρουσιάζεται

στο Σχήµα 2.4 για N = 16.

Στη συνέχεια επαναλαµβάνεται η παραπάνω διαδικασία για κα-

ϑεµία από τις ακολουθίες f(n) και g(n). Αν N = 2p, ο αλγόριθµος

τερµατίζεται µετά από p Hήµατα. Στον ∆ΜFΑΣ αντιστοιχεί πετα-

λούδα η οποία διαφέρει από την πεταλούδα του ∆ΜFΑΧ στο ότι ο

πολλαπλασιασµός µε ωn
N γίνεται µετά την αφαίρεση. Στον αλγόριθ-

µο του ∆ΜFΑΣ, τα δεδοµένα εισάγονται σε κανονική διάταξη και
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Σχήµα 2.4: Σχηµατική αναπαράσταση του υπολογισµού του

∆ΜFΑΣ.

στην έξοδο παράγεται µια ακολουθία σε διάταξη αντιστροφής ψηφί-

ου. Ο ∆ΜFΑΣ και ο ∆ΜFΑΧ έχουν την ίδια πολυπλοκότητα, δηλαδή

1
2
N log2 N µιγαδικούς πολλαπλασιασµούς και N log2 N µιγαδικές

προσθέσεις. Ακόµη, και οι δυο αλγόριθµοι εκτελούν τους υπολογι-

σµούς στις ίδιες ϑέσεις µνήµης. Αυτό σηµαίνει ότι ο ίδιος πίνακας

χρησιµοποιείται για την αποθήκευση τόσο των δεδοµένων εισόδου,

όσο και των δεδοµένων εξόδου.
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Σχήµα 2.5: Σχηµατική αναπαράσταση του διαγράµµατος της πετα-

λούδας στο ∆ΜFΑΣ.

2.2.5 Μετασχηµατισµοί Fourier σε δύο ή περισσό-

τερες διαστάσεις

Για σήµατα που εξαρτώνται από δύο ανεξάρτητες µεταβλητές, ο ΜF

και ο αντίστροφός του ορίζονται ως

F (u, v) =

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
f(x, y)ei2π(ux+vy)dxdy

και

f(x, y) =

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
F (u, v)e−i2π(ux+vy)dudv,

αντιστοίχως. Οι µεταβλητές u και v αντιστοιχούν σε συχνότητα κατά

µήκος των x και y αξόνων αντιστοίχως. Ο ∆ΜF ενός διδιάστατου

σήµατος f(m,n), 0 ≤ m,n ≤ N − 1 διακριτού χρόνου ορίζεται ως

F (k, l) =
N−1∑
m=0

N−1∑
n=0

f(m,n)ei2π km+ln
N , 0 ≤ k, l ≤ N − 1,
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ενώ ο αντίστροφός του ορίζεται ως

f(m,n) =
1

N2

N−1∑
k=0

N−1∑
l=0

F (k, l)e−i2π km+ln
N , 0 ≤ m,n ≤ N − 1.

Ο ∆ΜF του σήµατος f(m,n), 0 ≤ m,n ≤ N − 1 διακριτού χρόνου

µπορεί να εκφραστεί µε τη µορφή πινάκων ως εξής :

f = [f(m,n)] , F = [F (k, l)] , W = [wkn] =
[
ei2π kn

N

]
.

Τότε F = W f W και f = 1
N2 W ∗�F ,W ��.

Ο διδιάστατος ΜF έχει όλες τις ιδιότητες του µονοδιάστατου ΜF

και γενικεύεται σε περισσότερες από δύο διαστάσεις. Για τις δύο

διαστάσεις ισχύουν επιπλέον οι επόµενες δύο ιδιότητες, οι οποίες

γενικεύονται και σε περισσότερες από δύο διαστάσεις

1. ∆ιαχωρισιµότητα.

Αν f(x, y) = f1(x)f2(y), τότε F (u, v) = F1(u)F2(v). ∆ηλαδή,

αν ένα διδιάστατο σήµα εκφράζεται ως γινόµενο δύο µονοδιά-

στατων σηµάτων, από τα οποία το πρώτο εξαρτάται από µία

µεταβλητή x και το δεύτερο από µια µεταβλητή y, τότε ο ΜF

του διδιάστατου σήµατος είναι ίσος µε το γινόµενο των ΜF των

µονοδιάστατων σηµάτων.

2. Περιστροφικότητα.

Αν g(x, y) = f(x cos θ + y sin θ,−x sin θ + y cos θ), τότε

G(u, v) = F (u cos θ + v sin θ,−u sin θ + v cos θ). ∆ηλαδή, αν

ένα διδιάστατο σήµα περιστρέφεται κατά γωνία θ, τότε και ο

ΜF του σήµατος αυτού στρέφεται κατά τη γωνία αυτή.
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2.3 ∆ειγµατοληψία σηµάτων συνεχούς χρό-

νου

Μια σηµαντική κατηγορία σηµάτων διακριτού χρόνου προκύπτει

από τη δειγµατοληψία (sampling) σηµάτων συνεχούς χρόνου. Η

διαδικασία αυτή είναι απαραίτητη όταν σήµατα συνεχούς χρόνου

πρόκειται να υποστούν επεξεργασία µε ψηφιακά µέσα και πραγ-

µατοποιείται από ειδικές διατάξεις, οι οποίες καλούνται αναλογικο–

ψηφιακοί µετατροπείς (analog–to–digital converters).

΄Οταν ένα σήµα συνεχούς χρόνου πρόκειται να ψηφιοποιηθεί

και αναζητείται η άριστη τεχνική δειγµατοληψίας, πρέπει να µε-

λετηθούν προσεκτικά το ϕάσµα του σήµατος, ο αποδεκτός µέσος

<υθµός δειγµατοληψίας και ο τρόπος επεξεργασίας του σήµατος.

Η διαδικασία της δειγµατοληψίας πρέπει να εκτελεστεί έτσι,

ώστε η ακολουθία των δειγµάτων που ϑα προκύψει να αναπαρι-

στάνει το αρχικό σήµα µε όσο το δυνατόν µικρότερη απώλεια πλη-

<οφορίας. Αν το ϕάσµα του σήµατος µπορεί να περιοριστεί, όπως

απαιτείται από το ϑεώρηµα δειγµατοληψίας, τότε η περιοδική δειγ-

µατοληψία εφαρµόζεται για διάφορους λόγους. Πρώτον, γιατί είναι

η απλούστερη µέθοδος και µπορεί να υλοποιηθεί εύκολα. ∆εύτε-

<ον, γιατί οι περιοδικές ακολουθίες δειγµάτων σήµατος υφίσταν-

ται εύκολα ψηφιακή επεξεργασία. Τέλος, γιατί έχουν αναπτυχθεί

πολλοί ταχείς και αποτελεσµατικοί αλγόριθµοι για την υλοποίηση

αντιστοίχων ψηφιακών ϕίλτρων.

47



2.3.1 Περιοδική δειγµατοληψία

Θεωρώντας ένα ϑετικό αριθµό T και ένα σήµα συνεχούς χρόνου

x(t), λαµβάνονται δείγµατα του x(t) ανά T χρονικές µονάδες. Προ-

κύπτει ένα σήµα διακριτού χρόνου xd(·) που δίνεται από τον τύπο
xd(n) = x(nT ). Καταχρηστικά, γράφεται x(n) = x(nT ). ΄Ενα σήµα

διακριτού χρόνου, που προκύπτει από σήµα συνεχούς χρόνου µέσω

δειγµατοληψίας, ονοµάζεται δειγµατοποιηµένο (sampled signal). Η

ποσότητα T ονοµάζεται περίοδος δειγµατοληψίας (sampling period)

και 1/T είναι ο  υθµός (sampling rate) ή συχνότητα δειγµατοληψίας

(sampling frequency).

Στο Σχήµα 2.6 απεικονίζεται η διακριτή αναπαράσταση ενός σή-

µατος συνεχούς χρόνου x(t) µε δειγµατοληψία των τιµών του σε ένα

σύνολο σηµείων. Η διακριτή αναπαράσταση µπορεί να εκφραστεί

ως µια λίστα των τιµών 1,2,3,4,3,2,1. Είναι, επίσης, δυνατό να ανα-

παρασταθούν τα δείγµατα του σήµατος ως ένα απλό διάνυσµα στον

πολυδιάστατο χώρο. Για παράδειγµα, το σύνολο των επτά δειγµά-

των του προηγουµένου παραδείγµατος µπορεί να αναπαρασταθεί

ως ένα διάνυσµα στον 7-διάστατο χώρο, όπου το πρώτο στοιχείο του

είναι ίσο µε το 1, το δεύτερο µε 2, το τρίτο µε 3, κ.ο.κ.

Για τη δειγµατοληψία σηµάτων συνεχούς χρόνου ισχύει το ακό-

λουθο ϑεώρηµα (Whittaker, Shannon, Nyquist).
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Σχήµα 2.6: Σχηµατική αναπαράσταση της δειγµατοληψίας σήµα-

τος συνεχούς χρόνου.
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Το ϑεώρηµα δειγµατοληψίας

ΘΕΩΡΗΜΑ 2.1 ΄Εστω ένα σήµα συνεχούς χρόνου x(·) και µια ακο-

λουθία {x(n), n = 0,±1,±2, ...} δειγµάτων του, τα οποία λαµβάνον-

ται περιοδικώς µε περίοδο Ts, δηλαδή x(n) = x(nTs) για κάθε n. Αν

(α) το σήµα έχει ΜF X(s) =
∫∞
−∞ x(t)ei2πstdt τέτοιο ώστε X(s) = 0,

όταν |s| > s0 για κάποια συχνότητα s0 και

(%) η συχνότητα δειγµατοληψίας 1
Ts

είναι τουλάχιστον διπλάσια της

µέγιστης συχνότητας s0 του σήµατος x(·),
τότε η ακολουθία {x(n), n = 0,±1,±2, ...} επαρκεί για να ανακατα-

σκευάσει το σήµα x(·) σε οποιαδήποτε χρονική στιγµή. Πιο συγκεκρι-
µένα:

x(t) =
∞∑

n=−∞
x(n)

sin π(t−nTs)
Ts

π(t−nTs)
Ts

=
∞∑

n=−∞
x(nTs)sinc

(
t − nTs

Ts

)

όπου sinc(u) = sin(πu)
πu

.

Σε δύο ή περισσότερες διαστάσεις, το ϑεώρηµα δειγµατοληψίας

έχει περισσότερες µορφές. Αν x(v) είναι ένα d-διάστατο σήµα (v ∈
Rd) ορίζεται ένα σχήµα δειγµατοληψίας (sampling scheme) ως

xn1...nd
= x(n1v1 + ... + ndvd),

όπου v1, ..., vd είναι µια Hάση του χώρου Rd. ΄Οταν τα διανύσµατα

v1, ..., vd είναι η συνήθης Hάση, τότε υπάρχει µια άµεση γενίκευση

της µονοδιάστατης δειγµατοληψίας.
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2.3.2 Τυχαία ή µη περιοδική δειγµατοληψία

Η εφαρµογή της τυχαίας δειγµατοληψίας µπορεί να αποδειχθεί πιο

ευεργετική όταν δεν είναι επιθυµητό ή όταν δεν είναι δυνατό να

ϕιλτραριστούν τα σήµατα πριν τη µετατροπή τους από συνεχούς

χρόνου σε διακριτά. Στις περιπτώσεις αυτές η τυχαία δειγµατοληψία

µπορεί να µειώσει σηµαντικά τα λάθη που οφείλονται στο ϕαινόµενο

της αναδίπλωσης (aliasing), το οποίο µπορεί να καταστρέψει την

επεξεργασία των ψηφιακών σηµάτων.

Πάντως, το σωστό αποτέλεσµα µπορεί να επιτευχθεί µόνο όταν

η τυχαία δειγµατοληψία πραγµατοποιηθεί κατάλληλα, µε κάποια

από τις υπάρχουσες τεχνικές. Οι πιο αποτελεσµατικές µέθοδοι εί-

ναι αυτές στις οποίες χρησιµοποιούνται ανελίξεις τυχαίων σηµείων

(random point processes).

Ανελίξεις τυχαίων σηµείων

Τα στιγµιότυπα δειγµατοληψίας (sampling instants) συνήθως παρι-

στάνονται ως σηµεία στον άξονα του χρόνου. Ακολουθίες τέτοιων

σηµείων µπορούν να ϑεωρηθούν ως ανελίξεις σηµείων. Παίζουν πο-

λύ σηµαντικό <όλο γιατί οι ιδιότητες των δειγµατισµένων σηµάτων

εξαρτώνται πρώτα απ’ όλα από τα χαρακτηριστικά αυτών των ανελί-

ξεων.

Μια σχετικώς µεγάλη ποικιλία ανελίξεων τυχαίων σηµείων έχει

διατυπωθεί για τυχαία δειγµατοληψία και έχει ερευνηθεί ένας αριθ-

µός από αυτές για το πότε µειώνουν το ϕαινόµενο της αναδίπλω-
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σης. Η ϑεωρία τέτοιων ανελίξεων έχει αναπτυχθεί Hαθµιαία από

τους Beutler και Leneman [45, 46], καθώς και από το Masry [41].

Παρόµοια προβλήµατα έχουν επίσης µελετηθεί σε αυτό που ονοµά-

Zεται ϑεωρία ανανέωσης (renewal theory) και πολλά χρήσιµα αποτε-

λέσµατα ερευνών Hρίσκονται στο Hιβλίο του Cox [39] και παρόµοιες

εκδόσεις.

Παρ’ όλη τη µεγάλη ποικιλία των ανελίξεων τυχαίων σηµείων

που έχουν αναπτυχθεί, λίγες µόνο από αυτές είναι κατάλληλες για

εφαρµογές τυχαίας δειγµατοληψίας, µε κυριότερες τις ακόλουθες :

περιοδική δειγµατοληψία µε τρέµουλο (periodic sampling with jitter),

συσχετισµένη αθροιστική ανέλιξη σηµείων (correlated additive point

process), δειγµατοληψία µε τυχαίες παραλείψεις (sampling with ran-

dom skips) και τέλος η αθροιστική τυχαία δειγµατοληψία (additive

random sampling), η οποία παρουσιάζεται πιο αναλυτικά στα επό-

µενα.

Αθροιστική τυχαία δειγµατοληψία

Στην αθροιστική τυχαία δειγµατοληψία, το σήµα δειγµατίζεται στις

χρονικές στιγµές tk = tk−1 + τk, k = 0, 1, 2, 3, ..., όπου τk είναι

η υλοποίηση µιας τυχαίας µεταβλητής. Αυτός ο τρόπος τυχαίας

δειγµατοληψίας προτάθηκε το 1960 από τους Shapiro και Silver-

man [58] και στην αρχή Hασίστηκε στην υπόθεση ότι τα διαδοχικά

διαστήµατα δειγµατοληψίας {τk, τk−1} ήταν στατιστικώς ανεξάρτητα
και οµοιόµορφα κατανεµηµένα. Τα χαρακτηριστικά των δειγµάτων

αυτών ήταν η µέση τιµή µ και η τυπική απόκλιση σ, ενώ ο µέσος

<υθµός δειγµατοληψίας ήταν ίσος µε 1
µ
.
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Αν ϑεωρηθούν τα χρονικά διαστήµατα [0, tk] = τ1 + τ2 + ... +

τk προκύπτουν τυχαίες µεταβλητές που χαρακτηρίζονται από την

αντίστοιχη συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας {pk(t)}. Τότε ισχύει

p1(t) = pτ (t)

p2(t) = p1(t) ∗ pτ (t)

· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·
pk(t) = pk−1(t) ∗ pτ (t),

όπου ∗ συµβολίζει την πράξη της συνέλιξης, όπως αυτή ορίζεται

στην παράγραφο 2.4.4. Από το κεντρικό ορικό ϑεώρηµα της Στατι-

στικής (Central Limit Theorem in Statistics – Bellanger) [69] ισχύει

το ακόλουθο συµπέρασµα:

Αν η τυχαία µεταβλητή tk παριστάνει το καθαρό άθροισµα k στατι-

στικώς ανεξαρτήτων συνιστωσών µεταβλητών τ1, τ2, ..., τk, τότε όποια

συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας κι αν έχουν οι συνιστώσες αυτές,

η συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας της τ1 + τ2 + ...+ τk = tk τείνει

στην κανονική κατανοµή, καθώς το k τείνει στο άπειρο.

΄Ετσι, όποια µέθοδος τυχαίας αθροιστικής δειγµατοληψίας και

αν εφαρµοστεί, η συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας pτ (t) µπο-

<εί να ποικίλει σηµαντικά από περίπτωση σε περίπτωση χωρίς να

χειροτερεύουν οι συνθήκες δειγµατοληψίας, καθώς η συνάρτηση

πυκνότητας p(t) του δείγµατος ϑα τείνει πάντα στο σταθερό επίπε-

δο 1
µ
, όταν το t αυξάνει. Εποµένως στην περίπτωση αυτή ισχύει

p(t)
t≥Tα

= 1
µ
.
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Σχήµα 2.7: Εξέλιξη της συνάρτησης πυκνότητας πιθανότητας pr(t)

όταν p1(t) είναι (α) οµοιόµορφη και (H) εκθετική.
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Στο Σχήµα 2.7 εµφανίζονται οι µετασχηµατισµοί των συναρτή-

σεων πυκνότητας pk(t), στις περιπτώσεις που η συνάρτηση πυκνότη-

τας πιθανότητας pr(t) έχει (α) κανονική και (H) εκθετική κατανοµή.

Σηµειωτέον ότι οι κλίµακες στα σχήµατα είναι διαφορετικές από τη

µία συνάρτηση στην άλλη. Η συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας

του αθροίσµατος των r χρονικών διαστηµάτων συµβολίζεται µε pr(t)

και οι αναµενόµενες τιµές µε µr. Και στις δύο περιπτώσεις οι τιµές

της pr(t) αλλάζουν, καθώς ο αριθµός r των διαστηµάτων δειγµα-

τοληψίας που αθροίζονται αυξάνεται από το 1 στο 8. Η µέθοδος

της τυχαίας αθροιστικής δειγµατοληψίας παρουσιάζεται στο Σχή-

µα 2.8. ΄Οπως ϕαίνεται στο σχήµα αυτό, η συνάρτηση p(t) τείνει

να γίνει επίπεδη όταν το t υπερβαίνει κάποιες τιµές Tα. Η τιµή της

Tα εξαρτάται από το pτ (t) και προφανώς από την αποδεκτή από-

κλιση του pτ (t) από το αποδεκτό σταθερό επίπεδο
1
µ
. Εν τούτοις,

αυτή η περίπτωση είναι µόνο για συγχρονισµένη δειγµατοληψία µε

t0 = 0. Αν η δειγµατοληψία είναι σταθερή, π.χ. όταν το t0 είναι

µια κατάλληλα κατανεµηµένη µεταβλητή, p(t) = 1
µ
για ολόκληρο

το χρονικό διάστηµα στο οποίο το σήµα δειγµατίζεται. Αυτό σηµαί-

νει ότι σε αυτή την περίπτωση όλες οι στιγµιαίες τιµές του σήµατος

δειγµατίζονται µε την ίδια πιθανότητα.
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Σχήµα 2.8: Η µέθοδος της τυχαίας αθροιστικής δειγµατοληψίας.
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2.4 Βασικές έννοιες συστηµάτων

2.4.1 Η έννοια του συστήµατος

Οι όροι σύστηµα (system) ή ϕίλτρο (filter) αναφέρονται συνώνυµα σε

ένα µετασχηµατισµό (τελεστή) που απεικονίζει ένα ή περισσότερα

σήµατα (σήµατα εισόδου – input signals) από κάποιο σύνολο I

σε ένα ή περισσότερα σήµατα (σήµατα εξόδου – output signals)

από ένα σύνολο U . ΄Ενα σύστηµα, εποµένως, ϑα συµβολίζεται ως

y = S(u), όπου u είναι το σήµα εισόδου, y το σήµα εξόδου και S

συµβολίζει το µετασχηµατισµό που αντιστοιχεί στο σύστηµα. ΄Ενα

σύστηµα µπορεί να αποδοθεί από την παράσταση που ϕαίνεται στο

Σχήµα 2.9.

Óýóôçìá SÅßóïäïò: u ¸îïäïò: y=S(u)

Σχήµα 2.9: Σχηµατική αναπαράσταση του συστήµατος.

Τα ακόλουθα αποτελούν τυπικά παραδείγµατα συστηµάτων µε

άµεσο τεχνολογικό ενδιαφέρον :

• υπολογιστές, οι οποίοι δέχονται δεδοµένα από τις συσκευές

εισόδου, τα επεξεργάζονται και τα αποδίδουν στις συσκευές

εξόδου
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• ηλεκτρονικοί ενισχυτές, οι οποίοι δέχονται στην είσοδο σήµα-

τα που παριστάνουν οµιλία, µουσική, ήχους και άλλα ακου-

στικά σήµατα, τα ‘‘ενισχύουν’’ και τα αποδίδουν στις µονάδες

εξόδου

• ϕίλτρα διδιάστατων εικόνων, τα οποία δέχονται στην είσοδο

απεικονίσεις της κατανοµής µιας ιδιότητας των εικόνων αυτών

και τις αποδίδουν στην έξοδο ‘‘ϕιλτραρισµένες’’

• µηχανολογικά συστήµατα, όπως δορυφόροι, αεροπλάνα, <οµ-

ποτικοί Hραχίονες, αυτοκίνητα, κ.ά., όπου ως είσοδοι ϑεω-

<ούνται οι δυνάµεις που επηρεάζουν την κίνησή τους και ως

έξοδοι οι µετατοπίσεις ή οι ταχύτητές τους

• συστήµατα επεξεργασίας Hιοϊατρικών σηµάτων

• συστήµατα επεξεργασίας και ανάλυσης οικονοµικών στοιχεί-

ων

• συστήµατα επεξεργασίας και ανάλυσης µετεωρολογικών δεδο-

µένων

• συστήµατα επεξεργασίας και ανάλυσης οικονοµικών στοιχεί-

ων

• πρωτόκολλα διαβίβασης πακέτων δεδοµένων σε ένα τηλεπικοι-

νωνιακό δίκτυο.
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2.4.2 Βασικές κατηγορίες συστηµάτων

Τα συστήµατα, ανάλογα µε τη ϕύση των εισόδων που δέχονται και

των εξόδων τους, διακρίνονται σε διάφορες κατηγορίες. Οι πιο Hα-

σικές από αυτές είναι οι ακόλουθες :

• αιτιατά (deterministic), όπως ϑα οριστούν στην επόµενη ενό-

τητα 2.4.3

• στοχαστικά (stochastic) ή τυχαία (random), όταν τα σήµατα

εξόδου που αντιστοιχούν σε νοµοτελειακά σήµατα εισόδου εί-

ναι στοχαστικά

• µιας εισόδου – µιας εξόδου (one input – one output), όταν τα

σήµατα εισόδου και εξόδου είναι µονοκαναλικά

• µονοδιάστατα (one–dimensional), όταν τα σήµατα εισόδου και

εξόδου είναι µονοδιάστατα

• διδιάστατα (two–dimensional), όταν τα σήµατα εισόδου και

εξόδου είναι διδιάστατα

• πολυδιάστατα (multi–dimensional), όταν τα σήµατα εισόδου

και εξόδου είναι πολυδιάστατα

• συνεχούς χρόνου (continuous–time), όταν οι είσοδοι και οι έξο-

δοι είναι σήµατα συνεχούς χρόνου

• διακριτού χρόνου (discrete–time), όταν οι είσοδοι και οι έξοδοι

είναι σήµατα διακριτού χρόνου.
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2.4.3 Βασικές ιδιότητες συστηµάτων

Γραµµικότητα: ΄Ενα σύστηµα ονοµάζεται γραµµικό (linear), όταν

το σήµα εξόδου που αντιστοιχεί στο γραµµικό συνδυασµό δύο ση-

µάτων εισόδου είναι ο ίδιος γραµµικός συνδυασµός των σηµάτων

εξόδου που αντιστοιχούν σε καθένα από τα σήµατα εισόδου. ∆ηλα-

δή, το σύστηµα S(·) είναι γραµµικό, αν και µόνο αν,

S(α1u1 + α2u2) = α1S(u1) + α2S(u2)

για κάθε α1, α2 και οποιαδήποτε σήµατα εισόδου u1, u2.

Αιτιατότητα: ΄Ενα σύστηµα ονοµάζεται αιτιατό (causal), όταν το

σήµα εισόδου τη χρονική στιγµή t εξαρτάται µόνο από τις τιµές του

σήµατος εισόδου σε χρονικές στιγµές που προηγούνται της στιγµής

t. ∆ηλαδή, το σύστηµα S είναι αιτιατό, αν και µόνο αν, για κάθε

χρονική στιγµή t και για κάθε Zεύγος σηµάτων u, v, για το οποίο

u(τ) = v(τ), τ < t, ισχύει S(u)(t) = S(v)(t).

Χρονικώς αναλλοίωτο: ΄Ενα σύστηµα ονοµάζεται χρονικώς αναλ-

λοίωτο (time invariant), όταν µια χρονική µετατόπιση του σήµατος

εισόδου προκαλεί την ίδια χρονική µετατόπιση και στο σήµα εξόδου.

∆ηλαδή, ϑέτοντας uτ (t) = u(t − τ), το σύστηµα S είναι χρονικώς

αναλλοίωτο, αν και µόνο αν, S(uτ )(t) = S(u)(t− τ) για κάθε σήµα

εισόδου u, κάθε µετατόπιση τ και κάθε χρονική στιγµή t. ΄Ενα χρο-

νικώς αναλλοίωτο σύστηµα είναι ισοδύναµο µε ένα συναρτησιακό

(functional). Πραγµατικά, ορίζοντας το συναρτησιακό σ : U → R
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ως σ(u) = S(u)(0), η τιµή του σήµατος εξόδου του συστήµατος σε

οποιαδήποτε χρονική στιγµή t µπορεί να εκφραστεί µε Hάση τη σχέ-

ση S(u)(t) = S(ut)(0) = s(ut). Αυτή η 1-1 αντιστοιχία των χρονι-

κώς αναλλοίωτων συστηµάτων και των συναρτησιακών σε ορισµένες

περιπτώσεις διευκολύνει την ανάλυση.

Ευστάθεια: ΄Ενα σύστηµα ϑα ονοµάζεται ευσταθές µε την έννοια

της ϕραγµένης εισόδου ϕραγµένης εξόδου (BIBO stable – Bounded

Input Bounded Output stable), αν το σύστηµα απεικονίζει κάθε

ϕραγµένο σήµα εισόδου σε ϕραγµένο σήµα εξόδου. ∆ηλαδή, το

σύστηµα S είναι ευσταθές µε την έννοια της ϕραγµένης εισόδου

– ϕραγµένης εξόδου αν, για κάθε σήµα εισόδου u για το οποίο

υπάρχει µια σταθερά m(u) τέτοια ώστε |u(t)| < m(u) για κάθε t,

υπάρχει αντίστοιχη σταθερά M(u) τέτοια ώστε |S(u)(t)| < M(u)

για κάθε t.

Συνέχεια: ΄Ενα σύστηµα είναι συνεχές (continuous), όταν παρα-

πλήσια σήµατα εισόδου απεικονίζονται σε παραπλήσια σήµατα εξό-

δου. Ο αυστηρός ορισµός της έννοιας της συνέχειας ενός συστήµα-

τος απαιτεί τον ορισµό µετρικών dU και dI στους χώρους (σύνολα)

U και I των σηµάτων εισόδου και εξόδου αντιστοίχως. Το σύστη-

µα S είναι συνεχές αν για κάθε ε > 0, υπάρχει δ > 0, έτσι ώστε

dI(S(u), S(v)) < ε, όταν dU(u, v) < δ. Στη γενική περίπτωση το δ

είναι συνάρτηση τόσο του ε, όσο και των σηµάτων u και v. Στην πε-

<ίπτωση που το δ εξαρτάται µόνο από το ε και είναι ανεξάρτητο του
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σήµατος εισόδου, το σύστηµα ϑα ονοµάζεται οµοιόµορφα συνεχές

(uniformly continuous).

Φθίνουσα µνήµη: Η έννοια του συστήµατος µε ϕθίνουσα µνήµη

(fading memory system) είναι µια πιο περιοριστική µορφή της έν-

νοιας του συνεχούς συστήµατος. ΄Ενα σύστηµα έχει ϕθίνουσα µνή-

µη όταν σήµατα εισόδου, τα οποία είναι παραπλήσια στο παρόν και

στο εγγύς παρελθόν απεικονίζονται από το σύστηµα σε παραπλήσια

σήµατα εξόδου, ακόµα και αν στο µακρινό παρελθόν δεν είναι παρα-

πλήσια. ∆ηλαδή, ένα σύστηµα έχει ϕθίνουσα µνήµη όταν υπάρχει

µια ϕθίνουσα συνάρτηση w : [0,∞) → (0, 1] µε w(t) → 0 καθώς

t → ∞, τέτοια ώστε : για κάθε ε > 0, υπάρχει δ > 0, έτσι ώστε

dI(S(u), S(v)) < ε, όταν dU(uw, vw) < δ, όπου uw(t) = u(t)w(−t)

και vw(t) = v(t)w(−t).

2.4.4 Γραµµικά χρονικώς αναλλοίωτα συστήµατα

συνεχούς χρόνου

΄Εστω x(·) το σήµα εισόδου ενός Γ<αµµικού, Χ<ονικώς Αναλλοίωτου
Συστήµατος – ΓΧΑΣ µε αντίστοιχο σήµα εξόδου y(·). Από τον ορισµό
της συνάρτησης δέλτα ισχύει

x(t) =
∫∞
−∞ x(τ)δ(t − τ)dτ, για κάθε t.

΄Εστω ότι το σύστηµα διεγείρεται µε σήµα εισόδου µια συνάρ-

τηση δέλτα και αποκρίνεται µε σήµα εξόδου µια συνάρτηση h(·).
Επειδή το σύστηµα είναι χρονικώς αναλλοίωτο, η απόκρισή του σε
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διέγερση δ(· − τ) ϑα είναι h(· − τ). Επίσης, επειδή επιπροσθέ-

τως είναι γραµµικό, η απόκρισή του στο σήµα εισόδου ϑα είναι

y(t) =
∫∞
−∞ x(τ)h(t− τ)dτ , όποιο και αν είναι το σήµα εισόδου x(·).

Η συνάρτηση h(·), δηλαδή η απόκριση του συστήµατος σε σή-
µα εισόδου δ(·), ονοµάζεται κρουστική απόκριση (impulse response)

του συστήµατος και καθορίζει πλήρως το σύστηµα, µε την έννοια ότι

προσδιορίζει την απόκριση σε οποιοδήποτε σήµα εισόδου. Το σή-

µα εξόδου είναι µια υπέρθεση (µε Hάρη που καθορίζονται από τις

τιµές του σήµατος εισόδου) χρονικώς µετατοπισµένων κρουστικών

αποκρίσεων.

Ισχύει

y(t) =

∫ ∞

−∞
x(τ)h(t − τ)dτ =

∫ ∞

−∞
x(t − τ)h(τ)dτ .

Το ολοκλήρωµα αυτό ονοµάζεται ολοκλήρωµα συνέλιξης (convolu-

tional integral) των συναρτήσεων x(·) και h(·). Η συνάρτηση y(·)
ονοµάζεται συνέλιξη (convolution) των συναρτήσεων x(·) και h(·) και
συµβολίζεται µε y = x ∗ h.

Γενίκευση στις δύο διαστάσεις

Η διδιάστατη συνάρτηση δέλτα ορίζεται ως δ(x, y) = δ(x)δ(y) και

ικανοποιεί την ιδιότητα∫ ∞

−∞
u(x, y)δ(x, y) = u(0, 0),

όπου u(·, ·) είναι συνεχής στο (0, 0). Επίσης ικανοποιεί και τις γε-

νικεύσεις όλων των ιδιοτήτων της µονοδιάστατης συνάρτησης δέλτα.
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΄Ενα διδιάστατο ΓΧΑΣ χαρακτηρίζεται από µια διδιάστατη από-

κριση h(·, ·), τέτοια ώστε από σήµα εισόδου u(·, ·) το σύστηµα να

παράγει σήµα εξόδου v(·, ·)

v(x, y) =

∫ ∞

−∞
u(x′, y′)h(x − x′, y − y′)dx′dy′

=

∫ ∞

−∞
u(x − x′, y − y′)h(x′, y′)dx′dy′. (2.13)

Αιτιατότητα και ευστάθεια ΓΧΑΣ

΄Ενα ΓΧΑΣ µε κρουστική απόκριση h(·) είναι αιτιατό όταν και µόνο
όταν h(0) = 0, για t < 0, όπως προκύπτει από τη σχέση

y(t) =
∫∞
−∞ x(t − τ)h(τ)dτ .

΄Ενα ΓΧΑΣ µε κρουστική απόκριση h(·) είναι ευσταθές µε την
έννοια της ϕραγµένης εισόδου – ϕραγµένης εξόδου, όταν και µόνο

όταν ∫ ∞

−∞
|h(τ)| dτ < ∞.

Αρµονική απόκριση και συνάρτηση µεταφοράς ΓΧΑΣ

΄Εστω το ΓΧΑΣ συνεχούς χρόνου µε κρουστική απόκριση h(·). Τότε
ισχύει

y(t) =

∫ ∞

−∞
x(t − τ)h(τ)dτ =

∫ ∞

−∞
x(τ)h(t − τ)dτ.

Αν ως σύστηµα εισόδου ϑεωρηθεί το µιγαδικό εκθετικό σήµα συ-

χνότητας s που δίνεται από τον τύπο xs(t) = e−i2πst, ισχύει

ys(t) =

∫ ∞

−∞
e−i2πs(t−τ)h(τ)dτ = e−i2πst

∫ ∞

−∞
ei2πsτh(τ)dτ. (2.14)
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Επειδή ∫ ∞

−∞
ei2πsτh(τ)dτ = H(s),

από την (2.14) συνεπάγεται ότι

ys(t) = H(s) xs(t).

Από τα προηγούµενα είναι δυνατόν να παρατηρηθούν τα ακόλουθα:

• Η απόκριση οποιουδήποτε ΓΧΑΣ µε σήµα εισόδου

xs(t) = e−i2πst είναι το ίδιο σήµα εισόδου xs(t) πολλαπλα-

σιασµένο επί µια σταθερά H(s).

• Η µιγαδική σταθερά H(s) είναι ακριβώς η τιµή του ΜF της

κρουστικής απόκρισης h(·) του συστήµατος για συχνότητα s.

• Τα µιγαδικά εκθετικά σήµατα xs(t) = e−i2πst λέγονται ιδιοσή-

µατα (eigen–signals) οποιουδήποτε ΓΧΑΣ µε αντίστοιχη ιδιοτι-

µή (eigen–value) H(s).

• Ισχύει
∫∞
−∞ ei2πsτh(τ)dτ = H(s) και h(τ) =

∫∞
−∞ H(s)e−i2πsτds.

Η συνάρτηση H(·) ονοµάζεται συνάρτηση µεταφοράς (transfer func-
tion) του συστήµατος.

Αν για οποιοδήποτε σήµα εισόδου x(·) µε ΜF

X(s) =

∫ ∞

−∞
x(t)ei2πstdt

ϑεωρηθεί το σήµα y(t) =
∫∞
−∞ x(t − τ)h(τ)dτ µε ΜF

Y (s) =

∫ ∞

−∞
y(t)ei2πstdt,
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διαπιστώνεται εύκολα ότι ισχύει Y (s) = X(s) H(s). ∆ηλαδή, ο ΜF

της απόκρισης ενός ΓΧΑΣ είναι ίσος µε το γινόµενο των ΜF X(·)
του σήµατος και της συνάρτησης µεταφοράς H(·) του συστήµατος.

2.4.5 Γραµµικά χρονικώς αναλλοίωτα συστήµατα

διακριτού χρόνου

΄Ενα γραµµικό, χρονικώς αναλλοίωτο, σύστηµα διακριτού χρόνου

χαρακτηρίζεται από µια κρουστική απόκριση h(n), έτσι ώστε το σή-

µα εξόδου y(n) που αντιστοιχεί σε σήµα εισόδου x(n) να δίνεται

από τη συνέλιξη του διακριτού χρόνου

y(n) =
∞∑

n′=−∞
x(n′)h(n − n′) =

∞∑
n′=−∞

x(n − n′)h(n′).

Για τα ΓΧΑΣ διακριτού χρόνου ισχύουν ιδιότητες ανάλογες µε αυτές

των ΓΧΑΣ συνεχούς χρόνου.

2.4.6 Μη γραµµικά χρονικώς αναλλοίωτα συστή-

µατα Volterra

Τα συστήµατα Volterra αποτελούν τη ϕυσική επέκταση των συνε-

λικτικών µοντέλων των γραµµικών, χρονικώς αναλλοίωτων συστη-

µάτων, σε µη γραµµικά συστήµατα. Το σήµα εξόδου ενός συνελι-

κτικού µοντέλου αποτελείται από την υπέρθεση (άθροισµα) χρονι-

κώς µετατοπισµένων αντιγράφων του σήµατος εισόδου µε Hάρη που

προσδιορίζονται από τις τιµές της κρουστικής απόκρισης. Επεκτεί-

νοντας αυτή την ιδέα και σε µη γραµµικά συστήµατα, τα χρονικώς
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µετατοπισµένα αντίγραφα του σήµατος εισόδου πολλαπλασιάζονται

µεταξύ τους ανά δύο ή περισσότερα και υπερτίθενται µε κατάλληλα

Hάρη.

Οµογενή συστήµατα Volterra

Τα οµογενή συστήµατα Volterra ορίζονται ως ακολούθως:

1. Οµογενή συστήµατα Volterra µηδενικής τάξης.

΄Ενα οµογενές σύστηµα Volterra µηδενικής τάξης είναι ένα

σύστηµα του οποίου τα σήµατα εισόδου x(·) και εξόδου y(·)
συνδέονται µε τη σχέση y(t) = h0, όπου h0 είναι κάποια στα-

ϑερά (ανεξάρτητη του χρόνου).

2. Οµογενή συστήµατα Volterra πρώτης τάξης.

΄Ενα οµογενές σύστηµα Volterra πρώτης τάξης είναι ένα σύ-

στηµα του οποίου τα σήµατα εισόδου x(·) και εξόδου y(·) συν-
δέονται µε τη σχέση

y(t) =

∫ ∞

−∞
x(τ)h1(t − τ)dτ =

∫ ∞

−∞
x(t − τ)h1(τ)dτ , (2.15)

όπου h1(·) είναι µια µονοδιάστατη συνάρτηση. ∆ηλαδή, ένα
οµογενές σύστηµα Volterra πρώτης τάξης είναι ένα γραµµικό,

χρονικώς αναλλοίωτο σύστηµα µε κρουστική απόκριση h1(·).
Για τα συστήµατα αυτά ισχύουν τα ακόλουθα:

• Το µονοδιάστατο σήµα h1(·) ονοµάζεται πυρήνας (kernel)
του συστήµατος.

67



• Αν x(·) → c x(·), τότε y(·) → c y(·), δηλαδή αν το σήµα
εισόδου πολλαπλασιάζεται επί µία σταθερά c, τότε και το

σήµα εξόδου πολλαπλασιάζεται επί τη σταθερά αυτή.

3. Οµογενή συστήµατα Volterra δεύτερης τάξης.

΄Ενα οµογενές σύστηµα Volterra δεύτερης τάξης είναι ένα σύ-

στηµα, του οποίου τα σήµατα εισόδου x(·) και εξόδου y(·)
συνδέονται µε τη σχέση

y(t) =

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
x(τ1)x(τ2)h2(t − τ1, t − τ2)dτ1dτ2

=

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
x(t − τ1)x(t − τ2)h2(τ1, τ2)dτ1dτ2,

(2.16)

όπου h2(·, ·) είναι µια διδιάστατη συνάρτηση. Για τα συστή-
µατα αυτά ισχύουν τα ακόλουθα:

• Το διδιάστατο σήµα h2(·, ·) ονοµάζεται πυρήνας του συ-
στήµατος.

• Αν x(·) → c x(·), τότε y(·) → c2 y(·), δηλαδή αν το σή-

µα εισόδου πολλαπλασιάζεται επί µία σταθερά c, τότε

το σήµα εξόδου πολλαπλασιάζεται επί τη σταθερά αυτή

υψωµένη στο τετράγωνο.

• Αν h2(τ1, τ2) → g(τ1, τ2) = h2(τ2, τ1), τότε η σχέση εισόδου-

εξόδου (δηλαδή, το ‘‘σύστηµα’’) δεν αλλάζει. Εποµένως,

για να γίνεται η περιγραφή του συστήµατος από ένα µο-

ναδικό πυρήνα, ϑεωρούνται µόνο συµµετρικοποιηµένοι

πυρήνες hσ
2 (τ1, τ2) = 1

2
[h2(τ1, τ2) + h2(τ2, τ1)].
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4. Οµογενή συστήµατα Volterra τάξης n.

΄Ενα οµογενές σύστηµα Volterra τάξης n είναι ένα σύστηµα

του οποίου τα σήµατα εισόδου x(·) και εξόδου y(·) συνδέονται
µε τη σχέση

y(t) =
∫∞
−∞ ...

∫∞
−∞ x(τ1)...x(τn)hn(t − τ1, ..., t − τn)dτ1...dτn

=
∫∞
−∞ ...

∫∞
−∞ x(t − τ1)...x(t − τn)hn(τ1, ..., τn)dτ1...dτn,

(2.17)

όπου hn(·, ..., ·) είναι µια n–διάστατη συνάρτηση. Για τα συ-

στήµατα αυτά ισχύουν τα ακόλουθα:

• Το n–διάστατο σήµα hn(·, ..., ·) ονοµάζεται πυρήνας του
συστήµατος.

• Αν x(·) → c x(·), τότε y(·) → cn y(·), δηλαδή αν το σή-
µα εισόδου πολλαπλασιάζεται επί µία σταθερά c, τότε

το σήµα εξόδου πολλαπλασιάζεται επί τη σταθερά αυτή

υψωµένη στην τάξη του συστήµατος.

• Αν γίνει οποιαδήποτε µετάθεση των ορισµάτων της συ-

νάρτησης hn(·, ..., ·), τότε η σχέση εισόδου–εξόδου (δηλα-
δή, το ‘‘σύστηµα’’) δεν αλλάζει. Εποµένως, για να γίνεται

η περιγραφή του συστήµατος από ένα µοναδικό πυρήνα,

ϑεωρούνται µόνο συµµετρικοποιηµένοι πυρήνες [1].

69



Κρουστική απόκριση οµογενούς συστήµατος Volterra τάξης n

΄Εστω η απόκριση οµογενούς συστήµατος Volterra τάξης n σε σήµα

εισόδου δ(·) (κρουστική απόκριση)

y(t) =

∫ ∞

−∞
...

∫ ∞

−∞
δ(τ1)...δ(τn)hn(t − τ1, ..., t − τn)dτ1...dτn

= hn(t1, ..., tn). (2.18)

Σε αντίθεση µε την περίπτωση ενός γραµµικού, χρονικώς αναλλοί-

ωτου συστήµατος, η κρουστική απόκριση ενός οµογενούς συστή-

µατος Volterra τάξης n, δεν επαρκεί για να περιγραφεί πλήρως

το σύστηµα. Πραγµατικά, η εξίσωση (2.18) δείχνει ότι η κρου-

στική απόκριση του οµογενούς συστήµατος Volterra τάξης n εξαρ-

τάται µόνο από τις τιµές της ‘‘διαγωνίου’’ του πυρήνα h(τ1, ..., τn),

τ1 = ... = τn = t.

΄Εστω ένα σύστηµα µε n σήµατα εισόδου x1(·), x2(·),...,xn(·) και
το σήµα εξόδου y(·) που περιγράφεται από τη σχέση

yx1x2...xn(t) =

∫ ∞

−∞
...

∫ ∞

−∞
x1(τ1)...xn(τn)hn(t−τ1, ..., t−τn)dτ1...dτn.

(2.19)

Το σύστηµα αυτό είναι γραµµικό, χρονικώς αναλλοίωτο και έχει

κρουστική απόκριση hn(·, ..., ·). Αν x1(t) = ... = xn(t) = x(t), τότε

yx1x2...xn(t) =

= y(t) =

∫ ∞

−∞
...

∫ ∞

−∞
x(τ1)...x(τn)hn(t − τ1, ..., t − τn)dτ1...dτn.

Εποµένως, η έξοδος ενός οµογενούς συστήµατος Volterra τάξης n

µιας εισόδου µε πυρήνα hn(·, ..., ·), µπορεί να υπολογιστεί ως η έξο-
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δος ενός γραµµικού, χρονικώς αναλλοίωτου συστήµατος n εισόδων

µε κρουστική απόκριση hn(·, ..., ·).

Αιτιατότητα και ευστάθεια οµογενούς συστήµατος Volterra

τάξης n

Μπορεί να δειχθεί ότι ένα οµογενές σύστηµα Volterra τάξης n είναι

• αιτιατό, αν και µόνο αν, hn(τ1, ..., τn)dτ1...dτn = 0 για τ1 < 0

ή τ2 < 0 ή ... ή τn < 0

• ευσταθές µε την έννοια της ϕραγµένης εισόδου–ϕραγµένης εξό-

δου, αν (αλλά όχι αναγκαστικά, για n ≥ 2)∫ ∞

−∞
...

∫ ∞

−∞
|hn(t − τ1, ..., t − τn)|dτ1...dτn < ∞.

Αρµονική απόκριση και συνάρτηση µεταφοράς οµογενούς συ-

στήµατος Volterra τάξης n

΄Εστω το οµογενές σύστηµα Volterra τάξης n µε πυρήνα hn(·, .., ·)
και σήµα εισόδου xs(t) = e−i2πst. Τότε, η αντίστοιχη έξοδος είναι

ys(t) = e−i2πnstHn(s, ..., s),

όπου Hn(s, ..., s) = Hn(s1, ..., sn)|s1=...=sn=s είναι ο n–διάστατος ΜF

του πυρήνα hn(·, ..., ·). Η έξοδος είναι ένα µιγαδικό εκθετικό σήµα

µε συχνότητα ίση µε τη συχνότητα του µιγαδικού εκθετικού σήµατος

πολλαπλασιασµένη επί την τάξη n του συστήµατος. Η συνάρτηση

Hn(s, ..., s) ονοµάζεται συνάρτηση µεταφοράς του συστήµατος.

71



Μη οµογενή (πολυωνυµικά) συστήµατα Volterra τάξης n

΄Ενα µη οµογενές (πολυωνυµικό) σύστηµα Volterra τάξης n είναι

ένα σύστηµα του οποίου τα σήµατα εισόδου x(·) και εξόδου y(·)
συνδέονται µε τη σχέση

y(t) = h0 +
n∑

k=1

∫ ∞

−∞
...

∫ ∞

−∞
x(τ1)...x(τk)hk(t− τ1, ..., t− τk)dτ1...dτk,

(2.20)

για κάποιους πυρήνες hk(·, ..., ·). Για τα συστήµατα αυτά ισχύουν
τα ακόλουθα:

• Αν x(·) → c x(·), τότε y(·) είναι πολυώνυµο του c τάξης n, όπου

ο συντελεστής του όρου ck είναι ένας όρος Volterra τάξης k,

k = 0, 1, 2, ..., n.

• Η κρουστική απόκριση του συστήµατος είναι

h0 +
n∑

k=1

hk(t, ..., t).

• Το σύστηµα είναι αιτιατό όταν και µόνο όταν κάθε όρος είναι

αιτιατός.

• Το σύστηµα είναι ευσταθές αν (αλλά όχι αναγκαστικά) κάθε

όρος είναι ευσταθής.

• Η αρµονική απόκριση του συστήµατος σε σήµα εισόδου e−i2πst

είναι

h0 +
n∑

k=1

Hk(s, ..., s)e
−i2πst.
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Θεωρήµατα προσέγγισης χρονικώς αναλλοίωτου, αιτιατού συ-

στήµατος µε ϕθίνουσα µνήµη από πολυωνυµικό σύστηµα

Η προσέγγιση µη γραµµικών συστηµάτων από πολυωνυµικά συ-

στήµατα Volterra στηρίζεται σε δύο διαφορετικές ϑεωρίες, την ανα-

λυτική και την πολυωνυµική.

Α. Αναλυτική ϑεωρία

Σύµφωνα µε την αναλυτική ϑεωρία, αν η µαθηµατική απεικόνιση

από το σήµα εισόδου στο σήµα εξόδου έχει παραγώγους (Frechet ή

Gateau) κάθε τάξης, το ανάπτυγµα (πεπερασµένο άθροισµα ή άπει-

<η σειρά) Volterra προκύπτει ως ανάπτυγµα δυναµοσειράς σε ένα

ϕραγµένο σύνολο. Αυτή η προσέγγιση προτάθηκε αρχικά από το

Volterra και αργότερα χρησιµοποιήθηκε σε τεχνολογικές εφαρµο-

γές από το Wiener και άλλους.

Η αναλυτική ϑεωρία ταυτοποιεί τους οµογενείς όρους Volterra

µε παραγώγους της απεικόνισης από το σήµα εισόδου στο σήµα

εξόδου και έχει, εποµένως, τις εξής ιδιότητες :

• Το ανάπτυγµα ισχύει για ένα σύνολο σηµάτων εισόδου x(·) µε
sup

t
|x(t)| ≤ M για κάποιο M , δηλαδή για κάποιο ϕραγµένο

σύνολο σηµάτων εισόδου. Εποµένως, το ανάπτυγµα είναι κα-

τάλληλο για συστήµατα διεγειρόµενα από ‘‘ασθενή’’ σήµατα.

• Επειδή χρειάζεται να υπολογιστούν οι παράγωγοι της απεικό-

νισης από το σήµα εισόδου στο σήµα εξόδου, πρέπει η απει-

κόνιση να είναι γνωστή µε ανάλογη ακρίβεια.
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• Για τον υπολογισµό του αναπτύγµατος δεν απαιτείται πληρο-

ϕορία εισόδου – εξόδου.

• Η υλοποίηση του αναπτύγµατος γίνεται από µια οικογένεια

µη γραµµικών εξισώσεων και µια γραµµική απεικόνιση από

την κατάσταση στην έξοδο.

Β. Πολυωνυµική ϑεωρία

Η πολυωνυµική ϑεωρία Hασίζεται σε µία γενίκευση του κλασικού

ϑεωρήµατος του Weierstrass του απειροστικού λογισµού. Συγκε-

κριµένα, ισχύουν τα ακόλουθα ϑεωρήµατα:

ΘΕΩΡΗΜΑ 2.2 ΄Εστω Σ ένα συµπαγές (δηλ. κλειστό και ϕραγµένο)

σύνολο σηµάτων εισόδου x(·), καθένα από τα οποία έχει πεπερασµέ-

νη διάρκεια (t ∈ [0, T ]) και πεπερασµένη ενέργεια
∫ T

τ
|x(t)|2dt < ∞.

Επίσης, έστω ένα χρονικώς αναλλοίωτο (αιτιατό) συνεχές σύστηµα

y(t) = S(x)(t). Τότε, για κάθε ε > 0, υπάρχει ένα (αιτιατό) πο-

λυωνυµικό σύστηµα Volterra ŷ(t) = Ŝ(x)(t) τέτοιο, ώστε για κάθε

σήµα εισόδου x(·) ∈ Σ και κάθε χρονική στιγµή t ∈ [0, T ] να ισχύει

|y(t) − ŷ(t)| < ε.

ΘΕΩΡΗΜΑ 2.3 ΄Εστω Σ ένα σύνολο σηµάτων εισόδου x(·), καθένα
από τα οποία ικανοποιεί τις ακόλουθες ιδιότητες:

• το σήµα ορίζεται για −∞ < t < ∞

• το σήµα είναι συνεχής συνάρτηση του χρόνου

• το σήµα είναι ϕραγµένο, δηλαδή υπάρχει m τέτοιο ώστε

|x(t)| < m, για κάθε t
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• υπάρχει M τέτοιο ώστε sup
−∞<t<∞

|x(t− τ)−x(t)| < M , για κάθε

τ > 0.

Επίσης, έστω ένα χρονικώς αναλλοίωτο (αιτιατό) συνεχές σύστηµα

y(t) = S(x)(t). Τότε, για κάθε ε > 0, υπάρχει ένα πολυωνυµικό

σύστηµα Volterra ŷ(t) = Ŝ(x)(t) τέτοιο, ώστε για κάθε x(·) ∈ Σ και

κάθε −∞ < t < ∞ να ισχύει |y(t) − ŷ(t)| < ε.

Η πολυωνυµική ϑεωρία προσέγγισης µη γραµµικών συστηµάτων

έχει τις εξής ιδιότητες :

• Το ανάπτυγµα αφορά σε συµπαγή σύνολα σηµάτων ή παραλ-

λαγές τους.

• Το σύστηµα δεν απαιτείται παρά να είναι συνεχές (ή γενικό-

τερα µε ϕθίνουσα µνήµη).

• Για τον υπολογισµό του αναπτύγµατος απαιτείται µόνο πλη-

<οφορία εισόδου-εξόδου και όχι κατ’ ανάγκη γνώση της µα-

ϑηµατικής απεικόνισης εισόδου-εξόδου, όπως στην αναλυτική

ϑεωρία.

• Το ανάπτυγµα υλοποιείται από µια οικογένεια γραµµικών εξι-

σώσεων κατάστασης και µια µη γραµµική απεικόνιση από την

κατάσταση στην έξοδο.
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Κεφάλαιο 3

∆ιερεύνηση αντικειµένων µε

κυµατικούς παλµούς

3.1 Μαθηµατικά µοντέλα του ϕυσικού µη-

χανισµού παραγωγής δεδοµένων

΄Εστω ένα µονοχρωµατικό επίπεδο κύµα, που ικανοποιεί την εξίσω-

ση ψ0(x, ω) = eik<v̂,x> = e
i ω

c0
<v̂,x> και έχει κυµαταριθµό k = 2π

λ
=

ω
c0
, όπου λ και c0 είναι το µήκος και η ταχύτητα κύµατος, αντι-

στοίχως. Το κύµα διαδίδεται κατά την κατεύθυνση του µοναδιαίου

διανύσµατος v̂ µέσα σε ένα οµογενές µέσο και προσπίπτει σε µια

πεπερασµένη περιοχή σκέδασης V ⊆ R2. Η περιοχή αυτή χαρα-

κτηρίζεται από µια κατανοµή δυναµικού σκέδασης V (x), το οποίο

στην περίπτωση της ηλεκτροµαγνητικής σκέδασης δίνεται από τον

τύπο V (x) = 2k2f(x), όπου η f(x) = 1
2
(n2(x) − 1) αποτελεί την
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αντικειµενική συνάρτηση (object function) και n(x) =
√

µ(x)ε(x)
µ0ε0

απο-

τελεί την κατανοµή του µιγαδικού δείκτη διάθλασης της περιοχής

σκέδασης.1

Ðñïóðßðôïí åðßðåäï

êýìá

Äõíáìéêü

óêÝäáóçò

Óêåäáæüìåíï

êýìá

v̂

Σχήµα 3.1: Σκέδαση ενός επίπεδου κύµατος από ένα δυναµικό

σκέδασης V .

Το αποτέλεσµα της πρόσπτωσης του κύµατος πάνω στο αντικεί-

µενο σκέδασης είναι ο σχηµατισµός ενός ολικού κύµατος ψ(x0),

όπως αυτό παρατηρείται στο σηµείο x0, το οποίο διαδίδεται µέσα

1Στην περίπτωση της ακουστικής σκέδασης, V (x)ψ(x) = k2γκ(x)ψ(x) +

∇[γρ(x)∇ψ(x)], όπου γk(x) = κ(x)−κ0
κ0

, γρ(x) = ρ(x)−ρ0
ρ0

µε κ(x) και ρ(x) να

είναι αντιστοίχως οι µιγαδικές κατανοµές συµπιεστότητας (compressibility) και

πυκνότητας µάζας (density) του αντικειµένου σκέδασης και κ0 και ρ0 αυτές του

υποβάθρου.
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στο ανοµοιογενές µέσο που αποτελείται από το οµογενές υπόβα-

ϑρο και τον ανοµοιογενή σκεδαστή. Το ολικό κύµα ικανοποιεί τη

χρονικώς ανεξάρτητη, ανοµοιογενή εξίσωση του Helmholtz [78]

(∇2
x0

+ k2)ψ(x0) = −V (x0)ψ(x0), (3.1)

όπου ∇2
x0
υποδηλώνει τον τελεστή Laplace στις δύο ή τρεις διαστά-

σεις.

Θεωρώντας ότι η έκφραση στο δεύτερο µέλος της εξίσωσης (3.1)

αποτελεί µια δευτερογενή πηγή (η οποία όµως είναι άγνωστη, κα-

ϑώς εξαρτάται από το άγνωστο ολικό κύµα ψ), η λύση της εξίσωσης

(3.1) µπορεί να αναλυθεί στο άθροισµα του γνωστού προσπίπτοντος

κύµατος ψ0 (που ικανοποιεί την οµογενή εξίσωση Helmholtz) και

ενός σκεδαζοµένου κύµατος (scattered wave) ψs (του οποίου η δη-

µιουργία οφείλεται µόνο στην παρουσία της περιοχής σκέδασης V ).
Συγκεκριµένα:

ψ(x0) = ψ0(x0) + ψs(x0), (3.2)

όπου

ψs(x0) = −
∫
V

V (x′)ψ(x′)G(x0 − x′)dx′. (3.3)

Η εξίσωση (3.2), µε το σκεδαζόµενο κύµα να ικανοποιεί την (3.3),

είναι γνωστή ως εξίσωση Lippman–Schwinger [78]. Με G συµβολί-

Zεται µια συνάρτηση Green, η οποία ικανοποιεί την εξίσωση

(∇2 + k2)G(x, x′) = δ(x − x′).

Για να επιλεγεί µονοσήµαντα η συνάρτηση Green που έχει ϕυσική

σηµασία, απαιτείται να ικανοποιείται µια περιοριστική συνθήκη στο
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άπειρο. Από την αρχή της αιτιατότητας της Φυσικής, η κατάλληλη

συνοριακή συνθήκη είναι η συνθήκη ακτινοβολίας (radiation condi-

tion) του Sommerfeld [78], η οποία στις δύο διαστάσεις επιβάλλει√
|x|( ∂ψ

∂|x| − ikψ) → 0, καθώς k|x| → ∞. Ισοδύναµα, η συνθή-

κη ακτινοβολίας του Sommerfeld στις δύο διαστάσεις απαιτεί, όταν

k|x| → ∞, το σκεδαζόµενο κύµα να συµπεριφέρεται ασυµπτωτικά

ως ένα αποκλίνον κυλινδρικό κύµαA(φ, kv̂) eik|x|√
|x|
, όπου φ συµβολίζει

τη γωνία µεταξύ της κατεύθυνσης παρατήρησης του σκεδαζοµένου

κύµατος και της σταθερής αναφοράς του συστήµατος συντεταγµέ-

νων.

Η, γενικώς µιγαδική, ποσότητα A είναι γνωστή ως πλάτος σκέ-

δασης (scattering magnitude) και αποτελεί ένα µη γραµµικό συ-

ναρτησιακό του δυναµικού σκέδασης V (x). Ειδικότερα, το πλάτος

σκέδασης είναι ανάλογο προς το χωρικό ΜF του γινοµένου2 V ψ

του δυναµικού σκέδασης και του ολικού κύµατος αποτιµούµενο

στο ‘‘ενεργειακό κέλυφος’’ (energy shell) |K| = k, όπου K είναι

διδιάσταση χωρική συχνότητα, συζυγής της χωρικής µεταβλητής

x. Αποδεικνύεται ότι η γνώση του πλάτους σκέδασης προσδιορί-

Zει µονοσήµαντα το σκεδαζόµενο κύµα ψs, οπουδήποτε έξω από την

περιοχή σκέδασης V.

Ο υπολογισµός της ‘‘αιτιατής’’ συνάρτησης Green G, όπως ορί-

στηκε προηγουµένως, µπορεί να εκτελεστεί χρησιµοποιώντας κα-

τάλληλο επικαµπύλιο ολοκλήρωµα στο µιγαδικό πεδίο. Το αποτέ-

2Το γινόµενο V ψ αποτελεί µια δευτερογενή πηγή.
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λεσµα είναι

G(x) =

− i
4
H0

(1)(k|x|), στις δύο διαστάσεις,

− eik|x|

4π|x| , στις τρεις διαστάσεις,
(3.4)

όπουH0
(1) είναι η συνάρτηση Hankel πρώτου είδους και µηδενικής

τάξης.

Από τα προηγούµενα γίνεται ϕανερό ότι το ευθύ πρόβληµα της

ϑεωρίας σκέδασης µπορεί να οριστεί ως αυτό του προσδιορισµού της

λύσης ψs της εξίσωσης (3.3) ή, ισοδύναµα, του πλάτους σκέδασης

A από γνώση του δυναµικού σκέδασης V και του προσπίπτοντος

κύµατος ψ0. Η έκφραση της λύσης του προβλήµατος σε αναλυτική

µορφή δεν είναι προφανής στη γενική περίπτωση, καθώς η απεικό-

νιση από το δυναµικό σκέδασης V στο σκεδαζόµενο κύµα ψs, για

ένα δεδοµένο προσπίπτον κύµα ψ0, είναι µη γραµµική και µη τοπι-

κή. Πάντως έχει αποδειχθεί ότι το πρόβληµα είναι καλώς τεθειµένο

(well-posed) κατά Hadamard. Πιο συγκεκριµένα [34, 83]:

Για δεδοµένο δυναµικό V , στην κλάση που περιγράφεται προηγουµέ-

νως, υπάρχει ένα µοναδικό σκεδαζόµενο κύµα ψs, το οποίο προέρχε-

ται από την αλληλεπίδραση του δυναµικού V µε ένα γνωστό προσπί-

πτον κύµα ψ0, το οποίο εξαρτάται συνεχώς από το δυναµικό V .

Για την πρακτική επίλυση του προβλήµατος αυτού έχουν ανα-

πτυχθεί αρκετές τεχνικές, όπως προσεγγίσεις διαταραχών, ασυµ-

πτωτικές προσεγγίσεις, αριθµητικές προσεγγίσεις, καθώς και ανα-

λυτικές λύσεις σε ορισµένες περιπτώσεις [34, 83].

Το ΑΠΣ είναι αυτό της συναγωγής µιας εκτίµησης του δυναµι-
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κού σκέδασης V από γνώση του προσπίπτοντος κύµατος ψ0 και

µέτρηση του σκεδαζοµένου κύµατος ψs (ή ισοδύναµα, του πλά-

τους σκέδασης A). Το ΑΠΣ παρουσιάζει τις ίδιες δυσκολίες της µη

γραµµικότητας µε το ευθύ πρόβληµα. Επιπλέον, είναι ένα κακώς

τεθειµένο (ill-posed) πρόβληµα λόγω της ύπαρξης µη σκεδαζόντων

σκεδαστών και της ασυνεχούς εξάρτησης των λύσεών του από τις

µετρήσεις σκεδαζοµένων κυµάτων.

Για να γίνει ευκολότερη η διαδικασία παρακολούθησης του ΑΠΣ

χρειάζεται να χρησιµοποιηθεί ένας µεγάλος αριθµός από διερευνη-

τικά προσπίπτοντα κύµατα ψ0, τα οποία έχουν διαφορετικές κα-

τευθύνσεις διάδοσης και/ή διαφορετικούς κυµαταριθµούς. ΄Εχει

αποδειχθεί, ότι όταν τα δεδοµένα των σκεδαζοµένων κυµάτων συλ-

λέγονται ‘‘ϕωτίζοντας’’ το δυναµικό σκέδασης από όλες τις δυνα-

τές κατευθύνσεις µε σταθερής ενέργειας (σταθερού κυµαταριθµού)

προσπίπτοντα κύµατα, το δυναµικό σκέδασης ορίζεται µονοσήµαν-

τα [9, 21]. Με παρόµοιο τρόπο, αρχικώς, έχει αποδειχθεί για µο-

νοδιάστατες περιπτώσεις και κατόπιν για τριδιάστατες, ότι η γνώση

του πλάτους σκέδασης A για κατάλληλες τιµές του κυµαταριθµού

k ∈ [0,∞), προσδιορίζει επίσης µοναδικά ένα δυναµικό σκέδασης

ανεξάρτητο του κυµαταριθµού [80, 81, 82, 83]. Παρ’ όλα αυτά, η

αντιστροφή της µη γραµµικής αντιστοιχίας από το δυναµικό σκέ-

δασης στο σκεδαζόµενο κύµα παραµένει µόνο µερικώς λελυµένο

πρόβληµα και οι υπάρχουσες λύσεις δεν είναι αναγκαστικά εύκολα

εφαρµόσιµες στην πράξη.
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3.2 Σειρές Born

Οι σειρές Born είναι εφαρµογή των σειρών Volterra (δηλαδή σειρών

Taylor µε µνήµη) στο πρόβληµα του υπολογισµού του σκεδαζοµέ-

νου κύµατος, που προκύπτει όταν ένα δεδοµένο προσπίπτον κύµα

σκεδάζεται από ένα αντικείµενο µε δυναµικό σκέδασης V . Οι σειρές

Born συγκλίνουν κάτω από κάποιες συνθήκες ασθενούς σκέδασης

που ϑα εξεταστούν αργότερα. Εποµένως, οι σειρές αυτές αποτελούν

ένα ανάπτυγµα Liouville–Neumann της απεικόνισης από το δυναµι-

κό σκέδασης V στο σκεδαζόµενο κύµα ψs, για δεδοµένο προσπίπτον

κύµα ψ0. Για να διευκολυνθεί ο υπολογισµός των σειρών Born, γί-

νεται εισαγωγή µιας παραµέτρου ‘‘µικρότητας’’ ε και το δυναµικό

σκέδασης V αντικαθίσταται στην εξίσωση (3.1) µε εV , οπότε στη νέα

εξίσωση αναζητείται η λύση ψ(x0; ε). Θεωρώντας ότι η λύση είναι

µια αναλυτική συνάρτηση της παραµέτρου ε γύρω από το σηµείο

ε = 0, η λύση αυτή µπορεί να αναπτυχθεί σε µια σειρά Taylor γύρω

από το ε = 0,

ψ(x0; ε) = ψ0(x0) + εψ1(x0) + ε2ψ2(x0) + ... , (3.5)

η οποία συγκλίνει για αρκετά ‘‘µικρό’’ ε. Οι όροι ψ0(x0), εψ1(x0),

ε2ψ2(x0), ... είναι οι διορθώσεις (διαταραχές) µηδενικής, πρώτης,

δεύτερης, ... τάξης που πρέπει να γίνουν στο προσπίπτον κύµα

ψ0(x0) προκειµένου να υπολογιστεί το ολικό κύµα ψ(x0; ε). Ασφα-

λώς, αυτή η προσέγγιση είναι συµβατή µε το γεγονός ότι το σκεδα-

Zόµενο κύµα ψs(x0; ε) = εψ1(x0)+ε2ψ2(x0)+ ... οφείλεται µόνο στην

παρουσία του δυναµικού σκέδασης εV και στην περίπτωση απου-
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σίας του (όταν ε = 0) το ολικό κύµα ψ(x0; ε = 0) είναι απλώς ίσο

µε το προσπίπτον κύµα ψ0(x0). Αντικαθιστώντας την εξίσωση (3.5)

στην εξίσωση (3.1) και εξισώνοντας τους συντελεστές ίσων δυνάµεων

του ε και στα δύο µέλη της εξίσωσης που προκύπτει, συνεπάγονται

οι ακόλουθες σχέσεις :

(∇2
x0

+ k2)ψ0(x0) = 0

(∇2
x0

+ k2)ψ1(x0) = −V (x0)ψ0(x0)

(∇2
x0

+ k2)ψ2(x0) = −V (x0)ψ1(x0)

...

(∇2
x0

+ k2)ψn(x0) = −V (x0)ψn−1(x0)

... . (3.6)

Η λύση των εξισώσεων (3.6) είναι

ψ1(x0) = −
∫
V

V (x′)ψ0(x
′)G(x0 − x′)dx′

ψ2(x0) = −
∫
V

V (x′)ψ1(x
′)G(x0 − x′)dx′

...

ψn(x0) = −
∫
V

V (x′)ψn−1(x
′)G(x0 − x′)dx′

... . (3.7)

Στις εξισώσεις (3.7) µε G υποδηλώνεται η συνάρτηση Green της

εξίσωσης (3.4).

Από τα προηγούµενα γίνεται ϕανερό, πως ο n-οστός όρος της

σειράς Born υπολογίζεται µε τη Hοήθεια του προηγουµένου του
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όρου, για κάθε n = 1, 2, 3, . . . . Υπολογίζοντας τους πρώτους N επι-

ϑυµητούς όρους της σειράς Born, το ολικό κύµα ψ, το οποίο προκύ-

πτει από την αλληλεπίδραση του δυναµικού σκέδασης V µε το προ-

σπίπτον κύµα ψ0, υπολογίζεται από τη σχέση

ψ(x0) = ψ0(x0) + ψs(x0), όπου το σκεδαζόµενο κύµα προσεγγίζεται

από τη σχέση

ψs(x0) ≈ ψ1(x0) + ψ2(x0) + ... + ψN(x0). (3.8)

Η τελευταία µπορεί να ϑεωρηθεί δεκτή, αν η εξίσωση (3.5) ισχύει

και για ε = 1.

Ηπροσέγγιση Born πρώτης τάξης, η οποία αναφέρεται και απλώς

ως προσέγγιση Born, έχει χρησιµοποιηθεί σε µεγάλη έκταση στη

ϑεωρία της κβαντοµηχανικής σκέδασης. Είναι προφανές από τις

εξισώσεις (3.6) ότι η προσέγγιση Born υπολογίζει το σκεδαζόµενο

κύµα ψs από την εξίσωση (3.2), αντικαθιστώντας το ολικό κύµα ψ

µε το προσπίπτον κύµα ψ0 στο δεύτερο µέλος της εξίσωσης (3.3),

δηλαδή:

ψs(x0) ≈ ψ1(x0) = −
∫
V

V (x′)ψ0(x
′)G(x0 − x′)dx′. (3.9)

Για είναι δυνατή αυτή η προσέγγιση, χρειάζεται να ικανοποιούν-

ται οι ακόλουθες προϋποθέσεις : (α) µέσα στην περιοχή σκέδασης

να ισχύει |ψs| � |ψ0|, (H) ο όγκος της περιοχής σκέδασης να είναι
πολύ µικρός, (γ) ο κυµαταριθµός k του προσπίπτοντος κύµατος να

είναι χαµηλός. Για οπτικές και ακουστικές σκεδάσεις οι συνθήκες

αυτές µπορούν να ποσοτικοποιηθούν προσεγγιστικά από τη σχέ-
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ση VmkD � 1, όπου Vm = max
x∈V

|V (x)| και D είναι η ακτίνα του

περιγεγραµµένου κύκλου της περιοχής σκέδασης V.

Από τα προηγούµενα ϕαίνεται ότι η προσέγγιση του Born είναι

αρκετά περιοριστική, καθώς απαιτείται το µέγεθος και η ένταση του

αντικειµένου σκέδασης να είναι µικρά. Επιπλέον, είναι προσέγ-

γιση χαµηλής συχνότητας, καθώς απαιτείται και η συχνότητα του

προσπίπτοντος κύµατος να είναι χαµηλή.

3.3 Σειρές Rytov

Οι σειρές Rytov αναπτύχθηκαν αρχικά για υπολογισµούς σκέδασης

κυµάτων σε τυχαία και τυρβώδη µέσα και ως µια προσέγγιση της

ακριβούς σκέδασης µε πεδίο ισχύος ευρύτερο από αυτό των σειρών

Born. Προκύπτουν ως ανάπτυγµα διαταραχών της µιγαδικής ϕάσης

(δηλαδή του µιγαδικού λογαρίθµου), παρά του ίδιου του κύµατος.

Ξεκινώντας, στην εξίσωση (3.1) το V αντικαθίσταται µε το εV και

ως λύση τίθεται η έκφραση

ψ(x0; ε) = eikW (x0;ε), (3.10)

όπου W (x0; ε) είναι η µιγαδική ϕάση του ολικού κύµατος κανονικο-

ποιηµένη από τον κυµαταριθµό (wavenumber–normalized complex

phase). Από τις εξισώσεις (3.10) και (3.3) αποδεικνύεται ότι η ϕάση

W ικανοποιεί τη µη γραµµική εξίσωση Ricatti

∇W · ∇W +
1

ik
∇2W − 1 =

ε

k2
V. (3.11)
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Μέχρι στιγµής δεν έχει γίνει κάποια προσέγγιση και οι εξισώ-

σεις (3.11) και (3.1) είναι µαθηµατικώς ισοδύναµες. Η λύση της

εξίσωσης (3.11) µε σειρά Rytov επιτυγχάνεται αν αντικατασταθεί σε

αυτήν η τυπική σειρά

W (x0; ε) = W0(x0) + εW1(x0) + ε2W2(x0) + ... (3.12)

µε ψ0 = eikW0, οπότε προκύπτουν οι ακόλουθες εξισώσεις :

∇x0W0 · ∇x0W0 +
1

ik
∇2

x0
W0 = 1

(3.13)

2∇x0W0 · ∇x0W1 +
1

ik
∇2

x0
W1 =

1

ik
V

(3.14)

2(∇x0W0 · ∇x0W2 + ∇x0W1 · ∇x0W1) +
1

ik
∇2

x0
W2 = 0

(3.15)

...

2(∇x0W0 · ∇x0Wn + ∇x0W1 · ∇x0Wn−1 + ...) +
1

ik
∇2

x0
Wn = 0

.... (3.16)

Από τις προηγούµενες εξισώσεις γίνεται ϕανερό, πως ο n-οστός όρος

Wn της σειράς Rytov υπολογίζεται µε τη Hοήθεια όλων των προη-

γούµενων όρων Wn−1,Wn−2,...,W0, για n = 1, 2, 3, ....

Η προσέγγιση Rytov πρώτης τάξης, η οποία αναφέρεται και

απλώς ως προσέγγιση Rytov, αποτελείται από µια προσέγγιση της

ϕάσηςW του κύµατος µόνο µε το άθροισµα των όρων µηδενικής και

πρώτης τάξης µέσω της σχέσης W (x0) ≈ W0(x0) + W1(x0). Ο όρος
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W1 υπολογίζεται από τη σχέση (3.14) χρησιµοποιώντας το γεγονός

ότι W0(x0) =< v̂, x0 >, οπότε προκύπτει η σχέση

W1 = e−ikW0F. (3.17)

Η ποσότητα F ικανοποιεί την εξίσωση

(∇2
x0

+ k2)F = −V

ik
e−ikW0 , (3.18)

η οποία επιλύεται µε χρήση τεχνικών συναρτήσεων Green και προ-

κύπτει η έκφραση

F (x0) = − 1

ik

∫
V

V (x′)G(x0 − x′)eikW0(x′)dx′. (3.19)

Από τις εξισώσεις (3.17) και (3.19) συνάγεται ότι ο πρώτος όρος W1

δίνεται από τη σχέση

W1(x0) = −e−ikW0(x0)

ik

∫
V

V (x′)G(x0 − x′)eikW0(x′)dx′. (3.20)

Για τον υπολογισµό του όρου Wn της σειράς (3.12), η εξίσωση

(3.16) ξαναγράφεται ως

2∇W0 · ∇Wn +
1

ik
∇2Wn = −

n−1∑
j=1

∇Wj · ∇Wn−j (3.21)

και εφαρµόζεται ο µετασχηµατισµός Rytov. Το αποτέλεσµα είναι το

δεύτερο µέλος της (3.20), όπου ο όρος 2f έχει αντικατασταθεί από

τον όρο −
∑n−1

j=1 ∇Wj · ∇Wn−j και εποµένως

Wn(x0) =
ke−ikW0(x0)

i

∫
V

dx′·

·
[
−

n−1∑
j=1

∇Wj · ∇Wn−j

]
(x′)G(x0 − x′)eikW0(x′). (3.22)
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Το ολικό κύµα στο σηµείο παρατήρησης x0 εκφράζεται από την

πρώτη προσέγγιση Rytov ως

ψ(x0) ≈ e−ik[W0(x0)+W1(x0)] =

= exp

{
ik < v̂, x0 > −e−ik<v̂,x0>

∫
V

V (x′)G(x0 − x′)eik<v̂,x′>dx′
}

.

(3.23)

Εποµένως, η προσέγγιση Rytov, σε αντίθεση µε την προσέγγιση

Born, καταλήγει σε µία µη γραµµική απεικόνιση από το δυναµι-

κό σκέδασης στο ολικό κύµα και στο σκεδαζόµενο κύµα. Παρ’

όλα αυτά, είναι µια γραµµικοποιηµένη προσέγγιση για το ΕΠΣ, µε

την έννοια ότι έχει γραµµικοποιηθεί η απεικόνιση από την αντι-

κειµενική συνάρτηση στη µιγαδική ϕάση του ολικού κύµατος. Η

προσέγγιση Rytov είναι λιγότερο περιοριστική από αυτήν του Born,

καθώς ισχύει κάτω από τη συνθήκη |∇W1|2 � Vmk2, στην οποία

δεν εµφανίζεται άµεσα το µέγεθος του σκεδαστή.

Τα κύρια µειονεκτήµατα της προσέγγισης Rytov είναι

(α) λειτουργεί µε τη ϕάση των κυµάτων παρά µε τα ίδια τα κύµατα,

πράγµα το οποίο δηµιουργεί προβλήµατα αναδίπλωσης της ϕάσης

σε εφαρµογές αντίστροφης σκέδασης, και (H) είναι µια προσέγγιση

κοντινού πεδίου (near field). Καθώς ϑεωρούνται σηµεία παρατή-

<ησης x0 πιο µακριά από την περιοχή σκέδασης, η προσέγγιση

Rytov εκφυλίζεται γρήγορα και στο µακρινό πεδίο ταυτίζεται µε την

προσέγγιση Born. Αυτό το τελευταίο έχει οδηγήσει σε µια τροπο-

ποιηµένη προσέγγιση Rytov, η οποία συνδυάζει στοιχεία και από

τα δύο µοντέλα (Born και Rytov), και ονοµάζεται υβριδικό µοντέλο
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(hybrid model).

΄Ενας όρος του µοντέλου Rytov τάξης n, µπορεί να εκφραστεί µε

τη Hοήθεια όρων του µοντέλου Born τάξης 1, 2, . . . , n. Πράγµατι, η

αντικατάσταση των όρων Born και Rytov στην εξίσωση (3.10) δίνει
∞∑

n=0

εnψn = exp

(
ik

∞∑
n=0

εnWn

)
, (3.24)

η οποία µετά από ανάπτυξη γύρω από το ε = 0 και εξίσωση των

συντελεστών ίσων δυνάµεων του ε, δίνει

W0 =
1

ik
log ψ0

W1 =
1

ik

ψ1

ψ0

W2 =
1

ik

[
ψ2

ψ0

− 1

2

(
ψ1

ψ0

)2
]

W3 =
1

ik

[
ψ3

ψ0

− ψ2

ψ0

ψ1

ψ0

+
ψ3

1

3!

]
... . (3.25)

Παρόµοιες σχέσεις µπορούν να σχηµατιστούν για να εκφράσουν

έναν όρο του µοντέλου Born τάξης n ως συνάρτηση των όρων του

µοντέλου Rytov τάξης 1, 2, . . . , n. Οι εξισώσεις (3.25) δίνουν ένα

(χωρίς µνήµη ως προς τη µεταβλητή x) µετασχηµατισµό από τους

όρους Born στους όρους Rytov.

Και οι δύο προσεγγίσεις –Born και Rytov– έχουν χρησιµοποιηθεί

εκτενώς για προβλέψεις στις ϑεωρίες της ευθείας και της αντίστρο-

ϕης σκέδασης. Τα πεδία εφαρµογής τους, καθώς και τα σχετικά

µειονεκτήµατα και πλεονεκτήµατά τους, έχουν διερευνηθεί σε µε-

γάλο Hαθµό και έχουν ελεγχθεί µε πειραµατικά αποτελέσµατα. Σε
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πολλές εφαρµογές οι σειρές Rytov δείχνουν να δίνουν καλύτερα

αποτελέσµατα, ενώ σε άλλες –όπως για παράδειγµα στις γεωφυσι-

κές εφαρµογές του ΑΠΣ– η προσέγγιση του Born έχει αποδειχθεί

επαρκής. Πάντως ιδιαίτερη έµφαση δίνεται στο µοντέλο Rytov µε

Hάση το γεγονός ότι οι πειραµατισµοί έχουν δείξει ότι παρουσιάζει

µεγαλύτερη ακρίβεια προσέγγισης από αυτή του Born στα προβλή-

µατα σκέδασης που αντιµετωπίζονται στην ΠΤ.

Στη συνέχεια, τα προηγούµενα γενικά µοντέλα εξειδικεύονται σε

µια από τις πιο σηµαντικές διατάξεις που χρησιµοποιούνται στην

ΠΤ, γνωστή ως κλασική διάταξη σάρωσης (classical scan configura-

tion). Η διάταξη αυτή είναι µια άµεση επέκταση της διάταξης πα-

 άλληλης δέσµης ακτίνων (parallel beam configuration) της συµβατι-

κής Υπολογιστικής Τοµογραφίας. Αποδεικνύεται ότι το αντίστροφο

πρόβληµα της ΠΤ µπορεί να λάβει µια µορφή, η οποία απαιτεί αν-

τιστροφή ενός συγκεκριµένου γραµµικού µετασχηµατισµού, γνω-

στού ως µετασχηµατισµού διάδοσης (propagation transform). Αυτή

η διατύπωση του αντιστρόφου προβλήµατος της ΠΤ είναι παρόµοια

µε το αντίστροφο πρόβληµα της συµβατικής Υπολογιστικής Τοµο-

γραφίας (εκεί απαιτείται αντιστροφή ενός µετασχηµατισµού Radon

µιας συνάρτησης) και ανάγεται σε αυτό στο όριο του µικρού µήκους

κύµατος, όπως αναφέρεται στο τέλος της επόµενης παραγράφου.
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3.4 Το ϑεώρηµα γενικευµένης προβολής

– τοµής

Στην παράγραφο αυτή ϑα εξεταστούν, για λόγους απλότητας, µόνο

διδιάστατα αντικείµενα, καθώς η γενίκευση σε τρεις (ή περισσό-

τερες) διαστάσεις επιτυγχάνεται χωρίς δυσκολία. Θεωρείται ένας

κυλινδρικός σκεδαστής απείρου µήκους, ο οποίος σε κυµαταριθ-

µό k έχει κατανοµή n(x, k) του µιγαδικού δείκτη διάθλασης. Ο

σκεδαστής αυτός είναι εµφυτευµένος σε ένα οµοιογενές µέσο χω-

<ίς απόσβεση (υπόβαθρο), του οποίου ο δείκτης διάθλασης nb(k)

είναι πραγµατικός και σταθερός. Η απόκλιση του δείκτη διάθλασης

του σύνθετου αντικειµένου (αντικειµένου σκέδασης και υποβάθρου)

από εκείνον του υποβάθρου ορίζεται ως η αντικειµενική συνάρτηση

f(x), x ∈ R2. Πιο συγκεκριµένα3

f(x) =
1

2

(
n2(x, k)

n2
b(k)

− 1

)
≈ n(x, k)

nb(k)
− 1. (3.26)

Η προσεγγιστική σχέση στο δεξί µέλος της (3.26) ισχύει στην περί-

πτωση ενός αντικειµένου ασθενούς σκέδασης, ο δείκτης διάθλασης

του οποίου αποτελεί µόνο µια µικρή διαταραχή σε σχέση µε εκείνον

του υποβάθρου.

Ο σκεδαστής ‘‘ϕωτίζεται’’ από µονοχρωµατικά επίπεδα κύµατα,

των οποίων το µοναδιαίο διάνυσµα διάδοσης Hρίσκεται σε ένα επί-

πεδο P κάθετο στον άξονα του αντικειµένου.

3Προφανώς, η αντικειµενική συνάρτηση είναι, στη γενική περίπτωση, συνάρ-

τηση και του κυµαταριθµού k, δηλαδή f(x, k).
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Σχήµα 3.2: Η κλασική διάταξη σάρωσης της ΠΤ.

Το µεταδιδόµενο κύµα µετριέται πάνω σε µια ευθεία γραµµή

x0 = τ0û + s0v̂, τ0 ∈ R1, s0 σταθερά, όπως ϕαίνεται στο Σχήµα 3.2.

Τα û και v̂ είναι τα µοναδιαία διανύσµατα ενός ορθογωνίου συστή-

µατος συντεταγµένων µε άξονες τ και s αντιστοίχως. Το σύστηµα

αυτό έχει κοινή αρχή µε ένα σταθερό ορθογώνιο σύστηµα συντεταγ-

µένων µε άξονες x1 και x2 και έχει περιστραφεί σε σχέση µε αυτό

έτσι, ώστε ο άξονας τ να σχηµατίζει γωνία θ µε τον άξονα x1. Επο-

µένως ισχύει
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τ = x1 cos θ + x2 sin θ και s = −x1 sin θ + x2 cos θ.

Το πλάτος και η ϕάση του κύµατος το οποίο σκεδάζεται από το

αντικείµενο µετράται πάνω στις ευθείες µέτρησης x0 = τ0û+s0v̂, για

ένα σύνολο Θ ‘‘γωνιών παρατήρησης’’ θ. Ο σκοπός των µετρήσεων

είναι να εξαχθεί µια εκτίµηση της κατανοµής του µιγαδικού δείκτη

διάθλασης του σκεδαστή.

Για τα διδιάστατα αντικείµενα που εξετάζονται εδώ, όπως έχει

αναφερθεί και προηγουµένως (αρχή παραγράφου 3.1), η αντικει-

µενική συνάρτηση σχετίζεται µε το δυναµικό σκέδασης V µέσω της

εξίσωσης

V = 2k2f. (3.27)

Ο λόγος της εισαγωγής και της αντικειµενικής συνάρτησης f , πέ-

<α από το ήδη ορισµένο δυναµικό σκέδασης V , γίνεται ϕανερός

στα επόµενα, όπου ϑα αποδειχθεί ότι στο όριο µικρού µήκους κύ-

µατος (δηλαδή όταν k → ∞), οι γραµµικοποιηµένες προσεγγίσεις

Born και Rytov οδηγούν στο συνήθη µετασχηµατισµό Radon της

αντικειµενικής συνάρτησης f .

Ξεκινώντας, τα µοντέλα Born και Rytov υπολογίζονται για τα

κύµατα που σκεδάζονται από ένα δυναµικό του τύπου (3.27) όταν

‘‘ϕωτίζονται’’ από ένα κύµα ψθ(x) = eik<v̂,x> = eiks που διαδίδεται

κατά τη κατεύθυνση του άξονα s, όπως ϕαίνεται στο Σχήµα 3.2. Η

εξίσωση (3.9) δίνει το µοντέλο του Born

ψB
θ (x0) = −2k2

∫
V

G(x0 − x′)f(x′)eik<v̂,x′>dx′, (3.28)
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ενώ το µοντέλο του Rytov υπολογίζεται από την εξίσωση (3.20)

WR
θ (x0) = −2k2e−iks0

∫
V

G(x0 − x′)f(x′)eik<v̂,x′>dx′. (3.29)

Στο σηµείο αυτό εισάγεται το ανάπτυγµα του Weyl για τη συνάρτηση

Green G

G(τ ′û + s′v̂) = − i

4π

∫ ∞

−∞
dp eipτ ′ eim|s′|

m
≈ − i

4π

∫ k

−k

dp eipτ ′ eim|s′|

m
,

(3.30)

όπου m =


√

k2 − p2, για |p| ≤ k

i
√

p2 − k2, για |p| > k.

Το ανάπτυγµα στο δεύτερο µέλος της εξίσωσης (3.30) περιέχει

δύο ϕάσµατα επίπεδων κυµάτων, το οµογενές (homogeneous) (αν-

τιστοιχεί σε |p| ≤ k) και το παροδικό (evanescent) (αντιστοιχεί σε

|p| > k). Το ανάπτυγµα µπορεί να περικοπεί µόνο στο οµογενές

ϕάσµα του, όπως ϕαίνεται από την προσέγγιση στο δεξί µέλος της

εξίσωσης (3.30), αν το αντίστοιχο σηµείο παρατήρησης x0 ϑεωρηθεί

τουλάχιστον µερικά µήκη κύµατος µακριά από την περιοχή σκέ-

δασης V. Αντικαθιστώντας την εξίσωση (3.30) στην εξίσωση (3.28)
συνάγεται ότι

ψB
θ (τ0; s0) ≈

≈ 2ik2

4π

∫∫
V

dτ ′ds′
∫ k

−k

dp eip(τ0−τ ′) e
im(s0−s′)

m
f(τ ′û + s′v̂)eiks′ =

=
ik2

2π

∫ k

−k

dp eipτ0
eims0

m

∫∫
V

dτ ′ds′ e−ipτ ′
e−i(m−k)s′f(τ ′û + s′v̂) =

=
ik2

2π

∫ k

−k

dp eipτ0
eims0

m
f̃ [pû + (m − k)v̂], (3.31)
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στην οποία µε f̃ συµβολίζεται ο διδιάστατος ΜF της f . Παρόµοια,

από τη συνάρτηση (3.29) συνάγεται ότι

WR
θ (τ0; s0) ≈

k

2π

∫ k

−k

dp eipτ0
ei(m−k)s0

m
f̃ [pû + (m − k)v̂]. (3.32)

Ορίζοντας ως

Pθf(τ0; s0) =


e−iks0

ik
ψB

θ (τ0; s0), όταν ισχύει το µοντέλο του Born,

WR
θ (τ0; s0), όταν ισχύει το µοντέλο του Rytov,

τα δύο γραµµικά µοντέλα της ΠΤ ενοποιούνται σε µια ενιαία ϑεωρία

γραµµικού µετασχηµατισµού. Αυτή η ενοποίηση έχει αναγνωριστεί

και έχει οριστεί µε µαθηµατική αυστηρότητα στο [11].

Ειδικότερα, το αντίστροφο πρόβληµα της ΠΤ έχει οριστεί στο [11]

ως αυτό της εκτίµησης της αντικειµενικής συνάρτησης f από γνώ-

ση του ‘‘µετασχηµατισµού διάδοσης’’ (propagation transform) Pθf .

Ο µετασχηµατισµός διάδοσης σχετίζεται µε την f µέσα από τη συ-

νέλιξη

Pθf(τ0; s0) =

∫∫
V

dτ ′ds′Γθ(τ0 − τ ′, s0 − s′)f(τ ′û + s′v̂), (3.33)

όπου τ0 ∈ R1, s0 είναι µια σταθερά, θ ∈ Θ ⊂ [0, 2π) και ο πυρήνας

Γθ εκφράζεται σε ϕασµατική µορφή ως

Γθ(τ
′, s′) =

1

2π

∫ k

−k

dp
k

m
e[ipτ ′+(m−k)s′]. (3.34)

Οι εξισώσεις (3.33) και (3.34) καταλήγουν σε µια απλή σχέση όταν

ϑεωρούνται στο πεδίο του ΜF. Αυτή η σχέση, όταν αντικατασταθεί
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η εξίσωση (3.34) στην εξίσωση (3.33), δίνει

P̃θf(p ; s0) =


k
m

e(m−k)s0 f̃ [pû + (m − k)v̂], όταν |p| ≤ k,

0, διαφορετικά.
(3.35)

Η εξίσωση (3.35) είναι γνωστή ως ϑεώρηµα γενικευµένης προβο-

λής–τοµής (generalized projection–slice theorem) και αναπαρίσταται

σχηµατικά στο Σχήµα 3.3.

K
1

K
2

Äéáäéäüìåíï êýìá

Áíáêëþìåíï êýìá

Ìåôáó÷çìáôéóìüò Fourier
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Σχήµα 3.3: Γραφική αναπαράσταση του ϑεωρήµατος γενικευµένης

προβολής τοµής.
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Με λόγια, το ΘΓΠΤ της εξίσωσης (3.35) υποδηλώνει ότι ο µο-

νοδιάστατος ΜF P̃θf του µετασχηµατισµού διάδοσης είναι ανάλογος

προς το διδιάστατο ΜF f̃ της αντικειµενικής συνάρτησης f πάνω σε

µια ηµικυκλική τοµή. Το ΘΓΠΤ έχει αποτελέσει τη Hάση για την επί-

λυση του αντιστρόφου προβλήµατος της ΠΤ µε παρεµβολή Fourier

ή ϕιλτραρισµένη οπισθοδιάδοση, ενώ η εξίσωση (3.33) αποτέλεσε τη

Hάση για την ανάπτυξη των επαναληπτικών αλγορίθµων της ΠΤ.

΄Οπως δηλώθηκε και προηγουµένως, αυτή η διατύπωση του αν-

τιστρόφου προβλήµατος της ΠΤ είναι απόλυτα συµβατή µε τη διατύ-

πωση του αντιστρόφου προβλήµατος της συνήθους Υπολογιστικής

Τοµογραφίας και ανάγεται σε αυτή στην οριακή περίπτωση του µι-

κρού µήκους κύµατος. Πράγµατι :

k → ∞,

(
k

m

)
→ 1, (m − k) → 0,

καθώς το λ → 0. Αντιστοίχως ο πυρήνας Γθ(τ
′, s′) ανάγεται στον

Γθ(τ
′, s′) ≈ 1

2π

∫ ∞

−∞
dpeipτ ′

= δ(τ ′), καθώς λ → 0, (3.36)

γεγονός που οδηγεί στον συνηθισµένο µετασχηµατισµό Radon [57,

44]

Pθf(τ0) =

∫∫
V

dτ ′ds′δ(τ0 − τ ′)f(τ ′û + s′v̂)

=

∫ ∞

−∞
ds′f(τ0û + s′v̂).

(3.37)
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Κεφάλαιο 4

Απεικόνιση µε αντίστροφη

σκέδαση

4.1 Εισαγωγή

Οι πρώτοι αλγόριθµοι απεικόνισης µε αντίστροφη σκέδαση Hασίζον-

ταν σε διάφορες µεθόδους παρεµβολής του ΜF της αντικειµενικής

συνάρτησης. Το ΘΓΠΤ υποδεικνύει ότι, µετρώντας τις γενικευµέ-

νες προβολές Pθf µίας συνάρτησης f(x1, x2) για ένα σύνολο γωνιών

θ1, θ2, . . . , θn και µετασχηµατίζοντας κατά Fourier κάθε µια από τις

προβολές αυτές, είναι δυνατό να προσδιοριστούν οι τιµές του ΜF

f̃(Kx1 , Kx2) επί ηµικυκλίων στο επίπεδο (Kx1 , Kx2). Αν ήταν γνω-

στός ένας άπειρος αριθµός τέτοιων προβολών, τότε ο ΜF f̃(Kx1 , Kx2)

ϑα ήταν γνωστός σε κάθε σηµείο µε κέντρο (Kx1 = 0, Kx2 = 0) και

ακτίνα k
√

2 του επιπέδου (Kx1 , Kx2) και η συνάρτηση f(x1, x2) ϑα
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µπορούσε να προσδιοριστεί µε µία απλή διαδικασία αντιστρόφου

ΜF.

Υποθέτοντας ότι η συνάρτηση f(x1, x2) έχει πεδίο ορισµού που

περιέχεται στο τετράγωνο −a
2
≤ x1, x2 ≤ a

2
, ϑα µπορούσε να χρησι-

µοποιηθεί η αριθµητική προσέγγιση

f(x1, x2) ≈
1

a2

N
2∑

m=−N
2

N
2∑

n=−N
2

f̃
(m

a
,
n

a

)
e−i2π(

mx1
a

+
nx2

a
) ,

−a
2
≤ x1, x2 ≤ a

2
για (N + 1) × (N + 1) γνωστούς συντελεστές

Fourier. Η έκφραση αυτή µπορεί να υπολογιστεί αποτελεσµατικά

µε τη χρήση ταχέων αλγορίθµων ΜF.

Μια δυσκολία που προκύπτει έγκειται στο ότι η χρήση κά-

ποιου ταχέως αλγορίθµου ΜF προϋποθέτει οµοιόµορφα κατανεµη-

µένα δείγµατα του µετασχηµατισµού f̃(Kx1 , Kx2). ΄Οµως, από ένα

πεπερασµένο πλήθος προβολών µπορούν άµεσα να υπολογιστούν

ανοµοιόµορφα κατανεµηµένα δείγµατά του και, πιο συγκεκριµέ-

να, δείγµατα µε µεγαλύτερη πυκνότητα στην περιοχή του σηµείου

(Kx1 = 0, Kx2 = 0) και µε µικρότερη µακριά από αυτό. Το αποτέ-

λεσµα της ανωτέρω ανοµοιοµορφίας είναι να αναπαριστάνονται οι

διάφορες συνιστώσες του ΜF f̃(Kx1 , Kx2) µε διαφορετική ακρίβεια

στον τύπο αντιστροφής και να επιστρέφεται µία παραµορφωµένη

εκτίµηση (ανακατασκευή) της συνάρτησης f(x1, x2). Για το λόγο

αυτό, από τα δείγµατα του ΜF f̃(Kx1 , Kx2) που προκύπτουν από

τις µετρήσεις των γενικευµένων προβολών, πρώτα εκτιµώνται µε κά-

ποια µέθοδο παρεµβολής (interpolation) δείγµατα του f̃(Kx1 , Kx2)

100



πάνω σε ένα ορθογώνιο πλέγµα και έπειτα ακολουθεί η αντιστροφή

τους µε χρήση ενός ταχέως αλγορίθµου.

4.2 Αντιστροφή γραµµικού όρου σειρών

Born - Rytov

Ο ΑΦΟ υπερνικά τις παραµορφώσεις που είναι εµφανείς σε ανακα-

τασκευές που παράχθηκαν µε χρήση αλγορίθµων παρεµβολής του

ΜF. Στην ενότητα αυτή εξάγεται ο ΑΦΟ µε έναν τρόπο απλό. Για

την ανάπτυξη του αλγορίθµου ΑΦΟ είναι απαραίτητο το ακόλουθο

λήµµα:

ΛΗΜΜΑ 4.1 Ο µετασχηµατισµός συντεταγµένων [50]

K(p, θ) ≡ pû + (m − k)v̂ =

= [p cos θ − (m − k) sin θ] x̂1 + [p sin θ + (m − k) cos θ] x̂2, (4.1)

µε x̂1, x̂2 τα µοναδιαία διανύσµατα κατά µήκος των αξόνων x1, x2

αντιστοίχως, οδηγεί στην έκφραση

δ[pû+(m−k)v̂−p′û′−(m′−k)v̂′]dp′ =
2δ(p − p′)δ(θ − θ′)

|kp
m
|

dp′. (4.2)

Απόδειξη: Από την Ιακωβιανή J του µετασχηµατισµού συντεταγ-

µένων (4.1)

J = det

 ∂K1

∂p
∂K1

∂θ

∂K2

∂p
∂K2

∂θ

 =
kp

m
,
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και για µια αυθαίρετη συνάρτηση l(p′, θ′) συνεχή στο p′ = p, θ′ = θ

συνάγεται

∫ 2π

0

dθ′
∫ k

−k

dp′ l(p′, θ′)δ[pû + (m − k)v̂ − p′û′ − (m′ − k)v̂′] =

= 2

∫
D

dK ′ l[K ′(p′, θ′)]
|kp′|
|m′|

δ(K − K ′) = 2
l[K(p, θ)]

|kp|
|m|

,

όπου D είναι ένας κυκλικός δίσκος ακτίνας k
√

2, στο χώρο Fourier.

Ο παράγοντας 2 προκύπτει από το γεγονός ότι η ολοκλήρωση του θ′

από το 0 στο 2π στο αριστερό τµήµα της ανωτέρω εξίσωσης έχει ως

αποτέλεσµα τη διπλή κάλυψη του κυκλικού δίσκου D. Η τελευταία

εξίσωση επιβεβαιώνει την εξίσωση (4.2) του λήµµατος. �

Για την ανάπτυξη του ΑΦΟ, ϑεωρείται ο τύπος αντιστροφής του

ΜF

frec(x) =
1

(2π)2

∫
|K|<k

√
2

dKeiptei<K,x>f̃(K) =

=
1

2

1

(2π)2

∫ 2π

0

dθ

∫ k

−k

dp|p|eiptei(m−k)s k|p|
m

f̃ [pû + (m − k)v̂].

(4.3)

Από το ΘΓΠΤ συνάγεται ότι

k

m
ei(m−k)s0 ˜frec[pû + (m − k)v̂] = P̃θf(p, s0)

ή

k

m
˜frec[pû + (m − k)v̂] = e−i(m−k)s0P̃θf(p, s0). (4.4)
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Από τις σχέσεις (4.3) και (4.4) προκύπτει η εξίσωση

frec(x) =
1

2

1

(2π)2

∫ 2π

0

dθ

∫ k

−k

dp|p|eipτei(m−k)(s−s0)P̃θf(p, s0), (4.5)

στην οποία x = τ û + sv̂. Η εξίσωση (4.5) αποτελεί τον ΑΦΟ που

αναφέρεται σε προηγούµενα σηµεία αυτής της διατριβής.

Είναι εύκολο να αποδειχθεί ότι η εκτίµηση (ανακατασκευή) frec

στο πεδίο του ΜF έχει το ίδιο περιεχόµενο χωρικών συχνοτήτων µε

την άγνωστη συνάρτηση f πάνω σε έναν κυκλικό δίσκο D ακτίνας

k
√

2 και µηδενικό περιεχόµενο συχνοτήτων έξω από το δίσκο αυτό.

Εποµένως, ο ΑΦΟ επιστρέφει µια ανακατασκευή frec, η οποία αν-

τιστοιχεί σε µια ϕιλτραρισµένη (µε Hαθυπερατό ϕίλτρο) έκδοση της

άγνωστης αντικειµενικής συνάρτησης f .

Από την πρώτη εµφάνισή του και µετά ο ΑΦΟ έχει τροποποιηθεί

και επεκταθεί έτσι, ώστε µε τη χρήση του να επιτυγχάνεται ανακατα-

σκευή από µετρήσεις άλλων γεωµετριών. Επίσης, η αποδοτικότητά

του έχει ελεγχθεί και επαληθευτεί µέσα από πειραµατικά δεδοµένα

και δεδοµένα που προκύπτουν από προσοµοίωση µε υπολογιστή.

4.3 Αντιστροφή σειράς Born

΄Εστω ότι στο Σχήµα 3.2 το σκεδαζόµενο κύµα κατά µήκος της γραµ-

µής x0 = τ0û + s0v̂, τ0 ∈ R1 και s0 σταθερά, προσεγγίζεται πολύ

καλά από τους πρώτους N όρους της σειράς Born, όπως στην εξί-

σωση (3.8).

Αν G(x − x′) συµβολίζει τη συνάρτηση Green αποκλίνοντος κύ-
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µατος του τελεστή Helmholtz, τότε ϑεωρείται το ανάπτυγµα του Weyl

G[(τ − τ ′)û + (s − s′)v̂] = − i

4π

∫ ∞

−∞
dpeip(τ−τ ′) e

im|s−s′|

m

≈ − i

4π

∫ k

−k

dpeip(τ−τ ′) e
im|s−s′|

m

≡ GL[(τ − τ ′)û + (s − s′)v̂], (4.6)

όπου

m =


√

k2 − p2, όταν |p| ≤ k

i
√

p2 − k2, όταν |p| > k.

Το ανάπτυγµα Weyl στην εξίσωση (4.6) αναλύει τη συνάρτηση Green

σε µια υπέρθεση επίπεδων κυµάτων (οµογενών για |p| ≤ k και πα-

<οδικών για |p| > k). Τα παροδικά κύµατα εξασθενούν εκθετικά σε

συνάρτηση µε το |s−s′|. Η προσέγγιση GL στο τελευταίο δεξί µέλος

της εξίσωσης (4.6) είναι µια Hαθυπερατή προσέγγιση της συνάρτη-

σης Green G, η οποία αποτελείται µόνο από συνιστώσες οµογενών

επίπεδων κυµάτων και ισχύει για |s − s′| � λ.

Ορίζονται τώρα οι χώροι Hilbert F , FL και P ως εξής :

• F = L2(Da), όπου Da είναι ένας κύκλος του επιπέδου R2, ο

οποίος έχει ακτίνα a και περιέχει την περιοχή σκέδασης V.

• FL = {(fL|Da) : ∃(f |Da) ∈ F} έτσι ώστε

f̃L(K) =

f̃(K), για |K| ≤ k
√

2

0, διαφορετικά
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• P είναι ο χώρος των συναρτήσεων, οι οποίες ορίζονται στο

R1 × [0, 2π) και έχουν, ως προς την πρώτη µεταβλητή, µηδε-

νικό ϕασµατικό περιεχόµενο έξω από το διάστηµα [−k, k].

Στη συνέχεια ορίζονται οι µη γραµµικοί τελεστές

Gn : FL → P, (4.7)

όπου

(GnfL)(τ0, θ) =
e−iks0

ik
ψL

n (τ0û + s0v̂, θ) (4.8)

και ψL
n (τ0û+ s0v̂, θ) είναι ο n−οστός όρος των σειρών Born του σκε-

δαζοµένου κύµατος κατά µήκος της γραµµής µέτρησης

x = τ0û + s0v̂, ϕιλτραρισµένος ως προς τ0 µε Hαθυπερατό ϕίλ-

τρο στο διάστηµα [−k, k]. Από τις εξισώσεις (3.7) ϕαίνεται ότι Gn

είναι ένας οµογενής τελεστής Volterra τάξης n

(GnfL)(τ0, θ) =

= e−iks0 (−2k2)
n

ik
·
∫
V dx(1)GL(x0 − x(1)) ·

∫
V dx(2)G(x(1) − x(2)) · . . .

. . . ·
∫
V dx(n)G(x(n−1) − x(n))eik<v̂,x(n)>f(x(1)) · f(x(2)) · . . . · f(x(n)).

(4.9)

Στην εξίσωση (4.9) f είναι η συνάρτηση που ανήκει στο F και

προκύπτει από την αναλυτική συνέχιση του ΜF της συνάρτησης fL.

Η επιλογή της GL (σε αντίθεση µε τη G) στην πρώτη ολοκλήρω-

ση ισχύει πρακτικώς όσο η απόσταση µέτρησης s0 είναι της τάξης

µερικών τουλάχιστον µηκών κύµατος, ώστε να επιτυγχάνεται εξα-

σθένιση των συνιστωσών των παροδικών κυµάτων του σκεδαστή έξω
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από το αντικείµενο (s0 � λ). Πάντως, οι συνιστώσες των παροδι-

κών κυµάτων µέσα στο αντικείµενο ϑα δώσουν, γενικώς, αφορµή

για υψηλότερης τάξης συνιστώσες οµογενών κυµάτων στις αλληλε-

πιδράσεις πολλαπλής σκέδασης και έτσι το συνολικό ανάπτυγµα της

συνάρτησης Green G χρειάζεται να χρησιµοποιηθεί για τις υπόλοι-

πες ολοκληρώσεις.

Για να γίνει πιο ελκυστική από πλευράς υπολογισµών η πα-

<άσταση των µη γραµµικών µετασχηµατισµών της εξίσωσης (4.9),

γίνεται χρήση του αναπτύγµατος Weyl της εξίσωσης (4.6). Ισχύει

(GnfL)(τ0, θ)) =
e−iks0

ik

2ik2

4π

∫∫
V

dτ (1)ds(1)

∫ k

−k

dp ·

· eip(τ0−τ (1)) e
im(s0−s(1))

m
f(τ (1)û + s(1)v̂)eiks(1)

=

=
ke−ips0

2π

∫ k

−k

dpeipτ0
eims0

m

∫∫
V

dτ (1)ds(1) ·

· e−ipτ (1)

e−i(m−k)s(1)

f(τ (1)û + s(1)v̂) =

=
1

2π

∫ k

−k

dpeipτ0
kei(m−k)s0

m
f̃ [pû + (m − k)v̂],

(4.10)

όπου f̃ παριστάνει το διδιάστατο ΜF της f . Η εξίσωση (4.10) εί-

ναι απλώς ένα ανάπτυγµα του ΘΓΠΤ. Επίσης, επαληθεύει το γεγο-

νός ότι οι προτεινόµενοι (µη γραµµικοί) µετασχηµατισµοί διάδοσης

περιλαµβάνουν τη συνήθη περίπτωση των γραµµικών µετασχηµα-

τισµών διάδοσης ως µια ειδική περίπτωση. Από τις σχέσεις (4.10)

αποδείχθηκε ότι ο γραµµικός µετασχηµατισµός διάδοσης µιας αντι-

κειµενικής συνάρτησης f µπορεί να υπολογιστεί άµεσα µε τη χρή-
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ση ενός ΤΜF. Οι µη γραµµικοί µετασχηµατισµοί Gnf της εξίσω-

σης (4.9) δεν υπολογίζονται άµεσα µε τη χρήση ενός ΤΜF, διότι

απαιτείται ο υπολογισµός του ΜF της αντικειµενικής συνάρτησης

f πάνω σε ένα σύνολο µιγαδικών συχνοτήτων. Πάντως, όταν χρη-

σιµοποιούνται οι ϕιλτραρισµένες µε Hαθυπερατό ϕίλτρο προσεγγί-

σεις του αναπτύγµατος Weyl –µια επαρκής προσέγγιση για επαρκώς

υψηλό κυµαταριθµό– οι µη γραµµικοί µετασχηµατισµοί διάδοσης

είναι δυνατόν να υπολογιστούν, κατά προσέγγιση, από αλγόριθµους

που Hασίζονται σε ΤΜF.

Ορίζεται τώρα ο γραµµικός τελεστής

B : P → FL (4.11)

µε

(Bd)(x = τ û+sv̂) =
1

2

1

(2π)2

∫ 2π

0

dθ

∫ k

−k

dp|p|·eipτei(m−k)(s−s0)d̃(p, θ).

(4.12)

Ο τελεστής (B|P) είναι ο αντίστροφος του (G1|FL) όπως αυτός ορί-

Zεται στην εξίσωση (4.5).

΄Εστω ο µη οµογενής τελεστής Volterra τάξης N

GN = G1 + G2 + ... + GN : FL → P, (4.13)

όπου

(GNfL)(τ0, θ) =
e−iks0

ik
(ψL

1 + ψL
2 + ... + ψL

N)(τ0û + s0v̂, θ) (4.14)

και ψL
n (τ0û + s0v̂, θ), n = 1, 2, ..., είναι ο n−οστός όρος της σειράς

Born του σκεδαστή κατά µήκος της γραµµής µέτρησης
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x0 = τ0û + s0v̂, ϕιλτραρισµένος ως προς τ0 µε Hαθυπερατό ϕίλτρο

στο διάστηµα [−k, k]. Την ύπαρξη ενός τοπικού αντιστρόφου για

τον τελεστή GN και την αναπαράστασή του από συγκλίνουσες σει-

<ές εγγυάται η ύπαρξη του αντιστρόφου (B|P) του γραµµικού όρου

(G1|FL). Ειδικότερα, υπάρχει µια περιοχή στο χώρο δεδοµένων P
στην οποία ο τελεστής

B1 + B2 + ... + Bn + ... (4.15)

είναι ο αντίστροφος του GN , όπου Bn είναι ένας οµογενής τελεστής

Volterra των δεδοµένων, τάξης n. Ειδικότερα ισχύει

B1 = B

B2 = −BG2B

B3 = BG2BG2B − BG3B
... . (4.16)

Εδώ παρατηρείται ότι οι όροι B1,B2,B3, ... είναι καθολικοί (uni-

versal), µε την έννοια ότι δεν εξαρτώνται από την τάξη N του ευθέος

µοντέλου GN . ΄Ετσι, οι τελεστές (4.15) µπορούν να περικοπούν στην

επιθυµητή τάξη n και να επιστρέψουν αλγόριθµους αντιστροφής τά-

ξης n ως προς τα δεδοµένα. Για παράδειγµα, ο συνήθης ΑΦΟ ορίζει

έναν καθολικό αλγόριθµο αντιστροφής ο οποίος είναι πρώτης τάξης

(γραµµικός) ως προς τα δεδοµένα. Η γενική ϑεωρία του Volterra

για τα µη γραµµικά συστήµατα είναι δυνατόν να εφαρµοστεί για

να εκτιµήσει ένα όριο του σφάλµατος από την αποκοπή των σειρών

(4.15) σε έναν αυθαίρετο όρο. Το όριο αυτό είναι συνάρτηση της
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αντικειµενικής συνάρτησης και δεν είναι δυνατόν να υπολογιστεί

προκαταβολικά. Μια πρακτική προσέγγιση για τον προσδιορισµό

του όρου, στον οποίο πρέπει να τερµατιστούν οι σειρές (4.15), είναι

ο έλεγχος της νόρµας κάθε νέου όρου στις (4.15) και ο τερµατισµός

όταν αυτή ελαχιστοποιηθεί αρκετά.

Μια δεύτερη παρατήρηση δείχνει ότι, αν τα δεδοµένα µοντελο-

ποιούνται επαρκώς από τον πρώτο όρο του Born (δηλαδή ψ(s) = ψ1

και ψ2 = ψ3 = ... = 0), τότε κάθε όρος υψηλότερης τάξης στις σειρές

(4.15) επιστρέφει µια µηδενική συνεισφορά στην ανακατασκευή της

εικόνας, όπως αποκαλύπτεται από µια προσεκτική εξέταση των σχέ-

σεων (4.16). Μια τελευταία παρατήρηση είναι ότι οι αλγόριθµοι που

προκύπτουν είναι ουσιαστικά της µορφής της µη γραµµικώς ϕιλ-

τραρισµένης οπισθοδιάδοσης των µετρήσεων. Πράγµατι, οι τελεστές

της (4.15) µπορούν να γραφούν στη µορφή

B(I − G2B + G2BG2B − G3B − ...) (4.17)

όπου I : P → P είναι ο ταυτοτικός τελεστής. Ουσιαστικά, ο όρος

που περικλείεται στις παρενθέσεις της (4.17) είναι ένα ανώτερης

τάξης, µη γραµµικό ϕίλτρο Volterra, το οποίο εφαρµόζεται στα δε-

δοµένα και έτσι οι όροι της σειράς οδηγούν σε µια ολόκληρη κλάση

µη γραµµικών ΑΦΟ για την αντιστροφή δεδοµένων ΠΤ.
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4.4 Αντιστροφή σειράς Rytov

΄Εστω ότι στη διάταξη του Σχήµατος 3.2 η µιγαδική ϕάση1 του ολι-

κού κύµατος κατά µήκος της γραµµής x0 = τ0û + s0v̂, τ0 ∈ R1, s0:

σταθερά, προσεγγίζεται καλά από τους πρώτουςN όρους των σειρών

Rytov, χωρίς να αποκλείεται η πιθανότητα το N → ∞, δηλαδή

W (x0) ≈ W0(x0) + W1(x0) + ... + WN(x0). (4.18)

Ορίζονται οι χώροι Hilbert F , FL και P ως εξής :

• F = L2(Da), όπου Da είναι ένας κύκλος του επιπέδου R2, ο

οποίος έχει ακτίνα a και περιέχει την περιοχή σκέδασης V.

• FL = {(fL|Da) : ∃(f |Da) ∈ F}, έτσι ώστε

f̃L(K) =

f̃(K), για |K| ≤ k
√

2

0, διαφορετικά

• P είναι ο χώρος των συναρτήσεων οι οποίες ορίζονται στο

R1 × [0, 2π) και έχουν, ως προς την πρώτη µεταβλητή, µη-

δενικό ϕασµατικό περιεχόµενο έξω από το διάστηµα [−k, k].

Επίσης, ορίζονται οι µη γραµµικοί τελεστές

Wn : FL → P, (4.19)

όπου

(WnfL)(τ0, θ) = WL
n (τ0û + s0v̂, θ) (4.20)

1∆ηλαδή ο µιγαδικός λογάριθµος.
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και WL
n (τ0û + s0v̂, θ) είναι ο n−οστός όρος της σειράς Rytov της

µιγαδικής ϕάσης του ολικού κύµατος κατά µήκος της γραµµής µέ-

τρησης x0 = τ0û + s0v̂, κανονικοποιηµένης από τον κυµαταριθµό

και ϕιλτραρισµένης από Hαθυπερατό ϕίλτρο ως προς τ0 στο διάστη-

µα [−k, k]. Από τις εξισώσεις (3.25) είναι ϕανερό ότι το Wn είναι

ένας τελεστής Volterra τάξης n.

Ορίζεται τώρα ο γραµµικός τελεστής

B : P → FL (4.21)

µε

(Bd)(x = τ û+sv̂) =
1

2

1

(2π)2

∫ 2π

0

dθ

∫ k

−k

dp|p|eipτei(m−k)(s−s0)d̃(p, θ).

(4.22)

Ο τελεστής (B|P) είναι ο αντίστροφος του τελεστή (W1|FL) όπως

αυτός ορίζεται στην εξίσωση (4.5)

΄Εστω ο µη οµογενής τελεστής Volterra τάξης N (όπου δεν απο-

κλείεται η πιθανότητα N → ∞)

WN = W1 + W2 + ... + WN : FL → P , (4.23)

όπου

(WNfL)(τ0, θ) =
eiks0

ik
(WL

1 + WL
2 + ... + WL

N)(τ0û + s0v̂, θ) (4.24)

και WL
n (τ0û + s0v̂, θ), n = 1, 2, ..., είναι ο n−οστός όρος των σειρών

Rytov για το σκεδαζόµενο κύµα κατά µήκος της γραµµής µέτρησης

x0 = τ0û + s0v̂, ϕιλτραρισµένος από Hαθυπερατό ϕίλτρο ως προς το

τ0 στο διάστηµα [−k, k]. Την ύπαρξη ενός τοπικού αντιστρόφου για
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τον τελεστήWN και την αναπαράστασή του µε συγκλίνουσες σειρές

εγγυάται η ύπαρξη του αντιστρόφου (B|FL) του γραµµικού όρου

(W1|P ). Ειδικότερα, υπάρχει µια περιοχή στο χώρο δεδοµένων P,
στην οποία ο αντίστροφος του WN είναι ο τελεστής

B1 + B2 + ... + Bn + ..., (4.25)

όπου Bn είναι ένας µη οµογενής τελεστής Volterra των µετρήσεων

τάξης n.

Ειδικότερα ισχύει

B1 = B

B2 = −BW2B

B3 = BW2BW2B − BW3B
... . (4.26)

Εδώ παρατηρείται ότι οι όροι B1,B2,B3, ... είναι καθολικοί, µε την

έννοια ότι δεν εξαρτώνται από την τάξη N του ευθέος µοντέλουWN .

΄Ετσι οι τελεστές (4.25) µπορούν να περικοπούν στην επιθυµητή τά-

ξη n και να επιστρέψουν τους αλγόριθµους αντιστροφής ΠΤ τάξης

n ως προς τα δεδοµένα. Για παράδειγµα, ο συνήθης ΑΦΟ ορίζει

έναν καθολικό αλγόριθµο αντιστροφής ο οποίος είναι πρώτης τάξης

(γραµµικός) ως προς τα δεδοµένα. Επίσης, από µια προσεκτική

εξέταση των σχέσεων (4.26) διαφαίνεται ότι, αν τα δεδοµένα ανακα-

τασκευάζονται επαρκώς από τον πρώτης τάξης όρο του Rytov –δηλ.

δW = W1 και W2 = W3 = ... = 0– τότε κάθε όρος από τους (4.25)

µεγαλύτερης τάξης επιστρέφει µια ταυτοτική µηδενική συνεισφο-
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<ά στην ανακατασκευή της εικόνας. Αυτό το γεγονός πιστοποιείται

επίσης και στις προσοµοιώσεις της παραγράφου 4.6. Μια τελευταία

παρατήρηση είναι ότι οι αλγόριθµοι που προκύπτουν είναι ουσια-

στικά της µορφής της µη γραµµικώς ϕιλτραρισµένης οπισθοδιάδο-

σης των µετρήσεων. Πράγµατι, οι τελεστές της (4.25) µπορούν να

γραφούν ως εξής :

B(I −W2B + W2BW2B −W3B − ...), (4.27)

όπου I : P → P είναι ο ταυτοτικός τελεστής. Ουσιαστικά, ο όρος

που περικλείεται στις παρενθέσεις της (4.27) είναι ένα ανώτερης

τάξης, µη γραµµικό ϕίλτρο Volterra το οποίο εφαρµόζεται στα δε-

δοµένα και έτσι οι όροι της σειράς (4.25) δίνουν αφορµή για µια

ολόκληρη κλάση µη γραµµικών ΑΦΟ για την αντιστροφή δεδοµένων

της ΠΤ.

4.4.1 Υλοποίηση των αλγορίθµων αντιστροφής

Η υλοποίηση των προτεινοµένων µη γραµµικών αλγορίθµων ανα-

κατασκευής της ΠΤ συνίσταται σε αρκετά Hήµατα και απαιτεί την

υλοποίηση αντιστοίχων αλγοριθµικών υποµονάδων. Ειδικότερα, ξε-

χωριστές υποµονάδες που είναι δυνατόν να χρησιµοποιηθούν είναι

οι ακόλουθες :

1. ΄Ενας εκτιµητής της µιγαδικής ϕάσης (µιγαδικού λογαρίθµου)

του µετρούµενου ολικού κύµατος και ένας αλγόριθµος για το

ξετύλιγµα της ϕάσης (phase unwrapper). Η εκτίµηση της µι-

γαδικής ϕάσης του ολικού κύµατος από µετρήσεις µπορεί να
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απαιτεί τη χρήση ενός αλγορίθµου για το ξεδίπλωµα ϕάσης

όταν τα δεδοµένα παρουσιάζουν ϑόρυβο. Το πρόβληµα δεν

είναι δύσκολο στις περιπτώσεις πλήρως τριδιάστατων εικόνων

και στην πραγµατικότητα γίνεται ευκολότερο σε περισσότε-

<ες διαστάσεις. Μια πρακτική προσέγγιση συνίσταται σε δύο

προληπτικές µετρήσεις : α) στην εκµετάλλευση του γεγονότος

ότι το σήµα του κύµατος περιορίζεται από τη µηδενική τιµή

του µετασχηµατισµού έξω από το διάστηµα [−k, k]. ∆ηλα-

δή, οι µετρήσεις ϕιλτράρονται µε Hαθυπερατά ϕίλτρα ανάλογα

µε τη µείωση του επιπέδου του ϑορύβου και H) στην αύξηση

του <υθµού δειγµατοληψίας πέρα από το <υθµό Nyquist. Σε

προηγούµενα ανεξάρτητα πειράµατα µε τις ϑεωρίες της γραµ-

µικοποιηµένης ΠΤ έγινε δυνατό να απεικονιστούν διδιάστατα

αντικείµενα, όπου το πρόβληµα της αναδίπλωσης ϕάσης είναι

εντονότερο από τις µετρήσεις σκεδαζοµένων κυµάτων σε έναν

πρότυπο υπερηχογράφο, σε ένα πρότυπο οπτικό µικροσκό-

πιο και αρκετές συσκευές απεικόνισης του υπεδάφους (ακου-

στικές και <αντάρ διείσδυσης στο υπέδαφος). Αν σε µερικές

εφαρµογές χρειάζεται µια καλύτερη προσέγγιση του προβλή-

µατος ξετυλίγµατος ϕάσης, προτείνεται αυτή που Hασίζεται

στην προσέγγιση της ϕάσης µε ένα χαµηλού Hαθµού προσεγ-

γιστικό πολυώνυµο, του οποίου οι συντελεστές υπολογίζονται

από τις µετρήσεις.

2. ΄Ενας υλοποιητής του διδιάστατου ή τριδιάστατου ΑΦΟ ή αντι-
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στοίχου γραµµικού αλγορίθµου αντιστροφής, ο οποίος µπορεί

να Hασίζεται στη χρήση ενός ΤΜF, είναι στη σηµερινή εποχή

µια συνηθισµένη διαδικασία. Αν και ο ΑΦΟ είναι ιδιαιτέ-

<ως εύρωστος σε υψηλά επίπεδα ϑορύβου, είναι πιθανό σε

κάποιες περιπτώσεις (για παράδειγµα όταν το κύµα εξετάζε-

ται µόνο από ένα πολύ περιορισµένο αριθµό κατευθύνσεων)

να απαιτείται η κανονικοποίηση του γραµµικού αλγορίθµου.

Για την εξουδετέρωση των αποτελεσµάτων του ϑορύβου, υπάρ-

χει ένας αριθµός από σχετικές κανονικοποιήσεις του ΑΦΟ

[105]. Ειδικότερα στην αναφορά [105] προτείνεται και εξετά-

Zεται µια άπειρη κλάση εξοµαλυµένων αλγορίθµων αντιστρο-

ϕής, η οποία αναπαράγει το ϑόρυβο διαφορετικά.

3. Αλγόριθµοι για τον υπολογισµό των όρων Born µιας συνάρ-

τησης δύο ή τριών διαστάσεων µε τη χρήση µιας προσέγγι-

σης που Hασίζεται στον ΤΜF. Γι’ αυτούς τους αλγόριθµους

δεν απαιτείται εξοµάλυνση γιατί οι αντίστοιχοι τελεστές είναι

ϕραγµένοι και συνεπώς συνεχείς.

4. Υλοποιητές των µετασχηµατισµών των όρων του Born σε όρους

του Rytov.

5. Συνδυαστές όλων των ανωτέρω υποµονάδων.
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4.5 Η περίπτωση κυλινδρικής συµµετρί-

ας

΄Ενα ιδιαιτέρως σηµαντικό πρόβληµα απεικόνισης είναι εκείνο όπου

τα αντικείµενα σκέδασης έχουν κυλινδρική συµµετρία, δηλαδή εί-

ναι σκεδαστές των οποίων οι ιδιότητες µεταβάλλονται µόνο σε συ-

νάρτηση της αξονικής απόστασης από το κέντρο τους και έτσι η

αντικειµενική τους συνάρτηση είναι της µορφής

f(x) = fr(r), r = |x|. (4.28)

Αυτό το σηµαντικό πρόβληµα εµφανίζεται σε πρακτικές εφαρµογές,

όπως για παράδειγµα η ανακατασκευή της δοµής οπτικών ινών ή

µεγάλων µορίων ή ϑαµµένων σωλήνων, αλλά εδώ χρησιµοποιειται

για την αναλυτική µελέτη, καθώς και τη µελέτη µέσω προσοµοίωσης

µε υπολογιστή ανακατασκευαστικών αλγορίθµων της ΠΤ. Ανάλογα,

τόσο µε τον ΑΦΟ (4.5) όσο και µε τα µη γραµµικά µοντέλα (4.24)

επιτυγχάνεται µια απλούστερη µορφή, στην οποία χρησιµοποιούν-

ται οι µονοδιάστατοι µετασχηµατισµοί Fourier-Bessel.

Πράγµατι, αν

f̃r(|K|) = 2π

∫ ∞

0

dr rJ0(|K|r)fr(r), (4.29)

τότε για το ΜF της αντικειµενικής συνάρτησης f ισχύει

f̃(|K|) = f̃r(|K|) (4.30)
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και το ΘΓΠΤ δίνει

P̃θf(p; s0) =


k
m

ei(m−k)s0 f̃r[
√

2k(k − m)], για |p| ≤ k

0, διαφορετικά,
(4.31)

όπου η γενικευµένη προβολή Pθf είναι ανεξάρτητη από τη γωνία

παρατήρησης θ. Τότε ο ΑΦΟ δίνεται από τη σχέση

frec(x) =
1

2π

∫ k

0

dp pei(k−m)s0J0[r
√

2k(k − m)]P̃θf(p; s0), r = |x|,
(4.32)

όπου η ολοκλήρωση ως προς τη γωνία παρατήρησης θ έχει εξαλει-

ϕθεί. Γενικώς, τα µη γραµµικά µοντέλα (4.24) µπορούν να υπολο-

γιστούν µε έναν παρόµοιο τρόπο. Για παράδειγµα, ο πρώτος όρος

του Born δίνεται από τον τύπο

ψ̃1(pû + s0v̂) =


ik2

m
eims0 f̃r[r

√
2k(k − m)], για |p| ≤ k

ik2

m
eims0 f̃r(|p|

√
2) για |p| > k,

(4.33)

και δίνει τη δυνατότητα για τον υπολογισµό του πρώτου όρου W1

των σειρών Rytov.

4.6 Προσοµοίωση µε υπολογιστή

Οι προτεινόµενοι µη γραµµικοί αλγόριθµοι ανακατασκευής ΠΤ εφαρ-

µόστηκαν και εξετάστηκαν µε τη χρήση του υπολογιστή σε τρεις

προσοµοιώσεις, ακολουθώντας τα Hήµατα που αναφέρθηκαν στην

παράγραφο 4.4.1. Και στις τρεις περιπτώσεις το αντικείµενο σκέ-

δασης παρουσίαζε κυλινδρική συµµετρία και, στην περίπτωση των
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δεδοµένων χωρίς ϑόρυβο, ήταν δυνατόν να ανακατασκευαστεί από

ένα απλό πείραµα σκέδασης.

4.6.1 Α’ προσοµοίωση

Στην πρώτη περίπτωση το σκεδαζόµενο αντικείµενο αποτελούνταν

από έναν απλό κυκλικό δίσκο ακτίνας 2, µέσα στον οποίο η αντι-

κειµενική συνάρτηση ήταν σταθερή και ίση µε 0,001, δηλαδή:

f(x) =

0, 001, για |x| ≤ 2

0, διαφορετικά.
(4.34)

Ο κυµαταριθµός ήταν k = 12π και αντιστοιχούσε σε µήκος κύ-

µατος λ = 1
6
, δηλαδή η διάµετρος του αντικειµένου ήταν ίση µε

δώδεκα (12) µήκη κύµατος. Στο Σχήµα 4.1 αναπαρίστανται γρα-

ϕικά το πραγµατικό (συνεχής γραµµή) και το ϕανταστικό (διακε-

κοµµένη γραµµή) µέρος του πρώτου (Σχήµα 4.1(α΄)), του δεύτερου

(Σχήµα 4.1(H΄)) και του τρίτου (Σχήµα 4.1(γ΄)) όρου Born, καθώς και

οι πρώτης (Σχήµα 4.1(δ΄)), δεύτερης (Σχήµα 4.1(ε΄)) και τρίτης (Σχή-

µα 4.1(στ΄)) τάξης προσεγγίσεις Born του σκεδαζοµένου κύµατος για

µια απόσταση µέτρησης s0 = 0. Στα Σχήµατα (4.2-4.4) εµφανίζον-

ται οι ανακατασκευές της αντικειµενικής συνάρτησης από τον ΑΦΟ

(γραµµή διακεκοµµένη µε τελείες) και τον Αλγόριθµο Αντιστροφής

∆εύτερης Τάξης – ΑΑ∆Τ (second order inversion algorithm) (γραµ-

µή διακεκοµµένη µε παύλες) σε σύγκριση µε τη γραφική της πα-

<άσταση (σταθερή γραµµή). Πιο συγκεκριµένα, η προσέγγιση του

σκεδαζοµένου κύµατος από τον πρώτο όρο Born εµφανίζεται στο
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Σχήµα 4.2, από το δεύτερο όρο Born στο Σχήµα 4.3 και από τον

τρίτο όρο Born στο Σχήµα 4.4. Από αυτά ϕαίνεται καθαρά ότι ο

ΑΑ∆Τ παράγει την ίδια µε τον ΑΦΟ ανακατασκευή, όταν οι µετρή-

σεις αποτελούνται µόνο από την προσέγγιση Born πρώτης τάξης,

αλλά υπερτερεί του ΑΦΟ σε αξιοπιστία και απόδοση, όταν οι µετρή-

σεις αποτελούνται από την προσέγγιση δεύτερης ή τρίτης τάξης.

119



−30 −20 −10 0 10 20 30
−0.05

0

0.05

0.1

0.15
(α) :ψ

1

−30 −20 −10 0 10 20 30
−0.05

0

0.05

0.1

0.15 (β): ψ
2
 

−30 −20 −10 0 10 20 30
−0.05

0

0.05

0.1

0.15
(γ): ψ

3
 

−30 −20 −10 0 10 20 30
−0.05

0

0.05

0.1

0.15

−30 −20 −10 0 10 20 30
−0.05

0

0.05

0.1

0.15
(ε): ψ

1
+ψ

2
 

−30 −20 −10 0 10 20 30
−0.05

0

0.05

0.1

0.15 (στ): ψ
1
+ψ

2
+ψ

3
  

Σχήµα 4.1: Α’ Προσοµοίωση: Σκεδαζόµενα κύµατα (α) πρώτος όρος

Born (H) δεύτερος όρος Born (γ) τρίτος όρος Born (δ) πρώτη προσέγ-

γιση Born (ε) δεύτερη προσέγγιση Born (στ) τρίτη προσέγγιση Born.

Το πραγµατικό (ϕανταστικό) µέρος των µετρήσεων παριστάνεται µε

συνεχή (διακεκοµµένη) γραµµή.
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Σχήµα 4.2: Α’ προσοµοίωση: Ανακατασκευή της αρχικής αντικει-

µενικής συνάρτησης (συνεχής γραµµή) µε χρήση του ΑΦΟ (γραµµή

διακεκοµµένη µε τελείες) και του ΑΑ∆Τ (γραµµή διακεκοµµένη µε

παύλες) από δεδοµένα προσέγγισης Born πρώτης τάξης.
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Σχήµα 4.3: Α’ προσοµοίωση: Ανακατασκευή της αρχικής αντι-

κειµενικής συνάρτησης (συνεχής γραµµή) µε τη χρήση του ΑΦΟ

(γραµµή διακεκοµµένη µε τελείες) και του ΑΑ∆Τ (γραµµή διακε-

κοµµένη µε παύλες) από δεδοµένα προσέγγισης Born δεύτερης τά-

ξης.
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Σχήµα 4.4: Α’ προσοµοίωση: Ανακατασκευή της αρχικής αντι-

κειµενικής συνάρτησης (συνεχής γραµµή) µε τη χρήση του ΑΦΟ

(γραµµή διακεκοµµένη µε τελείες) και του ΑΑ∆Τ (γραµµή διακε-

κοµµένη µε παύλες) από δεδοµένα προσέγγισης Born τρίτης τάξης.
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4.6.2 Β’ προσοµοίωση

Στην προσοµοίωση αυτή, ο σκεδαστής αποτελούνταν από έναν κυ-

κλικό πυρήνα και τρεις οµόκεντρες επενδύσεις. ΄Ενα τέτοιο αντικεί-

µενο αποτελεί, ίσως, ένα <εαλιστικό µοντέλο για κυλινδρικά αντι-

κείµενα, όπως είναι οι οπτικές ίνες, τα µεγάλα µόρια ή οι ϑαµµένοι

σωλήνες.

Στην περίπτωση αυτή, η αντικειµενική συνάρτηση δινόταν από

τον ακόλουθο τύπο:

f(x) =



0, 0025, για |x| ≤ 0, 25

0, 002, για 0, 25 ≤ |x| ≤ 0, 6

0, 0015, για 0, 6 ≤ |x| ≤ 1, 2

0, 001, για 1, 2 ≤ |x| ≤ 2

0, διαφορετικά.

(4.35)

Ο κυµαταριθµός ήταν k = 6π, που αντιστοιχεί σε µήκος κύµατος

λ = 1
3
και η απόσταση µέτρησης ήταν s0 = 0. Στο Σχήµα 4.5 απει-

κονίζονται οι τρεις πρώτοι όροι του Born και οι προσεγγίσεις του

αντικειµένου σκέδασης σε αναλογία µε το Σχήµα 4.1. Προφανώς,

η συνεισφορά του τρίτου όρου του Born είναι αµελητέα σε σχέση

µε τους δύο πρώτους όρους και έτσι ο τερµατισµός της σειράς Born

στο δεύτερο όρο της ϕαίνεται να είναι αποτελεσµατικός. Στα Σχή-

µατα (4.6–4.8) παριστάνονται οι ανακατασκευές της αντικειµενικής

συνάρτησης που επιστρέφονται από τον ΑΦΟ και τον ΑΑ∆Τ σε αν-

τιστοιχία µε τα Σχήµατα (4.2–4.4). Προφανώς, ο ΑΑ∆Τ επιστρέφει
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την ίδια ανακατασκευή µε τον ΑΦΟ όταν τα δεδοµένα αποτελούνται

µόνο από τον πρώτο όρο του Born. Πάντως, στις άλλες περιπτώσεις

ο ΑΦΟ δεν εµφανίζει µε αρκετή ευκρίνεια τον πυρήνα του αντικει-

µένου, ενώ ο ΑΑ∆Τ επιστρέφει µια ακριβέστερη ανακατασκευή και

αναδεικνύει τον πυρήνα.

Σε αυτό το σηµείο είναι αναγκαίο να τονιστεί ότι οι κυµατι-

σµοί που παρατηρούνται στην ανακατασκευή της αντικειµενικής

συνάρτησης σε περιοχές όπου η αρχική αντικειµενική συνάρτηση

είναι οµοιογενής οφείλονται στο γεγονός ότι οι αλγόριθµοι ανακα-

τασκευής δρουν ως Hαθυπερατά ϕίλτρα. ΄Ετσι, οι παρατηρούµενοι

κυµατισµοί είναι ϕαινόµενα Gibbs, τα οποία µπορούν να εξαλει-

ϕθούν µέσω της χρήσης ενός Hαθυπερατού ϕίλτρου εξοµάλυνσης.

Μια τέτοια προσέγγιση έχει ακολουθηθεί επιτυχώς στο [10] και οι

ανακατασκευές που προέκυψαν, αν και είναι πιο οµαλοποιηµένες,

δεν είναι οι Hέλτιστες από την άποψη των ελαχίστων τετραγώνων.
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Σχήµα 4.5: Β’ προσοµοίωση: Σκεδαζόµενα κύµατα (α) πρώτος όρος

Born (H) δεύτερος όρος Born (γ) τρίτος όρος Born (δ) πρώτη προσέγ-

γιση Born (ε) δεύτερη προσέγγιση Born (στ) τρίτη προσέγγιση Born.

Το πραγµατικό (ϕανταστικό) µέρος των µετρήσεων παριστάνεται µε

συνεχή (διακεκοµµένη) γραµµή.
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Σχήµα 4.6: Β’ προσοµοίωση: Ανακατασκευή της αρχικής αντι-

κειµενικής συνάρτησης (συνεχής γραµµή) µε τη χρήση του ΑΦΟ

(γραµµή διακεκοµµένη µε τελείες) και του ΑΑ∆Τ (γραµµή διακε-

κοµµένη µε παύλες) από δεδοµένα προσέγγισης Born πρώτης τά-

ξης.
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Σχήµα 4.7: Β’ προσοµοίωση: Ανακατασκευή της αρχικής αντι-

κειµενικής συνάρτησης (συνεχής γραµµή) µε τη χρήση του ΑΦΟ

(γραµµή διακεκοµµένη µε τελείες) και του ΑΑ∆Τ (γραµµή διακε-

κοµµένη µε παύλες) από δεδοµένα προσέγγισης Born δεύτερης τά-

ξης.
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Σχήµα 4.8: Β’ προσοµοίωση: Ανακατασκευή της αρχικής αντι-

κειµενικής συνάρτησης (συνεχής γραµµή) µε τη χρήση του ΑΦΟ

(γραµµή διακεκοµµένη µε τελείες) και του ΑΑ∆Τ (γραµµή διακε-

κοµµένη µε παύλες) από δεδοµένα προσέγγισης Born τρίτης τάξης.
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Στη συνέχεια, εξετάζεται η επίδοση των προτεινόµενων αλγορίθ-

µων όταν τα δεδοµένα εισόδου περιορίζονται σε γωνιακή κάλυψη

και ΣΘΣ. Στο Σχήµα 4.9 παριστάνονται η προσέγγιση Born τρίτης

τάξης (ψ1 + ψ2 + ψ3) για το σκεδαζόµενο κύµα ψs και µια τυπική

µέτρηση µε ϑόρυβο.

Ο ϑόρυβος ήταν µια αθροιστική Γκαουσσιανή ανέλιξη λευκού

ϑορύβου µε διακύµανση σ2. Η επιλογή της διακύµανσης έγινε έτσι,

ώστε η ΣΘΣ (που ορίζεται ως
∫∞
−∞ |ψ(s)(t0û) + s0v̂|2dt0/σ

2) να είναι

25dB, πιθανώς µια τιµή αρκετά χαµηλή.

Στα Σχήµατα (4.10–4.12) συγκρίνονται η αρχική αντικειµενι-

κή συνάρτηση και η ανακατασκευή της που επιστρέφεται από τον

ΑΦΟ, µετά από εφαρµογή σε 61, 201 και 361 προβολές. Οι προ-

Hολές έχουν µετρηθεί σε ισοκατανεµηµένες γωνίες µε συνολική κά-

λυψη 360 µοιρών. Φαίνεται εύκολα ότι οι ανακατασκευές είναι

παραπλήσιες µε τις ανακατασκευές που έχουν επιτευχθεί από τα

άνευ ϑορύβου δεδοµένα µε πλήρη γωνιακή κάλυψη (Σχήµα 4.8).

Στην πραγµατικότητα, η ΣΘΣ έχει Hελτιωθεί από την επίδραση του

Hαθυπερατού ϕίλτρου στα δεδοµένα. Καθώς ο αριθµός των τοµο-

γραφικών προβολών αυξάνεται, η ΣΘΣ Hελτιώνεται όπως ϕαίνεται

στα Σχήµατα (4.10–4.12). Η ευρωστία του ΑΦΟ απέναντι σε ϑόρυβο

και περιορισµένη γωνιακή κάλυψη δεν είναι άγνωστη στη σχετική

Hιβλιογραφία [10].

Στα Σχήµατα (4.13–4.15) συγκρίνονται η αρχική αντικειµενι-

κή συνάρτηση και η ανακατασκευή της που επιστρέφεται από τον

ΑΑ∆Τ, µετά από εφαρµογή σε 61, 201 και 361 προβολές. Οι προ-
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Σχήµα 4.9: Β’ προσοµοίωση: Σκεδαζόµενα κύµατα (α) τρίτης τάξης

προσέγγιση Born χωρίς ϑόρυβο (H) τρίτης τάξης προσέγγιση Born

µε ϑόρυβο έτσι ώστε ΣΘΣ=25dB. Το πραγµατικό (ϕανταστικό) µέρος

των µετρήσεων παριστάνεται µε συνεχή (διακεκοµµένη) γραµµή.

Hολές έχουν µετρηθεί σε ισοκατανεµηµένες γωνίες µε συνολική κά-

λυψη 360 µοίρες. Εύκολα ϕαίνεται ότι οι ανακατασκευές είναι

παραπλήσιες µε τις ανακατασκευές που έχουν επιτευχθεί από τα

άνευ ϑορύβου δεδοµένα µε πλήρη γωνιακή κάλυψη (Σχήµα 4.8)

και ο ΑΑ∆Τ υπερτερεί του ΑΦΟ στις αντίστοιχες προσοµοιώσεις.
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Σχήµα 4.10: Β’ προσοµοίωση: Γραφική αναπαράσταση της αρχι-

κής αντικειµενικής συνάρτησης (συνεχής γραµµή) και των ανακα-

τασκευών της µε χρήση του ΑΦΟ (διακεκοµµένη γραµµή µε τελείες)

σε 61 προβολές µε ϑόρυβο, µετρηµένες σε γωνίες ισοκατανεµηµένες

στις 360o.
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Σχήµα 4.11: Β’ προσοµοίωση: Γραφική αναπαράσταση της αρχι-

κής αντικειµενικής συνάρτησης (συνεχής γραµµή) και των ανακα-

τασκευών της µε χρήση του ΑΦΟ (διακεκοµµένη γραµµή µε τελείες)

σε 201 προβολές µε ϑόρυβο, µετρηµένες σε γωνίες ισοκατανεµηµέ-

νες στις 360o.
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Σχήµα 4.12: Β’ προσοµοίωση: Γραφική αναπαράσταση της αρχι-

κής αντικειµενικής συνάρτησης (συνεχής γραµµή) και των ανακα-

τασκευών της µε χρήση του ΑΦΟ (διακεκοµµένη γραµµή µε τελείες)

όταν εφαρµόστηκε σε 361 προβολές µε ϑόρυβο, µετρηµένες σε γω-

νίες ισοκατανεµηµένες στις 360o.
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Σχήµα 4.13: Β’ προσοµοίωση: Γραφική αναπαράσταση της αρχι-

κής αντικειµενικής συνάρτησης (συνεχής γραµµή) και των ανακατα-

σκευών της µε χρήση του ΑΑ∆Τ (διακεκοµµένη γραµµή µε τελείες)

σε 61 προβολές µε ϑόρυβο, µετρηµένες σε γωνίες ισοκατανεµηµένες

στις 360o.
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Σχήµα 4.14: Β’ προσοµοίωση: Γραφική αναπαράσταση της αρχι-

κής αντικειµενικής συνάρτησης (συνεχής γραµµή) και των ανακατα-

σκευών της µε χρήση του ΑΑ∆Τ (διακεκοµµένη γραµµή µε τελείες)

σε 201 προβολές µε ϑόρυβο, µετρηµένες σε γωνίες ισοκατανεµηµέ-

νες στις 360o.
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Σχήµα 4.15: Β’ προσοµοίωση: Γραφική αναπαράσταση της αρχι-

κής αντικειµενικής συνάρτησης (συνεχής γραµµή) και των ανακατα-

σκευών της µε χρήση του ΑΑ∆Τ (διακεκοµµένη γραµµή µε τελείες)

σε 361 προβολές µε ϑόρυβο, µετρηµένες σε γωνίες ισοκατανεµηµέ-

νες στις 360o.
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4.6.3 Γ’ προσοµοίωση

Και στην περίπτωση αυτή, ο σκεδαστής αποτελούνταν από έναν κυ-

κλικό πυρήνα και τρεις οµόκεντρες επενδύσεις. Συγκεκριµένα, η

αντικειµενική συνάρτηση δινόταν από τον ακόλουθο τύπο:

f(x) =



0, 0025, για |x| ≤ 0, 75

0, 002, για 0, 75 ≤ |x| ≤ 1, 8

0, 0015, για 1, 8 ≤ |x| ≤ 2, 6

0, 001, για 2, 6 ≤ |x| ≤ 10

0, διαφορετικά.

(4.36)

Ο κυµαταριθµός ήταν k = 6π, που αντιστοιχεί σε µήκος κύµατος

λ = 1
3
και η απόσταση µέτρησης ήταν s0 = 0. Αυτό ήταν ένα σαφώς

µεγάλο αντικείµενο, µε διάµετρο εξήντα (60) µήκη κύµατος, για το

οποίο η σειρά Born συγκλίνει αργά. Ο <υθµός δειγµατοληψίας ήταν

0,04, που αντιστοιχεί σε περίπου οκτώ (8) δείγµατα για κάθε µήκος

κύµατος, δηλαδή περίπου τέσσερις (4) ϕορές το <υθµό του Nyquist.

΄Ετσι, η πυκνότητα δειγµατοληψίας είναι αρκετά υψηλή ώστε να

δώσει καλή αριθµητική προσέγγιση για τα σήµατα συνεχούς χώρου

και τους αλγόριθµους που µελετήθηκαν. ∆υστυχώς, οι ακριβείς

λύσεις του σκεδαζοµένου κύµατος δεν είναι γνωστές στην αναλυτική

τους µορφή. Πάντως, αν οι σειρές Born και Rytov συγκλίνουν, το

όριό τους ϑα είναι οι ακριβείς λύσεις. Στο Σχήµα 4.16 ϕαίνονται

οι γραφικές παραστάσεις των τριών πρώτων όρων του Born και στο

Σχήµα 4.17 αυτές των τριών πρώτων όρων του Rytov. Από αυτές
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ϕαίνεται καθαρά ότι υπάρχει µια γεωµετρική οµοιότητα µεταξύ των

όρων του Born και του Rytov.
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Σχήµα 4.16: Γ’ Προσοµοίωση: Σκεδαζόµενα κύµατα (α) πρώτος

όρος Born (H) δεύτερος όρος Born (γ) τρίτος όρος Born. Το πραγ-

µατικό (ϕανταστικό) µέρος των µετρήσεων παριστάνεται µε συνεχή

(διακεκοµµένη) γραµµή.

Το µέγεθος του τρίτου όρου του Born είναι περίπου έξι (6) ϕορές

µικρότερο από αυτό του πρώτου, δηλαδή (max |ψ1|
max |ψ3| ≈ 6), ενώ για τους

αντίστοιχους όρους του Rytov ισχύει (max |ψ1|
max |ψ3| ≈ 30). ΄Ετσι οι σειρές

του Rytov προσφέρουν, για το σκεδαζόµενο κύµα, ακριβέστερο µον-

τέλο της µιγαδικής ϕάσης από αυτό των σειρών του Born. Αυτό είναι

σύµφωνο και µε προηγούµενες έρευνες για το πεδίο εφαρµογής των

προσεγγίσεων Born και Rytov.
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Σχήµα 4.17: Γ’ Προσοµοίωση: Σκεδαζόµενα κύµατα (α) πρώτος

όρος Rytov (H) δεύτερος όρος Rytov (γ) τρίτος όρος Rytov. Το πραγ-

µατικό (ϕανταστικό) µέρος των µετρήσεων παριστάνεται µε συνεχή

(διακεκοµµένη) γραµµή.
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Στα Σχήµατα (4.18-4.20) ϕαίνονται οι ανακατασκευές της αντι-

κειµενικής συνάρτησης, οι οποίες δηµιουργούνται από τον ΑΦΟ και

τον ΑΑ∆Τ που Hασίζεται στις προσεγγίσεις του Born. Είναι ϕανερό

ότι η διαδικασία της αντιστροφής που Hασίζεται στις σειρές αυτές

αποκλίνει. Στα Σχήµατα (4.21-4.23) ϕαίνονται οι ανακατασκευές

της αντικειµενικής συνάρτησης, οι οποίες δηµιουργούνται από τον

ΑΦΟ και τον ΑΑ∆Τ που Hασίζεται στις προσεγγίσεις του Rytov.

Σχόλια: Είναι ϕανερό ότι ο ΑΑ∆Τ δηµιουργεί την ίδια ανακατα-

σκευή µε τον ΑΦΟ, στην περίπτωση που τα δεδοµένα αποτελούνται

µόνο από τον πρώτο όρο του Rytov. Το γεγονός αυτό αναµενόταν

και από τη ϑεωρία. Πάντως, στις άλλες περιπτώσεις ο ΑΦΟ υπολεί-

πεται του ΑΑ∆Τ κατά ένα µεγάλο περιθώριο, ειδικά στην περιοχή

κοντά στον πυρήνα του αντικειµένου.
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Σχήµα 4.18: Γ’ Προσοµοίωση: Γραφική αναπαράσταση της αρχι-

κής αντικειµενικής συνάρτησης (συνεχής γραµµή) και των ανακα-

τασκευών της από τον ΑΦΟ (διακεκοµµένη γραµµή µε τελείες) και

τον ΑΑ∆Τ (διακεκοµµένη γραµµή µε παύλες) από δεδοµένα προ-

σέγγισης Born πρώτης τάξης.
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Σχήµα 4.19: Γ’ Προσοµοίωση: Γραφική αναπαράσταση της αρχι-

κής αντικειµενικής συνάρτησης (συνεχής γραµµή) και των ανακα-

τασκευών της από τον ΑΦΟ (διακεκοµµένη γραµµή µε τελείες) και

τον ΑΑ∆Τ (διακεκοµµένη γραµµή µε παύλες) από δεδοµένα προ-

σέγγισης Born δεύτερης τάξης.
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Σχήµα 4.20: Γ’ Προσοµοίωση: Γραφική αναπαράσταση της αρχι-

κής αντικειµενικής συνάρτησης (συνεχής γραµµή) και των ανακα-

τασκευών της από τον ΑΦΟ (διακεκοµµένη γραµµή µε τελείες) και

τον ΑΑ∆Τ (διακεκοµµένη γραµµή µε παύλες) από δεδοµένα προ-

σέγγισης Born τρίτης τάξης.
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Σχήµα 4.21: Γ’ Προσοµοίωση: Γραφική αναπαράσταση της αρχι-

κής αντικειµενικής συνάρτησης (συνεχής γραµµή) και των ανακα-

τασκευών της από τον ΑΦΟ (διακεκοµµένη γραµµή µε τελείες) και

τον ΑΑ∆Τ (διακεκοµµένη γραµµή µε παύλες) από δεδοµένα προ-

σέγγισης Rytov πρώτης τάξης.
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Σχήµα 4.22: Γ’ Προσοµοίωση: Γραφική αναπαράσταση της αρχι-

κής αντικειµενικής συνάρτησης (συνεχής γραµµή) και των ανακα-

τασκευών της από τον ΑΦΟ (διακεκοµµένη γραµµή µε τελείες) και

τον ΑΑ∆Τ (διακεκοµµένη γραµµή µε παύλες) από δεδοµένα προ-

σέγγισης Rytov δεύτερης τάξης.
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Σχήµα 4.23: Γ’ Προσοµοίωση: Γραφική αναπαράσταση της αρχι-

κής αντικειµενικής συνάρτησης (συνεχής γραµµή) και των ανακα-

τασκευών της από τον ΑΦΟ (διακεκοµµένη γραµµή µε τελείες) και

τον ΑΑ∆Τ (διακεκοµµένη γραµµή µε παύλες) από δεδοµένα προ-

σέγγισης Rytov τρίτης τάξης.
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Κεφάλαιο 5

Στοχαστικά αντίστροφα

προβλήµατα

5.1 ΄Ενα ευθύ µοντέλο

΄Εστω ένα πρόβληµα αντίστροφης σκέδασης, στο οποίο η ακριβής,

µη γραµµική ϕυσική σχέση µεταξύ των παρατηρουµένων σκεδα-

Zοµένων κυµάτων και της αντικειµενικής συνάρτησης f , αναπαρί-

σταται ακριβώς από τη γραµµική σχέση που επιτυγχάνεται από τη

χρήση των πρώτων προσεγγίσεων Born και Rytov. Το µοντέλο που

συνδέει τα δεδοµένα και την αντικειµενική συνάρτηση στο πλαί-

σιο των προσεγγίσεων πρώτης τάξης, λαµβάνει τη µορφή µιας ολο-

κληρωτικής εξίσωσης Fredholm πρώτης τάξης (εξίσωση Lippmann-

Schwinger), η οποία µετά από διακριτοποίηση (discretization) µε τη

Μέθοδο Των Ροπών –ΜΤΡ (Method of Moments) και µε χρήση µιας
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Hάσης παλµών, παράγει ένα διακριτό µοντέλο της µορφής

y i = T
i
f + n i. (5.1)

Στην εξίσωση (5.1), y i είναι το διάνυσµα των παρατηρήσεων του σκε-

δαζοµένου κύµατος, T
i
είναι ο πίνακας του τελεστή της ΜΤΡ που

συνδέεται µε τον πυρήνα του ολοκληρώµατος Fredholm, f είναι το

διάνυσµα που περιέχει τους συντελεστές του αναπτύγµατος της αν-

τικειµενικής συνάρτησης και n i αναπαριστά ένα διάνυσµα προσθε-

τικού ϑορύβου. Το διάνυσµα ϑορύβου ϑεωρείται ως ένα ασυσχέτιστο

τυχαίο διάνυσµα µηδενικού µέσου, δηλαδή n i ∼ (0, riI), όπου I

είναι ένας µοναδιαίος πίνακας µε κατάλληλο µέγεθος.1 Ορίζεται

τώρα το ‘‘συνεπτυγµένο’’ µοντέλο δεδοµένων ως

y = T f + n, (5.2)

όπου y = [yT
1

yT
2

. . . yT
K

]T , και τα T και n ορίζονται κατάλληλα.

Ο σκοπός του ΑΠΣ είναι ο προσδιορισµός της f από τα δεδοµένα y

και το µοντέλο της εξίσωσης (5.2).

5.2 Εξοµαλυµµένη αντιστροφή και η πι-

ϑανοτική της εξήγηση

Μια συνήθης τεχνική [33] για την επίλυση γραµµικών αντιστρόφων

προβληµάτων της µορφής της εξίσωσης (5.2) είναι η επιλογή της

1Η παράσταση x ∼ (m,P ) δείχνει ότι το τυχαίο διάνυσµα x έχει µέσο όρο m

και πίνακα συνδιακύµανσης P .
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εκτίµησης της f σύµφωνα µε

f
rec

= arg min
f

||y − T f ||2R−1 + ||f ||2LT L, (5.3)

όπου ||x||2M = xT M x. Ο πρώτος όρος της (5.3) ενισχύει την πιστό-

τητα των δεδοµένων, αφού ο παράγοντας HάρουςR−1 αντανακλά τη

σχετική ποιότητα καθενός από τα σύνολα µετρήσεων, ενώ ο δεύτερος

όρος µπορεί εναλλακτικά να ϑεωρηθεί ως ένας όρος εξοµάλυνσης

ή ως ένα πρότερο στατιστικό µοντέλο για την f . Ειδικότερα, όπως

αναφέρεται και στο [73], αυτός ο δεύτερος όρος είναι ισοδύναµος

µε ένα πρότερο µοντέλο2 της µορφής

L f = w, w ∼ (0, I). (5.4)

΄Ετσι, η ϕύση της εξοµάλυνσης ή η προηγούµενη γνώση καλύπτεται

από τη δοµή του πίνακα L. Κοινές επιλογές γι’ αυτόν τον όρο ανα-

ϕέρονται στις [70, 61, 27, 60]. Το πρόβληµα της Hελτιστοποίησης

στην εξίσωση (5.3) εισάγει µια λύση f
rec
, η οποία ικανοποιεί τις

κανονικές εξισώσεις (normal equations)

(T TR−1T + LT L)f
rec

= T TR−1y. (5.5)

΄Οπως αναφέρεται στην [73], αυτή η λύση f
rec

µπορεί να διερ-

µηνευτεί ως η Γ αµµική Εκτίµηση Ελαχίστων Τετραγώνων – ΓΕΕΤ

(Linear Least Squares Estimate) της f , όταν δίνονται οι µετρήσεις

2Ας σηµειωθεί ότι ϑεωρείται ένα πρότερο µοντέλο µηδενικού µέσου όρου για

την f µόνο για απλότητα στην παράσταση. ∆εν αυξάνεται η πολυπλοκότητα αν

συµπεριληφθεί ένας πρότερος µέσος όρος.
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ϑορύβου στην εξίσωση (5.2) µε n ∼ (0,R) και πρότερα στατιστικά

στοιχεία για την f , που υποδηλώνονται από την (5.4). Συγκεκρι-

µένα, η f έχει µηδενική µέση τιµή και την LT L ως αντίστροφη της

συνδιακύµανσής της. Επιπλέον, ο πίνακας συνδιακύµανσης της

εκτίµησης λάθους, δηλαδή η συνδιακύµανση της f − f
rec
είναι

E{(f − f
rec

)(f − f
rec

)T} = (T TR−1T + LT )−1. (5.6)

5.3 Μετασχηµατισµός διάδοσης στάσιµων

στοχαστικών αντικειµένων

΄Εστω ένα διδιάστατο αντικείµενο σκέδασης, που διερευνάται µε µο-

νοχρωµατικά επίπεδα κύµατα σε ένα σύνολο από τοµογραφικά πει-

<άµατα περίθλασης. Ο σκεδαστής χαρακτηρίζεται από µια αντικει-

µενική συνάρτηση f , η οποία ϑεωρείται ως υλοποίηση µιας διδιά-

στατης στοχαστικής ανέλιξης στάσιµης µε την ευρεία έννοια (wide

sense stationary random process)3 και µε µηδενική µέση τιµή.4

3Ασφαλώς, καµία στοχαστική ανέλιξη ορισµένη σε πεπερασµένο πεδίο ορισµού

δεν µπορεί να είναι στάσιµη µε κάποια έννοια. Παρ’ όλα αυτά, ϑεωρώντας ότι

η περιοχή συσχέτισης της ανέλιξης είναι µικρή σε σχέση µε το τυπικό µέγεθος

του όγκου σκέδασης και ότι τα σκεδαζόµενα κύµατα µετριούνται µακριά από την

περιοχή σκέδασης, δικαιολογείται η υπόθεση της στασιµότητας µε την ευρεία

έννοια της διαδικασίας της αντικειµενικής συνάρτησης [103].
4Χωρίς Hλάβη της γενικότητας, µπορεί να ϑεωρηθεί ότι η διαδικασία f έχει µέ-

ση τιµή µηδέν. Μπορεί ακόµα να ϑεωρηθούν τυχαίες αντικειµενικές συναρτήσεις

µε γνωστή, χωρικώς αµετάβλητη, µη µηδενική µέση τιµή, ως τυχαίες αντικειµενι-

κές συναρτήσεις µε µηδενική µέση τιµή, µε κατάλληλο µετασχηµατισµό σε έναν
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΄Εστω ότι µε Rf (x) συµβολίζεται η συνάρτηση αυτοσυσχέτισης

αυτής της ανέλιξης µε αντίστοιχο χωρικό ϕάσµα Sf (K), όπου K

είναι µια διδιάστατη µεταβλητή Fourier, συζυγής της χωρικής µετα-

Hλητής x. Το ακόλουθο ϑεώρηµα αναφέρεται στην ετεροσυσχέτιση

ανάµεσα στην ανέλιξη της αντικειµενικής συνάρτησης f και στην

ανέλιξη του µετασχηµατισµού διάδοσης Pθf .

ΘΕΩΡΗΜΑ 5.1 Η ετεροσυσχέτιση ανάµεσα στην αντικειµενική συ-

νάρτηση f και στο µετασχηµατισµό διάδοσης Pθf είναι ίση µε το µε-

τασχηµατισµό διάδοσης της συνάρτησης αυτοσυσχέτισης Rf της ανέ-

λιξης f , δηλαδή

E{f(τ û + sv̂)Pθf(τ0; s0)} = PθRf (τ − τ0; s − s0). (5.7)

Απόδειξη: Για λόγους απλότητας εισάγεται ο συµβολισµός

x ≡ τ û + sv̂. ΄Ετσι, η αντικατάσταση της ταυτότητας του ΜF και

η χρήση του ΘΓΠΤ (3.35) δίνει

E{f(x)Pθf(τ0; s0)} =

=
1

(2π)3

∫
dK

∫ k

−k

dp ei<K,x>e−ipτ0E{f̃(K)P̃θf(p; s0)} =

=
1

(2π)3

∫
dK

∫ k

−k

dp ei<K,x>e−ipτ0
k

m
e−i(m−k)s0 ·

·E{f̃(K)f̃ [pû + (m − k)v̂]}. (5.8)

‘‘ενεργό’’ κυµαταριθµό k του υποβάθρου [103]. Οι αντικειµενικές συναρτήσεις

γνωστής, χωρικώς µεταβαλλόµενης µέσης τιµής είναι δυνατόν να αντιµετωπιστούν

µε τη χρήση µιας τεχνικής, που παρουσιάζεται στο [24, σ. 279] και συζητείται

στο τέλος της ενότητας αυτής.
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Για µια στάσιµη στοχαστική ανέλιξη f µε πυκνότητα ϕάσµατος

Sf (K), το ϑεώρηµα Wiener-Khintchin [77] δίνει

E{f̃(K)f̃ [pû+(m−k)v̂]} = (2π)2Sf (K)δ[K−pû−(m−k)v̂]. (5.9)

Αν η εξίσωση (5.9) αντικατασταθεί πάλι στην εξίσωση (5.8), παράγει

E{f(x)Pθf(τ0; s0)} =

=
1

2π

∫ k

−k

dp ei<pû+(m−k)v̂,x>e−ipτ0
k

m
e−i(m−k)s0Sf [pû + (m − k)v̂] =

=
1

2π

∫ k

−k

dp eip(τ−τ0)
k

m
ei(m−k)(s−s0)Sf [pû + (m − k)v̂]. (5.10)

Η εξίσωση (5.10) είναι µαθηµατικά ισοδύναµη µε την εξίσωση

(5.7), αν στο ΘΓΠΤ (3.35) ληφθεί υπόψη το γεγονός ότι η ϕασµατική

πυκνότητα Sf (K) είναι απλώς ο ΜF της συνάρτησης αυτοσυσχέτι-

σης Rf (x) [77].

Η παρουσίαση του επόµενου ϑεωρήµατος 5.2 (Στοχαστικό Θεώ-

 ηµα Γενικευµένης Προβολής-Τοµής) απαιτεί το λήµµα 4.1.

ΘΕΩΡΗΜΑ 5.2 Οµετασχηµατισµός διάδοσηςPθf µιας στάσιµης στο-

χαστικής ανέλιξης f δεν υπάρχει µε την έννοια των µέσων τετραγώ-

νων, αλλά είναι ένας λευκαντικός µετασχηµατισµός (whitening tran-

sform) ως προς τη µεταβλητή θ. Το µονοδιάστατο χωρικό ϕάσµα του

µετασχηµατισµού διάδοσης (κατάλληλα ϕιλτραρισµένο) είναι ανάλογο

προς ένα ηµικύκλιο του διδιάστατου χωρικού ϕάσµατος της ανέλιξης
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της αντικειµενικής συνάρτησης. Πιο συγκεκριµένα:

E{Pθf(τ0; s0)P ′
θf(τ ′

0; s
′
0)} =

=
1

2π

∫ k

−k

dp eip(τ0−τ ′
0) k

m
ei(m−k)(s0−s′0)Sf [pû + (m − k)v̂]

|p|
4π

δ(θ − θ′).

(5.11)

Απόδειξη: Ο ΜF και το ΘΓΠΤ (3.35) δίνουν

E{Pθf(τ0; s0)P ′
θf(τ ′

0; s
′
0)} =

=
1

(2π)2

∫ k

−k

dp

∫ k

−k

dp′ ei(pτ0−p′τ ′
0)E{P̃θf(p; s0)P̃ ′

θ(p
′; s′0)} =

=
1

(2π)2

∫ k

−k

dp

∫ k

−k

dp′ ei(pτ0−p′τ ′
0) k

m

k

m′ e
i[(m−k)s0−(m′−k)s′0] ·

· E{f̃ [pû + (m − k)v̂]f̃ [p′û′ + (m′ − k)v̂′]} =

=
(2π)2

(2π)2

∫ k

−k

dp

∫ k

−k

dp′ ei(pτ0−p′τ ′
0) k

m

k

m′ e
i[(m−k)s0−(m′−k)s′0] ·

· Sf [pû + (m − k)v̂]δ[pû + (m − k)v̂ − p′û′ − (m′ − k)v̂′],

(5.12)

όπου και πάλι γίνεται η χρήση ϑεωρήµατος Wiener-Khintchin [77].

Η έκφραση στο δεύτερο µέρος της εξίσωσης (5.12) µπορεί να λά-

Hει τη µορφή της εξίσωσης (5.11), αν αντικαθισταθεί η σχέση της

εξίσωσης (4.2) του Λήµµατος 4.1 που αποδείχθηκε προηγουµένως.

Η εξίσωση (5.11) έχει τη µορφή της εξίσωσης (3.35) του ΘΓΠΤ,

όπου ο ‘‘κατάλληλα ϕιλτραρισµένος µετασχηµατισµός διάδοσης’’

που απαιτήθηκε στο Θεώρηµα 5.2 ορίζεται ως

Πθf(τ0; s0) =
1

2π

∫ k

−k

dp eipτ0

√
|p|
4π

P̃θf(p; s0). (5.13)
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ΟµετασχηµατισµόςΠθf αντιστοιχεί σε συνελικτικό ϕιλτράρισµα του

µετασχηµατισµού διάδοσης Pθf µε ϕίλτρο του οποίου η συνάρτηση

µεταφοράς είναι
√

|p|
4π

, |p| ≤ k. Πράγµατι, από τις εξισώσεις (5.13)

και (5.11) ϕαίνεται ότι

E{Πθf(τ0; s0)Π′
θf(τ ′

0; s
′
0)} =

=
1

2π

∫ k

−k

dp eip(τ0−τ ′
0) k

m
ei(m−k)(s0−s′0)Sf [pû + (m − k)v̂]δ(θ − θ′),

(5.14)

η οποία έχει τη µορφή της εξίσωσης (3.35) του ΘΓΠΤ.

Μια άµεση εφαρµογή της εξίσωσης (5.11) ή, ισοδύναµα, της

εξίσωσης (5.14) είναι η επίλυση του στοχαστικού αντιστρόφου προ-

Hλήµατος της ΠΤ, στο οποίο Zητείται µια εκτίµηση του διδιάστατου

χωρικού ϕάσµατος της διαδικασίας της αντικειµενικής συνάρτησης

f από γνώση του µονοδιάστατου χωρικού ϕάσµατος του µετασχηµα-

τισµού διάδοσης Pθf , θ ∈ [0, 2π). Αυτή η διατύπωση του αντιστρό-

ϕου προβλήµατος της ΠΤ Hρίσκει άµεση εφαρµογή στα γεωφυσικά

και ιατρικά προβλήµατα της ΠΤ [32, 38] και η λύση που δίνεται

εδώ µπορεί να αποβεί ωφέλιµη. Τα ϑεωρήµατα 5.1 και 5.2 χρη-

σιµοποιούνται στην επόµενη ενότητα, όπου υπολογίζεται το ϕίλτρο

Wiener για το αντίστροφο πρόβληµα της ΠΤ.

5.4 Ανακατασκευή Wiener στην ΠΤ

΄Εστω ένας σκεδαστής, ο οποίος περιγράφεται από µια αντικειµενική

συνάρτηση fs που ανήκει σε µια στοχαστική ανέλιξη αντικειµενικών
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συναρτήσεων. Ο σκεδαστής Hρίσκεται τοποθετηµένος σε ένα µέσο

διάδοσης κυµάτων και περιβάλλεται από µια τυχαία κατανοµή άλ-

λων σκεδαστών, που χαρακτηρίζονται συνολικά από µια συνάρτηση

fn. Η συνάρτηση fn ανήκει σε µια ανέλιξη που ϑεωρείται στάσιµη

µε την ευρεία έννοια και µε µηδενική µέση τιµή.

΄Εστω τώρα το σύστηµα, που αποτελείται από το σκεδαστή και

το µέσο που τον περιβάλλει. Από το σύστηµα αυτό συλλέγεται ένα

σύνολο τοµογραφικών δεδοµένων

y(τ0, θ) = α(τ0, θ) + N (τ0, θ) , −∞ < τ0 < ∞ , 0 ≤ θ < 2π,

(5.15)

όπου

α(τ0, θ) = rθ(τ0) ∗τ0 Pθfs(τ0; s0) (5.16)

είναι µια ‘‘ϑολή’’ έκδοση του µετασχηµατισµού διάδοσης του εξε-

ταζοµένου σκεδαστή fs, µε το ϕίλτρο rθ να συµπεριλαµβάνεται ως

µοντέλο της ανέλιξης µέτρησης. Ο όρος N αναπαριστά µια ανέλιξη

ϑορύβου, η οποία οφείλεται και στο ϑόρυβο fn του µέσου και σε ένα

αθροιστικό ϑόρυβο µέτρησης n µε µηδενική µέση τιµή. ∆ηλαδή:

N (τ0, θ) = rθ(τ0) ∗τ0 Pθfn(τ0; s0) + n(τ0, θ). (5.17)

Θεωρώντας ότι η ανέλιξη ϑορύβου n είναι λευκή (ασυσχέτιστη)

ως προς τη µεταβλητή θ ισχύει

E{n(τ0, θ)n(τ ′
0, θ

′)} = Rn(τ0 − τ ′
0; θ)δ(θ − θ′),

και εφαρµόζοντας την εξίσωση (5.11) του Στοχαστικού ΘΓΠΤ στην
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ανέλιξη ϑορύβου του υποβάθρου fn, προκύπτει για τον ολικό ϑόρυ-

Hο N µια συνάρτηση αυτοσυσχέτισης της µορφής

E{N (τ0, θ)N (τ ′
0, θ

′)} = RN (τ0 − τ ′
0; θ)δ(θ − θ′). (5.18)

Αντιστοίχως το ϕάσµα ισχύος του συνολικού ϑορύβου είναι της µορ-

ϕής SN (p; θ)δ(θ−θ′). Η εξάρτηση όλων των ανωτέρω ποσοτήτων από

την απόσταση µέτρησης s0 έχει αποσιωπηθεί καθώς η s0 ϑεωρείται

σταθερή για όλες τις γωνίες παρατήρησης θ ∈ [0, 2π).

Μπορεί τώρα να διατυπωθεί το πρόβληµα της ανακατασκευής,

ως εκείνο που επιτυγχάνει µια εκτίµηση f̂s της αντικειµενικής συ-

νάρτησης fs του εξεταζοµένου σκεδαστή µε γραµµική επεξεργασία

των δεδοµένων y της εξίσωσης (5.15). ∆ηλαδή, αναζητείται µια ανα-

κατασκευή της γενικής µορφής

fs,rec(x) =

∫ 2π

0

dθ

∫ ∞

−∞
dτ0 b(x; τ0, θ)y(τ0, θ), (5.19)

όπου το γραµµικό ϕίλτρο b προσδιορίζεται σύµφωνα µε το κριτήριο

του ελάχιστου τετραγωνικού σφάλµατος

E{|fs(x) − fs,rec(x)|2} = min , σε κάθε x. (5.20)

Παρ’ όλο που η προσοχή περιορίζεται σε µια κλάση γραµµικών

εκτιµητών της fs, είναι γνωστό ότι, εάν οι διαδικασίες fs και N
είναι από κοινού Γκαουσσιανές, ο Hέλτιστος γραµµικός εκτιµητής

ϑα είναι επίσης Hέλτιστος σε οποιαδήποτε κλάση (µη γραµµικών)

εκτιµητών [77]. Επίσης, σηµειώνεται ότι το κριτήριο Hελτιστότητας

της εξίσωσης (5.20) αντιστοιχεί σε ένα µοντέλο σηµειακής εκτίµησης
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(point estimation) και είναι ισχυρότερο από τα µοντέλα εκτίµησης

διαστήµατος (interval estimation) [77].

Στη συνέχεια, το κριτήριο της σχέσης (5.20) ξαναγράφεται στην

ισοδύναµη µορφή [77]

E{[fs(x) − fs,rec(x)]f s,rec(x)} = 0, για κάθε x. (5.21)

Ανάπτυξη της εξίσωσης (5.21) δίνει

E{|fs,rec(x)|2} = E{fs(x)f s,rec(x)}, για κάθε x. (5.22)

Η αντικατάσταση της έκφρασης της fs,rec από την εξίσωση (5.19)

στην εξίσωση (5.22), οδηγεί σε µια ολοκληρωτική εξίσωση τύπου

Fredholm [77]∫ 2π

0

dθ

∫ ∞

−∞
dτ0 b(x; τ0, θ)·

·
∫ 2π

0

dθ′
∫ ∞

−∞
dτ ′

0 b(x; τ ′
0, θ

′)Ry(τ0 − τ ′
0; θ

′)δ(θ − θ′) =

=

∫ 2π

0

dθ

∫ ∞

−∞
dτ0 b(x; τ0, θ)Rfsy(x; τ0, θ), για κάθε x, (5.23)

όπου Ry παριστάνει τη συνάρτηση αυτοσυσχέτισης των µετρήσεων

y και Rfsy παριστάνει την ετεροσυσχέτιση µεταξύ της συνάρτησης

σκέδασης fs και των δεδοµένων y. Εύκολα, η εξίσωση (5.23) απλο-

ποιείται στην∫ ∞

−∞
dτ ′

0 b(x; τ ′
0, θ)Ry(τ0 − τ ′

0; θ) = Rfsy(x; τ0, θ), (5.24)

για κάθε x και για όλα τα τ0 ∈ R1 και θ ∈ [0, 2π). Μετά την

εφαρµογή του ΜF ως προς τη µεταβλητή τ0 και στα δύο µέλη της εξί-

σωσης (5.24), υπολογίζεται η Hέλτιστη λύση του γραµµικού ϕίλτρου
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στη µορφή

b̃(x; p, θ) =
Sfsy(x; p, θ)

Sy(p; θ)
. (5.25)

Στην εξίσωση (5.25), Sfsy,Sy είναι οι ΜF των Rfsy,Ry αντιστοίχως.

Σηµειωτέον ότι, λόγω του προσθετικού ϑορύβου µέτρησης στα δεδο-

µένα y, το ϕάσµα Sy(p; θ) δεν ϑα µηδενίζεται σε καµία επιθυµητή

συχνότητα p.

Τα ϕάσµατα Sfsy και Sy υπολογίζονται εύκολα ως

Sfsy(x; p, θ) = r̃θ(p)SfsPθfs(x; p) (5.26)

και

Sy(p; θ) = |r̃θ(p)|2SPθfs(p) + SN (p; θ). (5.27)

Χρησιµοποιώντας τις εξισώσεις (5.10) και (5.11), οι εξισώσεις (5.26-

5.27) γράφονται µε τη µορφή

Sfsy(x; p, θ) = r̃θ(p)
k

m
ei(m−k)(s−s0)Sfs [pû + (m − k)v̂] (5.28)

και

Sy(p; θ) = |r̃θ(p)|2 k

m

Sfs [pû + (m − k)v̂]
|p|
4π

+ SN (p; θ), (5.29)

µε s =< x, v̂ >. Η αντικατάσταση των εξισώσεων (5.28-5.29) στις

εξισώσεις (5.25) δίνει για το Hέλτιστο ϕίλτρο

b̃(x; p, θ) =
r̃θ(p) k

m
Sfs [pû + (m − k)v̂]ei(m−k)(s−s0)

|r̃θ(p)|2 k
m

Sfs [pû+(m−k)v̂]
|p|
4π

+ SN (p; θ)
(5.30)

ή, χρησιµοποιώντας την εξίσωση (5.11),

b̃(x; p, θ) =
|p|
4π

r̃θ(p)SPθfs(p)

|r̃θ(p)|2SPθfs(p) + SN (p; θ)
ei(m−k)(s−s0). (5.31)
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Τρεις διαδοχικές πράξεις ϕιλτραρίσµατος µπορούν να εντοπι-

στούν µέσα στην έκφραση του b στην εξίσωση (5.31) (και να συγκρι-

ϑούν µε τις αντίστοιχες πράξεις που ορίζονται στην εξίσωση (4.5)),

δηλαδή

1. το συνηθισµένο ϕίλτρο ‘‘<ο’’ της ΠΤ µε συνάρτηση µεταφοράς
|p|
4π

, |p| ≤ k,

2. ένα µονοδιάστατο ϕίλτρο Wiener

r̃θ(p)SPθfs(p)

|r̃θ(p)|2SPθfs(p) + SN (p; θ)
,

το οποίο υπολογίζει Hέλτιστα το µετασχηµατισµό διάδοσης

Pθfs του υπό διερεύνηση σκεδαστή fs από τις µετρήσεις µε

ϑόρυβο y, και

3. η συνήθης λειτουργία οπισθοδιάδοσης, η οποία αντιστοιχεί

στον πυρήνα ei(m−k)(s−s0). ΄Ετσι, αποδεικνύεται το επόµενο

ϑεώρηµα [50].

ΘΕΩΡΗΜΑ 5.3 (Το ϕίλτρο Wiener για την ΠΤ)

Η %έλτιστη κατά Wiener εκτίµηση fs,rec µιας στάσιµης µε την ευρεία

έννοια στοχαστικής ανέλιξης fs από παρατηρήσεις µε ϑόρυβο του

µετασχηµατισµού της διάδοσης Pθfs επιτυγχάνεται µε τη χρήση ενός

ΑΦΟ

fs,rec(x) = 1
2

1
(2π)2

∫ 2π

0
dθ
∫ k

−k
dp eipτ |p| r̃θ(p)SPθfs (p)

|r̃θ(p)|2SPθfs (p)+SN (p;θ)

ei(m−k)(s−s0)ỹ(p, θ) = 1
2π

∫ 2π

0
dθ Bθ(hθ ∗τ0 yθ)(x), (5.32)
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όπου x = τ û+ sv̂, Bθ ο συνήθης τελεστής οπισθοδιάδοσης της ΠΤ και

hθ είναι το τροποποιηµένο ϕίλτρο

h̃θ(p) =
|p|
4π

r̃θ(p)SPθfs(p)

|r̃θ(p)|2SPθfs(p) + SN (p; θ)
. (5.33)

Αυτό το αποτέλεσµα είναι µια άµεση γενίκευση παρόµοιων απο-

τελεσµάτων, τα οποία επιτυγχάνονται στο πλαίσιο της συνήθους

Υπολογιστικής Τοµογραφίας και της ϑεωρία του µετασχηµατισµού

Radon [25] και συγκλίνει σ’ εκείνα στο όριο µικρού µήκους κύµατος

(λ → 0 και k → ∞).

Η εκτίµηση fs,rec έχει µέσο τετραγωνικό σφάλµα

E{|fs − fs,rec|2} =
1

(2π)2

{∫
dK Sfs(K) − 2π

∫ 2π

0

dθ∫ k

−k

dp h̃θ(p)
k

m
Sfs [pû + (m − k)v̂]

}
, (5.34)

το οποίο δεν εξαρτάται από το σηµείο x στο χώρο του αντικειµένου

στον οποίο συγκρίνονται η αντικειµενική συνάρτηση fs και η ανα-

κατασκευή της fs,rec. Αυτό είναι αναµενόµενο από την υπόθεση της

στασιµότητας της ανέλιξης των αντικειµενικών συναρτήσεων.

Στην περίπτωση που η ανέλιξη των αντικειµενικών συναρτήσεων

fs έχει ένα χωρικώς µεταβαλλόµενο µέσο, χρειάζεται να γίνει µια

τροποποίηση της ϑεωρίας. Ειδικότερα, η µονοδιάστατη Hέλτιστη

διαδικασία ϕιλτραρίσµατος για την εκτίµηση του µετασχηµατισµού

διάδοσης Pθfs της υπό διερεύνηση αντικειµενικής συνάρτησης fs

από τις τοµογραφικές µετρήσεις yθ λαµβάνει τη µορφή [24][σ.279]

P̂θfs = E{Pθfs} + wθ ∗τ0 [yθ − E{yθ}], (5.35)
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όπου E{Pθfs} είναι ο µέσος µετασχηµατισµός διάδοσης της ανέλι-
ξης των αντικειµενικών συναρτήσεων fs. Το µοντέλο δεδοµένων των

εξισώσεων (5.15)-(5.17) δίνει

E{yθ} = rθ ∗τ0 E{Pθfs} + E{Nθ}

= rθ ∗τ0 E{Pθfs}, (5.36)

όπου το ϕίλτρο wθ είναι το συνηθισµένο µονοδιάστατο ϕίλτρο του

Wiener

w̃θ(p) =
r̃θ(p)SPθfs(p)

|r̃θ(p)|2SPθfs(p) + SN (p; θ)
. (5.37)

Η αντικατάσταση των εξισώσεων (5.36) και (5.37) στην εξίσωση

(5.35) δίνει

P̂θfs = (I − wθ ∗t0 rθ) ∗t0 E{Pθfs} + wθ ∗t0 yθ, (5.38)

όπου I είναι ένα µοναδιαίο ϕίλτρο. Η εξίσωση (5.38) εύκολα µετα-

σχηµατίζεται στη µορφή

P̂θfs = wθ ∗t0 yθ + mθ ∗t0 E{Pθfs}, (5.39)

όπου

m̃θ(p) =
SN (p; θ)

|r̃θ(p)|2SPθfs(p) + SN (p; θ)
. (5.40)
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Κεφάλαιο 6

Αντιστροφή δεδοµένων

περιορισµένης γωνιακής

κάλυψης

6.1 Εισαγωγή

Οι αλγόριθµοι απεικόνισης της ΠΤ, που αναφέρονται στα προη-

γούµενα Κεφάλαια 4 και 5, είναι µη επαναληπτικοί (non–iterative):

ουσιαστικά, προσπαθούν να αντιστρέψουν την απεικόνιση από την

αντικειµενική συνάρτηση στα δεδοµένα του σκεδαζοµένου κύµα-

τος σε ένα και µοναδικό Hήµα. Ωστόσο, υπάρχουν επαναληπτικές

(iterative) µέθοδοι, οι οποίες ξεκινούν µε µια αρχική εκτίµηση του

υπό ανακατασκευή αντικειµένου και κατόπιν Hελτιώνουν αυτή την

αρχική εκτίµηση µέσα από µια ακολουθία εκτιµήσεων. Αυτή η
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ακολουθία πιθανόν να συγκλίνει σε µια %έλτιστη ανακατασκευή µε-

τά από έναν αριθµό επαναλήψεων.

Στη συµβατική Υπολογιστική Τοµογραφία, οι αντίστοιχες επα-

ναληπτικές µέθοδοι χωρίζονται σε δύο γενικές κατηγορίες :

1. τις Αλγεβρικές Τεχνικές Ανακατασκευής – ΑΤΑ (algebraic

reconstruction techniques) και

2. τις Ταυτόχρονες Επαναληπτικές Τεχνικές Ανακατασκευής –

ΤΕΤΑ (simultaneous iterative reconstruction techniques).

Χρονικώς, οι επαναληπτικοί αλγόριθµοι της Υπολογιστικής Τοµο-

γραφίας αναπτύχθηκαν πριν από τους µη επαναληπτικούς. Συγ-

κεκριµένα, οι ΑΤΑ χρησιµοποιήθηκαν στους πρώτους εµπορικούς

σαρωτές που δηµιουργήθηκαν από τον Hounsfield [56]. Στη ση-

µερινή εποχή, ωστόσο, µη επαναληπτικοί αλγόριθµοι αντιστροφής,

(κατά Hάση, παραλλαγές του αλγορίθµου ϕιλτραρισµένης αντίστρο-

ϕης προβολής (filtered backprojection algorithm)), χρησιµοποιούν-

ται ευρέως στους εµπορικούς ιατρικούς τοµογράφους, γιατί προ-

σφέρουν υψηλή ταχύτητα εκτέλεσης και υψηλή ποιότητα στις ανα-

κατασκευές όταν διατίθεται µεγάλος αριθµός γωνιών παρατήρησης

(δηλαδή πολλές τοµογραφικές λήψεις).

Το ΘΓΠΤ της ΠΤ έχει καταστεί ο ακρογωνιαίος λίθος για την

ανάπτυξη αλγορίθµων ανακατασκευής της µορφής του ΑΦΟ [13]

και µιας µορφής ανάλογης των αλγορίθµων ΤΕΤΑ της Υπολογιστι-

κής Τοµογραφίας [66, 65]. Στην επόµενη ενότητα συνοψίζεται η

ανάπτυξη των επαναληπτικών αλγορίθµων της µορφής ΑΤΑ για την
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ΠΤ, διατυπωµένη στο πλαίσιο των προσεγγίσεων Born και Rytov.

Αυτή η µεθοδολογία µπορεί να χρησιµοποιηθεί και στα λεγόµενα

Π οβλήµατα Περιορισµένης Γωνιακής Κάλυψης – ΠΠΓΚ (Limited–

View Problems), τα οποία προκύπτουν σε ορισµένες εφαρµογές της

ΠΤ. Στην επίλυση των προβληµάτων αυτών µπορούν να χρησιµο-

ποιηθούν και µη επαναληπτικοί αλγόριθµοι, όπως ο ΑΦΟ. ΄Οµως,

σε περίπτωση µικρού αριθµού γωνιών διερεύνησης δεν είναι εύ-

κολος ο υπολογισµός των ϕίλτρων που απαιτούνται στον ΑΦΟ. Η

χρήση του συνηθισµένου ϕίλτρου ‘‘<ο’’ στα ΠΠΓΚ είναι κατάλληλη

µόνο όταν ο αριθµός γωνιών διερεύνησης είναι µεγάλος γιατί, όταν

είναι µικρός οδηγεί σε σοβαρά τεχνουργήµατα (artifacts) ανακατα-

σκευής. Η δοµή των ΑΤΑ της ΠΤ είναι µια γενίκευση των ΑΤΑ της

Υπολογιστικής Τοµογραφίας και προκύπτει µέσα από µια αυστηρή

µαθηµατική διαδικασία. Η µαθηµατική ϑεµελίωση των ΑΤΑ προέρ-

χεται από τη µέθοδο Kaczmarz, η οποία εξετάζεται στην επόµενη

ενότητα.

6.1.1 Μέθοδος Kaczmarz

Κατ’ αρχήν, ο Kaczmarz [92] έθεσε το επόµενο πρόβληµα και πρό-

τεινε τη λύση που ακολουθεί :1

1Η γενίκευση για τελεστές σε χώρους Hilbert άπειρης διάστασης και η από-

δειξη για τη σύγκλιση των επαναληπτικών µεθόδων προβολής οφείλονται στον

Halperin [59]. Μια παρόµοια τεχνική για χώρους Hilbert πεπερασµένης διάστα-

σης προτάθηκε από τον Young [37] και είναι γνωστή ως µέθοδος επαναληπτικής

υπερχαλάρωσης (successive over–relaxation). Μια άριστη πραγµατεία για την
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ΠΡΟΒΛΗΜΑ: ΄Εστω χώροι Hilbert H, Hn, n = 1, 2, ..., N, και ένα

σύνολο γραµµικών και συνεχών τελεστών An : H → Hn, οι οποίοι

αντιστοιχίζουν τα διανύσµατα ψ ∈ H στα διανύσµατα αn ∈ Hn, δηλα-

δή Anψ = αn. Θεωρώντας ότι τα δεδοµένα σχηµατίζουν ένα σύνολο

{αn : n = 1, 2, ..., N}, να %ρεθεί ένα διάνυσµα (λύση) ψ ∈ H, το

οποίο ικανοποιεί τις εξισώσεις

Anψ = αn n = 1, 2, ..., N. (6.1)

ΛΥΣΗ: Με Nn συµβολίζονται οι µηδενικοί χώροι των τελεστών An,

δηλαδή Nn = {ψ ∈ H : Anψ = 0}. Θεωρώντας ότι το σύνο-

λο των εξισώσεων (6.1) επιδέχεται τουλάχιστον µια λύση ψ, έστω

Pn : H → H ο τελεστής προβολής µέσα στο σύνολο

Kn = {x : x = ψ + z, z ∈ Nn}.

Επίσης, έστω P ο σύνθετος τελεστής

P = PN . . .P1. (6.2)

Οι λύσεις των εξισώσεων (6.1) είναι το όριο µιας ακολουθίας

ψ(j+1) = Pψj , j = 0, 1, 2, . . . , (6.3)

µε ψ(0) ∈ H αυθαίρετο.�
Για µια αρχική εκτίµηση ψ(0) η οποία ανήκει στο άµεσο άθροι-

σµα (direct sum) των τελεστών A†
n, για παράδειγµα ψ(0) = 0, και για

εφαρµογή των µεθόδων αυτών στα προβλήµατα ανακατασκευής της Υπολογιστι-

κής Τοµογραφίας µπορεί να Hρεί κάποιος στο [44].
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το σύστηµα εξισώσεων (6.1) το οποίο επιδέχεται µόνο µια λύση, η

ακολουθία στην εξίσωση (6.3) συγκλίνει σε ένα διάνυσµα ψ(∞) ∈ H,
το οποίο επιλύει το σύστηµα, δηλαδήAnψ

(∞) = αn, n = 1, 2, . . . , N .

Αν το σύστηµα επιδέχεται περισσότερες από µία λύσεις, τότε ψ(∞)

είναι η λύση µε ελάχιστη νόρµα. Αυτό συνεπάγεται ότι το ψ(∞) είναι

ορθογώνιο στο χώρο
⋂N

n=1 Nn. Ωστόσο, ϑα πρέπει να τονιστεί ότι

όταν το σύστηµα (6.1) δεν έχει λύση, η µέθοδος Kaczmarz, γενι-

κώς, δεν συγκλίνει σε µια λύση ελαχίστων τετραγώνων. ∆ηλαδή, η

µέθοδος Kaczmarz είναι αυστηρά εφαρµόσιµη µόνο στις περιπτώ-

σεις όπου το σύστηµα των εξισώσεων (6.1) είναι υπο–προσδιορισµένο

(under–determined) και η επανάληψη του Kaczmarz συγκλίνει στη

λύση µε τη µικρότερη νόρµα στην περίπτωση όπου το σύστηµα έχει

περισσότερες από µία λύσεις.

Για την εφαρµογή των επαναλήψεων στην εξίσωση (6.3), πρέπει

να εκφραστεί ο Pn ως συνάρτηση του An και του συζυγούς (adjoint)

τελεστή του A†
n. ΄Εστω ένα διάνυσµα ψ ∈ H. Καθώς ο Pn είναι ο

τελεστής προβολής στο σύνολο Kn, το διάνυσµα Pnψ − ψ είναι ορ-

ϑογώνιο στο µηδενικό χώρο Nn. Εποµένως, υπάρχει ένα διάνυσµα

un ∈ Hn, το οποίο ικανοποιεί τη σχέση

Pnψ = ψ + A†
nun. (6.4)

Αλλά AnPnψ = αn από τον ορισµό του τελεστή προβολής. Επο-

µένως, πολλαπλασιάζοντας την εξίσωση (6.4) από αριστερά µε An

και αναδιατάσσοντας τους όρους, προκύπτει για το διάνυσµα un η
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ακόλουθη έκφραση

un = (AnA
†
n)−1(αn − Anψ). (6.5)

Ο τελεστής AnA
†
n έχει έναν αντίστροφο, καθώς An ϑεωρείται ότι

είναι ένας τελεστής ‘‘επί’’. Εποµένως, ο σύνθετος τελεστής AnA†
n και

ο συζυγής του είναι ‘‘ένα προς ένα’’ και ‘‘επί’’. Αντικαθιστώντας την

έκφραση του un στην εξίσωση (6.4), προκύπτει µια έκφραση για την

επίδραση του τελεστή Pn στα διανύσµατα του H

Pnψ = ψ + A†
n(AnA†

n)−1(αn − Anψ). (6.6)

Συµπεραίνεται ότι το (j+1)-οστό στοιχείο της ακολουθίας (6.3) µπο-

<εί να υπολογιστεί από το j-οστό στοιχείο σύµφωνα µε τον κανόνα

ψ0 = ψ(j)

ψn = ψn−1 + A†
n(AnA

†
n)−1(αn − Anψn−1), n = 1, 2, . . . , N

ψ(j+1) = ψN . (6.7)

Οι επαναλήψεις του Kaczmarz στην εξίσωση (6.7) είναι σε µία

µορφή εφαρµόσιµη σε υπολογισµούς, εφόσον µπορεί να καθοριστεί

η δράση του συζυγούς A†
n και του σύνθετου τελεστή AnA†

n. Στην

επόµενη ενότητα παρουσιάζεται ο τρόπος εφαρµογής της γενικής

µεθόδου του Kaczmarz για την επίτευξη επαναληπτικών λύσεων,

γνωστών ως ΑΤΑ, των ΠΠΓΚ.
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6.2 Οι αλγεβρικές τεχνικές ανακατασκευής

στην ΠΤ

΄Εστω ότι η αντικειµενική συνάρτηση f(x) ανήκει στο χώρο Hil-

bert F = L2(Dα) των τετραγωνικώς ολοκληρώσιµων συναρτήσεων

του κυκλικού δίσκου Dα, που έχει ακτίνα α και ανήκει στο επί-

πεδο R2. ΄Ενας τελεστής διάδοσης Pθ απεικονίζει συναρτήσεις του

χώρου F αυτού σε συναρτήσεις του χώρου Pθ των συναρτήσεων πε-

 ιορισµένου εύρους 0ώνης (band–limited functions) στο L2(R). Το

γεγονός ότι Pθf(τ) είναι τετραγωνικώς ολοκληρώσιµη και περιο-

<ισµένης Zώνης προκύπτει αµέσως από το ΘΓΠΤ. Στα επόµενα ϑα

χρησιµοποιηθούν τα ακόλουθα εσωτερικά γινόµενα στους χώρους

F και Pθ αντιστοίχως

(f1, f2)F =

∫
f ∗

1 (x)f2(x) dx (6.8)

(α1, α2)Pθ
=

∫ ∞

−∞
α∗

1(t)α2(t) dt. (6.9)

Ο συζυγής P †
θ f(τ) του τελεστή διάδοσης ορίζεται µέσω της εξί-

σωσης

(Pθf, α)Pθ
= (f, P †

θ α)F , (6.10)

για κάθε f ∈ F και α ∈ Pθ, όπου ο µετασχηµατισµός διάδοσης

ορίστηκε στις εξισώσεις (3.33-3.35). Αντικαθιστώντας τους ορισµούς
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των εσωτερικών γινοµένων και τον τελεστή διάδοσης συνάγεται ότι

(Pθf, α)Pθ
=

=

∫ ∞

−∞
dτ (Pθf)∗(τ)α(τ) =

=
1

2π

∫ k

−k

dp (P̃θf)∗(p)α̃(p) =

=
1

2π

∫ ∞

−∞
dp

k

m
e−i(m−k)s0M̃θf

∗
[pû + (m − k)v̂]α̃(p) =

=
1

2π

∫ ∞

−∞
dτ

∫ L

−L

dsf ∗(τ, s)

∫ k

−k

dp
k

m
α̃(p)ei[pτ+(m−k)(s−s0)].

(6.11)

Από τις προηγούµενες σχέσεις συνεπάγεται ότι ο συζυγής τελε-

στής είναι απλώς

P †
θ α(τ, s) =

1

2π
Mθ

∫ k

−k

dp
k

m
α̃(p)ei[pτ+(m−k)(s−s0)], (6.12)

όπου Mθ είναι η µάσκα–λωρίδα

Mθf(x) =

f(x), για |s| ≤ a

0, αλλιώς,
(6.13)

x = τ û + sv̂ και a είναι η ακτίνα του πεδίου ορισµού Da της αντι-

κειµενικής συνάρτησης f(x).

Είναι σαφές ότι η εφαρµογή του συζυγούς τελεστή επιστρέφει

µια συνάρτηση µε περιορισµένο εύρος κατά την κατεύθυνση η οποία

είναι κάθετη στη κατεύθυνση διάδοσης του προσπίπτοντος κύµα-

τος και χωρικώς περιορισµένη στην κατεύθυνση διάδοσης. ΄Αρα,

η συνάρτηση αυτή είναι τετραγωνικώς ολοκληρώσιµη. Ο συζυγής
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τελεστής σχετίζεται µε την έννοια της οπισθοδιάδοσης (backpropaga-

tion). Πράγµατι, από την εξίσωση (6.12) συνάγεται ότι η εφαρµογή

του συζυγούς τελεστή στη συνάρτηση α(τ) είναι ισοδύναµη µε την

οπισθοδιάδοση µιας ϕιλτραρισµένης έκδοσης της συνάρτησης, µε

ένα ϕίλτρο του οποίου ο µετασχηµατισµός Fourier είναι k/m.

Για την εφαρµογή της µεθόδου Kaczmarz απαιτείται ορισµός

της δράσης του σύνθετου τελεστή PθP
†
θ , που ορίζεται στο χώρο Pθ,

δηλαδή PθP
†
θ : Pθ → Pθ. ΄Εστω η συνάρτηση α(τ) στο χώρο δεδο-

µένων Pθ. Τότε

˜PθP
†
θ α(p) =

k

m
e−i(m−k)s0P̃ †

θ α[pû + (m − k)v̂]

= 2L
k2

m2
α̃(p). (6.14)

΄Ετσι, ο σύνθετος τελεστής πολλαπλασιάζει το ΜF της συνάρτησης

α(τ) µε 2ak2/m2. Τότε συνάγεται ότι ο αντίστροφος του σύνθετου

τελεστή είναι απλώς ο

(PθP
†
θ )−1α(τ) =

1

4πa

∫ k

−k

dp
m2

k2
α̃(p)eipτ . (6.15)

Σε αυτό το σηµείο, η µέθοδος Kaczmarz εφαρµόζεται άµεσα και

οι επαναλήψεις που δίνονται από την εξίσωση (6.7) λαµβάνουν τη

µορφή

f0 = f (j)(x)

fn = fn−1(x) +
1

4πa
Mθn

∫ k

−k

dp
m

k
ei[pτ+(m−k)(s−s0)] ·

·[α̃θn(p) − Pθn f̃n−1(p)]

f (j+1)(x) = fN(x). (6.16)
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Εδώ ϑα µπορούσε να σηµειωθεί ότι οι επαναλήψεις συγκλίνουν

σε µια ανακατασκευή η οποία ικανοποιεί τα δεδοµένα, δηλαδή

Pθf = αθ. Επιπλέον, η ανακατασκευή είναι εκείνη η λύση η οποία,

µεταξύ όλων των λύσεων, έχει τη µικρότερη νόρµα. Επιπλέον, στο

όριο του µηδενιζόµενου µήκους κύµατος, λ → 0 (k → ∞), επιτυγ-

χάνεται

(m − k) → 0, m/k → 1

και η επανάληψη Kaczmarz στην εξίσωση (6.16) ανάγεται στην

fn(x) = fn−1(x) +
1

4πa
Mθn

∫ ∞

−∞
dp eipτ [α̃θn(p) − Pθn f̃n−1(p)]

ή

fn(x) = fn−1(x) +
1

2a
Mθn(αθn − Pθnfn−1)(x).

Αυτή είναι η µορφή της επανάληψη Kaczmarz στην περίπτωση της

Υπολογιστικής Τοµογραφίας [44]. ΄Ετσι, ο επαναληπτικός αλγόριθ-

µος που παρουσιάστηκε εδώ για την περίπτωση της ΠΤ, είναι µια

γενίκευση της συνήθους ΑΤΑ της Υπολογιστικής Τοµογραφίας και

ανάγεται στο όριο του µηδενιζόµενου µήκους κύµατος.

6.3 Οι αλγόριθµοι ϕιλτραρισµένης οπισθο-

διάδοσης

Τα προβλήµατα ανακατασκευής από δεδοµένα περιορισµένης γω-

νιακής κάλυψης στην ΠΤ µπορούν, επίσης, να ϑεµελιωθούν σε µια

γραµµική ολοκληρωτική εξίσωση, της οποίας ο πυρήνας είναι συνε-

λικτικός, δηλαδή στην εξίσωση (3.33) µε πυρήνα όπως ορίζεται στην
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εξίσωση (3.34). Το επόµενο ϑεώρηµα [13] είναι ένα Hασικό αποτέλε-

σµα, το οποίο δηλώνει ότι η διδιάστατη συνέλιξη µιας οπισθοδιάδο-

σης είναι ίση µε την οπισθοδιάδοση µιας µονοδιάστατης συνέλιξης.

Από αυτό συνάγεται ότι οι ανακατασκευές στην ΠΤ µπορούν να δη-

µιουργηθούν µε τη χρήση ενός ΑΦΟ, του οποίου τα ϕίλτρα είναι

απλώς οι προβολές ενός κατάλληλου διδιάστατου αποσυνελικτικού

ϕίλτρου.

ΘΕΩΡΗΜΑ 6.1 ΄ΕστωL(x) ένα διδιάστατο ϕίλτρο µε ΜF L̃(K). Τότε

L∗∗Bθα = Bθlθ ∗α, όπου lθ είναι το µονοδιάστατο ϕίλτρο, του οποίου

ο ΜF είναι l̃θ(p) = L̃(pû + (k − m)v̂).

Απόδειξη: Για την απόδειξη αυτού του ϑεωρήµατος σηµειώνεται

πρώτα ότι η οπισθοδιάδοση Bθα ∈ L2(Da) κάθε συνάρτησης

α ∈ L2(R) µπορεί να εκφραστεί µε τη µορφή

Bθα(x) =
1

2π

∫ k

−k

α̃(p)ei[pτ+(m−k)(s−s0)]dp, (6.19)

όπου α̃(p) είναι ο µονοδιάστατος ΜF της α. Εάν και στα δύο µέλη

της (6.19) εφαρµοστεί η συνέλιξη µε το διδιάστατο ϕίλτρο L, συνά-

γεται ότι

L ∗ ∗Bθα(x) =
1

2π

∫ k

−k

L̃[pû + (k − m)v̂]α̃(p)ei[pτ+(m−k)(s−s0)]dp.

(6.20)

Το δεξί µέλος της εξίσωσης (6.20) αναγνωρίζεται από την εξίσωση

(6.19) ως η οπισθοδιάδοση της συνάρτησης, της οποίας ο ΜF είναι

L̃[pû + (m − k)v̂]α̃(p). Τότε το ϑεώρηµα προκύπτει από το γνωστό
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γεγονός ότι ο ΜF του γινοµένου δύο συναρτήσεων είναι ίσος µε τη

συνέλιξη των ΜF των συναρτήσεων. �

Θα πρέπει να τονιστεί ότι τα ϕίλτρα lθ δεν είναι οι µετασχηµατι-

σµοί οπισθοδιάδοσης των διδιάστατων ϕίλτρων L. Πάντως, στο όριο

µηδενιζόµενου µήκους κύµατος (λ → 0) αυτά τα ϕίλτρα γίνονται

ίσα µε τις προβολές του ϕίλτρου L και το ϑεώρηµα καταλήγει σε

αναδιατύπωση ενός γνωστού αντιστοίχου αποτελέσµατος της Υπο-

λογιστικής Τοµογραφίας.

Χρησιµοποιώντας το προηγούµενο ϑεώρηµα, η λύση των προ-

Hληµάτων δεδοµένων περιορισµένης γωνιακής κάλυψης στην ΠΤ

µπορούν να εκφραστούν µε τη µορφή ενός ΑΦΟ. Πιο συγκεκριµέ-

να, συνάγεται ότι

frec = L ∗ ∗
∑
θ∈Θ

BθPθf =
∑
θ∈Θ

Bθlθ ∗ Pθf. (6.21)

Το πρόβληµα της ανακατασκευής στην ΠΤ µπορεί έτσι να εστια-

στεί στη µορφή ενός προβλήµατος διδιάστατης αποσυνέλιξης, όπου

υπολογίζεται ένα ‘‘Hέλτιστο’’ ϕίλτρο αποσυνέλιξης L και τα ϕίλτρα

lθ υπολογίζονται από τη σχέση l̃θ(p) = L̃[pû + (k − m)v̂]. Το ϕίλ-

τρο αποσυνέλιξης επιλέγεται έτσι, ώστε ο τελεστής L ∗ ∗
∑
θ∈Θ

BθPθ να

προσεγγίζει τον ταυτοτικό τελεστή επί των συναρτήσεων στο R2.
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6.4 Μη γραµµικά προβλήµατα δεδοµένων

περιορισµένης γωνιακής κάλυψης

Για τη διεύρυνση του συνόλου των ανακατασκευάσιµων αντικειµε-

νικών συναρτήσεων σε περισσότερο <εαλιστικές εφαρµογές, µπο-

<εί να εφαρµοστεί επαναληπτική γραµµικοποίηση της απεικόνισης

από την αντικειµενική συνάρτηση στις µετρήσεις του σκεδαζοµέ-

νου κύµατος. Μια πολύ δηµοφιλής επαναληπτική µέθοδος είναι

αυτή των Newton-Kantorovič [26], όπου η εκτίµηση της επόµενης

αντικειµενικής συνάρτησης επιτυγχάνεται µε γραµµικοποίηση της

απεικόνισης από την αντικειµενική συνάρτηση στις µετρήσεις του

σκεδαζοµένου κύµατος στην περιοχή της τρέχουσας εκτίµησης της

αντικειµενικής συνάρτησης. Η επονοµαζόµενη και διαστρεβλωµένη

επαναληπτική µέθοδος του Born (distorted iterative Born method)

[104] µπορεί να αποδειχθεί ότι είναι ισοδύναµη αυτής των Newton-

Kantorovič. Γενικότερα, η επόµενη εκτίµηση της αντικειµενικής

συνάρτησης µπορεί να εκφραστεί ως frec,n+1 = Ffrec,n, όπου F εί-

ναι ένας κατάλληλος τελεστής. Είναι γνωστό [26] ότι η ακολουθία

{frec,n}n∈N συγκλίνει, αν F είναι ένας τελεστής συστολής (contrac-

tion mapping). Αυτό ισχύει για τη µέθοδο Newton-Kantorovič, αν

η αρχική εκτίµηση frec,0 είναι αρκετά κοντά στη λύση. Η σύγκλιση

των µεθόδων του Born (διαστρεβλωµένων και µη) αποτελεί ένα ϑέµα

έρευνας που επαληθεύεται από κάποια συγκεκριµένα παραδείγµα-

τα στο [104]. Ειδικότερα, υπάρχουν αντικειµενικές συναρτήσεις,

για παράδειγµα αυτές που µεταβάλλονται γρήγορα στο χώρο [3],
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των οποίων δεν συγκλίνει η ακολουθία εκτιµήσεων. Σηµειωτέον ότι,

γενικώς, στην επίλυση κακώς τεθειµένων προβληµάτων µε επαναλη-

πτικές µεθόδους χρησιµοποιούνται διάφορες µέθοδοι εξοµάλυνσης

(regularization methods) της λύσης.

Μια διαφορετική προσέγγιση αποτελεί η διγραµµική µέθοδος

[97, 91]. Σε αυτή την προσέγγιση ορίζεται ένα συναρτησιακό σφάλ-

µατος, το οποίο εξαρτάται και από την άγνωστη αντικειµενική συ-

νάρτηση και από το άγνωστο κύµα µέσα στο σκεδαστή. Το συναρ-

τησιακό σφάλµατος ελαχιστοποιείται, αλλά µπορεί να παρουσιάσει

αρκετά τοπικά ελάχιστα [97]. Επιπλέον, όταν αξιολογείται σε συν-

δυασµό µε ένα τοπικό ελάχιστο, το συναρτησιακό σφάλµατος µπο-

<εί να είναι κοντά στο µηδέν. Εποµένως, όπως εξηγείται στο [97],

η επιλογή της Hάσης στην οποία αναπτύσσονται τα εσωτερικά κύ-

µατα, παίζει ένα σηµαντικό <όλο στη µείωση των παραµέτρων του

προβλήµατος ελαχιστοποίησης.

Μια άλλη µεθοδολογία αποτελείται από την κατασκευή µιας

προσέγγισης της αντίστροφης απεικόνισης του σκεδαζοµένου κύ-

µατος µε χρήση ενός νευρωνικού δικτύου. Οι παράµετροι του νευ-

<ωνικού δικτύου υπολογίζονται κατά την ϕάση της εκπαίδευσης

µε σκοπό την ελαχιστοποίηση ενός συναρτησιακού σφάλµατος, το

οποίο έχει γενικώς λανθασµένες λύσεις [71]. Μετά την ολοκλήρω-

ση της εκπαίδευσης, το υπολογιστικό κόστος της αξιολόγησης του

αντιστρόφου τελεστή είναι χαµηλό.

Μια τέταρτη µέθοδος ανακατασκευής παρουσιάστηκε και ανα-

λύθηκε στο [85]. Η µέθοδος Hασίστηκε στην αντιστροφή ενός τετρα-
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γωνικού µοντέλου για την προσέγγιση της µη γραµµικής σχέσης

µεταξύ του σκεδαζοµένου κύµατος και της άγνωστης αντικειµενικής

συνάρτησης. Το σηµαντικό πλεονέκτηµα της µεθόδου έγκειται στο

ότι η κλάση των ανακτήσιµων αντικειµενικών συναρτήσεων µεγε-

ϑύνθηκε αναφορικά µε τις γραµµικές µεθόδους και συµπεριέλαβε

µεγαλύτερα αντικείµενα µε υψηλότερη διαφορά τιµής του δείκτη

διάθλασης σε σχέση µε το µέσο και ταχύτερα µεταβαλλόµενες αντι-

κειµενικές συναρτήσεις. Το µεγαλύτερο µειονέκτηµα της µεθόδου

αυτής ήταν το ότι το συναρτησιακό σφάλµατος εµφάνιζε τοπικά ελά-

χιστα. Παρ’ όλα αυτά, η ανάλυση του συναρτησιακού σφάλµατος

κατά µήκος µιας ευθείας γραµµής Hρέθηκε να αποτελεί µια αποτε-

λεσµατική µέθοδο µελέτης του προβλήµατος των τοπικών ελαχίστων

[98].

Ειδικότερα, τα τοπικά ελάχιστα εξαφανίζονται αν ο λόγος του

αριθµού των ανεξαρτήτων δεδοµένων προς τον αριθµό των αγνώ-

στων παραµέτρων είναι αρκετά υψηλός.2 Εποµένως, όταν καθο-

2Η ιδέα της αντιµετώπισης αντιστρόφων τετραγωνικών προβληµάτων προτάθη-

κε αρχικά για το πρόβληµα της ανάκτησης ϕάσης [99, 98] και επεκτάθηκε στην

ανακατασκευή της διηλεκτρικής σταθεράς [7, 85] και αγωγιµότητας [86]. Παρά

την τυπική οµοιότητά τους, οι ανακατασκευές διηλεκτρικής σταθεράς και αγω-

γιµότητας είναι προβλήµατα µε διαφορετικές ιδιότητες : στην πρώτη περίπτωση

παρουσιάζονται ϕαινόµενα κυµατικής διάδοσης που οφείλονται σε δράσεις υψη-

λής συχνότητας και δεδοµένα µετρούµενα στην περιοχή µακρινού πεδίου (µακριά

από το αντικείµενο), ενώ στη δεύτερη παρουσιάζονται ϕαινόµενα κυµατικής διά-

χυσης που οφείλονται στις δράσεις χαµηλών συχνοτήτων και δεδοµένα µετρού-

µενα στην περιοχή του εγγύς πεδίου (κοντά στο αντικείµενο). Μια αξιοσηµείωτη

συνέπεια είναι το ότι, στην περίπτωση των υψηλών συχνοτήτων, τα δεδοµένα µπο-
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<ιστεί µια ϕορά ο αριθµός των ανεξαρτήτων δεδοµένων είναι πιο

ακριβές να ανακατασκευαστεί ένα µικρό σύνολο παραµέτρων (µε

αποφυγή των τοπικών ελαχίστων) παρά ένα µεγαλύτερο σύνολο (µε

παρουσία λανθασµένων λύσεων). Τελικά, αποδείχθηκε ότι η αξιό-

πιστη αντιστροφή ενός καλύτερου µοντέλου επιτρέπει τη Hελτίωση

της ανάλυσης σε σχέση µε τις συνήθεις γραµµικές µεθόδους.

<εί να αναπαρασταθούν από ένα καλώς ορισµένο αριθµό ανεξαρτήτων µετρήσεων,

γιατί οι συνιστώσες του σκεδαζοµένου κύµατος, αναφορικά µε µια Hάση αναπα-

<άστασης, ϕθίνουν απότοµα στο µηδέν. Αντιθέτως, στην περίπτωση των χαµηλών

συχνοτήτων, οι συνιστώσες ϕθίνουν οµαλώς και, εποµένως, υπάρχει η ανάγκη

επιλογής του σηµείου στο οποίο πρέπει να αποκοπεί η αναπαράσταση.
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Κεφάλαιο 7

Απεικόνιση περιοδικώς

µεταβαλλοµένων

αντικειµένων

7.1 Το ευθύ πρόβληµα

΄Εστω ότι στην κλασική ερευνητική διάταξη της ΠΤ (Σχήµα 3.2) η

δοµή του υπό διερεύνηση αντικειµένου µεταβάλλεται περιοδικώς µε

το χρόνο, δηλαδή υπάρχει µια χρονική σταθερά α �= 0 τέτοια, ώστε :

f(x, t) = f(x, t + α), για όλα τα t. (7.1)

Καθώς η αντικειµενική συνάρτηση f µεταβάλλεται περιοδικώς µε

το χρόνο, είναι χρήσιµο να εκφραστεί µε τη µορφή σειρών Fourier.
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Συγκεκριµένα:

f(x, t) =
∞∑

l=−∞
fl(x)e

−i2πlt
α , (7.2)

όπου οι συντελεστές των χρονικών αρµονικών δίνονται από τη σχέση

f
(x) =
1

α

∫ α

0

f(x, t)ei 2π�t
α dt. (7.3)

Ισοδύναµα, ο ΜF της αντικειµενικής συνάρτησης f ως προς τη χρο-

νική µεταβλητή t µπορεί να εκφραστεί από τη σχέση

f̂(x, ω) =

∫
eiωtf(x, t)dt = 2π

∞∑

=−∞

f
(x)δ

(
ω − 2π�

α

)
, (7.4)

όπου δ παριστάνει τη συνάρτηση δέλτα του Dirac.

Το αντικείµενο διερευνάται µε επίπεδους κυµατικούς παλµούς

της µορφής

p

(
t − < x, v̂ >

c

)
=

1

2π

∫ ∞

−∞
dω e−iω(t−<x,v̂>

c
)p̂(ω), (7.5)

όπου η κατεύθυνση του µοναδιαίου διανύσµατος v̂ επιτρέπεται να

σχηµατίζει αυθαίρετες γωνίες θ µε τον άξονα x1. Για κάθε γω-

νία πρόσπτωσης θ, τα αντίστοιχα δεδοµένα του σκεδαζοµένου κύ-

µατος συµβολίζονται µε d(τ, θ, t) και µετρώνται πάνω στην ευθεία

τ = (x1 cos θ + x2 sin θ) ∈ R για ένα χρονικό διάστηµα που καλύ-

πτει µια χρονική περίοδο. Το αντίστροφο πρόβληµα, που αντιµετω-

πίζεται στο παρόν κεφάλαιο, είναι αυτό της εκτίµησης της χρονικώς

περιοδικής αντικειµενικής συνάρτησης f από δεδοµένα (µετρήσεις)

d(τ, θ, t), τ ∈ R, θ ∈ Θ ⊂ [0, 2π), t ∈ [0, α). Χωρίς Hλάβη της
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γενικότητας, έχει υποτεθεί ότι οι µετρήσεις ελήφθησαν στο χρονικό

διάστηµα [0, α).1

Για το σχηµατισµό ενός χρήσιµου µοντέλου για τις µετρήσεις

σκεδαζοµένου κύµατος, εκφράζονται πρώτα τα δεδοµένα αυτά µε

τη µορφή ενός αναπτύγµατος ΑΜF

d(τ, θ, t) =
1

(2π)2

∫ ∞

−∞
dω e−iωt

∫ ω
c

−ω
c

dp eipτ ˜̂
d(p, θ, ω), (7.6)

όπου το σύµβολο ̂ συµβολίζει ένα ΜF σε σχέση µε τη χρονική

µεταβλητή και το σύµβολο ˜ συµβολίζει ένα ΜF σε σχέση µε τη

χωρική µεταβλητή (τ σε αυτή την περίπτωση). Συγκεκριµένα:

˜̂
f [pû + (m − ω

c
)v̂, ω] =

∫
dx e−i<[pû+(m−ω

c
)v̂],x>

∫
eiωtf(x, t)dt.

(7.7)

Από το ΘΓΠΤ (εξίσωση (3.35)), συνάγεται ότι

˜̂
d(p, θ, ω) =


ω
c

ei(m−ω
c )s0

m
p̂(ω)

˜̂
f [pû + (m − ω

c
)v̂, ω], |p| ≤ ω

c

0, |p| > ω
c
.

(7.8)

Αντικαθιστώντας στην εξίσωση (7.8) την εξίσωση (7.6) και µε χρήση

1Στην πράξη, δεδοµένα που αντιστοιχούν σε διαφορετικές γωνίες πρόσπτωσης

ϑα µετρηθούν σε διαφορετικά χρονικά διαστήµατα, αλλά, λόγω της χρονικής πε-

<ιοδικότητας της αντικειµενικής συνάρτησης, µπορεί να ϑεωρηθεί ότι ισοδύναµα

όλες οι µετρήσεις λαµβάνονται στο διάστηµα [0, α). Αυτό γίνεται εµφανές στην

εξίσωση (7.11), από την οποία προκύπτει ότι τα δεδοµένα σκεδαζοµένου κύµατος

µεταβάλλονται περιοδικώς µε το χρόνο σε συγχρονισµό µε την περιοδική µεταβο-

λή της αντικειµενικής συνάρτησης.
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της εξίσωσης (7.4), συνάγεται ότι

d(τ, θ, t) =
∞∑


=−∞
e−i 2π�t

α p̂

(
2π|�|

α

)
|�|
cα

∫ 2π|�|
cα

− 2π|�|
cα

dp ·

· eipτ ei(m− 2π|�|
cα

)s0

m
f̃


[
pû +

(
m − 2π|�|

cα

)
v̂

]
, (7.9)

όπου

f̃
(K) =

∫
e−i<K,x>f
(x)dx (7.10)

είναι ο ΜF του αρµονικού συντελεστή f
 ως προς τη χωρική µετα-

Hλητή x .

Η εξίσωση (7.9) λαµβάνει εύκολα τη µορφή

d(τ, θ, t) =
∞∑


=−∞
d
(τ, θ)e

−i 2π�t
α , (7.11)

όπου

d
(τ, θ) = p̂

(
2π�

α

)
|�|
cα

∫ 2π|�|
cα

− 2π|�|
cα

dp ·

· eipτ ei(m− 2π|�|
cα

)s0

m
f̃


[
pû +

(
m − 2π|�|

cα

)
v̂

]
. (7.12)

Η εξίσωση (7.11) δείχνει ότι, για κάθε προσπίπτοντα επίπεδο κυµατι-

κό παλµό, τα δεδοµένα σκεδαζοµένου κύµατος µεταβάλλονται περιο-

δικώς µε το χρόνο σε συγχρονισµό2 µε την περιοδική µεταβολή της

αντικειµενικής συνάρτησης. Το γεγονός ότι το ακριβές σχήµα του

προσπίπτοντος παλµού δεν είναι πρωτίστης σηµασίας δεν πρέπει

να προκαλεί έκπληξη. Πράγµατι, η ϑεώρηση της γραµµικότητας

2∆ηλαδή µε την ίδια χρονική συχνότητα.
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της απεικόνισης από την αντικειµενική συνάρτηση στις µετρήσεις

του σκεδαζοµένου κύµατος για κάθε προσπίπτοντα κυµατικό παλ-

µό διαλευκαίνει το ϑέµα αυτό.

Από την εξίσωση (7.12) προκύπτει ότι για οποιοδήποτε αντικεί-

µενο f , ισχύει

d
=0(τ, θ) ≡ 0,

για κάθε τ, θ. Αυτό υποδηλώνει ότι τα δεδοµένα d(τ, θ) δεν περιέχουν

πληροφορία για τη συνεχή συνιστώσα d
=0(x) του αντικειµένου και,

εποµένως, δεν είναι δυνατή η εκτίµηση της συνιστώσας αυτής από

τα δεδοµένα. Στην Γ’ Προσοµοίωση της Ενότητας 7.3 επαληθεύεται

αυτή η παρατήρηση.

7.2 Αντιστροφή δεδοµένων

Η εξίσωση (7.12) συνδέει τους αρµονικούς συντελεστές f
 της αν-

τικειµενικής συνάρτησης f µε τους αρµονικούς συντελεστές d
 των

µετρήσεων d του σκεδαζοµένου κύµατος µέσα από µια σχέση, η οποία

είναι ευθέως ανάλογη µε το ΘΓΠΤ της εξίσωσης (3.35). Επιπλέον,

οι αρµονικοί συντελεστές d
 στο αριστερό της µέρος µπορούν να

υπολογιστούν από τα δεδοµένα d ως αρµονικοί συντελεστές σειρών

Fourier

d
(τ, θ) =
1

α

∫ α

0

ei 2π�t
α d(τ, θ, t)dt (7.13)

και, εποµένως, µπορούν να ϑεωρηθούν ως γνωστοί. ΄Ετσι, το πρό-

%ληµα της ανακατασκευής της χωροχρονικώς µεταβαλλοµένης αντι-

κειµενικής συνάρτησης f ανάγεται στο πρόβληµα της ανακατασκευής
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των χωρικώς µεταβαλλοµένων αρµονικών συντελεστών f
 από γνώση

των αρµονικών συντελεστών d
(τ, θ), τ ∈ R, θ ∈ Θ ⊂ [0, 2π) των

µετρήσεων.

Η ανακατασκευή κάθε αρµονικού όρου f
, � = ±1,±2, . . . ,

µπορεί να πραγµατοποιηθεί µέσω των συνηθισµένων αλγορίθµων

ανακατασκευής της ΠΤ. Εάν οι γωνίες πρόσπτωσης θ των κυµά-

των καλύπτουν µεγάλο αριθµό κατευθύνσεων, το σύνολο Θ ϑα είναι

πυκνό και η ανακατασκευή µπορεί να επιτευχθεί µέσω του ΑΦΟ

της εξίσωσης (4.5). Εάν ο αριθµός των γωνιών διερεύνησης θ είναι

περιορισµένος, τότε το σύνολο Θ είναι περιορισµένο και η ανακα-

τασκευή µπορεί να πραγµατοποιηθεί µέσω ΑΤΑ.

7.3 Μελέτη αλγορίθµων µε προσοµοίωση

Στην προσοµοίωση µέσω υπολογιστή ϑα εφαρµοστούν οι προτεινό-

µενες µεθοδολογίες ανακατασκευής σε αντικείµενα, τα οποία απο-

τελούνται και από χρονικώς αµετάβλητα (σταθερά) τµήµατα και από

τµήµατα τα οποία µεταβάλλονται µε το χρόνο. ΄Οπως είναι ϕανερό,

ϑέτοντας ω = 0 στην εξίσωση (7.8), τα δεδοµένα d(τ, θ, t) δεν περιέ-

χουν πληροφορία για το χρονικώς αµετάβλητο τµήµα του αντικειµέ-

νου. Κατά συνέπεια, δεν είναι δυνατή η εκτίµησή (ανακατασκευή)

του από τα δεδοµένα d(τ, θ, t). Πληροφορία για το χρονικώς αµε-

τάβλητο τµήµα του αντικειµένου περιέχεται µόνο σε µεταβατικές

(evanescent) συνιστώσες των σκεδαζοµένων κυµάτων και η παρου-

σία ϑορύβου δυσχεραίνει την ανάκτησή της. Μια αξιόπιστη αλγοριθ-
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µική προσέγγιση για την ανακατασκευή του χρονικώς αµετάβλητου

τµήµατος του αντικειµένου αποτελεί αντικείµενο µελλοντικής έρευ-

νας.

Θα παρουσιαστούν τρεις προσοµοιώσεις, στις οποίες το αντικεί-

µενο διατηρεί µια κυκλική συµµετρία καθ’ όλη τη χρονική περίοδο.

Εποµένως, µπορεί να ανακατασκευαστεί από ένα µοναδικό προσπί-

πτοντα παλµό χρησιµοποιώντας τον ΑΦΟ.

Συγκεκριµένα, στις προσοµοιώσεις ως αντικειµενική συνάρτηση

ϑεωρείται η ακόλουθη:

f(x, y, t) = F (x, y)g(t). (7.14)

Τότε f(x, y, t) =
∑



f
(x, y)e−i 2π�t
α , όπου

f
(x, y) = C
 F (x, y) (7.15)

και

C
 =
1

α

∫ α

0

g(t)ei 2π�t
α dt. (7.16)

Θεωρώντας

F (x, y) = A circ(x, y; R) =

A, εάν x2 + y2 ≤ R2

0, διαφορετικά,
(7.17)

λαµβάνει κανείς

F̃ (Kx, Ky) = 2πA

∫ R

0

dr r J0

(
r
√

K2
x + K2

y

)
=

2πAR

K2
x + K2

y

J1

(
R
√

K2
x + K2

y

)
. (7.18)
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Στη συνέχεια, ϑεωρώντας ότι p(t) = δ(t) (p̂(ω) = 1), οι εξισώσεις

(7.8) και (7.12) δίνουν

d̃
(p, θ) =
2π|�|/(cα)

2π
· ei(m− 2π|�|

cα )s0

m
f̃


[
pû +

(
m − 2π|�|

cα

)
v̂

]
=

|�|
cα

· ei(m− 2π|�|
cα )s0

m
f̃


[
pû +

(
m − 2π|�|

cα

)
v̂

]
, (7.19)

όπουm =

√(
2π|
|
cα

)2

− p2. Αλλά, από τις εξισώσεις (7.15) και (7.18)

f̃


[
pû +

(
m − 2π|�|

cα

)
v̂

]
= C


2πAR

ρ
J1(Rρ), (7.20)

όπου ρ =

√
p2 +

(
m − 2π|
|

cα

)2

=

√
4π|
|
cα

(
2π|
|
cα

− m
)
. ΄Ετσι

d̃
(p, θ) =
|�|
cα

ei(m− 2π|�|
cα )s0

m
C


2πAR

ρ
J1(Rρ), (7.21)

µε ρ =

√
4π|
|
cα

(
2π|
|
cα

− m
)
και θ ∈ [0, 2π).3

Στα επόµενα εξετάζονται τρεις περιπτώσεις για τη g(t), που αν-

τιστοιχούν σε διαφορετικά σύνολα συντελεστών C
. Ο συντελεστής

C0 είναι µηδενικός (αντικειµενική συνάρτηση µηδενικού χρονικού

µέσου όρου, δηλαδή µηδενικής χρονικώς αµετάβλητης συνιστώσας)

στην πρώτη και δεύτερη περίπτωση και µη µηδενικός (αντικειµενι-

κή συνάρτηση µη µηδενικού χρονικού µέσου όρου) στην τρίτη.

7.3.1 Α’ προσοµοίωση

Θεωρείται η συνάρτηση

g(t) = cos
2πqt

α
, 0 ≤ t ≤ α, (7.22)

3Για p = 0, η κατάλληλη τιµή για d̃� είναι d̃�(p = 0, θ) = 1
2 C� AR2.
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όπου q ακέραιος. Για την συνάρτηση αυτή, ισχύει

C
 =


0, � = 0

1
2
, � = ±q

0, διαφορετικά.

(7.23)

Α.1: Τα Σχήµατα (7.1-7.5) αντιστοιχούν σε q = 1.

Στα Σχήµατα 7.1 και 7.2, παρουσιάζονται ενδεικτικές γραφικές

παραστάσεις του σκεδαζοµένου κύµατος, που προκύπτει από την

εξίσωση (7.22) µε q = 1.

Συγκεκριµένα, στο Σχήµα 7.1 το σκεδαζόµενο κύµα παρου-

σιάζεται στις χρονικές στιγµές (t = 0, 0.48, 0.98, 1.49) ως συνάρ-

τηση της χωρικής µεταβλητής x για σταθερό y = 0. Αντιστοί-

χως, στο Σχήµα 7.2 το σκεδαζόµενο κύµα παρουσιάζεται στα ση-

µεία (x = 0, y = 0), (x = 0.50, y = 0), (x = 0.73, y = 0),

(x = 1.00, y = 0) του χώρου ως συνάρτηση της χωρικής µεταβλητής

t.
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Σχήµα 7.1: Α’ Προσοµοίωση (q = 1): Το σκεδαζόµενο κύµα αναπα-

<ιστάνεται σε 4 χρονικές στιγµές (t = 0, 0.48, 0.98, 1.49) ως συνάρ-

τηση της χωρικής µεταβλητής x για σταθερό y = 0.
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Σχήµα 7.2: Α’ Προσοµοίωση (q = 1): Το σκεδαζόµενο κύµα αναπα-

<ιστάνεται σε 4 σηµεία στο χώρο (x = 0, 0.50, 0.73, 1.00, y = 0) ως

συνάρτηση της χρονικής µεταβλητής t.

Στο Σχήµα 7.3 (7.4) παρουσιάζεται η αντικειµενική συνάρτηση

(συνεχής γραµµή) και ανακατασκευή της (εστιγµένη γραµµή) στις

χρονικές στιγµές t = 0, 0.22, 0.48 και 0.73 (t = 0.98, 1.24, 1.49 και

1.68) ως συναρτήσεις της χωρικής µεταβλητής x για σταθερό y = 0.
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Σχήµα 7.3: Α’ Προσοµοίωση (q = 1): Αντικειµενική συνάρτηση (συ-

νεχής γραµµή) και ανακατασκευή της (εστιγµένη γραµµή) σε 4 χρο-

νικές στιγµές (t = 0, 0.22, 0.48, 0.73) ως συναρτήσεις της χωρικής

µεταβλητής x για σταθερό y = 0.

192



−3 −2 −1 0 1 2 3
−1.5

−1

−0.5

0

0.5

x,  y = 0,  t = 0.98

f, 
 f re

c

−3 −2 −1 0 1 2 3
−1.5

−1

−0.5

0

0.5

x,  y = 0,  t = 1.24

−3 −2 −1 0 1 2 3
−0.5

0

0.5

1

1.5

x,  y = 0,  t = 1.49

f, 
 f re

c

−3 −2 −1 0 1 2 3
−0.5

0

0.5

1

1.5

x,  y = 0,  t = 1.68

Σχήµα 7.4: Α’ Προσοµοίωση (q = 1): Αντικειµενική συνάρτηση (συ-

νεχής γραµµή) και ανακατασκευή της (εστιγµένη γραµµή) σε 4 χρο-

νικές στιγµές (t = 0.98, 1.24, 1.49, 1.68) ως συναρτήσεις της χωρι-

κής µεταβλητής x για σταθερό y = 0.
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Στο Σχήµα 7.5 παρουσιάζεται η αντικειµενική συνάρτηση (συ-

νεχής γραµµή) και ανακατασκευή της (εστιγµένη γραµµή) σε 4 ση-

µεία στο χώρο (x = 0, y = 0), (x = 0.50, y = 0), (x = 0.73, y = 0) ,

(x = 1.00, y = 0) ως συναρτήσεις της χρονικής µεταβλητής t.
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Σχήµα 7.5: Α’ Προσοµοίωση (q = 1): Αντικειµενική συνάρτηση (συ-

νεχής γραµµή) και ανακατασκευή της (εστιγµένη γραµµή) σε 4 ση-

µεία στο χώρο (x = 0, 0.50, 0.73, 1.00, y = 0) ως συναρτήσεις της

χρονικής µεταβλητής t.
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Α.2: Τα Σχήµατα (7.6-7.10) αντιστοιχούν σε q = 10.

Στα Σχήµατα 7.6 και 7.7 παρουσιάζονται ενδεικτικές γραφι-

κές παραστάσεις του σκεδαζοµένου κύµατος, που προκύπτει από

την εξίσωση (7.22) µε q = 10. Συγκεκριµένα, στο Σχήµα 7.6

το σκεδαζόµενο κύµα παρουσιάζεται στις χρονικές στιγµές (t =

0, 0.48, 0.98, 1.49) ως συνάρτηση της χωρικής µεταβλητής x για

σταθερό y = 0. Αντιστοίχως, στο Σχήµα 7.7 το σκεδαζόµενο κύ-

µα παρουσιάζεται στα σηµεία (x = 0, y = 0), (x = 0.50, y = 0),

(x = 0.73, y = 0), (x = 1.00, y = 0) του χώρου ως συνάρτηση της

χρονικής µεταβλητής t.
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Σχήµα 7.6: Α’ Προσοµοίωση (q = 10): Το σκεδαζόµενο κύµα ανα-

παριστάνεται σε 4 χρονικές στιγµές (t = 0, 0.48, 0.98, 1.49) ως συ-

νάρτηση της χωρικής µεταβλητής x για σταθερό y = 0.

Στο Σχήµα 7.8 (7.9) παρουσιάζεται η αντικειµενική συνάρτηση

(συνεχής γραµµή) και ανακατασκευή της (εστιγµένη γραµµή) στις

χρονικές στιγµές t = 0, 0.22, 0.48 και 0.73 (t = 0.98, 1.24, 1.49 και

1.68) ως συναρτήσεις της χωρικής µεταβλητής x για σταθερό y = 0.
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Σχήµα 7.7: Α’ Προσοµοίωση (q = 10): Το σκεδαζόµενο κύµα ανα-

παριστάνεται σε 4 σηµεία στο χώρο (x = 0, 0.50, 0.73, 1.00, y = 0)

ως συνάρτηση της χρονικής µεταβλητής t.
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Σχήµα 7.8: Α’ Προσοµοίωση (q = 10): Αντικειµενική συνάρτηση

(συνεχής γραµµή) και ανακατασκευή της (εστιγµένη γραµµή) σε

4 χρονικές στιγµές (t = 0, 0.22, 0.48, 0.73) ως συναρτήσεις της χω-

<ικής µεταβλητής x για σταθερό y = 0.
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Σχήµα 7.9: Α’ Προσοµοίωση (q = 10): Αντικειµενική συνάρτηση

(συνεχής γραµµή) και ανακατασκευή της (εστιγµένη γραµµή) σε

4 χρονικές στιγµές (t = 0.98, 1.24, 1.49, 1.68) ως συναρτήσεις της

χωρικής µεταβλητής x για σταθερό y = 0.
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Στο Σχήµα 7.10 παρουσιάζεται η αντικειµενική συνάρτηση (συ-

νεχής γραµµή) και ανακατασκευή της (εστιγµένη γραµµή) σε 4 ση-

µεία στο χώρο (x = 0, y = 0), (x = 0.50, y = 0), (x = 0.73, y = 0) ,

(x = 1.00, y = 0) ως συναρτήσεις της χρονικής µεταβλητής t.
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Σχήµα 7.10: Α’ Προσοµοίωση (q = 10): Αντικειµενική συνάρτηση

(συνεχής γραµµή) και ανακατασκευή της (εστιγµένη γραµµή) σε 4

σηµεία στο χώρο (x = 0, 0.50, 0.73, 1.00, y = 0) ως συναρτήσεις

της χρονικής µεταβλητής t.
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7.3.2 Β’ προσοµοίωση

Θεωρείται η συνάρτηση

g(t) = −0.75 cos
2πt

α
+ 0.50 cos

8πt

α
+ 0.35 cos

12πt

α
+

+ 0.25 cos
20πt

α
, για 0 ≤ t ≤ α. (7.24)

Για τη συνάρτηση αυτή ισχύει

c
 =



0, όταν � = 0

−0.75, όταν � = ±1

0.50, όταν � = ±4

0.35, όταν � = ±6

0.25, όταν � = ±10

0, διαφορετικά.
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Σχήµα 7.11: Β’ Προσοµοίωση: Το σκεδαζόµενο κύµα αναπαριστά-

νεται σε 4 χρονικές στιγµές (t = 0, 0.48, 0.98, 1.49) ως συνάρτηση

της χωρικής µεταβλητής x για σταθερό y = 0.

Στο Σχήµα 7.13 (7.14) παρουσιάζεται η αντικειµενική συνάρ-

τηση (συνεχής γραµµή) και ανακατασκευή της (εστιγµένη γραµµή)

στις χρονικές στιγµές t = 0, 0.22, 0.48 και 0.73 (t = 0.98, 1.24, 1.49

και 1.68) ως συναρτήσεις της χωρικής µεταβλητής x για σταθερό

y = 0.
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Σχήµα 7.12: Β’ Προσοµοίωση: Το σκεδαζόµενο κύµα αναπαριστά-

νεται σε 4 σηµεία στο χώρο (x = 0, 0.50, 0.73, 1.00, y = 0) ως

συνάρτηση της χρονικής µεταβλητής t.
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Σχήµα 7.13: Β’ Προσοµοίωση: Αντικειµενική συνάρτηση (συνεχής

γραµµή) και ανακατασκευή της (εστιγµένη γραµµή) σε 4 χρονικές

στιγµές (t = 0, 0.22, 0.48, 0.73) ως συναρτήσεις της χωρικής µετα-

Hλητής x για σταθερό y = 0.
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Σχήµα 7.14: Β’ Προσοµοίωση: Αντικειµενική συνάρτηση (συνεχής

γραµµή) και ανακατασκευή της (εστιγµένη γραµµή) σε 4 χρονικές

στιγµές (t = 0.98, 1.24, 1.49, 1.68) ως συναρτήσεις της χωρικής µε-

ταβλητής x για σταθερό y = 0.
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Στο Σχήµα 7.15 παρουσιάζεται η αντικειµενική συνάρτηση (συ-

νεχής γραµµή) και ανακατασκευή της (εστιγµένη γραµµή) σε 4 ση-

µεία στο χώρο (x = 0, y = 0), (x = 0.50, y = 0), (x = 0.73, y = 0) ,

(x = 1.00, y = 0) ως συναρτήσεις της χρονικής µεταβλητής t.
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Σχήµα 7.15: Β’ Προσοµοίωση: Αντικειµενική συνάρτηση (συνεχής

γραµµή) και ανακατασκευή της (εστιγµένη γραµµή) σε 4 σηµεία στο

χώρο (x = 0, 0.50, 0.73, 1.00, y = 0) ως συναρτήσεις της χρονικής

µεταβλητής t.
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7.3.3 Γ’ προσοµοίωση

Θεωρείται η συνάρτηση

g(t) = 1 − 0.75 cos
2πt

α
+ 0.50 cos

8πt

α
+ 0.35 cos

12πt

α
+

+ 0.25 cos
20πt

α
, για 0 ≤ t ≤ α. (7.25)

Για τη συνάρτηση αυτή ισχύει

c
 =



1.00, όταν � = 0

−0.75, όταν � = ±1

0.50, όταν � = ±4

0.35, όταν � = ±6

0.25, όταν � = ±10

0, διαφορετικά.
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Σχήµα 7.16: Γ’ Προσοµοίωση: Το σκεδαζόµενο κύµα αναπαριστά-

νεται σε 4 χρονικές στιγµές (t = 0, 0.48, 0.98, 1.49) ως συνάρτηση

της χωρικής µεταβλητής x για σταθερό y = 0.

Στο Σχήµα 7.18 (7.19) παρουσιάζεται η αντικειµενική συνάρ-

τηση (συνεχής γραµµή) και ανακατασκευή της (εστιγµένη γραµµή)

στις χρονικές στιγµές t = 0, 0.22, 0.48 και 0.73 (t = 0.98, 1.24, 1.49

και 1.68) ως συναρτήσεις της χωρικής µεταβλητής x για σταθερό

y = 0.
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Σχήµα 7.17: Γ’ Προσοµοίωση: Το σκεδαζόµενο κύµα αναπαριστά-

νεται σε 4 σηµεία στο χώρο (x = 0, 0.50, 0.73, 1.00, y = 0) ως

συνάρτηση της χρονικής µεταβλητής t.
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Σχήµα 7.18: Γ’ Προσοµοίωση: Αντικειµενική συνάρτηση (συνεχής

γραµµή) και ανακατασκευή της (εστιγµένη γραµµή) σε 4 χρονικές

στιγµές (t = 0, 0.22, 0.48, 0.73) ως συναρτήσεις της χωρικής µετα-

Hλητής x για σταθερό y = 0.
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Σχήµα 7.19: Γ’ Προσοµοίωση: Αντικειµενική συνάρτηση (συνεχής

γραµµή) και ανακατασκευή της (εστιγµένη γραµµή) σε 4 χρονικές

στιγµές (t = 0.98, 1.24, 1.49, 1.68) ως συναρτήσεις της χωρικής µε-

ταβλητής x για σταθερό y = 0.
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Στο Σχήµα 7.20 παρουσιάζεται η αντικειµενική συνάρτηση (συ-

νεχής γραµµή) και ανακατασκευή της (εστιγµένη γραµµή) σε 4 ση-

µεία στο χώρο (x = 0, y = 0), (x = 0.50, y = 0), (x = 0.73, y = 0) ,

(x = 1.00, y = 0) ως συναρτήσεις της χρονικής µεταβλητής t.
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Σχήµα 7.20: Γ’ Προσοµοίωση: Αντικειµενική συνάρτηση (συνεχής

γραµµή) και ανακατασκευή της (εστιγµένη γραµµή) σε 4 σηµεία στο

χώρο (x = 0, 0.50, 0.73, 1.00, y = 0) ως συναρτήσεις της χρονικής

µεταβλητής t.
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Κεφάλαιο 8

Επίλογος

Στην παρούσα διδακτορική διατριβή παρουσιάστηκαν αλγόριθµοι το-

µογραφικής απεικόνισης σκεδαστών των οποίων η δοµή µεταβάλλεται

περιοδικώς µε το χρόνο. Το πρόβληµα ανάπτυξης τέτοιου είδους αλ-

γορίθµων δεν είχε µελετηθεί στη συναφή διεθνή Hιβλιογραφία, παρά

την πληθώρα των δυνατών τεχνολογικών εφαρµογών των λύσεών του.

Πιο αναλυτικά, η δοµή της διατριβής έχει ως ακολούθως: στο

πρώτο κεφάλαιο έγινε µια εισαγωγή στα αντίστροφα προβλήµατα

σκέδασης και παρουσιάστηκε µια ιστορική αναδροµή στους τρό-

πους αντιµετώπισής τους. Στο δεύτερο κεφάλαιο δόθηκαν Hασικές

αρχές της ϑεωρίας σηµάτων και συστηµάτων, οι οποίες απαιτούνται

για την πληρέστερη παρουσίαση της διατριβής. Στο τρίτο κεφά-

λαιο παρουσιάστηκε η απλούστερη µορφή µαθηµατικών µοντέλων

του ϕυσικού µηχανισµού παραγωγής δεδοµένων σε προβλήµατα

σκέδασης, µελετήθηκε η ανάπτυξη της λύσης του ευθέος προβλή-

µατος σκέδασης σε σειρές Born και σειρές Rytov και παρουσιά-
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στηκε το ϑεώρηµα γενικευµένης προβολής-τοµής. Στο τέταρτο κε-

ϕάλαιο παρουσιάστηκαν γραµµικοί και µη γραµµικοί αλγόριθµοι

αντιστροφής των σειρών Born και Rytov, καθώς και προσοµοιώσεις

των αλγορίθµων αυτών µε τη Hοήθεια υπολογιστή. Στο πέµπτο κε-

ϕάλαιο µελετήθηκαν στοχαστικά αντίστροφα προβλήµατα και πα-

<ουσιάστηκε το ϕίλτρο ανακατασκευής Wiener για περιθλαστική

τοµογραφία. Στο έκτο κεφάλαιο µελετήθηκαν προβλήµατα απεικό-

νισης από δεδοµένα περιορισµένης γωνιακής κάλυψης.

Στο έβδοµο κεφάλαιο µελετήθηκε η ανάπτυξη αλγορίθµων απει-

κόνισης αντικειµένων, των οποίων η δοµή και οι ιδιότητες µεταβάλ-

λονται περιοδικώς µε το χρόνο. Η µελέτη συµπληρώθηκε µε παρου-

σίαση προσοµοιώσεων των προτεινοµένων αλγορίθµων αντιστροφής

µε τη Hοήθεια υπολογιστή. Το πρόβληµα της ανακατασκευής αντι-

κειµένων, των οποίων η δοµή και οι ιδιότητες µεταβάλλονται περιο-

δικώς µε το χρόνο προκύπτει σε ένα σηµαντικό αριθµό πρακτικών

εφαρµογών απεικόνισης, όπως είναι η απεικόνιση του πνεύµονα εν

Zωή (in vivo) ή η απεικόνιση ενταφιασµένων αντικειµένων τα οποία

µπορούν να διεγερθούν σε µηχανική ταλάντωση. Αποδείχθηκε ότι

το ανωτέρω πρόβληµα ανάγεται στο πρόβληµα της ανακατασκευής

των χωρικώς µεταβαλλοµένων χρονικών αρµονικών συντελεστών της

αντικειµενικής συνάρτησης από γνώση των αντιστοίχων χρονικών

αρµονικών των δεδοµένων. Για να επιλυθεί αυτό το πρόβληµα έγι-

νε χρήση ήδη γνωστών αλγορίθµων ανακατασκευής, όπως είναι ο

Αλγόριθµος Φιλτραρισµένης Οπισθοδιάδοσης ή οι Αλγεβρικές Τε-

χνικές Ανακατασκευής. Για λόγους απλότητας, ϑεωρήθηκε ότι τα
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δεδοµένα κυµατικής σκέδασης έχουν συλλεχθεί µε τη λεγόµενη

κλασική διάταξη σάρωσης. Οι αλγόριθµοι όµως µπορούν, χωρίς

ιδιαίτερη δυσκολία, να τροποποιηθούν ώστε να εφαρµόζονται και

σε δεδοµένα που έχουν συλλεχθεί µε άλλες διατάξεις σάρωσης.

Τα συµπεράσµατα της παρούσας διδακτορικής διατριβής οδη-

γούν στην ανάγκη για περαιτέρω έρευνα και µελέτη των προτεινο-

µένων µεθοδολογιών ανακατασκευής επί πραγµατικών δεδοµένων.

Παράλληλα, άλλες ερευνητικές δραστηριότητες οδηγούν προς την

κατεύθυνση της γενίκευσης των προτεινοµένων µεθοδολογιών ανα-

κατασκευής στο πεδίο της µη γραµµικής περιθλαστικής τοµογραφί-

ας. Τέλος, σηµαντικό ερευνητικό ενδιαφέρον έχει η µελέτη αντιστοί-

χων προβληµάτων απεικόνισης από δεδοµένα κυµατικής διάχυσης.
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