
 
 

 

Π Α Ν Δ Π Ι ΢ Σ Η Μ Ι Ο Π Δ Ι Ρ Α Ι Ω ΢  
 
 
 
 
 
 
 

 

ΣΜΗΜΑ  ΢ΣΑΣΙ΢ΣΙΚΗ ΢  

ΚΑΙ  Α΢ΦΑΛΙ΢ΣΙΚΗ ΢  ΔΠΙ΢ΣΗΜΗ΢  
 
 

ΜΔΣΑΠΣΤΥΙΑΚ Ο ΠΡΟΓΡΑ ΜΜΑ ΢ΠΟΤ∆ΩΝ 

΢ΣΗΝ  ΔΦΑΡΜΟ΢ΜΔΝΗ  ΢ΣΑΣΙ΢ΣΙΚ Η  
 
 
 
 
 
 

 

΢ΣΑΣΙ΢ΣΙΚΔ΢ ΣΔΥΝΙΚΔ΢ ΑΠΟΓΟΥΗ΢ 

ΔΞΑΡΣΗΜΑΣΩΝ ΜΔ΢Ω ΢ΤΝΘΔΣΩΝ 

ΣΔ΢Σ ΔΚΚΙΝΗ΢Η΢ 
 

 
 
 
 

Χαξάιακπνο Α. Παλαθάθεο 
 

 
 
 
 

∆ηπισµαηηθή Εξγαζία 
 

πνπ ππνβιήζεθε ζην Τµήµα Σηαηηζηηθήο θαη Αζθαιηζηηθήο 

Επηζηήµεο   ηνπ  Παλεπηζηεµίνπ  Πεηξαηώο  σο  µέξνο  ησλ 

απαηηήζεσλ γηα ηελ απόθηεζε ηνπ Μεηαπηπρηαθνύ 

∆ηπιώµαηνο Εηδίθεπζεο ζηελ Εθαξµνζµέλε Σηαηηζηηθή 
 
 
 

Πεηξαηάο 

Ινύληνο 2013 



 



 

Π Α Ν Δ Π Ι ΢ Σ Η Μ Ι Ο Π Δ Ι Ρ Α Ι Ω ΢  
 

 

ΣΜΗΜΑ  ΢ΣΑΣΙ΢ΣΙΚΗ ΢  

ΚΑΙ  Α΢ΦΑΛΙ΢ΣΙΚΗ ΢  ΔΠΙ΢ΣΗΜΗ΢  
 
 

ΜΔΣΑΠΣΤΥΙΑΚ Ο ΠΡΟΓΡΑ ΜΜΑ ΢ΠΟΤ∆ΩΝ 

΢ΣΗΝ  ΔΦΑΡΜΟ΢ΜΔΝΗ  ΢ΣΑΣΙ΢ΣΙΚ Η  
 
 
 
 
 
 

 

΢ΣΑΣΙ΢ΣΙΚΔ΢ ΣΔΥΝΙΚΔ΢ ΑΠΟΓΟΥΗ΢ 

ΔΞΑΡΣΗΜΑΣΩΝ ΜΔ΢Ω ΢ΤΝΘΔΣΩΝ 

ΣΔ΢Σ ΔΚΚΙΝΗ΢Η΢ 
 

 
 
 
 

Χαξάιακπνο Α. Παλαθάθεο 
 

 
 
 
 

∆ηπισµαηηθή Εξγαζία 
 

πνπ ππνβιήζεθε ζην Τµήµα Σηαηηζηηθήο θαη Αζθαιηζηηθήο 

Επηζηήµεο   ηνπ  Παλεπηζηεµίνπ  Πεηξαηώο  σο  µέξνο  ησλ 

απαηηήζεσλ γηα ηελ απόθηεζε ηνπ Μεηαπηπρηαθνύ 

∆ηπιώµαηνο Εηδίθεπζεο ζηελ Εθαξµνζµέλε Σηαηηζηηθή 
 
 
 

Πεηξαηάο 

Ινύληνο 2013 



 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Η παξνύζα ∆ηπισµαηηθή   Εξγαζία  εγθξίζεθε  νµόθσλα από ηελ Τξηµειή 

Εμεηαζηηθή  Επηηξνπή  πνπ  νξίζζεθε  από  ηε  ΓΣΕΣ  ηνπ  Τµήµαηνο Σηαηηζηηθήο  θαη 

Αζθαιηζηηθήο   Επηζηήµεο  ηνπ  Παλεπηζηεµίνπ  Πεηξαηώο  ζηελ  ππ’  αξηζµ.  …….. 

ζπλεδξίαζή ηνπ  ζύµθσλα µε ηνλ Εζσηεξηθό Καλνληζµό  Λεηηνπξγίαο ηνπ 

Πξνγξάµµαηνο Μεηαπηπρηαθώλ Σπνπδώλ ζηελ Εθαξµνζµέλε Σηαηηζηηθή 

 
 

Τα µέιε ηεο Επηηξνπήο ήηαλ: 
 

- Κνύηξαο Μάξθνο (Επηβιέπσλ) 
 

- Αληδνπιάθνο Δεκήηξηνο 
 

- Μπεξζίκεο Σσηήξηνο 
 

 
 

Η έγθξηζε ηεο ∆ηπισµαηηθή Εξγαζίαο από ην Τµήµα Σηαηηζηηθήο θαη 

Αζθαιηζηηθήο Επηζηήµεο ηνπ Παλεπηζηεµίνπ Πεηξαηώο δελ ππνδειώλεη απνδνρή ησλ 

γλσµώλ ηνπ ζπγγξαθέα. 



 

U N I V E R S I T Y O F P I R A E U S  
 

 

DEPARTMENT OF STATISTICS 

AND  INSURANCE  SCIENCE  
 
 

POSTGRADUAT E PROGRAM IN 

APPLIED  STATISTICS  
 
 
 
 
 
 

STATISTICAL METHODS FOR UNITS 

TESTING THROUGH COMPOSITE 

START-UP DEMONSTRATION TESTS 
 

 
 
 
 
 

By 
 

Charalambos A. Panakakis  
 

 
 
 
 

MSc Dissertation 
 

submitted  to  the  Department  of  Statistics  and  Insurance 

Science of the University of Piraeus in partial fulfilment of 

the  requirements  for  the  degree  of  Master  of  Science  in 

Applied Statistics 

 

 

Piraeus, Greece 

  June 2013 



 



 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Στους γονείς µου 
 

Αντώνη και Ελένη 



 



 

 
 
 
 

Δςσαπιστίερ 
 
 
 
 

 

     Σε απηό ην ζεκείν ζα ήζεια λα εθθξάζσ ηηο επραξηζηίεο κνπ ζε όζνπο ζπλέβαιαλ ζηελ 

πξαγκαηνπνίεζε ηεο παξνύζαο εξγαζίαο. 

     Αξρηθά, ζα ήζεια λα επραξηζηήζσ ζεξκά ηνλ επηβιέπνληα θαζεγεηή κνπ θ. Κνύηξα 

Μάξθν γηα ηηο πνιύηηκεο νδεγίεο θαη ηα ρξήζηκα ζρόιηα ηνπ θαηά ηε δηάξθεηα ζπγγξαθήο 

ηεο δηπισκαηηθήο κνπ εξγαζίαο. Αθόκε, ζα ήζεια λα επραξηζηήζσ ηνπο θαζεγεηέο θ. 

Αληδνπιάθν Δεκήηξην θαη ηνλ θ. Μπεξζίκε Σσηήξην γηα ηελ ζπκκεηνρή ηνπο ζηελ ηξηκειή 

εμεηαζηηθή επηηξνπή. 

     Αθόκε, επραξηζηώ ζεξκά ηελ θ. Αικπξάληε Μαξία, ε νπνία κε ηελ δηπισκαηηθή ηεο 
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αξθεηά ζηε ζπγγξαθή ηνπ  δεύηεξνπ θεθαιαίνπ ηεο δηπισκαηηθήο κνπ εξγαζίαο. 
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Πεπίλητη 
 
 
 
 
 

     Σε έλα ηεζη εθθίλεζεο (Start-up Demonstration Test), πξνθεηκέλνπ λα 

απνθαζίζνπκε αλ έλα εμάξηεκα/πξντόλ είλαη πνηνηηθά απνδεθηό, ειέγρνπκε έλα ηπραία 

επηιεγκέλν δείγκα όκνησλ εμαξηεκάησλ, ηα νπνία ππνβάιινληαη ζε δηαδνρηθέο 

εθθηλήζεηο θαη κε βάζε έλα πξνθαζνξηζκέλν θξηηήξην απνθαζίδεηαη εάλ ην δείγκα απηό 

γίλεηαη απνδεθηό ή απνξξίπηεηαη. Οη εθθηλήζεηο απηέο κπνξεί λα αληηζηνηρνύλ είηε ζε 

αλεμάξηεηεο θαη ηζόλνκεο δνθηκέο Bernoulli είηε ζε δνθηκέο ζπζρεηηζκέλεο κεηαμύ ηνπο 

(γηα παξάδεηγκα λα ππάξρεη Μαξθνβηαλή εμάξηεζε κεηαμύ ησλ δνθηκώλ).  

     Τν θξηηήξην πνπ ρξεζηκνπνηείηαη θάζε θνξά γηα ηελ απόθαζε απνδνρήο ή απόξξηςεο 

ηνπ εμνπιηζκνύ είλαη απηό πνπ δηαθνξνπνηεί ην ηεζη εθθίλεζεο θαη ζηεξίδεηαη ζηνλ 

αξηζκό ησλ επηηπρεκέλσλ ή/θαη απνηπρεκέλσλ εθθηλήζεσλ ιεηηνπξγίαο ησλ 

εμαξηεκάησλ. Σηόρνο ηνπ θάζε ηεζη είλαη ε νξζή ιήςε απόθαζεο απνδνρήο ή 

απόξξηςεο ηνπ εμνπιηζκνύ ρξεζηκνπνηώληαο όζν ην δπλαηό ιηγόηεξεο δνθηκέο, έηζη 

ώζηε λα εμνηθνλνκείηαη ρξόλνο θαη θόζηνο. 

     Παξαδείγκαηα εμαξηεκάησλ γηα ηα νπνία εθαξκόδνληαη ζπλήζσο ηέηνηεο δηαδηθαζίεο 

είλαη: ειεθηξνγελλήηξηεο, κεραλήκαηα ρνξηνθνπηηθήο, κπαηαξίεο απηνθηλήησλ,  

αληιίεο, ειεθηξνληθνί ππνινγηζηέο, ειεθηξηθέο κηθξνζπζθεπέο (π.ρ. ηειενξάζεηο, 

βίληεν, ζθνύπεο) θ.ά. 

     Σθνπόο  ηεο  δηπισκαηηθήο  είλαη  ε  παξνπζίαζε  θαη  ε  κειέηε  ησλ  θπξηόηεξσλ 

δηαδηθαζηώλ πνπ έρνπλ πξνηαζεί γηα ηε ιήςε απόθαζεο κέζσ ηεζη εθθίλεζεο, θαζώο 

θαη ησλ κεζόδσλ  εθηίκεζεο  παξακέηξσλ  ζηελ  πεξίπησζε  πνπ  δηαζέηνπκε  

δεδνκέλα  πνπ  έρνπλ πξνθύςεη από ηεζη εθθίλεζεο. Ιδηαίηεξε έκθαζε δίλεηαη ζηελ 

παξνπζίαζε ζύλζεησλ ηεζη εθθίλεζεο δειαδή ηεζη ζηα νπνία γηα ηελ απνδνρή ή 

απόξξηςε ρξεζηκνπνηνύληαη πνιιαπινί θαλόλεο πνπ βαζίδνληαη ζηνλ αξηζκό ή ζε 

ζπλερόκελεο επηηπρεκέλεο ή/θαη απνηπρεκέλεο δνθηκέο. 



 



 
 

 

 
 
 
 

Abstract 
 
 
 
 

 

     In a start-up demonstration test we wish to decide if an equipment is 

qualitatively acceptable; we test a randomly selected sample of similar components, 

which are subjected to continuous start-ups and based on a specified criterion we 

determine whether the sample is acceptable or not. The start-ups can be modeled 

either by independent and identically distributed Bernoulli trials or by dependent 

trials (for example, assuming Markovian dependence between trials). 

     The criterion for the decision of the acceptance or rejection of the sample of 

equipment which is used each time is the feature that differentiates the start-up 

demonstration test. The aim of each test is to arrive at the correct decision 

(acceptance or rejection) of the equipment by carrying out as few tests as possible, so 

as to save time and cost. 

     Applications of start-up demonstration tests include the testing of electric 

generators, lawn mowers, car batteries, pumps, outboard motors, chain saws, snow 

blowers and other power operation equipment, computers, electrical appliances (eg 

TV, VCR) etc. 

     The aim of the present dissertation is the presentation and study of the basic 

processes that have  been  proposed in the l i terature for  the  acceptance  or  

rejection  of  an  equipment  through  start-up demonstration tests. The methods of 

inference of the parameters in case that we have statistical data from a start-up 

procedure will also be reviewed in some detail. Special attention will be drawn to the 

presentation of complicate start-up demonstration tests in which the acceptance or 

rejection are used to multiple rules based on the number or on consecutive successful 

or/and failed tests. 
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 1 

Εηζαγσγή 

      

 

 

1.1 ΢ηαηηζηηθόο έιεγρνο πνηόηεηαο θαη ηεζη εθθίλεζεο 

 

     Η ζεκεξηλή αγνξά απνηειείηαη απφ ακέηξεηα πξντφληα θαη ππεξεζίεο. Γη’απηφ ην ιφγν, νη 

θαηαλαισηέο αληηκεησπίδνπλ θαζεκεξηλά ην πξφβιεκα ηεο επηινγήο κεηαμχ νκνεηδψλ 

πξντφλησλ πνπ ηθαλνπνηνχλ ηελ ίδηα αλάγθε. ΢πλεπψο ε επηινγή ηνπ θαηάιιεινπ πξντφληνο 

θαζνξίδεηαη απφ δπν παξάγνληεο: ηελ πνηφηεηα θαη ηελ ηηκή ηνπ πξντφληνο. Οη επηρεηξήζεηο 

αλαγλσξίδνληαο ηνπο παξάγνληεο απηνχο πνπ θαζνξίδνπλ ηηο αγνξαζηηθέο ζπλήζεηεο ησλ 

θαηαλαισηψλ, ζηξάθεθαλ ζηελ αλαδήηεζε επηρεηξεκαηηθψλ ηαθηηθψλ πνπ ζα ηνπο 

νδεγνχζαλ ζηε βέιηηζηε δπλαηή πνηφηεηα ησλ παξαγφκελσλ πξντφλησλ κε ην ειάρηζην 

δπλαηφ θφζηνο. 

     ΢εκαληηθφ ξφιν ζηηο δηαδηθαζίεο απηέο θαηέρεη ν ΢ηαηηζηηθφο Έιεγρνο Πνηφηεηαο, ν 

νπνίνο απνηειεί ηελ παιαηφηεξε θαη γλσζηφηεξε κέζνδν ειέγρνπ παξαγσγηθψλ δηεξγαζηψλ 

γηα ηε βειηίσζε ηεο πνηφηεηαο ησλ παξαγφκελσλ πξντφλησλ. Έλαο απφ ηνπο βαζηθνχο 

ζηφρνπο ηνπ είλαη ε έγθαηξε αλαθάιπςε κε ζπκκνξθσκέλσλ κε ηηο πξνδηαγξαθέο 

παξαγφκελσλ πξντφλησλ ε νπνία ζεκαηνδνηεί ηε ιήςε δηνξζσηηθψλ ελεξγεηψλ γηα ηελ 

απνκάθξπλζε ησλ αηηηψλ πνπ είλαη ππεχζπλεο γηα ηηο απνθιίζεηο, ζπκβάιινληαο έηζη ζηε 

δηαηήξεζε ηεο πνηφηεηαο ησλ πξντφλησλ. 

     Σν ηεζη εθθίλεζεο απνηειεί κηα δηαδηθαζία ζηαηηζηηθνχ ειέγρνπ, ε νπνία απνξξίπηεη ή 

βειηηψλεη ειαηησκαηηθά πξντφληα-εμαξηήκαηα πξηλ απηά πξνσζεζνχλ ζηνλ θαηαλαισηή. Η 

δηαδηθαζία απηή βαζίδεηαη ζηελ επηηπρεκέλε εθθίλεζε ιεηηνπξγίαο ηνπ εμαξηήκαηνο 

απνδεηθλχνληαο έηζη ηελ  αμηνπηζηία ηνπ. Παξαδείγκαηα εμαξηεκάησλ γηα ηα νπνία 
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εθαξκφδνληαη ζπλήζσο ηέηνηεο δηαδηθαζίεο είλαη νη ειεθηξνγελλήηξηεο, νη κπαηαξίεο 

απηνθηλήησλ, νη αληιίεο, νη ειεθηξνληθνί ππνινγηζηέο, νη ειεθηξηθέο κηθξνζπζθεπέο (π.ρ. 

ηειενξάζεηο, βίληεν, ζθνχπεο) θ.ά. Ο φξνο ηεζη εθθίλεζεο πεξηιακβάλεη ηε δηαδηθαζία 

ειέγρνπ ελφο ηπραία επηιεγκέλνπ δείγκαηνο φκνησλ εμαξηεκάησλ, ηα νπνία ππνβάιινληαη ζε 

δηαδνρηθέο εθθηλήζεηο θαη κε βάζε έλα θαζνξηζκέλν θξηηήξην απνθαζίδεηαη εάλ ην δείγκα 

απηφ γίλεηαη απνδεθηφ ή απνξξίπηεηαη. Οη εθθηλήζεηο απηέο κπνξεί λα κνληεινπνηεζνχλ είηε 

σο αλεμάξηεηεο θαη ηζφλνκεο δνθηκέο Bernoulli είηε σο ζπζρεηηζκέλεο κεηαμχ ηνπο δνθηκέο 

(γηα παξάδεηγκα λα ππάξρεη Μαξθνβηαλή εμάξηεζε κεηαμχ ησλ δνθηκψλ). Σν θξηηήξην πνπ 

ρξεζηκνπνηείηαη θάζε θνξά γηα ηελ απφθαζε απνδνρήο ή απφξξηςεο ηνπ εμνπιηζκνχ είλαη 

απηφ πνπ δηαθνξνπνηεί ην ηεζη εθθίλεζεο θαη ζηεξίδεηαη ζπλήζσο ζηνλ αξηζκφ ησλ 

επηηπρεκέλσλ ή κε εθθηλήζεσλ ησλ εμαξηεκάησλ ή ζηελ εκθάληζε ζπγθεθξηκέλσλ δηαδνρψλ 

(patterns) απφ επηηπρεκέλεο ή κε επηηπρεκέλεο εθθηλήζεηο. Γηα θάζε ηεζη εθθίλεζεο 

ππάξρνπλ πνζφηεηεο φπσο ην κήθνο ηνπ, ε ζπλάξηεζε πηζαλφηεηαο ηνπ κήθνπο ηνπ, ε 

πηζαλφηεηα απνδνρήο θαη απφξξηςήο ηνπ θαη ε άγλσζηε πηζαλφηεηα επηηπρίαο εθθίλεζήο ηνπ, 

νη νπνίεο πξέπεη λα ππνινγίδνληαη. ΢ηφρνο θάζε ηεζη είλαη ε ιήςε νξζήο απφθαζεο απνδνρήο 

ή απφξξηςεο ηνπ εμνπιηζκνχ ρξεζηκνπνηψληαο φζν ην δπλαηφ ιηγφηεξεο δνθηκέο, έηζη ψζηε 

λα εμνηθνλνκείηαη ρξφλνο θαη θφζηνο. 

     Λφγσ ηεο πξαθηηθήο αμίαο πνπ παξνπζηάδεη ε δεκηνπξγία αμηφπηζησλ δηαδηθαζηψλ 

ειέγρνπ ηεο θαηαιιειφηεηαο εμαξηεκάησλ κέζσ ηεζη εθθίλεζεο, ηελ ηειεπηαία εηθνζαεηία 

ππάξρεη απμαλφκελν εξεπλεηηθφ ελδηαθέξνλ ζηελ πεξηνρή απηή. ΢ηα πιαίζηα ηεο 

δηπισκαηηθήο απηήο εξγαζίαο ζα παξνπζηαζηνχλ δηάθνξεο ηερληθέο πνπ έρνπλ πξνηαζεί  

κέρξη ζήκεξα γηα ηε ιήςε απφθαζεο κέζσ ηεζη  εθθίλεζεο, δίλνληαο ηδηαίηεξε έκθαζε ζε 

ζχλζεηνπο θαλφλεο απφθαζεο απφ ηελ πην πξφζθαηε βηβιηνγξαθία. 

 

 

1.2 Κξηηήξηα ιήςεο απόθαζεο πνπ ζρεηίδνληαη κε ηεζη εθθίλεζεο 

 

     Η κειέηε ησλ ηεζη εθθίλεζεο, ζχκθσλα κε ηελ ππάξρνπζα βηβιηνγξαθία, θαίλεηαη λα 

μεθίλεζε ηε δεθαεηία ηνπ 60 απφ ηνπο Hahn θαη Shapiro (1967), νη νπνίνη παξνπζίαζαλ έλα 

απιφ ηεζη φπνπ ε απφθαζε απνδνρήο ηνπ εμαξηήκαηνο εμαξηάηαη απνθιεηζηηθά θαη κφλν απφ 

ηνλ αξηζκφ ησλ επηηπρεκέλσλ πξνζπαζεηψλ εθθίλεζεο. Απηφ ζεκαίλεη φηη ην εμάξηεκα 
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γίλεηαη απνδεθηφ εάλ πξαγκαηνπνηεζνχλ c επηηπρίεο, νη νπνίεο δελ πξέπεη απαξαίηεηα λα 

είλαη ζπλερφκελεο. 

     Αξγφηεξα, νη Hahn θαη Gage (1983) παξνπζίαζαλ ηα ζπλερφκελα ηεζη εθθίλεζεο 

ζχκθσλα κε ηα νπνία έλα εμάξηεκα γίλεηαη απνδεθηφ εάλ πξαγκαηνπνηεζνχλ c ζπλερφκελεο 

επηηπρεκέλεο πξνζπάζεηεο εθθίλεζεο. Αμίδεη λα ζεκεησζεί φηη γη’απηά ηα ηεζη εθθίλεζεο, ν 

αξηζκφο ησλ ζπλερφκελσλ επηηπρεκέλσλ πξνζπαζεηψλ εθθίλεζεο είλαη πξνθαζνξηζκέλνο, νη 

δνθηκέο εθθίλεζεο ζεσξνχληαη αλεμάξηεηεο θαη ηζφλνκεο δνθηκέο Bernoulli θαη ε πηζαλφηεηα 

επηηπρνχο εθθίλεζεο p είλαη γλσζηή θαη ζηαζεξή. Σν ηεζη απηφ νλνκάδεηαη ελ ζπληνκία CS 

(Consecutive Successes) θαη απνηέιεζε αξγφηεξα αληηθείκελν έξεπλαο θαη γηα ηνπο Viveros 

θαη Balakrishnan (1993), νη νπνίνη γελίθεπζαλ ηα απνηειέζκαηα ησλ Hahn θαη Gage 

ζεσξψληαο φηη νη δνθηκέο εθθίλεζεο είλαη ζπζρεηηζκέλεο κεηαμχ ηνπο, δειαδή φηη ην 

απνηέιεζκα θάζε δνθηκήο εμαξηάηαη απφ ηελ πξνεγνχκελε.  

     ΢ηε ζπλέρεηα, νη Balakrishnan θαη Chan (2000) παξνπζίαζαλ έλα βειηησκέλν ηεζη 

εθθίλεζεο, ην νπνίν απνηειεί ηξνπνπνίεζε ηνπ ηεζη CS. ΢χκθσλα κε απηφ, ην εμάξηεκα 

γίλεηαη απνδεθηφ εάλ πξαγκαηνπνηεζεί έλαο θαζνξηζκέλνο αξηζκφο ζπλερφκελσλ 

επηηπρεκέλσλ εθθηλήζεσλ πξηλ απφ ηελ πξαγκαηνπνίεζε ελφο θαζνξηζκέλνπ αξηζκνχ 

ζπλνιηθψλ απνηπρεκέλσλ εθθηλήζεσλ. Γειαδή, ζχκθσλα κε ην θξηηήξην απηφ, αλ ζπκβνχλ c 

ζπλερφκελεο επηηπρίεο πξηλ απφ d ζπλνιηθέο απνηπρίεο ηφηε ην εμάξηεκα γίλεηαη απνδεθηφ, 

ελψ αληίζεηα, αλ ζπκβνχλ d ζπλνιηθέο απνηπρίεο πξηλ απφ c ζπλερφκελεο επηηπρίεο ηφηε ην 

εμάξηεκα απνξξίπηεηαη. Σν ηεζη απηφ νλνκάδεηαη ελ ζπληνκία CSTF (Consecutive Successes 

Total Failures) θαη νη δνθηκέο εθθίλεζεο είλαη πάιη αλεμάξηεηεο θαη ηζφλνκεο κε ζηαζεξή θαη 

γλσζηή πηζαλφηεηα επηηπρεκέλεο εθθίλεζεο p. 

     Ο Martin (2004) ζπλέρηζε ηελ κειέηε ησλ Balakrishnan θαη Chan (2000) πάλσ ζην ηεζη 

CSTF ζεσξψληαο φηη νη δνθηκέο έρνπλ Μαξθνβηαλή εμάξηεζε κεηαμχ ηνπο θαη ππνιφγηζε ηηο 

πνζφηεηεο πνπ ζρεηίδνληαη κε ην ηεζη απηφ ζεσξψληαο  σο δεδνκέλν ην ρξφλν πνπ ζπκβαίλεη 

ε πξψηε απνηπρία. 

     ΢ηε ζπλέρεηα, νη Smith θαη Griffith (2008) παξνπζίαζαλ ηξία ελαιιαθηηθά ηεζη 

εθθίλεζεο, ηα νπνία βαζίδνληαη ζηνλ ηξφπν δεκηνπξγίαο ηνπ ηεζη CSTF θαη ε απφθαζε 

απνδνρήο ή απφξξηςεο ελφο εμαξηήκαηνο εμαξηάηαη απφ ηνλ αξηζκφ ησλ ζπλερφκελσλ (ή 

ζπλνιηθψλ) επηηπρεκέλσλ εθθηλήζεσλ θαη ηνλ αξηζκφ ησλ ζπλερφκελσλ (ή ζπλνιηθψλ) 

απνηπρεκέλσλ εθθηλήζεσλ. Σα ηεζη απηά είλαη ηα εμήο: 
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1. Σεζη εθθίλεζεο γηα c ζπλνιηθέο επηηπρίεο θαη d ζπλνιηθέο απνηπρίεο (TSTF). ΢ην 

ζπγθεθξηκέλν ηεζη ην εμάξηεκα γίλεηαη απνδεθηφ αλ ζπκβνχλ c ζπλνιηθέο επηηπρίεο 

πξηλ απφ d ζπλνιηθέο απνηπρίεο ελψ απνξξίπηεηαη αλ ζπκβνχλ d ζπλνιηθέο απνηπρίεο 

πξηλ απφ c ζπλνιηθέο επηηπρίεο. 

2. Σεζη εθθίλεζεο γηα c ζπλερφκελεο επηηπρίεο θαη d ζπλερφκελεο απνηπρίεο (CSCF). 

΢ην ζπγθεθξηκέλν ηεζη ην εμάξηεκα γίλεηαη απνδεθηφ αλ ζπκβνχλ c ζπλερφκελεο 

επηηπρίεο πξηλ απφ d ζπλερφκελεο απνηπρίεο ελψ απνξξίπηεηαη αλ ζπκβνχλ d 

ζπλερφκελεο απνηπρίεο πξηλ απφ c ζπλερφκελεο επηηπρίεο. 

3. Σεζη εθθίλεζεο γηα c ζπλνιηθέο επηηπρίεο θαη d ζπλερφκελεο απνηπρίεο (TSCF). ΢ην 

ζπγθεθξηκέλν ηεζη ην εμάξηεκα γίλεηαη απνδεθηφ αλ ζπκβνχλ c ζπλνιηθέο 

επηηπρεκέλεο εθθηλήζεηο πξηλ απφ d ζπλερφκελεο απνηπρεκέλεο εθθηλήζεηο ελψ 

απνξξίπηεηαη αλ ζπκβνχλ d ζπλερφκελεο απνηπρεκέλεο εθθηλήζεηο πξηλ απφ c 

ζπλνιηθέο επηηπρεκέλεο εθθηλήζεηο. 

     Οη Eryilmaz θαη Chakraborti (2008) ζπλερίδνληαο ηελ πξνζπάζεηα εχξεζεο ηεζη εθθίλεζεο 

πνπ λα νδεγνχλ ζε γξεγνξφηεξε θαη πην αμηφπηζηε ιήςε απφθαζεο, κειέηεζαλ ην ηεζη 

εθθίλεζεο CSTF ππνζέηνληαο φηη ε πηζαλφηεηα p κηαο επηηπρεκέλεο εθθίλεζεο είλαη κηα 

ηπραία κεηαβιεηή, ε νπνία θαζηζηά ηηο αηνκηθέο εθθηλήζεηο εμαξηεκέλεο, ππφ ηε ζπλζήθε 

ελφο αληαιιάμηκνπ κνληέινπ. Αθφκε, Οη ίδηνη ζχγθξηλαλ ην κνληέιν απηφ κε ην αξρηθφ 

κνληέιν γηα αλεμάξηεηεο θαη ηζφλνκεο δνθηκέο Bernoulli. 

     ΢ηε ζπλέρεηα, νη Αληδνπιάθνο, Κνχηξαο θαη Ραθηηδήο (2009) πξφηεηλαλ κηα ηξνπνπνίεζε 

ησλ ηεζη εθθίλεζεο CS φπνπ ν ππφ δνθηκή εμνπιηζκφο γίλεηαη απνδεθηφο αλ 

πξαγκαηνπνηεζνχλ c ζπλερφκελεο επηηπρεκέλεο εθθηλήζεηο πξηλ απφ ηελ εκθάληζε δχν 

αλεπηηπρψλ εθθηλήζεσλ πνπ ρσξίδνληαη απφ ην πνιχ     επηηπρεκέλεο εθθηλήζεηο. 

Γηαθνξεηηθά, αλ πξαγκαηνπνηεζνχλ δχν αλεπηηπρείο εθθηλήζεηο πνπ ρσξίδνληαη απφ ην πνιχ 

    επηηπρεκέλεο εθθηλήζεηο πξηλ απφ ηελ εκθάληζε ησλ c ζπλερφκελσλ επηηπρεκέλσλ 

εθθηλήζεσλ, ηφηε ν ππφ δνθηκή εμνπιηζκφο απνξξίπηεηαη. Σν ηεζη απηφ νλνκάδεηαη ελ 

ζπληνκία ηεζη CSDF (Consecutive Successes Distance Failures) θαη νη Αηδνπιάθνο, Κνχηξαο 

θαη Ραθηηδήο παξνπζίαζαλ ηξεηο κεζφδνπο εθηίκεζεο ηεο άγλσζηεο πηζαλφηεηαο επηηπρίαο 

κέζσ ηνπ ηεζη απηνχ. 

     Αξγφηεξα, παξνπζηάζηεθε απφ ηνλ Gera (2010) κηα γελίθεπζε ηνπ ηεζη εθθίλεζεο CSTF, 

ζχκθσλα κε ηελ νπνία ν εμνπιηζκφο γίλεηαη απνδεθηφο εάλ ππάξρεη, είηε έλαο ζπγθεθξηκέλνο 

αξηζκφο ζπλνιηθψλ επηηπρηψλ, είηε έλαο ζπγθεθξηκέλνο αξηζκφο ζπλερφκελσλ επηηπρηψλ. ΢ε 
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αληίζεηε πεξίπησζε, δειαδή αλ ππάξρεη έλαο ζπγθεθξηκέλνο αξηζκφο ζπλνιηθψλ απνηπρηψλ 

πξηλ απφ ηελ πξαγκαηνπνίεζε είηε ησλ ζπλνιηθψλ επηηπρηψλ, είηε ησλ ζπλερφκελσλ 

επηηπρηψλ ηφηε ν εμνπιηζκφο απνξξίπηεηαη. Σν ηεζη απηφ νλνκάδεηαη ελ ζπληνκία TSCSTF 

(Total Successes Consecutive Successes Total Failures). 

     Μεηά απφ έλα ρξφλν, παξνπζηάζηεθε πάιη απφ ηνλ Gera (2011) κηα αθφκα γελίθεπζε ηνπ 

ηεζη CSTF, ζχκθσλα κε ηελ νπνία ν εμνπιηζκφο γίλεηαη απνδεθηφο εάλ ππάξρεη είηε έλαο 

θαζνξηζκέλνο αξηζκφο ζπλνιηθψλ επηηπρηψλ, είηε κηα ξνή ζπλερφκελσλ επηηπρηψλ πξηλ απφ 

έλαλ θαζνξηζκέλν αξηζκφ ζπλνιηθψλ απνηπρηψλ, θαη πξηλ απφ θάζε ξνή ζπλερφκελσλ 

απνηπρηψλ. ΢ε αληίζεηε πεξίπησζε, δειαδή αλ ππάξρεη είηε έλαο θαζνξηζκέλνο αξηζκφο 

ζπλνιηθψλ  απνηπρηψλ, είηε κηα ξνή ζπλερφκελσλ απνηπρηψλ πξηλ απφ ηελ πξαγκαηνπνίεζε 

είηε ησλ ζπλνιηθψλ επηηπρηψλ, είηε ησλ ζπλερφκελσλ επηηπρηψλ ηφηε ν εμνπιηζκφο 

απνξξίπηεηαη. Σν ηεζη απηφ νλνκάδεηαη ελ ζπληνκία TSCSTFCF (Total Successes 

Consecutive Successes Total Failures Consecutive Failures). Ο Gera (2011) ζχγθξηλε ηα 

απνηειέζκαηα ηνπ ηεζη TSCSTFCF ζε ζρέζε κε ηα ηεζη TSCSTF θαη CSTF απνδεηθλχνληαο 

φηη γεληθά ην ηεζη TSCSTFCF νδεγεί ζε γξεγνξφηεξε ιήςε απφθαζεο, δειαδή φηη ην κήθνο 

ηνπ ηεζη TSCSTFCF είλαη γεληθά κηθξφηεξν απφ ηα κήθε ησλ άιισλ δπν ηεζη εθθίλεζεο. 

     Όια ηα παξαπάλσ ηεζη εθθίλεζεο απνηεινχλ ζεκαληηθφ εξγαιείν  γηα ηνλ έιεγρν ηεο 

αμηνπηζηίαο ελφο πξντφληνο-εμαξηήκαηνο κε γξήγνξν θαη αζθαιέο ηξφπν θαη κε ην κηθξφηεξν 

δπλαηφ θφζηνο. ΢ηα αθφινπζα θεθάιαηα ζα γίλεη ιεπηνκεξήο αλάιπζε φισλ ησλ ηεζη 

εθθίλεζεο πνπ αλαθέξζεθαλ παξαπάλσ. 
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 2 

Κιαζηθά Σεζη Εθθίλεζεο 

      

 

 

     Η δηαδηθαζία ειέγρνπ ελφο εμαξηήκαηνο κέζσ ηεζη εθθίλεζεο βαζίδεηαη θπξίσο ζηνλ 

αξηζκφ ησλ επηηπρεκέλσλ εθθηλήζεσλ ιεηηνπξγίαο ηνπ. 

     Ο ζηφρνο ησλ ηεζη εθθίλεζεο είλαη λα απνδεηρζεί ε αμηνπηζηία ηνπ εμνπιηζκνχ 

(εμαξηεκάησλ) δηάθνξσλ ηχπσλ φπσο νη αληιίεο λεξνχ, νη κπαηαξίεο απηνθηλήησλ, νη 

γελλήηξηεο θηι. ΢ε έλα ηεζη εθθίλεζεο, ζπγθεληξψλνληαη ηα απνηειέζκαηα αξθεηψλ 

πξνζπαζεηψλ εθθίλεζεο κηαο κνλάδαο θαη κε βάζε απηά απνθαζίδεηαη θαηά πφζν ην 

κεράλεκα ζα γίλεη απνδεθηφ, ζα απνξξηθζεί εληειψο ή ζα ζπλερηζηεί ε δηαδηθαζία ειέγρνπ. 

     Τπάξρνπλ κηα ζεηξά απφ δηαδηθαζίεο γηα λα απνθαζηζηεί εάλ ην ζχλνιν ησλ δνθηκψλ 

ζεσξείηαη επηηπρέο ή φρη θαη επνκέλσο, αλ ε κνλάδα (εμνπιηζκφο) γίλεηαη απνδεθηή ή 

απνξξίπηεηαη.  

     Γη’ απηφ ην ιφγν, ηα ηεζη εθθίλεζεο ρσξίδνληαη ζε ηξία είδε σο πξνο ηνλ θαλφλα 

απφθαζεο: ηα ηεζη εθθίλεζεο κε θξηηήξην ηνλ αξηζκφ ησλ επηηπρεκέλσλ δνθηκψλ, εθείλα πνπ 

έρνπλ σο θξηηήξην ηνλ αξηζκφ ησλ ζπλερφκελσλ επηηπρεκέλσλ δνθηκψλ θαη ηέινο εθείλα πνπ 

βαζίδνληαη ζηνλ αξηζκφ ησλ επηηπρεκέλσλ θαη απνηπρεκέλσλ εθθηλήζεσλ. 

     Σέινο, ε κειέηε ησλ δηαθφξσλ ηεζη εθθίλεζεο γίλεηαη ηφζν γηα αλεμάξηεηεο δηαδνρηθέο 

εθθηλήζεηο, φζν θαη γηα Μαξθνβηαλή εμάξηεζε κεηαμχ ησλ δηαδνρηθψλ εθθηλήζεσλ. ΢ηε 

δεχηεξε πεξίπησζε  ην απνηέιεζκα ηεο θάζε δνθηκήο-εθθίλεζεο εμαξηάηαη απφ ην 

απνηέιεζκα ηεο πξνεγνχκελεο (ηδηφηεηα Μαξθνβηαλήο αιπζίδαο 1
εο

 ηάμεο), ή πην γεληθά, ην 

απνηέιεζκα ηεο θάζε δνθηκήο-εθθίλεζεο εμαξηάηαη απφ ην απνηέιεζκα ησλ n πξνεγνχκελσλ 

(ηδηφηεηα Μαξθνβηαλεο αιπζίδαο n ηάμεο). 
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2.1  Σεζη εθθίλεζεο κε θξηηήξην ηνλ αξηζκό ησλ επηηπρεκέλσλ δνθηκώλ     

εθθίλεζεο 

 

     ΢ην ζπγθεθξηκέλν ηεζη εθθίλεζεο ε απνδνρή ελφο εμαξηήκαηνο εμαξηάηαη απνθιεηζηηθά 

θαη κφλν απφ ηνλ αξηζκφ ησλ επηηπρεκέλσλ πξνζπαζεηψλ εθθίλεζεο. 

     Αο ππνζέζνπκε αξρηθά φηη θάπνην εμάξηεκα ππνβάιιεηαη ζε αλεμάξηεηεο δνθηκέο 

εθθίλεζεο (πεηξάκαηα). ΢ε απηή ηελ πεξίπησζε γηα θάζε δνθηκή κπνξνχλ λα ζπκβνχλ δπν 

ελδερφκελα: επηηπρία (ζπκβνιηζκφο S) ή απνηπρία (F). Η πηζαλφηεηα επηηπρίαο ζπκβνιίδεηαη 

κε p, ελψ ε πηζαλφηεηα απνηπρίαο κε    , φπνπ p ζηαζεξφ θαη ίδην γηα θάζε δνθηκή. 

Έρνπκε δειαδή επαλαιήςεηο ηνπ ίδηνπ πεηξάκαηνο θάησ απφ ηηο ίδηεο ζπλζήθεο (αλεμάξηεηεο 

δνθηκέο Bernoulli). 

     Θεσξνχκε ηελ ηπραία κεηαβιεηή (η.κ) Χ, ε νπνία παξηζηάλεη ην πιήζνο ησλ επαλαιήςεσλ 

(δνθηκψλ εθθίλεζεο) ηνπ πεηξάκαηνο κέρξη λα ζπκβνχλ c επηηπρίεο, κε ηνλ πεξηνξηζκφ ε 

ηειεπηαία δνθηκή λα δίλεη επηηπρία, δειαδή νη δνθηκέο λα ηεξκαηίδνληαη φηαλ εκθαληζζεί ε c 

επηηπρία. Όπσο είλαη θαλεξφ ε ηπραία κεηαβιεηή Χ αθνινπζεί ηελ αξλεηηθή δησλπκηθή 

θαηαλνκή. 

     Η πηζαλφηεηα P(x) λα απαηηνχληαη αθξηβψο x δνθηκέο εθθίλεζεο, φρη αλαγθαζηηθά 

ζπλερφκελεο, κέρξη λα παξαηεξεζνχλ νη c επηηπρεκέλεο εθθηλήζεηο δίλεηαη απφ ηνλ ηχπν 

 ( )   (   )  (
   

   
)   (   )     

 
(   ) 

(   ) (   ) 
  (   )              

θαη εμαξηάηαη απφ ηηο παξακέηξνπο c θαη p. 

     Η πηζαλφηεηα απνδνρήο ελφο εμαξηήκαηνο ζε y ή ιηγφηεξεο δνθηκέο δίλεηαη απφ ηελ 

αζξνηζηηθή ζπλάξηεζε θαηαλνκήο (α.ζ.θ) ηεο η.κ. Χ θαη είλαη ίζε κε 

 ( )   (   )  ∑  ( )

 

   

 ∑(
   

   
)   (   )                  

 

   

  

     ΢ηα δηαγξάκκαηα πνπ ζα δνζνχλ ζηε ζπλέρεηα παξνπζηάδεηαη ε επηξξνή πνπ έρεη ε 

κεηαβνιή ησλ παξακέηξσλ c, p ζηελ ηηκή ηεο ζπγθεθξηκέλεο πηζαλφηεηαο.  

     ΢ην ΢ρήκα 2.1.1 θαίλεηαη φηη ε πηζαλφηεηα λα ζπκβνχλ      επηηπρεκέλεο εθθηλήζεηο 

ελφο εμαξηήκαηνο κέζα ζηηο πξψηεο 16 δνθηκέο γηα       είλαη ίζε κε 0.04. Δπίζεο, ε 
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πηζαλφηεηα λα ζπκβνχλ      επηηπρεκέλεο εθθηλήζεηο ελφο εμαξηήκαηνο κέζα ζηηο πξψηεο 

16 δνθηκέο γηα       είλαη ίζε κε 0.2, γηα        είλαη ίζε κε 0.5, γηα        είλαη ίζε 

κε 0.9 ελψ αληίζηνηρα γηα         είλαη ίζε κε 0.99. Απηφ ζεκαίλεη φηη φζν κεγαιχηεξε 

είλαη ε πηζαλφηεηα επηηπρίαο εθθίλεζεο ηφζν κεγαιχηεξε είλαη θαη ε πηζαλφηεηα λα γίλεη 

απνδεθηφ ην εμάξηεκα λσξίηεξα. ΢ηελ νπζία, φζν κεγαιχηεξν είλαη ην p, ηφζν ιηγφηεξεο 

δνθηκέο απαηηνχληαη κέρξη ηελ απνδνρή ηνπ εμαξηήκαηνο, θάηη πνπ είλαη δηαηζζεηηθά 

πξνθαλέο. Απφ ηελ άιιε πιεπξά, ζην ΢ρήκα 2.1.2 θαίλεηαη φηη ε πηζαλφηεηα λα ζπκβνχλ 

          επηηπρεκέλεο εθθηλήζεηο ελφο εμαξηήκαηνο κέζα ζηηο πξψηεο 5,10,30 δνθηκέο 

γηα       είλαη ίζε κε             , αληίζηνηρα. 

 

 

 

 

΢ρήκα 2.1.1:  Η αζξνηζηηθή ζπλάξηεζε θαηαλνκήο ησλ δνθηκψλ πνπ απαηηνχληαη γηα 

λα ζπκβνχλ      επηηπρεκέλεο εθθηλήζεηο γηα                

               

 

     Σέινο, ζηα ΢ρήκαηα 2.1.1 θαη 2.1.2 θαίλεηαη φηη ε αζξνηζηηθή πηζαλφηεηα ησλ δνθηκψλ 

θηάλεη πνιχ γξήγνξα ζηελ ηηκή 1, γεγνλφο πνπ νθείιεηαη ζην φηη νη c επηηπρεκέλεο 

εθθηλήζεηο δελ είλαη ζπλερφκελεο. Δπνκέλσο, απηφ θαζηζηά ην ζπγθεθξηκέλν κνληέιν αξθεηά 

ειαζηηθφ θαζψο ε απνδνρή κηαο κνλάδαο ηνπ εμνπιηζκνχ είλαη πνιχ πηζαλφ λα ζπκβεί 

αξθεηά γξήγνξα. Γηα παξάδεηγκα ζην ΢ρήκα 2.1.1 θαίλεηαη φηη γηα φιεο ηηο ηηκέο ησλ 

        

Α
θ
π
ο
ιζ

ηι
κ
ή
 π

ιθ
α

νό
ηη

ηα
 

Απιθμόρ απαιηούμενυν εκκινήζευν 
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παξακέηξσλ πνπ ρξεζηκνπνηήζεθαλ είλαη βέβαην φηη εληφο ησλ 27 πξψησλ δνθηκψλ ζα 

έρνπκε νδεγεζεί ζε απνδνρή ηεο κνλάδαο. Ωο εθ ηνχηνπ, επεηδή ε απφθαζε ζρεηηθά κε ηελ 

αμηνπηζηία ηνπ εμνπιηζκνχ κπνξεί λα νδεγήζεη ζε απνδνρή ειαηησκαηηθψλ πξντφλησλ, είλαη 

επηηαθηηθή ε εχξεζε θάπνηνπ πην απζηεξνχ θξηηεξίνπ πνπ λα εμαζθαιίδεη κφλν ηελ απνδνρή 

ησλ πην αμηφπηζησλ εμαξηεκάησλ. 

 

 

 

 

΢ρήκα 2.1.2:  Η αζξνηζηηθή ζπλάξηεζε θαηαλνκήο ησλ δνθηκψλ πνπ απαηηνχληαη γηα 

λα ζπκβνχλ           επηηπρεκέλεο εθθηλήζεηο, γηα       

 

 

2.2  Σεζη εθθίλεζεο κε θξηηήξην ηνλ αξηζκό ησλ ζπλερόκελσλ 

επηηπρεκέλσλ δνθηκώλ εθθίλεζεο 

 

      ΢ε απηφ ην ηεζη εθθίλεζεο ε απνδνρή ελφο εμαξηήκαηνο δελ εμαξηάηαη απφ ηνλ αξηζκφ 

ησλ επηηπρεκέλσλ πξνζπαζεηψλ εθθίλεζεο, φπσο παξνπζηάζηεθε ζηελ Δλφηεηα 2.1, αιιά 

απφ ηνλ αξηζκφ ησλ ζπλερφκελσλ επηηπρεκέλσλ εθθηλήζεσλ. Σν ζπγθεθξηκέλν ηεζη ζα 

ζπκβνιίδεηαη ζηε ζπλέρεηα κε ηνλ φξν ηεζη CS (Consecutive Successful start-ups 

demonstration test). 

Α
θ
π
ο
ιζ

ηι
κ
ή
 π

ιθ
α

νό
ηη

ηα
 

Απιθμόρ απαιηούμενυν εκκινήζευν 
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     Έζησ ινηπφλ φηη   ίδηα εμαξηήκαηα ππνβάιινληαη ζε ηεζη CS ζεσξψληαο ηηο δνθηκέο 

εθθίλεζεο αλεμάξηεηεο ηπραίεο κεηαβιεηέο Bernoulli, κε ζηαζεξή πηζαλφηεηα επηηπρίαο 

εθθίλεζεο. 

     Αο ζπκβνιίζνπκε κε   ηελ η.κ πνπ παξηζηάλεη ηνλ αξηζκφ ησλ απαηηνχκελσλ εθθηλήζεσλ 

ψζηε λα γίλεη απνδεθηφ ην εμάξηεκα, δειαδή ην ρξφλν αλακνλήο κέρξη λα ηειεηψζεη ην ηεζη. 

Η κεηαβιεηή   νλνκάδεηαη γεληθά κήθνο ηνπ ηεζη εθθίλεζεο (βι. Balakrishnan θαη Viveros 

(1993)) θαη ζην ζπγθεθξηκέλν ηεζη αθνινπζεί ηε γεσκεηξηθή θαηαλνκή ηάμεο  .  

     ΢ε απηφ ην ζεκείν, γηα ηελ παξνπζίαζε ηεο ζπλάξηεζεο πηζαλφηεηαο ηνπ κήθνπο ηνπ 

ηεζη, ζα ρξεζηκνπνηήζνπκε θαη ηνπο παξαθάησ ζπκβνιηζκνχο: 

 

   ε (ζηαζεξή) πηζαλφηεηα επηηπρίαο εθθίλεζεο γηα θάζε δνθηκή, 

 : ν απαηηνχκελνο αξηζκφο ησλ ζπλερφκελσλ επηηπρεκέλσλ εθθηλήζεσλ ψζηε λα γίλεη 

δεθηφ ην εμάξηεκα, 

 ( ): ε πηζαλφηεηα λα απαηηνχληαη αθξηβψο   δνθηκεο γηα λα έρνπκε απνδνρή, δειαδή 

 ( )   (   ) θαη  

 ( ): ε πηζαλφηεηα λα απαηηνχληαη ζπλνιηθέο ην πνιχ   δνθηκέο γηα λα έρνπκε απνδνρή 

(αζξνηζηηθή ζπλάξηεζε θαηαλνκήο ησλ απαηηνχκελσλ δνθηκψλ), ε νπνία δίλεηαη 

πξνθαλψο απφ ηνλ ηχπν 

 

 ( )  ∑  (   ) 

 

   

 

 

     Οη Hahn θαη Gage (1983) πξφηεηλαλ ηε ρξήζε ηνπ επφκελνπ αλαδξνκηθνχ ηχπνπ γηα ηνλ 

ππνινγηζκφ ηεο ζπλάξηεζεο πηζαλφηεηαο  ( ) ηεο η.κ    

 ( )  

{
 
 

 
 

                                                                  
                                                                  
(   )                                                                

(   )  [  ∑  (     )

    

   

]                 

         (     ) 

 

     Η απφδεημε ηνπ παξαπάλσ αλαδξνκηθνχ ηχπνπ (2.2.1) πξνθχπηεη γηα θάζε θιάδν 

μερσξηζηά θάλνληαο ρξήζε απιψλ αξρψλ ηεο ζεσξίαο ησλ πηζαλνηήησλ. Πξάγκαηη, γηα     



ΚΔΦΑΛΑΙΟ 2 Κιαζηθά Σεζη Δθθίλεζεο 
 

12 
 

είλαη θαλεξφ φηη ε πηζαλφηεηα λα ζπκβνχλ   ζπλερφκελεο επηηπρίεο ζε ιηγφηεξεο απφ   

δνθηκέο είλαη κεδεληθή, επνκέλσο 

 ( )             

Γηα     είλαη εχθνια θαηαλνεηφ φηη ε πηζαλφηεηα λα ζπκβνχλ αθξηβψο   ζπλερφκελεο 

επηηπρίεο ζε   αλεμάξηεηεο δνθηκέο φπνπ ε πηζαλφηεηα επηηπρίαο θάζε δνθηκήο είλαη  , ζα 

δίλεηαη απφ ηνλ ηχπν 

 ( )              

Γηα          είλαη θαλεξφ φηη γηα λα ζπκβνχλ c ζπλερφκελεο επηηπρίεο ζηηο      

πξψηεο δνθηκέο επηβάιιεηαη ε πξψηε δνθηκή λα είλαη απνηπρία (κε πηζαλφηεηα (     )), 

θαη νη επφκελεο c λα είλαη επηηπρίεο (κε πηζαλφηεηα    ). Γεληθά ινηπφλ, ε πηζαλφηεηα λα 

ζπκβεί κηα απνηπρία πνπ λα αθνινπζείηαη απφ c ζπλερφκελεο επηηπρίεο είλαη ην γηλφκελν ησλ 

δπν πξναλαθεξζέλησλ πηζαλνηήησλ, δειαδή (   )   . Όζν ινηπφλ ην πιήζνο ησλ δνθηκψλ 

δελ μεπεξλά ηηο 2c , ηζρχεη φηη αλ απαηηνχληαη     δνθηκέο κέρξη ηελ απνδνρή, ζα πξέπεη νη 

ηειεπηαίεο c πξνζπάζεηεο εθθίλεζεο λα είλαη επηηπρεκέλεο (κε πηζαλφηεηα    ), ελψ ε 

ακέζσο πξνεγνχκελε (π.ρ. ε r πξνζπάζεηα) λα είλαη απνηπρεκέλε (κε πηζαλφηεηα (   )). 

Σα απνηειέζκαηα ησλ ππφινηπσλ     δνθηκψλ δελ επεξεάδνπλ ην πείξακα αθνχ              

     , δειαδή ε πηζαλφηεηα λα ζπκβνχλ c ζπλερφκελεο επηηπρίεο ζηηο     δνθηκέο 

είλαη κεδεληθή. Σειηθά ζηελ ζπγθεθξηκέλε πεξίπησζε γηα θάζε ηηκή ηνπ x ε πηζαλφηεηα 

ηζνχηαη κε ην γηλφκελν ησλ δπν πξναλαθεξζέλησλ πηζαλνηήησλ, δειαδή 

 ( )  (   )                    

Σέινο, γηα        ε απφδεημε βαζίδεηαη ζην ίδην ζθεπηηθφ κε απηή ηεο πξνεγνχκελεο 

πεξίπησζεο, κε ηε δηαθνξά φηη ζε απηή ηελ πεξίπησζε ππάξρεη θαη ν επηπξφζζεηνο 

πεξηνξηζκφο φηη νη c ζπλερφκελεο επηηπρίεο πξέπεη λα ζπκβνχλ ζην ηέινο ησλ x δνθηκψλ θαη 

φρη θάπνπ ελδηάκεζα. Γηα παξάδεηγκα αλ    θαη          ηφηε νη 4 ζπλερφκελεο 

επηηπρίεο είλαη πνιχ πηζαλφ λα κελ ζπκβνχλ ζηηο ηέζζεξηο ηειεπηαίεο δνθηκέο αιιά λσξίηεξα, 

αθφκα θαη ζηηο ηέζζεξηο πξψηεο φπνπ εθεί ζα ηειεηψζεη ην πείξακα. Γηα λα ζπκβνχλ ινηπφλ c 

ζπλερφκελεο επηηπρίεο γηα πξψηε θνξά κεηά απφ x αθξηβψο δνθηκέο ζα πξέπεη λα ζπκβνχλ 

ηαπηφρξνλα ηα ηξία αθφινπζα ελδερφκελα: νη ηειεπηαίεο c δνθηκέο λα είλαη επηηπρεκέλεο (κε 

πηζαλφηεηα   ), ε ακέζσο πξνεγνχκελε απφ απηέο δνθηκή (π.ρ. ε     δνθηκή) λα είλαη 
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απνηπρία (κε πηζαλφηεηα    ), θαη ζηηο πξνεγνχκελεο       δνθηκέο λα κελ έρνπλ 

ζπκβεί c ζπλερφκελεο επηηπρίεο. Η πηζαλφηεηα λα ζπκβεί ην ηειεπηαίν είλαη ίζε κε 

  , ( )   (   )     (     )-    ∑  (     )

    

   

  

Δμαηηίαο ηεο αλεμαξηεζίαο ησλ δνθηκψλ, πξνθχπηεη φηη ε πηζαλφηεηα λα ζπκβνχλ c 

ζπλερφκελεο επηηπρίεο γηα πξψηε θνξά ζηελ x δνθηκή είλαη ίζε κε ην γηλφκελν ησλ ηξηψλ 

πξναλαθεξζέλησλ πηζαλνηήησλ, επνκέλσο 

 ( )  (   )  [  ∑  (     )

    

   

]                      

 

 

2.3  Μέζν κήθνο ηνπ ηεζη CS 

 

     Σν κέζν κήθνο ελφο ηεζη εθθίλεζεο εθθξάδεη πφζεο θαηά κέζν φξν πξνζπάζεηεο 

απαηηνχληαη ψζηε λα ηειεηψζεη ην ηεζη (κε απνδνρή ή φρη αλάινγα κε ην θξηηήξην πνπ 

ρξεζηκνπνηείηαη). Αο ζεσξήζνπκε ινηπφλ, φπσο αλαθέξζεθε πην πάλσ, σο X ηελ η.κ. πνπ 

εθθξάδεη ην κήθνο ελφο ηεζη εθθίλεζεο, σο p ηελ πηζαλφηεηα επηηπρίαο εθθίλεζεο γηα θάζε 

δνθηκή θαη c ηνλ πξνθαζνξηζκέλν αξηζκφ ησλ ζπλερφκελσλ επηηπρηψλ πνπ απαηηνχληαη γηα 

λα έρνπκε απνδνρή ηνπ εμαξηήκαηνο. Σφηε ε κέζε ηηκή ηνπ κήθνπο ηνπ ηεζη ππνινγίδεηαη 

απφ ηνλ ηχπν: 

 ( )  ∑   ( )  
    

(   )  
 

 

   

                                        (     ) 

     Έλαο ηξφπνο απφδεημεο ηνπ ηχπνπ (2.3.1) είλαη λα ππνινγηζηεί αξρηθά ε πηζαλνγελλήηξηα 

ζπλάξηεζε   ( )   (  ) ηνπ κήθνπο Χ ηνπ ηεζη θαη ζηε ζπλέρεηα λα γίλεη ρξήζε ηνπ 

γλσζηνχ ηχπνπ ησλ πηζαλνηήησλ  ( )    
 ( ).  

Γλσξίδνληαο φηη ηζρχεη ε παξαθάησ ηζφηεηα 

{∑(  )   

   

   

}

 

(  )  (
  (  ) 

    
  )

 

(  )   

ε αληίζηνηρε πηζαλνγελλήηξηα ζπλάξηεζε ηνπ Χ ζα είλαη ίζε κε 
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       ( )   (  )  ∑  ( )   

 

   

∑{∑(  )   

   

   

}

 

(  )  

 

   

 

    ∑{
  (  ) 

    
  }

 

(  ) 

 

   

 
 

  
  (  ) 

      
(  )       

 
(  ) (    )

           
                                                                                        (     ) 

Παξαγσγίδνληαο ηνλ ηειεπηαία ηχπν σο πξνο z (ζηε ζέζε    ) βξίζθνπκε φηη 

 ( )    
    

 ( )  
    

(   )  
                                               (     ) 

     ΢ε απηφ ην ζεκείν, κπνξεί εχθνια λα ρξεζηκνπνηεζεί ε πηζαλνγελλήηξηα   ( ) έηζη ψζηε 

λα δεκηνπξγεζεί έλαο λένο αλαδξνκηθφο ηχπνο γηα ηηο παξαγνληηθέο ξνπέο r ηάμεο. Πξάγκαηη 

είλαη εχθνιν λα δηαηππσζεί φηη 

     
   (  )  [

  

   
  ( )]

   
   

        
    (   ) 

 
 ∑.

 
 
/ {

 

   
 (   )   }   

          

   

   

                  (     ) 

Γηα     κπνξεί λα ππνινγηζηεί άκεζα ε ξνπή δεχηεξεο ηάμεο   
   (  ) κέζσ ηεο 

  
   ( ). Υξεζηκνπνηψληαο θαη ηνλ ηχπν (2.3.4) πξνθχπηεη ν επφκελνο ηχπνο  

  
   (   )  

   (   )  

   
 

   (    )

  (   )
                          (     ) 

Γηα λα ππνινγηζηεί ε δηαθχκαλζε αξθεί λα ζπλδπαζηνχλ ηα   
    

 . Πξαγκαηη είλαη εχθνιν λα 

δηαπηζησζεί φηη 

   ( )   (  )  ( ( ))    
  (  

 )                        

 
 

(   )    
 

    

(   )  
 

 

(   ) 
                                    (     ) 
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     Απφ ηνλ ηχπν (2.3.1)  είλαη θαλεξφ φηη ε κέζε ηηκή είλαη θζίλνπζα ζπλάξηεζε ηνπ p, ε 

νπνία παίξλεη πνιχ κεγάιεο ηηκέο θαζψο ην p ηείλεη ζην κεδέλ, ελψ θαζψο ην p ηείλεη ζην 1 ε 

κέζε ηηκή ηείλεη λα γίλεη ίζε κε c. Απηφ είλαη εκθαλέο θαη γξαθηθά απφ ηα ΢ρήκαηα 2.3.1, 

2.3.2 θαη 2.3.3 φπνπ απεηθνλίδεηαη ζε θάζε πεξίπησζε ην κέζν κήθνο ελφο ηεζη CS 

ζπλαξηήζεη ησλ παξακέηξσλ p, c. 

 

 

΢ρήκα 2.3.1:  Μέζν κήθνο ελφο ηεζη CS γηα      

      

     ΢ηελ πεξίπησζε πνπ είλαη γλσζηφ φηη      θαη       , ρξεζηκνπνηψληαο ην ΢ρήκα 

2.3.1, κπνξεί εχθνια λα ππνινγηζηεί φηη απαηηνχληαη πεξίπνπ 30 δνθηκέο. Αθφκε, ζηελ 

πεξίπησζε πνπ είλαη γλσζηφ φηη      θαη       , ρξεζηκνπνηψληαο ην ΢ρήκα 2.3.2, 

κπνξεί εχθνια λα ππνινγηζηεί φηη απαηηνχληαη πεξίπνπ 53 δνθηκέο. 

 

 

 

0.85 0.90 0.95 1.00

50

100
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(  

)  

     



ΚΔΦΑΛΑΙΟ 2 Κιαζηθά Σεζη Δθθίλεζεο 
 

16 
 

 

 

΢ρήκα 2.3.2:  Μέζν κήθνο ελφο ηεζη CS γηα      

 

  

 

 

 

΢ρήκα 2.3.3:  Μέζν κήθνο ελφο ηεζη CS γηα                

 

     ΢ην ΢ρήκα 2.3.3 γίλεηαη ζπγθξηηηθή παξνπζίαζε ηνπ κέζνπ κήθνπο ελφο ηεζη CS γηα 

δηάθνξεο ηηκέο ηεο παξακέηξνπ c. Σα ζπκπεξάζκαηα πνπ πξνθχπηνπλ απφ ην ζρήκα απηφ 

0.85 0.90 0.95 1.00

200

400
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1200

 
(  

)  

  

     

 
(  

)  
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είλαη φηη, φζν απμάλεηαη ν απαηηνχκελνο αξηζκφο επηηπρεκέλσλ εθθηλήζεσλ, ηφζν απμάλεηαη 

θαη ην κέζν κήθνο ελφο ηεζη CS, ελψ αληίζεηα φζν απμάλεηαη ε πηζαλφηεηα επηηπρνχο 

εθθίλεζεο ηφζν κεηψλεηαη ην κέζν κήθνο ελφο ηεζη CS. Δπνκέλσο, γηα κεγάιεο ηηκέο ηνπ c ε 

δηαδηθαζία ειέγρνπ ελφο ηεζη CS είλαη πνιχ ρξνλνβφξα θαζψο αθφκα θαη γηα πνιχ αμηφπηζηα 

εμαξηήκαηα απαηηείηαη ν δεθαπιάζηνο θαηά κέζν φξν αξηζκφο δνθηκψλ κέρξη λα πάξνπκε 

θάπνηα απφθαζε θαη ζπλεπψο είλαη νηθνλνκηθά αζχκθνξε.  

     Απφ ηνλ ηχπν (2.3.6) είλαη θαλεξφ φηη ε δηαθχκαλζε ηνπ κήθνπο ελφο ηεζη CS είλαη 

θζίλνπζα ζπλάξηεζε σο πξνο p. Απηφ ζεκαίλεη φηη φζν πην αμηφπηζηε είλαη κηα κνλάδα ηφζν 

πην κηθξή ζα είλαη ε απφθιηζε ηνπ κήθνπο ηνπ ηεζη απφ ηε κέζε ηηκή, δειαδή γηα φιεο ηηο 

κνλάδεο πνπ ππνβάιινληαη ζε ηεζη ζα απαηηείηαη ν ίδηνο πεξίπνπ αξηζκφο δνθηκψλ κέρξη ηελ 

απνδνρή ηνπο.  

     ΢ηελ πεξίπησζε πνπ είλαη γλσζηφ φηη     θαη        απφ ην ΢ρήκα 2.3.4, κπνξεί 

εχθνια λα ππνινγηζηεί φηη ε δηαθχκαλζε ηνπ ηεζη CS είλαη πεξίπνπ 16.3 ( ( )      ). 

 

 

 

΢ρήκα 2.3.4:  Γηαθχκαλζε ηνπ κήθνπο ελφο ηεζη CS γηα     

 

     ΢ην ΢ρήκα 2.3.5 δίλεηαη ε γξαθηθή παξάζηαζε ηεο δηαθχκαλζεο ηνπ ηεζη CS γηα           

               . Δίλαη θαλεξφ φηη φζν απμάλεηαη ην c ηφζν απμάλεηαη θαη ε δηαθχκαλζε 

ηνπ κήθνπο ηνπ ηεζη CS, γεγνλφο πνπ φπσο αλαθέξζεθε πξηλ δελ είλαη ζεηηθφ. Έηζη 

θαηαιήγνπκε ζην ζπκπέξαζκα φηη πξέπεη λα πξνηηκάκε εμαξηήκαηα κε κεγάιν p (απφ 0.8 θαη 
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πάλσ) θαη κηθξφ c έηζη ψζηε λα έρνπκε φζν ην δπλαηφ κηθξφηεξε δηαθχκαλζε ηνπ κήθνπο ηνπ 

ηεζη CS. 

 

 

 

΢ρήκα 2.3.5:  Γηαθχκαλζε ηνπ κήθνπο ελφο ηεζη CS γηα                 

 

Πίλαθαο 2.3.1 Μέζο μήκορ και διακύμανζη ηος μήκοςρ ενόρ ηεζη εκκίνηζηρ CS με 

     για διάθοπερ ηιμέρ ηος p 
 

   ( )  ( ) 

    68375.30 4672720000 

    214.34 170278 

    36.13 3303.14 

     17.90 445.15 

     4.45 35.52 

 

     ΢ηνλ παξαπάλσ Πίλαθα 2.3.1 θαίλεηαη ζπλνπηηθά ην κέζν κήθνο θαη ε δηαθχκαλζε ηνπ 

κήθνπο ελφο ηεζη εθθίλεζεο CS κε      γηα δηάθνξεο ηηκέο ηνπ p. Δίλαη θαλεξφ, φπσο 

αλαθέξζεθε θαη πξνεγνπκέλσο, φηη φζν ην p ηείλεη ζην 1 ηφζν ην κέζν κήθνο θαη ε 

 
(  

)  
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δηαθχκαλζε ηνπ κήθνπο ηνπ ηεζη CS κεηψλνληαη ελψ γηα πνιχ κηθξέο ηηκέο ηνπ p, ηφζν ην 

κέζν κήθνο φζν θαη ε δηαθχκαλζε ηνπ κήθνπο ηνπ ηεζη CS παίξλνπλ πνιχ κεγάιεο ηηκέο. 

 

 

2.4  Εθηίκεζε ηεο άγλσζηεο πηζαλόηεηαο επηηπρίαο εθθίλεζεο κε ρξήζε 

ησλ δεδνκέλσλ ελόο ηεζη CS 

 

     Η εθηίκεζε ηεο άγλσζηεο πηζαλφηεηαο p ζε έλα ηεζη εθθίλεζεο γίλεηαη κε ρξήζε 

θιαζηθψλ ζηαηηζηηθψλ ηερληθψλ θαη είλαη εμίζνπ ζεκαληηθή κε ηελ εχξεζε ηνπ κήθνπο ηνπ 

ηεζη κέζσ ηεο ζεσξίαο ησλ πηζαλνηήησλ. Γπν θιαζηθέο κέζνδνη γηα ηελ εχξεζε ησλ 

εθηηκεηξηψλ ηνπ p είλαη ε κέζνδνο ηεο κέγηζηεο πηζαλνθάλεηαο θαη ε κέζνδνο ησλ ξνπψλ 

(Viveros and Balakrishnan (1993)). Δπεηδή ε κέζνδνο ηεο κέγηζηεο πηζαλνθάλεηαο βξίζθεη 

εθαξκνγή ζε φια ζρεδφλ ηα ηεζη εθθίλεζεο γηα ηελ εθηίκεζε ησλ άγλσζησλ παξακέηξσλ θαη 

γλσξίδνληαο φηη ηα απνηειέζκαηα ησλ δπν κεζφδσλ δελ έρνπλ ζηαηηζηηθά ζεκαληηθέο 

δηαθνξέο, ζα παξνπζηαζηεί αλαιπηηθά κφλν ε κέζνδνο ηεο κέγηζηεο πηζαλνθάλεηαο. 

     Έζησ ινηπφλ φηη ζέινπκε λα εθηηκήζνπκε κε ηελ κέζνδν ηεο κέγηζηεο πηζαλνθάλεηαο ηελ 

πηζαλφηεηα p βαζηδφκελνη ζηα απνηειέζκαηα ησλ δνθηκψλ ελφο ηεζη εθθίλεζεο CS. Απηφ 

ζεκαίλεη φηη θάλνπκε n ηεζη CS, ηα νπνία γίλνληαη είηε ζηελ ίδηα κνλάδα, είηε ζε 

παλνκνηφηππεο κνλάδεο έηζη ψζηε ε αμηνπηζηία ηνπ ηεζη λα παξακείλεη ε ίδηα. Γηα ην i-νζηφ 

ηεζη, ζεσξνχκε σο    ηελ κεηαβιεηή πνπ εθθξάδεη ην ζπλνιηθφ αξηζκφ ησλ δνθηκψλ 

εθθίλεζεο κέρξη ηελ απνδνρή ηεο κνλάδαο. Σν επφκελν βήκα είλαη λα θαηαγξάςνπκε ηα 

δεπγάξηα (     ) (     )   (     ) φπνπ    είλαη ν αξηζκφο ησλ παξαηεξνχκελσλ 

επηηπρηψλ θαη    είλαη ν αξηζκφο ησλ παξαηεξνχκελσλ απνηπρηψλ κέρξη ηελ απνδνρή ηεο i 

κνλάδαο (πξνθαλψο ηζρχεη                      ). 

Η ζπλάξηεζε πηζαλνθάλεηαο ηεο κεηαβιεηήο X ζα δίλεηαη απφ ηνλ ηχπν 

 ( )   ( | )  ∏   (   )   

 

   

  (   )    (   )             (     ) 

φπνπ  

  ∑   

 

   

   ∑  

 

   

   ∑  

 

   

 ∑(     )
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Έζησ  ̂ ε εθηηκήηξηα κέγηζηεο πηζαλνθάλεηαο (ε.κ.π.) ηνπ p, ε νπνία ζα έρεη ηελ ηδηφηεηα 

 ( ̂( ))       ( | ). Γηα ηνλ ππνινγηζκφ ηνπ κέγηζηνπ ηεο ζπλάξηεζεο πηζαλνθάλεηαο 

αξθεί λα εξγαζηνχκε κε ηνλ ινγάξηζκφ ηεο. Γλσξίδνληαο φηη ν ινγάξηζκνο είλαη γλεζίσο 

αχμνπζα ζπλάξηεζε, είλαη πξνθαλέο φηη ε ηηκή ηνπ p πνπ κεγηζηνπνηεί ην    ( ) είλαη ε 

ε.κ.π.  ̂. Έηζη έρνπκε 

   ( ( ))

  
  

 
⇒

 (    )

  
 

 (   (   ))

  
  

 
⇒ 

 
⇒  

 

 
  

 

   
  

 
⇒  (   )    

 
⇒   (   ) 

 
⇒ 

                              
 
⇒  ̂  

 

   
 

 

 
                                                                                              (     ) 

Η πιεξνθνξία ηνπ Fisher (δειαδή ε «πνζφηεηα» ηεο πιεξνθνξίαο πνπ πεξηέρεηαη ζηα 

δεδνκέλα Χ γηα ηελ άγλσζηε παξάκεηξν p) ζηε ζπγθεθξηκέλε πεξίπησζε είλαη ίζε κε 

 ( )   6
     ( )

   
7
   ̂

 
 

 (   )
                                   (     ) 

θαη κπνξεί λα εθηηκεζεί απφ ηελ πνζφηεηα 

 ( ̂)  
 

 ̂(   ̂)
 

  

 (   )
                                            (     ) 

φπνπ Χ είλαη ν ζπλνιηθφο αξηζκφο ησλ πξνζπαζεηψλ φισλ ησλ ηεζη εθθίλεζεο. 

     Σν επφκελν βήκα είλαη λα ππνινγίζνπκε έλα δηάζηεκα εκπηζηνζχλεο (δ.ε) γηα ην p 

ρξεζηκνπνηψληαο ηνλ ηχπν (2.4.4) αθνχ γλσξίδνπκε φηη ε πιεξνθνξία ηνπ Fisher εθθξάδεη ην 

αληίζηξνθν ηεο δηαζπνξάο πνπ ππάξρεη ζην δείγκα. 

Αξρηθά είλαη γλσζηφ φηη, αλ ην p είλαη κηα πξαγκαηηθή παξάκεηξνο θαη ην δείγκα   

(          )         είλαη ηπραίν δείγκα, ηφηε ε ε.κ.π.  ̂ (          ) γηα     

αθνινπζεί πξνζεγγηζηηθά ηελ θαλνληθή θαηαλνκή 

 (  
 

   ( )
)   (  

 

 ( )
)  

φπνπ   ( )   ( )  ⁄  είλαη ε πιεξνθνξηα ηνπ Fisher πνπ πεξηέρεηαη ζε κηα παξαηήξεζε. 

Δπνκέλσο ε κεηαβιεηή 

  
 ̂   

√ ( ̂)
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ζα αθνινπζεί ηελ ηππνπνηεκέλε θαλνληθή θαηαλνκή, θαη ην αληίζηνηρν    (   )  

δηάζηεκα εκπηζηνζχλεο γηα ην p ζα είλαη ην 

4 ̂  
   ⁄

√ ( ̂)
   ̂  

   ⁄

√ ( ̂)
5                                              (     ) 

φπνπ    ⁄  είλαη ην άλσ   ⁄  πνζνζηηαίν ζεκείν ηεο ηππνπνηεκέλεο θαλνληθήο θαηαλνκήο. 

     Αμίδεη λα αλαθεξζεί φηη ην ζπγθεθξηκέλν δηάζηεκα εκπηζηνζχλεο κπνξεί λα πεξηιακβάλεη 

θαη ηηκέο κεγαιχηεξεο απφ ηε κνλάδα ή κηθξφηεξεο απφ ην κεδέλ. Η πξψηε πεξίπησζε 

εκθαλίδεηαη φηαλ ππνβάιινληαη ζε ηεζη πνιχ αμηφπηζηα εμαξηήκαηα (δειαδή κε πηζαλφηεηα 

επηηπρεκέλεο εθθίλεζεο πάλσ απφ 0.95) ιίγεο κφλν θνξέο, πνπ ζεκαίλεη φηη ην πιήζνο ησλ n 

κνλάδσλ είλαη κηθξφ. ΢ηε ζπγθεθξηκέλε πεξίπησζε είλαη ινγηθφ λα ζπκβνχλ πνιχ 

πεξηζζφηεξεο επηηπρίεο απφ φηη απνηπρίεο κε απνηέιεζκα λα κελ εκθαλίδεηαη κεγάιε 

δηαζπνξά ζην δείγκα (δειαδή ην  ( ̂) έρεη κηθξή ηηκή) θαη ε εθηίκεζε ηνπ p λα ηείλεη ζηε 

κνλάδα. Απηφ έρεη ζαλ απνηέιεζκα ηα φξηα ηνπ δηαζηήκαηνο εκπηζηνζχλεο γηα ην p λα 

ππεξβαίλνπλ ηα ζπλεζηζκέλα φξηα. Σν πξφβιεκα απηφ κπνξεί λα μεπεξαζηεί κε ηε ρξήζε ηνπ 

ινγαξηζκηθνχ κεηαζρεκαηηζκνχ 

   ( )    (
 

   
)

  
⇒   

  

    
 

(πνπ κειέηεζε ν Sprott (1973)), ν νπνίνο θάλεη πην ζπκκεηξηθφ ην δείγκα θαη θαηά ζπλέπεηα 

θαη ηε ζπλάξηεζε πηζαλνθάλεηαο. 

Η αληίζηνηρε εθηηκήηξηα κέγηζηεο πηζαλνθάλεηαο ηνπ θ δίλεηαη απφ ηνλ ηχπν 

 ̂    (
 ̂

   ̂
)  

ε πιεξνθνξία ηνπ Fisher είλαη ίζε κε 

 ( ̂)    ̂(   ̂) 

θαη ην αληίζηνηρν πξνζεγγηζηηθφ    (   )  δηαζηεκα εκπηζηνζπλεο γηα ην θ ζα είλαη ην 

4 ̂  
   ⁄

√ ( ̂)
   ̂  

   ⁄

√ ( ̂)
5  

     Σέινο, έλα πξνζεγγηζηηθφ δηάζηεκα εκπηζηνζχλεο γηα ην p κπνξεί λα βξεζεί κε κεηαηξνπή 

ηνπ δηαζηήκαηνο εκπηζηνζχλεο γηα ην θ. Μεηά απφ κεξηθέο απινπνηήζεηο, ην    (   )  

δηάζηεκα εκπηζηνζχλεο γηα ην p ζα είλαη ην 
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(
 ̂

 ̂  (   ̂)    *   ⁄ √  ̂(   ̂)+⁄
  

 ̂

 ̂  (   ̂)    *    ⁄ √  ̂(   ̂)+⁄
)     (     ) 

 

 

Παξάδεηγκα 2.4.1:  Έζησ ηα αθφινπζα δεδνκέλα πνπ έρνπλ παξαρζεί κέζσ πξνζνκνίσζεο 

θαη αθνξνχλ κηα αθνινπζία δνθηκψλ Bernoulli γηα έλα ηεζη εθθίλεζεο CS πνπ γίλεηαη ζε 

     παλνκνηφηππεο κνλάδεο ελφο κεραλήκαηνο, κε      θαη      . 

 

Πίλαθαο 2.4.1 Δεδομένα ενόρ ηεζη εκκίνηζηρ CS από      πανομοιόηςπερ μονάδερ 

ενόρ μησανήμαηορ, με      και       
 

  Αθνινπζία απνηειεζκάησλ πνπ εκθαλίζηεθαλ          

1 1111111111011111110110111111111111111 34 3 37 

2 

111111101111111111101101101111111110101110 

1111110111111111111111 56 8 64 

3 110111001111111011011000111111111111111 31 8 39 

4 

111111111101111111111111001111001001111111 

00111111111111111 50 9 59 

5 1111111111110111111111111111 27 1 28 

6 1111111110110010111111111111111 27 4 31 

7 11110111111011111100111111111111111 31 4 35 

8 111111111111111 15 0 15 

9 

1110111101111111111110111111111010110 

111111111111111 46 6 52 

10 10111111111111111 16 1 17 

11 

1110111110111101011101111111111111101111111 

1111111011111110111101110111111111111111 73 10 83 

12 0111111111111111 15 1 16 

13 11100111111111111010110111111111111111 33 5 38 

14 

0011011111111111111011111110111111101111110 

111111111110111111111111111 62 8 70 
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15 1111011110111111111111111 23 2 25 

΢χλνιν  539 70 609 

 

 

Γηα ηα δεδνκέλα ηνπ Πίλαθα 2.4.1 ππνινγίδνπκε ηηο πνζφηεηεο 

  ∑   

 

   

       ∑      

 

   

        ∑  

 

   

      

Η αληίζηνηρε εθηηκήηξηα κέγηζηεο πηζαλνθάλεηαο ηνπ p είλαη ίζε κε 

 ̂  
 

 
        

θαη ε πιεξνθνξία ηνπ Fisher είλαη ίζε κε 

 ( ̂)  
 

 ̂(   ̂)
       

΢ηε ζπλέρεηα, ην 95% δηάζηεκα εκπηζηνζχλεο πνπ πξνθχπηεη κε ηε κέζνδν κέγηζηεο 

πηζαλνθάλεηαο είλαη ην 

(       
    

√    
         

    

√    
)  (             )  

Σέινο, ην αληίζηνηρν πξνζεγγηζηηθφ    (   )  δηάζηεκα εκπηζηνζχλεο πνπ ππνινγίδεηαη 

κέζσ ηνπ ηχπνπ (2.4.6) είλαη ην 

     (
      

                 *          +⁄
  

      

                 *           +⁄
 )   

 (              )                                                                                                    

     Απφ ην παξαπάλσ 95% δηάζηεκα εκπηζηνζχλεο παξαηεξνχκε φηη, παξφηη ην δείγκα είλαη 

κηθξφ, ε εθηίκεζε ηεο πηζαλφηεηαο εθθίλεζεο είλαη πνιχ θνληά ζηελ πξαγκαηηθή ηηκή 

     . Σέινο, ην πξνζεγγηζηηθφ    (   )  δηάζηεκα εκπηζηνζχλεο είλαη κέζα ζηα 

επηηξεπηά φξηα γεγνλφο πνπ δηθαηνινγείηαη απφ ην φηη ε πηζαλφηεηα εθθίλεζεο έρεη ζρεηηθά 

πςειή ηηκή. 
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2.5  Σεζη εθθίλεζεο πνπ βαζίδνληαη ζηνλ αξηζκό ησλ επηηπρεκέλσλ θαη 

απνηπρεκέλσλ εθθηλήζεσλ 

 

     Έλα ηεζη εθθίλεζεο απαηηεί έλα πξνθαζνξηζκέλν αξηζκφ ζπλερφκελσλ επηηπρεκέλσλ 

εθθηλήζεσλ γηα ηελ απνδνρή ελφο εμνπιηζκνχ. Γηα παξάδεηγκα, έλαο αγνξαζηήο αληιηψλ 

λεξνχ κπνξεί λα απαηηεί ηελ επηηπρία 15 ζπλερφκελσλ εθθηλήζεσλ ηνπ ζπγθεθξηκέλνπ 

εμνπιηζκνχ γηα λα ην απνδερηεί. Απφ ηελ αλάιπζε πνπ έρεη παξνπζηαζηεί κέρξη ηψξα είλαη 

θαλεξφ φηη, νη πεξηζζφηεξνη ζπγγξαθείο (Hahn θαη Gage (1983), Viveros θαη Balakrishnan 

(1993)) κειέηεζαλ ηα ηεζη εθθίλεζεο ζεσξψληαο σο βαζηθφ θξηηήξην απνδνρήο ελφο 

εμαξηήκαηνο ηνλ αξηζκφ ησλ ζπλερφκελσλ επηηπρεκέλσλ εθθηλήζεσλ ιεηηνπξγίαο ηνπ. 

΢πκθψλα ινηπφλ κε ην θξηηήξην απηφ, ην πείξακα ζα ζπλερίδεηαη κέρξη λα παξαηεξεζεί ν 

πξνθαζνξηζκέλνο αξηζκφο ζπλερφκελσλ επηηπρηψλ αλεμάξηεηα απφ ηνλ αξηζκφ ησλ 

απνηπρεκέλσλ πξνζπαζεηψλ. Απηφ κπνξεί λα νδεγήζεη ζε ππεξβνιηθά κεγάιν αξηζκφ 

δνθηκψλ ηδηαίηεξα φηαλ ε πηζαλφηεηα p έρεη κηθξέο ηηκέο (γηα παξάδεηγκα απφ ηνλ Πίλαθα  

2.3.1, πξνθχπηεη φηη γηα       ν κέζνο αξηζκφο δνθηκψλ είλαη 68375). Δπεηδή απηή ε 

δηαδηθαζία, φπσο είλαη θαλεξφ, ζεσξήζεθε σο κε πξαθηηθή θαη δελ δηεπθνιχλεη ζηε γξήγνξε 

απφξξηςε ελφο κε πνηνηηθά θαινχ ζσξνχ εμαξηεκάησλ, πξνηάζεθαλ δηάθνξα ηεζη εθθίλεζεο 

ζηα νπνία ν αξηζκφο ησλ απνηπρηψλ ζεσξείηαη σο βαζηθφ θξηηήξην ιήςεο απφθαζεο. Σν πην 

ζεκαληηθφ απφ απηά ηα ηεζη είλαη ην ηεζη γηα c ζπλερφκελεο επηηπρίεο θαη d ζπλνιηθέο 

απνηπρίεο. 

 

 

2.6  Σεζη εθθίλεζεο γηα c ζπλερόκελεο επηηπρίεο θαη d ζπλνιηθέο απνηπρίεο 

 

     ΢χκθσλα κε ην θξηηήξην απηφ, αλ ζπκβνχλ c ζπλερφκελεο επηηπρίεο πξηλ απφ d ζπλνιηθέο 

απνηπρίεο ηφηε ην εμάξηεκα γίλεηαη απνδεθηφ, ελψ αληίζεηα, αλ ζπκβνχλ d ζπλνιηθέο 

απνηπρίεο πξηλ απφ c ζπλερφκελεο επηηπρίεο ηφηε ην εμάξηεκα απνξξίπηεηαη. Σν ηεζη πνπ 

βαζίδεηαη ζε απηφ ην θξηηήξην απνηειεί ηξνπνπνίεζε ηνπ ηεζη CS θαη νλνκάδεηαη ελ 

ζπληνκία ηεζη εθθίλεζεο CSTF (Consecutive Successes Total Failures). ΢ην ηεζη απηφ, ε 

ηπραία κεηαβιεηή Χ ζα παξηζηάλεη ην ρξφλν αλακνλήο κέρξη λα ηειεηψζεη ην πείξακα, ν 

νπνίνο αθνινπζεί κηα κνξθή ηεο γεσκεηξηθήο θαηαλνκήο ηάμεο (   ) κε ηε δηαθνξά φκσο 

φηη ζην ηεζη CSTF νη d απνηπρίεο δελ είλαη ζπλερφκελεο. 
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     ΢ε απηφ ην ζεκείν, γηα ηελ παξνπζίαζε ηεο ζπλάξηεζεο πηζαλφηεηαο ηνπ κήθνπο ηνπ 

ηεζη, ζεσξνχκε n ίδηεο κνλάδεο εμνπιηζκνχ πνπ ππνβάιινληαη ζε αλεμάξηεηεο εθθηλήζεηο 

θαη ζηε ζπλέρεηα ρξεζηκνπνηνχκε ηνπο παξαθάησ ζπκβνιηζκνχο: 

 

 : ν ζπλνιηθφο αξηζκφο δνθηκψλ κέρξη ηνλ ηεξκαηηζκφ ηνπ ηεζη (απνδνρή ή απφξξηςε 

ηνπ εμαξηήκαηνο) 

 : ε πηζαλφηεηα επηηπρίαο εθθίλεζεο ζε θάζε δνθηκή, 

 : ε πηζαλφηεηα απνηπρίαο εθθίλεζεο ζε θάζε δνθηκή (     ), 

 : ν απαηηνχκελνο αξηζκφο ζπλερφκελσλ επηηπρηψλ γηα λα έρνπκε απνδνρή ηνπ 

εμνπιηζκνχ, 

 : ν απαηηνχκελνο αξηζκφο ζπλνιηθψλ απνηπρηψλ γηα λα έρνπκε απφξξηςε ηνπ 

εμνπιηζκνχ. 

 

     Γηα ηελ εχξεζε ηεο πηζαλνγελλήηξηαο ζπλάξηεζεο ηεο η.κ Χ παξαηεξνχκε αξρηθά φηη, 

ππάξρνπλ δπν πεξηπηψζεηο πνπ νδεγνχλ ζηνλ ηεξκαηηζκφ ηνπ ηεζη: 

 

α. Μηα δηαδνρή δνθηκψλ πνπ νδεγεί ζε απνδνρή κηαο κνλάδαο ζηελ r-νζηή (φπνπ r ηπραία 

κεηαβιεηή) εθθίλεζε κε d απνηπρίεο, 

β. Μηα δηαδνρή δνθηκψλ πνπ νδεγεί ζηελ απφξξηςε κηαο κνλάδαο θαηά ηελ r-νζηή εθθίλεζε 

(φπνπ r ηπραία κεηαβιεηή). 

 

΢ηελ πεξίπησζε (α) ζα πξέπεη λα εκθαληζηεί κηα ξνή δνθηκψλ ηεο κνξθήο 

   ⏟  
  

     ⏟  
  

      ⏟  
  

    ⏟  
 

  

κε                    ∑                      
 

   
 

Η αληίζηνηρε πηζαλφηεηα ηεο δηαδνρήο απηήο είλαη ίζε κε                    . Δπνκέλσο ε 

πηζαλνγελλήηξηα ηνπ αξηζκνχ ησλ δνθηκψλ Χ κέρξη λα έρνπκε απνδνρή ηεο κνλάδαο, ζηε 

ζπγθεθξηκέλε πεξίπησζε (A: acceptance) είλαη ίζε κε 

                    
( )

( )  (               )  (               )    

                                         (               )        
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                                  (               ) (  )       

                                         :∑  

   

   

;

 

         (
      

    
)

 

                           (     ) 

΢ηελ πεξίπησζε (β) ζα πξέπεη λα εκθαληζηεί κηα ξνή δνθηκψλ ηεο κνξθήο 

   ⏟  
  

 ⏟
  

   ⏟  
  

 ⏟
  

     ⏟  
  

 ⏟
      

 

                      ∑         
    Η αληίζηνηρε πηζαλφηεηα ηεο δηαδνρήο 

απηήο είλαη ίζε κε                  . Δπνκέλσο ε πηζαλνγελλήηξηα ηνπ αξηζκνχ ησλ 

δνθηκψλ κέρξη λα έρνπκε απφξξηςε ηεο κνλάδαο, ζηε ζπγθεθξηκέλε πεξίπησζε (R: rejection) 

είλαη ίζε κε 

  ( )  (               ) (  )        

     :∑  

   

   

;

 

     (
      

    
)

 

                           (     ) 

Η πηζαλνγελλήηξηα ζπλάξηεζε ηεο κεηαβιεηήο Χ πξνθχπηεη πξνζζέηνληαο ηνπο φξνπο (2.6.1) 

θαη (2.6.2) θαη είλαη ίζε κε 

  ( )  ∑   
( )( )    ( )                              

   

   

 

                    ∑ {  (
      

    
)}

 

 

   

   

    (
      

    
)

 

            (     ) 

     ΢ηε ζπλέρεηα, γλσξίδνληαο ηελ   ( ) κπνξνχκε λα ππνινγίζνπκε ηε ζπλάξηεζε 

πηζαλφηεηαο ηεο κεηαβιεηήο X παξαηεξψληαο φηη 

 (
      

    
)

 

 ∑       ( ) 

 (   )

   

 

φπνπ 

  ( )  ∑ (  ) (
 

 
) (

        

    
)  

    (  ,  ⁄ -)
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Σειηθά ν ηχπνο (2.6.3) γξάθεηαη 

  ( )  ∑    [∑ (
 

 
)
 

  (     )  (
 

 
)
 

  (   )

   

   

]

 

 

θαη ζπγθξίλνληαο ηνλ ηειεπηαίν ηχπν κε ηνλ ηχπν  

  ( )  ∑  (   )  

 

   

 

κπνξνχκε εχθνια λα εμάγνπκε έλα ηχπν γηα ηε ζπλάξηεζε πηζαλφηεηαο ηεο η.κ. X, πνπ ζα 

έρεη ηε κνξθή 

 ( )   (   )    [∑ (
 

 
)
 

  (     )  (
 

 
)
 

  (   )

   

   

]         (     ) 

φπνπ      (   )     (   )         ελψ γηα        (   ) ζα έρνπκε  ( )     

Αζξνίδνληαο ηε ζπλάξηεζε πηζαλφηεηαο ηεο η.κ. X πξνθχπηεη ε αζξνηζηηθή ζπλάξηεζε 

θαηαλνκήο (α.ζ.θ) ηνπ κήθνπο, ε νπνία ζα δίλεηαη απφ ηνλ ηχπν 

 ( )  ∑  (   )  ∑ [  [∑ (
 

 
)
 

  (     )  (
 

 
)
 

  (   )

   

   

]]

 

   

 

 

   

 

 

 

2.7  Μέζν κήθνο ηνπ ηεζη CSTF 

 

     Γηα λα πξνζδηνξίζνπκε ην κέζν κήθνο, παξαγσγίδνπκε ηε ζπλάξηεζε   ( ) (βιέπε ζρέζε 

(2.6.3)) σο πξνο   θαη βξίζθνπκε φηη 

 ( )  
    

   
*  (    ) +  

Μειεηψληαο ηνλ παξαπάλσ ηχπν, αμίδεη λα αλαθεξζνχλ νη αθφινπζεο παξαηεξήζεηο: 

1. ΢ηελ πεξίπησζε πνπ ν απαηηνχκελνο αξηζκφο ζπλνιηθψλ απνηπρηψλ γηα λα έρνπκε 

απφξξηςε ηνπ εμνπιηζκνχ είλαη ίζνο κε έλα (   ), ε   ( ) δίλεηαη απφ ηελ 

έθθξαζε 
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 ( )  
    

 
  

2. Όηαλ     είλαη θαλεξφ φηη ε κεηαβιεηή X αθνινπζεί ηελ γεσκεηξηθή θαηαλνκή 

ηάμεσο c, γηα ηελ νπνία είλαη γλσζηφ φηη 

 ( )  
    

   
  

3. ΢πγθξίλνληαο ηελ παξαπάλσ κέζε ηηκή κε ηνλ γεληθφ ηχπν ηνπ κέζνπ κήθνπο, είλαη 

εχθνιν λα παξαηεξεζεί φηη, θαηά κέζν φξν, ν ρξφλνο αλακνλήο κεηψλεηαη θαηά 

(   )      ⁄  εμαηηίαο ηεο απφξξηςεο ησλ κνλάδσλ φηαλ παξαηεξνχληαη πάλσ απφ 

d απνηπρίεο. 

4. Η κέζε ηηκή  ( ) είλαη αχμνπζα ζπλάξηεζε σο πξνο d θαη έρεη κέγηζηε ηηκή ίζε κε 

(    )    ⁄ . 

     ΢ηα ΢ρήκαηα 2.7.1 θαη 2.7.2 πνπ αθνινπζνχλ, δίλεηαη γξαθηθά ε κνξθή ηνπ κέζνπ κήθνπο 

ηνπ ηεζη. 

 

 

 

΢ρήκα 2.7.1: Μέζν κήθνο ηνπ ηεζη CSTF ζπλαξηήζεη ηνπ d κε        θαη      

10 20 30 40 50
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(  
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      ,      
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΢ρήκα 2.7.2: Μέζν κήθνο ηνπ ηεζη CSTF ζπλαξηήζεη ηνπ c κε        θαη      

 

     Απφ ηα ΢ρήκαηα 2.7.1 θαη 2.7.2 παξαηεξνχκε φηη ην κέζν κήθνο γηα ηα ηεζη πνπ 

ζρεδηάζηεθαλ είλαη αχμνπζα ζπλάξηεζε σο πξνο c θαη d αληίζηνηρα. Αθφκε, ζην ΢ρήκα 2.1.7 

παξαηεξνχκε φηη γηα c ζηαζεξφ θαη     έρνπκε ζηελ νπζία έλα ηεζη CS, φπνπ νη 

απνηπρίεο δελ επεξεάδνπλ ηε ιήςε απφθαζεο θαη ην ηεζη αξγεί λα ηειεηψζεη. Αληίζεηα, ζην 

΢ρήκα 2.1.8 εχθνια δηαθξίλνπκε φηη γηα d ζηαζεξφ θαη     είλαη ζηγνπξν φηη νη d 

απνηπρίεο ζα ζπκβνχλ πξηλ απφ ηηο c επηηπρίεο νπφηε ζα έρνπκε απφξξηςε ελφο 

ειαηησκαηηθνχ εμαξηήκαηνο. 

 

 

2.8  Εθηίκεζε ηεο άγλσζηεο πηζαλόηεηαο επηηπρίαο εθθίλεζεο κε ρξήζε 

ησλ δεδνκέλσλ ελόο ηεζη CSTF 

      

     Όπσο ζηελ Δλφηεηα 2.4 ππνινγίζηεθαλ νη εθηηκήηξηεο ηεο άγλσζηεο πηζαλφηεηαο 

εθθίλεζεο ηνπ ηεζη CS, έηζη θαη ζε απηφ ην ζεκείν είλαη σθέιηκν λα ππνινγηζηνχλ νη 

εθηηκήηξηεο ηεο άγλσζηεο πηζαλφηεηαο εθθίλεζεο γηα ην ηεζη CSTF. Τπάξρνπλ δπν κέζνδνη 

ππνινγηζκνχ ησλ εθηηκεηξηψλ κέγηζηεο πηζαλνθάλεηαο. Η πξψηε είλαη ε θιαζηθή κέζνδνο 

ησλ Viveros θαη Balakrishnan (1993), ε νπνία βξίζθεη εθαξκνγή ζε θάζε είδνπο ηεζη αλ είλαη 

γλσζηφο ν ζπλνιηθφο αξηζκφο επηηπρεκέλσλ θαη απνηπρεκέλσλ εθθηλήζεσλ ιεηηνπξγίαο θαη ε 

δεχηεξε είλαη ε κέζνδνο ηεο Μαξθνβηαλήο πξνζέγγηζεο (Smith θαη Griffith (2005)). Δπεηδή ε 
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κέζνδνο ηεο κέγηζηεο πηζαλνθάλεηαο βξίζθεη εθαξκνγή ζε φια ζρεδφλ ηα ηεζη εθθίλεζεο γηα 

ηελ εθηίκεζε ησλ άγλσζησλ παξακέηξσλ θαη γλσξίδνληαο φηη ηα απνηειέζκαηα ησλ δπν 

κεζφδσλ δελ έρνπλ ζηαηηζηηθά ζεκαληηθέο δηαθνξέο, ζα παξνπζηαζηεί αλαιπηηθά κφλν ε 

κέζνδνο ηεο κέγηζηεο πηζαλνθάλεηαο. 

     Έζησ ινηπφλ φηη ζέινπκε λα ειέγμνπκε κε ηελ κέζνδν ηεο κέγηζηεο πηζαλνθάλεηαο αλ έλα 

εμάξηεκα είλαη πνηνηηθά απνδεθηφ. Απηφ ζεκαίλεη φηη δηεμάγνπκε n ηεζη κε c ζπλερφκελεο 

επηηπρίεο θαη d ζπλνιηθέο απνηπρίεο, ηα νπνία γίλνληαη είηε ζηελ ίδηα κνλάδα, είηε ζε 

παλνκνηφηππεο κνλάδεο έηζη ψζηε ε αμηνπηζηία ηνπ ηεζη λα παξακείλεη ε ίδηα. Γηα ην i-ζην 

ηεζη, φπνπ      , ζπκβνιίδνπκε κε         ην ζπλνιηθφ αξηζκφ επηηπρεκέλσλ θαη 

απνηπρεκέλσλ εθθηλήζεσλ ιεηηνπξγίαο αληίζηνηρα, κέρξη λα ηειεηψζεη ην ηεζη. 

Δπηζεκαίλεηαη φηη ε ε.κ.π. απηήο ηεο κεζφδνπ ζα ζπκβνιίδεηαη κε  ̂  . Γηα ην ηπραίν δείγκα 

ησλ n κνλάδσλ πνπ ππνβάιινληαη ζε ηεζη παξάγνληαη n αλεμάξηεηα θαη ηζφλνκα ηπραία 

δηαλχζκαηα ηεο κνξθήο (     ) (     )   (     ) κε αληίζηνηρεο παξαηεξνχκελεο ηηκέο 

(     ) (     )   (     ). ΢ε απηφ ην ζεκείν ζα δηαπηζησζεί φηη ε ζπλάξηεζε 

πηζαλνθάλεηαο  ( ) είλαη αλάινγε κε ηελ πηζαλφηεηα ησλ ζπλνιηθψλ επηηπρηψλ    θαη ησλ 

ζπλνιηθψλ απνηπρηψλ   , δειαδή κε ηελ ηηκή    (   )  . Απηφ απνδεηθλχεηαη δηαθξίλνληαο 

δπν πηζαλέο πεξηπηψζεηο πνπ νδεγνχλ ζην ηεξκαηηζκφ ηνπ ηεζη:      ή     . 

 

     ΢ηελ πξψηε πεξίπησζε (    ) είλαη θαλεξφ φηη, ην i-ζην ηεζη ηειεηψλεη φηαλ ζπκβνχλ d 

ζπλνιηθέο απνηπρίεο. Απηφ ζεκαίλεη φηη ε ηειεπηαία δνθηκή (γηα παξάδεηγκα, ε       

δνθηκή) ήηαλ απνηπρία, ε νπνία ζπλέβε κε πηζαλφηεηα    . Όκσο, γηα λα ηειεηψζεη ην ηεζη 

κε απηφ ηνλ ηξφπν ζα πξέπεη ζηελ πξνεγνχκελε δνθηκή         λα είραλ ζπκβεί    

επηηπρίεο κε πηζαλφηεηα p θαη      απνηπρίεο κε πηζαλφηεηα    , θαηαλεκεκέλεο φκσο κε 

ηέηνην ηξφπν έηζη ψζηε λα κελ ππήξραλ c ζπλερφκελεο επηηπρίεο. ΢χκθσλα ινηπφλ κε ηα 

παξαπάλσ, ε πηζαλφηεηα ησλ ζπλνιηθψλ επηηπρηψλ    θαη ησλ ζπλνιηθψλ απνηπρηψλ    είλαη 

αλάινγε ηεο πνζφηεηαο    (   )  . 

 

     ΢ηελ πεξίπησζε πνπ ηζρχεη      είλαη θαλεξφ φηη γηα λα ηειεηψζεη ην i-ζην ηεζη κε 

απνδνρή ζα πξέπεη νη c ηειεπηαίεο εθθηλήζεηο ιεηηνπξγίαο λα είλαη επηηπρεκέλεο κε 

πηζαλφηεηα   . Όκσο, γηα λα ζπκβεί απηφ, ζα πξέπεη ζηηο πξνεγνχκελεο         δνθηκέο 

λα έρνπλ ζπκβεί       επηηπρίεο κε πηζαλφηεηα       θαη    απνηπρίεο κε πηζαλφηεηα 

(   )  , θαηαλεκεκέλεο κε ηέηνην ηξφπν έηζη ψζηε λα κελ ππήξραλ c ζπλερφκελεο 
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επηηπρίεο. ΢χκθσλα ινηπφλ κε ηα παξαπάλσ, ε πηζαλφηεηα ησλ ζπλνιηθψλ επηηπρηψλ    θαη 

ησλ ζπλνιηθψλ απνηπρηψλ    είλαη αλάινγε ηεο πνζφηεηαο    (   )  . 

 

     ΢πκπεξαζκαηηθά πξνθχπηεη φηη ε ζπλάξηεζε πηζαλνθάλεηαο  ( ) γηα ηα ζηνηρεία 

(     ) (     )   (     ) είλαη αλάινγε ηεο πνζφηεηαο    (   )   θαη ηειηθά 

παξαηεξείηαη φηη 

 ( )  ∏   (   )    ∑  (   )∑  

 

   

  

φπνπ                θαη ε παξαπάλσ εθηηκήηξηα είλαη ηζνδχλακε κε απηή πνπ 

ππνιφγηζαλ νη Viveros θαη Balakrishnan (1993) γηα ηα απιά ηεζη εθθίλεζεο CS. 

     ΢ηε ζπλέρεηα γξάθνληαο 

  ∑  

 

   

   ∑  

 

   

   ∑  

 

   

 ∑(     )

 

   

      

πξνθχπηεη φηη 

 ( )    (   )    (   )     

φπνπ ην ζχκβνιν   ζεκαηλεη φηη ε ζπλαξηεζε πηζαλνθαλεηαο είλαη αλαινγε ηεο πνζνηεηαο 

  (   )   Η εθηηκήηξηα κέγηζηεο πηζαλνθάλεηαο πνπ ζα πξνθχςεη ζχκθσλα κε απηή ηε 

δηαδηθαζία δίλεηαη απφ ηνλ ηχπν 

 ̂   
 

   
 

 

 
   

Η πιεξνθνξία ηνπ Fisher ζηε ζπγθεθξηκέλε πεξίπησζε είλαη ίζε κε 

 ( ̂  )   6
    ( ( ))

   
7
   ̂  

 

θαη εθηηκάηαη απφ ηελ πνζφηεηα 

 ( ̂  )  
 .

 
   /

 

  .
 

   /
 

.
 

   /
 

.
 

   /
  

   (   )
(   ) 

(   ) 

(   ) 

  

 
(   ) 

   
 

(   )

 ̂  (   ̂  )
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Σέινο, ην αληίζηνηρν    (   )  δηάζηεκα εκπηζηνζχλεο γηα ηελ πηζαλφηεηα επηηπρίαο 

εθθίλεζεο ζα είλαη ην 

4 ̂   
   ⁄

√ ( ̂  )
   ̂   

   ⁄

√ ( ̂  )
 5  

 

Παξάδεηγκα 2.8.1:  Έζησ ηα αθφινπζα δεδνκέλα πνπ έρνπλ παξαρζεί κέζσ πξνζνκνίσζεο 

θαη αθνξνχλ κηα αθνινπζία δνθηκψλ Bernoulli γηα έλα ηεζη εθθίλεζεο CSTF πνπ γίλεηαη ζε 

     παλνκνηφηππεο κνλάδεο ελφο εμαξηήκαηνο, κε          θαη      . 

 

Πίλαθαο 2.8.1 Δεδομένα ενόρ ηεζη εκκίνηζηρ CS από      πανομοιόηςπερ μονάδερ 

ενόρ εξαπηήμαηορ, με          και       
 

  Αθνινπζία απνηειεζκάησλ πνπ εκθαλίζηεθαλ          

1 1010111111111111 14 2 16 

2 111111111111 12 0 12 

3 1011111110111111111111 20 2 2 

4 011101111111111100111111111111 26 4 30 

5 1110111111111111 15 1 16 

6 111111100111110111111111111 24 3 27 

7 111110111111111111 17 1 18 

8 11110111100111111111111 20 3 23 

9 11011110111111111111 18 2 20 

10 111111101110111111111111 22 2 24 

΢χλνιν  188 20 208 

 

Γηα ηα δεδνκέλα ηνπ Πίλαθα 2.8.1 ππνινγίδνπκε ηηο πνζφηεηεο 

  ∑   

 

   

       ∑      

 

   

         ∑  

 

   

      

Η αληίζηνηρε εθηηκήηξηα κέγηζηεο πηζαλνθάλεηαο ηνπ p είλαη ίζε κε 



ΚΔΦΑΛΑΙΟ 2 Κιαζηθά Σεζη Δθθίλεζεο 
 

33 
 

 ̂   
 

 
        

θαη ε πιεξνθνξία ηνπ Fisher είλαη ίζε κε 

 ( ̂  )  
 

 ̂  (   ̂  )
          

Σέινο, ην 95% δηάζηεκα εκπηζηνζχλεο πνπ πξνθχπηεη απφ ηε κέζνδν κέγηζηεο 

πηζαλνθάλεηαο είλαη ην 

(       
    

√      
         

    

√      
)  (             )  

     Απφ ην παξαπάλσ 95% δηάζηεκα εκπηζηνζχλεο παξαηεξνχκε φηη, παξφηη ην δείγκα είλαη 

πνιχ κηθξφ, ε εθηίκεζε ηεο πηζαλφηεηαο εθθίλεζεο είλαη πνιχ θνληά ζηελ πξαγκαηηθή ηηκή 

ηνπ      .  

 

 

  2.9 Σεζη εθθίλεζεο CS θαη ζπλάξηεζε πηζαλόηεηαο ηνπ κήθνπο ηνπ όηαλ 

ππάξρεη Μαξθνβηαλή εμάξηεζε κεηαμύ ησλ δηαδνρηθώλ εθθηλήζεσλ 

  

      Δίλαη γλσζηφ φηη θαηά ηε δηάξθεηα ελφο ηεζη εθθίλεζεο, παξαηεξείηαη ζπλήζσο θάπνηνπ 

είδνπο εμάξηεζε κεηαμχ ησλ κνλάδσλ. Γη’ απηφ ην ιφγν, νη Balakrishnan, Balasubramanian 

θαηViveros (1995) πξφηεηλαλ κηα γελίθεπζε ηνπ ηεζη εθθίλεζεο CS γηα αλεμάξηεηεο δνθηκέο. 

΢ην ηεζη απηφ ππνζέηνπκε φηη νη δνθηκέο έρνπλ καξθνβηαλή εμάξηεζε κεηαμχ ηνπο. 

     ΢ε απηφ ην ζεκείν ζα ζεσξήζνπκε έλα Μαξθνβηαλφ κνληέιν δπν θαηαζηάζεσλ κε πίλαθα 

πηζαλνηήησλ κεηάβαζεο 

  

 
 
 

[
  
    

    

] 

φπνπ  

  : ε πηζαλφηεηα επηηπρίαο φηαλ ε πξνεγνχκελε δνθηκή είλαη επηηπρία, 

  : ε πηζαλφηεηα επηηπρίαο φηαλ ε πξνεγνχκελε δνθηκή είλαη απνηπρία 

θαη 

  : ε πηζαλφηεηα λα έρνπκε κηα απνηπρεκέλε εθθίλεζε κεηά απφ κηα επηηπρεκέλε, 
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  : ε πηζαλφηεηα λα έρνπκε κηα απνηπρεκέλε εθθίλεζε κεηά απφ κηα απνηπρεκέλε. 

Σέινο, ζα έρνπκε 

  : ε πηζαλφηεηα επηηπρίαο ζηελ πξψηε δνθηκή εθθίλεζεο θαη 

  : ε πηζαλφηεηα απνηπρίαο ζηελ πξψηε δνθηκή εθθίλεζεο. 

 

     ΢χκθσλα κε ην παξαπάλσ κνληέιν, ε θαηαλνκή ηεο η.κ. Χ, πνπ εθθξάδεη ην κήθνο ηνπ 

ηεζη κέρξη λα ζπκβνχλ γηα πξψηε θνξά c ζπλερφκελεο επηηπρίεο, νλνκάδεηαη Μαξθνβηαλή-

γεσκεηξηθή θαηαλνκή ηάμεο c. Η ζπλάξηεζε πηζαλφηεηαο  ( )   (   )  κπνξεί λα 

ππνινγηζηεί κε ηε βνήζεηα ηνπ παξαθάησ αλαδξνκηθνχ ηχπνπ 

 ( )     (   )  ∑      
    (   )                             (     )

 

   

 

κε αξρηθέο ζπλζήθεο: 

  ( )                           

  ( )      
                                       

  (   )        
                           

  (   )  (         )    
     

Γηα λα απνδείμνπκε ηηο παξαπάλσ ζρέζεηο παξαηεξνχκε αξρηθά φηη γηα λα ηειεηψζεη ην 

πείξακα ζε     αθξηβψο δνθηκέο εθθίλεζεο ππάξρνπλ δπν ελδερφκελα. 

     Έζησ ην ελδερφκελν ε πξψηε δνθηκή λα είλαη επηηπρεκέλε. ΢ε απηή ηελ πεξίπησζε γηα λα 

γίλεη απνδεθηφ ην εμάξηεκα ζηελ     δνθηκε, ζα πξέπεη ε δεχηεξε λα νδεγήζεη ζε 

απνηπρία θαη νη ηειεπηαίεο c ζπλερφκελεο εθθηλήζεηο λα είλαη επηηπρεκέλεο. Έηζη παίξλνπκε 

κηα δηαδνρή δνθηκψλ ηεο κνξθήο 

 ⏟ ⏟      ⏟    
 

 

κε αληίζηνηρε πηζαλφηεηα         
     

Γηαθνξεηηθά έζησ φηη ε πξψηε δνθηκή είλαη απνηπρία. ΢ε απηή ηελ πεξίπησζε γηα λα γίλεη 

απνδεθηφ ην εμάξηεκα ζηελ     δνθηκή, ζα πξέπεη λα έρνπκε κηα δηαδνρή δνθηκψλ ηεο 

κνξθήο 

 ⏟ ⏟      ⏟    
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κε αληίζηνηρε πηζαλφηεηα         
     

Δίλαη θαλεξφ φηη αλ πξνζζέζνπκε ηηο πηζαλφηεηεο πνπ πξνθχπηνπλ απφ ηα δπν παξαπάλσ 

ελδερφκελα, πξνθχπηεη ε πηζαλφηεηα 

  (   )  (         )    
       (   )       ( )  

Με παξφκνην ηξφπν βξίζθνπκε φηη ε πηζαλφηεηα λα ηειεηψζεη ην ηεζη ζε     δνθηκέο 

αλαιχεηαη σο εμήο 

  (   )     (   )       (   )         ( )  

Αλάινγα, γηα        πξνθχπηεη επαγσγηθά φηη ε πηζαλφηεηα απνδνρήο είλαη ίζε κε 

  (   )     (     )       (     )          
    ( ) 

θαη ζέηνληαο                   θαηαιήγνπκε ζηνλ ηχπν (2.9.1) 

 

Η πηζαλνγελλήηξηα ζπλάξηεζε ηεο η.κ. Χ ππνινγίδεηαη εχθνια κε ηε βνήζεηα ηεο παξαπάλσ 

αλαδξνκηθήο ζρέζεο θαη βξίζθεηαη ίζε κε 

  ( )   (  )  
  

     ,   (          )    (     ) 
 -

  (     )  (     )         
       

         (     ) 

Δίλαη θαλεξφ φηη, ζηελ πεξίπησζε πνπ νη δνθηκέο είλαη αλεμάξηεηεο κεηαμχ ηνπο, δειαδή 

ηζρχεη φηη            ηφηε ε πηζαλνγελλήηξηα ζπλάξηεζε ηεο η.κ. Χ παίξλεη ηε κνξθή 

  ( )  
    (    )

           
 

φπνπ      . Έηζη, κε απηφ ηνλ ηξφπν μαλαθηάλνπκε ζηελ έθθξαζε (2.3.2), ε νπνία 

απνηειεί κηα εηδηθή πεξίπησζε ηεο ζρέζεο (2.9.2). 

     Σέινο, ε ζπλάξηεζε θαηαλνκήο ηνπ κήθνπο ηνπ ηεζη, δειαδή ε πηζαλφηεηα λα 

απαηηνχληαη y ή ιηγφηεξεο δνθηκέο ψζηε λα είλαη απνδεθηή ε θάζε κνλάδα, ζα έρεη ηε κνξθή 

 ( )  ∑  ( )  

 

   

∑ [   (   )  ∑      
    (   )

 

   

]  
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2.10 Μέζν κήθνο ηνπ ηεζη CS όηαλ ππάξρεη Μαξθνβηαλή εμάξηεζε κεηαμύ 

ησλ δηαδνρηθώλ εθθηλήζεσλ 

 

     Σν κέζν κήθνο ηνπ ηεζη CS κπνξεί λα ππνινγηζηεί εχθνια, παξαγσγίδνληαο ηελ 

πηζαλνγελλήηξηα ζπλάξηεζε ηεο η.κ. Χ (βιέπε ζρέζε 2.9.2) σο πξνο t. Έηζη, πξνθχπηεη φηη 

 ( )    
 ( )    

  

  
 

 

  (    )  
   

*            
   +          (      ) 

Η παξαπάλσ ζρέζε (2.10.1) κπνξεί γηα ζπγθεθξηκέλεο ηηκέο ησλ         θαη   , λα εθηηκήζεη 

ηνλ κέζν αξηζκφ δνθηκψλ πνπ ζα ρξεηαζηεί λα γίλνπλ κέρξη ηελ απνδνρή κηαο κνλάδαο. 

     ΢ε φια ηα παξαθάησ δηαγξάκκαηα είλαη θαλεξή ε Μαξθνβηαλή ζπζρέηηζε κεηαμχ ησλ 

δνθηκψλ εθθίλεζεο. ΢πγθεθξηκέλα, ζην ΢ρήκα 2.10.1 παξαηεξνχκε φηη ην    επεξεάδεη 

ζεκαληηθά ηνλ αξηζκφ ησλ δνθηκψλ εθθίλεζεο πνπ απαηηνχληαη γηα λα ηειεηψζεη ην ηεζη. 

Μάιηζηα, θαίλεηαη φηη φζν κεγαιχηεξν είλαη ην   , ηφζν ιηγφηεξεο δνθηκέο εθθίλεζεο 

ρξεηάδνληαη έηζη ψζηε λα ηειεηψζεη ην ηεζη.  

 

 

 

 

΢ρήκα 2.10.1:  Μέζν κήθνο ηνπ ηεζη CS γηα ζπζρεηηζκέλεο δνθηκέο εθθίλεζεο    

ζπλαξηήζεη ηνπ   , γηα             θαη         
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Απφ ηελ άιιε πιεπξά, ζην ΢ρήκα 2.10.2 παξαηεξνχκε φηη αλεμάξηεηα απφ ηελ ηηκή πνπ ζα 

πάξεη ην   , δελ θαίλεηαη λα επεξεάδεηαη ζεκαληηθά ν αξηζκφο ησλ δνθηκψλ εθθίλεζεο πνπ 

απαηηνχληαη γηα λα ηειεηψζεη ην ηεζη. Απηφ ζεκαίλεη φηη ε επίδξαζε ηεο    είλαη ακειεηέα. 

Σν ίδην θαίλεηαη λα ηζρχεη θαη ζην ΢ρήκα 2.10.3. Δδψ παξαηεξνχκε φηη ν κέζνο αξηζκφο 

δνθηκψλ εθθίλεζεο γηα λα ηειεηψζεη ην ηεζη είλαη πεξίπνπ 38 φζν θαη αλ κεηαβιεζεί ην   . 

΢πκπεξαζκαηηθά, απφ ηηο παξαπάλσ παξαηεξήζεηο θαηαιήγνπκε ζην γεγνλφο φηη ε    είλαη ε 

κφλε παξάκεηξνο πνπ επεξεάδεη ζεκαληηθά ην κέζν κήθνο ηνπ ηεζη CS, κε Μαξθνβηαλή 

ζπζρέηηζε κεηαμχ ησλ δνθηκψλ εθθίλεζεο. 

 

 

 

 

΢ρήκα 2.10.2: Μέζν κήθνο ηνπ ηεζη CS γηα ζπζρεηηζκέλεο δνθηκέο εθθίλεζεο 

ζπλαξηήζεη ηνπ   , γηα             θαη         
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΢ρήκα 2.10.3:  Μέζν κήθνο ηνπ ηεζη CS γηα ζπζρεηηζκέλεο δνθηκέο εθθίλεζεο 

ζπλαξηήζεη ηνπ   , γηα             θαη         

 

 

2.11  Εθηίκεζε ηεο άγλσζηεο πηζαλόηεηαο επηηπρίαο εθθίλεζεο ηνπ ηεζη 

CS όηαλ ππάξρεη Μαξθνβηαλή εμάξηεζε κεηαμύ ησλ δηαδνρηθώλ 

εθθηλήζεσλ 

 

     Όπσο ζηελ πεξίπησζε ηνπ ηεζη CS γηα αλεμάξηεηεο δνθηκέο ππνινγίζηεθαλ νη εθηηκήηξηεο 

ησλ άγλσζησλ παξακέηξσλ κε ηε κέζνδν κέγηζηεο πηζαλνθάλεηαο, ην ίδην ζα θάλνπκε ζηε 

ζπλέρεηα γηα ηελ πεξίπησζε ηνπ ηεζη CS γηα ζπζρεηηζκέλεο δνθηκέο. Δδψ νη εθηηκήηξηεο ησλ 

άγλσζησλ παξακέηξσλ ζα ζπκβνιίδνληαη κε  ̂          .  

     Θεσξνχκε πάιη ην ηεζη εθθίλεζεο πνπ γίλεηαη ζε n κνλάδεο ελφο εμαξηήκαηνο. ΢ηε 

ζπλέρεηα, ζεσξνχκε (                   ) ηελ πιεξνθνξία πνπ αλαθέξεηαη ζην ηεζη πνπ 

γίλεηαη ζηελ i-νζηή κνλάδα, φπνπ   παίξλεη ηελ ηηκή 1 αλ ε i-νζηή δνθηκή είλαη επηηπρία ή ηελ 

ηηκή κεδέλ αλ είλαη απνηπρία. Δπηπιένλ,     είλαη ν αξηζκφο ησλ επηηπρεκέλσλ δνθηκψλ 

εθθίλεζεο φηαλ ε πξψηε δνθηκή είλαη επηηπρεκέλε,     (   ) είλαη ν αξηζκφο ησλ 

επηηπρεκέλσλ (απνηπρεκέλσλ) δνθηκψλ εθθίλεζεο φηαλ ε πξνεγνχκελε δνθηκή είλαη 

επηηπρεκέλε, θαη     (   ) είλαη ν αξηζκφο ησλ επηηπρεκέλσλ (απνηπρεκέλσλ) δνθηκψλ 

εθθίλεζεο φηαλ ε πξνεγνχκελε δνθηκή είλαη απνηπρεκέλε. 

Η αληίζηνηρε ζπλάξηεζε πηζαλνθάλεηαο ζα δίλεηαη απφ ηνλ ηχπν 
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 (        )    
  (    )

    
  (    )

    
  (    )

    

φπνπ 

   ∑   

 

   

              ∑   

 

   

     

                                    ∑   

 

   

                        

Η εθηηκήηξηα κέγηζηεο πηζαλνθάλεηαο απνηειεί ηε ιχζε ηεο παξαθάησ εμίζσζεο 

    (        )

   
           

θαη θαηαιήγνπκε φηη δίλεηαη απφ ηνλ ηχπν 

 ̂  
  

     
          

Αθφκε, ε πιεξνθνξία ηνπ Fisher είλαη έλαο δηαγψληνο πίλαθαο     κε ζηνηρεηα ηεο θπξηαο 

δηαγσληνπ ηζα κε 

 ( ̂ )   6
     (        )

   
 7

    ̂ 

             

θαη θαηαιήγνπκε ζην ζπκπέξαζκα φηη 

 ( ̂ )  
     

 ̂ (   ̂ )
          

     Δπνκέλσο, ην    (   )  δηαζηεκα εκπηζηνζπλεο γηα ηελ παξακεηξν   , ζην νπνην 

θαηαιήγνπκε κε αλάινγν ηξφπν φπσο θαη ζηελ πεξίπησζε πνπ έρνπκε αλεμάξηεηεο δνθηκέο, 

ζα έρεη ηε κνξθή 

(

  ̂  
   ⁄

√ ( ̂ )

   ̂  
   ⁄

√ ( ̂ )

 

)
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2.12 Σεζη εθθίλεζεο CSTF θαη ζπλάξηεζε πηζαλόηεηαο ηνπ κήθνπο ηνπ 

κε Μαξθνβηαλή εμάξηεζε κεηαμύ ησλ δηαδνρηθώλ εθθηλήζεσλ 

 

     Σν ηεζη εθθίλεζεο CSTF αλήθεη ζηελ θαηεγνξία ησλ ηεζη εθθίλεζεο πνπ βαζίδνληαη ζηνλ 

αξηζκφ ησλ επηηπρεκέλσλ θαη απνηπρεκέλσλ εθθηλήζεσλ. 

     Έζησ ινηπφλ έλα ηεζη εθθίλεζεο CSTF φπνπ ε θαηάζηαζε ηνπ εμαξηήκαηνο θάζε ρξνληθή 

ζηηγκή παξηζηάλεηαη απφ κηα Μαξθνβηαλή αιπζίδα         κε δηαθξηηφ ρψξν θαηαζηάζεσλ 

*   +, φπνπ κε ηελ ηηκή 1 ζπκβνιίδεηαη ε επηηπρία θαη κε ηελ ηηκή 0 ε απνηπρία. 

     ΢ηε ζπλέρεηα, αο ζπκβνιίζνπκε κε c ηνλ αξηζκφ ησλ ζπλερφκελσλ επηηπρεκέλσλ δνθηκψλ 

πνπ απαηηνχληαη γηα ηελ απνδνρή ηεο κνλάδαο, κε d ησλ αξηζκφ ησλ απνηπρηψλ πνπ νδεγνχλ 

ζε απφξξηςε θαη κε      ηελ η.κ. πνπ παξηζηάλεη ηηο ζπλνιηθέο δνθηκέο κέρξη ηνλ ηεξκαηηζκφ 

ηνπ πεηξάκαηνο. Αθφκε αο ζπκβνιίζνπκε κε    ηελ πηζαλφηεηα επηηπρίαο ζηελ πξψηε 

δνθηκή, κε    ηελ πηζαλφηεηα επηηπρίαο φηαλ ε πξνεγνχκελε δνθηκή ήηαλ επηηπρία θαη κε    

ηελ πηζαλφηεηα επηηπρίαο φηαλ ε πξνεγνχκελε δνθηκή ήηαλ απνηπρία. Σεινο, αο 

ζπκβνιίζνπκε κε T ηνλ ρξφλν κέρξη ηελ πξψηε απνηπρία, θαη 

     {
                               
                                  

 

     Ο Martin (2004), γηα λα ππνινγίζεη ηηο πνζφηεηεο πνπ ζρεηίδνληαη κε ην κήθνο ηνπ ηεζη, 

ζεψξεζε φηη      . Γεληθά ηζρχεη φηη, ε πηζαλφηεηα επηηπρίαο    είλαη δηαθνξεηηθή απφ ηελ 

  , φκσο ν Martin κε ζθνπφ λα απινπνηεζνχλ νη πξάμεηο, απνθάζηζε λα ρξεζηκνπνηήζεη ηηο 

βνεζεηηθέο κεηαβιεηέο   
    

   , κε αξρηθή πηζαλφηεηα επηηπρίαο  (  
   )     θαη ίδηεο 

πηζαλφηεηεο κεηάβαζεο κε ηα αξρηθά δεδνκέλα. Σέινο, ζχκθσλα κε ηελ παξαπάλσ παξαδνρή 

νξίδνληαη αθφκε νη πνζφηεηεο     
          

  πνπ είλαη αλαινγεο ησλ            , αληίζηνηρα. 

     Ο ππνινγηζκφο ηεο ζπλάξηεζεο πηζαλφηεηαο ηεο η.κ.     
  ζα γηλεη ζχκθσλα κε ηηο 

πξνυπνζέζεηο πνπ αλαθέξζεθαλ παξαπάλσ. Με αλάινγν ηξφπν ζα πξνθχςνπλ ηα 

απνηειέζκαηα θαη γηα ηελ     .  

΢ηελ πξψηε πεξίπησζε ζεσξνχκε φηη γηα    , ε πηζαλφηεηα ηνπ ελδερφκελνπ απηνχ ζα 

είλαη ίζε κε 

 [    
   ]      
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Γηαθνξεηηθά ζα ζεσξήζνπκε φηη γηα        , επηζαλφηεηα ηνπ ελδερφκελνπ απηνχ λα 

είλαη ίζε κε 

 [    
   ]  (    ) [      

   ]  ∑{ [      
   ]    

   (    )}  

 

   

    
     

 (      
   ) [      

   ]   [    
   ]                                               (      ) 

 

Δπαλαιακβάλνληαο ηνλ ηχπν (2.12.1) γηα         πξνθχπηεη φηη 

 [    
   ]   [    

   ] ∑(      
   )      

   
  (      

   ) 

  (      
   )

   

   

  

   (      
   )                                                                                (      ) 

 

Σψξα, αλ ζέζνπκε      ,ηφηε απφ ηνπο ηχπνπο (2.12.1) θαη (2.12.2) ζα πξνθχςνπλ νη 

παξαθάησ αληίζηνηρεο πηζαλφηεηεο απνδνρήο 

 [      ]      
                                                                              

θαη  

 [      ]  (      
   ) [      

   ]      
                  

 

Αλ ζηνλ παξαπάλσ ηχπν αληηθαηαζηήζνπκε ηνλ ηχπν (2.12.2), πξνθχπηεη ηειηθά ε 

πηζαλφηεηα απνδνρήο κηαο κνλάδαο 

 [      ]    (      
   )(      

   )                              (      ) 
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΢ρήκα 2.12.1:  Πηζαλφηεηα απνδνρήο ηνπ ηεζη CSTF ζπλαξηήζεη ηνπ c, γηα       

               θαη        

 

 

 

 

΢ρήκα 2.12.2:  Πηζαλφηεηα απνδνρήο ηνπ ηεζη CSTF ζπλαξηήζεη ηνπ d, γηα 

                                              θαη        
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     ΢ην ΢ρήκα 2.12.1 θαίλεηαη γξαθηθά φηη ε πηζαλφηεηα απνδνρήο είλαη κηα θζίλνπζα 

ζπλάξηεζε σο πξνο c θαη θαζψο ην    , ε πηζαλφηεηα απνδνρήο ηείλεη ζην κεδέλ. Απφ ηελ 

άιιε πιεπξά ζην ΢ρήκα 2.12.2 θαίλεηαη γξαθηθά φηη ε πηζαλφηεηα απνδνρήο είλαη κηα 

αχμνπζα ζπλάξηεζε σο πξνο d θαη θαζψο ην    , ε πηζαλφηεηα απνδνρήο ηείλεη ζην 1. Σν 

γεγνλφο απηφ είλαη αλακελφκελν θαζψο φζν πεξηζζφηεξεο απνηπρίεο απαηηνχληαη γηα λα 

απνξξηθζεί έλα εμάξηεκα, ηφζν πην πηζαλφ είλαη νη απαηηνχκελεο ζπλερφκελεο επηηπρίεο λα 

ζπκβνχλ πξηλ απφ απηέο. Δπίζεο, αλ ν αξηζκφο ησλ απαηηνχκελσλ ζπλερφκελσλ επηηπρηψλ 

είλαη ζηαζεξφο (φπσο γηα παξάδεηγκα ζην ΢ρήκα 2.12.2 φπνπ έρνπκε      ), ηνηε ε 

πηζαλνηεηα απνδνρεο απμαλεηαη θαζψο απμάλεηαη ν αξηζκφο ησλ απαηηνχκελσλ απνηπρηψλ. 

Σέινο, απφ ηελ παξαηήξεζε απηή θαηαιήγνπκε ζην ζπκπέξαζκα φηη φζν ην d απμάλεηαη, ην 

ηεζη εθθίλεζεο CSTF γηα (   ) γίλεηαη ηζνδχλακν κε ην απιφ ηεζη εθθίλεζεο CS κε ην ίδην 

c. 

 

 

2.13 ΢πλάξηεζε θαηαλνκήο θαη κέζν κήθνο ηνπ ηεζη CSTF όηαλ ππάξρεη 

Μαξθνβηαλή εμάξηεζε κεηαμύ ησλ δηαδνρηθώλ εθθηλήζεσλ 

 

     Γηα λα ππνινγηζηεί ε θαηαλνκή ηνπ κήθνπο ηνπ ηεζη, δειαδή ηεο κεηαβιεηήο     , ζα 

πξέπεη πξψηα λα βξεζεί ε θαηαλνκή ηεο     
 . Αξρηθά αο ζεσξήζνπκε φηη  [    

   ]   . ΢ε 

απηή ηελ πεξίπησζε, γηα     πξνθχπηεη φηη (βι. Martin (2003)) 

 [    
   ]  {  

                                

    
   (    )                   

    
                                

  

΢ηε ζπλέρεηα, γηα ηελ πεξίπησζε        , κε ηελ πξνυπφζεζε φηη ν ρξφλνο κέρξη ηελ 

πξψηε απνηπρία είλαη T, είλαη θαλεξφ φηη ν αξηζκφο ησλ δνθηκψλ κέρξη λα ηειεηψζεη ην ηεζη 

ζα είλαη       (   )     (   )        . Η αληίζηνηρε πηζαλφηεηα απνδνρήο ζα 

ηθαλνπνηεί ηνπο αλαδξνκηθνχο ηχπνπο 

 [    
   ]  (    ) [      

     ]                                                                                  

 ∑ {    
   (    ) [      

     ]}    ( )    
   

   
 

(     )

   

            (      ) 
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  φπνπ    ( ) είλαη κηα δείθηξηα ζπλάξηεζε κε 

  ( )  2
           
           

    

 Σψξα, γηα ηηο αξρηθέο κεηαβιεηέο      ζα έρνπκε αληίζηνηρα φηη  [      ]   , ελψ γηα 

ηελ πεξίπησζε φπνπ     θαηαιήγνπκε ζηε ζπλάξηεζε 

 [      ]  {

                                                            

    
   (    )                        

    
                                                         

            

 

(      ) 

Αθφκε, γηα ηελ πεξίπησζε         θαη       (   )     (   )         ε αληίζηνηρε 

πηζαλφηεηα απνδνρήο ζα ηθαλνπνηεί ηνπο αλαδξνκηθνχο ηχπνπο 

 [      ]  (    ) [      
     ]                                                                                  

 ∑ {    
   (    ) [      

     ]}    ( )    
   

   
 

(     )

   

           (      ) 

΢ηε ζπλέρεηα, αλ αληηθαηαζηήζνπκε ηνπο ηχπνπο (2.13.1) θαη (2.13.2) ζηνλ ηχπν (2.13.3) ζα 

πξνθχςεη ε ζπλάξηεζε πηζαλφηεηαο ηνπ κήθνπο ηνπ ηεζη CSTF. 

     Ωζηφζν, αλ αζξνίζνπκε ηηο παξαπάλσ πηζαλφηεηεο κπνξεί εχθνια λα ππνινγηζηεί ε 

επηζπκεηή θαηαλνκή ηνπ κήθνπο ηνπ ηεζη CSTF, ε νπνία δίλεηαη απφ ηνλ ηχπν 

 ( )  ∑ [      ]

 

   

  

     Αθφκε, ην κέζν κήθνο πνπ απαηηείηαη γηα ηνλ ηεξκαηηζκφ ηνπ ηεζη CSTF δίλεηαη απφ ηνλ 

ηχπν (βι. Martin (2003)) 

 (    )  
       (    

   )

    
                                                                                       

 
(      

   ),       (    
   )-,  (      

   )   -

  (    )  
               (      ) 

Όηαλ     ε ζρέζε (2.13.4) παίξλεη ηε κνξθή 

  
  

  
 

 

  (    )  
   

*            
   +  
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ε νπνία αληηζηνηρεί ζην κέζν κήθνο ελφο απινχ Μαξθνβηαλνχ ηεζη εθθίλεζεο CS (Viveros 

θαη Balakrishnan (1993)). 

 

 

 

 

΢ρήκα 2.13.1:  Μέζν κήθνο ηνπ ηεζη CSTF ζπλαξηήζεη ηνπ d γηα Μαξθνβηαλή αιπζίδα 

κε                     θαη        

 

 

 

΢ρήκα 2.13.2:  Μέζν κήθνο ηνπ ηεζη CSTF ζπλαξηήζεη ηνπ c γηα Μαξθνβηαλή αιπζίδα    

κε                     θαη        
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)  
 
(  
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     Σα απνηειέζκαηα πνπ πξνθχπηνπλ απφ ηα ΢ρήκαηα 2.13.1 θαη 2.13.2 γηα ην κέζν κήθνο 

ηνπ ηεζη CSTF κε Μαξθνβηαλή εμάξηεζε, είλαη θαλεξφ φηη είλαη ηα ίδηα κε εθείλα πνπ 

πξνθχπηνπλ γηα ην κέζν κήθνο ηνπ ηεζη εθθίλεζεο CSTF κε αλεμάξηεηεο δνθηκέο. Απηφ είλαη 

αλακελφκελν αθνχ κπνξεί θαλείο λα ζεσξήζεη φηη ην κνληέιν κε ηηο αλεμάξηεηεο θαη 

ηζφλνκεο δνθηκέο απνηειεί κηα εηδηθή πεξίπησζε ηνπ Μαξθνβηαλνχ γηα           . 

 

 

2.14  Ελαιιαθηηθά ηεζη εθθίλεζεο 

 

     ΢ε απηή ηελ ελφηεηα ζα παξνπζηαζηνχλ ζπλνπηηθά ηξία ελαιιαθηηθά ηεζη εθθίλεζεο πνπ 

βαζίδνληαη ζηνλ αξηζκφ ησλ επηηπρεκέλσλ θαη απνηπρεκέλσλ εθθηλήζεσλ. Αμίδεη λα 

ζεκεησζεί φηη θαη ζηα ηξία ηεζη εθθίλεζεο πνπ αθνινπζνχλ νη δνθηκέο εθθίλεζεο κεηαμχ ησλ 

κνλάδσλ ζεσξνχληαη αλεμάξηεηεο κε ζηαζεξή πηζαλφηεηα επηηπρίαο p. 

     Σν πξψην είλαη ην ηεζη εθθίλεζεο γηα c ζπλνιηθέο επηηπρίεο θαη d ζπλνιηθέο απνηπρίεο. 

΢ην ζπγθεθξηκέλν ηεζη ην εμάξηεκα γίλεηαη απνδεθηφ αλ ζπκβνχλ c ζπλνιηθέο επηηπρίεο πξηλ 

απφ d ζπλνιηθέο απνηπρίεο ελψ απνξξίπηεηαη αλ ζπκβνχλ d ζπλνιηθέο απνηπρίεο πξηλ απφ c 

ζπλνιηθέο επηηπρίεο. Σν ηεζη απηφ νλνκάδεηαη ελ ζπληνκία ΤSΤF (Σotal Successes Σotal 

Failures). Δπίζεο, ζε απηφ ην ηεζη Οη πηζαλφηεηεο απνδνρήο θαη απφξξηςεο κηαο κνλάδαο, 

αληίζηνηρα, ζα έρνπλ ηε κνξθή 

 (       )  ∑ (
     

   
)   (   )  

   

   

 

 (        )  ∑(
     

   
)   (   )  

   

   

 

     Σν επφκελν είλαη ην ηεζη εθθίλεζεο γηα c ζπλερφκελεο επηηπρίεο θαη d ζπλερφκελεο 

απνηπρίεο. ΢ην ζπγθεθξηκέλν ηεζη ην εμάξηεκα γίλεηαη απνδεθηφ αλ ζπκβνχλ c ζπλερφκελεο 

επηηπρίεο πξηλ απφ d ζπλερφκελεο απνηπρίεο ελψ απνξξίπηεηαη αλ ζπκβνχλ d ζπλερφκελεο 

απνηπρίεο πξηλ απφ c ζπλερφκελεο επηηπρίεο. Σν ηεζη απηφ νλνκάδεηαη ελ ζπληνκία CSCF 

(Consecutive Successes Consecutive Failures). Δίλαη θαλεξφ φηη ην ζπγθεθξηκέλν ηεζη είλαη 

πην απζηεξφ απφ ην CSTF ηεζη εθθίλεζεο θαζψο απαηηεί εθηφο απφ ηηο επηηπρεκέλεο 
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εθθηλήζεηο, λα είλαη ζπλερφκελεο θαη νη απνηπρεκέλεο εθθηλήζεηο. Οη πηζαλφηεηεο απνδνρήο 

θαη απφξξηςεο, αληίζηνηρα, ζα έρνπλ ηε κνξθή 

 (       )  
    (  (   ) )

  (      )(  (   )   )
  

 (        )  
(   )   (    )

  (      )(  (   )   )
  

     Σν ηειεπηαίν είλαη ην ηεζη εθθίλεζεο γηα c ζπλνιηθέο επηηπρίεο θαη d ζπλερφκελεο 

απνηπρίεο. ΢ην ζπγθεθξηκέλν ηεζη ην εμάξηεκα γίλεηαη απνδεθηφ αλ ζπκβνχλ c ζπλνιηθέο 

επηηπρεκέλεο εθθηλήζεηο πξηλ απφ d ζπλερφκελεο απνηπρεκέλεο εθθηλήζεηο ελψ απνξξίπηεηαη 

αλ ζπκβνχλ d ζπλερφκελεο απνηπρεκέλεο εθθηλήζεηο ζπκβνχλ πξηλ απφ c ζπλνιηθέο 

επηηπρεκέλεο εθθηλήζεηο. Σν ηεζη απηφ νλνκάδεηαη ελ ζπληνκία ΤSCF (Total Successes 

Consecutive Failures). Οη πηζαλφηεηεο απνδνρήο θαη απφξξηςεο, αληίζηνηρα, ζα έρνπλ ηε 

κνξθή 

 (       )  (  (   ) )   

 (        )    (  (   ) )   

     Οη απνδείμεηο ησλ πηζαλνηήησλ (απνδνρήο θαη απφξξηςεο) ησλ παξαπάλσ ηξηψλ ηεζη 

εθθίλεζεο παξνπζηάδνληαη αλαιπηηθά ζηελ εξγαζία ησλ Smith θαη Griffith (2005). 
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 3 

Σεζη Εθθίλεζεο TSCSTF θαη TSCSTFCF 

      

 

 

     ΢ην πξνεγνχκελν θεθάιαην παξνπζηάζηεθαλ δηάθνξεο θιαζηθέο ηερληθέο ησλ ηεζη 

εθθίλεζεο. ΢ε απηφ ην θεθάιαην ζα παξνπζηαζηνχλ δπν λέεο ηερληθέο, νη νπνίεο βαζίδνληαη 

ζηε δηαδηθαζία ηνπ ηεζη εθθίλεζεο CSTF (Consecutive Successes Total Failures). Η πξψηε 

ηερληθή νλνκάδεηαη TSCSTF (Total Successes Consecutive Successes Total Failures), ελψ ε 

δεχηεξε νλνκάδεηαη TSCSTFCF (Total Successes Consecutive Successes Total Failures 

Consecutive Failures). Οη δπν λέεο απηέο ηερληθέο, απνηεινχλ βειηηψζεηο ηεο δηαδηθαζίαο ηνπ 

ηεζη εθθίλεζεο CSTF. 

     ΢εκαληηθφ πιενλέθηεκα γηα ηα ηεζη TSCSTF θαη TSCSTFCF απνηειεί ην γεγνλφο φηη, 

ζχκθσλα κε απηά πνπ ζα παξνπζηαζηνχλ ζε απηφ ην θεθάιαην, κηα ζσζηή επηινγή 

παξακέηξσλ (π.ρ. ν αξηζκφο ησλ επηηπρηψλ πνπ απαηηνχληαη γηα ηελ απνδνρή ελφο 

εμαξηήκαηνο, ν ζπλνιηθφο αξηζκφο ησλ απνηπρηψλ πνπ πξνθαιεί ηελ απφξξηςε ελφο 

εμαξηήκαηνο) κπνξεί λα δψζεη έλαλ κηθξφηεξν ρξφλν αλακνλήο απφ εθείλνλ ηεο ζρεηηθήο 

δηαδηθαζίαο ηνπ ηεζη CSTF. 

     Τπάξρνπλ κηα ζεηξά απφ δηαδηθαζίεο γηα λα απνθαζηζηεί εάλ ην ζχλνιν ησλ δνθηκψλ είλαη 

επηηπρέο ή φρη, θαη επνκέλσο, αλ ε κνλάδα (εμνπιηζκφο) έγηλε απνδεθηή ή απνξξίθζεθε. Οη 

δηαδηθαζίεο απηέο ζπλδένληαη ζηελά κε ηε ζεσξία ησλ ξνψλ, θαη κε ηελ κνληεινπνίεζε ησλ 

δηαδνρηθψλ k-απφ-ηα-n ζπζηεκάησλ (Kuo θαη Zuo (2003), θαη Chao, Fu θαη Koutras (1995)). 

Μηα ξνή είλαη έλα ζχλνιν είηε ζπλερφκελσλ επηηπρηψλ, είηε ζπλερφκελσλ απνηπρηψλ. ΢ηε 

βηβιηνγξαθία ππάξρνπλ δηάθνξα θξηηήξηα ιήςεο απφθαζεο γηα ηελ επηηπρία ή ηελ απνηπρία 

ελφο ζπλφινπ απφ ηεζη εθθίλεζεο πνπ βαζίδνληαη ζε ξνέο. Σα θξηηήξηα απηά ζπλεπάγνληαη 

ηελ απνδνρή ή ηελ απφξξηςε ηεο ελ ιφγσ κνλάδαο. 
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     ΢ηε δηεζλή βηβιηνγξαθία έρνπλ πξνηαζεί δηάθνξα ηεζη εθθίλεζεο πνπ ζρεηίδνληαη κε ηηο 

ξνέο. Η απινχζηεξε θαη παιαηφηεξε δηαδηθαζία απφθαζεο απνδνρήο ελφο εμνπιηζκνχ είλαη ε 

ηερληθή ηνπ ηεζη CS γηα ζπλερφκελεο επηηπρίεο, ε νπνία παξνπζηάζηεθε αξρηθά απφ ηνπο 

Hahn θαη Gage (1983), θαη αξγφηεξα απφ ηνπο Viveros θαη Balakrishnan (1993). ΢ηε 

ζπλέρεηα, κηα πην βειηησκέλε δηαδηθαζία πξνυπνζέηεη φηη ε απνδνρή ηνπ εμνπιηζκνχ γίλεηαη 

φηαλ ππάξρεη κηα ξνή απφ ζπλερφκελεο επηηπρίεο πξηλ απφ ηελ πξαγκαηνπνίεζε ελφο 

ζπγθεθξηκέλνπ αξηζκνχ ζπλνιηθψλ απνηπρηψλ, δηαθνξεηηθά ν εμνπιηζκφο απνξξίπηεηαη. 

Απηφ είλαη ην ιεγφκελν ηεζη εθθίλεζεο CSTF, ην νπνίν έρεη πξνηαζεί απφ ηνπο Balakrishnan 

θαη Chan (2000), Smith θαη Griffith (2005), Martin (2004 θαη 2008), Eryilmaz θαη 

Chakraborti (2008), θαη άιινπο. 

     ΢ηε ζπλέρεηα εμεηάζηεθαλ νη ζηαηηζηηθέο ηδηφηεηεο ησλ δηάθνξσλ ηεζη εθθίλεζεο. ΢ηελ 

αξρή ζεσξήζεθε φηη ππάξρεη αλεμαξηεζία κεηαμχ ησλ ηεζη εθθίλεζεο. Αξγφηεξα έγηλε ε 

επέθηαζή ηνπο ζε Μαξθνβηαλή εμάξηεζε πξψηεο (θαη γεληθφηεξεο) ηάμεο απφ ηνλ Marvin 

(2004) θαη ηνπο Smith θαη Griffith (2005). 

     Αξγφηεξα, παξνπζηάζηεθε κηα πεξαηηέξσ γελίθεπζε ησλ πξνεγνχκελσλ ηερληθψλ απφ ηνλ 

Gera (2010), ε νπνία είλαη ε ηερληθή ηνπ ηεζη εθθίλεζεο TSCSTF. ΢χκθσλα κε απηή ηελ 

ηερληθή ν εμνπιηζκφο γίλεηαη δεθηφο εάλ ππάξρεη, είηε έλαο ζπγθεθξηκέλνο αξηζκφο 

ζπλνιηθψλ επηηπρηψλ, είηε έλαο ζπγθεθξηκέλνο αξηζκφο ζπλερφκελσλ επηηπρηψλ. ΢ε αληίζεηε 

πεξίπησζε, ν εμνπιηζκφο απνξξίπηεηαη εάλ ππάξρεη έλαο ζπγθεθξηκέλνο αξηζκφο ζπλνιηθψλ 

απνηπρηψλ πξηλ απφ ηελ πξαγκαηνπνίεζε είηε ησλ ζπλνιηθψλ επηηπρηψλ, είηε ησλ 

ζπλερφκελσλ επηηπρηψλ. Σν θίλεηξν γηα ηελ εηζαγσγή ηεο λέαο δηαδηθαζίαο έγθεηηαη ζηε 

δπλαηφηεηα ηεο κείσζεο ηνπ αξηζκνχ ησλ δνθηκψλ πνπ απαηηνχληαη γηα ηε ιήςε απφθαζεο, 

ην νπνίν είλαη επσθειέο ηφζν πξαθηηθά φζν θαη νηθνλνκηθά.  

     Με ηνλ φξν πξφβιεκα βειηηζηνπνίεζεο ζηε ζεσξία ησλ ηεζη εθθίλεζεο ελλννχκε ηελ 

εμέηαζε ηνπ κήθνπο ηνπ ηεζη (αληηθεηκεληθή ζπλάξηεζε) ηελ νπνία δεηάκε λα  

ειαρηζηνπνηήζνπκε ππφ ηνπο πεξηνξηζκνχο θαζνξηζκέλσλ παξακέηξσλ γηα ην επίπεδν 

εκπηζηνζχλεο. Σν κνληέιν απηφ θαίλεηαη φηη νδεγεί ζε κηα ζεκαληηθή κείσζε ηνπ 

αλακελφκελνπ αξηζκνχ ησλ απαηηνχκελσλ δνθηκψλ, θαζψο επίζεο θαη ζε ρακειφηεξεο ηηκέο 

ηεο δηαθχκαλζεο ηνπ αλακελφκελνπ αξηζκνχ ησλ απαηηνχκελσλ δνθηκψλ ζε ζρέζε κε εθείλεο 

ηνπ ηεζη εθθίλεζεο CSTF, ππνζέηνληαο φηη ππάξρεη αλεμαξηεζία κεηαμχ ησλ δνθηκψλ θαη φηη 

νη πηζαλφηεηεο επηηπρίαο γηα θάζε δνθηκή είλαη φιεο ίζεο. 
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     Μεηά απφ έλα ρξφλν, παξνπζηάζηεθε πάιη απφ ηνλ Gera (2011) κηα γελίθεπζε ησλ 

πξνεγνχκελσλ ηερληθψλ, ε ηερληθή ηνπ ηεζη εθθίλεζεο TSCSTFCF. ΢χκθσλα κε απηή ηελ 

ηερληθή ν εμνπιηζκφο γίλεηαη απνδεθηφο εάλ ππάξρεη είηε έλαο θαζνξηζκέλνο αξηζκφο 

ζπλνιηθψλ επηηπρηψλ, είηε κηα ξνή ζπλερφκελσλ επηηπρηψλ πξηλ απφ έλαλ θαζνξηζκέλν 

αξηζκφ ζπλνιηθψλ απνηπρηψλ, θαη πξηλ απφ θάζε ξνή ζπλερφκελσλ απνηπρηψλ. ΢ε αληίζεηε 

πεξίπησζε, ν εμνπιηζκφο απνξξίπηεηαη εάλ ππάξρεη είηε έλαο θαζνξηζκέλνο αξηζκφο 

ζπλνιηθψλ  απνηπρηψλ, είηε κηα ξνή ζπλερφκελσλ απνηπρηψλ πξηλ απφ ηελ πξαγκαηνπνίεζε 

είηε ησλ ζπλνιηθψλ επηηπρηψλ, είηε ησλ ζπλερφκελσλ επηηπρηψλ. Σέινο, πξέπεη λα αλαθεξζεί 

φηη θαη ζε απηή ηελ ηερληθή ππάξρεη ε ππφζεζε αλεμαξηεζίαο κεηαμχ ησλ δνθηκψλ, θαη νη 

πηζαλφηεηεο επηηπρίαο γηα θάζε δνθηκή είλαη φιεο ίζεο.  

 

 

3.1  Σεζη εθθίλεζεο TSCSTF θαη ζπλάξηεζε πηζαλόηεηαο ηνπ κήθνπο ηνπ 

 

     Η παξνπζίαζε απηήο ηεο δηαδηθαζίαο είλαη παξφκνηα κε εθείλε ηεο ηερληθήο ηνπ ηεζη 

εθθίλεζεο CSTF, φπσο παξνπζηάζηεθε απφ ηνπο Eryilmaz θαη Chakraborti (2008). Έηζη, 

φπσο αλαθέξζεθε θαη πξνεγνπκέλσο, ε ππφ δνθηκή κνλάδα γίλεηαη δεθηή εάλ ππάξρεη, είηε 

έλαο ζπγθεθξηκέλνο αξηζκφο ζπλερφκελσλ επηηπρεκέλσλ εθθηλήζεσλ, είηε έλαο 

ζπγθεθξηκέλνο αξηζκφο ζπλνιηθψλ επηηπρεκέλσλ εθθηλήζεσλ. ΢ε αληίζεηε πεξίπησζε, ε 

κνλάδα ππφ δνθηκή απνξξίπηεηαη εάλ ππάξρεη έλαο ζπγθεθξηκέλνο αξηζκφο ζπλνιηθψλ 

απνηπρηψλ πξηλ απφ ηελ πξαγκαηνπνίεζε είηε ησλ ζπλνιηθψλ επηηπρεκέλσλ εθθηλήζεσλ, είηε 

ησλ ζπλερφκελσλ επηηπρεκέλσλ εθθηλήζεσλ. 

     Γηα ηελ παξνπζίαζε ηεο ζπλάξηεζεο πηζαλφηεηαο ηνπ κήθνπο ηνπ ηεζη, φπσο δφζεθε απφ 

ηνλ Gera (2010), ζεσξνχκε n ίδηεο κνλάδεο εμνπιηζκνχ πνπ ππνβάιινληαη ζε αλεμάξηεηεο 

εθθηλήζεηο θαη ρξεζηκνπνηνχκε ηνπο παξαθάησ ζπκβνιηζκνχο: 

 

X  : ν ζπλνιηθφο αξηζκφο δνθηκψλ κέρξη ηνλ ηεξκαηηζκφ ηνπ ηεζη (απνδνρή ή απφξξηςε 

ηνπ εμαξηήκαηνο) 

p  : ε πηζαλφηεηα επηηπρίαο εθθίλεζεο ζε θάζε δνθηκή, 

   : ν απαηηνχκελνο αξηζκφο ζπλνιηθψλ επηηπρηψλ γηα λα έρνπκε απνδνρή ηνπ εμνπιηζκνχ, 

   :  ν απαηηνχκελνο αξηζκφο ζπλερφκελσλ επηηπρηψλ γηα λα έρνπκε απνδνρή ηνπ 

εμνπιηζκνχ, 
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  :   ν απαηηνχκελνο αξηζκφο ζπλνιηθψλ απνηπρηψλ γηα λα έρνπκε απφξξηςε ηνπ 

εμνπιηζκνχ, 

   
 : ν ζπλνιηθφο αξηζκφο δνθηκψλ κέρξη ηελ πξαγκαηνπνίεζε    επηηπρηψλ, 

    
 : ν ζπλνιηθφο αξηζκφο δνθηκψλ κέρξη ηελ πξαγκαηνπνίεζε     επηηπρηψλ, 

   
 : ν ζπλνιηθφο αξηζκφο δνθηκψλ κέρξη ηελ πξαγκαηνπνίεζε    απνηπρηψλ, 

    : ην κήθνο ηεο κεγαιχηεξεο ξνήο απφ επηηπρίεο ζε x ηεζη εθθίλεζεο, 

    : ν αξηζκφο ησλ επηηπρεκέλσλ εθθηλήζεσλ ζε x ηεζη εθθίλεζεο θαη 

    : ν αξηζκφο ησλ απνηπρεκέλσλ εθθηλήζεσλ ζε x ηεζη εθθίλεζεο. 

 

 

     Ο ζπλνιηθφο αξηζκφο δνθηκψλ κέρξη ηνλ ηεξκαηηζκφ ηνπ ηεζη δίλεηαη απφ ηελ η.κ. Χ πνπ 

νξίδεηαη σο εμήο 

     
 

(   
     

    
) 

Οη ρξφλνη αλακνλήο γηα ηηο ηπραίεο κεηαβιεηέο    
     

    
 είλαη κεγαιχηεξνη απφ έλα 

ζπγθεθξηκέλν αξηζκφ x ηεο ηπραίαο κεηαβιεηήο Χ αλ ην κήθνο ηεο κεγαιχηεξεο ξνήο απφ 

επηηπρίεο ζε x ηεζη εθθίλεζεο είλαη κηθξφηεξν απφ ηελ πξνθαζνξηζκέλε ηηκή    , αλ ν 

ζπλνιηθνο αξηζκνο επηηπρησλ ζε x ηεζη εθθίλεζεο είλαη κηθξφηεξνο απφ ηελ πξνθαζνξηζκέλε 

ηηκή   , θαη αλ ν ζπλνιηθφο αξηζκφο απνηπρηψλ ζε x ηεζη εθθίλεζεο είλαη κηθξφηεξνο απφ ηελ 

πξνθαζνξηζκέλε ηηκή   . Δηζη, ε ζπλαξηεζε επηβησζεο γηα ηελ η.κ. Χ  ζα έρεη ηε κνξθή 

 *   +   2   
       

      
  3              

     {                     }                                       (     ) 

Δπεηδή          , ε ζρέζε (3.1.1) κπνξεί λα πάξεη ηε κνξθή 

 *   +   {                   }  

Υξεζηκνπνηψληαο ην ζεψξεκα νιηθήο πηζαλφηεηαο κπνξνχκε λα γξάςνπκε 

 *   +  ∑  *             +  

   
 

(         )
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 ∑  *       |     + *     +

   
 

(         )

        

                              (     ) 

Γηα ηνλ ππνινγηζκφ ησλ επηκέξνπο φξσλ ηνπ αζξνίζκαηνο, ζα ρξεζηκνπνηεζεί ν ηχπνο 

 *      |     +  .
 
 
/
  

 (       )                                     (     ) 

φπνπ ε ζπλάξηεζε  (       ) αληηπξνζσπεχεη ηνλ αξηζκφ ησλ ηξφπσλ γηα λα γίλνπλ δεθηέο i 

επηηπρεκέλεο δνθηκέο κέζα ζε έλα ζχλνιν x δνθηκψλ ψζηε ν αξηζκφο     ή πεξηζζφηεξεο 

επηηπρεκέλεο δνθηκέο λα κελ είλαη ζπλερφκελεο. Η ζπλάξηεζε απηή δίλεηαη απφ ηνλ ηχπν 

 (       )  ∑ (  ) (
     

 
)

   
 

.0    
⁄ 1         /

   

(
       

   
)               (     ) 

Η πηζαλφηεηα λα ππάξρνπλ αθξηβψο i επηηπρίεο αλάκεζα ζηα x ηεζη δίλεηαη απφ ηνλ ηχπν 

 *     +  .
 

 
/   (   )                                                (     ) 

΢ε απηφ ην ζεκείν, αλ αληηθαηαζηήζνπκε ηνπο ηχπνπο (3.1.3) θαη (3.1.5) ζηνλ ηχπν (3.1.2), ε 

ηειηθή έθθξαζε γηα ηε ζπλάξηεζε επηβίσζεο ηεο ηπραίαο κεηαβιεηήο X ζα έρεη ηε κνξθή 

 *   +  ∑  (       )  (   )   

   
 

(         )

        

                             (     ) 

Δπνκέλσο, ζχκθσλα κε ηα παξαπάλσ απνηειέζκαηα θαηαιήγνπκε φηη ε ζπλάξηεζε 

θαηαλνκήο ηεο ηπραίαο κεηαβιεηήο X ζα έρεη ηε κνξθή 

 *   +    ∑  (       )  (   )   

   
 

(         )

        

  

Η ζπλάξηεζε πηζαλφηεηαο ηεο ηπραίαο κεηαβιεηήο X κπνξεί λα ππνινγηζηεί απφ ηνλ ηχπν 

 *   +   *   +   *     + 

κε ηνλ πεξηνξηζκφ φηη πξέπεη       . ΢ε αληίζεηε πεξίπησζε, ε ηερληθή απηή 

κεηαζρεκαηίδεηαη ζηελ απινχζηεξε ηερληθή ηνπ ηεζη εθθίλεζεο TSTF φπνπ νη    επηηπρίεο 

πξέπεη λα εκθαληζηνχλ πξηλ ηελ πξαγκαηνπνίεζε ησλ    απνηπρηψλ.  
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     Παξαθάησ δίλεηαη ζην ΢ρήκα 3.1.1 γξαθηθά ε ζπλάξηεζε πηζαλφηεηαο ηνπ κήθνπο ηνπ 

ηεζη εθθίλεζεο TSCSTF γηα δηάθνξεο ηηκέο ησλ παξακέηξσλ. Παξαηεξνχκε φηη ε θχξηα 

θνξπθή εκθαλίδεηαη φηαλ      ιφγσ ηνπ φηη        . Δπίζεο, ε δεχηεξε κεγαιχηεξε 

θνξπθή παξαηεξείηαη φηαλ       επεηδή      . Αθφκε, είλαη θαλεξφ φηη,                

 (    )    ιφγσ ησλ ηηκψλ ησλ    θαη   .  

     ΢ηε ζπλέρεηα, ζην ΢ρήκα 3.1.2 θαίλεηαη γξαθηθά ε ζπλάξηεζε πηζαλφηεηαο ηνπ κήθνπο 

ηνπ ηεζη εθθίλεζεο TSCSTF ζπλαξηήζεη ηνπ p γηα              ,                          

               . Γηα     παξαηεξνπκε φηη ν ρξφλνο αλακνλήο ηνπ ηεζη παίξλεη ηελ 

κεγαιχηεξε ηηκή ηνπ γηα      . Αθφκε, γηα       θαίλεηαη φηη φζν απμάλεηαη ε ηηκή ηνπ 

p (γηα      ), απμάλεηαη θαη ν ρξφλνο αλακνλήο ηνπ ηεζη. Σέινο, γηα      παξαηεξνπκε 

φηη ν ρξφλνο αλακνλήο ηνπ ηεζη παίξλεη ηηο κεγαιχηεξεο ηηκέο ηνπ γηα πνιχ κεγάιεο ηηκέο ηνπ 

p, φπνπ θαη εθεί ν ρξφλνο αλακνλήο είλαη πνιχ κηθξφο. 

 

 

 

 

 

΢ρήκα 3.1.1: ΢πλάξηεζε πηζαλφηεηαο ηνπ κήθνπο ηνπ ηεζη TSCSTF (ρξφλνο 

αλακνλήο) γηα                              
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΢ρήκα 3.1.2: ΢πλάξηεζε πηζαλφηεηαο ηνπ κήθνπο ηνπ ηεζη TSCSTF (ρξφλνο 

αλακνλήο) ζπλαξηήζεη ηνπ                                    

                

 

 

 

 

΢ρήκα 3.1.3: ΢πλάξηεζε πηζαλφηεηαο ηνπ κήθνπο ηνπ ηεζη TSCSTF (ρξφλνο 

αλακνλήο) γηα                             
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     Με ηνλ ίδην ηξφπν παξαηεξνχκε φηη ζην ΢ρήκα 3.1.3 ε θχξηα θνξπθή εκθαλίδεηαη φηαλ 

     ιφγσ ηνπ φηη ην       . Δπίζεο, ε δεχηεξε κεγαιχηεξε θνξπθή παξαηεξείηαη φηαλ  

     επεηδή      . Αθφκε, είλαη θαλεξφ φηη,  (    )    ιφγσ ησλ ηηκψλ ησλ    θαη 

  . 

     ΢ηε ζπλέρεηα, ζην ΢ρήκα 3.1.4 θαίλεηαη γξαθηθά ε ζπλάξηεζε πηζαλφηεηαο ηνπ κήθνπο 

ηνπ ηεζη εθθίλεζεο TSCSTF ζπλαξηήζεη ηνπ p γηα              ,                          

               . Γηα     παξαηεξνπκε φηη ν ρξφλνο αλακνλήο ηνπ ηεζη είλαη κηα 

θζίλνπζα ζπλάξηεζε σο πξνο  . Αθφκε, γηα       θαίλεηαη φηη ν ρξφλνο αλακνλήο ηνπ 

ηεζη απμάλεηαη αξθεηά γηα πνιχ κεγάιεο ηηκέο ηνπ p. Σέινο, γηα      παξαηεξνπκε φηη ν 

ρξφλνο αλακνλήο ηνπ ηεζη παίξλεη ηηο κεγαιχηεξεο ηηκέο ηνπ γηα πνιχ κεγάιεο ηηκέο ηνπ p, 

φπνπ θαη εθεί ν ρξφλνο αλακνλήο είλαη πνιχ κηθξφο. 

 

 

 
 

΢ρήκα 3.1.4: ΢πλάξηεζε πηζαλφηεηαο ηνπ κήθνπο ηνπ ηεζη TSCSTF (ρξφλνο 

αλακνλήο) ζπλαξηήζεη ηνπ                                    
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3.2  Πηζαλόηεηα απνδνρήο ηνπ ηεζη TSCSTF 

 

     Δθηφο απφ ηε ζπλάξηεζε πηζαλφηεηαο ηνπ κήθνπο ηνπ ηεζη TSCSTF, κεγάιν ελδηαθέξνλ 

παξνπζηάδεη θαη ε πηζαλφηεηα απνδνρήο ηεο ππφ δνθηκή κνλάδαο. Δδψ, ε πηζαλφηεηα 

απνδνρήο είλαη ε πηζαλφηεηα νη ρξφλνη αλακνλήο γηα ηηο πξψηεο    επηηπρίεο ή γηα ηελ ξνή 

ησλ     ζπλερφκελσλ επηηπρηψλ, λα είλαη κηθξφηεξνη απφ ηνλ ρξφλν αλακνλήο γηα ηελ 

εκθάληζε    απνηπρηψλ. Γειαδή, 

    2   
 

(    
    

)     
3 

     Τπάξρνπλ πνιιά πηζαλά κήθε ελφο ηεζη γηα ηελ πξαγκαηνπνίεζε ηνπιάρηζηνλ    

απνηπρηψλ. ΢ε θάζε πεξίπησζε, ε ηειεπηαία δνθηκή είλαη απνηπρεκέλε, έηζη ψζηε λα 

εκθαλίδνληαη γηα πξψηε θνξά ηνπιάρηζηνλ r απνηπρίεο (    ). ΢ε θάζε πεξίπησζε, είηε ην 

κέγηζην κήθνο ελφο ζπλφινπ απφ ζπλερφκελεο επηηπρίεο (  ) είλαη κεγαιχηεξν απφ ηελ 

θαζνξηζκέλε     ηηκή, είηε ν ζπλνιηθφο αξηζκφο επηηπρηψλ (  ) πξέπεη λα είλαη κεγαιχηεξνο 

απφ ηελ θαζνξηζκέλε    ηηκή, έηζη ψζηε ε κνλάδα λα γίλεη απνδεθηή. Έηζη, γηα ηελ 

πηζαλφηεηα απνδνρήο έρνπκε φηη 

   ∑  2   
 

(    
    

)   |   
  3   2   

  3

 

    

                                      

 ∑  2                
    |          

     3   2   
  3

 

    

    (     ) 

φπνπ    είλαη ην απνηειεζκα ηνπ r-νζηνχ ηεζη εθθίλεζεο (ην απνηέιεζκα ζπκβνιίδεηαη κε 1 

γηα ηελ απνηπρία θαη κε κεδέλ γηα ηελ απνηπρία). Αθφκε, ε δεζκεπκέλε ζπλάξηεζε 

πηζαλφηεηαο ππφ ηε ζπλζήθε      
      ζα έρεη ηε κνξθή 

     {                
    |     

     }   

 {

                 

 {         |     
     }                             

                               

      (     ) 

Σν παξαπάλσ απνηέιεζκα  ζα βνεζήζεη ζηνλ ππνινγηζκφ ησλ φξσλ ζην άζξνηζκα (3.1.6). 

Όπσο θαη ζηελ Δλφηεηα 3.1, έηζη θαη εδψ, κε ρξήζε ηεο ζρέζεο (3.1.3) γηα ηνλ φξν ηεο 
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δεζκεπκέλεο πηζαλφηεηαο πνπ δίλεηαη ζηε δεμηά πιεπξά ηεο ζρέζεο (3.2.1), θαη 

ρξεζηκνπνηψληαο ηνλ ηχπν (3.1.5), έρνπκε φηη 

   ∑ 86(
   
    

)
  

  (            )7  (   [  (     )])

 

        

  [  (     )]9   2   
  3  

Σειηθά, κεηά απφ ππνινγηζκνχο, θαηαιήγνπκε φηη ε πηζαλφηεηα απνδνρήο ηεο ππφ δνθηκή 

κνλάδαο ζα έρεη ηε κνξθή 

   ∑ 6(
   
    

)
  

  (            )7  

       

        

4
   

    
5     (   )  

 ∑ 4
   

    
5     (   )   

 

        

 

 

 

3.3  Σεζη εθθίλεζεο TSCSTFCF θαη ζπλάξηεζε πηζαλόηεηαο ηνπ κήθνπο 

ηνπ 

 

     Η παξνπζίαζε απηήο ηεο δηαδηθαζίαο είλαη παξφκνηα κε εθείλε ηεο ηερληθήο ηνπ ηεζη 

εθθίλεζεο CSTF, φπσο παξνπζηάζηεθε απφ ηνπο Eryilmaz θαη Chakraborti (2008) θαη ηεο 

ηερληθήο ηνπ ηεζη εθθίλεζεο TSCSTF, φπσο παξνπζηάζηεθε απφ ηνλ Gera (2010). Ωο εθ 

ηνχηνπ, φπσο αλαθέξζεθε θαη πξνεγνπκέλσο, ζχκθσλα κε ηελ ηερληθή πνπ παξνπζίαζε ν 

Gera (2011), ε ππφ δνθηκή κνλάδα γίλεηαη απνδεθηή εάλ ππάξρεη είηε κηα ξνή ζπλερφκελσλ 

επηηπρεκέλσλ εθθηλήζεσλ, είηε έλαο θαζνξηζκέλνο αξηζκφο ζπλνιηθψλ επηηπρεκέλσλ 

εθθηλήζεσλ, πξηλ απφ έλαλ θαζνξηζκέλν αξηζκφ ζπλνιηθψλ απνηπρεκέλσλ εθθηλήζεσλ, θαη 

πξηλ απφ θάζε ξνή ζπλερφκελσλ απνηπρεκέλσλ εθθηλήζεσλ. ΢ε αληίζεηε πεξίπησζε, ν 

εμνπιηζκφο απνξξίπηεηαη εάλ ππάξρεη είηε έλαο θαζνξηζκέλνο αξηζκφο ζπλνιηθψλ  

απνηπρηψλ, είηε κηα ξνή ζπλερφκελσλ απνηπρηψλ πξηλ απφ ηελ πξαγκαηνπνίεζε είηε ησλ 

ζπλνιηθψλ επηηπρεκέλσλ εθθηλήζεσλ, είηε ησλ ζπλερφκελσλ επηηπρεκέλσλ εθθηλήζεσλ. Η 
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δηαδηθαζία ηεξκαηίδεηαη κεηά ηελ ηθαλνπνίεζε ηνπ παξαπάλσ θξηηεξίνπ είηε ππάξμεη 

απνδνρή ηεο ππφ δνθηκή κνλάδαο, είηε απφξξηςε. 

          Γηα ηελ παξνπζίαζε ηεο ζπλάξηεζεο πηζαλφηεηαο ηνπ κήθνπο ηνπ ηεζη, φπσο δφζεθε 

απφ ηνλ Gera (2011), ζεσξνχκε n ίδηεο κνλάδεο εμνπιηζκνχ πνπ ππνβάιινληαη ζε 

αλεμάξηεηεο εθθηλήζεηο. Θέηνπκε κε X ηελ ηπραία κεηαβιεηή πνπ ζπκβνιίδεη ηνλ ζπλνιηθφ 

αξηζκφ δνθηκψλ κέρξη ηνλ ηεξκαηηζκφ ηνπ ηεζη (απνδνρή ή απφξξηςε ηνπ εμαξηήκαηνο),     

ην κήθνο ηεο κεγαιχηεξεο ξνήο απφ επηηπρίεο κέζα απφ x ηεζη εθθίλεζεο,     ην κήθνο ηεο 

κεγαιχηεξεο ξνήο απφ απνηπρίεο κέζα απφ x ηεζη εθθίλεζεο θαη     ηνλ απαηηνχκελν αξηζκφ 

ζπλερφκελσλ απνηπρηψλ γηα λα έρνπκε απφξξηςε ηνπ εμνπιηζκνχ. Αθφκε ππνζέηνπκε φηη νη 

εξκελείεο ησλ ππφινηπσλ ζπκβνιηζκψλ είλαη νη ίδηεο κε εθείλεο ηεο Δλφηεηαο 3.1. 

     Αξρηθά, ε ζπλάξηεζε επηβίσζεο ηεο ηπραίαο κεηαβιεηήο Χ δίλεηαη απφ ηνλ ηχπν 

 *   +   {                             }                     (     ) 

Γηα ηε ζπλέρεηα, απαηηνχληαη νη παξαθάησ βνεζεηηθέο ζπλαξηήζεηο 

  (           )   {                          }                 (     ) 

  (           )   {                          }                 (     ) 

Μεηά απφ ππνινγηζκνχο θαηαιήγνπκε φηη ε βνεζεηηθή ζπλάξηεζε   ( ), γηα      , 

γξάθεηαη ζηε κνξθή 

  (           )  ∑      (             )

   
 

(            )

   

                  (     ) 

θαη φηη ε βνεζεηηθή ζπλάξηεζε   ( ), γηα      
, γξάθεηαη ζηε κνξθή 

  (           )  ∑      (               )               (     )

   
 

(            )

   

 

Οη αξρηθέο ζπλζήθεο γηα ηηο εμηζψζεηο απηέο είλαη 

   (           )      [       ]         (           )     

  

 γηα    , 

  (           )     
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 γηα          , 

  (           )  .
 

   
/        [(     )  (   )]  

 γηα        , 

  (           )     

 

Παξάδεηγκα 3.3.1: Γηα λα δνχκε ζηελ πξάμε ηηο παξαπάλσ πεξηπηψζεηο, αλ ππνζέζνπκε φηη 

           
    

  , παξαηεξνχκε φηη  

 

  (       )  (  )             (                  )                                      

  (       )                   (                 )                                         

  (       )                    (               )                                              

  (       )  (  )             (                  )                                      

  (       )   (  )            (                )                                           

  (       )                    (               )                                              

 

θαη νη ζρέζεηο (3.3.4) θαη (3.3.5) ηθαλνπνηνχληαη γηα        

 

     Η ζπλάξηεζε  ( )(           ) είλαη κηα πην γεληθή εθδνρή ηεο ζπλάξηεζεο  (       ) 

θαη αληηπξνζσπεχεη ηνλ αξηζκφ ησλ ηξφπσλ γηα λα γίλνπλ δεθηέο i επηηπρεκέλεο δνθηκέο 

κέζα ζε έλα ζχλνιν     δνθηκψλ ν αξηζκφο     ή πεξηζζφηεξεο επηηπρεκέλεο δνθηκέο λα 

κελ είλαη ζπλερφκελεο θαη ν αξηζκφο     ή πεξηζζφηεξεο απνηπρεκέλεο δνθηκέο λα κελ είλαη 

ζπλερφκελεο. Έηζη, απφ ηνλ παξαπάλσ νξηζκφ ηεο ζπλάξηεζεο  ( ) είλαη θαλεξφ φηη 

 ( )(           )  
  (           )    (           )

      
                      (     ) 

Αθφκε, γηα      , ε ζπλάξηεζε  ( ) ζπκπίπηεη κε ηελ απινχζηεξε ζπλάξηεζε N. 

Σψξα, επεηδή πξέπεη       , ν ζπλνιηθφο αξηζκφο επηηπρηψλ ζα πξέπεη λα ηθαλνπνηεί ηελ 

αλίζσζε             (γηα        ). Έηζη, γηα        , ε ζπλάξηεζε επηβίσζεο 

ηεο ηπραίαο κεηαβιεηήο Χ ζα έρεη ηε κνξθή 

 *   +   {                           }                     (     ) 
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θαη εθθξάδνληαο ηνλ ηχπν (3.3.7) σο άζξνηζκα έρνπκε φηη 

 *   +  ∑  {                    }                   (     )

   
 

(         )

     
 

(         )

 

Όζν αλαθνξά ηνλ νξηζκφ ηεο ζπλάξηεζεο   (           ) θαη ηεο ζπλάξηεζεο 

  (           ) κέζσ ησλ ζρέζεσλ (3.3.2) θαη (3.3.3), αληίζηνηρα, βιέπνπκε φηη 

 {                    }    (           )    (           )          (     ) 

Μεηά απφ ππνινγηζκνχο θαη κε ηε βνήζεηα ησλ ηχπσλ (3.3.6), (3.3.8) θαη (3.3.9) 

θαηαιήγνπκε φηη ε ζπλάξηεζε επηβίσζεο ηεο ηπραίαο κεηαβιεηήο Χ ζα έρεη ηε κνξθή 

 *   +  ∑  ( )(           )  

   
 

(         )

     
 

(         )

        

 

φπνπ πξνθαλψο ηζρχεη ( 
 
)    (       )   ( )(           ). 

Σειηθά, ε ζπλάξηεζε πηζαλφηεηαο ηεο ηπραίαο κεηαβιεηήο X ππνινγίδεηαη απφ ηνλ ηχπν 

 *   +   *     +   *   +  

φπνπ  *   +    γηα     (             )     

 

Παξαηήξεζε. Υξεζηκνπνηψληαο ηα παξαπάλσ απνηειέζκαηα, κπνξνχλ έκκεζα λα 

δεκηνπξγεζνχλ ελδηαθέξνπζεο ζρέζεηο γηα ηηο παξαπάλσ πηζαλφηεηεο. Γηα παξάδεηγκα, 

αλαθεξφκελνη ζηνπο ηχπνπο (3.1.4), (3.3.2), θαη (3.3.3) πξνθχπηνπλ νη αθφινπζεο 

δεζκεπκέλεο πηζαλφηεηεο 

 {       |             
}  

 ( )(           )

 (       )
  

θαη 

 {               |     }  .
 
 
/
  

  ( )(           )  
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      ΢ην ΢ρήκα 3.3.1 παξαηεξνχκε φηη ε θχξηα θνξπθή εκθαλίδεηαη φηαλ     ιφγσ ηνπ φηη  

     . Αθφκε, ε δεχηεξε κεγαιχηεξε θνξπθή παξαηεξείηαη φηαλ       επεηδή     . 

Δπίζεο, είλαη θαλεξφ φηη,  (    )    ιφγσ ησλ ηηκψλ ησλ παξακέηξσλ    θαη   .  

 

 

 

 

΢ρήκα 3.3.1: ΢πλάξηεζε πηζαλφηεηαο ηνπ κήθνπο ηνπ ηεζη TSCSTFCF (ρξφλνο 

αλακνλήο) γηα                                  

 

     ΢ην ΢ρήκα 3.3.2 θαίλεηαη γξαθηθά ε ζπλάξηεζε πηζαλφηεηαο ηνπ κήθνπο ηνπ ηεζη 

εθθίλεζεο TSCSTFCF ζπλαξηήζεη ηνπ p γηα          ,                      

     . Γηα     παξαηεξνπκε φηη ν ρξφλνο αλακνλήο ηνπ ηεζη απμάλεηαη πνιχ θπξίσο γηα 

πνιχ κεγάιεο ηηκέο ηνπ p (     ). Σέινο, γηα     θαίλεηαη φηη ν ρξφλνο αλακνλήο ηνπ 

ηεζη παίξλεη ηηο κεγαιχηεξεο ηηκέο ηνπ γηα κεζαίεο ηηκέο ηνπ p, φπνπ θαη εθεί ν ρξφλνο 

αλακνλήο είλαη πνιχ κηθξφο. 

     Απφ ηελ άιιε πιεπξά, ζην ΢ρήκα 3.3.3 παξαηεξνχκε φηη ε θχξηα θνξπθή εκθαλίδεηαη 

φηαλ     ιφγσ ηνπ φηη       . Αθφκε, ε δεχηεξε κεγαιχηεξε θνξπθή παξαηεξείηαη φηαλ  

     επεηδή      . Δπίζεο, είλαη θαλεξφ φηη,  (    )    ιφγσ ησλ ηηκψλ ησλ 

παξακέηξσλ    θαη   . 
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΢ρήκα 3.3.2: ΢πλάξηεζε πηζαλφηεηαο ηνπ κήθνπο ηνπ ηεζη TSCSTFCF (ρξφλνο 

αλακνλήο) ζπλαξηήζεη ηνπ  p γηα                                    

                     

 

 

 

 

 

 

΢ρήκα 3.3.3: ΢πλάξηεζε πηζαλφηεηαο ηνπ κήθνπο ηνπ ηεζη TSCSTFCF (ρξφλνο 

αλακνλήο) γηα                                   
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     Αθφκε, ζην ΢ρήκα 3.3.4 θαίλεηαη γξαθηθά ε ζπλάξηεζε πηζαλφηεηαο ηνπ κήθνπο ηνπ ηεζη 

εθθίλεζεο TSCSTFCF ζπλαξηήζεη ηνπ p γηα           ,                                        

                    . Γηα     παξαηεξνχκε πάιη φηη ν ρξφλνο αλακνλήο ηνπ ηεζη 

απμάλεηαη πνιχ θπξίσο γηα πνιχ κεγάιεο ηηκέο ηνπ p (     ). Σέινο, γηα      θαίλεηαη 

φηη ν ρξφλνο αλακνλήο ηνπ ηεζη παίξλεη ηηο κεγαιχηεξεο ηηκέο ηνπ γηα κεζαίεο ηηκέο ηνπ p, 

φπνπ θαη εθεί ν ρξφλνο αλακνλήο είλαη πνιχ κηθξφο. 

 

 

 

 

΢ρήκα 3.3.4: ΢πλάξηεζε πηζαλφηεηαο ηνπ κήθνπο ηνπ ηεζη TSCSTFCF (ρξφλνο 

αλακνλήο) ζπλαξηήζεη ηνπ  p γηα                                      

                     

 

 

3.4  Πηζαλόηεηα απνδνρήο ηνπ ηεζη TSCSTFCF 

 

     Δθηφο απφ ηε ζπλάξηεζε πηζαλφηεηαο ηνπ κήθνπο ηνπ ηεζη εθθίλεζεο TSCSTFCF, 

κεγάιν ελδηαθέξνλ παξνπζηάδεη θαη ε πηζαλφηεηα απνδνρήο ηεο ππφ δνθηκή κνλάδαο. Δδψ, 

γηα θαζνξηζκέλεο ηηκέο ησλ παξακέηξσλ              
, ε πηζαλφηεηα απνδνρήο (  ) ηεο ππφ 

δνθηκή κνλάδαο δίλεηαη απφ ηνλ ηχπν 
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    2   
 

(    
    

)     
 

.    
    

/3  

φπνπ    
    

 είλαη ν ζπλνιηθφο αξηζκφο εθθηλήζεσλ (δνθηκψλ) κέρξη λα εκθαληζηνχλ    

επηηπρίεο (   απνηπρίεο), θαη     
     

 είλαη ν ζπλνιηθφο αξηζκφο εθθηλήζεσλ (δνθηκψλ) 

κέρξη ηελ εκθάληζε ηεο πξψηεο ξνήο απφ ζπλερφκελεο επηηπρίεο (απνηπρίεο). 

     Θέηνληαο 

  (               )   {                                  }  

 (               )   {                                             } 

θαη  

 (               )   {                                             }  

ε πηζαλφηεηα απνδνρήο ζα δίλεηαη απφ ηνλ ηχπν  

   ∑[ (               )   (               )   (               )] 

 

   

 

Όζν αλαθνξά ηνλ νξηζκφ ηεο ζπλάξηεζεο   ( ) πνπ δίλεηαη κέζσ ηνπ ηχπνπ (3.3.3), ε  ( ) 

είλαη ίδηα κε ηελ   (       ) αλ        , δηαθνξεηηθά είλαη ίζε κε κεδέλ. 

Γηα λα νξηζηεί ε ζπλάξηεζε  ( ), ιακβάλεηαη ππφςε ε ηδηφηεηα ηεο αλεμαξηεζίαο κεηαμχ 

ησλ κνλάδσλ, νπφηε παίξλνπκε ηνλ παξαθάησ ηχπν 

    (               )        (        )   (       )   

                         {                                                                
  }  

 φπνπ ε ζπλάξηεζε  ( ) είλαη κηα ζπλάξηεζε κνλαδηαίνπ βήκαηνο. 

    Ο ζπλνιηθφο αξηζκφο επηηπρηψλ αλάκεζα ζηηο πξψηεο      
 δνθηκέο ζα πξέπεη λα 

πεξηνξίδεηαη απφ ηελ αλίζσζε                          , έηζη ψζηε λα ηζρχεη 

         

Γηα       θαη ρξεζηκνπνηψληαο ηνλ ηχπν (3.3.2), ε ζπλάξηεζε  ( ) νξίδεηαη σο 

       (               )        (        )   (       )   
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  ∑   .     
    

      /

        

     
 

(             )

 

θαη γηα      , 

 (               )        (        )   (     )  

 

Αθφκε, αλαθνξηθά κε ηελ ζπλάξηεζε  ( ), γηα         , ηζρχεη 

     (               )        (     )   (        )   

                         {                                                                
  }. 

Γηα         , 

     (               )               (     )   (      )   

          .(    )  (     )/   .(     )  (     )/  

     Δπνκέλσο, κεηά απφ ππνινγηζκνχο, θαηαιήγνπκε φηη ε πηζαλφηεηα απνδνρήο ηεο ππφ 

δνθηκή κνλάδαο δίλεηαη απφ ηνλ ηχπν 

   ∑  (               )                                           (     )

 

   

 

φπνπ  

 (               )

   (            )   (         )        (        )   

 { ∑   (               )   (       )  

        

     
 

(             )

  (         )   (    )+       {  (                    )  

  (         )   (    )    (        )                        

  (         )   (           )   (      )   (     )+    
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Παξάδεηγκα 3.4.1: Γηα λα δνχκε ζηελ πξάμε ηελ παξαπάλσ πεξίπησζε, ρξεζηκνπνηψληαο ηηο 

ηηκέο            
    

  , νη αθνινπζίεο ησλ γεγνλφησλ πνπ νδεγνχλ ζηελ απνδνρή 

ηνπ εμνπιηζκνχ είλαη νη εμήο: ‘11’, ‘011’, ‘1011’, ‘01011’, ‘101011’, ‘0101011’, 1010101’. 

΢ε απηή ηελ πεξίπησζε, 

 

 

             (         )                                                         (              )                            

             (         )                                                       (               )                              

             (         )       (       )                     (                )                 

 (         )       (       )                    (                  )                   

 (         )       (       )                    (                   )                 

            (         )    (       )               

   (       )                           (                              )    

 

θαη δηαθνξεηηθά  (         )    γηα      

Οη ηηκέο ησλ   ( ) θαη   ( ) πνπ ρξεζηκνπνηήζεθαλ ζην παξάδεηγκα είλαη νη παξαθάησ: 

  (       )            (       )         (       )        (       )  (  )   

  (       )        

     Σέινο, κπνξεί λα δνζεί έλαο παξφκνηνο ηχπνο γηα ηελ πηζαλφηεηα απφξξηςεο (  ) ηεο ππφ 

δνθηκή κνλάδαο, ν νπνίνο είλαη ίζνο κε 

   ∑  (               )

 

   

 

φπνπ  ( ) είλαη ε αληίζηνηρε έθθξαζε γηα ηελ απνηπρία φπσο ε  ( ) ηνπ ηχπνπ (3.4.1). 

Δπνκέλσο,  
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          ∑  (               )

 

   

  

3.5  Εθηίκεζε ηεο άγλσζηεο πηζαλόηεηαο επηηπρίαο εθθίλεζεο ηνπ ηεζη 

TSCSTFCF 

 

     Μέρξη ηψξα ζεσξήζακε φηη ε πηζαλφηεηα επηηπρίαο ηεο θάζε δνθηκήο (p) είλαη γλσζηή γηα 

ην πξφβιεκα βειηηζηνπνίεζεο κε πεξηνξηζκνχο. Σα θξηηήξηα απνδνρήο/απφξξηςεο 

ρξεζηκνπνηήζεθαλ σο κέζν γηα ηελ απνδνρή ή ηελ απφξξηςε ηνπ εμνπιηζκνχ. Δλαιιαθηηθά, 

ζα εμεηάζνπκε ηα θξηηήξηα απηά κφλν σο θαλφλα δηαθνπήο πνπ ζα ηεξκαηίζεη ηελ δηαδηθαζία 

εθθίλεζεο. ΢ε απηή ηελ πεξίπησζε, ηα δεδνκέλα πνπ ζπιιέγνληαη απφ ηηο δνθηκέο 

ρξεζηκνπνηείηαη γηα ηελ εθηίκεζε ηνπ p, θαη ε απνδνρή / απφξξηςε ηνπ εμνπιηζκνχ ζα πξέπεη 

λα βαζίδεηαη ζηελ εθηίκεζε ηεο αμίαο ηνπ p. Η αλάιπζε πνπ ζα παξνπζηαζηεί γηα ηελ 

εθηίκεζε ηεο άγλσζηεο πηζαλφηεηαο επηηπρίαο εθθίλεζεο ηνπ ηεζη εθθίλεζεο TSCSTFCF 

βαζίδεηαη ζηελ αλάιπζε ησλ Viveros θαη Balakrishnan (1993) γηα ηελ ηερληθή ηνπ ηεζη 

εθθίλεζεο CS, θαη ησλ Smith θαη Griffith (2005) γηα ηελ ηερληθή ηνπ ηεζη εθθίλεζεο CSTF. Η 

κέζνδνο πνπ ζα ρξεζηκνπνηεζεί γηα ηελ εθηίκεζε ηεο άγλσζηεο πηζαλφηεηαο επηηπρίαο 

εθθίλεζεο είλαη ε κέζνδνο κέγηζηεο πηζαλνθάλεηαο. 

     Αο ππνζέζνπκε ινηπφλ φηη δηεμάγνπκε n ηεζη ρξεζηκνπνηψληαο πξνθαζνξηζκέλεο ηηκέο 

ησλ παξακέηξσλ           θαη    . Οη δνθηκέο εθηεινχληαη ζηελ ίδηα κνλάδα ή ζε αξθεηέο 

κνλάδεο, έηζη ψζηε ε πηζαλφηεηα επηηπρίαο p λα είλαη ίδηα γηα θάζε δνθηκή. Γηα ηελ i κνλάδα  

(ή ηεζη), έζησ    ν αξηζκφο ησλ παξαηεξνχκελσλ επηηπρηψλ θαη    ν αξηζκφο ησλ 

παξαηεξνχκελσλ απνηπρηψλ. Αθφκε, έζησ          ν ζπλνιηθφο αξηζκφο πξνζπαζεηψλ 

εθθίλεζεο κέρξη λα ζηακαηήζεη ε δηαδηθαζία γηα ηελ i κνλάδα (ή ηεζη). Αθνινπζψληαο ηελ 

ίδηα επηρεηξεκαηνινγία κε εθείλε πνπ παξνπζηάζηεθε απφ ηνπο Smith θαη Griffith (2005), 

δηεμάγνληαη n ηεζη, θαη γηα θάζε έλα απφ απηά θαηαγξάθεηαη ν αξηζκφο ησλ επηηπρηψλ θαη 

ησλ απνηπρηψλ. Έηζη, δεκηνπξγείηαη έλα δηάλπζκα ηεο κνξθήο (     ) (     )   (     ) 

γηα θάζε ηεζη (ή κνλάδα). ΢ε απηφ ην ζεκείν ζα απνδεηρζεί φηη ε πηζαλφηεηα λα έρνπκε    

επηηπρίεο θαη    απνηπρίεο είλαη αλάινγε ηεο ηηκήο    (   )  , ε νπνία ηζρχεη θαη γηα ηελ 

γεληθή πεξίπησζε ηεο δηαδηθαζίαο ηνπ ηεζη εθθίλεζεο TSCSTFCF. Γηα ην ζθνπφ απηφ, 

παξαθάησ ζα εμεηαζηνχλ ηέζζεξηο πεξηπηψζεηο. Πξάγκαηη, γηα       είλαη θαλεξφ φηη, ην 

ηεζη ηεξκαηίδεηαη ιφγσ ηεο θαηάζηαζεο φπνπ ε ηειεπηαία δνθηκή απέηπρε, θαη απηφ ιφγσ ηεο 
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   απνηπρίαο. ΢ηηο πξνεγνχκελεο         δνθηκέο, πξέπεη λα είραλ ζπκβεί    επηηπρίεο κε 

πηζαλφηεηα p θαη      απνηπρίεο κε πηζαλφηεηα    , θαηαλεκεκέλεο φκσο κε ηέηνην 

ηξφπν έηζη ψζηε λα κελ ππήξραλ     ζπλερφκελεο επηηπρίεο θαη     ζπλερφκελεο απνηπρίεο. 

     Σν ζεκαληηθφ είλαη φηη ν αξηζκφο ησλ ελ ιφγσ ξπζκίζεσλ είλαη κία ζηαζεξά, ε νπνία δελ 

εμαξηάηαη απφ ην p. ΢χκθσλα ινηπφλ κε ηα παξαπάλσ, ε πηζαλφηεηα ησλ    επηηπρηψλ θαη    

απνηπρηψλ είλαη αλάινγε ηεο πνζφηεηαο    (   )  . 

     Γηα      , αθινπζψληαο ηελ ίδηα ζπιινγηζηηθή κε ηελ πξνεγνχκελε πεξίπησζε, είλαη 

θαλεξφ φηη ην ηεζη ηεξκαηίδεηαη ιφγσ ηεο θαηάζηαζεο φπνπ ε ηειεπηαία δνθηκή ήηαλ 

επηηπρεκέλε, θαη απηφ ιφγσ ηεο    επηηπρίαο. ΢ηηο πξνεγνχκελεο         δνθηκέο, πξέπεη 

λα είραλ ζπκβεί      επηηπρίεο κε πηζαλφηεηα p θαη    απνηπρίεο κε πηζαλφηεηα    , 

θαηαλεκεκέλεο φκσο κε ηέηνην ηξφπν έηζη ψζηε λα κελ ππήξραλ     ζπλερφκελεο επηηπρίεο 

θαη     ζπλερφκελεο απνηπρίεο. ΢χκθσλα ινηπφλ κε ηα παξαπάλσ, ε πηζαλφηεηα ησλ    

επηηπρηψλ θαη    απνηπρηψλ είλαη αλάινγε ηεο πνζφηεηαο    (   )  . 

Αθφκε, έρνπκε ηελ πεξίπησζε ην i-ζηφ ηεζη εθθίλεζεο λα ηεξκαηίδεηαη απφ κηα ξνή     

ζπλερφκελσλ επηηπρηψλ. Πξνθαλψο ην           ηεζη πξέπεη λα ήηαλ απνηπρεκέλν, 

δηαθνξεηηθά ζα είρε δεκηνπξγεζεί κηα ξνή     ζπλερφκελσλ επηηπρηψλ πξηλ ηνλ ηεξκαηηζκφ. 

΢ηηο πξνεγνχκελεο             δνθηκέο, πξέπεη λα είραλ ζπκβεί        επηηπρίεο κε 

πηζαλφηεηα p θαη      απνηπρίεο κε πηζαλφηεηα    , θαηαλεκεκέλεο φκσο κε ηέηνην 

ηξφπν έηζη ψζηε λα κελ ππήξραλ     ζπλερφκελεο επηηπρίεο θαη     ζπλερφκελεο απνηπρίεο. 

Καη πάιη, ν αξηζκφο ησλ ελ ιφγσ ξπζκίζεσλ είλαη κία ζηαζεξά, ε νπνία δελ εμαξηάηαη απφ ην 

p.  ΢χκθσλα ινηπφλ κε ηα παξαπάλσ, ε πηζαλφηεηα ησλ    επηηπρηψλ θαη    απνηπρηψλ είλαη 

αλάινγε ηεο πνζφηεηαο    (   )  . 

     Σέινο, έρνπκε ηελ πεξίπησζε ην i-ζηφ ηεζη εθθίλεζεο λα ηεξκαηίδεηαη απφ κηα ξνή     

ζπλερφκελσλ απνηπρηψλ. Δδψ, αθνινπζψληαο ηελ ίδηα επηρεηξεκαηνινγία κε ηελ 

πξνεγνχκελε πεξίπησζε, είλαη θαλεξφ φηη ην           ηεζη πξέπεη λα ήηαλ επηηπρεκέλν, 

δηαθνξεηηθά  ζα είρε δεκηνπξγεζεί κηα ξνή     ζπλερφκελσλ απνηπρηψλ πξηλ ηνλ ηεξκαηηζκφ. 

΢ηηο πξνεγνχκελεο             δνθηκέο, πξέπεη λα είραλ ζπκβεί      επηηπρίεο κε 

πηζαλφηεηα p θαη        απνηπρίεο κε πηζαλφηεηα    , θαηαλεκεκέλεο φκσο κε ηέηνην 

ηξφπν έηζη ψζηε λα κελ ππήξραλ     ζπλερφκελεο επηηπρίεο θαη     ζπλερφκελεο απνηπρίεο. 

Καη πάιη, ν αξηζκφο ησλ ελ ιφγσ ξπζκίζεσλ είλαη κία ζηαζεξά, ε νπνία δελ εμαξηάηαη απφ ην 
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p.  ΢χκθσλα ινηπφλ κε ηα παξαπάλσ, ε πηζαλφηεηα ησλ    επηηπρηψλ θαη    απνηπρηψλ είλαη 

αλάινγε ηεο πνζφηεηαο    (   )  . 

     ΢πκπεξαζκαηηθά πξνθχπηεη φηη ε ζπλάξηεζε πηζαλνθάλεηαο  ( ) γηα ηα ζηνηρεία 

(     ) (     )   (     ) είλαη αλάινγε ηεο πνζφηεηαο ∏    (   )   
    νπφηε 

 ( )  ∏   (   )    ∑   
 
   (   )∑   

 
      (   )    (   )   

 

   

  

φπνπ  

  ∑   

 

   

   ∑  

 

   

   ∑  

 

   

 ∑(     )

 

   

      

Θέηνληαο ηελ παξάγσγν ηνπ ινγάξηζκνπ ηνπ  ( ) ηζε κε κεδελ πξνθχπηεη φηη ε εθηίκεζε γηα 

ην p ζα δίλεηαη απφ ηνλ ηχπν 

 ̂  
 

   
 

 

 
 

θαη ε πιεξνθνξία ηνπ Fisher ζα δίλεηαη απφ ηνλ ηχπν 

 ( ̂)  
∑ (     )

 
   

 ̂(   ̂)
 

∑   
 
   

 ̂(   ̂)
 

 

 ̂(   ̂)
  

Σέινο, ην αληίζηνηρν πξνζεγγηζηηθφ    (   )  δηάζηεκα εκπηζηνζχλεο γηα ην p, ην νπνίν 

πξνζεγγίδεηαη απφ ηελ θαλνληθή θαηαλνκή, είλαη ην 

4 ̂  
   ⁄

√ ( ̂)
   ̂  

   ⁄

√ ( ̂)
5  

 

Παξάδεηγκα 3.5.1:  Έζησ ηα παξαθάησ δεδνκέλα πνπ έρνπλ παξαρζεί κέζσ πξνζνκνίσζεο 

θαη αθνξνχλ κηα αθνινπζία δνθηκψλ Bernoulli γηα έλα ηεζη εθθίλεζεο TSCSTFCF πνπ 

γίλεηαη ζε      παλνκνηφηππεο κνλάδεο ελφο εμαξηήκαηνο, κε                    

      θαη      . 
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Πίλαθαο 3.5.1 Δεδομένα ενόρ ηεζη εκκίνηζηρ TSCSTFCF από      πανομοιόηςπερ 

μονάδερ ενόρ εξαπηήμαηορ, με                          και 

      
 

  Αθνινπζία απνηειεζκάησλ πνπ εκθαλίζηεθαλ          

1 11101111111111 13 1 14 

2 1101111111111 12 1 13 

3 1111111110111101 14 2 16 

4 1111111111 10 0 0 

5 11111011101101111 14 3 17 

6 110101111111111 13 2 15 

7 011111111011101011 14 4 18 

8 1111101111111101 14 2 16 

9 1111111111 10 0 10 

10 111111101111111 14 1 15 

11 01111111111 10 1 11 

12 11100111101111111 14 3 17 

13 111110111110111001 14 4 18 

14 101101111111111 13 2 15 

15 1100101111111111 13 3 16 

΢χλνιν  192 29 221 

 

Γηα ηα δεδνκέλα ηνπ Πίλαθα 3.5.1 ππνινγίδνπκε ηηο πνζφηεηεο 

  ∑   

 

   

       ∑          

 

   

      ∑  

 

   

        

 

Η αληίζηνηρε εθηηκήηξηα κέγηζηεο πηζαλνθάλεηαο ηνπ p είλαη ίζε κε 

 ̂  
 

 
        

θαη ε πιεξνθνξία ηνπ Fisher είλαη ίζε κε 
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 ( ̂)  
 

 ̂(   ̂)
          

΢ηε ζπλέρεηα, ην 95% δηάζηεκα εκπηζηνζχλεο πνπ πξνθχπηεη απφ ηε κέζνδν κέγηζηεο 

πηζαλνθάλεηαο είλαη ην 

(       
    

√      
         

    

√      
)  (             )  

     Απφ ην παξαπάλσ 95% δηάζηεκα εκπηζηνζχλεο παξαηεξνχκε φηη, παξφηη ην δείγκα είλαη 

κηθξφ, ε εθηίκεζε ηεο πηζαλφηεηαο εθθίλεζεο είλαη πνιχ θνληά ζηελ πξαγκαηηθή ηηκή ηνπ 

     .  

 

 

3.6  ΢ύγθξηζε ησλ ηεζη CSTF, TSCSTF θαη TSCSTFCF σο πξνο ην κέζν 

κήθνο ηνπο 

 

     ΢ε απηή ηελ ελφηεηα ζα ζπγθξίλνπκε ην κέζν κήθνο ησλ ηεζη TSCSTF θαη TSCSTFCF κε 

ην κέζν κήθνο ηνπ θιαζηθνχ ηεζη εθθίλεζεο CSTF. 

     ΢ηνπο παξαθάησ πίλαθεο παξνπζηάδνληαη ηα κέζα κήθε ησλ ηεζη TSCSTF, TSCSTFCF 

θαη CSTF γηα δηάθνξεο ηηκέο ησλ απαξαίηεησλ γηα θάζε ηεζη παξακέηξσλ. ΢ε φιεο ηηο 

παξαθάησ πεξηπηψζεηο παξαηεξνχκε φηη ην ηεζη TSCSTFCF είλαη ην θαιχηεξν, αθνχ έρεη ην 

κηθξφηεξν κέζν κήθνο ζε θάζε πεξίπησζε, θαη ην ηεζη CSTF θαίλεηαη λα είλαη ην ιηγφηεξα 

θαιφ ηεζη, αθνχ ζε θάζε πεξίπησζε έρεη ην κεγαιχηεξν κέζν κήθνο. Σν ηεζη εθθίλεζεο  

TSCSTF έρεη ζε θάζε πεξίπησζε κηα ελδηάκεζε ηηκή ζε ζρέζε κε ηα άιια δπν ηεζη 

εθθίλεζεο.  

 

Πίλαθαο 3.6.1 Μέζο μήκορ ηος ηεζη εκκίνηζηρ CSTF για διάθοπερ ηιμέρ 

ηυν παπαμέηπυν           
 

          ( ) 

0.80 4 4 6.3314 

0.90 8 6 12.7790 

0.95 6 4 7.1720 

0.99 10 3 10.5635 
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Αθφκε, παξαηεξνχκε φηη ζηελ δεχηεξε πεξίπησζε, γηα ηηο ηηκέο ησλ παξακέηξσλ   

                              , ην κέζν κήθνο ηνπ ηεζη CSTF έρεη ηε κεγαιχηεξε 

δηαθνξά ζε ζρέζε κε ηα άιια δπν ηεζη θαη ζε ζρέζε κε ηηο ππφινηπεο πεξηπηψζεηο. Η 

δηαθνξά απηή ζε ζρέζε κε ηα άιια δπν ηεζη εθθίλεζεο είλαη ηεο ηάμεσο ησλ 2.3 κνλάδσλ 

πεξίπνπ, κε ηα ηεζη TSCSTF θαη TSCSTFCF λα έρνπλ ζρεδφλ ίζν κέζν κήθνο. Απφ ηελ άιιε 

πιεπξά, παξαηεξνχκε φηη ζηελ ηειεπηαία πεξίπησζε, γηα ηηο ηηκέο ησλ παξακέηξσλ   

                                , ην κέζν κήθνο ηνπ ηεζη CSTF δελ έρεη 

ζεκαληηθή δηαθνξά ζε ζρέζε κε ηα άιια δπν ηεζη εθθίλεζεο. Πξνθαλψο, γηα πνιχ κεγάιεο 

ηηκέο ζηελ πηζαλφηεηα επηηπρνχο εθθίλεζεο p, φπσο γηα παξάδεηγκα ζηελ ηειεπηαία 

πεξίπησζε πνπ έρνπκε       , δελ ππάξρεη ζεκαληηθή δηαθνξά ζην κέζν κήθνο ησλ ηεζη 

TSCSTF, TSCSTFCF θαη CSTF. Γεληθά, ηα ηεζη TSCSTF θαη TSCSTFCF δελ έρνπλ 

νπζηαζηηθή δηαθνξά ζην κέζν κήθνο ηνπο, κε κνλαδηθή εμαίξεζε ηελ πξψηε πεξίπησζε 

(                               ). 

     

Πίλαθαο 3.6.2 Μέζο μήκορ ηος ηεζη εκκίνηζηρ TSCSTF για διάθοπερ ηιμέρ 

ηυν παπαμέηπυν              
 

             ( ) 

0.80 8 4 4 6.2309 

0.90 11 8 6 10.4586 

0.95 9 6 4 6.9020 

0.99 15 10 3 10.4429 

 

 

Πίλαθαο 3.6.3 Μέζο μήκορ ηος ηεζη εκκίνηζηρ TSCSTFCF για διάθοπερ ηιμέρ ηυν 

παπαμέηπυν                  
 

                 ( ) 

0.80 8 4 4 2 5.5506 

0.90 11 8 6 4 10.4534 

0.95 9 6 4 3 6.8987 

0.99 15 10 3 2 10.4346 
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΢πκπεξαζκαηηθά, ην ηεζη TSCSTFCF θαίλεηαη λα είλαη θαιχηεξν απφ ηα ππφινηπα δπν ηεζη 

εθθίλεζεο σο πξνο ην κέζν κήθνο ηνπο, ην ηεζη TSCSTF αθνινπζεί κε κηθξή δηαθνξά θαη 

ηέινο ην ηεζη CSTF. Βέβαηα, αμίδεη λα ζεκεησζεί φηη απηή ε ηεξάξρεζε δελ ηζρχεη πάληα, 

θαζψο ε δηαδηθαζία απφθαζεο ηνπ θαιχηεξνπ ηεζη εθθίλεζεο γηα κηα ζπγθεθξηκέλε εξγαζία 

εμαξηάηαη απφ πνιινχο παξάγνληεο θαη απφ ηηο απαηηήζεηο ηνπ θάζε επαγγεικαηία. 
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 4 

Σεζη Εθθίλεζεο CSDF 

      

 

 

     Οη Αληδνπιάθνο, Κνχηξαο θαη Ραθηηδήο (2009) πξφηεηλαλ κηα ηξνπνπνίεζε ησλ ηεζη 

εθθίλεζεο CS σο εμήο: αλ παξαηεξεζνχλ c ζπλερφκελεο επηηπρεκέλεο εθθηλήζεηο πξηλ απφ 

ηελ εκθάληζε δχν αλεπηηπρψλ εθθηλήζεσλ πνπ ρσξίδνληαη απφ ην πνιχ     επηηπρεκέλεο 

εθθηλήζεηο, ηφηε ν ππφ δνθηκή εμνπιηζκφο γίλεηαη απνδεθηφο. Γηαθνξεηηθά, αλ εκθαληζηνχλ 

δχν αλεπηηπρείο εθθηλήζεηο πνπ ρσξίδνληαη απφ ην πνιχ     επηηπρεκέλεο εθθηλήζεηο πξηλ 

απφ ηελ εκθάληζε ησλ c ζπλερφκελσλ επηηπρεκέλσλ εθθηλήζεσλ, ηφηε ν ππφ δνθηκή 

εμνπιηζκφο απνξξίπηεηαη (ηερληθή Consecutive Successes Distance Failures, ή ελ ζπληνκία 

ηερληθή CSDF).  

     Η θχξηα δηαθνξά κεηαμχ ησλ ηεζη CSTF θαη CSDF είλαη φηη, ζηελ ηερληθή CSDF 

ζεσξνχκε πνιχ ζεκαληηθφ γηα ηελ απνδνρή ηνπ εμνπιηζκνχ νη αλεπηηπρείο εθθηλήζεηο λα 

ιακβάλνπλ ρψξα ζε κεγάιε απφζηαζε πνπ ειέγρεηαη απφ ηελ παξάκεηξν r (ζεκεηψλνπκε 

εδψ φηη απηφ ην θξηηήξην είλαη αληίζηνηρν κε ηνλ θαλφλα πνπ παξέρεηαη απφ ηνπο Κνχηξαο 

θαη Balakrishnan (1999) γηα ηελ απφξξηςε ηνπ εμνπιηζκνχ). 

     ΢ηελ πεξίπησζε    , ην ζηήξηγκα ηεο ηπραίαο κεηαβιεηήο πνπ κεηξά ηνλ ζπλνιηθφ 

αξηζκφ εθθηλήζεσλ γηα ηνλ ηεξκαηηζκφ ηνπ ηεζη εθθίλεζεο CSDF δελ είλαη πεπεξαζκέλν, ζε 

αληίζεζε κε ην κήθνο ηνπ ηεζη CSTF, πνπ είλαη πάληα πεπεξαζκέλν. 
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4.1  Χξόλνη αλακνλήο ηνπ ηεζη CSDF 

 

     ΢ε απηή ηελ ελφηεηα, ζα παξνπζηάζνπκε δηάθνξνπο ππνινγηζκνχο πνπ ζρεηίδνληαη κε ηηο 

αθφινπζεο ηξεηο ηπραίεο κεηαβιεηέο ηνπ ρξφλνπ αλακνλήο ηνπ ηεζη, δειαδή ηνπ κήθνπο ηνπ 

ηεζη CSDF: 

 ηνλ ζπλνιηθφ αξηζκφ ησλ δνθηκψλ (T) κέρξη ηνλ ηεξκαηηζκφ ηνπ ηεζη, 

  ηνλ αξηζκφ ησλ δνθηκψλ (  ) κέρξη ηνλ ηεξκαηηζκφ ηνπ ηεζη επεηδή παξαηεξήζεθαλ k 

ζπλερφκελεο επηηπρεκέλεο εθθηλήζεηο θαη  

 ηνλ αξηζκφ ησλ δνθηκψλ (  ) κέρξη ηνλ ηεξκαηηζκφ ηνπ ηεζη ιφγσ ηεο εκθάληζεο δχν 

αλεπηηπρψλ εθθηλήζεσλ πνπ ρσξίδνληαη απφ ην πνιχ     επηηπρεκέλεο εθθηλήζεηο.  

     Αο ππνζέζνπκε φηη *       + είλαη κηα αθνινπζία απφ αλεμάξηεηεο θαη ηζφλνκεο 

ηπραίεο κεηαβιεηέο απφ ηελ θαηαλνκή Bernoulli, νη νπνίεο παίξλνπλ ηηο ηηκή 1 αλ ζπκβεί 

επηηπρία θαη ηελ ηηκή 0 αλ ζπκβεί απνηπρία, κε αληίζηνηρεο πηζαλφηεηεο    (    ) θαη 

   (    )     . ΢πκβνιίδνπκε κε    ηελ πεξίπησζε πνπ αληηζηνηρεί ζηελ εκθάληζε 

κηαο επηηπρεκέλεο ξνήο κήθνπο c θαη κε    ηελ πεξίπησζε πνπ αληηζηνηρεί ζηελ εκθάληζε 

δχν απνηπρηψλ πνπ ρσξίδνληαη απφ ην πνιχ     επηηπρίεο (        ). Σέινο, έζησ T ν 

ρξφλνο αλακνλήο κέρξη λα παξαηεξεζεί ην ελδερφκελν    ή   , φπνην απφ ηα δχν θαη αλ 

ζπκβεί λσξίηεξα. Έηζη, Τ είλαη ν ρξφλνο αλακνλήο γηα ηελ εκθάληζε ηεο παξαθάησ έλσζεο 

        *    ⏟  
       

+  *                   ⏟  
   

 +  

Η ζπλάξηεζε πηζαλφηεηαο, νη πηζαλφηεηεο νπξάο θαη ε δεζκεπκέλε ζπλάξηεζε θαηαλνκήο ζα 

δίλνληαη απφ ηνπο ηχπνπο 

  ( )    (   )   ̅ ( )    (   )             ( )    (   )      

αληηζηνίρσο. 

 

     ΢ηε ζπλέρεηα, ζπκβνιίδνπκε κε    (αληίζηνηρα,   ) ηνλ ρξφλν αλακνλήο γηα ην ελδερφκελν 

E ιφγσ ηεο εκθάληζεο ηνπ ελδερνκέλνπ    (αληηζηνηρα,   ). Γηα ηνλ ρξνλν αλακνλεο   , κε 

     , ζα ρξεζηκνπνηήζνπκε παξφκνηνπο ηχπνπο κε εθείλνπο γηα ηνλ ρξφλν αλακνλήο T. 

Δπνκέλσο, ε ζπλάξηεζε πηζαλφηεηαο, νη πηζαλφηεηεο νπξάο θαη ε δεζκεπκέλε ζπλάξηεζε 

θαηαλνκήο ζα δίλνληαη απφ ηνπο ηχπνπο 

   
( )    (    )   ̅  

( )    (    )              
( )    (    )     
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αληηζηνίρσο. 

Μηα δηαθνξεηηθή πξνζέγγηζε γηα ηνλ ρξφλν αλακνλήο ηεο ηπραίαο κεηαβιεηήο Τ 

παξνπζηάζηεθε απφ ηνπο Αληδνπιάθν, Κνχηξα θαη Ραθηηδή (2009), ρξεζηκνπνηψληαο κηα 

πεπεξαζκέλε Μαξθνβηαλή αιπζίδα. Η ηερληθή απηή βαζίδεηαη ζηελ κέζνδν πνπ εηζήγαγαλ νη 

Κνχηξαο θαη Αιεμάλδξνπ (1997) (βι. επίζεο Fu (1996), Αληδνπιάθνο (2001), Κνχηξαο 

(2003), Fu θαη Lou (2003), θαη Smith θαη Griffith (2004)). 

     Αξρηθά, νξίδνπκε κηα Μαξθνβηαλή αιπζίδα *      + κε πεπεξαζκέλν ρψξν 

θαηαζηάζεσλ   *           +, ε νπνία δεκηνπξγείηαη απφ κηα ξνή αλεμάξηεησλ θαη 

ηζφλνκσλ δνθηκψλ            σο εμήο: 

1. Αλ                γηα        , αλαζέηνπκε ηελ ηηκή t ζην   . 

2. Αλ      θαη                    γηα      , αλαζέηνπκε ηελ ηηκή c ζην 

  . 

3. Αλ      θαη                         γηα          , αλαζέηνπκε 

ηελ ηηκή c ζην   . 

4. Αλ                            θαη        γηα        , αλαζέηνπκε 

ηελ ηηκή c+i ζην   . 

5. Αλ                            θαη        γηα          , 

αλαζέηνπκε ηελ ηηκή i ζην   . 

      Αμίδεη λα ζεκεησζεί φηη, γηα ηνπο παξαπάλσ νξηζκνχο ππνζέηνπκε φηη δελ έρεη ζπκβεί 

θαλέλα απφ ηα ελδερφκελα       πξηλ ηνλ ηεξκαηηζκν ηεο ζεηξαο ησλ δνθηκσλ κε ηελ νπνία 

εξγαδφκαζηε. Αθφκε, έρνπκε νινθιεξψζεη ηνλ ρψξν θαηαζηάζεσλ κε ηελ παξάζεζε ηεο 

θαηάζηαζεο      , ε νπνία ρξεζηκεχεη σο θαηάζηαζε απνξξφθεζεο θαη ππνινγίδεηαη γηα 

φινπο ηνπο ζπλδπαζκνχο πνπ έρεη παξαηεξεζεί ηνπιάρηζηνλ έλα απφ ηα ελδερφκελα      . 

     Δχθνια κπνξεί λα ειεγρζεί φηη νη παξαπάλσ νξηζκνί (1 έσο 5) δεκηνπξγνχλ κηα νκνηνγελή 

Μαξθνβηαλή αιπζίδα *      + ζην ρψξν θαηαζηάζεσλ Ω, κε αξρηθφ δηάλπζκα πηζαλφηεηαο 

  , (    )  (    )    (        )-          

φπνπ    γηα               ζπκβνιίδεη ην κνλαδηαίν (γξακκή) δηάλπζκα ηνπ     , ην 

νπνίν παίξλεη ηελ ηηκή 1 ζηελ i-νζηή ζπληεηαγκέλε θαη ηελ ηηκή κεδέλ νπνπδήπνηε αιινχ. 

Δπηπιένλ, ν πηλάθαο ησλ πηζαλνηήησλ κεηάβαζεο P είλαη ν  
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  0
 (   )  

  
1
(     ) (     )

  

φπνπ 

  [
      

      
]
(     ) (     )

    

    

[
 
 
 
 
     
     
         
     
     ]

 
 
 
 

(   ) (   )

  

    [

    
    
       
    

]

(   ) (   )

         

    

[
 
 
 
 
     
     
         
     
     ]

 
 
 
 

(   ) (   )

  

Ο     είλαη έλαο (   )  (   ) πίλαθαο κε φια ηα ζηνηρεία ηνπ λα ιείπνπλ εθηφο απφ ην 

ζηνηρείν (       ), ην νπνίν είλαη ίζν κε p. Αθφκε, ζηνλ πίλαθα ησλ πηζαλνηήησλ 

κεηάβαζεο P, ηα δηαλχζκαηα 0 θαη 1 είλαη δηαλχζκαηα (γξακκή)   (     ), κε φιεο ηηο 

εγγξαθέο ηνπο 0 θαη 1, αληίζηνηρα. Σέινο, ν Ι είλαη ν κνλαδηαίνο πίλαθαο                           

(     )  (     ). 

Έηζη, κέζσ ηνπ πίλαθα  , ε δεζκεπκέλε ζπλάξηεζε θαηαλνκήο ηεο η.κ. Τ κπνξεί λα δνζεί 

απφ ηνλ ηχπν 

  ( )   (      )                                            (     ) 

νη πηζαλφηεηεο νπξάο κπνξνχλ λα δνζνχλ απφ ηνλ ηχπν 

   ̅ ( )                                                                       (     ) 

ε ζπλάξηεζε πηζαλφηεηαο κπνξεί λα δνζεί απφ ηνλ ηχπν 

  ( )  {
                                         

     (   )              
                                 (     ) 

φπνπ 
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   , (    )  (    )    (        )-                      (     ) 

     Η κειέηε ηνπ ρξφλνπ αλακνλήο ηεο η.κ.    κπνξεί λα γίλεη κε ηε βνήζεηα ηνπ πίλαθα ησλ 

πηζαλνηήησλ κεηάβαζεο P ηνπ ρξφλνπ  αλακνλήο ηεο η.κ. Τ πνπ παξνπζηάζηεθε παξαπάλσ, 

θάλνληαο θάπνηεο ηξνπνπνηήζεηο. Γηα λα επηηεπρζεί απηφ, πξέπεη λα ηξνπνπνηεζεί ε 

Μαξθνβηαλή αιπζίδα πνπ ρξεζηκνπνηείηαη γηα ηε κειέηε ηεο T, αθπξψλνληαο ηηο κεηαβάζεηο 

πξνο ηελ απνξξνθεηηθή θαηάζηαζε       γηα φιεο ηηο δηακνξθψζεηο πνπ νδεγνχλ ζηελ 

πξαγκαηνπνίεζε ηνπ ελδερφκελνπ   . Αθφκε, ζα πξέπεη λα ηξνπνπνηεζνχλ θαηάιιεια θαη νη 

αληίζηνηρα ζηνηρεία ηνπ πίλαθα ησλ πηζαλνηήησλ κεηάβαζεο. Έηζη, ν πίλαθαο ησλ 

πηζαλνηήησλ κεηάβαζεο νξίδεηαη ηψξα σο 

   0
 (      ) 

 

  
1
(     ) (     )

  

φπνπ    είλαη έλαο (     )  (     ) πίλαθαο, ν νπνίνο έρεη φια ηα ζηνηρεία ηνπ ίζα 

κε κεδέλ εθηφο απφ ηα ηειεπηαία     ζηνηρεία ηεο δηαγσλίνπ ηνπ, πνπ είλαη ίζα κε ηελ 

πηζαλφηεηα      . 

     Έηζη, ε δεζκεπκέλε ζπλάξηεζε θαηαλνκήο ηεο η.κ.    κπνξεί λα δνζεί απφ ηνλ ηχπν 

   
( )   (      )(   )  (      ) 

                                       (     ) 

νη πηζαλφηεηεο νπξάο κπνξνχλ λα δνζνχλ απφ ηνλ ηχπν 

   ̅  
( )       (   )  (      ) 

                                                  (     ) 

ε ζπλάξηεζε πηζαλφηεηαο κπνξεί λα δνζεί απφ ηνλ ηχπν 

   
( )  {

                                                    

     (      ) 
             

                                                      (     ) 

φπνπ   δηλεηαη απφ ηνλ ηχπν (4.1.4). 

     Σέινο, ε κειέηε ηνπ ρξφλνπ αλακνλήο ηεο η.κ.    κπνξεί λα επηηεπρζεί κε ηνλ ίδην 

αθξηβψο ηξφπν πνπ πξαγκαηνπνηήζεθε γηα ηνλ ρξφλν αλακνλήο ηεο η.κ.   . Έηζη, ν πίλαθαο 

ησλ πηζαλνηήησλ κεηάβαζεο ηεο η.κ.    νξίδεηαη σο 

   0
 (      ) 

 

  
1
(     ) (     )

  

φπνπ    είλαη έλαο (     )  (     ) πίλαθαο, ν νπνίνο έρεη φια ηα ζηνηρεία ηνπ ίζα 

κε κεδέλ εθηφο απφ ην (       ) ζηνηρείν, ην νπνίν είλαη ίζν κε ηελ πηζαλφηεηα  . 

     Έηζη, ε δεζκεπκέλε ζπλάξηεζε θαηαλνκήο ηεο η.κ.    κπνξεί λα δνζεί απφ ηνλ ηχπν 
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( )   (      )(   )  (      ) 

                                       (     ) 

νη πηζαλφηεηεο νπξάο κπνξνχλ λα δνζνχλ απφ ηνλ ηχπν 

   ̅  
( )       (   )  (      ) 

                                                  (     ) 

ε ζπλάξηεζε πηζαλφηεηαο κπνξεί λα δνζεί απφ ηνλ ηχπν 

   
( )  {

                                                    

     (      ) 
             

                                                   (      ) 

ε πηζαλνγελλήηξηα ζπλάξηεζε ησλ πηζαλνηήησλ νπξάο ηεο    κπνξεί λα δνζεί απφ ηνλ ηχπν 

   
( )   (   (     )  )(   )  (      ) 

                                 (      ) 

φπνπ   δηλεηαη απφ ηνλ ηχπν (4.1.4). 

     Οη απνδείμεηο φισλ ησλ παξαπάλσ ζρέζεσλ (4.1.1 έσο 4.1.10) παξνπζηάδνληαη αλαιπηηθά 

ζηελ εξγαζία ησλ θπξίσλ Αληδνπιάθνπ, Κνχηξα θαη Ραθηηδή (2009). 

 

 

4.2  Πηζαλνγελλήηξηα ζπλάξηεζε θαη κέζν κήθνο ηνπ ηεζη CSDF 

 

     ΢ε απηή ηελ ελφηεηα ζα παξνπζηαζηεί ε πηζαλνγελλήηξηα ζπλάξηεζε, ε πηζαλνγελλήηξηα 

ζπλάξηεζε ησλ πηζαλνηήησλ νπξάο, θαζψο θαη ε κέζε ηηκή ησλ η.κ.             γηα ελα ηεζη 

εθθηλεζεο CSDF. 

     Αξρηθά, ε πηζαλνγελλήηξηα ζπλάξηεζε θαη ε πηζαλνγελλήηξηα ζπλάξηεζε ησλ 

πηζαλνηήησλ νπξάο ηεο Τ, ζα δίλνληαη απφ ηνπο ηχπνπο 

  ( )  ∑   ( )   

 

   

          ( )  ∑   ̅ ( )   

 

   

 

αληηζηνίρσο. 

Με ηε βνήζεηα ηνπ ηχπνπ (4.1.3) ε πηζαλνγελλήηξηα ζπλάξηεζε ηεο Τ εθθξάδεηαη κέζσ ηνπ 

πίλαθα Q απφ ηνλ ηχπν 

  ( )  ∑      (   )     

 

   

     (∑(   ) 

 

   

) (   )    

        (     )  (   )                                                                       (     ) 
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Αθφκε, κέζσ ηνπ πίλαθα Q, ε πηζαλνγελλήηξηα ζπλάξηεζε ησλ πηζαλνηήησλ νπξάο ηεο Τ ζα 

δίλεηαη απφ  

  ( )       (     )                                                  (     ) 

θαη νη παξαγνληηθέο ξνπέο   , -
   , (   )    (     )-  γηα     ηεο η.κ. Τ 

κπνξνχλ λα δνζνχλ απφ ηνλ ηχπν 

 , -
  {

   (   )                      

   (   )                
                (     ) 

φπνπ   δίλεηαη απφ ηνλ ηχπν (4.1.4). 

Δλαιιαθηηθά, κηα δηαθνξεηηθή ζρέζε γηα ηελ πηζαλνγελλήηξηα ζπλάξηεζε ηεο Τ κπνξεί λα 

δνζεί κε ηελ βνήζεηα ηεο ζρέζεο (4.2.2) θαη ζα έρεη ηε κνξθή 

  ( )    (   )  ( )   (  (   ) (     )    )                (     ) 

     Έηζη, δηεμάγνληαο κεξηθνχο απινχο αιιά ρξνλνβφξνπο ππνινγηζκνχο γηα νπνηαδήπνηε 

απφ ηηο δπν παξαπάλσ εθθξάζεηο (4.2.1 θαη 4.2.4) ηεο πηζαλνγελλήηξηαο ζπλάξηεζεο ηεο η.κ. 

Τ, ζα δνζεί ν αθφινπζνο ηχπνο 

   ( )   

 
(  (  ))(  ) (        (  )(  )    (  ) (  (  ) ))(  (  )   )

(    )(     (  )(  )    (  )(  ) )
  (     ) 

     Δπίζεο, ρξεζηκνπνηψληαο ηνλ ηχπν (4.2.3) κπνξνχκε λα θαζνξίζνπκε ηνλ ηχπν γηα ηνλ 

κέζν ρξφλν αλακνλήο  ( )   , -
  ησλ εθθηλήζεσλ κέρξη ηνλ ηεξκαηηζκφ ηνπ ηεζη CSDF, ν 

νπνίνο δίλεηαη απφ ηνλ ηχπν 

 ( )  
(    )(      )

(   )(         )
  

     ΢ην ΢ρήκα 4.2.1 παξαηεξνχκε φηη ν κέζνο ρξφλνο αλακνλήο  ( ) ηεο η.κ. Τ κέρξη ηνλ 

ηεξκαηηζκφ ηνπ ηεζη CSDF είλαη κηα αχμνπζα ζπλάξηεζε σο πξνο c. Αθφκε, παξαηεξνχκε 

φηη γηα κεγαιχηεξεο ηηκέο ηεο παξακέηξνπ r, ν κέζνο ρξφλνο αλακνλήο  ( ) κεηψλεηαη.  
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΢ρήκα 4.2.1: Μέζνο ρξφλνο αλακνλήο  ( ) ηνπ ηεζη CSDF ζπλαξηήζεη ηνπ c, γηα 

                                                     

 

 

 

 

 

΢ρήκα 4.2.2: Μέζνο ρξφλνο αλακνλήο  ( ) ηνπ ηεζη CSDF ζπλαξηήζεη ηνπ r, γηα 
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Απφ ηελ άιιε πιεπξά, ζην ΢ρήκα 4.2.2 παξαηεξνχκε φηη ν κέζνο ρξφλνο αλακνλήο  ( ) ηεο 

η.κ. Τ κέρξη ηνλ ηεξκαηηζκφ ηνπ ηεζη CSDF είλαη κηα θζίλνπζα ζπλάξηεζε σο πξνο r. Γηα 

κεγαιχηεξεο ηηκέο ηεο παξακέηξνπ c, ν κέζνο ρξφλνο αλακνλήο  ( ) απμάλεηαη. 

     Η πηζαλνγελλήηξηα ηεο θαηαλνκήο θαη ε πηζαλνγελλήηξηα ζπλάξηεζε ησλ πηζαλνηήησλ 

νπξάο ηεο η.κ.    δίλνληαη γεληθά απφ ηνπο ηχπνπο 

   
( )  ∑    

( )   

 

   

              
( )  ∑   ̅  

( )   

 

   

 

αληηζηνίρσο. 

Η πηζαλνγελλήηξηα ζπλάξηεζε ηεο    ζα δίλεηαη κέζσ ηνπ πίλαθα Q απφ ηνλ ηχπν 

   
( )     (     )  (      ) 

                                              (     ) 

ελψ ε πηζαλνγελλήηξηα ζπλάξηεζε ησλ πηζαλνηήησλ νπξάο ηεο    κπνξεί λα δνζεί απφ ηνλ 

ηχπν 

   
( )   (   (     )  )(   )  (      ) 

                   (     ) 

φπνπ   δίλεηαη απφ ηνλ ηχπν (4.1.4). 

Δθηειψληαο κεξηθνχο αιγεβξηθνχο ππνινγηζκνχο ζηνλ ηχπν (4.2.6) θαηαιήγνπκε φηη ε 

πηζαλνγελλήηξηα ζπλάξηεζε ηεο    κπνξεί λα δνζεί απφ ηε ξεηή έθθξαζε 

   
( )  

(  ) (       (  (  )   ))

       ((  )    (  ) )
                                         (     ) 

     Δθηφο φκσο απφ ηα παξαπάλσ, αμίδεη λα ππνινγηζηεί ν κέζνο ρξφλνο αλακνλήο ηεο η.κ.    

κέρξη ηνλ ηεξκαηηζκφ ηνπ ηεζη CSDF. Παξαγσγίδνληαο ηελ πηζαλνγελλήηξηα ζπλάξηεζε 

   
( ) σο πξνο   θαη ζέηνληαο     πξνθχπηεη ν ρξφλνο αλακνλήο ηεο    σο 

 (  )     

 ( )   

 
(              (         (   )       ))   

  (         ) 
  

     Όκνηα, ε πηζαλνγελλήηξηα ζπλάξηεζε ηεο    ζα δίλεηαη κε φξνπο ηνπ πίλαθα Q,απφ ηνλ 

ηχπν 

   
( )     (     )  (      ) 

                                                       (     ) 
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ελψ ε πηζαλνγελλήηξηα ζπλάξηεζε ησλ πηζαλνηήησλ νπξάο ηεο    κπνξεί λα δνζεί απφ ηνλ 

ηχπν 

   
( )   (   (     )  )(   )  (      ) 

                         (      ) 

φπνπ   δίλεηαη απφ ηνλ ηχπν (4.1.4). 

     Σέινο, ε πηζαλνγελλήηξηα ζπλάξηεζε ηεο   , κέζσ ησλ ηχπσλ (4.2.5) θαη (4.2.8), δίλεηαη 

απφ ηνλ ηχπν 

   
( )    ( )     

( )   

 
(  ) (  (  ) )(  (  )   )

(    )(       ((  )    (  ) ))
  

 

 

4.3  Πηζαλόηεηα απνδνρήο θαη απόξξηςεο ηνπ ηεζη CSDF 

 

     ΢ε απηή ηελ ελφηεηα ζα παξνπζηαζηνχλ ε πηζαλφηεηα απνδνρήο θαη απφξξηςεο ηνπ ηεζη 

εθθίλεζεο CSDF. 

     Αο εμεηάζνπκε ηψξα έλαλ εμνπιηζκφ πνπ ππφθεηηαη ζηελ ηερληθή ησλ ηεζη εθθίλεζεο 

CSDF θαη αο ζπκβνιίδνπκε κε p ηελ πηζαλφηεηα κηαο επηηπρεκέλεο εθθίλεζεο ζε κηα 

απφπεηξα δνθηκήο. ΢ηε ζπλέρεηα, ε πηζαλφηεηα λα θαηαιήμνπκε ζε κηα απφθαζε (απνδνρή ή 

απφξξηςε ηνπ εμνπιηζκνχ) αθξηβψο ζηε n-νζηή δνθηκή ηζνχηαη κε   ( ). Ο πξψηνο φξνο ηεο 

δεμηάο πιεπξάο ηεο έθθξαζεο   ( )     
( )     

( ) αληηπξνζσπεχεη ηελ πηζαλφηεηα 

απνδνρήο ηνπ εμνπιηζκνχ ζηε n-νζηή δνθηκή, ελψ ν δεχηεξνο ηελ πηζαλφηεηα απφξξηςήο 

ηνπ. Δίλαη επίζεο ελδηαθέξνλ λα ζεκεησζεί φηη νη ζπλνιηθέο πηζαλφηεηεο απνδνρήο θαη 

απφξξηςεο ηεο ζπληζηψζαο, δειαδή 

   ∑    
( ) 

 

   

             ∑    
( ) 

 

   

 

κπνξνχλ λα αμηνινγεζνχλ κέζσ ησλ αληίζηνηρσλ γελλεηξηψλ ζπλαξηήζεσλ απφ ηηο 

πξνθαλείο ηαπηφηεηεο       
( ),       

( ). Πην ζπγθεθξηκέλα, ε πηζαλφηεηα απνδνρήο 

ελφο εμνπιηζκνχ απφ ηε ρξήζε ηνπ ηεζη CSDF κπνξεί λα δνζεί απφ ηνλ ηχπν 
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( )  

  (      )

         
  

 

 

 

΢ρήκα 4.3.1: Πηζαλφηεηα απνδνρήο ηνπ ηεζη CSDF ζπλαξηήζεη ηνπ c, γηα            

    
 

 

 

 

 

΢ρήκα 4.3.2: Πηζαλφηεηα απνδνρήο ηνπ ηεζη CSDF ζπλαξηήζεη ηνπ r, γηα            
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     ΢ηα ΢ρήκαηα 4.3.1 θαη 4.3.2 παξαηεξνχκε φηη ε πηζαλφηεηα απνδνρήο ηνπ ηεζη CSDF 

είλαη κηα θζίλνπζα ζπλάξηεζε σο πξνο c θαη r, αληίζηνηρα. Απηφ ζεκαίλεη φηη, γηα κεγάιεο 

ηηκέο ηεο παξακέηξνπ c ή r, ε πηζαλφηεηα απνδνρήο ηνπ ηεζη CSDF κεηψλεηαη.  

     Απφ ηελ άιιε πιεπξά, ε πηζαλφηεηα απφξξηςεο ελφο εμνπιηζκνχ απφ ηε ρξήζε ηνπ ηεζη 

CSDF κπνξεί λα δνζεί απφ ηνλ ηχπν 

      
( )       

(    )(      )

         
  

 

 

 

 

 

 

΢ρήκα 4.3.3: Πηζαλφηεηα απφξξηςεο ηνπ ηεζη CSDF ζπλαξηήζεη ηνπ c, γηα        

        
 

 

 

΢ηα ΢ρήκαηα 4.3.3 θαη 4.3.4 παξαηεξνχκε φηη ε πηζαλφηεηα απφξξηςεο ηνπ ηεζη CSDF είλαη 

κηα αχμνπζα ζπλάξηεζε σο πξνο c θαη r, αληίζηνηρα. Απηφ ζεκαίλεη φηη, γηα κεγάιεο ηηκέο 

ηεο παξακέηξνπ c ή r, ε πηζαλφηεηα απφξξηςεο ηνπ ηεζη CSDF απμάλεηαη. 
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΢ρήκα 4.3.4: Πηζαλφηεηα απφξξηςεο ηνπ ηεζη CSDF ζπλαξηήζεη ηνπ r, γηα        

         
 

      

 

4.4  Εθηίκεζε ηεο άγλσζηεο πηζαλόηεηαο  επηηπρίαο εθθίλεζεο κε ρξήζε 

ησλ δεδνκέλσλ ελόο ηεζη CSDF 

 

     ΢ε απηή ηελ ελφηεηα ζα παξνπζηαζηνχλ ηξεηο ηξφπνη ππνινγηζκνχ ηεο εθηίκεζεο ηεο 

άγλσζηεο πηζαλφηεηαο επηηπρίαο εθθίλεζεο, ρξεζηκνπνηψληαο δεδνκέλα ελφο ηεζη CSDF. 

     Ο πξψηνο ηξφπνο ππνινγηζκνχ ηεο άγλσζηεο πηζαλφηεηαο επηηπρίαο κειεηήζεθε απφ ηνπο 

Viveros θαη Balakrishnan (1993) θαη παξνπζηάδεηαη αλαιπηηθά ζηελ Δλφηεηα 2.4 (Μέζνδνο 

VB). 

     Ο επφκελνο ηξφπνο ππνινγηζκνχ ηεο άγλσζηεο πηζαλφηεηαο επηηπρίαο κειεηήζεθε απφ 

ηνπο Smith θαη Griffith (2005) θαη ελ ζπληνκία αλαθέξεηαη σο κέζνδνο SG. Απηή ε κέζνδνο 

εθηηκά ηελ πηζαλφηεηα p κφλν ζηελ πεξίπησζε πνπ έρεη θαηαγξαθεί ν αξηζκφο ησλ 

δηαθνξεηηθψλ δηαηάμεσλ ζηηο νπνίεο ηα n ηεζη εθθίλεζεο έρνπλ ηεξκαηηζηεί. ΢ηε 

ζπγθεθξηκέλε πεξίπησζε έρνπκε r δηαθνξεηηθέο δηαηάμεηο γηα ηνλ ηεξκαηηζκφ ηνπ ηεζη 

CSDF, δειαδή 

   *    ⏟  
       

+      *  +      *   +          *     ⏟  
         

 +  
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Οη πηζαλφηεηεο    
      

      
          

νηη ην ηεζη ηεξκαηίδεηαη ζηελ εκθάληζε ηεο δηάηαμεο 

                     , αληηζηνηρα, δηλνληαη απφ ηηο ζρέζεηο 

    
 

  (      )

         
  

     
 

    (   )(    )

         
                            

Πξνθαλψο, αλ νη δηαηάμεηο                       ερνπλ παξαηεξεζεη                       

θνξέο, αληίζηνηρα, ηφηε ε ζπλάξηεζε πηζαλνθάλεηαο ζα δίλεηαη απφ ηνλ ηχπν 

 ( )     

  ∏       

    

   

   

  

θαη ε ε.κ.π. ηεο πηζαλφηεηαο p ζα ππνινγίδεηαη απφ ηελ ιχζε ηεο εμίζσζεο 

   ( ( ))

  
    

ην νπνίν κπνξεί λα επηηεπρζεί κφλν κε αξηζκεηηθέο κεζφδνπο. Σέινο, ην    (   )  

δηάζηεκα εκπηζηνζχλεο γηα ην p ζα είλαη ην 

4 ̂  
   ⁄

√ ( ̂)
   ̂  

   ⁄

√ ( ̂)
5                                                               

φπνπ    ⁄  είλαη ην άλσ   ⁄  πνζνζηηαίν ζεκείν ηεο ηππνπνηεκέλεο θαλνληθήο θαηαλνκήο. 

     Ο ηειεπηαίνο θαη πην ξεαιηζηηθφο ηξφπνο ππνινγηζκνχ ηεο εθηίκεζεο ηεο άγλσζηεο 

πηζαλφηεηαο επηηπρίαο πξνθχπηεη φηαλ είλαη δηαζέζηκνη κφλν νη αξηζκνί ησλ δνθηκψλ κέρξη 

ηνλ ηεξκαηηζκφ ηνπ θαζελφο απφ ηα n ηεζη. ΢ηελ πεξίπησζε απηή, νη Viveros θαη 

Balakrishnan (1993) πξφηεηλαλ ηε ρξήζε ηεο κεζφδνπ ησλ ξνπψλ γηα ηελ εθηίκεζε ηνπ p. 

Ωζηφζν, απηή ε κέζνδνο δελ κπνξεί λα εθαξκνζηεί εδψ επεηδή ε κέζε ηηκή ηνπ ζπλνιηθνχ 

αξηζκνχ ησλ πξνζπαζεηψλ κέρξη ηε ιήμε ηνπ ηεζη δελ είλαη κηα κνλφηνλε ζπλάξηεζε ηνπ p. 

΢ε ηέηνηεο πεξηπηψζεηο ζα κπνξνχζε λα ρξεζηκνπνηεζεί ν αιγφξηζκνο EM (βι. Robert θαη 

Casella (2005)), γηα ηελ εθηίκεζε ηεο πηζαλφηεηαο κηαο επηηπρνχο εθθίλεζεο (βι Chan et al. 

(2007)). 

     Αο ππνζέζνπκε φηη γίλνληαη n ηεζη εθθίλεζεο. ΢πκβνιίδνπκε κε              ηνλ αξηζκφ 

ησλ πξνζπαζεηψλ, επηηπρηψλ θαη απνηπρηψλ, αληίζηνηρα, κέρξη ηε ιήμε ηνπ i-νζηνχ ηεζη 

(         ) θαη ζπλνιηθά 
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  ∑   

 

   

   ∑  

 

   

   ∑  

 

   

 ∑(     )

 

   

      

Δπεηδή ινηπφλ ν ινγάξηζκνο ηεο ζπλάξηεζεο πηζαλνθάλεηαο είλαη ηεο κνξθήο 

 (     )            (
   

 
)  

ν αλακελφκελνο ινγάξηζκνο ηεο ζπλάξηεζεο πηζαλνθάλεηαο ησλ πιήξσλ ζηνηρείσλ ζα 

νξίδεηαη σο 

      (∑ ( |    )

 

   

)    (
   

 
)  

θαη (δηαθνξνπνηψληαο ην ζε ζρέζε κε ην p θαη ζέηνληαο ην απνηέιεζκα ίζν κε κεδέλ) 

πξνθχπηεη ην παξαθάησ επαλαιεπηηθφ ζχζηεκα ΕΜ 

 (   )    
∑  ( |      

( )) 
   

 
  

φπνπ  ( ) ζπκβνιίδεη ηελ ηξέρνπζα εθηίκεζε ηεο πηζαλφηεηαο  . Σέινο, ε παξαηεξνχκελε 

πιεξνθνξία ηνπ Fisher, ε νπνία κπνξεί λα αμηνπνηεζεί γηα ηε δεκηνπξγία ηνπ πξνζεγγηζηηθνχ 

δηαζηήκαηνο εκπηζηνζχλεο γηα ην p, παίξλεη ηε κνξθή 

   ( ̂)  
   (     )

   
|
   ̂

  

  4
   (     )

   
| 5

   ̂

    4
   (     )

   
| 5

   ̂

   

     Δίλαη ζεκαληηθφ λα αλαθέξνπκε φηη ζχκθσλα κε ηελ εξγαζία ησλ Αληδνπιάθν, Κνχηξα 

θαη Ραθηηδή (2009) θαη κε ρξήζε αξηζκεηηθψλ απνηειεζκάησλ, θαηαιήγνπκε ζην 

ζπκπέξαζκα φηη ε κέζνδνο VB εθηηκά θαιχηεξα ηελ άγλσζηε πηζαλφηεηα επηηπρίαο p ζε 

ζρέζε κε ηηο άιιεο δπν κεζφδνπο. Σν ζπκπέξαζκα απηφ ήηαλ αλακελφκελν θαζψο ε κέζνδνο 

VB απαηηεί ηε γλψζε πεξηζζφηεξσλ δεδνκέλσλ ζε ζρέζε κε ηηο άιιεο δπν κεζφδνπο γηα ηελ 

εθηίκεζε ηελ άγλσζηεο πηζαλφηεηαο επηηπρίαο. 
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 5 

Σεζη Εθθίλεζεο ππό ηε ζπλζήθε ηεο Αληαιιαμηκόηεηαο 

      

 

 

     Έλα ηεζη εθθίλεζεο ρξεζηκνπνηείηαη ζπλήζσο ζηελ πξάμε γηα λα ζπγθεληξσζνχλ 

πιεξνθνξίεο ζρεηηθά κε ηελ αμηνπηζηία ηνπ εμνπιηζκνχ. 

     ΢ε απηφ ην θεθάιαην ζα παξνπζηαζηεί ε κειέηε ησλ Eryilmaz θαη Chakraborti (2008), νη 

νπνίνη ππέζεζαλ φηη ε πηζαλφηεηα κηαο επηηπρεκέλεο εθθίλεζεο είλαη κηα ηπραία κεηαβιεηή. 

΢χκθσλα ινηπφλ κε ηελ ππφζεζε απηή, ηα απνηειέζκαηα ησλ πξνζπαζεηψλ εθθίλεζεο είλαη 

εμαξηεκέλεο ηπραίεο κεηαβιεηέο πνπ αθνινπζνχλ έλα αληαιιάμηκν κνληέιν.  

 

 

5.1  Σεζη εθθίλεζεο CSTF ππό ηε ζπλζήθε ηεο αληαιιαμηκόηεηαο 

 

Οη Balakrishnan θαη Chan (2000) κειέηεζαλ ηα ζηαηηζηηθά ραξαθηεξηζηηθά ηνπ ηεζη 

εθθίλεζεο CSTF ππνζέηνληαο φηη ππάξρεη αλεμαξηεζία κεηαμχ ησλ δνθηκψλ. ΢χκθσλα κε 

απηή ηελ ηερληθή, φπσο παξνπζηάζηεθε ζην Κεθάιαην 2, αλ ζπκβνχλ c ζπλερφκελεο επηηπρίεο 

πξηλ απφ d ζπλνιηθέο απνηπρίεο ηφηε ην εμάξηεκα γίλεηαη απνδεθηφ, ελψ αληίζεηα, αλ 

ζπκβνχλ d ζπλνιηθέο απνηπρίεο πξηλ απφ c ζπλερφκελεο επηηπρίεο ηφηε ην εμάξηεκα 

απνξξίπηεηαη. Έηζη, ζπκβνιίδνληαο κε p ηελ πηζαλφηεηα κηαο επηηπρεκέλεο εθθίλεζεο, ε 

πηζαλφηεηα απνδνρήο κηαο κνλάδαο      θαη ην κέζν κήθνο ηνπ ηεζη CSTF  (    ) γηα 

αλεμάξηεηεο εθθηλήζεηο (βι. Balakrishnan θαη Chan (2000), θαη Smith θαη Griffith (2005)), ζα 

δίλεηαη αληίζηνηρα απφ ηνπο ηχπνπο 

       (    )                                                      (     ) 
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 (    )  
    

(   )  
(  (    ) )                                       (     ) 

     Παξά ην γεγνλφο φηη ε ππφζεζε ηεο αλεμαξηεζίαο είλαη ζπλήζσο ην πξψην βήκα ζηελ 

αλάιπζε, είλαη ζαθέο φηη ε εμάξηεζε κεηαμχ ησλ ηεζη εθθίλεζεο είλαη ζρεδφλ αλαπφθεπθηε. 

Έλαο ιφγνο γηα απηφ είλαη φηη γηα θάζε πξνζπάζεηα εθθίλεζεο ρξεζηκνπνηείηαη ν ίδηνο 

εμνπιηζκφο. Ο Martin (2004), θαη νη Smith θαη Griffith (2005) επέθηεηλαλ ηα απνηειέζκαηα 

ησλ Balakrishnan θαη Chan (2000) κειεηψληαο ηελ πεξίπησζε θαηά ηελ νπνία νη αηνκηθέο 

εθθηλήζεηο έρνπλ κηα πξψηεο ηάμεο Μαξθνβηαλή εμάξηεζε. Αξγφηεξα, ν Martin (2008) 

ζεψξεζε φηη ηα ηεζη εθθίλεζεο αθνινπζνχλ κηα γεληθφηεξεο ηάμεο Μαξθνβηαλή εμάξηεζε. 

Οη Eryilmaz θαη Chakraborti (2008) κειέηεζαλ ηα ηεζη εθθίλεζεο CSTF ππνζέηνληαο φηη ε 

πηζαλφηεηα p κηαο επηηπρεκέλεο εθθίλεζεο είλαη κηα ηπραία κεηαβιεηή. Απηή ε ππφζεζε 

νπζηαζηηθά θαζηζηά ηηο αηνκηθέο εθθηλήζεηο εμαξηεκέλεο ππφ ηε ζπλζήθε ελφο αληαιιάμηκνπ 

κνληέινπ. 

     Αξρηθά, αο ππνζέζνπκε φηη           απνηεινχλ ηα απνηειέζκαηα ησλ επηηπρεκέλσλ 

ηεζη εθθίλεζεο πνπ εθαξκφδνληαη ζε κία ζπζθεπή. Η δίηηκε ηπραία κεηαβιεηή    ζπκβνιίδεη 

ην απνηέιεζκα ηεο i εθθίλεζεο, ε νπνία παίξλεη ηελ ηηκή κεδέλ γηα ηελ απνηπρία θαη ηελ ηηκή 

1 γηα ηελ επηηπρία. Αθφκε, έζησ φηη p ππνδειψλεη ηελ πηζαλφηεηα ηεο πεξίπησζεο φπνπ 

     (   (    )), δειαδε φηη ην i-νζηφ ηεζη εθθίλεζεο είλαη επηηπρεκέλν. Γεληθά, 

ζηελ βηβιηνγξαθία έρεη ζεσξεζεί φηη φηαλ εθαξκφδνληαη ηα ηεζη, ε πηζαλφηεηα p είλαη κηα 

ζηαζεξά, ε νπνία παξακέλεη ίδηα γηα θάζε δεδνκέλε ζπζθεπή ζε νπνηαδήπνηε ρξνληθή 

ζηηγκή. Η ππφζεζε απηή θαίλεηαη ινγηθή, αλ νη δνθηκέο εθηεινχληαη θαηά ηε δηάξθεηα κηαο 

ζχληνκεο ρξνληθήο πεξηφδνπ ζηελ ίδηα ζπζθεπή. Δληνχηνηο, κέζα ζε νξηζκέλνπο 

πιεζπζκνχο, ε πηζαλφηεηα p κπνξεί λα πνηθίιεη απφ ζπζθεπή ζε ζπζθεπή. Γηα παξάδεηγκα, 

κηα ηέηνηα θαηάζηαζε κπνξεί λα πξνθχςεη επεηδή πνιιέο κνλάδεο παξάγνληαη απφ ηελ ίδηα 

γξακκή παξαγσγήο, θαη ρξεζηκνπνηνχκε κε ηπραία επηινγή κφλν κία κνλάδα γηα έιεγρν.  

     Έλα πεπεξαζκέλν ζχλνιν ηπραίσλ κεηαβιεηψλ ιέγεηαη φηη είλαη αληαιιάμηκν, αλ γηα θάζε 

κεηάζεζε  ( )  ( )    ( ) ησλ          , 

 {  ( )       ( )         ( )    }   *                   +  

Μηα άπεηξε αθνινπζία ηπραίσλ κεηαβιεηψλ ιέγεηαη φηη είλαη αληαιιάμηκε αλ θάζε 

πεπεξαζκέλε αθνινπζία είλαη αληαιιάμηκε. 
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     ΢χκθσλα κε ην ζεκειηψδεο ζεψξεκα ηνπ de Finetti (1972), αλ         είλαη κηα άπεηξε 

αθνινπζία απφ αληαιιάμηκεο δίηηκεο ηπραίεο κεηαβιεηέο, ηφηε ππάξρεη κηα θαηαλνκή κίμεο  

ζην δηάζηεκα ,   - ηέηνηα ψζηε γηα θάζε n, θαη l, 

 {∑    

 

   

}  .
 
 
/∫  (   )    ( )                              (     )

 

 

 

φπνπ 

 ( )  
 

 (   )
    (   )    

θαη ε ζπλάξηεζε  (   ) ζπκβνιίδεη ηε ζπλάξηεζε Βήηα ε νπνία ππνινγίδεηαη απφ ηνλ ηχπν 

 (   )  
 ( ) ( )

 (   )
  

. 

     Έηζη, ππνζέηνπκε φηη ε πηζαλφηεηα p είλαη κηα ηπραία κεηαβιεηή θαη ν ηχπνο (5.1.3) δίλεη 

ηελ ζπλάξηεζε πηζαλφηεηαο ηνπ ζπλνιηθνχ αξηζκνχ ησλ επηηπρεκέλσλ εθθηλήζεσλ κέρξη ηελ 

ρξνληθή ζηηγκή n. Κάησ απφ απηέο ηηο ππνζέζεηο, ηα ηεζη εθθίλεζεο κπνξνχλ λα ζεσξεζνχλ 

σο κηα κίμε απφ δνθηκέο Bernoull, θαη ηα απνηειέζκαηα ηνπο σο ηπραίεο κεηαβιεηέο πνπ 

είλαη ζεηηθά εμαξηεκέλεο απφ ηε κίμε, ή είλαη αληαιιάμηκεο (βι.Shaked (1977)). 

 

 

5.2  ΢πλάξηεζε πηζαλόηεηαο ηνπ κήθνπο ηνπ ηεζη CSTF ππό ηε ζπλζήθε 

ηεο αληαιιαμηκόηεηαο 

 

     ΢ε απηή ηελ Δλφηεηα ζα παξνπζηαζηεί ε ζπλάξηεζε πηζαλφηεηαο ηνπ κήθνπο ηνπ ηεζη 

CSTF ππφ αληαιιαμηκφηεηα, ζχκθσλα κε ηελ κειέηε ησλ Eryilmaz θαη Chakraborti (2008). 

Έηζη, ζε απηή ηελ πεξίπησζε, ν ζπλνιηθφο αξηζκφο πξνζπαζεηψλ ή εθθηλήζεσλ κέρξη ηνλ 

ηεξκαηηζκφ ηνπ πεηξάκαηνο (ν ρξφλνο αλακνλήο ή ην κήθνο ηνπ ηεζη) νξίδεηαη απφ ηνλ ηχπν 

        
 

(     )                                                       (     ) 

φπνπ     είλαη ν ζπλνιηθφο αξηζκφο εθθηλήζεσλ (δνθηκψλ) κέρξη ηελ πξαγκαηνπνίεζε ησλ c 

ζπλερφκελσλ επηηπρηψλ, θαη    είλαη ν ζπλνιηθφο αξηζκφο εθθηλήζεσλ (δνθηκψλ) κέρξη ηελ 

πξαγκαηνπνίεζε ησλ d ζπλνιηθψλ απνηπρηψλ. 
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Απφ ηνλ ηχπν (5.2.1) έρνπκε φηη 

 {      }   *         +   2       
( )

  3  

φπνπ     είλαη ε κεγαιχηεξε ξνή επηηπρηψλ θαη   
( )

 είλαη ν ζπλνιηθφο αξηζκφο απνηπρηψλ ζηα 

          . Αθφκε, επεηδή ν ζπλνιηθφο αξηζκφο επηηπρηψλ είλαη   
( )

     
( )

, ζα έρνπκε 

φηη 

 {      }  ∑  2       
( )

  3    

 

       

 

 ∑  2    |  
( )

  3 2  
( )

  3

 

       

                                  (     ) 

Η δεζκεπκέλε θαηαλνκή ηνπ    δνζέληνο ηνπ   
( )

 γηα ηηο αληαιιάμηκεο δίηηκεο ηπραίεο 

κεηαβιεηέο είλαη ε ίδηα κε ηηο δίηηκεο κεηαβιεηέο γηα ηελ πεξίπησζε ησλ αλεμάξηεησλ θαη 

ηζφλνκσλ κνλάδσλ (βι. Eryilmaz θαη Demir (2007)). Δπνκέλσο, ε ζπλάξηεζε θαηαλνκήο ζα 

δίλεηαη απφ ηνλ ηχπν 

 2    |  
( )

  3  .
 
 
/
  

 (     )                                      (     ) 

φπνπ 

 (     )  ∑ (  ) (
     

 
)

   
 

([  ⁄ ]         )

   

(
     

   
)                   (     ) 

Μεηά απφ ππνινγηζκνχο θαη αληηθαζηζηψληαο ηνπο ηχπνπο (5.2.3) θαη (5.1.3) ζηνλ ηχπν 

(5.2.2), ε ζπλάξηεζε θαηαλνκήο ηεο      δίλεηαη απφ ηνλ ηχπν 

 {      }    ∑  (     )∫  (   )    ( )  

 

 

 

       

               (     ) 

θαη ηειηθά ε ζπλάξηεζε πηζαλφηεηαο ηεο      ππνινγίδεηαη απφ ηνλ ηχπν 

 {      }   {      }   {        }  

γηα       (   )     (   )           

     ΢ην ΢ρήκα 5.2.1 θαίλεηαη ε ζπλάξηεζε πηζαλφηεηαο ηνπ κήθνπο ηνπ ηεζη CSTF ππφ ηε 

ζπλζήθε ηεο αληαιιαμηκφηεηαο γηα             θαη    . Παξαηεξνχκε ινηπφλ φηη 
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ε θχξηα θνξπθή εκθαλίδεηαη φηαλ     ιφγσ ηνπ φηη     . Απφ ην 10
ν
 ηεζη θαη κεηά ε 

ζπλάξηεζε πηζαλφηεηαο κεηψλεηαη ζπλερψο κέρξη ην 27
ν
 ηεζη εθθίλεζεο. Σέινο, είλαη θαλεξφ 

φηη νη πηζαλφηεηεο  (   ) θαη  (    ) είλαη ίζεο κε ην κεδέλ επεηδή γλσξίδνπκε φηη 

      (   )     (   )           

 

 

 

 

΢ρήκα 5.2.1: ΢πλάξηεζε πηζαλφηεηαο ηνπ κήθνπο ηνπ ηεζη CSTF ππφ ηε ζπλζήθε 

ηεο αληαιιαμηκφηεηαο γηα                     

 

 

5.3 Πηζαλόηεηα απνδνρήο ηνπ ηεζη CSTF ππό ηε ζπλζήθε ηεο 

αληαιιαμηκόηεηαο 

 

     Δθηφο απφ ηε ζπλάξηεζε πηζαλφηεηαο ηνπ κήθνπο ηνπ ηεζη CSTF, κεγάιν ελδηαθέξνλ 

παξνπζηάδεη θαη ε πηζαλφηεηα απνδνρήο κηαο κνλάδαο. Γεληθά, γηα ηελ πηζαλφηεηα απνδνρήο 

ηεο κνλάδαο ππφ δνθηκή      ηνπ ηεζη CSTF ππφ ηε ζπλζήθε ηεο αληαιιαμηκφηεηαο έρνπκε 

φηη 

      *        +   *     +  

Γεζκεχνληαο σο πξνο    ζα έρνπκε φηη 

5 10 15 20 25
0.00

0.05

0.10

0.15

0.20

0.25

 
( 

 
 
) 
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     ∑  *    |    +   *    +  

 

   

 

 ∑  2      |         
( )

    3   *    +   

 

   

 

 ∑  2      |         
( )

    3   *    +  

 

   

 

 ∑ 4  .
   
   

/
  

 (         )5   *    + 

 

   

                  (     ) 

φπνπ είλαη θαλεξφ φηη 

 *    +  .
   
   

/∫    (   )  ( )   

 

 

                           (     ) 

Έηζη, ρξεζηκνπνηψληαο ηνπο ηχπνπο (5.3.1) θαη (5.3.2), θαηαιήγνπκε φηη ε πηζαλφηεηα 

απνδνρήο ηεο κνλάδαο ππφ δνθηκή ηνπ ηεζη CSTF ππφ ηε ζπλζήθε ηεο αληαιιαμηκφηεηαο, ζα 

δίλεηαη απφ ηνλ ηχπν 

 *        +         ∑  (         )  ∫    (   )  ( )   

 

 

 

   

    (     ) 

φπνπ          . 

Γηαθνξεηηθά, ε πηζαλφηεηα απνδνρήο κπνξεί λα ππνινγηζηεί ρξεζηκνπνηψληαο ηνλ ηχπν ηεο 

πηζαλφηεηαο απνδνρήο γηα ηελ πεξίπησζε ησλ αλεμάξηεησλ θαη ηζφλνκσλ κνλάδσλ,          

  (    ) , θαη ζεσξψληαο φηη ε πηζαλφηεηα p είλαη κηα ηπραία κεηαβιεηή κε δεζκεπκέλε 

ζπλάξηεζε θαηαλνκήο f. Έηζη, ε πηζαλφηεηα απνδνρήο ηεο κνλάδαο ππφ δνθηκή ηνπ ηεζη 

CSTF ππφ ηε ζπλζήθε ηεο αληαιιαμηκφηεηαο, κπνξεί λα ππνινγηζηεί θαη απφ ηνλ ηχπν 

 *        +         ∫(    )  ( )   

 

 

                            (     ) 
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     ΢ηα ΢ρήκαηα 5.3.1 θαη 5.3.2 δίλεηαη γξαθηθά ε κνξθή ηεο πηζαλφηεηαο απνδνρήο ηνπ ηεζη 

CSTF ππφ ηε ζπλζήθε ηεο αληαιιαμηκφηεηαο ζπλαξηήζεη ησλ παξακέηξσλ    . ΢εκεηψλεηαη 

φηη θαη ζηα δπν ζρήκαηα ε πηζαλφηεηα απνδνρήο έρεη ππνινγηζηεί κεζσ ηνπ ηππνπ (5.3.4) γηα 

    θαη      . 

   

 

 

 

΢ρήκα 5.3.1: Πηζαλφηεηα απνδνρήο ηνπ ηεζη CSTF ππφ ηε ζπλζήθε ηεο    

αληαιιαμηκφηεηαο ζπλαξηήζεη ηνπ c, γηα                   

 

     Απφ ην ΢ρήκα 5.3.1 κπνξεί θαλείο λα δηαθξίλεη φηη, φπσο ζηελ πεξίπησζε ηνπ απινχ ηεζη 

CSTF, έηζη θαη ζηελ πεξίπησζε ηνπ ηεζη CSTF ππφ ηε ζπλζήθε ηεο αληαιιαμηκφηεηαο, ε 

πηζαλφηεηα απνδνρήο κεηψλεηαη φηαλ ην d είλαη ζηαζεξφ (   ) θαη ην c απμάλεηαη. Απηφ 

είλαη ινγηθφ, αθνχ φζν κεγαιχηεξν είλαη ην c, ηφζν πην πηζαλφ είλαη λα ζπκβνχλ d ζπλνιηθέο 

απνηπρίεο πξηλ απφ ηηο c ζπλερφκελεο επηηπρίεο, νπφηε είλαη θαη κηθξφηεξε ε πηζαλφηεηα 

απνδνρήο ηεο κνλάδαο ππφ δνθηκή. Αθφκε, ζην ΢ρήκα 5.3.2 είλαη εκθαλέο φηη γηα ηελ 

πεξίπησζε πνπ ην c είλαη ζηαζεξφ θαη ην d απμάλεηαη, ζπκβαίλεη ην αληίζεην θαη ε 

πηζαλφηεηα απνδνρήο είλαη αχμνπζα. 

 

5 10 15

0.4

0.6

0.8

1.0
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΢ρήκα 5.3.2: Πηζαλφηεηα απνδνρήο ηνπ ηεζη CSTF ππφ ηε ζπλζήθε ηεο 

αληαιιαμηκφηεηαο ζπλαξηήζεη ηνπ d, γηα                   

 

      

     Η δεζκεπκέλε πηζαλφηεηα ηνπ κήθνπο ηνπ ηεζη CSTF ππφ ηε ζπλζήθε ηεο 

αληαιιαμηκφηεηαο δεδνκέλνπ φηη ν εμνπιηζκφο έγηλε ηειηθά απνδεθηφο, δίλεηαη απφ ηνλ ηχπν 

 {      |       }  
 {            }

    
  

φπνπ  

      {            }   *         +   

 

{
 
 

 
 

∫    ( )   

 

 

                              

∑  (           )  

   

       

∫  (   )    ( )  

 

 

                

 

Σέινο, ε δεζκεπκέλε πηζαλφηεηα ηνπ κήθνπο ηνπ ηεζη CSTF ππφ ηε ζπλζήθε ηεο 

αληαιιαμηκφηεηαο δεδνκέλεο ηεο απφξξηςεο ηνπ εμνπιηζκνχ, δίλεηαη απφ ηνλ ηχπν 

5 10 15 20 25 30

0.05
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 {      |        }  
 {      }   {            }

      
  

 

5.4  ΢ύγθξηζε ηνπ ηεζη CSTF ππό ηε ζπλζήθε ηεο αληαιιαμηκόηεηαο κε ην  

ηεζη CSTF κε αλεμάξηεηεο εθθηλήζεηο 

 

     ΢ε απηή ηελ ελφηεηα, ζα παξνπζηαζηνχλ ηα ζπκπεξάζκαηα ησλ πξνεγνχκελσλ ελνηήησλ 

γηα ην κέζν κήθνο θαη ηελ πηζαλφηεηα απνδνρήο ηνπ ηεζη CSTF ππφ ηε ζπλζήθε ηεο 

αληαιιαμηκφηεηαο, ζε ζχγθξηζε κε ην απιφ ηεζη CSTF. Η παξνπζίαζε ησλ ζπκπεξαζκάησλ 

απηψλ ζα γίλεη ρξεζηκνπνηψληαο σο θαηαλνκή κίμεο γηα ηελ πηζαλφηεηα p ηελ θαηαλνκή 

Βήηα κε ζπλάξηεζε ππθλφηεηαο  ( )  
 

 (   )
    (   )    γηα      . ΢ε απηή ηελ 

πεξίπησζε έρνπκε, 

∫  (   )    ( )   
 

 (   )
∫  (   )       (   )      

 

 

 

 

 

 
 (         )

 (   )
                                                      (     ) 

θαη 

    *    +  
 

   
                                                  (     ) 

Υξεζηκνπνηψληαο ηνλ ηχπν (5.4.1) ζηνλ ηχπν (5.2.5), ε θαηαλνκή ηνπ κήθνπο ηνπ ηεζη ζα 

έρεη ηε κνξθή 

 {      }    ∑  (     )
 (         )

 (   )

 

       

  

 Με ηνλ ίδην ηξφπν, ρξεζηκνπνηψληαο ηνλ ηχπν (5.4.1) ζηνλ ηχπν (5.3.3), ε πηζαλφηεηα 

απνδνρήο κηαο κνλάδαο παίξλεη ηε κνξθή 

       ∑  (         )

 

   

 (         )

 (   )
  

ελψ κηα επθνιφηεξε έθθξαζε γηα ηελ πηζαλφηεηα απνδνρήο κηαο κνλάδαο     , 

ρξεζηκνπνηψληαο ηνλ ηχπν (5.3.4), ζα δίλεηαη απφ ηνλ ηχπν 
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       ∑(  ) (
 

 
)
 (       )

 (   )
 

 

   

 

     ΢ε απηφ ην ζεκείν, κε βάζε ηηο παξαπάλσ ππνζέζεηο, ζα παξνπζηαζηνχλ θάπνηα 

δηαγξάκκαηα θαη θάπνηα αξηζκεηηθά απνηειέζκαηα ζρεηηθά κε ηα ραξαθηεξηζηηθά ησλ ηεζη 

εθθίλεζεο. ΢ηνλ Πίλαθα 5.4.1 έρνπλ ππνινγηζηεί νη ηηκέο ηεο πηζαλφηεηαο απνδνρήο ηνπ 

εμνπιηζκνχ      θαη     
  γηα ην ηεζη CSTF ππφ ηε ζπλζήθε ηεο αληαιιαμηκφηεηαο θαη γηα ην 

ηεζη CSTF γηα αλεμάξηεηεο εθθηλήζεηο, αληίζηνηρα. Ο ηηκέο απηέο ηνπ εμνπιηζκνχ 

ππνινγίζηεθαλ γηα     ,     θαη γηα δηάθνξεο ηηκέο ησλ παξακέηξσλ    . Αμίδεη λα 

ζεκεησζεί φηη ε πηζαλφηεηα απνδνρήο ηνπ ηεζη CSTF γηα αλεμάξηεηεο εθθηλήζεηο 

ππνινγίζηεθε απφ ηνλ ηχπν     
    (  (  ) ) , φπνπ    ζπκβνιίδεη ηελ πηζαλφηεηα 

κηαο επηηπρεκέλεο εθθίλεζεο θαη δίλεηαη απφ ηνλ ηχπν (5.4.2). Σέινο λα ζεκεησζεί φηη ζηνλ 

παξαπάλσ ηχπν (    
 ) ε πηζαλφηεηα    είλαη ε αλακελφκελε ηηκή ηεο Βήηα θαηαλνκήο κίμεο 

θαη αληηθαζηζηά ηελ πηζαλφηεηα p. 

 

Πίλαθαο 5.4.1 Πιθανόηηηα αποδοσήρ ενόρ ζςγκεκπιμένος εξοπλιζμού για      

και     
 

a b             
  

1 1 0.5000 0.2228 0.0068 

 0.8 0.5556 0.2971 0.0194 

 0.6 0.6250 0.3986 0.0619 

 0.4 0.7143 0.5381 0.2183 

 0.2 0.8333 0.7311 0.7086 

2 2 0.5000 0.1389 0.0068 

 1.75 0.5333 0.1795 0.0130 

 1.25 0.6154 0.3004 0.0533 

 0.5 0.8000 0.6385 0.5485 

 0.2 0.9091 0.8437 0.9669 
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΢ρήκα 5.4.1: ΢πγθξηηηθφ δηάγξακκα πηζαλφηεηαο απνδνρήο      θαη     
  ζπλαξηήζεη 

ηνπ   , γηα                  

      

     ΢ηνλ Πίλαθα 5.4.1 θαίλεηαη φηη γηα ηηο ίδηεο πηζαλφηεηεο επηηπρίαο εθθίλεζεο, ε 

πηζαλφηεηα απνδνρήο κηαο κνλάδαο ππφ ην αληαιιάμηκν κνληέιν κπνξεί λα είλαη νπζηαζηηθά 

δηαθνξεηηθή απφ εθείλε θάησ απφ ην κνληέιν ησλ αλεμάξηεησλ θαη ηζφλνκσλ εθθηλήζεσλ. 

΢ηελ πξαγκαηηθφηεηα, ζε φιεο ηηο πεξηπηψζεηο εθηφο ηελ ηειεπηαία, ε πηζαλφηεηα απνδνρήο 

είλαη πςειφηεξε ππφ ην αληαιιάμηκν κνληέιν. Αθφκε, ζηνλ Πίλαθα 5.4.1 θαίλεηαη φηη φηαλ 

απμάλεηαη ε πηζαλφηεηα κηαο επηηπρεκέλεο εθθίλεζεο (    ⁄ ), φπσο ήηαλ αλακελφκελν,  

απμάλεηαη ε πηζαλφηεηα απνδνρήο θαη ζηα δπν κνληέια. Όηαλ ε πηζαλφηεηα κηαο επηηπρνχο 

εθθίλεζεο είλαη αξθεηά πςειφ, γηα παξάδεηγκα πεξίπνπ ζην 90%, ε πηζαλφηεηα απνδνρήο 

ππφ ην αληαιιάμηκν κνληέιν είλαη ρακειφηεξε απ’ φηη ζην πιαίζην ηνπ κνληέινπ γηα 

αλεμάξηεηεο εθθηλήζεηο. 

     ΢ην ΢ρήκα 5.4.1 παξνπζηάδεηαη ην ζπγθξηηηθφ δηάγξακκα ησλ πηζαλνηήησλ απνδνρήο      

θαη     
  ζπλαξηήζεη ηνπ   , γηα                 . ΢ην δηάγξακκα απηφ θαίλεηαη λα 

ηζρχνπλ φια φζα αλαθέξζεθαλ ζηνλ Πίλαθα 5.4.1 θαζψο παξαηεξνχκε φηη ε πηζαλφηεηα 

απνδνρήο ηνπ αληαιιάμηκνπ κνληέινπ     , είλαη κεγαιχηεξε ζε ζρέζε κε ην κνληέιν γηα 

αλεμάξηεηεο εθθηλήζεηο     
  γηα       , ελψ γηα        ηζρχεη ην αληίζεην. 

0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

    
  

     

   

π
ιθ

α
νό

ηη
ηα

ρ 
α

π
ο
δ
ο
σή

ρ 
             



ΚΔΦΑΛΑΙΟ 5 Σεζη εθθίλεζεο CSTF ππφ ηε ζπλζήθε ηεο αληαιιαμηκφηεηαο 

 

102 
 

     ΢ηε ζπλέρεηα, ζηνλ Πίλαθα 5.4.2 έρνπλ ππνινγηζηεί νη ηηκέο ηνπ κέζνπ κήθνπο ηνπ ηεζη  

 (    ) θαη  (    
 ) γηα ην ηεζη CSTF ππφ ηε ζπλζήθε ηεο αληαιιαμηκφηεηαο θαη γηα ην ηεζη 

CSTF γηα αλεμάξηεηεο εθθηλήζεηο, αληίζηνηρα. Ο ηηκέο απηέο ππνινγίζηεθαλ γηα ηηο ίδηεο 

ηηκέο ησλ παξακέηξσλ ηνπ Πίλαθα 5.4.1. Σν κέζν κήθνο ηνπ ηεζη CSTF ππφ ηε ζπλζήθε ηεο 

αληαιιαμηκφηεηαο  (    ) ππνινγίζηεθε κε ηε βνήζεηα ηεο ζρέζεο (5.2.5). Σέινο, ην κέζν 

κήθνο ηνπ ηεζη CSTF γηα αλεμάξηεηεο εθθηλήζεηο  (    
 ) ππνινγίζηεθε απφ ηνλ παξαθάησ 

ηχπν κε πηζαλφηεηα επηηπρεκέλεο εθθίλεζεο   , ρξεζηκνπνηψληαο ηνλ ηχπν (5.1.2) 

 (    
 )  

  (  ) 

(    )(  ) 
(  (  (  ) ) )  

 

Πίλαθαο 5.4.2 Μέζο μήκορ ενόρ ηεζη CSTF για      και     

 

a b     (    )  (    
 ) 

1 1 0.5000 13.9600 13.9454 

 0.8 0.5556 14.3713 15.5745 

 0.6 0.6250 14.5696 17.9998 

 0.4 0.7143 14.3070 21.3364 

 0.2 0.8333 13.1042 22.0729 

2 2 0.5000 14.6078 13.9454 

 1.75 0.5333 15.1518 14.8887 

 1.25 0.6154 16.0936 17.6417 

 0.5 0.8000 15.4243 22.7978 

 0.2 0.9091 13.0319 16.9514 

 

 

     Αθφκε, ζηνλ Πίλαθα 5.4.2 θαίλεηαη φηη γηα φιεο ζρεδφλ ηηο πεξηπηψζεηο (κε εμαίξεζε ηελ 

1
ε
, 6

ε
 θαη 7

ε
 πεξίπησζε), ην κέζν κήθνο ηνπ ηεζη CSTF ππφ ηε ζπλζήθε ηεο 

αληαιιαμηκφηεηαο  (    ) είλαη αηζζεηά κηθξφηεξν απφ ην κέζν κήθνο ηνπ ηεζη CSTF γηα 

αλεμάξηεηεο εθθηλήζεηο  (    
 ). ΢εκαληηθφ είλαη ην γεγνλφο φηη γηα κηθξέο ηηκέο ηεο 
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παξακέηξνπ b, θαη παξάιιεια γηα πςειέο ηηκέο ηεο πηζαλφηεηαο   , ην κέζν κήθνο ηνπ 

αληαιιάμηκνπ κνληέινπ είλαη πνιχ κηθξφηεξν απφ ην κέζν κήθνο ηνπ κνληέινπ ησλ 

αλεμάξηεησλ θαη ηζφλνκσλ εθθηλήζεσλ. Υαξαθηεξηζηηθφ παξάδεηγκα απνηειεί ε 5
ε
 

πεξίπησζε ηνπ Πίλαθα 5.4.2 φπνπ γηα     θαη      , δειαδή γηα πςειή πηζαλφηεηα 

         , έρνπκε δηαθνξά πεξίπνπ 9 κνλάδσλ. 

      

 

 

 

΢ρήκα 5.4.2: ΢πγθξηηηθφ δηάγξακκα κέζσλ κεθψλ  (    ) θαη  (    
 ) ζπλαξηήζεη 

ηνπ   , γηα                  

 

     ΢ην ΢ρήκα 5.4.2 παξνπζηάδεηαη ην ζπγθξηηηθφ δηάγξακκα ησλ κέζσλ κεθψλ  (    ) θαη 

 (    
 ) ζπλαξηήζεη ηνπ   , γηα                 . ΢ην δηάγξακκα απηφ θαίλεηαη λα 

ηζρχνπλ φια φζα αλαθέξζεθαλ ζηνλ Πίλαθα 5.4.2 θαζψο παξαηεξνχκε φηη ην κέζν κήθνο 

ηνπ αληαιιάμηκνπ κνληέινπ  (    ), είλαη πνιχ κηθξφηεξν ζε ζρέζε κε ην κνληέιν γηα 

αλεμάξηεηεο εθθηλήζεηο  (    
 ) γηα       , ελψ γηα        ηζρχεη ην αληίζεην. 

     ΢πκπεξαζκαηηθά, κε βάζε ηα παξαπάλσ αξηζκεηηθά απνηειέζκαηα θαη δηαγξάκκαηα 

παξαηεξνχκε φηη ζε γεληθέο γξακκέο ην αληαιιάμηκν κνληέιν δίλεη θαιχηεξα απνηειέζκαηα 

απφ ην κνληέιν γηα αλεμάξηεηεο εθθηλήζεηο. Πην ζπγθεθξηκέλα παξαηεξνχκε φηη ππφ ηε 

ζπλζήθε ηεο αληαιιαμηκφηεηαο, ε πηζαλφηεηα πξφσξνπ ηεξκαηηζκνχ ηνπ ηεζη κπνξεί λα 

είλαη ζεκαληηθά κεγαιχηεξε απφ ην κνληέιν ησλ αλεμάξηεησλ θαη ηζφλνκσλ εθθηλήζεσλ. 

0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
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Απφ ηελ άιιε πιεπξά ε πηζαλφηεηα κεηαγελέζηεξνπ ηεξκαηηζκνχ ηνπ ηεζη κπνξεί λα είλαη 

κηθξφηεξε ζην αληαιιάμηκν κνληέιν ζε ζρέζε κε ην αλεμάξηεην κνληέιν. Σέινο, θαίλεηαη 

ινγηθφ λα ζπκπεξάλνπκε φηη θαηά κέζν φξν, νη δνθηκέο ζα ηεξκαηίζνπλ ζηελ πξάμε πην 

γξήγνξα ππφ ηε ζπλζήθε ηεο αληαιιαμηκφηεηαο ζε ζρέζε κε ηηο αλεμάξηεηεο εθθηλήζεηο. 
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Π1. Πξνγξάκκαηα γηα ηελ θαηαζθεπή ησλ πηλάθσλ ζε Mathematica 

 

 

Πίλαθαο 2.3.1 

 Μέζν κήθνο 

 

c=20;q=1-p;p=0.6;  

e=(1-p^c)/(q*(p^c));  

Print[e]  

 Γηαθχκαλζε 

c=20;p=0.6;  

v1=1/(((1-p)^2)*(p^(2*c)));  

v2=(2*c+1)/((1-p)(p^c));  

v3=p/((1-p)^2);  

v=v1-v2-v3;  

Print[v]  

 

Πίλαθαο 2.4.1 

Clear[rs] ;  

rs[a_,b_] :=Module[{k,p},k=a;  

  p=b; 

  i=0;l={};  

  While[i<k,x=Random[ BernoulliDistribution[p]];  

   I f[x==1,i=i+x,i=0]; l=AppendTo[l ,x]];  

  y=Length[l] ;  

  t=Total[ l] ;  

  f=y-t;  

  Print["Sequence:"];Print[ l];  

  Print["Length of sequence = ",y];Print["Total  successes = ",t];  

  Print["Total  fai lures = ", f]]  

rs[15,0.9]  
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Πίλαθαο 2.8.1 

Clear[rs] ;  

rs[a_,b_,c_] :=Module[{k,p},p=a;  

  k=b;  

  d=c;  

  i=0;l={};f=0;  

  While[i k&&f d,x=Random[BernoulliDistribution[p]];  

   I f[x==1,i=i+x,i=0;f=f+1];  

   l=AppendTo[l ,x]] ;  

  y=Length[l] ;  

  t=Total[ l] ;  

  Print["Sequence:"];Print[ l];  

  Print["Length of sequence = ",y];Print["Consecutive successes = ",t];  

  Print["Total  fai lures = ", f]]  

rs[0.9,12,5]  

 

 

Πίλαθαο 3.5.1 

Clear[rs]; 

rs[a_,b_,c_,d_,e_]:=Module[{p,k1,k2,k3,k4},p=a; 

  k1=b; 

  k2=c; 

  k3=d; 

  k4=e; 

  l={};s1=0;s2=0;f1=0;f2=0; 

  While[s1 k1&&s2 k2&&f1 k3&&f2 k4,x=Random[BernoulliDistribution[p]]; 

   If[x==1,s1=s1+1;f1=0,f1=f1+1;s1=0]; 

   l=AppendTo[l,x]; 

   y=Length[l]; 

   s2=Total[l]; 

   f2=y-s2]; 

  Print["Sequence:"];Print[l]; 

  Which[s1==k1,Print[s1," consecutive successes found"],s2==k2, 

   Print[s2," total successes found"],f1==k3, 

   Print[f1," consecutive failures found"], 

   f2==k4,Print[f2," total failures found"]]; 

  Print["Length of sequence = ",y];Print["Total successes = ",s2]; 

  Print["Total failures = ",f2]] 

rs[0.9,8,15,8,15] 
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Πίλαθαο 3.6.1 

c=4;d=4;p=0.8;  

ExpVal=((1-(p^c))*(1-((1-(p^c))^d)))/((1-p)*(p^c)) 

 

 

Πίλαθαο 3.6.2 

ks=8;  

kcs=4;  

kf=4;  

p=0.8;  

N1[x1_,x2_,x3_] :=Sum[(( -1)^j)*Binomial[x3-x1+1,j]*Binomial[x3-

j*x2,x3-x1],{j ,0,Min[IntegerPart[x1/x2],x3 -x1+1]}] ;  

P1[z_]:=1-Sum[N1[i ,kcs,z]*(p^i)*((1 -p)^(z-i)) ,{i ,z-kf+1,Min[ks-1,z]}] ;  

P[z_] :=P1[z]-P1[z-1];  

ExpVal=Sum[P[t]*t ,{t ,0,ks+kf}]//N  

 

 

Πίλαθαο 3.6.3 

p=0.8;  

k1=8;(*total  ones*)  

k2=4;(*consecutive ones*)  

f1=4;(*total  zeros*)  

f2=2;(*consecutive zeros*)  

 

c1[n2_,k3_] :=(n1=n2;  

  c2=0;  

  l=Subsets[Table[i , { i ,1,n1}],{k1}] ;  

  l2=Tuples[{0,1},n1];  

  l0=Subsets[Table[i ,{ i ,1,n1}],{f1}];  

  Do[  

   I f[Sum[l2[[t , i]] ,{ i ,1,n1}] k3,  

     t1=Product[1-Product[l2[[t , i]] ,{ i , j , j+k2 -1}] ,{ j ,1,n1-k2+1}];  

     t12=Product[1-Product[ l2[[t , l [[j , i]]]] ,{ i ,1,k1}],{ j ,1,Binomial[n1,k1]}];  

     t2=Product[1-Product[1-

l2[[t , l0[[j , i]]]] ,{ i ,1, f1}] ,{ j ,1,Binomial[n1,f1]}] ;  

     t21=Product[1-Product[1-l2[[t , i]] ,{ i , j , j+f2-1}] ,{ j ,1,n1-f2+1}];  

     c2=c2+t1*t2*t12*t21;] ;  

   , {t ,1,Length[l2]}] ;  
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  Return[{c2}] ;)  

G2[z_] := Sum[c1[z, i ][[1]]*(p^i)*((1 -p)^(z-i)) ,{i ,0,z}];  

P[z_] :=G2[z-1]-G2[z];  

exv=Sum[P[U]*U,{U,0,k1+f1}]//N  

 

 

Πίλαθαο 5.4.1 

k=10;d=7;a=1;b=01;p=a/(a+b);  

P=N[1-Sum[((-1)^m)*Binomial[d,m]*(Beta[a+k*m,b]/Beta[a,b]) ,  

    {m,0,d}]];Print["P= ",P]  

P1=N[1-(1-(p^k))^d];Print["P*= ",P1]  

 

 

Πίλαθαο 5.4.2 

 Μέζν κήθνο ηνπ ηεζη CSTF γηα αλεμάξηεηεο εθθηλήζεηο 

 

c=10;d=7;  

a=1;b=1;  

p=a/(a+b)//N;  

Ex=((1-(p^c))*(1-(1-(p^c))^d))/((1-p)*(p^c))//N 

 

 

 Μέζν κήθνο ηνπ ηεζη CSTF ππφ ηε ζπλζήθε ηεο αληαιιαμηκφηεηαο 

 

k=10;  

d=7;  

a=1;  

b=1;  

N1[x1_,x2_,x3_] :=Sum[(( -1)^j)*Binomial[x3-x1+1,j]*Binomial[x3-

j*x2,x3-x1],  

  { j ,0,Min[IntegerPart[x1/x2],x3 -x1+1]}]  

G[z_] := Sum[N1[i ,k,z]*Integrate[(p^(i+a -1))*((1-p)^(b-1+z-i)) ,  

    {p,0,1}]*(1/Beta[a,b]) ,{i ,z-d+1,z}]  

P[z_] :=G[z-1]-G[z] ;  

ExpectValue=Sum[P[t]*t ,{t ,Min[k,d],d*k}]//N  
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Π2. Πξνγξάκκαηα γηα ηελ θαηαζθεπή ησλ ζρεκάησλ ζε Mathematica 

 

 

΢ρήκα 2.1.1 

c=16;d=c+12;  

ap[x_,p_]=((x-1)!*(p^c)*(1-p)^(x-c))/((x-c)!*(c-1)!);  

lprob1=Table[ap[x,0.8],{x,1,d}];  

cprob1=Table[Sum[lprob1[[j]] ,{ j ,1, i}] ,{ i ,1,d}];  

lprob2=Table[ap[x,0.9],{x,1,d}];  

cprob2=Table[Sum[lprob2[[k]] ,{k,1, i}] ,{ i ,1,d}];  

lprob3=Table[ap[x,0.95],{x,1,d}] ;  

cprob3=Table[Sum[lprob3[[k]] ,{k,1, i}] ,{ i ,1,d}];  

lprob4=Table[ap[x,0.99],{x,1,d}] ;  

cprob4=Table[Sum[lprob4[[k]] ,{k,1, i}] ,{ i ,1,d}];  

lprob5=Table[ap[x,0.999],{x,1,d}];  

cprob5=Table[Sum[lprob5[[k]] ,{k,1, i}] ,{ i ,1,d}];  

plot1=ListPlot[cprob1,PlotStyle ->{RGBColor[0,0,1],  

     PointSize[0.01],Thickness[0.005]},  

   PlotJoined->True,AxesOrigin ->{14,0},PlotRange->{{14,28},{0,1}}] ;  

plot2=ListPlot[cprob2,PlotStyle ->{RGBColor[0,1,0],  

     PointSize[0.013] ,Thickness[0.005]},  

   PlotJoined->True,AxesOrigin ->{14,0},PlotRange->{{14,28},{0.2,1}}];  

plot3=ListPlot[cprob3,PlotStyle ->{RGBColor[1,0,0],  

     PointSize[0.01],Thickness[0.005]},  

   PlotJoined->True,AxesOrigin ->{14,0},PlotRange->{{14,28},{0.5,1}}];  

plot4=ListPlot[cprob4,PlotStyle ->{RGBColor[0,1,1],  

     PointSize[0.01],Thickness[0.005]},  

   PlotJoined->True,AxesOrigin ->{14,0},PlotRange->{{14,28},{0.9,1}}];  

plot5=ListPlot[cprob5,PlotStyle ->{RGBColor[1,0,1],  

     PointSize[0.01],Thickness[0.005]},  

   PlotJoined->True,AxesOrigin ->{14,0},PlotRange->{{14,28},{0.99,1}}] ;  

Show[plot1,plot2,plot3,plot4,plot5]  

 

΢ρήκα 2.1.2 

p=0.9;d=45;  

ap[x_,c_]=((x-1)!*(p^c)*(1-p)^(x-c))/((x-c)!*(c-1)!);  
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lprob1=Table[ap[x,5],{x,1,d}] ;  

cprob1=Table[Sum[lprob1[[j]] ,{ j ,1, i}] ,{ i ,1,d}];  

lprob2=Table[ap[x,10],{x,1,d}];  

cprob2=Table[Sum[lprob2[[k]] ,{k,1, i}] ,{ i ,1,d}];  

lprob3=Table[ap[x,30],{x,1,d}];  

cprob3=Table[Sum[lprob3[[l]] ,{ l ,1, i}] ,{ i ,1,d} ];  

plot1=ListPlot[cprob1,PlotStyle ->{RGBColor[0,0,1],PointSize[0.01],  

     Thickness[0.005]},PlotJoined ->True,PlotRange->{{0,45},{0,1}}];  

plot2=ListPlot[cprob2,PlotStyle ->{RGBColor[0,1,0],PointSize[0.01],  

     Thickness[0.005]},PlotJoined ->True,PlotRange->{{0,45},{0.4,1}}];  

plot3=ListPlot[cprob3,PlotStyle ->{RGBColor[1,0,0],PointSize[0.01],  

     Thickness[0.005]},PlotJoined ->True,PlotRange->{{0,45},{0.05,1}}];  

Show[plot1,plot2,plot3]  

 

 

΢ρήκα 2.3.1 

c=17;  

e[p_]=(1-p^c)/((1-p)*(p^c));  

Plot[e[p],{p,0.8,1},PlotStyle ->{RGBColor[0,0,1],Thickness[0.005]}]  

 

 

΢ρήκα 2.3.2 

c=25;  

e[p_]=(1-p^c)/((1-p)*(p^c));  

Plot[e[p],{p,0.8,1},PlotStyle ->{RGBColor[1,0,1],Thickness[0.005]}]  

 

 

΢ρήκα 2.3.3 

e1[p_,c_]=(1-p^c)/((1-p)*(p^c));  

p1=Plot[e1[p,10],{p,0.6,1},PlotStyle ->{RGBColor[1,0,0],  

     Thickness[0.005]}];  

p2=Plot[e1[p,20],{p,0.6,1},PlotStyle ->{RGBColor[0,1,0],  

     Thickness[0.005]}];  

p3=Plot[e1[p,30],{p,0.6,1},PlotStyle ->{RGBColor[0,0,1],  

     Thickness[0.005]}];  

Show[p1,p2,p3]  
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΢ρήκα 2.3.4 

c=8;  

v1[p_]=1/(((1-p)^2)*(p^(2*c)));  

v2[p_]=(2*c+1)/((1-p)(p^c));  

v3[p_]=p/((1-p)^2);  

v[p_]=v1[p]-v2[p]-v3[p];  

Plot[v[p],{p,0.8,1},PlotStyle ->{RGBColor[1,0,1],  

   Thickness[0.005]}]  

 

 

΢ρήκα 2.3.5 

v1[p_,c_]=1/(((1-p)^2)*(p^(2*c)));  

v2[p_,c_]=(2*c+1)/((1-p)(p^c));  

v3[p_]=p/((1-p)^2);  

va[p_]=v1[p,5] -v2[p,5]-v3[p];  

vb[p_]=v1[p,6] -v2[p,6]-v3[p];  

vc[p_]=v1[p,10]-v2[p,10]-v3[p];  

vd[p_]=v1[p,15] -v2[p,15]-v3[p];  

p1=Plot[va[p],{p,0.6,1},PlotStyle ->{RGBColor[1,0,1],  

     Thickness[0.005]}];  

p2=Plot[vb[p],{p,0.6,1},PlotStyle ->{RGBColor[0,1,0],  

     Thickness[0.005]}];  

p3=Plot[vc[p],{p,0.6,1},PlotStyle ->{RGBColor[1,0,0],  

     Thickness[0.005]}];  

p4=Plot[vd[p],{p,0.6,1},PlotStyle ->{RGBColor[0,0,1],  

     Thickness[0.005]}];  

Show[p1,p2,p3,p4]  

 

 

΢ρήκα 2.7.1 

p=0.95;c=50;q=1-p; 

e[d_] :=((1-p^c)*(1-(1-p^c)^d))/(q*(p^c));  

Plot[e[d],{d,1,50},PlotStyle ->{RGBColor[0,0,1],  

   Thickness[0.005]}]  
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΢ρήκα 2.7.2 

p=0.95;d=10;q=1-p; 

e[c_]:=((1-p^c)*(1-(1-p^c)^d))/(q*(p^c));  

Plot[e[c] ,{c,1,50},PlotStyle ->{RGBColor[1,0,0],  

   Thickness[0.005]}]  

 

 

΢ρήκα 2.10.1 

c=15;p2=0.8;p0=0.95;  

e[p1_]:=1-(p0/p2)+(1-p1+p2-p2*(p1^(c-1)))/(p2*(1-p1)*(p1^(c-1)));  

Plot[e[p1],{p1,0.6,1},PlotStyle ->{RGBColor[1,0,0],  

   Thickness[0.005]},PlotRange ->{{0.65,1},{0,1800}}]  

 

 

΢ρήκα 2.10.2 

c=15;p1=0.9;p0=0.95;  

e[p2_]:=1-(p0/p2)+(1-p1+p2-p2*(p1^(c-1)))/(p2*(1-p1)*(p1^(c-1)));  

Plot[e[p2],{p2,0.6,1},PlotStyle ->{RGBColor[0,0,1],  

   Thickness[0.005]},PlotRange ->{{0.6,1},{38,40.5}}]  

 

 

΢ρήκα 2.10.3 

p1=0.9;p2=0.99;c=15;  

e[p0_]:=1-(p0/p2)+(1-p1+p2-p2*(p1^(c-1)))/(p2*(1-p1)*(p1^(c-1)));  

Plot[e[p0],{p0,0.6,1},PlotStyle ->{RGBColor[0,1,0],  

   Thickness[0.005]},PlotRange ->{{0.6,1},{38.1,38.6}}]  

 

 

΢ρήκα 2.12.1 

d=10;p0=0.95;p1=0.9;p2=0.8;  

P[c_]:=1-(1-p0*(p1^(c-1)))*(1-p2*(p1^(c-1)))^(d-1);  

Plot[P[c] ,{c,0,50},PlotStyle ->{RGBColor[1,0,0],  

   Thickness[0.005]}]  
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΢ρήκα 2.12.2 

c=20;p0=0.95;p1=0.9;p2=0.8;  

P[d_] :=1-(1-p0*(p1^(c-1)))*(1-p2*(p1^(c-1)))^(d-1);  

Plot[P[d],{d,0,50},PlotStyle ->{RGBColor[0,0,1],  

   Thickness[0.005]}]  

 

 

΢ρήκα 2.13.1 

d=10;p0=0.95;p1=0.9;p2=0.8;  

e1[c_] :=(1-p1+p0*(1-p1^(c-1)))/(1+p1);  

e2[c_] :=(1-p0*(p1^(c-1)))*(1-p1+p2*(1-p1^(c-1)))*  

   (1-(1-p2*(p1^(c-1)))^(d-1));  

e3[c_] :=p2*(1-p1)*(p1^(c-1));  

e[c_]:=e1[c]+e2[c]/e3[c] ;  

Plot[e[c] ,{c,1,50},PlotStyle ->{RGBColor[1,0,0],  

   Thickness[0.005]}]  

 

 

΢ρήκα 2.13.2 

c=20;p0=0.95;p1=0.9;p2=0.8;  

e1:=(1-p1+p0*(1-p1^(c-1)))/(1+p1);  

e2[d_]:=(1-p0*(p1^(c-1)))*(1-p1+p2*(1-p1^(c-1)))*  

   (1-(1-p2*(p1^(c-1)))^(d-1));  

e3:=p2*(1-p1)*(p1^(c-1));  

e[d_] :=e1+e2[d]/e3;  

Plot[e[d],{d,1,50},PlotStyle ->{RGBColor[0,0,1],  

   Thickness[0.005]}]  

 

 

΢ρήκα 3.1.1 

ks=14;kcs=11;kf=2;p=0.95;l={};  

P1[z_]:=1-Sum[Sum[(-1)^j*Binomial[z- i+1,j]*Binomial[z-j*kcs,z-i] ,  

      { j ,0,Min[(i/kcs) ,z-i+1]}]*(p^i)*((1 -p)^(z-i)) ,  

    { i ,z-kf+1,Min[ks-1,z]}] ;  

Do[l=AppendTo[l ,P1[z] -P1[z-1]]; ,{z,1,17,1}]  

ListPlot[l , Joined True,PlotRange->All]  
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΢ρήκα 3.1.2 

ks=14;kcs=11;kf=2;  

P1[z_,p_]:=1-Sum[Sum[(-1)^j*Binomial[z-i+1,j]*Binomial[z-j*kcs,z-i ] ,  

      { j ,0,Min[(i/kcs) ,z-i+1]}]*(p^i)*((1 -p)^(z-i)) ,  

    { i ,z-kf+1,Min[ks-1,z]}]-(1-Sum[Sum[(-1)^j*Binomial[z -i , j ]*  

         Binomial[z-1-j*kcs,z-i-1],  

        { j ,0,Min[(i/kcs),z-i]}]*(p^i)*((1-p)^(z-1-i)) ,  

      { i ,z-kf ,Min[ks-1,z-1]}]);  

plot1=Plot[P1[5,p],{p,0,1},PlotStyle ->{RGBColor[1,0,0],  

     Thickness[0.005]}];  

plot2=Plot[P1[11,p],{p,0,1},PlotStyle ->{RGBColor[0,1,0],  

     Thickness[0.005]}];  

plot3=Plot[P1[14,p],{p,0,1},PlotStyle ->{RGBColor[0,0,1],  

     Thickness[0.005]}];  

Show[plot1,plot2,plot3,PlotRange ->{{0,1},{0,0.5}}]  

 

 

΢ρήκα 3.1.3 

ks=20;kcs=12;kf=5;p=0.9;l={};  

P1[z_]:=1-Sum[Sum[(-1)^j*Binomial[z- i+1,j]*Binomial[z-j*kcs,z-i] ,  

      { j ,0,Min[(i/kcs) ,z-i+1]}]*(p^i)*((1 -p)^(z-i)) ,  

    { i ,z-kf+1,Min[ks-1,z]}] ;  

Do[l=AppendTo[l ,P1[z]-P1[z-1]]; ,{z,1,26,1}]  

ListPlot[l , Joined True,PlotRange->All]  

 

 

΢ρήκα 3.1.4 

ks=20;kcs=12;kf=5;  

P1[z_,p_]:=1-Sum[Sum[(-1)^j*Binomial[z-i+1,j]*  

       Binomial[z-j*kcs,z-i] ,{ j ,0,Min[(i/kcs),z-i+1]}]*  

     (p^i)*((1-p)^(z-i)) ,{i ,z-kf+1,Min[ks-1,z]}] -  

   (1-Sum[Sum[(-1)^j*Binomial[z -i , j ]*Binomial[z-1-j*kcs,z- i-1],  

        { j ,0,Min[(i/kcs),z-i]}]*(p^i)*((1-p)^(z-1-i)) ,  

      { i ,z-kf ,Min[ks-1,z-1]}]);  

plot1=Plot[P1[5,p],{p,0,1},PlotStyle ->{RGBColor[1,0,0],  

     Thickness[0.005]}];  

plot2=Plot[P1[12,p],{p,0 ,1},PlotStyle->{RGBColor[0,1,0],  

     Thickness[0.005]}];  
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plot3=Plot[P1[22,p],{p,0,1},PlotStyle ->{RGBColor[0,0,1],  

     Thickness[0.005]}];  

Show[plot1,plot2,plot3,PlotRange ->{{0,1},{0,1}}]  

 

 

΢ρήκα 3.3.1 

p=0.95;  

k1=9;(*total  ones*)  

k2=6;(*consecutive ones*)  

f1=4;(*total  zeros*)  

f2=3;(*consecutive zeros*)  

 

c1[n2_,k3_] :=(n1=n2;  

  c2=0;  

  l=Subsets[Table[i , { i ,1,n1}],{k1}] ;  

  l2=Tuples[{0,1},n1];  

  l0=Subsets[Table[i ,{ i ,1,n1}],{f1}];  

  Do[  

   I f[Sum[l2[[t , i]] ,{ i ,1,n1}] ==k3,  

     t1=Product[1-Product[l2[[t , i ]] ,{ i , j , j+k2-1}] ,  

       { j ,1,n1-k2+1}];  

     t12=Product[1-Product[ l2[[t , l [[j , i]]]] ,{ i ,1,k1}],  

       { j ,1,Binomial[n1,k1]}];  

     t2=Product[1-Product[1-l2[[t , l0[[j , i]]]] ,{ i ,1, f1}] ,  

       { j ,1,Binomial[n1,f1]}] ;  

     t21=Product[1-Product[1-l2[[t , i]] ,{ i , j , j+f2-1}] ,  

       { j ,1,n1-f2+1}];  

     c2=c2+t1*t2*t12*t21;] ;  

   , {t ,1,Length[l2]}] ;  

  Return[{c2}] ;)  

G2[z_] := Sum[c1[z, i ][[1]]*(p^i)*((1 -p)^(z-i)) ,{i ,0,z}];  

l222={};  

Do[l222=AppendTo[l222,G2[z -1]-G2[z]];Print[z] ,{z,1,13,1}]  

ListPlot[l222,Joined->True,PlotRange->All]  

 

 

΢ρήκα 3.3.2 

k1=9;(*total  ones*)  

k2=6;(*consecutive ones*)  
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f1=4;(*total  zeros*)  

f2=3;(*consecutive zeros*)  

 

c1[n2_,k3_] :=(n1=n2;  

  c2=0;  

  l=Subsets[Table[i , { i ,1,n1}],{k1}] ;  

  l2=Tuples[{0,1},n1];  

  l0=Subsets[Table[i ,{ i ,1,n1}],{f1}];  

  Do[  

   I f[Sum[l2[[t , i]] ,{ i ,1,n1}] ==k3,  

     t1=Product[1-Product[l2[[t , i]] ,{ i , j , j+k2 -1}] ,  

       { j ,1,n1-k2+1}];  

     t12=Product[1-Product[ l2[[t , l [[j , i]]]] ,{ i ,1,k1}],  

       { j ,1,Binomial[n1,k1]}];  

     t2=Product[1-Product[1-l2[[t , l0[[j , i]]]] ,{ i ,1, f1}] ,  

       { j ,1,Binomial[n1,f1]}] ;  

     t21=Product[1-Product[1-l2[[t , i]] ,{ i , j , j+f2-1}] ,  

       { j ,1,n1-f2+1}];  

     c2=c2+t1*t2*t12*t21;] ;  

   , {t ,1,Length[l2]}] ;  

  Return[{c2}] ;)  

G2[z_,p_]:=(Sum[c1[z-1, i][[1]]*(p^i)*((1-p)^(z-1-i)) ,  

     { i ,0,z-1}])-  Sum[c1[z, i ][[1]]*(p^i)*((1-p)^(z-i)) ,{i ,0,z}] ;  

plot1=Plot[G2[6,p],{p,0,1},PlotStyle ->{RGBColor[1,0,0],  

     Thickness[0.005]}];  

plot2=Plot[G2[9,p],{p,0,1},PlotStyle ->{RGBColor[0,0,1],  

     Thickness[0.005]}];  

Show[plot1,plot2,PlotRange ->{{0,1},{0,0.6}}]  

 

 

΢ρήκα 3.3.3 

p=0.85;  

k1=11;(*total  ones*)  

k2=8;(*consecutive ones*)  

f1=6;(*total  zeros*)  

f2=4;(*consecutive zeros*)  

 

c1[n2_,k3_] :=(n1=n2;  

  c2=0;  

  l=Subsets[Table[i , { i ,1,n1}],{k1}] ;  
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  l2=Tuples[{0,1},n1];  

  l0=Subsets[Table[i ,{ i ,1,n1}],{f1}];  

  Do[  

   I f[Sum[l2[[t , i ]] ,{ i ,1,n1}]==k3,  

    t1=Product[1-Product[l2[[t , i]] ,{ i , j , j+k2 -1}] ,{ j ,1,n1-k2+1}];  

    t12=Product[1-Product[ l2[[t , l[[j , i]]]] ,{ i ,1,k1}],{ j ,1,Binomial[n1,k1]}] ;  

    t2=Product[1-Product[1-l2[[t , l0[[j , i]]]] ,{ i ,1, f1}] ,{ j ,1,Binomial[n1,f1]}];  

    t21=Product[1-Product[1-l2[[t , i]] ,{ i , j , j+f2-1}] ,{ j ,1,n1-f2+1}];  

    c2=c2+t1*t2*t12*t21;]  

   , {t ,1,Length[l2]}] ;  

  Return[{c2}] ;)  

G2[z_] := Sum[c1[z, i ][[1]]*(p^i)*((1 -p)^(z-i)) ,{i ,0,z}];  

l222={};  

Do[l222=AppendTo[l222,G2[z -1]-G2[z]];Print[z] ,{z,1,17,1}]  

ListPlot[l222,Joined->True,PlotRange ->All]  

 

 

΢ρήκα 3.3.4 

k1=11;(*total  ones*)  

k2=8;(*consecutive ones*)  

f1=6;(*total  zeros*)  

f2=4;(*consecutive zeros*)  

 

c1[n2_,k3_] :=(n1=n2;  

  c2=0;  

  l=Subsets[Table[i , { i ,1,n1}],{k1}] ;  

  l2=Tuples[{0,1},n1];  

  l0=Subsets[Table[i ,{ i ,1,n1}],{f1}];  

  Do[  

   I f[Sum[l2[[t , i]] ,{ i ,1,n1}] ==k3,  

     t1=Product[1-Product[l2[[t , i]] ,{ i , j , j+k2 -1}] ,{ j ,1,n1-k2+1}];  

     t12=Product[1-Product[ l2[[t , l [[j , i]]]] ,{ i ,1,k1}],{ j ,1,Binomial[n1,k1]}];  

     t2=Product[1-Product[1-

l2[[t , l0[[j , i]]]] ,{ i ,1, f1}] ,{ j ,1,Binomial[n1,f1]}] ;  

     t21=Product[1-Product[1-l2[[t , i]] ,{ i , j , j+f2-1}] ,{ j ,1,n1-f2+1}];  

     c2=c2+t1*t2*t12*t21;] ;  

   , {t ,1,Length[l2]}] ;  

  Return[{c2}] ;)  

G2[z_,p_]:=(Sum[c1[z-1, i][[1]]*(p^i)*((1-p)^(z-1-i)) ,  

     { i ,0,z-1}])-  Sum[c1[z, i][[1]]*(p^i)*((1 -p)^(z-i)) ,{i ,0,z}] ;  
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plot1=Plot[G2[8,p],{p,0,1},PlotStyle ->{RGBColor[1,0,0],  

Thickness[0.005]}] ;  

plot2=Plot[G2[11,p],{p,0,1},PlotStyle ->{RGBColor[0,0,1],  

Thickness[0.005]}] ;  

Show[plot1,plot2,PlotRange ->{{0,1},{0,0.6}}]  

 

 

΢ρήκα 4.2.1 

p=0.9;l=70;  

e1[k_,r_]=(1-p^k)(2-(p^(r-1)))/((1-p)*(1+(p^k)-p^(r-1)));  

p1=Plot[e1[k,2],{k,3, l} ,PlotStyle ->{RGBColor[0,0,1],  

     Thickness[0.005]}];  

p2=Plot[e1[k,4],{k,3, l} ,PlotStyle ->{RGBColor[1,0,1],  

     Thickness[0.005]}];  

p3=Plot[e1[k,6],{k,3, l} ,PlotStyle ->{RGBColor[0,1,0],  

     Thickness[0.005]}];  

p4=Plot[e1[k,8],{k,3, l} ,PlotStyle ->{RGBColor[1,0,0],  

     Thickness[0.005]}];  

Show[p1,p2,p3,p4,PlotRange ->{{0, l} ,{0,120}},AxesOrigin ->{0,0}]  

 

 

΢ρήκα 4.2.2 

p=0.9;l=30;  

e1[k_,r_]=(1-p^k)(2-(p^(r-1)))/((1-p)*(1+(p^k)-p^(r-1)));  

p1=Plot[e1[15,r] ,{r ,1, l} ,PlotStyle ->{RGBColor[1,0,1],  

     Thickness[0.005]}];  

p2=Plot[e1[25,r] ,{r ,1, l} ,PlotStyle ->{RGBColor[0,1,0],  

     Thickness[0.005]}];  

p3=Plot[e1[35,r] ,{r ,1, l} ,PlotStyle ->{RGBColor[0,0,1],  

     Thickness[0.005]}];  

p4=Plot[e1[45,r] ,{r ,1, l} ,PlotStyle ->{RGBColor[1,0,0],  

     Thickness[0.005]}];  

Show[p1,p2,p3,p4,PlotRange ->{{0, l} ,{0,55}},AxesOrigin ->{0,0}]  

 

 

΢ρήκα 4.3.1 

p=0.9;l=50;  

pa[k_,r_]=((p^k)*(2-(p^(r-1))))/((1+(p^k) -(p^(r-1))));  

Plot[pa[k,3],{k,3, l} ,PlotStyle ->{RGBColor[0,0,1],  
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   Thickness[0.005]},PlotRange ->{{0, l} ,{0,1}} ,  

 AxesOrigin->{0,0}]  

 

΢ρήκα 4.3.2 

p=0.9;l=30;  

pa[k_,r_]=((p^k)*(2-(p^(r-1))))/((1+(p^k) -(p^(r-1))));  

Plot[pa[15,r] ,{r,2, l} ,PlotStyle ->{RGBColor[1,0,0],  

   Thickness[0.005]},PlotRange ->{{0, l} ,{0.32,0.75}},  

 AxesOrigin->{0,0.32}]  

 

 

΢ρήκα 4.3.3 

p=0.95;l=50;  

pa[k_,r_]=((p^k)*(2-(p^(r-1))))/((1+(p^k) -(p^(r-1))));  

pr[k_,r_]=1-pa[k,r];  

Plot[pr[k,4],{k,4, l} ,PlotStyle ->{RGBColor[0,0,1],  

   Thickness[0.005]},PlotRange ->{{0, l} ,{0,0.65}},  

 AxesOrigin->{0,0}]  

 

 

΢ρήκα 4.3.4 

p=0.95;l=30;  

pa[k_,r_]=((p^k)*(2-(p^(r-1))))/((1+(p^k) -(p^(r-1))));  

pr[k_,r_]=1-pa[k,r];  

Plot[pr[15,r] ,{r,2, l} ,PlotStyle ->{RGBColor[1,0,0],  

   Thickness[0.005]},PlotRange ->{{0, l} ,{0,0.35}},  

 AxesOrigin->{0,0}]  

 

 

΢ρήκα 5.2.1 

k=9;d=3;l=Table[0,{27}];a=2;b=1;  

P1[z_]:=1-Sum[Sum[(-1)^j*Binomial[z- i+1,j]*Binomial[z-j*k,z-i] ,  

      { j ,0,Min[(i/k),z- i+1]}]*Integrate[(p^i)*((1 -p)^(z-i))*  

       (1/Beta[a,b])*(p^(a -1))*((1-p)^(b-1)),{p,0,1}] ,  

    { i ,z-d+1,z}];  

Do[l[[z]]=(P1[z] -P1[z-1]) ;Print[z] ,{z,3,27,1}]  

ListPlot[l , Joined ->True,PlotRange ->{{3,27},{0,0.25}},  
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 AxesOrigin->{3,0}]  

 

 

΢ρήκα 5.3.1 

d=8;a=1;b=0.8;l={};  

Pa[k_] :=1-Integrate[((1-(p^k))^d)*  

     (1/Beta[a,b])*(p^(a -1))*((1-p)^(b-1)),{p,0,1}];  

Do[l=Append[l ,Pa[k]] ;Print[k],{k,0,18,1}]  

ListPlot[l , Joined ->True,PlotRange ->All]  

 

 

΢ρήκα 5.3.2 

k=12;a=1;b=0.8;l={};  

Pa[d_] :=1-Integrate[((1-(p^k))^d)*(1/Beta[a,b])*  

     (p^(a-1))*((1-p)^(b-1)),{p,0,1}];  

Do[l=Append[l ,Pa[d]] ;Print[d],{d,0,30,1}]  

ListPlot[l , Joined ->True,PlotRange ->All]  

 

 

΢ρήκα 5.4.1 

k=10;d=7;a=1;  

P[p_]:=1-Sum[((-1)^m)*Binomial[d,m]*(Beta[a+k*m,  

        ((1-p)*a/p)]/Beta[a,((1-p)*a/p)]) ,{m,0,d}];  

P1[p_]:=1-(1-(p^k))^d;  

pl1=Plot[P[p],{p,0,1},PlotStyle ->{RGBColor[1,0,0],  

     Thickness[0.005]}];  

pl2=Plot[P1[p],{p,0,1},PlotStyle ->{RGBColor[0,0,1],  

     Thickness[0.005]}];  

Show[pl1,pl2]  

 

 

΢ρήκα 5.4.2 

k=10;  

d=7;  

a=1;  

N1[x1_,x2_,x3_] :=Sum[(( -1)^j)*Binomial[x3-x1+1,j]*  

   Binomial[x3-j*x2,x3-x1],{j ,0,Min[IntegerPart[x1/x2],x3 -x1+1]}]  
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G[z_,p_] := Sum[N1[ i ,k,z]*Integrate[(p1^(i+a -1)) 

      *((1-p1)^(((1-p)*a/p)-1+z-i)) ,{p1,0,1}]*  

    (1/Beta[a,((1-p)*a/p)]) ,{i ,z-d+1,z}] ;  

Ex[p_]=Sum[(G[z-1,p]-G[z,p])*z,{z,Min[k,d],d*k}] ;  

ExpVal[p_] :=((1-(p^k))*(1-((1-(p^k))^d)))/((1-p)*(p^k));  

pl1=Plot[Ex[p],{p,0,1}, PlotStyle->{RGBColor[1,0,0],  

     Thickness[0.005]}];  

pl2=Plot[ExpVal[p] ,{p,0.05,1},PlotStyle ->{RGBColor[0,0,1],  

     Thickness[0.005]}];  

Show[pl1,pl2,PlotRange ->{{0,1},{0,23}},AxesOrigin ->{0,0}]  
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