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Π ε ρ ί λ η ψ η  

Η παρούσα διπλωµατική  έχει  σαν σκοπό  την ανασκόπηση  των 
θεµελιωδών µέτρων κινδύνου που  θεωρούνται  συνεπή  (Coherent 
Measures) και  την µελέτη  της αναµενόµενης αποµείωσης κινδύνου 
(Expected Shortfall). Θα κάνουµε  µια εισαγωγή  στην ποσοτική  
διοικητική  κινδύνου ή  αλλιώς στην διαχείριση  κινδύνου ανά  
ποσοστηµόριο , στις ιδιότητες των µέτρων κινδύνων, πως  
µπορούν αυτά να εκτιµηθούν και  πως τελικά µπορούν να  
εφαρµοστούν στον ασφαλιστικό  κλάδο .  Θα παρουσιάσουµε  επίσης  
προεκτάσεις των µέτρων αυτών  και  θα µελετήσουµε  την 
αποτελεσµατικότητά τους.  
 
Ξεκινώντας από  την Αξία σε  Κίνδυνο  (Value at Risk) και  
αναλύοντάς την,  θα την συγκρίνουµε  µε  τα Συνεπή  Μέτρα 
Κινδύνου  και  θα  δούµε  κάποιες βασικές µεθόδους εκτίµησης 
(Est imation Methods). Τέλος θα  δούµε  ένα παράδειγµα µε  
πραγµατικά στοιχεία ασφαλιστικής εταιρείας από  την ελληνική  
αγορά, πάνω στα  οποία θα κάνουµε  εφαρµογή  των βασικών 
µέτρων κινδύνου, θα αναλύσουµε  τα αποτελέσµατα, τις εκτιµήσεις 
καθώς  και  τις µεταξύ τους συγκρίσεις.  
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A b s t r a c t  

The purpose of this dissertat ion is to review the basic coherent 
risk measures and the expected shortfall. It aims at giving an 
introduction to Quantitative Risk Management and to the 
propert ies of risk measures, how they can be estimated and 
discuss some of the many ways they can be applied to insurance 
risk problems. Some extensions of these measures wil l also be 
presented and we will research how suff icient they are.  
 
First of all,  we gonna analyse the Value at Risk measure and then 
gonna compare it  with the coherent measures such as Expected 
Shortfall. Some of the basic estimation methods gonna also be 
presented. At the end of the dissertat ion there is an example with 
real data of a greek insurance company. We gonna estimate the 
basic risk measures, analyse and compare the results and the 
assumptions we came to.  
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1  Ε ι σ α γ ω γ ή  

Για τις ανάγκες της αναλογιστικής  επιστήµης και  του  risk 

management στον ασφαλιστικό  τοµέα χρησιµοποιούσαµε  για 

καιρό , µέτρα κινδύνου  που  είχαν δηµιουργηθεί  για τις ανάγκες  

χρηµατοοικονοµικών προϊόντων.  Έτσι  λοιπόν, µέτρα  

χρηµατοοικονοµικού  κινδύνου κάλυπταν ανάγκες ασφαλιστικών 

προϊόντων και  εταιριών, όπως τον καθορισµό  του  κεφαλαίου  

κινδύνου, το  ύψος  των ασφαλίστρων , το  ύψος των απαιτήσεων, 

των ζηµιών, την πρόβλεψη  µέγιστης απαίτησης, καθώς και  

σενάρια καταστροφής. Αυτά τα σενάρια και  οι  προβλέψεις 

αφορούν βασικά  µέτρα κινδύνου που  βασίζονται  στα 

ποσοστηµόρια  (quantile - based risk measures - QBRMs). Μια 

διαδικασία την οποία θα αναλύσουµε  στα επόµενα  κεφάλαια 

(βλέπε  Dowd and Blake, 2006). 

 

Αυτές οι  ανάγκες  οδήγησαν σε  πιο  εξελιγµένα µέτρα που  να 

µπορούν να εξυπηρετούν τον ασφαλιστικό  τοµέα. Οδήγησαν από  

την Αξία σε  Κίνδυνο  (Value at Risk) του  χρηµατοοικονοµικού  r isk 

management, σε  νέα µέτρα κινδύνου, περισσότερο  σύνθετα, όπως  

π.χ.  τα Συνεπή  Μέτρα Κινδύνου (Coherent Risk Measures),  µε  τα 

οποία θα ασχοληθούµε  αναλυτικά στα επόµενα κεφάλαια.  

 

Στην συνέχεια λοιπόν της εργασίας,  θα αναλύσουµε  τρία βασικά 

µέτρα κινδύνου  που  βασίζονται  στα  ποσοστηµόρια , τα κοινά  τους,  

τις διαφορές τους και  πως µπορούν αυτά να βρουν χρήση  στην 

ασφαλιστική  αγορά. Πριν προχωρήσουµε  στην λεπτοµερή  

ανάλυσή  τους , θα  πρέπει  να κάνουµε  τρεις βασικές υποθέσεις 

(βλέπε  Dowd and Blake, 2006):  

 

1. Υπάρχουν αρκετά µέτρα κινδύνου , αλλά ποιό  από  όλα αυτά, 

θα χρησιµοποιήσουµε  τελικά για την κάλυψη  των αναγκών 

µας, ποιό  από  αυτά θα δώσει  τις καλύτερες προβλέψεις  στο  

εκάστοτε  πρόβληµά µας, εξαρτάται  από  εµάς. Είναι  καθαρά  

υποκειµενικό . Θέµα  εµπειρίας και  ενστίκτου .  

2. Η εκτίµηση  κάθε  βασικού  µέτρου κινδύνου ανά ποσοστηµόριο  

είναι  σχετικά εύκολη  υπόθεση , από  την στιγµή  που  έχουµε  

διαθέσιµο  ένα καλό  Value at Risk µέτρο  κινδύνου. 

3. Τα ασφαλιστικά  µέτρα κινδύνου έχουν ιδιαιτερότητες και  είναι  

πιο  σύνθετα από  αυτά των οικονοµικών κινδύνων, δυσκολίες 

τις οποίες θα ονοµατίσουµε  στην πορεία της εργασίας. Αυτό 

οφείλεται  σε  πολλούς  διαφορετικούς παράγοντες  και  

συνήθως  ο  µεγαλύτερος αριθµός  αυτών των µέτρων, 

προσεγγίζεται  µε  την χρήση  στοχαστικών διαδικασιών 
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προσοµοίωσης (τις  οποίες θα  δούµε  παρακάτω στο  κεφάλαιο  

των µεθόδων εκτίµησης). 

 

Στην συνέχεια λοιπόν,  θα δούµε  τα σηµαντικότερα µέτρα  

κινδύνου βάση  ποσοστιαίας πιθανότητας κινδύνου,  δηλαδή  τα 

βασικά µέτρα κινδύνου  που  βασίζονται  στα ποσοστηµόρια . Θα 

εστιάσουµε  κυρίως  στην Αξία σε Κίνδυνο  (Value at Risk - VaR), 

στα Συνεπή  Μέτρα Κινδύνου  (Coherent Measures),  καθώς και  

στην Αναµενόµενη  Αποµείωση  Κινδύνου (Expected Shortfal l - 

ES). Αφού  αποφασίσουµε  ποιο  µέτρο  είναι  το  καταλληλότερο , θα 

πρέπει  µετά να κάνουµε  χρήση  µεθόδων εκτίµησης (estimation 

methods) για να προσεγγίσουµε  το  µέτρο  που  διαλέξαµε . 

 

Μια παραδοχή  που  πρέπει  από  την αρχή  της µελέτης  µας να  

κάνουµε , είναι  η  εξής: οι  κατανοµές κέρδους και  ζηµίας (Prof it & 

Loss, P&L) στον τραπεζικό  τοµέα παίρνουν συχνά αρνητικές 

τιµές. Και  µε  τα µέτρα που  θα  ασχοληθούµε  στην συνέχεια, τα 

οποία µετράνε  τις  ακραίες τιµές µιας κατανοµής , θα έχουµε  να 

κάνουµε  συνήθως  µε  αρνητικές τιµές. Αν δηλαδή  Υ  η  τυχαία 

µεταβλητή , τότε  θα µας ενδιαφέρουν οι  ακραίες τ ιµές της 

αριστερής ουράς ,  άρα Υ<0. Σε  αντίθεση  µε  αυτήν την 

παρατήρηση , στον ασφαλιστικό  κλάδο , έχουµε  να κάνουµε  µε  

ζηµιές µεγάλων ποσών. Οι  ακραίες  τιµές της µεταβλητής Χ , 

ανήκουν στην δεξιά ουρά, είναι  πολύ  µεγάλα θετικά ποσά. Και  

έτσι  πάντα  θα έχουµε  θετικές τιµές, δηλαδή  Χ>0. Θα πρέπει  

λοιπόν, όλοι  οι  ορισµοί  που  θα παρουσιάσουµε  παρακάτω να  

προσαρµοστούν ανάλογα µε  την χρήση  τους και  των σκοπό  που  

θέλουµε  να εξυπηρετήσουν.  Αν θα  αντιπροσωπεύουν δηλαδή  

χρηµατοοικονοµικά  ή  ασφαλιστικά  µεγέθη . 

 

Τέλος θα πάρουµε  πραγµατικά δεδοµένα  από  µια ασφαλιστική  

εταιρεία της ελληνικής αγοράς και  θα προσπαθήσουµε  να 

εφαρµόσουµε  τα µέτρα και  κάποιες από  τις µεθόδους που 

µελετήσαµε . Θα συγκρίνουµε  µεταξύ  τους τα  αποτελέσµατα και  θα 

καταλήξουµε  στο  ιδανικότερο  για το  συγκεκριµένο  πρόβληµα. 
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2  Α ξ ί α  σ ε  Κ ί ν δ υ ν ο  ( V a l u e  a t  R i s k )  

Η χρήση  της Αξίας  σε  Κίνδυνο  (Value at Risk) ή  αλλιώς  VaR ως  

εσωτερικό  µοντέλο  πρόβλεψης κινδύνου σε  οικονοµικούς 

οργανισµούς, εµφανίζεται  στα τέλη  της δεκαετίας του  '70, αρχές  

του  '80. Όσο  πιο  µεγάλη  ήταν η  εταιρεία τόσο  πιο  δύσκολη  

γινόταν αυτή  η  διαδικασία. Επίσης  έλειπε  η  µεθοδολογία για µια 

τέτοια εργασία. Η σηµαντικότερη  αναπτύχθηκε  από  την JP 

Morgan, όπου  µες  τη  δεκαετία του  '90, πήρε  την µορφή  που  

γνωρίζουµε  σήµερα. Αυτή  η  µέθοδος βασιζόταν σε  ένα 

συγκεκριµένο  χαρτοφυλάκιο  και  µε  την χρήση  της  τυπικής  

απόκλισης  και  συσχετισµού  των αποδόσεων,  προέβλεπε  σε  

καθηµερινή  βάση  το  value at r isk δηλαδή  την µέγιστη  πιθανή  

ζηµία της  επόµενης µέρας  - χρήσης.  Η  πιθανότητα στην οποία  

περιορίζεται  η  πρόβλεψη , αφορά ένα  ποσοστό  τοις εκατό , 

συνήθως 95%, το  λεγόµενο  ποσοστό φερεγγυότητας. Αυτό  

πρακτικά  προβλέπει  την µεγαλύτερη  ζηµιά που  θα έχει  η  εταιρεία 

στις καλύτερες  95 από  τις 100 ηµέρες. Έτσι  λοιπόν, διαφορετικά 

VaR µοντέλα διαφέρουν ως προς  τον ορίζοντα πρόβλεψης  

(horizon period), ως προς το  επίπεδο  φερεγγυότητας, καθώς και  

ως προς την µεθοδολογία προσέγγισής τους. Έτσι  κάποια 

βασίζονται  στην θεωρία χαρτοφυλακίου  (portfol io theory), στην 

ιστορική  προσοµοίωση  (historical simulat ion - HS) και  λοιπές 

στοχαστικές  διαδικασίες (τις  οποίες  θα δούµε  σε  άλλο  κεφάλαιο). 

Στην συνέχεια θα  αναλύσουµε  το  σηµαντικό  αυτό  µέτρο  κινδύνου 

του  VaR και  θα δούµε  πως  µπορεί  να  έχει  εφαρµογή  από  τον 

οικονοµικό  κλάδο  στον ασφαλιστικό .  (Βλέπε  Dowd and Blake, 

2006). 

 

Από  τη  στιγµή  λοιπόν που  εµφανίστηκε  και  εξελίχθηκε  η  αξία σε  

κίνδυνο  ως µέτρο  κινδύνου , διαδόθηκε  πολύ  γρήγορα στους 

ασφαλιστικούς οίκους, σε  οικονοµικούς επενδυτικούς φορείς και  

τελικά κυριάρχησε  σε  όλη  την χρηµατοοικονοµική  και  ασφαλιστική  

αγορά, µε  αποτέλεσµα στα µέσα της δεκαετίας του  '90 να είναι  η 

επικρατέστερη  µέθοδος πρόβλεψης οικονοµικού  κινδύνου. Από  

τότε  έχει  συνεχίσει  να εξελίσσεται  και  µε  τον χρόνο  και  την 

µελέτη , να γίνεται  πιο  πολύπλοκη , πιο  σύνθετη  και  να  

επεκτείνεται  και  σε  άλλους τοµείς  όπως τον πιστωτικό , τον 

κίνδυνο  αγοράς, τον λειτουργικό  κίνδυνο  κ .α. (Βλέπε  Dowd and 

Blake, 2006). 

 

Ορισµός: (Βλέπε  Dowd and Blake, 2006) Ας θεωρήσουµε  λοιπόν 

ότι  έχουµε  ένα χαρτοφυλάκιο  που  µπορεί  να έχει  τυχαίες ζηµιές  

σε  ένα συγκεκριµένο  χρονικό  ορίζοντα  (horizon period). Έστω  α η  
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πιθανότητα που  µας ενδιαφέρει  και  qα το  α-ποσοστηµόριο  του 

πεδίου ζηµιών (α-quantile). Το  VaR λοιπόν του  χαρτοφυλακίου  µε  

επίπεδο  εµπιστοσύνης α , ή  επίπεδο  φερεγγυότητας α, είναι  το  qα 

quanti le της  ζηµιοκατανοµής, δηλαδή ,  

 

VaRα = qα ή Qα. 

 

Η ανάπτυξη  του  VaR οφείλεται  κατά  κύριο  λόγο  στην υπεροχή  του  

σε  σχέση  µε  άλλες  παραδοσιακές µεθόδους που  

χρησιµοποιούνταν µέχρι  τότε . Μερικά από  τα χαρακτηριστικά που  

του  έδωσαν αυτό  το  προβάδισµα ήταν (Βλέπε  Dowd and Blake, 

2006): 

 

• Το  VaR είναι  ένα  κοινό  µέτρο  κινδύνου που  µπορεί  να  

χρησιµοποιηθεί  σε  διάφορους τοµείς και  να προβλέψει  

διάφορους κινδύνους. Μπορεί  να  χρησιµοποιηθεί  σε  

διαφορετικά χαρτοφυλάκια και  µας δίνει  την δυνατότητα να  

συγκρίνουµε  τον κίνδυνο  µεταξύ αυτών.   

• Μας επιτρέπει  να υπολογίσουµε  τον κίνδυνο  αθροιστικά στον 

βαθµό  που  αυτοί οι  κίνδυνοι  αλληλοεπηρεάζονται , ενώ 

παραδοσιακά  µοντέλα δεν έχουν αυτήν την ευαισθησία στον 

συσσωρευµένο  κίνδυνο . 

• Το  VaR δίνει  πιο  ολοκληρωµένο  αποτέλεσµα , πιο  

ολοκληρωµένη  πρόβλεψη  κινδύνου από  αυτήν των 

παλαιότερων τρόπων προσέγγισης, που  έδιναν 

αποτελέσµατα για τον κάθε  κίνδυνο  ξεχωριστά. Έτσι  λοιπόν 

δίνει  τον συνολικό  κίνδυνο  σε  ένα χαρτοφυλάκιο  και  όχι  σε  

κάθε  τµήµα του  χωριστά. 

• Υπολογίζουµε  τον κίνδυνο  σε  σχέση  µε  πιθανότητα  και 

µπορεί  να µας δώσει  χρήσιµες  πληροφορίες βάση  των 

πιθανοτήτων που  σχετίζονται  µε  συγκεκριµένες ζηµιές. 

Παραδοσιακές µέθοδοι  δίνουν απαντήσεις στο  "τι  θα συµβεί 

αν;" και  αδυνατούν να δώσουν κάποιο  µέτρο  που  να µπορεί 

να συνδυάσει  το  ποσοστό  πιθανότητας µε  το  ύψος της 

ζηµιάς. 

• Ένα τελευταίο  αλλά  σηµαντικό  στοιχείο  που  δίνει  προβάδισµα 

στο  Value at Risk είναι  ότι  εκφράζεται  σε  µια πολύ  απλή  και  

κατανοητή  µονάδα  µέτρησης: απώλεια χρηµάτων. Κάτι  το 

οποίο  το  κάνει  πολύ  προσεγγίσιµο  και  εύχρηστο  την στιγµή  

που  παλαιότερες προσεγγίσεις ήταν  εκφρασµένες  σε  πιο  

πολύπλοκες µονάδες. 

 



 19 

Παρόλα αυτά , το  VaR έχει  και  µερικούς περιορισµούς. Ένας από  

αυτούς είναι  ότι  µας λέει  τι  θα συµβεί  και  το  ποσό  που  θα 

χάσουµε  σε  κανονικές συνθήκες µε  κάποιο  µεγάλο  ποσοστό  

πιθανότητας. ∆εν έχουµε  όµως καµία πληροφορία για τις ζηµιές 

που  θα συµβούν σε  κακές συνθήκες ή  διαφορετικά, για τις ζηµιές 

στην ουρά της κατανοµής, σε  αυτές  δηλαδή  που  ξεπερνάνε  το  

ποσό  του  VaR. Αυτή  η  αδυναµία µπορεί  να έχει  ως αποτέλεσµα 

να αφήσει  τον επενδυτή  (αν µιλάµε  για επενδύσεις) εκτεθειµένο  

σε  πολύ  µεγάλες ζηµιές. Ζηµιές που  δεν τις έχει  υπολογίσει , ούτε 

καν λάβει  υπόψιν, γιατί  το  µέτρο  του  Value at Risk δεν δίνει  αυτήν 

την πληροφορία. 

 

Τέλος, αυτή  η  αδυναµία  του  µέτρου, µπορεί  να προκαλέσει  ηθικό 

κίνδυνο  (moral hazard). Αυτό  συµβαίνει  όταν οι  µεσολαβητές - 

traders παίρνουν µεγάλα ρίσκα  µε  το  ενδεχόµενο  κερδών,  χωρίς 

να είναι  εις γνώσιν του  κεφαλαιούχου  οι  οικονοµικές απώλειες  

που  µπορεί  να συµβούν όταν θα έχουµε  ακραίες τιµές στις ζηµιές. 

 

Ας ρίξουµε  όµως µια πιο  προσεκτική  µατιά σε  αυτό  το  µέτρο 

κινδύνου και  ας προσπαθήσουµε  να το  προσεγγίσουµε  µε  απλά  

παραδείγµατα. Ο  ορισµός που  δίνει  ο  Harry H. Panjer (βλέπε  

Harry, 2006) για το  VaR είναι  ο  εξής: 

 

Ορισµός  2.1: Έστω Χ µια τυχαία µεταβλητή  που  δηλώνει  ζηµιά. Η 

Αξία σε Κίνδυνο  του  Χ για το  100α% επίπεδο  εµπιστοσύνης, το  

οποίο  συµβολίζεται  ως  VaRα(Χ)  ή  xα ,  είναι  το  α-ποσοστηµόριο  (α-

quanti le) της κατανοµής του  Χ . 

 

Για τις συνεχής κατανοµές, η  τιµή  του  VaRα  ή  το  xα ικανοποιεί  την 

παρακάτω εξίσωση  (βλέπε  Harry P., 2006)  

 

 
 

Ένας από  τους πιο  ολοκληροµένους  ορισµούς του  VaR ωστόσο  

είναι  ο  ακόλουθος (βλέπε  Carlo, 2003): 

 

Ορισµός 2.2: έστω Τ  χρονικός ορίζοντας και  α∈ (0, 1) είναι  το  

επίπεδο  φερεγγυότητας που  επιλέγουµε . 

 

Το  κάτω α–Value at Risk (lower VaR, VaRα(X)) είναι  η  ζηµία που 

θα έχουµε  στο  καλύτερο  σενάριο  των 100α% χειρότερων 

περιπτώσεων. Ή  διαφορετικά, η καλύτερη  τιµή  από  τις α 

χειρότερες περιπτώσεις. 

(2.1) 
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Το  άνω α–Value at Risk (upper VaR, VaRα(X)) είναι  η  ζηµιά που 

σχετίζεται  µε  την χειρότερη  περίπτωση  των 100(1-α)% καλύτερων 

σεναρίων. Η χειρότερη , δηλαδή ,  τιµή  των 1-α καλύτερων 

περιπτώσεων. 

 

∆ιαφορετικά µε  την χρήση  της  συνάρτησης κατανοµής του  Χ, 

FX(x)=P{X≤x}, ο  παραπάνω ορισµός παίρνει  της εξής µορφή  

(βλέπε  Carlo, 2003): 

 

VaRα(X) = −sup {x|Fx(x) < α} = −qα(X) 

 

VaRα(X) = −inf {x|FX(x) > α} = −qα(X) 

 

Το  µέτρο  λοιπόν VaR5%  που  αφορά ζηµιές ενός χαρτοφυλακίου , 

δηλώνει  την καλύτερη  περίπτωση  από  τις 5% χειρότερες 

περιπτώσεις που  µπορεί  να συµβούν στον χρονικό  ορίζοντα Τ . Ή  

διαφορετικά είναι  η  χειρότερη  περίπτωση  από  τις 95% καλύτερες 

περιπτώσεις. Το  VaR5%  λοιπόν είναι  η  πιο  αισιόδοξη εκτίµηση  για 

τις 5% των πιο  απαισιόδοξων προβλέψεων στον χρονικό  µας 

ορίζοντα . 

 

Ωστόσο  αυτή  η  εκτίµηση  δεν µας δίνει  καθόλου  στοιχεία για τις 

ζηµιές πέρα από  αυτήν την ζηµιά που  έχουµε  αξιολογήσει . ∆εν 

µας δίνει  δηλαδή  στοιχεία, ούτε  χαρακτηριστικά για την δεξιά 

ουρά της κατανοµής πέρα  από  το  VaR. Στην συνέχεια θα δούµε 

ένα  απλό  παράδειγµα, πως για δύο  χαρτοφυλάκια, που  ενώ µε  

την χρήση  του  VaR, θα έχουµε  τα ίδια αποτελέσµατα,  δηλαδή  ίδια 

απαίτηση  κεφαλαίου  κινδύνου, ο  κίνδυνος τελικά είναι 

διαφορετικός (βλέπε  Carlo, 2003). 

 

Παράδειγµα 2.1: Έστω ένα χαρτοφυλάκιο  µε  δύο  σενάρια 

κέρδους και  ζηµίας και  τις αντίστοιχες πιθανότητες τους: 

 

X Prob 

-100$ 5% 

+10$ 95% 

 

Έστω  τώρα  ένα  δεύτερο χαρτοφυλάκιο , µε  τρία πιθανά σενάρια 

κερδών και  ζηµιών (p&l): 

 

 

 

 

(2.2) 

(2.3) 



 21 

Y Prob 

-200$ 4% 

-100$ 1% 

+10$ 95% 

 

 

Αντίστοιχα στο  παρακάτω πίνακα, φαίνονται  γραφικά η  κατανοµή  

πικνότητας πιθανοτήτων (pdf) και  η  συνάρτηση  κατανοµής  (cdf). 

 

 

 

 

Συγκρίνοντας αυτά  τα δύο  χαρτοφυλάκια προκύπτει  ότι τα VaR 

είναι  ίδια: 

 

VaR5%(X) = VaR5%(Y ) = 100 $, 

 

παρότι  το  Υ  είναι  πολύ  πιο  επικίνδυνο  διότι  αν για 95% θα έχουν 

το  ίδιο  κέρδος, ενδέχεται  µε  πιθανότητα 5%, το  Υ να έχει  300$ 

ζηµία έναντι  100$ που  έχει  το  πρώτο . Επίσης παρατηρούµε  ότι  το  

άνω 5% VaR είναι  το  ίδιο : 

 

V aR5%(X) = V aR5%(Y ) = −10 $. 

Πίνακας 2.1: pdf και cdf του Χ (πάνω) και του Y (κάτω) (βλέπε  Carlo, 
2003) 
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Αυτό  το  απλό  παράδειγµα µας  δείχνει  ότι  το  VaR δεν έχει  

ευαισθησία στις µεγάλες  ζηµιές της δεξιάς ζηµιάς  πέρα από  το  

επίπεδο  εµπιστοσύνης. 

 

Επίσης όπως έχουµε  παρατηρήσει  και  παραπάνω, για την χρήση  

στην αναλογιστική  επιστήµη , θα πρέπει  να γίνει  µια  προσαρµογή  

στον ορισµό  του  VaR, ούτως  ώστε  να ανταποκρίνεται  στα 

δεδοµένα του  ασφαλιστικού  τοµέα. Εδώ λοιπόν δεν έχουµε  

αρνητικές τιµές, αλλά µόνο  θετικές και  µάλιστα µεγάλων ποσών. 

Παρακάτω θα δούµε  πρακτικά παραδείγµατα και  πως  

καταλήγουµε  στην εκτίµηση  του  µέτρου του  VaR µε  την βοήθεια 

των κατανοµών βάση  των οποίων καθορίζεται  η  τυχαία µας  

µεταβλητή . 

 

 

 

 

 

2 . 1  V a R  σ τ ο ν  Α ν α λ ο γ ι σ µ ό  

Αφού  ορίσαµε  το  µέτρο  της Αξίας  σε  Κίνδυνο  και  είδαµε  ένα  απλό  

παράδειγµα που  απαντούσε  σε  πρόβληµα µε  χρηµατοοικονοµικά  

προϊόντα, τώρα θα ασχοληθούµε  µε  το  πως µπορεί  να εφαρµοστεί 

σε  αντίστοιχα ασφαλιστικά . Θα  µελετήσουµε  λοιπόν το  µέτρο  

κινδύνου µέσα από  τέσσερα παραδείγµατα, µιας διακριτής 

περίπτωσης και  τριών συνεχών κατανοµών. 

 

Θα πρέπει  λοιπόν να προσαρµόσουµε  τον τύπο  του  µέτρου µας 

στα ασφαλιστικά  δεδοµένα. Όπως είπαµε  το  α-VaR είναι  η  ζηµιά, 

που  µε  πιθανότητα α, δεν θα ξεπεραστεί . 

 

Από  την Hardy Mary (2006) προκύπτει  ο  εξής ορισµός: για 

  

 

 
 

ο  οποίος τύπος είναι  στην ουσία ο  τύπος (2.3) χωρίς το  αρνητικό  

πρόσηµο . 

 

Στην συνεχή  περίπτωση , διαµορφώνεται  ως εξής : 

 

 

 

όπου  και  αυτός ο  τύπος είναι  ο  ίδιος µε  τον (2.1). 

(2.1.1) 

(2.1.2) 
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Ας δούµε  τώρα το  πρώτο  παράδειγµα  διακριτής περίπτωσης: 

 

Παράδειγµα 2.1.1: (βλέπε  Hardy, 2006) Έστω µια ζηµιά µπορεί 

να  πάρει  τις παρακάτω τιµές µε  τις αντίστοιχες πιθανότητες. 

 

 

Loss Prob. 

100 0,005 

50 0,045 

10 0,10 

0 0,85 

 

 

Από  τα παραπάνω δεδοµένα προκύπτει  ότι : 

 

P[L 100] = P(100) + P(50) + P(10) + P(0) = 1 

P[L 50] = P(50) + P(10) + P(0) = 0,995 

 

Με  τον ίδιο  τρόπο  προκύπτει  ο  παρακάτω πίνακας: 

 

 

X  

100 1,00 

50 0,995 

10 0,95 

0 0,85 

 

 

Έστω  ότι  ζητάµε  το  VaR99% . ∆εν υπάρχει  κάποιο  Q ούτως  ώστε  να 

ισχύει  . Σύµφωνα µε  τον τύπο  (2.1.1) επιλέγουµε  

λοιπόν την µικρότερη  τιµή  της ζηµιάς η  οποία µας δίνει  

τουλάχιστον 99% πιθανότητα κάθε  άλλη  ζηµιά να είναι  µικρότερη . 

Έτσι  έχουµε : 

 

. 

 

Στην συνέχεια θα δούµε  τρία παραδείγµατα συνεχών κατανοµών 

(βλέπε  Hardy, 2006): 

 

1. Η ζηµιά ακολουθεί  κανονική  κατανοµή  µε  µέσο  33 και  τυπική  

απόκλιση  109,  

2. Η ζηµιά ακολουθεί  κατανοµή  Pareto µε  µέσο  33 και  τυπική  

απόκλιση  109, Η ζηµιά ακολουθεί  κανονική  κατανοµή  µε  µέσο 
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33 και  τυπική  απόκλιση  109,  

3. Η ζηµιά ακολουθεί  ένα  put option προϊόν και  δίνεται  από  τον 

τύπο  1000max(1-S10 , 0),  όπου  το  S10 είναι  η  τιµή  π.χ.  της 

µετοχής τον χρόνο  Τ  = 10, ενώ αρχική  τιµή  αγοράς S0  = 1. 

Θεωρούµε  ότι  η  τιµή  S t  ακολουθεί  κατανοµή  lognormal µε  

µέσο  0,08 και  τυπική  απόκλιση  0,22, S t  LN(0.08 , ) 

 

Παρακάτω δίνουµε  στον πρώτο  πίνακα τα σχεδιαγράµµατα των 

τριών περιπτώσεων και  στην δεύτερο  πίνακα  αποµονώνουµε  την 

δεξιά ουρά των συναρτήσεων. 

 

 
 

 

 

Πίνακας 2.1.1 (βλέπε Hardy, 2006) 
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Παράδειγµα 2.1.2, Κανονικής Κατανοµής: 

Έστω . 

 

Αναζητούµε  πάλι  το  VaR για το  99% τεταρτηµόριο . Έχουµε : 

 

VaR99%  = 0,99 

 

Από  τον γνωστό  τύπο  της κανονικής κατανοµής , 

όπου  Φ(x) η  CDF της  τυποποιηµένης  κανονικής  κατανοµής  Ν(0,1). 

Έχουµε  λοιπόν 

 

 

 

 

 

Έτσι  λοιπόν το  VaR99%=$286,53 

 

 

Παράδειγµα 2.1.3, Κατανοµής Pareto: 

Βάση  της µελέτης Klugman, Panjer and Willmot (2004), η  

συνάρτηση  πυκνότητας πιθανότητας και  η  συνάρτηση  κατανοµής 

είναι  

 

 

 

 

∆οθέντος µ=33 και  σ=109, έχουµε  θ=39,660 και  α=2,2018. Το 

VaR λοιπόν για το  99% τεταρτηµόριο  είναι  
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Έτσι  λοιπόν το  VaR99%=$282,63 

 

 

Παράδειγµα 2.1.4, Lognormal Put Option: 

Σε  αυτή  την περίπτωση  και  επειδή  έχουµε  συνάρτηση  µάζας  

πιθανότητας στο  σηµείο  0, θα δούµε  πρώτα αν η  πιθανότητα που  

ζητάµε , δηλαδή  το  Q για το  99%, πέφτει  σε  αυτό το  σηµείο . Η 

πιθανότητα λοιπόν στο  0 είναι  

 

 

 

Άρα το  99% τεταρτηµόριο  είναι  στο  συνεχές κοµµάτι  της 

ζηµιοκατανοµής µας. 

 

Έτσι  λοιπόν για να βρούµε  πάλι  το  Q0, 99 έχουµε : 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Άρα VaR99%=$558,88 

 

 

Η αξία  σε  κίνδυνο  λοιπόν ως  µέτρο  κινδύνου  µε  βάση  το 
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ποσοστηµόριο , µας δίνει  σηµαντικές πληροφορίες  για το 

χειρότερο  σενάριο  που  µπορεί  να  συµβεί  µε  κάποια α% 

πιθανότητα.  Ένα µέτρο  που  έχει  χρησιµοποιηθεί  πολύ  µέχρι  τις 

µέρες µας, τόσο  στον οικονοµικό  όσο  και  στον ασφαλιστικό 

κλάδο , µιας και  είναι  εύκολος και  ο  υπολογισµός του  και  η  χρήση  

του . ∆εν έχουµε  όµως καµία πληροφορία για την συµπεριφορά της 

τυχαίας µεταβλητής µας  πέρα  από  το  Qα, πόσο  ακραίες τιµές 

µπορεί  να πάρει , πόσο  µεγάλες ζηµιές µπορεί  να  έχει  ή  πόσο  

ριψοκίνδυνο  µπορεί  να είναι  ένα χαρτοφυλάκιο . 

 

Λόγο  αυτής της αδυναµίας λοιπόν θα  αναζητήσουµε  άλλα µέτρα, 

όπως  τα συνεπή  µέτρα κινδύνου  και  τα Spectral Risk Measures, 

που  µπορούν να εκτιµήσουν και  τα χειρότερα σενάρια, που  είναι 

πέρα από  το  επίπεδο  εµπιστοσύνης του  Qα. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

3  Σ υ ν ε π ή  Μ έ τ ρ α  Κ ι ν δ ύ ν ο υ  
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( C o h e r e n t  R i s k  M e a s u r e s )  

Από  την δεκαετία του  '90 λοιπόν και  µετά, πολλές µελέτες και 

θεωρητικές προσεγγίσεις έχουν γίνει  για το  µέτρο  του  VaR και 

πώς  αυτό  εκτιµάει  τον κίνδυνο . Στην προσπάθεια  λοιπόν αυτήν,  

κατέστη  απαραίτητο , πριν αναζητήσουµε  τον κίνδυνο  και  τον 

µελετήσουµε  µε  ένα µέτρο  κινδύνου, να κάνουµε  ξεκάθαρο  τι 

εννοούµε  µέτρο  κινδύνου και  πότε  µπορούµε  να θεωρήσουµε  ένα 

µέτρο  ως συνεπές.  

 

Έτσι  λοιπόν αναπτύχθηκαν τέσσερα  αξιώµατα βάση  των οποίων 

µπορούµε  να  χαρακτηρίσουµε  ένα µέτρο  κινδύνου  ως συνεπές  

(coherent). Ας υποθέσουµε  Χ µια κατάσταση  κινδύνου, π.χ. ενός 

χαρτοφυλακίου , και  ρ(Χ) ένα µέτρο  του  κινδύνου Χ. Έστω ότι  ρ(.) 

είναι  το  ελάχιστο  επιπλέον κεφάλαιο  που  πρέπει  µια εταιρεία να 

έχει , για να είναι  αποδεχτή  η  έκθεσή  της στον κίνδυνο , βάση 

κάποιων οικονοµικών ή  κρατικών κανονισµών. Αν το  ρ(.) είναι  

θετικό , τότε  αυτό  το  ποσό  θα πρέπει  να  προστεθεί  στα κεφάλαια 

για να είναι  αποδεκτό  - φερέγγυο  το  επιχειρησιακό  κεφάλαιο . Αν 

είναι  το  ρ(.) αρνητικό , τότε  τόσο  µπορεί  να αφαιρεθεί  από  τα 

κεφάλαια και  πάλι  να είναι  αρκετά τα ιδία κεφάλαια ώστε  να  

καλύπτουν τα  όρια φερεγγυότητας (βλέπε  Dowd and Blake, 2006). 

 

Έστω τώρα δύο  θέσεις κινδύνου Χ  και  Υ, ή  διαφορετικά, οι 

πιθανές οικονοµικές καταστάσεις, που  αν συµβούν δίνουν τις 

αντίστοιχες ποσοτικές θέσεις, V(X) και  V(Y). Το  µέτρο  κινδύνου  

ρ(.) θεωρείται  συνεπές µέτρο  όταν ισχύουν οι  παρακάτω ιδιότητες 

(βλέπε  Dowd and Blake, 2006): 

 

Ιδιότητες: 

Μονοτονία (Monotonicity): V(Y) ≥  V(X) ρ(Y) ≤  ρ(X)               (1) 

Υποπροσθετική   (Subadditivity): ρ(X + Y) ≤ ρ(X) + ρ(Y)           (2) 

Θετική  Οµοιογένεια  (Posit ive homogeneity):  

ρ(hX) = hρ(X) για κάθε h > 0                                                  (3) 

Μετατοπιστική  Αµεταβλητότητα (Translational invariance):  

ρ(X + α) = ρ(X) − α  για κάθε α                                            (4) 

 

Η πρώτη , η  τρίτη  και  η  τέταρτη  ιδ ιότητα χαρακτηρίζονται  ως  

συνθήκες καλής συµπεριφοράς. 

 

Η πρώτη  ιδιότητα, monotonicity, σηµαίνει  ότι  αν συµβεί  το 

ενδεχόµενο  Υ σε  µια εταιρεία, δηλαδή  ο  κίνδυνος Υ , θα 
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προκαλέσει  την οικονοµική  κατάσταση  V(Υ). Αν αυτή  η  οικονοµική 

κατάσταση  είναι  µεγαλύτερη  του  V(Χ), τότε  η  εταιρεία θα έχει  

εκτεθεί  σε  µικρότερο  κίνδυνο  µε  µικρότερη  ζηµία από  ότι  αν 

συνέβαινε  το  ενδεχόµενο  Χ.  Και  σύµφωνα µε  τον ορισµό  που  

δώσαµε  παραπάνω, σε  αυτήν την περίπτωση  σηµαίνει  ότι είναι  

µικρότερο  το  µέτρο  κινδύνου,  δηλαδή  µικρότερο  το  ποσό  που  

πρέπει  να προσθέσουµε  στην πρώτη  περίπτωση  του  Υ για να 

γίνει  το  κεφάλαιο  αποδεκτό  - φερέγγυο . 

 

Posit ive Homogeneity σηµαίνει  ότι  ο  κίνδυνος  µια θέσης είναι  

αναλογικός αυτής της θέσης. 

 

Η ιδιότητα Translat ional Invariance αποδεικνύει  ότι  η  αύξηση  ενός  

ποσού  σε  µια οικονοµική  κατάσταση , µειώνει  κατά το  ίδιο  ποσό  το  

κίνδυνο , δηλαδή  το  ποσό  που  πρέπει  να προστεθεί  για να  

καλυφθεί  το  κεφάλαιο  φερεγγυότητας.  

 

Η σηµαντικότερη  από  τις παραπάνω τέσσερις ιδιότητες είναι  η  

δεύτερη, η  υποπροσθετική  ιδιότητα. Αυτή  µας λέει  ότι  το 

χαρτοφυλάκιο  που  υποδιαιρείται  σε  υπό  χαρτοφυλάκια , απαιτεί  

µικρότερο , αν όχι  το  ίδιο , κεφάλαιο  κινδύνου  από  τα κεφάλαια που  

απαιτεί  το  κάθε  ένα από  αυτά χωριστά. ∆ηλαδή , ο  συνολικός 

κίνδυνος δεν θα ξεπεράσει  ποτέ  το  άθροισµα των µεµονωµένων 

κινδύνων και  αυτή  είναι  η  βασική  απαίτηση  κάθε  αξιόλογου  

συνεπούς µέτρου  κινδύνου και  αντίστροφα (βλέπε  Dowd and 

Blake, 2006). 

 

Παράδειγµα: Ας δούµε  ένα απλό  παράδειγµα για να γίνουν πιο  

κατανοητά τα παραπάνω. Έστω ότι  έχουµε  δυο  τράπεζες  Α  και  Β , 

και  έστω ότι  έχουν κρατήσει  κεφάλαια κινδύνου  για τα 

χαρτοφυλάκιά τους , ρ(Πα) και  ρ(Πβ).  Ας υποθέσουµε  τώρα ότι  

αυτές οι  εταιρείες συγχωνεύονται  σε  µια. ∆ηµιουργείται  έτσι  ένα 

ενιαίο  χαρτοφυλάκιο , το  Πα+Πβ  και  πρέπει  να έχουν ένα  επί  πλέον 

κεφάλαιο  που  να καλύψει  τον κίνδυνο  αυτού  του  νέου  

χαρτοφυλακίου . Αν το  µέτρο  κινδύνου , δηλαδή  το  ρ(Πα + Πβ) που  

έχουµε  επιλέξει , δεν µας  δίνει  µικρότερο  ή  τουλάχιστον το  ίδιο  

κεφάλαιο  κινδύνου  σε  σχέση  µε  τα κεφάλαια που  είχαν κρατήσει 

στην αρχική  περίπτωση , τότε  δεν καλύπτεται  η  ανάγκη  µείωσης 

του  συνολικού  κινδύνου, που  είναι  και  η  αιτία του  να µπουν τα 

ενεργητικά των δύο  τραπεζών σε  ένα. Έτσι  το  µέτρο  ρ(.) δεν είναι  

συνεπές. Αν δηλαδή  ρ(Πα  + Πβ)  ρ(Πα)  + ρ(Πβ) τότε  το  ρ(.) δεν 

είναι  coherent measure. (βλέπε  Acerbi, 2003) 

Σηµαντική  επίσης είναι  η  δεύτερη και  τρίτη  ιδιότητα, όσο  αφορά  

προβλέψεις που  έχουν να κάνουν µε  κίνδυνο  ρευστότητας 
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(Liquidity Risk). Σε  αυτήν την περίπτωση  η  υποπροσθετική 

ιδιότητα και  η  θετική  οµοιογένεια αντικαθίστανται  από  την 

παρακάτω (βλέπε  Acerbi, 2003): 

 

Για κάθε  X, Y ∈ V και  α ∈ [0, 1] ισχύει :  

 

ρ(αX + (1−α)Y) ≤ αρ(X) + (1−α)ρ(Y). 

 

Εδώ είναι  και  η  αδυναµία του  VaR, το  οποίο  δεν µπορεί  να 

θεωρηθεί  συνεπές  µέτρο  κινδύνου,  γιατί  δεν καλύπτει  την 

υποπροσθετική  ιδιότητα. Αλλά το  σηµαντικότερο  πρόβληµα είναι  

ότι  το  VaR δεν στηρίζεται  σε  κάποιο σύνολο  αξιωµάτων µέτρου 

κινδύνου. Έτσι  αν και  κάποιοι  υποστηρικτές του  VaR δεν θεωρούν 

τόσο  σηµαντική  την υποπροσθετική  ιδιότητα, κανείς από  αυτούς 

δεν έχει  στοιχειοθετήσει  κάποια αξιώµατα που  να  έχουν σχέση  και  

να  καλύπτουν το  VaR. (βλέπε  Acerbi,  2004) 

 

Εξαιτίας λοιπόν αυτών των προβληµάτων, θα αναζητήσουµε 

εναλλακτικά µέτρα  κινδύνου που  να  κρατάνε  τα  προτερήµατα του  

VaR αλλά και  να  ξεπερνάνε  τα προβλήµατα και  τις αδυναµίες του . 

Επιπλέον, στον βαθµό  που  θέλουµε  να  έχουµε  τα προτερήµατα 

του  VaR, είναι  λογικό  να θεωρούµε  κάθε  τέτοιο  µέτρο  ως "VaR-

like", εφόσον θα  απεικονίζουν µια  ζηµιοκατανοµή  σε  κάποιο  

ποσοστηµόριο  (quantile based). (βλέπε  Dowd and Blake, 2006) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

4  Α ν α µ ε ν ό µ ε ν η  Α π ο µ ε ί ω σ η  Κ ι ν δ ύ ν ο υ  



 31 

( E x p e c t e d  S h o r t f a l l )   

Ένα  µέτρο  κινδύνου  που  είναι  αρκετά αξιόπιστο , είναι  η  

Αναµενόµενη  Αποµείωση  Κινδύνου  (Expected Shortfall - ES), το  

οποίο  απεικονίζει  την αναµενόµενη  τ ιµή , δηλαδή  τον µέσο  όρο  

των χειρότερων 100(1-α)% ζηµιών. 

 

Ορισµός  4.1: Έστω Τ  ο  χρονικός  ορίζοντας  και   το 

ζητούµενο  επίπεδο  εµπιστοσύνης . Η αναµενόµενη  αποµείωση  

Κινδύνου  (α-Expected Shortfal l ή  ESα(X)) είναι  η  µέση  ζηµιά των 

(1-α) χειρότερων περιπτώσεων του  χαρτοφυλακίου  Χ . (βλέπε  

Dowd and Blake, 2006) 

 

Στην περίπτωση  συνεχούς κατανοµής το  ES δίνεται  από  τον τύπο : 

 

 
 

ενώ στην περίπτωση  που  η  κατανοµή  είναι  διακριτή , έχουµε  τον 

τύπο : 

 

 

 
 

Αυτό  το  µέτρο  κινδύνου είναι  πολύ  δηµοφιλές στον αναλογιστικό 

κλάδο , αν και  µπορεί  να διαφέρει  η  ονοµασία  του . Στην Αµερική  

είναι  γνωστό  ως Condit ional Tail Expectation (CTE), ενώ στην 

Ευρώπη  έχει  επικρατήσει  ως Tail VaR. Στους  

χρηµατοοικονοµικούς κύκλους εµφανίζεται  και  ως Expected Tail 

Loss, Tail Conditional Expectat ion, Conditional VaR, Tail 

Condit ional VaR, Worst Condit ional Expectation κ.α. 

 

Παρατηρούµε  ότι  δεν υπάρχει  µια καθιερωµένη  ονοµασία ούτε  στα 

οικονοµικά, ούτε  στον αναλογισµό ,  αλλά σε  αυτό  το  µέτρο 

κινδύνου εντοπίζουµε  δύο  κυρίως χαρακτηριστικά. Πρώτον ότι  

εκφράζεται  µε  όρους πιθανοτήτων και  δεύτερον είναι  ένα µέτρο  

ποσοστηµορίου , το  οποίο  µας  δίνει  τον µέσο  όρο  των ζηµιών που  

υπερβαίνουν το  VaR, δηλαδή :  

 

ES=E[X | X>qα(X)].  

Παράδειγµα 4.1 :  (βλέπε  Acerbi,  2003) Ας  δούµε  ένα  απλό  

παράδειγµα για να κατανοήσουµε  καλύτερα το  µέτρο . Ας πάρουµε  

(4.1) 

(4.2) 
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πάλι  το  παράδειγµα 2.1 και  τα δεδοµένα  των δύο  χαρτοφυλακίων 

Χ και  Υ.  Προκύπτουν τα  παρακάτω: 

 

ES5%(X) = 100 $ 

ES5%(Y ) = (4%× 200 + 1% × 100)/5% = 180 $ 

 

Έτσι  συνοψίζοντας:   

 

 Χ Υ 

VaR5%  100$ 100$ 

VaR5%  -10$ -10$ 

ES5% 100$ 180$ 

 

 

Μπορούµε  να συµπεράνουµε  εύκολα  ότι  για κάθε  α και  Χ ισχύει  

πάντα ο  γενικός τύπος, (βλέπε  Acerbi, 2003) 

 

ESα(X) ≥ VaRα(X) ≥  VaRα(X). 

 

Παρατηρούµε  επίσης ότι  το  ES δεν υπάρχει  λόγος διαχωρισµού  

άνω και  κάτω εκδοχής όπως στην περίπτωση  του  VaR (upper & 

lower VaR) µιας και  µιλάµε  για µέσο  όρο . 

 

Επίσης άλλη  µία παρατήρηση  είναι  ότι  το  ES αφορά το  µέσο  των 

χειρότερων σεναρίων µε  κάτω  κατώφλι  ένα ποσοστό  πιθανότητας 

και  όχι  το  ποσό  ως κατώφλι . ∆εν παίρνουµε  το  µέσο  µεταξύ των 

χειρότερων ποσών του  τεταρτηµορίου , αλλά την µέση  ζηµιά από  

ένα  δείγµα των 100α% χειρότερων περιπτώσεων. 

 

Εύκολα µπορούµε  να δείξουµε  ότι  το  ES αποτελεί  συνεπές µέτρο  

κινδύνου, καλύπτοντας την ιδιότητα της υποπροσθετικής καθώς 

και  τις υπόλοιπες ιδιότητες. Αναλυτικά θα ασχοληθούµε  µε  αυτό  

σε  επόµενο  κεφάλαιο , δίνοντας  και  πρακτικά παραδείγµατα. 

 

Στο  σηµείο  αυτό , θα πρέπει  να ξεκαθαρίσουµε  την διαφορά του  

ES µε  το  µέτρο  που  ονοµάζεται  ∆εσµευµένη  Μέση  Τιµή  της ουράς 

της κατανοµής (Conditional Tail Expectation - CTE)  (επίσης 

µπορεί  να το  βρούµε  και  ως  Expected Loss ή  Condit ional Value at 

Risk ή  Tail  Conditional Expectat ion). 

 

 

Ορισµός  4.2: (βλέπε  Acerbi,  2003) Έστω Τ  ο  χρονικός  ορίζοντας 

και  α∈(0 , 1] το  επιλεγµένο  επίπεδο  φερεγγυότητας. Ορίζουµε  

(4.3) 
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κάτω δεσµευµένη  µέση  τιµή  της ουράς  της κατανοµής για  επίπεδο  

εµπιστοσύνης α (α–Condit ional Tail Expectation ή  CTEα(X)) ως 

 

CTEα = −E {X|X ≤ qα(X)} 

 

και  άνω α-CTE (CTEα(X)) ως 

 

CTEα = −E {X|X ≤ qα(X)}. 

 

Το  µέτρο  κινδύνου  CTE είναι  λοιπόν η  αναµενόµενη  ζηµιά, των 

περιπτώσεων που  είναι  κάτω  από  το  (άνω ή  κάτω) τεταρτηµόριο . 

Σε  αυτήν την περίπτωση  η  µέση  ζηµιά περιορίζεται  από  ένα  

συγκεκριµένο  µέγεθος ζηµιάς και  όχι  από  µια πιθανότητα. 

 

 

Παράδειγµα 4.2: (βλέπε  Acerbi, 2003) Ας θεωρήσουµε  την 

διακριτή  περίπτωση  του  πίνακα 4.3. Κάθε  κολόνα δηλώνει  ένα  

πιθανό  έξοδο . Το  σκούρο  γκρι  µέρος υποδηλώνει  τις 5% 

χειρότερες περιπτώσεις, το  οποίο  είναι  στις στήλες του  

τεταρτηµόριο  q5%(X). Η µέση  τιµή  αυτής της περιοχής  είναι  το  

ES5% . Σύµφωνα  µε  τον ορισµό  4.2, το  CTE5%  = CTE5%  είναι  το  

µέσο  ενός µεγαλύτερου δείγµατος µιας και  περιλαµβάνει  

ολόκληρη  την στήλη  των ζηµιών που  αφορά το  5% τεταρτηµόριο . 

Οπότε  και  έχουµε  σε  αυτήν την περίπτωση  ES5%  > CTE5%  = 

CTE5% . 

 

Από  το  παραπάνω παράδειγµα  βλέπουµε  ότι  στην διακριτή 

περίπτωση  αντιµετωπίζουµε  ορισµένες δυσκολίες και  ανωµαλίες  

µιας και  το  άνω CTE σε  σχέση  µε  το  κάτω, δίνουν διαφορετικά 

αποτελέσµατα καθώς επίσης και  αν επιλέξουµε  < αντί ≤ στον 

ορισµό  4.2 του  CTE, πάλι  θα  µας οδηγήσει  σε  άλλα 

αποτελέσµατα. 
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Προκύπτει  λοιπόν ότι  το  ES δεν πρέπει  να  θεωρηθεί  ως το  µέσο 

των ζηµιών πάνω από  ένα δεδοµένο  τεταρτηµόριο . ∆εν είναι  η  

αναµενόµενη  ζηµιά πάνω από  το  VaR. Έτσι  λοιπόν για να 

προσεγγίσουµε  το  ES µέσω µαθηµατικού  τύπου, για  το  µέσο 

πρέπει  να υπολογίσουµε  τις πιθανότητες, και  συγκεκριµένα το  p 

στο  πεδίο  [0,α], ορίζουµε  την αντίστροφη  συνάρτηση  κατανοµής  

(βλέπε  Acerbi, 2003) 

 

F (p) = sup{x|FX(x)<p}. 

 

Πρόταση: Tο  Expected Shortfall µπορεί να εκφραστεί µε τον 

παρακάτω τρόπο  (βλέπε  Acerbi, 2003):  

 

 
 

Η έννοια του  ES µπορεί  να γίνει  πιο  κατανοητή  στην διακριτή 

περίπτωση  στην οποία έχουµε  τον τύπο  

 

 
 

 

Πίνακας 4.3: ∆ιακριτή περίπτωση όπου ES CTE (βλέπε Acerbi, 2003) 
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δηλαδή  το  άθροισµα των p t h χειρότερων ενδεχόµενων επί  την 

πιθανότητα του  να συµβούν,  όταν το  p παίρνει  τιµές από  0 έως α , 

προς το  πλήθος αυτών, δηλαδή  προς  α. 

 

Όπως αναφέραµε  και  παραπάνω στην συνεχή  περίπτωση  τα 

µέτρα αυτά ταυτίζονται , δηλαδή : 

 

Πρόταση: Αν η  τυχαία µεταβλητή  Χ  ακολουθεί  συνεχή  κατανοµή  

τότε  έχουµε : 

 

ESα(X) = TCEα(X) = TCEα(X), για κάθε   

 

∆ιαισθητικά , η  απόδειξη  είναι  εµφανής, µιας και  στην συνεχή  

κατανοµή , υπάρχει  µια συγκεκριµένη  τιµή  qα για κάθε  α,  η  οποία 

χωρίζει  τα χειρότερα σενάρια µε  πιθανότητα 100α%. 

 

Είναι  σηµαντικό  να διαχωρίσουµε  το  CTE από  το  ES, διότι  το 

δεύτερο προκύπτει  ότι  είναι  συνεπές  µέτρο , ενώ  το  πρώτο  δεν 

καλύπτει  τις συνθήκες των συνεπών µέτρων. Γι '  αυτό  και  δεν θα 

ασχοληθούµε  πολύ  µε  το  CTE παρά µόνο  στο  βαθµό  που 

ταυτίζεται  µε  το  ES. 

 

Ας δούµε  τώρα  πως συµπεριφέρεται  το  ES στις  ακραίες τιµές του  

α. Από  τον ορισµό  του  µέτρου, είχαµε  εξαιρέσει  την περίπτωση  

του  α=0. Ο ορισµός µπορεί  να επεκταθεί  σε  αυτήν την τιµή  ως  

εξής: (βλέπε  Carlo, 2003) 

 

ES0(X) ≡ −ess. inf{X} = inf{x|FX(x) > 0}, 

 

που  δεν σηµαίνει  τίποτα άλλο  από  την χειρότερη  δυνατή  ζηµία 

που  µπορεί  να έχει  το  χαρτοφυλάκιο . Είναι  µια αόριστη  τιµή  η 

οποία, για µια συνεχή  συνάρτηση  κατανοµής,  βρίσκεται  στην 

δεξιά ουρά που  καταλήγει  στο  άπειρο .  

 

Η άλλη  ακραία τιµή , όταν α=1, συµβολίζει  στην ουσία την µέση 

τιµή  του  Χ, δηλαδή  

 

ES1(X)  = -E[X]. 

 

Οπότε  µπορούµε  στο  εξής να θεωρούµε  ότι  το  ESα καλύπτει  το 

κλειστό  διάστηµα [0,1] µαζί  µε  τις ακραίες τιµές του  για 0 και  1. 

 

Σε  πολλές εργασίες  συνηθίζεται  να γίνεται  η  παραδοχή  ότι  έχουµε  
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να κάνουµε  µε  συνεχείς κατανοµές, κυρίως για πρακτικούς λόγους  

και  επειδή  είναι  πιο  εύκολο  να κατανοούµε  τις έννοιες µε  αυτήν 

την περίπτωση . 

 

Στην συνέχεια θα δούµε  κάποιους τύπους του  ES και  πως αυτό  το  

µέτρο  µπορεί  να έχει  εφαρµογή  σε  τρεις συνεχής  συναρτήσεις. 

Στην κανονική  κατανοµή , στην εκθετική  και  στην κατανοµή  t. Σε 

πολλές  εργασίες θα δούµε  τo Expected Shortfall ως Tail VaR. 

Σύµφωνα µε  τον Harry Panjer (2006) έχουµε  τον τύπο : 

 

 
 

όπου  βέβαια το  F(x) είναι  η  συνάρτηση  κατανοµής του  Χ. Kαθώς  

επίσης και  τους εναλλακτικούς τύπους: 

 

 

 

 

όπου  ο  τελευταίος τύπος είναι  στην ουσία ο  τύπος (4.1) που  

χρησιµοποιήσαµε  παραπάνω. 

 

Τέλος η  αναµενόµενη  µέση  ζηµιά πέρα από  το  επίπεδο  α, µπορεί 

να  γραφτεί  και  ως εξής: 

 

 

TVaRα(x)=E(X|X>qα) 

 

                     =VaRα(x) + e(qα), 

 

όπου  e(qα) είναι  η  µέση  τιµή  των ζηµιών που  ξεπερνούν το  VaR 

(mean excess loss function).(βλέπε  Panjer, 2006). 

 

Και  σε  αυτήν την περίπτωση , ο  Harry H. Panjer δεν κάνει  

διαχωρισµό  µεταξύ  Tail Condit ional Expectation, TCE ή  CTE, που  
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χρησιµοποιείται  κυρίως µε  αυτές τ ις ονοµασίες στην Βόρεια 

Αµερική , ενώ στην Ευρώπη  είναι  πιο  διαδεδοµένη  η  ονοµασία του 

ως Expected Shortfall (ES). 

 

Ας δούµε  τώρα  µερικά παραδείγµατα  συνεχών κατανοµών. Πριν 

από  αυτά όµως ας δούµε  την αρχή  της  τυπικής απόκλισης . 

 

 

Ορισµός:  Η αρχή της τυπικής απόκλισης (Standard deviation 

principle). Το  αξίωµα αυτό  είναι  ένα µέτρο  της αβεβαιότητας µιας 

κατανοµής. Έστω µια κατανοµή  ζηµιών µε  µέσο  µ  και  τυπική  

απόκλιση  σ .  Το  µέγεθος µ+kσ , όπου  k είναι  µια συγκεκριµένη  τιµή 

για κάθε  κατανοµή , είναι  ένα µέτρο  κινδύνου που  ονοµάζεται 

Standard Deviat ion Principle. Η παράµετρος k δηλώνει  ότι  η  ζηµιά 

µπορεί  να υπερβεί  το  µέτρο  κινδύνου για µία κατανοµή  µε  ένα 

συγκεκριµένο  µικρό  ποσοστό . (βλέπε  Panjer, 2006). 

 

Παράδειγµα:  Έστω η  τυχαία µεταβλητή  Χ ακολουθεί  κανονική  

κατανοµή . Η πιθανότητα, η  ζηµιά να ξεπεράσει  το  µέτρο  κινδύνου 

του  Standard deviation principle είναι  5%, δηλαδή 

Pr(X>µ+kσ)=5%, τότε  το  k παίρνει  την τιµή  1.645. Για k=2.576 

έχουµε  Pr(X>µ+kσ)=0.5%. (βλέπε  Panjer, 2006) 

 

 

 

 

 

 

 

 

Standard deviation διάγραµµα κανονικής κατανοµής (Πηγή: wikipedia) 
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Πάνω σε  αυτή  την λογική  της πιθανότητας η  ζηµιά να ξεπεράσει 

το  ποσοστηµόριο  µ+kσ  µε  την αντίστοιχη  τιµή  του  k, στηρίζεται  η 

λογική  του  Value at Risk. Στην συνέχεια θα δούµε  κάποια 

παραδείγµατα γνωστών κατανοµών (βλέπε  Panjer H., 2006). 

 

 

Παράδειγµα Κανονικής Κατανοµής:  

Έστω κανονική  κατανοµή  Ν(µ ,σ2), και  συνάρτηση  πιθανότητας  

 

 
 

Θα δούµε  πως µπορούν να εκφραστούν τα µέτρα κινδύνου του  

VaR και  του  ES για  την συγκεκριµένη  κατανοµή .  

 

Όπως  είδαµε  και  παραπάνω, φ(X) και  Φ(X) θεωρούµε  την 

συνάρτηση  πυκνότητας πιθανότητας (pdf) και  συνάρτηση  

κατανοµής  (cdf) της τυποποιηµένης κανονικής  κατανοµής, δηλαδή  

της Ν(0,1). 

 

Συνάρτηση  ποσοστηµορίου  (Quanti le Function) µιας  κατανοµής  

είναι  η  αντίστροφη  συνάρτηση  της  συνάρτησης  κατανοµής (cdf). 

Αυτή  η  συνάρτηση  για την τυποποιηµένη  κανονική  κατανοµή  

ονοµάζεται  probit function, συµβολίζεται  µε  Φ -1(p) και  εκφράζεται 

µε  την αντίστροφη  της error function: 

 

 
 

Το  Φ -1(p) ποσοστηµόριο  συνήθως  συµβολίζεται  ως zp. Έτσι  

λοιπόν η  τυχαία µεταβλητή  Χ θα υπερβεί  το  µ+σzp µε  πιθανότητα  

1-p, και  θα είναι  εκτός του  διαστήµατος µ σzp µε  πιθανότητα 2(1-

p). Αυτός ακριβώς  είναι  και  ο  ορισµός του  Value at Risk, οπότε , 

 

VaRα(Χ)= µ  + σΦ -1(α). 

 

 

Στην συνέχεια θα  αναζητήσουµε  το  µέτρο  της  Αναµενόµενης  

Αποµείωσης Κινδύνου.  Έστω ότι  . Το  TVaR ή  ES θα είναι 

(βλέπε  Hult and Lindskog, 2007): 
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Ενώ για το  CTE αν  έχουµε  (βλέπε  Hult and Lindskog, 

2007): 

 

                         

                                            

                                            

                                            

                                  

 

 

 

Παράδειγµα Εκθετικής Κατανοµής: 

Θα δούµε  τώρα  τα  ίδια µέτρα κινδύνου για την περίπτωση  της 

εκθετικής. Έστω ότι  η  τυχαία µας µεταβλητή  ακολουθεί  εκθετική  

κατανοµή  µε  µέσο  θ , δηλαδή  Χ Ε( ), τότε  η  pdf θα είναι  

 

 

 
 

Η quanti le function της εκθετικής είναι  η  F -1(p;λ) όπου  ισχύει  
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και  στην δικιά µας την περίπτωση  λοιπόν έχουµε  

 

VaRα(Χ)= θ ln(1-α) 

 

και  

 

TVaRα(X) = VaRα(Χ) + θ. 

 

Παρατηρούµε  ότι  η  αναµενόµενη  µέση  ζηµιά που  ξεπερνάει  το 

VaR είναι  πάντα  το  µέσο  θ  για κάθε  τιµή  του  α και  αυτό  γιατί  η 

εκθετική  κατανοµή  είναι  η  µόνη  συνεχής κατανοµή  πιθανοτήτων 

που  δεν έχει  µνήµη . (βλέπε  Panjer, 2006). 

 

 

Παράδειγµα Κατανοµής t: 

Τέλος θα δούµε  την κατανοµή  t και  πως διαµορφώνονται  τα 

συγκεκριµένα µέτρα κινδύνου Έστω η  µη  τυποποιηµένη  t  

κατανοµή  µε  locat ion παράµετρο  µ ,  scale παράµετρο  σ , και  v 

βαθµούς ελευθερίας, µε  Χ=µ+σΤ . Τότε  η  pdf δίνεται  από  τον 

παρακάτω τύπο , 

 

 
 

Έστω t (x) και  T(x) η  pdf και  η  cdf της τυποποιηµένης κατανοµής t,  

µε  µ=0 και  σ=1, µε  βαθµούς ελευθερίας ν>2. Τότε  

 

VaRα(Χ) = µ + σΤ -1(α) 

 

και  το  TVaR ή  ES προκύπτει  από  τον τύπο  (βλέπε  Panjer H., 

2006): 
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Το  TVaR όπως θα δούµε  και  παρακάτω, είναι  συνεπές µέτρο  

κινδύνου. Παρόλα  αυτά όταν το  χρησιµοποιούµε , ποτέ  δεν 

ασχολούµαστε  µε  το  πρόβληµα της υποπροσθετικής του  VaR. 

Παρόλα  αυτά το  TVaR είναι  πολύ  κατάλληλο  µέτρο  κινδύνου  για 

να  εκτιµήσουµε  τι  συµβαίνει  πέρα από  το  VaR, δίνοντας  µας  την 

µέση  τιµή  της ζηµιάς που  το  υπερβαίνει .  

 

 

 

4 . 1  Αναµενόµενη  Αποµε ίωση  Κινδύνου  

( E x pe c t e d  S ho r t f a l l )  κα ι  C TE  στον  Αναλογ ισµό  

Οι  παραπάνω  ορισµοί  και  πηγές αναφέρονται  σε 

χρηµατοοικονοµικά  προϊόντα, για αυτό  το  λόγο  βλέπουµε  το  

αρνητικό  πρόσηµο  στους τύπους του  µέτρου CTE στην σχέση  

(4.2),  ο  οποίος ούτως η  άλλως χρειάζεται  τροποποίηση  για να 

εξυπηρετήσει  τις ανάγκες του  ασφαλιστικού  κλάδου.  

 

Έτσι  λοιπόν ως CTE θεωρούµε  την µέση  αναµένοµενη  ζηµιά των 

χειροτέρων (1-α) σεναρίων της ζηµιοκατανοµής. Η µέση  τιµή  του 

µέρους της κατανοµής πάνω από  το  Qα. Έχουµε  δηλαδή  

 

CTEα = E [ L|L>Qα  ].  

 

Αυτός ο  τύπος  ισχύει  όταν το  Qα δεν πέφτει  σε  σηµείο  που  έχουµε  

µάζα πιθανότητας .  

 

Ας δούµε  ένα από  παράδειγµα για την διακριτή  περίπτωση . 
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Παράδειγµα:  (βλέπε  Hardy, 2006) Έχω Χ τυχαία µεταβλητή  που 

δηλώνει  ζηµιές µε  πιθανότητα σύµφωνα  µε  τον παρακάτω πίνακα 

 

 

Χ  Prob 

0 0,90 

100 0,06 

1000 0,04 

 

 

Έστω ότι  ζητάµε  το  CTE0,90. ∆ηλαδή  βάση  του  παραπάνω τύπου 

CTE0,90=E[X|X>Q0,90]. Για  το  90% τεταρτηµόριο  όµως,  Q0,90=0. 

Οπότε  κάνοντας χρήση  του  τύπου (4.2) έχουµε  

 

CTE0,90= E[X|X>0]=  

 

δηλαδή  460 είναι  η  µέση  ζηµιά για το  ακραίο  10% της κατανοµής. 

Ας αναζητήσουµε  τώρα το  95% τεταρτηµόριο . Παρατηρούµε  ότι το  

Q96=Q95=100. Έτσι  για να βρούµε  το  µέσο  για το  άνω 5%, έχουµε  

την τιµή  που  παίρνει  µε  πιθανότητα 0,04 (1000) και  την τιµή  που 

θα πάρει  για την υπόλοιπη  πιθανότητα που  ζητάµε  0,01 (100). 

∆ηλαδή , 

 

CTE0,95=  

 

Ενώ για την συνεχή  κατανοµή  έχουµε  τον µέσο  όρο  που  

προκύπτει  από  τον τύπο  

 

 
 

 

Παρατηρήσεις: Ακολουθούν µερικές παρατηρήσεις πάνω  στο  

ποσοστηµόριο  Qα και  στο  CTE ή  διαφορετικά στο  VaR και  στο  ES: 

(βλέπε Hardy, 2006) 

 

1. Ισχύει  πάντα TCEα  α, µε  την ισότητα να ισχύει  όταν το  Qα 

είναι  η  µεγαλύτερη  τιµή  που  µπορεί  να  πάρει  η  τυχαία  µας 

µεταβλητή . 

2. TCE0%  είναι  απλά η  µέση  τιµή  της µεταβλητής µας. 

3. Q0%  είναι  η  ελάχιστη  ζηµιά, ενώ το  Q50%  είναι  η  διάµεση 

(median) τιµή  των ζηµιών.  
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4. Από  το  σχεδιάγραµµα 4.1 που  ακολουθεί , βλέπουµε  την 

κατανοµή  του  CTE και  του  Q για τα τρία παραπάνω  

παραδείγµατα κατανοµών που  είχαµε  αναλύσει  (για  την 

κανονική  κατανοµή , για κατανοµή  Pareto και  για την 

Lognormal Put Option κατανοµή) και  τις τιµές που  παίρνουν 

σε  τιµές του  α  µεταξύ 0 και  1. Στο  πρώτο  διάγραµµα 

παρατηρούµε  ότι  για α=0, στην Paretο  και  στην Put Option οι 

τιµές του  VaR είναι  0, µιας και  είναι  η  µικρότερη  δυνατή  

ζηµιά. Για την κανονική  κατανοµή  έχουµε  και  αρνητικές τ ιµές. 

Στην Put Option η  τιµή  του  Q παραµένει  µηδέν για κάθε 

α<0,875. Στο  διάγραµµα του  TCE στην αριστερή  µεριά 

παρατηρούµε  ότι  οι  τρις µας περιπτώσεις συγκλίνουν,  µιας 

και  έχουν ίδια µέση  ζηµιά. Στην δεξιά ουρά έχουµε  απότοµη 

αύξηση  των τιµών,  κάτι  το  οποίο  οφείλεται  στις βαριές ουρές 

των συναρτήσεων,  και  κυρίως της Pareto. Έτσι  οι  ακραίες 

τιµές του  TCE, για τιµές του  α που  τείνουν στο  ένα, 

υποδηλώνουν πολύ  µεγάλες πιθανές  ζηµιές. Η µεγαλύτερη  

τιµή  του  α στο  σχήµα µας είναι  0,999 και  σε  αυτό  το  σηµείο , 

η  Pareto έχει  τιµή  για το  µέτρο  κινδύνου $1634, η  κανονική  

έχει  $400, ενώ η  Put Option $783. 

5. Για τις περιπτώσεις που  µελετάµε  τιµές, όπως η  ζηµίες που  

θα έχει  ο  κλάδος αστικής  ευθύνης µιας ασφαλιστικής 

εταιρείας, οι  οποίες δεν µπορεί  να πάρουν αρνητικές τιµές, 

θα πρέπει  να αφαιρέσουµε  αυτές  τις τιµές. Έτσι  στην 

κανονική  κατανοµή  θα θεωρήσουµε  µηδέν το  µέτρο  κινδύνου  

µας για κάθε  α<0,38, ενώ για τις  υπόλοιπες τιµές του  ισχύει  

το  υπάρχον σχεδιάγραµµα. Βέβαια σε  αυτήν την περίπτωση  

θα είχαµε  και  αύξηση  του  TCE για  τις τιµές του  α<0,38, 

καθώς  θα καθώς θα καθοριζόταν από  τον τύπο   

 

TCE = Ε [max(L,0)|L>Qα]. 
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4 . 2  ∆ ι α κ ύ µ α ν σ η  τ ο υ  C T E  

Μιας λοιπόν και  το  Condit ional Tail Expectation έχει  αρχίσει  να 

επεκτείνεται  συνεχώς σε  αναλογιστικές πρακτικές (π.χ.  Καναδά  

και  American Academy of Actuaries προτείνεται  ως µέτρο 

κινδύνου για την εκτίµηση  του  κεφαλαίου  βάση  κινδύνου) και  να 

γίνεται  όλο  και  πιο  δηµοφιλές στον χώρο , διαφαίνεται  ότι  ήρθε  για 

να  µείνει  και  να εξελιχθεί .  

 

Το  πρώτο  σηµαντικό  πλεονέκτηµα του  CTE είναι  ότι  είναι  εύκολο 

στον υπολογισµό  και  φερέγγυο  παράδειγµα του  τρόπου  µε  τον 

Πίνακας 4.1 (βλέπε Hardy, 2006) 
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οποίο  κινείται  η  δεξιά ουρά, µε  πιστικά αποτελέσµατα  για τα tail  

risk measures και  µε  συνεχώς  αυξανόµενη  χρήση  πλέον και  στην 

χρηµατοοικονοµική  ανάλυση .  Το  δεύτερο πλεονέκτηµα  του  είναι  

ότι  είναι  συνεπές µέτρο  κινδύνου, κάτι  µε  το  οποίο  θα 

ασχοληθούµε  εκτενώς στο  επόµενο  κεφάλαιο , καθώς επίσης και  

το  ότι  δεν είναι  ιδιαίτερα ευαίσθητο  σε  λάθη  του  δείγµατος όπως  

είναι  άλλα πιο  παραδοσιακά µέτρα κινδύνου ή  το  VaR.  

 

∆εδοµένης λοιπόν της σηµαντικότητας αυτού  του  µέτρου θα 

πρέπει  να  κάνουµε  και  µια προσέγγιση  του  λάθους που  ενδέχεται  

να έχει  η  εκτίµησή  µας. Το  πόσο  δηλαδή  απόκλιση  µπορεί  να έχει 

από  την µέση  τιµή  και  κατ '  επέκταση , από  τα πραγµατικά 

µελλοντικά δεδοµένα . Έτσι  λοιπόν θα  κάνουµε  µια εισαγωγή  στην 

διακύµανση  του CTE. Να κάνουµε  για άλλη  µια φορά την 

παρατήρηση , ότι  όπως και  στην εργασία των John Manistre and 

Geoffrey Hancock (2008, 2013), όταν µιλάµε  για CTE, µιλάµε 

ακριβώς και  για το  ES ή  το  Tail VaR. 

 

Έστω λοιπόν ότι  θέλουµε  να εκτιµήσουµε  το  Condit ional Tail  

Expectation µιας τυχαίας µεταβλητής Χ, µε  συνάρτηση  κατανοµής 

 για κάποιο  α επίπεδο . Έτσι  λοιπόν θα έχουµε  να  

υπολογίσουµε  το  µέτρο  (βλέπε  Manistre and Hancock, 2008 and 

2013) 

 

 
 

µε  qα το  γνωστό  µας α-quantile ή  VaRα , όπου  

 

 
 

Πριν συνεχίσουµε  την προσπάθειά µας να προσεγγίσουµε  την 

διακύµανση  του  CTE, θα κάνουµε  την παραδοχή  ότι  το  VaR δεν 

πέφτει  σε  µάζα πιθανότητας για να διευκολύνουµε  την µελέτη  µας. 

 

Όταν το  Χ είναι  άγνωστο , ο  πιο  συνήθης τρόπος να 

προσεγγίσουµε  το  πρόβληµα είναι  να  ξεκινήσουµε  µε  ένα τυχαίο  

δείγµα  πλήθους n από  την συνάρτηση  κατανοµή  F(x) 

και  στην συνέχεια να  τα ταξινοµήσουµε  µε  τον ακόλουθo τρόπο  

(βλέπε  Manistre and Hancock, 2008 and 2013) 

 

 
 

Από  αυτά τα στατιστικά δεδοµένα , το  CTE για το  επίπεδο 
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, δίνεται  από  το  µέσο  των k υψηλότερων ταξινοµηµένων 

στατιστικών δεδοµένων, δηλαδή  

 
 

Η διακύµανση  της  εκτίµησης είναι  δύσκολο  να βρεθεί  γιατί  τα 

ταξινοµηµένα στατιστικά δεδοµένα δεν είναι  ανεξάρτητα. Αυτό 

σηµαίνει  ότι  η  προφανής τυπική  απόκλιση  του  CTE Estimator 

(SDE) δεν είναι  τόσο  φερέγγυα: 

 

 
 

Η ασυνέπεια του  παραπάνω τύπου έγκειται  στο  ότι  υπολογίζουµε  

πρώτα δύο  ποσότητες. Αυτές είναι : 

1. Το   quantile. Για  να προσεγγίσουµε  αυτό  το 

ποσοστηµόριο , έχουµε  χρησιµοποιήσει  το  k- ιοστό 

ταξινοµηµένο  δεδοµένο , δηλαδή  το  . 

2. Το  CTE που  υπερβαίνει  το  α-quantile. 

 

Η αβεβαιότητα αυτών των δύο  παραγόντων, πρώτα  στο  να  

υπολογίσουµε  το  CTE και  στην συνέχεια να  εκτιµήσουµε  την SDE, 

έχει  ως αποτέλεσµα ο  παραπάνω  τύπος της SDE να µην 

ανταποκρίνεται  στην πραγµατικότητα.  

 

Ένας άλλος τρόπος να υπολογίσουµε  την διακύµανση  από  τα  k 

ταξινοµηµένα δεδοµένα είναι  ο  ακόλουθος: 

 

 
 

Ο πρώτος όρος είναι  διαφορετικά η  ποσότητα 

, ενώ ο  δεύτερος όρος µπορεί  να εκτιµηθεί 

όταν έχουµε  ένα  µεγάλο  δείγµα (τέτοιο  όπως ). Μια 

προσέγγιση  της διακύµανσης είναι  λοιπόν ο  παρακάτω  τύπος: 
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Παρατηρούµε  ότι  στην περίπτωση  που  έχουµε  α=0, η  διακύµανση  

της εκτίµησής µας  ισούται  µε  το  . Αυτό  συµφωνεί  µε  τον 

ορισµό  του  TCE, αφού   τότε  θα έχουµε  k=n και  θα είναι  το 

µέσο  του  δείγµατος  

 

Όταν η  κατανοµή  µας έχει  βαριά ουρά, ο  πρώτος όρος είναι  που  

επικρατεί  σε  αντίθεση  µε  τις κατανοµές που  δεν έχουν µεγάλες  

αποκλίσεις στην δεξιά ουρά, όπου  ο  δεύτερος όρος αρχίζει  να  

αποκτά σηµασία. (βλέπε  Manistre and Hancock, 2008 and 2013). 
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5  Η  αναµενόµενη  αποµε ίωση  κ ινδύνου  ως  

συνεπές  µέτρο  κ ινδύνου  (Coherency of  ES)  

Ας δούµε  τώρα πόσο  συνεπές  µέτρο  είναι  το  ES. Το  µέτρο  αυτό  

δηµιουργήθηκε  όπως επισηµάναµε  για να µπορούµε  να 

εκτιµήσουµε  τις ζηµιές που  είναι  κρυµµένες στην δεξιά ουρά. Θα 

αποδείξουµε  ότι  ισχύει  η  βασική  ιδιότητα των συνεπών µέτρων, 

αυτή  της υποπροσθετικής. 

 

Πρόταση: Για κάθε  α ∈ [0, 1] και για κάθε Χ  και Υ  χαρτοφυλάκια, 

ισχύει 

 

ESα(X) + ESα(Y ) ≥ ESα(X + Y). 

 

Απόδειξη : Ας δούµε  αρχικά  την διακριτή  περίπτωση  όπου  τα Χ και  

Υ σενάρια έχουν έναν συγκεκριµένο  αριθµό  πλήθους που  

µπορούν να πάρουν Ν, δηλαδή  {Xi,Yi} όπου i=1 ,...,N µε  ίση 

πιθανότητα να συµβεί  το  κάθε  ένα 1/Ν . (Βλέπε  Acerbi, 2003). 

 

Σε  αυτήν την περίπτωση , η  συνάρτηση  κατανοµής oρίζεται  ως 

εξής (βλέπε  Acerbi,  2003): 

 

 
 

Η απόδειξη  είναι  απλή  (βλέπε  Dowd and Blake, 2006 and Acerbi, 

2003): 

 

ESα(X) + ESα(Y)=  

=(το  µέσο  των Να χειρότερων σεναρίων του  Χ)+(το  µέσο  των Να 

χειρότερων σεναρίων του  Υ) 

 (το  µέσο  των Να χειρότερων σεναρίων  του  Χ+Υ) 

= ESα(X + Y). 

 

Θα δούµε  τώρα  ένα υποθετικό  παράδειγµα µε  τιµές που  

αντιστοιχούν σε  ζηµιές ασφαλιστικών εταιριών και  θα αποδείξουµε 

πρακτικά ότι  ισχύει  για την αποµείωση  κινδύνου η  υποπροσθετική 

ιδιότητα και  θα µας βοηθήσει  να κατανοήσουµε  τον τύπο  (5.1). 

 

Σε  αυτήν την περίπτωση , οι  χειρότερες  τιµές, οι  ακραίες τιµές, δεν 

είναι  αρνητικές τιµές, όπως το  πόσο  θα πέσει  η  τιµή  µιας µετοχής,  

αλλά µεγάλα θετικά ποσά που  αφορούν µεγάλες  ζηµιές. 
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Αποζηµιώσεις δηλαδή  που  είναι  συνήθως το  1% των ζηµιών µιας  

εταιρείας και  µπορούν να  εξαντλήσουν το  κεφάλαιο  κάλυψης 

(συνήθως θανατηφόρα  ή  µε  σοβαρές σωµατικές αναπηρίες). 

 

Παράδειγµα: Έστω δύο  ασφαλιστικές εταιρείες Χ  και  Υ.  

Θεωρούµε  ότι  το  κεφάλαιο  κάλυψης για σωµατικές βλάβες είναι  € 

750.000 ανά παθόντα,  ενώ για τις  υλικές ζηµιές € 750.000 ανά 

ζηµιά και  ας υποθέσουµε  ότι  αυτό ίσχυε  για όλο  το  2012 (από  

01/06/2012 το  κεφάλαιο  κάλυψης αυξήθηκε  στα € 1.000.000 ανά  

παθόντα και  € 1.000.000 για υλικές ζηµιές  στο  σύνολο  της  

ζηµιάς). Στον Πίνακα 5.1 παρατίθενται  οι  αποζηµιώσεις που  έχουν 

δοθεί  ανά µήνα  του  2012, για  ζηµιές  που  το  ποσό  αποζηµίωσης 

ξεπερνά τα 500.000. Οι  τρεις χειρότερες περιπτώσεις της κάθε 

εταιρείας είναι  µε  µαύρα γράµµατα. Στον Πίνακα 5.2, 

συγκεντρώνουµε  τις τρεις χειρότερες περιπτώσεις  για το 

άθροισµα των εταιριών,  Χ+Υ. 

 

 

ΜΗΝΕΣ 2012 Χ  Υ Χ+Υ 

1 1.225 832 2.057 

2 944 0 944 

3 732 1.083 1.815 

4 1.543 932 2.475 

5 863 998 1.861 

6 0 632 632 

7 632 906 1.538 

8 957 0 957 

9 0 0 0 

10 632 1.163 1.795 

11 876 721 1.597 

12 0 0 0 

 

 

Ας δούµε  τώρα  την αναµενόµενη  αποµείωση  κινδύνου για  το  25%, 

δηλαδή  για τις τρεις χειρότερες των περιπτώσεων του  Χ+Υ.  

 

 

Πίνακας 5.1: Ζηµιές άνω των €500.000. Τιµές εκφρασµένες σε χιλιάδες. 
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Στην συνέχεια θα δούµε  το  άθροισµα του  ES για την κάθε  εταιρεία 

χώρια. 

 

 
 

 

ΜΗΝΕΣ 2012 Χ  Υ Χ+Υ 

4 1.543  932 2.475 

1 1.225 832 2.057 

5 863 998  1.861 

3 732  1.083 1.815 

10 632 1.163  1.795 

11 876 721 1.597 

7 632 906 1.538 

8 957  0 957 

2 944 0 944 

6 0 632  632 

9 0 0 0 

 

Και  σε  αυτό  το  παράδειγµα παρατηρούµε  ότι  

 

 
 

Τα αποτελέσµατα αυτά θα µπορούσαν να µας οδηγήσουµε  στο 

συµπέρασµα ότι  το  ES ως  συνεπές  µέτρο  κινδύνου  θα 

αποδεικνύει  ότι  το  κεφάλαιο  που  θα χρειαστεί  µια εταιρεία για να  

καλύψει  τον κίνδυνο  των ακραίων περιπτώσεων (δεξιά ουρά),  θα  

είναι  µικρότερο  αν συγχωνευθεί  µε  µια δεύτερη. Το  από  κοινού  

τους κεφάλαιο  φερεγγυότητας θα είναι  µικρότερο  από  το  άθροισµα 

των κεφαλαίων που  θα έβαζε  η  κάθε  εταιρεία χώρια.  

 

Στην συνέχεια θα  δούµε  µε  ένα  αντίστοιχα απλό  παράδειγµα ότι 

το  µέτρα του  VaR δεν καλύπτει  την υποπροσθετική  ιδιότητα, 

δηλαδή :  

 

VaRα(X) + VaRα(Y) VaRα(X+Y). 

 

Πίνακας 5.2: Ταξινοµηµένα βάση συνολικής ζηµιάς Χ+Υ 
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Παράδειγµα: (βλέπε  Acerbi, 2003) Έστω ένα ριψοκίνδυνο  

οµόλογο  Α  το  οποίο  όταν δεν έχουµε  την πιθανότητα χρεοκοπίας 

(default), πληρώνει  κουπόνι  8$ συν την εξαγορά του  100$. 

Υποθέτουµε  επίσης ότι  µπορεί  να χρεοκοπήσει  µερικώς (soft 

default) µε  πιθανότητα 2% και  να  χάσει  την απόδοση  του 

κουπονιού , ενώ υπάρχει  και  η  πιθανότητα ολοκληρωτικής 

χρεοκοπίας 3% (hard default) στην οποία χάνει  και  το  κουπόνι  και 

την αξία της. Θεωρούµε  ότι  υπάρχει  και  ένα δεύτερο οµόλογο  Β , 

µε  ακριβώς τα ίδια χαρακτηριστικά. Κάνουµε  την υπόθεση  ότι  δεν 

µπορούν να κάνουν και  τα δύο  οµόλογα ταυτόχρονα default. Όταν 

χρεοκοπεί  το  ένα δεν µπορεί  να  χρεοκοπήσει  και  το  δεύτερο. 

Τέλος, θεωρούµε  ότι  το  κάθε  οµόλογο  πωλείται  στα 104,6$. Στον 

πίνακα 5.3 που  ακολουθεί , βλέπουµε  αναλυτικά τις αποδόσεις του 

κάθε  οµολόγου  µε  τις αντίστοιχες πιθανότητες,  καθώς και  τα  

κέρδη  ή  ζηµίες (prof it & loss) που  έχει  το  χαρτοφυλάκιο  που 

αποτελείται  από  αυτά τα δύο  οµόλογα.   

 

 

 

Θα αναλύσουµε  στην συνέχεια και  θα συγκρίνουµε  τα µέτρα 

VaR5%  και  ES5% . Παρατηρούµε  επίσης ότι  το  ένα οµόλογο  είναι  

πολύ  καλό  hedge του  δεύτερου οµολόγου , µιας  και  το  default του  

ενός αποκλείει  την χρεοκοπία του  άλλου . Έτσι  επιτυγχάνουµε  

πολύ  καλό  καταµερισµό  κινδύνου (diversif icat ion) στο  

χαρτοφυλάκιό  µας.  Σύµφωνα λοιπόν µε  το  ορισµό  του  VaR, θα 

αναζητήσουµε  την καλύτερη  περίπτωση  από  τις 5% χειρότερες 

περιπτώσεις.  

VaR5%(A) = VaR5%(B) = 4.6 $, 

 

VaR5%(A + B) = 101.2 $. 

 

Παρατηρούµε  επίσης ότι  για το  VaR δεν ισχύει  την υποπροσθετική 

ιδιότητα γιατί  

 

Πίνακας 5.3 
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VaR5%(A) + VaR5%(B) = 9.2 $ < VaR5%(A + B) = 101.2 $. 

Για το  ES θα  πάρουµε  το  µέσο  των 5% χειρότερων περιπτώσεων 

του  κάθε  χαρτοφυλάκιο . ∆ηλαδή ,  

 

ES5%(A) = ES5%(B) = (104.6 $ × 3% + 4.6 $ × 2%)/5% = 64.6 $, 

 

ES5%(A + B) = (101.2 $ × 5%)/5% = 101.2 $, 

 

και  όπως βλέπουµε  ES5%(A+B) < ES5%(A) + ES5%(B), δηλαδή  

όπως περιµέναµε , το  µέτρο  του expected shortfall καλύπτει  την 

βασική  ιδιότητα των συνεπών µέτρων κινδύνων.   

 

Η αναµενόµενη  αποµείωση  κινδύνου χρησιµοποιείται και  είναι  

πολύ  δηµοφιλής  στον αναλογισµό  και  στον ασφαλιστικό  κλάδο , 

διότι  πέρα του  ότι  ανήκει  στην κατηγορία συνεπών  µέτρων, 

εξυπηρετεί  ανάγκες  που  είναι  καθαρά ασφαλιστικές, πχ βάση  τον 

µέσο  όρο  των ζηµιών που  θα  ξεπεράσουν την ανώτερη  τιµή  που 

θα καλυφθεί  από  την εταιρεία, θα στραφεί  στην αντασφάλιση  για 

να καλύψει  αυτόν τον κίνδυνο . Τέλος είναι  αρκετά εύκολος ο  

υπολογισµός του .  Στην αναλογιστική  παίρνουµε  έναν  µεγάλο  

αριθµό  σεναρίων ζηµιών και  υπολογίσουµε  τον µέσο  όρο  των 

100(1-α)% µεγαλύτερων ζηµιών. 
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6  Γενικευµένα  Σενάρια  Μέτρων  Κινδύνου  

κα ι  Φασµατ ικά  Μέτρα  Κινδύνου  

Η θεωρία του  συνεπούς µέτρου  κινδύνου έχει  κάποιες  

ενδιαφέρουσες επιπλοκές.  Αποδεικνύεται  π.χ.  ότι  τα 

αποτελέσµατα που  στηρίζονται  στα  σενάρια (scenario analyses) ή  

στα stress tests, µπορούν να θεωρηθούν ως συνεπή  µέτρα 

κινδύνου. Έστω ότι  τα αποτελέσµατα από  µια τέτοια προσέγγιση 

είναι  οι  ακραίες τιµές µια κατανοµής , που  στηρίζεται  σε  κάποιες 

πιθανότητες και  ανήκουν στην ουρά  της κατανοµής αυτής. Ο 

µέσος όρος λοιπόν  αυτών των ζηµιών,  είναι  το  ES, η  µέση  τιµή 

των ακραίων τιµών που  ξεπερνούν ένα συγκεκριµένο  α-quanti le. 

Εφόσον λοιπόν το  ES είναι  συνεπές µέτρο  κινδύνου, κατ '  

επέκταση  και  τα αποτελέσµατα του  scenarios analyses αποτελούν 

συνεπή  µέτρα (βλέπε  Dowd and Blake, 2006). 

 

Ας δούµε  πρακτικά πως µπορούµε  να χρησιµοποιήσουµε  το 

scenario analyses. Έστω ένα σύνολο  σεναρίων (General ized 

Scenarios) - το  σύνολο  n  ζηµιών και  µια οικογένεια κατανοµών 

από  την οποία προέρχονται  οι  ζηµιές. Χρησιµοποιώντας κάποια 

από  αυτές τις κατανοµές, παίρνουµε  ένα ES. Στην συνέχεια  

χρησιµοποιούµε  µια άλλη  από  της  κατανοµές και  θα  καταλήξουµε  

σε  ένα διαφορετικό  ES. Αυτήν την διαδικασία την 

επαναλαµβάνουµε  για όλες τις κατανοµές. Έστω λοιπόν ότι  το  

επαναλαµβάνουµε  m φορές και  έχουµε  αντίστοιχα ES που  πρέπει  

να συγκρίνουµε . Από  όλα τα αποτελέσµατα που  θα πάρουµε , το 

ES µε  την µεγαλύτερη  τιµή  θα είναι  ένα  συνεπές µέτρο  κινδύνου 

(βλέπε  Dowd and Blake, 2006). 

 

Έστω  ότι  n=1, τότε  έχουµε  µόνο  µία  δεξιά ουρά στην οποία θα 

εφαρµόσουµε  κάθε  σενάριο . Οπότε  και  κάθε  ES θα είναι  ίδιο . Αν 

επίσης m=1,  τότε  θα έχουµε  ένα  µόνο  σενάριο  και  το  ES που  θα 

προκύψει , θα είναι  συνεπές. Αν m>1,  τότε  όπως είπαµε , η  

µεγαλύτερη  αναµενόµενη  ζηµιά των m χειρότερων σεναρίων, είναι 

επίσης συνεπές µέτρο  κινδύνου (βλέπε  Dowd and Blake, 2006). 

 

Βλέπουµε  λοιπόν ότι  τα αποτελέσµατα  των σεναρίων είναι  συνεπή  

µέτρα κινδύνου. Αυτό  είναι  χρήσιµο  γιατί  µπορούµε  να  πάρουµε  

ως µέτρα, τα αποτελέσµατα αυτά και  να καταλήξουµε  στις 

µεγαλύτερες ή  στις µέσες τιµές που  έχουν προκύψει  βάση 

πιθανοτήτων. 

 

Γενικά αυτό  που  χρειαζόµαστε  είναι  τα ποσά των ζηµιών,  σε  ένα  



 54 

ποσοστηµόριο  µιας κατανοµής ζηµιών, η  κατανοµή  που  θα 

χρησιµοποιήσουµε , η  οποία µας δίνει  τις πιθανότητές µας, και  τον 

τύπο  του  µέτρου που  ψάχνουµε . 

 

Σύµφωνα µε  Ηult and Lindskog (2007), µας δίνεται  η  παρακάτω 

πρόταση , η  οποία όµως αναφέρεται  κυρίως σε  χρηµατοοικονοµικά  

προοϊόντα. 

 

Πρόταση  6.1: ∆οθέντως συνολικής επιστροφής r µιας επένδυσης,  

το  µέτρο  κινδύνου  ρ είναι  συνεπές  αν και  µόνο  αν υπάρχει  µια 

οικογένεια πιθανοτήτων  τέτοια ώστε  

 

 
 

Στην περίπτωση  που  το  ρ θέλουµε  να  χρησιµοποιηθεί  για 

ασφαλιστικούς λόγους, τότε  µε   ο  προυγούµενος τύπος 

µεταφράζεται  ως εξείς: για κάθε   έχουµε  

 

 
 

Παράδειγµα: Ένα χαρακτηριστικό  παράδειγµα εκτίµησης 

συνεπούς µέτρου  κινδύνου µε  την χρήση  σεναρίων,  το  οποίο 

αναφέρεται  σε  πολλές  εργασίες,  είναι  το  SPAN  margin system 

που  χρησιµοποιείται  από  το  Chicago Mercantile Exchange. 

(βλέπε  Artzner, 1999) 

 

Ας δούµε  λοιπόν πως υπολογίζεται  το  εσωτερικό  όριο  βάση  του 

SPAN margin system, για µια συγκεκριµένη  εταιρεία συναλλαγών,  

το  οποίο  προκύπτει  από  ένα χαρτοφυλάκιο  µε  διάφορα συµβόλαια 

puts και  cal ls. Το  SPAN margin λοιπόν υπολογίζεται  ως  εξής· για 

αρχή  παίρνουµε  14 σενάρια, όπου  το  κάθε  σενάριο  

χαρακτηρίζεται  από  κίνηση  των τιµών προς τα  πάνω,  προς  τα 

κάτω ή  στασιµότητας και  αυτό  σε  αναλογία 1/3, 2/3 και  3/3. Στην 

συνέχεια παίρνουµε  άλλα δύο  σενάρια, τα οποία χαρακτηρίζονται  

ως ακραία (extreme) µε  ανοδική  και  καθοδική  κίνηση  στις 

µελλοντικές τιµές. Το  µέτρο  κινδύνου θα είναι  η  µέγιστη  ζηµιά που 

θα προκύψει  από  τα πρώτα 14 σενάρια και  από  το  35% των 

ζηµιών των 2 ακραίων σεναρίων. Παίρνοντας  το  35% αυτών των 

ζηµιών είναι  µια προσαρµογή  εξαιτίας της µικρής πιθανότητας  

που  έχουν αυτά τα  σενάρια σε  σχέση  µε  τα υπόλοιπα 14. Για το  

κάθε  σενάριο  και  τις µελλοντικές  τιµές χρησιµοποιείται ένα  

συγκεκριµένο  µοντέλο . 
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Ο επενδυτής του  παραπάνω χαρτοφυλακίου  λοιπόν, θα πρέπει  να  

έχει  αυτό  το  κεφάλαιο  που  θα καλύψει  την µέγιστη  αναµενόµενη  

ζηµιά σύµφωνα µε  το  µέτρο  κινδύνου . ∆ιαφορετικά θα πρέπει  να 

προσθέσει  κεφάλαιο  ώστε  να φτάσει  το  SPAN margin. Αυτό  το 

µέτρο  κινδύνου µε  τα παραπάνω  ποσοστά, ονοµάζεται  και 

γενικευµένο  σενάριο . Επίσης αποτελεί  συνεπές µέτρο  κινδύνου 

γιατί  το  απαιτούµενο  κεφάλαιο  είναι  ίδιο  µε  την µέγιστη 

αναµενόµενη  ζηµιά. 

 

Γενικεύοντας το  παραπάνω µέτρο  κινδύνου βάση  της SPAN 

εκτίµησης, έχουµε  τον παρακάτω ορισµό · 

 

Ορισµός  6.1: Έστω  το  µέτρο  κινδύνου που  καθορίζεται  από 

ένα  µη  κενό  σύνολο  πιθανοτήτων  ή  "γενικευµένων σεναρίων" 

ενός Ω  χώρου  και  συνολικής επιστροφής r, τότε  έχουµε  (βλέπε  

Artzner, 1998), 

 

 
 

Πρόταση 6.2: ∆εδοµένης της συνολικής επιστροφής r και  ενός µη  

κενού συνόλου   πιθανοτήτων ή  "γενικευµένων σεναρίων",  σε  ένα  

χώρο  Ω, το   του  παραπάνω ορισµού ,  είναι  ένα συνεπές  µέτρο 

κινδύνου. Μόνο  και  µόνο  αν το  σύνολο  των πιθανοτήτων  

ισούται  µε  τον χώρο  Ω. (βλέπε  Artzner, 1998). 

 

 

 

6 . 1  Φ α σ µ α τ ι κ ά  Μ έ τ ρ α  Κ ι ν δ ύ ν ο υ  

S p e c t r a l  R i s k  M e a s u r e s  

Άλλη  µια  κατηγορία µέτρων κινδύνου στην οποία όµως δεν θα 

σταθούµε  ιδιαίτερα είναι  τα Φασµατικά Μέτρα Κινδύνου (Spectral 

Risk Measures). Έστω  Μφ µέτρο  κινδύνου και  ο  τύπος (βλέπε  

Dowd and Blake, 2006) : 

 

 
 

όπου  φ(p) το  βάρος που  σταθµίζει  το  Μφ, και  ονοµάζεται  risk 

spectrum or r isk-aversion . Το  φ(p) δίνεται  από  τον καρακάτω  

τύπο : 

 

6.1 
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Παρατηρούµε  ότι  το  Μφ είναι  ένας πιο  γενικευµένος τύπος του  ES, 

διότι  για το  διάστηµα (0,α) έχουµε  Μφ=0, και  για το  (α,1) έχουµε  

τον τύπο  του  ES όπως τον ορίσαµε . Πρέπει  όµως να µελετήσουµε 

υπό  ποιες  συνθήκες το  φ(p) κάνει  το  Μφ  συνεπές µέτρο  κινδύνου 

(βλέπε  Dowd and Blake, 2006). 

 

Συνθήκες: 

• Μη  αρνητικό : φ(p) ≥ 0 για όλα τα p [0, 1]. 

• Κανονικότητα:  

• Αύξουσα: φ(p1) ≤ φ(p2) για κάθε  0 ≤ p1  ≤ p2 ≤ 1. 

 

Η πρώτη  συνθήκη  απαιτεί  τα βάρη  να  είναι  θετικά ή  µηδενικά,  η  

δεύτερη ότι  το  άθροισµά τους κάνει  1, συνθήκες που  είναι  

προφανείς. Η τρίτη  ιδιότητα έχει περισσότερο  ενδιαφέρον.  

∆ηλώνει  ότι  τα  βάρη  που  σχετίζονται  µε  µεγαλύτερες ζηµίες , 

πρέπει  να είναι  και  µεγαλύτερα,  ή  τουλάχιστον σε  καµία 

περίπτωση   µικρότερα, από  τα βάρη  που  σχετίζονται  µε  

µικρότερες ζηµιές. Αυτή  είναι  και  ένα  βασικό  χαρακτηριστικό  των 

συνεπών µέτρων κινδύνου: το  µέτρο  πρέπει  να δίνει  µεγαλύτερο  

ποσό , ή  τουλάχιστον να έχει  το  ίδιο  βάρος, σε  σχέση  µε  

µικρότερες ζηµίες. 

 

Αυτό  εξηγεί  γιατί  το VaR δεν είναι  συνεπές µέτρο  ενώ  το  ES είναι .  

Είναι  η  αδυναµία του  VaR να καλύψει  την αύξουσα ιδιότητα. Στο 

σηµείο  α, αν δηλ. p=α, το  VaR δίνει  µεγάλο  φ(p), ενώ  σε  κάθε  

άλλη  µεγαλύτερη  ζηµία, το  φ(p) παίρνει  την τιµή  0. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

6.2 
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7  Μ έ θ ο δ ο ι  Ε κ τ ί µ η σ η ς  

( E s t i m a t i o n  M e t h o d s )  

Ας δούµε  τώρα πως µπορούµε  να εκτιµήσουµε  τα µέτρα κινδύνου. 

Αυτό  σηµαίνει  ότι  πρέπει  να  εκτιµήσουµε  ολόκληρη  ή  µέρος µιας  

ζηµιοκατανοµής. Για να επιτευχθεί  αυτό , θεωρούµε  δεδοµένα  ένα  

πλήθος πιθανοτήτων p και  θα προσπαθήσουµε  να εκτιµήσουµε  τα 

quanti le qp που  σχετίζονται  µε  αυτές. Αν η  συνάρτηση  είναι  

συνεχής θα έχουµε  το  qp σε  συνάρτηση  της συνεχούς µεταβλητής 

p, ενώ  στην διακριτή  περίπτωση  θα  έχουµε  Ν διαφορετικές τιµές 

του  qp για κάθε  p, το  οποίο  θα ισούται  µε  1/Ν, 2/Ν κτλ. (Βλέπε  

Dowd and Blake, 2006). 

 

• Αν το  µέτρο  κινδύνου είναι  το  VaR τότε  αυτό  που  αναζητάµε  

είναι  το  quanti le qp.  

• Αν το  µέτρο  είναι  συνεπές  ή  spectral , αναζητούµε  το  βάρος  

φ(p) (τύπος 6.1) που  αντιστοιχεί  στο  quanti le και  παίρνουµε 

το  αντίστοιχο  συνεπές µέτρο . Ο ευκολότερος τρόπος είναι  να  

σπάσουµε  τις συσσωρευµένες πιθανότητες σε  µικρά τµήµατα, 

π.χ.  p=0.001, p=0.002 και  να εκτιµήσουµε  για το  κάθε  p το  

αντίστοιχο  qp. Το  µέτρο  κινδύνου µας θα είναι  τελικά το  µέσο  

αυτών µε  τα φ(p) ως βάρη . 

 

Γενικά υπάρχουν τρεις τρόποι  προσέγγισης του  µέτρου κινδύνου. 

Αυτές είναι  (Βλέπε  Dowd and Blake, 2006):  

• Παραµετρική  µέθοδος 

• Μη  παραµετρική  µέθοδος 

• Στοχαστική  διαδικασία προσοµοίωσης (Monte Carlo) 

 

 

Παραµετρική Μέθοδος 

Αυτή  η  µέθοδος βασίζεται  στην παραδοχή  ότι  η  συνάρτηση  

πιθανότητας των ζηµιών ακολουθεί  µια συγκεκριµένη  παραµετρική  

φόρµα και  το  πρώτο  που  έχουµε  να κάνουµε  είναι  να εκτιµήσουµε 

ποια είναι  αυτή . Το  ποια τελικά από  τις γνωστές κατανοµές θα 

επιλέξουµε  έχει  να  κάνει  συνήθως µε  προσωπική  εκτίµηση . Ποιά  

από  όλες ταιριάζει  περισσότερο  στα δεδοµένα µας .  Βέβαια 

υπάρχουν και  κάποιες παραδοχές  τις οποίες µπορεί  να  λάβουµε  

υπόψιν στην αναζήτηση  της καταλληλότερης κατανοµής . Π.χ.  αν 

έχουµε  να κάνουµε  µε  ακραίες τιµές, θα επιλέξουµε  κατανοµές 

που  ανταποκρίνονται  σε  αυτά τα δεδοµένα.  ∆ηλαδή  αν έχουµε  να 
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κάνουµε  µε  δεδοµένα  που  αφορούν φυσικές καταστροφές, είτε  

µεγάλες απαιτήσεις αποζηµίωσης,  είτε  υψηλούς κινδύνους 

θνησιµότητας, θα πρέπει  να χρησιµοποιήσουµε  κατανοµές που 

ανταποκρίνονται  στην extreme value θεωρία, όπως του  Weibull, 

Gumbel ή  Frechet). Είτε  µπορούµε  να χρησιµοποιήσουµε  την 

Peaks Over Threshold θεωρία (την οποία θα εξετάσουµε 

διεξοδικά στο  επόµενο  κεφάλαιο), δηλαδή  να αποµονώσουµε  τις 

ακραίες τιµές θέτοντας ένα όριο . Από  αυτό  το  κατώφλι  και  πάνω 

θα έχουµε  µια  κατανοµή  µε  τις ακραίες τιµές µας  µεν,  αλλά  µε  

µεγαλύτερη  οµοιοµορφία  και  µετά µπορεί  να χρησιµοποιηθεί  η 

Pareto κατανοµή . 

 

Επίσης στην επιλογή  της πιο  κατάλληλης κατανοµής µπορούµε  να  

λάβουµε  υπόψιν παρελθοντικές εµπειρίες και  την γνώση  ότι 

κάποιες συγκεκριµένες κατανοµές  έχουν αποδείξει  ότι  ταιριάζουν 

καλύτερα σε  ανάλογα δεδοµένα. Πρέπει  ακόµα να  είµαστε 

προσεκτικοί  µε  τις τιµές που  θέλουµε  να µελετήσουµε  µήπως 

έχουν επηρεαστεί  προσωρινά από  κάποιο  τυχαίο  γεγονός (όπως  

π.χ.  από  µια προσωρινή  επιδηµία που  θα µπορούσε  να  αυξήσει  

κατά πολύ  τα έξοδα ασθενείας του  προσωπικού  µιας εταιρίας). Σε  

αυτές τις περιπτώσεις θα πρέπει  να επιλέξουµε  και  να 

προσαρµόσουµε , όσο  το  δυνατόν καλύτερα µπορούµε , τα 

χαρακτηριστικά της  κατανοµής που  θα  επιλέξουµε .  

 

Αφού  έχουµε  λοιπόν καταλήξει  στην κατανοµή  που  µας  ταιριάζει 

περισσότερο , µπορούµε  να πάρουµε  στοιχεία για τα 

ποσοστηµόρια  που  µας  ενδιαφέρουν. Βέβαια υπάρχουν 

παράµετροι  που  πρέπει  να εκτιµήσουµε  και  έτσι  να  καταλήξουµε  

στα ζητούµενα αποτελέσµατα. Υπάρχουν περιπτώσεις  που  µπορεί  

να θέλουµε  να χρησιµοποιήσουµε  σύνθετες κατανοµές, π .χ. ένας  

συνδυασµός κατανοµών, είτε  µια κατανοµή  µε  διαφορετικούς 

παραµέτρους  ανά  χρονικές περιόδους, γιατί  αυτό  εξυπηρετεί 

καλύτερα τα δεδοµένα  µας. 

 

Η παραµετρική  µέθοδος είναι  επαρκής για την αναζήτηση  του 

µέτρου κινδύνου,  όταν τα  δεδοµένα  µας είναι  γνωστά και  

φερέγγυα.  Κάτι  που  στην πράξη  δεν είναι  πάντα εφικτό , κυρίως 

όταν έχουµε  µικρό  δείγµα στοιχείων. Έτσι  λοιπόν αυτή  η  

προσέγγιση  είναι  κατάλληλη  όταν έχουµε  να αντιµετωπίσουµε 

απλά προβλήµατα ,  κάτι  το  οποίο δεν συναντιέται  συχνά στον 

ασφαλιστικό  χώρο  (βλέπε  Dowd and Blake, 2006).  
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Μη Παραµετρική Μέθοδος 

Στην δεύτερη περίπτωση  της µη  παραµετρικής  µεθόδου , 

αναζητούµε  το  µέτρο  κινδύνου χωρίς να  κάνουµε  την υπόθεση  ότι 

τα δεδοµένα µας ακολουθούν µια συγκεκριµένη  κατανοµή . Αντί  να  

κάνουµε  αυτήν την υπόθεση  και  να ταυτίσουµε  τις τιµές µας µε  

παραµετρική  κατανοµή , αφήνουµε  τα  στοιχεία να µιλήσουν από  

µόνα τους, µέσα από  µια "εµπειρική" κατανοµή . Αποφεύγουµε 

έτσι  το  ενδεχόµενο  να µην ταυτίζονται  οι  µελλοντικές προβλέψεις 

της κατανοµής που  επιλέξαµε  µε  τις µελλοντικές πραγµατικές 

τιµές, το  οποίο θα σήµαινε  λανθασµένο  µέτρο  κινδύνου.  

Αντιθέτως , η  µη  παραµετρική  µέθοδος στηρίζεται  στην παραδοχή  

ότι  το  κοντινό  µέλλον εξαρτάται  κατά πολύ  από  το  πρόσφατο 

παρελθόν και  βασιζόµενοι  σε  αυτά τα  δεδοµένα του  παρελθόντος, 

θα µπορέσουµε  να προβλέψουµε  µε  αρκετή  ακρίβεια το  µέλλον. 

 

Έχει  εκτιµηθεί  ότι αυτός ο  τρόπος  προσέγγισης του  µέτρου 

κινδύνου έχει  τελικά ικανοποιητικά  αποτελέσµατα. Από  την άλλη  

µεριά, µπορεί  να µην έχουµε  ιδιαίτερα αντιπροσωπευτικά 

αποτελέσµατα όταν τα στοιχεία  στα οποία στηριχτήκαµε  δεν είναι  

επαρκή  και  αντιπροσωπευτικά. Όπως  τα στοιχεία της  ουράς των 

κατανοµών τα οποία είναι  αραιά, π.χ . όταν έχουµε  να  κάνουµε  µε  

ακραία γεγονότα, όπου  οι  παρατηρήσεις µας που  έχουµε  από  το  

κοντινό  παρελθόν είναι  ενδεχοµένως πολύ  περιορισµένες.  

 

Ένα χαρακτηριστικό  δείγµα της συγκεκριµένης προσέγγισης 

εκτίµησης του  µέτρου κινδύνου  είναι  η  ιστορική  προσοµοίωση 

(Historical Simulat ion Approach), από  την οποία  εκτιµούµε  τα 

quanti le από  ένα  ιστόγραµµα που  προκύπτει  από  ιστορικές 

ζηµιές, το  οποίο  επίσης µπορεί  να προσαρµοστεί  κατά το  δοκούν. 

Π.χ. µπορούµε  να µελετήσουµε  την ιστορική  προσοµοίωση 

χρησιµοποιώντας βάρη , µια κατηγοριοποίηση  ανά ηλικία για 

παράδειγµα, είτε  αν τα στοιχεία είναι  πολλά και  από  διαφορετικά 

πεδία, µπορούµε  να τα κατηγοριοποιήσουµε  και  να  µελετήσουµε 

µε  την µέθοδο  της  factor analysis. 

 

Ως άλλο  ένα παράδειγµα µη  παραµετρικής µεθόδου  µπορεί  να 

θεωρηθεί  η  θεωρία µη  ιστορικών σεναρίων. Όπως το  παράδειγµα 

του  SPAN margin system που  χρησιµοποιείται  από  το Chicago 

Mercanti le Exchange το  οποίο  αναλύσαµε  παραπάνω,  στο  έκτο  

κεφάλαιο , κάνουµε  κάποια υποθετικά σενάρια µε  κάποιες 

πιθανότητες να συµβούν. Με  αυτόν τον τρόπο  προσπαθούµε  να 
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περιορίσουµε  την αδυναµία της  µελλοντικής πρόβλεψης και  

ιδιαίτερα ακραίων περιπτώσεων, συνδυάζοντας τα  ιστορικά 

δεδοµένα µε  αυτά  των υποθετικών σεναρίων (βλέπε  Dowd and 

Blake, 2006). 

 

 

Στοχαστική διαδικασία  προσοµοίωσης (Monte Carlo) 

Στην τρίτη  µέθοδο  έχουµε  µια διαδικασία µέσα από  την οποία 

παράγονται  τυχαίοι  αριθµοί . Καλούµαστε  να µελετήσουµε  ένα 

στοχαστικό  φαινόµενο ,  το  οποίο  επηρεάζεται  από  κάποιες  

µεταβλητές οι  οποίες δεν είναι  εκ  των προτέρων γνωστές . 

Εποµένως  το  εικονικό  πειραµατικό  µοντέλο  που  θα 

κατασκευάσουµε  µε  την βοήθεια Η/Υ θα πρέπει  και  αυτό  να  

επηρεάζεται  από  κάποιους τυχαίους αριθµούς. Άρα  το  πρώτο  που  

πρέπει  να  εξετάσουµε  είναι  πως να  παράγουµε  τυχαίους  αριθµούς 

οι  οποίοι  θα εκφράζουν την εξέλιξη  του  εικονικού  φαινοµένου .  Με  

τον όρο  τυχαίοι  αριθµοί  εννοούµε  µια πεπερασµένη  ακολουθία 

ανεξάρτητων τυχαίων µεταβλητών που  στην ουσία όµως,  δεν είναι  

τυχαίες. Είναι  είτε  τιµές που  προσπαθούν να  µιµηθούν τις  

πραγµατικές τιµές,  είτε  τιµές που  έχουν κάποια διαφορά  από  τις 

πραγµατικές  και  προσπαθούν να µιµηθούν προβλήµατα  µεγάλων  

αλλαγών. Παρόλα  αυτά κάνουµε  την παραδοχή  ότι  αυτή  η 

ακολουθία τιµών είναι  τυχαία (βλέπε  Dowd and Blake, 2006). 

 

Στην συνέχεια επαναλαµβάνουµε  την στοχαστική  διαδικασία 

πολλές φορές, έστω n, όπου  όλες αυτές οι  στοχαστικές 

διαδικασίες θα έχουν διαφορετική  τροχιά που  θα περιγράφει  τις 

τιµές της ζηµιάς µας ή  του  προϊόντος που  µελετάµε . Έτσι  θα 

καταλήγουµε  κάθε  φορά  σε  µια διαφορετική  τιµή , έστω q i,  

i=1,2,...,n. Έτσι  λοιπόν βάση  της  Monte Carlo µεθόδου , η  

ζητούµενη  τιµή  του  µέτρου κινδύνου  που  αναζητούµε  είναι  η  µέση  

τιµή  όλων αυτών των πιθανών σεναρίων. ∆ηλαδή  

 

 
 

Ως αποτέλεσµα  από  αυτήν την διαδικασία θα είναι  µία κατανοµή  

στοχαστικών ζηµιών από  την οποία θα έχουµε  ένα  ικανοποιητικό 

αποτέλεσµα που  θα ανταποκρίνεται  στην πραγµατικότητα, χωρίς 

όµως να γνωρίζουµε  την κατανοµή  που  χρησιµοποιήθηκε  (βλέπε  

Hardy, 2006). 
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Οι  στοχαστικές διαδικασίες είναι  ιδανικές για µεγάλα προβλήµατα 

µέτρων κινδύνου,  µιας και  µπορούν να  ανταποκριθούν σε  

απαιτήσεις µε  πολλούς παραµέτρους και  µε  προσεγγίσεις που  δεν 

µπορούν να επιτευχθούν µε  άλλον τρόπο . Μπορούµε  επίσης να  

χρησιµοποιήσουµε  τις στοχαστικές διαδικασίες για κάθε 

περίπτωση  της  κατανοµής που  µας  ενδιαφέρει , όπως  για την 

δεξιά ουρά των ακραίων τιµών. Για αυτό  τον λόγο  αυτή  η  

διαδικασία επικρατεί  για την µελέτη  των σύνθετων προβληµάτων 

κινδύνου. 

 

Αφού  κάναµε  µια θεωρητική  προσέγγιση  στις µεθόδους εκτίµησης 

µέτρων κινδύνων και  από  είδαµε  τις τρεις γενικές κατηγορίες που  

κατατάσσονται  οι  διάφοροι  τρόποι υπολογισµού  των µέτρων 

κινδύνων, στην συνέχεια θα δούµε  τα µαθηµατικά  µοντέλα τα 

οποία χρησιµοποιούµε  για κάποιες από  τις βασικότερες µεθόδους. 

 

Έστω λοιπόν ότι  έχουµε  ένα χαρτοφυλάκιο  µε  αξία  

 

 
 

όπου  f  είναι  µια γνωστή  συνάρτηση  και  Zm είναι  ένα διάνυσµα από 

συντελεστές κινδύνου. Τότε  η  ζηµιά Lm+1 δίνεται  από   

 

 
 

Έστω ότι  έχουµε  παρατηρήσει  τους  συντελεστές κινδύνου Zm-

n+1,.. .,Zm . Αυτές οι  παρατηρήσεις ονοµάζονται  ιστορικά δεδοµένα.  

Πως θα  µπορέσουµε  να χρησιµοποιήσουµε  αυτά τα δεδοµένα  

λοιπόν ώστε  να υπολογίσουµε  την αξία σε  κίνδυνο  και  την 

αναµενόµενη  αποµείωση  κινδύνου για  την ζηµιά Lm+1, δηλαδή  την 

ζηµιά που  θα συµβεί  στην επόµενη  χρονική  περίοδο ; (Βλέπε  Hult  

and Lindskog, 2007). 

 

 

7 . 1  Ε µ π ε ι ρ ι κ ό  V a R  κ α ι  E S  

Ας υποθέσουµε  ότι  έχουµε  παρατηρήσεις x1,...,xn των τυχαίων 

µεταβλητών X1, ...,Xn  µε  κατανοµή  F. Η  εµπειρική  συνάρτηση 

κατανοµής δίνεται  τότε  από  τον τύπο  (βλέπε  Hult and Lindskog, 

2007): 
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Το  εµπειρικό  ποσοστηµόριο  τότε  δίνεται  από   

 

 
τύπος που  παραπέµπει  στον τύπο  (2.3) του  άνω  VaR (η  

χειρότερη  περίπτωση  των 100(1-α)% καλύτερων περιπτώσεων).  

 

Αν το  δείγµα Χ1, . ..,Χn το  ταξινοµήσουµε  µε  φθίνουσα  σειρά, 

δηλαδή  Χ1, n ... Χn,n  και  αν η  κατανοµή  F είναι  συνεχής  και  για 

κάθε  , τότε  το  εµπειρικό  ποσοστηµόριο  δίνεται  

από  

 

 
 

όπου  [y] είναι  ο  ακέραιος αριθµός του  y,  

(δηλαδή  ο  µεγαλύτερος ακέραιος αριθµός που  είναι  µικρότερος 

ίσος του  y).  

 

Επίσης αν η  κατανοµή  F είναι  γνησίως αύξουσα,  τότε  το 

 όταν το   για κάθε  . Έτσι  πάνω στις 

παρατηρήσεις Χ1,. . .,Χn µπορούµε  να εκτιµήσουµε  το   από  την 

εµπειρική  εκτίµηση .  

 

Ο εµπειρικός εκτιµητής για το  expected shortfal l µε  την ίδια 

λογική  δίνεται  από  τον τύπο  

 

 

 

που  χαρακτηρίζει  στην ουσία  τον µέσο  όρο  των  

µεγαλύτερων παρατηρήσεων (βλέπε  Hult and Lindskog, 2007). 

 

Η επάρκεια αυτών των εκτιµήσεων έχει  άµεση  σχέση  µε  το  α που 

επιλέγουµε  και  τον αριθµό  των παρατηρήσεων n και  ακόµα και  αν 

η  κατανοµή  στις παραπάνω περιπτώσεις δεν είναι  γνωστή  και  τα 

διαστήµατα εµπιστοσύνης δεν µπορούν να εξασφαλιστούν µε  

ακρίβεια, παρόλα  αυτά υπάρχουν τεχνικές  για  τις µη 

παραµετρικές διαδικασίες που  µας επιτρέπουν να τα 

προσεγγίσουµε .  

 

 

7 . 2  Ι σ τ ο ρ ι κ ή  Π ρ ο σ ο µ ο ί ω σ η  

Στην ιστορική  προσοµοίωση  υποθέτουµε  ότι  έχουµε  παρατηρήσεις 

συντελεστών κινδύνου  Zm-n,.. .,Zm  και  ως  εκ τούτου  παίρνουµε  τις 

7.1 

7.2 
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παρατηρήσεις  xm-n+1,...,xm . Με  την βοήθεια Η/Υ υπολογίζουµε  τις 

ζηµιές . Το   είναι  η  ζηµιά που  θα 

έχουµε  αν ο  κίνδυνος  συµβεί  στην επόµενη  περίοδο . Αυτό 

µας δίνει  ένα δείγµα της  ζηµιοκατανοµής στηριζόµενοι  στον 

παράγοντα xm-k+1 ο  οποίος ισχύει  για την επόµενη  περίοδο , αυτήν 

των παρατηρήσεων.  Κάνουµε  βέβαια την παραδοχή  ότι  σε  όλες  

τις χρονικές  περιόδους τα  δεδοµένα  µας  ακολουθούν την ίδια 

κατανοµή  και  είναι  ανεξάρτητα µεταξύ τους (independent and 

identically distr ibuted, i id).  Το  εµπειρικό  VaR και  το  ES µπορούν 

να  εκτιµηθούν λοιπόν από  τους παρακάτω  τύπους  (βλέπε  Hult  

and Lindskog, 2007): 

 

 
 

 
 

όπου  l1, n ... ln,n είναι  το  δείγµα µας ταξινοµηµένο . 

 

Με  τον ίδιο  τρόπο  µπορούµε  να εκτιµήσουµε  αθροιστικά τις µέρες 

που  µας ενδιαφέρουν. Ας πούµε  ότι  θέλουµε  να υπολογίσουµε  το 

VaR αθροιστικά για  το  σύνολο  των ζηµιών δέκα ηµερών.  Τότε  για 

να υπολογίσουµε  το  εµπειρικό  VaR και  ES χρησιµοποιούµε  τις 

ιστορικές παρατηρήσεις από  τον τύπο  (βλέπε  Hult  and Lindskog, 

2007) 

 

 
 

Η ιστορική  προσοµοίωση  είναι  µια σχετικά  εύκολη  µέθοδος 

εκτίµησης των µέτρων κινδύνου και  δίνει  αξιόπιστα αποτελέσµατα 

σε  σχέση  µε  το  διάνυσµα των συντελεστών κινδύνου  Χm-k .  Ωστόσο 

για να έχουµε  ακριβή  και  φερέγγυα αποτελέσµατα θα πρέπει  να 

έχουµε  έναν µεγάλο  αριθµό  ιστορικών παρατηρήσεων και  εφόσον 

µας ενδιαφέρουν τα ακραία σενάρια, θα πρέπει  να  έχουµε  

ανάλογες παρατηρήσεις, µιας και  "το  χειρότερο  σενάριο  δεν είναι  

ποτέ  χειρότερο  από  αυτό  που  έχει  ήδη  συµβεί  στο  παρελθόν"  

(βλέπε  Hult and Lindskog, 2007). 
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7 . 3  Μ έ θ ο δ ο ς  M o n t e  C a r l o  

Έστω  ότι  έχουµε  παρατηρήσεις συντελεστών κινδύνου Zm-n,...,Zm 

και  ως εκ τούτου  παίρνουµε  τις παρατηρήσεις  xm-n+1,. ..,xm . Θα 

προτείνουµε  ένα παραµετρικό  µοντέλο  για το  Xm+1. Το  Χm+1 έχει 

συνάρτηση  κατανοµής F και  ανεξάρτητες τιµές Χm-n+1,...,Χm .  

Τότε  επιλέγοντας ένα κατάλληλο  µοντέλο  για το  Χm+1 και  τις 

παραµέτρους  αυτού , παράγουµε  έναν µεγάλο  αριθµό  Ν 

παρατηρήσεων από  αυτήν την κατανοµή , έστω . Για κάθε 

παρατήρηση  υπολογίζουµε  την αντίστοιχη  ζηµία  όπου 

. Η  πραγµατική  τότε  ζηµιοκατανοµή  του   

προσεγγίζεται  από  την εµπειρική  κατανοµή   και  δίνεται  από  τον 

τύπο  (βλέπε  Hult and Lindskog, 2007): 

 

 
 

Τότε  το  Value at Risk και  το  Expected Shortfall εκτιµώνται  από   

 

 
 

 
 

Αυτή  η  µέθοδος είναι  πολύ  ευέλικτη . Μπορούµε  να  

χρησιµοποιήσουµε  στην ουσία  όποια  κατανοµή  θέλουµε  από  την 

οποία θα αντλήσουµε  τα στοιχεία της προσοµοίωσης. Το 

πρόβληµα είναι  ότι  είναι  απαραίτητη  η  χρήση  Η/Υ και  µερικές 

φορές, ανάλογα µε  την πολυπλοκότητα του  µοντέλου  και  του  

προβλήµατος,  η  διαδικασία να τρέξουµε  πολλές προσοµοιώσεις 

για να έχουµε  το  καλύτερο  δυνατό  αποτέλεσµα, µπορεί  να πάρει 

από  ώρες έως µέρες. 
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8  Π α ρ ά δ ε ι γ µ α  

Στην συνέχεια και  για να ολοκληρώσουµε  την εργασία  µας, θα 

δούµε  ένα παράδειγµα µε  πραγµατικά  δεδοµένα από  µια  ελληνική  

ασφαλιστική  εταιρεία, πάνω στα οποία θα προσπαθήσουµε  να 

εφαρµόσουµε  κάποια από  τα θέµατα  µε  τα οποία ασχοληθήκαµε  

στα παραπάνω κεφάλαια. 

 

Θα πάρουµε  λοιπόν από  µια ασφαλιστική  εταιρεία τα ποσά των 

αποζηµιώσεων που  έχει  καταβάλει  τον τελευταίο  χρόνο ,  από  

Ιανουάριο  του  2013 έως ∆εκέµβριο  του  2013, για τον κλάδο  

αυτοκινήτων και  για όλες  τις καλύψεις αστικής  ευθύνης,  θραύσης 

κρυστάλλων, ιδίων ζηµιών, πυρός , κλοπής εκτός  από  τα  

λειτουργικά έξοδα του  φακέλου , όπως τις αµοιβές που  έχουν 

δοθεί  σε  πραγµατογνώµονες, ερευνητές, δικηγόρους  κτλ. Οι  

πληρωθείσες ζηµιές λοιπόν µε  τα ποσά που  έχουν καταβληθεί 

στήθηκαν σε  ένα  excel αλλά για  οικονοµία χώρου δεν θα 

παρουσιαστούν αναλυτικά µιας και  το  πλήθος αυτών είναι 

n=12.565  υποθέσεις, µε  ποσά που  κυµαίνονται  από  €100 έως  

ανώτατο  €409.208,61. Το  άθροισµα όλων των πληρωµών του  

έτους είναι  €28.544.962,00 ενώ η  µέση  τιµή  είναι  µ=2.271,78 .  

 

Περίπτωση 1:  Για το  συγκεκριµένο  λοιπόν πλήθος  ζηµιών 

βγάλαµε  το  VaR για διάστηµα εµπιστοσύνης  99% βάση  της  

µεθόδου  της εµπειρικής συνάρτησης  που  είδαµε  στο  κεφάλαιο 

7.1, (θα  δούµε  τον τρόπο  αναλυτικά στην συνέχεια) το  οποίο  

προέκυψε  VaR99%=25.944,38 . Αυτά τα στοιχεία όµως δεν δίνουν 

ικανοποιητικά  αποτελέσµατα ειδικά αν θέλουµε  να  προβλέψουµε  

τις µεγάλες ζηµιές που  µπορεί  να υποστεί  µια εταιρεία. Για αυτό 

τον λόγο  θεωρήσαµε  καλύτερο  να εφαρµόσουµε  την Peaks Over 

Threshold µέθοδο . 

 

Η Peaks Over Threshold µέθοδος (POT) ορίζει  τις ακραίες τιµές 

σε  σχέση  µε  το  αν ξεπερνάνε  το  κατώφλι  u  (threshold). Η  

συνάρτηση  κατανοµής πάνω από  το  threshold u δίνεται  από   

 

 
 

Έστω ότι  έχουµε  ένα τυχαίο  δείγµα ανεξάρτητων µεταβλητών που  

ακολουθούν µια  κοινή  κατανοµή  ( independent and identical ly 

distributed - IID δείγµα) αλλά  µε  άγνωστη  συνάρτηση  κατανοµής  

F(x) και  δεξιά ουρά. Έχει  αποδειχθεί  ότι  η  κατανοµή  που  

χαρακτηρίζει  τις τιµές Χk  που  ξεπερνούν το  κατώφλι  u είναι  η  

Γενικευµένη  Κατανοµή  Pareto (GPD).  Έτσι  θεωρείται  κατάλληλη  
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για να εκτιµήσουµε  πιθανότητες  και  µεγέθη  για την δεξιά ουρά 

κατανοµών (βλέπε  Artzner, 1999). 

 

Η κατανοµή  αυτών των Χ1, Χ2,...,Χn , των τιµών δηλαδή  που  

ξεπερνούν την τιµή  u, δίνεται  από  την κατανοµή  Generalised 

Pareto,  η  οποία  δίνεται  από  τον παρακάτω  τύπο  [Πηγή : 

σηµειώσεις Τολίκα Κων/νου , ∆ιοικητική  Λειτουργικών Κινδύνων 

/en.wikipedia.org] 

 

 
 

 

 
 

Ο µέσος αυτής της κατανοµής ορίζεται  πάντα για ξ<1 ως 

 

 
 

Πολύ  σηµαντικό  σε  αυτήν την διαδικασία είναι  να διαλέξουµε 

κατάλληλο  κατώφλι . Συνήθως αυτό  επιτυγχάνεται  µε  την χρήση  

της mean excess function .  H mean excess function εκφράζει  τον 

µέσο  της κατανοµής αυτής ως συνάρτηση  του  κατωφλιού  u και 

δίνεται  από  (βλέπε  McNeil, 2005) 

 

 
 

. 

 

Από  εµπειρική  άποψη  λοιπόν, θα  ορίσουµε  ως  threshold την τιµή 

u=30.000 και  θα µελετήσουµε  τα δεδοµένα από  αυτήν την τιµή  και 

πάνω, µιας και  είναι  ένα ποσό  που  θα µπορούσε  να  

προβληµατίσει  οικονοµικά την εταιρεία. 

 

Περίπτωση 2: Θα κάνουµε  σύγκριση  των αποτελεσµάτων µας  για 

το  αρχικό  πλήθος των δεδοµένων µας  τις πρώτης περίπτωσης σε  

σχέση  µε  αυτά που  θα προκύψουν παίρνοντας το  threshold που  

προαναφέραµε . Ξεκινώντας θα ταξινοµήσουµε  τα δεδοµένα  µας  
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κατά φθίνοντα τρόπο , έτσι  ώστε  Χ1,n ... Χn,n. Πρώτο , λοιπόν,  

έχουµε  το  µεγαλύτερο  ποσό  και  τελευταίο  το  µικρότερο . Βάση  του 

τύπου (7.1) προκύπτει  ότι το  VaR για επίπεδο  εµπιστοσύνης 99% 

στην περίπτωση  του  συνολικού  πλήθους ζηµιών n=12.565, είναι  

VaR99%=25.944,38. Είναι  δηλαδή  η  παρατήρηση  Χ126,12565, αφού  

[12565(1-0,99)]+1=125+1=126. (Εντολή : LARGE(B2:B12566;126 

,Πίνακας 8.1). 

 

Αποµονώνοντας  τα  δεδοµένα µας από  το  ποσό  των €30.000 και 

πάνω,  καταλήγουµε  σε  ένα  πλήθος n=121. Το  αντίστοιχο  Value at 

Risk ισούται  µε : VaR99%=370.693,94, είναι  δηλαδή  η  δεύτερη 

παρατήρηση  από  την αρχή  µιας και  [121(1-0,99)]+1= 1+1=2. 

(Εντολή : LARGE(B2:B122;2 ,Πίνακας 8.1). 

 

Τα αντίστοιχα Expected Shortfal ls βάση  του  τύπου 7.2, θα είναι  

για την πρώτη  περίπτωση  ES99%=113.162,21 ενώ για την δεύτερη 

ES99%=389.951,28. Είναι  δηλαδή  στην πρώτη  περίπτωση  το  µέσο  

των 126 µεγαλύτερων παρατηρήσεων,  δηλαδή  από  το  VaR και  

πάνω  (εντολή : AVERAGE(B2:B127), ενώ στην δεύτερη περίπτωση  

έχουµε  το  µέσο  των δύο  µεγαλύτερων παρατηρήσεων (εντολή :  

AVERAGE(B2:B3). 

 

 

Πίνακας 8.1: Σύγκριση µέτρων κινδύνου για όλες τις ζηµιές συνολικά σε 
σχέση µε την χρήση της POT µεθόδου. 
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Παρατηρώντας τα αποτελέσµατα, µπορούµε  να δούµε  ότι  στην 

πρώτη  περίπτωση  δεν έχουµε  ικανοποιητικά  µέτρα κινδύνου,  την 

στιγµή  που  το  VaR απέχει  πολύ  από  τ ις ακραίες τιµές που  µπορεί  

να πάρει  η  τυχαία µεταβλητή  της ζηµιάς, καθώς ένδειξη  είναι  και  η 

µεγάλη  διαφορά  που  έχει  το  VaR µε  το  ES. Στην δεύτερη 

περίπτωση  αυτά τα δύο  µεγέθη  είναι  πιο  κοντινές τιµές και 

ασφαλώς πιο  αντιπροσωπευτικές  για τον κίνδυνο  που  έχει  να 

αντιµετωπίσει  η  εταιρεία. Παίρνοντας  αυτές τις τιµές ως µέτρο  

κινδύνου, θα µπορούσε  η  εταιρεία να  καλύψει  τις ζηµιές του 

επόµενου  χρόνου  µε  επίπεδο  εµπιστοσύνης 99% αν δεν υπάρξουν 

µεγάλες  αποκλίσεις στις µελλοντικές  απαιτήσεις, δηλαδή  αν δεν 

υπάρξουν πολύ  ακραίες τιµές. 

 

Περίπτωση 3:  Επειδή  όµως ένας χρόνος δεν είναι  αρκετός, ενώ  

όσο  περισσότερα στοιχεία έχουµε  τόσο  πιο  καλή  εκτίµηση 

µπορούµε  να κάνουµε , θα δούµε  τις ζηµιές που  είχε  η 

συγκεκριµένη  εταιρεία τα τελευταία 3 χρόνια, από  01/2011 έως 

12/2013 για τις ζηµιές από  €30.000 και  πάνω. 

 

Σε  αυτήν την περίπτωση  έχουµε  n=304 µε  ανώτερη  τιµή  πλέον την 

max=540.979,27 . Αφού  ταξινοµήσουµε  πάλι  τα  δεδοµένα  κατά  

φθίνοντα  τρόπο  και  αφού  [304(1-0,99)]+1=3+1=4, καταλήγουµε  

στα παρακάτω συµπεράσµατα (βλέπε  Πίνακα 8.2). 

 

Βλέπουµε  λοιπόν ότι  το  VaR99%=514.000  όσο  δηλαδή  η  τέταρτη 

µεγαλύτερη  τιµή  ή  διαφορετικά q99%=X4,304=514.000,00 . To 

Expected Shortfall  θα είναι  πλέον η  µέση  τιµή των τεσσάρων 

µεγαλύτερων τιµών, οπότε  ES99%=527.316,70 . 

 

Σε  αυτήν την περίπτωση  βλέπουµε  ότι  έχουν αυξηθεί  τα µέτρα 

κινδύνου, κάτι  το  οποίο  είναι  λογικό  µιας και  έχουµε  µεγαλύτερες  

τιµές στο  δείγµα µας από  ότι  στην προϋγούµενη  περίπτωση . Αυτό  

σηµαίνει  ότι  προέκυψαν µεγαλύτερες ζηµιές  τα δύο  περασµένα 

χρόνια. Πάλι  παρατηρούµε  όµως  ότι  δεν υπάρχει  µεγάλη  

απόκλιση  στα δύο  µέτρα που  βρήκαµε  µιας και  δεν υπάρχει  καµία 

µεγάλη  ζηµιά, ακραία τιµή , που  να ξεφεύγει  πολύ  από  τις 

τελευταίες µεγάλες τιµές. 
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Περίπτωση 4:  Στην συνέχεια θα προσπαθήσουµε  να εκτιµήσουµε 

τα µέτρα κινδύνου  µε  την Monte Carlo προσοµοίωση .  Τρέχουµε 

την εντολή  =RAND() ,700 φορές και  µας δίνει  τυχαίες  τιµές µεταξύ 

0 και  1. Από  την τρίτη  περίπτωση  έχουµε  εκτιµήσει  ότι  ο  µέσος 

όρος ζηµιάς είµαι   και  η  τυπική  απόκλιση  της τάξης 

, τότε  αν θεωρήσουµε  ότι  η  τυχαία µεταβλητή  ακολουθεί 

κανονική  κατανοµή  µε  τα παραπάνω  χαρακτηριστικά, τρέχουµε  

την εντολή  "=NORMINV(probability;mean;standard_dev)"  για 700 

φορές, όπου  probabil ity είναι  οι  τυχαίες τιµές που  µας έδωσε  η 

Πίνακας 8.2: Μέτρα κινδύνου µε χρήση µεθόδου POT για ζηµιές  
έτους 2011-2013.  
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=RAND() εντολή , καθώς  µέσο  και  τυπική  απόκλιση ,  οι  παραπάνω 

τιµές που  ορίσαµε . (Βλέπε  Πίνακα  8.3). 

 

Στην ουσία, η  Α  στήλη  δίνει  τις τιµές του  p t h ποσοστηµορίου  της 

κανονικής  κατανοµής µε  µ=127.500 και  σ=117.300.  

 

Στην συνέχεια παίρνουµε  τα στοιχεία της στήλης Α , κρατάµε  αυτά 

που  είναι  από  €30.000 και  άνω και  τα ταξινοµούµε  κατά το 

προηγούµενο  πρότυπο . Κάνοντας τις ίδιες κινήσεις  µε  τα 

προηγούµενα παραδείγµατα, το  VaR για 99% επίπεδο  

εµπιστοσύνης είναι  η  έκτη  µεγαλύτερη  παρατήρηση  σε  πλήθος 

ζηµιών n=552, επειδή  [552(1-0,99)]+1=5+1=6. Θα µπορούσαµε  

βέβαια να είχαµε  επαναλάβει  τις επαναλήψεις της Monte Carlo 

προσοµοίωσης πολλές  περισσότερες φορές για να έχουµε  

µεγαλύτερο  δείγµα. Έτσι  λοιπόν VaR99%=420.630,12  ενώ 

ES99%=463.460,95  (Πίνακας 8.4) 

 

Πίνακας 8.3: Monte Carlo προσοµοίωση για της ζηµιές  
έτους 2011-2013 άνω των €30.000. 
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Παρατηρήσεις:  Συγκρίνοντάς τα µέτρα που  βρήκαµε  µε  την 

χρήση  της Monte Carlo µεθόδου  σε  σχέση  µε  τις προϋγούµενες  

περιπτώσεις, συµπεραίνουµε  ότι  δεν έχουν µεγάλες διαφορές αν 

και  µε  την διαδικασία Monte Carlo έχουµε  πιο  αισιόδοξες 

προσδοκίες για το  µέλλον από  τις προβλέψεις που  βγάλαµε  από  

τα τριετή  δεδοµένα , αλλά πιο  συγκρατηµένες  από  τα µέτρα που  

βγάλαµε  από  τον τελευταίο  χρόνο ,  µιας και  τα µέτρα είναι  

µεγαλύτερα από  αυτά του  έτους 2013. 

Πίνακας 8.4: Μέτρα κινδύνου µε χρήση µεθόδου Monte Carlo. 
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∆ιαπιστώνουµε  από  τα παραπάνω ότι  αν και  δεν είχαµε  µεγάλες 

αποκλίσεις στα  αποτελέσµατα που  βρήκαµε ,  τελικά  µεγάλη  

σηµασία παίζει  ο  τρόπος που  θα επιλέξουµε  για την αναζήτηση  

των µέτρων κινδύνων. Συνήθως είναι  θέµα του  αναλυτή  πώς θα 

προσεγγύσει  το  πρόβληµα, τι  παραδοχές και  τι  προσαρµογές θα 

κάνει , ώστε  να  έχει  το  καλύτερο  δυνατό  αποτελέσµα,  που  θα  

εξυπηρετήσει  καλύτερα τον σκοπό  του , έτσι  ώστε  οι  προβλέψεις 

που  θα  κάνει ,  να  είναι  πιο  κοντά τ ις µελλοντικές πραγµατικές 

ζηµίες. 
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Ε π ί λ ο γ ο ς  

Το  ζήτηµα του  µέτρου κινδύνου  έχει  απασχολήσει  πολύ , από  την  

ανακάλυξη  του  VaR στις  αρχές  της  δεκαετία του  '90 και  µέχρι  

σήµερα. ∆ιαπιστώνουµε  πλέον ότι  το  Value at Risk είχε  

υπερεκτιµηθεί , κάτι  που  ήταν αναµενόµενο  µιας και  δεν υπήρχαν 

άλλα µέτρα κινδύνου. Σήµερα όµως έχουµε  στην διάθεσή  µας πιο  

αξιόπιστα µέτρα όπως τα συνεπή ,  το  Expected Shortfall, τα 

Spectral και  αρκετά ακόµα τα οποία δεν είδαµε  στην παρούσα 

εργασία. Έχουµε  πλέον πολλούς  τρόπους  αναζήτησης των 

µέτρων και  είναι  θέµα του  αναλυτή  ποιόν από  όλους θα  επιλέξει 

για να καταλήξει  στο  καλύτερο  δυνατό  αποτέλεσµα και  στην πιο  

σωστή  πρόβλεψη  (όπως είπαµε  και  παραπάνω). Βέβαια η 

αναζήτηση  του  ενός ιδανικού  µέτρου είναι  µάλλον  µάταιη 

υπόθεση . Οι  παραδοχές και  ο  τρόπος που  θα προσεγγιστεί  το 

πρόβληµα είναι  καθαρά προσωπική  υπόθεση  και  θα  έχουµε  τα 

καλύτερα  αποτελέσµατα όταν µέσα  από  διάφορους  τρόπους, 

δηλαδή  µε  την χρήση  διαφόρων µεθόδων εκτίµησης, φτάσουµε  σε  

αυτό  που  θεωρούµε  πιο  αντιπροσωπευτικό , µέσα από  ένα σύνολο  

διαφορετικών αποτελεσµάτων. 

 

Ένα  είναι  το  σίγουρο , αν µπορούµε  να  εκτιµήσουµε  την Αξία σε  

Κίνδυνο , µπορούµε  να εκτιµήσουµε  κάθε  µέτρο  κινδύνου που  

βασίζεται  στο  ποσοστηµόριο . ∆ηλαδή  από  το  VaR µπορούµε  να  

περάσουµε  εύκολα σε  πιο  αξιόπιστα µέτρα βασισµένα στο  

quanti le. Και  σαν µέθοδο  εκτίµησης, µιας και  τα προβλήµατα είναι  

σύνθετα κυρίως για των ασφαλιστικό  τοµέα, συνήθως θα 

χρησιµοποιούµε  στοχαστικές διαδικασίες.  

 

Η πρόγνωση  είναι  βέβαια µια υπόθεση  πολύ  ευαίσθητη  και 

αβέβαιη  στον χρόνο . Παρόλα αυτά, υπάρχουν κάποιες τάσεις για 

το  Risk Management που  προβλέπεται  να ακολουθηθούν στο  

εγγύς µέλλον: 

 

• Υπάρχουν ήδη  αρκετά µέτρα κινδύνου για να επιλέξουµε  µε 

ποιο  θα δουλέψουµε  και  αν και  σε  µια διαδικασία συνεχούς  

βελτίωσης, παρόλα  αυτά δύσκολα  θα  έχουµε  νέα  µέτρα  και 

καινοτοµίες. 

• Ενώ λοιπόν οι  µέθοδοι  εκτίµησης είναι  σε  διαρκή  εξέλιξη , 

νέοι  µέθοδοι  φαίνεται  να αναπτύσσονται  σε  άλλους τοµείς, 

όπως µηχανική  και  φυσική , µε  αποτέλεσµα να γίνεται  ακόµα 

πιο  αποτελεσµατική  η  πρόβλεψη  στον οικονοµικό  και  

ασφαλιστικό  κλάδο . Π.χ . στην πρόβλεψη  ακραίων τιµών 
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(extreme theory) που  έχουν να  κάνουν µε  ακραία  καιρικά 

φαινόµενα. 

• Οι  αναλυτές συνειδητοποιούν όλο  και  περισσότερο  την 

σηµασία των παραµέτρων, των παραδοχών και 

προσαρµογών που  κάνουν για την αναζήτηση  των µέτρων 

κινδύνων. Είναι  όλο  και  πιο  συχνό  στον χώρο  του  Risk 

Management, να  συνειδητοποιούν την αδυναµία των µέτρων 

και  των µεθόδων εκτίµησης και  την προσαρµογή  αυτών στα 

εκάστοτε  προβλήµατα. 

• Επίσης υπάρχει  µια αδυναµία στην εκτίµηση  - αξιολόγηση 

των µεθόδων δηλαδή  στο  πόσο  αποτελεσµατικές είναι . Π.χ.  

στην οικονοµικό  κλάδο  είναι  σχετικά εύκολο  να αξιολογήσεις 

το  VaR που  έχεις εκτιµήσει , συγκρίνοντάς το  µε  την αλλαγές  

στις τιµές ανά µέρα. Στον ασφαλιστικό  κλάδο  όµως  είναι  πιο 

πολύπλοκα τα  θέµατα. Χρειάζεται  λοιπόν προσοχή  από  και  

πρέπει  να υπάρξει  αξιολόγηση  σε  βάθος χρόνου . 

 

Τέλος, κοιτώντας προς το  παρελθόν,  βλέπουµε  τους αναλογιστές 

να θεωρούνται  ως "ειδικοί" στο  Risk Management. Στις τελευταίες 

όµως δύο  δεκαετίες έκανε  την δυναµική  της εµφάνιση  η  διοικητική 

κινδύνου στον χρηµατοοικονοµικό  τοµέα, θέτοντας νέα δεδοµένα  

σε  έναν κλάδο  που  ανήκε  στον αναλογισµό . Καθιέρωσαν λοιπόν 

το  Value at Risk, το  οποίο  και  κυριάρχησε  για µια δεκαετία 

σχεδόν.  Πολλοί  αναλογιστές ήταν επιφυλακτικοί  µε  αυτό  το  µέτρο , 

όπως  και  δικαιώθηκαν στον χρόνο ,  αφού  µεγάλες καταστροφές, 

µε  µεγάλες  φυσικά ζηµίες, δεν µπόρεσαν να  καλυφθούν από  αυτό  

το  µέτρο .  

 

Παρόλα αυτά, η  επανάσταση  που  έφερε  το  Value at Risk, 

δύσκολο  να αµφισβητηθεί  και  µέτρα που  έχουν άµεση  σχέση  µε  

την Αξία σε  Κίνδυνο , όπως το  Expected Shortfall που  αναλύσαµε , 

stress test και  στοχαστικές  διαδικασίες, αποδεικνύονται  πολύ  

αξιόπιστα και  επαρκή , κατάλληλα ακόµα και  σήµερα,  παρά τις 

εξελίξεις που  έχουν σηµειωθεί , για  να  χρησιµοποιηθούν στα 

ιδιαίτερα απαιτητικά προβλήµατα του  ασφαλιστικού  κλάδου. 
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