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Περίληψη 

 

Η συνεχής και σωστή αξιολόγηση του κινδύνου στον ασφαλιστικό κλάδο έτσι 

ώστε να υπάρχουν επαρκή αποθέµατα στην κάθε εταιρεία έχει τις ρίζες της στη 

δεκαετία του 1970, αναπροσδιορίστηκε στα µέσα της δεκαετίας του 1990 ενώ 

σήµερα, µε την έλευση του Solvency II, έχει γίνει πιο επιτακτική από ποτέ. Ιδιαίτερα 

σηµαντικό ρόλο για τον προσδιορισµό του επαρκούς αποθέµατος είναι τόσο ο 

αριθµός όσο και το µέγεθος των αποζηµιώσεων που καταφθάνουν σε συγκεκριµένο 

χρονικό διάστηµα σε µια ασφαλιστική εταιρεία.  

Στην παρούσα διπλωµατική εργασία αρχικά παρουσιάζονται ορισµοί και τεχνικές 

της θεωρίας κινδύνου για την µελέτη της κατανοµής του αριθµού και του µεγέθους 

των αποζηµιώσεων. Στη συνέχεια εξετάζεται η Θεωρία των Ακραίων Τιµών η οποία 

αναφέρεται σε παρατηρήσεις που ξεπερνούν κάποιο προκαθορισµένο µέγιστο όριο. 

Τέλος όλα τα θεωρητικά αποτελέσµατα εφαρµόζονται σε πραγµατικά δεδοµένα, µε 

χρήση του στατιστικού πακέτου R, ενώ τα συµπεράσµατα της ανάλυσης 

ερµηνεύονται πρακτικά έτσι ώστε να µπορούν να χρησιµοποιηθούν άµεσα από την 

οποιαδήποτε ασφαλιστική εταιρεία για τη µελλοντική εκτίµηση του κινδύνου της.  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



Abstract 

 

The continuous and proper risk assessment in the insurance industry, which has 

been implemented so that there is adequate reserve amount to each company, was 

originated in the 1970s, was redefined in the mid 1990s and nowadays, with the 

advent of Solvency II, has become more urgent than ever. Both the number and the 

amount of the compensations, which arrive during a pre-specified period at an 

insurance company, are the most important features so as to best estimate the 

sufficient reserve amount needed to be held by the company.    

In this thesis, definitions and techniques of the risk theory have been initially 

illustrated in order to study the number and the size of claims. Furthermore, extreme 

value theory, which is typically applied to observations that exceed a predefined 

maximum, is meticulously presented.  Finally, all the theoretical results have been 

applied to real world data, with the aid of the statistical software R. The conclusions 

of the analysis have been practically interpreted so that they could be used by any 

insurance company for future risk assessment. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



xv 

 

Περιεχόµενα 

 

Περιεχόµενα ..................................................................................................................... xv 

Κατάλογος Πινάκων ....................................................................................................... xix 

Κατάλογος Σχηµάτων .....................................................................................................  xxi 

Κατάλογος Συντοµογραφιών ......................................................................................... xxiv 

 

ΚΕΦΑΛΑΙΟ 1: Εισαγωγή 

1.1 Σκοπός της εργασίας ………………………………………............................... 1 

1.2 ∆ιάρθρωση της εργασίας  ………………………………................................... 2 

 

ΚΕΦΑΛΑΙΟ 2: Μελέτη και τρόποι εκτίµησης των κατανοµών για το µέγεθος και τον 

αριθµό των αποζηµιώσεων  

2.1 Κατανοµή για το µέγεθος των αποζηµιώσεων ................................................... 3 

 2.1.1  Εµπειρική µέθοδος εκτίµησης .................................................................. 4 

 2.1.2  Παραµετρική µέθοδος εκτίµησης ............................................................ 7 

 2.1.3  Εκτίµηση κατά Bayes ……….................................................................. 14 

 2.1.4 Υποψήφιες κατανοµές για το µέγεθος των αποζηµιώσεων ...................... 15 

2.2 Κατανοµή για το πλήθος των αποζηµιώσεων ………………………………… 19 

 2.2.1 Οι κυριότερες διακριτές κατανοµές …....................................................... 19 

 2.2.2  Οικογένεια κατανοµών Panjer (a, b, 0) ………........................................ 21 

 2.2.3  Οικογένεια κατανοµών (a, b, 1) ……...………........................................ 23 

 2.2.4  Σύνθετα µοντέλα συχνότητας ………...………........................................ 24 

2.3 Κατανοµές απώλειας για το άθροισµα των απαιτήσεων ……........................... 24 

 2.3.1 Σύνθεση µοντέλων για τις συνολικές ζηµιές ……..................................... 25 

 2.3.2 Υπολογισµός της κατανοµής του αθροίσµατος των απαιτήσεων …......... 27 

 2.3.3 Κατασκευή διακριτών κατανοµών ………............................................. 28 

 

ΚΕΦΑΛΑΙΟ 3: Εκτίµηση των ακραίων παρατηρήσεων µε χρήση της θεωρίας ακραίων 

τιµών 

3.1 Εισαγωγή στη θεωρία ακραίων τιµών ……….................................................... 31 



xvi 

 

 3.1.1 Μοντέλα της κλασσικής θεωρίας ακραίων τιµών ………………………. 32 

 3.1.2 Περιοχή έλξης κατανοµής µεγίστου (maximum domain of attraction).... 36 

3.2 Η µέθοδος Block Maxima ……………………………..................................... 38 

 3.2.1 Γενικευµένη κατανοµή ακραίων τιµών (GEV Distribution)..................... 39 

 3.2.2 Μεγιστο-ευσταθείς κατανοµές (Max-stable)............................................. 40 

 3.2.3 Στάθµη απόδοσης ……...………............................................................... 41 

 3.2.4 Εκτίµηση των παραµέτρων της GEV ........................................................ 42 

 3.2.5 Εκτίµηση των παραµέτρων µε τη µέθοδο της µέγιστης πιθανοφάνειας .. 43 

 3.2.6 Εκτίµηση της στάθµης απόδοσης ….......................................................... 44 

3.3 Η µέθοδος των υπερβάσεων πάνω από ένα όριο (POT) ……............................ 45 

 3.3.1 Η γενικευµένη κατανοµή Pareto…………................................................ 46 

 3.3.2 Η επιλογή του ανώτατου ορίου u ……...................................................... 47 

 3.3.3 Εκτίµηση των παραµέτρων της γενικευµένης κατανοµής Pareto.............. 48 

 3.3.4 Εκτίµηση της στάθµης απόδοσης ……………………………….............. 49 

 3.3.5 Έλεγχος καλής προσαρµογής των δεδοµένων στην GPD ………………. 50 

 

ΚΕΦΑΛΑΙΟ 4: Εφαρµογή σε χαρτοφυλάκιο ασφάλισης αυτοκινήτων 

4.1 Εισαγωγή………………………………………..………….................................. 51 

4.2 Μελέτη της κατανοµής του αριθµού των αποζηµιώσεων .................................... 51 

 4.2.1 Περιγραφή των δεδοµένων ………………………...................................... 52 

 4.2.2 Στατιστική ανάλυση δεδοµένων …………………...................................... 52 

4.3 Μελέτη της κατανοµής του  µεγέθους των αποζηµιώσεων …............................. 62 

 4.3.1 Περιγραφή των δεδοµένων ………………………...................................... 62 

 4.3.2 Στατιστική ανάλυση δεδοµένων …………………...................................... 63 

4.4 Μελέτη της χρονικής εξέλιξης των αποζηµιώσεων ............................................. 70 

 4.4.1 Συνολικές µηνιαίες αποζηµιώσεις ……………........................................... 70 

 4.4.2 Αριθµός των αποζηµιώσεων ανά µήνα ………........................................... 71 

 4.4.3 Μέση αποζηµίωση ανά µήνα ……………………...................................... 72 

 4.4.4 Συµπεράσµατα για την κατανοµή των αποζηµιώσεων ................................ 73 

   

ΚΕΦΑΛΑΙΟ 5: Εφαρµογή της θεωρίας Ακραίων Τιµών σε πραγµατικά δεδοµένα 

5.1 Εισαγωγή………………………………………..………….................................. 74 



xvii 

 

5.2 Εφαρµογή της µεθόδου Block Maxima στα δεδοµένα ......................................... 74 

 5.2.1 Η Block Maxima για τα µηνιαία µέγιστα ……..…...................................... 75 

 5.2.2 Εκτίµηση των παραµέτρων της GEV ……………...................................... 77 

 5.2.3 Εκτίµηση της στάθµη απόδοσης για την µέθοδο Block Maxima ................ 80 

5.3 Εφαρµογή της µεθόδου Peak Οver Threshold στα δεδοµένα ............................. 82 

 5.3.1 Η επιλογή του ανώτατου ορίου …………………...................................... 82 

 5.3.2 Εκτίµηση των παραµέτρων της GPD …...………...................................... 85 

 5.3.3 Εκτίµηση της στάθµης απόδοσης της GPD ……........................................ 87 

 

ΚΕΦΑΛΑΙΟ 6: Συµπεράσµατα 

6.1 Συµπεράσµατα ανάλυσης δεδοµένων ………...………….................................. 90 

 

Παράρτηµα ..................................................................................................................... 94 

Βιβλιογραφία ...................................................................................................................  99 

 



xviii 

 

Κατάλογος Πινάκων 
 

2.1.1 Οι τιµές των παραµέτρων της οικογένειας Panjer για τις τρείς διακριτές 

κατανοµές............................................................................................................ 22 

3.1.1 Κατανοµές που ανήκουν στις περιοχές έλξης των οριακών κατανοµών……...... 38 

4.2.1 Πίνακας περιγραφικών στοιχείων των θετικών αποζηµιώσεων ανά µήνα .......... 53 

4.2.2 Kolmogorov Smirnov test για το πλήθος των θετικών αποζηµιώσεων ανά µήνα 54 

4.2.3 Πίνακας περιγραφικών στοιχείων του πλήθους των αποζηµιώσεων ανά µήνα 

εως την τιµή 2.100 ..……………………………………………………………... 56 

4.2.4 Kolmogorov Smirnov test του πλήθους των αποζηµιώσεων ανά µήνα εως την 

τιµή 2.100……………………………………………………………………… 57 

4.2.5 Kolmogorov Smirnov test του πλήθους των αποζηµιώσεων ανά µήνα από την 

τιµή 2.100 ……………………………………………………………………… 59 

4.2.6 Kolmogorov Smirnov test  για το πλήθος των αποζηµιώσεων ανά µήνα από την 

τιµή 2.100 ………...………................................................................................. 60 

4.2.7 Kolmogorov Smirnov test  για την κατανοµή των  πλήθους των αποζηµιώσεων 

ανά µήνα µε την θεωρητική κατανοµή ……………………….............................. 62 

4.3.1 Πίνακας περιγραφικών στοιχείων της µεταβλητής των αποζηµιώσεων ……....... 63 

4.3.2 Πίνακας στοιχείων περιγραφικής στατιστικής της περικοµµένης στο 0  

µεταβλητής των αποζηµιώσεων…………………………………………………. 65 

4.3.3 Πίνακας περιγραφικών στοιχείων  της περικοµµένης στο 25.000  µεταβλητής 

των αποζηµιώσεων …...…………………………………………………………. 66 

4.3.4 Πίνακας εκτίµησης των παραµέτρων της κατανοµής Gamma της περικοµµένης 

στο σηµείο 25.000  µεταβλητής των αποζηµιώσεων …………………………. 68 

4.3.5 Kolmogorov Smirnov test για την κατανοµή  Gamma της περικοµµένης στο 

σηµείο 25.000  µεταβλητής των αποζηµιώσεων ……........................................... 69 

5.2.1 Πίνακας περιγραφικών στοιχείων των µέγιστων αποζηµιώσεων ανά µήνα ......... 75 

5.2.2 Πίνακας εκτίµησης των παραµέτρων της GEV για τη µεταβλητή των µέγιστων 

µηνιαίων παρατηρήσεων………………………………………………………… 77 

5.2.3 Kolmogorov Smirnov test για την προσαρµογή των δεδοµένων µε την GEV......  80 

5.3.1 Πίνακας εκτίµησης παραµέτρων της κατανοµής GPD µε τη µέθοδο µεγίστης 

πιθανοφάνειας……………………………………………………………………. 85 



xix 

 

5.3.2 Kolmogorov-Smirnov test για τις κατανοµές των δεδοµένων πάνω από το 

υψηλό κατώφλι………………………………………………………………… 87 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



xx 

 

Κατάλογος Σχηµάτων 

 

2.1.1 O λόγος των συναρτήσεων επιβίωσης των κατανοµών Weibull(0.8, 3) και 

Pareto(6, 17)…………………………………………………………………….... 12 

2.1.2 Συναρτήσεις επιβίωσης των κατανοµών Pareto(6, 17) και Weibull(0.8, 3) …… 13 

2.1.3    Ένταση θνησιµότητας των κατανοµών Pareto(6, 17) και Weibull(0.8, 3) ……… 14 

2.1.4    Συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας της lognormal ………............................... 16 

2.1.5    Συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας εκθετικής κατανοµής .................................. 17 

2.1.6    Συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας κατανοµής Pareto………………................ 18 

2.1.7  Συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας της κατανοµής Burr ……............................ 19 

3.1.1   Συνάρτηση κατανοµής Gumbel για a=3, b=1 …….............................................. 35 

3.1.2   Συνάρτηση κατανοµής Frechet για a=3, b=1, γ=1 ………..………………........... 35 

3.1.3   Συνάρτηση κατανοµής Weibull για a=3, b=1, γ=1….…….................................. 35 

3.2.1 Γράφηµα της συνάρτησης 
p

z ως προς την )log(y
p

 για ξ=0 , ξ=0,3 και ξ=-0,3 … 42 

4.2.1 Ιστόγραµµα του πλήθους των θετικών αποζηµιώσεων ανά µήνα ………………. 52 

4.2.2 Q-Q plot του πλήθους των θετικών αποζηµιώσεων ανά µήνα για κανονική 

κατανοµή………………………………………………………………………….. 

 

53 

4.2.3 Ιστόγραµµα του πλήθους των αποζηµιώσεων ανά µήνα εως την τιµή 

2.100…………………………………………………............................................. 55 

4.2.4 Q-Q plot για την κανονική κατανοµή του πλήθους των αποζηµιώσεων ανά µήνα 

εως την τιµή 2.100 …………………………........................................................ 56 

4.2.5 Ιστόγραµµα του πλήθους των αποζηµιώσεων ανά µήνα από την τιµή 2.100 ........ 58 

4.2.6   Q-Q plot του πλήθους των αποζηµιώσεων ανά µήνα από την τιµή 2.100….......... 58 

4.2.7   Q-Q plot για την κατανοµή Pareto του πλήθους των αποζηµιώσεων ανά µήνα 

από την τιµή 2.100 …………………………………………………….................. 59 

4.2.8   Ιστόγραµµα του αναµενόµενου πλήθους των µη µηδενικών αποζηµιώσεων ........ 61 

4.3.1   Ιστόγραµµα της µεταβλητής των αποζηµιώσεων ……………………................... 64 

4.3.2   Ιστόγραµµα της περικοµµένης στο σηµείο 25.000  µεταβλητής των 

αποζηµιώσεων ……………………………………................................................. 66 

4.3.3   ∆ιάγραµµα της σ.π.π. και της εµπειρικής σ.κ. της περικοµµένης στο 25.000  

µεταβλητής των αποζηµιώσεων ......................................................................... 67 



xxi 

 

 

    

    

 

 

 

 

4.3.4 Q-Q plot για την κατανοµή Pareto και  lognormal της περικοµµένης στο σηµείο 

25.000  µεταβλητής των αποζηµιώσεων ………………………………………… 68 

4.3.5 Q-Q plot για την κατανοµή Weibull και Gamma της περικοµµένης στο σηµείο 

25.000  µεταβλητής των αποζηµιώσεων ………………………………………… 68 

4.4.1 Μηνιαίο διάγραµµα των συνολικών αποζηµιώσεων ….……………………….. 70 

4.4.2 Μηνιαίο διάγραµµα του αριθµού των απαιτήσεων ………….…………………. 71 

4.4.3 Μηνιαίο διάγραµµα του µεγέθους της µέσης απαίτησης ανά µήνα …………….. 72 

5.2.1 ∆ιάγραµµα µεγέθους των µέγιστων αποζηµιώσεων ανά µήνα ……….…………. 75 

5.2.2 Q-Q Plot των µηνιαίων µέγιστων µε την κατανοµή Gumbel  ..……….…………. 76 

5.2.3 Q-Q Plot των µηνιαίων µέγιστων µε την κατανοµή GEV για ξ=-0,2 ……………. 77 

5.2.4 Γράφηµα για το 95% δ.ε. της παραµέτρου ξ της κατανοµής GEV ……………… 78 

5.2.5 Σύνολο γραφηµάτων καλής προσαρµογής στην GPD …………………………… 79 

5.2.6 Γράφηµα στης στάθµης απόδοσης για διάφορες χρονικές περιόδους  ..………… 81 

5.2.7 Γράφηµα του 99.5% δ.ε. της στάθµης απόδοσης για περίοδο ενός έτους .……… 81 

5.3.1 Γράφηµα της συνάρτησης της µέσης υπερβάλλουσας απώλειας ………...……… 83 

5.3.2 Γράφηµα της µέσης υπολειπόµενης ζωής ………………………………………... 83 

5.3.3 ∆ιάγραµµα της παραµέτρου σ
)
για πλήθος ανώτατων ορίων ...............…...……… 84 

5.3.4 ∆ιάγραµµα της παραµέτρου  ξ για πλήθος ανώτατων ορίων ..…………….……... 84 

5.3.5 Σύνολο γραφηµάτων καλής προσαρµογής στην GPD …………………….……... 86 

5.3.6 Γράφηµα του 99,5 διαστήµατος εµπιστοσύνης για τη στάθµη απόδοσης ...……... 88 

5.3.7 Γράφηµα  της διαχρονικής εξέλιξης της στάθµης απόδοσης ……………...……... 88 

   

   

   

  



xxii 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



xxiii 

 

Κατάλογος Συντοµογραφιών 

 

GEV Generalized Extreme Value Distribution – Γενικευµένη κατανοµή Ακραίων τιµών 

GPD Generalized Pareto Distribution – Γενικευµένη κατανοµή Pareto 

MDA Maximum Domain of Attraction – Περιοχή έλξης Ακροτάτων 

POT  Peak Over Threshold – Υπερβάσεις πάνω από ένα όριο 

δ.ε. ∆ιάστηµα εµπιστοσύνης 

ε.µ.π. Εκτιµητής µεγίστης πιθανοφάνειας 

σ.κ.  Συνάρτηση κατανοµής 

σ.π.π Συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας 

τ.µ.  Τυχαία µεταβλητή  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  



xxiv 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 
1 

 

Κεφάλαιο  1 

Εισαγωγή 

 

1.1 Σκοπός της εργασίας 

Τα άτοµα, οι κοινωνίες και κατ’ επέκταση οι επιχειρήσεις για να αναπτυχθούν έχουν 

ανάγκη να νιώθουν ασφαλείς απέναντι σε επικείµενες δυσµενείς αλλαγές που µπορεί να 

πραγµατοποιηθούν. Για αυτό το λόγο προσπαθούν να  προβλέψουν, όσο είναι δυνατόν, αλλά 

και να ελαχιστοποιήσουν τις απώλειες σε οποιοδήποτε αρνητική µεταβολή µπορεί να 

προκύψει. Ένας τρόπος για να αντισταθµίσουν τους κινδύνους που διατρέχουν ιδιαίτερα τα 

άτοµα αλλά και οι επιχειρήσεις είναι η αγορά ασφαλιστικής κάλυψης ή αντασφαλιστικής 

αντίστοιχα αν µιλάµε για ασφαλιστικές εταιρίες. Η κύρια ενασχόληση των ασφαλιστικών και 

αντασφαλιστικών επιχειρήσεων και ιδιαίτερα των αναλογιστικών τµηµάτων τους, είναι η 

µελέτη των αποζηµιώσεων που µπορεί να προκύψουν έτσι ώστε να είναι συνεπείς προς τις 

υποχρεώσεις που έχουν αναλάβει έναντι των ασφαλισµένων τους. Η διαδικασία αξιολόγησης 

των κινδύνων από τη µεριά τους δηλαδή αποτελεί ζωτικής σηµασίας λειτουργία η οποία 

προϋποθέτει την σωστή τιµολόγηση των κινδύνων που αναλαµβάνουν καθώς και 

αποτελεσµατική διαχείριση των αποθεµάτων έτσι ώστε να είναι φερέγγυες απέναντι στους 

ασφαλισµένους και συνεπείς στις εκτιµήσεις που ζητούν οι εποπτικές αρχές. Η ασφάλεια που 

νιώθουν οι ασφαλισµένοι στηρίζεται κατά κύριο λόγο στην επάρκεια των αποθεµάτων που 

έχει στην κατοχή της η ασφαλιστική εταιρία. Η πρώτη προσπάθεια για τη σωστή αξιολόγηση 

των κινδύνων και δηµιουργία επαρκούς αποθεµάτων έχει τις βάσεις της στο έτος 1973 όταν 

γεννήθηκε η ιδέα της υιοθέτησης µιας κοινοτικής οδηγίας για τον έλεγχο των ασφαλιστικών 

εταιριών υπό την ονοµασία Solvency I (Περιθώριο φερεγγυότητας Ι). Αυτή η οδηγία σκοπό 

είχε να καθορίσει το ύψος και την ποιότητα των αποθεµάτων που πρέπει να έχει στην κατοχή 

της η ασφαλιστική επιχείρηση έτσι ώστε να βρίσκεται σε θέση να αποπληρώσει τις 

υποχρεώσεις της. Η Τρίτη γενιά του Solvency I που εφαρµόζεται από τα µέσα της δεκαετίας 

του ‘90 είναι αυτή που χρησιµοποιείται µέχρι και σήµερα. Εδώ και λίγα χρόνια 

προετοιµάζεται µια αυστηρότερη οδηγία µε την ονοµασία Solvency II µε σκοπό να 

συµπληρώσει τις ελλείψεις του Solvency I καθώς και να επικαιροποιηθεί στα σηµερινά 

οικονοµικά δεδοµένα. Από τα παραπάνω καταλαβαίνουµε πως υπάρχει διάθεση από όλους 

τους εµπλεκόµενους φορείς για µεγαλύτερη ασφάλεια και αποτελεσµατικότερη διαχείριση 
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των κινδύνων που αναλαµβάνουν οι ασφαλιστικές εταιρίες. Η µελέτη που θα ακολουθήσει 

σκοπό έχει να δώσει στις ασφαλιστικές εταιρίες µια επιπλέον πληροφορία ειδικότερα όσον 

αφορά το µέγεθος της µέγιστης αποζηµίωσης έτσι ώστε να µπορεί να το χρησιµοποιήσει στις 

εκτιµήσεις της για το ύψος των αποθεµάτων που θα πρέπει να έχει στην κατοχή της. 

 

1.2 ∆ιάρθρωση της εργασίας 

 Η παρούσα διπλωµατική εργασία καλείται να µελετήσει τις ζηµιές της ασφαλιστικής 

επιχείρησης που θα προέλθουν από τις διεκδικήσεις των ασφαλισµένων, λόγω της έλευσης 

του ασφαλισµένου κινδύνου, µε σκοπό να µπορεί να γίνει εκτίµηση για τα αποθέµατα τα 

οποία θα πρέπει να κρατήσει. Η µελέτη που θα πραγµατοποιηθεί αφορά το µέγεθος και των 

αριθµό των αποζηµιώσεων έτσι ώστε να παρατηρηθεί αν οι ποσότητες αυτές ακολουθούν 

κάποια κατανοµή. Επίσης θα γίνει προσπάθεια να µοντελοποιηθούν οι πολύ µεγάλες 

αποζηµιώσεις µε τέτοιο τρόπο ώστε η ασφαλιστική επιχείρηση να µπορεί να κάνει 

προβλέψεις για τις µέγιστες αποζηµιώσεις που θα προκύψουν. Συγκεκριµένα το δεύτερο 

κεφάλαιο της συγκεκριµένης εργασίας επικεντρώνεται θεωρητικά στη στατιστική µελέτη του 

αριθµού και του µεγέθους των αποζηµιώσεων αναπτύσσοντας τις κυριότερες κατανοµές 

πάνω στα µοντέλα που προτείνει η θεωρία κινδύνου. Το τρίτο κεφάλαιο βασίζεται σε µια 

ταχέως αναπτυσσόµενη τις τελευταίες δεκαετίες θεωρία που αφορά τη συµπεριφορά των 

ακραίων παρατηρήσεων. Η θεωρία ακραίων τιµών, όπως ονοµάζεται, µελετά την κατανοµή 

των παρατηρήσεων που ξεπερνούν κάποιο όριο. Στα κεφάλαια 4 και 5 θα γίνει η προσπάθεια 

να εφαρµοσθούν σε ένα πραγµατικό χαρτοφυλάκιο ασφαλιστηρίων συµβολαίων αυτοκινήτου 

τα όσα θεωρητικά αναπτύχθηκαν στα κεφάλαια 2 και 3. Ιδιαίτερα στο κεφάλαιο 5 θα 

αναπτυχθεί η θεωρία ακραίων τιµών και µε τη βοήθεια του στατιστικού πακέτου R θα γίνουν 

οι υπολογισµοί που θα προβλέπουν το ποσό που δε θα ξεπερνάει η µέγιστη αποζηµίωση για 

µια σειρά χρονικών περιόδων. Στο κεφάλαιο 6 θα παρουσιαστούν συγκεντρωτικά τα 

αποτελέσµατα της µελέτης µε σκοπό να εξαχθούν πολύτιµα συµπεράσµατα που θα 

συνεισφέρουν στην πληροφόρηση της ασφαλιστικής επιχείρησης όσον αφορά το ύψος των 

αποθεµάτων που θα πρέπει να κρατάει έτσι ώστε να είναι σε θέση να αποπληρώσει της 

υποχρεώσεις της ακόµα και στην περίπτωση ακραίων αποζηµιώσεων. 
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Κεφάλαιο 2 2 2 2 

Μελέτη και τρόποι εκτίµησης των κατανοµών για το µέγεθος 

και τον αριθµό των αποζηµιώσεων 

 

Η αναλογιστική επιστήµη είναι άρρηκτα συνδεδεµένη µε τις κατανοµές απώλειας. Αυτό 

συµβαίνει διότι  το βασικό χαρακτηριστικό της ασφάλισης έγκειται στο γεγονός της 

αποζηµίωσης του ασφαλισµένου από την ασφαλιστική εταιρία σε ένα τυχαίο χρόνο και κατά 

ένα τυχαίο ποσό, ποσότητες οι οποίες µπορούν να αποδοθούν µε τη µορφή 

πιθανοθεωρητικών κατανοµών. Ειδικότερα στην περίπτωση που το µέγεθος της αποζηµίωσης 

εκφράζεται µε µορφή πιθανότητας τότε η κατανοµή αυτή καλείται κατανοµή απώλειας. Από 

την παραπάνω έκφραση προκύπτει ότι οι πληρωµές που αποδίδει η ασφαλιστική εταιρία 

στους ασφαλισµένους διέπονται από τρία βασικά χαρακτηριστικά: 

 

• Τον αριθµό των αποζηµιώσεων 

• Το ποσό της αποζηµίωσης 

• Το χρόνο πληρωµής της αποζηµίωσης 
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2.1    Κατανοµή για το µέγεθος των αποζηµιώσεων 

Η εύρεση της κατανοµής που ακολουθούν οι αποζηµιώσεις προϋποθέτει αρχικά την 

επιλογή µιας µεθόδου προσέγγισης των δεδοµένων. Η µέθοδος η οποία θα  επιλεγεί  θα 

εξαρτάται από την ποιότητα και το µέγεθος του δείγµατος, και θα οδηγήσει στην εξαγωγή 

ασφαλών συµπερασµάτων για την κατανοµή του πληθυσµού από τον οποίο προήλθε το 

δείγµα. Οι πιο διαδεδοµένοι µέθοδοι είναι: 

 

1)Η εµπειρική µέθοδος 

2)Η παραµετρική µέθοδος και 

3) Η µέθοδος Bayes 

 

 

2.1.1    Εµπειρική µέθοδος εκτίµησης 

Η εµπειρική µέθοδος εκτίµησης βασίζεται στην εµπειρική συνάρτηση κατανοµής δηλαδή  

στην συνάρτηση κατανοµής των δεδοµένων. Το σηµαντικότερο πλεονέκτηµα αυτής της 

µεθόδου είναι το γεγονός ότι είναι ιδιαίτερα απλή στην εφαρµογή της καθώς και ότι αποτελεί 

ίσως την πιο αξιόπιστη µέθοδο στην περίπτωση που είναι διαθέσιµος µεγάλος αριθµός 

παρατηρήσεων.  

Σκοπός της οποιασδήποτε διαδικασίας εκτίµησης είναι να χρησιµοποιήσουµε τα στοιχεία 

του δείγµατος έτσι ώστε να πάρουµε πληροφορίες για τον πληθυσµό από τον οποίο 

επιλέχθηκε. (Klugman et al,1998 ). 

 

Έστω 1X ,…., nX  ανεξάρτητες και ισόνοµες τυχαίες µεταβλητές  µε συνάρτηση 

κατανοµής )(xFX και από κοινού συνάρτηση κατανοµής ( ) ( )1 1( , )X n X X nF x x F x F x=K K . 

  

Ορισµός 2.1.1
 
: Η εµπειρική κατανοµή εξάγεται από ένα δείγµα ορίζοντας πιθανότητα 

n

1

 

σε κάθε παρατήρηση. Συγκεκριµένα η συνάρτηση κατανοµής ορίζεται ως: 

 

=)(xFn
n

xxό j ≤τωνςαριθµ
= ˆ ( ),

X
F x  
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ενώ η συνάρτηση πιθανότητας ορίζεται ως: 

.)(
n

xxό
xf

j

n

=
=

τωνςαριθµ

 

 

i)  Εµπειρική εκτίµηση του µέσου 

Ο µέσος της εµπειρικής κατανοµής υπολογίζεται εύκολα από την ακόλουθη σχέση: 

∑
=

==
n

j
jx

n
x

1

1
µ̂

 

ii)  Εµπειρική εκτίµηση των υπολοίπων ροπών 

Η n-οστη ροπή µιας τ.µ. Χ περί την αρχή ορίζεται ως: 

).( n
n XΕ=′µ  

 

 

Ενώ η κεντρική ροπή ως: 

].)[( n
n µµ −ΧΕ=

 

 

∆ιακύµανση:  

.2

22

2 µµµσ −′==  

Τυπική απόκλιση: 

=σ .2σ  

Συντελεστής µεταβλητότητας: 

.
µ
σ

 

 

Οι εµπειρικοί εκτιµητές είναι:  

∑
=

=ΧΕ=′
n

j

n

j
n

n x
n 1

1
)ˆ(µ̂  και 

1

1ˆˆ ˆ[( ) ] ( )
n

n n
n j

j

x x
n

µ µ
=

= Ε Χ − = −∑
 

 

iii) Ποσοστηµόρια 
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Τα ποσοστηµόρια παριστάνουν τιµή των διατεταγµένων δεδοµένων, όπου τουλάχιστον το 

100*p% αυτών των δεδοµένων είναι κάτω από αυτήν την τιµή και το 100*(1-p) % είναι πάνω 

από αυτή την τιµή. Αν συµβολίσουµε µε pπ το p-ποσοστηµόριο µιας συνάρτησης κατανοµής 

F ,  τότε  

)()( pp FpF ππ ≤≤−  

 

Όπου =−)( pF π ).(lim
0

hF p
h

−
→

π
 

 

iv)  Εκτίµηση µέσω διαστήµατος εµπιστοσύνης 

Οι παραπάνω εκτιµητές αναφέρονται σε σηµειακή εκτίµηση. ∆ηλαδή την καλύτερη 

δυνατή προσπάθεια εκτίµησης µιας συγκεκριµένης τιµής σε ένα τυχαίο δείγµα. Όσο καλή και 

να είναι αυτή η εκτίµηση δεν αναµένεται να συµπίπτει απόλυτα µε την ακριβή τιµή του 

πληθυσµού. Για αυτό το λόγο υπάρχει η δυνατότητα εκτίµησης της συγκεκριµένης τιµής 

µέσω ενός διαστήµατος εµπιστοσύνης. 

 

v) ∆ιάστηµα  εµπιστοσύνης : Το διάστηµα εµπιστοσύνης δίνει ένα εύρος εκτιµώµενων 

τιµών το οποίο είναι πιθανό να περικλείει την άγνωστη παράµετρο του πληθυσµού η οποία 

καλείται να εκτιµηθεί. Στην πραγµατικότητα ένα διάστηµα εµπιστοσύνης µε επίπεδο 

εµπιστοσύνης 95% σηµαίνει ότι  για έναν µεγάλο αριθµό δειγµάτων από τον ίδιο πληθυσµό 

τα διαστήµατα εµπιστοσύνης θα περικλείουν την πραγµατική ποσότητα του πληθυσµού στο 

95% των περιπτώσεων. Το επίπεδο σηµαντικότητας είναι η πιθανότητα α η οποία συνδέεται 

µε το διάστηµα εµπιστοσύνης και συνήθως εκφράζεται µε τη µορφή ποσοστού. Για 

παράδειγµα α=5% σηµαίνει ότι το επίπεδο σηµαντικότητας είναι 5% και το επίπεδο 

εµπιστοσύνης είναι το (1 )% 95%a− = . 

            

 

vi) ∆ιάστηµα  εµπιστοσύνης κατά προσέγγιση (approximate confidence interval) 

Επειδή πολλές φορές είναι αρκετά δύσκολο να κατασκευαστεί ένα διάστηµα 

εµπιστοσύνης, προτιµάται όταν είναι εφικτό να κατασκευαστεί ένα διάστηµα εµπιστοσύνης 

κατά προσέγγιση. Ας υποθέσουµε ότι έχουµε έναν εκτιµητή θ̂  τέτοιον ώστε:  
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).()ˆ(,)ˆ( θθθθ uVar ==Ε  

 

Τότε, θεωρώντας ότι η κατανοµή του θ̂  προσεγγίζεται ικανοποιητικά από την κανονική 

κατανοµή, το (1-α)% διάστηµα εµπιστοσύνης κατά προσέγγιση καταλήγει να είναι: 

 

1-α= ].)ˆ(ˆ)ˆ(ˆPr[
22

θθθθθ uzuz aa +≤≤−  

(Klungman et al,1998 ). 

 

 

vii) Αξιολόγηση του εκτιµητή 

Αφού υπολογιστεί η εκτίµηση της ποσότητας που µας ενδιαφέρει είναι βασικό να  

αξιολογηθεί η ποιότητα του εκτιµητή έτσι ώστε να αποφασιστεί το αν ο εκτιµητής που έχει 

επιλεγεί έχει όλα τα στοιχεία τα οποία θα τον χαρακτηρίσουν ως αξιόπιστο. Σκοπός αυτής της 

διαδικασίας είναι η επιλογή ενός εκτιµητή ο οποίος να προσεγγίζει ικανοποιητικά την 

ποσότητα που επιθυµούµε να εκτιµήσουµε. Αυτή η επιλογή θα γίνει µέσω κριτηρίων και 

ιδιοτήτων που πρέπει να πληρούν αυτοί οι εκτιµητές.  

 

 

Ορισµός 2.1.2: Έστω )(
~
Χ= δδ ένας εκτιµητής της συνάρτησης )(θg . Μέσο τετραγωνικό 

σφάλµα του δ  καλείται η ποσότητα: 

ΜΤΣ(δ ,θ )= [{θE )()(
~

θδ g−Χ } ] 2  

Αν θεωρήσουµε το ΜΤΣ ως την απόσταση ενός εκτιµητή από την τιµή που εκτιµά, είναι 

φυσικό να προτιµούµε εκτιµητές που απέχουν όσο γίνεται λιγότερο από την προς εκτίµηση 

τιµή. Άρα µεταξύ δύο εκτιµητών του )(θg  θα προτιµήσουµε αυτόν µε το µικρότερο ΜΤΣ. 

(Ηλιόπουλος, 2006) 

 

 

Ορισµός 2.1.3: Η µεροληψία ενός εκτιµητή θ̂  ισούται µε: 

θθθθ −= )ˆ()ˆ( Eb . 
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Στη περίπτωση πού η µεροληψία ενός εκτιµητή είναι ίση µε 0, τότε αυτός ο εκτιµητής 

ονοµάζεται αµερόληπτος. 

 

Ορισµός 2.1.4: Ένας αµερόληπτος εκτιµητής του g(θ) που έχει τη µικρότερη διασπορά 

από όλους τους αµερόληπτους εκτιµητές του g(θ) για κάθε δυνατή τιµή του θ, λέγεται 

Αµερόληπτα Οµοιόµορφος Ελαχίστης ∆ιασποράς (ΑΟΕ∆) εκτιµητής του g(θ).    

(Ηλιόπουλος, 2006). 

 

2.1.2  Παραµετρική εκτίµηση 

Αν και η εµπειρική εκτίµηση λειτουργεί αρκετά καλά σε κάποιες περιπτώσεις η ύπαρξη 

κάποιων σοβαρών µειονεκτηµάτων οδήγησε στην εύρεση άλλων µεθόδων προσέγγισης όπως 

η παραµετρική µέθοδος εκτίµησης. 

 

 

Ορισµός 2.1.5: Παραµετρική οικογένεια κατανοµών είναι µια συλλογή συναρτήσεων 

κατανοµών της οποίας κάθε µέλος  ξεχωρίζεται µέσω ενός συγκεκριµένου αριθµού 

µεταβλητών που ονοµάζονται παράµετροι. Και συγκεκριµένα η ( ; ) :F x θ θ ∈Θ (Klungman et 

al,1998 ). 

 

i)  Σηµειακές εκτιµήσεις παραµέτρων 

Η µέθοδος των ροπών 

Ορισµός 2.1.6: Έστω Χ~ )(xf . Για k=1,2,…, εάν 
k

XE <∞ ,τότε η 

ποσότητα ( )
k

k E Xµ = ονοµάζεται k-ροπή της Χ (ή της f ) (Ηλιόπουλος, 2006). 

 

Ορισµός 2.1.7: Έστω ( )nXXX ,,1
~

K= ένα τυχαίο δείγµα. Για 1,2, ,k n= K  η στατιστική 

συνάρτηση   

1

1
( ) :

n
k

k k i
i

m m X X
n =

= = ∑
%

 

ονοµάζεται κ - δειγµατική ροπή (Ηλιόπουλος ,2006). 
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Η µέθοδος αυτή στηρίζεται στο νόµο των µεγάλων αριθµών και αναφέρει πως για να 

εκτιµηθεί η άγνωστη ποσότητα θ θα πρέπει να εξισωθούν οι πληθυσµιακές µε τις δειγµατικές 

ροπές και συγκεκριµένα όσες διαστάσεις έχει η ποσότητα θ τόσες ροπές θα πρέπει να 

εξισωθούν. Εποµένως αν το µέγεθος του δείγµατος είναι αρκετά µεγάλο τότε κατά 

προσέγγιση ισχύει ότι:  

).(θµkkm ≈  

 

ii)  Βελτιστοποιηµένοι εκτιµητές 

Το µεγαλύτερο πρόβληµα των εκτιµητών µε τη µέθοδο των ροπών είναι ότι παρά το 

γεγονός ότι προσεγγίζουν «καλά» κάποια χαρακτηριστικά δεν έχουν  καλή προσαρµογή σε 

ένα µεγάλο εύρος παρατηρούµενων τιµών. Πρέπει να λαµβάνεται υπόψη πως η εµπειρική 

κατανοµή δεν ταυτίζεται απόλυτα µε την παραµετρική κατανοµή και για αυτό πρέπει να 

βρεθούν τρόποι που να δείχνουν το πόσο κοντά βρίσκονται οι δυο τους. 

Υπάρχουν διάφοροι µέθοδοι για να το ανακαλύψουµε αυτό όπως οι εκτιµητές ελαχίστων 

αποστάσεων, οι εκτιµητές διαστηµάτων ελαχίστης απόστασης, οι εκτιµητές µεγίστης 

πιθανοφάνειας κ.α. 

 

Εκτιµητές µεγίστης πιθανοφάνειας (maximum likelihood estimators) 

Πρόκειται ίσως για τους εκτιµητές µε τις καλύτερες στατιστικές ιδιότητες και την 

καλύτερη εφαρµογή στα περισσότερα είδη δεδοµένων. Συχνά στη βιβλιογραφία η έκφραση 

εκτιµητής µιας παραµέτρου συνήθως αναφέρεται στον εκτιµητή µεγίστης πιθανοφάνειας. Η 

φιλοσοφία πίσω από αυτή τη µέθοδο είναι αρκετά απλή. Γίνεται η προσπάθεια εκτίµησης της 

τιµής της άγνωστης παραµέτρου η οποία  µεγιστοποιεί την πιθανότητα να παρατηρηθούν οι 

τιµές του τυχαίου δείγµατος. 

 

 

Ορισµός 2.1.8: Η από κοινού πυκνότητα πιθανότητας );(
~
θxf  στο παρατηρηθέν σηµείο 

1 2( , , )nx x x x= K
%

 θεωρούµενη ως συνάρτηση του θ λέγεται συνάρτηση πιθανοφάνειας και 

συµβολίζεται ως: 

~ ~
1 1

( \ ) : ( ) : ( ) : ( ; ) : ( ; ),
n n

j j
j j

L x L L f x f xθ θ θ θ θ θ
= =

= = = = ∈Θ∏ ∏ . 
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Εφόσον έχει υπολογιστεί η συνάρτηση πιθανοφάνειας τότε ψάχνουµε να βρούµε την τιµή 

της παραµέτρου η οποία µεγιστοποιεί αυτή τη συνάρτηση. 

 

Ορισµός 2.1.9: Έστω 
~
x  η παρατηρηθείσα τιµή του 

~
X και )(ˆ

~
xθ  ένα σηµείο του Θ τέτοιο 

ώστε:  

)\(max)\)(ˆ(
~~~
xLxxL θθ

θ Θ∈
= . 

Η τιµή )(ˆ
~
xθ  ονοµάζεται εκτίµηση µεγίστης πιθανοφάνειας του θ και η στατιστική 

συνάρτηση )(ˆˆ
~
Χ= θθ  λέγεται εκτιµητής µεγίστης πιθανοφάνειας του θ (Ηλιόπουλος 2006). 

 

 

 

iv) Συµπεριφορά της δεξιάς ουράς 

Η παρούσα εργασία επικεντρώνεται στην ύπαρξη και τη συµπεριφορά της δεξιάς ουράς 

µιας κατανοµής. Η ύπαρξη διαδικασιών οι οποίες µπορούν να επιφέρουν µεγάλες ζηµιές µε 

µια συχνότητα οδήγησε τα άτοµα και τις επιχειρήσεις στην αγορά ασφαλιστικών καλύψεων. 

Με αυτό τον τρόπο ο κίνδυνος των µεγάλων ζηµιών µεταβιβάζεται στην ασφαλιστική 

εταιρία. Για τις κατανοµές οι οποίες επεκτείνονται µέχρι το άπειρο το ζήτηµα έγκειται στο 

πόσο γρήγορα η συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας πλησιάζει το µηδέν. Όσο πιο αργά 

συµβαίνει αυτό τόσο πιο “βαριά” δεξιά ουρά λέµε ότι έχει η κατανοµή µας. 

Υπάρχουν διάφορες συναρτήσεις που συνδέονται µε τη συνάρτηση κατανοµής και οι 

οποίες δείχνουν την πιθανότητα εµφάνισης µεγάλων ζηµιών. Ένα παράδειγµα είναι η 

συνάρτηση επιβίωσης η οποία ορίζεται ως: 

1

( ) , .

( ) 1 ( )

( ), .

x

t x

f t dt ί

S x F x

f t έ

γιασυνεχε ς τ µ

για διακριτ ς τ µ

∞

∞

= +





= − = 



∫

∑  

α) Ύπαρξη των ροπών 
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Στην περίπτωση συνεχούς τυχαίας µεταβλητής η k-οστη ροπή υπολογίζεται 

ως:
0

( )
kx f x dx

∞

∫ . Ανάλογα µε την συνάρτηση πυκνότητας και µε την τιµή του αριθµού k  το 

ολοκλήρωµα ενδέχεται να µην µπορεί να υπολογιστεί. Για τ.µ  που παίρνει µόνο θετικές τιµές 

αν η αντίστοιχη συνάρτηση πιθανότητας παίρνει πολύ µεγάλες τιµές όσο το x  µεγαλώνει 

τότε πολλαπλασιάζοντας την µε το 
kx  τότε η τιµές θα είναι πολύ µεγάλες και το ολοκλήρωµα 

δεν θα συγκλίνει. Όσο πιο πολλές ροπές µπορούν να υπολογιστούν τόσο πιο ελαφριά δεξιά 

ουρά έχει η κατανοµή. 

 

β) Οριακοί λόγοι (Limiting Ratios)  

Ένας άλλος τρόπος που αποτελεί ένδειξη για το αν µια κατανοµή έχει πιο ΄΄βαριά΄΄ δεξιά 

ουρά από µια άλλη είναι το αποτέλεσµα του ορίου καθώς x → ∞  του λόγου των δύο 

κατανοµών. Συγκεκριµένα αν: 1

2

( )
lim

( )x

S x

S x→∞
 τείνει στο άπειρο τότε η κατανοµή 1 έχει πιο βαριά 

δεξιά ουρά ενώ στην περίπτωση που το όριο τείνει στο µηδέν τότε η κατανοµή 2 έχει πιο 

βαριά δεξιά ουρά. 

Παράδειγµα 2.1.1 Σύγκριση των ουρών των κατανοµών Pareto και Weibull µε το 

κριτήριο των οριακών λόγων:  

Έστω η τ.µ X ακολουθεί την κατανοµή Pareto(a,b) τότε  

1
( ) , 0

( )

a

a

ab
f x a

x b +
= >

+  

( )

a

X

b
S x

x b

 =  +   

Για a=6 και b=17 η µέση της τιµή ισούται µε: 

17
( ) 3,4

1 5

b
E X

a
= = =

−
 

 

Έστω ακόµη πως η τ.µ Y ακολουθεί την Weibull (k,λ) τότε  

 

 1( ) ( ) exp( ( ) ), 0.k kk y y
f y x

λ λ λ
−= − >
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( )( ) exp
k

Y

yS y λ
 

= − 
   

Για k=0.8 και λ=3 η µέση της τιµή ισούται µε: 

1
( ) 1 3, 4E Y

k
λ  = Γ + = 

   

∆ηλαδή και οι δύο κατανοµές έχουν την ίδια µέση τιµή. 

 

Κριτήριο οριακού λόγου 

( )exp
( )

( )
lim lim

k

Y
a

x xX

x
S x

S x b

x b

λ

→∞ →∞

 − 
 =

 
 +   

 

Είναι γνωστό ότι οι εκθετικές συναρτήσεις συγκλίνουν γρηγορότερα από τις 

πολυωνυµικές έτσι στην περίπτωση του παραπάνω ορίου ο αριθµητής συγκλίνει στο µηδέν 

πιο γρήγορα από τον παρονοµαστή που αποκλίνει. Σύµφωνα λοιπόν µε το κριτήριο των 

οριακών λόγων  εφόσον το όριο της συναρτήσης επιβίωσης της Weibull προς αυτήν της 

Pareto τείνει στο µηδέν τότε η κατανοµή Pareto έχει πιο βαριά δεξιά ουρά. 

 

Σχήµα 2.1.1: Ο λόγος των συναρτήσεων επιβίωσης  των κατανοµών Weibull(0.8,3) και Pareto(6,17)
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γ) Ένταση θνησιµότητας 

Μια ακόµη ένδειξη για την ύπαρξη βαριάς δεξιάς ουράς περιέχεται στην πληροφορία που 

προέρχεται από την ένταση θνησιµότητας. Στην περίπτωση που η ένταση θνησιµότητας είναι 

φθίνουσα συνάρτηση τότε η κατανοµή που εξετάζεται θα έχει βαριά δεξιά . 

 

Ορισµός 2.1.10: Ο λόγος 0,
)(

)(
)( ≥= x

xS

xf
xλ  ονοµάζεται ένταση θνησιµότητας (force of 

mortality), βαθµίδα αποτυχίας (failure rate) ή ρυθµός κινδύνου (hazard rate). (Klungman et 

al,1998) 

 

Παράδειγµα 2.1.2 Ενδείξεις για τη ύπαρξη βαριών δεξιών ουρών των κατανοµών 

Pareto και Weibull µε το κριτήριο των οριακών λόγων:  

Από τα δεδοµένα του παραδείγµατος 2.1.1 για τις κατανοµές Weibull(0.8,3) και 

Pareto(6,17) θα υπολογίσουµε τις εντάσεις θνησιµότητας τους.  

 

 

 

Σχήµα 2.1.2: Συναρτήσεις επιβίωσης των κατανοµών Pareto(6,17) και Weibull(0.8,3) 

 

Οι συγκεκριµένες κατανοµές θεωρείται ότι έχουν βαριές δεξιές ουρές όπως παρατηρείται 

και στο παραπάνω γράφηµα. Μένει να εξακριβωθεί το παραπάνω συµπέρασµα και µε το 

κριτήριο της έντασης θνησιµότητας. 

 

Ένταση θνησιµότητας Pareto : 
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1( ) 6( )
( )

( ) 17

( )

a

a

a

a

ab

f x ax b
x

bS x x b x

x b

λ
++

= = = =
+ +

+  

 

Ένταση θνησιµότητας Weibull: 

 

( ) ( )
( )

( ) ( )

1

1 0,8 1

exp
( )

( )
( )

exp

0,8
3 3

k k

k

k

y yk
f x

x
S x y

y yk

λ λ λ
λ

λ

λ λ

−

− −

  
− −  

  = =
  

− −  
  

= =

 

 

 

 

 

 

Σχήµα 2.1.3: Ένταση θνησιµότητας των κατανοµών Pareto(6,17) και Weibull(0.8,3) 

 

 

 

 

Από το παραπάνω γράφηµα διακρίνεται η φθίνουσα πορεία της έντασης θνησιµότητας και 

των δύο προαναφερθέντων κατανοµών γεγονός που ενισχύει τους αρχικούς ισχυρισµούς µας 

ως προς την ύπαρξη βαριών δεξιών ουρών. Αξίζει να σηµειωθεί πως το κριτήριο της έντασης 
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θνησιµότητας ενέχει ποιοτική ερµηνεία και όχι ποσοτική. Αυτό σηµαίνει πως ενδεχόµενη 

φθίνουσα πορεία της συγκεκριµένης ποσότητας αποτελεί ένδειξη για την ύπαρξη βαριάς 

δεξιάς ουράς αλλά  δεν ενδείκνυται για συγκρίσεις µεταξύ διαφορετικών κατανοµών.  

 

 

2.1.3 Εκτίµηση κατά Bayes 

Η προσέγγιση κατά Bayes, αντίθετα µε την παραµετρική προσέγγιση, θεωρεί ότι όλες οι 

άγνωστες ποσότητες είναι τυχαίες µεταβλητές και χρησιµοποιούνται κατανοµές πιθανότητας 

για να περιγράψουν την κατάσταση της γνώσης µας για αυτές τις ποσότητες. Στην 

πραγµατικότητα  η γενική έκφραση υπολογισµού είναι µια εφαρµογή του πολλαπλασιαστικού 

τύπου και του θεωρήµατος ολικής πιθανότητας. 

Ποιοτικά η Μπευζιανή προσέγγιση ξεκινά µε µια κατανοµή πιθανότητας η οποία 

περιγράφει το επίπεδο της γνώσης µας αναφορικά µε τις άγνωστες ποσότητες πριν συλλεγούν 

δεδοµένα και στη συνέχεια χρησιµοποιεί τα παρατηρηθέντα δεδοµένα για να επανακαθορίσει 

την κατανοµή αυτή. (Ι. Πανάρετος & Ε. Ξεκαλάκη (2000))  

 

Ορισµός 2.1.12: Θεώρηµα Bayes 

Έστω },....,,{ 21 nBBB µια διαµέριση ενός δειγµατικού χώρου Ω, τέτοια ώστε 0)( >iBP  για 

όλα τα ni ,...,2,1= . Τότε, για κάθε ενδεχόµενο Α του ίδιου δειγµατικού χώρου  µε 0)( >AP , 

ισχύει: 

.,...,2,1,

)()\(

)()\(
)\(

1

ni

BPBAP

BPBAP
ABP

n

j
jj

ii
i ==

∑
=

 

( Κούτρας, 2004). 

 

i) Συναρτήσεις κινδύνου και Μπεϋζιανοί εκτιµητές 

Έχοντας καταλήξει στην επανακαθορισµένη κατανοµή η ανάλυση µπορεί να θεωρείται 

ολοκληρωµένη. Στην ουσία όµως κάποιος συγκεκριµένος εκτιµητής µε ένα περιθώριο λάθους 

ίσως να είναι προτιµότερος. 
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Ορισµός 2.1.13: Συνάρτηση απώλειας (Loss function) ),ˆ( θθL είναι µια συνάρτηση η 

οποία επιβαρύνει την ζηµιά στην περίπτωση που η εκτιµώµενη τιµή αποµακρύνεται από την 

πραγµατική.  

 

Παραδείγµατα τέτοιων συναρτήσεων απώλειας είναι τα παρακάτω: 

α) Τετραγωνική συνάρτηση απώλειας (squared-error loss) 2)ˆ(),ˆ( θθθθ −=L  

β) Απόλυτη απώλεια (absolute loss)  θθθθ −= ˆ),ˆ(L  

γ) Απώλεια µηδέν-ένα (zero-one loss)  0),ˆ( =θθL αν 0ˆ =θ  και 1 αλλιώς. 

 

Ορισµός 2.1.14: Ο Μπευζιανός εκτιµητής για µια δοσµένη συνάρτηση ζηµιάς είναι η 

συνάρτηση που ελαχιστοποιεί την αναµενόµενη ζηµιά δοθέντος της εκ των υστέρων 

κατανοµής. 

 

2.1.4  Υποψήφιες  κατανοµές για το µέγεθος των αποζηµιώσεων 

Συχνά  είναι επιθυµητό να βρεθεί µια αναλυτική έκφραση για µια κατανοµή απώλειας 

ιδιαίτερα στην περίπτωση που τα εµπειρικά δεδοµένα δεν είναι επαρκή. Υπάρχουν πολλές 

κατανοµές στην στατιστική αλλά δεν είναι όλες κατάλληλες για να προσαρµόζονται σε 

δεδοµένα µεγέθους αποζηµιώσεων.   Οι πιο συνηθισµένες κατανοµές για τις αποζηµιώσεις 

είναι η Pareto, η εκθετική, η log-normal,η Γάµµα, η Weibull κ.α . 

 

i) Λογαριθµοκανονική κατανοµή 

Έστω τυχαία µεταβλητή Χ η οποία ακολουθεί την κανονική κατανοµή µε συνάρτηση 

πυκνότητας πιθανότητας  

2

2

1 ( )
( ) exp , .

22
X

x
f x x

µ
σσ π

 −
= − −∞ < < ∞ 

 
 

Έστω τώρα 
XY e= έτσι ώστε logX Y= .Η συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας της Y 

είναι η 

2

2

1 (log )
( ) , 0 .

22
X

y
f y y

µ
σσ π

 −
= − < < ∞ 

 
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Η λογαριθµοκανονική κατανοµή λόγω της σχετικά «βαριάς» δεξιάς ουράς είναι µια 

κατανοµή που εφαρµόζει καλά σε αρκετές περιπτώσεις δεδοµένων ζηµιών. Όµως έχει και 

κάποια µειονεκτήµατα όπως το γεγονός ότι η ροπογεννήτρια της δεν υπάρχει. Στο Σχήµα 

2.1.4 απεικονίζεται η συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας της λογαριθµοκανονικής 

κατανοµής µε παραµέτρους µ=2,σ=0.1 (µπλέ γραµµή) και µ=0.5,σ=2 (κόκκινη διακεκοµµένη 

γραµµή). 

 

Σχήµα 2.1.4: Συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας της logNormal 

 

 

 

ii) Εκθετική κατανοµή 

Η συνάρτηση πυκνότητας της εκθετικής κατανοµής είναι: 

( ) , 0xf x e xββ −= >  

Η εκθετική κατανοµή χρησιµοποιείται σε πολλούς ασφαλιστικούς κινδύνους λόγω των 

καλών µαθηµατικών ιδιοτήτων που έχει. Ένα από τα µειονεκτήµατα της εκθετικής 

πυκνότητας είναι ότι είναι µονότονη και φθίνουσα σε όλο το πεδίο ορισµού της το οποίο 

δυσκολεύει την εφαρµογή της σε πρακτικές εφαρµογές. Στο Σχήµα 2.1.5 απεικονίζεται η 

συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας της εκθετικής κατανοµής µε παραµέτρους b=1(µπλέ 

γραµµή) και b=5 (κόκκινη διακεκοµµένη γραµµή). 

 

Σχήµα 2.1.5: Συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας εκθετικής κατανοµής 
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iii) Κατανοµή Pareto 

Έστω Χ τυχαία µεταβλητή ακολουθεί την εκθετική κατανοµή µε παράµετρο λ και η 

τυχαία µεταβλητή Υ ακολουθεί την κατανοµή Gamma(α,λ) τότε η Χ\Υ ακολουθεί κατανοµή 

Pareto µε συνάρτηση πυκνότητας  

1
( ) , 0

( )

a

a

a
f x x

x

λ
λ +

= >
+

 

Η κατανοµή Pareto χρησιµοποιείται πολύ συχνά στην µοντελοποίηση του ύψους των 

ασφαλιστικών αποζηµιώσεων κυρίως λόγω της πολύ βαριάς δεξιάς ουράς της. Τα 

µειονεκτήµατα της  οφείλονται όπως και στη log-normal στην έλλειψη της ροπογεννήτριας 

της και στο γεγονός πως η πυκνότητα είναι µονότονα φθίνουσα µε αποτέλεσµα να µην 

προσαρµόζεται σε πρακτικές εφαρµογές (Burnecki et al, 2010). Στο Σχήµα 2.1.6 

απεικονίζεται η συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας της κατανοµής Pareto µε παραµέτρους 

α=2,λ=0.5 (µπλέ γραµµή) και α=2, λ=1 (κόκκινη διακεκοµµένη γραµµή). 

 

Σχήµα 2.1.6: Συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας κατανοµής Pareto 
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iv) Κατανοµή Burr 

Εµπειρικά έχει αποδειχτεί πως η κατανοµή Pareto προσαρµόζεται µε αρκετή επιτυχία στη 

κατανοµή µεγέθους των αποζηµιώσεων ιδιαίτερα στις περιπτώσεις που συµβαίνουν µεγάλες 

ζηµιές. Σε πολλές περιπτώσεις όµως υπάρχει η ανάγκη εύρεσης µιας κατανοµής που έχει 

βαριά ουρά αλλά παρουσιάζει µεγαλύτερη ευελιξία από την Pareto. Ένα τέτοιο παράδειγµα 

είναι η κατανοµή Burr που έχει συνάρτηση πυκνότητας η οποία δεν είναι µονότονη. 

Έστω η τυχαία µεταβλητή Υ ακολουθεί την κατανοµή Pareto (α,λ) τότε η κατανοµή της 

1

X Y τ= ονοµάζεται κατανοµή Burr µε συνάρτηση πυκνότητας  

1

1
( ) , 0

( )

x
f x x

x

τ
α

αταλ
λ

−

+
= >

+  

(Burnecki et al, 2010).
 

Στο Σχήµα  2.1.7 απεικονίζεται η συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας της κατανοµής Burr 

µε παραµέτρους a=0.5,b=5,λ=0.5 (µπλέ γραµµή) και a=2,b=0.5,λ=1 (κόκκινη διακεκοµµένη 

γραµµή). 

 

 

Σχήµα 2.1.7: Συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας της κατανοµής Burr 
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2.2  Κατανοµή για το πλήθος των αποζηµιώσεων 

Οι κατανοµές που απαριθµούν το πλήθος των αποζηµιώσεων που καταφθάνουν στην 

ασφαλιστική εταιρία είναι συνήθως διακριτές και έχουν θετική πιθανότητα µόνο για θετικές 

τιµές. Ο λόγος που χρησιµοποιούνται ξεχωριστά µοντέλα για το µέγεθος και για τον αριθµό 

των απαιτήσεων είναι γιατί ιδιαίτερα τα µοντέλα που απαριθµούν τον αριθµό των 

απαιτήσεων είναι εύκολο να προσδιορισθούν από απλές και συνηθισµένες διακριτές 

κατανοµές. Έστω  Ν η τυχαία µεταβλητή που παριστάνει τον αριθµό των απαιτήσεων. Τότε η 

συνάρτηση πιθανότητας της είναι: K,2,1,0,)Pr( === kkNpk . Η πιθανογεννήτρια της Ν 

είναι η )(zP και υπολογίζεται από τη σχέση 

)(zP ∑
∞

=

===
0

.)()(
k

k
k

N
N zpzEzP

 

Η ροπογεννήτρια της Ν είναι η 

0

( ) ( ) .kN kN
N k

k

M k E e e p
∞

=

= = ⋅∑  

 

2.2.1 Οι κυριότερες διακριτές κατανοµές 

i) κατανοµή Poisson 

Η συνάρτηση πιθανότητας της κατανοµής Poisson είναι:  
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K2,1,0,
!

==
−

k
k

e
p

k

k

λλ
 

Η πιθανογεννήτρια της Poisson είναι: 

0,)( )1( >= − λλ z
N ezP  

Η ροπογεννήτρια της είναι: 

)).1(exp()( −= z
N ezM λ  

Η κατανοµή Poisson είναι µια κατανοµή µε δύο πολύ χαρακτηριστικές ιδιότητες που 

συνοψίζονται στα παρακάτω θεωρήµατα. 

 

Θεώρηµα 2.2.1: Έστω nNNN K,, 21  ανεξάρτητες και ισόνοµές µεταβλητές από κατανοµή 

Poisson µε αντίστοιχες παραµέτρους .,, 21 nλλλ K Τότε η nNNNN +++= K,21  ακολουθεί 

και αυτή κατανοµή Poisson µε παραµέτρους 1 2 nλ λ λ λ= + + +K  (Klungman et al,2004)
         

 

 

Θεώρηµα 2.2.2: Έστω η τυχαία µεταβλητή  N  που απαριθµεί τον  αριθµό των 

ενδεχοµένων ακολουθεί κατανοµή Poisson µε µέση τιµή λ . Ας υποτεθεί πως κάθε 

ενδεχόµενο χωρίζεται σε m διαφορετικά  ανεξάρτητα ενδεχόµενα µε αντίστοιχες πιθανότητες 

mppp ,,, 21 K  . Τότε και τα mNNN K,, 21  είναι τυχαίες µεταβλητές που ακολουθούν Poisson 

µε µέση τιµή mppp λλλ ,,, 21 K ,αντίστοιχα. (Klungman et al,2004) 

 

ii) ∆ιωνυµική κατανοµή 

Η διωνυµική κατανοµή αποτελεί µια γενίκευση της κατανοµής Bernoulli. Η διωνυµική 

κατανοµή µετράει τον αριθµό των επιτυχιών σε n ανεξάρτητες δοκιµές του ίδιου πειράµατος 

µε την προυπόθεση ότι η πιθανότητα επιτυχίας παραµένει σταθερή και ίση µε p. Μια 

σηµαντική ιδιότητα της κατανοµής αυτής είναι το γεγονός ότι ο µέσος της κατανοµής είναι 

µεγαλύτερος από τη διακύµανση της. Η συνάρτηση πιθανότητας της διωνυµικής κατανοµής 

είναι: 

Pr( ) (1 ) 1, 2,
k n k

k

n
p N k p p k n

k
− 

= = = − = 
 

K  

και η πιθανογεννήτρια της : 

( ) [1 ( 1)] , 0 1.n
NP z p z p= + − < <  
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iii) Αρνητική διωνυµική κατανοµή 

Η αρνητική ∆ιωνυµική κατανοµή χρησιµοποιείται συχνά σαν εναλλακτική της κατανοµής 

Poisson. Παίρνει τιµές µόνο στον θετικό ηµιάξονα αλλά το γεγονός ότι έχει δύο παραµέτρους 

την κάνει περισσότερο ευέλικτη από την κατανοµή Poisson. Η αρνητική διωνυµική κατανοµή 

µετράει τον αριθµό των αποτυχιών µέχρι την εµφάνιση τη r επιτυχίας. Συµβολίζεται µε Nb 

(n,p) και η συνάρτηση πιθανότητας της δίνεται από τον τύπο  

1
(1 ) , 0,1,2,

n k
k

n k
p p p k

k

+ − 
= − = 
 

K  

ενώ πιθανογεννήτρια της από τον τύπο ( ) .
1 (1 )

n

N

p
P k

p k

 
=  − − 

 

Η αρνητική διωνυµική σε αντίθεση µε την διωνυµική έχει το χαρακτηριστικό ότι η µέση 

τιµή της είναι µικρότερη από την διακύµανση της. 

 

iv) Γεωµετρική κατανοµή 

Η Γεωµετρική κατανοµή αποτελεί µια ειδική περίπτωση της αρνητικής διωνυµικής 

κατανοµής. Συγκεκριµένα είναι η αρνητική διωνυµική για την τιµή της παραµέτρου 1n = . 

Μια χαρακτηριστική ιδιότητα της γεωµετρικής κατανοµής ονοµάζεται ιδιότητα της έλλειψης 

µνήµης. Στην περίπτωση που η γεωµετρική κατανοµή παρουσιάζει των αριθµό των 

απαιτήσεων ένα παράδειγµα της ιδιότητας έλλειψης µνήµης µπορεί να είναι το ακόλουθο: Αν 

µε ανεξάρτητες δοκιµές Bernoulli  ο αριθµός των αποτυχιών είναι ίσος µε k  τότε η 

πιθανότητα να χρειαστούν επιπλέον περισσότερες από r αποτυχίες για να εµφανιστεί η πρώτη 

απαίτηση ισούται µε την πιθανότητα να απαιτηθούν  r  αποτυχίες µέχρι την πρώτη απαίτηση. 

Εποµένως την στιγµή k το παρελθόν δεν υπάρχει και η διαδικασία είναι σαν να ξεκινάει από 

την αρχή. 

Η συνάρτηση πιθανότητας της γεωµετρικής κατανοµής είναι η : 

(1 ) , 0,1, 2,k
kp p p k= − = K  

Η πιθανογεννήτρια της γεωµετρικής κατανοµής είναι: ( )
1 (1 )

N

p
P k

p k
=

− −
 

 

2.2.2 Οικογένεια κατανοµών Panjer (a,b,0) 

Μια πολύ γνωστή κλάση απαριθµητριών κατανοµών στην αναλογιστική επιστήµη είναι η 

κλάση κατανοµών του Panjer. Η κλάση κατανοµών µελετήθηκε αρχικά από τον Katz (1965) 
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αλλά πήρε το όνοµα της από τον Panjer  επειδή εκείνος ανακάλυψε τον αναδροµικό 

αλγόριθµο που βοηθάει στον υπολογισµό της κατανοµής του αθροίσµατος των απαιτήσεων 

όταν ο αριθµός των απαιτήσεων ακολουθεί µια εκ των κατανοµών της κλάσης Panjer. Ο 

παρακάτω ορισµός χαρακτηρίζει τις κατανοµές που ανήκουν στην οικογένεια κατανοµών του 

Panjer. 

 

Ορισµός 2.2.1: Έστω kp η συνάρτηση πιθανότητας µιας διακριτής τυχαίας µεταβλητής. Η 

κατανοµή αυτή ανήκει στην οικογένεια κατανοµών (a,b,0) όταν υπάρχουν σταθερές a ,b 

τέτοιες ώστε 

1

, 1, 2,3,k

k

p b
a k

p k−

= + = K  

Η διωνυµική, η αρνητική διωνυµική (άρα και γεωµετρική) και η κατανοµή Poisson είναι οι 

µοναδικές κατανοµές που ανήκουν στην οικογένεια (a,b,0). Ο λόγος που γίνεται η 

κατηγοριοποίηση σε αυτήν την οικογένεια κατανοµών είναι για να γίνεται ευκολότερα η 

διάκριση της κατανοµής που ακολουθούν τα δεδοµένα µεταξύ των προαναφερθέντων 

διακριτών κατανοµών.  Στον παρακάτω πίνακα φαίνονται οι τιµές των παραµέτρων a.b της 

κάθε κατανοµής που ανήκουν στην κλάση (a,b,0). 

 

Πίνακας 2.1.1: Οι τιµές των παραµέτρων της οικογένειας Panjer για τις τρείς διακριτές κατανοµές 

κατανοµή a b P0 

P(λ) 

 

Β(n,p) 

 

NB(r,p) 

 

G(p) 

0 

 

(1 )

p

p

−
−

 

(1 )p−  

 

(1 )p−  

λ 

 

( 1)

(1 )

n p

p

+
−

 

( 1)(1 )r p− −  

 

0 

e λ−
 

(1 )np−  

 

rp  

 

p  

 

Μετασχήµατίζοντας τον αριθµό των απαιτήσεων   στη µορφή 

1

, 1, 2,3,k

k

p b
a ak b k

p k−

= + = + = K
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Η συνάρτηση  του k  είναι γραµµική µε αποτέλεσµα µια γραφική αναπαράσταση της 

ευθείας προσδιορίζει την κλίση της και συνεπώς επιλέγεται αναλόγως η κατανοµή που 

πιθανόν να ακολουθούν τα δεδοµένα σύµφωνα µε την τιµή της παραµέτρου a . 

 

2.2.3 Οικογένεια κατανοµών (a,b,1) 

Οι κατανοµές που ανήκουν στην κλάση (a,b,0) δεν  περιγράφουν πάντα σωστά τα 

χαρακτηριστικά και το σχήµα κάποιων δεδοµένων στην πράξη. Αυτό µπορεί να συµβαίνει 

διότι σε  δεδοµένα  σπάνιων ζηµιών µπορεί να υπάρχει αυξηµένη πιθανότητα στο σηµείο 

µηδέν ενώ σε κάποια άλλα είδη δεδοµένων η πιθανότητα στην τιµή µηδέν να  πλησιάζει το 

µηδέν. Στις παραπάνω περιπτώσεις δεν υπάρχει στο σηµείο µηδέν καλή εφαρµογή των 

δεδοµένων µε την επιλεγµένη κατανοµή. Για αυτό το λόγο υπάρχει η δυνατότητα µετατροπής 

της πιθανότητας στο µηδέν στις κατανοµές που ανήκουν στην κλάση κατανοµών  (a,b,0). 

 

Ορισµός 2.2.2:Έστω kp η συνάρτηση πιθανότητας µιας διακριτής τυχαίας µεταβλητής. Η 

κατανοµή αυτή ανήκει στην οικογένεια κατανοµών (a,b,1) όταν υπάρχουν σταθερές a , b 

τέτοιες ώστε 

1

, 2,3, 4,k

k

p b
a k

p k−

= + = K  

Η µόνη διαφορά της κλάσης κατανοµών (a,b,1) είναι ότι ο αναδροµικός τύπος 

υπολογισµού ξεκινάει από την 1p και όχι από την 0p που ξεκινούσε στην κλάση κατανοµών 

(a,b,0).Είναι  φανερό πως η κλάση (a,b,0) αποτελεί µια υποκατηγορία της ευρύτερης κλάσης 

(a,b,1). 

Από την κλάση κατανοµών (a,b,1) διαχωρίζουµε την υποκατηγορία  των κατανοµών για 

τις οποίες 0 0p = και η οποία ονοµάζεται αποκοµµένη στο µηδέν (zero-truncated) και στην 

υποκατηγορία όπου 0 0p >  και η οποία ονοµάζεται τροποποιηµένη στο µηδέν (zero-

modified). Οι  τροποποιηµένες στο µηδέν (zero-modified) κατανοµές µπορούν να εκφραστούν 

και ως κατανοµές της κλάσης (a,b,0) και µιας εκφυλισµένης κατανοµής πιθανότητα µόνο στο 

µηδέν. Οι αποκοµµένες στο µηδέν (zero-truncated) κατανοµές µπορούν να εκφραστούν και 

ως τροποποιηµένες στο µηδέν (zero-modified) κατανοµές µε συγκεκριµένη τροποποίηση στο 

0 0p = . 
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2.2.4 Σύνθετα µοντέλα συχνότητας 

Μια µεγαλύτερη κλάση κατανοµών µπορεί να δηµιουργηθεί συνθέτοντας οποιεσδήποτε 

δύο διακριτές κατανοµές. Ο όρος σύνθεση αντικατοπτρίζει το γεγονός ότι η πιθανογεννήτρια 

της νέας σύνθετης  κατανοµής  εξαρτάται από τις πιθανογεννήτριες των δύο επιλεγµένων 

διακριτών κατανοµών. Έστω Ν απαριθµήτρια τυχαία µεταβλητή µε πιθανογεννήτρια 

( )NP z και 1 2, ,M M Kαπαριθµήτριες τυχαίες µεταβλητές µε πιθανογεννήτρια ( )MP z . 

Υποθέτοντας ότι jM ανεξάρτητο από το Ν τότε η πιθανογεννήτρια του τυχαίου 

αθροίσµατος 1 2 NS M M M= + + +L  είναι η :  

( ) [ ( )]S N MP z P P z= , 

όπου ,N M καλούνται πρωταρχική (primary) και δευτερεύουσα (secondary) κατανοµή 

αντίστοιχα. 

 

 

2.3  Κατανοµές απώλειας για το άθροισµα των απαιτήσεων 

Σκοπός της ασφαλιστικής επιχείρησης είναι η αποτελεσµατική διαχείριση των κινδύνων. 

Με την ασφάλιση µεγάλου αριθµού ατόµων ο ατοµικός κίνδυνος µετατρέπεται σε ένα 

µοντέλο συνολικού αθροιστικού κινδύνου το οποίο είναι διαχειρίσιµο. Το συσσωρευµένο 

ποσό µπορεί να είναι οι απαιτήσεις των ασφαλισµένων από την ασφαλιστική εταιρία ή ακόµα 

και οι απαιτήσεις της ασφαλιστικής εταιρίας από µια αντασφαλιστική εταιρία. Έστω τα 

τυχαία ποσά των πληρωµών 1 2, , , NX X XK όπου Ν ο τυχαίος αριθµός των απαιτήσεων. Στο 

συλλογικό µοντέλο κινδύνου (collective risk model ) η συνολική αθροιστική απώλεια 

θεωρείται ένα τυχαίο άθροισµα S  

1 2 ,NS X X X= + + +K  

όπου X  είναι τυχαία µεταβλητή του µεγέθους των αποζηµιώσεων και N  τυχαία 

µεταβλητή του αριθµού των αποζηµιώσεων. Στην περίπτωσή που το N=0 τότε και το S=0. Το 

τυχαίο άθροισµα S  είναι µια σύνθετη κατανοµή της σφοδρότητας και της συχνότητας των 

απαιτήσεων. Ο διαχωρισµός του αθροίσµατος S σε σφοδρότητα και συχνότητα προσφέρει 

αρκετά πλεονεκτήµατα στη µοντελοποίηση του. Μια µεγάλη αύξηση στον αριθµό των 

συµβολαίων της ασφαλιστικής επιχείρησης θα επιφέρει την αναπροσαρµογή µόνο της 

κατανοµής που ακολουθεί ο αριθµός των αποζηµιώσεων. Αντίστοιχα πληθωριστικές 
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µεταβολές ή άλλες αλλαγές καλύψεων των συµβολαίων (αφαιρετέα ποσά, ανώτατα όρια 

κάλυψης κλπ) θα επιφέρουν αλλαγές στην κατανοµή του µεγέθους των απαιτήσεων. 

Στο µοντέλο ατοµικού κινδύνου (individual risk model) το συνολικό άθροισµα των 

απαιτήσεων περιγράφεται από το άθροισµα  

1 2 ,nS X X X= + + +K  

όπου τα jX  είναι ανεξάρτητα αλλά όχι κατ’ ανάγκη ισόνοµα και ο αριθµός των 

απαιτήσεων είναι γνωστός και ίσος µε n. 

Σχέση µεταξύ των δύο µοντέλων 

Στην περίπτωση που υπάρχει ανάγκη µοντελοποίησης της κατανοµής του αθροίσµατος 

των απαιτήσεων όχι ενός αλλά πολλών διαφορετικών χαρτοφυλακίων ή κλάδων 

ασφαλιστικών συµβολαίων ή πολλών διαφορετικών καλύψεων σε ένα ασφαλιστήριο 

συµβόλαιο  τότε προκύπτει η ανάγκη σύνδεσης του ατοµικού µοντέλου κινδύνου µε το 

συλλογικό. Έστω iY είναι το άθροισµα των απαιτήσεων του i  ασφαλιστικού κλάδου. Τότε για 

το µοντέλο του ατοµικού κινδύνου το συνολικό άθροισµα των απαιτήσεων ισούται µε 

1 2 nS Y Y Y= + + +L . Έστω τώρα ότι iN  ο αριθµός των απαιτήσεων στον i  ασφαλιστικό 

κλάδο έτσι ώστε 1 2i NiY X X X= + + +L και 1 2 nN N N N= + + +L . Στην συγκεκριµένη 

περίπτωση το φαινοµενικά απλό µοντέλο ατοµικού κινδύνου ανά κλάδο έκρυβε ένα µοντέλο 

συλλογικού κινδύνου στον κάθε ασφαλιστικό κλάδο ξεχωριστά.  

 

 

2.3.1 Σύνθεση µοντέλων για τις συνολικές ζηµιές 

Έστω S το άθροισµα των απαιτήσεων στο συλλογικό µοντέλο κινδύνου. Η επιλογή ενός 

µοντέλου για την εκτίµηση της κατανοµής του S  περιλαµβάνει τρία βήµατα. 

1. Επιλογή της κατανοµής για την τυχαία µεταβλητή N  βασισµένη στα 

δεδοµένα. 

2. Επιλογή της κατανοµής για την τυχαία µεταβλητή jX  βασισµένη στα 

δεδοµένα. 

3. Υπολογισµός του αθροίσµατος των απαιτήσεων S  µε την 

χρησιµοποίηση των κατανοµών των ,N X  

(Klungman et al, 2004 
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Στην περίπτωση που τα πρώτα δύο βήµατα έχουν αναπτυχθεί αρκετά υπάρχουν τρόποι 

ώστε να υπολογισθεί αριθµητικά το συνολικό άθροισµα των απαιτήσεων. 

Το τυχαίο άθροισµα 1 2 NS X X X= + + +L  έχει συνάρτηση κατανοµής: 

 

όπου ( ) Pr( )XF x X x= ≤ είναι η συνάρτηση κατανοµής της jX και Pr( ).np N n= =  Η 

κατανοµή της S καλείται σύνθετη κατανοµή. Η ( )n
XF x∗ ονοµάζεται ΄΄n-οστή συνέλιξη΄΄ της 

συνάρτησης κατανοµής της X  και υπολογίζεται ως: 

0
0, 0,

( )
1, 0,

X

x
F x

x
∗ <

= 
≥

 

και 

( 1)
( ) ( ) ( )

k k
X X XF x F x y dF y

∞
∗ ∗ −

−∞

= −∫ για 1,2,k = K  

(Klungman et al, 2004). 

 

Στην περίπτωση που η X είναι συνεχής τυχαία µεταβλητή  µε θετική πιθανότητα µόνο για 

θετικές τιµές τότε ο παραπάνω τύπος καταλήγει στην παρακάτω απλουστευµένη µορφή: 

( 1)

0

( ) ( ) ( )

x
k k

X X XF x F x y f y dy∗ ∗ −= −∫     για 2,3,k = K  

ενώ η αντίστοιχη πυκνότητα δίνεται από την αναδροµική σχέση: 

( 1)

0

( ) ( ) ( )

x
k k

X X Xf x f x y f y dy∗ ∗ −= −∫     για 2,3,k = K  

 

Με βάση τα παραπάνω, προκύπτει ότι η κατανοµή της S έχει συνάρτηση πυκνότητας για 

0x > : 

*

1

( ) n
S n X

n

f x p f
∞

=

=∑  

επιπρόσθετα µε µια µάζα πιθανότητας στο µηδέν. 

0

0

( ) Pr( )

Pr( \ )

( ),

S

n
n

n
n X

n

F x S x

p S x N n

p F x

∞

=

∞
∗

=

= ≤

= ≤ =

=

∑

∑
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Στην περίπτωση που η X είναι διακριτή τυχαία µεταβλητή µε πιθανότητα στα σηµεία 

0,1,2,K τότε η συνάρτηση κατανοµής της είναι η: 

*( 1)

0

( ) ( ) ( )
x

k k
X X X

y

F x F x y f y∗ −

=

= −∑  για 0,1, , 2,3,x k= =K K 

 

και η αντίστοιχη συνάρτηση πιθανότητας: 

 

*( 1)

0

( ) ( ) ( )
x

k k
X X X

y

f x f x y f y∗ −

=

= −∑  για 0,1, , 2,3,x k= =K K 

 

Η πιθανογεννήτρια του αθροίσµατος των απαιτήσεων ισούται µε: 

( ) [ ]

[ ( )].

S
S

N X

P z E z

P P z

=

=
 

O µεταΣχήµατισµός Laplace και η ροπογεννήτρια της σύνθετης κατανοµής του 

αθροίσµατος των απαιτήσεων υπολογίζονται ως: 

 

 

και 

 ( ) [ ( )].S N XM z P M z=  

 

2.3.2  Υπολογισµός της κατανοµής του αθροίσµατος των απαιτήσεων 

Ο υπολογισµός της κατανοµής του αθροίσµατος των απαιτήσεων ακόµα και στις πιο απλές 

περιπτώσεις συνήθως είναι µια δύσκολη διαδικασία. Για αυτό το λόγο έχουν αναπτυχθεί 

εναλλακτικοί τρόποι αριθµητικής εκτίµησης των αποτελεσµάτων για συγκεκριµένες 

περιπτώσεις κατανοµών. 

 

i) προσεγγιστική κατανοµή 

Η προσεγγιστική κατανοµή χρησιµοποιεί την µέθοδο των ροπών για να εκτιµήσει τις 

παραµέτρους της κατανοµής. Το µεγάλο πλεονέκτηµα αυτής της µεθόδου είναι το γεγονός ότι 

αποτελεί µια ιδιαίτερα απλή στην εφαρµογή της µέθοδο. Υπάρχουν όµως και σοβαρά 

µειονεκτήµατα αυτής της µεθόδου. Ένα από αυτά είναι ότι δεν υπάρχει τρόπος να 

( ) ( )

[ ( )

zS
S

N X

L z E e

P L z

−=

=
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αξιολογηθεί πόσο καλή είναι αυτή η προσέγγιση. Κάθε διαφορετική προσέγγιση δίνει 

διαφορετικά αποτελέσµατα ειδικότερα στη δεξιά ουρά της κατανοµής και ο µόνος τρόπος να 

βελτιωθεί είναι η χρησιµοποίηση περισσοτέρων ροπών. Επίσης η προσεγγιστική κατανοµή 

δεν µπορεί να αναπαραστήσει µε ακρίβεια κάποια ειδικά χαρακτηριστικά της πραγµατικής 

κατανοµής όπως για παράδειγµα στην περίπτωση που υπάρχει ένα ανώτατο όριο ιδίας 

κράτησης τότε η κατανοµή της σφοδρότητας των απαιτήσεων θα παρουσιάζει αυξηµένη 

πιθανότητα εµφάνισης σε αυτό το όριο που θα αποτελεί και το µέγιστο της κατανοµής.  

 

ii) Η αναδροµική µέθοδος 

Έστω η κατανοµή του µεγέθους των αποζηµιώσεων ( )Xf x παίρνει τιµές 0,1,2, ,mK που 

αντιστοιχούν σε πολλαπλάσια κάποιας νοµισµατικής µονάδας και η τιµή m είναι η µέγιστη 

πληρωµή. Έστω ακόµα πως η κατανοµή του αριθµού των αποζηµιώσεων kp   ανήκει στην 

κλάση κατανοµών του Panjer (a,b,1). Τότε η κατανοµή του αθροίσµατος των αποζηµιώσεων 

περιγράφεται από την σχέση: 

1 0 1
[ ( ) ] ( ) ( / ) ( ) ( )

( ) ,
1 (0)

x m

X X Sy

S

X

p a b p f x a by x f y f x y
f x

af

∧

=
− + + + −

=
−

∑
 

όπου x m∧ είναι ο συµβολισµός για το min( , ).x m  

 

2.3.3 Κατασκευή διακριτών κατανοµών 

Η  αναδροµική µέθοδος αναπτύχθηκε κυρίως για τη χρήση διακριτών κατανοµών. Αν και 

η υπάρχει η δυνατότητα να κατασκευαστεί αναδροµικός τύπος και για συνεχείς κατανοµές 

προτιµάται λόγω ευκολίας η µετατροπή των συνεχών κατανοµών σε διακριτές µε µια µέθοδο 

η οποία ονοµάζεται διακριτοποίηση και χρησιµοποίηση του τύπου της αναδροµικής µεθόδου 

για διακριτές κατανοµές. Ο ευκολότερος τρόπος κατασκευής διακριτής κατανοµής για το 

µέγεθος των απαιτήσεων από µια συνεχή κατανοµή είναι η απόδοση µάζας πιθανότητας σε 

πολλαπλάσια µιας ΄΄βολικής΄΄ µονάδα µέτρησης. Μια κατανοµή µε αυτά τα χαρακτηριστικά 

ονοµάζεται αριθµητική κατανοµή αφού ορίζεται στον θετικό ηµιάξονα. Η κατασκευή 

αξιόπιστης αριθµητικής κατανοµής προυποθέτει την διατήρηση των χαρακτηριστικών 

ιδιοτήτων της αρχικής συνεχούς κατανοµής. Οι πιο διαδεδοµένοι τρόποι διακριτοποίησης 

µιας συνεχούς κατανοµής είναι οι ακόλουθοι: 
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i. Μέθοδος στρογγυλοποίησης (method of rounding) 

Έστω jf η πιθανότητα στο jh σηµείο όπου h είναι η µονάδα µέτρησης και 

1,2,j = K. Οι τιµές της τυχαίας µεταβλητής X στρογγυλοποιούνται στο πλησιέστερο 

πολλαπλάσιο του h µε εξαίρεση την πιθανότητα στο σηµείο 0. 

0 Pr 0 ,
2 2

Pr
2 2

0 0 , 1, 2,
2 2

X

j

X X

h h
f X F

h h
f jh X jh

h h
F jh F jh j

   = < = −   
   

 = − ≤ < + 
 

   = + − − − − =   
   

K

 

∆ηλαδή για : 

0,
2

h
X

 ∈ →  
Οι τιµές στρογγυλοποιούνται στο 0. 

3
,

2 2

h h
X

 ∈ →  
Οι τιµές στρογγυλοποιούνται στο h. 

3 5
,

2 2

h h
X

 ∈ →  
Οι τιµές στρογγυλοποιούνται στο 2h. 

(Χατζηκωνσταντινίδης,2011) 

 

ii. Μέθοδος διατήρησης των ροπών (method of local method matching) 

Σε αυτή τη µέθοδο κατασκευάζεται η νέα διακριτή κατανοµή µε την προυπόθεση 

ότι οι p πρώτες ροπές της αριθµητικής κατανοµής συµπίπτουν µε τις αντίστοιχες 

πρώτες ροπές της αρχικής συνεχούς κατανοµής. Έστω ένα διάστηµα µήκους ph  το 

οποίο συµβολίζεται 
,[ )k kx x ph+ όπου p είναι ο αριθµός των ροπών και h το βήµα. 

Θέτοντας µάζα πιθανότητας  
0 1, , ,k k k

pm m mK   στα σηµεία , , ,k k kx x h x ph+ +K έτσι 

ώστε οι πρώτες p ροπές να συµπίπτουν. Το σύστηµα των εξισώσεων που ικανοποιούν 

αυτές τις συνθήκες είναι το ακόλουθο: 

 

( )
0

0
0

( ), 0,1,2, . ,
k

k

p
x phr k r

k j Xx
j

x jh m x dF x r p
+ −

−
=

+ = =∑ ∫ K  
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Στη συνέχεια θεωρώντας το διάστηµα 1 1[ , )k kx x ph+ + + έτσι ώστε 1k kx x ph+ = + . Θέτοντας 

όπου 0 0x = η διακριτή κατανοµή έχει τις εξής µάζες πιθανότητας. 

0 0 0

0 0 1 1 2 2

0 1 1 1

0 1 1 2 2

, , , ,

, , ,p p p p

f m f m f m

f m m f m f m+ +

= = =

= + = =

K

K
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 3 

Εκτίµηση των ακραίων παρατηρήσεων µε χρήση της Θεωρίας 

Ακραίων Τιµών 

 

3.1 Εισαγωγή στη θεωρία ακραίων τιµών 

Η θεωρία ακραίων τιµών αποτελεί έναν ξεχωριστό κλάδο της Στατιστικής όπου σκοπό έχει 

τη  µελέτη στοχαστικών µοντέλων που αφορούν την εµφάνιση ακραίων παρατηρήσεων. Το 

πλήθος των εφαρµογών της θεωρίας των ακραίων τιµών είναι πολυάριθµο, γεγονός που την 

καθιστά ένα πολύτιµο εργαλείο για πολλούς επιστήµονες και που εξηγεί εν µέρει την 

γρήγορη ανάπτυξη της συγκεκριµένης θεωρίας  τις τελευταίες δεκαετίες. Η αρχή για τη 

µελέτη της θεωρίας ακραίων τιµών έγινε από τους  Fisher και Tippett το 1928 αν και ο 

κλάδος γνώρισε ιδιαίτερη άνθηση µετά το 1970. Αναφορικά µε την θεωρία ακραίων τιµών 

ενδιαφέρον εξέφρασαν επιστήµονες από πολλούς κλάδους όπως οι: 

• Μετεωρολόγοι για την πρόβλεψη ακραίων καιρικών φαινοµένων όπως 

πληµµύρες, τυφώνες, κ.α. 

•  Μηχανικοί για  την κατασκευή φραγµάτων  σε ποτάµια, λίµνες  όπου τους 

ενδιαφέρει τόσο η στάθµη των υδάτων όσο και η αξιοπιστία των υλικών και 

συνολικά της κατασκευής. κ.α. 

• Γεωλόγοι για το ενδεχόµενο σεισµών. 

• Οικονοµολόγοι για το ενδεχόµενο εµφάνισης ακραίων φαινοµένων που 

µπορούν να οδηγήσουν σε ζηµιές στα χαρτοφυλάκια επενδύσεων. κ.α. 

Η παρούσα εργασία σκοπό έχει να αξιοποιήσει την συνεισφορά της θεωρίας ακραίων 

τιµών στην ασφάλιση και συγκεκριµένα στην µελέτη  «πολύ» µεγάλων αποζηµιώσεων που 

µπορούν να προκύψουν σε ένα χαρτοφυλάκιο ασφάλισης αυτοκινήτων. Θα πρέπει να 

διευκρινιστεί σε αυτό το σηµείο ότι οι κυριότερες αναφορές του συγκεκριµένου κεφαλαίου 

έχουν προέλθει από τους Coles (2001) και Μπούτσικας (2008).  
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3.1.1 Μοντέλα της κλασσικής θεωρίας ακραίων τιµών 

Το παρόν κεφάλαιο επικεντρώνεται στην ανάπτυξη του µοντέλου που αποτελεί τη 

βάση της θεωρίας ακραίων τιµών και συγκεκριµένα στη συµπεριφορά του µεγίστου µιας 

ακολουθίας τυχαίων µεταβλητών. 

Έστω 

1max( , , ),n nM X X= K  

όπου  nXX ,,1 K είναι ανεξάρτητες και ισόνοµες τυχαίες µεταβλητές µε συνάρτηση 

κατανοµής F . 

Η κατανοµή της nM εξάγεται εύκολα για όλες τις τιµές του n : 

1

1

( ) ( , , )

( ), , ( )

( ( )) .

n n

n

n

P M x P X x X x

P X x P X x

F x

≤ = ≤ ≤

= ≤ ≤

=

K

K  

Στην πραγµατικότητα επειδή η κατανοµή της F είναι άγνωστη δεν ενδείκνυται να 

χρησιµοποιηθεί ο παραπάνω τύπος και θα πρέπει να βρεθούν άλλοι τρόποι για να 

εκτιµηθεί η ζητούµενη κατανοµή. Μια πρώτη προσέγγιση θα µπορούσε να είναι η 

εκτίµηση της κατανοµής της F από τα δεδοµένα των παρατηρήσεων όµως και αυτή η 

προσέγγιση δεν θα έδινε ασφαλή συµπεράσµατα αφού µικρές αποκλίσεις στην κατανοµή 

της F θα επιφέρει µεγάλες αποκλίσεις στην κατανοµή της nF . 

Μια συνηθισµένη τακτική προσέγγισης είναι να θεωρηθεί ότι η κατανοµή της F είναι 

άγνωστη και να προσεγγιστεί η οριακή κατανοµή της nF  µόνο από τα δεδοµένα των 

ακραίων παρατηρήσεων. Η συγκεκριµένη διαδικασία είναι εφικτή µέσω µιας διαδικασίας 

κανονικοποίησης, παρόµοιας φιλοσοφίας µε την κανονικοποίηση που ισχύει για τον  

δειγµατικό µέσο  από το Κ.Ο.Θ. 

Έστω Fx ,το δεξί άκρο του στηρίγµατος της F , 

sup{ : ( ) 1}Fx x R F x= ∈ <  

δηλαδή, το δεξιό άκρο των τιµών που µπορούν να πάρουν τα iX  µε θετική πιθανότητα. 

0,
( ) ( )

1,

Fn
n

F

x x
P M x F x

x x

< 
≤ = →  

> 
 

(Μπούτσικας 2008) 
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Η ακολουθία των τ.µ. nM είναι αύξουσα  οπότε για n →∞  θα ισχύει ότι n FM x→  

σχεδόν βέβαια. Εποµένως το δειγµατικό µέγιστο nM  συγκλίνει στο πληθυσµιακό µέγιστο 

Fx . Η συµβολή της συγκεκριµένης πληροφορίας έγκειται στο γεγονός ότι θυµίζει κατά 

µια έννοια το κεντρικό οριακό θεώρηµα (Κ.Ο.Θ.) και συγκεκριµένα τη σύγκλιση του 

δειγµατικού µέσου στο µέσο του πληθυσµού. Με παρόµοια ίσως κανονικοποίηση µε αυτή 

που συµβαίνει στο Κ.Ο.Θ. θα µπορούσε λοιπόν να βρεθεί µια οριακή κατανοµή του 

µεγίστου ανεξάρτητη από την αρχική κατανοµή των δεδοµένων. 

Έστω *

nM  ένας µετασχηµατισµός του nM έτσι ώστε: 

* n n
n

n

M b
M

a

−
= , 

όπου ,n na b ακολουθίες µε 0,n na b R> ∈ . Με κατάλληλη επιλογή των ,n na b  

σταθεροποιείται η µέση τιµή και η διακύµανση της *

nM  όσο το n  µεγαλώνει 

αποφεύγοντας τις δυσκολίες που προκύπτουν µε την κατανοµή της nM . Η λύση στο 

πρόβληµα της εύρεσης της οριακής κατανοµής της *

nM  προήλθε από τους Fisher και 

Tippett to 1928 όταν και απέδειξαν ότι το µέγιστο ενός δείγµατος τυχαίων µεταβλητών 

ύστερα από µια κανονικοποίηση συγκλίνει σε µια εκ των τριών κατανοµών Gumbel, 

Frechet ή Weibull. 

 

Θεώρηµα 3.1.1 (Fisher-Tippett theorem) : Έστω 
1 2

( , , , )nX X XK  µια ακολουθία από 

ανεξάρτητες και ισόνοµες τυχαίες µεταβλητές , ).,,max( 1 nn XXM K=  Αν υπάρχουν 

ακολουθίες πραγµατικών αριθµών ( , )n na b έτσι ώστε 0na > και  

lim ( ),n n

n
n

M b
P x G x

a→∞

 −
≤ = 

 
 

όπου G µια µη-εκφυλισµένη συνάρτηση κατανοµής , τότε η G ανήκει σε µια εκ των 

τριών ακόλουθων κατανοµών. 

 

: ( ) e x p e x p ,
x b

G u m b e l G x x R
a

 −  = − − ∈    
. 
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0 ,

: ( )
e x p ,

x b

F r e c h e t G x x b
x b

a

γ−

≤


 = −   − >      

 

 

 

e x p ,
: ( )

1 ,

x b
x b

W e i b u l l G x a

x b

γ   −   − − <    =       
≥

 

 

όπου 0,a b R> ∈ και 0.γ >  

 

Το παραπάνω θεώρηµα  δηλώνει πως  το δειγµατικό µέγιστο n n

n

M b

a

−
 συγκλίνει σε µια 

κατανοµή εκ των Gumbel, Frechet ή Weibull οι οποίες αποτελούν την οικογένεια κατανοµών 

των ακραίων τιµών. Κάθε µία από τις κατανοµές έχει µια παράµετρο θέσης b, µια παράµετρο 

κλίµακας a και η κατανοµές Frechet και Weibull έχουν µια επιπρόσθετη παράµετρο σχήµατος 

γ. Επίσης το παραπάνω θεώρηµα  δηλώνει πως µε κατάλληλες ακολουθίες ,n na b  η *

mM  θα 

συγκλίνει σχεδόν κατά αποκλειστικότητα σε µια από τις τρείς προαναφερθείσες κατανοµές 

ανεξάρτητα από την κατανοµή της F . Οι µόνες περιπτώσεις που δεν µπορεί να 

κανονικοποιηθεί το µέγιστο ανεξάρτητα από την επιλογή των ακολουθιών  ,n na b συµβαίνει 

όταν : 

• τα iX  έχουν µια κατανοµή η οποία λαµβάνει µια µέγιστη τιµή µε θετική 

πιθανότητα  

• ή στην περίπτωση που το Fx  δεν είναι πεπερασµένο και τα άλµατα από 

αριστερά προς τα δεξιά δεν φθίνουν. 

Τα παρακάτω γραφήµατα δείχνουν τη µορφή που έχουν οι συναρτήσεις κατανοµής των 

Gumbel, Frechet και Weibull αντίστοιχα. 
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Σχήµα 3.1.1: Συνάρτηση κατανοµής Gumbel για a=3,b=1 

 

Σχήµα 3.1.2: Συνάρτηση κατανοµής Frechet για a=3, b=1, γ=1 

 

Σχήµα 3.1.3: Συνάρτηση κατανοµής Weibull για a=3, b=1, γ=1 
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3.1.2 Περιοχή έλξης κατανοµής µεγίστου (maximum domain of attraction)   

Η οριακή κατανοµή ενός κανονικοποιηµένου µεγίστου *

nM , όπως έχει αναφερθεί στην 

προηγούµενη ενότητα, έχει (όταν υπάρχει) τον ίδιο τύπο µε µια εκ των Gumbel, Frechet και 

Weibull. Εποµένως σε κάθε κατανοµή των iX  θα αντιστοιχεί µια µοναδική οριακή 

κατανοµή. Το ερώτηµα λοιπόν που θα πρέπει να απαντηθεί είναι σε  ποιες κατανοµές των iX  

αντιστοιχεί κάθε µια εκ των τριών οριακών κατανοµών. Απάντηση στο παραπάνω ερώτηµα 

έρχεται να δώσει η έννοια της περιοχής έλξης ακροτάτων. 

 

Ορισµός 3.1.2: Έστω τ.µ. X µε σ.κ. F . Θεωρούµε πως η X ανήκει στην περιοχή έλξης 

µιας κατανοµής ακροτάτων G  αν υπάρχουν ακολουθίες 0na >  και ,nb R n N∈ ∈ για τις 

οποίες ισχύει 

lim ( )n n

n
n

M b
P x G x

a→∞

 −
≤ = 

 
 

και συµβολίζουµε ( ) ( )X MDA G ή F MDA G∈ ∈ . 

Το χαρακτηριστικό µιας κατανοµής το οποίο καθορίζει σε ποια περιοχή έλξης ανήκει είναι 

η µορφή της δεξιάς ουράς της, δηλαδή πόσο γρήγορα συγκλίνει στο µηδέν η ( )F x όταν 

Fx x→ . Ένας λοιπόν τρόπος κατηγοριοποίησης των κατανοµών µπορεί να είναι σύµφωνα  

µε την ταχύτητα σύγκλισης της δεξιάς ουράς τους στο µηδέν. Ένας τέτοιος καθορισµός 

γίνεται µε τις συναρτήσεις οµαλής κύµανσης. 

 

Ορισµός 3.1.3: Μια θετική, Lebesgue µετρήσιµη συνάρτηση hστο (0, )∞ καλείται οµαλής 

κύµανσης (regurarly varying) στο∞  µε δείκτη a R∈ (συµβ. ah∈ℜ ) αν 

( )
lim , 0

( )

a

x

h tx
t t

h x→∞
= >  

 

Ορισµός 3.1.4: Μια θετική, Lebesgue µετρήσιµη συνάρτηση L στο (0, )∞ καλείται 

βραδείας  κύµανσης (slowly varying) στο∞  (συµβ. 
0

h∈ℜ ) αν 

( )
lim 1, 0

( )x

L tx
t

L x→∞
= >  
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Ορισµός 3.1.5: Μια θετική, Lebesgue µετρήσιµη συνάρτηση hστο (0, )∞ καλείται ταχείας 

κύµανσης (rapidly varying) στο∞  µε δείκτη −∞ (συµβ. h −∞∈ℜ ) αν 

0, 1( )
lim

, 0 1( )x

th tx

th x→∞

>
= 

∞ < <
 

 

Οι τρείς παραπάνω ορισµοί δείχνουν την ταχύτητα µε την οποία κάποια συνάρτηση 

µεταβάλλεται καθώς η ανεξάρτητη µεταβλητή της πλησιάζει το άπειρο. Μερικά 

παραδείγµατα συναρτήσεων που έχουν τις παραπάνω ιδιότητες είναι τα ακόλουθα: 

Συνάρτηση οµαλής κύµανσης είναι σίγουρα η ax µε a R∈ ,συνάρτηση βραδείας κύµανσής 

είναι η ln( )x   ενώ ταχείας κύµανσης η xe− . 

 

Περιοχές έλξης µε βάση τη µορφή της δεξιάς ουράς 

Είναι προφανές πως δυο κατανοµές µπορεί να έχουν διαφορετική µορφή στο R αλλά η 

δεξιά ουρά τους να έχει την ίδια συµπεριφορά. ∆ύο τέτοιες κατανοµές από εδώ και στο εξής 

θα τις ονοµάσουµε κατανοµές «ισοδύναµης ουράς». Ο παρακάτω ορισµός (Boutsikas,2008) 

καταδεικνύει ακριβώς αυτό το χαρακτηριστικό. 

Ορισµός 3.1.6: ∆υο συναρτήσεις κατανοµής ,F G  έχουν ισοδύναµη ουρά αν F Gx x=  και, 

για κάποιο 0c > , 

( )
lim .

( )Fx x

F x
c

G x→
=  

Είναι εύκολο να δειχθεί ότι αν δύο σ.κ. έχουν ισοδύναµη ουρά τότε ανήκουν στην ίδια 

περιοχή έλξης µιας κατανοµής ακροτάτων. 

 

Περιοχές έλξης των τριών οριακών κατανοµών 

Για να βρούµε ποιες κατανοµές ανήκουν στην περιοχή έλξης της κάθε µιας οριακής 

κατανοµής θα πρέπει να βρεθούν οι σ.κ που έχουν ισοδύναµη ουρά µε αυτές. Στον παρακάτω 

πίνακα φαίνονται κάποιες από τις κατανοµές που ανήκουν στις περιοχές  έλξης της κάθε µιας 

οριακής κατανοµής καθώς και οι σταθερές κανονικοποίησης για τις Gumbel, Frechet και 

Weibull. 

 

 



 
39 

 

Πίνακας 3.1.1: Κατανοµές που ανήκουν στις περιοχές έλξης των οριακών κατανοµών 

Κατανοµή 

ακροτάτων 

Weibull Gumbel Frechet 

Σταθερές 

κανονικοποίησης 

(1 ),n Fa x F n← −= − −
 

n Fb x=  

( )n na a b=  

1(1 )nb F n← −= −  

(1 )na F n← −= −
 

0nb =  

Παραδείγµατα Uniform, Beta Exponential,Weibull

,Gamma,Normal, 

Lognormal 

Caushy,Pareto,

Loggamma, 

Burr 

  

Πηγή:Μπούτσικας,2008 

 

 

 3.2 Η µέθοδος Block Maxima 

Αφού στο πρώτο µέρος του κεφαλαίου εξετάστηκε περιληπτικά το πιθανοθεωρητικό µέρος 

που διέπει την θεωρία ακραίων τιµών στη συνέχεια θα εξεταστεί η δηµιουργία µοντέλων 

εκτίµησης µε βάση τα ιστορικά δεδοµένα. Η πιο διαδεδοµένη µέθοδος εκτίµησης και 

πρόβλεψης των ακραίων συµβάντων ιδιαίτερα στην περίπτωση δεν που έχουµε πλήρη 

δεδοµένα είναι η µέθοδος Block Maxima. Μερικά παραδείγµατα προβληµάτων που 

χρησιµοποιείται η συγκεκριµένη µέθοδος για την πρόβλεψη ακραίων παρατηρήσεων µπορεί 

να είναι τα εξής: Ποιο είναι το ποσό που δεν θα υπερβεί καµιά αποζηµίωση το επόµενο έτος 

µε πιθανότητα 99%, ή ποια η πιθανότητα το ύψος βροχής σε µια περιοχή να ξεπεράσει ένα 

προκαθορισµένο υψηλό κατώφλι στη διάρκεια του επόµενου έτους. Ένα σηµαντικό θέµα που 

χρειάζεται να δώσουµε προσοχή είναι το µέγεθος του διαστήµατος που θα χωριστούν τα 

δεδοµένα. Ο λόγος είναι πως διαστήµατα µε λίγες παρατηρήσεις οδηγούν σε σφάλµα στην 

εκτίµηση ενώ µεγάλο εύρος παρατηρήσεων οδηγεί σε µεγαλύτερη διακύµανση στην 

εκτίµηση.  
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 3.2.1 Γενικευµένη κατανοµή ακραίων τιµών (GEV Distribution) 

Η διαδικασία που ακολουθείται µε χρήση της µεθόδου Block Maxima είναι η εξής: 

Έστω 
1 1
, , , mX X XK  είναι ανεξάρτητες τ.µ. που προέρχονται από κάποια άγνωστη 

κατανοµή. Θεωρούµε πως m kn= δηλαδή χωρίζουµε τα δεδοµένα σε k  υποσύνολα µεγέθους 

n το καθένα και συµβολίζουµε 
1 2
, , , kY Y YK τις µέγιστες τιµές σε κάθε υποσύνολο οι οποίες 

ονοµάζονται µέγιστα οµάδων (Block Maxima). Στη συνέχεια προσπαθούµε να 

ανακαλύψουµε µέσω των περιοχών έλξης των οριακών κατανοµών ποια είναι η κατανοµή 

που ακολουθούν τα τοπικά µέγιστα. Εφόσον βρεθεί η οριακή κατανοµή των µεγίστων το 

µόνο που αποµένει είναι η εκτίµηση των παραµέτρων της κατανοµής. Η παραπάνω 

διαδικασία ακολουθείται όταν υπάρχει βεβαιότητα ως προς την οριακή κατανοµή που 

ακολουθούν τα µέγιστα. ∆ιαφορετικά χρειάζεται µια µέθοδος για την επιλογή του 

κατάλληλου τύπου της οριακής κατανοµής αφού σε αυτήν την περίπτωση, εσφαλµένη 

επιλογή της κατανοµής οδηγεί σε παραπλανητικά συµπεράσµατα. Τα λανθασµένα 

συµπεράσµατα αυτά προέρχονται κυρίως από το γεγονός πως οι τρείς τύποι των οριακών 

κατανοµών που περιγράφηκαν στο θεώρηµα 3.1.1 παρουσιάζουν σηµαντικές διαφορές, 

κυρίως λόγω διαφορετικής συµπεριφοράς των δεξιών ουρών τους. Συγκεκριµένα από τη 

συνάρτηση κατανοµής φαίνεται καθαρά πως η ανώτερη τιµή που µπορεί να πάρει η 

µεταβλητή x στην περίπτωση της κατανοµής Weibull είναι συγκεκριµένη και πρέπει να είναι 

µικρότερη ή ίση µε τη τιµή της µεταβλητής b. Στις κατανοµές Gumbell και Frechet η τιµή της 

µεταβλητής x δεν έχει κάποιον περιορισµό και µπορεί να πάρει οποιαδήποτε τιµή µέχρι το 

+∞ . Ένα άλλο παράδειγµα που δείχνει τις διαφορές των προαναφερθέντων οριακών 

κατανοµών είναι ότι ο εκθέτης στην πυκνότητα της Gumbel είναι εκθετικής µορφής ενώ της 

Frechet πολυωνυµικής γεγονός που οφείλεται στο ρυθµό µε τον οποίο φθίνουν οι δύο 

κατανοµές. 

Μια πιο σωστή προσέγγιση προσφέρεται από µια αναδιατύπωση των µοντέλων που 

αναφέρθηκαν στο θεώρηµα των Fisher και Tippett. Αποδεικνύεται πως οι οικογένειες 

κατανοµών των Gumbell, Frechet και Weibull µπορούν να συνδυαστούν σε µια οικογένεια 

κατανοµών που η συνάρτηση κατανοµής της έχει την ακόλουθη µορφή:  

1

( ) exp 1 ,
x

G x
ξµ

ξ
σ

−  −   = − +       
 

όπου , 0µ σ−∞ < < ∞ > και ξ−∞ < < ∞ . Αυτή είναι η γενικευµένη κατανοµή ακραίων 
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τιµών (GEV). Το παραπάνω µοντέλο περιέχει τρείς παραµέτρους: µια παράµετρο  θέσης µ, 

µια παράµετρο κλίµακας σ και µια παράµετρο σχήµατος ξ. Οι κατανοµές Frechet και Weibull 

αντιστοιχούν στις περιπτώσεις ξ>0 και ξ<0 αντίστοιχα και η περίπτωση ξ=0 της γενικευµένης 

κατανοµής ακραίων τιµών αντιστοιχεί στην κατανοµή Gumbel (Coles, 2001). Τελικά 

φαίνεται πως η ενοποίηση των τριών οριακών κατανοµών σε µια γενικευµένη διευκολύνει 

την επιλογή της καταλληλότερης κατανοµής  αφού τα δεδοµένα πια καθορίζουν ποια θα είναι 

αυτή αφήνοντας και ένα περιθώριο αβεβαιότητας το οποίο περιγράφεται από την παράµετρο 

ξ. Αναλύοντας το θεώρηµα 3.1.1 για µεγάλο αριθµό n  προυπόθεση αποτελεί η χρήση του 

τύπου των γενικευµένων κατανοµών ακραίων τιµών για τη µοντελοποίηση του µεγίστου 

µεγάλων ακολουθιών. 

{ }( )
Pr ( )n n

n

M b
x G x

a
− ≤ ≈  

για µεγάλο n . Ισοδύναµα 

{ } ( )
Pr

( ),

n
n

n

x b
M x G

a

G x∗

− 
≤ ≈  

 

=

 

όπου η G∗  αποτελεί ένα άλλο µέλος της GEV οικογένειας κατανοµών. ∆ηλαδή αν η 

κατανοµή nM ∗  αποτελεί ένα µέλος της GEV για µεγάλο n  τότε και η κατανοµή της nM  

περιγράφεται από ένα άλλο µέλος της GEV. Πρέπει να σηµειωθεί όµως πως οι παράµετροι 

της G  όπως είναι φυσικό θα διαφέρουν από τις παραµέτρους της G∗ . Η φυσιολογική αυτή 

παρατήρηση διευκόλυνε την δηµιουργία µιας νέας προσέγγισης η οποία οµαδοποιεί τα 

δεδοµένα σε ακολουθίες παρατηρήσεων µεγέθους n (όπου το n για παράδειγµα µπορεί να 

είναι οι παρατηρήσεις ενός έτους). Στη συνέχεια δηµιουργεί µια ακολουθία m  µεγίστων στα 

οποία χρησιµοποιείται η γενικευµένη κατανοµή ακραίων τιµών δηλαδή 
,1 ,,n n mM MK όπου 

προσαρµόζεται η GEV. 

 

 

3.2.2 Μεγιστο-ευσταθείς κατανοµές (Max-stable)  

Max-stable κατανοµές είναι αυτές οι κατανοµές για τις οποίες το κανονικοποιηµένο 

µέγιστο nM ∗  των iX  ακολουθεί και αυτό µε τη σειρά του την ίδια κατανοµή µε αυτήν που 

ακολουθούν τα αρχικά δεδοµένα iX . 
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Ορισµός 3.2.1: Μια κατανοµή G  ονοµάζεται max-stable κατανοµή αν, για κάθε 

2,3, ,n = K υπάρχουν σταθερές 0nα > και nβ τέτοιες ώστε 

( ) ( )
n

n nG x G xα β+ = . 

Αφού nG είναι η συνάρτηση κατανοµής της 
1

max{ , , }n nM X X= K  όπου τα iX  είναι 

ανεξάρτητες µεταβλητές οι οποίες έχουν συνάρτηση κατανοµής G , η ιδιότητα της µέγιστο 

ευστάθειας ικανοποιείται από κατανοµές για τις οποίες η διαδικασία εξαγωγής δειγµατικών 

µεγίστων καταλήγει να ακολουθεί την ίδια κατανοµή µε την G µε µόνη διαφορά τις 

παραµέτρους θέσης και  κλίµακας (Coles, 2001). 

 

   Θεώρηµα 3.2.2: Μια κατανοµή είναι µέγιστο-ευσταθής αν, και µόνο αν, ανήκει        

στην κατηγορία των γενικευµένων κατανοµών ακραίων τιµών. 

 

 

3.2.3 Στάθµη απόδοσης 

Μια ποσότητα η οποία έχει µεγάλο ενδιαφέρον στη θεωρία ακραίων τιµών είναι το 

κατώφλι pz το οποίο δεν θα υπερβεί καµία παρατήρηση για την επόµενη ορισµένη από εµάς 

χρονική περίοδο (block) µε πιθανότητα p−1 . Αν συµβολίσουµε µε Τ το πλήθος των 

χρονικών περιόδων µέχρι να υπάρξει µια παρατήρηση που να ξεπερνάει αυτό το υψηλό 

κατώφλι τότε η τ.µ Τ ακολουθεί την γεωµετρική κατανοµή µε πιθανότητα επιτυχίας p  κάτι 

που σηµαίνει ότι pE 1)( =Τ . ∆ηλαδή θα υπάρχουν παρατηρήσεις που θα ξεπερνάνε το pz  

κατα µέσο όρο κάθε p1  χρονικές περιόδους. Ο παρακάτω ορισµός (Boutsikas,2008) 

προσδιορίζει ακριβώς αυτό το αποτέλεσµα. 

 

Ορισµός 3.2.3: Το κατώφλι pz το οποίο υπερβαίνουν τα Block Maxima κατά µέσο όρο 

κάθε p1  χρονικές περιόδους καλείται άνω όριο απόδοσης ή στάθµη απόδοσής (return level) 

για  p1  χρονικές περιόδους απόδοσης (return period). 

Η στάθµη απόδοσης  υπολογίζεται ώς: 

{ }[ ]
( ){ }








=−−−

≠−−−−
=

−

0,1loglog

0,)1log(1

ξσµ

ξ
ξ
σ

µ ξ

p

p
z p  
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Γραφικό ενδιαφέρον παρουσιάζει η στάθµη απόδοσης στην περίπτωση που 

)1log( py p −−= έτσι ώστε: 

[ ]








=−

≠−−
=

−

0,log

0,1

ξσµ

ξ
ξ
σ

µ ξ

p

p

p

y

y
z  

Το παρακάτω γράφηµα παρουσιάζει την στάθµη απόδοσής pz  ως προς την )log( py µε 

παραµέτρους 0.5 , 1µ σ= =  για διάφορες τιµές του .ξ  

Σχήµα 3.2.1: Γράφηµα της συνάρτησης 
p

z ως προς την )log(y
p

 για ξ=0 , ξ=0,3 και ξ=-0,3 

 

 

3.2.4 Εκτίµηση των παραµέτρων της GEV 

Η εφαρµογή των παραπάνω αποτελεσµάτων σε πραγµατικά δεδοµένα προϋποθέτει την 

εκτίµηση των τριών παραµέτρων της κατανοµής από τα Block Maxima. Οι µέθοδοι που 

έχουν προταθεί για την εκτίµηση των παραµέτρων είναι πολλοί και η κάθε µια έχει 

πλεονεκτήµατα και µειονεκτήµατα. Μερικές από αυτές τις µεθόδους είναι η εκτίµηση µέσω 

γραφηµάτων πιθανότητας , µέσω εξισώσεων των δειγµατικών και θεωρητικών ροπών, µέσω 

συναρτήσεων µεγίστης πιθανοφάνειας κλπ. Οι καλές ιδιότητες και η ευρεία υιοθέτηση τους 

σε πολύπλοκα µοντέλα κατέστησαν τις µεθόδους που βασίζονται σε εκτιµήσεις µεγίστης 

πιθανοφάνειας αρκετά διάσηµες.  

Το πρόβληµα που προκύπτει µε τις µεθόδους µεγίστης πιθανοφάνειας για την εκτίµηση 

της GEV είναι ότι δεν ικανοποιούνται οι συνθήκες οµαλότητας που απαιτούνται έτσι ώστε να 

ισχύουν τα ασυµτωτικά αποτελέσµατα της µεθόδου. Ο λόγος που δεν ικανοποιούνται είναι 
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ότι το στήριγµα της GEV εξαρτάται από τις παραµέτρους µ, σ, ξ και εποµένως δεν µπορούµε 

να βασιστούµε αυτόµατα στις ασυµπτωτικές ιδιότητες των εκτιµητών µεγίστης 

πιθανοφάνειας (ε.µ.π.). Αν και δεν µπορούµε να βασιστούµε απόλυτα, γενικά έχουν 

αποδειχθεί ότι ισχύουν τα ακόλουθα συµπεράσµατα : 

• Για 5.0−>ξ  οι εκτιµητές µεγίστης πιθανοφάνειας έχουν τις ασυµπτωτικές 

τους ιδιότητες. 

• Για 5.01 −<<− ξ  οι εκτιµητές µεγίστης πιθανοφάνειας υπάρχουν αλλά δεν 

έχουν τις ασυµπτωτικές τους ιδιότητες. 

• Για 1−<ξ οι εκτιµητές µεγίστης πιθανοφάνειας δεν µπορούν να 

υπολογισθούν. 

 

3.2.5 Εκτίµηση των παραµέτρων µε τη µέθοδο µεγίστης πιθανοφάνειας 

Αφού έχουµε υποθέσει πως οι τιµές των µεγίστων  1 2, , , kY Y YK  είναι ανεξάρτητες µεταξύ 

τους ο λογάριθµος της συνάρτησης πιθανοφάνειας για 0ξ ≠  είναι ο ακόλουθος: 

 
1

1

1

( , , ) log (1 1 ) log 1

1

k
i

i

k
i

i

y
k

y
ξ

µ
µ σ ξ σ ξ ξ

σ

µ
ξ

σ

=

−

=

 − = − − + +   
  

 − − +   
  

∑

∑

l

  

δοθέντος ότι 

 1 0 ,iy µ
ξ

σ
− + > 

 
για 1, ,i m= K . 

Στην περίπτωση που το 0ξ =  η συνάρτηση πιθανοφάνειας είναι διαφορετική και ο 

λογάριθµος της ισούται µε: 

 

1 1

( , ) log exp
k k

i i

i i

y y
k

µ µ
µ σ σ

σ σ= =

 − −   
= − − − −    

    
∑ ∑l  

  

 Οι εκτιµητές µεγίστης πιθανοφάνειας ˆˆ ˆ( , , )µ σ ξ των µεταβλητών , ,µ σ ξ  δεν µπορούν να 

υπολογισθούν αναλυτικά γιατί το στήριγµα εξαρτάται από τις παραµέτρους της δείκτριας 

συνάρτησης . Ο µόνος τρόπος υπολογισµού των ε.µ.π. είναι µέσω αριθµητικών µεθόδων 

βελτιστοποίησης όπως η µέθοδος Newton-Raphson  µε ιδιαίτερη προσοχή όµως στο να µην 

παραβιάζονται οι υποθέσεις της συνάρτησης. 
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Οι εκτιµήτριες ˆˆ ˆ( , , )µ σ ξ ακολουθούν προσεγγιστικά πολυωνυµική κατανοµή µε µέση τιµή   

( , , )µ σ ξ  και πίνακα διασπορά τον αντίστροφο του πίνακα πληροφορίας. 

 

 

3.2.6 Εκτίµηση της στάθµης απόδοσης 

Αφού έχουν υπολογιστεί οι εκτιµήτριες ˆˆ ˆ( , , )µ σ ξ , η εκτίµηση της στάθµης απόδοσης  

προκύπτει από την αντικατάσταση των εκτιµητριών αυτών στον τύπο της στάθµης απόδοσης. 

Συγκεκριµένα παίρνουµε ότι 

ˆˆ ˆˆ 1 , 0
ˆˆ

ˆˆ ˆ log , 0

p

p

p

y
z

y

ξσ
µ ξ

ξ

µ σ ξ

−  − − ≠  = 
 − =

 

όπου )1log( py p −−= . 

Η διακύµανση της µεταβλητής ˆ
pz δίνεται από την ακόλουθη σχέση µε χρήση της µεθόδου 

δέλτα: 

 ˆ( ) ,
T

p p pVar z z V z≈∇ ∇  

όπου V είναι ο πίνακας διακύµανσης – συνδιακύµανσης των ˆˆ ˆ( , , )µ σ ξ και 

 
1 2 1

, ,

1, (1 ), (1 ) log .

p p pT
p

p p p p

z z z
z

y y y yξ ξ ξ

µ σ ξ

ξ σξ σξ− − − − − −

∂ ∂ ∂ 
∇ =  ∂ ∂ ∂ 

 = − − − − 

 

  

Εναλλακτικά για την εκτίµηση της στάθµης απόδοσης µπορεί να χρησιµοποιηθεί η profile 

deviance function ( )p pD z  η οποία οδηγεί σε διάστηµα εµπιστοσύνης για την pz . Η 

διαδικασία που ακολουθείται για την εφαρµογή της µεθόδου προϋποθέτει αρχικά µια νέα 

παραµετροποίηση αλλά αυτή τη φορά ως προς pz . ∆ηλαδή στη τη θέση µιας παραµέτρου 

παίρνει η pz  π.χ. ως ακολούθως: 

 ( )( )1 lg(1 )pz p
ξσ

µ
ξ

−
= + − − −  

Ο λογάριθµος  της πιθανοφάνειας είναι ( , , )pz σ ξl  και ισχύει ότι  
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2

,

ˆˆˆ( ) 2 ( , , ) max ( , , )p p p p iD z z z
σ ξ

σ ξ σ ξ χ
 

= − 
 
l �  

Συνεπώς το σύνολο 

 ( ){ }2
:p p p iz D z χ≤  

είναι ένα (1 )a− διάστηµα εµπιστοσύνης για το pz . 

 

Έλεγχος καλής προσαρµογής των δεδοµένων στην GEV 

Στην περίπτωση που το µέγεθός των blocks είναι πολύ µεγάλο ( )n → ∞ τότε τα block 

maxima ανήκουν στην GEV. Σε πραγµατικά δεδοµένα όµως όπου το n είναι πεπερασµένο θα 

πρέπει να ελεγθεί το κατά πόσο τα δεδοµένα ανήκουν στην GEV έτσι ώστε στη συνέχεια να 

εκτιµηθούν οι παράµετροί τους. Ένας εύκολος τρόπος να ελεγχθεί η παραπάνω πρόταση είναι 

τα Q-Q plots. Εάν τα block maxima ακολουθούν την GEV τότε τα διατεταγµένα σηµεία που 

απεικονίζουν τα maxima θα πρέπει να βρίσκονται κοντά στη διαγώνιο του γραφήµατος.    

  

 

 

3.3 Η µέθοδος των υπερβάσεων πάνω από ένα όριο (POT) 

Στην εισαγωγή της µεθόδου block maxima αναφέραµε πως χρησιµοποιείται ιδιαίτερα στην 

περίπτωση που τα διαθέσιµα δεδοµένα δεν είναι πλήρη αλλά είναι γνωστά ίσως µόνο τα 

µέγιστα κάποιων διαστηµάτων. Σε περίπτωση που είναι διαθέσιµα διαφορετικών ειδών 

δεδοµένα υπάρχουν και διαφορετικές µέθοδοι οι οποίες µπορούν να δώσουν καλύτερα 

αποτελέσµατα. Μια µέθοδος είναι αυτή της r-µεγαλύτερης παρατήρησης η οποία 

µοντελοποιεί την r-µεγαλύτερη παρατήρηση και όχι τη µέγιστη. Αν και αυτή η µέθοδος δίνει 

καλά αποτελέσµατα σπανίως υπάρχουν δεδοµένα σε αυτή τη µορφή. Η ανάλυση της ενότητας 

που ακολουθεί, αφορά τη µέθοδο που µοντελοποιεί της υπερβάσεις πάνω από ένα ορισµένο 

όριο (peak over threshold method-POT). Η µέθοδος αυτή χρησιµοποιείται στην περίπτωση 

όπου τα διαθέσιµα δεδοµένα είναι αναλυτικά (π.χ. ηµερήσια στοιχεία). 

Έστω 1 2, ,Χ Χ Kµια ακολουθία ανεξάρτητων και ισόνοµων τυχαίων µεταβλητών που 

ακολουθούν µια άγνωστη συνάρτηση κατανοµής F . Θεωρούνται ακραίες οι παρατηρήσεις οι 

οποίες υπερβαίνουν κάποιο υψηλό κατώφλι u . Μια πρώτη ποσότητα που θα πρέπει να 

εκτιµηθεί σε αυτό το σηµείο είναι η κατανοµή της υπέρβασης µιας τυχαίας µεταβλητής X  
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πάνω από αυτό το κατώφλι u  δοθέντος ότι η X το έχει υπερβεί.  

 
1 ( )

( ) Pr( \ ) 1 , 0
1 ( )

u

F u y
F y X u y X u y

F u

− +
= − ≤ > = − >

−
 

Στον παραπάνω τύπο για να βρεθεί η uF  πρέπει να είναι γνωστή η F . Επειδή σε 

πρακτικές εφαρµογές αυτό δεν είναι πάντα εφικτό, θα πρέπει να αναζητηθεί αν υπάρχει 

οριακή κατανοµή της uF  και ακόµα αν αυτή είναι ανεξάρτητη από την αρχική κατανοµή των 

δεδοµένων. 

  

3.3.1 Η Γενικευµένη κατανοµή Pareto 

Η γενικευµένη κατανοµή Pareto αναπτύχθηκε ως µια κατανοµή η οποία µπορεί να 

µοντελοποιήσει τις ουρές ενός µεγάλου πλήθους κατανοµών. Όπως έχει αναφερθεί και στην 

αρχή του κεφαλαίου (Coles, 2001) ότι αν 1 2, , nX X XK  είναι µια ακολουθία ανεξάρτητων και 

ισόνοµων τυχαίων µεταβλητών µε συνάρτηση κατανοµής F  τότε: 

 1 2max( , , , )n nM X X X= K  

και για µεγάλο n    

 Pr( ) ( ),nM x G x≤ ≈  

όπου 

 

1

( ) exp 1 ,
x

G x
ξµ

ξ
σ

−  −   = − +       
 

Τότε για µεγάλο u  η συνάρτηση κατανοµής της ( )X u− δοθέντος ότι  X u> είναι η : 

 
1

( ) 1 1
y

H y
ξ

ξ
σ

−
 = − + 
 %

 

όπου ορίζεται ως: 

 { }: 0 (1 ) 0 ,y y yκαι ξ σ> + >%  

όπου 

 ( ).uσ σ ξ µ= + −%  

Η κατανοµή ( , , )H σ ξ⋅ %  ονοµάζεται γενικευµένη κατανοµή Pareto (GPD). Από τον τύπο 

της GPD βλέπουµε ότι οι παράµετροι της εξαρτώνται από τις παραµέτρους της GEV. Η 
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παράµετρος ξ   είναι η ίδια και στις δύο κατανοµές και ανάλογα µε το µέγεθος της προσδίδει 

και διαφορετικά χαρακτηριστικά στην GPD. Συγκεκριµένα αν:  

• 0ξ <  η GPD έχει άνω όριο το u σ ξ− % . 

• 0ξ >  η GPD δεν έχει άνω όριο και επεκτείνεται µέχρι το άπειρο. 

• 0ξ =  η GPD εκφυλίζεται και καταλήγει στην εκθετική κατανοµή µε 

παράµετρο 1 σ%  .  

Γίνεται σαφές ότι για κατανοµές ασφαλιστικών αποζηµιώσεων, οι οποίες µάλιστα 

συνήθως έχουν βαριά ουρά, η περίπτωση που µας απασχολεί είναι για 0ξ > .  

 

 

3.3.2 Η επιλογή του ανώτατου ορίου u   

Προτού εκτιµηθούν οι παράµετροι της GPD θα πρέπει να επιλεγεί το κατάλληλο ανώτερο 

όριο u  οι υπερβάσεις του οποίου θα αποτελέσουν την ενδεδειγµένη GPD. Η σωστή επιλογή 

αυτού του ορίου είναι εξέχουσας σηµασίας για τη σωστή προσέγγιση της κατανοµής που θα 

ακολουθούν τα δεδοµένα. Συγκεκριµένα εάν το u  επιλεγεί αρκετά µικρό τότε η uF  ενδέχεται 

να µην προσεγγίζεται ικανοποιητικά από την GPD. Σε αντίθετη περίπτωση αν το u είναι 

αρκετά µεγάλο τότε ενδέχεται να µην υπάρξουν αρκετές υπερβάσεις πάνω από αυτό µε 

αποτέλεσµα να µην υπάρχουν δεδοµένα για ασφαλή εξαγωγή συµπερασµάτων. Για την  

επιλογή του βέλτιστου δυνατού κατωφλίου υπάρχουν δύο µέθοδοι οι οποίες θα 

παρουσιαστούν στη συνέχεια. 

 

• 1
η
 µέθοδος 

Σε αυτή τη µέθοδο χρησιµοποιείται η µέση τιµή της GPD και στηρίζεται  στο 

γεγονός πως αν ένα κατώφλι 
0

u  είναι αρκετά µεγάλο ώστε 
0uF GPD≈  τότε και για 

οποιοδήποτε 0u u>  , θα ισχύει ότι uF GPD≈ . 

          Πιο συγκεκριµένα, έχουµε: 

 0

( )
( ) ( \ ) ,

1 1

u
e u E X u X u u u

σ σ ξ µ
ξ ξ

+ −
= − > ≈ = >

+ +

%
 

Η δεσµευµένη αυτή µέση τιµή είναι γραµµική συνάρτηση του u  και ονοµάζεται µέση 

υπερβάλουσα απώλεια (mean excess loss) ή µέση υπολειπόµενη ζωή(mean residual life). Η 
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( )e u µπορεί να εκτιµηθεί από τον αριθµό των υπερβάσεων των iX  πάνω από το u  η οποία 

είναι η εµπειρική µέση υπερβάλλουσα απώλεια. 

 
1

( ) ( )
( )

i

i
i X u

e u X u
k u = >

= −∑)
 

όπου ( )k u είναι το πλήθος των iX  που υπερβαίνουν το όριο u . Πάνω από το όριο 
0

u το 

γράφηµα της µέσης υπολειπόµενης ζωής θα πρέπει να είναι γραµµικό για 0u u>  . Τελικά 

δηλαδή η επιλογή του ορίου u  θα γίνει µε τη βοήθεια του γραφήµατος και θα ισούται µε το 

σηµείο του γραφήµατος πάνω από το οποίο η γραφική παράσταση θα είναι περίπου 

γραµµική. Θα πρέπει να σηµειωθεί πως η συγκεκριµένη µέθοδος επιλογής του ορίου δεν είναι 

αξιόπιστη στη περίπτωση όπου δεν υπάρχουν αρκετές υπερβάσεις (Boutsikas 2008). 

 

• 2
η
 µέθοδος 

Και η δεύτερη µέθοδος επιλογής του βέλτιστου κατωφλίου εκτιµάται γραφικά. 

Συγκεκριµένα, εκτιµούνται αρχικά οι παράµετροι  ,µ σ%  της GPD για διάφορες τιµές 

του u . Αφού η uF GPD≈  η εκτίµηση του ξ   δεν πρέπει να επηρεάζεται από το u  και 

το ενδεδειγµένο u  θα είναι το σηµείο πάνω από το οποίο η ( )uσ σ ξ µ= + −%  

µεταβάλλεται γραµµικά ως πρός u . 

  

3.3.3 Εκτίµηση των παραµέτρων της γενικευµένης κατανοµής Pareto 

Αφού έχει επιλεχθεί το κατάλληλο κατώφλι u , το επόµενο βήµα είναι η εκτίµηση των 

παραµέτρων της γενικευµένης κατανοµής Pareto. Η συνηθέστερη µέθοδος εκτίµησης είναι 

και σε αυτή τη περίπτωση η µέθοδος µεγίστης πιθανοφάνειας. Ας συµβολίσουµε µε 

1 2, , , ky y yK  τις k  υπερβάσεις των iX  πάνω από το όριο u . Τότε ο λογάριθµος της 

συνάρτησης πιθανοφάνειας θα ισούται µε : 

 ( )
1

, log (1 1 ) log(1 ), 0
k

i
i

k yσ ξ σ ξ ξ σ ξ
=

= − − + + ≠∑% %l  

όπου 1(1 ) 0iyσ ξ−+ >%  για 1, ,i k= K  

ενώ για 0ξ =  θα ισούται µε 
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 1

1

( ) log
k

i
i

k yσ σ σ −

=

= − − ∑% % %l . 

Θα πρέπει να σηµειωθεί ότι, όπως και στην  block maxima, έτσι και σε αυτή τη µέθοδο δεν 

υπάρχει αναλυτική λύση για τη µεγιστοποίηση της παραπάνω συνάρτησης και για αυτό το 

λόγο θα χρησιµοποιηθούν αριθµητικές µέθοδοι για τον υπολογισµό της. 

  

3.3.4 Εκτίµηση της στάθµης απόδοσης 

Συχνά είναι χρήσιµο να εκτιµήσουµε τη στάθµη απόδοσης η οποία θα δώσει την 

πιθανότητα να ξεπεράσει µια παρατήρηση το κατώφλι mx κάθε 1 m  χρονικές περιόδους. Ας 

υποθέσουµε πως η γενικευµένη κατανοµή Pareto µε παραµέτρους ,σ ξ%  είναι το κατάλληλο 

µοντέλο για τις υπερβάσεις της µεταβλητής X  πάνω από το όριο u . Τότε για x u> θα ισχύει 

ότι : 

 
1

Pr( \ ) ( ) 1
x u

X x X u H x u
ξ

ξ
σ

−
− > > ≈ − = + 

 %
 

και εποµένως 

 

1

Pr( ) Pr( ) 1
x u

X x X u
ξ

ξ
σ

−
− > ≈ > + 

 %
. 

Το κατώφλι mx  που θα ξεπερνάει µια παρατήρηση κάθε 1 m  παρατηρήσεις  σηµαίνει ότι 

Pr( ) 1mX x m> = . Θέτοντας όπου x  το mx  και λύνοντας ως προς αυτό παίρνουµε ότι 

 

 ( )( )Pr( ) 1mx u m X u
ξσ

ξ
≈ + > −

%
. 

Η εκτίµηση της στάθµης απόδοσης για m παρατηρήσεις θα είναι 

 

 
( )

1
mk u

x u
n

ξ
σ
ξ

   ≈ + −    

))
%)
) , 

όπου ,σ ξ
) )
% είναι οι ε.µ.π. των παραµέτρων και η ποσότητα ( )k u n  είναι το ποσοστό των 

υπερβάσεων πάνω από το u που αποτελεί τον ε.µ.π. της Pr( )X u> . Είναι δυνατόν µέσω των 
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ασυµπτωτικών ιδιοτήτων των κατανοµών να κατασκευαστούν διαστήµατα εµπιστοσύνης για 

το mx  µε τη µέθοδο ∆έλτα ή εναλλακτικά µε τη χρησιµοποίηση της profile deviance function.  

   

3.3.5 Έλεγχος καλής προσαρµογής των δεδοµένων στην GPD 

Όπως και στην προσαρµογή των δεδοµένων στην GEV έτσι και για την καλή προσαρµογή 

των δεδοµένων στην  GPD θα χρησιµοποιηθούν τα P-P Plots και τα Q-Q Plots. Ο λόγος που 

πρέπει να γίνει αυτό το βήµα είναι για να βεβαιωθούµε πως τα σηµεία που προκύπτουν µε τη 

µέθοδο POT ακολουθούν κάποια GPD έτσι ώστε στη συνέχεια να εκτιµηθούν µε ασφάλεια οι 

παρεάµετροι της GPD. Συγκεκριµένα για να ελεγθεί αν τα δεδοµένα προέρχονται από µια 

GPD κατανοµή µε τη βοήθεια των Q-Q Plots θα πρέπει τα k διατεταγµένα POT να 

βρίσκονται κοντά στην κύρια διαγώνιο του γραφήµατος.  
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Κεφάλαιο 4 

Εφαρµογή σε χαρτοφυλάκιο ασφάλισης αυτοκινήτων 

 

 

    4.1 Εισαγωγή 

Στο παρόν κεφάλαιο θα εφαρµοστούν σε ένα χαρτοφυλάκιο ασφάλισης αυτοκινήτων οι 

µέθοδοι εκτίµησης των κατανοµών οι οποίες παρουσιάστηκαν στο δεύτερο κεφάλαιο της 

παρούσας εργασίας. Τα δεδοµένα που θα χρησιµοποιηθούν είναι στοιχεία πραγµατικών 

ζηµιών από γνωστή ασφαλιστική εταιρία. Τα διαθέσιµα  στοιχεία αφορούν το µέγεθος της 

ζηµιάς ανά ατύχηµα καθώς και την ακριβή ηµεροµηνία αναγγελίας της ζηµιάς για τα έτη 

2006-07-08. Τα προγράµµατα που πρόκειται να χρησιµοποιηθούν για την στατιστική 

επεξεργασία  των δεδοµένων είναι κατά κύριο λόγο η R (γλώσσα προγραµµατισµού S) καθώς 

και το στατιστικό πακέτο SPSS και το excel. 

Στην µελέτη που θα ακολουθήσει γίνεται προσπάθεια να διερευνηθούν τα δεδοµένα και να 

προκύψουν χρήσιµα συµπεράσµατα για τις κατανοµές που ακολουθούν κάποιες σηµαντικές 

ποσότητες όπως αυτή του µεγέθους και του αριθµού των αποζηµιώσεων. 

Πιο συγκεκριµένα θα γίνει προσπάθεια να παρουσιαστούν τα δεδοµένα και να περιγραφεί 

µε απλό τρόπο αρχικά η ποσότητα που περιγράφει τον αριθµό των απαιτήσεων οι οποίες 

καταφθάνουν στην ασφαλιστική εταιρία και να διερευνηθεί ποια κατανοµή προσεγγίζει 

καλύτερα αυτή την ποσότητα. Στη συνέχεια το επόµενο µέρος θα αφιερωθεί στο µέγεθος των 

απαιτήσεων  και θα εξεταστεί αν ακολουθεί κάποια από τις γνωστές κατανοµές. 

Τέλος θα αναλυθούν τα αποτελέσµατα που προέκυψαν από την ανάλυση των δεδοµένων 

για την εξαγωγή συµπερασµάτων. 

 

     4.2 Μελέτη της κατανοµής του αριθµού των αποζηµιώσεων 

Μια ποσότητα µε ιδιαίτερο ενδιαφέρον στην  αναλογιστική επιστήµη είναι ο αριθµός των 

αποζηµιώσεων που καταφθάνουν στην ασφαλιστική εταιρία. Σκοπός της µελέτης που θα 

ακολουθήσει είναι το κατά πόσο ο αριθµός αυτός µπορεί να προσεγγιστεί από µια 

πιθανοθεωρητική κατανοµή. 
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4.2.1 Περιγραφή των δεδοµένων 

Τα δεδοµένα τα οποία είναι διαθέσιµα για την ανάλυση περιλαµβάνουν τις µη µηδενικές 

αποζηµιώσεις για την περίοδο από 1/1/2006 έως τις 31/12/2008. Τα συγκεκριµένα στοιχεία 

για να µπορέσουν να µελετηθούν απαραίτητη προϋπόθεση είναι να οµαδοποιηθούν µε 

ξεκάθαρο και βολικό τρόπο και εν συνεχεία να µελετηθεί αν το πλήθος της κάθε οµάδας 

µπορεί να θεωρηθεί ως µια τυχαία µεταβλητή που προέρχεται από κάποια γνωστή κατανοµή. 

Η οµαδοποίηση που χρησιµοποιήθηκε έγινε µε βάση κάποιο χρονικό προσδιορισµό και 

συγκεκριµένα επιλέχθηκε ο ένας ηµερολογιακός µήνας. 

 

4.2.2 Στατιστική ανάλυση δεδοµένων 

Για να κατανοηθεί το είδος των δεδοµένων καλύτερα, θα πρέπει αρχικά να παρουσιαστούν 

µερικά περιγραφικά στοιχεία τα οποία και θα υποδείξουν τον τρόπο µε τον οποίο θα 

συνεχιστεί η ανάλυση. 

 

I. Ανάλυση του συνόλου των παρατηρήσεων 

Αρχικά θα ήταν χρήσιµο ένα ιστόγραµµα συχνοτήτων για να φανεί γραφικά αν η 

κατανοµή του πλήθους των αποζηµιώσεων για τα οµαδοποιηµένα ανά µήνα δεδοµένα θυµίζει 

ολόκληρη ή, τουλάχιστον σε κάποιο µέρος της, κάποια γνωστή κατανοµή.  

Σχήµα 4.2.1: Ιστόγραµµα του πλήθους των θετικών αποζηµιώσεων ανά µήνα 

 

Στο παραπάνω ιστόγραµµα παρουσιάζεται η συχνότητα του αριθµού των θετικών 

αποζηµιώσεων ανά µήνα κατά την τριετία για την οποία εξετάζεται το δείγµα. Αν και το 
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δείγµα των 36 παρατηρήσεων είναι αρκετά µικρό και στην πραγµατικότητα δεν µπορούν να 

εξαχθούν ασφαλή συµπεράσµατα, παρ΄ όλα αυτά η κατανοµή των δεδοµένων δεν φαίνεται να 

ακολουθεί κάποια γνωστή κατανοµή και εκ πρώτης όψεως θα µπορούσαµε να  

κατευθυνθούµε σε µια περίπτωση δικόρυφης κατανοµής. 

 

Πίνακας 4.2.1: Πίνακας περιγραφικών στοιχείων των θετικών αποζηµιώσεων ανά µήνα 

 Ν Minimum Maximum Mean 
Std. 

Deviation 
Variance 

# of positive 

ocurrences 

per month 

36 871 2996 1749,36 618,508 382552,3 

 

Στον παραπάνω πίνακα διακρίνονται µερικά από τα πιο χαρακτηριστικά περιγραφικά 

στοιχεία της κατανοµής των δεδοµένων. Παρατηρούµε πως η µέση τιµή των δεδοµένων 

ισούται µε 1749,36 ενώ η διακύµανση τους µε 382552,3 αντίστοιχα. 

Αν και εκ πρώτης όψεως τα δεδοµένα δεν φαίνεται να ακολουθούν την κανονική 

κατανοµή υπάρχουν κάποια στατιστικά test τα οποία µπορούν να δείξουν το κατά πόσο η 

παραπάνω γραφική αίσθηση που δόθηκε από το ιστόγραµµα είναι αληθής ή όχι. 

Συγκεκριµένα στο ακόλουθο σχήµα παρουσιάζεται το Q-Q Plot για την κανονική κατανοµή. 

 

Σχήµα 4.2.2: Q-Q plot του πλήθους των θετικών αποζηµιώσεων ανά µήνα για κανονική κατανοµή 
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Το Q-Q Plot δεν επιδεικνύει πολύ καλή προσαρµογή των δεδοµένων στη κανονική 

κατανοµή παρ΄όλα αυτά υπάρχουν και στατιστικά test που δεν στηρίζονται σε γραφικές 

µεθόδους όπως το Kolmogorov-Smirnov test που παρουσιάζεται στον παρακάτω πίνακα. 

 

Πίνακας 4.2.2: Kolmogorov Smirnov test για το πλήθος των θετικών αποζηµιώσεων ανά µήνα 

One-Sample Kolmogorov-Smirnov Test 

number of positive ocurences per month 

N 36 

Mean 1749,36 
Normal 

Parameters 
Std. 

Deviation 
618,508 

Absolute ,171 

Positive ,171 

Most 

Extreme 

Differences Negative -,148 

Kolmogorov-Smirnov Z 1,028 

Asymp. Sig. (2-tailed) ,241 

 

Τα αποτελέσµατα που προκύπτουν από το  Kolmogorov-Smirnov test διαψεύδουν τις 

αρχικές προβλέψεις για την κατανοµή που ακολουθούν τα δεδοµένα αφού το p-

value≈0,241>0,05 που σηµαίνει πώς δεν µπορούµε να απορρίψουµε τη µηδενική υπόθεση, 

δηλαδή την υπόθεση ότι τα δεδοµένα ακολουθούν κανονική κατανοµή σε επίπεδο 

σηµαντικότητας 5%. Οι εκτιµήσεις των παραµέτρων της κανονικής κατανοµής που δόθηκαν 

από τα δεδοµένα µε την υιοθέτηση της µηδενικής υπόθεσης είναι 

1749,36µ = και 2 382.552,14σ = .  

Όπως έχει αναφερθεί και παραπάνω αφού οι παρατηρήσεις είναι µόλις 36 τα 

αποτελέσµατα των διαφόρων ελέγχων δεν µπορούν να οδηγήσουν σε ασφαλή συµπεράσµατα 

και για αυτό το λόγο µια πιο ενδελεχής έρευνα χρειάζεται στη συγκεκριµένη περίπτωση. 

 

II. Ανάλυση των δεδοµένων ανά κατηγορίες 

       Παρατηρώντας το ιστόγραµµα συχνοτήτων του συνόλου των δεδοµένων η αίσθηση 

που παίρνουµε είναι ότι το σχήµα του ιστογράµµατος δεν αντικατοπτρίζει κάποια γνωστή 

κατανοµή και ότι ίσως θα πρέπει να αναζητηθεί µια κατανοµή η οποία να παρουσιάζει δύο 
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κορυφές. Ένας τρόπος µε τον οποίο µπορεί να κατασκευασθούν τέτοιου είδους κατανοµές 

είναι µε µίξη δύο γνωστών κατανοµών (βλ. Klungman et al,1998). Έστω τ.µ. iX  

έτσι ώστε    ( ) ( )i if x P X x= = για    1, ,i n= K     και επίσης σταθερά    iω     τέτοια ώστε    

0 1iω< < και
1

1
n

i
i

ω
=

=∑ ....    Τότε η συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας της µικτής κατανοµής θα 

είναι         

 
1

( ) ( ).
n

i i
i

f x f xω
=

=∑   

Η συνέχεια λοιπόν της ανάλυσης προϋποθέτει των διαχωρισµό της αρχικής κατανοµής των 

δεδοµένων σε δύο επιµέρους κατανοµές. Ύστερα από διαδοχικές δοκιµές το σηµείο στο 

οποίο θα επιλέξουµε να χωριστεί η αρχική κατανοµή των δεδοµένων είναι το 2.100, σηµείο 

το οποίο φαίνεται να φθίνει η πρώτη κατανοµή και να ξεκινάει η δεύτερη. 

• Ανάλυση για τις παρατηρήσεις µέχρι το σηµείο 2.100 

Η παρακάτω ανάλυση περιλαµβάνει όλες τις παρατηρήσεις που δεν ξεπερνάνε την τιµή  

των 2.100 εµφανίσεων ζηµιών ανά µήνα. Σαν πρώτο βήµα θα παραστήσουµε γραφικά τις 

παρατηρήσεις αυτές µε ένα ιστόγραµµα για να ανακαλύψουµε αν Σχήµατικά θυµίζει κάποια 

κατανοµή. 

 

Σχήµα 4.2.3: Ιστόγραµµα του πλήθους των αποζηµιώσεων ανά µήνα εως την τιµή 2.100 
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Από το ιστόγραµµα συχνοτήτων παρατηρούµε πως η κατανοµή που ακολουθούν τα 

δεδοµένα θα µπορούσε να είναι η κανονική κατανοµή. Τα περιγραφικά στοιχεία για τις 

συγκεκριµένες παρατηρήσεις παρουσιάζονται στον παρακάτω πίνακα 

 

Πίνακας 4.2.3: Πίνακας περιγραφικών στοιχείων του πλήθους των αποζηµιώσεων ανά µήνα εως την 

τιµή 2.100 

              Statistics 

up to 2.100 

N 22 

Mean 1315,18 

Median 1267,50 

Variance 89700,918 

Skewness ,567 

Std. Error of Skewness ,491 

Minimum 871 

Maximum 1980 

 

Ένας άλλος γραφικός τρόπος πέρα από το ιστόγραµµα ο οποίος µπορεί να δώσει ενδείξεις για 

την καταλληλότητα της επιλογής της κανονικής κατανοµής είναι η κατασκευή ενός Q-Q Plot 

για την κανονική κατανοµή.  

 

Σχήµα 4.2.4: Q-Q plot για την κανονική κατανοµή του πλήθους των αποζηµιώσεων ανά µήνα εως την 

τιµή 2.100 
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Από το παραπάνω σχήµα βλέπουµε πως οι παρατηρήσεις ακολουθούν την γραµµή της 

κανονικής κατανοµής αλλά δεν µπορούµε να αποφασίσουµε για την ορθότητα αυτής της 

επιλογής. Ο πίνακας που ακολουθεί περιλαµβάνει τα αποτελέσµατα  του Kolmogorov-

Smirnov test σύµφωνα µε τον οποίο θα επιβεβαιωθεί η όχι την υπόθεση της κανονικότητας 

των παρατηρήσεων.  

 

Πίνακας 4.2.4: Kolmogorov Smirnov test του πλήθους των αποζηµιώσεων ανά µήνα εως την τιµή 2.100 

One-Sample Kolmogorov-Smirnov Test 

 up to 2.100 

N 22 

Mean 1315,18 Normal  

Parameters Std. Deviation 299,501 

Absolute ,147 

Positive ,147 
Most Extreme 

 Differences 

Negative -,101 

Kolmogorov-Smirnov Z ,689 

Asymp. Sig. (2-tailed) ,730 

 

 

Παρατηρώντας το p-value του ελέγχου το οποίο ανέρχεται στο 73%  δεν µπορούµε να 

απορρίψουµε την µηδενική υπόθεση µε αποτέλεσµα να δίνεται η δυνατότητα να θεωρήσουµε 
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πως η κατανοµή που ακολουθούν οι µη µηδενικές αποζηµιώσεις ανά µήνα έως του αριθµού 

των 2.100 ακολουθούν κανονική κατανοµή µε µέση τιµή 1315,18 και τυπική απόκλιση 

299,501. 

 

• Ανάλυση για τις παρατηρήσεις πάνω από την τιµή 2.100 

Στη ανάλυση που ακολουθεί και αφορά τις παρατηρήσεις πάνω από την τιµή 2.100 θα 

πρέπει να τονιστεί ότι ορισµένα αποτελέσµατα που πρόκειται να βγουν ενδέχεται να µην 

είναι απολύτως σωστά αφού το δείγµα είναι εξαιρετικά µικρό (µόλις 14 παρατηρήσεις). 

Αρχικά θα κατασκευαστεί το ιστόγραµµα συχνοτήτων για να φανεί το σχήµα της κατανοµής. 

\ 

 

Σχήµα 4.2.5: Ιστόγραµµα του πλήθους των αποζηµιώσεων ανά µήνα από την τιµή 2.100 

 

Από το ιστόγραµµα φαίνεται πως υπάρχει πιθανότητα να ακολουθούν κανονική κατανοµή 

τα δεδοµένα. Ωστόσο ενδέχεται και κάποια άλλη κατανοµή µε βαριά δεξιά ουρά να 

προσαρµόζεται πιο ικανοποιητικά από την κανονική. Στη συνέχεια θα ακολουθήσει το Q-Q 

Plot για την κανονική κατανοµή καθώς και το Kolmogorov-Smirnov test για την υπόθεση της 

κανονικής κατανοµής. 

 

Σχήµα 4.2.6: Q-Q plot του πλήθους των αποζηµιώσεων ανά µήνα από την τιµή 2.100 
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Από το Q-Q Plot παρατηρούµε πως τα δεδοµένα πιθανόν να µην ακολουθούν την 

κανονική κατανοµή 

Πίνακας 4.2.5: Kolmogorov Smirnov test του πλήθους των αποζηµιώσεων ανά µήνα από την τιµή 

2.100 

One-Sample Kolmogorov-Smirnov Test 

 over 2.100 

N 14 

Mean 2431,64 Normal 

 Parameters Std. Deviation 254,383 

Absolute ,191 

Positive ,191 
Most Extreme 

 Differences 

Negative -,166 

Kolmogorov-Smirnov Z ,714 

Asymp. Sig. (2-tailed) ,689 

 

Η τιµή του p-value στο Kolmogorov-Smirnov test ανέρχεται στο 0,689>0,05 που σηµαίνει 

πως δεν µπορεί να απορριφθεί η υπόθεση πως τα δεδοµένα ακολουθούν κανονική κατανοµή. 

Στην περίπτωση όµως αυτή ίσως είναι προτιµότερο να ελεγχθεί και κάποια άλλη κατανοµή 

αφού όπως έχει αναφερθεί και προηγουµένως ο πολύ µικρός αριθµός παρατηρήσεων 

επηρεάζει την ορθότητα των στατιστικών test. Μια κατανοµή που θα πρέπει να εξεταστεί 

λόγω της µακριάς ουράς της είναι η κατανοµή Pareto. Στο παρακάτω σχήµα παρουσιάζεται  

το  Q-Q Plot των δεδοµένων ως προς την κατανοµή Pareto. 
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Σχήµα 4.2.7: Q-Q plot για την κατανοµή Pareto του πλήθους των αποζηµιώσεων ανά µήνα από την 

τιµή 2.100 

 

Παρατηρώντας το Q-Q Plot διακρίνεται µια πολύ καλή προσαρµογή των δεδοµένων στην 

Pareto πράγµα που δεν συνέβη για την κανονική κατανοµή ασχέτως του αποτελέσµατος του 

Kolmogorov-Smirnov test. Εφόσον η κατανοµή των δεδοµένων φαίνεται να ακολουθεί την 

κατανοµή Pareto θα πρέπει να γίνει και εκτίµηση των παραµέτρων αυτής και στη συνέχεια να 

κατασκευαστεί ένας έλεγχος Kolmogorov Smirnov για να αποφασιστεί αν η υπόθεση ότι τα 

δεδοµένα πάνω από τις 2.100 παρατηρήσεις ακολουθούν την κατανοµή Pareto απορρίπτεται 

η όχι, καθώς και αν οι εκτιµήσεις αυτές είναι σωστές. Ένας ασφαλής τρόπος για εκτιµηθούν 

οι παράµετροι της κατανοµής  Pareto είναι η µέθοδος των ροπών. Στην περίπτωση της 

κατανοµής Pareto µε µια παράµετρο  είναι γνωστό το κάτω όριο η σ.π.π της δίνεται από τον 

τύπο : 

m

1
( ) ,

a

ma

ax
f x x x

x += >  

Σε αυτή την περίπτωση λοιπόν η άγνωστη παράµετρος είναι µόνο το aαφού το mx είναι το 

κάτω όριο που στην περίπτωση αυτή είναι ο αριθµός 2.100. Για να βρεθεί η άγνωστη 

παράµετρος αρκεί να εξισωθεί η πρώτη δειγµατική µε την πρώτη πληθυσµιακή ροπή.  

).(θµkkm ≈
 

 2431
1
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a
=

−
⇒ 7,344a = . 
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Από την εκτίµηση µε την µέθοδο των ροπών παίρνουµε ότι η κατανοµή που θα εξεταστεί 

είναι η Pareto(7,344,2.100). 

Το επόµενο βήµα που θα γίνει είναι ένας έλεγχος Kolmogorov Smirnov για να 

αποφασιστεί εάν η υπόθεση ότι τα δεδοµένα ακολουθούν κατανοµή Pareto είναι σωστή. 

 

Πίνακας 4.2.6: Kolmogorov Smirnov test  για το πλήθος των αποζηµιώσεων ανά µήνα από την τιµή 

2.100 

Two-sample Kolmogorov-Smirnov test 

data:  over.2.100 and Pareto (7.344,2.100) 

D = 0.2143, p-value = 0.9205 

alternative hypothesis: two-sided 

 

Από τον παραπάνω πίνακα παρατηρούµε πως το p-value του ελέγχου είναι  0,92 µε 

αποτέλεσµα να µην µπορούµε να απορρίψουµε την υπόθεση πως τα δεδοµένα ακολουθούν 

την κατανοµή Pareto (7.344,2.100).   

Με βάση τα παραπάνω υποθέτουµε πως η κατανοµή της συχνότητας των αποζηµιώσεων 

ακολουθεί µια µεικτή κατανοµή που αποτελείται από µια κανονική κατανοµή καθώς και µια 

κατανοµή Pareto. Η µορφή της κατανοµής του αριθµού των αποζηµιώσεων ανά µήνα 

περιγράφεται από τον παρακάτω τύπο: 

 1 2( ) * ( ) (1 )* ( )f x p f x p f x= + −   

Όπου η 1( )f x είναι η κανονική κατανοµή κατανοµή Ν(1315.18,89700) ενώ η 2 ( )f x είναι η 

κατανοµή Pareto(7.344,2.100) και το p αντιστοιχεί στον αριθµό 0,61.  

Για τον έλεγχο της υπόθεσης ότι τα δεδοµένα προέρχονται από την συγκεκριµένη 

δικόρυφη κατανοµή θα κατασκευαστεί το ιστόγραµµα συχνοτήτων της ενώ θα 

πραγµατοποιηθεί και ένα έλεγχος Kolmogorov Smirnov για να αποφασιστεί αν τα 

πραγµατικά συνολικά δεδοµένα που αφορούν τον αριθµό των µη µηδενικών αποζηµιώσεων 

µπορούν να περιγραφούν αποτελεσµατικά από την κατανοµή που έχουµε κατασκευάσει. 

 

Σχήµα 4.2.8: Ιστόγραµµα του αναµενόµενου πλήθους των µη µηδενικών αποζηµιώσεων 



 
63 

 

 

Το παραπάνω ιστόγραµµα του αναµενόµενου αριθµού των µη µηδενικών αποζηµιώσεων 

φαίνεται να µοιάζει µε το ιστόγραµµα των παρατηρηθέντων µη µηδενικών αποζηµιώσεων 

(βλ. Σχήµα 4.2.1). Αυτό που αποµένει είναι και το αποτέλεσµα του στατιστικού ελέγχου το 

οποίο θα καθορίσει για την ορθότητα η όχι της αρχικής υπόθεσης. 

 

Πίνακας 4.2.7: Kolmogorov Smirnov test  για την κατανοµή των  πλήθους των αποζηµιώσεων ανά 

µήνα µε την θεωρητική κατανοµή 

Two-sample Kolmogorov-Smirnov test 

data:  number of positive occurrences per month and f(x) 

D = 0.1667, p-value = 0.7069 

alternative hypothesis: two-sided 

 

Το p-value του Kolmogorov Smirnov test είναι 0,7 που σηµαίνει πως δεν µπορούµε να 

απορρίψουµε την υπόθεση πως ο αριθµός των µη µηδενικών αποζηµιώσεων ανά µήνα 

ακολουθεί την κατανοµή  µε σ.π.π.:  

1 2( ) * ( ) (1 )* ( )f x p f x p f x= + − , 

όπου η 1( )f x είναι η σ.π.π. της κανονικής κατανοµής Ν(1315.18,89700) ενώ η 2 ( )f x η σ.π.π. 

είναι της κατανοµής Pareto(7.344,2.100) και το p αντιστοιχεί στον αριθµό 0,61. 

 

 

4.3 Μελέτη της κατανοµής του  µεγέθους των αποζηµιώσεων 



 
64 

 

Το µέγεθος των αποζηµιώσεων οι οποίες καταφθάνουν σε µια ασφαλιστική εταιρία 

αποτελεί την πιο σηµαντική ποσότητα για την συνέχιση της λειτουργίας της γιατί στην 

πραγµατικότητα αυτό το µέγεθος είναι που καλείται να αποδώσει τους ασφαλισµένους ως 

αποτέλεσµα της ζηµιάς που έχει προκύψει. Στην µελέτη που ακολουθεί γίνεται µα 

προσπάθεια για να περιγραφεί η τυχαία µεταβλητή των αποζηµιώσεων και να προσδιοριστεί 

αν είναι δυνατόν η κατανοµή του.  

 

4.3.1 Περιγραφή των δεδοµένων 

Τα διαθέσιµα δεδοµένα  για το µέγεθος των αποζηµιώσεων αποτελούνται από 89779 

αποζηµιώσεις για τα τρία εξεταζόµενα έτη συµπεριλαµβανοµένων και των µηδενικών 

αποζηµιώσεων. 

 

 

 

4.3.2 Στατιστική ανάλυση δεδοµένων 

Για να κατανοηθεί το είδος των δεδοµένων καλύτερα θα πρέπει αρχικά να παρουσιαστούν 

µερικά περιγραφικά στοιχεία τα οποία και θα υποδείξουν τον τρόπο µε τον οποίο θα 

συνεχιστεί η ανάλυση. 

 

Ι. Ανάλυση του συνόλου των παρατηρήσεων 

 Μια πρώτη ιδέα για τα δεδοµένα µπορούµε να πάρουµε από τον παρακάτω πίνακα ο 

οποίος περιλαµβάνει τα περιγραφικά µέτρα για την µεταβλητή του µεγέθους των 

αποζηµιώσεων. 

 

Πίνακας 4.3.1: Πίνακας περιγραφικών στοιχείων της µεταβλητής των αποζηµιώσεων 

Statistics 

IncurredLoss 

N     89779 

Mean 884,683 

Median 40,510 

Std. Deviation 9389,711 

Variance 88166677,236 
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Skewness 38,423 

Std. Error of Skewness 0,008 

Kurtosis 1839,207 

Std. Error of Kurtosis 0,016 

 

Από τον παραπάνω πίνακα περιγραφικών στοιχείων παρατηρούµε πως η µέση τιµή των 

δεδοµένων ισούται µε 884,683 και η διακύµανση τους µε 88166677,236. Επίσης από την τιµή 

της ασυµµετρίας που ισούται 38,423 περιµένουµε η κατανοµή των δεδοµένων να 

παρουσιάζει «βαριά» δεξιά ουρά. Στο παρακάτω σχήµα παρουσιάζεται το ιστόγραµµα 

συχνοτήτων των δεδοµένων. 

 

 

 

 

Σχήµα 4.3.1: Ιστόγραµµα της µεταβλητής των αποζηµιώσεων 

 

Από το ιστόγραµµα δεν είναι δυνατόν να εξαχθούν συµπεράσµατα αφού υπάρχει πολύ 

µεγάλη συγκέντρωση παρατηρήσεων κοντά στο µηδέν µε αποτέλεσµα να µην εµφανίζονται 

καν στο γράφηµα οι µεγάλες παρατηρήσεις οι οποίες είναι αυτές που ενδιαφέρουν 

περισσότερο.  

  

ΙΙ. Ανάλυση περικοµµένων δεδοµένων 
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Όπως αναφέρθηκε προηγουµένως τα δεδοµένα παρουσιάζουν υψηλή συγκέντρωση κοντά 

στο µηδέν µε αποτέλεσµα να µην είναι δυνατή η ανάλυση των παρατηρήσεων. Ένας τρόπος 

για να καταστεί δυνατή η ανάλυση είναι να περικοπούν τα δεδοµένα στο µηδέν ή κοντά σε 

αυτό έτσι ώστε να µεγαλώσει η πιθανότητα εµφάνισης των ακραίων δεδοµένων που 

αποτελούν αντικείµενο µελέτης της παρούσας διπλωµατικής εργασίας. 

 

• Πρώτη περίπτωση : περικοµµένες στο µηδέν 

Οι µηδενικές παρατηρήσεις αποτελούν ένα πολύ µεγάλο ποσοστό των συνολικών 

διαθέσιµων παρατηρήσεων συγκεκριµένα µηδενικές είναι 26.802 παρατηρήσεις. Ο παρακάτω 

πίνακας περιλαµβάνει τα περιγραφικά στοιχεία για τη συγκεκριµένη περίπτωση 

 

 

 

 

Πίνακας 4.3.2: Πίνακας στοιχείων περιγραφικής στατιστικής της περικοµµένης στο 0  µεταβλητής των 

αποζηµιώσεων 

Statistics 

IncurredLoss 

N 62977 

Mean 1261,190139 

Std. Deviation 11189,9392681 

Variance 125214740,823 

Skewness 32,263 

Std. Error of Skewness ,010 

Kurtosis 1294,748 

Std. Error of Kurtosis ,020 

Maximum 639845,7000 

 

Τα δεδοµένα του πίνακα είναι διαφοροποιηµένα τώρα αφού λείπουν οι µηδενικές 

παρατηρήσεις µε την µέση τιµή να διαµορφώνεται στην τιµή 1261 και την τυπική απόκλιση 

σε 11189. Το ιστόγραµµα συχνοτήτων για τις µη µηδενικές αποζηµιώσεις παρουσιάζει 

ωστόσο την ίδια µορφή µε το ιστόγραµµα των συνολικών αποζηµιώσεων που απεικονίζεται 

παραπάνω. Ο λόγος είναι ότι συνεχίζουν να υπάρχουν πάρα πολλές παρατηρήσεις µε τιµές 

κοντά στο µηδέν και συνεπώς δεν µπορούν να εξαχθούν συµπεράσµατα ούτε σε αυτή την 

περίπτωση.  
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• ∆εύτερη περίπτωση : περικοµµένες σε άλλα σηµεία 

Η υψηλή συγκέντρωση παρατηρήσεων  σε µικρές τιµές των αποζηµιώσεων δυσκολεύει 

την προσαρµογή σε κάποια από τις γνωστές κατανοµές. Για τον λόγο αυτό έγινε µια 

περαιτέρω προσπάθεια µελέτης των παρατηρήσεων πάνω από µια προκαθορισµένη τιµή. 

Ύστερα από δοκιµές για την επιλογή του κατάλληλου σηµείου που θα περικοπούν τα 

δεδοµένα επιλέχθηκε η τιµή των 25.000 ευρώ πάνω από την οποία θα γίνει η ανάλυση των 

δεδοµένων. Στην πραγµατικότητα δηµιουργήθηκε µια νέα µεταβλητή η 

25000loss incurredloss= − . Στην µελέτη που  ακολουθεί εξετάζεται η νέα 

µεταΣχήµατισµένη µεταβλητή loss. Στον παρακάτω πίνακα παρουσιάζονται τα περιγραφικά 

στοιχεία της µεταβλητής loss. 

 

 

 

Πίνακας 4.3.3: Πίνακας περιγραφικών στοιχείων  της περικοµµένης στο 25.000  µεταβλητής των 

αποζηµιώσεων 

Statistics 

loss 

N  279 

Mean 88281,566 

Std. Error of Mean 7336,764 

Median 31016,64 

Std. Deviation 122548,121 

Variance 15018042008,307 

Skewness 2,066 

Std. Error of Skewness ,146 

Kurtosis 4,343 

Std. Error of Kurtosis ,291 

 

Από τον πίνακα περιγραφικών στοιχείων παρατηρούµε αρχικά µια δραµατική µείωση του 

πλήθους των παρατηρήσεων αφού µόνο 279 υπερβαίνουν τις 25.000 ευρώ, ενώ η µέση τιµή 

των παρατηρήσεων ανέρχεται στην τιµή 88281 και η διακύµανση σε 15018042008. Ακόµα η 

ασυµµετρία της παίρνει την τιµή 2,066 που σηµαίνει ότι περιµένουµε βαριά δεξιά ουρά. Στο 

παρακάτω σχήµατα παρουσιάζονται το ιστόγραµµα συχνοτήτων των περικοµµένων 

δεδοµένων το διάγραµµα της συνάρτησης πυκνότητας πιθανότητας καθώς και το διάγραµµα 

της εµπειρικής συνάρτησης κατανοµής. 
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Σχήµα 4.3.2: Ιστόγραµµα της περικοµµένης στο σηµείο 25.000  µεταβλητής των αποζηµιώσεων 

 
 
Σχήµα 4.3.3: ∆ιάγραµµα της σ.π.π. και της εµπειρικής σ.κ. της περικοµµένης στο 25.000  µεταβλητής 

των αποζηµιώσεων 

 

 

Από τα παραπάνω γραφήµατα τα οποία πραγµατοποιήθηκαν µε τη χρήση του στάτιστικού 

προγράµµατος R παρατηρούµε πως η κατανοµή που ακολουθούν τα δεδοµένα θα είναι 

κάποια µε µεγάλη θετική ασυµµετρία. Στη συνέχεια θα γίνει προσπάθεια για τον 

προσδιορισµό της κατανοµής που ακολουθούν οι παρατηρήσεις. Αρχικά θα διενεργηθούν 

κάποια γραφικά test και στη συνέχεια ανάλογα µε τα αποτελέσµατα που θα προκύψουν θα 

γίνουν και κάποια άλλα στατιστικά test. 
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� Q-Q Plots 

Ένας εύκολος και αρκετά διαδεδοµένος τρόπος γραφικού έλεγχου προσαρµογής των 

δεδοµένων σε µια κατανοµή είναι τo Q-Q Plot. Ο έλεγχος αυτός δείχνει το κατά πόσο οι 

παρατηρήσεις βρίσκονται κοντά µε την θεωρητική κατανοµή η οπoία έχει επιλεγεί. Στην 

περίπτωση κατά την οποία η θεωρητική κατανοµή που επιλέχθηκε ταυτίζεται µε την 

κατανοµή των δεδοµένων τότε οι παρατηρήσεις θα βρίσκονται πάνω στην ευθεία γραµµή του 

γραφήµατος. Στα παρακάτω γραφήµατα παρουσιάζονται τα Q-Q Plots για κάποιες από τις 

γνωστές κατανοµές µε θετική ασυµµετρία µε παραµέτρους όπως αυτές εκτιµώνται µε την 

βοήθεια του στατιστικού πακέτου SPSS. 

 

 

Σχήµα 4.3.4: Q-Q plot για την κατανοµή Pareto και  lognormal της περικοµµένης στο σηµείο 25.000  

µεταβλητής των αποζηµιώσεων 

 

Σχήµα 4.3.5: Q-Q plot για την κατανοµή Weibull και Gamma της περικοµµένης στο σηµείο 25.000  

µεταβλητής των αποζηµιώσεων 
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Από τα παραπάνω Q-Q Plots µόνο αυτό της κατανοµής Γάµµα είναι αυτό το οποίο 

φαίνεται να είναι κοντά µε τα δεδοµένα. Οι εκτιµήσεις των παραµέτρων για την κατανοµή 

Γάµµα δίνονται στον παρακάτω πίνακα 

 

Πίνακας 4.3.4: Πίνακας εκτίµησης των παραµέτρων της κατανοµής Gamma της περικοµµένης στο 

σηµείο 25.000  µεταβλητής των αποζηµιώσεων 

Estimated Distribution Parameters 

 Loss 

Shape ,519 
Gamma Distribution 

Scale 170125 

 

 

� Kolmogorov Smirnov test 

 

 

Τα Q-Q Plots όπως έχει προαναφερθεί είναι γραφικά test που ως στόχο έχουν να δείξουν 

την εφαρµογή των δεδοµένων σε µια κατανοµή αλλά στην πραγµατικότητα λειτουργούν µόνο 

ως µια ένδειξη καλής προσαρµογής. Στην περίπτωση που τα διαθέσιµα δεδοµένα είναι 

αρκετά υπάρχουν στατιστικά test τα οποία αποτυπώνουν µε ακρίβεια την απόσταση των 

πραγµατικών δεδοµένων από τις θεωρητικές τιµές και δοθέντος ενός επιπέδου 

σηµαντικότητας δίνουν αποτέλεσµα για την αποδοχή ή όχι της υπόθεσης ότι τα δεδοµένα 

ακολουθούν κάποια συγκεκριµένη κατανοµή. Το πιο γνωστό στατιστικό test για την 

συγκεκριµένη περίπτωση είναι το Kolmogorov Smirnov test. Εφόσον από τα Q-Q plots που 

προηγήθηκαν φάνηκε ότι τα δεδοµένα µας είναι πιθανόν να ακολουθούν την κατανοµή 

Γάµµα τότε θα διενεργήσουµε ένα έλεγχο Kolmogorov Smirnov για να αποφασίσουµε εάν 



 
71 

 

ευσταθεί αυτή η υπόθεση. Στους παρακάτω πίνακες διενεργήθηκε Kolmogorov Smirnov test 

για την κατανοµή Γάµµα στην µεταβλητή Loss που αντιστοιχεί στις περικοµµένες 

παρατηρήσεις στο σηµείο 25.000 . 

 

Πίνακας 4.3.5: Kolmogorov Smirnov test για την κατανοµή  Gamma της περικοµµένης στο σηµείο 

25.000  µεταβλητής των αποζηµιώσεων 

 

Two-sample Kolmogorov-Smirnov test 

data:  k and Loss  

D = 0.0681, p-value = 0.5371 

alternative hypothesis: two-sided  

 

 

To p-value του ελέγχου είναι 0,5371 που σηµαίνει πως δεν µπορούµε να απορρίψουµε την 

υπόθεση πως τα δεδοµένα προέρχονται από την κατανοµή Gamma(0,519 , 170125). 

 

 

 

 

 

4.4 Μελέτη της χρονικής εξέλιξης των αποζηµιώσεων 

Ένα σηµαντικό κοµµάτι της ανάλυσης ενός χαρτοφυλακίου κινδύνων είναι η χρονική 

εξέλιξη των µεγεθών που το απαρτίζουν για να αποσαφηνιστεί το αν υπάρχει κάποια τάση ή 

περιοδικότητα και το πού µπορεί να οφείλεται αυτή. Στη συνέχεια αυτής της ενότητας θα 

παρατεθούν γραφικά τα διαγράµµατα των κυριοτέρων ποσοτήτων σε  για να παρατηρηθεί η 

χρονική εξέλιξη τους. 

 

4.4.1 Συνολικές µηνιαίες αποζηµιώσεις 

Στο παρακάτω γράφηµα παρουσιάζονται οι συνολικές αποζηµιώσεις του κλάδου 

αυτοκινήτου σε µηνιαία κλίµακα για την εξεταζόµενη τριετία. 

 

Σχήµα 4.4.1: Μηνιαίο διάγραµµα των συνολικών αποζηµιώσεων 
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Από το παραπάνω χρονοδιάγραµµα παρατηρούµε πως υπάρχει µια αυξητική τάση στις 

µηνιαίες αποζηµιώσεις. Προτού βγουν όµως συµπεράσµατα για την αλλαγή της οδηγικής 

συµπεριφοράς των ασφαλισµένων του συγκεκριµένου χαρτοφυλακίου θα πρέπει να 

επισηµανθεί πως ενδέχεται η αύξηση αυτή να προέρχεται από αύξηση της έκθεσης στον 

κίνδυνο. Από το παραπάνω  γίνεται ξεκάθαρο πως δεν µπορεί να βγεί ασφαλές συµπέρασµα 

για το αν η αύξηση των αποζηµιώσεων µεταφράζεται σε µεγαλύτερη ζηµιά για την 

ασφαλιστική επιχείρηση αφού αυτή µπορεί να εκµηδενίζεται από την εισροή ασφαλίστρων 

από νέους ασφαλισµένους. Η µόνη ασφαλής παρατήρηση που µπορεί να γίνει είναι πως 

φαίνεται ότι ο µήνας Σεπτέµβριος είναι ο µήνας που και τις τρείς διαδοχικές χρονιές 

παρουσιάζει από τα υψηλότερα επίπεδα αποζηµιώσεων µέσα στο έτος.  

 

4.4.2 Αριθµός των αποζηµιώσεων ανά µήνα 

Στο παρακάτω γράφηµα απεικονίζεται ο αριθµός των µη µηδενικών αποζηµιώσεων ανά 

µήνα. 

Σχήµα 4.4.2: Μηνιαίο διάγραµµα του αριθµού των απαιτήσεων 
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Στο παραπάνω γράφηµα του αριθµού των µηνιαίων αποζηµιώσεων παρατηρείται µια 

αυξανόµενη τάση στων αριθµό των ατυχηµάτων που καταφθάνουν στην ασφαλιστική εταιρία 

µε την πάροδο του χρόνου. Όπως συνέβη και στο µέγεθος των µηνιαίων αποζηµιώσεων έτσι 

και σε αυτή την περίπτωση δεν είναι ασφαλές να εξαχθεί το συµπέρασµα ότι οι ασφαλισµένοι 

προκαλούν περισσότερα ατυχήµατα από ότι παλιά µιας και δεν έχει ληφθεί υπόψη το 

ενδεχόµενο µιας ταυτόχρονης αύξησης της έκθεσης στον κίνδυνο. Ένα στοιχείο που γίνεται 

ξεκάθαρο παρατηρώντας το παραπάνω γράφηµα είναι το γεγονός πως σε κάθε µια από τις 

τρείς χρονιές ο χαµηλότερος αριθµός ατυχηµάτων παρατηρείται τον µήνα Αύγουστο. Μια 

εξήγηση για το γεγονός µπορεί να είναι η µειωµένη κίνηση των αυτοκινήτων το 

συγκεκριµένο µήνα αφού οι περισσότεροι Έλληνες αποφασίζουν να πραγµατοποιήσουν τις 

καλοκαιρινές τους διακοπές εκείνη την περίοδο. 

 

4.4.3 Μέση αποζηµίωση ανά µήνα 

Στο παρακάτω γράφηµα απεικονίζεται η µέση αποζηµίωση η οποία καταφθάνει στην 

ασφαλιστική επιχείρηση ανά µήνα. 

 

Σχήµα 4.4.3: Μηνιαίο διάγραµµα του µεγέθους της µέσης απαίτησης ανά µήνα 
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Από το παραπάνω µηνιαίο διάγραµµα παρατηρείται µια τάση µείωσης της µέσης 

αποζηµίωσης µε την πάροδο του χρόνου. Το παρόν γράφηµα αποτελεί µια σύνδεση των 

προηγουµένων δύο διαγραµµάτων και τα αποτελέσµατα του προέρχονται από τα αντίστοιχα 

αποτελέσµατα  τους. Η σταδιακή µείωση  της µέσης αποζηµίωσης παρά την αύξηση του 

µεγέθους των µηνιαίων αποζηµιώσεων οφείλεται στην µεγάλη αυξηση του αριθµού των µη 

µηδενικών αποζηµιώσεων που παρουσιάστηκε στο Σχήµα 4.4.2. 

 

 

 

 

4.4.4 Συµπεράσµατα για την κατανοµή των αποζηµιώσεων 

Το συγκεκριµένο κεφάλαιο ασχολήθηκε τόσο µε την ανάλυση των δεδοµένων για την 

περιγραφή της κατανοµής που ακολουθεί ο αριθµός των αποζηµιώσεων  όσο και µε την 

εύρεση της κατανοµής που ακολουθεί η µεταβλητή της σφοδρότητας των αποζηµιώσεων. Αν 

και τα αποτελέσµατα ήταν θετικά παρ’όλα αυτά λόγω των µετασχηµατισµών που 

χρησιµοποιήθηκαν δεν ήταν δυνατόν να προσεγγιστεί η κατανοµή των αθροιστικών 

αποζηµιώσεων. Το συµπέρασµα που βγαίνει είναι ότι στην περίπτωση πραγµατικών 
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δεδοµένων, όπως είναι το συγκεκριµένο χαρτοφυλάκιο αποζηµιώσεων ασφαλιστηρίων 

συµβολαίων αυτοκινήτου, δεν είναι πάντα εφικτό να περιγραφεί κατάλληλα από τις γνωστές 

οικογένειες κατανοµών. Το αναµενόµενο δηλαδή ως έναν βαθµό αποτέλεσµα της έως τώρα 

ανάλυσης έρχεται να επιβεβαιώσει το γεγονός ότι ορισµένες κατηγορίες προβληµάτων 

µπορούν να επιλυθούν µόνο µε ειδικές τεχνικές ανάλυσης προορισµένες για συγκεκριµένα 

είδη δεδοµένων. Το επόµενο κεφάλαιο της συγκεκριµένης διπλωµατικής εργασίας 

επικεντρώνεται σε µια ραγδαία αναπτυσσόµενη τα τελευταία χρόνια θεωρία η οποία 

στηρίζεται στην µελέτη των ακραίων τιµών. 

 

 

 

  

  

  

  

 

 

 

 

 

 

Κεφάλαιο 5 

Εφαρµογή της θεωρίας Ακραίων Τιµών σε πραγµατικά 

δεδοµένα 

 

5.1 Εισαγωγή 

Η θεωρία των ακραίων τιµών µελετά την εµφάνιση των ακραίων παρατηρήσεων. Τα 

αποτελέσµατα του Κεφαλαίου 4 που προέκυψαν από την ανάλυση των δεδοµένων  



 
76 

 

αποτελούν µια πρώτη ανάλυση για την εξαγωγή αρχικών συµπερασµάτων όσον αφορά την 

κατανοµή αλλά και τη γενική τάση των αποζηµιώσεων. Ωστόσο, η παρούσα εργασία 

επικεντρώνεται στην εξαγωγή συµπερασµάτων όσον αφορά τις πολύ µεγάλες αποζηµιώσεις 

µε αποτέλεσµα η έως τώρα ανάλυση να µην βοηθά  σε µεγάλο βαθµό στην εκτίµηση αυτών 

των ακραίων παρατηρήσεων. Το κενό αυτό καλείται να καλύψει η θεωρία των ακραίων τιµών 

που αναφέρθηκε θεωρητικά στο Κεφάλαιο 3. 

Αρχικά στο πρώτο µέρος του παρόντος κεφαλαίου θα εφαρµοσθεί στα διαθέσιµα δεδοµένα 

των αποζηµιώσεων η µέθοδος Block Maxima. Συγκεκριµένα θα γίνει η προσπάθεια να 

µελετηθεί η κατανοµή που ακολουθούν οι µέγιστες παρατηρήσεις ανά κάποιο ορισµένο 

διάστηµα έτσι ώστε να µπορεί να αποσαφηνιστεί το ύψος του ποσού που δεν θα ξεπεράσει η 

µέγιστη αποζηµίωση στον επόµενο χρόνο για ένα δεδοµένο διάστηµα εµπιστοσύνης. 

Στο δεύτερο µέρος του κεφαλαίου θα χρησιµοποιηθεί η µέθοδος Peak Over Threshold. 

Σύµφωνα µε αυτή την µέθοδο θα εξεταστούν οι παρατηρήσεις οι οποίες ξεπερνάνε κάποιο 

προκαθορισµένο όριο. Επίσης θα γίνει προσπάθεια σύµφωνα µε τα διαθέσιµα δεδοµένα να 

εκτιµηθεί ένα καινούριο ανώτατο όριο. Στη συνέχεια, όπως και στη µέθοδο Block Maxima θα 

εκτιµηθεί και πάλι το ποσό που δεν θα ξεπεράσει καµία αποζηµίωση σε ένα δεδοµένο 

επίπεδο σηµαντικότητας κατά το επόµενο έτος. 

 

 

5.2 Εφαρµογή της µεθόδου Block Maxima στα δεδοµένα 

Η µέθοδος Block Maxima χρησιµοποιείται συνήθως όταν τα διαθέσιµα δεδοµένα δεν είναι 

πλήρη αλλά υπάρχουν µόνο οι µέγιστες παρατηρήσεις ανά διάστηµα.  Η µέθοδος αυτή 

χρησιµοποιεί την πληροφορία που της δίνει το ύψος της µέγιστης παρατήρησης ανά κάποιο 

χρονικό διάστηµα έτσι ώστε αυτές οι παρατηρήσεις να ακολουθούν την Γενικευµένη 

κατανοµή Pareto (GEV). Όταν εκτιµηθεί η GEV τότε είναι εύκολο να υπολογιστεί η στάθµη 

απόδοσης (βλ. Κεφ. 3.2.2).  Με αυτό τον τρόπο δίνεται η δυνατότητα στην ασφαλιστική 

επιχείρηση να προβλέψει το µέγεθος της µέγιστης αποζηµίωσης ανά κάποιο χρονικό 

διάστηµα  και να κρατάει αντίστοιχο ποσό κεφαλαίων για µια αποτελεσµατικότερη 

διαχείριση των αποζηµιώσεων που θα προκύψουν. Για την εφαρµογή της συγκεκριµένης 

µεθόδου θα χρησιµοποιηθεί το στατιστικό πρόγραµµα R αφού προσφέρει ικανοποιητικό 

αριθµό ρουτινών για τον υπολογισµό της. 
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5.2.1 Η Block Maxima για τα µηνιαία µέγιστα 

Στο σηµείο αυτό επιλέχθηκαν τα µέγιστα για χρονικό διάστηµα ενός ηµερολογιακού µήνα 

από το σύνολο των ατοµικών αποζηµιώσεων για τα τρία εξεταζόµενα έτη. Ο λόγος που 

επιλέχθηκε το συγκεκριµένο χρονικό διάστηµα είναι γιατί ο ένας ηµερολογιακός µήνας 

περιέχει µεγάλο πλήθος παρατηρήσεων µε αποτέλεσµα να ελαχιστοποιείται το λάθος 

εκτίµησης. Στο παρακάτω σχήµα παρουσιάζονται γραφικά οι µέγιστές αποζηµιώσεις ανά 

µήνα ενώ στον αµέσως επόµενο πίνακα παραθέτονται µερικά περιγραφικά στοιχεία για τη 

συγκεκριµένη µεταβλητή. 

Σχήµα 5.2.1: ∆ιάγραµµα µεγέθους των µέγιστων αποζηµιώσεων ανά µήνα 

 

 

Πίνακας 5.2.1: Πίνακας περιγραφικών στοιχείων των µέγιστων αποζηµιώσεων ανά µήνα 

Min.         1st Qu. Median        Mean             3rd Qu.                Max.  

64020 256500 317800 352600 452700 639800 

 

Σκοπός της ανάλυσης είναι να καθορισθεί η κατανοµή που ακολουθούν οι µέγιστες 

παρατηρήσεις ανά µήνα. Όπως έχει αναφερθεί και στο Κεφάλαιο 3 της παρούσας εργασίας η 

κατανοµή των µεγίστων αναµένεται να ακολουθεί µία κατανοµή εκ των Gumbel , Frechet και 

Weibull. Για µεγαλύτερη ευκολία στον υπολογισµό των κατανοµών, αυτές µπορούν να 

ενοποιηθούν υπό τον γενικό όρο γενικευµένη κατανοµή ακραίων τιµών (GEV) έτσι ώστε η 

συνάρτηση πυκνότητας και των τριών κατανοµών να είναι κοινή και να διαχωρίζονται µεταξύ 

τους από την τιµή µιας παραµέτρου. 
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Στο παρακάτω σχήµα παρουσιάζεται το Q-Q Plot των µηνιαίων µέγιστων παρατηρήσεων 

ανά µήνα µε την κατανοµή Gumbel 

 

Σχήµα 5.2.2: Q-Q Plot των µηνιαίων µέγιστων µε την κατανοµή Gumbel 

.  

Από το Q-Q Plot µε την κατανοµή Gumbel παρατηρούµε πως τα δεδοµένα βρίσκονται 

κοντά στη διαγώνιο αλλά ίσως µια άλλη κατανοµή να δίνει καλύτερα αποτελέσµατα. Ύστερα 

από διαδοχικές δοκιµές για την παράµετρο ξ της κατανοµής GEV παρατηρήθηκε πως για ξ=-

0,2 τα αποτελέσµατα του Q-Q Plot είναι τα καλύτερα που µπορούν να παρατηρηθούν. Για 

ξ<0, όπως στη συγκεκριµένη περίπτωση, η γενικευµένη κατανοµή ακραίων τιµών (GEV)  

αντιστοιχεί στην κατανοµή Weibull όπως αυτή περιγράφηκε στο Κεφάλαιο 3. 

Το Q-Q Plot της GEV για ξ=-0,2 δίνεται στο παρακάτω σχήµα. 

 

 

 

 

Σχήµα 5.2.3: Q-Q Plot των µηνιαίων µέγιστων µε την κατανοµή GEV για ξ=-0,2 
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Τα παραπάνω Q-Q Plot δίνουν µια πρώτη αίσθηση για το ποια κατανοµή φαίνεται να 

ακολουθούν οι µέγιστες παρατηρήσεις ανά µήνα στην πραγµατικότητα όµως δεν αποτελούν 

αποτελεσµατικό κριτήριο ενώ ταυτόχρονα δεν εκτιµώνται και οι ακριβείς παράµετροι της 

κατανοµής.  

 

5.2.2 Εκτίµηση των παραµέτρων της GEV 

Ύστερα από τον διαχωρισµό των παρατηρήσεων σε οµάδες που πληρούν κάποια κριτήρια 

και την γραφική προσπάθεια εκτίµησης κάποιων εκ των παραµέτρων, το επόµενο βήµα στην 

ανάλυση είναι να εκτιµηθούν οι παράµετροι της κατανοµής που ακολουθούν τα δεδοµένα. 

Στον πίνακα που ακολουθεί παρουσιάζονται οι ακριβείς εκτιµήσεις των παραµέτρων της 

GEV µε τη µέθοδο µεγίστης πιθανοφάνειας. 

Πίνακας 5.2.2: Πίνακας εκτίµησης των παραµέτρων της GEV για τη µεταβλητή των µέγιστων 

µηνιαίων παρατηρήσεων 

Estimation Type:         GEV  mle  

Estimated Parameters:  

         ξ
)

                     µ)        σ)  

-1.801873e-01      2.910448e+05         1.307734e+05 

Estimated standard errors 

  0.1161111                   NaN       3883.5280541                               

Converged           0 ,    Neg.logarithm of loglikelihood   =     477.7413 

Ο πίνακας 5.2.5 παρουσιάζει εκτός από τις εκτιµήσεις των παραµέτρων και των τυπικών 

αποκλίσεων τους  και δύο άλλες πολύ σηµαντικές ποσότητες. Η πρώτη που παρουσιάζεται 
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είναι η σύγκλιση στην συγκεκριµένη κατανοµή όπου το αποτέλεσµα 0 σηµαίνει πως η 

σύγκλιση είναι επιτυχηµένη. Ενώ η δεύτερη είναι η τιµή του αρνητικού λογαρίθµου της 

συνάρτησης πιθανοφάνειας.  

Όπως έχει αναφερθεί προηγουµένως η παράµετρος ξ της GEV είναι εξέχουσας σηµασίας 

µιας και καθορίζει ποια κατανοµή ακολουθούν τα δεδοµένα για αυτό το λόγο είναι αρκετά 

ενδιαφέρον να κατασκευαστεί ένα διάστηµα εµπιστοσύνης για την τιµή αυτής της 

παραµέτρου. Στο παρακάτω γράφηµα παρουσιάζεται ένα 95% διάστηµα εµπιστοσύνης για 

την τιµή της παραµέτρου ξ.  

 

Σχήµα 5.2.4: Γράφηµα για το 95% δ.ε. της παραµέτρου ξ της κατανοµής GEV 

 

 

Τα αποτελέσµατα του σχήµατος 5.2.4 δείχνουν πως ένα 95% διάστηµα εµπιστοσύνης για 

την παράµετρο ξ είναι   

 Pr( 0,26 0,14) 0,95ξ− < < − =  

Ο πίνακας 5.2.2 παρουσιάζει τις εκτιµήσεις των παραµέτρων για την κατανοµή GEV όµως 

επιθυµούµε να αποφασίσουµε αν αυτές οι εκτιµήσεις είναι σωστές. . Ο έλεγχος της καλής 

προσαρµογής της Γενικευµένης  κατανοµής ακραίων τιµών µπορεί να γίνει είτε µε γραφικές 

µεθόδου είτε µε κάποιο στατιστικό test. Στο παρακάτω σχήµα παρουσιάζονται γραφικές 

απεικονίσεις καλής προσαρµογής στην GEV για τη µεταβλητή των µέγιστων αποζηµιώσεων 

ανά µήνα. 
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Σχήµα 5.2.5: Σύνολο γραφηµάτων καλής προσαρµογής στην GPD 

 

Το Σχήµα 5.2.5 παρουσιάζει τέσσερα επιµέρους γραφήµατα. Τα γραφήµατα 1,2,4 

παρουσιάζουν τα P-P plot, Q-Q plot και Density plot αντίστοιχα και δείχνουν µια πολύ καλή 

προσαρµογή των δεδοµένων στην GEV. Το γράφηµα 3 απεικονίζει το διάγραµµα της 

στάθµης απόδοσής ποσότητα η οποία θα εξεταστεί σε επόµενη ενότητα. 

Επειδή οι γραφικές απεικονίσεις δεν αποτελούν αξιόπιστο κριτήριο για την καλή 

προσαρµογή των δεδοµένων σε µια κατανοµή θα διενεργηθεί επίσης και ένα Kolmogorov -

Smirnov test.  Συγκεκριµένα θα παραχθούν 1000 τιµές από µια GEV µε τις εκτιµήσεις των 

παραµέτρων από την GEV που εκτιµήθηκαν από τον Πίνακα 5.2.2 και θα συγκριθούν µε τις 

36 τιµές των µηνιαίων µεγίστων για να αποφασιστεί αν προέρχονται από την ίδια κατανοµή. 

 

 

 

 

 

 

Πίνακας 5.2.3: Kolmogorov Smirnov test για την  προσαρµογή των δεδοµένων µε την GEV 

 

     Two-sample Kolmogorov-Smirnov test 
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data:  Max.loss.per.month and s* 

D = 0.1667, p-value = 0.7069 

alternative hypothesis: two-sided 

*s=1000 simulated values from GEV  

with the previously estimated parameters 

 

Το Kolmogorov-Smirnov test δείχνει πως δεν µπορούµε να απορρίψουµε την υπόθεση πως 

οι παρατηρήσεις των µέγιστων µηνιαίων παρατηρήσεων ακολουθούν την GEV  κατανοµή µε 

παραµέτρους ξ= -1.801873e-01, µ=2.910448e+05  και σ=1.307734e+05 

 

 

5.2.3 Εκτίµηση της στάθµη απόδοσης για την µέθοδο Block Maxima 

Η στάθµη απόδοσης (return level) όπως έχει οριστεί και στο Κεφάλαιο 3.2.2  είναι το 

κατώφλι το οποίο δεν θα υπερβεί καµία παρατήρηση µε πιθανότητα p−1 για το επόµενο 

χρονικό διάστηµα το οποίο θα οριστεί όπου  

 
1

p
ό ό Blocksεπιθυµητ ς αριθµ ς

= . 

 Θα συµβολίζουµε αυτό το κατώφλι pz . Ένας άλλος ορισµός για τη στάθµη απόδοσής 

είναι ότι εκτιµάται το pz έτσι ώστε ένα blocκ maximum θα υπερβαίνει κατά µέσο όρο αυτό 

το κατώφλι κάθε 1/p χρονικές περιόδους. Η εκτίµηση της R (µέσω του πακέτου extRemes) 

για αυτό το υψηλό κατώφλι είναι 549.165pz =)
. ∆ηλαδή η µέγιστη αποζηµίωση τον επόµενο 

µήνα δεν θα ξεπεράσει  το ποσό των 549.165 µε πιθανότητα 
1

91,66%
12

p = = . Εναλλακτικά, 

η µέγιστη ετήσια αποζηµίωση θα ξεπεράσει το ποσό των 549.165 ευρώ κατά µέσο όρο µια 

φορά το χρόνο.  

Στο παρακάτω γράφηµα παρουσιάζεται η στάθµη απόδοσής για διάφορες χρονικές 

περιόδους που κατασκευάστηκε µε το πακέτο extremes  της R (βλ.Παράρτηµα 1). 

 

Σχήµα 5.2.6: Γράφηµα στης στάθµης απόδοσης για διάφορες χρονικές περιόδους 
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Στο παραπάνω γράφηµα φαίνεται πως η µέγιστη µηνιαία αποζηµίωση θα ξεπεράσει το 

ποσό των 600000 κατά µέσο όρο µια φορά κάθε 24 µήνες. 

Στο παρακάτω γράφηµα απεικονίζεται ένα 99,5% διάστηµα εµπιστοσύνης για την στάθµη 

απόδοσής σε χρονικό διάστηµα ενός έτους. 

 

Σχήµα 5.2.7: Γράφηµα του 99.5% δ.ε. της στάθµης απόδοσης για περίοδο ενός έτους 

 

Στο σχήµα 2.5.7 παρουσιάζεται η εκτίµηση της στάθµης απόδοσης για το επόµενο έτος 

που όπως και προηγουµένως υπολογίστηκε αντιστοιχεί σε µια τιµή γύρω στις 55000 ευρώ 

ενώ ταυτόχρονα κατασκευάστηκε και ένα 99,5% διάστηµα εµπιστοσύνης για την τιµή της 

στάθµης απόδοσης το οποίο είναι  

 Pr(470.000 780.000) 0,995pz< < =)
. 

5.3 Εφαρµογή της µεθόδου Peak over Threshold στα δεδοµένα 
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Η µέθοδος Block Maxima αν και δίνει αρκετά καλά αποτελέσµατα για τις µέγιστες 

παρατηρήσεις ανά κάποιο χρονικό διάστηµα εντούτοις δεν λαµβάνει υπόψη της πως 

ενδέχεται να υπάρχουν περισσότερες από µια αρκετά υψηλές παρατηρήσεις µέσα σε αυτό. Το 

πρόβληµα αυτό έρχεται να το λύσει µια µέθοδος που ονοµάζεται Peak Over Threshold (POT). 

Η µέθοδος Peak Over Threshold θεωρείται µια πιο ολοκληρωµένη µέθοδος από την Block 

Maxima γιατί λαµβάνει πληροφορία από όλα τα δεδοµένα και εποµένως από όλες τις 

υπερβάσεις που ξεπερνούν ένα ανώτατο όριο. Σύµφωνα µε όσα θεωρητικά αναπτύχθηκαν στο 

Κεφάλαιο 3 αυτές οι υπερβάσεις ακολουθούν προσεγγιστικά µια κατανοµή που ονοµάζεται 

Γενικευµένη κατανοµή Pareto (Generalized Pareto Distribution ή GEV).  Σκοπός λοιπόν της 

επόµενης ενότητας είναι µε τη βοήθεια του στατιστικού προγράµµατος R  να γίνει η εκτίµηση 

του ορθότερου ανώτατού ορίου, των παραµέτρων της GPD  καθώς και η εκτίµηση της 

στάθµης απόδοσης. 

 

5.3.1 Η επιλογή του ανώτατου ορίου 

Σύµφωνα µε αυτήν την µέθοδο θα εξεταστούν οι παρατηρήσεις οι οποίες ξεπερνούν 

κάποιο υψηλό κατώφλι και στη συνέχεια θα εξεταστεί αν αυτές ακολουθούν την γενικευµένη 

Pareto κατανοµή. Η επιλογή του ορίου αυτού είναι εξέχουσας σηµασίας για τους 

ενδιαφερόµενους επιστήµονες και φυσικά και για τις ασφαλιστικές εταιρίες. Η εύρεση ενός 

τέτοιο ορίου αποτελεί έναν ξεχωριστό κλάδο έρευνας ακόµα και στην εποχή µας όµως 

παρ’όλα   αυτά υπάρχουν κάποιες τεχνικές οι οποίες παρουσιάζουν αρκετές ενδείξεις για την 

επιλογή ενός αξιόπιστου ανώτατου ορίου. Οι µέθοδοι που θα χρησιµοποιηθούν για την 

επιλογή του «βέλτιστου» κατωφλίου είναι γραφικές και άρα εκ των πραγµάτων όχι πολύ 

ακριβείς. 

• 1η µέθοδος 

Ένας τρόπος επιλογής του κατάλληλου ανώτατου ορίου είναι µέσω της συνάρτησης 

µέσης υπερβάλλουσας απώλειας (mean excess loss function) ή όπως αναφέρεται στους 

ιατρικούς κλάδους ή τους κλάδους της αξιοπιστίας  συνάρτηση µέσης υπολειπόµενης 

ζωής (mean residual life function). Συγκεκριµένα όπως έχει αναφερθεί και στην 

ενότητα 3.3.2 το κατάλληλο όριο θα βρίσκεται στο σηµείο πάνω από το οποίο το 

γράφηµα της συνάρτησης θα παρουσιάζει γραµµικότητα. Τα δύο παρακάτω 

γραφήµατα είναι ισοδύναµα και παρουσιάζουν τη χρήση της συνάρτησης µέσης 

υπερβάλλουσας απώλειας στα διαθέσιµα δεδοµένα. 
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Σχήµα 5.3.1: Γράφηµα της συνάρτησης της µέσης υπερβάλλουσας απώλειας 

 

Σχήµα 5.3.2: Γράφηµα της µέσης υπολειπόµενης ζωής 

 

Στο σχήµα 5.3.1 παρουσιάζεται το γράφηµα της µέσης υπερβάλλουσας  συνάρτησης από 

το οποίο παρατηρείται ότι η συνάρτηση παρουσιάζει µια γραµµικότητα για όρια από το 

σηµείο των 90.000 ευρώ και πάνω. Από το Σχήµα 5.3.2 παρατηρείται µια γραµµικότητα για 

τη συνάρτηση της µέσης υπολειπόµενης ζωής για τιµές ορίων από 90.000 έως 250.000 ευρώ. 

Από τα δύο παραπάνω διαγράµµατα φαίνεται ότι ένα όριο 90.000u > ευρώ θα µπορούσε να 

είναι ένα αξιόπιστο όριο. 

• 2η µέθοδος 
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Η συγκεκριµένη µέθοδος για την επιλογή του καταλληλότερου υψηλού κατωφλίου 

βασίζεται στην εκτίµηση των παραµέτρων ,σ ξ)
για διάφορες τιµές ορίων. Εφόσον από τη 

θεωρία είναι γνωστό ότι uF ~GPD  τότε θα πρέπει η εκτίµηση του σ)  να µεταβάλλεται 

γραµµικά ως προς u ενώ το ξ  να µην εξαρτάται από το u . Στα παρακάτω διαγράµµατα  

παρουσιάζονται οι εκτιµήσεις των παραµέτρων της Γενικευµένης κατανοµής Pareto για 

πλήθος κατωφλίων. 

Σχήµα 5.3.3: ∆ιάγραµµα της παραµέτρου σ) για πλήθος ανώτατων ορίων 

 

 

Σχήµα 5.3.4: ∆ιάγραµµα της παραµέτρου ξ για πλήθος ανώτατων ορίων 
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Στα σχήµατα 5.3.3 και 5.3.4 παρατηρείται ότι οι εκτιµήσεις παραµέτρων παραµένουν 

περίπου σταθερές για όρια από 110.000  έως  250.000 ευρώ. Σύµφωνα και µε τις δύο 

παραπάνω µεθόδους έχουµε αρκετές ενδείξεις για να θεωρήσουµε πως ένα όριο κοντά στις 

110.000 ευρώ είναι ένα αρκετά ικανοποιητικό όριο για προσαρµοστεί η  GPD στα δεδοµένα. 

 

5.3.2 Εκτίµηση των παραµέτρων της GPD 

Ύστερα από την επιλογή του καλύτερου κατωφλίου πάνω από το οποίο θα εξεταστούν οι 

παρατηρήσεις θα πρέπει να εκτιµηθούν και οι παράµετροι της GPD. Η ανάλυση που 

ακολουθεί αφορά την εκτίµηση των παραµέτρων της GPD πάνω από το όριο που επιλέχθηκε 

προηγουµένως καθώς και η εκτίµηση των παραµέτρων για την κατανοµή GPD για το όριο 

που χρησιµοποιούν οι περισσότερες ασφαλιστικές για τις «µεγάλες ζηµιές» και ανέρχεται 

στις 150.000 ευρώ. Οι εκτιµήσεις θα γίνουν µε τη χρήση του πακέτου POT της R για τη 

µέθοδο µεγίστης πιθανοφάνειας αν και υπάρχει η δυνατότητα να χρησιµοποιηθεί µεγάλο 

πλήθος µεθόδων εκτίµησης (βλ. Παράρτηµα 2) όπου η επιλογή της βέλτιστης επιλογής 

µεθόδου ξεφεύγει από τη σκοπιά της παρούσας διπλωµατικής εργασίας. 

 

Πινακας 5.3.1: Πίνακας εκτίµησης παραµέτρων της κατανοµής GPD µε τη µέθοδο µεγίστης 

πιθανοφάνειας.  

 

  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Οι παραπάνω πίνακες παρουσιάζουν τις εκτιµήσεις των παραµέτρων για τα δύο 

διαφορετικά όρια. Ένα σηµαντικό στοιχείο το οποίο παρουσιάζεται είναι το γεγονός πως 

υπάρχει σύγκλιση των δεδοµένων στην GPD. Ο έλεγχος της καλής προσαρµογής της 

MLE estimation 

Threshold Call: 110000  

    Number Above: 87  

Estimates 

     scale       shape   

 1.474e+05  -7.996e-02   

Standard Errors 

    scale      shape   

1.887e+03  7.393e-02   

  Convergence: successful  

MLE estimation 

Threshold Call: 150000  

    Number Above: 70  

Estimates 

     scale       shape   

 1.386e+05  -6.411e-02   

Standard Errors 

    scale      shape   

2.267e+04  1.119e-01   

  Convergence: successful  
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Γενικευµένης Pareto κατανοµής µπορεί να γίνει είτε µε γραφικές µεθόδου είτε µε κάποιο 

στατιστικό test. Στο παρακάτω σχήµα παρουσιάζονται γραφικές απεικονίσεις καλής 

προσαρµογής στην GPD για το επιλεγµένο όριο των 110.000 ευρώ. 

 

Σχήµα 5.3.5: Σύνολο γραφηµάτων καλής προσαρµογής στην GPD 

 

 

Το Σχήµα 5.3.5 παρουσιάζει τέσσερα επιµέρους γραφήµατα. Τα γραφήµατα 1,2,4 

παρουσιάζουν τα P-P plot, Q-Q plot και Density plot αντίστοιχα και δείχνουν µια πολύ καλή 

προσαρµογή των δεδοµένων στην GPD. Το γράφηµα 3 απεικονίζει το διάγραµµα της 

στάθµης απόδοσής και φαίνεται πως η µέγιστη αποζηµίωση θα ξεπερνάει τις 600.000 ευρώ 

µια φορά περίπου τα δύο χρόνια. Οι γραφικές απεικονίσεις δεν είναι πάντα αρκετά ακριβείς 

για αυτό το λόγο θα διενεργηθεί ένα Kolmogorov-Smirnov test και για τα δύο όρια έτσι ώστε 

να αποφασιστεί αν οι παρατηρήσεις που ξεπερνούν τα δύο όρια ακολουθούν την Γενικευµένη 

κατανοµή Pareto. Στους παρακάτω πίνακες παρουσιάζονται δύο Kolmogorov-Smirnov test 

για τα δύο όρια ελέγχοντας αν οι παρατηρήσεις οι οποίες ξεπερνούν αυτά τα όρια 

προέρχονται από την ίδια κατανοµή µε µια GPD όπου οι παράµετροι της είναι οι ίδιες οι 

οποίες είχαν εκτιµηθεί προηγουµένως από στον Πίνακα 5.3.1 
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Πίνακας 5.3.2: Kolmogorov-Smirnov test για τις κατανοµές των δεδοµένων πάνω από το υψηλό 

κατώφλι. 

Two-sample Kolmogorov-Smirnov test 

data:  simulated_values and over_150000  

D = 0.0715, p-value = 0.8691 

alternative hypothesis: two-sided  

 

Όπως ήταν αναµενόµενο το Kolmogorov-Smirnov test έδειξε (p-value1 = 0.8744>0.05 , p-

value2 = 0.8691>0.05) ότι δεν µπορούµε να απορρίψουµε την υπόθεση ότι οι παρατηρήσεις 

πάνω από το όριο των 110.000 ευρώ καθώς και από αυτό των 150.000 ακολουθούν την 

Γενικευµένη κατανοµή Pareto µε παραµέτρους αυτές που παρουσιάζονται στους πίνακες του 

σχήµατος 5.3.2 σε επίπεδο σηµαντικότητας 95%. 

 

 5.3.3 Εκτίµηση της στάθµης απόδοσης της GPD 

Όπως έχει αναφερθεί και στην προηγούµενη ενότητα ως στάθµη απόδοσης καλείται το 

κατώφλι το οποίο δεν θα υπερβεί η επόµενη παρατήρηση µε πιθανότητα p−1 . Στην 

συγκεκριµένη περίπτωση, µε την µέθοδο POT, οι παρατηρήσεις  δεν χωρίζονται σε µηνιαία 

µέγιστα όπως στην Block Maxima αλλά περιλαµβάνονται όλες. Το αποτέλεσµα είναι πως η 

στάθµη απόδοσης αναφέρεται στην πιθανότητα να µην υπερβεί η επόµενη αποζηµίωση ένα 

υψηλό κατώφλι. Η εκτίµηση της R (µέσω του πακέτου extRemes)  για αυτό το κατώφλι, 

θεωρώντας ότι το σύνολο των παρατηρήσεων των τριών ετών είναι 90.000, διαµορφώνεται 

στις 547.336,1. ∆ηλαδή η πιθανότητα η επόµενη αποζηµίωση να ξεπεράσει τις 547.336,1 

είναι ίση µε 
1

30.000
p = ή εναλλακτικά, η µέγιστη αποζηµίωση θα ξεπεράσει τις 547.336,1 

κατά µέσο όρο µια φορά κάθε 30.000 αποζηµιώσεις (δηλ. µια φορά το χρόνο). 

Στο παρακάτω γράφηµα παρουσιάζεται ένα 99,5% διάστηµα εµπιστοσύνης για το τη 

στάθµη απόδοσής 

 

 

 

 

 

Two-sample Kolmogorov-Smirnov test 

data:  simulated_values and over_110000  

D = 0.0638, p-value = 0.8744 

alternative hypothesis: two-sided  
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Σχήµα 5.3.6: Γράφηµα του 99,5 διαστήµατος εµπιστοσύνης για τη στάθµη απόδοσης 

 

Στο σχήµα 5.3.6 παρουσιάζεται το 99,5 διάστηµα εµπιστοσύνης της στάθµης απόδοσης 

για ένα έτος το οποίο είναι περίπου: 

Pr(400000 630000) 0,995pz< < =)
 

Ένα σηµαντικό αποτέλεσµα εκτός από την εκτιµώµενη σε κάποιο συγκεκριµένο σηµείο 

στάθµη απόδοσης είναι η διαχρονική εξέλιξη της στάθµης απόδοσης για ένα µεγάλο πλήθος 

χρονικών περιόδων. Το γράφηµα που ακολουθεί εκφράζει ακριβώς αυτή την διαχρονική 

εξέλιξη. 

Σχήµα 5.3.7: Γράφηµα της διαχρονικής εξέλιξης της στάθµης απόδοσης 
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 Από το σχήµα 5.3.7 παρατηρείται πως η ανώτερη αποζηµίωση θα ξεπεράσει κατά 

µέσο όρο της 600.000 ευρώ µια φορά κάθε δύο χρόνια, αποτέλεσµα που επιβεβαιώνεται και 

από τη µέθοδο Block Maxima και συγκεκριµένα από το σχήµα 5.2.6. 

 

 

 

 

5.4 Συµπεράσµατα ανάλυσης θεωρίας ακραίων τιµών 

Στο παρόν κεφάλαιο που προηγήθηκε έγινε προσπάθεια να αναλυθούν τα δεδοµένα µε τη 

χρήση της θεωρίας ακραίων τιµών έτσι ώστε να βγουν αποτελέσµατα που αφορούν τις 

ακραίες παρατηρήσεις. Η ενότητα 5.2 έδωσε βάση στην ανάλυση των δεδοµένων µε τη 

χρήση της µεθόδου Block Maxima ενώ η ενότητα 5.3 ασχολήθηκε µε την µέθοδο Peak Over 

Threshold. Τα αποτελέσµατα που προέκυψαν από την παραπάνω ανάλυση είναι επαρκώς 

επιστηµονικά τεκµηριωµένα και παρουσιάζουν µε απλό και ξεκάθαρο τρόπο την εκτίµηση 

των ανώτατων αποζηµιώσεων που ενδέχεται να καταφθάσουν στην ασφαλιστική εταιρία σε 

διάφορές µελλοντικές χρονικές περιόδους όπως επίσης αποτελούν χρήσιµα αποτελέσµατα για 

την οριακή κατανοµή των αποζηµιώσεων πάνω από ένα ορισµένο όριο. Το γεγονός ότι η 

ανώτερη αποζηµίωση που θα προκύψει στην ασφαλιστική επιχείρηση  σε µια συγκεκριµένη 

χρονική περίοδο συµπίπτει και επιβεβαιώνεται και από τις δύο εξεταζόµενες µεθόδους 

αποτελεί ένα αναµενόµενο πλην όµως ευχάριστο αποτέλεσµα το οποίο συνηγορεί στην 

αξιοπιστία των µεθόδων που εφαρµόστηκαν. 
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Κεφάλαιο 6 

Συµπεράσµατα 

 

6.1 Συµπεράσµατα ανάλυσης δεδοµένων 

Όπως έχει αναφερθεί από την εισαγωγή της παρούσας εργασίας οι ασφαλιστικές εταιρίες 

έχουν ανάγκη να κρατούν κατάλληλο απόθεµα στα ταµεία τους. Οι λόγοι είναι πολύ απλοί 

καθώς από τη µια πλευρά πρέπει να είναι προστατευµένες έτσι ώστε να συνεχίζουν να 

λειτουργούν ακόµα και σε περιπτώσεις που θα προκύψουν απαιτήσεις υψηλότερες από τις 

συνηθισµένες ενώ συγχρόνως µε αυτό τον τρόπο θα νιώθουν πιο ασφαλείς και οι 

ασφαλισµένοι. Από την άλλη πλευρά πρέπει να πληρούν τα κριτήρια που τους θέτουν οι 

εποπτικές αρχές αφού, ιδιαίτερα από την 1/1/2014 θα µπει σε εφαρµογή το Περιθώριο 

Φερεγγυότητας ΙΙ (Solvency II). Η λύση στο πρόβληµα των εταιριών δεν είναι απλή γιατί το 

αυξηµένο απόθεµα αποτελεί συνήθως ένα περιουσιακό στοιχείο το οποίο δεν µπορεί να 

επενδυθεί επαρκώς. Ο µόνος σωστός συνεπής και αξιόπιστος τρόπος είναι ο υπολογισµός που 

στηρίζεται σε επιστηµονικά τεκµηριωµένα και εφαρµοσµένα αποτελέσµατα. 

Στην παρούσα διπλωµατική εργασία έγινε προσπάθεια να εφαρµοστούν θεωρητικά 

υποδείγµατα σε ένα πραγµατικό χαρτοφυλάκιο ασφάλισης αυτοκινήτων. Η µελέτη που 

πραγµατοποιήθηκε µπορεί να χαρακτηριστεί ότι  πέτυχε σε ένα βαθµό το σκοπό της, αφού τα 

αποτελέσµατα που προέκυψαν είναι απλά και εφαρµόσιµα ενώ σε µεγάλο βαθµό προσδίδουν 

ιδιαιτέρως χρήσιµες πληροφορίες στη λήψη αποφάσεων. Ωστόσο, επισηµαίνουµε ότι µία 

πληρέστερη ανάλυση θα µπορούσε να αξιοποιήσει και άλλα εργαλεία που θα βοηθούσαν σε 

µια πιο ολοκληρωµένη µελέτη για τον όγκο και τη ροή των αποζηµιώσεων (π.χ. χρήση 

δεδοµένων από περισσότερα έτη, ανάλυση µε χρήση χρονοσειρών, µελέτη της έκθεσης στον 

κίνδυνο κλπ).   

Στις επόµενες παραγράφους θα περιγραφούν συνοπτικά τα αποτελέσµατα που προέκυψαν 

από την ανάλυση των δεδοµένων στα κεφάλαια 4 και 5 µε χρήση των πολυάριθµων πακέτων 

που περιλαµβάνει το πρόγραµµα R. 

Το κεφάλαιο 4 αποτελεί σε ένα βαθµό την εφαρµογή µέρους της θεωρίας που 

παρουσιάστηκε στο κεφάλαιο 2. Αρχικά στην ενότητα 4.2 αναλύθηκε η ποσότητα του 

αριθµού των αποζηµιώσεων που καταφθάνουν σε µια ασφαλιστική εταιρία. Από τα δεδοµένα 

των 3 ετών που υπήρχαν διαθέσιµα έγινε η προσπάθεια να εντοπιστεί αν υπάρχει µια 
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κατανοµή την οποία να ακολουθεί η µεταβλητή του αριθµού των αποζηµιώσεων. Τα 

δεδοµένα του αριθµού των µη µηδενικών αποζηµιώσεων  που υπήρχαν για τα έτη από το 

2006 έως και το 2008 οµαδοποιήθηκαν σε µηνιαίες αποζηµιώσεις. Αν και οι παρατήσεις ήταν 

πολύ λίγες για να γίνει αξιόπιστη ανάλυση παρόλα αυτά από το ιστόγραµµα συχνοτήτων 

φάνηκε πως αντί να γίνει προσπάθεια εύρεσης µιας κατανοµής που να προσαρµόζεται καλά 

στα δεδοµένα ίσως θα ήταν προτιµότερο να εξεταστεί η περίπτωση µιας δικόρυφης 

κατανοµής που να προέρχεται από µίξη δύο γνωστών κατανοµών. Το αποτέλεσµα ήταν να 

χωριστούν τα δεδοµένα σε δύο διαστήµατα και να αναλυθούν ξεχωριστά. Ύστερα από 

δοκιµές αποφασίστηκε να χωριστούν οι παρατηρήσεις στο σηµείο όπου οι µηνιαίες τιµές δεν 

θα ξεπερνούσαν την τιµή των 2.100 αποζηµιώσεων και σε µια άλλη κλάση που θα 

περιελάµβανε τις υπόλοιπες. Οι γραφικοί και παραµετρικοί έλεγχοι έδειξαν πως οι 

παρατηρήσεις που δεν ξεπερνούσαν την τιµή 2.100 ακολουθούσαν την κανονική κατανοµή 

µε αντίστοιχες παραµέτρους Ν(1315,89700) και οι παρατηρήσεις  που υπερβαίνανε την τιµή 

2.100 ακολουθούσαν την µονοπαραµετρική Pareto µε αντίστοιχες παραµέτρους 

Pareto(7.344,2.100). Επόµενο βήµα στη συγκεκριµένη ανάλυση ήταν να γίνει η µίξη των 

κατανοµών και να πραγµατοποιηθεί ένα Kolmogorov- Smirnov test για την καλή 

προσαρµογή των δεδοµένων και των δύο κλάσεων µε την καινούργια µικτή κατανοµή. 

Τελικά η µικτή κατανοµή κατέληξε να είναι η ακόλουθη: 

 

1 2( ) 0,61* ( ) 0,39* ( )f x f x f x= +  

 

όπου 1( )f x είναι η σ.π.π. της κανονικής κατανοµής Ν(1315.18,89700) ενώ η 2 ( )f x η σ.π.π. 

είναι της κατανοµής Pareto(7.344,2.100). Το p-value του Kolmogorov- Smirnov test 

υπολογίστηκε σε 0,7 που σηµαίνει ότι δεν µπορούµε να απορρίψουµε την υπόθεση πως τα 

δεδοµένα ακολουθούν την παραπάνω µίξη κατανοµών. 

Η ενότητα 4.3 της παρούσας εργασίας αναφέρεται στην πολύ σηµαντική ποσότητα του 

µεγέθους των αποζηµιώσεων. Λόγω της µεγάλης συγκέντρωσης των παρατηρήσεων σε τιµές 

κοντά στο µηδέν αποφασίστηκε να περικοπούν τα δεδοµένα σε κάποια τιµή και να 

εξεταστούν οι υπερβάλλουσες αυτήν την τιµή παρατηρήσεις. Το σηµείο που επιλέχθηκε 

ύστερα από δοκιµές είναι το ποσό των 25.000 ευρώ το οποίο αφαιρέθηκε από όλες τις 

παρατηρήσεις και εξετάστηκαν φυσικά µόνο οι θετικές τιµές. Από την ανάλυση που 

ακολούθησε και ύστερα από γραφικούς αλλά και παραµετρικούς ελέγχους, οι εναποµείνασες 
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τιµές των 279 παρατηρήσεων ακολουθούν κατανοµή Γάµµα µε τις αντίστοιχες παραµέτρους 

Gamma(0.519 , 170125). 

Στην ενότητα 4.4 πραγµατοποιήθηκε µια χρονολογική ανάλυση των παραπάνω ποσοτήτων 

από την οποία φάνηκε πως ενώ ο αριθµός των αποζηµιώσεων τριπλασιάστηκε το ποσό των 

αποζηµιώσεων διπλασιάστηκε. Το γεγονός αυτό δείχνει πως αν και δεν υπήρχαν διαθέσιµα τα 

στοιχεία του αριθµού των ασφαλισµένων φαίνεται να αυξήθηκε το µερίδιο αγοράς της 

εταιρίας ενώ ταυτόχρονα έγινε και καλύτερη επιλογή των ασφαλισµένων ως προς την 

ικανότητα να φέρνουν µικρότερες ζηµιές. 

Το κεφάλαιο 5 στηρίχθηκε στα όσα θεωρητικά αναπτύχθηκαν στο κεφάλαιο 3 και αφορά 

την ανάλυση των δεδοµένων µε τη χρήση της θεωρίας ακραίων τιµών. Τα συγκεκριµένα 

κεφάλαια αποτελούν τα σηµαντικότερα στοιχεία της συγκεκριµένης εργασίας καθώς 

επικεντρώνονται µόνο στις πολύ ακραίες αποζηµιώσεις ενώ ο τρόπος υπολογισµού των 

αποτελεσµάτων στηρίζεται σε συγκεκριµένα κριτήρια και όχι σε κάποιους µετασχηµατισµούς 

που επηρεάζονται από την ποιότητα και την ποσότητα των ασφαλισµένων. 

Η ενότητα 5.2  περιγράφει την µέθοδο Block Maxima η οποία χρησιµοποιεί τη µέγιστη 

παρατήρηση  κάθε χρονικού διαστήµατος έτσι ώστε το σύνολο των µεγίστων να ακολουθεί 

την κατανοµή GEV. Συγκεκριµένα για την εφαρµογή αυτής της µεθόδου χωρίστηκαν τα 

δεδοµένα σε µηνιαίες κλάσεις και µοντελοποιήθηκαν σύµφωνα µε την κατανοµή GEV. Το 

αποτέλεσµα αυτής της µεθόδου ήταν ότι η µέγιστη αποζηµίωση που θα καταφθάσει στην 

ασφαλιστική επιχείρηση θα ξεπεράσει το ποσό των 550.000 ευρώ µια φορά το χρόνο ενώ το 

ποσό των το ποσό των 600.000 ευρώ σε περίοδο δύο. Επίσης υπολογίστηκαν και τα 

αντίστοιχα διαστήµατα εµπιστοσύνης για το µέγεθος της µέγιστης αποζηµίωσης. 

Στην ενότητα 5.3 η µέθοδος που εξετάστηκε ήταν η Peak Over Threshold. Η συγκεκριµένη 

µέθοδος αποτελεί µια βελτιωµένη προσέγγιση για την εκτίµηση της µέγιστης αποζηµίωσης 

αφού µοντελοποιεί όλες τις παρατηρήσεις οι οποίες ξεπερνούν ένα συγκεκριµένο υψηλό 

κατώφλι. Το πρώτο βήµα της ανάλυσης ήταν να καθοριστεί ποιο ήταν το συγκεκριµένο 

κατώφλι το οποίο αν ξεπερνούσαν οι αποζηµιώσεις θα θεωρούνταν ακραίες. Σύµφωνα µε δύο 

γραφικές µεθόδους που χρησιµοποιήθηκαν το όριο πάνω από το οποίο µια παρατήρηση 

θεωρείται ακραία και εποµένως περιλαµβάνεται στην ανάλυση είναι οι 110.000 ευρώ. 

Επόµενο βήµα ήταν να εκτιµηθούν οι παράµετροι της οριακής κατανοµής των µεγίστων 

(κατανοµή GPD) καθώς και το ποσό που δε θα ξεπεράσει η µέγιστη αποζηµίωση για µια 

σειρά χρονικών περιόδων. Το αποτέλεσµα που προέκυψε από την εφαρµογή της µεθόδου 
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POT ήταν πως η µέγιστη ετήσια αποζηµίωση  θα ξεπεράσει το ποσό των 547.000 ευρώ µια 

φορά το χρόνο ενώ για χρονική περίοδο δύο ετών τις 600.000 ευρώ αντίστοιχα.  

 Τέλος, αξίζει να παρατηρήσουµε πως αν και οι µέθοδοι που χρησιµοποιήθηκαν στο 

κεφάλαιο 5 για τον υπολογισµό της µέγιστης αποζηµίωσης διέφεραν, εντούτοις τα 

αποτελέσµατα που προέκυψαν συµφωνούν µεταξύ τους γεγονός που ενισχύει την αξιοπιστία 

των εξεταζόµενων µεθόδων. 
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Παράρτηµα 

 

Παράρτηµα 1 

Παρακάτω παρατίθενται συνοπτικά ο κώδικας στην R που χρησιµοποιήθηκε για  την 

δηµιουργία των γραφηµάτων, τον υπολογισµό των εκτιµήσεων των παραµέτρων και της 

στάθµης απόδοσής για την µέθοδο Block Maxima τα οποία παρουσιάστηκαν αναλυτικά στην 

ενότητα 5.2 της παρούσας εργασίας. Συγκεκριµένα παρατίθενται τρείς πανοµοιότυποι τρόποι 

από τρία διαφορετικά πακέτα της R. 

 

Κώδικας 1 (1
ος

 τρόπος) 

## method Block Maxima 

library(extRemes) 

 

l=na.omit(Max.loss.per.month) 

k=36; m=1; BlockMaxima=rep(0,k) 

for(i in 1:k){ BlockMaxima [i]=max(Max.loss.per.month[((i-1)*m+1):(i*m)])} 

plot(BlockMaxima,type="h") 

##gev qqplot 

xi<--0.2; k<-length(BM); 

plot(sort(BlockMaxima,na.last=TRUE),xlab="GEV Q-Q Plot",-1/xi*(1-(-

log((1:k)/(k+1)))^(-xi)))  

 

##parameter estimation 

t=gev.fit(BM) 

gev.profxi(t,-0.27,-0.12) 

gev.diag(t) 

 

##estimation of level plot for 1 year 

     mu=t$mle[1]; sigma=t$mle[2]; xi=t$mle[3] 

p=1/12;w=-log(-log(1-p)); 

zp=mu-sigma/xi*(1-exp(xi*w)); 

print(zp) 
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rl=return.level(t, conf = 0.005, rperiods= c(2,3,6,9,12,15,18,21,24), make.plot = TRUE) 

 

p=1/1:60;w=-log(-log(1-p)); 

zp=mu-sigma/xi*(1-exp(xi*w)); 

plot(1/p,zp,type="b") 

 

 

Κώδικας 2 (2
ος

 τρόπος) 

library(fExtremes) 

## Block Maxima {fextremes} 

l=na.omit(Max.loss.per.month) 

blockMaxima(l, block=1,doplot=TRUE) 

summary(l) 

##parameter estimation 

gF1=gevFit (Max.loss.per.month, block=1) 

gF1 

 

##estimation of level plot and confidence intervals 

gevrlevelPlot(gF1, kBlocks = 12, ci = 0.995) 

gevrlevelPlot(gF1, kBlocks = 6, ci = 0.995) 

gevrlevelPlot(gF1, kBlocks = 36, ci = 0.995) 

 

 

Κώδικας 3 (3
ος

 τρόπος) 

Library(evir) 

##parameter estimation 

c=gev(l,block=1) 

plot.gev(c) 

##estimation of level plot and confidence intervals 

rlevel.gev(c,k.blocks=12,add=FALSE) 
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Κώδικας 4 (Έλεγχος καλής προσαρµογής) 

 

s=gevSim(model = list(xi = -0.18, mu = 291044, beta = 130773), n = 36, seed = NULL) 

ks.test(Max.loss.per.month,s) 

 

 

 

 

 

Παράρτηµα 2 

Παρακάτω παρατίθενται συνοπτικά ο κώδικας στην R που χρησιµοποιήθηκε για  την 

δηµιουργία των γραφηµάτων, τον υπολογισµό των εκτιµήσεων των παραµέτρων και της 

στάθµης απόδοσής για την µέθοδο Peak Over Threshold τα οποία παρουσιάστηκαν 

αναλυτικά στην ενότητα 5.3 της παρούσας εργασίας. Συγκεκριµένα παρατίθενται δύο 

πανοµοιότυποι τρόποι από τρία διαφορετικά πακέτα της R. 

 

 

Κώδικας 1 (1
ος

 τρόπος) 

Library(extRemes) 

sd=sort(IncurredLoss);k=length(sd);mrlp=rep(0,k) 

for(i in 1:k){mrlp[i]=sum(sd[i:k])/(k-i+1)} 

 

##threshold selection 

##mean residual life plots 

plot(sd,mrlp)##1st plot 

mrl.plot(IncurredLoss)##2nd plot 

gpd.fitrange(IncurredLoss,118000,120000,nint=4,show=TRUE) 

 

library(ismev) 

##parameter estimation 

##estimation method "Nelder-Mead" 

b=gpd.fit(IncurredLoss,110000,npy=30000) 
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##estimation of return level  

u=110000 

n=89779 

b=gpd.fit(IncurredLoss,u,npy=30000) 

gpd.diag(b) 

gpd.profxi(b,-0.22,-0.17,conf=0.995) 

sigma2=b$mle[1];xi2=b$mle[2] 

k=b$nexc;m=30000*1:50; 

xm=u+sigma2/xi2*((m*k/n)^xi2-1) 

xm 

plot(m/30000,xm,type="o") 

 

 

Κώδικας 2 (2
ος

 τρόπος) 

## mean residual life plot{POT} 

mrlplot(IncurredLoss,u.range=c(0,400000),nt = 100) 

##threshold selection 

tcplot(IncurredLoss,u.range=c(50000,400000)) 

 

##parameter estimation (with various methods) 

a=fitgpd(IncurredLoss,110000, est = "mle") 

a 

fitgpd(IncurredLoss,110000, est = "moments") 

fitgpd(IncurredLoss,110000, est = "pickands") 

##estimation of level plot and confidence intervals 

t=rlplot(b, ci = 0.005, add.ci = TRUE) 

t 
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Κώδικας 3 (Έλεγχος καλής προσαρµογής) 

 

##kolmogorov smirnov for GPD parameters 

 

##u=110000 

over_110000=IncurredLoss[IncurredLoss>110000] 

length(over_110000) 

simulated_values=rgpd(10000, loc = 110000, scale = 147200, shape =-0.08 ) 

ks.test(simulated_values,over_110000) 

 

 

##u=150000 

over_150000=IncurredLoss[IncurredLoss>150000] 

length(over_150000) 

simulated_values=rgpd(10000, loc = 150000, scale = 138600, shape =-0.064 ) 

ks.test(simulated_values,over_150000) 
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