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Περίλιψη 

 
 

Ο σκοπός αυτής της εργασίας είναι η µελέτη της Θεωρίας Παιγνίων. 
Επικεντρώνουµε την προσοχή µας στα παίγνια n ατόµων και αρχικά µελετάµε τα 
ισορροπηµένα παίγνια τα οποία έχουν µη κενό πυρήνα (κεφάλαιο 2). Στη συνέχεια, η 
προσοχή µας στρέφεται στα παίγνια n ατόµων µε τέλεια πληροφόρηση για τα οποία στο 
κεφάλαιο 3 θα δώσουµε ορισµούς και θεωρίες που γίνονται εύκολα κατανοητές µέσω 
αναλυτικών παραδειγµάτων. Ακολουθεί στο κεφάλαιο 4 µία λύση συνεργασίας για ένα 
παίγνιο γενικής τάξεως στο οποίο χρησιµοποιώντας την προσέγγιση του Aumann 
περιγράφουµε, στο πλαίσιο της κανονικής µορφής ενός παιγνίου n ατόµων, ένα απλό 
και γενικο σύνολο συνθηκών που είναι επαρκείς για να εγγυηθούν ένα γεµάτο πυρήνα. 

     Στο κεφάλαιο 5 αναφερόµαστε στους RAND NASH πειραµατισµούς στη 
θεωρία παιγνίων n ατόµων. Εδώ πιο πολύ ασχολούµαστε µε τα παίγνια συνεργασίας, τα 
περισσότερα εκ των οποίων είναι σαν των Neuman και Morgenastern και προσπαθούµε 
να συγκρίνουµε τα αποτελέσµατα του παιγίου µε διάφορα θεωρητικά σενάρια που 
έχουν διατυπωθεί για τέτοια παίγνια. Στο τέλος, κεφάλαιο 6, παρουσιάζουµε µια 
διαµάχη n ατόµων σε φυλετικά παίγνια. Οι ιδιότητες του παιγνίου και οι συναρτήσεις 
των κερδών µοντελοποιούνται µε την προυπόθεση ότι τα κέρδη των παικτών 
εξαρτώνται από το κατά πόσο τους αρέσουν οι επιλογές τους. Σκοπός µας θα είναι να 
εξετασουµε την ύπαρξη της ισορροπίας του  

 

Αbstract 

 
 
Nash. The purpose of this work is the study of game theory . We focus on games n atoms 

initially we study balanced games which have nonempty core chapter 2. Then , our attention turns to the 
games n people with perfect information for that in Chapter 3 we give definitions and theories that can be 
easily understood through detailed examples. Here in Chapter 4 one collaboration solution for a general 
class game in which using the approach of Aumann described in the context of a normal form game n 
people , a si mple and general set of conditions that are sufficient to guarantee a full core.                                                            
In    Chapter 5 we refer to RAND NASH experimentation game theory n individuals. Here we deal with 
most gaming cooperation , most of which is like the Neuman and Morgenastern and try to compare the 
results of paigiou with different theoretical scenarios have been formulated for such games . Finally, 
chapter 6 , we present a controversy n people in tribal gaming . The properties of the game and profit 
functions are modeled with the condition that the players' winnings depend on how they like their choices 
. Our aim will be to examine the existence of equilibrium Nash. 
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Κεφάλαιο 1 

 
 

 
Εισαγωγή 

1.1 Περίληψη Θεωρίας Παιγνίων 

 
  Η Θεωρία των παιγνίων εξετάζει τι συµβαίνει όταν άνθρωποι - γονίδια ή έθνη – 
αλληλεπιδρούν.Εδώ είναι µερικά παραδείγµατα:Οι παίκτες του τένις αποφασίζουν αν θα 
κάνουν σερβίς στην αριστερή ή τη δεξιά πλευρά του γηπέδου, το µόνο αρτοποιείο στην πόλη 
που προσφέρει έκπτωση στην τιµή των γλυκών λίγο πριν κλείσει,οι εργαζόµενοι που 
αποφασίζουν πόσο σκληρά να εργαστούν όταν το αφεντικό είναι µακριά,ένας Αραβας πωλητής 
χαλιών που σκέφτεται πόσο γρήγορα να ρίξει την τιµή του όταν παζάρεύει µε έναν τουρίστα, 
ανταγωνίστριες επιχειρήσεις φαρµάκων που επενδύουν σε ένα αγώνα δρόµου για να 
πατεντάρουν ένα νεο φάρµακο,µια εταιρεία ηλεκτρονικών δηµοπρασιών που µαθαίνει ποιά 
στοιχεία να προσθέσει και ποιά να αφαιρέσει στην ιστοσελίδα της µε δοκιµές και 
σφάλµατα,κτηµατοµεσίτες που µαντεύουν πότε µια καταπιεσµένη αστική γειτονιά θα 
αναπηδήσει πίσω στη ζωή,οι οδηγοί στο Σαν Φρανσίσκο που αποφασίζουν ποια διαδροµή προς 
τη δουλειά τους θα είναι πιο γρήγορη όταν η γέφυρα Bay Bridge είναι κλειστή,οι άνδρες απο 
την Lamelara στην Ινδονησία που αποφασίζουν αν θα πάρουν µέρος στο ηµερίσιο κυνήγι της 
φάλαινας και το πώς να µοιράσουν την φάλαινα, αν πιάσουν µια,οι εργαζόµενοι µιας 
αεροπορικής εταιρείας που πασχίζουν να προλάβουν ένα αεροπλάνο ενώ βρίσκονται µακριά 
απο πύλη, φοιτητές MBA αποφασίζουν πως θα φαίνεται στους ενδεχόµενους εργοδότες το 
πτυχίο τους (και το αν θα εγκαταλείψουν µετά το πρώτο έτος του διετούς προγράµµατος τους 
για να ενταχθούν σε µια dot-com εκκίνηση και αν αυτό θα σηµαίνει κότσια ή βλακεία),ένας 
άνθρωπος που κορνιζάρει µια εικόνα απ΄όταν πρωτογνώρισε την γυναίκα του, ως δώρο για το 
πρώτο επίσηµο ραντεβού τους ένα χρόνο αργότερα (τώρα είναι παντρεµένοι),οι άνθρωποι που 
κάνουν πληστιριασµούς για την τέχνη ή για το πετρέλαιο,ή για διακοσµητικά στο eBay.Αυτά τα 
παραδείγµατα δείχνουν αντίστοιχα παίγνια τελεσίγραφο (Φούρνος), ανταλλαγή δώρων 
(εργαζόµενοι), µεικτή ισορροπία(Τένις), παζαρια διαπραγµάτευσης (χαλί-πωλητής),τα 
διπλώµατα ευρεσιτεχνίας αγωνιστικά παίγνια (διπλώµατα ευρεσιτεχνίας), η µάθηση (e-
commerce), παίγνια κυνηγιού (φαλαινοθήρες), παίγνια αδύναµου κρίκου(αεροπορικές 
εταιρείες), λογικό-στατιστικά παίγνια (προγραµµατιστές), σηµατοδότησης(MBAs), 
δηµοπρασίες(υποβολή προσφορών). 
 

1.2  Εισαγωγή 

Σε όλες αυτές τις περιπτώσεις, ένα πρόσωπο (ή εταιρεία) πρέπει να προβλέψει αυτό που 
οι άλλοι θα κάνουν και τι οι άλλοι θα υποστούν από τις πράξεις αυτού του ατόµου.Ένα παίγνιο 
είναι µια µαθηµατική ακτινογραφία των κρίσιµων χαρακτηριστικών αυτών των 
καταστάσεων.Ένα παίγνιο αποτελείται από τις "στρατηγικές" που ο κάθε "παίκτης" έχει, µε 
ακριβείς κανόνες για τη σειρά µε την οποία οι παίκτες θα τις επιλέξουν, τις πληροφορίες που 
έχουν όταν επιλέγουν, και το πώς αξιολογείται η επιθυµία (ή «χρησιµότητα») των 
αποτελεσµάτων που προκύπτουν.Ένα προσάρτηµα σε αυτό το κεφάλαιο περιγράφει τα βασικά 
µαθηµατικά της θεωρίας των παιγνίων και δίνει κάποιες αναφορές για περαιτέρω ανάγνωση. 
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Η Θεωρία των Παιγνίων έχει µε σαφήνεια έναν πατέρα. Πολλά από τα κύρια 
χαρακτηριστικά της θεσπίστηκαν απο τους vonNeumann και Morgenstern το 1944 (µετά από 
προηγούµενη έρευνα στη δεκαετία του 1920 από τους vonNeumann, Borel, και Zermelo). Λίγα 
χρόνια αργότερα, ο John Nash πρότεινε µια «λύση» στο πρόβληµα του «πώς» οι ορθολογιστες 
παίκτες θα παίξουν, που σήµερα ονοµάζεται ισορροπία Nash.H ιδέα του Nash, βασίζεται στην 
έννοια της ισορροπίας σε ένα φυσικό σύστηµα, οι παίκτες θα προσαρµόσουν δηλαδή τις 
στρατηγικές τους µέχρι κανένας παίκτης να µη µπορεί να επωφεληθεί από την αλλαγή. Όλοι οι 
παίκτες, στη συνέχεια, θα επιλέξουν τις στρατηγικές που θα είναι οι καλύτερες 
(µεγιστοποίώντας τη χρησιµότητα) απαντήσεις στις στρατηγικές όλων των άλλων παικτών ». 
Σηµαντικό βήµα στη δεκαετία του 1960 ήταν η συνειδητοποίηση ότι η συµπεριφορά σε 
επαναλαµβανόµενες αλληλουχίες σε «one-shot» παίγνια µπορεί να διαφέρουν σηµαντικά από 
τη συµπεριφορά σε απλά «one-shot» παίγνια.Το 1994,οι Nash, John Harsanyi, και Reinhard 
Selten (ένας δηµιουργικός πειραµατιστής) µοιράστηκαν το βραβείο Νόµπελ στην Οικονοµική 
Επιστήµη για τις πρωτοποριακές εισφορές τους. 

 
Κατά τα τελευταία πενήντα χρόνια, η θεωρία των παιγνίων έχει σταδιακά γίνει µια 

τυποποιηµένη πλεον γλώσσα στην οικονοµία και χρησιµοποιείται όλο και περισσότερο σε 
άλλες κοινωνικές επιστήµες (και στη βιολογία). Στα οικονοµικά, η θεωρία παιγνίων 
χρησιµοποιείται για την ανάλυση της συµπεριφοράς των επιχειρήσεων που ανησυχούν για το 
«τι» οι ανταγωνιστές τους θα κάνουν.Η θεωρία παιγνίων είναι επίσης χρήσιµη για την 
κατανόηση της συµπεριφοράς των εργαζόµενων σε εταιρείες (όπως η αντίδραση των 
∆ιευθυνόντων Συµβούλων ή των πωλητων στα οικονοµικά κίνητρα), η εξάπλωση των 
κοινωνικών θεσµών όπως η γλώσσα και η µόδα, και στο ποιά γονίδια ή πολιτισµικές πρακτικές 
θα εξαπλωθούν. 

 
Η θεωρία των παιγνίων καλύπτει το εννοιολογικό κενό µεταξύ ενός µονοπωλίου, το 

οποίο δεν χρειάζεται να ανησυχεί για το τι οι άλλες επιχειρήσεις και οι καταναλωτές θα κάνουν, 
επειδή έχει µονοπωλιακή δύναµη, και τον "τέλειο ανταγωνισµό», στον οποίο καµία επιχείρηση 
δεν είναι αρκετά µεγάλη για τους ανταγωνιστές ώστε αυτοί να ανησυχούν.Η Θεωρία των 
Παιγνίων χρησιµοποιείται για να µελετήσει την ενδιάµεση περίπτωση, του «Ολιγοπωλίου», στο 
οποίο υπάρχουν αρκετές επιχειρήσεις για καθεµια απο τις οποίες η εταιρεία θα πρέπει να 
προβλέψει τι θα κάνει.Η δύναµη της θεωρίας των παιγνίων είναι η γενικότητα της και η 
µαθηµατική ακρίβεια.Οι ίδιες βασικές ιδέες που χρησιµοποιούνται για την ανάλυση όλων των 
παιγνιών,το τένις,τα παζάρια για τα χαλιά, το ειδύλλιο, το κυνήγι φαλαινών-που περιγράφεται 
στην πρώτη παράγραφο του παρόντος κεφαλαίου.Η θεωρία του παιγνιού είναι επίσης 
συµαντικά ακριβής. Ας υποθέσουµε ότι ένας άραβας πωλητής χαλιών µπορεί πάντα να 
αγοράσει φτηνά χαλιά, ένας ενδιαφερόµενος τουριστας υπολογίζει τις τιµές των χαλιών κάπου 
µεταξύ $ 10 και $ 1000, και ο πωλητής έχει µια καλή ιδέα για το πόσο ανυπόµονος είναι ο 
τουρίστας, αλλά δεν είναι σίγουρος για το πόσο ο τουρίστας θέλει ένα συγκεκριµένο χαλί. Στη 
συνέχεια, η θεωρία των παιγνίων µας λέει ακριβώς απο τι τιµή ο πωλητής θα πρέπει να 
ξεκινήσει, και ακριβώς πόσο γρήγορα θα πρέπει να µειώσει την τιµή ανάλογα µε το πως 
συµπεριφέρεται ο τουρίστας.Σε πειραµατικές αναπαραστάσεις αυτού του είδους παζαριού χαλί-
πώληση, η θεωρία είναι µισή σωστή και µισή λάθος: είναι λάθος για τις αρχικές τιµές που οι 
πωλητές δηλώνουν, αλλά ο ρυθµός µε τον οποίο οι πειραµατικοι πωλητές µειωνουν τις τιµές 
τους µε την πάροδο του χρόνου είναι εκπληκτικά κοντά στο ρυθµό που προβλέπει η θεωρία 
παιγνίων.Είναι σηµαντικό να γίνει διάκριση ανάµεσα στα παίγνια και τη θεωρία των παιγνίων. 
Τα παίγνια είναι µια ταξινόµηση στρατηγικών καταστάσεων, µε µια τραχιά αναλογία, οτι  για 
τις κοινωνικές επιστήµες είναι περιοδικός πίνακας των στοιχείων στη χηµεία.Η αναλυτική 
θεωρία παιγνίων είναι ένα µαθηµατικό παράγωγο του τι οι παίκτες µε διαφορετικές γνωστικές 
ικανότητες είναι πιθανό να κάνουν στο παίγνιο. 
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Η θεωρία των παιγνίων είναι συχνά εξαιρετικά µαθηµατική (η οποία έχει περιορισµένη 

εξάπλωση έξω από την οικονοµία) και συνήθως βασίζεται στην ενδοσκόπηση και τις εικασίες 
και όχι στην προσεκτική παρατήρηση του πώς οι άνθρωποι παίζουν παίγνια στην 
πραγµατικότητα.Το βιβλίο αυτό έχει ως στόχο να διορθώσει την ανισορροπία µεταξύ της 
θεωρίας και της πραγµατικότητας περιγράφοντας εκατοντάδες πειράµατα στα οποία οι 
άνθρωποι αλληλεπιδρούν στρατηγικά.Τα αποτελέσµατα χρησιµοποιούνται για τη δηµιουργία 
της συµπεριφορικής θεωρίας των παιγνίων. Η συµπεριφορική θεωρία παιγνίων έχει να κάνει 
σχετικά µε το τι πραγµατικά κάνουν οι παίκτες. Επεκτείνει την αναλυτική θεωρία προσθέτοντας 
το συναίσθηµα,τα λάθη,την περιορισµένη διορατικότητα,τις αµφιβολίες σχετικά µε το πόσο 
έξυπνοι είναι οι άλλοι, και την µάθηση µε την αναλυτική θεωρία των παιγνίων (ο Colman, στον 
Τύπο, δίνει µια πιο φιλοσοφική προοπτικη).Η συµπεριφορική θεωρία παιγνίων είναι ένας 
κλάδος της συµπεριφορικής οικονοµίας,µια προσέγγιση στην οικονοµία που χρησιµοποιεί την 
ψυχολογική κανονικότητα για να προτείνει τρόπους για την αποδυνάµωση λογικών υποθέσεων 
και την επέκταση της θεωρίας.Επειδή η γλώσσα της θεωρίας παιγνίων είναι τόσο πλούσια και 
ξεκάθαρη, θα µπορούσε να ενοποιηθεί µε πολλά κοµµάτια της κοινωνικής επιστήµης.Για 
παράδειγµα, η εµπιστοσύνη έχει µελετηθεί από τους κοινωνικούς-
ψυχολόγους,κοινωνιολόγους,φιλοσόφους,οικονοµολόγους που 
ενδιαφέρονται για την οικονοµική ανάπτυξη, και άλλοι. 

 
Για να είµαστε ακριβείς, αυτό το βιβλίο είναι µόνο για "non-cooperative" 

(ανταγωνιστική) θεωρία παιγνίων-δηλαδή, όταν οι παίκτες δεν µπορούν να κάνουν δεσµευτικές 
συµφωνίες για το τι πρέπει να κάνουν, έτσι πρέπει να µαντέψουν τι θα κάνουν άλλοι.Η 
συνεταιριστική  θεωρία παιγνίων είναι ένας συµπληρωµατικός κλάδος της θεωρίας των 
παιγνίων που ασχολείται µε το πώς οι παίκτες χωρίζουν τα λάφυρα, αφού έχουν γίνει 
δεσµευτικές συµφωνίες που έχουν αποσαφινιστεί επακριβώς σε ένα παίγνιο: Θα δάνειζες 
χρήµατα σε κάποιον που δεν είναι υποχρεωµένος να σου τα δώσει πίσω, αλλά µπορεί να 
αισθανθεί ηθικά υποχρεωµένος να το κάνει;Αν το έκανες, συµαίνει οτι τον εµπιστεύεσαι. Αν 
αυτός σε ξεπληρώσει,τότε είναι αξιόπιστος.Ο ορισµός αυτός µας δίνει έναν τρόπο για τη 
µέτρηση της εµπιστοσύνης, και έχει χρησιµοποιηθεί σε πειράµατα σε πολλά µέρη 
(συµπεριλαµβανοµένης της Βουλγαρίας,τη Νότια Αφρική, την Κένυα).Η εξάπλωση της 
θεωρίας παιγνίων εκτός των οικονοµικών έχει υποφέρει, πιστεύω, από την εσφαλµένη 
αντίληψη ότι πρέπει να γνωρίζει κάποιος δύσκολα µαθηµατικά  να εφαρµόσει, και από το 
γεγονός ότι οι περισσότερες προβλέψεις της αναλυτικής θεωρίας των παιγνίων δεν είναι καλά 
θεµελιωµένες στην παρατήρηση.Η  ανάγκη για εµπειρική συχνότητα στην ενηµέρωση της 
Θεωρίας των Παιγνίων έχει αναγνωριστεί πολλές φορές. Στις πρώτες σελίδες του βιβλίου τους 
οι, vonNeumann και Morgenstern (1944) γράφουν: 
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Το εµπειρικό υπόβαθρο της οικονοµικής επιστήµης είναι σίγουρα ανεπαρκές.Οι γνώσεις 
µας για τα πραγµατικά κρίσιµα περιστατικά της οικονοµίας είναι ασύγκριτα λιγότερες από οτι στη 
φυσική όταν επιτεύχθηκε η µαθηµατικοποίηση της . . . . Θα ήταν παράλογο στη φυσική να 
περιµένουµε τον Κέπλερ και τον Νεύτωνα χωρίς Tycho-Brahe, και δεν υπάρχει λόγος να 
ελπίζουµε για µια ευκολότερη ανάπτυξη στην οικονοµία.Το βιβλίο αυτό επικεντρώνεται σε 
πειράµατα ως εµπειρικό φόντο.Η Θεωρία των  Παιγνίων έχει επίσης δοκιµαστεί µε τη χρήση των 
δεδοµένων που εµφανίζονται φυσικά σε συγκεκριµένα πεδία(ιδιαίτερα σε καθαρά δοµηµένες 
καταστάσεις όπως οι πλειστηριασµοί). Αλλά ο πειραµατικός έλεγχος είναι ιδιαίτερα χρήσιµος 
επειδή οι προβλέψεις της θεωρίας των παιγνίων συχνά εξαρτώνται από τις επιλογές των παικτών, 
απο το πώς εκτιµούν τα αποτελέσµατα.Όπως Crawford (. 1997, σ. 207), εξηγεί: 

 
Η συµπεριφορά στα παίγνια είναι εµφανώς ευαίσθητη στις λεπτοµέρειες του 

περιβάλλοντος, έτσι ώστε τα στρατηγικά µοντέλα να φέρουν ένα βαρύ φορτίο πληροφοριών,το 
οποίο συχνά επιδεινώνεται στο πεδίο από την αδυναµία να παρατηρηθούν όλες οι σχετικές 
µεταβλητές.Σηµαντικές πρόοδοι στην πειραµατική τεχνική κατά τις τρεις τελευταίες δεκαετίες 
επιτρέπουν τον έλεγχο που συχνά δίνουν στα πειράµατα αποφασιστικό πλεονέκτηµα στον 
προσδιορισµό της σχέσης µεταξύ της συµπεριφοράς και του περιβάλλοντος.   Για πολλά θέµατα, 
[πειραµατικά δεδοµένα] η πιο σηµαντική πηγή εµπειρικών πληροφοριών που έχουµε, είναι 
απίθανο να είναι λιγότερο αξιόπιστα από την απλή εµπειρία ή ενδοσκόπηση.Φυσικά, είναι 
σηµαντικό να αναρωτηθούµε πόσο µπορούµε να γενικοποιήσουµε τα αποτελέσµατα των 
πειραµάτων µε (ως επί το πλείστον)φοιτητές που παίζουν µια-δυο ώρες για µια µέτρια χρηµατική 
ανταµοιβή,στους εργαζοµένους σε επιχειρήσεις που δηµιουργούν εταιρικές στρατηγικές,στις 
διπλωµατικές διαπραγµατεύσεις και ούτω καθεξής. Αλλά αυτές οι αµφιβολίες σχετικά µε 
γενίκευση ζητούν πιο περίτεχνα πειράµατα  και όχι την απόρριψη τις ίδιας της πειραµατικής 
µεθόδου.Οι πειραµατιστές έχουν µελετήσει µερικές διαστάσεις της γενίκευσης,ιδιαίτερα τις 
επιπτώσεις του παιγνιού όταν πρόκειται για περισσότερα χρήµατα, οι οποίες είναι συνήθως 
µικρές.‘Αλλα πιο φιλόδοξα πειράµατα µε οµάδες παικτών, σύνθετα περιβάλλοντα,επικοινωνία και 
την ανάµιξη γενεών θα χρίσουν περαιτέρω γενίκευσης και οι άνθρωποι θα πρεπει να κάνουν 
περισσότερα απο αυτά. 
 

1.3  Σε τι είναι καλή η Θεωρία των Παιγνίων 

Εχει η θεωρία των παιγνίων ως στόχο να προβλέψει τι κάνουν οι άνθρωποι, να τους 
δώσει συµβουλές, ή τι; Η απάντηση του θεωρητικού µέρους είναι ότι η θεωρία παιγνίων δεν 
είναι τίποτα από τα παραπάνω, είναι απλά «αναλυτική», ένα σύνολο απαντήσεων σε 
µαθηµατικές ερωτήσεις σχετικά µε το τι οι παίκτες µε διάφορετικά επίπεδα λογικής θα 
κάνουν.Εάν τα άτοµα δεν παίζουν µε τον τρόπο που η θεωρία προυποθέτει,η συµπεριφορά τους 
αποδικνύει ότι τα µαθηµατικά είναι λάθος,όπως όταν ο ταµίας κάνει λάθος τα ρέστα δεν 
σηµαίνει οτι διαψεύδει την αριθµητική. Στην πράξη όµως, τα εργαλεία της αναλυτικής θεωρίας 
των παιγνίων χρησιµοποιούνται για την πρόβλεψη και επίσης την εξήγηση (ή "postdict") και 
την καταχώριση.Οι δηµοπρασίες είναι ένα καλό παράδειγµα και για τις τρεις χρήσεις της 
θεωρίας των παιγνίων.Με βάση συγκεκριµένες υποθέσεις σχετικά µε τους κανόνες της 
δηµοπρασίας και τον τρόπο µε τον οποίο οι προσφέροντες αξολογούν ένα αντικείµενο,όπως η 
τιµή του πετρελαίου ή ένας πίνακας ζωγραφικής, η θεωρία της δηµοπρασίας υπολογίζει πόσο οι 
λογικοί πλειοδότες θα πληρώσουν.Η θεωρία µπορεί να βοηθήσει,να εξηγήσει γιατί µερικοί 
τύποι δηµοπρασιών είναι πιο κοινοί από ό, τι άλλοι.Για παράδειγµα, στις "second-price" 
(δεύτερη τιµή) ή τις δηµοπρασίες Vickrey όπου ο µεγαλήτερος πλειοδότης αγοράζει το 
αντικείµενο που δηµοπρατείται στη τιµή της δεύτερης υψηλότερης προσφοράς.Υπό ορισµένες 
συνθήκες αυτές οι δηµοπρασίες θα πρέπει, θεωρητικά, να βγάζουν περισσότερο κέρδος για τους 
πωλητές απ’ ότι στις παραδοσιακές δηµοπρασίες µε την πρώτη τιµή στις οποίες ο µεγαλύτερος 
πλειοδότης πληρώνει το ποσό που προσέφερε.Αλλά οι δηµοπρασίες δεύτερης-τιµής είναι 
σπάνιες .Γιατί;Η Θεωρία των Παιγνίων προσφέρει µια εξήγηση: Από την στιγµή που σε µια 
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δηµοπρασία δεύτερης τιµής ο µεγαλύτερος πλειοδότης πληρώνει ένα ποσό διαφορετικό απο 
αυτό που προσέφερε,αυτές οι δηµοπρασίες είναι ευάλωτες στη χειραγώγηση από τον πωλητή (ο 
οποίος µπορεί να ξεγλιστρήσει µε µια ψέυτικη  προσφορά και να αναγκάσει το µεγαλύτερο 
πλειοδότη να πληρώσει  περισσότερα).  
 
Πόσο καλά προβλέπει η θεωρία της δηµοπρασία;  

 
Οι δοκιµές µε δεδοµένα πεδίου είναι προβληµατικές:Επειδή οι προσφορές των 

πλειοδοτών συνήθως είναι κρυφές, είναι δύσκολο να πεί κανείς αν οι προσφορές είναι οι 
καλύτερες δυνατές, αν και µερικές προβλέψεις µπορούν να δοκιµαστούν. Ευτυχώς, υπάρχουν 
πολλά προσεκτικά πειράµατα.Τα αποτελέσµατα αυτών των πειραµάτων είναι ανάµικτα.Σε 
δηµοπρασίες ιδιωτικών αξιών στις οποίες ο κάθε παίκτης δίνει τη δική του προσωπική αξία για 
το αντικείµενο (και δεν δίνει τόση σηµασία στο πόσο θα το εκτιµήσουν οι άλλοι),οι πλειοδότες 
κάνουν προσφορές αξιοσηµείωτα κοντά στην τιµή που έχει προβλεφθεί,ακόµη και όταν η 
λειτουργία χαρτογράφησης τιµών σε προσφορές είναι µη γραµµική και ασαφής.Στης κοινής 
αξίας δηµοπρασίες η αξία του αντικειµένου είναι ουσιαστικά η ίδια για όλους,αλλά είναι 
αβέβαια.Η υποβολή προσφορών για µισθώσεις στις εκτάσεις του πετρελαίου είναι ένα 
παράδειγµα,διαφορετικές εταιρείες πετρελαίου θα εκτιµήσουν  την αξία του πετρελαίου µε τον 
ίδιο τρόπο αλλά δεν είναι σίγουρες για το πόσο πετρέλαιο υπάρχει. Σε αυτές τις δηµοπρασίες οι 
πλειοδότες που είναι πιο αισιόδοξοι για την αξία του αντικειµένου τείνουν να προσφέρουν την 
υψηλότερη προσφορά και να κερδίζουν. 

 
Σε ορισµένους τοµείς των κοινωνικών επιστηµών, αυτά τα είδη των παιγνιών που 

αναφέρουν για το πώς ένας θεσµός ή συµβάν εκτυλίχθηκε ονοµάζονται "αναλυτικές 
αφηγήσεις» και αποδεικνύονται όλο και πιο δηµοφιλής Το πρόβληµα είναι ότι,αν κερδίσετε, 
σηµαίνει ότι είσασταν πολύ πιο αισιόδοξος από οποιονδήποτε άλλο πλειοδότη και είναι  πιθανό 
να πληρώσετε περισσότερο από ό, τι αξίζει το αντικείµενο,µια πιθανότητα που ονοµάζεται 
«κατάρα του νικητή."Η αναλυτική θεωρία παιγνίων υποθέτει οτι οι ορθολογικοί πλειοδότες θα 
αποφύγουν την κατάρα του νικητή κάνοντας πολύ συντηρητικές προσφορές.Τα πειράµατα 
όµως δείχνουν ότι οι παίκτες δεν καταφέρνουν να αποφύγουν την κατάρα του νικητή,έτσι οι 
πλειοδότες που κερδίζουν γενικά πληρώνουν περισσότερο από ό, τι θα έπρεπε. 

 
 Ίσως η πιο σηµαντική σύγχρονη χρήση της θεωρίας της δηµοπρασίας είναι να 

προδιαγράψει το πώς θα υποβληθούν οι προσφορές σε µια δηµοπρασία, ή το πώς να σχεδιάστεί 
µια δηµοπρασία.Λαµπρός θρίαµβος της σύγχρονης θεωρίας της δηµοπρασίας είναι οι 
πρόσφατες δηµοπρασίες των ερτζιανών κυµάτων για εταιρείες τηλεπικοινωνιών.Σε αρκετές 
δηµοπρασίες σε διάφορες χώρες,οι ρυθµιστικοί οργανισµοί αποφάσισαν να θέσουν το ερτζιανό 
πρίσµα συχνοτήτων σε  δηµοπρασία.  

 
Μια δηµοπρασία αυξάνει τα έσοδα της κυβέρνησης και ιδανικά, εξασφαλίζει ότι ένας 

δηµόσιος πόρος καταλήγει στα χέρια των επιχειρήσεων που είναι σε καλύτερη θέση για να 
δηµιουργήσουν αξία από αυτόν.Στις περισσότερες χώρες,οι δηµοπρασίες έχουν σχεδιαστεί σε 
συνεργασίες µεταξύ θεωρητικών και πειραµατικών "testbedding" που βοήθησαν στον 
εντοπισµό απρόβλεπτων αδυναµιών στα προτεινόµενα σχέδια (όπως όταν χρησιµοποιούµε µια 
αεροδυναµική σήραγγα για να ελέγξουµε το σχεδιασµό του φτερού ενός αεροπλάνου, ή µια 
"δεξαµενή ρυµούλκησης" για να δούµε ποια κοµµάτια του πλοίου θα βουλιάξουν και ποιά θα 
επιπλεύσουν).Τα σχέδια που προέκυψαν δεν ήταν ακριβώς αντιγραφή από τα βιβλία της 
θεωρίας της δηµοπρασίας.Αντίθετα, οι θεωρητικοί πέρασαν πολύ χρόνο επισηµαίνοντας πως οι 
πλειοδότες µε κίνητρο θα µπορούσαν να εκµεταλλευτούν τα παραθυράκια των κανόνων που 
προτείνονται από δικηγόρους και ρυθµιστές,και χρησιµοποιώντας τα αποτελέσµατα απο το 
testbedding να βελτιώσουν τη µορφή της δηµοπρασίας.Οι σχεδιαστές δηµοπρασιών επέλεξαν 
µια µορφή που δίνει στους πλειοδότες την ευκαιρία να µάθουν από τα πιθανά λάθη τους και 
απο την παρακολούθηση των άλλων παικτών, αντί για µια απλή "sealed-bid" (σφραγισµένη 
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προσφορά) µορφή στην οποία οι προσφέροντες απλά ταχυδροµούν τις προσφορές τους και η 
Οµοσπονδιακή Επιτροπή Επικοινωνιών ανοίγει τους φακέλους και ανακοινώνει την υψηλότερη 
προσφορά.Μια από τις πιο ισχυρές και εκπληκτικές ιδέες στη Θεωρία της ∆ηµοπρασίας,είναι 
ότι µερικοί τύποι δηµοπρασιών,θεωρητικά, θα µαζέψουν το ίδιο ποσό εσόδων µε άλλες 
δηµοπρασίες που είναι αρκετά διαφορετικές σε δοµή. (Για παράδειγµα, σε "Αγγλική" 
δηµοπρασία, στην οποία οι τιµές αυξάνονται αργά µέχρι να µείνει µόνο ένας πλειοδότης,τα 
έσοδα είναι  ισοδύναµα µε µια "Vickrey" δηµοπρασία µε σφραγισµένες προσφορές,όπου ο 
υψηλότερος πλειοδότης πληρώνει ό, τι ο δεύτερος υψηλότερος πρόσφερε).Αλλά όταν ήρθε η 
στιγµή για το σχεδιασµό µιας δηµοπρασίας όπου πραγµατικές εταιρείες θα συµµετάσχουν µε 
δισεκατοµµύρια δολάρια,οι σχεδιαστές δηµοπρασιών δεν ήταν πρόθυµοι να στοιχηµατίσουν ότι 
η συµπεριφορά θα ισοδυναµεί πραγµατικά σε διαφορετικούς τύπους δηµοπρασιών,παρά τα όσα 
η θεωρία προβλέπει.Οι σχεδιαστικές τους επιλογές αντανακλούν µια έµµεση θεωρία της 
πραγµατικής συµπεριφοράς στο παίγνιο που πιθανόν να είναι πιο κοντά στις ιδέες αυτού του 
βιβλίου απ’ ό, τι η τυπική θεωρία που βασίζεται στον απεριόριστο αµοιβαίο 
ορθολογισµό.Παρατηρήστε ότι, σε αυτή τη διαδικασία του σχεδιασµού και των προδιαγραφών, 
το να µαντέψουµε µε ακρίβεια το πώς οι παίκτες θα συµπεριφερθούν στην πραγµατικότητα(η 
σωστή πρόβλεψη) είναι το πιο σηµαντικό. 

1.4 Τρια Παραδείγµατα  

Ακόµα και αν η θεωρία των παιγνίων δεν είναι πάντα ακριβής,µια περιγραφική 
αποτυχία είναι µια ευκαιρία για προδιαγραφές.Ακριβώς όπως οι ευαγγελιστές κηρύττουν,επειδή 
οι άνθρωποι συνήθως παραβιάζουν του ηθικούς κώδικες,το γεγονός ότι οι παίκτες παραβιάζουν 
τη θεωρία των παιγνίων µας παρέχει την ευκαιρία να πάρουµε χρήσιµες συµβουλές.Η απλή 
χαρτογράφηση κοινωνικών καταστάσεων σε είδη παιγνιών είναι εξαιρετικά χρήσιµη γιατί λέει 
στους ανθρώπους τι πρέπει να προσέξουν.Στο δηµοφιλές τους βιβλίο για τους διευθυντές 
επιχειρήσεων, Συν-ανταγωνισµός,οι Brandenburger και Nalebuff(1996) δίνουν την προσοχή 
στα γυµνά οστά του παιγνιού - τους παίκτες, τις πληροφορίες, τις δράσεις και τα αποτελέσµατα. 
Και οι δύο είναι λαµπροί θεωρητικοί που θα µπορούσαν να έχουν γράψει ένα πιο θεωρητικό 
βιβλίο.Αποφάσισαν να µην το κάνουν γιατί διδάσκοντας MBAs και δουλεύοντας σε 
συνεργασία µε manager πείστηκαν ότι η διδασκαλία των βασικών στοιχείων της Θεωρίας των 
Παιγνίων είναι πιο χρήσιµη. 

 
Η Θεωρία των Παιγνίων συχνά χρησιµοποιείται για να προκαθορίσει µε ένα λεπτότερο 

τρόπο.Μερικές φορές η Θεωρία των Παιγνίων χρησιµοποιείται για να καταλάβουµε τι είναι 
πιθανό να συµβεί σε µια στρατηγική αλληλεπίδραση έτσι ώστε ένα πρόσωπο ή εταιρεία να 
µπορεί στη συνέχεια να προσπαθήσει να αλλάξει το παίγνιο προς όφελός του.(Αυτό είναι ένα 
είδος µηχανικής προσέγγισης,δεδοµένου ότι ζητά το πώς µπορεί να βελτιωθεί η υπάρχουσα 
κατάσταση.) 

 
Αυτό το κεφάλαιο παρουσιάζει τα βασικά στοιχεία της συµπεριφορικής θεωρίας των 

παιγνίων και την πειραµατική προσέγγιση µε τρία παραδείγµατα(τα οποία συζητούνται µε 
περισσότερες λεπτοµέρειες στα επόµενα κεφάλαια): διαπραγµάτευση 
τελεσίγραφο,«ηπειρωτικό-χάσµα»,συντονιστικά-παίγνια και επίσης παίγνια εικασίας  όπως 
ένας «διαγωνισµός οµορφιάς».Τα πειράµατα που χρησιµοποιούν αυτά τα παίγνια δείχνουν πώς 
η συµπεριφορική θεωρία των παιγνίων µπορεί να εξηγήσει τι κάνουν οι άνθρωποι µε 
µεγαλύτερη ακρίβεια επεκτείνοντας την αναλυτική θεωρία των παιγνίων συµπεριλάµβάνοντας 
το πώς οι παίκτες αισθάνονται για τα κέρδη των άλλων παίκτων,µε περιορισµένη στρατηγική 
σκέψη, και µάθηση.Τα τρία παίγνια χρησιµοποιούν µια συνταγή που διέπει τα περισσότερα από 
τα πειράµατα που αναφέρονται σε αυτό το βιβλίο: διαλέξε ένα τυπικό παίγνιο για το οποίο η 
θεωρία των παιγνίων κάνει µια τολµηρή πρόβλεψη ή µια αόριστη πρόβλεψη που µπορεί να 
γίνει πιο ξεκάθαρη.Τα απλά παίγνια είναι ιδιαίτερα χρήσιµα επειδή έχουν µόνο µία ή δύο 
βασικές αρχές που απαιτούνται για να κάνουµε µια πρόβλεψη.Εάν η πρόβλεψη είναι 
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λάθος,ξέρουµε ποιές είναι οι αρχές που φταίνε και τα αποτελέσµατα δείχνουν συνήθως µια 
εναλλακτική αρχή που προβλέπει καλύτερα.Στα πειράµατα, τα παίγνια συνήθως τίθονται κατά 
αφηρηµένο τρόπο,επειδή η Θεωρία των Παιγνίων σπάνια καθορίζει το πώς η προσθήκη 
ρεαλιστικών λεπτοµερειών θα επηρεάσει τη συµπεριφορά.Τα άτοµα κάνουν µια απλή επιλογή 
και γνωρίζουν πώς οι επιλογές τους και οι επιλογές των άλλων υποκειµένων  συνδυάζονται για 
να καθορίσουν το κέρδος σε χρήµατα.Αυτές οι σχεδιαστικές επιλογές ποντάρουν σε µεγάλο 
βαθµό στη γνωστική προυπόθεση,ότι οι άνθρωποι χρησιµοποιούν γενικές αρχές στρατηγικής 
σκέψης που υπερβαίνουν ιδιοσυγγρατικές διαφορές στην λεκτική περιγραφή των παιγνιών.Αν 
οι επιλογές ανήκουν σε συγκεκριµένο τοµέα,τότε το βασικό εγχείρηµα αυτού του βιβλίου είναι 
ελλιπές,το να διαφοροποιήσει τα ονόµατα των παιγνιών για να προκαλέσει αυτό το σκεπτικό 
είναι το επόµενο βήµα.Η µελέτη του Cooper (1999) για τις αλυσιδωτές επιπτώσεις σε 
παραγωγικά παίγνια που χρησιµοποιόυν κινέζοι manager εργοστασίων,που αντιµετωπίζουν 
τέτοια προβλήµατα σε προγραµµατισµένες οικονοµίες, είναι ένα καλό παράδειγµα. 

 
Οι παίκτες στην ουσία ανταµείβονται µε βάση τις επιδόσεις τους, γιατί µας ενδιαφέρει 

η ανάκτηση των αποτελεσµάτων σε φυσικά παίγνια στα οποία οι παίκτες έχουν ουσιαστικά 
οικονοµικά κίνητρα.Τα παίγνια συνήθως επαναλαµβάνονται γιατί ενδιαφέρονται για στην 
εξισορρόπηση και τη µάθηση µε την πάροδο του χρόνου. Ένα προσάρτηµα του παρόντος 
κεφαλαίου περιγράφει µερικές βασικές σχεδιαστικές επιλογές που κάνουν οι πειραµατιστές και 
γιατί έχουν σηµασία. 

 

1.4.1 Παράδειγµα 1:∆ιαπραγµάτευση-Τελεσίγραφο 

 
Πήγα µια φορά µια κρουαζιέρα µε µερικούς φίλους και ένας φωτογράφος µας έβγαλε 

φωτογραφία χωρίς να το θέλουµε, καθώς επιβιβαζόµασταν στο πλοίο.Όταν αποβιβαστήκαµε 
ώρες αργότερα,ο φωτογράφος προσπάθησε να µας την πουλήσει για $ 5 και αρνήθηκε να 
διαπραγµατευτεί. (Η άρνηση ήταν αξιόπιστη, διότι πολλές άλλες οµάδες τουριστών ήταν γύρω 
και αποφάσιζαν αν θα αγοράσουν τις φωτογραφίες τους, επίσης για $ 5.Αν ο φωτογράφος 
υπέκυπτε σε µείωση της τιµής του, αυτό θα ήταν εµφανές σε όλους τους άλλους και θα έχανε 
πολύ περισσότερα από την έκπτωση που θα έκανε µόνο για µας, δεδοµένου ότι θα έπρεπε να 
προσφέροει την έκπτωση σε όλους).Μιας και εµείς είµασταν καλοί θεωρητικοί του 
παιγνιού,δεν δεχτήκαµε την τιµή και τονίσαµε ότι η φωτογραφία ήταν άχρηστη για 
αυτόν.Απέρριψε την προσβλητική µας προσφορά και αρνήθηκε να υποχωρήσει.  

   
Το παίγνιο που παίξαµε µε το φωτογράφο ήταν ένα "παίγνιο τελεσίγραφο" , το οποίο 

είναι το πιο απλό είδος διαπραγµάτευσης.Σε ένα παίγνιο τελεσίγραφο υπάρχει κάποιο κέρδος 
από την ανταλλαγή και ένας παίκτης κάνει µια take-it-or-leave-it(η παίρνεις ή 
αφήνεις)προσφορ.Η φωτογραφία µας δεν είχε προφανώς καµία αξία γι ‘αυτόν και ήταν 
πολύτιµη για µας(αξίας άνω των $ 5 σε συναισθηµατική αξία).Η τιµή είναι απλά µια πρόταση 
για τον  τρόπο µε τον οποίο θα χωριστούν τα κέρδη από την ανταλλαγή µεταξύ τις δικής µας 
αναµενόµενης τιµής και του πραγµατικού κόστους. Η προσφορά του φωτογράφου να πουλήσει 
για $ 5 ήταν µια προσφορά τελεσίγραφο επειδή δεν δέχεται να διαπραγµατευτεί.  

 
Στο εργαστήριο,στα παίγνια τελεσίγραφο σαν αυτό, δύο παίκτες, ένας Προτείνοντας και 

ένα ∆έκτης, παζαρεύουν κάποιο ποσό, ας πούµε $ 10 (το ποσό που χρησιµοποιείται σε πολλά 
πειράµατα).Τα 10 δολάρια αντιπροσωπεύουν την αξία του κέρδους για την ανταλλαγή(ή 
"Πλεόνασµα") που θα χαθεί εάν η συναλλαγή δεν γίνει. Ο Προτείνων προσφέρει x στον ∆έκτη, 
κρατώντας για τον εαυτό του $10 – x.Ο ∆έκτης µπορεί είτε να δεχτεί τη προσφορά και τότε ο 
∆έκτης παίρνει x και ο Προτείνων παίρνει $10 – x, ή είτε να την απορρίψει και τότε κανείς απο 
τους δύο δεν παίρνει τίποτα.Επειδή το παίγνιο τελεσίγραφο είναι τόσο απλό, δεν είναι ένα καλό 
µοντέλο της πιο φυσικής και παρατεταµένης διαδικασίας της διαπραγµάτευσης.Είναι το σωστό 
µοντέλο για το τι συνέβη σε µας µετά την κρουαζιέρα και του τι θα συµβεί στα τελευταία λεπτά 
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πριν αρχίσει η απεργία, ή σχετικά µε το τι συµβαίνει στο δικαστήριο πριν ο δικηγόρος πάει στη 
δίκη.Είναι ένα µοντέλο του τελευταίου βήµατος µιας µεγάλης διαπραγµάτευσης και ως εκ 
τούτου είναι ένα δοµικό στοιχείο για την µοντελοποίηση πιο  περίπλοκων καταστάσεων . 

 
Απλά παίγνια δοκιµάζουν τις αρχές της θεωρίας των παιγνίων κατά το σαφέστερο 

δυνατό τρόπο.Τα παίγνια τελεσίγραφο και τα συναφή, είναι επίσης χρήσιµα για τη µέτρηση του 
πώς οι άνθρωποι αισθάνονται σχετικά µε την κατανοµή των χρηµάτων µεταξύ των ίδιων και 
τους άλλους.Η αναλυτική προσέγγιση της θεωρίας των παιγνίων για διαπραγµατεύσεις 
τελεσίγραφο είναι η εξής:Πρώτα υποθέτουµε οτι οι παίκτες είναι «ιδιοτελείς»,δηλαδή 
ενδιαφέρονται για την απόκτηση των περισσότερων χρηµάτων για τον εαυτό τους.Αν οι παίκτες 
είναι ιδιοτελείς,ο ∆έκτης θα δεχθεί το µικρότερο χρηµατικό ποσό που του προσφέρεται,ας 
πούµε 0,25 δολάρια.Αν ο Προτείνων το προβλέψει αυτό, και θέλει να βγάλει οσο περισσότερο 
κέρδος µπορεί για τον εαυτό του,θα προσφέρει $ 0,25 και θα κρατήσει $ 9,75.Με επίσηµους 
όρους,προσφέροντας $ 0,25 (και την αποδοχή οποιουσδήποτε θετικού ποσού) είναι η «τέλεια 
ισορροπία» του υπο-παίγνιου.Απο τη στιγµή που µιλάει πρώτος,ο  Προτείνων έχει όλη τη 
δύναµη  της διαπραγµάτευσης και θεωρητικά, µπορεί να την εκµεταλλεφθεί, επειδή ένας 
ιδιοτελής ∆έκτης θα πάρει ό, τι µπορέσει. 

 
Για πολλούς ανθρώπους,η µονόπλευρη κατανοµή των 10 δολαρίων που προβλέπεται 

από αναλυτική Θεωρία Παιγνίων (µε ιδιοτέλεια) φαίνεται άδικη.Επειδή η κατανοµή θεωρείται 
άδικη,ο τρόπος µε τον οποίο οι άνθρωποι παζαρεύουν στην πραγµατικότητα δείχνει αν οι 
άνθρωποι είναι πρόθυµοι να αναλάβουν δαπανηρές ενέργειες που να εκφράζουν το ενδιαφέρον 
τους για δικαιοσύνη.Στο παράδειγµα της φωτογραφίας στη κρουαζιέρα, προσφέροντας $ 1 αντί 
των 5 δολαρίων που ήθελε ο φωτογράφος πρόσθεσε $ 4 έως πλεόνασµα για µας και αφαίρεσε $ 
4 από τα δικά του. Αν πιστεύει ότι αυτό είναι άδικο για τον ίδιο, µπορεί να απορρίψει την 
προσφορά και να µη κερδίσει τίποτα (παρόλο που ο καθένας υποφέρει, αυτός δεν κερδίζει 
χρήµατα και εµείς δεν έχουµε την φωτογραφία που θα θέλαµε να έχουµε).Τα εργαστηριακά 
πειράµατα προσοµοιώνουν αυτό το απλό παίγνιο.  

 
Σε δεκάδες πειράµατα που έγιναν σε διάφορες χώρες,οι προτείνοντες προσφέρουν $ 4 ή 

$ 5 από τα $ 10 κατά µέσο όρο και οι προσφορές δεν διαφέρουν πολύ.Οι προσφορές των $ 2 ή 
λιγότερο απορρίπτονται τις µισές περίπου φορές.Οι ∆έκτες πιστεύουν ότι πολύ λιγότερο από το 
µισό είναι άδικο και είναι πρόθυµοι να απορρίψουν τέτοιες µικρές προσφορές για να 
τιµωρήσουν τον Προτείνοντα που συµπεριφέρθηκε άδικα.Οι περισσότερες προσφορές είναι 
κοντά στο µισό 

 
Σηµειώνεται, επίσης, ότι κάθε προσφορά είναι µια «ισορροπία Nash» ή αµοιβαία 

καλύτερη απάντηση,επειδή το x είναι η βέλτιστη προσφορά,εφόσον ο Προτείνων πιστεύει ότι ο 
∆έκτης θα απορρίψει οποιαδήποτε άλλη προσφορά. (Αυτή η πεποίθηση µπορεί να είναι λάθος, 
αλλά,αν ο Προτείνων το πιστεύει, ποτέ δεν θα κάνει κάτι που να εναντιώνεται στην πίστη 
της,έτσι ώστε η λανθασµένη πεποίθηση µπορεί να είναι µέρος µιας ισορροπίας 
Nash.)Υπάρχουν πολλές ερµηνείες για το τι προκαλεί τους ∆έκτες να απορρίψουν ουσιαστικά 
ποσά.∆εν υπάρχει αµφιβολία ότι κάποιοι παίκτες καθορίζουν µια δίκαιη µοιρασιά των $ 10 
περίπου στο µισό και έχουν µια προτίµηση να αντιµετωπίζονται δίκαια. 
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∆ιαπραγµάτευση-Τελεσίγραφο 

Σχήµα 1.1 
 
Τέτοιες απορρίψεις αποτελούν απόδειξη της «αρνητικής αµοιβαιότητας»:Οι ∆έκτες τείνουν να 
ανταποδίδουν µια άδικη συµπεριφορά βλάπτοντας το άτοµο που τους αντιµετωπίζει άδικα, µε 
σηµαντικό κόστος για αυτούς (µε την προϋπόθεση οτι ο Προτείνων θα έχει µεγαλύτερες 
επιπτώσεις από ό, τι εκείνοι).Η αρνητική αµοιβαιότητα είναι εµφανής και σε άλλους 
κοινωνικούς τοµείς,ακόµη και όταν το χρηµατικό διακύβευµα είναι υψηλό,απογοητευµένοι 
φίλοι που παρακολουθούν τις πρώην τους,µε αποτέλεσµα άσχηµα διαζύγια που τους κοστίζουν 
µεγάλα ποσά, παρορµητικα εγκλήµατα του δρόµου που προκαλούνται από έναν ξένο δήθεν 
«προσβεβληµένο» άπο έναν επιτιθέµενο,την αποτυχία των δυο πλευρών σε  δικαστικές 
"περιπτώσεις παρενόχλησης"για την επαναδιαπραγµάτευση µετά από δικαστική 
απόφαση,ακόµη και όταν και οι δύο πλευρές θα µπορούσαν να επωφεληθούν (Farnsworth, 
1999), και ούτο καθ’ εξής. 
 
  Αυτή η εξήγηση για την απόρριψη του τελεσίγραφου θέτει το ερώτηµα,απο πού ήρθε η 
προτίµηση για δικαιοσύνη.Ένα δηµοφιλές επιχείρηµα είναι ότι η ανθρώπινη εµπειρία στο 
παρελθόν των προγόνων µας προσάρµωσε εξελικτικά σε εγκεφαλικούς µηχανισµούς, ή στην 
αλληλεπίδραση των γνωστικών και συναισθηµατικών συστηµάτων, που προκαλούνστους 
ανθρώπους θυµό όταν κάποιος τους κοροιδεύει  γιατί ο θυµός είχε αξία για την επιβίωση, απ’ 
όταν οι άνθρωποι αλληλεπιδρούν µε τους ίδιους ανθρώπουςσε µια µικρή οµάδα.Ενα 
διαφορετικό επιχείρηµα είναι ότι οι πολιτισµοί δηµιουργούν διαφορετικά πρότυπα 
δικαιοσύνης,ίσως λόγω της εγγύτητας συγγενικών σχέσεων ή το βαθµό των ανώνυµων 
εµορικών συναλλαγών µε αγνώστους (σε σύγκριση µε την ανταλλαγή µεταξύ των συγγενών), 
και αυτά τα πολιτιστικά πρότυπαµεταδίδονται προφορικά µέσω των παραδόσεων και την 
κοινωνικοποίηση των παιδιών. 
 

Αξιόλογα στοιχεία για την πολιτιστική προβολή προτύπων προέρχεται από µια µελέτη 
έντεκα ανθρωπολόγων που διεξήγαγαν παίγνια τελεσίγραφο σε πρωτόγονους πολιτισµούς στην 
Αφρική,στον Αµαζόνιο,την Παπούα Νέα Γουινέα,την Ινδονησία, και τη Μογγολία.Σε 
ορισµένους από αυτούς τους πολιτισµούς, οι άνθρωποι δεν πιστεύουν ότι η δίκαια ανταλλαγή 
είναι αναγκαία.Οι Προτείνοντες σε αυτούς τους πολιτισµούς προσέφεραν πολύ λίγο(το 
ισοδύναµο των $ 1,50 από τα $ 10) και οι ∆έκτες (ανταποκρινόµενοι) αποδέχονταν σχεδόν σε 
κάθε προσφορά.Κατά ειρωνικό τρόπο, αυτές οι απλές κοινωνίες είναι οι µόνοι γνωστοί 
πληθυσµοί πουσυµπεριφέρονται ακριβώς όπως προβλέπει η θεωρία των παιγνίων! 
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Σηµειώστε ότι απορρίψεις στα παίγνια τελεσίγραφο δεν απορρίπτουν κατ 'ανάγκη τις 
στρατηγικές αρχές που διέπουν τη θεωρία των παιγνίων.Ο ∆έκτης αποφασίζει απλά αν θέλει 
κανένας απο τους δύο παίκτες να µην πάρει τίποτα,ή αν θέλει να πάρει ένα µικρό µερίδιο,όταν 
ο Προτείνων παίρνει πολύ περισσότερο.Το γεγονός ότι ένας ∆έκτης απορρίπτει σηµαίνει ότι δεν 
µεγιστοποιεί τα κερδη του,αλλά αυτό δεν σηµαίνει ότι δεν είναι σε θέση να σκεφτεί  
στρατηγικά.Πρόσφατες θεωρίες προσπαθούν να εξηγήσουν τις απορρίψεις µε τη  χρήση των 
κοινωνικών λειτουργιών προτίµησης που εξισορροπούν την επιθυµία ενός ατόµου να έχει 
περισσότερα χρήµατα µε την επιθυµία να ανταποδώσει σε  εκείνους που έχουν δίκαιη 
µεταχείριση ή άδικη, ή την επίτευξη της ισότητας.Οι εν λόγω λειτουργίες έχουν µια µακρά 
ιστορία (ανιχνεύσιµα τουλάχιστον απο τον Edgeworth το 1890).Οι οικονοµολόγοι τους έχουν 
αντισταθεί,επειδή φαίνεται να είναι πολύ εύκολο να εισαχθεί ένα νέο στοιχείο στη λειτουργία 
χρησιµότητας για κάθε παίγνιο.Αλλά οι νέες θεωρίες προσπαθούν να εξηγήσουν τα 
αποτελέσµατα σε διαφορετικά παίγνια µε µια ενιαία λειτουργία. 
 

Η αδελφή µου η Jeannine µου είπε ότι στο AtlanticCity τα καζίνο έχουν µερικές φορές 
προβλήµατα µε τους πελάτες που κλέβουν πολυτελείς πετσέτες, µπουρνούζια, και άλλα στοιχεία 
από τα δωµάτια των ξενοδοχείων τους αφού έχασαν τα λεφτά τους στο παιγνιο. Στο µυαλό τους οι 
ηττηµένοι παίρνουν απλά τα πράγµατα για τα οποία έχουν πληρώσει. 

 
Οι νέες θεωρίες κάνουν εκπληκτικές νέες προβλέψεις.Για παράδειγµα, όταν υπάρχουν 

δύο ή περισσότεροι προτείνοντες,δεν υπάρχει τρόπος για οποιονδήποτε από αυτούς µε τη µια 
να κερδίσουν περισσότερα χρήµατα και να περιορίσουν την ανισότητα.Ως εκ τούτου κάποιες 
θεωρίες προβλέπουν ότι και οι δύο υποψήφιοι προσφέρουν σχεδόν τα πάντα στο ∆έκτη ακόµη 
και αν ενδιαφέρονται για την ισότητα. (Αν υπήρχαν δύο φωτογράφοι σε αυτό το καταραµένο 
πλοίο, θα είχαµε πάρει την φωτογραφία µας για $ 1.)Οι νέες κοινωνικές θεωρίες προτίµησης θα 
πρέπει να αποδειχθούν χρήσιµες στην ανάλυση των διαπραγµατεύσεων,της φορολογικής 
πολιτικής,της ισχυρής τάσης των αγροτών που µισθώνουν γη να µοιραστούν τα κέρδη των 
καλλιεργειών δίκαια  µε τους ιδιοκτήτες (Young και Burke, 2001) και των µισθών (ιδιαίτερα 
της απροθυµίας των επιχειρήσεων να µειώσουν τους µισθούς σε δύσκολους καιρούς, η οποία 
είναι αινιγµατική για τους οικονοµολόγους οι οποίοι υποθέτουν οτιοι αλλαγές στην τιµή της 
εργασίας εξαρτόνται απο την προσφορά και την ζήτηση, καθώς και απο άλλα φαινόµενα). 

 

1.4.2 Παράδειγµα 2: Εξαρτηµένος Συντονισµόςστα Παίγνια "Ηπειροτικού 

Χάσµατος" 
 

Στα παίγνια συντονισµού,οι παίκτες θέλουν να προσαρµόζονται µε το τι κάνουν οι 
άλλοι(αν και µπορεί να έχουν διαφορετικές ιδέες για το ποιά προσαρµοσµένη σύµβαση είναι το 
καλύτερη).Για παράδειγµα, στην Καλιφόρνια υπάρχει ένας συνεχής αγώνας για το που να 
τοποθετηθούν οι επιχειρήσεις των «νέων µέσων»,όπως οι πάροχοι internet ή παραγωγών 
ταινιών φιλµ και ψυχαγωγίας.Νέοι άνθρωποι των µέσων ενηµέρωσης θα µπορούσαν να κλίνουν 
προς την Silicon Valley,όπου συναθροίζονται οι webgeeks (φρικιά του ιντερνετ!),ή προς το 
Hollywood και την Νότιας Καλιφόρνιας,όπου παράγονται πολλές ταινίες και τηλεοπτικές 
εκποµπές.Ποια γεωγραφική περιοχή είναι η καλύτερη σε θέση εξαρτάται από το αν νοµίζετε ότι 
η θέση των επιχειρήσεων διαδικτύου είναι κεντρική και οι «ευχαριστηµένοι» παραγωγοί θα 
πρέπει να τους ακολουθήσουν,ή αν το ∆ιαδίκτυο είναι απλώς ένα κανάλι διανοµής και οι 
πάροχοι περιεχοµένου είναι βασιλιάδες.Αυτή η οικονοµική διελκιστίνδα µπορεί να 
µοντελοποιηθεί σε ένα παίγνιο στο οποίου οι παίκτες επιλέγουν µια θέση και τα κέρδη τους 
εξαρτώνται από τη θέση που θα επιλέξουν οι ίδιοι και την τοποθεσία που θα επιλέξουν οι 
περισσότεροι άλλοι παίκτες. Ένα τέτοιου είδους παίγνιο έχει µελετηθεί από τους 
VanHuyck,Battalio και Cook (1997). Ο πίνακας 1.1 δείχνει τις απολαβές (σε λεπτά). Σε αυτό το 
παίγνιο, οι παίκτες επιλέγουν αριθµούς από το 1 έως 14 (σκεφτείτε τους αριθµούς σαν να  
αντιστοιχουν σε φυσικούς χώρους-οι χαµηλοί αριθµοί είναι στο Χόλιγουντ και οι µεγάλοι 
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αριθµοί είναι στην SiliconValley). Ο πίνακας στην Εικόνα 1.1 δείχνει το κέρδος του παίκτη της 
σειράς από την επιλογή ενός αριθµού, όταν η µέση τιµή 

 

 

 
 

Σχήµα1. 2 

Ένα τέτοιου είδους παίγνιο έχει µελετηθεί από τους VanHuyck,Battalio και Cook (1997) 

 
των αριθµών µιας οµάδας είναιο αριθµόςτων διαφόρων στηλών.Αν επιλέξετε 4, για 
παράδειγµα, και η διάµεση είναι 5, κερδίζετε ένα υγιές 7,αλλά αν η διάµεσος είναι 12 
κερδίζετε-14 (Χρεοκοπία!).Η βασική δοµή του κέρδους υποθέτει οτι θα πρέπει να επιλέξετε ένα 
χαµηλό αριθµό αν νοµίζετε ότι οι περισσότεροι θα επιλέξουν χαµηλούς αριθµούς, ή να 
επιλέξετε έναν µεγάλο αριθµό, αν νοµίζετε ότι οι περισσότεροι θα επιλέξουν µεγάλους 
αριθµούς.Αν δεν είστε βέβαιοι για το τι θα κάνουν άλλοι, επιλέξτε έναν αριθµό, όπως το 6, ο 
οποίος δίνει απολαβές που κυµαίνονται απο  23 µέχρι 82 (σιγουρεύετε το στοίχηµά σας). 
 

Στα πειράµατα,οι παίκτες οργανώνονται σε οµάδες επτά ατόµων.Οι οµάδες παίζουν 
µαζί δεκαπέντε φορές.Μετά από κάθε δοκιµή µπορείτε να µάθετε ποιά είναι η µέση τιµή,να 
υπολογίστε τα κέρδη σας από την αυτή την δοκιµή (σύµφωνα µε την δική σας επιλογή και τη 
µέση τιµή), και να παίξτε ξανά. ∆εδοµένου ότι το παίγνιο είναι περίπλοκο,σκεφτείτε για ένα 
λεπτό το τι πραγµατικά θα κάνατε και τι θα µπορούσε να συµβεί κατά τη διάρκεια των 
δεκαπέντε γύρων του παίγνιου.Οι απολαβές έχουν την ιδιότητα ότι, αν ένας παίκτης µαντέψει 
ότι η µέση τιµή είναι λίγο κάτω από το 7,η καλύτερη απάντηση του στην εν λόγω εικασία είναι 
να επιλέξει έναν αριθµό µικρότερο από τον αριθµό που έχει σκεφτεί.Για παράδειγµα, αν 
νοµίζετε ότι η µέση τιµή θα είναι 7,η καλύτερη απάντησή σας είναι 5,το οποίο κερδίζει 83 
σεντς. Έτσι, αν οι µέσες τιµές είναι αρχικά χαµηλές, οι απαντήσεις σε χαµηλές διάµεσους θα 
οδηγήσουν τους αριθµούς χαµηλότερα µέχρι να φτάσουµε στο 3.Τρία είναι µια ισορροπία ή 
σηµείο καλύτερης αµοιβαίας απάντησης, διότι, εάν ο καθένας επιλέξει 3, η µέση τιµή θα είναι 3 
και η καλύτερη απάντηση σας στη µέση τιµή του 3 είναι να επιλέξετε 3.Αν οι παίκτες φτάσουν 
σε αυτό το σηµείο, κανείς δεν θα µπορέσει να επωφεληθεί φεύγοντας. (Το αποτέλεσµα από 
αυτή την ισορροπία µε πλάγιους χαρακτήρες στοΠίνακας 1.1.) 

 
 
 
 
 
Αλλά υπάρχει και µια άλλη ισορροπία Nash.Αν οι παίκτες υποθέτουν ότι η µέση τιµή 

θα είναι 8 ή παραπάνω, θα πρέπει να επιλέξουν τους αριθµούς που είναι υψηλότεροι από ό, τι 
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υποθέτουν, µέχρι να φτάσουν στο 12,το 12 είναι επίσης µια ισορροπία του Nash, διότι 
επιλέγοντας 12 δίνει το υψηλότερο κέρδος όταν η µέση τιµή είναι 12.Αυτό είναι ένα παίγνιο 
συντονισµού, διότι υπάρχουν δύο ισορροπίες Nash για τις οποίες ο καθένας επιλέγει την ίδια 
στρατηγική.Οι θεωρητικοί των παιγνίων έχουν αγωνιστεί για πολλές δεκαετίες να καταλάβουν 
ποια απ’ όλες τις ισορροπίες θα είναι το αποτέλεσµα όταν υπάρχουν περισσότερες απο µια. 

 
Το συγκεκριµένο παίγνιο παρουσιάζει διεργασίες στη φύση και τα κοινωνικά 

συστήµατα στα οποία µικρά ιστορικά ατυχήµατα έχουν µεγάλη επίδραση µακροπρόθεσµα.Ένας 
διάσηµο παράδειγµα είναι αυτό που οι θεωρητικοί του χάους αποκαλούνε το «φαινόµενο 
Lorenz": Επειδή ο καιρός είναι ένα πολύπλοκο δυναµικό σύστηµα,η κίνηση µιας πεταλούδας 
στην Κίνα µπορεί ναθέσει σε κίνηση µια περίπλοκη µετεωρολογική διαδικασία που δηµιουργεί 
µια καταιγίδα στη Βολιβία.Αν η πεταλούδα είχε µείνει ακίνητη,οι Βολιβιανοί θα ήταν 
στεγνοί!Ένα άλλο παράδειγµα είναι αυτό που οι κοινωνικοί θεωρητικοί ονοµάζουν το 
"φαινόµενο του σπασµένου παράθυρου."Στοιχεία δείχνουν ότι,όταν υπάρχει έστω ένα και µόνο 
σπασµένο παράθυρο σε µια κοινότητα,οι γείτονες αισθάνονται λιγότερο την υποχρέωση να 
τηρούν τις αυλές τους καθαρές,να αντικαταστήσουν τα δικά τους σπασµένα παράθυρα και να 
βάψουν τα σπίτια τους.∆εδοµένου ότι οι εγκληµατίες θέλουν να διαπράττουν εγκλήµατα σε 
γειτονιές όπου οι γείτονες δεν είναι προσεχτικοί και άλλοι εγκληµατίες παραµονεύουν (έτσι οι 
αστυνοµικοί είναι απασχοληµένοι),ένα µόνο σπασµένο παράθυρο µπορεί να οδηγήσει σε µια 
σπειροειδή διαδικασία κοινωνικής κατάρρευσης.Οι πολιτικοί αγαπούν την θεωρία των 
σπασµένων παραθύρων γιατί προτείνει µια εύκολη λύση στα προβλήµατα της αστικής φθοράς – 
επισκευάζοντας  κάθε παράθυρο πριν η επίδραση των λίγων σπασµένωννα εξαπλωθεί σε όλη 
την κοινότητα όπως ένας ιός.Καλώ το παίγνιο στον πίνακα 1.1 παίγνιο «ηπειρωτικού 
χάσµατος».Το ηπειρωτικό χάσµα είναι µια γεωγραφική γραµµή που χωρίζει τα τµήµατα της 
Βόρειας Αµερικής σ’ αυτά που το νερό ρέει προς µια κατεύθυνση από τα τµήµατα στα οποία το 
νερό ρέει στην αντίθετη κατεύθυνση.Αν σταθεί κανείς στο ηπειρωτικό χάσµα στην Αλάσκα,και 
ρίξετε το νερό από µια καντίνα, όπως εγώ κάποτε, µερικές σταγόνες θα κυλίσουν βόρεια προς 
τον Αρκτικό Ωκεανό και άλλοι θα εισρεύσουν στον Ειρηνικό Ωκεανό.∆ύο σταγόνες νερό που 
ξεκινούν απειρο ελάχιστα κοντά µεταξύ τους στην καντίνα ,καταλήγουν χιλιάδες µίλια 
µακριά.Το παίγνιο ονοµάζεται παίγνιο ηπειρωτικού χάσµατος επειδή οι µεσες τιµές κάτω του 7 
είναι µια "δεξαµενή έλξης" (σε όρους της εξελικτικής θεωρίαςτων παιγνίων) για τη σύγκλιση 
προς την ισορροπία στο 3.Οι µέσες τιµές πάνω από 8 είναι µια δεξαµενή έλξηςγια τη σύγκλιση 
προς το 12. Ο "διαχωρισµός" µεταξύ 7 και 8 διαιρεί τοπαίγνιο σε περιοχές όπου οι παίκτες θα 
"ρέουν" προς το 3 και σε περιοχές όπου  οι παίκτες θα εισρεύσουνπρος το 12. 

 
Ποια ισορροπία  θα επιτευχθεί έχει σηµαντικές οικονοµικές συνέπειες.Η ισορροπία του 

12 πληρώνει 1,12 δολάρια για κάθε παίκτη,αλλά η ισορροπία στο 3 πληρώνειµόνο $ 0,60.Σε 
αυτή τη βάση και µόνο,µπορείτε να µαντέψετε ότι οι παίκτες θα επιλέξουν υψηλότερους 
αριθµούς µε ελπίδες για την επίτευξη της πιο κερδοφόρας ισορροπίας.Πριν να συνεχίσετε, 
αναρωτηθήτε και πάλι τι νοµίζετε ότι θα συµβεί. Αν έχετε µελετήσει αρκετά την θεωρία των 
παιγνίων και ακόµα δεν είστε σίγουροι για το τι να περιµένετε,η περιέργεια σας για το τι 
πραγµατικά κάνουν οι άλλοι θα πρέπει να σας πληγώνει!  

 
Το επόµενο σχήµα δείχνει τι συνέβη σε δέκα πειραµατικές οµάδες.Πέντε οµάδες 

άρχισαν µε διάµεσο στο 7 ή παρακάτω,όλοι τους πήγαν προς την χαµηλού κέρδους  ισορροπία 
στο 3.Οι άλλες πέντε οµάδες ξεκίνησαν µε το 8 ή παραπάνω και έτειναν στην υψηλού κερδους 
ισορροπία.Το πείραµα έχει δύο σηµαντικά ευρήµατα. Πρώτον, οι άνθρωποι δεν είναι κλίνουν 
πάντα προς την υψηλού κέρδους ισορροπία, ακόµη και αν οι παίκτες που καταλήγουν σε 
χαµηλούς αριθµούς κερδίζουν µόνο το µισό.(Αν θα µπορούσαν να παίξουν πάλι, ή να 
συζητήσουν το παίγνιο εκ των προτέρων, είναι µια ενδιαφέρουσα ανοιχτή ερώτηση.)∆εύτερον, 
τα ρεύµατα της ιστορίας είναι ισχυρά, δηµιουργώντας «ακραία ευαισθησία στις αρχικές 
συνθήκες».  Οι παίκτες που βρίσκονται σε µια οµάδα µε δύο ή τρεις άλλους που πιστεύουν οτι 
το 7 είναι ο τυχερός τους αριθµός, και τον επιλέγουν κατά την πρώτη περίοδο, 
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Σχήµα 1.3 

∆ιάµεσες επιλογές ηπειρωτικού χάσµατος Πηγη:Van Huyck,Battalio and Cook(1997) 

 
 
 
καταλήγουν να παρασύρονται σε µια δίνη που οδηγεί στο µικρό κέρδος των $ 0,60. Οι παίκτες 
µιας οµάδας της οποίας η διάµεσος είναι 8 ή µεγαλύτερη καταλήγουν κερδίζοντας σχεδόν τα 
διπλάσια.Ένας ή δύο Κινέζοι που επιλέγουν 8 – ένας τυχερός αριθµός για τους Κινέζους-θα 
µπορούσαν να φέρουν καλή τύχη σε όλους, όπως ακριβώς και η πεταλούδα έφερε βροχή τους 
Βολιβιανούς.  

Καµία έννοια στην αναλυτική θεωρία των παιγνίων δεν αντιπροσωπεύει το γεγονός ότι 
ορισµένες οµάδες τείνουν στο 3 και κερδίζουν λιγότερα, ενώ άλλες τείνουν στο 12 και 
κερδίζουν περισσότερο.Πράγµατι, το πρόβληµα να προβλέψουµε σε ποιά από τις πολλές 
ισορροπίες θα οδηγήσουν παίγνια όπως αυτά µπορεί να µένει άλυτο από την πλευρά της 
καθαρής και µόνο λογικής.Κοινωνικές συµβάσεις η επικοινωνία,οι αναλογίες που οι  παίκτες 
κάνουν σύµφωνα µε την εµπειρία τους και οι καθηµερινέςιδέες για τυχερούς αριθµούς, όλα 
αυτά θα µπορούσαν να επηρεάσουν το ποιάι σορροπία θα επιτευχθεί.Οπως ο Schelling (1960) 
έγραψε, προβλέποντας τι θα κάνουν οι παίκτες σε αυτά τα παίγνια µόνο µε καθαρή θεωρία 

είναι σαν να προσπαθείς να αποδείξεις ότι είναι ένα ανέκδοτο είναι αστείο χωρίς να το 

πεις.  
 

1.4.3  Παράδειγµα 3 "Καλλιστεία" και επαναλαµβανόµενη Κυριαρχία 

 
Στο περίφηµο βιβλίο Γενική Θεωρία της Απασχόλησης, του επιτοκίου, και των 

χρηµάτων, του Keynes γίνεται µια αναλογία µεταξύ της χρηµατιστηριακής αγοράς και ενός 
διαγωνισµού εφηµερίδας όπου οι άνθρωποι πρέπει να µάντεψουν ποιά πρόσωπα το κοινό θα 
διαλέξει ότι είναι τα πιο όµορφα: "∆εν είναι η περίπτωση της επιλογής εκείνων που,µε την 
κρίση του ο καθένας διαλέγει ποιά είναι πραγµατικά η οµορφότερη,ούτε εκείνης που κατά µέσο 
όρο είναι πραγµατικά η οµορφότερη. Έχουµε φτάσει στον τρίτο βαθµό, όπου έχουµε αφιερώσει 
την νοηµοσύνης µας στην πρόβλεψη για το ποιά θα είναι η µέση γνώµη που η κοινή γνώµη θα 
έχει.Υπάρχουν και µερικοί,πιστεύω, που φτάνουν στον τέταρτο,τον πέµπτο και υψηλότερους 
βαθµούς"(1936, σελ.. 156).Αυτό το απόσπασµα δεν είναι ίσως το καταλληλότερο από ό, τι στο 
έτος 2001 (όταν το πρωτοέγραψα),αµέσως µετά οι τιµές των µετοχών του αµερικανικού 
διαδικτύου αυξήθηκαν σε απίστευτα ύψη στη µεγαλύτερη κερδοσκοπική φούσκα της 
ιστορίας.(Σε ένα σηµείο, η αποτίµηση της αγοράς του βιβλιοπώλείου Amazon, η οποία ποτέ δεν 
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είχε αναφέρει κάποιο κέρδος,άξιζε περισσότερο από τον συνδυασµό όλων των άλλων 
αµερικανών βιβλιοπωλών.)  

 
Ένα απλό παίγνιο που αιχµαλωτίζει το σκεπτικό που ο  Keynes είχε στο µυαλό καλείται 

παίγνιο«διαγωνισµού οµορφιάς» (καλλιστεία) (βλέπε Nagel, 1995, και Ho, Camerer, 
andWeigelt, 1998). Σε ένα τυπικό παίγνιο καλλιστείων,ο καθένας απο τους Ν παίκτες 
ταυτόχρονα επιλέγει έναν αριθµό Xi στο διάστηµα [0 - 100].Πάρτε το µέσο όρο των αριθµών 
και πολλαπλασιαστε µε ενα πολλαπλάσιο p<1 (p = έστω 0,7).Ο παίκτης του οποίου ο αριθµός 
είναι πλησιέστεροςσε αυτό το στόχο (70 τοις εκατό του µέσου όρου) κερδίζει ένα 
έπαθλο.Προτού προχωρήσετε,σκεφτείτε τι αριθµό θα επιλέγατε.Το παίγνιο «διαγωνισµού 
οµορφιάς»µπορεί να χρησιµοποιηθεί για να δούµε αν οι άνθρωποι "Εξασκούν τους τέταρτο, 
πέµπτο, και υψηλότερους βαθµούς" της λογικής όπως ο Keynes αναρωτιώταν.Να και το πώς.Οι 
περισσότεροι παίκτες ξεκινούν µε τη σκέψη,"Ας υποθέσουµε ότι ο µέσος όρος είναι 50 ".Στη 
συνέχεια, θα πρέπει να επιλέξετε 35,που βρίσκεται πιο κοντά στο στόχο του 70 τοις εκατό του 
µέσου όρου και να νικήσετε.Αλλά αν νοµίζετε ότι όλοι οι παίκτες θα σκεφτούν µε αυτόν τον 
τρόπο ο µέσος όρος θα είναι 35, έτσι, ένας πονηρός παίκτης όπως εσύ (σκεπτόµενος ένα βήµα 
µπροστά) θα πρέπει να επιλέξει το 70 τοις εκατό του 35, περίπου 25.Αλλά αν νοµίζετε ότι όλοι 
οι παίκτες σκέπτονται µε αυτό τον τρόπο θα πρέπει να επιλέξετε το 70 τοις εκατό των 25, 
δηλαδή 18. 

 
Στην αναλυτική θεωρία των παιγνίων,οι παίκτες δεν σταµατούν αυτό το σκεπτικό και 

το επαναλαµβάνουν έως ότου επιτευχθεί το σηµείο καλύτερης απόκρισης.Αλλά, δεδοµένου ότι 
όλοι οι παίκτες θέλουν να επιλέξουν το 70 τοις εκατό του µέσου όρου,αν επιλέξουν όλοιτον ίδιο 
αριθµό πρέπει να είναι µηδέν.(∆ηλαδή, αν έχετε την επίλυση της εξίσωσης x * = 0,7 x *, έχετε 
βρει τη µοναδική ισορροπία του Nash.)  

 
Το παίγνιο του «διαγωνισµού οµορφιάς» παρέχει ένα πρόχειρο µέτρο του αριθµού των 

βηµάτων της στρατηγικής σκέψης που τα άτοµα ακολουθουν.Αυτό ονοµάζεται «παίγνιο 
κυρίαρχης λύσης»,επειδή µπορεί να" λυθεί "-δηλαδή,µια ισορροπία µπορεί να υπολογιστεί -
επαναλαµβάνοντας την εφαρµογή της δεσπόζουσας θέσης.Μια κυριαρχούµενη στρατηγική 
είναι αυτή που παράγει µια χαµηλότερη πληρωµή από µια άλλη (κυρίαρχη) 
στρατηγική,ανεξάρτητα του τι κάνουν οι άλλοι παίκτες.Η επιλογή ενός αριθµού πάνω από 70 
είναι µια κυριαρχούµενη στρατηγική επειδή η υψηλότερη δυνατή τιµή είναι 70,έτσι θα είναι 
πάντα καλύτερη επιλογή ένας αριθµός µικρότερος από 70.Αλλά αν κανείς δεν παραβιάσει την 
κυριαρχία επιλέγοντας πάνω από 70,τότε η υψηλότερη τιµή που θα υπάρχει θα είναι το 70 τοις 
εκατό του 70, δηλαδή το 49.Η επαναλαµβανόµενη διαγραφή των κυριαρχούµενων στρατηγικών 
οδηγεί στο µηδέν.  

 
Πολλά ενδιαφέροντα παίγνια είναι επιλύσιµα κυριαρχικά.Ένα γνωστό παράδειγµα στα 

οικονοµικά είναι το δυοπώλιοτου Cournot.∆ύο επιχειρήσεις επιλέγουν ποσότητες παρόµοιων 
προϊόντα να παράγουν.∆εδοµένου ότι τα προϊόντα τους είναι η ίδια, η τιµή της αγοράς 
καθορίζεται από την συνολική ποσότητα που παράγουν (και από τη ζήτηση των 
καταναλωτών).Είναι εύκολο να δείξουµε ότι υπάρχουν τόσο µεγάλες ποσότητες προιόντων που 
οι επιχειρήσεις θα χάσουν χρήµατα επειδή πληµµυρίζουν την αγορά µε µεγάλη προσφορά που 
θα οδηγήσει τις τιµές σε πολύ χαµηλά επίπεδα για να καλύψουν τα πάγια έξοδα.Αν υποθέσουµε 
οτι ο αντίπαλος σας δεν θα παράγει τόσο πολύ, τότε η παραγωγή µικρότερων ποσοτήτων είναι 
κακή (κυριαρχούµενη) επιλογή για σας.Εφαρµόζοντας αυτή τη λογική επαναληπτικά 
οδηγούµαστε σε µια συγκεκριµένη λύση.Στην πράξη, είναι απίθανο οι άνθρωποι να εκτελέσουν 
περισσότερα από ένα-δυο των βήµατων της επαναλαµβανόµενης σκέψης, λόγω των ορίων της 
µνήµης (∆ηλαδή, τη ποσότητα των πληροφοριών που οι µπορούµε να κρατήσουµε στο µυαλό 
µας µε τη µία).Σκεφτείτε περίπλοκες φράσεις όπως «ο σκύλος του Kevin δάγκωσε τον 
ταχυδρόµο του David του οποίου το αγόρι της αδελφής του,του έδωσε τον σκύλο.»Σε ποιόν 
αναφέρεται το «του» στο τέλος της πρότασης.Μέχρι να φτάσουν στο τέλος,πολλοί άνθρωποι 
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έχουν ξεχάσει που ανήκει το σκυλί επειδή µνήµη τους δεν χωράει  όλες τις πληροφορίες.Οι 
περιπλοκες προτάσεις είναι δύσκολο να κατανοηθούν.Παίγνια επιλύσιµα µέσω της κυριαρχίας 
είναι παρόµοια στην λογική τους πολυπλοκότητα.Η επαναλαµβανόµενη λογική απαιτεί,επίσης, 
να πιστεύεις ότι οι άλλοι σκέφτονται σκληρά, και σκέφτονται ότι σκέφτεστε σκληρά.Όταν 
έπαιξα αυτό το παίγνιο σε µια συνάντηση των έµπιστων του δοικιτικού συµβουλίου της 
Caltech,ένα πολύ έξυπνο µέλος του διοικητικού συµβουλίου (ένας γνωστός Ph.D. στα 
χρηµατοοικονοµικά)επέλεξε 18.1.Αργότερα εξήγησε την επιλογή του: Ήξερα οτι η ισορροπία 
του Nash ήταν 0, αλλά κατάλαβα πως το µέσο µέλος του διοικητικού συµβουλίου της Caltech 
ήταν αρκετά έξυπνο για να κάνει ενα δύο βήµατα µε τον ίδιο συλλογισµό και να διαλέξει 
25.Τότε γιατί να µην επιλέξει 17,5 (το οποίο είναι 70 τοις εκατό του 25);Πρόσθεσε 0,6 έτσι δεν 
θα ισοπαλούσε µε αυτούς που διάλεξαν 17,5 ή 18, και επειδή ο ίδιος φανταζόταν ότι λίγα άτοµα 
θα διαλέξουν υψηλούς αριθµούς, που θα ωθούσαν  το µέσο όρο προς τα πάνω. Αυτή είναι καλή 
συµπεριφορική θεωρία παιγνίων! (Αυτός δεν κέρδισε, αλλά παραλίγο...) 

 
Τι συµβαίνει στα παίγνια «διαγωνισµών οµορφιάς»; Το σχήµα 4 δείχνει τις  επιλογές σε 

καλλιστεία µε p = 0,7 όπου πληροφορίες σχετικά µε το µέσο όρο να δίνονται στους παίκτες στο 
τέλος καθενός απο τους δέκα γύρους. 
 

 
Σχήµα 1.4 

 (αδηµοσίευτα στοιχεία από Ho, Camerer, και Weigelt).Οι στήλες δείχνουν τη σχετική συχνότητα των επιλογών σε 
διαφορετικά διαστήµατα αριθµών (στο πλάι) σε δέκα γύρους (µπροστά). Το πρώτο ιστόγραµµα δείχνει τα αποτελέσµατα 
παιγνιών µε χαµηλά κέρδη (ένα βραβείο $ 7 ανά περίοδο για οµάδες εφτά ατόµων) και το δεύτερο ιστόγραµµα δείχνει 
τα αποτελέσµατα από υψηλών ($ 28) κερδών.  

 
Οι επιλογές απο τον πρώτο γύρο είναι περίπου 21-40. Μια προσεκτική στατιστική 

ανάλυση έδειξε ότι τοµέσο υποκείµενο χρησιµοποιεί ένα ή δύο στάδια επαναλαµβανόµενης 
κυριαρχίας.∆ηλαδή, τα περισσότερα άτοµα µε το ζόρι θα υποθέσουν ότι ο µέσος όρος θα είναι 
50 και επιλέγουν 35, ή θα υποθέσουν ότι οι άλλοι θα επιλέξουν 35 και επιλέγουν 25.Πολύ λίγα 
άτοµα επέλεξαν την µηδενική ισορροπία στον πρώτο γύρο.Στην ουσία, δεν θα πρέπει να 
επιλέξουν µηδέν. Ο στόχος είναι να είµαστε ένα βήµα µπροστά από το µέσο όρο,αλλά όχι 
παραπάνω και η επιλογή µηδέν είναι πάρα πολύ έξυπνη για να είναι καλή για σας! 
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Σχήµα 1.5 

 
Παρά το γεγονός ότι η θεωρητική ισορροπία του παιγνίου είναι µηδέν είναι µια κακή 

επιλογή για αρχή, οι παίκτες τείνουν αµείλικτα προς το µηδέν καθώς µαθαίνουν.Η 
Συµπεριφορική Θεωρία των Παιγνίων χρησιµοποιεί την έννοια της περιορισµένης 
επαναλαµβανόµενης συλλογιστικής κατανοήσης για την κατανόηση των αρχικών επιλογών και 
µια θεωρία της µάθησης για να εξηγήσει το πως κινούµαστε σε καθε γύρο Ο διαγωνισµός 
οµορφιάς έχει επαναληφθεί σε δεκάδες οµάδες υποκειµένων συµπεριλαµβανοµένων των 
προπτυχιακών φοιτητών της Caltech,των διαχειριστών του διοικητικού συµβουλίου της 
Caltech,των οικονοµικών ∆ιδακτορικών και των θεωρητικών των παιγνίων, αναγνωστών των 
οικονοµικών εφηµερίδων (Financial Times στο Ηνωµένο Βασίλειο, Spektrum στη Γερµανία, 
και στην Expansion στην Ισπανία). 

 
Τα αποτελέσµατα σε όλες αυτές τις οµάδες είναι παρόµοια:Οι παίκτες χρησιµοποιούν 

0-3 επίπεδα συλλογισµού, και µερικά άτοµα επιλέγουν την ισορροπία του Nash στο µηδέν.Η 
περιορισµένη επαναλαµβανόµενη λογική που µετράµε σε αυτά τα παίγνια παρέχει µια εξήγηση 
για την επιµονή φαινοµένων,όπως οι φούσκες στις τιµές των µετοχών που ο Keynes είχε στο 
µυαλό του.Ακόµα κι αν όλοι οι επενδυτές προβλέπουν ένα κραχ, που δεν "αναγάγουν" όλη τη 
διαδροµή µέχρι το παρόν.  Υπολογίζουν ότι οι άλλοι θα πουλήσουν µερικά βήµατα πριν από το 
κραχ, και το σχέδιο τους είναι να πουλήσουν οι ίδιοι λίγο πριν το µπαµ!.Αυτή η διαδικασία 
συλλογισµού δεν φτάνει εις βάθος (γιατί η αµφιβολία «αντηχεί»),το οποίο εξηγεί γιατί οι 
φούσκες µπορούν να παραµείνουν ακόµη και αν όλοι ξέρουν ότι τελικά θα σκάσουν. Οι Allen, 
Morris, και Shin (2002) κάνουν τους επιχείρηµα τους σαφές και οι Camerer και Weigelt (1993) 
και Porter και Smith, (1994) δείχνουν ότι οι φούσκες µπορεί να συµβουν και στο εργαστήριο. 

 
Οι φοιτητές της Caltech είναι µια χρήσιµή οµάδα υποκειµένων, επειδή έχουν 

εκπληκτικές αναλυτικές ικανότητες.Για πολλά χρόνια, οι εισερχόµενοι πρωτοετείς έχουν ένα 
µέσο όρο στα µαθηµατικά κοντά στους 800 πόντους.Πρόσφατα, οι µέσες βαθµολογίες των 
εξεταζόµενων αιτούντων είναι υψηλότερες από το µέσο όρο των φοιτητών που έχουν γίνει 
δεκτοί στο Χάρβαρντ.Μελετώντας τον τρόπο µε τον αυτοί οι µαθητές παίζουν απλά παίγνια 
καθορίζει κατά πόσο πολύ οι αναλυτικοί παίκτες µπορούν να βρουν λύση στα παίγνια.Σε 
γενικές γραµµές δεν παίζουν πολύ διαφορετικά από οτι  οι µαθητές σε άλλες σχολές. 
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1.5. Πειραµατική Κανονικότητα και Συµπεριφορική Θεωρία Παιγνίων 

 
Το βιβλίο αυτό είναι µια µακροσκελής απάντηση στην ερώτηση που οι µαθητές της 

θεωρίας των παιγνίων κάνουν συχνά:"Αυτή η θεωρία είναι ενδιαφέρουσα. . . αλλά οι άνθρωποι 
παίζουν πραγµατικά µε αυτόν τον τρόπο;"Η απάντηση, δεν αποτελεί έκπληξη, είναι µεικτή.∆εν 
υπάρχουν ενδιαφέροντα παίγνια στα οποία τα υποκείµενα θα φτάσουν µια προβλεπόµενη 
ισορροπία αµέσως. Και δεν υπάρχουν παίγνια τόσο περίπλοκα που τα υποκείµενα δεν θα 
συγκλίνουν προς την κατεύθυνση της ισορροπίας µε αρκετή εµπειρία στο εργαστήριο.Σκεφτείτε 
τα τρία παραπάνω παραδείγµατα.Σε διαπραγµατεύσεις τελεσίγραφο, οι παίκτες είναι µακριά 
από την τέλεια ισορροπία- προυποθέτοντας την ιδιοτέλεια,αλλά είναι περίπου σε ισορροπία 
όταν προτίµηση του ∆έκτη να αντιµετωπιστεί σωστά λαµβάνεται υπόψη (διότι προσφέρει 
µεγιστοποίηση του αναµενόµενου κέρδους απ’ οτι παρατηρήθηκε απο τα ποσοστά 
απόρριψης).Η Συµπεριφορική Θεωρία των παιγνίων εξηγεί αυτά τα αποτελέσµατα σε 
συνδυασµό µε νέες θεωρίες κοινωνικής χρησιµότητας και µε την αναλυτική θεωρία των 
παιγνίων.Στα παίγνια ηπειρωτικού χάσµατος και στα καλλιστεία,οι παίκτες ξεκινούν µακριά 
από την ισορροπία και συγκλίνουν κοντά σε αυτήν σε δέκα περίπου γύρους. Η Συµπεριφορική 
Θεωρία των παιγνίων εξηγεί αυτά τα αποτελέσµατα,χρησιµοποιώντας τις έννοιες της 
περιορισµένης συλλογιστικής ικανότητας µιας και οι παίκτες πρώτα σκέφτονται ένα παίγνιο και 
µετά εξακριβώνουν  τις θεωρίες της µάθησης  

 
Ο Σέρλοκ Χολµς, δήλωσε,"Τα δεδοµένα, τα δεδοµένα! ∆εν µπορώ να φτιάξω 

τούβλα χωρίς πηλό."Τα πειραµατικά αποτελέσµατα είναι πηλός για τη συµπεριφορική θεωρία 
των παιγνίων.Ο στόχος είναι να µην "∆ιαψεύσουν" τη  θεωρία των παιγνίων (µια κοινή 
αντίδραση των ψυχολόγων και των κοινωνιολόγων), αλλά να την βελτιώσουν µε την 
καθιέρωση της κανονικότητας,η οποία εµπνέει νέα θεωρία. Χωρίς κάποια παρατήρηση,οι 
θεωρητικές υποθέσεις περιορίζονται σε τυχαίες  ψευδο-εµπειρικές εργασίες,ανεπίσηµες 
δηµοσκοπήσεις σε σεµινάρια και συζητήσεις γραφείου και προσωπικές διαισθήσεις κάποιου 
(δηµοσκόπηση ενός ερωτώµενου).Οι βιολόγοι δεν ρωτάνε απλά "Αν ήµουν ένας κοκκινολαίµης 
σε αναζήτηση τροφής, πώς θα µπορούσα να το κάνω; "Θα παρακολουθήσουν κοκκινολαίµηδες 
στην αναζήτηση τροφής,ή θα ρωτήσουν κάποιον που έχει δει.Ο θεωρητικός (και part-time 
πειραµατιστής) EricVanDamme, µεταξύ άλλων, ανησυχεί σχετικά µε τις επιπτώσεις του να 
έχουµε πολύ λίγα στοιχεία αυτού του είδους στην θεωρία των παιγνίων (1999, σελ. 204.):  

 
Χωρίς να έχουµε µια ευρεία οµάδα γεγονότων στα οποία να θεωρητικολογίσουµε, 

υπάρχει ένας ορισµένος κίνδυνος να ξοδέψουµε πάρα πολύ χρόνο φτιάχνοντας κοµψά 
µαθηµατικά µοντέλα,παρόλα αυτά µε ελάχιστη σχέση µε την πραγµατική συµπεριφορά.Στο 
παρόν η εµπειρική γνώση µας είναι ανεπαρκής [ακριβώς η ίδια λέξη που οι vonNeumann και 
Morgenstern χρησιµοποίησαν πενήντα χρόνια πριν!] και είναι µια ενδιαφέρουσα ερώτηση το 
γιατί οι θεωρητικοί των παιγνίων αναζητούν πιο συχνά σε ψυχολόγους τις πληροφορίες σχετικά 
µε την εκµάθηση και πληροφορίες για τις διαδικασίες επεξεργασίας που χρησιµοποιούνται από 
τον άνθρωπο.  

 
         Τα δεδοµένα (data) είναι ιδιαίτερα σηµαντικά για τη θεωρία των παιγνίων, επειδή 
υπάρχουν συχνά περισσότερες από µία ισορροπίες και το πώς συµβαίνει η εξισορρόπηση δεν 
είναι απόλυτα κατανοητό. Τα καθαρά µαθηµατικά από µόνα τους δεν µπορούν να επιλύσουν 
αυτά τα προβλήµατα.Για ποιό λόγο η εµπειρική παρατήρηση έπαιξε µικρό ρόλο στην θεωρία 
των παιγνίων µέχρι πρόσφατα; Μια πιθανότητα είναι ότι ο αρχικός πειραµατισµός θεωρήθηκε 
οτι είχε  «αποτύχει».Σε ένα συνέδριο της RAND 1952, πολλοί θεωρητικοί 
(συµπεριλαµβανοµένου και του τελικά βραβευµένου µε Νόµπελ Nash) συγκεντρώθηκαν για να 
σκεφτουν για τη θεωρία των παιγνίων.Εκαναν επίσης µερικά πειράµατα, τα αποτελέσµατα των 
οποίων δεν επιβεβαίωναν τη θεωρία και µε αποτέλεσµα να αποθαρρυνθούν ο Nash και οι άλλοι 
(Nasar, 1998).Το ενδιαφέρον για τα δεδοµένα υπέφερε από το γεγονός ότι παρα πολλά 
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ενδιαφέροντα µαθηµατικά παζλ ήταν ανοικτά για λύση στη θεωρία των παιγνίων για πολύ 
µεγάλο χρονικό διάστηµα.Από το 1970 περίπου και µετά, οι εξελίξεις στη θεωρία των 
επαναλαµβανόµενων παιγνιών,παίγνια µε ελλιπείς πληροφορίες και εφαρµογές σε σηµαντικούς 
τοµείς όπως οι σχέσεις εντολέα-εντολοδόχου, πολιτικές επιστήµες οδήγησαν σε µια έκρηξη της 
θεωρίας.Νοµίζω ότι αυτοί οι πρώτοι πειραµατιστές έκαναν ένα λάθος από την υπερβολική 
συγκέντρωση στα παίγνια µε ισορροπίες συνδιασµού στρατηγικών.Σε αυτά τα παίγνια,οι 
παίκτες έχουν χαµηλά χρηµατικά κίνητρα και οι προβλέψεις τους εξαρτώνται από τις εικασίες 
τους για τον κίνδυνο, οι οποίες είναι δύσκολο να µετρηθούν ή ακόµη και να ελεγχθούν.Πολλές 
"σύγχρονες" ιδέες στη συµπεριφορική θεωρία των παιγνίων προτάθηκαν για πρώτη φορά πολύ 
νωρίς στην ιστορία της θεωρίας παιγνίων, και αγνοήθηκαν ή ξεχάστηκαν.Στην διατριβή του ο 
Nash (1950) περιέγραψε µια ερµηνεία «µαζικής δράσης» της ισορροπίας παρόµοια µε την 
σύγχρονη εξελικτική θεωρία παιγνίων (Weibull, 1995).  
            

∆εν υπάρχει καµία αµφιβολία ότι αυτή η επιδίωξη ήταν εξαιρετικά διορατική και 
αναγκαία, αλλά πραγµατοποιήθηκε µε ελάχιστη εµπειρική καθοδήγηση οποιουδήποτε 
είδους.Υπάρχει επίσης η αµφιβολία ότι είναι καιρός να αυξηθεί η αναλογία της παρατήρησης 
σε σχέση µε τη θεωρία.Είναι επίσης ενθαρρυντικό το γεγονός ότι ορισµένοι θεωρητικοί έχουν 
στρέψει σοβαρά την προσοχή τους στην οριοθετηµένη µοντελοποίηση ή τη διαδικαστική 
λογική επίσηµα πια. (Π.χ., Rubinstein, 1998) . 
Φυσικά, τα πειραµατικά δεδοµένα αποτελούν µία µόνο συνιστώσα της συµπεριφορικής 
Θεωρίας των Παιγνίων.Λεπτοµερή στοιχεία σχετικά µε τους γνωστικούς µηχανισµούς και τις 
δοκιµές πεδίου είναι επίσης σηµαντικό αποτέλεσµα σε ελεγχόµενα πειράµατα. 

 
          Τα πειραµατικά στοιχεία δείχνουν ότι κανένα από τα κορυφαία θεωρητικά πλαίσια για 
την ανάλυση των παιγνιών στην παραδοσιακή µη συνεργατική Θεωρία παιγνιών δίνουν µια 
πλήρως αξιόπιστη άποψη της συµπεριφοράς από µόνα τους,αλλά οι περισσότερες 
συµπεριφορές µπορούν να γίνουν κατανοητές από την σύνθεση των ιδεών από τα πλαίσια, σε 
συνδυασµό µε την εµπειρική γνώση σε αναλογίες που εξαρτώνται µε προβλέψιµους τρόπους 
για το περιβάλλον. 

 
            Η ταχεία ανάπτυξη της συµπεριφορικής θεωρίας των παιγνίων θα εξαρτηθεί από το πώς 
οι επιστήµονες θα αντιδράσουν στα δεδοµένα Οι αντιδράσεις ποικίλλουν. Αν µας επιρρεάσει µε 
την κοµψότητα της η αναλυτική θεωρία των παιγνίων ίσως λάβουµε τα δεδοµένα, σαν να 
δείχνουν απλά το πόσο τα υποκείµενα εχουν καταλάβει το παίγνιο και τι κίνητρο είχαν.Εάν τα 
δεδοµένα επιβεβαιώνουν τη θεωρία των παιγνίων, θα µπορούσε να πει κανείς, τα υποκείµενα 
πρέπει να έχουν καταλάβει το παίγνιο,αν τα δεδοµένα δεν την επιβεβαιώνουν,τα υποκείµενα 
µάλλον δεν το έχουν καταλάβει.Αντισταθείτε σε αυτό το συµπέρασµα.Τα παίγνια είναι 
συνήθως απλά, και οι πειραµατιστές ελέγχουν προσεκτικά την κατανόηση του παιγνιού 
χρησιµοποιώντας ένα κουίζ για να βεβαιωθούν οτι οι συµµετέχοντες γνωρίζουν πως οι επιλογές 
τους οδηγούν στις αντίσοιχες εξοφλήσεις.Επιπλέον, δίνοντας στο υποκείµενο να κατανοήσει τα 
δεδοµένα, δεν υπάρχει κανένας τρόπος να διαψεύστει η θεωρία.Οι φυσικοί και οι βιολόγοι δεν 
θα έχουν την ίδια αντίδραση εάν µια θεωρία για σωµατίδια ήταν να διαψευστεί ύστερα από 
προσεκτικό πειραµατισµό («Τα σωµατίδια είναι µπερδεµένα!") ή αν τα πουλιά δεν ψάξουν για 
τα τρόφιµα, όπως αναµενόταν.Οι θεωρητικοί των παιγνίων θα πρέπει να είναι σε ίδιο βαθµό 
ανοιχτό-µυαλοι σε οτι η συµπεριφέρα των ατόµων µπορεί να τους διδάξει για την ανθρώπινη 
συµπεριφορά.Στην πραγµατικότητα, τα στοιχεία που αναφέρονται ως επιβεβαίωση της θεωρίας 
των παιγνίων υποστηρίζεται συχνά απο ένα βασικό στοιχείο της συµπεριφορικής θεωρίας των 
παιγνίων δηλαδή, ότι για να φτάσουµε στην εξισορρόπηση µπορεί να χρειαστεί ένα µεγάλο 
χρονικό διάστηµα,ίσως χρόνια ή δεκαετίες (και η εξισορρόπηση είναι ένα ζωτικής σηµασίας 
συστατικό για κάθε θεωρία).Στον πρόλογο του βιβλίου των Roth και Soto-mayor(1990) για τη 
θεωρία της αντιστοίχισης των αγορών, ο λαµπρός µαθηµατικός Robert Aumann σηµειώνει ότι ο 
αλγόριθµος Gale-Shaple είχε στην πραγµατικότητα χρησιµοποιηθεί ήδη από το 1951 για την 
ανάθεση των ασκούµενων σε νοσοκοµεία των Ηνωµένων Πολιτειών,είχε εξελιχθεί από µια 
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διαδικασία δοκιµής και λάθους που κράτησε περισσότερο από µισό αιώνα. . . . στον πραγµατικό 
κόσµο,όταν οι µετοχές είναι χαµηλά,το κέρδος δεν είναι πέντε δολάρια, αλλά µια επιτυχηµένη 
καριέρα και οι άνθρωποι έχουν το χρόνο για να κατανοήσουν την κατάσταση, οι προβλέψεις 
της θεωρίας των παιγνίων τα πάνε αρκετά καλά. 

 
Σηµειώστε ότι ο "χρόνος για να κατανοήσουν την κατάσταση" στον οποίο αναφέρεται 

ο Aumann είναι πενήνταχρόνια!Σε ένα τέτοιο χρονικό,µια θεωρία µάθησης ή εξισορρόπησης 
είναι απαραίτητη.Μια άλλη αντίδραση που µπορεί να έχετε είναι να επικρίνετε τις λεπτοµέρειες 
του πειραµατικού σχεδιασµού. Aumann, πάλι, γράφει (1990, σελ. xi.): 
 

Μερικές φορές υποστηρίζεται ότι η θεωρία παιγνίων δεν είναι «περιγραφική» του 
«πραγµατικού κόσµου, " οι άνθρωποι δεν συµπεριφέρονται πραγµατικά σύµφωνα µε τις 
προδιαγρφές της θεωρίας των παιγνίων.Για να υποστηρίξουµε τους εν λόγω 
ισχυρισµούς,κάποιοι εργαζόµενοι έχουν διεξάγει πειράµατα που χρησιµοποιούν υποκείµενα µε 
µικρό κίνητρο, υποκείµενα που δεν καταλαβαίνουν περί τίνος πρόκειται και που 
αποπληρώνονται µε ψίχουλα,σαν να είναι αυτά τα πειράµατα που αντιπροσωπεύουν τον 
πραγµατικό κόσµο. 

 
Ο Aumann αναφέρεται σε µια προηγούµενη γενιά πειραµάτων στη δεκαετία του 1960 

και του 1970 τα οποία δεν ήταν ευαίσθητα στο θέµα της κατανόησης και των 
κινήτρων.Σύγχρονα πειράµατα που περιγράφονται σε αυτό το βιβλίο-ως επί το πλείστον από τα 
τελευταία δέκα χρόνια – σέβονται πλήρως τις ανησυχίες του Aumann έχουν σχεδιαστεί µε 
αυτές στο µυαλό.Τα άτοµα είναι συνήθως φοιτητές κολεγίου µε αναλυτικές ικανότητες οι 
οποίοι τεστάρονται και έχουν υψηλό κίνητρο.Μια άλλη αντίδραση που είναι πιθανό να έχετε, 
όταν η συµπεριφορά δεν συµβαδίζει µε την αναλυτική θεωρία των παιγνίων είναι ότι τα άτοµα 
έπαιζαν ένα διαφορετικό παίγνιο από αυτό που δηµιούργησε ο πειραµατιστής.Τέτοιες εξηγήσεις 
είναι χρήσιµες αν µπορούν να ελεγχθούν και να απορριφθούν.Ωστόσο,αυτές οι εξηγήσεις 
κάνουν τους πειραµατιστές να ανατριχιάζουν όταν γίνονται εν αγνοία τους ενώ έχουν δώσει 
εξαιρετική προσοχή στο να εξασφαλίσουν,την κατανόηση απο το υποκείµενο,τον έλεγχο για 
την ανωνυµία,στην προσπάθεια να δηµιουργήσουν one-shot παίγνια και τις διαφορές στα 
µερίδια και την οµάδα υποκειµένων για να ελέγξουν πόσο δυνατά είναι τα αποτελέσµατα. Ένα 
παρόµοιο θέµα θίγουν οι Dixit και Skeath (1999). Ο Stephen Jay Gould (1985) υποστήριζε ότι ο 
µέσος όρος των χτυπηµάτων στο µπέιζµπολ συνέκλιναν τον 20ο αιώνα,λόγω των δυναµικών 
προσαρµογών στο γήπεδο, τη ρίψη, και τα χτυπήµατα.Οι Dixit και Skeath το περιγράφουν ως 
"µια ενθαρρυντική ιστορία, που προέρχετε από την πραγµατική ζωή, του πώς οι παίκτες 
µαθαίνουν να παίζουν στρατηγικές ισορροπίας. "Αλλά η µάθηση ήταν της τάξης των 
δεκαετιών, πράγµα που σηµαίνει οτι µια συµπεριφορική θεωρία της µάθησης είναι εξίσου 
σηµαντική (ή περισσότερο) από ό, τι µια έννοια ισορροπίας. 

 
Για παράδειγµα, µια κοινή ερµηνεία του γεγονότος ότι οι  ∆έκτες (ανταποκρινόµενοι) 

απορρίπτουν τις προσφορές στα παίγνια τελεσίγραφο είναι ότι νοµίζουν ότι το παίγνιο µπορεί 
να επαναληφθεί, διότι θα συναντήσουν και πάλι τους προτείνοντες. Αλλά οι πειραµατιστές 
προσπαθούν να εξασφαλίσουν ότι τα άτοµα δεν θα συναντηθούν.Για παράδειγµα,ορισµένοι 
πειραµατιστές πληρώνουν τα υποκείµενα, ένα την φορά,µε µια µικρή καθυστέρηση µεταξύ 
κάθε πληρωµής και στέκονται  στην αίθουσα για να βεβαιωθούν οτι τα υποκείµενα δεν 
περιµένουν τους άλλους να φύγουν για να ξαναµιλήσουν.Υπό αυτές τις συνθήκες,η επεξήγηση 
των αποτελεσµάτων του λανθασµένα-επαναλαµβανόµενου-παίγνιου τελεσίγραφο είναι απλά 
λάθος.Άλλοι (όπως ο περίφηµα προσεκτικός Ray Battalio) είναι γνωστοί για τον άµεσο 
τερµατισµό ενός πειράµατος αν ένα υποκείµενο πει φωναχτά κάτι που οι άλλοι θα ακούσουν, 
ξεφεύγοντας απο τον έλεγχο του πειραµατιστή.Η αντίδραση ότι τα άτοµα παίζουν ένα 
διαφορετικό παίγνιο απο αυτό που τους προορίζεται από τον ερευνητή θα πρέπει να 
εξαφανιστούν όσο περισσότερο θεωρητικοί µαθένουν το τι πραγµατικά συµβαίνει στα 
εργαστήρια και να πιστέψουν στη ποιότητα των δεδοµένων που παράγετε εκεί . 
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Άλλη µια αντίδραση που µπορεί να έχετε είναι ότι η συµπεριφορά η οποία δεν είναι 

ορθολογική δεν µπορεί να αλλάξει.Για παράδειγµα, πριν από αρκετά χρόνια οι Matsushima και 
Abreu,δήλωσαν οτι τα πειραµατικά αποτελέσµατα είναι συχνά ελλειπήτης "παραµικρής λογικής 
εξήγησης."∆ιαφωνώ: Σχεδόν όλα τα αποτελέσµατα που αναφέρονται σε αυτό το βιβλίο 
µπορούν να βολευτούν συµπεριλαµβάνοντας συµπεριφορικά στοιχεία,κοινωνική χρησιµότητα, 
επαναλαµβανόµενη περιορισµένη λογική, και µάθηση – στην αναλυτική θεωρία.Αυτοί 
συνεχίζουν ρωτόντας,  "Θα πρέπει τότε να εγκαταλείψουµε το παράδειγµα της λογικής; 
"Φυσικά και όχι. Είναι πολύ χρήσιµο ως πηγή ξεκάθαρουν προβλέψεων, και  είναι συχνά µια 
καλή πρόβλεψη τουπεριορισµού της συµπεριφοράς. Η Συµπεριφορική Θεωρία των Παιγνίων 
επεκτείνει τη λογική,δεν την εγκαταλείπει. Το τελευταίο κεφάλαιο αυτού του βιβλίου µας 
δείχνει  το πως. 
 

1.6 Θεωρία Παιγνίων Ν Ατόµων 

 
Σε έναν κόσµο µε πολλαπλά ενδιαφέροντα, άλλες φορές σε διαµάχη και άλλες σε 

συνεργασία µεταξύ τους, όλα τα γεγονότα και οι ποσότητες από µόνα τους δεν οδηγούν 
απαραίτητα µε σαφήνεια σε µια «σωστή» απόφαση ή σε µία «δίκαιη» κατανοµή πόρων. 
Πράγµατι, το ουσιαστικό νόηµα των λέξεων «σωστό» και «δίκαιο» είναι θέµα κρίσης σε έναν 
πολυµορφικό κόσµο. Η ισχύς αυτού γίνεται ξεκάθαρη από τη θεωρία παιγνίων n-ατόµων. Στη 
συνέχεια θα αναφερθούµε σε µερικά από τα βασικά σενάρια µιας θεωρίας παιγνίων n-ατόµων, 
µε επεξηγήσεις από την οικονοµική θεωρία. 

 
Με αυτή τη σύντοµη παρουσίαση ελπίζω να δώσω µόνο µία ιδέα για τις τρέχουσες 

τάσεις της έρευνας  σε ό,τι αφορά τη θεωρία παιγνίων n ατόµων και όχι µία ολοκληρωµένη 
έρευνα. Θα προσπαθήσω να ορίσω δύο ή τρία από τα βασικά σενάρια της θεωρίας και µετά να 
τα εφαρµόσω σε απίστευτα απλά µαθηµατικά µοντέλα συναγωνιστικών καταστάσεων. Θα 
ήθελα να τονίσω ότι σκοπός µου θα είναι να επεξηγήσω την ίδια τη θεωρία και όχι να 
παρουσιάσω εφαρµογές. 

 
Αρχικά, µερικές γενικές παρατηρήσεις για τον όρο «n-άτοµα»: ‘Ένα παιχνίδι 0 ατόµων, 

αν θέλετε, είναι ένα µηχανικό µοντέλο ή µοντέλο συµπεριφοράς αν εµπλέκονται ανθρώπινοι 
πράκτορες. Ένα παιχνίδι ενός ατόµου είναι το συνηθισµένο πρόβληµα απόφασης, µε ίσως «το 
Φυσικό» (έναν µη παίκτη) να προσωποποιεί το στοιχείο της αβεβαιότητας που αντιµετωπίζει ο 
λήπτης αποφάσεων. Με δύο ή περισσότερους παίκτες, εµφανίζεται ένα διαφορετικό είδος 
αοριστίας, εξαιτίας της άσκησης της ελεύθερης επιλογής των ανεξάρτητων πρακτόρων. Με 
τρείς ή περισσότερους πράκτορες, ο συνασπισµός που σχηµατίζεται, γίνεται  µία σηµαντική και 
µερικές φορές αποφασιστική πιθανότητα και σ΄ αυτό το σηµείο εισάγουµε τον χαρακτηριστικό 
τοµέα της θεωρίας παιγνίων n-ατόµων.  

 

• Ψυχρός πόλεµος 

• ∆ιεθνές εµπόριο 

• Πολιτικές εκλογές 

• Αγορές 

• Συλογική ιδιοκτησία 

• Γραφειοκρατία 

• ∆ιεθνείς στόχοι 
 

Τυπικά, τα διάφορα ενδιαφέροντα σε ένα παίγνιο n ατόµων έχουν αντίθετους σκοπούς. 
Παράλληλα ενδιαφέροντα (όπως η θεωρία οµάδων) ή εντελώς αντίθετα ενδιαφέροντα (όπως 
στη θεωρία του µηδενικού αθροίσµατος, παιχνίδια δύο ατόµων) τείνουν να εξαλείφουν το 
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πρόβληµα του συνασπισµού και ως εκ τούτου επιτρέπουν να χρησιµοποιηθούν πιο σαφείς 
µέθοδοι σύντοµης βελτιστοποίησης και minimax εργαλεία  που δεν αποτελούν µεγάλη βοήθεια 
για τις δυσκολίες του γενικού «παιγνίου n-ατόµων». 
 

H θεωρία n ατόµων ασχολείται µε στοιχεία όπως η συνεργασία, ο συνασπισµός, η 
οργανωτική δοµή, η δέσµευση, η εµπιστοσύνη, ο συµβιβασµός, η απειλή και γενικά όλο το 
νοµικό, κοινωνικό, πολιτισµικό περιβάλλον. Υποβαθµίζει τα προβλήµατα των τακτικών 
βελτιστοποίησης, τη λεπτοµερή τήρηση των κανόνων και τον αριθµητικό υπολογισµό των 
αποτελεσµάτων και των πληρωµών. Άσχετα µε αυτό, η θεωρία παραµένει ελαφρώς 
µαθηµατική. 

 
Ο γωνιόλιθος της θεωρίας είναι η ιδέα της χαρακτηριστικής συνάρτησης ενός παιγνίου, 

µία θεµελιώδης ιδέα χάρη στον µαθηµατικό John Von Neumann. Η χαρακτηριστική συνάρτηση 
θέτει µία αριθµητική τιµή σε κάθε δυνατό συνασπισµό παιχτών. Είναι αξιοσηµείωτη όχι γι’αυτά 
που λέει για το παιχνίδι για το οποίο υπολογίζεται, αλλά γι’ αυτά που δε λέει. ‘Όταν 
αναγάγουµε ένα παιχνίδι στη χαρακτηριστική του συνάρτηση, εικονικά όλες οι λεπτοµέρειες 
των κινήσεων, των πληροφοριών, του χρόνου και των  πληρωµών καταστέλλονται. Ακόµη, 
όπως είδε ο Νeumann, η καρδιά των προβληµάτων των n-ατόµων παραµένει, ξεγυµνωµένη από 
όλους τους στρατηγικούς περισπασµούς. 

 
Η χαρακτηριστική συνάρτηση δεν είναι επαρκής για όλα τα παιχνίδια, πάραυτα 

υπάρχουν δύο σηµαντικές συνθήκες για τη χρήση της: 
 

1) Πρέπει να υπάρχουν χρήµατα ή κάτι που να δρά σαν αυτά. Αλλιώς το ενδεχόµενο ενός 
συνασπισµού µπορεί να µη καταλήξει σε µονό αριθµό, αναπαριστώντας µία επιχείριση  που 
µοιράζεται ελεύθερα στα µέλη της.     

 
2) Ο φόβος της ακριβής διεκπεραίωσης δε θα πρέπει να αποτελεί ένα καθοριστικό παράγοντα 
στις αλληλεπιδράσεις του συνασπισµού. H χαρακτηριστική συνάρτηση υποθέτει απαισιόδοξα 
ότι κάθε συνασπισµός θα βιώσει τις πιο καταστροφικές αντενέργειες από τους υπόλοιπους 
παίκτες. Ακόµα, οι δαπανηρές απειλές είναι πάντα υπό διαπραγµάτευση. 
 

Έχουν αναπτυχθεί γενικεύσεις και προσθήκες για την ιδέα της χαρακτηριστικής 
συνάρτησης, οι οποίες παρακάµπτουν αυτούς τους περιορισµούς. Ευτυχώς υπάρχουν 
ενδιαφέρουσες κλάσεις χαρακτηριστικών συναρτήσεων παιχνιδιών, µε χρήµατα και χωρίς 
απειλές, ιδιαίτερα στον οικονοµικό τοµέα. Πράγµατι, η χρήση χρηµάτων είναι σχεδόν ο 
ορισµός µιας οικονοµικής δραστηριότητας, καθώς η «χειρότερη απειλή» σε πολλές οικονοµικές 
καταστάσεις είναι απλώς να απαλαγείς να πάς το συνάλλαγµα κάποιου κάπου αλλού ή να 
δραστηριοποιηθείς µόνος σου 
.  

Η χαρακτηριστική συνάρτηση είναι βέβαια απλά η αρχή. Είναι ένα περιγραφικό 
εργαλείο, ένα εργαλείο ταξινόµησης, µια «προ-λύση». Στις δύο τελευταίες δεκαετίες, έχουν 
επινοηθεί πολλές απόψεις για τη λύση ενός παιχνιδιού, οι περισσότερες από τις οποίες 
βασίζονται στη χαρακτηριστική συνάρτηση και µισή δωδεκάδα συνεχίζει να τραβάει την 
προσοχή µαθηµατικών, οικονοµολόγων και πολιτικών επιστηµόνων. Μια πλειοψηφής θεωρία 
έχει αναπτυχθεί: κάθε διαδικασία λύσης, µε το δικό της τρόπο, απευθύνεται σε κάποια πλευρά 
του ΄προβλήµατος n ατόµων. 
 

Η Οµάδα παρέτο (Pareto set), µία παρόµοια ιδέα από την οικονοµική θεωρία που  απλώς 
αναγνωρίζει τα αποτελέσµατα που δεν υπόκεινται σε ταυτόχρονη βελτίωση για όλα τα µέρη. 

  
Ο πυρήνας (core), επεκτείνει αυτή την αρχή σε όλα τα υποσύνολα των παιχτών: κανένας 

συνασπισµός, όσο και αν προσπαθήσει, δεν µπορεί να βελτιώσει το πλήθος όλων των µελών 
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του, αν η κατάσταση  είναι «in the core». Ωστόσο πολλά παιχνίδια δεν έχουν πυρήνες και 
γι΄αυτό είναι  κληρονοµικά ασταθή. Γενικός κανόνας είναι ότι τα οικονοµικά παιχνίδια έχουν 
πυρήνες, ενώ αυτά που βασίζονται σε πολιτικά µοντέλα δεν έχουν. 

 
Η τιµή (value) δεν προσφέρει σταθερότητα αλλά «παζαρεύει» τη θέση. Παρέχει µία εκ των 

προτέρων διατίµηση της αξίας όταν εµπλέκεται σε ένα παιχνίδι. Θα πώ περισσότερα για την 
τιµή. 

 
Στα πολιτικά παίγνια, όπου ο έλεγχος και όχι τα χρήµατα είναι το κέρδος, η αξία έχει 

ερµηνευτεί σαν µέτρο δύναµης (power index) και χρησιµοποιείται ευρέως σαν τεστ για τη 
“δικαιότητα” των ηλεκτρονικών και των νοµοθετικών συστηµάτων. Άλλοι δηµοφιλείς µέθοδοι 
λύσης, όπως τα διαπραγµατευτικά αποτελέσµατα και τα σταθερά αποτελέσµατα των Neumann 
και Μorgenstern ψάχνουν να αναγνωρίσουν κατανοµές ή σχηµατισµούς που είναι σταθεροί ή 
«λογικοί» µε βάση διάφορα κριτήρια. Επίσης η συναγωνιστική ισορροπία των κλασικών 
οικονοµικών, παρότι µια κατασκευή συµπεριφοράς, συχνά κάνει µια ενδιαφέρουσα σύγκριση 
µε µία ή περισσότερες θεωρητικές λύσεις του παιχνιδιού, σε µοντέλα όπου και τα δύο µπορούν 
να προσδιοριστούν. 

 
Έχω διαλέξει ένα σύνολο από οικονοµικά παραδείγµατα , όσο αφορά το το θέµα της 

κυριότητας ενός παραγωγικού πόρου σε ένα πολυπληθές αλληλεπιδραστικό πλαίσιο. 
Πρόσφατα, ο Martin Shubik (ένας οικονοµολόγος του Yale και σύµβουλος του Rand) και εγώ 
κάναµε έρευνα σε καµιά δωδεκαριά περίπου τέτοια µοντέλα σκεπτόµενοι /αντανακλώντας 
διαφορετικές σχετικές φόρµες κυριότητας. Όλα ξεκίνησαν µε την ίδια τεχνολογία, µία απλή 
συνάρτηση παραγωγής, που όταν αναλύεται σαν παιχνίδια n-ατόµων οι χαρακτηριστικές τους 
συναρτήσεις αποδεικνύεται ότι είναι αρκετά διαφορετικές. 

 
Υπάρχουν δύο είσοδοι ,ας πούµε land(γή) και labor (εργάτης), και µία έξοδος, ας πούµε 

corn (καλαµπόκι). Ας υποθέσουµε αρχικά ότι σε κάποιον ανήκει όλη η γή έτσι ώστε η έξοδος 
να είναι µόνο µία συνάρτηση f(x) του αριθµού των εργατών που δουλεύουν στο χωράφι. Η 
χαρακτηριστική συνάρτηση είναι εύκολο να βρεθεί. Ένας συνασπισµός που δεν περιέχει τον 
ιδιοκτήτη γής δεν µπορεί να παράγει τίποτα, ενώ ένας συνασπισµός που τον περιλαµβάνει 
παράγει f(s-1) , όπου s το µέγεθος του συνασπισµού. Για να δείξουµε πως µπορούµε να 
λύσουµε τη χαρακτηριστική συνάρτηση, ας υπολογίσουµε την τιµή της λύσης. Η τιµή σε κάθε 
παίκτη ορίζεται ως το µέσο ποσό που συνεισφέρει στην αξία ενός συνασπισµού. Ένας εύκολος 
τρόπος για να φτάσουµε σε αυτό το µέσο είναι να φανταστούµε τους παίκτες να µετακινούνται 
σε τυχαία σειρά, όπως µία τράπουλα µε χαρτιά, και µετά να φτιάξουµε ένα συνασπισµό µε ένα 
παίκτη κάθε φορά µέχρι να µπούν όλοι. 

 
Αφήνουµε τον κάθε παίκτη να πληρωθεί το ποσό που το συµπλήρωµά  του προσθέτει 

στην αξία του αυξανόµενου συνασπισµού. Μετά ποιές είναι οι αναµενόµενες πληρωµές 
λαµβάνοντας υπ΄όψη την τυχαία ανάµιξη; Παρά την τεχνικότητα αυτού του σχήµατος, η 
αναµενόµενη πληρωµή του κάθε παίκτη είναι ίση µε την τιµή του παιχνιδιού γι΄αυτόν. 

 
Στο παρόν παράδειγµα, οι τιµές είναι εύκολο να προκύψουν. Ξεκινήστε µε τον 

ιδιοκτήτη γής. Στην τυχαία ανάµιξη, θα εµφανιστεί σε οποιαδήποτε θέση από 1 έως n+1 µε ίσες 
πιθανότητες. Στην θέση s , θα είναι s-1 αγρότες που θα προηγούνται από αυτόν, και η είσοδός 
του στον συνασπισµό θα ωθήσει την παραγωγή από το µηδέν στο f(s-1), το ύψος της καµπύλης, 
εκείνη τη στιγµή. Υπολογίζοντας το µέσο όρο στο s, παρατηρούµε ότι η τιµή του είναι 
ουσιαστικά η περιοχή κάτω από την καµπύλη παραγωγής. Εδώ όλο το ορθογώνιο αναπαριστά 
την τελική τιµή του παιχνιδιού. Οι τιµές των αγροτών, εποµένως, διαιρούν την υπολοιπόµενη 
περιοχή. Παρατηρείστε πως αυτή η λύση εξαρτάται από ολόκληρη την καµπύλη παραγωγής. 
Αυτή είναι σε σηµειωµένη αντίθεση µε την κλασική συναγωνιστική ισορροπία. Με αυτή την 
προσέγγιση, ο εργάτης θεωρείται σαν ένα εµπόρευµα για πώληση ,και η τιµή εξισώνεται µε την 
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οριακή παραγωγή, πχ το προστιθέµενο ποσό του προϊόντος  που οφείλεται στον n-οστό εργάτη. 
Ο συνολικός λογαριασµός µισθού βρίσκεται σχεδιάζοντας µία εφαπτόµενη γραµµή  στο y όπως 
φαίνεται. Επειδή η οριακή παραγωγή είναι µικρότερη από τη µέση παραγωγή στο παράδειγµά 
µας, ο ιδιοκτήτης βγάζει κέρδος, το οποίο µπορεί να είναι µεγαλύτερο ή µικρότερο από την 
τιµή του παιχνιδιού του. Για παράδειγµα, µία µικρή περιοχή κάτω από την καµπύλη σηµαίνει 
ότι ο ιδιοκτήτης µπορεί να “εκβιαστεί” από µετρίου µεγέθους συνασπισµούς αγροτών , και 
αυτή η χαµηλή τιµή θα έχει επίδραση σε αυτή την ευάλωτη θέση αγοράς. Η κλασική λύση, 
είναι ευαίσθητη µόνο στην κλίση της καµπύλης στη γειτονική του µεγάλου παραγωγικού 
σηµείου. 

 
Στο δεύτερο µοντέλο, καταργούµε τον ιδιοκτήτη γής, και δίνουµε τη γή στους αγρότες. 

Αφού η συµµετρική υπόθεση δεν είναι και τόσο ενδιαφέρουσα από µόνη της, υποθέτουµε ότι 
τα οικόπεδα έχουν διαφορετικό µέγεθος, και για µεγαλύτερη ποικιλία, επιτρέπουµε στους 
παίκτες να έχουν διάφορες εκτάσεις γής για να συνεισφέρουν. Η παραγωγή τώρα εκφράζεται 
σαν µία συνάρτηση δύο µεταβλητών : F(c,l). Μπορούµε ακόµα να υποθέσουµε  ότι υπάρχει 
“κλιµακωτή οικονοµία” στη συνάρτηση F, έτσι ώστε όταν ένας συνασπισµός σχηµατίζεται, 
κάνουν καλύτερη συγχώνευση της γή τους αλλά και της εργασία τους. Τότε η χαρακτηριστική 
συνάρτηση µπορεί να γραφεί ως ακολούθως: 

 
 
 

 
 

Αυτό είναι ένα παράδειγµα µίας τάξης παιχνιδιών που έχει µελετηθεί ενδελεχώς από 
µαθηµατικούς, κάνοντας χρήση των µεθόδων της µετρικής θεωρίας. Σε ένα τόσο “µετρικό 
παιχνίδι”, η αξία ενός συνασπισµού εξαρτάται µόνο από τα µέτρα µιάς ή περισσότερων πηγών 
συγχωνεύσεων που προέρχονται από τα µέλη. Η τιµή της λύσης ενός παιχνιδιού µέτρησης είναι 
ανάλογη µε ένα µέσο των µέτρων – που σε αυτή την περίπτωση είναι οι κατανοµές της γής και 
των εργασιών.   
 

Τα µέτρα που προκύπτουν από αυτό το παράδειγµα µπορούν να αποδειχτούν αρκετά 
εύκολα αν υποθέσουµε ότι αν η F(c,l) είναι της µορφής c/C f(l) , µε το f ίδιο όπως και στο 
προηγούµενο παράδειγµα (και L=n). Το µέτρο που δίνεται στην είσοδο land είναι η περιοχή 
Α1,κάτω από την καµπύλη παραγωγής και αυτό που δίνεται στην είσοδο labor είναι η περιοχή 
Α2,πάνω και αριστερά από την καµπύλη. 

 
Αυτό είναι ένα ικανοποιητικό αποτέλεσµα. Για παράδειγµα αν η περιοχή Α1 είναι 

µεγάλη, τότε η εργασία είναι απίθανο να έχει µικρή προµήθεια, ακόµα και αν ένας 
υποσυνασπισµός δραστηριοποιηθεί µόνος του, και η αξία ενός ανθρώπου εξαρτάται κυρίως από 
τη γή που παρέχει. Αλλά εάν το Α1 είναι µικρό, τότε η εργασία είναι πιθανό να είναι 
αποφασιστικής σηµασίας και η λύση δίνει µικρό βάρος στην κατανοµή της διανοµής της γής. 

 
Πολλές άλλες µορφές ιδιοκτησίας µπορούν παροµοίως να µοντελοποιηθούν σαν 

παιχνίδια. Το µοντέλο της ενσωµατωµένης ιδιοκτησίας, συγκεκριµένα, παρουσιάζει πολλές  
διακρίσεις ελέγχου στρατηγικής, αντικειµενικής ενσωµάτωσης και δικαιωµάτων της 
µειοψηφίας των ιδιοκτητών που µοιράζονται. ∆εν υπάρχει χρόνος για λεπτοµέρειες αλλά ένα 
αποτέλεσµα το οποίο βρήκα εγώ και ο Shubik ίσως και να σας ενδιαφέρει. Στο µοντέλο είναι 
σηµαντικό να διευκρινίσουµε εάν η ενσωµάτωση , κατά την πρόσληψη εργατών, επιτρέπει να 
γίνονται διακρίσεις στα µέλη του συνασπισµού που έχει τον έλεγχο. Η επίδραση στη 
χαρακτηριστική συνάρτηση είναι µικρή, αλλά δεν παύει να είναι σηµαντική: διαπιστώσαµε 
επανελληµένα ότι επιτρέποντας διακρίσεις εξαλείφεται ο πυρήνας του παιχνιδιού. Αυτό 
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σηµαίνει ότι αν ξαναρχίσουµε, µπορούµε να παίξουµε τις αµερόληπτες εκδοχές µε τέτοιο τρόπο 
ώστε κάθε συνασπισµός να παίρνει τουλάχιστον τη χαρακτηριστική του τιµή. Αλλά τα 
µεροληπτικά παιχνίδια µπορεί να µην είναι τόσο σταθερά. Κάποιος ανεπηρέαστος συνασπισµός 
µπορεί να αποδειχθεί ότι έχει τη δύναµη να επηρεάσει το µερίδιό του. 

 
Αυτά τα µοντέλα που παρουσίασα είναι υπεραπλουστευµένα και µη ρεαλιστικά. Η 

θεωρία παιγνίων φυσικά µπορεί να γίνει ακόµα πιο περίπλοκη. Πιστεύω όµως ότι ο ρόλος της 
τώρα δεν περιορίζεται στο να δείξουµε µεγαλύτερα και πιο περίτεχνα µοντέλα, τα οποία θα 
αποσκοπούσαν στο να δώσουν συγκεκριµένες συµβουλές σε συγκεκριµένους λήπτες 
αποφάσεων που θέλουν να λύσουν συγκεκριµένα προβλήµατα. Όπως και οποιαδήποτε άλλη 
επιστηµονική θεωρία, ο σκοπός της θα πρέπει να είναι να µας βοηθήσει να κατανοήσουµε τα 
φαινόµενά της. 

 
Προς το παρόν τουλάχιστον, η θεωρία παιγνίων n ατόµων προορίζεται στο να υπηρετεί 

πιο αποτελεσµατικά σαν κριτής, τόσο εποικοδοµητικά όσο και καταστροφικά, προβάλλοντας τα 
άγνωστα συµπεράσµατα και τα ‘τυφλά σηµεία’ της πιο παραδοσιακής θεωρίας ενός ατόµου ή 
ακόµη και απλές προσεγγίσεις συµπεριφοράς σε πιο σύνθετους λήπτες αποφάσεων. 

 

1.7  Συµπέρασµα 

Αυτό το κεφάλαιο περιέγράψε τρία παραδείγµατα που δείχνουν την πειραµατική 
κανονικότητα και άφησε να εννοηθεί πως η κανονικότητα έχει επισηµοποιηθεί στη 
Συµπεριφορική Θεωρία των Παιγνίων. Στο παίγνιο τελεσίγραφο,οι προτείνοντες προσφέρουν 
συνήθως κοντά στο µισό του ποσού και οι ανταποκρινόµενοι απορρίπτουν τις προσφορές που 
είναι πάρα πολύ χαµηλές, επειδή αντιπαθούν την αδικία.Το παίγνιο είναι τόσο απλό που είναι 
αδύνατο να το πιστέψει κανείς,οι ∆έκτες αφού απορριψουν τη συναλλαγή βρίσκονται σε 
σύγχυση και το ίδιο αποτέλεσµα έχει αναπαραχθείγια πολύ υψηλά στοιχήµατα (έως και $ 400 
στην Αµερική, και συγκρίσιµα ποσά σε ξένες χώρες).Σύµφωνα µε τη Συµπεριφορική Θεωρία 
των Παιγνίων,ανταποκρινόµενοι απορρίπτουν τις χαµηλές προσφορές, επειδή τους αρέσει µεν 
να κερδίζουν χρήµατα, αλλά αντιπαθούν δε την άδικη µεταχείριση).  

     
Στα παίγνια ηπειρωτικού χάσµατος, οι παίκτες κλίνουν προς κάποια ισορροπία µε την 

πάροδο του χρόνου και συχνά καταλήγουν σε αναποτελεσµατικές ψευδοσορροπίες που θα 
µπορούσαν να έχουν αποφευχθεί.Η Συµπεριφορική θεωρία του παιγνίου το εξηγεί αυτό µε την 
παραδοχή του ότι οι παίκτες δεν είναι σίγουροι για το τι να κάνουν (στην αρχή του παιγνίου) 
και επιλέγουν τους αριθµούς στη µέση,ύστερα ανταποκρινονται στο ιστορικό σύµφωνα µε 
απλούς κανόνες στατιστικών γνώσεων.Στα παίγνια καλλιστείων,οι παίκτες φαίνεται να κάνουν 
ένα ή δύο συλλογιστικά βήµατα του για το τι σκέφτονται οι άλλοι και µετά σταµατάνε.(Η 
Αναλυτική θεωρία των παιγνίων υποθέτει ότι συνεχίζουν µέχρι να καταλήξουν στην καλύτερη 
αµοιβαία απάντηση-ισορροπίας.)Και να µαθαίνουν µε την πάροδο του χρόνου.Τα επόµενα 
κεφάλαια επεκτείνονται σε αυτά τα αποτελέσµατα καθώς και σε άλλες κατηγορίες 
παιγνίωνν(µικτές ισορροπίες, διαπραγµατεύσεις,σηµατοδότηση, και δηµοπρασίες). Το 
κεφάλαιο ολοκληρώθηκε µε την παρουσίαση βασικών εισαγωγικών στοιχείων πάνω στην 
θεωρία παιγνίων Ν ατόµων µε ταυτόχρονη παρουσίαση   
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Κεφάλαιο 2 

 
 
2. Το δίληµµα του ταξιδιώτη : Παράδοξα της λογικής στην θεωρία παιγνίων 

 
Εισαγωγή 
 

Αυτή η εργασία παρουσιάζει µια παραβολή που αναδεικνύει τη σύγκρουση µεταξύ 
αντίληψης και λογικής της θεωρίας των παιγνίων.Ένα από τα βασικά συστατικά της ανάλυσης 
στη θεωρία παιγνίων είναι  η"προς τα πίσω επαγωγή". Αλλά η προς τα πίσω επαγωγή είναι 
επίσης πηγή µερικών µεγάλων παραδόξων (βλ. π.χ., Ken Binmore, 1987, Philip Pettit και 
Robert Sugden, 1989).Ονοµαστά παίγνια όπως το υπερ επαναλαµβανόµενο "δίληµµα του 
φυλακισµένου», η «αλυσίδα καταστηµάτων" (1978) του Reinhart Selten,η 
"σαρανταποδαρούσα" του Robert Rosenthal (1981) και το "take-it-orl-eave-it"του Phil Reny 
(1993) υπογραµµίζουν αυτή τη σύγκρουση µεταξύ της προς τα πίσω επαγωγικής λογικής και 
άλλων ειδών λογικής. 

 
Μεγάλη προσπάθεια έχει γίνει για να λυθεί το πρόβληµα.Σχεδόν όλες αυτές οι 

προσπάθειες εκµεταλλεύονται την εκτεταµένη δοµή των ανωτέρω παιγνίων ή το γεγονός ότι 
παίζονται στην πάροδο του χρόνου.Οι Thus Binmore και Branden berger Adam (1990) 
παρατηρούν ότι αυτά τα παράδοξα οφείλονται στο γεγονός ότι οι παίκτες των παραπάνω 
παιγνίων µπορούν να "κάνουν εκπλήξεις" ο ένας στον άλλο, παρεκκλίνοντας από την πορεία 
που προτείνεται από την επαγωγή προς τα πίσω.Αν όλες οι κινήσεις όλων των παικτών που 
συµβαίνουν σε µια χρονική στιγµή,"ρίξουν εκπλήξεις" θα είναι ασήµαντο,διότι δεν θα 
επηρεαστεί η συµπεριφορά κανενός.Ο  Reny (1993) εντοπίζει, επίσης, το παράδοξο στον 
«σειριακό» χαρακτήρα αυτών των παιγνίων,µε το επιχείρηµα ότι το πρόβληµα οφείλεται στο 
γεγονός ότι "κατά τη διάρκεια" ορισµένων παιγνίων,η λογική του Bayesian δεν µπορεί να είναι 
γνωστή απ’ όλους.Το παρόν έγγραφο δείχνει ότι το παραπάνω πρόβληµα είναι βαθύτερο, 
επειδή µπορεί να προκύψει και µέσα σε ένα µόνο παίγνιο. Αυτό γίνεται µε την κατασκευή ενός 
παράδοξου παιγνίου «το δίληµµα του ταξιδιώτη.»Η προς τα πίσω επαγωγή στο δίληµµα του 
ταξιδιώτη συµβαίνει σε ένα εσωστρεφές επίπεδο.Οι τυπικές προτάσεις ενάντια στο παράδοξο 
της προς τα πίσω επαγωγής, όπως για παράδειγµα,στο δίληµµα του φυλακισµένου( Cristina 
Bicchieri, 1989) δεν φαίνεται να πιάνουν τόπο εδώ.Ως εκ τούτου, αυτό το πρόβληµα δεν µπορεί 
να λυθεί µε την απόδοση ασυνήθιστων δοµών γνώσης σε απρόσιτους κόµβους.Όλη η αντίληψη 
φαίνεται να αντιστρατεύεται κάθε επίσηµης αιτιολογίας στο  δίληµµα του ταξιδιώτη.Ως εκ 
τούτου,το δίληµµα του ταξιδιώτη φαίνεται να είναι µια από τις πιο αγνές µορφές παράδοξου 
του ορθολογισµού στην θεωρία παιγνίων,διότι αποφεύγει όλα τα περιττά στοιχεία, όπως το 
παίγνιο στην πάροδο του χρόνου ή η µη αυστηρότητα της ισορροπίας. 
 

2.1 Η Παραβολή 

 
∆ύο ταξιδιώτες που επιστρέφουν σπίτι από ένα µακρινό νησί, απο το οποίο αγόρασαν 

ίδιες αντίκες (ή, µάλλον, κάτι που ο τοπικός φύλαρχος πνίγοντας το γέλιο του περιγράφει σαν 
«αντίκες»),ανακαλύπτουν ότι η αεροπορική εταιρεία κατάφερε να τις σπάσει,όπως συµβαίνει 
συχνά µε τις αεροπορικές εταιρίες.Ο manager της αεροπορικής εταιρείας που περιγράφεται από 
τους νεώτερους του ως «θαύµα της εταιρείας»,µε το οποίο εννοούν «άνθρωπος χωρίς 
πονηριά»,διαβεβαιώνει τους δυο επιβάτες του οτι θα έχουν τη σωστή αποζηµίωση.Αλλά επειδή 
δεν γνωρίζει το κόστος των αντικειµένων, τους κάνει  την ακόλουθη πρόταση.Κάθε ένας από 



Μεταπτυχιακή ∆ιατριβή                                                                                                                     Ιωάννου Κωνσταντίνος 

Θεωρία Παιγνίων και Ειδικές εφαρµογές στην καθηµερινότητα 

 

33

τους δύο ταξιδιώτες θα πρέπει να γράψει σε ένα κοµµάτι χαρτί το κόστος της αντίκας.Αυτό 
µπορεί να είναι οποιαδήποτε τιµή µεταξύ 2 µονάδων χρήµατος και 100 µονάδων. Συµβολίζουµε 
τον αριθµό που επέλεξε ο ταξιδιώτης i σαν Νi.Αν και οι δύο γράψουν τον ίδιο αριθµό, δηλαδή, 
Ν1 = Ν2,τότε είναι λογικό να υποθέσουµε ότι λένε την αλήθεια(έτσι σκέφτεται ο manager) και 
έτσι στον καθένα από αυτούς τους ταξιδιώτες θα πρέπει να καταβληθεί Ν1 (ή Ν2) µονάδες 
χρήµατα. 
          

Αν ο ταξιδιώτης i γράψει ένα µεγαλύτερο αριθµό από ό, τι το άλλο(δηλαδή, Νi> 
Νj),τότε είναι λογικό να υποθέσει κανείς (έτσι φαίνεται στον manager) ότι o j είναι ειλικρινής 
και ο i λέει ψέµατα.Σε αυτή την περίπτωση ο διαχειριστής θα αντιµετωπίσει τον µικρότερο 
αριθµό,δηλαδή Νj ως το πραγµατικό κόστος και θα πληρώσει τον ταξιδιώτη i το ποσό Νj-2 και 
θα πληρώσει τον j το ποσό των Νj +2. =Ο  ταξιδιώτης i πληρώνεται 2 µονάδες λιγότερο ως 
ποινή για το ψέµα και ο j πληρώνεται 2 µονάδες περισσότερο ως ανταµοιβή για την ειλικρίνειά 
του σε σχέση µε τον άλλο  ταξιδιώτη.∆εδοµένου ότι κάθε ταξιδιώτης ή παίκτης θέλει να 
µεγιστοποιήσει πληρωµή του (ή το κέρδος) τι αποτέλεσµα θα πρέπει κάποιος να περιµένει να 
δει στο παραπάνω παίγνιο;Με άλλα λόγια, ποιό ζευγάρι στρατηγικών, (N1, N2), θα επιλεγεί 
από τους παίκτες; 
         Για να απαντηθεί το ερώτηµα αυτό είναι χρήσιµο πρώτα να εκφράσουµε αυτό το παίγνιο 
ως ένα πίνακα πληρωµών (pay-off matrix).Παρατηρήστε ότι το παραπάνω παίγνιο θα µπορούσε 
να θεωρηθεί ότι έχει τουλάχιστον δύο εκδοχές,ανάλογα µε το αν οι παίκτες µπορούν να 
επιλέξουν οποιονδήποτε πραγµατικό αριθµό ή να επιλέξουν µόνο έναν ακέραιο.Για την 
περισσότερη ώρα θα υποθέσουµε πως συµβαίνει το τελευταίο,δεδοµένου ότι εκεί βρίσκεται το 
κύριο πρόβληµα.Όταν υποθέσουµε οτι συµβαίνει το πρώτο,θα αναφερθούµε στο παίγνιο,σαν 
την “διαρκή εκδοχή του διλήµµατος του ταξιδιώτη.” 
 

2.1.1 Το παράδοξο 

 
Εκ πρώτης όψεως, οι δύο παίκτες  αισθάνονται ικανοποιηµένοι που µπορούν να πάρουν 

100 χρηµατικές µονάδες ο καθένας.Για να τις πάρουν,κάθε παίκτης πρέπει απλά να γράψει 100 
στο χαρτί.Σύντοµα όµως ο κάθε παίκτης συνειδητοποιεί ότι, αν ο άλλος παίκτης ακολουθήσει 
αυτό το σχέδιο τότε µπορεί να πάρει 101 χρηµατικές µονάδες γράφοντας 99.Αλλά, φυσικά και 
οι δύο παίκτες θα σκεφτούν το ίδιο, πράγµα που σηµαίνει ότι κάθε παίκτης θα πάρει στην 
πραγµατικότητα 99 µονάδες. Αν όµως και οι δύο σχεδιάζουν να γράψουν 99, τότε ο κάθε 
παίκτης θα σκεφθεί πως µπορεί να κάνει καλύτερα γράφοντας 98 και ούτω καθεξής.Η λογική 
είναι αµείλικτη και δεν υπάρχει καµία παύση ώσπου να φτάσουµε στο στρατηγικό ζευγάρι 
(2,2), όπου ο κάθε παίκτης επιλέγει να γράψει 2.Ως εκ τούτου,θα καταλήξουν παίρνοντας δύο 
χρηµατικές µονάδες ο καθένας.Αυτό µας δείχνει πως η προς τα πίσω επαγωγή,στο επίπεδο της 
ενδοσκόπησης, λειτουργεί ακόµα και σε ένα παίγνιο one-shot. 

 
Είναι εύκολο να ελεγχθεί ότι όλοι οι τυποποιηµένοι τρόποι λύσης προβλέπουν 

αποτέλεσµα (2,2).Εκεί βρίσκεται η µοναδική αυστηρή ισορροπία του παίγνιου,η µόνη 
ισορροπία του Nash και στην ουσία, η µόνη ορθολογική ισορροπία.Ωστόσο, φαίνεται να είναι 
απίθανο οποιαδήποτε δύο άτοµα,ανεξάρτητα από το πόσο λογικά σκέφτονται και το πόσο 
σίγουροι είναι για τη λογική σκέψη ο ένας του άλλου,ανεξάρτητα απο τη γνώση του άλλου της 
λογικής του πρώτου και ούτω καθεξής,να παίξουν (2,2).Το πιθανό είναι ο καθένας να παίξει 
ένα µεγάλο αριθµό µε την πεποίθηση ότι έτσι θα κάνει και ο άλλος, και µε αυτόν τον τρόπο να 
έχουν µεγάλες απολαβές.Σε κάποιο επίπεδο το δίληµµα του ταξιδιώτη έχει µερικές οµοιότητες 
µε τον δυοπώλιο του Bertrand,ιδιαίτερα εκείνo στο οποίο οι επιχειρήσεις επιλέγουν τιµές από 
ένα πίνακα,για παράδειγµα, το σύνολο των ακεραίων αρχίζοντας από έναν ακέραιο πάνω από 
το οριακό κόστος µέχρι τη µονοπωλιακή τιµή.Η δοµή της καλύτερης λύσης ενός τέτοιου 
δυοπωλίου είναι παρόµοια µε την δοµή καλύτερης λύσης στο δίληµµα του ταξιδιώτη.Ωστόσο, 
εκεί αυτή η αναλογία τελειώνει.Στο δυοπώλιο του Bertrand, αν µια επιχείρηση επιλέξει µια 
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τιµή, ακόµη και ελαφρώς πάνω από την τιµή του άλλου, έχει κέρδος µηδέν.Η ποινή δεν είναι 
τόσο σοβαρή για την επιλογή µεγαλύτερου αριθµού στο δίληµµα του ταξιδιώτη.Αυτό ακριβώς 
είναι αυτό που καθιστά πιθανό το ότι οι παίκτες θα επιλέξουν µεγάλους αριθµούς στο δίληµµα 
του ταξιδιώτη. Μπορεί να είναι δυνατό, ωστόσο, να κατασκευάσθει ένα µοντέλο δυοπωλίου  
διαφοροποιηµένων προϊόντων που είναι ακριβώς ανάλογο µε το δίληµµα του ταξιδιώτη.Στο 
επαναλαµβανόµενο δίληµµα του κρατουµένου, έχει αποδειχθεί ότι η συνεργασία στις αρχές των 
παιγνίων είναι δυνατή, αν κάποιος χρησιµοποιεί το (single-shot) κριτήριο ορθολογισµού.Σε 
αυτό το παίγνιο το (2,2) είναι το µοναδικόλογικό αποτέλεσµα.Παρατηρήστε επίσης ότι, σε 
αντίθεση µε αυτό το παίγνιο, στην “σαρανταποδαρούσα” ή τοπαίγνιο“take-it-or-leave-it”η 
"ανεπιθύµητη" ισορροπία δεν είναι αυστηρή.Ως εκ τούτου, όσον αφορά την επίσηµη ανάλυση 
φαίνεται να µην υπάρχει διαφυγή από το (2 , 2). 
          Αλλά ακόµα και γνωρίζοντας όλα τα παραπάνω, υπάρχει κάτι πολύ λογικό στην 
απόρριψη του (2,2) και στο να περιµένει ο καθένας τον αντίπαλό του να κάνει το ίδιο.Αυτή 
είναι η ουσία του διλήµµατος του ταξιδιώτη. Αυτός είναι και ο λόγος για τον οποίο οι οδοί 
διαφυγής που δηµιουργούνται, επιτρέποντας για παραλογισµό ή την προσδοκία του 
παράλογισµού δεν είναι σηµαντικοί εδώ και ας έχουν σηµασία εµπειρικά.∆εν είναι ένα σηµείο 
εµπειρικό αυτό που εξετάζουµε εδώ.Ο στόχος είναι να εξηγήσουµε γιατί,παρά τη λογική που 
είναι κοινή γνώµη,οι παίκτες θα απορρίψουν το (2,2), όπως φανταζόµαστε οτι θα γίνει σε αυτή 
τη περίπτωση. 
 

 

 

 

 

 

2.1.2 Οι δυνατότητες 

 
Παρόλο που δεν είµαι σε θέση να επιλύσω το παραδοξο, ότι ακολουθεί παρακάτω είναι 

µερικές πιθανές αντιµετωπίσεις.Η δυνατότητα 1,προτείνει µια αυστηρή λύση του προβλήµατος 
για µια ειδική περίπτωση,δηλαδή, τη διαρκή εκδοχή, οι ∆υνατότητες 2 και 3 θα πρέπει να 
αντιµετωπιστούν ως υποθετικές και όχι ως τυπικές. 

 
∆υνατότητα 1. Η διαρκής εκδοχή του διλήµµατος του ταξιδιώτη έχει µια 

ενδιαφέρουσα διέξοδο χρησιµοποιόντας µια προσαρµογή των συνόλων CURB, που 
αναπτύχθηκε απο τους Basu και JorgenWeibull (1991)-όπου CURB είναι ένα ακρονύµιο για 
"closed un derrational behavior"(σύνολο λογικής συµπεριφοράς). 
 Στην διαρκή αυτή εκδοχή, το σύνολο i των στρατηγικών του κάθε παίκτη δίνεται από Si = 
[2.100].Έστω Ti είναι ένα υποσύνολο του Si, i = 1, 2.Το ζεύγος (ΤΙ, Τ2) ορίζεται ως CURB 
(στην πραγµατικότητα «στενό CURB», Basu και Weibull [1991]),εάν Ti είναι το σύνολο όλων 
των καλύτερων απαντήσεων του παίκτη i στις στρατηγικές του j στο Τj,τότε i = 1, 2.Με άλλα 
λόγια, η στρατηγική s1, ανήκει στον Τ1, αν και µόνο αν υπάρχει µια στρατηγική s2 σε T2 έτσι 
ώστε ο παίκτης 1 να µην νέχει καλύτερη επιλογή από το να αποκλίνει µονοµερώς από το (Sl, 
S2) .Μια άµεση εφαρµογή του συνόλου curb στην διαρκή έκδοση του διλήµµατος του 
ταξιδιώτη δεν είναι δυνατή, διότι δεν υπάρχουν καλύτερες επιλογές σε αυτό το παίγνιο.Ωστόσο, 
εδώ είναι µια τροποποιηµένη έκδοση του curb,την οποία θα την ονοµάσουµε Μ-curb η οποία 
χρησιµοποιεί την “ιδέα”της curb.Εστω (T1, T2) *curb,αν Τ1 και Τ2 δεν είναι κενά, και, για όλα 
τα s2 στο Τ2 και όλα τα s1, στο S1, υπάρχει έστω ένα r1 στο Τ1, τέτοιο ώστε ο παίκτης 1 να 
απαντήσει εξίσου καλά στο s2 µε r1, αντί του s1,ίδιο συµβαίνει και όταν οι παίκτες 1 και 2 
εναλλάσσονται. 
Το (Τ1, Τ2) είναι ένα Μ-curb αν είναι *curb και αν είναι απο µόνο του ελάχιστo, δηλαδή, δεν 
υφίσταται Μ1 το οποίο να είναι ένα κανονικό υποσύνολο του Τ1, ή Μ2 το οποίο να είναι ένα 
κανονικό υποσύνολο του Τ2 τέτοιο ώστε (Μ1, T2 ) είναι *-curb ή (T1, M2) είναι *-curb.Είναι 
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εύκολο να δει κανείς ότι αν (Τ1, Τ2) είναι M-curb τότε το µέγιστο [Tj] είναι είτε 2 είτε δεν 
υπάρχει,για j = 1 ή 2.Εδώ είναι ένα παράδειγµα ενός συνόλου Μ-curb:[(90, 100), (90, 100)].Ως 
εκ τούτου, εάν ο κάθε παίκτης δεσµεύεται να παίξει στο ανοικτό διάστηµα (90.100), τότε 
κανένας παίκτης δεν έχει το κίνητρο να αποκλίνει. Ενώ αυτό είναι µια λύση για την διαρκή 
εκδοχή, αυτή δεν µπορεί να θεωρηθεί ως λύση του παραδόξου, επειδή η καρδιά του παραδόξου 
δεν έγκειται στο τεχνικό ζήτηµα του κατά πόσον οι παίκτες επιτρέπεται να χρησιµοποιούν 
όλους τους πραγµατικούς αριθµούς ή όχι. Θα στραφώ τώρα στην εκδοχήτων ακέραιων. 
 

∆υνατότητα 2. Αν και το δίληµµα του ταξιδιώτη έχει µια κανονική µορφή 
παιγνίου,εντούτοις µπορεί να θεωρηθεί σαν να έχει το «πρόβληµα του άφταστου κόµβου». Για 
να το δούµε αυτό, αρχίζουµε πρώτα µε (α) τον καθορισµό ορθολογικού παιγνίου µε το συνήθη 
τρόπο και, στη συνέχεια (β) υποθέτουν ότι λογική είναι κοινή γνώση.∆εδοµένου ότι, (2,2) είναι 
το µόνο λογικό αποτέλεσµα, ακολουθεί ότι αυτό είναι που θα πρέπει να περιµένουµε µιας και η 
λογική εξήγιση είναι η συνέπεια των (α) και (β).Τώρα, ας υποθέσουµε ότι ο παίκτης 1 θέλει να 
αποφασίσει τι θα κάνει αν απορρίψει να παίξει 2 και δοκιµάσει µε ένα µεγαλύτερο αριθµό.∆εν 
είναι καν σαφές αν αυτό το ερώτηµα µπορεί να απαντηθεί. Αν είναι αλήθεια ότι τα (α) και (β) 
υπαινίσσουν ότι ο παίκτης 1 θα επιλέξει τη στρατηγική 2,τότε, ένας κόσµος όπου (α) και (β) 
είναι αληθή και όπου ο παίκτης επιλέγει κάποια άλλη στρατηγική είναι δύσκολο να τον 
διανοηθούµε,µε αυτό το τρόπο τέτοια εσωστρεφή πειράµατα µπορεί να µην είναι δυνατά.Μια 
πιθανή γραµµή της επίθεσης που αυτό προτείνει είναι να υποστηριχθεί ότι οι έµµεσες 
παραδοχές, (α) και (β), οι οποίες αποτελούν τη βάση της θεωρίας των παιγνίων, µπορούν από 
µόνες τους να µην έχουν νόηµα.Στον Basu (1990) έδειξα ότι, στο πλαίσιο παιγνίων όπως την 
σαρανταποδαρούσα, το πρόβληµα προήλθε από την παραδοχή ότι η λογική είναι κοινή γνώση 
και ότι κάθε παίγνιο πρέπει να έχει µια λύση.Η µέθοδος ήταν να γράψω κάποιες απο τις 
ιδιότητες της λύσης,δεδοµένου ότι η λογική είναι κοινή γνώση και να αποδείξω ότι αυτές οι 
ιδιότητες δεν µπορεί να είναι ικανοποιούνται συγχρόνως.Ωστόσο, εκεί έκανα χρήση κρίσιµης 
σηµασίας της εκτεταµένης δοµής του παιγνίου.Το δίληµµα του ταξιδιώτη µας προκαλεί να 
κατασκευάσουµε παρόµοια θεωρήµατα χωρίς να προσφύγουµε στη σειρά του παίγνιου. 

  
 καινοτόµα γραµµή της επίθεσης.Παρατηρήστε ότι στο δίληµµα του ταξιδιώτη δεν µπορεί 

να υπάρξει ένα καλά καθορισµένο σύνολο στρατηγικών, Ti, εκτός από την ειδική περίπτωση Ti 
= {2}, τέτοιο ώστε:  

i. ένας λογικός παίκτης µπορεί να παίξει οποιαδήποτε στρατηγική σε Ti και ποτέ δεν θα 
παίξει έξω απο αυτό το σύνολο, και 

ii. ένα τέτοιο Ti µπορούµε να το συµπεράνουµε από την εξέταση του παίγνιου.  
 

Για να το δούµε αυτό ας υποθέσουµε ότι τα Τ1 και Τ2 είναι τέτοια σύνολα.Από τη στιγµή που ο 
παίκτης 2 είναι απόλυτα λογικός, µπορεί να συµπεράνει οτι και ένας θεωρητικός του παιγνίου 
µπορεί να συµπεράνει.Ως εκ τούτου, από την (ii), µπορεί να συµπεράνει το Τ1.Ας είναι t ο 
µεγαλύτερος αριθµός σε Τ1.Μιας και ο παίκτης 1 δεν θα παίξει ποτέ κανένα αριθµό πάνω από 
t,τότε ποτέ δεν συµφέρει τον παίκτη 2 για να παίξει t.Συνεπώς Τ1 και Τ2 δεν είναι 
ταυτόσηµα.Αλλά επειδή αυτό το παίγνιο είναι συµµετρικό και Τ1 και Τ2 συµπεραίνονται 
αποκλειστικά  εξετάζοντας το παίγνιο,το Τ1 πρέπει να είναι το ίδιο µε Τ2.Αυτή η αντίφαση 
ορίζει ότι δεν υπάρχει τέτοιο ζεύγος (Τ1, Τ2).  
 

Σηµειώστε ότι όλη αυτή η άσκηση ήταν για καθορισµένα (το συνηθισµένο είδος) 
σύνολα.Βέβαια, µπορεί να υπάρχουν ασαφή σύνολα στα οποία να µπορεί να 
λειτουργήσει.Φαίνεται να υπάρχει κάποιος εκ των προτέρων λόγος που να πιστεύει ότι µπορεί 
να υπάρξει µια οδός διαφυγής εδώ.Γυρνώντας σε µια ιδέα που έθιξα νωρίτερα,ας υποθέσουµε 
ότι παίκτης 1 πιστεύει ότι ο παίκτης 2 θα παίξει ένα µεγάλο αριθµό.Τότε, αν ο παίκτης 1 ήταν 
να αποφασίσει αν ο ίδιος θα πρέπει να διαλέξει έναν µεγάλο αριθµό ή όχι, αυτό που θα τον 
συµφέρει θα είναι  να παίξει ένα µεγάλο αριθµό.Έτσι (µεγάλος αριθµός, µεγάλος αριθµός), 
φαίνεται να είναι ένα είδος ισορροπίας του Nash σε ασαφώς καθορισµένες κατηγορίες.Η 
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ασάφεια είναι σηµαντική εδώ, διότι αν το σύνολο των µεγάλων αριθµών ήταν ένα καλά 
καθορισµένο σύνολο,γνωρίζουµε από την προηγούµενη παράγραφο ότι το επιχείρηµα αυτό θα 
καταρρεύσει. 

Χρησιµοποιώ εδώ για την λέξη "µεγάλος", µε την έννοια της καθηµερινής γλώσσας,η 
οποία είναι διαφορετική από την καθαρά θεωρητική ερµηνεία των συνόλων.Το τελευταίο 
συνεπάγεται ότι το σύνολο των ακεραίων αριθµών που σίγουρα δεν είναι µεγάλοι θαείναιένα 
καλά καθορισµένο και ξεκάθαρο σύνολο. Η καθηµερινή χρήση της λέξης "µεγάλο" προφανώς 
δεν συµφωνεί µε αυτό. Όταν αυτό λαµβάνεται σοβαρά υπόψη, πολλές αντιρρήσεις σχετικά µε 
την ιδέα της ισορροπίας του Nash σε ασαφής κατηγορίες,που αµέσως έρχονται στο µυαλό, 
παύουν να ισχύουν.Η χρήση ανακριβών κατηγοριών δεν σηµαίνει την παραίτηση του 
ορθολογισµού.Αυτό που υποστηρίξαµε σ΄αυτό το υπο-τµήµα ήταν ότι ένας τρόπος να 
περιµένουµε την υπόθεση ορθολογισµού όταν ειµαστε αντιµέτωποι µε παράδοξα παίγνια όπως 
το δίληµµα του ταξιδιώτη όπου µπορεί να επιτρέπετε στους παίκτες να χρησιµοποιούν ασαφής 
κατηγορίες στον τρόπο σκέψης τους για το πώς να επιλέξουν σε θεωρητικές καταστάσεις 
παιγνίων. 
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Κεφάλαιο 3 
 

3. ∆έκα Μικροί Θησαυροί της Θεωρίας των Παιγνίων και 

∆έκα Αντιφάσεις της Αντίληψης 

 
Εισαγωγή 

 
Το έγγραφο αυτό αναφέρει εργαστηριακά δεδοµένα για παίγνια που παίζονται µόνο µια 

φορά.Αυτά τα παίγνια εκτείνονται στις συνήθεις κατηγορίες:στατικά και δυναµικά παίγνια µε 
πλήρεις και ελλιπείς πληροφορίες.Για κάθε παίγνιο,ο θησαυρός είναι µια επεξεργασία κατά την 
οποία η συµπεριφορά συµµορφώνεται ωραία µε τις προβλέψεις της ισορροπίας του Nash ή µε 
τη σχετική βελτίωση.Σε κάθε περίπτωση, ωστόσο,µια αλλαγή στην δοµή της πληρωµής παράγει 
µια µεγάλη ασυνέπεια µεταξύ θεωρητικών προβλέψεων και παρατηρούµενης 
συµπεριφοράς.Αυτές οι αντιφάσεις είναι γενικά συνεπείς µε την απλή αντίληψη βασίσµένες 
στην αλληλεπίδραση των ασυµµετριών στην εξόφληση και θορυβώδη περισυλλογή σχετικά µε 
τις αποφάσεις των άλλων.  
 

3.1  Στατικά παίγνια µε πλήρη στοιχεία 

Η ισορροπία του Nash υπήρξε το επίκεντρο της θεωρίας των παιγνίων από την 
εισαγωγή της πριν από πενήντα χρόνια.Μαζί µε την προσφορά και τη ζήτηση,η ισορροπία του 
Nash είναι µία από τις πιο χρησιµοποιηµένες θεωρητικές κατασκευές για τα οικονοµικά και 
εφαρµόζεται σε όλο και περισσότερες κοινωνικές επιστήµες. Πράγµατι,η θεωρία των παιγνίων 
έχει κερδίσει τελικά τον κεντρικό ρόλο που οραµατίστηκαν οι John von Neumann και Oscar 
Morgenstern ακόµα και σε ορισµένους τοµείς της οικονοµίας(π.χ., βιοµηχανική 
οργάνωση)σχεδόν όλες οι πρόσφατες θεωρητικές εξελίξεις είναι εφαρµογές της θεωρίας των 
παιγνίων.Η εντύπωση που παίρνει κάποιος από τις πρόσφατες έρευνες και τα βιβλία της 
θεωρίας των παιγνίων είναι ότι το πεδίο έχει φτάσει σε µια ωριµότητα,µε ξεκάθαρες 
ταξινοµήσεις των παιγνίωνν και διαδοχικά ισχυρότερες(πιο «εκλεπτυσµένες») εκδοχές της 
βασικής προσέγγισης για να είναι κατάλληλη για πιο σύνθετες κατηγορίες παιγνίν: η ισορροπία 
του Nash για τα στατικά παίγνια µε πλήρεις πληροφορίες, Bayesian Nash για στατικά παίγνια 
µε ελλιπείς πληροφορίες, τελειότητα των υπο-παιγνίων για δυναµικά παίγνια µε πλήρεις 
πληροφορίες και κάποια βελτίωση της διαδοχικής ισορροπίας του Nash για δυναµικά παίγνια 
µε ελλιπείς πληροφορίες(Π.χ. Robert Gibbons, 1997).Οι παραδοχές του ορθολογισµού που 
αποτελούν τη βάση αυτής της ανάλυσης προηγούνται συχνά από πειστικά επίθετα,όπως 
«τέλεια», «έξυπνη» και «θεία».Αν οποιοδήποτε θόρυβος γίνεται δεκτός στη λήψη 
αποφάσεων,αποβάλλεται σε µια διαδικασία«καθαρισµού».Είναι δύσκολο να µην παρατηρήσετε 
παραλληλισµούς µε τη θεολογία και η ιδιαίτερη µαθηµατική φύση των εξελίξεων κάνει αυτό το 
έργο απρόσιτο για τους οικονοµολόγους όπως οι θεολογικές πραγµατείες για το ευρύ κοινό το 
µεσαίωνα.Η παραφωνία σε αυτή την άποψη της θεωρίας των παιγνίων έχει προέλθει κυρίως 
από τα εργαστηριακά πειράµατα,αλλά η επικρατούσα άποψη µεταξύ των θεωρητικών των 
παιγνίων φαίνεται να είναι ότι η συµπεριφορά τελικά θα συγκλίνει στις προβλέψεις του Nash µε 
τις σωστές προυποθέσεις. 

 
Αυτή η εργασία παρουσιάζει µια πιο γενική προοπτική της τρέχουσας κατάστασης της 

θεωρίας των παιγνίων.Σε κάθε ένα από τους κύριους τύπους των παιγνίων,παρουσιάζουµε ένα ή 
περισσότερα παραδείγµατα τα οποία η σχετική εκδοχή της ισορροπίας του Nash τα προβλέπει 
εξαιρετικά καλά.Οι "θησαυροί" παρατηρούνται σε παίγνια που παίζονται µόνο µία φορά από 
άτοµα µε οικονοµικά κίνητρα που είχαν προηγούµενη εµπειρία σε 
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άλλες,παρόµοιες,στρατηγικές καταστάσεις.Σε καθένα από αυτά τα παίγνια,ωστόσο,φαίνεται ότι 
η αλλαγή στην δοµή της πληρωµής µπορεί να παράγει µεγάλη ανακολουθία µεταξύ της 
θεωρητικής πρόβλεψης και της ανθρώπινης συµπεριφοράς.Για παράδειγµα,µια αλλαγή στην 
πληρωµή που δεν θα µεταβάλλει την µοναδική ισορροπία Nash µπορεί να µετακινήσει τα 
δεδοµένα στην αντίθετη πλευρά της σειράς των εφικτών αποφάσεων. Εναλλακτικά, µια αλλαγή 
στην πληρωµή µπορεί να προκαλέσει µια σηµαντική αλλαγή στις προβλέψεις της θεωρίας των 
παιγνίων χωρίς να έχουν αισθητές επιπτώσεις στην πραγµατική συµπεριφορά.Η 
παρατηρούµενες αντιφάσεις είναι συνήθως κάπως διαισθητικές,ακόµα κι αν δεν εξηγούνται από 
τη τυπική Θεωρία των Παιγνίων.Σε ένα παίγνιο,ταυτόχρονα,’προσπάθειας’ και ‘επιλογής’ 
συντονισµού,για παράδειγµα,µια αύξηση του κόστους της "προσπάθειας"για τις αποφάσεις των 
παικτών φαίνεται να προκαλεί µια δραµατική µείωση στην προσπάθεια,παρά το γεγονός ότι 
οποιαδήποτε κοινή προσπάθεια (effort) είναι µια ισορροπία του Nash για µια σειρά από δαπάνες 
προσπάθειας.Σε µερικά από αυτά τα παίγνια, φαίνεται σαν η ισορροπία του Nash να λειτουργεί 
µόνο από σύµπτωση,π.χ. σε συµµετρικές περιπτώσεις όπου εξισορροπούνται οι δαπάνες των 
σφαλµάτων και στις δυο κατευθύνσεις.Σε άλλες περιπτώσεις,η ισορροπία του Nash έχει 
σηµαντική περιγραφική δύναµη,αλλά οικονοµικά έχει σηµαντικές αποκλίσεις που παραµένουν 
ανεξήγητες. 

 
Η ιδέα ότι η θεωρία των παιγνίων θα πρέπει να ελέγχεται µε εργαστηριακά πειράµατα 

είναι τόσο παλιά όσο και η έννοια της ισορροπίας του Nash, και µάλιστα, το κλασικό 
παράδειγµα του διλήµµατος του φυλακισµένου εµπνεύστηκε από ένα πείραµα που 
πραγµατοποιήθηκε στη RAND Corporation το 1950.Μερικοί από τους στρατηγικούς αναλυτές 
του RAND ήταν δυσαρεστηµένοι µε την θεωρία του συνεταιρισµού και του µηδενικού 
αθροίσµατος για τα παίγνια που τους είχε δωθεί απο τους von Neumann και Morgenstern 
(1944) στο Θεωρία των Παιγνίων και Οικονοµική Συµπεριφορά.Ειδικότερα, η πυρηνική 
σύγκρουση δεν θεωρήθηκε ως ένα παίγνιο µηδενικού αθροίσµατος, διότι και τα δύο µέρη θα 
µπορούσαν να χάσουν.Η Sylvia Nasar (1998) περιγράφει µε ενδιαφέρον στο RAND όταν 
εξαπλωθηκεη φήµη ότι ένας µεταπτυχιακός φοιτητής του Princeton,ο JohnNash,είχε γενικεύσει 
την απόδειξη ύπαρξηςτου vonNeumann για µηδενικού αθροίσµατος παίγνια για  όλα τα παίγνια 
µε πεπερασµένο αριθµό στρατηγικών.∆ύο µαθηµατικοί, οι Melvin Dresher και Merrill 
Flood,εξήγαγαν κάποια πειράµατα σε παίγνια µε τους συναδέλφους τους, και ήταν δύσπιστοι 
ότι η ανθρώπινη συµπεριφορά θα συµφωνούσε µε την ιδέα του Nash για ισορροπία.Στην 
πραγµατικότητα, σχεδίασαν ένα πείραµα που διεξήχθη την ίδια ηµέρα που άκουσαν σχετικά µε 
την απόδειξη του Nash.Κάθε  παίκτης σε αυτό το παίγνιο είχε µια κυρίαρχη στρατηγική να 
αποστατήσει,αλλά και οι δύο θα κερδιζαν περισσότερο εάν χρησιµοποιούσαν τη στρατηγική 
συνεργασίας.Το παίγνιο επαναλήφθηκε 100 φορές µε τους ίδιους δύο παίκτες, και 
παρατηρήθηκε µια καλή δόση συνεργασίας.Ένας από τους καθηγητές του Nash,ο 
Al.W.Tucker,είδε τις πληρωµές (payoffs) για αυτό το παίγνιο γραµµένες σε ένα µαυροπίνακα 
και εφηύρε την ιστορία του διλήµµατος του φυλακισµένου που χρησιµοποιήθηκε αργότερα σε 
µια διάλεξη για τη θεωρία των παιγνίων που έδωσε στο Τµήµα Ψυχολογίας του Πανεπιστηµίου 
του Στάνφορντ  (Tucker, 1950). 

 
 
Είναι ενδιαφέρουσα, η απάντηση του Nash στους Dresher και Flood για το  

επαναλαµβανόµενο πείραµα του διλήµµατος του φυλακισµένου που περιέχεται σε σηµείωµα 
προς τους συγγραφείς και δόθηκε στη δηµοσιότητα ως υποσηµείωση στην έρευνα τους:"Το 
ελάττωµα στο πείραµα ως δοκιµή της θεωρίας του σηµείου ισορροπίας είναι ότι το πείραµα 
συγκεντρώνει τους παίκτες να παίξουν ένα µεγάλο παίγνιο µε πολλές κινήσεις.Κάποιος ίσως 
δεν θα µπορεί να σκεφτεί το πράγµα ως µια ακολουθία ανεξάρτητων παιγνίων όπως µπορεί 
κανείς στις µηδενικού αθροίσµατος περιπτώσεις.Υπάρχει απλά πάρα πολύ αλληλεπίδραση ... 
»(αποσπάσµατα από Nasar, 1998).Σε αντίθετη περίπτωση,τα πειράµατα που εκθέτουµε σε αυτή 
την έρευνα περιλαµβάνουν παίγνια που παίχτηκαν µόνο µία φορά,αν και σχετικά αποτελέσµατα 
για επαναλαµβανόµενα παίγνια µε τυχαία αντιστοίχιση θα αναφερθούν οπου χρειάζετε.Όπως 
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σηµειώνει ο Nash,το πλεονέκτηµα των παιγνίων που παίζονται µια µόνο φορά είναι ότι 
αποµονώνουν την συµπεριφορά από τα κίνητρα για συνεργασία  και την αµοιβαιότητα που 
υπάρχει στα επαναλαµβανόµενα παίγνια.Ένα πιθανό µειονέκτηµα των παιγνίων που παίζονται 
µονο µια φορα είναι ότι,χωρίς την δυνατότητα µάθησης και προσαρµογής,τα άτοµα µπορεί να 
είναι ιδιαίτερα επιρρεπή στις επιδράσεις  της σύγχυσης.Τα παίγνια που χρησιµοποιούνται στο 
παρόν έγγραφο, εντούτοις,είναι αρκετά απλά στην δοµή για να διασφαλιστεί η παρατήρηση της 
συµπεριφοράς σαν του Nash στη διαδικασία του "θησαυρού".Επιπλέον, η µελέτη των παιγνίων 
που παίζονται µόνο µια φορά είναι ανεξάρτητα του ενδιαφέροντος λόγω των διαδεδοµένων 
εφαρµογών της θεωρίας του παιγνίου για τα µοντέλα«µε τη µια» (one-shot) αλληλεπιδράσεων 
στα οικονοµικά και άλλες κοινωνικές επιστήµες, π.χ.  τις δηµοπρασίες, τις εκλογές, τις 
στρατιωτικές εκστρατείες, καθώς και τις νοµικές διαφορές.   

 
Οι κατηγορίες των παιγνίων που θα µελετήσουµε βασίζονται στις συνήθεις 

διακρίσεις:στατική εναντίον δυναµικής και τέλειας εναντίον ατελούς πληροφορίας. Το τµήµα Ι 
περιγράφει τα πειράµατα που βασίζονται στα στατικα παίγνια µε πλήρεις 
πληροφορίες:κοινωνικό δίληµµα,ταιριαγµα των cents, και τα παίγνια συντονισµού  . Το τµήµα 
II περιλαµβάνει τα αποτελέσµατα από δυναµικά παίγνια µε πλήρη στοιχεία: παίγνια 
διαπραγµατεύσεων και παίγνια µε αναξιόπιστες απειλές.Τα παίγνια που αναφέρονται στα 
τµήµατα ΙΙΙ και IV έχουν ελλιπείς πληροφορίες σχετικά µε τις πληρωµές των άλλων παικτών:µε 
στατικές ρυθµίσεις (δηµοπρασίες) και ρυθµίσεις σε δυο στάδια (παίγνια σηµατοδότησης).   

 
Είναι γνωστό ότι οι αποφάσεις µπορούν να επηρεαστούν από ψυχολογικούς 

παράγοντες,όπως τα επίπεδα φιλοδοξίας,την κοινωνική απόσταση και το heuristics (τεχνικές 
επιλυσης προβληµάτων βασισµένες στην εµπειρία) (π.χ., Daniel Kahneman, Paul Slovic, και 
Amos Tversky, 1982, Catherine Eckel και Rick Wilson, 1999).Σε αυτή την εργασία θα 
προσπαθήσουµε να κρατήσουµε τους ψυχολογικούς παράγοντες σταθερούς εστιάζοντας στις 
αλλαγές των πληρωµών που είναι κυρίως οικονοµικής φύσεως.Όπως αναφέρεται παρακάτω,οι 
οικονοµικές θεωρίες χρησιµοποιούνται για να εξηγήσουν τις ανωµαλίες που προκύπτουν.Για 
παράδειγµα, η υπόθεση λογικής επιλογής στην οποία βασίζεται η έννοια της ισορροπίας του 
Nash εξαλείφει όλα τα σφάλµατα,αλλά αν το κόστος της "υπέρβασης" µιας βέλτιστης 
απόφασης είναι πολύ χαµηλότερο από ό, τι το κόστος της «υστέρησης»,θα περίµενε κανείς µια 
ανοδική τάση στις αποφάσεις.Σε ένα παίγνιο, οι ενδογενείς επιπτώσεις αυτών των τάσεων 
µπορεί να ενισχυθούν µε τέτοιο τρόπο ώστε να δηµιουργήσουν ένα φαινόµενο "χιονοστιβάδας" 
που αποµακρίνει τις αποφάσεις από µια πρόβλεψη του Nash. Μοντέλα που εισάγουν 
(ενδεχοµένως µικρά) ποσά θορύβου στη διαδικασία λήψης αποφάσεων µπορεί να παράγουν 
προβλέψεις που είναι αρκετά µακριά από οποιαδήποτε ισορροπία του Nash. 

 
Ένα δεύτερο είδος υπόθεσης λογικής που είναι ενσωµατωµένη στην ισορροπίας του 

Nash είναι ότι πεποιθήσεις είναι συνεπείς µε τις πραγµατικές αποφάσεις.Οι πεποιθήσεις δεν 
είναι πιθανό να επιβεβαιωθούν από την ισορροπία, και αυτό που θα συµβεί κατά πάσα 
πιθανότητα σε τέτοιες περιπτώσεις είναι η µάθηση. Υπάρχει µια µεγάλη πρόσφατη 
βιβλιογραφία για την ενσωµάτωση της µάθησης στα µοντέλα της προσαρµογής σε παίγνια που 
παίζονται επανειληµµένα µε διαφορετικούς συµπαίκτες.Τα µοντέλα αυτά περιλαµβάνουν την 
αφελή Bayesian µάθηση (π.χ. David J. Cooper,Susan Garvin και John H.Kagel,Dilip 
Mookherjee και Barry Sopher, 1997), την ενίσχυση ή µάθηση σαν απάντηση στο ερέθισµα (π.χ. 
Ido Erev και Alvin Ε. Roth, 1998), και υβριδικά µοντέλα µε στοιχεία των δύο (Colin Camerer 
και Teck-HuaHo, 1999).Η µάθηση µέσω της εµπειρίας δεν είναι δυνατή στα παίγνια που 
παίζονται µόνο µία φορά, και οι πεποιθήσεις θα πρέπει να σχηµατίζονται από της διαδικασία 
της εσωστρεφούς σκέψης,η οποία µπορεί να υπόκειται σε σηµαντικό θόρυβο.Χωρίς θόρυβο,οι 
επαναλαµβανόµενες καλύτερες απαντήσεις θα συγκλίνουν προς µια ισορροπία του Nash, αν 
συγκλίνουν καθόλου.Μερικές πολλά υποσχόµενες προσεγγίσεις για την εξηγήση των 
αποκλίσεων από τις προβλέψεις του Nash βασίζονται σε µοντέλα που περιορίζουν τις 
ικανότητες των παικτών για ενδοσκόπηση,είτε µειώνοντας τον αριθµό των επαναλήψεων (π.χ. 
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Dale O. Stahl και PaulW. Wilson, 1995 Rosemarie Nagel, 1995)είτε προσθέτοντας αυξανόµενες 
ποσότητες θορύβου στα υψηλότερα επίπεδα των επαναλαµβανόµενων πεποιθήσεων (Goeree 
και Holt, 1999,Dorothea Kübler και Georg Weizsäcker, 2000).Οι προβλέψεις που προέρχονται 
από αυτές τις προσεγγίσεις, συζητιούνται στο τµήµα V και γενικά συµµορφώνονται µε τις 
προβλέψεις του Nash για την επεξεργασία (treatment) του θησαυρού και µε τις συστηµατικές, 
αποκλίσεις στην αντίληψη στην επεξεργασία της αντίφασης. Μερικά συµπεράσµατα 
προσφέρονται στο τµήµα VI.  

 
Σε αυτή την ενότητα θα εξετάσουµε µια σειρά από παίγνια δύο παικτών που παίζονται 

µε ταυτόχρονες κινήσεις,για τα οποία η ισορροπία του Nash δείχνει µια αυξανόµενη 
πολυπλοκότητα.Το πρώτο παίγνιο είναι ένα «κοινωνικό δίληµµα» στο οποίο η καθαρή-
στρατηγική για την ισορροπία του Nash συµπίπτει µε την µοναδική (ορθο)λογική έκβαση.Στη 
συνέχεια,λαµβάνουµε υπ΄όψην ένα παίγνιο ταιριάγµατος cents (κερµάτων) µε µια µοναδική 
ισορροπία Nash µε µικτές στρατηγικές.Τέλος, θα συζητήσουµε τα παίγνια συντονισµού που 
έχουν πολλαπλές ισορροπίες του Nash, κάποιες από τις οποίες είναι καλύτερες για όλους τους 
παίκτες.  

 
Σε όλα τα παίγνια που αναφέρονται εδώ και στις επόµενες ενότητες, χρησιµοποιήσαµε 

οµάδες φοιτητών,άτοµα που προσλαµβάνονται από τα προπτυχιακά τµήµατα οικονοµικών του 
Πανεπιστηµίου της Βιρτζίνια.Κάθε  οµάδα αποτελείται από 10 φοιτητές που πληρώθηκαν 6 
δολάρια για να φτάσουν στην ώρα τους,καθώς και τα χρήµατα που κέρδισαν στα παίγνια που 
έπαιξαν.Αυτά τα παίγνια που παίζονται µε τη µια ακολούθουν ένα αρχικό "µέρος Α" στο οποίο 
τα υποκείµενα παίζουν το ίδιο παίγνιο δύο ατόµων για 10 περιόδους µε νέα τυχαία ζευγάρια σε 
κάθε  περίοδο. Τα κέρδη απο τις δίωρες συνεδρίες κυµαίνονται από $ 15 έως $ 60,µε µέσο όρο 
περίπου $ 35.Κάθε παίγνιο«µε τη µια» (oneshot) ξεκίνησε µε τη διανοµή και την ανάγνωση των 
οδηγιών που παιγνίου.Αυτές οι οδηγίες περιήχαν διαβεβαιώσεις ότι όλα τα χρήµατα που θα 
κέρδιζαν οι παίκτες θα τους καταβάλλονταν και ότι το παίγνιο θα ακολουθηθεί από "ένα άλλο, 
εντελώς διαφορετικό πείραµα λήψης αποφάσεων."Μιας και οι one-shot επεξεργασίες 
ζευγαρώθηκαν,αλλάξαµε τη σειρά των συνθηκών του θησαυρού και της αντίφασης σε όλες τις 
επόµενη συνεδρία.Τέλος, τα ζευγαρωµένες επεξεργασίες ήταν πάντα διαχωρίσµένες απο άλλα 
one-shot παίγνια διαφορετικού τύπου.   
 

3.2 Το δίληµµα του ταξιδιώτη, Παίγνιο One-Shot 

Η έννοια της ισορροπίας του Nash βασίζεται στις δίδυµες υποθέσεις της τέλειας και 
χωρίς λάθη λήψης αποφάσεων και τη συνοχή των δράσεων και των πεποιθήσεων.Η τελευταία 
αυτή προϋπόθεση µπορεί να φαίνεται ιδιαίτερα ισχυρή για την παρουσία πολλαπλών 
ισορροπιών,όταν δεν υπάρχει προφανής τρόπος για τους παίκτες να συντονιστούν.Πιο πειστικά 
επιχειρήµατα µπορούν να δοθούν για την ισορροπία Nash,όταν προβλέπει το παίξιµο της 
µοναδικής δικαιολογηµένης ή ορθολογικής δράσης (Β. Bernheim, DavidG. Pierce).Η 
ορθολογικότητα (rationalizability) βασίζεται στην ιδέα ότι οι παίκτες θα εξαλείψoυν τις 
στρατηγικές που δεν είναι ποτέ µια καλή απάντηση για οποιεσδήποτε πεποιθήσεις και να 
συνειδητοποιήσουν ότι οι άλλοι (λογικοί)  παίκτες θα κάνουν το ίδιο.  

 
Για να φανεί αυτή τη διαδικασία, υποθέστε ένα παίγνιο στο οποίο δύο παίκτες 

ανεξάρτητα και ταυτόχρονα επιλέγουν ακέραιους αριθµούς µεταξύ (και 
συµπεριλαµβανοµένων) του 180 και του 300.Και οι δύο παίκτες θα πληρωθούν το µικρότερο 
από τους δύο αριθµούς και, επιπλέον, ένα ποσό R> 1 µεταφέρεται από τον παίκτη µε το 
µεγαλύτερο αριθµό στον παίκτη µε το µικρότερο αριθµό.Για παράδειγµα,εάν ένα άτοµο 
επιλέξει 210 και το άλλο επιλέξει 250, λαµβάνουν απολαβές 210 + R και 210 - R αντίστοιχα. 
Αφού R> 1, η καλύτερη απάντηση θα ήταν να χαµηλόσουµε την απόφαση του άλλου κατά 1 
(αν η απόφαση ήταν γνωστή) και ως εκ τούτου,το ανώτατο όριο των 300 δεν είναι ποτέ µια 
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καλύτερη απάντηση σε οποιοδήποτε πιθανή πεποίθηση θα µπορούσε να έχει κανείς.Ως εκ 
τούτου, ένα λογικό άτοµο πρέπει να εκχωρήσειτην πιθανότητα µηδέν στην επιλογή των 
300,έτσι το 299 δεν µπορεί να είναι µια καλύτερη απάντηση σε κάθε πιθανή πεποιθήση που 
αποκλείει την επιλογή του 300, κλπ.Μόνο το κατώτατο όριο του 180 επιβιώνει σε αυτήν την 
επαναλαµβανόµενη διαδικασία διαγραφής και είναι ως εκ τούτου η µοναδική ορθολογική 
κίνηση και λοιπόν η µοναδική ισορροποία του Nash.Αυτό το παίγνιο εισήχθη από τον Kaushik 
Basu (1994) ο οποίος το ονόµασε το «δίληµµα του ταξιδιώτη».  

  
Αν και η ισορροπία του Nash για αυτό το παίγνιο µπορεί να υποκινείται από τη 

διαδοχική ακύρωση των στρατηγικών που δεν είναι ποτέ η καλύτερη απάντηση(σε οποιαδήποτε 
πεποιθήση σχετικά µε τις στρατηγικές που δεν έχουν ακόµη εξαλειφθεί από την εξέταση),αυτή 
η διαδικασία διαγραφής µπορεί να είναι πολύ χρονοβόρα για ανθρώπινα υποκείµενα µε 
περιορισµένες γνωστικές ικανότητες.Όταν το κόστος για να έχεις τον µεγαλύτερο αριθµό είναι 
µικρό,για παράδειγµα για µικρές τιµές του R, θα περίµενε κανείς περισσότερα σφάλµατα στην 
κατεύθυνση των υψηλών αιτήσεων, αρκετά µακριά από τη µοναδική ισορροπία στους 180 και 
πράγµατι αυτή είναι η διαίσθηση πίσω από το δίληµµα. Σε αντίθεση, µε µια µεγάλη ποινή για 
το να έχεις το υψηλότερο από τα δύο αιτήµατα,οι παίκτες είναι πιθανό να καταλήξουν µε 
αιτήµατα που θα είναι κοντά στη µοναδική πρόβλεψη του Nash, το 180.   

 
Για να δοκιµάσουµε αυτές τις υποθέσεις ζητήσαµε απο 50 άτοµα (25 ζεύγη) να κάνουν 

επιλογές στη διαδικασία µε R = 180 και πάλι σε µια αντιστοιχη διαδικασία µε R = 5.Όλα τα 
υποκείµενα πήραν αποφάσεις σε κάθε διαδικασία και τα δύο παίγνια διαχωρίστηκαν από έναν 
αριθµό άλλων one-shot παιγνίων.Η σειρά των δύο διαδικασιών εναλλάσσονταν.Οι οδηγίες 
ζητούσαν από τους συµµετέχοντες να διαµορφώσουν τα δικά τους αριθµητικά παραδείγµατα 
για να είναι σίγουρο ότι έχουν κατανοήσει την δοµή των πληρωµών. 
 

 
 

 
 

Σχήµα  3.1 
. Συχνότητες αιτηµάτων στο δίληµµα του ταξιδιώτη για R = 180 (ανοιχτόχρωµες στήλες) και R = 5 (σκοτεινές µπάρες) 

 

Το Σχήµα 3.1 δείχνει τις συχνότητες για κάθε κατηγορία 10 λεπτών επικεντρωµένη 
στον άξονα ανάλογα µε το αίτηµα πληρωµής επί του οριζοντίου άξονα.Οι ανοιχτόχρωµες 
στήλες αφορούν την διαδικασία υψηλού -R "θησαυρών",όπου σχεδόν το 80 τοις εκατό όλων 
των υποκειµένων επέλεξε τη στρατηγική ισορροπία του Nash, µε µέση απαίτηση το 
201.Ωστόσο, περίπου το ίδιο κλάσµα επέλεξε το υψηλότερο δυνατό αίτηµα στη διαδικασία  
χαµηλού – R, για την οποία ο µέσος όρος ήταν 280, όπως φαίνεται από τις σκουρόχρωµες 
ράβδους.Παρατηρήστε ότι τα δεδοµένα στη διαδικασία της αντίφασης είναι συγκεντρωµένα 
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στο αντίθετο άκρο του συνόλου των εφικτών αποφάσεων από τη µοναδική (ορθολογική) 
ισορροποία του Nash.Επιπλέον, το «ανώµαλο» αποτέλεσµα για τη διαδικασία του χαµηλού-R 
δεν εξαφανίζεται ούτε µειώνεται µε το χρόνο,όταν τα υποκείµενα παίζουν το παίγνιο 
επανειληµµένα και έχουν την δυνατότητα να µάθουν.Επειδή η αλλαγή της διαδικασίας δεν 
µεταβάλλει τη µοναδική (και λογική) πρόβλεψη του Nash,η κλασική θεωρία των παιγνίων 
απλώς δεν µπορεί να εξηγήσει το πιο εξέχον χαρακτηριστικό των δεδοµένων,δηλαδή την 
επίδραση της παραµέτρου της ποινής / ανταµοιβής στο µέσο όρο των αιτηµάτων. 
 

3.2.1 Ενα Παίγνιο Ταιριάγµατος Κερµάτων 

 
Σκεφτείτε ένα συµµετρικό παίγνιο ταιριάγµατος κερµάτων στο οποίο ο παίκτης της 

σειράς επιλέγει ή πάνω ή κάτω και ο παίκτης της στήλης ταυτόχρονα επιλέγει αριστερά ήδεξιά, 
όπως φαίνεται, στο επάνω µέρος του Πίνακα παρακάτω.Η πληρωµή για τον παίκτη της 
γραµµής είναι 0,80 δολάρια,όταν το αποτέλεσµα είναι (πάνω, αριστερά) ή (κάτω, δεξιά) αλλιώς 
0,40 δολάρια.Τα κίνητρα για τους δύο παίκτες είναι ακριβώς αντίθετα:ο παίκτης της στήλης 
κερδίζει 0,80 δολάρια, όταν ο παίκτης της σειράς κερδίζει 0,40 δολάρια, και 
αντίστροφα.∆εδοµένου ότι οι παίκτες έχουν αντίθετα συµφέροντα δεν υπάρχει ισορροπία για 
καθαρή στρατηγική. Επιπλέον,προκειµένου να µην εκµεταλευτεί από τον αντίπαλο,κανένας 
παίκτης δεν θα πρέπει να ευνοήσει µια από τις στρατηγικές και η µεικτή στρατηγική της 
ισορροπίας του Nash περιλαµβάνει την τυχαία επιλογή των δύο εναλλακτικών λύσεων µε ίσες 
πιθανότητες.Όπως και πριν, µας έδωσαν αποφάσεις  50 άτοµα σε µια έκδοση one-shot αυτού 
του παιγνίου (5 οµάδες από 10 άτοµα, τα οποία επιλέχθηκαν τυχαία σε ζευγάρια και τους έχουν 
ανατεθεί οι ρόλοι ή σειρά ή στήλη).Τα ποσοστά των επιλογών παρουσιάζονται σε παρενθέσεις 
δίπλα στις ετικέτες απόφασης στο πάνω µέρος του Πίνακα.Προσέξτε ότι τα ποσοστά επιλογής 
είναι ουσιαστικά «50-50», ή όσο το δυνατόν πλησιέστερα,δεδοµένου ότι υπήρχε ένας ζυγός 
αριθµός παικτών για κάθε ρόλο.Τώρα σκεφτείτε τι θα συµβεί αν η πληρωµή των 0,80 δολαρίων 
του παίκτη της σειράς στο (Επάνω, Αριστερά) αυξηθεί στα 3,20 δολάρια, όπως φαίνεται στο 
ασύµµετρο παίγνιο ταιριάγµατος των κερµάτων στο µεσαίο τµήµα του Πίνακα.Σε µια µεικτή 
στρατηγική ισορροπίας,οι πιθανότητες για την απόφαση του κάθε παίκτη θα πρέπει να είναι 
τέτοια ώστε ο να είναι αδιάφορος ο άλλος παίκτης σε σχέση µε τις δύο εναλλακτικές 
λύσεις.∆εδοµένου ότι η πληρωµή του παίκτη της στήλης παραµένει αµετάβλητη,η µεικτή 
στρατηγική ισορροπίας του Nash προβλέπει ότι δεν αλλάζουν ούτε οι πιθανότητες απόφασης 
του παίκτη της σειράς.Με άλλα λόγια, ο παίκτης της σειράς θα πρέπει να αγνοήσει την 
ασυνήθιστα υψηλή πληρωµή των 3,20 δολαρίων και να εξακολουθήσει να επιλέγει πάνω ή 
κάτω µε τις πιθανότητες µισό-µισό.(αφού οι πληρωµές της στήλης είναι είτε 40 ή 80 αν 
παίξουµε αριστερά και είτε 80 είτε 40 αν παίξουµε δεξιά,οι πιθανότητες της απόφασης της 
σειράς πρέπει να ισούνται µε 1/2 για να µείνει η στήλη αδιάφορη µεταξύ αριστερά και 
δεξιά)Αυτή η αντι-διαισθητική πρόβλεψη απορρίπτεται δραµατικά από τα δεδοµένα,µε το 96 
τοις εκατό των παικτών της σειράς να επιλέγει το πάνω για απόφαση που δίνει την ευκαιρία 
µιας υψηλής πληρωµής των 3,20 δολαρίων.  
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Σχήµα 3.2 

 

Ανάλυση µε Ποσοστιαία Επιλογή του Παιχνιδιού ‘τέριασµα νοµισµάτων 
 
 

Είναι ενδιαφέρον,το οτι οι παίκτες της στήλης φαίνεται να το είχαν προβλέψει και το 84 
τοις εκατό έπαιξαν δεξιά,η οποία είναι πολύ κοντά στην ισορροπία της µεικτής στρατηγικής 
στα7/8.Στη συνέχεια, µειώσαµε τις πληρωµές (πάνω, αριστερά) του παίκτη της σειράς στα $ 
0,44,το οποίο και πάλι θα έπρεπε να αφήσει ανεπηρέαστες τις πιθανότητες επιλογής των 
παικτών της σειράς στη µεικτή στρατηγική ισορροπίας του Nash.Πάλι η επίδραση είναι 
δραµατική,µε το 92 τοις εκατό των επιλογών είναι κάτω,όπως φαίνεται στο κάτω µέρος του 
Πίνακα.Όπως και πριν,οι παίκτες της στήλης φαινεται να το είχαν προβλέψει,παίζοντας 
αριστερά το 80 τοις εκατό των φορών. 

Συνοψίζοντας,η µοναδική πρόβλεψη του Nash είναι για τη σειρά των επιλογών µε τα 
έντονα γράµµατα είναι όταν τα ποσοστά είναι αµετάβλητα στο 50 τοις εκατό και για στις τρεις 
διαδικασίες.Αυτή η πρόβλεψη έχει παραβιαστεί µε ένα διαισθητικό τρόπο, µε τις επιλογές 
παικτών της σειράς να ανταποκρίνονται στις πληρωµές τους.Σε αυτό το πλαίσιο, η πρόβλεψη 
µεικτής στρατηγικής τυο Nash φαίνεται να λειτουργεί µόνο κατά σύµπτωση, όταν οι πληρωµές 
είναι συµµετρικές. 

 

 

3.2.2 Ένα παίγνιο Συντονισµού µε επιλογή ασφαλούς εξόδου. 

 
Παίγνια µε πολλαπλές ισορροπίες του Nash θέτουν ενδιαφέροντα νέα προβλήµατα 

στην πρόβλεψη της συµπεριφοράςειδικά όταν κάποιες ισορροπίες παράγουν υψηλότερες 
πληρωµές για όλους τους παίκτες.Το πρόβληµα του συντονισµού για την ισορροπία υψηλής 
πληρωµής µπορεί να περιπλεχθεί από τα πιθανά κέρδη και απώλειες σχετικές µε τις πληρωµές 
που δεν αποτελούν µέρος κανενός αποτελέσµατος ισορροπίας.Σκεφτείτε ένα παίγνιο 
συντονισµού στο οποίο οι παίκτες λαµβάνουν $ 1,80 αν συντονιστούν στην ισορροπία της 
υψηλής πληρωµής (Η, Η),0,90 δολάρια εάν συντονιστούν στην ισορροπία χαµηλής πληρωµής 
(L, L), και δεν λαµβάνουν τίποτα αν δεν συντονιστούν (δηλαδή όταν ένας παίκτης επιλέγει H 
και ο άλλος L).Ας υποθέσουµε ότι, επιπλέον, ο παίκτης της στήλης έχει µια ασφαλή επιλογή S 
που αποδίδει $ 0.40 για τη στήλη και µηδενική πληρωµή για τον παίκτη γραµµής.Αυτό το 
παίγνιο δίδεται στον σχήµα 8, όταν x = 0.Για να αναλυθούν οι ισορροπίες του Nash αυτού του 
παιγνίου,παρατηρούµε ότι για τον παίκτη της στήλης ένας συνδυασµός 50-50 των L και H 
υπερτερεί του S,και ένας λογικός παίκτης της στήλης θα πρέπει συνεπώς να αποφείγει την 
ασφαλή επιλογή.Εξάλειφοντας το S µετατρέπεται το παίγνιο σε ένα κανονικό παίγνιο µε 
συντονισµό δύο-µε-δύο που έχει τρεις ισορροπίες τουNash:δύο παίκτες επιλέγουν L,δύο 
παίκτες επιλέγουν Η, και µια µεικτή στρατηγική ισορροπίας στην οποία και οι δύο παίκτες 
επιλέγουν L µε πιθανότητα 2/3. 
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Σχήµα 3.3 
Ενα εκτεταµένο συντονισµένο παιχνίδι 

 

 
Οι ισορροπίες του Nash είναι ανεξάρτητες του x, το οποίο είναι η πληρωµή του παίκτη 

της γραµµής, όταν το αποτέλεσµα είναι(L, S),δεδοµένου ότι το επιχείρηµα της εξάλειψης του S 
βασίζεται αποκλειστικά στις πληρωµές της στήλης.Ωστόσο, το µέγεθος του x µπορεί να 
επηρεάσει τη διαδικασία του συντονισµού:για x = 0, η σειρά είναι αδιάφορη µεταξύ L και Η 
όταν η στήλη επιλέγει S, και η σειρά και είναι πιθανό να προτιµίσει το Η όταν η στήλη 
δενεπιλέγει S (έκτοτε L και Η έχουν τον ίδιο αριθµό µηδενικών πληρωµών για τη σειρά, αλλά 
το H έχει µια δυνατότητα υψηλότερης πληρωµής).Η σειρά είναι συνεπώς πιο πιθανό να επιλέξει 
Η, η οποία είναι επίσης η βέλτιστη επιλογή και για τον παίκτη της στήλης.Ωστόσο, όταν το x 
είναι µεγάλο, έστω 400,ο παίκτης της στήλης µπορεί να υποθέσει ότι η σειρά θα επιλέξει Lκαι 
σε αυτήν τη περίπτωση η στήλη θα πρέπει να αποφύγει το Η.Αυτή η διαίσθηση επιβεβαιώνεται 
από τα πειραµατικά δεδοµένα:στη διαδικασία του θησαυρού µε x = 0, το 96 τοις εκατό των 
παικτών της σειράς και το 84 τοις εκατό των παικτών της στήλης επέλεξαν την κίνηση της 
υψηλής εξόφλησης Η,ενώ στην διαδικασία της αντίφασης µε x = 400 µόνο το 64 τοις εκατό των 
παικτών της σειράς και το 76 τοις εκατό των παικτών της στήλης επέλεξε Η.Τα ποσοστά των 
αποτελεσµάτων αυτών που συντονίστηκαν στην ισορροπία υψηλής πληρωµής ήταν 80 για τη 
διαδικασία του θησαυρού έναντι 32 για την διαδικασία της αντίφασης.Στην τελευταία 
διαδικασία, ένα επιπλέον 16 τοις εκατό των εκβάσεων συντονίζεται στηνισορροπία χαµηλής 
πληρωµής, αλλά περισσότερα από τα µισά αποτελέσµάτα ήταν ασυντόνιστα, µη-Nash 
αποτελέσµατα. 

 
 

3.2.3 Ένα Παίγνιο Συντονισµού Ελάχιστης-Προσπάθειας. 

 
Το επόµενο παίγνιο που θα λάβουµε υπ’ όψην µας, είναι επίσης ένα παίγνιο 

συντονισµού µε πολλαπλές ισορροπίες,αλλά σε αυτή την περίπτωση η έµφαση δίνεται στην 
επίδραση των ασυµµετριών πληρωµής που καθορίζουν τους κινδύνους απόκλισης σε ανοδική ή 
σε καθοδική κατεύθυνση.Οι δύο παίκτες σε αυτό το παίγνιο επιλέγουν επίπεδα 
"προσπάθειας"ταυτόχρονα και το κόστος της προσπάθειας καθορίζει τον κίνδυνο της 
απόκλισης.Το κοινό προϊόν είναι η ποικιλία σταθερών-συντελεστών έτσι ώστε η πληρωµή του 
κάθε ατόµου να είναι το ελάχιστο των δύο προσπαθειών µείον το προϊόν της προσωπικής 
προσπάθειας του παίκτη και ενός σταθερού παράγοντα κόστους, c.Στο πείραµα,οι προσπάθειες 
είναι οποιοσδήποτε ακέραιος από 110 έως 170.Αν c<1, κάθε κοινή προσπάθεια σε αυτό το 
εύρος είναι µια ισορροπία του Nash,επειδή µια µονοµερής αύξηση της προσπάθειας κατά µία 
µονάδα πάνω από ένα κοινό σηµείο εκκίνησης δεν θα αλλάξει το ελάχιστο, αλλά θα µειώσει 
την πληρωµή του ενός κατά c.Οµοίως, η µείωση κατα µια µονάδα της προσπάθειας θα µειώσει 
την πληρωµή κατά 1 - c, δηλαδή η µείωση στο ελάχιστο είναι περισσότερο από την 
εξοικονόµηση του κόστους της  προσπάθεια όταν c<1.         Προφανώς,ένα υψηλότερο κόστος 
προσπάθειας αυξάνει τον κίνδυνο της αυξησης της προσπάθειας και µειώνει τον κίνδυνο της 
µείωσης της προσπάθειας.Έτσι η απλή διαίσθηση υποδεικνύει ότι τα επίπεδα προσπάθειας θα 
είναι αντιστρόφως ανάλογα µε το κόστος της προσπάθειας, παρά το γεγονός ότι κάθε 
κοινόεπίπεδο προσπάθειας είναι µια ισορροπία του Nash. 

 
 
Εµείς κάναµε µια διαδικασία µε ένα χαµηλό κόστος προσπάθειας 0,1, και τα δεδοµένα 

για 50 τυχαία ζευγαροµένα υποκείµενα σε αυτή τη διαδικασία φαίνονται από τις σκούρες 
ράβδους στο Σχήµα 9.Παρατηρήστε ότι η συµπεριφορά είναι αρκετά συγκεντροµένη στο 
υψηλότερο επίπεδο προσπάθειας 170,τα υποκείµενα συντονίζονται στο κυρίαρχο 
αποτέλεσµα.Η διαδικασία υψηλού κόστους προσπάθειας (c = 0.9), ωστόσο, παρήγαγε µια 
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υπεροχή προσπαθειών στο χαµηλότερο δυνατό επίπεδο, όπως φαίνεται από τις ανοιχτόχρωµες 
ράβδους στο σχήµα.Σαφώς, η έκταση αυτής της "αποτυχίας συντονισµού" επηρεάζεται από την 
οικονοµική µεταβλητή κλειδί σε αυτού του µοντέλου, ακόµα και αν η θεωρία του Nash είναι 
σιωπιλή. 

 
 
 

 
 

Σχήµα 3.4 
Προσπάθεια επιλογής συχνότητας για το µικρότερο συντονισµένο παιχνίδι.Μεγάλη προσπάθεια 

κόστους(ανοιχτόχρωµες µπάρες)και χαµηλή(σκουρόχρωµες µπάρες) 

 

 

3.2.4Το παίγνιο  Kreps.  

 
Τα προηγούµενα παραδείγµατα δείχνουν πώς η ψυχρή λογική της θεωρίας των παιγνίων µπορεί 
να έρχεται σε αντίθεση µε τις αντιλήψεις για την ανθρώπινη συµπεριφορά.Η ένταση αυτή δεν 
έχει περάσει απαρατήρητη από µερικούς θεωρητικούς του παίγνιου.Για παράδειγµα, ο David 
M.Kreps (1995) συζητά µια παραλλαγή του παιγνίου (όπου έχουµε µειώσει τις πληρωµές σε 
επίπεδα που είναι κατάλληλα για το εργαστήριο).Το αποτέλεσµα της ισορροπία της καθαρής-
στρατηγικής αυτού του παιγνίου είναι (Επάνω, Αριστερά) και (Κάτω, ∆εξιά). Επιπλέον,υπάρχει 
µια ισορροπία µεικτής στρατηγικής στην οποία η σειρά παίζει τυχαία πάνω ή κάτω και η στήλη 
παίζει τυχαία αριστερά ή µέση.Η µόνη στρατηγική της στήλης που δεν αποτελεί µέρος καµίας 
ισορροπίας του Nash λέγονται µη-Nash.Ο Kreps υποστηρίζει ότι οι παίκτες της στήλης θα 
έχουν την τάση να επιλέγουν µη-Nash,διότι οι άλλες επιλογές αποδίδουν στην καλύτερη 
περίπτωση µια ελαφρώς υψηλότερη πληρωµή (δηλ. 10, 15, ή 20 σεντς περισσότερο), αλλά θα 
µπορούσε να οδηγήσει σε σηµαντικές απώλειες $ 1 ή $ 2,50.Παρατηρήστε ότι αυτή η 
διαίσθηση βασίζεται σε µεγέθη πληρωµών εκτός ισορροπίας, σε αντίθεση µε τους 
υπολογισµούς του Nash, βασισµένους µόνο στα σηµάδια διαφορών στις πληρωµές. 
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Σχήµα 3.5 

∆ύο τύποι απο το KREPS παιχνίδι(µε επιλογή ποσοστού) 

 
Ο Kreps δοκίµασε την εκδοχή της υψηλής-υποθετικής-πληρωµής αυτού του παιγνίου 

σε αρκετούς µεταπτυχιακούς φοιτητές,αλλά ας εξετάσουµε τι συµβαίνει µε υποκείµενα µε 
οικονοµικά κίνητρα σε µια ανώνυµη εργαστηριακή κατάσταση.Όπως και πριν,ζευγαρώσαµε 
τυχαία 50 άτοµα και τους αφήσαµε να κάνουν µια µοναδική επιλογή.Στα υποκείµενα ειπώθηκε 
ότι οι απώλειες θα αφαιρεθούν από προηγούµενα κέρδη,τα οποία ήταν αρκετά σηµαντικά στο 
το εν λόγω σηµείο.Όπως φαίνεται από τα ποσοστά στις παρενθέσεις στο πάνω µέρος του 
πίνακα,οι µη-Nash αποφάσεις επιλέγονται από περίπου τα δύο τρίτα των παικτών της 
στήλης.Φυσικά, είναι δυνατόν το αποτέλεσµα αυτό να είναι απλά µια συνέπεια της "απώλειας-
αποστροφής," δηλαδή η µη χρησιµότητα να χάσει κάποιο χρηµατικό ποσό είναι µεγαλύτερη 
από τη χρησιµότητα σχετικά µε τη νίκη του ίδιου ποσού (Daniel Kahneman, Jack L. Knetsch, 
και Richard ThalerH), αφού όλες οι άλλες στήλες περιέχουν αρνητικές αποδόσεις,τα 
υποκείµενα που έχουν απώλεια απέχθειας θα έχουν εποµένως µια φυσική τάση να επιλέγουν 
µη-Nash.Ως εκ τούτου, χρησιµοποιήσαµε άλλα 50 άτοµα µέσα στο ίδιο το παίγνιο,αλλά µε 300 
σεντ να προστίθενται στιςπληρωµές για την αποφυγή απωλειών..  

 
    
Τέλος, πήραµε 50 νέα άτοµα για την αρχική έκδοση στο πάνω µέρος του πίνακα, µε τις 

(κάτω, δεξιά) πληρωµές για (50, 40) να έχουν αντικατασταθεί µε (350, 400), που  (και πάλι) δεν 
µεταβάλλουν τη δοµή της ισορροπίας του παίγνιου.Με αυτήν την οµολογουµένως έντονη 
βελτίωση της ισορροπίας σε αυτό το κοµµάτι, παρατηρήσαµε το 96 τοις εκατό της κάτω 
επιλογής και το 84 τοις εκατό της επιλογής δεξιά, µε το 16 τοις εκατό να εµµένει σεµη-Nashσε 
αυτή, τη διαδικασία "θησαυρού". 
 

3.3 ∆υναµικά Παίγνια µε Πλήρη Στοιχεία 

Καθώς η θεωρία των παιγνίων άρχισε να χρησιµοποιείτε ευρέως σε τοµείς όπως η 
βιοµηχανική οργάνωση,η πολυπλοκότητα των εφαρµογών αυξήθηκε για να φιλοξενήσει τη 
δυναµική και ασύµµετρη πληροφόρηση.Μια από τις σηµαντικότερες εξελίξεις που προέρχονται 
από αυτές τις εφαρµογές ήταν η χρήση της προς τα πίσω επαγωγή (backward sinduction) για 
την εξάλειψη των ισορροπιών µε απειλές που δεν είναι "αξιόπιστeς" (Reinhard Selten,).Η προς 
τα πίσω επαγωγή χρησιµοποιήθηκε επίσης για την εξεύρεση λύσεων στα παίγνια 
διαπραγµατεύσεων µε εναλλασσόµενες προσφορές (Ariel Rubinstein, 1982), που ήταν η πρώτη 
σηµαντική πρόοδος σε αυτό το ιστορικά περίπλοκο θέµα από την αξιωµατική προσέγγιση του 
Nash (1950).Ωστόσο, υπήρξαν επίµονες αµφιβολίες για το αν οι άνθρωποι είναι σε θέση να 
καταλάβουν περίπλοκα πολλαπλών σταδίων επιχειρήµατα µε την προς τα πίσω επαγωγή.Ο 
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RobertW. Rosenthal (1981) πρότεινε ένα παίγνιο, που αργότερα ονοµάστηκε το «παίγνιο 
σαραντα-ποδαρούσα",στο οποίο η προς τα πίσω επαγωγή επί ενός µεγάλου αριθµού σταδίων 
(π.χ. 100 στάδια) θεωρήθηκε ότι είναι ιδιαίτερα προβληµατική (π.χ. McKelvey και Palfrey, 
1992). Πολλά από τα παίγνια σε αυτή την ενότητα είναι εµπνευσµένα από αµφιβολίες του 
(1981) Rosenthal και τα πειραµατικά αποτελέσµατα των Randolph Τ. Beard και (1994) 
Beil.Πράγµατι, οι ανωµαλίες σε αυτό το τµήµα είναι πιο γνωστές από ό, τι εκείνες στα άλλα 
τµήµατα, αλλά θα επικεντρωθούµε σε πολύ απλά παίγνια µε δύο ή τρία στάδια, 
χρησιµοποιόντας παράλληλες διαδικασίες και τα υποκείµενα που έχουν προηγουµένως κάνει 
µια σειρά στρατηγικών αποφάσεων σε διάφορα one-shot παίγνια. 
 

3.3.1 Πρέπει να εµπιστευτούµε τη λογικότητα των άλλων; 

 
Η δύναµη της προς τα πίσω επαγωγής απεικονίζεται στο πάνω παίγνιο.Ο πρώτος 

παίκτης αρχίζει επιλέγοντας µεταξύ µιας ασφαλούς απόφασης, S και µιας επικίνδυνης 
απόφασης, R.Εάν επιλεγείτο R,ο δεύτερος παίκτης θα πρέπει να επιλέξει ανάµεσα σε µια 
απόφαση P που τιµωρεί και τους δύο και µια απόφαση Ν που οδηγεί σε µια ισορροπία Nash, 
που είναι επίσης µια κοινή πληρωµή κατά το ανώτατο όριο. Υπάρχει, ωστόσο, µια δεύτερη 
ισορροπία του Nash όπου ο πρώτος παίκτης επιλέγει S και ο δεύτερος επιλέγει P.  

 
Σχήµα 3.6 

Πρέπει να πιστευεις αλλους στη λογική? 

                                                                                                                 

Ο δεύτερος παίκτης δεν έχει κανένα κίνητρο να αποκλίνει από αυτή την ισορροπία, 
επειδή η αυτοπροκληθείσα τιµωρία συµβαίνει εκτός της διαδροµής προς την ισορροπία.Οι 
κανόνες των τέλειων υπο-παιγνίων εξηγούν αυτή την ισορροπία, απαιτώντας συµπεριφορά 
ισορροπίας σε κάθε υπο-παίγνιο, δηλαδή ότι ο δεύτερος παίκτης θα συµπεριφερθεί βέλτιστα 
στην περίπτωση επίτευξης του δεύτερου σταδίου του υπο-παίγνιου. 
 

Και πάλι,πήραµε 50 τυχαία ζεύγη ατόµων που έπαιξαν αυτό το παίγνιο µόνο µία 
φορά.Τα δεδοµένα για αυτή τη διαδικασία του θησαυρού είναι αρκετά συνεπής µε την τέλεια 
ισορροπία των υπο-παιγνίων,µια υπεροχή των πρώτων παικτών που εµπιστεύονται τη λογική 
του άλλου ώστε να επιλέξουν R, και δεν υπάρχουν παράλογες αποφάσεις P που να 
ακολουθούν.Η αλλαγή αυτή δεν µεταβάλλει το γεγονός ότι υπάρχουν δύο ισορροπίες του 
Nash,µία εκτων οποίων αποκλείεται από το τέλειο υπο-παίγνιο.Τα ποσοστά επιλογής για τα 50 
άτοµα δείχνουν ότι η πλειοψηφία των πρώτων παικτών δεν εµπιστεύονται οτι οι άλλοι θα είναι 
απολύτως λογικοί, όταν το κόστος του παραλογισµού είναι τόσο µικρό.Μόνο περίπου το ένα 
τρίτο των αποτελεσµάτων ταίριαξε µε την τέλεια ισορροπία του υπο-παίγνιου σε αυτό το 
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παίγνιο.Κάναµε µια τρίτη διαδικασία στην οποία πολλαπλασιάσαµε όλεςτις απολαβές µε 
συντελεστή 5, εκτός του ότι η απόφαση Ρ οδηγούσε στο (100, 348) αντί του (100, 340).Αυτή η 
µεγάλη αύξηση στις απολαβές παρήγαγε ένα ακόµη πιο δραµατικό αποτέλεσµα,µόνο το 16 τοις 
εκατό των αποτελεσµάτων ήταν sub-game τέλεια, και το 80 τοις εκατό των αποτελεσµάτων 
ήταν σε ισορροπία Nash που δεν ήταν subgame τέλεια. 

 

3.3.2 Θα πρέπει να πιστέψουµε µια απειλή που δεν είναι αξιόπιστη; 

 
Το παίγνιο που µόλις είδαµε είναι λίγο ασυνήθιστο το ότι, απουσιάζοντας τα 

αποτελέσµατα σχετικής πληρωµών,ο δεύτερος παίκτης δεν έχει κανένα λόγο να 
τιµωρήσει,αφού µε την απόφαση R του πρώτου παίκτη,οφελείται και ο δεύτερος παίκτης. Όπως 
και πριν, υπάρχουν δύο ισορροπίες του Nash, µε τη (R, P) ισορροπία να αποκλείεται από την 
τελειότητα του υπο-παίγνιου.Πέραν του ότι δεν είναι αξιόπιστη,η απειλή να παίξει P είναι µια 
σχετικά δαπανηρή τιµωρία για τον δεύτερο παίκτη να διαχειριστεί (40 σεντ).Η απειλή να 
παιχτεί Ρ στο πάνω µέρος του σχήµατος 12 είναι προφανώς µη πιστευτή, και 88 τοις εκατό των 
πρώτων παικτών επιλέγουν τη στρατηγική R,µε ατιµωρησία.Η απειλή είναι φθηνή (2 σεντ) για 
το παίγνιο στο κάτω µέρος του σχήµατος και τα αποτελέσµατα για τα 25 ζεύγη υποκειµένων 
είναι οµοιόµορφα µοιρασµένα σε αποτελέσµατα του ατελούς υπο-παίγνιου,της απίστευτης 
απειλής, και του τέλειου υπο-παίγνιου.Φτηνές απειλές είναι συχνά (και προφανώς θα πρέπει να 
είναι) πιστευτές. Και πάλι βλέπουµε ότι τα µεγέθη των πληρωµών και το ρίσκο της εκτός της 
ισορροπίας διαδροµής έχουν σηµασία. 

 
 
 
 
Επειδή οι αποφάσεις Ρ στα παίγνια στο κάτω µέρος των σχηµάτων 3 και 4 µειώνουν 

µόνο κατά 2 τη πληρωµή του δεύτερου παίκτη δεύτερη,η συµπεριφορά µπορεί να επηρεαστεί 
από µικρές διακυµάνσεις στις προτιµήσεις πληρωµής ή τα συναισθήµατα, π.χ. απέχθεια ή 
αντιπαλότητα.Όπως προτείνεται από τους GaryE. Bolton, Axel Ockenfels,Ernst Fehr και Klaus 
Schmidt,οι παίκτες µπορεί να είναι πρόθυµοι να θυσιάσουν τα κέρδη τους προκειµένου να 
µειωθούν οι ανισότητες στις πληρωµές,που θα µπορούσε να εξηγήσει τις επιλογές P στις 
διαδικασίες συστολής.Εναλλακτικά, η εµφάνιση του υψηλού κλάσµατος Ρ αποφάσεων στον 
κάτω παίγνιο του Σχήµατος 12 µπορεί να οφείλεται σε αρνητικά συναισθήµατα που 
ακολουθούν την απόφαση Rτου πρώτου παίκτη, η οποία µειώνει τα κέρδη του δεύτερου παίκτη 
(Matthew Rabin). Σηµειώστε ότι αυτή η µείωση στα κέρδη δεν θα συµβεί όταν ο πρώτος 
παίκτης επιλέξει R για το παίγνιο στο κάτω µέρος του σχήµατος, το οποίο θα µπορούσενα 
εξηγήσει το χαµηλότερο ποσοστό τιµωριών σ’ αυτό το παίγνιο. 
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Σχήµα 3.7 

 
Πρέπει να πιστεύεις µια αναξιόπιστη απειλή? 

 
Τα ανώµαλα αποτελέσµατα των διαδικασιών αντίφασης δεν είναι έκπληξη για τον 

Selten, το δηµιουργό της έννοιας της τελειότητας του υπο-παίγνιου.Η στάση του ως προς τη 
θεωρία των παιγνίων ήταν ότι υπάρχει µια έντονη αντίθεση µεταξύ της τυπικής θεωρίας και της 
συµπεριφοράς.Για µεγάλο χρονικό διάστηµα ουσιαστικά φορούσε διαφορετικά καπέλα, όταν 
µελετούσε τη θεωρία και έκανε πειράµατα, αν και βραβείο Νόµπελ του το 1995 του δόθηκε 
σαφώς για τη συµβολή του στη θεωρία. Αυτή η σχιζοφρενική στάση µπορεί να φαίνεταια 
συνεπής, αλλά µπορεί να προλάβει το περιττό άγχος και ένα µέρος της πρόσφατης θεωρητικής 
εργασίας του Selten βασίζεται σε µοντέλα οριοθετιµένης ορθολογικής (κατευθυνόµενης) 
µάθησης (Selten και Joachim Buchta).Ο John Nash είχε φέvεται να αποθαρρυνόταν από τις 
αποτυχίες πρόβλεψης της θεωρίαςτων παιγνίων και εγκατέλειψε τον πειραµατισµό και τη 
θεωρία των παιγνίων . 

 
 

 

3.3.3 Παίγνια ∆ιαπραγµατεύσεων σε ∆ύο Στάδια.  

 
Οι διαπραγµατεύσεις έχουν από καιρό θεωρηθεί ένα κεντρικό µέρος της οικονοµικής 

ανάλυσης, και στο ίδιοδιάστηµα, ένα από τα πιο δύσκολα προβλήµατα για την οικονοµική 
θεωρία.Μια πολλά υποσχόµενη προσέγγιση είναι η κατασκευή µοντέλων αδόµητων 
καταστάσεων µοντέλο διαπραγµάτευσης «σαν» τα µέρη να αναλαµβάνουν εκ περιτροπής να 
υποβάλλουν τις προσφορές τους,µε το κόστος της καθυστερηµένης συµφωνίας να 
αντανακλάται σε µια συρρίκνωση του µεγέθους της πίτας που θα διαιρεθεί.Αυτό το πρόβληµα 
είναι ιδιαίτερα εύκολο να αναλυθεί, όταν ο αριθµός των εναλλασσόµενων προσφορών είναι 
σταθερός και µικρός.  

 
Σκεφτείτε ένα παίγνιο διαπραγµατεύσεων στο οποίο κάθε παίκτης µπορεί να κάνει µια 

µοναδική πρόταση για το πώς να χωρίσει µια πίτα,αλλά το ποσό των χρηµάτων που πρέπει να 
διαιρεθεί πέφτει από τα 5 δολάρια του πρώτου σταδίου στα 2 δολάρια στο δεύτερο στάδιο.Ο 
πρώτος παίκτης προτείνει το µοίρασµα των $ 5 που είναι είτε αποδεκτό (και εφαρµόζεται) ή 
απορρίπτεται,στην οποία περίπτωση ο δεύτερος παίκτης προτείνει ένα µοίρασµα των $ 2 που 
είναι είτε γίνεται αποδεκτό ή απορρίπτεται από τον πρώτο παίκτη.Αυτή η  τελική απόρριψη έχει 
σαν αποτέλεσµα απολαβές µηδέν για τους δύο παίκτες, οπότε ο δεύτερος παίκτης µπορεί 
(θεωρητικά) να απαιτήσει επιτυχώς 1,99 δολάρια στο δεύτερο στάδιο,εάν ο πρώτος παίκτης 
προτιµά ένα cen tαντι του τίποτα.Γνωρίζοντάς το,ο πρώτος παίκτης θα έπρεπε να απαιτήσει $ 3 
και να προσφέρει $ 2 στον άλλο στο πρώτο στάδιο.Σε µια ισορροπία του τέλειου υπο-
παίγνιου,ο πρώτος παίκτης  

 
που λαµβάνει το ποσό κατά το οποίο συρρικνώνεται η πίτα,οπότε ένα µεγαλύτερο 

κόστος της καθυστέρησης προσδίδει µεγάλο πλεονέκτηµα στον πουκάνει το αρχικό αιτηµα, το 
οποίο φαίνεται λογικό. Για παράδειγµα,ένα παρόµοιο επιχείρηµα δείχνει ότι αν η πίτα 
συρρικνώνεται κατά $ 4,50, από τα $ 5 στα $ 0,50 δολάρια, τότε ο πρώτος παίκτης πρέπει να 
ζητήσει το ποσό των 4,50 δολαρίων.Χρησιµοποιήσαµε 60 άτοµα (6 οµάδες των 10 ατόµων το 
καθένα),τα οποία χωρίστηκαν τυχαία σε ζευγάρια για τη καθεµια από τις δύο διαδικασίες που 
περιγράφονται παραπάνω (µε εναλλασσόµενη σειρά και διαχωρίσµένα από άλλα one-shot 
παίγνια).Το µέσο αίτηµα για τον πρώτο παίκτη ήταν $ 2.83 για τη διαδικασία του $ 5 / $ 2, µε 
µια στανταρ απόκλιση των 0,29 δολαρίων. Αυτό είναι αρκετά κοντά στο προβλεπόµενο αίτηµα 
των $ 3,00, και 14 από τα 30 αρχικάαιτήµατα ήταν ακριβώς ίσα µε 3,00 δολάρια σε αυτή τη 
διαδικασία του θησαυρού. Όµως, η µέση ζήτηση αυξήθηκε µόνο στα 3,38 δολάρια για την άλλη 
διαδικασία µε πρόβλεψη $ 4.50, και 28 από τα 30 αιτήµατα ήταν κάτω από την πρόβλεψη των 
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4,50 δολαρίων. Οι απορρίιψεις ήταν αρκετά συνηθισµένες σε αυτή την διαδικασία αντίφασης 
µε υψηλότερα αιτήµατα και αντίστοιχα χαµηλότερες προσφορές στον δεύτερο παίκτη, το οποίο 
είναι δεν προκαλεί έκπληξη δεδοµένου του µικρότερου κόστους της απόρριψης "τσιγκούνικων" 
προσφορων.  

 
Τα αποτελέσµατα αυτά εντάσσονται σε ένα µεγαλύτερο σχέδιο που µελετήθηκε απο 

τους Douglas D. Davis και Holt και Roth (1995),τα αρχικά αιτήµατα στα παίγνια 
διαπραγµάτευσης δύο σταδίων τείνουν να είναι "πολύ χαµηλά" σε σχέση µε τις θεωρητικές 
προβλέψεις όταν η το αίτηµα της ισορροπίας είναι υψηλό,δηλαδή περισσότερο από το 80 τοις 
εκατό της πίτας,όπως στη διαδικασία $ 5,00 / $ 0,50, και τα αρχικά αιτήµατα  τείνουν να είναι 
κοντά στις προβλέψεις όταν το αίτηµα της ισορροπίας είναι 50-75 τοις εκατό της πίτας (όπως 
στη διαδικασία $ 5,00 / $ 2,00). Είναι ενδιαφέρον ότι τα αρχικά αιτήµατα είναι "πολύ υψηλά", 
όταν το αίτηµα της ισορροπίας είναι µικρότερο από τη µισή πίτα.Εδώ είναι ένα παράδειγµα του 
γιατί οι θεωρητικές εξηγήσεις της συµπεριφοράς δεν πρέπει να βασίζονται σε πειράµατα ενός 
µόνο µέρους του πεδίου των παραµέτρων και γιατί οι θεωρητικοί πρέπει να έχουν περισσότερο 
από ό,τι απλά µια περιστασιακή, από δεύτερο χέρι γνώση της οικονοµικής πειραµατικής 
λογοτεχνίας.Πολλές από τις διαφορετικές θεωρητικές εξηγήσεις για την ανώµαλη συµπεριφορά 
στα παίγνια διαπραγµατεύσεων εξαρτάται από τα µοντέλα προτιµήσεων στα οποία η 
χρησιµότητα ενός ατόµου εξαρτάται από τις απολαβές και των δύο παικτών,δηλαδή θέµατα 
διανοµής.(Bolton, 1998 Bolton και Ockenfels, 2000 Fehr και Schmidt, 1999).Ο ρόλος της 
δικαιοσύνης απεικονίζεται εντυπωσιακά στο πείραµα που αναφέρεται στο Goeree και Holt 
(2000),οι οποίοι βρήκαν ακόµη µεγαλύτερες αποκλίσεις από τις προβλέψεις του τέλειου υπο-
παίγνιου του Nash από αυτές που αναφέρονται εδώδίνοντας στα υποκείµενα ασύµµετρα ποσά 
χρηµάτων που καταβάλονται ανεξάρτητα από την έκβαση της διαπραγµάτευσης. Αυτά τα ποσά 
επιλέχθηκαν για να τονίσουν τις ανισότητες στις πληρωµές που έχουν ως αποτέλεσµα την 
ισορροπία τέλειου υποπαιγνίου του Nash, και ως εκ τούτου η επίδρασή τους ήταν η υπερβολή 
στα θέµατα δικαιοσύνης χωρίς να µεταβάλλεται η πρόβλεψη της ισορροπίας.Το αποτέλεσµα 
(σε επτά διαφορετικές one-shot παίγνια διαπραγµατευσεων)ήταν οτι τα αιτήµατα πρέπει να 
σχετίζονται αντίστροφα µε τις προβλέψεις τέλειου υποπαιγνίου του Nash. 
 

3.4  Στατικά Παίγναι µε Ελλιπή Στοιχεία 

 
Τα µοντέλα δηµοπρασιών µε ελλιπείς πληροφορίες του William Vickrey (1961) 

αποτελούν µια από τις πιο ευρέως χρησιµοποιούµενες εφαρµογές της θεωρίας των 
παιγνίων.Εάν οι ιδιωτικές αξίες προέρχονται από µια ενιαία διανοµή,η Bayesian ισορροπία του 
Nash προβλέπει ότι οι προσφορές θα είναι ανάλογες µε την αξία,το οποίο είναι γενικά συνεπές 
µε τα στοιχεία εργαστηρίου.Η κύρια απόκλιση από τις θεωρητικές προβλέψεις είναι η τάση των 
ανθρώπινων υποκειµένων να κάνουν προσφορές πάνω απο την κανονική αξία(σχετικά µε το 
Nash),το οποίο εξηγήται όσον αφορά την αποφυγή του κινδύνου,µια εξήγηση που έχει 
οδηγήσει σε κάποια διαµάχη. Ο Glen Harrison (1989), για παράδειγµα, υποστηρίζει ότι οι 
αποκλίσεις από την ισορροπία του Nash µπορεί κάλλιστα να προκαλούνται από την έλλειψη 
νοµισµατικών κινήτρων δεδοµένου ότι το κόστος αυτών των αποκλίσεων είναι µάλλον µικρό:η 
"επίπεδη κριτική κατ 'ανώτατο όριο."(“flat maximum critique”) Η προσέγγισή µας εδώ είναι να 
καθορίσουµε δύο παίγνια δηµοπρασίας µε την ίδια ισορροπία του Nash, αλλά µε διαφορετικό 
κίνητρα να µην γίνονται προσφορές πάνω απο την αξία.Κατ 'αρχάς,υποθέστε ένα παίγνιο στο 
οποίο ο καθένας από τους δύο πλειοδότες λαµβάνει µια προσωπική τιµή για ένα βραβείο που θα 
δηµοπρατηθεί σε µια πρώτη τιµή, σε δηµοπρασία µε σφραγισµένες προσφορές.Με άλλα 
λόγια,το βραβείο πηγαίνει στον υψηλότερο πλειοδότη για µια τιµή ίση µε τη προσφορά του.Η 
αξία του βραβείου του κάθε υποψήφιου είναι το ίδιο πιθανό να είναι $ 0, $ 2, ή $ 5. Οι 
προσφορές είναι υποχρεωµένες να είναι ακέραια ποσά σε δολάρια, µε τις ισοπαλίες να  
αποφασίζονται µε το γύρισµα ενός κέρµατος.  
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Σχήµα 3.8 

Ισορροπία όπως αναµένεται η πληρωµή για την(0,2,5) περιποίηση(βελτιστες προσφορές *) 

 
 

Η σχετική ισορροπία του Nash σε αυτό το παίγνιο µε ελλιπείς πληροφορίες σχετικά µε 
τις προτιµήσεις των άλλων είναι η Bayesian ισορροπία του Nash,η οποία καθορίζει µια 
ισορροπία προσφοράς για κάθε πιθανή πραγµατοποίηση της αξίας ενός πλειοδότη.Είναι 
απλό,αλλά κουραστικό να επαληθεύσουµε ότι οι προσφορές της ισορροπίας του Nash είναι $ 0, 
$ 1, $ 2 και για την αξία των $ 0, $ 2, $ 5 αντίστοιχα. Για παράδειγµα, σκεφτείτε µια προσφορά 
µε µια προσωπική αξία των $ 5 (στην κάτω σειρά),ο οποίος αντιµετωπίζει έναν αντίπαλο που 
κάνει προσφορές σύµφωνα µε την προτεινόµενη λύση του Nash.Μια προσφορά 0 έχει 1/2 
πιθανότητα να κερδίσει (γύρισµα κέρµατος) αν η αξία του αντιπάλου, και ως εκ τούτου, η 
προσφορά του αντιπάλου,είναι µηδενική, το οποίο συµβαίνει µε πιθανότητα 1/3.Συνεπώς, η 
αναµενόµενη απόδοση της πληρωµής µηδενικής προσφοράς µε µια αξία ίση µε $ 5 ισούται µε 
1/2 * 1/3 * ($ 5 - $ 0) = $ 5/6 = 0.83.Εάν η προσφορά αυξηθεί σε $ 1, η πιθανότητα της νίκης 
γίνεται 1/2 (1/3, όταν η αξία του αντιπάλου είναι $ 0 συν 1/6, όταν η αξία του αντιπάλου είναι $ 
2).Ως εκ τούτου,η αναµενόµενη πληρωµή µιας προσφοράς $ 1 είναι 1/2 * ($ 5 - $ 1) = $ 2.Οι 
άλλοι αριθµοί στο σχήµα 13 µε  φαίνονται µε παρόµοιο τρόπο.Η µέγιστη αναµενόµενη 
πληρωµή σε κάθε σειρά συµπίπτει µε την προσφορά της ισορροπίας,όπως υποδεικνύεται από 
έναν αστερίσκο (*).Σηµειώστε ότι η ισορροπία περιλαµβάνει την υποβολή προσφορών στο 
µισό τηςαξίας.  
Το σχήµα 14 δείχνει τους ανάλογους υπολογισµούς για τη δεύτερη διαδικασία, µε εξίσου 
πιθανές προσωπικές αξίες των $ 0, $ 3 ή $ 6.Είναι ενδιαφέρον οτι αυτή η αύξηση των αξιών δεν 
µεταβάλλει την ισορροπία των προσφορών στην µοναδική Μπεϋζιανή ισορροπία του 
Nash,όπως υποδεικνύεται από τη θέση των βέλτιστων προσφορών για κάθε αξία.  
 

 
Σχήµα 3.9 

Ισορροπία όπως είναι αναµενόµενη η πληρωµή για (0,3,6) την περιποίηση(βέλτιστες προσφορές*) 

 

 
Παρόλο που οι ισορροπίες είναι οι ίδιες,περιµέναµε µια ανοδική τάση στις προσφορες στη 
δεύτερη (0, 3, 6) διαδικασία.Η διαίσθηση µπορεί να φανεί κοιτάζοντας τις απώλειες στις 
πληρωµές που σχετίζονται µε αποκλίσεις της ισορροπίας του Nash.Στη (0, 3,6) διαδικασία, το 
κόστος της προσφοράς του  $ 1 πάνω από την προσφορά της ισορροπίας είναι $ 1 - $ 0.83 = $ 
0,17, το οποίο είναι λιγότερο από το κόστος της προσφοράς $ 1 κάτω από την προσφορά της 
ισορροπίας: $ 1 - $ 0.50 = $ 0.50.Ένα παρόµοιο επιχείρηµα ισχύει και για τους υψηλής-αξιας 
πλειοδότες,ενώ τα κόστη απόκλισης είναι τα ίδια και στις δύο διαδικασίες για την προσφορά 
χαµηλής αξίας.Συνεπώς περιµέναµε περισσότερεςπροσφορές πάνω απο την αξία για τη (0, 3, 6) 
διαδικασία. 
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Αυτή η διαίσθηση επιβεβαιώνεται από τα δεδοµένα προσφορών για τα 50 άτοµα που 

συµµετείχαν σε µια και µόνο δηµοπρασία κάτω από κάθε συνθήκη (πάλι εναλλάσσοντας τη 
σειρά των δύο διαδικασιών και διαχωρίζοντας τιςδύο δηµοπρασίες µε άλλα one-shot 
παίγνια).Το ογδόντα τοις εκατό των προσφορών στη (0, 2, 5) διαδικασία ταίριαζε µε την 
ισορροπία:ο µέσος όρος των προσφορών για χαµηλής, µέσης και υψηλής αξίας πλειοδότες ήταν 
$ 0,$ 1,06, και 2,64 δολάρια αντίστοιχα. Αντίθετα, οι µέσες προσφορές για τη (0, 3, 6) 
διαδικασία ήταν $ 0,$ 1,82, και $ 3,40 για τα τρία επίπεδα αξίας, και µόνο το 50 τοις εκατό 
όλων των προσφορών ήταν προσφορές Nash.Οι συχνότητες των προσφορών για κάθε τιµή 
φαίνονται στο σχήµα 15. Όπως και στα προηγούµενα παίγνια,οι αποκλίσεις από τη 
συµπεριφορά του Nash σε αυτές τις ιδιωτικές δηµοπρασίες,η αξία φαίνεται να είναι ευαίσθητη 
στο κόστος της απόκλισης.Φυσικά, αυτό δεν αποκλείει την πιθανότητα ότι η αποστροφή του 
κινδύνου ή κάποιος άλλος παράγοντας µπορεί επίσης να παίζει κάποιο ρόλο στην εξήγηση της 
υπερπροσφοράς που παρατηρείται εδώ, ειδικά στη µικρή υπερπροσφορά για της υψηλές αξίες 
στη (0, 2, 5) διαδικασία. 

 

 
Σχήµα 3.10 

Προσφορά συχνότητας (Ισορροπία προσφοράς *) 

 

3.5  ∆υναµικά Παίγνια µε Ελλιπή Στοιχεία – Σηµατοδότηση 

 
Τα παίγνια σηµατοδοσίας είναι σύνθετα και ενδιαφέροντα επειδή η δοµή τους σε δύο 

στάδια δίνει µια ευκαιρία στους παίκτες να εξάγουν συµπεράσµατα και να αλλάξουν τα 
συµπεράσµατα των άλλων για τις«ιδιωτικές πληροφορίες».Αυτή η πολυπλοκότητα δηµιουργεί 
συχνά πολλαπλές ισορροπίες που, µε τη σειρά τους, έχουν διεγείρει µια σειρά όλο και πιο 
σύνθετων βελτιώσεων της κατάστασης της ισορροπίας του Nash.Μολονότι είναι απίθανο η 
ενδοσκοπική σκέψη σχετικά µε το παίγνιο να παράγει συµπεριφορά ισορροπίας σε ένα µονό 
γύρο ενός τόσο περίπλοκου παίγνιου (εκτός από σύµπτωση), το one-shot παίγνιο αποκαλύπτει 
χρήσιµες πληροφορίες σχετικά µε τις γνωστικές διαδικασίες των υποκειµένων. 
Πεδίο 7:Σηµατοδότηση µε µη διαχωριστική ισορροπία(πληρωµή αποστολέα,πληρωµή ποµπού) 
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Σχήµα 3.11 

 
Στο πείραµα, τα µισά υποκείµενα ορίστηκαν ως «αποστολείς» και τα άλλα µισά 

«δέκτες».Αφού διαβάσαµε τις οδηγίες,αρχίσαµε µε τη ρίψη ενός ζαριού για κάθε αποστολέα 
που καθόριζε αν θα είναι τύπου Α ή τύπου Β. Όλοι ήξεραν ότι η εκ των προτέρων πιθανότητα 
ενός αποστολέα να είναι τύπου Α ήταν 1/2.Ο αποστολέας, γνωρίζοντας τον τύπο του θα 
επιλέξει ένα σήµα, Αριστερά ή ∆εξιά. Αυτό το σήµα καθορίζει αν θα χρησιµοποιηθούν οι 
απολαβές της δεξιάς ή της αριστερής πλευράς του πίνακα.(Οι οδηγίες που χρησιµοποιήθηκαν 
είχαν γράµµατα για τον προσδιορισµό των σηµάτων, αλλά εδώ θα χρησιµοποιήσουµε τις λέξεις 
για να διευκολύνουµε τις εξηγήσεις.)Αυτό το σήµα θα πρέπει να κοινοποιηθεί στον δέκτη που 
είναι ζευγάρι µε τον συγκεκριµένο αποστολέα.Ο δέκτης θα δεί το σήµα του 
αποστολέα,Αριστερά ή ∆εξιά,αλλά δεν θα  δει τον τύπο του αποστολέα, και στη συνέχεια θα 
επιλέξει µια απάντηση, C, D ή E. 

 
Κατ 'αρχάς, να εξετάζουµε το πρόβληµα να αντιµετωπίσουµε έναν τύπου Α 

αποστολέα,για τον οποίο οι πιθανές πληρωµές από µια αριστερή σηµατοδότηση είναι  (300, 0, 
500)φαίνεται µε κάποιο τρόπο,λιγότερο ελκυστική από ό, τι εκείνες µιας δεξιάς 
σηµατοδότησης(450, 150, 1000).Για παράδειγµα, εάν η κάθε απάντηση (αντίδραση) πιστεύεται 
ότι είναι εξίσου πιθανή (η «αρχή της ανεπαρκούς αιτίας»), τότε το δεξί σήµα έχει µεγαλύτερο 
αναµενόµενο κέρδος. Ως εκ τούτου, η δεξιά σειρά έχει σκιστεί στο πάνω δεξιά µέρος στο 
σχήµα 16.Εφαρµόζοντας πάλι την αρχή της «ανεπαρκούς αιτίας»,ένας αποστολέας τύπου Β 
κοιτάζοντας τις πληρωµές στην κάτω σειρά του πίνακα θα µπορούσε τον προσελκύσει 
περισσότερο τοαριστερο σήµα, µε απολαβές (500, 300, 300),σε σύγκριση µε το (450, 0, 0). 
Εποµένως, οι πληρωµές για τον τύπο Β που έχει σήµα αριστεράέχουν σκιαστεί.Στην 
πραγµατικότητα, όλα τα υποκείµενα τύπου Β απόστειλαν το αριστερό σήµα και 7 απο τα 10 
τύπου A υποκείµενα έστειλαν σήµα δεξιά.Όλες οι απαντήσεις σε αυτό το παίγνιο ήταν C, έτσι 
ώστε όλα τα αποτελέσµατα εκτός απο τρία ήταν στα δύο κουτιά που έχουν παχιά 
περιγράµµατα.Παρατηρήστε ότι αυτή είναι µια ισορροπία,δεδοµένου οτι κανένας τύπος 
αποστολέα δεν θα επωφεληθεί από την αποστολή του άλλου σήµατος, και ο δέκτης δεν µπορεί 
να τα πάει καλύτερα από το να πάρει τη µέγιστη πληρωµή που βρίσκει στα κουτιά.Αυτή είναι 
µία διαχωριστική ισορροπία του Nash, το σήµα αποκαλύπτει τον τύπο του αποστολέα. 

  
Η δοµή των πληρωµών για αυτό το παίγνιο γίνεται λίγο πιο σαφής αν σκεφτούµε τις 

αντιδράσεις ως µία από τις τρεις απαντήσεις στα αιτήµατα: Παραχώρησης, Αρνησης, ή 
∆ιαφυγής.Με κάποια αβεβαιότητα σχετικά µε τον τύπο του αποστολέα,η ∆ιαφυγή είναι αρκετά 
µη ελκυστική για τους ερωτηθέντες που δεν την επιλέγουν ποτέ.Εξετάστε τις άλλες δύο 
απαντήσεις και σηµειώστε ότι ο αποστολέας προτιµά πάντα τον δέκτη να επιλέξει Παραχώρηση 
αντί για Αρνηση. Στην διαχωριστική ισορροπία, τα σήµατα αποκαλύπτουν τους τύπους του 
αποστολέα, οι δέκτες Παραχωρούν πάντα και όλοι οι παίκτες είναι ικανοποιηµένοι.Υπάρχει, 
ωστόσο,µια δεύτερη ισορροπία για το παίγνιο στο σχήµα 16,στην οποία ο δέκτης Παραχωρεί 
στα αριστερά και Αρνείται στα δεξιά, και ως εκ τούτου και οι δύο τύποι αποστολέα δίνουν 
σήµα αριστερά ώστε να µην τους Αρνηθούν.Η λογική της προς τα πίσω επαγωγής (της 
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διαδοχικής ισορροπίας του Nash)δεν αποκλείει αυτές τις πεποιθήσεις, δεδοµένου ότιδεν 
εµφανίζεται κάποια απόκλιση στην ισορροπία, και ο δέκτης κάνει την καλύτερη απάντηση 
σύµφωνα µε αυτές τις πεποιθήσεις.Αυτό που είναι µη-διαισθητικό για αυτές τις πεποιθήσεις 
(ότι ένα αποκλίνον ∆εξιά σήµα προέρχεται από ένα τύπο Β), είναι ότι ο τύπος Β κερδίζει 500 σε 
αυτό το (Αριστερά, Παραχώρηση) αποτέλεσµα ισορροπίας, και δεν υπάρχει απόκλιση θα 
µπορούσε θεωρητικά να αυξήσει την πληρωµή. Αντίθετα, ο τύπος Α κερδίζει 300 στην 
συγκεντρωτική ισορροπία τηςαριστερής πλευράς, και αυτό το είδος θα µπορούσε να κερδίσει 
ενδεχοµένως περισσότερο (450 ή ακόµη και 1000), ανάλογα µε την απόκριση σε µια απόκλιση. 
Το διαισθητικό κριτήριοτων In-KooCho και Kreps (1987) αποκλείει αυτές τις πεποιθήσεις, και 
επιλέγει τη διαχωριστική ισορροπία που παρατηρείται στη διαδικασία του θησαυρού.  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

 
Σχήµα 3.12 

Σηµατοδότηση χωρίς διαχωριστική ισορροπία(πληρωµή αποστολέα,πληρωµή ποµπού) 

 
Το παίγνιο στο σχήµα 17 είναι µια µικρή παραλλαγή στο προηγούµενο παίγνιο, µε 

µόνη αλλαγή ότι το (500, 500) στο κάτω αριστερό µέρος του σχήµατος 16 αντικαθίσταται από 
µια πληρωµή(300, 300).Όπως και πριν,θεωρήστε τις αναµενόµενες πληρωµές του αποστολέα 
όταν κάθε απόκριση θεωρείται ότι είναι εξίσου πιθανή,η οποία µας οδηγεί να αναµένουµε ότι οι 
αποστολείς τύπου Α θα επιλέξουν δεξιά και ότι οι αποστολείς τύπου Β θα επιλέξουν αριστερά, 
όπως υποδεικνύεται από τη σκίαση.Στο πείραµα, 10 απο τους 13τύπου Α αποστολείς έκαναν 
την επιλογή δεξιά, και 9 από τους 11 αποστολείς τύπου Β επέλεξαν αριστερά. Αλλά ο 
διαχωρισµός που παρατηρήθηκε σε αυτή τη διαδικασία αντίφασης δεν είναι µια ισορροπία του 
Nash.∆ιαφορετικά απο της διαδικασίες σε ζευγάρια που είδαµε πιο πριν η αλλάγη στις 
πληρωµές σε αυτά τα παίγνια σηµατοδότησης αλλάζουν το σύνολο των ισορροπιών του 
Nash.Όλες οι ισορροπίες για αυτήν την διαδικασία αντίφασης περιλαµβάνει 
«συγκέντρωση»(pooling), µε τους δύο τύπους να στέλνουντο ίδιο σήµα.Οι δέκτες θα 
προτηµούσαν να Παραχωρίσουν σε ένα δεξί σήµα και να Αρνηθούν ένα αριστερό.Οι 
αποστολείς τύπου Β θα έχουν τότε κίνητρο να αποκλίνουν απο την διαχωριστική ισορροπία και 
να δώσουν σήµα δεξιά. Στο πείραµα τα µισά απο τα αριστερά σήµατα βρήκαν Αρνηση ενώ 
µόνο 2 απο τα 12 δεξιά βρήκαν Αρνηση. 
 



Μεταπτυχιακή ∆ιατριβή                                                                                                                     Ιωάννου Κωνσταντίνος 

Θεωρία Παιγνίων και Ειδικές εφαρµογές στην καθηµερινότητα 

 

55

3.6 Ερµηνεύοντας την Ανώµαλη Συµπεριφορά σε Παίγνια One Shot 

 
          Παρά το γεγονός ότι τα αποτελέσµατα για τις διαδικασίες αντίφασης φαίνεται να 
αποκλείουν µια -παιγνιοθεωρητική εξήγηση,πολλές από τις ανώµαλες µορφές δεδοµένων 
σχετίζονται µε τη φύση των κινήτρων.Αυτό δείχνει ότι µπορεί να είναι δυνατό να αναπτυχθούν 
επισηµα µοντέλα που να εξηγούν τη διαδικασία του θησαυρού και τη διαδικασία της 
αντίφασης.Παρακάτω θα συζητήσουµε αρκετές πρόσφατες προσεγγίσεις που χαλαρώνουν τις 
κοινές υποθέσεις του τέλειου εγωισµού, της τέλειας λήψης αποφάσεων (χωρίς σφάλµα), και της 
τέλειας πρόβλεψης (χωρίς εκπλήξεις).Η αποστροφή της ανισότητας φαίνεται επίσης 
πιθανή,όταν οι παίκτες παζαρεύουν τη διαίρεση ενός σταθερού χρηµατικού ποσού (Goeree και 
Holt, 2000). Ωστόσο, αυτό δεν µπορεί να εξηγήσει την παρατηρούµενη συµπεριφορά στην 
διαδικασία αντίφασηςτου ταιριάγµατος των κερµάτων.Υποθέστε, για παράδειγµα, την  εκδοχή 
«320» του παίγνιου ταιριάγµατος κερµάτων.∆εδοµένου ότι η στήλη είναι αντίθετη µε το 
αποτέλεσµα (320, 40), η στήλη θα είναι πρόθυµη να διαλέξει τυχαία µεταξύ Αριστερά και ∆εξιά, 
αν η ελκυστικότητα του δεξιά έχει αυξηθεί µε τη σειρά να παίζει πιο συχνά από την πιθανότητα 
του 0,5 που θα έκανε έναν καθαρά εγωιστικό παίκτη στήλης αδιάφορο.Αυτή η πρόβλεψη, ότι η 
σειρά θα πρέπει να παίξει Κάτω πιο συχνά, αντικρούεται έντονα από τα δεδοµένατου µεσαίου 
τµήµατος του Πίνακα 1. 
 
          Μια άλλη πιθανότητα είναι ότι η συµπεριφορά σε one-shot παίγνια συµµορφώνεται µε 
µια απλή ευρετική (heuristic).Πράγµατι, ορισµένοι πειραµατικοί οικονοµολόγοι πρότείναν ότι 
υποκείµενα στην αρχική περίοδο ενός επαναλαµβανόµενου παίγνιου επιλέγουν την απόφαση 
που µεγιστοποιεί το επίπεδο ασφαλείας τους, δηλαδή τη "maximin"απόφαση.Για παράδειγµα, 
στo παίγνιο του Kreps.Η συχνά παρατηρούµενη Μη-Nash απόφαση µεγιστοποιεί την ασφάλεια 
της στήλης.Τα ισχυρά αποτελέσµατα της διαδικασίας στα παίγνια ταιριάγµατοςκερµάτων δεν 
µπορούν να να εξηγηθούν µε αυτόν τον τρόπο, ωστόσο, δεδοµένου ότι και στις τρεις 
διαδικασίεςη ελάχιστη πληρωµή ελάχιστο κάθε παίκτη είναι η ίδια και για τις δύο 
αποφάσεις.Επιπλέον, οι επιλογές µεγιστοποίησης-ασφάλειας στο δίληµµα του ταξιδιώτη και το 
παίγνιο συντονισµού ελάχιστης προσπάθειας είναι η χαµηλότερη δυνατή απόφαση,η οποία 
έρχεται σε αντίθεση µε την υψηλή απαίτηση και τις επιλογές προσπάθεια στις διαδικασίες 
αντίφασης.Τα άτοµα µπορεί να είναι απρόθυµοι να αναλάβουν κινδύνους σε άγνωστες 
καταστάσεις,αλλά η ακραία αποστροφή του κινδύνου που συνεπάγεται της µέγιστης ασφάλειας 
γενικά δεν παρατηρείται.Επιπλέον, η ευρετική (heuristics) βασισµένη στην αµοιβαιότητα ή την 
ταση προς ενα status-quo δεν εφαρµόζετε σε one-shot παίγνια ενός σταδίου,όπου δεν υπάρχει 
ούτε προηγούµενο ούτε ευκαιρία να ανταπόδωσης.Ούτε µπορεί η  αποστροφή της απώλειας να 
είναι η πρωταρχική αιτία,δεδοµένου ότι δεν υπάρχουν απώλειες στα περισσότερα από τα 
παίγνια που αναφέρθηκαν εδώ, και η πιθανότητα απώλειας δεν είχε καµία επίδραση στο παίγνιο 
του Kreps. 
  
           Ως εναλλακτική λύση στην απλή ευρετική heuristics,θα µπορούσε κανείς να 
προσπαθήσει να διαµορφώσει τις εσωτερικές διαδικασίες σκέψης των παικτών. Προηγούµενα 
µοντέλα έχουν προσδιορίσει κάποια διαδικασία σχηµατισµού πεποιθήσεων, υποθέτοντας ότι οι 
παίκτες ανταποκρίνονται  καλύτερα σύµφωνα µε τις πεποιθήσεις τους τη δεδοµένη στιγµή.25 
Τα πειράµατα που αναφέρθηκαν παραπάνω υποδεικνύουν ότι τα µεγέθη (όχι µόνο τα σήµατα), 
στηνδιαφοράτων πληρωµών παιζει ρόλο, και κατά συνέπεια είναι φυσικό να υποθέσουµε έναν 
κανόνα για τις αποφάσεις για τον οποίο οι πιθανότητες επιλογής σχετίζονται θετικά, αλλά µε 
ατελώς µε τις  πληρωµές. Ο λογικός κανόνας, για παράδειγµα,ορίζει ότι πιθανότητες επιλογής, 

, για τις επιλογές i = 1, ..., m,είναι ανάλογες µε εκθετικέςσυναρτήσεις των σχετικών 

αναµενόµενωνπληρωµών, . 
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(1) 
 

 
όπου το άθροισµα στον παρονοµαστή εξασφαλίζει ότι το άθροισµα των πιθανοτήτων είναι 

ένα και η "παράµετρος σφάλµατος"µ,καθορίζει πόσο ευαίσθητες είναι οι πιθανότητες επιλογής 
στις διαφορές πληρωµών.Οσο το µ πλησιάζει το µηδέν,οι διαφορές στις πληρωµές 
εκτινάσσονται και η πιθανότητα της βέλτιστης επιλογής τείνει στο 1.Στο άλλο άκρο όσο το µ 
τείνει στο άπειρο,οι πιθανότητες επιλογής συγκλείνουν στο 1/m ανεξάρτητα απο τις 
αναµενόµενες πληρωµές. 
 

Για να χρησιµοποιηθεί η " καλύτερη λογική απάντηση" στην (1), πρέπει να 
µοντελοποιήσουµε τη διαδικασία σχηµατισµού των πεποιθήσεων, αφού οι πιθανότητες των 
πεποίθησεων χρησιµοποιούνται για τον υπολογισµό των αναµενόµενων πληρωµών στη δεξιά 
πλευρά της (1).Με την αρχή της ανεπαρκούς αιτίας θα µπορούσε κανείς να υποθέσει ότι κάθε 
µία από τις δράσεις των άλλων είναι εξίσου πιθανή. Αυτό αντιστοιχεί στην έννοια των Stahl και 
Wilson (1995) της λογικής "επιπέδου 1", η οποία πιάνει πολλές από αποφάσεις της πρώτης 
περιόδου στο «παίγνιο µαντέµατος" που αναφέρθετε από τον Nagel (1995).Είναι εύκολο να 
επαληθεύσουµε ότι η επίπεδου-ένα λογική παρέχει επίσης καλές προβλέψεις τόσο για τη 
διαδικασία του θησαυρού οσο για τη διαδικασία της αντίφασης στο δίληµµα του ταξιδιώτη,στο 
παίγνιο συντονισµού ελάχιστης προσπάθειας και στο παίγνιο του 
Kreps.Υπάρχουν,ενδείξεις,εντούτοις,ότι τουλάχιστον µερικά υποκείµενα δηµιουργούν πιο 
ακριβείς πεποιθήσεις σχετικά µε τις ενέργειες των άλλων, πιθανώς, µέσω υψηλότερων επιπέδων 
διορατικότητας.Στο παίγνιο ταιριάγµατος των κερµάτων, για παράδειγµα,µία επίπεδη 
προηγούµενη καθιστά τη στήλη αδιάφορη µεταξύ αριστεράς και δεξιάς και όµως οι 
περισσότεροι παίκτες στήλης φαίνεται να προβλέπουν οτι η  γραµµή θα επιλέξει Πάνω στην 
εκδοχή «320» και Κάτω στην εκδοχή«44»  αυτού του παίγνιου. 

 
Φυσικά, το τι θα κάνει ο άλλος παίκτης εξαρτάται από το τι νοµίζει ότι θα κάνετε,έτσι 

ώστε το επόµενο λογικό βήµα είναι να υποθέσουµε ότι οι άλλοι απαντούν σε ένα επίπεδο 
προηγούµενο, και µετά εµείς θα ανταποκριθούµε σ’ αυτήν  αναµενόµενη ανταπόκριση 
(Selten).Αυτό είναι το "επίπεδο δύο" του ορθολογισµού των Stahl και Wilson (1995).∆εν 
υπάρχει, ωστόσο, κανένας προφανής λόγος να περιορίσουµε τα επίπεδα της 
επαναλαµβανόµενης σκέψης.Η έννοια της ορθολογικότητας που αναφέρθηκε παραπάνω,για 
παράδειγµα, περιλαµβάνει απείρως πολλά επίπεδα επαναλαµβανόµενης σκέψης,µε τις "ποτέ-
καλύτερες" απαντήσεις να εξαλείφονται διαδοχικά.Αλλά η ορθολογικότητα φαίνεται να 
προϋποθέτει πολύ λογική, δεδοµένου ότι προβλέπει ότι όλοι οι ισχυρισµοί στο δίληµµα του 
ταξιδιώτη θα είναι ίσοι µε το ελάχιστο αίτηµα,ανεξάρτητα από την παράµετρο ποινής  
ανταµοιβής.Ένας τρόπος να περιοριστεί η ακρίβεια της διαδικασίας της σκέψης, χωρίς να 
κάνουµε µια αυθαίρετη υπόθεση σχετικά µε τον αριθµό των επαναλήψεων, είναι να εισάγουµε 
αυξανόµενες ποσότητες θορύβου σε υψηλότερα επίπεδα επαναλαµβανόµενης σκέψης (Goeree 

και Holt, 2000, Kübler και Weizsäcker, 2000). Ας χαρακτηρίζει το  το χάρτη της καλύτερης 
λογικής απάντησης (για ποσοστό σφάλµατοςµ) στη δεξιά πλευρά του (1). Ακριβώς όπως µια 

ενιαία λογική απάντηση για τις πεποιθήσεις, , µπορεί να παρασταθεί ως p= (p0), µια 
σειρά τέτοιων αποκρίσεων µπορεί να παρασταθεί ως:  
 

(2)           p = ( (.... ( ))), 
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όπου  ≤  ≤ ..., µε  συγκλίνει στοάπειρο.Αυτή η υπόθεση µας δίνει την ιδέα ότι γίνεται 

όλο και πιο περίπλοκο το να κάνεις νόλο και περισσότερες επαναλήψεις.Με το  για µ = ∞ 
χαρτογραφείται το σύνολο της πιθανότητας σε ένα µόνο σηµείο,η δεξιά πλευρά του (2), είναι 

ανεξάρτητη από το αρχικό διάνυσµα της πεποίθησης . Επιπλέον, η διεργασία στο (2) 
αποδίδει ένα µοναδικό αποτέλεσµα ακόµη και σε παίγνια µεπολλαπλές ισορροπίες του 
Nash.Προσέξτε ότι οι πιθανότητες επιλογής στην αριστερή πλευρά του (2) γενικά δεν 
ταιριάζουν µε τις πιθανότητες των πεποιθήσεων σε κανένα στάδιο της επαναληπτικής 
διαδικασίας στα δεξιά.Με άλλα λόγια,η ενδοσκοπική διαδικασία επιτρέπει εκπλήξεις, οι οποίες 
είναι πιθανό να συµβούν σε έναone-shot παίγνιο. 
 

Για τα παίγνια µε πολύ διαφορετικά επίπεδα πολυπλοκότητας,όπως αυτά που 
αναφέρονται εδώ, οι παραµέτροι σφάλµατος που παρέχουν την καλύτερη προσαρµογή είναι 
πιθανό να είναι διαφορετικά.Σε αυτή την περίπτωση,οι εκτιµήσεις δείχνουν το βαθµό 
πολυπλοκότητας,δηλαδή χρησιµεύουν ως µια συσκευή µέτρησης. Για τα παίγνια παρόµοιων 
πολυπλοκοτήτων,το µοντέλο στο (2) θα µπορούσε να χρησιµοποιηθεί για να προβλέψει τη 
συµπεριφορά στα παίγνια.Για παράδειγµα, το χρησιµοποιήσαµε για να εξηγήσουµε τα πρότυπα 
των δεδοµένων σε µια σειρά 37 απλών παιγνίων πίνακα (matrix),χρησιµοποιώντας µια απλή 

παραµετροποίηση δυο παραµέτρων   = µ , όπου το t καθορίζει τον ρυθµό µε τον οποίο 
αυξάνει ο θόρυβος όσο αυξάνονται οιεπαναλήψεις (Goeree και Holt, 2000).Η εκτιµώµενη τιµή 
(t = 4,1) υποθέτει ότι υπάρχειπερισσότερος θόρυβος για τα υψηλότερα επίπεδα ενδοσκόπησης 
(introspection), ένα αποτέλεσµα που είναι µε το ζόρι σύµφωνο µε τις εκτιµήσεις των Kübler και 
Weizsäcker (2000) για τα δεδοµένα από πειράµατα καταρρακτοδών πληροφοριών. 

 
Η ανάλυση της ενδοσκόπησης δεν έχει µελετηθει σε βάθος σαν θέµα στη θεωρία των 

παιγνίων, συγκρινόµενο, για παράδειγµα µε τις βελτιώσεις της ισορροπίας και τη 
µάθηση.Αρκετά από τα µοντέλα που προαναφέρθηκαν κάνει µια αρκετά καλή δουλειά στην 
οργάνωση των ποιοτικών προτύπων συµµόρφωσης καιαπόκλισης από τις προβλέψεις της 
στάνταρ θεωρίας, αλλά υπάρχουν προφανείς διαφορές. Ελπίζουµε ότι αυτήηέρευνα θα τονώσει 
περαιτέρω τη θεωρητική εργασία για τα µοντέλα συµπεριφοράς σε one-shot παίγνια.Μια 
δυνητικά χρήσιµη προσέγγιση µπορεί να είναι να συγκεντρωθούν οι πεποιθήσεις άµεσα καθώς 
παίζονται τα παίγνια (AndrewSchotterκαιYawNarkov, 1998,TheoOfferman, 1997). 
 

3.7 Συµπεράσµατα 

 
Τα πειράµατα στα one-shot παίγνια είναι ενδιαφέροντα γιατί πολλά παίγνια στην 

πραγµατικότητα παίζονται µόνο  µια φορά, το ενιαίο παίγνιο είναι ιδιαίτερα σηµαντικό σε 
εφαρµογές της θεωρίας των παιγνίων και σε άλλους τοµείς, π.χ.διεθνής 
συγκρούσεις,προεκλογικές εκστρατείες και νοµικές διαφορές.Οι υπεύθυνοι λήψης αποφάσεων 
σε αυτά τα περιβάλλοντα,όπως τα υποκείµενα στα πειράµατά µας, συνήθως έχουν εµπειρία σε 
παρόµοια παίγνια µε άλλους ανθρώπους.Τα one-shot παίγνια είναι επίσης ελκυστικά επειδή µας 
επιτρέπουν να αφαιρεθούµε από τα θέµατα της µάθησης και της προσπάθειας χειραγώγησης 
των πεποιθήσεων των άλλων,τη συµπεριφορά ή τις προτιµήσεις (π.χ.αµοιβαιότητα, 
συνεργατικότητα).Το έγγραφο αυτό αναφέρει τα αποτελέσµατα δέκα ζευγαριών παιγνίων που 
παίζονται µόνο µία φορά από άτοµα που έχουν εµπειρία σε άλλα one-shot και 
επαναλαµβανόµενα παίγνια.Η ισοροπία του Nash (ή σχετική βελτίωση) παρέχει ακριβείς 
προβλέψεις για τις βασικές εκδοχές των εν λόγω παιγνίων.Σε κάθε περίπτωση,ωστόσο, υπάρχει 
ένα αντιστοιχισµένο παίγνιο για το οποίο η πρόβλεψη του Nash σαφώς αποτυγχάνει, έστω και 
αν αποτυγχάνει µε τρόπο που να συνάδει µε την απλή (µη-παιχνίδο-θεωρητική) διαίσθηση.Τα 
αποτελέσµατα για αυτά τα έµπειρα υποκείµενα δείχνουν οτι : 
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Η συµπεριφορά µπορεί να αποκλίνει σηµαντικά από τη µοναδική ορθολογική (του Nash) 
ισορροπία στο κοινωνικό δίληµµα(του ταξιδιώτη).Σε αυτά τα παίγνια, η ισορροπία του Nash 
βρίσκεται στη µία πλευρά του εύρους των εφικτών αποφάσεων, ενώ τα δεδοµένα για τη 
διαδικασία της αντίφασης έχουν θέση στην απέναντι πλευρά αυτού του εύρους.Το πιο εξέχον 
χαρακτηριστικό των δεδοµένων είναι η ακραία ευαισθησία σε µια παράµετρο που δεν έχει 
καµία επίδραση στην έκβαση του Nash. 
 

Οι φοιτητές που υπέφεραν στα µαθήµατα της θεωρίας των παιγνίων µπορεί να έχουν 
καλούς λόγους να έχουν πρόβληµα στην κατανόηση του γιατί µια αλλαγή στις πληρωµές ενός 
παίκτη επηρεάζει µόνο τις πιθανότητες απόφασης του άλλου παίκτη µέσω µιας ισορροπίας 
µεικτής στρατηγικής του Nash.Τα δεδοµένα από τα πειράµατα µε ταίριασµα των κερµάτων 
δείχνουν ισχυρή "προσωπική πληρωµή" αποτέλεσµα που δεν προβλέπεται από τη µοναδική 
(µεικτής στρατηγικής)ισορροπία του Nash.Η ανάλυση του Nash φαίνεται να λειτουργεί µόνο 
κατά σύµπτωση,όταν η δοµή των πληρωµών είναι συµµετρική και οι κίνδυνοι απόκλισης είναι 
ισορροπηµένοι. 

 
Οι επιλογές της προσπάθειας επηρεάζονται σε µεγάλο βαθµό από το κόστος της 

προσπάθειας σε παίγνια συντονισµού, ένα διαισθητικό αποτέλεσµα που δεν εξηγείται από την 
καθιερωµένη θεωρία,δεδοµένου ότι οποιαδήποτε κοινή προσπάθεια είναι µια ισορροπία του 
Nash σε τέτοια παίγνια.Εξάλλου, όπως υπέθεσε ο Kreps, είναι δυνατόν να σχεδιάσουµε παίγνια 
συντονισµού όπου η πλειοψηφία των αποφάσεων ενός παίκτη αντιστοιχούν στη µόνη δράση 
που δεν είναι µέρος οποιασδήποτε ισορροπίας του Nash. 

 
Τα υποκείµενα συχνά δεν εµπιστεύονται οτι οι άλλοι θα να είναι λογικοί όταν ο παραλογισµός 
είναι σχετικά ανέξοδος.Επιπλέον, «απειλές» που δεν είναι αξιόπιστες από τεχνική άποψη 
µπορούν,ωστόσο,να αλλάξουν τη συµπεριφορά σε απλά παίγνια δύο σταδίων όταν αυτές οι 
απειλές δεν είναι δαπανηρές. 
 

Οι αποκλίσεις από τις προβλέψεις του Nash στα παίγνια διαπραγµατεύσεων 
εναλλασσόµενων-προσφορων και σε δηµοπρασίες ιδιωτικής αξίας είναι αντιστρόφως ανάλογες 
µε το κόστος αυτών των αποκλίσεων.Οι επιπτώσεις αυτών των τάσεων µπορεί να είναι αρκετά 
µεγάλεςστα εξεταζόµενα παίγνια. 

 
Είναι δυνατόν να δηµιουργηθεί ένα απλό παίγνιο σηµατοδότησης στο οποίο οι αποφάσεις 

αποκαλύπτουν τον τύπο  σηµατοδότη (διαχωρισµός), ακόµη και αν η ισορροπία περιλαµβάνει 
την συγκέντρωση (pooling). 

 
Λοιπόν, τι πρέπει να γίνει;O Reinhard Selten, ένας από τους τρεις θεωρητικούς του 

παίγνιου που µοιράστηκαν το Βραβείο Νόµπελ το 1995, δήλωσε: "Η θεωρία του παίγνιου είναι 
για την απόδειξη θεωρηµάτων,όχι για να παίζουµε παίγνια." Πράγµατι, η εσωτερική κοµψότητα 
της παραδοσιακής θεωρίας των παιγνίων είναι ελκυστική, και έχει υπερασπιστεί ως µια θεωρία 
που καθορίζει το πως απολύτως λογικοί άνθρωποι θα πρέπει να παίζουν τα παίγνια µεταξύ 
τους, παρά ως µια θετική θεωρία που προλέγει την πραγµατική συµπεριφορά (Rubinstein).Είναι 
φυσικό να διαχωρίζονται  οι κανονιστικές και οι θετικές µελέτες της ατοµικής λήψης 
αποφάσεων,το οποίο επιτρέπει σε κάποιον να συγκρίνει την πραγµατική και τη βέλτιστη 
απόφαση.Αυτή, η βασισµένη σε κανόνες άµυνα δεν είναι πειστική για τα παίγνια,ωστόσο, 
δεδοµένου ότι ο καλύτερος τρόπος για κάποιον να παίξει ένα παίγνιο εξαρτάται από το πώς θα 
παίξουν στην ουσία οι άλλοι και όχι σύµφωνα µε το πώς κάποια θεωρία υπαγορεύει ότι οι 
λογικοί άνθρωποι πρέπει παίζουν.Ο John Nash, ένας άλλος από τους παραλήπτες του 
Νόµπελ,δεν βρήκε τρόπο να αποφύγει αυτό το δίληµµα και όταν τα πειράµατά του δεν ήταν πια 
σε θέση να παρέχουν υποστήριξη στη θεωρία,έχασε την εµπιστοσύνη που είχε στην 
καταλληλότητα της θεωρίας των παιγνίων και επικεντρώθηκε σε πιο καθαρά µαθηµατικά 
θέµατα στην µεταγενέστερη έρευνα του . 
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Ο Nash φαίνεται να υποτίµησε τη σηµασία της διορατικότητάς του και εµείς θα είµαστε οι 

πρώτοι που θα παραδεχτούµε ότι έχουµε αρχίσει την ανάλυση ενός νέου στρατηγικού 
προβλήµατος µε την εξέταση των ισορροπιών που προέρχονται από την τυπική θεωρία των 
παιγνίων, πριν λάβουµε υπ’ όψην τις επιπτώσεις των πληρωµών και τους 
κίνδυνουςασθµµετρίας στα κίνητρα της απόκλησης.Αλλά σε ένα διαδραστικό,στρατηγικό 
πλαίσιο,οι τάσεις µπορούν να έχουν επιπτώσεις ενίσχυσης που οδηγούν τη συµπεριφορά 
µακριά από τις προβλέψεις του Nash και οι οικονοµολόγοι έχουν αρχίσει να εξηγουν αυτές τις 
αποκλίσεις χρησιµοποιώντας προσοµοιώσεις σε ηλεκτρονικό υπολογιστή και θεωρητικές 
αναλύσεις της µάθησης και τις διεργασίες των λάθος αποφάσεων.Υπήρξε σχετικά µικρή 
θεωρητική ανάλυση για τα one-shot παίγνια όπου η µάθηση είναι αδύνατη.Τα µοντέλα της 
επαναλαµβανόµενης ενδοσκόπησης που συζητήθηκαν εδώ προσφέρουν µια υπόσχεση 
επεξήγησης των ποιοτικών χαρακτηριστικών των αποκλίσεων από τις προβλέψεις του Nash που 
απαριθµούνται ανωτέρω.Βαζοντας τες µαζί, αυτές οι νέες προσεγγίσεις σε µια στοχαστική 
θεωρία των παιγνίων ενισχύουν τη σηµασία της συµπεριφοράς στην τυπική θεωρία των 
παιγνίων.Κοιτάζοντας εργαστηριακά δεδοµένα είναι πολύ λιγότερο αγχωτικό από ό, τι ήταν 
πριν. 
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Κεφάλαιο 4 

 

 

4. Παίζοντας παίγνια µε τους Αλγόριθµους: Συνδυαστική Αλγοριθµική Θεωρία 

Παιγνίων 

 
Τα συνδυαστικά παίγνια οδηγούν σε διάφορα ενδιαφέροντα,καθαρά προβλήµατα σε 

αλγορίθµους και την θεωρία της πολυπλοκότητας,πολλά από τα οποία παραµένουν άλυτα.Ο 
σκοπός του παρόντος κεφαλαίου είναι να παράσχει µια επισκόπηση αυτού του πεδίου ώστε να 
ενθαρρύνει την περαιτέρω έρευνα. Συγκεκριµένα,αρχίζουµε µε το γενικό πλαίσιο της 
Συνδυαστικής Θεωρίας των Παιγνίων,η οποία αναλύει το ιδανικό παίξιµο σε παίγνια τέλειας-
ενηµέρωσης και την Περιορισµένη Λογική, η οποία παρέχει ένα πλαίσιο για την µέτρηση της 
δυσκολίας. Στη συνέχεια,εξετάζουµε τα αποτελέσµατα σχετικά µε την πολυπλοκότητα του 
προσδιορισµού του ιδανικού παιξίµατος σε αυτά τα παίγνια και τα προβλήµατα σχετικά µε την 
επίλυση γρίφων (puzzle),όσον αφορά τόσο τον  πολυωνυµικό αλγόριθµο σε σχέση µε τον χρόνο 
όσο και τα αποτελέσµατα της υπολογιστικής δυσκολίας.Η περίληψη µας των γενικών ιδεών και 
της εξέταση των αλγοριθµικών αποτελεσµατων δεν είναι καθόλου πλήρης, αλλά θα πρέπει να 
χρησιµεύσει ως µια καλή πρώτη προσέγγιση. 
 

4.1 Εισαγωγή 

 
           Πολλά κλασικά παίγνια είναι γνωστό ότι είναι υπολογιστικά δύσκολα (απροσέγγιστα) 
(υποθέτοντας ότι P διαφορετικό απο NP ):παίγνια ενός παίκτη είναι συχνά NP-ολοκληρωµένα 
(όπως ο Ναρκαλιευτής) ή PSPACE-ολοκληρωµένα (όπως το RushHour),και τα παίγνια δύο 
παικτών είναι συχνά PSPACE-ολοκληρωµένα (όπως το Othello) ή EXPTIME-ολοκληρωµένα 
(όπως στην Ντάµα και το Σκάκι). Παραδόξως, πολλά φαινοµενικά απλά παζλ και παίγνια είναι 
επίσης δύσκολα. Άλλα αποτελέσµατα είναι θετικά,αποδεικνύοντας ότι ορισµένα παίγνια 
µπορούν να παχτούν µε κάποιο καλύτερο δυνατό τρόπο σε πολυωνυµικά στο χρόνο.Σε 
ορισµένες περιπτώσεις,ιδίως σε παίγνια µε ένα µόνο παίκτη,τα υπολογιστικά προσιτά παίγνια 
εξακολουθούν να είναι ενδιαφέροντα. 
 
        Αρχίζουµε µε την εξέταση µερικών βασικών της Συνδυαστικής Θεωρίας των  Παιγνίων 
στην παράγραφο 2, η οποία δίνει εργαλεία για το σχεδιασµό αλγορίθµων, ακολουθεί η ανάλυση 
της σχετικά νέας θεωρίας της Περιορισµένης Λογικής στο 3ο τµήµα,η οποία δίνει τα εργαλεία 
για την απόδειξη της δυσκολίας.Στο µεγαλύτερο µέρος αυτού του κεφαλαίου,τα τµήµατα 4-6 
εξετάζονται τα αποτελέσµατα των αλγορίθµων και της δυσκολίας των συνδυαστικών παιγνίωνν 
και παζλ.Το τµήµα 7 καταλήγει στο συµπέρασµα µε ένα µικρό δείγµα δύσκολων ανοικτών 
προβληµάτων στην αλγοριθµική Συνδυαστική Θεωρία Παιγνίων. 
 
         Η Συνδυαστική Θεωρία των Παιγνίων πρέπει να διακρίνεται από τις άλλες µορφές της 
θεωρίας των παιγνίων που προέκυψαν στο πλαίσιο της οικονοµίας.Η οικονοµική θεωρία των 
παιγνίων έχει πολλές εφαρµογές στην επιστήµη των υπολογιστών καθώς και, για 
παράδειγµα,στο πλαίσιο των δηµοπρασιών και της ανάλυσης της συµπεριφοράς στο ∆ιαδίκτυο 

4.2 Συνδυαστική Θεωρία Παιγνίων 

Ενα συνδυαστικό παίγνιο περιλαµβάνει συνήθως δύο παίκτες,που συχνά αποκαλούνται 
Αριστερά και ∆εξιά,εναλλάσσουν τη σειρά τους στο παίγνιο κάνοντας καθορισµένες 
κινήσεις.Ωστόσο,στην ενδιαφέρουσα περίπτωση ενός συνδυαστικού παζλ (γρίφου),υπάρχει 
µόνο ένας παίκτης, και στα cellular  automata,όπως το παίγνιο της Ζωής του Conway,δεν 
υπάρχουν καθόλου παίκτες.Σε κάθε περίπτωση,δεν επιτρέπεται να είναι τίποτα στην τύχη ή να 
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υπάρχουν κρυµµένες πληροφορίες:όλοι οι παίκτες γνωρίζουν όλες τις πληροφορίες σχετικά µε 
το gameplay (τέλεια πληροφόρηση).Το πρόβληµα είναι καθαρά η στρατηγική: πώς να παίξει 
κανείς το  καλύτερο δυνατό παίγνιο µε ένα ιδανικό αντίπαλο.  

 
Είναι χρήσιµο να διακρίνουµε διάφορους τύπους παιγνίων τέλειας πληροφόρησης µε 

δύο παίκτες-τέλειο.Μια κοινή παραδοχή είναι ότι το παίγνιο τελειώνει µετά από έναν 
πεπερασµένο αριθµό κινήσεων (το παίγνιο είναι πεπερασµένο ή µικρό) και το αποτέλεσµα είναι 
ένας µοναδικός νικητής.Φυσικά, υπάρχουν και εξαιρέσεις:ορισµένα παίγνια(Όπως το 
σκάκι)µπορούν να συνεχίζουν για πάντα και µερικά παίγνια (όπως η τρίλιζα και το σκάκι) 
δέχονται την ισοπαλλία σε ορισµένες περιπτώσεις.Εντούτοις, στο στήσιµο ενός συνδυαστικού-
παίγνιου, είναι χρήσιµο να προσδιοριστεί σαν νικητής ο τελευταίος παίκτης που είναι σε θέση 
να κινηθεί,αυτό ονοµάζεται κανονικό παίγνιο.Εάν,από την άλλη, νικητής είναι ο πρώτος 
παίκτης που δεν µπορεί να κινηθεί,αυτό ονοµάζεται παίγνιο (misere).(Εµείς θα υποθέσουµε το 
κανονικό παίγνιο.)Ένα παίγνιο είναι (loopy) αν είναι δυνατόν να επαναλάβουµε τις ίδιες 
κινήσεις που έχουµε ήδη κανει στο παρελθόν(όπως στο σκάκι, για παράδειγµα).Τέλος, ένα 
παίγνιο ονοµάζεται αµερόληπτο αν οι δύο παίκτες (αριστερά και δεξιά) αντιµετωπίζονται µε 
τον ίδιο τρόπο, δηλαδή, για τον κάθε παίκτη διατίθενται οι ίδιες κινήσεις από την ίδια θέση 
αλλιώς το παίγνιο λέγεται µεροληπτικό.  

 
Ένα ιδιαίτερο παίγνιο τέλειας πληροφορίας για δύο παίκτες χωρίς ισοπαλίες µπορεί να 

έχει ένα από τα τέσσερα αποτελέσµατα ως απόρεια ιδανικού παιξίµατος :  
Ο παίκτης Αριστερά κερδίζει, ο παίκτης ∆εξιά κερδίζει, ο πρώτος παίκτης που θα κινηθεί νικάει 
(είτε είναι ο αριστερά είτε ο δεξιά),ή ο δεύτερος παίκτης που θα κινηθεί νικάει.Ένας από τους 
στόχους όσον αφορά την ανάλυση των παιγνίων µε δυο παικτες είναι να καθορίστει το 
αποτέλεσµα ως µία από τις τέσσερις αυτές κατηγορίες, και να βρεθεί µια στρατηγική για τον 
νικητή ώστε να κερδίζει.Ένας άλλος στόχος είναι να υπολογιστεί µια βαθύτερη δοµή των 
παιγνίων που περιγράφονται στη συνέχεια αυτού του τµήµατος, που ονοµάζεται η αξία του 
παίγνιου.Μια όµορφη µαθηµατική θεωρία έχει αναπτυχθεί για την ανάλυση των συνδυαστικών 
παιγνίων µε δύο παίκτες.Ένα νέο εισαγωγικό βιβλίο σχετικά µε το θέµα είναι το Μαθήµατα 
Παίγνιου των Albert, Nowakowski, και Wolfe.Την πιο ολοκληρωµένη αναφορά κάνει το βιβλίο 
Τρόποι για τη Νίκη των Berlekamp, Conway, και Guy και µια πιο µαθηµατική παρουσίαση είναι 
το βιβλίο Σχετικά µε τους Αριθµούς και τα Παίγνια των Conway.∆είτε επίσης για επισκοπήσεις 
και την βιβλιογραφία.Η βασική ιδέα πίσω από τη θεωρία είναι απλή:ένα παίγνιο δύο παικτών 
µπορεί να περιγραφεί σαν  τις ρίζες των δέντρων,όπου κάθε κόµβος έχει µηδέν ή περισσότερες 
αριστερές διακλαδώσεις που αντιστοιχούν στις επιλογές του παίκτη Αριστερά για να 
µετακινηθεί και µηδέν ή περισσότερες διακλάδώσεις δεξιά που αντιστοιχούν στις επιλογές για 
τον παίκτη ∆εξιά να κινηθεί,τα φύλλα αντιστοιχούν στα παίγνια που έχουν τελειώσει, µε το 
νικητή να καθορίζεται είτε µε κανονικό ή µε misère παίξιµο.Τα ενδιαφέροντα µέρη της 
Συνδυαστικής Θεωρίας των Παιγνίων είναι οι διάφορες µέθοδοι για το χειρισµό και την 
ανάλυση των παιγνίων/δέντρων.∆ίνουµε µια σύντοµη περίληψη µερικών από αυτές τις 
µεθόδους σε αυτό το τµήµα.  
 

4.2.1 Σουρεαλιστικοί Αριθµοίτου Conway 

 
Μια πλούσια δοµηµένη ειδική κατηγορία παιγνίων δύο παικτών είναι οι σουρεαλιστικοί 

αριθµοί του JohnH.Conway µια µεγάλη γενίκευση των πραγµατικών και κανονικών αριθµικών 
συστηµάτων.Βασικά, ένας σουρεαλιστικό αριθµός {L | R} είναι ο "πιο απλός" αριθµός 
µεγαλύτερος από οποιαδήποτε επιλογή του Αριστερά (σε L) και µικρότερος από όλες τις 
επιλογές του ∆εξιά (σε Ε),για να αποτελέσει αυτό έναν αριθµό, όλες οι επιλογές των Αριστερά 
και ∆εξιά θα πρέπει να είναι αριθµοί, που να καθορίζουν µια συνολική κατηγορία και κάθε 
επιλογή Αριστερά πρέπει να είναι µικρότερη από ό, τι κάθε επιλογή του ∆εξιά.Για παράδειγµα, 
ο απλούστερος αριθµός χωρίς περιορισµούς µεγαλύτερο-από ή µικρότερο-από, που 
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συµβολίζεται {|}, Είναι 0.Ο απλούστερος αριθµός µεγαλύτερος από µηδέν και χωρίς 
περιορισµούς µικρότερο-απο,συµβολίζεται {0 |} και είναι 1 και ο απλούστερος αριθµός 
µεγαλύτερος-από 0 και 1 (ή απλά µεγαλύτερος απο το 1), συµβολίζεται {0, 1 |},και είναι το 
2.Αυτή η µέθοδος µπορεί να χρησιµοποιηθεί για να δηµιουργήσει όλους τους φυσικούς 
αριθµούς και µάλιστα όλους τους ordinals.Από την άλλη, ο απλούστερος αριθµός µικρότερος-
από 0, συµβολίζεται {| 0}, και είναι -1,οµοίως, όλοι οι αρνητικοί ακέραιοι µπορούν να 
παραχθούν.Ένα άλλο παράδειγµα είναι ο απλούστερος αριθµός µεγαλύτερος-από µηδέν και 
µικρότερος από 1,συµβολίζεται {0 | 1}, και είναι το ½ οµοίως,όλοι οι δυαδικοί ρητοί µπορούν 
να παραχθούν.Μετά από έναν άπειρο αριθµό τέτοιων σταδίων κατασκευής,όλοι οι πραγµατικοί 
αριθµοί µπορούν να παραχθούν, µετά από πολλά περισσότερα βήµατα, οι σουρεαλιστικοί 
(surreals) είναι όλοι αριθµοί που µπορούν να παραχθούν µε αυτό τον τρόπο.  

 
Οι σουρεαλιστικοί αριθµοί αποτελούν ένα πεδίο,εντελώς διαταγµενο και υποστηρίζουν 

τις πραξεις της πρόσθεσης,της αφαίρεσης,του πολλαπλασιασµού, της διαίρεσης,των ριζών, των 
δυνάµεων, και ακόµα και των ολοκληρωµάτων σε πολλές περιπτώσεις.(Για όσους είναι 
εξοικειωµένοι µε τους ordinals, σε αντίθεση µε τους σουρεαλιστικούς οι οποίοι καθορίζονται 
ω-1,1/ω, κλπ.)Ως εκ τούτου, οι σουρεαλιστικοί αριθµοί είναι χρήσιµοι απο µόνοι τους για 
καθαρότερες µορφές ανάλυσης.  

 
Αυτό που είναι ενδιαφέρον για τους σουρεαλιστικούς αριθµούς από τη σκοπιά της 

συνδυαστικής θεωρίας των παιγνίων είναι ότι είναι µια υποκατηγορία του συνόλου των 
παιγνίων δύο παικτών τέλειας-πληροφορίας και ένα µέρος της σουρεαλιστικής δοµής, όπως η 
πρόσθεση και η αφαίρεση, εµφανίζονται γενικά στα παίγνια.Επιπλέον, ενώ τα παίγνια δεν είναι 
εντελώς σε διάταξη,µπορούν ακόµα να συγκριθούν µε ορισµένους σουρεαλιστικούς αριθµούς 
και εκπληκτικά, αναλογα µε το πως ένα παίγνιο αναταποκρίνετε στο σουρεαλιστικό αριθµό 0 
καθορίζει ακριβώς το αποτέλεσµα του παίγνιου.Αυτή η αναλογία περιγράφεται λεπτοµερώς 
στις επόµενες παραγράφους.  

 
Πρώτα ορίζουµε κάποια αλγεβρική δοµή των παιγνίων που να µεταφέρετε και στους 

σουρεαλιστικούς αριθµούς.Συνδυαστικά παίγνια δύο παικτων,ή δέντρα, µπορούν απλά να 
παρασταθούνως{L | R} όπου, σε αντίθεση µε τους σουρεαλιστικούς αριθµούς,δεν υπάρχουν 
περιορισµοί για L και R.Η άρνηση (negation) του παίγνιου είναι το αποτέλεσµα της 
αντιστροφής των ρόλων των παικτών Αριστερά και ∆εξιά σε όλη την διάρκεια του παίγνιου.Το 
(διαζευκτικό) άθροισµα των δύο (υπο)-παιγνίων είναι το παίγνιο στο οποίο,στη σειρά του ο 
κάθε παίκτης,έχει µια δυαδική επιλογή,σε ποιό υπο-παίγνιο να παίξει και κάνει µια κίνηση σε 
αυτό ακριβώς το υποπαίγνιο. Μια µερική διάταξη ορίζεται αναδροµικά στα παίγνια:ένα παίγνιο 
x είναι µικρότερο ή ίσο µε ένα παίγνιο y,αν κάθε επιλογή x του Αριστερά είναι µικρότερη από 
το y και κάθε επιλογή y του ∆εξιά είναι µεγαλύτερη από x.Η (Αριθµητική) ισότητα ορίζεται µε 
το να είναι συγχρόνως µικρότερη-από ή ίση-µε και µεγαλύτερη-από ή ίση-µε.  

 
Σηµειώστε ότι ενώ{-1 | 1}=0={1}ως προς τους αριθµούς,{-1| 1} και {|} παραπέµπουν 

σε διαφορετικά παίγνια (διάρκειας 1 κίνησης και 0 κινήσεων, αντιστοίχως), και µε αυτή την 
έννοια είναι ίσα σε αξία,αλλά δεν είναι όµοια στο συµβολισµό ούτε στη θεωρία του 
παίγνιου.Παρ 'όλα αυτά, τα παίγνια {-1|1} και {|} έχουν το ίδιο αποτέλεσµα: ο δεύτερος 
παίκτης που θα κινηθεί κερδίζει.  

 
Αυτό ισχύει γενικά:δύο ίσοι αριθµοί αντιπροσωπεύουν παίγνια µε την ίδια έκβαση (σε 

ένα ιδανικό παίγνιο).Πιο συγκεκριµένα, όλα τα παίγνια ίσα µε 0 έχουν το αποτέλεσµα οτι ο 
δεύτερος παίκτης που θα κινηθεί κερδίζει.Επιπλέον, όλα τα παίγνια ίσα µε ένα θετικό αριθµό 
έχουν το αποτέλεσµα ότι ο παίκτης Αριστερά κερδίζει, γενικότερα,όλα τα θετικά παίγνια 
(παίγνια µεγαλύτερα από 0) έχουν αυτό το αποτέλεσµα.Αντίστοιχα,όλα τα παίγνια µε αρνητικό 
αριθµό έχουν αποτέλεσµα να κερδίζει ο παίκτης ∆εξιά (αυτό προκύπτει αυτόµατα από τη 
λειτουργία της άρνησης). Παραδείγµατα από µηδενικά, θετικά και αρνητικά παίγνια είναι οι 
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ίδιοι οι σουρεαλιστικοί αριθµοί, ένα επιπλέον παράδειγµα περιγράφεται παρακάτω.Υπάρχει ένα 
αποτέλεσµα που δεν περιλαµβάνετε στον χαρακτηρισµό των µηδενικών, θετικών ή αρνητικών 
παιγνίων:ο πρώτος παίκτης που θα κινηθεί κερδίζει Για να βρούµε ένα τέτοιο παίγνιο θα πρέπει 
προφανώς να ψάξουµε πέρα από τους σουρεαλιστικούς αριθµούς.Επιπλέον, θα πρέπει να 
κοιτάξουµε για τα παίγνια G που δεν συγκρίνονται µε το µηδέν (κανένα από τα G=0,G<0,ήG>0 
δεν ισχύει),τέτοια παίγνια που ονοµάζονται ασαφής µε 0, συµβολίζονται µε G||0. 

Ένα παράδειγµα ενός παίγνιου που δεν είναι ένας σουρεαλιστικός αριθµός είναι το {1 | 

0},δεν µπορεί να υπάρχει ένας αριθµός αυστηρά µεταξύ 1 και 0,επειδή 1 0.  
 

 
 

Σχήµα 4.1 

 
Παρ 'όλα αυτά, {1|0} είναι ένα παίγνιο: ο παίκτης Αριστερά έχει µια κίνηση που οδηγεί στο 
παίγνιο 1, στο οποίο ο ∆εξιά δεν µπορεί να κινηθεί και ο ∆εξιά έχει µια κίνηση που οδηγεί στο 
παίγνιο 0,στο οποίο ο Αριστερά δεν µπορεί να κινηθεί.Έτσι, σε κάθε περίπτωση, ο πρώτος 
παίκτης που θα κινηθεί κερδίζει.Ο ισχυρισµός σηµαίνει ότι πάνω από{1|0} ||0.Πράγµατι, {1 | 0} 

||x για όλους τους σουρεαλιστικους αριθµούς x, 0 x 1. Αντίθετα, x<{1 | 0} για όλα τα x<0 και 
{1 | 0} <x για κάθε 1 <x.Σε γενικές γραµµές ισχύει ότι ένα παίγνιο είναι ασαφές (fuzzy) µε 
σουραελιστικούς αριθµούς σε ένα διάστηµα [-n, n], αλλά είναι συγκρίσιµο µε όλους τους 
σουρεαλιστικούς αριθµούς εκτός του εν λόγω διαστήµατος.Άλλο παράδειγµα παίγνιου που δεν 
είναι ένας αριθµός είναι {2|1},το οποίο είναι θετικό(> 0), και ως εκ τούτου ο ∆εξιά νικάει,αλλά  
είναι ασαφές, για αριθµούς στο διάστηµα [1, 2]. 
 

4.2.2 H Θεωρία των Sprague και Grundy 

 
Ένα εξαίρετο αποτέλεσµα της Συνδυαστικής Θεωρίας των Παιγνίων είναι ο 

χαρακτηρισµός των αµερόληπτων παιγνίων τέλειας πληροφορίας µε δύο παίκτες,που 
ανακαλυφθηκαν ανεξάρτητα τη δεκαετία του 1930 από τους Sprague και Grundy.Θυµηθείτε ότι 
ένα παίγνιο είναι αµερόληπτο,αν δεν γίνεται διάκριση µεταξύ των παικτών Αριστερά και 
∆εξιά.Η θεωρία των Sprague-Grundy αναφέρει ότι κάθε πεπερασµένο αµερόληπτο παίγνιο είναι 
ισοδύναµο µε ένα µέρος από το παίγνιο του Nim,  που χαρακτηρίζεται από ένα και µόνο φυσικό 
αριθµό n.Αυτή η θεωρία έχει έκτοτε γενικευτεί σε όλα τα αµερόληπτα παίγνια γενίκευοντας το 
Nim σε όλους τους ρητούς n δείτε Nim  

 
Το Nim είναι ένα παίγνιο που παίζεται µε διάφορους σωρούς,ο καθένας αποτελείται 

απο ένα συγκεκριµένο αριθµό κερµάτων.Ενα παίγνιο Nim µε ένα ενιαίο σωρό µεγέθους n 
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συµβολίζεται µε *n και ονοµάζεται nimber.Στην κάθε κίνησης ενας παίκτης µπορεί να διαλέξει 
εναν οποιοδήποτε σωρό και να τον µειώσει σε οποιοδήποτε µικρότερο µέγεθος που να µην 
είναι αρνητικός ακέραιος αριθµός.Το παίγνιο τελειώνει όταν όλοι οι σωροί έχουν µέγεθος 
0.Ετσι, ένας ενιαίος σωρός *n µπορεί να µειωθεί σε οποιοδήποτε από τους µικρότερους 
σωρούς*0,*1,. . . , *(n- 1). Οι πολλοί απλοί σωροί σε ένα παίγνιο Nim είναι ανεξάρτητοι και 
κατά συνέπεια κάθε παίγνιο Nim είναι το άθροισµα των παιγνίων µε µια σωρό *n για διάφορες 
τιµές του n. Στην πραγµατικότητα, ένα παίγνιο Nim µε  k σωρούς των µεγεθών n1, n2,. . . , nk 
είναι ισοδύναµo µε ενα παίγνιο Nim µε ένα σωρό *n όπου n είναι το δυαδικό XOR των n1, n2,. 
. . , nk.Ως συνέπεια, ενα παίγνιο Nim µπορεί να παιχτεί µε το καλύτερο δυνατό τρόπο σε 
πολυωνυµικό χρόνο (πολυωνυµικό ως προς το µέγεθος κωδικοποίησης του µεγέθουςτων 
σωρών).Ακόµη πιο περίεργο είναι ότι κάθε αµερόληπτο παίγνιο τέλειας πληροφορίας µε δύο 
παίκτες έχει την ίδια αξία µε ένα Nim παίγνιο µε ενιαίο-σωρό, *n για κάποιο n.Ο αριθµός n 
ονοµάζεται G-αξία, ή Grundy-value,ή συνάρτηση Sprague-Grundy.Είναι εύκολο να οριστεί: ας 
υποθέσουµε ότι το παίγνιο xέχει k επιλογές y1,. . . , yk για τηνπρώτη κίνηση (ανεξάρτητα από 
το ποιος παίκτης παίζει πρώτος). Με επαγωγή, µπορούµε να υπολογίσουµε y1 = *n1,. . . , yk = 
*nk.Το θεώρηµα λέει ότι το x είναι ίσο µε *n όπου n είναι ο µικρότερος φυσικός αριθµός 
εκτόςτου συνόλου {n1,. . . , nk}.Αυτός ο αριθµός n ονοµάζεται ελάχιστη εξαιρετέα τιµή του 
συνόλου.Αυτή η περιγραφή έχει επίσης υποτεθεί ότι το παίγνιο είναι πεπερασµένο, αλλά αυτό 
είναι εύκολο να γενικευτεί . 

 
Η συνάρτησηSprague-Grundy µπορεί να αυξήσει το πολύ κατά 1 σε κάθε επίπεδο της 

διακλάδωσης του παίγνιου, και ως εκ τούτου το nimber που προκύπτει είναι γραµµικό στο 
µέγιστο αριθµό των κινήσεων που µπορούν να γίνουν στο παίγνιο,το µέγεθος της 
κωδικοποίησης nimber είναι µόνο λογαριθµική σε αυτό το σηµείο. ∆υστυχώς, 
υπολογίζονταςτην συνάρτησηSprague-Grundy για ένα γενικό παίγνιο µε την προφανή µέθοδο 
χρησιµοποιούµε τον χρόνο γραµµικά στον αριθµό των πιθανών καταστάσεων,οι οποίες µπορεί 
να είναι εκθετικές στα ίδια τα nimber. 

 
Παρ 'όλα αυτά, η θεωρία Sprague-Grundy είναι εξαιρετικά χρήσιµη για την ανάλυση 

αµερόληπτων παιγνίων δύο παικτών και για πολλά παίγνια υπάρχει ένας αποδοτικός 
αλγόριθµος για τον προσδιορισµό του nimber.Παραδείγµατα περιλαµβάνουν τα ίδια τα Nim, 
τον Kayles, και διάφορες γενικεύσεις το Cutcake και το Maundy-Cake.Σε όλα αυτά τα 
παραδείγµατα, η συνάρτηση Sprague-Grundy έχει έναν συνοπτικό χαρακτηρισµό(αν και κάπως 
δύσκολο να αποδειχθεί),που µπορεί επίσης να υπολογιστεί εύκολα µε χρήση δυναµικού 
προγραµµατισµού. 

 
Η θεωρία Sprague-Grundy φαίνεται δύσκολο να γενικευτεί για την επιφανειακά 

παρόµοια περίπτωση ενός misère παίγνιου,όπου ο στόχος είναι ο πρώτος παίκτης που να µην 
µπορεί να κινηθεί.Ορισµένα παίγνια έχουν επιλυθεί σ’ αυτό το πλαίσιο όλα αυτά τα χρόνια, 
συµπεριλαµβανοµένων των Nim.Πρόσφατα µια γενική θεωρία έχει προκύψει για την 
αντιµετώπιση των misère συνδυαστικών παιγνίων, µε βάση µεταβαλόµενων «µονοειδών» που 
ονοµάζονται «κλάσµατα misère» που εντοπίζουν το πρόβληµα ορισµένων περιορισµένων 
σεναρίων των παιγνίων.Αυτή η θεωρία εισήχθη από τον Plambeck και αναπτύχθηκε περαιτέρω 
από τους Plambeck και Siegel.  
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4.2.3 Κλοπή Στρατηγικής 

 
Μια άλλη χρήσιµη τεχνική στη Συνδυαστική Θεωρία των Παιγνίων για να αποδείξουµε 

ότι ένας συγκεκριµένος παίκτης πρέπει να κερδίσει είναι η κλοπή στρατηγικής.Η βασική ιδέα 
είναι να υποθέσουµε ότι ένας παίκτης έχει µια στρατηγική νίκης και να αποδειχτεί ότι στην 
πραγµατικότητα ο άλλος παίκτης έχει µια στρατηγική νίκης βάσισµένη σ’ αυτή τη 
στρατηγική.Αυτή η αντίφαση αποδεικνύει ότι ο δεύτερος παίκτης έχει στην πραγµατικότητα 
µια στρατηγική νίκης. Ένα παράδειγµα ενός τέτοιου επιχειρήµατος δίνεται στο σηµείο 
4.1.∆υστυχώς, µια τέτοια απόδειξη µε αντίφαση δεν παρέχει καµία ένδειξη του τι πραγµατικά 
είναι η στρατηγική νίκης,µόνο ότι υπάρχει.Σε πολλές περιπτώσεις,όπως εκείνη στην Ενότητα 
4.1,ο νικητής είναι γνωστός, αλλά δεν είναι γνωστή η στρατηγική νίκης πολυωνυµικού χρόνου. 
 

4.2.4 Παζλ (Γρίφοι) 

 
Υπάρχει λίγη θεωρία για την ανάλυση των συνδυαστικών παζλ (παίγνια µε ένα παίκτη) 

σε σχέση µε τη θεωρία παιγνίων δύο παικτών που συνοψίζεται σε αυτή την ενότητα.Σας 
παρουσιάζουµε µια τέτοια άποψη εδώ.Στα περισσότερα παζλ,οι λύσεις υποδιαιρούνται σε µια 
ακολουθία κινήσεων.Ετσι, ένα παζλ µπορεί να θεωρηθεί ως ένα δέντρο,παρόµοιο µε ένα 
παίγνιο δύο παικτών,εκτός από το ότι δεν διακρίνονται κινήσεις µεταξύ των παιχτών Αριστερά 
και ∆εξιά.Με την άποψη ότι το παίγνιο τελειώνει µόνο όταν ο γρίφος λύνεται,ο στόχος είναι να 
φτάσει κανείς σε µια θέση από την οποία δεν υπάρχουν πια έγκυρες κινήσεις (κανονικό 
παίξιµο) Τα παζλ µε βρόγχο (loop) είναι κοινά,για να γίνει πιο σαφές,οι επαναλαµβανόµενες 
διακλαδώσεις µπορούν να µετατραπούν σε αυτο-παραποµπές για σχηµατισµό ενός 
κατευθυνόµενου γραφήµατος.  

 
         Μια συνέπεια της παραπάνω άποψης είναι ότι ένα παζλ είναι βασικά ένα αµερόληπτο 
παίγνιο δύο παικτών,µόνο που µας ενδιαφέρει η έκβαση των εναλλάξ κινήσεων από τους δύο 
παίκτες.Αντίθετα, οι ερωτήσεις ενδιαφέροντος στο πλαίσιο του παζλ είναι (α) κατά πόσον ένα 
δεδοµένο παζλ είναι επιλύσιµο, και (β) η εύρεση της λύσης µε τις λιγότερες κινήσεις.Μια 
σηµαντική ανοιχτή κατεύθυνση της έρευνας είναι να αναπτυχθεί µια γενικήθεωρία για την 
επίλυση τέτοιων ζητηµάτων, παρόµοια µε τη θεωρία των δύο παικτών 
. 
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4.3 Περιορισµένη Λογική 

 
  Η Συνδυαστική Θεωρία των Παιγνίων µας δίνει ένα θεωρητικό πλαίσιο για την παροχή 
θετικών αλγοριθµικών αποτελεσµάτων για τα παίγνια,αλλά δεν λύνουν φυσικά παζλ.Αντίθετα, 
αρνητικά αλγοριθµικά αποτελέσµατα–η σκληρότητα και η πληρότητα στα µαθήµατα 
υπολογιστικής πολυπλοκότητας-είναι πιο οµοιόµορφα: παζλ και τα παίγνια έχουν ανάλογες 
δοµές πρωτότυπης απόδειξης.Επιπλέον, µια σχετικά νέα θεωρία που ονοµάζεται Περιορισµένη 
Λογική επιχειρεί να συνδέσει ένα ευρύ φάσµα αποδείξεων σκληρότητας τόσο για τα παζλ όσο 
για τα παίγνια. 
 

Αποδεικνύοντας ότι ένα πρόβληµα είναι δύσκολο µέσα σε µια συγκεκριµένη κατηγορία 
πολυπλοκότητας (όπως η NP, PSPACE, ή EXPTIME)σχεδόν πάντα περιλαµβάνει µια 
απλοποίηση του προβλήµατος σε ένα γνωστό πρόβληµα εντός της κατηγορίας.Για παράδειγµα, 
το συστηµικό πρόβληµα µείωσης για ΝΡ-δυσκολία είναι η Ικανοποιησιµότητα Boolean(Η 
απλοποίηση τηςSAT σε παζλ αποδεικνύει ότι το παζλ είναι NP-δύσκολο.Οµοίως, τοσυστηµικό 
πρόβληµα απλοποίησης για PSPACE-δυσκολίαΚβαντοποιηµένοι Boolean τύποι (QBF) 

 
Η Περιορισµένη Λογική είναι ένα χρήσιµο εργαλείο για την προβολή της δυσκολίας 

των παιγνίων και των παζλ σε µια ποικιλία των ρυθµίσεων που έχει προκύψει τα τελευταία 
χρόνια.Πράγµατι, πολλά από τα αποτελέσµατα δυσκολίας που αναφέρονται σε αυτή την έρευνα 
βασίζονται σε απλοποιήσεις µέσω της Περιορισµένης Λογικής. Η  Περιορισµένη Λογική είναι 
µια οικογένεια παιγνίων όπου οι παίκτες αντιστρέφουν τις άκρες σε µια επίπεδη γραφική 
παράσταση,ενώ πρέπει να ικανοποιούν συγκεκριµένους περιορισµούς.Κάθε άκρη (edge) έχει 
ένα βάρος1 ή 2.Κάθε κορυφή (vertex) έχει βαθµό 3 και απαιτεί ότι το άθροισµα των βαρών των 
προς τα µέσα γυρισµένων ακρών είναι τουλάχιστον 2.Οι κορυφές µπορεί να περιορίζονται σε 
δύο τύπους:ΚΑΙ οι κορυφές έχουν βάρη άκρης 1, 1, και 2, και οι κορυφές έχουν βάρη άκρης 2, 
2, και 2.Ο στόχος του παίκτη είναι να αντιστρέψει τελικά µια δεδοµένη άκρη. 

 
Αυτή η οικογένεια παιγνίων µπορεί να ερµηνευθεί µε πολλές ρυθµίσεις θεωρίας 

παιγνίων,που κυµαίνονται από τα µηδενικού-παίκτη automata στα παίγνια πολλών παικτών µε 
κρυφές πληροφορίες.Ειδικότερα, υπάρχουν φυσικές εκδόχές Περιορισµένης Λογικής που 
αντιστοιχούν σε παίγνια ενός παίκτη (παζλ) και παίγνια δύο παικτών,περιορισµένης ή 
απεριόριστης διάρκειας.(Εδώ αναφερόµαστε στο αν η διάρκεια του παίγνιου οριοθετείται 
απόµια πολυωνυµική συνάρτηση. Συνήθως, τα περιορισµένα παίγνια δεν έχουν 
επαναλαµβανόµενες κινήσεις, ενώ τα απεριόριστα παίγνια έχουν βρόχους, είναι loopy)Αυτά τα 
παίγνια έχουν τις αναµενόµενες περιπλοκές:.Τα περιορισµένα παίγνια µε ένα παίκτη είναι NP-
complete,απεριόριστα παίγνια ενός παίκτη και τα περιορισµένα µε δύο παίκτες παίγνια είναι 
PSPACE-complete και απεριόριστα παίγνια δύο παικτών είναι EXPTIME-complete. 
Αυτό που κάνει την Περιορισµένη Λογική ειδικά κατάλληλη για τις απλοποιήσεις των παιγνίων 
και των παζλ είναι ότι τα προβλήµατα υπάρχουν ήδη σε παρόµοια µορφή σε πολλά 
παίγνια.Ειδικότερα, το γεγονός ότι τα παίγνια παίζονται σε επίπεδα γραφήµατα σηµαίνει ότι η 
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απλοποίηση συνήθως δεν χρειάζεται κανένα ξεχωριστό gadget,ενώ ιστορικά,τα gadgets 
δηµιουργούσαν συχνά περίπλοκα προβλήµατα στην απόδειξη δυσκολίαςτων παιγνίων. 
 

4.4 Αλγόριθµοι για παίγνια δύο παικτών 

Πολλά περιορισµένου-µήκους παίγνια δύο παικτών είναι PSPACE-complete. Αυτό 
είναι αρκετά φυσικό,διότι τα παίγνια είναι στενά συνδεδεµένα µε Boolean εκφράσεις µε 
εναλλασσόµενους ποσοδείκτες:υπάρχει µια κίνηση για τον Αριστερά, τέτοια ώστε, για όλες τις 
κινήσεις του ∆εξιά,θα υπάρχει µια άλλη κίνηση για τονΑριστερά, κλπ.Ένα PSPACE-complete 
αποτέλεσµα έχει δύο συνέπειες.Πρώτον, όντας στην PSPACE σηµαίνει ότι το παίγνιο µπορεί να 
παιχτεί βέλτιστα και τυπικά όλες οι θέσεις µπορούν να καταµετρηθούν,ενδεχοµένως µε τη 
χρήση εκθετικού χρόνου,αλλά µόνο σε πολυωνυµικό χώρο.Έτσι, τέτοια παίγνια προσφέρονται 
σε µια κάπως εξαντλητική αναζήτηση για πολύ µικρά µεγέθη.∆εύτερον, τα παίγνια δεν 
µπορούν να λυθούν σε πολυωνυµικό χρόνο, εκτός εάν P = PSPACE, το οποίο είναι ακόµα 
«λιγότερο πιθανό» από ό, τι το P να ισούται NP. 

 
          Από την άλλη πλευρά, τα απεριόριστου µήκους παίγνια µε δύο παίκτες είναι συχνά 
EXPTIME-complete.Ενα τέτοιο αποτέλεσµα είναι ένας από τους λίγους αληθινούς τύπους των 
χαµηλώτερων δεσµών στη θεωρία της πολυπλοκότητας, υπονοώντας ότι όλοι οι αλγόριθµοι, 
στη χειρότερη περίπτωση, απαιτούν εκθετικό χρόνο.Στην ενότητα αυτή θα ερευνήσουµε 
σύντοµα πολλά από αυτά τα αποτελέσµατα πολυπλοκότητας και συναφείθετικά 
αποτελέσµατα.∆είτε επίσης για µια σχετική έρευνα και για βιβλιογραφία. 
 

4.4.1  Hex 

 
Το Hex είναι ένα παίγνιο που σχεδιάστηκε από Piet Hein και παίζεται σε ένα εξάγωνο 

επιπεδο µε σχήµα διαµαντιού. Οι παίκτες µε τη σειρά τους γεµίζουν τα κενά εξάγωνα µε το 
χρώµα τους.Ο στόχος των παικτών είναι να συνδέσουν τις απέναντι πλευρές του χρώµατος τους 
γεµίζοντας εξάγωνα µε το χρώµα τους.Ένα παίγνιο Hex δεν µπορεί ποτέ να έρθει 
ισοπαλία,γιατί αν όλα τα εξάγωνα χρωµατιστουν αυθαίρετα,θα υπάρχει ακριβώς µια διαδροµή 
που θα συνδέει µε το κατάλληλο χρώµα τις απέναντι πλευρές του χαρτονιού. 

 
Ο John Nash απέδειξε ότι ο πρώτος παίκτης που θα κινηθεί µπορεί να κερδίσει 

χρησιµοποιώντας ένα επιχείρηµα κλοπής της στρατηγικής.Ας υποθέσουµε ότι ο δεύτερος 
παίκτης έχει µια στρατηγική νίκης και παίζει πρώτος συµµετρικά ο Αριστερά.Ο  Αριστερά 
επιλέγει το πρώτο εξάγωνο τυχαία.Τώρα είναι ο ∆εξιά που θα κάνει την πρώτη κίνηση και ο 
Αριστερά είναι ουσιαστικά ο δεύτερος παίκτης.Έτσι, ο Αριστερά µπορεί να ακολουθήσει την 
στρατηγική νίκης για τον δεύτερο παίκτη,αλλά ο Αριστερά θα έχει ενα επιπλέον εξάγωνο.Αλλά 
αυτό το επιπλέον εξάγωνο µόνο να βοηθήσει µπορεί τον Αριστερά:γιατί περιορίζει τις κινήσεις 
του ∆εξιά και αν η στρατηγική του Αριστερά πρότεινε την πλήρωση του εν λόγω εξαγώνου, ο 
Αριστερά µπορεί να κινηθεί οπουδήποτε αλλού.Έτσι, ο Αριστερά έχει µια στρατηγική νίκης, 
έρχεται σε αντίθεση µε την κίνηση που έκανε ο ∆εξιά και ως εκ τούτου ο πρώτος παίκτης έχει 
µια στρατηγική νίκης.Ωστόσο, παραµένει ανοιχτό το ζήτηµα να δωθεί ένας πολυώνυµο 
χαρακτηρισµός της στρατηγικής νίκης για τον πρώτο παίκτη. 

 
Στο πρώτο ίσως PSPACE-δυσκολίας αποτέλεσµα για τα "ενδιαφέροντα" παίγνια,οι 

Even και Tarjan απέδειξαν ότι η γενίκευση του Hex σε γραφήµατα είναι PSPACE-
πλήρης,ακόµη και για τις µέγιστες 5ου βαθµού γραφικές παραστάσεις. Συγκεκριµένα,σε αυτό το 
γράφηµα παίγνιου,δύο κορυφές είναι αρχικά χρωµατισµένες απο τον Αριστερά, και οι παίκτες 
σε κάθε γύρο χρωµατίζουν τις ελεύθερες κορυφές µε το δικό τους χρώµα.Ο στόχος του 
Αριστερά είναι να συνδέσει τις δύο αρχικές του κορυφές µε ένα µονοπάτι, και ο στόχος του 
∆εξιά είναι να αποτρέψει µια τέτοια πορεία.Απροσδόκητα, το στενά σχετιζόµενο πρόβληµα στο 



Μεταπτυχιακή ∆ιατριβή                                                                                                                     Ιωάννου Κωνσταντίνος 

Θεωρία Παιγνίων και Ειδικές εφαρµογές στην καθηµερινότητα 

 

68

οποίο οι παίκτες χρωµατίζουν τις άκρες αντί των κορυφών µπορεί να λυθεί σε πολυωνυµικό 
χρόνο, αυτό το παίγνιο είναι γνωστό ως Shannons-witching-game.Μια ειδική περίπτωση αυτού 
του παίγνιου είναι το Bridgit ή Gale, που εφευρέθηκε από τον DavidGale,στο οποίο η γραφική 
παράσταση είναι ένα τετράγωνο πλέγµα και στόχος του Αριστερά είναι να συνδέσει την πάνω 
µε την κάτω κορυφή.Ωστόσο, εάν η γραφική παράσταση στοShannons-witching-game έχει 
κατευθυνόµενες άκρες το παίγνιο γίνεται και πάλι PSPACE-complete . 
  Λίγα χρόνια αργότερα,ο Reisch απέδειξε το ισχυρότερο αποτέλεσµα για τον 
προσδιορισµό του αποτελέσµατος της µια θέση στο Hex που είναι PSPACE-complete σε ένα 
κανονικό επίπεδο µε σχήµα διαµαντιού (οχι τετράγωνο).Η απόδειξη είναι αρκετά διαφορετική 
από τη γενική απλοποίηση του γραφήµατος των Even και Tarjan ,αλλά το κύριο ζήτηµα είναι 
να αποδείξει ότι το Hexείναι PSPACE -complete για επίπεδες γραφικές παραστάσεις. 
 

4.4.2 Περισσότερα παίγνια για γραφικές παραστάσεις: Kayles, Snort, Γεωγραφία, 

Peek, και Interactive Hamiltonicity 

 
Η δεύτερη έρευνα για την αποδείξη PSPACE-δυσκολίας για τα "ενδιαφέροντα" παίγνια 

είναι από τον Schaefer.Αυτή η εργασία προτείνει περοσσότερα απο δεκάδες παίγνια και τα 
αποδεικνύει σαν PSPACE-πλήρη.Μερικά από τα παίγνια περιλαµβάνουν περιγραφικούς 
τύπους,άλλα και τις συλλογές συνόλων,αλλά ίσως τα πιο ενδιαφέροντα είναι αυτά που αφορούν 
τα γραφήµατα.∆ύο από αυτά τα παίγνια είναι γενικεύσεις του "Kayles", και ένα άλλο είναι το 
διαγραφικό παίγνιο και ονοµάζεται Γεωγραφία των Ακρων.  

 
Το Kayles είναι ένα αµερόληπτο παίγνιο,σχεδιασµένο ανεξάρτητα από τους Dudeney 

και SamLoyd,στο οποίο οι κορίνες του µπόουλινγκ παρατάσσονται σε µια γραµµή.Οι παίκτες 
αναλαµβάνουν εκ περιτροπής να ρίξουν τη µπάλα του µπόουλινγκ µε την ιδιότητα οτι θα 
ρίξουν (δηλαδή θα βγουν απο το παίγνιο) ακριβώς µια ή ακριβώς δυο κορίνες σε κάθε 
κίνηση.Ετσι, οι περισσότερες κινήσεις χωρίζουν το παίγνιο σε ένα άθροισµα των δύο 
υποπαιγνίων. Σε ένα υπό κανονικές συνθήκες παίγνιο,το Kayles µπορεί να λυθεί σε 
πολυωνυµικό χρόνο χρησιµοποιώντας την θεωρία Sprague-Grundy.Ο κόµβος Kayles είναι µια 
γενίκευση του Kayles σε γραφήµατα στα οποία κάθε βολή  "ρίχνει κάτω" (αφαιρεί)µία 
επιθυµητή κορυφή και όλες τις γειτονικές κορυφές της. (Εναλλακτικά, αυτό το παίγνιο µπορεί 
να θεωρηθεί ως ένα παίγνιο µε δύο παίκτες που προσπαθούν να φτιάξουν ένα ανεξάρτητο 
σύνολο). Ο Schaefer απέδειξε ότι η απόφαση για το αποτέλεσµα αυτού του παίγνιου είναι 
PSPACE-complete.Το ίδιο αποτέλεσµα ισχύει και για ένα διαφορετική εκδοχή του κόµβου 
Kayles, στο οποίοκάθε κόµβος χρωµατίζεται είτε απο τον αριστερά είτε τον δεξιά και µόνο ο 
αντίστοιχος παίκτης µπορεί να επιλέξει ένα συγκεκριµένο κόµβο σαν τον πρωταρχικό του 
στόχο. 

 
Η Γεωγραφία είναι ένα άλλο παίγνιο γραφικής παράσταση,ή µάλλον µια οικογένεια 

παιγνίων,η οποία είναι ξεχωριστή από µια τεχνική άποψη: έχει χρησιµοποιηθεί ως βάση για την 
απλοποίηση πολλών άλλων PSPACE-δυσκολίας παιγνίων που περιγράφονται σε αυτή την 
ενότητα.Ενα παράδειγµα του παίγνιου είναι οι παίκτες αναλαµβάνουν εκ περιτροπής να 
ονοµάσουν διαφορετικές γεωγραφικές περιοχές,η καθεµία αρχίζοντας µε το ίδιογράµµα µε το 
οποίο τελειώνει η προηγούµενη ονοµασία.Γενικότερα, η Γεωγραφία αποτελείται από ένα 
κατευθυνόµενο γράφηµα µε ένα κόµβο που αρχικά περιέχει ένα πιόνι.Οι παίκτες αναλαµβάνουν 
εκ περιτροπής τη κίνηση του πιονιού κατά µήκος µιας κατευθυνόµενης ακµή.Ο Schaefer 
διαπίστωσε ότι η Γεωγραφία των Ακρων (ένα παίγνιο που του πρότεινε ο R. M.Karp)είναι 
PSPACE-complete,οι Λιχτενστάιν και Sipser έδειξαν ότι η Γεωγραφία των κορυφών (vertex) 
είναι επίσης PSPACE-complete.Οι Nowakowski και Poole έλυσαν ειδικές περιπτώσεις 
Γεωγραφίας των Κορυφών όταν το γράφηµα είναι προϊόν δύο κύκλων (περιόδων).Κάποιος 
µπορεί επίσης να παίξει το παίγνιο της γεωγραφίας σε ένα µη-κατευθυνόµενο γράφηµα.Οι 
Fraenkel,Scheinerman, και Ullman δείχνουν ότι η µη κατευθυνόµενη Γεωγραφία των Κορυφών 
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µπορεί να λυθεί σε πολυωνυµικό χρόνο,ενώ η  µη κατευθυνόµενη Γεωγραφία των Ακρων είναι 
PSPACE-πλήρης,ακόµη και για επίπεδα γραφήµατα 3ου βαθµού.Αν το γράφηµα είναι διµερές 
τότε η Γεωγραφία των Ακρωνείναι επίσης επιλύσιµη σε πολυωνυµικό χρόνο.Το Snort είναι ένα 
παίγνιο σχεδιασµένο από τον S. Norton και συνήθως παίζεται σε επίπεδα γραφήµατα (ή 
επίπεδους χάρτες).Σε κάθε περίπτωση, οι παίκτεςαναλαµβάνουν εκ περιτροπής το χρωµατισµό 
κορυφών µε το χρώµατους έτσι ώστε µόνο τα «ισα» χρώµατα να είναι δίπλα. 

 
Το γενικευµένο Hex,ο κόµβος Kayles και η Γεωγραφία των Κορυφών αναλύθηκαν 

επίσης πρόσφατα στο πλαίσιο της παραµετροποιηµένης πολυπλοκότητας. Συγκεκριµένα, το 
πρόβληµα να κριθεί αν ο πρώτος παίκτης µπορεί να κερδίσει µέσα k κινήσεις, όπου k είναι µια 
παράµετρος του προβλήµατος,είναι AW [*]-complete.Οι Stockmeyer και Chandra ήταν οι 
πρώτοι που απέδειξαν οτι τα συνδυαστικά παίγνια είναι EXPTIME-δύσκολα.Καθιέρωσαν την 
EXPTIME-πληρότητα για µια κατηγορία παιγνίων λογικής και για δύο παίγνια µε 
γράφηµα.Εδώ περιγράφουµε ένα παράδειγµα ενός παίγνιου λογικής της κατηγορίας και ένα από 
τα παίγνια µε γράφηµα, το άλλο παίγνιο µε το γράφηµα περιγράφεται στην επόµενη 
ενότητα.Ένα παίγνιο λογικής, που ονοµάζεται Peek,περιλαµβάνει ένα κουτί που περιέχει 
πολλές παράλληλες ορθογώνιες πλάκες.Κάθε πλάκα (1) χρωµατίζεται είτε αριστερά ή δεξιά 
εκτός από µια πλάκα που δεν ανήκει σε κανένα, (2) έχει κυκλικές οπές σκαλισµένες σε 
συγκεκριµένες (γνωστές) θέσεις, και (3) µπορεί να παίρνει µία από τις δύο θέσεις ή πλήρως 
µέσα στο κουτί ή µερικώς έξω από το κουτί.Οι παίκτες αναλαµβάνουν εκ περιτροπής είτε να 
πάνε πάσο ή να αλλάξουν τη θέση µιαςαπο τις πλάκες τους.Ο νικητής είναι ο πρώτος παίκτης 
που θα καταφέρει να ευθυγραµµίσει τις οπές κάθε πλάκας κατά µήκος µιας κάθετης 
γραµµής.Ένα δεύτερο παίγνιο περιλαµβάνει ένα γράφηµαστο οποίο ορισµένες άκρες 
χρωµατίζονται Αριστερά και κάποιες άκρες χρωµατίζονται ∆εξιά, και αρχικά µερικές άκρεςείναι 
"µέσα", ενώ οι άλλες είναι "έξω".Οι παίκτες αναλαµβάνουν εκ περιτροπής είτε να πάνε πάσο ή 
να αλλάξουν το ένα άκρο από"Έξω" σε "µέσα" ή αντίστροφα.Ο νικητής είναι ο πρώτος παίκτης 
που θα προκαλέσει η γραφική παράσταση των "µέσα" άκρων να έχουν έναν Hamiltonian 
κύκλο.(Και τα δύο από αυτά τα παίγνια µπορούν να αναδιατυπωθούν σε υπό κανονικών 
συνθηκών παίγνιο µε τον καθορισµό να µην υπάρχουν έγκυρες κινήσεις από τις θέσεις που 
έχουν ευθυγραµµισµένες οπές ή Hamiltonian κύκλους.) 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
. 
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4.4.3 Παίγνια Καταδίωξης:  

 

 

 

Εκµηδενισµός(Annihilation), Αφαίρεση (Remove), Σύλληψη(Capture), 

Contrajunctive, Μπλόκο,Στόχος, και Κλέφτες και Αστυνόµοι 

 

 
Το επόµενο σύνολο παιγνίων µε γράφηµα άρχισε ουσιαστικά να µελετάται το 1976, 

όταν οι Fraenkel και Yesha ανακοίνωσαν ότι ένα ορισµένο αµερόληπτο παίγνιο 

εκµηδενισµού θα µπορούσε να παίχτεί µε καλύτερο δυνατό τρόπο σε πολυωνυµικό χρόνο. 

 
Μια γενίκευση αυτού του αµερόληπτου παίγνιου,που ονοµάζεται  Εκµηδενισµός 

(Annihilation),είναι όταν διακρίνονται δύο (ή περισσότερα) είδη πιονιών και κάθε είδος µπορεί 
να ταξιδέψει κατά µήκος µόνο ενός ορισµένου υποσυνόλου των άκρων.Όπως και πριν,εάν ένα 
πιόνι µετακινηθεί σε µία κορυφή που περιέχει ήδη ένα άλλο(οποιουδήποτε τύπου) και τα δύο 
πιόνια εκµηδενίζονται.Ο προσδιορισµός του αποτελέσµατος αυτού του παίγνιου αποδείχθηκε 
NP-hard και αργότερα PSPACE-hard.Για άκυκλα γραφήµατα,το πρόβληµα είναι PSPACE-
ολοκληρωµένο.Η ακριβής πολυπλοκότητα για τα κυκλικά γραφήµατα παραµένει ένα ανοιχτό 
ζήτηµα.Ο Εκµηδενισµός έχει επίσης µελετηθεί σε misère (κακό) παίγνιο.Ένα σχετικό 
αµερόληπτο παίγνιο,που ονοµάζεται Κατάργηση (Remove),έχει τους ίδιους κανόνες µε τον 
Εκµηδενισµό εκτός από το ότι όταν ένα πιόνι µετακινηθεί σε µία κορυφή που περιέχει ένα άλλο 
πιόνι,µόνο το πιόνι που µετακινήθηκε βγαίνει απο το παίγνιο.Αυτό το παίγνιο αποδείχθηκε 
επίσης NP-hard χρησιµοποιώντας µια απλοποίηση παρόµοια µε εκείνη για τον Εκµηδενισµό 
αλλά κατά τα άλλα η πολυπλοκότητα του φαίνεται ανοικτή.Το ανάλογο αµερόληπτο παίγνιο 
στο οποίο µόνο το πιόνι που µένει σταθερό αφαιρείται, ονοµάζεται Hit,είναι PSPACE-complete 
για άκυκλα γραφήµατα, αλλά η ακριβής πολυπλοκότητά του παραµένει ανοικτή για τα κυκλικά 
γραφήµατα. 

 
Η Μεροληπτική εκδοχή του Εκµηδενισµού είναι η Σύλληψη (Capture) στην οποία 

έχουν ανατεθεί οι δύο τύποι πιονιών και οι αντίστοιχοι παίκτες.Ο Αριστερά µπορεί να κινηθεί 
µόνο µε τα πιόνια του και µόνο σε µια θέση που δεν καταλαµβάνεται απο δικό του πιόνι.Εάν η 
θέση περιέχει ένα πιόνι του ∆εξιά,τότε αυτό συλλαµβάνεται (αφαιρείται).Σε αντίθεση µε τον 
Εκµηδενισµό,η Σύλληψη (Capture) επιτρέπει σε όλα τα πιόνια να ταξιδεύουν κατά µήκος όλων 
των άκρων.Ο καθορισµός του αποτελέσµατος της Σύλληψης αποδείχθηκε NP-hard και 
αργότερα EXPTIME-complete .Για άκυκλα γραφήµατα το παίγνιο είναι PSPACE-complete. 
Μια διαφορετική εκδοχή του Μεροληπτικού Εκµηδενισµού είναι το Contra-junctive, στο οποίο 
οι παίκτες µπορούν να κινηθούν και µε τους δύο τύπους των πιονιών,αλλά κάθε παίκτης µπορεί 
να χρησιµοποιήσει µόνο ένα συγκεκριµένο υποσύνολο των ακµών.Αυτό το παίγνιο είναι NP-
hard ακόµη και για άκυκλα γραφήµατα αλλά αντίθετα η πολυπλοκότητα του φαίνεται ανοικτή. 
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Οι παραλλαγές του Εκµηδενισµού,τα Μπλόκα,απαγορεύουν σε ένα πιόνι να 

µετακινηθεί σε µια κορυφή που να είναι ήδη πιασµένη απο άλλο.Και οι δύο παραλλαγές είναι 
µεροληπτικές και παίζονται µε πιόνια σε κατευθυνόµενο γράφηµα.  

 
Στο Κοµβικό Μπλόκο (NodeBlocking),κάθε πιόνι ανατήθεται σε έναν από τους δύο παίκτες και 
όλοι τα πιόνια µπορούν να ταξιδεύουν κατά µήκος όλων των άκρων.Ο προσδιορισµός του 
αποτελέσµατος αυτούτου το παίγνιου αποδείχθηκε NP-hard ύστερα PSPACE-δυσκολίας και, 
τέλος,EXPTIME-complete.Η κατάστασή του για άκυκλα γραφήµατα παραµένει ανοιχτή.Στα 
Μπλόκα των Ακµών (EdgeBlocking), υπάρχει µόνο ένας τύπος πιονιών,αλλά κάθε παίκτης 
µπορεί να χρησιµοποιήσει µόνο ένα υποσύνολο των ακµών.Ο προσδιορισµός του 
αποτελέσµατος αυτού του παίγνιου είναι PSPACE-complete για άκυκλα γραφήµατα.Η ακριβής 
πολυπλοκότητά του για γενικά γραφήµατα παραµένει ανοιχτή. 
 

Μια γενίκευση του Κοµβικού Μπλόκου είναι ο Στόχος (Target),στον οποίο ορισµένοι 
κόµβοι χαρακτηρίζονται ως στόχοι για κάθε παίκτη και οι παίκτες µπορούν επίσης να 
κερδίσουν κουνόντας ένα από τα πιόνια τους σε µία κορυφή που να είναι ένας από τους 
στόχους τους.Όταν δεν υπάρχουν κόµβοι χαρακτηρισµένοι ως στόχοι, το παίγνιο είναι το ίδιο 
µε το Μπλόκο και συνεπώς EXPTIME-complete.Στην πραγµατικότητα,ο Στόχος γενικά σαν 
παίγνιο είχε ηδη αποδειχθεί EXPTIME-ολοκληρωµένο νωρίτερα από τους Stockmeyer και 
Chandra.Παραδόξως, ακόµη και η ειδική περίπτωση στην οποία η γραφική παράσταση είναι 
ακυκλική και διµερής και µόνο ένας παίκτης έχει στόχους είναι PSPACE-complete .Μια 
παραλλαγή του Στόχου είναι ο Ηµι-Μεροληπτικός Στόχος, στον οποίο και οι δύο παίκτες 
µπορούν να κινήσουν όλα τα πιόνια,αλλά ο Αριστερά κερδίζει αν ένα πιόνι  του φτάσει ένα 
στόχο, ανεξάρτητα από το ποιος το µετακίνησε το πιόνι εκεί. Επιπλέον, αν ένα πιόνι πέσει σε 
µια κορυφή που δεν είναι στόχος και έχει άλλο πιόνι τότε και τα δύο πιόνια εκµηδενίζονται 
(αφαιρούνται).Αυτό το παίγνιο είναι EXPTIME-complete.Ενώ αυτό το παίγνιο µπορεί να 
φαίνεται λίγο αφύσικο,επρόκειτο να χρησιµοποιηθεί ως ένα βήµα προς την επίλυση του 
Εκµηδενισµού. 

 
Πολλά από τα αποτελέσµατα που περιγράφονται παραπάνω από βασίζονται στην 

ανάλυση ενός πιο περίπλοκου παίγνιου  που ονοµάζεται Καταδίωξη (Pursuit) ή κλέφτες και 
αστυνόµοι.Ένας παίκτης,ο κλέφτης, έχει µόνο ένα πιόνι και ο άλλος παίκτης,οι στυνόµοι, έχει k 
µάρκες.Οι παίκτες αναλαµβάνουν εκ περιτροπής την µετακίνηση όλων των µαρκών τους κατά 
µήκος των άκρων σε ένα κατευθυνόµενο γράφηµα.Οι αστυνόµοι κερδίζουν αν στο τέλος κάθε 
κίνησης ο ληστής καταλαµβάνει την ίδια κορυφή µε ένα αστυνοµικό και ο ληστής κερδίζει αν 
µπορεί να κάνει το παίγνιο να συνεχίζεται για πάντα.Στην περίπτωση ενός µόνο αστυνόµουk = 
1), υπάρχει ένας απλός πολυωνυµικού χρόνου αλγόριθµος και σε γενικές γραµµές, πολλές 
εκδοχές του παίγνιου είναι EXPTIME-ολοκληρωµένες.Για παράδειγµα, EXPTIME-πληρότητα 
ισχύει ακόµη και για µη κατευθυνόµενες γραφικές παραστάσεις και για κατευθυνόµενες 
γραφικές παραστάσεις στις οποίες κλέφτες και αστυνόµοι µπορούν να επιλέξουν τις αρχικές 
τους θέσεις.Για άκυκλα γραφήµατα, η Καταδίωξη είναι PSPACE-complete. 

 

4.4.4  Ντάµα 

 
Το γνωστό  παίγνιο8 × 8 Ντάµα (Checkers),όπως και πολλά κλασικά παίγνια, είναι 

πεπερασµένος και εποµένως µπορεί να παιχτεί µε βέλτιστο τρόπο σε σταθερό χρόνο 
(Θεωρητικά).Πράγµατι, ο Schaeffer υπολόγισε πρόσφατα οτι ο  βέλτιστος τρόπος 
αναπαραγωγής του παιγνίου  οδηγεί σε ισοπαλία από την αρχική διαµόρφωση(άλλες 
διαµορφώσεις παραµένουν χωρίς ανάλυση).Το αποτέλεσµα του παίγνιου σε ένα γενικό n × n 
επίπεδο από µία κανονική θέση εκκίνησης, παραµένει ανοικτό.Από την άλλη πλευρά, η 
απόφαση του αποτελέσµατος σε µια τυχαία διαµόρφωση είναι PSPACE-δυσκολίας.Αν ένας 
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πολυωνυµικός δεσµός τοποθετείται σχετικά µε τον αριθµό των κινήσεων που επιτρέπονται 
µεταξύ των,τότε το πρόβληµα είναι στο PSPACE και ως εκ τούτου, είναι PSPACE-
complete.Χωρίς ένα τέτοιο περιορισµό, ωστόσο, η Ντάµα είναι EXPTIME-complete 

 
Από την άλλη πλευρά,ορισµένες απλές ερωτήσεις σχετικά µε τη Ντάµα µπορούν να 

απαντηθούν σε πολυωνυµικό χρόνο.Μπορεί ένας παίκτης αφαιρέσει όλα τα άλλα κοµµάτια του 
παίκτη σε µία κίνηση (µε αρκετά άλµατα);Μπορεί ένας παίκτης να κάνει ένα πιόνι βασιλιά µε 
µία κίνηση;Λόγω της έννοιας της ισοτιµίας στους πίνακες n × n,τα ερωτήµατα αυτά 
καταλήγουν στην υπόθεση της ύπαρξης µιάς Eulerian διαδροµής ή γενικής 
διαδροµής,αντίστοιχα,σε ένα συγκεκριµένο κατευθυνόµενο γράφηµα. 
 

4.4.5 Go 

 
Παρουσιάστηκε στο ίδιο συνέδριο µε τα αποτελέσµατα της Ντάµας της προηγούµενης 

ενότητας (FOCS'78),οι Λιχτενστάιν και Sipser απέδειξαν ότι το κλασικό ασιατικό παίγνιο Go 
είναι επίσης PSPACE-δυσκολίας για µια τυχαία διαµόρφωση σε ένα n × n πίνακα.Το Go έχει 
λίγους κανόνες:(1) οι παίκτες αναλαµβάνουν εκ περιτροπής είτε πηγαίνοντας πάσο είτε 
τοποθετώντας πέτρες µε το χρώµα τους σε θέσεις του πίνακα,(2) εάν µια νέα µαύρη(ας πούµε) 
πέτρα προκαλεί την περικύκλωση µιας οµάδας από λευκές πέτρες,οι άσπρες πέτρες  
αφαιρεθούνται, και (3) ένας κανόνας knockout(ko)για την πρόληψη επαναλαµβανόµενων 
διαµορφώσεων.Υπάρχουν αρκετές,ανάλογα µε τη χώρα, παραλλαγές του κανόνα ko. Το Go δεν 
ακολουθεί κανονική αναπαραγωγή:ο νικητής στο Go είναι ο παίκτης µε την υψηλότερη 
βαθµολογία στο τέλος του παίγνιου.Η βαθµολογία του παίκτη υπολογίζεται ως είτε ο αριθµός 
των λίθων του χρώµατος του στο ταµπλώ του παίγνιου καθώς και των κενών που περιβάλλουν 
οι πέτρες του (καταµέτρηση περιοχών),είτε ως κενά που περιβάλλονται από τις πέτρες του συν 
τις πέτρες που κατέλαβε(καταµέτρηση εδαφων) και αυτό αλλάζει από χώρα σε χώρα. 

 
Η απόδειξη της PSPACE-δυσκολίας των Λιχτενστάιν και Sipser δεν συµπεριλαµβάνει 

καταστάσεις ko, όπου o κανόνας  ko πρέπει να χρησιµοποιηθεί για να αποφευχθεί το παίγνιο 
χωρίς τέλος.Αντίθετα, ο Robson απέδειξε ότι το Go είναι EXPTIME-complete µε βάση τους 
Ιάπωνικούς κανόνες όπου τα kos εµπλέκονται και πράγµατι χρησιµοποιούνται µε σύνεση. 

 
Η απόδειξη του Robson βασίζεται στις ιδιότητες των ιαπωνικών κανόνων τόσο για τους 

ανώτερους όσο για τους κατώτερους δεσµούς.Για άλλα σύνολα κανόνων,το µόνο που είναι 
γνωστό είναι ότι το Go είναι PSPACE-δυσκολίας και σε EXPSPACE.Ειδικότερα,η "Superko" 
παραλλαγή του κανόνα ko (όπως χρησιµοποιείται σε, π.χ., οι ΗΠΑ και η Νέα Ζηλανδία),η 
οποία απαγορεύει την αναπαραγωγή κάθε προηγούµενης διαµόρφωσης του ταµπλώ του 
παίγνιου,δείχνει EXPSPACE-δυσκολία,σαν αποτέλεσµα του Robson για µη-
επαναλαµβανόµενα παίγνια.Ωστόσο, αν όλες οι δυναµικές κατάστασεις του παίγνιου 
λαµβάνουν χώρα σε kos,όπως συµβαίνει σε µια EXPTIME-δυσκολίας κατασκευή,τότε το 
παίγνιο είναι ακόµα σε EXPTIME,γιατί τότε πρόκειται για ένα παράδειγµα της Γεωγραφίας µη 
κατευθυνόµενων Κορυφών,το οποίο µπορεί να λυθεί σε πολυωνυµικό χρόνο στο µέγεθος της 
γραφικής παράστασης.(Στην περίπτωση αυτή, η γραφική παράσταση αποτελείται απο όλες τις 
δυνατές θέσεις παίγνιου,από τις οποίες υπάρχουν πάρα πολλές).Υπάρχουν επίσης πολλά 
αποτελέσµατα για πιο περιορισµένες θέσεις του Go. Ο Wolfe δείχνει ότι ακόµα και τα Go End 
games είναι PSPACE-δυσκολίας.Πιο συγκεκριµένα,ένα Go-End-game είναι όταν το παίγνιο 
έχει απλοποιηθεί σε ένα µέρος υποπαιχνδιων Go,το καθένα ίσο µε ένα πολυωνυµικού µεγέθους 
διάγραµµα παίγνιου. Η απόδειξη αυτή βασίζεται σε διάφορες συνδέσεις µεταξύ του Go και της 
συνδυαστικής θεωρίαςτων παιγνίων που περιγράφεται σε ένα βιβλίο των Berlekamp και Wolfe . 

 

4.4.6 Πέντε στη σειρά (Gobang) 
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Πέντε στη σειρά ή Gobang είναι ένα άλλο παίγνιο που παίζεται στο ίδιο ταµπλώ 
παίγνιου µε το Go στο οποίο οι παίκτες αναλαµβάνουν εκ περιτροπής την τοποθέτηση µιας 
πέτρας του χρώµατος τους.Ο στόχος των παικτών είναι να τοποθετήσουν τουλάχιστον 5 πέτρες 
του χρώµατός τους στη σειρά,οριζόντια, κάθετα, ή διαγώνια.Αυτό το παίγνιο είναι παρόµοιο µε 
το Go-Moku το οποίο µετρά 6 ή περισσότερες πέτρες σε µια σειρά και επιβάλλει πρόσθετους 
περιορισµούς στις κινήσεις.  

 
Ο Reisch απέδειξε η απόφαση για το αποτέλεσµα µιας Gobang θέσης είναι PSPACE-

complete.Παρατήρησε επίσης ότι η απλοποίηση µπορεί να προσαρµοστεί στους κανόνες του k-
στη-σειρά για σταθερό k.Αν και δεν είχε διευκρινίσει ποιές ακριβώς τιµές του k επιτρέπονται, η 
µείωση φαίνεται να γενικεύεται για κάθε k≥5. 
 

4.4.7 Σκάκι 

 
Οι Fraenkel και Lichtenstein απέδειξαν ότι µια γενίκευση του κλασικού παίγνιου του 

σκάκι µε n × n ταµπλώ είναι EXPTIME-complete.Συγκεκριµένα, η γενίκευση τους έχει ένα 
µοναδικό βασιλιά του κάθε χρώµατος και για κάθε χρώµα ο αριθµός των πιονιών,αξιωµατικών, 
πύργων και βασίλισσων αυξάνονται ως κάποια κλασµατική δύναµη  του n. (Οι Ιππότες δεν 
χρειάζονται). Η αρχική διαµόρφωση είναι απροσδιόριστη,αυτό που είναι EXPTIME-δυσκολίας 
είναι να καθοριστεί ο νικητής (ο οποίος µπορεί να κάνει µατ) µέσα από µια αυθαίρετη 
διαµόρφωση. 

 

4.4.8 Shogi 

 
Το Shogi είναι ένα ιαπωνικό παίγνιο που παίζεται κατά µήκος των γραµµών παρόµοιο 

µε το σκάκι,αλλά µε κανόνες υπερβολικά πολύπλοκους για να τους εξηγήσουµε εδώ.Οι Adachi, 
Kamekawa, και Iwata απέδειξαν ότι η απόφαση για το αποτέλεσµα µιας θέσης στο Shogi είναι 
EXPTIME-complete.Πρόσφατα, oYokotaal απέδειξε ότι µια πιο περιορισµένη µορφή του 
Shogi, το Tsume-Shogi, στο οποίο ο πρώτος παίκτης πρέπει να κάνει συνεχώς oh-te (το 
αντίστοιχο  του σαχ ή ρουα στο σκάκι),είναι επίσης EXPTIME-complete. 

 
Το Οθέλλο (Reversi) είναι ένα κλασικό παίγνιο που παίζεται σε πίνακα 8 × 8,στο οποίο 

οι παίκτες τοποθετούν εναλλάξ κοµµάτια µε το χρώµα τους σε κενές πλατείες.Οι κινήσεις 
περιορίζονται στο να προκαλέσουν,σε τουλάχιστον µία σειρά,στήλη ή διαγώνια,µία συνεχή 
αλληλουχία των κοµµατιών αντίθετου χρώµατος να έχει δύο κοµµάτια του τρέχοντος παίκτη 
στην αρχη και το τέλος.Ως αποτέλεσµα της κίνησης, τα κοµµάτια που περικλείωνται "γυρνάνε" 
στο χρώµα του τρέχοντα παίκτη.Ο νικητής είναι ο παίκτης που έχει τα περισσότερα κοµµάτια 
του χρώµατός του, όταν το ταµπλώ του παίγνιου  γεµίσει.Γενικευµένο σε ένα n × n πίνακα µε 

µια αυθαίρετη αρχική διαµόρφωση,το παίγνιο είναι σαφώς PSPACE επειδή µόνο - 4 
κινήσεις µπορούν να γίνουν.Επιπλέον, οι Iwata και Kasai απέδειξαν ότι το παίγνιο είναι 
PSPACE-complete. 
 

4.4.9 Hackenbush 

 
Το Hackenbush είναι ένα από τα τυπικά παραδείγµατα συνδυαστικού παίγνιου  στο 

Winning Games.Μια θέση δίνεται σε ένα γράφηµα µε κάθε άκρη χρωµατισµένη, είτε κόκκινη 
(Αριστερά),µπλε (∆εξιά),ή πράσινη (ουδέτερο),καθώς και µε ορισµένες κορυφές σηµειωµένες 
ως ρίζες.Οι παίκτες αναλαµβάνουν εκ περιτροπής την αφαίρεση µιας άκρης του κατάλληλου 
χρώµατος (είτε ουδέτερη ή το δικό τους χρώµα),η οποία προκαλεί επίσης την αφαίρεση όλων 
των ακµών που δεν συνδέονται µε κορυφές ρίζα.Ο νικητής καθορίζεται από το κανονικό 
παίγνιο.Εφαρµόζεται σε µια περιορισµένη µορφή θέσεων του hackenbush, που ονοµάζεται 



Μεταπτυχιακή ∆ιατριβή                                                                                                                     Ιωάννου Κωνσταντίνος 

Θεωρία Παιγνίων και Ειδικές εφαρµογές στην καθηµερινότητα 

 

74

κρεβάτια (redwood), αποτελείται από ένα κόκκινο διµερές γράφηµα,µε την κάθε κορυφή στη 
µία πλευρά να συνδέεται µε ένα κόκκινο άκρο,του οποίου το άλλο άκρο συνδέεται µε µια µπλε 
άκρη,το άλλο άκρο της οποίας είναι µια απο τις ρίζες της. 

 

4.4.10 Κυριαρχία (Crosscram) και Cram 

 
Η Κυριαρχία ή crosscram είναι ένα µεροληπτικό παίγνιο που αφορά την τοποθέτηση 

των οριζόντιων και κάθετων ντόµινο σε ένα πλέγµα,µια τυπική θέση εκκίνησης είναι ένα 
ορθογώνιο m × n.Ο Αριστερά µπορεί να παίξει µόνο τα κάθετα ντόµινο και ο ∆εξιά µπορεί να 
παίξει µόνο τα οριζόντια ντόµινο και πρέπει τα ντόµινο να παραµένουν ξεχωριστά.Ο νικητής 
καθορίζεται από το κανονικό παίγνιο.Η πολυπλοκότητα της Κυριαρχίας,στον υπολογισµό,είτε 
του αποτελέσµατος ή της αξίας µιας θέσης του,παραµένει ανοικτή.Οι Lachmann, Moore και 
Rapaport έχουν δείξει ότι ο νικητής και µια στρατηγική νίκης µπορούν να υπολογιστούν σε 

πολυωνυµικό χρόνο για m {1, 2, 3, 4, 5, 7, 9, 11}και για κάθε n.Αυτοί οι αλγόριθµοι δεν 
υπολογίζουν την αξία του παίγνιου, ούτε η βέλτιστη στρατηγική, µόνον µια στρατηγική νίκης. 

Το Cram είναι η αµερόληπτη εκδοχή της Κυριαρχίας στην οποία και οι δυο παίκτες 
µπορούν να τοποθετήσουν οριζόντια και κάθετα ντόµινο.Η έκβαση του Cram είναι εύκολο να 
καθοριστεί για ορθογώνια παραλληλόγραµµα που έχουν ζυγό αριθµό τετραγώνων αν ο αριθµός 
και των δύο πλευρων είναι ζυγός, ο δεύτερος παίκτης µπορεί να κερδίσει µε µια στρατηγική 
συµµετρίας(αντιγράφοντας τις κινήσεις του πρώτου παίκτη και στους δύο άξονες) και αν 
ακριβώς η µία πλευρά είναι ζυγός αριθµός,ο πρώτος παίκτης µπορεί να κερδίσει παίζοντας τα 
µεσαία δύο τετράγωνα και στη συνέχεια, εφαρµόζοντας τη στρατηγική της 
συµµετρίας.Φαίνεται ανοιχτός ο καθορίσµός του αποτελέσµατος για ένα ορθογώνιο µε δύο 
µονές πλευρές.Η πολυπλοκότητα του Cram για γενικούς πίνακες παραµένει ανοικτή.Το 
γραµµικό Cram είναι το ίδιο το Cram σε ορθογώνιο 1 × n πίνακα, όπου το παίγνιο χωρίζεται 
γρήγορα σε ένα άθροισµα παιγνίων.Αυτό το παίγνιο µπορεί να λυθεί εύκολα µε την εφαρµογή 
τηςθεωρίας Sprague-Grundy και του δυναµικού προγραµµατισµού,στην 
πραγµατικότητα,υπάρχει µια απλούστερη λύση που βασίζεται στην απόδειξη ότι η 
συµπεριφορά του είναι περιοδική σε n.Η παραλλαγή του γραµµικού Cram στην οποία 
τοποθετούνται ορθογώνια 1 × k αντί των ντόµινο µπορεί επίσης να επιλυθεί µέσω δυναµικού 
προγραµµατισµού,αλλά αν η συµπεριφορά είναι περιοδική παραµένει ανοιχτό ακόµα και γιαk = 
3 . 
 

4.4.11 Dots-&-Boxes, Strings-&-Coins, και Nimstring 

 
Το Dots-&-Boxes είναι ένα πολύ γνωστό παιδικό παίγνιο στο οποίο οι παίκτες 

αναλαµβάνουν εκ περιτροπής να ζωγραφίσουν οριζόντιες και κάθετες γραµµές που συνδέουν 
ζεύγη κουκκίδων σε ένα m × n υποσύνολο του πλέγµατος.Κάθε φορά που ένας παίκτης κάνει 
µια κίνηση που κλείνει ένα τετράγωνο,ο παίκτης κερδίζει ένα πόντο και µετά πρέπει να 
ξαναπαίξει.Ο νικητής είναι ο παίκτης µε τους περισσότερους πόντους, όταν γεµίσει ολόκληρο 
το πλέγµα.Ο τρόπος παίγνιου (Gameplay) στο Dots-&-Boxes χωρίζεται τυπικά σε δύο 
φάσεις:το άνοιγµα κατά τη διάρκεια του οποίου δεν υπάρχουν κλειστά κουτιά, και το φινάλε 
(endgame),στο οποίο τα κουτιά κλείνονται σε σχεδόν κάθε κίνηση, δείτε το Σχήµα 19.  

 
Στο φινάλε, η "ελεύθερη κίνηση",που χαρίζεται κλείνοντας ένα τετράγωνο οδηγεί 

συχνά στο κλεισιµο διάφορων τετραγώνων σε ένα µόνο γύρο,δηµιουργόντας µια αλυσίδα, 
βλέπε Σχήµα 4.2.Τα περισσότερα παιδιά εφαρµόζουν τον άπληστο αλγόριθµο κλείνοντας τα 
περισσότερα δυνατά τετράγωνα και έτσι παίζουν ολόκληρες αλυσίδες.Ωστόσο,η στρατηγική 
αυτή αναγκάζει τον παίκτη να ανοίξει µια άλλη αλυσίδα(στο φινάλε).Μια απλή βελτίωση της 
στρατηγικής ονοµάζεται διπλό dealing, που αφήνει τα δύο τελευταία τετράγωνα της 
αλυσίδας,αλλά αναγκάζει τον αντίπαλο να ανοίξει την επόµενη αλυσίδα.Ο παίκτης που 
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χρησιµοποιεί το διπλό dealing φέρεται να διατηρεί τον έλεγχο,αν υπάρχουν αρκετά µεγάλες 
αλυσίδες,αυτός ο παίκτης θα κερδίσει για την επισηµοποίηση αυτής της δήλωσης). 

 
 
 

Σχήµα 4.2 
 
Ψυφίο 5: τελείες και κουτιά σε τελική φάση     2α.δεξιά µπορεί να ισχυριστεί  αριστερά κερδίζει Κουτιά αλλιώς 
κινήται ξανά 2 κουτιά αλλα υποχρεούται να ανοίξει  την επόµενη αλυσίδα  

 
Μια γενίκευση που προκύπτει από το διπλό του Dots-&-Boxes είναι το Strings-&-

Coins (χορδές και κέρµατα).Αυτό το παίγνιο περιλαµβάνει ένα είδος γραφήµατος του οποίου οι 
κορυφές είναι τα κέρµατα και τα άκρα του οποίου είναι χορδές.Τα κέρµατα µπορούν να 
συνδέονται µεταξύ τους και µε το "έδαφος" από χορδές,η τελευταία σύνδεση µπορεί να 
εµφανιστεί ως βρόχος στο διάγραµµα.Οι παίκτες αναλαµβάνουν εκ περιτροπής να κόψουν τις 
χορδές (αφαιρώντας τα άκρα) και αν ένα νόµισµα ελευθερωθεί µε αυτό το τρόπο,ο παίκτης το 
συλλέγει και κόβει µια άλλη χορδή στον ίδιο γύρο.Ο παίκτης που θα συλλέξει τα περισσότερα 
κερδίζει. 

 
Ένα άλλο παίγνιο στενά συνδεδεµένο µε το Dots-&-Boxes είναι το Nimstring το οποίο 

έχει τους ίδιους κανόνες µε το Strings-&-Coins,εκτός από το ότι ο νικητής καθορίζεται από το 
κανονικό παίγνιο.Το Nimstring είναι στην πραγµατικότητα µια ειδική περίπτωση του Strings-
&-Coins αν προσθέσουµε µια αλυσίδα µε περισσότερα από n + 1 νοµίσµατα σε περίπτωση το 
Nimstring έχει n νοµίσµατα,τότε στο ιδανικό παίγνιο του Strings-&-Coins που προκύπτει θα 
αποφευχθεί το άνοιγµα της µεγάλης αλυσίδας για όσο το δυνατόν περισσότερο και συνεπώς ο 
παίκτης που θα κινηθεί τελευταίος στο παράδειγµα  Nimstring κερδίζει και τις χορδές και τα 
κέρµατα. 

 
 
 
Οι Τροποι για να Κερδίσεις υποστηρίζουν ότι το Strings-&-coins είναι NP-δυσκολίας 

όπως ακολουθει.Ας υποθέσουµε ότι έχετε συλλέξει αρκετά νοµίσµατα, αλλά ο αντίπαλός σας 
παίρνει τον έλεγχο.Τώρα είσαι αναγκασµένος να χάσετε το παίγνιο Nimstring, αλλά λόγω του 
αρχικού σας προβαδίσµατος,µπορείτε ακόµα να κερδίσετε το παίγνιοStrings-&-Coins.Η 
ελαχιστοποίηση του αριθµού των κερµάτων που χάνετε ενώ ο αντίπαλός σας διατηρεί τον 
έλεγχο είναι ισοδύναµη µε την εύρεση του µέγιστου αριθµού των κορυφών-ξεχωριστών κύκλων 
στο γράφηµα,κυρίως επειδή το ισοδύναµο για ένα double-deal για να διατηρήσει τον έλεγχο 
όταν ένας (µεµονωµένος) κύκλος ανοίγει έχει σαν αποτέλεσµα το να χαθούν τέσσερα 
τετράγωνα αντί για δύο.Παρατηρούµε ότι κάνοντας τη διαφορά µεταξύ του αρχικού 
προβαδίσµατος και των χαµένων νοµισµάτων πολύ µικρή (είτε -1 ή 1),ο αντίπαλος δεν µπορεί 
επίσης να κερδίσει παραδίνοντας τον έλεγχο.Επειδή το πρόβληµα του προσδιορισµού των 
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κύκλων είναι NP-hard για γενικά γραφήµατα,ο προσδιορισµός του αποτελέσµατος των 
παιγνίων στο στυλ του Strings-&-Coins φινάλε είναι NP-hard. Ο Eppstein παρατηρεί ότι η 
µείωση αυτή θα πρέπει να ισχύει και για τις περιπτώσεις των Dots-&-Boxes end game 
περιορίζοντας στο µέγιστο βαθµό τρεις επίπεδες γραφικές παραστάσεις.Η προσαρµογή αυτών 
των γραφικών παραστάσεων στο τετράγωνο ταµπλώ προκύπτει από το ότι µεγάλες αλυσίδες 
και κύκλοι (περισότερο από δύο άκρες για τις αλυσίδες και τρεις ακµές για τους κύκλους) 
µπορούν να αντικατασταθούν από ακόµη µακρύτερες αλυσίδεςή κύκλους.Παραµένει ανοικτό 
το ερώτηµα αν τα Dots-&-BoxesκαιStrings-&-Coins είναι NP ή PSPACE complete ξεκινόντας 
από µία αυθαίρετη διαµόρφωση.Ακόµη και η περίπτωση ενός  ταµπλώ n×1 κουτιών δεν είναι 
πλήρως κατανοητή από την προοπτική µιας Συνδυαστικής Θεωρίας των Παιγνίων . 

 

4.4.12 Αµαζόνες 

 
Οι Αµαζόνες είναι ένα παίγνιο που εφευρέθηκε από τον Walter Zamkauskas το 1988,το 

οποίο περιέχει στοιχεία του σκακιού (chess)και του Go.Το παίγνιο λαµβάνει χώρα σε ένα 
ταµπλώ 10 × 10 µε τέσσερις αµαζόνες. 

 
Σε κάθε γύρο,ο Αριστερά [∆εξιά] κινεί µια µαύρη [λευκή] αµαζόνα σε οποιοδήποτε 

κενό τετράγωνο προσβάσιµο µε την κίνηση της βασίλισσας απο το Σκάκι και εκτοξεύει ένα 
βέλος σε κάθε µη κατειληµµένο τετράγωνο προσβάσιµο µε την κίνηση µιας βασίλισσας του 
σκακιού από τη νέα θέση της Αµαζόνας.Το βέλος (ζωγραφισµένος ως ένας κύκλος) 
καταλαµβάνει τώρα το τετράγωνο του και αµαζόνες και βέλη δεν µπορούν πλέον να περάσουν 
απο πάνω ή να σταθούν σε αυτό το τετράγωνο.Ο νικητής καθορίζεται από το κανονικό παίγνιο. 

  
Το παίγνιο στις Αµαζόνες συνήθως χωρίζεται σε ένα άθροισµα απλούστερων 

παιγνίων,γιατί τα βέλη χωρίζουν το ταµπλώ σε πολλαπλές υπο-περιοχές.Ειδικότερα, το φινάλε 
(endgame)αρχίζει όταν κάθε υπο-περιοχή του παίγνιου περιέχει αµαζόνες ενος µόνο 
χρώµατος.Τότε ο στόχος του κάθε παίκτη είναι απλά να µεγιστοποιήσει τον αριθµό των 
κινήσεων του σε κάθε υπο-περιοχή.Ο Buro απέδειξε ότι η µεγιστοποίηση του αριθµού των 
κινήσεων σε µια ενιαία υπο-περιοχή είναι NP-complete(για n × n πίνακες).Γενικά στο φινάλε,η 
απόφαση για το αποτέλεσµα µπορεί να µην είναι σε NP επειδή είναι δύσκολο να αποδειχτεί ότι 
ο αντίπαλος δεν έχει την καλύτερη στρατηγική.Ωστόσο,ο Buro απέδειξε ότι το πρόβληµα αυτό 
είναι NP-ισοδύναµο δηλαδή,το πρόβληµα µπορεί να λυθεί µε ένα πολυώνυµο αριθµό σε ένα 
αλγόριθµο για κάθε NP-ολοκληροµένο πρόβληµα και αντιστρόφως. 

 
Όπως το Πρόβληµα του Άγγελου του Conway η πολυπλοκότητα του να βρουν το 

αποτέλεσµα για µια γενική διαµόρφωση των Αµαζόνων παρέµεινε ανοικτή για αρκετά 
χρόνια,για να λυθεί σχεδόν ταυτόχρονα από πολλούς ανθρώπους.Οι Furtak, Kiyomi, Takeaki 
και Buro δίνουν δύο ανεξάρτητες αποδείξειςPSPACE-πληρότητας: µία απλοποίησητου Hex και 
η άλλη απλοποίησητης Γεωγραφίας των Κορυφών.Η δεύτερη ισχύει ακόµα και για τις θέσεις 
που περιέχουν µόνο µια µαύρη και µια µόνο λευκή Αµαζόνα.Ανεξάρτητα, ο Χερν έδωσε µια 
απλοποίηση Περιορισµένης Λογικής δείχνοντας PSPACE-πληρότητα. 
 

4.4.13 Konane 

 
Το Konane, ή Ντάµα της Χαβάης, είναι ένα παίγνιο που παίζεται στη Χαβάη από πολύ 

παλιά.Το Konane παίζεται σε ένα ορθογώνιο ταµπλώ(που συνήθως κυµαίνεται σε µέγεθος από 
8 × 8 έως 13 × 20),το οποίο είναι αρχικά γεµάτο µε µαύρες και άσπρες πέτρες σε ένα µοτίβο 
σκακιέρας.Για να αρχίσει το παίγνιο,δύο γειτονικές πέτρες στη µέση του ταµπλώ  ή απο µια 
γωνία αποµακρύνονται.Στη συνέχεια,οι παίκτες εναλλάσουν τις κινήσεις τους.Οι κινήσεις 
γίνονται όπως στο PegSolitaire.Πράγµατι, το Konane µπορεί να θεωρηθεί ως ένα είδος 
PegSolitaire για δύο παίκτες.Ο παίκτης µετακινεί την πέτρα του χρώµατός του κανοντας ένα 
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οριζόντιο η κάθετο αλµα πάνω απο µια διπλανή πέτρα αντίθετου χρώµατος,σε ένα άδειο 
τετράγωνο,οι πέτρες αυτές αποµακρύνονται από το παίγνιο.Μια πέτρα µπορεί να κάνει 
πολλαπλάδιαδοχικά άλµατα σε µια και µόνο κίνηση,εφόσον αυτά είναι σε ευθεία γραµµή,δεν 
επιτρέπονται στροφές στην ίδια κίνηση.Ο πρώτος παίκτης που δεν µπορεί να κινηθεί κερδίζει. 

Ο Χερν απέδειξε ότι το Konane είναι PSPACE-complete µε µια απλοποίηση της 
Περιορισµένης Λογικής.Υπήρξαν ορισµένα θετικά αποτελέσµατα για τις κλειστές 
διαµορφώσεις.Οι Chan και Tsaiµ ανέλύσαν το παίγνιο 1 × n,αλλά ακόµη και αυτή η εκδοχή του 
παίγνιου δεν έχει ακόµα επιλυθεί. 

 

4.4.14 Phutball 

 
Το παίγνιο του Conway,το ποδόσφαιρο του φιλοσόφου ή Phutball περιλαµβάνει λευκές 

και µαύρες πέτρες σε ένα ορθογώνιο ταµπλώ,όπως σε έναν πίνακα Go.Αρχικά,η µοναδική 
µαύρη πέτρα (η µπάλα) τοποθετείται στη µέση του ταµπλώ και δεν υπάρχουν καθόλου λευκές 
πέτρες.Οι παίκτες αναλαµβάνουν εκ περιτροπής είτε να τοποθετήσουν µια άσπρη πέτρα,σε 
κάποια µη κατειληµµένη θέση, ή να µετακίνησουν τη µπάλα µε µια σειρά από άλµατα πάνω 
από συνεχόµενες ακολουθίες απο λευκές πέτρες κάθε τοποθετηµένες οριζόντια, κάθετα, ή 
διαγώνια. Βλέπε σχήµα 4.3 

 

 
                         

Σχήµα 4.3 

Ψυφίο 9: Μία µοναδική κίνηση σε Phutball συνιστά 4 άλµατα 

 
Ένα άλµα προκαλεί την άµεση αποµάκρυνση των λευκών πετρών που περασε απο 

πάνω τους η µπάλα (µαύρη πέτρα),έτσι ώστε αυτές οι πέτρες να µην µπορούν να 
χρησιµοποιηθούνγια ένα µελλοντικό άλµα στην ίδια κίνηση.Οι Αριστερά και ∆εξιά έχουν τις 
απέναντι πλευρές του ταµπλώ ως τέρµατα.Ο στόχος του Αριστερά είναι µε µια κίνηση να 
τερµατίσει µε την µπάλα πάνω ή πέρα απο το τέρµα του ∆εξιά και αντιστοιχα και ο ∆εξιά.Το 
Phutball έχει πολλές επαναλήψεις και δεν είναι σαφές αν κάποιος παίκτης έχει στρατηγική 
νίκης:το παίγνιο µπορεί να συνεχίστεί επ'αόριστον. Μια διαφορέτική πτυχή του παίγνιου είναι 
ότι οι λευκές πέτρες που τοποθετούνται από έναν παίκτη µπορεί να «διαφθαρούν» για καλύτερη 
χρήση από τον άλλο παίκτη. Πρόσφατα, ωστόσο, Demaine, Demaine και Eppstein βρήκαν µια 
πτυχή του Phutball που θα µπορούσε να αναλυθεί.Συγκεκριµένα, αποδείχθηκε ότι το ζήτηµα 
εάν ο τρέχον παίκτης µπορεί να κερδίσει µε µια µόνο κίνηση ("µατ σε 1" στο σκάκι) είναι NP-
complete.Αυτό το αποτέλεσµα αφήνει ανοικτή την πολυπλοκότητα του καθορισµού του 
αποτελέσµατος του παίγνιου απο µια δεδοµένη θέση. 
 

4.4.15 Το Πρόβληµα του Άγγελου του Conway 

 
Ένα παλιό µακροχρόνια ανοικτό πρόβληµα ήταν το πρόβληµα του Άγγελου του 

Conway.∆ύο παίκτες,ο Άγγελος και ο ∆ιάβολος, εναλλάσουν κινήσεις παίζοντας σε έναν 
απείρων διαστάσεων τετράγωνο ταµλώ.Ο άγγελος µπορεί να µετακινηθεί σε οποιαδήποτε 
έγκυρηθέση εντός k οριζόντιας απόστασης και k κάθετης απόστασης από την τρέχουσα θέση 
του.Ο ∆ιάβολος µπορεί να τηλεµεταφερθεί σε οποιοδίποτε τετράγωνο,εκτός από αυτό στο 
οποίο βρίσκετε ο Άγγελος και "τρώει" το τετράγωνο, εµποδίζοντας τον Άγγελο από το να παίξει 
πανω σ’ αυτό στο µέλλον(αλλά µπορεί να περάσει από πάνω).Στόχος του διαβόλου είναι να 
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εµποδίσει τον Άγγελο να κινηθεί.Ήταν από καιρό γνωστό ότι ένας άγγελος δύναµης k = 1 
µπορεί να µπλοκαριστεί έτσι ώστε ο ∆ιάβολος να κερδίζει,αλλά δεν ήταν γνωστό αν ο Άγγελος 
θα είναι σε θέση να διαφύγει για κάθε k> 1.(Στο αρχικό ανοικτό πρόβληµα το k = 
1000).Πρόσφατα,τέσσερις ανεξάρτητες αποδείξεις καθόρισαν ότι ένας αρκετά ισχυρός άγγελος 
µπορεί να κινείτε για πάντα,διασφαλίζοντας τον Άγγελο ως νικητή. Ο Mathe και ο Kloster 
έδειξαν ότι το k = 2 αρκεί,ο Bowditch έδειξε ότι το k = 4 αρκεί και ο Gacs έδειξε ότι κάποια 
kαρκούν.Ειδικότερα, η απόδειξη του Kloster δίνει µια σαφή αλγοριθµική στρατηγική νίκης για 
τον Άγγελο µε  k = 2 . 
 

4.4.16 Jenga 

 
Το Jenga είναι ένα δηµοφιλές παίγνιο στο οποίο στοιβάζονται κοµµάτια που 

εφευρέθηκε από τον Leslie Scott στη δεκαετία του 1970 και τώρα υπάρχει στο εµπόριο από την 
Hasbro.∆ύο παίκτες που µετακινούν εναλλάξ ξεχωριστά κοµµάτια απο έναν πύργο φτιαγµένο 
απο αυτά και ο πρώτος παίκτης που θα κάνει τον πύργο να πέσει χάνει.Κάθε κοµµάτι (block) 
είναι 1 × 1 × 3 και βρίσκεται σε οριζόντια θέση.Ο αρχικός 3 × 3 × n πύργος εναλλάσει επίπεδα 
τριών κοµµατιών,έτσι ώστε τα κοµµάτια των επιπέδων που γειτονεύουν να είναι κάθετα.(Κατά 
το εµπορικό παίγνιο, n = 18.) Σε κάθε κίνηση,ο παίκτης αφαιρεί οποιοδίποτε κοµµάτι είναι 
κάτω από το κορυφαίο ολοκληρωµένο (3-κοµµατιών) επίπεδο και προσθέτει το κοµµάτι πανω 
στο κορυφαίο επίπεδο(ξεκινώντας ένα νέο επίπεδο εφόσον το υφιστάµενο κορυφαίο επίπεδο 
είναι πλήρες),κάθετα ως προς στα κοµµάτια του ολοκληροµένου κάτω επιπέδου.Ο παίκτης 
χάνει εάν ο πύργος γίνει ασταθής, δηλαδή,το κέντρο βάρους των ανώτερων k επιπέδων βγαίνει 
εκτός του κυρτού κύτους της περιοχής επαφής µεταξύ των επιπέδωνk και του (k + 1) παίκτη. 

  
         Ο Zwick απέδειξε ότι η φυσική κατάσταση σταθερότητας του Jenga µπορεί να 
επαναδιατυπωθεί συνδυαστικά απλά περιορίζοντας τις επιτρεπόµενες διαµορφώσεις για κάθε 
επίπεδο και για τα τρία κορυφαία επίπεδα.Συγκεκριµένα, γράφοντας διάνυσµα 3-bit για να 
καθορίσει ποια κοµµάτια (blocks) υπάρχουν σε κάθε επίπεδο. Στη συνέχεια,ένας πύργος είναι 
σταθερός αν και µόνο αν κανένα επίπεδο εκτός ίσως απο το ψηλότερο είναι 100 ή 001 και τα 
τρία ανώτερα επίπεδα από κάτω προς τα πάνω δεν είναι κανένα από τα 010, 010, 100.  010, 
010, 001. 011, 010, 100. ή 110, 010, 001.Χρησιµοποιώντας αυτόντο χαρακτηρισµό,ο Zwick 
αποδεικνύει ότι ο πρώτος παίκτης κερδίζει από την αρχική διαµόρφωση,εάν και µόνον αν n = 2 

ή n  4 και n 1 ή 2 (mod 3) και δίνει έναν απλό χαρακτηρισµό των κινήσεων που κερδίζουν. 
Παραµένει ανοικτό το κατά πόσον µια τέτοια αποτελεσµατική λύση µπορεί να γενικευτεί ως 
προςτουςµονούς αριθµούςk> 3 κοµµατιών σε κάθε επίπεδο.(Στην περίπτωση του ζυγού k 
κερδίζει ο δεύτερος παίκτης κερδίζει µε απλή στρατηγική του καθρέφτη.) 
 

4.5 Αλγόριθµοι για Παζλ 

 
Πολλά παζλ (παίγνια ενός παίκτη) έχουν σύντοµες λύσεις και είναι NP-

complete.Ωστόσο, αρκετά παζλ µε βάση τον προγραµµατισµό των κινήσεων είναι πιο 
δύσκολα,PSPACE-δυσκολίας.Συνήθως αυτά τα παζλ παίζονται σε ένα  οριοθετειµένο ταµπλώ ή 
περιοχή,έτσι ώστε να είναι επίσης PSPACE-complete.Μια κοινή µέθοδος που αποδεικνείει ότι 
παζλ είναι σε PSPACE είναι να δωθεί ένας απλός αλγόριθµος χαµηλού χώρου(low-space)που 
µαντεύει τη λύση και να εφαρµοστεί το θεώρηµα του Savitch ότι PSPACE = NPSPACE(µη 
καθορισµένος πολυωνυµικός χώρος). Ωστόσο, όταν γενικεύονται σε ολόκληρο το το επίπεδο 
και τα κοµµάτιαείναι πολλά,τα παζλ γίνονται συχνά αναποφάσιστα.Το τµήµα αυτό ερευνά εν 
συντοµία µερικά από αυτά τα αποτελέσµατα,ακολουθόντας τη δοµή της προηγούµενης 
ενότητας. 
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4.5.1 Στιγµιαία Τρέλα 

 
∆ίνονται n κύβοι,κάθε επιφάνεια έχει το χρώµα ενός από τα n χρώµατα,είναι δυνατόν 

να στοιβαχθούν οι κύβοι έτσι ώστε κάθε χρώµα να εµφανίζεται ακριβώς µια φορά σε κάθε µία 
από τις 4 πλευρές της στοίβας;Η περίπτωση του n = 4 είναι ένα παζλ που ονοµάζεται Στιγµιαία 
Τρέλα που διανέµεται από την ParkerBros.Σε µια από τις πρώτες µελέτες σχετικά µε τη 
δυσκολία των παζλ και τα παίγνια που παίζουν οι άνθρωποι,οι Robertson και Munro απέδειξαν 
οτι το πρόβληµα της γενικευµένης Στιγµιαίας Τρέλας (InstantInsanity) είναι NP-complete.  

 
Το παίγνιο του στοιβάγµατος τωνκύβων είναι ένα παίγνιο δύο παικτών, βασισµένο σε 

αυτό το παζλ.∆ίνονται µια σειρα διατεταγµένων κύβων,οι παίκτες προσθέτουν κύβο στον κύβο 
στοιβαζοντάς τους µε έναν επιλεγµένο προσανατολισµό. Ο χαµένος είναι ο πρώτος παίκτης που 
θα προσθέσει ένα κύβο επαναλαµβάνοντας ένα χρώµα σε µια απο τις τέσσερις πλευρές της.Οι 
Robertson και Munro απέδειξαν ότι αυτό το παίγνιο είναι PSPACE-complete,αν αντιµετοπιστεί 
ως γενικό παράδειγµα ότι τα NP-πλήρη παζλ τείνουν να οδηγούν σε PSPACE-complete 
παίγνια. 
 

4.5.2 Κρυπτάριθµοι (Αλφαµατικά, Προφορική Αριθµητική) 

 
  Οι Κρυπτάριθµοι (cryptarithms) ή Αλφαµατικά ή Προφορική Αριθµητική είναι κλασικά 
παζλ που περιλαµβάνουν µια εξίσωση συµβόλων,το πρωτότυπο είναι το SEND + 

MORE MONEY του Dudeney από το 1924, στο οποίο κάθε σύµβολο (π.χ., Μ) 
αντιπροσωπεύει ένα συγκεκριµένο ψηφίο (µεταξύ 0 και 9).Ο στόχος είναι να προσδιοριστούν 
τα ψηφία σύµφωνα µε τα σύµβολα ώστε να ικανοποιούν την εξίσωση.Τέτοια προβλήµατα 
µπορούν να λυθούν εύκολα σε πολυωνυµικό χρόνο απαρίθµόντας και τα 10! ψηφία.Ωστόσο, 

οEppstein απέδειξε ότι είναι NP-complete η λύση της γενίκευσης σε βάση Θ( ) (αντί του 
δεκαδικού) καιΘ(n) σύµβολα (αντί των 26). 
 

 

 

 

 

 

 

 

4.5.3  Σταυρόλεξα και Scrabble 

 
Ίσως ένα από τα πιο δηµοφιλή παζλ να είναι το σταυρόλεξο,που χρονολογείται στο 

1913 και σήµερα εµφανίζεται σχεδόν σε κάθε εφηµερίδα,καθώς είναι και το αντικείµενο του 
πρόσφατου ντοκιµαντέρ Wordplay(2006).Εδώ είναι πιο εύκολο να µοντελοποιήσουµε το 
πρόβληµα του σχεδιασµού των σταυρολέξων,αγνοώντας τη µη µαθηµατική έννοια των 
ορισµών.∆ίνεται µια λίστα λέξεων (το λεξικό) και ένα ορθογωνικό πλέγµα µε µερικά 
τετράγωνα,αλλα κλειστά και άλλα κενά,µπορούµε να τοποθετήσουµε ένα υποσύνολο των 
λέξεων οριζόντια ή κάθετα στα µεγαλύτερα κενά, έτσι ώστε οι διασταυρούµενες λέξεις να 
έχουν γράµµατα που ταιριάζουν;Οι Lewis και Παπαδηµητρίου απέδειξαν ότι το ζήτηµα αυτό 
είναι NP-complete,ακόµα και όταν το πλέγµα (σταυρόλεξο) δεν έχει εµπόδια,ώστε κάθε γραµµή 
και κάθε στήλη πρέπει να σχηµατίζει µια λέξη. 

 
∆ιαφορετικά, το πρόβληµα αυτό µπορεί να θεωρηθεί ως η απόλυτη µορφή της επίλυσης 

σταυρολέξων,χωρίς ορισµούς.Σε αυτή την περίπτωση,θα ήταν ενδιαφέρον να µάθουµε αν το 
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πρόβληµα παραµένει NP-hard ακόµη και αν κάθε λέξη στη συγκεκριµένη λίστα θα πρέπει να 
χρησιµοποιείται ακριβώς µία φορά,έτσι ώστε ο µοναδικός ορισµός να είναι "χρησιµοποιήσετε 
αυτές τις λέξεις".Ένα σχετικό ανοικτό πρόβληµα είναι το Scrabble.Η πιο φυσική θεωρητική 
ερώτηση που µας έρχεται στο µυαλό στην εκδοχή της µιας κίνησης:µε τα κοµµατια στο χέρι(µε 
γράµµατα και βαθµούς) και δεδοµένης της τρέχουσας διαµόρφωσης του ταµπλώ του 
παίγνιου(µε τα παιγµένα κοµµάτια και διαθέσιµα διπλά / τριπλά γράµµατα / λέξεις και κενά 
τετράγωνα),είναι ποιά κίνηση µεγιστοποιεί το σκορ;Προφανώς, η ερώτηση απόφασης είναι NP-
complete.Επίσης, ανοικτή παραµένει η πολυπλοκότητα του παίγνιου δύο παικτών,στην 
παραλλαγή της τέλειας-πληροφορισης όπου και οι δύο παίκτες γνωρίζουν τη σειρά µε την 
οποία υπόλοιπα κοµµάτια θα εξαχθούν καθώς και τα κοµµάτια στο χέρι του αντιπάλου.Πιθανώς 
ο καθορισµός µιας νικηφόρας κίνησης από µια δεδοµένη θέση στο παίγνιο αυτό είναι PSPACE-
πλήρης. 
 

4.5.4  Παζλ µε µολύβι και χαρτί: Sudoku και Φίλοι 

 
Το Sudoku είναι ένα παζλ που παίζεται µε µολύβι και χαρτί που έγινε δηµοφιλές σε όλο 

τον κόσµο γύρω στο 2005.Ο Αµερικανός αρχιτέκτονας Howard Garns δηµοσίευσε για πρώτη 
φορά το παζλ στο τεύχος Μαΐου 1979(και σε πολλά µεταγενέστερα τεύχη) του Dell Pencil 
Puzzles and Word Games, τότε το Ιαπωνικό περιοδικό Monthly Nikolist εισήγαγε το παζλ,το 
1984 και κατοχύρωσε το όνοµα Sudoku (Μονοί αριθµοί),τότε η ιδέα εξαπλώθηκε σε όλες τις 
ιαπωνικές δηµοσιεύσεις, οWayne Gould,στο τέλος, δηµοσίευσε τα δικά του,φτιαγµένα στον 
υπολογιστή παζλ στην εφηµερίδα The Times το 2004,λίγο µετά την δηµοσίευση πολλές 
εφηµερίδες και περιοδικά υιοθέτησαν το παζλ.Το συνηθισµένο παζλ αποτελείται από ένα 
πλέγµα τετραγώνων 9 × 9 ,που διαιρείται σε 3 × 3 διάταξη των 3 × 3 τετραγώνων.Ορισµένα 
τετράγωνα του πλέγµατος αρχικά γεµίζονται µε ψηφία µεταξύ 1 και 9 και µερικά παραµένουν 
κενά.Ο στόχος είναι να καλυφθούν τα κενά τετράγωνα έτσι ώστε κάθε σειρά,στήλη και 
υποοµάδα πλακιδίων (3x3 )να έχει και τα εννέα ψηφία χωρίς επανάληψη.  

 

Το Sudoku γενικεύεται φυσικά σε ×  πλέγµα των τετραγώνων,διαιρούµενο σε µια 
n × n διαµόρφωση τωνn × n τετραγώνων.Οι Yato και Seta απέδειξαν ότι αυτή η γενίκευση είναι 
NP-complete.Μάλιστα, απέδειξαν ένα ισχυρότερο αποτέλεσµα της πληρότητας,στην τάξη των 
Εναλλακτικών Λύσεων των Προβληµά των Another Solution Problems(ASP),όπου δίνεται µία 
λύση,άλλη µια ή περισσότερες λύσεις µπορούν να βρεθούν.Έτσι, ειδικότερα, δεδοµένου ενός 
Sudoku και της λύσης,είναι NP-complete η διαπίστωση του αν υπάρχει µια άλλη λύση,αυτό 
είναι ένα πρόβληµα που προκύπτει στο σχεδιασµό των παζλ.Τα περισσότερα παζλ Sudoku 
υπόσχονται ότι έχουν µια µοναδική λύση.Οι Valiant και Vazirani απέδειξαν ότι η προσθήκη 
µιας τέτοιας υπόσχεσης µοναδικότητας κάνει ένα πρόβληµα NP-δύσκολο κάτω από τυχαίες 
απλοποιήσεις,οπότε δεν υπάρχει λύση πολυωνυµικού χρόνου για τα Sudokus µε µοναδική λύση 
εκτός αν RP = NP.  

 
Η ASP-πληρότητα (ιδίως, η NP-πληρότητα) έχει καθιερωθεί και για έξι άλλα παζλ 

χαρτιού και µολυβιού από τον Ιάπωνα εκδότη Nicoli:Nonograms,Slitherlink, 
CrossSum,Fillomino,LightUp και LITS.Σε ένα παζλ Nonogram ο στόχος είναι να 
συµπληρωθούν τα υποσύνολα των τετραγώνων στον πίνακα,έτσι ώστε, σε κάθε σειρά και 
στήλη,οι συνεχόµενες σειρές απο χρωµατισµένα τετράγωνα να έχουν µήκη που να ταιριάζουν 
µε τους ακαίρους.Στο Slither link µας δίνονται ετικέτες µεταξύ του 0 και του 4 σαν υποσύνολα 
κάποιων πλευρών σε ένα ορθογώνιο πλέγµα και ο στόχος είναι να συνταχθεί ένας απλός κύκλος 
στο πλέγµα έτσι ώστε κάθε ετικέτα τις πλευράς να περιβάλλεται από τον καθορισµένο αριθµό 
των ακµών.Στο Kakuro ή CrossSum µας δίνεται ένα polyomino(ένα ορθογώνιο πλέγµα, όπου 
µόνο µερικά τετράγωνα µπορούν να χρησιµοποιηθούν) και ένας ακέραιος για κάθε µέγιστη 
συνεχόµενη (οριζόντια ή κάθετη)σειρά τετραγώνων και ο στόχος είναι να γεµίσει κάθε 
τετράγωνο µε ένα ψηφίο µεταξύ 1 και 9 έτσι ώστε κάθε σειρά να έχει το καθορισµένο άθροισµα 
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χωρίς να υπάρχει επαναλαµβανόµενο ψηφίο.Στο Fillomino µας δίνεται ένα ορθογώνιο πλέγµα 
στο οποίο µερικά τετράγωνα έχουν γεµίσει µε θετικούς ακέραιους και ο στόχος είναι να 
γεµίσουν τα υπόλοιπα τετράγωνα µε θετικούς ακέραιους,έτσι ώστε κάθε µέγιστη περιοχή 
συνδεδεµένων τετραγώνων µε τον ίδιο αριθµό να αποτελείται από ακριβώς αυτόν τον αριθµό 
των τετραγώνων.ΣτοLightUp(Akari)µας δίνεται ένα ορθογώνιο πλέγµα στο οποίο υπάρχουν είτε 
τετράγωνα δωµάτια ή τοίχοι και µερικοί τοίχοι έχουν ένα συγκεκριµένο ακέραιο µεταξύ 0 και 
4,ο στόχος είναι να τοποθετήθούν φώτα σε ένα υποσύνολο των δωµατίων έτσι ώστε κάθε 
αριθµηµένος τοίχος να επικοινωνεί µε ακριβώς τον καθορισµένο αριθµό(οριζόντια ή κάθετα) 
απο φώτα,κάθε δωµάτιο είναι οριζόντια ή κάθετα ορατό από ένα φως και δεν υπάρχουν δύο 
φώτα που να είναι οριζόντια ή κάθετα ορατά το ένα από το άλλο.Στο LITS µας δίνεται µέρος 
ενός ορθογωνίου σε polyomino κοµµάτια και ο στόχος είναι να επιλέξουµε ένα tetromino 
(υποσύνολο τεσσάρων συνδεδεµένωντετραγώνων) σε κάθε τέτοιο polyomino τέτοιο ώστε η 
ένωση των tetrominoes συνδεδεµένων µεταξύ τους να µην προκαλεί ένα τετράγωνο 2 × 2.Όπως 
µε Sudoku,είναι NP-complete τόσο η εύρεση λύσεων όσο και η απόδειξη µοναδικότητας των 
λύσεων σε όλα αυτά τα παζλ.  

 
Η NP-πληρότητα έχει επιβεβαιωθεί για άλλα επτά παίγνια µε µολύβι και χαρτί που 

δηµοσιεύονται από το Nicoli:TentaiShow,Masyu,Bag,Nurikabe,Hiroimono, Heyawake και 
Hitori.Στο TentaiShow ή Σπειροειδείς Γαλαξίες µας δίνεται ένα ορθογώνιο πλέγµα µε κουκίδες 
σε ορισµένες κορυφές,στο µέσο των άκρων και στο µέσο των πλευρών,ο στόχος είναι να 
διαιρεθεί το ορθογώνιο σε ακριβώς ένα κοµµάτι polyomino ανά κουκκίδα που να είναι δύο 
φορές περιστροφικά συµµετρικό γύρω από την κουκίδα.Στο Masyu ή PearlPuzzle µας δίνεται 
ένα ορθογώνιο πλέγµα µε τετράγωνα που περιέχουν ορισµένα λευκά ή µαύρα µαργαριτάρια και 
ο στόχος είναι να βρεθεί µια απλή διαδροµή µέσα από τατετράγωνα που επισκέπτεται το κάθε 
µαργαριτάρι,στρίβωντας 90 µοίρες σε κάθε µαύρο µαργαριτάρι,περνάει κατ 'ευθείαν µέσα από 
κάθε λευκό µαργαριτάρι και στρίβει 90 µοίρες αµέσως πριν ή µετά από κάθε λευκό 
µαργαριτάρι.Στο Bag ή CorralPuzzle µας δίνεται ένα ορθογώνιο πλέγµα µε ορισµένα 
τετράγωνα να ετικετάρονται µε θετικούς ακέραιους και ο στόχος είναι να βρεθεί ένας απλός 
κύκλος στο πλέγµα που να περικλείει όλες τις ετικέτες και έτσι ώστε ο αριθµός των οριζοντίων 
και κατακόρυφων τετραγώνων που είναι ορατά από κάθε ετικεταρισµένο τετράγωνο να ισούται 
µε τον ακέραιο της ετικέτας.Στο Nurikabe µας δίνεται ένα ορθογώνιο πλέγµα µε τετράγωνα 
ετικεταρισµένα µε θετικούς ακέραιους και ο στόχος είναι να βρεθεί ένα συνδεδεµένο 
υποσύνολο των µη ετικεταρισµένων τετραγώνων που να µην προκαλεί την αφαίρεση κανενός 
τετραγώνου 2 × 2 ή ολόκληρου τετραγώνου µε αποτελέσµατα να υπάρχει ακριβώς µια περιοχή 
ανά ετικεταρισµένο τετράγωνο του οποίουτο µέγεθος ισούται µε την εν λόγω ετικέτα.Η 
απλοποίηση του McPhail χρησιµοποιεί ετικέτες απο 1 έως 5,ενώ η απλοποίηση τωνHolzerκαιal 
's χρησιµοποιεί µόνο ετικέτες µε 1 και 2 (µόνο µε 1 θα ήταν ασήµαντο)και λειτουργεί χωρίς τον 
κανόνα της συνδεσιµότητας και / ή του κανόνα  2 × 2.  

 
Στο Hiroimono ή Goishi Hiroi µας δίνεται µια συλλογή από πέτρες στις κορυφές ενός 

ορθογώνιου πλέγµατος και ο στόχος είναι να βρεθεί ένα µονοπάτι που να περνάει απο όλες τις 
πέτρες,αλλάζοντας κατευθύνσεις ± 90 µοιρών µόνο στις πέτρες, και οι πέτρες που 
επισκέπτονται αφαιρούνται.Στο Heyawake µας δίνεται µια υποδιαίρεση ενός ορθογωνικού 
πλέγµατος µε ορθογώνια δωµάτια,µερικά από τα οποία είναι ετικεταρισµένα µε έναν θετικό 
ακέραιο και ο στόχος είναι να χρωµατιιστεί ένα υποσύνολο των µεµονοµένων τετραγώνων έτσι 
ώστε ο αριθµός των χρωµατισµένων τετραγώνων σε κάθε ετικεταρισµένο δωµάτιο να ισούται 
µε τον αριθµό της ετικέτας,τα χρωµατισµένα τετράγωνα δεν είναι ποτέ (οριζόντια ή κάθετα) 
παρακείµενα,τα άβαφα τετράγωνα µπορούν να είναι γειτονικά συνδεδεµένα (µέσω οριζόντιων 
και κάθετων συνδέσεων, και η µεγαλύτερες σειρές συνεχόµενων γειτονικών(οριζόντιων ή 
κάθετων) σειρών απο τετράγωνανα τέµνονται το πολύ σε δυο δωµάτια.Στο Hitori µας δίνεται 
ένα ορθογώνιο πλέγµα µε κάθε τετράγωνο ετικεταρισµένο µε έναν ακέραιο αριθµό και ο στόχος 
είναι να χρωµατιστεί ένα υποσύνολο µεµονοµένων τετραγώνων,έτσι ώστε κάθε σειρά και κάθε 
στήλη να µην έχει δυο φορές την ίδια άβαφη ετικέτα (παρόµοιο µε τοSudoku),τα χρωµατισµένα 
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τετράγωνα δεν είναι ποτέ (οριζόντια ή κάθετα) γειτονικά, και τα άβαφα τετράγωνα είναι 
συνδεδεµένα (µέσω οριζόντιων και κάθετων συνδέσεων).  

 
Ένα διαφορετικό είδος παζλ µε µολύβι και χαρτί είναι το Morpion Solitaire, δηµοφιλές 

σε διάφορες ευρωπαϊκές χώρες.Το παίγνιο ξεκινά µε κάποια διάταξη των σηµείων στις 
διασταυρώσεις ενός τετραγωνικού πλέγµατος (συνήθως σε ένα τυπικόσχήµα σταυρού).Η 
κίνηση αποτελείται από την τοποθέτηση ενός νέου σηµείου σε µια διασταύρωση του πλέγµατος 
και στη συνέχεια την χάραξη µιας οριζόντιας, κάθετης,ή διαγώνιας γραµµής που ενώνοντας 
πέντε τµήµατα συνεχόµενων σηµείων που περιλαµβάνουν το νέο.Τα τµήµατα γραµµής µε την 
ίδια κατεύθυνση δεν µπορούν να µοιραστούν το ίδιο σηµείο (το ασυνεχές µοντέλο) 
εναλλακτικά,τµήµατα γραµµής µε την ίδια κατεύθυνση µπορούν να συµπίπτουν µόνον σε ένα 
κοινό τελικό σηµείο (το µοντέλο της επαφής).Ο στόχος είναι να µεγιστοποιηθεί ο αριθµός των 
κινήσεων πριν γίνει αδύνατο το να κινηθείς.Οι Demaine,Langerman θεωρούν ότι αυτό παίγνιο 
γενικεύεται µε κινήσεις που συνδέουν οποιοδήποτε αριθµό k + 1 σηµείων και όχι µόνο 
5.Επιπλέον µε τον περιορισµό του αριθµού των κινήσεων στην τυπική διαµόρφωση του 
σταυρού,αποδεικνύουν την πολυπλοκότητα των αποτελεσµάτων για τη γενική 

περίπτωση.∆είχνουν ότι για τα δύο µοντέλα παίγνιου και για k 3, είναι NP-δυσκολίας η  
εύρεση του µακρύτερου παίγνιου από ένα δεδοµένο σχήµα µε n σηµεία,ή ακόµη και η 

προσέγγιση του µακρύτερου παίγνιου µέσα σε για  κάθε ε > 0. Για k> 3, το πρόβληµα 
είναι στην ουσίαNP-complete. Για k = 3, είναι ανοιχτότο αν το πρόβληµα είναι NP, και για k = 
2 θα µπορούσε ακόµη και να είναι στο P.  

 
 
 
 
 
 
Ενα τελικό αποτέλεσµα NP-πληρότητας για παζλ µε  µολύβι και χαρτί είναι το παζλ 

Battle ship Solitaire.Αυτό το παζλ είναι µια παραλλαγή για ένα παίκτη µε τέλεια 
πληροφόρησητης κλασικής Ναυµαχίας για δύο παικτες µε ατελή πληροφόρηση.Στο Battle ship 
Solitaire µας δίνεται µια λίστα από 1 × k πλοία για διάφορες τιµές του k, ένα ορθογώνιο πλέγµα 
µε τετράγωνα όπου ορισµένα επισηµαίνονται ως νερό, εσωτερικό πλοίου, άκρη πλοίου,ή 
ολόκληρο (1 × 1) πλοίο και ο αριθµός των τετραγώνων µε πλοίο που θα πρέπει να υπάρχει σε 
κάθε σειρά και κάθε στήλη.Ο στόχος είναι να γεµίσουµε το ταµπλώ τοποθετόντας τα πλοία που 
µας δίνονται ώστε να ταιριάζουν µε το συγκεκριµένο αριθµό των τετραγώνων των πλοίων σε 
κάθε γραµµή και στήλη.Αρκετά άλλα παζλ για µολύβι και χαρτί παραµένουν χωρίς να έχουν 
µελετηθεί από την άποψη της πολυπλοκότητας. 
 

4.5.5 Μετακινόντας Πούλια: Το παζλ ∆εκαπέντε και Γενικεύσεις 

 
Το παζλ ∆εκαπέντε είναι ένα κλασικό παζλ που αποτελείται από δεκαπέντε τετράγωνα 

αριθµηµένα από το 1 έως το 15 σε ένα πλέγµα 4 × 4,το δέκατο έκτο τετράγωνο του πλέγµατος 
είναι ένα κενό που επιτρέπει στα αριθµιµένα τετράγωνα να κινούνται.Ο στόχος είναι να µπουν 
τα αρ. τετράγωνα σε αυξουσα σειρά.Οι (έξι) δυσκολότερες επιλύσιµες διαµορφώσεις απαιτούν 
ακριβώς 80 κινήσεις.Οι Slocum και Sonneveld[πρόσφατα αποκάλυψαν την ιστορία αυτού του 
παζλ του τέλους του 19ου αιώνα,η οποία ήταν καλά κρυµµένη από τον Σαµ Λόιντ που 
ισχυριζόταν ότι το είχε επινοήσει αυτός.Μια φυσική γενίκευση του παζλ ∆εκαπέντε είναι το 

παζλ  – 1  σε ένα n × n πλέγµα.Είναι εύκολο να καθοριστεί αν µια διάταξη του παζλ  – 1  
µπορεί να φτάσει µια άλλη:οι δύο παραλλαγές των αριθµών απλά πρέπει να ταιριάζει στην 
ισοτιµία,δηλαδή, αν ο αριθµός των αντιστροφών-µετακινήσεων (ζεύγη έξω απο τη θέση τους) 
είναι άρτιος ή περιττός.Όταν το παζλ είναι επιλύσιµο,οι απαιτούµενες κινήσεις των αριθµών 
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είναι Θ( ) στη χειρότερη περίπτωση.Από την άλλη,είναι NP-complete η εύρεση µιας λύσης 
µε τις λιγότερες δυνατές ολισθήσεις από µια συγκεκριµένη αρχική διάταξη είναι, επίσης, NP-
δυσκολίας η προσέγγιση των λιγότερων ολισθήσεων εντός µιας πρόσθετης σταθεράς,αλλά 
υπάρχει ένας πολυωνυµικού χρόνου σταθερός παράγοντας της  προσέγγισης . 

 

Η τεχνική της ισοτιµίας για τον προσδιορισµό τουπαζλ  – 1έχει γενικευτεί για µια 
κατηγορία παρόµοιων παζλ σε γραφήµατα.Σκεφτείτε ένα γράφηµα Ν κορυφών στο οποίο Ν - 1 
κορυφές έχουν επισηµανθεί µε µάρκες  αριθµηµένες απο 1 έως Ν-1, η µία κορυφή είναι 
άδεια(δεν έχει πιόνι) και κάθε κίνηση στο παζλ είναι η µετακίνηση ενός πιονιού σε µια 
παρακείµενη άδεια κορυφή.Ο στόχος είναι να φτάσει στη µια διαµόρφωση από την άλλη.Αυτή 

η γενίκευση περιλαµβάνει τα παζλ  – 1και πολλά άλλα παζλ που αφορούν κυλιόµενες µπίλιες 
σε κυκλικές διαδροµές,π.χ., το παζλ LuckySeven ή ο γρίφος που φαίνεται στο σχήµα. 
 

 
 

 
 
Ο Wilson χαρακτήρισε το πότε αυτά τα παζλ είναι επιλύσιµα και επιπλέον,χαρακτήρισε 

τη δοµή της οµάδας τους.Στις περισσότερες περιπτώσεις,όλα τα παζλ(γρίφοι) είναι 
επιλύσιµα(αποτελόντας τη συµµετρική οµάδα),εκτός εάν το γράφηµα είναι διµερές,τότε στις 
µισές περιπτώσεις τα παζλ είναι επιλύσιµα(σχηµατίζοντας την εναλλασσόµενη 
οµάδα).Επιπλέον,υπάρχουν τρεις ειδικές καταστάσεις: τα κυκλικά γραφήµατα,τα γραφήµατα 
που έχουν µια κοµµένη κορυφή 

 
Γενικότερα,οι Kornhauser,Miller και Σπυράκης έδειξαν πώς αποφασίζεται η 

επιλυσιµότητα του παζλ για οποιονδήποτε αριθµό k επισηµασµένων (αριθµηµένων) πιονιών για 

Ν κορυφές.Αποδεικνύουν επίσης ότι O( )κινήσεις πάντα αρκούν και Ω( ) κινήσεις είναι 
µερικές φορές απαραίτητες,σε τέτοια παζλ.Οι Calinescu, Dumitrescu αποδεικνύουν ότι η 
εξεύρεση της λύσης µε τις λιγότερες µετακινήσεις είναι NP-hard στο τετράγωνο ταµπλώ µε 
άπειρες διαστάσεις και APX-hard σε γενικά γραφήµατα,ακόµη και αν τα πιόνια είναι χωρίς 
σήµανση (όµοια).Από τη θετική πλευρά,παρουσιάζουνµια προσέγγιση στο 3 για όµοια 
(unlabeled) πιόνια σε γενικά γραφήµατα,µια βέλτιστη λύση για όµοια πιόνια σε διαγράµµατα 
δέντρα (trees),ένα άνω όριο των Ν ολισθήσεων για όµοια πιόνια σε γενικά γραφήµατα και ένα 
άνω φράγµα των ολισθήσεων O(N) για αριθµηµένα πιόνια στο άπειρο τετραγωνικό ταµπλώ.Ο 
περιορισµός του συνόλου των επιτρεπόµενων κινήσεων µπορεί να κάνει αυτά τα παζλ πιο 
δύσκολα.Σκεφτείτε ένα γράφηµα µε µη αριθµηµένα πιόνια σε κάποιες κορυφές, και τον 
περιορισµό ότι τα σύµβολα πρέπει να αποτελούν µια ανεξάρτητη οµάδα στο γράφηµα (δηλαδή, 
να µην υπάρχουν δύο πιόνια δίπλα δίπλα κατά µήκος µιας ακµής).Η κίνηση γίνεται µε την 
ολίσθηση ενός πιονιού απο µια άκρη σε µια παρακείµενη κορυφή,µε την επιφύλαξη να 
διατηρηθεί ο περιορισµός της µη γειτονικότητας.Τότε το πρόβληµα του καθορισµού αν µε µια 
σειρά από κινήσεις θα µπορέσουµε νακουνήσουµε ένα συγκεκριµένο πιόνι, που ονοµάζεται 
Συρόµενα Πιόνια είναι  PSPACE-complete. 
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Το Subway Shuffle είναι άλλο ένα περιορισµένο παζλ µε συρόµενα πιόνια σε ένα 
ταµπλώ.Σε αυτό το παζλ και τα πιόνια και οι ακµές του ταµπλώ είναι χρωµατισµένες,η κίνηση 
είναι να σύρετε ένα πιόνι κατά µήκος µιας ακµής του χρώµατος του σε µια κενή διπλανή 
κορυφή. Ο στόχος είναι να µετακινήσετε ένα συγκεκριµένο πιόνι (το "βαγόνι του µετρό που 
έχετε επιβιβαστεί") µέχρι µια συγκεκριµένηκορυφή («την έξόδο τουσταθµού  σας»).Ένα δείγµα 
αυτού του παζλ παρουσιάζεται στο Σχήµα 12.Η πολυπλοκότητα του προσδιορισµού κατά 
πόσον υπάρχει λύση σε ένα δεδοµένο παζλ είναι ανοιχτή.Αυτό το ανοικτό πρόβληµα είναι 
αρκετά συναρπαστικό:η επίλυση του παζλ εµπειρικά φαίνεται δύσκολη,µε βάση τη γρήγορη 
αύξηση των ελάχιστου µήκους λύσεωνοσο αυξάνεται το µέγεθος του γραφήµατος.Ωστόσο,είναι 
εύκολο να προσδιοριστεί αν ένα πιόνι µπορεί να κινηθεί σε µία ακολουθία 
κινήσεων,καθιστώντας την απόδειξη που χρησιµοποιείται για τα Συρόµενα Πιόνια και 
προβλήµατα που σχετίζονται µε την σκληρότητα άχρηστα.Το Subway Shuffleµπορεί επίσης να 
θεωρηθεί ως µια γενικευµένη εκδοχή RushHourse1 × 1. 

Ένα άλλο είδος παζλ συρόµενων πιονιών είναι το Atomix,ένα παίγνιο στον υπολογιστή 
που δηµοσιεύτηκε για πρώτη φορά το 1990.Το παίγνιο διαδραµατίζεται σε ένα ορθογώνιο 
ταµπλώ,τα κοµµάτια είναι είτε τοίχοι (ακίνητα µπλοκ) ή άτοµα διαφορετικών τύπων.Μια 
κίνηση είναι να σύρετε ένα άτοµο,σε αυτή την περίπτωση το άτοµο πρέπει να συρθεί προς την 
κατεύθυνση της κίνησης µέχρι να χτυπήσει ένα τοίχο.Ο στόχος είναι να συγκεντρώσετε µια 
συγκεκριµένη οµάδα ατόµων (ένα µόριο).Οι Huffner,Edelkamp, Fernau, και Niedermeier 

παρατήρησαν οτι το Atomix ότι είναι τόσο δύσκολο όσο τα παζλ (  – 1), γι 'αυτό είναι NP-
δυσκολίας  να βρεθεί µια λύση ελάχιστων-κινήσεων.Οι Holzer και Schwoon αργότερα 
απέδηξαν το ισχυρότερο αποτέλεσµα οτι είναι PSPACE-complete ο προσδιορισµός του αν 
υπάρχει µια λύση.  

 
Το Lunar Lockout είναι ένα άλλο παράδειγµα παζλ συρόµενων πιονιών, παρόµοιο µε το 

Atomix στο ότι τα πιόνια κυλάνε µέχρι να σταµατηθούν.Το Lunar Lockout παρήχθη από την 
Think Fun µε τη µια,ουσιαστικά το ίδιο παίγνιο πωλείται τώρα ως “PikePete”.(Ακόµη 
νωρίτερα, το παίγνιο ονοµαζόταν "UFO".) Στο Lunar Lockout δεν υπάρχουν τοίχοι ή τα 
εµπόδια το πιόνι µπορεί να γλιστρήσει µόνο αν υπάρχει άλλο πιόνι σε κάποια θέση που να το 
σταµατήσει.Ο στόχος είναι να φτάσει ένα συγκεκριµένο πιόνι σε µια συγκεκριµένη θέση.Έτσι, 
οι κανόνες είναι αρκετά απλοί και φυσικοί ωστόσο,η πολυπλοκότητα είναι ανοικτή,αν και 
υπάρχουν µερικά αποτελέσµατα.Ο Hock έδειξε ότι Lunar Lockout είναι NP-δυσκολίας και ότι 
όταν το πιόνιπου πρέπει να φτάσει στη συγκεκριµένη θέση δεν µπορεί να ξαναπεράσει απο την 
ίδια θέση στο ταµπλώ,το πρόβληµα γίνεται NP-complete.Οι Hartline και Libeskind-Hadas 
δείχνουν ότι η γενίκευση του Lunar Lockout που επιτρέπει την ύπαρξη σταθερών µπλοκ είναι 
PSPACE-complete. 
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4.5.6 Ο Κύβος του Ρούµπικ και γενικεύσεις  

 
∆ιαφορετικά,το  – 1 παζλ µπορεί να θεωρηθεί ως µια ειδική περίπτωση καθορισµού 

για το αν µια µετάθεση Ν αντικειµένων µπορεί να γραφτεί ως ένα προϊόν (σύνθεση) των 
δεδοµένων παραγόµενων µεταθέσεων και αν ναι, η εύρεση ενός τέτοιου προϊόντος.Αυτή η 
οικογένεια των παζλ περιλαµβάνει επίσης τον Κύβο του Rubik(πρόσφατα φαίνεται να έχει 
επιλυθεί σε 26 κινήσεις και πολλές παραλλαγές του.Σε γενικές γραµµές,ο αριθµός των 
κινήσεων (όροι) απαιτούνται για την επίλυση ενός τέτοιου παζλ µπορεί να είναι εκθετικός(σε 

αντίθεση µε το PuzzleFifteen).Παρ 'όλα αυτά, ένας O( ) χρόνου αλγόριθµος µπορεί να 
αποφασίσει εάν ένα δεδοµένο παζλ αυτού του τύπου είναι επιλύσιµο και αν ναι,βρίσκει µια 
έµµεση αναπαράσταση της λύσης.Από την άλλη,η εύρεση µιας λύσης µε τις λιγότερες κινήσεις 
(όρους) είναι PSPACE-complete.Όταν σε κάθε δεδοµένη γεννήτρια µετατοπίζονται κυκλικά 
µόλις ένας συγκεκριµένος αριθµό των αντικειµένων,όπως στο PuzzleFifteen και όχι σε k × k × 
k όπως στον Κύβο του Ρούµπικ,οι Driscoll και Furst έδειξαν ότι τέτοια  παζλ µπορούν να 

λυθούν σε πολυωνυµικό χρόνο χρησιµοποιώντας µόνο O( ) κινήσεις. Επιπλέον Θ( ) είναι 
το καλύτερο δυνατό όριο για την χειρότερη περίπτωση,π.χ., όταν επιτρέπονται µόνο οι κινήσεις 
που αλλάζουν γειτονικά στοιχεία σε µια γραµµή.  
 

 

 

 

 

 

 

 

 

4.5.7 Συρόµενα µπλοκ και RushHour 

 
Μια κλασική αναφορά σε µια ευρεία κατηγορία των παζλ συρόµενων µπλοκ είναι από 

τον Hordern.Μία γενική µορφή αυτών των παζλ είναι ότι ορθογώνια κοµµάτια τοποθετούνται 
σε ένα ορθογώνιο κουτί και κάθε κοµµάτι µπορεί να κινείται οριζόντια και κάθετα,υπό την 
προϋπόθεση ότι τα κοµµάτια παραµένουν χωρισµένα. Ο στόχος είναι συνήθως είτε να 
µετακινήσετε ένα συγκεκριµένο κοµµάτι σε έναν συγκεκριµένο τόπο,ή να ρυθµίσετε εκ νέου 
µια διαµόρφωση σε µία άλλη.Ο Gardner πρώτος έθεσε το ζήτηµα του εάν υπάρχει ένας 
αποτελεσµατικός αλγόριθµος για την επίλυση αυτών παζλ.Οι Σπυράκης και Yap έδειξαν ότι η 
επίτευξη ενός συγκεκριµένης διαµόρφωσης σαν στόχος είναι NP-hard και υπέθεσαν PSPACE-
πληρότητα.Οι Hopcroft, Schwartz και Sharir απέδηξαν την PSPACE-πληρότητα λίγο 
αργότερα,µετονοµάζοντας το πρόβληµα σε «Πρόβληµα του Αποθηκάριου".Στο Πρόβληµα του 
Αποθηκάριου,δεν υπάρχει κανένας περιορισµός σχετικά µε τα µεγέθη των 
µπλοκ(κοµµατιών),τα µπλοκ στην απλοποίηση αυξάνονται µε το µέγεθος του περιέχοντος 
κουτιού.Αντιθέτως, στα περισσότερα παζλ συρόµενων-µπλοκ, το µπλοκ έχουν µικρά σταθερά 
µεγέθη.Τέλος, οι  Χερν και Demaine έδειξαν ότι είναι PSPACE-δύσκολιας να αποφασιστεί εάν 
ένα δεδοµένο µπλοκ µπορεί να κινηθεί καθόλου σε µια ακολουθία κινήσεων,ακόµη και όταν 
όλα τα µπλοκ είναι 1 × 2 ή 2 × 1. 
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Αυτό το αποτέλεσµα είναι το καλύτερο δυνατο: τα παραπάνω αποτελέσµατα για µη 
σηµασµένα πιόνια σε γραφήµατα δείχνουν ότι τα µπλοκ µε διαστάσεις 1 × 1 είναι εύκολο να 
ρυθµιστούν εκ νέου.Ένα δηµοφιλές παζλ συρόµενων µπλοκ είναι τοRushHour,που διανέµεται 
από την ThinkFunInc.(πρώην BinaryArtsInc).Μας δίνεται µια διαµόρφωση διαφόρων   1 × 2,3 
× 1, 2 × 1, και 3 × 1 ορθογώνιων µπλοκ διαττεταγµένα σε ένα πλέγµα m × n.(Στην εµπορική 
έκδοση, το ταµπλώ είναι 6 × 6, τα µήκους 2 ορθογώνια είναι τα αυτοκίνητα και τα µήκους 3 
ορθογώνια είναι τα φορτηγά.)Τα οριζόντια προσανατολισµένο µπλοκ µπορούν να γλιστρούν 
αριστερά και δεξιά και τακάθετα προσανατολισµένα µπλοκ µπορούν να γλιστρούν πάνω και 
κάτω,µε την προϋπόθεση τα µπλοκ παραµένουν χωρισµένα.(Αυτοκίνητα και φορτηγά µπορούν 
να οδηγήσουν µόνο προς τα εµπρός ή προς τα πίσω.)Ο στόχος είναι να αφαιρέσετε ένα 
συγκεκριµένο µπλοκ από το παζλ µέσα απο το άνοιγµα σε ένα σηµείο του οριοθετηµένου 
ορθογώνιου.Οι Flake και Baum απέδειξαν ότι η διατύπωση αυτή του RushHour είναι PSPACE-
complete.Η προσέγγισή τους είναι επίσης η βάση για την µη-καθοριστική περιορισµένη λογική 
που περιγράφεται στο τµήµα 3.Μια εκδοχή του RushHour που παίζεται σε ένα τριγωνικό 
πλέγµα,Triagonal Slide-Out,είναι επίσης PSPACE-complete.Οι Tromp και Cilibrasi 
ενίσχυσαντα αποτελέσµατα των Flake και Baum αποδεικνύοντας ότι το RushHour παραµένει 
PSPACE-complete ακόµα και όταν όλα τα τµήµατα έχουν µήκος 2 (αυτοκίνητα).Η 
πολυπλοκότητα του προβλήµατος παραµένει ανοιχτή όταν όλα τα µπλοκ είναι 1 × 1, αλλά 
ετικεταρισµενα αν θα κινούνται µόνο οριζοντίως ή µόνο κάθετα,οπως και µε 
SubwayShuffle,την επίλυση του παζλ (να αφαιρέσεται το µπλοκ-στόχο από το κουτί) εµπειρικά 
φαίνεται δύσκολο ενώ είναι εύκολο να προσδιοριστεί εάν ένα µπλοκ µπορεί να κινηθεί καθόλου 
µε µια ακολουθία κινήσεων.Πράγµατι,το 1 × 1 RushHour είναι µια περιορισµένη µορφή του 
SubwayShuffle,όπου υπάρχουν µόνο δύο χρώµατα,το γράφηµα είναι ένα πλέγµα και οι 
οριζόντιες και κάθετες ακµές χρησιµοποιούν διαφορετικά χρώµατα.Ετσι, θα είναι ευκολότερο 
να βρεθούν θετικά αποτελέσµατα για 1 × 1 RushHour και πιο εύκολο να βρεθούν 
αποτελέσµατα για τη σκληρότητα  του SubwayShuffle.Εµείς εικάζουµε ότι και τα δύο είναι 
PSPACE-complete, αλλά οι υπάρχουσες τεχνικές απόδειξης φαίνεται να είναι ανεφάρµοστες. 
 

4.5.8 Σπρώχνοντας µπλοκ 

 
Παρόµοια στο πνεύµα µε τα παζλ συρόµενων µπλοκ ειναι τα παζλ όπου τα κοµµάτια(µπλοκ) 
σπρώχνονται.Στα παζλ µε συρόµενα µπλοκ,ένας εξωτερικός παράγωντας µπορεί να κουνίσει 
αυθαίρετα όποιο µπλοκ θέλει,ενώ στα παζλ όπου σπρώχνονται τα µπλοκ το αναθέτουµε σε ένα 
ροµπότ που µπορεί να µετακινήσει µόνο γειτονικά µπλοκ, αλλά µπορεί επίσης να κινηθεί 
µόνοτου µέσα στο κενό χώρο. Η µελέτη αυτού του τύπου παζλ ξεκίνησε από Wilfong ο οποίος 
απέδειξε ότι η απόφαση εαν το ροµπότ µπορεί να φτάσει σε ένα επιθυµητό στόχο είναι NP-
δύσκολιας,όταν το ροµπότ µπορεί να ωθήσει και να τραβήξει µπλοκ σχηµατος L.  
 

Μετά απο την δουλειά του Wilfong,η έρευνα έχει επικεντρωθεί στο απλούστερο 
µοντέλο στο οποίο το ροµπότ µπορεί να ωθήσει µόνο και τα µπλοκ είναι τετράγωνα1 x 1.Οι 
τύποι των παζλ διακρίνονται περαιτέρω ανάλογα µε το πόσα πολλά µπλοκ µπορούν να 
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σπρωχτούν ταυτόχρονα,είτε αν µπορούν να ορίζονται κάποια µπλοκ σανακίνητα ή σταθερά 
(συνδεδεµένα µε τοταµπλώ),το πόσο µακριά κινούνται τα µπλοκ όταν τα ωθείσουµε, και το 
στόχο (συνήθως για το ροµπότ να φτάσει σε µια συγκεκριµένη τοποθεσία).Οι Dhagat και 
O'Rourke ξεκίνησαν την εξερεύνηση των παζλ µε τετράγωνα µπλοκ αποδεικνύοντας ότι το 
Push-*,στο οποίο αυθαιρέτως πολλά µπλοκ µπορεί να σπρωχτούν ταυτόχρονα,είναι NP-
δυσκολίας αν υπάρχουν σταθερά µπλοκ.Οι Bremner,O'Rourke και Shermer[ενίσχυσαν αυτό το 
αποτέλεσµα σε PSPACE-πληρότητα.Πρόσφατα, ο Hoffmann απέδειξε ότι το Push-* είναι NP-
δύσκολο ακόµη και χωρίς σταθερά µπλοκ, αλλά παραµένει ανοιχτό το αν είναι σε NP ή  
PSPACE complete. 

  
Αρκετά άλλα αποτελέσµατα επιτρέπουν να ωθείται µόνο ένα µπλοκ την φορά. Σε αυτό 

το πλαίσιο,τα σταθερά µπλοκ είναι λιγότερο σηµαντικά,γιατί ένα σύµπλεγµα µπλοκ 2 × 2 δεν 
µπορεί να διαταραχθεί.Ενα γνωστό παζλ στον υπολογιστή σε αυτό το πλαίσιο είναι το 
Sokoban,όπου ο στόχος είναι να τοποθετηθεί το κάθε µπλοκ επάνω στα στοχευµένα 
τετράγωνα.Αυτό το παζλ αποδείχθηκε NP-δύσκολίας από τους Dor και Zwick και αργότερα 
PSPACE-complete από τον Culberson.Υστερα αυτό το αποτέλεσµα ενισχύθηκε σε 
διαµορφώσεις µε µη σταθερά µπλοκ.Ενα απλό παζλ, που ονοµάζεται Push-1, προκύπτει όταν ο 
στόχος είναι απλά για το ροµπότ να φτάσει σε µια συγκεκριµένη θέση, χωρίς να  υπάρχει 
κανένα σταθερό µπλοκ.Οι Demaine και O'Rourke αποδεικνύουν ότι αυτό το παζλ είναι NP-
δύσκολο,αλλά παραµένει ανοιχτό το αν είναι NPήPSPACE-complete.Από την άλλη πλευρά,η 
PSPACE-πληρότητα έχει αποδειχθεί για το Push-2-F,στο οποίο υπάρχουν σταθερα µπλοκ και 
το ροµπότ µπορεί να ωθήσει δύο µπλοκ σε συγχρόνως . 
 

 
Μια παραλλαγή στη σειρά των Pushπαζλ,που ονοµάζεται PushPushείναι όταν ένα 

µπλοκ ολισθαίνει οσο το δυνατόν πιο µακριά όταν ωθηθεί.Τέτοια παζλ προκύπτουν σε ένα 
παίγνιο του υπολογιστή µε το ίδιο όνοµα Το PushPush-1 αποδείχτηκε οτι είναι NP-hard λίγο 
νωρίτερα από ό, τι το Push-1 η απλοποίηση Push-1 ισχύει και για το Push- Push-1.Το 

PushPush-k αργότερα εµφανίζεται σαν PSPACE-complete για κάθε σταθερόk 1.Η απλοποίηση 
του Hoffmann για το Push-* αποδεικνύει επίσης ότι Push- Push-* είναι NP-hard όταν δεν 
υπάρχουν σταθερά κοµµάτια.  

 
Μια άλλη παραλλαγή, που ονοµάζεται Push-X,δεν επιτρέπει στο ροµπότ να 

ξαναπεράσει απο το ίδιο τετράγωνο.Αυτή η κατεύθυνση προτάθηκε σε,διότι τοποθετεί αµέσως 
το παζλ στο NP.Οι Demaine και Hoffmann απέδειξαν ότι το Push-1X και το PushPush-1X είναι 
NP-complete.Η απλοποίηση του Hoffmann για το Push-* καθορίζει επίσης την NP-πληρότητα 
του Push-*X χωρίς σταθερά µπλοκ.Ο Friedman θεωρεί ότι µια άλλη παραλλαγή,όπου ενεργεί η 
βαρύτητα στα µπλοκ (αλλά όχι στο ροµπότ):όταν ένα µπλοκ ωθείται πέφτει αν δεν 
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υποστηρίζεται.∆είχνει ότι το Push-1-G,όπου το ροµπότ µπορεί να ωθήσει µόνο ένα τετράγωνο, 
είναι NP-hard.  

 
          Το RiverCrossing,ένα άλλο παζλ της ThinkFun,είναι παρόµοιο µε τα παζλ όπου τα µπλοκ 
ωθούνται στο ότι υπάρχει ένα µοναδικό κοµµάτι που πρέπει να χρησιµοποιηθεί για να 
κουνίσουµε τα υπόλοιπα κοµµάτια του παζλ.Το ταµπλώ του  παίγνιου είναι ένα πλέγµα,µε 
κενές ορισµένες διασταυρώσεις και σανίδες τοποθετηµένες µεταξύ των κενών, κατά µήκος των 
γραµµών του πλέγµατος. Ενα ειδικό κοµµάτι,ο πεζοπόρος, βρίσκεται πάντα σε κάποια σανίδα 
και µπορούν να περπατήσει κατά µήκος ενοµένων σανίδων.Μπορεί επίσης να πάρει και να  
κουβαλήσει µια µόνο σανίδα τη φορά και να βάλει τη σανίδα µεταξύ των κατάλληλα 
κατανεµηµένων κενών.Ο στόχος είναι για τον πεζοπόρο να φτάσει σε ένα  συγκεκριµένο 
κούτσουρο. 
 

Το Σχήµα παρακάτω δείχνει ένα παράδειγµα.Ο Χερν αποδεικνύει ότι το RiverCrossing 
είναι PSPACE-complete,µε µια απλοποίηση Περιορισµένης Λογικής. 

 
 

4.5.9 ΚυλιόµεναBlocks 

 
Σε ορισµένες παζλ τα µπλοκ µπορούν να αλλάζουν τον προσανατολισµό τους, καθώς 

και τη θέση τους.Τα παζλ κυλιόµενων-κύβων διαδόθηκαν από τον MartinGardner στη στήλη 
του Μαθηµατικοί Αγώνες στο περιοδικό Scientific American.Σε αυτά τα παζλ, ένας ή 
περισσότεροι κύβοι µε ορισµένες επισηµασµένες πλευρές (συχνά ζάρια) τοποθετούνται σε ένα 
πλέγµα και µπορούν να κυλήσουν από θέση σε θέση,περιστρέφοντας τις πλευρές 
τους.Ορισµένες θέσεις µπορεί να έχουν ετικέτες που πρέπει να ταιριάζουν µε την ετικέτα του 
πάνω πρόσωπου του κύβου που επισκέπτεται τη κενή θέση.Οι στόχοι του παζλ περιλαµβάνουν 
την ολοκλήρωση γενικά κάποιου είδους γύρου,ικανοποιόντας κάποιους περιορισµούς ετικέτας 
(π.χ., εξασφαλίζοντας ότι ποτέ ένα συγκεκριµένο ετικεταρισµένο πρόσωπο δεν θα δείχνει προς 
τα πάνω).Πρόσφατα ο Buchin επισηµοποιησε αυτό το είδος προβλήµατος και έδωσε αρκετά 
αποτελέσµατα.Στην εκδοχή του, κάθε ετικεταρισµένη κενή θέση πρέπει να επισκεφθεί,µε την 
ετικέτα στην επάνω επιφάνεια του κύβου να ταιριάζει µε την ετικέτα της κενής θέσης.Οι κενές 
θέσεις µπορούν να σηµανθούν σαν µπλοκαρισµένες,ή ελεύθερες.Οι µπλοκαρισµένες κενές 
θέσεις δεν µπορούν να επισκεφθουν,ενώ οι ελεύθερες κενές θέσεις µπορουν να 
επισκεφθουν,ανεξάρτητα απο τον προσανατολισµό του κύβου.Τέτοια παζλ έχουν αποδειχθεί να 
είναι εύκολα αν οι ετικεταρισµένες κενες θέσεις µπορούν να επισκεφθουν πολλές φορές.Εάν 
κάθε ετικεταρισµένη κενή θέση πρέπει να επισκεφθεί ακριβώς µια φορα, το πρόβληµα γίνεται 
NP-complete. 

 
Tα παζλ των κυλιόµενων-µπλοκ γενικοποιήθηκαν αργότερα από τον Richard Tucker 

για τα παζλ, όπου τα µπλοκ δεν χρειάζεται να είναι πλέον κύβοι.Σε αυτά τα παζλ τα κοµµάτια 
είναι κουτιά k × m × n.Συνήθως,µερικά κελιά (κενές θέσεις)του πλέγµατος έχουν αποκλειστεί 
και ο στόχος είναι να µετακινήσετε ένα µπλοκ από µια αρχική θέση σε µια τελική θέση µε 
διαδοχικές περιστροφές σε αµπλοκάριστα κελιά. Ο Buchin πρόσφατα έδειξε ότι αυτά τα παζλ 
είναι  PSPACE-complete όταν χρησιµοποιούνται πολλαπλά κυλιόµενα µπλοκ. 
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4.5.10 Peg Solitaire (Hi-Q) 

 
Το κλασικό παζλ PegSolitaire φαίνεται στο παρακάτω σχήµα.Πείροι είναι 

διατεταγµένοι σε ένα ελληνικό σταυρό,µε το κεντρικό πείρο να λείπει.Σε κάθε κίνηση ένας 
πείρος πηδά πάνω από έναν άλλο πείρο (δίπλα οριζόντια ή κάθετα) προς την κενή θέση στο 
σταυρό και αφαιρεί τον πείρο που πήδηξε.Ο στόχος είναι να µείνει ένας µόνο πείρος,σε ιδανική 
τοποθεσία στο το κέντρο.Μια φυσική γενίκευση του PegSolitaire είναι να χρησιµοποιήσουµε 
πείρους διατεταγµένους σε ένα n × n ταµπλώ και ο στόχος είναι να µείνει ένας µόνο πείρος.Οι 
Uehara και Iwata απέδειξαν ότι είναι NP-complete η απόφαση εάν ένα τέτοιο παζλ είναι 
επιλύσιµο.  
 

 
Από την άλλη πλευρά,οι Moore και Eppstein απέδειξαν ότι η µονοδιάστατη ειδική 

περίπτωση(πείροι κατά µήκος µιας γραµµής) µπορεί να λυθεί σε πολυωνυµικό χρόνο. 
Χρησιµοποιώντας αυτό το αποτέλεσµα,οι Moore και Eppstein οικοδόµησαν έναν 
πολυωνυµικού χρόνου αλγόριθµο για να µεγιστοποιήσουν τον αριθµό των πείρων που 
αφαιρούνται από οποιαδήποτε δεδοµένο παζλ.  

Οι Moore και Eppstein επίσης µελέτησαν το φυσικό αµερόληπτο παίγνιο δύο 
παικτών,που προκύπτει από το PegSolitaire ,το duotaire:οι παίκτες αναλαµβάνουν εκ 
περιτροπής το άλµα µε τον πείρο και ο νικητής καθορίζεται από το κανονικό παίγνιο.  

 

4.5.11  Πασιέντζα µε Χαρτιά (τράπουλα) 

 
∆ύο παίγνια πασιέντζας µε τραπουλόχαρτα έχουν αναλυθεί από την άποψη της 

πολυπλοκότητας.Με όλα αυτά τα παίγνια,πρέπει να γενικεύσουµε τη τράπουλα πέραν των 52 
καρτών.Η τυπική προσέγγιση είναι να κρατηθεί ο αριθµός των χρωµάτων σταθερά σε τέσσερα, 
αλλά να αυξηθείο αριθµός των βαθµών σε κάθε χρώµα σε n. 

 
Το Klondike ή Solitaire είναι το κλασικό παίγνιο,που ήταν πακέτο µε τα 

MicrosoftWindows από τις πρώτες ηµέρες τους.Στην τέλεια πληροφόρηση αυτού του 
παίγνιου,εµείς υποθέτουµε ότι ο παίκτης γνωρίζει όλα τα χαρτιά που κανονικά είναι 
κρυµµένα.Οι Longpre και McKenzie απέδειξαν ότι η εκδοχή τέλειας-πληροφορίας είναι NP-
complete,ακόµα και µε µόλις τρία χρώµατα.Αποδεικνύουν επίσης ότι το Klondike µε ένα µαύρο 
χρώµα και ένα κόκκινο είναι NL-δυσκολίας,το Klondike µε οποιοδήποτε σταθερό αριθµό 
µαύρου χρώµατος και χωρίς καθόλου κόκκινα κοστούµια είναι σε NL και τέλος το Klondike µε 

ένα µόνο χρώµα είναι σε [3] µεταξύ άλλων αποτελεσµάτων.  
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Οι Κυψέλες είναι ένα άλλο κοινό παίγνιο που διανέµεται απότα Microsoft 
WindowsXP.Εµείς δεν θα επιχειρήσουµε να περιγράψουµε τους κανόνες εδώ.Ο Helmert 
απέδειξε ότι Κυψέλες είναι NP-complete,για κάθε σταθερό θετικό αριθµότων ελευθέρων 
κελιών. 
 

 

 

 

 

 

4.5.12 Jigsaw, Edge-Matching, Πλακάκια, και Παζλ συσκευασίας  

 
Το jigsaw παζλ είναι άλλο ένα από τα δηµοφιλή είδη των παζλ,που χρονολογείται από 

το 1760s.Ένας τρόπος για να συγκεκριµενοποιήσουµε το παζλ είναι ως µια συλλογή από 
τετράγωνα κοµµάτια,όπου κάθε πλευρά είναι είτε ευθεία ή χαρακτιρίζεται απο µια εξοχή ή µια 
εσοχή ενός συγκεκριµένου σχήµατος.Ο στόχος είναι να οργανωθούν τα δεδοµένα 
κοµµάτια,έτσι ώστε να σχηµατίζουν ακριβώς ένα δεδοµένο ορθογώνιο σχήµα.Αν και αυτή η 
τυποποίηση δεν επιτρέπει στα σχηµατα που βρίσκονται στα κοµµάτια(σχέδιο του παζλ) να 
δώσουν στοιχεία σχετικά µε το αν τα κοµµάτια ταιριάζουν,αυτές οι πληροφορίες µπορούν απλά 
να κωδικοποιηθούν στα σχήµατα των εξοχών και των εσοχών, που τα καθιστά συµβατά µόνο 
όταν τα σχήµατα επίσης ταιριάζουν.Η απόφαση για το αν ένα τέτοιο παζλ έχει λύση 
αποδείχτηκε πρόσφατα NP-complete . 

 
Ενας στενά συνδεδεµένο είδος παζλ είναι τα παζλ µε αντιστοιχεία των πλευρών(edge 

matching puzzles, που χρονολογούνται από τη δεκαετία του 1890.Στην απλούστερη µορφή,τα 
κοµµάτια είναι τετράγωνα και αντί των εξοχών ή εσοχών,κάθε άκρη είναι χρωµατισµένη για να 
δείξει τη συµβατότητα.Τα τετράγωνα µπορούν να τοποθετηθούν πλάι-πλάι όταν τα χρώµατα 
των ακµών ταιριάζουν,είτε είναι ακριβώς ίδια ή είναι αντίθετα.Πάλι ο στόχος είναι να 
τακτοποιηθούν τα κοµµάτια σε ένα δεδοµένο ορθογώνιο.Τα παζλ αντιστοίχισης των άκρων 
είναι κοινά στην πραγµατικότητα,όπου τα χρώµατα είναι στην πραγµατικότητα εικόνες απο 
σαύρες, έντοµα, κλπ.και µία πλευρά δείχνει το κεφάλι ενώ η άλλη την ουρά.Τέτοια παζλ είναι 
σχεδόν ταυτόσηµα µε το Jigsaw παζλ,µε τις εσοχές και εξοχές στη θέση των σηµαδιών,τα 
jigsaw παζλ είναι ουσιαστικά η ειδική περίπτωση κατά την οποία το όριο πρέπει να έχει 
οµοιόµορφο χρώµα.Έτσι, τα παζλ αντιστοίχησης των άκρων είναι NP-complete και στην 
πραγµατικότητα,το ίδιο είναι και τα παζλ αντιστοίχησης αχαρακτήριστων άκρων . 

  
Ενα παλαιότερο αποτέλεσµα του Berger αποδεικνύει ότι η άπειρη γενίκευση των παζλ 

αντιστοίχισης-ακµών,όπου ο στόχος είναι να πλακοστρώσουµε ολόκληρο το επίπεδο µε 
δεδοµένα απείρως πολλά αντίγραφα του κάθε τύπου πλακιδίων,δεν µπορεί να αποφασιστεί 
(undecidable).Το αποτέλεσµα αυτό είναι για τα παζλα αχαρακτήριστων άκρων,αλλά µε µια 
απλή µείωση σε ισχύει και για τα παζλ χαρακτηρισµένων άκρων.Προς την ίδια 
κατεύθυνση,οιGarey,Johnson και Παπαδηµητρίου παρατήρησαν ότι το πεπερασµένη έκδοση µε 
έναν συγκεκριµένο ορθογώνιο στόχο είναι NP-complete,όταν δίνονται αυθαίρετα µεγάλος 
αριθµός αντίτυπων για κάθε τύπο πλακιδίων.Αντίθετα, το παραπάνω πεπερασµένο αποτέλεσµα 
απαιτεί το κάθε δεδοµένο πλακίδιο να χρησιµοποιείται ακριβώς µία φορά, το οποίο αντιστοιχεί 
περισσότερο στα πραγµατικά παζλ.Μια οικογένεια σχετική µε παζλ µε πλακάκια ή 
συσκευασίας περιλαµβάνει πολυµορφές (polyforms?) όπως polyominoes,ενώσεις άκρη µε άκρη 
τετραγώνων µονάδων.Σε γενικές γραµµές, µας δίνεται µια συλλογή από τέτοια σχήµατα και 
µιαδιαµόρφωση στόχο είτε να την πλακοστρώσουµε(να καλύψουµε ακριβώς την επιφάνεια) ή 
την πακετάρουµε (να τη σχηµατίσουµε έστω µε τα κενά).Σε αµφότερες τις περιπτώσεις,τα 
κοµµάτια δεν µπορούν να επικαλύπτονται,έτσι ώστε το πρόβληµα της πλακόστρωσης είναι 
στην πραγµατικότητα µια ειδική περίπτωση κατά την οποία οι επιφάνεις των κοµµατιών 
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αθροίζονται στο σύνολο της ζητούµενης επιφανειας στόχου.Ένα από τα λίγα θετικά 
αποτελέσµατα είναι το (µαθηµατικό) ντόµινο,polyominoes(ορθογώνια) που αποτελούνται απο 
δύο τετράγωνα το καθένα:τα προβλήµατα πλακόστρωσης (tiling) και πακεταρίσµατος (packing) 
ευθυγραµµισµένα µε το πλέγµα µπορούν να λυθούν σε πολυωνυµικό χρόνο για αυθαίρετα 
σχήµατα µε στόχο το τέλειο και µέγιστο ταίριασµα των polyomino.Αντίστοιχα, δείτε επίσης, το 
κοµψό κριτήριο πλακόστρωσης του Thurston.Σε αντίθεση, µε το "πραγµατικό" ντόµινο, όπου 
κάθε τετράγωνο έχει ένα χρώµα και τα δίπλα ντόµινο πρέπει να ταιριάζουν µε το χρώµα,η 
πλακόστρωση (και ως εκ τούτου το πακετάρισµα) γίνεται NP-complete.Το πρόβληµα της 
πλακόστρωση είναι επίσης NP-complete,όταν το σχήµα στόχος είναι ένα polyomino µε κενά 
(τρύπες) και τα κοµµάτια είναι όλα ίδιατετράγωνα 2 × 2, ή ορθογώνια 1 × 3, ή σχήµατα L2 × 2 
.Το πρόβληµα του πακεταρίσµατος και της πλακόστρωσης είναι NP-complete όταν τα δεδοµένα 
κοµµάτια είναι διαφορετικού µεγέθους τετράγωνα και το σχήµα στόχος είναι ένα 
τετράγωνο.Τέλος, το πρόβληµα της πλακόστρωσης είναι NP-complete,όταν τα δεδοµένα 
κοµµάτια είναι πολυαλγορυθµικής-περιοχής polyominoes και το σχήµα στόχος είναι ένα 
τετράγωνο ,αυτό το αποτέλεσµα προκύπτει από την προσοµοίωση των παζλ jigsaw. 

 

4.5.13 Ναρκαλιευτής (Minesweeper) 

 
Ο Ναρκαλιευτής είναι ένα πολύ γνωστό παζλ ατελούς-πληροφορίας στον υπολογιστή 

και διαδόθηκε από συµπερίληψη του στα Microsoft Windows.Το παίγνιο λαµβάνει χώρα σε ένα 
ταµπλώ n × n, και ο παίκτης δεν ξέρει ποιά πλακίδια (κελιά) περιέχουν νάρκες.Μια κίνηση 
αποτελείται από την αποκάλυψη ενός τετραγώνου,εάν το τετράγωνο περιέχει νάρκη ο παίκτης 
χάνει και αλλιώς αποκαλύπτεται στον παίκτη ο αριθµός των ναρκών στα 8 παρακείµενα 
πλακίδια.Ο παίκτης γνωρίζει επίσης το συνολικό αριθµό των ναρκών που κρύβονται σε όλο το 
ταµπλώ.Υπάρχουν διάφορα ενδιαφέροντα προβλήµατα στον Ναρκαλιευτή.Για 
παράδειγµα,δίνεται µια διαµόρφωση µε µερικά ακάλυπτα τετράγωνα (το καθένα, µε τον αριθµό 
των γειτονικών ναρκών),υπάρχει µια θέση που θα µπορούσε να αποκαλυφθεί µε 
ασφάλεια;Γενικότερα, ποια είναι η πιθανότητα ένα συγκεκριµένο τετράγωνο να περιέχει 
νάρκη,υποθέτοντας µια οµοιόµορφη κατανοµή των υπόλοιπόµενων ναρκών;           Μια 
διαφορετική γενίκευση του πρώτου ερωτήµατος είναι εάν µια δεδοµένη διαµόρφωση είναι 
ρεαλιστική,δηλαδή, µπορεί να πραγµατοποιηθεί η συγκεκριµένη  µε τη συλλογή των 
ναρκών.Ένα δοκιµαστικό πούλι θα επετρέπε να διαπιστωθεί εάν ένα τετράγωνο µπορεί να είναι 
εγγυηµένα ελεύθερο ή µε νάρκη.Ένα επιπλέον πρόβληµα είναι αν µια δεδοµένη διαµόρφωση 
έχει µια µοναδική υλοποίηση.Ο Kaye αποδεικνύει ότι η δοκιµή συνέπειας (consistency) είναι 
NP-complete.Το αποτέλεσµα αυτό αφήνει ανοικτό την πολυπλοκότητα των παραπάνω 
ερωτήσεων.Οι Fix και McPhail ενίσχυσαν το αποτέλεσµα του Kaye δείχνοντας NP-πληρότητα 
του προσδιορισµού της συνέπειας,όταν οι αριθµοί που φαίνονται είναι όλοι το πολύ 1.Ο 
McPhail επίσης δείχνει ότι, δεδοµένης µια συνεπούς τοποθέτησης των ναρκών,ο καθορισµός 
του αν υπάρχει άλλη συνεπής τοποθέτηση είναι NP-complete (ASP-πληρότητας από το τµήµα 
5,4). 

Ο Kaye αποδεικνύει επίσης, ότι µια γενίκευση στο άπειρο του Ναρκαλιευτή είναι 
undecidable.Συγκεκριµένα,το ερώτηµα είναι κατά πόσον µια δεδοµένη πεπερασµένη 
διαµόρφωση µπορεί να επεκταθεί σε ολόκληρο την επιφάνεια.Οι κανόνες επιτρέπουν ένα πολύ 
πιο ισχυρό επίπεδο των πληροφοριών που αποκαλύπτονται οσο αποκαλύπτονται τα 
τετράγωνα,για παράδειγµα,ανακαλύπτοντας ότι ένα τετράγωνο έχει µια συγκεκριµένη ετικέτα 
(αριθµό) θα µπορούσε να σηµαίνει ότι υπάρχουν ακριβώς 3 συνεχόµενα κελιά µε µια άλλη 
συγκεκριµένη ετικέτα.(Η έννοια της νάρκης χάνεται.)  

 
Ο Hearn υποστηρίζει ότι η «φυσική» ερώτηση απόφασης στον Ναρκαλιευτή, 

σύµφωναµε τη στάνταρ διαδικασία για τα αποτελέσµατα της πολυπλοκότητας στα παζλ,είναι το 
κατά πόσο ένα δεδοµένο (υποτίθεται συνεπές)παράδειγµα µπορεί (σίγουρα) να λυθεί, το οποίο 
είναι ένα διαφορετικό θέµα από οποιοδήποτε από τα παραπάνω. Παρατηρεί ότι µια απλή 
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τροποποίηση στην  κατασκευή του Kaye δείχνει ότι το ζήτηµα αυτό είναι coNP-complete, 
µιαασυνήθιστη τάξη πολυπλοκότητας για ένα παζλ.Η απλοποίηση έιναι από την 
Ταυτολογία.(Εάν η περίπτωση δεν είναι γνωστό οτι είναι συνεπής,τότε το πρόβληµα µπορεί να 
µην είναι σε coNP.) Σηµειώστε ότι αυτό το ερώτηµα δεν είναι το ίδιο όπως το αν µια  
συγκεκριµένη διάταξη έχει µια µοναδική υλοποίηση:θα µπορούσαν να υπάρξουν πολλές λύσεις, 
εφ ' όσον στον παίκτης εγγυάται ότι οι σιγουρα-ασφαλείς κινήσεις θα αποκαλύψουν τελικά το 
σύνολο της διαµόρφωσης. 
 

4.5.14 Mahjong Solitaire (Shanghai) 

 
Η πασιέντζα Majong ή Σαγκάη είναι ένα κοινό ηλεκτρονικό παίγνιο που παίζεται µε τα 

πλακίδια Mahjong,στοιβάζονται σε ένα µοτίβο όπου κάποια πλακίδια µένουν κρυφά και άλλα 
φαίνονται, και µερικά είναι εντελώς εκτεθειµένα. Κάθε κίνηση αφαιρεί ένα ζευγάρι πλακιδίων 
που είναι εντελώς εκτεθειµένα,υπάρχουν ακριβώς τέσσερα πλακάκια κάθε τάξης ισοδυναµίας 
που να ταιριάζουν.Ο στόχος είναι να αφαιρεθούν όλα τα κεραµίδια. 

Οι Condon,Feigenbaum,Lund και Shor απέδειξαν ότι είναι PSPACE-δυσκολίας να 
προσεγγιστεί η µέγιστη πιθανότητα να αποµακρυνθούν όλα τα πλακίδια κατά έναν 

παράγοντα , υποθέτοντας ότι υπάρχουν αυθαίρετα πολλές τετράδες πλακιδίων και ότι τα 
κρυφα πλακίδια οµοιόµορφα κατανεµηµένα.Ο Eppstein απέδειξε ότι είναι NP-complete το να 
αποφασίσει αν όλα τα πλακίδια µπορούν να αφαιρεθούν στην τέλειας-πληροφορίας εκδοχή 
αυτού του παζλ, όπου είναι γνωστές όλες οι θέσεις των πλακιδίων. 

 

4.5.15 Tetris 

 
Το Tetris είναι ένα δηµοφιλές παζλ για τους υπολογιστές εφευρέθηκε στα µέσα της 

δεκαετίας του 1980 από τον Alexey Pazhitnov και από το 1988 έγινε το καλύτερο σε πωλήσεις 
παίγνιο στις Ηνωµένες Πολιτείες και την Αγγλία.Το παίγνιο παίζεται σε ένα ορθογώνιο πλέγµα 
(αρχικά, 20 × 10) µε ορισµένες κελιά να καταλαµβάνονται από µπλοκ.Κατά τη διάρκεια κάθε 
κίνησης,ο υπολογιστής παράγει ένα κοµµάτι tetromino και το τοποθετεί στην κορυφή του 
πλέγµατος,ο παίκτης µπορεί να περιστρέψει το κοµµάτι και να το σπρώξει το προς τα αριστερά 
ή προς τα δεξιά καθώς πέφτει προς τα κάτω.Όταν το κοµµάτι χτυπά ένα άλλο κοµµάτι ή το 
πάτωµα, παγώνει στη θέση του και η κίνηση τελειώνει.Επίσης, αν υπάρχουν µια εντελώς 
γεµάτη σειρα,εξαφανίζεται,φέρνοντας κάτω τα υπόλοιπα κατά ένα επίπεδο.Για να κάνουν ένα 
παζλ Tetris τέλειας-πληροφορίας,ο Breukelaaretal υπέθεσε ότι ο παίκτης γνωρίζει εκ των 
προτέρων την πλήρη αλληλουχία των τεµαχίων που πρόκειται να πεσουν στο πλέγµα.Τέτοια 
παζλ εµφανίζονται στο GamesMagazine, για παράδειγµα.  
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4.5.16 Clickomania (SameGame) 

 
Η Clickomania ή SameGame είναι ένα παζλ του υπολογιστή που αποτελείται από ένα 

ορθογώνιο πλέγµα µε τετράγωνα χρωµατισµένο µε ένα απο τα kµ χρώµατα. Οριζοντίως και 
κατακορύφως γειτονικα µπλοκ του ίδιου χρώµατος θεωρούνται µέρος της ίδιας οµάδας.Μια 
κίνηση επιλέγει µια οµάδα που περιέχει τουλάχιστον δύο µπλοκ και αποµακρύνει αυτά τα 
τµήµατα και ακολουθείται από δύο κανόνες "πτώσης", βλέπε Εικόνα.Κατ 'αρχάς,κάθε µπλοκ 
που παραµένει πάνω από τις τρύπες που δηµιουργήθηκαν απο την αφαίρεση πέφτει κάτω ανά 
στήλη.∆εύτερον, αφαιρούνται η τυχόν κενές στήλεςσύροντας τις στήλες που µένουν προς τα 
αριστερά. 

 
Σχήµα 4.4 

 
 Οι κανόνες για την αφαίρεση µιας οµάδας στην Clickomania (κορυφή),µια 

αποτυχηµένη προσπάθεια (µέση), και µια επιτυχηµένη λύση (κάτω).Ο κύριος στόχος στην 
Clickomania είναι να αφαιρέσετε όλα τα µπλοκ.Ένα απλό παράδειγµα για το οποίο αυτό είναι 



Μεταπτυχιακή ∆ιατριβή                                                                                                                     Ιωάννου Κωνσταντίνος 

Θεωρία Παιγνίων και Ειδικές εφαρµογές στην καθηµερινότητα 

 

94

αδύνατο είναι η σκακιέρα,όπου καµία κίνηση δεν µπορεί να γίνει. Ένας δευτερεύων στόχος 

είναι να µεγιστοποιηθεί το σκορ,που συνήθως ορίζεται από πόντους που απονέµονται για 
την αφαίρεση µιας οµάδας k µπλοκ.Ο Biedl απέδειξε ότι είναι NP-complete η απόφαση αν όλα 
τα µπλοκ µπορούν να αφαιρεθούν σε ένα παζλ Clickomania.Αυτό το αποτέλεσµα 
πολυπλοκότητας ισχύει ακόµα και για τα παζλ µε δύο στήλες και πέντε χρώµατα και για παζλ 
µε πέντε στήλες και τρία χρώµατα.Από την άλλη πλευρά,για παζλ µε µια στήλη (ή µία γραµµή) 
και αυθαίρετα πολλά χρώµατα,έδειξε ότι ο µέγιστος αριθµός των µπλοκ µπορεί να αφαιρεθεί σε 
πολυωνυµικό χρόνο . 

 
∆ιάφορες περιπτώσεις του παζλ Clickomania παραµένουν ανοικτές,για παράδειγµα, 

παζλ µε δύο χρώµατα, και παζλ µε O(1) σειρές.Ο Richard Nowakowski πρότεινε µια εκδοχή 
δύο παικτών του παζλ Clickomania,που περιγράφεται στο στο οποίο οι παίκτες αναλαµβάνουν 
εκ περιτροπής την αφαίρεση των οµάδων και το κανονικό παίγνιο θα κρίνει το νικητή, η 
πολυπλοκότητα αυτού του παίγνιου παραµένει ανοικτή. Ένα σχετικό παζλ ονοµάζεται Vexed, ή 
Cubic.Σε αυτό το παζλ υπάρχουν σταθερά µπλοκ,καθώς και τα αφαιρούµενα χρωµατιστά 
µπλοκ.Μια κίνηση στοVexed είναι να σύρετε ένα χρωµατιστό µπλοκ προς τα αριστερά ή προς 
τα δεξιά σε έναν άδειο χώρο,τότε η βαρύτητα θα τραβήξει το µπλοκ κάτω έως ότου έρθει σε 
επαφή µε ένα άλλο µπλοκ,τότε οποιαδήποτε επαφή µε µπλοκ του ίδιου χρώµατος προκαλεί την 
αφαιρεσή τους.Πάλι ο στόχος είναι να αφαιρεθούν όλα τα χρωµατιστό µπλοκ.Ο Friedman 
έδειξε ότι το Vexed είναι NP-complete. 

 

4.5.17 Μετακίνηση κερµάτων 

 
 Αρκετά παζλ συρόµενων ή κινούµενων κερµάτων πέφτουν στο εξής γενικό 

πλαίσιο:αναδιαµορφώστε ένα συγκεκριµένο σχήµα µε τις µονάδες δίσκους στο επίπεδο σε ένα 
άλλο σχήµα µε µία ακολουθία κινήσεων,επανατοποθετόντας το κάθε κέρµα σε µια κενή θέση 
που να αγγίζει τουλάχιστον δύο άλλα κέρµατα. Παραδείγµατα τέτοιων παζλ είναι φαίνονται στο 
Σχήµα.Το πλαίσιο αυτό µπορεί γενικευθεί σε περαιτέρω µη γεωµετρικά παζλ που αφορούν την 
διακίνηση των πιονιών σε γραφήµατα µε περιορισµούς γειτνίασης. 

 
Α. Κάνε περιστροφή της πυραµίδας              Β.ανακατάταξε την σε γραµµή µε 7 κινήσεις 

 
Γ.Γύρισε σε 18 κιν΄σεις τη διαγώνιο           ∆.Ανάστρεψε το V σε 24 κινήσεις 

 
Τα παζλ µε κινούµενα κέρµατα αναλύονται από τους Demaine και Verrill. 

Ειδικότερα,µελετούν παζλ όπως στο Σχήµα στα οποία τα κέντρα των νοµισµάτων παραµένουν 
είτε στο τριγωνικό πλέγµα ή στο τετράγωνο πλέγµα.Παραδόξως, τα αποτελέσµατα τους την 
απόφαση της επιλυσιµότητας του παζλ είναι θετικα.Για το τριγωνικό πλέγµα,σχεδόν όλα τα 
παζλ είναι επιλύσιµα και υπάρχει ένας πολυωνυµικού χρόνου αλγόριθµος που τα 
χαρακτηρίζει.Για το τετράγωνο πλέγµα, υπάρχουν πιο αυστηρούς περιορισµοί.Για 
παράδειγµα,το πλαίσιο οριοθέτησης δεν µπορεί να µεγαλώσει µε τις κινήσεις, γενικότερα, το 
σύνολο των προσβάσιµων θέσεων  µέσω της κίνησης µε µιας άπειρη παροχή κερµάτων δεν 
µπορεί να αυξηθεί. Οι Demaine και Verrill δείχνουν ότι, σεβόµενος αυτού του περιορισµού, 
υπάρχει ένας πολυωνυµικού χρόνου αλγόριθµος για την επίλυση όλων των παζλ µε 
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τουλάχιστον δύο επιπλέον κέρµατα απ’ οτι απαιτείται για την επίτευξη του αποτελέσµατος. 
(Ειδικότερα, όλα αυτά τα παζλ είναι επιλύσιµα.) 
 

4.5.18 Τηλεσκόπια του Dyson 

 
Το παίγνιο τηλεσκόπιο του Dyson είναι ένα online παζλ που παράγεται από την 

εταιρεία Dyson και βασίζεται στις πτησόµενες ηλεκτρικές σκούπες τους.Ο στόχος είναι να 
ελιχτεί µια µπάλα σε ένα τετράγωνο πλέγµα από µια θέση εκκίνησης σε µία θέση στόχο µε την 
καθοδήγηση πτησόµενων τηλεσκόπιων που µακραίνουν και κονταίνουν πανω στο πλέγµα.Όταν 
ένας τηλεσκόπιο επεκτείνεται,αναπτύσσεται στο µέγιστο µήκος του προς την κατεύθυνση που 
δείχνει(παράµετροι του κάθε τηλεσκόπιου),εκτός εάν το σταµατήσει άλλο τηλεσκόπιο.Εάν η 
µπάλα είναι στην διαδροµή,ωθείται από την άκρη του τηλεσκοπίου.Όταν ένα τηλεσκόπιο 
µαζεύει, συρρικνώνεται πίσω στην αρχική του µονάδα µήκους,τραβώντας την µπάλα µαζι του 
αν η µπάλα βρισκεται στηνάκρη του τηλεσκοπίου. Ο Demaine έδειξε ότι το ζήτηµα εάν ένα 
συγκεκριµένο παζλ έχει µια λύση είναι γενικά PSPACE-complete.Από την άλλη πλευρά,το 
πρόβληµα είναι πολυωνυµικό για ορισµένες περιορισµένες διαµορφώσεις που είναι 
ενδιαφέρουσες, ωστόσο, να παίχτουν απο τους ανθρώπους. Συγκεκριµένα,εάν δεν υπάρχουν 
δύο τηλεσκόπια το ένα απέναντι απο το άλλο και επικαλύπτονται όταν εκτείνονται σε πάνω από 
έναν χώρο,τότε το πρόβληµα είναι πολυωνιµικό.Πολλά από τα επίπεδα του παίγνιου στην 
ηλεκτρονική έκδοση έχουν αυτή την ιδιότητα. 
 

4.5.19 Παζλ Αντανάκλασης 

 
∆ύο παζλ που αφορούν την αντανάκλαση µιας κατευθυνόµενης ακτινας φωτός ή 

κίνησης έχουν µελετηθεί από την µερια της πολυπλοκότητας.Στο Αντανακλάσεις, µας δίνεται 
ένα ορθογώνιο πλέγµα µε ένα τετράγωνο που σηµαδεύεται µε λέιζερ σε έναν από τους τέσσερις 
άξονες-παράλληλες κατευθύνσεις,ένα η περισσότερα τετράγωνα είναι λάµπες,µερικά 
τετράγωνα σηµειώνονται σαν µονόδροµος σε έναν παράλληλης κατεύθυνσης άξονα, και τα 
υπόλοιπα τετράγωνα σηµειώνονται είτε σαν κενά ή σαν τοίχος.Μας δίνονται επίσης µια σειρά 
από διαγώνιους καθρέπτες ή / και T-διαχωριστές που µπορούµε να τοποθετήσουµε αυθαίρετα 
στα κενά τετράγωνα.Το φως ταξιδεύει στη συνέχεια,από το λέιζερ, όταν συναντά έναν διαγώνιο 

καθρέφτη, αντανακλάται κατά 90  σύµφωνα µε τον προσανατολισµό του καθρέπτη,όταν 
συναντά ένα διαχωριστή στη βάση του Τ,διασπάται σε δύο ορθογώνιες κατευθύνσεις, όταν 
συναντά ένα µονόδροµο τετράγωνο σταµατάει εκτός εάν η κατεύθυνση του φωτός ταιριάζει µε 
την κατεύθυνση του µονόδροµου,όταν συναντά µια λάµπα, αλλάζει την κατάσταση στην οποία 
βρίσκεται και σταµατάει και όταν συναντά έναν τοίχο,σταµατάει.Ο στόχος είναι να 
τοποθετήσετε τους καθρέφτες και τους διαχωριστές,έτσι ώστε κάθε λάµπα χτυπιέται µονό 
αριθµό φορές.Αυτό το παζλ είναι NP-complete . 

 
Στο Reflexion,µας δίνεται ένα ορθογώνιο πλέγµα στο οποίο τα κελιά  είναι είτε 

τοίχοι,καθρέφτες, ή διαµάντια.Επίσης,ένα τετράγωνο είναι η αρχική θέση για µια µπίλια και 
ένα άλλο τετράγωνο είναι η θέση στόχος.Μπορούµε να απελευθερώσουµε την µπάλα σε µια 
από τις τέσσερις κατευθύνσεις παράλληλες στους άξονες και µπορούµε να αναστρέψουµε τους 
καθρέφτες µεταξύ των δύο διαγώνιων κατευθύνσεων τους, ενώ η µπίλια κυλάει.Η µπίλια 
ταξιδεύει σαν µια αχτίδα φωτός, αντανακλοντας στους καθρέφτες και σταµατώντας στους 
τοίχους,στα διαµάντια, γυρίζει γύρω και αφαιρεί το διαµάντι.Ο στόχος είναι να φτάσουµε στη 
θέση στόχο.Σε αυτήν την απλούστερη µορφή,τοReflexion είναι NL-complete που στην ουσία 
συνεπάγεται έναν πολυωνυµικού χρόνου αλγόριθµο .Αν κάποιοι από τους καθρέφτες µπορούν 
να γυρίσει µόνο πριν κυλίσει η µπίλια, το παζλ γίνεται NP-complete.  
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4.5.20 Lemmings 

 
Το Lemmings είναι ένα δηµοφιλές παίγνιο παζλ για υπολογιστές που χρονολογείται στις 

αρχές της δεκαετίας του 1990.Χαρακτήρες που ονοµάζονται Lemmings ξεκινούν από µία ή 
περισσότερες αρχικές θέσεις και συµπεριφέρονται νοµοτελειακά ανάλογα µε το είδος 
τους,αρχικά µόνο περπατόντας σε µια σταθερή κατεύθυνση,γυρίζοντας γύρω όταν συναντούν 
τοίχους και πέφτοντας από τους γκρεµούς,πεθαίνουν αν πέσουν απο πάρα πολύ ψηλά.Ο παίκτης 
µπορεί να τροποποιήσει αυτή τη βασική συµπεριφορά εφαρµόζοντας µια δεξιότητα στο 
Lemming,κάθε δεξιότητα έχει έναν περιορισµένο αριθµό τέτοιων εφαρµογών.Ο στόχος είναι 
για ένα καθορισµένο αριθµό των Lemmings να φθάσουν σε µια καθορισµένη θέση στόχο.Οι 
ακριβείς κανόνες, και ιδιαίτερα οι διάφορες δεξιότητες, είναι πολύ περίπλοκοι για να τους 
εξετάσουµε εδώ.Ο Cormode απέδειξε ότι τα εν λόγω παζλ είναι NP-complete,ακόµα και µε ένα 
µόνο Lemming.Η συµµετοχή στο NP προκύπτει από την υπόθεση ενός πολυωνύµου σαν 
ανώτερο όριο για το χρόνο περαίωσης ένος επίπεδου (µια αρκετά ακριβή προσοµοίωση του 
πραγµατικού παίγνιου), ο Cormode εικάζει ότι αυτή η υπόθεση δεν επηρεάζει το αποτέλεσµα. 
 

4.6. Κυτταρικά Αυτόµατα και Life 

 
Το Παίγνιο της Ζωής του Conway είναι ένα µηδένικού-παίκτη κυτταρικό αυτόµατο που 

παίζεται σαν τετράγωνη πλακόστρωση του επιπέδου.Αρχικά, ορισµένα κυτταρα (τετράγωνα) 
σηµαδεύονται ζωντανά ή νεκρά.Κάθε κίνηση εξελίσσει όλα τα κύτταρα του επιπέδου:ένα 
ζωντανό κύτταρο παραµένει ζωντανό αν 2 ή 3 από τα8 γείτονικά του είναι ζωντανά και ένα 
νεκρό κύτταρο ζωντανεύει αν έχει ακριβώς 3 ζωντανούς γείτονες.Πολλές ερωτήσεις µπορούν 
να γίνουν για την αρχική διαµόρφωση του Life.Ένα βασικό ερώτηµα είναι κατά πόσον ο 
πληθυσµός θα πεθάνει εντελώς(δεν υπάρχουν πια ζωντανά κύτταρα).Υπάρχουν και άλλες 
ανοικτές ερωτήσεις που αφορούν την πολυπλοκότητα και την θεωρία σχετικά µε το Life. Πόσο 
δύσκολο είναι να πούµε αν µια διαµόρφωση είναι ένα κήπος της Εδέµ, που να είναι, η 
κατάσταση που δεν µπορεί να προκύψει από µια άλλη;∆εδοµένου ενός ορθογωνίου σχήµατος 
στο Life,πόσο δύσκολο είναι να επεκτείνουµε το σχέδιο έξω από το ορθογώνιο για να 
σχηµατίσουµε ένα Still Life . 
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Κεφάλαιο 5 

 
 

5.1 Ο Πυρήνας Ενός Παιγνίου Ν Ατόµων 

 
Εισαγωγη 

 
 

Τα προβλήµατα της κατανοµής σε ένα οικονοµικό σύστηµα, µπορούν να αναλυθούν 
είτε µέσω των συµπερασµάτων συµπεριφοράς ενός συναγωνιστικού µοντέλου είτε µέσω των 
περισσότερο ευέλικτων τεχνικών της θεωρίας παιγνίων n- ατόµων. Στο συναγωνιστικό 
µοντέλο, οι καταναλωτές αναµένεται να ανταποκριθούν σε ένα σύνολο τιµών µεγιστοποιώντας 
τη χρησιµότητα που υπόκειται σε έναν περιοριστικό προυπολογισµό και οι παραγωγοί 
µεγιστοποιώντας το κέρδος. Οι συνεπείς αποφάσεις παραγωγής και η διανοµή των 
εµπορευµάτων διατηρούνται µέσω του καθορισµού ενός συνόλου τιµών στις οποίες όλες οι 
αγορές βρίσκονται σε ισορροπία. 

 
Η ανάλυση αυτών των προβληµάτων µε τη θεωρία παιγνίων n- ατόµων απαιτεί από 

εµάς να προσδιορίσουµε τις δραστηριότες παραγωγής και διανοµής που είναι διαθέσιµες σε 
έναν αυθαίρετο συνασπισµό οικονοµικών πρακτόρων. Συχνά είναι επαρκής η περίληψη της 
λεπτοµερούς στρατηγικής πιθανοτήτων που είναι προσβάσιµες από έναν συνασπισµό µέσω του 
συνόλου των πιθανών χρήσιµων διανυσµάτων που µπορούν να επιτευχθούν από το 
συνασπισµό. Για παράδειγµα, σε µία απλή οικονοµία συναλλαγών, κάθε συνασπισµός θα έχει 
συσχετίσει µε αυτόν το σύνολο όλων των χρήσιµων διανυσµάτων που µπορούν να αποκτηθούν 
µέσω αυθαίρετων ανακατανοµών των πόρων αυτού του συνασπισµού. 

 
 Ο πυρήνας ενός παιγνίου n ατόµων είναι µία γενίκευση της καµπύλης του 

Edgeworth.Προτείνεται ένα διάνυσµα επιπέδων χρησιµότητας που είναι εφικτό για όλους τους 
παίκτες που συµπεριφέρονται οµαδικά και ένας αυθαίρετος συνασπισµός εξετάζεται για να 
διαπιστωθεί αν µπορεί να παρέχει υψηλότερα επίπεδα χρησιµότητας για όλα τα µέλη του. Εάν 
αυτό είναι εφικτό, το αρχικά προτεινόµενο διάνυσµα χρησιµότητας µπλοκάρεται από τον 
συνασπισµό. Ο πυρήνας του παιγνίου n ατόµων αποτελείται από αυτά τα διανύσµατα 
χρησιµότητας που είναι εφικτά για ολόκληρο το σύνολο παικτών και που κανένας συνασπισµός 
δεν µπορεί να µπλοκάρει. 

 
Όπως έχουµε παρατηρήσει τα τελευταία χρόνια, υπάρχει µία ιδιαίτερη σύνδεση 

ανάµεσα σε αυτές τις δύο µεθόδους ανάλυσης. Εάν βγούν τα τυπικά συµπεράσµατα του 
συναγωνιστικού µοντέλου, όπως η διακύµανση των προτιµήσεων, και αυτή η διακύµανση και η 
σταθερότητα επιστρέφουν στην κλίµακα για το σύνολο παραγωγής, τότε θα έχουµε ένα 
οικονοµικό σύστηµα στο οποίο όλες οι αγορές θα βρίσκονται σε ισορροπία και το αποτέλεσµα 
του έργου θα “τυλίξει” τους καταναλωτές. Το διάνυσµα χρησιµότητας σε συνδυασµό µε αυτή 
τη συναγωνιστική ισορροπία ίσως βρεθούν µέσα στον πυρήνα. Ακόµα, εάν ο αριθµός των 
καταναλωτών τείνει στο άπειρο µε έναν κατάλληλο τρόπο, το σετ των πιθανών διανυσµάτων 
χρησιµότητας µέσα στον πυρήνα γίνεται µικρότερο και τείνει, εντός ορίου, στα διανύσµατα που 
σχετίζονται µε τη συναγωνιστική ισορροπία. 

 
Φυσικά δεν περιµένουµε µία συναγωνιστική ισορροπία εάν δε βγούν τα τυπικά 

συµπεράσµατα ενός συναγωνιστικού µοντέλου. Από την άλλη πλευρά, ο σχηµατισµός του 
προβλήµατος της διανοµής σε ένα παίγνιο n ατόµων είναι ικανοποιητικά ευέλικτος για να 
δεχτεί οποιοδήποτε αριθµό αποκλίσεων από το κλασικό µοντέλο. Αυτό θέτει το εξής ερώτηµα: 
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Ποιες είναι οι καθοριστικές συνθήκες που επαρκούν για να εγγυηθούν την ύπαρξη ενός 
διανύσµατος χρησιµότητας µέσα στον πυρήνα και ποιες περιγράφονται άµεσα σε ό,τι αφορά τη 
δοµή ενός παιγνίου n ατόµων αντί να επικαλούνται έµµεσα την ύπαρξη της συναγωνιστικης 
ισορροπίας;  

 
 
 
 
Προκειµένου να διαπιστώσουµε τη µορφή που µπορούν να πάρουν αυτές οι συνθήκες, 

ας ξεκινήσουµε εξετάζοντας ένα παιχνίδι µε τρείς παίκτες. Σε αύτη την περίπτωση υπάρχουν 
επτά δυνατοί συνασπισµοί: οι ενός παίκτη τρείς συνασπισµοί, οι δύο παικτών συνασπισµοί και 
οι συνασπισµοί και των τριών παικτών. Κάθε τέτοιος συνασπισµός µπορεί να διατηρεί ένα σετ 
διανυσµάτων χρησιµότητας ανάλογα µε τις διαθέσιµες στρατηγικές των µελών του. Θα ήταν 
χρήσιµο να συµβολίσουµε µε Vs  το σύνολο των διανυσµάτων που είναι προσιτό από τον 
συνασπισµό S. Το V (123) θα αναπαριστάται γεωµετρικά από ένα σύνολο διανυσµάτων σε 
τρεία διαστήµατα. Το V12 θα βρίσκεται στο επίπεδο που καθορίζεται από τις συντεταγµένες 
των αξόνων1 και 2 και γενικά το Vs θα βρίσκεται στον επιµηκή υποχώρο των τριών 
διαστηµάτων των οποίων οι συντεταγµένες ανταποκρίνονται στα µέλη του S.Τα Vs εννοείται 
ότι θα έχουν διάφορες τεχνικές ιδιότητες όπως το να είναι κλειστά και να περιλαµβάνουν 
οποιοδήποτε σηµείο του οποίου οι συντεταγµένες είναι µικρότερες ή ίσες µε αυτές των σηµείων 
του Vs. 

 
Προκειµένου να έχει αυτό το παιχνίδι έναν πυρήνα που δεν θα είναι άδειος, το V(123) 

θα πρέπει να είναι τόσο µεγάλο ώστε να περιέχει ένα διάνυσµα το οποίο δεν µπορεί να 
αποκλειστεί από οποιονδήποτε συνασπισµό. Όταν λέµε επαρκώς µεγάλο, εννοούµε το 
πλεονέκτηµα του συνδυασµού µιας διαµελισµένης συλλογής συνασπισµών. Για παράδειγµα, 

εάν u1∈ V1 και (u2, u3) ∈ V23 τότε θα υποθέσουµε ότι (u1, u2, u3) ∈ V123 και το ίδιο για όλα 
τα υπόλοιπα µέλη του συνόλου των τριών παικτών. Το συµπέρασµα στο οποίο καταλήγουµε, 
ότι το παιχνίδι είναι υπερπροσθετικό, είναι αρκετά φυσιολογικό για τα περισσότερα οικονοµικά 
µοντέλα. Πάραυτα, δεν είναι αρκετό να εγγυηθούµε µόνο την ύπαρξη ενός διανύσµατος στον 
πυρήνα, απαιτείται και µία ακόµη σχέση. 

 
 Ας υποθέσουµε για µία στιγµή ότι το παίγνιο προέρχεται από ένα µοντέλο αγοράς στο 

οποίο οι τρείς παίκτες ανταλλάσουν τα αρχικά τους εµπορεύµατα. Οι επιλογές του i-οστου 
παίκτη θα αναπαριστούνται από µία συνάρτηση ui (xi), όπου xi τα εµπορεύµατα που πήρε από 
αυτόν  τον παίκτη. Το εµπόρευµα που αρχικά ανήκε στον i- οστό παίκτη , τώρα θα δηλωθεί 
στον ωi. Έτσι το V(123) περιγράφεται από: 

 
V(123) = { (u1,u2,u3) | aj≤ uj (xj) για κάποια (x1, x2, x3) µε 
 
x1+ x2+ x3 = ω1+ω2+ω3 } 
 
 και το V(12) από: 
       

V(12) = {(u1,u2) | uj≤ uj(xj) για κάποια (x1,x2) µε x1+x2= ω1+ω2 
 
µε παρόµοιο ορισµό για κάθε σετ Vs. 
 

Αυτό το παίγνιο είναι υπερπροσθετικό έτσι όπως φάνηκε παραπάνω , ακόµα και µε την 
έλλειψη πληθώρας επιλογών. Γνωρίζουµε εντούτοις ότι ένα παίγνιο χωρίς πληθώρα επιλογών 
δε χρειάζεται να έχει πυρήνα και γι’αυτό θα πρέπει να βρούµε έναν τρόπο να µεταφράσουµε 
αυτή την πληθώρα επιλογών σε µία σχέση που µπορεί να οριστεί µόνο στα σύνολα Vs , για να 
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µπορούµε να βρούµε την κατάσταση που λείπει. Ας υποθέσουµε ότι έχουµε ένα διάνυσµα 
(u1,u2,u3) το οποίο είναι αυθαίρετο αν εξαιρέσουµε ότι ικανοποιεί τις τρείς ακόλουθες 
συνθήκες: 
 

(u1,u2)∈V12, 

(u2,u3)∈V23, 

(u1,u3)∈V13. 
 
   Στην οικονοµία της αγοράς αυτό σηµαίνει ότι υπάρχουν δεσµίδες εµπορευµάτων (x1, x2) , 
(y1, y2) και (z1, z3) µε 
 
x1 + x2 = ω1 + ω2 , 
y1 + y2 = ω2 + ω3 , 
z1 +z3 = ω1 + ω3 , 
 
και 
 
u1 (x1) ≥ u1,  u1(z1) ≥ u1, 
u2( x2) ≥ u2,  u2(y2) ≥ u2, 
u3 (y3) ≥ u3,  u3(z3) ≥ u3. 
 
Όµως τότε 
 

,   , 
 

 
αναπαριστούν µία εφικτή συναλλαγή και για τους τρείς παίκτες αφού τα αυτά τα διανύσµατα 
ανέρχονται σε ω1+ ω2+ ω3. Εάν οι επιλογές των τριών καταναλωτών είναι κυρτές, τότε τα 
επίπεδα χρησιµότητας που σχετίζονται µε αυτή τη συναλλαγή µπορούν να περιγραφούν πολύ 
εύκολα , αφού η κυρτότητα δείχνει ότι  
 

 
 

 

 
 
 

 
 

Με άλλα λόγια, το διάνυσµα (u1,u2,u3) διατηρείται από τον συνασπισµό των τριών 
παικτών και εποµένως βρίσκεται στο V(1,2,3). 
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5.1 Παίγνια Ν Ατόµων 

Αυτή η περίεργη παράλληλη µετατόπιση της κυρτότητας που συνδέει τους τρεις 
συνασπισµούς δύο παικτών στον συνασπισµό όλων των παικτών , είναι σε συνδυασµό µε τα 
συµπεράσµατα της υπερπροσθετικότητας,επαρκής για την ύπαρξη ενός διανύσµατος στον 
πυρήνα ενός παιγνίου τριών ατόµων. Προκειµένου να συζητήσουµε την κατάλληλη γενίκευση 
αυτών των συνθηκών ας δώσουµε έναν πιο επίσηµο ορισµό του παιγνίου n ατόµων σύµφωνα µε 
τoυς Aumann και Peleg. 

 
Το σύνολο n των παικτών ορίζεται ως Ν και ένας αυθαίρετος συνασπισµός ως S. Για 

κάθε σύνολο S , το Es θα είναι ο ευκλείδιος χώρος των διαστάσεων που είναι ίσος µε τον 
αριθµό των παικτών στο S και των οποίων οι συντεταγµένες έχουν σαν subcripts τους παίκτες 
του S. Εάν το u είναι ένα διάνυσµα στο ΕΝ τότε το uS θα είναι η προβολή του στο Es. 

 
Θα συσχετίσουµε µε κάθε συνασπισµό S ένα σύνολο VS , στο Εs, το oποίο θα 

αναπαριστά το σύνολο των χρήσιµων διανυσµάτων που µπορεί να διατηρήσει αυτός ο 
συνασπισµός. Τα µέλη του S ίσως χρειαστεί να δεσµευτούν µε µία πληθώρα 
δραστηριοτήτων,ανάλογα µε τη φύση του παιγνίου n ατόµων, προκειµένου να διατηρηθεί ένα 
συγκεκριµένο διάνυσµα στο Vs.Πάραυτα, για τους δικούς µας σκοπούς το µόνο που χρειάζεται 
είναι µία σύνοψη των διανυσµάτων χρησιµότητας που είναι προσβάσιµα από κάθε συνασπισµό.
 Θα ήταν χρήσιµο να κάνουµε τις παρακάτω υποθέσεις για το σύνολο Vs: 

i. Για κάθε S, το Vs είναι ένα κλειστό σύνολο. 

ii. Εάν u ∈ Vs και y ∈ Es µε y≤ u, τότε y ∈Vs. 
iii. Tα σύνολα των διανυσµάτων του Vs στα οποία κάθε παίκτης στο S δε λαµβάνει τίποτα 

λιγότερο από το µέγιστο που µπορεί να κρατήσει µόνος του , είναι µη κενά, ορισµένα 
σύνολα. 

iv.  
Αυτές οι συνθήκες είναι όλες αρκετά κατανοητές και δε χρειάζονται περετέρω σχόλια. 

∆ιαφέρουν ελαφρώς από τις συνθήκες των Aumann και Peleg. Συγκεκριµένα τα σύνολα Vs δε 
χρειάζεται να είναι καµπυλωτά (convex). 

 
 Έχουµε ήδη δει πως ένα µοντέλο συναλλαγών τριών ατόµων εφαρµόζεται σε παιχνίδι 

αυτής της µορφής. Σε µία οικονοµία συναλλαγών n ατόµων όπου η συνάρτηση χρησιµότητας 

του i παίκτη δίνεται από το ui(x
i) και τα αρχικά του υπάρχοντα απο το ωi, ένα διάνυσµα u ∈ Es 

θα ανήκει στο Vs αν µπορούµε να βρούµε δεσµευµένο εµπόρευµα xi µε ∑i∈s x
i = ∑i∈s ω

i και 

ui(x
i) ≥ ui για όλα τα i∈S. Μπορούµε να ενσωµατώσουµε την παραγωγή υποθέτοντας ότι κάθε 

συνασπισµός έχει την ικανότητα να µετατρέπει εµπορεύµατα σύµφωνα µε κάποια σύνολα 
παραγωγής , παρότι αυτός δεν είναι ο µοναδικός τρόπος για να ενσωµατώσουµε την παραγωγή 
στη θεωρία µοντέλου παιγνίου n ατόµων 

Σαν ένα ακόµα παράδειγµα θεωρείστε την κλασική περίπτωση ενός παιγνίου n ατόµων 
µε µεταβαλόµενη χρησιµότητα η οποία περιγράφεται από τον αριθµό fs που συσχετίζεται µε 

κάθε συνασπισµό. Αυτό σηµαίνει ότι ένα διάνυσµα u∈ Es µπορεί να ανήκει στο συνασπισµό S 

εάν ∑i∈s ui ≤ fs έτσι ώστε τα σύνολα Vs να αποτελούνται από µισούς χώρους που ορίζονται από 
υπερεπίπεδα των οποίων τα κανονικά διανύσµατα έχουν µέλη το 0 ή το 1. 

 
Έστω u ένα σηµείο στο VN και uS η προβολή του στο Es. Το διάνυσµα u µπλοκάρεται 

από το σύνολο S εάν µπορεί να βρεθεί ένα σηµείο y∈Vs µε y>us ή µε άλλα λόγια εάν ο 
συνασπισµός µπορεί να διατηρεί ένα υψηλότερο επίπεδο χρησιµότητας για κάθε ένα από τα 

µέλη του σε σχέση µε αυτό που δίνει το διάνυσµα u. Ένα σηµείο u ∈VΝ θα είναι µέσα στον 
πυρήνα εάν δεν µπορεί να µπλοκαριστεί από οποιδήποτε σύνολο S. 

       
 Προκειµένου να καθορίσουµε την καλύτερη γενίκευση της επιπρόσθετης συνθήκης 

στο τριών ατόµων παίγνιό µας πρέπει να έχουµε πρόσβαση στο ενδεχόµενο ενός  
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ισορροπηµένου συνόλου συνασπισµών που µελέτησαν οι Shapley, Peleg και Bondareva στα 
πλαίσια ενός παιχνιδιού µε µεταβαλόµενη χρησιµότητα. 
 
 ΟΡΙΣΜΟΣ: Έστω Τ={S} ένα σύνολο συνασπισµών σε ένα παίγνιο n ατόµων. Το Τ θεωρείται 
ισορροπηµένο σύνολο εάν είναι εφικτή η εύρεση µη αρνητικών δs για κάθε συνασπισµό στο Τ 
έτσι ώστε: 
 

∑   δs =  1 για κάθε i 

s∈T 

s⊃ {i} 
 

Mε άλλα λόγια τα δs έχουν την ιδιότητα ότι εάν επιλεγεί οποισδήποτε άτοµο , το 
άθροισµά που ανταποκρίνεται σε αυτούς τους συνασπισµούς του Τ που περιλαµβάνουν τον 
άτοµο , θα πρέπει να είναι ίσο µε τη µονάδα. Ένας άλλος τρόπος για να εκφράσουµε τον ορισµό 
θα ήταν να πούµε ότι η χαρακτηριστική συνάρτηση του συνόλου των παικτών είναι ένας 
θετικός γραµµικός συνδυασµός των χαρακτηριστικών συναρτήσεων των συνασπισµών σε ένα 
ισορροπηµένο σύνολο. 

 
Τα ισορροπηµένα σύνολα συνασπισµών αναπαριστούν µία γενίκευση όλων των 

συνασπισµών δύο παικτών που µελετήθηκαν στο παίγνιο τριών ατόµων, αφού δ(12)= δ(23)= 
δ(13) = ½ will serve as an appropriate system of weights. Eίναι κάπως απογοητευτικό, 
δοσµένης της σηµασίας των ισορροπηµένων συνόλων για τη µελέτη του πυρήνα, το ότι δεν 
έχουµε ορισµό που να καθορίζει πότε µία δοσµένη συλογή είναι ισορροπηµένη. 

 
Αυτό το γεγονός µας επιτρέπει να επεκτείνουµε σε ένα παίγνιο n ατόµων την πρόσθετη 

απαίτηση που επιβάλλαµε στην περίπτωση των τριών ατόµων. 
 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

ΟΡΙΣΜΟΣ : Ένα παίγνιο n ατόµων είναι ισορροπηµένο εάν για κάθε ισορροπηµένο σύνολο Τ 

ένα διάνυσµα u πρέπει να ανήκει στο VN εάν us 
∈ Vs για όλα τα S ∈T. 

 
Τώρα µπορούµε να παραθέσουµε το κύριο θεώρηµα. 
 
Θεώρηµα 1 : Ένα ισορροπηµένο παίγνιο n ατόµων έχει πάντα µη κενό πυρήνα.  
   
   Πρέπει να προσέξουµε ότι όλες οι περιπτώσεις που είδαµε έχουν τον ίδιο “χαρακτήρα” : δεν 
έχουν διαφορά εάν µία συνεχόµενη µονότονη αλλαγή εφαρµόζεται στη χρησιµότητα 
οποιουδήποτε ατόµου. Mάλιστα θα µπορούσαµε να συνεχίσουµε τη συζήτηση σε ένα πιο 
αφαιρετικό επίπεδο µε τα αποτελέσµατα κάθε ατόµου να αναπαριστούνται  σε αυθαίρετη σειρά 
συνόλων. 
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5.2 Μερικά Αποτελέσµατα Ισορροπηµένων Παιγνίων  

 
Η συνθήκη για να είναι ένα παιχνίδι ισορροπηµένο είναι σαφής και θα χρησιµεύσει 

στην εξέταση κάποιων παραδειγµάτων. Ένα παίγνιο αγοράς µε κυρτές επιλογές θα είναι πάντα 

ισορροπηµένο εάν Τ είναι µία αυθαιρέτως ισορροπηµένη συλλογή και u ένα διάνυσµα µε us 
∈ 

Vs για όλα τα S ∈T. Αυτό σηµαίνει ότι για κάθε τέτοιο συνασπισµό, υπάρχει ένας τρόπος 
ανακατανοµής των στοιχείων του έτσι ώστε να διατηρεί το διάνυσµα uS. Εάν η ανακατανοµή 
δίνει σε έναν παίκτη i ( µε την παραδοχή ότι αυτός ο παίκτης ανήκει στο S) εµπόρευµα xs

i , τότε  
 
    

  

 
 

 

 
 και      ui (XS

i ) ≥ ui 
 

Προκειµένου να δείξουµε ότι το παιχνίδι είναι ισορροπηµένο πρέπει να 
κατασκευάσουµε µία κατανοµή x1,x2,…,x n µε Σ1

n xi = Σ1
n ωi και ui(x

i)> ui για κάθε i. Αυτή η 
κατανοµή µπορεί να κατασκευαστεί στα πλαίσια των δs που χρησιµοποιήθηκαν στον ορισµό 
του ισορροπηµένου συνόλου. 

 

Για κάθε παίκτη i ορίζουµε xi ως ∑s∈T, s⊃ {i} δs xs
i . Από τον ορισµό του δs κάθε xs i 

είναι ένας συνδυασµός κυρτότητας µε το S να έχει εύρος τα σύνολα του Τ που περιλαµβάνουν 
τον i-οστό παίκτη. Αν οι προτιµήσεις είναι convex τότε το ui(xi) είναι µεγαλύτερο ή ίσο του 
µικρότερου από τους ui (xs 

i) και εποµένως και µεγαλύτερο ή ίσο του ui. Έτσι έχουµε 
κατασκευάσει ένα έργο πακέτων εµπορευµάτων που προσφέρει ένα επίπεδο χρησιµότητας για 
κάθε παίκτη που δεν είναι µικρότερο από την ανταπόκρισή του στον componement του u. 

Προκειµένου να δείξουµε ότι u∈Vn χρειάζεται µόνο να επιβεβαιώσουµε ότι Σ1
n xi = Σ1

n ωi. 
Αλλά, 
 

 
 

 
 

=  

=  

= . 
 

Αυτό το επιχείρηµα δείχνει ότι µία οικονοµία συναλλαγής µε κυρτές επιλογές θα 
εφαρµόζεται σε ένα ισορροπηµένο παίγνιο n ατόµων και σύµφωνα µε τα αποτελέσµατα αυτής 
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της έρευνας ο πυρήνας αυτού του παιγνίου θα είναι πάντα µη κενός. Είναι ενδιαφέρον το 
γεγονός ότι δε χρειάζονται περεταίρω υποθέσεις όπως αυστηρή µονοτονία των επιλογών ή 
αυστηρή θετικότητα των αρχικών ιδιοκτησιών.( φυσικά σε ένα µοντέλο συναλλαγών 
απαιτούνται µερικές επιπρόσθετες υποθέσεις έτσι ώστε να φτάσουµε το όριο και να 
κρατήσουµε την συναγωνιστική ισορροπία.) 

 
Στο δεύτερο παράδειγµά µας, ένα παίγνιο n ατόµων µε µεταβαλλόµενη χρησιµότητα, 

είναι αρκετά εύκολο να επιβεβαιώσουµε ότι ένα ισορροπηµένο παίγνιο δεν έχει κενό πυρήνα 
χωρίς να χρησιµοποιήσουµε τις πιο λεπτεπίλεπτες τεχνικές που θα αναπτύξουµε αγότερα. Για 
την ακρίβεια ένα παίγνιο µε µεταβαλλόµενη χρησιµότητα έχει πυρήνα αν και µόνο αν είναι 
ισορροπηµένο. 

 

Εάν τα σύνολα Vs αποτελούνται από αυτά τα διανύσµατα του Εs µε ∑i∈S ui≤ fs ,το 
διάνυσµα (u1,…., un) θα βρίσκεται στον πυρήνα εάν  
 

, 

 
 
 

 
 

 
για όλα τα υποσύνoλα του S.  
 

H πρώτη ανισότητα υποδηλώνει ότι u ∈ VN και το δεύτερο u ότι δεν µπορεί να 
σκιαγραφηθεί από οποιονδήποτε συνασπισµό S. Με άλλα λόγιατο παίγνιο θα έχει πυρήνα εάν 
το γραµµικό προγραµµατιστικό πρόβληµα είναι  

 

min   
 

 
 
 
 
 

 
 
 
για όλα τα S και έχει µία λύση στην οποία η αντικειµενική συνάρτηση είναι ίση µε fN. 

Οι δυαδικές µεταβλητές µπορεί να δηλωθούν ως δs, µία για κάθε υποσύνολο, και  
το δυαδικό γραµµικό προγραµµατιστικό πρόβληµα είναι  
 

 

max  
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µε δs≥ 0 . Εδώ έχουµε ισότητα αφού οι µεταβλητές στο αρχικό πρόβληµα δεν περιορίζουν ως 
προς το πρόσηµο. Έστω {δs}  µία λύση στο διττό πρόβληµα και {u^i} µία λύση στο αρχικό 
πρόβληµα. Τότε το σύνολο Τ των συνασπισµών για τους οποίους δs>0, είναι εξ ορισµού ένα 
ισορροπηµένο σύνολο και η λύση του αρχικού προβλήµατος µας δίνει ένα διάνυσµα u τέτοιο 

ώστε ∑i∈S u= fs για κάθε S∈T αφού η θετική τιµή µιας δίσηµης µεταβλητής αναγκάζει τους 

αρχικούς περιορισµούς να είναι ισότητες. Όµως τότε uS ∈ VS  για κάθε S ∈T και εάν το παίγνιο 

είναι ισορροπηµένο, αυτό υποδηλώνει ότι u ∈ VN ή ότι ∑1
n ui ≤ fN. Aυτό δείχνει ότι στην 

περίπτωση της µεταβαλόµενης χρησιµότητας, ένα ισορροπηµένο παίγνιο δεν έχει άδειο πυρήνα. 
Όπως θα δούµε, ένα παίγνιο n ατόµων, χωρίς την υπόθεση της µεταβαλόµενης χρησιµότητας, 
απαιτεί πιο περίτεχνες τεχνικές από αυτές του γραµµικού προγραµµατισµού.  
 

5.3  Ένα Συνδιαστικό Πρόβληµα που Υποδηλώνει το Θεώρηµα 1  

 
Η απόδειξη του θεωρήµατος 1 θα χωριστεί σε δύο µέρη. Θα ξεκινήσουµε διαλέγοντας 

από κάθε σύνολο Vs ( όπου S ένα κανονικό υποσύνολο του Ν) ένα αριθµό διανυσµάτων u1,S, 
u2,S, …. us, Su, που δε δίνει σε κανένα παίκτη στο S λιγότερα από το µέγιστο που µπορεί να 
κατορθώσει µόνος του. Εάν το παίγνιο είναι ισορροπηµένο, ο αλγόριθµος θα υπολογίσει ένα 
διάνυσµα στο VN το οποίο δε θα µπορεί να µπλοκαριστεί από οποιονδήποτε συνασπισµό 
κάνοντας χρήση ενός διανύσµατος από αυτό σύνολο . Η δίοδος προς το όριο,η οποία 
περιλαµβάνει την επιλογή ενός απείρου, και η πυκνή ακολουθία διανυσµάτων από κάθε Vs  θα 
συζητηθούν αργότερα. 

 
Ουσιαστικά προσεγγίζουµε κάθε σύνολο στο Vs µέσω ενός συνόλου µε έναν 

πεπερασµένο αριθµό <<corners>> όπως είδαµε στο σχήµα 22. Αφού αυτή η προσέγγιση δεν 
αλλάζει την ιδιότητα που έχει το παίγνιο να είναι ισορροπηµένο, µπορούµε προς στιγµή, να 
περιορίσουµε την προσοχή µας σε εκείνα τα παίγνια στα οποία τα σύνολα Vs έχουν στην 
πραγµατικότητα περιορισµένο αριθµό γωνιών για κάθε κανονικό υποσύνολο S.  
 
 

 
Σχήµα 5.1 

 
  Θα ήταν χρήσιµο να κάνουµε µία περίληψη µέσω ενός πίνακα C , µε n γραµµές , τον 
αριθµό των παικτών στο παιχνίδι, και Σsks στήλες, µία για κάθε διάνυσµα του παιγνίου. Οι 
γραµµές του πίνακα C θα συµβολίζονται  µε το ι και οι στήλες θα απαιτούν το ζεύγος (j,S) έτσι 
ώστε µία τυπική είσοδος στο C να ορίζεται ως cijs. Εάν ο παίκτης ι συµπεριλαµβάνεται στο 
συνασπισµό S, τότε το cijs ορίζεται ως η ι-οστή συνιστώσα του διανύσµατος uj,s.Θα ήταν 
χρήσιµο να ορίσουµε το cijs να είναι ίσο µε ένα µεγαλύτερο αριθµό Μ εάν ο παίκτης ι δεν είναι 
µέλος του S. H επιλογή του Μ δεν έχει σχέση µε τον υπολογισµό αν το επιλέξουµε να είναι 
µεγαλύτερο οποιαδήποτε από τις συνιστώσες  των διανυσµάτων uj,s.  
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Ας ορίσουµε µία µήτρα Α µε n γραµµές και Σsks στήλες µε αijS= 1 εάν ο παίκτης ι είναι 

µέσα στο συνασπισµό S ,αλλιώς αijS=0. Η Α είναι η µήτρα εµφάνισης των παικτών έναντι θέτει 
, µε τη στήλη που αναπαριστά το S να εµφανίζεται τόσες φορές όσο υπάρχουν γωνίες στο Vs. 

Θα ξεκινήσω µε ένα παράδειγµα ενός παιγνίου τριών ατόµων προκειµένου να δείξω 
αυτό το πρόβληµα. Σε αυτό το παράδειγµα, το σύνολο Vs για έναν τυπικό συνασπισµό δύο 
ατόµων θα υποθέσουµε ότι έχει δύο γωνίες. Η µήτρα C δίνεται παρακάτω 
 

 
 
 

                             ( 1)      (2)        (3)   (1,12)    (2,12)   (1,13)    (2,13)   (1,23)    (2,23) 

 
 

 
Σε αυτό το παράδειγµα, κάθε παίκτης µπορεί να διατηρήσει από µόνος του µία µέγιστη 

χρησιµότητα 0. Γενικά δε χρειάζεται να συµπεριλαµβάνουµε πληροφορίες για το VN στη µήτρα 
C. Είναι χρήσιµο επίσης να εξετάσουµε το πρόβληµα από γεωµετρικής άποψης. Έχω σχεδιάσει 
στο σχέδιο 2 το σύνολο, το οποίο µπορούµε να ονοµάσουµε V, των σηµείων στο θετικό orthant 
τα οποία πρέπει οπωσδήποτε να περιλαµβάνονται στο V(123) , εάν το παίγνιο είναι 
ισορροπηµένο. Το V συµπεριλαµβάνει εκείνα τα σηµεία του επιπέδου στα οποία έχουν 
πρόσβαση οι συνασπισµοί δύο παικτών, αφού ένας συνασπισµός δύο παικτών και ο 
συµπληρωµατικός του συνασπισµός ενός ατόµου σχηµατίζουν µία ισορροπηµένη συλλογή. Το 

V επίσης συµπεριλαµβάνει εκείνα τα διανύσµατα (u1,u2,u3) µε (u1,u2)∈ V12, (u1,u3)∈ V13 

και (u2,u3)∈ V23. Σύµφωνα µε το συµπέρασµα ότι το παίγνιο είναι ισορροπηµένο, γνωρίζουµε 
µόνο ότι το V(123) συµπεριλαµβάνει το V. Mπορεί όµως να είναι αρκετά µεγαλύτερο. Κανένα 
σηµείο στο θετικό orthant δεν µπορεί να µπλοκαριστεί από οποιονδήποτε συνασπισµό ενός 
παίκτη. Υπάρχει κάποιο σηµείο στο V το οποίο να µπορεί να µπλοκαριστεί από ένα 
συνασπισµό ο οποίος δεν είναι δύο παικτών; Με άλλα λόγια υπάρχει σηµείο στο V του οποίου 
και οι τρείς προβολές είναι στα όρια των συνόλων των επιπέδων χρησιµότητας που είναι 
προσιτά από τους συνασπισµούς δύο ατόµων; Ο αναγνώστης µπορεί να εξακριβώσει ότι 
υπάρχει ένα µόνο τέτοιο σηµείο, το u=(3,6,5). Φυσικά αυτό το διάνυσµα, δε χρειάζεται να είναι 
στον πυρήνα , εάν δεν είναι βέλτιστο pareto , αλλά τότε οποιδήποτε βέλτιστο σηµείο pareto στο 
V(123) το οποίο είναι µεγαλύτερο ή ίσο από το u , είναι µέσα στον πυρήνα. 
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Το διάνυσµα (3,6,5) παράγεται από τα σηµεία (6,6,0), (3,0,8) και (0,7,5) µε την έννοια ότι εάν 
σχηµατίσουµε την τετραγωνική υποµήτρα του C , που ανταποκρίνεται σε αυτά τα σηµεία  
 

 

 
 
και ορίσουµε το u  να είναι το µικρότερο από την ι-οστή γραµµή αυτής της τετραγωνικής 
υποµήτρας , τότε (u1,u2,u3)= (3,6,5). To γεγονός ότι το u δεν µπορεί να µπλοκαριστεί φαίνεται 
από τη C µήτρα, εάν τα u µποκαριστούν από το S, τότε θα υπάρχει µία στήλη j , S µε cijs> ui για 
όλα τα i, και ο αναγνώστης µπορεί να διαπιστώσει ότι τέτοια στήλη δεν υπάρχει. 

Αναλυτικά ,το επιχείρηµα ότι το u είναι µέσα στο V(123) , εάν το παίγνιο είναι 
ισορροπηµένο, εξαρτάται από την παρατήρηση: 
 

 
 

 = (3,6) 

 = (3,5) 

 = (6,5) 

 
 
 και τα τρία σύνολα των δύο στοιχείων σχηµατίζουν ένα ισορροπηµένο σύνολο. 
 

Στη γενική περίπτωση θεωρούµε µία τετραγωνική υποµήτρα του C, και ορίζουµε ui ως 
την ελάχιστη από τις εισόδους στην ι-οστή γραµµή αυτής της υποµήτρας. Προκειµένου, το 
διάνυσµα u, να µας οδηγήσει σε ένα σηµείο µέσα στον πυρήνα απαιτούνται να έχει δύο 
ιδιότητες. Πρώτα, θα πρέπει το u να µη µπλοκάρεται από οποιονδήποτε συνασπισµό, που 
σηµαίνει ότι για κάθε στήλη στη µήτρα C τουλάχιστον µία είσοδος πρέπει να είναι µικρότερη ή 
ίση µε την αντίστοιχη είσοδο στο διάνυσµα u. Φυσικά δεν θα παράγει κάθε τετραγωνική 
υποµήτρα του C ένα διάνυσµα u µε αυτή την ιδιότητα, και ένα µέρος του αλγορίθµου θα 
ασχοληθεί µε καθοριστικές υποµήτρες αυτού του είδους. 

 
Για να συµπεράνουµε ότι το διάνυσµα u είναι µέσα στο VN η δεύτερη ιδιότητα αφορά 

τις στήλες της υποµήτρας του C. 
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  Έστω Τ το σύνολο εκείνων των συνασπισµών του S που εµφανίζονται σε τουλάχιστον 
µία στήλη της τετραγωνικής υποµήτρας. Για κάθε S στο Τ, το διάνυσµα us, ανήκει σίγουρα στο 
Vs, αφού είναι µικρότερο ή ίσο µε µία από τις γωνίες που εµφανίζονται στο Vs. Προκειµένου 

να συµπεράνουµε ότι το u ∈VN είναι επαρκές να είναι ισορροπηµένο το σύνολο Τ, ή µε άλλα 
λόγια να υπάρχουν θετικοί αριθµοί δs, µηδενικοί για τα S που δεν είναι στο Τ, και τέτοιοι ώστε  
 

 

 
 
για ι=1,…,n.  
 
  Aυτό όµως είναι ισοδύναµο µε το να πούµε ότι οι ισότητες Αx=e ( όπου e το διάνυσµα 
όλων των στοιχείων που είναι 1) έχουν θετικές λύσεις , µε xjs=0, για κάθε στήλη j,S που δεν 
εµφανίζεται στην τετραγωνική υποµήτρα του C, αφού µπορεί να πάρουµε δS= ΣjxjS . 
 
  Με άλλα λόγια ψάχνουµε για µία εφικτή βάση,µε την έννοια του γραµµικού 
προγραµµατισµού, για τις ισότητες Αx=e. Οι n στήλες αυτής της βάσης οδηγούν στη 
δηµιουργία της τετραγωνικής υποµήτρας  του C και το ui ορίζεται ως το ελάχιστο από την i-
οστή γραµµή αυτής της υποµήτρας. Η βάση θα πρέπει να επιλεγεί µε τέτοιο τρόπο έτσι ώστε 
για κάθε στήλη της µήτρας C, τουλάχιστον µία από τις εισόδους να είναι µικρότερη ή ίση µε 
την αντίστοιχη είσοδο στο διάνυσµα u. 
 

Είναι πολύ χρήσιµο να γενικεύσουµε το πρόβληµα, θεωρώντας µία αυθαίρετη µήτρα Α, 
µε n γραµµές και m στήλες, αντί για µία επαναλαµβανόµενη µήτρα εµφάνισης, µία µήτρα C 
που έχει τις ίδιες διαστάσεις µε την Α, και ένα αυθαίρετο διάνυσµα b. Σε αυτή την πιο γενική 
περίπτωση, και οι δύο µήτρες θα έχουν το j αντί για το πιο περίπλοκο δείκτη (j, S) που είναι 
κατάλληλο για µια επαναλαµβανόµενη µήτρα εµφάνισης. Ψάχνουµε για µία εφικτή βάση για τις 
ισότητες Αx=b και για κάθε τέτοια βάση ορίζουµε ui=min {cij | για κάθε j που εµφανίζεται στη 
βάση.} Θα υπάρχει όµως τέτοια βάση ώστε για κάθε στήλη k να υπάρχει τουλάχιστον ένα i µε 

ui ≥ cik;  
 
Προκειµένου να εγγυηθούµε µια απάντηση που επιβεβαιώνει αυτή τη γενική ερώτηση, 

οι µήτρες A και C θα έχουν τις ιδιότητες που περιγράφονται στον παρακάτω ορισµό: 
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ΟΡΙΣΜΟΣ : Έστω A και C δύο µήτρες nxm της µορφής: 
 
 

 

A  =  
 
 

 C =  
   
 
Λέµε ότι οι µήτρες A και C είναι κανονικής µορφής  εάν  
 
1) για κάθε γραµµή i, το cii, είναι το ελάχιστο από τα στοιχεία στη γραµµή του και  
2) για κάθε µη διαγώνιο στοιχείο cij, στην τετραγωνική µήτρα C που αποτελείται από τις n 

πρώτες στήλες και για κάθε στήλη k>n, έχουµε cij≥ cik. 
 

Ο αναγνώστης µπορεί εύκολα να εξακριβώσει ότι οι µήτρες A και C που προκύπτουν 
από πεπερασµένο παίγνιο είναι συγκεκριµένης µορφής εάν τα διανύσµατα uj,S, τα οποία 
αναπαριστούν τις γωνίες, δε δίνουν σε κάθε παίκτη στο S λιγότερα από αυτά που µπορεί να 
αποκτήσει από µόνος του και εάν η σταθερά Μ επιλέγεται έτσι ώστε να είναι µεγαλύτερη από 
τα στοιχεία αυτών των διανυσµάτων. 
    
ΘΕΩΡΗΜΑ 2 
 

Έστω A και C δύο µήτρες nxm συγκεκριµένης µορφής. ‘Έστω b ένα θετικό διάνυσµα 

τέτοιο ώστε το σύνολο {x| x≥ 0 και Ax=b} να είναι ορισµένο. Τότε υπάρχει µία βάση για την 
εξίσωση Ax=b, τέτοια ώστε αν ορίσουµε ui=min cij για όλες τις στήλες j σε αυτή τη βάση , τότε για 

κάθε στήλη k υπάρχει ένα στοιχείο µε ui≥ cik. 
 
  Σύµφωνα µε το θεώρηµα 2 είναι ξεκάθαρο πως ένα ισορροπηµένο παίγνιο δεν έχει κενό 
πυρήνα εάν κάθε Vs έχει ένα πεπερασµένο αριθµό γωνιών. 
 

5.4 ΕΝΑΣ ΑΛΓΟΡΙΘΜΟΣ ΓΙΑ ΤΟ ΠΡΟΒΛΗΜΑ ΤΟΥ ΘΕΩΡΗΜΑΤΟΣ 2 

 
Το πρόβληµα που παρουσιάστηκε στο θεώρηµα 2 δεν είναι καθαρά ένα πρόβληµα 

γραµµικού προγραµµατισµού παρότι εµπλέκονται µόνο γραµµικές ανισότητες. Οποιαδήποτε 
προσπάθεια να προσεγγίσουµε αυτό το πρόβληµα µε µία γραµµική προγραµµατιστική µορφή 
θα αντιµετώπιζε την εξής δυσκολία : δεν µπορούν να εξεταστούν ταυτόχρονα όλες οι σχετικές 
ανισότητες. Η προσπάθεια χρήσης προγραµµατιστικών µεθόδων ακεραίων δεν θα µπορούσε 
ούτε να παράσχει ένα θεώρηµα ούτε να εκµεταλλευτεί την ειδική δοµή του προβλήµατος. Ο 
αλγόριθµος αυτής της εργασίας, ο οποίος βασίζεται στην έξυπνη διαδικασία που ανακάλυψαν 
οι Lemke και Howson για τη λύση ενός παιγνίου δύο ατόµων µη µηδενικού αθροίσµατος, 
παρέχει µία µέθοδο για τον υπολογισµό της λύσης του προβλήµατος, και αφού ο αλγόριθµος 
τερµατίζει σε ένα πεπερασµένο αριθµό βηµάτων,εγγυάται την ύπαρξη µίας τουλάχιστον λύσης. 
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   Το θεώρηµα 2 µπορεί να αποδειχθεί κατευθείαν µε την εξέταση ενός παιγνίου δύο ατόµων µη 
µηδενικού αθροίσµατος στο οποίο ένας παίκτης έχει µία µήτρα πληρωµών Α της οποίας οι 
στήλες αφορούν τις στρατηγικές του παίκτη. Ο δεύτερος παίκτης, του οποίου οι στρατηγικές 
είναι στις γραµµές, έχει µία µήτρα πληρωµών Β= (bij) όπου bij= -1/ cij n (µπορούµε να 
υποθέσουµε, χωρίς απώλεια της γενικότητας, ότι cij>0 , αφού δεν αλλάζει το θεώρηµα εάν κάθε 
είσοδος στο C αυξάνεται ισόποσα). Το θεώρηµα 2 µπορεί να διατηρηθεί , αφήνοντας τον 
εκθέτη n να τείνει στο άπειρο και θεωρώντας µία συγκλίνουσα υποακολουθία των σηµείων 
ισορροπίας για αυτά τα παίγνια. Η απόδειξη είναι αρκετά απλή ,αλλά αφού περιλαµβάνει την 
επιλογή µιας συγκλίνουσας υποακολουθίας , δεν είναι βασικά εποικοδοµητική παρότι το 
επιχείρηµα των Lemke και Howson µπορεί να χρησιµοποιηθεί για τον υπολογισµό ενός 
σηµείου ισορροπίας για κάθε τιµή του n. Στο υπόλοιπο αυτής της ενότητας θα παρουσιάσουµε 
µία παραλλαγή αυτού του αλγορίθµου που είναι εφαρµόσιµη απευθείας στην οριακή 
περίπτωση.  
 
   Η ορολογία που εισάγουµε στον ακόλουθο ορισµό θα είναι χρήσιµη στη συζήτηση του 
οριακού αλγορίθµου. 
   
ΟΡΙΣΜΟΣ: Μία τακτική βάση για τη µήτρα C αποτελείται από ένα σύνολο n στηλών 
j1,j2,…,jn έτσι ώστε εάν ui=min (cij1, cij2,…, cijn) τότε για κάθε στήλη k υπάρχει τουλάχιστον 

ένα i µε ui≥ cik. 
 
  Ο όρος τακτική βάση που χρησιµοποιείται σε αυτόν τον ορισµό υποδηλώνει µία 
αναλογία µε γραµµικό προγραµµατισµό , όπως θα δούµε σε µερικές από τις ιδιότητες που 
περιγράφονται παρακάτω. Πρώτα από όλα όµως θα πρέπει να τονίσουµε ότι το θεώρηµά µας θα 
αποδειχθεί αν και µόνο αν µπορέσουµε να εκθέσουµε µία βάση για το Α η οποία θα είναι 
ταυτόχρονα και τακτική βάση για το C. 
 
  Ο αλγόριθµος για τον προσδιορισµό ενός τέτοιου συνόλου στηλων εναλλάσεται 
ανάµεσα σε pivot βήµατα για γραµµικές ισότητες και µία σχετική λειτουργία στη µήτρα C. 
Bγάζουµε το συµπέρασµα ότι όλες οι µεταβλητές που σχετίζονται µε τις n στήλες µίας βάσης 
για τις ισότητες  Αx=b είναι αυστηρά θετικές. Το µη γενικευµένο συµπέρασµα για το C παίρνει 
τη νέα µορφή ότι δεν µπορούν να είναι ίσα δύο στοιχεία στην ίδια γραµµή. Τα δύο αυτά 
συµπεράσµατα µπορούν να προκαλέσουν σύγχυση των αντιστοιχων µητρών. 
 

Πριν στρέψουµε τη συζήτηση στα pivot βήµατα θα ήταν χρήσιµο να τονίσουµε ότι το 
µη εκφυλιστικό συµπέρασµα για το C υποδηλώνει ότι κάθε στήλη µιας τακτικής βάσης έχει 
ακριβώς µία ελάχιστη γραµµή που χρησιµοποιείται για το σχηµατισµό του διανύσµατος u. Αυτό 
µπορούµε να το διαπιστώσουµε εάν η στήλη k, στον ορισµό µιας τακτικής βάσης, λαµβάνεται 
ως στήλη στη βάση. 
 

ΛΗΜΜΑ 1 : Έστω j1,j2,…,jn οι στήλες µίας βάσης για τις ισότητες Αx=b και j* µία 
αυθαίρετη στήλη εκτός αυτού του συνόλου. Τότε εάν το πρόβληµα είναι µη εκφυλιστικό και το 

κυρτό σύνολο {x| x≥ 0 και Ax=b} είναι ορισµένο, υπάρχει µία µοναδική εφικτή βάση η οποία 
αποτελείται από τη στήλη  j* και n-1 στήλες της κανονικής εφικτής βάσης. 
 

Αυτό αποτελεί φυσικά ένα σίγουρο αποτέλεσµα του γραµµικού προγραµµατισµού το 
οποίο δηλώνει ότι εάν το κλειστό σύνολο είναι ορισµένο και το πρόβληµα είναι µη εκφυλιστικό 
τότε οποιαδήποτε στήλη έξω από τη βάση µπορεί να εισαχθεί και ακριβώς µία στήλη θα 
διαγραφεί ως αποτέλεσµα ενός pivot βήµατος. Κάτι παρόµοιο µε ένα pivot βήµα µπορεί να 
εφαρµοστεί σε µία τακτική βάση του C. Mε µία εξαίρεση, µία συγκεκριµένη στήλη σε µία 
τακτική βάση µπορεί να µετακινηθεί και µία ξεχωριστή στήλη που εισήχθη από έξω έτσι ώστε 
το νέο σύνολο στηλών να αποτελεί επίσης τακτική βάση.  
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ΛΗΜΜΑ 2: Έστω j1,j2,…,jn µία κανονική βάση του C και j1 µία αυθαίρετη αυτών 

των στήλων. Υποθέτουµε ότι τα j1,j2,…,jn δεν επιλέγονται όλα από τις n πρώτες στήλες του 
C.Tότε εάν δεν είναι δύο στοιχεία της ίδιας γραµµής ίσα και εάν το C είναι συγκεκριµένης 
µορφής , τότε υπάρχει µία στήλη j*≠j1 έτσι ώστε τα j1,j2,…,jn να αποτελούν µία κανονική 
βάση. 
 
   Τα βήµατα που χρειάζονται για να αποµακρύνουµε µία συγκεκριµένη στήλη από µία 
κανονική βάση και να την αντικαταστήσουµε µε µία στήλη εκτός της βάσης ονοµάζονται 
τακτικά pivot βήµατα. Πρώτα θα δώσουµε τον ορισµό του τακτικού pivot step και στη συνέχεια 
θα δείξουµε ότι το νέο σύνολο στηλων αποτελεί µία κανονική βάση και στο τέλος θα δείξουµε 
ότι εάν δεν εισάγουµε καµία καινούργια στήλη, πάλι θα έχουµε κανονική βάση. 
 
ΟΡΙΣΜΟΣ: Θεωρείστε µία κανονική βάση για το C και µία συγκεκριµένη στήλη που θα 
αφαιρεθεί. Στη nx n-1 µήτρα των στηλών που αποµένουν, ακριβώς µία στήλη θα περιλαµβάνει 
δύο minimizers γραµµών, η µία από τις οποίες είναι καινούρια και η άλλη είναι γραµµή 
minimizer για τη βάση. Έστω ότι η γραµµή που συσχετίζεται µε το τελευταίο έχει ένα 
περιεχόµενο i*. Εξετάζουµε όλες τις στήλες στο C για τις οποίες  cik=min {cij| το j παραµένει 
στη βάση} για όλα τα ι που δεν είναι ίσα µε το i*. Aπό αυτές τις στήλες επιλέγουµε αυτή που 
µεγιστοποιεί το cik.Ένα τακτικό pivot step εισάγει αυτή τη στήλη στη βάση. 
 
   Είναι πιθανό να κάνουµε ένα τακτικό pivot step εάν υπάρχη στήλη στο C για την οποία 
cik=min {cij | το j παραµένει στη βάση} για όλα τα i που δεν είναι ίσα µε το i*. Aφού όµως ο 
πίνακας C είναι συγκεκριµένης µορφής η στήλη 
 
  

 

 
 

θα ικανοποιήσει τη συνθήκη εκτός και αν οι n-1 στήλες που αποµένουν στη βάση 
προέρχονται από τις τις n πρώτες στήλες της µήτρας C. 
 
  Eάν η j* είναι η στήλη που µπήκε στη βάση, τότε το νέο διάνυσµα u δίνεται από το 
u’i=min{cij| το j παραµένει στη βάση} για όλα τα i που δεν είναι ίσα µε το i* και u’i*=cij*. Ο 
τρόπος µε τον οποίο επιλέγεται το j* δείχνει ότι δεν υπάρχει στήλη στο C της οποίας τα 
στοιχεία να είναι αυστηρώς µεγαλύτερα από αυτά του u’ , έτσι ώστε το νέο σύνολο στηλών να 
είναι µία κανονική βάση. 
 
  Προκειµένου να διαπιστώσουµε ότι µόνο η εισαγωγή της στήλης j* θα οδηγήσει σε 
κανονική βάση, ας θεωρήσουµε την τετραγωνική υποµήτρα από την αρχική  κανονική βάση. 
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Για να είµαστε πιο συγκεκριµένοι , θα υποθέσουµε ότι οι minimizers γραµµών 
βρίσκονται διαγώνια έτσι ώστε η στήλη j1 να αποµακρυνθεί από τη βάση και το µικρότερο 
στοιχείο στην πρώτη γραµµή να είναι το c1j2. Αυτό σηµαίνει ότι i*=2. 

 
Όταν φέρνουµε µία νέα στήλη για να αντικαταστήσει την πρώτη στήλη, η c3j3, θα 

πρέπει ακόµα να είναι η µικρότερη γραµµή για την τρίτη γραµµή, αφού αλλιώς δεν θα υπήρχε 
µικρότερη γραµµή για την τρίτη στήλη , παροµοίως και για τις c4j4,…, cnjn. Γνωρίζουµε λοιπόν 
ότι αν µπει η γραµµή j* στη βάση ,τότε  c3j*> c3j3, c4j*> c4j4,…, cnj*> cnjn. 

 
  ∆ύο περιπτώσεις προκύπτουν για τη µικρότερη γραµµή από τις δύο πρώτες  γραµµές: 
c1j*<c1j2 , c2j*<c2j2 ή το αντίθετο. Η πρώτη περίπτωση οδηγεί στην αρχική βάση. Για να το δούµε 
αυτό, εάν δε συβεί η πρώτη περίπτωση, το νέο διάνυσµα u θα δίνεται ως εξής  
 
 

 

 , 
 

και εάν το νέο σύνολο των στηλων αποτελούν µία κανονική βάση, τότε για κάθε στήλη 

k πρέπει ui≥ cik για κάποια i. Όµως εάν το k είναι η στήλη j αυτό σηµαίνει ότι c1j*> c1j1. Από την 
άλλη πλευρά,  το παλιό σύνολο στηλων ήταν µία κανονική βάση και έτσι για κάθε k, ciji> cik για 

κάποια i. Εδώ όµως µπορούµε να πάρουµε k=j* και βλέπουµε ότι c1j1≥ c1j* έτσι ώστε c1j1= c1j*. 
Από το µη εκφυλιστικό συµπέρασµα , δεν µπορούν να είναι ίσα δύο στοιχεία της ίδιας γραµµής, 
εποµένως j*=j1 και είµαστε πίσω στο αρχικό σύνολο στηλών. 

 
Στη δεύτερη παραλλαγή, τα µικρότερα στοιχεία των δύο πρώτων γραµµών 

διατηρούνται, για να προχωρήσουµε σε νέες βάσεις. Σ΄ αυτή την περίπτωση ψάχνουµε για τη 
στήλη j* στην οποία : c1j*>c1j2 , c3j*>c3j3,…, cnj*>cnjn , ή cij*> min {cij | j να παραµένει στη βάση } 
για όλα τα i≠2 και προκειµένου να είναι εφικτή η νέα βάση θα πρέπει να επιλέξουµε τέτοιες 
στήλες για να µεγιστοποιηθεί το c2j*. Αυτή είναι η στήλη που περιγράψαµε στο δεύτερο ορισµό 
και στο δεύτερο λήµµα . 

 
Κάπου εδώ πρέπει να σηµειώσουµε ότι τα τακτικά pivot steps είναι αντιστρέψιµα. Εάν 

διαγραφεί το j1 από µία βάση και µπεί το j*, τότε το j* µπορεί να διαγραφεί από την καινούρια 
βάση και να διατηρηθεί η αρχική. Τα τακτικά pivot steps είναι πολύ εύκολο να 
πραγµατοποιηθούν. Περιλαµβάνουν µόνο τακτικές συγκρίσεις των στοιχείων της ίδιας γραµµής 
και εποµένως οι είσοδοι στη µήτρα C µπορούν να επιλεγούν από αυθαίρετα διατεταγµένα 
σύνολα, ένα για κάθε γραµµή, αντί για πραγµατικούς αριθµούς. Για παράδειγµα οι είσοδοι σε 
µία γραµµή µπορεί να είναι δεσµίδες εµπορευµάτων διατεταγµένα µε σειρά προτίµησης. 

 
Τώρα είµαστε έτοιµοι να συζητήσουµε για τον αλγόριθµο που καθορίζει το σύνολο 

στηλών που ταυτόχρονα αποτελεί µία εφικτή βάση για τις ισότητες Αx=b και µία κανονική 
βάση για τη µήτρα C. Είναι αρκετά εύκολο να βρεθεί ένα ζεύγος βάσεων, µία εφικτή βάση Α 
και µία κανονική για τη µήτρα C, οι οποίες να µην είναι ίδιες αλλά να είναι αρκετά ‘κοντινές’. 
‘Ένα τέτοιο ζεύγος θα χρησιµοποιήσουµε σαν σηµείο αρχής στον αλγόριθµο. Οι στήλες 
(1,2,…,n) σχηµατίζουν µία εφικτή βάση για το Α , και οι στήλες  
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σχηµατίζουν µία κανονική βάση για τη µήτρα C εάν το j επιλεγεί από όλες τις στήλες 
k>n έτσι ώστε να µεγιστοποιεί το c1k. Οι στήλες της βάσης C είναι της µορφής (j,2,…,n). 
Μπορούµε να περιγράψουµε τη σχέση ανάµεσα στις δύο βάσεις λέγοντας ότι η βάση Α 
περιλαµβάνει τη στήλη 1 και τις n-1 υπολειπόµενες στήλες. Οι  n-1 υπολειπόµενες στήλες 
περιλαµβάνονται και στη βάση C µαζί µε µία επιπρόσθετη στήλη εκτός της 1. Η ευφυής ιδέα 
των Lemke και Howson είναι η επιµονή για τη διατήρηση αυτής της σχέσης ανάµεσα στις δύο 
βάσεις. 
 

Με άλλα λόγια, η εφικτή βάση Α θα περιγραφεται πάντα από τις στήλες (1, j2,…,jn) 
και η κανονική βάση του C από (j1, j2,…,jn) µε j1≠1. Τι βήµατα πρέπει να κάνουµε όµως για 
να διατηρήσουµε αυτή την ιδιότητα; Υπάρχουν µόνο δύο εφικτά βήµατα, ένα pivot step για τη 
µήτρα Α και ένα τακτικό pivot step για τη µήτρα C. 

 
Ένα pivot step για τη µήτρα Α θα αφήσει τη σχέση αυτή ανεπηρέαστη µόνο εάν 

εισαχθεί η στήλη j1 στη βάση Α. Φυσικά είναι πιθανό να διαγραφεί η στήλη 1 όταν εισαχθεί η 
στήλη j1 . Αυτό το πρόβληµα θα λυνόταν εάν αυτό συνέβαινε αφού η ίδια βάση (j1, j2,…,jn) θα 
µπορούσε να διατηρηθέι τότε και για τις δύο µήτρες. Εάν δε διαγραφεί η στήλη 1 από το pivot 
step, τότε θα διαγραφεί κάποια άλλη ας πούµε η ji.Τότε οι δύο βάσεις θα έχουν την ίδια σχέση 
µε το ji, η οποία είναι η στήλη της C βάσης που δεν εµφανίζεται στην Α βάση.   

  
Η άλλη πιθανή λύση είναι να γίνει ένα τακτικό pivot step στη µήτρα C, διαγράφοντας 

έτσι µία από τις στήλες της. Η σχέση ανάµεσα στις βάσεις Α και C µπορεί να διατηρηθεί µόνο 
εάν διαγραφεί η στήλη j1 από τη βάση C. Αν διαγραφεί η j1 και εισαχθεί η 1,τότε έχει λυθεί το 
πρόβληµα αφού η ίδια βάση η (1, j2,…,jn) θα υπάρχει και για τις δύο βάσεις. Από την άλλη 
πλευρά εάν εισάγουµε τη στήλη j* και διαγραφεί η j1, τότε πάλι οι δύο βάσεις έχουν την ίδια 
σχέση µε το j* να είναι η στήλη της C βάσης που δεν εµφανίζεται στην Α βάση. 

 
Όπως είδαµε µπορεί πάντα να γίνει ένα βέλτιστο pivot step στη µήτρα C, εκτός από την 

περίπτωση όπου οι στήλες ,εκτός από τη j1, στην κανονική βάση για το C επιλεγούν από τις n 
πρώτες στήλες της µήτρας C. Για να προκύψει αυτή η περίπτωση θα πρέπει η βάση Α να είναι 
(1,2,…,n) και η βάση C (j,2,…,n) έτσι ώστε να είµαστε στο σηµείο έναρξης που περιγράψαµε 
προηγουµένως. Από το σηµείο έναρξης µπορούµε να πάρουµε ένα µόνο pivot step , για να 
εισάγουµε τη στήλη j στη βάση Α. Σε όλες τις άλλες καταστάσεις στις οποίες οι Α και C έχουν 
τη σωστή σχέση ,είναι διαθέσιµα δύο pivot steps.  

 
Αυτές οι διαπιστώσεις προτείνουν τον ακόλουθο αλγόριθµο. Ξεκίνα µε τις βάσεις που 

περιγράφηκαν παραπάνω και κάνε εκείνο το pivot step που είναι διαθέσιµο. Σε οποιοδήποτε 
άλλο σηµείο ένα από τα δύο pivot steps θα είχε χρησιµοποιηθεί προκειµένου να φτάσουµε σε 
εκείνη την κατάσταση όπου η µοναδική συνέχεια είναι το τελευταίο pivot step. Υπάρχει µία 
µοναδική συνέχεια σε κάθε βήµα και η διαδικασία µπορεί να τερµατίσει µόνο όταν θα pivot σε 
µία λύση του προβλήµατος. Υπάρχει ένας πεπερασµένος αριθµός πιθανών λύσεων και αν δε 
γυρίσουµε ποτέ στην ίδια κατάσταση, η διεργασία αναπόφευκτα θα τερµατίσει σε ένα σύνολο 
στηλών που είναι ταυτόχρονα µία εφικτή βάση για την Ax=b και µια κανονική βάση για το C. 

  
 
 
Η επανάληψη είναι πιθανή εάν η πρώτη κατάσταση που επαναλαµβάνεται είναι η 

αρχική κατάσταση και αυτό θα σήµαινε ότι υπάρχουν δύο πιθανά βήµατα pivot από την αρχική 
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κατάσταση, τα οποία έχουµε δει ότι είναι λανθασµένα. Από την άλλη πλευρά εάν η διεργασία 
επαναλαµβάνεται για πρώτη φορά σε άλλο σηµείο , που δεν είναι η αρχική κατάσταση, τότε θα 
υπήρχαν τρία πιθανά pivot steps για να προχωρήσει , κάτι το οποίο είναι επίσης αδύνατο. Ο 
αλγόριθµος εποµένως θα πρέπει να τερµατίζει σε έναν πεπερασµένο αριθµό βηµάτων µε τη 
λύση του προβλήµατος. 

 
Αυτό περιλαµβάνει την απόδειξη του Θεωρήµατος 2 και συνεπώς και του Θεωρήµατος 

1 στην περίπτωση που τα σύνολα Vs έχουν ένα πεπερασµένο αριθµό γωνιών για κάθε κανονικό 
υποσύνολο S.  

5.5 Ένα Παράδειγµα του Αλγορύθµου 

 
Ας εξετάσουµε ένα παράδειγµα του αλγορίθµου που εφαρµόζεται σε ένα ισορροπηµένο 

παίγνιο τριών ατόµων. Θα υποθέσω ότι κάθε παίκτης µπορεί να πετύχει από µόνος του ένα 
µηδενικό επίπεδο χρησιµότητας και τίποτα περισσότερο. Κάθε δύο παίκτες Vs έχουν δύο 
γωνίες και αφού το παίγνιο είναι ισορροπηµένο το V(123) δε χρειάζεται να ληφθεί υπόψην . Η 
µήτρα C θα αποτελείται από 12 στήλες , τρεις για κάθε συνασπισµό δύο παικτών και µία στήλη 
για κάθε µονό παίκτη. Κάθε στήλη θα έχει έναν µεγάλο αυθαίρετο αριθµό ο οποίος βρίσκεται 
στις γραµµές που αντιστοιχούν σε παίκτες που δεν βρίσκονται στο συνασπισµό και 
προκειµένου να αποφύγουµε εκφυλισµό , αυτοί οι αριθµοί θα είναι διαφορετικοί για 
διαφορετικές στήλες. 
 

 

. 

 
Τα Μ είναι αυθαίρετα και ικανοποιούν τις ανισότητες Μ1>Μ2>…>Μ12> 12. Η µήτρα 

Α είναι η µήτρα εµφάνισης των παικτών ενάντια των συνόλων που επαναλαµβάνονται. 
Προκειµένου να αποφύγουµε τον εκφυλισµό στη µήτρα Α , η τελευταία στήλη έχει 
‘διαταραχτεί’ από µικρά ε, µε 0<ε1<ε2<ε3. 
 

Βηµα 1: Ξεκινάµε µε µία βάση για τη µήτρα Α η οποία αποτελείται από τις στήλες 
(1,2,3) και για τη C τις στήλες (10,2,3) έτσι ώστε το διάνυσµα u σε συνδυασµό µε αυτή τη C 
βάση να είναι u= (Μ10, 0, 0). Το πρώτο βήµα είναι να φέρουµε τη δέκατη στήλη στη βάση Α 
και το pivot στοιχείο αυτού του βήµατος φαίνεται παρακάτω. 
 

 

. 

 
Η δεύτερη στήλη έχει µετακινηθεί από τη βάση Α , εποµένως θα πρέπει να µετακινηθεί 

και από τη βάση C. Στις υπολειπόµενες δύο στήλες, η  στήλη δέκα έχει δύο minimizers 
γραµµών µε τον καινούριο στη δεύτερη γραµµή. Εποµένως εξετάζουµε όλες τις στήλες k µε 
c2k>5  και c3k>0. 

 
 
 
 

 
Βήµα 2 :  Η µήτρα Α που προκύπτει µετά το πρώτο pivot step είναι 
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. 

 
 

Η βάση Α είναι (1,3,10) και η βάση C (12,3,10)  µε το u διάνυσµα u=(M12, 5, 0). 
Συνεχίζουµε βάζοντας τη στήλη 12 στη βάση.∆ε χειάζεται να κάνουµε κανένα υπολογισµό 
αφού η στήλη 10, η οποία είναι ίδια µε τη 12, θα διαγραφεί . Η στήλη 10 θα πρέπει να 
διαγραφεί από τη βάση C.  Αν δούµε την υποµήτρα των στηλών (12, 2,10) 
 
 

 

 
 

θα διαπιστώσουµε ότι όταν διαγραφεί η δέκατη στήλη, η στήλη 12 έχει δύο minimizers 
γραµµών µε τον καινούριο να εµφανίζεται στη δεύτερη γραµµή. Εποµένως µεγιστοποιούµε το 
c1k έτσι ώστε c2k>8 , c3k>0 και κρατάµε την έβδοµη στήλη. 
    
Ο αλγόριθµος στη συνέχεια προχωράει µε τα ακόλουθα pivot steps 
  

Bήµα 3: Η βάση Α είναι (1,3,12) και η βάση C είναι (7,3,12) και το u(9,8,0). Η στήλη 
επτά µπαίνει στη βάση Α και η στήλη τρία αποµακρύνεται. Η στήλη τρία στη συνέχεια 
αποµακρύνεται από τη βάση C και µπαίνει η στήλη οκτώ. 
 

 Bήµα 4: Η βάση Α είναι (1,7,12) και η βάση C είναι (7,8,12) και το u(5,8,3). Η στήλη 
οκτώ µπαίνει στη βάση Α και η στήλη επτά αποµακρύνεται. Η στήλη επτά στη συνέχεια 
αποµακρύνεται από τη βάση C και µπαίνει η στήλη τέσσερα. 
 

Bήµα 5: Η βάση Α είναι (1,8,12) και η βάση C είναι (4,8,12) και το u(5,6,4). Η στήλη 
τέσσερα  µπαίνει στη βάση Α και η στήλη ένα αποµακρύνεται, έτσι ώστε να διατηρηθεί η λύση. 
Οι στήλες (4,8,12) σχηµατίζουν µία εφικτή βάση για την Α και µία κανονική βάση για το C. To 
διάνυσµα χρησιµότητας u (5,6,4) δεν µπορεί να µπλοκαριστεί από οποιοδήποτε σύνολο ενός ή 
δύο παικτών και εάν το παίγνιο  είναι ισορροπηµένο , τότε το διάνυσµα θα πρέπει να βρίσκεται 
στο V(123). Οποιοδήποτε pareto βέλτιστο σηµείο µέσα στο  V(123) που είναι µεγαλύτερο ή ίσο 
µε το (5,6,4) θα πρέπει να βρίσκεται µέσα στον πυρήνα. 

 
    Υπάρχει ένα ουσιαστικό ποσό αυθαιρεσίας στην αρχή του αλγορίθµου: στη διάταξη 
των Μ, στη λεξικογραφική διάταξη ,που χρησιµοποιήθηκε στη µήτρα Α και στον καθορισµό 
ενός συνόλου βάσεων οι οποίες διαφέρουν κυρίως σε µία στήλη. Η ερώτηση για το ποια σηµεία 
του πυρήνα θα καθοριστούν(επηρεαστουν) από αυτές τις επιλογές είναι σηµαντική αλλά θα 
ήθελα να την αναβάλω.  
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5.6 Μερικά Γενικά Συµπεράσµατα 

 
Έχουµε ολοκληρώσει την απόδειξη του Θεωρήµατος 1 για την περίπτωση στην οποία 

κάθε Vs έχει έναν πεπερασµένο αριθµό γωνιών. Μπορούµε να µελετήσουµε τη γενική 
περίπτωση επιλέγοντας ένα πεπερασµένο αριθµό διανυσµάτων από κάθε σύνολο Vs  και 
εφαρµόζοντας τον αλγόριθµο έτσι ώστε να κρατήσουµε ένα διάνυσµα στο VN τέτοιο που να µη 
µπορεί να µλοκαριστεί από οποιοδήποτε διάνυσµα της λίστας. Εάν ο αριθµός των διανυσµάτων 
σε κάθε Vs αυξάνεται συστηµατικά , και γίνεται παντού µεγάλος εντός ορίου , θα κρατήσουµε 
µία ακολουθία διανυσµάτων στο VN και κάθε οριακό σηµείο αυτής της ακολουθίας δεν θα 
µπορεί να µπλοκαριστεί από οποιονδήποτε συνασπισµό , µε βάση το θεώρηµα 1. 

 
    Στη δεύτερη παράγραφο δείξαµε ότι σε µία οικονοµία συναλλαγων,η κυρτότητα των 
επιλογών δείχνει ότι το παίγνιο είναι ισορροπηµένο και εποµένως δεν έχει κενό πυρήνα. Εάν ο 
αριθµός των παικτών τείνει στο άπειρο µε ένα µη συνετό τρόπο, και βγάλουµε µερικά επιπλέον 
συµπεράσµατα, ο πυρήνας πλησιάζει το σύνολο της συναγωνιστικής ισορροπίας. Η ύπαρξη της 
συναγωνιστικής ισορροπίας έχει αποδειχθεί µε ένα επιχείρηµα που βασίζεται σε αλγόριθµο και 
όχι στη χρήση συγκεκριµένων σηµείων των θεωρηµάτων. Μία εναλλακτική διαδικασία την 
οποία ανακάλυψε ο Mr Rolf Mantel είναι να εφαρµόσουµε το θεώρηµα 2 κατευθείαν στις 
υπάρχουσες τιµές ισορροπίας χωρίς καµία αναφορά στη θεωρία παιγνίων n ατόµων. 
 
    Θα ήθελα να προτείνω δύο µοτίβα προς αποφυγήν της αφηρηµένης απόδειξης της 
υπάρχουσας ισορροπίας που έδωσα προηγουµένως. Αρχικά η σύγχρονη µελέτη των 
συναγωνιστικών µοντέλων εστιάζει στα προβλήµατα της ύπαρξης και όχι στα υπολογιστικά 
προβλήµατα και αυτή η δεύτερη πλευρά του προβλήµατος αξίζει να µελετηθεί. Φυσικά 
απαιτείται ένα µεγάλο ποσό πληροφοριών προκειµένου να υπολογίσουµε τις τιµές ισορροπίας 
σε µία πραγµατική οικονοµία , και αυτό θα συνεχίσει να ισχύει ακόµα και αν οι ικανότητες των 
υπολογιστών εξελιχτούν ραγδαία στο µέλλον. Από την άλλη πλευρά πιστεύω ότι  οι 
πειραµατικοί υπολογισµοί σε µικρά οικονοµικά µοντέλα θα είναι πολύ χρήσιµοι και τώρα είναι 
εφικτό να γίνονται τέτοιοι υπολογισµοί σε µοντέλα που περιλαµβάνουν την πλευρά του 
καταναλωτή σε ότι αφορά την οικονοµία. 
 
    Για να είµαστε σίγουροι, κάποια σηµεία των θεωρηµάτων προσφέρουν µία µέθοδο 
υπολογισµού των τιµών ισορροπίας. Έστω ότι fj(π) η πλεονάζουσα ζήτηση για το j προιόν στην 
τιµή π. Αυτές οι συναρτήσεις είναι συνεχείς, ικανοποιώντας έτσι τον κανόνα του Warlas {π 
f(π)=0 } ,και οµογενείς µηδενικού βαθµού. Σε ένα σύστηµα ισορροπηµένων τιµών κάθε 
πλεονάζουσα ζήτηση είναι µικρότερη ή ίση του µηδενός , και η ιδιότητα της οµοιογένειας µας 

επιτρέπει να περιορίσουµε την προσοχή µας στις τιµές που βρίσκονται στο simplex πj≥0, 
Σπj=1. Έστω ότι η τιµή simplex διαιρείται σε µία απλή υποδιαίρεση και ονοµάζει κάθε κορυφή 
της υποδιαίρεσης µε ένα προιόν του οποίου η πλεονάζουσα ζήτηση είναι  µικρότερη ή ίση από 
το µηδέν στο σύστηµα τιµών. Τότε το λήµµα του Sperner, το βασικό θεώρηµα για την απόδειξη 
θεωρηµάτων σταθερού σηµείου, µας λέει ότι θα υπάρχει τουλάχιστον ένα µικρό simplex του 
οποίου όλες οι κορυφές θα έχουν ξεχωριστές ονοµασίες. 
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   Εάν η υποδιαίρεση είναι αρκετά καλή, το σύστηµα τιµών στο κέντρο του ξεχωριστού 
συµπλέγµατος θα έχει πλεονάζουσα ζήτηση µικρότερη ή ίση µε το µηδέν ή αν τα θετικά 
πλεονάζοντα προιόντα είναι πολύ µικρά. Η τιµή που παίρνουµε µε αυτόν τον τρόπο θα είναι 
αρκετά κοντά στην τιµή ισορροπίας µε µία συναρτησιακή έννοια, όχι όµως απαραίτητα µε την 
έννοια της Ευκλείδιας απόστασης. Η συναρτησιακή έννοια της απόστασης, µε την οποία κάθε 
αγορά είναι κοντά στην ισορροπία ,είναι η επιθυµητή απόσταση , και αφού η πλεονάζουσα 
ζήτηση για έναν πεπερασµένο αριθµό τιµών διανυσµάτων µπορεί να υπολογιστεί εφόσον 
γνωρίζουµε τις προτιµήσεις των καταναλωτών και το σύνολο παραγωγής, έχουµε µία 
µεθοδολογία υπολογισµού η οποία βασίζεται σε σταθερού σηµείου θεωρήµατα για τον 
υπολογισµό των τιµών ισορροπίας µε ένα βαθµό ακρίβειας. 
 
                        

 
 
 

Όταν τα σύνολα Vs προσεγγίζονται από σύνολα που έχουν ένα πεπερασµένο αριθµό 
γωνιών, τότε ο αλγόριθµός µας θα υπολογίσει,µε έναν παρόµοιο συναρτησιακό τρόπο, ένα 
σηµείο κοντά στον πυρήνα. Το πλεονέκτηµά του σε σχέση µε τη διαδικασία που περιγράφεται 
στο λήµµα του Sperner είναι ότι η τελευταία τεχνική είναι µία πολύ κουραστική αναζήτηση και 
όχι ένας συστηµατικός αλγόριθµος. Αυτή είναι µία διάκριση που µπορεί να την κατανοήσει 
κάποιος µε εµπειρία στους υπολογισµούς, πάραυτα και ο αναγνώστης µπορεί να συγκρίνει αυτή 
την κατάσταση µε εκείνη που προκύπτει από τον γραµµικό  προγραµµατισµό. Η εξωθενουτική 
αναζήτηση όλων των κορυφών ενός κυρτού πολύεδρου προκειµένου να βρεθεί το µέγιστο µιάς 
γραµµικής συνάρτησης είναι λιγότερη αποτελεσµατική σαν µία υπολογιστική συσκευή παρά 
σαν τη σειριακή ακολουθία των βηµάτων που περιγράφηκαν.   

 
Το δεύτερο πλεονέκτηµα της µεθόδου που συζητήσαµε σε αυτή την εργασία βρίσκεται 

στην πιθανότητα της οικονοµικής του ερµηνείας. Αφού το συµβατικό επιχείρηµα τιµών του 
Walrasian δεν οδηγεί πάντα σε ισορροπία, δεν έχουµε προς το παρόν µία τυπική έγκυρη 
διαδικασία υπολογισµού των προβληµάτων που περιλαµβάνουν την πλευρά του καταναλωτή σε 
µία οικονοµία, κάτι που ταυτόχρονα προτείνεται στην οικονοµία. Μία εξουθενωτική αναζήτηση 
που βασίζεται στο λήµµα του Sperner, δεν έχει οικονοµική ερµηνεία σαν µία πιθανή µηχανική 
ρύθµιση όταν φθάνουµε σε κατάσταση ισορροπίας. Από την άλλη πλευρά, η µεθοδολογία 
αυτής της εργασίας είναι ικανή για τέτοια ερµηνεία. Προτείνει σε κάθε επανάληψη ένα 
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διάνυσµα χρησιµότητας το οποίο δεν µπορεί να µπλοκαριστεί από κανένα σύνολο παικτών. Εάν 
το διάνυσµα χρησιµότητας είναι εφικτό για το σύνολο των παικτών, τότε το πρόβληµα έχει 
τελειώσει. Εάν δεν προτείνεται ένα διάνυσµα που να διαφέρει από το παλιό µόνο για δύο 
παίκτες, ένας από τους δύο θα παίρνει περισσότερα και ο άλλος λιγότερα. Ο αναγνώστης θα 
πρέπει να κρίνει από µόνος του εάν ο αλγόριθµος έχει οικονοµική ερµηνεία ως µηχανισµός 
ρύθµισης , αλλά η δική µου αίσθηση είναι ότι η πιθανότητα ερµηνείας είναι µεγαλύτερη από 
την παρουσίαση από µία εξουθενωτική αναζήτηση. 

 
Το θεώρηµα σταθερού σηµείουτου Brouwer µπορεί να αποδειχθεί από µόνο του  απλά 

θεωρώντας τη µήτρα Α σαν µία επαναλαµβανόµενη µονάδα µήτρας στο Θεωρηµα 2. Ο 
αλγόριθµος µπορεί εποµένως να αντικαταστήσει το λήµµα παρέχοντας τη συνδυαστική βάση 
για θεωρήµατα σταθερού σηµείου. Προς το παρόν όµως δεν υπάρχουν επαρκή στοιχεία για να 
γνωρίζουµε εάν ο αλγόριθµος πραγµατικά αποφεύγει την εξουθενωτική αναζήτηση στην 
εύρεση των σταθερών σηµείων συνεχόµενων χαρτογραφήσεων. 
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 6 

 

6. Η Θεωρία Παιγνίον Ν Ατόµων µε Τέλεια Πληροφορία  
 

6.1 Εισαγωγή 

 
Η θεωρία των παιγνίων n ατόµων , σε αντίθεση µε τη θεωρία µηδενικού αθροίσµατος 

παιγνίου δύο ατόµων , παραµένει σε κατάσταση απροσδιοριστίας. Το κύριο πρόβληµα φαίνεται 
να είναι ο καθορισµός του κατάλληλου ορισµού της λύσης για τέτοια παίγνια. Οι προσπάθειες 
που γίνονται προς αυτή την κατεύθυνση χωρίζονται σε δύο κατηγορίες, η θεωρία συνεργασίας 
στην οποία οι παίκτες αναµένεται να σχηµατίσουν συνασπισµούς  και η µη συνεργατική θεωρία 
στην οποία τέτοιοι συνασπισµοί απαγορεύονται. Η πρώτη κατηγορία περιλαµβάνει τη θεωρία 
των von Neumann και Morgenstern καθώς και την πιο πρόσφατη εργασία του Shapley, το 
δεύτερο σηµείο ισορροπίας του Nash. Οι θεωρίες συνεργασίας έχουν την εξής ατέλεια ,η ιδέα 
της λύσης δε δίνει πολύ ενηµέρωση για το πώς θα παίζονται τα παιχνίδια. Η δεύτερη κατηγορία 
είναι πιο συγκεκριµένη από αυτή την άποψη , αλλά ο ορισµός της λύσης εφαρµόζεται µόνο σε 
συγκεκριµένα παίγνια και προς το παρόν δεν έχει βρεθεί τρόπος να που να καθορίζει εκ των 
προτέρων εάν ένα παίγνιο µπορεί να λυθεί µε τον µη συνεργατικό τρόπο. Σίγουρα πολλά 
ενδιαφέροντα παιχνίδια δεν µπορούν να λυθούν µε αυτό τον τρόπο. 

 
Η θεωρία που αναπτύσσεται παρακάτω δίνει µια συγκεκριµένη ιδέα για τη λύση για µία 

ειδική αλλά σηµαντική τάξη παιγνίων n ατόµων, όπως ονοµάζονται, εκείνα µε την τέλεια 
πληροφορία. Η θεωρία είναι µη συνεργατική µε την έννοια που περιγράψαµε παραπάνω. H πιο 
γενική θεωρία που αφορά τέτοια παίγνια είναι του Kuhn και υποστηρίζει ότι όλα αυτά τα 
παίγνια έχουν ένα σηµείο ισορροπίας µεταξύ των βασικών στρατηγικών τους. Αυτό το σηµείο 
ισορροπίας δε θα είναι γενικά µοναδικό, και αυτά τα παίγνια δε θα λύνονται µε τη µέθοδο του 
Nash. Εποµένως θα δοκιµάσουµε µία διαφορετική προσέγγιση του προβλήµατος. Ο ορισµός 
της λύσης του προβλήµατος που δώσαµε, οδηγεί σε ένα σύνολο στρατηγικών οι οποίες 
σχηµατίζουν το σηµείο ισορροπίας, αλλά αυτές γενικά θα είναι µικτές παρά ξεχωριστές 
στρατηγικές. 
 
                                                                               

6.2 Μερικά Παραδείγµατα 

 
Ένα παράδειγµα θα ήταν χρήσιµο για την κινητοποίηση των ακολουθων ορισµών. Ένας 

κριτής θα διαλέξει τυχαία έναν ακέραιο αριθµό ανάµεσα στο 1 και στο 9. Τρείς παίκτες θα 
επιλέξουν εκ περιτροπής ξεχωριστούς αριθµούς από αυτό το εύρος τιµών και αυτός που θα 
πέσει πιο κοντά στον ήδη επιλεγµένο από τον κριτή αριθµό κερδίζει ένα δολάριο. Σε περίπτωση 
ισοπαλίας, κάθε παίκτης κερδίζει µισό δολάριο. Ένας αφελής παίκτης που θα επιλέξει πρώτος 
µπορεί να διαλέξει τον αριθµό 5. Με λίγη παραπάνω σκέψη, µπορούµε να διαπιστώσουµε ότι ο 
δεύτερος και ο τρίτος παίκτης πιθανόν θα επιλέξουν τους αριθµούς 4 και 6 έτσι ώστε η 
πιθανότητα να κερδίσει ο πρώτος παίκτης να είναι 1/10 ενώ για τους άλλους δύο 4/10. Ένας πιο 
σωστός τρόπος για να παίξει κάποιος το παιχνίδι θα ήταν να επιλέξει ο πρώτος παίκτης το 3 ή 
το 7 , ο δεύτερος παίκτης το 7 ή το 3 και ο τρίτος παίκτης όποιον αριθµό µείνει. Η δικαιολογία 
για αυτές τις επιλογές είναι η εξής: εάν ο πρώτος και ο δεύτερος παίκτης έχουν ήδη επιλέξει, η 
επιλογή για τον τρίτο παίκτη είναι ξεκάθαρη αφού θα διαλέξει τον αριθµό που µεγιστοποιεί τις 
πιθανότητες του να κερδίσει. Εάν υπάρχουν πολλοί τέτοιοι αριθµοί, υποθέτουµε ότι είναι 
εξίσου πιθανό να επιλέξει έναν από αυτούς. Αυτό µας οδηγεί στο συµπέρασµα ότι ο τρίτος 
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παίκτης ενδιαφέρεται να µεγιστοποιήσει τις πιθανότητες του να κερδίσει και όχι για τις 
πιθανότητες των άλλων παικτών. Ας υποθέσουµε ότι ο πρώτος παίκτης έκανε την επιλογή του. 
Ο δεύτερος παίκτης θα πρέπει να σκεφτεί κάθε πιθανή επιλογή µε την προυπόθεση ότι ο τρίτος 
παίκτης στο επόµενο βήµα θα παίξει σύµφωνα µε τους κανόνες που περιγράφηκαν παραπάνω. 
Θα κάνει τέτοια επιλογή η οποία θα του δώσει τις µεγαλύτερες προσδοκίες σύµφωνα µε αυτά 
τα συµπεράσµατα. Τώρα σκεφτείτε την αρχική επιλογή του πρώτου παίκτη. Για κάθε πιθανή 
επιλογή, µπορεί να υπολογίσει πως θα δράσουν οι άλλοι παίκτες. Επίσης σε κάθε περίπτωση 
υπολογίζει την πιθανότητά του να κερδίσει και παίζει µε τέτοιο τρόπο ώστε να τη 
µεγιστοποιήσει. Εάν υπάρχουν πολλοί αριθµοί που µεγιστοποιούν την πιθανότητα να κερδίσει, 
διαλέγει τυχαία έναν αριθµό µε µία µηχανή. Αν παίξουν τελικά µε τον τρόπο που περιγράψαµε 
παραπάνω, οι πιθανότητες τους θα είναι 7/18, 7/18, 4/18 για τους παίκτες 1,2 και 3 αντίστοιχα. 

 
Η θεωρία που παραθέσαµε εδώ χρησιµοποιεί τις µεθόδους που περιγράψαµε 

προηγουµένως για κάθε παίγνιο µε τέλεια πληροφορία και παρέχει τον ορισµό των τιµών και 
των στρατηγικών για τέτοιου είδους παίγνια. 

 
Ο αναγνώστης µπορεί να διασκεδάσει λύνοντας µε παρόµοιο τρόπο µε το παράδειγµα 

που δείξαµε το πρόβληµα που ακολουθεί. Τρείς παίκτες διαλέγουν εκ περιτροπής έναν 

πραγµατικό αριθµό ενός διαστήµατος.  Ο παίκτης θα λέµε ότι ‘ελέγχει’ τον αριθµό ι ∈[0,1] εάν 
ο t είναι πιο κοντά στη δική του επιλογή σε σχέση µε τους άλλους παίκτες. Στο τέλος του 
παιχνιδιού κάθε παίκτης παίρνει ως αµοιβή ένα ποσό το οποίο είναι ανάλογο µε τον αριθµό των 
διαστηµάτων που ελέγχει.   
 
 

6.3 Ορισµοί και Σηµειώσεις 

 
Σε αυτή την παράγραφο θα ασχοληθούµε µόνο µε πεπερασµένα παίγνια, και 

προκειµένου να έχουµε διαυγείς και ελεγχόµενες σηµειώσεις, θα υποθέσουµε ότι τα παίγνια 
που εξετάζουµε δεν έχουν τυχαίες κινήσεις παρότι όλα τα αποτελέσµατα περικλείουν τέτοιες 
καταστάσεις. 
 
 
 Ορισµός: Ένα παίγνιο Ν ατόµων µε τέλεια πληροφορία αποτελείται από : 
 

• Ένα σύνολο Χ που ονοµάζεται σύνολο των καταστάσεων του Γ. 

• Ένα σηµείο x0 ∈Χ που ονοµάζεται αρχική κατάσταση. 

• Μία συνάρτηση Ρ που ονοµάζεται η ‘προκάτοχος συνάρτηση’ η οποία αντιστοιχίζει το 
Χ στο x0 και έχει την ιδιότητα :  
       Α) Υπάρχει ένας ακέραιος Ν τέτοιος ώστε ΡΝ (Χ)=Χ0 (οι καταστάσεις που είναι 
προσιτές στο επόµενο βήµα από την κατάσταση x είναι οι καταστάσεις Ρ-1(x).). Το 

σύνολο των καταστάσεων Ρ-1(x)=∅ ονοµάζεται σύνολο των τελικών καταστάσεων και 
συµβολίζεται µε ΧF.  

• Ένας διαχωρισµός των Χ-ΧF στα σύνολα (Χ1,Χ2,…,Χn) (Η κατάσταση x∈Χι εάν ο 
παίκτης i θα πάει στην κατάσταση x.) 

• n συναρτήσεις πραγµατικών τιµών Ρ1,Ρ2,…,Ρn , οι οποίες ορίζονται στο σύνολο ΧF. Η 
Ρi ονοµάζεται η συνάρτηση πληρωµής του i παίκτη. 

 
Αυτά τα πέντε αντικείµενα συνιστούν το παίγνιο Γ. Μένει να περιγράψουµε πως θα παιχτεί 

το παίγνιο. Αυτό που διαισθανόµαστε είναι το ακόλουθο: Υποθέστε ότι  x0∈Χι. Ο παίκτης i 

επιλέγει την κατάσταση x1 ∈Ρ
-1(x0). Τώρα υποθέστε ότι x1∈Χι1. Tότε ο παίκτης ι1 επιλέγει την 
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κατάσταση x2 ∈Ρ
-1(x1) , κλπ. Το παιχνίδι συνεχίζει µε αυτόν τον τρόπο µέχρι να επιλεγεί η 

κατάσταση x∈XF,το οποίο συµβαίνει πάντα σύµφωνα µε την ιδιότητα (Α). Σε αυτό το σηµείο 
το παίγνιο έχει τελειώσει και ο παίκτης i λαµβάνει το ποσό Ρi(x) , µε i=1,2,…,n. 
   Όπως είναι σύνηθες στη θεωρία παιγνίων (αλλά όχι στις εφαρµογές της) υποθέτουµε ότι κάθε 
παίκτης επιλέγει την στρατηγική του εκ των προτέρων που σηµαίνει ότι έχει αποφασίσει τι 
επιλογές θα κάνει σε όλες τις πιθανές περιπτώσεις .  
 
 
 
Οι ακόλουθοι ορισµοί κάνουν αυτές τις σηµειώσεις πιο ακριβείς. 
 
 

Ορισµοί: Ένα παιχνίδι του Γ είναι µία ακολουθία (x0,x1,x2,…,xk) όπου Ρ(xi)=xi-1 και xk∈ XF. 
    Mία καθαρή στρατηγική σi για τον παίκτη i είναι µία συνάρτηση από το Χι στο Χ τέτοια 

ώστε για κάθε x∈Xι, σι(x) ∈ P-1(x). 
 
    ∆οσµένης µιας n-αδας καθαρών στρατηγικών (σ1,σ2,…,σn) ορίζουµε επαγωγικά ένα 
παίγνιο (x0,x1,…,xn) ως εξής: x0 είναι η αρχική κατάσταση. Υποθέτουµε ότι έχουµε ορίσει το xj 

και xj∈ Xi. Τότε xj+1=σi(xj). Σύµφωνα µε τις ιδιότητες του σi, η ακολουθία που ορίσαµε ως 
παίγνιο κανονικά περιγράφεται ως εξής: το παίγνιο καθορίζεται από τα (σ1,σ2,…,σn) και 
δηλώνεται µε το σύµβολο <σ1,σ2,…,σn>. Τέλος, εάν η xk είναι η τελική κατάσταση του 
παιγνίου <σ1,σ2,…,σn>2 ορίζουµε <σ1,σ2,…,σn>i= Pi(xk) , i=1,2,…,n. Το <σ1,σ2,…,σn>i είναι 
η πληρωµή του παίκτη i εάν οι παίκτες επιλέξουν τις στρατηγικές  (σ1,σ2,…,σκ).  
 
    (Υπάρχει µία καθορισµένη γεωµετρική απεικόνιση του Γ. Οι καταστάσεις 
απεικονίζονται ως σηµεία σε έναν χώρο. Εάν x=P(x΄) , σχεδιάζουµε µία γραµµή από το x στο 
x΄. Μπορούµε να επιλέξουµε τα σηµεία x έτσι ώστε να µη διασταυρώνονται οι γραµµές. Έτσι 
το σχήµα γίνεται ένα τοπολογικό δένδρο στο χώρο και κάθε παίγνιο αναπαριστάται από ένα 
µονοπάτι σηµείων που ξεκινάει από την αρχική κατάσταση x0 και καταλήγει σε µία τελική 
κατάσταση. Χάρη στην εµφάνισή του, κάποιοι συγγραφείς έχουν χρησιµοποιήσει το 
τοπολογικό δένδρο σαν τον αρχικό τρόπο ορισµού ενός παιγνίου. Από µαθηµατικής πλευράς 
βέβαια δεν υπάρχει ιδιαίτερος λόγος για να εισαχθούν αυτές οι γεωµετρικές απεικονίσεις στη 
θεωρία παιγνίων αφού δεν θεωρούνται σχετικές. Ακόµη, γίνεται πιο εύκολο να δουλέψουµε µε 
την προκάτοχο συνάρτηση. Η γεωµετρική αναπαράσταση πάραυτα βοηθάει κάποιον να δει τις 
ιδιότητες των παιγνίων.) 
 
    Για τη συνέχεια, θα ήταν πιο βολικό να κάνουµε µία µικρή αλλαγή του σεναρίου της 
καθαρής στρατηγικής. Γενικά, κάθε φορά που ο παίκτης κάνει µία κίνηση , αποκλείει την 
πιθανότητα εµφάνισης κάποιων καταστάσεων. Προφανώς θα ήταν µεγάλο χάσιµο χρόνου γι΄ 
αυτόν να οργανώσει στρατηγική για καταστάσεις που γνωρίζει πως δεν πρόκειται να 
προκύψουν. Σύµφωνα µε τον Kuhn ονοµάζουµε την κατάσταση x άσχετη για τη στρατηγική σi 
εάν το x δεν ανήκει σε κανένα παίγνιο <σ1, σ2,…,σi,…,σn >. ∆ιαφορετικά το x είναι σχετικό και 

ένα υποσύνολο X’⊂ X ονοµάζεται σχετικό για το σi εάν όλα τα σηµεία του είναι σχετικά. Η 
αλλαγή που θα κάνουµε είναι να απαιτήσουµε για κάθε στρατηγική σi να ορίζεται µόνο σε ένα 
µέγιστο σχετικό υποσύνολο του Χi που είναι σχετικό µε το σi. Αυτή η προϋπόθεση που θέσαµε 
έχει σαν αποτέλεσµα τη µείωση του αριθµού των καθαρών στρατηγικών. 
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Ας ξαναθυµηθούµε τον ορισµό ενός παιγνίου n- ατόµων σε κανονική µορφή. Ένα 
τέτοιο παίγνιο αποτελείται από n σύνολα Σ1,Σ2,…,Σn ,τα στοιχεία των οποίων καλούνται 
στρατηγικές καθώς επίσης και από n συναρτήσεις πραγµατικών τιµών Ρ1,Ρ2,…,Ρn των οποίων 
το πεδίο ορισµού είναι το σύνολο Σ1x Σ2…xΣn. Εάν στο Γ παιχνίδι µας ορίσουµε ως Σi το 
σύνολο των καθαρών στρατηγικών για τον παίκτη i και ορίσουµε  
 
Ρ i(σ1, σ2, …, σn) = < σ1, σ2, …, σn > 

 
θα διαπιστώσουµε ότι έχουµε ορίσει ένα παιχνίδι σε κανονική µορφή που ανταποκρίνεται στο 
Γ. Αυτό το ονοµάζουµε κανονική µορφή του Γ. 

6.4 Η Θεωρία 

 
 Σε αυτή την ενότητα θα ορίσουµε ένα νέο τρόπο λύσης ενός παιγνίου. Τα παίγνια 

γενικά δεν έχουν λύσεις όπως τις παρουσιάζουµε εµείς. Πάραυτα, η ύπαρξη του ουσιαστικού 
θεωρήµατός µας επιβεβαιώνει ότι τα παίγνια µε τέλεια πληροφορία έχουν πάντα τέτοιες λύσεις. 
Ο ορισµός που δίνουµε για τη λύση θα καθορίσει µία ξεχωριστή βέλτιστη στρατηγική για κάθε 
παίκτη και ένα σύνολο τιµών ή προσδοκιών για κάθε παίκτη για όλο το παίγνιο µε το βέλτιστο 
τρόπο. 

 
  Μία ακόµη παρατήρηση συγκεντρώνει το ενδιαφέρον µας. Εξετάζοντας την 
αιτιολόγηση που χρησιµοποιήσαµε για τη λύση του παραδείγµατος της δεύτερης ενότητας , 
συµπεραίνουµε ότι κάναµε σηµαντική χρήση της εκτεταµένης µορφής του παιγνίου που 
µελετούσαµε. Συγκεκριµένα η σειρά µε την οποία οι παίκτες έκαναν τις κινήσεις τους έπαιξε 
σηµαντικό  ρόλο στην αιτιολόγηση. Προκαλεί µεγάλη έκπληξη ότι θα µπορούσαµε να πάρουµε 
την ίδια λύση εξετάζοντας µόνο την κανονική µορφή του παιχνιδιού. Θα ορίσουµε λοιπόν τον 
τρόπο λύσης από την κανονική µορφή . ∆ιαφορετικά παίγνια µπορεί να έχουν την ίδια λύση µε 
την προυπόθεση ότι έχουν την ίδια κανονική µορφή. 
 
 
Ορισµός: Η καθαρή στρατηγική σ1 υπερέχει της σ1΄, γράφεται σ1>σ1΄, δεδοµένου 
 

1) <σ1,σ2,…,σn>1 ≥ <σ1΄, σ2,…,σn>1 για όλα τα (σ2,…,σn). 
 
2) <σ1,σ2,…,σn>1  > <σ1΄, σ2,…,σn>1  για κάποια (σ2,…,σn). 
 
Οι καθαρές στρατηγικές σ1 και σ1΄ είναι ίσοδύναµες εάν   
 
        <σ1,σ2,…,σn>1  = <σ1΄, σ2,…,σn>1  για όλα τα (σ2,…,σn). 
 
Παρόµοιοι ορισµοί γίνονται για τις στρατηγικές σi, i=2…n.  
 
 
Το σενάριο λύσης που κάνουµε βασίζεται στα παρακάτω συµπεράσµατα: 
 

• Ένας παίκτης δε θα χρησιµοποιήσει µία κυριαρχική στρατηγική. 

• Ένας παίκτης θα χρησιµοποιήσει ισοδύναµες στρατηγικές µε ίση πιθανότητα. 
 

 
 
 



Μεταπτυχιακή ∆ιατριβή                                                                                                                     Ιωάννου Κωνσταντίνος 

Θεωρία Παιγνίων και Ειδικές εφαρµογές στην καθηµερινότητα 

 

122

Μία λέξη για αυτά τα συµπεράσµατα. Η ιδέα τηςκυριαρχίας προκύπτει συχνά στη µελέτη 
των παιγνίων, παρότι ο συνήθης ορισµός δεν είναι ακριβώς αυτός που δώσαµε εδώ. Το δεύτερο 
συµπέρασµα δείχνει την αδιαφορία κάθε παίκτη για τη µοίρα των άλλων παικτών. Μπορεί να 
ειπωθεί ότι αυτή η συνθήκη είναι αφύσικη ή ακόµα και πολύ περιοριστική. Για παράδειγµα σε 
ένα παίγνιο δύο ατόµων, ένας παίκτης µπορεί να αποφασίσει να κάνει τη µέγιστη δυνατή ζηµιά 
στον αντίπαλό του ή αν είναι πιο φιλικός ,να τον βοηθήσει. Στην πραγµατικότητα θα 
µπορούσαµε να αναπτύξουµε το θεώρηµα εξίσου καλά αντικαθιστώντας τη δεύτερη υπόθεση 
µε διάφορες άλλες υποθέσεις. Η µοναδική απαίτηση είναι ότι θα πρέπει να έχουµε έναν 
συγκεκριµένο κανόνα ο οποίος θα καθορίζει τη συµπεριφορά κάθε παίκτη όταν αυτός 
βρίσκεται ανάµεσα σε ισοδύναµες στρατηγικές. Αυτός είναι ένας κανόνας ο οποίος προσδίδει 
οποιδήποτε σύνολο ισοδύναµων καθαρών στρατηγικών µία πιθανότητα συνδυασµού αυτών των 
στρατηγικών. Το δεύτερο συµπέρασµά µας είναι ο πιο απλός τέτοιος κανόνας αλλά και άλλοι 
θα µας εξυπηρετούσαν εξίσου καλά. Σύµφωνα µε τα συµπεράσµατα ένα και δύο θα εισάγουµε 
τώρα δύο λειτουργίες στην κανονική µορφή του Γ. 
 
Λειτουργία D1: ∆ιαγραφή όλων των κυρίαρχων στρατηγικών. 
 
Λειτουργία Α1: Αντικατάσταση όλων των συνόλων των ισοδύναµων στρατηγικών µε µία 
µεικτή στρατηγική, χρησιµοποιώντας κάθε ισοδύναµη στρατηγική µε ίση πιθανότητα. 
   Θα διαπιστώσουµε ότι αυτές οι δύο λειτουργίες, όταν είναι δυνατόν, έχουν επίδραση στη 
µείωση του αριθµού στρατηγικών κάθε παίκτη. 
 
   Θα ορίσουµε τώρα ένα νέο παίγνιο Γ σε κανονική µορφή του οποίου οι καθαρές στρατηγικές 
είναι εκείνες που διατηρήθηκαν από τα αρχικά σύνολα των λειτουργιών D1 και Α1. Οι 
συναρτήσεις πληρωµών Pi

1 
είναι οι αρχικές συναρτήσεις πληρωµών Pi που έχουν επεκταθεί µε 

τον συνήθη τρόπο που χρησιµοποιούµε για τις µεικτές στρατηγικές όταν αυτό είναι αναγκαίο. 
Τώρα ορίζουµε τις λειτουργίες D2 και Α2 να είναι παρόµοιες µε τις D1 και Α1 αλλά να 
λειτουργούν στο παίγνιο Γ1. Άρα παίρνουµε ένα παίγνιο Γ2. Αφού ο αρχικός αριθµός των 
καθαρών στρατηγικών ήταν πεπερασµένος, είναι προφανές ότι κάποια στιγµή αυτή η διεργασία 
πρέπει να τελειώσει.(δε θα είναι δυνατή επιπρόσθετη µείωση). 
    
ΟΥΣΙΑΣΤΙΚΟ ΘΕΩΡΗΜΑ 

 
Εάν Γ είναι η κανονική µορφή ενός παιγνίου µε τέλεια πληροφορία οι επιτυχείς 

εφαρµογές των λειτουργιών Di και Αi , µετά από ένα πεπερασµένο αριθµό σταδίων, θα 
απλοποιήσει το Γ σε ένα παίγνιο Γk που θα έχει ακριβώς µία καθαρή στρατηγική για κάθε 
παίκτη. 
 
    Η απόδειξη του ουσιαστικού θεωρήµατος είναι αρκετά περίπλοκη εξαιτίας της 
περίπλοκης δοµής των παιγνίων στην εκτεταµένη µορφή. Η συνήθης τεχνική εφαρµογής ενός 
συµπεράσµατος στα πλαίσια του παιγνίου δε φαίνεται να δουλεύει εδώ. Η απόδειξη προχωράει 
δείχνοντας ότι σε οποιοδήποτε στάδιο της απλοποίησης διεργασίας, αν σε κάποιο παίκτη έχουν 
αποµείνει περισσότερες από µία στρατηγικές, είναι πιθανές οι παραπάνω αναγωγές. 
 
    Όπως αναφέρθηκε προηγουµένως, οι µεικτές στρατηγικές σχηµατίζουν ένα σηµείο 
ισορροπίας. Αυτό δείχνει ότι εάν το Γ είναι παίγνιο δύο ατόµων µηδενικού αθροίσµατος , ο 
δικός µας ορισµός των τιµών συµφωνεί µε τον συνηθισµένο και οι βέλτιστες στρατηγικές µας 
είναι βέλτιστες µε τον ευρέως αποδεκτό τρόπο. Ο λόγος για τον οποίο διατηρούµε µια 
ξεχωριστή στρατηγική είναι φυσικά χάρη στη διεργασία. Αυτό είναι αφύσικο σε µερικές 
περιπτώσεις όπως για παράδειγµα εάν ένας παίκτης γνώριζε διάφορες στρατηγικές για το σκάκι 
, πιθανότατα θα χρησιµοποιούσε αυτή που θα ολοκλήρωνε το παιχνίδι πιο γρήγορα. Εάν 
εισάγουµε τέτοιες σκέψεις θα περιπλέξουµε πολύ το θεώρηµα χωρίς λόγο.     
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 Κεφάλαιο 7 

 

7.1 Εισαγωγή 

 

 

7. 1Μια Λύση Συνεργασίας για Ένα Παίγνιο Ν Ατόµων Γενικής Τάξης 
 
 

Είναι αξιοσηµείωτο ότι τα σενάρια θεωρίας δύο παιγνίων των εφαρµογών στην 
οικονοµία προχρονολογούνται της έκδοσης “Η Θεωρία των Παιγνίων και η Οικονοµική 
Συµπεριφορά” για τουλάχιστον 50 χρόνια. Το σενάριο της ισορροπίας του Nash για ένα παίγνιο 
n ατόµων είναι ο “απόγονος ” της διαδικασίας που χρησιµοποιήθηκε από τον Cournot το 1838 
,για να αναλύσει τις επιδράσεις της oligopolistic συµπεριφοράς. Η άλλη κυρίαρχη τεχνική 
λύσης , ο πυρήνας, εισήχθη από τον Edgeworth µε το όνοµα contract curve το 1886. 

 
Στη σύγχρονη ορολογία της θεωρίας παιγνίων, ο πυρήνας είναι µία λύση συνεργασίας η 

οποία περιλαµβάνει τη συµπεριφορά των συνασπισµών των παικτών. Η ισορροπία του Nash δε 
θεωρείται λύση συνεργασίας και το ενδιαφέρον των οµάδων των παικτών δε λαµβάνεται 
υπ’όψην. Αυτά τα δύο σενάρια είναι αρκετά διαφορετικά και έχουν εφαρµοστεί σε παίγνια που 
έχουν εντελώς διαφορετικά χαρακτηριστικά. 

 
Η ισορροπία του Nash απαιτεί το παίγνιο να βρίσκεται σε κανονική µορφή, δηλαδή οι 

ανεξάρτητες στρατηγικές που είναι διαθέσιµες σε κάθε παίκτη πρέπει να περιγράφονται 
αναλυτικά, µαζί µε µία διευκρίνιση για τη χρησιµότητα του κάθε παίκτη για ενιαίες 
στρατηγικές επιλογές. Η επιλογή των στρατηγικών , µία για κάθε άτοµο, είναι σε ισορροπία εάν 
κανένας παίκτης δεν µπορεί να µεγαλώσει τη χρησιµότητά του κάνοντας µία εναλλακτική 
επιλογή , µε την υπόθεση ότι οι υπόλοιποι παίκτες δεν αλλάζουν τις στρατηγικές τους. 

 
Προκειµένου να είναι εφαρµόσιµο ένα σενάριο συνεργασίας, όπως ο πυρήνας, η 

περιγραφή του παιγνίου θα πρέπει να γίνεται µε τη διευκρίνιση του συνόλου των διανυσµάτων 
χρησιµότητας  που µπορεί να αποκτήσει κάθε συνασπισµός. Τότε ένα διάνυσµα χρησιµότητας 
βρίσκεται µέσα στον πυρήνα εάν πρώτα από όλα είναι προσιτό από όλους τους παίκτες που 
δρουν συλλογικά και δεύτερον εάν κανένας συνασπισµός δεν µπορεί να πετύχει µεγαλύτερη 
χρησιµότητα για κάθε µέλος του. 

 
Η επιτυχής εφαρµογή της θεωρίας παιγνίων συνεργασίας στην οικονοµία έχει 

σηµειωθεί κυρίως σε µοντέλα συναλλαγών και πιθανώς σε µοντέλα παραγωγής στα οποία 
µπορεί να οριστεί για κάθε συνασπισµό το σύνολο των προσιτών διανυσµάτων χρησιµότητας.  
Σε ένα µοντέλο όπου κάθε καταναλωτής ξεκινάει την εµπορική περίοδο µε µία προµήθεια 
εµπορευµάτων και έχει µία συνάρτηση χρησιµότητας της τελικής κατανάλωσης, τα διανύσµατα 
χρησιµότητας που είναι προσιτά από έναν συνασπισµό είναι πιο πιθανόν να είναι εκείνα που 
προκύπτουν από µία αυθαίρετη ανακατανοµή των προιόντων του συνασπισµού. 

 
Η απλότητα ωστόσο εξαφανίζεται εάν γενικεύσουµε το µοντέλο συναλλαγών έστω και 

ελάχιστα. Εάν για παράδειγµα, µερικά από τα αγαθά είναι ανεπιθύµητα και απαιτούν τη χρήση 
πραγµατικών πηγών , οι παίκτες που δε συµµετέχουν σε έναν συνασπισµό, µπορεί µε τις 
πράξεις τους, να τροποποιήσουν την ανακατανοµή των χρησιµοτήτων µέσα στον συνασπισµό. 
Αυτό περιπλέκει τον καθορισµό για ποιον συνασπισµό µπορεί να πετύχει από µόνος του. 
Παρόµοιες δυσκολίες προκύπτουν εάν εξωτερικοί παράγοντες της κατανάλωσης εισαχθούν στο 
µοντέλο συναλλαγών και σε διάφορες άλλες παραλλαγές του νεοκλασικού µοντέλου. 
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Αυτά τα παραδείγµατα δείχνουν τη γενική πρόταση ότι οι πιθανότητες ενός 
συνασπισµού πρέπει ίσως να θεωρούνται ότι προέρχονται από µία προηγούµενη εξειδίκευση 
του παιχνιδιού στην κανονική µορφή του, που είναι οι επιλογές στρατηγικών των παικτών και 
οι αξιολογήσεις τους για τα αποτελέσµατα. Οι von Neumann και Morgenstern προσπάθησαν να 
κάνουν ακριβώς αυτό αλλά βάσισαν την ανάλυσή τους στο αυθαίρετο συµπέρασµα της 
µεταφερόµενης χρησιµότητας. Για αυτούς το ερώτηµα για το εάν ένα διάνυσµα χρησιµότητας 

{ui} i∈S είναι προσιτό για το συνασπισµό S , εξαρτάται µόνο από το άθροισµα us=Σi∈S ui και 
όχι από τις ίδιες τις χρησιµότητες. Ακόµα, ένας συνασπισµός µπορεί να αποκτήσει αυτό το 
διάνυσµα µόνο εάν τα µέλη του έχουν µία στρατηγική η οποία παράγει ένα διάνυσµα 
χρησιµοτήτων µε άθροισµα τουλάχιτον us, ανεξάρτητα από αυτό που επιλέγουν να κάνουν τα 
µέλη του συνασπισµού. 

 
Η πρόταση του Αumann για τη µετάβαση από την κανονική µορφή ενός παιγνίου σε 

µία περιγραφή συνεργασίας είναι  τακτική και αποφεύγει τις επιπρόσθετες χρησιµότητες τις 
οποίες οι ευήµερες οικονοµίες βρίσκουν τόσο περιττές. Ο ορισµός του είναι ακριβώς σαν και 
αυτόν που δώσαµε παραπάνω µε τη διαφορά ότι βασίζεται στις ίδιες τις χρησιµότητες και όχι 
στο άθροισµά τους. Για τον Aumann το διάνυσµα  ui είναι προσιτό από τον συνασπισµό S αν 
και µόνο αν τα µέλη του έχουν µία προκαθορισµένη στρατηγική η οποία εγγυείται αυτό το 
διάνυσµα ανεξάρτητα από τις πράξεις του συµπληρωµατικού συνασπισµού.  

  
Αυτή η εργασία , χρησιµοποιώντας την προσέγγιση του Aumann , θα περιγράψει, στο 

πλαίσιο της κανονικής µορφής ενός παιγνίου n ατόµων ,ένα απλό και γενικό σύνολο συνθηκών 
που είναι επαρκείς για να εγγυηθούν ένα γεµάτο πυρήνα. 

 
Ας θεωρήσουµε ένα παίγνιο n ατόµων στο οποίο ο πρώτος παίκτης έχει ένα σύνολο 

πιθανών στρατηγικών Χ1 , ο δεύτερος παίκτης Χ2,  κλπ. Μία τυπική στρατηγική για τον παίκτη i 
σηµειώνεται ως xi. Βγάζουµε τα εξής συµπεράσµατα για τα σύνολα των στρατηγικών: 

 
1) Κάθε Xi είναι ένα κλειστό σύνολο σε έναν πεπερασµένο convex πολυδιάστατο 

ευκλείδιο χώρο. 
 
Η σηµαντική πλευρά αυτού του συµπεράσµατος είναι ότι κάθε χώρος στρατηγικών είναι 
κυρτός. Οι υπόλοιποι όροι είναι τεχνικοί και το συµπέρασµα ότι κάθε στρατηγικός χώρος που 
ανήκει σε ένα πεπερασµένο πολυδιάστατο ευκλείδιο χώρο µπορεί να προκύψει εύκολα. 
 

Το συµπέρασµα για την κυρτότητα είναι παρόµοιο στη θεωρία παιγνίων και συνήθως 
το βγάζουµε επιτρέποντας στους παίκτες να επιλέγουν τυχαία και ανεξάρτητα τις στρατηγικές 
τους. Υπάρχουν πολλά παίγνια n ατόµων στα οποία η απαίτηση για κυρτότητα ικανοποιείται 
χωρίς την εισαγωγή µεικτών στρατηγικών. Για παράδειγµα, ένα µοντέλο συναλλαγών µπορεί 
να σχηµατίσει ένα παιχνίδι επιτρέποντας σε κάθε παίκτη να διανείµει αυθαίρετα τα αρχικά του 
προιόντα σε όλους τους παίκτες. Η παραγωγή µπορεί να ενσωµατωθεί στο παίγνιο εάν έχουµε 
διάφορους από τους παίκτες να αναπαριστούν τις επιχειρήσεις, οι οποίοι επιλέγουν την 
παραγωγή και τα σχέδια ανακατανοµής σύµφωνα µε την τεχνολογία τους και µε τις πηγές που 
προήλθαν από τους άλλους παίκτες. Σε κάθε ένα από τα παραδείγµατα,απαίτηση για κυρτότητα 
είτε είναι άµεση είτε προκύπτει σαν απλή συνέπεια των τυπικών οικονοµικών συµπερασµάτων. 

 
Για να ολοκληρώσουµε την περιγραφή του παιγνίου, ο i παίκτης έχει µία συνάρτηση 

χρησιµότητας ui (x1,…,xn) που ορίζεται στο χώρο παραγωγής Χ=Χ1 x X2 x….Xn , ο οποίος 
περιγράφει τις επιλογές του για ενιαίες στρατηγικές επιλογές. Θα βγάλουµε κάποια 
συµπεράσµατα για τις επιλογές έτσι ώστε η λύση που θα δείξουµε στην επόµενη ενότητα να 
είναι εφαρµόσιµη. 
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7.2 ΗΛύση του Παιγνίου 

 
Το συγκεκριµένο είδος λύσης που συζητάµε εδώ µοιράζεται µε άλλες λύσεις παιγνίων 

n ατόµων την ιδιότητα που βασίζεται στο σενάριο της ισορροπίας . Κάθε ένας από τους παίκτες 
διαλέγει µία στρατηγική. Εξετάζουµε εάν υπάρχουν ισχυρά επιχειρήµατα που οδηγούν σε 
εναλλακτικές στρατηγικές. Τα χαρακτηριστικά της λύσης προσδιορίζονται από την επιλογή 
επιχειρηµάτων για την αποχώρηση από µία επιλογή ενιαίας στρατηγικής. 

 
Για παράδειγµα, η ισορροπία του Nash είναι ένα σύνολο στρατηγικών x1, …, xn µε την 

εξής ιδιότητα: κανένας παίκτης δεν µπορεί να βελτιώσει τη χρησιµότητά του επιλέγοντας µία 
εναλλακτική στρατηγική µε την προϋπόθεση ότι οι στρατηγικές των υπολοίπων παικτών δεν 
αλλάζουν. Σε αυτό το σενάριο λύσης τα επιχειρήµατα για µία αποχώρηση από µία ισορροπία 
βασίζονται στη µεµονωµένη δράση των παικτών και υποθέτουµε ότι δε θα υπάρχει αντίκρισµα 
από τους υπόλοιπους n-1 παίκτες. 

 
Η δική µας λύση θα διαφέρει σε δύο βασικά σηµεία από την ισορροπία του Nash. 

Πρώτον , ο συνασπισµός των παικτών θα µπορεί να αλλάξει τη στρατηγική του συνολικά, µε 
την ελπίδα για βελτίωση του επιπέδου χρησιµότητας του κάθε µέλους του συνασπισµού. 
∆εύτερον, ο συµπληρωµατικός συνασπισµός µπορεί να δεχτεί αλλαγή των στρατηγικών 
επιλογών του , προκειµένου να αποτρέψει τον συνασπισµό που ξεκίνησε την αλλαγή. Μία 
ενιαία στρατηγική επιλογή x1,…, xn , η οποία παρέχει στον παίκτη i τη χρησιµότητα ui , θα 
βρίσκεται σε ισορροπία εάν για κάθε συνασπισµό S και κάθε συλλογή στρατηγικών των µελών 
του S, υπάρχει µία συλλογή στρατηγικών του συµπληρωµατικού συνασπισµού η οποία 
εµποδίζει έναν παίκτη του S να πετύχει µεγαλύτερη χρησιµότητα από το ui. Με άλλα λόγια, µία 
κατάσταση βρίσκεται σε ισορροπία εάν κανένας συνασπισµός δεν µπορεί να έχει υψηλότερα 
επίπεδα χρησιµότητας για όλα τα µέλη του, ανεξάρτητα από τις πράξεις του συµπληρωµατικού 
συνασπισµού. 

 
Η άκρως συντηρητική αντιµετώπιση των απειλών που παρουσιάστηκε σε αυτή τη λύση 

είναι µπελάς. Ένας συνασπισµός S, στην προσπάθειά του να διατηρήσει µια βελτιωµένη θέση 
για όλα τα µέλη του θα πρέπει να αντιµετωπίσει όλο το εύρος των στρατηγικών πιθανοτήτων 
των παικτών που δεν ανήκουν στον S συµπεριλαµβανοµένων και εκείνων που οδηγούν σε 
καταστροφικά συµπεράσµατα για τον συµπληρωµατικό συνασπισµό και δεν θα λαµβάνονταν 
µε καµία πιθανότητα. Αυτή η ανικανότητα διαχωρισµού των counterresponces στερεί την 
ευκαιρία για έναν συνασπισµό που θα αντιτίθεται στο status quo και έχει σαν αποτέλεσµα να 
έχουµε περισσότερα αποτελέσµατα στη λύση απ΄ότι θα ήταν λογικό. Προκειµένου να 
ξεπεράσουµε αυτό το πρόβληµα, οι απαντήσεις του συµπληρωµατικού συνασπισµού θα πρέπει 
να περιοριστούν σε εύλογους προβληµατισµούς , και δεν υπάρχει προφανής τρόπος για να γίνει 
αυτό µέσα από αυτή την εργασία που συζητάµε εδώ. 

 
Το κύριο συµπέρασµα αυτής της εργασίας είναι το Συµπέρασµα 1 για την κυρτότητα 

του χώρου στρατηγικών του κάθε παίκτη και το επόµενο συµπέρασµα το οποίο µελετάει αν οι 
συναρτήσεις χρησιµότητας είναι επαρκείς για να εγγυηθούν ότι υπάρχει τουλάχιστον ένα 
σύνολο στρατηγικών σε ισορροπία µε την έννοια που περιγράψαµε παραπάνω. 
 

2) Κάθε ui(x) είναι µία συνεχής, quasiconcave συνάρτηση. Με άλλα λόγια, εάν 

x=(x1,…,xn) και y=(y1,…,yn) είναι δύο ενιαίες επιλογές στρατηγικών και 0≤ α≤ 1 τότε  
 
ui [ ax + (1-a) y ] ≥ min [ ui (x), ui (y) ]. 

 
Τώρα µπορούµε να ξεκινήσουµε το κύριο θεώρηµα αυτής της εργασίας. 
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ΘΕΩΡΗΜΑ  
 
Σε ένα παίγνιο n ατόµων το οποίο ικανοποιεί τα συµπεράσµατα 1 και 2 , υπάρχει τουλάχιστον 
µία επιλογή στρατηγικής σε ισορροπία µε την έννοια ότι κανένας συνασπισµός δεν θα έχει 
εναλλακτική επιλογή η οποία θα προσφέρει επίπεδα χρησιµότητας για όλα τα µέλη του , 
ανεξάρτητα από τις πράξεις των συµπληρωµατικών συνασπισµών 
 
   Η quasiconcave προυπόθεση που απαιτείται σε αυτό το θεώρηµα, είναι αρκετά ισχυρή σε 
σχέση µε τις τυπικές προϋποθέσεις της θεωρίας παιγνίων n ατόµων. Για παράδειγµα, αντί να 
δείξουµε την ύπαρξη της ισορροπίας στρατηγικών του Nash , αυτή µπορεί να αντικατασταθεί 
από την πολύ πιο αδύναµη συνθήκη ότι η χρησιµότητα του κάθε παίκτη είναι µία  quasiconcave 
συνάρτηση της δικής του µόνο στρατηγικής. Η σοβαρότητα της προυπόθεσης αυτής µπορεί να 
διαπιστωθεί αφού γενικά δεν ικανοποιείται στην περίπτωση όπου κάθε παίκτης έχει έναν 
πεπερασµένο αριθµό pure στρατηγικών ,και επιτρέπεται να επιλέγει τυχαία τις στρατηγικές του 
, ανεξάρτητα από τις επιλογές των άλλων παικτών. 
 

Από την άλλη πλευρά, τα παίγνια n ατόµων που προκύπτουν από οικονοµικά µοντέλα 
οδηγούν σε επιλογές µε αυτή την ιδιότητα εάν γίνουν τα κλασικά συµπεράσµατα κυρτών 
καµπυλών αδιαφορίας και συνόλων παραγωγής. Θεωρείστε για παράδειγµα ένα τυπικό µοντέλο 
συναλλαγών στο οποίο ο i παίκτης έχει αρχικά wi προιόντα για να ανταλλάξει, και µία 
συνάρτηση χρησιµότητας h i για κατανάλωση. Περιγράφουµε αυτό σαν ένα παίγνιο κανονικής 
µορφής επιτρέποντας στον παίκτη ι να κατανείµει τα προϊόντα του  
 
wi = xi1 + xi2 + ... + xin 
 
µε αυθαίρετο τρόπο και πιθανότατα να κρατήσει µερικά για τον ίδιο. Το αποτέλεσµα µίας 
ενιαίας επιλογής στρατηγικών θα είναι η ανακατανοµή των εµπορευµάτων που αρχικά διέθετε 
,στα οποία ο παίκτης j λαµβάνει το πακέτο εµπορεύµατος 
 

 

 
 

Εάν πάρουµε τη χρησιµότητά του για αυτή την ενιαία επιλογή στρατηγικών να είναι η 
χρησιµότητα κατανάλωσής του, 
 

 

 
 
τότε το quasiconcave συµπέρασµα ικανοποείται εάν οι κλασικές καµπύλες αδιαφορίας είναι 
κυρτές από πάνω.  
 

Εποµένως το θεώρηµα µπορεί να εφαρµοστεί στην κλασική περίπτωση µιας αγοράς, µε 
τις συνηθισµένες παραδοχές κυρτότητας σαν προεπιλογή .Το συµπέρασµα δείχνει τη διανοµή 
των αρχικών εµπορευµάτων της κοινωνίας , κάτι που κανένας συνασπισµός δεν µπορεί να 
βελτιώσει µε ανακατανοµή των προϊόντων του πχ µία κατανοµή στον πυρήνα αυτής της 
αγοράς.  
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Αυτό το παράδειγµα έχει τουλάχιστον µία γενίκευση την οποία δεν έχουµε 
ξανασυναντήσει σε οικονοµικά δοκίµια. Θεωρήστε την περίπτωση όπου υπάρχουν εξωτερικές 
επιδράσεις στην κατανάλωση, έτσι ώστε η χρησιµότητα του καθενός να µην εξαρτάται µόνο 
από το δικό του διάνυσµα κατανάλωσης , αλλά να είναι µία συνάρτηση πακέτων εµπορευµάτων 
που καταναλώθηκαν από έναν ή όλους τους υπόλοιπους καταναλωτές. Εάν αυτή η γενικευµένη 
συνάρτηση χρησιµότητας έχει αδιάφορες επιφάνειες οι οποίες είναι κυρτές από πάνω όταν  
κοιτάζουµε το προϊόν κάθε χώρου καταναλωτή των πακέτων κατανάλωσης, τότε το θεώρηµα 1 
µπορεί να εφαρµοστεί. Τονίζουµε ότι υπάρχει διανοµή των αρχικών αγαθών της κοινωνίας που 
δε µπορεί να βελτιωθεί από µία συγκεκριµένη ανακατανοµή των προϊόντων οποιουδήποτε  
συνασπισµού, εάν ο συµπληρωµατικός συνασπισµός µπορεί να κάνει ανακατανοµή των 
αρχικών του αγαθών µε αυθαίρετο τρόπο. 

 
Εάν δεν υπάρχουν εξωτερικές επιδράσεις στην κατανάλωση, και δεν υπάρχει ούτε 

διαθέσιµο κόστος, αυτή η ακολουθιακή ανακατανοµή των αγαθών του συµπληρωµατικού 
συνασπισµού δεν µπορεί να επηρεάσει τα επίπεδα χρησιµότητας του συνασπισµού που 
προσπαθεί να µπλοκάρει. Η ύπαρξη όµως εξωτερικών επιδράσεων στην κατανάλωση, επιτρέπει 
στα µέλη του συµπληρωµατικού συνασπισµού είτε να αρνηθούν να καταναλώσουν , είτε µε 
ανακατανοµή των αγαθών τους να επηρεάσουν , µε ακολουθιακό τρόπο, τις χρησιµότητες στον 
συνασπισµό που προσπαθούν να µπλοκάρουν. Αυτή η πλευρά των εξωτερικών παραγόντων 
χρειάζεται το παρόν θεώρηµα και όχι µία πιο συµβατική προσέγγιση. 
 

7.3 Απόδειξη του Θεωρήµατος 

 
Ο αναγνώστης ο οποίος δεν θέλει να εντρυφήσει στη θεωρία παιγνίων µπορεί να 

παραλείψει αυτή την ενότητα καθώς θα δώσουµε µία τεχνική απόδειξη του κύριου θεωρήµατος. 
Η απόδειξη βασίζεται στην ιδέα ενός ισορροπηµένου παιγνίου n ατόµων, όπως µελετήθηκε από 
τους Bondareva και Shapley στην περίπτωση της µεταβλητής χρησιµότητας και από τον 
συγγραφέα στη γενική περίπτωση. 

  
Θεωρείστε ένα παίγνιο n ατόµων στο οποίο µπορούµε να ορίσουµε µε ακρίβεια για 

κάθε συνασπισµό S⊆N , το σύνολο Vs εκείνων των διανυσµάτων χρησιµότητας (u1,u2,…,un) 
που είναι προσιτά για την S , µε την προυπόθεση ότι τα στοιχεία του u µε τόνο ( u’) που 
αναφέρονται στους παίκτες που δεν είναι στο S, είναι αυθαίρετα. Κάνουµε τους ισχυρισµούς 
για αυτά τα σύνολα: 
 
1) Για κάθε S, το Vs είναι κλειστό και µη κενό. 

2) Εάν u∈Vs και u΄≤ u , τότε u΄∈Vs. 
3) Το VN οριοθετείται από τα παραπάνω. 
 

Ένα διάνυσµα u βρίσκεται µέσα στον πυρήνα αυτού του παιγνίου, εάν u VN  και δεν 
είναι µέσα στο Vs για οποιονδήποτε συνασπισµό S. Η ιδέα ενός συνόλου ισορροπηµένων 
συνασπισµών χρησιµοποιείται προκειµένου να έχουµε επαρκής συνθήκες για την ύπαρξη 
διανύσµατος στον πυρήνα. 
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ΟΡΙΣΜΟΣ : Ένα σύνολο συνασπισµών Τ= {S} είναι ισορροπηµένο εάν δεν υπάρχουν 
αρνητικά δs , ίσα µε το µηδέν για συνασπισµούς που δεν ανήκουν στο Τ, έτσι ώστε οι ισότητες  
 

Σ S⊃ {i} δS = 1 
         
να ισχύουν για i=1…n. 
 
  Για παράδειγµα, τα σύνολα των συνασπισµών  (Ι,2), (Ι,3), (Ι,4), (2,3,4) είναι 
ισορροπηµένα µε δs 1/3, 1/3, 1/3, 2/3 αντίστοιχα. 
 

ΟΡΙΣΜΟΣ : Ένα παίγνιο n ατόµων είναι ισορροπηµένο εάν  
 

∩    VS ⊆ VN 

S ∈ T 
 
για κάθε ισορροπηµένο σύνολο Τ. 
 

Το πιο σηµαντικό συµπέρασµα που δείξαµε είναι ότι ένα ισορροπηµένο παίγνιο δεν 
έχει άδειο πυρήνα. Προκειµένου να χρησιµοποιήσουµε αυτό το θεώρηµα εδώ πρέπει να 
περάσουµε από τον ορισµό του παιγνίου, µε την έννοια των στρατηγικών και των συναρτήσεων 
χρησιµότητας, στα σύνολα Vs µε τέτοιο τρόπο ώστε ο πυρήνας που βασίζεται σε αυτά τα 
σύνολα να ανταποκρίνεται στη λύση που προτείναµε στην προηγούµενη ενότητα. Αυτό θα είναι 
αληθές εάν ακολουθήσουµε τον Aumann και κάνουµε τους παρακάτω ορισµούς: 
 

ΟΡΙΣΜΟΣ : Ένα διάνυσµα u=(u1,u2,…,un) ανήκει στο Vs, εάν υπάρχει µία ενιαία 
στρατηγική των µελών του S, η οποία δίνει στον παίκτη i µία χρησιµότητα τουλάχιστον ui, για 
όλες τις στρατηγικές επιλογές των παικτών που δεν ανήκουν στο S. 
 
 

Όπως βλέπουµε τα στοιχεία ενός διανύσµατος u ∈ Vs, που ανταποκρίνονται στους 
παίκτες που δεν ανήκουν στο S, είναι αυθαίρετα σύµφωνα µε αυτόν τον ορισµό. 
   Το ασήµαντο µέρος της απόδειξης του θεωρήµατος είναι να δείξουµε ότι ο ισχυρισµός της 
σχεδόν κυρτότητας των συναρτήσεων χρησιµότητας δηλώνει ότι το παίγνιο είναι 
ισορροπηµένο. Έστω Τ= {S} είναι ένα ισορροπηµένο σύνολο συνασπισµών µε weights δs, και 

u ∈∩s∈T Vs. Πρέπει εποµένως να δείξουµε ότι         

u∈ VN. 
 

  Για κάθε S ∈Τ , το u ∈ Vs σηµαίνει ότι υπάρχει µία ενιαία στρατηγική των παικτών 
του S, που αποφέρει στον παίκτη i χρησιµότητα τουλάχιστον ui για όλες τις στρατηγικές του 
συµπληρωµατικού συνασπισµού. Έστω ότι αυτή η ενιαία στρατηγική συµβολίζεται µε xi(S) για 

όλα τα i S. H απόδειξη ότι u ∈ VN συνεχίζεται δείχνοντας ότι συγκεκριµένες στρατηγικές 
 

 
 

, 

, 

, 
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( οι οποίες είναι εφικτές αφού για κάθε i , το xi είναι ένας κυρτός συνδυασµός των στρατηγικών 
στο Χi) θα εγγυηθούν στον i παίκτη µια χρησιµότητα τουλάχιστον ui. 

Το συµπέρασµα είναι αρκετά έξυπνο και θα ήταν ίσως καλύτερο να το δείξουµε πρώτα 
στη συγκεκριµένη περίπτωση όπου n=4 και τι ισορροπηµένο σύνολο είναι (1,2), (1,3),  (1,4), 
(2,3,4). Οι στρατηγικές xi(S) φαίνονται στον παρακάτω πίνακα: 

 
 1 2 3 4 

(12) (12) (12) (12) (12) 
(13)  (13)  (13) 
(14) (14)   (14) 

(234)  (234) (234) (234) (234) 

 
 
στον οποίο τα x σε κάθε γραµµή αναπαριστούν τις στρατηγικές που εγγυώνται στα µέλη αυτού 
του συνασπισµού µία χρησιµότητα τουλάχιστον ui, για οποιεσδήποτε στρατηγικές y που 
επιλέγονται από τα µέλη του συµπληρωµατικού συνασπισµού. 

Θα θέλαµε να δείξουµε ότι αυτή η ενιαία επιλογή στρατηγικής  
 

( )=  
 

                             
 

 
θα παράγει µία χρησιµότητα τουλάχιστον ui και για τους τέσσερις παίκτες ταυτόχρονα. Προς 
µεγάλη εκπληξή µας τα συµπεράσµατα διαφέρουν από παίκτη σε παίκτη. 
 

Προκειµένου να πιστοποιήσουµε ότι αυτή η ενιαία επιλογή στρατηγικών αποφέρει στον 
πρώτο παίκτη τουλάχιστον u1, µπορούµε να χρησιµοποιήσουµε µόνο τις στρατηγικές των τριών 
πρώτων γραµµών του παραπάνω πίνακα. Οι στρατηγικές σε κάθε µία από αυτές τις γραµµές 
παρέχουν µία χρησιµότητα τουλάχιστον u1 στον πρώτο παίκτη, και εποµένως σε οποιονδήποτε 
κυρτό συνδυασµό αυτών των γραµµών. Συγκεκριµένα, 
 

 

 
 
 

 
 

 
 

 
 

αυτό θα κάνει ο παίκτης 1 ανεξάρτητα από τις επιλογές των y.  Προκειµένου αυτή η στρατηγική 
να είναι ίδια µε την (x1,x2,x3,x4) πρέπει να έχουµε  
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(234) =  
 

(234) =  
 

(234) =  
 
 
 

 
το οποίο µπορεί να επιτευχθεί θέτοντας y2(13)= y2(14)= x2(234), y3(12)=y3(14)=x2(234), 
y4(12)=y4(13)=x4(234). 
    

Θα πρέπει να χρησιµοποιήσουµε όµως ένα τελείως διαφορετικό επιχείρηµα για να 
εξακριβώσουµε ότι η ίδια ενιαία στρατηγική (x1,x2,x3,x4) παράγει µία χρησιµότητα τουλάχιστον 
u2 για τον δεύτερο παίκτη. Εδώ δείχνουµε ότι ο convex συνδυασµός της πρώτης και της 
τελευταίας γραµµής του πίνακα 

 

 
 
 

 
 
 

 
 
 

 
 

είναι επαρκής για τον παίκτη 2 , ανεξάρτητα από την επιλογή y. Προκειµένου να έχουµε αυτό 
το διάνυσµα ίδιο µε το (x1,x2,x3,x4), πρέπει να έχουµε  
 

 

(234) 
  

(13) = (12)  
 

(14) = (12)  

 
 
 

 
το οποίο µπορεί να γίνει σίγουρα αλλά είναι µία επιλογή των y διαφορετικών 

διανυσµάτων από την πρώτη περίπτωση. Μπορούµε να δώσουµε ένα παρόµοιο επιχείρηµα για 
τους παίκτες 3 και 4. 
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Τώρα µπορούµε να γυρίσουµε στην περίπτωση των n παικτών, ένα ισορροπηµένο 
σύνολο Τ={S} και το διάνυσµα στρατηγικής x=(x1,x2,…,xn) που ορίζεται ως  
 

 
xi  =  Σ δs  x

i (S) 

s∈T 

S⊃{i} 

Σε αυτό το γενικό επίπεδο είναι επαρκές να δείξουµε ότι u1(x) ≥ u1, αφού µε έναν 
επαναπροσδιορισµό των παικτών οποιοσδήποτε παίκτης µπορεί να µπεί πρώτος. Είναι 
σηµαντικό να θυµόµαστε ότι το αποτέλεσµα εξαρτάται από τον παίκτη που εξετάζουµε. 

Θα εκφράσουµε  
 

(x1, ..., xn)  =  Σ δs ( y
1 (S),…, yn (S) ) 

s∈T 

S⊃{i} 
 

µε u1(y
1(S),…yn(S)) ≥ u1 όλους τους συνασπισµούς S∈T  οι οποίοι περιλαµβάνουν τον πρώτο 

παίκτη. Το συµπέρασµα της quasi concavity  τότε είναι επαρκές για να δείξουµε ότι  
 

u1(x
1,x2,…,xn)≥ u1. 

 

Ορίζουµε τα διανύσµατα (y1(S),…, yn(S)) για κάθε S∈T που περιλαµβάνουν τον πρώτο 
παίκτη. Ας συγκεντρώσουµε την προσοχή µας σε ένα συγκεκριµένο S. Έστω δύο περιπτώσεις 
για yi(S). 
 

Eάν i∈S 
 
yi (S) = xi (S). 
 
Eάν όχι, τότε ορίζουµε 
 

 

 
 

όπου και στον αριθµητή αλλά και στον παρονοµαστή το άθροισµα είναι για όλα τα Ε∈Τ που 
περιλαµβάνουν τον παίκτη i αλλά όχι τον πρώτο παίκτη ( Το yi(S) είναι ίδιο για όλους τους 
συνασπισµούς S που δεν περιλαµβάνουν τον i παίκτη.). 
 

Συνεχίζοντας να εστιάζουµε την προσοχή µας στον συνασπισµό S, βλέπουµε ότι 
έχουµε ορίσει µια ενιαία επιλογή στρατηγικής στην οποία οι παίκτες του S χρησιµοποιούν τη 
στρατηγική xi(S) και οι παίκτες εκτός του S τη στρατηγική yi(S). Αφού το{ xi(S) } εγγυείται 
στον πρώτο παίκτη µία χρησιµότητα τουλάχιστον u1, ανεξάρτητα από τις στρατηγικές των 

άλλων παικτών που δεν ανήκουν στο S, διαπιστώνουµε ότι u1( y
1(S), y2(S), …, yn(S)) ≥ u1 που 

ισχύει για όλα τα S στο Τ που περιλαµβάνουν τον παίκτη1. 
 
Προκειµένου να ολοκληρώσουµε αυτή την απόδειξη, είναι αναγκαίο να δείξουµε ότι η 

αναπαράσταση των (x1,…,xn) σε ότι αφορά τα δ και τα y είναι σωστή. Εποµένως πρέπει να 
δείξουµε ότι 
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= 

 +   ) , 
 

 
µε το εύρος του αθροίσµατος του περιεχοµένου του Ε να είναι όλο το Ε που περιλαµβάνει τον 
παίκτη ι αλλά όχι τον πρώτο παίκτη. 
Αυτό είναι ισοδύναµο µε το να δείξουµε ότι 
 
 

 xi = Σ δS x
i (S) + Σ  δΕ x

i (E) ∗ c  
δS>0                           δΕ>0 

 S⊃{1,i}                     το E περιλαµβάνει  
I αλλά όχι το 1 
 
όπου η σταθερά c είναι 

 

C =  
 
 

Άρα η αναπαράσταση είναι σωστή και η απόδειξη ολοκληρωµένη για c=1 ή 
 
 

 =  

 
 

 
 

Αυτό το αποτέλεσµα µπορεί ανακτηθεί εύκολα από την ισότητα 
 
 

 

 =  
 
αφαιρώντας το  
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και από τις δύο πλευρές. Έτσι ολοκληρώνεται η απόδειξη του κεντρικού θεωρήµατος. 
 

 

 

 

7.4 Ο β Πυρήνας 

 
Στο συγκεκριµένο είδος λύσης που περιγράψαµε εδώ είναι αυτό που ονόµασε ο 

Aumann α πυρήνα, σε αντίθεση µε ένα εναλλακτικό σενάριο που είναι γνωστό ως πυρήνας β. 
Για να είναι ένα διάνυσµα χρησιµότητας στον πυρήνα α πρέπει να ικανοποιούνται δύο 
συνθήκες: πρώτον, το διάνυσµα χρησιµότητας πρέπει να προκύπτει από ένα ενιαίο σύνολο 
στρατηγικών όλων των παικτών και δεύτερον, κανένας συνασπισµός δεν µπορεί να πετύχει κάτι 
καλύτερο για όλους τους παίκτες της επιλέγοντας ένα εναλλακτικό σύνολο 
στρατηγικών,ανεξάρτητα από αυτό που επιλέγει ο συµπληρωµατικός συνασπισµός. 
 
  Για τον ορισµό του β πυρήνα θα τροποποιήσουµε τη δεύτερη συνθήκη. ∆εν απαιτείται 
πλέον ένα κλέιδωµα συνασπισµού για την επιλογή µιας συγκεκριµένης στρατηγικής 
,ανεξάρτητα από τους υπόλοιπους παίκτες, αλλά χρησιµοποιείται για την ποικιλία των 
‘κλειδωµένων’ στρατηγικών σαν µία συνάρτηση των επιλογών του συµπληρωµατικού 
συνασπισµού. Είναι σαν ένας ‘κλειδωµένος’ συνασπισµός να επικεντρώνει την προσοχή του 
στο block, να αναγκάζει τον συµπληρωµατικό συνασπισµό να κάνει την πρώτη κίνηση και µετά 
να ανταποκρίνεται αντί για την αντίστροφη σειρά των κινήσεων. Προφανώς οι πιθανότητες 
µπλοκαρίσµατος είναι µεγαλύτερες για οποιονδήποτε συνασπισµό, σύµφωνα µε τη δεύτερη 
ιδιότητα και ο β πυρήνας είναι µικρότερος από τον α πυρήνα. Ο β πυρήνας είναι πιο έξυπνη 
ιδέα σε σχέση µε τον α και είναι πολύ ενδιαφέρον να δούµε εάν τα συµπεράσµατα 1 και 2 είναι 
επαρκή για το β πυρήνα ώστε να µην είναι άδειος. 
 
  Μπορούµε να συµπεράνουµε ότι είναι εύκολο να φτιάξουµε ένα παράδειγµα µιας 
αγοράς µε δύο προιόντα και 3 παίκτες καθένας από τους οποίους έχει ένα σύνολο και από τα 
δύο αγαθά. Οι στρατηγικές που είναι διαθέσιµες σε έναν παίκτη θα είναι να διατηρήσει µερικά 
από τα προϊόντα του για τον εαυτό του και να κάνει ανακατανοµή των εναποµεινάντων αγαθών 
στους άλλους παίκτες µε αυθαίρετο τρόπο. Σ αυτό το παράδειγµα είναι σηµαντικό να τονίσουµε 
ότι κανένα από τα δεύτερα προϊόντα δεν επιτρέπεται να ξαναµοιραστεί. Γι΄αυτό το εµπόρευµα, 
το ποσό που έχει ένας παίκτης µαζί µε το συνολικό από τη διανοµή στους άλλους 
παίκτης,πρέπει να είναι ακριβώς ίσο µε το ένα. Άρα ικανοποιήσαµε το πρώτο συµπέρασµα. 
 

Μία ενιαία επιλογή στρατηγικών προκαλεί ανακατανοµή 
  

(x1,y1)+(x2,y2)+(x3,y3) ≤ (3,3) 
 
της τελικής ποσότητας που υπήρχε αρχικά, µε ισότητα για το δεύτερο εµπόρευµα.  
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Κεφάλαιο 8 

Εισαγωγή 

 

 

8.1 RAND NASH  Πειραµατισµοί στη Θεωρία Παιγνίων Ν Ατόµων 
 
 

Αυτή η ενότητα περιλαµβάνει µία σειρά πειραµάτων στα παίγνια n ατόµων . Πιο πολύ 
µας ενδιαφέρουν τα παίγνια συνεργασίας στα οποία τα παζάρια, οι διαπραγµατεύσεις και οι 
συνασπισµοί είναι οι κυρίαρχες αρχές.Τα περισσότερα από αυτά τα παίγνια είναι σαν των 
Neumann και Morgenastern: προσπαθούµε να συγκρίνουµε τα αποτελέσµατα του παιγνίου µε 
διάφορα θεωρητικά σενάρια που έχουν διατυπωθεί για τέτοια παίγνια. 

 
Ένα πείραµα αφορά ένα παίγνιο στο οποίο δεν επιτρέπονται οι side πληρωµές. Κάποια 

άλλα περιλαµβάνουν διαδικασίες διαπραγµατεύσεων και σ΄αυτά οι ταυτότητες των αντιπάλων 
ενός παίκτη παραµένουν κρυφές από αυτόν. Αυτά είναι κυρίως πειρaµατικές µελέτες και 
ελέγχουν την εφαρµοσιµότητα των µοντέλων διαπραγµάτευσης.  

 
Τα πρόσωπά µας είναι τέσσερις άντρες και τέσσερις γυναίκες ανάµεσα στους οποίους 

πέντε φοιτητές ,δύο νοικοκυρές και µία δασκάλα. Αποτελούν µια έξυπνη και συνεργάσιµη 
οµάδα. Παρατηρήσαµε µε µεγάλο ενδιαφέρον ότι οι διαφορετικές προσωπικότητές τους 
έπαιξαν µεγάλο ρόλο στον καθορισµό της επιτυχίας ή αποτυχίας κάθε ατόµου στο παίγνιο. 
∆ώσαµε στους παίκτες chips για να χρησιµοποιήσουν στις πληρωµές κατά τη διάρκεια του 
παιχνιδιού και µετά από δύο µέρες που κάναµε τα πειράµατα, εξαργυρώσαµε τα chips σε 
χρήµατα. Παρουσιάζουµε παρακάτω ένα διάγραµµα το οποίο δείχνει τη σχέση των κερδών των 
παικτών της πρώτης και της δεύτερης µέρας. 

 
Γενικά, θεωρούµε ότι τα πειράµατά µας ήταν καρποφόρα και ότι περισσότερα 

πειράµατα θα ήταν χρήσιµα και όχι υπερβολικά δύσκολα να διεξαχθούν. Αυτός ο τοµέας των 
παιγνίων n ατόµων δεν έχει δεχτεί µεγάλη εξερεύνηση. Γι΄αυτό το λόγο και εξαιτίας της 
σχετικής υπανάπτυξης αυτού του τοµέα της θεωρίας ενδείκνυται η πειραµατική προσέγγιση. 
 
 
 Το κέρδος για τη 2η µέρα είναι σωστό ωστε να µην περικλύει τα αποτελέσµατα του KQJ 
παιχνιδιού τα οποία είχαν µεγαλύτερη καθαρή αλλαγή στοιχείων 
Το κέρδος για τη 2η µέρα είναι σωστό ωστε να µην περικλύει τα αποτελέσµατα του KQJ 
παιχνιδιού τα οποία είχαν µεγαλύτερη καθαρή αλλαγή στοιχείων 



Μεταπτυχιακή ∆ιατριβή                                                                                                                     Ιωάννου Κωνσταντίνος 

Θεωρία Παιγνίων και Ειδικές εφαρµογές στην καθηµερινότητα 

 

135

 
                   
Κέρδος 
                          
500 
 
 
 
 
 
 
 
                          
400 
 
 
 
                          
300 
 
 

       
                          

200 
 
 

 
                          

100 

Το κέρδος για τη 2η µέρα είναι σωστό ώστε να µην περικλύει τα αποτελέσµατα του KQJ παιχνιδιού τα οποία 

είχαν µεγαλύτερη καθαρή αλλαγή στοιχείων 
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8.2 Παίγνια Συνεργασίας µε Πληρωµές Side 

 

Α. ΠΕΡΙΓΡΑΦΗ ΤΩΝ ΠΑΙΓΝΙΩΝ  
 

Έξι παίγνια σταθερού αθροίσµατος , του τύπου που µελετήθηκε από τους Neumann και 
Morgenstern (δηλαδή παίγνια συνεργασίας στα οποία επιτρέπονται οι side πληρωµές) είναι 
εκείνα στα οποία συµµετέχουν τα άτοµα του πειράµατός µας. Τα τέσσερα από αυτά είναι 
παίγνια ήταν παίγνια τεσσάρων ατόµων τα οποία παίχτηκαν οκτώ φορές το καθένα. Ένα 
παίγνιο πέντε ατόµων παίχτηκε τρείς φορές και ένα παίγνιο επτά ατόµων , δύο φορές. Αυτά τα 
παίγνια παρουσιάστηκαν απλώς µόνο µε τη χαρακτηριστική τους συνάρτηση. Οι παίκτες 
εναλλάσονται µετά από κάθε παίγνιο, έτσι ώστε να αποφευχθούν µόνιµοι συνασπισµοί. 
Ενδεχοµένως ο καλύτερος τρόπος για να περιγράψουµε αυτά τα παίγνια είναι να 
παρουσιάσουµε εδώ τα υλικά που δώσαµε στα άτοµα. Αυτό θα κάνουµε στην επόµενη ενότητα. 
Σηµειώστε ότι τα παίγνια 1 και 4 είναι στρατηγικά ισοδύναµα καθώς επίσης και τα 2 και 3. Το 
παίγνιο 3 είναι ένα συµµετρικό παίγνιο τεσσάρων ατόµων. Τα παίγνια πέντε και επτά ατόµων 
τα βλέπουµε από παραδείγµατα στα  
 
 

Β. ΤΑ ΥΛΙΚΑ ΤΩΝ ΠΑΙΚΤΩΝ  

 
∆είτε τις σελίδες που ακολουθούν. 
    

8.3 Πειράµατα Παιγνίων µε Συνασπισµούς – Γενικές Οδηγίες για τα Άτοµα 

 
∆ιεξάγουµε αυτό το πείραµα προκειµένου να πάρουµε πληροφορίες για τις πιθανές 

τιµές , επεκτείνοντας τη θεωρία παιγνίων. Θα είναι σαν ένα bridge tournament. Σε κάθε γύρο θα 
χωρίζεστε σε δύο οµάδες των τεσσάρων ατόµων και τα µέλη κάθε οµάδας θα παίζουν ένα 
παιχνίδι συνασπισµού. 

 
Στο παιχνίδι συνασπισµού θα κερδίσετε εάν µαζί µε άλλον ένα ή δύο παίκτες 

σχηµατίσετε έναν συνασπισµό ενάντια στους υπόλοιπους παίκτες. Για κάθε πιθανό 
συνασπισµό, έχουµε αποφασίσει εκ των προτέρων , το ποσό των chips που µπορεί να κερδίσει. 
Μπορεί να µην κερδίσει αλλά να χάσει. Ένας συνασπισµός όµως, για να αποπληρωθεί , θα 
πρέπει όλα τα µέλη του να συµφωνήσουν για το πώς θα µοιράσουν τα κέρδη τους. 
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Θα πρέπει να παίξετε αυτό το παίγνιο µε πνεύµα ήρεµου, επιθετικού εγωισµού, µε 
σκοπό είτε να κερδίσετε chips, είτε να χάσετε όσο το δυνατόν λιγότερα. Θα πρέπει να 
διαπραγµατεύεστε µε όλους τους παίκτες µε την ίδια ευγενική, επιφυλακτική συµπεριφορά και 
να µην κάνετε διακρίσεις. 

 
Φυσικά, για να κερδίσετε σε κάθε παιχνίδι θα πρέπει να συνεργαστείτε µε άλλον ένα ή 

δύο παίκτες και να εκµεταλλευτείτε τους υπόλοιπους.  Θα πρέπει όµως να επιλέξετε να 
σχηµατίσετε έναν συνασπισµό µε εκείνα τα άτοµα που έχουν τα προσόντα ανάλογα µε την 
κατάσταση του παιγνίου,ανεξάρτητα από τις προσωπικές σας προτιµήσεις ή τι έγινε στους 
προηγούµενους γύρους. Επίσης θα πρέπει να είσαστε αδίστακτοι σε ότι αφορά την 
εκµετάλλευση των υπόλοιπων παικτών και να προσπαθείτε πάντα να κερδίσετε όσο το δυνατόν 
περισσότερα. 

 
Αυτός είναι ο τρόπος µε τον οποίο θέλουµε να παίξετε προκειµένου να εξυπηρετηθούν 

οι σκοποί του πειράµατός µας. 
 
 Στο τέλος του πειράµατος θα µετρήσουµε τα συνολικά χαµένα και κερδισµένα chips 

και θα δώσουµε ένα µικρό ποσό των χρηµάτων επιβράβευσης στη βάση αυτών των ποσών. 
 
Το πείραµα θα είναι δίκαιο για όλους ,αν και κάποιες φορές ένας παίκτης µπορεί σε ένα 

παίγνιο να έχει δύσκολη θέση και άλλες φορές να έχει δυνατή θέση. 
 

8.4 Ειδικές Οδηγίες  

 
Θα έχετε δέκα λεπτά για κάθε γύρο. Κατά τη διάρκεια του κάθε γύρου, οι παίκτες θα 

διαπραγµατεύονται για τον σχηµατισµό των συνασπισµών και θα παζαρεύουν τη µοιρασιά των 
προϊόντων. Αυτό το ανεπίσηµο παζάρεµα είναι δοκιµαστικό και κανένας δεν περιορίζεται από 
ανεπίσηµες προτάσεις. 

 
Ο αντικειµενικός σκοπός είναι ο καθορισµός των τελικών συµφωνιών των 

συνασπισµών. Με τον όρο ‘ τελικές συµφωνίες των συνασπισµών’ εννοούµε τις συµφωνίες των 
µελών του συνόλου των παικτών έτσι ώστε να σχηµατίσουν ένα συνασπισµό και να µοιράσουν 
τα προϊόντα του µε συγκεκριµένο τρόπο. Όταν µία οµάδα παικτών φτάσει στο σηµείο να κάνει 
µία τέτοια συµφωνία , πρέπει να ενηµερώσει τον κριτή ο οποίος θα την καταγράψει, θα την 
ξαναδιαβάσει στην οµάδα και θα την ανακοινώσει σαν συµβόλαιο εφόσον συµφωνήσουν όλα 
τα µέλη. 

 
Μαζί µε αυτή τη συµφωνία της οµάδας των παικτών , µπορεί να επιβληθούν από τον 

κριτή και πολλές ακόµα άλλες συµφωνίες κατά τη διάρκεια του γύρου του παιχνιδιού. Για 
παράδειγµα, δύο παίκτες µπορεί να συµφωνήσουν ότι εάν δε βρουν ένα τρίτο παίκτη για να 
σχηµατίσουν ένα συνασπισµό  τριών ατόµων, θα σχηµατίσουν µόνοι τους ένα συνασπισµό και 
θα µοιράσουν τα κέρδη µε κάποιο συγκεκριµένο τρόπο. Εάν δηµιουργήσουν ένα συνασπισµό 
τριών ατόµων, δεν θα είναι υποχρεωτικό να εισάγουν περιορισµούς στο συµφωνητικό τους. 
Ένας παίκτης  µπορεί να παίξει µονόπλευρα επίσης. Για παράδειγµα µπορεί να επιλέξει να µη 
συµφωνήσει να µπει σε έναν συνασπισµό ο οποίος δε θα του αποδώσει σίγουρο κέρδος. ∆ύο 
παίκτες µπορεί να αποφασίσουν να µη µπει κανένας σε έναν συνασπισµό, αποκλείοντας µε 
αυτό τον τρόπο τον άλλο. Αυτή η συµφωνία µπορεί να γίνει πολύ γρήγορα και να αποφέρει 
πολλά πλεονεκτήµατα. Όλοι αυτοί οι περιορισµοί είναι υποχρεωτικοί µόνο εάν έγκαιρα 
processed through the umpire όπως περιγράψαµε παραπάνω. 
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Όταν τελειώνει ο χρόνος ή όταν γίνεται ξεκάθαρο ότι δεν υπάρχει πιθανότητα ή 
επιθυµία για περαιτέρω σχηµατισµό συνασπισµών µεταξύ των παικτών,ο γύρος τερµατίζεται. 
Μπορεί να υπάρχει συνασπισµός τριών και ενός µόνο παίκτη, δύο αντίπαλων συνασπισµών 
(δύο ζευγαριών) , ενός ζευγαριού και δύο ξεχωριστών παικτών, ή ακόµα και τεσσάρων 
ξεχωριστών παικτών. Τώρα οι συνασπισµοί ή οι παίκτες πληρώνονται σε chips σύµφωνα µε τα 
ποσά που δίνονται στο διάγραµµα που περιγράφει το παίγνιο. Μέσα σε κάθε συνασπισµό οι 
πληρωµές γίνονται σύµφωνα µε τις συµφωνίες που γίνονται µέσα σε αυτούς. Θυµηθείτε ότι ένα 
σύνολο παικτών δε θα πληρωθεί σαν συνασπισµός εκτός και αν έχουν καθορίσει έναν 
συγκεκριµένο τρόπο κατανοµής των χρηµάτων στο συνασπισµό.  

 
Στους όρους του παιχνιδιού µπορεί να συµπεριληφθούν τόσο θετικές όσο και αρνητικές 

πληρωµές. Όπως θα παρατηρήσετε στα διαγράµµατα, η τιµή ενός παίκτη ή ενός συνασπισµού 
µπορεί να είναι αρνητική. Μπορεί να συµφωνηθούν ακόµα και άλλες ‘µετακινήσεις’ chips . Για 
παράδειγµα, ένας συνασπισµός µπορεί να συµφωνήσει να δώσει σε έναν εξωτερικό παίκτη ένα 
ποσό από τα κέρδη του, κλπ.. 
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8.5 Γενική Συζήτηση 
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Υπάρχει µία τάση των µελών ενός συνασπισµού , να χωρίζονται περιστασιακά , κυρίως 
τα πρώτα µέλη. Όταν σχηµατιστεί ο πυρήνας ενός συνασπισµού, δηµιουργείται µία ασφάλεια 
και γίνεται προσπάθεια απόκτησης µεγαλύτερου ποσού από τα ακόλουθα µέλη ενός 
συνασπισµού. Η τάση για παραπάνω διαµερισµό στους πρώτους παίκτες ενός συνασπισµού 
έγινε εν µέρει λόγω της πεποίθησης ότι είναι πιο σηµαντικός ο σχηµατισµός του συνασπισµού 
παρά η διαφωνία για τις ακριβείς περιόδους. 

 
Ένα άλλο χαρακτηριστικό του παζαρέµατος ήταν η τάση να ψάχνουµε για 

συνασπισµούς µε µεγάλες θετικές τιµές, σα να είναι οι µόνοι που αξίζουν την προσοχή µας, 
παραβλέποντας συχνά το γεγονός ότι κάποιοι παίκτες µπορούν να κερδίσουν ένα συνασπισµό 
µε αρνητική τιµή και κοινό κέρδος( αυτό το παρατηρήσαµε στο παιχνίδι 2 , όπου Brand C ήταν 
πάντα µαζί). 

 
Σπάνια σχηµατίζονται συνασπισµοί µε περισσότερα από δύο άτοµα, εκτός και αν 

προκύψουν από µικρότερους συνασπισµούς. Ο σχηµατισµός περισσότερων συνασπισµών 
επιτεύχθηκε επίσης µέσω παζαριών µεταξύ δύο αλλά όχι περισσότερων οµάδων. 

 
Το αποτέλεσµα αυτών ήταν ότι ο πιο πιθανός συνασπισµός ήταν αυτός µε τη 

µεγαλύτερη τιµή ακόµα και εάν αυτός δεν αποτελούσε πάντα το µεγαλύτερο σύνολο 
πλεονεκτηµάτων για τους συµµετέχοντες. Όσο αφορά την ταχύτητα, αυτός ο συνασπισµός 
συνήθως διαµοιράζεται οµαλά. Συχνά όµως προέκυψε ότι ο παίκτης µε το δεύτερο φαινοµενικά 
µεγαλύτερο αρχικό πλεονέκτηµα, πέτυχε τα περισσότερα παζαρέµατα. Ο παίκτης µε το 
φαινοµενικά µεγαλύτερο αρχικό πλεονέκτηµα είναι πιο πιθανό να µπει σε έναν συνασπισµό 
αλλά συνήθως δεν παίρνει το µεγαλύτερο µερίδιο του συνασπισµού. 

 
Οι παίκτες αρχικά φαινόταν ότι παζάρευαν και περίµεναν ή προκαλούσαν 

συναγωνιστικές προσφορές. Αυτό όµως είχε ισχύ µέχρι κάποιο σηµείο σε αυτά τα παιχνίδια 
όπου η κατάσταση δεν ήταν συµµετρική. Πάραυτα όµως, αργότερα σε εκείνα τα παιχνίδια που 
ήταν προφανώς συµµετρικά, το βασικό κίνητρο ήταν να αποφευχθεί ο παραµερισµός από τον 
συνασπισµό. Επίσης, δεν γίνονται πολλά παζαρέµατα και υπήρχε µία τάση για όσο το δυνατόν 
πιο γρήγορη οµιλία µετά την παρότρυνση για έναρξη από τον κριτή και για να καταλήξουν σε 
κάποιο είδος συµφωνίας κατευθείαν. Ακόµα και σε ένα παίγνιο το οποίο ήταν στρατηγικά 
ισοδύναµο µε ένα συµµετρικό παίγνιο, οι παίκτες δεν ήταν τόσο βιαστικοί. Μπορούµε να 
υποθέσουµε ότι αυτό συνέβη επειδή µερικοί παίκτες ένιωθαν ότι ήταν σε καλύτερη θέση από 
άλλους ανεξάρτητα από το αν ανήκαν ή όχι σε συνασπισµούς, ενώ άλλοι ένιωθαν ότι ήταν σε 
χειρότερη θέση επίσης ανεξάρτητα από το αν ανήκαν σε συνασπισµούς. ∆εν έδιναν, όπως 
φαίνεται, προσοχή στο γεγονός ότι το στρατηγικό παιχνίδι του συνασπισµού ήταν το ίδιο για 
όλους. 

 
Αξίζει να σηµειώσουµε ότι σε µία συνέντευξη µετά το τέλος των  γύρων, ένα άτοµο 

µου είπε ότι ο περισσότερο ευνοούµενος παίκτης δεν πέτυχε την καλύτερη συµφωνία. Όταν 
βρέθηκε λοιπόν αυτό το άτοµο στη θέση του ευνοούµενου παίκτη, ένιωθε ότι εάν απαιτούσε 
αυτά που δικαιούταν , θα φαινόταν αδικαιολόγητο στους άλλους παίκτες και δε θα µπορούσε να 
µπει σε κάποιο συνασπισµό. Ακόµα, όταν δεν ήταν ο ευνοούµενος παίκτης δε µπορούσε να 
εκφράσει τη γνώµη του για τίποτα από όλα αυτά. 

 
 
Οι διαφορές στις προσωπικότητες των παικτών γίνεται παντού διακριτή. Η τάση ενός 

παίκτη να µπει σε συνασπισµούς είχε µεγάλη σχέση µε την οµιλητικότητά του. Συχνά, κατά τον 
σχηµατισµό ενός συνασπισµού, το πιο επιθετικό µέλος του ήταν υπεύθυνο για τις 
διαπραγµατεύσεις του συνασπισµού. Σε πολλές περιπτώσεις, η επιθετικότητα έπαιζε σηµαντικό 
ρόλο ακόµα και στον πρώτο σχηµατισµό ενός συνασπισµού. Επίσης και το ποιος φώναξε 
πρώτος και πιο δυνατά µετά το σινιάλο του κριτή επηρέασε το αποτέλεσµα.  
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Στα παίγνια τεσσάρων ατόµων, φαινόταν ότι ο γεωµετρικός διακανονισµός των 

παικτών γύρω από το τραπέζι δεν είχε επίδραση στο αποτέλεσµα. Στα παίγνια πέντε ατόµων 
όµως , και ειδικά σε αυτά των επτά ατόµων, ήταν αρκετά σηµαντικό. Στο παίγνιο πέντε ατόµων 
εάν δύο παίκτες ήταν καθισµένοι ο ένας απέναντι στον άλλο, ήταν πολύ πιθανό να σχηµατίσουν 
ένα συνασπισµό. Επίσης, στα παίγνια επτά ατόµων, όλοι οι συνασπισµοί σχηµατίστηκαν 
µεταξύ γειτονικών παικτών ή οµάδων από παίκτες. Γενικά, όσο µεγάλωνε ο αριθµός των 
παικτών, η ατµόσφαιρα γινόταν πιο µπερδεµένη, πιο πυρετώδης, και λιγότερο ευχάριστη στα 
υποκείµενα. Τα έργα των παιγνίων επτά ατόµων ήταν απλώς εκρήξεις σχηµατισµών 
συνασπισµών. 

 
Παρά την προσπάθεια για επικράτηση µιας εντελώς εγωιστικής και ανταγωνιστικής 

συµπεριφοράς µεταξύ των παικτών, εκείνοι συχνά διατηρούσαν µία ευγενή συµπεριφορά 
συνεργασίας. Φυσικά, αυτό ήταν αρκετά λειτουργικό για να αυξήσουν τις πιθανότητες τους για 
να συµµετάσχουν σε συνασπισµούς. Πάντα προτιµούσανε και ανεπίσηµες συµφωνίες. Συχνά 
δύο παίκτες ΄κολλούσαν΄ µαζί χωρίς να δώσουν καµία υπόσχεση. Οι υποσχέσεις ανάµεσα σε 
δύο άτοµα ήταν πάντα σαν µία συµφωνία για σχηµατισµό ενός συνασπισµού µε συγκεκριµένο 
διαµερισµό των κερδών, εκτός και αν ένας τρίτος παίκτης εισέλθει οπότε δε διευκρινίζεται η 
αποπληρωµή. Αυτό αφήνει ανοιχτό το ενδεχόµενο διαφωνίας µετά την εισαγωγή ενός τρίτου 
παίκτη αλλά δε δηµιουργήθηκε ποτέ τέτοιο θέµα. Η αρχή του διαµερισµού της διαφοράς 
εφαρµόζεται πάντα σε τέτοιες περιπτώσεις. 

 
Στα παίγνια επτά ατόµων η χαρακτηριστική συνάρτηση έκανε τους συνασπισµούς µε 

άρτιο αριθµό παικτών πιο επιθυµητούς σε σχέση µε εκείνους που είχαν περιττό αριθµό 
παικτών. Με τις διαπραγµατευτικές διαδικασίες που χρησιµοποιήσαµε, είναι αναπόφευκτο ένας 
παίκτης να µη χάσει άσχηµα. Υπήρχε µία αίσθηση σε µερικούς από τους παίκτες ότι κανένας 
παίκτης ξεχωριστός δεν πρέπει να χάσει δύο φορές στη σειρά και έτσι ενδεχοµένως ένα 
σύστηµα περιστροφής θα είχε αναπτυχθεί εάν υπήρχαν περισσότερα παιχνίδια. ∆εν υπήρχε 
εντούτοις τέτοια τάση µέσα στο συνασπισµό που όταν κέρδιζε να αποζηµίωνε το χαµένο. 

 
Η ακόλουθη συζήτηση θα βασιστεί στο συµπέρασµα ότι η χρησιµότητα ενός 

αποτελέσµατος σε έναν παίκτη, µε την έννοια των von Neumann και Morgenstern, είναι 
ανάλογη µε τον αριθµό των chips που κέρδισε. Φυσικά αυτό δεν είναι αληθές. Για παράδειγµα 
είναι δύσκολο να εµποδίσουµε ένα υποκείµενο να  κάνει διαχωρισµό ανάµεσα στα παιχνίδια 
που κερδίζει και σε εκείνα που χάνει. Η γραφική παράσταση της χρησιµότητας και των chips 
που κερδίζει φαίνεται παρακάτω: 
 
ΠΑΡΟΧΕΣ 
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ΚΕΡ∆ΙΣΜΕΝΕΣ  ΜΑΡΚΕΣ 

   
 

Είναι πολύ δύσκολο να κρίνουµε εάν τέτοια φαινόµενα σαν και αυτό είναι σηµαντικά. 
Ήταν αξιοσηµείωτο εντούτοις ότι κάποιοι παίκτες είχαν µία κυρτή συνάρτηση χρησιµότητας η 
οποία εξέφραζε ότι ήθελαν να παίζουν τυχαία ενώ άλλοι δεν επιθυµούσαν κάτι τέτοιο. Στο 
τελευταίο γύρο του παιχνιδιού 3 για παράδειγµα, και οι τέσσερις παίκτες έπαιζαν τυχαία για να 
δουν ποιος συνασπισµός τριών ατόµων θα σχηµατιζόταν.    Ένας παίκτης διαµαρτυρήθηκε τόσο 
σθεναρά σε αυτή τη διαδικασία εδάφους που θα ήταν άδικο για τον παίκτη που έµεινε εκτός. 
Αναγκάστηκε όµως να συµβιβαστεί υπό την απειλή ενός συνασπισµού τριών ατόµων εναντίων 
της.  
 
 
 

8.6  Συµβατότητα µε τις τιµές του Shapley. 

 
Οι τιµές του Shapley για διαφορετικές θέσεις συγκρίνονται µε τα µέσα αποτελέσµατα 

που προκύψανε στα διαγράµµατα που ακολουθούν. Θα βρείτε πιο λεπτοµερή αριθµητικά 
δεδοµένα στις επόµενες σελίδες. Υπάρχει µία επαρκής συµβατότητα ανάµεσα στα δεδοµένα 
από τις παρατηρήσεις µας και στις τιµές του Shapley, εάν λάβει κανείς υπόψη τον µικρό αριθµό 
παιχνιδιών που υπολογίσαµε. Ωστόσο , το πραγµατικό αποτέλεσµα είναι πιο ακραίο σε σχέση 
µε τις τιµές του Shapley. Αυτό το παρατηρούµε κυρίως στο παιχνίδι 1. Προφανώς αυτό 
οφείλεται στο γεγονός ότι είναι πιο πιθανό να σχηµατιστούν συνασπισµοί που έχουν µεγάλα 
κέρδη. Οι παίκτες που είχαν σχετικά υψηλές Shapley τιµές  ανταµείφτηκαν όχι µόνο µε υψηλά 
κέρδη όταν µπήκαν σε συνασπισµούς αλλά και µε µία ισχυρή τάση συµµετοχής σε 
συνασπισµούς. Στο παιχνίδι 2 και στο παίγνιο πέντε ατόµων όπου υπάρχουν δύο παίκτες που 
είχαν αξιοσηµείωτα υψηλές Shapley τιµές, ο δεύτερος καλύτερος παίκτης τα πήγε εξίσου καλά 
µε τον πρώτο. 
 

 

 

8.7 Συµβατότητα µε στρατηγική ισοδυναµία 

 
Τα γραφήµατα δείχνουν τα µέσα αποτελέσµατα των παιγνίων µας αφού αυτά 

µετατραπούν σε κανονικοποιηµένη µορφή µε στρατηγική ισοδυναµία. Η κανονικοποίηση που 
χρησιµοποιείται είναι εκείνη στη οποία η αξία του συνασπισµού ενός ατόµου είναι µηδενική 
ενώ όλο το σύνολο των παικτών αξίζει όσο µία µονάδα. Προκειµένου να εξηγήσουµε αυτά τα 
γραφήµατα είναι απαραίτητο να θυµηθούµε ότι τα παιχνίδια 1 και 4 καθώς και τα 2 και 3 είναι 
στρατηγικώς ισοδύναµα. Επιπρόσθετα, το παιχνίδι 1 είναι συµµετρικό µεταξύ A και C, το 
παιχνίδι 3 είναι συµµετρικό µεταξύ όλων των παικτών , ενώ το παίγνιο πέντε ατόµων είναι 
ισοδύναµο µε ένα παίγνιο όπου B,C,D,E είναι συµµετρικά. Θα πρέπει να περιµένουµε ότι τα 
διαγράµµατα για τα παιχνίδια 1 και4 θα έχουν µία κλίση το ένα προς το άλλο και το ίδιο θα 
ισχύει για τα παιχνίδια 2 και 3. Επίσης, περιµένουµε ότι αυτά τα διαγράµµατα θα είναι λίγο 
αλλαγµένα από τις ανταλλαγές του κύκλου των παικτών. 

 
Τα πραγµατικά αποτελέσµατα δεν είναι πολύ καλά. Θα τα περιµέναµε από τη συζήτηση 

στην ενότητα γ. Το γεγονός ότι οι συνασπισµοί µε µεγάλη χαρακτηριστική συνάρτηση είναι πιο 



Μεταπτυχιακή ∆ιατριβή                                                                                                                     Ιωάννου Κωνσταντίνος 

Θεωρία Παιγνίων και Ειδικές εφαρµογές στην καθηµερινότητα 

 

148

πιθανό να σχηµατιστούν, η τάση των µελών ενός συνασπισµού να διαχωρίζονται οµαλά και η 
µη γραµµικότητα των συναρτήσεων χρησιµότητας οδηγούν σε κατάρριψη του σεναρίου 
στρατηγικής ισοδυναµίας.  
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Συµβατότη-τα παρατηρήσιµων αποτελεσµάτων 

Shspley value 
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Στρατηγικά ισοδύναµα συµετρικού παιχνιδιού 
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Παρουσιάζαται παραπάνω Παιχνίδι 5 ατόµων  

 
Στρατηγικά ισοδύναµα παιχνιδιού τα οποία είναι συµµετρικά ανάµεσα στους παίχτες B,C,D,E 
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8.8 Συµβατότητα µε τις λύσεις των von Neumann – Morgenstern 

 
Είναι εξαιρετικά δύσκολο να πούµε εάν τα αποτελέσµατα που παρατηρήσαµε 

επιβεβαιώνουν ή όχι τη θεωρία von Neumann και Morgenstern. Αυτό εν µέρει συµβαίνει επειδή 
δεν είναι αρκετά ξεκάθαρο τι ισχυρίζεται η θεωρία. Σύµφωνα µε µία εξήγηση, η λύση 
αναπαριστά µια σταθερή κοινωνική δοµή των παικτών. Προκειµένου να εξετάσουµε αυτή τη 
θεωρία επαρκώς, θα ήταν πιθανόν αναγκαίο να επαναλαµβάνουµε συνεχώς ένα παιχνίδι, µε ένα 
σταθερό σύνολο παικτών µέχρι να εµφανιστεί κάποια σταθερότητα στο σύνολο των 
αποτελεσµάτων. Κάποιος θα µπορούσε να δει σε ποιο βαθµό τα αποτελέσµατα του τελικού 
συνόλου επηρεάζουν το ένα το άλλο και σε ποιο βαθµό άλλα πιθανά αποτελέσµατα δεν 
επηρεάζουν από αυτά.  

 
   Αυτό προτείνει να βρούµε σε ποιο βαθµό τα αποτελέσµατα κάθε παιγνίου επηρεάζουν το ένα 
το άλλο. Αυτή δεν είναι µία δίκαιη εξέταση της θεωρίας αλλά δε µπορούµε να κάνουµε πολλά 
περισσότερα µε τα διαθέσιµα δεδοµένα. Αυτά που ακολουθούν είναι σηµαντικές επιρροές που 
προκύπτουν ανάµεσα στα οκτώ αποτελέσµατα που προκύπτουν για κάθε ένα από τα παίγνια 
τεσσάρων ατόµων. Οι επιρροές που προκύπτουν εξαιτίας µιας διαφοράς ενός chip αγνοούνται. 
 
 
Παιχνίδι 1 
 
2 ,6 ,7 > 3 , 
3, 4 ,7 > 1, 
5 > 1 ,2 ,3 ,4 ,6 ,7 , 8 . 
 
 
Παιχνίδι 2 
 
1 > 2, 4, 
3 > 1, 7, 8, 
4 > 3, 5, 
5 > 1, 7, 
6 > 1, 7, 
7 > 1 ,2, 4, 
8 > 1, 2, 6. 
 
 
Παιχνίδι 3 
 
3 > 1, 5, 7, 8, 
4 > 3. 
 
 
Παιχνίδι 4 
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2, 3, 8 > 6, 
6 > 1, 
3 >2. 
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Για το παιχνίδι 2 προκύπτουν τόσες πολλές κυριαρχίες που το σύνολο των 
αποτελεσµάτων δε µπορεί να συσχετιστεί µε καµία λύση. Για το παιχνίδι 1 υπάρχει µία ελπίδα 
αφού τα αποτελέσµατα 2,4,6,7 και 8 δεν επηρεάζουν το ένα το άλλο. 

 
Για το παιχνίδι 3 , η κατάσταση είναι αρκετά ικανοποιητική. Τα αποτελέσµατα 

1,2,4,5,6,7 και 8 δε συγκρούονται το ένα µε το άλλο και σχετίζονται καθαρά µε µία παρόµοια 
λύση σε αυτό το παιχνίδι:ονοµαστικά, η λύση αποτελείται από (10,10,0,-20) και οι ανταλλαγές 
µαζί µε (0,0,0,0). Το σηµείο 3 επίσης ανήκει σε µία παρόµοια λύση , αυτή που αποτελείται από  
(6 2/3 , 6 2/3, 6 2/3, -20) , (6 2/3, 6 2/3, -6 2/3, -6 2/3) και οι ανταλλαγές τους. Αυτά τα 
αποτελέσµατα εξηγούνται λιγότερο ή περισσότερο από τη συµµετρία του παιχνιδιού και έτσι 
δεν είναι ξεκάθαρο ότι είναι σηµαντικά. 

 
Για το παιχνίδι 4 τα αποτελέσµατα 1,3,4,5,7 και 8 δεν επηρεάζουν το ένα το άλλο. Θα 

ήταν αναγκαίο να προσπαθήσουµε να επεκτείνουµε αυτό το σύνολο σε µία λύση προκειµένου 
να εξετάσουµε τη σηµασία αυτού του αποτελέσµατος. 

 
Με µία άλλη ερµηνεία της θεωρίας, µία λύση αναπαριστά µία συλλογή αποτελεσµάτων 

υπό µελέτη από τους παίκτες σε κάποιο στάδιο της διαδικασίας των διαπραγµατεύσεων. Η λύση 
αναφέρεται σε έναν ξεχωριστό παίκτη ενός παιγνίου και όχι σε έναν αριθµό παικτών. Είναι 
πολύ δύσκολο να πούµε ποια αποτελέσµατα ήταν υπό µελέτη από τους παίκτες σε οποιαδήποτε 
χρονική στιγµή. Αυτό που παρατηρήσαµε ήταν ένας αριθµός προσφορών που έγιναν η µία µετά 
την άλλη. Μία πιο σχολαστική µελέτη των δεδοµένων µας θα ήταν αναγκαία για να 
αναιρέσουµε αυτή την ερµηνεία. 

 
Ένα παράδειγµα όπου µία τέτοια έρευνα φαίνεται λογική παρουσιάζεται παρακάτω. Σε 

ένα παίγνιο τεσσάρων ατόµων σχηµατίστηκε ένας συνασπισµός δύο ατόµων αλλά έγινε 
συµφωνία να µην επεκταθεί ο συνασπισµός. Έτσι έµειναν οι άλλοι δύο παίκτες σε µία απλή 
κατάσταση διαπραγµατεύσεων. Επέλεξαν να διαµοιράσουν οµαλώς αντί να προχωρήσουν στη 
δοκιµασία του παζαρέµατος. Εάν όµως είχαν διαπραγµατευτεί, το σύνολο των πιθανών 
αποτελεσµάτων θα είχε σχηµατίσει ένα µέρος από την quota-type λύση του Shapley. 
 

8.9 Συµβατότητα µε λογικά αποτελέσµατα 

 
Ο Milnor ορίζει διάφορα όρια για το ποσό που οποιοδήποτε σύνολο παικτών µπορεί να 

πάρει σε οποιοδήποτε παίγνιο n ατόµων. Συγκεκριµένα, ορίζεται το ανώτερο ότι b(i) για κάθε 
παίκτη i και το ανώτερο όριο d(S) για κάθε σύνολο S. Αυτές οι τιµές συγκρίνονται µε τα 
πραγµατικά αποτελέσµατα στον τοµέα Η. 

 
   Στα περισσότερα παιχνίδια, ένα σύνολο S έχει περισσότερο από το d(S). Η 

συνάρτηση d(S) δε φαίνεται να έχει καµία σχέση µε τον τρόπο µε τον οποίο παίζεται το παίγνιο. 
Από την άλλη πλευρά, το ανώτατο όριο b(i) ήταν συνήθως συµβατό µε τα αποτελέσµατα. Στα 
παίγνια τεσσάρων ατόµων υπήρξε µόνο µία περίπτωση παίκτη που να πήρε περισσότερα ή ίσα 
από b(i).  

 
Σε αυτό το συγκεκριµένο παιχνίδι ( γύρος 7 του δεύτερου παιχνιδιού) ένας από τους 

παίκτες ανέφερε εκ των υστέρων ότι είχε κάνει λάθος µη συνειδητοποιώντας την πιθανότητα 
ενός συνασπισµού. Τα αποτελέσµατα ήταν λιγότερο ευνοικά για το παίγνιο πέντε ατόµων. 
Κάποιος παίκτης πήρε περισσότερα από b(i) σε κάθε παιχνίδι. Αυτό προκλήθηκε από το 
γεγονός ότι οι παίκτες βιάστηκαν να µπουν σε συνασπισµούς, µοιράζονται τα κέρδη 
οµοιόµορφα χωρίς να µελετούν στην ουσία τις στρατηγικές πιθανότητες. 
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Ένα κατώτατο όριο l(S) ορίζεται επίσης για τα κέρδη σε κάθε συνασπισµό. Το παίγνιό 
µας επτά ατόµων κατασκευάστηκε σαν παράδειγµα ενός παιχνιδιού για το οποίο µία λύση των 
von Neumann και Morgenstern. Έδωσε ένα σύνολο S µικρότερο από l(S). Ο ακόλουθος 
πίνακας δείχνει ότι κάθε σύνολο S πήρε τουλάχιστον l(S) και στους δύο παίκτες του παιχνιδιού. 
Το ελάχιστο κέρδος του S καταλαµβάνει όλα τα σύνολα S που περιλαµβάνουν ένα δοσµένο 
αριθµό στοιχείων. 
 
 

 
  

8.10 Αριθµητικά αποτελέσµατα  

 
Τα πραγµατικά αποτελέσµατα δίνονται στους επόµενους πίνακες. Τα αναµενόµενα 

αποτελέσµατα δίνονται στις λίγες περιπτώσεις στις οποίες υπάρχει τυχαιότητα παικτών. Το 
παίγνιο 1 είναι ένα παίγνιο σταθερού αθροίσµατος µε v(I)= 80. Όλα τα άλλα είναι µηδενικού 
αθροίσµατος (οι χαρακτηριστικές συναρτήσεις δίνονται στην ενότητα β). 

 
Τα στοιχεία που φαίνονται στην τελευταία στήλη περιλαµβάνουν µόνο επίσηµες 

συµφωνίες οι οποίες αναπτύχθηκαν από τον κριτή. Έγιναν πολλές ανεπίσηµες συµφωνίες οι 
οποίες κρατήθηκαν. 

 
Οι αριθµοί b(S) και d(S) θα είναι τα ανώτατα όρια για το ποσόν που θα πρέπει να πάρει 

ένας συνασπισµός σε ξεχωριστούς γύρους ενός παιγνίου. Η τιµή του Shapley θεωρείται µία 
προσέγγιση των µέσων αποτελεσµάτων.  
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Κεφάλαιο 9 

 

Εισαγωγή 

 
 

9.1 Μια διαµάχη n ατόµων σε φυλετικά παίγνια 
 

Το παίγνιο της µάχης των φίλων (Battle of Sexes – BOS) , σαν ένα ενδιαφέρον 
παράδειγµα παιγνίου µη συνεργασίας µε multiple ισορροπία του Nash, µελετήθηκε από 
πολλούς ερευνητές. Το θεώρησαν σαν ένα παίγνιο δύο ατόµων και µιας ευκαιρίας τόσο στις 
θεωρητικές µελέτες όσο και στα πειράµατα στο εργαστήριο. Αποδεικνύεται ότι οι 
διαπραγµατεύσεις µε πλήρη ενηµέρωση και η επιλογή συµβατών δεδοµένων µπορούν να 
περιγραφούν από το ίδιο µαθηµατικό µοντέλο. Καθορίζονται απλές και µεικτές στρατηγικές 
ισορροπίας και η επίδραση της ‘φθηνής οµιλίας’αναλύεται στα αποτελέσµατα του παιγνίου. 
Εισάγεται επαγωγή σαν πρότυπο και εξετάζεται επίσης και η επίδραση εξωτερικών επιλογών. 
Έχουν διεξαχθεί πειράµατα προκειµένου να αναλυθούν οι επιδράσεις των διαφορετικών δοµών 
επικοινωνίας. Οι διαφορές µεταξύ αντρών και των γυναικών τους σε ό,τι αφορά την πρόβλεψη 
της συµπεριφοράς του διαπληκτισµού περιγράφονται σε πειραµατική έρευνα και αναλύεται 
επίσης η επίδραση προηγούµενης εµπειρίας. Πάραυτα, δεν έχει γίνει έρευνα για πολλαπλά 
άτοµα και για δυναµικές επεκτάσεις και όλες οι πρόσφατες έρευνες περιορίζονται στη χρήση 
απλών µητρών κερδών. Σε αυτή την εργασία θα εισάγουµε και θα µελετήσουµε BOS παίγνια µε 
αυθαίρετο αριθµό n παικτών. Το παίγνιο BOS n ατόµων είναι µια άµεση επέκταση της 
περίπτωσης 2 ατόµων αν και αυτή η περίπτωση δεν είναι brivial. Όπως θα διαπιστώσουµε 
αργότερα, θα πρέπει να είµαστε πολύ προσεκτικοί µε τη διατήρηση των βασικών ιδιοτήτων του 
παιγνίου στη γενική περίπτωση. Στη δεύτερη ενότητα θα συζητήσουµε τις ουσιαστικές 
ιδιότητες ενός BOS παιγνίου δύο ατόµων και µετά θα το επεκτείνουµε στην περίπτωση n 
ατόµων.  

 
Πρόσφατα δηµοσιεύτηκε ένας µεγάλος αριθµός µελετών παιγνίων διλλήµατος n 

ατόµων (Prisoner’s Dilemma and Chicken Game) που περιλαµβάνουν και το µοντέλο της 
συνάρτησης κερδών αλλά και την προσοµοίωση στον υπολογιστή. Οι συναρτήσεις των κερδών 
εξαρτώνται πάντα από τον αριθµό των συνεργατών στο παίγνιο. Ένα BOS παίγνιο είναι 
διαφορετικό από τα παίγνια διλληµάτων αφού στα δεύτερα ενδιαφερόµαστε για τον χρόνο και 
τον λόγο που συνεργάζονται οι παίκτες καθώς επίσης και για τον τρόπο µε τον οποίο 
χειριζόµαστε τους παίκτες προκειµένου να συνεργαστούν. Ωστόσο η συνεργασία στα BOS 
παίγνια δεν είναι σηµαντική. 

 
Σε ένα BOS παίγνιο δύο ατόµων, όταν συνεργάζονται και οι δύο παίκτες, θα λάβουν τα 

µικρότερα δυνατά κέρδη. Εποµένως ενδιαφερόµαστε να βρούµε πότε και πως οι παίκτες θα 
µπορούσαν να κάνουν την ίδια επιλογή. Όπως θα διαπιστώσουµε στις ενότητες 3 και 4, τα 
κέρδη των BOS παιγνίων n ατόµων µοντελοποιούνται σαν συναρτήσεις του αριθµού των 
παικτών που κάνουν τις ίδιες επιλογές. Θα εισάγουµε ειδικές γραµµικές συναρτήσεις κερδών 
και θα τις αναλύσουµε στην ενότητα 5. Τα τελικά συµπεράσµατα δίνονται στην ενότητα 6. 
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 9.2 Παίγνια BOS δύο ατόµων 

 
Ένα παίγνιο BOS δύο ατόµων παρουσιάζεται συνήθως σαν την ιστορία που ακολουθεί. 

Ένας άντρας και η σύζυγός του θέλουν να περάσουν µαζί ένα απόγευµα και έτσι προσπαθούν 
να επιλέξουν έναν τρόπο να διασκεδάσουν που θα τους ευχαριστεί και τους δύο. Ο άντρας 
(παίκτης1) προτιµάει έναν αγώνα ποδοσφαίρου ενώ η σύζυγός του ( παίκτης 2) προτιµάει µία 
παράσταση µπαλέτου. Πάραυτα και οι δύο προτιµούν να βγούν µαζί και όχι ο καθένας µόνος 
του. Το παίγνιο BOS δύο ατόµων είναι ένα παίγνιο συντονισµού µε αντικρουόµενες 
προτιµήσεις. Υπάρχουν δύο επιλογές για τους παίκτες και οι προτιµώµενες επιλογές των 
παικτών θα είναι µία από τις προτιµήσεις τους. Ανάλογα µε το πώς συνδυάζονται οι αποφάσεις 
των δύο παικτών, οι παίκτες λαµβάνουν κέρδη σύµφωνα µε τη µήτρα κερδών που φαίνεται 
στον πίνακα 9.1. 
 
 

 
Πίνακας 9.1 

 
Το πρώτο στοιχείο στην παρένθεση κάθε κελιού αναπαριστά τα κέρδη του παίκτη 1 και 

το δεύτερο στοιχείο τα κέρδη που αναλογούν στον παίκτη 2. 
 
Συνήθως στα παίγνια 2x2 ( 2 άτοµα, 2 επιλογές) οι επιλογές των παικτών θεωρούνται 

σαν defection ή συνεργασία. Για παράδειγµα στο δίληµµα ενός φυλακισµένου, ‘συνεργασία’ 
δεν είναι η παραδοχή του εγκλήµατος ( συνεργασία µε τον συνεργάτη ) και defection είναι η 
παραδοχή. Σε ένα chicken game, defection δεν είναι η αποφυγή τρακαρίσµατος , αυτό 
θεωρείται συνεργασία. Όταν χρησιµοποιούµε τους όρους defection και συνεργασία σε bos 
παίγνια στα οποία δε διευκρινίζονται οι δύο επιλογές , τότε defection είναι η επιλογή που 
αρέσει στον παίκτη και συνεργασία είναι η επιλογή που δεν του αρέσει. Στο παίγνιο BOS που 
περιγράψαµε παραπάνω, το ποδόσφαιρο είναι η ψυχαγωγία που προτιµάει ο παίκτης 1. 
Εντούτοις αυτή η επιλογή δείχνει τη µη συνεργάσιµη συµπεριφορά του παίκτη 1, δηλαδή τη 
defection του παίκτη. Η συνεργασία αναπαριστά την απόφαση του παίκτη 1 να επιλέξει την 
απόφαση του παίκτη 2, δηλαδή την παράσταση µπαλέτου και όχι τη δική του προτίµηση για 
διασκέδαση. Ο παίκτης 2 βρίσκεται σε παρόµοια θέση. Στα 2x2 συµµετρικά παίγνια η µήτρα 
των κερδών µπορεί να έχει 4 πιθανές τιµές: T,S,R,P. Αυτά προέρχονται από τα PD παίγνια δύο 
ατόµων στα οποία η ‘λιποταξία’ είναι ‘πειρασµός’ όταν συνεργάζεται ο άλλος, η συνεργασία 
είναι η επιλογή του ‘κορόιδου’ όταν ο άλλος λιποτακτεί, η ανταµοιβή δίνεται όταν 
συνεργάζονται και οι δύο και η τιµωρία όταν detect και οι δύο. Το Τ αναπαριστά το κέρδος του 
πειρασµού, το S το κέρδος του κορόιδου, το R την επιβράβευση και το P την τιµωρία. Όταν οι 
σχετικές τιµές των T,S,R,P αλλάζουν, η µήτρα αναπαριστά διαφορετικά παίγνια. Σε ένα BOS 
παίγνιο ισχύει T>S>P>R. Οι ανισότητες ( Τ και S) > ( P και R) απαιτούν να έχει ένας παίκτης 
µεγαλύτερο κέρδος όταν και οι δύο παίκτες είναι µαζί και όχι χωριστά. Οι σχέσεις T>S και P>R 
εγγυώνται ότι ένας παίκτης θα έχει υψηλότερο κέρδος αν η επιλογή του είναι αυτό που του 
αρέσει. 
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Υπάρχει µία ουσιώδης διαφορά µεταξύ συνεργασίας και defection στα BOS παίγνια και 
στα PD ή τα chicken games. Στα παίγνια PD και στα Chicken games , η έννοια της ‘λιποταξίας’ 
είναι ίδια και για τους δύο παίκτες( ή θα οµολογήσουν ή θα crash). To ίδιο ισχύει και για την 
έννοια της συνεργασίας. Σε ένα BOS παίγνιο, ‘λιποταξία’ θεωρείται η επιλογή που του αρέσει, 
επειδή όµως οι παίκτες έχουν διαφορετικές προτιµήσεις, η ‘λιποταξία’του παίκτη 1 είναι η 
επιλογή του ποδοσφαίρου ενώ του παίκτη 2 είναι η επιλογή µπαλέτου. Η σύγκρουση των 
προτιµήσεων σε αυτά τα παίγνια δίνει στις έννοιες της συνεργασίας και της ‘λιποταξίας’ 
διαφορετικό νόηµα σε σχέση µε τα άλλα παιχνίδια. Τα παιχνίδια PD δύο παικτών καθώς επίσης 
και τα chicken games έχουν τέσσερις πιθανούς συνδυασµούς αποφάσεων: (λιποταξία, 
συνεργασία), (συνεργασία, λιποταξία), (συνεργασία, συνεργασία), (λιποταξία, λιποταξία). Σε 
ένα παίγνιο  BOS δύο ατόµων έχουµε θεωρητικά 16 πιθανούς συνδυασµούς αποφάσεων αφού 
οι προτιµήσεις των παικτών εµπλέκονται και στη µήτρα κερδών ( πίνακας 9.2). Μπορεί να 
χωριστεί σε 4 µέρη.  
 

 
Πίνακας 9.2 

 

Οι πάνω δεξιά και κάτω αριστερά γωνίες αναπαριστούν τις καταστάσεις στις οποίες οι 
παίκτες έχουν τις ίδιες προτιµήσεις. Θα πρέπει όµως να παραβλέψουµε αυτές τις περιπτώσεις 
αφού η έλλειψη σύγκρουσης των προτιµήσεων των παικτών θα παραβίαζε τη βασική 
προϋπόθεση των BOS παιγνίων. Συνεπώς αφήνουµε αυτά τα κοµµάτια της µήτρας. Οι 
υπόλοιποι συνδυασµοί σχηµατίζουν δύο υποµήτρες, µία στην πάνω αριστερή γωνία και άλλη 
µία στην κάτω δεξιά γωνία. Μόνο µία από τις υποµήτρες χρησιµοποιήθηκε σε προηγούµενο 
γραπτό, καθώς είναι συµµετρικές και µε εναλλαγή της µίας υποµήτρας δύο παικτών, 
σχηµατίζεται η άλλη. Στην περίπτωσή µας οι προτιµήσεις των παικτών είναι προκαθορισµένες: 
στον παίκτη 1 αρέσει το ποδόσφαιρο και στον παίκτη 2 το µπαλέτο. Χρησιµοποιείται µόνο η 
πάνω αριστερή υποµήτρα (πίνακας 9.1) και οι προτιµήσεις των παικτών είναι απούσες και δε 
φαίνονται. Τότε το BOS παίγνιο 2 ατόµων ανάγεται σε ένα 2x2 παίγνιο µε τα ίδια κέρδη και 
την ίδια µήτρα δοµής σε αντίθεση µε αυτή που χρησιµοποιήθηκε σε παίγνια διλλήµατος. 
Εντούτοις, όπως θα συζητήσουµε αργότερα, στην περίπτωση n παικτών (n>2), δε γίνεται να 
παραβλέψουµε τις προτιµήσεις των παικτών. 

 
Για µεγαλύτερη διευκόλυνση, θα συνεχίσουµε να χρησιµοποιούµε το ποδόσφαιρο και 

το µπαλέτο σαν τις δύο επιλογές στα παραδείγµατα και στις αναλύσεις των παιγνίων BOS n 
ατόµων. 

 
Με βάση τη µήτρα κερδών του πίνακα 1, οι βασικές ιδιότητες ενός BOS παιγνίου 2 

ατόµων είναι οι εξής: 
 

• Ένας παίκτης έχει δύο επιλογές (πχ. ποδόσφαιρο, µπαλέτο), που αποτελεί δυαδική 
επιλογή µε την έννοια του Schelling. 

• Οι προτιµήσεις των δύο παικτών είναι αντίθετες. 

• Ένας παίκτης θα βγάλει µεγαλύτερο κέρδος όταν και οι δύο παίκτες κάνουν την ίδια 
επιλογή παρά εάν κάνουν διαφορετικές επιλογές. 
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• Ένας παίκτης θα βγάλει µεγαλύτερο κέρδος εάν η κοινή επιλογή είναι αυτό που του 
αρέσει και όχι αυτό που αντιπαθεί.  

 
Οι ιδιότητες 3 και 4 απαιτούν οι τιµές των κερδών να ικανοποιούν 
 
Τ > S > P > R.                   
 

9.3 Παίγνια BOS n ατόµων  

 
 Ένα παίγνιο BOS n ατόµων πρέπει να έχει παρόµοιες ιδιότητες µε ένα BOS παίγνιο 

δύο ατόµων µε τη µόνη διαφορά ότι ο αριθµός των παικτών είναι µεγαλύτερος. Θα πρέπει να 
διατηρεί την κυρίαρχη σύγκρουση κάθε παίκτη µεταξύ της προτίµησης του και της θέλησης του 
να έχει όσο το δυνατόν περισσότερους παίκτες µε την ίδια προτίµηση. Υπάρχουν όµως κάποιες 
δυσκολίες στην επέκταση των βασικών ιδιοτήτων ενός παιγνίου BOS δύο ατόµων σε ένα 
παίγνιο BOS n ατόµων χωρίς να γίνουν κάποιες αλλαγές. Προτού όµως ορίσουµε και 
συζητήσουµε τα BOS παίγνια n ατόµων, θα πρέπει να εισάγουµε κάποιες ιδέες. Ο συνολικός 
αριθµός των παικτών είναι n, ο αριθµός των παικτών που τους αρέσει το ποδόσφαιρο ( και δεν 
τους αρέσει το µπαλέτο) είναι F. Εποµένως έχουµε n-F παίκτες που τους αρέσει το µπαλέτο ( 
και δεν τους αρέσει το ποδόσφαιρο).  Έστω  y ο αριθµός των παικτών που συνεργάζονται και n-
y ο αριθµός των παικτών που ‘λιποτακτούν’. Ο αριθµός των παικτών που επιλέγουν το 
ποδόσφαιρο είναι x και ο αριθµός των παικτών που επιλέγουν το µπαλέτο είναι n-x. 

 
Η ιδιότητα 1 ενός BOS παιγνίου δύο ατόµων προφανώς πρέπει να εφαρµοστεί και στη 

γενική περίπτωση n ατόµων: 

 
1) Κάθε παίκτης έχει δύο επιλογές ( ποδόσφαιρο, μπαλέτο) και σε κάθε παίκτη αρέσει 

μία από αυτές και αντιπαθεί την άλλη. 

 

Στη συνέχεια θα συζητήσουµε και θα επεκτείνουµε τις ιδιότητες 2-4 και θα εισάγουµε 
επιπρόσθετα συµπεράσµατα για τη διαµόρφωση του παιγνίου.    Γενικά υπάρχουν δύο τύποι 
παικτών σε ότι αφορά τις προτιµήσεις τους: οι παίκτες του πρώτου τύπου προτιµούν το 
ποδόσφαιρο και οι παίκτες του δεύτερου τύπου προτιµούν το µπαλέτο. Στην περίπτωση των 
δύο επιλογών για n άτοµα, κάποιοι παίκτες πρέπει να έχουν την ίδια προτίµηση εποµένως δε 
µπορούµε να πούµε ότι οι προτιµήσεις συγκρούονται για όλα τα ζεύγη παικτών. Παροµοίως µε 
την περίπτωση δύο ατόµων, θα εξαιρέσουµε την κατάσταση που όλοι οι παίκτες έχουν την ίδια 
προτίµηση. Αλλιώς δε θα υπήρχε καµιά σύγκρουση καθώς όλοι οι παίκτες θα είχαν την ίδια 
προτιµώµενη επιλογή. Με αυτό το συµπέρασµα υπάρχουν δύο ακραίες περιπτώσεις για τις 
επιλογές των παικτών. Η πρώτη περίπτωση προκύπτει όταν η προτίµηση ενός µόνο παίκτη είναι 
αντίθετη µε την προτίµηση όλων των άλλων παικτών. Η δεύτερη περίπτωση προκύπτει όταν η 
προτίµηση των µισών παικτών είναι ίδια και είναι αντίθετη µε την προτίµηση του άλλου µισού 
των παικτών. Υπάρχουν πολλές ακόµη περιπτώσεις στο ενδιάµεσο. Ο αριθµός των παικτών σε 
οποιοδήποτε τύπο είναι ανάµεσα στο 1 και το n-1. Η ιδιότητα 2 ανασχηµατίζεται ως εξής: 
 
2)Για κάθε παίκτη µπορούµε να βρούµε τουλάχιστον έναν άλλο παίκτη που θα έχει διαφορετική 
προτίµηση. 
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Οι ιδιότητες 1 και 2 είναι συµπεράσµατα για τις προτιµήσεις των παικτών. Οι ιδιότητες 
3 και 4 θα θέσουν τις προϋποθέσεις για τις αποφάσεις των παικτών και για τα κέρδη τους. 
Προτού συνεχίσουµε τη συζήτησή µας θα πρέπει να βγάλουµε ένα σηµαντικό συµπέρασµα: η 
απόφαση κάθε παίκτη έχει την ίδια επιρροή στα κέρδη των άλλων παικτών. Αυτό το 
συµπέρασµα µπορεί να ερµηνευτεί σαν συµµετρία του παιγνίου όταν όλοι οι άλλοι παίκτες 
έχουν ταυτόσηµο ρόλο. Οι παίκτες µπορούν να χωριστούν σε δύο οµάδες ανάλογα µε τις 
επιλογές τους. Αυτοί που επιλέγουν το ποδόσφαιρο έχουν οµάδα µεγέθους x και αυτοί που 

επιλέγουν το µπαλέτο οµάδα µεγέθους n-x. Προφανώς 1≤ x ≤ n-1. Η συµµετρία του παιγνίου 
δείχνει ότι µόνο οι αριθµοί των παικτών στις δύο οµάδες καθορίζουν τα κέρδη. Ένας παίκτης 
θεωρείται περισσότερο χαρούµενος, δηλαδή έχει µεγαλύτερο κέρδος, όταν έχει κάνει την ίδια 
επιλογή µε την πλειοψηφία των παικτών. Τα  κέρδη των παικτών δεν εξαρτώνται από τους 
άλλους παίκτες που ανήκουν στην ίδια οµάδα αφού µετράει µόνο το µέγεθος της οµάδας. 
Εποµένως τα κέρδη των παικτών καθορίζονται από τα µεγέθη των οµάδων x και n-x. Σε κάθε 
οµάδα υπάρχουν ‘λιποτάκτες’ και συνεργάτες. Όταν όλοι οι παίκτες κάνουν την ίδια επιλογή, 
τότε οµοίως µε την περίπτωση δύο ατόµων, οι ‘λιποτάκτες’ θα λάβουν τα υψηλότερα κέρδη. Τα 
λιγότερα κέρδη πρέπει να µοιραστούν στους παίκτες που βρίσκονται στη χειρότερη κατάσταση. 

 
Ένας παίκτης του οποίου η απόφαση αντιτίθεται µε την απόφαση των άλλων παικτών 

ονοµάζεται loner(µοναχικός). Ένας loner συνεργάτης θα πρέπει να έχει το µικρότερο κέρδος 
στο παίγνιο αφού είναι µόνος του και η επιλογή του αντιτίθεται στην προτίµησή του. Το πιο 
χαµηλό κέρδος προκύπτει όταν x=1 ή n-x=1 και ο παίκτης είναι ένας συνεργάτης. Η χειρότερη 
κατάσταση ενός loner συνεργάτη είναι διαφορετική από αυτή των συνεργατών σε µια άλλη 
οµάδα. Αυτοί θα πρέπει να λάβουν υψηλότερα κέρδη από τα χαµηλότερα κέρδη του παιγνίου 
εάν υπάρχουν περισσότεροι του ενός συνεργάτες στην οµάδα. 

 
Τα κέρδη ενός παίκτη εποµένως εξαρτώνται από το εάν η απόφαση του παίκτη είναι η 

προτιµώµενη επιλογή του ή όχι, καθώς επίσης και από τον αριθµό των παικτών που κάνανε την 
ίδια επιλογή. Το κέρδος ενός παίκτη που είναι µαζί µε όλους τους άλλους αλλά διαλέγει ενάντια 
στις προτιµήσεις του δε θα πρέπει να είναι το µέγιστο δυνατό σε σχέση µε αυτό του παίκτη που 
έχει επιλέξει αυτό που του αρέσει. 

 
Οι παραπάνω συνθήκες συνοψίζονται ως εξής: 

 

• Με οποιαδήποτε δοσµένη επιλογή, όταν ο αριθµός των παικτών σε µία οµάδα 
µεγαλώνει, το κέρδος οποιουδήποτε παίκτη στην οµάδα θα µεγαλώνει επίσης. 

• Με οποιοδήποτε δοσµένο αριθµό παικτών σε µία οµάδα, ένας παίκτης θα λάβει 
υψηλότερο κέρδος όταν η επιλογή του είναι αυτό που του αρέσει σε σύγκριση µε τους 
παίκτες των οποίων η επιλογή αντιτίθεται στις προτιµήσεις τους. 

 
Μαζί µε αυτές τις προϋποθέσεις απαιτούµε και  

 

• Οποιοσδήποτε παίκτης που δεν του αρέσει η επιλογή του και αυτή η επιλογή είναι η 
ίδια µε την επιλογή όλων των άλλων παικτών, θα έχει υψηλότερο κέρδος απ΄ότι αν του 
άρεσε η επιλογή του αλλά ήταν και ο µοναδικός που την έκανε. 

9.4 Συναρτήσεις Κερδών BOS Παιγνίων n- ατόµων 

 
Στα παίγνια n ατόµων, όταν µεγαλώνει ο αριθµός των παικτών, ο αριθµός των 

συνδυασµών επιλογών µεγαλώνει εκθετικά. Υπάρχουν τέσσερις συνδυασµοί επιλογών για 2 
ατόµων -2 επιλογών PD ή Chicken παίγνια και όταν υπάρχουν n παίκτες, ο αριθµός των 
συνδυασµών αυξάνεται σε 2n. Σε ένα BOS παίγνιο n ατόµων σηµειώνουµε µε F τον αριθµό των 
παικτών που τους αρέσει το ποδόσφαιρο και προφανώς ισχύει 1≤ F≤ n-1 µε βάση την ιδιότητα 
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2. Υπάρχουν F+1 πιθανές καταστάσεις ( ή συνδυασµοί αποφάσεων) οι οποίες 
αντικατοπτρίζονται από τον αριθµό των συνεργατών, οι οποίοι µπορεί να είναι 0,1,2,...,F. Στην 
άλλη οµάδα υπάρχουν n-F παίκτες µε n-F+1  πιθανές καταστάσεις που προκύπτουν από τον 
αριθµό των συνεργατών σε αυτή την οµάδα. Άρα σε ένα BOS παίγνιο n ατόµων είναι όλοι µαζί 
 

 

 
 

πιθανοί συνδυασµοί. Οι συναρτήσεις κερδών θα χρησιµοποιηθούν αντί για µήτρες κερδών στη 
µοντελοποίηση BOS παιγνίων n ατόµων . Στα n-ατόµων Prisoners Dilemma και στα n ατόµων 
Chicken games, οι συναρτήσεις κερδών µοντελοποιούνται σαν συναρτήσεις του αριθµού των 
συνεργατών. Βασίζονται σε µία συνάρτηση συνεργασίας και σε µία συνάρτηση defection. Εάν 
y ο αριθµός των συνεργατών, τότε ένας συνεργάσιµος παίκτης παίρνει C(y) και ένας defector 
D(y). Όταν η σειρά των τιµών T,S,R,P αλλάζει, τότε παίρνουµε διαφορετικά παίγνια n- ατόµων. 
Το σχήµα δείχνει αυτές τις συναρτήσεις. 
 
 
 

 
 
                                              Functions συνεργασίας και λειτουργίας 

 



Μεταπτυχιακή ∆ιατριβή                                                                                                                     Ιωάννου Κωνσταντίνος 

Θεωρία Παιγνίων και Ειδικές εφαρµογές στην καθηµερινότητα 

 

167

 
 
Εντούτοις, για τα παίγνια n- ατόµων η κατάσταση είναι πιο περίπλοκη. 

Χρησιµοποιώντας µόνο τον αριθµό των συνεργατών σαν τη µοναδική µεταβλητή για τη 
µοντελοποίηση BOS παιγνίων n- ατόµων, θα είχαµε µόνο n+1 διαφορετικές καταστάσεις 
παιγνίου προς ανάλυση. Αυτό είναι πολύ λιγότερο από τον συνολικό αριθµό των καταστάσεων 
BOS παιγνίουn- ατόµων που δίνεται στην Eq.(1). Η χρήση των συναρτήσεων C και D µόνο 
µπορεί επίσης να οδηγήσει σε µπέρδεµα σε πολλές καταστάσεις. Ας πάρουµε την απλή  
περίπτωση όπου n=3 και έχουµε 3 παίκτες Α1,Α2,Α3. Οι 12 µη επαναλαµβανόµενοι 
συνδυασµοί (από Eq(1)) φαίνονται στον πίνακα 3. Στις στήλες 2,4,6 το κεφαλαίο φράµµα κάθε 
στοιχείου αναπαριστά την προτίµηση του παίκτη και το µικρότερο γράµµα αναπαριστά την 
απόφαση του παίκτη. Οι στήλες 3,5,7 αντικατοπτρίζουν την κατάσταση του παίκτη: λιποταξία 
defection (συµβολίζεται µε d) ή  συνεργασία ( συµβλίζεται µε c). Εάν χρησιµοποιήσουµε µόνο 
τις συναρτήσεις C,D (σχήµα 2α) οι περιπτώσεις των γραµµών 7,8,10 και 12 επαναλαµβάνουν 
εκείνες των περιπτώσεων 2,4 και 6. Εντούτοις είναι διαφορετικές καταστάσεις.  Πάρτε τις 
γραµµες 1 και 7 σαν παράδειγµα. Η γραµµή 1 έχει τον συνδυασµό ( Βf, Bf, Fb) και η γραµµή 7 
τον (ΒF, Fb, Fb). Ο αριθµός των συνεργατών στις γραµµές 1 και 7 είναι ο ίδιος ( και στις δύο 
περιπτώσεις η κατάσταση είναι (c,c,c) εποµένως τα κέρδη και για τους τρείς παίκτες είναι τα 
ίδια (R,R,R,) και στις δύο περιπτώσεις. Μια άλλη εναλλακτική είναι η εξής;  Θεωρείστε έναν 
αυθαίρετο παίκτη και z τον αριθµό των παικτών µε την ίδια επιλογή ( συµπεριλαµβανοµένου 
του ιδίου). Εάν η επιλογή αυτού του παίκτη είναι αυτό που του αρέσει, τότε το κέρδος του είναι 
l(z) , αλλιώς DL(z) , όπου L και DL είναι δοσµένες συναρτήσεις . Εάν χρησιµοποιήσουµε L και 
DL συναρτήσεις , τότε τα κέρδη για τους παίκτες στην πρώτη περίπτωση είναι ( DL(2), DL(2), 
DL(1)), τα κέρδη για τους παίκτες στην περίπτωση 7 είναι (DL(1), DL(2),DL(2)). Tα κέρδη των 
παικτών Α1και Α2 εναλλάσονται. Στην περίπτωση 3, ο Α2 είναι λιποτάκτης και ακόµη λαβάνει 
το υψηλότερο δυνατό κέρδος Τ του παιγνίου χρησιµοποιώντας τις συναρτήσεις C και D.  To 
υψηλότερο κέρδος Τ θα πρέπει να πάει στον λιποτάκτη µόνο όταν είναι µε όλους τους 
υπόλοιπους παίκτες. Οι συναρτήσεις Cκαι D µόνες τους δε µπορούν να αντικατοπτρίσουν 
σωστά την κατάσταση. Όµως χρησιµοποιώντας τις συναρτήσεις L και DL, το κέρδος του Α2 
στην κατασταση 3 είναι L(2), µικρότερο δηλαδή από το υψηλότερο κέρδος L(3) του παιγνίου. 
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Εποµένως, η χρήση των συναρτήσεων L και DL µπορεί να περιγράψει καλύτερα την 
κατάσταση. Τα κέρδη από τις συναρτήσεις C και D στην κατάσταση 5 θα µπορούσαν να 
παραβιάσουν την τέταρτη ιδιότητα αφού το D(1) είναι πάντα µικρότερο από το S. 
Άρα είναι πιο εύλογο να µοντελοποιούµε τα κέρδη µε βάση τον αριθµό των παικτών που έχουν 
την ίδια επιλογή παρά µε βάση τον αριθµό των συνεργατών στο παιχνίδι. 
 

Έχουµε ήδη διαιρέσει τους παίκτες σε δύο οµάδες. Όλοι οι παίκτες στην οµάδα 1 
επιλέγουν το ποδόσφαιρο και όλοι οι παίκτες στην άλλη οµάδα επιλέγουν το ποδόσφαιρο και 
όλοι οι παίκτες στην άλλη οµάδα επιλέγουν το µπαλέτο.Σε κάθε οµάδα υπάρχουν δύο είδη 
παικτών. Στον ένα τύπο αρέσει η επιλογή του και στον άλλο τύπο δεν αρέσει. Εποµένως 
υπάρχουν τέσσερα είδη παικτών΄αυτοί που τους αρέσει το ποδόσφαιρο και το επιλέγουν, αυτοί 
που τους αρέσει το µπαλέτο αλλά επιλέγουν το ποδόσφαιρο, αυτοί που τους αρέσει το 
ποδόσφαιρο αλλά επιλέγουν το µπαλέτο και τέλος αυτοί που τους αρέσει το µπαλέτο και το 
επιλέγουνε. Θα χρησιµοποιήσουµε Ff, Bf, Fb, Bb αντίστοιχα για την αναπαράσταση των 
τεσσάρων ειδών των παικτών.  Τα πρώτα κεφαλαία γράµµατααναπαριστούν τις προτιµήσεις 
των παικτών και τα δεύτερα µικρπά γράµµατα ανπαριστούν τις αποφάσεις των παικτών. Το F ή 
f αναπαριστά το ποδόσφαιρο και τα B ή b αναπαριστά το µπαλέτο. Για εκείνους τους παίκτες 
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που επιλέγουν το ποδόσφαιρο θα ορίσουµε δύο συναρτήσεις. Εάν ένας παίκτης διαλέξει το 
ποδόσφαιρο, τότε το λέρδος του θα είναι L(x), αλλιώς DL(x) όπου x ο αριθµός των παικτών 
που επιλέγουν το ποδόσφαιρο. Οι συναρτήσεις L(x) και DL(x) έχουν µέγιστη µονοτονία στο x. 
Η γραφική τους παράσταση φαίνεται στο σχήµα 3. Παροµοίως πράττουµε και για την οµάδα 
που θα επιλέξει το µπαλέτο. Έχουµε εποµένως τέσσερις συναρτήσεις κερδών. Υπάρχουν 
τέσσερα πιθανά κέρδη: L(x) , DL(x), L(n-x) και DL(n-x) για τα τέσσερα είδη παικτών Bf, Bf, 
Bb και Fb αντίστοιχα. Παρόµοιες συναρτήσεις κερδών µπορούν να χρησιµοποιηθούν στα BOS 
παίγνια δύο ατόµων. Εντούτοις οι τιµές των κερδών που προκύπτουν µπορούν να 
αναπαρασταθούν ως µήτρες κερδών. 

 
Οι ιδιότητες 1-5 των BOS παγνίων µπορούν να εκφραστούν µαθηµατικά όπως φαίνεται 

στη συνέχεια. Όπως προηγουµένως, το x αναπαριστά τον αριθµό των παικτών που επιλέγουν το 

ποδόσφαιρο. Τότε 1≥ x ≥ n-1 και οι συναρτήσεις L και DL αυξάνουν. Επίσης  

L (x) > DL (x)       για όλα τα x 
 
 
 

 
 
και   DL( n) > L(1). 

9.5 Γραµµικές Συναρτήσεις Κερδών 

 
Οι γραµµικές συναρτήσεις κερδών γενικά µοντελοποιούνται ως εξής: 
 
L(x) =  ax + b 

DL(X) = cx+ d ,       x≥ 1 
L΄(x) = a’ (n-x) + b 
DL΄ (x) = c΄(n-x) + d 
 
Όπου x ο αριθµός των παικτών που επιλέγουν το ποδόσφαιρο. Τα L και DL είναι τα κέρδη των 
παικτών που επιλέγουν το ποδόσφαιρο και τα L΄και DL΄είναι τα κέρδη εκείνων των παικτών 
που επιλέγουν το µπαλέτο. Για χάρη απλότητας εξετάζουµε µόνο τη συµµετρική κατάσταση 
όπου α= α΄, b= b΄, c= c΄ και d= d΄. Σύµφωνα µε τις ιδιότητες του παιγνίου , από τις σχέσεις 2 
και 3, θα πρέπει να ικανοποιούνται οι ακόλουθες συνθήκες: 
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a, c > 0 
d< b 
cn + d <an + b 
cn +d > a + b 
 

Όπως προηγουµένως, έστω F ο αριθµός των παικτών που επιλέγουν το ποδόσφαιρο, 

τότε 1≤ F≤ n-1 και n-1 ο αριθµός των παικτών που επιλέγουν το µπαλέτο. Υποθέτουµε ότι το 
σύστηµα βρίσκεται σε ισορροπία και οι παίκτες που επιλέγουν το ποδόσφαιρο είναι x. 
Θεωρούµε ότι ο πρώτος παίκτης επιλέγει το ποδόσφαιρο. Η επιλογή του θα είναι το 
ποδόσφαιρο αν και µόνο αν δεν ενδιαφέρεται να αλλάξει γνώµη και να επιλέξει το µπαλέτο. 
Αυτό γράφεται ως εξής: 
 

L(x) ≥ DL (x-1) 
 

Όπου υποθέτουµε ότι το κίνητρο του παίκτη είναι να αποκοµίσει το µεγαλύτερο δυνατό 
κέρδος και όταν δεν υπάρχει διαφορά στο κέρδος µεταξύ των δύο επιλογών, τότε θα διαλέξει 
αυτό που προτιµάει. Μπορούµε να ξαναγράψουµε τη σχέση ως εξής: 
 

 

x  
  

Ένας παίκτης που προτιµάει το ποδόσφαιρο θα επιλέξει το µπαλέτο εάν δεν τον 
πειράζει να αλλάξει την επιλογή του. 

DL(΄x) ≥ L (x-1) 
Που είναι 

 

x  
 
 

Θεωρείστε στη συνέχεια έναν παίκτη που προτιµάει το µπαλέτο. Η καλύτερη επιλογή 
που µπορεί να κάνει είναι το ποδόσφαιρο εάν 

 
DL(x) > L’ (x-1) 
 
Που γράφεται ως 

 

x  
 

και η επιλογή του θα είναι το µπαλέτο εάν 
 

L(΄x) ≥ DL (x+1) 
 
Που γράφεται ως 
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x  
 

 
 
Για χάρη απλότητας εισάγουµε τα  
 

 
x 
 
 
x 

 
Προφανώς 
 
x1* + x2* = n 
 
και η σχέση 5 δείχνει ότι x1* > 0. Ακόµη 
 
 
 

*- x1*=  

=

 
 
Άρα x1* < x2* 
 
Έχουµε εποµένως τις ακόλουθες περιπτώσεις: 
 

• Περίπτωση 1 Εάν x< x1* , τότε η καλύτερη επιλογή όλων των παικτών είναι το 
µπαλέτο. Άρα x=0 µε όλους τους παίκτες να διαλέγουν το µπαλέτο,έχουµε ισορροπία. 

• Περίπτωση 2 Εάν x> x2*, τότε όλοι οι παίκτες επιλέγουν το ποδόσφαιρο. Άρα x=n, µε 
όλους τους παίκτες να διαλέγουν το ποδόσφαιρο, έχουµε ισορροπία. 

• Περίπτωση 3 Εάν x1*≤ x ≤ x2* , τότε όλοι οι παίκτες επιλέγουν σύµφωνα µε τις 

προτιµήσεις τους, εποµένως εάν x1*≤ F ≤ x2* τότε x= F και έχουµε πάλι ισορροπία. 
 
 

Οι διαφορές των ανισοτήτων στις 6,7,8,10 και 12 ερµηνεύονται ως ακολούθως: 
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L(x) – DL (X-1) : το κίνητρο εκείνων που προτιµούν το ποδόσφαιρο και επιλέγουν το 
ποδόσφαιρο. 

 
DL΄(x) – L(x+1) : το κίνητρο εκείνων που προτιµούν το ποδόσφαιρο και επιλέγουν το µπαλέτο. 
DL(x) – L (x-1) : το κίνητρο εκείνων που προτιµούν το µπαλέτο και επιλέγουν το ποδόσφαιρο. 
L(x)- DL(x+1) :  το κίνητρο εκείνων που προτιµούν το µπαλέτο και επιλέγουν το µπαλέτο.  
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