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ΠρόλογοςΠρόλογοςΠρόλογοςΠρόλογος    

Τα τελευταία έτη παρατηρείται ένας αυξανόµενος αριθµός επιστηµονικών 
εργασιών στην Συνδυαστική Ανάλυση µε αντικείµενο τα µονοπάτια σε δικτυωτό, 
γεγονός που αποδεικνύει ότι τα µονοπάτια αυτά αποτελούν ένα πεδίο έρευνας 
µε έντονη δραστηριότητα. 

 Αρκετές είναι εξάλλου οι κλασσικές ακολουθίες αριθµών που µπορούν να 
αποτυπωθούν µε συγκεκριµένα µονοπάτια σε δικτυωτό. Μάλιστα, τα µονοπάτια 
αυτά έχουν πάρει τα ονόµατα τους από τους αντίστοιχους Μαθηµατικούς που 
µελέτησαν αυτές τις ακολουθίες. Είναι εντυπωσιακό όµως το γεγονός ότι πολλοί 
από αυτούς είναι πλέον γνωστοί για προβλήµατα της Συνδυαστικής που 
µπορούν να επιλυθούν µε την χρήση των µονοπατιών παρά από την αλγεβρική 
αρχική διατύπωσή τους. Χαρακτηριστικά παραδείγµατα αποτελούν ο Βέλγος 
Eugene Catalan (1814-1894), οι Γερµανοί Ernst Schröder (1841-1902) και 
Walther von Dyck (1856-1934), ο Αµερικάνος  Theodore Motzkin (1908-1970) 
και ο Ινδός Tadepalli Venkata Narayana (1930-1987). 

Οι αριθµοί Motzkin εµφανίστηκαν για πρώτη φορά στην εργασία του 
Motzkin [10] στην προσπάθειά του να απαριθµήσει όλους τους δυνατούς 
τρόπους µε τους οποίους µη τεµνόµενες χορδές µπορούν να συνδέσουν µερικά 
(µπορεί και κανένα) από n  διακεκριµένα σηµεία που βρίσκονται στην 
περιφέρεια ενός κύκλου. Για παράδειγµα, 5=n  σηµεία µπορούν να συνδεθούν 
µε τους εξής 21 τρόπους: 

 
 

 
  

Οι αριθµοί Motzkin απαριθµούν αρκετά συνδυαστικά αντικείµενα [18] που 
έχουν σπουδαία χρήση στην Επιστήµη της Πληροφορικής. Ορισµένα από αυτά 
είναι τα εξής:  

1. Τα δυαδικά δέντρα µε 1−n  δεσµούς τα οποία δεν περιέχουν δύο 
διαδοχικούς δεσµούς στα δεξιά.   

2. Τα  δυαδικά δέντρα µε 1+n  κορυφές στα οποία κάθε κορυφή περιττού 
ύψους έχει το πολύ έναν απόγονο. 

3. Τα διατεταγµένα δέντρα µε n  δεσµούς στα οποία κάθε κορυφή έχει το 
πολύ δύο απογόνους. 
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4. Τα διατεταγµένα δέντρα µε 1+n  δεσµούς στα οποία καµία κορυφή 
πλην της ρίζας δεν έχει µόνο έναν απόγονο.  

5. Τα µονοπάτια Motzkin. 
Πολλές επιστηµονικές εργασίες τα τελευταία 15 χρόνια ασχολούνται µε την 

εµφάνιση των προτύπων σε µονοπάτια Dyck, τα οποία µπορούν να θεωρηθούν 
ως µονοπάτια Motzkin χωρίς οριζόντια βήµατα. Για παράδειγµα, η Dyck 
στατιστική :τΝ  ‘‘αριθµός των εµφανίσεων του προτύπου τ ’’ έχει µελετηθεί για 

udτ =  ή du  από τον Deutsch [2] και για uduτ =  ανεξάρτητα από τoν Sun [20] 
και Merlini-Sprugnoli-Verri [9]. Πιο συστηµατικά η στατιστική τΝ  έχει εξετασθεί 
από τους Σαπουνάκη-Τασούλα-Τσικούρα για κάθε πρότυπο τ  µε µήκος το 
πολύ 4 [14]. Με ορισµένα πρότυπα µεγαλύτερους µήκους έχουν ασχοληθεί οι 
Mansour [8] και Σαπουνάκης-Τασούλας-Τσικούρας [15]. 

Σε µια πιο ενδιαφέρουσα κατεύθυνση, το πρόβληµα της εµφάνισης ενός 
προτύπου σε µονοπάτια Dyck µε ή χωρίς περιορισµό στο ύψος της εµφάνισης 
εξετάστηκε από τους Μανέ-Σαπουνάκη-Τασούλα-Τσικούρα [6], [7] όπου 
ερευνώνται τυχαία πρότυπα µε συγκεκριµένα δοµικά χαρακτηριστικά (δηλαδή 
αριθµό ανόδων, ύψος, βάθος και περιοδικότητα). 

Το αντικείµενο της εργασίας αυτής αφορά την εµφάνιση των προτύπων σε 
µονοπάτια Motzkin µελετώνται όλα τα πρότυπα µήκους 3. Η εµφάνιση των 
προτύπων σε µονοπάτια Motzkin έχει µελετηθεί µόνο για πρότυπα µήκους 2 
από τους Σαπουνάκη-Τσικούρα [13], όπως επίσης και για µονοπάτια που 
αποφεύγουν µια ειδική κατηγορία προτύπων µήκους 3, τα οποία ονοµάζονται 
Ζιγκ-Ζαγκ από τους Munarini-Zagaglia [11]. 
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ΕυχαριστίεςΕυχαριστίεςΕυχαριστίεςΕυχαριστίες    

Η παρούσα διπλωµατική εργασία εκπονήθηκε στα πλαίσια των 
µεταπτυχιακού προγράµµατος ‘‘Πληροφορική’’ του Πανεπιστηµίου Πειραιώς 
υπό την επίβλεψη του Καθηγητή του Τµήµατος Αριστείδη Σαπουνάκη. 

Στον κύριο Σαπουνάκη οφείλω τις εγκάρδιες ευχαριστίες µου για την 
εµπιστοσύνη που µου έδειξε αναθέτοντάς µου την παρούσα εργασία και την 
ευκαιρία που µου έδωσε να ασχοληθώ µε ένα συναρπαστικό αντικείµενο. Η 
ανεπανάληπτη καθοδήγησή του µε τις πολύτιµες γνώσεις και την ανεκτίµητη 
εµπειρία του αλλά και η εφαρµογή της ουσιώδης µεθοδολογίας σε όλη την 
διάρκεια της εκπόνησης της εργασίας αποτελούσαν τον µεγαλύτερο αρωγό 
στην δική µου προσπάθεια. Μα πάνω απ’ όλα η συνεχής παρουσία και 
υποστήριξη που µου πρόσφερε, αφιερώνοντας ακόµη και τον ελεύθερο χρόνο 
που διέθετε για την δική µου εξυπηρέτηση τον καθιστούν ένα υπόδειγµα όχι 
απλά ενός εξαίρετου επαγγελµατία αλλά και θεσπέσιου ανθρώπου.  

Επίσης, ευχαριστώ θερµά τον Καθηγητή κ. Παναγιώτη Τσικούρα για όλες 
τις ώρες που ανάλωσε διαβάζοντας και ξαναδιαβάζοντας την παρούσα εργασία 
και ελέγχοντας τις απαραίτητες εκείνες λεπτοµέρειες ώστε να παρουσιαστεί το 
αρτιότερο δυνατό αποτέλεσµα. 

Επιπλέον, θα ήθελα να ευχαριστήσω έντονα τον κ. Γιάννη Τασούλα για την 
αµέριστη βοήθεια που µου προσέφερε αλλά και την υποµονή που επέδειξε 
διδάσκοντάς µου τα απαραίτητα συστατικά αυτής της εργασίας, ώστε να είµαι 
σε θέση να ολοκληρώσω το παρούσα εργασία.  

Είµαι ευγνώµων στον κ. Κώστα Μανέ, για την εξαιρετική προθυµία που 
επεδείκνυε κάθε στιγµή που αντιµετώπιζα κάποια δυσκολία, ιδιαίτερα δε στον 
σχεδιασµό των σχηµάτων και στην δηµιουργία του λογισµικού. 

Ένα ιδιαίτερο ευχαριστώ οφείλω στον ξάδελφο µου Κωνσταντίνο 
Χατζηθεοδώρου για την ένθερµη ψυχολογική υποστήριξη που µου προσέφερε, 
µετατρέποντας την συγγραφή της διπλωµατικής εργασίας σε µία ευχάριστη 
ενασχόληση. 

Τέλος, θα ήθελα να ευχαριστήσω την οικογένειά µου, στην οποία και 
αφιερώνω την εργασία αυτή, για την αµέριστη συµπαράσταση και υλοποίηση 
των προπτυχιακών και µεταπτυχιακών σπουδών µου. 

   
 
 

Πειραιάς, 08 Νοεµβρίου 2012 
     Ηλίας Τριανταφυλλάκης 
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ΠερίληψηΠερίληψηΠερίληψηΠερίληψη    

Στην παρούσα διπλωµατική εργασία µελετάται η στατιστική :τΝ  ‘‘αριθµός 
των εµφανίσεων του προτύπου τ ’’ σε µονοπάτια Motzkin, για κάθε πρότυπο µε 
µήκος το πολύ 3. Στη συνέχεια προκύπτουν ορισµένες ενδιαφέρουσες 
ισοκατανοµές οι οποίες επαληθεύονται συνδυαστικά µε τη βοήθεια ορισµένων 
αµφιµονοσήµαντων απεικονίσεων στο σύνολο Μ  των µονοπατιών Motzkin. 

 Στο πρώτο κεφάλαιο δίδονται ορισµένες βασικές έννοιες και προτάσεις που 
θα χρησιµοποιηθούν σε όλη την εργασία.  

Στο δεύτερο κεφάλαιο υπολογίζονται όλες οι γεννήτριες συναρτήσεις δύο 
µεταβλητών, στο σύνολο Μ , ως προς το µήκος των µονοπατιών και την 
εµφάνιση όλων των προτύπων µήκους 2 και µήκους 3. Επίσης, απαριθµούνται 
ενδεικτικά κάποια από τα παραπάνω υποσύνολα των µονοπατιών Motzkin. 

Στο τρίτο κεφάλαιο κατασκευάζονται αµφιµονοσήµαντες απεικονίσεις στο 
σύνολο M,  σε όλες τις περιπτώσεις όπου οι γεννήτριες συναρτήσεις των 
προτύπων µήκους 2 και µήκους 3 συµπίπτουν. 

Τέλος, την διπλωµατική συµπληρώνει λογισµικό που υλοποιεί τις 
αµφιµονοσήµαντες απεικονίσεις που παρουσιάστηκαν στο τρίτο κεφάλαιο.  
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ΚεφάλαιοΚεφάλαιοΚεφάλαιοΚεφάλαιο 1111    

Μονοπάτια και Λέξεις MotzkinΜονοπάτια και Λέξεις MotzkinΜονοπάτια και Λέξεις MotzkinΜονοπάτια και Λέξεις Motzkin    

1.1 Βασικοί ορισµοί και προτάσεις1.1 Βασικοί ορισµοί και προτάσεις1.1 Βασικοί ορισµοί και προτάσεις1.1 Βασικοί ορισµοί και προτάσεις    

Ένα µονοπάτι σε δικτυωτό µήκους n  ή απλά µονοπάτι είναι µια ακολουθία 

( )( )
[0, ]

,
∈i i i n

x y από σηµεία στο επίπεδο µε ακέραιες συντεταγµένες, για τα οποία 

ισχύει 1,i ix x −> για κάθε [ ].i n∈ Ορίζουµε ως το i -στό βήµα του µονοπατιού το 

ζέυγος ( ) [ ]1 1 ,
, .i i i ix x y y i n− −− − ∈ H τιµή iy  ονοµάζεται ύψος του i -στού 

βήµατος. Το ύψος του µονοπατιού είναι η µέγιστη τιµή ύψους για όλα τα 
βήµατα του µονοπατιού. Κάθε µονοπάτι µπορεί να περιγραφεί πλήρως από το 
σηµείο έναρξής του ( )0 0,x y και την ακολουθία βηµάτων του. Το µονοπάτι που 

δεν έχει κανένα βήµα ονοµάζεται κενό µονοπάτι. 

Ένα µονοπάτι στο πρώτο τεταρτηµόριο µε αρχή το σηµείο ( )0,0 και πέρας 

το σηµείο ( ),0 ,n  που αποτελείται από ανοδικά βήµατα ( )1,1 ,u =  καθοδικά 

βήµατα ( )1, 1 ,= −d  ή οριζόντια βήµατα ( )1,0 ,h =  ονοµάζεται µονοπάτι 

Motzkin.   

 

 
Σχήµα 1.1 Μονοπάτι Motzkin µε 7 ανοδικά, 7 καθοδικά και 6 οριζόντια βήµατα 
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Μία λέξη { , , }*a u d h∈  ονοµάζεται λέξη Motzkin αν και µόνο αν ικανοποιεί τις 
ακόλουθες ισότητες: 

• ,
u d

α α= όπου ,
i

α για κάθε γράµµα i  του αλφαβήτου είναι ο 

συνολικός αριθµός εµφανίσεων του γράµµατος i  στην λέξη .a   

• Αν ,βγ=a  τότε ,
u d

β β≥  δηλαδή για κάθε ανάλυση a βγ= µιας λέξης 

Motzkin ,a το πλήθος των u  στην υπολέξη β  είναι µεγαλύτερο ή ίσο 
από το πλήθος των d  της .β  Σε αντίθετη περίπτωση θα υπήρχαν 
βήµατα του αντίστοιχου µονοπατιού κάτω από τον άξονα των ,x  κάτι 
που δεν ισχύει για τα µονοπάτια Motzkin. 

Για κάθε µονοπάτι Motzkin, αν αντιστοιχήσουµε σε κάθε ανοδικό βήµα το 
γράµµα ,u  σε κάθε καθοδικό βήµα το γράµµα d και σε κάθε οριζόντιο βήµα το 
γράµµα ,h  τότε προκύπτει η κωδικοποίηση του µονοπατιού, η οποία 
αποδεικνύεται ότι είναι λέξη Motzkin. 

Αντίστροφα, αν σε κάθε λέξη Motzkin αντιστοιχήσουµε σε κάθε γράµµα u  
ένα ανοδικό βήµα, σε κάθε γράµµα d ένα καθοδικό βήµα και σε κάθε γράµµα h  
ένα οριζόντιο βήµα, τότε προκύπτει ένα µονοπάτι, το οποίο αποδεικνύεται ότι 
είναι µονοπάτι  Motzkin.  

 

h u d u h u u h d u u u h h d d h d d d 

Σχήµα 1.2: Ένα µονοπάτι Motzkin και η αντίστοιχη λέξη Motzkin 

 

Κατόπιν τούτων, προκύπτει η παρακάτω πρόταση: 

Πρόταση 1.1.1. Υπάρχει µια αµφιµονοσήµαντη απεικόνιση µεταξύ των 
µονοπατιών Motzkin και των λέξεων Motzkin. 
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Συνεπώς, µε βάση την παραπάνω πρόταση οι έννοιες του µονοπατιού και 
της λέξης Motzkin θα θεωρούνται ταυτόσηµες. 

Μήκος ενός µονοπατιού (ή µιας λέξης) Motzkin α  ονοµάζεται το πλήθος 
των βηµάτων του (ή γραµµάτων του) και συµβολίζεται µε .a  Το κενό µονοπάτι 

θεωρείται ότι έχει µήκος 0.  

 
Σχήµα 1.3: Mονοπάτι Motzkin µήκους 16, µε λέξη Motzkin 

την uhhhhuuhdhhdhudd 
 

Το σύνολο όλων των µονοπατιών Motzkin µήκους n  συµβολίζεται µε nM  
και ορίζουµε: 

0

.
n

∞

=

=∪ nM M  

Είναι γνωστό ότι το σύνολο nM  των µονοπατιών Motzkin  απαριθµείται 

από την ακολουθία nM  των αριθµών Motzkin (Α001006 στο [16]),  της οποίας η 

γεννήτρια συνάρτηση ικανοποιεί την εξίσωση 2 21 .M xM x M= + +  

Ένα πολύ σηµαντικό υποσύνολο του M είναι το σύνολο των µονοπατιών 
Dyck, το οποίο περιέχει τα µονοπάτια που δεν έχουν οριζόντια βήµατα. Είναι 
γνωστό ότι το σύνολο των µονοπατιών Dyck µήκους 2n  απαριθµείται από την 

ακολουθία Catalan: ( )
2

1/ 1
 n

n
C n

n

 
= +  

 
(Α000108 στο  [16]). 

 
Σχήµα 1.4: Mονοπάτι Dyck µήκους 20, µε λέξη Dyck την uduuduududduududddud 
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1.1.1.1.2222    ∆ιάσπαση των µονοπατιών ∆ιάσπαση των µονοπατιών ∆ιάσπαση των µονοπατιών ∆ιάσπαση των µονοπατιών MotzkinMotzkinMotzkinMotzkin    

Πρόταση 1.2.1. Κάθε µονοπάτι Motzkin a  διασπάται κατά µοναδικό τρόπο 
υπό τη µορφή:  

,α ε=  ή ,hα β=  ή u dα β γ=  , .β γ ∈M  

Απόδειξη. Kάθε µη κενό µονοπάτι Motzkin α  θα ξεκινάει µε οριζόντιο βήµα 
,h  ή µε ανοδικό βήµα .u   

Αν a  ξεκινάει µε οριζόντιο βήµα ,h  τότε θα γράφεται υπό τη µορφή ,a hβ=  
όπου .β ∈M  Πράγµατι, αν αφαιρέσουµε από το a  το πρώτο οριζόντιο βήµα, 
τότε θα προκύψει ένα µικρότερου µήκους µονοπάτι .β ∈M  

Αν a  ξεκινάει µε ανοδικό βήµα ,u  τότε θα γράφεται υπό τη µορφή 
,a u dβ γ=  όπου , .β γ ∈M  Πράγµατι, αφού το a  ξεκινάει µε ,u  θα περιέχει 

οπωσδήποτε ένα τουλάχιστον d  το οποίο θα καταλήγει στον άξονα .x  
Μπορούµε λοιπόν να γράψουµε ,a u dβ γ=  όπου d  το αριστερότερο καθοδικό 
βήµα που καταλήγει στον άξονα .x  Αφού το u dβ  δεν περιέχει άλλες καθόδους 
που να καταλήγουν στον άξονα x  εκτός της τελευταίας, έπεται ότι το β  θα είναι 
µονοπάτι Motzkin. Επίσης και το γ  είναι µονοπάτι Motzkin αφού ξεκινά και 
καταλήγει στον άξονα x  και δεν περιέχει βήµατα κάτω από αυτόν. □  

Έτσι το σύνολο M διαµερίζεται ως εξής:  

{ } ,h uε= ∪ ∪M A A  

όπου  { ,  }h hβ β= ∈A M  και { ,  , }.u u dβ γ β γ= ∈A M  

Από τα παραπάνω προκύπτει ότι κάθε µονοπάτι a∈M διασπάται κατά 
µοναδικό τρόπο όπως φαίνεται στο σχήµα 1.5: 

 

ε η′ h β η′
u

β
d γ

 
Σχήµα 1.5: ∆ιάσπαση των µονοπατιών Motzkin 
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1.1.1.1.3333 Γεννήτριες σ Γεννήτριες σ Γεννήτριες σ Γεννήτριες συναρτήυναρτήυναρτήυναρτήσεις σεις σεις σεις     

Γεννήτρια συνάρτηση µιας ακολουθίας  ( )na  ονοµάζεται το άθροισµα 

( )
0

.n
n

n

F x a x
∞

=

=∑  

Γεννήτρια συνάρτηση ενός συνόλου S  ως προς µία παράµετρο 
: → ℕp S   ονοµάζεται το άθροισµα 

( ) ( ).p a

a

F x x
∈

=∑
S

 

Η παράµετρος p  διαµερίζει το σύνολο S  σε κλάσεις ισοδυναµίας 

( ){ : ,  },n a p a n n= ∈ = ∈ℕS S  οπότε: 

( ) ( ) 1 .
n n n

p a p a n n n
n

a n a n a n a n

x x x x x
∞

∈ ∈ ∈ ∈ ∈ ∈ ∈ ∈

= = = =∑ ∑∑ ∑∑ ∑ ∑ ∑
ℕ ℕ ℕ ℕS S S S

S  

Αν θεωρήσουµε ότι , ,n na n= ∈ℕS  τότε προκύπτει ότι οι δύο παραπάνω 

ορισµοί είναι ισοδύναµοι. ∆ηλάδή, µια γεννήτρια συνάρτηση είναι µια 
δυναµοσειρά  ,x  στην οποία ο κάθε συντελεστής του nx  είναι ίσος µε το 
πλήθος των στοιχείων του συνόλου S  που έχουν τιµή παραµέτρου p  ίση µε .n  

Ο αντίστοιχος συντελεστής του nx  συµβολίζεται ως .nx F    

Γεννήτρια συνάρτηση δύο µεταβλητών ενός συνόλου  S  ως προς τις 
παραµέτρους , : → ℕp q S   ονοµάζεται το άθροισµα 

( ) ( ) ( ), ,p a q a

a

F x y x y
∈

=∑
S

 

δηλαδή τα  ,x y  µετρούν αντίστοιχα τα , .p q  

Ο αντίστοιχος συντελεστής του n kx y  συµβολίζεται ως .n kx y F    

Σε πολλά συνδυαστικά αντικείµενα ορίζεται µια παράµετρος αναφοράς που 
ονοµάζεται συνήθως ‘‘µέγεθος’’ ή ‘‘µήκος’’. Έχοντας ως βάση αυτήν την 
παράµετρο, επιτυγχάνεται µια φυσική διαµέριση του αντίστοιχου συνόλου ενώ 



ΠΑ
ΝΕ
ΠΙ
ΣΤ
ΗΜ

ΙΟ
 Π
ΕΙ
ΡΑ
ΙΩ
Σ

Τριανταφυλλάκης Ηλίας  Μεταπτυχιακή ∆ιατριβή 

Πρότυπα σε Μονοπάτια Motzkin   6 

συνδέεται στενά µε την απαρίθµηση και κατασκευή των αντίστοιχων 
αντικειµένων. Κατά συνέπεια, η παράµετρος αυτή θεωρείται πολύ σηµαντική.  

Παραδείγµατα τέτοιων παραµέτρων είναι για τις δυαδικές λέξεις το ‘‘µήκος 
της λέξης’’ και για τα δέντρα το ‘‘πλήθος δεσµών του δέντρου’’. Για τα 
µονοπάτια Motzkin παράµετρο αναφοράς αποτελεί το ‘‘µήκος του µονοπατιού’’. 

Μια άλλη σηµαντική έννοια που σχετίζεται µε τις παραµέτρους είναι η έννοια 
της στατιστικής. Αν θεωρήσουµε δύο παραµέτρους όπου η πρώτη είναι 
παράµετρος αναφοράς για το συνδυαστικό αντικείµενο, τότε στατιστική της 
δεύτερης παραµέτρου (ως προς την πρώτη παράµετρο) ονοµάζεται η κατανοµή 
του αντικειµένου µε συγκεκριµένο µέγεθος σε µικρότερες κλάσεις µε βάση τις 
τιµές της δεύτερης παραµέτρου. ∆ύο στατιστικές ονοµάζονται 
ισοκατανεµηµένες αν οι γεννήτριές τους είναι ίσες.  

Πρόταση 1.3.1. Αν για δύο παραµέτρους ,p q  στο σύνολο M των µονοπατιών 

Motzkin υπάρχει µία αµφιµονοσήµαντη απεικόνιση :f →M M  µε ( )fα α=  

και ( ) ( )( ),p q fα α=  τότε οι στατιστικές που ορίζουν οι παράµετροι ,p q  είναι 

ισοκατανεµηµένες. 

Απόδειξη 

Αν ( ),F x y  και ( ),G x y  οι γεννήτριες  συναρτήσεις ως προς τις 

παραµέτρους p  και q  αντίστοιχα, έχουµε: 

( ),F x y ( )

α∈
= ∑ p aax y

M

 

( ) ( )( )
α∈

= ∑ f a q f ax y
M

 

( )ββ

β∈
= ∑ qx y

M

 

( ), .G x y=  

Εποµένως οι στατιστικές που ορίζουν οι παράµετροι ,p q  έχουν τις 
γεννήτριες συναρτήσεις τους ίσες, οπότε είναι ισοκατανεµηµένες. □  
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1.1.1.1.4444    Θεώρηµα αντιστροφής του LagrangeΘεώρηµα αντιστροφής του LagrangeΘεώρηµα αντιστροφής του LagrangeΘεώρηµα αντιστροφής του Lagrange    

Πρόταση 1.4.1. Αν µια γεννήτρια συνάρτηση ( )F x  ικανοποιεί τη 

συναρτησιακή εξίσωση 

( ) ( )( )1 ,F x xH F x= +  

όπου ( )λH  είναι ένα πολυώνυµο ως προς ,λ  τότε η παραπάνω εξίσωση έχει 

µοναδική λύση, και αν το ( )λG  είναι ένα πολυώνυµο ως προς ,λ  τότε 

( )( ) ( ) ( )( )11
1 1 ,      1.' nn nx G F x G H n

n
λ λ λ−   = + + ≥     

Αν θέσουµε στην προηγούµενη σχέση  ( ) ,sG x x=  έχουµε 

( ) ( ) ( )( )11 1 1 ,      1.' nsn s ns
x F x G H n

n
λ λ λ−−   = + + ≥     

Αν θέσουµε στην προηγούµενη σχέση  1,s =  έχουµε 

( ) ( )( )11
1 ,      1.λ λ−   = + ≥   

nn nx F x H n
n
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1.5 1.5 1.5 1.5 ΠρότυπαΠρότυπαΠρότυπαΠρότυπα    

Μία λέξη  *{ , , } ,u h dτ ∈  η οποία στην παρούσα εργασία θα ονοµάζεται 
πρότυπο, εµφανίζεται σε ένα µονοπάτι Motzkin a  όταν ,a βτγ=  µε 

*, { , , } .β γ ∈ u h d  Αντιθετα, όταν ένα πρότυπο δεν εµφανίζεται σε ένα µονοπάτι 
Motzkin ,a  θα λέµε ότι το πρότυπο αυτό αποφεύγεται. Ο αριθµός των 

εµφανίσεων της λέξης τ  στο µονοπάτι  a  συµβολίζεται µε  .a
τ

 

 
Σχήµα 1.6:  Μονοπάτι Motzkin µε 3 εµφανίσεις των προτύπων hu και dh, 

2 εµφανίσεις των προτύπων uu, uh, ud, hd, dd,  
1 εµφάνιση του προτύπου hh, ενώ αποφεύγεται το πρότυπο du 

 
Σχήµα 1.7:   Μονοπάτι Motzkin µε 2 εµφανίσεις των προτύπων uud, huu, dhu,  
1 εµφανίση των προτύπων uhd, udh, udd, hhh, hhd, hdu, hdh, dud, dhh, ddh,  
ενώ αποφεύγονται τα πρότυπα uuu, uuh, uhu, uhh, udu, huh, hud, hhu,  

hdd, duu, duh, dhd, ddu, ddd 

Για την µελέτη της στατιστικής ‘‘αριθµός των εµφανίσεων του τ ’’ θεωρούµε 
τη γεννήτρια συνάρτηση ( ), ,M x yτ  όπου το x  µετράει το µήκος του 

µονοπατιού και το y  τον αριθµό των εµφανίσεων του προτύπου .τ  

Συγκεκριµένα ισχύει ( ) ,
0 0

, ,
n

aa n k
n k

a n k

M x y x y a x yτ
τ

∞

∈ = =

= =∑ ∑∑
M

όπου ,n ka  είναι ο 

αριθµός όλων των na∈M  µε k  εµφανίσεις του .τ  

Στην παρούσα εργασία µελετώνται όλα τα πρότυπα µήκους 2 και 3, δηλαδή 
ευρίσκονται οι αριθµοί ,n ka  για κάθε πρότυπο τ  µε µήκος µικρότερο ή ίσο του 3. 

Η µέθοδος εύρεσης των ,n ka  ακολουθεί τα εξής 2 βήµατα: 
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α) Χρησιµοποιώντας τη διάσπαση των µονοπατιών Motzkin, ευρίσκεται η 
εξίσωση την οποία ικανοποιεί η γεννήτρια συνάρτηση ( ), .M x yτ  

β) Χρησιµοποιώντας την παραπάνω εξίσωση και µε την βοήθεια του 
θεωρήµατος Lagrange, ευρίσκονται οι συντελεστές , .n ka  
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Κεφάλαιο 2Κεφάλαιο 2Κεφάλαιο 2Κεφάλαιο 2    

Εύρεση Εύρεση Εύρεση Εύρεση και επίλυσηκαι επίλυσηκαι επίλυσηκαι επίλυση εξισώσεων εξισώσεων εξισώσεων εξισώσεων    γεννητριών συναρτήσεων γεννητριών συναρτήσεων γεννητριών συναρτήσεων γεννητριών συναρτήσεων     

2.1 Εισαγωγή2.1 Εισαγωγή2.1 Εισαγωγή2.1 Εισαγωγή    

Στο κεφάλαιο αυτό θα απαριθµήσουµε όλα τα µονοπάτια Motzkin µε βάση 
το µήκος τους και τον αριθµό των εµφανίσεων ενός προτύπου τ  για κάθε 
πρότυπο µήκους 2 ή 3.  

Υπάρχουν 9 πρότυπα µήκους 2 και 27 πρότυπα µήκους 3. Εντούτοις, τα 
πρότυπα αυτά µπορούν να περιοριστούν σε 6 και 15 αντίστοιχα, περιπτώσεις 
καθώς αν τ  είναι ένα δοσµένο πρότυπο και *τ  η αντιστροφή του προτύπου τ  
µε την ταυτόχρονη αντιστοίχηση κάθε ανοδικού βήµατος u  του τ  σε καθοδικό 
βήµα d για το *τ  και κάθε καθοδικού βήµατος d  του τ  σε ανοδικό βήµα u  για 
το *τ , τότε οι στατιστικές ‘‘αριθµός των εµφανίσεων του προτύπου τ ’’ και 
‘‘αριθµός των εµφανίσεων του προτύπου *τ ’’ µε συµµετρία ως προς έναν 
κατακόρυφο άξονα είναι ισοκατανεµηµένες. Εποµένως, τα ακόλουθα ζεύγη 
προτύπων έχουν ισοκατανεµηµένες τις στατιστικές τους, οπότε αρκεί να 
ασχοληθούµε µε ένα στοιχείο κάθε µέλους. 

 

Ζεύγη προτύπων µε ισοκατανεµηµένη την στατιστική  
‘‘αριθµός των εµφανίσεων του τ ’’  

Μήκους 2 Μήκους 3 

uu dd−  uuu ddd−  udh hud−  

uh hd−  uuh hdd−  huu ddh−  

hu dh−  uud udd−  huh hdh−  

uhu dhd−  hhu dhh−  

uhh hhd−  hdu duh−  

udu dud−  ddu duu−  

Στα παρακάτω, θα αποτυπώσουµε τις γεννήτριες συναρτήσεις του συνόλου 
των µονοπατιών Motzkin ως προς τις παραµέτρους ‘‘µήκος του µονοπατιού’’, η 
οποία θα κωδικοποιείται από την µεταβλητή x  και ‘‘πλήθος εµφανίσεων του 
προτύπου τ ’’, η οποία θα κωδικοποιείται από την µεταβλητή .y   
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Σε κάθε περίπτωση η γεννήτρια συνάρτηση θα συµβολίζεται µε: 

( ), .aa

M

x y x yM τ
τ

α∈

= ∑  

Ζητούµενο σε κάθε περίπτωση απαρίθµησης είναι ο συντελεστής του όρου 
m rx y  στο ανάπτυγµα της γεννήτριας συνάρτησης, δηλαδή ο ( ), ,τ  

m rx y M x y  

ο οποίος ισούται µε το πλήθος των µονοπατιών µήκους m  µε r εµφανίσεις του 
κατά περίπτωση προτύπου .τ   

Η µέθοδος που ακολουθείται στις επόµενες απαριθµήσεις συνοψίζεται 
όπως ήδη αναφέραµε στα ακόλουθα βήµατα: 

α) Εύρεση της εξίσωσης που ικανοποιεί η γεννήτρια συνάρτηση ( ),τ x yM  
µε χρήση της κατάλληλης διάσπασης. 

β) Εύρεση του συντελεστή ( ),m rx y M x y    µε τη χρήση του τύπου του 

θεωρήµατος αντιστροφής Lagrange. 

Για την επίλυση των παραπάνω, θα χρησιµοποιηθεί ο συµβολισµός του 
Iverson: 

[ ]
1,  αν p είναι αληθής

0,  αν p είναι ψευδής
p


= 


 

όπου p  µια πρόταση. 

Επίσης θα χρησιµοποιηθεί το δέλτα του Kronecker, όπου 

,

1,  αν i = j

0,αν i j.i jδ


= 
≠

 

Τέλος, θα χρησιµοποιηθούν τα σύνολα της µορφής 

{= ∈p a aA M :  αρχίζει µε το µονοπάτι }p  
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ενώ οι αντίστοιχες γεννήτριες του συνόλου pA  ως προς ένα δοσµένο πρότυπο 

τ   θα συµβολίζονται µε , ,pA τ  δηλαδή  

( ), , , .
p

aa
p p

a

A A x y x y τ
τ τ

∈

= = ∑
A

 

Αντίστοιχα, ορίζουµε το σύνολο  

{= ∈p a aB M :  τελείωνει µε το µονοπάτι }p  

και οι αντίστοιχες γεννήτριες του συνόλου ,τpB  ως προς ένα δοσµένο πρότυπο 

τ   θα συµβολίζονται µε , ,pB τ  δηλαδή 

( ), , , .
p

aa
p pB B x y x y τ
τ τ

β∈

= = ∑
Β

 

Στις περιπτώσεις όπου το πρότυπο τ  είναι γνωστό, για χάρη 
απλούστευσης θα γράφεται pA (αντ. pB ) αντί ,pA τ ( αντ. ,τpB ).          
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2.2.2.2.2222    Πρότυπα µήκους 2Πρότυπα µήκους 2Πρότυπα µήκους 2Πρότυπα µήκους 2    

Στην παράγραφο αυτή θα µελετηθεί η στατιστική ‘‘αριθµός των εµφανίσεων 
του προτύπου τ ’’ για κάθε πρότυπο µήκους 2. Όπως αναφέρθηκε στην 
Εισαγωγή του Κεφαλαίου, αρκεί να ασχοληθούµε µε 6 από τα 9 πρότυπα 
µήκους 2.  

1.Το πρότυπο uu   

 
Χρησιµοποιώντας τη διάσπαση των µονοπατιών Motzkin και τις σχέσεις: 

1 ,hβ β= +  
uu uu

hβ β=  

 
και 

2 ,u dβ γ β γ= + +  [ ],uuu uu uu
u dβ γ β γ β= + + ∈ A  

 
 

προκύπτει ότι για τη γεννήτρια συνάρτηση ( ),uu uu x yM M=  του συνόλου των 
µονοπατιών Motzkin ως προς τις παραµέτρους ‘‘µήκος’’ και ‘‘αριθµός 
εµφανίσεων του προτύπου uu  στο µονοπάτι’’, ισχύουν οι εξής ισότητες: 

 uuM
,

a a aa a auu uu uu uu

a h a u da

x y x y x y x y
εε

β β γ
β β γ
= =∈
∈ ∈

= = + +∑ ∑ ∑
Μ

Μ
Μ

 

,

u dhh u duu uu uux y x yx y
β γε βε β β γ

β β γ∈ ∈
= + +∑ ∑

Μ Μ

 

[ ]1 2

,
1 uuu uu uux y x yβ β γ ββ β γ

β β γ

+ + ∈+ + +

∈ ∈
= + +∑ ∑

Μ Μ

A  

[ ]1 2

,
1 uuu uu uux x y x x x y yβ β β γβ β γ

β β γ

+ ∈

∈ ∈
= + +∑ ∑ A

Μ Μ

 

[ ]2

,
1 uuu uu uux x y x x x y y

β β β γβ β γ

β β γ

+ ∈

∈ ∈
= + +∑ ∑

Μ Μ

A
 

[ ]21 uuu uu uux x y x x y x y
β β β γβ β γ

β β γ

+ ∈

∈ ∈ ∈
= + +∑ ∑ ∑

Μ Μ Μ

A
 

[ ]21 uuu
uu uuxM x x y M

β ββ

β

+ ∈

∈
= + + ∑

Μ

A
 

2 1

\
1

u u

uu uu
uu uuxM x x y x y M

β ββ β

β β

+

∈ ∈

 
= + + + 

 
∑ ∑

ΜA A

 

2 11
u u

uu uu uu
uu uuxM x x y y x y x y M

β β ββ β β

β β β∈ ∈ ∈

 
= + + + − 

 
∑ ∑ ∑

A Μ A
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21
u u

uu uu uu
uu uuxM x y x y x y x y M

β β ββ β β

β β β∈ ∈ ∈

 
= + + + − 

 
∑ ∑ ∑

A Μ A

 

( )21 uu u uu u uuxM x yA M A M= + + + −  

                  
και άρα 

( )2 2 21 1 .uu uu uu uu uM xM x M x y M A= + + + −  ( )1  

 

Στη συνέχεια θα βρεθεί η γεννήτρια συνάρτηση .uA  Χρησιµοποιώντας τη 

διαµέριση του συνόλου { } ,h uε= ∪ ∪M A A  προκύπτει ότι για τη γεννήτρια 

συνάρτηση ( , )u uA A x y=  του συνόλου uA  ισχύουν οι ισότητες: 

 uA
u

aa uux y
α∈

= ∑
A

 

      ή
,

a aa auu uu

a a
a h

x y x y
ε

β β
∈ =

= ∈

= −∑ ∑
Μ

Μ

 

uu
hh uu

uuM x y x y
βεε β

β∈
= − − ∑

Μ

 

1 uu
uuM x x y

ββ

β∈
= − − ∑

Μ

 

1uu uuM xM= − −  

 
και άρα 

( )1 1.u uuA x M= − −  

 

Αντικαθιστώντας την παραπάνω έκφραση της uA  στη σχέση ( )1 , έχουµε ότι 

( ) ( )( )2 2 21 1 1 1 .uu uu uu uu uuM xM x M x y M x M= + + + − − −  (2.2.1) 
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2. Το πρότυπο uh 

Χρησιµοποιώντας τη διάσπαση των µονοπατιών Motzkin και τις σχέσεις: 

1 ,hβ β= +  
uh uh

hβ β=  

 
και 

2 ,u dβ γ β γ= + +  [ ],huh uh uh
u dβ γ β γ β= + + ∈ A   

 

προκύπτει ότι για τη γεννήτρια συνάρτηση ( ),uh uh x yM M=  του συνόλου των 
µονοπατιών Motzkin ως προς τις παραµέτρους ‘‘µήκος’’ και ‘‘αριθµός 
εµφανίσεων του προτύπου uh στο µονοπάτι’’, ισχύουν οι εξής ισότητες: 

 uhM
,

a aa aaa uh uh uhuh

a h a u da

x y x y x y x y
εε

β β γ
β γβ

= =∈
∈∈

= = + +∑ ∑ ∑
M

M
M

 

,

u dhh u duh uh uhx y x yx y
β γε βε β β γ

β β γ∈ ∈
= + +∑ ∑

M M

 

[ ]1 2

,
1 huh uh uhx y x yβ β γ ββ β γ

β β γ

+ + ∈+ + +

∈ ∈
= + +∑ ∑ A

M M

 

[ ]1 2

,
1 huh uh uhx x y x x x y yβ β β γβ β γ

β β γ

+ ∈

∈ ∈
= + +∑ ∑ A

M M

 

[ ]2

,
1 huh uh uhx x y x x x y y

β β β γβ β γ

β β γ

+ ∈

∈ ∈
= + +∑ ∑

A

M M

 

[ ]21 huh uh uhx x y x x y x y
β β β γβ β γ

β β γ

+ ∈

∈ ∈ ∈
= + +∑ ∑ ∑

A

M M M

 

[ ]21 huh
uh uhxM x x y M

β ββ

β

+ ∈

∈
= + + ∑

A

M

 

2 1

\
1

h h

uh uh
uh uhxM x x y x y M

β ββ β

β β

+

∈ ∈

 
= + + + 

 
∑ ∑

A M A

 

2 11
h h

uh uh uh
uh uhxM x x y y x y x y M

β β ββ β β

β β β∈ ∈ ∈

 
= + + + − 

 
∑ ∑ ∑

A M A

 

21
h h

uu uh uh
uh uhxM x y x y x y x y M

β β ββ β β

β β β∈ ∈ ∈

 
= + + + − 

 
∑ ∑ ∑

A M A

 

( )21 uh h uh h uhxM x yA M A M= + + + −  

 
και άρα 

( )2 2 21 1 .uh uh uh uh hM xM x M x y M A= + + + −  ( )1  
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Στη συνέχεια θα βρεθεί η γεννήτρια συνάρτηση .hA  Για τη γεννήτρια συνάρτηση 

( , )h hA A x y=  του συνόλου hA  ισχύουν οι ισότητες: 

 hA a aa auh uh

a ha Ah

x y x y
β

β
=∈
∈Μ

== ∑ ∑  

hh uhx y
ββ

β∈
= ∑

M

 

1 uhx y ββ

β

+

∈

= ∑
M

 

1 uhx x y
ββ

β∈
= ∑

M

 

uhx x y
ββ

β∈
= ∑

M

 

\

uh uh

h h

x x y x yβ ββ β

β β∈ ∈

 
= + 

 
∑ ∑

A M A

 

uh uhuh

h h

x x y x y x y
β ββ βββ

β β β∈ ∈ ∈

 = + − 
 
∑ ∑ ∑

A M A

 

( )h uh hx A M A+= −  

 
και άρα 

.h uhA xM=  

 

Αντικαθιστώντας την παραπάνω έκφραση της hA  στη σχέση ( )1 , έχουµε ότι 

( )2 2 3 21 1 .uh uh uh uhM xM x M x y M= + + + −  (2.2.2) 
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3. Το πρότυπο ud 

Χρησιµοποιώντας τη διάσπαση των µονοπατιών Motzkin και τις σχέσεις: 

1 ,hβ β= +  
ud ud

hβ β=  

και 

2 ,u dβ γ β γ= + +  [ ],ud ud ud
u dβ γ β γ β ε= + + =  

 

προκύπτει ότι για τη γεννήτρια συνάρτηση ( ),ud ud x yM M=  του συνόλου των 
µονοπατιών Motzkin ως προς τις παραµέτρους ‘‘µήκος’’ και ‘‘αριθµός 
εµφανίσεων του προτύπου ud στο µονοπάτι’’, ισχύουν οι εξής ισότητες: 

 udM
,

a aa aaa ud ud udud

a h a u d
x y x y x y x y

β γ

εε

β β γα
β ∈
= =∈
∈

= = + +∑ ∑ ∑
M

M
M

 

,

u dhh u dud ud udx y x yx y
β γε βε β β γ

β β γ∈ ∈
= + +∑ ∑

M M

 

[ ]1 2

,
1 ud ud udx y x yβ β γ β εβ β γ

β β γ

+ + =+ + +

∈ ∈
= + +∑ ∑

M M

 

[ ]1 2

,
1 ud ud udx x y x x x y yβ β β ε γβ β γ

β β γ

+ =

∈ ∈
= + +∑ ∑

M M

 

[ ]2

,
1 ud ud ud udx x y x x x y y

β β β β ε γβ β γ

β β γ

+ =

∈ ∈
= + +∑ ∑

M M

 

[ ]21 ud ud udx x y x x y x y
β β β ε γβ β γ

β β γ

+ =

∈ ∈ ∈
= + +∑ ∑ ∑

M M M

 

[ ]21 ud
ud udxM x x y M

β β εβ

β

+ =

∈
= + + ∑

M

 

2 1
1 ud ud

ud udxM x x y x y M
β ββ β

β ε β ε

+

= ∈

 = + + + 
 
∑ ∑

{ }M\

 

2 11 ud ud ud
ud udxM x x y y x y x y M

β β ββ β β

β ε β β ε= ∈ =

 = + + + − 
 
∑ ∑ ∑

M

 

21 ud ud ud
ud udxM x y x y x y x y M

β β ββ β β

β ε β β ε= ∈ =

 = + + + − 
 

∑ ∑ ∑
M

 

( )21 ud ud
ud ud udxM x yx y M x y M

ε εε ε= + + + −  

( )21 1ud ud udxM x y M M= + + + −  

    
και άρα 

( )2 2 21 1 .ud ud ud udM xM x M x y M= + + + −  (2.2.3) 
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4. Το πρότυπο hu 

Χρησιµοποιώντας τη διάσπαση των µονοπατιών Motzkin και τις σχέσεις: 

1 ,hβ β= +  [ ]uhu hu
hβ β β+= ∈ Α  

 
και 

2 ,u dβ γ β γ= + +  ,
hu hu hu

u dβ γ β γ= +  

 

προκύπτει ότι για τη γεννήτρια συνάρτηση ( ),hu hu x yM M=  του συνόλου των 
µονοπατιών Motzkin ως προς τις παραµέτρους ‘‘µήκος’’ και ‘‘αριθµός 
εµφανίσεων του προτύπου hu στο µονοπάτι’’, ισχύουν οι εξής ισότητες: 

huM
,

a aa aaa hu hu huhu

a h a u d
x y x y x y x y

β γ

εε

β β γα
β ∈
= =∈
∈

= = + +∑ ∑ ∑
M

M
M

 

,

u dhh u duh hu hux y x yx y
β γε βε β β γ

β β γ∈ ∈
= + +∑ ∑

M M

 

[ ]1 2

,
1 uhu hu hux y x yβ β β γβ β γ

β β γ

+ ∈ ++ + +

∈ ∈
= + +∑ ∑Α

M M

 

[ ]1 2

,
1 uhu hu hux x y x x x y yβ β β γβ β γ

β β γ

+ ∈

∈ ∈
= + +∑ ∑Α

M M

 

[ ] 2

,
1 uhu hu hux x y x x x y y

β β β γβ β γ

β β γ

+ ∈

∈ ∈
= + +∑ ∑

Α

M M

 

[ ] 21 uhu hu hux x y x x y x y
β β β γβ β γ

β β γ

+ ∈

∈ ∈ ∈
= + +∑ ∑ ∑

Α

M M M

 

[ ] 2 21 uhu
hux x y x M

β ββ

β

+ ∈

∈
= + +∑

Α

M

 

21 2

\
1 hu hu

hu
u u

x x y x y x M
β ββ β

β β

+

∈ ∈

 
= + + + 

 
∑ ∑

A M A

 

21 21 hu hu hu
hu

u u

x x y y x y x y x M
β β ββ β β

β β β∈ ∈ ∈

 
= + + − + 

 
∑ ∑ ∑

A M A

 

2 21 hu hu hu
hu

u u

x y x y x y x y x M
β β ββ β β

β β β∈ ∈ ∈

 
= + + − + 

 
∑ ∑ ∑

A M A

 

( ) 2 21 u hu u hux yA M A x M= + + − +  

   
και άρα 

( )2 21 1 .hu hu hu uM xM x M x y A= + + + −  ( )1  
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Στη συνέχεια θα βρεθεί η γεννήτρια συνάρτηση .uA  Κάθε µονοπάτι Motzkin 

ua A∈  γράφεται κατά µοναδικό τρόπο υπό τη µορφή 

,a u dβ γ=  όπου ,β γ ∈M.  

 

Εποµένως, για τη γεννήτρια συνάρτηση ( , )u uA A x y=  του συνόλου uA  ισχύουν 
οι ισότητες: 

uA
,

a aa ahu hu

a u da u

x y x y
β γ

β γ
=∈
∈

== ∑ ∑
A

M

 

,

u du d hux y
β γβ γ

β γ∈
= ∑

M

 

2

,

hu hux y β γβ γ

β γ

++ +

∈

= ∑
M

 

2

,

hu hux x x y y
β γβ γ

β γ∈
= ∑

M

 

2 hu hux x y x yγβ γβ

β β∈ ∈
= ∑ ∑

M M

 

 
και άρα 

2 2 .u huA x M=  

                          

Αντικαθιστώντας την παραπάνω έκφραση της uA  στη σχέση (1), έχουµε ότι 

( )2 2 3 21 1 .hu hu hu huM xM x M x y M= + + + −  (2.2.4) 
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5. Το πρότυπο hh 

Χρησιµοποιώντας τη διάσπαση των µονοπατιών Motzkin και τις σχέσεις: 

1 ,hβ β= +  [ ]hhh hh
hβ β β= + ∈ Α  

 
και 

2 ,u dβ γ β γ= + +  ,
hh hh hh

u dβ γ β γ= +  

 

προκύπτει ότι για τη γεννήτρια συνάρτηση ( ),hh hh x yM M=  του συνόλου των 
µονοπατιών Motzkin ως προς τις παραµέτρους ‘‘µήκος’’ και ‘‘αριθµός 
εµφανίσεων του προτύπου hh στο µονοπάτι’’, ισχύουν οι εξής ισότητες: 

hhM
,

a a aa ahha hh hh hh

a h a u da

x y x y x y x y
β γ

εε

β β γ
β ∈
= =∈
∈

= = + +∑ ∑ ∑
M

M
M

 

,

u dhh u dhh hh hhx y x yx y
β γε βε β β γ

β β γ∈ ∈
= + +∑ ∑

M M

 

[ ]1 2

,
1 hhh hh hhx y x yβ β β γβ β γ

β β γ

+ ∈ ++ + +

∈ ∈
= + +∑ ∑Α

M M

 

[ ]1 2

,
1 hhh hh hhx x y x x x y yβ β β γβ β γ

β β γ

+ ∈

∈ ∈
= + +∑ ∑Α

M M

 

[ ] 2

,
1 hhh hh hhx x y x x x y y

β β β γβ β γ

β β γ

+ ∈

∈ ∈
= + +∑ ∑

Α

M M

 

[ ] 21 hhh hh hhx x y x x y x y
β β β γβ β γ

β β γ

+ ∈

∈ ∈ ∈
= + +∑ ∑ ∑

Α

M M M

 

[ ] 2 21 hhh
hhx x y x M

β ββ

β

+ ∈

∈
= + +∑

Α

M

 

21 2

\
1

h h

hh hh
hhx x y x y x M

β ββ β

β β

+

∈ ∈

 
= + + + 

 
∑ ∑

Α M Α

 

21 21
h h

hh hh hh
hhx x y y x y x y x M

β β ββ β β

β β β∈ ∈ ∈

 
= + + − + 

 
∑ ∑ ∑

Α M Α

 

2 21
h h

hh hh hh
hhx y x y x y x y x M

β β ββ β β

β β β∈ ∈ ∈

 
= + + − + 

 
∑ ∑ ∑

Α M Α

 

( ) 2 21 h hh h hhx yA M A x M= + + − +  

 
και άρα 

( )2 21 1 .hh hh hh hM xM x M x y A= + + + −  ( )1  
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Στη συνέχεια θα βρεθεί η γεννήτρια συνάρτηση .hA  Χρησιµοποιώντας τη 

διαµέριση του συνόλου { } ,h uε= ∪ ∪M A A  προκύπτει ότι για τη γεννήτρια 

συνάρτηση ( , )h hA A x y=  του συνόλου hA  ισχύουν οι ισότητες: 

 hA

h

a hha

a

x y
∈

= ∑
Α

 

          ή
, ,

a ahh hha a

a a
a u d

x y x y
ε

β γ β γ
∈ =

= ∈

= −∑ ∑
M

M

 

,

hh u du d hh
hh x y x y

εε β γβ γ

β γ∈
= Μ − − ∑

M

 

21 hh hh
hh x x y x yβ γβ γ

β γ∈ ∈

= Μ − − ∑ ∑
M M

 

2 21hh hhx= Μ − − Μ  

 
και άρα 

( )2 1 1.= − Μ Μ −h hh hhA x  

       

Αντικαθιστώντας την παραπάνω έκφραση της hA  στη σχέση (1), προκύπτει ότι 

( ) ( )( )2 2 21 1 1 1 .hh hh hh hh hhM xM x M x y x M M= + + + − − −  (2.2.5) 
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6. Το πρότυπο du 

Χρησιµοποιώντας τη διάσπαση των µονοπατιών Motzkin και τις σχέσεις: 

1 ,hβ β= +  
du du

hβ β=  

 
και 

2 ,u dβ γ β γ= + +  [ ],udu du du
u dβ γ β γ γ= + + ∈ Α  

 

προκύπτει ότι για τη γεννήτρια συνάρτηση ( ),uu uu x yM M=  του συνόλου των 
µονοπατιών Motzkin ως προς τις παραµέτρους ‘‘µήκος’’ και ‘‘αριθµός 
εµφανίσεων του προτύπου du στο µονοπάτι’’, ισχύουν οι εξής ισότητες: 

duM
,

a aa aaa du du dudu

a h a u d
x y x y x y x y

β γ

εε

β β γα
β ∈
= =∈
∈

= = + +∑ ∑ ∑
M

M
M

 

,

u dhh u ddu du dux y x yx y
β γε βε β β γ

β β γ∈ ∈
= + +∑ ∑

M M

 

[ ]1 2

,
1 udu du dux y x yβ β γ γβ β γ

β β γ

+ + ∈+ + +

∈ ∈
= + +∑ ∑ Α

M M

 

[ ]1 2

,
1 udu du dux x y x x x y yβ β γ γβ β γ

β β γ

+ ∈

∈ ∈
= + +∑ ∑ Α

M M

 

[ ]2

,
1 ududu dux x y x x x y y

β β γ γβ β γ

β β γ

+ ∈

∈ ∈
= + +∑ ∑

Α

M M

 

[ ]21 udu du dux x y x x y x y
β β γ γβ β γ

β β γ

+ ∈

∈ ∈ ∈
= + +∑ ∑ ∑

Α

M M M

 

[ ]21 udu
du duxM x M x y

γ γγ

γ

+ ∈

∈
= + + ∑

Α

M

 

2 1
1

u u

du du
du duxM x M x y x y

γ γγ γ

γ γ

+

∈ ∈

 
= + + + 

 
∑ ∑

Α M\ Α

 

2 11
u u

du du du
du duxM x M x y y x y x y

γ γ γγ γ γ

γ γ γ∈ ∈ ∈

 
= + + + − 

 
∑ ∑ ∑

Α M Α

 

21
u u

du du du
du duxM x M y x y x y x y

γ γ γγ γ γ

γ γ γ∈ ∈ ∈

 
= + + + − 

 
∑ ∑ ∑

Α M Α

 

( )21 du du u du uxM x M yA M A= + + + −  

 
και άρα 

( )2 2 21 1 .du du du du uM xM x M x y M A= + + + −  ( )1  
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Στη συνέχεια θα βρεθεί η γεννήτρια συνάρτηση .hA  Χρησιµοποιώντας τη 

διαµέριση του συνόλου { } ,h uε= ∪ ∪M A A  προκύπτει ότι για τη γεννήτρια 

συνάρτηση ( , )u uA A x y=  του συνόλου uA  ισχύουν οι ισότητες: 

 uA
u

aa du

a

x y
∈

= ∑
Α

 

      ή
,

aa du

a a
a h

aa dux y x y
ε

β β
∈ =

= ∈

= −∑ ∑
M

M

 

hhdu du
duM x y x y

εε ββ

β∈
= − − ∑

M

 

1 du
duM x x y ββ

β∈
= − − ∑

M

 

1du duM xM= − −  

 
και άρα 

( )1 1.= − −u duA x M  

 
 

Αντικαθιστώντας την παραπάνω έκφραση της uA στη σχέση (1), έχουµε ότι 

( ) ( )( )2 2 21 1 1 1 .du du du du duM xM x M x y M x M= + + + − − −  (2.2.6) 
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2.3. Πρότυπα µήκους 32.3. Πρότυπα µήκους 32.3. Πρότυπα µήκους 32.3. Πρότυπα µήκους 3    

Στην παράγραφο αυτή θα µελετηθεί η στατιστική ‘‘αριθµός των εµφανίσεων 
του προτύπου τ ’’ για κάθε πρότυπο µήκους 3. Όπως αναφέρθηκε στην 
Εισαγωγή του Κεφαλαίου, αρκεί να ασχοληθούµε µε 15 από τα 27 πρότυπα 
µήκους 3.  

1. Το πρότυπο uuu 

Χρησιµοποιώντας τη διάσπαση των µονοπατιών Motzkin και τις σχέσεις: 

1 ,hβ β= +  
uuu uuu

hβ β=  

 
και 

2 ,u dβ γ β γ= + +  [ ],uuuuu uuu uuu
u dβ γ β γ β= + + ∈ Α  

 

προκύπτει ότι για τη γεννήτρια συνάρτηση ( ),uuu uuu x yM M=  του συνόλου των 
µονοπατιών Motzkin ως προς τις παραµέτρους ‘‘µήκος’’ και ‘‘αριθµός 
εµφανίσεων του προτύπου uuu στο µονοπάτι’’, ισχύουν οι εξής ισότητες: 

uuuM
,

a a aa auuua uuu uuu uuu

a h a u da

x y x y x y x y
εε

β β γ
β γβ

= =∈
∈∈

= = + +∑ ∑ ∑
M

M
M

 

,

u dhh u duuu uuu uuux y x yx y
β γε βε β β γ

β β γ∈ ∈
= + +∑ ∑

M M

 

[ ]1 2

,
1 uuuuu uuu uuux y x yβ β γ ββ β γ

β β γ

+ + ∈+ + +

∈ ∈
= + +∑ ∑ Α

M M

 

[ ]1 2

,
1 uuuuu uuu uuux x y x x x y yβ β β γβ β γ

β β γ

+ ∈

∈ ∈
= + +∑ ∑ Α

M M

 

[ ]2

,
1 uu uuuuuu uuux x y x x x y y

β β β γβ β γ

β β γ

+ ∈

∈ ∈
= + +∑ ∑

Α

M M

 

[ ]21 uuuuu uuu uuux x y x x y x y
β β β γβ β γ

β β γ

+ ∈

∈ ∈ ∈
= + +∑ ∑ ∑

Α

M M M

 

[ ]21
β ββ

β

+ ∈

∈
= + + ∑ uuuuu

uuu uuuxM x x y M
Α

M

 

2 1

\
1 uuu uuu

uuu uuu
uu uu

xM x x y x y M
β ββ β

β β

+

∈ ∈

 
= + + + 

 
∑ ∑

A M A

 

2 11 uuu uuu uuu
uuu uuu

uu uu

xM x x y y x y x y M
β β ββ β β

β β β∈ ∈ ∈

 
= + + + − 

 
∑ ∑ ∑

A M A

 

21 uuu uuu uuu
uuu uuu

uu uu

xM x y x y x y x y M
β β ββ β β

β β β∈ ∈ ∈

 
= + + + − 

 
∑ ∑ ∑

A M A
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( )21 uuu uu uuu uu uuuxM x yA M A M= + + + −  

 
και άρα 

( )2 2 21 1 .uuu uuu uuu uuu uuM xM x M x y M A= + + + −  ( )1  

 

Στη συνέχεια θα βρεθεί η γεννήτρια συνάρτηση .uuA  Κάθε µονοπάτι Motzkin 

uha∈ A γράφεται κατά µοναδικό τρόπο υπό τη µορφή  

,a u dβ γ=  όπου  και .hβ γ∈ ∈A M  

 

Εξάλλου, κάθε µονοπάτι Motzkin  hβ ∈ A γράφεται κατά µοναδικό τρόπο στη 
µορφή  

,hβ κ=  όπου .κ ∈M  

 

Εποµένως κάθε µονοπάτι Motzkin uha∈ A γράφεται κατά µοναδικό τρόπο υπό 
τη µορφή  

,a uh dκ γ=  όπου , .κ γ ∈M  

 

Κάθε µονοπάτι Motzkin uda∈ A γράφεται κατά µοναδικό τρόπο υπό τη µορφή  

,a udγ=  όπου .γ ∈M  

 

Χρησιµοποιώντας τη διαµέριση του συνόλου { } ,h uε= ∪ ∪M A A  του συνόλου 

u uu uh ud= ∪ ∪A A A A  αλλά και τις σχέσεις:  

  2 ,udγ γ= +  
uuu uuu

udγ γ=  

και  

3 ,uh dκ γ κ γ= + +  
uuu uuu uuu

uh dκ γ κ γ= +  

 

προκύπτει ότι για τη γεννήτρια συνάρτηση ( , )uu uuA A x y=  του συνόλου uuΑ  
ισχύουν οι ισότητες: 

uuA
uu

a uuua

a

x y
∈

= ∑
Α

 

     ή  ή
    ή 

uuu uuu

a a a h
a uh d a ud

x y x y
α αα α

ε β
κ γ γ

∈ = =
= =

= −∑ ∑
M

 

,

h uh d udh uh d uduuu uuu uuu uuu uuu

a

x y x y x y x y x y
α ε β κ γ γεα β κ γ γ

β κ γ γ∈ ∈ ∈ ∈

= − − − −∑ ∑ ∑ ∑
M M M M
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3 21 uuu uuu uuu uuu
uuuM x x y x x y x y x x y

β κ γ γβ κ γ γ

β κ γ γ∈ ∈ ∈ ∈

= − − − −∑ ∑ ∑ ∑
M M M M

 

3 2 21uuu uuu uuu uuuM xM x M x M= − − − −  

 
και άρα 

2 3(1 ) 1.uu uuu uuuA x x x M M= − − − −  

 

Αντικαθιστώντας την παραπάνω έκφραση της uuA στην (1), έχουµε ότι 

( ) ( )( )2 2 2 2 31 1 1 1 .uuu uuu uuu uuu uuu uuuM xM x M x y M x x x M M= + + + − − − − −  (2.3.1) 
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2. Το πρότυπο uuh 

Χρησιµοποιώντας τη διάσπαση των µονοπατιών Motzkin και τις σχέσεις: 

1 ,hβ β= +  
uuh uuh

hβ β=  

 
και 

2 ,u dβ γ β γ= + +  [ ],uhuuh uuh uuh
u dβ γ β γ β= + + ∈ Α  

 

προκύπτει ότι για τη γεννήτρια συνάρτηση ( ),uuh uuh x yM M=  του συνόλου των 
µονοπατιών Motzkin ως προς τις παραµέτρους ‘‘µήκος’’ και ‘‘αριθµός 
εµφανίσεων του προτύπου uuh στο µονοπάτι’’, ισχύουν οι εξής ισότητες: 

uuhM
,

a a aa auuha uuh uuh uuh

a h a u da

x y x y x y x y
β γ

εε

β β γ
β ∈
= =∈
∈

= = + +∑ ∑ ∑
M

M
M

 

,

u dhh u duuh uuh uuhx y x yx y
β γε βε β β γ

β β γ∈ ∈
= + +∑ ∑

M M

 

[ ]1 2

,
1 uhuuh uuh uuhx y x yβ β γ ββ β γ

β β γ

+ + ∈+ + +

∈ ∈
= + +∑ ∑ Α

M M

 

[ ]1 2

,
1 uhuuh uuh uuhx x y x x x y yβ β β γβ β γ

β β γ

+ ∈

∈ ∈
= + +∑ ∑ Α

M M

 

[ ]2

,
1 uh uuhuuh uuhx x y x x x y y

β β β γβ β γ

β β γ

+ ∈

∈ ∈
= + +∑ ∑

Α

M M

 

[ ]21 uhuuh uuh uuhx x y x x y x y
β β β γβ β γ

β β γ

+ ∈

∈ ∈ ∈
= + +∑ ∑ ∑

Α

M M M

 

[ ]21 uhuuh
uuh uuhxM x x y M

β ββ

β

+ ∈

∈
= + + ∑

Α

M

 

2 1

\
1 uuh uuh

uuh uuh
uh uh

xM x x y x y M
β ββ β

β β

+

∈ ∈

 
= + + + 

 
∑ ∑

A M A

 

2 11 uuh uuh uuh
uuh uuh

uh uh

xM x x y y x y x y M
β β ββ β β

β β β∈ ∈ ∈

 
= + + + − 

 
∑ ∑ ∑

A M A

 

21 uuh uuh uuh
uuh uuh

uh uh

xM x y x y x y x y M
β β ββ β β

β β β∈ ∈ ∈

 
= + + + − 

 
∑ ∑ ∑

A M A

 

( )21 uuh uh uuh uh uuhxM x yA M A M= + + + −  

 
και άρα 

( )2 2 21 1 .uuh uuh uuh uuh uhM xM x M x y M A= + + + −  ( )1  
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Στη συνέχεια θα βρεθεί η γεννήτρια συνάρτηση .uhA  Κάθε µονοπάτι Motzkin 

uha∈ A γράφεται κατά µοναδικό τρόπο στη µορφή  

,a u dβ γ=  όπου  και hβ γ∈ ∈A M.  

 

Εξάλλου, κάθε µονοπάτι Motzkin hβ ∈ A γράφεται κατά µοναδικό τρόπο στη 
µορφή  

,hβ κ=  όπου .κ ∈M  

 

Εποµένως κάθε µονοπάτι Motzkin uha∈ A γράφεται κατά µοναδικό τρόπο στη 
µορφή  

,a uh dκ γ=  όπου , .κ γ ∈M  

 
Χρησιµοποιώντας τις σχέσεις:  

3uh dκ γ κ γ= + +  

 
και 

,
uuh uuh uuh

uh dκ γ κ γ= +  

 

προκύπτει ότι για τη γεννήτρια συνάρτηση ( , )uh uhA A x y=  του συνόλου uhA  
ισχύουν οι ισότητες: 

uhA
,

a auuh uuha a

a uh da uh

x y x y
κ γ

κ γ
=∈
∈

== ∑ ∑
A

M

 

,

uh duh d uuhx y
κ γκ γ

κ γ∈
= ∑

M

 

3

,

uuh uuhx yκ γκ γ

κ γ

++ +

∈

= ∑
M

 

3

,

uuh uuhx x x y y
κ γκ γ

κ γ∈
= ∑

M

 

3 uuh uuhx x y x yγκ γκ

κ γ∈ ∈
= ∑ ∑

M M

 

      
και άρα 

3 2 .uh uuhA x M=  

 

Αντικαθιστώντας την παραπάνω έκφραση της udA  στην (1), έχουµε ότι 

( )2 2 5 31 1 .uuh uuh uuh uuhM xM x M x y M= + + + −  (2.3.2) 
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3. Το πρότυπο uud 

Χρησιµοποιώντας τη διάσπαση των µονοπατιών Motzkin και τις σχέσεις: 

1 ,hβ β= +  
uud uud

hβ β=  

 
και 

2 ,u dβ γ β γ= + +  [ ],uduud uud uud
u dβ γ β γ β= + + ∈ Α  

 

προκύπτει ότι για τη γεννήτρια συνάρτηση ( ),uud uud x yM M=  του συνόλου των 
µονοπατιών Motzkin ως προς τις παραµέτρους ‘‘µήκος’’ και ‘‘αριθµός 
εµφανίσεων του προτύπου uud στο µονοπάτι’’, ισχύουν οι εξής ισότητες: 

uudM
,

a a aa auuda uud uud uud

a h a u da

x y x y x y x y
β γ

εε

β β γ
β ∈
= =∈
∈

= = + +∑ ∑ ∑
M

M
M

 

,

u dhh u duud uud uudx y x yx y
β γε βε β β γ

β β γ∈ ∈
= + +∑ ∑

M M

 

[ ]1 2

,
1 uduud uud uudx y x yβ β γ ββ β γ

β β γ

+ + ∈+ + +

∈ ∈
= + +∑ ∑ Α

M M

 

[ ]1 2

,
1 uduud uud uudx x y x x x y yβ β β γβ β γ

β β γ

+ ∈

∈ ∈
= + +∑ ∑ Α

M M

 

[ ]2

,
1 ud uuduud uudx x y x x x y y

β β β γβ β γ

β β γ

+ ∈

∈ ∈
= + +∑ ∑

Α

M M

 

[ ]21 uduud uud uudx x y x x y x y
β β β γβ β γ

β β γ

+ ∈

∈ ∈ ∈
= + +∑ ∑ ∑

Α

M M M

 

[ ]21 uduud
uud uudxM x x y M

β ββ

β

+ ∈

∈
= + + ∑

Α

M

 

2 1

\
1 uud uud

uud uud
ud ud

xM x x y x y M
β ββ β

β β

+

∈ ∈

 
= + + + 

 
∑ ∑

A M A

 

2 11 uud uud uud
uud uud

ud ud

xM x x y y x y x y M
β β ββ β β

β β β∈ ∈ ∈

 
= + + + − 

 
∑ ∑ ∑

A M A

 

21 uud uud uud
uud uud

ud ud

xM x y x y x y x y M
β β ββ β β

β β β∈ ∈ ∈

 
= + + + − 

 
∑ ∑ ∑

A M A

 

( )21 uud ud uud ud uudxM x yA M A M= + + + −  

      
και άρα 

( )2 2 21 1 .uud uud uud uud udM xM x M x y M A= + + + −  ( )1  
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Στη συνέχεια θα βρεθεί η γεννήτρια συνάρτηση .udA  Κάθε µονοπάτι Motzkin 

uda∈ A γράφεται κατά µοναδικό τρόπο υπό τη µορφή  

 ,a udγ=  όπου .γ ∈M  

 
Χρησιµοποιώντας τις σχέσεις:  

2 ,udγ γ= +  ,
uud uud

udγ γ=  

 

προκύπτει ότι για τη γεννήτρια συνάρτηση ( , )ud udA A x y=  του συνόλου udA  
ισχύουν οι ισότητες: 

udA
ud

a auud uuda a

a uda

x y x y
γ

γ
=∈
∈

== ∑ ∑
A

M

 

udud uudx y
γγ

γ∈
= ∑

M

 

2 uudx y γγ

γ

+

∈

= ∑
M

 

2 uudx x y
γγ

γ∈
= ∑

M

 

2 uudx x yγ γ

γ∈
= ∑

M

 

 
και άρα  

2 .ud uudA x M=  

 

Αντικαθιστώντας την παραπάνω έκφραση της udA  στην (1), έχουµε ότι 

( )2 2 2 21 1uud uud uud uud uudM xM x M x y M x M= + + + −  

 
και άρα 

( )2 2 4 21 1 .uud uud uud uudM xM x M x y M= + + + −  (2.3.3) 
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4. Το πρότυπο uhu 

Χρησιµοποιώντας τη διάσπαση των µονοπατιών Motzkin και τις σχέσεις: 

1 ,hβ β= +  
uhu uhu

hβ β=  

 
και 

2 ,u dβ γ β γ= + +  [ ],huuhu uhu uhu
u dβ γ β γ β= + + ∈ Α  

 

προκύπτει ότι για τη γεννήτρια συνάρτηση ( ),uhu uhu x yM M=  του συνόλου των 
µονοπατιών Motzkin ως προς τις παραµέτρους ‘‘µήκος’’ και ‘‘αριθµός 
εµφανίσεων του προτύπου uhu στο µονοπάτι’’, ισχύουν οι εξής ισότητες: 
 

 uhuM  
,

a a aa auhua uhu uhu uhu

a h a u da

x y x y x y x y
β γ

εε

β β γ
β ∈
= =∈
∈

= = + +∑ ∑ ∑
M

M
M

 

 
,

u dhh u duhu uhu uhux y x yx y
β γε βε β β γ

β β γ∈ ∈
= + +∑ ∑

M M

 

 
[ ]1 2

,
1 huuhu uhu uhux y x yβ β γ ββ β γ

β β γ

+ + ∈+ + +

∈ ∈
= + +∑ ∑ Α

M M

 

 
[ ]1 2

,
1 huuhu uhu uhux x y x x x y yβ β β γβ β γ

β β γ

+ ∈

∈ ∈
= + +∑ ∑ Α

M M

 

 
[ ]2

,
1 hu uhuuhu uhux x y x x x y y

β β β γβ β γ

β β γ

+ ∈

∈ ∈
= + +∑ ∑

Α

M M

 

 
[ ]21 huuhu uhu uhux x y x x y x y

β β β γβ β γ

β β γ

+ ∈

∈ ∈ ∈
= + +∑ ∑ ∑

Α

M M M

 

 
[ ]21 huuhu

uhu uhuxM x x y M
β ββ

β

+ ∈

∈
= + + ∑

Α

M

 

 2 1

\
1 uhu uhu

uhu uhu
hu hu

xM x x y x y M
β ββ β

β β

+

∈ ∈

 
= + + + 

 
∑ ∑

A M A

 

 2 11 uhu uhu uhu
uhu uhu

hu hu

xM x x y y x y x y M
β β ββ β β

β β β∈ ∈ ∈

 
= + + + − 

 
∑ ∑ ∑

A M A

 

 21 uhu uhu uhu
uhu uhu

hu hu

xM x y x y x y x y M
β β ββ β β

β β β∈ ∈ ∈

 
= + + + − 

 
∑ ∑ ∑

A M A

 

 ( )21 uhu hu uhu hu uhuxM x yA M A M= + + + −  

        
και άρα 

( )2 2 21 1 .uhu uhu uhu uhu huM xM x M x y M A= + + + −  ( )1  
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Στη συνέχεια θα βρεθεί η γεννήτρια συνάρτηση .huA  Κάθε µονοπάτι Motzkin 

∈ hha A γράφεται κατά µοναδικό τρόπο στη µορφή  

,a hhβ=  όπου .β ∈M  

 

Χρησιµοποιώντας τη διαµέριση του συνόλου { } ,h hh huh= ∪ ∪A A A  αλλά και τις 
σχέσεις:  

2 ,hhβ β= +  ,
uhu uhu

hhβ β=  

 

προκύπτει ότι για τη γεννήτρια συνάρτηση ( , )=hu huA A x y  του συνόλου huΑ  
ισχύουν οι ισότητες: 

huA
∈

= ∑
hu

a uhua

a

x y
Α

 

     ή 
α ,

α αα α

β
β β β
= =
∈ = ∈

= −∑ ∑uhu uhu

a h a h
hh

x y x y

M M

 

β

ββ

∈

= − − ∑
hh uhu

uhu

hhhh
uhux yxM x y

M

 

2 β

β

β

∈

+= − − ∑uhu
uhux yxM x

M

 

2 β

β

β

∈

= − − ∑uhu
uhux yxM x x

M

 

2= − −uhu uhuxM x x M  

 
και άρα 

( )( )1 1 .hu uhuA x x M= − −  

 

Αντικαθιστώντας την παραπάνω έκφραση της uhA στην (1), έχουµε ότι 

( ) ( )( )2 2 21 1 1 1uhu uhu uhu uhu uhuM xM x M x y M x x M= + + + − − −  

 
και άρα  

( ) ( )( )2 2 31 1 1 1 .uhu uhu uhu uhu uhuM xM x M x y M x M= + + + − − −  (2.3.4) 
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5. Το πρότυπο uhh 

Χρησιµοποιώντας τη διάσπαση των µονοπατιών Motzkin και τις σχέσεις: 

1 ,hβ β= +  
uhh uhh

hβ β=  

 
και 

2 ,u dβ γ β γ= + +  [ ],hhuhh uhh uhh
u dβ γ β γ β= + + ∈ Α  

 

προκύπτει ότι για τη γεννήτρια συνάρτηση ( ),uhh uhh x yM M=  του συνόλου των 
µονοπατιών Motzkin ως προς τις παραµέτρους ‘‘µήκος’’ και ‘‘αριθµός 
εµφανίσεων του προτύπου uhh στο µονοπάτι’’, ισχύουν οι εξής ισότητες: 

 uhhM  
,

a a aa auhha uhh uhh uhh

a h a u da

x y x y x y x y
β γ

εε

β β γ
β ∈
= =∈
∈

= = + +∑ ∑ ∑
M

M
M

 

 
,

u dhh u duhh uhh uhhx y x yx y
β γε βε β β γ

β β γ∈ ∈
= + +∑ ∑

M M

 

 
[ ]1 2

,
1 hhuhh uhh uhhx y x yβ β γ ββ β γ

β β γ

+ + ∈+ + +

∈ ∈
= + +∑ ∑ Α

M M

 

 
[ ]1 2

,
1 hhuhh uhh uhhx x y x x x y yβ β β γβ β γ

β β γ

+ ∈

∈ ∈
= + +∑ ∑ Α

M M

 

 
[ ]2

,
1 hhuhh uhh uhhx x y x x x y y

β β β γβ β γ

β β γ

+ ∈

∈ ∈
= + +∑ ∑

Α

M M

 

 
[ ]21 hhuhh uhh uhhx x y x x y x y

β β β γβ β γ

β β γ

+ ∈

∈ ∈ ∈
= + +∑ ∑ ∑

Α

M M M

 

 
[ ]21 hhuhh

uhh uhhxM x x y M
β ββ

β

+ ∈

∈
= + + ∑

Α

M

 

 
2 1

\
1

hh hh

uhh uhh
uhh uhhxM x x y x y M

β ββ β

β β

+

∈ ∈

 
= + + + 

 
∑ ∑

A M A

 

 
2 11

hh hh

uhh uhh uhh
uhh uhhxM x x y y x y x y M

β β ββ β β

β β β∈ ∈ ∈

 
= + + + − 

 
∑ ∑ ∑

A M A

 

 
21

hh hh

uhh uhh uhh
uhh uhhxM x y x y x y x y M

β β ββ β β

β β β∈ ∈ ∈

 
= + + + − 

 
∑ ∑ ∑

A M A

 

 ( )21 uhh hh uhh hh uhhxM x yA M A M= + + + −  

          
και άρα 

( )2 2 21 1 .uhh uhh uhh uhh hhM xM x M x y M A= + + + −  ( )1  
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Κάθε µονοπάτι Motzkin hhα ∈ A γράφεται κατά µοναδικό τρόπο υπό τη µορφή  

,a hhκ=  όπου .κ ∈M  

 
Χρησιµοποιώντας τις σχέσεις:  

2 ,hhκ κ= +  ,
uhh uhh

hhκ κ=  

 

προκύπτει ότι για τη γεννήτρια συνάρτηση ( , )hh hhA A x y=  του συνόλου hhA  
ισχύουν οι ισότητες: 

hhA
hh

a auhh uhha a

a hh
x y x y

κα
κ
=∈
∈

== ∑ ∑
A

M

 

hhhh uhhx y
κκ

κ∈
= ∑

M

 

2 uhhx y κκ

κ

+

∈

= ∑
M

 

2 uhhx x y
κκ

κ∈
= ∑

M

 

2 uhhx x y κκ

κ∈
= ∑

M

 

 
και άρα 

2 .hh uhhA x M=  

 

Αντικαθιστώντας την παραπάνω έκφραση της huA στην ( )1 , έχουµε ότι 

( )2 2 4 21 1 .uhh uhh uhh uhhM xM x M x y M= + + + −  (2.3.5) 
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6. Το πρότυπο uhd 

Χρησιµοποιώντας τη διάσπαση των µονοπατιών Motzkin και τις σχέσεις: 

1 ,hβ β= +  
uhd uhd

hβ β=  

 
και 

2 ,u dβ γ β γ= + +  [ ],uhd uhd uhd
u d hβ γ β γ β= + + =  

 

προκύπτει ότι για τη γεννήτρια συνάρτηση ( ),uhd uhd x yM M=  του συνόλου των 
µονοπατιών Motzkin ως προς τις παραµέτρους ‘‘µήκος’’ και ‘‘αριθµός 
εµφανίσεων του προτύπου uhd στο µονοπάτι’’, ισχύουν οι εξής ισότητες: 
 

 uhdM
,

a a aa auhda uhd uhd uhd

a h a u d
x y x y x y x y

β γ

εε

β β γα
β ∈
= =∈
∈

= = + +∑ ∑ ∑
M

M
M

 

 
,

u dhh u duhd uhd uhdx y x yx y
β γε βε β β γ

β β γ∈ ∈
= + +∑ ∑

M M

 

 
[ ]1 2

,
1 huhd uhd uhdx y x yβ β γ ββ β γ

β β γ

+ + =+ + +

∈ ∈
= + +∑ ∑

M M

 

 
[ ]1 2

,
1 huhd uhd uhdx x y x x x y yβ β β γβ β γ

β β γ

+ =

∈ ∈
= + +∑ ∑

M M

 

 
[ ]2

,
1

huhd uhd uhdx x y x x x y y
β β β γβ β γ

β β γ

+ =

∈ ∈
= + +∑ ∑

M M

 

 
[ ]21

huhd uhd uhdx x y x x y x y
β β β γβ β γ

β β γ

+ =

∈ ∈ ∈
= + +∑ ∑ ∑

M M M

 

 
[ ]21

huhd
uhd uhdxM x x y M

β ββ

β

+ =

∈
= + + ∑

M

 

 2 1
1 uhd uhd

uhd uhd
h h

xM x x y x y M
β ββ β

β β

+

= ∈

 = + + + 
 
∑ ∑

M\{ }

 

 2 11 uhd uhd uhd
uhd uhd

h h
xM x x y y x y x y M

β β ββ β β

β β β= ∈ =

 = + + + − 
 
∑ ∑ ∑

M

 

 21 uhd uhd uhd
uhd uhd

h h
xM x y x y x y x y M

β β ββ β β

β β β= ∈ =

 = + + + − 
 

∑ ∑ ∑
M

 

 ( )21= + + + −uhd uhd uhdxM x xy M x M  

          
και άρα 

( )2 2 31 1 .uhd uhd uhd uhdM xM x M x y M= + + + −  (2.3.6) 
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7. Το πρότυπο udu 

Χρησιµοποιώντας τη διάσπαση των µονοπατιών Motzkin και τις σχέσεις: 

1 ,hβ β= +  
udu udu

hβ β=  

 
και 

2 ,u dβ γ β γ= + +  [ ][ ] = ,uudu udu udu
u dβ γ β γ β ε γ= + + ∈ Α  

 

προκύπτει ότι για τη γεννήτρια συνάρτηση ( ),udu udu x yM M=  του συνόλου των 
µονοπατιών Motzkin ως προς τις παραµέτρους ‘‘µήκος’’ και ‘‘αριθµός 
εµφανίσεων του προτύπου udu στο µονοπάτι’’, ισχύουν οι εξής ισότητες: 
 

 uduM
,

a a aa audua udu udu udu

a h a u d
x y x y x y x y

β γ

εε

β β γα
β ∈
= =∈
∈

= = + +∑ ∑ ∑
M

M
M

 

 
,

u dhh u dudu udu udux y x yx y
β γε βε β β γ

β β γ∈ ∈
= + +∑ ∑

M M

 

 
[ ][ ] = 1 2

,
1 uudu udu udux y x yβ β γ β ε γβ β γ

β β γ

+ + ∈+ + +

∈ ∈
= + +∑ ∑ Α

M M

 

 
[ ][ ] = 1 2

,
1 uudu udu udux x y x x x y y yβ β γ β ε γβ β γ

β β γ

∈

∈ ∈
= + +∑ ∑ Α

M M

 

 
[ ][ ]2  = 

,
1 uudu udu udux x y x x x y y y

β β γ β ε γβ β γ

β β γ

∈

∈ ∈
= + +∑ ∑ Α

M M

 

 [ ]2

, \{ },
     

1 uudu udu udu udu udux x y x x x y y y x x y y
β β γ β γγβ β γ β γ

β β ε β ε
γ γ

∈

∈ = ∈Μ
∈ ∈

 
 = + + +
 
 

∑ ∑ ∑Α

M
M M

 

 [ ]2

, , ,
1 uudu udu udu udu udu udu udux x y x x x y y y x x y y x x y y

β β γ β γ β γγβ β γ β γ β γ

β β ε β γ β ε
γ γ

∈

∈ = ∈ =
∈ ∈

 
 = + + + −
 
 

∑ ∑ ∑ ∑Α

M M
M M

 

 [ ]2

,
1 uudu udu udu udu udux x y x x y y x x y y x y

β γ β γ γγβ γ β γ γ

β γ β γ γ

∈

∈ ∈ ∈ ∈

 = + + + − 
 

∑ ∑ ∑ ∑Α

M M M M

 

 [ ]21 uudu udu udu udu udux x y x x y y x y x y x y
β γ β γ γγβ γ β γ γ

β γ β γ γ

∈

∈ ∈ ∈ ∈ ∈

 = + + + − 
 

∑ ∑ ∑ ∑ ∑Α

M M M M M

 

 2 1
1

u u

udu udu udu udu udu udux x y x x y x y x y x y x y
β γ γ β γ γβ γ γ β γ γ

β γ γ β γ γ

+

∈ ∈ ∈ ∈ ∈ ∈

 
= + + + + − 

 
∑ ∑ ∑ ∑ ∑ ∑

M Α M\ Α M M M

 

 2 11
u u

udu udu udu udu udu udu udux x y x x y y x y x y x y x y x y
β γ γ γ β γ γβ γ γ γ β γ γ

β γ γ γ β γ γ∈ ∈ ∈ ∈ ∈ ∈ ∈

 
= + + + − + − 

 
∑ ∑ ∑ ∑ ∑ ∑ ∑

M Α M Α M M M

 

 21
u u

udu udu udu udu udu udu udux x y x y x y x y x y x y x y x y
β γ γ γ β γ γβ γ γ γ β γ γ

β γ γ γ β γ γ∈ ∈ ∈ ∈ ∈ ∈ ∈

 
= + + + − + − 

 
∑ ∑ ∑ ∑ ∑ ∑ ∑

M Α M Α M M M

 



ΠΑ
ΝΕ
ΠΙ
ΣΤ
ΗΜ

ΙΟ
 Π
ΕΙ
ΡΑ
ΙΩ
Σ

Τριανταφυλλάκης Ηλίας  Μεταπτυχιακή ∆ιατριβή 

Πρότυπα σε Μονοπάτια Motzkin   37 

 ( )2 21  udu u udu u udu uduxM x yA M A M M= + + + − + −  

          
και άρα 

( )2 2 21 1 .udu udu udu uM xM x M x y A= + + + −  ( )1  

 

Στη συνέχεια θα βρεθεί η γεννήτρια συνάρτηση .uA  Χρησιµοποιώντας τη 

διαµέριση του συνόλου { } ,h uε= ∪ ∪M A A  και τη σχέση ,
udu udu

hβ β=  

προκύπτει ότι για τη γεννήτρια συνάρτηση ( , )u uA A x y=  του συνόλου uA  
ισχύουν οι ισότητες: 

uA
u

a udua

a

x y
∈

= ∑
Α

 

     ή 
   

udu udu

a a
a h

x y x y
α αα α

ε
β

∈ =
=

= −∑ ∑
M

 

hhudu udu
uduM x y x y

ε βε β

β∈
= − − ∑

M

 

1 udu
uduM x x y

ββ

β∈
= − − ∑

M

 

1udu uduM xM= − −  

 
 
και άρα 

( )1 1.u uuuA x M= − −  

 

Αντικαθιστώντας την παραπάνω έκφραση της uA  στην (1), έχουµε ότι 

( ) ( )( )2 2 21 1 1 1 .udu udu udu uuuM xM x M x y x M= + + + − − −  (2.3.7) 
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8. Το πρότυπο udh 

Χρησιµοποιώντας τη διάσπαση των µονοπατιών Motzkin και τις σχέσεις: 

1 ,hβ β= +  
udh udh

hβ β=  

 
και 

2 ,u dβ γ β γ= + +  [ ][ ] = ,hudh udh udh
u dβ γ β γ β ε γ= + + ∈ Α  

 

προκύπτει ότι για τη γεννήτρια συνάρτηση ( ),udh udh x yM M=  του συνόλου των 
µονοπατιών Motzkin ως προς τις παραµέτρους ‘‘µήκος’’ και ‘‘αριθµός 
εµφανίσεων του προτύπου udh στο µονοπάτι’’, ισχύουν οι εξής ισότητες: 
 

 udhM
,

a a aa audha udh udh udh

a h a u d
x y x y x y x y

β γ

εε

β β γα
β ∈
= =∈
∈

= = + +∑ ∑ ∑
M

M
M

 

 
,

u dhh u dudh udh udhx y x yx y
β γε βε β β γ

β β γ∈ ∈
= + +∑ ∑

M M

 

 
[ ][ ] = 1 2

,
1 hudh udh udhx y x yβ β γ β ε γβ β γ

β β γ

+ + ∈+ + +

∈ ∈
= + +∑ ∑ Α

M M

 

 
[ ][ ] = 1 2

,
1 hudh udh udhx x y x x x y y yβ β γ β ε γβ β γ

β β γ

∈

∈ ∈
= + +∑ ∑ Α

M M

 

 
[ ][ ]2  = 

,
1 hudh udh udhx x y x x x y y y

β β γ β ε γβ β γ

β β γ

∈

∈ ∈
= + +∑ ∑ Α

M M

 

 
[ ]2

, \{ },
     

1 hudh udh udh udh udhx x y x x x y y y x x y y
β β γ β γγβ β γ β γ

β β ε β ε
γ γ

∈

∈ = ∈Μ
∈ ∈

 
 = + + +
 
 

∑ ∑ ∑Α

M
M M

 

 [ ]2

, , ,
1 hudh udh udh udh udh udh udhx x y x x x y y y x x y y x x y y

β β γ β γ β γγβ β γ β γ β γ

β β ε β γ β ε
γ γ

∈

∈ = ∈ =
∈ ∈

 
 = + + + −
 
 

∑ ∑ ∑ ∑Α

M M
M M

 

 [ ]2

,
1 hudh udh udh udh udhx x y x x y y x x y y x y

β γ β γ γγβ γ β γ γ

β γ β γ γ

∈

∈ ∈ ∈ ∈

 = + + + − 
 

∑ ∑ ∑ ∑Α

M M M M

 

 
[ ]21 hudh udh udh udh udhx x y x x y x y x y x y

β γ γ β γ γβ γ β γ γ

β γ β γ γ

+ ∈

∈ ∈ ∈ ∈ ∈

 = + + + − 
 

∑ ∑ ∑ ∑ ∑
Α

M M M M M

 

 2 1
1

h h

udh udh udh udh udh udhx x y x x y x y x y x y x y
β γ γ β γ γβ γ γ β γ γ

β γ γ β γ γ

+

∈ ∈ ∈ ∈ ∈ ∈

 
= + + + + − 

 
∑ ∑ ∑ ∑ ∑ ∑

M A M\ A M M M

 

 2 11
h h

udh udh udh udh udh udh udhx x y x x y y x y x y x y x y x y
β γ γ γ β γ γβ γ γ γ β γ γ

β γ γ γ β γ γ∈ ∈ ∈ ∈ ∈ ∈ ∈

 
= + + + − + − 

 
∑ ∑ ∑ ∑ ∑ ∑ ∑

M A M A M M M
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 21
h h

udh udh udh udh udh udh udhx x y x y x y x y x y x y x y x y
β γ γ γ β γ γβ γ γ γ β γ γ

β γ γ γ β γ γ∈ ∈ ∈ ∈ ∈ ∈ ∈

 
= + + + − + − 

 
∑ ∑ ∑ ∑ ∑ ∑ ∑

M A M A M M M

 

 ( )2 21  udh h udh h udh udhxM x yA M A M M= + + + − − +  

          
και άρα 

( )2 2 21 1 .udh udh udh hM xM x M x y A= + + + −  ( )1  

 

Στη συνέχεια θα βρεθεί η γεννήτρια συνάρτηση .hA  Κάθε µονοπάτι Motzkin 

ha A∈ γράφεται κατά µοναδικό τρόπο υπό τη µορφή  

,a hβ=  όπου β ∈M.  

 

Εποµένως, προκύπτει ότι για τη γεννήτρια συνάρτηση ( , )h hA A x y=  του 

συνόλου A h  ισχύουν οι ισότητες: 

hA
h

a audh udha a

a ha

x y x y
β

β
=∈
∈

== ∑ ∑
A

M

 

hh udhx y
ββ

β∈
= ∑

M

 

1 udhx y ββ

β

+

∈

= ∑
M

 

1 udhx x y ββ

β∈
= ∑

M

 

udhx x y
ββ

β∈
= ∑

M

 

 
και άρα 

.h udhA xM=  

 

Αντικαθιστώντας την παραπάνω έκφραση της hA  στην (1), έχουµε ότι 

( )2 2 31 1 .udh udh udh udhM xM x M x y M= + + + −  (2.3.8) 



ΠΑ
ΝΕ
ΠΙ
ΣΤ
ΗΜ

ΙΟ
 Π
ΕΙ
ΡΑ
ΙΩ
Σ

Τριανταφυλλάκης Ηλίας  Μεταπτυχιακή ∆ιατριβή 

Πρότυπα σε Μονοπάτια Motzkin   40 

9. Το πρότυπο huu 

Χρησιµοποιώντας τη διάσπαση των µονοπατιών Motzkin και τις σχέσεις: 

1 ,hβ β= +  [ ]uuhuu huu
hβ β β= + ∈ Α  

 
και 

2 ,u dβ γ β γ= + +  ,
huu huu huu

u dβ γ β γ= +  

 

προκύπτει ότι για τη γεννήτρια συνάρτηση ( ),huu huu x yM M=  του συνόλου των 
µονοπατιών Motzkin ως προς τις παραµέτρους ‘‘µήκος’’ και ‘‘αριθµός 
εµφανίσεων του προτύπου huu στο µονοπάτι’’, ισχύουν οι εξής ισότητες: 
 

huuM  
,

a a aa ahuua huu huu huu

a h a u d
x y x y x y x y

β γ

εε

β β γα
β ∈
= =∈
∈

= = + +∑ ∑ ∑
M

M
M

 

 
,

u dhh u dhuu huu huux y x yx y
β γε βε β β γ

β β γ∈ ∈
= + +∑ ∑

M M

 

 
[ ]1 2

,
1 uuhuu huu huux y x yβ β β γβ β γ

β β γ

+ ∈ ++ + +

∈ ∈
= + +∑ ∑Α

M M

 

 
[ ]1 2

,
1 uuhuu huu huux x y x x x y yβ β β γβ β γ

β β γ

+ ∈

∈ ∈
= + +∑ ∑Α

M M

 

 
[ ] 2

,
1 uuhuu huu huux x y x x x y y

β β β γβ β γ

β β γ

+ ∈

∈ ∈
= + +∑ ∑

Α

M M

 

 
[ ] 21 uuhuu huu huux x y x x y x y

β β β γβ β γ

β β γ

+ ∈

∈ ∈ ∈
= + +∑ ∑ ∑

Α

M M M

 

 
[ ] 2 21 uuhuu

huux x y x M
β ββ

β

+ ∈

∈
= + +∑

Α

M

 

 
21 2

\
1

uu uu

huu huu
huux x y x y x M

β ββ β

β β

+

∈ ∈

 
= + + + 

 
∑ ∑

A M A

 

 
21 21

uu uu

huu huu huu
huux x y y x y x y x M

β β ββ β β

β β β∈ ∈ ∈

 
= + + − + 

 
∑ ∑ ∑

A M A

 

 
2 21

uu uu

huu huu huu
huux y x y x y x y x M

β β ββ β β

β β β∈ ∈ ∈

 
= + + − + 

 
∑ ∑ ∑

A M A

 

 ( ) 2 21 uu huu uu huux yA M A x M= + + − +  

          
και άρα 

( )2 21 1 .huu huu huu uuM xM x M x y A= + + + −  ( )1  
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Στη συνέχεια θα βρεθεί η γεννήτρια συνάρτηση .uuA  Κάθε µονοπάτι Motzkin 

uua∈ A γράφεται κατά µοναδικό τρόπο υπό τη µορφή  

,a u dβ γ=  όπου  και .uβ γ∈ ∈A M  

 

Εξάλλου, κάθε µονοπάτι Motzkin uβ ∈ A γράφεται κατά µοναδικό τρόπο υπό τη 
µορφή  

,u dβ κ λ=  όπου , .κ λ∈M  

 

Εποµένως κάθε µονοπάτι Motzkin uua∈ A γράφεται κατά µοναδικό τρόπο υπό 
τη µορφή  

,a uu d dκ λ γ=  όπου , ,κ λ γ ∈M.  

 
Χρησιµοποιώντας τις σχέσεις:  

4 ,uu d dκ λ γ κ λ γ= + + +  ,
huu huu huu huu

uu d dκ λ γ κ λ γ= + +  

 

προκύπτει ότι για τη γεννήτρια συνάρτηση ( , )uu uuA A x y=  του συνόλου uuA  
ισχύουν οι ισότητες: 

uuA
  , ,

uu

a ahuu huua a

a uu d da

x y x y
κ λ γ

κ λ γ
=∈

∈

== ∑ ∑
A

M

 

  , ,

uu d duu d d huux y
κ λ γκ λ γ

κ λ γ∈
= ∑

M

 

4

  , ,

huu huu huux yκ λ γκ λ γ

κ λ γ

+ ++ + +

∈

= ∑
M

 

4

  , ,

huu huu huux x x x y y y
κ λ γκ λ γ

κ λ γ∈
= ∑

M

 

4 huu huu huux x y x y x yλ γκ λ γκ

κ λ γ∈ ∈ ∈
= ∑ ∑ ∑

M M M

 

4
huu huu huux M M M=  

 
και άρα 

4 3 .uu huuA x M=  

 

Αντικαθιστώντας την παραπάνω έκφραση της uuA  στην (1), έχουµε ότι 

( )2 2 5 31 1 .huu huu huu huuM xM x M x y M= + + + −  (2.3.9) 
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10. Το πρότυπο huh 

Χρησιµοποιώντας τη διάσπαση των µονοπατιών Motzkin και τις σχέσεις: 

1 ,hβ β= +  [ ]uhhuh huh
hβ β β= + ∈ Α  

 και 

2 ,u dβ γ β γ= + +  ,
huh huh huh

u dβ γ β γ= +  

 

προκύπτει ότι για τη γεννήτρια συνάρτηση ( ),huh huh x yM M=  του συνόλου των 
µονοπατιών Motzkin ως προς τις παραµέτρους ‘‘µήκος’’ και ‘‘αριθµός 
εµφανίσεων του προτύπου huh στο µονοπάτι’’, ισχύουν οι εξής ισότητες: 
 

huhM  
,

a a aa ahuha huh huh huh

a h a u da

x y x y x y x y
β γ

εε

β β γ
β ∈
= =∈
∈

= = + +∑ ∑ ∑
M

M
M

 

 
,

u dhh u dhuh huh huhx y x yx y
β γε βε β β γ

β β γ∈ ∈
= + +∑ ∑

M M

 

 
[ ]1 2

,
1 uhhuh huh huhx y x yβ β β γβ β γ

β β γ

+ ∈ ++ + +

∈ ∈
= + +∑ ∑Α

M M

 

 
[ ]1 2

,
1 uhhuh huh huhx x y x x x y yβ β β γβ β γ

β β γ

+ ∈

∈ ∈
= + +∑ ∑Α

M M

 

 
[ ] 2

,
1 uhhuh huh huhx x y x x x y y

β β β γβ β γ

β β γ

+ ∈

∈ ∈
= + +∑ ∑

Α

M M

 

 
[ ] 21 uhhuu huh huhx x y x x y x y

β β β γβ β γ

β β γ

+ ∈

∈ ∈ ∈
= + +∑ ∑ ∑

Α

M M M

 

 
[ ] 2 21 uhhuh

huhx x y x M
β ββ

β

+ ∈

∈
= + +∑

Α

M

 

 
21 21

uh uh

huh huh
huhx x y x y x M

β ββ β

β β

+

∈ ∈

 
= + + + 

 
∑ ∑

A Μ\ A

 

 
21 21

uh uh

huh huh huh
huhx x y y x y x y x M

β β ββ β β

β β β∈ ∈ ∈

 
= + + − + 

 
∑ ∑ ∑

A Μ A

 

 
2 21

uh uh

huh huh huh
huhx y x y x y x y x M

β β ββ β β

β β β∈ ∈ ∈

 
= + + − + 

 
∑ ∑ ∑

A Μ A

 

 ( ) 2 21 uh huh uh huhx yA M A x M= + + − +  

 
και άρα 

( )2 21 1 .huh huh huh uhM xM x M x y A= + + + −  ( )1  
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Στη συνέχεια θα βρεθεί η γεννήτρια συνάρτηση .uhA  Κάθε µονοπάτι Motzkin 

∈ uua A γράφεται κατά µοναδικό τρόπο υπό τη µορφή  

,a uu d dκ λ γ=  όπου , ,κ λ γ ∈Μ,  

 

ενώ κάθε µονοπάτι Motzkin β ∈ udA γράφεται κατά µοναδικό τρόπο υπό τη 
µορφή  

,udβ γ=  όπου .γ ∈Μ  

 

Χρησιµοποιώντας τη διαµέριση του συνόλου ∪ ∪u uu uh udΑ = Α Α Α  αλλά και τις 
σχέσεις:  

2 ,udγ γ= +  
huh huh

udγ γ=  

 
και 

4 ,uu d dκ λ γ κ λ γ= + + +  ,
huh huh huh huh

uu d dκ λ γ κ λ γ= + +  

 

προκύπτει ότι για τη γεννήτρια συνάρτηση ( , )uh uhA A x y=  του συνόλου uhΑ  
ισχύουν οι ισότητες: 

uhA
∈

= ∑
uh

a huha

a

x y
Α

 

    µε , ,  ή
 ,             µε 
β γ κ λ γ κ λ γ

µε β γ γ γ
= = ∈

∈Μ = ∈

= −∑ ∑
a ahuh huha a

a u d a uu d d
a ud

x y x y
Μ

Μ

 

, , ,

β γ κ λ γ γβ γ κ λ γ γ

β γ κ λ γ γ∈Μ ∈ ∈

= − −∑ ∑ ∑u d uu d d udu d uu d d udhuh huh huhx y x y x y
Μ Μ

 

42 2

, , ,

γβ γ κ λ γκ λ γβ γ γ

β γ κ λ γ γ

+ + ++ + ++ + +

∈Μ ∈ ∈

= − −∑ ∑ ∑ huhhuh huh huh huh huhx y x y x y
Μ Μ

 

2 4 2β γ κ λ γ γβ γ κ λ γ γ

β γ κ λ γ γ∈ ∈ ∈ ∈ ∈ ∈
= − −∑ ∑ ∑ ∑ ∑ ∑huh huh huh huh huh huhx x y x y x x y x y x y x x y

Μ Μ Μ Μ Μ Μ

 

2 2 4 3 2= − −huh huh huhx M x M x M  

( )2 2 2 1 .huh huh huhx M M x M= − −  

 

Αντικαθιστώντας την παραπάνω έκφραση της uhA  στην (1), έχουµε ότι 

( ) ( )2 2 2 2 21 1 1= + + + − − −huh huh huh huh huh huhM xM x M x y x M M x M  

 
 
 



ΠΑ
ΝΕ
ΠΙ
ΣΤ
ΗΜ

ΙΟ
 Π
ΕΙ
ΡΑ
ΙΩ
Σ

Τριανταφυλλάκης Ηλίας  Μεταπτυχιακή ∆ιατριβή 

Πρότυπα σε Μονοπάτια Motzkin   44 

και άρα 

( ) ( )( )2 2 3 21 1 1 1 .huh huh huh huh huh huhM xM x M x y M x M M= + + + − − −  (2.3.10) 
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11. Το πρότυπο hhu 

Χρησιµοποιώντας τη διάσπαση των µονοπατιών Motzkin και τις σχέσεις: 

1 ,hβ β= +  [ ]huhhu hhu
hβ β β= + ∈ Α  

  
και 

2 ,u dβ γ β γ= + +  ,
hhu hhu hhu

u dβ γ β γ= +  

 

προκύπτει ότι για τη γεννήτρια συνάρτηση ( ),hhu hhu x yM M=  του συνόλου των 
µονοπατιών Motzkin ως προς τις παραµέτρους ‘‘µήκος’’ και ‘‘αριθµός 
εµφανίσεων του προτύπου hhu στο µονοπάτι’’, ισχύουν οι εξής ισότητες: 
 

hhuM  
,

a a aa ahhua hhu hhu hhu

a h a u da

x y x y x y x y
β γ

εε

β β γ
β ∈
= =∈
∈

= = + +∑ ∑ ∑
M

M
M

 

 
,

u dhh u dhhu hhu hhux y x yx y
β γε βε β β γ

β β γ∈ ∈
= + +∑ ∑

M M

 

 
[ ]1 2

,
1 uhhhu hhu hhux y x yβ β β γβ β γ

β β γ

+ ∈ ++ + +

∈ ∈
= + +∑ ∑Α

M M

 

 
[ ]1 2

,
1 uhhhu hhu hhux x y x x x y yβ β β γβ β γ

β β γ

+ ∈

∈ ∈
= + +∑ ∑Α

M M

 

 
[ ] 2

,
1 uhhhu hhu hhux x y x x x y y

β β β γβ β γ

β β γ

+ ∈

∈ ∈
= + +∑ ∑

Α

M M

 

 
[ ] 21 uhhhu hhu hhux x y x x y x y

β β β γβ β γ

β β β

+ ∈

∈ ∈ ∈
= + +∑ ∑ ∑

Α

M M M

 

 
[ ] 2 21 uhhhu

hhux x y x M
β ββ

β

+ ∈

∈
= + +∑

Α

M

 

 
21 2

\
1

hu hu

hhu hhu
hhux x y x y x M

β ββ β

β β

+

∈ ∈

 
= + + + 

 
∑ ∑

Α M Α

 

 
21 21

hu hu

hhu hhu hhu
hhux x y y x y x y x M

β β ββ β β

β β β∈ ∈ ∈

 
= + + − + 

 
∑ ∑ ∑

Α M Α

 

 
2 21

hu hu

hhu hhu hhu
hhux y x y x y x y x M

β β ββ β β

β β β∈ ∈ ∈

 
= + + − + 

 
∑ ∑ ∑

Α M Α

 

 ( ) 2 21 hu hhu hu hhux yA M A x M= + + − +  
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και άρα 

( )2 21 1 .hhu hhu hhu huM xM x M x y A= + + + −  ( )1  

 

Στη συνέχεια θα βρεθεί η γεννήτρια συνάρτηση .huA Κάθε µονοπάτι Motzkin 

hua∈ Α γράφεται κατά µοναδικό τρόπο υπό τη µορφή  

,a hβ=  όπου .uβ ∈ Α  

 

Εξάλλου, κάθε µονοπάτι Motzkin uβ ∈ Α γράφεται κατά µοναδικό τρόπο υπό τη 
µορφή  

,u dβ κ γ=  όπου , .κ γ ∈M  

 

Εποµένως κάθε µονοπάτι Motzkin hua∈ Α γράφεται κατά µοναδικό τρόπο υπό 
τη µορφή  

,a hu dκ γ=  όπου , .κ γ ∈M  

 
Χρησιµοποιώντας τις σχέσεις:  

3 ,hu dκ γ κ γ= + +  κ γ κ γ= +
hhu hhu hhu

hu d  

 

προκύπτει ότι για τη γεννήτρια συνάρτηση ( , )hu huA A x y=  του συνόλου huΑ  
ισχύουν οι ισότητες: 

huA
,

hu

a ahhu hhua a

a hu da

x y x y
κ γ

κ γ
=∈
∈

== ∑ ∑
Α

M

 

,

hu dhu d hhux y
κ γκ γ

κ γ∈
= ∑

M

 

3

,

κ γκ γ

κ γ

++ +

∈

= ∑ hhu hhux y
M

 

3

,

hhu hhux x x y y
κ γκ γ

κ γ∈
= ∑

M

 

3 κ γγκ

κ γ∈ ∈
= ∑ ∑hhu hhux x y x y

M M

 

 
και άρα 

3 2 .hu hhuA x M=  

 

Αντικαθιστώντας την παραπάνω έκφραση της huA  στην (1), έχουµε ότι 

( )2 2 3 21 1= + + + −hhu hhu hhu hhuM xM x M x y x M  
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και άρα 

( )2 2 4 21 1 .hhu hhu hhu hhuM xM x M x y M= + + + −  (2.3.11) 
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12. Το πρότυπο hhh 

Χρησιµοποιώντας τη διάσπαση των µονοπατιών Motzkin και τις σχέσεις: 

1 ,hβ β= +  [ ]hhhhh hhh
hβ β β= + ∈ Α  

 
και 

2 ,u dβ γ β γ= + +  ,
hhh hhh hhh

u dβ γ β γ= +  

 

προκύπτει ότι για τη γεννήτρια συνάρτηση ( ),hhh hhh x yM M=  του συνόλου των 
µονοπατιών Motzkin ως προς τις παραµέτρους ‘‘µήκος’’ και ‘‘αριθµός 
εµφανίσεων του προτύπου hhh στο µονοπάτι’’, ισχύουν οι εξής ισότητες: 

hhhM
,

a a aa ahhha hhh hhh hhh

a h a u da

x y x y x y x y
β γ

εε

β β γ
β ∈
= =∈
∈

= = + +∑ ∑ ∑
M

M
M

 

,

u dhh u dhhh hhh hhhx y x yx y
β γε βε β β γ

β β γ∈ ∈
= + +∑ ∑

M M

 

[ ]1 2

,
1 hhhhh hhh hhhx y x yβ β β γβ β γ

β β γ

+ ∈ ++ + +

∈ ∈
= + +∑ ∑Α

M M

 

[ ]1 2

,
1 hhhhh hhh hhhx x y x x x y yβ β β γβ β γ

β β γ

+ ∈

∈ ∈
= + +∑ ∑Α

M M

 

[ ] 2

,
1 hhhhh hhh hhhx x y x x x y y

β β β γβ β γ

β β γ

+ ∈

∈ ∈
= + +∑ ∑

Α

M M

 

[ ] 21 hhhhh hhh hhhx x y x x y x y
β β β γβ β γ

β β γ

+ ∈

∈ ∈ ∈
= + +∑ ∑ ∑

Α

M M M

 

[ ] 2 21 hhhhh
hhhx x y x M

β ββ

β

+ ∈

∈
= + +∑

Α

M

 

21 21
hh hh

hhh hhh
hhhx x y x y x M

β ββ β

β β

+

∈ ∈

 
= + + + 

 
∑ ∑

Α M\ Α

 

21 21
hh hh

hhh hhh hhh
hhhx x y y x y x y x M

β β ββ β β

β β β∈ ∈ ∈

 
= + + − + 

 
∑ ∑ ∑

Α M Α

 

2 21
hh hh

hhh hhh hhh
hhhx y x y x y x y x M

β β ββ β β

β β β∈ ∈ ∈

 
= + + − + 

 
∑ ∑ ∑

Α M Α

 

( ) 2 21 hh hhh hh hhhx yA M A x M= + + − +  

 
και άρα 

( )2 21 1 .hhh hhh hhh hhM xM x M x y A= + + + −  ( )1  
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Στη συνέχεια θα βρεθεί η γεννήτρια συνάρτηση .hhA  Κάθε µονοπάτι Motzkin 

hua∈ A γράφεται κατά µοναδικό τρόπο στη µορφή  

,a hβ=  όπου .uβ ∈ A  

 

Εξάλλου, κάθε µονοπάτι Motzkin  uβ ∈ A γράφεται κατά µοναδικό τρόπο στη 
µορφή  

,u dβ κ γ=  όπου , .κ γ ∈M  

 

Εποµένως κάθε µονοπάτι Motzkin hua∈ A γράφεται κατά µοναδικό τρόπο υπό 
τη µορφή  

,a hu dκ γ=  όπου , .κ γ ∈M  

 

Χρησιµοποιώντας τη διαµέριση του συνόλου { } ,h uε= ∪ ∪M A A  του συνόλου 

{ }h hu hhh= ∪ ∪A A A  αλλά και τις σχέσεις:  

3 ,hu dκ γ κ γ= + +  ,
hhh hhh hhh

hu dκ γ κ γ= +  

 
 

προκύπτει ότι για τη γεννήτρια συνάρτηση ( , )hh hhA A x y=  του συνόλου hhΑ  
ισχύουν οι ισότητες: 

hhA
hh

a hhha

a

x y
∈

= ∑
A

 

           ή  ή
 µε ,  ή

 µε ,

a ahhh hhha a

a a a h
a hu d
a u d

x y x y
ε

κ γ κ γ
β γ β γ

−

∈ = =
= ∈
= ∈

= ∑ ∑
M

M
M

 

, ,

h hu d u dhhh hhhh hhh hhhhu d u d
hhhM x y x y x y x y

ε κ γ β γε κ γ β γ

κ γ β γ∈ ∈

= − − − −∑ ∑
M M

 

3 21 hhh hhh
hhh

hhh hhhx y x yM x x x y x x y
κ β

κ β

κ β

γ γγ γ

γ γ∈ ∈∈ ∈
= − − − −∑ ∑∑ ∑

M MM M

 

3 2 2 21 .hhh hhh hhhM x x M x M= − − − −  

  

Αντικαθιστώντας την παραπάνω έκφραση της hhA  στην (1), έχουµε ότι 

( )( )2 2 2 2 3 21 1 1hhh hhh hhh hhh hhh hhhM xM x M x y M x x M x M= + + + − − − − −  

 
και άρα 

( ) ( )( )( )2 2 21 1 1 1 1 .hhh hhh hhh hhh hhhM xM x M x y x x M M x= + + + − − + − −  (2.3.11) 
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13. Το πρότυπο hdu  

Χρησιµοποιώντας τη διάσπαση των µονοπατιών Motzkin και τις σχέσεις: 

1 ,hβ β= +  
hdu hdu

hβ β=  

 
και 

2 ,u dβ γ β γ= + +  [ ][ ],h uhdu hdu hdu
u dβ γ β γ β γ= + + ∈ ∈Β Α  

 

προκύπτει ότι για τη γεννήτρια συνάρτηση ( ),hdu hdu x yM M=  του συνόλου των 
µονοπατιών Motzkin ως προς τις παραµέτρους ‘‘µήκος’’ και ‘‘αριθµός 
εµφανίσεων του προτύπου hdu στο µονοπάτι’’, ισχύουν οι εξής ισότητες: 

hhhM
,β γ

εε

β β γ
β ∈
= =∈
∈

= = + +∑ ∑ ∑
a a aa ahdua hdu hdu hdu

a h a u da

x y x y x y x y
M

M
M

 

,

u dhh u dhdu hdu hdux y x yx y
β γε βε β β γ

β β γ∈Μ ∈Μ
= + +∑ ∑  

[ ][ ]1 2

,
1 β β γ β γβ β γ

β β γ

+ + ∈ ∈+ + +

∈Μ ∈Μ
= + +∑ ∑ h uhdu hdu hdux y x y Β Α  

[ ][ ]1 2

,
1 β β γ β γβ β γ

β β γ

∈ ∈

∈ ∈
= + +∑ ∑ h uhdu hdu hdux x y x x x y y y Β Α

M M

 

[ ][ ]2

,
1

β β γ β γβ β γ

β β γ

∈ ∈

∈ ∈
= + +∑ ∑ h uhdu hdu hdux x y x x x y y y Β Α

M M

 

[ ]2

, ,
1

β γ β γγβ γ β γ

β γ β γ

∈

∈ ∈ ∈ ∈

 
= + + + 

 
∑ ∑u

h h

hdu hdu hdu hdu
hduxM x x x y y y x x y yΑ

Β M M\B M

 

21
γβ γβ γ

γβ

 ∈ 

∈∈


= + + +∑


∑ hdu

h

uhdu
hduxM x x y x y y

Α

MΒ

 

   
β γ β γβ γ β γ

γ γβ β∈ ∈∈ ∈


−∑ ∑ 


∑ ∑

h

hdu hdu hdu hdux y x y x y x y
M MM Β

 

2 21
γγγ

γ

 ∈ 

∈

 = + + + −∑ 
 

hdu u
hdu h hdu h hduxM x B x y y M B M

Α

M

 

2 2 221 γ γγ γ

γ γ∈ ∈

 
= + + + + −∑ ∑ 

 
hdu hdu

u

hdu h hdu h hdu
u

xM x B x y y x y x M x B M
Α Μ\ Α

 

2 2 221 γ γ γγ γ γ

γ γ γ∈ ∈ ∈

 
= + + + − + −∑ ∑ ∑ 

 
hdu hdu hdu

hdu h hdu h hdu
u u

xM x B y x y x y x y x M x B M
Α Μ Α

 

( )2 2 221= + + + − + −hdu h u hdu u hdu h hduxM x B yA M A x M x B M  
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και άρα 

( )2 221 1 .hdu hdu hdu h uM xM x M x B A y= + + + −  ( )1  

 

Στη συνέχεια θα βρεθούν οι γεννήτριες συναρτήσεις hB  και .uA  Κάθε µονοπάτι 

Motzkin ∈ ha Β γράφεται κατά µοναδικό τρόπο υπό τη µορφή  

,a hβ=  όπου β ∈Μ.  

 
Χρησιµοποιώντας τις σχέσεις: 

1 ,hβ β= +  ,
hdu hdu

hβ β=  

 

προκύπτει ότι για τη γεννήτρια συνάρτηση ( , )=h hB B x y  του συνόλου hΒ  
ισχύουν οι ισότητες: 

hB
β

β
=∈
∈

== ∑ ∑
h

a ahdu hdua a

a ha

x y x y
Β

M

 

ββ

β∈
= ∑

hh hdux y
M

 

1 ββ

β

+

∈

= ∑ hdux y
M

 

1 ββ

β∈
= ∑ hdux x y

M

 

ββ

β∈
= ∑ hdux x y

M

 

 
και άρα  

.h hduB xM=  

 

Κάθε µονοπάτι Motzkin ua A∈ γράφεται κατά µοναδικό τρόπο υπό τη µορφή  

,a u dβ γ=  όπου ,  .β γ ∈Μ  

 

Χρησιµοποιώντας τη διαµέριση του συνόλου { } ,h uε= ∪ ∪M A A  προκύπτει ότι 

για τη γεννήτρια συνάρτηση ( , )=u uA A x y  του συνόλου uΑ  ισχύουν οι ισότητες: 

uA
∈

= ∑
u

a hdua

a

x y
A

 

           ή
 µε  

ε
β β

∈ =
= ∈

= −∑ ∑
a ahdu hdua a

a a
a h

x y x y
M

M
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ε βε β

β∈
= − − ∑

hhdu hduh
hduM x y x y

M

 

1
β

β

β∈
= − − ∑ hdu

hduM x x y
M

 

1= − −hdu hduM xM  

 
και άρα 

( )1 1.u hduA M x= − −  

 

Αντικαθιστώντας τις παραπάνω εκφράσεις των  hB  και uA  στην (1), έχουµε ότι 

hduM ( )( )( )2 221 1 1 1= + + + − − −hdu hdu hdu hduxM x M x xM M x y  

 
και άρα 

( ) ( )( )2 321 1 1 1 .hdu hdu hdu hdu hduM xM x M x y M x M= + + + − − −  (2.3.13) 
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14. Το πρότυπο duu  

Χρησιµοποιώντας τη διάσπαση των µονοπατιών Motzkin και τις σχέσεις: 

1 ,hβ β= +  
duu duu

hβ β=  

 
και 

2 ,u dβ γ β γ= + +  [ ],uuduu duu duu
u dβ γ β γ γ= + + ∈ Α  

 

προκύπτει ότι για τη γεννήτρια συνάρτηση ( ),duu duu x yM M=  του συνόλου των 
µονοπατιών Motzkin ως προς τις παραµέτρους ‘‘µήκος’’ και ‘‘αριθµός 
εµφανίσεων του προτύπου duu στο µονοπάτι’’, ισχύουν οι εξής ισότητες: 

duuM
,

a a aa aduua duu duu duu

a h a u da

x y x y x y x y
β γ

εε

β β γ
β ∈
= =∈
∈

= = + +∑ ∑ ∑
M

M
M

 

,

u dhh u dduu duu duux y x yx y
β γββ β γ

β β γ

εε

∈ ∈
= + +∑ ∑

M M

 

[ ]1 2

,
1 uuduu duu duux y x yβ β γ γβ β γ

β β γ

+ + ∈+ + +

∈ ∈
= + +∑ ∑ Α

M M

 

[ ]1 2

,
1 uuduu duu duux x y x x x y yβ β γ γβ β γ

β β γ

+ ∈

∈ ∈
= + +∑ ∑ Α

M M

 

[ ]2

,
1 uuduu duu duux x y x x x y y

β β γ γβ β γ

β β γ

+ ∈

∈ ∈
= + +∑ ∑

Α

M M

 

[ ]21 uuduu duu duux x y x x y x y
β β γ γβ β γ

β β γ

+ ∈

∈ ∈ ∈
= + +∑ ∑ ∑

Α

M M M

 

[ ]21 uuduu
duu duuxM x M x y

γ γγ

γ

+ ∈

∈
= + + ∑

Α

M

 

2 1
1

uu uu

duu duu
duu duuxM x M x y x y

γ γγ γ

γ γ

+

∈ ∈

 
= + + + 

 
∑ ∑

A M\ A

 

2 11
uu uu

duu duu duu
duu duuxM x M x y y x y x y

γ γ γγ γ γ

γ γ γ∈ ∈ ∈

 
= + + + − 

 
∑ ∑ ∑

A M A

 

21
uu uu

duu duu duu
duu duuxM x M y x y x y x y

γ γ γγ γ γ

γ γ γ∈ ∈ ∈

 
= + + + − 

 
∑ ∑ ∑

A M A

 

( )21 duu duu uu duu uuxM x M yA M A= + + + −  

 
και άρα 

( )2 2 21 1 .duu duu duu duu uuM xM x M x y M A= + + + −  ( )1  
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Στη συνέχεια θα βρεθεί η γεννήτρια συνάρτηση .uuA  Χρησιµοποιώντας τη 

διαµέριση του συνόλου ,u uu uh ud= ∪ ∪A A A A  προκύπτει ότι 

.uu u uh udA A A A= − −  ( )2  

 

Κάθε µονοπάτι Motzkin ∈ uha A γράφεται κατά µοναδικό τρόπο στη µορφή  

,a uh dκ γ=  όπου , ,κ γ ∈M  

 

ενώ κάθε µονοπάτι Motzkin ∈ hua A γράφεται κατά µοναδικό τρόπο στη µορφή 

,a hu dκ γ=  όπου , .κ γ ∈M  

 
Παρατηρούµε ότι υπάρχει µια αµφιµονοσήµαντη απεικόνιση µεταξύ των 
συνόλων uhA  και ,huA  η οποία διατηρεί το µήκος και τον αριθµό των 

εµφανίσεων του προτύπου .duu  Εποµένως, όπως στην απόδειξη της 
πρότασης 1.3.1 

.uh huA A=  

 

Καθώς κ γ=a hu d όπου , ,κ γ ∈M  άρα  

.uh hu uA A xA= =  

 
Εξάλλου  

uA
,

u d duuu dx y
β γ

β γ

β γ∈
= ∑

M

 

,

udduu duuudx y
β γ

β γ

β γ

+
+

∈
= ∑

M

 

ududduu duux y x y
β γβ γ

β γ∈ ∈
= ∑ ∑

M M

 

ud

duu duux y x y
β ββ β

β β∈ ∈
= ∑ ∑

M Α

 

,= ⋅duu udM A  

 
οπότε 

 .u
ud

duu

A
A =

Μ
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Αντικαθιστώντας στην (2), έχουµε ότι 

uuA  = − −
Μ

u
u u

duu

A
A xA  

 
και άρα 

1
1 .uu u

duu

A A x
 

= − − Μ 
 ( )3  

 

Χρησιµοποιώντας τη διαµέριση του συνόλου { } ,h uε= ∪ ∪M A A  προκύπτει ότι 

για τη γεννήτρια συνάρτηση ( , )=u uA A x y  του συνόλου uΑ  ισχύουν οι ισότητες: 

uA
∈

= ∑
u

a duua

a

x y
Α

 

           ή 
 µε 

ε
β β

−

∈ =
= ∈

= ∑ ∑
a aduu duua a

a a
a h

x y x y
M

M

 

hduu duuh
duuM x y x y

ε βε β

β∈
= − − ∑

M

 

1 duu
duuM x x y

β
β

β∈
= − − ∑

M

 

1= − −duu duuM xM  

( )1 1.duux M= − −  

 
Αντικαθιστώντας στην (3), έχουµε ότι 

uuA ( )( ) 1
1 1 1  duu

duu

x M x
 

= − − − − Μ 
 

( )( )2
1 1

 .duu

duu

x M

M

− −
=  

 

Αντικαθιστώντας την παραπάνω έκφραση της uuA  στην (1), έχουµε ότι 

( )
( )( )2

2 2 2
1 1

1 1 duu
duu duu duu duu

duu

x M
M xM x M x y M

M

− −
= + + + −  

 
και άρα 

( ) ( )( )22 2 21 1 1 1 .duu duu duu duuM xM x M x y x M= + + + − − −  (2.3.14) 
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15. Το πρότυπο dhu 

Χρησιµοποιώντας τη διάσπαση των µονοπατιών Motzkin και τις σχέσεις: 

1 ,hβ β= +  
dhu dhu

hβ β=  

 
και 

2 ,u dβ γ β γ= + +  [ ],hudhu dhu dhu
u dβ γ β γ γ= + + ∈ Α  

 

προκύπτει ότι για τη γεννήτρια συνάρτηση ( ),duu duu x yM M=  του συνόλου των 
µονοπατιών Motzkin ως προς τις παραµέτρους ‘‘µήκος’’ και ‘‘αριθµός 
εµφανίσεων του προτύπου dhu στο µονοπάτι’’, ισχύουν οι εξής ισότητες: 

dhuM
,

a a aa adhua dhu dhu dhu

a h a u da

x y x y x y x y
β γ

εε

β β γ
β ∈
= =∈
∈

= = + +∑ ∑ ∑
M

M
M

 

,

u dhh u ddhu dhu dhux y x yx y
β γββ β γ

β β γ

εε

∈ ∈
= + +∑ ∑

M M

 

[ ]1 2

,
1 hudhu dhu dhux y x yβ β γ γβ β γ

β β γ

+ + ∈+ + +

∈ ∈
= + +∑ ∑ Α

M M

 

[ ]1 2

,
1 hudhu dhu dhux x y x x x y yβ β γ γβ β γ

β β γ

+ ∈

∈ ∈
= + +∑ ∑ Α

M M

 

[ ]2

,
1 hudhu dhu dhux x y x x x y y

β β γ γβ β γ

β β γ

+ ∈

∈ ∈
= + +∑ ∑

Α

M M

 

[ ]21 hudhu dhu dhux x y x x y x y
β β γ γβ β γ

β β γ

+ ∈

∈ ∈ ∈
= + +∑ ∑ ∑

Α

M M M

 

[ ]21 hudhu
dhu dhuxM x M x y

γ γγ

γ

+ ∈

∈
= + + ∑

Α

M

 

2 1
1

γ γγ γ

γ γ

+

∈ ∈

 
= + + + 

 
∑ ∑

hu hu

dhu dhu
dhu dhuxM x M x y x y

A M\ A

 

2 11
hu hu

dhu dhu dhu
dhu dhuxM x M x y y x y x y

γ γ γγ γ γ

γ γ γ∈ ∈ ∈

 
= + + + − 

 
∑ ∑ ∑

A M A

 

21
hu hu

dhu dhu dhu
dhu dhuxM x M y x y x y x y

γ γ γγ γ γ

γ γ γ∈ ∈ ∈

 
= + + + − 

 
∑ ∑ ∑

A M A

 

( )21 dhu dhu hu dhu huxM x M yA M A= + + + −  

 
και άρα 

( )2 2 21 1 .dhu dhu dhu dhu huM xM x M x y M A= + + + −  ( )1  
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Στη συνέχεια θα βρεθεί η γεννήτρια συνάρτηση .huA  Κάθε µονοπάτι Motzkin 

∈ hha A γράφεται κατά µοναδικό τρόπο στη µορφή  

,a hhβ=  όπου β ∈M.  

 

Χρησιµοποιώντας τη διαµέριση του συνόλου { } ,h hh huh= ∪ ∪A A A  αλλά και τις 
σχέσεις:  

2 ,hhβ β= +   ,
dhu dhu

hhβ β=  

 

προκύπτει ότι για τη γεννήτρια συνάρτηση ( , )=hu huA A x y  του συνόλου huΑ  
ισχύουν οι ισότητες: 

huA
∈

= ∑
hu

a dhua

a

x y
Α

 

         
 µε β β
=∈

= ∈

= −∑ ∑
h

aa dhua adhu

a h ήa
a hh

x y x y
A

M

 

 

βββ β

ββ ∈∈

= − −∑ ∑
hhh hh dhuh hhdhu dhux y x y x y

MM

 

2

 

βββ β

ββ ∈∈

= − −∑ ∑ dhudhux x y x x x y
MM

 

2= − −dhu dhuxM x x M  

( )( )1 1 .dhux x M= − −  

 

Αντικαθιστώντας την παραπάνω έκφραση της huA στην (1), έχουµε ότι 

( ) ( )( )2 2 21 1 1 1dhu dhu dhu dhu dhuM xM x M x y M x x M= + + + − − −  

 
και άρα 

( ) ( )( )2 2 31 1 1 1 .dhu dhu dhu dhu dhuM xM x M x y M x M= + + + − − −  (2.3.15) 
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Συνοπτικά, έχουµε: 
 

Πρότυπο Γεννήτρια Συνάρτηση 

uu ( ) ( )( )2 2 21 1 1 1uu uu uu uu uuM xM x M x y M x M= + − + − − −  

uh ( )2 2 3 21 1= + + + −uh uh uh uhM xM x M x y M  

ud ( )2 2 21 1= + + + −ud ud ud udM xM x M x y M  

hu ( )2 2 3 21 1= + + + −hu hu hu huM xM x M x y M  

hh ( ) ( )( )2 2 21 1 1 1= + + + − − −hh hh hh hh hhM xM x M x y x M M  

du ( ) ( )( )2 2 21 1 1 1= + + + − − −du du du du duM xM x M x y M x M  

 

Πρότυπο Γεννήτρια Συνάρτηση 

uuu ( ) ( )( )2 2 2 2 31 1 1 1uuu uuu uuu uuu uuu uuuM xM x M x y M x x x M M= + + + − − − − −  

uuh ( )2 2 5 31 1uuh uuh uuh uuhM xM x M x y M= + + + −  

uud ( )2 2 4 21 1uud uud uud uudM xM x M x y M= + + + −  

uhu ( ) ( )( )2 2 31 1 1 1uhu uhu uhu uhu uhuM xM x M x y M x M= + + + − − −  

uhh ( )2 2 4 21 1uhh uhh uhh uhhM xM x M x y M= + + + −  

uhd ( )2 2 31 1= + + + −uhd uhd uhd uhdM xM x M x y M  

udu ( ) ( )( )2 2 21 1 1 1udu udu udu uuuM xM x M x y x M= + + + − − −  

udh ( )2 2 31 1udh udh udh udhM xM x M x y M= + + + −  

huu ( )2 2 5 31 1huu huu huu huuM xM x M x y M= + + + −  

huh ( ) ( )( )2 2 3 21 1 1 1= + + + − − −huh huh huh huh huh huhM xM x M x y M x M M  

hhu ( )2 2 4 21 1= + + + −hhu hhu hhu hhuM xM x M x y M  

hhh ( ) ( )( )( )2 2 21 1 1 1 1hhh hhh hhh hhh hhhM xM x M x y x x M M x= + + + − − + − −  

hdu ( ) ( )( )2 321 1 1 1= + + + − − −hdu hdu hdu hdu hduM xM x M x y M x M  

duu ( ) ( )( )22 2 21 1 1 1duu duu duu duuM xM x M x y x M= + + + − − −  

dhu ( ) ( )( )2 2 31 1 1 1= + + + − − −dhu dhu dhu dhu dhuM xM x M x y M x M  
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2.4. Επίλυση 2.4. Επίλυση 2.4. Επίλυση 2.4. Επίλυση εξισώσεων γεξισώσεων γεξισώσεων γεξισώσεων γεννητριών εννητριών εννητριών εννητριών σσσσυναρτήσεωνυναρτήσεωνυναρτήσεωνυναρτήσεων    

Στη παράγραφο αυτή θα επιλύσουµε τις εξισώσεις των γεννητριών 
συναρτήσεων που βρέθηκαν για κάθε πρότυπο µήκους 2 και 3. Η επίλυσή τους 
θα γίνει µε τη χρήση του θεωρήµατος αντιστροφής Lagrange, µέσω του οποίου 
θα βρεθεί ο συντελεστής    

n kx y  της εξεταζόµενης γεννήτριας συνάρτησης. 

Λόγω του όγκου των πράξεων αλλά και καθώς η εύρεση του τύπου για 
κάθε γεννήτρια συνάρτηση ( ),M x y  ξεφεύγει από τους σκοπούς της παρούσας 

εργασίας, θα επιλυθούν ενδεικτικά 3 εξισώσεις γεννητριών συναρτήσεων 
προτύπων µήκους 2 – οι εξισώσεις των ( , ),  ( , ),  ( , )uu ud hhM x y M x y M x y  – και 1 
εξίσωση γεννήτριας συνάρτησης προτύπου µήκους 3 – η εξίσωση της 

( , ).uhdM x y  

 

1. Επίλυση της εξίσωσης της γεννήτριας συνάρτησης Μuu 

Όπως είδαµε: 

( ) ( )( )2 2 21 1 1 1 .uu uu uu uu uuM xM x M x y M x M= + + + − − −  

 

Αν τεθεί ( ) ( )( ) ( )( ) 21 1 1 ,H x y x y x yλ λ λ= + − + + −  παρατηρούµε ότι:  

( ) ( )( ), 1 , ,uu uuM x y xH M x y= +  

 
οπότε, σύµφωνα µε το θεώρηµα αντιστροφής του Langrange, θα ισχύει: 

( ) ( )11
, 1 .m m m

udx M x y H
m

λ λ−   = +     

Είναι 

( ) 1H λ+ ( )( )( ) ( )( )( )2
1 1 1 1 1 ,x y x y x yλ λ= + − + + + − +  

 
και εποµένως 

( ) 1 λ+mH ( )( )( ) ( )( )( )( )2
1 1 1 1 1λ λ= + − + + + − +

m

x y x y x y  

 ( )( )( )( ) ( )( )( )( )2

0

1 1 1 1 1
α

λ λ
−

=

 
= + − + + − + 

 
∑

m am am
x y x y x y

a
 

 ( )( ) ( ) ( )( ) ( )2

0

1 1 1 1 1
α

λ λ
− −

=

 
= + − + + − + 

 
∑

m
m a am a aam

x y x y x y
a

 

 ( )( ) ( )( ) ( )
0

1 1 1 1
α

λ
− +

=

 
= + − + − + 

 
∑

m
m a a m aam

x y x y x y
a
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 ( )( ) ( )( )
0 0

1 1 1 ,
   

m m a
m a aa b

b

m m a
x y x y x y

a bα

λ
+

−

= =

+   
= + − + −   

   
∑ ∑  

 
οπότε 

( ) ( )( ) ( )( )
( )

2

0

 1 1 1 1 .
   

m m
m a am a b

b a b m

m m a
H x y x y x y

a b
λ λ

+

−

= = −

+  
+ = + − + −  

  
∑ ∑  

 

Κατά συνέπεια, ο συντελεστής του 1λ −m  στο ανάπτυγµα του πολυωνύµου 

( )1 λ+mH είναι: 

( )( ) ( )( )
0

1 1 1 .
1

m
m a aa

a

m m a
x y x y x y

a m

−

=

+  
+ − + −  −  

∑  

 
Από τον ορισµό της γεννήτριας συνάρτησης έχουµε: 

( ),uuM x y  ( )
0 1 1

1 1 ,
∞ ∞ ∞

= = =

 = = + = +  ∑ ∑ ∑m m m m
m m uu

m m m

a x a x x M x y x  

 ( )( ) ( )( )
1 0

1
1 1 1 1

1

∞
−

= =

 +  
= + + − + −   −   

∑ ∑
m

m a aa m

m a

m m a
x y x y x y x

a nm
 

  ( )( ) ( )( )
1 0

1
1 1 1 1

1

∞
− +

= =

+  
= + + − + −  −  

∑∑
m

m a am a

m a

m m a
x y x y x y

a mm
 

 ( ) ( )
1 0 0 0

1
1 1 1

1    

∞ −
+ −

= = = =

+ −      
= + − −      −      

∑∑ ∑ ∑
m m a a

c dc m a a d d

m a c d

m m a m a a
x y x y x y

a m c dm
 

 ( ) ( )
1 0 0 0

1
1 1 1

1    

∞ −
+ −

= = = =

+ −    
= + − −    −    

∑∑∑∑
m m a a

c dc m a a d d

m a c d

m m a m a a
x y x y x y

a m c dm

 ( )
1 0 0 0

1
1 1

1    

∞ −
++ + + −

= = = =

+ −    
= + −    −    

∑∑∑∑
m m a a

c dm a c d a d

m a c d

m m a m a a
x y y

a m c dm
 

 ( )
1 0 0 0 0

1
1

1       

∞ − +
+ + + −

= = = = =

+ − +      
= + −      −      

∑∑∑∑ ∑
m m a a c d

rm a c d a d

m a c d r

m m a m a a c d
x y y

a m c d rm
 

 ( )
1 0 0 0 0

1
1 1

1       

m m a a c d
rm a c d a r d

m a c d r

m m a m a a c d
x y

a m c d rm

∞ − +
+ + + + −

= = = = =

+ − +      
= + −      −      

∑∑∑∑ ∑  

 ( )
1 0 0 0 0

1
1 1

1       

∞ − +
+ + + + −

= = = = =

+ − +     
= + −     −     

∑∑∑∑∑
m m a a c d

r m a c d a r d

m a c d r

m m a m a a c d
x y

a m c d rm
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 ( ) ( )
( ) ( ) ( )1 0 0 0 0

!
1 1 .

   1 ! ! ! ! !

m m a a c d
r m a c d a r d

m a c d r

c dm a
x y

ra c m a c a d d

∞ − +
+ + + + −

= = = = =

++  
= + −  + − − −  

∑∑∑∑∑  

 

Αν τεθούν ,= + + +n m a c d  ,= + −k a r d  ,= +i a c  και  = −j a d  προκύπτει ότι 

( ),uuM x y  ( ) ( )
( ) ( ) ( )

{ }min , 22 2

1 0 0 0

!
1 1

1 ! ! 2 ! ! !

n n
i j n ik

k j

n k i k j d

n i j

j d i j d n i d j d

   
    − −∞    

−

= = = = =

− +
= + − ⋅

+ + − − − −∑∑∑∑ ∑  

   
− 

 − 

n ki j
x y

k j
 

 ( )
( ) ( )

( ){ }min , 22 2

1 0 0 0

!1 1
1 1

1 ! 2 ! !

n n
i j n ik

k j

n k i k j d

n i j

i n i j

   
    − −∞    

−

= = = = =

− +
= + − ⋅

+ −∑∑∑∑ ∑  

 
( )

( ) ( )
( )

( )
1 ! 2 !

1 ! ! 2 ! !

+ −

+ + − − − −

i n i

j d i j d n i d d

− 
 − 

n ki j
x y

k j
 

 ( )
( ) ( )

( ){ }min , 22 2

1 0 0 0

!1 1
1 1

1 ! 2 ! !

n n
i j n ik

k j

n k i k j d

n i j

i n i j

   
    − −∞    

−

= = = = =

− +
= + − ⋅

+ −∑∑∑∑ ∑  

   
   1 2

.
   

n ki n i i j
x y

i j d d k j

+ − −   
   − − −   

 

 
Εποµένως, για 1≥n  θα είναι 

  
n k

uux y M  
( ) ( )

( ) ( )2

0 0

   1 2!1
1

   2 ! 1 ! !

n
i jk

k j

i k j d

i j i n in i j

k j i j d dn i i j

 
  − 

−

= = =

− + −− +    
= −     − − −− +     
∑ ∑ ∑  

  
( )

( ) ( )
( ) ( )21

0

1!1
1

   2 ! 1 ! !

 
  

−

= =

− − +− +   
= −    − −− +    
∑ ∑

n

k
k j

i k j

i j n in i j

k j i jn i i j
        

 ( )
( ) ( ) ( )

( ) ( )
( ) ( )

2

0

1 ! !
1

2 ! 1 ! ! ! ! 2 1 !

 
  

−

= =

− + − +
= −

− + − − − + +∑ ∑
n

k
k j

i k j

n i n i j

n i i i k k j j n i j
 

 
 

1
Χρησιµοποιήθηκε η ταυτότητα Vandermonde: 

0

   

   

µ α β α β
µ µ=

+    
=    −    

∑
d d d

(Ταυτότ 3.1 στο [5]). 
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 ( ) ( )
( )

2

0

1 !
1  .

   1 2 1 ! !

n

k
k j

i k j

n i i k n i j

i k j n i j i

 
  

−

= =

− + − +    
= −    + − + +    
∑ ∑  

 

Για τον πρώτο όρο του προηγούµενου αθροίσµατος (δηλαδή για i k= ) 
διακρίνουµε τις εξής περιπτώσεις: 

 

1. Αν 0,k =  τότε ο πρώτος όρος ισούται µε 

( ) ( )
( )

0

0

1 0 !
  1  

   1 0 1 !
j

j

n n j

n j

−

=

+ +  
−   + +  

∑  

( ) 1
1

1
n

n
= +

+
 

= 1. 

 

2. Αν 1k ≥  τότε: 

( ) ( )
( )0

!
  1

2 1 ! !

k
k j

j

k n i j

j n i j i

−

=

− + 
−   − + + 

∑  

( )
0

1
1

   1

k
k j

j

k n k j

j kk

−

=

− +  
= −   −  

∑  

( )2   1
1

− 
=  − + 

n k

n kk
 

0,=  

οπότε ο πρώτος όρος ισούται µε 0. 
 
Κατόπιν τούτου είναι: 

  
n k

uux y M  ( )
2

,0
1 0

11
1

   1    1

n

k
k j

k
i k j

n i i k n i j

i k j ii
δ

 
  

−

= + =

− + − +     
= − +     + −     
∑ ∑  

 

2
Χρησιµοποιήθηκε η ταυτότητα: ( )

( )

1
      

k
k v

v

k n n

v k kµ

µ ν µ
µ+

−

= −

+ + +    
− =    +    

∑ (Ταυτ. 3.48 στο [5]). 
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και άρα ( )3  

  
n k

uux y M  
2

,0
1

1   1
.

   1 1

n

k
i k

n i i n i

i k i ki
δ

 
  

= +

− + −   
= +   + − −   
∑                                            (2.4.1) 

Παράδειγµα 1. Για να υπολογίσουµε το µήκος των µονοπατιών µήκους 6 µε 1  
εµφάνιση του προτύπου ,uu  έχουµε από την σχέση (2.4.1) για 6=n  και 1=k : 

6 1   uux y M  ( )
3 1

1

1,0
2 0

6 1 1 61
1

   1 1    1
δ−

= =

− + − +     
= − +     + −     
∑ ∑ j

i j

i i i j

i j ii
 

 ( ) ( )
3

1 0

2

6 1 1 6 1 6 11
1 1

   1 1 0 1 1    1=

 − + − − +        
= − + −         + − −         
∑
i

i i i i

i i ii
 

 
3

2

6 1 6 1 61

   1 1    1 1=

 − + − + −      
= −       + − −       
∑
i

i i i i

i i ii
 

 

6 2 1 2 6 2 1 6 2 6 3 1 3 6 3 1 6 31 1
   2 1 1    2 1 2 1    3 1 1    3 1 3 12 3

   − + − + − − + − + −             
= − + −                + − − + − −                
 

 
5 2 5 4 4 3 4 31 1
3 1 1 1 4 1 2 22 3

                  
= − + −                  

                  
 

 ( ) ( )1 1
10 2 5 4 1 3 6 3

2 3
= ⋅ ⋅ ⋅ − + ⋅ ⋅ ⋅ − 10 3 13.= + =  

Εποµένως υπάρχουν 13 µονοπάτια µήκους 6 και µε 1 εµφάνιση του 
προτύπου ,uu  τα οποία απεικονίζονται στο σχήµα 2.1. 

 

       

      
Σχήµα 2.1: Mονοπάτια Motzkin µήκους 6 µε 1 εµφάνιση του προτύπου uu 

 

3
Χρησιµοποιήθηκε η ταυτότητα: ( )

( )

1
      

k
k v

v

k n n

v k kµ

µ ν µ
µ+

−

= −

+ + +    
− =    +    

∑ (Ταυτ. 3.48 στο [5]). 
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Πίνακας 2.1: Οι πρώτοι όροι της ακολουθίας (2.4.1) 

\k n  1 2  3 4  5  6  7  8  9  10 

0  1 2  4  8  17 37 82 185 423 978 

1 −  0  0  1 4  13 40  116 326 899 

2  −  −  0  0  0  1 5  21 80 279 

3 −  −  −  0  0  0  0  1 6  31 

4  −  −  −  −  0  0  0  0  0  1 
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2. Επίλυση της εξίσωσης της γεννήτριας συνάρτησης Μud 

 
Όπως είδαµε: 

( )2 2 21 1 .ud ud ud udM xM x M x y M= + + + −  

 

Αν τεθεί ( ) ( )( ) 21 1 ,H x y xλ λ λ= + − +  παρατηρούµε ότι:  

( ) ( )( ), 1 , ,ud udM x y xH M x y= +   

 
οπότε, σύµφωνα µε το θεώρηµα αντιστροφής του Langrange, θα ισχύει: 

( ) ( )11
, 1 .m m m

udx M x y H
m

λ λ−   = +     

 
Είναι 

( ) 1H λ+ ( )( )( ) ( )2
1 1 1 1 ,x y xλ λ= − − + + +  

 
και εποµένως 

( ) 1 λ+mH ( )( )( ) ( )( )2
1 1 1 1λ λ= − − + + +

m

x y x  

 ( )( )( )( ) ( )( )2

0

1 1 1 1
α

λ λ
−

=

 
= − − + + 

 
∑

m am am
x y x

a
 

 ( )( ) ( ) ( )2

0

1 1 1 1
α

λ λ
− −

=

 
= − − + + 

 
∑

m
m a m a aam

x y x
a

 

 ( )( ) ( )
0

1 1 1
α

λ
− +

=

 
= − − + 

 
∑

m
m a m aam

x y x
a

 

 ( )( )
0 0

1 1 ,
   

m m a
m a a b

b

m m a
x y x

a bα

λ
+

−

= =

+   
= − −   

   
∑ ∑  

 
οπότε 

( ) ( )( )
( )

2

0

 1 1 1 .
   

m m
m am a b

b a b m

m m a
H x y x

a b
λ λ

+

−

= = −

+  
+ = − −  

  
∑ ∑  
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Κατά συνέπεια, ο συντελεστής του 1λ −m  στο ανάπτυγµα του πολυωνύµου 

( )1 λ+mH είναι: 

( )( )
0

1 1 .
1

m
m a a

a

m m a
x y x

a m

−

=

+  
− −  −  

∑  

 
Από τον ορισµό της γεννήτριας συνάρτησης έχουµε: 

( ),udM x y ( )
0 1 1

1 1 ,
∞ ∞ ∞

= = =

 = = + = +  ∑ ∑ ∑m m m m
m m ud

m m m

a x a x x M x y x  

 ( )( )
1 0

1
1 1 1

1

∞
−

= =

 +  
= + − −   −   

∑ ∑
m

m a a m

m a

m m a
x y x x

a mm
 

 ( )( )
1 0

1
1 1 1

1

∞
− +

= =

+  
= + − −  −  

∑∑
m

m a m a

m a

m m a
x y x

a mm
 

 ( ) ( )
1 0 0

1
1 1

1    

∞ −
+

= = =

+ −    
= + − −    −    

∑∑ ∑
m m a

c c m a

m a c

m m a m a
x y x

a m cm
 

 ( ) ( )
1 0 0

1
1 1 1

1    

∞ −
+ +

= = =

+ −     
= + − −     −     

∑∑∑
m m a

c cm a c

m a c

m m a m a
x y

a m cm
 

 ( ) ( )
1 0 0 0

1
1 1

1    

∞ −
+ +

= = = =

+ −     
= + − −     −     

∑∑∑ ∑
m m a c

c km a c

m a c k

m m a m a c
x y

a m c dm
 

 ( )
1 0 0 0

1
1 1

1    

∞ −
+ + +

= = = =

+ −    
= + −    −    

∑∑∑∑
m m a c

c k m a c k

m a c k

m m a m a c
x y

a m c km
 

 ( ) ( )
( ) ( ) ( )1 0 0 0

!
1 1

! 1 ! ! ! !

∞ −
+ + +

= = = =

+
= + −

+ − − −∑∑∑∑
m m a c

c k m a c k

m a c k

m a
x y

a a m a c k c k
 

 ( )
( ) ( )

( )
( )1 0 0 0

!1 !
1 1

! ! ! !

m m a c
c k

m a c k

a cm

m m a c a c a c k k

∞ −
+

= = = =

+
= + − ⋅

− − + + −∑∑∑∑  

 
( )

( ) ( )
( )

( )
! !

1 ! 1 ! ! !
+ ++ + −

+ − −
m a c km a a c k

x y
a m a c k

 

 ( )
1 0 0 0

  1
1 1 .

   1    

m m a c
c k m a c k

m a c k

m a c m a a c k
x y

a c k m c km

∞ −
+ + +

= = = =

+ + + −    
= + −     + − −    

∑∑∑∑
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Αν τεθούν ,n m a c= + +  = +i a c και = −j c k  προκύπτει ότι 

( ),udM x y ( )
2 2

1 0

  1
1 1 .

   1

m m

i
c k n k

n k i d c k

n i i n c i k
x y

i k n i c kn i

   
   ∞    

+

= = = =

− − −    
= + −     − − −−     

∑∑∑∑  

 
Εποµένως, για 1≥n  θα είναι 

  
n k

udx y M ( )
2   1

1
   1

 
  

+

= =

− − −     
= −     − − −−      
∑ ∑

n

i
c k

i k c k

n i i n c i k

i k n i c kn i
 

( )
2

0

1
1

   1   

 
  − 

= =

− − − −     
= −     − −−      
∑ ∑

n

i k
j

i k j

n i i n k j i k

i k n i jn i
 

( ) 24       1
   2 1

 
  

=

− −   
=    − + −−    
∑

n

i k

n i i n i

i k n i kn i
 

 
και τελικά 

  
n k

udx y M
2    1

.
   1

n

i k

n i i n i

i k i kn i

 
  

=

− −   
=    − +−    
∑                                             (2.4.2) 

Παράδειγµα 2. Για να υπολογίσουµε το µήκος των µονοπατιών µήκους 5 µε 1  
εµφάνιση του προτύπου ,ud  έχουµε από την σχέση (2.4.2) για 5=n  και 1=k : 

5 1   udx y M  
2

1

5   51

   1 1 15=

− −   
=    − +−    
∑
i

i i i

i ii
 

  
4 1 4 3 2 31 1

4 6 10.
1 1 1 2 1 24 3

       
= + = + =       

       
 

Εποµένως υπάρχουν 10 µονοπάτια µήκους 5 και µε 1 εµφάνιση του 
προτύπου ,ud  τα οποία απεικονίζονται στο σχήµα 2.2: 

 

 

4
Χρησιµοποιήθηκε η ταυτότητα: ( )

0

1
   

n
j

j

n x j x n

j r r n=

− −    
= − =    −    
∑  (Ταυτ. 3.49 στο [5]). 
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Σχήµα 2.2 Mονοπάτια Motzkin µήκους 5 µε 1 εµφάνιση του προτύπου ud 

 

Πίνακας 2.2: Οι πρώτοι όροι της ακολουθίας (2.4.2) 

\k n  1 2  3 4  5  6  7  8  9  10 

0  1 1 2  4  8  17 37 82 185 423 

1 −  1 2  4  10 24  58 143 354 881 

2  −  −  0  1 3 9  28 81 231 653 

3 −  −  −  0  0  1 4  16 60 205 

4  −  −  −  −  0  0  0  1 5  25 
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3. Επίλυση της εξίσωσης της γεννήτριας συνάρτησης Μhh 

Όπως είδαµε:    

( ) ( )( )2 2 21 1 1 1 .hh hh hh hh hhM xM x M x y x M M= + + + − − −  

 

Αν τεθεί ( ) ( ) ( )( ) 21 1 1 ,H y y x x yλ λ λ= − + + + −  παρατηρούµε ότι:  

( ) ( )( ), 1 , ,hh hhM x y xH M x y= +  

 
οπότε σύµφωνα µε το θεώρηµα αντιστροφής του Langrange θα ισχύει: 

( ) ( )11
, 1 .m m m

hhx M x y H
m

λ λ−   = +     

 
Είναι 

( ) 1H λ+ ( ) ( ) ( )( )( )2
1 1 1 1 1 ,y y x x yλ λ= − + + + + − +  

 
και εποµένως 

( ) 1 λ+mH  ( ) ( ) ( )( )( )( )2
1 1 1 1 1λ λ= − + + + + − +

m

y y x x y  

 ( ) ( )( ) ( )( )( )( )2

0

1 1 1 1 1λ λ
−

=

 
= − + + + − + 

 
∑

m am a

a

m
y y x x y

a
 

 ( ) ( )( ) ( )( ) ( )2

0

1 1 1 1 1λ λ
−

=

 
= − + + + − + 

 
∑

m
m a a aa

a

m
y y x x y

a
 

 ( ) ( ) ( )( ) ( )2

0 0

1 1 1 1 1
  

λ λ
−

− −

= =

−   
= − + + − +   

   
∑ ∑

m m a
am a b b ab a

a b

m m a
y y x x y

a b
 

 ( ) ( )( ) ( )2

0 0

1 1 1 1
  

λ
−

− − +

= =

−  
= − + − +  

  
∑∑

m m a
am a b a ba b

a b

m m a
y x y x y

a b
 

 ( ) ( )( )
2

0 0 0

2
1 1 1

      
λ

− +
− −

= = =

− +    
= − + −    

    
∑∑ ∑

m m a a b
am a b a b s

a b s

m m a a b
y x y x y

a b s
 

 ( ) ( )( )
2

0 0 0

2
1 1 1 ,

      

m m a a b
am a b a b s

a b s

m m a a b
y x y x y

a b s
λ

− +
− −

= = =

− +   
= − + −   

   
∑∑∑  
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οπότε 

( ) ( ) ( )( )
( )( )

2

0 2

2
 1 1 1 1 .

      

m m m a
am a bm a b s

s a s m b s a

m m a a b
H y x y x y

a b s
λ λ

+ +

−
− −

= = − = −

− +   
+ = − + −   

   
∑ ∑ ∑  

 

Κατά συνέπεια, ο συντελεστής του 1λ −m  στο ανάπτυγµα του πολυωνύµου 

( )1 λ+mH είναι: 

( ) ( )( )
( )0 2

2
1 1 1 .

   1

m m a
am a b a b

a b s a

m m a a b
y x y x y

a b m+

−
− −

= = −

− +   
− + −   −   

∑ ∑  

 
Από τον ορισµό της γεννήτριας συνάρτησης έχουµε: 

( ),hhM x y ( )
0 1 1

1 1 ,
∞ ∞ ∞

= = =

 = = + = +  ∑ ∑ ∑m m m m
m m uh

m m m

a x a x x M x y x  

 ( ) ( )( )
( )1 0 2 1

21
1 1 1 1

   1

m m a
am a b a b m

m a b m a

m m a a b
y x y x y x

a b mm +

∞ −
− −

= = = − −

 − +   
 = + − + −    −    

∑ ∑ ∑  

 ( ) ( )( )
( )1 0 2 1

21
1 1 1 1

   1

m m a
am a b m a b

m a b m a

m m a a b
y x y x y

a b mm+

∞ −
− − +

= = = − −

− +   
= + − + −   −   

∑∑ ∑  

 ( ) ( )( )
( )1 0 02 1

21
1 1 1

    1

n m a a
cm a b m a b

m a cb m a

m m a a b a
y x y x y

a b m cm+

∞ −
− − +

= = == − −

− +     
= + − −     −     

∑∑ ∑ ∑                                                            

 ( )
( )1 0 02 1

21
1 1

   1+

∞ −
− − + + +

= = == − −

− +    
= + −    −    

∑∑ ∑ ∑
m m a a

m a b c m a c b

m a cb m a

m m a a b a
y x y

a b m cm
 

 ( )
( )1 0 0 02 1

21
1

  1         +

∞ − − − +
+ +

= = = == − −

− + − − +      
= + −      −      

∑∑ ∑ ∑ ∑
m m a a m a b c

d m a c b

m a c db m a

m m a a b a m a b c
y x y

a b m c dm

 ( )
( )1 0 0 02 1

21
1 1

   1         +

∞ − − − +
+ + +

= = = == − −

− + − − +     
= + −     −     

∑∑ ∑ ∑ ∑
m m a a m a b c

d m a c b d

m a c db m a

m m a a b a m a b c
x y

a b m c dm
 

 
( )

1 0 0 0 0

21
1 .

   1         

dm m a a m a b c
m a c b d

m a b c d

m m a a b a m a b c
x y

a b m c dm

∞ − − − +
+ + +

= = = = =

− + − − +−      
= +      −     

∑∑∑∑ ∑  
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Αν τεθούν = + +n m a c  και  = +k b d  προκύπτει ότι 

( ),hhM x y ( )
( )

2

1 0 0 04 1

21
1

            

n k
k bn k a

n k a cb n a

n a c n a c

a bn a c+

− 
− ∞  

= = = == − −

− − − −−   
= + ⋅  − −   

∑∑ ∑ ∑ ∑  

    2

1

+  
  − − −  

a b a

n a c c

2
,

    
n kn a b

x y
k b

− − 
 − 

 

 
oπότε για 1≥n  προκύπτει ότι 

  
n k

hhx y M  ( ) ( )
( ) ( )( )

2

0 4 1

22 !
1

    ! 2 ! 4 1 !

n k

k
k b

a b n a

n a ba b

k bb n a b a b n+

− 
  

−

= = − −

− −+  
= − ⋅ −− − + − +  
∑ ∑  

  
0

2 4 1

             =

− − + − +  
  −  

∑
a

c

n a b a b n

c a c
 

 
( )

( )
( ) ( )

( ) ( )( )

25

0 4 1

2 12 !1
1

   2 ! ! ! 4 1 !+

− 
  

−

= = − −

++  
= −  − − − + − +  
∑ ∑
n k

k
k b

a b n a

aa b

an a k k b b a b n
 

 ( )
( )

( )
( )

2

0 4 1

2 1      22 1 !
1

   4 12 ! ! +

− 
  

−

= = − −

+ +− −    
= −    − + +− −    
∑ ∑
n k

k
k b

a b n a

a k a bn a

a b a n bn a k k
 

 
( ) 26

0

2 2 1         21

       4 12

− 
  

=

− +   
=    − + +−    
∑
n k

a

n a a a

k a a n kn a
 

 
και τελικά 

  
n k

hhx y M  
2

0

   2 1 2 1
.

2       

n k

a
a

a n a
C

n a k k

− 
  

=

+ − −  
=   − −  
∑                                              (2.4.3) 

 

 

 

5
Χρησιµοποιήθηκε η ταυτότητα Vandermonde: 

0

   

   

µ α β α β
µ µ=

+    
=    −    

∑
d d d

 (Ταυτότ 3.1 στο [5]). 

6
Χρησιµοποιήθηκε η ταυτότητα: ( )

( )

1
     

k
k v

v

k n n

v kµ

µ ν µ
µ ν µ+

−

= −

+ + +    
− =    + +    

∑ [13]. 
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Παράδειγµα 3. Για να υπολογίσουµε το µήκος των µονοπατιών µήκους 7 µε 3  
εµφανίσεις του προτύπου ,hh  έχουµε από την σχέση (2.4.3) για 7n=  και 3k = : 

7 3
hhx y M    

2

0

2 1 6 2

4 2    3 a
a

a a
C

a=

+ −  
=   −  
∑  

  0 1 2

1 6 3 4 5 2
0 3 4 1 0 12.

4 3 2 3 0 3
C C C

        
= + + = + ⋅ ⋅ + =        
        

 

Εποµένως υπάρχουν 12 µονοπάτια µήκους 7 και µε 3 εµφανίσεις του 
προτύπου ,hh  τα οποία απεικονίζονται στο σχήµα 2.3: 

 

 

 
Σχήµα 2.3: Mονοπάτια Motzkin µήκους 7 µε 3 εµφανίσεις του προτύπου hh 

 

Πίνακας 2.3: Οι πρώτοι όροι της ακολουθίας (2.4.3) 

\k n  1 2  3 4  5  6  7  8  9  10 

0  1 1 3 5  11 25 55 129 303 721 

1 −  1 0  3 6  13 40  95 250 661 

2  −  −  1 0  3 9  16 60 155 415 

3 −  −  −  1 0  3 12 20  80 235 

4  −  −  −  −  1 0  3 15 25 100 
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4. Επίλυση της εξίσωσης της γεννήτριας συνάρτησης Μuhd    

Όπως είδαµε:    

( )2 2 31 1 .uhd uhd uhd uhdM xM x M x y M= + + + −  

 

Αν τεθεί  ( ) ( )( )21 1 ,H x x yλ λ λ= + + −  παρατηρούµε ότι 

( ) ( )( ), 1 , ,uhd uhdM x y xH M x y= +  

οπότε, σύµφωνα µε το θεώρηµα αντιστροφής του Langrange, θα ισχύει:  

( ) ( )11
, 1 .m m m

uhdx M x y H
m

λ λ−   = +     

Είναι 

( ) 1H λ+ ( ) ( ) ( )( )21 1 1 1 ,x x yλ λ= + + + + −  

 
και εποµένως 

( ) 1 λ+ =mH ( ) ( ) ( )( )( )21 1 1 1λ λ+ + + + −
m

x x y  

= ( ) ( ) ( )( )21 1 1 1λ λ+ + + + −
mm

x x y  

= ( )( ) ( )2

0

1 1 1 λ
− +

=

 
+ − + 

 
∑
m m a m aa

a

m
x x y

a
 

= ( )( )2

0 0

1 1
   

λ
+−

= =

+   
+ −   

   
∑ ∑
m m am aa b

a b

m m a
x x y

a b
 

= ( )( )2

0 0

1 1 ,
   

m m a m a a b

a b

m m a
x y x

a b
λ

+ −

= =

+  
+ −  

  
∑∑  

 
oπότε 

( ) ( )( )
( )

2
2

0

 1 1 1 .
   

m m m am a b

b a b m

m m a
H x y x

a b
λ λ

+

−

= = −

+  
+ = + −  

  
∑ ∑  

 

Κατά συνέπεια, ο συντελεστής του 1λ −m  στο ανάπτυγµα του πολυωνύµου 

( )1 λ+mH είναι: 

( )( )2

0

1 1 .
1

m m a a

a

m m a
x y x

a m

−

=

+  
+ −  −  

∑  
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Από τον ορισµό της γεννήτριας συνάρτησης έχουµε: 

( ), =uhdM x y ( )
0 1 1

1 1 ,
∞ ∞ ∞

= = =

 = + = +  ∑ ∑ ∑m m m m
m m uu

m m m

a x a x x M x y x  

= ( )( )2

1 0

1
1 1 1

1

∞ −

= =

 +  
+ + −   −   
∑ ∑

m m a a m

m a

m m a
x y x x

a mm
 

= ( )( )2

1 0

1
1 1 1

1

∞ − +

= =

+  
+ + −  −  
∑∑

m m a m a

m a

m m a
x y x

a mm
 

= ( )( )2

1 0 0

1
1 1

1    

∞ −

= = =

+ −    
+ −    −    
∑∑ ∑

m m a c

m a c

m m a m a
x y

a m cm
m ax +  

= ( ) 2

1 0 0

1
1 1

1    

∞ −
+ +

= = =

+ −   
+ −   −   
∑∑∑

m m a
c m a c

m a c

m m a m a
y x

a m cm
 

= ( ) 2

1 0 0 0

1
1 1

1    

∞ −
− + +

= = = =

+ −     
+ −     −     
∑∑∑ ∑

m m a c
c k m a c k

m a c k

m m a m a c
x y

a m c km
 

=
( ) 2

1 0 0 0

1
1

1    

−∞ −
+ +

= = = =

+ −−     
+     −    
∑∑∑∑

c km m a c
m a c k

m a c k

m m a m a c
x y

a m c km
 

= ( ) ( )
( ) ( ) ( )

2

1 0 0 0

!
1 1

! 1 ! ! ! !

∞ −
− + +

= = = =

+
+ −

+ − − −∑∑∑∑
m m a c

c k m a c k

m a c k

m a
x y

a a m a c k c k
 

= ( ) ( )
( )

( )
( ) ( )

( )
( )1 0 0 0

2 ! ! !
1 1

! 1 ! 2 ! ! ! !

m m a c
c k

m a c k

a m a m a

a a a m a m a k k

∞ −
−

= = = =

+ −
+ − ⋅

+ − − −∑∑∑∑  

( )
( ) ( )

2!

! !
+ +− −

− − −
m a c km a k

x y
m a c c k

 

= ( ) 2

1 0 0 0

1 1 .
  2    

m m a c
c k m a c k

a
m a c k

m a m a m a k
C x y

a k m a c

∞ −
− + +

= = = =

+ − − −   
+ −    − −   
∑∑∑∑  

 
Αν τεθούν 2= + +n m a c και  = +i a c προκύπτει ότι 

( ), =uhdM x y ( )
( )

{ }min , 22 2

1 0

2 2
1 1

2    

n n k
i n i

c k

i c
n k i k c k

n c n i
C

i c k

−   
    −∞    

−

−
= = = =

−  − 
+ − ⋅  −   
∑∑ ∑ ∑  

2
.

2
n kn i k

x y
n i c

− − 
 − − 
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Εποµένως για 1≥n  θα είναι 

  
n k

uhdx y M  ( )
( )

{ }min , 22 22 2
1 .

2      

n k
i n i

c k

i c
i k c k

n cn i n i k
C

i ck c k

− 
  − 

−

−
= =

− − − −   
= −     − −    
∑ ∑            (2.4.4) 

 

Παράδειγµα 3. Για να υπολογίσουµε το µήκος των µονοπατιών µήκους 8 µε 2  
εµφανίσεις του προτύπου ,uhd  έχουµε από την σχέση (2.4.4) για 8n=  και 2k = : 

8 2
uhdx y M    ( )

( )

{ }min ,8 23
2

2 2

8 28 2 6 2
1

2   2 2

i i
c

i c
i c

ci i
C

i c c

−
−

−
= =

− − −   
= −     − −    
∑ ∑  

 ( )
( )

2
2

2
2

8 24   2
1

2 22 2
c

c
c

c
C

c c
−

−
=

−    
= − +    − −    

∑  

 ( )
( )

2
2

3
2

8 22   0
  1

2 32 2
c

c
c

c
C

c c
−

−
=

−    
−     − −    

∑  

  ( ) ( )0 0

0 1

4 2 4 0
6 1 1 1

0 0 2 0
C C

     
= − + −     

     
 

 6 1 1 1 1 1 1 1 6 1 6 6 12.= ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ = + =  

 
Εποµένως υπάρχουν 12 µονοπάτια µήκους 8 και µε 2 εµφανίσεις του 

προτύπου ,uhd  τα οποία απεικονίζονται στο σχήµα 2.4: 

 

 
 

 
 

 
 

Σχήµα 2.4: Mονοπάτια Motzkin µήκους 8 µε 2 εµφανίσεις του προτύπου uhd 
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Πίνακας 2.4: Οι πρώτοι όροι της ακολουθίας (2.4.4) 

\k n  1 2  3 4  5  6  7  8  9  10 

0  1 2  3 7  15 36 85 209 517 1303 

1 −  −  1 2  6  14 39 102 280 758 

2  −  −  −  −  −  1 3 12 37 123 

3 −  −  −  −  −  −  −  −  1 4  

4  −  −  −  −  −  −  −  −  −  −  
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Κεφάλαιο 3Κεφάλαιο 3Κεφάλαιο 3Κεφάλαιο 3    

Ισοκατανοµές στατιστικώνΙσοκατανοµές στατιστικώνΙσοκατανοµές στατιστικώνΙσοκατανοµές στατιστικών    

3.1 Εισαγωγή3.1 Εισαγωγή3.1 Εισαγωγή3.1 Εισαγωγή    

Όπως µπορούµε να παρατηρήσουµε, οι γεννήτριες συναρτήσεις κάποιων 
προτύπων συµπίπτουν. Εποµένως, οι αντίστοιχες στατιστικές θα είναι 
ισοκατανεµηµένες. Το γεγονός αυτό µπορεί να εξηγηθεί και συνδυαστικά. 
∆ηλαδή, σε κάθε µία από αυτές τις περιπτώσεις µπορεί να κατασκευαστεί µια 
αµφιµονοσήµαντη απεικόνιση στο σύνολο M,  η οποία να διατηρεί το µήκος και 
µεταφέρει την µία παράµετρο στην άλλη. 

Πιο συγκεκριµένα, θα πρέπει κάθε φορά να διατυπώνεται εκείνος ο κανόνας 
που αντιστοιχεί κάθε µονοπάτι Motzkin σε ένα µονοπάτι Motzkin και που 
ικανοποιεί τους εξής περιορισµούς: 

i)   Ο κανόνας αυτός θα πρέπει να αντιστοιχεί όλα τα µονοπάτια του 
πρώτου συνόλου και να µην υπάρχει µονοπάτι στο δεύτερο σύνολο 
που να µην αποτελεί εικόνα ενός µονοπατιού στο πρώτο σύνολο. 

ii)  Το µήκος κάθε µονοπατιού να είναι ίσο µε το µήκος της εικόνας του, 
δηλαδή ( ) .f aα =  

iii)   Ο αριθµός των εµφανίσεων του προτύπου 1τ  σε κάθε µονοπάτι να είναι 

ίσος µε τον αριθµό των εµφανίσεων του προτύπου 2τ  στην εικόνα του 

µονοπατιού, δηλαδή ( )
1 2

.f a
τ τ

α =  

Η απόδειξη της ισχύος των παραπάνω περιορισµών γίνεται στις 
περισσότερες περιπτώσεις αξιοποιώντας την αναδροµική διάσπαση των 
µονοπατιών Motzkin και χρησιµοποιώντας την επαγωγική µέθοδο, όπου 
υποθέτοντας ότι µια πρόταση ισχύει για µονοπάτια µήκους µικρότερου του n , 
αποµένει να αποδειχθεί ότι ισχύει και για µονοπάτια µήκους n . 

Στις περιπτώσεις όπου η αναδροµική µέθοδος δεν είναι εφαρµόσιµη για την 
αµφιµονοσήµαντη απεικόνιση ,f  τότε χρησιµοποιείται άλλη κατάλληλη 
µέθοδος. 
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3.2 Τα πρότυπα uu και du3.2 Τα πρότυπα uu και du3.2 Τα πρότυπα uu και du3.2 Τα πρότυπα uu και du    

Όπως προκύπτει από τις σχέσεις  
 

( ) ( )( )2 2 21 1 1 1 ,uu uu uu uu uuM xM x M x y M x M= + + + − − −  

( ) ( )( )2 2 21 1 1 1= + + + − − −du du du du duM xM x M x y M x M  

 

ισχύει ότι ,uu duM M=  οπότε οι στατιστικές που αντιστοιχούν στα πρότυπα uu  

και du  είναι ισοκατανεµηµένες.  
Το παραπάνω επιβεβαιώνεται συνδυαστικά µε την κάτωθι απεικόνιση 

: ,f →M M  που ορίζεται αναδροµικά στο σύνολο των µονοπατιών Motzkin ως 
εξής: 

 

( )
( ) ( )
( ) ( ) ( )

,

,

, µε ,

f

f h hf

f u d uf df

ε ε

β β

β γ γ β β γ

=

=

= ∈M.

 

 
 

β
f

f(β)
 

 
 

β

γ
f

f(γ)

f(β)
 

 
Σχήµα 3.1: Η απεικόνιση  f 

 
 
Είναι προφανές ότι: 

( ) ,h ha f a∈ ⇔ ∈A A  

( ) .u ua f a∈ ⇔ ∈A A  

 

Η f  είναι µάλιστα µια ενέλιξη (involution), η οποία διατηρεί το µήκος και 
µεταφέρει την παράµετρο  uu  στην παράµετρο  .du  Πράγµατι:  
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i) 2( ) =f a a  για κάθε a∈M.  

 
∆ιακρίνουµε τις εξής περιπτώσεις: 
 

• Έστω .a ε=  Είναι: 

( )2f a  ( )( )ε= f f  

 ( )ε= f  

 ε=  
 .a=  

 

• Έστω ∈ ha Α  οπότε  .a hβ=  Είναι: 

( )2f a  ( )( )β= f f h  

 ( )( )β= f hf  

 ( )2 β= hf  

 β= h  

 .a=  
 

• Έστω ∈ ua Α  οπότε  .a u dβ γ=  Είναι: 

( )2f a  ( )( )β γ= f f u d  

 ( ) ( )( )γ β= f uf df  

 ( )( ) ( )( )β γ= uf f df f  

 ( ) ( )2 2uf dfβ γ=  

 β γ= u d  

 .a=  
 

    

ii) ( )fα α=  για κάθε a∈M.  

 
∆ιακρίνουµε τις εξής περιπτώσεις: 
 

• Έστω .a ε=  Είναι: 

( ) 0 .f ε ε= =  
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• Έστω ∈ ha Α  οπότε  .a hβ=  Είναι: 

( )αf  ( )β= f h  

 ( )β= hf  

 ( )1 β= + f  

 1 β= +  

 β= h  

 .a=  

 

• Έστω ∈ ua Α  οπότε  .a u dβ γ=  Είναι: 

( )αf  ( )β γ= f u d  

 ( ) ( )γ β= uf df  

 ( ) ( )2 β γ= + +f f  

 2 β γ= + +  

 β γ= u d  

 .a=  

 
 

iii)   ( )α α=
uudu

f  για κάθε a∈M.  

 
∆ιακρίνουµε τις εξής περιπτώσεις: 
 

• Έστω .a ε=  Είναι: 

( ) 0 .
uudu

f ε ε= =  

 

• Έστω ∈ ha Α  οπότε  .a hβ=  Είναι: 

( )α
du

f  ( )β=
du

f h  

 ( )β=
du

hf  

 ( )β=
du

f  

 β=
uu
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uu

hβ=  

 .
uu

a=  

 

• Έστω ∈ ua Α  οπότε  .a u dβ γ=  Είναι: 

( )α
du

f  ( )β γ=
du

f u d  

 ( ) ( )γ β=
du

uf df  

 ( ) ( ) ( )[ ]β γ β= + + ∈ udu du
f f f Α  

 [ ]β γ β= + + ∈ uuu uu
Α  

 β γ=
uu

u d  

 .
uu

a=  

    

Εποµένως, οι στατιστικές που αντιστοιχούν στα πρότυπα uu  και du  είναι 
ισοκατανεµηµένες.  
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3.3 Τα πρότυπα u3.3 Τα πρότυπα u3.3 Τα πρότυπα u3.3 Τα πρότυπα uhhhh και  και  και  και hhhhuuuu    

Όπως προκύπτει από τις σχέσεις  
 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2 3 2, 1 , , 1 , ,uh uh uh uhM x y xM x y x M x y x y M x y= + + + −  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2 3 2, 1 , , 1 ,hu hu hu huM x y xM x y x M x y x y M x y= + + + −  

 

ισχύει ότι ,uh huM M=  οπότε οι στατιστικές που αντιστοιχούν στα πρότυπα uh  

και hu  είναι ισοκατανεµηµένες.  
 
Θα δοθεί µία πρόταση για πρότυπα γενικότερης µορφής. 

Πρόταση 3.3.1.  Οι στατιστικές που αντιστοιχούν στα πρότυπα κ λu h  και 
*, κ,λ ,h uλ κ ∈ℕ  είναι ισοκατανεµηµένες.  

Απόδειξη 

 
Κάθε µονοπάτι  Motzkin µπορεί να γραφτεί στην µορφή  

31 2
1 2 3 1... += nk kk k

n na a d a d a d a d a  

όπου  1 2 3 1, , ,..., , +n na a a a a  είναι λέξεις που αποτελούνται µόνο από οριζόντια ή 

ανοδικά βήµατα ,h u  και  1 2, ,..., 1.nk k k ≥  

Έστω :f →M M  µε  

( ) 31 2* * * * *
1 2 3 1... ,nk kk k

n nf a d a d a d a d aα +=  

όπου * * * * *
1 2 3 1, , ,..., , +n na a a a a οι λέξεις που αποτελούνται µόνο από οριζόντια ή 

ανοδικά βήµατα ,h u  και που προέρχονται από την ανάγνωση των βηµάτων της 
αντίστοιχης λέξης στο µονοπάτι a  από το τέλος προς της αρχή. 

 

Είναι προφανές ότι το µήκος κάθε λέξης ia  είναι ίσο µε το µήκος της 

αντίστοιχης λέξης * .ia  

 

Η f  είναι µια ενέλιξη, η οποία διατηρεί το µήκος και µεταφέρει την 

παράµετρο  κ λu h  στην παράµετρο  .h uλ κ  Πράγµατι:  
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i) 2( ) =f a a  για κάθε a∈M.  

 
∆ιακρίνουµε τις εξής περιπτώσεις: 
 

• Έστω .a ε=  Είναι: 
 

( )2f a  ( )( )ε= f f  

 ( )ε= f  

 ε=  
 .a=  

 

• Έστω ,∈i ha Α  οπότε  * .i ha ∈B  Είναι: 

( )2f a  ( )( )31 2
1 2 3 1... += nk kk k

n nf f a d a d a d a d a  

 ( )31 2* * * * *
1 2 3 1... += nk kk k

n nf a d a d a d a d a  

 31 2
1 2 3 1... += nk kk k

n na d a d a d a d a  

 .a=  
 
 

ii) ( )fα α=  για κάθε a∈M.  

 
Είναι: 

( )f a  ( )31 2
1 2 3 1... += nk kk k

n nf a d a d a d a d a  

 31 2* * * * *
1 2 3 1... += nk kk k

n na d a d a d a d a  

 * * * * *
1 2 3 1

1

...
n

n n i
i

a a a a a k+
=

= + + + + + +∑  

 
1 2 3 1

1

...
n

n n i
i

a a a a a k+
=

= + + + + + +∑  

 31 2
1 2 3 1... += nk kk k

n na d a d a d a d a  

 .a=  
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iii)  ( ) κ λλ κα α=
u hh u

f  για κάθε ∈a M.  

 
Είναι:  

( ) λ κα
h u

f  ( )31 2
1 2 3 1...

λ κ+= nk kk k
n n

h u
f a d a d a d a d a  

 31 2* * * * *
1 2 3 1...

λ κ+= nk kk k
n n h u

a d a d a d a d a  

 1
*

1

n

i h u
i

a
λ κ

+

=

=∑  

 1

1

n

i u h
i

a
κ λ

+

=

=∑  

 31 2
1 2 3 1...

κ λ+= nk kk k
n n u h

a d a d a d a d a  

 .
u h

a κ λ=  

 
 

Εποµένως, οι στατιστικές που αντιστοιχούν στα πρότυπα uh  και hu  είναι 
ισοκατανεµηµένες.  
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3.43.43.43.4 Τα πρότυπα u Τα πρότυπα u Τα πρότυπα u Τα πρότυπα uudududud και uhh και uhh και uhh και uhh 

Όπως προκύπτει από τις σχέσεις  
 

( )2 2 4 21 1 ,uud uud uud uudM xM x M x y M= + + + −  

( )2 2 4 21 1= + + + −uhh uhh uhh uhhM xM x M x y M  

 

ισχύει ότι ,uud uhhM M=  οπότε οι στατιστικές που αντιστοιχούν στα πρότυπα 

uud  και uhh  είναι ισοκατανεµηµένες.  
Το παραπάνω, επιβεβαιώνεται συνδυαστικά µε την κάτωθι απεικόνιση της 

: ,f →M M  που ορίζεται αναδροµικά στο σύνολο των µονοπατιών Motzkin ως 
εξής: 

 

( )
( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

,

,

,   \   ,

,  ό  , ,

,  ό  , .

ud hh

f

f h hf

f u d uf df ό

f uud d uhhf df

f uhh d uudf df

ε ε

β β

β γ β γ ταν β και γ

µ γ µ γ που γ µ

µ γ µ γ που γ µ

=

=

= ∈ ∈

= ∈

= ∈

∪Μ Α Α Μ

M

M

 

 

β
f

f(β)
 

 

β

γ
f

f(β)

f(γ)
 

 

µ

γ

f f(µ)

f(γ)
 

 

µ

γ

f f(µ)

f(γ)
 

 
Σχήµα 3.2: Η απεικόνιση  f 
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Είναι προφανές ότι: 

( ) ,h ha f a∈ ⇔ ∈A A  

( ) .u ua f a∈ ⇔ ∈A A  

 

Η f  είναι µια ενέλιξη, η οποία διατηρεί το µήκος και µεταφέρει την 
παράµετρο  uud  στην παράµετρο  .uhh  Πράγµατι:  

 

i) 2( ) =f a a  για κάθε a∈M.  

 
∆ιακρίνουµε τις εξής περιπτώσεις: 
 

• Έστω .a ε=  Είναι: 

( )2f a  ( )( )ε= f f  

 ( )ε= f  

 ε=  
 .a=  

 

• Έστω ∈ ha Α  οπότε  .a hβ=  Είναι: 

( )2f a  ( )( )β= f f h  

 ( )( )β= f hf  

 ( )2 β= hf  

 β= h  

 .a=  
 

• Έστω  ,a u dβ γ=  µε ( )\   ud hhβ και γ∈ ∈∪Μ Α Α Μ.  Είναι: 

( )2f a  ( )( )β γ= f f u d  

 ( ) ( )( )β γ= f uf df  

 ( )( ) ( )( )β γ= uf f df f  

 ( ) ( )2 2uf dfβ γ=  

 β γ= u d  

 .a=  
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• Έστω  ,a uud dµ γ=  µε ,µ γ ∈Μ.  Είναι: 

( )2f a  ( )( )µ γ= f f uud d  

 ( ) ( )( )µ γ= f uhhf df  

 ( )( ) ( )( )µ γ= uudf f df f  

 ( ) ( )2 2uudf dfµ γ=  

 µ γ= uud d  

 .a=  
 

• Έστω  ,a uhh dµ γ=  µε ,µ γ ∈Μ.  Είναι: 

( )2f a  ( )( )µ γ= f f uhh d  

 ( ) ( )( )µ γ= f uudf df  

 ( )( ) ( )( )µ γ= uhhf f df f  

 ( ) ( )2 2uhhf dfµ γ=  

 µ γ= uhh d  

 .a=  
    

ii) ( )fα α=  για κάθε a∈M.  

 
∆ιακρίνουµε τις εξής περιπτώσεις: 
 

• Έστω .a ε=  Είναι: 

( ) 0 .f ε ε= =  

 

• Έστω ∈ ha Α  οπότε  β=a h  µε β ∈Μ.  Είναι: 

( )αf  ( )β= f h  

 ( )β= hf  

 ( )1 β= + f  

 1 β= +  

 β= h  

 .a=  
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• Έστω  ,a u dβ γ=  µε ( )\   ud hhβ και γ∈ ∈∪Μ Α Α Μ.  Είναι: 

( )αf  ( )β γ= f u d  

 ( ) ( )γ β= uf df  

 ( ) ( )2 β γ= + +f f  

 2 β γ= + +  

 β γ= u d  

 .a=  

 

• Έστω  ,a uud dµ γ=  µε ,µ γ ∈Μ.  Είναι: 

( )αf  ( )µ γ= f uud d  

 ( ) ( )µ γ= uhhf df  

 ( ) ( )4 µ γ= + +f f  

 4 µ γ= + +  

 µ γ= uud d  

 .a=  

 

• Έστω  ,a uhh dµ γ=  µε ,µ γ ∈Μ.  Είναι: 

( )αf  ( )µ γ= f uhh d  

 ( ) ( )uudf dfµ γ=  

 ( ) ( )4 µ γ= + +f f  

 4 µ γ= + +  

 µ γ= uhh d  

 .a=  
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iii)   ( )α α=
uuduhh

f  για κάθε a∈M.  

 
∆ιακρίνουµε τις εξής περιπτώσεις: 
 

• Έστω .a ε=  Είναι: 

( ) 0 .
uuduhh

f ε ε= =  

 

• Έστω ∈ ha Α  οπότε  β=a h  µε β ∈Μ.  Είναι: 

( )α
uhh

f  ( )β=
uhh

f h  

 ( )β=
uhh

hf  

 ( )β=
uhh

f  

 β=
uud

 

 β=
uud

h  

 .
uud

a=  

 

• Έστω  ,a u dβ γ=  µε ( )\   ud hhβ και γ∈ ∈∪Μ Α Α Μ.  Είναι: 

( )α
uhh

f  ( )β γ=
uhh

f u d  

 ( ) ( )β γ=
uhh

uf df  

 ( ) ( )β γ= +
uhh uhh

f f  

 β γ= +
uud uud

 

 β γ=
uud

u d  

 .
uud

a=  

 

• Έστω  ,a uud dµ γ=  µε ,µ γ ∈Μ.  Είναι: 

( )α
uhh

f  ( )µ γ=
uhh

f uud d  

 ( ) ( )µ γ=
uhh

uhhf df  

 ( ) ( )1 µ γ= + +
uhh uhh

f f  

 1 µ γ= + +
uud uud
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 µ γ=
uud

uud d  

 .
uud

a=  

    

• Έστω  ,a uhh dµ γ=  µε ,µ γ ∈Μ.  Είναι: 

( )α
uhh

f  ( )µ γ=
uhh

f uhh d  

 ( ) ( )µ γ=
uhh

uudf df  

 ( ) ( )µ γ= +
uhh uhh

f f  

 µ γ= +
uud uud

 

 µ γ=
uud

uhh d  

 .
uud

a=  

 

Εποµένως, οι στατιστικές που αντιστοιχούν στα πρότυπα uud  και uhh  είναι 
ισοκατανεµηµένες.  
    

    

3.5 Τα πρότυπα uuh και 3.5 Τα πρότυπα uuh και 3.5 Τα πρότυπα uuh και 3.5 Τα πρότυπα uuh και huuhuuhuuhuu 

Σύµφωνα µε την πρόταση 3.3.1 (για 2,  1κ λ= = ), οι στατιστικές που 
αντιστοιχούν στα πρότυπα uuh  και huu  είναι ισοκατανεµηµένες. 
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3.6 Τα πρότυπα 3.6 Τα πρότυπα 3.6 Τα πρότυπα 3.6 Τα πρότυπα uhduhduhduhd και u και u και u και udhdhdhdh 

Όπως προκύπτει από τις σχέσεις  
 

( )2 2 31 1 ,uhd uhd uhd uhdM xM x M x y M= + + + −  

( )2 2 31 1= + + + −udh uhd uhd uhdM xM x M x y M  

 

ισχύει ότι ,uhd udhM M=  οπότε οι στατιστικές που αντιστοιχούν στα πρότυπα 

uhd  και udh  είναι ισοκατανεµηµένες.  
Το παραπάνω, επιβεβαιώνεται συνδυαστικά µε την κάτωθι απεικόνιση 

: ,f →M M  που ορίζεται αναδροµικά στο σύνολο των µονοπατιών Motzkin ως 
εξής: 

 

( )
( ) ( )
( ) ( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )

,

,

,  όταν \ { } { }  ,

,  µε ,

,  µε 

f

f h hf

f u d uf df h

f uhd udhf

f udh uhdf

ε ε

β β

β γ β γ β ε και γ

γ γ γ

γ γ γ

=

=

= ∈ ∈

= ∈

= ∈

∪M M

M

M.

 

 

β
f

f(β)
 

 

β

γ
f

f(β)

f(γ)
 

 

γ

f

f(γ)
 

 

γ

f

f(γ)
 

 
Σχήµα 3.3: Η απεικόνιση  f 
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Είναι προφανές ότι: 

( ) ,h ha f a∈ ⇔ ∈A A  

( ) .u ua f a∈ ⇔ ∈A A  

 

Η f  είναι µια ενέλιξη, η οποία διατηρεί το µήκος και µεταφέρει την 
παράµετρο  uhd  στην παράµετρο .udh  Πράγµατι:  

 

i) 2( ) =f a a  για κάθε a∈M.  

 
∆ιακρίνουµε τις εξής περιπτώσεις: 
 

• Έστω .a ε=  Είναι: 

( )2f a  ( )( )ε= f f  

 ( )ε= f  

 ε=  
 .a=  

 

• Έστω ∈ ha Α  οπότε  ,a hβ=  µε  β ∈M.  Είναι: 

( )2f a  ( )( )β= f f h  

 ( )( )β= f hf  

 ( )2 β= hf  

 β= h  

 .a=  
 

• Έστω  ,a u dβ γ=  µε \ { } { }  hβ ε και γ∈ ∈∪M M.  Είναι: 

( )2f a  ( )( )β γ= f f u d  

 ( ) ( )( )β γ= f uf df  

 ( )( ) ( )( )β γ= uf f df f  

 ( ) ( )2 2uf dfβ γ=  

 β γ= u d  

 .a=  
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• Έστω  ,a uhdγ=  µε γ ∈M.  Είναι: 

( )2f a  ( )( )γ= f f uhd  

 ( )( )γ= f udhf  

 ( )( )γ= uhdf f  

 ( )2uhdf γ=  

 γ= uhd    

 .a=  
 

• Έστω  ,a udhγ=  µε γ ∈M.  Είναι: 

( )2f a  ( )( )γ= f f udh  

 ( )( )γ= f uhdf  

 ( )( )γ= udhf f  

 ( )2udhf γ=  

 γ= udh  

 .a=  
 

ii) ( )fα α=  για κάθε a∈M.  

 
∆ιακρίνουµε τις εξής περιπτώσεις: 
 

• Έστω .a ε=  Είναι: 

( ) 0 .f ε ε= =  

 

• Έστω ∈ ha Α  οπότε  ,a hβ=  µε  β ∈M.  Είναι: 

( )αf  ( )β= f h  

 ( )β= hf  

 ( )1 β= + f  

 1 β= +  

 β= h  

 .a=  
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• Έστω  ,a u dβ γ= µε \ { } { }  hβ ε και γ∈ ∈∪M M.  Είναι: 

( )αf  ( )β γ= f u d  

 ( ) ( )β γ= uf df  

 ( ) ( )2 β γ= + +f f  

 2 β γ= + +  

 β γ= u d  

 .a=  

 

• Έστω  ,a uhdγ=  µε γ ∈M.  Είναι: 

( )αf  ( )γ= f uhd  

 ( )γ= udhf  

 ( )3 γ= + f  

 3 γ= +  

 γ= uhd  

 .a=  

 

• Έστω  ,a udhγ=  µε γ ∈M.  Είναι: 

( )αf  ( )γ= f udh  

 ( )γ= uhdf  

 ( )3 γ= + f  

 3 γ= +  

 γ= udh  

 .a=  
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iii)   ( )α α=
uhdudh

f  για κάθε a∈M.  

 
∆ιακρίνουµε τις εξής περιπτώσεις: 
 

• Έστω .a ε=  Είναι: 

( ) 0 .
uhdudh

f ε ε= =  

 

• Έστω ∈ ha Α  οπότε  ,a hβ=  µε  β ∈M.  Είναι: 

( )α
udh

f  ( )β=
udh

f h  

 ( )β=
udh

hf  

 ( )β=
udh

f  

 β=
uhd

 

 β=
uhd

h  

 .
uhd

a=  

 

• Έστω  ,a u dβ γ=  µε \ { } { }  hβ ε και γ∈ ∈∪M M.  Είναι: 

( )α
udh

f  ( )β γ=
udh

f u d  

 ( ) ( )β γ=
udh

uf df  

 ( ) ( )β γ= +
udh udh

f f  

 β γ= +
uhd uhd

 

 β γ=
uhd

u d  

 .
uhd

a=  

 

• Έστω  ,a uhdγ= µε γ ∈M.  Είναι: 

( )α
udh

f  ( )γ=
udh

f uhd  

 ( )γ=
udh

udhf  

 ( )1 γ= +
udh

f  

 1 γ= +
uhd

 



ΠΑ
ΝΕ
ΠΙ
ΣΤ
ΗΜ

ΙΟ
 Π
ΕΙ
ΡΑ
ΙΩ
Σ

Τριανταφυλλάκης Ηλίας  Μεταπτυχιακή ∆ιατριβή 

Πρότυπα σε Μονοπάτια Motzkin   96 

 γ=
uhd

uhd  

 .
uhd

a=  

 

• Έστω  ,a udhγ=  µε γ ∈M.  Είναι: 

( )α
udh

f  ( )γ=
udh

f udh  

 ( )γ=
udh

uhdf  

 ( )γ=
udh

f  

 γ=
uhd

 

 γ=
uhd

udh  

 .
uhd

a=  

    

Εποµένως, οι στατιστικές που αντιστοιχούν στα πρότυπα uhd  και udh  είναι 
ισοκατανεµηµένες.  
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3.7 Τα πρότυπα 3.7 Τα πρότυπα 3.7 Τα πρότυπα 3.7 Τα πρότυπα hduhduhduhdu και d και d και d και dhhhhuuuu 

Όπως προκύπτει από τις σχέσεις  
 

( ) ( )( )2 321 1 1 1 ,hdu hdu hdu hdu hduM xM x M x y M x M= + + + − − −  

( ) ( )( )2 321 1 1 1= + + + − − −dhu dhu dhu dhu dhuM xM x M x y M x M  

 

ισχύει ότι ,hdu dhuM M=  οπότε οι στατιστικές που αντιστοιχούν στα πρότυπα 

hdu  και dhu  είναι ισοκατανεµηµένες.  
Το παραπάνω, επιβεβαιώνεται συνδυαστικά µε την κάτωθι απεικόνιση της 

: ,f →M M  που ορίζεται αναδροµικά στο σύνολο των µονοπατιών Motzkin ως 
εξής: 

 

( )
( ) ( )
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

,

,

,     ,

,     ,

,  για τις υπόλοιπες περίπτωσεις.

u

u

f

f h hf

f u hd uf dhf ό

f u dh uf hdf ό

f u d uf df

ε ε

β β

β γ β γ ταν β και γ

β γ β γ ταν β και γ

β γ β γ

=

=

= ∈ ∈

= ∈ ∈

=

M A

M A

 

 

β
f

f(β)
 

 

β

γ

f f(β)

f(γ)
 

 

β

γ

f f(β)

f(γ)
 

 

β

γ
f

f(β)

f(γ)
 

 
Σχήµα 3.4: Η απεικόνιση  f 
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Είναι προφανές ότι: 

( ) ,h ha f a∈ ⇔ ∈A A  

( ) .u ua f a∈ ⇔ ∈A A  

 

Η f  είναι µια ενέλιξη, η οποία διατηρεί το µήκος και µεταφέρει την 
παράµετρο  hdu  στην παράµετρο  .dhu  Πράγµατι:  

 

i) 2( ) =f a a  για κάθε a∈M.  

 
∆ιακρίνουµε τις εξής περιπτώσεις: 
 

• Έστω .a ε=  Είναι: 

( )2f a  ( )( )ε= f f  

 ( )ε= f  

 ε=  
 .a=  

 
 

• Έστω ∈ ha Α  οπότε  ,a hβ=  µε  β ∈M.  Είναι: 

( )2f a  ( )( )β= f f h  

 ( )( )β= f hf  

 ( )2 β= hf  

 β= h  

 .a=  
 

• Έστω  ,a u hdβ γ=  µε   .uβ και γ∈ ∈M A  Είναι: 

( )2f a  ( )( )β γ= f f u hd  

 ( ) ( )( )β γ= f uf dhf  

 ( )( ) ( )( )β γ= uf f hdf f  

 ( ) ( )2 2uf hdfβ γ=  

 β γ= u hd    

 .a=  
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• Έστω  ,a u dhβ γ=  µε   .uβ και γ∈ ∈M A  Είναι: 

( )2f a  ( )( )β γ= f f u dh  

 ( ) ( )( )β γ= f uf hdf  

 ( )( ) ( )( )β γ= uf f dhf f  

 ( ) ( )2 2uf dhfβ γ=  

 β γ= u dh  

 .a=  
 

• Έστω  ,a u dβ γ=  µε hβ ∈Β  και \ ,uγ ∈Μ A  ή hβ ∈Μ\ Β  και 

.huγ ∈Μ\ A  Είναι: 

( )2f a  ( )( )β γ= f f u d  

 ( ) ( )( )β γ= f uf df  

 ( )( ) ( )( )β γ= uf f df f  

 ( ) ( )2 2uf dfβ γ=  

 β γ= u d  

 .a=  
 

    

ii) ( )fα α=  για κάθε a∈M.  

 
∆ιακρίνουµε τις εξής περιπτώσεις: 
 

• Έστω .a ε=  Είναι: 

( ) 0 .f ε ε= =  

 

• Έστω ∈ ha Α  οπότε  ,a hβ=  µε  β ∈M.  Είναι: 

( )αf  ( )β= f h  

 ( )β= hf  

 ( )1 β= + f  

 1 β= +  
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 β= h  

 .a=  

 

• Έστω  ,a u hdβ γ=  µε   .uβ και γ∈ ∈M A  Είναι: 

( )αf  ( )β γ= f u hd  

 ( ) ( )uf dhfβ γ=  

 ( ) ( )3 β γ= + +f f  

 3 β γ= + +  

 β γ= u hd  

 .a=  

 

• Έστω  ,a u dhβ γ=  µε   .uβ και γ∈ ∈M A  Είναι: 

( )αf  ( )β γ= f u dh  

 ( ) ( )β γ= uf hdf  

 ( ) ( )3 β γ= + +f f  

 3 β γ= + +  

 β γ= u dh  

 .a=  

 

• Έστω  ,a u dβ γ=  µε hβ ∈Β  και \ ,uγ ∈Μ A  ή hβ ∈Μ\ Β  

και .huγ ∈Μ\ A  

Είναι: 

( )αf  ( )β γ= f u d  

 ( ) ( )β γ= uf df  

 ( ) ( )2 β γ= + +f f  

 2 β γ= + +  

 β γ= u d  

 .a=  
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iii)   ( )α α=
hdudhu

f  για κάθε a∈M.  

 
∆ιακρίνουµε τις εξής περιπτώσεις: 
 

• Έστω .a ε=  Είναι: 

( ) 0 .
hdudhu

f ε ε= =  

 

• Έστω ∈ ha Α  οπότε  ,a hβ=  µε  β ∈M.  Είναι: 

( )α
dhu

f  ( )β=
dhu

f h  

 ( )β=
dhu

hf  

 ( )β=
dhu

f  

 β=
hdu

 

 β=
hdu

h  

 .
hdu

a=  

 

• Έστω  ,a u hdβ γ=  µε   .uβ και γ∈ ∈M A  Είναι: 

( )α
dhu

f  ( )β γ=
dhu

f u hd  

 ( ) ( )β γ=
dhu

uf dhf  

 ( ) ( )1 β γ= + +
dhu dhu

f f  

 1 β γ= + +
hdu hdu

 

 β γ=
hdu

u hd  

 .
hdu

a=  

 

• Έστω  ,a u dhβ γ=  µε   .uβ και γ∈ ∈M A  Είναι: 

( )α
dhu

f  ( )β γ=
dhu

f u dh  

 ( ) ( )β γ=
dhu

uf hdf  

 ( ) ( )β γ= +
dhu dhu

f f  

 β γ= +
hdu hdu
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 β γ=
hdu

u dh  

 .
hdu

a=  

    

• Έστω  ,a u dβ γ=  µε hβ ∈Β  και \ ,uγ ∈Μ A  ή hβ ∈Μ\ Β  και 

.huγ ∈Μ\ A  Είναι: 

( )α
dhu

f  ( )β γ=
dhu

f u d  

 ( ) ( )β γ=
dhu

uf df  

 ( ) ( )β γ= +
dhu dhu

f f  

 β γ= +
hdu hdu

 

 β γ=
hdu

u d  

 .
hdu

a=  

 

Εποµένως, οι στατιστικές που αντιστοιχούν στα πρότυπα hdu  και dhu  είναι 
ισοκατανεµηµένες.  
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ΠαράρτηµαΠαράρτηµαΠαράρτηµαΠαράρτηµα    

Λογισµικό 
Η εφαρµογή που παρουσιάζεται παρακάτω κατασκευάζει όλες τις 

αµφιµονοσήµαντες απεικονίσεις που αναπτύχθηκαν στο Κεφάλαιο 3 στο 
υποσύνολο M  που περιέχει τα µονοπάτια Motzkin ως και µήκους 15.  

Ανοίγοντας την εφαρµογή, εµφανίζεται η φόρµα Απεικονίσεις προτύπων σε 
µονοπάτια Motzkin (σχήµα 4.1):  

 

 
Εικόνα 1: Η φόρµα της εφαρµογής 

  
Στην παραπάνω φόρµα υπάρχουν τα παρακάτω αντικείµενα: 

• Πάνω αριστερά υπάρχει το  πεδίο πολλαπλών επιλογών Select 
length, όπου ο χρήστης επιλέγει το µήκος των µονοπατιών 
Motzkin που θέλει να παράγει η εφαρµογή. 

• ∆εξιά του πεδίου πολλαπλών επιλογών υπάρχει το κουµπί 
Generate, µε την επιλογή του οποίου εµφανίζονται όλες οι λέξεις 
Motzkin του επιλεχθέντος µήκους στην λίστα  

• Κάτω από το πεδίο πολλαπλών επιλογών και το κουµπί 
Generate, υπάρχει η λίστα όπου εµφανίζονται όλες οι λέξεις 
Motzkin µε το µήκος που έχει προεπιλεχθεί. 
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• Κάτω δεξιά υπάρχει το  πεδίο πολλαπλών επιλογών Select 
bijection, όπου ο χρήστης επιλέγει µία από τις πέντε διαθέσιµες 
απεικονίσεις (bijections) που υπάρχουν. 

• Πάνω δεξιά υπάρχει ένας καµβάς µε το όνοµα Selected Motzkin 
path. Ο χρήστης επιλέγει µία από τις λέξεις Μotzkin που 
κατασκευάστηκαν στη λίστα και αυτή σχεδιάζεται στον 
συγκεκριµένο καµβά.  

• Κάτω από τον Selected Motzkin path , υπάρχει δεύτερος καµβάς 
µε το όνοµα Image. Εδώ σχεδιάζεται η απεικόνιση που έχει 
επιλέξει ο χρήστης, για το συγκεκριµένο µονοπάτι του Selected 
Motzkin path.  

 
 

 
Εικόνα 2: Κατασκευή λέξεων Motzkin µήκους 5 

 
 

Ακολουθούν κάποιες ενδεικτικές απεικονίσεις της εφαρµογής:  
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Εικόνα 3: Επιλογή και σχεδιασµός του µονοπατιού Motzkin uhdud και της   

αµφιµονοσήµαντης απεικόνισής του για uu -> du   
 

 

 
Εικόνα 4: Επιλογή και σχεδιασµός του µονοπατιού Motzkin uhddh και της   

αµφιµονοσήµαντης απεικόνισής του για uu -> du   
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Εικόνα 5: Κατασκευή λέξεων Motzkin µήκους 6 

 
 

 
Εικόνα 6: Επιλογή και σχεδιασµός του µονοπατιού Motzkin uududh και της 

αµφιµονοσήµαντης απεικόνισής του για uhd -> udh   
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Εικόνα 7: Επιλογή και σχεδιασµός του µονοπατιού Motzkin uhdudh και της 

αµφιµονοσήµαντης απεικόνισής του για uud -> uhh   
 
 

 
Εικόνα 8: Επιλογή και σχεδιασµός του µονοπατιού Motzkin uhdudh και της 

αµφιµονοσήµαντης απεικόνισής του για hdu -> dhu 
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