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Περίληψη 

 
  

Στη συγκεκριµένη εργασία αρχικά γίνεται µια παρουσίαση των πιο γνωστών µεθό-

δων παραγωγής αριθµών από γνωστές και µη κατανοµές, όπως την µέθοδο της αντιστρο-

φής, την µέθοδο αποδοχής-απόρριψης και τη µέθοδο της σύνθεσης, τόσο στην διακριτή όσο 

και στην συνεχή περίπτωση. Στη συνέχεια πραγµατοποιείται η παρουσίαση κάποιων λιγότε-

ρο γνωστών και περισσότερο εξειδικευµένων µεθόδων παραγωγής τυχαίων αριθµών από 

συνεχείς κατανοµές οι οποίες εφαρµόζονται και σε περιπτώσεις που οι γνωστές µέθοδοι εί-

ναι αρκετά δύσκολο να εφαρµοστούν. Οι ειδικές µέθοδοι που παρουσιάζονται είναι η µέθο-

δος Forsythe –Von Neymann, η µέθοδος της σχεδόν ακριβούς αντιστροφής, η επέκταση της 

µεθόδου της αντιστροφής για συναρτήσεις που δεν είναι 1 προς 1, η µέθοδος αναπαράστα-

σης πυκνοτήτων ως ολοκληρώµατα και η µέθοδος του πηλίκου οµοιόµορφων. Τέλος, δίνε-

ται µια σύντοµη αναφορά στην παραγωγή αριθµών από κάποιες συγκεκριµένες πολυδιάστα-

τες κατανοµές, όπως η πολυδιάστατη κανονική κατανοµή και κατανοµές που προκύπτουν 

από αυτήν, όπως η κατανοµή Wishart, κ.α. Επίσης κατά την ανάπτυξη των παραπάνω γίνε-

ται προσπάθεια προκειµένου να εντοπιστούν οι αποτελεσµατικότεροι αλγόριθµοι για συγ-

κεκριµένες κατανοµές και να συγκριθεί η αποτελεσµατικότητα τους. Στα περισσότερα πα-

ραδείγµατα οι αντίστοιχοι αλγόριθµοι υλοποιούνται µε το υπολογιστικό πακέτο 

Mathematica. 
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                                       Abstract 

In this dissertation we intitally conduct a review of the most well known random 

number generation methods, such as the inversion method, the rejection-acceptance method 

and the composition method, for discrete and continuous distributions. Next we carry out a 

presentation of some special, lesser known but equally satisfactory methods for random 

number generation that can be used in cases where the previous methods are difficult to im-

plement. These special methods include the Forsythe-Von Neymann method, the “almost 

exact inversion” method, the “many to one transformation” method, the method of presenta-

tions of densities as integrals and the ratio of uniforms method. Finally, a brief reference is 

made regarding random number generation for some specific multivariate distributions, in-

cluding the Multivariate Normal Distribution and other related Distributions. In the process 

of presenting these techniques, an attempt was made in order to identify the most efficient 

algorithms for specific distributions and to compare their effectiveness. All corresponding 

algorithms were implemented using the software package “Wolfram Mathematica”. 
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Εισαγωγή 

Σε πολλά στοχαστικά φαινόµενα παρουσιάζεται η ανάγκη παραγωγής “τυχαίων” αριθµών, 

οι οποίοι προέρχονται από κάποιες (συνεχείς η διακριτές) κατανοµές, προκειµένου αυτά να 

µελετηθούν εµπειρικά µέσω προσοµοίωσης. Η συµπεριφορά  των µεταβλητών που µας εν-

διαφέρουν δεν είναι συνήθως γνωστή, και συνεπώς θα πρέπει µε κάποιο τρόπο να εκτιµηθεί 

µέσω προσοµοίωσης. Αυτό γίνεται αν µπορέσουµε µε κάποιο τρόπο να κατασκευάσουµε 

και να παρακολουθήσουµε κάποιο κατάλληλο πειραµατικό µοντέλο µε τη βοήθεια ενός 

Η/Υ, κυρίως σε προγραµµατιστικό περιβάλλον, και για αυτό µας είναι απαραίτητη η παρα-

γωγή “ψευδοτυχαίων” αριθµών. Αναφερόµαστε µε τον όρο ψευδοτυχαίοι διότι οι αριθµοί 

αυτοί δεν παράγονται στην πραγµατικότητα εντελώς τυχαία, αλλά µέσα από κάποιες προσ-

διοριστικές και προκαθορισµένες διαδικασίες (π.χ. µε κάποια αρχική τιµή, µια αρχική συν-

θήκη κ.λπ.). Οι αριθµοί αυτοί προέρχονται από κάποια (µονοδιάστατη  η πολυδιάστατη) κα-

τανοµή, έτσι ώστε να είναι δυνατή η παρακολούθηση του στοχαστικού φαινοµένου που εξε-

τάζουµε και η εξαγωγή κατάλληλων συµπερασµάτων. 
 Για να  γίνει ευκολότερη η παραγωγή τέτοιων αριθµών, βασιζόµαστε γενικά σε κά-

ποιες µεθόδους παραγωγής τυχαίων αριθµών, αρχικά παράγοντας n ανεξάρτητες και ισόνο-

µες τυχαίες µεταβλητές ��, ��, …, �� που  ακολουθούν την οµοιόµορφη κατανοµή στο διάσ-

τηµα (0,1), δηλαδή τ. µ. µε συνάρτηση κατανοµής 

	
��
 = ���� ≤ �
 = �,   0 < � < 1 

και στη συνέχεια µέσω αυτών των αριθµών, µε κατάλληλους µετασχηµατισµούς και κατασ-

κευάζοντας κατάλληλους αλγορίθµους, µπορούµε και παράγουµε τους αριθµούς από τις κα-

τανοµές που µας ενδιαφέρουν. 

Στη συγκεκριµένη εργασία αρχικά γίνεται µια αναλυτική παρουσίαση των πιο γνωσ-

τών γενικών µεθόδων παραγωγής αριθµών από γνωστές και µη κατανοµές. Έπειτα γίνεται 

µια παρουσίαση κάποιων λιγότερο γνωστών αλλά εξίσου ικανοποιητικών µεθόδων παραγω-

γής τυχαίων αριθµών από κάποιες συνεχείς κατανοµές που οι προηγούµενες µέθοδοι είναι 

αρκετά δύσκολο, ως και ανέφικτο να εφαρµοστούν. Τέλος, δίνεται µια σύντοµη αναφορά 

στην παραγωγή αριθµών από κάποιες συγκεκριµένες πολυδιάστατες κατανοµές. Κατά την 

ανάπτυξη των παραπάνω γίνεται προσπάθεια προκειµένου να εντοπιστούν οι αποτελεσµατι-

κότεροι αλγόριθµοι για συγκεκριµένες κατανοµές και να συγκριθεί η αποτελεσµατικότητα 

τους.  

Στα περισσότερα παραδείγµατα οι αντίστοιχοι αλγόριθµοι υλοποιούνται µε το υπο-

λογιστικό πακέτο Mathematica. Για να εξεταστεί η προσαρµογή των παραγόµενων αριθµών 

στην επιθυµητή κατανοµή, απαιτούνται εξειδικευµένα τεστ (π.χ. το Kolmogorov-Smirnov 

τεστ ή το χ
2
 τεστ). Επειδή όµως αυτό ξεφεύγει από τα πλαίσια αυτής της διπλωµατικής, σε 

αρκετά από τα παραδείγµατα παρατίθενται απλώς κάποιες συγκεκριµένες στατιστικές πε-
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ριγραφικές τεχνικές µέσω γραφηµάτων (π.χ., µε σύγκριση της πυκνότητας πιθανότητας  και 

του αντίστοιχου ιστογράµµατος συχνοτήτων) µέσα από τις οποίες µπορούµε να πάρουµε µια 

εικόνα του πόσο καλά προσαρµόζεται το παραγόµενο δείγµα στην εκάστοτε κατανοµή. 
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 1. 

Η µέθοδος της αντιστροφής (The inversion method). 
 

1.1. ∆ιακριτή περίπτωση 

Η µέθοδος της αντιστροφής είναι η πιο γνωστή µέθοδος παραγωγής τυχαίων αριθ-

µών. Είναι γνωστή τόσο για την απλότητά της όσο και για το πλήθος των κατανοµών που 

µπορεί να εφαρµοστεί. Η διαδικασία µέσω της οποίας εφαρµόζεται η µέθοδος της αντισ-

τροφής είναι η ακόλουθη. Έστω µια τ.µ.  �~��0,1
   και έστω ακόµη η διακριτή τ.µ. � που 

µπορεί να γραφτεί στην µορφή  

� =
��
��
� ��,                             0 ≤ � < ��                        ��,                            �� ≤ � < �� + ��               ...�� ,         ��+. . +�� � ≤ � < �� + ��+. . +��…

! 
έχει συνάρτηση πιθανότητας ίση µε  {��, ��, . . , ��} , καθώς  

$�� = ��
 = $ %& ��
� �
�'� ≤ � ≤ & ��

�
�'� ( = & ��

�
�'� − & ��

� �
�'�   = �� . 

Στην ειδική περίπτωση όπου �� < �� < ⋯ < ��, η συνάρτηση κατανοµής της τ. µ. �  ισούται µε  

	��
 = ��� ≤ ��
 = & ��
�

�'�  

Ο γενικός αλγόριθµος παραγωγής τυχαίων αριθµών µε την µέθοδο της αντιστροφής 

για διακριτές κατανοµές είναι ο επόµενος. 

Βήµα 1. Παράγουµε έναν τυχαίο αριθµό U ~ U(0,1) 

Βήµα 2. Αν U < �� τότε θέτουµε Χ = �� και σταµατάµε, αλλιώς πάµε στο Βήµα 3. 

Βήµα 3. Αν U < �� + ��τότε θέτουµε Χ = �� και σταµατάµε, αλλιώς πάµε στο Βήµα 4.  

 κ. ο. κ. 
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Τo αναµενόµενο πλήθος των βηµάτων αυτού του αλγορίθµου ισούται µε  

+�,
 = & -��. = -
 = & -��
�

�'�
�

�'�  

Παράδειγµα 1.1.1. Έστω η τ.µ. µε σ.π. 

�� = 0.12, �� = 0.18, �1 = 0.2, �2 = 0.15, �4 = 0.35 

µε �� = ��6 = -
, - = 1,2,3,4,5. Θα παράγουµε αριθµούς από αυτή τη κατανοµή χρησιµο-

ποιώντας τη µέθοδο της αντιστροφής. Η σ.κ. µπορούµε εύκολα να διαπιστώσουµε ότι είναι 

η  

6~	�8
 =
���
�� 0,               8 < 0     0.12,       0 ≤ 8 < 10.3, 1 ≤ 8 < 20.5, 2 ≤ 8 < 30.65,       3 ≤ 8 < 4  1,            4 ≤ 8 < 5 

! 
Μέσω του Mathematica µπορούµε να παράγουµε ένα αριθµό από αυτή τη κατανοµή µε το 

επόµενο πρόγραµµα. 

pi={0.12,0.3,0.5,0.65,1};yi={1,2,3,4,5}; 
SeedRandom[]; 
U=Random[];i=1; 
While[U>pi[[i]],i=i+1]; 
y=yi[[i]] 

 

Ή µπορούµε να παράγουµε π.χ. 20 τ.α. από αυτή τη κατανοµή µε το επόµενο πρόγραµµα. 

n=20;L={};pi={0.12,0.3,0.5,0.65,1}; 
yi={1,2,3,4,5}; SeedRandom[]; 
Do[ 
  U=Random[];i=1; 
  While[U>pi[[i]],i=i+1]; 
  y=yi[[i]]; 
  L=Append[L,y]; 

,{j,1,n}] 
Print[L] 

  

O µέσος αριθµός βηµάτων του αλγόριθµου µε αυτή τη µέθοδο ισούται µε  

:�.
 = & ;�< = 1 ∗ 0.12 + 2 ∗ 0.18 + ⋯ + 5 ∗ 0.35 = 3.434
<'�  
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Σε περίπτωση που θέλουµε να ελαχιστοποιήσουµε το :�.
, αρκεί να τοποθετήσουµε τις 

τιµές ��, … , �4 έτσι ώστε  �� ≥ �� ≥ ⋯ ≥ �4, δηλαδή �� = 5, �� = 3,  �1 = 2, �2 = 4, �4 =1 και τότε ο µέσος αριθµός βηµάτων ισούται µε  

 0.12 ∗ 5 + 0.18 ∗ 3 + 0.15 ∗ 4 + 0.2 ∗ 2 + 0.35 ∗ 1 = 2.49. 

 

Μέσω της µεθόδου της αντιστροφής µπορούµε να παράγουµε αριθµούς από τις περισσότε-

ρες γνωστές διακριτές κατανοµές, όπως την διακριτή οµοιόµορφη στο {1,2,…,n}, τη γεω-

µετρική κατανοµή µε παράµετρο p, τη  δυωνυµική κατανοµή µε παραµέτρους n και p κ.α.. 

 

Παράδειγµα 1.1.2 (∆ιακριτή οµοιόµορφη κατανοµή στο διάστηµα {1,2, … , @}). Έστω µια 

τ.µ. Χ η οποία ακολουθεί την διακριτή οµοιόµορφη κατανοµή στο διάστηµα {1,2, . . , @}  µε 

σ.π. �� = 1/@, - = 1,2, . . , @. Μπορούµε να εφαρµόσουµε τη µέθοδο της αντιστροφής αφού 

αν παράγουµε U ~ U(0,1) και έχουµε ότι  � < 1/@ = �� θέτουµε � = 1, αλλιώς αν � < 2/@ = �� + �� θέτουµε � = 2 κ.ο.κ.  Για την διακριτή οµοιόµορφη κατανοµή µπορο-

ύµε να διαπιστώσουµε ότι η πιθανότητα η τ. µ. � να πάρει µια συγκεκριµένη τιµή ισούται 

µε (όπου B�C δηλώνεται το ακέραιο µέρος του αριθµού �) 

    ��� = -
 = ��B@�C = - − 1
  = �D�- − 1
 ≤ B@ ∗ �C ≤ -E 

                       = ��D�- − 1
 ≤ @ ∗ � ≤ -E = � F- − 1@ ≤ � ≤ -@G 

                       = -@ − - − 1@ = 1@, 
  Οπότε  ο αλγόριθµος παραγωγής από τη διακριτή οµοιόµορφη στο διάστηµα {1,2, . . , @} είναι ο ακόλουθος  

Βήµα 1: Παράγουµε ένα τ.α. U ~ U(0,1). 
Βήµα 2: Θέτουµε � = [@�]+1 

Με το Mathematica µπορούµε π.χ. να παράγουµε 50 αριθµούς από την διακριτή οµοιόµορ-

φη κατανοµή στο διάστηµα {1,2,..,20} µε τον κώδικα 

L={};n=20; 
Do[U=Random[]; 
  x=Floor[n*U]+1; 
  L=Append[L,x]; 
,{50}]; 
Print[L] 
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Ωστόσο, σε αρκετές περιπτώσεις  διακριτών κατανοµών, δεν είναι εύκολο να βρούµε απευ-

θείας κάποιο µετασχηµατισµό της τ. µ. � έτσι ώστε να παράγουµε την διακριτή τ.µ. Χ, και 

έτσι καταφεύγουµε σε κάποιο αναδροµικό τύπο υπολογισµού των πιθανοτήτων για να πα-

ράγουµε τ.α. µε τη µέθοδο της αντιστροφής, όπως φαίνεται από το επόµενο παράδειγµα. 

Παράδειγµα 1.1.3 (Αρνητική ∆υωνυµική κατανοµή µε παραµέτρους r και p, r θετικός ακέρα-

ιος και 0 < p < 1). 

Έστω µια διακριτή  τ.µ. Χ η οποία ακολουθεί την αρνητική δυωνυµική κατανοµή µε παρα-

µέτρους J, � ��~.K�J, �
, J ∈ .M, 0 < � < 1 ) µε πυκνότητα πιθανότητας   

�� = ��� = -
 = F- − 1J − 1G �N�1 − �
� N , - = J, J + 1, … 

Θα παράγουµε αριθµούς από την αρνητική δυωνυµική βασιζόµενοι σε έναν αναδροµικό τύ-

πο υπολογισµού των πιθανοτήτων. Παρατηρούµε ότι η συνάρτηση πιθανότητας γράφεται 

ως εξής:  

��M�  = F -J − 1G �N�1 − �
� NM� 
          = -!�J − 1
! �- − J + 1
! �N�1 − �
� NM� 
          = -�- − 1
!�J − 1
! �- − J
! �- − J + 1
 �N�1 − �
� N�1 − �
 
          = F- − 1J − 1G �N�1 − �
� N -�- − J + 1
 �1 − �
 
          = -�- − J + 1
 �1 − �
�� 
          = [�1 − �
 + �J − 1
�1 − �
- − J + 1 ] �� 

Βλέπουµε δηλαδή ότι η σ.π.π. µπορεί να γραφτεί µε το ακόλουθο αναδροµικό σχήµα 

��M� = [�1 − �
 + �J − 1
�1 − �
- − J + 1 ]�� , 
µε αρχική συνθήκη  

�N = �N, 

ή ισοδύναµα µε το αναδροµικό σχήµα 

��M� = PQ + R- − J + 1S �� , όπου  Q = 1 − �, R = �J − 1
�1 − �
, 
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µε αρχική συνθήκη, �N = �N 

 Ένας αλγόριθµος που παράγει αριθµούς από αυτή τη κατανοµή µε τη µέθοδο της αντισ-

τροφής είναι ο επόµενος. 

Βήµα 1: Παράγουµε ένα  τυχαίο αριθµό �~��0,1
. 
Βήµα 2: Θέτουµε Q = 1 − �, K = �J − 1
�1 − �
,                   �J = �N , - = J, 	 = �. 

Βήµα 3: Αν � < 	, θέτουµε � = -  και σταµατάµε  

Βήµα 4: Θέτουµε �J = [�1 − �
 + �N �
�� T
� NM� ]�J, 	 = 	 + �, - = - + 1 .  

 

Μέσω του Mathematica υλοποιούµε τον προηγούµενο αλγόριθµο και παράγουµε 50 αριθ-

µούς από αυτή τη κατανοµή (αριθµητική εφαρµογή για  r = 7,   p = 0.1) 

p=0.1;r=7;R={}; 
Do[a=(1-p);b=(r-1)*(1-p); 
 U=Random[]; 
 i=r;pr=p^r;F=pr; 
 While[U>F,pr=(a+(b/(i-r+1)))*pr;F=F+pr;i=i+1];  
AppendTo[R,i],{j,1,50}] 
Print[R] 

Μπορούµε να εξακριβώσουµε ότι πράγµατι η µέθοδος αυτή προσαρµόζει µε ακρίβεια την 

αρνητική δυωνυµική κατανοµή, π.χ. για 20000 παραγόµενα αντίγραφα της Χ µε το παρακά-

τω διάγραµµα  εµφάνισης σηµείων. 

p=0.1;r=7;R={};n=20000; 
Do[a=(1-p);b=(r-1)*(1-p); 
 U=Random[]; 
 i=r;pr=p^r;F=pr; 
 While[U>F,pr=(a+(b/(i-r+1)))*pr;F=F+pr;i=i+1]; 
 AppendTo[R,i],{j,1,n}] 
T=Table[{x,n*PDF[NegativeBinomialDistribution[r,p],x-
r]},{x,r,200}]; 
t1=Tally[R]; 
m1=ListPlot[t1,Filling->Axis,Axes->True]; 

m2=ListPlot[T,Joined→→→→True]; 
Show[m1,m2] 

 

 

Σχήµα 1.Αρνητική ∆υωνυµική κατανοµή ΝΒ(r=7 , p=0.1) 
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Στη συνέχεια παρουσιάζουµε κάποιες από τις γνωστότερες διακριτές κατανοµές µε την µέ-

θοδο της αντιστροφής, καθώς και τους µετασχηµατισµούς η τους αναδροµικούς τύπους που 

προκύπτουν ανάλογα µε κάθε περίπτωση. 

Κατανοµή UV = W�X = V
 
Τύπος αντιστροφής, 

Αναδροµικός τύπος 

∆ιακριτή Οµοιόµορφη 

στο {1,2,…,n} 

1@ , - = 1,2, . . , @ � = B@�C + 1 

Γεωµετρική µε παρά-

µετρο �,   0 < � < 1 

��1 − �
� �, Y = 1 − � - = 1,2, … 
� = Z[@�[@Y\ + 1 

Poisson µε παράµετρο ], ] > 0. _ ` ]�-! , - = 0,1,2, .. ��M� = `�M� ��,  
µε αρχική συνθήκη �� = _ `

 

∆υωνυµική µε παρα-

µέτρους @, �, @a., 0 < � < 1 

b@- c ���1 − �
� � , - = 0,1,2, .. ��M� = � ��M� T� T ��,  
µε αρχ. συνθήκη �� = �1 − �
�

 

Αρνητική ∆υωνυµική 

µε παραµέτρους J, �, Ja., 0 < � < 1 

F- − 1J − 1G �N�1 − �
� N , - = J, J + 1, … 

��M� = PQ + R- − J + 1S �� , Q = 1 − �, R = �J − 1
�1 − �
, 
µε αρχ. συνθήκη  �N = �N 

 

 

Παράδειγµα 1.1.4 (Αρνητική ∆υωνυµική κατανοµή µε παραµέτρους r και p µέσω αθροίσµα-

τος ανεξάρτητων γεωµετρικών κατανοµών µε παράµετρο p, r θετικός ακέραιος και  

0 < p < 1). 
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Ένας άλλος τρόπος να παράγουµε αριθµούς από την αρνητική δυωνυµική κατανοµή µε πα-

ραµέτρους r και p είναι µέσω του αθροίσµατος r ανεξάρτητων γεωµετρικών κατανοµών µε 

παράµετρο p, το οποίο ως γνωστό ακολουθεί την αρνητική δυωνυµική κατανοµή µε παρα-

µέτρους r και p. Αν έχουµε δηλαδή ανεξάρτητες τ.µ.  

��~d��
, �1 ≤ - ≤ J
 eόeg ��+. . +�N~.h�J, �
. 

Για παράδειγµα, µέσω του Mathematica παράγουµε ένα τ. α. από την αρνητική δυωνυµική 

µε παραµέτρους r = 5 και p = 0.3 µε αυτό τον τρόπο.  

p=0.3;r=5; 
s=0; 
Do[U=Random[];X=Floor[Log[U]/Log[1-p]]+1; s=s+X,{r}] 
Y=s  

Η π.χ. µπορούµε να παράγουµε 100 αριθµούς µε τον επόµενο κώδικα 

p=0.3;r=5;n=100;T={}; 
Do[s=0; 

 Do[U=Random[];X=Floor[Log[U]/Log[1-p]]+1;s=s+X,{r}]; 

  AppendTo[T,s];,{n}] 
Print[T]  

 

Η µέθοδος της αντιστροφής αν και είναι αρκετά απλή, υπάρχουν αρκετές περιπτώσεις όπου 

δεν µπορεί να εφαρµοστεί (π.χ. όταν δεν υπάρχει κλειστός τύπος για την αντίστροφη συνάρ-

τηση κατανοµής, ή ο µέσος αριθµός βηµάτων που απαιτεί ο αλγόριθµος είναι πολύ µεγά-

λος). Σε τέτοιες περιπτώσεις, µια άλλη µέθοδος που είναι πιο αποτελεσµατική είναι η µέθο-

δος της απόρριψης (η αποδοχής-απόρριψης) που θα µελετήσουµε στην επόµενη ενότητα. 
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1.2. Συνεχής περίπτωση. 

Η µέθοδος της αντιστροφής είναι ακόµα πιο ευέλικτη στη συνεχή περίπτωση, καθώς βασί-

ζεται στο γεγονός ότι µπορούµε να παράγουµε µε ευκολία έναν αριθµό  � από την οµοιό-

µορφη κατανοµή στο (0,1) και στη συνέχεια µε ένα κατάλληλο µετασχηµατισµό (δηλαδή 

µια συνάρτηση i��

 να παράγουµε την συνεχή τ.µ. X. Συγκεκριµένα, αν η συνεχής τ.µ. � 

έχει σ.κ. F, τότε η τ.µ. j = 	 ���
   (�~��0,1
) είναι ισόνοµη µε την τ.µ. �. Πράγµατι, η 

τ.µ. Y έχει σ.κ. ίση µε 

	k��
 = ��j ≤ �
 = ��	 ���
 ≤ �
 = �D� ≤ 	��
E = 	lD	��
E = 	��
, 
0 < 	��
 < 1. 

Εποµένως ο γενικός αλγόριθµος παραγωγής τ.α. µιας συνεχούς τ.µ. Χ µε την µέθοδο της αν-

τιστροφής είναι ο ακόλουθος. 

Βήµα 1: Παράγουµε έναν αριθµό U~U(0,1). 
Βήµα 2: Θέτουµε � = 	 ���
 
 

Παράδειγµα 1.2.1.  Έστω Χ µια τ.µ. µε σ.π.π.  

m��
 = _n_ − 1 , 0 ≤ � ≤ 1. 
Θα παράγουµε αριθµούς από αυτή τη κατανοµή µε τη µέθοδο της αντιστροφής. Θα βρούµε 

πρώτα τη συνάρτηση κατανοµής της. Εύκολα βρίσκουµε ότι είναι ίση µε 

	��
 = o m�p
qpn
� = 1_ − 1 o _nq� = _n − 1_ − 1n

� , 0 ≤ � ≤ 1 

η οποία εύκολα µπορεί να αντιστραφεί επιλύοντας την εξίσωση 

	��
 = r ⇔ _n − 1_ − 1 = r ⇔ _n = r�_ − 1
 + 1 

                  ⇔ � = log�r�_ − 1
 + 1
 = 	 ��r
. 

Οπότε ο αντίστοιχος αλγόριθµος παραγωγής αριθµών είναι ο επόµενος. 
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Βήµα 1: Παράγουµε ένα τυχαίο αριθµό U~U(0,1) 

Βήµα 2: Θέτουµε � = log �� ∗ �_ − 1
 + 1
 

Μέσω του Mathematica παράγουµε 100 αριθµούς από αυτή την κατανοµή, µε τις παρακάτω 

εντολές. 

n=100;randomnumbers={}; 
Do[x=Log[Random[]*(E-1)+1]; 
  randomnumbers=Append[randomnumbers,x]; 

,{100}]; 
Print[randomnumbers] 

 

Επίσης µπορούµε να συγκρίνουµε το ιστόγραµµα συχνοτήτων π.χ. 40000 παραγόµενων αν-

τιγράφων της X µε την γραφική παράσταση της συνάρτηση πυκνότητας της. Έχουµε µια 

καλή προσαρµογή των δεδοµένων. 

n=40000;randomnumbers={}; 
Do[x=Log[Random[]*(E-1)+1]; 
  randomnumbers=Append[randomnumbers,x]; 
,{n}]; 

h1=Histogram[randomnumbers,HistogramScale→→→→1]; 
p1=Plot[Exp[x]/(Exp[1]-1),{x,0,1}]; 
Show[h1,p1] 

 

Σχήµα 2. Ιστόγραµµα συχνοτήτων της f (1.2.1.) 
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Παράδειγµα 1.2.2 (Λογιστική Κατανοµή) Μια τ.µ. Χ λέµε ότι ακολουθεί τη λογιστική κα-

τανοµή µε παραµέτρους w ∈ x, K ∈ �0, ∞
 αν έχει συνάρτηση κατανοµής 

	��
 = ��Mz{|{}~ , � ∈ x. 

 Ειδικά  για  w = 0, K = 1 η παραπάνω κατανοµή καλείται τυπική λογιστική κατανοµή 

(συµβολικά ��i�0,1

. Αν τώρα έχουµε µια τ. µ.  �~��0,1
 αποδεικνύεται πως η τ. µ. 

� = log �1 − � 

ακολουθεί την τυπική λογιστική κατανοµή. Αυτό είναι εύκολο να δειχθεί, καθώς η  τ. µ. Χ 

έχει σ.κ. ίση µε  

	��
 = ��� ≤ �
 
          = � Flog �1 − � ≤ �G = � F �1 − � ≤  _nG 
          = � F� ≤ _n1 + _nG = 	l F _n1 + _nG 
          = _n1 + _n = 11 + _ n , � ∈ x.  

Οπότε ο αλγόριθµος παραγωγής τ.α. από την τυπική λογιστική κατανοµή χρησιµοποιώντας 

τη µέθοδο της αντιστροφής είναι ο ακόλουθος. 

Bήµα 1: Παράγουµε ένα τυχαίο αριθµό U~U(0, 1). 

Βήµα 2: Θέτουµε � = log [ l� l]. 
Συγκρίνοντας το ιστόγραµµα 40000 προσοµοιωµένων τιµών της τ.µ. Χ µε την καµπύλη της 

σ.π.π. της ��i�0,1
, παρατηρούµε, όπως ήταν αναµενόµενο, ότι έχουµε µια αρκετά καλή 

προσαρµογή. 

n=40000;T={}; 
Do[U=Random[];X=Log[U/(1-U)]; 
  AppendTo[T,X];,{n}]; 

h1=Histogram[T,HistogramScale→→→→1]; 
h2=Plot[PDF[LogisticDistribution[0,1],x], 

{x,-5,5}]; 
Show[h1,h2] 
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Σχήµα 3.Τυπική Λογιστική Κατανοµή Log(0,1). 

 

 

Στη συνέχεια παρουσιάζονται µερικές από τις κυριότερες γνωστές συνεχείς κατανοµές µε 

τις αντίστοιχες σ.π.π. m, τις σ.κ. 	 καθώς και οι αντίστοιχοι µετασχηµατισµοί της συνάρτη-

σης κατανοµής έτσι ώστε να µπορούµε να παράγουµε αριθµούς εφαρµόζοντας τη µέθοδο 

της αντιστροφής. 
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Πίνακας 2.Οι κυριότερες συνεχείς κατανοµές µε την µέθοδο της αντιστροφής. 

Κατανοµή σ.π.π  ���
 σ.κ.  ���
 
� = � ���
, �~���, �
 

Οµοιόµορφη στο 

διάστηµα (α,b), w, K ∈ x 

1K − w, w ≤ � ≤ K 

 

� − wK − w 

 

Q + ��K − w
 

Εκθετική µε παρά-

µετρο λ �] > 0
 
]_ `n , � > 0. 1 − _ `n − 1] log �1 − �
 

Weibull µε παρα-

µέτρους w, K > 0 

wK�� �_ �n~ , � > 0 

1 − _ �n~
 

 
�− log �1 − �
w~

 

Cauchy µε παράµετ-

ρο σ, σ > 0. 

����� + ��
, 
� ∈ x 

12 + 1� arctan ���
 � tan �� F� − 12G
 

Rayleigh µε παρά-

µετρο σ, σ > 0. 

�� _ n���� , � > 0 
1 − _ n���� 

 
��−2log �1 − �
 

 

Υπάρχουν φυσικά και κάποιες περιπτώσεις όπου η µέθοδος της αντιστροφής δεν µπορεί να 

εφαρµοστεί απευθείας, όπως όταν η συνάρτηση κατανοµής δεν έχει ένα κλειστό τύπο και 

συνεπώς δεν µπορούµε να βρούµε απευθείας την αντιστροφή της. Σε αυτές τις περιπτώσεις 

συνήθως καταφεύγουµε σε άλλες ιδιότητες των κατανοµών αυτών για να παράγουµε τυχαί-

ους αριθµούς (π.χ. κατανοµές αθροισµάτων η άλλων συναρτήσεων της ζητούµενης  

τ. µ.). 
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Παράδειγµα 1.2.3. 

Έστω Y µια τ. µ. που ακολουθεί τη κατανοµή  Gamma(2, 1) µε σ. π. π. 

m��
 = �_ n , � > 0 

Η τ. µ. Y έχει σ.κ. ίση µε  

	��
 = o m�p
qp = o p_ �qp = 1 − _ n�1 + �
, � > 0n
�

n
�  

Η συνάρτηση κατανοµής της τ.µ. Υ δεν µπορεί να αντιστραφεί µε κλειστό τύπο και συνεπώς 

δεν µπορούµε να εφαρµόσουµε άµεσα την µέθοδο της αντιστροφής. Μπορούµε όµως, βασι-

ζόµενοι στο γεγονός ότι αν έχουµε 2 ανεξάρτητες µεταξύ τους εκθετικές κατανοµές µε πα-

ράµετρο 1, τότε το άθροισµά τους ακολουθεί τη κατανοµή dw��w�2,1
 , δηλαδή αν 

��, �� ~ :�1
 ⇒ 6 = �� + ��~dw��w�2,1
 

Οπότε ο αλγόριθµος παραγωγής αριθµών µε τη µέθοδο της αντιστροφής είναι ο ακόλουθος  

Βήµα 1: Παράγουµε ��, �� ~ :�1
 (θέτοντας �� = −[�i��,  �� = −[�i��). 

Βήµα 2: Θέτουµε j = �� + ��. 

 

Και για να παράγουµε π. χ. 50 αριθµούς µέσω του Mathematica, θα έχουµε 

n=50;L={}; 
Do[U1=Random[];U2=Random[];X1=-Log[U1];X2=-Log[U2]; 
   Y=X1+X2;AppendTo[L,Y]; 
,{j,1,n}]; 
Print[L] 

 

Η παραπάνω διαδικασία µπορεί να επεκταθεί στην περίπτωση που �~dw��w�@, 1
, όπου 

η τ. µ. � µπορεί να γραφτεί σαν άθροισµα n ανεξάρτητων εκθετικών κατανοµών µε παρά-

µετρο 1 και ο αλγόριθµος θα λάβει τώρα τη µορφή 

Βήµα 1: Παράγουµε ��, … . , ��~:�1
 �� = −[�i��, … ., �� = −[�i�� 

Βήµα 2:Θέτουµε � = � ����'� = � −[�i����'�  
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Παράδειγµα 1.2.4. 

Έστω η τ.µ. Χ µε σ.π.π.(γνωστή και σαν αντίστροφη κατανοµή Γάµµα). 

m��
 = _ �n2�2 , � > 0. 
Η συνάρτηση κατανοµής της τ.µ. Χ  µπορεί επίσης να διαπιστωθεί πως δεν µπορεί να αντισ-

τραφεί µε αλγεβρικό τρόπο, αλλά υπάρχει έµµεσος τρόπος να παράγουµε αριθµούς από αυ-

τή τη κατανοµή µε τη µέθοδο της αντιστροφής. Θυµίζουµε πως η τ.µ.  

Χ ~ Gamma (a, 1) έχει σ.π.π. που ισούται µε 

m���
 = �� �_ n��Q
 , Q > 0, � > 0. 
Η σ.κ. της τ.µ. 6 = 1/�   ισούται µε  

dk��
  = $�6 ≤ �
 = � F1� ≤ �G 
             = � F� ≥ 1�G = 1 − � F� < 1�G 
             = 1 − 	� F1�G, 

όπου 	� η σ.κ. της dw��w�w, 1
. Έτσι η σ.π.π. της τ.µ. Υ ισούται µε 

ik��
 = dk� ��
 = F− 1�G� �1 − 	� F1�G�� = F− 1��G �−m� F1�G� 

= 1�� 1�� � _ �n��Q
 = F1�G�M� _ �/n��Q
 , � > 0, Q > 0, 
που αποδεικνύει το ζητούµενο. 

Η πυκνότητα πιθανότητας που θέλουµε να παράγουµε αριθµούς είναι στην ουσία η σ.π.π. 

µιας τ. µ. 6 = �
, όπου Χ ~ Gamma(3,1) όπως φαίνεται στη συνέχεια 

m��
 = _ �/n2�2 = F1�G1M� _ �/n��3
 , � > 0. 
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Γνωρίζουµε ήδη πώς να παράγουµε αριθµούς από την dw��w�3,1
 χρησιµοποιώντας εµ-

µέσως τη µέθοδο της αντιστροφής (από το προηγούµενο παράδειγµα), δηλαδή προσθέτον-

τας 3 ανεξάρτητες µεταξύ τους τ.µ. που ακολουθούν εκθετική κατανοµή µε παράµετρο 1. 

Έτσι ένας σύντοµος αλγόριθµος παραγωγής αριθµών από αυτή τη κατανοµή µε την µέθοδο 

της αντιστροφής είναι ο ακόλουθος. 

Βήµα 1: Παράγουµε Y ~ Gamma(3,1) (ή απευθείας ή µέσω αθροίσµατος ανεξάρτητων 

εκθετικών κατανοµών). 

Bήµα 2: Θέτουµε X=1/Y. 
 

Μέσω του Mathematica παράγουµε 20000 αριθµούς από τη ζητούµενη κατανοµή και µέσω 

του προηγούµενου αλγορίθµου κατασκευάζουµε το  αντίστοιχο ιστόγραµµα συχνοτήτων, 

και παρατηρούµε πως υπάρχει πολύ καλή προσαρµογή των προσοµοιωµένων τιµών. 

n=20000;L={}; 
Do[U1=Random[];U2=Random[];U3=Random[]; 

      X1=-Log[U1];X2=-Log[U2];X3=-Log[U3]; 
      Y=X1+X2+X3;AppendTo[L,1/Y]; 

,{j,1,n}]; 

 H=Histogram[L,HistogramScale→→→→1,HistogramRange→→→→{0,4}]; 
P=Plot[Exp[-1/x]/(2*(x^4)),{x,0,2}]; 
Show[H,P] 

 

Σχήµα 4. Ιστόγραµµα συχνοτήτων της f (1.2.4.). 

 1 2 3 4
0.0

0.5

1.0

1.5

2.0
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Σηµειώνουµε ακόµα ότι µε την µέθοδο της αντιστροφής µπορούµε να παράγουµε διακριτές 

τ.µ. X µέσω του ακέραιου µέρους συνεχών τ.µ. Υ. Συγκεκριµένα, αν µπορούµε να παράγου-

µε αριθµούς από την κατανοµή της τ. µ. Υ µε την µέθοδο της αντιστροφής και µε τον µετασ-

χηµατισµό j = 	 ���
, �~��0,1
, τότε παράγουµε την τ.µ. X µε τον 

µό � = B	 ���
C = BjC. 
Οπότε εναλλακτικά ένας αλγόριθµος παραγωγής διακριτών τ. µ. µέσω συνεχών τ. µ. µε τη 

µέθοδο της αντιστροφής θα µπορούσε να είναι ο επόµενος 

 

Βήµα 1: Παράγουµε ένα τ.α. �~��0,1
. 

 Βήµα 2: Θέτουµε j = 	 ���
 (ή 	 ��1 − �
 )   και στην συνέχεια � = BjC. 
 

Παράδειγµα 1.2.5. 

Έστω η τ. µ. Υ µε σ.κ.  

	�8
 = 1 − 8 � , 8 > 1, 	�1
 = 0, K > 0 

Τότε η συνάρτηση πιθανότητας της διακριτής τ. µ. Χ µε 

� = BjC = B	 ��1 − �
C = �� �~  , �~��0,1
, 

θα ισούται µε  

��� = -
 = � FZ� ��\ = -G = ��- < � �� < - + 1
 
                   = 	�- + 1
 − 	�-
 = 1-� − 1�- + 1
� , - ≥ 1. 

Μέσω του Mathematica, θα µπορούσαµε π.χ. να παράγουµε 100 αριθµούς από αυτή την κα-

τανοµή για b=2.5 µέσω του παραπάνω τρόπου µε τις εντολές  

n=100;b=2.5;Randomnumbers={}; 
Do[U=Random[];X=Floor[U^(-1/b)]; 
 AppendTo[Randomnumbers,X]; 

,{j,1,n}] 
Print[Randomnumbers] 
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Η µέθοδος της αντιστροφής είναι αρκετά σηµαντική, αλλά σε κάποιες περιπτώσεις δεν µπο-

ρεί να εφαρµοστεί ούτε καν προσεγγιστικά (π.χ., όταν δεν µπορούµε µε κανένα τρόπο να 

βρούµε τη σ.κ. της τ.µ. που µελετάµε και δεν µπορούµε να την αντιστρέψουµε). Αυτό το 

σηµείο έρχεται να καλύψει η µέθοδος της απόρριψης (η αποδοχής- απόρριψης). 
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 2. 

Η µέθοδος της απόρριψης-αποδοχής (The rejection-

acceptance method) . 

 

2.1 ∆ιακριτή περίπτωση  

Έστω ότι επιθυµούµε την παραγωγή τυχαίων αριθµών από µία διακριτή τ. µ. X µε σ.π. �< = ��� = ;
, γνωρίζοντας ήδη ότι µπορούµε να παράγουµε αριθµούς από µια άλλη κατα-

νοµή µε σ.π. Y< = ��j = ;
, ; = 0,1,2, .. για την οποία γνωρίζουµε ότι είναι απόλυτα συνε-

χής ως προς την κατανοµή της X, δηλαδή  έχει µεγαλύτερο ή ίσο πεδίο τιµών µε την κατα-

νοµή της Χ.  

Σύµφωνα µε αυτή τη µέθοδο, (π.χ. βλ. Μπούτσικας (2004)) παράγουµε (µε οποιοδήποτε 

τρόπο) έναν αριθµό Y από την Y< και στη συνέχεια τον αποδεχόµαστε µε πιθανότητα ανάλο-

γη του πηλίκου �k/Yk. Πιο συγκεκριµένα, αν υπάρχει κάποια σταθερά c> 0 για την οποία 

µπορούµε να εξασφαλίσουµε ότι  �</Y< ≤ ¡, ∀; > 0 , τότε ο γενικός αλγόριθµος παραγωγής 

τ.α. µε τη µέθοδο της απόρριψης είναι ο επόµενος. 

 

ΒΗΜΑ 1. Παράγουµε έναν τυχαίο αριθµό Y από κατανοµή µε σ.π. {Y<, j = 0,1,2,...}. 

ΒΗΜΑ 2. Παράγουµε έναν τυχαίο αριθµό U ~ U(0,1) 

ΒΗΜΑ 3. Εάν U <
T£¤¥£, θέτουµε Χ = Υ και σταµατάµε. Εάν όχι, επιστρέφουµε στο 1. 

 

Πράγµατι, αρχικά παρατηρούµε ότι σε κάθε επανάληψη δεχόµαστε ή απορρίπτουµε την τι-

µή Υ ανεξάρτητα από τις προηγούµενες επαναλήψεις µε πιθανότητα 

$ F� < �k¡YkG = & � F� < �k¡Yk ¦j = -G ��j = -
§
�'�  

Χρησιµοποιώντας το Θεώρηµα Ολικής Πιθανότητας µπορούµε να γράψουµε ότι 

& � F� < �k¡Yk ¦j = -G = & ��¡Y�
§

�'�
§

�'� Y� = 1¡ & �� = 1¡
§

�'�  

 

Είναι εύκολο να διαπιστώσουµε ότι η τ. µ. � έχει σ.π.π. ��� = -
 = ��. Πράγµατι,  
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    ��� = -
 = & $�αποδεχόμαστε την j στην n − οστή επανάληψη για Y = i
§
�'�
= & ���»¼½]¾¿ά @ − 1 Q�½ÀÀίÂg¾Ã ¿¾§

�'�  �eÄ¼ @ − ½�eή g�Q¼ά]ÄÂÄ

= & F1 − 1¡G� � ��@ − ½�eή g�Q¼ά]ÄÂÄ Å¾Q j = -
�

�'�
= & F1 − 1¡G� � ��� < �k¡Yk

§
�'� Æj = -
��j = -


= & F1 − 1¡G� � ��� < �k¡Yk
§

�'� Æj = -
Y� 
                           = & b1 − 1¡c� � ��¡Y� Y� = ��

§
�'� . 

 

Το µέσο πλήθος των επαναλήψεων του αλγορίθµου ισούται µε +�,
 = ¡, καθώς η τ. µ. Ν 

ακολουθεί τη γεωµετρική κατανοµή µε παράµετρο � = �¤ .  

Το µικρότερο c που µπορούµε να πετύχουµε είναι το  

¡ = sup Ê�<Y< , ; = 0,1, … Ë. 
∆εν υπάρχει κανένας περιορισµός ως προς το ποια βοηθητική κατανοµή 	k θα πρέπει να 

χρησιµοποιήσουµε για να παράγουµε αριθµούς από την X, αρκεί φυσικά να έχει το ίδιο (η 

µεγαλύτερο) στήριγµα µε τη κατανοµή 	
. 

 

Παράδειγµα 2.1.1. 

Έστω η τ.µ. X από το Παράδειγµα 1.1.1. µε σ.π. 

�� = 0.12, �� = 0.18, �1 = 0.2, �2 = 0.15, �4 = 0.35 

µε �� = ��� = -
, - = 1,2,3,4,5 

Θα παράγουµε αριθµούς από αυτή τη κατανοµή χρησιµοποιώντας τη µέθοδο της απόρρι-

ψης. Χρειαζόµαστε µια κατανοµή µε το ίδιο η µεγαλύτερο στήριγµα από την οποία µπορο-
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ύµε να παράγουµε εύκολα αριθµούς. Μία κατανοµή που µπορεί να χρησιµοποιηθεί εδώ εί-

ναι η διακριτή οµοιόµορφη Y ~ DU{1,2,3,4,5}  µε σ.π.π., 

Y< = 15 , ; = 1,2,3,4,5 

καθώς µπορούµε να παράγουµε εύκολα αριθµούς από αυτήν (αρκεί να παράγουµε �~��0,1
 και µετά να θέσουµε j = B5 ∗ �C + 1
 , µε µέσο αριθµό επαναλήψεων  

¡ = max Ê�<Y< , ; = 0,1, . . Ë 
   = max b �<0.2 , ; = 1,2,3,4,5Î   = maxÏ5�<, ; = 1,2,3,4,5Ð   = 5 ∗ max�0.12, 0.15, 0.18, 0.2, 0.35}   = 5 ∗ 0.35 = 1.75 

Πράγµατι, παρατηρούµε ότι ο αλγόριθµος µε τη µέθοδο της απόρριψης θέλει κατά µέσο όρο 

1.75 βήµατα , ενώ ο αντίστοιχος αλγόριθµος µε τη µέθοδο της αντιστροφής θέλει κατά µέσο 

όρο 2.49 βήµατα (από το παράδειγµα 1.1.1), και συνεπώς οδηγεί σε καλύτερο (δηλαδή γρη-

γορότερο) αλγόριθµο, ο οποίος είναι ο ακόλουθος. Στη συνέχεια δίνονται εντολές στο 

Mathematica που παράγουν 20 αριθµούς από αυτή τη κατανοµή µε βάση τον προηγούµενο 

αλγόριθµο. 

Βήµα 1. Παράγουµε έναν τυχαίο αριθµό ��~ U(0,1) 

Βήµα 2. Θέτουµε j = B5 ∗ �C + 1 (δηλ. Y ~ U{1,...,5}) 

Βήµα 3. Παράγουµε έναν τυχαίο αριθµό ��~ U(0,1) 

Βήµα 4.Αν  �� ≤ ¥£¤T£ = ¥£�.14, θέτουµε X=Y και σταµατάµε, αλλιώς πάµε στο Βήµα 1. 

 

Μια υλοποίηση του παραπάνω αλορίθµου µέσω του Mathematica είναι: 

px={0.12,0.18,0.2,0.15,0.35};n=20;T={};k=5;i=1; 

While[i≤≤≤≤ n,U1=Random[];Y=Floor[k*U1]+1; U2=Random[]; 

             If[U2<px[[Y]]/0.35,T=Append[T,Y];i++]; 

]; 

Print[T] 
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Η διακριτή οµοιόµορφη κατανοµή είναι µια αρκετά απλή και βολική κατανοµή, αλλά σε 

µερικές περιπτώσεις δεν µπορεί να χρησιµοποιηθεί ως βοηθητική κατανοµή, κάτι που θα 

διαπιστώσουµε από το παράδειγµα που ακολουθεί. 

Παράδειγµα 2.1. 2. 

Έστω η τ. µ. X µε σ. π. 

�� = 6��-� , - = 1,2, … 

Εδώ  µπορούµε να εφαρµόσουµε τη µέθοδο της αντιστροφής, αλλά αφού ο µέσος αριθµός 

των βηµάτων που απαιτεί ο αλγόριθµος είναι ίσος µε 

+�,
 = & 6-��-� = 6�� & 1-
§

�'�
§

�'� = ∞, 
δηλαδή η µέση τιµή δεν υπάρχει, και αυτό οδηγεί σε πολύ αργό αλγόριθµο, οπότε θα χρησι-

µοποιήσουµε την µέθοδο της απόρριψης. ∆εν µπορούµε φυσικά να χρησιµοποιήσουµε κά-

ποια διακριτή οµοιόµορφη κατανοµή, αφού εδώ το στήριγµα είναι το ,M. Μια κατάλληλη 

κατανοµή που µπορούµε να χρησιµοποιήσουµε είναι η τ. µ. Y που ορίζεται ως το ακέραιο 

µέρος του αντιστρόφου ενός τ.α. στο διάστηµα (0, 1), δηλαδή την τ. µ. που ορίζεται ως ε-

ξής: 

j = P1�S , �~��0,1
 

µε σ.π.π. 

Y< = ��j = ;
 = � FZ1�\ = ;G = � F; ≤ 1� < ; + 1G = � F 1; + 1 < � ≤ 1; G 
      = 1; − 1; + 1 = 1;�; + 1
 , ; ≥ 1. 

Tότε, η σταθερά µε τη µέθοδο της απόρριψης είναι η  

¡ = max Ê�<Y< , ; = 1, . . Ë = Òr�<Ó� Ê�<Y< , ; = 1,2, . . Ë = 6�� Òr�ÔÓ� Õ; + 1; Ö = 6�� ∙ 2 = 12��. 
Βρίσκουµε έπειτα ότι 

�k¡Yk = 6��j�12�� 1j�j + 1
 = j + 12j , 
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και ο αλγόριθµος παραγωγής αριθµών είναι ο επόµενος. 

. 

 

Βήµα 1. Παράγουµε έναν τυχαίο αριθµό ��~ U(0,1) 

Βήµα 2. Θέτουµε j = B1/�C 
Βήµα 3. Παράγουµε έναν τυχαίο αριθµό ��~ U(0,1) 

Βήµα 4.Αν  �� ≤ ¥£¤T£ = kM��k , θέτουµε X=Y και σταµατάµε, αλλιώς πάµε στο Βήµα 1. 

Μέσω του Mathematica µπορούµε π.χ. παράγουµε 100 αριθµούς από την κατανοµή της X 

µε τις επόµενες εντολές. 

n=100;randomnumbers=Table[0,{n}];j=1; 

While[j≤≤≤≤n,U1=Random[];Y=Floor[1/U1];U2=Random[]; 

           If[U2≤≤≤≤(Y+1)/(2*Y),randomnumbers[[j]]=Y;j++] 

;] 
Print[randomnumbers] 

Συγκρίνοντας ένα προσοµοιωµένο δείγµα 10000 αριθµών µε αυτή τη µέθοδο σε σχέση µε 

παραγόµενους αριθµούς από αυτήν την κατανοµή, έχουµε πολύ καλή προσαρµογή. 

n=10000;c=6/(Pi^2);randomnumbers=Table[0,{n}]; 
j=1; 

While[j≤≤≤≤n,U1=Random[];Y=Floor[1/U1];U2=Random[]; 

     If[U2≤≤≤≤(Y+1)/(2*Y),randomnumbers[[j]]=Y;j++]; 

] 
m=Table[{x,n*c/(x^2)},{x,1,50}]; 
t1=Tally[randomnumbers]; 

m1=ListPlot[t1,Filling→→→→Axis,PlotRange→→→→{{0,50},{0,7000}}]; 

m2=ListPlot[m,Joined→→→→True]; 

Show[m1,m2,PlotRange→→→→{{0,50},{0,7000}}] 
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Σχήµα 5.∆ιάγραµµα εµφάνισης σηµείων της  προηγούµενης κατανοµής σε σύγκριση µε 

την πυκνότητα πιθανότητας. 

 

 

 

Παράδειγµα 2.1.3. 

Έστω η τ. µ. Χ µε σ.π. 

�� = J2-�2- − 1
 = J F 12- − 1 − 12-G ,    - = 1,2, .. 
όπου 

J = 1[�i2  
 

Είναι γνωστό ότι 

[�i2 = 1 − 12 + 13 − 14 + ⋯ = &�−1
� 1- + 1
§

�'�  

 

Για να παράγουµε αριθµούς από την κατανοµή της τ.µ. X θα βασιστούµε και πάλι στην τ.µ. j = Ø�lÙ,  καθώς έχει το ίδιο στήριγµα µε την κατανοµή της X. Η σταθερά µε τη µέθοδο της 

απόρριψης µπορεί να βρεθεί µε τον ακόλουθο τρόπο: 

 

 

¡ = max Ê�<Y< , ; = 1, . . Ë = Òr�<Ó� Ê�<Y< , ; = 1,2, . . Ë 
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   = Òr��Ó� ÚJ b 12- − 1 − 12-c1-�- + 1
 Û = Òr��Ó� Ú J2-�2- − 1
1-�- + 1
 Û 
   = J2 Òr��Ó� Õ - + 1�2- − 1
Ö = J = 1[�i2 

 

Επίσης καθορίζουµε το πηλίκο 

 
T£¤¥£ = Ü�£��£{�
Ü£�£Ý�
 = kM�2k � 

 

Εποµένως το µόνο που αλλάζει στον αλγόριθµο του προηγούµενου παραδείγµατος (2.1.2.) 

είναι το Βήµα 4, όπου τώρα θα διατυπώνεται ως εξής: 

 

 Βήµα 4. Αν �� ≤ ¥£¤T£ = kM�2Þ �, θέτουµε X=Y και σταµατάµε, αλλιώς πάµε στο Βήµα 5. 

 

n=100;randomnumbers=Table[0,{n}];j=1; 

While[j≤≤≤≤n,U1=Random[];Y=Floor[1/U1];U2=Random[]; 

 If[U2≤≤≤≤ (Y+1)/(4*Y-2),randomnumbers[[j]]=Y;j++];] 
Print[randomnumbers] 

 

Η µέθοδος της απόρριψης είναι αρκετά ισχυρή στη συνεχή περίπτωση, όπως θα δούµε στην 

συνέχεια. 

 

2.2 Συνεχής περίπτωση  

Η µέθοδος της απόρριψης για την συνεχή περίπτωση διαφέρει ελάχιστα από τη διακριτή 

περίπτωση. Εδώ τώρα σκοπός µας είναι να παράγουµε την τ. µ. X µε στήριγµα το ß� ⊆ x 

και σ.π.π. m βασιζόµενοι σε µια τ.µ. Υ µε αντίστοιχο στήριγµα ß� ⊆ ßk ⊆ x και σ.π.π. i . 

Όπως και στην διακριτή περίπτωση, υποθέτουµε πως µπορούµε να παράγουµε µε ευκολία 

ένα τ. α. Υ και τον αποδεχόµαστε µε πιθανότητα ανάλογη του πηλίκου  m�j
/i�j
. Θεωρο-

ύµε πάλι ότι υπάρχει µια σταθερά c για την οποία ισχύει  

m��
i��
 ≤ ¡, ∀� ∈ x, i��
 ≠ 0 

Και ο γενικός αλγόριθµος παραγωγής αριθµών µε τη µέθοδο της απόρριψης είναι o ακόλου-

θος. 
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ΒΗΜΑ 1. Παράγουµε έναν τυχαίο αριθµό Y από κατανοµή µε σ.π.π. i 

ΒΗΜΑ 2. Παράγουµε έναν τυχαίο αριθµό U ~ U(0,1). 

ΒΗΜΑ 3. Εάν � ≤ â�k
¤ã�k
, τότε θέτουµε X=Y και σταµατάµε. 

Εάν όχι, επιστρέφουµε στο 1. 

 

Η απόδειξη είναι παρόµοια µε την διακριτή περίπτωση, µε τη διαφορά ότι επειδή τώρα µε-

λετάµε συνεχείς κατανοµές, τα αθροίσµατα αντικαθίστανται από ολοκληρώµατα. Όπως και 

πριν, δεν υπάρχει κανένας περιορισµός για το ποια βοηθητική κατανοµή Y ~ G µπορούµε να 

χρησιµοποιήσουµε, αρκεί να πληρεί τις προϋποθέσεις που αναφέραµε παραπάνω (να έχει το 

ίδιο η µεγαλύτερο στήριγµα από της Χ). Συνήθως επιλέγουµε κάποια κατανοµή µε “παρόµο-

ια” σ.π.π. έτσι ώστε να µην έχουµε πολύπλοκους υπολογισµούς, αλλά στη γενική περίπτωση 

προσπαθούµε να µεγιστοποιήσουµε τη συνάρτηση  

ℎ��
 = m��
i��
 

και έπειτα εντοπίσουµε τη κατάλληλη σταθερά c για την οποία ισχύει 

¡ = sup {m��
i��
 , � ∈ x} 

. 

 

Παράδειγµα 2.2.1 

Έστω X µια τ. µ. που ακολουθεί τη κατανοµή Gamma(2, 1) µε σ.π.π. 

                                                m���
 = �_ n , � > 0  

Θα παράγουµε αριθµούς από την κατανοµή της τ. µ. Χ χρησιµοποιώντας τη µέθοδο της α-

πόρριψης (αν και είναι εφικτή η παραγωγή αριθµών και µέσω της µεθόδου της αντιστροφής, 

όπως είδαµε προηγουµένως στο Παράδειγµα 1.2.3). Θα πρέπει να χρησιµοποιήσουµε κάπο-

ια κατανοµή µε το ίδιο η µεγαλύτερο στήριγµα (που εδώ είναι το ß� = �0, ∞

. Μια κατα-

νοµή που µπορούµε να χρησιµοποιήσουµε είναι η εκθετική µε παράµετρο å (j~:�å
), για-

τί έχει το ίδιο στήριγµα ßÞ = �0, ∞
 και σχετικά “απλή” σ.π.π. 

i��
 = å_ æn , � > 0. 
Πρέπει να εντοπίσουµε στη συνέχεια κατάλληλη σταθερά c για την οποία θα ισχύει ότι  
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m���
i��
 = ℎ���
 ≤ ¡, ¡ > 0 

και θα είναι λοιπόν  

ℎ���
 = m���
i��
 = �_ nå_ æn = �_n�æ �
å , �, å > 0. 
Η παραπάνω συνάρτηση για å ≥ 1 δεν µπορεί να φραχθεί άνω, αλλά για 0 < å < 1 ίσως 

υπάρχουν πιθανά ακρότατα. Παραγωγίζοντας και µηδενίζοντας την προηγούµενη συνάρτη-

ση θα έχουµε  

ℎ����
 = 0 ⟺ _n�æ �
å − ��1 − å
_n�æ �
å = 0 ⇔ �� = 11 − å 

Μπορεί να εξακριβωθεί ότι η δεύτερη παράγωγος σε αυτό το σηµείο είναι αρνητική και έτσι 

είναι τοπικό µέγιστο. Η σταθερά µε τη µέθοδο της απόρριψης c ισούται µε  

¡�å
  = max Ê� ∈ �0, ∞
: m���
i��
 ≥ 0Ë 
          = ℎ� F 11 − åG = _ �å�1 − å
 
          = _ � F1å + 11 − åG. 

Προφανώς θα ψάξουµε για το θ που ελαχιστοποιεί την παραπάνω συνάρτηση, καθώς έτσι 

θα έχουµε τον ταχύτερο αλγόριθµο. Παραγωγίζοντας την προηγούµενη συνάρτηση θα είναι 

¡��å
 = _ � P− 1å� + 1�1 − å
�S = 0. 
Η παράγωγος εποµένως θα µηδενίζεται για θ = 1/2. Καθορίζουµε στη συνέχεια το πηλίκο  

m���
¡i��
 = �_nb�� �c
4_ � 12 = �_� n�2 . 

Ο αλγόριθµος παραγωγής από την Gamma(2, 1) µε την µέθοδο της απόρριψης µπορεί να 

είναι ο επόµενος. 

Βήµα 1.Παράγουµε έναν αριθµό ��~��0,1
 και Y~Exp(θ)  

Βήµα 2. Παράγουµε έναν αριθµό ��~��0,1
. 

Βήµα 3.Aν     �� ≤  â��k
¤ã�k
 = kz�{£�� , τότε θέτουµε X = Y και σταµατάµε. 
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Ο αλγόριθµος θέλει κατά µέσο όρο  

¡ = ¡ F12G = 4_ � 

βήµατα για να τερµατιστεί. Μέσω Mathematica µπορούµε να παράγουµε π.χ. 50 αριθµούς, 

χρησιµοποιώντας σαν βοηθητική µια εκθετική κατανοµή µε παράµετρο θ=0.5 και υλοποι-

ώντας τον προηγούµενο αλγόριθµο µε τις παρακάτω εντολές. 

n=50;T=Table[0,{n}];i=1; 

While[i≤≤≤≤n,U1=Random[];Y=-2*Log[1-U1]; 

   U2=Random[];If[U2≤≤≤≤Y*Exp[-Y/2+1]/2,T[[i]]=Y;i++]; 
] 
Print[T] 

Συγκρίνοντας το ιστόγραµµα 30000 παραγόµενων αντιγράφων της Χ µε την καµπύλη της 

πυκνότητας πιθανότητας m�, παρατηρούµε πως, όπως ήταν αναµενόµενο, έχουµε µια πολύ 

καλή προσαρµογή, µέσω του επόµενου συνόλου εντολών του Mathematica. 

n=30000;T=Table[0,{n}];i=1; 
While[i<=n,U1=Random[];Y=-2*Log[1-U1]; 
    U2=Random[];If[U2<=Y*Exp[-Y/2+1]/2,T[[i]]=Y;i++]; 
 ] 

p1=Histogram[T,HistogramScale→→→→1]; 
p2=Plot[x*Exp[-x],{x,0,7}]; 
Show[p1,p2] 

Σχήµα 6.Κατανοµή Γάµµα (2, 1) 
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Παράδειγµα 2.2.2. 

Έστω η τ. µ. X µε σ.π.π.  

m���
 = 4��é� _ n� , � > 0. 
Θα παράγουµε αριθµούς από αυτή τη κατανοµή µε τη µέθοδο της απόρριψης. Υπάρχουν 

πολλές κατανοµές που µπορούµε να χρησιµοποιήσουµε για να εφαρµόσουµε αυτή τη µέθο-

δο. Για παράδειγµα, θα χρησιµοποιήσουµε τη κατανοµή Gamma µε παραµέτρους 3 και 1, 

επειδή έχει το ίδιο στήριγµα �0, ∞
 και σ.π.π. 

i��
 = ��_ n2 , � > 0,  
που  είναι αρκετά παρόµοια µε την m���
. Χρησιµοποιώντας την µέθοδο της απόρριψης, 

όπως και πριν, έτσι και τώρα θα καθορίσουµε κατάλληλη σταθερά c έτσι ώστε να ισχύει 

ℎ���
 = m���
i��
 = 4��é� _ n�
��_ n2 = 8_ n�Mné� ≤ ¡ 

Στη συνέχεια θα µελετήσουµε την συνάρτηση 

ℎ���
 = 8_ n�Mné� , � > 0 

ως προς την ύπαρξη πιθανών ακροτάτων. Παρατηρούµε ότι  

ℎ����
 = 0 ⇔ 8_ n�Mn�−2� + 1
é� = 0 ⟺ �� = 1/2. 
Η δεύτερη παράγωγος στο �� = 1/2 είναι ίση µε  

ℎ������
 = − 16é� _ �2 < 0, 
∆ηλαδή το παραπάνω σηµείο αντιστοιχεί σε τοπικό µέγιστο. Οπότε η σταθερά µε τη µέθοδο 

της απόρριψης c ισούται µε  

¡ = max Õ� ∈ �0, ∞
: m���
i��
 ≥ 0Ö = ℎ�1/2
 = 8_�/2é�  
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O αλγόριθµος παραγωγής αριθµών από αυτή τη κατανοµή µε τη µέθοδο της απόρριψης 

µπορεί να είναι ο επόµενος. 

Βήµα 1.Παράγουµε 6~dw��w�3,1
 . 

Βήµα 2. Παράγουµε έναν αριθµό �~��0,1
. 

Βήµα 3.Aν � ≤  â��k]¤ã�k
 = _ k�Mk �/2, τότε θέτουµε X = Y και σταµατάµε. 

 

Ο προηγούµενος αλγόριθµος απαιτεί κατά µέσο όρο  

:�.
 = ¡ = 8_�/2é� ≅ 5,794 

βήµατα προκειµένου να γίνει αποδεκτός ένας αριθµός. Πιθανώς µε κάποια άλλη βοηθητική 

κατανοµή να είχαµε οδηγηθεί σε µικρότερο c και ταχύτερο αλγόριθµο, αλλά και αυτή είναι 

µια αρκετά καλή κατανοµή. Μέσω Mathematica υλοποιούµε τον παραπάνω αλγόριθµο, πα-

ράγοντας 50 αριθµούς από αυτή την κατανοµή µε τη µέθοδο της απόρριψης.  

n=50;t=Table[0,{n}];i=1; 

While[i≤≤≤≤n,Y=RandomReal[GammaDistribution[3,1]];U2=Random[]; 

If[U2≤≤≤≤Exp[-Y^2+Y-0.25],t[[i]]=Y;i++]; 
] 
Print[t] 
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Στη συνέχεια µπορούµε να συγκρίνουµε τις τιµές µε ένα ιστόγραµµα συχνοτήτων (για π.χ. 

25000 παραγόµενες τιµές)  και την καµπύλη της πυκνότητας πιθανότητας m�.Από το επόµε-

νο σχήµα που ακολουθεί παρατηρούµε ότι έχουµε µια αρκετά καλή προσαρµογή των προ-

σοµοιωµένων τιµών, ενώ αυξάνοντας και άλλο το δείγµα θα πάρουµε ακόµα καλύτερη προ-

σέγγιση. 

n=25000;t=Table[0,{n}];i=1; 

While[i≤≤≤≤n,Y=RandomReal[GammaDistribution[3,1]]; 

      U2=Random[];If[U2≤≤≤≤Exp[-Y^2+Y-0.25],t[[i]]=Y;i++]; 
] 

H=Histogram[t,HistogramScale→→→→1]; 
P=Plot[4*x^2*Exp[-x^2]/Sqrt[Pi],{x,0,5}]; 
Show[H,P] 

Σχήµα 7.Ιστόγραµµα συχνοτήτων της πυκνότητας  ëì. 

 

 

Παράδειγµα 2.2.3 

Έστω  Χ η τ.µ. µε πυκνότητα πιθανότητας  

m1��
 = _ n}
� b1 + 1wc , � > 0, w > 1. 

Θα χρησιµοποιήσουµε σαν βοηθητική κατανοµή µια εκθετική κατανοµή µε παράµετρο θ 

προκειµένου να εφαρµόσουµε την µέθοδο της απόρριψης, µε πυκνότητα  

i��
 = å_ æn , �, å > 0. 
Σχηµατίζουµε έπειτα την συνάρτηση  
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ℎ1��
 = m1��
i��
 =
_ n}

� b1 + 1wcå_ æn  
            = _ n}_æn

å� b1 + 1wc = _n�æ n}{�

å� b1 + 1wc. 

Και έπειτα θα την µελετήσουµε ως προς την ύπαρξη ακροτάτων. Έτσι θα είναι  

ℎ1′��
 = 0 ⇔ �å − w�� �
_n�æ n}{�

å� b1 + 1wc = 0 

⇔ �å − w�� �
 = 0 
⇔ �� = FåwG �� �. 

Μπορούµε να δούµε πως η δεύτερη παράγωγος της προηγούµενης συνάρτησης είναι αρνη-

τική σε αυτό το σηµείο, και έτσι θα αποτελεί τοπικό µέγιστο.H σταθερά µε τη µέθοδο της 

απόρριψης που θα χρησιµοποιήσουµε καθορίζεται από την ισότητα  

¡ = ¡�å
 = max Ê� ∈ �0, ∞
: m1��
i��
 ≥ 0Ë 

      = exp ïbåwc �� � �å − båwc�ð
å� b1 + 1wc = ⋯ = exp %båwc �� � �w − 1
(

å� b1 + 1wc  

Έπειτα θα χρειαστεί να δούµε που ελαχιστοποιείται η παραπάνω συνάρτηση, καθώς για αυ-

τό το σηµείο θα είναι πιο αποδοτικός ο αλγόριθµος. Ελαχιστοποιείται για θ = a
1/a

 και άρα 

¡ = exp bw − 1w cw�/�� b1 + 1wc. 
Μπορούµε να δώσουµε έπειτα τον αλγόριθµο παραγωγής αριθµών από αυτή την κατανοµή 

µε την µέθοδο της απόρριψης. 
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Βήµα 1.Παράγουµε έναν αριθµό Y ~:���w�ñ. 
  

Βήµα 2. Παράγουµε έναν αριθµό U~U(0,1). 

Βήµα3.Aν� ≤  âò�k]¤ã�k
 = ⋯ = _Þ���} Þ}{�� }{�} ,  τότε θέτουµε X = Y και σταµατάµε. 

 

Υλοποιώντας τον παραπάνω αλγόριθµο µέσω του Mathematica, παράγοντας 40000 αντίγ-

ραφα της Χ  και κατασκευάζοντας το αντίστοιχο ιστόγραµµα, έχουµε µια ικανοποιητική 

προσαρµογή (π.χ. για α=4.3).  

a=4.3; m=40000; RandomNumbers=Table[0,{m}]; 

t=a^(1/a); j=1; 

While[j≤≤≤≤m,Y=-(1/t)*Log[1-Random[]];U=Random[]; 

  If[U≤≤≤≤ Exp[Y*(t-Y^(a-1)/(a)],RandomNumbers[[j]]=Y;j++]; 
] 

pl1=Histogram[RandomNumbers,HistogramScale→→→→1]; 
pl2=Plot[Exp[-x^a]/Gamma[1+(1/a)],{x,0,2}]; 
Show[pl1,pl2] 
 

Σχήµα 8. Ιστόγραµµα συχνοτήτων της πυκνότητας  ëó. 
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 3 

Η µέθοδος της σύνθεσης (The Composition Method). 

 

3.1. ∆ιακριτή περίπτωση. 

Η µέθοδος της σύνθεσης χρησιµοποιείται κυρίως για να παράγουµε αριθµούς από διάφορες 

µίξεις κατανοµών, δηλαδή για κατανοµές µε σ.π.π. της µορφής 

 �� = w�m��-
 + w�m��-
 + ⋯ + w�m��-
, - ∈ ., 

όπου w�, w�, . . , Qô θετικοί πραγµατικοί αριθµοί µε � w� = 1�<'�  και m�, … , m� περιθώριες 

σ.π.π. από κατανοµές 	�, … , 	�. Η πιο απλή περίπτωση είναι για k=2, όπου η σ.π.π. είναι της 

µορφής  

�� = Qm��-
 + �1 − Q
m��-
�0 < Q < 1
, - ∈ .. 

Ο ο αλγόριθµος παραγωγής αριθµών από την µίξη κατανοµής µε τη µέθοδο της σύνθεσης 

είναι ο επόµενος (βλ., Ross (2006)) 

Βήµα 1: Παράγουµε έναν τ. α. �~��0,1
  

Βήµα 2: Αν � < w παράγουµε Χ από την 	� αλλιώς παράγουµε από την 	�. 
 

Παράδειγµα 3.1 

Έστω η τ.µ. Χ µε συνάρτηση πιθανότητας  

�� = ��� = -
 = 13 Y��1 − Y�
� � + 23 Y��1 − Y�
� �, - = 1,2, . ., 0 < Y�, Y� < 1. 
Η παραπάνω συνάρτηση πιθανότητας είναι στην πραγµατικότητα η συνάρτηση πιθανότητας 

της µίξης 2 γεωµετρικών κατανοµών, έστω 	�, 	� µε παραµέτρους Y�, Y� αντίστοιχα. Μπο-

ρούµε να παράγουµε εύκολα αριθµούς από αυτές τις κατανοµές χρησιµοποιώντας τη µέθοδο 

της αντιστροφής (βλ. Πίνακα Κεφαλαίου 1), οπότε θα παράγουµε αριθµούς από αυτή τη µί-

ξη κατανοµών µε τη µέθοδο της σύνθεσης  βασιζόµενοι στον επόµενο αλγόριθµο. 

Βήµα 1: Παράγουµε έναν τ.α. ��, ��~��0,1
 

Βήµα 2: Αν �� < 1/3 παράγουµε από την 	� (θέτουµε � = � õ�l�õ� �� ¥�
  + 1 ), αλλιώς 

παράγουµε από την 	� (θέτουµε � = � õ�l�õ��� ¥�
  + 1
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Και µέσω Mathematica (αριθµητική εφαρµογή για Y� = 0.2, Y� = 0.4
 για να παράγουµε 

100 αριθµούς θα είναι οι επόµενες εντολές. 

 

n=100;RandomNumbers={};q1=0.2;q2=0.4;a=1/3; 
Do[U1=Random[];U2=Random[]; 

If[U1<a,X=Floor[Log[U2]/Log[1-q1]]+1, 
        X=Floor[Log[U2]/Log[1-q2]+1]]; 
 AppendTo[RandomNumbers,X]; 

,{n}] 
Print[RandomNumbers] 

 

3.2. Συνεχής περίπτωση  

Η µέθοδος της σύνθεσης τροποποιείται ελάχιστα για να µπορεί να εφαρµοστεί και στην συ-

νεχή περίπτωση, όπου έχουµε µια συνεχή κατανοµή που προκύπτει από µια µίξη άλλων συ-

νεχών κατανοµών. Υποθέτουµε ότι θέλουµε να παράγουµε αριθµούς από την κατανοµή µε 

σ.π.π. της µορφής 

m��
 = w�m���
 + w�m���
 + ⋯ + w�m���
, � ∈ ß ⊆ x, 

όπου w�, w�, . . , Qô θετικοί πραγµατικοί αριθµοί µε 

� w� = 1�<'�  και m�, … , m� περιθώριες σ.π.π. από κατανοµές 	�, … , 	�. 

Στην πιο απλή περίπτωση όπου k=2,  η σ.π.π. είναι της µορφής   

m��
 = Qm���
 + �1 − Q
m���
  �0 < Q < 1
,   � ∈ x 

O αλγόριθµος παραγωγής αριθµών µε τη µέθοδο της σύνθεσης είναι ο επόµενος. 

Βήµα 1:Παράγουµε έναν τ. α. U~U(0,1). 

Βήµα 2:Αν � < w παράγουµε από την 	� αλλιώς παράγουµε από την 	�. 

 

Παράδειγµα 3.2 (Μίξη Εκθετικών Κατανοµών) 

Έστω η τ. µ. Χ µε σ. π.  

m��
 = 13 _ n + 43 _ �n, � > 0 

Η παραπάνω πυκνότητα πιθανότητας είναι η µίξη 2 ανεξάρτητων εκθετικών τ.µ.Exp(1), 

Exp(2). Η σ.κ. εύκολα διαπιστώνεται ότι ισούται µε  
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	��
 = o m�p
qp = o F13 _ � + 43 _ ��G qpn
�

n
�  

          = 13 �1 − _ n
 + 23 �1 − _ �n
 
         = 13 	���
 + 23 	���
, � > 0. 

Μπορούµε να χρησιµοποιήσουµε τη µέθοδο της αντιστροφής για να παράγουµε αριθµούς 

από τις 	�, 	� θέτοντας απλά � =– [�i� ή � =– õ÷ãl� , �~��0,1
. Οπότε ο αλγόριθµος χρη-

σιµοποιώντας την µέθοδο της σύνθεσης µπορεί να διατυπωθεί ως εξής. 

Βήµα 1:Παράγουµε. ��, ��~��0,1
.  
Βήµα 2:Αν  �� < �1 , τότε παράγουµε � =– [�i�� αλλιώς παράγουµε 

 � =– õ÷ãl�� . 

Παράγουµε στη συνέχεια 100 αριθµούς από την παραπάνω µίξη κατανοµών. 

a=1/3;n=10000;numbers={}; 

Do[U1=Random[];U2=Random[]; 

 If[U1<a,X=-Log[U2],X=-Log[U2]/2]; 

 AppendTo[numbers,X];,{n}] 

Print[numbers]  

Από το παρακάτω σχήµα (ιστόγραµµα 10000 παραγόµενων αριθµών, µαζί µε την παραπάνω 

σ.π.π. f ), διαπιστώνουµε πως πρόκειται πράγµατι για τυχαίους αριθµούς από την παραπάνω 

µίξη κατανοµών. 

Σχήµα 9. Ιστόγραµµα συχνοτήτων της προηγούµενης πυκνότητας. 
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Αυτή η µέθοδος έχει καλή ακρίβεια, όπως βλέπουµε από το επόµενο σχήµα της εµπειρικής 

συνάρτησης κατανοµής.  

a=1/3;n=1000;numbers={}; 
Do[U1=Random[];U2=Random[]; 
 If[U1<a,X=-Log[1-U2],X=-Log[1-U2]/2]; 
 AppendTo[numbers,X];,{n}] 
s=Sort[numbers]; 
t=Table[{s[[j]],j/n},{j,1,n}]; 
L=ListPlot[t]; 
P=Plot[a*(1-Exp[-x])+(1-a)*(1-Exp[-2*x]),{x,0,4}]; 
Show[L,P] 

 

 

Σχήµα 10.Εµπειρική συνάρτηση κατανοµής της µίξης εκθετικών. 

 

 

Παραγωγή αριθµών από κανονική κατανοµή συνδυάζοντας κάποια από τις τρείς πα-

ραπάνω µεθόδους.  

Η κανονική κατανοµή µπορεί να θεωρηθεί ως η βασικότερη όλων των κατανοµών, οπότε η 

παραγωγή αριθµών από αυτήν είναι αρκετά σηµαντική.Μπορούµε να χρησιµοποιήσουµε τις 

προηγούµενες µεθόδους για να παράγουµε αριθµούς από την κανονική κατανοµή. Έστω 

λοιπόν µια τ.µ. Χ  ~  I(µ,σ
2
). Υπενθυµίζουµε πως η τ.µ. X έχει σ.π.π. 

m��
 = _ �n ø
����é2� , � ∈ x 
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Η παραγωγή αριθµών από οποιαδήποτε κανονική κατανοµή µπορεί να γίνει αν παράγουµε 

αρχικά αριθµούς από την τυπική κανονική κατανοµή Z~N(0, 1) µε σ.π.π. 

ù�ú
 = _ û��é2� , ú ∈ x 

και έπειτα εκτελώντας απλά τον µετασχηµατισµό � = ü + �ý λαµβάνουµε την Χ ~ I(µ, σ
2
). 

Το ερώτηµα λοιπόν είναι πως θα παράγουµε αριθµούς από την τ. µ. Z ~ N (0, 1) µε κάποια 

από τις προηγούµενες µεθόδους. ∆εν µπορούµε φυσικά να εφαρµόσουµε απευθείας την µέ-

θοδο της αντιστροφής, καθώς η σ.κ. της Ν(0,1), µε 

þ��
 = o ù�ú
qú = o _ û��é2� qún
 §

n
 §  

 δεν µπορεί να δοθεί σε απλούστερη µορφή, και αν και υπάρχει η αντίστροφή της, είναι α-

δύνατον να επιλυθεί µε αναλυτικό τρόπο. Έτσι θα καταφύγουµε στην µέθοδο της απόρριψης 

η στην µέθοδο της σύνθεσης. 

Υπάρχουν αρκετές κατανοµές  παρόµοιες µε την καµπανοειδή συµµετρική µορφή της κανο-

νικής κατανοµής. Μια αρκετά καλή βοηθητική κατανοµή που µπορούµε να χρησιµοποιή-

σουµε είναι η κατανοµή της τ. µ. Y~Laplace (α, β) (∆ιπαραµετρική εκθετική) µε πυκνότητα 

πιθανότητας 

i�8
 = �� _ Æ� �Æ/� , Q ∈ x, R > 0, 8 ∈ x. 

Σηµειώνεται ότι µπορούµε να παράγουµε αριθµούς από την κατανοµή �w�[w¡_�Q, R
  βασι-

ζόµενοι στην τυπική κατανοµή Laplace(0,1) µε σ.π.π. 

i�8
 = �� _ Æ�Æ, 8 ∈ x, 

και στη συνέχεια να χρησιµοποιήσουµε αυτήν την κατανοµή για να παράγουµε αριθµούς 

από την τυπική κανονική  I(0,1) γιατί έχει το ίδιο στήριγµα x. Μάλιστα µπορούµε να βρο-

ύµε µια αρκετά ικανοποιητική συνθήκη απόρριψης. Πράγµατι, ∀� ∈ x ισχύει πως 

12 �Æ�Æ − 1
� ≥ 0 ⟺ 12 ��� + 1 − 2Æ�Æ
 = 12 + 12 �� − Æ�Æ ≥ 0 
⟺ 12 + 12 �� ≥ Æ�Æ ⟺ 12 �� ≥ − 12 + Æ�Æ ⟺ 1é2� _ n�� ≤ 1é2� _�� ÆnÆ 
⟺ ù��
 ≤ ¡i��
, 
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όπου ù�. 
 η σ.π.π. της Ν(0,1), i�. 
 η σ.π.π.της Laplace(0,1) και ¡ = ��z�   η σταθερά της 

απόρριψης. 

Μπορούµε επίσης εύκολα να παράγουµε αριθµούς από την Laplace π.χ. µε την µέθοδο της 

αντιστροφής ή µε τη µέθοδο της σύνθεσης παράγοντας µια τ.µ. ��~:���1
. Η σ.π.π.της 

Laplace (0,1) στον θετικό ηµιάξονα συµπεριφέρεται ουσιαστικά σαν την κατά το ήµισυ 

πυκνότητα πιθανότητας της :���1
 , κάτι που είναι και διαισθητικό, γιατί η κατανοµή La-

place (0,1) είναι συµµετρική γύρω από το 0 και έτσι το ολοκλήρωµα στον θετικό ηµιάξονα 

θα ισούται µε ½ , και στον αρνητικό πάλι µε ½, έτσι ώστε να αθροίζει στην µονάδα(για αυ-

τό και η Laplace καλείται αλλιώς διπλή εκθετική κατανοµή). Οπότε, για να παράγουµε την 6 ~  �w�[w¡_�0,1
 µε την µέθοδο της σύνθεσης, αρκεί απλά να παράγουµε ��~:���1
, ��~��0,1
 και αν �� < 1/2, τότε να θέσουµε j = −��, αλλιώς να θέσουµε j = ��. Συνο-

ψίζοντας , ο αλγόριθµος παραγωγής αριθµών από την κανονική .�ü, ��
 µέσω της Laplace 

µε την µέθοδο της απόρριψης µπορεί να περιγραφεί σύµφωνα µε τα παρακάτω βήµατα. 

Βήµα 1:Παράγουµε ��~��0,1
 και θέτουµε �� = −[@��~:���1
. 
Βήµα 2:Παράγουµε ��~��0,1
 και αν �� < ��, θέτουµε j = −��, αλλιώς j = ��. 

Βήµα 3:Παράγουµε �1~��0,1
. 
Βήµα 4:Αν �1 ≤  ��k
¤ã�Þ
 = ⋯ = _ £�� MÆkÆ ��, θέτουµε ý = j και συνεχίζουµε, αλλιώς 

σταµατάµε. 

Βήµα 5:Θέτουµε τέλος X=µ+σZ ~N(µ, ��
 . 

Με βάση τον παραπάνω αλγόριθµο και χρησιµοποιώντας το Mathematica, παράγουµε π.χ. 

60 αριθµούς από την κανονική κατανοµή ,�ü =  1.8, �� = 2.25
 

m=1.8;s=1.5;n=60;Randomnumbers=Table[0,{n}];j=1; 

While[j≤≤≤≤n,U1=Random[];X1=-Log[Random[]];U2=Random[]; 
 If[U2<0.5,Y=-X1,Y=X1];U3=Random[]; 

 If[U3≤≤≤≤ Exp[-(Y^2/2)+Abs[Y]-
1/2],Randomnumbers[[j]]=m+s*Y;j++];] 
Print[Randomnumbers] 

Ο προηγούµενος αλγόριθµος απαιτεί κατά µέσο όρο 

¡ = �2_� ≅ 1.31, 
βήµατα για να επιστρέψει µια παρατήρηση, και είναι ένας αρκετά ικανοποιητικός αλγόριθ-

µος. 
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Όπως διαπιστώνουµε από το παρακάτω σχήµα που είναι το ιστόγραµµα 60000 παραγόµε-

νων αντιγράφων της Χ και την καµπύλη της σ.π.π. της κατανοµής, αυτή η µέθοδος είναι αρ-

κετά ικανοποιητική. 

m=1.8;s=1.5;n=60000;Randomnumbers=Table[0,{n}];j=1; 

While[j≤≤≤≤n,U1=Random[];X1=-Log[Random[]];U2=Random[]; 
 If[U2<0.5,Y=-X1,Y=X1];U3=Random[]; 

 If[U3≤≤≤≤Exp[-(Y^2/2)+Abs[Y]-1/2],  

           Randomnumbers[[j]]=m+s*Y;j++];] 

p1=Histogram[Randomnumbers, HistogramScale→→→→1]; 
p2=Plot[PDF[NormalDistribution[m,s],x], 
{x,-3,3}]; 
Show[p1,p2]  

 

Σχήµα 11.Κανονική Κατανοµή �(µ, σ
2
) 

 

 Φυσικά θα µπορούσαµε να χρησιµοποιήσουµε οποιαδήποτε κατανοµή µε το ίδιο 

στήριγµα και παρόµοια συµπεριφορά µε την κανονική, όπως την Cauchy, την Λογιστική 

κ.α.. Σε κάθε περίπτωση εξαρτάται η σταθερά της απόρριψης που θα χρησιµοποιήσουµε, 

καθώς όσο µικρότερη είναι, τόσο πιο αποτελεσµατικός είναι ο αλγόριθµος. Αν π.χ. είχαµε 

χρησιµοποιήσει την τυπική Cauchy(0,1) µε σ.π.π.  

m��
 = 1��1 + ��
 , � ∈ x 

 τότε η σταθερά της απόρριψης που θα βρίσκαµε θα ήταν ίση µε ¡ = ���z ≅ 1.52 και ο αλ-

γόριθµος θα ήταν ελαφρώς αργότερος. 
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Η παραγωγή αριθµών από κανονική κατανοµή είναι ένα σηµαντικό κοµµάτι στην θεωρία 

παραγωγής τυχαίων αριθµών, γιατί η κανονική κατανοµή είναι αυτή που εµφανίζεται τις 

περισσότερες φορές στην πράξη. Το ποιος είναι ο αποτελεσµατικότερος τρόπος παραγωγής 

αριθµών από κανονικές κατανοµές είναι αντικείµενο συζήτησης και µελέτης, και κατά και-

ρούς έχουν προταθεί πολλές µέθοδοι , όπως π.χ. στις πρώτες εφαρµογές της γλώσσας προγ-

ραµµατισµού FORTRAN, µέσω αθροίσµατος 12 ανεξάρτητων οµοιόµορφων τ.µ. ��, … ,��� έτσι ώστε η τ.µ. 

� = & �� − 6��
�'�  

προσεγγιστικά να ακολουθεί κανονική κατανοµή ,�0,1
, σύµφωνα µε το Κεντρικό Οριακό 

Θεώρηµα. Αυτή η µέθοδος, αν και πολύ εύκολη και υλοποιήσιµη, δεν έχει φυσικά πολύ µε-

γάλη ακρίβεια. Άλλη γνωστή µέθοδος παραγωγής αριθµών από κανονικές κατανοµές είναι 

η µέθοδος των πολικών συντεταγµένων (βλ. Box-Muller, 1958), που είναι µια αρκετά καλή 

µέθοδος. Αλλά το ποια είναι η αποτελεσµατικότερη µέθοδος, αυτό παραµένει ακόµα και 

σήµερα αµφισβητήσιµο. 

  



Πα
νε
πι
στ
ήμ
ιο 
Πε
ιρα
ιώ
ς46 

 

ΚΕΦΑΛΑΙΟ 4. 

Η µέθοδος Forsythe-Von �eumann (The Forsythe-Von 

�eumann Method). 

Η µέθοδος των Forsythe – Von Neymann είναι µια ειδική µέθοδος που µοιάζει µε την µέθο-

δο της απόρριψης και χρησιµοποιείται για κάποιες κατανοµές που µπορούν να γραφούν σε 

µια συγκεκριµένη µορφή. Πριν προχωρήσουµε στον αλγόριθµο της µεθόδου Forsythe-Von 

Neumann, θα αποδείξουµε κάποιες βασικές προτάσεις που θα µας χρειαστούν στη συνέχεια. 

Πρόταση 1. (Devroye (1986)). Έστω ότι έχουµε ένα τυχαίο δείγµα  ��, ��, … , �ô από κ ανε-

ξάρτητες τυχαίες µεταβλητές µε κοινή συνάρτηση κατανοµής 	. Τότε ισχύουν τα ακόλουθα 

αποτελέσµατα 

�1
   $�� ≥  �� ≥ �� ≥ ⋯ ≥ �ô � < �ô
 = ��n
�{��ô �
! − ��n
�ô! ,    ∀�. 

(2)  Αν η διακριτή τ.µ. K καθορίζεται από τις ��, ��, … , �ô από την συνθήκη 

� ≥  �� ≥ �� ≥ ⋯ ≥  �	 � < �	 , 
τότε ισχύει ότι 

$�
 = �gÀ¾eeόÃ
 = _ ��n
,    Å¾Q ¿άåg �. 
 

(3)  Έστω µια τ. µ. Y µε συνάρτηση κατανοµής G ανεξάρτητη από τις ��, ��, … και έστω ότι 

καθορίζεται από την συνθήκη 

 6 ≥  �� ≥ �� ≥ ⋯ ≥  �	 � < �	.   

 Τότε, για κάθε x, 

��j ≤ �Æ�  �gÀ¾eeόÃ
 = � _ ���
qd�8
n §� _ ���
qd�8
§ § . 
Απόδειξη. Για σταθερό � ∈ x η πιθανότητα του παρακάτω ενδεχοµένου 


 ≔{� ≥  �� ≥ �� ≥ ⋯ ≥ �ô} 

ισούται µε  

     ���
 = $�� ≥  �� ≥ �� ≥ ⋯ ≥ �ô
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                = $��w�{��} ≤ �
���� ≥ �� ≥ ⋯ ≥ �ô
 

                = $��w�{��} ≤ �
�]ήå½Ã e�¼ ügeQåέ�g�¼ e�¼ ¿ �e½¾�gί�¼   
                = ���� ≤ �, … , �� ≤ �
�!  
                = ���� ≤ �
 … ���� ≤ �
�!  
                = 	��
��! . 
Έτσι θα έχουµε την παρακάτω πιθανότητα 

$�� ≥  �� ≥ �� ≥ ⋯ ≥ �ô � < �ô
      = ��� ≥  �� ≥ �� ≥ ⋯ ≥ �ô �
 − $�� ≥  �� ≥ �� ≥ ⋯ ≥ �ô

= 	��
ô ��¿ − 1
! − 	��
ô¿! . 

Όσον αφορά το δεύτερο σκέλος, από την υπόθεση έχουµε ότι η διακριτή τ.µ. K προκαθορί-

ζεται από την συνθήκη 

� ≥  �� ≥ �� ≥ ⋯ ≥  �	 � < �	  

οπότε η πιθανότητα η τ. µ. Κ να  είναι περιττός αριθµός θα ισούται µε  

��
 = �gÀ¾eeόÃ
 = ��� = 2 ∗ � + 1
, � = 0,1,2 …                                   = ��� = 1
 + ��� = 3
 + ⋯ 

                                  = �1 − 	��
1! � + �	��
�2! − 	��
13! � + ⋯ 
                                  = & �−1
�	���
�!

§
�'�                 

                                  = _ ��n
 .                             
Για το τρίτο σκέλος, γνωρίζουµε από το Θεώρηµα Ολικής Πιθανότητας θα ισχύει ότι  

$�j ≤ �,� �gÀ¾eeόÃ
 = � ���  �gÀ¾eeόÃÆj = 8
qd�8
        n § (1) 

= o _ ���
qd�8
n
 § . 

Ενώ από το προηγούµενο αποτέλεσµα ξέρουµε ότι  
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$�
 �gÀ¾eeόÃ
 = +�_ ��n

 = � _ ���
§ § qd�8
 (2) 

Από τις (1), (2) προκύπτει ότι  

$�j ≤ �Æ
  �gÀ¾eeόÃ
 = � _ ���
qd�8
n §� _ ���
§ § qd�8
 
  

και εδώ ολοκληρώνεται η απόδειξη. 

Μπορούµε τώρα να περιγράψουµε τη µέθοδο του Forsythe-Von Neumann, που χρησιµοποι-

είται για σ.π.π. της µορφής  

   m��
 = ¡i��
 exp{−	��
},        (4.1) 

όπου c κατάλληλη σταθερά, i�∙
 µια σ.π.π. και επίσης µια συνάρτηση 	�∙
 που ικανοποιεί 

την συνθήκη 

0 ≤  	��
 ≤ 1 ∀�, 

η οποία δεν είναι απαραίτητα µια συνάρτηση κατανοµής. Ο αλγόριθµος µε την µέθοδο των 

Forsythe von Neymann για την παραγωγή αριθµών από την Χ είναι ο ακόλουθος. (Devroye 

(1986)).  

Βήµα 1: Παράγουµε �~��0,1
 και θέτουµε �~i. 

Βήµα 2: Θέτουµε W = 	��
, K = 1, Stop = False. 

Βήµα 3: Παράγουµε µια τ. µ. �~��0,1
. 
Βήµα 4: Αν U>W, θέτουµε Stop=True, αλλιώς θέτουµε Κ=Κ+1 και  W = U. 

Βήµα 5: Επαναλαµβάνουµε τα Βήµατα 3,4 µεχρι  Stop=True. 

Βήµα 6 : Αν Κ = περιττός σταµατάµε και επιστρέφουµε το Χ, διαφορετικά επαναλαµ-

βάνουµε όλα τα παραπάνω βήµατα. 

 

Μπορούµε να αποδείξουµε ότι ο παραπάνω αλγόριθµος οδηγεί σε παραγωγή ενός �~m��
. Είναι φανερό ότι από την παραπάνω διαδικασία προκύπτει ένα X δεδοµένου ότι ο 

Κ είναι περιττός. Εποµένως για το παραγόµενο Χ θα ισχύει ότι (βλ. Πρόταση 1.(3))  

��� ≤ �Æ�  �gÀ¾eeόÃ
 = � _ ���
qd�8
n §� _ ���
qd�8
§ § = o ¡_ ���
i�8
q8.n
 §  
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και άρα η Χ που προκύπτει θα έχει σ.π.π. 

m��
 = ¡i��
_ ��n
. 
Ο αριθµός των επαναλήψεων του αλγορίθµου ακολουθεί τη γεωµετρική κατανοµή µε παρά-

µετρο  
� = ��
�gÀ¾eeόÃ
 = o _ ���
i�8
q8.§

 §  

οπότε ο αναµενόµενος αριθµός των επαναλήψεων του προηγούµενου αλγορίθµου είναι ίσος 

µε  1/�.  Στην ουσία λοιπόν, η παραπάνω µέθοδος είναι ειδική περίπτωση της µεθόδου της 

απόρριψης που χρησιµοποιείται για κατανοµές της µορφής (4.1). 

Επίσης, η µέση τιµή της διακριτής τ. µ. Κ ισούται µε  

                            :��
 = o �1 �1 − 	��
1! � + 2 �	��
1! − 	��
�2! � + ⋯ �i��
q� 

= o �1 + 	��
1! + 	��
�2! + 	��
13! + ⋯ �i��
q�    
= o _��n
i��
q�. 

Τέλος, αν έστω I είναι το συνολικό πλήθος των αριθµών που πρέπει να παράγουµε από την 

οµοιόµορφη στο (0,1), η µέση τιµή της αποδεικνύεται ότι ισούται µε 

:�.
 = 1 + :��
� = 1 + � _��n
i��
q�� _ ��n
i��
q� . 
Μπορεί επίσης να εξακριβωθεί πως για τη µέση τιµή ισχύει ότι (Devroye (1986)) 

2 ≤ +�,
 ≤ 1 + _1_ = _ + _� ≅ 10.1 

Παράδειγµα 4.1: 

Έστω µια τ. µ. X  που ακολουθεί την κατανοµή µε σ.π.π. 

m��
 = z�z �
 �_ n ,    0 < � < 1. 

Η παραπάνω σ.π.π. ικανοποιεί την µορφή (4.1), µε  

¡ = _2�_ − 2
 , i��
 = 2�, 	��
 = �, ∀ 0 < � < 1. 
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Σηµειώνεται πως σε αυτό το παράδειγµα η συνάρτηση  

	��
 = �, 0 ≤ 	��
 ≤ 1 , 

είναι µια  συνάρτηση κατανοµής, αν κι δεν είναι απαραίτητο. Η συνάρτηση  

 i��
 = 2�, 0 < � < 1  
αποτελεί µια σ.π.π., αφού ικανοποιεί την συνθήκη  

� i��
q� =§ § � 2�q� = [��]10�� = 1. 

και η οποία έχει σ.κ. 

d��
 = o i��
q� = o 2�q� = [��]p0�
�

�
 § = p�, 0 < p < 1,  

και µπορούµε να παράγουµε αριθµούς από αυτήν µε τη µέθοδο της αντιστροφής, καθώς θα 

είναι 

d��
 = r ⟺ �� = r ⟺ p = ér ,        οπότε εκτελώντας απλά τον µετασχηµατισµό 

� = d ���
 = é�. 

(Η σταθερά ¡ χρησιµοποιείται αποκλειστικά έτσι ώστε το ολοκλήρωµα της προηγούµενης 

πυκνότητας πιθανότητας της τ.µ. Χ να ισούται µε τη µονάδα).Υλοποιώντας τον προηγούµε-

νο αλγόριθµο µε τη µέθοδο Forsythe Von Neumann για τα δεδοµένα της κατανοµής, θα έ-

χουµε τον επόµενο αλγόριθµο. 

Βήµα 1:Παράγουµε �~��0,1
 και θέτουµε � = é�. 

Βήµα 2:Θέτουµε W = 	��
 = �, K = 1, Stop = False. 

Βήµα 3:Παράγουµε µια τ. µ. �~��0,1
. 
Βήµα 4:Αν U > W, θέτουµε Stop = True, αλλιώς θέτουµε Κ = Κ + 1 και  W = U 

Βήµα 5:Επαναλαµβάνουµε τα Βήµατα 3,4 µεχρι  Stop=True 

Βήµα 6 : Αν Κ = περιττός σταµατάµε και επιστρέφουµε το Χ, διαφορετικά επαναλαµ-

βάνουµε όλα τα παραπάνω βήµατα. 
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Μέσω του Mathematica παράγουµε αριθµούς από την ζητούµενη κατανοµή.Από το επόµενο 

σχήµα, που είναι το ιστόγραµµα 100000 παραγόµενων αντιγράφων της Χ µέσω του 

Mathematica, επαληθεύουµε πως αυτή η µέθοδος είναι ακριβής. 

c=Exp[1]/(Exp[1]-2);Randomnumbers={};n=1; 
While[n<100000,X=Sqrt[Random[]]; 
 W=X;K=1;Stop=False; 
 While[Not[Stop],U=Random[]; 
  If[U>W,Stop=True,K=K+1;W=U]; 
 ]; 
If[Mod[K,2]==1,AppendTo[Randomnumbers,X];n=n+1 
] 
p1=Histogram[Randomnumbers,HistogramScale->1]; 
p2=Plot[c*x*Exp[-x],{x,0,1}]; 
Show[p1,p2] 

 

Σχήµα 12. Ιστόγραµµα συχνοτήτων της πυκνότητας 4.1. 

 

Για σταθερό 1 < � < ∞ η πιθανότητα η διακριτή τ.µ. K να πάρει οποιαδήποτε τιµή είναι 

επίσης σταθερή και ίση µε 

��� �gÀ¾eeόÃÆ� = �
 = _ ��n
 = _ n, 

ενώ ο αριθµός K των επαναλήψεων που χρειάζεται ο αλγόριθµος για να συγκλίνει ακολου-

θεί την γεωµετρική κατανοµή µε παράµετρο  

� = ��
 = ¿
 = o _ ���
i�8
q8§
 §  
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    = o 28_ �q8�
�  = 2�[−8_ �]10 − o _ �q8
�

�  

        = 2[−_ � + �1 − _ �
] = 2�_ − 2
_ ≅ 0.5284 

Ο αναµενόµενος αριθµός των επαναλήψεων του παραπάνω αλγορίθµου ισούται µε 

:�

 = �T ≅ 1.89 , 

και τέλος ο αναµενόµενος αριθµός Ν των αριθµών των τ.α. ��~��0,1
 που απαιτεί ο αλγό-

ριθµος ισούται µε 

:�.
 = 1 + :��
� = 1 + 1.890.5284 ≅ 5.47. 
Σηµειώνεται πως µπορούµε να χρησιµοποιήσουµε την µέθοδο της απόρριψης για να παρά-

γουµε αριθµούς από αυτή την κατανοµή µε καλύτερα αποτελέσµατα. Η µέθοδος των For-

sythe Von Neymann γενικά είναι µια περιορισµένη µέθοδος κι έχει ένα µικρό µόνο φάσµα 

εφαρµογών. 
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 5. 

Η µέθοδος της σχεδόν ακριβούς αντιστροφής  

(The Almost-Exact Inversion Method). 

 

Συχνά, η µέθοδος της αντιστροφής δεν µπορεί να εφαρµοστεί (π.χ. όταν δεν µπορούµε να 

καταλήξουµε σε κάποιο κλειστό τύπο για την συνάρτηση κατανοµής, η όταν η σ.π.π. της τ. 

µ. X είναι µια δύσχρηστη η πολύπλοκη έκφραση). Για να ξεπεράσουµε αυτό το πρόβληµα, 

προσπαθούµε να παράγουµε την τ. µ. Χ ~ F µέσω του µετασχηµατισµού Χ = ψ(Y), όπου Y 

γνωστή τ. µ. µε γνωστή πυκνότητα πιθανότητας h. Η συνάρτηση ψ(U) , U ~ U(0,1), δεν έχει 

φυσικά την ίδια κατανοµή µε την X. (Εκτός βέβαια από την περίπτωση όπου η συνάρτηση ψ 

συµπίπτει µε την αντίστροφη της σ.κ. F). 

Υποθέτουµε ότι η τ. µ. Y έχει γνωστή σ.π.π. h, η οποία µπορεί να γραφτεί σύµφωνα µε την 

παρακάτω µορφή:  

j~ℎ�8
 = mDÂ�8
EÆÂ��8
Æ, 8 ∈ x.          (5.1) 

όπου Â�∙
 > 0 µια γνησίως µονότονη συνάρτηση και m�∙
 η σ.π.π. της τ. µ. X.  

Ο γενικός αλγόριθµος παραγωγής αριθµών µε τη µέθοδο της σχεδόν ακριβούς αντιστροφής 

στην γενική του µορφή είναι ο επόµενος. 

Βήµα 1:Παράγουµε την τ. µ. Y µε σ.π.π. ℎ µε οποιονδήποτε τρόπο. 

Βήµα 2:Θέτουµε X=ψ(Y). 

Η µέθοδος της σχεδόν ακριβούς αντιστροφής αποτελεί γενίκευση της µεθόδου της αντισ-

τροφής, και µπορεί να καλύψει πολλές από τις περιπτώσεις όπου η προηγούµενη µέθοδος 

δεν εφαρµόζεται. 

 

Παράδειγµα 5.1 

Έστω ότι θέλουµε να παράγουµε αριθµούς από την τ. µ. X που ακολουθεί εκθετική κατανο-

µή µε παράµετρο 1 µε τη παραπάνω µέθοδο. Έστω επίσης η τ.µ. Υ ~ Weibull(1,2), ανεξάρ-
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τητη από την Χ. Τότε η σ.π.π. της τ. µ. Y µπορεί να γραφτεί µε την απαιτούµενη µορφή 

(5.1), καθώς 

j~ℎ�8
 = 28_ �� = mDÂ�8
EÂ��8
, 

όπου  

m�p
 = _ �,  Â�p
 = p�, p > 0. 
Είναι εύκολο να διαπιστώσουµε ότι η τ. µ. 

� = Â�j
 = j� 

ακολουθεί την Exp(1), αφού έχει σ.κ.  

	
��
 = ��� ≤ �
 = ��6� ≤ �
 = �Dj ≤ é�E = 	k�é�
, 

και η σ.π.π. της ισούται µε  

m
��
 = q	
��
q� = 	kDé�E� = 12é� ℎDé�E = 12é� 2é�_ n = _ n , � > 0 

που είναι η σ.π.π. της Exp (1). 

Μπορούµε εύκολα να παράγουµε αριθµούς από την κατανοµή Weibull(1,2) µε τη µέθοδο 

της αντιστροφής (από τον αντίστοιχο πίνακα της µεθόδου της αντιστροφής του Κεφ.1) και 

συγκεκριµένα εκτελώντας τον µετασχηµατισµό 

6 = �− log�1 − �
 , ��~��0,1

. 

Τότε ο αλγόριθµος παραγωγής τ. α. από τη τ. µ. Χ µε την µέθοδο της σχεδόν ακριβής αντισ-

τροφής είναι ο ακόλουθος. 

Βήµα 1: Παράγουµε την τ.µ. Υ~Weibull(1,2) (π.χ. µε τη µέθοδο της αντιστροφής) 

Βήµα 2: Θέτουµε � = Â�6
 = 6�. 

Με το Mathematica υλοποιούµε τον παραπάνω αλγόριθµο και παράγουµε 30 τ. α. από την 

εκθετική κατανοµή µε παράµετρο 1, µε τις εντολές. 

n=30;T={}; 
Do[Y=Sqrt[-Log[1-Random[]]]; 
 AppendTo[T,Y^2];,{n}]; 
Print[T] 
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Στη συνέχεια συγκρίνουµε ένα προσοµοιωµένο δείγµα n=30000 τιµών από την κατανοµή 

της �~:��[1] µε την αντίστοιχη καµπύλη της πυκνότητας πιθανότητας της και επαληθεύ-

ουµε την ορθότητα του αλγορίθµου.  

n=30000;T={}; 
Do[Y=Sqrt[-Log[1-Random[]]]; 
 AppendTo[T,Y^2];,{n}] 

p1=Histogram[T,HistogramScale->1]; 
p2=Plot[Exp[-x],{x,0,5}]; 
Show[p1,p2] 

 

Σχήµα 13. Εκθετική Κατανοµή µε παράµετρο 1. 

 

 

Προσεγγίσεις κατανοµών Γάµµα µε απλές συναρτήσεις κανονικών τ. µ.. 

Η µέθοδος της σχεδόν ακριβούς αντιστροφής µπορεί να χρησιµοποιηθεί για να παράγουµε 

τυχαίους αριθµούς από την κατανοµή της τ.µ. �~dw��w�w, 1
 (ακριβώς ή προσεγγιστικά) 

µε σ.π.π. 

m��
 = �� �_ n��w
 , w > 0, � > 0, 
µε την βοήθεια (τετραγωνικών, συνήθως) συναρτήσεων τυπικών κανονικών κατανοµών Y ~ 

N(0,1). Σκοπός δηλαδή είναι να βρούµε µια κατάλληλη συνάρτηση ψ(y), έτσι ώστε η 

ℎ�8
 = mDÂ�8
EÂ΄�8
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να  ισούται (ακριβώς ή κατά προσέγγιση) µε την σ.π.π. της κανονικής κατανοµής .�0,1
, 

δηλαδή  

ℎ�8
 = z{���é�� , 8 ∈ x , 

και στην συνέχεια να παράγουµε την τ.µ. X ~ Gamma (α, 1) µε τον µετασχηµατισµό X = 

ψ(Y). 

Κατά καιρούς έχουν προταθεί διάφορες συναρτήσεις (βλ. Devroye, 1984(b)) για την µορφή 

της συνάρτησης Â�∙
 που µετασχηµατίζουν τυπικές κανονικές τ.µ. Ν(0,1) σε κατά προσέγ-

γιση Γάµµα κατανοµές �~dw��w�w, 1
, ορισµένες από τις οποίες απεικονίζονται στον 

κάτωθι πίνακα. 

 

Πίνακας 3. Μετασχηµατισµοί τυπικών κανονικών κατανοµών  Ν(0,1) σε κατανοµή 

Γάµµα(α,1). 

 

Μέθοδος Μετασχηµατισµός  ���
 

Freeman-Tukey (1950) 
�8 + é4w
�4  

Fisher 
�8 + é4w − 1
�4  

Wilson –Hilferty (1931) Q� 8é9w + 1 − 19w
1 

Marsaglia (1984) w − 13 + �8éw + 8�3 ,   � = 1 − 0.16w  

 

 

Παράδειγµα 5.2 

Για παράδειγµα, ο µετασχηµατισµός που προτείνει ο Marsaglia (1984 (b) )είναι  η συνάρτη-

ση 

Â�8
 = w − 13 + �8éw + 8�3 , 8 ∈ x, 
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όπου το p συνδέεται µε το a µέσω της σχέσης  

� = 1 − 0.16w , 0 < � < 1, w > 0. 
Ο Αλγόριθµος είναι ο ακόλουθος (βλ. Devroye (1984, b)): 

Βήµα 1:Παράγουµε Y ~ N(0,1) 

Βήµα 2:Θέτουµε τέλος X = ψ(Y) ~ Gamma(a,1) προσεγγιστικά. 

Ακολουθεί µια υλοποίηση του παραπάνω αλγορίθµου. Για ευκολία παράγουµε τ.α. από την 

Ν(0,1) χρησιµοποιώντας την ενσωµατωµένη γεννήτρια του Mathematica, κατασκευάζοντας 

το ιστόγραµµα και την εµπειρική συνάρτηση κατανοµής για n=30000 αριθµούς. 

a=7;p=1-0.16/a;n=30000;b=Table[0,{n}]; 
Do[ 
 Y=Random[NormalDistribution[0,1]]; 
 X=a-1/3+p*Y*a^(1/2)+Y^2/3; 
 b[[i]]=X 
 ,{i,1,n}] 
pl1=Histogram[b,HistogramScale->1]; 
pl2=Plot[PDF[GammaDistribution[a,1],x],{x,0,20}]; 
Show[pl1,pl2] 

.  

Σχήµα 14.Κατανοµή Γάµµα(α, 1), Ιστόγραµµα συχνοτήτων.  
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s=Sort[b]; 
t=Table[{s[[j]],j/n},{j,1,n}]; 

pl1=ListPlot[t,PlotJoined→→→→True]; 
pl2=Plot[CDF[GammaDistribution[a,1],x],{x,0,20}]; 
Show[pl1,pl2] 

 

Σχήµα 15.Κατανοµή  Γάµµα(α, 1), Εµπερική συνάρτηση κατανοµής. 

 

Παρατηρούµε πολύ καλή προσέγγιση της Γάµµα (a = 7, 1). 

 

Επέκταση της µεθόδου για την διακριτή περίπτωση. 

Σηµειώνεται πως η µέθοδος της σχεδόν ακριβούς αντιστροφής µπορεί επίσης να επεκταθεί 

(όπως και η µέθοδος της αντιστροφής) για να καλύψει και τη διακριτή περίπτωση. Εδώ, 

σκοπός είναι να παράγουµε αριθµούς από την διακριτή τ.µ. Χ, η οποία µπορεί να γραφτεί 

σαν το διακριτό µέρος µιας συνάρτησης ψ(Y), όπου η συνεχής τ.µ. Υ έχει γνωστή συνάρτη-

ση πυκνότητας h. Ο αλγόριθµος παραγωγής αριθµών µε την µέθοδο της σχεδόν ακριβούς 

αντιστροφής αλλάζει ως εξής.(βλ. Devroye (1986)). 

Βήµα 1: Παράγουµε την τ. µ. Y µε σ.π.π. ℎ µε οποιονδήποτε τρόπο µπορούµε. 

Βήµα 2: Θέτουµε X= BÂ�j
C. 
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Παράδειγµα 5.3 

Από το παράδειγµα 1.2.5, όπου έχουµε την τ. µ.  Y µε πυκνότητα πιθανότητας 

m�8
 = 1 − 8 � , 	�1
 = 0, 8 > 1, K > 0. 
Έστω η συνάρτηση Â�j
 = j1. Είναι εύκολο µέσα από την διαδικασία που περιγράψαµε να 

παράγουµε την διακριτή τ. µ. Χ µε σ.π.π. 

��� = -
 = ��BÂ�j
C = -
 = ��- < � �1� < - + 1
 
                   = 	�- + 1
 − 	�-
 = 1-�1 − 1�- + 1
�1 , - ≥ 1. 
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 6. 

Επέκταση της µεθόδου της αντιστροφής για συναρτήσεις 

που δεν είναι 1-1 (Many to one transformation method) 

 

Όπως αναφέραµε προηγουµένως, η µέθοδος της αντιστροφής εφαρµόζεται στις περιπτώσεις 

που η σ.κ. F µιας τ.µ. X αντιστρέφεται, και µπορούµε απευθείας να χρησιµοποιήσουµε τον 

(ένα προς ένα) µετασχηµατισµό X=	 ��j
, όπου η Y = F(X) παράγεται από την  οµοιόµορ-

φη κατανοµή στο (0.1). Γενικεύοντας τη συγκεκριµένη µέθοδο θα µπορούσαµε να πούµε ότι 

αν η ψ(Χ) έχει µια εύκολη πυκνότητα h τότε µπορούµε να παράγουµε την Υ ~ h και αν η ψ 

αντιστρέφεται (δηλ. είναι 1-1), θέτουµε � = Â ��j
. Ωστόσο, σε κάποιες περιπτώσεις η 

εξίσωση Υ = ψ(Χ), µπορεί να καταλήγει σε περισσότερες από µία λύσεις. Με άλλα λόγια, 

δεν µπορούµε να βρούµε µία και µοναδική λύση για την ισότητα Υ = ψ(Χ). Υπάρχουν δη-

λαδή περιπτώσεις όπου η παραπάνω ισότητα έχει k > 1 λύσεις, οπότε καταλήγουµε σε συ-

νολικά k αντίστροφες συναρτήσεις που αντιστοιχούν σε k ξένα υποσύνολα του πεδίου ορισ-

µού της ψ. Η πλέον απλή και σηµαντική περίπτωση είναι η περίπτωση k = 2, όπου τα πράγ-

µατα είναι σχετικά απλά, και στη συνέχεια θα ασχοληθούµε µε αυτήν αποκλειστικά τη πε-

ρίπτωση. Αυτή η µέθοδος µοιάζει µε την µέθοδο της σύνθεσης, µε την διαφορά ότι δεν χρη-

σιµοποιείται για µίξεις κατανοµών, αλλά για κάποιες πολύ ειδικές περιπτώσεις. 

Συγκεκριµένα, υποθέτουµε ότι για κάποιο p ∈ x η παράγωγος συνάρτηση Â� είναι θετική (η 

αντίστοιχα αρνητική) στο �−∞, p
 και αρνητική (η αντίστοιχα θετική) στο �p, ∞
. (Π.χ. η 

συνάρτηση Â��
 = ��,  που έχει παράγωγο Â���
 = 2�, αρνητική στο �−∞, 0
 και θετική 

στο �0, ∞
.). Μπορούµε λοιπόν να θεωρήσουµε τις αντίστροφες  

� = [�8
, � = J�8
, 

στα διαστήµατα �−∞, p
  και �p, ∞
 αντίστοιχα.  

Αν η τ.µ. X έχει σ.π.π. m , τότε η συνάρτηση j = Â��
 έχει σ.π.π.  

ℎ�8
 = Æ[��8
ÆmD[�8
E + ÆJ��8
Æm�J�8
. 
Εποµένως, αντίστροφα, αν η τ.µ. Υ ~ h, τότε µπορούµε να παράγουµε το Χ ~ f θέτοντας � =
τας � = [�j
 µε πιθανότητα 

Æ[��j
Æm�[�j

ℎ�j
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και � = J�j
 µε πιθανότητα 1 µείον την παραπάνω. O αντίστοιχος 2 προς 1 µετασχηµατισ-

µός βασίζεται στον παρακάτω αλγόριθµο (βλ.Michael, Schucany and Haas, 1976). 

Βήµα 1: Παράγουµε Y ~ h, U ~ U(0,1). 

Βήµα 2: Θέτουµε �� = [�j
, �� = J�j
 

Βήµα 3: Αν 

� ≤ mD[�j
EÆ[΄�j
Æℎ�j
 = 1
1 + mDJ�j
EmD[�j
E ¦J΄�j
[΄�j
¦ = 1

1 + mDJ�j
EmD[�j
E �Â�D[�j
EÂ�DJ�j
E� 
    = 11 + m���
m���
 ¦Â����
Â����
¦ 

τότε θέτουµε � = ��, αλλιώς θέτουµε � = ��. 

Ο παραπάνω αλγόριθµος δεν φαίνεται ιδιαίτερα κατατοπιστικός, αλλά µέσα από κάποια πα-

ραδείγµατα µπορεί να γίνει πιο κατανοητός. Στη συνέχεια εξετάζονται οι 2 κυριότερες πε-

ριπτώσεις που εφαρµόζεται αυτός ο αλγόριθµος, ο µετασχηµατισµός της απόλυτης τιµής και 

οι αντίστροφοι Gaussian µετασχηµατισµοί. 

Ο µετασχηµατισµός της απόλυτης τιµής. 

  Ο µετασχηµατισµός 8 = Æ� − pÆ για σταθερό p ∈ x ικανοποιεί απόλυτα τις συνθήκες 

που περιγράψαµε παραπάνω, γιατί εδώ έχουµε τις συναρτήσεις 

� = [�8
 = p − 8   και    J�8
 = p + 8 , 
και η συνάρτηση Â� παραµένει σταθερή για κάθε p και ο αλγόριθµος του 2 προς 1 µετασχη-

µατισµού γίνεται ως εξής. 

Βήµα 1:Παράγουµε Y ~ h(y) = f (t − y) + f (t +y), U ~ U(0,1). 

Βήµα 2:Αν 

� ≤ m�p − j
m�p − j
 + m�p + j
 

θέτουµε � = p − j αλλιώς θέτουµε � = p + j. 

Ιδιαίτερη ευκολία παρουσιάζεται όταν η τ. µ. � είναι συµµετρική γύρω από το σηµείο t, κα-

θώς τότε οι εκφράσεις p − j και p + j είναι σχεδόν ισοπίθανες, κάτι που θα διαπιστώσουµε 

στο παράδειγµα που ακολουθεί. 
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Παράδειγµα 6.1. 

Έστω η τ. µ. X µε σ.π.π. (γνωστή και σαν κατανοµή Raab-Green). 

m��
 = 1 + ¡�Ò�� , 0 ≤ � ≤ �. 
Για p = ��,  θα έχουµε ότι  

ℎ�8
 = m�p − 8
 + m�p + 8
 = 1 + cos b�2 − 8c� + 1 + cos b�2 + 8c� = 2�. 
και εφαρµόζοντας τον προηγούµενο αλγόριθµο θα είναι  

Βήµα 1:Παράγουµε 2 ανεξάρτητες τ. µ. ��, ��~��0,1
 

Βήµα 2:Θέτουµε j = �l��  

Βήµα 3:Αν �� ≤ �M¤÷�k� ,  θέτουµε � = j, αλλιώς � = � − j. 
Υλοποιώντας τον προηγούµενο αλγόριθµο στο Mathematica παράγουµε 100 αριθµούς µε 

τον παρακάτω κώδικα. 

L={};Do[U1=Random[];U2=Random[]; 
 Y=Pi*U2/2; 

 If[U1≤≤≤≤(1+Cos[Y])/2,X=Y,X=Pi-Y]; 

 AppendTo[L,X];,{100}] 
Print[L] 

Στη συνέχεια συγκρίνουµε το ιστόγραµµα συχνοτήτων από 40000 παραγόµενα αντίγραφα 

της � µε την καµπύλη της πυκνότητας πιθανότητας της �.Έχουµε µια αρκετά καλή προσέγ-

γιση. 

L={};Do[U1=Random[];U2=Random[]; 
 Y=Pi*U2/2; 

 If[U1≤≤≤≤ (1+Cos[Y])/2,X=Y,X=Pi-Y]; 

 AppendTo[L,X];,{40000}] 

H=Histogram[L,HistogramScale→→→→1]; 
P=Plot[(1+Cos[x])/Pi,{x,0,Pi}]; 
Show[H,P] 
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Σχήµα 16.Κατανοµή Raab-Green. 

 

 

 Οι αντίστροφοι Gaussian µετασχηµατισµοί. 

∆εύτερη σηµαντική κατηγορία 2 προς 1 µετασχηµατισµών είναι οι αντίστροφοι Gaussian 

µετασχηµατισµοί, που βασίζονται στην αντίστροφη Gaussian κατανοµή. 

Ορισµός: Μια τ.µ. X ακολουθεί την αντίστροφη κατανοµή Gaussian µε παραµέτρους µ, λ >0 

αν έχει σ.π.π. ίση µε 

m��
 = � ]2��1 _ `�n ø
��ø�n , � > 0 

συµβολικά X ~ IG(µ,λ).  

Η παραπάνω κατανοµή είναι επίσης γνωστή σαν κατανοµή Wald. Η αντίστροφη Gaussian 

κατανοµή έχει καµπανοειδές σχήµα και περίπου παρόµοιο µε τις κατανοµές Γάµµα. Η µέση 

τιµή της ισούται µε µ και η διακύµανση της µε  
μò� . Ακολουθούν κάποιες ενδεικτικές πληρο-

φορίες για αυτήν την κατανοµή (βλ. Folks and Chicara, 1978, Shuster, 1968). 
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Πρόταση 2. Για µια τ.µ. Χ ~ IG(µ, λ) ισχύουν τα παρακάτω αποτελέσµατα. 

Ι. cX ~ IG(cµ, cλ), c > 0. 

ΙΙ. H χαρακτηριστική συνάρτηση της κατανοµής ισούται µε 

ù�p
 = _ø̀�� �� ��ø��` �
 

όπου - η φανταστική µονάδα. 

ΙΙΙ. Αν έχουµε ανεξάρτητες τ.µ.  �<~�dDü<, ¡ü<�E, 1 ≤ ; ≤ @ , τότε το άθροισµα τους ακολου-

θεί πάλι την αντίστροφη Gaussian, και πιο συγκεκριµένα 

ß = & �<~�d�& ü<
�

<'� , ¡�& ü<
��
<'�

�
<'� 
 

ΙV. Αν X ~ IG(µ,λ) τότε η τ µ. 

Â��
 = ]�� − ü
�ü�� ~���. 
Απόδειξη. 

I. Η τ.µ.  j = ¡� έχει σ κ. ίση µε  	k��
 = ��j ≤ �
 = ��¡� ≤ �
 = � b� ≤ �¡c = 	��¡
 

οπότε η σ.π.π. της ισούται µε 

mk��
 = 1¡ m b�¡c = 1¡ � ]2� b�¡c1   _ `bn¤ øc�
�ø�n¤  

           = 1¡ � ]¡12�1� _ `¤�n¤ ø
��ø�n = � ¡]2��1 _ ¤`�n ¤ø
��¤�ø�n , � > 0 

που αποδεικνύει το ζητούµενο. 

II.Παραλείπεται. 

III. Από το προηγούµενο αποτέλεσµα, η τ.µ. �<~�dDü< , ¡ü<�E θα έχει χαρακτηριστική συ-

νάρτηση ίση µε 

ù<�p
 = _¤ø �ø ï� �� ��ø ��¤ø � ð = _¤ø �� �� ���¤ �, 1 ≤ ; ≤ @. 
Καθώς οι τ.µ. �< είναι ανεξάρτητες µεταξύ τους, η χαρακτηριστική συνάρτηση του αθροίσ-

µατος S θα ισούται µε το γινόµενο των χαρακτηριστικών συναρτήσεων των τ.µ., οπότε η 

χ.σ. της τ.µ. S ισούται µε  
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ù!�p
 = "ù<�p
�
<'� = " _¤ø �� �� ���¤ ��

<'�  

                            = _� ¤ø �� �� ���¤ �# $� = _¤�� �� ���¤ � � ø # $�
 

Η παραπάνω συνάρτηση εύκολα διαπιστώνεται ότι είναι πράγµατι η χαρακτηριστική συνάρ-

τηση της τ. µ. ß, που αποδεικνύει το ζητούµενο. Άµεσο αποτέλεσµα είναι πως όταν οι τ. µ. �< εκτός από ανεξάρτητες είναι και ισόνοµες (�<~�d�ü, ]
), τότε το άθροισµά τους ακολου-

θεί την κατανοµή �d�@ü, @�]
. 

IV. Παραλείπεται. (Βλ. Shuster, 1968) 

 

Οι αντίστροφοι 2-1 µετασχηµατισµοί Gaussian βασίζονται στην συνάρτηση 

Â��
 = ]�� − ü
�ü��  

Αποδεικνύεται πως η λύση του συστήµατος %��
 = j έχει 2 λύσεις ως προς ��, ��, οι ο-

ποίες είναι οι ακόλουθες 

�� = ü + ü�62] − ü2] b�4ü]6 + ü�j�c,   �� = ü���. 
Μπορεί επίσης να διαπιστωθεί ότι 

m���
m���
 = ��1ü1 ,   Â����
Â����
 = − F ü��G�, 
και έτσι προκύπτει ένας αριθµός ��, ο οποίος µπορεί να γίνει αποδεκτός  µε πιθανότητα øøM�� . 

Με βάση τα προηγούµενα αποτελέσµατα, ο αλγόριθµος παραγωγής αριθµών από την αντίσ-

τροφη Gaussian κατανοµή IG(µ,λ) µπορεί να περιγραφεί σύµφωνα µε τα επόµενα βήµατα 

(βλ.Michael, Schucany and Hass, 1976). 
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Βήµα 1:Παράγουµε 6~��� . 

Βήµα 2: Θέτουµε στην συνέχεια  

�� =  ü + ü�62] − ü2] �4ü]6 + ü�j�
�� 

Βήµα 3:Παράγουµε �~��0,1
. 

Βήµα 4:Αν � ≤ øøM��, θέτουµε � = ��.Αλλιώς θέτουµε � = ü�/�� και συνεχίζουµε. 

 

Παράδειγµα 6.2. 

Οι παρακάτω εντολές του Mathematica παράγουν αριθµούς από την αντίστροφη Gaussian 

κατανοµή µε παραµέτρους µ = 3, λ = 2 και στη συνέχεια συγκρίνουν την καµπύλη της συ-

νάρτησης κατανοµής της IG(3, 2) µε την εµπειρική συνάρτηση κατανοµής του δείγµατος 

100 τιµών, όπου υπάρχει µια ικανοποιητική προσέγγιση. 

m=3;l=2;n=1000;numbers={}; 
Do[Z=Random[NormalDistribution[0,1]];Y=Z^2; 
 X1=m+(m^2)*Y/(2*l)-(m/(2*l))*Sqrt[4*m*l*Y+m^2*Y^2]; 
 U=Random[]; 

 If[U≤≤≤≤m/(m+X1),X=X1,X=m^2/X1]; 
 numbers=Append[numbers,X];,{j,1,n}] 
Print[numbers] 

srt=Sort[numbers]; 

t=Table[{srt[[j]],j/1000.},{j,1,1000}]; 
L=ListPlot[t]; 

P=Plot[ΝIntegrate[Sqrt[l/(2*Pi*x^3)]*Exp[-l*(x-
m)^2/(2*m^2*x)],{x,0,t}],{t,0,5}]; 
Show[L,P]  
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Σχήµα 17.Αντίστροφη κατανοµή Gaussian(µ=3, λ=2)  
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 7. 

Η µέθοδος αναπαράστασης πυκνοτήτων ως ολοκληρώµα-

τα (Representations of densities as integrals method). 

Η µέθοδος αναπαράστασης πυκνοτήτων ως ολοκληρώµατα βασίζεται σε κάποιους κανόνες 

που απαιτούν γνώση του σχήµατος της κατανοµής που µελετάµε, όπως αν είναι µονοκόρυ-

φη (π.χ. καµπανοειδής µορφή). Στην συγκεκριµένη ενότητα θα δείξουµε πως µπορούµε να 

παράγουµε αριθµούς από κάποιες συγκεκριµένες κατανοµές και θα παρουσιάσουµε κάποια 

θεωρήµατα που θα µας βοηθήσουν στην κατανόηση αυτής της µεθόδου. 

Η πιο σηµαντική κλάση πυκνοτήτων είναι η κλάση των µονοκόρυφων πυκνοτήτων, δηλαδή 

κατανοµές των οποίων η πυκνότητα πιθανότητας έχει  µια κορυφή (όπως π.χ., η κανονική 

κατανοµή , η κατανοµή Cauchy, η κατανοµή Laplace κ.α.), και είναι χρήσιµο να δοθούν 

κάποιες αναπαραστάσεις ως ολοκληρώµατα από κατανοµές αυτής της µορφής. Πιο συγκεκ-

ριµένα, αναζητούµε κατανοµές που ικανοποιούν την παρακάτω συνθήκη σε κατάλληλα υ-

ποσύνολα του πεδίου ορισµού τους.. 

Ορισµός: Μια κατανοµή F λέγεται κυρτή σε µια περιοχή � ⊆ x αν για κάθε �, 8 ∈ � ισχύει 

ότι 

	�]� + �1 − ]
8
 ≤ ]	��
 + �1 − ]
	�8
, Å¾Q ¿άåg  0 ≤ ] ≤ 1 

και κοίλη αν αντιστραφεί η παραπάνω ανισότητα. 

Ως εκ τούτου, µια µονοκόρυφη κατανοµή είναι κυρτή (κοίλη) στο �−∞, 0
 και κοίλη (κυρ-

τή) στο �0, ∞
, και έτσι το σηµείο 0 καλείται κορυφή της κατανοµής. Για απλότητα δεν θε-

ωρούµε άλλα σηµεία ως κορυφές για τις κατανοµές που θα µελετήσουµε στη συνέχεια. 

Η µέθοδος αναπαράστασης πυκνοτήτων ως ολοκληρώµατα βασίζεται στην εξής ιδέα. Υπο-

θέτουµε ότι θέλουµε να παράγουµε αριθµούς από την κατανοµή της τ.µ. X, η οποία µπορεί 

να δηµιουργηθεί από τον µετασχηµατισµό Χ = UY, όπου U, Y ανεξάρτητες µεταξύ τους τ.µ, 

µε U ~ U(0,1) και Y µια βοηθητική τ.µ. µε συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας, έστω g.  

Βασικό αποτέλεσµα που ακολουθεί τον παραπάνω ισχυρισµό είναι ο γενικός αλγόριθµος 

παραγωγής αριθµών µε την µέθοδο αναπαράστασης πυκνοτήτων ως ολοκληρώµατα, που 

στην πιο απλή του µορφή περιγράφεται ως εξής: 
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Βήµα 1:Παράγουµε U~U(0,1) και στην συνέχεια την τ.µ. Υ µε σ.π.π. i 

Βήµα 2:Θέτουµε Χ =UY 

 

Ακολουθεί στη συνέχεια ένα ενδεικτικό παράδειγµα που είναι µάλλον απλοϊκό, αλλά κα-

τάλληλο για να κατανοήσουµε πως λειτουργεί η εξεταζόµενη µέθοδος στην γενική της µορ-

φή. 

Παράδειγµα 7.1 

Έστω µια τ. µ. Χ που ακολουθεί την εκθετική κατανοµή µε παράµετρο 1, µε σ.π.π.  

m��
 = _ n , � > 0. 
Θα χρησιµοποιήσουµε την µέθοδο αναπαράστασης πυκνοτήτων ως ολοκληρώµατα για να 

παράγουµε αριθµούς από την κατανοµή της Χ και συγκεκριµένα µε τον µετασχηµατισµό 

 Χ = UY. (όπου U, Y ανεξάρτητες µεταξύ τους τ.µ.) , U ~ U(0,1), Y ~ Gamma(2, 1)). 

Θα αποδείξουµε αρχικά πως η τ. µ. Χ =UY, ακολουθεί πράγµατι την εκθετική κατανοµή µε 

παράµετρο 1. Αρχικά παρατηρούµε πως η τ. µ. Υ έχει στήριγµα το �0, ∞
, που συµπίπτει µε 

το στήριγµα της κατανοµής της Χ . Η πυκνότητα πιθανότητας της τ.µ. Χ µπορεί να δοθεί 

από τον αντίστοιχο µετασχηµατισµό του γινοµένου 2 ανεξάρτητων τ.µ. ως εξής  

m���
 = mlk��
 = o 1r�
� ml�r
mk b�rc qr = o 1r�

�
�r _ n&qr = � o _ n&r� qr�

� . 
Εκτελώντας τον παρακάτω µετασχηµατισµό θα έχουµε έπειτα �r = p → qr = − �p� qp 

�όeQ¼ r → 0 , eόeg p → ∞ ¿¾ όeQ¼ r → 1, eόeg p →  �
.  Και έτσι στη συνέχεια το προηγο-

ύµενο ολοκλήρωµα ισούται µε 

m���
 = � o _ ���p�
n

§ b− �p�c qp = −� o _ ��§
n �−qp
 = o _ �qp = _ n , � > 0,§

n  

και η τελευταία έκφραση είναι η πυκνότητα πιθανότητας της εκθετικής µε παράµετρο 1, που 

αποδεικνύει το ζητούµενο. Οπότε ο αλγόριθµος παραγωγής αριθµών από την εκθετική µε 

παράµετρο 1 µε αυτή τη µέθοδο είναι ο ακόλουθος. 
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Βήµα 1:Παράγουµε U  ~U(0,1), Y ~ Gamma(2,1) 

Βήµα 2:Θέτουµε X = UY 

Συγκρίνοντας το ιστόγραµµα µέσω του επόµενου συνόλου εντολών του Mathematica από 

ένα δείγµα 30000 τ.α. που παράγονται µε αυτή τη µέθοδο και την καµπύλη της σ.π.π. της � 

έχουµε µια καλή προσαρµογή. 

n=30000;T={}; 
Do[U=RandomReal[];Y=RandomReal[GammaDistribution[2,1]]; 
 X=U*Y;AppendTo[T,X];,{n}]; 

p1=Histogram[T,HistogramScale→→→→1]; 
p2=Plot[Exp[-x],{x,0,5}]; 
Show[p1,p2] 

 

Σχήµα 18.Εκθετική κατανοµή µε παράµετρο 1 

 

 

 

 

Το Θεώρηµα Khinchine.  

Το Θεώρηµα Khinchine περιγράφει πως µπορούµε να παράγουµε αριθµούς από µια µονο-

κόρυφη πυκνότητα µιας τ.µ. Χ χρησιµοποιώντας το γινόµενο µιας τ.µ. �~��0,1
 και µιας 

γνωστής τ. µ. Υ, γενικεύοντας έτσι το παραπάνω αλγόριθµο.Συγκεκριµένα, το θεώρηµα δια-

τυπώνεται ως εξής (βλ. Devroye, 1986): 
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Θεώρηµα Κhinchine. Μια τ.µ. X είναι µονοκόρυφη αν και µόνο αν η Χ κατανέµεται σαν την 

UY, όπου U, Y ανεξάρτητες τ.µ. µε U ~ U(0,1) και Y τ.µ. µε σ.κ. G στο [0,∞
 (δεν προϋποθέ-

τει την ύπαρξη κάποιας σ.π.π. g). Επίσης, η τ.µ. X = UY θα έχει σ.κ. ίση µε  

	��
 = o d b�rc qr�
�  

Για την απόδειξη παραπέµπουµε στον Feller, 1971. Όσο για την κατανοµή της τ. µ. X = UΥ, 

αρκεί να παρατηρήσουµε ότι  

	��
 = ��� ≤ �
 = ���j ≤ �
 = o � bj ≤ �rc ml�r
�
� qr 

           = o d b�rc qr.�
�  

 

Η επόµενη πρόταση (βλ. Devroye, (1984, (a) )), που αναφέρεται στην µονοτονία µιας σ.π.π. 

f είναι αρκετά χρήσιµη για τα παραδείγµατα που θα ακολουθήσουν. 

Πρόταση 3 

• Αν Χ είναι µια τ.µ. µε φθίνουσα σ.π.π. mτότε ισχύουν τα εξής: 

[-�n→∞
� m��
 = [-�n→� � m��
 = 0 

•  Αν η m είναι απόλυτα συνεχής σε όλα τα κλειστά διαστήµατα του �0, ∞
 τότε υπάρχει 

(σχεδόν παντού) η παράγωγος m ′ και  

m��
 = − o m ′�r
qr∞

n , 
και η κατανοµή της Χ µπορεί να γραφτεί  ως η κατανοµή του γινοµένου 2 ανεξάρτητων τ. µ. 

UΥ, όπου  

�~��0,1
, j~i��
 = −�m ′��
. 
Απόδειξη: 

I) Υποθέτουµε αρχικά ότι  

limsupn→§ �m��
 ≥ 2w > 0. 
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Τότε υπάρχει µια υπακολουθία �� < �� < �1 … τέτοια έτσι ώστε ��M� ≥ 2��  , ∀ - και 

��m���
 ≥ w > 0, ∀ - = 1,2,. 
Βλέπουµε ότι 

1 = o m��
q� ≥ &���M� − ��
m���M�
 ≥ & 12
§

�'�
§

�'�
§

� ��M�m���M�
 = ∞, 
 κάτι το οποίο είναι άτοπο, οπότε  limn→§� m��
 = 0. 
Έπειτα υποθέτουµε ότι 

limsupn→� �m��
 ≥ 2w > 0 

και µε ανάλογο τρόπο µπορούµε να βρούµε υπακολουθία �� > �� > �1 … τέτοια έτσι ώστε 

��M� ≤ n(�    και   ��m���
 ≥ w > 0, για κάθε -. 
Πάλι, µπορούµε να διαπιστώσουµε ότι  

1 = o m��
q� ≥ &���−��M�
m���
 ≥ & 12
§

�'�
§

�'�
§

� ��m���
 = ∞, 
και καταλήγουµε πάλι σε άτοπο, άρα limn→�� m��
 = 0. 

II) Θα δείξουµε στη συνέχεια ότι η συνάρτηση 

i��
 = −�m���
 

είναι πράγµατι µια σ.π.π. Η παράγωγος m′ είναι σχεδόν παντού αρνητική, και η �m είναι α-

πολύτως συνεχής σε όλο το[0, ∞
, και έτσι για 0 < w < K < ∞ θα είναι  

Km�K
 − wm�w
 = o D�m��
E΄q��
� = o m��
q� + o �m���
q��

�
�

�  

Το αριστερό µέλος αυτής της ισότητας τείνει στο 0 για w → 0, K → ∞ και το δεξί µέλος 

συγκλίνει στο 1 + � �m���
q�§� , οπότε η g είναι µια σ.π.π. Τέλος, αν η τ.µ. Υ έχει σ.π.π. g, 

τότε η τ. µ. �j έχει σ.π.π. 
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o i�r
r qr = − o m��r
qr§
n = m��
§

n  

 και εδώ ολοκληρώνεται η απόδειξη. 

Στο παραπάνω θεώρηµα η υπόθεση της απόλυτης συνέχειας είναι αναγκαία γιατί κάποιες 

µονότονες πυκνότητες έχουν πρώτη παράγωγο m� = 0 σχεδόν παντού (π.χ., οι κατά τµήµατα 

σταθερές συναρτήσεις). Με αυτή την επιπλέον υπόθεση εξασφαλίζεται και η  ύπαρξη της 

πυκνότητας της τ.µ. j , η οποία γενικά έχει σ.κ. ίση µε  

d��
 = 1 − �m��
 − o m�r
qr§
n , � > 0. 

Για γνησίως φθίνουσες πυκνότητες m που είναι απολύτως συνεχείς σε όλα τα κλειστά διασ-

τήµατα του �0, ∞
 και σε συνδυασµό µε το Θεώρηµα Khinchine, ο γενικός αλγόριθµος πα-

ραγωγής αριθµών µε την µέθοδο αναπαράστασης πυκνοτήτων ως ολοκληρώµατα διατυπώ-

νεται και µε την ακόλουθη µορφή. 

Βήµα 1:Παράγουµε U ~ U(0,1). 

Βήµα 2:Παράγουµε Υ µε σ.π.π. i��
 = −�m���
, � > 0 

Βήµα 3:Θέτουµε Χ=UY 

 

Παράδειγµα 7.2.  

Έστω η τ.µ. X µε σ.π.π.  

m��
 = w + 1w �1 − ��
, 0 < � < 1. 
Θα παράγουµε αριθµούς από την κατανοµή της X µέσω του µετασχηµατισµού Χ=UY,  όπου 

U~U(0,1), και Y µια ανεξάρτητη τ.µ. από την U µε σ.π.π. 

i��
 = �w + 1
�� , 0 < � < 1, w > 0. 
Παρατηρούµε αρχικά ότι  

−�m���
 = −� �M�� �1 − ��
� = −� �M�� �−w�� �
 = �w + 1
�� = i��
, 

που σηµαίνει πως πράγµατι µπορούµε να παράγουµε αριθµούς από την κατανοµή της τ.µ. � 

µε τον παραπάνω τρόπο. Σηµειώνεται ότι η τ.µ. Y έχει σ.κ.  
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d��
 = o i�p
qp = o �w + 1
p�qp = ��M�, 0 < � < 1n
�

n
�  

Και µπορούµε εύκολα να βρούµε την αντίστροφή της λύοντας ως προς  

d��
 = ) ↔ ��M� = ) ↔ � = ) �}Ý�, 

 οπότε µπορούµε να παράγουµε αριθµούς από την τ. µ. Y χρησιµοποιώντας την µέθοδο της 

αντιστροφής και συγκεκριµένα θέτοντας 

j = + ��M�, +~��0,1
. 
Οπότε µπορούµε να εφαρµόσουµε την µέθοδο αναπαράστασης πυκνοτήτων ως ολοκληρώ-

µατα για να παράγουµε αριθµούς από την κατανοµή της X. Ο σχετικός αλγόριθµος µπορεί 

να περιγραφεί ως εξής : 

Βήµα 1: Παράγουµε  U ~ U(0,1), V ~ U(0,1). 

Βήµα 2: Παράγουµε Y µε σ.π.π. i��
 = �w + 1
�� θέτοντας j = + �}Ý� 

Βήµα 3: Θέτουµε X=UY 

Μέσω του Mathematica παράγουµε 45000 τ.α. από την κατανοµή της � και συγκρίνουµε το 

ιστόγραµµα των συχνοτήτων που δηµιουργείται µε την αντίστοιχη καµπύλη της σ.π.π. m. 

(Αριθµητική εφαρµογή για α=4.2). 

n=45000;Randomnumbers={};a=4.2; 
Do[U=Random[];V=Random[];Y=V^(1/(a+1)); 
  X=U*Y;AppendTo[Randomnumbers,X];,{n}]; 

p1=Histogram[Randomnumbers,HistogramScale→→→→1]; 
p2=Plot[((a+1)/a)*(1-x^a),{x,0,1}]; 
Show[p1,p2] 
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Σχήµα 19 .Ιστόγραµµα συχνοτήτων της προηγούµενης πυκνότητας. 

 

Έπειτα παραθέτουµε έναν πίνακα µε κάποιες γνωστές κατανοµές από τις οποίες µπορούµε 

σχετικά εύκολα να παράγουµε αριθµούς χρησιµοποιώντας την µέθοδο της αναπαράστασης 

πυκνοτήτων ως ολοκληρώµατα . Στο δεξιό µέρος του πίνακα παρουσιάζονται οι πυκνότητες 

πιθανότητας των κατανοµών που θέλουµε να παράγουµε αριθµούς και στο αριστερό µέρος 

παρουσιάζονται οι πυκνότητες πιθανότητας των βοηθητικών κατανοµών που χρησιµοποιού-

νται για κάθε περίπτωση ξεχωριστά.(βλ. Devroye,1986). 

Πίνακας 4.Κατανοµές που προκύπτουν µε την µέθοδο αναπαράστασης πυκνοτήτων σαν 

ολοκληρώµατα. 

Βοηθητική κατανοµή Y σ.π.π. της τ.µ.  X = UY, U~U(0,1) 

Οµοιόµορφη U(0,1) −[�i� 

Εκθετική E(λ),λ>0 o ]_ `&r qr§
n  

Γάµµα(1, 2) Εκθετική µε παράµετρο 1 

Βήτα(2, β), β > 0 Βήτα(1, β+1) 

Rayleigh o _ &�� qr§
n  

Maxwell (
n�é�� _ |�� , � ∈ x
 Τυπική κανονική κατανοµή N(0,1) 
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Παράδειγµα 7.3. Η κατανοµή Gamma µε την µορφή αναπαράστασης πυκνοτήτων ως 

ολοκληρώµατα. 

Έστω οι ανεξάρτητες µεταξύ τους τ.µ. U~U(0,1), Y~Gamma(α, 1), Q > 0, µε σ.π.π. 

mk�8
 = 8� �_ ���w
 , 8 > 0 

Θα βρούµε αρχικά την κατανοµή της τ.µ. X = UY, και έπειτα θα µελετήσουµε πως µπορού-

µε να παράγουµε αριθµούς από αυτήν χρησιµοποιώντας το Θεώρηµα Khinchine. Η πυκνό-

τητα πιθανότητας της τ.µ. X µπορεί να δοθεί από τον αντίστοιχο µετασχηµατισµό του γινο-

µένου 2 ανεξάρτητων τ.µ. U, Y ως εξής:  

     m���
 = mlk��
 = o 1r§
 § ml�r
mk b�rc qr 

                 = o 1r�
�

��r
� �_ n&��w
 = �� ���w
 o _ n&r� qr�
� . 

Εκτελώντας αλλαγή µεταβλητής στο προηγούµενο ολοκλήρωµα θα έχουµε �r → p, r = �p ↔ qr = − �qpp�   
Και έτσι το προηγούµενο ολοκλήρωµα ισούται µε 

m���
 = �� ���w
 o _ �
b�pc�n

§ F− �qpp� G = o p� �_ ���w
 qp§
n  

Συµβολικά, θα είναι X ~ IGamma(α) (Gamma Integral with parameter a > 0.). Η παραπάνω 

πυκνότητα δεν µπορεί να δοθεί σε απλούστερη µορφή, εκτός από τις παρακάτω ειδικές πε-

ριπτώσεις. 
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• a = 1 (Εκθετική κατανοµή µε παράµετρο 1 και αναπαράσταση µε τη µορφή ολοκλη-

ρώµατος, βλ. Προηγούµενο πίνακα για λ=1),  

• a = 2 (Εκθετική κατανοµή µε παράµετρο 1) 

• a = 3, τότε η παραπάνω κατανοµή είναι πολύ κοντά στην τυπική κανονική µε πολύ 

µικρή απόκλιση.Έτσι, ένας απλός αλγόριθµος παραγωγής αριθµών από αυτήν την κατανοµή 

είναι ο ακόλουθος. 

Βήµα 1: Παράγουµε U ~ U(0,1),  Y ~ Gamma(a,1) 

Βήµα 2: Θέτουµε Χ = UY 
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 8. 

Η µέθοδος του πηλίκου οµοιόµορφων (The ratio of uni-

forms method). 

Η µέθοδος της απόρριψης για την συνεχή περίπτωση έχει σε µερικές περιπτώσεις ένα συγ-

κεκριµένο µειονέκτηµα. Κατανοµές µε πολύ βαριές ουρές πρέπει να µελετούνται εκτενέσ-

τερα, απαιτώντας συνήθως πολλούς υπολογισµούς και οδηγώντας σε αργούς αλγόριθµους . 

Η µέθοδος πηλίκου οµοιόµορφων χρησιµοποιείται συγκεκριµένα για να ελαττώσει αυτό το 

πρόβληµα. Οι κύριες κατανοµές που εφαρµόζεται είναι συνήθως κατανοµές µε καµπανοει-

δές σχήµα και ουρές που µειώνονται αρκετά αργά όπως π.χ., η συνάρτηση � �. Η µέθοδος 

αυτή µπορεί να οδηγήσει σε σχετικά εύκολους και γρήγορους αλγόριθµους, χρησιµοποιώ-

ντας αριθµούς από την οµοιόµορφη στο (0,1). Στη συνέχεια παρουσιάζουµε µια πρόταση 

που θα µας βοηθήσει να καταλάβουµε πώς δουλεύει αυτή η µέθοδος, και θα µελετήσουµε 

έπειτα τις περιπτώσεις µερικών γνωστών συµµετρικών κατανοµών( π.χ. την κανονική κατα-

νοµή, την κατανοµή t (Student) µε n βαθµούς ελευθερίας κ.α..). 

Πρόταση 4. (βλ, Kinderman and Monahan (1977)) Έστω m ≥ 0 µια πραγµατική ολοκληρώ-

σιµη συνάρτηση και έστω µια περιοχή (χωρίο) � ⊆ [0, ∞] × x, που ορίζεται ως εξής: 


 = Ê�r, )
: 0 ≤ r ≤ �m b)rcË . 
Αν τώρα έχουµε µια δισδιάστατη τυχαία µεταβλητή ��,+
 οµοιόµορφα κατανεµηµένη στην 

περιοχή �, τότε η τ.µ. j = -l  έχει σ.π.π. ίση µε �¤ m, όπου 

¡ = o m = 2 ∗ +üRQ.ό¼��
 
Απόδειξη: Έστω  ο µετασχηµατισµός 

� = �, j = +� 

µε αντίστροφο τον ) = �8,     r = � . 

Μπορούµε να διαπιστώσουµε ότι η Ιακωβιανή ορίζουσα του µετασχηµατισµού ισούται µε Æ/Æ = �, ενώ αφού το ζεύγος (U,V) κατανέµεται οµοιόµορφα στην περιοχή �, τότε έχει από 

κοινού σ.π.π. 
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ml,-�r, )
 = �0�r, )
¡2 , üg  �0�r, )
 = 11, �r, )
: 0 ≤ r ≤ �m b)rc0, Q]]½ύ ! 
Εποµένως η τ.µ. (X,Y) έχει από κοινού σ.π.π. 

m�,k��, 8
 = Æ/Æml,-��, 8�
 = 2��Ø�,�â��
Ù��
¡ . 
Τέλος, η τ.µ. j = +/� έχει σ.π.π.  

mk�8
 = o m�,k��, 8
q� = o 2�¡ q��â��

� = 2¡ o �q��â��


�   
           = 2¡ ���2 ��m�8
0   = m��
¡ ,  

που αποδεικνύει το ζητούµενο. 

Γνωρίζουµε πως να παράγουµε αριθµούς από οµοιόµορφα κατανεµηµένα διανύσµατα, αρ-

κεί να καθορίσουµε συγκεκριµένα την περιοχή � σαν ένα χωρίο που µπορούµε να παράγο-

υµε αυτά τα διανύσµατα και έπειτα να εφαρµόσουµε την µέθοδο της απόρριψης. Ιδιαίτερο 

ενδιαφέρον παρουσιάζουν οι περιοχές της µορφής 

� ⊆ [0, K] × [w , wM] ⊆ [0, ∞] × x, 

 όπου K, w , wM πραγµατικές σταθερές που καθορίζονται από τις συναρτήσεις 

r = r��
 = �m��
, ) = )��
 = ��m��
, 
έτσι ώστε να φράξουµε άνω και κάτω τις συναρτήσεις r�, )�. Κατανοµές  από τις οποίες 

µπορούµε να παράγουµε αριθµούς µε αυτή την µέθοδο είναι κυρίως κατανοµές µε υποτετ-

ραγωνικές ουρές, όπως π.χ. η κανονική, η Βήτα κ.α. Ο γενικός αλγόριθµος παραγωγής α-

ριθµών από την κατανοµή της τ.µ. X µε αυτή την µέθοδο θα µπορούσε να περιγραφεί ως 

εξής(βλ. Devroye, (1984, (a))). 
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Βήµα 1:Καθορίζουµε αρχικά τις σταθερές K, w , wM έτσι ώστε να ικανοποιούν τις συν-

θήκες K ≥ sup Ø�m��
Ù , w ≤ inf [��m��
], wM ≥ sup [��m��
] 
Βήµα 2: Παράγουµε τις τ.µ. U ~��0, K
,+~��w , wM
. 

Βήµα 3: Θέτουµε � = -l. 
Βήµα 4: Αν �� ≤ m��
, θέτουµε j = � και σταµατάµε, αλλιώς πάµε στο Βήµα 2. 

Ο παραπάνω αλγόριθµος είναι έγκυρος, καθώς η τ.µ. X έχει πυκνότητα πιθανότητας ανάλο-

γης της f  και µπορούµε να αντικαταστήσουµε την f µε την cf. Ο αναµενόµενος αριθµός των 

βηµάτων του αλγορίθµου :�.
 ισούται µε  

K�wM − w 
+üRQ.ό¼ �gÀ¾½�ήÃ 
 = 2K�wM − w 
� m��
q�§ § . 
 

Παράδειγµα 8.1. Τυπική κανονική κατανοµή Ν(0,1). 

 Έστω µια τ.µ. Z που ακολουθεί την τυπική κανονική κατανοµή I (0, 1) µε σ.π.π. 

ù�ú
 = 1é2� _ û�� , ú ∈ x. 
H σ.π.π. της είναι της ζητούµενης µορφής, καθώς µπορεί να γραφτεί ως εξής: 

ù�ú
 = m�ú
¡ , 
µε 

m�ú
 = _ û��    �ú ∈ x
 

¡ = 2 ∗ +üRQ.ό¼��
 = 2� _ û�/�qú = 2 é�é�§� = é2�. 

Για να παράγουµε αριθµούς από την τυπική κανονική κατανοµή χρησιµοποιώντας την µέ-

θοδο πηλίκου οµοιόµορφων θα πρέπει αρχικά να προσδιορίσουµε τις σταθερές K, w , wM . H 

σταθερά K υπολογίζεται εύκολα από την σχέση 

K = Òr�û∈4 5�m�ú
Î = Òr�û∈4 6�_ û�� 7 = 1 
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Οι σταθερές w , wM υπολογίζονται από τις παρακάτω ισότητες. 

w = -@mû∈4 5ú�m�ú
Î = -@mû∈4 6ú�_ û�� 7, 
wM = Òr�û∈4 5ú�m�ú
Î = Òr�û∈4 6ú�_ û�� 7 

Θα χρειαστεί να βρούµε στη συνέχεια πιθανά ακρότατα για τη συνάρτηση 

i��
 = ��m��
 = ��_ |�� , � ∈ x . 

Παραγωγίζοντας και εξισώνοντας µε το 0 την παραπάνω συνάρτηση θα έχουµε αντίστοιχα 

i���
 = 0                      ⇔ �_ n��  �1 − ��2 � = 0 ⇔ 
� = −é2, � = é2. 

Εύκολα µπορούµε να δούµε πως η i παρουσιάζει τοπικό ελάχιστο για � = −é2 και τοπικό 

µέγιστο για � = é2, οπότε 

w = iD−é2E = −��z ,      QM = iDé2E = ��z = −w . 

 Έτσι ο αλγόριθµος παραγωγής αριθµών από  την τυπική κανονική κατανοµή Ν(0,1) µε την 

µέθοδο πηλίκου οµοιόµορφων µπορεί να είναι ο ακόλουθος. 

Βήµα 1: Παράγουµε τις τ.µ. �~��0,1
,+~��−��z ,��z
  

               (π.χ. µε τη µέθοδο της αντιστροφής). 

Βήµα 2: Θέτουµε j = +/�. 

Βήµα 3: Αν �� ≤ m�j
 = _ k�/�, θέτουµε ý = j και σταµατάµε. 

 

Υλοποιώντας τον παραπάνω αλγόριθµο µέσω του Mathematica κατασκευάζουµε το ιστόγ-

ραµµα 40000 παραγόµενων αντιγράφων της ý και το συγκρίνουµε µε την πυκνότητα πιθα-

νότητας της τυπικής κανονικής κατανοµής N(0,1).  

 



Πα
νε
πι
στ
ήμ
ιο 
Πε
ιρα
ιώ
ς82 

 

a=Sqrt[2/Exp[1]];n=40000;Z=Table[0,{n}];i=1; 

While[i≤≤≤≤n,U=Random[];V=2*a*Random[]-a; 
 Y=V/U; 
 If[U^2<Exp[-Y^2/2],Z[[i]]=Y;i++];] 

h=Histogram[Z,HistogramRange→→→→{-5,5},HistogramScale→→→→1]; 
p=Plot[Exp[-x^2/2]/Sqrt[2*Pi],{x,-5,5}]; 
Show[h,p] 

 

  

Σχήµα 20.Τυπική Κανονική Κατανοµή Ν(0,1). 

 

Ο προηγούµενος αλγόριθµος απαιτεί κατά µέσο όρο  

:�.
 = K�wM − w 
+üRQ.ό¼��
 = 2�2_��2 = 4é�_ ≅ 1.36 βήματα, 
και είναι ελάχιστα αργότερος από τον αντίστοιχο αλγόριθµο που περιγράψαµε για την κα-

νονική κατανοµή µε την µέθοδο της απόρριψης. 
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Παράδειγµα 8.2. Κατανοµή t µε 3 βαθµούς ελευθερίας 9ó 

Έστω Χ µια τ.µ. που ακολουθεί την κατανοµή t µε n = 3 βαθµούς ελευθερίας, και σ.π.π. που 

δίνεται από τον τύπο 

m�ò��
 = 2�é3 1
F1 + ��3 G� , � ∈ x 

H σ.π.π. της είναι της ζητούµενης µορφής, καθώς µπορεί να γραφτεί ως εξής: 

m�ò��
 = m��
¡  

µε 

m��
 = 1
F1 + ��3 G� , �� ∈ x
, ¡ = �é32 . 

Όπως και στο παράδειγµα 8.1, έτσι και τώρα θα πρέπει να προσδιορίσουµε τις σταθερές K, w , wM . H σταθερά K υπολογίζεται εύκολα από την σχέση 

K = Òr�n∈4 5�m�ú
Î = Òr�n∈4� 1
F1 + ��3 G� 

  = Òr�n∈4 ï 11 + ��3 ð = 1. 
Οι σταθερές w , wM υπολογίζονται από τις παρακάτω ισότητες. 

w = -@mn∈4 5��m��
Î = -@mn∈4 ���
���� 1

F1 + ��3 G�:�;
�<, 

wM = Òr�n∈4 5��m��
Î = Òr�n∈4 ���
���� 1

F1 + ��3 G�:�;
�<. 

Θα χρειαστεί να βρούµε στη συνέχεια πιθανά ακρότατα για τη συνάρτηση 
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i��
 = ��m��
 = � 1�1 + ��3 
 = 3�3 + �� , � ∈ x 

Παραγωγίζοντας και εξισώνοντας µε το 0 την παραπάνω συνάρτηση θα έχουµε αντίστοιχα 

                    i���
 = 0                                   ⇔ �3�
���� + 3
 − 3���� + 3
′��� + 3
� = 0          ⇔ 

3�� − 6�� + 9 = 0                                      ⇔  
� = −é3  Ä � = é3. 

Εύκολα µπορούµε να δούµε πως η i παρουσιάζει τοπικό ελάχιστο για � = −é3   και τοπικό 

µέγιστο για � = é3, οπότε 

w = iD−é3E = − é32 ,     QM = iDé3E = é32 . 
και ο αλγόριθµος παραγωγής αριθµών από την p1 µε τη µέθοδο πηλίκου οµοιόµορφων είναι 

ο ακόλουθος. 

Βήµα 1:Παράγουµε τις τ.µ. �~��0,1
,+~��− é1� , é1� 
 (π. χ. µε τη µέθοδο της αντισ-

τροφής). 

Βήµα 2:Θέτουµε j = +/�. 

Βήµα 3:Αν �� ≤ m�j
 = �
F�M£�ò G�, θέτουµε � = j και σταµατάµε. 

Υλοποιώντας τον παραπάνω αλγόριθµο µέσω του Mathematica κατασκευάζουµε το ιστόγ-

ραµµα 40000 παραγόµενων αντιγράφων της τ.µ.  Χ και το συγκρίνουµε µε την πυκνότητα 

πιθανότητας της κατανοµής t3. Ο παραπάνω αλγόριθµος είναι έγκυρος, όπως διαπιστώνουµε 

και από το επόµενο σχήµα. 

a=Sqrt[3]/2;n=40000;X=Table[0,{n}];i=1; 

While[i≤≤≤≤n,U=Random[];V=2*a*Random[]-a; 
 Y=V/U; 
 If[U^2<(1+Y^2/3)^(-2),X[[i]]=Y;i++];] 
h=Histogram[X,{Table[x,{x,-
7,7,0.2}]},"ProbabilityDensity"]; 
p=Plot[2*(1+x^2/3)^(-2)/(3^(1/2)*Pi),{x,-7,7}]; 
Show[h,p]  
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Σχήµα 21 .Κατανοµή t µε 3 βαθµούς ελευθερίας. 

 

 

Παρατήρηση : Το θεώρηµα πηλίκου οµοιόµορφων µπορεί να επεκταθεί έτσι ώστε να κα-

λύψει και τις ακόλουθες περιπτώσεις (άθροισµα οµοιόµορφων και πηλίκου-ρίζας οµοιό-

µορφων, βλ. Barbu (1982 a, b)), 

1. Αν έχουµε την τ.µ. ��,+
 οµοιόµορφα κατανεµηµένη στην περιοχή 

h = {�r, )
: 0 ≤ r ≤ m�r + )
} 

τότε η τ.µ. j = + + � έχει σ.π.π. ανάλογη της m. 

2. Αν έχουµε την τ.µ. ��,+
 οµοιόµορφα κατανεµηµένη στην περιοχή 

� = {�r, )
: 0 ≤ r ≤ m� =é&
�/1}, 

τότε η τ.µ. j = +/é� έχει σ.π.π. ανάλογη της m. 

Η απόδειξη είναι ανάλογη της Πρότασης 4. Συγκεκριµένα, έστω ο µετασχηµατισµός � = �, j = + + �, ο οποίος έχει αντίστροφο τον r = �, ) = 8 − �. Μπορούµε να διαπισ-

τώσουµε ότι η Ιακωβιανή ορίζουσα του µετασχηµατισµού ισούται µε 

Æ/Æ = > 1 0−1 1> = 1, 

ενώ αφού το ζεύγος ��,+
 κατανέµεται οµοιόµορφα στην περιοχή h, έχει σ.π.π. 
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ml,-�r, )
 = ?@�r, )
 = 1 1+üR�A
,   �r, )
:      0 ≤ r ≤ m�r + )
0, Q]]½ύ ! 
Εποµένως η τ.µ. ��, j
 έχει από κοινού σ.π.π . 

m�,k��, 8
 = Æ/Æml,-��, 8 − �
 = ml,-��, 8 − �
 = ?@�r, )
 

Τέλος, η τ.µ. j = + + � έχει σ.π.π.  

mk�8
 = o m�,k��, 8
q� = o 1+üR�A
 q� = 1+üR�A
 m�8
,â��

�  

που αποδεικνύει το ζητούµενο. Παρόµοια, η τ.µ. ��,+
 έχει από κοινού πυκνότητα 

ml,-�r, )
 = ?B�r, )
 = 1 1+üR��
 , �r, )
: 0 ≤ r ≤ m� )ér
�/1
0, Q]]½ύ ! 
Και το σύστηµα 2 εξισώσεων � = �, j = +/é� δίνει µοναδική λύση ως προς  

r = ℎ���, 8
 = �, ) = ℎ���, 8
 = 8é�, 

 και η αντίστοιχη Ιακωβιανή ορίζουσα ισούται µε  

/ = C 1 012é� é�C = é� 

Εποµένως η τ.µ. ��, j
 έχει από κοινού σ.π.π . 

m�,k��, 8
 = Æ/Æml,-D�, 8é�E = é�?B�r, )
 

Τέλος, η περιθώρια τ.µ. j = +/é� έχει σ.π.π.  

mk�8
 = � m�,k��, 8
q� = � é� �Dø��B
 q� = �1 Dø��B
 m�8
â��
�/ò� , 

και αποδεικνύει το ζητούµενο. 
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 9 

Παραγωγή αριθµών από πολυδιάστατες κατανοµές. 

 

Μέχρι τώρα ασχοληθήκαµε και παρουσιάσαµε διάφορες µεθόδους για την παραγωγή αριθ-

µών από αρκετές µονοδιάστατες τ.µ.. Σε αρκετές περιπτώσεις ωστόσο, που µελετούνται πο-

λυδιάστατα δεδοµένα, είναι απαραίτητη η παραγωγή αριθµών από κάποιες πολυδιάστατες 

κατανοµές. Σκοπός µας αυτή τη φορά είναι να παράγουµε αριθµούς από το τυχαίο 

µα �, µε 

� = E����…�ô
F , 

όπου ��, ��, … , �ô τ.µ. όχι απαραίτητα ισόνοµες ή ανεξάρτητες µεταξύ τους, µε αντίστοιχες 

σ.π.π. m� και σ.κ. 	� , - = 1, … , ¿. 

Οι γενικές και ειδικές µέθοδοι που περιγράψαµε στα προηγούµενα κεφάλαια δεν έχουν κά-

ποια γενική επέκταση στην πολυδιάστατη περίπτωση, αλλά σε κάποιες περιπτώσεις τα 

πράγµατα είναι σχετικά απλά. Στην γενική περίπτωση, προκειµένου να παράγουµε αριθµούς 

από τις τ.µ. ��, ��, … , �ô, θα βασιστούµε στο παρακάτω βασικό αποτέλεσµα από την Θεω-

ρία Πιθανοτήτων. 

Πρόταση 5. Έστω 
�, … ,
ô ενδεχόµενα ενός συνόλου , ξένα ανά 2 µεταξύ τους. 

Τότε θα ισχύει ότι  ���� ∩ �� ∩ …∩ �ô
 = ����
����Æ��
 … ���ôÆ�� …�ô �
 
 

Έτσι, προκύπτει πως η από κοινού πυκνότητα πιθανότητας των τ.µ. ��, ��, … , �ô ισούται µε  

m���, … , �ô
 = m����
m�Æ����Æ��
 … . môÆ�….ô ���ôÆ�� … . �ô �
 

Όπου m�Æ�…� ����Æ�� … . �� �
 η δεσµευµένη πυκνότητα πιθανότητας της τ.µ. �� δοθέντος 

των ��, … , �� �, - = 1, … , �. 
Σε περίπτωση που όλες οι τ.µ. είναι ανεξάρτητες µεταξύ τους, η από κοινού πυκνότητα ισο-

ύται φυσικά µε το γινόµενο των πυκνοτήτων m�.  
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Η γενική µέθοδος παραγωγής τυχαίων διανυσµάτων (��, ��, … , �ô) από την κατανοµή µε 

σ.π.π. m���, … , �ô
 βασίζεται στο παραπάνω αποτέλεσµα. Αρχικά παράγουµε την Χ1 από 

την m�. Στην συνέχεια παράγουµε την Χ2 από την m�Æ����Æ��
 κ.ο.κ. τελικά παράγουµε την 

Χκ από την môÆ�….ô ���ôÆ��, … , �ô �
.  

Στην ειδική περίπτωση της ανεξαρτησίας των Χi, αν υποθέσουµε ότι µπορούµε να παράγου-

µε π.χ. τις τ.µ. ��, ��, … , �ô µε την µέθοδο της αντιστροφής, µπορούµε εύκολα να παράγου-

µε το τ.δ. � = ���, ��, … , �ô
 µέσω κ ανεξάρτητων τ.µ. ��, ��, … , �ô~��0,1
, θέτοντας 

απλά 

�� = 	� ����
, … , �ô = 	ô ���ô
. 

Φυσικά αυτό δεν συµβαίνει πάντα, καθώς όπως έχουµε δει αρκετές φορές, δεν είναι εύκολη 

η παραγωγή αριθµών από όλες τις κατανοµές. Για να παράγουµε όλο το τυχαίο διάνυσµα, 

θα πρέπει να ελέγξουµε την εγκυρότητα της εκάστοτε µεθόδου που χρησιµοποιείται κάθε 

φορά σε όλες τις διαστάσεις, κάτι το οποίο φυσικά είναι χρονοβόρο και απαιτεί πολλούς 

υπολογισµούς. Παρόλα αυτά, υπάρχουν κάποιες συγκεκριµένες πολυδιάστατες κατανοµές 

από τις οποίες µπορούµε σχετικά εύκολα να παράγουµε τυχαίους αριθµούς βασιζόµενοι σε 

ιδιότητές τους και συνδυάζοντας τις αντίστοιχες µεθόδους από την µονοδιάστατη περίπτω-

ση. Στο παρόν κεφάλαιο θα ασχοληθούµε µε την παραγωγή αριθµών από ορισµένες από 

αυτές τις γνωστές πολυδιάστατες τ.µ. Συγκεκριµένα, θα δείξουµε πως µπορούµε να παράγο-

υµε αριθµούς από την πολυδιάστατη κανονική, κατανοµές που προκύπτουν µέσω αυτής, 

καθώς και κατανοµές που προκύπτουν από γενικεύσεις γνωστών κατανοµών της µονοδιάσ-

τατης περίπτωσης.  

 

9.1. Παραγωγή αριθµών από πολυδιάστατη κανονική κατανοµή . 

Η κανονική κατανοµή είναι η βασικότερη από όλες τις γνωστές κατανοµές, τόσο στην µο-

νοδιάστατη όσο και στην πολυδιάστατη περίπτωση, και αξίζει να περιγραφεί πρώτα η πα-

ραγωγή τυχαίων αριθµών από αυτήν. Είναι γνωστό πως αν έχουµε � ≥ 2 ανεξάρτητες τυπι-

κές κατανοµές ý�, … , ýT ~,�0,1
 , τότε λέµε πως το τ. δ. 

H = Iý�⋮ýTK 
ακολουθεί την p-διάστατη κανονική κατανοµή µε µέσο διάνυσµα 0 και πίνακα συνδιακύ-

µανσης τον µοναδιαίο πίνακα LM�H~ND�, OUE
, µε σ.π.π. που δίνεται από τον τύπο  
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mH�P
 = e �� � û(�Q($��2�
T� = e ��P�P
�2�
T� , P ∈ xT 

  Στη συνέχεια θεωρούµε ένα µέσο διάνυσµα R ∈ xT και S ένα p×p θετικά ορισµένο 

πίνακα µε τετραγωνική ρίζα τον πίνακα S�/�. Τότε το τυχαίο διάνυσµα  

� = T�/�H + R 

 ακολουθεί την p-διάστατη κανονική κατανοµή µε µέσο διάνυσµα R και πίνακα συνδιακυ-

µάνσεων T �συμβολικά W~NT�R,T

, µε σ.π.π.  

mX��
 = _ �/��� R
΄T{��� R

�2�
T�ÆTÆ�/� , � ∈ xT 

Οπότε ένας απλός τρόπος για να παράγουµε αριθµούς από την πολυδιάστατη κανονική κα-

τανοµή µπορεί να είναι ο κάτωθι αλγόριθµος. 

Βήµα 1: Θέτουµε το διάνυσµα µ, τον πίνακα συνδιακυµάνσεων Σ και υπολογίζουµε τον T �/�.  
Βήµα 2: Παράγουµε X�,X�, . . ,XT~.�0,1
 (µε οποιοδήποτε τρόπο) . 

Βήµα 3: Θέτουµε � = T�/�H + R~NT�R,T
. 

Αξίζει να σηµειώσουµε ότι ο πίνακας T �/� µπορεί να γραφτεί µε τη µορφή της φασµατικής 

ανάλυσης 

T �/� = WY�ìW � 

όπου W o πίνακας ιδιοδιανυσµάτων του Σ και L ο διαγώνιος πίνακας µε τις ιδιοτιµές του Σ 

στα διαγώνια στοιχεία του. 

Παράδειγµα. Έστω ο 3×3 πίνακας συνδιακύµανσης µε 

T = I4 2 22 5 12 1 3K 
και το µέσο διάνυσµα 

R = I452K 
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Μέσω του Mathematica παράγουµε µια τυχαία τριάδα (��, ��, �1
 από την κατανοµή Nó�R,T) µε τις παρακάτω εντολές. 

m={4,5,2};S={{4,2,2},{2,5,1},{2,1,3}}; 

l=Eigenvalues[N[S]];l1=l^(1/2);L1=DiagonalMatrix[l1]; 

P=Transpose[Eigenvectors[N[S]]]; 
P1=Inverse[P]; 
S1=P.L1.P1; 
Z=Table[Random[NormalDistribution[0,1]],{3}]; 
X=S1.Z+m;X 

 

Μπορούµε επίσης να χρησιµοποιήσουµε το Mathematica για να παράγουµε περισσότερες 

τριάδες από το διάνυσµα (��, ��, �1
 .΄Ένας τρόπος για να το πετύχουµε αυτό είναι µε τις 

εντολές (παράγει 20 τυχαίες τριάδες από την ζητούµενη τρισδιάστατη κατανοµή). 

n=20;Randomvectors={}; 

m={4,5,2};S={{4,2,2},{2,5,1},{2,1,3}}; 

 l=Eigenvalues[N[S]];l1=l^(1/2);L1=DiagonalMatrix[l1]; 
P= Transpose[Eigenvectors[N[S]]]; 
P1=Inverse[P]; 
 S1=P.L1.P1; 
 Do[Z=Table[Random[NormalDistribution[0,1]],{3}]; 
 X=S1.Z+m;AppendTo[Randomvectors,X];,{n}] 
Print[Randomvectors] 
 

{{1.10704,3.68037,0.306115},{6.19369,4.17701,3.66373}, 

{8.72155,9.36974,1.71272},{1.89195,7.19387,1.80563}, 

{1.83951,-1.20122,1.71478},{1.36365,2.58665,0.557651}, 

{3.5236,3.19728,5.01006},{6.87356,7.57977,3.53641}, 

{2.22865,3.62141,0.599998},{5.23863,2.8137,0.197142}, 

{6.50656,7.36766,4.13542},{7.68829,6.56275,4.10681}, 

{2.39676,5.1396,1.08379},{4.18019,1.65218,-0.212035}, 

{1.54843,2.84837,0.734829},{2.12321,4.38693,1.67408}, 

{5.6893,1.11739,4.12925},{2.53643,4.72564,3.90364}, 

{3.13851,4.29787,2.98238},{3.06553,4.61322,2.78664}} 

 

Αν π.χ. έχουµε τον παρακάτω υποπίνακα 2×2 από το προηγούµενο παράδειγµα, µε 

T = Ø4 22 5Ù , R = Ø45Ù 

Τότε n = 1000 τυχαία ζεύγη (��, ��
 από την κατανοµή Nì�R,T) απεικονίζονται στο επίπε-

δο χρησιµοποιώντας την εντολή ListPlot και το επόµενο σύνολο εντολών του Mathematica. 
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n=1000;Randomvectors={}; 
m={4,5};S={{4,2},{2,5}}; 
S1=MatrixPower[S,0.5]; 
Do[Z=Table[Random[NormalDistribution[0,1]],{2}]; 
 X=S1.Z+m;AppendTo[Randomvectors,X];,{n}] 
ListPlot[Randomvectors] 

 

Σχήµα 22. ∆ισδιάστατη Κανονική Κατανοµή  

 

 

Πράγµατι, από το προηγούµενο ελλειψοειδές σχήµα συµπεραίνουµε ότι τα δεδοµένα ακο-

λουθούν την  προηγούµενη δισδιάστατη κανονική κατανοµή. 

9.2. Παραγωγή αριθµών από κατανοµή Wishart. 

Ορισµός: Η πολυδιάστατη κατανοµή Wishart αποτελεί την γενίκευση της κατανοµής χι 

τετράγωνο µε n βαθµούς ελευθερίας ��� , που έχει σ.π.π. ίση µε  

mZ#� �8
 = 8�� �_ �/���@2
2�/� = m[�\\�b��,��c�8
. 

�2 2 4 6 8 10

5

10
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Συγκεκριµένα, υποθέτουµε πως µπορούµε να παράγουµε αριθµούς από πολυδιάστατες κα-

νονικές κατανοµές µε µηδενικό µέσο διάνυσµα και πίνακα συνδιακυµάνσεων τον µοναδιαίο 

πίνακα, δηλαδή πως µπορούµε να παράγουµε n τυχαία διανύσµατα 

]�, . . ,]�~NT��, OU
 

Τότε η κατανοµή του τυχαίου πίνακα  

T̂×T = I& ý�<ý��
�

�'� K<,� 

καλείται p -διάστατη κατανοµή Wishart µε n βαθµούς ελευθερίας και πίνακα συνδιακύµαν-

σης OU Γενικότερα µπορούµε εύκολα να θεωρήσουµε τα τυχαία διανύσµατα 

��, . . , ��~NT��,T
  
και έπειτα να θέσουµε τον τυχαίο πίνακα  

_ = I& ��<���
�

�'� K<,� = W W΄, 
όπου W είναι ο  � × @  πίνακας 

` = [��, … , ��]. 
Η κατανοµή του τυχαίου πίνακα _ (διάστασης p×p ) καλείται p – διάστατη κατανοµή 

Wishart µε n βαθµούς ελευθερίας και πίνακα συνδιακύµανσης T (συµβολικά, _~ T̂�@,T
). 

Μπορεί να αποδειχθεί ότι η παραπάνω κατανοµή έχει πυκνότητα πιθανότητας (βλ. Eaton 

(2007)) 

mT,��a;T
 = ÆaÆ� T �� _ ���N[T{�a]
2T�� �T�T �
2 ÆΣÆ�� d ��@ − - + 12 
T�'�

,a > 0 

και πράγµατι για � = 1, Σ = 1, προκύπτει ότι 

            m�,��w,T
 = w�� �_ �/���@2
2� � , Q > 0 

που είναι η σ.π.π. της ���. 
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Οπότε συνδυάζοντας τον αλγόριθµο παραγωγής αριθµών από πολυδιάστατη κανονική και 

το προηγούµενο αποτέλεσµα, ο αλγόριθµος παραγωγής αριθµών από την κατανοµή 

T̂�@,T
 έχει ως εξής: 

 

Βήµα 1: Παράγουµε ��, . . , ��~NU��,T
 (π.χ.µε την µέθοδο που περιγράψαµε στη 

προηγούµενη παράγραφο) και θέτουµε � = [��, … , ��]. 
Βήµα 2: Θέτουµε _ = W W΄ ~ T̂�@,T
 . 

 

Παράδειγµα . Θα χρησιµοποιήσουµε τον πίνακα συνδιακυµάνσεων του προηγούµενου πα-

ραδείγµατος,  
T = I4 2 22 5 12 1 3K 

για να παράγουµε αριθµούς από την p = 3-διάστατη κατανοµή Wishart µε n = 4 βαθµούς 

ελευθερίας, δηλαδή να παράγουµε έναν τυχαίο πίνακα a~ 1̂�4,T
. Μέσω του 

Mathematica παράγουµε τον τυχαίο πίνακα 3×3, µε τις παρακάτω εντολές. 

S={{4,2,2},{2,5,1},{2,1,3}};n=4; 
S1=MatrixPower[S,0.5];X={}; 
Do[ 
 Xi=S1.Table[Random[NormalDistribution[0,1]],{3}]; 
 AppendTo[X,Xi] 
 ,{i,1,n}] 
Transpose[X].X 

{{12.8139,3.18813,10.7887}, 

{3.18813,22.6529,-3.30469}, 

{10.7887,-3.30469,11.9887}} 

 

9.3. Παραγωγή αριθµών από πολυδιάστατη κατανοµή Dirichlet. 

Θεωρούµε ένα τυχαίο διάνυσµα  

� = ef
��...��g

h 
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που ακολουθεί την k-διάστατη κατανοµή Dirichlet µε παραµέτρους w�, … , w� > 0 µε πυκνό-

τητα πιθανότητας  

���
 = ��� w�
��'�d ��w�
��'� " ���( �, � ∈ ��, �
��
�'� , 

 ενώ επίσης τα �� ικανοποιούν τις συνθήκες 

 �� + ⋯ + �ô = 1, 
και η σ.π.π. του τ.δ. είναι µηδενική αλλού. (βλ. Fisher, Haans(1994)). 

Η k- διάστατη κατανοµή Dirichlet αποτελεί γενίκευση της κατανοµής Βήτα στις k διαστάσε-

ις. Συγκεκριµένα, είναι εύκολο να δείξουµε πως µια τ.µ. j που ακολουθεί την κατανοµή 

Βήτα µε παραµέτρους w� > 0, w� = 1 προκύπτει από το πηλίκο 2 ανεξάρτητων τ.µ. 

��~dw��w�w�, K
,   ��~dw��w�w�, K
, 

ως j = ����M��, και είναι ανεξάρτητη από το άθροισµα  

ß = �� + ��~dw��w�w� + w�, K
. 

Γενικεύοντας το παραπάνω αποτέλεσµα στις κ διαστάσεις , θεωρούµε ότι έχουµε k ανεξάρ-

τητες τ.µ. j�~dw��w�w�, 1
, … , jô~dw��w�w� , 1
, οπότε το άθροισµά τους ακολουθεί 

την κατανοµή Γάµµα µε παραµέτρους το άθροισµα των παραµέτρων και 1, δηλαδή 

ß = j� + ⋯ + j� = & j�
�

�'� ~dw��w�& w� , 1
�
�'� , 

και έτσι µπορούµε να σχηµατίσουµε τις τ.µ. (η αντίστοιχα το τυχαίο διάνυσµα) 

�i = ���, … , ��
 = Fj�ß , … , j�ß G ~j-J-¡ℎ[_p�w�, … , w�
 

Φυσικά οι τ.µ. ��, … , �� δεν είναι ανεξάρτητες µεταξύ τους, αλλά προκύπτουν από συναρ-

τήσεις ανεξάρτητων τ.µ. dw��w και είναι επίσης ανεξάρτητες από το άθροισµα ß.Έτσι έ-

νας απλός και γρήγορος αλγόριθµος παραγωγής αριθµών από την k-διάστατη κατανοµή 

Dirichlet µπορεί να είναι ο ακόλουθος(βλ, Devroye , 1986). 

 

Βήµα 1: Παράγουµε j�~dw��w�w�, 1
, … , jô~dw��w�w� , 1
. 
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Βήµα 2: Θέτουµε ß = j� + ⋯ + j� 

Βήµα 3: Θέτουµε τέλος �� = k�! , … �� = kk! . 
 

 

 

 

 

Παράδειγµα : Για να παράγουµε ένα τυχαίο διάνυσµα (µια τυχαία τριάδα) από την τρισδι-

άστατη κατανοµή Dirichlet (2, 3, 3.5) µέσω Mathematica, εκτελούµε τις παρακάτω εντολές. 

Y1=RandomReal[GammaDistribution[2,1]]; 
Y2=RandomReal[GammaDistribution[3,1]]; 
Y3=RandomReal[GammaDistribution[3.5,1]]; 
S=Y1+Y2+Y3; 
X1=Y1/S; 

X2=Y2/S; 

X3=Y3/S; 

 

Για να παράγουµε π.χ. 20 τυχαία διανύσµατα από την παραπάνω κατανοµή µέσω του 

Mathematica, έχουµε τον επόµενο κώδικα. 

n=20;L={0,0,0}; 

Do[Y1=RandomReal[GammaDistribution[2,1]]; 
 Y2=RandomReal[GammaDistribution[3,1]]; 
 Y3=RandomReal[GammaDistribution[3.5,1]]; 
 S=Y1+Y2+Y3; 
 L[[1]]=Y1/S; 
 L[[2]]=Y2/S; 
 L[[3]]=Y3/S; 
 Print[L],{n}] 

 

Μπορούµε έπειτα να παράγουµε n = 5000 τυχαία διανύσµατα (Χ1, Χ2, Χ3) από την παραπά-

νω Dirichlet και να κατασκευάσουµε το διάγραµµα διασποράς π.χ. των (Χ1, Χ2) στο επίπεδο: 
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Σχήµα 23.Κατανοµή Dirichlet , ∆ιάγραµµα διασποράς ζευγών . 

 

Ένας άλλος λιγότερο αποτελεσµατικός τρόπος για να παράγουµε αριθµούς από την κατανο-

µή j-J-¡ℎ[_p�w�, … , w�
 είναι ο ακόλουθος. 

Παράγουµε το τ. δ. � µέσω ανεξάρτητων κατανοµών Βήτα ως εξής: Παράγουµε αρχικά τις 

ανεξάρτητες τ.µ. 

 ��~h�w�, & w�
,    j<~h�w< , & w�
�
�'<M�

�
�'� , ; = 2, … , � − 1 

 και θέτουµε µετά 

�< = ï1 − & ��
< �
�'� ð j< , ; = 2,3, … , � − 1 

 

Τέλος, θέτουµε �� = 1 − � ��� ��'� . 

Ο παραπάνω αλγόριθµος δεν είναι ιδιαίτερα καλός, καθώς απαιτεί πολύ περισσότερους υ-

πολογισµούς από την προηγούµενη µέθοδο . 
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