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Πξόινγνο 

 
  
΢ηελ εξγαζία απηή κειεηάηαη ην πξόβιεκα ησλ θίβδεισλ λνκηζκάησλ. 

 Τπάξρεη έλαο δεδνκέλνο αξηζκόο λνκηζκάησλ εθ ησλ νπνίσλ θάπνηα είλαη θίβδεια. 
Γηαηίζεηαη κία δπγαξηά ε νπνία δείρλεη ην ειαθξύηεξν θαη ην βαξύηεξν, ή αλ ηα λνκίζκαηα πνπ 
δπγίδνληαη ζηηο δύν πιεπξέο ηεο είλαη ίζνπ βάξνπο. ΢θνπόο ηνπ πξνβιήκαηνο είλαη λα βξεζνύλ 
ηα θίβδεια λνκίζκαηα, ρξεζηκνπνηώληαο ηε δπγαξηά, κε ην κηθξόηεξν δπλαηό αξηζκό 
δπγηζκάησλ.  

 Τπάξρνπλ πνιιέο δηαθνξεηηθέο εθδνρέο ηνπ πξνβιήκαηνο. Γηα παξάδεηγκα, κπνξεί ην 
θίβδειν λόκηζκα λα είλαη έλα, δύν ή θαη πεξηζζόηεξα όπνηε θαη αθνινπζείηαη εληειώο 
δηαθνξεηηθή ηερληθή επίιπζεο ζηελ θάζε πεξίπησζε.  

 Με ην πξόβιεκα απηό έρνπλ αζρνιεζεί δηάθνξνη εξεπλεηέο. Γηα παξάδεηγκα, κε ην 
πξόβιεκα ηνπ ελόο θίβδεινπ λνκίζκαηνο έρνπλ αζρνιεζεί νη L. Halbeisen θαη N. Hungerbühler 
[3], κε ην πξόβιεκα ησλ δύν θίβδεισλ νη I. Bosnajak θαη R. Tosic [1,10]. Με γεληθόηεξεο 
πεξηπηώζεηο θαη άιιεο παξαιιαγέο ηνπ πξνβιήκαηνο έρνπλ αζρνιεζεί νη C. A. B. Smith [9], L. 

Pyber [7], M. Gardner [2], T. Pappas [6], C.W. Raine [8] θαζώο θαη αξθεηνί άιινη. 

 ΢ηηο δηάθνξεο πεξηπηώζεηο πνπ αληηκεησπίζακε ζηε δηαηξηβή απηή, ρξεζηκνπνηνύληαη 
ηα δέλδξα απνθάζεσλ γηα ηελ εύξεζε ηνπ ειάρηζηνπ αξηζκνύ δπγηζκάησλ πνπ ζα ρξεηαζηνύλ 
γηα λα εληνπηζηνύλ ηα θίβδεια λνκίζκαηα. Μειεηάηαη αλαιπηηθά ε πεξίπησζε όπνπ έρνπκε έλα 
θίβδειν λόκηζκα θαη δηάθνξεο ππνπεξηπηώζεηο απηήο. Μειεηάηαη επίζεο ε πεξίπησζε όπνπ 
ζην πξόβιεκα έρνπκε δύν θίβδεια λνκίζκαηα. Σελ εξγαζία απηή έξρεηαη λα ζπκπιεξώζεη κία 
εθαξκνγή ειεθηξνληθνύ ππνινγηζηή ε νπνία νπηηθνπνηεί ην πξόβιεκα πνπ εμεηάδνπκε.  

 Δπραξηζηώ ζεξκά ηνλ επηβιέπνληα θαζεγεηή κνπ Αλαπιεξσηή Καζεγεηή Π. Σζηθνύξα 
γηα ηελ θαζνδήγεζε θαη ηε βνήζεηα πνπ κνπ πξνζέθεξε θαηά ηε δηάξθεηα απηήο ηεο δηαηξηβήο. 
Δπίζεο, επραξηζηώ ηα κέιε ηεο ηξηκεινύο επηηξνπήο Καζεγεηέο Α. ΢απνπλάθε θαη Δ. Φνύληα. 
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Δηζαγσγή 

΢ην πξώην θεθάιαην δίλνληαη νη βαζηθνί νξηζκνί ζρεηηθά κε ηα γξαθήκαηα θαη ηα δέλδξα. ΢ην 

δεύηεξν θεθάιαην γίλεηαη ε εηζαγσγή ζην πξόβιεκα ησλ θίβδεισλ λνκηζκάησλ θαη κειεηάηαη 

αλαιπηηθά ε πεξίπησζε πνπ έρνπκε έλα κόλν θίβδειν λόκηζκα. Απηό ην θεθάιαην απνηειείηαη 

από ηέζζεξηο ελόηεηεο ζηηο όπνηεο πεξηγξάθνληαη αλαιπηηθά ηέζζεξηο δηαθνξεηηθέο πεξηπηώζεηο 

ηνπ πξνβιήκαηνο κε έλα θίβδειν λόκηζκα. Πην ζπγθεθξηκέλα αληηκεησπίδνληαη νη εμήο 

πεξηπηώζεηο :  

- Γεδνκέλνο ζπλνιηθόο αξηζκόο λνκηζκάησλ, εθ ησλ νπνίσλ ην έλα είλαη ειαθξύηεξν από ηα 

ππόινηπα . 

- Γεδνκέλνο ζπλνιηθόο αξηζκόο λνκηζκάησλ, εθ ησλ νπνίσλ έλα είλαη θαλνληθό θαη γλσζηό, θαη 

ςάρλνπκε λα βξνύκε αλ ην θίβδειν είλαη βαξύηεξν ή ειαθξύηεξν από ηα ππόινηπα. 

- Γεδνκέλνο ζπλνιηθόο αξηζκόο λνκηζκάησλ, εθ ησλ νπνίσλ έλα είλαη θαλνληθό θαη γλσζηό, θαη 

ςάρλνπκε λα βξνύκε αλ ππάξρεη θίβδειν, πνην είλαη απηό θαη αλ απηό είλαη βαξύηεξν ή 

ειαθξύηεξν από ηα ππόινηπα. 

- Γεδνκέλνο ζπλνιηθόο αξηζκόο λνκηζκάησλ, εθ ησλ νπνίσλ ςάρλνπκε λα βξνύκε αλ   ππάξρεη 

θίβδειν λόκηζκα, πνην είλαη απηό θαη αλ απηό είλαη βαξύηεξν ή ειαθξύηεξν από ηα ππόινηπα. 

 ΢ην ηξίην θεθάιαην εμεηάδεηαη ε πην ζύλζεηε πεξίπησζε, θαηά ηελ νπνία έρνπκε δύν 

θίβδεια λνκίζκαηα ζην πξόβιεκα. Απηό ην θεθάιαην ρσξίδεηαη ζε δύν ελόηεηεο όπνπ 

κειεηώληαη αληίζηνηρα δύν δηαθνξεηηθέο πεξηπηώζεηο ηνπ πξνβιήκαηνο κε δύν θίβδεια 

λνκίζκαηα. Πην ζπγθεθξηκέλα αληηκεησπίδνληαη νη εμήο πεξηπηώζεηο: 

- Γεδνκέλνο ζπλνιηθόο αξηζκόο λνκηζκάησλ, εθ ησλ νπνίσλ ηα δύν είλαη ειαθξύηεξα από ηα 

ππόινηπα. 

- Γεδνκέλνο ζπλνιηθόο αξηζκόο λνκηζκάησλ, εθ ησλ νπνίσλ ηα δύν είλαη θίβδεια θαη 

γλσξίδνπκε όηη έλα είλαη ειαθξύηεξν από ηα ππόινηπα θαη ην άιιν βαξύηεξν. 

  Σέινο, ε εξγαζία ζπλνδεύεηαη από κία εθαξκνγή ζε ειεθηξνληθό ππνινγηζηή πνπ θάλεη 

επίδεημε ησλ δηαθόξσλ πεξηπηώζεσλ ηνπ πξνβιήκαηνο πνπ αλαιύνληαη ζηελ εξγαζία. 
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1.0 Ορισμοί     

 

Γξάθεκα Γεζκώλ : Κάζε δπάδα G = (V (G),E(G))  ή (X,E) όπνπ Υ είλαη έλα κε θελό ζύλνιν θαη 
Δ είλαη έλα ζύλνιν από κε δηαηεηαγκέλα δεύγε {x,y},x,y ∈ X νλνκάδεηαη γξάθεκα δεζκώλ ή 
απξνζαλαηόιηζην γξάθεκα. Έλα γξάθεκα δεζκώλ έρεη θόκβνπο θαη δεζκνύο ηα νπνία είλαη θαη 
ηα ζηνηρεία ηνπ Υ θαη ηνπ Δ αληίζηνηρα. Αλ x θαη y ηαπηίδνληαη ηόηε έρνπκε έλαλ βξόρν (γηα 
παξάδεηγκα, βι. ΢ρήκα 1). 

1u

2u

3u

4u

5u

6u

 

Σρήκα 1: Έλα γξάθεκα δεζκώλ 

Σπλεθηηθό γξάθεκα δεζκώλ : Έλα γξάθεκα ιέγεηαη ζπλεθηηθό αλ γηα νπνηνπζδήπνηε δπν 

θόκβνπο ηνπ, ππάξρεη κνλνπάηη πνπ ηνπο ελώλεη (γηα παξάδεηγκα, βι. ΢ρήκα 2). 

1u

2u

3u

4u

5u

6u 7u

8u

9u

 

Σρήκα 2: Έλα ζπλεθηηθό γξάθεκα δεζκώλ 
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Ηζνκνξθηζκόο : Σα γξαθήκαηα δεζκώλ G = (X,E) θαη G' = (X',E') νλνκάδνληαη ηζόκνξθα αλ θαη 

κόλν αλ ππάξρεη ακθηκνλνζήκαληε απεηθόληζε f : X → X'  κε  {x,y} ∈ E 
 

  { f(x), f(y) }  ∈ E'. 

Γέλδξν :Έλα ζπλεθηηθό θαη παξάιιεια άθπθιν γξάθεκα δεζκώλ νλνκάδεηαη δέλδξν (γηα 

παξάδεηγκα, βι. ΢ρήκα 3). 

1u

2u
3u

4u
5u

6u
7u

8u 9u
 

Σρήκα 3: Έλα δέλδξν 

Μέγεζνο ελόο δέλδξνπ Σ κε ξίδα, νλνκάδεηαη ν αξηζκόο ησλ δεζκώλ ηνπ θαη ζπκβνιίδεηαη κε 
s(T). Σν δέλδξν πνπ δελ έρεη θαλέλα δεζκό νλνκάδεηαη θελό δέλδξν θαη ζπκβνιίδεηαη κε 0 ελώ 
ην δέλδξν πνπ έρεη έλα κόλν δεζκό ζπκβνιίδεηαη κε 1. 
 

Βαζκόο ελόο θόκβνπ u ζε έλα γξάθεκα ιέγεηαη ην πιήζνο ησλ δεζκώλ ηνπ G ησλ νπνίσλ ν u 
είλαη άθξν θαη ζπκβνιίδεηαη κε d(u). 

Φύιια απνθαινύληαη νη θόκβνη ελόο δέλδξνπ κε βαζκό 1. Φαίλνληαη ζην ζρήκα 3 νη θόκβνη 

𝑢4,𝑢5,𝑢7,𝑢8,𝑢9 

Ηδηόηεηεο δέλδξνπ :  

1) To G είλαη ζπλεθηηθό. 

2) Σν G είλαη άθπθιν. 

3) |Υ| = |Δ| + 1. 

4) Αλ ελώζνπκε δπν νπνηνπζδήπνηε κε γεηηνληθνύο θόκβνπο δεκηνπξγνύκε γξάθεκα κε έλα 
αθξηβώο θύθιν. 

Απόζηαζε d(u,v) κεηαμύ δπν θόκβσλ u,v κηαο ζπληζηώζαο G νλνκάδεηαη ην ειάρηζην κήθνο 

κεηαμύ όισλ ησλ δηαδξνκώλ πνπ ηνπο ζπλδένπλ.  

Δθθεληξόηεηα ελόο θόκβνπ : H εθθεληξόηεηα e(u) ελόο θόκβνπ u δίλεηαη από ηε ζρέζε :  
e(u) = max d(u,v) 
          v∈X(G) 

Κεληξηθόο θόκβνο είλαη ν θόκβνο πνπ παξνπζηάδεη ηελ ειάρηζηε εθθεληξόηεηα. Μπνξεί λα 
ππάξρνπλ θαη πεξηζζόηεξνη θεληξηθνί θόκβνη (βι. ΢ρήκα 4). Σν ζύλνιν όισλ ησλ θεληξηθώλ 
θόκβσλ νλνκάδεηαη θέληξν ηνπ γξαθήκαηνο. Δηδηθά γηα ηα δέλδξα ηζρύεη ην παξαθάησ 
απνηέιεζκα, βι. ΢ρήκα 4. 
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Πρόηαζη 1: Σν θέληξν ελόο δέλδξνπ απνηειείηαη από έλαλ ή δπν θόκβνπο , νη όπνηνη είλαη 
ζπλδεδεκέλνη κεηαμύ ηνπο.  

7

6 5

6

7 7

4

5

4

5

6

7 7
 

Σρήκα 4: Οη εθθεληξόηεηεο ησλ θόκβσλ ελόο δέδλξνπ 

 
Κιαδί ελόο δέλδξνπ Σ ζε έλα θόκβν ηνπ u ιέγεηαη θάζε κεγηζηηθό ππόδελδξν ηνπ Σ πνπ έρεη ην 
u γηα θύιιν. 
 
Βάξνο θιαδηνύ νλνκάδεηαη ν αξηζκόο ησλ δεζκώλ ηνπ. 
 
Βάξνο θόκβνπ νλνκάδεηαη ην κέγηζην βάξνο ησλ θιαδηώλ ζηνλ θόκβν απηό. 
 
Κεληξνεηδήο θόκβνο νλνκάδεηαη θάζε θόκβνο κε ειάρηζην βάξνο. 
 
Κεληξνεηδέο δέλδξνπ νλνκάδεηαη ην ζύλνιν ησλ θεληξνεηδώλ θόκβσλ ηνπ. 
 
 
Πρόηαζη 2: Σν θεληξνεηδέο ελόο δέλδξνπ απνηειείηαη από  έλα ή δπν ζπλδεδεκέλνπο θόκβνπο  
 
Γέλδξν κε ξίδα νλνκάδεηαη έλα δέλδξν κε έλαλ εηδηθά επηιεγκέλν θόκβν (ηε ξίδα ηνπ δέλδξνπ). 
Έζησ r ε ξίδα ηνπ δέλδξνπ Σ. Σα δέλδξα ηνπ δάζνπο Σ - r ιέγνληαη ππόδελδξα ηεο ξίδαο  θαη 
ζεσξνύληαη επίζεο δέλδξα κε ξίδα. 
 
Οη παξαθάησ νξηζκνί αλαθέξνληαη ζε δέλδξα κε ξίδα (βι. ΢ρήκα 5). 
 
Σν Δπίπεδν l ελόο θόκβνπ νξίδεηαη αλαδξνκηθά σο εμήο: l(r) = 1 θαη αλ ζην (κνλαδηθό) r - v 
κνλνπάηη (r,...,u,v) έρνπκε l(u) = i, ηόηε l(v) = i +1. ΢ε απηή ηελ πεξίπησζε ν u ιέγεηαη γνλέαο ηνπ 
v θαη ην v ιέγεηαη παηδί ηνπ u. Παηδηά πνπ έρνπλ ην ίδην γνλέα ιέγνληαη αδέιθηα.  
 
Πξόγνλνο / Απόγνλνο : Αλ ππάξρεη ζην δέλδξν Σ δηαδξνκή από έλαλ θόκβν 𝑣1 ζε έλαλ θόκβν 
𝑣𝑘 , ε νπνία ρξεζηκνπνηεί θόκβνπο κε επίπεδα πνπ ζπλερώο απμάλνπλ ηόηε ιέκε όηη ην 𝑣1 είλαη 

πξόγνλνο ηνπ 𝑣𝑘  θαη ην 𝑣𝑘  είλαη απόγνλνο ηνπ 𝑣1. 
 
Φύιιν / Δλδηάκεζνο θόκβνο: Έλαο θόκβνο ρσξίο παηδηά ιέγεηαη θύιιν. Αλ έρεη παηδηά ιέγεηαη 
ελδηάκεζνο. 
 
Βαζκόο : Βαζκόο ελόο θόκβνπ u ελόο δέλδξνπ νλνκάδεηαη ν αξηζκόο ησλ παηδηώλ ηνπ θαη 
ζπκβνιίδεηαη κε δ(u). 
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Μειέηε ηνπ πξνβιήκαηνο ησλ θίβδεισλ λνκηζκάησλ κε ρξήζε δέλδξσλ απνθάζεσλ 

 
Ύςνο (ή βάζνο) ελόο δέλδξνπ ιέγεηαη ην κεγαιύηεξν από ηα επίπεδα ησλ θόκβσλ ηνπ. 
 

1

2

3

4

5

6

1v

2v
3v 4v

5v
6v 7v

8v 9v 10v

11v 12v
13v

14v 15v
16v 17v

18v
 

Σρήκα 5: Έλα δέλδξν κε ξίδα 

 
Παράδειγμα: ΢ην δέλδξν ηνπ ζρήκαηνο 5 έρνπκε: 
 
To 𝜈11  είλαη παηδί ηνπ 𝜈6 θαη άξα ην 𝜈6 είλαη γνλέαο ηνπ 𝜈11 . 

Σα 𝜈5,𝜈6 είλαη αδέιθηα. 

Σν 𝜈2 είλαη πξόγνλνο ησλ 𝜈5, 𝜈6, 𝜈11 , 𝜈14 , 𝜈18 . 

Σν 𝜈15  είλαη απόγνλνο ησλ 𝜈1, 𝜈4, 𝜈8, 𝜈12 . 
Σν 𝜈11  είλαη ελδηάκεζνο θόκβνο. 
Σν ύςνο ηνπ δέλδξνπ είλαη 6. 
Σα θύιια ηνπ δέλδξνπ είλαη ηα 𝜈5, 𝜈18 , 𝜈3, 𝜈7, 𝜈9, 𝜈10 , 𝜈13 , 𝜈15 , 𝜈16 , 𝜈17 . 
 
Υπόδελδξν : Έζησ r ε ξίδα ελόο δέλδξνπ Σ. Σα δέλδξα ηνπ δάζνπο Σ - r ιέγνληαη ππόδελδξα 
ηεο ξίδαο r θαη ζεσξνύληαη επίζεο δέλδξα κε ξίδα. Ζ έλλνηα ησλ ππνδέλδξσλ ελόο 
νπνηνπδήπνηε θόκβνπ νξίδεηαη αλάινγα. 
 
Γηαηεηαγκέλν δέλδξν : Έλα δέλδξν κε ξίδα, όπνπ ε δηάηαμε ησλ ππνδέλδξσλ θάζε θόκβνπ 
ηνπ είλαη ζεκαληηθή νλνκάδεηαη δηαηεηαγκέλν δέλδξν. Ζ αιιαγή ηεο ζρεηηθήο ζέζεο ησλ 
ππόδελδξσλ νπνηνπδήπνηε θόκβνπ ηνπ κπνξεί λα δεκηνπξγήζεη κε ηζόκνξθν δηαηεηαγκέλν 
δέλδξν. 
 
k-δέλδξν : Έλα δηαηεηαγκέλν δέλδξν, ζην νπνίν θάζε θόκβνο επηηξέπεηαη λα έρεη ην πνιύ k 
παηδηά ιέγεηαη k-δέλδξν. 
 
Γέλδξα απνθάζεσλ : Δίλαη ηα δέλδξα πνπ ρξεζηκνπνηνύληαη γηα λα δηεπθνιύλνπλ ηελ έξεπλα 
θαη δηεξεύλεζε πεξηπηώζεσλ θαη γηα λα κνληεινπνηήζνπλ ηε ινγηθή ησλ αιγνξίζκσλ. Δίλαη ηα 
k-δέλδξα ησλ νπνίσλ θάζε εζσηεξηθή θνξπθή παξηζηάλεη κηα εξώηεζε γηα ηελ νπνία πξέπεη λα 
απνθαζίζνπκε. Οη δπλαηέο απαληήζεηο παξηζηάλνληαη από ηνπο δεζκνύο πνπ ζπλδένπλ ηνλ 
θόκβν κε ηνπο θόκβνπο ηνπ επόκελνπ επηπέδνπ. Σα ηειηθά απνηειέζκαηα ηεο δηαδηθαζίαο 
παξηζηάλνληαη από ηα θύιια ηνπ δέλδξνπ. 
 
Πρόηαζη 3 : Σν ύςνο h ελόο θ-δέλδξνπ κε l θύιια είλαη ηνπιάρηζηνλ log𝑘 𝑙 + 1. 
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Μειέηε ηνπ πξνβιήκαηνο ησλ θίβδεισλ λνκηζκάησλ κε ρξήζε δέλδξσλ απνθάζεσλ 

2.0 Εισαγωγή στο πρόβλημα των κίβδηλων νομισμάτων 

 
 
Μηα εθαξκνγή ησλ δέλδξσλ απνθάζεσλ είλαη ην πξόβιεκα ησλ θίβδεισλ λνκηζκάησλ. Σν 
πξόβιεκα απηό κπνξεί λα δηαηππσζεί κε δηάθνξεο παξαιιαγέο. Παξαθάησ ζα πεξηγξάςνπκε 
αλαιπηηθά απηέο ηηο παξαιιαγέο θαη ζα δεκηνπξγήζνπκε ηα δέλδξα απνθάζεσλ γηα θάζε κία 
από απηέο. 
 

2.1 Δεδομένος συνολικός αριθμός νομισμάτων εκ των οποίων το ένα είναι 

ελαφρύτερο από τα υπόλοιπα 

 

Ζ πην απιή πεξίπησζε ηνπ πξνβιήκαηνο ησλ θίβδεισλ λνκηζκάησλ είλαη ε αθόινπζε. 

Έρνπκε έλα δεδνκέλν αξηζκό λνκηζκάησλ n,  κία δπγαξηά ε νπνία ζε έλα δύγηζκα κπνξεί λα 
καο δείμεη ην ειαθξύηεξν θαη ην βαξύηεξν, ή αλ ηα λνκίζκαηα πνπ δπγίδνληαη είλαη  ίζνπ βάξνπο 
(βι. εηθόλα 1) θαη γλσξίδνπκε εθ ησλ πξνηέξσλ όηη έλα θαη κνλαδηθό λόκηζκα είλαη θίβδειν θαη 
είλαη ειαθξύηεξν από ηα ππόινηπα. Φπζηθά ε πεξίπησζε ηνπ λα είλαη βαξύηεξν από ηα 
ππόινηπα είλαη αλάινγε. Φάρλνπκε λα βξνύκε ην κηθξόηεξν αξηζκό δπγηζκάησλ πνπ απαηηείηαη 
γηα λα βξεζεί ην θίβδειν λόκηζκα. ΢ηελ αλάιπζε ησλ δηαθόξσλ πεξηπηώζεσλ ζα 
ρξεζηκνπνηήζνπκε ηα δέλδξα απνθάζεσλ. 

 

Δηθόλα 1: Ζ δπγαξηά ηνπ πξνβιήκαηνο ησλ θίβδεισλ λνκηζκάησλ 

 

Σν δέλδξν απόθαζεο είλαη έλα 3-δέλδξν εθόζνλ θάζε θνξά πνπ δπγίδνπκε ππάξρνπλ 3 πηζαλά 
απνηειέζκαηα : 

< : ην αξηζηεξό κέξνο ηεο δπγαξηάο είλαη ειαθξύηεξν. 

= : ηα δύν κέξε ηεο δπγαξηάο έρνπλ ην ίδην βάξνο. 

> : ην αξηζηεξό κέξνο ηεο δπγαξηάο είλαη βαξύηεξν. 
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Μειέηε ηνπ πξνβιήκαηνο ησλ θίβδεισλ λνκηζκάησλ κε ρξήζε δέλδξσλ απνθάζεσλ 

2.1.1. Για n = 3 

 

΢ηελ πεξίπησζή καο, όπνπ έρνπκε ηξία λνκίζκαηα θαη γλσξίδνπκε όηη αθξηβώο έλα είλαη 
θίβδειν, θαη κάιηζηα ειαθξύηεξν, ην δέλδξν απόθαζεο έρεη σο εμήο: 

0          1

< >

2 = 

θίβδειν

1 = 

θίβδειν

=

0 = 

θίβδειν

 

Σρήκα 6: Τν δέλδξν απόθαζεο ηεο πεξίπησζεο n = 3 

Επγίδνπκε αξρηθά ην λόκηζκα 0 κε ην λόκηζκα 1. Αλ ηζνξξνπήζνπλ ζεκαίλεη πσο ην λόκηζκα 2, 
ην νπνίν αθήζακε εθηόο δπγαξηάο, είλαη απηό πνπ ςάρλνπκε. Αλ ε δπγαξηά γύξεη πξνο ην 0 ηόηε 
ην λόκηζκα 1 είλαη απηό πνπ ςάρλνπκε ελώ αλ γύξεη πξνο ην 1 ηόηε ην λόκηζκα 0 είλαη ην 
θίβδειν. 

Άξα, ζηελ ηεηξηκκέλε απηή πεξίπησζε, ζα ρξεηαζηεί ηνπιάρηζηνλ 1 δύγηζκα γηα λα βξεζεί ην 
θίβδειν λόκηζκα. 
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Μειέηε ηνπ πξνβιήκαηνο ησλ θίβδεισλ λνκηζκάησλ κε ρξήζε δέλδξσλ απνθάζεσλ 

2.1.2. Για n = 4 

 

Υξεζηκνπνηώληαο αθξηβώο ηελ ίδηα δηαδηθαζία πνπ πεξηγξάθεθε ζην 2.1.1. παξαζέηνπκε ην 
δέλδξν απόθαζεο έρνληαο ηέζζεξα λνκίζκαηα εθ ησλ νπνίσλ αθξηβώο έλα είλαη θίβδειν 
(ειαθξύηεξν). 

0,1          2,3

< >

=

0            1 AΠ 2            3

AΠ
0 = 

θίβδειν

1 = 

θίβδειν

2 

=θίβδειν
AΠ

3 = 

θίβδειν

<
=

> >=<

 

Σρήκα 7: To δέλδξν απόθαζεο γηα n = 4. 

΢ε απηή ηελ πεξίπησζε παξαηεξνύκε όηη ρξεηαδόκαζηε ηνπιάρηζηνλ 2 δπγίζκαηα γηα λα βξνύκε 
ην θίβδειν. H ζπληνκνγξαθία "ΑΠ" ζεκαίλεη αδύλαηε πεξίπησζε θαη ζα ρξεζηκνπνηείηαη από 
δσ θαη ζην εμήο ζηα δέλδξα απνθάζεσλ. 
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Μειέηε ηνπ πξνβιήκαηνο ησλ θίβδεισλ λνκηζκάησλ κε ρξήζε δέλδξσλ απνθάζεσλ 

2.1.3. Για n = 5 

 

Παξαθάησ παξαζέηνπκε ην δέλδξν απόθαζεο γηα πέληε λνκίζκαηα εθ ησλ νπνίσλ έλα είλαη 
θίβδειν. 

0,1          2,3

< >

=

0            1 2            3

AΠ
0 = 

θίβδειν

1 = 

θίβδειν

2 

=θίβδειν
ΑΠ

3 = 

θίβδειν

<
=

> >=<

4 = 

θίβδειν

 

Σρήκα 8: To δέλδξν απόθαζεο γηα n = 5. 

Παξαηεξνύκε εδώ όηη ην ΢ρήκα 8 είλαη αθξηβώο ίδην κε ην ΢ρήκα 7 κε ηε κόλε δηαθνξά όηη αλ 
ηζνξξνπήζνπλ ηα ηέζζεξα πξώηα λνκίζκαηα ζην πξώην δύγηζκα μέξνπκε ακέζσο όηη ην 
θίβδειν είλαη απηό πνπ αθήζακε απ' έμσ ζην πξώην δύγηζκα. Καηά ζπλέπεηα, θαηαιαβαίλνπκε 
όηη θαη ζε απηή ηελ πεξίπησζε ρξεηαδόκαζηε ηνπιάρηζηνλ 2 δπγίζκαηα γηα λα βξνύκε ηε ιύζε 
ηνπ πξνβιήκαηνο. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



Μεηαπηπρηαθή Γηαηξηβή  Γεώξγηνο Κνπκάθεο
  
  

14 
Μειέηε ηνπ πξνβιήκαηνο ησλ θίβδεισλ λνκηζκάησλ κε ρξήζε δέλδξσλ απνθάζεσλ 

2.1.4. Για n = 6 

 

Παξαθάησ ζα δνύκε ην δέλδξν απόθαζεο γηα έμη λνκίζκαηα εθ ησλ νπνίσλ αθξηβώο έλα είλαη 
θίβδειν (ειαθξύηεξν). 

0,1,2          3,4,5

< >

=

0            1 3            4

2 = 

θίβδειν

0 = 

θίβδειν

1 = 

θίβδειν

3 

=θίβδειν

5 = 

θίβδειν

4 = 

θίβδειν

<
=

> >=<

AΠ

 

Σρήκα 9: To δέλδξν απόθαζεο γηα n = 6. 

Δμαθνινπζνύκε λα ρξεηαδόκαζηε ην ιηγόηεξν 2 δπγίζκαηα γηα λα αλαθαιύςνπκε ην θίβδειν θαη 
ζηελ πεξίπησζε ησλ 6 λνκηζκάησλ. Δδώ πξέπεη λα παξαηεξήζνπκε όηη, ζύκθσλα κε ηε 
κέζνδν πνπ ρξεζηκνπνηνύκε, δελ ππάξρεη πεξίπησζε λα αλαθαιύςνπκε ην θίβδειν κε έλα θαη 
κόλν δύγηζκα ζε αληίζεζε κε ηελ πεξίπησζε ησλ 5 λνκηζκάησλ. 
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Μειέηε ηνπ πξνβιήκαηνο ησλ θίβδεισλ λνκηζκάησλ κε ρξήζε δέλδξσλ απνθάζεσλ 

2.1.5. Για n = 7 

 

΢πλερίδνληαο γηα επηά ζπλνιηθά λνκίζκαηα, έρνπκε ην παξαθάησ δέλδξν απόθαζεο. 

 

0,1,2          3,4,5

< >

=

0            1 3            4

2 = 

θίβδειν

0 = 

θίβδειν

1 = 

θίβδειν

3 

=θίβδειν

5 = 

θίβδειν

4 = 

θίβδειν

<
=

> >=<

6 = 

θίβδειν

 

Σρήκα 10: To δέλδξν απόθαζεο γηα n = 7. 

Παξαηεξνύκε ηελ νκνηόηεηα ηνπ ζρήκαηνο 10 κε ην πξνεγνύκελν (΢ρήκα 9) κε ηε δηαθνξά όηη 
αλ ηζνξξνπήζνπλ ηα 6 πξώηα ζην πξώην δύγηζκα, θαηαιαβαίλνπκε ακέζσο όηη ην λόκηζκα 6 
είλαη απηό πνπ ςάρλνπκε. Γειαδή, ππάξρεη πάιη πηζαλόηεηα λα βξνύκε ην θίβδειν κε έλα θαη 
κόλν δύγηζκα, ρξεζηκνπνηώληαο απηή ηε κέζνδν πνπ απεηθνλίδεηαη ζηα δέλδξα. 
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Μειέηε ηνπ πξνβιήκαηνο ησλ θίβδεισλ λνκηζκάησλ κε ρξήζε δέλδξσλ απνθάζεσλ 

2.1.6. Για n = 8 

 

Γηα νθηώ λνκίζκαηα ην δέλδξν απόθαζεο είλαη ην αθόινπζν. 

0,1,2          3,4,5

< >

=

0            1

0 = 

θίβδειν

<
=

>

2 = 

θίβδειν

1 = 

θίβδειν

3            4

3 = 

θίβδειν

<
=

>

5 = 

θίβδειν

4 = 

θίβδειν

6            7

6 = 

θίβδειν

<
=

>

ΑΠ
7 = 

θίβδειν

 

Σρήκα 11: To δέλδξν απόθαζεο γηα n = 8. 

Παξαηεξνύκε όηη ρξεηαδόκαζηε μαλά ηνπιάρηζηνλ 2 δπγίζκαηα γηα λα αλαθαιύςνπκε ην θίβδειν. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



Μεηαπηπρηαθή Γηαηξηβή  Γεώξγηνο Κνπκάθεο
  
  

17 
Μειέηε ηνπ πξνβιήκαηνο ησλ θίβδεισλ λνκηζκάησλ κε ρξήζε δέλδξσλ απνθάζεσλ 

2.1.7. Για n = 9 

 

Σν δέλδξν γηα ελλέα ζπλνιηθά λνκίζκαηα, όπσο ζα δνύκε είλαη ην ίδην κε απηό ζην ΢ρήκα 11 κε 
κία κηθξή δηαθνξά, ζηελ πεξίπησζε ηζνξξνπίαο ζην δεύηεξν δύγηζκα. 

0,1,2          3,4,5

< >

=

0            1

0 = 

θίβδειν

<
=

>

2 = 

θίβδειν

1 = 

θίβδειν

3            4

3 = 

θίβδειν

<
=

>

5 = 

θίβδειν

4 = 

θίβδειν

6            7

6 = 

θίβδειν

<
=

>

8 = 

θίβδειν

7 = 

θίβδειν

Σρήκα 12: To δέλδξν απόθαζεο γηα n = 9. 
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Μειέηε ηνπ πξνβιήκαηνο ησλ θίβδεισλ λνκηζκάησλ κε ρξήζε δέλδξσλ απνθάζεσλ 

2.1.8. Για n = 10 

 

Γηα δέθα λνκίζκαηα ην δέλδξν απόθαζεο έρεη σο εμήο :  

0,1,2          3,4,5

< >

=

0            1

0 = 

θίβδειν

<
=

>

2 = 

θίβδειν

1 = 

θίβδειν

3            4

3 = 

θίβδειν

<
=

>

5 = 

θίβδειν

4 = 

θίβδειν

6,7            8,9

<
=

>

6           7

6 = 

θίβδειν

<
=

>

ΑΠ
7 = 

θίβδειν

8            9

8 = 

θίβδειν

<
=

>

ΑΠ
9 = 

θίβδειν

ΑΠ

 

Σρήκα 13: To δέλδξν απόθαζεο γηα n = 10. 

Όπσο παξαηεξνύκε, από απηό ην n θαη κεηά ρξεηαδόκαζηε 3 ηνπιάρηζηνλ δπγίζκαηα γηα λα 
έρνπκε απνηέιεζκα. 
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Μειέηε ηνπ πξνβιήκαηνο ησλ θίβδεισλ λνκηζκάησλ κε ρξήζε δέλδξσλ απνθάζεσλ 

2.1.9. Για n = 11 

 

Όπσο ζα δνύκε ζην επόκελν δέλδξν απόθαζεο θαη γηα έληεθα λνκίζκαηα ζα ρξεηαζηνύκε 3 
δπγίζκαηα. 

0,1,2          3,4,5

< >

=

0            1

0 = 

θίβδειν

<
=

>

2 = 

θίβδειν

1 = 

θίβδειν

3            4

3 = 

θίβδειν

<
=

>

5 = 

θίβδειν

4 = 

θίβδειν

6,7            8,9

<
=

>

6           7

6 = 

θίβδειν

<
=

>

ΑΠ
7 = 

θίβδειν

8            9

8 = 

θίβδειν

<
=

>

ΑΠ
9 = 

θίβδειν

10 = 

θίβδειν

 

Σρήκα 14: To δέλδξν απόθαζεο γηα n = 11. 
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2.1.10. Για n = 12 

 

Παξαθάησ ζα αλαιύζνπκε ηελ πεξίπησζε ησλ δώδεθα λνκηζκάησλ όπνπ ζα ρξεηαζηνύκε μαλά, 
ηνπιάρηζηνλ 3 δπγίζκαηα.  

0,1,2,3    4,5,6,7

< >

=

0,1            2,3

<
=

>

ΑΠ0    1

0 = 

θίβδειν

<
=

>

ΑΠ
1 = 

θίβδειν

2    3

2 = 

θίβδειν

<
=

>

ΑΠ
3 = 

θίβδειν

8,9          10,11

<
=

>

ΑΠ8    9

8 = 

θίβδειν

<
=

>

ΑΠ
9 = 

θίβδειν

10  11

10 = 

θίβδειν

<
=

>

ΑΠ
11 = 

θίβδειν

4,5            6,7

<
=

>

ΑΠ4    5

4 = 

θίβδειν

<
=

>

ΑΠ
5 = 

θίβδειν

6    7

6 = 

θίβδειν

<
=

>

ΑΠ
7 = 

θίβδειν

 

Σρήκα 15: To δέλδξν απόθαζεο γηα n = 12. 

 

Πρόηαζη 4: Γεληθόηεξα ηζρύεη όηη: 3𝑛  είλαη ν κεγαιύηεξνο αξηζκόο λνκηζκάησλ από ηα νπνία 

έλα ειαθξύηεξν κπνξεί λα εληνπηζηεί ρξεζηκνπνηώληαο ηελ δπγαξηά n θνξέο. 

ΑΠΟΓΔΗΞΖ: 

Γηα ηελ απόδεημε ζα ρξεζηκνπνηεζεί ε κέζνδνο ηεο επαγσγήο: 

Γηα n = 1, ε πξόηαζε ηζρύεη θαη πξάγκαηη γηα 3 λνκίζκαηα ζα ρξεζηκνπνηήζνπκε ηε δπγαξηά κία 
θνξά. 

Έζησ όηη ε πξόηαζε ηζρύεη γηα n = k˙ ζα δείμνπκε όηη ηζρύεη γηα n = k + 1. 

Πξάγκαηη                

3𝜅+1 = 3∙3𝜅  

Σα ρσξίδνπκε ζε ηξείο νκάδεο ησλ 3𝜅  λνκηζκάησλ. Γηαιέγνπκε δύν από ηηο νκάδεο απηέο θαη ηηο 
δπγίδνπκε. Αλ ηζνξξνπήζνπλ ηόηε ςάρλνπκε γηα ην ειαθξύ ζηελ ηξίηε νκάδα. Γεδνκέλνπ όηη 
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απηή πεξηέρεη 3𝜅  λνκίζκαηα, ε ππόζεζε ηεο επαγσγήο καο δίλεη όηη ρξεηάδνληαη ην πνιύ k 

αθόκα δπγίζκαηα (δειαδή ζπλνιηθά k+1 δπγίζκαηα) γηα λα βξνύκε ην ειαθξύηεξν. 

Αιιηώο, ρξεζηκνπνηώληαο ηελ ππόζεζε ηεο επαγσγήο γηα ηελ ειαθξύηεξε από ηηο δύν νκάδεο, 
k επηπιένλ δπγίζκαηα (δειαδή ζπλνιηθά k+1 δπγίζκαηα) αξθνύλ γηα ηελ εύξεζε ηνπ 
ειαθξύηεξνπ λνκίζκαηνο θαη γηα ηελ πεξίπησζε απηή. 

 

Παξαηεξήζεηο : 

- Ζ κεζνδνινγία πνπ εθαξκόδεηαη βάζεη ηεο παξαπάλσ πξόηαζεο είλαη ε εμήο: ΢ε θάζε ζθέινο 

ηεο δπγαξηάο βάδνπκε  𝒏/𝟑  λνκίζκαηα, ζην αξρηθό δύγηζκα. Γηα παξάδεηγκα,  

 αλ έρνπκε n = 9, ηνπνζεηνύκε ζην αξηζηεξό θαη δεμί ζθέινο ηεο δπγαξηάο από 3 
λνκίζκαηα θαη θξαηάκε 3 έμσ. Αλ ηζνξξνπήζεη ε δπγαξηά ηόηε κε έλα αθόκε δύγηζκα 
βξίζθνπκε ην θίβδειν. Αλ δελ ηζνξξνπήζεη ε δπγαξηά μαλά κε έλα αθόκε δύγηζκα 
βξίζθνπκε ην θίβδειν. 

 αλ έρνπκε n = 20, ηνπνζεηνύκε ζην αξηζηεξό θαη δεμί ζθέινο ηεο δπγαξηάο από 7 
λνκίζκαηα θαη θξαηάκε 6 έμσ. Γηα 7 λνκίζκαηα ρξεηαδόκαζηε επηπιένλ 2 δπγίζκαηα γηα 
λα βξνύκε ην θίβδειν, άξα ζπλνιηθά 3. Αλ ηζνξξνπήζεη ε δπγαξηά ηόηε κε δύν αθόκε 
δπγίζκαηα ζηα 6, βξίζθνπκε ην θίβδειν (δειαδή πάιη ζπλνιηθά 3). 

 αλ έρνπκε n = 25, ηνπνζεηνύκε ζην αξηζηεξό θαη δεμί ζθέινο ηεο δπγαξηάο από 9 
λνκίζκαηα θαη θξαηάκε 7 έμσ. Γηα 9 λνκίζκαηα ρξεηαδόκαζηε επηπιένλ 2 δπγίζκαηα γηα 
λα βξνύκε ην θίβδειν, άξα ζπλνιηθά 3. Αλ ηζνξξνπήζεη ε δπγαξηά ηόηε κε δύν αθόκε 
δπγίζκαηα ζηα 7, βξίζθνπκε ην θίβδειν (δειαδή πάιη ζπλνιηθά 3). 

- Αλ ζπλερίζνπκε κε απηή ηε κεζνδνινγία, ζα δηαπηζηώζνπκε όηη ζηα n= 28 ζα ρξεηαζηνύκε 
άιιν έλα δύγηζκα γηα λα αλαθαιύςνπκε ην θίβδειν, δειαδή 4 ζπλνιηθά. 
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2.2 Δεδομένος συνολικός αριθμός νομισμάτων εκ των οποίων ένα είναι 

κανονικό και γνωστό, και ψάχνουμε να βρούμε αν το κίβδηλο είναι βαρύτερο ή 

ελαφρύτερο από τα υπόλοιπα 

 

Απηή είλαη κία πην δύζθνιε πεξίπησζε ηνπ πξνβιήκαηνο. Έρνπκε έλα πεπεξαζκέλν θαη 
γλσζηό αξηζκό λνκηζκάησλ (έζησ n), κία δπγαξηά, έλα επηπιένλ λόκηζκα 0 ην νπνίν είλαη 
θαλνληθό θαη γλσξίδνπκε όηη έλα από ηα ππόινηπα n λνκίζκαηα είλαη θίβδειν αιιά κε ηε 
δηαθνξά πιένλ, όηη δελ μέξνπκε αλ ην θίβδειν λόκηζκα είλαη πην ειαθξύ ή πην βαξύ από ηα 
ππόινηπα. Φάρλνπκε λα βξνύκε ηνλ κηθξόηεξν αξηζκό δπγηζκάησλ γηα λα βξεζεί ην θίβδειν 
λόκηζκα θαη λα απνθαζίζνπκε αλ απηό είλαη βαξύηεξν ή ειαθξύηεξν, ρξεζηκνπνηώληαο ηελ 
δπγαξηά. Καη εδώ ζα ρξεζηκνπνηήζνπκε ηα δέλδξα απνθάζεσλ. 

 Σν δέλδξν απόθαζεο είλαη θαη πάιη έλα 3-δέλδξν εθόζνλ θάζε θνξά πνπ δπγίδνπκε 
ππάξρνπλ 3 πηζαλά απνηειέζκαηα : 

< : ην αξηζηεξό κέξνο ηεο δπγαξηάο είλαη ειαθξύηεξν. 

= : ηα δύν κέξε ηεο δπγαξηάο έρνπλ ην ίδην βάξνο. 

> : ην αξηζηεξό κέξνο ηεο δπγαξηάο είλαη βαξύηεξν. 

 

2.2.1. Για n = 2 

 

Σν δέλδξν ζηελ πεξίπησζή καο έρεη σο εμήο :  

0          1

<

>
=

0            2

2B ΑΠ 2E

>=<

1B

1E

 

Σρήκα 16: To δέλδξν απόθαζεο γηα n = 2. 
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Αξρηθά δπγίδνπκε ην γλσζηό θαιό λόκηζκα 0 κε ην λόκηζκα 1. Αλ ην 0 είλαη ειαθξύηεξν 
ζπκπεξαίλνπκε ακέζσο όηη ην θίβδειν είλαη ην λόκηζκα 1 θαη είλαη βαξύηεξν. Αληηζέησο αλ ην 1 
είλαη ειαθξύηεξν από ην 0, ηόηε θαηαιαβαίλνπκε όηη ην θίβδειν είλαη πάιη ην 1 αιιά είλαη 
ειαθξύηεξν απηή ηε θνξά. Αλ ηζνξξνπήζνπλ ζην αξρηθό δύγηζκα ηόηε ζα ρξεηαζηνύκε θαη έλα 
δεύηεξν, ζην νπνίν ζα δπγίζνπκε ην λόκηζκα 0 κε ην λόκηζκα 2 θαη ζα θαηαιάβνπκε αλ ην 
θίβδειν λόκηζκα 2 είλαη ειαθξύηεξν ή βαξύηεξν από ην 1. 

 

 

 

2.2.2. Για n = 3 

 

΢πλερίδνληαο ηελ αλάιπζή καο, ζα εμεηάζνπκε ηελ πεξίπησζε πνπ έρνπκε ηξία λνκίζκαηα θαη 
έλα γλσζηό θαλνληθό λόκηζκα 0. Σν δέλδξν απόθαζεο ζα είλαη ην παξαθάησ : 

 

0,1          2,3

< >

=

2            3 2            3

1E
3B 2B 2E 1B 3E

<
=

> >=<

AΠ

 

Σρήκα 17: To δέλδξν απόθαζεο γηα n = 3. 

Όπσο παξαηεξνύκε ρξεηαδόκαζηε ηνπιάρηζηνλ 2 δπγίζκαηα γηα λα βξνύκε ην θίβδειν θαη λα 
δηαπηζηώζνπκε αλ είλαη ειαθξύ ή βαξύ ζε ζρέζε κε ηα ππόινηπα. 
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2.2.3. Για n = 4 

 

΢ε απηή ηελ πεξίπησζε έρνπκε ηέζζεξα λνκίζκαηα θαη έλα γλσζηό θαλνληθό λόκηζκα 0. 
Αθνινπζεί ην δέλδξν απόθαζεο. 

 

0,1          2,3

< >

=

2            3 2            3

1E
3B 2B 2E 1B 3E

<
=

> >=<

0            4

4B AΠ 4E

>=<

 

Σρήκα 18: To δέλδξν απόθαζεο γηα n = 4. 

Βιέπνπκε όηη ην ζρήκα είλαη παξόκνην κε ηελ πξνεγνύκελε πεξίπησζε κε κία δηαθνξά ζηελ 
πεξίπησζε ηεο ηζόηεηαο ηνπ πξώηνπ δπγίζκαηνο. Ξαλά ρξεηαδόκαζηε ηνπιάρηζηνλ 2 δπγίζκαηα 
γηα λα εληνπίζνπκε ην θίβδειν. 
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2.2.4. Για n = 5 

 

Δδώ έρνπκε πέληε λνκίζκαηα θαη έλα γλσζηό θαλνληθό λόκηζκα 0. Όπσο ζα δνύκε ζην δέλδξν 
απόθαζεο πνπ αθνινπζεί, ζα ρξεηαζηνύκε ηνπιάρηζηνλ 3 δπγίζκαηα απηή ηε θνξά. 

0,1,2          3,4,5

< >

=

1            2 1            2

1E

<
=

> >=<

AΠ

2E
3            4

5B4B 3B

<
= >

2B 1B

3            4

5E3E 4E

<
= >

 

Σρήκα 19: To δέλδξν απόθαζεο γηα n = 5. 
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2.2.5. Για n = 6 

 

΢πλερίδνληαο ηελ αλάιπζή καο πξνρσξάκε ζηελ πεξίπησζε πνπ έρνπκε έμη λνκίζκαηα θαη έλα 
θαλνληθό λόκηζκα 0. Αθνινπζεί ην δέλδξν απόθαζεο. 

 

0,1,2          3,4,5

<
>

=

1            2

1            2

1E

<
=

>
>=<

2E
3            4

5B4B 3B

<
= >

2B 1B

3            4

5E3E 4E

<
= >

6            0

AΠ6E 6B

<
= >

 

Σρήκα 20: To δέλδξν απόθαζεο γηα n = 6. 

 

΢ε απηή ηελ πεξίπησζε, παξαηεξνύκε όηη ην ζρήκα είλαη αθξηβώο ίδην κε ηελ πξνεγνύκελε 
πεξίπησζε κε ηε κόλε δηαθνξά λα βξίζθεηαη, ζηελ πεξίπησζε ηεο ηζνξξνπίαο ηνπ πξώηνπ 
δπγίζκαηνο. Σα ειάρηζηα δπγίζκαηα πνπ ζα ρξεηαζηνύκε είλαη δύν, κε ηελ πξνϋπόζεζε όηη 
είκαζηε ηπρεξνί θαη αθήζνπκε έμσ από ην πξώην δύγηζκα ην θίβδειν λόκηζκα. Έηζη ζα 
ρξεηαζηνύκε ην δεύηεξν δύγηζκα κόλν γηα λα θαζνξίζνπκε αλ απηό είλαη πην βαξύ ή πην ειαθξύ 
από ηα ππόινηπα. ΢ε θάζε άιιε πεξίπησζε ζα ρξεηαζηνύκε ηνπιάρηζηνλ ηξία δπγίζκαηα. 

 

 

 

 

 



Μεηαπηπρηαθή Γηαηξηβή  Γεώξγηνο Κνπκάθεο
  
  

27 
Μειέηε ηνπ πξνβιήκαηνο ησλ θίβδεισλ λνκηζκάησλ κε ρξήζε δέλδξσλ απνθάζεσλ 

2.2.6. Για n = 7 

 

0,1,2,3     4,5,6,7

<
>

=

4,5            6,7

<

=
>

2           3

<
=

>

A
Π

4            5

Α
Π

2E
3E

=

>
<

1Δ

6            7

Α
Π

7Β
6Β

=

>
<

5Β
4Β

4,5            6,7

<

=
>

2           3

<
=

>

6            7

Α
Π

3Β
2Β

=

>
<

1Β

4            5

Α
Π

4Δ
5Δ

=

>
<

6Δ
7Δ

 

Σρήκα 21: To δέλδξν απόθαζεο γηα n = 7. 
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Όπσο βιέπνπκε ζην παξαπάλσ ζρήκα ηα πξάγκαηα πεξηπιέθνληαη ζε απηή ηελ πεξίπησζε 
πνπ έρνπκε 8 ζπλνιηθά λνκίζκαηα (ζπκπεξηιακβαλνκέλνπ θαη ηνπ 0-θαλνληθνύ). Αθνινπζώληαο 
ηελ ηαθηηθή ζηα δπγίζκαηα πνπ πεξηγξάθεηαη από ην παξαπάλσ 3-δέλδξν, απνηέιεζκα ζα 
βξνύκε είηε ζε 2 δπγίζκαηα είηε ζε 3. Απηό εμαξηάηαη από ην πόζν ηπρεξνί είκαζηε. Αλ θαη κόλν 
αλ, ην λόκηζκα 1 είλαη ην θίβδειν ζα κπνξέζνπκε λα ην εληνπίζνπκε κε 2 δπγίζκαηα. Αλ είλαη 
νπνηνδήπνηε άιιν ζα ρξεηαζηνύκε 3. 

2.2.7. Για n = 8 
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Σρήκα 22: To δέλδξν απόθαζεο γηα n = 8. 
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Οκνίσο κε πξνεγνύκελε πεξίπησζε, παξαηεξνύκε όηη ην ζρήκα είλαη ίδην κε ηελ 2.2.6., γηα n = 
7, κε ηε κόλε δηαθνξά λα βξίζθεηαη, ζηελ ηζόηεηα ηνπ αξρηθνύ δπγίζκαηνο. ΢ε απηή ηελ 
πεξίπησζε δπγίδνπκε ην λόκηζκα 8, πνπ είρακε αθήζεη απ' έμσ ζηελ αξρή κε ην θαλνληθό 
λόκηζκα 0. Έηζη θαηαιαβαίλνπκε αλ ην 8 είλαη βαξύηεξν ή ειαθξύηεξν από ηα ππόινηπα. 

2.2.8. Για n = 9 
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Σρήκα 23: To δέλδξν απόθαζεο γηα n = 9. 
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Μειέηε ηνπ πξνβιήκαηνο ησλ θίβδεισλ λνκηζκάησλ κε ρξήζε δέλδξσλ απνθάζεσλ 

΢ην ζρήκα πνπ κόιηο παξνπζηάζακε παξαηεξνύκε όηη ρξεηαδόκαζηε ηνπιάρηζηνλ 3 δπγίζκαηα 
γηα λα βξνύκε ην θίβδειν λόκηζκα. 

2.2.9. Για n = 10 

 

Παξαθάησ ζα δνύκε ην δέλδξν απόθαζεο γηα n = 10. 
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Σρήκα 24: To δέλδξν απόθαζεο γηα n = 10. 
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Μειέηε ηνπ πξνβιήκαηνο ησλ θίβδεισλ λνκηζκάησλ κε ρξήζε δέλδξσλ απνθάζεσλ 

2.2.10. Για n = 11 

 

Αθνινπζεί ην δέλδξν απόθαζεο γηα έληεθα λνκίζκαηα θαη έλα γλσζηό θαλνληθό. Σα δπγίζκαηα 
πνπ ζα ρξεηαζηνύκε είλαη 3 ή 4, ζύκθσλα κε ηε κεζνδνινγία πνπ αθνινπζνύκε. 
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Σρήκα 25: Τν δέλδξν απόθαζεο γηα n = 11. 
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Μειέηε ηνπ πξνβιήκαηνο ησλ θίβδεισλ λνκηζκάησλ κε ρξήζε δέλδξσλ απνθάζεσλ 

2.2.11. Για n = 12 

 

Σέινο ζα δνύκε ην δέλδξν απόθαζεο κε 12 λνκίζκαηα θαη έλα γλσζηό θαλνληθό. Όπσο ζα 
παξαηεξήζνπκε νη νκνηόηεηεο κε ηελ πξνεγνύκελε πεξίπησζε είλαη αξθεηέο. 
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Σρήκα 26: To δέλδξν απόθαζεο γηα n = 12. 
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Μειέηε ηνπ πξνβιήκαηνο ησλ θίβδεισλ λνκηζκάησλ κε ρξήζε δέλδξσλ απνθάζεσλ 

2.3 Δεδομένος συνολικός αριθμός νομισμάτων εκ των οποίων ένα είναι 

κανονικό και γνωστό και ψάχνουμε να βρούμε αν υπάρχει κίβδηλο, ποιο είναι 

αυτό και αν αυτό είναι βαρύτερο ή ελαφρύτερο από τα υπόλοιπα. 

 

Μία αθόκε δπζθνιόηεξε πεξίπησζε ηνπ πξνβιήκαηνο είλαη απηή πνπ ζα εμεηάζνπκε 
παξαθάησ. Έρνπκε έλα πεπεξαζκέλν αξηζκό λνκηζκάησλ, κία δπγαξηά, έλα λόκηζκα 0 ην νπνίν 
είλαη θαλνληθό. Ζ δηαθνξά εδώ είλαη όηη, πιένλ δελ γλσξίδνπκε αλ έλα από ηα n λνκίζκαηα είλαη 
θίβδειν. Δπίζεο δελ γλσξίδνπκε αλ ην θίβδειν λόκηζκα, ζηελ πεξίπησζε πνπ ππάξρεη, είλαη 
πην ειαθξύ ή πην βαξύ από ηα ππόινηπα. Φάρλνπκε λα βξνύκε ηνλ κηθξόηεξν αξηζκό 
δπγηζκάησλ πνπ ζα ρξεηαζηεί γηα λα δηαπηζηώζνπκε αλ ππάξρεη θίβδειν λόκηζκα θαη αλ απηό 
είλαη βαξύηεξν ή ειαθξύηεξν, ρξεζηκνπνηώληαο ηελ δπγαξηά. Καη εδώ ζα ρξεζηκνπνηήζνπκε ηα 
δέλδξα απνθάζεσλ. 

 

 

 Σν δέλδξν απόθαζεο είλαη θαη πάιη έλα 3-δέλδξν εθόζνλ θάζε θνξά πνπ δπγίδνπκε 
ππάξρνπλ 3 πηζαλά απνηειέζκαηα : 

< : ην αξηζηεξό κέξνο ηεο δπγαξηάο είλαη ειαθξύηεξν. 

= : ηα δύν κέξε ηεο δπγαξηάο έρνπλ ην ίδην βάξνο. 

> : ην αξηζηεξό κέξνο ηεο δπγαξηάο είλαη βαξύηεξν. 

Τπάξρνπλ 2n+1 πηζαλέο ηειηθέο απαληήζεηο (θύιια) ζην δέλδξν απόθαζεο γηα ην παξαπάλσ 
πξόβιεκα: 

θ = όια θαιά, 1Β = ην 1 είλαη βαξύ, 1Δ = ην 1 είλαη ειαθξύ, 2Β = ην 2 είλαη βαξύ, 2Δ = ην 2 είλαη 
ειαθξύ ... nB = ην n είλαη βαξύ, nE = ην n είλαη ειαθξύ. 

Άξα ην ύςνο ηνπ δέλδξνπ θαη θαηά ζπλέπεηα, βάζεη ηεο πξόηαζεο 1 ην ύςνο είλαη ηνπιάρηζηνλ 

log3(2𝑛 + 1) + 1, νπόηε ην πιήζνο ησλ δεζκώλ ηνπ δέλδξνπ (δειαδή ησλ δπγηζκάησλ) από 

ηε ξίδα κέρξη θάπνην θύιιν ζε κία ηνπιάρηζηνλ πεξίπησζε είλαη ηνπιάρηζηνλ log3(2𝑛 + 1). 
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Μειέηε ηνπ πξνβιήκαηνο ησλ θίβδεισλ λνκηζκάησλ κε ρξήζε δέλδξσλ απνθάζεσλ 

2.3.1. Για n = 2 

 

Αθνινπζεί ην δέλδξν απόθαζεο γηα ηελ ηεηξηκκέλε πεξίπησζε όπνπ έρνπκε ηξία ζπλνιηθά 
λνκίζκαηα. Σν έλα από απηά είλαη ην γλσζηό θαλνληθό λόκηζκα 0. Φάρλνπκε λα βξνύκε αλ έλα 
από ηα άιια δύν είλαη θίβδειν θαη αλ απηό είλαη βαξύηεξν ή ειαθξύηεξν από ηα ππόινηπα. Ζ 
κεζνδνινγία πνπ ζα αθνινπζήζνπκε είλαη παξόκνηα κε ηηο πεξηπηώζεηο ζηελ παξάγξαθν 2.2. 
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Σρήκα 27: Τν δέλδξν απόθαζεο γηα n = 2. 

 

 Παξαηεξνύκε όηη ζα ρξεηαζηνύκε ην πνιύ 2 δπγίζκαηα. Αλ θαη ζηα 2 δπγίζκαηα 
πξνθύςεη ηζνξξνπία ηεο δπγαξηάο ηόηε δελ ππάξρεη θίβδειν λόκηζκα. ΢ην ζρήκα ζπκβνιίδεηαη 
κε "ΓΤ" θαη απηόο ν ζπκβνιηζκόο ζα ρξεζηκνπνηείηαη από δσ θαη ζην εμήο. 
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Μειέηε ηνπ πξνβιήκαηνο ησλ θίβδεισλ λνκηζκάησλ κε ρξήζε δέλδξσλ απνθάζεσλ 

2.3.2. Για n = 3 

 

΢ηελ πεξίπησζε πνπ έρνπκε ηξία λνκίζκαηα θαη έλα θαλνληθό λόκηζκα 0, ην δέλδξν απόθαζεο 
είλαη ην εμήο: 
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Σρήκα 28: Τν δέλδξν απόθαζεο γηα n = 3. 

 

Πάιη παξαηεξνύκε όηη ρξεηαδόκαζηε ην πνιύ 2 δπγίζκαηα γηα λα βξνύκε ην θίβδειν. Αλ 
ηζνξξνπήζεη ε δπγαξηά ζην αξρηθό δύγηζκα ηόηε δελ ππάξρεη θίβδειν λόκηζκα. 
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Μειέηε ηνπ πξνβιήκαηνο ησλ θίβδεισλ λνκηζκάησλ κε ρξήζε δέλδξσλ απνθάζεσλ 

2.3.3. Για n = 4 
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Σρήκα 29: Τν δέλδξν απόθαζεο γηα n = 4. 

΢ην παξαπάλσ ζρήκα εμεηάζακε ηελ πεξίπησζε νπνύ έρνπκε ηέζζεξα λνκίζκαηα. Καη εδώ 
ρξεηαδόκαζηε ην πνιύ δύν δπγίζκαηα γηα λα βξνύκε ηε ιύζε. Ξαλά, αλ θαη ζηα 2 δπγίζκαηα 
έρνπκε ηζνξξνπία ηόηε δελ ππάξρεη θίβδειν. 

Παξαηήξεζε: Αλ ζπγθξίλνπκε ηα ζρήκαηα 27,28,29 κε ηα ζρήκαηα 16,17,18 ηεο πεξίπησζεο 
2.2 ζα παξαηεξήζνπκε εμαηξεηηθή νκνηόηεηα. Ζ κόλε δηαθνξά είλαη όηη όπνπ είρακε "ΑΠ" ζηα 
ζρήκαηα 16,17,18 ηώξα έρνπκε ηελ πεξίπησζε "ΓΤ". Παξαθάησ ζα εμεηάζνπκε κεξηθέο αθόκα 
πεξηπηώζεηο γηα λα δνύκε αλ ην ζπκπέξαζκα είλαη γεληθόηεξν θαη ηζρύεη θαη γηα κεγαιύηεξα n.  
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Μειέηε ηνπ πξνβιήκαηνο ησλ θίβδεισλ λνκηζκάησλ κε ρξήζε δέλδξσλ απνθάζεσλ 

2.3.4. Για n = 5 
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Σρήκα 30: Τν δέλδξν απόθαζεο γηα n = 5. 

Πιένλ ρξεηαδόκαζηε ην πνιύ 3 δπγίζκαηα γηα λα βξνύκε αλ ππάξρεη θίβδειν θαη πνην είλαη απηό.  
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Μειέηε ηνπ πξνβιήκαηνο ησλ θίβδεισλ λνκηζκάησλ κε ρξήζε δέλδξσλ απνθάζεσλ 

2.3.5. Για n = 6 

 

Οκνίσο κε πξηλ γηα n = 6. Σα ζρήκαηα εμαθνινπζνύλ λα έρνπλ ηελ ίδηα νκνηόηεηα κε απηά ηεο 
πεξίπησζεο 2.2. 
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Σρήκα 31: Τν δέλδξν απόθαζεο γηα n = 6. 
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Μειέηε ηνπ πξνβιήκαηνο ησλ θίβδεισλ λνκηζκάησλ κε ρξήζε δέλδξσλ απνθάζεσλ 

2.3.6. Για n = 7 

 

Αθνινπζεί ην ζρήκα γηα n = 7. Υξεηαδόκαζηε ην πνιύ 3 δπγίζκαηα γηα λα έρνπκε απνηέιεζκα. 
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Σρήκα 32: Τν δέλδξν απόθαζεο γηα n = 7. 
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Μειέηε ηνπ πξνβιήκαηνο ησλ θίβδεισλ λνκηζκάησλ κε ρξήζε δέλδξσλ απνθάζεσλ 

Παξαηήξεζε: Με ηελ παξνύζα κεζνδνινγία πξνθύπηεη ην ζπκπέξαζκα όηη, αλ έρνπκε δπγό 
ζπλνιηθό αξηζκό λνκηζκάησλ κπνξνύκε κε ην πξώην δύγηζκα λα θαηαιάβνπκε αλ ππάξρεη 

θίβδειν ή όρη. 

2.3.7. Για n = 8, n = 9 και n = 10 

 

Αθνινπζνύλ δηαδνρηθά ηα δέλδξα απόθαζεο γηα νθηώ, ελλέα θαη δέθα λνκίζκαηα θαη έλα 
γλσζηό θαλνληθό λόκηζκα 0. 
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Σρήκα 33: Τν δέλδξν απόθαζεο γηα n = 8. 
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Μειέηε ηνπ πξνβιήκαηνο ησλ θίβδεισλ λνκηζκάησλ κε ρξήζε δέλδξσλ απνθάζεσλ 
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Σρήκα 34: Τν δέλδξν απόθαζεο γηα n = 9. 
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Σρήκα 35: Τν δέλδξν απόθαζεο γηα n = 10. 
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Μειέηε ηνπ πξνβιήκαηνο ησλ θίβδεισλ λνκηζκάησλ κε ρξήζε δέλδξσλ απνθάζεσλ 

Παξαηήξεζε:  

Όζα λνκίζκαηα θαη λα έρνπκε κπνξνύκε ην πνιύ κε 2 δπγίζκαηα λα θαζνξίζνπκε αλ έρνπκε 
θίβδειν ή όρη. Αλ ν ζπλνιηθόο αξηζκόο λνκηζκάησλ (N) είλαη άξηηνο θαη  δπγίδνληάο ηα κηζά - 
κηζά, ζην πξώην δύγηζκα έρνπκε ηζνξξνπία, ηόηε θαη κόλν ηόηε, δελ έρνπκε θίβδειν. Αλ ν 
ζπλνιηθόο αξηζκόο λνκηζκάησλ είλαη πεξηηηόο ηόηε ε κεζνδνινγία είλαη ε εμήο: Επγίδνπκε ηα N - 
1 λνκίζκαηα κηζά - κηζά, ζπκπεξηιακβαλνκέλνπ ππνρξεσηηθά θαη ηνπ γλσζηνύ θαλνληθνύ 
λνκίζκαηνο 0. Αλ ππάξμεη ηζνξξνπία ηόηε δπγίδνπκε ην θαλνληθό 0 κε ην λόκηζκα πνπ είρακε 
αθήζεη έμσ θαηά ην πξώην δύγηζκα. Αλ ππάξμεη μαλά ηζνξξνπία  ζηε δπγαξηά ηόηε θαη κόλν 
ηόηε, δελ ππάξρεη θίβδειν λόκηζκα.  
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2.4 Δεδομένος συνολικός αριθμός νομισμάτων εκ των οποίων ψάχνουμε να 

βρούμε αν υπάρχει κίβδηλο, ποιο είναι αυτό και αν αυτό είναι βαρύτερο ή 

ελαφρύτερο από τα υπόλοιπα. 

 

Ζ δηαθνξά κε ηηο πξνεγνύκελεο είλαη όηη δελ έρνπκε ην γλσζηό θαλνληθό λόκηζκα 0 ζηε δηάζεζή 
καο. Φάρλνπκε λα βξνύκε ηνλ κηθξόηεξν αξηζκό δπγηζκάησλ πνπ ζα ρξεηαζηεί γηα λα 
δηαπηζηώζνπκε αλ ππάξρεη θίβδειν λόκηζκα, πνην είλαη απηό θαη αλ απηό είλαη βαξύηεξν ή 
ειαθξύηεξν από ηα ππόινηπα, ρξεζηκνπνηώληαο ηε δπγαξηά. ΢ε απηή ηελ πεξίπησζε ζα 
ρξεζηκνπνηήζνπκε θαη ηελ έλλνηα ηεο αλαδξνκηθόηεηαο. Γειαδή ζα ρξεζηκνπνηνύκε ζε δέλδξα 
θνκκάηηα πξνεγνύκελσλ δέλδξσλ ηα νπνία είλαη αθξηβώο ίδηα κεηαμύ ηνπο. 

 Σν δέλδξν απόθαζεο είλαη θαη πάιη έλα 3-δέλδξν εθόζνλ θάζε θνξά πνπ δπγίδνπκε 
ππάξρνπλ 3 πηζαλά απνηειέζκαηα : 

< : ην αξηζηεξό κέξνο ηεο δπγαξηάο είλαη ειαθξύηεξν. 

= : ηα δύν κέξε ηεο δπγαξηάο έρνπλ ην ίδην βάξνο. 

> : ην αξηζηεξό κέξνο ηεο δπγαξηάο είλαη βαξύηεξν. 

 

2.4.1. Για n = 3 
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Σρήκα 36: Τν δέλδξν απόθαζεο γηα n = 3. 
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Ζ απιή, ηεηξηκκέλε πεξίπησζε γηα n = 3, πνπ ρξεηαδόκαζηε 2 δπγίζκαηα γηα λα βξνύκε ην 
θίβδειν, ζα καο ρξεηαζηεί θαη παξαθάησ γηα απινπνίεζε ηεο δνπιεηάο καο ζηα πην ζύλζεηα 
δέλδξα. 

2.4.2. Για n = 4 
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Σρήκα 37: Τν δέλδξν απόθαζεο γηα n = 4. 

 

Παξαηεξνύκε όηη ρξεηαδόκαζηε ην πνιύ 3 δπγίζκαηα γηα λα βξνύκε ην θίβδειν. 
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2.4.3. Για n = 5 

 

1,2          3,4

< >

=

4           5

Κ5Β 5Δ

< = >

΢πλερίδνπκε όπσο n = 4 ΢πλερίδνπκε όπσο n = 4

 

Σρήκα 38: Τν δέλδξν απόθαζεο γηα n = 5. 

 

΢ε απηό ην ζρήκα εηζάγνπκε ηελ έλλνηα ηεο αλαδξνκηθόηεηαο. Αλαιπηηθόηεξα, αλ θάλνπκε ην 
ζρήκα γηα n = 5, ζα παξαηεξήζνπκε όηη είλαη παξόκνην κε απηό γηα n = 4, κε ηε κόλε δηαθνξά 
λα βξίζθεηαη ζηελ ηζνξξνπία ηνπ αξρηθνύ δπγίζκαηνο. Έηζη δελ γξάθνπκε όιν ην ζρήκα αιιά 
κόλν όηη αιιάδεη θάζε θνξά, πνπ ζηελ πεξίπησζή καο είλαη ε αξρηθή ηζνξξνπία. Αλ θαηά ην 
πξώην δύγηζκα πξνθύςεη αληζνξξνπία, αθνινπζνύκε αθξηβώο ηελ ίδηα κεζνδνινγία κε ηελ 
πεξίπησζε γηα n = 4 όπσο θαη θαίλεηαη ζην ζρήκα. Έηζη ινηπόλ ζα ρξεηαζηνύκε ην πνιύ 3 
δπγίζκαηα θαη εδώ γηα λα βξνύκε ην θίβδειν ( 2 + ην αξρηθό γηα ηελ πεξίπησζε αξρηθήο 
αληζνξξνπίαο, θαη 2 ζπλνιηθά ζε πεξίπησζε αξρηθήο ηζνξξνπίαο). 
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2.4.4. Για n = 6 

 

1,2          3,4

< >

=

4           5

Κ

5Β 5Δ

< = >

΢πλερίδνπκε όπσο n = 4 ΢πλερίδνπκε όπσο n = 4

4           6

6Β 6EK

< = >

 

Σρήκα 39: Τν δέλδξν απόθαζεο γηα n = 6. 

 

΢πλερίδνληαο κε ηελ ίδηα κεζνδνινγία βξίζθνπκε όηη θαη εδώ ζα ρξεηαζηνύκε ην πνιύ 3 
δπγίζκαηα γηα λα βξνύκε ην θίβδειν. 
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2.4.5. Για n = 7 
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Σρήκα 40: Τν δέλδξν απόθαζεο γηα n = 7. 
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Μειέηε ηνπ πξνβιήκαηνο ησλ θίβδεισλ λνκηζκάησλ κε ρξήζε δέλδξσλ απνθάζεσλ 

΢ε απηή ηελ πεξίπησζε δε ζα ρξεζηκνπνηήζνπκε ηελ αλαδξνκηθόηεηα θαη ζα ρξεηαζηνύκε 3 
δπγίζκαηα μαλά γηα λα αλαθαιύςνπκε ην θίβδειν. 

 

 

2.4.6. Για n = 8 

 

1,2,3        4,5,6

< >

=

4           7

Κ
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΢πλερίδνπκε όπσο n = 7 ΢πλερίδνπκε όπσο n = 7

4           8
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Σρήκα 41: Τν δέλδξν απόθαζεο γηα n = 8. 

 

΢πλερίδνληαο ηελ αλάιπζή καο παξαηεξνύκε όηη θαη γηα n = 8 ρξεηαδόκαζηε ην πνιύ 3 
δπγίζκαηα. Αλ έρνπκε αληζνξξνπία ζην αξρηθό δύγηζκα ηόηε αθνινπζνύκε ηελ δηαδηθαζία πνπ 
αθνινπζήζακε γηα n = 7, ε νπνία καο δίλεη άιια δύν δπγίζκαηα (δειαδή ηξία ζπλνιηθά). Αλ 
ηζνξξνπήζνπλ ζην αξρηθό δύγηζκα ζα ρξεηαζηνύκε πάιη δύν δπγίζκαηα (ηξία ζπλνιηθά). 
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2.4.7. Για n = 9 

 

1,2,3        4,5,6

< >

=

΢πλερίδνπκε όπσο n = 7 ΢πλερίδνπκε όπσο n = 7΢πλερίδνπκε όπσο n = 3 γηα ηα 

7,8,9

 

Σρήκα 42: Τν δέλδξν απόθαζεο γηα n = 9. 

 

΢ε απηή ηελ πεξίπησζε παξαηεξνύκε όηη ε αλαδξνκηθόηεηα καο βνεζά λα βγάινπκε ην 
ζπκπέξαζκά καο ρσξίο ηδηαίηεξν θόπν. Αλ έρνπκε αξρηθά αληζνξξνπία, ζπλερίδνπκε ην δέλδξν 
όπσο ζην n = 7 θαη ζα ρξεηαζηνύκε άιια 2 δπγίζκαηα (δειαδή 3 ζπλνιηθά). Αλ ηζνξξνπήζνπλ 
ζην πξώην δύγηζκα, ηόηε αθνινπζνύκε ηε κεζνδνινγία ηεο απιήο πεξίπησζεο n = 3 γηα ηα 
λνκίζκαηα 7,8 θαη 9, όπνπ θαη ρξεηαδόκαζηε άιια 2 δπγίζκαηα επίζεο (δειαδή μαλά 3 
ζπλνιηθά). 
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2.4.8. Για n = 10 

1,2,3        4,5,6

< >

=

΢πλερίδνπκε όπσο n = 7 ΢πλερίδνπκε όπσο n = 7΢πλερίδνπκε όπσο n = 4 γηα ηα 

7,8,9,10 θαη ρξεζηκνπνηώληαο ην 6 

ζαλ θαλνληθό.

 

Σρήκα 43: Τν δέλδξν απόθαζεο γηα n = 10. 

 

Οκνίσο θαη εδώ ρξεζηκνπνηνύκε ηελ αλαδξνκηθόηεηα. ΢ηελ πεξίπησζε ηζνξξνπίαο ηνπ αξρηθνύ 
δπγίζκαηνο ζα δπγίζνπκε ηα 7,8,9 θαη 10 ρξεζηκνπνηώληαο θαη ην λόκηζκα 6 ζαλ θαλνληθό 
(πξνθύπηεη από ηελ ηζνξξνπία ηνπ αξρηθνύ δπγίζκαηνο) όπσο ην ΢ρήκα 29. Άξα ζα 
ρξεηαζηνύκε άιια 2 δπγίζκαηα (δειαδή 3 ζπλνιηθά). ΢ηελ πεξίπησζε αξρηθήο ηζνξξνπίαο ζα 
ζπλερίζνπκε όπσο ην ζρήκα 40 (γηα n = 7) θαη ζα ρξεηαζηνύκε θαη πάιη δύν αθόκε δπγίζκαηα. 
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2.4.9. Για n = 11 
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Σρήκα 44: Τν δέλδξν απόθαζεο γηα n = 11. 
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Δδώ ζα ρξεηαζηνύκε πάιη ην πνιύ 3 δπγίζκαηα γηα λα βξνύκε ην θίβδειν, αθνινπζώληαο ηελ 
ίδηα κεζνδνινγία. 

 

2.4.10. Για n = 12 

1,2,3,4      5,6,7,8

< >

=

΢πλερίδνπκε όπσο n = 11 ΢πλερίδνπκε όπσο n = 11΢πλερίδνπκε όπσο n = 4 γηα ηα 

9,10,11,12 θαη ρξεζηκνπνηώληαο ην 

8 ζαλ θαλνληθό.

 

Σρήκα 45: Τν δέλδξν απόθαζεο γηα n = 12. 

 

Υξεζηκνπνηώληαο μαλά ηε κεζνδνινγία ηεο αλαδξνκηθόηεηαο βξίζθνπκε εύθνια όηη ζα 
ρξεηαζηνύκε ην πνιύ 3 δπγίζκαηα θαη εδώ γηα λα βξνύκε ην θίβδειν. 

 

2.4.11. Για n = 13 

 

1,2,3,4      5,6,7,8

< >

=

΢πλερίδνπκε όπσο n = 11 ΢πλερίδνπκε όπσο n = 11΢πλερίδνπκε όπσο n = 5 γηα ηα 

9,10,11,12,13 θαη ρξεζηκνπνηώληαο 

ην 8 ζαλ θαλνληθό.

 
Σρήκα 46: Τν δέλδξν απόθαζεο γηα n = 13. 
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Παξαηεξνύκε όηη από απηό ην ζεκείν θαη πέξα ζα ρξεηαζηνύκε 4 δπγίζκαηα γηα λα 
αλαθαιύςνπκε ην θίβδειν θαζώο αλ ηζνξξνπήζνπλ ηα 8 πξώηα ζην αξρηθό δύγηζκα ζα 
δνπιέςνπκε όπσο ζηελ πεξίπησζε n = 5 κε έλα θαλνληθό λόκηζκα ( βι. ΢ρήκα 30) όπνπ θαη 
ρξεηαδόκαζηε 3 δπγίζκαηα αθόκε (δειαδή 4 ζπλνιηθά), ελώ ζε πεξίπησζε αληζνξξνπίαο ζα 
ζπλερίζνπκε όπσο ζηελ πεξίπησζε n = 11 (΢ρήκα 44). 

3.0 Το πρόβλημα των δύο κίβδηλων νομισμάτων 

 

Παξαθάησ ζα αλαιύζνπκε ην πξόβιεκα ησλ θίβδεισλ λνκηζκάησλ ζηελ πεξίπησζε πνπ 
έρνπκε δύν θίβδεια λνκίζκαηα. Ζ κεζνδνινγία πνπ ζα ρξεζηκνπνηήζνπκε είλαη ίδηα κε απηή 
πνπ αθνινπζήζακε θαη ζηηο πξνεγνύκελεο παξαγξάθνπο, ρξεζηκνπνηώληαο δειαδή ηα δέλδξα 
απνθάζεσλ θαη κειεηώληαο δηάθνξεο πεξηπηώζεηο ηνπ πξνβιήκαηνο. 

 

3.1 Δεδομένος συνολικός αριθμός νομισμάτων εκ των οποίων τα δύο είναι 

ελαφρύτερα από τα υπόλοιπα 

 

Έρνπκε έλα δεδνκέλν αξηζκό λνκηζκάησλ n,  κία δπγαξηά ε νπνία ζε έλα δύγηζκα κπνξεί λα 
καο δείμεη ην ειαθξύηεξν θαη ην βαξύηεξν, ή αλ ηα λνκίζκαηα πνπ δπγίδνληαη είλαη  ίζνπ βάξνπο 
(βι. εηθόλα 1) θαη γλσξίδνπκε εθ ησλ πξνηέξσλ όηη δύν λνκίζκαηα είλαη θίβδεια θαη ειαθξύηεξα 
από ηα ππόινηπα. (Ζ πεξίπησζε όπνπ θαη ηα δύν θίβδεια λνκίζκαηα είλαη βαξύηεξα από ηα 
ππόινηπα είλαη αλάινγε). Φάρλνπκε, όπσο θαη πξηλ, λα βξνύκε ην κηθξόηεξν αξηζκό 
δπγηζκάησλ πνπ απαηηείηαη, γηα λα βξεζνύλ ηα θίβδεια λνκίζκαηα. Θα ρξεζηκνπνηήζνπκε θαη 
πάιη ηα δέλδξα απνθάζεσλ.. 

Παξαηήξεζε : Γηα δηεπθόιπλζε ηνπ πξνβιήκαηνο ζα ππνζέζνπκε όηη ηα δύν θίβδεια θαη 
ειαθξά λνκίζκαηα είλαη ίδηνπ βάξνπο κεηαμύ ηνπο. 

 

 Σν δέλδξν απόθαζεο είλαη έλα 3-δέλδξν εθόζνλ θάζε θνξά πνπ δπγίδνπκε ππάξρνπλ 3 
πηζαλά απνηειέζκαηα : 

< : ην αξηζηεξό κέξνο ηεο δπγαξηάο είλαη ειαθξύηεξν. 

= : ηα δύν κέξε ηεο δπγαξηάο έρνπλ ην ίδην βάξνο. 

> : ην αξηζηεξό κέξνο ηεο δπγαξηάο είλαη βαξύηεξν. 

 

3.1.1. Για n = 3 

 

΢ε απηή ηελ ηεηξηκκέλε πεξίπησζε έρνπκε ζπλνιηθά ηξία λνκίζκαηα θαη γλσξίδνπκε εθ ησλ 
πξνηέξσλ όηη ηα δύν από απηά είλαη θίβδεια θαη ειαθξύηεξα από ην άιιν. Σν δέλδξν 
απόθαζεο πνπ πεξηγξάθεη ηε δηαδηθαζία δπγηζκάησλ πνπ ζα αθνινπζήζνπκε θαίλεηαη 
παξαθάησ. 
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Σρήκα 47: Τν δέλδξν απόθαζεο γηα n = 3. 

 

 Παξαηεξνύκε όηη ζα ρξεηαζηνύκε έλα κόλν δύγηζκα γηα λα εμάγνπκε ην ζπκπέξαζκά 
καο. Τπελζπκίδνπκε όηη, ρξεηαζηήθακε έλα κόλν δύγηζκα θαη ζηελ αληίζηνηρε πεξίπησζε n = 2 
όπνπ είρακε έλα θίβδειν λόκηζκα. 

 

3.1.2. Για n = 4 

 

Παξαθάησ ζα δνύκε ην ζρήκα κε ην δέλδξν απόθαζεο γηα n = 4. 
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Σρήκα 48: Τν δέλδξν απόθαζεο γηα n = 4. 
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 Παξαηεξνύκε όηη ρξεηαδόκαζηε ηνπιάρηζηνλ δύν δπγίζκαηα γηα λα βξνύκε ηα θίβδεια 
λνκίζκαηά. Δπίζεο πξέπεη λα ζεκεηώζνπκε όηη, ε κεζνδνινγία καο είλαη δηαθνξεηηθή ζε 
ζύγθξηζε κε απηή πνπ αθνινπζνύζακε ζηελ πεξίπησζε πνπ είρακε έλα θίβδειν λόκηζκα. ΢ην 
πξώην δύγηζκα, καο ζπκθέξεη λα δπγίζνπκε δύν κόλν λνκίζκαηα θαη όρη θαη ηα ηέζζεξα καδί γηα 
λα επηηύρνπκε ιύζε ηνπ πξνβιήκαηνο κε δύν ζπλνιηθά δπγίζκαηα. ΢ηελ άιιε πεξίπησζε ζα 
ρξεηαδόκαζηαλ ηξία δπγίζκαηα. 

 

3.1.3. Για n = 5 

 

Αθνινπζεί ην δέλδξν απόθαζεο γηα n = 5. 
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Σρήκα 49: Τν δέλδξν απόθαζεο γηα n = 5. 

 

 

3.1.4. Για n = 6 

 

Αθνινπζεί ην δέλδξν απόθαζεο γηα n = 6. 
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Σρήκα 50: Τν δέλδξν απόθαζεο γηα n = 6. 
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 Παξαηεξνύκε όηη γηα n = 5 ρξεηαδόκαζηε ην πνιύ ηξία δπγίζκαηα ελώ γηα n = 6 
ρξεηαδόκαζηε ην πνιύ ηέζζεξα δπγίζκαηα. 

Παξαηεξήζεηο: 

Όπσο είδακε, κειεηώληαο ηηο παξαπάλσ πεξηπηώζεηο, ηα ζρήκαηα είλαη αξθεηά πην πεξίπινθα 
ζε ζύγθξηζε κε απηά όπνπ είρακε έλα θίβδειν λόκηζκα θαη ειαθξύηεξν. ΢ε θάζε πεξίπησζε 
παξαηεξνύκε όηη ν αξηζκόο ησλ ηειηθώλ θαηαζηάζεσλ εμαξηάηαη από ην n. Αλαιπηηθόηεξα, ν 
αξηζκόο ησλ πηζαλώλ απνδεθηώλ απαληήζεσλ (δειαδή θύιισλ ηνπ δέλδξνπ πνπ δελ είλαη AΠ) 
ηζνύηαη κε ηνλ αξηζκό ησλ ζπλδπαζκώλ n αλά 2, δειαδή ηζνύηαη κε 

 𝑛
2
  = 

𝑛!

2! 𝑛−2 !
 = 

𝑛(𝑛−1)

2
 = 

 𝑛
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όπνπ n : o ζπλνιηθόο αξηζκόο λνκηζκάησλ. 
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3.2 Δεδομένος συνολικός αριθμός νομισμάτων εκ των οποίων τα δύο είναι 

κίβδηλα και γνωρίζουμε ότι ένα είναι ελαφρύτερο από τα υπόλοιπα και το άλλο 

βαρύτερο. 

 

Έρνπκε έλα δεδνκέλν αξηζκό λνκηζκάησλ n,  κία δπγαξηά ε νπνία ζε έλα δύγηζκα κπνξεί λα 
καο δείμεη ην ειαθξύηεξν θαη ην βαξύηεξν, ή αλ ηα λνκίζκαηα πνπ δπγίδνληαη είλαη  ίζνπ βάξνπο 
(βι. εηθόλα 1) θαη γλσξίδνπκε εθ ησλ πξνηέξσλ όηη δύν λνκίζκαηα είλαη θίβδεια. Απηό πνπ 
δηαθνξνπνηεί απηή ηελ πεξίπησζε είλαη όηη ην έλα θίβδειν είλαη πην ειαθξύ από ηα ππόινηπα 
θαη ην άιιν πην βαξύ. Φάρλνπκε, όπσο θαη πξηλ, λα βξνύκε ην κηθξόηεξν αξηζκό δπγηζκάησλ 
πνπ απαηηείηαη, γηα λα βξεζνύλ ηα θίβδεια λνκίζκαηα. Θα ρξεζηκνπνηήζνπκε θαη πάιη ηα 
δέλδξα απνθάζεσλ. 

 Δπηζήκαλζε: Γηα απινύζηεπζε ηεο κειέηεο ηνπ πξνβιήκαηνο ππνζέηνπκε όηη όζν πην 
ειαθξύ είλαη ην έλα θίβδειν λόκηζκα ηόζν βαξύ ζα είλαη ην άιιν. Αλ δειαδή βάινπκε θαη ηα 
δύν ζην έλα ζθέινο ηεο δπγαξηάο καδί, θαη ζην άιιν ζθέινο ηνπνζεηήζνπκε δύν θαλνληθά 
λνκίζκαηα ηόηε ε δπγαξηά ζα πξέπεη λα ηζνξξνπήζεη. 

 Σν δέλδξν απόθαζεο είλαη έλα 3-δέλδξν εθόζνλ θάζε θνξά πνπ δπγίδνπκε ππάξρνπλ 3 
πηζαλά απνηειέζκαηα : 

< : ην αξηζηεξό κέξνο ηεο δπγαξηάο είλαη ειαθξύηεξν. 

= : ηα δύν κέξε ηεο δπγαξηάο έρνπλ ην ίδην βάξνο. 

> : ην αξηζηεξό κέξνο ηεο δπγαξηάο είλαη βαξύηεξν. 

3.2.1. Για n = 3 

 

Παξαθάησ ζα δνύκε ην δέλδξν απόθαζεο έρνληαο ηξία ζπλνιηθά λνκίζκαηα εθ ησλ νπνίσλ ην 
έλα είλαη θαλνληθό, ην άιιν ειαθξύηεξν θαη ην ηξίην βαξύηεξν. Όπσο ζα παξαηεξήζνπκε, ην 
δέλδξν απόθαζεο είλαη αξθεηά πνιύπινθν αθόκα θαη γηα απηή ηε ζρεηηθά απιή πεξίπησζε. 
Υξεηαδόκαζηε ην πνιύ ηξία δπγίζκαηα γηα λα βξνύκε ηα θίβδεια λνκίζκαηα. 
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Σρήκα 51: Τν δέλδξν απόθαζεο γηα n = 3. 
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3.2.2. Για n = 4 

 

Αθνινπζεί ην δέλδξν απόθαζεο γηα ηέζζεξα ζπλνιηθά λνκίζκαηα εθ ησλ νπνίσλ ηα δύν είλαη 
θαλνληθά, ην έλα ειαθξύ θαη ην άιιν βαξύ. 
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Σρήκα 52: Τν δέλδξν απόθαζεο γηα n = 4. 
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Υξεηαδόκαζηε ην πνιύ ηξία δπγίζκαηα γηα λα εληνπίζνπκε ηα θίβδεια λνκίζκαηα θαη λα 
επηζεκάλνπκε πνην είλαη ην ειαθξύ θαη πνην ην βαξύ. 

3.2.3. Για n = 5 

 

΢ηελ επόκελε ζειίδα ζα παξνπζηάζνπκε ην δέλδξν απόθαζεο γηα πέληε ζπλνιηθά λνκίζκαηα. 
Όπσο ζα δνύκε ρξεηαδόκαζηε πάιη ηξία δπγίζκαηα γηα λα εληνπίζνπκε ηα θίβδεια λνκίζκαηα. 
Όζν κεγαιώλεη ην n, παξόιν πνπ δελ απμάλεηαη ν κέγηζηνο αξηζκόο ησλ δπγηζκάησλ, ζηηο 
πεξηπηώζεηο πνπ έρνπκε εμεηάζεη, απμάλεηαη πνιύ ε πνιππινθόηεηα ησλ δέλδξσλ απόθαζεο. 

0,1          2,3

<
>

=0            1

<
=

>

0            1

<

=

>

2            3

0E,4B
0E,3B

0Δ,2B

<
=

>

2            3

2E,3B
2B,3E

<
=

>

2            3

1E,4B
1E,3B

1Δ,2B

<
=

>

0E,1B
1E,0B

AΠ

2            3

AΠ
3B,4E

2B,4E

<
=

>

<

=

>

0            1

2E,4B
2E,1B

2Δ,0B

<
=

>

0            1

3E,4B
3E,1B

3Δ,0B

<
=

>

0            1

AΠ
1B,4E

0B,4E

<
=

>

2            3

 

Σρήκα 53: Τν δέλδξν απόθαζεο γηα n = 5. 
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4.0 Επίδειξη εφαρμογής ηλεκτρονικού υπολογιστή 

 

Σελ δηαηξηβή απηή έξρεηαη λα νινθιεξώζεη κία εθαξκνγή ζε ειεθηξνληθό ππνινγηζηή ε νπνία 

ζα παξνπζηαζηεί αλαιπηηθά παξαθάησ. Ζ εθαξκνγή απηή παξέρεη ζην ρξήζηε κία εηθνληθή 

δπγαξηά, ίδηνπ ηύπνπ κε απηή πνπ ρξεζηκνπνηήζεθε ζηελ εξγαζία, θαη δεηά από απηόλ λα 

εληνπίζεη ην θίβδειν λόκηζκα, κε όζν ην δπλαηόλ ιηγόηεξα δπγίζκαηα. Όηαλ ν ρξήζηεο είλαη 

ζίγνπξνο όηη έρεη εληνπίζεη ην θίβδειν λόκηζκα, εηζάγεη ηελ επηινγή ηνπ ζηελ εθαξκνγή θαη 

παίξλεη ζαλ απάληεζε έλα κήλπκα γηα ην ζσζηό ή ην ιάζνο ηεο επηινγήο ηνπ. 

 Ζ εθαξκνγή απηή είλαη θηηαγκέλε ζηε γιώζζα πξνγξακκαηηζκνύ Delphi θαη γηα ηε 

δεκηνπξγία θαη ηνλ έιεγρν ηεο, ρξεζηκνπνηήζεθε ε ζνπίηα CodeGear RAD Studio 2009. 

Απαηηνύκελν ιεηηνπξγηθό ζύζηεκα γηα ηελ νξζή πξνβνιή ηεο είλαη έλα εθ ησλ Microsoft 

Windows XP, Microsoft Windows Vista, Microsoft Windows 7 είηε 32bit είηε 64bit. Ζ εθαξκνγή 

βξίζθεηαη ζην ζπλνδεπηηθό DVD ηεο δηαηξηβήο κε ηε κνξθή εθηειέζηκνπ αξρείνπ, κε ην όλνκα 

"Counterfeit.exe" 

 Όηαλ ν ρξήζηεο ηξέμεη ην εθηειέζηκν αξρείν, ε πξώηε νζόλε πνπ ζα δεη είλαη κία 

εηζαγσγή ζην πξόβιεκα ησλ θίβδεισλ λνκηζκάησλ ηεο εθαξκνγήο θαη κεξηθέο νδεγίεο γηα ηνλ 

ηξόπν ιεηηνπξγίαο ηεο, (βι. Δηθόλα 2). Αύηε ε νζόλε δελ έρεη θάπνηα ιεηηνπξγία, αιιά ζθνπόο 

ηεο είλαη, λα δώζεη ζην ρξήζηε λα θαηαιάβεη πνην είλαη ην πξόβιεκα θαη βαζηθέο πιεξνθνξίεο 

γηα ην ρεηξηζκό ηεο εθαξκνγήο. 

 

Δηθόλα 2: Ζ θαξηέια "Δηζαγσγή"  
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 Σν επόκελν βήκα ηνπ ρξήζηε είλαη λα θάλεη θιηθ ζηελ επόκελε θαξηέια κε ην όλνκα 

"Επγίζκαηα", ώζηε λα εκθαληζηεί ε θύξηα νζόλε ηνπ πξνγξάκκαηνο, (βι. Δηθόλα 3). 

 

 

Δηθόλα 3: Ζ θαξηέια "Επγίζκαηα" 

 

 Πάλσ αξηζηεξά ζηελ νζόλε απηήο ηεο θαξηέιαο, δίλνληαη ζηνλ ρξήζηε αλαιπηηθέο 

πιένλ νδεγίεο, γηα ηνλ ηξόπν πνπ ζα παίμεη ην παηρλίδη. Καη' αξράο ν ρξήζηεο πξέπεη λα 

δηαιέμεη από πάλσ δεμηά ηνλ αξηζκό λνκηζκάησλ πνπ επηζπκεί, (βι. Δηθόλα 4). 

 

 

Δηθόλα 4: Δπηινγή αξηζκνύ λνκηζκάησλ 

  

  Ακέζσο κεηά ζα πξέπεη λα επηιέμεη ηνλ ηύπνπ παηρληδηνύ, (βι. Δηθόλα 5). Τπάξρνπλ 

δηαζέζηκνη ηξεηο ηύπνη παηρληδηνύ. 
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-  Σν θίβδειν λόκηζκα λα είλαη βαξύηεξν από ηα ππόινηπα. 

- Σν θίβδειν λόκηζκα λα είλαη ειαθξύηεξν από ηα ππόινηπα. 

- Σν θίβδειν λόκηζκα λα είλαη ή βαξύηεξν ή ειαθξύηεξν από ηα ππόινηπα. 

 

 

Δηθόλα 5: Δπηινγή ηύπνπ παηρληδηνύ 

 Δθόζνλ ν ρξήζηεο έρεη επηιέμεη αξηζκό λνκηζκάησλ θαη ηύπν παηρληδηνύ, είλαη έηνηκνο 

λα μεθηλήζεη ηα δπγίζκαηα γηα λα βξεη πνην από ηα λνκίζκαηα είλαη θίβδειν. Κάλνληαο ζε θάπνην 

λόκηζκα ηεο ζηνίβαο αξηζηεξό θιηθ απηό ζα κεηαθηλεζεί ζηελ αξηζηεξή πιεπξά ηεο δπγαξηάο. 

Κάλνληαο δεμί θιηθ ζα κεηαθηλεζεί ζηε δεμηά πιεπξά ηεο δπγαξηάο. Αλ ζειήζεη λα κεηαθηλήζεη 

θάπνην λόκηζκα πίζσ ζηε ζηνίβα ηόηε ζα πξέπεη λα θάλεη απιά θιηθ επάλσ ηνπ. 

 Ο ζσζηόο ηξόπνο ησλ δπγηζκάησλ, είλαη λα ηνπνζεηνύληαη πξώηα όια ηα λνκίζκαηα 

πξνο δύγηζε, ζηε κία πιεπξά ηεο δπγαξηάο θαη κεηά ζηελ άιιε. Καη ν ιόγνο είλαη όηη, έλα 

δύγηζκα θαηακεηξάηαη κόιηο έρεη ηνπνζεηεζεί θαη ζηηο δύν πιεπξέο ίζνο αξηζκόο λνκηζκάησλ.  

 

Δηθόλα 6: Τνπνζέηεζε λνκηζκάησλ πξώηα αξηζηεξά ηεο δπγαξηάο 
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Δηθόλα 7: Τνπνζέηεζε λνκηζκάησλ δεμηά ηεο δπγαξηάο 

 Όπσο ζα παξαηεξήζνπκε βιέπνληαο ηηο Δηθόλεο 6 θαη 7, κόιηο ηνπνζεηήζνπκε ζην δεμί 

ζθέινο ηεο δπγαξηάο ηα λνκίζκαηα #3 θαη #4 ηόηε ν δείθηεο ησλ δπγηζκάησλ Weightings από 0 

γίλεηαη 1. Γειαδή θαηακεηξήζεθε έλα δύγηζκα. Δπίζεο πξέπεη λα επηζεκάλνπκε όηη ππάξρεη θαη 

έλαο δείθηεο "Min Weightings", πνπ ζε θάζε πεξίπησζε καο δείρλεη πόζα είλαη ηα ειάρηζηα 

δπγίζκαηα πνπ απαηηνύληαη γηα λα βξεζεί ην θίβδειν, αλάινγα ηελ πεξίπησζε πνπ έρνπκε 

επηιέμεη. 

 Όηαλ ν ρξήζηεο, έρνληαο ηειεηώζεη κε ηα δπγίζκαηα, είλαη ζίγνπξνο όηη έρεη εληνπίζεη ην 

θίβδειν πξέπεη, ελώ έρεη παηεκέλν ην πιήθηξν Ctrl λα θάλεη θιηθ πάλσ ζην λόκηζκα πνπ λνκίδεη 

όηη είλαη ην θίβδειν. Αλάινγα κε ην αλ είλαη ζσζηή ή ιάζνο ε επηινγή ηνπ, ζα ιάβεη απαληεηηθό 

κήλπκα ζηελ νζόλε κε ηελ επηβεβαίσζε, (βι Δηθόλα 8). 

 

 

 

 

΢εκείσζε : Κάζε θνξά ην θίβδειν λόκηζκα νξίδεηαη κε ηπραίν ηξόπν.  
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Δηθόλα 8: Μήλπκα νξζήο επηβεβαίσζεο 

 

 Αλ ν ρξήζηεο βξεη ην θίβδειν λόκηζκα ζηελ ηύρε, δειαδή κε κηθξόηεξν αξηζκό 

δπγηζκάησλ από ηνλ ειάρηζην "Min. Weightings", ηόηε ζα ιάβεη ην αθόινπζν απαληεηηθό 

κύλεκα, (βι. Δηθόλα 9). 

 

Δηθόλα 9: Μήλπκα νξζήο θαη "ηπρεξήο" επηβεβαίσζεο 
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 ΢ηελ πεξίπησζε ηνπ "ειαθξύηεξνπ ή βαξύηεξνπ", παξέρνληαη ζην ρξήζηε επηπιένλ 

γλσζηά θαλνληθά λνκίζκαηα γηα λα βνεζήζνπλ ζηελ επίιπζε ηνπ πξνβιήκαηνο, (βι. Δηθόλα 

10). 

 

Δηθόλα 10: Έλα επηπιένλ θαλνληθό λόκηζκα 

 

 Όηαλ ν ρξήζηεο εδώ είλαη ζίγνπξνο γηα ηελ επηινγή ηνπ θίβδεινπ λνκίζκαηνο ζα πξέπεη 

λα δειώζεη θαη αλ απηό είλαη βαξύηεξν ή ειαθξύηεξν από ηα ππόινηπα. Γη' απηό, όηαλ παηήζεη 

Ctrl + Νόκηζκα, ζα ηνπ εκθαληζηεί ην παξαθάησ πιαίζην δηαιόγνπ, ξσηώληαο ηνλ αλ απηό πνπ 

δηάιεμε είλαη βαξύηεξν ή ειαθξύηεξν από ηα ππόινηπα, (βι. Δηθόλα 11). 

 

 

Δηθόλα 11: Πιαίζην δηαιόγνπ ζηελ πεξίπησζε "βαξύηεξν ή ειαθξύηεξν" 
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 Σειεηώλνληαο, πξέπεη λα ζπκπιεξώζνπκε όηη ππάξρνπλ αθόκε δύν ιεηηνπξγηθά 

θνπκπηά. Σν θνπκπί "Δπαλεθθίλεζε" όπνπ μεθηλάεη από ηελ αξρή ην ηξέρνλ παηρλίδη θαη ην 

θνπκπί "Νέα Σνπνζέηεζε" όπνπ επηιέγεη ηπραία λέν θίβδειν  λόκηζκα. Δπίζεο, ην παηρλίδη 

ππνζηεξίδεη πεξηπηώζεηο κέρξη θαη 12 ζπλνιηθά λνκίζκαηα. 
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