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Περίληψη (αγγλική)  

The integer programming that we will examine, as well as the linear programming, includes a 

sector of the mathematical programming. The integer programming is used in various 

applications such as: 

 Parallel implementation of work 

 Scheduling 

 Resource allocation 

 Problem of k queens 

 Telecommunications 

 This postgraduate thesis will give the possibility of an extensive analysis of popular and wide 

used algorithms, as well as, examples of integer programming problems. More concretely our 

object of study will be the following algorithms: 

 Branch αnd Bound,   

 Cutting-planes  

 Lagrangian relaxation   

 Benders decomposition 

 Heuristics 

 

Moreover we will examine certain models of use of integer programming. Due to the 

complexity we will be reported in regions, where integer programming has played important 

role as (relatively): 

 Capital budgeting 

 Warehouse location 

 

Περίληψη (ελληνική) 

Ο αθέξαηνο πξνγξακκαηηζκφο (integer programming), ηνλ νπνίν εμεηάδνπκε, φπσο θαη ν 

γξακκηθφο, απνηειεί θιάδν ηνπ καζεκαηηθνχ πξνγξακκαηηζκνχ (mathematical programming).  

Ο αθέξαηνο πξνγξακκαηηζκφο ρξεζηκνπνηείηαη ζε δηάθνξεο εθαξκνγέο φπσο: 

 Παξάιιειε εθηέιεζε εξγαζηψλ 

 Υξνλνπξνγξακκαηηζκφο (scheduling) 

 Αλάζεζε πφξσλ (resource allocation) 

 Πξφβιεκα k-βαζηιηζζψλ 

 Σειεπηθνηλσλίεο 

Μέζα απφ απηή ηε κεηαπηπρηαθή δηαηξηβή ζα δνζεί ε δπλαηφηεηα ηεο εθηελνχο αλάιπζεο 

πνιχ γλσζηψλ θαη επξείαο ρξήζεο αιγνξίζκσλ, φπσο επίζεο θαη παξαδεηγκάησλ πνπ 

αθνξνχλ πξνβιήκαηα αθέξαηνπ πξνγξακκαηηζκνχ. Πην ζπγθεθξηκέλα, αληηθείκελν κειέηεο 

καο ζα είλαη νη παξαθάησ αιγφξηζκνη:  

 Branch αnd Bound,   

 Cutting-planes  

 Lagrangian relaxation   

 Benders decomposition θαη 

 Heuristics 
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Δθηφο απηνχ ζα εμεηάζνπκε κεξηθά πξφηππα ρξήζεο ηνπ αθέξαηνπ πξνγξακκαηηζκνχ. Λφγσ 

πνιππινθφηεηαο, ζα αλαθεξζνχκε ζε πεξηνρέο πνπ ν πξνγξακκαηηζκφο αθεξαίσλ αξηζκψλ 

έρεη δηαδξακαηίζεη ζεκαληηθφ ξφιν φπσο (αλαθνξηθά): 

 Κχξηα ζχληαμε πξνυπνινγηζκνχ 

 Σνπνζεζία ησλ απνζεθψλ ησλ εκπνξεπκάησλ 

 

Εισαγωγή-Σύντομη περιγραφή στον ακέραιο 

προγραμματισμό  
Σα πξνβιήκαηα ηνπ αθέξαηνπ πξνγξακκαηηζκνχ είλαη εκθαλψο δχζθνιν λα ιπζνχλ. 

Μπνξνχλ λα ιπζνχλ απφ δηάθνξνπο πνιχ δηαθνξεηηθνχο αιγνξίζκνπο. ΢ήκεξα, ε επηινγή 

αιγνξίζκνπ είλαη ηέρλε θαζψο κεξηθνί αιγφξηζκνη ιεηηνπξγνχλ θαιχηεξα ζε κεξηθά 

πξνβιήκαηα. Θα ζπδεηήζνπκε ελ ζπληνκία ηνπο αιγνξίζκνπο πξνζπαζψληαο λα εθζέζνπκε 

ηα ραξαθηεξηζηηθά ηνπο. Όηαλ θάπνηνο επηζπκεί λα ιχζεη έλα πξφβιεκα αθέξαηνπ 

πξνγξακκαηηζκνχ είλαη απαξαίηεηα: νη δηαβνπιεχζεηο κε ηνπο εκπεηξνγλψκνλεο, ν 

πεηξακαηηζκφο ιχζεο θαη κηα αλαζεψξεζε ηεο βηβιηνγξαθίαο ζηνπο θψδηθεο ιχζεο. Αο 

αλαπηχμνπκε κηα ζπλνπηηθή ηζηνξία ησλ πξνζεγγίζεσλ ιχζεο ηνπ αθέξαηνπ 

πξνγξακκαηηζκνχ. Ο γξακκηθφο πξνγξακκαηηζκφο (linear programming (LP)) εθεπξέζεθε 

πξνο ην ηέινο ηνπ 1940. Δθείλνη πνπ εμέηαδαλ ηα LP πξνβιήκαηα έθζαζαλ γξήγνξα ζην 

ζπκπέξαζκα φηη ζα ήηαλ επηζπκεηφ λα ιπζνχλ ηα πξνβιήκαηα πνπ είραλ κε κεξηθέο 

κεηαβιεηέο αθέξαησλ αξηζκψλ (Dantzig, 1960). Απηφ νδήγεζε ζηνπο αιγνξίζκνπο γηα ηε ιχζε 

ησλ θαζαξψλ πξνβιεκάησλ αθέξαηνπ πξνγξακκαηηζκνχ. Οη πξψηνη αιγφξηζκνη ήηαλ νη 

cutting-planes, φπσο αλαπηχζζνληαη απφ ηνπο Dantzig, Fulkerson θαη Johnson (1954) θαη 

Gomory (1958, 1960, 1963). Οη Land θαη Doig εηζήγαγαλ ζηε ζπλέρεηα ηνλ Branch-αnd-Bound 

αιγφξηζκν. Πην πξφζθαηα έρνπλ ρξεζηκνπνηεζεί: ε ππνλννχκελε απαξίζκεζε (enumeration) 

(Balas), ε απνζχλζεζε (decomposition) (Benders), ε lagrangian relaxation (Geoffrion, 1974) 

θαη νη πξνζεγγίζεηο heuristics (Zanakis θαη Evans). Γπζηπρψο, κεηά απφ 20 έηε, πνπ 

πεξηιακβάλoπλ θπξηνιεθηηθά ρηιηάδεο κειέηεο ( Von Randow) θαλέλαο απφ ηνπο δηαζέζηκνπο 

αιγνξίζκνπο δελ είλαη ζε ζέζε λα απνδψζεη ηθαλνπνηεηηθά γηα φια ηα πξνβιήκαηα αθέξαηνπ 

πξνγξακκαηηζκνχ. Δληνχηνηο, νξηζκέλνη ηχπνη αιγφξηζκσλ είλαη θαινί ζηελ επίιπζε 

νξηζκέλσλ ηχπσλ πξνβιεκάησλ. ΢πλεπψο δηάθνξεο πξνζπάζεηεο έρνπλ επηθεληξσζεί ζηελ 

αιγνξηζκηθή αλάπηπμε γηα εηδηθά δνκεκέλα πξνβιήκαηα αθέξαηνπ πξνγξακκαηηζκνχ. Οη 

εληππσζηαθφηεξεο πξφζθαηεο πξνζπάζεηεο πεξηιακβάλνπλ ηελ εθκεηάιιεπζε ηεο δνκήο 

πξνβιήκαηνο. Δλ ζπληνκία, ην ηκήκα θαησηέξσ, αλαζεσξεί ηηο ηζηνξηθέο πξνζεγγίζεηο, 

θαζψο επίζεο θαη ηηο ηερληθέο θαη ηηο επηηπρίεο ηεο δνκηθήο εθκεηάιιεπζεο. Έρεη ππάξμεη κηα 

επξεία πνηθηιία ησλ πξνζεγγίζεσλ ζηα πξνβιήκαηα αθέξαηνπ πξνγξακκαηηζκνχ, ε νπνία 

πεξηιακβάλεη ηε ζηξνγγπινπνίεζε, ηνλ αιγφξηζκν πεξηνξηζκνχ θαη δηαθιάδσζεο, ηα cutting-

planes , ηε lagrangian relaxation, ηε  benders decomposition θαη ηα  Heuristics. Δπηπιένλ 

εμεηάδνπκε ηε δνκηθή εθκεηάιιεπζε θαη άιιεο θαηεγνξίεο. 
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Εφαρμοσμένος προγραμματισμός ακέραιων αριθμών 

Ο γξακκηθφο πξνγξακκαηηζκφο (LP) είλαη κία καζεκαηηθή κέζνδνο κε ηελ νπνία 
επηηπγράλνπκε ην θαιχηεξν απνηέιεζκα ζε έλα πξφβιεκα. Οη κεηαβιεηέο απφθαζεο LP 
κπνξνχλ λα είλαη ίζνη κε ηνπο αθέξαηνπο αξηζκνχο ή νπνηνδήπνηε άιιν πξαγκαηηθφ αξηζκφ (3 
ή 4 θαζψο επίζεο θαη 3.49876). Δληνχηνηο νη θιαζκαηηθέο ιχζεηο δελ είλαη πάληα απνδεθηέο. 
Σα ηδηαίηεξα ζηνηρεία έρνπλ λφεκα κφλν φηαλ αγνξάδνληαη ζε νιφθιεξεο ηηο κνλάδεο (π.ρ., 
ηξαθηέξ ή αεξνπιάλα). Ο αθέξαηνο πξνγξακκαηηζκφο (ΗΡ) απαηηεί έλα ππνζχλνιν ησλ 
κεηαβιεηψλ απφθαζεο πξνθεηκέλνπ λα πάξεη ηηο ηηκέο αθέξαησλ αξηζκψλ (δει., 0, 1, 2, 
θ.ιπ.). Ο αθέξαηνο πξνγξακκαηηζκφο επηηξέπεη επίζεο ηε κνληεινπνίεζε ησλ ζηαζεξψλ 
δαπαλψλ, ησλ ινγηθψλ φξσλ, ησλ επηπέδσλ ησλ πφξσλ θαη ησλ κε γξακκηθψλ ιεηηνπξγηψλ.  

Σα πξνβιήκαηα ηνπ αθέξαηνπ πξνγξακκαηηζκνχ πεξηιακβάλνπλ ζπλήζσο ηε βειηηζηνπνίεζε 
κηαο γξακκηθήο αληηθεηκεληθήο ιεηηνπξγίαο ζρεηηθά κε ηνπο γξακκηθνχο πεξηνξηζκνχο, ηνπο κε 
αξλεηηθνχο φξνπο θαη ηνπο φξνπο αμίαο αθέξαησλ αξηζκψλ. Οη κεηαβιεηέο απηέο νλνκάδνληαη 
κεηαβιεηέο αθέξαησλ αξηζκψλ. Σα πξνβιήκαηα πνπ πεξηέρνπλ κεηαβιεηέο αθέξαησλ 
αξηζκψλ πεξηέξρνληαη ζε δηάθνξεο θαηεγνξίεο. Έλα πξφβιεκα ζην νπνίν φιεο νη κεηαβιεηέο 
είλαη αθέξαηνη αξηζκνί είλαη έλα θαζαξφ πξφβιεκα (pure problem) αθέξαηνπ 
πξνγξακκαηηζκνχ. Έλα πξφβιεκα κε κεξηθνχο αθεξαίνπο αξηζκνχο θαη κεξηθέο ζπλερείο 
κεηαβιεηέο, είλαη έλα mix-integer πξφβιεκα αθέξαηνπ πξνγξακκαηηζκνχ. Έλα πξφβιεκα ζην 
νπνίν νη κεηαβιεηέο αθέξαησλ αξηζκψλ είλαη πεξηνξηζκέλεο λα είλαη ίζεο είηε κε ην κεδέλ είηε 
κε ην έλα νλνκάδεηαη zero-one (0-1) πξφβιεκα αθέξαηνπ πξνγξακκαηηζκνχ. Τπάξρνπλ pure 
zero-one πξνβιήκαηα πξνγξακκαηηζκνχ φπνπ φιεο νη κεηαβιεηέο είλαη 0-1 θαη κηθηά 
πξνβιήκαηα κεδέλ-έλα πνπ πεξηέρνπλ θαη 0-1 θαη ζπλερείο κεηαβιεηέο.  

Ζ πην γλσζηή κνξθνπνίεζε ελφο πξνβιήκαηνο αθέξαηνπ πξνγξακκαηηζκνχ είλαη: 

                                                      Μax  W+ X + Y 

ππφ ηνλ φξν:  

                                                W + X + Y   b 

                                                     W                       0 

                                                               X             0   θαη αθέξαηνο 

                                                                         Τ   0    ή   1 

 

Όπνπ ην W αληηπξνζσπεχεη ηηο ζπλερείο κεηαβιεηέο, ην X ηηο αθέξαηεο κεηαβιεηέο θαη ην Y ηηο 

κεηαβιεηέο κεδέλ-έλα. 

Ζ αλάιπζε ηνπ αθέξαηνπ πξνγξακκαηηζκνχ δηαηξείηαη ζε δχν θεθάιαηα. Σν πξψην θεθάιαην 

θαιχπηεη ηηο βαζηθέο ηερληθέο δηαηχπσζεο πξνβιήκαηνο πξνγξακκαηηζκνχ αθέξαησλ 

αξηζκψλ θαη κεξηθά ραξαθηεξηζηηθά ζρεηηθά κε ηε ιχζε θαη ηελ εξκελεία ησλ πξνβιεκάησλ 

πξνγξακκαηηζκνχ αθέξαησλ αξηζκψλ. Σν δεχηεξν θεθάιαην αλαθέξεηαη ζε έλα ζχλνιν απφ 

παξαδείγκαηα πξνβιεκάησλ.  

 

Γιατί προγραμματισμός ακέραιων αριθμών; 

Σν πην ζεκειηψδεο δήηεκα ζρεηηθά κε ηε ρξήζε ηνπ αθέξαηνπ πξνγξακκαηηζκνχ είλαη 
γηαηί ηνλ ρξεζηκνπνηνχκε. Πξνθαλψο ν αθέξαηνο πξνγξακκαηηζκφο επηηξέπεη ηελ απεηθφληζε 
ησλ αζπλερψλ κεηαβιεηψλ απφθαζεο, φπσο εθείλνπο πνπ αληηπξνζσπεχνπλ ηελ απφθηεζε 
ησλ αδηαίξεησλ ζηνηρείσλ φπσο νη κεραλέο, ε κηζζσκέλε εξγαζία ή ηα δψα. Δπηπξνζζέησο ν 
αθέξαηνο πξνγξακκαηηζκφο επηηξέπεη επίζεο ηε δηακφξθσζε ησλ ζηαζεξψλ δαπαλψλ, ησλ 
ινγηθψλ φξσλ θαη ησλ ηδηαίηεξσλ επηπέδσλ πφξσλ. 
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Σταθερό κόστος 

Οη δηαδηθαζίεο παξαγσγήο πεξηιακβάλνπλ ζπρλά ηηο ζηαζεξέο δαπάλεο(fixed cost). 

Παξαδείγκαηνο ράξηλ φηαλ θαηαζθεπάδνπκε πνιιαπιάζηα πξντφληα νη ζηαζεξέο  δαπάλεο 

κπνξνχλ λα πξνθχςνπλ θαηά ηε κεηαηφπηζε ηεο παξαγσγήο κεηαμχ ησλ πξντφλησλ (δει. 

π.ρ. νη ρεηξηζηέο εγθαηαζηάζεσλ γάιαθηνο πξέπεη λα αλαιάβνπλ ηηο δαπάλεο θαζαξηζκνχ 

θαηά ηε κεηαπήδεζε απφ ην ζνθνιαηέλην ζην άζπξν γάια). Οη ζηαζεξέο δαπάλεο κπνξνχλ 

λα δηακνξθσζνχλ ρξεζηκνπνηψληαο ηελ αθφινπζε κηθηή ζηξαηεγηθή δηαηχπσζεο αθέξαησλ 

αξηζκψλ:  

Έζησ:   Υ  ν αξηζκφο κνλάδσλ θαιήο παξαγσγήο  

             Τ δείρλεη κηα κεδέλ-έλα κεηαβιεηή πνπ δείρλεη εάλ πθίζηαληαη νη ζηαζεξέο δαπάλεο ή 

φρη  , 

            C δείρλεη ην αλά κνλάδα εηζφδεκα απφ ηελ παξαγσγή ηνπ „X‟ ,  

            F δείρλεη ην θνξνινγεκέλν θφζηνο πνπ αλαιακβάλεηαη θαηά ηελ παξαγσγή κηαο 

δηαθνξεηηθήο απφ ην κεδέλ πνζφηεηαο αλεμάξηεηα απφ ηηο πφζεο κνλάδεο παξάγνληαη 

           Μ δείρλεη έλαλ κεγάιν αξηζκφ. 

Ζ  παξαθάησ δηαηχπσζε απεηθνλίδεη απηφ ην πξφβιεκα: 

                                            Μax CX  -   FY 

      ππφ ηνλ φξν: 

                                                     X  -   MY   0 

                                                     X               0 

                                                                    Y   0 ή 1 

Δδψ, εάλ ην Υ=0 , ν πεξηνξηζκφο πνπ αθνξά ην Υ θαη ην Τ επηηξέπεη  ζην Τ λα είλαη 0 ή 1. 

Λακβάλνληαο ππφςε φηη F > 0 ηφηε ε αληηθεηκεληθή ιεηηνπξγία Τ ζα ήηαλ ίζε κε 0. Δληνχηνηο, 

φηαλ 0 < X# Μ, ηφηε ην Τ πξέπεη λα είλαη ίζν κε 1. ΢πλεπψο, νπνηνδήπνηε δηαθνξεηηθφ απφ ην 

κεδέλ επίπεδν παξαγσγήο γηα ην Υ αλαγθάδεη ην ζηαζεξφ θφζηνο (F) λα αλαιεθζεί. Ζ 

παξάκεηξνο Μ είλαη έλαο αλψηεξνο δεζκφο ζηελ παξαγσγή ηνπ Υ (έλα φξην ηθαλφηεηαο).  

Σν ζηαζεξφ θφζηνο ηεο επέλδπζεο εμνπιηζκνχ κπνξεί λα δηακνξθσζεί νκνίσο. Αο 

ππνζέζνπκε φηη θάπνηνο δηακνξθψλεη ηελ πηζαλή απφθηεζε αξθεηψλ δηαθνξεηηθψλ 

κεραλεκάησλ φισλ ηθαλψλ γηα ηνλ ίδην ζθνπφ.  

Αθφκε, αο ππνζέζνπκε φηη ην αλά κνλάδα θέξδνο είλαη αλεμάξηεην απφ ηηο κεραλέο πνπ 

ρξεζηκνπνηνχληαη, ε παξαγσγή απνζπληίζεηαη αλά κήλα θαη φηη ε κεληαία ρσξεηηθφηεηα θάζε 

κεραλήο είλαη γλσζηή. Απηφ ην πξφβιεκα απφθηεζεο θαη απφθαζεο ρξήζεο κπνξεί λα 

δηαηππσζεί φπσο: 

                                        Μax    -    

    ππφ ηνλ φξν: 

                                                    -       0  γηα θάζε m 

                                                    0,                0 ή 1  γηα θάζε k θαη m, 

Όπνπ m είλαη νη κήλεο , Κ νη κεραλέο, Cm είλαη ην θέξδνο πνπ ιακβάλεηαη απφ ηελ παξαγσγή 

ζην κήλα m,  είλαη ε πνζφηεηα πνπ παξάγεηαη ζην κήλα,  είλαη ην εηήζην ζηαζεξφ θφζηνο 

ηεο  κεραλήο,  είλαη κηα κεηαβιεηή κε ηηκέο 0 ή 1 πνπ δείρλεη αλ ε κεραλή είλαη 

αγνξαζκέλε ή φρη θαη  είλαη ε ρσξεηηθφηεηα ηεο  κεραλήο ζε   κήλα. 
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Ζ γεληθή κνξθνπνίεζε κεγηζηνπνηεί ηα εηήζηα ιεηηνπξγηθά νθέιε, ειαρηζηνπνηεί ηηο ζηαζεξέο 
δαπάλεο ππφ ηνλ φξν νη πεξηνξηζκνί λα επηηξέπνπλ ηελ παξαγσγή κφλν φηαλ αγνξαζηνχλ ηα 
κεραλήκαηα. Δπηηξέπεηαη ε αγνξά αξθεηψλ κεραλεκάησλ κε δηαθνξεηηθά ραξαθηεξηζηηθά 
ρσξεηηθφηεηαο. Απηή ε κνξθνπνίεζε επηηξέπεη ην  λα είλαη δηαθνξεηηθφ απφ ην κεδέλ κφλν 

φηαλ ηνπιάρηζηνλ έλα  δελ είλαη κεδέλ. Αθφκε, ηα κεραλήκαηα πξέπεη λα αγνξαζηνχλ κε ην 
ζηαζεξφ θφζηνο πνπ αλαιακβάλεηαη πξνηνχ λα ρξεζηκνπνηεζνχλ. Μφιηο αγνξαζηνχλ, θάζε 
κεραλή επηηξέπεη ηελ παξαγσγή κέρξη ηε ρσξεηηθφηεηα ηεο ζε θάζε έλαλ απφ ηνπο δψδεθα 
κήλεο. Απηή ε κνξθνπνίεζε επεμεγεί κηα ζχλδεζε κεηαμχ ηεο παξαγσγήο θαη ηεο αγνξάο 
κεραλεκάησλ (ηζνδχλακα αγνξά θαη ρξήζε ελφο θνκκαηηνχ ηνπ θχξηνπ εμνπιηζκνχ) κέζσ ηνπ 
πεξηνξηζκνχ ρσξεηηθφηεηαο. Κάπνηνο πξέπεη λα είλαη πξνζεθηηθφο γηα λα δηεπθξηλίζεη 
θαηάιιεια ηηο ζηαζεξέο δαπάλεο έηζη ψζηε  λα αληηπξνζσπεχνπλ ην θφζηνο αλά κεξίδα πνπ 
πθίζηαηαη θαηά ηε δηάξθεηα ηνπ ρξνληθνχ πιαηζίνπ ηνπ πξνηχπνπ. 

 

Οι λογικοί όροι 

Ο αθέξαηνο πξνγξακκαηηζκφο επηηξέπεη ηελ απεηθφληζε ησλ ινγηθψλ φξσλ. Μεξηθά 
παξαδείγκαηα είλαη: 

a) Τπφ φξνπο ρξήζε - κηα απνζήθε εκπνξεπκάησλ κπνξεί λα ρξεζηκνπνηεζεί κφλν εάλ 
θαηαζθεπάδεηαη.  

b) ΢πκπιεξσκαηηθά πξντφληα - εάλ έλα νπνηνδήπνηε πξντφλ Α παξάγεηαη, ηφηε κηα 
ειάρηζηε πνζφηεηα πξντφληνο Β ζα πξέπεη λα παξαρζεί.  

c) ΢πκπιεξσκαηηθή επέλδπζε – εάλ αγνξαζηεί κηα ζπγθεθξηκέλε θαηεγνξία 
εμνπιηζκνχ ηφηε κφλν έλαο ζπκπιεξσκαηηθφο εμνπιηζκφο κπνξεί λα απνθηεζεί.  

d)  Αιιεινπρία - ε ιεηηνπξγία Α πξέπεη λα έρεη νινθιεξσζεί πιήξσο πξνηνχ λα αξρίζεη 
ε ιεηηνπξγία Β.  

Όινη νη παξαπάλσ φξνη κπνξνχλ λα επηβιεζνχλ  ρξεζηκνπνηψληαο κηα κεηαβιεηή δεηθηψλ 

κεδέλ-έλα. Μηα κεηαβιεηή δεηθηψλ κπνξεί λα δείμεη εάλ έλα πνζφ είλαη κεδέλ ή δηαθνξεηηθφ 

απφ ην κεδέλ. Ζ κεηαβιεηή δεηθηψλ παίξλεη κηα ηηκή εάλ ην πνζφ είλαη δηαθνξεηηθφ απφ ην 

κεδέλ θαη εηδάιισο παίξλεη ηελ ηηκή κεδέλ. Μηα κεηαβιεηή δεηθηψλ επηβάιιεηαη 

ρξεζηκνπνηψληαο έλαλ πεξηνξηζκφ φπσο ηνλ αθφινπζν: 

 -  ΜΤ  0 

φπνπ ην Μ είλαη έλαο κεγάινο ζεηηθφο αξηζκφο, ην   απεηθνλίδεη κηα νκάδα ζπλερψλ 

κεηαβιεηψλ θαη ην Τ είλαη κηα κεηαβιεηή δεηθηψλ πνπ πεξηνξίδεηαη ζηηο ηηκέο 0 ή 1. Ζ 

κεηαβιεηή Τ δείρλεη εάλ ή φρη νπνηαδήπνηε απφ ηα X είλαη δηαθνξεηηθφ απφ ην κεδέλ κε Y= 1, 

εηδάιισο κεδέλ. Αμίδεη λα ζεκεησζεί φηη απηή ε κνξθνπνίεζε απαηηεί φηη ην Μ πξέπεη λα είλαη 

ηφζν κεγάιν φζν νπνηαδήπνηε ινγηθή αμία γηα ην πνζφ ησλ X.  

Οη κεηαβιεηέο δεηθηψλ κπνξνχλ λα ρξεζηκνπνηεζνχλ απφ πνιιέο απφςεηο. Παξαδείγκαηνο 
ράξηλ, αο ζεσξήζνπκε  έλα πξφβιεκα πνπ πεξηιακβάλεη δχν απνθιεηζηηθνχο παξαγσγνχο Υ 
θαη Ε. Έλα ηέηνην πξφβιεκα κπνξεί λα δηαηππσζεί ρξεζηκνπνηψληαο ηνπο πεξηνξηζκνχο: 

 

Υ        -    Μ                     0 

      Ε                  -  Μ        0 

                      +            1 

  Υ,    Ε                                  0 

                             ,              0  ή 1 

Δδψ, ην  δείρλεη εάλ ην Υ παξάγεηαη ή φρη, ελψ ην  δείρλεη εάλ ην Ε παξάγεηαη ή φρη. Ο 
ηξίηνο πεξηνξηζκφο  +  # 1, ζε ζπλδπαζκφ κε ην πεξηνξηζκφ φηη ηα ,  κπνξνχλ λα 

πάξνπλ ηηκέο 0 ή 1 , επηβάιινπλ ηελ ακνηβαία απνθιεηζηηθφηεηα. Καηά ζπλέπεηα, φηαλ  =1 
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ην Υ κπνξεί λα παξαρζεί ελψ ην Ε φρη. Οκνίσο φηαλ   = 1 ηφηε ην Υ=0 ελψ 0 # Ε # Μ. 
΢πλεπψο, είηε ην Υ είηε ην Ε κπνξεί λα παξαρζεί, αιιά φρη θαη ηα δχν. 

Ενεργοί περιορισμοί  

Πνιινί ηχπνη ινγηθψλ φξσλ κπνξνχλ λα δηακνξθσζνχλ ρξεζηκνπνηψληαο ηηο 
κεηαβιεηέο δεηθηψλ θαη ηελ ακνηβαία απνθιεηζηηθφηεηα. Αο ππνζέζνπκε φηη κφλν ν έλαο απφ 
ηνπο δχν πεξηνξηζκνχο πξφθεηηαη λα είλαη ελεξγνί, δει., 

 

είηε Υ <  

είηε  Υ <  

 

H κνξθνπνίεζε απηήο ηεο θαηάζηαζεο κπνξεί λα νινθιεξσζεί ρξεζηκνπνηψληαο ηε 
κεηαβιεηή Τ σο εμήο   

 

Υ  -    ΜΤ        

X   -  M(1-Y)   

      X ,      Y  = 0 ή 1 

 

 

Απηφ μαλαγξάθεηαη σο εμήο: 

Υ   -    ΜΤ   

           X  - M(1-Y)  

X     Y  = 0 ή 1 

Δδψ ην Μ είλαη έλαο κεγάινο ζεηηθφο αξηζκφο θαη ε κεηαβιεηή Τ θαζνξίδεη πνηα κεηαβιεηή 

είλαη ελεξγή. Όηαλ Τ=1 ν δεχηεξνο πεξηνξηζκφο είλαη ελεξγφο, ελψ ν πξψηνο πεξηνξηζκφο ην 

αθαηξεί απφ ηελ ελεξγφ εθηίκεζε. Αληηζέησο, φηαλ Τ = 0 ν πξψηνο πεξηνξηζκφο είλαη ελεξγφο. 

Αμοιβαία Αποκλειστικότητα  

Ζ αλσηέξσ κνξθνπνίεζε πεξηιακβάλεη έλα θνηλφ ηέρλαζκα γηα ηελ επηβνιή ηεο 

ακνηβαίαο απνθιεηζηηθφηεηαο. Ζ κνξθνπνίεζε ζα κπνξνχζε λα γξαθηεί σο εμήο: 

 

 Υ                                  

X                    -  Μ       

     

Υ    0,  ,               0  ή 1 

 

Δληνχηνηο, θάπνηνο κπνξεί λα ιχζεη σο πξνο  ζηνλ ηξίην πεξηνξηζκφ ζέηνληαο σο  =1 – 
. ΢ηε ζπλέρεηα, ε αληηθαηάζηαζε ζηηο πξψηεο δχν εμηζψζεηο δίλεη  

                                                           Υ –      Μ   

X – M(1- )  

 πνπ είλαη ε δηαηχπσζε αλσηέξσ. Δληνχηνηο, ν Williams (1978) δείρλεη φηη ε πηo εθηελήο 
κνξθνπνίεζε ζα ιπζεί γξεγνξφηεξα.  
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Πολλαπλάσιοι ενεργοί περιορισμοί  

Ζ κνξθνπνίεζε πεξηνξίδνληαο ηνλ αξηζκφ ησλ ελεξγψλ πεξηνξηζκψλ κπνξεί λα 
γεληθεπηεί ζηνπο ινγηθνχο φξνπο φπνπ P απφ ηνπο Κ πεξηνξηζκνχο είλαη ελεξγνί (P < Κ).  

 

Απηφ αληηπξνζσπεχεηαη απφ 

Υ   -  Μ    

X  -  M    

: 

: 

ΑΚΥ  - ΜΤΚ   

΢  = K-P 

X   

Όπνπ, Τ πξνζδηνξίδεη αλ ν πεξηνξηζκφο i είλαη ελεξγφο (Τi= 0) ή φρη (Τi =1).Ο ηειεπηαίνο 

πεξηνξηζκφο απαηηεί αθξηβψο Κ-Ρ απφ ηνπο Κ πεξηνξηζκνχο γηα λα είλαη αλελεξγφο, ζπλεπψο 

νη Ρ πεξηνξηζκνί είλαη ελεξγνί.  

Υπό όρους περιορισμοί 

Οη ινγηθνί πεξηνξηζκνί θαη νη κεηαβιεηέο δεηθηψλ είλαη ρξήζηκνη ζηελ ππφ φξνπο 

επηβνιή  πεξηνξηζκψλ. Παξαδείγκαηνο ράξηλ, νη κε κεδεληθέο ηηκέο ζηηο κεηαβιεηέο κηαο 

νκάδαο (X) κπνξνχλ λα ππνλνήζνπλ κε κεδεληθέο ηηκέο θαη γηα κηα άιιε νκάδα 

κεηαβιεηψλ(Τ). 

Απηφ κπνξεί λα κνξθνπνηεζεί σο εμήο: 

              -     MZ  

         -      RZ  

          ,   ,   Z  = 0 ή 1 

 Δδψ  είλαη ηα ζηνηρεία ηεο πξψηεο νκάδαο, Ε είλαη κηα κεηαβιεηή δεηθηψλ πνπ δείρλεη εάλ γ 

νπνηνδήπνηε  έρεη αγνξαζηεί ,  είλαη ηα ζηνηρεία ηεο δεχηεξεο νκάδαο θαη ην Μ είλαη έλαο 

κεγάινο αξηζκφο. Σν Ε κπνξεί λα είλαη κεδέλ κφλν εάλ φια ηα X είλαη 0 αιιηψο έρεη ηηκή 1. Σν 

ζχλνιν ησλ Y πξέπεη λα είλαη κεγαιχηεξν απφ ην R εάλ ν δείθηεο κεηαβιεηψλ Ε είλαη έλα. 

Τα ιδιαίτερα επίπεδα των πόρων 

Καηαζηάζεηο κπνξνχλ λα πξνθχςνπλ φηαλ νη κεηαβιεηέο πεξηνξίδνληαη απφ ηνπο 
ηδηαίηεξνπο φξνπο ησλ πφξσλ. Γηα παξαδείγκαηα, αο ππνζέζνπκε φηη έλα αγξφθηεκα έρεη ηξία 
ρσξάθηα. Οη αγξφηεο θπηεχνπλ ζπλήζσο ζε θάζε ρσξάθη κία ζπγθεθξηκέλε ζπγθνκηδή. 
΢πλεπψο, κηα θαηάζηαζε  κπνξεί λα απαηηήζεη λα θπηεπηνχλ ζπγθνκηδέο ζε εθηάζεηο 
ζχκθσλα κε ηελ νπνία έλα νιφθιεξν ρσξάθη ζα θπηεπηεί κε κία θαιιηέξγεηα. Απηφο ν 
πεξηνξηζκφο κπνξεί λα επηβιεζεί ρξεζηκνπνηψληαο ηηο κεηαβιεηέο δεηθηψλ. Αο ππνζέζνπκε 
φηη ππάξρνπλ 3 ρσξάθηα ζε δηαθνξεηηθά κεγέζε , ,  θαζέλα απφ ηα νπνία πξέπεη λα είλαη 
δηαζέζηκα είηε γηα ηε ζπγθνκηδή 1 ( ) είηε γηα ηε ζπγθνκηδή 2 ( ). Οη πεξηνξηζκνί πνπ 
επηβάιινπλ έλαλ ηέηνην φξν είλαη: 

   -         -      -    =  0 

          -     (1- )  - (1- )  -  (1- ) = 0 

ή 

          +    +   +     =   +  +  
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 ,   = 0 ή 1  γηα θάζε k θαη i 

H κεηαβιεηή  δείρλεη εάλ ζην ρσξάθη i έρεη θπηεπηεί ε θαιιηέξγεηα 1 ( =1) ή ε θαιιηέξγεηα 2 
( =0). Oη  κεηαβιεηέο είλαη ίζεο κε ηε ζπλνιηθή επηθάλεηα ηεο θαιιηέξγεηαο i πνπ θπηεχεηαη.  

Όηαλ =1 θαη , =0 ηφηε ε επηθάλεηα ηεο θαιιηέξγεηαο 1 ( ) ζα είλαη ίζε κε  ελψ ε 

επηθάλεηα ηεο θαιιηέξγεηαο 2 ( ) ζα είλαη ίζε κε + . Οη ηδηαίηεξεο κεηαβιεηέο δηαζθαιίδνπλ 
φηη νη ηνκείο νξίδνληαη κε έλαλ ακνηβαίσο απνθιεηζηηθφ ηξφπν δηαηχπσζεο. 

Ευδιάκριτες μεταβλητές τιμές  

  Οη θαηαζηάζεηο απαηηνχλ φηη νη κεηαβιεηέο απφθαζεο εθζέηνπλ κφλν νξηζκέλεο 
επδηάθξηηεο ηηκέο (δει., κηα κεηαβιεηή πνπ πεξηνξίδεηαη λα είλαη ίζε κε 2, 4, ή 12). Απηφ 
κπνξεί λα δηαηππσζεί κε δχν ηξφπνπο. Πξψηα, αλ ε κεηαβιεηή κπνξεί λα πάξεη ηηο 
επδηάθξηηεο ηηκέο πνπ δελ εθζέηνπλ θαλέλα ηδηαίηεξν ζρέδην ηφηε: 

Υ  -     -    -      =  0 

                +     +        =  1 

                                                  X   ,    Y = 0 ή 1 

Δδψ, ε κεηαβιεηή Υ κπνξεί λα πάξεη είηε ηελ ηδηαίηεξε αμία , , ή , φπνπ  κπνξεί λα 
είλαη νπνηνζδήπνηε πξαγκαηηθφο αξηζκφο. O δεχηεξνο πεξηνξηζκφο επηβάιεη ακνηβαία 
απνθιεηζηηθφηεηα πεξηνξηζκνχ κεηαμχ ησλ επηηξεπφκελσλ ηηκψλ. Απφ ηελ άιιε πιεπξά εάλ 
νη ηηκέο πέζνπλ κεηαμχ δχν νξίσλ θαη ρσξίδνληαη απφ έλα ζηαζεξφ δηάζηεκα, ηφηε είλαη 
εθαξκφζηκε κηα δηαθνξεηηθή δηαηχπσζε. Ζ κνξθνπνίεζε πνπ ρξεζηκνπνηείηαη εμαξηάηαη απφ 
ην αλ ρξεζηκνπνηνχληαη κεηαβιεηέο  πνπ παίξλνπλ ηηκέο 0,1 ή αθέξαησλ αξηζκψλ. Όηαλ 
ρξεζηκνπνηνχκε κεηαβιεηέο κεδέλ-έλα, ηφηε μεθηλάκε λα αζρνινχκαζηε κε κία  δπαδηθή 
επέθηαζε. Αλ γηα παξάδεηγκα ην Υ είλαη πεξηνξηζκέλν λα θπκαίλεηαη κεηαμχ ηνπ 5 θαη ηνπ 20 ν 
ηχπνο ζα δηαηππσζεί σο εμήο : 

Υ   -      -  2   -  4   -  8   =  5 

                                                Υ ,   = 0 ή 1 

Δδψ θάζε  είλαη κηα κεδέλ-έλα κεηαβιεηή δεηθηψλ θαη ην Υ είλαη κηα ζπλερήο κεηαβιεηή, 

αιιά ζηε ιχζε, ην Υ ζα είλαη ίζν κε κηα αθέξαηα ηηκή. Όηαλ φια ηα   είλαη ίζα κε ην  κεδέλ, 

ηφηε ην Υ = 5. Δάλ ην = =1 ηφηε Υ =15. Μέζσ απηήο ηεο αληηπξνζψπεπζεο, νπνηαδήπνηε 
αμία αθέξαησλ αξηζκψλ ηνπ Υ κεηαμχ 5 θαη 20 κπνξεί λα εκθαληζηεί. Γεληθά, κέζσ ηεο ρξήζεο  
Ν κεηαβιεηψλ κεδέλ-έλα, νπνηαδήπνηε αμία αθέξαησλ αξηζκψλ κεηαμχ ηεο δεμηάο πιεπξάο 
θαη ηεο δεμηάο πιεπξάο   αληηπξνζσπεχεηαη.  

΢πλεπψο ν πεξηνξηζκφο  Υ  -  = a 

 πεξηνξίδεη ην Υ γηα λα είλαη νπνηνζδήπνηε αθέξαηνο αξηζκφο κεηαμχ ηνπ α θαη a+ - 1. Απηή 

ε δηαηχπσζε επηηξέπεη ηε κνληεινπνίεζε ησλ γεληθψλ αθέξαησλ ηηκψλ θαηά ηε ρξήζε ελφο 

κεδέλ-έλα αιγνξίζκνπ αθέξαηνπ πξνγξακκαηηζκνχ. 

 

Μη γραμμικές αντιπροσωπεύσεις  

Μηα άιιε ρξήζε ηνπ αθέξαηνπ πξνγξακκαηηζκνχ πεξηιακβάλεη ηελ αληηπξνζψπεπζε 

ηνπ πνιιαπιαζηαζκνχ ησλ κεηαβιεηψλ κεδέλ-έλα. Έλαο φξνο πνπ πεξηιακβάλεη ην πξντφλ 

δχν κεηαβιεηψλ κεδέλ-έλα ζα είλαη ίζνο κε 1 φηαλ θαη νη δχν αθέξαηεο κεηαβιεηέο είλαη ίζεο 

κε ην έλα ή ην κεδέλ. Αο ππνζέζνπκε φηη ην Ε είλαη ίζν κε ην πξντφλ δχν κεδέλ-έλα 

κεηαβιεηψλ  θαη , 

Ε =  

Μπνξνχκε λα αληηθαηαζηήζνπκε απηφλ ηνλ φξν κε ην λα εηζάγνπκε έλα Ε σο κία κεηαβιεηή 
κεδέλ-έλα σο εμήο: 

                                                         -Ε  +    +     
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                               2Ε  -     -      

                                                           Ε,     ,        = 0  ή 1 

 

Ο πξψηνο πεξηνξηζκφο απαηηεί φηη ην Z +1 είλαη κεγαιχηεξν ή ίζν κε   + . ΢πλεπψο, ην Ε 

αλαγθάδεηαη λα είλαη ίζν κε ην 1 εάλ ηα  θαη   είλαη ίζα κε 1. Ο δεχηεξνο πεξηνξηζκφο 

απαηηεί ην 2Z λα είλαη ιηγφηεξν ή ίζν κε  + . Απηφ επηηξέπεη ζην Ε λα είλαη δηαθνξεηηθφ 

απφ ην κεδέλ κφλν φηαλ θαη  θαη  είλαη ίζα κε ην 1. Άξα, ην Ε ζα είλαη ίζν κε κεδέλ εάλ 

θαζεκία απφ ηηο κεηαβιεηέο είλαη ίζε κε κεδέλ θαη ζα είλαη ίζν κε 1 φηαλ θαη  θαη  είλαη ίζα 

κε έλα. Βέβαηα κπνξεί λα κε ρξεηαζηνχκε θαη ηνπο δχν πεξηνξηζκνχο, παξαδείγκαηνο ράξηλ, 

φηαλ εκθαλίδεηαη ην Ε κε ηηο ζεηηθέο ηηκέο ζε κία ζπλάξηεζε αληηθεηκεληθήο κεγηζηνπνίεζεο 

θέξδνπο, ηφηε ν πξψηνο πεξηνξηζκφο κπνξεί λα παξαβιεθζεί, αλ θαη φπσο ζα δνχκε 

αξγφηεξα είλαη ζεκαληηθφ λα ππάξρνπλ πνιινί πεξηνξηζκνί θαηά ηελ εθαξκνγή ηνπ αθέξαηνπ 

πξνγξακκαηηζκνχ.  

H προσέγγιση των μη γραμμικών λειτουργιών  

Ο αθέξαηνο πξνγξακκαηηζκφο είλαη ρξήζηκνο γηα ηηο κε γξακκηθέο ιεηηνπξγίεο, νη 

νπνίεο δελ κπνξνχλ λα πξνζεγγηζηνχλ κε ην γξακκηθφ πξνγξακκαηηζκφ δει., ηηο ιεηηνπξγίεο 

κε ην απμαλφκελν αζήκαλην εηζφδεκα ή ηε κεησκέλε πξφζζεηε δαπάλε. (Οη πξνζεγγίζεηο 

βεκάησλ LP δελ κπνξνχλ λα ην πξνζεγγίζνπλ επαξθψο ∙ε αληηθεηκεληθή ιεηηνπξγία δελ είλαη 

θνίιε.) Μπνξνχκε λα δηαηππψζνπκε έλαλ  αθέξαην πξνγξακκαηηζκφ ν νπνίνο λα απαηηεί ηα 

πξνζεγγίζηκα ζεκεία  λα είλαη παξαθείκελα θάλνληαο ηελ εξγαζία ιήμεο θαηάιιειε. Δάλ 

θάπνηνο έρεη ηέζζεξηο κεηαβιεηέο βεκάησλ, έλαο πεξηνξηζκφο γεηηλίαζεο κπνξεί λα επηβιεζεί 

σο εμήο : 

       +      +     +                                                                  = 1 

                                           -                                                       

                                                       -                                           

                                                                    -                              

                                                                                    -              

                                                   +      +        +                       

                                                               +                               

                                                                            +                    

                                                                            +                      

                                          =   0 ή 1 

Σα ι (8) είλαη νη κεηαβιεηέο βεκάησλ πξνζέγγηζεο. Σα  είλαη κεηαβιεηέο δεηθηψλ πνπ 
δείρλνπλ εάλ κηα ηδηαίηεξε κεηαβιεηή βεκάησλ είλαη δηαθνξεηηθή απφ ην κεδέλ. Ο πξψηνο 
πεξηνξηζκφο πνπ πεξηέρεη ην  κέζσ ηνπ  δελ επηηξέπεη παξαπάλσ απφ δχν κε κεδεληθέο 
κεηαβιεηέο βεκάησλ. Τπάξρεη επίζεο έλαο δεχηεξνο ηχπνο κε γξακκηθήο πξνζέγγηζεο πνπ 
ρξεζηκνπνηεί ηηο κεηαβιεηέο κεδέλ-έλα.  

Στρογγυλοποίηση 

Ζ ζηξνγγπινπνίεζε είλαη ε πηo αθειήο πξνζέγγηζε ζηε ιχζε ελφο πξνβιήκαηνο 
αθέξαηνπ πξνγξακκαηηζκνχ. Ζ πξνζέγγηζε ζηξνγγπινπνίεζεο πεξηιακβάλεη ηε ιχζε ηνπ 
πξνβιήκαηνο σο έλα LP πξφβιεκα πνπ αθνινπζείηαη απφ κηα πξνζπάζεηα λα 
ζηξνγγπινπνηεζεί ε ιχζε ζε έλαλ αθέξαην αξηζκφ ή κε: α) ηε ξίςε φισλ ησλ θιαζκαηηθψλ 
κεξψλ ή β) ςάρλνληαο έμσ ηηο ηθαλνπνηεηηθέο ιχζεηο φπνπ νη κεηαβιεηέο ηηκέο 
πξνζαξκφδνληαη ζηηο θνληηλέο κεγαιχηεξεο ή κηθξφηεξεο ηηκέο αθέξαησλ αξηζκψλ. Ζ 
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ζηξνγγπινπνίεζε είλαη πηζαλψο ε πην θνηλή πξνζέγγηζε ζηελ επίιπζε ησλ πξνβιεκάησλ 
αθέξαηνπ πξνγξακκαηηζκνχ. Σα πεξηζζφηεξα LP πξνβιήκαηα πεξηιακβάλνπλ κεηαβιεηέο κε 
θιαζκαηηθέο ηηκέο ιχζεσλ πνπ ζηε πξαγκαηηθφηεηα είλαη αθέξαηνο αξηζκφο. Οη θιαζκαηηθνί 
φξνη ζηηο ιχζεηο δελ έρνπλ αθξηβέο λφεκα, αιιά είλαη κεξηθέο θνξέο απνδεθηνί εάλ ε 
ζηξνγγπινπνίεζε εηζάγεη κηα πνιχ κηθξή αιιαγή ζηελ αμία ηεο κεηαβιεηήο (δει. 
ζηξνγγπινπνηψληαο ην 1003421,1 ζε 1003421 ή αθφκα θαη ην 1003420 είλαη πηζαλψο 
απνδεθηφ). 

Τπάξρεη, εληνχηνηο, κηα ζεκαληηθή δπζθνιία κε ηε ζηξνγγπινπνίεζε. Αο ζεσξήζνπκε ην 
παξαθάησ παξάδεηγκα φπσο δίλεηαη κε ηε γξαθηθή παξάζηαζε ζηελ εηθφλα 1  :  

                          -      7      ≤  -22,5 

                          +   10     ≤  54  

                      ,                ≥   0   θαη αθέξαηνο 

  

Εικόνα 1 Γραφική παράςταςη των εφικτών ςημείων  ακεραίων αριθμών 

 ΢ε απηφ ην πξφβιεκα ε ζηξνγγπινπνίεζε ζα παξάγεη κηα ιχζε έμσ απφ ηελ εθηθηή πεξηνρή. 
Γεληθά, ε ζηξνγγπινπνίεζε είλαη ζπρλά πξαθηηθή, αιιά πξέπεη λα ρξεζηκνπνηεζεί κε 
πξνζνρή. Κάπνηνο πξέπεη λα ζπγθξίλεη ηηο ζηξνγγπινπνηεκέλεο θαη απεξηφξηζηεο ιχζεηο γηα 
λα δεη εάλ κεηά απφ ηε ζηξνγγπινπνίεζε: α) νη πεξηνξηζκνί ηθαλνπνηνχλ επαξθψο) θαη β) εάλ 
ε δηαθνξά κεηαμχ ηνπ βέιηηζηνπ LP θαη ηεο ζέζεο πνπ ζηξνγγπινπνηνχλ ηελ αληηθεηκεληθή 
αμία ιεηηνπξγίαο είλαη εχινγα κηθξή. Αλ ζπκβαίλεη απηφ ν αθέξαηνο πξνγξακκαηηζκφο δελ είλαη 
νηθνλνκηθψο απνδνηηθφο θαη ε ζηξνγγπινπνηεκέλε ιχζε κπνξεί λα ρξεζηκνπνηεζεί. Απφ ηελ 
άιιε πιεπξά, εάλ θάπνηνο βξίζθεη ηελ αληηθεηκεληθή ιεηηνπξγία λα έρεη αιιάμεη ή ηνπο 
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πεξηνξηζκνχο λα παξαβηάζηεθαλ απφ κηα πξαγκαηηθή άπνςε, ηφηε κηα επίζεκε άζθεζε 
αθέξαηνπ πξνγξακκαηηζκνχ πξέπεη λα αλαιεθζεί.  

 

Ο αλγόριθμος Cutting planes  

Οη πξψηνη επίζεκνη αιγφξηζκνη αθέξαηνπ πξνγξακκαηηζκνχ πεξηιάκβαλαλ ηελ έλλνηα 
ησλ cutting-planes. Σα cutting-planes αθαηξνχλ κέξνο ηεο εθηθηήο πεξηνρήο ρσξίο λα 
αθαηξνχλ ηα ζεκεία ιχζεο αθέξαησλ αξηζκψλ. Ζ βαζηθή ηδέα πίζσ απφ έλα cutting-plane 
είλαη φηη ην βέιηηζην ζεκείν αθέξαησλ αξηζκψλ είλαη θνληά ζηε βέιηηζηε ιχζε LP, αιιά δελ 
πέθηεη ζηε δηαηνκή ηνπ πεξηνξηζκνχ νπφηε πξέπεη λα επηβιεζνχλ πξφζζεηνη πεξηνξηζκνί. 
΢πλεπψο, νη πεξηνξηζκνί πξνζηίζεληαη γηα λα αλαγθάζνπλ ηε κε αθέξαηα LP ιχζε λα είλαη 
αλέθηθηε, ρσξίο ηελ εμάιεηςε νπνησλδήπνηε ιχζεσλ αθέξαησλ αξηζκψλ. Απηφ γίλεηαη κε ηελ 
πξνζζήθε ελφο πεξηνξηζκνχ πνπ αλαγθάδεη ηηο κε βαζηθέο κεηαβιεηέο λα είλαη κεγαιχηεξεο 
απφ κηα κηθξή δηαθνξεηηθή κε κεδεληθή αμία. Αο εμεηάζνπκε ην αθφινπζν πξφγξακκα 
αθέξαησλ αξηζκψλ: 

Μεγηζηνπνίεζε    

                            

                           3   +   2   ≤   16 

                           ,          ≥ 0   θαη αθέξαηνο 

Ζ βέιηηζηε εηθφλα ιχζεο LP είλαη : 

                                                         b 

                   obj      1.4      1        0         0 

                           1        0      0.6      -0.4      3.2 

                           0        1      -0.4      0.6      3.2 

                      0         0      0.2      0.2     6.4 

 

Όπνπ έρεη = =3.2 πνπ είλαη κε αθέξαηνο. Σν απινχζηεξν cutting-plane ζα ήηαλ λα 
απαηηεζεί ην πνζφ ησλ κε βαζηθψλ κεηαβιεηψλ λα είλαη κεγαιχηεξν ή ίζν κε ην θιαζκαηηθφ 
κέξνο θάπνηαο απφ ηηο κεηαβιεηέο. ΢πγθεθξηκέλα, ε παξαγσγή ελφο απφ ηε ζεηξά φπνπ ην  
είλαη βαζηθφ επηηξέπεη λα πξνζηεζεί έλαο πεξηνξηζκφο πνπ απαηηείηαη ψζηε 0.6  - 0.4 

.  Ο αιγφξηζκφο cutting-plane ζπλερψο πξνζζέηεη ηέηνηνπο πεξηνξηζκνχο κέρξη λα 
βξεζεί κία αθέξαηα ιχζε. 

 Πνιιέο πεξηζζφηεξεο θαζαξηζκέλεο πεξηθνπέο (cuts) έρνπλ αλαπηπρζεί. Σν δήηεκα είλαη 
πψο ζα δηακνξθσζεί ν πεξηνξηζκφο πεξηθνπψλ. Σέηνηεο κέζνδνη εκθαλίδνληαη απφ ηνλ 
Gomory (1958,1960,1963) 

Γηάθνξα ζεκεία πξέπεη λα γίλνπλ γηα ηηο πξνζεγγίζεηο ησλ cutting-planes. Δίλαη πηζαλφ λα 
απαηηεζνχλ πνιιέο πεξηθνπέο γηα λα ιάβνπλ κηα ιχζε αθέξαησλ αξηζκψλ. Παξαδείγκαηνο 
ράξηλ, ν Beale (1977) αλαθέξεη φηη ζπρλά απαηηείηαη έλαο κεγάινο αξηζκφο πεξηθνπψλ (ζηελ 
πξαγκαηηθφηεηα ζπρλά απαηηνχληαη πεξηζζφηεξνη απφ φηη κπνξεί λα δηαηεζνχλ). Γεχηεξνλ, ε 
πξψηε ιχζε αθέξαησλ αξηζκψλ είλαη ε βέιηηζηε ιχζε. Απηή ε ιχζε αλαθαιχπηεηαη κφλν 
αθφηνπ έρνπλ πξνζηεζεί αξθεηέο πεξηθνπέο γηα λα παξάγνπλ κηα ιχζε αθέξαησλ αξηζκψλ. 
΢πλεπψο, εάλ  ε ιχζε ηνπ αιγνξίζκνπ μεκείλεη απφ ην ρξφλν ή ην ρψξν, ηφηε αθήλεηαη ρσξίο 
απνδεθηή  ιχζε (απηφ είλαη ζπρλή πεξίπησζε). Σξίηνλ, ιακβάλνληαο ππφςε ηε ζπγθξηηηθή 
απφδνζε έλαληη άιισλ αιγνξίζκσλ, νη πξνζεγγίζεηο cutting-planeο  δελ είλαη ηφζν δεκνθηιείο 
(Beale, 1977). 
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Αλγόριθμος περιορισμού και διακλάδωσης (Branch and 

Bound) 

H δεχηεξε πξνζέγγηζε ιχζεο πνπ αλαπηχζζεηαη είλαη ν αιγφξηζκνο πεξηνξηζκνχ θαη 
δηαθιάδσζεο (Branch and Bound). Ο αιγφξηζκνο πεξηνξηζκνχ θαη δηαθιάδσζεο, πνπ 
πξσηνεκθαλίζηεθε απφ ηνπο Land θαη Doig, αθνινπζεί κία ζηξαηεγηθή ηνπ „δηαίξεη θαη 
βαζίιεπε‟. Ο αιγφξηζκνο μεθηλάεη κε κηα ιχζε LP θαη επηβάιιεη, επίζεο, πεξηνξηζκνχο γηα λα 
αλαγθάζνπλ ηε ιχζε LP λα γίλεη κηα ιχζε αθέξαησλ αξηζκψλ, φπσο ηα cutting-planes. 
Δληνχηνηο, νη πεξηνξηζκνί  ηνπ αιγφξηζκνπ ηνπ πεξηνξηζκνχ θαη δηαθιάδσζεο είλαη ηα 
αλψηεξα θαη ηα θαηψηεξα φξηα ησλ κεηαβιεηψλ. Λακβάλνληαο ππφςε κία κε αθέξαηα 
πξναηξεηηθή ιχζε γηα ην αλσηέξσ παξάδεηγκα (δει., = 3.2), ν αιγφξηζκνο πεξηνξηζκνχ θαη 

δηαθιάδσζεο  επηβάιιεη πεξηνξηζκνχο πνπ απαηηνχλ απφ ην  λα είλαη ίζν ή θάησ απφ ηηο 

παξαθείκελεο ηηκέο αθέξαησλ αξηζκψλ γχξσ απφ ην 3.2 π.ρ. # 3 θαη .Απηφ νδεγεί ζε 
δχν δηαζπψκελα πξνβιήκαηα π.ρ. 

  

                                     Καη  

 

  

H δηαδηθαζία ιχζεο ηνπ αιγφξηζκνπ πεξηνξηζκνχ θαη δηαθιάδσζεο δεκηνπξγεί δχν 
πξνβιήκαηα (branches) κεηά απφ θάζε ιχζε LP. Κάζε πξφβιεκα απνθιείεη ηελ αλεπηζχκεηε  
κε αθέξαηα ιχζε, δηακνξθψλνληαο έλα φιν απμαλφκελν θαη πεξηνξηζκέλν LP πξφβιεκα. 
Τπάξρνπλ δηάθνξεο απνθάζεηο πνπ απαηηνχληαη. Κάπνηνο πξέπεη λα απνθαζίζεη πνηα 
κεηαβιεηή ηνπ θιάδνπ θαη πνην πξφβιεκα ζα ιχζεη. Όηαλ ην έλα ιχλεη έλα ηδηαίηεξν 
πξφβιεκα ην άιιν κπνξεί λα βξεη κηα ιχζε αθέξαησλ αξηζκψλ. Δληνχηνηο, θάπνηνο δελ 
κπνξεί λα είλαη ζίγνπξνο φηη είλαη ην βέιηηζην έσο φηνπ εμεηαζηνχλ φια ηα πξνβιήκαηα. Σα 
πξνβιήκαηα κπνξνχλ λα εμεηαζηνχλ ζησπεξά ή αλαιπηηθά. Ζ κεγηζηνπνίεζε πξνβιεκάησλ 
ζα εθζέζεη ηηο κεησκέλεο αληηθεηκεληθέο ηηκέο ιεηηνπξγίαο φπνηε νη πξφζζεηνη πεξηνξηζκνί 
πξνζηίζεληαη. ΢πλεπψο, ιακβάλνληαο ππφςε φηη έρεη βξεζεί κία εθηθηή αθέξαηα ιχζε, 
νπνηαδήπνηε ιχζε, αθέξαηα ή κε κε κηθξφηεξε αληηθεηκεληθή αμία ιεηηνπξγίαο δε κπνξεί λα 
είλαη βέιηηζηε, νχηε κπνξεί λα δηαθιαδσζεί ζε νπνηνδήπνηε πξφβιεκα πξηλ δνζεί θαιχηεξε 
ιχζε απφ ηελ ήδε ππάξρνπζα (θαζψο ε αληηθεηκεληθή ιεηηνπξγία κφλν ζα κεηψλεηαη). Άξα, ε 
θαιχηεξε ιχζε αθέξαησλ αξηζκψλ πνπ βξίζθεηαη ζε νπνηνδήπνηε ζηάδην ηνπ αιγνξίζκνπ 
παξέρεη έλαλ πεξηνξηζκφ πνπ νξηνζεηεί ηα πξνβιήκαηα (θιάδνη) πνπ αλαδεηνχληαη. Ο δεζκφο 
ελεκεξψλεηαη ζπλερψο φηαλ βξίζθνληαη θαιχηεξεο ιχζεηο αθέξαησλ αξηζκψλ. 

Σα πξνβιήκαηα πνπ παξάγνληαη ζε θάζε ζηάδην δηαθέξνπλ απφ ην αξρηθφ πξφβιεκα κφλν 
ζηα φξηα ησλ κεηαβιεηψλ ησλ αθεξαίσλ αξηζκψλ. Έλαο αιγφξηζκνο αθέξαηνπ 
πξνγξακκαηηζκνχ πνπ κπνξεί λα ρεηξηζηεί ηηο ζπλδεδεκέλεο αιιαγέο, κπνξεί εχθνια λα 
πξαγκαηνπνηήζεη ηνπο ππνινγηζκνχο πεξηνξηζκνχ θαη δηαθιάδσζεο. H πξνζέγγηζε 
πεξηνξηζκνχ θαη δηαθιάδσζεο είλαη ε πην ζπρλά ρξεζηκνπνηεκέλε ιχζε αθέξαηνπ 
πξνγξακκαηηζκνχ αιγφξηζκνπ γεληθνχ ζθνπνχ (Beale,1977 Lawler θαη Wood). Δθαξκφδεηαη 
ζε πνιινχο θψδηθεο (π.ρ., OSL, LAMPS θαη LINDO) ζπκπεξηιακβαλνκέλσλ θαη ησλ 
δηεπαθψλ κε GAMS. Δληνχηνηο, ε ρξήζε ηεο κπνξεί λα είλαη αθξηβή. Οη αιγφξηζκνη παξάγνπλ 
ελδηάκεζεο ιχζεηο πνπ είλαη εθαξκφζηκεο αλ θαη κε βέιηηζηεο. ΢πρλά ν αιγφξηζκνο 
πεξηνξηζκνχ θαη δηαθιάδσζεο  ζα θηάζεη θνληά ζηηο βέιηηζηεο ιχζεηο  αιιά  ζα μνδέςεη πνιχ 
ρξφλν ειέγρνληαο ηε βειηηζηνπνίεζε. Οη ηηκέο ζθηψλ απφ ηνλ αιγφξηζκν κπνξνχλ λα είλαη 
παξαπιαλεηηθέο, δεδνκέλνπ φηη πεξηιακβάλνπλ ηηκέο ζθηψλ ησλ νξηνζεηεκέλσλ 
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πεξηνξηζκψλ. Μία εμεηδηθεπκέλε κνξθή αιγνξίζκνπ πεξηνξηζκνχ θαη δηαθιάδσζεο γηα 0-1 
πξνγξακκαηηζκφ αλαπηχρζεθε απφ ηνλ Balas. Απηφο ν αιγφξηζκνο νλνκάδεηαη ππνλννχκελε 
απαξίζκεζε. Απηή ε κέζνδνο έρεη επεθηαζεί θαη ζηε κηθηή πεξίπησζε αθέξαησλ αξηζκψλ, 
φπσο ζηε LINDO (Schrage, 1981).  

 

Lagrangian relaxation 

H Lagrangian relaxation (Geoffrion (1974), Fisher (1981 ,1985)) είλαη έλαο άιινο 
ηνκέαο ηεο αιγνξηζκηθήο αλάπηπμεο ηνπ αθέξαηνπ πξνγξακκαηηζκνχ. Ζ Lagrangian relaxation 
αλαθέξεηαη ζε κηα δηαδηθαζία, ζηελ νπνία κεξηθνί απφ ηνπο πεξηνξηζκνχο είλαη ραιαξσκέλνη 
ζηελ αληηθεηκεληθή ιεηηνπξγία πνπ ρξεζηκνπνηεί κηα πξνζέγγηζε πνπ παξαθηλείηαη απφ ηνπο 
Lagrangian πνιιαπιαζηαζηέο. Σν βαζηθφ Lagrangian relaxation πξφβιεκα γηα ην κηθηφ 
πξφγξακκα αθέξαησλ αξηζκψλ  

Μεγηζηνπνίεζε    CX +  FY 

                             AX + GY   

                             DX + HY   

                               X  ,   Y   θαη αθέξαηνη, 

                 

 πεξηιακβάλεη ηελ αλαθάιπςε ελφο ζπλφινπ πνιιαπιαζηαζηψλ Lagrange γηα κεξηθνχο 
πεξηνξηζκνχο θαη ηε ραιάξσζε ηνπ ζχλνιν πεξηνξηζκψλ ζηελ αληηθεηκεληθή ιεηηνπξγία. 
Γεδνκέλνπ φηη επηιέγνπκε λα ραιαξψζνπκε ηνπο δεχηεξνπο θαζνξηζκέλνπο πεξηνξηζκνχο 
ρξεζηκνπνηψληαο lagrange πνιιαπιαζηαζηέο (8) ην πξφβιεκα γίλεηαη :  

Μεγηζηνπνίεζε   CX +  FY    - ι(DH+ HY - e) 

                           AX + GY                                

                            X  ,                           Y   θαη αθέξαηνη, 

Ζ θχξηα ηδέα είλαη λα αθαηξεζνχλ νη δχζθνινη πεξηνξηζκνί απφ ην πξφβιεκα έηζη ψζηε ηα 

πξνγξάκκαηα αθέξαησλ αξηζκψλ λα είλαη πνιχ πην εχθνια λα ιπζνχλ. Σα πξνβιήκαηα 

αθέξαηνπ πξνγξακκαηηζκνχ κε ηηο δνκέο ,φπσο απηέο ηνπ πξνβιήκαηνο κεηαθνξψλ, 

κπνξνχλ λα ιπζνχλ άκεζα κε LP. Σν ηέρλαζκα είλαη λα επηιερηεί λα ραιαξψζεη ν ζσζηφο 

πεξηνξηζκφο θαη λα αλαπηπρζνχλ νη ηηκέο γηα ηνπο lagrange πνιιαπιαζηαζηέο ( ) πνπ 

νδεγνχλ ζηελ θαηάιιειε ιχζε. Ζ Lagrangian ραιάξσζε έρεη ρξεζηκνπνηεζεί ζε δχν 

ηνπνζεηήζεηο: 1) γηα λα βειηησζεί ε απφδνζε ησλ νξίσλ ζε ιχζεηο θαη 2) γηα λα αλαπηπρζνχλ 

ιχζεηο πνπ κπνξνχλ λα ξπζκηζηνχλ άκεζα ή κέζσ heuristics έηζη ψζηε λα είλαη εθηθηνί ζην 

γεληθφ πξφβιεκα (Fisher(1981 - 1985)). Έλα ζεκαληηθφ Lagrangian απνηέιεζκα ραιάξσζεο 

είλαη φηη ην ραιαξσκέλν πξφβιεκα παξέρεη έλα αλψηεξν φξην ζηε ιχζε ηνπ αλεμάξηεηνπ 

πξνβιήκαηνο ζε νπνηνδήπνηε ζηάδην. Ζ Lagrangian ραιάξσζε ρξεζηκνπνηείηαη θπξίσο 

ζηνπο αιγνξίζκνπο πεξηνξηζκνχ θαη δηαθιάδσζεο (branch θαη bound) γηα λα παξάγεη ηα 

αλψηεξα φξηα γηα έλα πξφβιεκα πξνθεηκέλνπ λα δνχκε εάλ ε πεξαηηέξσ δηάζρηζε είλαη 

ζεκαληηθή.   

Ζ Lagrangian Relaxation έρεη εθαξκνζηεί εθηελψο. Έρνπλ ππάξμεη κειέηεο ηνπ δηαθηλνχκελνπ 

πξνβιήκαηνο πσιεηψλ (Bazaraa θαη Goode), ζπζηεκάησλ ειεθηξηθήο παξαγσγήο 

(Muckstadt θαη Koenigl), εμνπζηνδνηεκέλνπ πξνβιήκαηνο ζέζεο (Cornuejols), 

εμνπζηνδνηεκέλνπ πξνβιήκαηνο δπλαηφηεηαο ζέζεο (Goodwin θαη McBride) θαη γεληθεπκέλα 

πξνβιήκαηα αλάζεζεο (Ross θαη Soland).  Αθφκε νη Fisher (1981, 1985) θαη Shapiro (1979) 

παξνπζηάδνπλ δηάθνξα εξεπλεηηθά άξζξα.  
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Ο αλγόριθμος Benders Decomposition 

Έλαο άιινο αιγφξηζκνο γηα ηνλ αθέξαην πξνγξακκαηηζκφ θαιείηαη benders 
decomposition. Απηφο ν αιγφξηζκνο ιχλεη ηα κηθηά πξνγξάκκαηα αθέξαησλ αξηζκψλ κέζσ ηεο 
δνκηθήο εθκεηάιιεπζεο. Οη Benders αλέπηπμαλ ηε δηαδηθαζία, γη‟απηφ έθηνηε έρεη πάξεη απηφ 
ην φλνκα, ε νπνία απνζπλζέηεη έλα κηθηφ πξφβιεκα αθέξαησλ αξηζκψλ ζε δχν πξνβιήκαηα 
πνπ ιχλνληαη επαλαιεπηηθά - έλα θχξην πξφβιεκα αθέξαησλ αξηζκψλ θαη έλα γξακκηθφ ππν-
πξφβιεκα. Ζ επηηπρία ηεο δηαδηθαζίαο πεξηιακβάλεη ηε δνκή θαη ηελ επηινγή ηνπ ππν-
πξνβιήκαηνο. Ζ δηαδηθαζία κπνξεί λα ιεηηνπξγήζεη άζρεκα γηα νξηζκέλεο δνκέο. (π.ρ.  
Mccarl, 1982 ή Bazarra, Jarvis θαη Sherali.) Έλα „decomposable‟ κηθηφ πξφβιεκα αθέξαηνπ 

πξνγξακκαηηζκνχ είλαη:  

Μεγηζηνπνίεζε    FX +  CZ 

                             GX              

                             HX + AZ      

                                      DZ      

                               X  είλαη αθέξαηνο,   Ε    

 Ζ αλάπηπμε ηεο απνζχλζεζεο απηνχ ηνπ πξνβιήκαηνο πξνρσξά κε ηελ επαλαιεπηηθή 

αλάπηπμε ησλ εθηθηψλ ζεκείσλ Υ θαη ηε ιχζε ηνπ ππν-πξνβιήκαηνο:  

Μεγηζηνπνίεζε     CZ 

                             ΑΕ         - ΖΥ *  (α) 

                             DZ                     (ι) 

                                      Z                           

 

Ζ ιχζε ζε απηφ ην ππν-πξφβιεκα παξάγεη ηηο δηπιέο κεηαβιεηέο ζηελ παξέλζεζε. ΢ηε 

ζπλέρεηα έλα θχξην πξφβιεκα δηακνξθψλεηαη σο εμήο : 

Μεγηζηνπνίεζε     FX + Q 

X,α,γ,Q 

                       Q  ( ) + i  = 1,2…..p 

                                       GX                   

                                          X αθέξαηνο 

                                      Q    0                 

 

 Απηφ ην πξφβιεκα πεξηέρεη ηηο δηπιέο πιεξνθνξίεο απφ ην παξαπάλσ θαη παξάγεη κηα λέα 

αμία Υ. Ο πεξηνξηζκφο πνπ πεξηιακβάλεη ην Q δίλεη κηα πξφβιεςε ζην ππν-πξφβιεκα 

αληηθεηκεληθήο ιεηηνπξγίαο πνπ πξνθχπηεη απφ ηηο δηπιέο κεηαβιεηέο, απφ ην   έσο ην Υ. 

΢ηε ζπλέρεηα  απηφ ην πξφβιεκα παξάγεη κηα λέα θαη θαιχηεξε εηθαζία ζην Υ. Κάζε 

επαλάιεςε  πξνζζέηεη έλαλ πεξηνξηζκφ ζην θχξην πξφβιεκα. Ζ αληηθεηκεληθή ιεηηνπξγία 

απνηειείηαη απφ FX + Q, φπνπ ην Q είλαη κηα πξνζέγγηζε ηνπ CZ. Ζ θχξηα αληηθεηκεληθή 

ιεηηνπξγία πξνβιήκαηνο απνηειεί ,επνκέλσο, έλα  κε απμαλφκελν αλψηεξν φξην θαζψο νη 

επαλαιήςεηο πξνρσξνχλ. Ζ αληηθεηκεληθή ιεηηνπξγία ππν-πξνβιήκαηνο (CZ) ζε νπνηαδήπνηε 
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επαλάιεςε ζπλ ην FX κπνξεί λα ζεσξεζεί σο ην θαηψηαην φξην. Σν θαηψηαην φξην δελ 

απμάλεηαη κνλφηνλα. Δληνχηνηο, κε ηελ επηινγή ηνπ κεγαιχηεξνπ απφ ηα δηάθνξα ππνςήθηα 

θαη επηβεβιεκέλα θαηψηεξα φξηα, δηακνξθψλεηαη κηα κνλνηνληθή κε απμαλφκελε αθνινπζία 

νξίσλ. Έπεηηα ηα αλψηεξα θαη ηα ρακειφηεξα φξηα δίλνπλ έλα κνλφηνλν ξπζκφ κείσζεο 

κεηαμχ ησλ νξίσλ. Ο ρξήζηεο ηνπ αιγνξίζκνπ κπνξεί λα ζηακαηήζεη ηε δηαδηθαζία ιχζεο  

θαηά έλα κε απνδεθηά κηθξφ φξην δηάδνζεο. Ζ ηειεπηαία ιχζε πνπ παξήγαγε έλα ρακειφηεξν 

φξην είλαη ε ιχζε πνπ είλαη κέζα ζηε δηάδνζε ηεο βέιηηζηεο ιχζεο ηνπ αιγνξίζκνπ 

πεξηνξηζκνχ θαη δηαθιάδσζεο. Ζ κνξθή ηνπ γεληθνχ πξνβιήκαηνο εγγπάηαη ζθαηξηθή 

βειηηζηνπνίεζε ζηηο πεξηζζφηεξεο πξαθηηθέο πεξηπηψζεηο. ΢θαηξηθή βειηηζηνπνίεζε ζα 

εκθαληζηεί φηαλ φια ηα  πηζαλά X ζα έρνπλ απαξηζκεζεί (είηε ζησπεξά είηε ξεηά). Έηζη, ε 

ζχγθιηζε ησλ benders decomposition εκθαλίδεηαη φηαλ ε δηαθνξά κεηαμχ ησλ νξίσλ νδεγείηαη 

ζε κεδέλ. Όηαλ ην πξφβιεκα ζηακαηά κε κηα αλνρή, ε αληηθεηκεληθή έιμε ζα είλαη κέζα ζηελ 

αλνρή, αιιά δελ ππάξρεη θακία ζρέζε πνπ δίλεη ηελ απφζηαζε κεηαμχ ησλ κεηαβιεηψλ 

ιχζεσλ θαη ησλ αιεζηλψλ βέιηηζησλ ιχζεσλ γηα ηηο κεηαβιεηέο. (δει., ε απφζηαζε Z* θαη X* 

απφ ην αιεζηλφ βέιηηζην  ησλ Z θαη ησλ X). Ζ ζχγθιηζε ζα εκθαληζηεί ζε κηα πξαθηηθή 

ξχζκηζε κφλν εάλ γηα θάζε Υ επηζηξέθεηαη έλα ζρεηηθφ ζχλνιν δηπιψλ κεηαβιεηψλ. Απηφ ζα 

ζπκβεί κφλν εάλ ην ππν-πξφβιεκα είλαη νξηαθφ θαη έρεη κία εθηθηή ιχζε γηα θάζε Υ ηνπ 

θχξηνπ πξνβιήκαηνο. Απηφ κπνξεί λα κελ είλαη γεληθά αιήζεηα, δηφηη κπνξεί λα απαηηεζνχλ 

ηερλεηέο κεηαβιεηέο. 

Δληνχηνηο, ε νξηνζέηεζε θαη ε δπλαηφηεηα πξαγκαηνπνίεζεο ηνπ ππν-πξνβιήκαηνο δε 
δειψλνπλ ηίπνηα γηα ην πνζνζηφ ζχγθιηζεο. Έλα γξακκηθφ πξφγξακκα κεηξίνπ κεγέζνπο ζα 
έρεη πνιχ πηζαλφλ (ρηιηάδεο) αθξαίεο ιχζεηο ζεκείνπ. Ζ πξαγκαηηθή ηέρλε ηεο 
ρξεζηκνπνίεζεο ησλ Benders πεξηιακβάλεη ηελ αλαγλψξηζε ησλ θαηάιιεισλ πξνβιεκάησλ 
ή θαη ηνπ πξνβιήκαηνο δνκήο πνπ ζα ζπγθιίλνπλ γξήγνξα. Οη γεληθέο δειψζεηο πνπ 
κπνξνχλ λα γίλνπλ είλαη:  

1. Ζ κέζνδνο απνζχλζεζεο δε ιεηηνπξγεί θαιά φηαλ νη κεηαβιεηέο Υ πνπ επηιέγνληαη 
απφ ηα θχξηα πξνβιήκαηα δελ παξάγνπλ έλα εθηθηφ ππν-πξφβιεκα. ΢πλεπψο, φζν 
αθξηβέζηεξα απεηθνλίζνπλ νη πεξηνξηζκνί ηνπ θχξηνπ πξνβιήκαηνο ηνπο φξνπο ηνπ 
ππν-πξνβιήκαηνο, ηφζν γξεγνξφηεξα ζα γίλεη ζχγθιηζε.( Geoffrion θαη 
Graves,Danok,McCarl θαη White Magnanti θαη Wong θαη Sherali ) 

2.  Όζν πεξηζζφηεξν πεξηνξηζκέλε είλαη ε εθηθηή πεξηνρή ηνπ θχξηνπ πξνβιήκαηνο 
ηφζν θαιχηεξα. (Magnanti θαη Wong θαη Sherali.)  

3. Όηαλ είλαη πηζαλφ, νη πεξηνξηζκνί πξέπεη λα εηζαρζνχλ ζην θχξην πξφβιεκα πνπ 
απνθιείεη ηηο εθηθηέο, φκσο κε ξεαιηζηηθέο, ιχζεηο ζην γεληθφ πξφβιεκα. 
(Danok,McCarl θαη White,1978) 
 

Ο πηo θνηλφο ιφγνο λα ρξεζηκνπνηεζνχλ νη Benders είλαη λα απνζπληεζεί ην κεγάιν κηθηφ 
πξφβιεκα αθέξαησλ αξηζκψλ ζε έλα κηθξφ δχζθνιν θχξην πξφβιεκα θαη ζε έλα κεγαιχηεξν 
απιφ γξακκηθφ πξφγξακκα. Απηφ επηηξέπεη ηε ιχζε ηνπ πξνβιήκαηνο απφ δχν θνκκάηηα ηνπ 
ινγηζκηθνχ, ηα νπνία απηφλνκα δελ πξέπεη λα είλαη επαξθή γηα ην γεληθφ πξφβιεκα αιιά 
ζπιινγηθά είλαη ηθαλνπνηεηηθά γηα ηα επαθφινπζα θνκκάηηα. Δπηπιένλ, ε απνζχλζεζε κπνξεί 
λα ρξεζηκνπνηεζεί γηα λα απνκνλψζεη ηδηαηηέξσο εχθνια θαη λα ιχζεη ηηο δνκέο ησλ ππν-
πξνβιεκάησλ (π.ρ. απνκφλσζε ησλ πξνβιεκάησλ κεηαθνξψλ ησλ Geoffrion θαη Graves ή 
Hilgel). Σέινο, ηα πνιιαπιάζηα επίπεδα απνζχλζεζεο κπνξνχλ λα γίλνπλ ζηελ 
εθκεηάιιεπζε ηεο δνκήο (Polito). 

Heuristics 

Πνιιά πξνβιήκαηα αθέξαηνπ πξνγξακκαηηζκνχ είλαη ζπλδπαζηηθά θαη δχζθνιν λα 

ιπζνχλ απφ ηε θχζε ηνπο. ΢ηελ πξαγκαηηθφηεηα, ε κειέηε ησλ πιήξσλ πξνβιεκάησλ ηνπ 

NP (Papadimitrou θαη Steiglitz) έρεη παξνπζηάζεη αθξαία ππνινγηζηηθή πνιππινθφηεηα γηα 
πξνβιήκαηα φπσο ην δηαθηλνχκελν πξφβιεκα πσιεηψλ. Σέηνηεο ππνινγηζηηθέο δπζθνιίεο 
έρνπλ νδεγήζεη ζε έλαλ κεγάιν αξηζκφ heuristics. Απηά ηα heuristics (Zanakis θαη  Evans) 
ρξεζηκνπνηνχληαη φηαλ:  
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α) ε πνηφηεηα ησλ ζηνηρείσλ δελ αμίδεη ηελ παξαγσγή αθξηβνχο βέιηηζηεο ιχζεο   

β) έλα απινπζηεπκέλν πξφηππν έρεη ρξεζηκνπνηεζεί ή  

γ) φηαλ κηα αμηφπηζηε αθξηβήο κέζνδνο δελ είλαη δηαζέζηκε, ππνινγηζηηθά ειθπζηηθή θαη 
πξνζηηή.  

Σα επηρεηξήκαηα γηα heuristics παξνπζηάδνληαη, επίζεο, ζρεηηθά κε ηε βειηίσζε ηεο 
απφδνζεο ελφο βειηηζηνπνηεηή, φπνπ έλα heuristic κπνξεί λα ρξεζηκνπνηεζεί γηα λα θεξδίζεη 
ρξφλν ζε έλαλ θψδηθα ηνπ αιγφξηζκνπ πεξηνξηζκνχ θαη δηαθιάδσζεο, ή εάλ ην πξφβιεκα 
ιχλεηαη επαλεηιεκκέλα. Πνιιά heuristics αθέξαηνπ πξνγξακκαηηζκνχ έρνπλ αλαπηπρζεί, 
κεξηθά εθ ησλ νπνίσλ είλαη ζπγθεθξηκέλα γηα ηνπο ηδηαίηεξνπο ηχπνπο πξνβιεκάησλ. 
Παξαδείγκαηνο ράξηλ, έρνπλ ππάξμεη αξθεηά heuristics δηαθηλνχκελσλ πξνβιεκάησλ 
πσιεηψλ ,φπσο αλαζεσξεί ν Golden. 

Heuristics έρoπλ αλαπηπρζεί γηα ην γεληθφ  0 -1 πξνγξακκαηηζκφ (Senju θαη Toyoda) θαη 
γεληθά γηα ηνλ αθέξαην πξνγξακκαηηζκφ (Glover, Kochenberger, Mccarls θαη Wyman), θαζψο 
επίζεο θαη πνιπσλπκηθά πξνβιήκαηα 0 - 1 (Granot). Οη Zanakis θαη Evans αλαζεσξνχλ 
δηάθνξα heuristics, ελψ ν  Wyman παξνπζηάδεη ηα ππνινγηζηηθά ζηνηρεία ζηελ απφδνζή 
ηνπο. Γεληθά ηα heuristics απνδίδνπλ θαιά ζηνπο πξφζζεηνπο ηχπνπο πξνβιεκάησλ, 
βξίζθνληαο αξθεηά ζπρλά  ιάζε κηθξφηεξα ηνπ δχν ηνηο εθαηφ. Οη Zanak, Evans θαη Wyman 
παξέρνπλ ηηο ζπδεηήζεηο ησλ επηινγψλ heuristics έλαληη ησλ άιισλ θαη κεζφδσλ 
βειηηζηνπνίεζεο. Σα heuristics, επίζεο, δελ απνθαιχπηνπλ απαξαηηήησο ηελ αιεζηλή 
βέιηηζηε ιχζε θαη ζε νπνηνδήπνηε πξφβιεκα είλαη αβέβαην φηη είλαη ε βέιηηζηε ιχζε αλ θαη ε 
ηερληθή Lagrangian relaxation κπνξεί λα θάλεη ηελ νξηνζέηεζε ησλ δειψζεσλ.  

Δομική εκμετάλλευση  

Υξφληα εκπεηξίαο θαη ρηιηάδσλ εξεπλψλ γηα ηνλ αθέξαην πξνγξακκαηηζκφ έρνπλ δείμεη 

φηη ε γεληθήο ρξήζεο αιγφξηζκνη αθέξαηνπ πξνγξακκαηηζκνχ δε ιεηηνπξγνχλ ηθαλνπνηεηηθά 

γηα φια ηα πξνβιήκαηα αθέξαηνπ πξνγξακκαηηζκνχ. Οη πην ειπηδνθφξεο εμειίμεηο, ηα 

ηειεπηαία ρξφληα, έρνπλ πεξηιάβεη ηε δνκηθή εθκεηάιιεπζε, φπνπ ε ηδηαίηεξε δνκή ελφο 

πξνβιήκαηνο έρεη ρξεζηκνπνηεζεί ζηελ αλάπηπμε ηνπ αιγφξηζκνπ ιχζεσλ. Σέηνηεο 

πξνζεγγίζεηο είλαη: ην επίθεληξν ηεο εμέιημεο αξθεηψλ heuristics, νη πξνζεγγίζεηο Βenders 

decomposition,ε Lagrangian ραιάξσζε θαη αξθεηέο πξνζεγγίζεηο αλαδηαηχπσζεο 

πξνβιεκάησλ. Έρνπλ, επίζεο, αλαπηπρζεί εμεηδηθεπκέλνη αιγφξηζκνη  φπσο  ν αιγφξηζκνο 

πεξηνξηζκνχ θαη δηαθιάδσζεο πνπ πξνζαξκφδνληαη ζε ηδηαίηεξα πξνβιήκαηα (Fuller, 

Randolph θαη Klingmal|, Glover  1978). Ζ εθαξκνγή ηέηνησλ αιγνξίζκσλ νδήγεζε ζε 

ζεακαηηθά απνηειέζκαηα θπξίσο ζε  πξνβιήκαηα κε ρηιηάδεο κεηαβιεηέο πνπ λα επηιχνληαη 

ζε ζχληνκν ρξνληθφ δηάζηεκα (π.ρ. ππνινγηζηηθέο εθζέζεηο ησλ Geoffrion θαη Graves , 

Zanakis). Οη θχξηνη κεραληζκνί γηα ηε δνκηθή εθκεηάιιεπζε είλαη λα αλαπηπρζεί έλαο 

αιγφξηζκνο εηδηθά ζπληνληζκέλνο ζε έλα ηδηαίηεξν πξφβιεκα ή γεληθφηεξα, γηα λα 

κεηαζρεκαηίζεη έλα πξφβιεκα ζε έλα απινχζηεξν πξφβιεκα πνπ είλαη έηνηκν λα ιπζεί. 

Τα εφικτά χαρακτηριστικά περιοχών και οι δυσκολίες 

λύσης 

Σα πξνβιήκαηα αθέξαηνπ πξνγξακκαηηζκνχ είλαη εκθαλψο δχζθνιν λα ιπζνχλ. Απηφ 

ην ηκήκα παξέρεη ηε δηνξαηηθφηεηα σο πξνο γηαηί απηφ είλαη έηζη. Ολνκαζηηθά, ηα πξνβιήκαηα 

αθέξαηνπ πξνγξακκαηηζκνχ θαίλνληαη επθνιφηεξν λα ιπζνχλ απφ ηα πξνβιήκαηα LP. Σα LP 

πξνβιήκαηα έρνπλ ελδερνκέλσο άπεηξν αξηζκφ ιχζεσλ, νη νπνίεο  κπνξνχλ λα εκθαληζηνχλ 

νπνπδήπνηε ζηελ εθηθηή πεξηνρή είηε ζην εζσηεξηθφ θαηά κήθνο ησλ πεξηνξηζκψλ, είηε ζηηο 

δηαηνκέο πεξηνξηζκνχ. Δληνχηνηο έρεη απνδεηρζεί φηη ηα πξνβιήκαηα LP έρνπλ ηηο ιχζεηο κφλν 

ζηηο δηαηνκέο πεξηνξηζκνχ (Dantzig, 1963). ΢πλεπψο, θάπνηνο πξέπεη λα εμεηάζεη κφλν ηηο 

δηαηνκέο θαη απηή κε ηελ πςειφηεξε αληηθεηκεληθή αμία ιεηηνπξγίαο ζα είλαη ε βέιηηζηε ιχζε 

LP. Πεξαηηέξσ, ζε έλα LP πξφβιεκα νπνηνλδήπνηε δχν εθηθηψλ ζεκείσλ, φια ηα ζεκεία ζην 

ελδηάκεζν ζα είλαη εθηθηά. Άξα, κέζα ζηελ εθηθηή πεξηνρή δε ρξεηάδεηαη λα αλεζπρνχκε γηα 
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ηελ εχξεζε ησλ αλέθηθησλ ιχζεσλ. Δπηπιένλ, ην κεησκέλν θξηηήξην δαπαλψλ παξέρεη έλαλ 

θαλφλα απφθαζεο πνπ εγγπάηαη φηη ε αληηθεηκεληθή ιεηηνπξγία ζα απμεζεί αλ θηλεζνχκε  απφ 

έλα εθηθηφ ζεκείν πξνο έλα άιιν (ή ηνπιάρηζηνλ δε ζα κεησζεί). Απηέο νη ηδηφηεηεο βνεζνχλ 

πνιχ ηε ιχζε. Δληνχηνηο, ν αθέξαηνο πξνγξακκαηηζκφο είλαη δηαθνξεηηθφο. Απηφ 

παξνπζηάδεηαη θαιχηεξα κέζσ ελφο παξαδείγκαηνο. Αο ππνζέζνπκε φηη θαζνξίδνπκε έλα 

θαζαξφ πξφβιεκα αθέξαηνπ πξνγξακκαηηζκνχ κε ηηο κε αξλεηηθέο κεηαβιεηέο αθέξαησλ 

αξηζκψλ θαη ηνπο αθφινπζνπο πεξηνξηζκνχο. 

2Υ + 3Τ  # 16 

  3Υ  + 2Τ  #  16 

 

 H θαηάζηαζε απηή απεηθνλίδεηαη ζε κηα γξαθηθή παξάζηαζε πνπ δίλεηαη ζην ζρήκα 2. 

 

Εικόνα 2 γραφική παράςταςη των εφικτών ςημείων ακεραίων αριθμών για το LP πρόβλημα 

 

 Σα δηακάληηα ζηε γξαθηθή παξάζηαζε αληηπξνζσπεχνπλ ηα ζεκεία αθέξαησλ αξηζκψλ, ηα 

νπνία είλαη νη πηζαλέο ιχζεηο αθέξαησλ αξηζκψλ. Πξνθαλψο ηα εθηθηά ζεκεία ιχζεο 

αθέξαησλ αξηζκψλ πέθηνπλ θάησ ή πάλσ ζηνπο πεξηνξηζκνχο ελψ ηαπηφρξνλα είλαη επάλσ 

απφ ή ζηνπο άμνλεο Υ θαη Τ. Γηα απηφ ην παξάδεηγκα, ε βέιηηζηε ιχζε δελ είλαη πηζαλψο ζηα 

φξηα πεξηνξηζκνχ (δει. Υ=Τ κπνξνχλ λα είλαη βέιηηζηνη), αιιά νχηε ζηηο δηαηνκέο 

πεξηνξηζκνχ. Απηφ εηζάγεη ηελ θχξηα δπζθνιία ζηελ επίιπζε ησλ πξνβιεκάησλ αθέξαηνπ 

πξνγξακκαηηζκνχ. Γελ ππάξρεη θακία ηδηαίηεξε ζέζε γηα ηηο πηζαλέο ιχζεηο. ΢πλεπψο, ελψ ην 

ηζνδχλακν πξφβιεκα LP ζα είρε ηέζζεξηο πηζαλέο ιχζεηο (θάζε εθηθηφ αθξαίν ζεκείν θαη ε 

πξνέιεπζε), ην πξφβιεκα αθέξαηνπ πξνγξακκαηηζκνχ έρεη έλαλ άγλσζην αξηζκφ πηζαλψλ 

ιχζεσλ. Κακία γεληθή δήισζε δε κπνξεί λα γίλεη γηα ηε ζέζε ησλ ιχζεσλ. 

 Μηα δεχηεξε δπζθνιία είλαη  φηη δίλνληαο νπνηεζδήπνηε δχν εθηθηέο ιχζεηο, φια ηα ζεκεία 

ζην ελδηάκεζν δελ είλαη εθηθηά (δει. [3 3] θαη [2 4], φια ηα ζεκεία ζην ελδηάκεζν είλαη κε-

αθέξαηνη αξηζκνί). Άξα, θάπνηνο δε κπνξεί λα θηλεζεί ειεχζεξα κέζα ζηελ πεξηνρή αθέξαηνπ 
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πξνγξακκαηηζκνχ πνπ δηαηεξεί ην εθηθηφ πξφβιεκα, αιιά πξέπεη λα αλαθαιχςεη ηα ζεκεία 

αθέξαηνπ πξνγξακκαηηζκνχ θαη λα θηλεζεί ζπλνιηθά κεηαμχ ηνπο.  

Σξίηνλ είλαη δχζθνιν λα θηλεζεί κεηαμχ εθηθηψλ ζεκείσλ. Απηφ εκθαλίδεηαη θαιχηεξα ζε έλα 
ειαθξψο δηαθνξεηηθφ παξάδεηγκα. 

 

-Υ    +   7     

    +  10    

 

Τπνζέηνπκε φηη έρνπκε ηνπο πεξηνξηζκνχο, φπνπ  θαη  είλαη κε αξλεηηθέο κεηαβιεηέο 
αθέξαησλ αξηζκψλ. Μηα γξαθηθή παξάζηαζε ηνπ δηαζηήκαηνο ιχζεο εκθαλίδεηαη ζην ζρήκα 
3.  

 

Εικόνα 3 Γραφική παράςταςη των εφικτών ςημείων ακεραίων αριθμών για πρόβλημα ακεραίου 
προγραμματιςμοφ 

 

 Aο ζεκεηψζνπκε εδψ φηη ε αιιειεμάξηεζε ησλ εθηθηψλ ιχζεσλ δελ εθζέηεη νπνηαδήπνηε 
θαζνξηζκέλα ζρέδηα. ΢ηελ πξψηε γξαθηθή παξάζηαζε θάπνηα ζα κπνξνχζε λα θηλεζεί 
κεηαμχ ησλ αθξαίσλ εθηθηψλ ιχζεσλ κε ηελ θίλεζε είηε απφ πάλσ είηε απφ θάησ. ΢ην ζρήκα 
3, πεξηιακβάλνληαη δηαθνξεηηθά ζρέδηα. Μηα θαηάζηαζε πνπ παξαθσιχεη πνιχ ηνπο 
αιγνξίζκνπο αθέξαηνπ πξνγξακκαηηζκνχ είλαη φηη είλαη δχζθνιν λα δηαηεξεζεί ην εθηθηφ 
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ςάρλνληαο γηα ην βέιηηζην. Πεξαηηέξσ, ζην ζρήκα 3 πνπ ζηξνγγπιεχεη ηε ζπλερή ιχζε (4.6, 
8.3) νδεγεί ζε κηα αλέθηθηε ιχζε αθέξαησλ αξηζκψλ(ζην 5,8).  

Μηα άιιε αηηία ησλ δπζθνιηψλ ιχζεο είλαη ε αζπλερήο εθηθηή πεξηνρή. Ζ ζεσξία 
βειηηζηνπνίεζεο έρεη αλαπηπρζεί παξαδνζηαθά επζπγξακκίδνληαο ηηο έλλνηεο ππνινγηζκνχ. 
Απηφ εκθαλίδεηαη απφ ηα κεησκέλα LP θξηηήξηα δαπαλψλ ( - ) θαη ζχκθσλα κε ηε ζεσξία 

Kuhn-Tucker γηα ην κε γξακκηθφ πξνγξακκαηηζκφ. Δληνχηνηο, ζε κηα ξχζκηζε αθέξαηνπ 
πξνγξακκαηηζκνχ, ε αζπλερήο εθηθηή πεξηνρή δελ επηηξέπεη ηε ρξήζε ηνπ ππνινγηζκνχ. Γελ 
ππάξρεη θακία γεηηνληθή πεξηνρή πνπ λα πεξηβάιιεη έλα εθηθηφ ζεκείν, ην νπνίν θάπνηνο 
κπνξεί λα ρξεζηκνπνηήζεη ζηελ αλάπηπμε ησλ πξψησλ παξαγψγσλ. Οη έλλνηεο νξηαθνχ 
εηζνδήκαηνο θαη νξηαθνχ θφζηνπο δελ είλαη εχθνια πξνο ρξήζε ζε κηα ξχζκηζε αθέξαηνπ 
πξνγξακκαηηζκνχ. Γελ ππάξρνπλ θαλφλεο απφθαζεο πνπ επηηξέπνπλ ηε κεηαθίλεζε ζηα 
πςειφηεξα εθηηκεκέλα ζεκεία. Οχηε κπνξεί λα αλαπηχμεη έλα θαζνξηζκέλν ζεη φξσλ (δει. 
Όξνη kuhn-Tucker) νη φπνηνη ραξαθηεξίδνπλ ηε βειηηζηνπνίεζε.  

΢πλνπηηθά , νη εθηθηέο πεξηνρέο αθέξαηνπ πξνγξακκαηηζκνχ πεξηέρνπλ έλαλ πεπεξαζκέλν 

αξηζκφ ιχζεσλ, εληνχηνηο ελαιιαθηηθά, δελ ππάξρεη θαλέλαο θαλφλαο είηε γηα ηνλ αξηζκφ 

εθηθηψλ ελαιιαθηηθψλ ιχζεσλ είηε γηα ην πνπ βξίζθνληαη. Σα ζεκεία ιχζεο κπνξνχλ λα είλαη 

ζην φξην ησλ πεξηνξηζκψλ ζηα αθξαία ζεκεία ή ηνπ εζσηεξηθνχ ζηελ εθηθηή πεξηνρή. Αθφκε, 

θάπνηνο δε κπνξεί λα θηλεζεί εχθνια ζηα εθηθηά ζεκεία. Κάπνηνο δε κπνξεί λα παξάγεη ην 

αζήκαλην εηζφδεκα ή ηελ πξφζζεηε δαπάλε πιεξνθνξίαο γηα λα βνεζήζεη ζηελ θαζνδήγεζε 

ηεο δηαδηθαζίαο αλαδήηεζεο ιχζεο θαη λα απαξηζκήζεη γξεγνξφηεξα ηηο ιχζεηο. Απηφ θάλεη ηα 

πξνβιήκαηα αθέξαηνπ πξνγξακκαηηζκνχ δπζθνιφηεξν λα ιπζνχλ. Τπάξρεη έλαο ηεξάζηηνο 

αξηζκφο  ιχζεσλ, ν αξηζκφο ησλ νπνίσλ είλαη άγλσζηνο. Οη πεξηζζφηεξνη αιγφξηζκνη 

αθέξαηνπ πξνγξακκαηηζκνχ απαξηζκνχλ (είηε ζησπεξά είηε ξεηά) φιεο ηηο πηζαλέο ιχζεηο 

αθέξαησλ αξηζκψλ πνπ απαηηνχλ ηελ νπζηαζηηθή πξνζπάζεηα αλαδήηεζεο. Οη δεζκεπηηθνί 

πεξηνξηζκνί δελ είλαη δεζκεπηηθνί ππφ ηε γξακκηθή έλλνηα πξνγξακκαηηζκνχ. Οη εζσηεξηθέο 

ιχζεηο κπνξνχλ λα εκθαληζηνχλ κε ηνλ πεξηνξηζκφ ζην επίπεδν ησλ κεηαβιεηψλ απφθαζεο.  

Παράταση στις μικτές εφικτές περιοχές ακέραιων αριθμών 

Σα αλσηέξσ ζρφιηα αλαθέξνληαη ζε έλα θαζαξφ αθέξαην πξνγξακκαηηζκφ. Πνιιά 

απφ ηα νπνία, φκσο, είλαη ζρεηηθά θαη κε ην κηθηφ αθέξαην πξνγξακκαηηζκφ. Αο εμεηάζνπκε 

κηα γξαθηθή παξάζηαζε (ζρήκα 4) ηεο εθηθηήο πεξηνρήο κε πεξηνξηζκνχο  

 

2     +    2      

3     +    2      

                    +                ,αθέξαηνο 
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Εικόνα 4 Εφικτή περιοχή μικτών ακεραίων 

 

Ζ εθηθηή πεξηνρή είλαη έλα ζχλνιν νξηδφληησλ γξακκψλ γηα ην  ζε θάζε εθηθηή αμία 
αθέξαησλ αξηζκψλ . Απηφ παξάγεη κηα αζπλερή πεξηνρή ζηε  θαηεχζπλζε αιιά κηα 

ζπλερή πεξηνρή ζηε  θαηεχζπλζε. Άξα, ηα κηθηά πξνβιήκαηα αθέξαησλ αξηζκψλ δηαηεξνχλ 
πνιιά απφ ηα πεξίπινθα ραξαθηεξηζηηθά γλσξίζκαηα ησλ θαζαξψλ πξνβιεκάησλ αθέξαησλ 
αξηζκψλ ζε ζπλδπαζκφ κε κεξηθέο απφ ηηο αθξίβεηεο ησλ εθηθηψλ πεξηνρψλ ελφο 
πξνβιήκαηνο LP. 

H αναζήτηση για σφαιρική βελτιστοποίηση: Χωρίς 

κυρτότητα 

Οη πεξηζζφηεξεο ιχζεο πιηθνχ αθέξαηνπ πξνγξακκαηηζκνχ, φπσο παξνπζηάδεηαη 
παξαπάλσ, παξνπζηάδνπλ ηνπο αιγνξίζκνπο αθέξαηνπ πξνγξακκαηηζκνχ σο αλακείμεηο 
θάπνηνπ είδνπο κηαο επαλαιεπηηθήο αλαδήηεζεο πέξα απφ ηελ εθηθηή πεξηνρή ιχζεο. Όιεο νη 
πηζαλέο ιχζεηο έπξεπε λα είλαη είηε ξεηά είηε ζησπεξά απαξηζκεκέλεο. Ζ βαζηθή ηδέα πίζσ 
απφ ηνπο πεξηζζφηεξνπο αιγνξίζκνπο αθέξαηνπ πξνγξακκαηηζκνχ είλαη λα αλαδεηεζνχλ έμσ 
νη ιχζεηο. Ζ δηαδηθαζία αλαδήηεζεο πεξηιακβάλεη ηελ ππνλννχκελε ή ξεηή απαξίζκεζε θάζε 
πηζαλήο ιχζεο. Ζ ππνλννχκελε απαξίζκεζε γίλεηαη κε ηνλ πεξηνξηζκφ ηεο αλαδήηεζεο 
βαζηζκέλεο ζην θξηηήξην βειηηζηνπνίεζεο (δει., φηη νη ιχζεηο δελ ζα εμεηαζηνχλ κε ηηο 
ρεηξφηεξεο αληηθεηκεληθέο ιεηηνπξγίεο απφ εθείλεο πνπ έρνπλ βξεζεί). Ζ έλλνηα ηεο 
απαξίζκεζεο πξνθχπηεη επεηδή ε κε θπξηή θχζε ηνπ ζεη πεξηνξηζκνχ, ζηελ πξαγκαηηθφηεηα, 
ζηνλ αθέξαην πξνγξακκαηηζκφ είλαη πηζαλφ  λα έρεη έλα θαζνξηζκέλν ζεη πεξηνξηζκνχ. Γηα 
παξάδεηγκα, θάπνηνο ζα κπνξνχζε λα εθαξκφζεη έλα πξφβιεκα αθέξαηνπ πξνγξακκαηηζκνχ 
ζε κηα εθηθηή πεξηνρή απαηηψληαο ην Υ λα είλαη είηε κεγαιχηεξν απφ 4 είηε κηθξφηεξν απφ 5. 
΢πλεπψο, είλαη ζεκαληηθφ λα ζεκεησζεί φηη νη αιγφξηζκνη αθέξαηνπ πξνγξακκαηηζκνχ 
κπνξνχλ λα εγγπεζνχλ ζθαηξηθή βειηηζηνπνίεζε κφλν κέζσ κηαο αξηζκεηηθήο αλαδήηεζεο. 
Πνιινί απφ ηνπο αιγνξίζκνπο έρνπλ επίζεο ηηο παξνρέο φπνπ ζηακαηνχλ αλάινγα κε ηηο 
αλνρέο. Απηνί νη ηδηαίηεξνη αιγφξηζκνη ζα είλαη αθξηβείο κφλν κέζα ζηνλ παξάγνληα αλνρήο 
πνπ δηεπθξηλίδεηαη θαη κπνξνχλ λα κελ απνθαιχςνπλ ηελ αιεζηλή βέιηηζηε ιχζε.  
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Τεχνάσματα διατύπωσης για τον προγραμματισμό 

ακέραιων αριθμών - Πρόσθεση περισσότερων 

περιορισμών  

Σα πξνβιήκαηα ΗΡ, φπσο ππαηλίζζνληαη παξαπάλσ, πεξηιακβάλνπλ ηηο αξηζκεηηθέο 
αλαδεηήζεηο ηεο εθηθηήο πεξηνρήο ζε κηα πξνζπάζεηα λα βξεζνχλ νη βέιηηζηεο ιχζεηο 
αθέξαηνπ πξνγξακκαηηζκνχ. Ζ ιήμε κηαο θαηεχζπλζεο ηεο αλαδήηεζεο εκθαλίδεηαη γηα έλαλ 
απφ ηνπο ηξεηο ιφγνπο:  

1) ε εχξεζε κηαο ιχζεο  

2) ε αληηθεηκεληθή ιεηηνπξγία λα βξίζθεηαη θάησ απφ θάπνηα νξηζκέλε αμία, ή  

3) ε θαηεχζπλζε λα κελ θαηέρεη θακία εθηθηή ιχζε αθέξαησλ αξηζκψλ.  

Απηφ ην ηκήκα ππνζηεξίδεη φηη απηή ε δηαδηθαζία επηηαρχλεηαη φηαλ ν ζρεδηαζηήο επηβάιιεη 
φζν ην δπλαηφλ πεξηζζφηεξνπο ινγηθνχο πεξηνξηζκνχο γηα ηνλ θαζνξηζκφ ηεο εθηθηήο θαη 
βέιηηζηεο πεξηνρήο. Λνγηθά ζεκαίλεη φηη απηνί νη πεξηνξηζκνί δελ είλαη πεξηηηνί, θάζε έλαο 
βνεζά κεκνλσκέλα λα θαζνξίζεη θαη λα κεηψζεη ην κέγεζνο ηνπ εθηθηνχ δηαζηήκαηνο ιχζεο. 

Οη LP αιγφξηζκνη είλαη επαίζζεηνη ζην ρξνληθφ αξηζκφ πεξηνξηζκψλ. Οη ζρεδηαζηέο 
παξαιείπνπλ ζπρλά ή απνβάιινπλ ηνπο πεξηνξηζκνχο φηαλ εκθαλίδεηαη φηη νη νηθνλνκηθέο 
ελέξγεηεο κέζα ζην πξφηππν ζα θαηαζηήζνπλ απηνχο ηνπο πεξηνξηζκνχο πεξηηηνχο. 
Δληνχηνηο, ζηνλ αθέξαην πξνγξακκαηηζκφ, είλαη ζπρλά επηζπκεηφ λα εηζαρζνχλ νη 
πεξηνξηζκνί πνπ κπνξνχλ λα κεηψζνπλ πνιχ ην ρξφλν ιχζεο. Πξνθεηκέλνπ λα δηεπθξηληζηεί 
απηφ ην επηρείξεκα, ηξεηο πεξηπηψζεηο αλαθέξνληαη απφ ηελ εκπεηξία καο κε ηε ιχζε ησλ 
πξνηχπσλ αθέξαηνπ πξνγξακκαηηζκνχ. 

΢ην πξψην παξάδεηγκα, πνπ πξνέξρεηαη απφ ηελ θχξηα δηαηξηβή ηνπ Danok (1976), ν Danok 
έιπλε έλα κηθηφ πξφβιεκα αθέξαηνπ πξνγξακκαηηζκνχ ηεο επηινγήο κεραλεκάησλ. Σν 
πξφβιεκα ιχζεθε ρξεζηκνπνηψληαο ηε κέζνδν ησλ Benders decomposition, ζηελ νπνία ην 
πξφγξακκα αθέξαησλ αξηζκψλ γηα ηελ  επηινγή κεραλεκάησλ ιχζεθε επαλαιεπηηθά ζε 
ζπλδπαζκφ κε έλα πξφβιεκα LP γηα ηε ρξήζε κεραλεκάησλ. Ο Danok έιπζε δχν εθδνρέο. 
΢ηελ πξψηε, ηα ζηνηρεία κεραλεκάησλ ήηαλ θαηά έλα κεγάιν κέξνο αβίαζηα. ΢ηε δεχηεξε, ν 
Danok ρξεζηκνπνίεζε  ηα κεραλήκαηα πνπ αγνξάζηεθαλ ζηε LP ιχζε σο νδεγνχο ζηελ 
επηβνιή ησλ πεξηνξηζκψλ, ζηνπο κέγηζηνπο θαη ζηνπο ειάρηζηνπο ηχπνπο απνινγηζκνχ 
κεραλεκάησλ. Ο Danok πεξηφξηζε ηε ιχζε έηζη ψζηε λα κελ αγνξαζηνχλ παξαπάλσ απφ ην 
50% ησλ κεραλεκάησλ πνπ ζα  ρξεζηκνπνηεζνχλ ζηε βέιηηζηε ιχζε LP (δει., αγλνψληαο 
ηνπο πεξηνξηζκνχο αθέξαησλ αξηζκψλ).  

Ζ ρξνληθή κείσζε ιχζεο κεηαμχ ησλ δηαηππψζεσλ ήηαλ δξακαηηθή. Σν πξφηππν κε ηνπο 
πξφζζεηνπο πεξηνξηζκνχο ιχζεθε ζε ιηγφηεξν απφ ην 10% ηνπ ρξφλν ππνινγηζκνχ. 
Δληνχηνηο, νη ιχζεηο ήηαλ ίδηεο θαη καθξηλέο απφ ηνπο παξαγφκελνπο LP πεξηνξηζκνχο. 
΢πλεπψο, απηνί νη πεξηνξηζκνί κείσζαλ πνιχ ην ρξνληθφ αξηζκφ ιχζεσλ πνπ έπξεπε λα 
αλαδεηεζνχλ, επηηξέπνληαο κεγάιεο απνδνηηθφηεηεο ζηε δηαδηθαζία ιχζεσλ. ΢ηελ 
πξαγκαηηθφηεηα, ζην κεγαιχηεξν πξφβιεκα ηνπ Danok, ην πνζφ ηνπ ρξφλνπ ππνινγηζκνχ 
πνπ πεξηιακβάλεηαη ήηαλ ηδηαίηεξν (πάλσ απφ 1000 δεπηεξφιεπηα αλά ηξέμηκν) θαη απηνί νη 
πεξηνξηζκνί επέηξεςαλ ηελ νινθιήξσζε ηνπ εξεπλεηηθνχ πξνγξάκκαηνο. Σν δεχηεξν 
παξάδεηγκα πξνέθπςε ζηε δηαηξηβή ηνπ Polito. Ο Polito έιπλε έλα πξφβιεκα ηχπσλ ζέζεο 
απνζεθψλ εκπνξεπκάησλ θαη έιπζε δχν εθδνρέο ηνπ πξνβιήκαηνο (πάιη κε κέζνδν Benders 
decomposition). ΢ηελ πξψηε εθδνρή, νη πεξηνξηζκνί δελ επηβιήζεθαλ κεηαμχ ηεο ζπλνιηθήο 
ρσξεηηθφηεηαο ησλ εξγνζηαζίσλ πνπ θαηαζθεπάζηεθαλ θαη ηεο απαίηεζεο. ΢ην δεχηεξν 
πξφβιεκα, ε ηθαλφηεηα ησλ ηνπνζεηεκέλσλ εγθαηαζηάζεσλ έπξεπε  λα είλαη κεγαιχηεξε ή 
ίζε κε ηελ ππάξρνπζα απαίηεζε. ΢ην πξψην πξφβιεκα, ν αιγφξηζκνο ιχλεηαη ζε 
πεξηζζφηεξεο απφ 350 επαλαιήςεηο ελψ ζην δεχηεξν πξφβιεκα απαηηήζεθαλ κφλν νθηψ 
επαλαιήςεηο. 

Σν ηξίην παξάδεηγκα πξνθχπηεη απφ ηνλ Williams  φπνπ πεξηνξηζκνί φπσο: 
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  +  – Md # 0 

 ζπκπεξηιακβαλνκέλνπ ηεο κεηαβιεηήο δείθηε d, αληηθαζίζηαηαη κε : 

- Md   0 

 – Md   0 

φπνπ έρεη πεξηζζφηεξνπο πεξηνξηζκνχο. Ζ επαθφινπζε ιχζε πήξε κφλν ην 10% ηνπ ρξφλνπ 
ιχζεο. 

 ΢ε φιεο ηηο πεξηπηψζεηο, ε επηβνιή πξνθαλψλ πεξηνξηζκψλ νδεγεί ζε κεγάιεο 
απνδνηηθφηεηεο ζην ρξφλν ιχζεο. Καηά ζπλέπεηα, ν πξνγξακκαηηζηήο αθέξαησλ αξηζκψλ 
πξέπεη λα ρξεζηκνπνηήζεη ηνπο πεξηνξηζκνχο γηα λα θαζνξίζεη ζηελά ηελ εθηθηή πεξηνρή. 
Απηφ απνβάιιεη ηηο πηζαλέο ιχζεηο απφ ηε δηαδηθαζία απαξίζκεζεο. 

Λύσεις Ακέραιου Προγραμματισμού και GAMS 

Ζ ιχζε ησλ πξνγξακκάησλ αθέξαησλ αξηζκψλ κε GAMS επηηπγράλεηαη βαζηθά κε 
ηελ εηζαγσγή κηαο λέαο θαηεγνξίαο κεηαβιεηψλ δειψζεσλ πνπ επηθαιείηαη solver αθέξαηνπ 
πξνγξακκαηηζκνχ. Ζ δήισζε πξνζδηνξίδεη ηηο επηιεγκέλεο κεηαβιεηέο γηα λα είλαη είηε 
δπαδηθέο (0, 1) είηε αθέξαηεο. ΢ηε ζπλέρεηα, ην πξφηππν ιχλεηαη κε ηε ρξεζηκνπνίεζε ηεο 
δήισζεο πνπ ιέεη φηη `using mip‟. Ζ εηθφλα 5 παξνπζηάδεη  έλα παξάδεηγκα κηαο δηαηχπσζεο 
θαη ε εηθφλα 6 κηα ζεηξά εηζαγσγήο GAMS. Απηφ ζα αλαγθάζεη ηα GAMS λα ρξεζηκνπνηήζνπλ 
ηνπο επηιπηέο δηαζέζηκσλ αθέξαησλ αξηζκψλ.  

 

 

Εικόνα 5 
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Εικόνα 6 GAMPS input για παράδειγμα ακζραιου προγραμματιςμοφ 

Προσεγγίσεις λύσεων στα προβλήματα του ακέραιου 

προγραμματισμού  

Σα πξφηππα γξακκηθνχ πξνγξακκαηηζκνχ πνπ έρνπλ γεληθφηεξα ζπδεηεζεί είλαη 
ζπλερή, ππφ ηελ έλλνηα, φηη νη κεηαβιεηέο απφθαζεο επηηξέπνληαη λα είλαη θιαζκαηηθέο. 
΢πρλά απηφ είλαη κηα ξεαιηζηηθή ππφζεζε. Γηα παξάδεηγκα, κπνξνχκε εχθνια λα παξάγνπκε 

102  γαιφληα ελφο δηαηξεηνχ αγαζνχ, φπσο ην θξαζί. Δπίζεο είλαη ινγηθφ λα γίλεη απνδεθηή 

κηα ιχζε πνπ δίλεη κηα σξηαία παξαγσγή ησλ απηνθηλήησλ ζε 58  εάλ ην πξφηππν βαζηζηεί 

ζηε κέζε σξηαία παξαγσγή θαη ε παξαγσγή έρεη ηελ εξκελεία ησλ πνζνζηψλ παξαγσγήο 
(production rates).  

Άιιεο θνξέο, φκσο, νη θιαζκαηηθέο ιχζεηο δελ είλαη ξεαιηζηηθέο θαη πξέπεη λα εμεηαζηεί ην 
πξφβιεκα βειηηζηνπνίεζεο: 

           Μεγηζηνπνίεζε    

ππφ ηνλ φξν: 

                                     =     ( i = 1,2,………..,m ) 

                                                     ( j = 1,2,…………,n ) 

                                                 αθέξαηνο  ( γηα κεξηθά ή φια ηα j = 1,2,…….,n ). 

Απηφ ην πξφβιεκα θαιείηαη πξφβιεκα αθέξαηνπ πξνγξακκαηηζκνχ (γξακκηθφ). Λέγεηαη φηη 
είλαη έλα κηθηφ (mixed) πξφγξακκα αθέξαησλ αξηζκψλ φηαλ κεξηθέο, αλ φρη φιεο νη κεηαβιεηέο 
πεξηνξίδνληαη ζην λα είλαη αθέξαηεο θαη θαιείηαη θαζαξφ (pure) πξφγξακκα αθέξαησλ αξηζκψλ 
φηαλ πξέπεη λα είλαη φιεο νη κεηαβιεηέο απφθαζεο αθέξαηνη αξηζκνί. Γεδνκέλνπ φηη νη 
πεξηνξηζκνί είλαη θχζεο δηθηχσλ, κηα ιχζε αθέξαησλ αξηζκψλ κπνξεί  λα ιεθζεί αγλνψληαο 
ηνπο νινθιεξσηηθνχο πεξηνξηζκνχο θαη ιχλνληαο ην πξνθχπηνλ γξακκηθφ (linear) 
πξφγξακκα. Γεληθά νη κεηαβιεηέο ζηε ιχζε ηνπ γξακκηθνχ πξνγξακκαηηζκνχ ζα είλαη 
θιαζκαηηθέο θαη ηα πεξαηηέξσ κέηξα πξέπεη λα ιεθζνχλ γηα λα θαζνξίζνπλ ηε ιχζε ηνπ 
αθέξαηνπ πξνγξακκαηηζκνχ. 

Ο ζθνπφο απηνχ ηνπ θεθαιαίνπ είλαη δηπιφο. Καη' αξράο, ζα ζπδεηήζνπκε ηηο δηαηππψζεηο 
ηνπ αθέξαηνπ πξνγξακκαηηζκνχ. Απηφ πξέπεη λα παξέρεη δηνξαηηθφηεηα ζην πεδίν ησλ 
εθαξκνγψλ ηνπ αθεξαίνπ πξνγξακκαηηζκνχ θαη λα δψζεη θάπνηα έλδεημε ζην γηαηί πνιινί 
επαγγεικαηίεο ζεσξνχλ φηη ην πξφηππν ηνπ αθέξαηνπ πξνγξακκαηηζκνχ είλαη έλα απφ ηα 
ζεκαληηθφηεξα πξφηππα ζηε δηνηθεηηθή επηζηήκε. Γεχηεξνλ, ζα εμεηάζνπκε ηηο βαζηθέο 
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πξνζεγγίζεηο πνπ έρνπλ αλαπηπρζεί γηα ηελ επίιπζε ησλ πξνβιεκάησλ πξνγξακκαηηζκνχ 
αθέξαησλ αξηζκψλ θαη κηθηψλ αθέξαησλ αξηζκψλ. 

Μερικά πρότυπα ακεραίου προγραμματισμού 

  Σα πξφηππα ηνπ αθεξαίνπ πξνγξακκαηηζκνχ πξνθχπηνπλ ζρεδφλ ζε θάζε ηνκέα ηεο 
εθαξκνγήο ηνπ καζεκαηηθνχ πξνγξακκαηηζκνχ. Γηα λα αλαπηχμνπκε κηα πξνθαηαξθηηθή 
εθηίκεζε γηα ηε ζεκαζία απηψλ ησλ πξνηχπσλ εηζάγνπκε, ζε απηφ ην ηκήκα, ηξεηο πεξηνρέο 
φπνπ ν πξνγξακκαηηζκφο αθέξαησλ αξηζκψλ έρεη δηαδξακαηίζεη έλα ζεκαληηθφ ξφιν ζηελ 
ππνζηήξημε ησλ δηεπζπληηθψλ απνθάζεσλ. Γελ παξέρνπκε ηηο πην πεξίπινθεο δηαζέζηκεο 
δηαηππψζεηο ζε θάζε πεξίπησζε, αιιά κάιινλ δίλνπκε ηα βαζηθά πξφηππα θαη πξνηείλνπκε 
ηηο πηζαλέο επεθηάζεηο.  

Κύρια σύνταξη προϋπολογισμού  

΢ε έλα ραξαθηεξηζηηθφ πξφβιεκα θχξηαο ζχληαμεο πξνυπνινγηζκνχ, νη απνθάζεηο 
πεξηιακβάλνπλ ηελ επηινγή δηάθνξσλ πηζαλψλ επελδχζεσλ. Οη απνθάζεηο επέλδπζεο 
κπνξνχλ λα επηιερηνχλ κεηαμχ ησλ πηζαλψλ ζέζεσλ ησλ εγθαηαζηάζεσλ, κηαο δηακφξθσζεο 
ηνπ θχξηνπ εμνπιηζκνχ, ή λα εγθαηαζηαζνχλ επάλσ ζε έλα ζχλνιν κειεηψλ έξεπλαο θαη 
αλάπηπμεο. ΢πρλά δελ έρεη θαλέλα λφεκα λα εμεηαζηνχλ  νη κεξηθέο επελδχζεηο ζε απηέο ηηο 
δξαζηεξηφηεηεο θαη έηζη ην πξφβιεκα γίλεηαη έλα go-on-go πξφγξακκα αθέξαησλ αξηζκψλ, 

φπνπ νη κεηαβιεηέο απφθαζεο πνπ ιακβάλνληαη είλαη = 0 ή 1, δείρλνληαο φηη ε  επέλδπζε 

απνξξίπηεηαη ή γίλεηαη απνδεθηή. Τπνζέηνληαο φηη ην  είλαη ε ζπκβνιηθή θαηάιεμε απφ ηε   

επέλδπζε θαη φηη ην είλαη ην πνζφ ηνπ πφξνπ i, φπσο κεηξεηά ή εξγαηηθφ δπλακηθφ, πνπ 

ρξεζηκνπνηείηαη  ζηελ  επέλδπζε, κπνξνχκε λα νξίζνπκε ην πξφβιεκα ηππηθά σο εμήο:  

           Μεγηζηνπνίεζε    

 

ππφ ηνλ φξν:    

                                          ( i = 1,2,………..,m ) 

                                     = 0 ή 1            ( j = 1,2,…………,n )   

Ο ζηφρνο είλαη λα κεγηζηνπνηεζεί ε ζπλνιηθή ζπκβνιή απφ φιεο ηηο επελδχζεηο ρσξίο ηελ 

ππέξβαζε ηεο πεξηνξηζκέλεο δηαζεζηκφηεηαο  νπνηνπδήπνηε πφξνπ. Έλα ζεκαληηθφ 

πξφζζεην ζελάξην γηα ην πξφβιεκα ηεο θχξηαο ζχληαμεο πξνυπνινγηζκνχ πεξηιακβάλεη ηνπο 

πεξηνξηζκνχο ηακεηαθψλ ξνψλ. ΢ε απηήλ ηελ πεξίπησζε, νη πεξηνξηζκνί  

                                             

απεηθνλίδνπλ ηελ απμεηηθή ηζνξξνπία κεηξεηψλ ζε θάζε πεξίνδν. Οη ζπληειεζηέο  

αληηπξνζσπεχνπλ ηελ θαζαξή ηακεηαθή ξνή απφ ηελ επέλδπζε j ζηελ πεξίνδν i. Δάλ ε 

επέλδπζε απαηηεί ηα πξφζζεηα κεηξεηά ζηελ πεξίνδν i, ηφηε ην  > 0, ελψ εάλ ε επέλδπζε 

παξάγεη ηα κεηξεηά ζηελ πεξίνδν i, ηφηε ην < 0. Οη ζπληειεζηέο ηεο δεμηάο πιεπξάο ηνπ 

αληηπξνζσπεχεη ηηο επαπμεηηθέο εμσγελείο ηακεηαθέο ξνέο. Aλ ηα πξφζζεηα θεθάιαηα 

παξέρνληαη ζηελ πεξίνδν i ηφηε   > 0, ελψ εάλ ηα θεθάιαηα απνζχξνληαη ζηελ πεξίνδν i  

ηφηε  < 0. Απηνί νη πεξηνξηζκνί δειψλνπλ φηη ηα θεθάιαηα πνπ απαηηνχληαη γηα ηελ επέλδπζε 

πξέπεη λα είλαη ιηγφηεξα ή ίζα πξνο ηα θεθάιαηα πνπ παξάγνληαη απφ ηηο πξνγελέζηεξεο 

επελδχζεηο ζπλ ηα εμσγελή θεθάιαηα πνπ παξέρνληαη (ή ηα αξλεηηθά εμσγελή θεθάιαηα πνπ 

απνζχξνληαη). 

 Σν πξφηππν θχξηαο ζχληαμεο πξνυπνινγηζκνχ κπνξεί λα γίλεη πνιχ πινπζηφηεξν αλ 

ζπκπεξηιάβνπκε θαη ηηο ινγηθέο εθηηκήζεηο. Αο ππνζέζνπκε, παξαδείγκαηνο ράξηλ, φηη ε 

επέλδπζε ζε κηα λέα γξακκή παξαγσγήο εμαξηάηαη απφ ηελ πξνεγνχκελε επέλδπζε ζε λέεο 

εγθαηαζηάζεηο. Απηή ε πηζαλφηεηα δηακνξθψλεηαη απιά απφ ηνλ πεξηνξηζκφ  
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                                         , 

φπνπ δειψλεη φηη εάλ   = 1 θαη ην πξφγξακκα i (λέα αλάπηπμε πξντφληνο) γίλνληαη 
απνδεθηά, ηφηε απαξαηηήησο ην  = 1 θαη ηo πξφγξακκα j (θαηαζθεπή λέσλ εγθαηαζηάζεσλ) 

πξέπεη λα γίλνπλ απνδεθηά. Έλα άιιν παξάδεηγκα απηήο ηεο θχζεο αθνξά ηα ζπγθξνπφκελα 
πξνγξάκκαηα. Ο πεξηνξηζκφο  

                                    +  +  +    1, 

γηα παξάδεηγκα, δειψλεη φηη κφλν κηα απφ ηηο πξψηεο ηέζζεξηο επελδχζεηο κπνξεί λα γίλεη 
απνδεθηή. Πεξηνξηζκνί φπσο απηνί, ζπλήζσο, θαινχληαη πεξηνξηζκνί πνιιαπιήο επηινγήο 
(multiple-choice constraints). ΢πλδπάδνληαο απηνχο ηνπο ινγηθνχο πεξηνξηζκνχο, ην πξφηππν 
κπνξεί λα ελζσκαηψζεη πνιιέο ζχλζεηεο αιιειεπηδξάζεηο κεηαμχ ησλ πξνγξακκάησλ εθηφο 
απφ ηα δεηήκαηα ηεο θαηαλνκήο ησλ πφξσλ. Σν απινχζηεξν απφ φια ηα πξφηππα θχξηαο 
ζχληαμεο πξνυπνινγηζκνχ έρεη κφλν έλαλ πεξηνξηζκφ  πφξσλ, αιιά έρεη πξνζειθχζεη πνιιή 
πξνζνρή ζηελ επηζηεκνληθή δηαρείξηζε . 

 Γειψλεηαη σο: 

                             Μεγηζηνπνίεζε    

ππφ ηνλ φξν:  

                                       b, 

                                     = 0 ή 1      ( j = 1,2,…………,n ). 

΢πλήζσο, απηφ ην πξφβιεκα θαιείηαη πξφβιεκα knapsack 0-1,( ζε ειεχζεξε κεηάθξαζε 
πξφβιεκα ζαθηδίσλ), δεδνκέλνπ φηη είλαη αλάινγν κε κηα θαηάζηαζε ζηελ νπνία έλαο 
νδνηπφξνο πξέπεη λα απνθαζίζεη πνηα αγαζά ζα πεξηιάβεη ζην ηαμίδη ηνπ. Δδψ ην  είλαη  ε 

αμία ή ε ρξεζηκφηεηα ηνπ ζπκπεξηιακβαλνκέλνπ αγαζνχ j, ην νπνίν δπγίδεη  > 0 θηιά. Ο 

ζηφρνο είλαη λα κεγηζηνπνηεζεί ε «επραξίζηεζε ηνπ ηαμηδηνχ» ππφ ηνλ φξν ηνπ πεξηνξηζκνχ 
βάξνπο φηη, δειαδή, ν νδνηπφξνο δε κπνξεί λα θνπβαιήζεη παξαπάλσ απφ b θηιά. Σν 
πξφηππν αιιάδεη  επηηξέπνληαο λα ιεθζεί παξαπάλσ απφ κία κνλάδα ηνπ αγαζνχ, 
γξάθνληαο    θαη  αθέξαηνο αξηζκφο αληί ησλ 0-1 πεξηνξηζκψλ ζηηο κεηαβιεηέο. Σν 

πξφηππν ζαθηδίνπ είλαη ζεκαληηθφ, επεηδή έλαο αξηζκφο απφ αθέξαηα πξνγξάκκαηα είλαη 
ηζνδχλακνο κε απηφ θαη πξνάγεη ηηο δηαδηθαζίεο ιχζεο γηα ηα πξφηππα ζαθηδίσλ  πνπ έρνπλ 
παξαθηλήζεη ηηο δηαδηθαζίεο γηα ηα γεληθά πξνγξάκκαηα αθέξαησλ αξηζκψλ. 

Τοποθεσία  των αποθηκών των εμπορευμάτων 

΢ηε δηακφξθσζε ησλ ζπζηεκάησλ δηαλνκήο, πξέπεη λα ιεθζνχλ απνθάζεηο γηα ηηο 
αληαιιαγέο κεηαμχ ησλ δαπαλψλ κεηαθνξψλ θαη ησλ δαπαλψλ γηα ηα θέληξα δηαλνκήο πνπ 
βξίζθνληαη ζε ιεηηνπξγία. Γηα παξάδεηγκα, αο ππνζέζνπκε φηη έλαο δηεπζπληήο πξέπεη λα 
απνθαζίζεη πνηεο απφ ηηο n απνζήθεο εκπνξεπκάησλ ζα ρξεζηκνπνηήζεη γηα ηελ ηθαλνπνίεζε 
ησλ αηηεκάησλ ησλ m πειαηψλ γηα έλα αγαζφ. Οη απνθάζεηο πνπ ζα πξέπεη λα ιεθζνχλ είλαη 
πνηεο απνζήθεο εκπνξεπκάησλ ζα ιεηηνπξγήζνπλ θαη ηη πνζφηεηα αγαζνχ ζα ζηαιεί απφ 
θάζε απνζήθε εκπνξεπκάησλ ζε θάζε πειάηε. Έζησ: 

                            =   

                            = Πνζφ πνπ ζηέιλεηαη απφ ηελ απνζήθε εκπνξεπκάησλ i ζηνλ πειάηε j. 

Οη ζρεηηθέο δαπάλεο είλαη: 

  = ε ζηαζεξή ιεηηνπξγηθή δαπάλε γηα ηελ απνζήθε εκπνξεπκάησλ i, (π.ρ, έλα θφζηνο γηα λα 

κηζζψζεη ηελ απνζήθε εκπνξεπκάησλ),  

 = ε αλά κνλάδα ιεηηνπξγηθή δαπάλε ζηελ απνζήθε εκπνξεπκάησλ i ζπλ ην κεηαθνξηθφ 

θφζηνο  απφ ηελ απνζήθε εκπνξεπκάησλ i ζηνλ πειάηε j.  
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Τπάξρνπλ δχν ηχπνη πεξηνξηζκψλ γηα ην πξφηππν:  

i. ην αίηεκα  θάζε πειάηε πνπ πξέπεη λα γεκίζεη απφ ηηο απνζήθεο 

ii.  ηα αγαζά πνπ κπνξνχλ λα ζηαινχλ απφ κηα απνζήθε εκπνξεπκάησλ κφλν εάλ είλαη 
αλνηρηή.  

 

Σν πξφηππν είλαη:  

 

                                +   ,                                                   (1) 

   ππφ ηνλ φξν:  

                                            =           ( j = 1,2,…….…,n )                        (2) 

                           -       ( i = 1,2,………..,m )                      (3) 

                             0         ( i = 1,2,………..,m ; j = 1,2,…….…,n ) 

                              =  0 ή 1   ( i = 1,2,………..,m ) 

Ζ αληηθεηκεληθή ιεηηνπξγία ελζσκαηψλεη ηε κεηαθνξά θαη ηηο κεηαβιεηέο δαπάλεο 
απνζήθεπζεο, εθηφο απφ ηηο ζηαζεξέο δαπάλεο γηα ηηο απνζήθεο εκπνξεπκάησλ πνπ είλαη ζε 
ιεηηνπξγία. Ο πεξηνξηζκφο (2) δείρλεη φηη ε απαίηεζε θάζε πειάηε πξέπεη λα ηθαλνπνηεζεί. Σν 
άζξνηζκα πέξα απφ ηηο κεηαβιεηέο απνζηνιψλ  κε ηνλ πεξηνξηζκφ (3) είλαη ην πνζφ ηνπ 

αγαζνχ πνπ ζηέιλεηαη απφ ηελ απνζήθε i. Όηαλ ε απνζήθε εκπνξεπκάησλ είλαη θιεηζηή, ηφηε  
 = 0 θαη ν πεξηνξηζκφο δηεπθξηλίδεη φηη θαλέλα απφ ηα εκπνξεχκαηα δελ κπνξνχλ λα 

ζηαιζνχλ απφ ηελ απνζήθε εκπνξεπκάησλ. Απφ ηελ άιιε, φηαλ ε απνζήθε εκπνξεπκάησλ 
είλαη αλνηρηή  θαη   = 1, ν πεξηνξηζκφο απιά δειψλεη φηη ην πνζφ πνπ κπνξεί λα ζηαιεί απφ 
ηελ απνζήθε εκπνξεπκάησλ δελ είλαη  κεγαιχηεξν απφ ηε ζπλνιηθή απαίηεζε, ε νπνία είλαη 
πάληα αιεζηλή. ΢πλεπψο, ν πεξηνξηζκφο (3) ππνλνεί ηνλ πεξηνξηζκφ (ii) φπσο αλαθέξζεθε 
πην πξηλ. 

 Αλ θαη ππεξαπινπζηεχεηαη, απηφ ην πξφηππν δηαηππψλεη ηνλ ππξήλα γηα ηα πεξίπινθα θαη 
ξεαιηζηηθά πξφηππα δηαλνκήο πνπ ελζσκαηψλνπλ ηέηνηα ραξαθηεξηζηηθά γλσξίζκαηα φπσο:  

1. ζπζηήκαηα δηαλνκήο πνιπ-θιηκάθηνπ απφ ηηο απνζήθεο εκπνξεπκάησλ ζηνλ πειάηε  

2. πεξηνξηζκνί ηθαλφηεηαο θαη ζηελ παξαγσγή εγθαηαζηάζεσλ θαη ζην ξπζκφ απφδνζεο 
απνζεθψλ   

3. νηθνλνκίεο θιίκαθαο ζηε κεηαθνξά θαη ζηηο ιεηηνπξγηθέο δαπάλεο  

4. εθηηκήζεηο ππεξεζηψλ, φπσο ν κέγηζηνο ρξφλνο δηαλνκήο απφ ηηο απνζήθεο 
εκπνξεπκάησλ ζηνπο πειάηεο  

5. πνιιαπιάζηα πξντφληα ή  

6. φξνη πνπ απνηξέπνπλ ην δηαρσξηζκφ ησλ δηαηαγψλ (ζην πξφηππν παξαπάλσ, ε απαίηεζε 
γηα νπνηνδήπνηε πειάηε κπνξεί λα ηθαλνπνηεζεί απφ δηάθνξεο απνζήθεο εκπνξεπκάησλ). 

 Απηά ηα ραξαθηεξηζηηθά γλσξίζκαηα κπνξνχλ λα πεξηιεθζνχλ ζην πξφηππν αιιάδνληαο ην 
κε δηάθνξνπο ηξφπνπο. Παξαδείγκαηνο ράξηλ, ε ρσξεηηθφηεηα ησλ απνζεθψλ ησλ 
εκπνξεπκάησλ ελζσκαηψλεηαη αληηθαζηζηψληαο ηνλ φξν πεξηιακβάλεηαη  ζηνλ 

πεξηνξηζκφ (3) κε ην , φπνπ  είλαη ε ηθαλφηεηα ξπζκνχ απφδνζεο ηεο απνζήθεο 
εκπνξεπκάησλ i, ε δηαλνκή πνιπ-θιηκάθηνπ κπνξεί λα απαηηήζεη ηξηπιέο κεηαβιεηέο 

δείρλνληαο ην πνζφ πνπ ζηέιλεηαη απφ ηηο εγθαηαζηάζεηο i ζηνλ πειάηε k κέζσ ηεο 

απνζήθεο εκπνξεπκάησλ j.  
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Σχέδιο 

Οιφθιεξε ε θαηεγνξία πξνβιεκάησλ θαινχκελε σο αιιεινπρία, ζρεδηαζκφο θαη 
δξνκνιφγεζε, είλαη εγγελψο, πξνγξάκκαηα αθέξαησλ αξηζκψλ. Αο εμεηάζνπκε, 
παξαδείγκαηνο ράξηλ, ην ζρεδηαζκφ ησλ ζπνπδαζηψλ, ηεο ζρνιήο θαη ησλ ηάμεσλ κε ηέηνην 
ηξφπν ψζηε ν αξηζκφο ζπνπδαζηψλ πνπ δε κπνξνχλ λα πάξνπλ ηελ πξψηε επηινγή  ησλ 
θαηεγνξηψλ, λα ειαρηζηνπνηείηαη. Τπάξρνπλ πεξηνξηζκνί ζηνλ αξηζκφ θαη ζην κέγεζνο ησλ 
δηαζέζηκσλ ηάμεσλ ζε νπνηνδήπνηε ρξφλν, ζηε δηαζεζηκφηεηα ησλ κειψλ ηεο ζρνιήο ζηνπο 
ηδηαίηεξνπο ρξφλνπο θαη ζηηο πξνηηκήζεηο ησλ ζπνπδαζηψλ γηα ηα ηδηαίηεξα πξνγξάκκαηα. 

Γειαδή ν   ζπνπδαζηήο ζρεδηάδεηαη γηα ηε j ηάμε θαηά ηε δηάξθεηα ηνπ  ρξνληθνχ 
δηαζηήκαηνο ή φρη, σο εθ ηνχηνπ κηα ηέηνηα κεηαβιεηή είλαη είηε κεδέλ είηε έλα. Άιια 
παξαδείγκαηα απηήο ηεο θαηεγνξίαο πξνβιεκάησλ πεξηιακβάλνπλ ηε γξακκή 
εμηζνξξφπεζεο, ηελ θξίζηκε πνξεία ζρεδηαδφκελε κε ηνπο πεξηνξηζκνχο ησλ πφξσλ θαη ηελ 
απνζηνιή νρεκάησλ. 

Γηα έλα ζπγθεθξηκέλν παξάδεηγκα, αο εμεηάζνπκε ην ζρεδηαζκφ ηνπ πξνζσπηθνχ κηαο 
πηήζεο αεξνγξακκψλ. Ζ αεξνγξακκή έρεη δηάθνξεο δξνκνινγήζεηο ΄΄ legs΄΄  λα 
πξαγκαηνπνηήζεη, φπσο 10 π.κ απφ ηε Νέα Τφξθε ζην ΢ηθάγν, ή 6 κ.κ απφ ην ΢ηθάγν ζην 
Λνο Άληδειεο. Ζ αεξνγξακκή πξέπεη λα ζρεδηάζεη ηα πιεξψκαηα πξνζσπηθνχ ηεο ζηηο 
δηαδξνκέο κε ηέηνην ηξφπν ψζηε λα θαιχςεη απηέο ηηο πηήζεηο. Έλα πιήξσκα, παξαδείγκαηνο 
ράξηλ,  κπνξεί λα ζρεδηαζηεί γηα λα πεηάμεη ζε κηα δηαδξνκή πνπ πεξηέρεη ηα δχν ΄΄ legs΄΄ , 
φπσο πξναλαθέξακε. Οη κεηαβιεηέο απφθαζεο είλαη απηέο πνπ  δηεπθξηλίδνπλ ην ζρεδηαζκφ 
ησλ πιεξσκάησλ ζηηο δηαδξνκέο: 

   Έζησ:                       

                  =             

                  =  

 

Καη  

                       =  θφζηνο γηα ην δηνξηζκφ ελφο πιεξψκαηνο ζηε δηαδξνκή 

Οη ζπληειεζηέο  θαζνξίδνπλ ηνπο απνδεθηνχο ζπλδπαζκνχο legs θαη δξνκνινγεηψλ 

ιακβάλνληαο ππφςε ηέηνηα ραξαθηεξηζηηθά, φπσο ηνπνζεηψληαο κία αιιεινπρία legs γηα ηελ 
παξαγσγή ησλ ζπλδέζεσλ κεηαμχ ησλ πηήζεσλ θαη γηα ηε ζπληήξεζε ζηνλ επίγεην ρξφλν 
δηαδξνκψλ. Σν πξφηππν γίλεηαη:  

           Διαρηζηνπνίεζε  , 

ππφ ηνλ φξν:   

                                              ( i = 1,2,………..,m )                                (4) 

                                                  = 0 ή 1   ( j = 1,2,…….…,n )       

Ο  πεξηνξηζκφο απαηηεί φηη έλα πιήξσκα πξέπεη λα δηνξηζηεί ζε κηα δηαδξνκή γηα λα 
πεηάμεη κε leg i. Μηα ελαιιαθηηθή δηαηχπσζε επηηξέπεη ζε έλα πιήξσκα λα ηαμηδέςνπλ σο 
επηβάηεο ζε έλα leg. Καηφπηλ νη πεξηνξηζκνί (4) γίλνληαη:  

                                   1          ( i = 1,2,………..,m )                               (5) 

Αλ γηα παξάδεηγκα, 

                                     = 3 , 
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ηφηε δχν πιεξψκαηα πεηνχλ σο επηβάηεο ζην leg i πηζαλφηαηα γηα λα θάλνπλ ηηο ζπλδέζεηο ζε 
άιια  legs, ζηα νπνία έρνπλ δηνξηζηεί γηα ππεξεζία. Απηά ηα πξφηππα πιεξψκαηνο ηεο 
αεξνγξακκήο πξνθχπηνπλ θαη ζε πνιιέο άιιεο ηνπνζεηήζεηο, φπσο ζηα πξνβιήκαηα 
παξάδνζεο νρεκάησλ, ζηηο πνιηηηθέο  απνζπάζεηο θαη ζηα ζηνηρεία επεμεξγαζίαο  
ππνινγηζηψλ. ΢πρλά ην πξφηππν (4) θαιείηαη πξφβιεκα ρσξηζκνχ (set-partitioning problem), 
δεδνκέλνπ φηη ην ζχλνιν ησλ legs ζα δηαηξεζεί ή ζα ρσξηζηεί κεηαμχ ησλ δηάθνξσλ 
πιεξσκάησλ. Με ηνλ πεξηνξηζκφ (5) θαιείηαη πξφβιεκα θάιπςεο (set-covering problem), 
δεδνκέλνπ φηη ηα πιεξψκαηα έπεηηα ζα θαιχςνπλ ην ζχλνιν ησλ legs. Έλα άιιν 
παξάδεηγκα, είλαη ην απνθαινχκελν δηαθηλνχκελν πξφβιεκα πσιεηψλ( traveling salesman 
problem). Ξεθηλψληαο απφ ην ζπίηη ηνπ, έλαο πσιεηήο, επηζπκεί λα επηζθεθηεί θάζε κία  απφ 
ηηο (n - 1) άιιεο πφιεηο θαη λα επηζηξέςεη ζην ζπίηη ηνπ κε ειάρηζην θφζηνο. Πξέπεη λα 
επηζθεθηεί θάζε πφιε αθξηβψο κία θνξά θαη ηνπ θνζηίδεη  γηα λα ηαμηδέςεη απφ ηελ πφιε i 

ζηελ πφιε j. Πνηα δηαδξνκή ζα πξέπεη λα επηιέμεη; Δάλ εκείο  

                             =  

 

κπνξνχκε λα κπνχκε ζηνλ πεηξαζκφ  λα δηαηππψζνπκε ην πξφβιεκα ηνπ σο πξφβιεκα 
αλάζεζεο:  

          Διαρηζηνπνίεζε        

 

ππφ ηνλ φξν:   

                                            = 1    ( j = 1,2,…….…,n )       

                                            = 1     ( i = 1,2,………..,n )       

                                                  ( i = 1,2,…….…,n;   j = 1,2,………..,n ). 

Οη πεξηνξηζκνί απαηηνχλ φηη ν πσιεηήο πξέπεη λα κπεη θαη λα βγεη ζε θάζε πφιε αθξηβψο κία 
θνξά. Γπζηπρψο, ην πξφηππν αλάζεζεο κπνξεί λα νδεγήζεη ζε αλέθηθηεο ιχζεηο. Δίλαη 
δπλαηφ ζε έλα πξφβιεκα έμη πφιεσλ, παξαδείγκαηνο ράξηλ, ε ιχζε αλάζεζεο λα 
θαζνδεγήζεη ηνλ πσιεηή κέζσ δχν ρσξηζηψλ δηαδξνκψλ ησλ πφιεσλ αληί ζε έλα εληαίν 
ηαμίδη ή έλαλ γχξν (εηθφλα 7). ΢πλεπψο, νη πξφζζεηνη πεξηνξηζκνί πξέπεη λα ζπκπεξηιεθζνχλ 
πξνθεηκέλνπ λα απνβιεζνχλ νη ιεπηφηεξεο ιχζεηο. Τπάξρνπλ δηάθνξνη ηξφπνη λα 
νινθιεξσζεί απηφ. ΢ε απηφ ην παξάδεηγκα, κπνξνχκε λα απνθχγνπκε ηε ιεπηφηεξε ιχζε ηεο 
εηθφλαο 7 ζπκπεξηιακβάλνληαο ηνλ πεξηνξηζκφ:  

                            +  +  +  +  +  +    

 

 

Εικόνα 7 χωριςτζσ διαδρομζσ            

Απηή ε αληζφηεηα εμαζθαιίδεη φηη ηνπιάρηζηνλ έλα leg ηνπ γχξνπ ζπλδέεη ηηο πφιεηο 1, 2, θαη 3 
κε ηηο πφιεηο 4, 5, θαη 6. Γεληθά, εάλ έλαο πεξηνξηζκφο απηήο ηεο κνξθήο ζπκπεξηιακβάλεηαη 
γηα θάζε ηξφπν κε ηνλ νπνίν νη πφιεηο κπνξνχλ λα δηαηξεζνχλ ζε δχν νκάδεο, ηφηε νη 
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δηαδξνκέο ζα δηαγξαθνχλ. Σν πξφβιεκα κε απηφ θαη ηηο ζρεηηθέο πξνζεγγίζεηο είλαη φηη κε ηηο  
n πφιεηο, πξέπεη λα πξνζηεζνχλ νη (  - 1) πεξηνξηζκνί απηήο ηεο θχζεο, έηζη ψζηε λα γίλεη ε 
δηαηχπσζε  έλα πνιχ κεγάιν πξφβιεκα αθεξαίνπ πξνγξακκαηηζκνχ. Γηα απηφλ ηνλ ιφγν, ην 
δηαθηλνχκελν πξφβιεκα πσιεηψλ, γεληθά, ζεσξείηαη δχζθνιν φηαλ ππάξρνπλ πνιιέο πφιεηο. 

Σν δηαθηλνχκελν πξφηππν πσιεηψλ ρξεζηκνπνηείηαη σο θεληξηθφ ζπζηαηηθφ πνιιψλ 
πξνηχπσλ δξνκνιφγεζεο νρεκάησλ θαη ζρεδηαζκνχ. Υξεζηκνπνηείηαη επίζεο θαη ζην 
ζρεδηαζκφ παξαγσγήο. Παξαδείγκαηνο ράξηλ, αο ππνζέζνπκε φηη επηζπκνχκε λα 
ηνπνζεηήζνπκε δηαδνρηθά (n -1) εξγαζίεο ζε κηα εληαία κεραλή θαη φηη ην  είλαη ην θφζηνο 

ηεο κεραλήο γηα ηελ εξγαζία j (δεδνκέλνπ φηη ε εξγαζία j κφιηο νινθιεξψζεθε). Πνηα 
αθνινπζία ζρεδηαζκνχ γηα ηηο εξγαζίεο δίλεη ηηο ρακειφηεξεο ζπλνιηθέο δαπάλεο νξγάλσζεο; 
Σν πξφβιεκα κπνξεί λα εξκελεπζεί σο δηαθηλνχκελν πξφβιεκα πσιεηψλ, ζην νπνίν ν θάζε 
πσιεηήο αληηζηνηρεί ζηε κεραλή πνπ εθηειεί θάζε κηα απφ ηηο εξγαζίεο. „„Home‟‟ είλαη ε 
αξρηθή θαηάζηαζε ηεο κεραλήο, θαη ζε κεξηθέο εθαξκνγέο, ε κεραλή ζα πξέπεη λα επηζηξέςεη 
ζηελ αξρηθή ηεο θαηάζηαζε κεηά απφ ηελ νινθιήξσζε φισλ ησλ εξγαζηψλ. Απηφ είλαη 
δειαδή, ν πσιεηήο „„salesman‟‟ πξέπεη λα επηζηξέςεη ζπίηη „„home‟‟ αθνχ επηζθεθηεί ηηο 
πφιεηο „„cities‟‟.  

Κατάρτιση των προγραμμάτων ακεραίων αριθμών 

Οη απεηθνλίζεηο ζην πξνεγνχκελν ηκήκα φρη κφλν έρνπλ δείμεη ηηο ζπγθεθξηκέλεο 
εθαξκνγέο αθεξαίνπ πξνγξακκαηηζκνχ αιιά έρνπλ πξνηείλεη πψο νη κεηαβιεηέο αθέξαησλ 
αξηζκψλ κπνξνχλ λα ρξεζηκνπνηεζνχλ γηα λα παξέρνπλ ηηο επξείεο ηθαλφηεηεο δηακφξθσζεο 
πέξα απφ εθείλεο πνπ είλαη δηαζέζηκεο ζην γξακκηθφ πξνγξακκαηηζκφ. ΢ε πνιιέο εθαξκνγέο, 
νη νινθιεξσηηθνί πεξηνξηζκνί απεηθνλίδνπλ θπζηθέο αδηαηξεηφηεηεο ηνπ πξνβιήκαηνο θάησ 
απφ ηε κειέηε. Παξαδείγκαηνο ράξηλ, ζηελ απφθαζε πφζα ππξεληθά αεξνπιαλνθφξα ζα 
πξέπεη λα έρεη ην ακεξηθαληθφ λαπηηθφ, νη θιαζκαηηθέο ιχζεηο είλαη ζαθψο ρσξίο λφεκα, 
δεδνκέλνπ φηη ν βέιηηζηνο αξηζκφο είλαη ζε παξαγγειία ηνπ ελφο ή ησλ δχν. ΢ε απηέο ηηο 
θαηαζηάζεηο, νη κεηαβιεηέο απφθαζεο είλαη εγγελψο αθέξαηεο απφ ηε θχζε ηνπ πξνβιήκαηνο 
ιήςεο απνθάζεσλ.  

Απηφ δελ είλαη απαξαηηήησο ε ιχζε ζε θάζε εθαξκνγή αθεξαίνπ πξνγξακκαηηζκνχ, φπσο 
εκθαλίδεηαη ζηελ θχξηα ζχληαμε πξνυπνινγηζκνχ θαη ζηα πξφηππα απνζήθεο 
εκπνξεπκάησλ. ΢ε απηά ηα πξφηππα, νη κεηαβιεηέο αθέξαησλ αξηζκψλ πξνθχπηνπλ απφ 

(i) ηνπο ινγηθνχο φξνπο, φπσο εάλ έλα λέν πξντφλ αλαπηχζζεηαη, ηφηε λέεο 
εγθαηαζηάζεηο πξέπεη λα θαηαζθεπαζηνχλ θαη απφ 

(ii) ηηο κε γξακκηθφηεηεο, φπσο νη ζηαζεξέο δαπάλεο γηα κηα απνζήθε εκπνξεπκάησλ. 

Οη εθηηκήζεηο απηήο ηεο θχζεο είλαη ηφζν ζεκαληηθέο γηα ηε δηακφξθσζε θαζψο αθηεξψλνπκε 
απηφ ην ηκήκα ζηελ αλάιπζε θαη ηελ παγίσζε ησλ ζπγθεθξηκέλσλ ηερληθψλ δηαηχπσζεο 
πξνγξακκαηηζκνχ αθέξαησλ αξηζκψλ, νη νπνίεο κπνξνχλ λα ρξεζηκνπνηεζνχλ σο εξγαιεία 
γηα κηα επξεία ζεηξά εθαξκνγψλ. 

Δυαδικές (0-1)  μεταβλητές  

Αο ππνζέζνπκε φηη ζέινπκε λα απνθαζίζνπκε γηα ην εάλ πξέπεη λα ζπκκεηέρνπκε 

ζηηο αθφινπζεο δξαζηεξηφηεηεο: 

(i)  αλ ζα ρηίζνπκε λέεο εγθαηαζηάζεηο,  

(ii)  αλ ζα αλαιάβνπκε κηα δηαθεκηζηηθή θακπάληα, ή  

(iii)  αλ ζα αλαπηχμνπκε έλα λέν πξντφλ.  

΢ε θάζε πεξίπησζε, πξέπεη λα πάξνπκε ηελ απφθαζε „λαη-φρη‟ ή ηελ απνθαινχκελε  

απφθαζε go-no-go. Απηέο νη επηινγέο δηακνξθψλνληαη εχθνια ζέηνληαο  = 1 εάλ 

ζπκκεηέρνπκε ζηε  δξαζηεξηφηεηα  θαη   = 0 αληίζεηα. Οη κεηαβιεηέο πνπ είλαη 

πεξηνξηζκέλεο ζε 0 ή 1 θαηά απηφλ ηνλ ηξφπν, θαινχληαη δπαδηθέο, ινγηθέο, ή 0 -1 

κεηαβιεηέο. Οη δπαδηθέο κεηαβιεηέο είλαη κεγάινπ ελδηαθέξνληνο επεηδή εκθαλίδνληαη ηαθηηθά 

ζε πνιιέο πξφηππεο δηαηππψζεηο, ηδηαίηεξα ζηα πξνβιήκαηα κεγάιεο αθηίλαο θαη ζε 

ζηξαηεγηθέο απνθάζεηο πςεινχ θφζηνπο πνπ ζπλδένληαη κε ηνλ πξνγξακκαηηζκφ θχξηαο 
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επέλδπζεο. Δάλ ε δηαρείξηζε (management) είρε απνθαζίζεη φηη κηα απφ ηηο παξαπάλσ ηξεηο 

δξαζηεξηφηεηεο κπνξεί λα αζθεζεί, ηφηε είλαη θαηάιιεινο ν αθφινπζνο πεξηνξηζκφο:  

                                                . 

Όπσο έρνπκε δείμεη ζην παξάδεηγκα  ηεο θχξηαο ζχληαμεο πξνυπνινγηζκνχ ζην 
πξνεγνχκελν ηκήκα, απηφο ν πεξηνξηζκφο ζπλήζσο αλαθέξεηαη σο πνιιαπιήο επηινγήο 
πεξηνξηζκφο ( multiple choice constraint), δεδνκέλνπ φηη πεξηνξίδεη ηελ επηινγή επελδχζεψλ 
καο λα είλαη κία απφ ηηο ηξεηο δηαζέζηκεο ελαιιαθηηθέο ιχζεηο.  

Οη δπαδηθέο κεηαβιεηέο είλαη ρξήζηκεο φπνηε νη κεηαβιεηέο κπνξνχλ λα ππνζέζνπλ κηα απφ 
ηηο δχν ηηκέο, φπσο ζηελ επεμεξγαζία θαηά δεζκίδεο. Παξαδείγκαηνο ράξηλ, αο ππνζέζνπκε 
φηη έλαο θαηαζθεπαζηήο θαξκάθσλ πξέπεη λα απνθαζίζεη εάλ πξέπεη λα ρξεζηκνπνηήζεη κηα 
δεμακελή δχκσζεο. Δάλ ρξεζηκνπνηεί ηε δεμακελή, ηφηε ε ηερλνινγία επεμεξγαζίαο απαηηεί 
λα θάλεη Β κνλάδεο. ΢πλεπψο, ε παξαγσγή y πξέπεη λα είλαη 0 ή Β θαη ην πξφβιεκα κπνξεί 
λα δηακνξθσζεί κε ηε δπαδηθή κεηαβιεηή  = 0 ή 1 αληηθαζηζηψληαο ην  γηα ην y παληνχ 

ζην πξφηππν.  

Λογικοί περιορισμοί 

΢πρλά, νη ηνπνζεηήζεηο πξνβιήκαηνο επηβάιινπλ ηνπο ινγηθνχο πεξηνξηζκνχο ζηηο 
κεηαβιεηέο απφθαζεο (φπσο ηνπο πεξηνξηζκνχο ζπγρξνληζκνχ, ηα απξφβιεπηα έμνδα ή ηηο 
ζπγθξνπφκελεο ελαιιαθηηθέο ιχζεηο), νη νπνίεο παξαρσξνχληαη  ζηηο δηαηππψζεηο ηνπ 
αθέξαηνπ πξνγξακκαηηζκνχ. Ζ αθφινπζε αλάιπζε αλαζεσξεί ηηο ζεκαληηθφηεξεο 
πεξηπηψζεηο απηψλ ησλ ινγηθψλ ζρέζεσλ. 

 Εφικτοί περιορισμοί 

  Δλδερνκέλσο ε απινχζηεξε ινγηθή εξψηεζε πνπ κπνξεί λα ππνβιεζεί ζην 
καζεκαηηθφ πξνγξακκαηηζκφ είλαη εάλ κηα δεδνκέλε επηινγή ησλ κεηαβιεηψλ απφθαζεο 
ηθαλνπνηεί έλαλ πεξηνξηζκφ. Αθξηβέζηεξα, πφηε είλαη ηθαλνπνηεηηθφο ν  αθφινπζνο γεληθφο 
πεξηνξηζκφο; 

 

                                                ƒ ( , , ……….,  )  b                                                (6) 

 

 Δηζάγνπκε κηα δπαδηθή κεηαβιεηή y κε ηελ εξκελεία: 

                                               y =     

νπφηε ν πεξηνξηζκφο ζα κεηαηξαπεί ζε:  

                                               ƒ ( , , ……….,  ) -  b                                          (7) 

 φπνπ ε ζηαζεξά Β επηιέγεηαη λα είλαη αξθεηά κεγάιε έηζη ψζηε ν πεξηνξηζκφο  λα 
ηθαλνπνηείηαη  πάληα αλ y = 1 , δειαδή  

                                             ƒ ( , , ……….,  )  b + Β      

γηα θάζε πηζαλή επηινγή ησλ κεηαβιεηψλ απφθαζεο ( , ...,    πνπ είλαη ζηε δηάζεζε 
καο. Όπνηε ην y = 0 δίλεη κηα εθηθηή ιχζε ζηνλ πεξηνξηζκφ (7) θαη μέξνπκε φηη ν πεξηνξηζκφο 
(6) πξέπεη λα ηθαλνπνηεζεί. ΢ηελ πξάμε, είλαη ζπλήζσο πνιχ εχθνιν λα απνθαζηζηεί έλαο 
κεγάινο αξηζκφο γηα λα ρξεζηκεχζεη σο  Β, αλ θαη γεληθφηεξα είλαη θαιχηεξν λα 
ρξεζηκνπνηεζεί ε κηθξφηεξε πηζαλή αμία ηνπ Β πξνθεηκέλνπ λα απνθεπρζνχλ νη αξηζκεηηθέο 
δπζθνιίεο θαηά ηε δηάξθεηα ησλ ππνινγηζκψλ. 
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Εναλλακτικοί περιορισμοί 

Αο εμεηάζνπκε κηα θαηάζηαζε κε ηνπο ελαιιαθηηθνχο πεξηνξηζκνχο: 

                                                 ( , , ……….,  )                                                   

                                                 ( , , ……….,  )  . 

 

Πξέπεη λα ηθαλνπνηεζεί ηνπιάρηζηνλ έλαο, αιιά φρη απαξαηηήησο θαη νη δχν απφ απηνχο ηνπο 

πεξηνξηζκνχο. Απηφο ν πεξηνξηζκφο κπνξεί λα δηακνξθσζεί κε ην ζπλδπαζκφ ηεο ηερληθήο 

πνπ εηζάγεη αθξηβψο έλαλ πεξηνξηζκφ πνιιαπιήο επηινγήο σο εμήο: 

 

                                                 ( , , ……….,  ) -      ,                                                

                                                 ( , , ……….,  ) –      , 

                                                        +   1, 

                                                        ,  ,δπαδηθνί 

Οη κεηαβιεηέο ,  θαη νη ζηαζεξέο  θαη  επηιέγνληαη φπσο παξαπάλσ, γηα λα δείμνπλ 

πφηε ηθαλνπνηνχληαη νη πεξηνξηζκνί. Ο πνιιαπιήο επηινγήο πεξηνξηζκφο   +   1 

ππνλνεί φηη ηνπιάρηζηνλ κία κεηαβιεηή  είλαη ίζε κε 0, έηζη ψζηε, φπσο απαηηείηαη, λα 
ηθαλνπνηεζεί ηνπιάρηζηνλ έλαο πεξηνξηζκφο. Μπνξνχκε λα ζψζνπκε κηα κεηαβιεηή αθέξαησλ 
αξηζκψλ ζε απηήλ ηελ δηαηχπσζε κε ηε ζεκείσζε φηη ν πνιιαπιήο επηινγήο πεξηνξηζκφο 
κπνξεί λα αληηθαηαζηαζεί απφ  +   1, ή   = 1 -  , δεδνκέλνπ φηη απηφο ν πεξηνξηζκφο 

ππνλνεί φηη είηε ην   είλαη ίζα κε 0. Ζ πξνθχπηνπζα δηαηχπσζε δίλεηαη σο εμήο: 

                                                 ( , , ……….,  ) -      ,                                                

                                                 ( , , ……….,  ) –      , 

                                                      = 0 ή 1, 

΢αλ απεηθφληζε απηήο ηεο ηερληθήο κπνξνχκε λα εμεηάζνπκε ην παξάδεηγκα custom-molder 
ην νπνίν πεξηιακβάλεη ηνλ πεξηνξηζκφ 

                                                60,                                        (8) 

ν νπνίνο αληηπξνζσπεχεη ηελ ηθαλφηεηα παξαγσγήο γηα  εθαηνληάδεο πεξηπηψζεηο  

γπαιηψλ έμη-νπγγηψλ θαη γηα  εθαηνληάδεο πεξηπηψζεηο γπαιηψλ δέθα-νπγγηψλ. Αλ 
ππνζέζνπκε φηη ππήξρε κηα ελαιιαθηηθή δηαδηθαζία παξαγσγήο πνπ ζα κπνξνχζε λα 
ρξεζηκνπνηεζεί, ζα είρε ηνλ πεξηνξηζκφ ηθαλφηεηαο 

                                                50                                          (9) 

Καηφπηλ νη κεηαβιεηέο απφθαζεο ,  πξέπεη λα  ηθαλνπνηνχλ είηε ηελ εμίζσζε (8) είηε ηελ 
(9) αλάινγα κε πνηα δηαδηθαζία παξαγσγήο επηιέγεηαη. Ζ δηαηχπσζε ηνπ αθέξαηνπ 
πξνγξακκαηηζκνχ αληηθαζηζηά ηηο (8) θαη (9) κε ηνπο πεξηνξηζκνχο: 

                                        60,                                         

                                        50, 

                                                                    y= 0 ή 1. 

΢ε απηήλ ηελ πεξίπησζε, ηα  θαη  ηίζεληαη ζην 100, ην νπνίν είλαη αξθεηά κεγάιν έηζη 

ψζηε ν πεξηνξηζκφο λα κελ πεξηνξίδεη ηε δηαδηθαζία παξαγσγήο πνπ δε ρξεζηκνπνηείηαη.  
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Υπό όρους περιορισμοί 

 Απηνί νη πεξηνξηζκνί έρνπλ ηε κνξθή: 

                 ( , , ……….,  )     ν νπνίνο ππνλνεί φηη    ( , , ……….,  )   .   

                                       

Γεδνκέλνπ φηη ε επίπησζε δελ ηθαλνπνηείηαη κφλν φηαλ θαη νη δχν ( , , ……….,  )  

 θαη   ( , , ……….,  )    ,ν ππφ φξνπο πεξηνξηζκφο είλαη ινγηθά ηζνδχλακνο κε 

ηνπο ελαιιαθηηθνχο πεξηνξηζκνχο  

                   ( , , ……….,  )     θαη  ή   ( , , ……….,  )   ,  φπνπ 
ηνπιάρηζηνλ έλαο πεξηνξηζκφο πξέπεη λα ηθαλνπνηεζεί. Ωο εθ ηνχηνπ, απηή ε θαηάζηαζε 
κπνξεί λα δηακνξθσζεί απφ ηνπο ελαιιαθηηθνχο πεξηνξηζκνχο φπσο ππνδεηθλχεηαη 
αλσηέξσ. 

K- Εναλλακτικές λύσεις πτυχών  

Αο ππνζέζνπκε φηη πξέπεη λα ηθαλνπνηήζνπκε ηνπιάρηζηνλ k απφ ηνπο πεξηνξηζκνχο: 

                               ( , , ……….,  )    ,    ( j = 1,2,…..,p ) 

 Παξαδείγκαηνο ράξηλ, απηνί νη πεξηνξηζκνί κπνξνχλ λα αληηζηνηρνχλ ζηνπο πεξηνξηζκνχο 
εξγαηηθνχ δπλακηθνχ γηα ηα πηζαλά ζπζηήκαηα επηζεψξεζεο p γηα ηνλ πνηνηηθφ έιεγρν ζε κηα 
δηαδηθαζία παξαγσγήο. Δάλ ε δηαρείξηζε έρεη απνθαζίζεη λα πηνζεηήζεη ηνπιάρηζηνλ ηα 
ζπζηήκαηα επηζεψξεζεο k, ηφηε νη πεξηνξηζκνί k πνπ δηεπθξηλίδνπλ ηνπο πεξηνξηζκνχο 
εξγαηηθνχ δπλακηθνχ γηα απηά ηα ζπζηήκαηα πξέπεη λα ηθαλνπνηεζνχλ θαη νη ππφινηπνη 
πεξηνξηζκνί κπνξνχλ λα αγλνεζνχλ. Τπνζέηνληαο φηη ην  γηα j = 1,2,…,p επηιέγεηαη έηζη 

ψζηε νη αγλνεκέλνη πεξηνξηζκνί λα κελ είλαη δεζκεπηηθνί, ην γεληθφ πξφβιεκα κπνξεί λα είλαη 
δηαηππσκέλν σο εμήο: 

                               ( , , ……….,  ) -  ( 1 - )   ,    ( j = 1,2,…..,p ) 

                                

                                k , 

                                       ή 1          ( j = 1,2,…..,p ). 

Γειαδή, ην  = 1 εάλ ν πεξηνξηζκφο  πξφθεηηαη λα ηθαλνπνηεζεί θαη ηνπιάρηζηνλ k ησλ 

πεξηνξηζκψλ πξέπεη λα ηθαλνπνηεζνχλ. Δάλ θαζνξίζνπκε  1 - , θαη ην ππνθαζηζηά ην   

ζε απηνχο ηνπο πεξηνξηζκνχο, ε κνξθή ησλ πεξηνξηζκψλ πνπ ζα πξνθχςνπλ είλαη αλάινγε 
κε απηφ πνπ δίλεηαη πξνεγνπκέλσο γηα ηε δηακφξθσζε ησλ ελαιιαθηηθψλ πεξηνξηζκψλ. 

Σύνθετες εναλλακτικές λύσεις 

Ζ εθηθηή πεξηνρή πνπ παξνπζηάδεηαη ζηελ εηθφλα 8 απνηειείηαη απφ ηξεηο 
ρσξηδφκελεο  πεξηνρέο. Κάζε κία δηεπθξηλίδεηαη απφ έλα ζχζηεκα αληζνηήησλ. Ζ εθηθηή 
πεξηνρή είλαη απφ ηα ελαιιαθηηθά ζχλνια πεξηνξηζκψλ θαη κπνξεί λα δηακνξθσζεί απφ ην 
ζχζηεκα:      

–
Περιοριςμοί περιοχήσ 1 

Περιοριςμοί περιοχήσ 2 

– Περιοριςμοί περιοχήσ 3 
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                                     +  +   2, 

                                       ,     0, 

                                      ,   ,    δπαδηθνί. 

 

 

Εικόνα 8 παράδειγμα ςφνθετων εναλλακτικών λφςεων 

                          

 

Aο ζεκεησζεί φηη ρξεζηκνπνηνχκε ηελ ίδηα δπαδηθή κεηαβιεηή   γηα θάζε πεξηνξηζκφ 

θαζνξίδνληαο κηα απφ ηηο πεξηνρέο θαη φηη ν πεξηνξηζκφο   +  +   2 ππνλνεί φηη νη 

κεηαβιεηέο απφθαζεο ,  ππάξρνπλ ηνπιάρηζηνλ ζε κηα απφ ηηο απαξαίηεηεο πεξηνρέο. 
Άξα, παξαδείγκαηνο ράξηλ, εάλ  = 0 ηφηε θάζε έλαο απφ ηνπο παξαθάησ πεξηνξηζκνχο  

ηθαλνπνηείηαη. 

 ( , )    ,       ( , )        θαη        ( , )    

Οη πεξηνρέο δελ είλαη απαξαίηεην λα είλαη ρσξηζκέλεο πξνηνχ λα κπνξέζνπκε λα 
εθαξκφζνπκε απηήλ ηελ ηερληθή. Αθφκε θαη ν απιφο ελαιιαθηηθφο πεξηνξηζκφο  

                                      ( , )      ή      ( , )    

πνπ παξνπζηάδεηαη ζηελ εηθφλα 9 πεξηέρεη ηηο επηθαιππηφκελεο πεξηνρέο. 
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Εικόνα 9  Γεωμετρία των εναλλακτικών περιοριςμών 

 

 Αντιπροσώπευση των μη γραμμικών λειτουργιών  

Οη κε γξακκηθέο ιεηηνπξγίεο κπνξνχλ λα αληηπξνζσπεπζνχλ κε ηηο δηαηππψζεηο ηνπ 
αθέξαηνπ πξνγξακκαηηζκνχ. Αο αλαιχζνπκε ηηο πην ρξήζηκεο αληηπξνζσπεχζεηο απηνχ ηνπ 
ηχπνπ. 

i. Σηαθερό κόζηος 

΢πρλά, ε αληηθεηκεληθή ιεηηνπξγία γηα έλα πξφβιεκα ειαρηζηνπνίεζεο πεξηέρεη ηηο ζηαζεξέο 
δαπάλεο (πξνθαηαξθηηθέο δαπάλεο ζρεδίνπ, δαπάλεο ζηαζεξήο επέλδπζεο, θαζνξηζκφο 
ζπκβάζεσλ θηι). Παξαδείγκαηνο ράξηλ, ην θφζηνο παξαγσγήο 7 κνλάδσλ ελφο 
ζπγθεθξηκέλνπ πξντφληνο κπνξεί λα απνηειείηαη απφ έλα ζηαζεξφ θφζηνο δαπαλψλ ηνπ 
εμνπιηζκνχ θαη έλα κεηαβιεηφ θφζηνο αλά κνλάδα πνπ παξάγεηαη απφ ηνλ εμνπιηζκφ. Έλα 
παξάδεηγκα απηνχ ηνπ ηχπνπ θφζηνπο δίλεηαη ζηελ εηθφλα 10. 

Αο ππνζέζνπκε φηη ν εμνπιηζκφο έρεη κηα ρσξεηηθφηεηα ησλ Β κνλάδσλ. Καζνξίδνπκε ην y λα 
είλαη κηα δπαδηθή κεηαβιεηή πνπ δείρλεη πφηε αλαιακβάλεηαη ην ζηαζεξφ θφζηνο, έηζη ψζηε  

y = 1 φηαλ x > 0 θαη y = 0 φηαλ x = 0. Καηφπηλ ε ζπκβνιή ζην θφζηνο ιφγσ ηνπ x κπνξεί λα 
γξαθηεί σο: 

                                                           + cx, 

 κε ηνπο πεξηνξηζκνχο: 

                                                          x  By, 

                                                          x  0, 

                                                          y = 0 ή 1. 

Όπσο απαηηείηαη, απηνί νη πεξηνξηζκνί ππνλννχλ φηη x = 0 φηαλ ην ζηαζεξφ θφζηνο δε 
ζπκπεξηιακβάλεηαη, δει., φηαλ y = 0. Οη ίδηνη νη πεξηνξηζκνί δελ ππνλννχλ φηη ην y = 0 εάλ x = 
0. Αιιά φηαλ x = 0, ε ειαρηζηνπνίεζε ζα επηιέμεη ζαθψο ην y = 0, έηζη ψζηε ην ζηαζεξφ 
θφζηνο λα κε ζπκπεξηιακβάλεηαη. Σέινο, φηη εάλ y = 1 ηφηε ν πξνζηηζέκελνο πεξηνξηζκφο 

γίλεηαη x  B ,ην νπνίν απνξξίπηεη ην φξην ηθαλφηεηαο ζηνλ εμνπιηζκφ παξαγσγήο. 
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Εικόνα 10 ΢ταθερόσ κόςτοσ 

 

 

 

Εικόνα 11 Διαμόρφωςη μιασ τμηματικήσ γραμμικήσ καμπφλησ 

  

 

 

 

ii.  Τμημαηικά γραμμική ανηιπροζώπεσζη  

Έλαο άιινο ηχπνο κε γξακκηθήο ιεηηνπξγίαο πνπ κπνξεί λα αληηπξνζσπεπζεί απφ ηηο 
κεηαβιεηέο αθέξαησλ αξηζκψλ είλαη κηα ηκεκαηηθά γξακκηθή θακπχιε. Σν ζρήκα 11 επεμεγεί 
κηα θακπχιε δαπαλψλ γηα ηελ επέθηαζε εγθαηαζηάζεσλ πνπ πεξηέρεη ηξία γξακκηθά ηκήκαηα 
κε ηηο κεηαβιεηέο δαπάλεο 5, 1 θαη 3 εθαηνκκχξηα δνιάξηα αλά 1.000 ζηνηρεία ηεο επέθηαζεο. 
Γηα λα δηακνξθψζνπκε ηελ θακπχιε δαπαλψλ εθθξάδνπκε νπνηαδήπνηε αμία x σο ην πνζφ 
ηξηψλ κεηαβιεηψλ  ,  , , έηζη ψζηε ην θφζηνο γηα θάζε κηα απφ απηέο ηηο κεηαβιεηέο λα 
είλαη γξακκηθφ. Ωο εθ ηνχηνπ, 

                                           x =  +  + , 
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φπνπ  

    4, 

                                             0      6,                                                                   (10) 

                                             0        5 

θαη ην ζπλνιηθφ κεηαβιεηφ θφζηνο δίλεηαη: 

                                           Cost =  +  + . 

 

Aο ζεκεηψζνπκε φηη έρνπκε θαζνξίζεη ηηο κεηαβιεηέο έηζη ψζηε : 

1. ην   αληηζηνηρεί ζην πνζφ κε ην νπνίν ην x ππεξβαίλεη ην 0, αιιά είλαη ιηγφηεξν ή 
ίζν κε 4.  
 

2. ην  είλαη ην πνζφ κε ην νπνίν ην x ππεξβαίλεη ην 4, αιιά είλαη ιηγφηεξν ή ίζν κε 10.  

 

3. ην   είλαη ην πνζφ κε ην νπνίν ην x ππεξβαίλεη ην 10, αιιά είλαη ιηγφηεξν ή ίζν κε 
15.  

Αλ απηή ε εξκελεία πξφθεηηαη λα ηζρχζεη, πξέπεη επίζεο λα απαηηήζνπκε φηη  = 4 γηα θάζε 
 > 0 θαη φηη ην   = 6 γηα θάζε   > 0. Γηαθνξεηηθά, φηαλ  x = 2 ην θφζηνο ζα 

ειαρηζηνπνηεζεί κε ηελ επηινγή  =  = 0  θαη  = 2 θαζψο ε κεηαβιεηή έρεη ην 
κηθξφηεξν κεηαβιεηφ θφζηνο. Δληνχηνηο, απηνί νη πεξηνξηζκνί ζηηο κεηαβιεηέο είλαη απιά ππφ 
φξνπο πεξηνξηζκνί θαη κπνξνχλ λα  δηαηππσζνχλ θαη κε ηελ εηζαγσγή ησλ δπαδηθψλ 
κεηαβιεηψλ. 

Δάλ αθήζνπκε  

                                                  =  

 

                                                  =   

 

Σφηε νη πεξηνξηζκνί (10) κπνξνχλ λα αληηθαηαζηαζνχλ απφ 

 

                                                4, 

                                                 6  ,                                                                   

0       5 ,                                                           (11) 

                                               θαη  δπαδηθνί 

γηα λα εμαζθαιίζνπλ φηη νη θαηάιιεινη ππφ φξνπο πεξηνξηζκνί θξαηνχλ. Αο ζεκεησζεί φηη αλ 

 = 0 , ηφηε  = 0 γηα λα δηαηεξήζεη ην εθηθηφ γηα ηνλ πεξηνξηζκφ πνπ επηβάιιεηαη ζην  

θαη ε (11) κεηψλεηαη   

                                              4,   = 0 θαη  = 0. 

Αλ  = 1 θαη  = 0, ηφηε ε (11) κεηψλεηαη ζε  
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                                         = 4 ,        6 θαη  = 0. 

Σειηθά, αλ   = 1 θαη  = 1, ηφηε ε (11) κεηψλεηαη ζε  

                                         = 4 ,   = 6 θαη   5. 

 

Ωο εθ ηνχηνπ, παξαηεξνχκε φηη ππάξρνπλ ηξεηο εθηθηνί ζπλδπαζκνί γηα ηηο ηηκέο ησλ  θαη 

 : 

                     = 0,   = 0  γηα     x   4  φηαλ    =  = 0, 

                     = 1,   = 0  γηα     x   10  φηαλ    =4 θαη  = 0, 

Καη  

                     = 1,   = 1  γηα     x   15  φηαλ    =4 θαη  = 6. 

Ζ ίδηα γεληθή ηερληθή κπνξεί λα εθαξκνζηεί ζηηο ηκεκαηηθά γξακκηθέο θακπχιεο κε 
νπνηνδήπνηε αξηζκφ ηκεκάησλ. Ο γεληθφο πεξηνξηζκφο πνπ επηβάιιεηαη επάλσ ζηε 

κεηαβιεηή  γηα ην ηκήκα  ζα δηαβάζεη:  

                                                 , 

 

Όπνπ  είλαη ην κήθνο ηνπ ηκήκαηνο. 

 

 

Εικόνα 12 οικονομίεσ κλίμακασ 

 

iii. Οικονομίες ηης κλίμακας 

Μηα ζεκαληηθή πξφζζεηε πεξίπησζε γηα ηηο κε γξακκηθέο ιεηηνπξγίεο πξνθχπηεη φηαλ 

ηζρχνπλ κφλν νη αδηαηξεηφηεηεο ηεο θιίκαθαο, δειαδή φηαλ απμάλνληαη νη πξφζζεηεο δαπάλεο  

ζε έλα πξφβιεκα ειαρηζηνπνίεζεο ή νξηαθά κεηψλνληαη γηα έλα πξφβιεκα κεγηζηνπνίεζεο. 

Αο ππνζέζνπκε φηη ην θφζηνο επέθηαζεο ζην πξνεγνχκελν παξάδεηγκα ηψξα δηεπθξηλίδεηαη 

απφ ηελ εηθφλα 12.  
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΢ε απηήλ ηελ πεξίπησζε, ην θφζηνο αληηπξνζσπεχεηαη απφ:  

                                       Cost =  +  + , 

θαη εθζέηεηαη κφλν ζηνπο γξακκηθνχο πεξηνξηζκνχο ρσξίο κεηαβιεηέο αθέξαησλ αξηζκψλ,  

                                  

                                                4, 

                                                 6 ,                                                                   

0    5. 

 

Οη ππφ φξνπο πεξηνξηζκνί πνπ πεξηιακβάλνπλ ηηο δπαδηθέο κεηαβιεηέο ζηελ πξνεγνχκελε 
δηαηχπσζε κπνξνχλ λα αγλνεζνχλ, εάλ ε θακπχιε δαπαλψλ εκθαλίδεηαη ζε κηα 
αληηθεηκεληθή ιεηηνπξγία ειαρηζηνπνίεζεο, αθνχ νη ζπληειεζηέο  ,  θαη , ππνλννχλ φηη 

είλαη πάληα θαιχηεξν λα ζέηνπκε  = 4 πξηλ απφ ην  > 0 θαη   = 6 πξηλ απφ ην  > 0. 

΢πλεπψο, νη κεηαβιεηέο αθέξαησλ αξηζκψλ έρνπλ απνθεπρζεί εληειψο. 

 Απηή ε αληηπξνζψπεπζε ρσξίο κεηαβιεηέο αθέξαησλ αξηζκψλ είλαη άθπξε, εάλ νη νηθνλνκίεο 
θιίκαθαο είλαη παξνχζεο , παξαδείγκαηνο ράξηλ, εάλ ε ιεηηνπξγία πνπ δίλεηαη ζηελ εηθφλα 12 
εκθαλίδεηαη ζε έλα πξφβιεκα κεγηζηνπνίεζεο. ΢ε ηέηνηεο πεξηπηψζεηο, ζα ήηαλ θαιχηεξν λα 
επηιερηεί ην ηξίην ηκήκα κε ηε κεηαβιεηή   πξηλ πάξνπκε ηα πξψηα δχν ηκήκαηα, 
δεδνκέλνπ φηη νη επηζηξνθέο είλαη πςειφηεξεο ζε απηφ ην ηκήκα. ΢ε απηέο ηηο πεξηπηψζεηο ην 
πξφηππν απαηηεί ηε δπαδηθή-κεηαβιεηή δηαηχπσζε ηνπ πξνεγνχκελνπ ηκήκαηνο.  

 

 

iv. Προζέγγιζη ηων μη γραμμικών λειηοσργιών 

 Μηα απφ ηηο πην ρξήζηκεο εθαξκνγέο ηεο ηκεκαηηθά γξακκηθήο αληηπξνζψπεπζεο είλαη ε 

πξνζέγγηζε ησλ κε γξακκηθψλ ιεηηνπξγηψλ. Αο ππνζέζνπκε, παξαδείγκαηνο ράξηλ, φηη ην 

θφζηνο επέθηαζεο ζηελ απεηθφληζή καο δίλεηαη απφ ηε βαξηά θακπχιε ζηελ εηθφλα 13. 

 Αλ επηζχξνπκε κε πξνζνρή ηα γξακκηθά ηκήκαηα ελψλνληαο ηα επηιεγκέλα ζεκεία ζηελ 

θακπχιε, ιακβάλνπκε κηα ηκεκαηηθά γξακκηθή πξνζέγγηζε, ε νπνία κπνξεί λα 

ρξεζηκνπνηεζεί αληί ηεο θακπχιεο ζην πξφηππν. Ζ ηκεκαηηθή πξνζέγγηζε, θπζηθά, 

αληηπξνζσπεχεηαη κε ηελ εηζαγσγή ησλ κεηαβιεηψλ αθέξαησλ αξηζκψλ φπσο ππνδεηθλχεηαη 

αλσηέξσ. Με ηε ρξεζηκνπνίεζε πεξηζζφηεξσλ ζεκείσλ ζηελ θακπχιε κπνξνχκε λα 

θαηαζηήζνπκε ηελ πξνζέγγηζε ηφζν θνληά φζν επηζπκνχκε.  
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Εικόνα 13 προςζγγιςη μίασ μη γραμμικήσ καμπφλησ 

 

Μια διατύπωση δειγμάτων 

  Ζ θαηάιιειε ηνπνζέηεζε ησλ ππεξεζηψλ εγθαηάζηαζεο, φπσο ηα ζρνιεία, ηα 
λνζνθνκεία θαη ηηο ςπραγσγηθέο πεξηνρέο, είλαη νπζηαζηηθή ζε έλα απνδνηηθφ αζηηθφ ζρέδην. 
Δδψ ζα παξνπζηάζνπκε έλα απινπνηεκέλν πξφηππν γηα ηελ ηνπνζεζία ζπζηήκαηνο ειέγρνπ 
ππξθαγηάο. Ο ζθνπφο καο είλαη λα παξνπζηάζνπκε ζπζθεπέο δηαηχπσζεο ηνπ πξνεγνχκελνπ 
ηκήκαηνο πνπ πξνθχπηνπλ καδί ζε έλα ζεκαληηθφ πιαίζην, παξά λα δψζνπκε έλα πεξηεθηηθφ 
πξφηππν γηα ην πξφβιεκα ζέζεο αλά δεπηεξφιεπην. ΢πλεπψο, ζα αγλνήζνπκε πνιιά 
ζρεηηθά δεηήκαηα, ζπκπεξηιακβαλνκέλεο ηεο αβεβαηφηεηαο. Τπνζέηνπκε φηη ν πιεζπζκφο 
ζπγθεληξψλεηαη ζηηο πεξηνρέο I κέζα ζηελ πφιε θαη φηη ε πεξηνρή i πεξηέρεη ηνπο αλζξψπνπο 
pi. Ζ πξνθαηαξθηηθή αλάιπζε (έξεπλεο εδάθνπο, πνιηηηθή θηι) έρεη πεξηνξίζεη ηελ πηζαλή 
ζέζε ησλ ζπζηεκάησλ ειέγρνπ ππξθαγηάο ζηηο πεξηνρέο J. Έζησ φηη   0 είλαη ε απφζηαζε 

απφ ην θέληξν ηεο πεξηνρήο i ζηελ πεξηνρή j. Πξφθεηηαη λα θαζνξίζνπκε ηελ θαιχηεξε επηινγή 
πεξηνρψλ θαη ηελ αλάζεζε ησλ πεξηνρψλ πνπ έρνπλ εγθαηαζηαζεί ηα ζπζηήκαηα ειέγρνπ 
ππξθαγηάο. Έζησ 

 

                           =  

Καη 

                        =  

Οη βαζηθνί πεξηνξηζκνί είλαη φηη θάζε πεξηνρή πξέπεη λα νξηζηεί ζε αθξηβψο έλα ζχζηεκα 
ειέγρνπ ππξθαγηάο, δει.,  

                                         = 1               (i = 1,2,……I), 

θαη φηη θακία πεξηνρή δελ πξέπεη λα νξηζηεί ζε κηα αρξεζηκνπνίεηε πεξηνρή, δει., αλ  = 0 

ηφηε  = 0  (i = 1,2,……I). Ο ηειεπηαίνο πεξηνξηζκφο κπνξεί λα δηακνξθσζεί σο ελαιιαθηηθφο 

πεξηνξηζκφο, ή απινχζηεξα σο: 
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                                          Η             (i = 1,2,……J), 

Δθφζνλ   είλαη δπαδηθέο κεηαβιεηέο, ην πνζφ ηνπο δελ ππεξβαίλεη πνηέ ην I, έηζη ψζηε εάλ  

= 1, ηφηε o πεξηνξηζκφο j είλαη κε δεζκεπηηθφο. 

Αλ  = 0 ηφηε  = 0 γηα θάζε i. 

Δπφκελε ζεκείσζε  είλαη  φηη ην  απνηειεί ηελ απφζηαζε απφ ηελ πεξηνρή  i  ζην νξηζκέλν 

firehouse  θαη δίλεηαη απφ:  

                                      =   ,    

εθφζνλ  είλαη 1 θαη φια ηα άιια είλαη 0. 

Δπίζεο, ν ζπλνιηθφο πιεζπζκφο πνπ ζπληεξείηαη απφ ηελ πεξηνρή  j είλαη:                             

                                       =   . 

Aο ππνζέζνπκε φηη κηα θεληξηθή πεξηνρή είλαη ηδηαίηεξα επαίζζεηε ζηελ ππξθαγηά θαη φηη είηε 
νη πεξηνρέο 1 θαη 2 είηε νη πεξηνρέο 3 θαη 4 κπνξνχλ λα ρξεζηκνπνηεζνχλ γηα λα 
πξνζηαηεχζνπλ απηήλ ηελ πεξηνρή. Καηφπηλ έλαο απφ ηνπο δηάθνξνπο παξφκνηνπο 
πεξηνξηζκνχο  είλαη: 

                                         +   2     ή         +  2. 

 

Έζησ φηη ην y είλαη κηα δπαδηθή κεηαβιεηή, ηφηε απηνί νη ελαιιαθηηθνί πεξηνξηζκνί γίλνληαη: 

                                          +   2y    

                                          +  2 (1 - y). 

Έπεηηα ππνζέηνπκε φηη θνζηίδεη  ( ) γηα λα ρηίζνπκε έλα ζχζηεκα ειέγρνπ ππξθαγηάο επί ηεο 

πεξηνρήο j γηα λα εμππεξεηεί  αλζξψπνπο θαη φηη έλαο ζπλνιηθφο πξνυπνινγηζκφο ησλ 

επξψ Β έρεη δηαηεζεί γηα ηελ θαηαζθεπή ελφο ηέηνηνπ ζπζηήκαηνο. Καηφπηλ 

                                        Β. 

                                         

 Σειηθά, κηα πηζαλή ιεηηνπξγία θνηλσληθήο επεκεξίαο κπνξεί λα ειαρηζηνπνηήζεη ηελ 
απφζηαζε πνπ δηαλχζεθε απφ ηελ πεξηνρή πάξα πνιχ καθξηά απφ ην νξηζκέλν ζχζηεκα, 
δει., ζε: 

          Διαρηζηνπνίεζε   D 

Όπνπ  

                           D = max , 

ή ηζνδχλακα      

          Διαρηζηνπνίεζε   D, 

ππφ ηνλ φξν :                           D                    (i = 1,2,……I). 

΢πιιέγνληαο ηνπο πεξηνξηζκνχο θαη αληηθαζηζηψληαο παξαπάλσ γηα  απφ ηελ άπνςε ηεο 

ζρέζεο θαζνξηζκνχ ηνπ  
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                                              =   

 

θαζνξίζακε ην πιήξεο πξφηππν σο:  

             Διαρηζηνπνίεζε   D, 

 

ππφ ηνλ φξν:  

                         D -   0                        (i = 1,2,……I), 

                                                            (i = 1,2,……I), 

                                  I                          (j = 1,2,……J), 

                        -     = 0                          (j = 1,2,……J), 

                               )  B, 

                             

                               +  - 2y  0, 

                               +  + 2y  2, 

                            ,  , y δπαδηθνί                 (i = 1,2,……I), (j = 1,2,……J). 

 

 

΢ε απηφ ην ζεκείν κπνξνχκε λα αληηθαηαζηήζνπκε θάζε ιεηηνπξγία  απφ κηα πξνζέγγηζε 

αθέξαηνπ πξνγξακκαηηζκνχ γηα λα νινθιεξσζεί ην πξφηππν. Αο ζεκεησζεί φηη εάλ ην  

πεξηέρεη έλα ζηαζεξφ θφζηνο, ηφηε νη λέεο κεηαβιεηέο ζηαζεξνχ θφζηνπο δελ ρξεηάδνληαη λα 

εηζαρζνχλ (ε κεηαβιεηή εμππεξεηεί απηφλ ηνλ ζθνπφ). 

Σν ηειεπηαίν ζρφιην θαη ν ηξφπνο κε ηνλ νπνίν ν ππφ φξνπο πεξηνξηζκφο   = 0 ππνλνεί φηη  

ην  = 0  (i = 1,2,……I) , δείρλνπλ φηη νη ηερληθέο δηαηχπσζεο ηεο παξαγξάθνπ δελ πξέπεη 

λα εθαξκνζηνχλ ρσξίο ζθέςε. Μάιινλ, παξέρνπλ έλα θνηλφ πιαίζην θαη πξέπεη λα 
ρξεζηκνπνηεζνχλ απφ θνηλνχ κε ηελ θαιή δηακφξθσζε ηεο θνηλήο ινγηθήο. Γεληθά, είλαη 
θαιχηεξν λα εηζάγνπκε φζν ην δπλαηφ ιηγφηεξεο κεηαβιεηέο αθέξαησλ αξηζκψλ. 

 

Μερικά χαρακτηριστικά των προγραμμάτων ακεραίων 

αριθμών- Ένα πρόβλημα δειγμάτων 

Δθηηκψληαο φηη ε κνλν-θαηεπζπληηθή κέζνδνο είλαη απνηειεζκαηηθή γηα ηα γξακκηθά 
πξνγξάκκαηα, δελ ππάξρεη θακία ηερληθή γηα ηα πξνγξάκκαηα αθέξαησλ αξηζκψλ. Αληίζεηα 
έρνπλ αλαπηπρζεί δηάθνξεο δηαδηθαζίεο θαη ε απφδνζε νπνηαζδήπνηε ηδηαίηεξεο ηερληθήο 
εκθαλίδεηαη λα είλαη ηδηαίηεξα εμαξηψκελε απφ έλα πξφβιεκα. Οη κέζνδνη κπνξνχλ κέρξη 
ζήκεξα λα ηαμηλνκεζνχλ επξέσο σο αθνινπζίεο κηαο εθ ησλ ηξηψλ πξνζεγγίζεσλ:  

i.  ηερληθέο απαξίζκεζεο, ζπκπεξηιακβαλνκέλεο ηεο ζπλδεδεκέλεο δηαδηθαζίαο 
ii.  ηερληθέο cutting-planes 
iii.  νκαδηθέο ζεσξεηηθέο ηερληθέο.  
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Δπηπιένλ, έρνπλ πξνηαζεί δηάθνξεο ζχλζεηεο δηαδηθαζίεο, νη νπνίεο ζπλδπάδνπλ ηηο ηερληθέο 
ρξεζηκνπνηψληαο αξθεηέο απφ απηέο ηηο πξνζεγγίζεηο. ΢ηελ πξαγκαηηθφηεηα, ππάξρεη κηα 
ηάζε ζηα ζπγθξνηήκαηα ειεθηξνληθψλ ππνινγηζηψλ γηα ηνλ πξνγξακκαηηζκφ αθέξαησλ 
αξηζκψλ  λα πεξηιακβάλνληαη δηάθνξεο πξνζεγγίζεηο θαη λα ρξεζηκνπνηνχληαη, ελδερνκέλσο, 
φιεο θαηά ηελ αλάιπζε ελφο δεδνκέλνπ πξνβιήκαηνο. ΢ηα ηκήκαηα πνπ αθνινπζνχλ, ζα 
εμεηάζνπκε ηηο πξψηεο δχν πξνζεγγίζεηο κε θάπνηεο ιεπηνκέξεηεο. ΢ε απηφ ην ζεκείν, ζα 
εηζάγνπκε έλα ζπγθεθξηκέλν πξφβιεκα θαη ζα δείμνπκε κεξηθά ραξαθηεξηζηηθά γλσξίζκαηα 
ησλ πξνγξακκάησλ αθέξαησλ αξηζκψλ. Αξγφηεξα ζα ρξεζηκνπνηήζνπκε απηφ ην παξάδεηγκα 
γηα λα επεμεγήζνπκε θαη λα παξαθηλήζνπκε ηηο δηαδηθαζίεο ιχζεο. Πνιιά ραξαθηεξηζηηθά 
απηνχ ηνπ παξαδείγκαηνο κνηξάδνληαη απφ ηελ έθδνζε αθέξαησλ αξηζκψλ ηνπ πξνβιήκαηνο 
custom-molder.  

Σν πξφβιεκα είλαη λα θαζνξηζηεί ην  φπνπ: 

                                            = max z =  + 8  , 

ππφ ηνλ φξν:   

                                +   6, 

                                        + 9   45, 

                                       ,   0 θαη αθέξαηνη. 

 

Ζ εθηθηή πεξηνρή ζθηαγξαθείηαη ζηελ εηθφλα 14. Σα ζεκεία ζηε ζθηαζκέλε πεξηνρή είλαη 
εθηθηά ζεκεία αθέξαησλ αξηζκψλ. 

 

 

Εικόνα 14 Παράδειγμα ακζραιου προγραμματιςμοφ 

 

Δάλ νη αθέξαηνη πεξηνξηζκνί ζηηο κεηαβιεηέο πέθηνπλ, ην πξνθχπηνλ πξφβιεκα είλαη έλα 
γξακκηθφ πξφγξακκα, ζα ην νλνκάζνπκε ζρεηηθφ γξακκηθφ πξφγξακκα (associated linear 
problem). Μπνξνχκε εχθνια λα θαζνξίζνπκε γξαθηθά ηε βέιηηζηε ιχζε. Ο πίλαθαο 1 
απεηθνλίδεη κεξηθά απφ ηα ραξαθηεξηζηηθά γλσξίζκαηα ηνπ πξνβιήκαηνο. 
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Πίνακασ 1 Χαρακτηριςτικά γνωρίςματα προβλήματοσ  

 
΢πλερέο 
Βέιηηζην 
(Continuous 
optimum) 

 

΢ηξνγγπινπνίεζε 
Κνληηλφηεξν 
εθηθηφ ζεκείν 

 

Βέιηηζην 
αθέξαησλ 
αξηζκψλ 

 

  = 2,25 2 2 0 

  = 3,75 4 3 5 

          Z 41,25 αλέθηθηνο 

 

34 40 

 

Παξαηεξνχκε φηη ε βέιηηζηε ιχζε αθεξαίνπ πξνγξακκαηηζκνχ δε ιακβάλεηαη κε ηε 
ζηξνγγπινπνίεζε ηεο ιχζεο ηνπ γξακκηθνχ πξνγξακκαηηζκνχ. Αθφκε θαη ην πην θνληηλφ 
εθηθηφ ζεκείν ζηε βέιηηζηε ιχζε ηνπ γξακκηθνχ πξνγξακκαηηζκνχ δελ είλαη θαλ εθηθηφ. 
Δπίζεο, αο ζεκεησζεί φηη ην θνληηλφηεξν εθηθηφ ζεκείν αθέξαησλ αξηζκψλ ζηε ιχζε 
γξακκηθνχ πξνγξακκαηηζκνχ είλαη πνιχ καθξηά απφ ην βέιηηζην ζεκείν αθέξαησλ αξηζκψλ. 
Άξα, ινηπφλ, δελ είλαη ηθαλνπνηεηηθφ απιά λα ζηξνγγπινπνηεζνχλ νη ιχζεηο ηνπ γξακκηθνχ 
πξνγξακκαηηζκνχ. ΢ηελ πξαγκαηηθφηεηα, κε ην λα θιηκαθψζνπκε θαηάιιεια ηνπο 
ζπληειεζηέο δαπαλψλ ηεο δεμηάο πιεπξάο απηνχ ηνπ παξαδείγκαηνο, κπνξνχκε λα 
θαηαζθεπάζνπκε έλα πξφβιεκα, γηα ην νπνίν ε βέιηηζηε ιχζε πξνγξακκαηηζκνχ αθέξαησλ 
αξηζκψλ λα βξίζθεηαη φζν θνληά επηζπκνχκε απφ ηε ζηξνγγπινπνηεκέλε ιχζε ηνπ γξακκηθνχ 
πξνγξακκαηηζκνχ, δειαδή είηε ζηελ αμία z είηε ζηελ απφζηαζε ζην αεξνπιάλν. 

΢ε έλα παξάδεηγκα ηφζν απιφ φπσο απηφ, ζρεδφλ νπνηαδήπνηε δηαδηθαζία ιχζεο ζα είλαη 
απνηειεζκαηηθή. Γηα παξάδεηγκα, ζα κπνξνχζακε εχθνια λα απαξηζκήζνπκε φια ηα ζεκεία 
αθέξαησλ αξηζκψλ κε ην   9 ,   6 θαη λα επηιέμνπκε ην θαιχηεξν εθηθηφ ζεκείν. ΢ηελ 
πξάμε, ν αξηζκφο ζεκείσλ πνπ εμεηάδνληαη είλαη πηζαλφ λα απαγνξεχζεη κηα ηέηνηα 
εμαληιεηηθή απαξίζκεζε ησλ ελδερνκέλσο εθηθηψλ ζεκείσλ θαη γη‟απηφ ζα πξέπεη λα 
πηνζεηεζεί κηα πεξηπινθφηεξε δηαδηθαζία. 

 

Αλγόριθμος περιορισμού και διακλάδωσης (Branch αnd 

Bound)-Εφαρμογές 

 

Ο αιγφξηζκνο απηφο είλαη νπζηαζηηθά κηα ζηξαηεγηθή ηνπ ' δηαίξεη θαη βαζίιεπε ',φπσο 
είρακε αλαθέξεη θαη λσξίηεξα. Ζ ηδέα είλαη λα ρσξηζηεί ε εθηθηή πεξηνρή ζηηο πην εχρξεζηεο 
ππνδηαηξέζεηο θαη έπεηηα, αλ είλαη απαξαίηεην, λα ρσξηζηνχλ πεξαηηέξσ νη ππνδηαηξέζεηο. 
Γεληθά, ππάξρνπλ δηάθνξνη ηξφπνη λα δηαηξεζεί ε εθηθηή πεξηνρή θαη άξα ππάξρνπλ δηάθνξνη 
ζπλδεδεκέλνη αιγφξηζκνη. Θα εμεηάζνπκε κηα ηέηνηα ηερληθή, γηα ηα πξνβιήκαηα κφλν κε ηηο 
δπαδηθέο κεηαβιεηέο παξαθάησ. Γηα ηζηνξηθνχο ιφγνπο, ε ηερληθή πνπ ζα πεξηγξαθεί έπεηηα 
ζπλήζσο αλαθέξεηαη σο ζπλδεδεκέλε δηαδηθαζία (branch and bound procedure). 

Βασική διαδικασία 

Έλα γξακκηθφ πξφγξακκα αθέξαησλ αξηζκψλ είλαη έλα γξακκηθφ πξφγξακκα πνπ 
πεξηνξίδεηαη πεξαηηέξσ απφ ηνπο νινθιεξσηηθνχο πεξηνξηζκνχο. ΢πλεπψο, ζε έλα πξφβιεκα 
κεγηζηνπνίεζεο ε αμία ηεο αληηθεηκεληθήο ιεηηνπξγίαο ζην βέιηηζην γξακκηθφ πξφγξακκα ζα 
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είλαη πάληα έλα αλψηεξν φξην ζην βέιηηζην ζηφρν ηνπ αθέξαηνπ πξνγξακκαηηζκνχ. Δπηπιένλ, 
νπνηνδήπνηε εθηθηφ ζεκείν αθέξαησλ αξηζκψλ είλαη πάληα έλα ρακειφηεξν φξην πνπ 
δεζκεχεηαη ζηε βέιηηζηε αληηθεηκεληθή αμία ηνπ γξακκηθνχ πξνγξακκαηηζκνχ. 

Ζ ηδέα ηνπ αιγνξίζκνπ (Branch αnd Bound) είλαη λα ρξεζηκνπνηεζνχλ απηέο νη παξαηεξήζεηο 
γηα λα ππνδηαηξεζεί ζπζηεκαηηθά ε γξακκηθή εθηθηή πεξηνρή πξνγξακκαηηζκνχ θαη λα 
αμηνινγήζεη ην πξφβιεκα ηνπ αθέξαηνπ πξνγξακκαηηζκνχ πνπ βαζίδεηαη ζε απηέο ηηο 
ππνδηαηξέζεηο. Ζ κέζνδνο κπνξεί λα πεξηγξαθεί εχθνια κε ηελ εμέηαζε ηνπ παξαδείγκαηνο 
απφ ην πξνεγνχκελν ηκήκα. ΢ηελ αξρή ε πεξηνρή ηνπ γξακκηθνχ πξνγξακκαηηζκνχ δελ είλαη 
ππνδηαηξεκέλε. Οη νινθιεξσηηθνί πεξηνξηζκνί πέθηνπλ θαη ην ζρεηηθφ γξακκηθφ πξφγξακκα 
ιχλεηαη, δίλνληαο κηα βέιηηζηε αμία   . Απφ ηελ παξαπάλσ παξαηήξεζή καο , απηφ δίλεη ην 

αλψηεξν φξην ηνπ z*, z*  41 . Γεδνκέλνπ φηη νη ζπληειεζηέο ζηελ αληηθεηκεληθή ιεηηνπξγία 

είλαη αθέξαηνη,  ην z* πξέπεη λα είλαη αθέξαηνο θαη απηφ ππνλνεί φηη ην z*   41. Ζ επφκελε 

ζεκείσζε είλαη φηη ε ιχζε ηνπ γξακκηθνχ πξνγξακκαηηζκνχ έρεη  = 2   θαη  = 3 . Καη νη 

δχν κεηαβιεηέο πξέπεη λα είλαη αθέξαηνη αξηζκνί ζηε βέιηηζηε ιχζε. Αθφκε κπνξνχκε λα 
δηαηξέζνπκε ηελ εθηθηή πεξηνρή ζε κία πξνζπάζεηα λα θαηαζηεί θαζεκία αθέξαηα. Ξέξνπκε φηη 
ζε νπνηαδήπνηε ιχζε πξνγξακκαηηζκνχ αθέξαησλ αξηζκψλ, ην  πξέπεη λα είλαη είηε έλαο 

αθέξαηνο αξηζκφο  3 είηε έλαο αθέξαηνο αξηζκφο  4. Άξα  ε πξψηε ππνδηαίξεζή καο είλαη 

ζηηο πεξηνρέο φπνπ  3 θαη  4, φπσο επηδεηθλχεηαη απφ ηηο ζθηαζκέλεο πεξηνρέο θαη 

ζηελ εηθφλα 15. Παξαηεξψληαο ηελ παξαγσγή ησλ ππνδηαηξέζεσλ, έρνπκε απνθιείζεη ηελ 

παιηά ιχζε ηνπ γξακκηθνχ πξνγξάκκαηνο. (αλ επηιέγακε ην  , ε πεξηνρή ζα ππνδηαηξνχηαλ 

κε  2 θαη  3).  

 

Εικόνα 15 Τποδιαίρεςη τησ εφικτήσ περιοχήσ 

 

Σα απνηειέζκαηα κέρξη απηφ ην ζεκείν απεηθνλίδνληαη ζε έλα δέληξν απαξίζκεζεο (εηθφλα 
16). Δδψ ην αληηπξνζσπεχεη ην ζρεηηθφ γξακκηθφ πξφγξακκα, ηνπ νπνίνπ ε βέιηηζηε ιχζε 

έρεη ζπκπεξηιεθζεί κέζα ζην θηβψηην θαη ην αλψηεξν φξην ηνπ z* απεηθνλίδεηαη ζηα δεμηά 
ηνπ θηβσηίνπ. Σα παξαθάησ θηβψηηα αληηζηνηρνχλ ζηηο λέεο ππνδηαηξέζεηο, νη πεξηνξηζκνί πνπ 
ππνδηαηξνχλ ην ζπκπεξηιακβάλνληαη δίπια ζηα θηβψηηα. ΢πλεπψο, νη πεξηνξηζκνί ηνπ  

είλαη εθείλνη ηνπ καδί κε ηνλ πεξηνξηζκφ  4, ελψ νη πεξηνξηζκνί  είλαη εθείλνη ηνπ 

καδί κε ηνλ πεξηνξηζκφ  3. 
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Εικόνα 16 Δζνδρο απαρίθμηςησ 

 

 

Εικόνα 17 Τποδιαιρώντασ την περιοχή L1 

 

Ζ ζηξαηεγηθή πνπ αθνινπζείηαη ηψξα κπνξεί λα είλαη πξνθαλήο: Απιά κεηαρεηξηδφκαζηε θάζε 
ππνδηαίξεζε δεδνκέλνπ φηη θάλακε ην αξρηθφ πξφβιεκα. Αο εμεηάζνπκε ην  πξψηα. 
Γξαθηθά, απφ ηελ εηθφλα 15 βιέπνπκε φηη ε βέιηηζηε ιχζε ηνπ γξακκηθνχ πξνγξακκαηηζκνχ 

βξίζθεηαη ζην δεχηεξν πεξηνξηζκφ κε  4, δίλνληαο =  (45 – 9(4)) =  θαη κηα 

αληηθεηκεληθή αμία z = 5 ( ) +8(4) = 41. Γεδνκέλνπ φηη ην  δελ είλαη αθέξαηνο αξηζκφο, 

ππνδηαηξνχκε ην  πεξαηηέξσ, ζηηο πεξηνρέο  κε  2 θαη  κε  . Σν  είλαη έλα 
αλέθηθην πξφβιεκα θαη έηζη απηφο ν θιάδνο ηνπ δέληξνπ απαξίζκεζεο δελ εμεηάδεηαη πιένλ. 
Σν δέληξν απαξίζκεζεο γίλεηαη ηψξα απηφ πνπ παξνπζηάδεηαη ζηελ εηθφλα 18. Αο ζεκεησζεί 
φηη νη πεξηνξηζκνί νπνηαζδήπνηε ππνδηαίξεζεο ιακβάλνληαη κε ηελ επηζήκαλζε ηνπ . 

Παξαδείγκαηνο ράξηλ, ην  πεξηέρεη ηνπο αξρηθνχο πεξηνξηζκνχο καδί κε ην  4 θαη  2. 

Ο αζηεξίζθνο (*) θάησ απφ ην θηβψηην  δείρλεη φηη ε πεξηνρή δελ ρξεηάδεηαη λα ππνδηαηξεζεί 
ή, ηζνδχλακα, φηη ην δέληξν δε ζα επεθηαζεί απφ απηφ ην θηβψηην.  

΢ε απηφ ην ζεκείν, πξέπεη λα εμεηαζηνχλ νη ππνδηαηξέζεηο   θαη . Μπνξνχκε λα 
επηιέμνπκε ην έλα απζαίξεηα, φκσο ζηελ πξάμε δηάθνξα ρξήζηκα heuristics εθαξκφδνληαη γηα 
απηή ηελ επηινγή. Γηα επθνιία αο επηιέμνπκε ηελ ππνδηαίξεζε πνπ παξάγεηαη πξφζθαηα, εδψ 

ην . Αλαιχνληαο ηελ πεξηνρή, δηαπηζηψλνπκε φηη ε βέιηηζηε ιχζε ηεο έρεη 
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                                          = 1,       =  (45-5) =  . 

 Αθνχ ην  δελ είλαη αθέξαηνο αξηζκφο, ην  πξέπεη λα ππνδηαηξεζεί πεξαηηέξσ ζε  κε        

 4 θαη  κε  5,  αθήλνληαο ηα ,  θαη  λα εμεηαζηνχλ. Υξεζηκνπνηψληαο πξψηα 

ην  (εηθφλα 19), βιέπνπκε φηη ην βέιηηζηφ ηνπ έρεη  = 1,  = 4, θαη z = 37. Γεδνκέλνπ φηη 

απηή είλαη ε θαιχηεξε ιχζε ηνπ γξακκηθνχ πξνγξακκαηηζκνχ γηα ην  θαη ην γξακκηθφ 

πξφγξακκα πεξηέρεη θάζε ιχζε αθέξαησλ αξηζκψλ ζην  , θαλέλα ζεκείν αθέξαησλ αξηζκψλ 

ζε απηή ηελ ππνδηαίξεζε δε κπνξεί λα δψζεη κηα κεγαιχηεξε αληηθεηκεληθή αμία απφ απηφ ην 

ζεκείν.  

 

 

Εικόνα 18 

 

 

Εικόνα 19 Σελικζσ υποδιαιρζςεισ του παραδείγματοσ 

΢πλεπψο, άιια ζεκεία δε ρξεηάδνληαη λα εμεηαζηνχλ πνηέ νχηε λα ππνδηαηξεζνχλ πεξαηηέξσ 

ζην . ΢ηελ πξαγκαηηθφηεηα, αθνχ  = 1,  = 4, z =37,  είλαη κηα εθηθηή ιχζε ζην αξρηθφ 

πξφβιεκα, z*   37 θαη έρνπκε ηψξα ηα φξηα 37  z*  41. Υσξίο πεξαηηέξσ αλάιπζε, ζα 

κπνξνχζακε λα νινθιεξψζνπκε κε ηε αθέξαηα ιχζε  = 1,  = 4, γλσξίδνληαο φηη ε 

αληηθεηκεληθή αμία απηνχ ηνπ ζεκείνπ είλαη κέζα ζην 10 % ηνπ αιεζηλνχ βέιηηζηνπ. Γηα 
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επθνιία, ην ρακειφηεξν φξην z*  37 πνπ θαζνξίζηεθε, έρεη επηζπλαθζεί ζηα δεμηά ηνπ 

θηβσηίνπ  ζην δέληξν απαξίζκεζεο (εηθφλα 20). 

Αλ θαη  = 1,  = 4,  είλαη ην θαιχηεξν ζεκείν αθέξαησλ αξηζκψλ ζην , νη πεξηνρέο  θαη 

 ίζσο λα πεξηέρνπλ ηηο θαιχηεξεο εθηθηέο ιχζεηο θαη πξέπεη λα ζπλερίζνπκε ηε δηαδηθαζία 

κε ηελ αλάιπζε απηψλ ησλ πεξηνρψλ. ΢ην  ην κφλν εθηθηφ ζεκείν είλαη  = 0,  = 5, 

δίλνληαο κηα αληηθεηκεληθή αμία  z= +40. Απηφ είλαη θαιχηεξν απφ ην πξνεγνχκελν ζεκείν 

αθέξαησλ αξηζκψλ θαη έηζη ην ρακειφηεξν φξην ζην z* βειηηψλεηαη, έηζη ψζηε 40  z*  41. Θα 

κπνξνχζακε λα νινθιεξψζνπκε κε απηήλ ηελ ιχζε αθέξαησλ αξηζκψλ μέξνληαο φηη είλαη 

κέζα ζην 2.5% ηνπ αιεζηλνχ βέιηηζηνπ. Δληνχηνηο, ην  ζα κπνξνχζε λα πεξηέρεη κηα αθφκα 

θαιχηεξε ιχζε αθέξαησλ αξηζκψλ. 

Ζ ιχζε ηνπ γξακκηθνχ πξνγξακκαηηζκνχ ζην   έρεη  =  = 3 θαη z = 39. Απηφ είλαη ην 

θαιχηεξν ζεκείν αθέξαησλ αξηζκψλ ζην  αιιά δελ είλαη ηφζν θαιφ φζν ην  = 0,  = 5, 

έηζη ην πην πξφζθαην ζεκείν (ζην ) πξέπεη πξάγκαηη λα είλαη βέιηηζην. Δίλαη ελδηαθέξνλ λα 

ζεκεησζεί φηη, αθφκα θη αλ ε ιχζε ζην   δελ έδσζε  ,   αθέξαηνπο αιιά είρε ην z < 40, 

ηφηε θαλέλα εθηθηφ ( θαη ηδηαίηεξα, θαλέλα ζεκείν αθέξαησλ αξηζκψλ) ζην  δε ζα κπνξνχζε 

λα είλαη ηφζν θαιφ φπσο  = 0,  = 5 κε z = 40. Σν  = 0,  = 5  ζα είλαη γλσζηά σο 

βέιηηζηα. Απηή ε παξαηήξεζε έρεη ζεκαληηθέο ππνινγηζηηθέο επηπηψζεηο,  

 

Εικόνα 20 

 

Δπίζεο δελ είλαη απαξαίηεην λα νδεγεζεί θάζε θιάδνο ζην δέληξν απαξίζκεζεο ζε έλαλ 

αθέξαην αξηζκφ ή ζε κηα αλέθηθηε ιχζε, αιιά κφλν ζε κηα αληηθεηκεληθή αμία θάησ απφ ηελ 

θαιχηεξε ιχζε αθέξαησλ αξηζκψλ. Σν πξφβιεκα ηψξα ιχλεηαη θαη νιφθιεξε ε δηαδηθαζία 

ιχζεο κπνξεί λα ζπλνςηζηεί απφ ην δέληξν απαξίζκεζεο ζηελ εηθφλα 21.  
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Εικόνα 21 

 

Περαιτέρω εκτιμήσεις 

  Τπάξρνπλ ηξία ζεκεία πνπ πξέπεη λα εμεηαζηνχλ φζνλ αθνξά ηε ζπλδεδεκέλε 

δηαδηθαζία: 

i. κπνξνχλ ηα γξακκηθά πξνγξάκκαηα πνπ αληηζηνηρνχλ ζηηο ππνδηαηξέζεηο λα ιπζνχλ 

απνηειεζκαηηθά; 

 

ii. πνηνο είλαη ν θαιχηεξνο ηξφπνο γηα λα ππνδηαηξεζεί κηα δεδνκέλε πεξηνρή θαη πνηα 

ππνδηαίξεζε πξέπεη λα εμεηαζηεί κεηά; 

iii. κπνξεί ην αλψηεξν φξην (z = 41, ζην παξάδεηγκα) ζηε βέιηηζηε αμία z* ηνπ 

πξνγξάκκαηνο αθέξαησλ αξηζκψλ λα βειηησζεί ελψ ην πξφβιεκα είλαη πξνο 

επίιπζε; 

Ζ απάληεζε ζηελ πξψηε εξψηεζε είλαη έλα επηθπιαθηηθφ λαη. Όηαλ θηλνχκαζηε απφ κηα 
πεξηνρή πξνο κηα απφ ηηο ππνδηαηξέζεηο ηεο, πξνζζέηνπκε έλαλ πεξηνξηζκφ πνπ δελ 
ηθαλνπνηείηαη απφ ηε βέιηηζηε ιχζε ηνπ γξακκηθνχ πξνγξακκαηηζκνχ πέξα απφ ηε κεηξηθή 
πεξηνρή. Δπηπιένλ, απηφ ήηαλ έλα θίλεηξν γηα ην δηπιφ κνλν-θαηεπζπληηθφ αιγφξηζκν θαη 
είλαη θπζηθφ λα πηνζεηεζεί εθείλνο ν αιγφξηζκνο εδψ. 

 Ζ αλαθνξά ζην πξφβιεκα δεηγκάησλ ζα επεμεγήζεη ηε κέζνδν. Οη πξψηεο δχν 
ππνδηαηξέζεηο  θαη  ζε εθείλν ην παξάδεηγκα παξήρζεζαλ ζην αξρηθφ πξφβιεκα κε ηελ 
πξνζζήθε ησλ αθφινπζσλ πεξηνξηζκψλ.  

Γηα ηελ ππνδηαίξεζε 1:        4       ή      -  = 4   (  0), 

Γηα ηελ ππνδηαίξεζε 2:        3       ή      +  = 3    (  0). 

΢ε θαζεκία πεξίπησζε πξνζζέηνπκε ην λέν πεξηνξηζκφ ζηε βέιηηζηε εηθφλα ηνπ γξακκηθνχ 
πξνγξακκαηηζκνχ. Γηα ηελ ππνδηαίξεζε 1, απηφ δίλεη: 
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              -                                  +    = - 4,  πξνζζέηνληαο ηνλ πεξηνξηζκφ 

                       , , , ,    0, 

Όπνπ  θαη  είλαη λσζξέο κεηαβιεηέο (slack variables) γηα ηνπο δχν πεξηνξηζκνχο ζηελ 

αξρηθή δηαηχπσζε πξνβιήκαηνο. Αο ζεκεησζεί φηη ν λένο πεξηνξηζκφο έρεη πνιιαπιαζηαζηεί 

κε - 1, έηζη ψζηε ε λσζξή κεηαβιεηή λα κπνξεί λα ρξεζηκνπνηεζεί σο βαζηθή κεηαβιεηή. 

Γεδνκέλνπ φηη ε βαζηθή κεηαβιεηή  εκθαλίδεηαη κε δηαθνξεηηθφ απφ ην κεδέλ ζπληειεζηή 

ζην λέν πεξηνξηζκφ, ελ ηνχηνηο, πξέπεη λα πεξηζηξαθνχκε έηζη ψζηε λα απνκνλψζνπκε 

απηήλ ηελ κεηαβιεηή ζην δεχηεξν πεξηνξηζκφ γηα λα εθθξάζνπκε ην ζχζηεκα σο:  

                          (-z)                        -  -         = - 41  

                                                                   +  -        =          , 

                                                                    -   +      =        , 

                                                                   -   +            +    = - ,   

                       , , , ,    0. 

Απηνί νη πεξηνξηζκνί εθθξάδνληαη ζηελ θαηάιιειε κνξθή γηα ηελ εθαξκνγή ηνπ δηπινχ κνλν-
θαηεπζπληηθνχ αιγνξίζκνπ, ν νπνίνο ζα πεξηζηξαθεί ψζηε λα θάλεη ην   βαζηθή κεηαβιεηή 
ζηνλ ηξίην πεξηνξηζκφ. Σν πξνθχπηνλ ζχζηεκα δίλεηαη απφ:  

 

                                           (-z)                        -  -         = - 41  

                                                                   +  -        =          , 

                                                                                       =        , 

                                                                   -   -     -     =  ,   

                                  , , , ,    0. 

 Απηή ε εηθφλα είλαη βέιηηζηε θαη δίλεη ηε βέιηηζηε ιχζε ηνπ γξακκηθνχ πξνγξακκαηηζκνχ ηεο 

πεξηνρήο  γηα  =  ,  = 4 θαη z = 41. Ζ ίδηα δηαδηθαζία κπνξεί λα ρξεζηκνπνηεζεί γηα λα 

θαζνξηζηεί ε βέιηηζηε ιχζε ζην . Όηαλ ην πξφβιεκα ηνπ γξακκηθνχ πξνγξακκαηηζκνχ 
πεξηέρεη πνιινχο πεξηνξηζκνχο, απηή ε πξνζέγγηζε γηα ηελ αλάθηεζε κηαο βέιηηζηεο ιχζεο 
είλαη πνιχ απνηειεζκαηηθή. Αθνχ πξνζζέζνπκε έλα λέν πεξηνξηζκφ θαη θαηαζηήζνπκε ηε 
λσζξή κεηαβιεηή γηα εθείλν ηνλ πεξηνξηζκφ βαζηθή, έρνπκε πάληα κηα αξρηθή ιχζε γηα ην 
δηπιφ κνλν-θαηεπζπληηθφ αιγφξηζκν κε κφλν κία αξλεηηθή βαζηθή κεηαβιεηή. ΢πλήζσο, κφλν 
κεξηθέο δηπιφ κνλν-θαηεπζπληηθέο δηαδηθαζίεο πεξηζηξνθήο απαηηνχληαη γηα λα ιεθζεί ε 
βέιηηζηε ιχζε. Ζ ρξεζηκνπνίεζε ηεο πξσηαξρηθήο ζπνπδαηφηεηαο κνλν-θαηεπζπληηθνχ 
αιγνξίζκνπ ,γεληθά, ζα απαηηνχζε πνιινχο πεξηζζφηεξνπο ππνινγηζκνχο.  
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Εικόνα 22 

Σν δήηεκα (ii) πνπ πξνθχπηεη παξαπάλσ είλαη πνιχ ζεκαληηθφ δεδνκέλνπ φηη εάλ κπνξνχκε 
λα θάλνπκε ηελ επηινγή ππνδηαηξέζεψλ καο κε ηέηνην ηξφπν ψζηε λα ιεθζεί γξήγνξα κηα 
θαιή (φζν πην θνληά ζηε βέιηηζηε) αθέξαηα ιχζε , κεηά κπνξνχκε ακέζσο λα απνβάινπκε 
πνιιέο πηζαλέο ππνδηαηξέζεηο. Πξάγκαηη, εάλ νπνηαδήπνηε πεξηνρή έρεη ηε γξακκηθή αμία 
πξνγξακκαηηζκνχ z   , ηφηε ε αληηθεηκεληθή αμία θάζε κε αθέξαηνπ ζεκείνπ ζε εθείλε ηελ 

πεξηνρή κπνξεί λα ππεξβεί ην  θαη ε πεξηνρή δε ρξεηάδεηαη λα ππνδηαηξεζεί. Γελ ππάξρεη 
θακία θαζνιηθή κέζνδνο γηα ηελ απαξαίηεηε επηινγή, αλ θαη δηάθνξεο δηαδηθαζίεο heuristics 
έρνπλ πξνηαζεί, φπσο ε επηινγή ηεο ππνδηαίξεζεο κε ηνπο κεγαιχηεξνπο βέιηηζηνπο θαλφλεο 
γξακκηθνχ πξνγξακκαηηζκνχ. Τπάξρνπλ θαλφλεο πνπ θαζνξίδνπλ πνηεο θιαζκαηηθέο 
κεηαβιεηέο είλαη ιεπηφηεξεο γηα λα ρξεζηκνπνηεζνχλ ζηελ θαηαζθεπή ησλ ππνδηαηξέζεσλ. Αο 
ζπκεζνχκε φηη νπνηαδήπνηε θιαζκαηηθή κεηαβιεηή κπνξεί λα ρξεζηκνπνηεζεί γηα λα 
παξαρζεί κηα ππνδηαίξεζε. Μηα δηαδηθαζία πνπ ρξεζηκνπνηείηαη είλαη λα θνηηάμνπκε έλα βήκα 
κπξνζηά ζηε δηπιή κνλν-θαηεπζπληηθή κέζνδν γηα θάζε πηζαλή ππνδηαίξεζε πνπ κπνξεί λα 
είλαη πην επηζπκεηή. Γηα δηεπθξηληζηηθνχο ιφγνπο έρνπκε επηιέμεη ηελ θιαζκαηηθή κεηαβιεηή 
απζαίξεηα.  

Σειηθά, ην αλψηεξν φξην  ζηελ αμία z* ηνπ πξνγξάκκαηνο αθέξαησλ αξηζκψλ κπνξεί λα 
βειηησζεί δεδνκέλνπ φηη ιχλνπκε ην πξφβιεκα. Αο ππνζέζνπκε, παξαδείγκαηνο ράξηλ, φηη ε 
ππνδηαίξεζε  αλαιχζεθε πξηλ απφ ηηο ππνδηαηξέζεηο  ή  ζην πξφβιεκα δεηγκάησλ καο. 
Σν δέληξν απαξίζκεζεο ζα ήηαλ φπσο θαίλεηαη ζηελ εηθφλα 22. 

 ΢ε απηφ ην ζεκείν, ε βέιηηζηε ιχζε πξέπεη λα βξεζεί είηε ζην  είηε ζην . Γεδνκέλνπ φηη ε 

κεγαιχηεξε αμία γηα ην εθηθηφ ζεκείν ζε θαζεκία  εμ απηψλ ησλ πεξηνρψλ είλαη 40  ,ε 

βέιηηζηε αμία γηα ην πξφβιεκα δελ κπνξεί λα ππεξβεί ην 40  . Καζψο ην z* πξέπεη λα είλαη 

αθέξαην, απηφ ππνλνεί φηη z*  40 θαη ην αλψηεξν φξην έρεη βειηησζεί απφ ηελ ηηκή 41 πνπ 
παξέρεηαη απφ ηε ιχζε ζην γξακκηθφ πξφγξακκα γηα . Γεληθά, ην αλψηεξν φξην δίλεηαη θαηά 
απηφλ ηνλ ηξφπν σο ε κεγαιχηεξε αμία νπνηαζδήπνηε έλσζεο θηβψηηνπ (έλα πνπ δελ έρεη 
δηαηξεζεί) ζην δέληξν απαξίζκεζεο. 

Σύνοψη 

Ζ νπζηαζηηθή ηδέα ηνπ αιγνξίζκνπ Branch αnd Bound  είλαη λα ππνδηαηξεζεί ε εθηθηή 

πεξηνρή γηα λα αλαπηπρζνχλ ηα φξηα   z*    ζην z*. Γηα έλα πξφβιεκα κεγηζηνπνίεζεο, 

ην ρακειφηεξν φξην  είλαη ε πςειφηεξε αμία νπνηνπδήπνηε εθηθηνχ ζεκείνπ αθέξαησλ 

αξηζκψλ πνπ κπνξεί λα αληηκεησπηζηεί. Σν αλψηεξν φξην δίλεηαη απφ ηε βέιηηζηε αμία ηνπ 
ζρεηηθνχ γξακκηθνχ πξνγξάκκαηνο ή απφ ηε κεγαιχηεξε αμία γηα ηελ αληηθεηκεληθή ιεηηνπξγία 
ζε νπνηαδήπνηε έλσζε θηβψηηνπ. Μεηά απφ ηελ εμέηαζε κηαο ππνδηαίξεζεο, πξέπεη λα 
δηαθιαδηζηνχκε (branch) ζε κηα άιιε ππνδηαίξεζε θαη λα ηελ αλαιχζνπκε. Δπίζεο, εάλ 
θαζέλα απφ ηα: 

i. ην γξακκηθφ πξφγξακκα άλσ ηνπ είλαη αλέθηθην  
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ii. ε βέιηηζηε ιχζε γξακκηθνχ πξνγξακκαηηζκνχ άλσ ηνπ  είλαη αθέξαηνο ή  

iii. ε αμία ηεο ιχζεο  ηνπ γξακκηθνχ πξνγξακκαηηζκνχ  άλσ ηνπ  ηθαλνπνηεί ην    (εάλ 

κεγηζηνπνηεζεί), 

ηφηε ην  δελ ρξεηάδεηαη λα ππνδηαηξεζεί. ΢ε απηέο ηηο πεξηπηψζεηο, ε νξνινγία ηνπ αθέξαηνπ 

πξνγξακκαηηζκνχ ιέεη φηη ην  έρεη θαηαλνεζεί εηο βάζνο. ΢ηελ πεξίπησζε (i) θαιείηαη 

εκβάζπλζε ζην αλέθηθην, (ii) εκβάζπλζε ζηελ αθεξαηφηεηα, θαη (iii) εκβάζπλζε ζηα φξηα.  

Σν δηάγξακκα ξνήο ζηελ εηθφλα 23 ζπλνςίδεη ηε γεληθή δηαδηθαζία.  

 

 

Εικόνα 23 Αλγόριθμοσ περιοριςμοφ και διακλάδωςησ για τη μεγιςτοποίηςη ακζραιου προγραμματιςμοφ 

  

 

Ο αλγόριθμος περιορισμού και διακλάδωσης (Branch αnd 

Bound) για τα μικτά προγράμματα ακεραίων αριθμών  

Ζ  πξνζέγγηζε Branch αnd Bound πνπ κφιηο πεξηγξάθεθε επεθηείλεηαη εχθνια γηα λα 
ιχζεη  κεξηθά πξνβιήκαηα ζηα νπνία νη κεηαβιεηέο πεξηνξίδνληαη γηα λα είλαη αθέξαηεο. Οη 
ππνδηαηξέζεηο παξάγνληαη κεηά απφ ηηο αθέξαηεο κεηαβιεηέο. Με θάζε άιιν ηξφπν, ε 
δηαδηθαζία είλαη ε ίδηα κε απηήλ πνπ δηεπθξηλίδεηαη αλσηέξσ. Έλα ζπλνπηηθφ παξάδεηγκα ζα 
επεμεγήζεη ηε κέζνδν.  

                         = max z= -3  -2  + 10, 
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ππφ ηνλ φξν:  

                                - 2  +               =  , 

                             +  +              = , 

                               0                         ( j = 1,2,3,4), 

                                θαη  αθέξαηνη. 

Σν πξφβιεκα, φπσο δειψλεηαη, είλαη ζε θαλνληθή κνξθή, κε ηα  θαη  σο βέιηηζηεο 

βαζηθέο κεηαβιεηέο γηα ην ζρεηηθφ γξακκηθφ πξφγξακκα. Ζ ζπλερήο κεηαβιεηή  δε κπνξεί 
λα ρξεζηκνπνηεζεί γηα λα παξάγεη ηηο ππνδηαηξέζεηο δεδνκέλνπ φηη νπνηαδήπνηε αμία 0, 
ελδερνκέλσο, κπνξεί λα είλαη βέιηηζηε. ΢πλεπψο, νη ππνδηαηξέζεηο πξέπεη λα θαζνξηζηνχλ 
θνληά ζηα   2 θαη   3. Ζ πιήξεο δηαδηθαζία ζπλνςίδεηαη απφ ην δέληξν απαξίζκεζεο 

ζηελ εηθφλα 24. 

 

 

Εικόνα 24 

 

 Ζ ιχζε ζην  ηθαλνπνηεί ηνπο αθέξαηνπο πεξηνξηζκνχο, έηζη ψζηε z*  z = 8 . Ζ κφλε 

αθέξαηα κεηαβιεηή κε κηα θιαζκαηηθή αμία ζηε βέιηηζηε ιχζε ηνπ είλαη ε , έηζη νη 

ππνδηαηξέζεηο  θαη  παξάγνληαη απφ απηήλ ηελ κεηαβιεηή. Σέινο, ε βέιηηζηε αμία ηνπ 
γξακκηθνχ πξνγξακκαηηζκνχ είλαη 8 θαη έηζη θακία εθηθηή αθέξαηα ιχζε αθέξαησλ ζηελ 

πεξηνρή δε κπνξεί λα είλαη θαιχηεξε απφ ηελ αμία 8   πνπ έρεη ήδε παξαρζεί. ΢πλεπψο, 

εθείλε ε πεξηνρή δελ ρξεηάδεηαη λα ππνδηαηξεζεί θαη ε ιχζε ζην  δελ είλαη βέιηηζηε.  

Οη δηπιέο κνλν-θαηεπζπληηθέο επαλαιήςεηο πνπ ιχλνπλ ηα γξακκηθά πξνγξάκκαηα ζε 
, ,  ,  δίλεηαη παξαθάησ ζηνλ πίλαθα 2. Οη κεηαβιεηέο  ζηνλ πίλαθα είλαη νη 

λσζξέο κεηαβιεηέο γηα ηνπο πεξηνξηζκνχο πνπ πξνζηίζεληαη γηα λα παξάγνπλ ηηο 
ππνδηαηξέζεηο. Οη ζπληειεζηέο ζηνπο επηζπλαπηφκελνπο πεξηνξηζκνχο είλαη θαζνξηζκέλνη, 
φπσο αλαθέξακε, ζηα ηειεπηαία ηκήκαηα κε ηελ εμάιεηςε ησλ βαζηθψλ κεηαβιεηψλ  απφ ην 

λέν πεξηνξηζκφ πνπ εηζάγεηαη. Γηα λα αθνινπζήζνπκε ηηο επαλαιήςεηο, ππελζπκίδνπκε φηη 
ζηε δηπιή κνλν-θαηεπζπληηθή κέζνδν, νη άμνλεο γίλνληαη ζηα αξλεηηθά ζηνηρεία ηεο 
παξαγσγηθήο ζεηξάο. Δάλ φια ηα ζηνηρεία ζε απηήλ ηελ ζεηξά είλαη ζεηηθά, φπσο ζηελ 
πεξηνρή , ηφηε ην πξφβιεκα είλαη αλέθηθην. 
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Υπονοούμενη απαρίθμηση 

  Μηα πξφζζεηε ζπλδεδεκέλε δηαδηθαζία (Branch and Bound) κπνξεί λα δνζεί γηα ηα 
πξνγξάκκαηα αθέξαησλ αξηζκψλ κφλν κε ηηο δπαδηθέο κεηαβιεηέο. Ο αιγφξηζκνο έρεη ην 
πιενλέθηεκα φηη δελ απαηηεί θακία κε γξακκηθή ιχζε πξνγξακκαηηζκνχ. Απηφ εκθαλίδεηαη 
ζην αθφινπζν παξάδεηγκα:  

                         = max z= -8  -2  -4 -7  -5  +10, 

ππφ ηνλ φξν:    

                            -3  -3  + +2  +3   -2, 

                            -5  -3  - -  +   -4, 

                              = 0 ή 1                                              ( j= 1,2,,,,,,,,5). 

Έλαο ηξφπνο γηα λα ιπζνχλ ηέηνηα πξνβιήκαηα είλαη ε πιήξεο απαξίζκεζε. Αο 
απαξηζκήζνπκε φινπο ηνπο πηζαλνχο δπαδηθνχο ζπλδπαζκνχο ησλ κεηαβιεηψλ θαη αο 
επηιέμνπκε ην θαιχηεξν ζεκείν πνπ είλαη εθηθηφ. Ζ πξνζέγγηζε ιεηηνπξγεί πνιχ θαιά ζε έλα 
κηθξφ πξφβιεκα φπσο απηφ, φπνπ ππάξρνπλ κφλν κεξηθνί πηζαλνί 0-1 ζπλδπαζκνί γηα ηηο 
κεηαβιεηέο, εδψ 32. Γεληθά, ελ ηνχηνηο, έλα πξφβιεκα n-κεηαβιεηψλ πεξηέρεη 

ζπλδπαζκνχο γηα ηηο κεγάιεο ηηκέο ηνπ n∙ ε εμαληιεηηθή πξνζέγγηζε είλαη απαγνξεπηηθή. 
Αληί απηνχ, κπνξεί θάπνηνο ζησπεξά λα εμεηάζεη θάζε δπαδηθφ ζπλδπαζκφ, αθξηβψο φπσο 
θάζε ζεκείν αθέξαησλ αξηζκψλ εμεηάζηεθε ζησπεξά, αιιά αμηνινγήζεθε φρη απαξαηηήησο, 
γηα ην γεληθφ πξφβιεκα κέζσ ηνπ Branch-αnd-Bound  . 

Αο ππελζπκηζζεί φηη ζηε Branch-αnd-Bound δηαδηθαζία, νη ππνδηαηξέζεηο αλαιχζεθαλ κε ηε 
δηαηήξεζε ησλ γξακκηθψλ θαη αθέξαησλ πεξηνξηζκψλ. 
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 Δδψ, πηνζεηνχκε ηελ αληίζεηε ηαθηηθή ηεο δηαηήξεζεο ησλ 0-1 πεξηνξηζκψλ, αιιά αγλνψληαο 

ηηο γξακκηθέο αληζφηεηεο. Ζ ηδέα είλαη λα ρξεζηκνπνηεζεί κηα ζπλδεδεκέλε δηαδηθαζία (ή 

ππνδηαίξεζε) γηα λα θαζνξίζεη κεξηθέο απφ ηηο κεηαβιεηέο ζε 0 ή 1. Οη κεηαβιεηέο πνπ 

παξακέλνπλ λα δηεπθξηληζηνχλ θαινχληαη ειεχζεξεο κεηαβιεηέο. Να ζεκεησζεί φηη εάλ νη 

πεξηνξηζκνί αληζφηεηαο αγλννχληαη, ε αληηθεηκεληθή ιεηηνπξγία κεγηζηνπνηείηαη κε ηνλ 

θαζνξηζκφ ησλ ειεχζεξσλ κεηαβιεηψλ ζε κεδέλ, δεδνκέλνπ φηη νη αληηθεηκεληθνί ζπληειεζηέο 

ιεηηνπξγίαο ηνπο είλαη αξλεηηθνί. Παξαδείγκαηνο ράξηλ, εάλ  θαη  θαζνξίδνληαη ζην 1 θαη  

είλαη 0, ηφηε νη ειεχζεξεο κεηαβιεηέο είλαη νη  θαη . Αγλνψληαο ηνπο πεξηνξηζκνχο 

αληζφηεηαο, ην πξνθχπηνλ πξφβιεκα είλαη: 

         max = max , 

ππφ ηνλ φξν: 

                                     θαη  δπαδηθνί. 

Γεδνκέλνπ φηη νη ειεχζεξεο κεηαβιεηέο έρνπλ ηνπο αξλεηηθνχο ζπληειεζηέο αληηθεηκεληθήο 

ιεηηνπξγίαο, ε κεγηζηνπνίεζε ζέηεη =  = 0. Ζ απιφηεηα απηήο ηεο ηεηξηκκέλεο 

βειηηζηνπνίεζεο, ζε ζχγθξηζε κε έλα πην ηξνκεξφ γξακκηθφ πξφγξακκα, είλαη απηφ πνπ ζα 

επηζπκνχζακε λα εθκεηαιιεπηνχκε.  

Δπηζηξέθνληαο ζην παξάδεηγκα, αξρίδνπκε κε ηηο κε ζηαζεξέο κεηαβιεηέο θαη ζπλεπψο, θάζε 

κεηαβιεηή είλαη ειεχζεξε θαη θαζνξηζκέλε ζην κεδέλ. Ζ ιχζε δελ ηθαλνπνηεί ηνπο 

πεξηνξηζκνχο αληζφηεηαο θαη πξέπεη λα ππνδηαηξέζνπκε γηα ηελ αλαδήηεζε ησλ εθηθηψλ 

ιχζεσλ. Μηα επηινγή ππνδηαίξεζεο είλαη:  

Γηα ηελ ππνδηαίξεζε 1:  = 1, 
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Γηα ηελ ππνδηαίξεζε 2:  =0. 

Σψξα ε κεηαβιεηή  θαζνξίδεηαη ζε θάζε ππνδηαίξεζε. Απφ ηηο παξαπάλσ παξαηεξήζεηο 

καο ,εάλ νη αληζφηεηεο αγλνεζνχλ, ε βέιηηζηε ιχζε πέξα απφ θάζε ππνδηαίξεζε έρεη  =  

=   = = 0. Ζ πξνθχπηνπζα ιχζε ζηελ ππνδηαίξεζε 1 δίλεη: 

                                        z = -8(1)-2(0)-4(0)-7(0)-5(0)+10 =2, 

θαη ηπραίλεη λα ηθαλνπνηεί ηηο αληζφηεηεο, έηζη ψζηε ε βέιηηζηε ιχζε ζην αξρηθφ πξφβιεκα λα 

είλαη ηνπιάρηζηνλ 2, z*  2. Δπίζεο, ζηελ ππνδηαίξεζε 1 ε παξαπάλσ ιχζε είλαη θαιχηεξε 

θαη κεηαμχ ησλ 0-1 ζπλδπαζκψλ κε = 1 ζπλεπψο πξέπεη λα είλαη θαιχηεξε κεηαμχ εθείλσλ 

πνπ ηθαλνπνηνχλ ηηο αληζφηεηεο. Καλέλαο άιινο εθηθηφο ζπλδπαζκφο 0-1 ζηελ ππνδηαίξεζε 1 

δελ πξέπεη λα αμηνινγεζεί ξεηά. Απηνί νη ζπλδπαζκνί έρνπλ εμεηαζηεί ζησπεξά. 

 Ζ ιχζε   =  =   = = 0 ζηελ ππνδηαίξεζε 2 είλαη ίδηα κε ηελ αξρηθή ιχζε κε θάζε 

κεηαβιεηή ζε κεδέλ θαη είλαη αλέθηθηε. ΢πλεπψο ε πεξηνρή πξέπεη λα ππνδηαηξεζεί 

πεξαηηέξσ, δειαδή κε  =1 ή  = 0 ζέηνληαο: 

Γηα ηελ ππνδηαίξεζε 3:  =0, =1, 

Γηα ηελ ππνδηαίξεζε 4:  =0, =0. 

 Σν δέληξν απαξίζκεζεο ζε απηφ ην ζεκείν είλαη φπσο δίλεηαη ζηελ εηθφλα 25. 

 

Εικόνα 25 

 

Αμίδεη λα παξαηεξήζνπκε φηη απηφ ην δέληξν δηαθέξεη απφ ηα δέληξα απαξίζκεζεο ησλ 
πξνεγνχκελσλ ηκεκάησλ. Γηα ηηο πξνεγνχκελεο δηαδηθαζίεο ε ιχζε ηνπ γξακκηθνχ 
πξνγξακκαηηζκνχ πνπ ρξεζηκνπνηήζεθε γηα λα αλαιχζεη θάζε ππνδηαίξεζε δηεπθξηλίζηεθε 
ξεηά ζε έλα θηβψηην. Δδψ ε ιχζε 0-1 (πνπ αγλνεί ηηο αληζφηεηεο), πνπ ρξεζηκνπνηείηαη γηα λα 
αλαιχζεη ηηο ππνδηαηξέζεηο, δελ δειψλεηαη ξεηά, δεδνκέλνπ φηη είλαη γλσζηή απιά κε ηνλ 
θαζνξηζκφ ησλ ειεχζεξσλ κεηαβιεηψλ ζε κεδέλ. ΢ηελ ππνδηαίξεζε (3), παξαδείγκαηνο 

ράξηλ, = 0 θαη  = 1 ελψ νη ειεχζεξεο κεηαβιεηέο  , ,  ηίζεληαη κεδέλ.  

΢πλερίδνληαο ηνλ θαζνξηζκφ ησλ κεηαβιεηψλ θαη ηελ ππνδηαίξεζε κε απηφ ηνλ ηξφπν 
παξάγνπκε ην πιήξεο δέληξν πνπ παξνπζηάδεηαη ζηελ εηθφλα 26. Σν δέληξν δελ επεθηείλεηαη 
κεηά απφ ηελ αλάιπζε ησλ ππνδηαηξέζεσλ 4, 5, 7, 9, θαη 10 γηα ηνπο αθφινπζνπο ιφγνπο: 

i. ΢ην 5, ε ιχζε =0 , =  = 1, κε  ειεχζεξεο κεηαβιεηέο = =0, είλαη εθηθηά, κε z 

= 4, παξέρνληαο έλα βειηησκέλν θαηψηεξν φξην ζην z*. 
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ii.  ΢ην 7, ε ιχζε =  = 0, =  = 1 θαη ειεχζεξε κεηαβιεηή = 0, έρεη z= 1 < 4, 

έηζη ψζηε θακία ιχζε ζε εθείλε ηελ ππνδηαίξεζε λα κε κπνξεί λα είλαη ηφζν θαιή φζν 

απηή πνπ παξάγεηαη ζην 5. 

iii. ΢ην 9 θαη ζην 10 θάζε ειεχζεξε κεηαβιεηή θαζνξίδεηαη. ΢ε θάζε πεξίπησζε, νη 

ππνδηαηξέζεηο πεξηέρνπλ κφλν έλα εληαίν ζεκείν, ην νπνίν είλαη αλέθηθην, θαη ε 

πεξαηηέξσ ππνδηαίξεζε δελ είλαη δπλαηή. 

iv.  ΢ην 4, ε δεχηεξε αληζφηεηα (κε ηηο ζηαζεξέο κεηαβιεηέο  = = 0) δίλνπλ: 

                                     -2 -  +    -4. 

Κακία απφ ηηο ηηκέο 0 -1 ησλ  ,  δελ νινθιεξψλεη ηηο ζηαζεξέο κεηαβιεηέο =  = 0 λα 
ηθαλνπνηήζνπλ απηφλ ηνλ πεξηνξηζκφ, δεδνκέλνπ φηη ε ρακειφηεξε αμία γηα ηελ αξηζηεξή 
πιεπξά απηήο ηεο εμίζσζεο είλαη  ην -3, φηαλ =  = 1 θαη = 0. Ζ ππνδηαίξεζε δελ έρεη 

ηφηε θακία εθηθηή ιχζε θαη δε ρξεηάδεηαη λα αλαιπζεί πεξαηηέξσ.  

Ζ ηειεπηαία παξαηήξεζε είλαη απνιχησο γεληθή. Αλ ζε νπνηνδήπνηε ζεκείν κεηά απφ ηελ 
αληηθαηάζηαζε ησλ ζηαζεξψλ κεηαβιεηψλ, ην πνζφ ησλ ππφινηπσλ αξλεηηθψλ ζπληειεζηψλ 
ζε νπνηνδήπνηε πεξηνξηζκφ ππεξβαίλεη ηε δεμηά πιεπξά, ηφηε ε πεξηνρή απφ απηέο ηηο 
ζηαζεξέο κεηαβιεηέο δελ έρεη θακία εθηθηή ιχζε. Λφγσ ηεο πξφζζεηεο θχζεο ηνπ 
πξνβιήκαηνο 0-1, ππάξρνπλ δηάθνξεο άιιεο ηέηνηεο δνθηκέο πνπ κπνξνχλ λα 
ρξεζηκνπνηεζνχλ γηα λα κεηψζνπλ ηνλ αξηζκφ ππνδηαηξέζεσλ πνπ παξάγνληαη. Ζ 
απνδνηηθφηεηα απηψλ ησλ δνθηκψλ ππνινγίδεηαη κε ην δχγηζκα ηνπ ρξφλνπ πνπ απαηηείηαη γηα 
λα ηηο εθηειέζεηο ελάληηα ζην ρξφλν πνπ θεξδίδεηαη απφ ηηο ιηγφηεξεο ππνδηαηξέζεηο.  

Οη ηερληθέο πνπ ρξεζηκνπνηνχληαη εδψ ηζρχνπλ γηα νπνηνδήπνηε πξφβιεκα αθεξαίνπ 
πξνγξακκαηηζκνχ πνπ πεξηιακβάλεη κφλν ηηο δπαδηθέο κεηαβιεηέο, έηζη ψζηε ε ππνλννχκελε 
απαξίζκεζε λα είλαη κηα ελαιιαθηηθή ζπλδεδεκέλε δηαδηθαζία γηα απηήλ ηελ θαηεγνξία 
πξνβιεκάησλ. ΢ε απηήλ ηελ πεξίπησζε, νη ππνδηαηξέζεηο αλαιχνληαη εηο βάζνο εάλ ηζρχεη 
νπνηαδήπνηε απφ ηηο ηξεηο πξνυπνζέζεηο: 

i. ην πξφγξακκα αθέξαησλ αξηζκψλ είλαη γλσζηφ φηη είλαη αλέθηθην θαηά ηελ ππνδηαίξεζε,  
ii.  ε ιχζε 0-1 πνπ ιακβάλεηαη κε ηνλ θαζνξηζκφ ησλ ειεχζεξσλ κεηαβιεηψλ ζην κεδέλ 

ηθαλνπνηεί ηηο γξακκηθέο αληζφηεηεο ή  
iii.  ε αληηθεηκεληθή αμία πνπ ιακβάλεηαη κε ηνλ θαζνξηζκφ ησλ ειεχζεξσλ κεηαβιεηψλ ζην 

κεδέλ δελ είλαη κεγαιχηεξν απφ ηελ θαιχηεξε εθηθηή ιχζε 0-1 πνπ παξάγεηαη 
πξνεγνπκέλσο.  

Απηνί νη φξνη αληηζηνηρνχλ ζηνπο ηξεηο πνπ δειψζεθαλ λσξίηεξα γηα ηελ εκβάζπλζε ζηε 
ζπλεζηζκέλε ζπλδεδεκέλε δηαδηθαζία. Δάλ κηα πεξηνρή δελ αλαιχεηαη κε βάζε κία απφ απηέο 
ηηο δνθηκέο, ε ππνλννχκελε απαξίζκεζε ππνδηαηξεί εθείλε ηελ πεξηνρή κε ηελ επηινγή 
νπνηαζδήπνηε ειεχζεξεο κεηαβιεηήο θαη ηνλ θαζνξηζκφ ησλ ηηκψλ ηεο ζε 0 ή 1.  
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Εικόνα 26 

 

Σα επηρεηξήκαηά καο πνπ νδεγνχλ ζηνλ αιγφξηζκν βαζίζηεθαλ ζηνλ νξηζκφ ηνπ αξρηθνχ 
πξνβιήκαηνο 0-1 ζηελ αθφινπζε ηππνπνηεκέλε κνξθή: 

1. ν ζηφρνο είλαη κία κεγηζηνπνίεζε κε φινπο ηνπο ζπληειεζηέο αξλεηηθνχο  
2. νη πεξηνξηζκνί δηεπθξηλίδνληαη σο αληζφηεηεο ηχπνπ “ ιηγφηεξν απφ ή ίζν κε”   . 

 Όπσο ζπλήζσο, ηα πξνβιήκαηα ειαρηζηνπνίεζεο κεηαζρεκαηίδνληαη ζε κεγηζηνπνίεζεο 
πνιιαπιαζηάδνληαο ηνπο ζπληειεζηέο δαπαλψλ κε -1. Αλ ην  εκθαλίδεηαη ζηε κνξθή 

κεγηζηνπνίεζεο κε έλα ζεηηθφ ζπληειεζηή, ηφηε ε κεηαβιεηή αληηθαηάζηαζεο  = 1 -  

νπνπδήπνηε ζην κνληέιν αθήλεη ηε δπαδηθή κεηαβιεηή  κε έλαλ αξλεηηθφ ζπληειεζηή 

αληηθεηκεληθήο ιεηηνπξγίαο. Σέινο, νη πεξηνξηζκνί “ κεγαιχηεξν απφ ή ίζν κε”  κπνξνχλ λα 
πνιιαπιαζηαζηνχλ κε -1 γηα λα γίλνπλ πεξηνξηζκνί “κηθξφηεξνη απφ ή ίζνη κε” θαη νη γεληθνί 
πεξηνξηζκνί ηζφηεηαο κεηαηξέπνληαη ζε αληζφηεηεο. 

 Όπσο ζηε ζπλδεδεκέλε δηαδηθαζία γηα ηα γεληθά πξνγξάκκαηα αθέξαησλ αξηζκψλ, ν ηξφπνο 

πνπ επηιέγνπκε λα ππνδηαηξέζνπκε ηηο πεξηνρέο κπνξεί λα έρεη κηα βαζηά επίδξαζε επάλσ 

ζηνπο ππνινγηζκνχο. ΢ηελ ππνλννχκελε απαξίζκεζε, αξρίδνπκε κε ηε κεδεληθή ιχζε =  

=…..=  =0 θαη παξάγνπκε άιιεο ιχζεηο κε ηνλ θαζνξηζκφ ησλ κεηαβιεηψλ ζην 1. Μηα 

θπζηθή πξνζέγγηζε είλαη λα ππνδηαηξέζνπκε βαζηζκέλνη ζηε κεηαβιεηή κε ηελ πςειφηεξε 

αληηθεηκεληθή ζπκβνιή. Γηα ην πξφβιεκα δεηγκάησλ, απηφ ζα ππνλννχζε ππνδηαίξεζε αξρηθά 

κε  = 1 ή  = 0.  

Μηα άιιε πξνζέγγηζε  πνπ ρξεζηκνπνηείηαη ζπρλά ζηελ πξάμε είλαη λα πξνζπαζήζνπκε λα 

νδεγεζνχκε πξνο ην εθηθηφ ην ζπληνκφηεξν δπλαηφλ. Γηα παξάδεηγκα, φηαλ  θαζνξίδνληαη = 

0,  = 1 θαη  = 3, ζα κπνξνχζακε λα ππνδηαηξέζνπκε βαζηζκέλνη ζηα  ή  . 

Ρπζκίδνληαο ηα  ή  ζην 1 θαη αληηθαζηζηψληαο ηηο ζηαζεξέο κεηαβιεηέο, δηαπηζηψλνπκε 

φηη νη πεξηνξηζκνί αιιάδνπλ σο εμήο: 

                   = 1,   (free) = 0 :                            =1,  (free) = 0 :   
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-3(0) -3(1) + (0) + 2(1) + 3(0)  -2,                     -3(0) -3(1) + (0) + 2(0) + 3(1)  -2, 

-5(0) -3(1) -2(0) – 1(1) +   (0)  -4,                     -5(0) -3(1) -2(0) – 1(0) +   (1)  -4, 

Γηα   = 1, ν πξψηνο πεξηνξηζκφο είλαη αλέθηθηνο θαηά κία κνλάδα  θαη ν δεχηεξνο 

πεξηνξηζκφο είλαη εθηθηφο, δίλνληαο 1 ζπλνιηθή κνλάδα ηεο αδηαθνξίαο. Γηα  =1, ν πξψηνο 
πεξηνξηζκφο είλαη αλέθηθηνο θαηά 2 κνλάδεο θαη ν δεχηεξνο θαηά 2 κνλάδεο πνπ δίλνπλ 4 
ζπλνιηθέο κνλάδεο ηεο αδηαθνξίαο. Καηά ζπλέπεηα ην   = 1 εκθαλίδεηαη επλντθφηεξν θαη ζα 
ππνδηαηξνχζακε βαζηζκέλνη ζε εθείλε ηελ κεηαβιεηή. Γεληθά ε κεηαβιεηή πνπ δίλεη ηηο 
ιηγφηεξεο ζπλνιηθέο αδηαθνξίεο απφ απηήλ ηελ πξνζέγγηζε ζα επηιέγνληαλ κεηά.  

Εφαρμογές του αλγόριθμου Cutting planes 

 
Ο αιγφξηζκνο cutting-planes ιχλεη ηα πξνγξάκκαηα αθέξαησλ αξηζκψλ κε ηελ 

ηξνπνπνίεζε ησλ ιχζεσλ ηνπ γξακκηθνχ πξνγξακκαηηζκνχ έσο φηνπ ιάβνπκε ηε ιχζε 

αθέξαησλ αξηζκψλ. Γε ρσξίδεη ηελ εθηθηή πεξηνρή ζηηο ππνδηαηξέζεηο, φπσο ζηηο Branch αnd 

Bound πξνζεγγίζεηο, αιιά αλη' απηνχ ιεηηνπξγεί κε έλα εληαίν γξακκηθφ πξφγξακκα, ην νπνίν 

εμεπγελίδεηαη κε ηελ πξνζζήθε ησλ λέσλ πεξηνξηζκψλ. Οη λένη πεξηνξηζκνί κεηψλνπλ 

δηαδνρηθά ηελ εθηθηή πεξηνρή έσο φηνπ βξεζεί κηα βέιηηζηε ιχζε αθέξαησλ αξηζκψλ.  

΢ηελ πξάμε, νη δηαδηθαζίεο Branch αnd Bound ζρεδφλ πάληα μεπεξλνχλ ηνλ αιγφξηζκν 

cutting-planes. Δληνχηνηο, ν αιγφξηζκνο είλαη ζεκαληηθφο ζηελ εμέιημε ηνπ πξνγξακκαηηζκνχ 

αθέξαησλ αξηζκψλ. Ηζηνξηθά, ήηαλ ν πξψηνο αιγφξηζκνο πνπ αλαπηχρζεθε γηα ηνλ αθέξαην 

πξνγξακκαηηζκφ θαη ζα κπνξνχζε λα απνδεηρζεί γηα λα ζπγθιίλεη έλα αξηζκφ βεκάησλ. 
Δπηπιένλ, αθφκα θη αλ ν αιγφξηζκνο γεληθά ζεσξείηαη πνιχ αλεπαξθήο, έρεη δψζεη ηδέεο ζηνλ 

αθέξαην πξνγξακκαηηζκφ πνπ έρνπλ νδεγήζεη ζε άιινπο, απνδνηηθφηεξνπο αιγφξηζκνπο.  

Πάιη, ζα αλαθεξζνχκε ζηε κέζνδν κε ηελ εμέηαζε ηνπ πξνβιήκαηνο δεηγκάησλ ησλ 

πξνεγνχκελσλ ηκεκάησλ: 

                                                      = max  5  +8 , 

ππφ ηνλ φξν:       

                                       +  +      = 6 

                                    5   +  +   = 45 

                                     , , ,       0. 

,   είλαη, αληίζηνηρα, νη λσζξέο κεηαβιεηέο γηα ηνπο πξψηνπο θαη δεχηεξνπο 

πεξηνξηζκνχο. Ζ επίιπζε ηνπ πξνβιήκαηνο κε ηε κνλν-θαηεπζπληηθή κέζνδν δεκηνπξγεί ηνλ 

αθφινπζν βέιηηζην πίλαθα: 

                      (-z)                                          -   -         = - 41  

                                                                   +  -       =          , 

                                                                    -   -       =        , 

                                             , , , ,    0. 

Αλ μαλαγξάςνπκε απηέο ηηο εμηζψζεηο κε κία ηζνδχλακε αιιά θάπσο αιιαγκέλε κνξθή ηφηε: 

                         (-z)                                          -2  -  + 42  =  -   
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                                                                   + 2  -   -2   =   -    -  

                                                                     -2  -3  =    -  

                                             , , ,    0. 

Απηνί νη αιγεβξηθνί ρεηξηζκνί έρνπλ απνκνλψζεη ηνπο ζπληειεζηέο αθέξαησλ αξηζκψλ ζηε κηα 

πιεπξά θαη ηηο ηζφηεηεο θαη ηα θιάζκαηα  ζηελ άιιε, θαηά ηέηνην ηξφπν ψζηε νη ζηαζεξνί φξνη 

ζηε δεμηά πιεπξά λα είλαη φινη κε αξλεηηθνί θαη νη ζπληειεζηέο λσζξψλ κεηαβιεηψλ ζηε δεμηά 

πιεπξά είλαη φινη κε ζεηηθνί. 

΢ε νπνηαδήπνηε ιχζε αθέξαησλ αξηζκψλ, ε αξηζηεξή πιεπξά θάζε εμίζσζεο ζηελ ηειεπηαία 
εηθφλα πξέπεη λα είλαη αθέξαηνο αξηζκφο. Αθνχ ηα  θαη   είλαη κε αξλεηηθά θαη 
εκθαλίδνληαη ζηε δεμηά πιεπξά κε ηνπο αξλεηηθνχο ζπληειεζηέο πξέπεη απαξαηηήησο λα είλαη 
ιηγφηεξα ή ίζα κε ηνλ θιαζκαηηθφ ζηαζεξφ φξν. ΢πλνιηθά, απηέο νη δχν παξαηεξήζεηο 
δείρλνπλ φηη θαη νη δχν πιεπξέο θάζε εμίζσζεο πξέπεη λα είλαη έλαο αθέξαηνο αξηζκφο 
κηθξφηεξνο ή ίζνο κε 0 (εάλ έλαο αθέξαηνο αξηζκφο είλαη κηθξφηεξνο ή ίζνο κε ην θιάζκα, 
πξέπεη λα είλαη 0 ή αξλεηηθφο). Έηζη απφ ηελ πξψηε εμίζσζε έρνπκε: 

                                             - -    0 θαη αθέξαηνο, 

ή αλ εηζάγνπκε κηα λσζξή κεηαβιεηή  

                                            - -    0      θαη αθέξαηνο                 (C1) 

Οκνίσο, άιινη φξνη κπνξνχλ λα παξαρζνχλ απφ ηνπο ππφινηπνπο πεξηνξηζκνχο:   

                                           - -   = 0,      0 θαη αθέξαηνο               (C2)  

                                           - -   = 0,       0 θαη αθέξαηνο               (C3) 

Αο ζεκεησζεί φηη, ζε απηήλ ηελ πεξίπησζε ηα (C1), (C3) είλαη ίδηα. 

Οη λέεο εμηζψζεηο (C1), (C2) θαη (C3) πνπ έρνπλ παξαρζεί νλνκάδνληαη πεξηθνπέο (cuts) γηα 
ηνπο αθφινπζνπο ιφγνπο: Ζ παξαγσγή ηνπο δελ απέθιεηζε νπνηεζδήπνηε ιχζεηο αθέξαησλ 
αξηζκψλ ζην πξφβιεκα, έηζη νπνηνδήπνηε εθηθηφ ζεκείν αθέξαησλ αξηζκψλ ζην αξρηθφ 
πξφβιεκα πξέπεη λα ηθαλνπνηήζεη ηνπο πεξηνξηζκνχο πεξηθνπψλ. Ζ ιχζε ηνπ γξακκηθνχ 
πξνγξακκαηηζκνχ είρε  =  = 0 , πνπ πξνθαλψο δελ ηθαλνπνηνχλ ηνπο πεξηνξηζκνχο 
πεξηθνπψλ. ΢ε θάζε πεξίπησζε, ε αληηθαηάζηαζε  =  = 0 δίλεη  ,   ή  < 0. ΢πλεπψο, 
ε θαζαξή επίδξαζε κηαο πεξηθνπήο είλαη λα απνκαθξχλεη ηε βέιηηζηε ιχζε ηνπ γξακκηθνχ 
πξνγξακκαηηζκνχ απφ ηελ εθηθηή πεξηνρή ρσξίο απνθιεηζκφ νπνησλδήπνηε εθηθηψλ 
ζεκείσλ αθέξαησλ αξηζκψλ. Ζ γεσκεηξία πνπ θξχβεηαη θάησ απφ ηηο πεξηθνπέο κπνξεί λα 

θαζηεξσζεί αξθεηά εχθνια. Απφ ηελ (11) νη λσζξέο κεηαβιεηέο  θαη  θαζνξίδνληαη απφ: 

                                                = 6 -  -   ,     

                                                 = 45 – 5  -9 . 

Αληηθαζηζηψληαο απηέο ηηο ηηκέο ζηνπο πεξηνξηζκνχο πεξηθνπψλ θαη ξπζκίδνληαο ηεο εθ λένπ, 
κπνξνχκε λα μαλαγξάςνπκε ηηο πεξηθνπέο σο εμήο: 

                                           2  +3   15,                                             (C1 ή C3)                             

                                           4  +7   35.                                                (C2) 

Με απηήλ ηελ κνξθή, νη πεξηθνπέο επηδεηθλχνληαη ζηελ εηθφλα 27 θαη εθζέηνπλ ηα αλσηέξσ 
ραξαθηεξηζηηθά γλσξίζκαηα. ΢ε θάζε πεξίπησζε ε πξνζηηζέκελε πεξηθνπή αθαηξεί ηε ιχζε 
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ηνπ γξακκηθνχ πξνγξακκαηηζκνχ =  ,  =  απφ ηελ εθηθηή πεξηνρή, ζηνλ ίδην ρξφλν 

ζπκπεξηιακβαλνκέλεο θάζε εθηθηήο ιχζεο αθέξαησλ αξηζκψλ. 

 Ζ βαζηθή ζηξαηεγηθή ηεο ηερληθήο cutting-planes είλαη λα πξνζηεζνχλ νη πεξηθνπέο (ζπλήζσο 
κφλν κηα) ζηνπο πεξηνξηζκνχο, θαζνξίδνληαο ηηο εθηθηέο πεξηνρέο θαη έπεηηα λα ιχζνπλ ην 
πξνθχπηνλ γξακκηθφ πξφγξακκα. Δάλ νη βέιηηζηεο ηηκέο γηα ηηο κεηαβιεηέο απφθαζεο ζην 
γξακκηθφ πξφγξακκα είλαη φινο ν αθέξαηνο αξηζκφο, είλαη βέιηηζηεο∙ δηαθνξεηηθά  κηα λέα 
πεξηθνπή δεκηνπξγείηαη απφ ηε λέα βέιηηζηε εηθφλα ηνπ γξακκηθνχ πξνγξακκαηηζκνχ θαη 
επηζπλάπηεηαη ζηνπο πεξηνξηζκνχο. 

΢ηελ εηθφλα 27 πνπ ε πεξηθνπή C1 = C3  νδεγεί άκεζα ζηελ πξναηξεηηθή ιχζε. Ζ πεξηθνπή 
(C2) δελ ην θάλεη θαη ζα απαηηεζνχλ πεξαηηέξσ επαλαιήςεηο εάλ απηή ε πεξηθνπή 
επηζπλάπηεηαη ζην πξφβιεκα (ρσξίο ηελ πεξηθνπή C1 = C3).Δπίζεο ε πεξηθνπή C1 εηζρσξεί 
βαζχηεξα ζηελ εθηθηή πεξηνρή απφ ηε C2. Γηα πξνβιήκαηα κε πνιιέο κεηαβιεηέο, είλαη 
γεληθά αξθεηά δχζθνιν λα θαζνξηζηεί πνηεο πεξηθνπέο ζα είλαη βαζηέο απφ απηή ηελ άπνςε. 
΢πλεπψο, ζηηο εθαξκνγέο ν αιγφξηζκνο παξάγεη ζπρλά ηηο πεξηθνπέο πνπ „‟μπξίδνπλ‟‟ πνιχ 
ιίγν απφ ηελ εθηθηή πεξηνρή, θαη σο εθ ηνχηνπ ηε θησρή επίδνζε ηνπ αιγφξηζκνπ.  

Έλα ηειηθφ ζεκείν πνπ εμεηάδεηαη εδψ είλαη ν ηξφπνο κε ηνλ νπνίν παξάγνληαη νη πεξηθνπέο. 
Ζ εηθφλα ηνπ γξακκηθνχ πξνγξακκαηηζκνχ γηα ην αλσηέξσ πξφβιεκα πεξηείρε ηνλ 
πεξηνξηζκφ:  

                                  + -    = . 

 

Εικόνα 27 Περικοπή τησ λφςησ του γραμμικοφ προγραμματιςμοφ 

 

Αο ππνζέζνπκε φηη εκείο ζηξνγγπινπνηνχκε πξνο ηα θάησ ηνπο θιαζκαηηθνχο ζπληειεζηέο ζε 

αθέξαηνπο αξηζκνχο, δειαδή  ην  ζε 2, ην  -  ζε -1 θαη ην  ζε 2. Αλ ηνπνζεηήζνπκε απηνχο 

ηνπ αθεξαίνπο ζηελ αξηζηεξή πιεπξά ηεο εμίζσζεο θαη ηα θιάζκαηα ζηε δεμηά  ζα ιάβνπκε 
φπσο πξηλ απφ ηνλ ηζνδχλακν πεξηνξηζκφ: 

                                             + 2 -   -2 =  -  -  . 

Απφ ηα πξνεγνχκελα επηρεηξήκαηά καο, ε πεξηθνπή είλαη: 

                                              - -    0 θαη αθέξαηνο. 

Έλα άιιν παξάδεηγκα κπνξεί λα βνεζήζεη λα δηεπθξηληζηνχλ θαη άιια ζέκαηα. Αο 
ππνζέζνπκε φηη ε ηειηθή εηθφλα ηνπ γξακκηθνχ πξνγξακκαηηζκνχ ζε έλα πξφβιεκα έρεη ηνλ 
πεξηνξηζκφ: 
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                                               +   -   +3  = 4 . 

Σφηε ν ηζνδχλακνο πεξηνξηζκφο είλαη:  

                                               - 2  +3  -4=   -   -  , 

θαη ε πεξηθνπή ζα  είλαη: 

                                            -   -    0 θαη αθέξαηνο. 

Αο παξαηεξήζνπκε ηνλ ηξφπν κε ηνλ νπνίν θαζνξίδνληαη ηα θιάζκαηα απφ ηνπο αξλεηηθνχο 
ζπληειεζηέο. Σν θιάζκα ζηνλ πεξηνξηζκφ πεξηθνπψλ πνπ θαζνξίδεηαη ζην ζπληειεζηή   

είλαη -  = - 1   θαη φρη κε  , αιιά ην θιάζκα πνπ παξάγεηαη ην ζηξνγγπινπνηνχκαη πξνο ηα 

θάησ νπφηε έρνπκε  ηελ ηηκή -2. (π.ρ. ην θιάζκα - 1  -(- 2) =  ). 

Ο πίλαθαο 3 παξνπζηάδεη πιήξε ιχζε ηνπ πξνβιήκαηνο δεηγκάησλ απφ ηε ηερληθή cutting-
planes. Καζψο ε πεξηθνπή C1 = C3 νδεγεί άκεζα ζηε βέιηηζηε ιχζε, έρνπκε επηιέμεη λα 
αξρίζνπκε κε ηελ πεξηθνπή C2. Αμίδεη λα ζεκεησζεί φηη εάλ ε λσζξή κεηαβιεηή γηα 
νπνηαδήπνηε πξφζθαηα παξαγκέλε πεξηθνπή ιακβάλεηαη σο βαζηθή κεηαβιεηή ζε εθείλν ηνλ 
πεξηνξηζκφ, ηφηε ην πξφβιεκα είλαη ζηελ θαηάιιειε κνξθή γηα ην δηπιφ κνλν-θαηεπζπληηθφ 
αιγφξηζκν. Γηα παξάδεηγκα, ε πεξηθνπή ζηνλ πίλαθα 3(b) πνπ παξάγεηαη απφ ην πεξηνξηζκφ 

 

                          +   -  =             ή            + 2  -  -2=  -   -  

δίλεηαη απφ:      

                                                       -   -   0 θαη αθέξαηνο. 

Θέηνληαο  σο κία λσζξή κεηαβιεηή ζηνλ πεξηνξηζκφ, έρνπκε: 

                                            -   -  +  = - . 

 

Πίνακασ 3 

(α) 

 Βαζηθέο 
Μεηαβιεηέο 

Σξέρνπζεο 
Σηκέο 
 

     

 (-z) 
 

 
 

-41  

 

 

 
 
1 

 
 
 
 
1 
 

-  

 

 

-  

-  

-  

 

 

 

←  
 

  -  -  1 

      ↑  

 

πεξηθνπή πνπ παξάγεηαη απφ ηνλ πεξηνξηζκφ  
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(b) 

 Βαζηθέο 
Μεηαβιεη
έο 

Σξέρνπζεο 
Σηκέο 
 

      

 (-z) 
 
 

 
 
 

 
 
 

 

-41 
 

 

 

 

 

 

 
 
1 
 
 

 
 
 

 
 

1 

-1 
 

 

 

-  

 

 

 
 
 
 
 
 
 
 

1 

-1 
 

-  

 

 

 

 

 

←  
 

    
 

1 

       ↑  

 

πεξηθνπή πνπ παξάγεηαη απφ ηνλ πεξηνξηζκφ  

 

(c) 

 

 Βαζηθέο 
Μεηαβιεη
έο 

Σξέρνπζεο 
Σηκέο 
 

      

 (-z) 
 
 

 
 
 

 
 
 

 
 
 

 

-40  

 

 

 

 

 
1 
 

 

 
 
1 
 
 

 
 
 

 
 

1 

-  

 

 

 

-  

 
1 
 

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 

1 

-  

 

-  

 

 

 
 

 

-  

 

←  
 

  - 

 

 
 

1 

       ↑  

 

πεξηθνπή πνπ παξάγεηαη απφ ηνλ πεξηνξηζκφ  

 

(d) 

Βαζηθέο 
Μεηαβιεηέο 

Σξέρνπζεο 
Σηκέο 
 

      

(-z) 
 

-40 
 

 
 

 
 

 
 

 
 

-1 
 

-1 
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Καζψο ηα  θαη  είλαη κε βαζηθέο κεηαβιεηέο, κπνξνχκε λα πάξνπκε ην  γηα λα ηεζεί σο 
βαζηθή κεηαβιεηή πνπ απνκνλψλεηαη ζε απηφλ ηνλ πεξηνξηζκφ (δείηε ζηνλ πίλαθα 3(b)). Με 
ηελ παξαγσγή ησλ κηθξψλ ηξνπνπνηήζεσλ ζηνλ αιγφξηζκν cutting-planes πνπ έρεη 
πεξηγξαθεί, κπνξνχκε λα δείμνπκε φηη ζα ιεθζεί κηα βέιηηζηε ιχζε ζην πξφβιεκα αθέξαηνπ 
πξνγξακκαηηζκνχ, φπσο ζε απηφ ην παξάδεηγκα, κεηά απφ ηελ πξνζζήθε ελφο αξηζκνχ 
πεξηθνπψλ. Ζ απφδεημε απηνχ ηνπ γεγνλφηνο ζχκθσλα κε ηνλ R. Gomory ην 1958 ήηαλ κηα 
πνιχ ζεκαληηθή ζεσξεηηθή αλαθάιπςε, δεδνκέλνπ φηη έδεημε φηη ηα πξνγξάκκαηα αθέξαησλ 
αξηζκψλ κπνξνχλ λα ιπζνχλ απφ θάπνην γξακκηθφ πξφγξακκα (ην ζρεηηθφ γξακκηθφ 
πξφγξακκα ζπλ ηνπο πξνζηηζέκελνπο πεξηνξηζκνχο). Γπζηπρψο, ν αξηζκφο πεξηθνπψλ πνπ 
πξνζηίζεληαη, είλαη ζπλήζσο αξθεηά κεγάινο, έηζη ψζηε απηφ ην απνηέιεζκα λα κελ έρεη  
ζεκαληηθέο πξαθηηθέο δηαθιαδψζεηο. 

                                          

Συμπεράσματα- Ανάλυση και ακέραιος προγραμματισμός 

Μπνξνχκε λα αλαξσηεζνχκε, ιακβάλνληαο ππφςε ηε ζπγθέληξσζε  ηεο εξγαζίαο 

καο ζηε δηαηχπσζε πξνβιήκαηνο θαη ηελ εξκελεία ιχζεο, γηαηί έρνπλ αλαθεξζεί ηφζα ιίγα 

αλσηέξσ γηα ηε δπαδηθφηεηα πξνγξακκαηηζκνχ αθέξαησλ αξηζκψλ θαη ζρεηηθέο πιεξνθνξίεο 

αμηνιφγεζεο. Τπάξρνπλ δηάθνξνη ιφγνη γηα απηήλ ηελ έιιεηςε επεμεξγαζίαο. Ζ δπαδηθφηεηα 

δελ είλαη έλα θαζνξηζκέλν θαη κε ζαθήλεηα ζέκα ζηα πιαίζηα ηνπ αθέξαηνπ πξνγξακκαηηζκνχ. 

Οη πεξηζζφηεξεο ζρέζεηο θαη εξκελείεο δπαδηθφηεηαο LP θαη ΝLP πξνέξρνληαη απφ ηα 

θαηαζθεπάζκαηα ππνινγηζκνχ πνπ θξχβνληαη θάησ απφ ηε ζεσξία ηνπ kuhn-Tucker. 

Δληνχηνηο, ν ππνινγηζκφο ηεο εθηθηήο πεξηνρή ιχζεο δελ κπνξεί λα εθαξκνζηεί ζηνλ 

αζπλερή αθέξαην πξνγξακκαηηζκφ. Γεληθά, νη δηπιέο κεηαβιεηέο δελ θαζνξίδνληαη γηα ηα 

πξνβιήκαηα αθέξαηνπ πξνγξακκαηηζκνχ, αλ θαη ην ζέκα έρεη εξεπλεζεί (Gomoly θαη Baumol 

Williams 1980). Απηφ πνπ γεληθά κπνξεί λα δειψζεη θάπνηνο είλαη φηη νη δηπιέο πιεξνθνξίεο 

δελ θαζνξίδνληαη θαιά ζηα γεληθά πξνβιήκαηα αθέξαηνπ πξνγξακκαηηζκνχ. Δληνχηνηο, 

ππάξρνπλ δχν πηπρέο ζε κηα ηέηνηα δήισζε πνπ πξέπεη λα ζπδεηεζνχλ. 

Καη' αξράο, νη ζπλεζέζηεξνη αιγφξηζκνη ηππψλνπλ δηπιέο πιεξνθνξίεο. Ωζηφζν νη δηπιέο 
πιεξνθνξίεο επεξεάδνληαη ζπρλά απφ ηνπο πεξηνξηζκνχο πνπ πξνζηίζεληαη θαηά ηε δηάξθεηα 
ηεο δηαδηθαζίαο ιχζεο. Οη πεξηζζφηεξεο πξνζεγγίζεηο ιχζεο πεξηιακβάλνπλ ηελ πξνζζήθε 
ησλ πεξηνξηζκψλ γηα λα επαλαπξνζδηνξίζνπλ ηελ εθηθηή πεξηνρή, έηζη ψζηε νη ιχζεηο 
αθέξαησλ αξηζκψλ λα εκθαλίδνληαη ζηα αθξαία ζεκεία. ΢πλεπψο, πνιιέο απφ ηηο ηηκέο ζθηψλ 
πνπ αλαθέξνληαη ζηνπο θψδηθεο αθέξαηνπ πξνγξακκαηηζκνχ δελ είλαη ζρεηηθνί κε ηα αξρηθά 
πξνβιήκαηα αιιά κάιινλ είλαη ζρεηηθνί κε έλα κεηαζρεκαηηζκέλν πξφβιεκα. Ζ θχξηα 
δπζθνιία κε απηέο ηηο δηπιέο ηηκέο είλαη φηη ην ζχλνιν κεηαζρεκαηηζκψλ δελ είλαη κνλαδηθφ, 
απηφ έρεη σο απνηέιεζκα νη λέεο πιεξνθνξίεο λα κελ είλαη κνλαδηθέο ή πιήξεηο (δηάθνξα 
έγγξαθα δπαδηθφηεηαο ζρεηηθά παξαπέκπνληαη απφ ηνπο Gomory θαη Baumol ή  απφ ηνλ 
Randow). Άξα, ζε πνιιέο πεξηπηψζεηο, νη πιεξνθνξίεο γηα ηηο ηηκέο ζθηψλ αθέξαηνπ 
πξνγξακκαηηζκνχ πνπ εκθαλίδνληαη ζηελ παξαγσγή πξέπεη λα αγλνεζνχλ. 
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Γεχηεξνλ, ππάξρεη κηα ζεκαληηθή ειιείπνπζα ζπδήηεζε ε νπνία πεξηιακβάλεη ηηο δηπιέο 
κεηαβιεηέο αμηνπηζηίαο θαηά ηελ ελαζρφιεζε κε κηθηά πξνβιήκαηα αθέξαηνπ 
πξνγξακκαηηζκνχ. Θα εκθαληδφηαλ λα πξνθχπηεη άκεζα απφ ην γξακκηθφ πξνγξακκαηηζκφ 
(LP)  φηη νη ηηκέο ζθηψλ ηνπ κηθηνχ αθέξαηνπ πξνγξακκαηηζκνχ ζα ήηαλ ηφζν αμηφπηζηεο φζν 
νη ηηκέο ζθηψλ LP, εάλ νη πεξηνξηζκνί ηεο δεμηάο πιεπξάο αιιάμνπλ ζε κηα ζεηξά πνπ δελ 
ππνλνεί κηα αιιαγή ζηελ αμία ιχζεο κηαο κεηαβιεηήο αθέξαησλ αξηζκψλ. Οη δηπιέο 
κεηαβιεηέο απφ ηνπο πεξηνξηζκνχο πνπ πεξηιακβάλνπλ κφλν ηηο ζπλερείο κεηαβιεηέο ζα 
εκθαλίδνληαλ λα είλαη νη αθξηβέζηεξεο. Οη δηπιέο κεηαβιεηέο ζηνπο πεξηνξηζκνχο πνπ 
πεξηιακβάλνπλ ηνπο ζπλδέζκνπο κεηαμχ ζπλερνχο θαη αθέξαηνπ αξηζκνχ θαη ηα κεηαβιεηά 
επίπεδα ιχζεο είλαη ιηγφηεξν αθξηβή θαη νη πεξηνξηζκνί πνπ πεξηιακβάλνπλ κφλν ηηο 
κεηαβιεηέο αθέξαησλ αξηζκψλ ζα εμέζεηαλ ηηο αλαθξηβείο δηπιέο κεηαβιεηέο. 

Σν ηξίην δηπιφ κεηαβιεηφ ζρφιην είλαη νη δεζκεπηηθνί πεξηνξηζκνί. Αο εμεηάζνπκε ην ζρήκα 

25. Αο ππνζέζνπκε φηη ε βέιηηζηε ιχζε είλαη φηαλ  X= Y=3. Καη φηη απηφ ην ζεκείν είλαη 

απζηεξά εζσηεξηθφ ζηελ εθηθηή πεξηνρή. ΢πλεπψο, ζχκθσλα κε ηηο ζπκπιεξσκαηηθέο 

πξνυπνζέζεηο ραιαξφηεηαο, νη πεξηνξηζκνί ζα έρνπλ δηπιέο κεηαβιεηέο κε ηηκή κεδέλ. Αθ' 

ελφο εάλ ν πξψηνο πεξηνξηζκφο ηξνπνπνηήζεθε έηζη ψζηε ε δεμηά πιεπξά λα είλαη 

κεγαιχηεξν απφ 17, ε αμία ιχζεο ζα κπνξνχζε λα θηλεζεί πξνο ην X=4 θαη Y=3. ΢πλεπψο, ν 

πξψηνο πεξηνξηζκφο δελ είλαη απζηεξά δεζκεπηηθφο αιιά κηα ραιάξσζε ηεο δεμηάο πιεπξάο 

ηεο, κπνξεί λα παξάγεη κηα αληηθεηκεληθή αχμεζε ιεηηνπξγίαο. Δπνκέλσο, ελλνηνινγηθά, έρεη 

κηα δηπιή κεηαβιεηή. Δπνκέλσο, ε δπζθνιία κε ηηο δηπιέο κεηαβιεηέο ζηνλ αθέξαην 

πξνγξακκαηηζκφ είλαη φηη κπνξνχλ λα είλαη δηαθνξεηηθέο απφ ην κεδέλ γηα δεζκεπηηθνχο 

πεξηνξηζκνχο.  

Μελέτες περίπτωσης εφαρμογής του ακέραιου 

προγραμματισμού σε πραγματικές συνθήκες 

Έλα δπαδηθφ δίθηπν είλαη έλα απφ ηα πξφηππα ησλ βηνινγηθψλ δηθηχσλ, φπσο ηα 
ξπζκηζηηθά δίθηπα γνληδίσλ, θαη έρεη κειεηεζεί εθηελψο. ΢πγθεθξηκέλα, έλα πηζαλνινγηθφ 
δίθηπν (PBN) είλαη  γλσζηφ σο επέθηαζε ησλ δηθηχσλ, αιιά ζηηο ππάξρνπζεο κεζφδνπο γηα 
λα ιπζεί ην πξφβιεκα βέιηηζηνπ ειέγρνπ PBNs, είλαη απαξαίηεην λα ππνινγηζηνχλ νη 
κεηαβάζεηο  ζην δηάγξακκα θαηαζηάζεσλ κε  θφκβνπο γηα έλα δεδνκέλν PBN κε n 
θαηαζηάζεηο. Γηα λα απνθεπρζεί απηφο ν ππνινγηζκφο, Οη Koichi Kobayashi θαη  Kunihiko 
Hiraishi πξνηείλνπλ κηα πξνζέγγηζε βαζηζκέλε ζηνλ αθέξαην πξνγξακκαηηζκφ γηα έλα 
ζπκθξαζηηθά εμαξηψκελν PBN (CS-PBN), ην νπνίν είλαη κηα γεληθή κνξθή PBNs. ΢ηελ 
πξνηεηλφκελε κέζνδν, έλα CS -PBN κεηαζρεκαηίδεηαη ζε έλα γξακκηθφ ζχζηεκα κε ηηο 
δπαδηθέο κεηαβιεηέο, θαη ην πξφβιεκα βέιηηζηνπ ειέγρνπ πεξηνξίδεηαη ζε έλα γξακκηθφ 
πξφβιεκα πξνγξακκαηηζκνχ αθέξαησλ αξηζκψλ. 

Σα ηειεπηαία ρξφληα, έρνπλ ππάξμεη πνιιέο κειέηεο ζηελ αλάιπζε θαη ηνλ έιεγρν ησλ 
βηνινγηθψλ δηθηχσλ, φπσο ηα ξπζκηζηηθά δίθηπα γνληδίσλ. Έλαο απφ ηνπο ηειηθνχο ζηφρνπο 
ζε απηέο ηηο κειέηεο είλαη λα βξεζεί κηα κέζνδνο γηα έλα θαηάιιειν θάξκαθν πνπ κπνξεί λα 
ρξεζηκνπνηεζεί γηα ηελ αλαθάιπςε θαη ηε ζεξαπεία ηνπ θαξθίλνπ θαξκάθσλ (Kitano, 2004). 
Πξνθεηκέλνπ λα εμεηαζηεί έλα ηέηνην ζχζηεκα, είλαη ζεκαληηθφ λα εμεηαζηεί έλα απιφ 
πξφηππν θαη ηα δηάθνξα πξφηππα πνπ έρνπλ αλαπηπρζεί κέρξη ηψξα. ΢πγθεθξηκέλα ηα 
δπαδηθά δίθηπα (Kauffman, 1969) είλαη  γλσζηά σο έλα απφ ηα πξφηππα θαζψο έρνπλ 
κειεηεζεί εθηελψο ( Akutsu, Hayashida, Ching, & NG, 2007). ΢ε απηφ ην πξφηππν, ε δπλακηθή 
φπσο νη αιιειεπηδξάζεηο κεηαμχ ησλ γνληδίσλ εθθξάδεηαη απφ έλα ζχλνιν δπαδηθψλ 
ιεηηνπξγηψλ. Έηζη απηφ ην πξφηππν είλαη απιφ θαη κπνξεί λα εθαξκνζηεί ζηα κεγάιεο 
θιίκαθαο ζπζηήκαηα. Δπηπιένλ, δεδνκέλνπ φηη ε ζπκπεξηθνξά ησλ βηνινγηθψλ δηθηχσλ είλαη 
πηζαλνινγηθή, είλαη ζθφπηκν λα απνθαζίδνληαη ηπραία θάζε θνξά νη δπαδηθέο ιεηηνπξγίεο. 
Απφ απηήλ ηελ άπνςε, έλα πηζαλνινγηθφ δπαδηθφ δίθηπν (PBN) έρεη πξνηαζεί  απφ ηνπο 
Shmulevich, Dougherty, Kim θαη Zhang (2002). Δπηπιένλ, έλα ζπκθξαζηηθά εμαξηψκελν PBN 
(CS-PBN) ζην νπνίν ν ρξφλνο απφθαζεο επηιέγεηαη ηπραία έρεη πξνηαζεί σο γεληθή κνξθή 
PBNs απφ ηνπο (Faryabi, Vahedi, Chamberland, Datta, & Dougherty, 2009 PAL, Datta, 
Bittner, & Dougherty, 2005). 
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Με παξφκνην ηξφπν ζηα ηππνπνηεκέλα δπλακηθά ζπζηήκαηα, CS-PBNs ζπκπεξηιακβάλσλ 
PBNs έρνπλ ηελ αξρηθή ζέζε θαη ηελ εηζαγσγή ειέγρνπ. Τπνζέηνπκε φηη ε αμία (0 ή 1) ηεο 
εηζαγσγήο ειέγρνπ κπνξεί λα θαζνξηζηεί απζαίξεηα. Ζ εηζαγσγή ειέγρνπ ζηα βηνινγηθά 
δίθηπα έρεη ζπγθεθξηκέλε ζεκαζία. Παξαδείγκαηνο ράξηλ, ε αμία ηεο εηζαγσγήο ειέγρνπ 
εθθξάδεη εάλ έλα εξέζηζκα δίλεηαη ζε έλα θχηηαξν. Καηφπηλ ε εηζαγσγή ειέγρνπ έρεη σο 
ζθνπφ λα ιάβεη ηελ ηξνρηά ηεο θαηάζηαζεο πνπ δηέξρεηαη απφ ην αξρηθφ ζηάδην ζην 
επηζπκεηφ. Έηζη ε εηζαγσγή ειέγρνπ κπνξεί λα αληηπξνζσπεχζεη ηελ παξνχζα θαηάζηαζε 
ησλ ζεξαπεπηηθψλ επεκβάζεσλ, νη νπνίεο πξαγκαηνπνηνχληαη απφ ηελ αθηηλνβνιία, 
ρεκεηνζεξαπεία, θαη νχησ θαζεμήο. ΢πλεπψο, πξνθεηκέλνπ λα αλαπηπρζνχλ νη ηερλνινγίεο 
ζεξαπείαο ζην κέιινλ είλαη ζεκαληηθφ λα εμεηαζηνχλ νη κέζνδνη ειέγρνπ CS-PBNs. Δληνχηνηο 
ζε απηέο ηηο ππάξρνπζεο εξγαζίεο, ην δηάγξακκα κεηάβαζεο θαηαζηάζεσλ κε θφκβνπο 
πξέπεη λα ππνινγηζηεί γηα  ηα CS -PBN κε n θαηαζηάζεηο. Απηφ είλαη κηα θξίζηκε αδπλακία. ΢ε 
απηφ ην έγγξαθν, γηα CS -PBNs, πξνηείλνπκε κηα λέα κέζνδν ειέγρνπ ζηελ νπνία ην 
δηάγξακκα κεηάβαζεο θαηαζηάζεσλ δελ ππνινγίδεηαη. ΢ηελ πξνηεηλφκελε κέζνδν κηα 
γξακκηθή εμίζσζε θαηαζηάζεσλ θαη γξακκηθέο αληζφηεηεο κε ηηο δπαδηθέο κεηαβιεηέο 
πξνέξρνληαη απφ ηηο δεδνκέλεο  ιεηηνπξγίεο εθθξάδνληαο ηε δπλακηθή. Μηα ηπραία απφθαζε  
ησλ  δπαδηθψλ ιεηηνπξγηψλ εθθξάδνληαη σο αιπζίδα δηαθξηηνχ ρξφλνπ ηνπ Markov. Απηή ε 
αιπζίδα εθθξάδεηαη επίζεο σο γξακκηθή κνξθή κε ηε ρξεζηκνπνίεζε ησλ δπαδηθψλ 
κεηαβιεηψλ. Δπνκέλσο, έλα CS-PBN εθθξάδεηαη σο πεξηνξηζκέλν γξακκηθφ ζχζηεκα κε ηηο 
δπαδηθέο κεηαβιεηέο. Καηφπηλ ην πξφβιεκα εχξεζεο κίαο εηζφδνπ ειέγρνπ ειαρηζηνπνηεί ην 
ρακειφηεξν φξην ηεο ζπλάξηεζεο θφζηνπο θαη κπνξεί λα επαλεμεηαζηεί  σο γξακκηθφ 
πξφβιεκα πξνγξακκαηηζκνχ αθέξαησλ αξηζκψλ. Με ηε ρξεζηκνπνίεζε κηαο πξνηεηλφκελεο 
κέζνδνο CS -PBNs έηζη ψζηε ε ππάξρνπζα κέζνδνο λα κε κπνξεί λα εθαξκνζηεί, κπνξνχκε 
λα παξάγνπκε ηνλ έιεγρν πνπ εηζάγεηαη κέζα ζηνλ πξαθηηθφ ρξφλν ππνινγηζκνχ.  

 

Context-sensitive probabilistic Boolean networks 

Καη' αξράο, εηζάγνπκε έλα πηζαλνινγηθφ δπαδηθφ δίθηπν (PBN). Αο εμεηάζνπκε ην 
αθφινπζν PBΝ: 

                                       x(k + 1) = f (x(k), u(k))                                             (1) 

 

φπνπ ην Υ ∈   είλαη ε θαηάζηαζε, ην u ∈   είλαη ε εηζαγσγή ειέγρνπ θαη  ην Κ = 0, 1, 

2,… είλαη ν ηδηαίηεξνο ρξφλνο. 

To f:  ×   →   είλαη κηα δεδνκέλε δπαδηθή ιεηηνπξγία. Σν ζηνηρείν  ηνπ 

θαηάζηαζεο Υ θαη ην ζηνηρείν  ηεο δπαδηθήο ιεηηνπξγίαο f αλαπαξηζηάηαη απφ ηα   θαη  
αληίζηνηρα. ΢ηα ληεηεξκηληζηηθά δπαδηθά δίθηπα, ε επφκελε θαηάζηαζε Υ (Κ + 1) θαζνξίδεηαη 

κεκνλσκέλα γηα ην δεδνκέλν Υ (Κ) θαη ην u (Κ). ΢ηα PBNs, δίλνληαη νη ππνςήθηνη ηνπ  θαη ε 
επηινγή κηαο δπαδηθήο ιεηηνπξγίαο είλαη πηζαλφηαηα θάζε θνξά αλεμάξηεηε. Οη ππνςήθηνη ηνπ 

 j= 1,2,…..l(i) θαη ε πηζαλφηεηα λα επηιερζεί ε    θαίλεηαη απφ ην j = Prob (  = ) 

∈  [0, 1].  Καηφπηλ πξέπεη λα ηθαλνπνηεζεί ε ζρέζε    = 1. 

 Παράδειγμα 1. Γηα απιφ παξάδεηγκα, εμεηάδνπκε ην αθφινπζν ληεηεξκηληζηηθφ δπαδηθφ 

δίθηπν ελφο δηθηχνπ απφπησζεο (Chaves, 2009): 

                                                   (k + 1) = - (k) u ∧  (k) 

 (k + 1) = -  (k) ∧  x3 (k) θαη 

 (k + 1) =  (k) u ∨  (k)                                  

 φπνπ ην επίπεδν ζπγθέληξσζεο (πςειφ ή ρακειφ) ηνπ αλαζηαιηηθνχ παξάγνληα ησλ 

πξσηετλψλ απφπησζεο (IAP) απεηθνλίδεηαη απφ ην  , ην επίπεδν ζπγθέληξσζεο ηνπ 

ελεξγνχ caspase  (C3a) απεηθνλίδεηαη απφ ην  θαη ην επίπεδν ζπγθέληξσζεο ηνπ ελεξγνχ 

caspase 8 (C8a) απεηθνλίδεηαη απφ ην  . Σν επίπεδν ζπγθέληξσζεο ηνπ παξάγνληα 
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λέθξσζεο φγθσλ (TNF, έλα εξέζηζκα) απεηθνλίδεηαη  απφ ην u θαη ζεσξείηαη σο εηζαγσγή 

ειέγρνπ. Αλ θαη ε δπαδηθή δπλακηθή ζην αλσηέξσ ζχζηεκα είλαη ζχγρξνλε, ζα πεξηιεθζνχλ 

θαη νη δχν δπλακηθέο (ζχγρξνλεο-αζχγρξνλεο). Απφ απηήλ ηελ άπνςε, εμεηάδνπκε ην 

αθφινπζν PBN πνπ πξνθαιείηαη απφ ην παξαπάλσ ζχζηεκα 

 =                              (2) 

 =                               (3)  

 =                               (4) 

φπνπ  =  = = 2 θαη δίλνπκε ην  έηζη ψζηε λα ηθαλνπνηήζεη ηελ  . 

Δπηπιένλ, φιεο νη ηξνρηέο ησλ θαηαζηάζεσλ κπνξνχλ λα εθθξαζηνχλ σο δηαγξάκκαηα 

κεηαβάζεσλ  κε  θφκβνπο.  

Αλ θαη ζηα PBNs ε επηινγή κίαο δπαδηθήο ιεηηνπξγίαο είλαη πηζαλφηαηα αλεμάξηεηε θάζε 
θνξά, ζα είλαη θπζηθφ λα εμεηαζηεί φηη νη κεηαηξνπέο ησλ δπαδηθψλ ιεηηνπξγηψλ δελ 
εκθαλίδνληαη ζπρλά θαη κπνξνχλ λα εμαξηεζνχλ απφ ην πεξηζηαηηθφ ελφο εμσηεξηθνχ 
εξεζίζκαηνο. ΢ηα CS-PBNs, ν ρξφλνο απφθαζεο ησλ δπαδηθψλ ιεηηνπξγηψλ επηιέγεηαη, 
επίζεο, ηπραία. Παξαθάησ, ε πηζαλφηεηα φηη νη δπαδηθέο ιεηηνπξγίεο κεηαζηξέθνληαη ζην 
ρξφλν k δίλεηαη σο q (k) ∈  [0, 1] θαη έλα δεπγάξη ηνπ ζπζηήκαηνο (1) θαη ηεο πηζαλφηεηαο q (k) 
θαιείηαη CS -PBN. 

 

Πρόβλημα διατύπωσης 

Καη' αξράο, θαζνξίδνπκε φηη ην  j(I,k) ∈  {1, 2,…, l (i)}  θαη δίλεηαη γηα ην ζηαζεξφ 

ζηνηρείν i-th. Δπίζεο, έρνπκε ηε δπαδηθή ιεηηνπξγία θαη ρξφλν k θαη ην q (k). Καηφπηλ απφ ην 

 (1, k), ην j (2, k),…, j (n, k) (k) ή (k) ελ ζπληνκία, δείρλνπκε ηελ πηζαλφηεηα πνπ νξίδεηαη 

σο: 

 

ζε επηιεγκέλν ρξφλν k. Δπηπιένλ ( , ):=  (s) Κ).Σν ( , ) θαζνξίδεη ηελ 

πηζαλφηεηα φηη θάπνηα αθνινπζία δπαδηθψλ ιεηηνπξγηψλ είλαη επηιεγκέλε ζε ρξνληθφ 

δηάζηεκα [ , ]. Έπεηηα, αο εμεηάζνπκε ην αθφινπζν πξφβιεκα βέιηηζηνπ ειέγρνπ. 

Πρόβλημα 2. Αλ ππνζέζνπκε φηη γηα ην CS-PBN δίλνληαη ε αξρηθή ζέζε x(0) = , ξ ∈  [0, 1], 

ν ρξφλνο ειέγρνπ Ν θαη ε επηζπκεηή θαηάζηαζε  ∈   , ηφηε έρνπκε ηα δχν αθφινπζα 
πξνβιήκαηα.  

 Πρόβλημα Α. Γηα φινπο ηνπο ζπλδπαζκνχο ησλ δπαδηθψλ ιεηηνπξγηψλ ε ηθαλνπνίεζε ηνπ 
αθφινπζνπ πεξηνξηζκνχ 

                                                            (0,N-1)  ξ                                                       (5) 

 ε εχξεζε κίαο αθνινπζίαο εηζαγσγήο ειέγρνπ u(0), u(1),…, u(Ν −1) πνπ ειαρηζηνπνηεί ην 

ρακειφηεξν φξην ηεο αθφινπζεο ζπλάξηεζεο θφζηνπο 

J=  
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φπνπ  (i) :=x(i) - , ,   ,   θαη  p, δείρλεη ηνλ p-θαλφλα ελφο 

δηαλχζκαηνο. 

Πρόβλημα Β. Αλ εθαξκφζνπκε ηελ αθνινπζία εηζαγσγήο ειέγρνπ πνπ ιακβάλεηαη ζην 
πξφβιεκα Α ζην CS-PBN, ηφηε γηα φινπο ηνπο ζπλδπαζκνχο ησλ δπαδηθψλ  ιεηηνπξγηψλ πνπ 
ηθαλνπνηνχλ ηνλ πεξηνξηζκφ (5), βξίζθνπκε ην αλψηεξν φξην  ηεο παξαπάλσ ζπλάξηεζεο 
θφζηνπο. Έζησ φηη ην    δείρλεη ηελ ειάρηζηε αμία ηνπ ρακειφηεξνπ νξίνπ πνπ πξνθχπηεη κε 
ηελ επίιπζε ηνπ πξνβιήκαηνο Α. ΢ηελ ππάξρνπζα κέζνδν γηα ηνλ έιεγρν ησλ CS-PBNs, ε 
αλακελφκελε αμία κηαο δεδνκέλεο ζπλάξηεζεο θφζηνπο ειαρηζηνπνηείηαη. Δπίζεο, ζηηο 
ηππνπνηεκέλεο κεζφδνπο ειέγρνπ πηζαλνινγηθψλ ζπζηεκάησλ, ε αλακελφκελε αμία 
αμηνινγείηαη. Δληνχηνηο, γηα ηα CS-PBNs είλαη δχζθνιν λα αμηνινγεζεί ε αλακελφκελε αμία, 
επεηδή φινη νη ζπλδπαζκνί ησλ δπαδηθψλ ιεηηνπξγηψλ πξέπεη λα απαξηζκεζνχλ. Έηζη ε 
κέζνδνο κπνξεί λα εθαξκνζηεί κφλν ζηα κηθξήο θιίκαθαο ζπζηήκαηα. Δδψ αληί ηεο 
αλακελφκελεο αμίαο, ην ρακειφηεξν φξην κηαο δεδνκέλεο ζπλάξηεζεο θφζηνπο 
ειαρηζηνπνηείηαη θαη ε απφδνζε ειέγρνπ αμηνινγείηαη κε ηε ρξεζηκνπνίεζε ησλ ρακειφηεξσλ 
θαη αλψηεξσλ νξίσλ. Έπεηηα, εάλ ν πεξηνξηζκφο (5) δελ επηβάιιεηαη ζην πξφβιεκα 2, δει., ξ 
= 0 ηφηε νη ζπκπεξηθνξέο ησλ CS -PBNs ζεσξνχληαη σο αβέβαηεο θαη νη θαιχηεξεο θαη 
ρεηξφηεξεο απνδφζεηο παξάγνληαη ζην πξφβιεκα 2. Δληνχηνηο, δεδνκέλνπ φηη 
ζπκπεξηιακβάλνληαη νη ζπλδπαζκνί ησλ δπαδηθψλ ιεηηνπξγηψλ πνπ επηιέγνληαη κε ηε ρακειή 
πηζαλφηεηα, νη παξαγφκελεο απνδφζεηο κπνξνχλ λα κελ είλαη θαηάιιειεο. Έηζη πξνθεηκέλνπ 
λα απνθιεηζηνχλ ηέηνηνη ζπλδπαζκνί, επηβάιινπκε ηνλ πεξηνξηζκφ (5).  

Παράδειγμα 3. Ωο έλα απιφ παξάδεηγκα, αο εμεηάζνπκε ην πξφβιεκα βέιηηζηνπ έιεγρνπ γηα 

ην PBN (2) - (4) εθθξάδνληαο έλα δίθηπν απφπησζεο. Αο ππνζέζνπκε φηη ην q (k), ξ θαη ε 

αξρηθή ζέζε δίλνληαη σο q (k) = 1, ξ = 0.05, θαη Υ (0) =  = , αληίζηνηρα. Γηα απηφ ην 

ζχζηεκα, βξίζθνπκε κηα ζηξαηεγηθή ειέγρνπ ζηελ νπνία δελ εθαξκφδεηαη φζν ην δπλαηφλ 

πεξηζζφηεξν έλα εξέζηζκα θαη επηηπγράλεηαη ε επηβίσζε θπηηάξσλ. Σν u = 0 ππνλνεί φηη έλα 

εξέζηζκα δελ εθαξκφδεηαη ζην ζχζηεκα θαη  = 1, ην   =0 εθθξάδεη ζαθή επηβίσζε ησλ 

θπηηάξσλ .Καηφπηλ σο κηα απφ ηηο πην θαηάιιειεο ζπλαξηήζεηο θφζηνπο, κπνξνχκε λα 

εμεηάζνπκε ηελ αθφινπζε ζπλάξηεζε θφζηνπο:  

J =  

Αο ζεσξήζνπκε ην πξφβιεκα 2 κε απηήλ ηελ ζπλάξηεζε θφζηνπο. Καηφπηλ απφ ηνπο απινχο 

ππνινγηζκνχο, ιακβάλνπκε φηη  = 1 θαη = 21 γηα ην u (0) = 0, u (1) = 0, u (2) = 1 ή u (0) = 

0, u (1) = 1, u (2) = 0. Απφ απηφ ην απνηέιεζκα, βιέπνπκε φηη ν δπλακηθφο έιεγρνο είλαη 

απνηειεζκαηηθφηεξνο απφ ηνλ απιφ έιεγρν έηζη ψζηε ε αμία ηεο εηζαγσγήο ειέγρνπ είλαη 

πάληα 0 ή 1. Σέινο, αο εμεηάζνπκε ηελ πεξίπησζε ξ = 0. ΢ε απηήλ ηελ πεξίπησζε, 

ιακβάλνπκε  = 0 θαη = 20 γηα u (0) = u (1) = u (2) = 0. Σφηε ε πηζαλφηεηα φηη = 0 

επηηπγράλεηαη θαηά 0.0403456 θαη είλαη κηθξή. Παξαθάησ, ππνζέηνπκε φηη 

  =  . Aλ θαη κηα ηεηξαγσληθή ζπλάξηεζε θφζηνπο (p = 2) κπνξεί λα εμεηαζηεί, 

εμεηάδνπκε ηελ αθφινπζε κνξθή l-θαλφλσλ (γξακκηθψλ) ζπλαξηήζεσλ θφζηνπο  

                       J =                                    (6) 

φπνπ ην Q, ∈  , R ∈   είλαη δηαλχζκαηα ησλ νπνίσλ  ην ζηνηρείν είλαη έλαο κε 

αξλεηηθφο πξαγκαηηθφο αξηζκφο.  

 

Εικόνα 28 Διακριτοφ χρόνου αλυςίδα Markov ςτα CS-PBNs 
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Προτεινόμενη  μέθοδος 

΢ε απηφ ην ηκήκα ζα πξνηείλνπκε κηα κέζνδν γηα ην πξφβιεκα 2. Αθνχ εμεγήζνπκε κηα 
κέζνδν επίιπζεο γηα ην πξφβιεκα Α απφ έλα πνιχ απιφ παξάδεηγκα, ζα εμεηάζνπκε κηα 
γεληθή πεξίπησζε.  

 Απλό παράδειγμα. Αο ζεσξήζνπκε κία εληαία ζέζε θαη έλα ζχζηεκα εληαίαο εηζαγσγήο . Οη 

δπαδηθέο ιεηηνπξγίεο δίλνληαη σο: 

         =                        (7) 

Έπεηηα κηα ηπραία απφθαζε ησλ δπαδηθψλ ιεηηνπξγηψλ κπνξεί λα εθθξαζηεί σο ε δηαθξηηνχ 
ρξφλνπ αιπζίδα ηνπ Μarkov (DT-MC) ηεο εηθφλαο 28, φπνπ ε εηηθέηα θάζε θφκβνπ ππνλνεί ην 

δείθηε ησλ ππνςεθίσλ ,  ησλ δπαδηθψλ ιεηηνπξγηψλ θαη ην βάξνο  (k) απφ ηνλ 

θφκβν i ζην j νξίδνληαη σο  (k): = Prob (  =  ζην k |  =  ζην k − 1). 

΢ηε ζπλέρεηα ζα εμεγήζνπκε κηα κέζνδν δηακφξθσζεο (7) θαη ην DT-MC ηεο εηθφλαο 28. 
΢χκθσλα κε ηνλ Williams (1999), νη δπαδηθέο ιεηηνπξγίεο ζηελ (7) κπνξνχλ λα 
κεηαζρεκαηηζηνχλ ζε πνιπψλπκα ζηνλ ηνκέα ησλ πξαγκαηηθψλ αξηζκψλ. ΢ηε ζπλέρεηα 
εμεηάδνπκε ην αθφινπζν ζχζηεκα 

(k+1)= (k){ }+ (k){1- (k)}                           (8) 

Όπνπ νη (k) ,  είλαη δπαδηθέο κεηαβιεηέο πνπ ηθαλνπνηνχλ ηελ εμίζσζε: 

  (k) + =1.                                                                (9) 

Αλ (k)=1, ηφηε επηιεγνχκε ην  ζε ζπλδπαζκφ κε ην . Με παξφκνην ηξφπν, εάλ 

ε =1 ηθαλνπνηείηαη, ηφηε επηιέγνπκε ην 1 − (k) πνπ αληηζηνηρεί ζην . Απηή ε 

ηερληθή είλαη ζπρλά ρξεζηκνπνηεκέλε ζηνλ έιεγρν ησλ πβξηδηθψλ ζπζηεκάησλ (Bemporad & 
Morari, 1999). Δπηπιένλ, απφ ηελ (8) ιακβάλνπκε φηη 

    (k+1)= (k) + (k)- (k)                                          (10) 

Όπνπ = u θαη = . 

Γηα λα εθθξάζνπκε ην DT-MC ηεο εηθφλαο 28, κηα δπαδηθή κεηαβιεηή νξίδεηαη ζε θάζε ηφμν. 
΢ην DT-MC ηεο εηθφλαο 28 ρξεζηκνπνηνχκε ηηο εμήο ηέζζεξηο δπαδηθέο κεηαβιεηέο: 

(k), (k), (k), (k). 

 ΢ηε ζπλέρεηα κε ηνλ θαζνξηζκφ ηεο ζρέζεο := (k-1) (k) έρνπκε 

             (k)= (k)+ (k),                                           (11) 

             (k)= (k)+ (k).                                           (12) 

Υξεζηκνπνηψληαο ηε δπαδηθή κεηαβιεηή (k) ε δπλακηθή ηνπ DT-MC ηεο εηθφλαο 28 

κπνξεί λα εθθξαζηεί σο ε αθφινπζε ζρέζε εηζφδνπ-εμφδνπ ζε θάζε θφκβν: 

                     (k+1)+ (k+1)= (k)+ (k),                                 (13) 

                     (k+1)+ (k+1)= (k)+ (k).                                 (14) 

Μπνξνχκε επίζεο λα ρξεζηκνπνηήζνπκε θαη ηελ αληζφηεηα, βαζηζκέλε ζηνπο (Bemporad & 
Morari, 1999). Δληνχηνηο, ε ρξήζε ηεο παξαπάλσ ζρέζεο εηζφδνπ-εμφδνπ είλαη επηζπκεηή 
ππφ ηελ έλλνηα φηη ν ρξφλνο ππνινγηζκνχ γηα ηελ επίιπζε ηνπ πξνβιήκαηνο βέιηηζηνπ 
ειέγρνπ κεηψλεηαη. Δπηπιένλ, κε ηε ρξεζηκνπνίεζε (k) , κπνξνχκε λα ππνινγίζνπκε ην 
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(k). ΢εκεηψλνληαο φηη (k)+ (k)+ (k)+ (k) = 1 θαη απφ (9), (11), (12), 

ιακβάλνπκε φηη: 

                                  (k)= (k) (k), 

                           (k):= , 

                           (k):= . 

Έηζη κε ηελ ρξήζε ηνπ θπζηθνχ ινγαξίζκνπ, ν πεξηνξηζκφο (5) ζην πξφβιεκα Α κπνξεί λα 
εθθξαζηεί κε ηελ αθφινπζε γξακκηθή αληζφηεηα: 

                          = . 

 

 ΢πλεπψο ην πξφβιεκα Α κπνξεί λα μαλαγξαθεί ηζνδχλακα σο ην αθφινπζν πξφβιεκα: 

 Δχξεζε ησλ u(k), , , (k) θαη , , k=0,,….,N-1 

Διαρηζηνπνίεζε ηεο  ζπλάξηεζε θφζηνπο (6) 

ππφ ηνλ φξν ζην ζχζηεκα (10), ρ(0)= , πεξηνξηζκνχο ηζφηεηαο (9) θαη (11)-(14) θαη 

πεξηνξηζκνχο αληζφηεηαο , = (k)u(k), = (k). 

Γεδνκέλνπ φηη = u θαη =  κπνξνχλ λα εθθξαζηνχλ σο γξακκηθέο 

αληζφηεηεο, απηφ ην πξφβιεκα πεξηνξίδεηαη ζε έλα γξακκηθφ πξφβιεκα πξνγξακκαηηζκνχ 
αθέξαησλ αξηζκψλ (ILP). 

Δπίλσζη ηης μεθόδοσ για ηο πρόβλημα Α 

Με βάζε ηα πξναλαθεξζέληα, ζα παξάγνπκε κηα κέζνδν επίιπζεο γηα ην πξφβιεκα Α θάησ 

απφ κηα γεληθή ξχζκηζε. Καη' αξράο, κε ηε ρξεζηκνπνίεζε ηεο  ζηελ (1) κπνξεί 

ηζνδχλακα λα κεηαζρεκαηηζηεί ζε θάπνην πνιπψλπκν. Σν απνθηεζέλ πνιπψλπκν 

απεηθνλίδεηαη απφ (x(k),u(k)).Καηφπηλ ζα εμεηάζνπκε ην αθφινπζν ζχζηεκα  

                        (k+1)=                                                 (15) 

φπνπ i= 1, 2,…, n θαη  (k) ∈  1. ΢ηε (15), νη πηζαλνινγηθέο ζπκπεξηθνξέο δελ 

εμεηάδνληαη, αιιά ε (15) εθθξάδεη θάζε θνξά ηε κεηαηξνπή ηεο ιεηηνπξγίαο . Έηζη πξέπεη 

λα επηβάινπκε ηνλ αθφινπζν πεξηνξηζκφ 

                      =1,   i=1,2,….,n.                                                                (16) 

 

        Εικόνα 29 
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       Εικόνα 30 

 

     Εικόνα 31 

Απφ ην (k) ∈   πξνθχπηεη κία δηαλπζκαηηθή ζχζηαζε γηα φια ηα , φπνπ  : = 

.  

Έπεηηα, κηα ηπραία απφθαζε  ηνπ  εθθξάδεηαη σο DT-MC γηα θάζε i. Καηφπηλ 

ρξεζηκνπνηψληαο ην ,i = 1, 2,…, n, j = 1, 2,…, l(i), κπνξεί λα παξαρζεί κία κήηξα 

πηζαλφηεηαο κεηάβαζεο πνπ εθθξάδεη έλα DT-MC, δεδνκέλνπ φηη ην pi (Κ) δίλεηαη  ζηελ 

εηθφλα 29. Tν (k) δείρλεη ην (p,q)-th ζηνηρείν ζην  (k). Καηφπηλ θαζνξίδνπκε ην 

αθφινπζν δηάλπζκα ζεηξψλ κεγέζνπο  : Σν (k) δίλεηαη ζηελ εηθφλα 30. Δπηπιένλ, 
νξίδνπκε κία δπαδηθή κεηαβιεηή  =   ζε θάζε ηφμν ηνπ παξαγφκελνπ 

DT-MC. Απφ ηνλ νξηζκφ ε ζρέζε κεηαμχ  θαη  πξέπεη λα ηθαλνπνηεί ηνλ αθφινπζν 

πεξηνξηζκφ ηζφηεηαο: 

                               =                                                         (17) 

φπνπ i=1,2,…,n θαη j=1,2,…..l(i). ΢ε αληίζεζε ρξεζηκνπνηψληαο , ε δπλακηθή ηνπ DT-

MC εθθξάδεηαη κε ηελ αθφινπζε ζρέζε εηζφδνπ-εμφδνπ ζε θάζε θφκβν: 

                               (k+1)= (k)                                                          (18) 

 

Όπνπ ,    θαη απεηθνλίδνληαη ζηελ εηθφλα31. Υξεζηκνπνηψληαο ηα (k) θαη  

k ην (k) κεηαηξέπεηαη ζε (k)= (k) (k)=L(k) (k),φπνπ 

L(k):=  (k):=     θαη := . 

Δπνκέλσο ν πεξηνξηζκφο (5) ζην πξφβιεκα Α κπνξεί λα εθθξαζηεί ζαλ ηελ επφκελε 

αληζφηεηα ζε ζρέζε κε ην (i):  

                                     .                                                             (19) 

Απφ ηα παξαπάλσ, ιακβάλνπκε ηα αθφινπζα. 

Σν πξφβιεκα Α είλαη ηζνδχλακν κε ην αθφινπζν πξφβιεκα. 

Πρόβλημα Γ. 

Ζ εχξεζε ησλ u(k), (k), (k),   k=0,1,….,N-1  

Διαρηζηνπνίεζε ηεο ζπλάληεζε θφζηνπο (6) 

Τπφ ηνλ φξν  ζην ζχζηεκα(15),ρ(0)= , 

Πεξηνξηζκφο ηζφηεηαο (16)-(18)  

Πεξηνξηζκφο αληζφηεηαο (19). 

Γηα λα εθθξάζνπκε ηνλ πεξηνξηζκφ αληζφηεηαο (5) ζην πξφβιεκα Α σο γξακκηθή κνξθή, ν 

θπζηθφο ινγάξηζκνο ηεο πηζαλφηεηαο ρξεζηκνπνηείηαη ζην Πξφβιεκα Γ. Σν ζχζηεκα (15) είλαη 
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έλα πνιπσλπκηθφ κε γξακκηθφ ζχζηεκα, αιιά κε ηε ρξεζηκνπνίεζε ηνπ απνηειέζκαηνο πνπ 

πεξηγξάθεη  ν Cavalier (1990), ην ζχζηεκα (15) θαη νη πεξηνξηζκνί ηζφηεηαο/αληζφηεηαο ζην 

πξφβιεκα Γ κπνξεί λα κεηαζρεκαηηζηνχλ ηζνδχλακα ζην αθφινπζν πεξηνξηζκέλν γξακκηθφ 

ζχζηεκα: 

                                                     (20) 

 

φπνπ  u(k)=  θαη δ(k):= ,l:=  + . 

 Δπηπιένλ, ην z(k) ∈   είλαη κία βνεζεηηθή κεηαβιεηή θαη ην p θαζνξίδεηαη απφ ηνλ 

αξηζκφ ηνπ πξντφληνο ησλ δπαδηθψλ κεηαβιεηψλ. ΢ηελ (20), ην x(k) γίλεηαη δπαδηθή 

κεηαβιεηή ράξε ζην  ρ(0) =  ∈   ,u(k) ∈  {0, 1} . Έηζη ζέηνπκε ην x(k) ∈   

θαη  k ≥ 1. Με ηε ρξεζηκνπνίεζε ηεο (20), ιακβάλνπκε ην αθφινπζν ζεψξεκα. 

Θεώρημα. Σν πξφβιεκα Γ είλαη ηζνδχλακν κε ην πξφβιεκα ILP κε (m + l +p) N δπαδηθέο 

κεηαβιεηέο . 

 Σν απνθηεζέλ πξφβιεκα ILP κπνξεί λα ιπζεί κε ηε ρξεζηκνπνίεζε ελφο θαηάιιεινπ solver. 
΢ηελ πεξίπησζε πνπ ρξεζηκνπνηεί ηηο ηεηξαγσληθέο ζπλαξηήζεηο θφζηνπο, ην πξφβιεκα ILP 
αληηθαζίζηαηαη ζε έλα ηεηξαγσληθφ πξφβιεκα πξνγξακκαηηζκνχ αθέξαησλ αξηζκψλ. Σέινο, 
αο ζεσξήζνπκε κηα κέζνδν επίιπζεο γηα ην Πξφβιεκα Β. ΢ην πξφβιεκα Γ, αο ππνζέζνπκε 
φηη ην u(k) δίλεηαη  ζαλ εηζαγσγή ειέγρνπ πνπ ιακβάλεηαη σο επίιπζε γηα ην πξφβιεκα Α θαη 
αληηθαζηζηά ην „min‟‟ ζε „max‟. Καηφπηλ κε ηελ επίιπζε ηνπ αληηθαηεζηεκέλνπ πξνβιήκαηνο 

ILP,  ην κπνξεί λα παξαρζεί. 

Αριθμητικό παράδειγμα 

  Αο εμεηάζνπκε έλα CS-PBN κε 15 ζέζεηο θαη 3 εηζαγσγέο ειέγρνπ, ηα νπνία 
παξάγνληαη βαζηζκέλα ζηηο ηπραίεο γξαθηθέο παξαζηάζεηο. Απφ έλα δεδνκέλν CS-PBN, 
ιακβάλνπκε ην ζχζηεκα (20) κε n = 15, m = 3, l = 90 θαη p = 103. Ο αξηζκφο ησλ αληζνηήησλ 
κέζα ζηελ(20) είλαη 386. Απφ φ,ηη μέξνπκε, CS -PBNs κε ηέηνην κέγεζνο δελ έρoπλ εμεηαζηεί 
κέρξη ηψξα. Δπηπιένλ, ηνλίδνπκε φηη γηα απηφ ην CS -PBN ε ππάξρνπζα κέζνδνο δε κπνξεί 
λα εθαξκνζηεί ρξεζηκνπνηψληαο ην ηππνπνηεκέλν πεξηβάιινλ (π.ρ., MATLAB), επεηδή είλαη 

απαξαίηεην λα ππνινγηζηνχλ νη κήηξεο  κε  κέγεζνο × .  

Έπεηηα, εμεηάδνπκε πψο λα απνθαζίζνπκε ην ξ ζηε (5). ΢ηνλ έιεγρν πηζαλνινγηθψλ 
ζπζηεκάησλ ε αλακελφκελε αμία κηαο δεδνκέλεο ζπλάξηεζεο θφζηνπο είλαη ζπρλά 
ειαρηζηνπνηεκέλε. Δπίζεο, είλαη θπξίαξρε ε πηζαλφηεηα φηη ην θφζηνο γηα ηνπο ζπλδπαζκνχο 
ησλ δπαδηθψλ ιεηηνπξγηψλ είλαη πςειφ. Με βάζε απηφ ην γεγνλφο, ην ξ δίλεηαη σο κέζε 
πηζαλφηεηα φηη θάπνηνη ζπλδπαζκνί  ησλ δπαδηθψλ ιεηηνπξγηψλ επηιέγνληαη ζε  [0, Ν − 1]. ΢ε 
απηφ ην παξάδεηγκα, γηα Ν = 2, 3,…, 10, ιακβάλνπκε ξ = 2.9 × , 1.8 × , 2.0 × , 

9.4 × , 5.7 × , 8.1 × , 2.1 × , 1.3 × , 6.2 × , αληίζηνηρα.  

 ΢ηελ ζπλέρεηα παξνπζηάδνπκε  ηα απνηέιεζκα ηνπ ππνινγηζκνχ.  

Πίνακασ 4 Κατώτερα και ανώτερα όρια του κόςτουσ λειτουργίασ
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Πίνακασ 5 Τπολογιςμόσ του χρόνου (s) για την εξαγωγή των ,  και , 

 

 

΢ε απηήλ ηελ πξνζνκνίσζε, ηα ,  δείρλoπλ ηα ρακειφηεξα θαη αλψηεξα φξηα ηεο 
ζπλάξηεζεο θφζηνπο πνπ ηθαλνπνηεί ην u(k) = 0 θαη ηνλ πεξηνξηζκφ (5). Καηφπηλ, ν πίλαθαο 4 
παξνπζηάδεη ηα ,   θαη   . Ο πίλαθαο 5 παξνπζηάδεη ηνλ ππνινγηζκφ ρξφλνπ. 

Δζηηάδνληαο ζηε δηαθνξά κεηαμχ  θαη ζε  θαη ζηε δηαθνξά κεηαμχ θαη ζε , ε 
απνηειεζκαηηθφηεηα ηεο ζχλζεζεο ειέγρνπ είλαη ζαθήο γηα Ν = 4, 5, 6. Απφ απηφ ην 
απνηέιεζκα, βιέπνπκε φηη ε ειαρηζηνπνίεζε ηνπ ρακειφηεξνπ νξίνπ ηεο ζπλάξηεζεο 
θφζηνπο είλαη απνηειεζκαηηθή. Απφ ηελ άιιε αλ θαη γηα Ν = 7, 8, 9, 10 ην ρακειφηεξν φξην 
ηεο ζπλάξηεζεο θφζηνπο βειηηψλεηαη κε ην ζρεδηαζκφ ηεο εηζαγσγήο ειέγρνπ, ην αλψηεξν 
φξην δε βειηηψλεηαη. Απηφ είλαη επεηδή γηα έλα κεγάιν Ν ν αξηζκφο ζπλδπαζκψλ ησλ 
δπαδηθψλ ιεηηνπξγηψλ είλαη πνιχ κεγάινο θαη δηάθνξεο πεξηπηψζεηο ζπκπεξηιακβάλνληαη. 
Γηα κηα ηέηνηα πεξίπησζε ε απνηειεζκαηηθφηεηα ηεο ειαρηζηνπνίεζεο ηεο αλακελφκελεο 
αμίαο ηεο ζπλάξηεζεο θφζηνπο είλαη επίζεο ρακειή. Δπηπιένλ, παξαηεξνχκε φηη  ≥  δελ 
είλαη γεληθά εγγπεκέλν απφ ηα πξνβιήκαηα Α θαη Β. Σέινο, απφ ηνλ πίλαθα 5, βιέπνπκε φηη 
ην πξφβιεκα βέιηηζηνπ ειέγρνπ κπνξεί λα ιπζεί κέζα ζε έλαλ πξαθηηθφ ρξφλν ππνινγηζκνχ. 

Συμπεράσματα 

΢ε απηήλ ηελ έξεπλα έρεη πξνηαζεί κηα λέα κέζνδνο ειέγρνπ ελφο ζπκθξαζηηθά 
εμαξηψκελνπ  πηζαλνινγηθνχ  δπαδηθνχ δηθηχνπ (CS-PBNs). Ζ πξνηεηλφκελε κέζνδνο είλαη 
βαζηζκέλε ζε έλα πξφβιεκα πξνγξακκαηηζκνχ αθέξαησλ αξηζκψλ φπνπ ηα ρακειφηεξα θαη 
αλψηεξα φξηα ηεο ζπλάξηεζεο θφζηνπο ζηξέθνληαη. Με ηε ρξεζηκνπνίεζε ηεο πξνηεηλφκελεο 
κεζφδνπ γηα CS-PBNs έηζη ψζηε ε ππάξρνπζα κέζνδνο λα κε κπνξεί λα εθαξκνζηεί, ην 
πξφβιεκα βέιηηζηνπ ειέγρνπ κπνξεί λα ιπζεί κε ηε ρξεζηκνπνίεζε ελφο θαηάιιεινπ solver 
ILP. Ζ ζεκαληηθφηεξε κειινληηθή εξγαζία είλαη λα εθαξκνζηεί ε πξνηεηλφκελε κέζνδνο ζε 
δηάθνξα βηνινγηθά ζπζηήκαηα. Δπηπιένλ, είλαη ζεκαληηθφ λα εμεηαζηεί πψο ζα θαζνξηζηεί ε 
πηζαλφηεηα κεηαηξνπήο q(k),φπσο επίζεο θαη ε ζρέζε κεηαμχ ηεο αμίαο ηεο ζπλάξηεζεο 
θφζηνπο θαη ηνπ q (k) = q . 

Συνδυασμός του προγραμματισμού ακέραιων αριθμών 

και της μεθόδου τυχαιοποίησης για το σχεδιασμό  

υπαλλήλων 

 Ζ αλάγθε λα ζρεδηαζηνχλ νη ππάιιεινη είλαη παληαρνχ παξνχζα ζηνλ ππεξεζηαθφ 
ηνκέα. Σα ππνθαηαζηήκαηα ηξαπεδψλ, ηα εζηηαηφξηα, ηα καγαδηά ιηαληθήο πψιεζεο θαη νη 
πεξηνρέο εηζφδνπ ησλ αεξνγξακκψλ είλαη κεξηθά παξαδείγκαηα ησλ νξγαλψζεσλ πνπ 
ρξεηάδνληαη  λα ζρεδηάζνπλ ηνπο ππαιιήινπο γηα λα ηαηξηάμεη ε απαίηεζε κε ηελ ππεξεζία-ε 
νπνία είλαη ηπραία θαη πνηθίιιεη κε ην ρξφλν ζηνλ αλεθνδηαζκφ ησλ ππαιιήισλ πνπ 
παξέρνπλ ηηο ππεξεζίεο. Σα ηειεθσληθά θέληξα είλαη ίζσο ν κεγαιχηεξνο ηνκέαο πνπ έρεη 
αλάγθε απφ ην ζρεδηαζκφ ππαιιήισλ. Σα ζχγρξνλα ηειεθσληθά θέληξα είλαη ζχλζεηεο 
νξγαλψζεηο ηφζν ηερλνινγηθά φζν θαη ιεηηνπξγηθά. Γεδνκέλνπ φηη απηφο ν ηνκέαο απμάλεηαη 
θαη σξηκάδεη φπσο θαη νη πξφνδνη ηερλνινγίαο, ππάξρνπλ απμαλφκελεο επθαηξίεο λα 
ρξεζηκνπνηεζνχλ ηα πξφηππα γηα λα βειηηψζνπλ ηηο δηαδηθαζίεο .Ζ εξγαζία είλαη 
ραξαθηεξηζηηθά ην κεγαιχηεξν θφζηνο γηα έλα ηειεθσληθφ θέληξν (60-70% ηνπ ζπλνιηθνχ 
θφζηνπο) θαη επνκέλσο ν απνδνηηθφο ζρεδηαζκφο ππαιιήισλ παξέρεη νπζηαζηηθέο επθαηξίεο 
γηα ηε βειηίσζε ηεο παξαγσγηθφηεηαο. 
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Σα πξφηππα γηα ην ζρεδηαζκφ ησλ ππαιιήισλ έρνπλ κηα κεγάιε ηζηνξία. ΢χκθσλα κε ηελ 
θιαζζηθή κειέηε ηνπ Edie (1954) ησλ θαζπζηεξήζεσλ θπθινθνξίαο ζηα tollbooths 
ρξεζηκνπνηείηαη έλαο ζπλδπαζκφο εκπεηξηθήο αλάιπζεο θαη ηχπσλ γηα ηα ζηάζηκα ζπζηήκαηα 
αλακνλήο γηα λα παξάγνπλ ηελ επάλδξσζε ησλ απαηηήζεσλ ησλ ζπζηεκάησλ θαη  λα 
εμαζθαιίζνπλ έλα δηεπθξηληζκέλν επίπεδν ππεξεζίαο. Λακβάλνληαο ππφςε ηε κειέηε ηνπ 
Δdie,o Dantzig έδεημε πσο έλα γξακκηθφ πξφγξακκα αθέξαησλ αξηζκψλ ζα κπνξνχζε λα βξεη 
ηα πξνγξάκκαηα κεηαηφπηζεο πνπ παξέρνπλ αξθεηά ηε ζηειέρσζε γηα λα θαιχςνπλ ηηο 
ζπγθεθξηκέλεο απαηηήζεηο ζε θάζε πεξίνδν πξνγξακκαηηζκνχ, φπσο απηνί πνπ 
αλαπηχζζνληαη  ζην ειάρηζην θφζηνο. Μηα ραξαθηεξηζηηθή ζεηξά ησλ βεκάησλ ζην ζρεδηαζκφ 
ησλ ππαιιήισλ είλαη: 

Βήκα 1:  Απαίηεζε πξφβιεςεο 

Βήκα 2: Μεηαηξνπή ησλ πξνβιέςεσλ ησλ απαηηήζεσλ γηα ηε ζηειέρσζε ηνπο 

Βήκα 3: ΢ρεδηαζκφο  βέιηηζησλ βαξδηψλ 

Βήκα 4: Γηνξηζκφο ησλ ππαιιήισλ ζηηο βάξδηεο 

Ζ ηξέρνπζα πξαθηηθή θαη νη πεξηζζφηεξεο έξεπλεο γηα ην ζρεδηαζκφ ππαιιήισλ έρνπλ 
αθνινπζήζεη απηήλ ηελ πξνζέγγηζε. Σν έγγξαθν ηνπ Edie θαηέδεημε κνλφδξνκν ηελ εθηέιεζε 
ηνπ βήκαηνο 2. Σνπ Dantzig ην πξφηππν βήκα 3. Σα βήκαηα 1 θαη 4 είλαη εμίζνπ ζεκαληηθά. 

Καη ησλ δχν νη πξνζεγγίζεηο είλαη κεηαμχ ηνπο αιιειέλδεηεο θαζψο ε κία ζρεηίδεηαη κε ην λα  
ζέζεη ηηο αλάγθεο ζηειέρσζεο θαη άιιε ζην πψο λα ζρεδηάζεη βέιηηζηα ηνπο ππαιιήινπο 
ππνθείκελνπο ζηελ επάλδξσζε ησλ απαηηήζεσλ. 

Σν βήκα 2 ζπρλά ρξεζηκνπνηεί ηνπο ηχπνπο γηα ηα ζηάζηκα ζπζηήκαηα αλακνλήο M/M/s γηα 
λα θαζνξίζνπλ ην κηθξφηεξν αξηζκφ θεληξηθψλ ππνινγηζηψλ (ππάιιεινη) απαηηνχκελσλ  λα 
παξέρνπλ έλα δηεπθξηληζκέλν επίπεδν ππεξεζίαο (πνπ εθθξάδεηαη ζπρλά σο πνζνζηφ 
πειαηψλ πνπ έρνπλ ππνζηεί ηελ θαζπζηέξεζε ζεηξψλ αλακνλήο ιηγφηεξν απφ θάπνην ρξφλν 
θαηψηαησλ νξίσλ). Ζ έξεπλα ζηε ζεσξία αλακνλήο έρεη αλαπηχμεη ηηο θαιχηεξεο κεζφδνπο γηα 
λα θαζνξίζεη ηηο απαηηήζεηο .Ζ έξεπλα γηα ην ζρεδηαζκφ κεηαηφπηζεο έρεη αλαπηχμεη ηνπο 
απνδνηηθνχο αιγνξίζκνπο γηα πξφζζεηεο πεξηπηψζεηο θαη αλαδηαηππψζεηο πξνθεηκέλνπ λα 
επηηξέςεη βέιηηζηε επίιπζε κεγαιχηεξσλ πξνβιεκάησλ. 

Θα αλαθεξζνχκε ζηελ εθηέιεζε ησλ βεκάησλ 2 θαη 3 φπσο ε „‟θαηά πξνζέγγηζε‟‟ κέζνδνο. Ζ 
θχξηα απινπνηεκέλε ππφζεζε ζηελ „‟θαηά πξνζέγγηζε‟‟ κέζνδν είλαη φηη ε αλάγθε 
ζηειέρσζεο γηα κία πεξίνδν κπνξεί λα είλαη θαζνξηζκέλε αλεμάξηεηα απφ ηε ζηειέρσζε ζηηο 
πξνγελέζηεξεο πεξηφδνπο. Ο βαζκφο ζηνλ νπνίν απηή ε ππφζεζε ηζρχεη θαζνξίδεη ζην 
γεγνλφο εάλ είλαη ινγηθφ λα απνζπλδέζνπκε ηα βήκαηα 2 θαη 3. Ο Kolesar (1975) θαηέδεημε 
φηη απηή ε πξνζέγγηζε δελ επηηξέπεηαη. Πην πξφζθαηα, ν Green (2001, 2003) 
πξαγκαηνπνηψληαο εθηελή πεηξάκαηα γηα λα εξεπλήζεη ηελ αμηνπηζηία ηεο πξνζέγγηζεο SIPP, 
ηελ νπνία νξίδεη σο ηνλ αξηζκφ εκηψξσλ θαηά ηε δηάξθεηα ηεο νπνία ηα επηζπκεηά επίπεδα 
εμππεξέηεζεο  πέθηνπλ θάησ απφ ην επηζπκεηφ ειάρηζην, έδεημε φηη ε πξνζέγγηζε SIPP είλαη, 
δπζηπρψο, αλαμηφπηζηε ζε πνιιέο θαηαζηάζεηο. Δξεχλεζε ηνπο δηάθνξνπο ηξφπνπο ηεο 
πξνζέγγηζεο  SIPP ελψ ε δηαηήξεζε ηεο απιφηεηαο ησλ ππνινγηζκψλ κε ηνπο ηχπνπο 
αλακνλήο M/M/s. 

Σν πξνζνδνθφξν απφ απηά ηα heuristics είλαη ε αλψηαηε πξνζέγγηζε θαζπζηεξήζεσλ, ε 
νπνία αληηθαζηζηά ην κέζν πνζνζηφ άθημεο πέξα απφ κία πεξίνδν πξνγξακκαηηζκνχ κε ην 
κέγηζην πνζνζηφ ηεο ιεηηνπξγίαο άθημεο πέξα απφ κία πεξίνδν πξνγξακκαηηζκνχ, πνπ 
κεηαηνπίδεηαη πξνο ηα εκπξφο κέρξη έλα κέζν ρξφλν ππεξεζηψλ. Ζ αλψηαηε πξνζέγγηζε 
θαζπζηεξήζεσλ επεθηείλεη ηε ζεηξά ησλ θαηαζηάζεσλ φπνπ ην SIPP παξάγεη αξθεηά ηηο 
αμηφπηζηεο αλάγθεο ζηειέρσζεο. Όηαλ ε ΄΄θαηά πξνζέγγηζε΄΄ κέζνδνο δηθαηνινγείηαη, ηφηε 
πξέπεη λα ρξεζηκνπνηεζεί, επεηδή είλαη απινχζηεξε θαη γξεγνξφηεξε απφ ηελ πξνζέγγηζε 
πνπ ζα πεξηγξάςνπκε. Ζ εζηίαζή καο είλαη ζηηο θαηαζηάζεηο φπνπ ε ΄΄θαηά πξνζέγγηζε΄΄  
κέζνδνο (πνπ ρξεζηκνπνηεί είηε SIPP είηε ηελ αλψηεξε θαζπζηέξεζε γηα λα παξάγεη ηηο 
αλάγθεο ζηειέρσζεο) έρεη απνδεηρζεί αλαμηφπηζηε. Δληνχηνηο, ε πξνζέγγηζή καο κπνξεί, 
επίζεο, λα νδεγήζεη ζηελ εμνηθνλφκεζε θφζηνπο ζηηο θαηαζηάζεηο φπνπ ε ΄΄θαηά 
πξνζέγγηζε΄΄  κέζνδνο είλαη αμηφπηζηε. 
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 Ο Ingolfsson (2002) πεξηέγξαςε κηα πξνζέγγηζε γηα ηελ ελζσκάησζε ησλ βεκάησλ 2 θαη 3. 
Δδψ ζα παξνπζηάζνπκε κηα βειηησκέλε εθαξκνγή, πνπ πεξηιακβάλεη δχν αιγνξηζκηθά 
ζπζηαηηθά: κηα γελλήηξηα πξνγξάκκαηνο θαη έλαλ εθηηκεηή πξνγξάκκαηνο. Ζ γελλήηξηα 
πξνγξάκκαηνο αλαδεηά θαιά πξνγξάκκαηα πνπ ρξεζηκνπνηνχλ heuristics γηα ηε 
βειηηζηνπνίεζε. Ο εθηηκεηήο πξνγξάκκαηνο ππνινγίδεη ην θφζηνο θαη ην επίπεδν 
εμππεξέηεζεο ελφο πξνγξάκκαηνο. Ζ γελλήηξηα πξνγξάκκαηνο ρξεζηκνπνηεί έλα γελεηηθφ 
αιγφξηζκν θαη ν εθηηκεηήο πξνγξάκκαηνο ρξεζηκνπνηεί ηελ αξηζκεηηθή νινθιήξσζε ησλ 
δηαθνξηθψλ εμηζψζεσλ γηα έλα M(t)/M/s(t) ζχζηεκα γηα λα αμηνινγεζεί ην επίπεδν 
εμππεξέηεζεο. Δδψ ρξεζηκνπνηνχκε πξνγξακκαηηζκφ αθέξαησλ αξηζκψλ κε ηε ρξήζε 
heuristics γηα λα παξάγνπκε ηα πξνγξάκκαηα θαη ρξεζηκνπνηνχκε ηε κέζνδν ηπραηνπνίεζεο 
(Grassmann, 1977) γηα λα ππνινγίζνπκε ηα επίπεδα εμππεξέηεζεο. Απηέο νη αιγνξηζκηθέο 
βειηηψζεηο νδεγνχλ ζε κηα νπζηαζηηθή κείσζε ηνπ ρξφλνπ ππνινγηζκνχ, ν νπνίνο καο έρεη 
επηηξέςεη λα εθηειέζνπκε ηα ππνινγηζηηθά πεηξάκαηα γηα λα παξάγνπλ δηνξαηηθφηεηα θαηά 
ηελ απνζχλδεζε ησλ βεκάησλ 2 θαη 3  φηαλ δηθαηνινγνχληαη ή φρη .Δλψ ε κέζνδνο δελ 
εγγπάηαη βειηηζηνπνίεζε, παξέρεη κηα θαιή εθηθηή ιχζε θαη έλα ρακειφηεξν φξην ζην 
ειάρηζην θφζηνο. 

Καζνξίδνπκε ην επίπεδν εμππεξέηεζεο ζην ρξφλν t σο πηζαλφηεηα φηη ν εηθνληθφο ρξφλνο 
αλακνλήο είλαη κηθξφηεξε απφ έλα κέγηζην απνδεθηφ ρξφλν αλακνλήο η. Δπεηδή ιχλνπκε ηηο 
δηαθνξηθέο εμηζψζεηο, κπνξνχκε λα ππνινγίζνπκε ηα ζηηγκηαία επίπεδα εμππεξέηεζεο γηα 
ηφζα πνιιά ρξνληθά ζεκεία, φπσο επηδηψθνληαη θαη θαζνξίδνπκε ην πξφβιεκα 
βειηηζηνπνίεζήο καο ζηα ζηηγκηαία επίπεδα εμππεξέηεζεο. ΢ε ζρεηηθή έξεπλα πνπ 
ρξεζηκνπνηεί πξνζνκνίσζε, θαζψο επίζεο θαη ζηελ πξάμε, ηα επίπεδα εμππεξέηεζεο 
νξίδνληαη ραξαθηεξηζηηθά σο νη κέζνη φξνη θαηά ηε δηάξθεηα θάπνηνπ ρξνληθνχ δηαζηήκαηνο, 
φπσο κηα ψξα. 

Οη Thompson (1997) θαη Atlason (2004, 2008) πεξηέγξαςαλ θαη άιιεο πξνζεγγίζεηο  ζρεηηθά 
κε ηελ ελζσκάησζε ησλ βεκάησλ 2 θαη 3. Παξήγαγαλ ηηο αλάγθεο ζηειέρσζεο 
ρξεζηκνπνηψληαο ηνπο ζηάζηκνπο ηχπνπο M/M/s, κε κία ξχζκηζε heuristic γηα ηα παξνδηθά 
απνηειέζκαηα. Απηφ ην heuristic είλαη παξφκνην κε  ηελ πξνζέγγηζε  κέγηζησλ 
θαζπζηεξήζεσλ, επνκέλσο έρνπλ θνηλνχο πεξηνξηζκνχο. Ο Thompson ρξεζηκνπνίεη ηηο 
κεηαβιεηέο απφθαζεο βξαδπηήησλ θαη πιενλάζκαηνο γηα ηηο απνθιίζεηο επάλσ απφ ή θάησ 
απφ ηελ απαίηεζε γηα θάζε πεξίνδν πξνγξακκαηηζκνχ, κε ηνπο ζπληειεζηέο πνπ 
πξνέξρνληαη απφ ηνπο ηχπνπο M/M/s θαη  δείρλνπλ ην πνζνζηφ ησλ  απνθιίζεσλ ζην 
επίπεδν εμππεξέηεζεο. ΢ηε ζπλέρεηα ζα παξαζέζνπκε έλα παξάδεηγκα γηα λα επεμεγήζνπκε 
ηα πξσηεχνληα ζέκαηα. 

Παράδειγμα 

Θα ρξεζηκνπνηήζνπκε ην αθφινπζν παξάδεηγκα γηα λα επεμεγήζνπκε ηηο πηζαλέο 
αλεπάξθεηεο εθηέιεζεο ησλ βεκάησλ 2 θαη 3 δηαδνρηθά θαη πψο απηέο νη αλεπάξθεηεο 
κπνξνχλ λα εμεηαζηνχλ. Έλα ζχζηεκα ππεξεζηψλ είλαη αλνηθηφ 12 ψξεο ηελ εκέξα θαη έρεη 
έλα εκηηνλνεηδή θαη πνηθίιν πνζνζηφ άθημεο κε δχν θαζεκεξηλέο αηρκέο (εηθφλα 32). Ζ 
πεξίνδνο πξνγξακκαηηζκνχ (ην πην ζχληνκν ρξνληθφ δηάζηεκα πέξα απφ ην νπνίν ε 
ζηειέρσζε είλαη ζηαζεξή) είλαη 15 ιεπηά. Γηα ην βήκα 2, πξνζεγγίδνπκε ην πνζνζηφ ρξφλνπ 
άθημεο απφ ην κέζν φξν  ηνπ δηαζηήκαηνο θάζε πέληε ιεπηψλ θαη ρξεζηκνπνηνχκε ηνπο 
ηχπνπο αλακνλήο M/M/s (κε κηα ππεξεζία ην πνζνζηφ 2 πειαηψλ αλά ψξα) γηα λα θαζνξηζηεί 
γηα θάζε πεξίνδν πξνγξακκαηηζκνχ ν κηθξφηεξνο αξηζκφο θεληξηθψλ ππνινγηζηψλ  πνπ 
πξέπεη λα εμαζθαιηζηεί, έηζη ψζηε ηνπιάρηζηνλ ην 80% ησλ πειαηψλ λα κελ είλαη απαξαίηεην 
λα πεξηκέλεη  πξηλ αξρίδεη ηελ ππεξεζία (απηφ είλαη ε πξνζέγγηζε SIPP). 
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Εικόνα 32 Ρυθμόσ άφιξησ 

 

Οη βάξδηεο είλαη  θάζε ηέζζεξηο, έμη, ή νθηψ ψξεο θαη κπνξνχλ λα αξρίζνπλ ζηελ αξρή 

νπνηαζδήπνηε πεξηφδνπ πξνγξακκαηηζκνχ πνπ επηηξέπεη ηε βάξδηα λα ηειεηψζεη πξνηνχ λα  

θιείζεη ε εγθαηάζηαζε (πεξίπνπ 243 πηζαλέο βάξδηεο). Ζ εηθφλα 33 (επάλσ γξαθηθή 

παξάζηαζε) παξνπζηάδεη ηηο αλάγθεο ζηειέρσζεο SIPP θαη ηνλ αξηζκφ ζρεδηαζκέλσλ 

θεληξηθψλ ππνινγηζηψλ πνπ ειαρηζηνπνηεί ηνλ αξηζκφ ππνινγηζηηθψλ σξψλ (κε ηελ επίιπζε 

ελφο πξνγξάκκαηνο αθέξαησλ αξηζκψλ), ηθαλνπνηψληαο ηηο αλάγθεο ζηειέρσζεο. Ζ 

ρακειφηεξε επηηξνπή παξνπζηάδεη παξνδηθφ επίπεδν εμππεξέηεζεο γηα απηφ ην πξφγξακκα 

(πνπ ππνινγίδεηαη κε ηε κέζνδν ηπραηνπνίεζεο). Ο ζηφρνο επηπέδσλ εμππεξέηεζεο δελ 

ζπλαληηέηαη θαηά ηε δηάξθεηα ελφο κεγάινπ κέξνπο ηεο εκέξαο. 

Ζ εηθφλα 33 επεμεγεί πψο ε πξνζέγγηζε SIPP κπνξεί λα είλαη αλαμηφπηζηε. Όπσο 
πξναλαθέξακε, ε πξνζέγγηζε ηεο κέγηζηεο θαζπζηέξεζεο ζπρλά βειηηψλεη ηελ αμηνπηζηία. Ζ 
εηθφλα 34 παξνπζηάδεη ηα απνηειέζκαηα ηεο ρξεζηκνπνίεζεο ηεο  πξνζέγγηζεο ησλ κέγηζησλ 
θαζπζηεξήζεσλ. Οη θακπχιεο γηα ηνπο απαηηνχκελνπο θαη ζρεδηαζκέλνπο αξηζκνχο 
θεληξηθψλ ππνινγηζηψλ έρνπλ κεηαηνπηζηεί πξνο ηα εκπξφο θαηά 30 ιεπηά (έλαο κέζνο 
ρξφλνο ππεξεζηψλ). Σν πξνθχπηνλ επίπεδν εμππεξέηεζεο βειηηψλεηαη πνιχ θαη κέλεη επάλσ 
απφ ην ζηφρν ηνπ 80% θαηά ηε δηάξθεηα φισλ(48) εθηφο απφ 4 πεξηφδσλ πξνγξακκαηηζκνχ. 
Όπσο ήηαλ αλακελφκελν (επεηδή ρξεζηκνπνηείηαη ην κέγηζην παξά έλαο κέζνο φξνο άθημεο), 
ην βειηησκέλν επίπεδν εμππεξέηεζεο έξρεηαη εηο βάξνο ηνπ πςειφηεξνπ θφζηνπο εξγαζίαο: ν 
αξηζκφο ππνινγηζηηθψλ σξψλ απμήζεθε θαηά 3.5%, απφ 954 (κε ηηο αλάγθεο ζηειέρσζεο 
SIPP) ζε 987 (κε ηηο αλψηαηεο αλάγθεο ζηειέρσζεο θαζπζηεξήζεσλ). 
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Εικόνα 33 Ανάγκεσ επάνδρωςησ SIPP, ςχεδιαςμζνοσ αριθμόσ κεντρικών υπολογιςτών και προκφπτον επίπεδο 
εξυπηρζτηςησ. 

 

Εικόνα 34 Ανώτατεσ ανάγκεσ επάνδρωςησ καθυςτερήςεων, ςχεδιαςμζνοσ αριθμόσ κεντρικών υπολογιςτών 
και προκφπτον επίπεδο εξυπηρζτηςησ. 

Βέβαηα κε ηε ιχζε πνπ δηεπθξηλίδεηαη κέζα ζηελ εηθφλα 35, ην επίπεδν εμππεξέηεζεο 
παξακέλεη πάληα πάλσ απφ ην 80% θαη ην εξγαηηθφ θφζηνο (947.5 ππνινγηζηηθέο ψξεο) είλαη 
0.7% ρακειφηεξν απφ φηη κε ηε ζηειέρσζε  ησλ απαηηήζεσλ κε ηε SIPP θαη 4% ρακειφηεξνο 
απφ φηη κε ηελ πξνζέγγηζε ησλ κέγηζησλ θαζπζηεξήζεσλ ηεο ζηειέρσζεο απαηηήζεσλ. 
Παξαθάησ ζα πεξηγξάςνπκε ηνλ αιγφξηζκν πνπ ρξεζηκνπνηείηαη γηα λα παξάγεη ηε ιχζε πνπ 
παξνπζηάδεηαη ζηελ εηθφλα 35. Καη κε ηηο δχν πξνζεγγίζεηο ν αιγφξηζκνο ζέηεη ηα φξηα ζηελ 
ζηειέρσζε ζε θάζε πεξίνδν πξνγξακκαηηζκνχ, ζηα νπνία αλαθεξφκαζηε σο ζηελά 
ρακειφηεξα φξηα. ΢ε αληίζεζε κε ηηο αλψηαηεο αλάγθεο ζηειέρσζεο SIPP θαη 
θαζπζηεξήζεσλ, νη νπνίεο πξννξίδνληαη λα παξέρνπλ ηθαλνπνηεηηθνχο φξνπο γηα ηηο 
απαηηήζεηο ησλ επηπέδσλ εμππεξέηεζεο, ηα ζηελά ρακειφηεξα φξηα παξέρνπλ ηηο 
απαξαίηεηεο πξνυπνζέζεηο θαη είλαη επνκέλσο κηθξφηεξα.  

Γηα λα θαηαιάβνπκε γηαηί νη αλψηαηεο πξνζεγγίζεηο SIPP θαη θαζπζηεξήζεσλ δελ παξάγνπλ  
αμηφπηζηεο αλάγθεο ζηειέρσζεο, είλαη δηδαθηηθφ λα ππνινγίζνπκε εθ λένπ ην επίπεδν 
εμππεξέηεζεο θάησ απφ νξηζκέλεο αιιαγέο ζην ζελάξην, γηα λα επεμεγήζνπκε πψο ην 
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επίπεδν εμππεξέηεζεο ζε κηα πεξίνδν εμαξηάηαη απφ ηε ζηειέρσζε ζε πξνεγνχκελεο 
πεξηφδνπο. Πην απιά, εζηηάδνπκε ζηηο πξψηεο δχν πεξηφδνπο πξνγξακκαηηζκνχ. Καη' αξράο, 
ζρεδηάδνπκε 8 θεληξηθνχο ππνινγηζηέο γηα ηελ πξψηε πεξίνδν ( =8). Απηή είλαη κηθξή 
πνζφηεηα γηα λα ζπκβαδίζεη κε ην θνξηίν (ε πξνζέγγηζε SIPP ζπζηήλεη ζρεδφλ 70 
θεληξηθνχο ππνινγηζηέο γηα ηελ πξψηε πεξίνδν) θαη ε εηθφλα 36 (πάλσ πάλσ κέξνο) δείρλεη 
πψο ην παξνδηθφ επίπεδν εμππεξέηεζεο κεηψλεηαη γξήγνξα θαηά ηε δηάξθεηα ηεο πξψηεο 
πεξηφδνπ. ΢ην ηέινο ηεο πξψηεο πεξηφδνπ, κηα αξθεηά κεγάιε ζεηξά αλακνλήο ζα έρεη 
εληζρπζεί. Λακβάλνληαο ππφςε ηε ζηειέρσζε ηεο πξψηεο πεξηφδνπ, ζα εμεηάζνπκε πφζνη 
θεληξηθνί ππνινγηζηέο πξέπεη λα ζρεδηαζηνχλ γηα ηε δεχηεξή πεξίνδν πξνθεηκέλνπ λα 
εμαζθαιηζηεί φηη ην επίπεδν εμππεξέηεζεο παξακέλεη επάλσ απφ ην  80%.Με ηελ πνηθηιία ην 
δεχηεξν κέξνο ηεο ζηειέρσζεο ( ) θαη o ππνινγηζκφο ηνπ επίπεδνπ εμππεξέηεζεο, 
αλαθαιχπηνπλ φηη ε ειάρηζηε απαξαίηεηε ζηειέρσζε είλαη 50 θεληξηθνί ππνινγηζηέο. Ζ εηθφλα 
36 (πάλσ κέξνο) παξνπζηάδεη θακπχιεο γηα  =49, πνπ αλαγθάδνπλ ην επίπεδν 
εμππεξέηεζεο λα κεησζεί θάησ απφ ην 80% ζην ηέινο ηεο δεχηεξεο πεξηφδνπ θαη =50, ην 

νπνίν εμαζθαιίδεη φηη ν πεξηνξηζκφο επηπέδσλ εμππεξέηεζεο ηθαλνπνηείηαη. 

 

Εικόνα 35 Ακριβείσ χαμηλότερεσ ςυνδεδεμζνεσ ανάγκεσ ςτελζχωςησ, ςχεδιαςμζνοσ αριθμόσ κεντρικών 
υπολογιςτών και προκφπτον επίπεδο εξυπηρζτηςησ για μια λφςη που παράγεται με την προςζγγιςή μασ. 

 

Εικόνα 36 Επίπεδο εξυπηρζτηςησ κατά τη διάρκεια πρώτων δφο περιόδων προγραμματιςμοφ. 

Γεχηεξνλ, αο ππνζέζνπκε φηη ζρεδηάδνπκε 28 θεληξηθνχο ππνινγηζηέο γηα ηελ πξψηε 
πεξίνδν. Αλ θαη είκαζηε αθφκα καθξηά απφ ηελ αλάγθε ζηειέρσζεο SIPP, 28 θεληξηθνί 



Μεηαπηπρηαθή Γηαηξηβή                                                                                                                      Κσλζηαληίλα Γήιηα 

83 
Αθέξαηνο Πξνγξακκαηηζκφο  

ππνινγηζηέο είλαη αξθεηνί γηα λα θξαηήζνπλ ην επίπεδν εμππεξέηεζεο πάλσ απφ ην 80% 
κέρξη ην ηέινο ηεο πξψηεο πεξηφδνπ. Με απηήλ ηε ζηειέρσζε ηεο πξψηεο πεξηφδνπ, ζα 
ππάξμεη πνιχ ιηγφηεξε ζπκθφξεζε ζηελ αξρή ηεο δεχηεξεο πεξηφδνπ απφ ην  =8. 
΢πλεπψο, ε κηθξφηεξε ζηειέρσζε ηνπ δεχηεξνπ κέξνπο απαηηείηαη γηα λα επηηχρεη ην 
επηζπκεηφ επίπεδν εμππεξέηεζεο. Όπσο ε εηθφλα 36 (θάησ κέξνο) επεμεγεί, ε ειάρηζηε 
ζηειέρσζε ηνπ δεχηεξνπ κέξνπο ειαηηψλεηαη απφ 50 ζε 47 φηαλ ε ζηειέρσζε ηεο πξψηεο 
πεξηφδνπ απμάλεηαη απφ 8 ζε 28. Ο ιφγνο είλαη ζαθήο: εάλ δελ έρνπκε επαξθή ζηειέρσζε 
ζηελ πξψηε πεξίνδν, ηφηε ρξεηαδφκαζηε πεξηζζφηεξνπο θεληξηθνχο ππνινγηζηέο ζην δεχηεξν 
κέξνο. Αληηζέησο, ε πξφζιεςε ππεξβνιηθνχ αξηζκνχ ππαιιήισλ ζηελ πξψηε πεξίνδν 
κπνξεί λα κεηψζεη ηελ ειάρηζηε ζηειέρσζε ηνπ δεχηεξνπ κέξνπο. Γεληθά, δελ είλαη δπλαηφ λα 
θαζνξηζηνχλ νη αλάγθεο ζηειέρσζεο  αλεμάξηεηνπ πεξηφδνπ ζηειέρσζεο ζε άιιεο 
πεξηφδνπο, φπσο κε ηηο αλψηαηεο πξνζεγγίζεηο SIPP θαη θαζπζηεξήζεσλ. 

Αμίδεη λα παξαηεξήζνπκε φηη κπνξνχκε λα θαζνξίζνπκε ηελ ειάρηζηε ζηειέρσζε ηεο πξψηεο 
πεξηφδνπ =8 γηα λα εμαζθαιίζνπκε φηη ν πεξηνξηζκφο ησλ επηπέδσλ εμππεξέηεζεο 
ζπλαληηέηαη ρσξίο εμέηαζε ζε νπνηαζδήπνηε άιιε πεξηφδν, επεηδή ην ζχζηεκα είλαη θελφ 
ζηελ αξρή ηεο πξψηεο πεξηφδνπ. Μπνξνχκε λα θαζνξίζνπκε κηα αηζηφδνμε εθηίκεζε ηεο 
αλαγθαίαο ζηειέρσζεο ηνπ δεχηεξνπ κέξνπο κε ηελ πξνζπνίεζε φηη ην ζχζηεκα είλαη θελφ 
ζηελ αξρή εθείλεο ηεο πεξηφδνπ. Αλαθεξφκαζηε ζηελ πξνθχπηνπζα εθηίκεζε ζηειέρσζεο σο 
ην ζηελφ ρακειφηεξν φξην, επεηδή ε ζηειέρσζε θάησ απφ απηφ δεζκεχεη ηελ παξαβίαζε 
εγγπήζεσλ ηνπ πεξηνξηζκνχ επηπέδσλ εμππεξέηεζεο. Ζ εηθφλα 35 παξνπζηάδεη  ην ζηελφ 
ρακειφηεξν φξην γηα φιεο ηηο πεξηφδνπο. 

Περιγραφή προβλήματος 

Γηακνξθψλνπκε ην ζχζηεκα σο ζεηξά αλακνλήο M(t)/M/=s(t), πνπ δηεπθξηλίδεηαη σο 
εμήο. Οη πειάηεο θζάλνπλ ζχκθσλα κε κία αλνκνηνγελή δηαδηθαζία ηνπ Poisson κε πνζνζηφ 
ι(t) ζε ρξφλν t θαη εμππεξεηείηαη απφ ηνλ πξψην δηαζέζηκν θεληξηθφ ππνινγηζηή. Οη θεληξηθνί 
ππνινγηζηέο έρνπλ ηηο ίδηεο ηθαλφηεηεο θαη νη δηάξθεηεο ππεξεζηψλ είλαη αλεμάξηεηεο θαη 
δηαλεκεκέλεο εθζεηηθά κε κέζν 1/κ. Σν κέηξν απφδνζεο αξρηθνχ ελδηαθέξνληνο είλαη ην 
επίπεδν εμππεξέηεζεο SL(t), πνπ θαζνξίδνπκε γηα λα είκαζηε Pr {W(t)  }, φπνπ W(t) είλαη ν 
εηθνληθφο ρξφλνο αλακνλήο ζην ρξφλν t θαη η είλαη έλα ρακειφ φξην απνδεθηνχ ρξφλνπ 
αλακνλήο . Σν ηειηθφ κέξνο ηεο πξνδηαγξαθήο M(t)/M/ s(t) είλαη λα πεξηγξάςεη ηη ζπκβαίλεη 
φηαλ νη θεληξηθνί ππνινγηζηέο ζρεδηάδνληαη  λα θχγνπλ. Αο πηνζεηήζνπκε κηα πξν-αγνξαζηηθή 
πεηζαξρία ππεξεζηψλ γηα λα δηεπθνιχλνπκε ηε ζχγθξηζε ησλ ππνινγηζηηθψλ απνηειεζκάησλ 
καο. Κάησ απφ απηφλ ηνλ θαλφλα, εάλ έλαο θεληξηθφο ππνινγηζηήο είλαη απαζρνιεκέλνο κε 
έλαλ πειάηε φηαλ ζρεδηάδεηαη γηα λα βγεη εθηφο ππεξεζίαο, ηφηε ν πειάηεο ζα κεηαθεξζεί  ζε 
έλαλ άιιν θεληξηθφ ππνινγηζηή (εάλ είλαη  δηαζέζηκνο) ή ζα επηζηξέςεη ζηε ζεηξά αλακνλήο. 

Δμεηάδνπκε ηηο εγθαηαζηάζεηο πνπ ιεηηνπξγνχλ γηα έλα πεπεξαζκέλν ρξνληθφ δηάζηεκα [0,Σ] 
(π.ρ. καγαδί ιηαληθήο πψιεζεο πνπ είλαη αλνηθηφ γηα  έλα δηάζηεκα ηεο εκέξαο) θαη επίζεο ηηο 
εγθαηαζηάζεηο πνπ ιεηηνπξγνχλ ζπλερψο (π.ρ. ππεξεζίεο έθηαθηεο αλάγθεο). Γηα ζπλερή 
ιεηηνπξγηθά ζπζηήκαηα, ππνζέηνπκε έλα πεξηνδηθφ πνζνζηφ άθημεο ι(t) κε πεξίνδνο Σ (π.ρ., 
24 ψξεο ή κηα εβδνκάδα). Έζησ φηη νη πεξίνδνη πξνγξακκαηηζκνχ έρνπλ κήθνο δ (15 ιεπηά, 
30 ιεπηά, ή 1 ψξα). Ο ζρεδηαζκέλνο αξηζκφο θεληξηθψλ ππνινγηζηψλ s(t) είλαη ζηαζεξφο 
θαηά ηε δηάξθεηα θάζε πεξηφδνπ πξνγξακκαηηζκνχ ((j-1)δ,jδ),j=1,2,…..,n θαη ζεσξνχκε φηη Σ= 
nδ. 

Αο θαζνξίζνπκε ηε κεηαβιεηή θαηάζηαζε N(t) λα είλαη ν αξηζκφο πειαηψλ ζην M(t)/M/ s(t) 

ζχζηεκα ζηελ επνρή t θαη αθήλνπκε (t)=Pr{N(t)= k} θαη π(t)= (t), (t),….). Κάησ απφ ηελ 

πξν-αγνξαζηηθή πεηζαξρία, ηo N(t) εμειίζζεηαη σο ζπλερήο ρξφλνο ζηε αιπζίδα ηνπ Markov, 

ζχκθσλα κε ηηο γλσζηέο εμηζψζεηο  ησλ Chapman–Kolmogoroλ γηα κηα ζεηξά αλακνλήο 

M/M/s (κε ηα ρξνληθά επηρεηξήκαηα πνπ πξνζηίζεληαη γηα ην ι θαη ην s). Γηα λα ππνινγίζνπκε 

ηα παξνδηθά επίπεδα εμππεξέηεζεο, αο ζεσξήζνπκε αξρηθά ηηο επνρέο t πνπ είλαη 

πεξηζζφηεξν  ρξνληθέο κνλάδεο ηνπ η πξηλ απφ ην ηέινο ηεο ηξέρνπζαο πεξηφδνπ 

πξνγξακκαηηζκνχ. ΢ε ηέηνηεο επνρέο, εάλ ε ζεηξά αλακνλήο δελ είλαη θελή, ηφηε ην γεγνλφο 

W(t)  η ,κε ηνλ φξν Ν(t)=k  s(t), είλαη ην ίδην κε ην γεγνλφο k-s(t) ή ιηγφηεξεο νινθιεξψζεηο 

ππεξεζηψλ θαηά ηε δηάξθεηα  (t,t+η).Απηφ νδεγεί ζηνλ αθφινπζν ηχπν γηα ην επίπεδν 

εμππεξέηεζεο: SL(t)=1-  φπνπ α= κ .  
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Γεχηεξνλ, γηα ηηο επνρέο πνπ είλαη κηθξφηεξεο απφ ην ρξφλν η πξηλ απφ ην ηέινο ηεο 

ηξέρνπζαο πεξηφδνπ πξνγξακκαηηζκνχ, πξέπεη λα ππνινγίζνπκε ηελ πηζαλφηεηα φηη κεξηθνί 

απφ ηνπο πειάηεο πνπ είλαη απηήλ ηελ πεξίνδν ζηελ ππεξεζία ζα επηζηξέςνπλ ζηε ζεηξά 

αλακνλήο θαηά ηε δηάξθεηα (t,t+η) ιφγσ ησλ θχιισλ ησλ  θεληξηθψλ ππνινγηζηψλ ηνπο.  

Ο ζρεδηαζκέλνο αξηζκφο θεληξηθψλ ππνινγηζηψλ s(t) θαζνξίδεηαη απφ ην πψο πνιινί 
θεληξηθνί ππνινγηζηέο νξίδνληαη ζηηο επηηξεπηέο κεηαηνπίζεηο πνπ θαιχπηνπλ ην ρξφλν η, 
απνθιείνληαο ηνπο θεληξηθνχο ππνινγηζηέο πνπ είλαη ζε δηάιεηκκα. Σν ζχλνιν επηηξεπηψλ 
κεηαηνπίζεσλ είλαη Η θαη θάζε επηηξεπηή κεηαηφπηζε i  I αληηπξνζσπεχεηαη απφ κία δπαδηθή 
δηαλπζκαηηθή ζεηξά  = ,j=1,……,n  κήθνπο n, κε  =1, εάλ ε κεηαηφπηζε i πεξηιακβάλεη ηε 

πεξίνδν πξνγξακκαηηζκνχ j θαη κεδέλ  γηα =1,2,…..,n. Έλα πξφγξακκα Υ είλαη κηα ζηήιε 
δηαλπζκαηηθή ( ,I ) κε  πνπ δείρλεη ηνλ αξηζκφ θεληξηθψλ ππνινγηζηψλ πνπ ζρεδηάδεηαη 
ζηε κεηαηφπηζε εξγαζίαο Η. Δπνκέλσο, ιακβάλνληαο ππφςε έλα πξφγξακκα x,  ην s(t) ζα 
είλαη ίζν κε (x)=   γηα t  ((j-1)δ,jδ).Tν θφζηνο ελφο πξφγξακκα είλαη C(x)=  , 

φπνπ ην  είλαη ην κεηαβιεηφ θφζηνο εξγαζίαο αλά θεληξηθφ ππνινγηζηή πνπ νξίδεηαη ζηε 

κεηαηφπηζε i. 

Οη ιεηηνπξγίεο ι(t) θαη s(t) θαη ην πνζνζηφ ππεξεζηψλ κ θαζνξίδνπλ ηηο πηζαλφηεηεο 
παξνδηθνχ θξάηνπο ( (t),……, (t)) φπνπ ε ηθαλφηεηα Κ ζπζηεκάησλ επηιέγεηαη γηα λα 
πξνζεγγίζεη έλα άπεηξν ζχζηεκα ηθαλφηεηαο. Γηα ηα ζπλερνχο ιεηηνπξγίαο ζπζηήκαηα, 
ππνινγίδνπκε ηηο πεξηνδηθέο ζηάζηκεο πηζαλφηεηεο θαηαζηάζεσλ, νη νπνίεο ηθαλνπνηνχλ 

(t)= (t+pT) γηα φιεο ηηο θαηαζηάζεηο k, ηηο επνρέο t θαη ηνπο αθέξαηνπο αξηζκνχο p.  

Ζ κεηαηφπηζή καο πνπ ζρεδηάδεη ην πξφβιεκα είλαη: 

Διαρηζηνπνίεζε C(x) 

Τπφ ηνλ φξν SL(t)  S   γηα  t  [0,T] 

                     ,                                                    (1) 

                       0,αθέξαηνο, γηα i  I. 

Ο δεχηεξνο πεξηνξηζκφο ζπκπεξηιακβάλεηαη γηα λα εμαζθαιίζεη φηη νη ζπλνιηθέο 
ζρεδηαζκέλεο ψξεο θεληξηθψλ ππνινγηζηψλ πέξα απφ ηνλ νξίδνληα πξνγξακκαηηζκνχ είλαη 
επαξθείο γηα λα ρεηξηζηνχλ ην ζπλνιηθφ πνζφ ηεο εξγαζίαο. Σν επίπεδν εμππεξέηεζεο SL(t) 
εμαξηάηαη απφ ην θαηψηαην φξην η θαη ηνλ αξηζκφ θεληξηθψλ ππνινγηζηψλ. Ζ παξάκεηξνο 
S  είλαη ην ειάρηζην επηζπκεηφ επίπεδν εμππεξέηεζεο. Ζ δηαηχπσζε (1) είλαη ζε αληίζεζε 

κε ηελ αθφινπζε θαηά πξνζέγγηζε δηαηχπσζε: 

Διαρηζηνπνίεζε C(x) 

Τπφ ηνλ φξν  ,  j=1,2,…..,n                                                                (2) 

                      0,αθέξαηνο ,γηα i  I. 

Δδψ, ε απαίηεζε θεληξηθψλ ππνινγηζηψλ  θαζνξίδεηαη ρξεζηκνπνηψληαο έλα ζηάζηκν 

πξφηππν αλακνλήο M/M/  κε πνζνζηφ άθημεο =  (κέζν πνζνζηφ άθημεο ζηελ 

πεξίνδν πξνγξακκαηηζκνχ j). ΢πγθεθξηκέλα, εάλ W(ι,κ,s) είλαη ν ρξφλνο αλακνλήο ζηαζεξήο 
θαηάζηαζεο ελψπηνλ ηεο ππεξεζία ζε έλα ζχζηεκα αλακνλήο M/M/s, ηφηε 

=min  . Oη πεξηνξηζκνί ζηειέρσζεο   ζην πξφβιεκα (2) 

πξννξίδνληαη λα εγγπεζνχλ ζε κηα επαξθή πξνζέγγηζε, φηη ην επίπεδν εμππεξέηεζεο ζα 
παξακείλεη ζε ίζν ή αλψηεξν απφ  γηα t  [0,T].H ηξνπνπνίεζε θαζπζηεξήζεσλ ηεο 
πξνζέγγηζεο SIPP αιιάδεη ην πνζνζηφ άθημεο πνπ ρξεζηκνπνηείηαη γηα λα θαζνξίζεη ηελ 
απαίηεζε θεληξηθψλ ππνινγηζηψλ  ζε = max{ι(t): t  [(j-1)δ-1/κ,jδ-1/κ]}δει., κεηαηνπίδεη ην 

πνζνζηφ άθημεο πξνο ηα εκπξφο απφ έλα κέζν ρξφλν ππεξεζίαο θαη παίξλεη ην κέγηζην 
παξά ην κέζν φξν πέξα απφ ηελ πξνγξακκαηηζκέλε πεξίνδν. 
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Σν πξφβιεκα (2), κε ή ρσξίο ηελ αλψηαηε ηξνπνπνίεζε θαζπζηεξήζεσλ είλαη  ε πξνζέγγηζε 
ζην πξφβιεκα (1) γηα δχν ιφγνπο:  

Σν επίπεδν εμππεξέηεζεο θαηά ηε δηάξθεηα ηεο πεξηφδνπ j εμαξηάηαη φρη κφλν απφ ηελ 
ζηειέρσζε  θαηά ηε δηάξθεηα εθείλεο ηεο πεξηφδνπ αιιά θαη απφ ηε ζηειέρσζε ζηηο 

πξνεγνχκελεο πεξηφδνπο. Δάλ η > 0, ηφηε ην επίπεδν εμππεξέηεζεο ζα εμαξηεζεί επίζεο απφ 
ηε ζηειέρσζε ζηηο επφκελεο πεξηφδνπο. 

Σν επίπεδν εμππεξέηεζεο πνηθίιιεη θαηά ηε δηάξθεηα κηαο πεξηφδνπ. Γελ κπνξεί λα 
πξνζεγγηζηεί θαιά απφ ηελ πεξηνξηζηηθή αμία πνπ ιακβάλεηαη ππνζέηνληαο φηη ην πνζνζηφ 
άθημεο θαη ν αξηζκφο θεληξηθψλ ππνινγηζηψλ είλαη ζηαζεξά θαη ζπλερίδνληαη θαηά ηξφπν 
αφξηζην. Γηα απηνχο ηνπο ιφγνπο, ε ΄΄θαηά πξνζέγγηζε΄΄ κέζνδνο, ε νπνία ιχλεη ην πξφβιεκα 
(2), νδεγεί ζπρλά είηε ζηηο αλέθηθηεο είηε ζε θαηά πξνζέγγηζε βέιηηζηεο ιχζεηο ζην πξφβιεκα 
(1). 

 

Μέθοδος τυχαιοποίησης 

Δπίζεο γλσζηή σο κέζνδν ηππνπνίεζεο, ε κέζνδνο ηεο ηπραηνπνίεζεο παξέρεη κηα 
ππνινγηζηηθά ζηαζεξή θαη απνδνηηθή κέζνδν γηα λα ππνινγίζεη ηηο πηζαλφηεηεο παξνδηθήο 
θαηάζηαζεο γηα κία νκνηνγελή, ζπλερνχο ρξφλνπ αιπζίδα  ηνπ Markov. Σν ππνινγηζηηθφ 
θφζηνο απηήο ηεο κεζφδνπ είλαη ζεκαληηθά ρακειφηεξν απφ ηεο αξηζκεηηθήο κεζφδνπ 
νινθιήξσζεο ησλ Runge-Kutta. 

Ζ κέζνδνο ηπραηνπνίεζεο ηζρχεη κφλν γηα ηηο νκνηνγελείο δηαδηθαζίεο, αιιά ζην πξφβιεκά 
καο, ην πνζνζηφ άθημεο κπνξεί λα πνηθίιεη ζπλερψο. Δπνκέλσο, πξνζεγγίδνπκε ηε 

ιεηηνπξγία πνζνζηνχ άθημεο ι(t) =   γηα t  

,φπνπ  είλαη ε πεξίνδνο ππνινγηζκνχ. Δκείο ζα ρξεζηκνπνηνχκε πάληα κηα πεξίνδν 

ππνινγηζκνχ πνπ είλαη πην ζχληνκε απφ ηελ πεξίνδν πξνγξακκαηηζκνχ  ) θαη πνπ 
δηαηξεί νκνηφκνξθα ζε κία πεξίνδν πξνγξακκαηηζκφ (δ mod =0). Δθαξκφδνπκε ηε 
κέζνδν ηπραηνπνίεζεο ζε θάζε πεξίνδν ππνινγηζκνχ, θαηά ηε δηάξθεηα ηεο νπνίαο νη 
παξάκεηξνη ζην ζχζηεκα αλακνλήο M(t)/M/s(t)/K παξακέλνπλ ζηαζεξνί. Οη πηζαλφηεηεο ησλ 
θαηαζηάζεσλ ζην ηέινο κηαο πεξηφδνπ ππνινγηζκνχ ρξεζηκνπνηνχληαη σο πηζαλφηεηεο 
αξρηθήο θαηάζηαζεο ζηελ αξρή ηεο επφκελεο. Απηή ε δηαδηθαζία ππνινγίδεη ηηο παξνδηθέο 
πηζαλφηεηεο ζε θάζε ππνινγηζηηθή πεξίνδν. 

Πξνζεγγίδνπκε ην άπεηξν ζχζηεκα ρσξεηηθφηεηαο κε έλα πεπεξαζκέλν ζχζηεκα 
ρσξεηηθφηεηαο  M(t)/M/s(t)/K, επηιέγνληαο έλα ζχζηεκα πνζφηεηαο Κ αξθεηά κεγάιν 

πξνθεηκέλνπ λα εμαζθαιίζνπκε φηη  γηα θάζε t, κε .Γηα ζπζηήκαηα 

ζπλερνχο ιεηηνπξγίαο, ππνινγίδνπκε ηηο πηζαλφηεηεο θαηαζηάζεσλ γηα ηηο p πεξηφδνπο, κέρξη  

ην   λα είλαη ιηγφηεξν απφ κηα δηεπθξηληζκέλε αλνρή =  
γηα φια ηα t  [0,T] θαη γηα φια ηα k=0,1,…..,k. Απνδεδεηγκέλα ε κέζνδνο ηπραηνπνίεζεο είλαη 
πνιχ πην αθξηβήο απφ ηε κέζνδν ησλ Runge-Kutta φηαλ εθαξκφδεηαη ζε ζπζηήκαηα 
Μ(t)/Μ/s(t). 

Διαδικασία εκτίμησης παραμέτρου 

 Σν πξψην βήκα ζηε δηαδηθαζία καο ρξεζηκνπνηεί ηε κέζνδν ηπραηνπνίεζεο γηα λα 

ππνινγίζνπκε ηα ζηελά ρακειφηεξα φξηα  ζηα επίπεδα πξνζσπηθνχ ζε θάζε κία 

πεξίνδν θαη γηα λα ππνινγίζεη πψο ην επίπεδν εμππεξέηεζεο ζε θάζε πεξίνδν απμάλεηαη σο 
ιεηηνπξγία ηεο απμαλφκελεο ζηειέρσζεο. 

 Σα ζηελά ρακειφηεξα φξηα έρνπλ κηα δηαθνξεηηθή έλλνηα θαη ππνινγίδνληαη δηαθνξεηηθά απφ 
ηηο αλψηαηεο αλάγθεο ζηειέρσζεο SIPP (ή θαζπζηέξεζεο ρξεζηκνπνηεκέλεο ζην πξφβιεκα 

(2). Σν ζηελφ ρακειφηεξν φξην  είλαη ν ειάρηζηνο αξηζκφο θεληξηθψλ ππνινγηζηψλ πνπ 

απαηηνχληαη ζηελ πεξίνδν j γηα λα εμαζθαιίζνπλ ηνλ πεξηνξηζκφ επηπέδσλ εμππεξέηεζεο 
πνπ ηθαλνπνηείηαη θαηά ηε δηάξθεηα εθείλεο ηεο πεξηφδνπ, ππνζέηνληαο φηη ην ζχζηεκα είλαη 
θελφ ζηελ αξρή ηεο πεξηφδνπ j θαη φηη φινη νη πειάηεο πνπ είλαη ζε αλακνλή ζα εηζάγνπλ ηελ 
ππεξεζία ζηελ αξρή ηεο πεξηφδνπ j + 1. Καη νη δχν ππνζέζεηο είλαη αηζηφδνμεο θαη επνκέλσο 
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ην ζηελφ ρακειφηεξν φξην δηεπθξηλίδεη έλαλ απαξαίηεην (αιιά κε ηθαλνπνηεηηθφ) φξν ζηνλ 
αξηζκφ θεληξηθψλ ππνινγηζηψλ. Γηα λα ππνινγίζνπκε ηα ζηελά ρακειφηεξα φξηα γηα ηελ 
πεξίνδν j, ην έλα πξνζπνηείηαη φηη ην ζχζηεκα είλαη θελφ ζηελ αξρή ηεο πεξηφδνπ(ζέηνληαο 
π((j-1)δ)=(1,0,…), επηιέγεη έλα επίπεδν πξνζσπηθνχ  θαη ππνινγίδεη ην πξνθχπηνλ 

παξνδηθφ επίπεδν εμππεξέηεζεο  SL(t) γηα t  [(j-1)δ,jδ]. Aλ SL(t) πέζεη θάησ απφ ην S  

θαηά ηε δηάξθεηα ηεο πεξηφδνπ, ηφηε  ην έλα απμάλεη ην  θαη επαλαιακβάλεη ηνλ ππνινγηζκφ, 

έσο φηνπ βξεη θάπνην κηθξφηεξν sj ηέηνην ψζηε SL(t)  S   γηα t  [(j-1)δ,jδ]. ΢ηελ εθηέιεζε 
απηψλ ησλ ππνινγηζκψλ, πξέπεη λα ζέζνπκε =  (ζηελ πξάμε, έλαο πνιχ κεγάινο 

αξηζκφο), γηα λα αθαηξέζνπκε ηελ εμάξηεζε ηνπ επηπέδνπ εμππεξέηεζεο ζηελ πεξίνδν j γηα 
ηε ζηειέρσζε ζηελ πεξίνδν j + 1. Αλαθεξφκελνη ζην παξάδεηγκα ηεο πξνεγνχκελεο 
ελφηεηαο, ην ζηελφ ρακειφηεξν φξην γηα ηελ πεξίνδν πξνγξακκαηηζκνχ 1 ήηαλ ην 28. Όπσο 
επεμεγεί ε εηθφλα 36, εάλ ην ζχζηεκα αξρίδεη άδεην, κε 28 ζρεδηαζκέλνπο θεληξηθνχο 
ππνινγηζηέο ζηελ πεξίνδν 1, ηφηε ην επίπεδν εμππεξέηεζεο κέλεη επάλσ απφ  ην 80% θαζ' 
φιε ηε δηάξθεηα ηεο πξψηεο πεξηφδνπ. Με 27 θεληξηθνχο ππνινγηζηέο ζηελ πξψηε πεξίνδν 
(πνπ δελ παξνπζηάδεηαη), ην επίπεδν εμππεξέηεζεο πέθηεη θάησ απφ ην 80% πξηλ απφ ην 
ηέινο ηεο πεξηφδνπ. Γηα λα επεμεγήζνπκε ηνλ ππνινγηζκφ απφ ην ρακειφηεξν φξην γηα ην 
δεχηεξν κέξνο, ε εηθφλα 37 παξνπζηάδεη ην παξνδηθφ επίπεδν εμππεξέηεζεο θαηά ηε δηάξθεηα 
εθείλεο ηεο πεξηφδνπ, εάλ ην ζχζηεκα είλαη θελφ ζηελ αξρή ηεο πεξηφδνπ θαη ε επάλδξσζε 
είλαη 31 ή 32. Σν ρακειφηεξν επίπεδν πξνζσπηθνχ πνπ επηηπγράλεη ην επηζπκεηφ επίπεδν 

εμππεξέηεζεο θαζ' φιε ηε δηάξθεηα ηεο πεξηφδνπ είλαη 32,  άξα =32. 

 Δάλ ην   είλαη κηθξφηεξν απφ ην , ηφηε ν πεξηνξηζκφο επηπέδσλ εμππεξέηεζεο είλαη 

ζίγνπξν φηη ζα παξαβηαζηεί θαηά ηε δηάξθεηα ηεο πεξηφδνπ j, αλεμάξηεηα απφ ηε ζηειέρσζε 

ζε άιιεο πεξηφδνπο. Δάλ ην ζχζηεκα δελ είλαη θελφ ζηελ αξρή ηεο πεξηφδνπ ή εάλ ν αξηζκφο 

θεληξηθψλ ππνινγηζηψλ κεηψλεηαη ζην ηέινο ηεο πεξηφδνπ, ηφηε ην  κπνξεί λα πξέπεη λα 

είλαη απζηεξά κεγαιχηεξν απφ ην   γηα ηνλ πεξηνξηζκφ ησλ επηπέδσλ εμππεξέηεζεο πνπ 

πξνβιέπεηαη λα ηθαλνπνηεζνχλ θαηά ηε δηάξθεηα ηεο πεξηφδνπ j θαη σο εθ ηνχηνπ ην αθξηβέο 

ρακειφηεξν φξην.  

Δάλ νη απαηηήζεηο ησλ θεληξηθψλ ππνινγηζηψλ SIPP αληηπξνζψπεπαλ, αιεζηλά, 
ηθαλνπνηεηηθνχο φξνπο πνπ εγγπψληαη φηη ην επίπεδν εμππεξέηεζεο  επεηεχρζε, ηφηε απηέο νη 
απαηηήζεηο θεληξηθψλ ππνινγηζηψλ ζα ήηαλ πάληα κεγαιχηεξεο ή ίζεο απφ ηα αληίζηνηρα 
ζηελά ρακειφηεξα φξηα. Απηφ είλαη ζπλήζεο πεξίπησζε. Τπάξρνπλ εμαηξέζεηο εληνχηνηο, 
ηδηαίηεξα φηαλ ην πνζνζηφ άθημεο αιιάδεη αξθεηά θαηά ηε δηάξθεηα κηαο πεξηφδνπ 
πξνγξακκαηηζκνχ. Σέηνηεο εμαηξέζεηο είλαη πην θνηλέο κε ηελ αλψηαηε πξνζέγγηζε 
θαζπζηεξήζεσλ. Παξαδείγκαηνο ράξηλ, ζηηο εηθφλεο 34 θαη 35, ε αλψηαηε αλάγθε ζηειέρσζεο 
θαζπζηεξήζεσλ γηα ηε πεξίνδν 6:30-6:45 είλαη 3 θεληξηθνί ππνινγηζηέο αιιά ην ρακειφηεξν 
φξην είλαη 5 θεληξηθνί ππνινγηζηέο. 

Ζ εθηίκεζε γηα ην πψο ην ειάρηζην επίπεδν εμππεξέηεζεο ζε κία πεξίνδν πξνγξακκαηηζκνχ  
απμάλεηαη κε ηελ απμαλφκελε ζηειέρσζε ζε εθείλε ηελ πεξίνδν πξνγξακκαηηζκνχ είλαη 
βαζηζκέλεο ζε κηα πξνζέγγηζε πνπ ζα πεξηγξάςνπκε παξαθάησ. Γηα λα παξαθηλήζνπκε ηελ 
πξνζέγγηζε, ζεσξνχκε πψο ην επίπεδν εμππεξέηεζεο ζε έλα ζηάζηκν ζχζηεκα M/M/s 
αιιάδεη φηαλ απμάλεηαη ην s. Γηα s > ι/κ, ην επίπεδν εμππεξέηεζεο είλαη θνίιε αχμεζε ζην s 
θαη πιεζηάδεη 100% ζην φξην. Δπνκέλσο, θαίλεηαη εχινγν λα αλακέλνπκε φηη  ην min{SL(t): t  
((j-1)δ,jδ)} έρεη θνίιε αχμεζε ζην  θαη πξνζεγγίδεη 100% ζην φξην, γηα  πάλσ απφ θάπνην 

ζεκείν θάκςεο. Τπνζέηνπκε φηη γηα ηελ πξνζέγγηζή καο, απηφ ην ζεκείν θάκςεο είλαη ίζν ή 

θάησ απφ ην ρακειφηεξν φξην . 



Μεηαπηπρηαθή Γηαηξηβή                                                                                                                      Κσλζηαληίλα Γήιηα 

87 
Αθέξαηνο Πξνγξακκαηηζκφο  

 

Εικόνα 37 Απεικόνιςη του ακριβοφσ χαμηλότερου ςυνδεδεμζνου υπολογιςμοφ για την περίοδο 2. 

 

Πξνζεγγίδνπκε min{SL(t): t  ((j-1)δ,jδ)} κε κία εθζεηηθή ζπλάξηεζε ηνπ , σο εμήο. Αο δνχκε 

ην ειάρηζην επίπεδν εμππεξέηεζεο θαηά ηε δηάξθεηα ηεο πεξηφδνπ πξνγξακκαηηζκνχ j φηαλ 

=  θαη  = =  θαηά ηε S .Θέηνπκε φηη = +1,ζεσξψληαο φηη = =  θαη 

ππνινγίδνληαο ην κηθξφηεξν επίπεδν εμππεξέηεζεο, ην νπνίν δειψλνπκε .Aο 

ππνζέζνπκε φηη κε έλα ηδηαίηεξν πξφγξακκα, ε ζηειέρσζε κέζα ζε κία πεξίνδν 

πξνγξακκαηηζκνχ j είλαη  θαη ην ειάρηζην επίπεδν εμππεξέηεζεο θαηά ηε δηάξθεηα ηεο 

πεξηφδνπ πξνγξακκαηηζκνχ j είλαη S  S . Αλ ε ζηειέρσζε απμεζεί θαηά  + k, 

ηφηε πξνζεγγίδνπκε ην ειάρηζην επίπεδν εμππεξέηεζεο θαηά ηε δηάξθεηα ηεο πεξηφδνπ 

πξνγξακκαηηζκνχ j σο S  + (1 S -)(1-exp(- )). Τπνινγίδνπκε ηελ άγλσζηε 

ζηαζεξά  ιχλνληαο ηελ S +(1- S )(1- exp(- )= S  κε απνηέιεζκα ην =-

). ΢ηε ζπλέρεηα ρξεζηκνπνηνχκε ην DJ γηα λα ππνινγίζεη ην κηθξφηεξν αξηζκφ 

 j ησλ πξφζζεησλ θεληξηθψλ ππνινγηζηψλ πνπ απαηηνχληαη γηα λα πξνθχςεη ην ειάρηζην 

επίπεδν εμππεξέηεζεο ζηελ πεξίνδν πξνγξακκαηηζκνχ j πάλσ απφ S :  

S + (1- S )(1- exp( ))  S  <=>  

 => =  (3) 

  

Απηέο νη εθηηκήζεηο ρξεζηκνπνηνχληαη ζηνλ πξνγξακκαηηζκφ αθέξαησλ αξηζκψλ κε ρξήζε 

heuristics γηα λα παξάγνπλ ηνπο πεξηνξηζκνχο. ΢ηελ αλαγλψξηζε φηη ε δηαδηθαζία γηα ηελ 

απαξαίηεηε αχμεζε ζηειέρσζεο πεξηιακβάλεη ηελ πξνζέγγηζε, εηζάγνπκε (ζην επφκελν 

ηκήκα) κηα παξάκεηξν β αιγνξίζκνπ γηα λα κεηψζεη ηελ απαξαίηεηε αχμεζε, πξνθεηκέλνπ λα 

κεησζεί ν θίλδπλνο ζηνπο πεξηνξηζκνχο πνπ απνβάιινπλ ηε βέιηηζηε ιχζε. 

 Προγραμματισμός ακέραιων αριθμών 

  Σν heuristic αξρίδεη κε ηε ρξεζηκνπνίεζε ηεο ΄΄θαηά πξνζέγγηζεο΄΄ κεζφδνπ κε 
αλψηαηεο αλάγθεο ζηειέρσζεο SIPP θαη θαζπζηεξήζεσλ, γηα λα ιεθζνχλ δχν ιχζεηο 
ζηειέρσζεο. Υξεζηκνπνηνχκε ηε κέζνδν ηπραηνπνίεζεο γηα λα ππνινγίζνπκε ην επηβαηηθφ 
επίπεδν εμππεξέηεζεο σο απνηέιεζκα απηψλ ησλ δχν ιχζεσλ. Δάλ κηα απφ απηέο ηηο ιχζεηο 
ηθαλνπνηεί ηνλ πεξηνξηζκφ επηπέδσλ εμππεξέηεζεο ζε φιν ην δηάζηεκα [0,Σ], ηφηε ηνλ 
απνζεθεχνπκε σο  θαη ρξεζηκνπνηνχκε ην θφζηνο ηεο C  σο αλψηεξν φξην. (Δάλ 

πεξηζζφηεξεο απφ κηα θαηά πξνζέγγηζε ιχζεηο ηθαλνπνηνχλ ηνλ πεξηνξηζκφ επηπέδσλ 
εμππεξέηεζεο ηφηε επηιέγνπκε ηε ιηγφηεξν δαπαλεξή ιχζε.) 

 Έπεηηα, ιχλνπκε ην αθφινπζν πξφγξακκα αθέξαησλ αξηζκψλ: 
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ειαρηζηνπνίεζε C(x) 

ππφ ηνλ φξν (x)  γηα j=1,2,…,n                                                             (4) 

, 

 ,αθέξαηνο γηα i  I. 

Απηφ ην πξφγξακκα αθέξαησλ αξηζκψλ είλαη γξακκηθφ, επεηδή ην (x)  είλαη γξακκηθφ ζην ρ. 

΢εκεηψλνπκε φηη, αληί λα είλαη ην  ν αξηζκφο θεληξηθψλ ππνινγηζηψλ ζρεδηαζκέλνο γηα 
βάξδηεο i, ην δηάλπζκα x ζα κπνξνχζε λα είλαη νπνηαδήπνηε κεηαβιεηή απφθαζεο πνπ 
ρξεζηκνπνηείηαη (πιήξσο ή κεξηθψο)  γηα ηε δηεπθξίληζε ελφο πξνγξάκκαηνο, εθ' φζνλ ην  

(x)  είλαη κηα γξακκηθή ιεηηνπξγία ηνπ ρ ψζηε λα εμαζθαιηζηεί φηη ην αλσηέξσ πξφγξακκα 

αθέξαησλ αξηζκψλ είλαη γξακκηθφ.  

Ο θαζνξηζκφο ησλ ζηελψλ ρακειφηεξσλ νξίσλ    ππνλνεί φηη ε (4) είλαη κηα ραιάξσζε 

ηνπ πξνβιήκαηνο (1) θαη επνκέλσο, ην βέιηηζην θφζηνο είλαη έλα ρακειφηεξν φξην ζην 
βέιηηζην θφζηνο γηα ην πξφβιεκα (1). Μφιηο έρνπκε απηήλ ηελ αξρηθή ιχζε, αξρίδνπκε κεηαμχ 
ηνπ ππνινγηζκνχ ησλ επηπέδσλ εμππεξέηεζεο γηα κηα ιχζε θαη ηεο ιήςεο ησλ λέσλ ιχζεσλ 
κε ην λα ιχζνπκε ην πξφγξακκα αθέξαησλ αξηζκψλ πάιη, κε κεξηθνχο πεξηνξηζκνχο 
πξνζηηζέκελνπο θαη κεξηθνχο πνπ δηαγξάθνληαη. 

Μηα επαλάιεςε αξρίδεη κε ηνλ ππνινγηζκφ ηνπ επηπέδνπ εμππεξέηεζεο SL(t) γηα t   

γηα κηα ιχζε  (ππνινγίδνπκε ην επίπεδν εμππεξέηεζεο ζε δηαζηήκαηα ησλ 5 ιεπηψλ). 
Καηφπηλ απαξηζκνχκε φιεο ηηο αλέθηθηεο πεξηφδνπο πξνγξακκαηηζκνχ, νξίδνληαο απηέο  
φπνπ ην επίπεδν εμππεξέηεζεο κεηψλεηαη θάησ απφ . Έζησ φηη (l,l+1,…,u) είλαη έλα 
αλέθηθην δηάζηεκα δηαδνρηθψλ αλέθηθησλ πεξηφδσλ. Τπνινγίδνπκε ηελ πξφζζεηε ζηειέρσζε 
(πνπ κεηξηέηαη σο πεξίνδνο) απαηηψληαο λα θέξεη ην επίπεδν εμππεξέηεζεο πάλσ απφ  ην 

 σο , πνπ ρξεζηκνπνηεί ηε ζπλάξηεζε (3) γηα λα ππνινγίζεη  θαη λα πξνζζέζεη 

ηνλ αθφινπζν πεξηνξηζκφ ζην πξφγξακκα αθέξαησλ αξηζκψλ, γηα φια ηα αλέθηθηα 
δηαζηήκαηα: 

               (5) 

(ην β είλαη κηα παξάκεηξνο κεηαμχ 0 θαη 1). Όηαλ έλαο λένο πεξηνξηζκφο x  πξνζηίζεηαη, 

απνβάιινπκε νπνηνπζδήπνηε ππάξρνληεο πεξηνξηζκνχο x   πνπ ΄΄εμνπζηάδνληαη΄΄ 
απφ ην λέν πεξηνξηζκφ (δειαδή εάλ  ). Κάζε πξφγξακκα αθέξαησλ αξηζκψλ πνπ 

ιχλνπκε κπνξεί λα αληηπξνζσπεπζεί σο εμήο: 

ειαρηζηνπνίεζε C(x) 

ππφ ηνλ φξν   γηα j=1,2,….,n                                              (6) 

  , γηα u  V, 

  0,αθέξαηνο, γηα i  I, 

φπνπ ην V είλαη ην ζχλνιν ησλ πεξηνξηζκψλ ηεο κνξθήο (5) πνπ έρνπλ πξνζηεζεί κέρξη 
ηψξα. Ζ δηαηχπσζε (6) πεξηιακβάλεη ηνπο πεξηνξηζκνχο ζηειέρσζεο  απφ πεξίνδν ζε 
πεξίνδν, φπσο ζην πξφβιεκα (2). ΢εκαληηθά, ν δεχηεξνο πεξηνξηζκφο έρεη κηα δηαθνξεηηθή 
δνκή. Αληί ηνπ πεξηνξηζκνχ ηεο ειάρηζηεο ζηειέρσζεο ζε κηα πεξίνδν, απηνί νη πεξηνξηζκνί 
δηεπθξηλίδνπλ φηη ε ζηειέρσζε ζε έλα δηάζηεκα πξέπεη λα απμεζεί απφ έλα ζπγθεθξηκέλν 
πνζφ.  Ζ ιχζε ηνπ πξνγξακκαηηζκνχ ησλ αθέξαησλ αξηζκψλ δηαλέκεη ηελ απαξαίηεηε 
αχμεζε ζηειέρσζεο πέξα απφ ην δηάζηεκα ψζηε λα ειαρηζηνπνηεζεί ην θφζηνο. Ζ δνκή ησλ 
πεξηνξηζκψλ ζηελ (6) πξνηείλεη φηη ε πξνζέγγηζή καο πξέπεη λα είλαη ηθαλφηεξε λα 
εθκεηαιιεπηεί ην ζρεδηαζκφ ηεο επειημίαο απφ ηελ ΄΄θαηά πξνζέγγηζε΄΄ κέζνδν. 

Ζ παξάκεηξνο β  [0,1] ζηελ αλίζσζε (5) επεξεάδεη εμίζνπ ηελ πνηφηεηα θαη ηελ ηαρχηεηα 

ιχζεο. Μηα ρακειή β θαζηζηά ζρεδφλ απίζαλν, λα πξνζζέζνπκε έλαλ πεξηνξηζκφ πνπ 
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θαηαξγεί ηε βέιηηζηε ιχζε ζην πξφβιεκα (1) θαη θαζηζηά ηε δηαδηθαζία καο πην πηζαλή λα 
επηζηέςεη ζηε βέιηηζηε ιχζε. 
Ωζηφζν, νη ρακειέο ηηκέο γηα ην β ζα νδεγήζνπλ ζε πεξηζζφηεξεο επαλαιήςεηο. Έρνπκε 
πεηξακαηηζηεί κε ηηκέο ηνπ β κεηαμχ 0,3 - 1,0  θαη απηέο νη ππνζέζεηο ζε γεληθέο γξακκέο 
επηβεβαηψζεθαλ, αλ θαη ε ιχζε πνηφηεηαο δελ θαίλεηαη λα είλαη ηδηαίηεξα επαίζζεηή ζην β. 
 
΢ε θάζε επαλάιεςε, πξηλ ιχζνπκε ην πξφγξακκα αθέξαησλ αξηζκψλ, ιχλνπκε ηελ LP 
relaxation ηνπ γηα λα ιεθζεί ε ιχζε . Δάλ νη δαπάλεο  είλαη αθέξαηνο αξηζκφο (φπσο ζηα 
ππνινγηζηηθά πεηξάκαηά καο), ηφηε ΄΄ζθίγγνπκε΄΄ ηε δηαηχπσζε κε ηελ πξνζζήθε ηεο 
έγθπξεο αληζφηεηαο C(x)  . Υξεζηκνπνηνχκε, επίζεο, ηε ιχζε LP γηα λα 

θαηαζθεπάζνπκε ηα  κηαο ιχζεο κε ηε ζηξνγγπινπνίεζε φισλ ησλ ζπζηαηηθψλ ηνπ  
κέρξη ηνλ θνληηλφηεξν αθέξαην αξηζκφ. Απηή ε ιχζε είλαη εθηθηή γηα ηελ (6), επεηδή φινη νη 
ζπληειεζηέο πεξηνξηζκνχ ζηελ (6) είλαη κε αξλεηηθνί θαη είλαη ``κεγαιχηεξνη ή ίζνη΄΄ ηνπ 
ηχπνπ. Σν πξνθχπηνλ αλψηεξν φξην ηνπ C( ) ζην θφζηνο ηνπ πξνγξάκκαηνο αθέξαησλ 
αξηζκψλ βνεζάεη θαηά ηε ρξεζηκνπνίεζε ελφο branch-and-bound αιγνξίζκνπ. Δάλ κεξηθνί 
ζπληειεζηέο είλαη αξλεηηθνί απφ ηνλ πεξηνξηζκφ, ηφηε απαηηείηαη ε πεξηπινθφηεξε 
ζηξνγγπινπνίεζε heuristic γηα λα παξάγεη κία εθηθηή ιχζε . 

Μεηά ηελ πξφζζεζε θαη ηε δηαγξαθή ησλ πεξηνξηζκψλ κε απηφ ηνλ ηξφπν, ιχλνπκε ην 
πξφγξακκα αθέξαησλ αξηζκψλ πάιη. Δπαλαιακβάλνπκε κεηαμχ ηνπ ππνινγηζκνχ ησλ 
επηπέδσλ εμππεξέηεζεο θαη ηελ επίιπζε ησλ πξνγξακκάησλ αθέξαησλ αξηζκψλ έσο φηνπ 
είηε φιεο νη πεξίνδνη πξνγξακκαηηζκνχ  λα είλαη εθηθηέο ή ην θφζηνο ηνπ πξνγξάκκαηνο 
αθέξαησλ αξηζκψλ λα ππεξβαίλεη C . Ζ ηειηθή ιχζε είλαη εγγπεκέλε γηα λα είλαη εθηθηή 

ζην πξφβιεκα (1) αιιά κπνξεί λα κελ είλαη βέιηηζηε. 

Άιια heuristics είλαη πηζαλά γηα ηε γελλήηξηα πξνγξάκκαηνο. Γηα παξάδεηγκα, ε πξφζζεζε 

πεξηνξηζκψλ βαζηζκέλσλ ζηηο ππνινγηζκέλεο ππφ-θιίζεο ηεο ιεηηνπξγίαο επηπέδσλ 

εμππεξέηεζεο αθνξά ηε ζηειέρσζε ζε θάζε πεξίνδν πξνγξακκαηηζκνχ. Ζ αμηνιφγεζε  ησλ 

ππφ-θιίζεσλ είλαη ππνινγηζηηθά αξθεηά πην αθξηβά απφ ην επίπεδν εμππεξέηεζεο σο 

απνηέιεζκα ηνπ ηξέρνληνο πξνγξάκκαηνο, πνπ απαηηεί φιε απηή ε δηαδηθαζία . Ζ δηαδηθαζία  

έρεη ην πιενλέθηεκα λα ζπγθιίλεη ζηε βέιηηζηε ιχζε, αιιά κφλν εάλ ε ιεηηνπξγία επηπέδσλ 

εμππεξέηεζεο είλαη θνίιε ζην δηάλπζκα ζηειέρσζεο. Σν επίπεδν εμππεξέηεζεο γηα ην 

πξφβιεκα (1) δελ είλαη κηα θνίιε ιεηηνπξγία ηεο ζηειέρσζεο εάλ εμεηαζηνχλ φια ηα πηζαλά 

επίπεδα ζηειέρσζεο νχηε νη απμήζεηο ησλ επηπέδσλ εμππεξέηεζεο απφ κεδέλ ζε έλα 

ζχκθσλα κε κηα θακπχιε S-shaped θαζψο ε ζηειέρσζε απμάλεηαη.  

Υπολογιστικά πειράματα 

 Έρνπκε ζπγθξίλεη ηελ απφδνζε ηεο κεζφδνπ καο κε ηελ ΄΄θαηά πξνζέγγηζε΄΄ κέζνδν 
θαη κε ηελ αλαιπηηθή κέζνδν cutting planes (ΑCCPM) ζε πνηθίια δνθηκαζηηθά πξνβιήκαηα. 
Σν παξάξηεκα Γ πεξηγξάθεη πψο εθαξκφζακε ηε ACCPM ζην πξφηππν καο. Καηά ηελ 
επίιπζε ησλ πξνγξακκάησλ αθέξαησλ αξηζκψλ, ζέηνπκε κέγηζην ράζκα δπαδηθφηεηαο ην 
0.5% θαη ην κέγηζην αξηζκφ απιψλ επαλαιήςεσλ ζε 5000, εθηφο εάλ ε επίιπζε ησλ 
πξνγξακκάησλ αθέξαησλ αξηζκψλ γηα λα ππνινγίζνπκε  ηα ρακειφηεξα φξηα  είλαη κε 
ACCPM, φπνπ αθήλνπκε ην κέγηζην ράζκα δπαδηθφηεηαο ζηελ πξνθαζνξηζκέλε ηνπ αμία. Ζ 
παξάκεηξνο β βαζηζκέλε ζε πεηξακαηηζκνχο ηέζεθε ζην 0.7. Θέζακε ηελ πεξίνδν 

ππνινγηζκνχ  ζε 5 ιεπηά ζε φια ηα πεηξάκαηα. 

΢ηελ επηινγή ησλ πξνβιεκάησλ δνθηκήο, ν ζηφρνο καο ήηαλ λα πξνζδηνξίζνπκε ηηο 
θαηαζηάζεηο φπνπ ε πξνζέγγηζή καο είλαη πιένλ πηζαλή λα είλαη επεξγεηηθή. Ο Green (2001, 
2003) έδεημε φηη ε αλψηαηε ηξνπνπνίεζε θαζπζηεξήζεσλ ζε ζρέζε κε ηε  πξνζέγγηζε SIPP 
βειηηψλεη αξθεηά ηελ αμηνπηζηία ζε πνιιέο θαηαζηάζεηο. Γηα ηελ πξψηε δνθηκή πήξακε έλα 
ζχλνιν 27 πξνβιεκάησλ φπνπ εζηηάζακε ζηηο θαηαζηάζεηο φπνπ ε αλψηαηε πξνζέγγηζε 
θαζπζηεξήζεσλ είλαη ειάρηζηα αμηφπηζηε, δειαδή, ζε θαηαζηάζεηο φπνπ ε δπλαηφηεηα 
ππεξεζηψλ πεξηνξίδεη ηηο ψξεο ιεηηνπξγίαο , κεγάιεο δηαθπκάλζεηο ζην πνζνζηφ άθημεο, 
καθξνρξφληνπο κέζνπο ρξφλνπο ππεξεζηψλ θαη ζχληνκεο πεξηφδνπο πξνγξακκαηηζκφ. 
Καζνξίζακε ηηο ψξεο ιεηηνπξγίαο ζε 12 θαη ρξεζηκνπνηήζακε κηα εκηηνλνεηδή ιεηηνπξγία 
πνζνζηνχ άθημεο ι(t)=ι{1+γsin(πt/4)} γηα ηε δηεπθξίληζε ηεο αλνκνηνγελνχο δηαδηθαζίαο 
άθημεο Poisson. Ζ παξάκεηξνο γ είλαη ην ζρεηηθφ εχξνο θαη ε παξάκεηξνο ι θαζνξίδεη (αιιά  



Μεηαπηπρηαθή Γηαηξηβή                                                                                                                      Κσλζηαληίλα Γήιηα 

90 
Αθέξαηνο Πξνγξακκαηηζκφο  

δελ είλαη ίζε) ην κέζν πνζνζηφ άθημεο. Απηή ε ιεηηνπξγία πνζνζηνχ άθημεο έρεη δχν αηρκέο, 
ζην t=2 θαη 10, αληηζηνηρψληαο ζε πξσηλή θαη απνγεπκαηηλή αηρκή. Σν κέζν πνζνζηφ άθημεο 

θαηά ηε δηάξθεηα ησλ 12 σξψλ είλαη  =ι(1+2γ/(3π)).Καζνξίζακε ζηα 27 πξνβιήκαηα δνθηκήο  
λα θπκαίλνληαη ην πνζνζηφ ππεξεζηψλ (κ =1, 2, ή 4 πειάηεο αλά ψξα), ην κέζν 

πξνζθεξφκελν θνξηίν r=  /κ(16, 32, ή 64) θαη ην κήθνο κηαο πεξηφδνπ πξνγξακκαηηζκνχ δ 
(ψξεο 0.25, 0.5, ή 1). Καζνξίζακε ην ζρεηηθφ εχξνο γ=1 . Σν παξάδεηγκα πνπ πξναλαθέξακε 
ζε πξνεγνχκελε ελφηεηα είλαη έλα απφ ηα πξνβιήκαηα ζε απηφ ζχλνιν, πνπ αληηζηνηρεί ζε 
κ=2,r=64 θαη δ=0.25. 

Γηα λα δηεπθνιχλνπκε ηε ζχγθξηζε κε ηα απνηειέζκαηα ρξεζηκνπνηήζακε έλα θαηψηαην φξην 

η=0 (ην επίπεδν εμππεξέηεζεο είλαη ίζν ζε απηήλ ηελ πεξίπησζε), κε ηελ πηζαλφηεηα κίαο 

θαζπζηέξεζεο ησλ ζεηξψλ αλακνλήο. Σν ειάρηζην επίπεδν εμππεξέηεζεο ηέζεθε = 

80%. Δθηειέζακε επίζεο ηα ίδηα πεηξάκαηα κε έλα θαηψηαην φξην η= 20 δεπηεξφιεπηα (έλαο 

θνηλφο ζηφρνο γηα ηα ηειεθσληθά θέληξα) θαη επηηχρακε παξφκνηα αξηζκεηηθά απνηειέζκαηα. 

Υξεζηκνπνηήζακε έλα ζχλνιν κεηαηνπίζεσλ πνπ πηζηεχνπκε φηη είλαη ξεαιηζηηθέο θαη νη 

νπνίεο ζα δηεπθξηληζηνχλ σο εμήο. Οη βάξδηεο κπνξνχλ λα είλαη 4, 6, ή 8 ψξεο ζε δηάξθεηα, 

ζπκπεξηιακβαλνκέλσλ ησλ δηαιεηκκάησλ. Ο αξηζκφο δηαιεηκκάησλ πνηθίιιεη απφ 1 έσο 3 

αλάινγα κε ην κήθνο ηεο βάξδηαο θαη ην κήθνο ηεο πεξηφδνπ πξνγξακκαηηζκνχ θαη ν 

ζπγρξνληζκφο ησλ δηαιεηκκάησλ είλαη εχθακπηνο. Οη βάξδηεο κπνξνχλ λα αξρίδνπλ ζε 

νπνηαδήπνηε πεξίνδν πξνγξακκαηηζκνχ, εθ' φζνλ ηειεηψλνπλ κέρξη ην ρξφλν Σ. Ο αξηζκφο 

ησλ επηηξεπηψλ βαξδηψλ πνηθίιεη απφ 45 γηα  δ=1 ζε 243 γηα δ=0.25.Θέηνπκε ην θφζηνο θάζε 

βάξδηαο ίζν κε ηνλ αξηζκφ ησλ σξψλ εξγαζίαο (απνθιείνληαο ηα δηαιείκκαηα) πνπ 

πεξηιακβάλνληαη ζε απηή. ΢πλεπψο, ην θφζηνο ελφο πξνγξάκκαηνο είλαη ίζν κε ην ζπλνιηθφ 

αξηζκφ ησλ ζρεδηαζκέλσλ εξγαηνσξψλ. 

 ΢πγθξίλνπκε ηε κέζνδφ καο κε ηελ ΄΄θαηά πξνζέγγηζε΄΄ κέζνδν θαη κε ηελ πξνζέγγηζε 

ACCPM. Αξρίδνπκε κε ηελ πεξηγξαθή ησλ ζπγθξίζεψλ καο ζηελ ΄΄θαηά πξνζέγγηζε΄΄ 

κέζνδν, φπνπ ιχλνπκε θάζε δνθηκαζηηθφ πξφβιεκα ηξεηο θνξέο: ρξεζηκνπνηψληαο ηε ΄΄θαηά 

πξνζέγγηζε΄΄ κέζνδν κε SIPP θαη ηηο αλψηαηεο αλάγθεο ζηειέρσζεο θαζπζηεξήζεσλ 

ιακβάλνπκε ηηο ιχζεηο  θαη  θαη κε ηε δηθή καο ηε  . Δάλ ην ειάρηζην επίπεδν 

εμππεξέηεζεο S  (πνπ αμηνινγείηαη ρξεζηκνπνηψληαο ηε κέζνδν ηπραηνπνίεζεο) ηεο 

αλψηαηεο ιχζεο θαζπζηεξήζεσλ είλαη κηθξφηεξν απφ ην επηζπκεηφ ειάρηζην , ηφηε 
ρξεζηκνπνηνχκε ηε κέζνδφ καο κε ηνλ πεξηνξηζκφ SL(t)   γηα λα ιάβνπκε ηελ ηέηαξηε 

ιχζε . 

Ο πίλαθαο 6 παξνπζηάδεη ην θφζηνο θαη ην ειάρηζην επίπεδν εμππεξέηεζεο ησλ ιχζεσλ πνπ 
ιακβάλνληαη κε ην SIPP, ηε κέγηζηε θαζπζηέξεζε θαη ηελ πξνζέγγηζή καο γηα θάζε έλα 
δνθηκαζηηθφ πξφβιεκα. Γηα ηηο θαηά πξνζέγγηζε αλψηαηεο πξνζεγγίζεηο SIPP θαη 
θαζπζηεξήζεσλ, παξνπζηάδνπκε επίζεο ηα δηαιείκκαηα ησλ πέληε ιεπηψλ θαηά ηε δηάξθεηα 
ησλ νπνίσλ ηα επίπεδα εμππεξέηεζεο παξνπζηάδνπλ πηψζε θάησ απφ ην 80%. 
Τπνινγίζακε ην πνζνζηφ ηεο κείσζεο δαπαλψλ πνπ επηηεχρζεθε απφ ηελ πξνζέγγηζή καο 
έλαληη ηεο αλψηαηεο πξνζέγγηζεο θαζπζηεξήζεσλ σο 1-C( )/C( ) (ζηήιε (7) ζηνλ πίλαθα 
6). Όηαλ ε κέζνδνο ηεο αλψηαηεο πξνζέγγηζε θαζπζηεξήζεσλ νδήγεζε ζε κηα αλέθηθηε 
ιχζε, ρξεζηκνπνηήζακε 1- C( )/C( )  γηα λα ππνινγίζνπκε έλα ελαιιαθηηθφ κέηξν ηεο 
κείσζεο ηνπ πνζνζηνχ ηνπ θφζηνπο (ζηήιε (10) ζηνλ πίλαθα 6). Ο πίλαθαο 6 απνθαιχπηεη ηηο 
αθφινπζεο ηάζεηο: 

 Ζ πξνζέγγηζε SIPP είλαη ηδηαίηεξα αλαμηφπηζηε γηα ηα δνθηκαζηηθά πξνβιήκαηα. Ζ 
αλψηαηε ηξνπνπνίεζε θαζπζηεξήζεσλ είλαη πην αμηφπηζηε, αιιά απνηπγράλεη λα 
παξάγεη κηα ιχζε πνπ ηθαλνπνηεί ηνλ πεξηνξηζκφ επηπέδσλ εμππεξέηεζεο γηα ηα  13 
απφ ηα 27 πξνβιήκαηα. 

  Ζ πξνζέγγηζή καο νδήγεζε ζε ρακειφηεξν θφζηνο απφ ηελ θαηά πξνζέγγηζε 
αλψηαηε θαζπζηέξεζε γηα φια ηα πξνβιήκαηα, αθφκε θαη γηα απηά φπνπ ε ιχζε ηεο 
αλψηαηεο θαζπζηέξεζεο ήηαλ αλέθηθηε. Ζ εμνηθνλφκεζε θφζηνπο πνπ θπκαίλεηαη 
απφ 1.4% σο 10.4%, ππνινγίδεηαη θαηά κέζν φξν ζην 5.5%. 

  Ζ εμνηθνλφκεζε θφζηνπο είλαη αθφκα κεγαιχηεξε φηαλ ξπζκίδνπκε ηα πνζνζηά 
απνηακίεπζεο γηα ηα πξνβιήκαηα δνθηκήο φπνπ ε αλψηαηε ιχζε θαζπζηεξήζεσλ 
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ήηαλ αλέθηθηε, κε ηηο κεηψζεηο δαπαλψλ πνπ θπκαίλνληαη απφ 1.4% σο 30.2%, κε  
κέζν φξν ην 11.0%. 

  Σν θφζηνο ηεο ιχζεο κεηψλεηαη θαζψο κηθξαίλεη ην κήθνο ηεο πεξηφδνπ 
πξνγξακκαηηζκνχ φηαλ ην κ θαη ην r θαζνξίδνληαη θαη γηα ηηο δχν πξνζεγγίζεηο .Απηφ 
ζπκβαίλεη, επεηδή ην κεησκέλν κήθνο πεξηφδνπ πξνγξακκαηηζκνχ ππνλνεί ηελ 
πξφζζεηε επειημία ζρεδηαζκνχ, νπφηε ην θφζηνο ιχζεο πξέπεη λα κεησζεί. 
 

Ο πίλαθαο 7 παξνπζηάδεη  ηνπο ρξφλνπο ππνινγηζκνχ γηα ηελ ΄΄θαηά πξνζέγγηζε΄΄ κέζνδν θαη 
ηελ πξνζέγγηζή καο. Ο ρξφλνο ππνινγηζκνχ γηα ηελ πξνζέγγηζή καο δηαηξείηαη ζε ρξφλν γηα 
ηελ αξρηθή δηαδηθαζία εθηίκεζεο παξακέηξνπ θαη ζε ρξφλν γηα ηηο επαλαιήςεηο κεηαμχ ηεο 
επίιπζεο ησλ πξνγξακκάησλ αθέξαησλ αξηζκψλ θαη ηνπ ππνινγηζκνχ ησλ επηπέδσλ 
εμππεξέηεζεο. Καηά κέζν φξν, 33% ηνπ ρξφλνπ ππνινγηζκνχ μνδεχηεθε ζηε δηαδηθαζία 
εθηίκεζεο παξακέηξνπ. Ο ζπλνιηθφο ρξφλνο ππνινγηζκνχ αλά πξφβιεκα θπκάλζεθε απφ 
0.26 έσο 5.31 ιεπηά. 

Βξήθακε ηνπο ρξφλνπο ππνινγηζκνχ ηεο κεζφδνπ καο γηα ηα δνθηκαζηηθά πξνβιήκαηα  λα 
είλαη ηδηαίηεξα πξνβιέςηκφο σο ιεηηνπξγία ησλ πεηξακαηηθψλ παξαγφλησλ κ, r, θαη δ. Ο 

ππνινγηζκφο εθηίκεζεο ηεο παξακέηξνπ ζηνλ πίλαθα 7 πξνζεγγίζηεθαλ θνληά ζην  = 0.97 

απφ 0.00024 . Έλα πην ζχληνκν κήθνο πεξηφδνπ πξνγξακκαηηζκνχ ππνλνεί  λα 
ππνινγίδνληαη πεξηζζφηεξεο πεξίνδνη πξνγξακκαηηζκνχ θαη πεξηζζφηεξεο παξάκεηξνη, έηζη 
ψζηε ε αληίζηξνθε ζρέζε κε ην δ  λα είλαη αλακελφκελε. Έλα πςειφηεξν πξνζθεξφκελν 
θνξηίν r ππνλνεί φηη ε κέζνδνο ηπραηνπνίεζεο ζα πξέπεη λα ιχζεη ηα κεγαιχηεξα ζπζηήκαηα 
θαη επνκέλσο ν ρξφλνο εθηίκεζεο παξακέηξνπ γηα θάζε κία πεξίνδν πξνγξακκαηηζκνχ 
απμάλεηαη. Αλαιχζακε ηνλ αξηζκφ επαλαιήςεσλ θαη ην κέζν ρξφλν αλά επαλάιεςε ρσξηζηά 
θαη βξήθακε ηνλ αξηζκφ επαλαιήςεσλ  λα είλαη ζρεδφλ αλεμάξηεηνο απφ ην δ, ελψ ν κέζνο 
ρξφλνο αλά επαλάιεςε ήηαλ ζρεδφλ αλεμάξηεηνο απφ ην κ. 

 

Πίνακασ 6 Αποτελζςματα δαπανών και επιπζδων εξυπηρζτηςησ 
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Πίνακασ 7 Χρόνοσ υπολογιςμοφ (πρακτικά) 

 

 

΢πλδπαζκφο απηψλ ησλ δχν αλαιχζεσλ νδήγεζαλ ζηελ αθφινπζε πξνζέγγηζε γηα ην ρξφλν 

ππνινγηζκνχ επαλαιήςεσλ( ):0.0067 . Ο ρξφλνο ππνινγηζκνχ αλά 
επαλάιεςε πξέπεη λα κεησζεί κε ηελ αχμεζε ηνπ κήθνο ηεο πεξηφδνπ πξνγξακκαηηζκφ, 
επεηδή νη κηθξφηεξεο ρξνληθέο πεξίνδνη πξνγξακκαηηζκνχ ππνλννχλ έλα κεγαιχηεξν αξηζκφ 
επηηξεπηψλ κεηαηνπίζεσλ θαη σο εθ ηνχηνπ έλα κεγαιχηεξν πξφγξακκα αθέξαησλ αξηζκψλ. 
Ζ πξνζέγγηζε ηεο εμίζσζεο επηβεβαηψλεη απηήλ ηελ πξνζδνθία. Πξνεηδνπνηνχκε φηη είλαη κε 
αζθαιέο λα πξνεθηείλνπκε ηηο εμηζψζεηο πξνζέγγηζεο ζηηο θαηαζηάζεηο πέξα απφ ηα 
πξνβιήκαηα δνθηκήο πνπ εμεηάζακε, ηδηαίηεξα φηαλ απηέο πνηθίιινπλ θαη εκείο θξαηήζακε 
θάπνηνπο παξάγνληεο ζηαζεξνχο (παξαδείγκαηνο ράξηλ, πεξηνξηζκέλεο ψξεο ιεηηνπξγίαο ). 
Γηα λα ζπγθξίλνπκε ηε κέζνδφ καο κε ηε ACCPM, ηξέμακε ηνλ αιγφξηζκν δχν θνξέο γηα θάζε 
έλα απφ ηα 27 πξνβιήκαηα. Καη' αξράο, δψζακε ζηε ACCPM ηνλ ίδην ππνινγηζηηθφ 
πξνυπνινγηζκφ κε ηε κέζνδφ καο θαη θαηαγξάςακε ηελ θαιχηεξε ιχζε  πνπ βξέζεθε απφ  

ηε ACCPM. Γεχηεξνλ, ηξέμακε ηε ACCPM έσο φηνπ βξεζεί ε ιχζε  γηα ηελ νπνία ηα 
ρακειφηεξα θαη αλψηεξα φξηα δηαηεξνχληαη θνληά ζην 1% αλάκεζα ζηηο  δχν κεζφδνπο. Ο 
πίλαθαο 8 παξνπζηάδεη ην ειάρηζην επίπεδν εμππεξέηεζεο, θφζηνο θαη ρξφλν ππνινγηζκνχ 
πνπ απαηηείηαη γηα λα βξεζνχλ νη ιχζεηο  (κε ηε κέζνδφ καο),  θαη . Παξνπζηάδνπκε 
επίζεο  ράζκαηα βειηηζηνπνίεζεο θαη γηα ηηο δχν κεζφδνπο, πνπ ππνινγίδνληαη σο C /LB-

1 γηα ηε κέζνδφ καο θαη C /LB-1 γηα ACCPM, φπνπ LB είλαη ην θαιχηεξν ρακειφηεξν φξην 

πνπ βξέζεθε απφ ηε ACCPM. 

΢πγθξίλνληαο ηε κέζνδφ καο κε ηε ACCPM, παξαηεξνχκε ηα εμήο: 

 Όηαλ δίλεηαη ν ίδηνο ππνινγηζηηθφο πξνυπνινγηζκφο φπσο ζηε κέζνδφο καο, ην 
ACCPM βξήθε ιχζεηο πνπ ήηαλ 11-88% πην δαπαλεξέο απφ εθείλεο πνπ βξίζθνληαη 
κε ηε κέζνδφ καο.  

 Σν ACCPM  εθηειείηαη έσο φηνπ βξεζεί κηα ιχζε πνπ είλαη κέζα ζην 1% ησλ 
βέιηηζησλ ιχζεσλ πνπ απαηηείηαη ραξαθηεξηζηηθά γηα 20 ρξφλνπο, φπσο ζηε κέζνδφ 
καο.  

 ΢πγθξίλνληαο ηηο θαιχηεξεο ιχζεηο πνπ βξίζθνληαη κε ηηο δχν κεζφδνπο, ε ACCPM 
βξήθε κηα θαιχηεξε ιχζε γηα  ηα 20πξνβιήκαηα δνθηκήο, ε κέζνδφο καο βξήθε 
θαιχηεξε ιχζε γηα ηα 3 πξνβιήκαηα θαη ην θφζηνο ήηαλ ίδην γηα 4 πξνβιήκαηα. Σν 
κέζν ράζκα βειηηζηνπνίεζεο ήηαλ 0.76% (κέγηζην = 0.99%) γηα ηε ACCPM θαη 
1.19% (κέγηζην = 2.53%) γηα ηε κέζνδφ καο. 

 

 Ζ ACCPM έρεη ην ζεκαληηθφ πιενλέθηεκα λα βξίζθεη ηα ρακειφηεξα φξηα ζην βέιηηζην 

θφζηνο ηνπ πξνβιήκαηνο (1). Γπζηπρψο, βαζηζκέλνη ζηα πεηξάκαηά καο, θαίλεηαη φηη ν 
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ππνινγηζκφο ηεο αμίαο ησλ ρακειφηεξσλ νξίσλ είλαη πνιχ ρξνλνβφξνο. Λφγσ απηνχ, γηα δχν 

πεξηπηψζεηο ηνπ πξνβιήκαηνο (πνπ ππνδεηθλχνληαη ζηνλ πίλαθα 8), είκαζηε αλίθαλνη λα 

βξνχκε ηηο ιχζεηο πνπ είλαη εγγπεκέλεο λα είλαη κέζα ζην 1% ησλ βέιηηζησλ κέζα ζε 5 ψξεο 

απφ ην ρξφλν ππνινγηζκνχ. Ο ππνινγηζκφο ησλ ρακειφηεξσλ νξίσλ πεξηιακβάλεη ηελ 

επίιπζε ησλ πξνγξακκάησλ αθέξαησλ αξηζκψλ. Σν δνθηκάζακε απηφ, αιιά θάλεθε φηη ε 

κείσζε ηνπ ρξφλνπ πνπ απαηηείηαη  γηα λα ππνινγηζηνχλ ηα ρακειφηεξα φξηα ήξζαλ εηο βάξνο 

ελφο κεγαιχηεξνπ αξηζκνχ επαλαιήςεσλ θαη ν ζπλνιηθφο ρξφλνο ππνινγηζκνχ δελ ήηαλ 

κεησκέλνο. Αλη' απηνχ, γηα ηηο δχν πξναλαθεξζείζεο πεξηπηψζεηο πξνβιήκαηνο, ιχζακε ηα 

ρακειφηεξα φξηα ησλ πξνγξακκάησλ αθέξαησλ αξηζκψλ κέζα ζην 0.5% ησλ βέιηηζησλ. Απηφ 

κείσζε πνιχ ην ρξφλν ππνινγηζκνχ, αιιά ηα ρακειφηεξα φξηα γηα απηέο ηηο πεξηπηψζεηο 

πξνβιήκαηνο δελ είλαη εγγπεκέλα γηα λα ηζρχζνπλ. Γηα ην πξνεγνχκελν ζχλνιν πεηξακάησλ, 

ε εμνηθνλφκεζε θφζηνπο ηεο πξνζέγγηζήο καο πέξα απφ ηελ αλψηαηε ιχζε θαζπζηεξήζεσλ 

θπκάλζεθε απφ 0% (ζε 9 πεξηπηψζεηο) σο 8.6% θαη ππνινγίζηεθε θαηά κέζν φξν ζην  3.5%, 

θαη γηα ην ηειεπηαίν ζχλνιν, ε εμνηθνλφκεζε θφζηνπο θπκάλζεθε απφ 0% (ζε 9 πεξηπηψζεηο) 

σο 3.0%, ππνινγίδνληαο θαηά κέζν φξν ην 1.0%. 

 

 

 Περίληψη και συμπεράσματα 

 Αλαπηχμακε κηα πξνζέγγηζε ιχζεο γηα ην πξφβιεκα πνπ εκθαλίδεηαη ζην 

κεγαιχηεξν κέξνο ηεο έξεπλαο γηα ην ζρεδηαζκφ γχξνπ θαη κεηαηφπηζεο (πξφβιεκα (1)). Μηα 

ζπλήζεο ρξεζηκνπνηεκέλε πξνζέγγηζε νδεγεί ζπρλά ζε αλέθηθηεο ιχζεηο ζην πξφβιεκα. 

Δκείο εμεηάζακε ηελ πξνζέγγηζή καο ζε ηξία ζπλνιηθά πξνβιεκάησλ. Σν πξψην ζχλνιν 

αληηζηνηρεί ζηηο θαηαζηάζεηο φπνπ ε ΄΄θαηά πξνζέγγηζε΄΄ κέζνδνο απνδείρηεθε ε ιηγφηεξν 

αμηφπηζηε. ΢ε απηήλ ηελ ξχζκηζε, ε αλψηαηε παξαιιαγή θαζπζηεξήζεσλ ηεο ΄΄θαηά 

πξνζέγγηζε΄΄ κεζφδνπ παξήγαγε εθηθηέο ιχζεηο ζε 14 απφ ηα 27 πξνβιήκαηα. Ζ πξνζέγγηζή 

καο, ε νπνία είλαη εγγπεκέλε γηα λα παξάγεη κηα εθηθηή ιχζε, νδεγεί ζηελ εμνηθνλφκεζε 

θφζηνπο έλαληη ηεο αλψηαηεο πξνζέγγηζεο θαζπζηεξήζεσλ ζηα 27 δνθηκαζηηθά πξνβιήκαηα, 

πνπ θπκαίλνληαη απφ 1.4% έσο 10.4%. Γηα ηα άιια δχν ζχλνια πεηξακάησλ, ε ΄΄θαηά 

πξνζέγγηζε΄΄ κέζνδνο  δηελεξγείηαη ζρεηηθά θαιχηεξα, αιιά εληνχηνηο ε πξνζέγγηζή νδεγεί 

ζηελ ηδηαίηεξε εμνηθνλφκεζε θφζηνπο ζε πνιιέο πεξηπηψζεηο. Γηα ην πξψην ζχλνιν 

πεηξακάησλ, ζπγθξίλακε επίζεο ηελ πξνζέγγηζή καο κε ηε ACCPM, κηα πξνζέγγηζε πνπ 

παξέρεη ηα ρακειφηεξα φξηα ζην ειάρηζην θφζηνο θαη απηφ κπνξεί λα ρξεζηκνπνηεζεί γηα λα 

βξεζνχλ ζπλνιηθά βέιηηζηεο ιχζεηο. Με βάζε ηα ρακειφηεξα φξηα ζηελ ACCPM, νη ιχζεηο 

απφ ηελ πξνζέγγηζή καο ήηαλ γεληθά κέζα ζην 2% ησλ βέιηηζησλ θαη ιήθζεθαλ ζε ιηγφηεξν 

ρξφλν απφ ηηο ιχζεηο ζηε ACCPM. 
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Πίνακασ 8 ΢φγκριςη τησ μεθόδου και ACCPM μασ 

 

Ζ πξνθαλέζηεξε ρξήζε γηα ηελ πξνζέγγηζή καο είλαη ζηηο θαηαζηάζεηο φπνπ ε ΄΄θαηά 
πξνζέγγηζε΄΄  κέζνδνο  είλαη γλσζηή γηα λα παξάγεη ιχζεηο, φπνπ νη πεξηνξηζκνί επηπέδσλ 
εμππεξέηεζεο δελ ηθαλνπνηνχληαη. Δληνχηνηο, ε πξνζέγγηζή καο κπνξεί επίζεο λα νδεγήζεη 
ζηε εμνηθνλφκεζε θφζηνπο ζε άιιεο θαηαζηάζεηο, φπνπ ε ΄΄θαηά πξνζέγγηζε΄΄ κέζνδνο είλαη 
αμηφπηζηε, αιιά κε βέιηηζηε. Δπηπιένλ, ε πξνζέγγηζή καο κπνξεί λα ρξεζηκνπνηεζεί γηα 
επαιήζεπζε: Δάλ ε ΄΄θαηά πξνζέγγηζε΄΄ κέζνδνο είλαη αξθεηά αθξηβήο, ηφηε ε πξνζέγγηζή 
καο ζα νινθιεξσζεί κεηά απφ κία επαλάιεςε, απνδεηθλχνληαο φηη ε ιχζε απφ ηελ ΄΄θαηά 
πξνζέγγηζε΄΄ κέζνδν είλαη εθηθηή θαη βέιηηζηε ιχζε ζην πξφβιεκα (1). 

Έλα ζεκαληηθφ δήηεκα είλαη εάλ νη πεξηνξηζκνί επηπέδσλ εμππεξέηεζεο πξέπεη λα ηζρχνπλ 

πάληα ή λα αζξνηζηνχλ θαηά ηε δηάξθεηα ελφο καθξχηεξνπ ρξνληθνχ δηαζηήκαηνο. Ζ 

δηαηχπσζή καο έρεη ηνλ πεξηνξηζκφ ελφο επηπέδνπ εμππεξέηεζεο αλά πεξίνδν 

πξνγξακκαηηζκνχ. Ο ζθνπφο ηέηνησλ πεξηνξηζκψλ ζα κπνξνχζε λα παξάζρεη έλα ζπλεπέο 

επίπεδν ππεξεζίαο κε ηελ πάξνδν ηνπ ρξφλνπ. Όηαλ ην επίπεδν εμππεξέηεζεο είλαη 

ρακειφηεξν απφ ην επηζπκεηφ,  νη πειάηεο είλαη πνιχ πηζαλφ λα θχγνπλ ή λα κελ 

επηζηξέςνπλ ζην κέιινλ. Όηαλ ην επίπεδν εμππεξέηεζεο είλαη πςειφηεξν απφ ην επηζπκεηφ, 

νη πξνζδνθίεο ησλ πειαηψλ κπνξεί λα απμεζνχλ ζε ηέηνην επίπεδν πνπ ε νξγάλσζε λα κε 

κπνξεί λα ηηο ζηεξίμεη. Απηά ηα επηρεηξήκαηα πξνηείλνπλ φηη θάπνηνο πξέπεη λα 

ειαρηζηνπνηήζεη ηηο παξαιιαγέο ζην επίπεδν εμππεξέηεζεο. Έλαο πεξηνξηζκφο ζην ειάρηζην 

επίπεδν εμππεξέηεζεο καδί κε ηελ ειαρηζηνπνίεζε δαπαλψλ, φπσο ζην πξφβιεκα (1), ζα 

είλαη κεξηθέο θνξέο επαξθέο γηα απηφ ην ζηφρν. Δληνχηνηο, έλα απζηεξφ φξην ζην ζηηγκηαίν 

επίπεδν εμππεξέηεζεο ζα κπνξνχζε λα είλαη αληηπαξαγσγηθφ θαη ε πξνζέγγηζή καο κπνξεί 

λα ρεηξηζηεί ηέηνηεο ελαιιαθηηθέο ιχζεηο επηηξέπνληαο ζην επίπεδν εμππεξέηεζεο  λα κεησζεί 

θάησ απφ ην επηζπκεηφ ειάρηζην γηα ζχληνκα ρξνληθά δηαζηήκαηα ή πεξηνξίδνληαο ην κέζν 

επίπεδν εμππεξέηεζεο θαηά ηε δηάξθεηα κηαο πεξηφδνπ πξνγξακκαηηζκνχ, παξά ην ειάρηζην 

ζηηγκηαίν επίπεδν εμππεξέηεζεο. Σν ειάρηζην επηζπκεηφ επίπεδν εμππεξέηεζεο ζα 

κπνξνχζε επίζεο  λα πνηθίιεη κε ην ρξφλν, επεηδή νη πειάηεο κπφξεζαλ λα είλαη πην αλεθηηθνί 

ζηελ αλακνλή, παξαδείγκαηνο ράξηλ, ην βξάδπ.  

Ζ κειινληηθή έξεπλα ζα κπνξνχζε λα βνεζήζεη ζηελ επίιπζε δηάθνξσλ αιγνξίζκσλ θαη ζε 
πξνβιήκαηα πνπ αθνξνχλ ρξνλνπξνγξακκαηηζκφ. 

1.Πψο λα παξάγεηο πξνγξάκκαηα κε ηε ρξεζηκνπνίεζε κηαο πξνζέγγηζεο heuristic ή κηαο 
πξνζζήθεο πεξηνξηζκνχ πξνγξακκαηηζκνχ αθέξαησλ αξηζκψλ (ή πεξηθφπησληαο έλα 
ελαιιαθηηθφ heuristic) , ην νπνίν εμεηάδεη έλα ζρεηηθφ πξφβιεκα πνιιψλ δηαζηάζεσλ). 
Δπίζεο, πξνζζέηεθαλ πεξηθνπέο βαζηζκέλεο  ζε ππνινγηζηηθέο ππφ-θιίζεηο ηνπ επηπέδνπ 
εμππεξέηεζεο. Απηή ε πξνζέγγηζε ζα εγγπάηαη κηα βέιηηζηε ιχζε εάλ ην επίπεδν ππεξεζίαο 
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είλαη κηα θνίιε ιεηηνπξγία ηεο ζηειέρσζεο,( ε νπνία δελ είλαη). Έλα πιενλέθηεκα ησλ 
πεξηθνπψλ καο είλαη φηη απαηηνχλ κφλν ηελ αμηνιφγεζε ελφο επηπέδνπ εμππεξέηεζεο, ελψ  ε 
εθηίκεζε ησλ ππν-θιίζεσλ ρξεζηκνπνηψληαο κηα πεπεξαζκέλε πξνζέγγηζε δηαθνξάο απαηηεί 
κηα αμηνιφγεζε γηα θάζε πεξίνδν πξνγξακκαηηζκνχ. Οη πεξηθνπέο καο ζα κπνξνχζαλ λα 
γεληθεπηνχλ γηα λα θαζνξίζνπλ κηα εθηθηή πεξίνδν φπνπ επηηπγράλνληαη νη δηεπθξηληζκέλνη 
ζηφρνη ζρεηηθά κε ην επίπεδν εμππεξέηεζεο, ε πηζαλφηεηα ηεο εγθαηάιεηςεο θαη ε πηζαλφηεηα 
ηνπ θξαμίκαηνο. Δθ' φζνλ κπνξεί λα ηαμηλνκεζεί θάζε πεξίνδνο πξνγξακκαηηζκνχ σο εθηθηή 
ή αλέθηθηε θαη εθ' φζνλ κπνξεί νπνηαδήπνηε αλέθηθηε πεξίνδνο λα γίλεη εθηθηή κε ηελ αχμεζε 
ηνπ πξνζσπηθνχ, ν πξνγξακκαηηζκφο αθέξαησλ αξηζκψλ heuristic ηζρχεη. 

2.Πψο λα αμηνινγήζεηο έλα πξφγξακκα κε ηε ρξεζηκνπνίεζε ηεο πξνζνκνίσζεο ή ηεο 
αλαιπηηθήο πξνζέγγηζεο. Ζ πξνζνκνίσζε έρεη ην πιενλέθηεκα ηεο γεληθφηεηαο, αιιά νη 
αλαιπηηθέο πξνζεγγίζεηο πξέπεη λα εμεηαζηνχλ ζνβαξά. ΢ε ζχγθξηζε πξνζνκνίσζεο, έρνπλ 
ην πιενλέθηεκα φηη ν ζφξπβνο ζηηο εθηηκήζεηο ηνπ επίπεδν εμππεξέηεζεο δελ είλαη έλα 
δήηεκα. Όπσο έρνπκε παξνπζηάζεη, ηα ρξνληθά κεηαβαιιφκελα δεδνκέλα θαη ηα παξνδηθά 
απνηειέζκαηα κπνξνχλ λα αληηκεησπηζηνχλ αλαιπηηθά, κε ηε ρξεζηκνπνίεζε κηαο 

αξηζκεηηθήο πξνζέγγηζεο. Άιιν ζεκαληηθφ ραξαθηεξηζηηθφ γλψξηζκα είλαη ε πεηζαξρία πνπ 

απαηηείηαη φηαλ ηειεηψλνπλ νη θεληξηθνί ππνινγηζηέο ηηο βάξδηεο ηνπο. Ζ πξν-αγνξαζηηθή 
πεηζαξρία πνπ ρξεζηκνπνηήζακε ζα είλαη κεξηθέο θνξέο κε ξεαιηζηηθή. Μία πηζαλή 
ελαιιαθηηθή ιχζε είλαη ε εμαληιεηηθή πεηζαξρία ππεξεζηψλ, φπνπ νη θεληξηθνί ππνινγηζηέο 
νινθιεξψλνπλ ηελ ηξέρνπζα ππεξεζία πξηλ θχγνπλ.  

3.Σν φθεινο ηεο ρξεζηκνπνίεζεο ησλ ζηελψλ ρακειφηεξσλ νξίσλ. Σέηνηα φξηα κπνξνχλ λα 
επηηαρχλνπλ ηε ζχγθιηζε νπνηνπδήπνηε πξνγξακκαηηζκνχ-βαζηζκέλνπ ζηνλ αθέξαην αξηζκφ 
heuristic πνπ επαλαιακβάλεηαη κεηαμχ ηεο ζηειέρσζεο θαη ηνπ ζρεδηαζκνχ (βήκαηα 2 θαη 3 
ζηελ παξάγξαθν 1). 

4.΢πλδπαζκφο ησλ κεζφδσλ. Οη ππνινγηζκνί κε ηε ACCPM πξνηείλεη φηη ν ζπλδπαζκφο ηεο 
κε ηε κέζνδφ καο ζα κπνξνχζε λα είλαη κηα θαξπνθφξα ζηξαηεγηθή. Ζ κέζνδφο καο ζα 
κπνξνχζε λα ρξεζηκνπνηεζεί γηα λα παξάγεη γξήγνξα κηα θνληηλή, βέιηηζηε θαη εθηθηή ιχζε. 
Απηή ε ιχζε ζα κπνξνχζε έπεηηα λα ρξεζηκνπνηείηαη σο αξρηθή ιχζε απφ ηε ACCPM, ε 
νπνία ζα κπνξνχζε λα βειηηψζεη ηε ιχζε πεξαηηέξσ θαη λα παξέρεη ηα ρακειφηεξα φξηα ζην 
θφζηνο ιχζεο.  
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