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ΠΔΡΙΛΗΦΗ  

Αληηθεηκεληθφο ζθνπφο ηεο παξνχζαο δηπισκαηηθήο εξγαζίαο είλαη κέζσ ηεο ζεσξίαο 

ησλ παηγλίσλ , ε νπνία απνηειεί κία απφ ηηο ζεκαληηθφηεξεο εθαξκνγέο ηεο 

κηθξννηθνλνκηθήο ζεσξίαο, λα αλαιπζνχλ ηα ζηξαηεγηθά ππεξκεηξηθά παίγληα θαη ε 

ζπκπιεξσκαηηθφηεηα ηνπο. Αξρηθά, πξαγκαηνπνηήζεθε αλάιπζε ηεο ρξεζηκφηεηαο ησλ 

ππεξκεηξηθψλ παηγλίσλ θαη ησλ νηθνλνκηθψλ εθαξκνγψλ ηνπο. ΢ηε ζπλέρεηα , 

κειεηήζεθε ε ζηξαηεγηθή ζπκπιεξσκαηηθφηεηα θαη γεληθέο έλλνηεο, νξηζκνί θαη 

ζπκβνιηζκνί πνπ αλαπηχζζνληαη γχξσ απφ απηή ηε ζεσξία αιιά θαη ε αλάιπζε ησλ 

παηγλίσλ θαη ησλ ππεξκεηξηθψλ παηγλίσλ. Δπίζεο αλαπηχρζεθαλ ηα ζεκαληηθφηεξα 

ππνδείγκαηα ηνπ νιηγνπσιίνπ πνπ βαζίδνληαη ζε ζπγθεθξηκέλεο ζπκπεξηθνξέο ησλ 

επηρεηξήζεσλ θαη πσο εκπίπηνπλ ζηε ζεσξία ησλ παηγλίσλ. Σέινο , παξνπζηάζηεθε κία 

ζεηξά απφ ππνδείγκαηα θαη παίγληα ζπληνληζκνχ, ηα νπνία απνδεηθλχνληαη φηη είλαη 

ππεξκεηξηθά παίγληα θαη βαζίδνληαη ζηα πην βαζηθά ζεσξήκαηα ηεο αλάιπζεο απηήο. 
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ΚΔΦΑΛΑΙΟ 1Ο 

 

ΟΙΚΟΝΟΜΙΚΔ΢ ΔΦΑΡΜΟΓΔ΢ ΣΧΝ ΤΠΔΡΜΔΣΡΙΚΧΝ ΠΑΙΓΝΙΧΝ 

(ECONOMIC APPLICATIONS OF SUPERMODULAR GAMES) 

 

Διζαγωγή 

 

Ζ ζεσξία ησλ ππεξκεηξηθψλ παηγλίσλ απνηειεί κία απφ ηηο ζεκαληηθφηεξεο εθαξκνγέο 

ζηελ κηθξννηθνλνκία, ε νπνία κειεηάεη ηε ζηξαηεγηθή ζπκπεξηθνξά ησλ επηρεηξήζεσλ 

ζηελ αγνξά κίαο νηθνλνκίαο. Αζρνιείηαη κε ηελ επηινγή ηεο θαιχηεξεο ή άξηζηεο 

ζηξαηεγηθήο ζε θαηαζηάζεηο ζχγθξνπζεο. Ζ ζεσξία ησλ ππεξκεηξηθψλ παηγλίσλ κπνξεί 

λα βνεζήζεη κία επηρείξεζε λα πξνζδηνξίζεη ηηο ζπλζήθεο θάησ απφ ηηο νπνίεο αλ 

κεηψζεη ηηο ηηκέο ησλ πξντφλησλ ηεο δελ ζα μεθηλήζεη πφιεκνο ηηκψλ. Δπίζεο, κπνξεί λα 

βνεζήζεη κία εηαηξεία ψζηε λα απμήζεη ηε δπλακηθφηεηά ηεο ζην λα απνηξαπεί ε είζνδνο 

λέσλ επηρεηξήζεσλ ζην ζπγθεθξηκέλν θιάδν ηεο αγνξάο. 

 

Ζ ζεσξία ησλ ππεξκεηξηθψλ παηγλίσλ απνηειεί ην ζεκαληηθφηεξν εξγαιείν ζηελ κειέηε 

θαη παξαθνινχζεζε ησλ ζηξαηεγηθψλ παηγλίσλ. Σα ζηξαηεγηθά παίγληα (strategic 

games) είλαη θαηαζηάζεηο φπνπ ζπκκεηέρνπλ δχν ή πεξηζζφηεξνη παίθηεο θαη κε βάζε 

ηε ζηξαηεγηθή πνπ αθνινπζνχλ πξνζπαζνχλ λα επηηχρνπλ ην θιείζηκν ζπκθσληψλ ή ηε 

δηεπζέηεζε ζπγθξνχζεσλ. 

 

Ζ ζηξαηεγηθή ζθέςε απνηειεί έλα απφ ηα βαζηθφηεξα ζηνηρεία ησλ ζηξαηεγηθψλ 

παηγλίσλ θαη έρνπλ ηδηαίηεξε ζεκαζία ζηηο αιιειεπηδξάζεηο ελφο παίθηε κε ηνλ 
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ππφινηπν θφζκν, έρνληαο σο δεδνκέλν φηη ππάξρνπλ θαη άιινη παίθηεο νη νπνίνη έρνπλ 

ζθνπφ λα αθνινπζήζνπλ ηελ ίδηα ζηξαηεγηθή. Μέζσ απηήο ηεο ζεσξίαο , αλαιχεηαη ε 

ιήςε ζηξαηεγηθψλ απνθάζεσλ ζρεηηθά κε ηελ αιιειεπίδξαζε ηνπο κεηαμχ ησλ 

παηθηψλ αιιά θαη ηελ επηξξνή ηεο ζε δηάθνξνπο ηνκείο ηεο νηθνλνκίαο θαη ηελ 

ζπκπεξηθνξά ησλ επηρεηξήζεσλ κέζα ζε απηή. 

 

Ζ ζπκπεξηθνξά θάζε παίθηε αιιά θαη ε νξζνινγηθή ηνπ δξάζε πεξηιακβάλεη ηε 

δηαδηθαζία ηεο πξνεηνηκαζίαο ηεο εθαξκνγήο κίαο ζηξαηεγηθήο, ηε γλψζε ηνπ ζθνπνχ 

ηεο αιιά θαη ηνπο πεξηνξηζκνχο πνπ έρεη θαη ηέινο ηελ επηινγή ηεο άζθεζεο ηεο 

ζηξαηεγηθήο κε ηνλ θαιχηεξα ππνινγηζκέλν ηξφπν, βάζε ησλ θξηηεξίσλ πνπ έρεη νξίζεη 

ν ίδηνο. Απηφο είλαη θαη έλαο απφ ηνπο ιφγνπο πνπ  ε ζεσξία ησλ ππεξκεηξηθψλ 

παηγλίσλ απνηειεί ηελ επηζηεκνληθή ηεθκεξίσζε ηεο νξζνινγηθήο ζπκπεξηθνξάο ζε 

θαηαζηάζεηο αιιειεπίδξαζεο. ΢θνπφο ηεο άζθεζεο ηεο παξαπάλσ ζεσξίαο είλαη ε 

βέιηηζηε άζθεζε ζηξαηεγηθψλ ζε δηάθνξα πξνβιήκαηα θαη θαηαζηάζεηο πνπ δηέπνπλ 

ηελ νξγαλσκέλε αγνξά ζε κία νηθνλνκία.   

 

1.1 Η ΥΡΗ΢ΙΜΟΣΗΣΑ ΣΗ΢ ΘΔΧΡΙΑ΢ ΣΧΝ ΤΠΔΡΜΔΣΡΙΚΧΝ ΠΑΙΓΝΙΧΝ 

 

Σα ζηξαηεγηθά παίγληα ρξεζηκνπνηνχληαη θαη ζπλαληψληαη ζηελ πξνζσπηθή δσή ,ζην 

εξγαζηαθφ πεξηβάιινλ, ζηελ πνιηηηθή, ζηελ θνηλσλία αιιά πξσηίζησο ζηελ νηθνλνκία. 

Ζ  ζεσξία ησλ ππεξκεηξηθψλ παηγλίσλ  έρεη ζθνπφ αξρηθά λα εμεγήζεη ηελ θαηάζηαζε 

πνπ αιιειεπηδξνχλ νη απνθάζεηο ησλ παηθηψλ κε δηαθνξεηηθνχο  ζθνπνχο ψζηε λα 

γίλεη πην εχθνια θαηαλνεηή ε ζπγθεθξηκέλε θαηάζηαζε. Δπίζεο , ζε θαηαζηάζεηο φπνπ 

ππάξρνπλ πνιιαπινί ιήπηεο απνθάζεσλ, ησλ νπνίσλ νη αιιειεπηδξάζεηο ηνπο 

αζθνχληαη κε ζηξαηεγηθή, ε ζεσξία έρεη ζθνπφ λα πξνβιέςεη ηηο δξάζεηο πνπ ζα 

αλαιάβνπλ νη ιήπηεο ησλ απνθάζεσλ θαη ησλ απνηειεζκάησλ πνπ ελδέρεηαη λα 

πξνθχςνπλ. Ζ ζεσξία κπνξεί λα βνεζήζεη έλα παίθηε αλαθνξηθά κε κειινληηθέο 

αιιειεπηδξάζεηο επηζεκαίλνληαο ηνπ πνηεο ζηξαηεγηθέο είλαη πηζαλφλ λα επηθέξνπλ 
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ζεηηθά απνηειέζκαηα θαη πνηεο ππάξρεη πηζαλφηεηα λα απνθέξνπλ ην αληίζεην 

απνηέιεζκα. 

 

Παξφια απηά, ε ζεσξία ησλ ππεξκεηξηθψλ παηγλίσλ δελ έρεη πάληα άξηζηε 

ιεηηνπξγηθφηεηα. Έλα απνηέιεζκα γηα λα εμεγεζεί, πξνυπνζέηεη ηε ζσζηή θαηαλφεζε 

ησλ θηλήηξσλ θαη ηεο ζπκπεξηθνξάο ησλ παηθηψλ. Ζ πξνζέγγηζε πνπ αθνινπζείηαη 

απνηειείηαη απφ ην πιαίζην ηεο νξζνινγηζηηθήο επηινγήο ησλ αλεμάξηεησλ παηθηψλ θαη 

ε ηζνξξνπία ηεο αιιειεπίδξαζεο ηνπο. Τπάξρεη πηζαλφηεηα νη παίθηεο θαη νη 

αιιειεπηδξάζεηο ηνπο λα κε ζπκκνξθψλνληαη ζε απηφ ην πιαίζην. Δπίζεο , ε αλάιπζε 

ππνζέηεη φηη νη παίθηεο ζθέθηνληαη νξζνινγηζηηθά γηα λα κεγηζηνπνηήζνπλ ηνπο ζηφρνπο 

ηνπο , ελψ ζηελ πξαγκαηηθφηεηα δελ κπνξεί ν θάζε παίθηεο λα εθηηκήζεη θαη λα 

ιεηηνπξγήζεη ζηελ ηχρε. Ο θίλδπλνο απηφο κεηψλεηαη φζν φιν θαη πεξηζζφηεξνη παίθηεο 

δίλνπλ έκθαζε ζηελ ζηξαηεγηθή αιιειεπίδξαζε θαη παίξλνπλ απνθάζεηο κέζσ ησλ 

ζηξαηεγηθψλ ηνπο επηινγψλ. 

 

1.2 ΟΙΚΟΝΟΜΙΚΔ΢ ΔΦΑΡΜΟΓΔ΢ 

 

Ζ ζεσξία ησλ ππεξκεηξηθψλ παηγλίσλ βξίζθεη εθαξκνγή ζε δηαθνξεηηθνχο ηχπνπο θαη 

κνξθέο ηεο νηθνλνκίαο. Παξαθάησ παξαζέηνπκε κία κνξθή ηεο αγνξάο, ην μονοπώλιο 

(monopoly pass-through), έλαλ απφ ηνπο ζεκαληηθφηεξνπο δείθηεο ζε κία νηθνλνκία 

,ηε θεωπία ηος καηαναλωηή (consumer theory) , θαη ηέινο ηε θεωπία ηηρ ανάπηςξηρ 

(growth theory), ζηα νπνία εθαξκφδεηαη ε ζεσξία ησλ ππεξκεηξηθψλ παηγλίσλ. ΢ε 

θάζε πεξίπησζε ζα εθαξκφζνπκε ην ζεψξεκα ηνπ Topkis ,ψζηε λα επηηεπρζεί 

απνηειεζκαηηθφηεξε αλάιπζε. 
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Α΄ Πεπίπηωζη : Μονοπώλιο (Monopoly Pass-Through) 

 

Έζησ κηα κνλνπσιηαθή επηρείξεζε κε ζηαζεξή ηηκή κνλάδαο c κε ηηκή ρξέσζεο p ε 

νπνία αλήθεη ζην δηάζηεκα [c,∞] θαη έζησ ε άκεζε ζπλάξηεζε δήηεζεο D. Ζ ζπλάξηεζε 

θέξδνπο είλαη : 

Π(p, c)=(p-c)D(p) ,όπος p [c,∞] 

 

Γηα λα επαιεζεχζνπκε άκεζα ηηο αχμνπζεο δηαθνξέο ηεο ζπλάξηεζεο θέξδνπο, έρνπκε 

 2Π(p, c)/ p c=-D΄(p), ην νπνίν είλαη ζεηηθφ 0 αλ ηζρχεη D΄(p) 0. Δπεηδή ην εθηθηφ 

ζχλνιν [c,∞] έρεη ηε κνξθή ηνπ ζεσξήκαηνο ηνπ Topkis , ππνζέηνπκε φηη D΄(p) 0 ην 

νπνίν είλαη μεθάζαξν φηη νη αθξαίεο επηινγέο ηεο βέιηηζηεο ηηκήο p* απμάλνληαη κέζα 

ζην c. 

Παξαθάησ παξαζέηνπκε έλαλ ελαιιαθηηθφ ηξφπν γηα λα θαηαιήμνπκε ζην ίδην 

ζπκπέξαζκα. Όζν ε βέιηηζηε ηηκή παξακέλεη ακεηάβιεηε ζε κία κνλφηνλε κεηαηξνπή, 

κπνξνχκε ηζνδχλακα λα ππνινγίζνπκε 

log Π(p, c)=log (p-c) +log D(p)  , όπος ιζσύει p [c,∞] 

 

Όζν ηζρχεη 2Π(p, c)/ p c=(p-c)-2 0, ην επηζπκεηφ κνλνηνληθφ απνηέιεζκα εμαθνινπζεί 

θαη ηζρχεη. Παξαηεξνχκε φηη ην D δελ ρξεηαδφηαλ λα κεησζεί γηα λα δηαηεξεζεί ε ηηκή 

ηνπ. 
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΢ηε ζπλέρεηα, παξαζέηνπκε ζπγθξηηηθά ζηαηηζηηθά απνηειέζκαηα γηα κία κε κνλφηνλε 

ζπλάξηεζε κε ηνλ απιφ ηξφπν ρξήζεο ζηε δηαθνξάο ηεο κεηαβιεηήο. Οξίδνπκε σο 

νξηαθφ θφζηνο (marginal cost) ηε ζπλάξηεζε mΓp-c θαη δίλνπκε παξαθάησ ηζνδχλακα 

κε ηε δηαθνξά ζηε κεηαβιεηήο : 

 

logΠ(m ,c)=log(m)+log(D+ c) 

 

Ζ ηειεπηαία κεηαβιεηή παξαηεξνχκε φηη εκθαλίδεη θζίλνπζεο δηαθνξέο ζην (m, c) αλ ε 

ζπλάξηεζε D είλαη log-θνίιε. Δπεηδή ην ζχλνιν ησλ πεξηνξηζκψλ  είλαη ην [0,  

αθνινπζεί ην ζεψξεκα ηνπ Topkis φπνπ νη κέγηζηεο θαη νη ειάρηζηεο επηινγέο απφ ην 

νξηαθφ θφζηνο m*(c) κεηψλνληαη ζην c ή, ηζνδχλακα , νη αθξαίεο επηινγέο ηνπ p* έρνπλ 

θιίζε . Παξφια απηά, ην p* παίξλεη ηηκέο ε θιίζε ηνπ  ζην δηάζηεκα [0,1] θαη είλαη 

ζπλερήο θαη κνλήο απνηηκήζεσο. 

 

Β΄ Πεπίπηωζη: Η Θεωπία ηος Καηαναλωηή (Consumer Theory) 

 

Έζησ έλα πξφβιεκα κε ηνλ θαηαλαισηή λα κεγηζηνπνηεί ηε ρξεζηκφηεηα ηνπ U(ρ1,ρ2) 

απφ ηελ θαηαλάισζε δχν αγαζψλ ρ1 θαη ρ2 ζηηο ηηκέο ηνπο αληηζηνίρσο p1 θαη p2  θαη 

εηζφδεκα ηνπ θαηαλαισηή m. Τπνζέηνπκε φηη νη ζπλζήθεο ηεο αγνξάο είλαη ηέηνηεο φπνπ 

ην αγαζφ ρ1 είλαη έλα θαλνληθφ αγαζφ ή ε δήηεζε γηα ην πξνηφλ ρ1 απμάλεηαη βάζε ηνπ 

εηζνδήκαηνο m.Σν πξφβιεκα έγθεηηαη ζην max{U(x1+x2) : p1x1 + p2x2=m}. Αλ ε 

ρξεζηκφηεηα U απμεζεί ζην x2, ηφηε επηιχνπκε κε ηνλ πεξηνξηζκφ ηνπ x2 θαη ην 

εηζάγνπκε ζηε ζπλάξηεζε: 

 

max {U(x1,(m-p1x1)/p2) : x1  [0,m/p1]} 
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Τπνζέηνπκε φηη ε ρξεζηκφηεηα U είλαη νκαιή θαη έρεη αχμνπζεο δηαθνξέο ζην (ρ1 ,m) αλ 

θαη κφλν αλ ε παξφκνηα ζπλάξηεζε: 

 

p2 U21(x1,x2) –pU22 (x1,x2) 0, φπνπ ηζρχεη γηα θάζε x1,x2 0 

 

Βάζε ηνπ ζεσξήκαηνο ηνπ Topkis , πξνθχπηεη φηη ην αγαζφ ρ1 είλαη θαλνληθφ αγαζφ. Σν 

ζπγθεθξηκέλν απνηέιεζκα πξνθχπηεη αλ ην εηζφδεκα εθθξάδεηαη ζε δηαθξηηέο κνλάδεο. 

 

Γ΄ Πεπίπηωζη : Η Θεωπία ηηρ Ανάπηςξηρ (Growth Theory) 

 

Τπνζέηνπκε φηη έρνπκε έλα βέιηηζην κνληέιν αλάπηπμεο κε πηζαλφηεηεο απμήζεσο ησλ 

απνδφζεσλ. Έζησ ε ζπλάξηεζε ρξεζηκφηεηαο u γηα ηελ νπνία ηζρχεη u΄ 0 θαη u΄΄ 0 , ε 

ζπλάξηεζε παξαγσγήο f είλαη ηέηνηα ψζηε λα ηζρχεη f΄ 0 θαη ην πξνεμνθιεηηθφ επηηφθην 

λα είλαη ην δ θαη  λα αλήθεη ζην δηάζηεκα (0,1). Με yt λα ππνδειψλεη ην δεισζέλ 

εηζφδεκα , ηζρχεη: 

 

max -yt), η οποία ςπόκειηαι ζε xt+1=f(yt) και yt  [0,xt] 

 

΢ην δηπιφ δηάζηεκα ηεο ζπλάξηεζεο V2, ηθαλνπνηείηαη: 

 

V2(x)=max{u(x-y) +δu[f(y)] :y  [0,x] 
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΢ηε ζπγθεθξηκέλε πεξίπησζε παξαηεξνχκε φηη ε κέγηζηε ζπλάξηεζε δελ είλαη 

απαξαίηεην λα είλαη θνίιε ζην y ,άξα ην y*  κπνξεί λα είλαη πνιιαπιψλ ηηκψλ. Δπεηδή ε 

κέγηζηε ζπλάξηεζε έρεη αχμνπζεο δηαθνξέο ζην δηάζηεκα (x,y) , αθνινπζεί ην γεγνλφο 

φηη νη βέιηηζηεο  απνηακηεχζεηο y*(x)  απμάλνληαη ζην x. 
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ΚΔΦΑΛΑΙΟ 2Ο 

 

΢ΣΡΑΣΗΓΙΚΗ ΢ΤΜΠΛΗΡΧΜΑΣΙΚΟΣΗΣΑ  

STRATEGIC COMPLEMENTARY 

 

Διζαγωγή 

 

 Σν θεθάιαην απηφ πεξηιακβάλεη γεληθέο έλλνηεο θαη νξηζκνχο ζρεηηθέο κε ηελ παξνχζα 

πξννπηηθή ζηε ζεσξία ησλ παηγλίσλ θαη ηε ζπκπιεξσκαηηθφηεηα ηνπο. Ζ ζεσξία  ζην 

παξψλ θεθάιαην ρξεζηκνπνηείηαη ζηηο εθαξκνγέο πνπ αθνινπζνχλ ζηα επφκελα 

θεθάιαηα. Γηα  κία ζεηξά απφ πξνβιήκαηα βειηηζηνπνίεζεο φπνπ ε αληηθεηκεληθή 

ζπλάξηεζε θαη έλα ζχλνιν πεξηνξηζκψλ εμαξηψληαη απφ κία παξάκεηξν, ε ζπγθξηηηθή 

ζηαηηζηηθή αζρνιείηαη κε ηελ εμάξηεζε ησλ βέιηηζησλ ιχζεσλ γηα ηελ παξάκεηξν θαη ε 

κνλφηνλνο ζπγθξηηηθή ζηαηηζηηθή αζρνιείηαη κε ηηο βέιηηζηεο ιχζεηο, δηαθνξεηηθέο 

κνλνηνληθά κε ηελ παξάκεηξν. Ζ κνλφηνλνο ζπγθξηηηθή ζηαηηζηηθή είλαη ην θχξην ζέκα 

πνπ εμεηάδεηαη ζην παξψλ θεθάιαην αλαθνξηθά κε ηε ζεσξία ησλ παηγλίσλ θαη ηε 

ζπκπιεξσκαηηθφηεηα ηνπο. 

 

2.1 ΓΙΚΣΤΧΣΑ KAI ΤΠΔΡΜΔΣΡΙΚΔ΢ ΢ΤΝΑΡΣΗ΢ΔΙ΢ 

 

   ΢ρεηηθά κε ην πξφβιεκα ηεο κεγηζηνπνίεζεο (ή ηεο ειαρηζηνπνίεζεο) κίαο 

πξαγκαηηθήο αμίαο f(x) επί x ζε έλα ζχλνιν Υ, ε ζπλάξηεζε f(x) είλαη κία αληηθεηκεληθή 

ζπλάξηεζε, φπνπ x είλαη κία κεηαβιεηή απφθαζεο, ην ζχλνιν Υ ησλ εθηθηψλ ηηκψλ γηα 

ηε κεηαβιεηή απφθαζεο x είλαη ην πεξηνξηζηηθφ ζχλνιν θαη argmaxxEXf(x) θαη 
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argminxEX (f(x):xEX) φπνπ θαη ηα δχν ραξαθηεξίδνπλ ην ζχλνιν ησλ βέιηηζησλ ιχζεσλ. 

Δπίζεο, νξίδνπκε argminxEXf(x) θαη argmin(f(x):xEX) σο argmaxxEX(-f(x)). Ζ εζηίαζε 

ζηε κνλφηνλε ζπγθξηηηθή ζηαηηζηηθή πεξηιακβάλεη ηε ζπιινγή ησλ παξακεηξηθψλ 

πξνβιεκάησλ βειηηζηνπνίεζεο : maximize f(x,t) φπνπ xESt γηα θάζε παξάκεηξν t πνπ 

πεξηιακβάλεηαη ζε έλα ζχλνιν παξακέηξσλ Σ, φπνπ ην x είλαη ε κεηαβιεηή απφθαζεο, 

ην πεξηνξηζηηθφ ζχλνιν St είλαη έλα ππνζχλνιν ηνπ Υ θαη εμαξηάηαη απφ ηνλ ρξφλν t θαη 

ε αληηθεηκεληθή ζπλάξηεζε f(x,t) εμαξηάηαη απφ ηνλ ρξφλν t. H παξάκεηξνο t απφ ην 

ζχλνιν T εκθαλίδεηαη κε ην ζπκβνιηζκφ ηνπ ζπλφινπ ησλ βέιηηζησλ απνηειεζκάησλ, 

φπνπ argmaxxEStf(x)  θαη argmax(f(x, t):xESt). 

 

 H  κνλφηνλε ζπγθξηηηθή ζηαηηζηηθή ζεσξεί φηη νη ζπλζήθεο θάησ απφ ηηο νπνίεο ην 

ζχλνιν ησλ βέιηηζησλ ιχζεσλ  argmaxxEStf(x) απμάλεηαη κε ηελ παξάκεηξν t θαη 

κπνξεί λα γίλεη επηινγή ηεο βέιηηζηεο ιχζεο xt κε argmaxxEStf(x) γηα θάζε t πνπ αλήθεη 

ζην Σ, έηζη ψζηε ην xt απνηειεί κία αχμνπζα ζπλάξηεζε ηνπ t (απηφ ηζρχεη θαζψο t΄≤t΄΄ , 

απφ ην νπνίν ζπλεπάγεηαη φηη xt≤xt΄΄). 

 

     Έλαο απφ ηνπο βαζηθφηεξνπο νξηζκνχο πνπ ζα ρξεζηκνπνηεζεί γηα ηελ επεμήγεζε 

ελλνηψλ ζηα παξαθάησ θεθάιαηα είλαη απηφο ηνπ εζσηεξηθoχ γηλνκέλνπ  (inner 

product). Γηα έλα n-δηάλπζκα x=(x1,……….,xn) θαη έλα ππνζχλνιν I(1,……….,n) 

επηηξέπεηαη       x1=(xi: iEI). Γηα ηα ζχλνια Υ΄ θαη Υ΄΄ ,Υ΄/Υ΄΄ ππνδειψλεη ην ζχλνιν ησλ 

ζηνηρείσλ ηνπ Υ΄ πνπ δελ πεξηιακβάλνληαη ζην ζχλνιν ηνπ Υ΄΄. Σν εζσηεξηθφ γηλφκελν 

δχν δηαλπζκάησλ πξαγκαηηθψλ αξηζκψλ x=(x1,………….,xn) και t=(t1,…………,tn) είλαη t*x=Σi=1 

ti*xi (ο οπιζμόρ αγλνεί ηε ζπλήζε ζχκβαζε φπνπ ην πξψην δηάλπζκα είλαη έλα δηάλπζκα 

ζεηξά θαη ην δεχηεξν δηάλπζκα είλαη έλα δηάλπζκα ζηήιε). Δθηφο απφ ηνλ πξαγκαηηθφ 

αξηζκφ 0, επηηξέπεηαη ην ζχκβνιν 0 λα ππνδειψλεη έλα δηάλπζκα ηνπ νπνίνπ ηα 

ζηνηρεία λα είλαη κεδέλ θαη ε δηάζηαζε απηνχ ηνπ κεδεληθνχ δηαλχζκαηνο λα πξνθχπηεη 

απφ ην πιαίζην. 
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2.2 ΜΔΡΙΚΧ΢ ΓΙΑΣΔΣΑΓΜΔΝΑ ΢ΤΝΟΛΑ ΚΑΙ ΓΙΚΣΤΧΣΑ 

 

      Ζ ζπγθεθξηκέλε ελφηεηα εηζάγεη θαη αλαπηχζζεη έλλνηεο θαη ηδηφηεηεο πνπ αθνξνχλ 

ζύνολα θαη δικηςωηά. Σν πξψην κέξνο πεξηιακβάλεη νξηζκνχο, ζπκβνιηζκνχο θαη 

βαζηθέο ηδηφηεηεο, ελψ ην δεχηεξν κέξνο αλαιχεη ηα ραξαθηεξηζηηθά ηεο δνκήο ησλ 

πιεγκάησλ. 

 

 Οπιζμοί, ΢ςμβολιζμοί και Βαζικέρ Ιδιόηηηερ 

 

      ΢ε κία διμεπή ζσέζη (binary relation) ≤ ζε έλα ζχλνιν Υ γηα φια ηα x΄ θαη x΄΄ ηνπ 

Υ είηε ηζρχεη φηη x΄ ≤x΄΄ είηε είλαη ςεπδήο ε ζρέζε x΄≤x΄΄.Δάλ ηζρχεη φηη x΄≤x΄΄ θαη x΄≠x΄΄, 

ηφηε ηζρχεη φηη x΄< x΄΄.Μία δηκεξήο ζρέζε  ≤  ζε έλα ζχλνιν Υ ζεσξείηαη ανακλαζηική 

(reflexive) φηαλ x ≤ x΄ γηα θάζε x πνπ αλήθεη ζην ζχλνιν Υ. Ανηιζςμμεηπική 

(antisymmetric) ζεσξείηαη κία δηκεξήο ζρέζε εάλ x΄≤x΄΄ θαη x΄΄≤x΄ απφ ηα νπνία 

ζπλεπάγεηαη φηη x΄=x΄΄ γηα φια ηα x΄ θαη x΄΄ πνπ αλήθνπλ ζην Υ, ελψ μεηαβαηική 

(transitive) νξίδεηαη φηαλ ηζρχεη x΄≤x΄΄ θαη x΄΄≤x΄΄΄ απφ ηα νπνία ζπλεπάγεηαη φηη x΄≤x΄΄΄ 

γηα θάζε x΄, x΄΄ θαη x΄΄΄ ηνπ Υ. 

 

 Έλα μεπικώρ διαηεηαγμένο ζύνολο (partially ordered set) είλαη έλα ζχλνιν Υ ζην 

νπνίν ππάξρεη κία δπαδηθή ζρέζε ≤ ε νπνία είλαη αληαλαθιαζηηθή, αληηζπκκεηξηθή, θαη 

κεηαβαηηθή. Δάλ ην ζχλνιν Υ είλαη έλα κεξηθψο δηαηεηαγκέλν ζχλνιν κε δηκεξή ζρέζε ≤, 

ηφηε ην διπλό (dual) είλαη έλα κεξηθψο δηαηεηαγκέλν ζχλνιν απνηεινχκελν απφ ην ίδην 

ζχλνιν Υ κε κία δηκεξή ζρέζε ≤΄ φπνπ x΄≤΄ x΄΄ γηα θάζε x΄ θαη  x΄΄ ηνπ Υ αλ θαη κφλν αλ 

x΄΄≤x΄. Δάλ x΄ θαη x΄΄ είλαη ζηνηρεία ελφο κεξηθψο δηαηεηαγκέλνπ ζπλφινπ Υ, x΄<x΄΄, θαη 

δελ ππάξρεη x΄΄΄ ζην Υ κε ηελ ηζφηεηα x΄<x΄΄΄<x΄΄, ηφηε x΄΄ πεξηιακβάλεη ην x΄ ζην Υ. Σα 
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δχν ζηνηρεία x΄ θαη x΄΄ ελφο κεξηθψο δηαηεηαγκέλνπ ζπλφινπ είλαη ηαξινομημένα είηε x΄ 

≤ x΄΄ ή x΄΄≤ x΄, δηαθνξεηηθά x΄θαη x΄΄ είλαη μη ηαξινομημένα ζηοισεία. Έλα κεξηθψο 

δηαηεηαγκέλν ζχλνιν είλαη κία αλςζίδα (chain) εθφζνλ δελ πεξηιακβάλεη έλα κε 

ηαμηλνκεκέλν δεχγνο απφ ζηνηρεία.  

 

      Τπνζέηνπκε ζηε ζπλέρεηα φηη ην Υ απνηειεί έλα κεξηθψο δηαηεηαγκέλν ζχλνιν θαη 

είλαη ππνζχλνιν ηνπ Υ΄. Δάλ ηζρχεη φηη ην x΄ είλαη ζηνηρείν ηνπ Υ θαη x≤x΄(x΄≤x) γηα θάζε 

x πνπ αλήθεη ζην Υ΄, ηφηε ην x΄ απνηειεί ην άνω θπάγμα (upper bound) γηα ην Υ΄. Δάλ 

ην x΄ ηνπ Υ΄ είλαη έλα άλσ φξην γηα ην Υ΄, ηφηε ην x΄ απνηειεί ην μεγαλύηεπο όπιο 

(greatest ) ζηνηρείν ηνπ X΄. Δάλ ην  x΄ αλήθεη ζην  Υ΄ θαη δελ ππάξρεη θαλέλα x΄΄ ζην Υ΄ 

κε ηελ ζρέζε x΄ < x΄΄ (x΄΄ < x΄), ηφηε ρ΄ απνηειεί έλα μέγιζηο (maximal) ζηνηρείν ηνπ Υ΄. 

Έλα κεγαιχηεξν φξην είλαη έλα κέγηζην x΄ ζηνηρείν. 

 

 Έλα κεξηθψο δηαηεηαγκέλν ζχλνιν κπνξεί λα πεξηιακβάλεη ηνπιάρηζηνλ έλα 

κεγαιχηεξν ζηνηρείν , αιιά κπνξεί λα έρεη θαη απεξηφξηζην αξηζκφ κέγηζησλ ζηνηρείσλ. 

Σα δηαθξηηά κέγηζηα ζηνηρεία είλαη κε ηαμηλνκεκέλα. Δάλ ην ζχλνιν ησλ άλσ νξίσλ ηνπ 

Υ΄ έρεη έλα κηθξφηεξν φξην, ηφηε ην κηθξφηεξν άλσ φξην ηνπ Υ΄ είλαη ην supremum ηνπ 

Υ΄ θαη ζπκβνιίδεηαη supx(X΄) εάλ γηα ην ζχλνιν ηνπ Υ δελ είλαη ζαθέο ην πεξηερφκελφ 

ηνπ ή sup(X΄) εάλ γηα ην ζχλνιν ηνπ Υ είλαη ζαθέο ην πεξηερφκελφ ηνπ. Έλα 

ηνπιάρηζηνλ πξέπεη λα είλαη ζαθέο ζρεηηθά κε ην ζχλνιν Υ πνπ εθθξάδεηαη sup(X΄) 

φπσο παξαηίζεηαη ζην παξαθάησ παξάδεηγκα: 

 

Παπάδειγμα. Τπνζέηνπκε φηη Υ=R1, Τ = [0,1) (2) θαη Υ΄=[0,1). Δπίζεο supx(X΄)=1 

≠2=supΤ(Υ΄). 

       Δάλ ηα δχν ζηνηρεία, x΄ θαη x΄΄ , ελφο κεξηθψο δηαηεηαγκέλνπ ζπλφινπ Υ έρνπλ έλα 

κηθξφηεξν άλσ φξην ζην Υ , ηφηε απηφ είλαη ην πλέγμα ηνπο (join) θαη ζπκβνιίδεηαη σο 
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x΄  x΄΄ (x΄  x΄΄).Έλα κεξηθψο δηαηεηαγκέλν ζχλνιν ην νπνίν απνηειείηαη απφ ην 

πιέγκα θαη απφ θάζε δεχγνο ζηνηρείσλ είλαη έλα δικηςωηό (lattice). 

 

Παξαζέηνπκε παξαθάησ νξηζκέλα δικηςωηά (lattices): 

 Ζ πξαγκαηηθή γξακκή R1 είλαη έλα δηθηπσηφ κε x΄  x΄΄= max {x΄,x΄΄} θαη x΄  

x΄΄=min {x΄, x΄΄} γηα θάζε x΄ θαη x΄΄ πνπ αλήθνπλ ζην R1. 

 Κάζε αιπζίδα (chain) είλαη έλα δηθηπσηφ. 

 Γηα θάζε ζεηηθφ αθέξαην αξηζκφ n ,Rn  είλαη έλα δηθηπσηφ κε x΄  x΄΄=(x΄1  

x1΄΄,……,xn΄ xn΄΄ ) θαη  x΄  x΄΄=(x1΄  x1΄΄,…….., xn΄  xn΄΄) γηα θάζε x΄ θαη x΄΄ πνπ 

αλήθνπλ ζην ζχλνιν Rn. 

 Σν άκεζν πξντφλ ελφο δηθηπσηφ είλαη έλα δηθηπσηφ. Δάλ Υα  είλαη έλα δηθηπσηφ 

γηα θάζε α πνπ αλήθεη ζην Α, x΄=(xα΄: α  A ) θαη x΄΄=(xα΄΄ : α Α ) ηα νπνία 

xα ΑΥα  θαη xα΄  xα΄΄ θαη xα΄  xα΄΄ ηα νπνία απνηεινχλ ην πιέγκα θαη αλήθνπλ ζην 

Υα γηα θάζε α  Α ηφηε x΄  x΄΄=( xα΄  xα΄΄ : α  A) θαη  x΄  x΄΄=( xα΄  xα΄΄  : α  A), 

φπνπ xα Υα. 

 

        Όηαλ Υ΄ είλαη έλα ππνζχλνιν ελφο δηθηπσηφ X θαη Υ΄, πεξηιακβάλεη ην πιέγκα θαη 

θάζε δεχγνο απφ ζηνηρεία ηνπ Υ΄ , ηφηε ην Υ΄ είλαη έλα ςποδικηςωηό (sublattice) ηνπ Υ. 

Γηα θάζε δηθηπσηφ X, ην (Υ)  ζπκβνιίδεη ην ζχλνιν ησλ κε θελψλ ππνδηθηπσηψλ 

(sublattices) ηνπ Υ. Όηαλ ην Υ΄ είλαη έλα ππνδηθηπσηφ  ελφο δηθηπσηνχ X, ηφηε ην X΄ 

απνηειεί απφ κφλν ηνπ έλα δηθηπσηφ θαη ζην Υ΄ ην πιέγκα θαη θάζε δεχγνο ζηνηρείσλ 

είλαη ηα ίδηα κε ην πιέγκα θαη θάζε δεχγνο ίδησλ  ζηνηρείσλ ηνπ Υ. Έαλ ην Υ είλαη έλα 

lattice, ην Υ΄ είλαη έλα ππνδηθηπσηφ ηνπ Υ , θαη ην Υ΄΄ είλαη έλα ππνδηθηπσηφ ηνπ Υ΄, ηφηε 

ην Υ΄΄ είλαη έλα ππνδηθηπσηφ ηνπ Υ. Όηαλ Υ θαη Υ΄ είλαη  δηθηπσηά κε ηελ ζεηξά 

εθηέιεζεο θαη Υ΄ είλαη ππνζχλνιν ηνπ Υ , Υ΄ δελ είλαη απαξαίηεηα ππνδηθηπσηφ  ηνπ Υ. 



΢ ε ι ί δ α  | 18 

ΠΑΙΓΝΙΑ ΜΔ ΢ΤΜΠΛΗΡΧΜΑΣΙΚΟΣΗΣΑ ΣΧΝ ΢ΣΡΑΣΗΓΙΚΧΝ 

 

 

Σα παξαθάησ απνηεινχλ ςποδικηςωηά παίγνια (sublattices): 

 Όηαλ Υ= R1, ηφηε θάζε ππνζχλνιν ηνπ Υ είλαη έλα ππνδηθηπσηφ ηνπ Υ. 

 Όηαλ Υ είλαη κία αιπζίδα, ηφηε θάζε ππνζχλνιν ηνπ Υ είλαη έλα ππνδηθηπσηφ ηνπ 

Υ. 

 Όηαλ έλα ππνζχλνιν Υ ηνπ Rn έρεη σο δεδνκέλν φηη x΄= (x1΄,….....,xn΄) ηνπ Υ θαη 

x΄΄= (x1΄΄,….....,xn΄΄) ηνπ Υ ζπλεπάγεηαη φηη (max{ x1΄, x1΄΄},………,max{ xn΄, xn΄΄}) 

θαη (min{ x1΄, x1΄΄},………,min{ xn΄, xn΄΄}) ηα νπνία αλήθνπλ ζην X ,ηφηε Υ είλαη έλα 

ππνδηθηπσηφ ηνπ Rn. 

 Όηαλ Υα είλαη έλα δηθηπσηφ θαη Υα΄ είλαη έλα ππνδηθηπσηφ ηνπ Υα γηα θάζε α πνπ 

αλήθεη ζην Α ηφηε xα ΑΥα΄ είλαη έλα ππνδηθηπσηφ ηνπ  xα ΑΥα. 

 Όηαλ Υ  είλαη έλα δηθηπσηφ, ηφηε [x΄, = {x : x  X, x΄  x}  είλαη έλα ππνδηθηπσηφ 

ηνπ Υ γηα θάζε x΄  πνπ αλήθεη ζην Υ ,(- x΄] = { x : x  X, x  x΄} είλαη έλα 

ππνδηθηπσηφ ηνπ Υ γηα θάζε x ΄ πνπ αλήθεη ζην Υ θαη [x΄,x΄΄]={x : x  X, x΄  

x,x x΄΄} είλαη έλα ππνδηθηπσηφ ηνπ Υ γηα φια ηα x΄ θαη x΄΄ ηνπ Υ. Σα παξαπάλσ 

δηαζηήκαηα απνηεινχλ ηα κλειζηά διαζηήμαηα (closed intervals) ηνπ Υ. 

 

         Μία ζπλάξηεζε f(x) απφ έλα κεξηθψο δηαηεηαγκέλν ζχλνιν Υ ζε έλα κεξηθψο 

δηαηεηαγκέλν ζχλνιν Τ είλαη αύξοςζα (θθίνοςζα) φηαλ x΄  x΄΄ ζην Υ θαη απηφ 

ζπλεπάγεηαη φηη f(x΄)  f(x΄΄)f(x΄΄)  f(x΄) ζην Τ. Μία ζπλάξηεζε είλαη μονόηονη είηε φηαλ 

είλαη αχμνπζα είηε φηαλ είλαη θζίλνπζα. Μία ζπλάξηεζε f(x) απφ έλα κεξηθψο 

δηαηεηαγκέλν ζχλνιν Υ ζε έλα κεξηθψο δηαηεηαγκέλν ζχλνιν Τ είλαη γνηζίωρ αύξοςζα 

(γνηζίωρ θθίνοςζα) εθφζνλ x΄  x΄΄ ζην Υ ην νπνίν ζπλεπάγεηαη f(x΄)  f(x΄΄)f(x΄΄)  

f(x΄) ζην Τ. Δίλαη ζπλεζηζκέλν ζηε ζεσξία ησλ lattice  λα ρξεζηκνπνηνχληαη νη φξνη   

ιζόηονη (isotone) θαη ανηίηονη (antitone) απφ ηνπο φξνπο αύξοςζα θαη θθίνοςζα. 
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 Ο νξηζκφο αύξοςζα ζςνάπηηζη ρξεζηκνπνηείηαη ζπλήζσο γηα λα επηζεκάλεη απηφ 

πνπ νξίδνπκε σο γνηζίωρ αύξοςζα, αιιά ζηηο ζπλερείο ζπλαξηήζεηο αξκφδεη ε 

νξνινγία ηεο αχμνπζαο ζπλάξηεζεο. Ο φξνο μη θθίνοςζα δελ ρξεζηκνπνηείηαη αληί ηνπ 

φξνπ αχμνπζα ή  ηsotone θαζψο επηζεκαίλεη θαηά πφζν αδχλακε είλαη κία έλλνηα φηαλ 

ην εχξνο κίαο ζπλάξηεζεο δελ είλαη αιπζίδα. 

       Όηαλ νξίδνπκε f(x) κία ζπλάξηεζε ελφο ζπλφινπ Υ απφ έλα κεξηθψο δηαηεηαγκέλν 

ζχλνιν Τ ηφηε ηα επίπεδα ζςνόλων (level sets) ηεο ζπλάξηεζεο f(x) ζην Υ είλαη ηα 

ζχλνια {x:x X , y  f(x)}  γηα θάζε y πνπ αλήθεη ζην Τ. Μία ζπλάξηεζε f(x) απφ ην 

ζχλνιν Υ ελφο κεξηθνχ δηαηεηαγκέλνο ζπλφινπ Τ είλαη έλαο δείκηηρ γενικεςμένων 

ζςναπηήζεων ( generalized indicator function) γηα έλα ππνζχλνιν Υ΄ απφ ην Υ φηαλ:    

                    

f(x)={y΄΄ για κάθε x X΄ 

ή 

f(x)={y΄ για κάθε x X΄ και x X΄ 

φπνπ y΄ y΄΄ ηνπ ζπλφινπ Τ ,απηφ ηζρχεη κφλν φηαλ επίπεδν ζπλφινπ ηεο ζπλάξηεζεο 

f(x) ηνπ Υ είλαη Υ θαη Υ΄ θαη είλαη πηζαλφ λα αθνξά έλα θελφ ζχλνιν. Μία γενικεςμένη 

ζςνάπηηζη είλαη έλαο δείθηεο γεληθεπκέλεο ζπλάξηεζεο κε Τ=R1, y΄=0, θαη y΄΄= 1. Μία 

γεληθεπκέλε ζπλάξηεζε είλαη ηζνδχλακε κε έλα δείθηε δηαλχζκαηνο. 
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΢σήμα 1.  Μηα κνλφηνλε αχμνπζα ζπλάξηεζε.  Δίλαη απνιχησο αχμνπζα ζηα αξηζηεξά 

θαη δεμηά, ελψ κφλν ε κε κείσζε ζηε κέζε. 

 

 

 

΢σήμα 2.  Μηα κνλφηνλε θζίλνπζα ζπλάξηεζε. 
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΢σήμα 3.  Μηα ζπλάξηεζε  πνπ δελ είλαη κνλφηνλε. 

       

      Όηαλ ην Υ απνηειεί έλα κεξηθψο δηαηεηαγκέλν ζχλνιν, Υ΄ είλαη έλα ππνζχλνιν ηνπ 

Υ , θαη Υ [x,  είλαη έλα ππνζχλνιν ηνπ Υ΄ γηα θάζε x ηνπ Υ, ηφηε Υ΄ απνηειεί έλα 

αςξανόμενο ζύνολο (increasing set). Ηζνδχλακα, έλα ππνζχλνιν Υ΄ ελφο κεξηθνχ 

δηαηεηαγκέλνπ ζπλφινπ Υ απνηειεί έλα απμαλφκελν ζχλνιν ηνπ Υ γηα θάζε x πνπ αλήθεη 

ζην Υ΄. Σα απμαλφκελα ζχλνια ρξεζηκνπνηνχληαη γηα λα ραξαθηεξίζνπλ ηδηφηεηεο ησλ 

παξακεηξνπνηεκέλσλ θαηαλνκψλ ησλ ζπλαξηήζεσλ. 

 

2.3 ΤΠΔΡΜΔΣΡΙΚΔ΢ ΢ΤΝΑΡΣΗ΢ΔΙ΢ ΢Δ ΔΝΑ ΓΙΚΣΤΧΣΟ 

 

     Ζ ελφηεηα πνπ αθνινπζεί καο εηζάγεη ζηηο ςπεπμεηπικέρ (supermodular) 

ζπλαξηήζεηο θαη ζε κεξηθέο απφ ηηο πην βαζηθέο ηνπο ηδηφηεηεο. Θα νξίζνπκε ηα 

ραξαθηεξηζηηθά ησλ ππεξκεηξηθψλ παηγλίσλ κε αχμεζε ησλ δηαθνξψλ ηνπο θαη ηε 

ζπκπιεξσκαηηθφηεηα ηνπο. 
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ΥΑΡΑΚΣΗΡΙ΢ΜΟ΢ ΚΑΙ ΢ΤΜΠΛΗΡΧΜΑΣΙΚΟΣΗΣΑ 

 

 Τπνζέηνπκε φηη ην Υ θαη ην Σ απνηεινχλ κεξηθψο δηαηεηαγκέλα ζχλνια θαη f(x,t) είλαη 

κία πξαγκαηηθή ζπλάξηεζε ελφο ππνζπλφινπ S ηνπ Υ Σ. Γηα θάζε t πνπ αλήθεη ζην 

ζχλνιν Σ, επηηξέπεη ζην St λα δειψζεη ην ηκήκα ηνπ S ζην t. Αλ ην f(x,t΄΄) - f(x,t΄) 

απμάλεηαη, κεηψλεηαη, γλεζίσο απμάλεηαη ή γλεζίσο κεηψλεηαη ζην x φηαλ St΄΄  St΄ γηα 

θάζε t΄< t΄΄ ηνπ Σ, ζηε ζπλέρεηα ε ζπλάξηεζε f(x,t) αληηζηνίρσο απμάλεη ηηο δηαθνξέο, 

κεηψλεη ηηο δηαθνξέο, γλεζίσο απμάλεη ηηο δηαθνξέο ή γλεζίσο κεηψλεη ηηο δηαθνξέο ζην 

δηάζηεκα (x,t) ηνπ S. Oη ζπλζήθεο πνπ δηακφξθσζαλ ηνπο παξαπάλσ νξηζκνχο δελ 

ηνπο δηαθξίλνπλ απφ ηηο πξψηεο θαη δεχηεξεο κεηαβιεηέο θαζψο f(x΄,t΄΄) -  f(x΄,t΄)  

f(x΄΄,t΄΄) -  f(x΄΄,t΄) αλ θαη κφλν αλ f(x΄΄,t΄) -  f(x΄,t΄) f(x΄΄,t΄΄) -  f(x΄,t΄΄) θαη νκνίσο γηα κία 

απζηεξή αληζφηεηα. 

 

Τπνζέηνπκε φηη Υα είλαη έλα κεξηθψο δηαηεηαγκέλν ζχλνιν γηα θάζε α ηνπ ζπλφινπ Α, Υ 

είλαη έλα ππνζχλνιν ηνπ xα Υα , έλα ζηνηρείν ηνπ x ηνπ Υ εθθξάδεηαη σο x= (xα : α  

Α) φπνπ xα αλήθεη ζην Υα γηα θάζε α πνπ αλήθεη ζην Α, θαη f(x) είλαη κία ζπλάξηεζε 

πξαγκαηηθήο αμίαο ζην Υ.  Αλ , γηα θάζε α΄ θαη α΄΄ ηνπ Α θαη γηα θάζε xα΄ θαη xα΄΄  ηνπ Υα 

γηα φια ηα α ηνπ Α \ {α΄ , α΄΄} , ε ζπλάξηεζε  f(x) έρεη αχμνπζεο δηαθνξέο , θζίλνπζεο 

δηαθνξέο , γλεζίσο αχμνπζεο δηαθνξέο ή γλεζίσο θζίλνπζεο δηαθνξέο ζην δηάζηεκα 

(xα΄ , xα΄΄) ζην ηκήκα ηνπ Υ  φηαλ { xα΄ :  α  Α \ {α΄ , α΄΄} }, ηφηε ε ζπλάξηεζε f(x) έρεη 

αληηζηνίρσο αύξοςζερ διαθοπέρ , θθίνοςζερ διαθοπέρ , γνηζίωρ αύξοςζερ 

διαθοπέρ , ή γνηζίωρ θθίνοςζερ διαθοπέρ ζην Υ.  Αλ ε ζπλάξηεζε f(x) είλαη 

παξαγσγίζηκε ζην Rn , ηφηε ε ζπλάξηεζε f(x) έρεη αχμνπζεο δηαθνξέο ζην Rn αλ θαη 

κφλν αλ / xi΄ , απμάλεηαη ζην xi΄΄,  γηα φια ηα δηαθξηηά ζηνηρεία  i΄ θαη  i΄΄ θαη φια ηα 

x. Αλ ε ζπλάξηεζε f(x) είλαη δχν θνξέο παξαγσγίζηκε ζην Rn , ηφηε ε ζπλάξηεζε f(x) 
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έρεη αχμνπζεο δηαθνξέο ζην  Rn  αλ θαη κφλν αλ  f(x)/ xi΄ xi΄΄ 0 γηα θάζε δηαθξηηφ 

ζηνηρείν i΄ θαη i΄΄  θαη γηα φια ηα x.  

 

Απμάλνληαο ηηο δηαθνξέο είλαη κία πνιιή γλσζηή θαηάζηαζε γηα κία θακπχιε 

ρξεζηκφηεηαο γηα ην ζχζηεκα ησλ ζπκπιεξσκαηηθψλ πξντφλησλ Samuelson . 

Τπνζέηνπκε φηη ε ζπλάξηεζε f(x) είλαη κία ζπλάξηεζε ρξεζηκφηεηαο (ή αξλεηηθή 

ζπλάξηεζε θφζηνπο ) γηα έλα ζχζηεκα κε n πξντφληα ησλ νπνίσλ ηα επίπεδα είλαη 

x=(x1,……..xn). ΢ηε ζπλέρεηα, ππελζπκίδνπκε  φηη ην ui  ππνδειψλεη ην i-νζηφ  δηάλπζκα 

αλά κνλάδα ηνπ  Rn , f(x + eui) – f(x) είλαη κία πξφζζεηε ρξεζηκφηεηα γηα έλα πξφζζεην 

e>0 κνλάδεο ηνπ πξνηφληνο i. Ζ ζπλάξηεζε ρξεζηκφηεηαο f(x) έρεη αχμνπζεο δηαθνξέο 

αλ θαη κφλν αλ ε θαζαξή πξφζζεηε ρξεζηκφηεηα γηα θάζε πξφζζεην πνζφ θάζε 

πξνηφληνο i΄ πάληα απμάλεηαη ζε θάζε επίπεδν γηα θάζε άιιν πξνφλ i΄΄, απηφ είλαη ε 

ζθνπηκφηεηα ηνπ πεξηζζφηεξα πξνηφληα  i πάληα απμάλνληαη κε ην πνζφ θαη είλαη 

δηαζέζηκν γηα θάζε άιιν πξνηνλ i΄΄. Χο εθ ηνχηνπ, κία ζπιινγή απφ πξνηφληα (ή 

δξαζηεξηφηεηεο ή άιιεο κεηαβιεηέο απνθάζεηο ή παξάκεηξνη) απνηεινχλ 

ζςμπληπωμαηικά (complements) θαη θάζε δεχγνο ραξαθηεξίδεηαη σο 

ζςμπληπωμαηικό (complementary) αλ ηα πξντφληα έρνπλ κία ζπλάξηεζε 

ρξεζηκφηεηαο (ή αξλεηηθή ζπλάξηεζε θφζηνπο ) κε αχμνπζεο ζπλαξηήζεηο. Αλ ην S είλαη  

έλα ζχλνιν δξαζηεξηνηήησλ (ή άιιεο κεηαβιεηέο απνθάζεσλ ή παξακέηξνπο ) νη  

νπνίεο είλαη δπλεηηθά δηαζέζηκεο , g(x) είλαη κία ζπλάξηεζε ρξεζηκφηεηαο (ή κία 

αξλεηηθή ζπλάξηεζε θφζηνπο ) ζην ζχλνιν (S) έρνληαο έλα ππνζχλνιν X κε 

δηαζέζηκεο δξαζηεξηφηεηεο , f(x)  νξίδεηαη ζην δηάζηεκα φπνπ xs {0,1} ηέηνην ψζηε 

f(1(X))=g(x)  γηα θάζε ππνζχλνιν  Υ ηνπ S (φπνπ 1(Υ) είλαη έλα δηάλπζκα δείθηεο ηνπ Υ) 

θαη ε ζπλάξηεζε  f(x) απμάλεη ηηο δηαθνξέο ζην δηάζηεκα  xs {0,1} , ηφηε ηα ζηνηρεία 

ηνπ ζπλφινπ S  είλαη ζςμπληπωμαηικά θαη θάζε δεχγνο ραξαθηεξίδεηαη σο 

ζςμπληπωμαηικό. Απηφ απνηειεί έλα ζχλνιν ζπκπιεξσκαηηθψλ δξαζηεξηνηήησλ 

φηαλ ε πξφζζεηε ρξεζηκφηεηα πνπ πξνθχπηεη απφ ηε δηαζεζηκφηεηα θάζε πξφζζεηεο 

δξαζηεξηφηεηαο απμάλεηαη κε ην ζχλνιν άιισλ δηαζέζηκσλ δξαζηεξηνηήησλ(φπνπ ηα 
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ζχλνια ησλ δξαζηεξηνηήησλ ηαμηλνκνχληαη θαηά ζεηξά θαηαρψξηζεο ). Ο παξψλ 

νξηζκφο δελ είλαη παξά έλα αξηζκφο απφ δηαθνξεηηθέο έλλνηεο νη νπνίεο κπνξεί λα 

ρξεζηκεχζνπλ ζηελ έλλνηα ηεο ζπκπιεξσκαηηθφηεηαο (complementarity).  

 

Δξκελείεο θαη νξηζκνί γηα ηα ςποκαηάζηαηα (substitutes) είλαη παξφκνηνη κε απηνχο 

πνπ είραλ απνδνζεί γηα ηα ζπκπιεξσκαηηθά  αιιά φζνλ αθνξά ηηο ζπλαξηήζεηο 

ρξεζηκφηεηαο (ή ηελ αξλεηηθή ζπλάξηεζε θφζηνπο ) νη νπνίεο κεηψλνπλ ηηο δηαθνξέο 

απφ ην λα ηηο απμάλεη ηηο δηαθνξέο.  

 

Τπνζέηνπκε φηη ε ζπλάξηεζε f(x) είλαη κία πξαγκαηηθή ζπλάξηεζε ζε έλα lattice  Υ . Αλ  

 

f(x΄) + f(x΄΄)  f(x΄  x΄΄) + f(x΄ x΄΄) 

 

γηα θάζε x΄ θαη x΄΄ ηνπ Υ , ηφηε ε ζπλάξηεζε f(x) είλαη έλα ςπεπμεηπικό (supermodular) 

ζην Υ. Αλ  

 

f(x΄) + f(x΄΄)  f(x΄  x΄΄) + f(x΄ x΄΄) 

 

γηα θάζε κε νξηζκέλν x΄ θαη x΄΄  ηνπ Υ , ηφηε ε ζπλάξηεζε f(x) είλαη αςζηηπά 

ςπεπμεηπικό (strictly supermodular) ζην Υ. Αλ ε ζπλάξηεζε  - f(x)  απνηειεί (strictly) 

supermodular ηφηε είλαη αςζηηπά ςπομεηπικό (strictly submodular). Μία ζπλάξηεζε 

πνπ είλαη ηαπηφρξνλα submodular  θαη supermodular είλαη έλαο εκηιμηηήρ (valuation). 
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Σν Θεώπημα 2.1 , απφ ηνλ Topkis, παξνπζηάδεη φηη απφ ηε supermodularity  

ζπλεπάγεηαη αχμεζε ησλ δηαθνξψλ γηα κία ζπλάξηεζε ζε έλα sublattice απφ άκεζν 

πξνηφλ ησλ lattices. 

 

Θεώπημα 2.2 Αν Χα  είναι ένα δικηςωηό  για κάθε α πος ανήκει ζηο ζύνολο Α, είναι ένα 

ςπομεηπικό  ηος  xα Χα  και f(x) είναι ένα αςζηηπά ςπεπμεηπικό (strictly supermodular)  

ζηο Χ , ηόηε f(x) έσει (strictly) αύξοςζερ διαθοπέρ ζηο Χ. 

 

Σν Θεώπημα 2.2  είλαη ζπκπιεξσκαηηθφ ηνπ Θεσξήκαηνο 4.1, παξνπζηάδνληαο φηη 

πάλσ ζην πξνηφλ ησλ πεπεξαζκέλσλ δηθηπσηψλ  κε αχμνπζεο δηαθνξέο καδί κε ηε 

ππεξκεηξηθφηεηα ζε θάζε ζηνηρείν πνπ ζπλεπάγεη ηε ππεξκεηξηθφηεηα. 

 

Θεώπημα 2.3 Αν ΧΙ είναι ένα δικηςωηό για i=1,…….,n, f(x) έσει (γνηζίωρ) αύξοςζερ 

διαθοπέρ ζηο xi=1
nXi,, και f(x) είναι (γνηζίωρ) ςπεπμεηπικό ζηο  xí  ηος Χι , για κάθε  xi ζηο 

Χι  για όλα ηα i i΄ και για κάθε i΄=1,………,n, ηόηε f(x) είναι (γνηζίωρ) ςπεπμεηπικό ζηο 

xi=1
nXi. 

 

Πόπιζμα 2.1 Αν Χi είναι μία αλςζίδα για i=1,…….,n και f(x) έσει (γνηζίωρ) αύξοςζερ 

διαθοπέρ ζηο xi=1
nXi , ηόηε f(x) είναι γνηζίωρ ςπεπμεηπικό  ζηο xi=1

nXi.  

 

Παπάδειγμα 2.1 Σα παξαθάησ απνηεινχλ παξαδείγκαηα ςπεπμεηπικών 

(supermodular)  ζπλαξηήζεσλ. 
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Α)Αλ ην Υ είλαη κία αιπζίδα, ηφηε θάζε κε πξαγκαηηθή ζπλάξηεζε ζην Υ είλαη έλαο 

εθηηκεηήο (είλαη ηαπηφρξνλα supermodular θαη submodular) . Γη’ απηφ θάζε κε 

πξαγκαηηθή ζπλάξηεζε ελφο ππνζπλφινπ Rn είλαη έλαο εθηηκεηήο. 

 

Β)Αλ Β είλαη έλα ζχλνιν, ην ζχλνιν (S) έρεη ιεθζεί κε ην ζχλνιν λα θαηαρσξείηαη ,  

είλαη έλα ππνκεηξηθφ  ηνπ (S)  θαη f(x)  είλαη κία πξαγκαηηθή ζπλάξηεζε ζην Υ έηζη 

ψζηε f(X΄) + f(X΄΄)  f(X΄ X΄΄)+ f(X΄ X΄΄)  γηα φια ηα Υ΄ θαη Υ΄΄  ζην ζχλνιν Υ, ηφηε ε 

ζπλάξηεζε f(x)  είλαη ππεξκεηξηθφ  ζην Υ. Γηα έλα ζχλνιν S , κία  ππεξκεηξηθή 

ζπλάξηεζε ζε έλα ππνκεηξηθφ  ηνπ (S) είλαη ηζνδχλακε κε κία ππεξκεηξηθή 

ζπλάξηεζε ζε έλα ππνκεηξηθφ ηνπ x {0,1}. Χζηφζν, γηα έλα πεπεξαζκέλν ζχλνιν 

S, κία ππεξκεηξηθή ζπλάξηεζε ζε έλα ππνκεηξηθφ ηνπ (S) είλαη ηζνδχλακε κε κία  

ππεξκεηξηθή ζπλάξηεζε ζε έλα ππνκεηξηθφ ηνπ RS. 

 

Γ)Ζ ζπλάξηεζε f(x) = x1x2 είλαη ππεξκεηξηθφ ζην R2. 

 

Γ)Γηα θάζε x θαη t  ζην Rn,x*t=  είλαη έλα ππεξκεηξηθφ ζην (x,t) ζην R2n. 

 

Δ)Αλ αi γηα i=1,……….,n, ε Cobb-Douglas ζπλάξηεζε f(x)=xa1xa2…….xan είλαη 

ππεξκεηξηθφ ζην x  γηα {x : x  Rn,x . 

 

Z)Ζ ζπλάξηεζε ρξεζηκφηεηαο γηα ηέλεια ζςμπληπωμαηικά ,f(x)=min 

{aixi:i=1,……….,n} φπνπ αi  (αi 0) i=1,…….,n, είλαη ππεξκεηξηθά ζην Rn. Γεληθφηεξα, 
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αλ  fi(z) είλαη αχμνπζα (θζίλνπζα) ζην R1 γηα i=1,……,n, ηφηε f(x)=min {f(xi):i=1,……,n} 

είλαη ππεξκεηξηθή ζην Rn. Δπίζεο, αλ αi είλαη ζην R1 γηα θάζε i=1,……,n, ηφηε f(S) =min 

i ai είλαη έλα ππεξκεηξηθφ ζην S γηα ππνζχλνια ηνπ S κε {1,………,n}. 

 

Η)Ζ ζπλάξηεζε f(x,z)=- είλαη κία ππεξκεηξηθή  ζην (x,z) ζην R2n. 

 

Θ)Ζ ζπλάξηεζε f(x,z)=- x-z 2=- είλαη κία ππεξκεηξηθή ζην (x,z) ζην R2n. 

 

Ι)Αλ Ν είλαη έλα ζχλνιν,Q είλαη έλα ζηαζεξφ ππνζχλνιν ην Ν, fQ(S)=1 γηα θάζε 

ππνζχλνιν S ηνπ Ν κε ην Q  λα είλαη έλα ππνζχλνιν ηνπ S , θαη fQ(S)=0 γηα θάζε 

ππνζχλνιν ηνπ S ηνπ Ν κε Q/S , ηφηε fQ(S) είλαη έλα ππεξκεηξηθφ ζην S  απφ ηε 

ζπιινγή (S) απφ φια ηα ππνζχλνια ηνπ Ν. 

 

 

Ζ ζςμπληπωμαηικόηηηα (complementarity) θαη ε ςπεπμεηπικόηηηα 

(supermodularity) παξνπζηάδνπλ νξηζκέλα θνηλά ραξαθηεξηζηηθά. 

 Τςειέο νξηαθέο απνδφζεηο. 

f(x y) – f(x) f(y) – f(x  y) 

 

 Με αξλεηηθέο κηθηέο δεχηεξεο δηαθνξέο.  

[f(x y) – f(x)] - [f(y) – f(x  y)]  
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 Γηα εχξπζκνπο ζηφρνπο ,νη κε αξλεηηθέο κηθηέο δηαθνξέο είλαη: 

2f)/ i j) 0 γηα θάζε x≠j 

 

 

΢σήμα 4. ΢ςμπληπωμαηικόηηηα και Τπεπμεηπικόηηηα 

 

Αλ  f(x) είλαη κία ζπλάξηεζε απφ έλα lattice Υ απφ έλα κεξηθψο νξηζκέλν ζχλνιν Y , ε 

ζπλάξηεζε f(x) είλαη οιονεί ςπεπμεηπικά (quasisupermodular) αλ γηα φια ηα x΄ θαη x΄΄ 

ζην Υ, f(x΄ x΄΄) f(x΄) ην νπνίν ζπλεπάγεηαη  f(x΄΄)  f(x΄  x΄΄) θαη f(x΄ x΄΄)  f(x΄) 

ζπλεπάγεηαη φηη f(x΄΄) f(x΄  x΄΄). Αλ Υ,Σ, θαη Τ είλαη κεξηθψο δηαηεηαγκέλα ζχλνια θαη 

f(x,t) είλαη κία ζπλάξηεζε απφ έλα ππνζχλνιν S φπνπ Υ*Σ ζην Τ , ηφηε f(x,t)  ηθαλνπνηεί 

ηελ ιδιόηηηα μονήρ διέλεςζηρ (single crossing property)  ζην (x,t) ζην S αλ, γηα φια 

ηα x΄ θαη x΄΄  ζην Υ θαη t΄ θαη t΄΄ ζην Σ κε x΄  x΄΄, t΄  t΄΄ θαη { x΄, x΄΄}*{ t΄, t΄΄} είλαη έλα 

ππνζχλνιν ηνπ S , f(x΄,t΄)  f(x΄΄,t΄΄) ην νπνίν ζπλεπάγεηαη f(x΄,t΄΄)  f(x΄,t΄΄) θαη 

f(x΄,t΄)  ην νπνίν ζπλεπάγεηαη f(x΄,t΄΄)  f(x΄΄,t΄΄). Αλ ηα Υ θαη Σ θαη Τ είλαη 

κεξηθψο δηαηεηαγκέλα ζχλνια θαη f(x,t) είλαη κία ζπλάξηεζε απφ έλα ππνζχλνιν S ηνπ 

Υ*Σ κέζα ζην Τ , ηφηε ε  f(x,t) ηθαλνπνηεί ηελ ιδιόηηηα αςζηηπήρ μονήρ διέλεςζηρ 

(strict single crossing property) ζην ( x,t) ηνπ S αλ , γηα φια ηα x΄ θαη x΄΄  ζην Υ θαη t΄ 

θαη t΄΄ ζην Σ κε ην λα ηζρχεη ε αληζφηεηα x΄  x΄΄, t΄  t΄΄ θαη { x΄, x΄΄}*{ t΄, t΄΄} απνηειεί έλα 



΢ ε ι ί δ α  | 29 

ΠΑΙΓΝΙΑ ΜΔ ΢ΤΜΠΛΗΡΧΜΑΣΙΚΟΣΗΣΑ ΣΧΝ ΢ΣΡΑΣΗΓΙΚΧΝ 

 

ππνζχλνιν ηνπ S , f(x΄,t΄)  f(x΄΄,t΄) ην νπνίν ζπλεπάγεηαη f(x΄,t΄΄) f(x΄΄,t΄΄). Ζ ηδηφηεηα 

ηεο κνλήο δηέιεπζεο αληαπνθξίλεηαη ζε κία αξηζκεηηθή εθδνρή ηεο 

ζπκπιεξσκαηηθφηεηαο κεηαμχ ηνπ x θαη ηνπ t  κε άπνςε ζε κία αξηζκεηηθή ζπλάξηεζε 

ρξεζηκφηεηαο f(x,t) , ζε ζρέζε κε ην φηη αλ ην x΄΄ είλαη απζηεξά απνδεθηφ απφ ην x΄ 

δίλνληαο φηη t=t΄ φπνπ x΄  x΄΄  ηφηε ην x΄΄  είλαη απνδεθηφ απφ ην x΄  δεδνκέλνπ φηη t=t΄ 

φπνπ t t΄΄, απηφ ηζρχεη αλ είλαη πξνηηκφηεξν λα έρνπκε πεξηζζφηεξα απφ έλα ζηνηρεία 

δεδνκέλνπ ελφο ζπγθεθξηκέλνπ επηπέδνπ γηα ην δεχηεξν ζηνηρείν, ηφηε ζα εμαθνινπζεί 

λα είλαη απνδεθηφ λα έρνπκε πεξηζζφηεξα ζηνηρεία δεδνκέλνπ ελφο κεγαιχηεξνπ 

επηπέδνπ απφ ην δεχηεξν ζηνηρείν.  
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ΚΔΦΑΛΑΙΟ 3Ο
 

 

ΠΑΙΓΝΙΑ ΚΑΙ ΤΠΔΡΜΔΣΡΙΚΑ ΠΑΙΓΝΙΑ (SUPERMODULAR GAMES) 

 

Διζαγωγή 

 

Σν θεθάιαην απηφ αλαθέξεηαη ζην ξφιν πνπ δηαδξακαηίδνπλ ηα ππεξκεηξηθά παίγληα θαη 

ε ζπκπιεξσκαηηθφηεηά ηνπο ζηα  ζηπαηηγικά παίγνια ( noncooperative games). 

Σα απνηειέζκαηα ζπκπεξηιακβάλνπλ πξσηίζησο ηα ππεξκεηξηθά παίγληα, φπνπ ε 

ζπλάξηεζε θέξδνπο γηα θάζε παίθηε μερσξηζηά έρεη ηδηφηεηεο ζρεηηθά κε ηελ 

ππεξκεηξηθφηεηα θαη ηηο αχμνπζεο δηαθνξέο απηψλ. 

 

3.1 ΢ΣΡΑΣΗΓΙΚΑ ΠΑΙΓΝΙΑ 

 

Έλα ζηπαηηγικό παίγνιο (noncooperative game), είλαη έλα ηξηπιφ (N,S,fi: i  N) ην 

νπνίν ζπληζηά έλα ζχλνιν απφ παίθηεο Ν, έλα ζχλνιν S πνπ απνηειείηαη απφ θνηλέο 

κηθηέο ζηξαηεγηθέο , θαη κία ζπιινγή απφ ζπλαξηήζεηο θέξδνπο {fi : i  N}  ηέηνηα ψζηε ε 

ζπλάξηεζε θέξδνπο fi(x) λα νξίδεηαη ζην ζχλνιν S γηα θάζε παίθηε I πνπ αλήθεη ζην Ν. 

Δθηφο εάλ νξίδεηαη ξεηψο δηαθνξεηηθά, ην ζχλνιν ησλ παηθηψλ Ν ζεσξείηαη φηη είλαη 

πεπεξαζκέλν θαη παίξλεη ηε κνξθή Ν={1,……,n} φπνπ n= N∣. (΢ηελ πεξίπησζε φπνπ Ν 



΢ ε ι ί δ α  | 31 

ΠΑΙΓΝΙΑ ΜΔ ΢ΤΜΠΛΗΡΧΜΑΣΙΚΟΣΗΣΑ ΣΧΝ ΢ΣΡΑΣΗΓΙΚΧΝ 

 

πεξηιακβάλεη απεξηφξηζην αξηζκφ παηθηψλ, είλαη ππφ ζεψξεζε ε κνξθή ηνπ.) Ζ 

ζηξαηεγηθή ηνπ παίθηε i είλαη έλα m-δηάλπζκα x= (x1,……….,xn). Ηζρχεη φηη m= .  

 

Μία κοινή ζηπαηηγική (joint strategy) είλαη έλα m-δηάλπζκα x= (x1,……….,xn) 

απνηεινχκελν απφ ηηο ζηξαηεγηθέο xi  γηα θάζε έλα απφ ηνπο n παίθηεο. Γηα έλα 

γεληθφηεξν ζχλνιν απφ παίθηεο Ν, κία κοινή ζηπαηηγική (joint strategy) παίξλεη ηε 

κνξθή {xi : i  N} φπνπ xi απνηειεί κία ζηξαηεγηθή ελφο παίθηε i. Πην ζπγθεθξηκέλα, ε 

ζηξαηεγηθή θαη ε θνηλή ζηξαηεγηθή νξίδνληαη σο κία καθαπή ζηπαηηγική (pure 

strategy) θαη κία καθαπή κοινή ζηπαηηγική (pure joint strategy).  

 

Μία μικηή ζηπαηηγική (mixed strategy) πεξηιακβάλεη ηελ πηζαλφηεηα θαηαλνκήο ελφο 

ζπλφινπ απφ φιεο ηηο ζηξαηεγηθέο γηα θάζε παίθηε, φπνπ θάζε παίθηεο θαζνξίδεη ηελ 

πηζαλφηεηα θαηαλνκήο θαη ε ηειηθή ζηξαηεγηθή γηα ηνλ παίθηε απηφ δεκηνπξγείηαη ηπραία 

βάζε ηεο πηζαλφηεηαο ηεο θαηαλνκήο. 

 

Μία κοινή μικηή ζηπαηηγική (mixed joint strategy) πεξηιακβάλεη ηελ πηζαλφηεηα 

θαηαλνκήο ζην ζχλνιν φισλ ησλ θνηλψλ ζηξαηεγηθψλ , φπνπ ε ηειηθή θνηλή ζηξαηεγηθή 

δεκηνπξγείηαη ηπραία βάζε ηεο πηζαλφηεηαο θαηαλνκήο. Μφλν νη θαζαξέο ζηξαηεγηθέο 

(pure strategies) θαη νη θαζαξέο θνηλέο ζηξαηεγηθέο (pure joint strategies) θαη νη νξηζκνί 

ζηξαηεγηθή (strategy) θαη θνηλή ζηξαηεγηθή (joint strategy) νξίδνληαη σο καθαπή 

ζηπαηηγική  (pure strategy) θαη καθαπή κοινή ζηπαηηγική (pure joint strategy). 

 

Σν ζχλνιν ησλ εθηθηψλ θνηλψλ ζηξαηεγηθψλ δίλεηαη ζην ππνζχλνιν S ηνπ Rm (ή απφ 

xi NRmi  γηα έλα γεληθφηεξν ζχλνιν πνπ απνηειείηαη απφ ηνπο παίθηεο Ν). Σα 

ραξαθηεξηζηηθά ηνπ ζπλφινπ S ζε θάζε παίγλην κε ζπλεξγαζίαο (N,S,fi: i  N) 
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ιακβάλνληαη γηα λα ππνδειψζνπλ ην ηκήκα εθείλν ζε θάζε εθηθηή θνηλή ζηξαηεγηθή x 

ζηα ζηνηρεία xi γηα θάζε παίθηε i απφ ην ζχλνιν Ν. 

  

Ζ ζςνάπηηζη απόδοζηρ  (payoff function) γηα θάζε παίθηε i ηνπ ζπλφινπ Ν είλαη κία 

πξαγκαηηθή ζπλάξηεζε fi(x) νξίδεηαη ζην ζχλνιν S έηζη ψζηε γηα θάζε εθηθηή θνηλή 

ζηξαηεγηθή x ν παίθηεο  i  λα απνδέρεηαη ηε ρξεζηκφηεηα ηεο ζπλάξηεζεο fi(x). 

 

Γηα θάζε θνηλή ζηξαηεγηθή x  θαη γηα θάζε παίθηε i, ην x-i δειψλεη έλα δηάλπζκα ησλ 

ζηξαηεγηθψλ κε φινπο ηνπο παίθηεο ηνπ Ν εθηφο απφ ηνλ παίθηε i. Γηα θάζε θνηλή 

ζηξαηεγηθή x, θάζε παίθηεο i, θαη θάζε mi-δηάλπζκα yi, ην (yi,x-i) δειψλεη ηελ θνηλή 

ζηξαηεγηθή κε δηάλπζκα ζηξαηεγηθήο xi γηα ηνλ παίθηε i πνπ αληηθαζίζηαηαη απφ ηνλ 

παίθηε yi ζηε ζηξαηεγηθή x  θαη ηα άιια ζηνηρεία ηεο ζηξαηεγηθήο x  παξακέλνπλ 

ακεηάβιεηα. Σφηε x=(xi,x-i) γηα θάζε θνηλή ζηξαηεγηθή x θαη γηα θάζε παίθηε i. Σν ζχλνιν 

ησλ εθηθηψλ ζηξαηεγηθψλ γηα ηνλ παίθηε i δίλεηαη απφ ηηο ζηξαηεγηθέο x-i γηα ηνπο 

ππφινηπνπο παίθηεο  θαη ζπκβνιίδεηαη: 

Si(x-i)={yi : (yi, x-i)  S 

ην νπνίν  Si(x-i) είλαη έλα ηκήκα ηνπ ζπλφινπ S ζην x-i . Οη εθηθηέο ζηξαηεγηθέο γηα θάζε 

παίθηε κπνξεί λα εμαξηάηαη ζηηο ζηξαηεγηθέο ησλ άιισλ παηθηψλ. Γηα θάζε παίθηε i , 

επηηξέπεηαη: 

S-i={x-I : Si(x-i) μη κενό} 

 

ην νπνίν απνηειεί κία ζπιινγή απφ φια ηα δηαλχζκαηα x-I ησλ ζηξαηεγηθψλ γηα ηνπο 

παίθηεο εθηφο απφ ηνλ παίθηε i θαζψο ππάξρεη κία ζηξαηεγηθή yi γηα ηνλ παίθηε i κε  

(yi,x-i)  ην νπνίν είλαη εθηθηή θνηλή ζηξαηεγηθή, S-i  είλαη ε πξφβιεςε ηνπ S ζηνπο 

ζπληνληζηέο ησλ ζηξαηεγηθψλ γηα φινπο ηνπο παίθηεο εθηφο ηνπ παίθηε i. Γηα θάζε 

παίθηε i,ηζρχεη: 
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Si= x-i S-iSi(x-i) 

ην νπνίν είλαη ην ζχλνιν ησλ ζηξαηεγηθψλ γηα ηνλ παίθηε i πνπ είλαη ηα ζηνηρεία γηα 

θάζε εθηθηή θνηλή ζηξαηεγηθή, Si είλαη ε πξφβιεςε ηνπ S ζηνπο ζπληνληζηέο ηεο 

ζηξαηεγηθήο ηνπ παίθηε i. ΢εκεηψλνπκε φηη x-i είλαη ζην Rm-m, (yi,x-i)  είλαη ζην Rm , Si(x-i) 

είλαη έλα ππνζχλνιν ηνπ Rm , S-i  είλαη έλα ππνζχλνιν ηνπ Rm-m, θαη Si  απνηειεί έλα 

ππνζχλνιν ηνπ Rm
i. Γηα θάζε x ηνπ S, νξίδεηαη : 

 

S(x) = (xi NSi(x-i)) S 

 

΢εκεηψλνπκε φηη S= xi NSi  αλ θαη κφλν αλ S(x) =S γηα θάζε x ζην S. 

Γηα θάζε δηάλπζκα x-i ζην S-i , ε ζςνάπηηζη βέληιζηηρ ανηίδπαζηρ  (best response 

correspondence) γηα ηνλ παίθηε i είλαη ην ζχλνιν: 

 

Yi(x-i)= argmaxyi Si(x-i)fi(yi,x-i) 

 

γηα φιεο ηηο ζηξαηεγηθέο νη νπνίεο είλαη βέιηηζηεο γηα ηνλ παίθηε i δίλνληαο φηη x-i. Γηα x-i  

ζην S-i ,έλα ζηνηρείν ηνπ Yi(x-i) είλαη ε βέληιζηη ανηίδπαζη (best response) δεδνκέλνπ 

ηνπ x-i .Μία βέληιζηη ζςνάπηηζη ανηίδπαζηρ  (best response function) γηα ηνλ 

παίθηε i είλαη θάζε ζπλάξηεζε ζην S-i  ην νπνίν νξηνζεηεί θάζε x-i ζην Yi(x-i). Γηα θάζε 

εθηθηή θνηλή ζηξαηεγηθή x ζην S θαη θάζε y ζην S(x), νξίδνπκε: 

 

g(y,x)=΢i Nfi(yi,x-i) 
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Γηα θάζε εθηθηή θνηλή ζηξαηεγηθή x ζην S, ε βέληιζηη ζςνάπηηζη ανηίδπαζηρ είλαη ην 

ζχλνιν: 

Y(x)=argmaxy S(x)g(y,x) 

 

γηα φιεο ηηο εθηθηέο θνηλέο ζηξαηεγηθέο ηέηνηεο ψζηε ε ζηξαηεγηθή γηα θάζε παίθηε i είλαη 

εθηθηή δίλνληαο  x-i  θαη ην ζχλνιν ησλ εμνθιήζεσλ ζηνπο n παίθηεο λα κεγηζηνπνηείηαη 

δίλνληαο γηα θάζε παίθηε i λα ιακβάλεη ηελ εμφθιεζε ην νπνίν πξνέξρεηαη απφ ηελ 

απνηειεζκαηηθφηεηα ηεο ζηξαηεγηθήο ηνπ παίθηε i αληί ηνπ xi ζην x. Έλα ζηνηρείν ηνπ 

Y(x) γηα x ηνπ S απνηειεί κία ηέλεια εθικηή ανηίδπαζη (best joint response)  

δεδνκέλνπ ηνπ x. Μία ηέλεια εθικηή ζςνάπηηζη ανηίδπαζηρ  (best joint response 

function) είλαη νπνηαδήπνηε ζπλάξηεζε ζην S ε νπνία νξηνζεηεί θάζε x  κέζα ζην Y(x). 

 

Αλ S=xi NSi γηα απζαίξεην Ν (πεπεξαζκέλν ή κε), ηφηε ε ηέλεια εθικηή ζςνάπηηζη 

ανηίδπαζηρ ((best joint response correspondence) είλαη έλα άκεζν πξνηφλ ησλ 

κεκνλσκέλσλ παηθηψλ ε ηέιεηα αληηζηνηρία αληαπφθξηζεο  θαη ε ηέλεια εθικηή  

ζςνάπηηζη ανηίδπαζηρ (best joint response function) είλαη νπνηαδήπνηε 

ζπλάξηεζε ζην S ε νπνία νξηνζεηεί θάζε εθηθηή θνηλή  ζηξαηεγηθή ζην άκεζν πξνηφλ κε 

ηελ ηέιεηα αληηζηνηρία αληαπφθξηζεο ησλ κεκνλσκέλσλ παηθηψλ, ε νπνία είλαη: 

 

Y(x)= xi NYi(x-i)= xi Nargmax yi Sifi(yi,x-i) 

 

γηα θάζε x πνπ αλήθεη ζην S. Απηνί νη νξηζκνί είλαη ηζνδχλακνη κε απηνχο φπνπ ην Ν 

είλαη πεπεξαζκέλν θαη ηζρχεη S(x) = xi NSi. Σα ζηξαηεγηθά παίγληα (noncooperative 

games) επηηξέπνπλ ζην ζχλνιν ησλ εθηθηψλ ζηξαηεγηθψλ γηα νξηζκέλνπο παίθηεο λα 

εμαξηψληαη απφ ηηο ζηξαηεγηθέο πνπ επηιέγνληαη απφ άιινπο παίθηεο, ψζηε ην ζχλνιν S 
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ησλ εθηθηψλ θνηλψλ ζηξαηεγηθψλ λα κελ νξηνζεηνχληαη λα αλήθνπλ ζην xi NSi. Ζ 

γεληθφηεηα απηήο ηεο κνξθήο ηνπ S κπνξεί λα επέιζεη ε απψιεηα ηεο γεληθφηεηαο ζε 

κεξηθά ζεκεία, ηδηαηηέξσο γηαηί ε θαηαλφεζε ηνπ λα έρεηο ηελ ηέιεηα εθηθηή αληηζηνηρία 

ηεο αληαπφθξηζεο λα ηζνχηαη κε ην άκεζν πξνηφλ ησλ κεκνλσκέλσλ παηθηψλ κε ηελ 

ηέιεηα αληηζηνηρία αληαπφθξηζεο φηαλ  S(x) = xi NSi. Γηα παξάδεηγκα, έλα κνληέιν κε 

απεξηφξηζηνπο παίθηεο ζα είλαη πνιχ δχζθνιν λα ην δηαρεηξηζηεί θαζψο ε ζπλάξηεζε 

g(y, x) ρξεζηκνπνηείηαη ζην λα νξίδεη ηελ ηέιεηα εθηθηή αληηζηνηρία αληαπφθξηζεο Y(x) θαη 

ηφηε κπνξεί ε πξαγκαηηθή ή είλαη θαιψο νξηζκέλε θαζψο ζα ζρεκαηηζηεί απφ έλα 

άπεηξν άζξνηζκα. Ζ πεξίπησζε φπνπ ην ζχλνιν ησλ εθηθηψλ θνηλψλ ζηξαηεγηθψλ είλαη 

έλα άκεζν πξνηφλ ησλ κεκνλσκέλσλ παηθηψλ ηα ζχλνια ησλ εθηθηψλ ζηξαηεγηθψλ 

είλαη ζπκβαηά κε ην άπεηξν πνιινί παίθηεο θαζψο ε ηέιεηα θνηλή αληηζηνηρία 

αληαπφθξηζεο είλαη ην άκεζν πξνηφλ ησλ κεκνλσκέλσλ παηθηψλ ε ηέιεηα αληηζηνηρία 

αληαπφθξηζεο. Δπηπξφζζεηα, ε άζξνηζε ζηνλ νξηζκφ ηνπ g(y, x) απνηπγράλεη λα 

δηαηεξήζεη ηηο ηδηφηεηεο ηεο εκη-ππεξκεηξηθφηεηαο θαη ηε κνλή δηαζηαχξσζε ηεο 

ηδηφηεηαο απφ ηε κεκνλσκέλε ζπλάξηεζε εμφθιεζεο, παξφια απηά δηαθπιάζζεη ηελ 

ππεξκεηξηθφηεηα θαη απμάλεη ηηο δηαθνξέο.  

 

Ζ ζεκεηνγξαθία x-1,Si(x-i), S-i , Si ,Yi(x-i), g(y,x) θαη Τ(x) νξίδεηαη παξαθάησ. Μία εθηθηή 

θνηλή ζηξαηεγηθή απνηειεί έλα ζημείο ιζοπποπίαρ (equilibrium point) αλ ηζρχεη: 

 

fi(yi,x-I )  fi(x) για κάθε yi ζηο ζύνολο Si(x-i) και για κάθε i πος ανήκει ζηο Ν 

 

απηφ ηζρχεη, αλ ην x αλήθεη ζην S θαη xi αλήθεη ζηελ ηέιεηα αληηζηνηρία αληαπφθξηζεο   

Yi(x-i), γηα θάζε i. Γεδνκέλνπ έλα ζεκείν ηζνξξνπίαο , δελ ππάξρεη εθηθηή πεξηνρή γηα 

νπνηνδήπνηε παίθηε ψζηε λα βειηηψζεη απζηεξά ηε ρξεζηκφηεηα ηνπ αλ νη ζηξαηεγηθέο 

φισλ ησλ άιισλ παηθηψλ παξακέλνπλ ακεηάβιεηεο. 
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Έλα παίγλην κε ζπλεξγαζίαο (N,S,{fi: i  N}) απνηειεί έλα ςπεπμεηπικό παίγνιο  

(supermοdular game) αλ ην ζχλνιν S ησλ εθηθηψλ κηθηψλ ζηξαηεγηθψλ είλαη έλα 

sublattice ηνπ Rm (ή ηνπ xi NRmi), ε ζπλάξηεζε θέξδνπο fi(yi,x-i) είλαη έλα ππεξκεηξηθφ 

παίγλην ηνπ yi ζην Si γηα θάζε x-i ζην S-I θαη θάζε παίθηεο i , θαη fi(yi,x-i) έρεη αχμνπζεο 

δηαθνξέο ζην (yi,x-i) ζην Si x S-I γηα θάζε i. Απηέο νη ππνζέζεηο ζηε ζπλάξηεζε θέξδνπο 

γηα θάζε παίθηε i ζπλεπάγνπλ φηη απφ θάζε παίθηε i ην ζεκείν θάζε δεχγνπο ζηνηρείσλ 

ηνπ παίθηε i ε ζηξαηεγηθή απνηεινχλ ζηνηρεία θαη θάζε ζηνηρείν ηνπ παίθηε i ε 

ζηξαηεγηθή είλαη ζπκπιεξσκαηηθή γηα θάζε ζηνηρείν ηεο ζηξαηεγηθήο θαζελφο παίθηε. 

Σα απνηειέζκαηα θάζε ζπλάξηεζεο θέξδνπο fi(yi,x-i) γηα θάζε παίθηε i ζε έλα 

ππεξκεηξηθφ παίγλην αληαπνθξίλνληαη ζηα απνηειέζκαηα ηεο ζπλάξηεζεο. 

 

Έλα παίγλην κε ζπλεξγαζίαο είλαη έλα οιονεί ςπεπμεηπικό παίγνιο 

(quasisupermodular game) αλ ην ζχλνιν S ησλ εθηθηψλ θνηλψλ ζηξαηεγηθψλ είλαη έλα 

sublattice ηνπ Rm (ή ηνπ xi NRmi) ,ε ζπλάξηεζε θέξδνπο fi(yi,x-i) είλαη νηνλεί ππεξκεηξηθφ 

παίγλην ζην yi ηνπ Si γηα θάζε x-i  ζην S-η θαη θάζε παίθηεο i, θαη fi(yi,x-i) ηθαλνπνηεί ηελ 

ηδηφηεηα κνλήο δηέιεπζεο ζην (yi,x-i) ζην Si x S-I γηα θάζε i. 

 

Θεώπημα ηος Σopkis. Αν (N,S,{fi: i  N}) είναι ένα ςπεπμεηπικό παίγνιο (supermodular 

game), ηο ζύνολο S ηων εθικηών κοινών ζηπαηηγικών είναι μη κενό (nonempty) και 

μικπού μεγέθοςρ , και η ζςνάπηηζη κέπδοςρ  fi(yi,x-i) είναι άνω ημιζςνεσήρ ζηο  yi ηος 

Si(x-i) και κάθε i , ηόηε ηο ζύνολο ηων ζημείων ιζοπποπίαρ είναι ένα μη κενό 

ολοκληπωμένο lattice και ηο μέγιζηο και ηο ελάσιζηο ζημείο πος ςθίζηαηαι. 

 

Σν παξαπάλσ ζεψξεκα ηνπ Topkis παξνπζηάδεη έλα ζχλνιν ζεκείσλ ηζνξξνπίαο γηα 

έλα ππεξκεηξηθφ παίγλην (supermodular game) κε θαλνληθέο ζπλζήθεο ζε έλα κε θελφ 

νινθιεξσκέλν δηθηπσηφ  θαη πθίζηαηαη έλα κέγηζην θαη έλα ειάρηζην ζεκείν. Ο Tνpkis 
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δίλεη έλα κέξνο απφ ην απνηέιεζκα γηα ηνλ θαζνξηζκφ ηεο χπαξμεο κεξηθψλ ζεκείσλ 

ηζνξξνπίαο θαη έλα κέγηζην θαη έλα ειάρηζην ζεκείν ηζνξξνπίαο.  
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ΚΔΦΑΛΑΙΟ 4ο 

 

Η ΢ΤΜΠΛΗΡΧΜΑΣΙΚΟΣΗΣΑ ΢ΣΑ ΤΠΔΡΜΔΣΡΙΚΑ ΠΑΙΓΝΙΑ 

 

ΔΙ΢ΑΓΧΓΗ 

 

 Ζ ζεσξία ησλ παηγλίσλ εμεηάδεη θαηαζηάζεηο ζηηο νπνίεο ππάξρεη αιιειεπίδξαζε 

κεηαμχ ελφο κηθξνχ αξηζκνχ αηφκσλ ή επηρεηξήζεσλ. Άξα ζε νπνηαδήπνηε πεξίπησζε, 

αλ ν αξηζκφο ησλ αηφκσλ ή ησλ επηρεηξήζεσλ πνπ ζπκκεηέρνπλ είλαη κηθξφο, εκείο 

ρξεζηκνπνηνχκε ηα εξγαιεία ηεο ζεσξίαο ησλ παηγλίσλ, πξνθεηκέλνπ λα αλαιχζνπκε ηε 

ζπγθεθξηκέλε θαηάζηαζε, θαζψο επίζεο λα βξνχκε κία ηζνξξνπία. ΢ε θάζε έλα απφ ηα 

παίγληα πξέπεη λα ιακβάλνπκε ππφςε πψο ζπκπεξηθέξνληαη νη άιινη φηαλ παίξλνπλ ηηο 

απνθάζεηο , αθνχ ε ηζνξξνπία εμαξηάηαη απφ ηηο απνθάζεηο φισλ καδί. 

Έλα ζηξαηεγηθφ παηρλίδη είλαη έλα κνληέιν φπνπ έρνπκε Ν παίθηεο, θαζέλαο απφ ηνπο 

νπνίνπο δηαιέγεη κφλν κία ζηξαηεγηθή, ε νπνία δελ αιιάδεη. ΢ε έλα ζηξαηεγηθφ παηρλίδη 

ππάξρνπλ δηάθνξεο ζπκπεξηθνξέο παηθηψλ: 

 Σν παηρλίδη παίδεηαη κφλν κία θνξά. 

 Κάζε παίθηεο “μέξεη” ην παηρλίδη(θάζε παίθηεο γλσξίδεη φιεο ηηο θηλήζεηο θαη ηηο 

απνδφζεηο ηνπ παηρληδηνχ). 

 Οη παίθηεο είλαη νξζνινγηθνί. Έλαο νξζνινγηθφο παίθηεο είλαη έλαο παίθηεο πνπ 

παίδεη εγσηζηηθά, ζέινληαο λα κεγηζηνπνηήζεη ην θέξδνο ηνπ ζην παηρλίδη, ελψ 

ηαπηφρξνλα γλσξίδεη πσο θαη νη αληίπαινη ηνπ είλαη νξζνινγηζηέο. 

 Όινη νη παίθηεο δηαιέγνπλ ηηο θηλήζεηο ηνπο ηαπηφρξνλα ρσξίο φκσο λα 

γλσξίδνπλ ηηο επηινγέο ησλ άιισλ παηθηψλ.  
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Οη παίθηεο πξηλ πάξνπλ θάπνηα απφθαζε θαη δηαιέμνπλ πνηα ζηξαηεγηθή ζα 

αθνινπζήζνπλ, θνηηάλε πνηα ζηξαηεγηθή πξαγκαηηθά ηνπο σθειεί, κε πνηα ζα έρνπλ ην 

κεγαιχηεξν δπλαηφ θέξδνο φηη θαη λα θάλεη ν αληίπαινο ηνπο. ΢ε απηφ ην ζεκείν ε 

επηινγή γίλεηαη κε βάζε ηελ θπξηαξρία ησλ ζηξαηεγηθψλ. Μηα ζηξαηεγηθή ιέκε φηη είλαη 

κςπίαπση (dominant) , εάλ γηα φινπο ηνπο ζπλδπαζκνχο ζηξαηεγηθψλ ησλ άιισλ 

παηθηψλ έρεη ην κεγαιχηεξν φθεινο ζε ζρέζε κε ηηο ππφινηπεο. Δίλαη πάληα θαιχηεξε 

φηη θαη λα θάλεη ν άιινο παίθηεο αθνχ έρεη ην κεγαιχηεξν θέξδνο ζε ζρέζε κε ηηο άιιεο 

ελαιιαθηηθέο επηινγέο ηνπ. Αληηζέησο, κηα ζηξαηεγηθή ραξαθηεξίδεηαη σο 

κςπιαπσούμενη (dominated) φηαλ ππάξρεη θάπνηα άιιε ζηξαηεγηθή πνπ είλαη πάληα 

θαιχηεξε, νηηδήπνηε θαη λα θάλεη ν άιινο παίθηεο. Αλ θάπνηνο παίθηεο έρεη θπξίαξρε 

ζηξαηεγηθή ηελ αθνινπζεί θαη ηφηε ην παηρλίδη έρεη ιχζε θπξίαξρεο ζηξαηεγηθήο. Όκσο 

είλαη πνιχ πηζαλφ λα κελ ππάξρνπλ πάληα θπξίαξρεο ζηξαηεγηθέο, αιιά λα ππάξρνπλ 

αζζελείο θπξηαξρίεο. Μηα ζηξαηεγηθή κςπιαπσεί αζθενώρ (weakly dominates) εάλ γηα 

θάζε κία απφ  ηηο ελαιιαθηηθέο ζηξαηεγηθέο ηνπ παίθηε έρεη ηνπιάρηζηνλ ίζε απνιαβή 

γηα φινπο ηνπο ζπλδπαζκνχο ζηξαηεγηθψλ ησλ ππνινίπσλ παηθηψλ θαη θαιχηεξε 

απνιαβή γηα ηνπιάρηζηνλ έλαλ ζπλδπαζκφ ζηξαηεγηθψλ ησλ άιισλ παηθηψλ. Όιεο νη 

άιιεο ελαιιαθηηθέο ζηξαηεγηθέο νλνκάδνληαη αζθενώρ κςπιαπσούμενερ (weakly 

dominated strategy).  

 

Ο ζπλδπαζκφο ησλ ζηξαηεγηθψλ απφ θάζε παίθηε καο δίλεη ηελ έλλνηα ηεο ιζοπποπίαρ 

(equilibrium). Ζ ηζνξξνπία ζην παίγλην δειαδή, πξνέξρεηαη απφ ηηο θαιχηεξεο 

ζηξαηεγηθέο κία γηα θάζε παίθηε ζην παηρλίδη. Γηα λα βξνχκε απηήλ ηελ ηζνξξνπία εάλ 

ππάξρεη θπξίαξρε ζηξαηεγηθή γηα θάπνηνλ παίθηε ηφηε επηιέγεηαη. ΢ε πεξίπησζε φκσο 

πνπ δελ ππάξρεη, ν πεξηνξηζκφο ησλ θπξηαξρνχκελσλ ζηξαηεγηθψλ “dominated” κπνξεί 

λα νδεγήζεη ζηε δεκηνπξγία λέσλ θπξηαξρνχκελσλ ζηξαηεγηθψλ, νη νπνίεο κε ηε ζεηξά 

ηνπο ζα απαιεηθζνχλ θη απηέο. Ξεθηλψληαο ην παηρλίδη δηαγξάθνληαη κία κία νη αζζελψο 

θπξηαξρνχκελεο ζηξαηεγηθέο απφ ηηο επηινγέο ηνπ παίθηε θαη απηφ ζπλερίδεηαη κέρξη λα 

βξεζεί κφλν κία ζηξαηεγηθή γηα θάζε παίθηε. Ζ δηαδηθαζία απηή νλνκάδεηαη απαλοιθή 

κςπιαπσούμενων ζηπαηηγικών “Iterated Elimination of Dominated Strategies, 

IEDS”. Ζ δηαδηθαζία απηή είλαη απνιχησο,  ινγηθή αθνχ θαη νη παίθηεο είλαη ινγηθνί θαη 
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γλσξίδνπλ πσο θαη νη αληίπαινη ηνπο είλαη ινγηθνί γεγνλφο πνπ δείρλεη φηη θαλέλαο απφ 

απηνχο δελ ζα επηιέμεη κηα ζηξαηεγηθή ε νπνία είλαη αζζελψο θπξηαξρνχκελε. Αλ 

απαιείςνπκε κφλν θπξηαξρνχκελεο ζηξαηεγηθέο, ε ζεηξά ηεο απαινηθήο δελ επεξεάδεη 

ην απνηέιεζκα. Ο θίλδπλνο ππάξρεη κφλν αλ απαιείςνπκε κε ιάζνο ζεηξά αζζελψο 

θπξηαξρνχκελεο ζηξαηεγηθέο, νδεγψληαο καο ζε ιάζνο απνηέιεζκα. ΢σζηή ζεηξά 

ζεσξείηαη ε ηαπηφρξνλε απαινηθή γηα φινπο ηνπο παίθηεο ζε θάζε γχξν.  Ζ 

ζεκαληηθφηεξε έλλνηα ηζνξξνπίαο ζηε ζεσξία παηγλίσλ είλαη ε ιζοπποπία Nash πνπ 

ζα αλαιχζνπκε ζηελ ζπλέρεηα. 

 

4.1 ΚΑΣΗΓΟΡΙΔ΢ ΠΑΙΓΝΙΧΝ 

 

Σα παίγληα κπνξνχλ λα ηαμηλνκεζνχλ ζε δηάθνξεο θαηεγνξίεο κε βάζε δηάθνξα είδε 

θξηηεξίσλ. Δδψ ζα πξνζπαζήζνπκε λα ηα ρσξίζνπκε ζε θάπνηεο θαηεγνξίεο. Έηζη 

ινηπφλ έρνπκε ηνπο εμήο δηαρσξηζκνχο: 

 ΢ύμθωνα με ηον απιθμό ηων παικηών πος παίπνοςν μέπορ. Αλ ππάξρνπλ 

δχν παίθηεο ηφηε νλνκάδνληαη “παίγνια δύο παικηών”,  ελψ αλ νη παίθηεο είλαη 

πεξηζζφηεξνη(έζησ n), ηφηε έρνπκε “παίγνια n παικηών”. Τπάξρεη θπζηθά θαη ε 

πεξίπησζε πνπ ππάξρεη κφλν έλαο παίθηεο έρνληαο ζαλ αληίπαιν ηνπ “ηε θχζε”. 

Σα παίγληα απηά βέβαηα ζεσξνχληαη πσο αλήθνπλ ζηελ πξψηε θαηεγνξία ησλ 

παηγλίσλ κε δχν παίθηεο.  

 ΢ύμθωνα με ηη δςναηόηηηα ζςνεπγαζίαρ. Οη παίθηεο (δχν ή πεξηζζφηεξνη) 

πξηλ παίμνπλ ην παίγλην έρνπλ ηε δπλαηφηεηα λα ζπλεξγαζηνχλ θαη λα θάλνπλ 

ζπκθσλίεο κεηαμχ ηνπο γηα ηηο ζηξαηεγηθέο πνπ ζα αθνινπζήζνπλ. Απηά 

νλνκάδνληαη ζςνεπγαηικά παίγνια (cooperative games) ζε αληίζεζε κε ηα 

παίγληα φπνπ ν παίθηεο παίξλεη ηηο απνθάζεηο ρσξίο λα ζπλελλνεζεί κε ηνπο 

άιινπο, ηα νπνία νλνκάδνληαη ζηπαηηγικά παίγνια  (non cooperative games).  

΢ύμθωνα με ηα σαπακηηπιζηικά ηων αποδοσών ηοςρ. Όηαλ ην θέξδνο ελφο 

παίθηε είλαη ίζν κε ηελ απψιεηα ηνπ αληηπάινπ ηνπ, ην παίγλην νλνκάδεηαη 
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“παίγνιο μηδενικού αθποίζμαηορ”(zero-sum games). ΢ε απηά ηα παίγληα ην 

άζξνηζκα ησλ ακνηβψλ είλαη ίζν κε κεδέλ κε απνηέιεζκα ε ζπλεξγαζία γηα ηνπο 

παίθηεο λα είλαη αλέθηθηε. Αληίζηνηρα ππάξρνπλ “παίγνια μη-μηδενικού 

αθποίζμαηορ”(non zero-sum games) ζηα νπνία ην άζξνηζκα ησλ ακνηβψλ 

είλαη δηάθνξν ηνπ κεδελφο. Σν θέξδνο θάπνηνπ δελ ζεκαίλεη απαξαίηεηα ηε δεκηά 

θάπνηνπ αληαγσληζηή, θαη νη δχν κπνξεί λα θεξδίζνπλ ή θαη λα ράζνπλ 

αληίζηνηρα. 

 ΢ύμθωνα με ηη ζειπά πος παίπνονηαι οι αποθάζειρ. Αλ νη αληίπαινη 

θηλεζνχλ ηαπηφρξνλα επηιέγνληαο κηα ζηξαηεγηθή ζηελ αξρή ηνπ παηρληδηνχ, 

ρσξίο ν έλαο λα γλσξίδεη ηη ζα πξάμεη ν άιινο, ηφηε κηιάκε γηα “ζηαηικό 

παίγνιο” ή “ζηπαηηγικό παίγνιο” ή “παίγνιο ζε κανονική μοπθή”. ΢ηελ 

αληίζεζε πεξίπησζε έρνπκε ηα “δςναμικά παίγνια” ή “παίγνια ζε εκηεηαμένη 

μοπθή” φπνπ νη παίθηεο έρνπλ θάπνηα γλψζε γηα ηηο πξνεγνχκελεο ελέξγεηεο θαη 

έηζη ε ζεηξά κε ηελ νπνία ιακβάλνληαη νη απνθάζεηο έρεη ζεκαζία. ΢ηα παίγληα 

απηά ε αλαπαξάζηαζε γίλεηαη κε ηε βνήζεηα δέληξνπ.  

 ΢ύμθωνα με ηον απιθμό ηων ζηπαηηγικών. Σα παίγληα ζε απηήλ ηελ θαηεγνξία 

ρσξίδνληαη ζε “πεπεπαζμένα” θαη ζε “μη πεπεπαζμένα”. Σα πεπεξαζκέλα 

παίγληα ηειεηψλνπλ ζε έλα κεηξήζηκν αξηζκφ θηλήζεσλ, ζε αληίζεζε κε ηα άιια 

ηα νπνία δηαξθνχλ γηα άπεηξεο θηλήζεηο θαη ν ληθεηήο γίλεηαη γλσζηφο αθνχ φιεο 

απηέο νη θηλήζεηο ηειεηψζνπλ. 

 ΢ύμθωνα με ηην πληποθόπηζη πος παπέσοςν. Λέκε φηη έρνπκε “παίγνια 

πλήποςρ πληποθόπηζηρ” φηαλ νη παίθηεο είλαη πιήξσο ελεκεξσκέλνη γηα ηηο 

θηλήζεηο ησλ αληηπάισλ. Έηζη κφλν ηα δπλακηθά παίγληα κπνξεί λα είλαη παίγληα 

πιήξνπο πιεξνθφξεζεο, κηαο θαη ζηα ζηαηηθά νη παίθηεο δελ είλαη ελεκεξσκέλνη. 

Όηαλ νη παίθηεο είλαη κεξηθψο ελεκεξσκέλνη ιέκε φηη έρνπκε “παίγνια αηελούρ 

πληποθόπηζηρ”. 
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4.2 Η Ι΢ΟΡΡΟΠΙΑ NASH 

 

΢ηνπο βαζηθνχο ζεκειησηέο ηεο ζεσξίαο παηγλίσλ αλήθεη ν John Nash ν νπνίνο 

εηζήγαγε ζηα παίγληα ηελ ηδέα ηεο ηζνξξνπίαο ε νπνία ρξεζηκνπνηείηαη πιένλ επξέσο ζε 

φινπο ηνπο θιάδνπο ηεο ζχγρξνλεο επηζηήκεο. 

Σν ζεψξεκα πνπ δηαηχπσζε ν Nash θαη έγηλε γλσζηφ ζε φιν ηνλ θφζκν αλαθέξεη πσο 

θάζε παίγλην κε πεπεξαζκέλν πιήζνο παηθηψλ θαη ελεξγεηψλ έρεη ηνπιάρηζηνλ έλα 

ζεκείν ηζνξξνπίαο, ζχκθσλα κε ην νπνίν φινη νη παίθηεο επηιέγνπλ ηηο πην 

ζπκθέξνπζεο γηα απηνχο ελέξγεηεο, γλσξίδνληαο θαη ηηο επηινγέο ησλ αληηπάισλ ηνπο. 

Οη παίθηεο ζθέθηνληαη ηη κπνξεί λα δηαιέμεη ν αληίπαινο ηνπο, πξνζπαζνχλ λα 

θαηαιάβνπλ ηε ζπκπεξηθνξά ησλ άιισλ θαη επηιέγνπλ ηελ ζηξαηεγηθή ηνπο ζχκθσλα 

κε απηφ. Γειαδή ε ζηξαηεγηθή ελφο παίθηε απνηειεί ηελ θαιχηεξε αληίδξαζε 

(απφθξηζε) ζηελ ζηξαηεγηθή ηνπ άιινπ παίθηε. Απηφο ν ζπλδπαζκφο ζηξαηεγηθψλ 

απνηειεί ηζνξξνπία Nash.  Ο παίθηεο επηιέγεη εθείλε απφ ηηο δηθέο ηνπ ζηξαηεγηθέο, ε 

νπνία είλαη ε θαιχηεξε απάληεζε ζηελ ζηξαηεγηθή πνπ λνκίδεη φηη ζα επηιέμεη ν άιινο 

παίθηεο. Δπνκέλσο θαλέλαο παίθηεο δελ έρεη θίλεηξν λα θχγεη κνλνκεξψο απφ απηήλ 

ηελ ηζνξξνπία πνπ έρεη δεκηνπξγεζεί. Οη παίθηεο θαηαιαβαίλνπλ πσο βξίζθνληαη ζε 

ηζνξξνπία αλ κηα αιιαγή ζηηο ζηξαηεγηθέο απφ νπνηνλδήπνηε απφ απηνχο, νδεγήζεη ζε 

ρακειφηεξν θέξδνο απφ απηφ πνπ ζα είραλ αλ παξέκελαλ ζηε ζσζηή ζηξαηεγηθή. 

Γεδνκέλνπ ησλ επηινγψλ ησλ αληηπάισλ, ν παίθηεο δελ έρεη λα θεξδίζεη θάπνην 

κεγαιχηεξν φθεινο θαη γηα απηφ δελ αιιάδεη ζηξαηεγηθή. Όπσο είλαη θαλεξφ ε ζεσξία 

γηα ηελ ηζνξξνπία Nash, έρεη δχν ζπληζηψζεο: πξψηα θάζε παίθηεο θάλεη ηελ επηινγή 

ηνπ βαζηδφκελνο ζηελ νξζνινγηθή απφθαζε πνπ πξνέξρεηαη απφ ηηο πεπνηζήζεηο ηνπ 

γηα ην ηη ζα πξάμεη ν αληίπαινο θαη δεχηεξνλ θάζε πεπνίζεζε ηνπ παίθηε γηα ηελ 

επηινγή ηνπ αληηπάινπ ηνπ είλαη ζσζηή. Γηα λα θαηαλνήζνπκε πιήξσο ηελ έλλνηα ηεο 

ηζνξξνπίαο Nash, ζα ρξεζηκνπνηήζνπκε πάιη ην πην πάλσ παίγλην ην νπνίν 

παξαζέηνπκε πάιη γηα επθνιία. 
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 Πίνακαρ 1.Παίγνιο κςπιαπσίαρ κινδύνος “Risk Dominance” 

 B1 B2 

A1 5,5 -100,4 

A2 0,1 0,0 

 

 

Ξεθηλψληαο κε ηνλ Α παίθηε βξίζθνπκε πνηα ζηξαηεγηθή ζα επηιέμεη ζε ζπγθεθξηκέλε 

ζηξαηεγηθή ηνπ αληηπάινπ. Έζησ φηη ν Α πηζηεχεη φηη ν Β ζα επηιέμεη ηελ β1 ζηξαηεγηθή. 

Σφηε πξνθαλψο ζα επηιέμεη εθείλε απφ ηηο δχν δηθέο ηνπ ζηξαηεγηθέο πνπ ζα ηνπ δψζεη 

ην κεγαιχηεξν φθεινο. Ζ α1 ζα ηνπ δψζεη 5 κνλάδεο σθέιεηαο, ελψ ε α2 ζα ηνπ δψζεη 

0 (φπσο αλαθέξακε θαη πην πξηλ νη πξψηνη αξηζκνί ζε θάζε θειί αληηζηνηρνχλ ζηνλ 

παίθηε γξακκήο, δειαδή ζηνλ Α). Άξα ζα επηιέμεη ηελ α1 ζηξαηεγηθή κε θέξδνο 5. Απηφ 

ην λνχκεξν ην θπθιψλνπκε. Αλ ν Α πηζηεχεη πσο ν Β ζα δηαιέμεη ηελ β2 ζηξαηεγηθή 

απηφο θπζηθά ζα πξνηηκήζεη ηελ α2 αθνχ ην θέξδνο ηνπ ζα είλαη κεγαιχηεξν(-100<0), 

άζρεηα αλ πξφθεηηαη γηα 0 κνλάδεο. Ύζηεξα απφ ηηο επηινγέο ηνπ παίθηε Α, ν πίλαθαο 

παξνπζηάδεηαη σο εμήο: 

Πίνακαρ 2.Ππώηο ζηάδιο ηος παιγνίος 

 B1 B2 

A1 5,5 -100,4 

A2 0,1 0,0 
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Οκνίσο θάλνπκε θαη γηα ηνλ παίθηε Β. Αλ απηφο λνκίδεη φηη ν Α ζα επηιέμεη ηελ α1 

ζηξαηεγηθή, ζα πξνηηκήζεη ηελ β1 ζηξαηεγηθή πνπ ζα ηνπ δψζεη θέξδνο 5 κνλάδεο θαη 

φρη 4 κνλάδεο(νη δεχηεξνη αξηζκνί ζε θάζε θειί είπακε πσο αλαθέξνληαη ζηνλ παίθηε 

ζηήιεο, δειαδή ζηνλ Β). Αλ ν Β λνκίδεη γηα ηνλ Α πσο ζα αθνινπζήζεη ηελ α2 

ζηξαηεγηθή, ζα πξνηηκήζεη θαη πάιη ηελ β1 αθνχ ζα έρεη θέξδνο 1 κνλάδα αληί γηα 0 

κνλάδεο. Απηά ηα λνχκεξα ηα βάδνπκε ζε έλα κπιε ηεηξάγσλν. Ύζηεξα θαη απφ ηηο 

επηινγέο ηνπ Β παίθηε ν πίλαθαο έρεη σο εμήο: 

 

 

Πίνακαρ 3.Γεύηεπο ζηάδιο ηος παιγνίος 

 B1 B2 

A1 5,5 -100,4 

A2 0,1 0,0 

 

Ζ ηζνξξνπία Nash ππάξρεη φηαλ ε θαιχηεξε απφθξηζε ηνπ παίθηε Α είλαη ίδηα κε ηελ 

θαιχηεξε απφθξηζε ηνπ παίθηε Β, φηαλ δειαδή ζε έλα θειί ππάξρνπλ νη επηινγέο θαη 

ησλ δχν παηθηψλ. Απηφ είλαη θαη ην ζεκείν ηζνξξνπίαο. ΢ην παξάδεηγκα καο ηζνξξνπία 

έρνπκε ζην θειί (α1, β1)=(5, 5). Τπάξρνπλ παηρλίδηα πνπ έρνπλ παξαπάλσ απφ κία 

ηζνξξνπίεο Nash, ελψ ππάξρνπλ θαη παηρλίδηα ρσξίο θαλέλα ζεκείν ηζνξξνπίαο Nash. 

Έρνπκε αλαθέξεη πσο εθηφο απφ ηηο θαζαξέο ζηξαηεγηθέο έρνπκε θαη ηηο κηθηέο. Δίπακε 

πσο ε επηινγή κηθηήο ζηξαηεγηθήο ηζνδπλακεί κε ην λα επηιέμεη ν παίθηεο ηπραία κεηαμχ 

ζπγθεθξηκέλσλ θαζαξψλ ζηξαηεγηθψλ. Γηα παξάδεηγκα ,κπνξνχκε λα πνχκε πσο ν 

παίθηεο Α ζα επηιέμεη ηελ α1 ζηξαηεγηθή κε πηζαλφηεηα p ή ηελ α2 κε πηζαλφηεηα p-1. Ο 

παίθηεο δειαδή πνπ δηαιέγεη κηθηή ζηξαηεγηθή επηιέγεη ηηο πηζαλφηεηεο θαζεκηάο απφ ηηο 

θαζαξέο ζηξαηεγηθέο πνπ εκπεξηέρνληαη ζηελ ζπγθεθξηκέλε κηθηή ζηξαηεγηθή, 

αθήλνληαο ηα ππφινηπα ζηελ ηχρε. Όζν θαη αλ θαίλεηαη παξάμελν ππάξρνπλ πνιιέο 
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πεξηπηψζεηο ζηελ θαζεκεξηλή δσή φπνπ νη παίθηεο πξνηηκνχλ λα ρξεζηκνπνηήζνπλ 

κηθηέο ζηξαηεγηθέο. Ο Nash θαηάθεξε επίζεο λα απνδείμεη πσο φια ηα πεπεξαζκέλα 

παίγληα εκπεξηέρνπλ ηνπιάρηζηνλ έλα ζχλνιν κηθηψλ ζηξαηεγηθψλ (κία αλά παίθηε) πνπ 

ζπληζηά ηζνξξνπία Nash ζε κηθηέο ζηξαηεγηθέο(ΗΝΜ΢) Όηαλ ππάξρνπλ πνιιέο 

ηζνξξνπίεο Nash (ζε θαζαξέο ζηξαηεγηθέο), ηε ιχζε δίλεη ε ηζνξξνπία Nash ζε κηθηέο 

ζηξαηεγηθέο.  Αθφκε θαη αλ δελ ππάξρεη ηζνξξνπία ζε θαζαξέο ζηξαηεγηθέο, ππάξρεη 

κία κνλαδηθή ηζνξξνπία ζε κηθηέο ζηξαηεγηθέο.  Ζ ηζνξξνπία ζε θαζαξέο ζηξαηεγηθέο 

θαίλεηαη πην ειθπζηηθή πξφηαζε απφ ηελ ηζνξξνπία ζηηο κηθηέο, αθνχ δελ ρξεηάδεηαη νη 

παίθηεο λα επηιέγνπλ ζηελ ηχρε. 

 Όκσο απφ ηε ζηηγκή πνπ δελ ππάξρεη ηζνξξνπία ζε θάζε παηρλίδη, ε ηζνξξνπία ζε   

κηθηέο ζηξαηεγηθέο απνθηάεη κεγαιχηεξε αμία αθνχ πιένλ γηα θάζε παηρλίδη ππάξρεη 

ζίγνπξα κία ηζνξξνπία.  

 

 

4.3 ΔΙ΢ΑΓΧΓΗ ΢ΣΟ ΟΛΙΓΟΠΧΛΙΟ 

 

Σν νιηγνπψιην είλαη κία κνξθή ηεο αγνξάο ζηελ νπνία δξαζηεξηνπνηείηαη έλαο κηθξφο 

αξηζκφο επηρεηξήζεσλ, κε θχξην ραξαθηεξηζηηθφ ηελ ηζρπξή αιιειεμάξηεζε κεηαμχ ησλ 

επηρεηξήζεσλ. Ο θιάδνο απηφο δηαθξίλεηαη ζην καθαπό ολιγοπώλιο (pure oligopoly) 

θαη ζην διαθοποποιημένο ολιγοπώλιο (differentiated oligopoly). ΢ηνλ πιήξε 

αληαγσληζκφ θαη ζην κνλνπψιην δελ αληηκεησπίδνληαη πξνβιήκαηα κεηαμχ ησλ 

αληαγσληζηψλ-επηρεηξήζεσλ. ΢ην νιηγνπψιην, νη επηρεηξήζεηο θηλνχληαη ζηελ αγνξά 

ιακβάλνληαο ζηξαηεγηθέο απνθάζεηο. 

΢ηελ νιηγνπσιηαθή αγνξά, νη επηρεηξήζεηο έρνπλ σο πξσηαξρηθφ ζθνπφ είηε ηε 

κεγηζηνπνίεζε ησλ θεξδψλ ηνπ θιάδνπ, είηε ηελ αχμεζε κεξηδίνπ ζηελ αγνξά θάζε 

επηρείξεζε μερσξηζηά. Οη επηρεηξήζεηο ζπκπεξηθέξνληαη θαη αληηδξνχλ βάζε ησλ 

απνθάζεσλ πνπ ιακβάλνπλ ζε θάζε πεξίπησζε δηαθνξεηηθά. 



΢ ε ι ί δ α  | 46 

ΠΑΙΓΝΙΑ ΜΔ ΢ΤΜΠΛΗΡΧΜΑΣΙΚΟΣΗΣΑ ΣΧΝ ΢ΣΡΑΣΗΓΙΚΧΝ 

 

Λφγσ ησλ δηαθνξεηηθψλ ζηξαηεγηθψλ απνθάζεσλ πνπ ιακβάλνπλ νη επηρεηξήζεηο ζε 

έλα νιηγνπσιηαθφ πεξηβάιινλ, ππάξρνπλ δηάθνξα κνληέια πνπ βξίζθνπκε ζε απηή ηελ 

αγνξά. ΢ην παξφλ θεθάιαην, ζα αλαιπζνχλ ηα ππνδείγκαηα ηνπ νιηγνπσιίνπ ,θαζψο 

επίζεο θαη ε εθαξκνγή ησλ ππεξκεηξηθψλ παηγλίσλ ζε απηά.   

 

 

ΥΑΡΑΚΣΗΡΙ΢ΣΙΚΑ ΟΛΙΓΟΠΧΛΙΟΤ 

Οη νιηγνπσιηαθέο επηρεηξήζεηο ραξαθηεξίδνληαη απφ ηελ ηζρπξή αιιειεμάξηεζε πνπ 

έρνπλ κεηαμχ ηνπο θαη γηα απηφ ην ιφγν ιακβάλνληαη απνθάζεηο απφ απηέο πνπ 

αθνξνχλ ηελ εθαξκνγή ηεο βέιηηζηεο ζηξαηεγηθήο. Ζ εθαξκνγή ηεο ζηξαηεγηθήο έρεη 

ζηφρν ηελ πξφβιεςε ησλ αληηδξάζεσλ θαη ησλ ζηξαηεγηθψλ πνπ ζα αθνινπζήζνπλ νη 

ππφινηπεο. 

Σα βαζηθφηεξα ραξαθηεξηζηηθά πνπ πξνζδηνξίδνπλ ην νιηγνπψιην: 

 Σν νιηγνπψιην δηαθξίλεηαη γηα ηνλ κηθξφ αξηζκφ ησλ επηρεηξήζεσλ πνπ 

απνηειείηαη. 

 

 Σα εκπφδηα πνπ αληηκεησπίδεη κία επηρείξεζε γηα λα εηζέιζεη ζην νιηγνπψιην. Σα 

εκπφδηα δηαθξίλνληαη ζε θπζηθά θαη λνκηθά. Σα θπζηθά εκπφδηα  αθνξνχλ φηη 

ζρεηίδεηαη κε ηελ ππφζηαζε ηεο επηρείξεζεο, ηελ νηθνλνκία θιίκαθαο ,ηε 

δπλακηθφηεηα παξαγσγήο , ηελ ηερλνινγία θ.α. Σα λνκηθά εκπφδηα αθνξά ηελ 

απαηηνχκελε άδεηα εθκεηαιιεχζεσο φηαλ είλαη πεξηνξηζκέλνο ν αξηζκφο ησλ 

επηρεηξήζεσλ. 

 Οη νιηγνπσιεηέο ραξαθηεξίδνληαη απφ ηνλ πςειφ βαζκφ αιιειεμάξηεζεο κεηαμχ 

ηνπο. ΢ηφρνο ησλ επηρεηξήζεσλ είλαη λα πξνβιέπνπλ ηε ζηξαηεγηθή πνπ ζα 

αθνινπζήζνπλ νη αληαγσληζηηθέο επηρεηξήζεηο. Απηφο φκσο ν ζηφρνο 

ραξαθηεξίδεηαη απφ αβεβαηφηεηα. 

 Λφγσ ηνπ κηθξνχ αξηζκνχ ησλ επηρεηξήζεσλ πνπ ραξαθηεξίδεη ην νιηγνπψιην, 

επηδηψθνπλ λα επέιζεη ζπκθσλία κεηαμχ ηνπο. 
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4.4 Ι΢ΟΡΡΟΠΙΑ ΢ΣΟ ΟΛΙΓΟΠΧΛΙΟ ΚΑΙ ΔΠΙΛΟΓΗ ΢ΣΡΑΣΗΓΙΚΗ΢ 

 

Χο ηζνξξνπία ζε κία επηρείξεζε ραξαθηεξίδνπκε ηελ θαηάζηαζε εθείλε φπνπ 

νξίδνπκε ηελ ηηκή θαη ηελ πνζφηεηα παξαγσγήο θαη ε επηρείξεζε αληαπνθξίλεηαη 

πιήξσο ζηα ραξαθηεξηζηηθά ησλ αληαγσληζηηθψλ θαη κνλνπσιηαθψλ αγνξψλ. ΢ην 

νιηγνπψιην θάζε επηρείξεζε μερσξηζηά δξαζηεξηνπνηείηαη βάζε ησλ θηλήζεσλ ησλ 

αληαγσληζηψλ ηεο. Ζ ηζνξξνπία Nash εθαξκφδεηαη ζην νιηγνπψιην θαη ην 

δπνπψιην. 

Οη αληαγσληζηηθέο επηρεηξήζεηο, ζπγθξίλνληαη κεηαμχ ηνπο γηα δχν κεηαβιεηέο : 

Α)ε ηηκή ησλ πξντφλησλ ηεο θάζε εηαηξείαο  

Β)ε πνζφηεηα παξαγσγήο απφ ηελ επηρείξεζε. 

Ζ δηαδηθαζία θαζνξηζκνχ ησλ δχν παξαπάλσ κεηαβιεηψλ θαζνξίδεηαη βάζε ησλ 

ζπλζεθψλ ηεο αγνξάο θαη ησλ πξνβιέςεσλ γηα ηηο θηλήζεηο ησλ αληαγσληζηηθψλ 

επηρεηξήζεσλ. Όηαλ κία επηρείξεζε ηηκνινγεί πξηλ απφ κία άιιε, ραξαθηεξίδεηαη σο 

εγέηεο ηηκψλ (price leader) θαη αληηζηνίρσο ε πξψηε ζηελ παξαγφκελε πνζφηεηα 

νλνκάδεηαη εγέηεο πνζφηεηαο(quantity leader). Τπάξρεη φκσο ην ελδερφκελν λα κελ 

ππάξρεη γλψζε ησλ θηλήζεσλ ησλ άιισλ επηρεηξήζεσλ, άξα ππάξρεη ε πηζαλφηεηα 

λα πξαγκαηνπνηεζνχλ ηαπηφρξνλεο θηλήζεηο. 

Ζ παξαπάλσ θαηάηαμε δεκηνπξγεί δχν δηαθνξεηηθνχο ηχπνπο ζηξαηεγηθψλ: 

 Σαςηόσπονορ καθοπιζμόρ ποζόηηηαρ (Γςοπώλιο Cournot) 

 Σαςηόσπονορ καθοπιζμόρ ηιμήρ (Bertrand Ολιγοπώλιο) 

Δθηφο απφ ηελ αλάιπζε ησλ δχν ζηξαηεγηθψλ, ζα αλαιπζεί ζηε ζπλέρεηα θαη ε 

εθαξκνγή ησλ ππεξκεηξηθψλ παηγλίσλ ππφ θαλνληθέο ζπλζήθεο ζηνπο δχν απηνχο 

ηχπνπο αγνξψλ. 
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4.4.1ΣΑΤΣΟΥΡΟΝΟ΢ ΚΑΘΟΡΙ΢ΜΟ΢ ΠΟ΢ΟΣΗΣΑ΢ (ΓΤΟΠΧΛΙΟ 

COURNOT) 

 

Ο ηαπηφρξνλνο θαζνξηζκφο πνηφηεηαο ζε δχν επηρεηξήζεηο αλαθέξεηαη ζηελ ηαπηφρξνλε 

πξνζπάζεηα απηψλ λα ιεθζνχλ απνθάζεηο ζρεηηθά κε ηελ πνζφηεηα παξαγσγήο θαη ηηο 

πξνβιέςεηο γηα ηελ παξαγφκελε πνζφηεηα απφ ηελ άιιε επηρείξεζε. ΢χκθσλα κε ην 

ππφδεηγκα Cournot , θάζε επηρείξεζε θάλεη πξφβιεςε ζρεηηθά κε ηελ παξαγφκελε 

πνζφηεηα απφ ηελ αληαγσλίζηξηα επηρείξεζε. 

 

ΤΠΟΓΔΙΓΜΑ COURNOT 

 

Βάζε ηνπ ζεσξήκαηνο Cournot, θάζε επηρείξεζε δεδνκέλεο ηεο πξφβιεςεο πνπ έρεη 

θάλεη γηα ηελ παξαγφκελε πνζφηεηα ηεο αληαγσλίζηξηαο εηαηξείαο, επηιέγεη ζηε 

ζπλέρεηα ηελ πνζφηεηα παξαγσγήο ηεο, ε νπνία ζα επηθέξεη θαη ηε κεγηζηνπνίεζε ησλ 

θεξδψλ ηεο. Οη επηρεηξήζεηο έρνπλ ζηφρν ηελ ηζνξξνπία ζηηο πξνβιέςεηο πνπ θάλνπλ, 

ηελ θαηάζηαζε δειαδή φπνπ νη εθηηκήζεηο θάζε επηρείξεζεο γηα ηελ  παξαγσγή ηεο 

άιιεο επηρείξεζεο πνπ επηβεβαηψλνληαη. 

Έζησ επηρείξεζε 1 ε νπνία πξνβιέπεη φηη ε επηρείξεζε  2 ζα παξάγεη y2
e κνλάδεο 

παξαγσγήο, φπνπ e:αλακελφκελε παξαγφκελε πνζφηεηα. Αλ ε επηρείξεζε 1 παξάγεη 

y1  κνλάδεο πνζφηεηαο , ηφηε ε αλακελφκελε νιηθή πνζφηεηα παξαγσγήο είλαη Y=y1+y2
e 

. Ζ αλακελφκελε πνζφηεηαο παξαγσγήο δηακνξθψλεη θαη ηελ αληίζηνηρε ηηκή ζηελ 

αγνξά p(Y)=p(y1+y2
e) . Απηφ ζπλεπάγεηαη λα πξνθχπηεη ην πξφβιεκα ηεο 

κεγηζηνπνίεζεο ησλ θεξδψλ ε νπνία εκθαλίδεηαη ζηελ παξαθάησ ηζφηεηα: 

maxΠ1=max {p(y1+ y2
e)y1-c(y1)} 
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Γηα θάζε αλακελφκελε πνζφηεηα παξαγσγήο γηα ηελ επηρείξεζε 2 αληηζηνηρεί θαη ε 

βέιηηζηε επηινγή πνζφηεηαο y1 γηα ηελ επηρείξεζε 1. Ζ ζπλάξηεζε ηεο ζρέζεο κεηαμχ 

ηεο αλακελφκελεο πνζφηεηαο παξαγσγήο ηεο επηρείξεζεο 2 θαη ηεο βέιηηζηεο επηινγήο 

παξαγφκελεο πνζφηεηαο ηεο επηρείξεζεο 1 είλαη ε εμήο: 

y1=f1(y2
e) 

Ζ παξαπάλσ ζπλάξηεζε απνηειεί ηε ζπλάξηεζε αληίδξαζεο, ε νπνία παξαζέηεη ηε 

βέιηηζηε επηινγή ηεο κίαο επηρείξεζεο βάζε ησλ πξνβιέςεσλ πνπ έρεη γηα ηελ επηινγή 

ηεο αληαγσλίζηξηαο επηρείξεζεο. Ζ αληίζηνηρε ζπλάξηεζε γηα ηελ επηρείξεζε 2 πνπ 

δίλεη ηελ βέιηηζηε επηινγή πνζφηεηαο ηεο επηρείξεζεο 2 γηα ηηο πξνβιέςεηο ζρεηηθά κε 

ηελ παξαγφκελε πνζφηεηα ηεο επηρείξεζεο 1 είλαη: 

y2=f2(y1
e) 

Κάζε επηρείξεζε θαζνξίδεη ηελ πνζφηεηα παξαγσγήο βάζε ησλ εθηηκήζεσλ ηεο γηα ηελ 

παξαγφκελε πνζφηεηα ηεο αληαγσλίζηξηαο επηρείξεζεο . 

Έζησ ν άξηζηνο ζπλδπαζκφο πνζνηήησλ (y1*, y2*) ψζηε ην άξηζην επίπεδν πνζφηεηαο 

παξαγσγήο γηα ηελ επηρείξεζε 1 , βάζε ηεο εθηίκεζεο ηεο παξαγφκελεο πνζφηεηαο ηεο 

επηρείξεζεο 2, είλαη ην y1* θαη ην άξηζην επίπεδν πνζφηεηαο παξαγσγήο γηα ηελ 

επηρείξεζε 2 ,βάζε ηεο εθηίκεζεο γηα ηελ επηρείξεζε 1, είλαη ην y2*. Οη επηινγέο ησλ 

παξαγφκελσλ πνζνηήησλ ηθαλνπνηνχλ ηηο παξαθάησ ζρέζεηο : 

y1=f1(y2
e) 

y2=f2(y1
e) 

Απφ ηνλ ζπλδπαζκφ ησλ επηπέδσλ παξαγσγήο επέξρεηαη ε ιζοπποπία Cournot. 
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Γιάγπαμμα 1.Η ιζοπποπία Nash ζηον ανηαγωνιζμό ηιμών με διαθοποποίηζη 

πποϊόνηορ 

 

Καηά ηελ ηζνξξνπία Cournot, θάζε επηρείξεζε έρεη σο πξσηαξρηθφ ζηφρν ηελ 

κεγηζηνπνίεζε ησλ θεξδψλ ηεο , βάζε ησλ εθηηκήζεσλ ζρεηηθά κε ηνλ θαζνξηζκφ ηεο 

πνζφηεηαο ηεο αληαγσλίζηξηαο επηρείξεζεο θαη φηη νη πξνβιέςεηο επηβεβαηψλνληαη θαηά 

ηελ ηζνξξνπία Cournot. Κάζε επηρείξεζε, επηιέγεη ηελ άξηζηε πνζφηεηα παξαγσγήο ε 

νπνία ζπκθσλεί κε ηηο εθηηκήζεηο ηεο δεχηεξεο επηρείξεζεο. ΢ηελ ηζνξξνπία Cournot, 

θακία επηρείξεζε δελ έρεη φθεινο λα κεηαβάιιεη ηελ πνζφηεηα παξαγσγήο ηεο απφ ηε 

ρξνληθή ζηηγκή πνπ απνθαιχπηεηαη ε παξαγφκελε πνζφηεηα ηεο άιιεο επηρείξεζεο.  

Ζ ηζνξξνπία Cournot απνηειεί παξάδεηγκα ηεο ηζνξξνπίαο Nash. ΢χκθσλα κε ηελ 

ηζνξξνπία Nash, θάζε επηρείξεζε δξαζηεξηνπνηείηαη ψζηε λα θέξεη ην θαιχηεξν δπλαηφ 

απνηέιεζκα γηα ηελ ίδηα ,δεδνκέλνπ ησλ ζηνηρείσλ θαη πξάμεσλ ηεο αληαγσλίζηξηαο 

επηρείξεζεο. ΢ηελ ηζνξξνπία Cournot, θάζε δπνπσιεηήο παξάγεη ηελ πνζφηεηα ε 

νπνία επηθέξεη ηε κεγηζηνπνίεζε ησλ θεξδψλ ηεο, πάληα ζε ζπλάξηεζε ηεο 
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παξαγφκελεο πνζφηεηαο θαη θακία επηρείξεζε δε κεηαβάιιεη ηελ πνζφηεηα παξαγσγήο 

ηεο. 

 

4.4.2 ΣΑΤΣΟΥΡΟΝΟ΢ ΚΑΘΟΡΙ΢ΜΟ΢ ΣΙΜΧΝ (ΤΠΟΓΔΙΓΜΑ 

BERTRAND) 

Μία επηπιένλ πξνζέγγηζε ζην νιηγνπψιην είλαη απηή θαηά ηελ νπνία νη επηρεηξήζεηο 

νξίδνπλ ηηο ηηκέο ζηα πξνηφληα ηνπο θαη ζηε ζπλέρεηα ε αγνξά πξνζδηνξίδεη ηελ 

πνζφηεηα πνπ ζα δηνρεηεπηεί ζε απηή. Σν ππφδεηγκα πνπ είλαη θαηάιιειν γηα ηελ 

πεξηγξαθή ηνπ είλαη ην ππφδεηγκα Bertrand, ην νπνίν αλαθέξεηαη ζηηο επηρεηξήζεηο πνπ 

σζνχλ ζηελ αγνξά ίδηαο θχζεσο πξντφληα. Παξφια απηά, παξαηεξείηαη φηη κεηαμχ ησλ 

επηρεηξήζεσλ ππάξρεη αληαγσληζκφο θαη ζηελ πεξίπησζε πνπ πξνσζνχλ θαη 

δηαθνξεηηθνχ ηχπνπ πξντφληα. Σν ζπκπέξαζκα είλαη φκσο φηη, θαη ζηηο δχν 

πεξηπηψζεηο, θαηαιήγνπκε ζηελ ηζνξξνπία ηνπ Nash. Παξαθάησ αλαιχνληαη νη 

πεξηπηψζεηο πνπ πξναλαθέξακε μερσξηζηά. 

 

ΑΝΣΑΓΧΝΙ΢ΜΟ΢ ΣΙΜΧΝ ΜΔ ΟΜΟΙΟΓΔΝΗ ΠΡΟΙΟΝΣΑ 

 

Όπσο πξναλαθέξακε, αληαγσληζκφο κεηαμχ ησλ επηρεηξήζεσλ κπνξεί λα πξνθχςεη θαη 

φηαλ παξάγνπλ νκνηνγελή πξντφληα. Σν ππφδεηγκα Bertrand είλαη απηφ πνπ ζα 

ρξεζηκνπνηήζνπκε ζε νιηγνπσιηαθέο επηρεηξήζεηο γηα λα απνδείμνπκε φηη ππάξρεη 

ηζνξξνπία κεηαμχ απηψλ ζε κία αγνξά. ΢ηε ζπγθεθξηκέλε πεξίπησζε ζεσξνχκε 

δεδνκέλν φηη ε ηηκή ησλ πξντφλησλ ηεο αληαγσλίζηξηαο επηρείξεζεο είλαη δεδνκέλε, 

ζηαζεξή θαη ππάξρεη ζπκθσλία κεηαμχ ησλ επηρεηξήζεσλ ζρεηηθά κε ηνλ θαζνξηζκφ ησλ 

ηηκψλ πνπ ζέηνπλ ζηα πξντφληα ηνπο. Όπσο θαη ζην ζεψξεκα ηνπ Cournot, έηζη θαη ζην 

ππφδεηγκα ηνπ Bertrand, θάζε επηρείξεζε πξαγκαηνπνηεί πξνβιέςεηο ζρεηηθά ηψξα κε 

ηελ ηηκή πνπ νξίδεη ε αληαγσλίζηξηα επηρείξεζε ζηα πξντφληα ηεο. Μεηά απφ απηή ηελ 

πξφβιεςε, θαζνξίδεη θαη ε ίδηα ηηο ηηκέο απηψλ. Βάζε ηνπ ππνδείγκαηνο, νξίδνπκε έλα 



΢ ε ι ί δ α  | 52 

ΠΑΙΓΝΙΑ ΜΔ ΢ΤΜΠΛΗΡΧΜΑΣΙΚΟΣΗΣΑ ΣΧΝ ΢ΣΡΑΣΗΓΙΚΧΝ 

 

δεχγνο ηηκψλ, κε ην νπνίν πξαγκαηνπνηείηαη θαη πάιη κεγηζηνπνίεζε ησλ θεξδψλ. Άξα 

νη επηρεηξήζεηο δηαθξίλνληαη γηα ηε κεηαμχ ηνπο αληαγσληζηηθφηεηα πιένλ βάζε ησλ 

ηηκψλ ησλ πξντφλησλ πνπ εηζέξρνληαη ζηελ αγνξά θαη ζηε ζπλέρεηα θαζνξίδνπλ ηελ 

πνζφηεηα. 

Γηα ηελ εθαξκνγή ηνπ ζπγθεθξηκέλνπ ππνδείγκαηνο, ζεσξνχκε δεδνκέλν φηη ην πξντφλ 

είλαη νκνηνγελέο θαη ζηηο δχν επηρεηξήζεηο. Ζ αγνξά θηλείηαη κέζσ ηεο δηαπξαγκάηεπζεο 

κεηαμχ αγνξαζηή θαη πσιεηή, φπνπ επέιζεη ζπκθσλία κε ηνλ πσιεηή ηνπ πξντφληνο κε 

ηε ρακειφηεξε ηηκή.  Γηαθξίλεηαη αληαγσληζκφο κεηαμχ ησλ πσιεηψλ ,ιφγσ ηεο 

δηαθνξεηηθφηεηαο ησλ ηηκψλ. ΢ην ηέινο θαηαιήγνπλ λα ππάξρνπλ νη πσιεηέο πνπ έρνπλ 

κνλνπψιην ζηελ αγνξά, ιφγσ ησλ πνιχ ρακειψλ ηηκψλ ηνπο θαη νη πσιεηέο πνπ δελ 

δηνρεηεχνπλ θακία πνζφηεηα ζηελ αγνξά, ιφγσ ησλ πνιχ πςειψλ ηηκψλ ηνπο. ΢ηελ 

πεξίπησζε φπνπ ππάξρνπλ δχν πσιεηέο θαη δελ δηαθξίλνληαη δηαθνξέο ζηηο 

ηηκνινγήζεηο ηνπο, νξίδνπκε φηη ν θάζε πσιεηήο έρεη ην κηζφ κεξίδην ηεο αγνξάο. 

Όηαλ επέξρεηαη κείσζε ηεο ηηκήο , ε κία επηρείξεζε έρεη σο πξσηαξρηθφ ζθνπφ λα 

απμήζεη ηελ πνζφηεηα πνπ ζα δηνρεηεχζεη ζηελ αγνξά απφ ηελ παξαγφκελε πνζφηεηα 

θαη αχμεζε ησλ πσιήζεσλ ηεο. Σελ ίδηα πνιηηηθή ζα επηδηψμεη λα αθνινπζήζεη θαη ε 

δεχηεξε επηρείξεζε. Δπνκέλσο , κέζσ ηνπ αληαγσληζκνχ πνπ πξνθχπηεη, ε θάζε 

επηρείξεζε θαζνξίδεη ηελ ηηκή ηεο κε νξηαθφ θφζηνο (p1=p2=MC) θαη πξνθχπηεη ην 

ζπκπέξαζκα ηεο ηζνξξνπίαο Nash, φπνπ θαη ε αγνξά δηαλέκεηαη ηζνκεξψο  ζηηο δχν 

επηρεηξήζεηο. Καηά ηελ πεξίπησζε φπνπ ε κία απφ ηηο δχν επηρεηξήζεηο ζειήζεη λα 

πξαγκαηνπνηήζεη αχμεζε ησλ ηηκψλ ηεο , ηφηε κεηψλεη απηνκάησο θαη ην κεξίδην αγνξάο 

ηεο θαζψο νη αγνξαζηέο ζα ζηξαθνχλ ζηελ αληαγσλίζηξηα επηρείξεζε. ΢ηελ αληίζεηε 

πεξίπησζε, φπνπ ζα κεηψζεη ηηο ηηκέο ηεο, ζα απμήζεη ηελ πνζφηεηα πψιεζεο ,ην νπνίν 

ζπλεπάγεηαη φκσο κείσζε ησλ θεξδψλ ηεο θαζψο ζα παξακείλεη ίδην ην θφζηνο 

παξαγσγήο ηνπ πξντφληνο. 

 

΢ην ππφδεηγκα Bertrand, φηαλ επέξρεηαη ε ηζνξξνπία Νash, θάζε επηρείξεζε νξίδεη ηελ 

ηηκή ηνπ πξντφληνο ίζε κε ην νξηαθφ θφζηνο θαη κε απηφ ηνλ ηξφπν κεδελίδνληαη ηα 

θέξδε ηεο .Ζ ηζνξξνπία θαηά Nash  επέξρεηαη φκσο θαη φηαλ νη δχν επηρεηξήζεηο 
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νξίδνπλ ηελ ίδηα ηηκή, πςειφηεξε απφ ην νξηαθφ θφζηνο ,ψζηε λα παξνπζηάδνπλ θέξδνο 

θάζε κία μερσξηζηά. ΢ε απηή ηελ πεξίπησζε, κεηψλνπλ ηελ ηηκή ηνπ πξνηφληνο θαη 

απμάλνπλ ηα θέξδε ηνπο, ηα νπνία ππάξρεη ε πηζαλφηεηα λα δηπιαζηαζηνχλ. Ζ πψιεζε 

πνπ πξαγκαηνπνηείηαη κε ηηκή ρακειφηεξε απφ απηή πνπ θπξηαξρεί ζηνλ αληαγσληζκφ 

κέρξη ην ζεκείν φπνπ θζάλεη λα ηζνδπλακεί κε ην νξηαθφ θφζηνο, δεκηνπξγεί ην ζεκείν 

εθείλν πνπ είλαη ζηαζεξφ θαη πξαγκαηηθφ θαη νξίδεη ηελ ηζνξξνπία Nash. Σν αθξηβψο 

αληίζεην ζεκείν, δειαδή φηαλ μεπεξλάεη ε ηηκή ην νξηαθφ θφζηνο, δελ έρνπκε ηζνξξνπία. 

Μέζσ ηνπ ππνδείγκαηνο ηνπ Bertrand, παξφιν πνπ δηαθξίλεηαη απφ ηελ ηζνξξνπία φηαλ 

έρνπλ θνηλή ηηκή νη επηρεηξήζεηο, δελ είλαη πάληα εθηθηφ λα θαζνξίζνπκε ηελ πνζφηεηα 

πνπ πξνσζεί ζηελ αγνξά ε θαζεκία μερσξηζηά. Βάζε ηνπ ππνδείγκαηνο, ζεσξεηηθά νη 

δχν επηρεηξήζεηο έρνπλ ηζφπνζεο πσιήζεηο , ρσξίο φκσο λα ππνζηεξίδεηαη πξαθηηθά. 

 

 

ΑΝΣΑΓΧΝΙ΢ΜΟ΢ ΣΙΜΧΝ ΜΔ ΓΙΑΦΟΡΟΠΟΙΗΜΔΝΑ ΠΡΟΙΟΝΣΑ 

 

Οη επηρεηξήζεηο ζε κία αγνξά, ζπλήζσο δηαθνξνπνηνχλ ηα πξντφληα πνπ πξνσζνχλ 

ψζηε λα ππάξρεη έληνλε αληαγσληζηηθφηεηα κεηαμχ ηνπο. Ζ ζπλέπεηα ηεο παξαπάλσ 

δηαθνξνπνίεζεο έρεη σο απνηέιεζκα λα κελ θαζνξίδεηαη ην κεξίδην αγνξάο ηεο θάζε 

επηρείξεζεο κφλν απφ ηελ ηηκή ηνπ πξντφληνο ,αιιά θαη απφ ηηο δηαθνξέο πνπ 

δηαθξίλνπλ ηα πξντφληα. 
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Γιάγπαμμα 2.Η ιζοπποπία Nash ζηον ανηαγωνιζμό ηιμών με διαθοποποιημένα 

πποϊόνηα 

 

΢ηνλ αληαγσληζκφ κε δηαθνξνπνηεκέλα πξντφληα, ε πνζφηεηα πνπ θάζε επηρείξεζε 

κπνξεί λα πσιήζεη κεηψλεηαη φηαλ γίλεηαη αχμεζε ησλ ηηκψλ ηεο , ελψ απμάλεηαη φηαλ ε 

αληαγσλίζηξηα επηρείξεζε απμάλεη ηηο ηηκέο. Καηά ηελ πεξίπησζε φπνπ νη δχν 

επηρεηξήζεηο θαζνξίζνπλ ηηο ηηκέο ηνπο ηαπηφρξνλα θαη δελ πξαγκαηνπνηεζνχλ 

πξνβιέςεηο , κπνξνχλ λα ρξεζηκνπνηήζνπλ ην ππφδεηγκα ηνπ Cournot. Ο θαζνξηζκφο 

ηεο ηηκήο, ζην ζπγθεθξηκέλν ππφδεηγκα, γίλεηαη βάζε ηεο ζηαζεξήο ηηκήο πνπ έρεη ν 

αληαγσληζηήο. Σα θέξδε ηεο επηρείξεζεο 1 ππνινγίδνληαη έζνδα κείνλ ην ζηαζεξφ 

θφζηνο , δειαδή p1y1 – FC(fixed cost), αληίζηνηρα γηα ηελ επηρείξεζε 2 φπνπ ηζρχεη  p2y2 

– FC(fixed cost). Γηα λα ππνινγηζηεί ε ηηκή p1 θαη p2 ζηηο νπνίεο κεγηζηνπνηεί ε θάζε 

επηρείξεζε ηα θέξδε ηεο ,ππάξρεη αιιειεμάξηεζε κεηαμχ ηνπο. Όηαλ ε επηρείξεζε 1 

απμήζεη θαηά κηθξφ πνζνζηφ ηελ ηηκή ηεο θαη παξνπζηάδεη κεδεληθά θέξδε, ηφηε  

κεγηζηνπνηνχληαη ηα θέξδε ηεο επηρείξεζεο 2. Όηαλ ε επηρείξεζε 2 δηαηεξήζεη ηελ ηηκή 

ηεο ζηαζεξή, ηφηε κεγηζηνπνηεί ε επηρείξεζε 1 ηα θέξδε ηεο. 

Ζ ηζνξξνπία Nash επέξρεηαη ζην ζεκείν φπνπ νη δχν θακπχιεο ησλ ζπλαξηήζεσλ 

αληίδξαζεο ηέκλνληαη. ΢ην ζεκείν απηφ, θάζε επηρείξεζε δηαπξαγκαηεχεηαη κε ηνλ 
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θαιχηεξν δπλαηφ ηξφπν, κε ηελ ηηκή πνπ έρεη νξίζεη ε ίδηα θαη αληαγσληζηήο ηεο ,ρσξίο 

φκσο λα πξνηίζεηαη λα πξαγκαηνπνηήζεη ηελ νπνηαδήπνηε αιιαγή ζηελ ηηκή ηεο. 

 

4.4.3 ΢ΤΝΟΦΗ 

 

΢ην ππφδεηγκα ηνπ θαζνξηζκνχ πνζφηεηαο (ζεψξεκα ηνπ Cournot), θάζε επηρείξεζε 

επηιέγεη ηαπηφρξνλα ηελ παξαγφκελε πνζφηεηα κε ζηφρν λα πξαγκαηνπνηήζνπλ 

κεγηζηνπνίεζε ησλ θεξδψλ ηεο , έρνληαο σο δεδνκέλν ηηο εθηηκήζεηο θαη ηηο πξνβιέςεηο 

ζρεηηθά κε ηηο αληίζηνηρεο επηινγέο ηεο αληαγσλίζηξηαο επηρείξεζεο. Μέζσ ηεο 

ηζνξξνπίαο Cournot, θάζε επηρείξεζε επηζπκεί ηε κεγηζηνπνίεζε ησλ θεξδψλ , 

δεδνκέλσλ ησλ πνζνηήησλ παξαγσγήο ηεο αληίπαιεο επηρείξεζεο  αιιά θαη επεηδή 

δελ έρνπλ ζηφρν λα κεηαβάιινπλ ηελ παξαγφκελε πνζφηεηα θάζε κία απφ απηέο. Κάζε 

επηρείξεζε θαηαιακβάλεη έλα κηθξφ κεξίδην αγνξάο, θάηη ην νπνίν ζπλεπάγεηαη φηη ε 

ηηκή ηνπ πξνηφληνο πιεζηάδεη ζην νξηαθφ θφζηνο θαη επνκέλσο ν θιάδνο δελ ζεσξείηαη 

αληαγσληζηηθφο. 

΢ην ππφδεηγκα ηνπ Bertrand, ηνπ ηαπηφρξνλνπ θαζνξηζκνχ ηηκψλ, θάζε επηρείξεζε 

θαζνξίδεη ηελ ηηκή ηεο ,εθηηκψληαο πάληα ηηο αληίζηνηρεο θηλήζεηο ηεο αληαγσλίζηξηαο 

επηρείξεζεο . πξαγκαηνπνηείηαη ηαπηφρξνλε ιήςε ηεο απφθαζεο ζρεηηθά κε ηελ ηηκή 

ηνπ πξνηφληνο θαη ζεσξείηαη σο δεδνκέλε θαη ζηαζεξή ε ηηκή ηνπ αληαγσληζηή. Ζ 

ηζνξξνπία πνπ πξαγκαηνπνηείηαη ζην ππφδεηγκα απηφ είλαη ε ηζνξξνπία ηνπ 

αληαγσληζκνχ.  

Αλ θαη ηα δχν πξφηππα έρνπλ παξφκνηεο ππνζέζεηο θαη πξαγκαηνπνηνχληαη θάησ απφ 

παξεκθεξή ζπλζήθεο, ζπκπεξαίλνπκε φηη έρνπλ δηαθνξεηηθέο επηπηψζεηο. Απφ ην 

ππφδεηγκα ηνπ Bertrand, θαηαιήγνπκε φηη ην δπνπψιην είλαη αξθεηφ γηα λα σζήζεη ηηο 

ηηκέο θάησ απφ ην επίπεδν πξφζζεηεο δαπάλεο θαη ζα νδεγήζεη ηειηθά ζε έλα ηέιεην 

αληαγσληζκφ. Καηά ηελ πεξίπησζε πνπ είλαη γηα ηηο  επηρεηξήζεηο  πην εχθνιν λα 

ηξνπνπνηήζνπλ ηηο ζπλζήθεο παξαγσγήο , ηφηε ηδαληθφ ππφδεηγκα είλαη ηνπ Bertrand, 
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δηαθνξεηηθά φηαλ αληηκεησπίδνληαη δπζθνιίεο ζε κηα ηέηνηα αλαπξνζαξκνγή, είλαη πην 

εθηθηφ θαη ζπλεηφ λα γίλεη εθαξκνγή ηνπ ζεσξήκαηνο ηνπ Cournot. 

 

4.5 ΑΠΟΓΔΙΞΗ ΣΧΝ ΤΠΔΡΜΔΣΡΙΚΧΝ ΠΑΙΓΝΙΧΝ 

 

΢ε απηή ηελ ελφηεηα παξνπζηάδνπκε ηξείο εθαξκνγέο θαη δχν ζεσξήκαηα, ηα νπνία 

αλαιχζεθαλ ζεσξεηηθά πξνεγνπκέλσο, ηεο νηθνλνκηθήο ζεσξίαο ησλ παηγλίσλ ηα 

νπνία απνδεηθλχνληαη φηη απνηεινχλ ππεξκεηξηθά παίγληα θάησ απφ θπζηνινγηθέο 

ζπλζήθεο . 

Γηα λα γίλεη θαηαλνεηή ε παξαθάησ αλάιπζε, απαηηείηαη αξρηθά λα αλαθέξνπκε ην 

ζεψξεκα ηνπ Topkis, ζρεηηθά κε ηηο αχμνπζεο δηαθνξέο πνπ εκθαλίδνληαη ζηελ 

ππεξκεηξηθφηεηα. 

Ο Topkis, παξαθνινπζψληαο φια ηα πξνβιήκαηα πνπ αλήθνπλ ζηελ 

παξακεηξνπνηεκέλε νηθνγέλεηα βειηηζηνπνίεζεο ησλ παξακέηξσλ, φπνπ AS αλήθεη ζην 

Α, κε ηελ πξφζεζε πνπ απνξξέεη ζε επαξθείο φξνπο γηα ην ζηφρν θαη έλα πεξηνξηζηηθφ 

ζχλνιν φπνπ απνδίδεη βέιηηζηεο κνλφηνλεο ιχζεηο: 

a* (s)=argmax {F(s,a) : a  As} 

Δμεηάδνπκε ηελ παξάκεηξν θαη ηα ζχλνια, S θαη A, ηα νπνία είλαη ππνζχλνια ηνπ R, κία 

αληηζηνηρία απφ ην S ζην A, ην νπνίν είλαη ην ππνζχλνιν ησλ εθηθηψλ αληηδξάζεσλ 

φηαλ ε παξάκεηξνο είλαη ην s.  

Μία ζπλάξηεζε F: SXA→ R έρεη αχμνπζεο δηαθνξέο ζην δηάζηεκα (s,a) αλ: 

F(s΄,a΄)- F(s΄,a)≥ F(s ,a΄)- F(s ,a) όπος για κάθε a΄>a ,s΄>s, 

ή δηαθνξεηηθά , αλ ε δηαθνξά F(. ,a΄)- F(. ,a) είλαη κία αχμνπζα ζπλάξηεζε. Ζ ηδηφηεηα 

απηή δελ έρεη δηαθξίζεηο κεηαμχ ησλ δχν κεηαβιεηψλ ,φπνπ ε παξαπάλσ ζπλάξηεζε 

είλαη ηζνδχλακε κε ηελ : 
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F(s΄,a΄)- F(s, a΄)≥ F(s΄,a)- F(s ,a) όπος για κάθε a΄>a ,s΄>s. 

Γηα ηηο ζπλαξηήζεηο πνπ αλήθνπλ ζην R2 , νη αχμνπζεο δηαθνξέο είλαη ηζνδχλακεο κε ηελ 

ππεξκεηξηθφηεηα , άξα νη δχν φξνη κπνξνχλ θαη ελαιιάζζνληαη. 

 

Έηζη πξνθχπηεη φηη: 

Αν F είναι μία ζςνάπηηζη δύο θοπέρ παπαγωγίζιμη, οι αύξοςζερ διαθοπέρ είναι 

ιζοδύναμερ με ηο 2F(s ,a)/ a s≥0, για όλα ηα a και s. 

Απόδειξη : οι αύξοςζερ διαθοπέρ είναι ιζοδύναμερ με ηη διαθοπά F(. ,a΄)- F(. ,a), η 

οποία είναι μία αύξοςζα ζςνάπηηζη ( όηαν a΄>a), η οποία είναι ιζοδύναμη με ηο [ F(s 

,a΄)- F(s, a)]/  s ≥0, ή 2F(s ,a΄)/ s≥ F(s ,a)/ s, ηο οποίο  F(s ,a)/ s αςξάνεηαι ζηο 

a ή 2F(s ,a)/ a s≥0. 

 

4.6 ΢ΣΡΑΣΗΓΙΚΗ ΢ΤΜΠΛΗΡΧΜΑΣΙΚΟΣΗΣΑ 

 

΢ηελ νηθνλνκία θαη ηε ζεσξία ησλ παηγλίσλ, νη απνθάζεηο πνπ παίξλνπλ δχν ή 

πεξηζζφηεξνη παίθηεο νλνκάδεηαη ζηξαηεγηθή ζπκπιεξσκαηηθφηεηα φηαλ απηέο 

αιιεινζπκπιεξψλνληαη θαη απνθαινχληαη ζπκπιεξσκαηηθά ππνθαηάζηαηα, αλ ε κία 

απφθαζε αληηζηαζκίδεη ηελ άιιε. 

΢ηε ζπγθεθξηκέλε πεξίπησζε, νη παίθηεο έρνπλ παξφκνηεο επηινγέο, είλαη αηειψο 

αληαγσληζηηθνί ζηελ απφθαζε πνπ έρνπλ λα πάξνπλ ζρεηηθά κε ηελ παξαγφκελε 

πνζφηεηα. ΢ηε ζπλέρεηα νη απνθάζεηο πνπ παίξλνληαη γηα ηελ παξαγσγή αθνξνχλ ηε 

ζηξαηεγηθή ζπκπιεξσκαηηθφηεηα, θαζψο φζν απμάλεηαη ε παξαγσγή ηεο κίαο 

επηρείξεζεο απμάλνληαη ηα νξηαθά έζνδα ησλ αληαγσληζηξηψλ επηρεηξήζεσλ , θάηη ην 
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νπνίν δίλεη θίλεηξν ζηηο άιιεο επηρεηξήζεηο γηα κεγαιχηεξε παξαγσγή , θαη 

αληηζηξφθσο. 

 

4.7 COORDINATION GAMES 

 

΢ε απηή ηελ ελφηεηα παξνπζηάδνπκε ηξία δηαθνξεηηθά παίγληα ηα νπνία αλαιχνληαη 

ψζηε λα θαηαιήμνπκε ζην ζπκπέξαζκα γηα ηνλ απνηεινχλ ηειηθά ππεξκεηξηθά παίγληα ή 

φρη. 

 

4.7.1THE BATTLE OF SEXES (Η ΜΑΥΗ ΣΧΝ ΦΤΛΛΧΝ) 

Σν παίγλην “battle of the sexes” (η μάση ηων θύλων) απνηειεί έλα απφ ηα θιαζζηθά 

παηρλίδηα ζηε ζεσξία παηγλίσλ. ΢ηελ παξαδνζηαθή αλάιπζε ηνπ παηρληδηνχ , έλαο 

άληξα θαη κηα γπλαίθα πξνζπαζνχλ λα απνθαζίζνπλ πσο ζα πεξάζνπλ ην απφγεπκα 

ηνπο. Ο άληξαο πξνηηκά λα κείλνπλ ζπίηη θαη λα δνχλε ηνλ αγψλα πνπ έρεη ζηελ 

ηειεφξαζε, ελψ ε γπλαίθα πξνηηκά λα πάλε ζηελ φπεξα. Καη νη δχν φκσο ζέινπλ λα 

θάλνπλ θάηη καδί θαη φρη λα κείλνπλ ρψξηα. ΢ηνλ παξαθάησ πίλαθα θαίλνληαη νη επηινγέο 

ηνπο σο ζηξαηεγηθέο, νπνχ νη γξακκέο αληηζηνηρνχλ ζηηο επηινγέο ηνπ άληξα θαη νη 

ζηήιεο ζηηο επηινγέο ηεο γπλαίθαο . 

 

 

Πίνακαρ 4.Η μάση ηων θύλων 

0,0 2,1 

1,2 0,0 
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Ζ κάρε ησλ θχισλ παξνπζηάδεη κηα θαηάζηαζε θαηά ηελ νπνία ην δεπγάξη πξέπεη λα 

ζπλεξγαζηεί, αλ θαη έρνπλ δηαθνξεηηθέο πξνηηκήζεηο, αθνχ ζε θακία πεξίπησζε δελ 

ζέινπλ λα κείλνπλ ρψξηα. Πξφθεηηαη γηα ζπλεξγαηηθφ θαη φρη αληαγσληζηηθφ παίγλην. Δδψ 

άιινπο ελδηαθέξεη ν αληίπαινο λα κάζεη ηε ζηξαηεγηθή πνπ πξφθεηηαη λα εθαξκφζνπκε, 

γηαηί κπνξεί λα ηε ρξεζηκνπνηήζεη γηα θνηλφ άιινπο φθεινο. Αλ θαη ην παηρλίδη αλήθεη 

ζηελ θαηεγνξία ησλ παηρληδηψλ πνπ παίδνληαη ηαπηφρξνλα, δελ είλαη αλαγθαίν γηα 

άιινπο παίθηεο λα δξάζνπλ έηζη. Σν κφλν πνπ απαηηείηαη είλαη ν θαζέλαο λα δξάζεη 

ρσξίο γλψζε γηα ην πψο ζα πξάμεη ν άιινπο. Απηφ επηηπγράλεηαη αλ νη παίθηεο πάξνπλ 

ηελ απφθαζε άιινπο ρσξίο πξνεγνπκέλσο λα έρνπλ κηιήζεη. Δίλαη κε ξεαιηζηηθφ λα 

ππνζέζνπκε πσο ην δεπγάξη δελ ζα ην ζπδεηήζεη θαη δελ ζα παηρηεί ην ίδην «έξγν» 

άιινπο θνξέο . Αλ θάζε κέξα έρνπλ λα πάξνπλ κηα ηέηνηα απφθαζε 

(επαλαιακβαλφκελν παίγλην) ηφηε ζίγνπξα ν άιινπο ζα κπνξεί λα καληέςεη άιινπο 

θηλήζεηο ηνπ άιινπ. ΢εκαληηθφ ξφιν ζε απηφ ην παηρλίδη έρεη ην πνηνο ζα παίμεη πξψηνο 

θαη ζα 

αλαθνηλψζεη ηελ απφθαζε ηνπ ζην ηαίξη ηνπ. Αλ γηα παξάδεηγκα ε γπλαίθα έρεη  

αγνξάζεη απφ πξηλ ηα εηζηηήξηα γηα ηελ φπεξα, είλαη πνιχ πηζαλφ ν άληξαο λα πεηζζεί 

θαη λα επηιέμεη απφ ηελ αξρή λα πάλε ζηελ φπεξα παξφιν πνπ ζα πξνηηκνχζε ηνλ 

αγψλα. ΢ε πάξα πνιιά παηρλίδηα(φρη ζε φια) άιινπο πνπ θηλείηαη πξψηνο έρεη θαη ην 

κεγαιχηεξν πιενλέθηεκα. 

Δχθνια θαίλεηαη πσο δελ ππάξρεη θάπνηα θπξίαξρε ζηξαηεγηθή γηα θαλέλαλ απφ άιινπο 

δχν παίθηεο. Βξίζθνπκε άιινπο πσο ππάξρνπλ δχν ζεκεία ηζνξξνπίαο Nash ζην 

ζπγθεθξηκέλν παίγλην, ε ιχζε (Α1,Β1)=(2,1) θαη ε ιχζε (Α2,Β2)=(1,2). Αλ θαη νη δχν 

επηιέμνπλ λα δνχλε αγψλα ν άληξαο έρεη φθεινο 2 κνλάδεο θαη ε γπλαίθα 1 κνλάδα, 

ελψ αλ πάλε ζηελ φπεξα ε γπλαίθα έρεη φθεινο 2 κνλάδεο θαη ν άληξαο 1.΢ε απηέο 

άιινπο δχν ζηξαηεγηθέο θαλέλαο δελ έρεη θίλεηξν λα απνθιίλεη θαη λα επηιέμεη θάηη άιιν.  
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Σν πην ζχλεζεο κνληέιν ηνπ παηγλίνπ Battle of Sexes  είλαη έλα 2Υ2 παίγλην, ην νπνίν 

απνδεηθλχεηαη φηη είλαη ππεξκεηξηθφ παίγλην γηα ηελ αθξίβεηα, θαζψο ηζρχεη : 

F (s΄, a΄) – F (s΄, a) ≥ F(s, a΄) – F(s, a) 

Απφ ην νπνίν πξνθχπηεη 2-0>0-1 άξα 2+1 0+0=2>0, βάζε ηνπ πίλαθα πνπ παξαηίζεηαη 

παξαθάησ. 

Βάζε ηνπ ζεσξήκαηνο ηνπ Topkis, κεγάιεο ηάμεσο ζπληνληζκέλνπ ηχπνπ παίγληα 

απνηεινχλ ππεξκεηξηθά παίγληα (supermodular games).  

 

4.7.2THE STAG HUNT (ΣΟ ΚΤΝΗΓΙ ΣΟΤ ΔΛΑΦΙΟΤ) 

 

Σν θάζε άηνκν απφ κία νκάδα θπλεγψλ έρεη δχν επηινγέο : κπνξεί λα παξακείλεη 

πξνζεισκέλνο ζην θπλήγη ηνπ ειαθηνχ ή κπνξεί λα πηάζεη έλα ιαγφ. Αλ φινη νη θπλεγνί 

θπλεγήζνπλ ην ειάθη, ηφηε ζα ην πηάζνπλ θαη ζα ην κνηξαζηνχλ εμίζνπ, αλ 

νπνηνζδήπνηε θπλεγφο αθηεξψζεη ηελ ελέξγεηα ηνπ ζην λα πηάζεη έλα ιαγφ, ηφηε ην 

ειάθη ζα μεθχγεη θαη ν ιαγφο ζα αλήθεη κφλν ζηνλ θπλεγφ πνπ απνζθίξηεζε. Όινη νη 

θπλεγνί πξνηηκνχλ κεξίδην απφ ην ειάθη ζε ζρέζε κε ηνλ ιαγφ. 

Γηα ηνλ θάζε παίθηε πςειφηεξε δηάηαμε έρεη ην πξνθίι ελεξγεηψλ φπνπ φινη νη παίθηεο 

επηιέγνπλ ειάθη, ακέζσο κεηά αθνινπζεί νπνηνδήπνηε πξνθίι ζην νπνίν επηιέγεη ιαγφο 

θαη ηέινο αθνινπζεί νπνηνδήπνηε πξνθίι ζην νπνίν επηιέγεη ειάθη θαη άιινπο ή 

πεξηζζφηεξνη απφ άιινπο παίθηεο επηιέγνπλ ιαγφο. 
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΢ηε ζπγθεθξηκέλε πεξίπησζε ππάξρνπλ  δχν παίθηεο : 

 

Πίνακαρ 5.Σο κςνήγι ηος Δλαθιού 

 Δλάθι Λαγόρ  

Δλάθι  2,2 0,1 

Λαγόρ   1,0 1,1 

     

Βάζε ηνπ παξαπάλσ πίλαθα, έρνπκε έλα παίγλην 2Υ2 ην νπνίν απνδεηθλχνπκε φηη 

απνηειεί έλα ππεξκεηξηθφ παίγλην σο εμήο : 

F (s΄, a΄) - F (s΄, a) ≤ F(s, a΄) - F(s, a), 

Όπνπ αλ αληηθαηαζηήζνπκε ηα ζηνηρεία ηνπ πίλαθα, πξνθχπηεη φηη: 

0-2<1-1 άπα 2>0 ην νπνίν ηζρχεη θαη απνδεηθλχεη ην ζεψξεκα ηνπ Topkis. 

 

4.7.3 ΠΑΙΓΝΙΟ ΓΔΡΑΚΙΟΤ-ΠΔΡΙ΢ΣΔΡΙΟΤ (HAWK-DOVE) 

Γχν παηδηά βξίζθνπλ έλα παγσηφ. Καζέλαο ηνπο έρεη κία βαζηθή επηινγή :είηε λα 

αξπάμεη νιφθιεξν ην παγσηφ (ζηξαηεγηθή γεξαθηνχ) είηε λα κελ ην αξπάμεη θαζφινπ 

(ζηξαηεγηθή πεξηζηεξηνχ). Αλ θαη νη δχν επηιέμνπλ ηελ επηζεηηθή ζπκπεξηθνξά (ηνπ 

γεξαθηνχ) , ηφηε ζα έξζνπλ ζε ζχγθξνπζε θαη ην παγσηφ ζα πέζεη ζην έδαθνο κε 

απνηέιεζκα λα κελ ην εθκεηαιιεπηεί θαλέλαο. Αλ θαη νη δχν επηιέμνπλ ηελ ήξεκε 

ζπκπεξηθνξά ηνπ πεξηζηεξηνχ, ηφηε ζα κνηξαζηνχλ ην παγσηφ. Σέινο, αλ ν έλαο 

επηιέμεη ηε ζηξαηεγηθή ηνπ γεξαθηνχ θαη ν άιινο ηνπ πεξηζηεξηνχ, ηφηε ν πξψηνο παίξλεη 

φιν ην παγσηφ θαη ν δεχηεξνο δελ παίξλεη θαζφινπ θαη θαηαιήγεη λα έρεη κεδεληθή 

σθέιεηα.  
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Σα παξαπάλσ απνηππψλνληαη ζηνλ παξαθάησ πίλαθα. Ζ απφδνζε ζε κνλάδεο 

σθέιεηαο γηα ηελ  παίθηξηα ησλ ζεηξψλ , είλαη ν πξψηνο αξηζκφο θαη ε απφδνζε γηα ηνλ 

παίθηε ησλ ζηειψλ, είλαη ν δεχηεξνο .  

Πίνακαρ 6.Γεπάκι-Πεπιζηέπι 

 Γεπάκι Πεπιζηέπι  

Γεπάκι -10,-10 90,0 

Πεπιζηέπι  0,90 50,50 

 

Δίλαη νινθάλεξν φηη θαη νη δχν παίθηεο ζα σθειεζνχλ αλ κπνξέζνπλ λα απνθχγνπλ ηελ 

ζχγθξνπζε (δειαδή ηελ ηαπηφρξνλε πηνζέηεζε ηεο επηζεηηθήο ζπκπεξηθνξάο). 

Δπνκέλσο, πξνθχπηνπλ νθέιε απφ θάπνην είδνο ζπλεξγαζίαο ή ηνπιάρηζηνλ  ελφο 

ζπληνληζκνχ  πνπ ηνπο απνκαθξχλεη απφ ηε ζχγθξνπζε. Απφ ηελ άιιε, ην θίλεηξν λα 

δξάζεη θαλείο επηζεηηθά είλαη ηζρπξφ θαη απηφ σζεί ζηελ ζχγθξνπζε. 

Βάζε ηνπ ζεσξήκαηνο ηνπ Topkis, γηα λα απνδείμνπκε φηη ην παίγλην είλαη ππεξκεηξηθφ 

πξέπεη λα ρξεζηκνπνηήζνπκε ηελ αληζφηεηα : 

F (s΄, a΄) - F (s΄, a) ≥ F(s, a΄) - F(s, a), 

φπνπ αλ αληηθαηαζηήζνπκε ηα ζηνηρεία ηνπ πίλαθα, πξνθχπηεη φηη 90-(-10)>50-0 θαη 

100>50 άξα απνδεηθλχεηαη εθ λένπ φηη είλαη έλα ππεξκεηξηθφ παίγλην. 
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4.8 ΢ΤΜΠΛΗΡΧΜΑΣΙΚΟΣΗΣΑ ΤΠΔΡΜΔΣΡΙΚΧΝ ΠΑΙΓΝΙΧΝ ΢ΣΟ 

ΟΛΙΓΟΠΧΛΙΟ 

 

4.8.1 ΟΛΙΓΟΠΧΛΙΟ ΣΟΤ BERTRAND 

΢ε έλα δηαγσληζκφ ηηκψλ κε δηαθνξεηηθά πξνηφληα θαη γξακκηθά θφζηε , κία εηαηξεία έρεη 

ηε ζπλάξηεζε θέξδνπο i ,φηαλ ε ηηκή πνπ ρξεψλνπλ είλαη p i θαη ηεο αληαγσλίζηξηαο 

εηαηξείαο ε πξνζθεξφκελε ηηκή είλαη ην δηάλπζκα p-I ,ηφηε έρνπκε ηε ζπλάξηεζε: 

 

Fi(p
i, p-i)=( pi-ci)Di(p

i, p-i) 

 

Όπνπ ην ci, απνηειεί ην κνλαδηαίν θφζηνο θαη Di είλαη ε ζπλάξηεζε δήηεζεο. Μπνξνχκε 

μεθάζαξα λα πεξηνξίζνπκε ην δηάζηεκα γηα ηελ ηηκή πνπ ζα εμεηάζνπκε ζην [ci, ) γηα 

ηελ επηρείξεζε i , επεηδή νη ηηκέο αλήθνπλ ζην δηάζηεκα [0, ci) ηα νπνία απνηεινχλ 

θπξίαξρεο  ζηξαηεγηθέο. Δπεηδή νη κνλφηνλεο κεηαηξνπέο επηηξέπνπλ ζε κία θαιχηεξε 

απάληεζε ακεηάβιεηε θαη ηζρχεη φηη: 

 

log Fi(p
i, p-i)=log ( pi-ci)+logDi(p

i, p-i) 

 

αθνινπζεί φηη ην παηρλίδη είλαη έλα log-ςπεπμεηπικό παίγνιο αλ ην logDi παξνπζηάδεη 

αχμνπζεο δηαθνξέο ζην δηάζηεκα (pi, p-i) , ή ηζνδχλακα , ρξεζηκνπνηψληαο ην κεξηθψο 

δηαζηαπξνχκελν ηεζη αλ, γηα φια ηα j i, ηφηε: 

 

Di(p
i, pj)[ 2 Di(p

i, pj)/ pi pj]-[  Di(p
i, pj)/ pi][  Di(p

i, pj)/ pj] 0 
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Ζ ηειεπηαία ηδηφηεηα παξνπζηάδεη κηα δηαηζζεηηθή θαη αθξηβή εξκελεία: Σεο επηρείξεζεο i 

ε ηηκή έρεη ειαζηηθφηεηα δήηεζεο ε νπνία απμάλεηαη βάζε ησλ  ηηκψλ ηεο 

αληαγσλίζηξηαο επηρείξεζεο. Οη πεξηζζφηεξεο ζπλαξηήζεηο δήηεζεο ρξεζηκνπνηνχληαη 

ζηελ βηνκεραληθή νηθνλνκία θαη ηθαλνπνηνχλ απηή ηε ζπλζήθε. Δπεηδή ηζρχεη log(pi-ci) 

θαη παξνπζηάδεη αχμνπζεο δηαθνξέο ζην δηάζηεκα (pi,ci), φπνπ ην c απνηειεί έλα 

δηάλπζκα κνλαδηαίνπ θφζηνπο, αλ ην log Di έρεη αχμνπζεο δηαθνξέο , ηφηε ην κέγηζην θαη 

ην ειάρηζην ζεκείν ηζνξξνπίαο είλαη κε αχμνπζεο ζπλαξηήζεηο ηνπ c ,νη νπνίεο 

απνηεινχλ ηα πςειφηεξα θφζηε γηα θάζε ππνζχλνιν ηεο επηρείξεζεο ,θάηη ην νπνίν 

ζπλεπάγεηαη φισλ ησλ επηρεηξήζεσλ νη ηηκέο ζα είλαη πςειφηεξεο θαη πάληα απηφ ζα 

κεηαβηβάδεηαη ζηνπο θαηαλαισηέο.    

 

4.8.2 ΓΤΟΠΧΛΙΟ ΣΟΤ COURNOT 

΢ε έλα δηαγσληζκφ νκνηνγελνχο πξντφληνο, αλ ε επηρείξεζε i παξάγεη ζε έλα επίπεδν 

ηέηνην ψζηε ην θφζηνο ηεο λα νξίδεηαη σο Ci(qi) θαη P είλαη ε αληίζηξνθε ζπλάξηεζε ηεο 

δήηεζεο , ηφηε ην θέξδνο ηεο επηρείξεζεο i είλαη: 

Fi(q1, q2)=q1P(q1 + q2) – Ci(q1) 

Δπεηδή ηζρχεη P΄<0, ηφηε έρνπκε : 

2 Fi(q1, q2)/  q1 q2= P΄(q1 + q2)+q1 P΄΄(q1 + q2)<0 για όλα ηα q1 + q2>0, 

αλ θαη κφλν αλ ,  

P΄(z)+z P΄΄(z)<0 για όλα ηα z>0, 

ηφηε ζπλεπάγεηαη φηη ην παίγλην είλαη έλα submodular αλ ζηελ ηειεπηαία ζπλζήθε ηζρχεη 

απηή ε θαηάζηαζε. Σν ζπκπέξαζκα απηφ ηζρχεη θαη ζε n αξηζκφ επηρεηξήζεσλ. Αλ  

αμηνπνηήζνπκε ζε πξσηαξρηθφ ξφιν ην ζεψξεκα ηνπ Cournot, ηζρχεη φηη γηα κία 

επηρείξεζε ην θέξδνο ηεο εμαξηάηαη απνθιεηζηηθά ζηηο εθξνέο ηεο αιιά θαη ζηα έμνδα 
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ησλ αληαγσληζηξηψλ επηρεηξήζεσλ. Καηά ηελ πεξίπησζε φπνπ έρνπκε δχν επηρεηξήζεηο 

(n=2), αλ γηα ηελ επηρείξεζε 2 ηζρχεη –q2 αληί γηα  q2, ηφηε ππφ ηε ζπλζήθε απηή ζηε 

δήηεζε, έρνπκε: 

2 Fi(q1, q2)/  q1 (-q2)>0 όπος i=1,2 

έηζη ψζηε ην δπνπψιην ηνπ Cournot λα απνηειεί έλα ςπεπμεηπικό παίγνιο 

(supermodular game). Σν αληίζηξνθν απηφ ηέρλαζκα ηζρχεη γηα θάζε παηρλίδη κε  n=2 

επηρεηξήζεηο  ζε έλα submodular παίγλην , αιιά δελ κπνξεί λα εθαξκνζηεί ζε ηξεηο θαη 

πάλσ επηρεηξήζεηο ,γεληθά φκσο  έλα submodular-n παηθηψλ παίγλην είλαη έλα 

ππεξκεηξηθφ παίγλην αλ θαη κφλν αλ n=2.  
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΢ΤΜΠΔΡΑ΢ΜΑΣΑ 

Ζ ζεσξία ησλ παηγλίσλ είλαη κία επηζηήκε ε νπνία εμειίζζεηαη ζπλερψο θαη κε έληνλνπο 

ξπζκνχο. Απνηειεί έλα κνληέιν ην νπνίν ρξεζηκνπνηείηαη ζηελ θαζεκεξηλφηεηα ησλ 

αλζξψπσλ, αιιά θαη πνιχ πεξηζζφηεξν ζηνλ θιάδν ησλ επηρεηξήζεσλ θαζψο 

ζπκβάιιεη ζηελ νξζή ιήςε ησλ απνθάζεψλ ηνπο γηα ηε κεγηζηνπνίεζε ησλ θεξδψλ 

ηνπο. 

΢ηηο παξαπάλσ ελφηεηεο αλαιχζακε ηε ζπκπιεξσκαηηθφηεηα ησλ ζηξαηεγηθψλ 

παηγλίσλ . Αξρηθά, κειεηήζακε ηε ζηξαηεγηθή ζπκπεξηθνξά ησλ επηρεηξήζεσλ ζηελ 

αγνξά ηεο νηθνλνκίαο, απφ φπνπ θαη πξνέθπςε φηη κέζσ ησλ ζηξαηεγηθψλ παηγλίσλ θαη 

ησλ εθαξκνγψλ ηνπο νη επηρεηξήζεηο πξνζπαζνχλ λα επηηχρνπλ ην θιείζηκν ζπκθσληψλ 

ή ηε δηεπζέηεζε ζπγθξνχζεσλ. 

Παξνπζηάζακε νξηζκνχο θαη γεληθέο έλλνηεο ζρεηηθά κε ηε ζπκπιεξσκαηηθφηεηα ησλ 

παηγλίσλ, ηα ππεξκεηξηθά θαη ππνκεηξηθά παίγληα θαη αλαπηχμακε ηηο ζπλαξηήζεηο 

απηψλ. Ζ αλάιπζε ησλ παξαπάλσ είρε σο ζηφρν ηελ παξνπζίαζε νξηζκέλσλ 

δεκνθηιψλ παηγλίσλ , ηα νπνία απνδείμακε φηη απνηεινχλ ππεξκεηξηθά παίγληα κε 

αχμνπζεο δηαθνξέο.  

Παξαηεξήζεθε φηη κέζσ ηεο ζπκπιεξσκαηηθφηεηαο ησλ ζηξαηεγηθψλ παηγλίσλ, 

κπνξνχκε λα πξνβιέςνπκε θαη λα αλαιχζνπκε θαηαζηάζεηο αιιά  θαη ηαπηφρξνλα  λα 

ηηο πξνζαξκφζνπκε ζην πεξηβάιινλ ην νπνίν δξαζηεξηνπνηνχκαζηε, έρνληαο σο 

βαζηθφ ζηφρν ηελ επίηεπμε ησλ βέιηηζησλ απνηειεζκάησλ. 
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