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ΠΔΡΗΛΖΦΖ  

΢ηελ αζθαιηζηηθή αγνξά ε ηηκνιφγεζε αζθαιηζηεξίσλ ζπκβνιαίσλ αζηηθήο 

επζχλεο έλαληη ηξίησλ φζνλ αθνξά ηνλ θιάδν απηνθηλήηνπ απνηειεί δήηεκα κείδνλνο 

ζεκαζίαο, δηφηη κφλν κε ηελ ζσζηή ηηκνιφγεζε ε αζθαιηζηηθή εηαηξία ζα κπνξέζεη 

λα αληαπεμέιζεη ηφζν ζηηο ππνρξεψζεηο ηεο πξνο ηνπο αζθαιηζκέλνπο ηεο θαη ην 

θνηλσληθφ ζχλνιν, φζν θαη απέλαληη ζηηο ζπλζήθεο αληαγσληζκνχ πνπ επηθξαηνχλ 

ζηελ αζθαιηζηηθή αγνξά. Απνηειεί επηπιένλ, δήηεκα αμηνπηζηίαο θαη θεξεγγπφηεηαο 

απηήο. 

Αξρηθά, παξνπζηάδνληαη ζηελ εηζαγσγή ηεο εξγαζίαο νξηζκέλα ζπζηήκαηα 

ηηκνιφγεζεο αζθαιίζηξσλ πνπ επηθξαηνχλ ζηελ δηεζλή αζθαιηζηηθή αγνξά. Έπεηηα,  

νξηζκέλα κεκεηγκέλα πξφηππα ηεο θαηαλνκήο Poisson γηα ηνπο αξηζκνχο ησλ 

αηπρεκάησλ, κηα εηζαγσγή ζηα γεληθεπκέλα γξακκηθά κνληέια, ηηο θπξηφηεξεο 

δεκηνθαηαλνκέο, ηελ ηαμηλφκεζε ησλ θηλδχλσλ κε εθ ησλ πξνηέξσλ θξηηήξηα θαη 

ηέινο, παξνπζηάδνληαη ηα απνηειέζκαηα θαη ηα ζπκπεξάζκαηα ησλ εκπεηξηθψλ 

δεδνκέλσλ πνπ ρξεζηκνπνηήζακε γηα ηελ εξγαζία καο. 

    Θα ήηαλ παξάιεηςή κνπ λα κελ επραξηζηήζσ ηνλ επηβιέπνληα Λέθηνξα ηνπ 

Παλεπηζηεκίνπ Πεηξαηψο θ. ΢ππξίδσλ Βξφλην γηα ηελ θαζνδήγεζε, ην ρξφλν ηνπ 

αιιά θαη ηελ πνιχηηκε βνήζεηά ηνπ ζηε ζπγγξαθή απηήο ηεο εξγαζίαο. Θα ήζεια λα 

επραξηζηήζσ επίζεο ηελ νηθνγέλεηά κνπ γηα ηελ ακέξηζηε ζπκπαξάζηαζε πνπ 

έδεημαλ ζην πξφζσπφ κνπ θαζ’ φιε ηε δηάξθεηα ησλ ζπνπδψλ κνπ. 

 

Σξίηε, 31 Ηαλνπαξίνπ 2012 

 

 

 

Γνκάηνο Αζαλάζηνο 
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ABSTRACT 

In the actuarial market the pricing of insurance contracts against third party 

liability with regard to motor insurance, constitutes a question of major importance, 

because only with the correct pricing the actuarial company might be able to cope 

with her obligations towards to her insurers and to the social total, but also towards to 

the conditions of competition that prevail in the actuarial market. It constitutes 

moreover, a question of the company’s solvency and economic strength. 

Initially, in the introduction of our thesis we presented certain systems of 

premium pricing that prevail in the international actuarial market, then some certain 

mixed models of Poisson distribution for the numbers of accidents, an introduction in 

the generalized linear models, the main loss distributions, the classification of risks 

with a priori criteria, and finally, the results and the conclusions of empirical data that 

we used for our thesis. 

It would be a great omission if i didn’t thank  Dr. S. Vrontos for his guidance, 

time and valuable help while writing this thesis. I would also like to express my 

thanks to my family who has been very supportive throughout my studies. 
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ΚΔΦΑΛΑΗΟ 1 

ΔΗ΢ΑΓΧΓΖ 

 

1.1  Δηζαγσγή 

 

Σνλ ηειεπηαίν θαηξφ είλαη πάξα πνιχ δχζθνιν γηα ηηο αζθαιηζηηθέο εηαηξίεο λα 

κειεηήζνπλ θαη λα κνληεινπνηήζνπλ ηηο δηαθνξεηηθέο θαηεγνξίεο θηλδχλσλ κέζα ζε κηα 

αληαγσληζηηθή αγνξά. Αλ, γηα παξάδεηγκα, απνδεηρηεί φηη νη γπλαίθεο νδεγνί πξνθαινχλ 

ζεκαληηθά ιηγφηεξα αηπρήκαηα απφ ηνπο άληξεο θαη αλ ε αζθαιηζηηθή εηαηξία αγλνήζεη απηή 

ηελ πεξίπησζε θαη ρξεψζεη έλα κέζν αζθάιηζηξν γηα φια ηα αζθαιηζηήξηα ζπκβφιαηα 

αλεμαξηήησο θχινπ, ηφηε νη πεξηζζφηεξεο γπλαίθεο νδεγνί ζα ηείλνπλ λα απεπζπλζνχλ ζε 

άιιε αζθαιηζηηθή εηαηξία πνπ ζα ηνπο πξνζθέξεη θαιχηεξν αζθάιηζηξν. ΢ε απηήλ ηελ 

πεξίπησζε, ε πξψηε αζθαιηζηηθή εηαηξία ζα κείλεη κε έλα δπζαλάινγν αξηζκφ αζθαιηζηεξίσλ 

ζπκβνιαίσλ κε άληξεο νδεγνχο θαη κε έλα αλεπαξθέο αζθάιηζηξν γηα αληαπνθξηζεί ζηηο 

ελδερφκελεο απαηηήζεηο πνπ ζα πξνθχςνπλ. 

Γηα λα απνθεπρζνχλ ηέηνηνπ είδνπο θαηαζηάζεηο ζε έλα αληαγσληζηηθφ πεξηβάιινλ φπσο 

είλαη απηφ ηεο αζθάιηζεο, νη αλαινγηζηέο ζα πξέπεη λα ηηκνινγήζνπλ κε ηέηνην ηξφπν ην 

αζθάιηζηξν ψζηε λα θαηαλέκεηαη νκαιά θαη λα επηκεξίδεηαη ην χςνο ησλ απαηηήζεσλ κεηαμχ 

ηνπ ραξηνθπιαθίνπ ησλ αζθαιηζηήξησλ ζπκβνιαίσλ ηεο εηαηξίαο. Έηζη, νδεγνχληαη ζηελ 

θαηεγνξηνπνίεζε ησλ θηλδχλσλ ζε δηάθνξα επίπεδα κε ηνπο αζθαιηζκέλνπο λα πιεξψλνπλ 

αζθάιηζηξν αλάινγα κε ην επίπεδν πνπ αλήθνπλ. Κάζε θνξά βέβαηα πνπ κηα αληαγσληζηηθή 

εηαηξία αιιάμεη ηελ ηηκνινγηαθή ηεο πνιηηηθή, ν αλαινγηζηήο ζα πξέπεη λα πξνζαξκφδεη ην 

αζθάιηζηξν ζηα λέα δεδνκέλα ηεο αγνξάο γηα λα κελ θηλδπλέςεη λα «ράζεη» αζθαιηζηήξηα 

ζπκβφιαηα.  

΢ε έλα πεξηβάιινλ ειεχζεξεο αγνξάο, νη αζθαιηζηηθέο εηαηξίεο πξέπεη λα ρξεζηκνπνηνχλ 

κηα ηηκνινγηαθή πνιηηηθή ε νπνία λα πξνζεγγίδεη ηθαλνπνηεηηθά ηνπο ελδερφκελνπο θηλδχλνπο 

ζηνπο νπνίνπο απεπζχλνληαη φζν ην δπλαηφλ θαιχηεξα γίλεηαη, ελψ λα είλαη ηαπηφρξνλα  θαη 

πην θνληά ζηηο ηηκνινγηαθέο πνιηηηθέο ησλ αληαγσληζηψλ ηνπο. Απηφ ζεκαίλεη φηη ζα πξέπεη 

λα ρξεζηκνπνηήζνπλ φζν ην δπλαηφλ πεξηζζφηεξεο κεηαβιεηέο πνπ ζπζρεηίδνληαη κε ηνπο 

θηλδχλνπο πνπ αλαιακβάλνπλ (θαη ηελ θαηεγνξηνπνίεζε απηψλ), έηζη ψζηε λα κπνξνχλ λα 

έρνπλ ην δηθαίσκα επηινγήο αζθαιηζκέλσλ θαη λα κελ θαηαιήγνπλ ζε έλα ραξηνθπιάθην ην 

νπνίν ζα απνθέξεη δεκίεο. ΢πλεπψο, ν αληαγσληζκφο κεηαμχ ησλ αζθαιηζηηθψλ εηαηξηψλ θαη ε 
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θαηεγνξηνπνίεζε ησλ θηλδχλσλ κέζσ ηεο αλαινγηζηηθήο επηζηήκεο θαζνξίδεη ηελ πνηφηεηα 

ηνπ ραξηνθπιαθίνπ ηνπο. Ζ πνιηηηθή απηή ηεο θαηεγνξηνπνίεζεο θηλδχλσλ κπνξεί λα 

νδεγήζεη ζηελ πεξίπησζε: νη νδεγνί πνπ έρνπλ πξνθαιέζεη αξθεηά αηπρήκαηα κέζα ζε κηα 

πεξίνδν λα κε βξίζθνπλ αζθαιηζηηθή θάιπςε γηα ην απηνθίλεηφ ηνπο ζε κηα ινγηθή ηηκή – ζηα 

πιαίζηα ηεο πνιηηηθήο underwriting ησλ εηαηξηψλ -  θαη πξνηηκνχλ λα νδεγνχλ ρσξίο 

αζθάιηζε. Σν δήηεκα απηφ είλαη πνιχ ζεκαληηθφ θαη απνηειεί ζέκα πξνο ζπδήηεζε. 

Οη αζθαιηζηέο αζηηθήο επζχλεο απηνθηλήηνπ θαη ππξφο ρξεζηκνπνηνχλ έλα ζρέδην 

θαηεγνξηνπνίεζεο γηα λα δεκηνπξγήζνπλ θιάζεηο θηλδχλσλ. Οη κεηαβιεηέο πνπ 

ρξεζηκνπνηνχλ γηα λα θαηαιήμνπλ ζηηο επηζπκεηέο θιάζεηο νλνκάδνληαη a priori κεηαβιεηέο 

(θαη απηφ γηαηί νη ηηκέο ηνπο κπνξνχλ λα θαζνξηζηνχλ πξηλ μεθηλήζεη λα νδεγεί ν θάηνρνο ηνπ 

αζθαιηζηεξίνπ ζπκβνιαίνπ). Σα αζθάιηζηξα γηα ηελ αζηηθή επζχλε απηνθηλήηνπ δηαθέξνπλ 

αλάινγα κε ηελ πεξηνρή ζηελ νπνία θηλείηαη ην απηνθίλεην, ηελ ρξήζε ηνπ (επαγγεικαηηθή ή 

ηδησηηθή ρξήζε) θαη ηα αηνκηθά ραξαθηεξηζηηθά ηνπ νδεγνχ (φπσο είλαη ε ειηθία, ην θχιν, ην 

επάγγεικα, ε νηθνγελεηαθή θαηάζηαζε θ.α.). Αλ νη αζθαιηζκέλνη δελ είλαη εηιηθξηλείο ζηε 

δήισζε ησλ ζηνηρείσλ ηνπο ζην αζθαιηζηήξην ζπκβφιαην, ηφηε εθείλν κπνξεί λα ζεσξεζεί 

άθπξν θαη λα κελ είλαη δπλαηή ε θαηαβνιή νπνηαζδήπνηε απνδεκίσζεο. Γη’ απηφ ηνλ ιφγν 

είλαη πνιχ ζεκαληηθφ λα δίλνληαη ηα αιεζηλά ζηνηρεία ζηε δήισζε γηα νπνηαδήπνηε 

αζθαιηζηηθή θάιπςε. 

΢ηελ εξγαζία απηή ζα ρξεζηκνπνηήζνπκε ηα γεληθεπκέλα γξακκηθά κνληέια φπσο απηά 

εηζήρζεζαλ απφ ηνπο Nelder and Wedderburn (1972). Οη ζπγγξαθείο απηνί αλαθάιπςαλ φηη 

νξηζκέλα κνληέια παιηλδξφκεζεο πνπ ε κεηαβιεηή απφθξηζήο ηνπο αθνινπζεί ζηελ εθζεηηθή 

νηθνγέλεηα θαηαλνκψλ έρνπλ ηα ίδηα ραξαθηεξηζηηθά. Μέιε απηήο ηεο νηθνγέλεηαο θαηαλνκψλ 

είλαη ε Καλνληθή, ε Γησλπκηθή, ε Poisson, ε Γάκκα θαη ε Inverse Gaussian. Πην 

ζπγθεθξηκέλα: ε θαηαλνκή Poisson θαη ε Αξλεηηθή δησλπκηθή ρξεζηκνπνηνχληαη γηα λα 

κνληεινπνηήζνπλ ηνλ αξηζκφ ησλ αηπρεκάησλ θαη νη θαηαλνκέο Gamma, Lognormal, Pareto, 

Weibull ρξεζηκνπνηνχληαη γηα λα κνληεινπνηήζνπλ ην χςνο δεκηάο, πνπ ζα απαηηεζνχλ ζε κηα 

πεξίνδν. Υξεζηκνπνηψληαο ηηο παξαπάλσ θαηαλνκέο νδεγνχκαζηε ζε κνληέια ηα νπνία 

θαηαιήγνπλ ζε ρξήζηκα απνηειέζκαηα γηα ηηο αζθαιηζηηθέο εηαηξίεο (M. Denuit et al (2007)). 
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1.2 ΢ύζηεκα Pay-As-You-Drive 

 

Όζα πεξηζζφηεξα ρηιηφκεηξα δηαλχεη ην απηνθίλεην, ηφζνο πεξηζζφηεξνο θίλδπλνο 

κεηαθέξεηαη απφ ηνλ αζθαιηζκέλν ζηνλ αζθαιηζηή. ΢πλεπψο, ην ζπλνιηθφ θφζηνο ηεο 

θάιπςεο απμάλεη απφ ρηιηφκεηξν ζε ρηιηφκεηξν. Γηα ηνλ ιφγν απηφ, αξθεηνί εξεπλεηέο 

πξφηεηλαλ ηελ ρξέσζε ελφο ιεπηνχ αλά ρηιηφκεηξν σο βαζηθφ αζθάιηζηξν. Οξηζκέλεο 

αζθαιηζηηθέο εηαηξίεο αζηηθήο επζχλεο απηνθηλήησλ ηα ηειεπηαία ρξφληα πηνζεηνχλ ην λέν 

απηφ ζχζηεκα θάιπςεο ην νπνίν θαιείηαη Pay-As-You-Drive (ζπληνκνγξαθία PAYD). Καη’ 

απηφ ην ζχζηεκα, ν νδεγφο πιεξψλεη αζθάιηζηξν αλάινγα κε ηα ρηιηφκεηξα πνπ 

πξαγκαηνπνηεί. Δπηπιένλ, ζα πιεξψζεη κεγαιχηεξν αζθάιηζηξν αλ ην φρεκα ηνπ ην 

ρξεζηκνπνηεί ζε πνιπζχρλαζηνπο δξφκνπο (ζε δξφκνπο δειαδή κε θίλεζε πνιιψλ νρεκάησλ) 

θαη ρακειφηεξν ζε δξφκνπο αξαηήο θπθινθνξίαο. 

Αξθεηέο εηαηξίεο ηνλ ηειεπηαίν θαηξφ πξνζθέξνπλ αζθαιηζηηθή θάιπςε βαζηζκέλε ζην 

ζχζηεκα Pay-As-You-Drive (φπσο είλαη ε εηαηξία Norwich Union) έπεηηα απφ έλα πεηπρεκέλν 

πηινηηθφ πξφγξακκα πνπ ζπκπεξηέιαβε ρηιηάδεο νρήκαηα. Με ηα ζπζηήκαηα Pay-As-You-

Drive, νη νδεγνί πξνκεζεχνληαη απφ ηηο αζθαιηζηηθέο ηνπο εηαηξίεο ζπζηήκαηα GPS (Global 

Positioning System) καδί κε θαηάιιεινπο νδηθνχο ράξηεο, έηζη ψζηε λα κπνξεί ε αζθαιηζηηθή 

εηαηξία λα ππνινγίζεη ην αζθάιηζηξν γηα θάζε ηαμίδη πνπ ζα πξαγκαηνπνηεζεί απφ ηνλ 

αζθαιηζκέλν (ζπλππνινγίδεηαη βέβαηα θαη αλ ην ηαμίδη πξαγκαηνπνηήζεθε κέξα ή λχρηα 

θαζψο επίζεο θαη ν ηχπνο ηνπ νδνζηξψκαηνο). Μηα ζπγθεθξηκέλε ζπζθεπή ηνπνζεηείηαη ζην 

φρεκα ηνπ αζθαιηζκέλνπ ην νπνίν ιακβάλεη ζήκαηα απφ ην GPS έηζη ψζηε νπνηαδήπνηε 

ζηηγκή λα είλαη γλσζηή ε ηνπνζεζία ηνπ νρήκαηνο, ε ηαρχηεηα ηνπ, ε ψξα θαη ηελ απφζηαζε 

πνπ έρεη δηαλχζεη. Ζ ζπζθεπή απηή ιεηηνπξγεί σο έλα αζχξκαην modem ην νπνίν εθπέκπεη ηηο 

παξαπάλσ πιεξνθνξίεο κέζσ δηθηχσλ θηλεηήο ηειεθσλίαο θαη ηηο κεηαθέξεη ζηνλ αζθαιηζηή. 

Έπεηηα, ν αζθαιηζηήο ζηέιλεη ηνλ κεληαίν ινγαξηαζκφ ζηνλ πειάηε ηνπ βαζηζκέλν ζηελ 

ρξήζε πνπ έθαλε, ηα ρηιηφκεηξα πνπ δηέλπζε θαη ηε ρξνληθή ζηηγκή ηεο εκέξαο πνπ 

πξαγκαηνπνηήζεθε ε ρξήζε. Με απηφ ηνλ ηξφπν ινηπφλ, δεκηνπξγνχληαη ηζηνξηθά δεδνκέλα 

γηα ην πψο, πφηε θαη πνπ ηα ακάμηα ρξεζηκνπνηνχληαη πξαγκαηηθά, θαη ην θαηά πφζν ηα 

αηπρήκαηα θαη νη απαηηήζεηο πνπ ζα δεηεζνχλ κπνξνχλ λα εθηηκεζνχλ κε ηε ρξήζε 

ζπγθεθξηκέλσλ παξαγφλησλ. Δπίζεο, ε ζπζθεπή απηή εληνπίδεη ηηο δηαθπκάλζεηο ζηελ 

ηαρχηεηα ηνπ νρήκαηνο θαη γεληθά, ην θαηά πφζν ήξεκνο ή λεπξηθφο είλαη ν νδεγφο (δειαδή ηε 

ζπκπεξηθνξά πίζσ απφ ην ηηκφλη). Τςειφηεξα αζθάιηζηξα ρξεψλνληαη ζε εθείλνπο πνπ 

νδεγνχλ αηίζαζα θαη λεπξηθά έηζη ψζηε λα ζπλεηηζηνχλ θαη λα νδεγνχλ αζθαιέζηεξα. Γηα λα 

επηηεπρζεί ινηπφλ ε θαιχηεξε εθηίκεζε ηνπ θηλδχλνπ απφ ηνλ αλαινγηζηή, πξέπεη λα ιεθζεί 
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ππφςε ε ειηθία ηνπ νδεγνχ, ε ηαρχηεηα κε ηελ νπνία θηλεί ην φρεκά ηνπ, ε ηνπνζεζία θαη ε 

ψξα ηεο εκέξαο. 

Ζ γελίθεπζε ηνπ παξαπάλσ ζπζηήκαηνο αλακέλεηαη λα αιιάμεη ηελ ζπκπεξηθνξά ησλ 

νδεγψλ επεηδή εθείλνη κε ηε ζεηξά ηνπο γηα λα απνθχγνπλ ηα πςειά αζθάιηζηξα ζα ζθεθηνχλ 

πάξα πνιχ ηελ νδεγηθή ηνπο ζπκπεξηθνξά. Αξθεηέο έξεπλεο πνπ πξαγκαηνπνηήζεθαλ ζηελ 

Βφξεην Ακεξηθή έδεημαλ φηη ηα ζπζηήκαηα Pay-As-You-Drive κπνξνχλ λα ειαηηψζνπλ ηε 

ρξήζε απηνθηλήηνπ πεξηζζφηεξν απφ 10%. Δπίζεο, ην ζχζηεκα απηφ αλακέλεηαη λα κεηψζεη 

ηελ θίλεζε ζηνπο δξφκνπο θαη ηελ πεξηβαιινληηθή κφιπλζε ιφγσ ηνπ θαπζαεξίνπ (γηα ηνλ 

απιφ ιφγν φηη νη δξφκνη πνπ έρνπλ ηελ πεξηζζφηεξε θίλεζε θαη ρξεζηκνπνηνχληαη απφ ηνπο 

αζθαιηζκέλνπο, επηβαξχλνληαη κε πςειά αζθάιηζηξα) (M. Denuit et al (2007)).  

 

1.3 ΢ύζηεκα Σηκνιόγεζεο Αζθαιίζηξσλ βαζηζκέλν ζηελ Οδεγηθή 

Δκπεηξία 

 

Οξηζκέλεο αζθαιηζηηθέο εηαηξίεο απνθιείνπλ νξηζκέλνπο παξάγνληεο ζηελ 

θαηεγνξηνπνίεζε ησλ θηλδχλσλ, φπσο είλαη ε ειηθία θαη ην θχιν. Σα απνηειέζκαηα απηψλ 

ησλ απνθιεηζκψλ, ελφο δειαδή εθ ησλ πξνηέξσλ (a priori) ζπζηήκαηνο ηηκνιφγεζεο, κπνξεί 

λα δηνξζσζεί ρξεζηκνπνηψληαο ηνλ παξειζνληηθφ αξηζκφ ησλ απαηηήζεσλ γηα λα 

ππνινγηζηνχλ εθ λένπ ηα κειινληηθά αζθάιηζηξα. Ζ αμηνπηζηία ινηπφλ ελφο αλαινγηζηηθνχ 

κνληέινπ ηηκνιφγεζεο βξίζθεηαη ζηε δηαηήξεζε κηαο ηζνξξνπίαο κεηαμχ ηεο πηζαλφηεηαο 

χπαξμεο ελφο άηπρνπ αιιά θαινχ νδεγνχ (ν νπνίνο ππέζηε δεκία θαη αμίσζε απνδεκίσζε) θαη 

ηεο πηζαλφηεηαο χπαξμεο ελφο πξαγκαηηθά θαθνχ νδεγνχ (ν νπνίνο ζα ππνζηεί αχμεζε ζην 

αζθάιηζηξφ ηνπ ιφγσ ησλ αηπρεκάησλ πνπ πξνθαιεί). Δίλαη ινηπφλ πην δίθαην, λα 

δηνξζσζνχλ νη αηέιεηεο ελφο εθ ησλ πξνηέξσλ ζπζηήκαηνο ηηκνιφγεζεο κε ηε ρξήζε ελφο 

επαξθνχο ζπζηήκαηνο ηηκνιφγεζεο αζθαιίζηξσλ βαζηζκέλν ζηελ νδεγηθή εκπεηξία, φπσο 

είλαη απηφ ηνπ ζπζηήκαηνο Bonus - Malus, πνπ κπνξεί λα είλαη πεξηζζφηεξν απνδεθηφ απφ 

ηνπο αζθαιηζκέλνπο απφ εθείλν ηνπ a priori ζπζηήκαηνο ηηκνιφγεζεο. 

Δπίζεο, νξηζκέλνη ζεκαληηθνί παξάγνληεο θηλδχλνπ δελ ιακβάλνληαη ππφςε ζηελ 

θαηεγνξηνπνίεζε ηνπο ρξεζηκνπνηψληαο εθ ησλ πξνηέξσλ θξηηήξηα. Γηα παξάδεηγκα, ηα 

αληαλαθιαζηηθά, ε ηάζε γηα θαηαλάισζε αιθνφι ή ν ζεβαζκφο πνπ επηδεηθλχεη ν νδεγφο ζηνλ 

θψδηθα νδηθήο θπθινθνξίαο. Ζ ηπραία κεηαβιεηή πνπ πεξηγξάθεη ηα θξπθά ραξαθηεξηζηηθά 

ελφο νδεγνχ απνθαιχπηεηαη κεξηθψο απφ ηνλ αξηζκφ ησλ απαηηήζεσλ πνπ ζα απαηηεζνχλ απφ 

ηνπο αζθαιηζκέλνπο. Αξθεηέο εκπεηξηθέο κειέηεο έρνπλ δείμεη φηη αλ νη αζθαιηζηηθέο εηαηξίεο 

επηηξέςνπλ ηε ρξήζε κίαο κφλν κεηαβιεηήο γηα ηελ αμηνιφγεζε ησλ θηλδχλσλ, ηφηε ζα 
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θαηαιήμνπλ ζε έλα κνληέιν ηηκνιφγεζεο ην νπνίν δελ ζα είλαη αληηπξνζσπεπηηθφ, θαη γηα λα 

δψζνπκε έλα παξάδεηγκα, ν θαιχηεξνο εθηηκεηήο ηνπ αξηζκνχ ησλ απαηηήζεσλ πνπ 

απαηηνχληαη απφ ηνλ αζθαιηζκέλν ζην κέιινλ δελ είλαη ε ειηθία ή ν ηχπνο ηνπ απηνθηλήηνπ, 

αιιά ηα ηζηνξηθά δεδνκέλα ησλ απαηηήζεσλ.  

Έλα ηξνραίν αηχρεκα κπνξεί λα ηξνπνπνηήζεη ή λα κεηαβάιιεη ην πνζνζηφ θηλδχλνπ θαηά 

ηέηνην ηξφπν ψζηε λα κεησζεί ν θίλδπλνο εκθάληζεο άιιεο απνδεκίσζεο ζην κέιινλ. Σα 

ζπζηήκαηα ηηκνιφγεζεο αζθαιίζηξσλ πνπ βαζίδνληαη ζηελ νδεγηθή εκπεηξία ηνπ 

αζθαιηζκέλνπ παξέρνπλ θίλεηξα γηα αζθαιή νδήγεζε. Παξφια απηά, είλαη εμσγελείο νη ιφγνη 

πνπ εξκελεχνπλ ηελ αζθάιηζε απηνθηλήηνπ, αθνχ γηα ηνλ αξηζκφ ησλ απαηηήζεσλ 

ζπλππνινγίδεηαη ην γεγνλφο φηη νη αζθαιηζκέλνη πνπ απαίηεζαλ θάπνηα απνδεκίσζε ζην 

παξειζφλ είλαη πηζαλφ λα απαηηήζνπλ κηα απαίηεζε θαη ζην κέιινλ ((M. Denuit et al (2007)). 

 

1.4 ΢πζηήκαηα Bones – Malus 

 

΢ε πνιιέο Δπξσπατθέο θαη Αζηαηηθέο ρψξεο, θαζψο θαη αξθεηέο πνιηηείεο ηεο Βνξείνπ 

Ακεξηθήο, νη αζθαιηζηέο ρξεζηκνπνηνχλ ηελ ηηκνιφγεζε αζθαιίζηξσλ βαζηζκέλνη ζηελ 

νδεγηθή εκπεηξία ησλ αζθαιηζκέλσλ γηα λα ζπζρεηίζνπλ ην πνζφ ηνπ αζθαιίζηξνπ κε ηηο 

παξειζνληηθέο απαηηήζεηο πνπ έρνπλ απαηηεζεί γηα ηελ θάιπςε αζηηθήο επζχλεο απηνθηλήηνπ. 

Σέηνηνπ είδνπο ζπζηήκαηα επηβαξχλνπλ ηνπο αζθαιηζκέλνπο νδεγνχο πνπ είλαη ππεχζπλνη γηα 

έλα ή πεξηζζφηεξα αηπρήκαηα κέζα ζηελ αζθαιηζηηθή πεξίνδν κε επαζθάιηζηξν (malus) θαη 

επηβξαβεχνπλ ηνπο νδεγνχο πνπ δελ απαίηεζαλ θάπνηα απνδεκίσζε θαηά ηε δηάξθεηα ηεο 

αζθαιηζηηθήο πεξηφδνπ κε θάπνηα έθπησζε (bonus). Σέηνηα ζπζηήκαηα θαινχληαη Bonus – 

Malus ζπζηήκαηα θαη κε απηά ζα αζρνιεζνχκε ζε απηή ηε παξάγξαθν. 

Δθπηψζεηο ζηα αζθάιηζηξα ελφο νδεγνχ ζηελ πεξίπησζε πνπ δελ πξνθαιέζεη θάπνην 

αηχρεκα θαηά ηε δηάξθεηα ηεο αζθαιηζηηθήο ηνπ θάιπςεο εθαξκφζηεθαλ γηα πξψηε θνξά ζην 

Ζλσκέλν Βαζίιεην ζηηο αξρέο ηνπ 1910. Δθείλε ηελ πεξίνδν ε έθπησζε απηή δηλφηαλ 

πεξηζζφηεξν σο θίλεηξν γηα ηελ αλαλέσζε ηεο αζθαιηζηηθήο θάιπςεο παξά σο επηβξάβεπζε 

γηα αζθαιή νδήγεζε. Σα πξψηα ζπζηήκαηα bonus-malus εηζάρζεθαλ γηα πξψηε θνξά απφ ηνλ 

Grenander (1957). ΢ήκεξα, ππάξρνπλ δηάθνξα ηέηνηα ζπζηήκαηα πνπ ρξεζηκνπνηνχληαη απφ 

ηηο αζθαιηζηηθέο εηαηξίεο αλά ηνλ θφζκν. Μηα ηππηθή κνξθή ησλ ζπζηεκάησλ απηψλ πνπ 

εθαξκφδεηαη ζην Ζλσκέλν Βαζίιεην, έρεη ηελ αθφινπζε κνξθή: 

 Γηα έλα ρξφλν ρσξίο απαίηεζε, έθπησζε 25% 

 Γχν ρξφληα ρσξίο απαίηεζε, έθπησζε 40% 
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 Σξία ρξφληα ρσξίο απαίηεζε, έθπησζε 50%, θαη 

 Σέζζεξα ρξφληα ρσξίο απαίηεζε, έθπησζε 60%. 

Οη νδεγνί κπνξνχλ λα θεξδίζνπλ έλαλ επηπιένλ ρξφλν έθπησζεο ζην αζθάιηζηξφ ηνπο γηα 

θάζε ρξφλν πνπ δελ πξνθαινχλ θάπνην αηχρεκα κε κέγηζηε ρξνληθή δηάξθεηα ηα ηέζζεξα 

ρξφληα, αιιά ράλνπλ δχν ρξφληα έθπησζεο θάζε θνξά πνπ πξνθαινχλ αηχρεκα θαη 

απαηηήζνπλ απνδεκίσζε. Με έλα ηέηνην ζχζηεκα, κέζα ζε ιίγα κφλν ρξφληα έλαο ψξηκνο θαη 

ηθαλφο νδεγφο κπνξεί λα επηηχρεη ηελ κέγηζηε έθπησζε ζην αζθάιηζηξφ ηνπ. 

Σα ζπζηήκαηα bonus-malus πνπ ρξεζηκνπνηνχληαη ζηελ ππφινηπε Δπξψπε είλαη ζπλήζσο 

πην επέιηθηα. Οη βαζκίδεο πνπ ρσξίδνληαη πεξηέρνπλ έλαλ πεπεξαζκέλν αξηζκφ επηπέδσλ, θάζε 

κηα έρεη ηε δηθή ηεο ζρεηηθφηεηα (ή αιιηψο, ζρεηηθφ αζθάιηζηξν). Σν πνζφ ηνπ αζθαιίζηξνπ 

πνπ θαηαβάιιεηαη απφ ηνλ αζθαιηζκέλν πξνέξρεηαη απφ ηελ πξφζζεζε ελφο βαζηθνχ 

αζθαιίζηξνπ κε ην πνζφ πνπ αληηζηνηρεί ζηελ βαζκίδα θαη ην επίπεδν πνπ αλήθεη ν νδεγφο 

ηελ δεδνκέλε ζηηγκή πνπ ζπλάπηεηαη ε αζθάιηζε. Οη λένη αζθαιηζκέλνη αλήθνπλ ζε έλα 

ζπγθεθξηκέλν επίπεδν θαη πιεξψλνπλ ζπγθεθξηκέλν αζθάιηζηξν. Μεηά απφ θάζε ρξφλν, ην 

αζθάιηζηξν θηλείηαη πξνο ηα πάλσ ή πξνο ηα θάησ, αλάινγα κε ηε ζπκπεξηθνξά ηνπ νδεγνχ 

θαηά ηελ αζθαιηζηηθή πεξίνδν (αλάινγα δειαδή αλ ζα πξνθαιέζεη ή φρη αηχρεκα). Μπνξνχκε 

λα πνχκε ζπλεπψο φηη ν κεραληζκφο bonus-malus κπνξεί λα ζεσξεζεί σο κία βειηησκέλε εθ 

ησλ πξνηέξσλ εθηίκεζε ηνπ θηλδχλνπ, αθνχ θαηαθέξλεη λα δηαρσξίζεη ηελ θάζε θιάζε 

θηλδχλνπ ζε έλαλ αξηζκφ ππνθαηεγνξηψλ, ζχκθσλα πάληα κε ηηο απαηηήζεηο πνπ απαηηήζεθαλ 

ζην παξειζφλ γηα θάζε θαηεγνξία νδεγνχ. 

Καηά ηε δηάξθεηα ηνπ 20
νπ

 αηψλα, νη πεξηζζφηεξεο Δπξσπατθέο ρψξεο εθάξκνζαλ έλα 

νκνηφκνξθν bonus-malus ζχζηεκα ζε φιεο ηηο αζθαιηζηηθέο εηαηξίεο πνπ ιεηηνπξγνχζαλ ζηελ 

πεξηνρή ηνπο. Σν 1994 ε Δπξσπατθή Έλσζε απνθάζηζε φηη φια ηα κέιε ηεο ζα πξέπεη λα 

απνζχξνπλ ηα ππνρξεσηηθά ζπζηήκαηα bonus-malus, κε ηνλ ηζρπξηζκφ φηη ηέηνηνπ είδνπο 

ζπζηήκαηα κεηψλνπλ ηνλ αληαγσληζκφ κεηαμχ ησλ αζθαιηζηηθψλ εηαηξηψλ θαη έξρνληαη ζε 

αληίζεζε κε ηελ ειεχζεξε ηηκνιφγεζε ησλ αζθαιηζηηθψλ πξντφλησλ. Απφ εθείλε ηελ 

εκεξνκελία ινηπφλ, ζην Βέιγην γηα παξάδεηγκα, θαηαξγήζεθε ην ππνρξεσηηθφ απηφ ζχζηεκα, 

αιιά παξφια απηά νη αζθαιηζηηθέο εηαηξίεο πνπ ιεηηνπξγνχλ ζηε ρψξα απηή αθφκε 

εθαξκφδνπλ ην παιηφ νκνηφκνξθν ζχζηεκα (κε κηθξέο ηξνπνπνηήζεηο γηα ηνπο αζθαιηζκέλνπο 

πνπ αλήθνπλ ζην ρακειφηεξν επίπεδν ηεο δηαβάζκηζεο). ΢ε άιιεο Δπξσπατθέο ρψξεο, 

σζηφζν, νη αζθαιηζηηθέο εηαηξίεο αληαγσλίδνληαη ζηε βάζε ησλ ζπζηεκάησλ bonus-malus 

(απηφ ζπκβαίλεη ζηηο ρψξεο Ηζπαλία θαη Πνξηνγαιία). 
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Σν Γαιιηθφ ζχζηεκα δελ βαζίδεηαη ζε θάπνηεο βαζκίδεο αιιά ρξεζηκνπνηεί έλαλ 

ζπληειεζηή αχμεζεο – κείσζεο ηνπ αζθαιίζηξνπ (coefficient de reduction – majoration). Πην 

ζπγθεθξηκέλα, ην Γαιιηθφ απηφ ζχζηεκα πξνηείλεη κηα επηβάξπλζε ηεο ηάμεσο ηνπ 25% αλά 

απνδεκίσζε θαη κηα έθπησζε ηεο ηάμεσο ηνπ 5% γηα ηνπο νδεγνχο πνπ δελ πξνθαινχλ 

αηχρεκα θαηά ηε δηάξθεηα ηεο αζθαιηζηηθήο πεξηφδνπ. Γη’ απηφ θάζε αζθαιηζκέλνο ρξεψλεηαη 

κε έλα βαζηθφ αζθάιηζηξν θαη απηφ ην βαζηθφ αζθάιηζηξν πξνζαξκφδεηαη αλάινγα κε ηνλ 

αξηζκφ ησλ απαηηήζεσλ πνπ απαηηνχληαη απφ ηελ αζθαιηζηηθή εηαηξία, πνιιαπιαζηαζκέλν κε 

1.25 θάζε θνξά πνπ απαηηείηαη απνδεκίσζε θαη κε 0.95 γηα θακία απνδεκίσζε (γηα ηνλ θάζε 

αζθαιηζκέλν μερσξηζηά) (M. Denuit et al (2007)). 

 

1.5 Αλαινγηζηηθέο θαη Οηθνλνκηθέο Πηζηνπνηήζεηο γηα ην ζύζηεκα Bonus – 

Malus 

 

Σα ζπζηήκαηα απηά επηηξέπνπλ ζηα αζθάιηζηξα λα πξνζαξκφδνληαη αλάινγα κε ηνπο 

θξπκκέλνπο αηνκηθνχο παξάγνληεο θηλδχλνπ θαη δίλνπλ θίλεηξα γηα αζθαιή νδήγεζε, 

ιακβάλνληαο ππφςε ην ηζηνξηθφ απαηηήζεσλ. Σν γεγνλφο απηφ κπνξεί λα πηζηνπνηεζεί απφ 

ηελ πιεξνθφξεζε πνπ αληιείηαη κεηαμχ ηεο εθάζηνηε αζθαιηζηηθήο εηαηξίαο θαη ηνπ 

αζθαιηζκέλνπ νδεγνχ ηεο. Ζ κε ζπκκεηξηθή απηή πιεξνθνξία εκθαλίδεηαη ζηελ αζθαιηζηηθή 

αγνξά φηαλ νη αζθαιηζηηθέο εηαηξίεο αληηκεησπίδνπλ δπζθνιίεο ζηε θξίζε ηεο 

επηθηλδπλφηεηαο πνπ απνξξέεη απφ εθείλνπο πνπ απνθηνχλ αζθαιηζηηθή θάιπςε. Τπάξρνπλ 

θπξίσο δχν φςεηο γη’ απηφ ην θαηλφκελν: δπζκελήο επηινγή αζθαιηζκέλσλ θαη εζηθφο 

θίλδπλνο (adverse selection and moral hazard). Ζ δπζκελήο επηινγή εκθαλίδεηαη φηαλ νη 

αζθαιηζκέλνη γλσξίδνπλ θαιχηεξα απφ ηελ αζθαιηζηηθή ηνπο εηαηξία ηελ νδηθή ηνπο 

ζπκπεξηθνξά θαη ην εθκεηαιιεχνληαη απνθηψληαο αζθαιηζηηθή θάιπςε (θαη αλαθεξφκαζηε 

εηδηθά ζηνπο θαθνχο νδεγνχο πνπ πξνθαινχλ αηπρήκαηα θαη αλαγθάδνπλ ηηο αζθαιηζηηθέο 

εηαηξίεο λα θαηαβάιινπλ απαηηήζεηο). ΢ηα πιαίζηα φκσο ηεο ππνρξεσηηθήο αζηηθήο επζχλεο 

απηνθηλήηνπ πξνο ηξίηνπο, ε δπζκελήο επηινγή δελ θαζηζηά ηφζν ζεκαληηθφ πξφβιεκα φζν ν 

εζηθφο θίλδπλνο, φπνπ νη αζθαιηζηηθέο εηαηξίεο ρξεψλνπλ παξφκνην αζθάιηζηξν γηα φινπο 

ηνπο αζθαιηζκέλνπο. Δθφζνλ πνιιέο εηεξνγελείο νδεγηθέο ζπκπεξηθνξέο παξαηεξνχληαη 

αλάκεζα ζην ραξηνθπιάθην ησλ αζθαιηζκέλσλ κηαο εηαηξίαο, ρξεζηκνπνηψληαο ηηο ίδηεο εθ 

ησλ πξνηέξσλ κεηαβιεηέο, ηφηε ε δπζκελήο επηινγή αζθαιηζκέλσλ δελ ζα κπνξέζεη 

απνθεπρζεί.  

Όζνλ αθνξά ηελ δπζκελή επηινγή, νη αζθαιηζκέλνη απνθαιχπηνπλ κεξηθψο ηνπο 

θηλδχλνπο ζηνπο νπνίνπο εθηίζεληαη ζηε δήισζή ηνπο γηα αζθάιηζε, γεγνλφο ην νπνίν ζα 
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πξέπεη λα ιεθζεί ζνβαξά ππφςε ζηελ δεκηνπξγία ελφο επαξθνχο αζθαιηζηηθνχ πιαηζίνπ. 

΢ηελ χπαξμε κηαο κε παξαηεξήζηκεο εηεξνγέλεηαο, νη πην ξηςνθίλδπλνη αζθαιηζηέο ζα 

επηιέμνπλ κηα πην εμεηδηθεπκέλε θάιπςε θαη νη θηλδπλφθνβνη ζα επηιέμνπλ πςειά αθαηξεηέα 

πνζά γηα λα κεησζεί θαη ην αζθάιηζηξφ ηνπο. 

Δίλαη πνιχ ελδηαθέξνλ λα κειεηήζνπκε ηηο πξνζεγγίζεηο ησλ νηθνλνκνιφγσλ θαη ησλ 

αλαινγηζηψλ ζηελ ηηκνιφγεζε ησλ αζθαιίζηξσλ πνπ βαζίδεηαη ζηελ νδεγηθή εκπεηξία. ΢ηελ 

βηβιηνγξαθία γηα ηελ νηθνλνκηθή επηζηήκε, νη εθπηψζεηο θαη νη επηβαξχλζεηο ζηα αζθάιηζηξα 

ιεηηνπξγνχλ θπξίσο σο αληίκεηξα γηα ηνλ εζηθφ θίλδπλν. Αληίζεηα, ζηελ βηβιηνγξαθία γηα ηελ 

αλαινγηζηηθή επηζηήκε, ν θχξηνο ζηφρνο είλαη ε θαιχηεξε εθηίκεζε ηνπ αηνκηθνχ θηλδχλνπ 

έηζη ψζηε λα κπνξνχλ λα πιεξψλνπλ φινη ην αζθάιηζηξν πνπ ηνπο αλαινγεί, βξαρπρξφληα, 

θαη πνπ αληηζηνηρεί ζηελ ζπρλφηεηα πνπ πξνθαινχλ ηα αηπρήκαηα νη εθάζηνηε νδεγνί. 

΢πλεπψο, νη αλαινγηζηέο ελδηαθέξνληαη πεξηζζφηεξν γηα ηελ πεξίπησζε ηεο δπζκελνχο 

επηινγήο αζθαιηζκέλσλ παξά γηα ηνλ εζηθφ θίλδπλν (M. Denuit et al (2007)). 

 

1.6 Κόζηνο ησλ Απαηηήζεσλ 

 

Σα πεξηζζφηεξα ζπζηήκαηα bonus-malus ηα νπνία βξίζθνληαη ζε ηζρχ αλά ηνλ θφζκν 

επηβαξχλνπλ κε επηπιένλ αζθάιηζηξν ηνλ αζθαιηζκέλν πνπ ζα πξνθαιέζεη πεξηζζφηεξα απφ 

έλα αηπρήκαηα θαηά ηε δηάξθεηα ηεο αζθαιηζηηθήο ηνπ θάιπςεο, αιιά δελ δίλνπλ ζεκαζία 

ζην πνζφ ηεο απνδεκίσζεο. Γηα παξάδεηγκα έλα ζνβαξφ αηχρεκα πνπ ζα πξνθαιέζεη ζνβαξέο 

ζσκαηηθέο βιάβεο θαη πιηθέο δεκηέο ζα επηβαξχλεη ην αζθάιηζηξν ην ίδην κε έλα «επηπφιαην» 

αηχρεκα. Ο ιφγνο πνπ ε θαηεγνξηνπνίεζε ηνπ θηλδχλνπ βαζίδεηαη ζηε ζπρλφηεηα ησλ 

αηπρεκάησλ είλαη ε δπζθνιία πνπ ππάξρεη γηα λα εθηηκεζεί ην θφζηνο ησλ ζσκαηηθψλ βιαβψλ 

θαη άιισλ ζνβαξψλ αηπρεκάησλ. Δπίζεο, ν ιφγνο πνπ δελ ζπκπεξηιακβάλνληαη ηα κεγέζε ησλ 

απαηηήζεσλ ζηα ζπζηήκαηα απηά θαη ε εθ ησλ πξνηέξσλ θαηεγνξηνπνίεζε ηνπ θηλδχλνπ είλαη 

δηφηη απαηηεί κηα ππφζεζε αλεμαξηεζίαο αλάκεζα ζηηο ηπραίεο κεηαβιεηέο «αξηζκφο ησλ 

απαηηήζεσλ» θαη «κέγεζνο ησλ απαηηήζεσλ», θαζψο επίζεο θαη ε πεπνίζεζε φηη ε δεχηεξε 

ηπραία κεηαβιεηή δελ εμαξηάηαη απφ ηα ραξαθηεξηζηηθά ηνπ νδεγνχ. Απηφ ζεκαίλεη φηη νη 

αλαινγηζηέο ππνζέηνπλ φηη ην θφζηνο ηνπ αηπρήκαηνο είλαη, ην κεγαιχηεξν ηνπ κέξνο, πέξαλ 

ηεο ηθαλφηεηαο ηνπ νδεγνχ θαη πην ζπγθεθξηκέλα: έλαο πξνζεθηηθφο νδεγφο κεηψλεη ηνλ 

αξηζκφ ησλ αηπρεκάησλ, αιιά δελ κπνξεί λα ειεγρζεί ην θφζηνο απηψλ ησλ ελδερνκέλσλ 

αηπρεκάησλ. 
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Οη επηβαξχλζεηο ησλ αζθαιίζηξσλ πνπ εθαξκφδνληαη απφ ηα ζπζηήκαηα bonus-malus πνπ 

είλαη αλεμάξηεηα απφ ηα πνζά ηεο απνδεκίσζεο, απνηξέπνπλ ηνπο αζθαιηζκέλνπο λα 

δειψλνπλ αηπρήκαηα κε κηθξέο πιηθέο δεκηέο γηα λα απνθχγνπλ ηελ επηβάξπλζε ηνπ 

αζθαιίζηξνπ ηνπο. Οη κηθξέο δεκηέο ζπλεπψο απνξξνθνχληαη απφ ηνπο ίδηνπο ηνπο 

αζθαιηζκέλνπο παξά απφ ηηο αζθαιηζηηθέο εηαηξίεο. ΢ε κεξηθά ζπζηήκαηα bonus-malus φκσο, 

ε δήισζε ελφο ζνβαξνχ αηπρήκαηνο (πνπ πεξηιακβάλεη ζσκαηηθέο βιάβεο), επηθέξεη ζηνλ 

αζθαιηζκέλν κηα πνιχ ζεκαληηθή επηβάξπλζε ζην αζθάιηζηξφ ηνπ ζε ζχγθξηζε κε ηε δήισζε 

ελφο επηπφιαηνπ αηπρήκαηνο κε πιηθέο δεκηέο. ΢ην ζχζηεκα πνπ ιεηηνπξγνχζε ζηελ Ηαπσλία 

πξηλ ην 1993, νη απαηηήζεηο πνπ απεπζπλφληνπζαλ ζε αηπρήκαηα κε ζσκαηηθέο βιάβεο 

θαηέβαδαλ ην επίπεδν ηνπ νδεγνχ θαηά ηέζζεξα επίπεδα (κε θαηάιιειε επηβάξπλζε 

αζθαιίζηξνπ), ελψ νη απαηηήζεηο γηα πιηθέο δεκηέο ην θαηέβαδαλ θαηά δχν επίπεδα κφλν (M. 

Denuit et al (2007)).  
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ΚΔΦΑΛΑΗΟ 2 

ΜΔΜΔΗΓΜΔΝΑ ΠΡΟΣΤΠΑ POISSON ΓΗΑ ΣΟΤ΢ ΑΡΗΘΜΟΤ΢ 

ΑΣΤΥΖΜΑΣΧΝ 

 

2 Μνληεινπνίεζε ηεο θαηαλνκήο Poisson γηα ηνλ αξηζκό αηπρεκάησλ 

 

Λακβάλνληαο ππφςε ηελ νηθνλνκηθή ζεκαζία ηεο αζθάιηζεο γηα ηελ αζηηθή επζχλε 

έλαληη  ηξίησλ ζηνλ θιάδν απηνθηλήηνπ ζηηο βηνκεραληθέο ρψξεο, πνιιέο πξνζπάζεηεο έρνπλ 

γίλεη ζηελ αζθαιηζηηθή βηβιηνγξαθία έηζη ψζηε λα βξεζεί  έλα πηζαλνηηθφ κνληέιν γηα ηελ 

θαηαλνκή ηνπ αξηζκνχ αηπρεκάησλ (αμηψζεσλ) πνπ αλαθέξνληαη απφ ηνπο αζθαιηζκέλνπο 

νδεγνχο.  Απηφ ην θεθάιαην ζηνρεχεη λα εηζάγεη ηα βαζηθά κνληέια πηζαλνηήησλ γηα ηα 

αξηζκεηηθά δεδνκέλα  πνπ ζα εθαξκνζηνχλ ζηελ αζθάιηζε κεραλνθίλεησλ νρεκάησλ.   

Ζ δησλπκηθή, είλαη ε δηαθξηηή θαηαλνκή πηζαλφηεηαο ηνπ αξηζκνχ επηηπρηψλ ζε κηα 

αθνινπζία αλεμάξηεησλ n πεηξακάησλ, θάζε έλα απφ ηα νπνία παξάγεη ηελ επηηπρία κε ηελ 

πηζαλφηεηα q.  Έλα ηέηνην πείξακα επηηπρίαο/απνηπρίαο θαιείηαη επίζεο πείξακα Bernoulli ή 

δνθηκή Bernoulli. Γχν ζεκαληηθέο θαηαλνκέο πξνθχπηνπλ σο πξνζεγγίζεηο ησλ δησλπκηθψλ 

θαηαλνκψλ. Δάλ ην n είλαη αξθεηά κεγάιν θαη ε εθηξνπή ηεο θαηαλνκήο δελ είλαη πάξα πνιχ 

κεγάιε (δειαδή ην q δελ είλαη πάξα πνιχ θνληά ζην 0 ή 1), ηφηε ε δησλπκηθή θαηαλνκή 

πξνζεγγίδεηαη θαιά απφ ηελ θαλνληθή θαηαλνκή. Όηαλ ν αξηζκφο ησλ παξαηεξήζεσλ n είλαη 

κεγάινο θαη ε πηζαλφηεηα επηηπρίαο q είλαη κηθξή, ηφηε ε δησλπκηθή θαηαλνκή πξνζεγγίδεηαη 

πνιχ θαιά απφ ηελ θαηαλνκή Poisson κε κέζε ηηκή ι = nq.   

Ζ θαηαλνκή Poisson αλαθαιχθζεθε απφ ηνλ Poisson (1838). Υαξαθηεξηζηηθά, κία  ηπραία 

κεηαβιεηή ε νπνία αθνινπζεί ηελ θαηαλνκή Poisson είλαη κηα κέηξεζε ηνπ αξηζκνχ 

γεγνλφησλ πνπ εκθαλίδνληαη ζε έλα νξηζκέλν ρξνληθφ δηάζηεκα ή πεξηνρή. Παξαδείγκαηνο 

ράξηλ, ν αξηζκφο απηνθηλήησλ πνπ πεξλνχλ έλα ζηαζεξφ ζεκείν ζε έλα δηάζηεκα πέληε 

ιεπηψλ, ή ν αξηζκφο δεκηψλ  πνπ αλαγγέιινληαη ζε κηα αζθαιηζηηθή εηαηξεία απφ έλαλ 

αζθαιηζκέλν νδεγφ ζε κηα δεδνκέλε πεξίνδν. Έλα ηππηθφ ραξαθηεξηζηηθφ πνπ ζπλδέεηαη κε 

ηε θαηαλνκή Poisson είλαη φηη ε δηαθχκαλζε ηεο ηπραίαο κεηαβιεηήο είλαη ίζε κε ηε κέζε ηηκή 

ηεο.  (βι, Lemaire, 1985). 
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2.1 Δηεξνγέλεηα θαη Μεκηγκέλν πξόηππν Poisson 

 

Ζ θαηαλνκή Poisson έρεη έλαλ πξνεμέρνληα  ξφιν ζηε κνληεινπνίεζε δηαθξηηψλ 

δεδνκέλσλ πνπ αθνξνχλ αξηζκφ γεγνλφησλ, θπξίσο  ιφγσ ηεο πεξηγξαθηθήο επάξθεηάο ηεο σο 

πξφηππν φηαλ ππάξρεη κφλν ηπραηφηεηα θαη ν  πιεζπζκφο είλαη νκνηνγελήο. Γπζηπρψο, απηφ 

δελ είλαη κηα ξεαιηζηηθή ππφζεζε έηζη ψζηε λα κνληεινπνηήζνπκε αζθαιηζηηθά ζηνηρεία. Οη 

κίμεηο ηεο Poisson,  ρξεζηκνπνηνχληαη γηα ηελ πεξηγξαθή ησλ κε - νκνγελψλ πιεζπζκψλ. 

Δηδηθνχ ελδηαθέξνληνο είλαη νη πιεζπζκνί πνπ απνηεινχληαη απφ έλαλ πεπεξαζκέλν αξηζκφ 

νκνηνγελψλ ππνζπλφισλ πιεζπζκνχ. ΢ε απηέο ηηο πεξηπηψζεηο ε θαηαλνκή πηζαλφηεηαο ηνπ 

πιεζπζκνχ κπνξεί ζεσξεζεί σο πεπεξαζκέλε κείμε θαηαλνκψλ Poisson.  

Σν πξφβιεκα ηεο απαξαηήξεηεο εηεξνγέλεηαο πξνθχπηεη επεηδή νη δηαθνξέο ζηε 

ζπκπεξηθνξά νδήγεζεο κεηαμχ ησλ αηφκσλ δελ κπνξνχλ λα παξαηεξεζνχλ απφ ηνλ 

αλαινγηζηή. Μηα απφ ηηο γλσζηέο ζπλέπεηεο ηεο απαξαηήξεηεο εηεξνγέλεηαο ζηελ αλάιπζε 

ησλ δεδνκέλσλ είλαη ε ππεξδηαζπνξά (overdispersion): ε δηαθχκαλζε ηεο κεηαβιεηήο πνπ 

εμεηάδεηαη είλαη κεγαιχηεξε απφ ην κέζν. Δθηφο απφ ηηο επηπηψζεηο ηεο ζηε δνκή ηεο 

κεηαβιεηήο, ε απαξαηήξεηε εηεξνγέλεηα έρεη ηηο ζεκαληηθέο επηπηψζεηο ζηε δνκή πηζαλφηεηαο 

ηνπ πξνηχπνπ πνπ ππνζέηνπκε. Σα θαηλφκελα ηεο κεγάιεο ζπρλφηεηαο κεδεληθνχ αξηζκνχ 

γεγνλφησλ θαζψο επίζεο θαη ηεο βαξηάο δεμηάο νπξάο ζηα πεξηζζφηεξα αζθαιηζηηθά ζηνηρεία 

κπνξνχλ λα ιεθζνχλ σο επίπησζε ηεο απαξαηήξεηεο εηεξνγέλεηαο. Δίλαη ζχλεζεο φηαλ 

ππάξρεη απαξαηήξεηε εηεξνγέλεηα, λα ζέζνπκε κηα ηπραία κεηαβιεηή (απνθαινχκελε ηπραία 

επίδξαζε) ζην κέζν ηεο  παξακέηξνπ ηεο θαηαλνκήο Poisson θη έηζη λα δεκηνπξγήζνπκε έλα 

κηθηφ πξφηππν Poisson. ΢ε κηα κεκηγκέλε δηαδηθαζία Poisson, ε ίδηα ε εηήζηα αλακελφκελε 

ζπρλφηεηα αηπρεκάησλ  γίλεηαη ηπραία.  

 

2.2 Καηαλνκή Poisson γηα νκνηνγελή ραξηνθπιάθηα 

 

Ζ θαηαλνκή Poisson ρξεζηκνπνηείηαη γηα λα πεξηγξάςεη ηε ζπκπεξηθνξά ησλ 

αζθαιηζκέλσλ· ζεσξείηαη φκσο αλεπαξθήο γηα ηελ πεξηγξαθή ηνπ αξηζκνχ ησλ δεκηψλ ζε έλα 

ηέηνην ραξηνθπιάθην. ΢ε απηφ ην κνληέιν, ππνζέηνπκε φηη φινη νη αζθαιηζκέλνη ππφθεηληαη 

ζηνλ ίδην θίλδπλν. Ο θίλδπλνο ν νπνίνο έρεη επέιζεη πξνέξρεηαη απφ ηπραίν γεγνλφο θαη δελ 

ππάξρεη ιφγνο λα «ηηκσξήζνπκε» ηνπο ππαίηηνπο γηα ηε δεκία αζθαιηζκέλνπο. 

Γηαηππψλνληαο ηηο ηξεηο αθφινπζεο αξρηθέο ππνζέζεηο νξίδνπκε ηελ Ν(t, t+ Γt) ε νπνία 

απεηθνλίδεη ηνλ αξηζκφ ησλ αηπρεκάησλ ζην ρξνληθφ δηάζηεκα (t, t+ Γt): 
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1.     ΔtoΔt1t,  ttNP , (ε πηζαλφηεηα λα έρνπκε έλα γεγνλφο ζην [t, t+Γt) είλαη 

αλάινγε ηνπ ι θαη ηνπ κήθνπο ηνπ δηαζηήκαηνο) 

2.     Δto1t, ttNP , (ε πηζαλφηεηα λα έρνπκε πεξηζζφηεξα απφ έλα γεγνλφηα ζην [t, 

t+Γt)) 

3. Αο  ζέζνπκε ηα t θαη t΄ λα είλαη δχν δηαθνξεηηθά ρξνληθά δηαζηήκαηα, ηφηε: 

            ''''tN ktNPktNPkktNP    

Ζ εξκελεία απηψλ ησλ ηξηψλ ππνζέζεσλ είλαη εκθαλήο. Ζ πξψηε ππνζέηεη φηη ε 

πηζαλφηεηα ελφο αηπρήκαηνο ζε έλα ρξνληθφ δηάζηεκα  (t, t+ Γt) είλαη – αγλνψληαο 

πςειφηεξνπο φξνπο δηάηαμεο – αλάινγε ηνπ κήθνπο ηνπ δηαζηήκαηνο απηνχ θαη ηνπ ι. Ζ 

δεχηεξε ππνζέηεη φηη ε πηζαλφηεηα λα ζπκβνχλ δχν ή πεξηζζφηεξα αηπρήκαηα ζε απηφ ην 

δηάζηεκα είλαη ακειεηέα ελψ ε δε ηξίηε φηη ν αξηζκφο ησλ αηπρεκάησλ πνπ ζρεηίδνληαη κε 

μερσξηζηά ρξνληθά δηαζηήκαηα είλαη  αλεμάξηεηνο. Δίλαη γλσζηφ φηη ηα παξαπάλσ ππνζέηνπλ 

φηη ν αξηζκφο ησλ αηπρεκάησλ αθνινπζεί ηελ θαηαλνκή Poisson. Γειαδή έρνπκε: 

Αλ   ktNPtpk  ,0)( έρνπκε 

).()()1)((

)()()]()[()](1)[(

]),([)(]1),([)(]0),([)()(

1

2

1

2

1

tttpttp

ttptttptttp

itttNPtptttNPtptttNPtpttp

kk

k

i

ikkk

k

i

ikkkk

























k=0, 1,…(ζέηνληαο 0)(1  tp )  

Έηζη 

t

t
tptp

t

tpttp
kk

kk











)(
)()(

)()(
1




. 

Παίξλνληαο ην φξην γηα Γt → 0, 

)()()( 1

' tptptp kkk    k = 1, 2… 

)()( 0

'

0 tptp   k = 0. 

Λχλνληαο ηηο νκάδεο ησλ εμηζψζεσλ απηψλ παίξλνπκε κε ηηο αξρηθέο ππνζέζεηο :  

1)0(0 p  θαη 0)0( p  αλ k>0, 

Παίξλνπκε : 




!

)(
)(

k

te
tp

kt

k


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Γηα κία ρξνληθή πεξίνδν 




!k

e
p

k

k



 

Θπκίδνπκε φηη ε κέζε ηηκή θαη ε δηαθχκαλζε απηήο ηεο θαηαλνκήο είλαη ίζε κε ι.  

Οη κίμεηο ησλ θαηαλνκψλ ρξεζηκνπνηνχληαη ζπλήζσο απφ ηηο αζθαιηζηηθέο εηαηξίεο γηα λα 

κνληεινπνηήζνπλ ηνλ αξηζκφ ησλ δεκηψλ θαη ησλ απνδεκηψζεσλ πνπ θαηαγξάθνληαη ζε κηα 

αζθαιηζηηθή πεξίνδν. Γηα παξάδεηγκα, ε ρξήζε ηεο θαηαλνκήο Poisson γηα ηε κνληεινπνίεζε 

θαη πεξηγξαθή ηνπ αξηζκνχ ησλ απνδεκηψζεσλ πνπ πξνθαινχληαη απφ ηνπο αζθαιηζκέλνπο 

θαηά ηε δηάξθεηα κηα ζπγθεθξηκέλεο αζθαιηζηηθήο πεξηφδνπ απνξξίπηεηαη, αθνχ ε νδεγηθή 

ζπκπεξηθνξά ησλ αζθαιηζκέλσλ νιφθιεξνπ ηνπ ραξηνθπιαθίνπ ηεο αζθαιηζηηθήο εηαηξίαο 

είλαη εηεξνγελήο. ΢πλεπψο, ε παξάκεηξνο ηεο θαηαλνκήο Poisson, ι, πνηθίιεη κεηαμχ ησλ 

αζθαιηζκέλσλ νδεγψλ ιφγσ ησλ δηαθνξεηηθψλ θηλδχλσλ πνπ ν θαζέλαο ππφθεηληαη θαη δελ 

κπνξεί λα ζεσξεζεί σο ζηαζεξά. Γηα απηφλ αθξηβψο ηνλ ιφγν πξέπεη λα πηνζεηεζεί έλα κνληέιν 

πνπ λα αληαπνθξίλεηαη ζηελ αβεβαηφηεηα ηεο εκθάληζεο ηεο ζπρλφηεηαο ησλ απνδεκηψζεσλ. 

Δίλαη ινγηθφ ινηπφλ λα ζεσξεζεί φηη κηα δηαθξηηή θαηαλνκή πεξηγξάθεη ηνλ αξηζκφ ησλ 

απνδεκηψζεσλ ή ησλ δεκηψλ πνπ πξνθαινχληαη απφ ηνπο αζθαιηζκέλνπο θαη φηη ε νδεγηθή 

ζπκπεξηθνξά ηνπ θάζε αζθαιηζκέλνπ αθνινπζεί κηα θαηαλνκή Poisson κε παξάκεηξν ι. 

Θεσξείηαη έλα ι γηα θάζε αζθαιηζκέλν σο ην απνηέιεζκα κηαο ηπραίαο κεηαβιεηήο Λ κε κηα 

γλσζηή ζπλάξηεζε θαηαλνκήο U θάησ απφ έλα δεδνκέλν επίπεδν θηλδχλνπ ηνπ αξηζκνχ ησλ 

απνδεκηψζεσλ πνπ αθνινπζεί ηελ θαηαλνκή Poisson, κε παξάκεηξν ηε δεδνκέλε ηηκή ηνπ 

επηπέδνπ θηλδχλνπ. Άξα, ν αξηζκφο ησλ απνδεκηψζεσλ ή ησλ δεκηψλ Ν (γηα κηα δεδνκέλε 

αζθαιηζηηθή πεξίνδν, πρ., έλα έηνο) πνπ πξνθαιείηαη απφ έλαλ νδεγφ πνπ επηιέγεηαη ηπραία απφ 

ην ραξηνθπιάθην κηαο αζθαιηζηηθήο εηαηξίαο, αθνινπζεί κηα κεκηγκέλε Poisson θαηαλνκή (D.L. 

Antzoulakos & S. Chadjiconstantinidis, (2004)). 

Άξα, ε ζπλάξηεζε πηζαλφηεηαο ηεο ηπραίαο κεηαβιεηήο Ν δίλεηαη απφ ηε ζρέζε: 


2

1

),()()()(



 dUnpnNPnp  n = 0, 1, 2, … 

φπνπ (.)p  απνηειεί ηελ ζπλάξηεζε πηζαλφηεηαο κηαο ηπραίαο κεηαβιεηήο N  πνπ αθνινπζεί 

ηελ θαηαλνκή Poisson κε παξάκεηξν ι > 0, δειαδή: 

!
)()(

n
enNPnp

n


 , n = 0, 1, 2, … 

Ζ ζπλάξηεζε θαηαλνκήο U κηαο κηθηηθήο ηπραίαο κεηαβιεηήο L, ε νπνία νξίδεηαη ζε έλα 

θιεηζηφ δηάζηεκα  21 ,  ,  210  , αλαπαξηζηά έλα κέηξν εηεξνγέλεηαο ελφο 
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εηεξνγελνχο ραξηνθπιαθίνπ θάπνηαο αζθαιηζηηθήο εηαηξίαο. Έζησ ινηπφλ, (.)u λα απνηειεί κηα 

ζπλάξηεζε ππθλφηεηαο πηζαλφηεηαο κηαο κηθηηθήο ηπραίαο κεηαβιεηήο L πνπ ζα ζπκβνιίδεηαη 

κε MP(u) ή MP ή νπνία νπζηαζηηθά απνηειεί ηελ κεκηγκέλε Poisson θαηαλνκή ηεο ηπραίαο 

κεηαβιεηήο N κε κηθηηθή ηπραία κεηαβιεηή ηελ L κε ζπλάξηεζε ππθλφηεηαο πηζαλφηεηαο 

(.)u (D.L. Antzoulakos & S. Chadjiconstantinidis, (2004)). 

Ζ θιάζε ησλ MP θαηαλνκψλ είλαη απφ ηηο πην ζεκαληηθέο θιάζεηο θαηαλνκψλ πνπ 

κνληεινπνηνχλ ηνλ αξηζκφ ησλ απνδεκηψζεσλ ζηα ραξηνθπιάθηα ησλ αζθαιηζηηθψλ εηαηξηψλ. 

Γηα παξάδεηγκα, ε Αξλεηηθή Γησλπκηθή θαηαλνκή θαη ε κίμε Poisson – Gamma θαηαλνκή είλαη 

θαηάιιειεο γηα λα κνληεινπνηήζνπλ δεδνκέλα κε καθξηέο νπξέο. Δθφζνλ νη θαηαλνκέο MP 

έρνπλ πην ιεπηέο νπξέο απφ ηελ θαηαλνκή Poisson, είλαη θαηαιιειφηεξεο γηα λα 

κνληεινπνηήζνπλ κεηξίζηκα δεδνκέλα. Έλα άιιν πιενλέθηεκα ησλ MP θαηαλνκψλ είλαη φηη 

κπνξεί λα εξκελεπηνχλ θαη λα πξνέιζνπλ απφ κηα ζηνραζηηθή δηαδηθαζία. Σν θχξην 

κεηνλέθηεκά ηνπο είλαη φηη ε ζπλάξηεζε πηζαλφηεηάο ηνπο είλαη δχζθνιν λα ππνινγηζηεί (D.L. 

Antzoulakos & S. Chadjiconstantinidis, (2004)). 

Αο ππνζέζνπκε φηη ε ζπλάξηεζε ππθλφηεηαο πηζαλφηεηαο  (.)u  ηθαλνπνηεί ηελ ζρέζε: 

 21

0

1

i

,,
b(λ)

α(λ)
logu(λ) 
















r

i

i

i

r

i

i

b

a

d

d
 

Μηα ηπραία κεηαβιεηή L ππνηίζεηαη φηη αλήθεη ζηελ θιάζε θαηαλνκψλ W(r) αλ ππάξρεη 

έλαο ζεηηθφο αξηζκφο r θαη θάπνηεο ζηαζεξέο ia  θαη ib   ri 1  φπσο ζηελ πεξίπησζε ηεο 

ζπλάξηεζεο ππθλφηεηαο πηζαλφηεηαο (.)u  ηεο ηπραίαο κεηαβιεηήο L ηθαλνπνηεί ηελ παξαπάλσ 

εμίζσζε  W(r)u(.))(  ήrWL .  

Έρεη πξνηαζεί κηα θφξκνπια γηα ηελ απνηίκεζε ηεο p(.) ζηελ πεξίπησζε φπνπ )(rWL . 

Πην ζπγθεθξηκέλα γηα 0n : 

      ,)()(1
1

)(

1 12


 
r

i

i

iii nCnCinpinbinba   

Όπνπ: 



b

i

b piaa
1

)( ,0)1(),1(   



































λ,0

λ0),n()()(

0n0,λ,0

0n,0),0(

)(C

0








pub

ub

n  
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΢ε απηφ ην ζεκείν ζα ππνζέζνπκε φηη νη ,...X,X 21  είλαη κηα αθνινπζία αλεμάξηεησλ θαη 

ηζφλνκσλ δηαθξηηψλ ηπραίσλ κεηαβιεηψλ κε κηα θνηλή ζπλάξηεζε πηζαλφηεηαο f(x), x = 0, 1, 2, 

… θαη έζησ NXXXS  ...21 , κε ην S = 0 αλ ην Ν = 0, φπνπ N θαη  
1ii

X  είλαη 

αλεμάξηεηεο ηπραίεο κεηαβιεηέο. ΢ηε ζεσξία θηλδχλσλ ε ηπραία κεηαβιεηή Υ ππνδειψλεη ην 

πνζφ κηαο απνδεκίσζεο (ή δεκηάο) ζε κηα ζπγθεθξηκέλε αζθαιηζηηθή πεξίνδν θαη ε ηπραία 

κεηαβιεηή S ππνδειψλεη ην ζπλνιηθφ πνζφ ησλ απνδεκηψζεσλ (ή δεκηψλ) ελφο ραξηνθπιαθίνπ 

κηαο αζθαιηζηηθήο εηαηξίαο ζε κηα ζπγθεθξηκέλε αζθαιηζηηθή πεξίνδν. Ζ ηπραία κεηαβιεηή S 

έρεη αθνινπζεί κηα ζχλζεηε κεκηγκέλε Poisson θαηαλνκή (ε νπνία ζπκβνιίδεηαη κε CMP(f, u)) 

θαη ε ζπλάξηεζε πηζαλφηεηάο ηεο δίλεηαη απφ ηε ζρέζε: 

   





0

*
2

1

)dλ,()()()()(
n

n uxgxfnpxSPxg





   x = 0, 1, 2, … 

Όπνπ ν φξνο (.)g λ  ππνδειψλεη ηελ ζπλάξηεζε πηζαλφηεηαο ηεο ηπραίαο κεηαβιεηήο: 

 NXXXS  ...21 , 

ε νπνία είλαη κηα ζχλζεηε Poisson ηπραία κεηαβιεηή θαη δίλεηαη απφ ηνλ ηχπν: 

  





0

* )()()(
n

n xfnpxSPxg  , x = 0, 1, 2, … 

(D.L. Antzoulakos & S. Chadjiconstantinidis, (2004)). 

 

2.3 Αξλεηηθή Γησλπκηθή Καηαλνκή γηα εηεξνγελή ραξηνθπιάθηα 

 

΢ε απηή ηελ πεξίπησζε ππνζέηνπκε φηη νη αζθαιηζκέλνη δελ ππφθεηληαη φινη ζηνλ ίδην 

θίλδπλν. Ζ ζπκπεξηθνξά ησλ αζθαιηζκέλσλ είλαη εηεξνγελήο θαη δηθαηνινγεί γηα παξάδεηγκα 

ηελ εηζαγσγή ελφο ζπζηήκαηνο Bonus Malus. Πην αλαιπηηθά, ππνζέηνπκε φηη ε θαηαλνκή ηνπ 

αξηζκνχ ησλ απαηηήζεσλ γηα θάζε αζθαιηζκέλν αθνινπζεί θαηαλνκή  Poisson,  

,...1,0,
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

 

ηεο νπνίαο ε παξάκεηξνο πνηθίιεη απφ άηνκν ζε άηνκν. Κάζε αζθαιηζκέλνο 

ραξαθηεξίδεηαη απφ ηελ ηηκή ηεο παξακέηξνπ ηνπ ι, φπνπ ην ι ινγίδεηαη σο ηπραία κεηαβιεηή. 

Αο δηαιέμνπκε ηψξα σο θαηαλνκή ηνπ ι κία θαηαλνκή Γάκκα κε ζπλάξηεζε ππθλφηεηαο 

πηζαλφηεηαο, δειαδή:  

0),(,
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e

dλ

dU(λ)
u(λ)

1-xλ
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
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



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, κε κέζε ηηκή 
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
 θαη δηαθχκαλζε 
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
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Κάπνηεο Ηδηφηεηεο γηα ηε Γάκκα ΢πλάξηεζε: 





0

t-1-α et)( dt , ),()1(    !)1(    

Έζησ kp  (k=0, 1,…) είλαη ε θαηαλνκή ηνπ αξηζκνχ ησλ απαηηήζεσλ ζην ραξηνθπιάθην. 

Σφηε έρνπκε 
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Οξίδνληαο σο γεληθεπκέλν ζπλδπαζηηθφ ζπληειεζηή, 
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Παίξλνπκε κία  Αξλεηηθή Γησλπκηθή Καηαλνκή κε κέζε ηηκή 


a
m   θαη δηαθχκαλζε 

 .1 12




 
a

 

Πξνζεγγίδνληαο ηελ παξαηεξνχκελε θαηαλνκή απφ κία αξλεηηθή δησλπκηθή θαηαλνκή 

ζπλεπάγεηαη, γηα ηε κέζνδν ησλ ξνπψλ, φηη ε κέζε ηηκή m θαη ε ζ
2
 δηαθχκαλζε απηήο ηεο 

θαηαλνκήο πξνζεγγίδεηαη απφ ηηο αληίζηνηρεο ηεο παξαηεξνχκελεο. (βι, Lemaire, 1985). Απηφ 

νδεγεί ζηνπο θάησζη εθηηκεηέο:  

xs

x

xs
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2.4 Ηδηόηεηεο ησλ Μεηθηώλ Καηαλνκώλ Poisson 

Πξηλ πξνρσξήζνπκε ζηελ αλάιπζε ησλ ηδηνηήησλ ησλ Μεηθηψλ Καηαλνκψλ Poisson, ζα 

ήηαλ πνιχ ρξήζηκν λα αλαθεξζνχκε ζηηο κεκεηγκέλεο θαηαλνκέο γεληθφηεξα (γηα πεξηζζφηεξα 

κπνξεί θαλείο λα δεη, Κνπηζφπνπινο, 1999). Αξρηθά παξαδερφκαζηε φηη κηα κεκηγκέλε 

θαηαλνκή πεξηγξάθεηαη απφ ηελ πεξηζψξηα θαηαλνκή )(xFX  πνπ πξνθχπηεη απφ ηελ 
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δεζκεπκέλε θαηαλνκήο ),(| yxF YX  θαη ηελ ζπλάξηεζε θαηαλνκήο )(yFY , ηεο ηπραίαο 

κεηαβιεηήο Τ. ΢πλεπψο, πξνθχπηεη: 





0

| )(),()( ydFyxfxf YYXX

 

Γηα ηελ παξαπάλσ εμίζσζε κπνξνχκε λα πνχκε φηη απνηειεί κηα ζπγθέληξσζε θηλδχλσλ 

Υ, δνζέληνο ηνπ παξακεηξηθνχ ρψξνπ Θ, φπνπ ην είδνο ηεο θαηαλνκήο είλαη ε ίδηα γηα φινπο 

ηνπο θηλδχλνπο, κε δηαθνξεηηθή φκσο ηηκή ηεο παξακέηξνπ Θ γηα θάζε θίλδπλν. Δπηπιένλ, νη 

ηηκέο ηεο παξακέηξνπ Θ «πξνέξρνληαη» απφ θάπνηα ζπγθεθξηκέλε θαηαλνκή )(U . 

Αθνινπζεί ν παξαθάησ νξηζκφο πνπ καο δίλεη θάπνηεο πιεξνθνξίεο γηα ηελ θαηαλνκή )(U . 

Οξηζκόο 2.4.1. Αλ ε αδέζκεπηε θαηαλνκή κηαο ηπραίαο κεηαβιεηήο Υ δίδεηαη απφ ηε ζρέζε 





0

| )(),()(  dUxfxf XX , ηφηε ε θαηαλνκή θαιείηαη κεκηγκέλε κε κεηθηηθή ζπλάξηεζε 

θαηαλνκήο )(U .  

Οη κεκηγκέλεο θαηαλνκέο καο βνεζνχλ λα εληνπίζνπκε ηηο δηαθνξέο ζηελ ζπρλφηεηα 

εκθάληζεο ησλ δεκηψλ αλάκεζα ζηνπο θηλδχλνπο ελφο ραξηνθπιαθίνπ ζε κηα δεδνκέλε 

ρξνληθή πεξίνδν. Δπίζεο, καο βνεζνχλ λα εληνπίζνπκε ηηο δηαθνξέο ζηηο ζπρλφηεηεο δεκηψλ 

κεηαμχ δπν δηαδνρηθψλ ρξνληθψλ πεξηφδσλ. Παξφια απηά, νη καζεκαηηθνί ρεηξηζκνί είλαη νη 

ίδηνη θαη ζηηο δχν πεξηπηψζεηο, αλ θαη πξφθεηηαη γηα δπν δηαθνξεηηθά πξνβιήκαηα 

(Κνπηζφπνπινο, 1999). 

 

2.5 Μεκεηγκέλεο Καηαλνκέο γηα ην Πιήζνο ησλ Εεκηώλ 

Οη αζθαιηζηηθέο εηαηξίεο ηαμηλνκνχλ ηνπο θηλδχλνπο κε ηέηνην ηξφπν έηζη ψζηε θάζε 

θαηεγνξία θηλδχλσλ πνπ έρνπλ θνηλφ αζθάιηζηξν λα είλαη φζν ην δπλαηφλ πην νκνηνγελείο σο 

πξνο ην επίπεδν θηλδχλνπ. Όκσο, είλαη εμαηξεηηθά δχζθνιν λα ππνινγηζηνχλ θαη λα 

εθηηκεζνχλ φια ηα ραξαθηεξηζηηθά ελφο θηλδχλνπ (ζηελ αζθάιηζε απηνθηλήησλ, π.ρ. κπνξεί 

λα ιάβεη θαλείο ππφςε ην είδνο ηνπ νρήκαηνο θαη ελδερνκέλσο ην γεσγξαθηθφ δηακέξηζκα, ην 

θχιν ή θαη ηελ ειηθία ηνπ νδεγνχ, θιπ, δελ είλαη φκσο εθηθηφ λα ιάβεη ππφςε ηα δηαλπφκελα 

ρηιηφκεηξα θαη’ έηνο (δειαδή ηελ έθηαζε ηεο έθζεζεο ζηνλ θίλδπλν)). Οη δηαθνξέο ζην 

επίπεδν ηνπ ξίζθνπ  κπνξνχλ λα ιάβνπλ πνζνηηθφ ραξαθηήξα κε ηε ρξήζε κηαο ή 

πεξηζζνηέξσλ παξακέηξσλ. Πεξηνξηδφκαζηε ινηπφλ, ζηηο κεκηγκέλεο θαηαλνκέο γηα ηε 
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ζπρλφηεηα ησλ θηλδχλσλ θαη ζηηο πξνθχπηνπζεο απ’ απηέο ζχλζεηεο κεκηγκέλεο θαηαλνκέο 

ζπλνιηθψλ απαηηήζεσλ. 

Αλ ην πιήζνο ησλ δεκηψλ Ν είλαη κηα κεκηγκέλε ηπραία κεηαβιεηή κε κεηθηηθή ηπραία 

κεηαβιεηή Θ, ηφηε, αθνινπζεί ην παξαθάησ ζεψξεκα πνπ καο δίλεη ηα απνηειέζκαηα γηα ην  

κέζν, ηε δηαζπνξά θαη ηε ξνπνγελλήηξηα (ηεο ζπρλφηεηαο) ελφο θηλδχλνπ επηιεγκέλνπ ηπραία 

απφ ηε ζρεηηθή ζπιινγή θηλδχλσλ, έρνπκε: 

Θεώξεκα 2.5.1. Αλ ε Ν είλαη κεκηγκέλε ηπραία κεηαβιεηή κε κεηθηηθή ηπραία κεηαβιεηή Θ, 

ηφηε: 

I.     ,|NE  NEE  

II.        ,||NVar  NEVarNVarE  

III.   t)(M |N  NMEt  

΢ηε δεχηεξε ζρέζε ηνπ παξαπάλσ Θεσξήκαηνο, ν φξνο Var(E(N|Θ)), πνπ εθθξάδεη ηε 

ζπλνιηθή δηαζπνξά, αληηπξνζσπεχεη ηελ πξφζζεηε δηαζπνξά πνπ πξνθχπηεη απφ ηελ 

εηεξνγέλεηα πνπ δηαθξίλεη ηε ζπρλφηεηα ησλ δεκηψλ ηεο ππφ ζεψξεζε ζπιινγήο θηλδχλσλ. 

Δπίζεο, φζνλ αθνξά ηελ ηπραία κεηαβιεηή Ν κπνξνχλ λα ππνινγηζηνχλ θαη θάπνηα άιια 

ραξαθηεξηζηηθά ηεο (π.ρ. πηζαλνγελλήηξηα, ξνπέο ηάμεο 3k ,θιπ) εθφζνλ γεληθφηεξα ηζρχεη,   

)).|)((())((  NEENE    

 

2.5.1 Μεκεηγκέλεο θαη ΢ύλζεηεο Μεκεηγκέλεο Poisson 

΢ηελ πεξίπησζε κηαο κεκηγκέλεο Poisson(Λ), γηα ηελ κέζε ηηκή, ηε δηαθχκαλζε θαη ηελ 

ξνπνγελλήηξηα ηεο, παξαζέηνπκε ην παξαθάησ Θεψξεκα: 

Θεώξεκα 2.5.1.1. Αλ ε S είλαη ζχλζεηε κεκηγκέλε Poisson κε παξάκεηξν Λ, ηφηε: 

I. Δ(Ν) = Δ(Λ), Var(N) = Var(Λ) + Δ(Λ),  1)(  

t

S eMtM ,  

΢χκθσλα κε ην Θ.2.5.1.1., πξνθχπηεη θαη ην παξαθάησ Θεψξεκα: 

Θεώξεκα 2.5.1.2. Αλ   ,
!

|Pr
n

enN
n
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
n=0,1,2,… 

φπνπ θαίλεηαη φηη ε κείμε ηπραίσλ κεηαβιεηψλ Poisson κε ζπλάξηεζε ππθλφηεηαο 

πηζαλφηεηαο Γάκκα (κε παξακέηξνπο α θαη β) νδεγεί ζε αξλεηηθή δησλπκηθή ηπραία 

κεηαβιεηή κε παξακέηξνπο r = a, 
1





p  , 

1

1
q





.  
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Οη κεκηγκέλεο Poisson έρνπλ κηα ζεηξά απφ ζεκαληηθέο θαη ρξήζηκεο ηδηφηεηεο. Πέξα απφ 

ην κέζν Δ(Ν) ινηπφλ, κπνξνχλ λα ππνινγηζηνχλ φιεο νη παξαγνληηθέο ξνπέο κηαο κεκεηγκέλεο 

Poisson N κε κεηθηηθή Λ, αξθεί λα ηθαλνπνηνχλ ηε ζρέζε: 

,...3,2,1),())((  kENE k

k  

Πξνθχπηεη φηη ε πηζαλνγελλήηξηα ηεο ηπραίαο κεηαβιεηήο Ν είλαη 

   1)ln()(   tMtMtPN  θαη ε παξαπάλσ ζρέζε, πξνέξρεηαη απφ παξαγψγηζε ηεο 

 1)(   tMtPN  θαη αληηθαηάζηαζε t = 1. Δπίζεο, θάζε κεκηγκέλε Poisson έρεη δηαζπνξά 

κεγαιχηεξε απφ ηε κέζε ηηκή ηεο, εθφζνλ ηζρχεη ε ζρέζε Var(N) = Var(Λ) + Δ(Λ) > Δ(Λ) = 

Δ(Ν). Καηά ζπλέπεηα, νη κεκηγκέλεο Poisson (φπσο, π.ρ. ε αξλεηηθή δησλπκηθή) ζεσξνχληαη 

φηη παξέρνπλ θαιχηεξεο πξνβιέςεηο απφ ηελ αξρηθή Poisson, εθφζνλ νδεγνχλ ζε πην 

δπζκελείο πξνβιέςεηο γηα ηελ ζπρλφηεηα εκθάληζεο ησλ δεκηψλ θαη, επνκέλσο, ζε κηα 

πεξηζζφηεξν ζπληεξεηηθή αζθαιηζηηθή πνιηηηθή απφ ηηο εηαηξίεο αλάιεςεο θηλδχλσλ. 

΢ηελ αλαινγηζηηθή επηζηήκε είλαη γλσζηφ φηη ην άζξνηζκα αλεμαξηήησλ κεκηγκέλσλ 

Poisson θαηαλνκψλ είλαη επίζεο κεκηγκέλε Poisson. Δμίζνπ ζεκαληηθφ είλαη ην γεγνλφο φηη 

θάζε κεκηγκέλε Poisson πξνέξρεηαη απφ κηα κνλαδηθή κεηθηηθή ηπραία κεηαβιεηή. Έηζη, π.ρ. ε 

Pascal nrqp
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 είλαη κεκηγκέλε Poisson κε κεηθηηθή Γάκκα 
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 θαη κφλν 

απηή. Σέινο, ππάξρεη ζηελή ζρέζε κεηαμχ κεκηγκέλσλ Poisson θαη ζχλζεησλ Poisson. 

Ζ πην ζπλήζεο κεηθηηθή θαηαλνκή γηα κηα Poisson είλαη ε Γάκκα. Αλ ε αξλεηηθή 

δησλπκηθή πνπ πξνθχπηεη δελ θξίλεηαη ηθαλνπνηεηηθή (θπξίσο ζηε δεμηά νπξά), κπνξεί λα 

απνδεηρζεί πην θαηάιιειε κεηθηηθή ε αληίζηξνθε θαλνληθή (Inverse Gaussian), κε 

 
2

2

2
2

3

2

1
)( 






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





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




x

xe
x

xf   x>0, ηεο νπνίαο ε ινμφηεηα ππεξβαίλεη ηε ινμφηεηα ηεο 

αξλεηηθήο Γησλπκηθήο κε ηνλ ίδην κέζν κ θαη ηελ ίδηα δηαζπνξά 2 . Ζ κεκηγκέλε Poisson κε 

κεηθηηθή αληίζηξνθε θαλνληθή έρεη κέζν κ θαη δηαζπνξά 
2  . Αλεμάξηεηεο κεκηγκέλεο 

Poisson κε κεηθηηθή αληίζηξνθε Gaussian αζξνίδνληαη ζε κεκηγκέλε Poisson κε κεηθηηθή 

αληίζηξνθε Gaussian ππφ ηνλ φξν φηη iii  ,2  . Ζ κεκηγκέλε Poisson – αληίζηξνθε 

Gaussian αλάγεηαη ζηελ Poisson κε ι = κ φηαλ ν ιφγνο 


 2

 ηείλεη ζην κεδέλ (Denuit et al, 

(1999)). 
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Άιιεο κηθηηθέο θαηαλνκέο γηα ηελ Poisson κπνξνχλ λα ζεσξεζνχλ νη: γεληθεπκέλε 

αληίζηξνθε θαλνληθή θαη ε γεληθεπκέλε αξλεηηθή δησλπκηθή. Δπίζεο, ε θαηαλνκή Βήηα έρεη 

ρξεζηκνπνηεζεί σο κεηθηηθή ηφζν κε ηελ αξλεηηθή δησλπκηθή φζν θαη κε ηε δησλπκηθή. Ο 

νξηζκφο ησλ θαηαλνκψλ απηψλ (ησλ ιεγφκελσλ δεκηνθαηαλνκψλ (loss distributions)) 

αλαιχεηαη ζην 3
ν
 Κεθάιαην ηεο παξνχζαο εξγαζίαο. 

2.5.2 Σππνπνίεζε ηεο Μεηθηηθήο Σπραίαο Μεηαβιεηήο 

Πνιχ ζπρλά ρξεζηκνπνηείηαη ν κεηαζρεκαηηζκφο κηα κεηθηηθήο ηπραίαο κεηαβιεηήο Θ ζε 

Θ΄ = Θ/ Δ(Θ), έηζη ψζηε ε κεηαζρεκαηηζκέλε ηπραία κεηαβιεηή λα έρεη κέζε ηηκή ίζε κε ηε 

κνλάδα. ΢ηελ πεξίπησζε, π.ρ. ηεο θαηαλνκήο Poisson, ζέηνπκε ηελ παξάκεηξν ηεο Poisson ίζε 

κε ιQ, φπνπ Q ηπραία κεηαβιεηή κε κέζε ηηκή Δ(Q) = 1. Ζ δεζκεπκέλε ζπλάξηεζε 

ππθλφηεηαο ηεο Poisson φηαλ Q = q είλαη ηψξα 
 
!n

q
e

n

q   n = 0,1,2,… ε αδέζκεπηε 

πηζαλφηεηα Pr(N = n) είλαη ίζε κε 
 






0

)(
!

qdU
n

q
e Q

n

q   , νπφηε έρνπκε φηη: 

 

Θεώξεκα 2.5.2.1 

I. Δ(Ν) = ι, Var(Q))( 2 NVar ,   1e)( t  QN MtM   

΢ηελ πεξίπησζε κεκηγκέλεο Poisson Ν κε ηππνπνηεκέλε κεηθηηθή ηπραία κεηαβιεηή Q, 

παξαζέηνπκε ην παξαθάησ Θεψξεκα πνπ πεξηγξάθεη ηελ 3
ε
 θαη 4

ε
 ξνπή ηεο ηπραίαο 

κεηαβιεηήο Ν. 

Θεώξεκα 2.5.2.2. Αλ ε Ν είλαη Poisson κε κεηθηηθή ηπραία κεηαβιεηή Q, ηφηε 

),()(3)( 3

32

3 QkQVarNk  
 

).()(6)(7)( 4

4

3

32

4 QkQkQVarNk  
 

΢ηελ εηδηθή πεξίπησζε φπνπ ε κεηθηηθή ηπραία κεηαβιεηή Q είλαη Γάκκα κε κέζε ηηκή 

E(Q) = 1, δειαδή, αλ kqk eq
h

h
qu 


 1

)(
)( , q>0, ηφηε ζα νδεγεζνχκε ζηελ αξλεηηθή 

δησλπκηθή κε κεκηγκέλε Poisson πνπ πεξηγξάθεηαη απφ ηε ζρέζε γηα n = 0,1,2,…: 

nh

hh

h

h

hn
nN 





































1

1
)Pr(

 

΢χκθσλα κε ηηο παξαπάλσ ζρέζεηο πξνθχπηεη θαη ην αθφινπζν Θεψξεκα: 

Θεώξεκα 2.5.2.3. Γηα ηελ Poisson Ν κε παξάκεηξν ιQ θαη κεηθηηθή ζπλάξηεζε ππθλφηεηαο 

πηζαλφηεηαο kqh eq
h

h
qu 


 1

)(
)( , q>0, ηζρχνπλ νη ζρέζεηο: 
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i. Δ(Ν) = ι, 

k

N

h
tMNVar 












t

2

λe-h)(
)(,

h
)(




   

ii. 
2

32

3 23)(
hh

Nk


 
, 

3

4

2

32

4 6127)(
hhh

Nk


 
. 

Οη δείθηεο ινμφηεηαο θαη θπξηφηεηαο είλαη, γηα κεκηγκέλε Poisson γεληθά, 

 2
3

2

3

)(

)(

QVar

Nk

 

 , 
 22

4

)(

)(

QVar

Nk

 
 θαη γηα ηελ αξλεηηθή δησλπκηθή εηδηθά, 

 hλλh

h2




 θαη 

.
)(

66 22

hh

hh









  

 

2.6 ΢ύλζεηεο θαηαλνκέο γηα ην πιήζνο δεκηώλ 

Οη ζχλζεηεο θαηαλνκέο γηα ην πιήζνο ησλ δεκηψλ απνηεινχλ ρξήζηκα εξγαιεία γηα λα 

αληηκεησπηζηνχλ απφ ηηο αζθαιηζηηθέο εηαηξίεο πεξηπηψζεηο φπνπ πνιιαπιέο απαηηήζεηο γηα 

απνδεκίσζε κπνξεί λα πξνθχςνπλ απφ ην ίδην αηχρεκα ή επαλεηιεκκέλεο απαηηήζεηο γηα 

απνδεκίσζε κπνξεί λα πξνθχςνπλ  (κέζα ζε κία πεξίνδν) απφ ηνλ ίδην αζθαιηζκέλν θίλδπλν, 

θιπ. Αλ γηα παξάδεηγκα, ν αξηζκφο ησλ πεξηπηψζεσλ πνπ αμηψζεθε απνδεκίσζε θαηά 

αηχρεκα είλαη ηπραία κεηαβιεηή Μ θαη ην πιήζνο ησλ αηπρεκάησλ (ζε κηα ρξνληθή πεξίνδν) 

είλαη ηπραία κεηαβιεηή Κ, ηφηε ην ζπλνιηθφ πιήζνο πεξηπηψζεσλ πξνο απνδεκίσζε (θαηά ηελ 

πεξίνδν) είλαη KMMMN  ...21  .  

΢ην ζεκείν απηφ ζα δψζνπκε κεξηθά παξαδείγκαηα (ηξία ζην ζχλνιν) ζχλζεησλ 

θαηαλνκψλ γηα ην πιήζνο ησλ απαηηήζεσλ Ν. Ζ ηπραία κεηαβιεηή Κ ππνζέηνπκε φηη 

αθνινπζεί θαηαλνκή Poisson, νπφηε ην πιήζνο Ν ησλ απαηηήζεσλ έρεη ξνπνγελλήηξηα 

 1)( tMMe
 , φπνπ )(tMM  είλαη ε ξνπνγελλήηξηα ηεο δεπηεξεχνπζαο ηπραίαο κεηαβιεηήο Μ 

(αξηζκνχ απαηηήζεσλ θαηά αηχρεκα). ΢ηελ πεξίπησζε ηψξα πνπ ε Μ έρεη ινγαξηζκηθή 

ζπλάξηεζε ππθλφηεηαο m

M q
pm

mf
ln

1
)(   m = 1, 2, 3, …, ηφηε ε Ν έρεη αξλεηηθή 

δησλπκηθή ζπλάξηεζε ππθλφηεηαο nr

N qp
r

rn
nf 














1

1
)(  n = 0, 1, 2, …, κε 

p
r

ln


 .  

Αλ ε ηπραία κεηαβιεηή Μ αθνινπζεί ηε δησλπκηθή θαηαλνκή κε αξηζκφ δνθηκψλ m, ε 

ξνπνγελλήηξηα ηεο Ν είλαη 
 






  1
mtqep

e


. Όηαλ m = 1 (πνπ ζεκαίλεη ην πνιχ κηα απνδεκίσζε 
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θαηά αηχρεκα), ε Ν αθνινπζεί ηελ θαηαλνκή Poisson κε παξάκεηξν ιq. Ο κέζνο ηεο Ν είλαη 

mιq θαη ε δηαζπνξά mιq[1 + (m-1)q] (Κνπηζφπνπινο, 1999). 

΢ε πεξίπησζε πνπ (πέξαλ ηεο ηπραίαο κεηαβιεηήο Κ) αθνινπζεί θαηαλνκή Poisson θαη ε 

ηπραία κεηαβιεηή Μ, ηφηε ε ξνπνγελλήηξηα ηεο Ν είλαη 
  1)1(exp 

te
e


 .Ζ ινμφηεηα απηήο ηεο 

θαηαλνκήο είλαη κηθξφηεξε απφ ηελ ινμφηεηα ηεο αξλεηηθήο Γησλπκηθήο (πνπ έρεη ηνλ ίδην 

κέζν θαη ηελ ίδηα δηαζπνξά) (Κνπηζφπνπινο, 1999).  

΢ηελ πεξίπησζε ηψξα πνπ ε ηπραία κεηαβιεηή Κ αθνινπζεί ηελ γεσκεηξηθή θαηαλνκή, ε 

ξνπνγελλήηξηα ηεο Ν είλαη 
)(1 tqM

p

M
. Αλ θαη ε Μ είλαη γεσκεηξηθή κε παξάκεηξν p’, ε 

ξνπνγελλήηξηα ηεο Ν είλαη 
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e
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eqqp
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
. Άξα ε Ν είλαη απιά 

«ηξνπνπνηεκέλε γεσκεηξηθή» κε p(0) = p θαη 
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










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'
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'
)( , n = 1, 2, 3, … . Ζ 

ίδηα αθξηβψο γξαθή ηεο ξνπνγελλήηξηαο δείρλεη φηη ε Ν κπνξεί λα ζεσξεζεί, ελαιιαθηηθά, σο 

ζχλζεηε Bernoulli κε Pr(K = 1) = q θαη Μ γεσκεηξηθή κε παξάκεηξν 
''

'
''

ppq

pp
p


  . Αλ, αληί 

γηα γεσκεηξηθή, ε Μ είλαη ινγαξηζκηθή (κε απηφ ην κέζν θαη απηή ηε δηαζπνξά), ε 

πξνθχπηνπζα Ν έρεη κεγαιχηεξε ινμφηεηα (βι., Κνπηζφπνπινο, 1999). 

 

2.7 Σξνπνπνηήζεηο Καηαλνκώλ 

Μηα ηξνπνπνίεζε θαηαλνκψλ κπνξεί λα πξνθχςεη φηαλ ε απαίηεζε γηα απνδεκίσζε είλαη 

κεδεληθή. Σέηνηνπ είδνπο παξαδείγκαηα δεκηνγφλσλ γεγνλφησλ γηα ηα νπνία ε απνδεκίσζε 

πνπ ζα αμησζεί είλαη κεδέλ, ππάξρνπλ πνιιά. Έλα αζθαιηζηήξην κπνξεί λα έρεη εθηηκήζεη γηα 

παξάδεηγκα ηε ιεγφκελε «απαιιαγή» (κε θαηαβνιή κηθξψλ απαηηήζεσλ ιφγσ χπαξμεο 

αθαηξεηένπ πνζνχ (deductible)) ή φηη δελ ζα θαηαβιεζεί απνδεκίσζε αλ απηή έρεη ήδε 

θαηαβιεζεί απφ θνξέα θνηλσληθήο αζθάιηζεο. Έλαο αληαζθαιηζηήο πνπ παξέρεη θάιπςε 

ππεξβάιινληνο δεκηάο ζα πξέπεη λα ππνινγίζεη φηη ζηηο απαηηήζεηο πνπ ζα θαηαβάιεη, ζα 

αθαηξέζεη εθείλεο ηηο δεκηέο πνπ εκπίπηνπλ ζηελ ίδηα θξάηεζε ηνπ πξσηαζθαιηζηή. Τπάξρνπλ 

επίζεο απαηηήζεηο φπνπ ε θαηαβνιή ηνπο δελ γίλνληαη απφ ηνλ αζθαιηζηή, δηφηη δελ 

απνηεινχλ ιφγσ αζθάιηζεο βάζε ηνπ αζθαιηζηεξίνπ ζπκβνιαίνπ, άιιεο ηηο νπνίεο 

επαλεηζπξάηηεη (ζηξεθφκελνο θαηά ηξίησλ ππεπζχλσλ), θ.ν.θ. Γηα φινπο απηνχο ηνπο ιφγνπο, 
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είλαη ζπρλά αλαγθαία ε ηξνπνπνίεζε ηνπ χςνπο ηεο απνδεκίσζεο ψζηε, λα ιεθζεί ππφςε ην 

ελδερφκελν Υ = 0. 

Αλ γηα παξάδεηγκα ε πηζαλφηεηα Pr(X = 0) = π θαη Y = X| X > 0, ε ξνπνγελλήηξηα ηεο 

ηπραίαο κεηαβιεηήο Υ είλαη )()1()( tMtM YX    θαη ε ξνπνγελλήηξηα ησλ ζπλνιηθψλ 

απαηηήζεσλ είλαη  ))()1((ln)( tMMtM YNS   . Ζ ξνπνγελλήηξηα απηή κπνξεί λα 

απινπνηεζεί ζεκαληηθά ζηελ πεξίπησζε νξηζκέλσλ ηπραίσλ κεηαβιεηψλ γηα ην πιήζνο ησλ 

δεκηψλ Ν. 

Θεώξεκα 2.7.1. Αλ ε ξνπνγελλήηξηα ηνπ πιήζνπο ησλ δεκηψλ είλαη ηεο κνξθήο   1te  

θαη ε ξνπνγελλήηξηα ηνπ χςνπο ηεο απνδεκίσζεο ηεο κνξθήο 0|),()1(  XXYtMY , 

ηφηε ε ξνπνγελλήηξηα ησλ ζπλνιηθψλ απαηηήζεσλ είλαη ηεο κνξθήο  ))((ln)( tMMtM YNS   

κε παξάκεηξν (1 – π)ζ (φπνπ ζ είλαη ε παξάκεηξνο ηεο αξηζκήηξηαο ηπραίαο κεηαβιεηήο Ν). 

Σν παξαπάλσ Θεψξεκα δείρλεη, φηη ν αξηζκφο ησλ δεκηψλ κε ζεηηθή απνδεκίσζε έρεη 

θαηαλνκή ηεο ίδηαο κνξθήο κε ην ζπλνιηθφ πιήζνο ησλ δεκηψλ Ν, αιιά κε παξάκεηξν (1 – π)ζ 

αληί ζ, θαη ε ξνπνγελλήηξηα )(tM X  κπνξεί λα αληηθαηαζηαζεί κε ηε ξνπνγελλήηξηα )(tMY ηνπ 

δεζκεπκέλνπ χςνπο απνδεκίσζεο Υ | Υ>0. Σπραίεο κεηαβιεηέο γηα ηηο νπνίεο ηζρχεη ε 

ζπλζήθε ηνπ Θεσξήκαηνο είλαη ε Poisson    xex)( , ε αξλεηηθή δησλπκηθή 


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ΚΔΦΑΛΑΗΟ 3 

ΕΖΜΗΟΚΑΣΑΝΟΜΔ΢ 

 

3 Δηζαγσγή 

Σν πξφβιεκα αλαδήηεζεο ηεο θαηάιιειεο θαηαλνκήο γηα ηελ πεξηγξαθή ηεο θαηαλνκήο 

ησλ ζπλνιηθψλ απαηηήζεσλ πξνυπνζέηεη ηνλ πξνζδηνξηζκφ ηεο θαηαλνκήο ηνπ πιήζνπο ησλ 

δεκηψλ θαη ηνλ πξνζδηνξηζκφ ηεο θαηαλνκήο ηνπ χςνπο κηαο απνδεκίσζεο. Ζ επηινγή 

θαηάιιειεο θαηαλνκήο γηα ην χςνο ηεο απνδεκίσζεο απνηειεί έλα απφ ηα πην δχζθνια 

πξνβιήκαηα πνπ αληηκεησπίδνληαη απφ ηηο αζθαιηζηηθέο θαη αληαζθαιηζηηθέο εηαηξίεο. Οη 

ζρεηηθέο θαηαλνκέο θέξνπλ ην φλνκα «θαηαλνκέο απψιεηαο» (loss distributions) ή 

«δεκηνθαηαλνκέο» θαη απνηεινχλ ην αληηθείκελν ηνπ παξφληνο θεθαιαίνπ. Οη δεκηνθαηαλνκέο 

πνπ έρνπλ ρξεζηκνπνηεζεί πεξηζζφηεξν ζε αλαινγηζηηθέο εθαξκνγέο δίδνληαη (καδί κε ηα 

θπξηφηεξα ραξαθηεξηζηηθά ηνπο) ζην ηέινο ηνπ θεθαιαίνπ απηνχ.  

 

3.1 Γεληθέο Παξαηεξήζεηο 

Ίζσο ην πξψην πξφβιεκα πνπ κπνξεί λα ζπλαληήζεη θαλείο κειεηψληαο έλα ραξηνθπιάθην 

κε αζθαιηζηήξηα ζπκβφιαηα (ή αιιηψο έλα ραξηνθπιάθην θηλδχλσλ), είλαη ε επηινγή ηεο 

θαηάιιειεο θαηαλνκήο πνπ πεξηγξάθνπλ ηα ζηνηρεία ηνπ ραξηνθπιαθίνπ απηνχ. Ο ιφγνο πνπ 

ζπκβαίλεη απηφ είλαη δηφηη ηα ζηνηρεία πνπ ζπιιέγνληαη απφ ηηο αζθαιηζηηθέο θαη 

αληαζθαιηζηηθέο εηαηξίεο ζπρλά εκθαλίδνπλ ζπζηεκαηηθέο απνθιίζεηο απφ ην ηπραίν 

θαζεζηψο πνπ δηέπεη ηηο απαηηήζεηο θαη πξέπεη, θαηά ζπλέπεηα, λα αληηκεησπίδνληαη κε 

πξνζνρή θαη λα ππνβάιινληαη ζε αλαγθαίεο ηξνπνπνηήζεηο. Ζ θαηαλνκή ησλ απαηηήζεσλ 

κπνξεί λα εκθαλίδεη έμαξζε ηνπ πιήζνπο ησλ απαηηήζεσλ πνπ αλήθνπλ ζε κηα ζπγθεθξηκέλε 

νκάδα αζθαιηζκέλσλ ή είλαη θνληά ζε θάπνην ζπγθεθξηκέλν χςνο. Ζ ζπγθέληξσζε πνιιψλ 

απαηηήζεσλ γχξσ απφ θάπνην πνζφ κπνξεί λα νθείιεηαη, π.ρ., ζε φξν απαιιαγήο ζηελ θάιπςε 

ή ζε κέγηζην φξην θάιπςεο. Δπίζεο, κπνξεί λα εκθαληζηνχλ αζπλήζηζηεο απαηηήζεηο 

ζπγθξίλνληαο ηα πνζά ηδίαο θξάηεζεο θαη εθρψξεζεο.  

Έλα εμίζνπ ζεκαληηθφ πξφβιεκα είλαη ε αλίρλεπζε ηάζεσλ ζηα δεδνκέλα. Τπελζπκίδνπκε 

ζρεηηθά φηη ν πιεζσξηζκφο δελ επεξεάδεη νκνηφκνξθα φια ηα επίπεδα ηεο θάιπςεο θαη ε 

ζρεηηθή αλάιπζε πξέπεη λα ιακβάλεη ππφςε ην γεγνλφο φηη άιιε πεξίπησζε είλαη ε 

ηηκνιφγεζε θάιπςεο κε απαιιαγή (θάησ άθξν ηεο θαηαλνκήο) θαη άιιν ε θνζηνιφγεζε 
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θάιπςεο ππεξβάιινληνο δεκηάο (άλσ άθξν ηεο θαηαλνκήο). Δπίζεο, ε ίδηα παξαηήξεζε ηζρχεη 

γηα ηηο δνθηκαζίεο θαιήο εθαξκνγήο ηεο αλαιπηηθήο ζπλάξηεζεο θαηαλνκήο πάλσ ζηα 

εκπεηξηθά δεδνκέλα ραξηνθπιαθίνπ φπνπ ηνλ θπξηφηεξν ξφιν παίδεη ε θαιή πξνζαξκνγή ηεο 

ζεσξεηηθήο ζπλάξηεζεο θαηαλνκήο ζην θάζκα εθείλν ησλ απαηηήζεσλ πνπ ελδηαθέξεη. Γη’ 

απηφ ηνλ ιφγν, δελ είλαη αζπλήζηζην δπν δηαδνρηθά excess loss γηα ηελ ίδηα θάιπςε λα 

ηηκνινγνχληαη βάζεη δηαθνξεηηθψλ ζπλαξηήζεσλ θαηαλνκήο, έηζη ψζηε λα επηηπγράλεηαη ε 

θαιχηεξε δπλαηή εθαξκνγή ζπλάξηεζεο θαηαλνκήο ζε θάζε θάιπςε. 

Πέξαλ φκσο φισλ απηψλ πνπ αλαθέξακε ζηελ πξνεγνχκελε παξάγξαθν, κπνξεί απφ κφλα 

ηνπο ηα ζηνηρεία λα είλαη ειιηπή. Αλ γηα παξάδεηγκα ην κφλν ζηνηρείν πνπ έρνπκε είλαη έλα 

πεξηγξαθηθφ κέηξν φπσο απηφ ηεο κέζεο ηηκήο, είκαζηε ππνρξεσκέλνη λα πεξηνξηζηνχκε ζε 

κνλνπαξακεηξηθά πξφηππα θαη δελ κπνξεί λα αλακέλεηαη θαιή εθαξκνγή ηνπ πξνηχπνπ ζηα 

δεδνκέλα. Γεληθά, αλ γλσξίδνπκε k δηαθνξεηηθά ραξαθηεξηζηηθά ηεο εκπεηξηθήο θαηαλνκήο, 

κπνξνχκε λα ρξεζηκνπνηήζνπκε έλα κνληέιν κε k παξακέηξνπο. ΢ηελ πεξίπησζε φκσο πνπ 

θαηαιήγνπκε ζε έλα κνληέιν κε πάξα πνιινχο παξακέηξνπο, ε ρξήζε ελφο ηέηνηνπ πξνηχπνπ 

θξίλεηαη σο κε επηζπκεηή δεδνκέλνπ φηη έλα απινχζηεξν πξφηππν δηεπθνιχλεη θαη ηε 

δηαδηθαζία ηεο εθαξκνγήο θαη ηελ εξκελεία ησλ απνηειεζκάησλ. Δμάιινπ, ε πηζηφηεηα ηεο 

εθαξκνγήο δελ πξέπεη λα ζπγρέεηαη κε ηηο πξνβιεπηηθέο δπλαηφηεηεο ελφο πξνηχπνπ. Ο 

πξαγκαηηθφο ζηφρνο δελ είλαη ε ηέιεηα εθαξκνγή ζηα δεδνκέλα, αιιά ε εχξεζε φζν ην 

δπλαηφλ πην απινχ κνληέινπ πνπ πεξηγξάθεη ηα δεδνκέλα απηά. Γελ ππάξρεη άιισζηε ζσζηφ 

πξφηππν θαη ε επηδίσμε είλαη έλα πξφηππν πνπ αληηθαηνπηξίδεη ζε ηθαλνπνηεηηθφ βαζκφ ηα 

νπζηψδε ραξαθηεξηζηηθά θάζε πεξίζηαζεο. ΢ηελ εθηίκεζε ηνπ βαζκνχ αληαπφθξηζεο ζηα 

εκπεηξηθά δεδνκέλα κπνξεί λα βνεζήζεη θαη ε εθαξκνγή δχν ή πεξηζζφηεξσλ πξνηχπσλ.  

 

3.2 Ζ Δπηινγή Πξνηύπνπ 

 

Γηα λα πξνρσξήζνπκε ζηελ επηινγή ηνπ θαηάιιεινπ πξνηχπνπ γηα ηα δεδνκέλα καο, 

πξέπεη πξψηα λα ιάβνπκε ππφςε θαη ηηο ηξνπνπνηήζεηο ζηελ εθαξκνγή ηεο αλαιπηηθήο 

ζπλάξηεζεο θαηαλνκήο ζηα δεδνκέλα φπσο είλαη νη απαιιαγέο, νη αληαζθαιηζηηθέο θαιχςεηο, 

θιπ. Πξέπεη ζπλεπψο λα βξεζεί κηα θαηάιιειε θαηαλνκή πνπ πεξηγξάθεη ην χςνο ηεο 

απνδεκίσζεο (γηα ηε ζπλνιηθή απψιεηα) Υ, ελψ ηα δηαζέζηκα ζηνηρεία ζπλήζσο αθνξνχλ ζηελ 

θαηαβιεηέα απνδεκίσζε )(XIY   (φπσο απηή πξνθχπηεη απφ ηνπο φξνπο ηνπ 

αζθαιηζηεξίνπ). ΢ηηο πεξηζζφηεξεο εθαξκνγέο, ε ηπραία κεηαβιεηή Τ πξνθχπηεη απφ 

κεηαζρεκαηηζκφ ηεο ηπραίαο κεηαβιεηήο Υ. Αλ, π.ρ., ε θάιπςε πεξηιακβάλεη απαιιαγή, 
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έρνπκε κεηαζρεκαηηζκφ – κεηαηξνπήο ηεο θαηαλνκήο ζην θάησ άθξν, ελψ ε ηδία θξάηεζε ππφ 

αζθαιηζηηθή θάιπςε excess loss ζπλεπάγεηαη αιιαγή ζην άλσ άθξν ηεο θαηαλνκήο. Όηαλ 

φκσο ππάξρεη θάιπςε κε απαιιαγή θαη ηαπηφρξνλα κέγηζην φξην επζχλεο ηνπ αζθαιηζηή ή, 

ηζνδχλακα, ε ηδία θξάηεζε ζε κηα αζθάιηζε πνπ έρεη απαιιαγή θαη ηαπηφρξνλα 

αληαζθαιηζηηθή θάιπςε excess loss ή, ηζνδχλακα, κηα αληαζθαιηζηηθή θάιπςε excess loss κε 

αλψηαην φξην επζχλεο ηνπ αληαζθαιηζηή ζπλεπάγεηαη κεηαηξνπή ηεο ηπραίαο κεηαβιεηήο Υ 

θαη ζηα δχν άθξα. 

΢ηελ πεξίπησζε πνπ έλα άθξν ηεο θαηαλνκήο ηεο ηπραίαο κεηαβιεηήο πνπ πεξηγξάθεη ην 

χςνο ησλ απαηηήζεσλ απνθφπηεηαη, γηα νπνηνδήπνηε ιφγν, ην ηκήκα ηεο θαηαλνκήο πνπ 

απνκέλεη ζπλήζσο ηξνπνπνηείηαη ψζηε λα απνηειέζεη ζπλάξηεζε θαηαλνκήο. ΢ε ηεο ζρεδφλ 

ηεο εθαξκνγέο, ε ηξνπνπνίεζε παίξλεη κηα απφ δχν κνξθέο. ΢ηελ πξψηε πεξίπησζε, ε 

πηζαλφηεηα ηνπ ηκήκαηνο πνπ απνθφπηεηαη ηνπνζεηείηαη, σο δηαθξηηή πηζαλφηεηα, ζην ζεκείν 

απνθνπήο. Δίλαη ε πεξίπησζε, π.ρ., ηεο ηδίαο θξάηεζεο πνπ αληηζηνηρεί ζε θάιπςε 

ππεξβάιινληνο δεκηάο dI  κε ζπλάξηεζε πηζαλφηεηαο 







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
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dxdF

dxxf
I

X

X

d
),(1

),(
 πνπ 

νπζηαζηηθά γηα κέγεζνο δεκηάο πνπ είλαη κηθξφηεξν ή ίζν κε ην αθαηξεηέν πνζφ d ε δείθηξηα 

ζπλάξηεζε ηζνχηαη κε ηελ ζπλάξηεζε ππθλφηεηαο πηζαλφηεηαο ηεο ηπραίαο κεηαβιεηήο Υ, 

ελψ γηα κέγεζνο δεκηάο ίζε κε ην αθαηξεηέν πνζφ, ε δείθηξηα ζπλάξηεζε ηζνχηαη κε ηελ 

ζπλάξηεζε επηβίσζεο ηεο ηπραίαο κεηαβιεηήο Υ. ΢ηελ δεχηεξε πεξίπησζε, ε πηζαλφηεηα ηνπ 

ηκήκαηνο πνπ απνθφπηεηαη αγλνείηαη θαη ε πηζαλφηεηα πνπ είλαη θαηαλεκεκέλε πάλσ ζην κε 

απνθνκκέλν ηκήκα αλάγεηαη ζε ζπλάξηεζε θαηαλνκήο κέζσ πνιιαπιαζηαζκνχ κε θαηάιιειε 

ζηαζεξά. Δίλαη ε πεξίπησζε, π.ρ., ηεο ηδίαο θξάηεζεο πνπ αληηζηνηρεί ζε αληαζθαιηζηηθή 

θάιπςε  













dXX

dX
I d

,

,0
 θαη έρεη ζπλάξηεζε θαηαλνκήο 

)(

)(

dF

xFX  (ε ζηαζεξά εδψ είλαη 

)(

1

dF
). ΢ε φιεο ηηο πεξηπηψζεηο πθίζηαηαη πξφβιεκα αλαγσγήο ησλ εκπεηξηθψλ δεδνκέλσλ 

γηα ηελ ηπραία κεηαβιεηή πνπ εθθξάδεη ηελ θαηαβιεηέα απνδεκίσζε, ζε αλαιπηηθή 

ζπλάξηεζε θαηαλνκήο γηα ηελ ηπραία κεηαβιεηή πνπ πεξηγξάθεη ην χςνο ηεο απνδεκίσζεο. 

Παξφιν πνπ ε ηειηθή επηινγή πξνηχπνπ γίλεηαη ρξεζηκνπνηψληαο ηηο ζηαηηζηηθέο 

δνθηκαζίεο θαιήο εθαξκνγήο, ζηελ φιε δηαδηθαζία θαηάιιεισλ πξνηχπσλ ζπρλά γίλεηαη 

ρξήζε θαη νξηζκέλσλ ad hoc δνθηκαζηψλ βαζηζκέλσλ ζε κεγέζε φπσο είλαη εθείλα ηεο «κέζεο 

ππφινηπεο δσήο», «πεξηνξηζκέλεο καζεκαηηθήο ειπίδαο» θαη ηνπ «ζπληειεζηή απαινηθήο 

δεκηάο». Ζ πεξηνξηζκέλε καζεκαηηθή ειπίδα δίλεηαη απφ ηνλ ηχπν,  



 32 

  

d

XXd dFddxxxfKE
0

)(1)()(

 

(1) 
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)(

XE
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dLER d

 
(1β) 

θαη ζε πεξίπησζε απαιιαγήο d θαη excess loss κε ηδία θξάηεζε d’ 

)(

)()(
)',( '

XE

IEKE
ddLER dd 



 
(1γ) 

Γηα ηνλ ιφγν (1β) ρξεζηκνπνηείηαη θαη ν φξνο EPR (excess premium ratio), φξνο πνπ 

δηθαηνινγείηαη απφ ην γεγνλφο φηη πξφθεηηαη γηα πνζνζηφ ηνπ αζθαιίζηξνπ πνπ δελ ρξεηάδεηαη 

λα εηζπξαρζεί αλ ε αζθάιηζε έρεη αλψηαην φξην επζχλεο d. 

 

3.3 Πξνθξηκαηηθέο Γνθηκαζίεο 

 

Γηα λα κπνξέζνπκε λα εθηηκήζνπκε ηνπο παξακέηξνπο πνπ πξνθχπηνπλ απφ ηελ κειέηε 

εκπεηξηθψλ δεδνκέλσλ ελφο ραξηνθπιαθίνπ, θαη πην ζπγθεθξηκέλα ηεο άγλσζηεο παξακέηξνπ 

ζ, ζα ρξεζηκνπνηήζνπκε ηελ ζπλάξηεζε θαηαλνκήο ),( xFX , φπνπ  k21 ,...,,   . 

΢πλεπψο, ζχκθσλα κε ηε κέζνδν ησλ ξνπψλ, π.ρ., ηα ki ,...,2,1,i  ,  πξνθχπηνπλ απφ ηηο 

εμηζψζεηο  

  kix
n

XE
n

j

i

j

i ,...,2,1,
1

1

 
  

(1) 

φπνπ n21 ,...,, xxx  είλαη νη απαηηήζεηο ηνπ ραξηνθπιαθίνπ, ελψ νη ξνπέο   iXE  είλαη 

βέβαηα ζπλαξηήζεηο ηνπ δεηνχκελνπ ζ. ΢ηελ απινχζηεξε εθαξκνγή ηεο ζπγθεθξηκέλεο 

κεζφδνπ, επηιέγεηαη κηα ζπγθεθξηκέλε ζπλάξηεζε θαηαλνκήο  21,   ηεο νπνίαο ν κέζνο 

θαη ε δηαζπνξά ζπκπίπηνπλ κε ην κέζν θαη ηελ δηαζπνξά ησλ εκπεηξηθψλ δεδνκέλσλ. Όκσο, ν 

αξηζκφο ησλ ζπλαξηήζεσλ θαηαλνκήο πνπ ηθαλνπνηνχλ απηή ηε ζπλζήθε είλαη ζπλήζσο 

κεγάιν. Δπηπιένλ, ε χπαξμε κηαο ηέηνηαο θαηαλνκήο δελ νδεγεί απαξαίηεηα ζηελ θαιή 

εθαξκνγή ηεο ζπλάξηεζεο θαηαλνκήο ζε φια ηα επίπεδα ηνπ θηλδχλνπ. Τπάξρεη ζπλεπψο 
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αλάγθε, εχξεζεο ελφο ειέγρνπ γηα ηελ εθαξκνγή ηεο ζπλάξηεζεο θαηαλνκήο ζε φιν ην θάζκα 

ησλ ηηκψλ ηνπ θηλδχλνπ (Κνπηζφπνπινο, (1999)). 

 

3.4 Πξνζδηνξηζκόο Καηάιιειεο Εεκηνθαηαλνκήο 

 

Γηα ηνλ πξνζδηνξηζκφ ηεο θαηάιιειεο θαηαλνκήο πνπ λα πεξηγξάθεη ην χςνο ηεο 

απνδεκίσζεο Υ έρνπλ θαηαγξαθεί αξθεηέο κέζνδνη. Οη κέζνδνη απηνί πεξηιακβάλνπλ 

δηαδηθαζίεο κε νξηζκέλεο ζηαηηζηηθέο ηδηφηεηεο, αιιά θαη πην πξφρεηξεο δηαδηθαζίεο ρσξίο 

ζπνπδαίν ζηαηηζηηθφ ππφβαζξν. Μηα απφ απηέο ηηο κεζφδνπο, πνπ ρξεζηκνπνηείηαη φηαλ ν 

πξνζδηνξηζκφο ηεο ζπλάξηεζεο θαηαλνκήο ηεο ηπραίαο κεηαβιεηήο Υ ζε θιεηζηή κνξθή δελ 

είλαη δπλαηφο ή είλαη πνιχ δχζθνινο, είλαη ε πξνζνκνίσζε. Δπεηδή φκσο δελ ζα εμεηάζνπκε 

ηε κέζνδν απηή ζηελ παξνχζα εξγαζία, ζα αλαθέξνπκε παξακεηξηθέο κεζφδνπο κε επαξθή 

ζηαηηζηηθή βάζε. Οπνηνζδήπνηε ζέιεη λα αζρνιεζεί νπζηαζηηθά κε ηελ εχξεζε θαηάιιειεο 

δεκηνθαηαλνκήο ζηα εκπεηξηθά δεδνκέλα πνπ εμεηάδεη, ζα πξέπεη λα εμνηθεησζεί κε ηα 

δηάθνξα είδε εθηηκεηξηψλ θαζψο θαη κε ηηο ηδηφηεηέο ηνπο (εθηηκήηξηεο κέγηζηεο 

πηζαλνθάλεηαο, Bayes, ειάρηζηεο απφζηαζεο, ειαρίζηνπ ρη-ηεηξάγσλν, ειαρίζησλ 

ηεηξαγψλσλ, ζπλαξηήζεηο απψιεηαο (δεκηάο), ζπλαξηήζεηο θαη θξηηήξην minimax, εθηηκήηξηεο 

ακεξφιεπηεο, ακεξφιεπηεο ειάρηζηεο δηαθχκαλζεο (απνηειεζκαηηθέο, αληζφηεηα Cramer – 

Rao, πιεξνθνξηαθφο αξηζκφο ηνπ Fisher), επαξθείο (ζεψξεκα Blackwell – Rao), ζπλεπείο θαη 

αζζελψο ζπλεπείο, αζπκπησηηθά θαλνληθέο θαη άξηζηεο αζπκπησηηθά θαλνληθέο, πιήξεηο 

(ζεψξεκα Lehmann – Scheffe)). Δθηφο απφ ηελ γλψζε φισλ ησλ παξαπάλσ ζε βάζνο, 

απαηηείηαη θαη ε γλψζε ησλ αληίζηνηρσλ κεζφδσλ γηα ηνλ πξνζδηνξηζκφ δηαζηεκάησλ 

εκπηζηνζχλεο γηα ηηο ηηκέο ησλ παξακέηξσλ θαζψο θαη γλψζε ησλ δηαδηθαζηψλ ειέγρνπ ησλ 

ζηαηηζηηθψλ ππνζέζεσλ (ηνπιάρηζηνλ ηνπ ιήκκαηνο Neyman – Pearson θαη ηνπ γεληθεπκέλνπ 

ιφγνπ πηζαλνθάλεηαο). Σέινο, είλαη αλαγθαία ε γλψζε ηεο ρξήζεο ησλ θπξηφηεξσλ 

ζηαηηζηηθψλ δηαδηθαζηψλ θαιήο εθαξκνγήο ησλ πξνηχπσλ (Κνπηζφπνπινο, (1999)). 

 

3.5 Κπξηόηεξεο Εεκηνθαηαλνκέο 

 

΢ε απηή ηελ παξάγξαθν, ζα παξαζέζνπκε ηε ζπλάξηεζε ππθλφηεηαο πηζαλφηεηαο, ηε 

ζπλάξηεζε θαηαλνκήο, ηηο ξνπέο, ηελ επηθξαηνχζα ηηκή θαη ηελ πεξηνξηζκέλε καζεκαηηθή 

ειπίδα γηα νξηζκέλεο δεκηνθαηαλνκέο. Οξηζκέλα απφ ηα απνηειέζκαηα δηαηππψλνληαη κε ηε 

βνήζεηα ησλ ζπλαξηήζεσλ Γ(α), ς(α), Γ(x;α), B(x;α,β) πνπ νξίδνληαη σο: 



 34 





0

1)( dxex xa

 

(1), 

)(

)('
)(ln)(

a

a
a

da

d
a






 
(2), 







x

ya dyey
a

ax
0

1

)(

1
);(

 

(3), 


 






x

a dyyy
a

a
axB

0

11 )1(
)()(

)(
),;( 






 

(4). 

 

Γίλνπκε ηψξα ηα ραξαθηεξηζηηθά νθηψ νηθνγελεηψλ θαηαλνκψλ πνπ φιεο νξίδνληαη ζην 
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Πεξηνξηζκέλε Μαζεκαηηθή Διπίδα:  
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Καηαλνκή Weibull 

0,0,)(
21     xexxf  

2

1)( xexF   




nn

n

p









 1
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1
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1
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


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

 
 







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Πεξηνξηζκέλε Μαζεκαηηθή Διπίδα:  










 xxex 



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


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








1
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1
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1

 

 

Καηαλνκή Log – Normal 

 
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2
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


 



 36 






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Ρνπή ηάμεο s: 
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ΚΔΦΑΛΑΗΟ 4 

ΓΔΝΗΚΔΤΜΔΝΑ ΓΡΑΜΜΗΚΑ ΜΟΝΣΔΛΑ 

 

4 Δηζαγσγή ζηα Γεληθεπκέλα Γξακκηθά Μνληέια 

 

Καη ζηηο δπν πεξηπηψζεηο, γξακκηθψλ θαη κε γξακκηθψλ κνληέισλ, θπξίαξρν ξφιν έρεη ε 

Καλνληθή Καηαλνκή  2,  ηελ νπνία ππνζέζακε φηη αθνινπζεί ε απφθξηζε. Απηφ φκσο δε 

ζπκβαίλεη πάληνηε, π.ρ., ε απφθξηζε κπνξεί λα αθνινπζεί ηελ Καηαλνκή Poisson, δειαδή, νη  

απνθξίζεηο λα είλαη ηεο κνξθήο 0,1,2,3...ηα νπνία αλαπαξηζηνχλ ηνλ αξηζκφ γεγνλφησλ ζε 

ζπγθεθξηκέλν ρξνληθφ δηάζηεκα. ΢ηελ πεξίπησζε απηή, έρνπκε ηα Γεληθεπκέλα Γξακκηθά 

Μνληέια (Generalized Linear Models ή GLM) ησλ νπνίσλ ηα δεδνκέλα αθνινπζνχλ 

θαηαλνκέο ηεο Δθζεηηθήο Οηθνγέλεηαο. 

Οη θαηαλνκέο πνπ ζα εμεηαζηνχλ ζηελ παξνχζα εξγαζία είλαη νη εμήο: Poisson, Αξλεηηθή 

Γησλπκηθή θαη Γάκκα. Γηα παξάδεηγκα, αλ iy  νη απνθξίζεηο, ηφηε ην Γεληθεπκέλν Γξακκηθφ 

Μνληέιν δίλεηαη απφ ηνλ ηχπν: 

   ')()( iii xyEgg 
 

Όπνπ, ix  ην δηάλπζκα ησλ κεηαβιεηψλ παιηλδξφκεζεο θαη β: ην δηάλπζκα ησλ άγλσζησλ 

παξακέηξσλ. 

΢ην Κεθάιαην απηφ ζα παξαζέζνπκε κηα πεξηιεπηηθή πεξηγξαθή ηνπ γεληθνχ κνληέινπ 

GLM. ΢ηελ θιαζζηθή αλάιπζε παιηλδξφκεζεο ινηπφλ, ζεσξνχκε n21 ,...,, YYY  κεηαβιεηέο 

απφθξηζεο (dependent variables) θαη n21 ,...,, XXX  εξκελεπηηθέο κεηαβιεηέο 

  Tpiiii XXXX 1,21 ,...,,,1 
 κε ηελ ππφζεζε φηη ππάξρνπλ παξάκεηξνη 1-p10 ,...,,   ψζηε: 

 2i ,~ NYi  φπνπ 1,1110i ...  pii XX   

΢θνπφο καο είλαη ε κειέηε ηνπ παξαπάλσ κνληέινπ (εθηίκεζε ησλ i , έιεγρνο θαιήο 

πξνζαξκνγήο, θιπ). 

Γεληθφηεξα ηψξα, ζεσξνχκε φηη νη κεηαβιεηέο απφθξηζεο iY  είλαη δπλαηφ λα πξνέξρνληαη 

απφ κία γεληθφηεξε νηθνγέλεηα θαηαλνκψλ. Καη ζε απηή ηελ πεξίπησζε, ζεσξνχκε φηη ε κέζε 

ηηκή i  ηνπ iY  εμαξηάηαη απφ έλα ζχλνιν παξακέηξσλ 1-p10 ,...,,  . ΢πγθεθξηκέλα 

ζεσξνχκε φηη: 

 T

iii Xg )(
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γηα θάπνηα ζπλάξηεζε g (ζην θιαζζηθφ κνληέιν είλαη   iig   ) ηελ νπνία νλνκάδνπκε 

ζπλάξηεζε ζχλδεζεο (link function) θαη ε νπνία νπζηαζηηθά παξηζηάλεη έλα κεηαζρεκαηηζκφ 

ηνπ κέζνπ g(κ), ν νπνίνο είλαη γξακκηθά ζπζρεηηζκέλνο κε ηηο επεμεγεκαηηθέο κεηαβιεηέο x. 

Μηα αξθεηά επξεία θιάζε θαηαλνκψλ ε νπνία πεξηιακβάλεη ηελ θαλνληθή, ηελ δησλπκηθή, ηελ 

Poisson θ.α. είλαη ε εθζεηηθή νηθνγέλεηα θαηαλνκψλ. Θεσξνχκε ινηπφλ φηη νη κεηαβιεηέο 

απφθξηζεο n21 ,...,, YYY  πξνέξρνληαη απφ ηελ εθζεηηθή νηθνγέλεηα θαηαλνκψλ, δειαδή ε iY  έρεη 

ζπλάξηεζε ππθλφηεηαο πηζαλφηεηαο (ή ζπλάξηεζε ππθλφηεηαο) ηεο κνξθήο: 

)()(,),(
)(

)(y
exp),;( 'i

iiii

i

ii

ii bYEyc
a

b
yf 




 














 

΢χκθσλα κε ηα παξαπάλσ, ηα i , i = 1,2,…,n εμαξηψληαη απφ έλα κηθξφηεξν ζχλνιν 

παξακέηξσλ 1-p10 ,...,,  , δειαδή β)(ii    δηφηη     T

ii Xbg ' . Μπνξνχκε λα πνχκε φηη 

ε επηινγή ηνπ b(ζ) θαζνξίδεη ηελ θαηαλνκήο ηεο κεηαβιεηήο απφθξηζεο θαη ε επηινγή ηεο 

g(κ), ε νπνία θαιείηαη ζπλάξηεζε ζχλδεζεο, θαζνξίδεη πσο ν κέζνο ζρεηίδεηαη κε ηηο 

επεμεγεκαηηθέο κεηαβιεηέο. ΢θνπφο καο θαη πάιη είλαη ε κειέηε ηνπ ζπγθεθξηκέλνπ 

γεληθφηεξνπ κνληέινπ (εθηίκεζε ησλ i , έιεγρνο θαιήο πξνζαξκνγήο, θιπ) (De Jong & 

Heller, (2008)). 

 

4.1 Δθηίκεζε ησλ i  

 

Ζ εθηίκεζε ησλ i  γίλεηαη ρξεζηκνπνηψληαο ηηο εθηηκήηξηεο κέγηζηεο πηζαλνθάλεηαο 

(MLE’s) νη νπνίεο σο γλσζηφ πξνθχπηνπλ απφ ηε ιχζε ηνπ ζπζηήκαηνο: 

0)l( 




 

σο πξνο i  φπνπ lnL(β))( l θαη  



n

1i

ii ;yfL(β)   είλαη ε ζπλάξηεζε πηζαλνθάλεηαο. 

΢πγθεθξηκέλα, έρνπκε ην ζχζηεκα: 

 
 
















n

i

n

i

i

i

i

i yc
a

by
yf

1 1

ii

i 0),(
)(

)(
);(lnl(β) 


















 

)0,...,0,0(),(
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,...,),(
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)(
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








































 



n

i

i

i

i
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n

i

i

i

i yc
a

by
yc

a
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











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


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Λφγσ ηνπ φηη ην ηειεπηαίν ζχζηεκα (p εμηζψζεσλ κε p αγλψζηνπο 1-p10 ,...,,  ) 

βξίζθεηαη γεληθά ζε πεπιεγκέλε κνξθή (είλαη κε γξακκηθφ), ν ππνινγηζκφο ησλ ιχζεσλ 

γίλεηαη πξνζεγγηζηηθά κέζα απφ κία επαλαιεπηηθή δηαδηθαζία (αξρηθά ππνινγίδνπκε )0( , κε 

βάζε απηφ ππνινγίδνπκε έλα )1( , κε βάζε ην )1(  ππνινγίδνπκε έλα )2(  θνθ ψζηε 

 )(k  γηα k ).  

΢πγθεθξηκέλα ζπρλά ρξεζηκνπνηείηαη κηα παξαιιαγή ηεο πξνζεγγηζηηθήο (p-δηάζηαηεο) 

κεζφδνπ 1RaphsonNewton   φπνπ: 

)1()1(1)1()( )(  mmTmTm zWXXWX  

Όπνπ ηα 
)1()1( ,  mm zW  ππνινγίδνληαη κε βάζε ηα )1( m . ΢πγθεθξηκέλα, 

)()(,)))())(/(1(W )1(')1(1)-(m

i

)1(2)1(')1(1)-(m   m

i

m

ii

m

ii

m

i

m

i gyzgVdiag 
 

)1()1()1(1)1( ),(   mT

i

m

i

mT

i

m

i xxg 
 

΢ην αξρηθφ βήκα ζπλήζσο επηιέγνπκε:   )(),(,
1(0))0()0(

i YgXXXYgnY TT

iii


  . Ζ 

επαλαιεπηηθή δηαδηθαζία ζηακαηάεη φηαλ   


n

i 1

21)-(m

i

m)(

1   γηα δεδνκέλν ε, ή κεηά απφ 

πξνθαζνξηζκέλν αξηζκφ βεκάησλ (ζπλήζσο φιε ε παξαπάλσ δηαδηθαζία γηα ηελ εθηίκεζε ηνπ 

β γίλεηαη απηφκαηα απφ ην ζηαηηζηηθφ παθέην πνπ ρξεζηκνπνηείηαη απφ ηνλ ρξήζηε). 

(
1
Γεληθά ε n-δηάζηαηε N-R κέζνδνο ρξεζηκνπνηείηαη γηα ηελ εχξεζε ησλ ξηδψλ ελφο 

ζπζηήκαηνο εμηζψζεσλ 

)0,...,0,0()),...,,(),...,,...,,((0)( 21211  ppp xxxfxxxfxf
 

Ο γεληθφο αλαγσγηθφο ηχπνο πνπ ρξεζηκνπνηείηαη είλαη ν 

jij

im

x

mm

x

f
JxfJxx m

,

)1(1)1()( ),()1(












 







, 

΢ηε κνλνδηάζηαηε πεξίπησζε φκσο έρνπκε: 
  
  1
1

)1()(

'
x




 

m

m
mm

xf

xf
x . 

΢ηε ζπγθεθξηκέλε πεξίπησζε είλαη i

i

,
β

l(β)





 ii xf  θαη άξα  

ji

l
J

,ji

2

β

)(

















). 
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4.2 Έιεγρνο θαιήο πξνζαξκνγήο ηνπ κνληέινπ 

 

Ο έιεγρνο γηα ηελ θαιή πξνζαξκνγή ηνπ κνληέινπ γίλεηαη κε ηελ ρξήζε ηνπ γεληθεπκέλνπ 

ιφγνπ πηζαλνθαλεηψλ. ΢πγθεθξηκέλα ζέινπκε λα ειέγμνπκε ηελ κεδεληθή ππφζεζε 

β)(:0 gH , φηη δειαδή ν κέζνο ζρεηίδεηαη κε ηηο επεμεγεκαηηθέο κεηαβιεηέο. ΢χκθσλα 

κε ην θξηηήξην ηνπ γεληθεπκέλνπ ιφγνπ πηζαλνθαλεηψλ απνξξίπηνπκε ηελ  0H  φηαλ: 

'

, ),()),(),((2
),(

),(
ln2

),(sup

),(sup
0 cySylyyl

yyL

yL
c

yL

yL

fccf

f

c

Rn





















 

Όπνπ  p0 ββ,Χg(μ):   . Ζ ζηαηηζηηθή ζπλάξηεζε  /,, ,, 















 

yDyS fcfc  

θαιείηαη Scaled Deviance θαη αζπκπησηηθά αθνινπζεί ηελ θαλνληθή 2χ  θαηαλνκή κε 

    pnRn  0dimdim βαζκνχο ειεπζεξίαο. Άξα απνξξίπηνπκε ηελ 0H  (φηη δειαδή ην 

κνληέιν είλαη ζσζηφ) φηαλ: 

2

;, ),( apnfc yS 



 
 

Έλα άιιν θξηηήξην θαιήο πξνζαξκνγήο είλαη ην 2χ ηνπ Pearson (αζπκπησηηθά ηζνδχλακν 

ηνπ  






 

,S fc, y ): 

2

1

2

2 ~

)(

)(
pn

n

i
i

ii

V

y
X 









 





 

΢χκθσλα κε απηφ ην θξηηήξην απνξξίπηνπκε ηελ 0H  φηαλ 
2

xp,-n

2 X  (ηα ζηαηηζηηθά 

παθέηα ζπλήζσο δίλνπλ ηελ ηηκή ηεο fc,S ή ηνπ ζπληειεζηή 2χ  ηνπ Pearson) (Denuit et al., 

(2007)). 

 

4.3 ΢ύγθξηζε κνληέισλ 

 

Αλ ηψξα ζέινπκε λα ειέγμνπκε ηελ ππφζεζε ηεο κνξθήο β)(:0 gH  έλαληη ηνπ 

κεγαιχηεξνπ κνληέινπ β'')(':1 gH , ηφηε πάιη ζχκθσλα κε ην θξηηήξην ηνπ γεληθνχ 

ιφγνπ πηζαλνθαλεηψλ, απνξξίπηνπκε ηελ 0H  φηαλ: 
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'

,, ),(),())',()',((2

)',(

),(
ln2

),(sup

),(sup

1

0 cySySylyl

yL

yL
c

yL

yL

fcfc

f

c 























 

θαη φκνηα κε ηα παξαπάλσ, αθνινπζεί αζπκπησηηθά ηε 2χ  θαηαλνκή κε 

    pp  'dimdim 01  βαζκνχο ειεπζεξίαο. Άξα, απνξξίπηνπκε ηελ 0H  (φηη δειαδή ην 

κηθξφηεξν κνληέιν είλαη ην ζσζηφ) φηαλ: 

2

',, )',(),( ppfcfc ySyS 



 
 

(Denuit et al., (2007)) 

 

4.4 Έιεγρνη ππνζέζεσλ γηα ην β 

 

Οη έιεγρνη γηα ην β βαζίδνληαη ζην γεγνλφο φηη αλ ηζρχεη ε 00 ββ: H , ηφηε αζπκπησηηθά 

(βι. παξαηήξεζε παξαθάησ) ηζρχνπλ ηα εμήο: 

 

I.       ,~,0~ 21

00 p

T UInfUInfNU 


  ,X)( TWXInf        2i'/1 gyVdiagW i  

II.     2

000

1

00 ~)(,~ p

T
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





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









 

III. 

 
  2

p0

Θθ

0
Θθ

χ~βlβl2

βLsup

βLsup

ln2

1

0 



































 

 

4.5 Καηάινηπα 

 

Οη ππνζέζεηο ηνπ γεληθεπκέλνπ γξακκηθνχ κνληέινπ γηα ηα θαηάινηπα είλαη δηαθνξεηηθέο 

απφ εθείλεο ηνπ θαλνληθνχ γξακκηθνχ πξνηχπνπ, πνπ νδεγεί ζε δηαθνξεηηθέο δηαγλσζηηθέο 

δνθηκέο. Οη ζηφρνη, εληνχηνηο, είλαη νη ίδηνη, φπσο γηα παξάδεηγκα γηα λα αληρλεχζνπλ ηα 

ζηνηρεία ελάληηα ζηηο αξρηθέο ππνζέζεηο. Σα θαηάινηπα ρξεζηκνπνηνχληαη γηα λα ειέγμνπλ ηελ 

θαηαιιειφηεηα κηαο επηιεγκέλεο θαηαλνκήο απφθξηζεο θαη γηα ηηο απνκαθξπζκέλεο (αθξαίεο) 

ηηκέο. Σα θαηάινηπα θαη ε ηππνπνηεκέλε ηνπο κνξθή είλαη απαξαίηεηα γηα λα δηακνξθψζνπλ 

ηνλ έιεγρν γηα ην θαλνληθφ γξακκηθφ πξφηππν. Γηα ηα γεληθεπκέλα γξακκηθά κνληέια, απηά ηα 
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θαηάινηπα δελ θαηαλέκνληαη νχηε θαλνληθά, νχηε έρνπλ ζηαζεξή δηαθχκαλζε, γηα 

νπνηαδήπνηε θαηαλνκή απφθξηζεο εθηφο απφ εθείλε ηεο θαλνληθήο θαηαλνκήο.  

Όζνλ αθνξά ηψξα ηα θαηάινηπα ησλ κεηξήζεσλ, απηά ππνινγίδνληαη απφ ηνλ ηχπν (ηνπ 

Pearson): 
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
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

 

Σα ηππνπνηεκέλα θαηάινηπα θαηά ηνλ Pearson ππνινγίδνληαη απφ ηνλ ηχπν: 

   
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Σέινο, ηα θαηάινηπα απφθξηζεο ππνινγίδνληαη: 

  







 



 n

i

D

ifciiciifii

D

i rDylyylyr
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Παρατήρηση. (Ασσμπτωτικά αποτελέσματα για τις εκτιμήτριες μέγιστης πιθανουάνειας 

(MLE’s) και την Score function U). Έζησ n21 Y,,.,Y,Y  αλεμάξηεηεο θαη ηζφλνκεο ηπραίεο 

κεηαβιεηέο κε ζπλάξηεζε πηζαλνθάλεηαο 
 

p21 θ,...,θ,θL)( L
. Ωο Score function ηνπ 

δείγκαηνο θαιείηαη ε ηπραία κεηαβιεηή: 





n

i

iYfLlU
1

);(ln)(ln)( 











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Κάησ απφ ηηο θαηάιιειεο ζπλζήθεο νκαιφηεηαο ηεο L(ζ) ηζρχεη φηη: 

I.  



Inf

l
EUVUE 










2

2

)(,0)(  (πίλαθαο πιεξνθνξίαο θαηά Fisher) 

II.   InfNU
n

,0


  

III.   ,,
1





  InfN
n

 φπνπ 


  ε εθηηκήηξηα κέγηζηεο πηζαλνθάλεηαο ηνπ ζ. 

IV. 2

)dim()dim( 10

1

0

L(θ)sup

L(θ)sup

ln2 





 





n
, φπνπ dim(Θ) είλαη ε δηάζηαζε ηνπ ρψξνπ Θ. 

(De Jong & Heller, (2008)). 

 

 



 43 

4.6 Poisson Παιηλδξόκεζε 

 

΢ηελ παιηλδξφκεζε κε θαηαλνκή Poisson νη απνθξίζεηο είλαη Poisson κεηξήζεηο πνπ 

αθνινπζνχλ αλεμάξηεηεο Poisson θαηαλνκέο κε iiyE )(  θαη iiyVar )( . Μηα ζεηξά απφ 

κεηαβιεηέο n21 ,...,, yyy  επεξεάδνπλ ην κ κέζσ ηνπ κνληέινπ: 

  nixii ,...,3,2,1exp '  
 

(4.7.1) 

κε   ikii xxx ,...,,,1x 21

'

i  . Ωζηφζν, πξέπεη λα αλαθέξνπκε φηη φπσο δηάθνξα κνληέια αληί 

ηεο ινγηζηηθήο είλαη θαηάιιεια γηα δησλπκηθέο απνθξίζεηο, ην ίδην ηζρχεη θαη γηα ηελ Poisson 

παιηλδξφκεζε.  Γηα ηε κεκεηγκέλε θαηαλνκή Poisson παξαζέηνπκε επίζεο ηνλ παξαθάησ 

ηχπν: 

nixdPoiN
p

j

ijjoii ,...,2,1,exp~
1



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











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




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
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φπνπ ε ηπραία κεηαβιεηή i αληηπξνζσπεχεη ηελ επίδξαζε ησλ θαηαινίπσλ ησλ θξπκκέλσλ 

ραξαθηεξηζηηθψλ. Ζ ζπρλφηεηα ησλ απαηηήζεσλ πεξηγξάθεηαη απφ ηελ ηπραία κεηαβιεηή 

ii  φπνπ  iexp  i . 

Ζ κέζνδνο ηεο Μέγηζηεο Πηζαλνθάλεηαο γηα ηηο απνθξίζεηο n21 ,...,, yyy  είλαη ε εμήο: 

 
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!ln)exp(

!
log);(ln








 

Παξαγσγίδνληαο ηελ παξαπάλσ ζρέζε θαη ζέηνληάο ηε ίζε κε ην κεδέλ, έρνπκε: 

 






n

i

iiii xxxy

yL

1

' 0)exp(

0
);(




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ή φπσο αιιηψο κπνξεί λα γξαθηεί ε παξαπάλσ εμίζσζε:  



n

i

iy
1

ii 0x  

Ζ ζρέζε απηή κε κνξθή πηλάθσλ παίξλεη ηε κνξθή   0'  yX . Σν ίδην ηζρχεη θαη γηα 

ηε ζηαζκηζκέλε Poisson Παιηλδξφκεζε ε νπνία ζπζρεηίδεηαη κε απηή ηεο Λνγηζηηθήο. Γηα ην 

κνληέιν ηεο ζρέζεο (4.7.1), ην ηεηξάγσλν ηνπ αζξνίζκαηνο ησλ ζηαζκηζκέλσλ ππνινίπσλ 

είλαη: 
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 

 










 


n

i i

iiyS
1
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



 

ελψ ε ειαρηζηνπνίεζε ηνπ παξαπάλσ καο δίλεη 

  0)(')exp(20/
1

'  


 yXxxyS
n

i

iii

 

Οη εθαξκνγέο ηεο Poisson παιηλδξφκεζεο ζπκπεξηιακβάλνπλ πξνβιήκαηα φπνπ ε 

απφθξηζε είλαη ζεηηθή ηηκή: 0,1,2,3,… . Οη αθέξαηεο ηηκέο πεξηγξάθνπλ ηελ επίδνζε ελφο 

βηνινγηθνχ ή θνηλσληθνχ ζπζηήκαηνο ή ηελ παξαγσγηθή δηαδηθαζία κηαο βηνκεραληθήο 

εθαξκνγήο. ΢ηελ πεξίπησζε ηνπ  κνληέινπ απηνχ ε κέζνδνο ηεο Μέγηζηεο Πηζαλνθάλεηαο 

δίλεη σο εθηίκεζε ηνπ i  ζην θνξεζκέλν κνληέιν ην iy  επεηδή ζην θνξεζκέλν κνληέιν 

ππνζέηνπκε φηη νη n παξαηεξήζεηο είλαη αλεμάξηεηεο θαη αλεπεξέαζηεο απφ ηηο κεηαβιεηέο 

παιηλδξφκεζεο ix . Έηζη ζην θνξεζκέλν κνληέιν έρνπκε: 





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L
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1i

ii
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i !yylnyy-)(ln 
 

Γηα ην Poisson κνληέιν, έρνπκε: 
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
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Όπνπ ην i



  πξνέξρεηαη απφ ηε Μέγηζηε Πηζαλνθάλεηα. Ζ απφθιηζε: 
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ε νπνία αλ iy  είλαη θνληά ζην i



  πιεζηάδεη ην κεδέλ. Δπίζεο, αλ ζέινπκε λα 

απινπνηήζνπκε ηε ζρέζε ηεο απφθιηζεο πξέπεη λα ιάβνπκε ππφςε ηε ζρέζε απνηειέζκαηνο 

Υ’(y – κ) = 0, ε νπνία καο δίλεη φηη  



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iy
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i 0  θαη ε ηειηθή κνξθή ηεο απφθιηζεο είλαη: 
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 (Denuit et al., (2007)). 
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4.7 Μνληέιν Παιηλδξόκεζεο Αξλεηηθήο Γησλπκηθήο 

 

Έζησ φηη n1,...,  είλαη αλεμάξηεηεο Γάκκα θαηαλνκέο (Gamma(a,a)) φπνπ ε ζπλάξηεζε 

ππθλφηεηαο πηζαλφηεηαο ηεο ηπραίαο κεηαβιεηήο i  δίλεηαη απφ ηε ζρέζε: 

0),exp(
)(

1
)( 1 


 

  aa
a

f aa

 

΢ε απηή ηελ πεξίπησζε έρνπκε   1i   θαη   aVar /1i  . 

  Γνζέληνο ησλ παξαηεξήζηκσλ ραξαθηεξηζηηθψλ πνπ ζπλνςίδνληαη θαη παξνπζηάδνληαη 

ζην δηάλπζκα ix  θαη ζηηο επηδξάζεηο ησλ ηπραίσλ κεηαβιεηψλ i , ν εηήζηνο αξηζκφο ησλ 

απαηηήζεσλ πνπ αμηψλνληαη απφ ην i αζθαιηζηήξην ζπκβφιαην αθνινπζεί ηελ θαηαλνκή 

Poisson. Με άιια ιφγηα, ην i  είλαη ε αλακελφκελε ζπρλφηεηα απαηηήζεσλ ηνπ 

αζθαιηζηεξίνπ ζπκβνιαίνπ i (πνπ βαζίδεηαη ζην δηάλπζκα ix ) θαη ην ζ αληηπξνζσπεχεη ην 

επίπεδν θηλδχλνπ γηα ην ζπγθεθξηκέλν αζθαιηζηήξην (αλ ζ<1 ν αζθαιηζκέλνο είλαη ιηγφηεξν 

επηθίλδπλνο ζην λα πξνθαιέζεη αηχρεκα απφ ηνπο άιινπο νδεγνχο πνπ αλήθνπλ ζην ίδην 

επίπεδν θηλδχλνπ).  

Γηα ηελ Αξλεηηθή Γησλπκηθή θαηαλνκή έρνπκε: 
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Γηα ηελ πηζαλνθάλεηα ηεο, έρνπκε: 
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Γηα λα ππνινγίζνπκε ηνλ εθηηκεηή κέγηζηεο πηζαλνθάλεηαο γηα ηηο παξακέηξνπο β θαη α, 

αξθεί λα ιχζνπκε ηελ: 
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΢εκεηψλνπκε φηη νη παξαπάλσ εμηζψζεηο είλαη παξφκνηεο κε εθείλεο ζηελ πεξίπησζε ηεο 

θαηαλνκήο Poisson, κφλν πνπ ηψξα αληί ηνπ i  έρνπκε ην 
i

i

i
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ka







. 
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Παξαηήξεζε 4.8.1. ΢ην ζεκείν απηφ ζα δψζνπκε κηα εμήγεζε γηα ηνλ ιφγν 
i

i

a

ka




 πνπ 

ζπκπεξηιακβάλεηαη ζηηο εμηζψζεηο πηζαλνθάλεηαο ηεο Αξλεηηθήο Γησλπκηθήο θαηαλνκήο. Ζ 

απφ θνηλνχ ζπλάξηεζε ππθλφηεηαο πηζαλφηεηαο ησλ ηπραίσλ κεηαβιεηψλ ),( iiN  , ηζνχηαη 

κε: 
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Ζ ζπλάξηεζε ππθλφηεηαο πηζαλφηεηαο ηεο ηπραίαο κεηαβιεηήο i  δνζέληνο φηη ii kN  , 

είλαη: 
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έηζη ψζηε ην i  δνζέληνο φηη ii kN   αθνινπζεί θαηαλνκή  i,  akaGam i . ΢πλεπψο, 

έρνπκε: 
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θαη νη εθηηκεηέο κέγηζηεο πηζαλνθάλεηαο γηα ην κνληέιν παιηλδξφκεζεο ηεο Αξλεηηθήο 

Γησλπκηθήο θαηαλνκήο πξνθχπηνπλ απφ ηε ιχζε ηεο εμίζσζεο: 

   0|
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n
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΢πγθξίλνληαο ηα παξαπάλσ απνηειέζκαηα κε ηηο εμηζψζεηο πηζαλνθάλεηαο ηεο θαηαλνκήο 

Poisson, θαηαιαβαίλνπκε φηη ν εθηηκψκελνο αλακελφκελνο αξηζκφο απαηηήζεσλ i  

αληηθαζίζηαηαη απφ ηνλ  ii kNE  |λ ii  πνπ βαζίδεηαη ζηελ πιεξνθφξεζε πνπ πεξηέρεηαη 

ζηνλ αξηζκφ ik  ησλ απαηηήζεσλ πνπ θαηαβιήζεθαλ γηα ην αζθαιηζηήξην ζπκβφιαην i. 

Μπνξεί θαλείο λα επηιχζεη ηηο εμηζψζεηο πηζαλνθάλεηαο ηεο Αξλεηηθήο Γησλπκηθήο 

θαηαλνκήο κε ηε βνήζεηα ηεο δηαδηθαζίαο Newton – Raphson. Οη αξρηθέο ηηκέο γηα ηελ 

δηαδηθαζία Newton – Raphson ζπλήζσο αλαθηψληαη σο εμήο: Ο εθηηκεηήο κέγηζηεο 

πηζαλνθάλεηαο ηεο θαηαλνκήο Poisson 


  είλαη γλσζηφ φηη είλαη ζπλεπήο εθηηκεηήο, νπφηε ην 
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ρξεζηκνπνηνχκε απηφλ σο αξρηθή ηηκή. Πξέπεη φκσο λα βξνχκε ηελ αξρηθή εθηίκεζε γηα ην 

  a/1ΘV i  , γη’ απηφ ηνλ ιφγν ππνινγίδνπκε πξψηα ηελ δηαθχκαλζε ησλ iN  ε νπνία 

δίλεηαη απφ ηε ζρέζε: 

       2exp iiii scoredNENV 
 

Έπεηηα, γξάθνληαο ηελ εκπεηξηθή αλαινγία ηεο ηειεπηαίαο ζρέζεο, ζα πάξνπκε: 

      



n

i

iiiiii scoredkscoredk
1

22
0expexp 

 

΢πλεπψο, ν εθηηκεηήο ηνπ η δίλεηαη απφ ηε ζρέζε: 



































































n

i ii

n

i iiii

scored

kscoredk

a
1

2

1

2

exp

exp
1



 

φπνπ 


 
T

ii xscore
~

 θαη 


  ν εθηηκεηήο κέγηζηεο πηζαλνθάλεηαο ηνπ β γηα ηελ θαηαλνκή 

Poisson. Οη εθηηκεηέο 


  θαη 


  είλαη ζπλεπήο γηα ην κεκηγκέλν κνληέιν Poisson θαη άξα 

απνηεινχλ θαηάιιειεο αξρηθέο ηηκέο γηα λα βξεζνχλ εθηηκεηέο κέγηζηεο πηζαλνθάλεηαο 

(Denuit et al., (2007)).  

 

4.8 Μνληέιν Παιηλδξόκεζεο γηα ηελ θαηαλνκή Poisson – LogNormal  

 

Έζησ φηη νη ηπραίεο κεηαβιεηέο n21 Θ,,.,Θ,Θ  είλαη αλεμάξηεηεο θαη αθνινπζνχλ ηελ 

Λνγαξηζκνθαλνληθή θαηαλνκή. ΢ην ζεκείν απηφ θαη πξηλ πξνρσξήζνπκε ζηελ αλάιπζε ηνπ 

παιηλδξνκηθνχ κνληέινπ ηεο θαηαλνκήο απηήο, ζα ήηαλ ρξήζηκν λα πνχκε ιίγα ιφγηα γηα ηελ 

ίδηα ηελ Λνγαξηζκνθαλνληθή θαηαλνκή.  

Γλσξίδνπκε φηη αλ κηα ηπραία κεηαβιεηή Υ αθνινπζεί ηελ θαλνληθή θαηαλνκή κε κέζν κ 

θαη δηαθχκαλζε  22 ,~,  NX , ηφηε ε ζπλάξηεζε θαηαλνκήο ηεο είλαη ε: 

 









 


x

dyyxό
x

xF 2/exp
2

1
)(,)( 2








 

΢πλεπψο, ε ηπραία κεηαβιεηή Υ αθνινπζεί ηελ ινγαξηζκνθαλνληθή θαηαλνκή κε 

παξακέηξνπο κ θαη ζ, , αλ ε ηπραία κεηαβιεηή lnX αθνινπζεί ηελ θαλνληθή θαηαλνκή κε κέζν 

κ θαη δηαζπνξά ,2  κε ζπλάξηεζε ππθλφηεηαο πηζαλφηεηαο: 
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  0,ln
2

1
exp

2

1
)(

2

2









 xx

x
xf 

  

Αλ  2,~ LNX  ηφηε ν κέζνο θαη ε δηαθχκαλζε δίλνληαη απφ ηηο ζρέζεηο: 

  1)exp(2exp][,
2

exp][ 22
2









 


 XVXE

 

Δπαλεξρφκαζηε ηψξα ζηελ πεξίπησζε ηεο Poisson Λνγαξηζκνθαλνληθήο θαηαλνκήο, φπνπ 

ε ζπλάξηεζε ππθλφηεηαο πηζαλφηεηαο ησλ i δίλεηαη απφ ηε ζρέζε: 

 
0,

2

2/ln
exp

2

1
)(

2

22














 
 




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Δλψ ε ζπλάξηεζε θαηαλνκήο δίλεηαη απφ ηε ζρέζε: 
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
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
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΢πλππνινγίδνληαο ηα παξαπάλσ θαηαιήγνπκε ζην φηη   1i   θαη 

  1)exp( 2  iV   1)exp(][,][ 22   NVNE . Δπίζεο κπνξεί λα δεηρζεί φηη ε 

αζπκκεηξία απηήο ηεο θαηαλνκήο πξνθχπηεη πάιη απφ ηνλ ηχπν: 

  

 












 




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][][
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
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φπνπ      2exp2ΘV/   . ΢πλεπψο, ε αζπκκεηξία ηεο Poisson Λνγαξηζκνθαλνληθήο 

θαηαλνκήο ππεξβαίλεη απηήο ηεο Poisson – Inverse Gaussian θαηαλνκήο έρνληαο ηνλ ίδην κέζν 

θαη ηελ ίδηα δηαζπνξά. 

Ζ πηζαλφηεηα ην αζθαιηζηήξην ζπκβφιαην i λα απαηηήζεη ik  απαηηήζεηο ππνινγίδεηαη απφ 

ηνλ ηχπν: 

 
   
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
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
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φπνπ κπνξνχκε λα αληιήζνπκε ηνπο εθηηκεηέο κέγηζηεο πηζαλνθάλεηαο πνπ ζα καο βνεζήζνπλ 

ζην κνληέιν παιηλδξφκεζεο (Denuit et al., (2007)).  
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4.9 Μνληέια Παιηλδξόκεζεο γηα Εεκηνθαηαλνκέο 

 

Σν κνλαδηθφ κνληέιν παιηλδξφκεζεο πνπ ζα πεξηγξαθεί ζηελ παξνχζα εξγαζία είλαη 

εθείλν ηεο θαηαλνκήο Γάκκα. 

 

4.10  Μνληέιν Παιηλδξόκεζεο γηα ηελ Γάκκα Καηαλνκή 

 

Ζ θαηαλνκή απηή έρεη εθαξκνγή ζε πξνβιήκαηα παιηλδξφκεζεο φπνπ ε απφθξηζε είλαη 

ζπλερήο θαη ε δηαθχκαλζε δελ είλαη ζηαζεξή αιιά αλάινγε ηνπ ηεηξάγσλνπ ηνπ κέζνπ κ. Μηα 

ιχζε ζην πξφβιεκα απηφ είλαη λα ρξεζηκνπνηήζνπκε ινγαξηζκηθφ κεηαζρεκαηηζκφ γηα λα 

ζηαζεξνπνηεζεί ε δηαθχκαλζε φπνπ φινη νη ζπληειεζηέο είλαη ακεξφιεπηνη θαη ε απφθξηζε 

είλαη ινγαξηζκνθαλνληθή. Ζ ηνκή είλαη κεξνιεπηηθή θαηά   2//
2

  αθνχ απφ ηελ αλάιπζε 

θαηά Taylor έρνπκε (Denuit, M. (2002)): 

    2//lnln
2

 yE  

Ζ ζπλάξηεζε ππθλφηεηαο πηζαλφηεηαο ηεο θαηαλνκήο είλαη: 

  0,0,/exp
1

)(

1
)( 1 










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
ryy
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ε νπνία βάζεη ηεο ζπλάξηεζεο ηεο εθζεηηθήο νηθνγέλεηαο θαηαλνκψλ, δίλεη: 



1

λr

1
-θ  ,  r , ,

var
var 2

2

2





r

y

r
y    ,r -1 )ln()(  b

  yrrrrc ln1)(lnln)(   

φπνπ r είλαη ε παξάκεηξνο θιίκαθαο. Όηαλ έρνπκε r= 1 ηφηε θαηαιήγνπκε ζηελ Δθζεηηθή 

θαηαλνκή. ΢ηελ πεξίπησζε φπνπ ην r δελ πνηθίιεη αιιά είλαη ζηαζεξφ θαηά ηελ αλάιπζε ησλ 

δεδνκέλσλ, ηφηε κέζσ ηεο παξακέηξνπ ι έρνπκε αιιαγή ηνπ κέζνπ.  

Σν Γεληθεπκέλν Γξακκηθφ Μνληέιν κε κεηαβιεηή απφθξηζεο λα αθνινπζεί ηελ Γάκκα 

θαηαλνκή, πεξηγξάθεηαη απφ ηε ζρέζε: 

     ',,~ xgGy   

Έρεη απνδεηρζεί φηη ε ζρέζε κεηαμχ ηνπ κεγέζνπο ησλ ινγαξηζκηζκέλσλ απαηηήζεσλ θαη 

ηεο ρξνληθήο ηζρχο ηνπ αζθαιηζηεξίνπ ζπκβνιαίνπ, είλαη γξακκηθή (De Jong & Heller, 

(2008)). ΢πλεπψο, ην γεγνλφο απηφ καο νδεγεί ζην ζπκπέξαζκα φηη πξέπεη λα ρξεζηκνπνηεζεί 

έλα κνληέιν πνπ απνηηκά ην κέγεζνο ησλ απαηηήζεσλ κε ινγαξηζκηθή ζπλάξηεζε ζχλδεζεο 

θαη αλεμάξηεηεο κεηαβιεηέο ηελ ρξνληθή δηάξθεηα ηνπ αζθαιηζηεξίνπ ζπκβνιαίνπ θαη ηελ 



 50 

λνκηθή πξνζηαζία. Καζψο ην κέγεζνο ησλ απαηηήζεσλ είλαη ζπλερήο ηπραία κεηαβιεηή θαη ε 

θαηαλνκή ηνπο έρεη αξλεηηθή αζπκκεηξία, ε Γάκκα θαηαλνκή ζεσξείηαη σο κηα πνιχ θαιή 

ιχζε γηα ηελ κεηαβιεηή απφθξηζεο. 

΢χκθσλα κε ηα παξαπάλσ, ην κνληέιν γξάθεηαη ηψξα σο εμήο: 

  ,ln,,~ 3322110 xxxGy  
 

φπνπ ε κεηαβιεηή 1x  πεξηγξάθεη ηνλ ρξφλν ηεο αζθαιηζηηθήο θάιπςεο, ε κεηαβιεηή 2x είλαη 

κηα δείθηξηα ηπραία κεηαβιεηή γηα ην αλ έρεη λνκηθή πξνζηαζία ή φρη ην αζθαιηζηήξην 

ζπκβφιαην θαη ηέινο, ε κεηαβιεηή 3x  παξηζηάλεη ηελ αιιειεπίδξαζε ησλ δπν ηπραίσλ 

κεηαβιεηψλ.  

΢ηελ κειέηε ησλ De Jong & Heller απνδείρζεθε φηη νη απαηηήζεηο πνπ πξνέξρνληαη απφ 

αζθαιηζηήξηα ζπκβφιαηα κε κηθξή ρξνληθή δηάξθεηα, έρνπλ κέζε ηηκή απαηηήζεσλ 

ρακειφηεξε απφ εθείλε πνπ πξνβιέπεηαη απφ ην κνληέιν. Γηα ηα αζθαιηζηήξηα ζπκβφιαηα 

πνπ δελ έρνπλ ηελ θάιπςε ηεο λνκηθήο πξνζηαζίαο, παξνπζηάδεηαη κηα ζπζηεκαηηθή κείσζε 

ηνπ κεγέζνπο ησλ θαηαινίπσλ γηα ηελ ρξνληθή ηζρχ ηνπ ζπκβνιαίνπ ε νπνία πιεζηάδεη ην 

κεδέλ.  

Σν πξνηεηλφκελν κνληέιν, είλαη ην: 

  1,...,0,,...,1,ln,,~  njniaGy iiijijij 
 

Ο ρξφλνο ηνπ αηπρήκαηνο είλαη ν i = 1 θαη ν ρξφλνο αμηνπνίεζεο ηεο απνδεκίσζεο είλαη ν j 

= 0. Ο ζπλδπαζκφο ησλ δχν παξαπάλσ απνηειεί ηε βαζηθή ππφζεζε γηα ην κνληέιν. 
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ΚΔΦΑΛΑΗΟ 5 

ΣΑΞΗΝΟΜΖ΢Ζ Α΢ΦΑΛΗ΢ΜΔΝΧΝ ΜΔ ΔΚ ΣΧΝ ΠΡΟΣΔΡΧΝ 

ΚΡΗΣΖΡΗΑ 

 

5 Σαμηλόκεζε Κηλδύλσλ θαη Μνληέια Παιηλδξόκεζεο 

 

Ζ ηηκνιφγεζε γηα ην αζθάιηζηξν ηνπ απηνθηλήηνπ είλαη κηα πνιχ ζεκαληηθή δηαδηθαζία 

θαη γη απηφ ην ιφγν ζα πξέπεη λα ηαμηλνκεζνχλ θαη λα εθαξκνζηνχλ δηάθνξεο πνιηηηθέο 

ζχκθσλα κε ηα ραξαθηεξηζηηθά ηνπ θηλδχλνπ πνπ ππφθεηληαη ην απηνθίλεην. Οη κεηαβιεηέο 

πνπ ζα ρξεζηκνπνηεζνχλ γηα ηελ ηαμηλφκεζε απηή θαινχληαη σο εθ ησλ πξνηέξσλ κεηαβιεηέο 

(δηφηη νη ηηκέο ηνπο κπνξνχλ λα θαζνξηζηνχλ πξηλ ηελ εκεξνκελία απφθηεζεο δηπιψκαηνο ηνπ 

αζθαιηζκέλνπ). ΢ηελ αζθάιηζε ηνπ απηνθηλήηνπ, νη κεηαβιεηέο απηέο πεξηιακβάλνπλ ηελ 

ειηθία, ην θχιν θαη ην επάγγεικα ηνπ αζθαιηζκέλνπ, ηνλ ηχπν θαη ηελ ρξήζε ηνπ 

απηνθηλήηνπ, ηνλ ηφπν πνπ δηακέλεη θαη κεξηθέο θνξέο ηνλ αξηζκφ ησλ απηνθηλήησλ ηνπ 

λνηθνθπξηνχ ηνπ αζθαιηζκέλνπ, ηελ νηθνγελεηαθή θαηάζηαζε ή ην ρξψκα ηνπ νρήκαηνο. 

Όια απηά ηα παξαηεξήζηκα ραξαθηεξηζηηθά θηλδχλσλ κπνξνχλ λα ζεσξεζνχλ ηππηθά σο 

κε ηπραίνη ζπληειεζηέο θηλδχλνπ. Άιια ραξαθηεξηζηηθά θηλδχλσλ είλαη κε παξαηεξήζεκα θαη 

ζα πξέπεη λα ζεσξεζνχλ σο άγλσζηνη παξάκεηξνη ή, ζηα πιαίζηα ηεο πηζηνιεπηηθήο ζεσξίαο, 

latent κεηαβιεηέο κε κηα θνηλή θαηαλνκή. Μέρξη ζηηγκήο ε βηβιηνγξαθία πνπ αλαθέξεηαη ζε 

ηηκνιφγεζε αζθαιίζηξσλ γηα ην απηνθίλεην επηθεληξψλεηαη ζε δπν βαζηθέο πξνζεγγίζεηο:  α) 

ε πξψηε, αγλνεί ηνπο παξαηεξήζεκνπο ζπληειεζηέο θαη κεηαηξέπεη φια ηα αηνκηθά 

ραξαθηεξηζηηθά θηλδχλνπ κεηαηξέπνληάο ηα ζε ηπραίεο κεηαβιεηέο, β) ε δεχηεξε, αγλνεί 

ηειείσο ηα ηπραία αηνκηθά ραξαθηεξηζηηθά θηλδχλνπ θαη πξνζπαζεί αληίζεηα λα ζπιιέμεη φιεο 

ηηο αηνκηθέο δηαθπκάλζεηο ηνπ θηλδχλνπ απφ ηνπο ίδηνπο ηνπο ζπληειεζηέο θηλδχλνπ.  

Αλ ηα δεδνκέλα πνπ εμεηάδνληαη έρνπλ ππνδηαηξεζεί ζε θιάζεηο θηλδχλνπ απφ εθ ησλ 

πξνηέξσλ κεηαβιεηέο, ηφηε νη αλαινγηζηέο εξγάδνληαη κε κεγέζε πνπ είλαη ζρεηηθά κηθξά ζε 

ζχγθξηζε κε ηα κεγέζε ησλ απαηηήζεσλ θαη έθζεζεο ζηνλ θίλδπλν. Γηα απηφ ηνλ ιφγν 

ρξεζηκνπνηνχληαη πεξηγξαθηθά ζηαηηζηηθά θαη κνληέια παιηλδξφκεζεο. Ζ παιηλδξφκεζε, 

αλαιχεη ηε ζρέζε κεηαμχ κηαο κεηαβιεηήο (εμαξηεκέλε κεηαβιεηή ή κεηαβιεηή απφθξηζεο) 

κε έλα ζχλνιν άιισλ κεηαβιεηψλ (αλεμάξηεηεο κεηαβιεηέο). Απηή ε ζρέζε εθθξάδεηαη κε 

κηα εμίζσζε ε νπνία πξνβιέπεη κηα κεηαβιεηή απφθξηζεο (π.ρ., ηνλ αλακελφκελν αξηζκφ ησλ 

απαηηήζεσλ πνπ δφζεθαλ ζε έλαλ ζπγθεθξηκέλν αζθαιηζκέλν) απφ κηα ζπλάξηεζε 
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επεμεγεκαηηθψλ κεηαβιεηψλ θαη παξακέηξσλ (ζπκπεξηιακβάλνληαο έλαλ γξακκηθφ 

ζπλδπαζκφ ησλ επεμεγεκαηηθψλ κεηαβιεηψλ απηψλ θαη παξακέηξσλ, ν νπνίνο θαιείηαη σο 

γξακκηθφο εθηηκεηήο). Οη παξάκεηξνη εθηηκνχληαη κε ηέηνην ηξφπν ψζηε λα βειηηζηνπνηείηαη 

έλα κέηξν θαιήο πξνζαξκνγήο (φπσο είλαη γηα παξάδεηγκα ε ινγηζηηθή πηζαλνθάλεηα ζηηο 

πεξηζζφηεξεο ησλ πεξηπηψζεσλ). Οη αλαινγηζηέο ρξεζηκνπνηνχλ ηερληθέο παιηλδξφκεζεο γηα 

λα πξνβιέςνπλ ηνλ αλακελφκελν αξηζκφ ησλ απαηηήζεσλ, έρνληαο θάπνηεο ελδείμεηο - 

πιεξνθνξίεο γηα ηελ νδηθή ζπκπεξηθνξά ησλ αζθαιηζκέλσλ, ησλ νρεκάησλ θαη ησλ δηάθνξσλ 

ηχπσλ αζθαιηζηεξίσλ ζπκβνιαίσλ. Αμίδεη λα ζεκεησζεί φκσο φηη αθφκα θαη αλ φιεο νη 

κεηαβιεηέο έρνπλ ζπκπεξηιεθζεί ζηελ απνηίκεζε ησλ ζπκβνιαίσλ απηψλ, ππάξρνπλ αθφκε 

θαη άιιεο παξάκεηξνη θηλδχλσλ πνπ ελδερνκέλσο λα κελ κπνξνχλ λα πξνβιεθζνχλ (φπσο 

είλαη ε λεπξηθφηεηα ηνπ νδεγνχ, ε ηθαλφηεηα ηνπ, ε γλψζε ηνπ θψδηθα νδηθήο θπθινθνξίαο 

θα). 

΢ηελ αζθάιηζε αζηηθήο επζχλεο, ην θαζαξφ αζθάιηζηξν ππνινγίδεηαη σο ην αλακελφκελν 

θφζηνο φισλ ησλ απαηηήζεσλ πνπ ζα απαηηήζνπλ νη αζθαιηζκέλνη θαηά ηε δηάξθεηα ηελ 

αζθαιηζηηθήο θάιπςεο (ππφ ηελ ππφζεζε ηνπ Νφκνπ ησλ Μεγάισλ Αξηζκψλ). Ο ππνινγηζκφο 

απηνχ ηνπ αζθαιίζηξνπ βαζίδεηαη ζε έλα ζηαηηζηηθφ κνληέιν ην νπνίν ζπκπεξηιακβάλεη φιεο 

ηηο δηαζέζηκεο πιεξνθνξίεο γηα ηνλ αζθαιηζηηθφ θίλδπλν. Ζ ηερληθή απηή ηνπ ππνινγηζκνχ 

ζηνρεχεη ζην λα εθηηκήζεη φζν πην θαιά κπνξεί (κε πεξηζζφηεξε αθξίβεηα) ην θαζαξφ 

αζθάιηζηξν γηα θάζε αζθαιηζκέλν κέζσ κεζφδσλ παιηλδξφκεζεο. Δίλαη γλσζηφ ζηελ 

αζθαιηζηηθή αγνξά φηη ηα αζθάιηζηξα πνπ ππνινγίδνληαη σο ελδεηθηηθά γηα θάζε αζθαιηζηηθφ 

θίλδπλν, δηαθέξνπλ κε ηα αζθάιηζηξα πνπ ππνινγίδνληαη απφ ηνπο αλαινγηζηέο γηα ηελ 

εηαηξία πνπ εξγάδνληαη γηα ηνπο ίδηνπο αζθαιηζηηθνχο θηλδχλνπο.  

Οξηζκέλεο θνξέο, ε ηηκνιφγεζε ησλ αζθαιίζηξσλ γηα ην απηνθίλεην βαζίδεηαη ζε 

δεδνκέλα πνιιψλ εηψλ. Με ηνλ ηξφπν απηφ, ζπλππνινγίδνληαο δειαδή δεδνκέλα αξθεηψλ 

αζθαιηζηηθψλ πεξηφδσλ, πξνθχπηνπλ θάπνηα πιενλεθηήκαηα: απμάλεηαη ην κέγεζνο ηνπ 

δείγκαηνο θαη απνθεχγεηαη λα δίλεηαη πεξηζζφηεξε ζεκαζία ζε κηα θαη κφλν αζθαιηζηηθή 

πεξίνδν (θαηά ηελ νπνία ελδερνκέλσο ιφγσ ησλ θαηξηθψλ ζπλζεθψλ λα ππήξρε αχμεζε ή 

κείσζε ησλ αηπρεκάησλ). Ωζηφζν, ην γεγνλφο απηφ κπνξεί λα επηθέξεη θάπνηα εμάξηεζε ζηα 

δεδνκέλα, αθνχ ν αξηζκφο ησλ δεκηψλ πνπ ζρεηίδνληαη κε έλαλ αζθαιηζκέλν θαηά ηε δηάξθεηα 

ηνπ ρξφλνπ αλακέλεηαη λα ζπζρεηίδεηαη. Ζ αλάιπζε απηή ησλ ζπζρεηηζκέλσλ δεδνκέλσλ κε 

ηελ ρξήζε ηεο δηαδηθαζίαο Poisson πνπ πξνθχπηνπλ απφ επαλαιακβαλφκελεο κεηξήζεηο, 

κπνξεί λα γίλεη κε ηε βνήζεηα ησλ Γεληθεπκέλσλ ΢πλαξηήζεσλ Δθηίκεζεο (Generalized 

Estimating Equations (GEEs)). Οη ζπλαξηήζεηο απηέο παξέρνπλ κηα πξαθηηθή κέζνδν κε 

ζηαηηζηηθά ζεκαληηθή απνδνηηθφηεηα γηα λα αλαιχζνπλ απηά ηα δηαρξνληθά δεδνκέλα. 
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Δπίζεο, νη ζπλαξηήζεηο απηέο δίλνπλ ηε δπλαηφηεηα λα ρξεζηκνπνηεζνχλ δηαδηθαζίεο κέγηζηεο 

πηζαλνθάλεηαο πάλσ ζε κνληέια γηα καθξνρξφληα δεδνκέλα (Denuit et al, (2007)). 

 

5.1 Δπηκεξηζκόο Κηλδύλσλ ζε Σκήκαηα 

 

 Έζησ ινηπφλ φηη έρνπκε έλα ραξηνθπιάθην κε n αζθαιηζηήξηα ζπκβφιαηα πνπ αθνξνχλ 

ηελ θάιπςε αζηηθήο επζχλεο απηνθηλήηνπ έλαληη ηξίησλ. Ζ ηπραία κεηαβιεηή iY  (πνπ είλαη 

θαη ε εμαξηεκέλε κεηαβιεηή) πεξηγξάθεη ην ζχλνιν ησλ απαηηήζεσλ πνπ ζα απαηηεζνχλ ζε 

κηα πεξίνδν γηα ην αζθαιηζηήξην ζπκβφιαην i. Γηα λα εξκελεπηνχλ ινηπφλ ηα απνηειέζκαηα 

ηεο κεηαβιεηήο iY , ν αλαινγηζηήο ζα ρξεζηκνπνηήζεη έλα δηάλπζκα παξαηεξήζηκσλ 

κεηαβιεηψλ  ,..., 21 ii

T

i XXX   πνπ έρεη ζηε δηάζεζή ηνπ (π.ρ., ηελ ειηθία, ην θχιν θαη ην 

επάγγεικα ηνπ θαηφρνπ ηνπ αζθαιηζηεξίνπ ζπκβνιαίνπ i, ηελ πεξηνρή θαηνηθίαο ηνπ, ηνλ 

ηχπν θαη ηελ ρξήζε ηνπ απηνθηλήηνπ ηνπ). Ωζηφζν, ε κεηαβιεηή iY  εμαξηάηαη επίζεο απφ κηα 

αθνινπζία αγλψζησλ ραξαθηεξηζηηθψλ  ,..., 21 ii

T

i ZZZ   φπσο είλαη ηα αληαλαθιαζηηθά ηνπ 

νδεγνχ, ε επηζεηηθφηεηα πίζσ απφ ην ηηκφλη, ε ηάζε πξνο ηελ θαηαλάισζε αιθνφι θιπ. 

Οξηζκέλεο απφ απηέο ηηο πνζφηεηεο δελ είλαη κεηξήζηκεο θαη θάπνηεο άιιεο δελ κπνξνχλ λα 

ηηκνινγεζνχλ δηφηη ε απνηίκεζε ηνπο ζεσξείηαη δαπαλεξή. 

Σν αιεζηλφ αζθάιηζηξν γηα ην αζθαιηζηήξην ζπκβφιαην i δίδεηαη απφ ηε ζρέζε 

 iii ZXYE ,| . Δίλαη κηα ζχλζεηε ζπλάξηεζε ησλ iX  θαη iZ  πνπ βξίζθνληαη πην θνληά ζην iY , 

ηέηνηα ψζηε ην    2, iii ZXgYE   λα είλαη ειάρηζην γηα    iiiii ZXYEZXg ,|,  . Αλ ν 

αζθαιηζηήο ρξεψλεη κε αζθάιηζηξν  iii ZXYE ,|  ην αζθαιηζηήξην ζπκβφιαην i, ηφηε ν 

αζθαιηζκέλνο πιεξψλεη νπζηαζηηθά ην αζθάιηζηξν γηα λα απνξξνθεζνχλ νη δηαθπκάλζεηο 

ζηηο ηηκέο ησλ αζθαιίζηξσλ πνπ επεξεάδνληαη απφ ηα πξνζσπηθά ραξαθηεξηζηηθά ηνπ 

νδεγνχ, φπσο εθείλα νξνζεηήζεθαλ ζηηο κεηαβιεηέο iX  θαη iZ , ε ζεκαληηθφηεηα ησλ νπνίσλ 

πεξηγξάθεηαη απφ ηελ ζρέζε   iii ZXYEV ,| . Ο επηκεξηζκφο ηνπ θηλδχλνπ κπνξεί λα 

ζπλνςηζζεί σο εμήο: ρξεζηκνπνηψληαο ηνλ ηχπν 

       
 έ

iii
ή

iiii ZXYEVZXYVEYV


 ,|,|

 

Δπίζεο, εθφζνλ ηα ζηνηρεία ηεο κεηαβιεηήο iZ  είλαη άγλσζηα γηα ηνλ αζθαιηζηή, ηφηε ν 

παξαπάλσ ηχπνο είλαη θαζαξά ζεσξεηηθφο. Δθφζνλ ινηπφλ, ε αζθαιηζηηθή εηαηξία γλσξίδεη 

κφλν ηα ζηνηρεία ηεο κεηαβιεηήο iX , ηφηε ν αζθαιηζηήο κπνξεί λα ρξεψλεη κφλν αζθάιηζηξν 
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ην νπνίν πξνθχπηεη απφ ηελ  ii XYE | . Ο επηκεξηζκφο ηνπ θηλδχλνπ ζε απηή ηελ πεξίπησζε 

πεξηγξάθεηαη απφ ηνλ ηχπν: 

       
 έ

ii
ή

iii XYEVXYVEYV


 ||

 

΢ηνλ παξαπάλσ ηχπν ε δηαθχκαλζε ηνπ αζθαιηζηή είλαη κεγαιχηεξε, γεγνλφο πνπ 

νθείιεηαη ζηελ εηεξνγέλεηα ησλ θαηαινίπσλ πνπ απνξξένπλ απφ ηηο απαηηήζεηο ηεο εηαηξίαο. 

Γηα λα γίλνπκε πην ζπγθεθξηκέλνη, αξθεί λα γξάςνπκε: 

         iiiiiiiii XZXYEVEZXYVEXYVE |,|,|| 
 

Ο φξνο   iii ZXYVE ,|  αληηπξνζσπεχεη ηηο θαζαξέο ηπραίεο δηαθπκάλζεηο ηνπ θηλδχλνπ 

θαη βαζίδεηαη ζηελ βαζηθή αξρή ηελ αζθαιηζηηθήο θάιπςεο πνπ αθνινπζνχλ φιεο νη 

αζθαιηζηηθέο εηαηξίεο. Αληίζεηα, ν δεχηεξνο φξνο    iiii XZXYEVE |,| , αληηπξνζσπεχεη 

ηελ δηαθχκαλζε ησλ αλακελφκελσλ απαηηήζεσλ πνπ νθείινληαη ζηα άγλσζηα ραξαθηεξηζηηθά 

ηελ ηπραίαο κεηαβιεηήο iZ . Γη’ απηφ ηνλ ιφγν, ε παξαπάλσ πνζφηεηα ζα πξέπεη λα δηνξζσζεί 

απφ έλαλ εκπεηξηθφ κεραληζκφ αμηνιφγεζεο ησλ θηλδχλσλ . 

΢ε απηφ ην ζεκείν πξέπεη λα δνχκε ηελ ζχλδεζε πνπ ππάξρεη αλάκεζα ζηελ a priori θαη 

ηελ a posteriori εθηίκεζε θαη αμηνιφγεζε ησλ θηλδχλσλ. Οη παξειζνληηθέο απαηηήζεηο 

απνθαιχπηνπλ ηα θξηκέλα ραξαθηεξηζηηθά ηεο ηπραίαο κεηαβιεηήο iZ . Έζησ ινηπφλ φηη ε 

ηπραία κεηαβιεηή 

iY  ππνδειψλεη ηηο απαηηήζεηο πνπ αμηψζεθαλ ζην παξειζφλ γηα ηελ ηπραία 

κεηαβιεηή iY . Ζ πιεξνθνξίεο πνπ πεξηέρνληαη ζην δηάζηεκα  

ii YX ,  είλαη ζπγθξίζηκεο κε 

ηηο πιεξνθνξίεο πνπ πεξηέρνληαη ζην δηάζηεκα  ii ZX ,  θαζψο πεξλάεη ν ρξφλνο. Γη’ απηφ ην 

ιφγν ην a posteriori αζθάιηζηξν είλαη ην  

iii YXYE ,| . Ο κεραληζκφο ηηκνιφγεζεο ησλ 

αζθαιίζηξσλ πνπ βαζίδεηαη αλάινγα κε ην πφζεο θνξέο παξνπζηαζηεί αμίσζε γηα 

απνδεκίσζε (δειαδή αλ ν αζθαιηζκέλνο δελ ππνζηεί ή πξνθαιέζεη θάπνην αηχρεκα κέζα ζε 

κηα δεδνκέλε ρξνληθή πεξίνδν ηφηε ζα έρεη κηα επλντθή ηηκνιφγεζε γηα ην αζθάιηζηξν ηνπ, ηα 

νλνκαδφκελα bonuses, ελψ ζηελ αληίζεηε πεξίπησζε ζα έρεη επηβαξπκέλν αζθάιηζηξν, ηα 

νλνκαδφκελα maluses). 

΢ηελ a priori ηηκνιφγεζε, ν αλαινγηζηήο ζηνρεχεη ζην λα αλαγλσξίζεη ηα ραξαθηεξηζηηθά 

ηεο ηπραίαο κεηαβιεηήο iX  θαη λα ππνινγίζεη ην αζθάιηζηξν  ii XYE | . ΢ηελ a posteriori 

ηηκνιφγεζε, ν αλαινγηζηήο ππνινγίδεη ην αζθάιηζηξν ζχκθσλα κε ηα ζηνηρεία ηελ ηπραίαο 

κεηαβιεηήο 

iY  γηα λα κπνξέζεη λα θαιχςεη ηηο κε δηαζέζηκεο πιεξνθνξίεο πνπ πεξηέρνληαη 

ζηελ ηπραία κεηαβιεηή iZ  (Denuit et al., (2007)).  
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ΠΗΝΑΚΔ΢ ΢ΤΝΑΦΔΗΑ΢ ΥΡΖ΢ΗΜΟΠΟΗΧΝΣΑ΢ ΓΔΝΗΚΔΤΜΔΝΑ 

ΓΡΑΜΜΗΚΑ ΜΟΝΣΔΛΑ 

 

5.1.1 Δηζαγσγή 

 

Δάλ επηζπκνχκε λα κειεηήζνπκε πίλαθεο ζπλάθεηαο κε πεξηζζφηεξεο απφ δχν δηαζηάζεηο, 

ηφηε ν ππνινγηζκφο ησλ εθηηκεηψλ κέγηζηεο πηζαλνθάλεηαο δελ είλαη ηφζν απιφο θαη πξέπεη 

λα βαζηζηεί ζηελ γεληθή ζεσξία ησλ γεληθεπκέλσλ γξακκηθψλ κνληέισλ. Δπηπιένλ ε ζεσξία 

ησλ γεληθεπκέλσλ γξακκηθψλ κνληέισλ πξνζθέξεη έλα ζεσξεηηθφ πιαίζην γηα ηελ εληαία 

κειέηε ησλ πηλάθσλ ζπλάθεηαο φισλ ησλ δηαζηάζεσλ. Παξαθάησ ζα δνχκε πσο κπνξεί λα 

εληαρζεί ε κειέηε ησλ πηλάθσλ ζπλάθεηαο ζηα γεληθεπκέλα γξακκηθά κνληέια μεθηλψληαο απφ 

ηελ απινχζηεξε πεξίπησζε ησλ δηδηάζηαησλ πηλάθσλ ζπλάθεηαο. 

 

5.1.2 Μειέηε δηδηάζηαησλ πηλάθσλ ρξεζηκνπνηώληαο γεληθεπκέλα 

γξακκηθά κνληέια 

  

Έζησ Χ, Υ δχν θαηεγνξηθέο κεηαβιεηέο απφθξηζεο κε Ι θαη J ζηάζκεο αληίζηνηρα. Οη 

απνθξίζεηο (Χ,Υ) ελφο ηπραία επηιεγκέλνπ αηφκνπ απφ έλαλ πιεζπζκφ ζεσξνχληαη σο ηπραίεο 

κεηαβιεηέο πνπ αθνινπζνχλ θάπνηα θαηαλνκή. ΢πκβνιίδνπκε κε πij ηελ πηζαλφηεηα  

 

       JjIiJYiXjiYXij ,...,1,...,1,,Pr,,Pr 
 

Δπίζεο, ζα ζπκβνιίζνπκε κε ),(i iXP   ),( jYPj   ηηο πεξηζψξηεο θαηαλνκέο 

ησλ Υ, Τ. Δίλαη πξνθαλέο φηη 

 
 

 
J

j

I

i

ijjiji JjIi
1 1

,...,2,1,,...,2,1, 

 

Μπνξνχκε λα παξαζηήζνπκε ηε δηδηάζηαηε θαηαλνκή ησλ ηπραίσλ κεηαβιεηψλ (Υ,Τ) 

ρξεζηκνπνηψληαο έλα πίλαθα κε I γξακκέο θαη J ζηήιεο. Πην ζπγθεθξηκέλα, έρνπκε ηνλ 

αθφινπζν πίλαθα: 
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Τ 

Υ 

 1 2 … J ΢χλνιν 

1 11  12  … J1  1  

2 21  22  … J2  2  

… … … … … … 

I 1I  2I  … IJ
 I  

΢χλνιν 1  2   J   =1 

 

Έζησ ηψξα φηη έρνπκε Ν ηπραία επηιεγκέλα άηνκα (Ν είλαη είηε ζηαζεξά είηε ηπραία 

κεηαβιεηή) απφ ηνλ πιεζπζκφ θαη jN i  ην πιήζνο ησλ αηφκσλ (απφ ηα Ν) ηα νπνία 

ηαμηλνκνχληαη ζην θειί (i, j) (θάζε άηνκν ηαμηλνκείηαη ζηελ ζέζε (i, j) ηνπ πίλαθα ζπλάθεηαο 

κε πηζαλφηεηα ji ). Ο Ι×J πίλαθαο ν νπνίνο πεξηέρεη ηηο παξαηεξνχκελεο ζπρλφηεηεο jN i  

θαιείηαη πίλαθαο ζπλάθεηαο. Όκνηα κε παξαπάλσ ζπκβνιίδνπκε κε jNN i  , ηα αζξνίζκαηα 

ησλ γξακκψλ θαη ησλ ζηειψλ αληίζηνηρα, δειαδή, 

 
 

 
J

j

I

i

ijjiji JjNNIiNN
1 1

,...,2,1,,...,2,1, 

 

θαη ζα πάξνπκε ηνλ παξαθάησ πίλαθα: 

 

Τ 

Υ 

 1 2 … J ΢χλνιν 

1 11N  12N  … JN1  1N  

2 21N  22N  … JN 2  2N  

… … … … … … 

I 1IN  2IN  … IJN
 IN  

΢χλνιν 1N  2N   JN   
NN   

 

΢θνπφο καο είλαη ε κειέηε δηαθφξσλ ραξαθηεξηζηηθψλ ηεο δηδηάζηαηεο θαηαλνκήο ji  κε 

βάζε ηηο παξαηεξνχκελεο ζπρλφηεηεο jN i . Ζ δεηγκαηηθή δηδηάζηαηε θαηαλνκή ζα 

ζπκβνιίδεηαη κε jpi   θαη ζα ηζρχεη φηη NNp ijj /i  . 

΢ηνπο δηδηάζηαηνπο πίλαθεο κπνξνχκε λα ζεσξήζνπκε ηo εμήο κνληέιν: 
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1) Μονηέλο Poisson: Ηζρχεη φηη ij)(  mmNE ijij  θαη ε ππφζεζε ηεο αλεμαξηεζίαο 

(γξακκψλ θαη ζηειψλ) κεηαθξάδεηαη σο εμήο: jij mNE   i)(  (βι, Cox, (1970)). 

 

5.1.3 Παξακεηξνπνίεζε ηνπ κνληέινπ 

  

Παξαηεξνχκε φηη νη ζπλήζεηο ππνζέζεηο (αλεμαξηεζία, ίδηα θαηαλνκή ζηηο γξακκέο θιπ) 

κπνξνχλ λα εθθξαζηνχλ σο πνιιαπιαζηαζηηθά κνληέια ζηα νπνία νη αλακελφκελεο 

ζπρλφηεηεο είλαη ίζεο κε γηλφκελα πεξηζσξίσλ πηζαλνηήησλ θαη πξνθαζνξηζκέλσλ 

αζξνηζκάησλ ζπρλνηήησλ. ΢πλεπψο, θάησ απφ απηέο ηηο ππνζέζεηο ν ινγάξηζκνο ησλ 

αλακελφκελσλ ζπρλνηήησλ κπνξεί λα γξαθεί ζηε κνξθή: 

 T

iijijij xNEm  )(loglog
 

γηα θαηάιιειεο παξακέηξνπο β. Μηα αξθεηά βνιηθή παξακεηξνπνίεζε ηνπ κνληέινπ είλαη ε 

αθφινπζε: 

 
___

XY

ij

__
Y

j

__
X

i

_

,,,  jiijji  

φπνπ 
,

1
,

1
,

1
1 1

_

1

_

1

_

    
I

i

J

j ij

I

i ijj

J

j iji
IJIJ


 θαη επνκέλσο 

XY

ij

Y

j

X

iij log   ijm  

Σν κνληέιν απηφ πεξηγξάθεη επαθξηβψο νπνηνδήπνηε ζχλνιν απφ αλακελφκελεο 

ζπρλφηεηεο (πιήξεο ή θνξεζκέλν κνληέιν, saturated model). Οη παξάκεηξνη X

i ,
Y

j  

ζεσξνχληαη απνθιίζεηο απφ ην γεληθφ κέζν κ, θαη είλαη εχθνιν λα δνχκε φηη αζξνίδνπλ ζην 0. 

Δπνκέλσο ππάξρνπλ I – 1 αλεμάξηεηεο παξάκεηξνη γξακκψλ θαη J – 1 παξάκεηξνη ζηειψλ. 

Αληίζηνηρα, νη αιιειεπηδξάζεηο 
XY

ij  ηθαλνπνηνχλ ηελ 

0XY

ij

XY

ij 
ji



 

Δπνκέλσο (I – 1)(J – 1) απφ απηέο ηηο παξακέηξνπο είλαη γξακκηθά αλεμάξηεηεο (βι, Cox, 

(1970)).  
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5.1.4 Έιεγρνη αλεμαξηεζίαο 

 

Ζ παξαπάλσ παξακεηξνπνίεζε είλαη αξθεηά βνιηθή ζηελ πεξίπησζε πνπ ζέινπκε λα 

θάλνπκε έιεγρν ηεο αλεμαξηεζίαο ησλ Υ, Τ. Γηα παξάδεηγκα, ζην πνιπσλπκηθφ κνληέιν ε 

ππφζεζε ηεο αλεμαξηεζίαο κπνξεί λα εθθξαζηεί σο εμήο: 

Y

j

X

iλlogloglog)(log    jiijij nNE
 

δηφηη αλ jiij n    logloglog  ηφηε είλαη εχθνιν λα δνχκε φηη  

   
h hh

hj

h

i
JI

n
JI

,log
1

log
1

log,log
1

log,log
1

log hh

Y

jh

X

i 

Δπνκέλσο, ην κνληέιν αλεμαξηεζίαο ησλ Υ, Τ είλαη εηδηθή πεξίπησζε ηνπ παξαπάλσ πιήξνπο 

κνληέινπ ζεσξψληαο φηη 
XY

ij = 0 (νη παξάκεηξνη 
XY

ij  αληηθαηνπηξίδνπλ απφθιηζε απφ ηελ 

αλεμαξηεζία). Σν πιήξεο κνληέιν έρεη 1+(I-1)+(J-1)+(I-1)(J-1) = I J αλεμάξηεηεο 

παξακέηξνπο, ελψ ην κνληέιν αλεμαξηεζίαο έρεη 1+(I-1)+(J-1) = I+J-1 αλεμάξηεηεο 

παξακέηξνπο. Ο έιεγρνο αλεμαξηεζίαο γίλεηαη εμεηάδνληαο αλ ην κνληέιν 
Y

j

X

iij    

είλαη απνδεθηφ (βι, Cox, (1970)).  

 

5.1.5 Μνληέιν θαηαλνκήο ζπρλνηήησλ θειηώλ 

 

Αο ζεσξήζνπκε ηψξα ην απινχζηεξν κνληέιν γηα ηελ θαηαλνκή ησλ ζπρλνηήησλ ησλ 

θειηψλ πνπ είλαη ην κνληέιν Poisson (νη ζπρλφηεηεο είλαη αλεμάξηεηεο ηπραίεο κεηαβιεηέο πνπ 

αθνινπζνχλ ηελ θαηαλνκή Poisson κε κέζε ηηκή ijm ). Ζ απφ θνηλνχ ζπλάξηεζε πηζαλφηεηαο 

ησλ ζπρλνηήησλ ijN  ησλ θειηψλ, είλαη ηεο κνξθήο: 

  
 




I

i

J

j ij

n

ijm

n

m
emnf

ij

ij

1 1 !
;

 

φπνπ νη κέζεο ηηκέο ijm  εμαξηψληαη απφ θάπνηεο παξακέηξνπο β κέζσ κηαο ζρέζεο ηεο 

κνξθήο 

Tiijij xNEm  )(lnln
 

αλάινγα κε ην κνληέιν. Παξαηεξνχκε φηη ε παξαπάλσ θαηαλνκή f(n;m) αλήθεη ζηελ 

εθζεηηθή νηθνγέλεηα θαηαλνκψλ θαη κάιηζηα ηα ijm  εμαξηψληαη απφ έλα κηθξφηεξν ζχλνιν 

παξακέηξσλ (π.ρ. θάπνηεο απφ ηηο 
XY

ij

Y

j

X

i  ,,, ) κε ινγαξηζκηθή ζπλάξηεζε ζχλδεζεο 
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(δειαδή ε ζρέζε ησλ ijm  κε ηα XY

ij

Y

j

X

i  ,,,  είλαη ινγαξηζκνθαλνληθή, (loglinear)). 

Δπνκέλσο έρνπκε ην θιαζζηθφ γεληθεπκέλν γξακκηθφ κνληέιν θαη νη εθηηκήηξηεο κέγηζηεο 

πηζαλνθάλεηαο κπνξνχλ λα βξεζνχλ ρξεζηκνπνηψληαο ηηο γλσζηέο επαλαιεπηηθέο κεζφδνπο 

(Fisher’s scoring method) (βι, Cox, (1970)).  

 

5.1.6 Έιεγρνο θαιήο πξνζαξκνγήο 

 

Γηα δηδηάζηαηνπο πίλαθεο ζπλάθεηαο, ε ζηαηηζηηθή ζπλάξηεζε πνπ πξνθχπηεη απφ ην 

γεληθεπκέλν ιφγν πηζαλνθαλεηψλ (likelihood ratio statistic ή Deviance) θαη ην 2 ηνπ Pearson 

αληίζηνηρα είλαη: 

 
















ji

ij

ijij

ji
ij

ij

ij

m

mN

X

m

N
NG

,

2

,

2 ,log2

 

Όηαλ ην κνληέιν είλαη ζσζηφ, νη παξαπάλσ ζηαηηζηηθέο ζπλαξηήζεηο αθνινπζνχλ 

αζπκπησηηθά ρη-ηεηξάγσλν θαηαλνκή. Οη βαζκνί ειεπζεξίαο είλαη ίζνη κε ην πιήζνο ησλ 

παξακέηξσλ ζην πιήξεο κνληέιν κείνλ ην πιήζνο ησλ (αλεμάξηεησλ) παξακέηξσλ ζην 

κνληέιν πνπ εμεηάδνπκε. Άξα απνξξίπηνπκε ην εθάζηνηε κνληέιν ζε επίπεδν ζεκαληηθφηεηαο 

α, αλ 

2

αdf;

22

αdf;

2 Xή  G
 

Σα δηαζηήκαηα εκπηζηνζχλεο θαη νη έιεγρνη γηα ηηο παξακέηξνπο ηνπ κνληέινπ γίλνληαη 

ζχκθσλα κε ηε γεληθή ζεσξία ησλ γεληθεπκέλσλ γξακκηθψλ κνληέισλ (βι, Cox, (1970)). 

 

5.1.7 Μειέηε ηξηζδηάζηαησλ πηλάθσλ ρξεζηκνπνηώληαο γεληθεπκέλα 

γξακκηθά κνληέια 

 

΢ε πίλαθεο ζπλάθεηαο κε ηξεηο δηαζηάζεηο (Υ, Τ, Ε θαηεγνξηθέο κεηαβιεηέο κε I, J, K 

ζηάζκεο αληίζηνηρα) κπνξνχκε θαη πάιη λα ζεσξήζνπκε ηo κνληέιν: 

1) Poisson: Οη ζπρλφηεηεο ijkN  ζε θάζε θειί είλαη αλεμάξηεηεο θαη αθνινπζνχλ ηελ θαηαλνκή 

Poisson κε κέζε ηηκή ijkm  (βι, Dobson, (1990)). 
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5.1.8 Παξακεηξνπνίεζε ηνπ κνληέινπ 

 

Καη ζε πίλαθεο ζπλάθεηαο κε πεξηζζφηεξεο απφ δχν δηαζηάζεηο νη ζπλζήθεο ππφζεζεο (π.ρ. 

αλεμαξηεζίαο κεηαμχ Υ, Τ, Ε) κπνξνχλ λα εθθξαζηνχλ σο πνιιαπιαζηαζηηθά κνληέια ζηα 

νπνία νη αλακελφκελεο ζπρλφηεηεο είλαη ίζεο κε γηλφκελα πεξηζσξίσλ πηζαλνηήησλ θαη 

πξνθαζνξηζκέλσλ αζξνηζκάησλ ζπρλνηήησλ (βι, Dobson, (1990)). ΢πλεπψο, θαη ζηηο ηξεηο 

δηαζηάζεηο ππφ ηηο ζπλήζεηο ππνζέζεηο, ν ινγάξηζκνο ησλ αλακελφκελσλ ζπρλνηήησλ 

γξάθεηαη ζηε κνξθή  

 T

iijkijkijk xNEm  )(loglog
 

γηα θαηάιιειεο παξακέηξνπο β. Ζ αλάινγε κε ηε δηδηάζηαηε πεξίπησζε παξακεηξνπνίεζε 

εδψ είλαη: 

 
__

Z

k

__
Y

j

__
X

i

_

,,,  kji  

 
____

YZ

jk

__

i

_

i

_
XZ

ik

_

j

_

i

_

ij

_
XY

ij ,,  kjjkkk  

 
___

i

__

i

_

ij

_

ijk

XYZ

ijk  kjjkk  

θαη αληηθαζηζηψληαο πξνθχπηεη ην πιήξεο κνληέιν 

XYZ

ijk

YZ

jk

XZ

ik

XY

ij

Z

k

Y

j

X

iij log   ijkmk
 

Σα αζξνίζκαηα ησλ παξακέηξσλ σο πξνο νπνηνδήπνηε δείθηε είλαη ίζν κε 0: 

0... XYZ

ijk

XY

ij

XY

ij

Z

k

Y

j

X

i  
kjikji



 

Σν πιήξεο κνληέιν πξνθαλψο έρεη IJK αλεμάξηεηεο παξακέηξνπο (ίζεο κε ην πιήζνο 

θειηψλ ηνπ πίλαθα). 

΢ην εμήο ζα ζεσξήζνπκε ηεξαξρηθά κνληέια. ΢ηα κνληέια απηά φηαλ ππάξρεη ε 

αιιειεπίδξαζε κεηαμχ θάπνησλ κεηαβιεηψλ ηφηε ζην κνληέιν ζα ππάξρνπλ θαη νη κηθξφηεξεο 

αιιειεπηδξάζεηο θαζψο θαη νη θχξηεο επηδξάζεηο κεηαμχ ησλ ζπγθεθξηκέλσλ κεηαβιεηψλ. Γηα 

παξάδεηγκα, αλ ζην κνληέιν ππάξρεη ε 
XZ

ik  ηφηε ζα ππάξρνπλ θαη νη 
X

i ,
Z

i  ελψ π.ρ. αλ  

ππάξρεη ε 
XYZ

ijk ηφηε ζα ππάξρνπλ φιεο νη αλά νη δχν αιιειεπηδξάζεηο ησλ Υ, Τ, Ε θαζψο θαη 

νη θχξηεο επηδξάζεηο ηνπο, δειαδή ζα έρνπκε ην πιήξεο κνληέιν. Μεξηθά απφ ηα ηεξαξρηθά 

κνληέια πνπ κπνξνχλ λα ζεσξεζνχλ ζε έλα ηξηδηάζηαην πίλαθα ζπλάθεηαο δίλνληαη ζηνλ 

παξαθάησ πίλαθα: 
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Log Linear Model Σσμβολισμός 

Z

k
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j

X

ilog  ijkm  
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(ΥΤ, ΤΕ, ΥΕ) 

XYZ

ijk

XZ

ik

YZ

jk
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ij

Z

k

Y

j

X

ilog  ijkm  
(ΥΤΕ) 

 

5.1.9 Μνληέιν θαηαλνκήο ζπρλνηήησλ θειηώλ 

 

Αο ζεσξήζνπκε αξρηθά θαη εδψ ην κνληέιν Poisson (νη ζπρλφηεηεο ζε θάζε θειί είλαη 

αλεμάξηεηεο ηπραίεο κεηαβιεηέο πνπ αθνινπζνχλ ηελ θαηαλνκή Poisson κε κέζε ηηκή ijkm ). Ζ 

απφ θνηλνχ ζπλάξηεζε πηζαλφηεηαο ησλ ζπρλνηήησλ ijkN  ησλ θειηψλ ζε ηξηζδηάζηαηνπο 

πίλαθεο ζπλάθεηαο ηεο κνξθήο: 

  
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


I

i

J

j
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k ijk
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ijkm
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φπνπ νη κέζεο ηηκέο ijkm  εμαξηψληαη απφ θάπνηεο απφ ηηο παξακέηξνπο: 

XYZ

ijk

YZ

jk

XZ

ik

XY

ij

Z

k

Y

j

X

i ,,,,,,, 
 

αλάινγα κε ην κνληέιν (π.ρ. 
Z

k

Z

j

X

i λλλlog  ijkm  θάησ απφ ηελ ππφζεζε ηεο ακνηβαίαο 

αλεμαξηεζίαο). Αλ θαη ζε νξηζκέλεο πεξηπηψζεηο (π.ρ. ηεο ακνηβαίαο αλεμαξηεζίαο, απφ 

θνηλνχ αλεμαξηεζίαο, δεζκεπκέλεο αλεμαξηεζίαο) κπνξνχκε λα βξνχκε θιεηζηέο εθθξάζεηο 

γηα ηηο εθηηκήηξηεο κέγηζηεο πηζαλνθάλεηαο φζσλ απφ ηηο παξαπάλσ παξακέηξνπο πεξηέρνληαη 

ζην κνληέιν κεγηζηνπνηψληαο ηελ ζπλάξηεζε πηζαλνθάλεηαο, είλαη γεληθά πξνηηκφηεξν (θαη 

απηφ γίλεηαη θαη απφ ηα πεξηζζφηεξα ζηαηηζηηθά παθέηα) λα ρξεζηκνπνηήζνπκε ηε ζεσξία ησλ 

γεληθεπκέλσλ γξακκηθψλ κνληέισλ.  

Παξαηεξνχκε φηη ε παξαπάλσ θαηαλνκή f(n;m) αλήθεη ζηελ εθζεηηθή νηθνγέλεηα 

θαηαλνκψλ θαη κάιηζηα ηα ijkm , εμαξηψληαη απφ έλα κηθξφηεξν ζχλνιν παξακέηξσλ (π.ρ. 

θάπνηεο απφ ηηο 
XYZ

ijk

YZ

jk

XZ

ik

XY

ij

Z

k

Z

j

X

i λ,λ,λ,λ,λ,λ,λ, ), κε ινγαξηζκηθή ζπλάξηεζε ζχλδεζεο 

(loglinear model). Δπνκέλσο θαη εδψ έρνπκε ην θιαζζηθφ γεληθεπκέλν γξακκηθφ κνληέιν θαη 
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νη εθηηκήηξηεο κέγηζηεο πηζαλνθάλεηαο κπνξνχλ λα βξεζνχλ ρξεζηκνπνηψληαο ηηο γλσζηέο 

επαλαιεπηηθέο κεζφδνπο (βι, Dobson, (1990)).  

 

5.1.10 Έιεγρνο θαιήο πξνζαξκνγήο 

 

Γηα ηξηζδηάζηαηνπο πίλαθεο ζπλάθεηαο, ε ζηαηηζηηθή ζπλάξηεζε πνπ πξνθχπηεη απφ ην 

γεληθεπκέλν ιφγν πηζαλνθαλεηψλ (likelihood ratio statistic ή Deviance) θαη ην ρη-ηεηξάγσλν 

ηνπ Pearson αληίζηνηρα είλαη: 
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Όηαλ ην κνληέιν είλαη ζσζηφ, νη παξαπάλσ ζηαηηζηηθέο ζπλαξηήζεηο αθνινπζνχλ 

αζπκπησηηθά 2 θαηαλνκή. Οη βαζκνί ειεπζεξίαο ηεο θαηαλνκήο απηήο είλαη ίζνη κε ην 

πιήζνο ησλ παξακέηξσλ ζην πιήξεο κνληέιν κείνλ ην πιήζνο ησλ (αλεμάξηεησλ) παξακέηξσλ 

ζην κνληέιν πνπ εμεηάδνπκε.  Άξα απνξξίπηνπκε ην εθάζηνηε κνληέιν ζε επίπεδν 

ζεκαληηθφηεηαο α, αλ  

2

αdf;

22

αdf;

2 Xή  G
 

Σα δηαζηήκαηα εκπηζηνζχλεο θαη νη έιεγρνη γηα ηηο παξακέηξνπο ηνπ κνληέινπ γίλνληαη 

θαη εδψ ζχκθσλα κε ηε γεληθή ζεσξία ησλ γεληθεπκέλσλ γξακκηθψλ κνληέισλ (βι, Dobson, 

(1990)). 

 

5.1.11 ΢ύγθξηζε κνληέισλ 

 

Έζησ δπν παξακεηξηθά κνληέια 1M  θαη 2M  ηέηνηα ψζηε ην 2M  λα πεξηέρεηαη ζην 1M . 

Αλ επηζπκνχκε λα ειέγμνπκε ηελ ππφζεζε ηεο κνξθήο: 0H : «ην 2M  είλαη γλσζηφ» έλαληη ηνπ 

κεγαιχηεξνπ κνληέινπ 1H : «ην 1M  είλαη γλσζηφ», ηφηε ζχκθσλα κε ην θξηηήξην ηνπ 

γεληθεπκέλνπ ιφγνπ πηζαλνθαλεηψλ, απνξξίπηνπκε ζε επίπεδν ζεκαληηθφηεηαο α ηελ 0H  

φηαλ: 

2

;ν1

2

2

2
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)()()|( aMGMGMMG  

 

΢ηνπο δηδηάζηαηνπο θαη ηξηδηάζηαηνπο πίλαθεο ζπλάθεηαο έρνπκε ηα αθφινπζα κνληέια: 
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Η. Μνληέια ζε δηδηάζηαηνπο πίλαθεο ζπλάθεηαο 

α) Υ, Τ: μεηαβληηές απόκριζης  

Δξκελεία  Μνληέιν β.ε 

i) X, Y αλεμάξηεηεο jiij nm  
 (X, Y) IJ-I-J+1 

ii) Πιήξεο κνληέιν ijij nm 
 (XY) 0 

 

β) Χ: μεηαβληηή απόκριζης, Υ ερμηνεσηική μεηαβληηή. ΢ηα κνληέια πξέπεη λα πεξηιακβάλεηαη ν 

φξνο  Y

j  .   

Δξκελεία  Μνληέιν β.ε 

i) Ζ X έρεη ηελ ίδηα θαηαλνκή ζε φιεο ηηο ζηάζκεο ηεο Τ  ijij nm 
 (X, Y) IJ-I-J+1 

ii) Πιήξεο κνληέιν ijjij nm 
 (XY) 0 

 

ΗΗ. Μνληέια ζε ηξηδηάζηαηνπο πίλαθεο ζπλάθεηαο 

α) Υ, Τ, Ε: μεηαβληηές απόκριζης 

Δξκελεία  Μνληέιν β.ε 

i) X,Y,Z ακνηβαία αλεμάξηεηεο   jiijk nm
 (X, Y, Ε) IJΚ-I-J-Κ+2 

ii) Z αλεμάξηεηε απφ ηηο Υ,Τ kijijk nm  
 (ΥΤ, Τ) (Κ-1)(IJ-1) 

iii) Υ,Ε αλεμάξηεηεο δεδνκέλεο ηεο Τ  jjkijijk nm 
 (ΥΤ, ΤΕ) J(I-1)(K-1) 

iv) Αλά δχν εμαξηεκέλεο kijkijijk nm  
 

(ΥΤ, ΥΕ, ΤΕ) (I-1)(J-1)(K-1) 

v) Πιήξεο κνληέιν ijkij nm 
 

(XYΕ) 0 

 

β) Χ,Υ μεηαβληηές απόκριζης, Ζ: ερμηνεσηική μεηαβληηή. ΢ηα κνληέια πξέπεη λα 

πεξηιακβάλεηαη ν φξνο Z

k  . 

Δξκελεία  Μνληέιν β.ε 

i) Οη X,Y έρνπλ ηελ ίδηα θαηαλνκή ζε φιεο ηηο ζηάζκεο ηεο 

Ε 
 ijkijk nm 
 

(XΤ, Ε) (Κ-1)(IJ-1) 

ii) Οη Υ,Τ αλεμάξηεηεο ζε θάζε ζηάζκε ηεο εξκελεπηηθήο 

κεηαβιεηήο Ε 
jkkikijk nm  

 
(ΥΤ, ΤΕ) K(I-1)(J-1) 

iii) Πιήξεο κνληέιν ijkkijk nm 
 (XYΕ) 0 
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γ) Χ: μεηαβληηή απόκριζης, Υ,Ζ: ερμηνεσηικές μεηαβληηές. ΢ηα κνληέια πξέπεη  λα 

πεξηιακβάλεηαη ν φξνο YZ

jk

Z

k

Y

j   . 

Δξκελεία  Μνληέιν β.ε 

i) Ζ X έρεη ίδηα θαηαλνκή ζε φιεο ηηο ζηάζκεο ηεο Τ (γηα 

δεδνκέλε ζηάζκε ηεο Ε) 
kijkijk nm  
 

(XΤ, ΤΕ) Κ(Η-1)(J-1) 

ii) Ζ Υ έρεη ίδηα θαηαλνκή ζε φιεο ηηο ζηάζκεο ησλ Τ,Ε   ijkijk nm 
 (Υ, ΤΕ) (I-1)(JΚ-1) 

iii) Πιήξεο κνληέιν ijkjkijk nm 
 (XYΕ) 0 

(βι, Dobson, (1990)) 
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ΚΔΦΑΛΑΗΟ 6 

ΔΜΠΔΗΡΗΚΑ ΑΠΟΣΔΛΔ΢ΜΑΣΑ 

 

6 Πεξηγξαθηθά ΢ηαηηζηηθά γηα ηηο Απαηηήζεηο 
 

Οη παξαθάησ πίλαθεο – γξαθήκαηα καο δίλνπλ θάπνηα απνηειέζκαηα γηα ηηο ζπρλφηεηεο 

ησλ κεηαβιεηψλ καο ηα νπνία ζα καο βνεζήζνπλ λα θαηαλνήζνπκε ηε δνκή ηνπ 

ραξηνθπιαθίνπ ην νπνίν εμεηάδεηαη θαη λα βγάινπκε θάπνηα ζπκπεξάζκαηα. Θα πξέπεη 

βέβαηα λα ζεκεησζεί, φηη έρνπλ γίλεη θάπνηεο νκαδνπνηήζεηο ζηηο ζπγγελείο κεηαβιεηέο, έηζη 

ψζηε λα κπνξέζνπκε λα ηηο εμεηάζνπκε θαιχηεξα. 

Πην ζπγθεθξηκέλα ζχκθσλα κε ην παξαθάησ γξάθεκα: ην 91,7% (40.183 πεξηπηψζεηο απφ 

ην ζχλνιν ηνπ δείγκαηνο πνπ είλαη ίζν κε 43.819) ησλ αζθαιηζκέλσλ δελ έρεη εκπιαθεί ζε 

αηχρεκα (Claim), ην 7,8% έρεη πξνθαιέζεη 1 δεκία (3.429 πεξηπηψζεηο), ην 0,4% 2 δεκίεο (196 

πεξηπηψζεηο) ελψ νη νδεγνί πνπ έρνπλ πξνμελήζεη 3 αηπρήκαηα απνηεινχλ ην 0.03% (11 

πεξηπηψζεηο), πνζφηεηα ακειεηέα γηα ην κέγεζνο ηνπ ραξηνθπιαθίνπ. 

Γξάθεκα 6.1. ΢πρλόηεηεο Αξηζκνύ Αηπρεκάησλ 

 

Δπηπιένλ, ζχκθσλα κε ην παξαθάησ γξάθεκα (Coded Use) ην 93,4% ησλ αηπρεκάησλ 

αθνξνχλ Δπηβαηηθά Ηδησηηθήο Υξήζεο, ην 3,4% Μεραλάθηα θαη Μνηνπνδήιαηα ην 1,4% 

Φνξηεγά Ηδησηηθήο Υξήζεο Αγξνηηθά, ην 1,1% Φνξηεγά Ηδησηηθήο Υξήζεο ελψ νη ππφινηπεο 

ζπρλφηεηεο είλαη πνιχ κηθξέο φπσο θαίλεηαη θαη παξαθάησ. 
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Γξάθεκα 6.2. ΢πρλόηεηεο γηα ηνλ ηξόπν ρξήζε ηνπ Ορήκαηνο 

 

Γηπιάζην είλαη ην πνζνζηφ ησλ αλδξψλ νδεγψλ ζε ζρέζε κε απηφ ησλ γπλαηθψλ, ελψ  ην 

ππφινηπν 66,4% ησλ νδεγψλ ηνπ ραξηνθπιαθίνπ απνηειείηαη απφ άλδξεο θαη γπλαίθεο 

νδεγνχο γηα ην ίδην αζθαιηδφκελν φρεκα ή απιά δελ έρνπκε ηελ πιεξνθνξία γηα ην θχιν ηνπ 

θαζελφο μερσξηζηά. 

Γξάθεκα 6.3. ΢πρλόηεηεο γηα ηνπο Οδεγνύο νρεκάησλ αλά Φύιν 

Οδεγνί αλά Φύιν
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Παξαθάησ, ν πίλαθαο κε ην θχιν ηνπ νδεγνχ, παξνπζηάδεη ηε κέζε ζπρλφηεηα ηεο δεκίαο 

θαηά θζίλνπζα ζεηξά πνπ θάλεη ν αζθαιηδφκελνο, αλά λνκφ δήισζεο ηεο ζπλήζνπο πεξηνρήο 

θίλεζεο ηνπ νρήκαηνο. Ζ ζπλνιηθή ζπρλφηεηα αλέξρεηαη ζην 8,7% (δειαδή, απφ ηα 100 

νρήκαηα ηα 8.7 πξνθαινχλ αηχρεκα). Δπηπξνζζέησο, είλαη άμην παξαηήξεζεο φηη ε Αηηηθή αλ 

θαη θαηέρεη ην κεγαιχηεξν πιήζνο ησλ αζθαιηδφκελσλ νρεκάησλ έρεη κέζε ζπρλφηεηα 

αηπρήκαηνο  9,6%, δειαδή κία (1) πνζνζηηαία κνλάδα πάλσ απφ ην κέζν φξν, ελψ νη 

ππφινηπεο  κε πςειή ζπρλφηεηα απνθιίλνπλ απφ ηε κέζε δεκία έσο θαη 70%, φπσο ζπκβαίλεη 

πρ., ζηελ αθξαία πεξίπησζε ηεο Θεζπξσηίαο. 
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Πίλαθαο 6.1. Μέζε ζπρλόηεηα απαηηήζεσλ αλά Ννκό 

Ολνκαζία Έδξαο Μέζνο N η.α 

ΖΜΑΘΗΑ 0,263158 38 0,446258 

ΘΔ΢ΠΡΩΣΗΑ 0,25 8 0,707107 

ΚΑΒΑΛΑ 0,210526 19 0,535303 

ΚΔΦΑΛΛΖΝΗΑ 0,173913 23 0,387553 

ΛΔΤΚΑΓΑ 0,166667 12 0,389249 

ΠΗΔΡΗΑ 0,157895 19 0,374634 

ΦΛΩΡΗΝΑ 0,153846 13 0,375534 

ΑΥΑΗΑ 0,134694 735 0,382992 

ΞΑΝΘΖ 0,125 16 0,341565 

ΔΛΛΑΓΑ 0,119241 1476 0,369162 

ΡΔΘΤΜΝΟ 0,116279 43 0,390927 

ΜΔ΢΢ΖΝΗΑ 0,104839 124 0,37867 

ΘΔ΢΢ΑΛΟΝΗΚΖ 0,101587 630 0,322693 

ΑΣΣΗΚΖ 0,096682 27337 0,315177 

ΖΡΑΚΛΔΗΟ 0,096154 364 0,313316 

ΑΡΣΑ 0,09375 32 0,296145 

ΓΡΑΜΑ 0,09375 32 0,296145 

ΚΤΚΛΑΓΔ΢ 0,092369 249 0,316709 

ΚΑ΢ΣΟΡΗΑ 0,090909 22 0,294245 

ΥΗΟ΢ 0,088235 34 0,287902 

ΒΟΗΩΣΗΑ 0,08519 763 0,293102 

ΖΛΔΗΑ 0,08062 645 0,272462 

ΗΩΑΝΝΗΝΑ 0,076087 92 0,26659 

ΛΑΡΗ΢Α 0,075384 2149 0,272744 

ΛΑΚΩΝΗΑ 0,072607 303 0,284259 

ΝΖ΢ΗΑ ΢ΑΡΩΝΗΚΟΤ ΔΚΣΟ΢ ΢ΑΛΑΜΗΝΑ΢ 0,070175 57 0,319578 

ΡΟΓΟΠΖ 0,070175 57 0,257713 

ΑΗΣΩΛΟΑΚΑΡΝΑΝΗΑ 0,068966 406 0,253708 

ΑΡΓΟΛΗΓΑ 0,067568 74 0,252716 

ΑΡΚΑΓΗΑ 0,065217 92 0,248262 

ΚΗΛΚΗ΢ 0,064516 31 0,249731 

ΚΔΡΚΤΡΑ 0,06422 109 0,281373 

ΚΟΡΗΝΘΗΑ 0,061747 664 0,247059 
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ΔΤΒΟΗΑ 0,059801 602 0,237314 

΢ΑΛΑΜΗΝΑ 0,058252 103 0,235365 

ΥΑΝΗΑ 0,056054 446 0,230284 

ΠΔΛΛΑ 0,055556 18 0,235702 

ΚΑΡΓΗΣ΢Α 0,054916 1129 0,231774 

ΦΘΗΩΣΗΓΑ 0,053926 1057 0,225979 

ΕΑΚΤΝΘΟ΢ 0,052632 19 0,229416 

ΚΟΕΑΝΖ 0,047619 21 0,218218 

ΣΡΗΚΑΛΑ 0,047155 1951 0,219161 

ΜΑΓΝΖ΢ΗΑ 0,044861 1226 0,207084 

ΠΡΔΒΔΕΑ 0,043478 69 0,205425 

ΦΩΚΗΓΑ 0,04 25 0,2 

΢ΑΜΟ΢ 0,039216 51 0,196039 

΢ΔΡΡΔ΢ 0,038462 26 0,196116 

ΔΒΡΟ΢ 0,038462 52 0,194184 

ΓΡΔΒΔΝΑ 0,035714 28 0,188982 

ΓΩΓΔΚΑΝΖ΢Α 0,029197 137 0,168976 

ΥΑΛΚΗΓΗΚΖ 0,017544 57 0,132453 

ΔΤΡΤΣΑΝΗΑ 0 13 0 

ΚΤΘΖΡΑ 0 2 0 

ΛΑ΢ΗΘΗ 0 31 0 

ΛΔ΢ΒΟ΢ 0 88 0 

΢ύλνιν 0,087953 43819 0,301117 

 

Γηα ιφγνπο επθνιίαο πξνζαξκνγήο ηνπ κνληέινπ ρσξίδνπκε ηνπο Ννκνχο ζηηο 13 

πεξηθέξεηεο ζχκθσλα κε ην λφκν ηνπ Καιιηθξάηε. Οκαδνπνηνχκε ζχκθσλα κε ην παξαθάησ 

γξάθεκα (κε θσδηθφ 1 ραξαθηεξίζακε ηα νρήκαηα πνπ θηλνχληαη ζηελ πεξηνρή ηεο 

Αλαηνιηθήο Μαθεδνλίαο θαη Θξάθεο, κε 2 ηεο Κεληξηθήο Μαθεδνλίαο, κε 3 ηεο Γπηηθήο 

Μαθεδνλίαο, κε 4 ηεο Ζπείξνπ, κε 5 ηεο Θεζζαιίαο, κε 6 ησλ Ηνλίσλ Νήζσλ, κε 7 ηεο Γπηηθήο 

Διιάδαο θαη Αηησιναθαξλαλίαο, κε 8 ηεο ΢ηεξεάο Διιάδαο, κε 9 ηεο επξχηεξεο πεξηνρήο ηεο 

Αηηηθήο, κε 10 ηεο Πεινπνλλήζνπ, κε 11 ηνπ Βνξείνπ Αηγαίνπ, κε 12 ηνπ Ννηίνπ Αηγαίνπ, κε 

13 ηεο Κξήηεο θαη κε 14 ηεο Τπφινηπεο Διιάδαο):  

 

 



 69 

Γξάθεκα 6.4. ΢πρλόηεηεο γηα ηνλ αξηζκό νρεκάησλ αλά Πεξηθέξεηα 

 

Παξαηεξνχκε απφ ην παξαπάλσ γξάθεκα φηη 27.499 νρήκαηα απφ ην ζχλνιν ησλ 43.819 

νιφθιεξνπ ηνπ ραξηνθπιαθίνπ (δειαδή πνζνζηφ 63% πεξίπνπ), πξνέξρεηαη απφ ηελ επξχηεξε 

πεξηνρή ηεο Αηηηθήο (κε θσδηθφ πεξηθέξεηαο 9). Δπίζεο, 6.455 νρήκαηα (πνζνζηφ 15% 

πεξίπνπ ηνπ ζπλφινπ) πξνέξρνληαη απφ ηελ πεξηνρή ηεο Θεζζαιίαο (θσδηθφο 5) θνθ, κέρξη ηελ 

πεξηθέξεηα ηεο Γπηηθήο Μαθεδνλίαο (θσδηθφο 3) πνπ παξαηεξήζεθαλ ζπλνιηθά 84 νρήκαηα 

(πνζνζηφ 0,2% ηνπ ζπλφινπ).   

Γηα ην έηνο θαηαζθεπήο ησλ απηνθηλήησλ ηνπ ραξηνθπιαθίνπ καο, ελδεηθηηθφ είλαη ην 

αθφινπζν γξάθεκα πνπ πεξηέρεη ηηο ζπρλφηεηεο θαζψο θαη ηηο ζρεηηθέο ζπρλφηεηεο γηα θάζε 

πεξίνδν θαηαζθεπήο ηνπ νρήκαηνο. Πην ζπγθεθξηκέλα, ην 53% ησλ νρεκάησλ ηνπ 

ραξηνθπιαθίνπ έρεη έηνο θαηαζθεπήο απφ ην 2000 κέρξη ζήκεξα (ζχλνιν 23.194 νρήκαηα απφ 

ηα 43.819), ην 27% θαηαζθεπάζηεθε απφ ην 1980 κέρξη ην 2000 (ζχλνιν 11.934 νρήκαηα) 

θνθ.  
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Γξάθεκα 6.5. ΢πρλόηεηεο γηα ηε Υξνλνινγία Καηαζθεπήο ησλ νρεκάησλ 

 

 

Όζνλ αθνξά ηηο απαηηήζεηο, ζα αθνινπζεζνχλ νξηζκέλνη πίλαθεο πνπ ζα πεξηέρνπλ 

πεξηγξαθηθά κέηξα (κέζνο φξνο θαη ηππηθή απφθιηζε) πνπ καο βνεζνχλ λα θαηαλνήζνπκε, 

θαηά πξνζέγγηζε, ην πψο θηλήζεθαλ νη δεκηέο θαηά ηελ αζθαιηζηηθή πεξίνδν πνπ 

εμεηάζηεθαλ.  

Πίλαθαο 6.2. Πεξηγξαθηθά Μέηξα ησλ Απαηηήζεσλ αλάινγα κε ηελ Υξήζε ηνπ νρήκαηνο. 

Κσδηθόο Υξήζεο Μέζνο Ν Σππηθή Απόθιηζε 

Άιιε Υξήζε 0,2781 187 0,56578 

ΔΗΥ 0,0887 40910 0,30124 

ΦΗΥ 0,1521 480 0,40841 

ΦΗΥ Αγξνηηθά 0,0835 623 0,29914 

Μνηνζηθιέηεο 0,0293 1500 0,17652 

Φ.Γ.Υ. 0,0769 52 0,26907 

ΣΡΑΚΣΔΡ 0,0149 67 0,12217 

΢ύλνιν 0,088 43819 0,30112 

 

Ο παξαπάλσ πίλαθαο νπζηαζηηθά καο πεξηγξάθεη φηη ζην ζχλνιν ησλ 43.819 νρεκάησλ, ηα 

187 αλήθνπλ ζηελ θαηεγνξία «Άιιε Υξήζε», φπνπ θαηά κέζν φξν ην 27% ησλ απαηηήζεσλ 

ηνλ 187 νρεκάησλ αμηψλεη απαίηεζε, κε κία απφθιηζε ηεο ηάμεσο ηνπ 0,56 ή 56%. Δπίζεο, 

ζην ζχλνιν ησλ νρεκάησλ ηα 40.910 αλήθνπλ ζηελ θαηεγνξία «Δ.Η.Υ.» φπνπ θαηά κέζν φξν 

ην 8% ησλ νρεκάησλ απηψλ αμηψλεη θάπνηα απαίηεζε κε κία απφθιηζε ηεο ηάμεσο ηνπ 0,30 ή 
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30% πεξίπνπ. Αλάινγα εξκελεχνληαη θαη ηα ππφινηπα δεδνκέλα ηνπ πίλαθα. Όζνλ αθνξά 

ηψξα ην θχιν ηνπ νδεγνχ, παξαηεξήζεθε φηη έλα πνζνζηφ θαηά κέζν φξν πεξίπνπ 10% ησλ 

5.052 αληξψλ νδεγψλ (απφ ηα 43.819 ζπκβφιαηα) αμηψλνπλ θάπνηα απαίηεζε, κε κηα 

απφθιηζε ηεο ηάμεσο ηνπ 33% πεξίπνπ. Δπίζεο, θαηά κέζν φξν ην 8% ησλ 9.685 νδεγψλ πνπ 

είλαη γπλαίθεο αμηψλνπλ θάπνηα απαίηεζε κε απφθιηζε ηεο ηάμεσο ηνπ 29% πεξίπνπ, θαη 

ηέινο, θαη γηα ηα δπν θχια (unisex) θαηά κέζν φξν ην 8% ησλ 29.082 αμηψλνπλ θάπνηα 

απαίηεζε κε κηα απφθιηζε ηεο ηάμεσο ηνπ 29% πεξίπνπ. Πνιχ θαηαηνπηζηηθά είλαη θαη ηα 

απνηειέζκαηα ηνπ παξαθάησ πίλαθα.  

 

Πίλαθαο 6.3. Πεξηγξαθηθά Μέηξα ησλ Απαηηήζεσλ αλάινγα κε ην Φύιν ηνπ νδεγνύ. 

Φύιν Μέζνο Ν Σππηθή Απόθιηζε 

Άληξεο 0.1047 5052 0.33226 

Γπλαίθεο 0.0881 9685 0.29279 

Unisex 0.0850 29082 0.29658 

΢ύλνιν 0.0880 43819 0.30112 

 

΢ηε ζπλέρεηα, ζα πεξηγξάςνπκε ηνλ κέζν φξν ησλ απαηηήζεσλ αλά πεξίνδν αζθαιηζηηθήο 

θάιπςεο. ΢χκθσλα κε ηνλ παξαθάησ πίλαθα παξαηεξνχκε φηη, γηα εμακεληαία αζθαιηζηηθή 

θάιπςε ην 8% ησλ 37.904 ζπκβνιαίσλ θαηά κέζν φξν παξνπζίαζε αμίσζε γηα απαίηεζε κε 

ηππηθή απφθιηζε ηεο ηάμεσο ηνπ 27% πεξίπνπ. Σα εηήζηα ζπκβφιαηα παξνπζίαζαλ αμίσζε 

θαηά κέζν φξν πεξίπνπ 10% ησλ 5.037 κε ηππηθή απφθιηζε ηεο ηάμεσο ηνπ 38% πεξίπνπ θαη 

γηα δηάθνξεο αζθαιηζηηθέο πεξηφδνπο, ν κέζνο φξνο απαίηεζεο άγγημε ην 23% ησλ 878 

ζπκβνιαίσλ πεξίπνπ.  

 

Πίλαθαο 6.4. Πεξηγξαθηθά Μέηξα ησλ Απαηηήζεσλ αλάινγα κε ηελ Πεξίνδν 

Αζθαιηζηηθήο Κάιπςεο. 

 

Αζθ. Πεξίνδνο Μέζνο Ν Σππηθή Απόθιηζε 

Δμάκελν ,0814 37904 ,27352 

Δηήζην ,1114 5037 ,38398 

Άιιν ,2346 878 ,65099 

΢ύλνιν ,0880 43819 ,30112 

 

Αθνινπζεί ην γξάθεκα γηα ηηο εκέξεο αζθαιηζηηθήο θάιπςεο. 
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Γξάθεκα 6.6. ΢πρλόηεηεο γηα ηελ αμίσζε απαίηεζεο ζε ζρέζε κε ηηο εκέξεο 

αζθαιηζηηθήο θάιπςεο  

Ζκέξεο Αζθαιηζηηθήο Κάιπςεο
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6.1 Γεληθεπκέλν  Γξακκηθό Μνληέιν Καηαλνκήο Poisson γηα ηηο 

Απαηηήζεηο 

 

΢ην ζεκείν απηφ ζα εμεηάζνπκε ην κνληέιν πνιιαπιήο γξακκηθήο παιηλδξφκεζεο κε ηε 

βνήζεηα ηεο θαηαλνκήο Poisson (ρξεζηκνπνηψληαο ηα γεληθεπκέλα γξακκηθά κνληέια). Πην 

ζπγθεθξηκέλα, ζην ραξηνθπιάθην ησλ απαηηήζεσλ ζεσξνχκε σο εμαξηεκέλε κεηαβιεηή ηηο 

απαηηήζεηο θαη σο αλεμάξηεηεο ην Φχιν, ηνλ ηξφπν ρξήζεο ηνπ νρήκαηνο θαη ηηο εκέξεο ηεο 

αζθαιηζηηθή θάιπςεο. Απφ ηα απνηειέζκαηα πνπ πξνέθπςαλ παξαηεξήζακε φηη επεξεάδνπλ 

ην κνληέιν νη γπλαίθεο, ηα νρήκαηα Άιιεο Υξήζεο (κε θσδηθφ ρξήζεο = 0), ηα Φνξηεγά 

Ηδησηηθήο Υξήζεο (κε θσδηθφ ρξήζεο = 2), ηα εμακεληαία θαη ηα εηήζηα ζπκβφιαην κε p-

values κηθξφηεξα απφ ην επίπεδν ζεκαληηθφηεηαο πνπ έρνπκε νξίζεη θαη είλαη ην α = 0,05 ή 

5%. Δλδεηθηηθνί είλαη νη πίλαθεο πνπ αθνινπζνχλ. Ο πίλαθαο 4 καο παξνπζηάδεη ηα 

απνηειέζκαηα ηεο αλάιπζεο παιηλδξφκεζεο ζεσξψληαο φηη ε εμαξηεκέλε κεηαβιεηή 

αθνινπζεί ηελ θαηαλνκή Poisson, θαη πην ζπγθεθξηκέλα παξνπζηάδεη ηελ ηηκή ησλ 

ζπληειεζηψλ ηεο πνιιαπιήο παιηλδξφκεζεο ησλ αλεμάξηεησλ κεηαβιεηψλ θαζψο θαη ην 95% 

δηάζηεκα εκπηζηνζχλεο γηα ηηο ηηκέο πνπ κπνξνχλ λα πάξνπλ νη ζπληειεζηέο απηνί. Μηα 

πξψηε εθηίκεζε γηα ηελ ζεκαληηθφηεηα πνπ έρνπλ νη αλεμάξηεηεο κεηαβιεηέο ζην κνληέιν 

(θαηά πφζν δειαδή επεξεάδνπλ ην κνληέιν), κπνξνχκε λα απνθηήζνπκε απφ ηα δηαζηήκαηα 
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εκπηζηνζχλεο. ΢ηηο κεηαβιεηέο φπνπ ην δηάζηεκα εκπηζηνζχλεο δελ πεξηέρεη ηελ ηηκή κεδέλ 

(0), πεξηκέλνπκε λα έρνπλ επηξξνή ζην κνληέιν.  

 

Πίλαθαο 6.5. 95% Γηαζηήκαηα Δκπηζηνζύλεο γηα ην Μνληέιν Παιηλδξόκεζεο Poisson 

Παξάκεηξνη B Σππηθφ ΢θάικα 
95% Wald Γηάζηεκα Δκπηζηνζχλεο 

Κάησ Φξάγκα Άλσ Φξάγκα 

(΢ηαζεξά) -3,357 1,0025 -5,322 -1,392 

Γπλαίθεο ,164 ,0483 ,069 ,258 

Άληξεο -,012 ,0404 -,092 ,067 

Άιιε Υξήζε 2,889 1,0097 ,910 4,868 

Δ.Η.Υ. 1,885 1,0003 -,075 3,845 

Φ.Η.Υ. 2,341 1,0069 ,368 4,315 

Φ.Η.Υ. Αγξνηηθά 1,806 1,0096 -,173 3,785 

Μνηνζηθιέηεο ,644 1,0113 -1,338 2,626 

Φ.Γ.Υ. 1,839 1,1183 -,353 4,031 

Δμακεληαία -1,047 ,0732 -1,190 -,904 

Δηήζηα -,673 ,0820 -,834 -,513 

 

Σα δεδνκέλα ηνπ πίλαθα 6.5 επηβεβαηψλνπλ ηα δεδνκέλα ηνπ πίλαθα 6.4, φζνλ αθνξά 

βέβαηα ηελ επηξξνή ησλ αλεμάξηεησλ ζηνλ κνληέιν παιηλδξφκεζεο κε ηελ θαηαλνκή Poisson. 

Πξάγκαηη, νη κεηαβιεηέο Γπλαίθεο, Άιιε Υξήζε, Φνξηεγά Ηδησηηθήο Υξήζεο, Δμακεληαία θαη 

Δηήζηα επεξεάδνπλ ηελ εμαξηεκέλε κεηαβιεηή ησλ Απαηηήζεσλ κε απνηέιεζκα ηα p-values 

λα είλαη κηθξφηεξν απφ ην επίπεδν ζεκαληηθφηεηαο πνπ έρεη νξηζηεί γηα ηελ εξγαζία καο θαη 

είλαη ίζν κε α = 0,05 ή 5%. 
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Πίλαθαο 6.6. Απνηειέζκαηα p-values 

Παξάκεηξνη B 
Σεζη Τπνζέζεσλ 

Wald 2  β.ε. p-value 

(΢ηαζεξά) -3,357 11,214 1 ,001 

Γπλαίθεο ,164 11,445 1 ,001 

Άληξεο -,012 ,095 1 ,758 

Άιιε Υξήζε 2,889 8,186 1 ,004 

Δ.Η.Υ. 1,885 3,551 1 ,059 

Φ.Η.Υ. 2,341 5,406 1 ,020 

Φ.Η.Υ. Αγξνηηθά 1,806 3,200 1 ,074 

Μνηνζηθιέηεο ,644 ,405 1 ,524 

Φ.Γ.Υ. 1,839 2,705 1 ,100 

Δμακεληαία -1,047 204,749 1 ,000 

Δηήζηα -,673 67,419 1 ,000 

 

 

6.2 Γεληθεπκέλν Γξακκηθό Μνληέιν Αξλεηηθήο Γησλπκηθήο Καηαλνκήο 

γηα ηηο Απαηηήζεηο 

 

΢ην ζεκείν απηφ ζα πξνρσξήζνπκε ζηελ αλάιπζε ησλ δεδνκέλσλ καο κε ηελ ρξήζε ησλ 

Γεληθεπκέλσλ Γξακκηθψλ Μνληέισλ θαη πην ζπγθεθξηκέλα ζα ζεσξήζνπκε ζην κνληέιν 

παιηλδξφκεζεο σο εμαξηεκέλε κεηαβιεηή εθείλε ησλ Απαηηήζεσλ θαη αλεμάξηεηεο ην Φχιν, 

ηνλ Κσδηθφ Υξήζεο θαη ηηο Ζκέξεο Αζθαιηζηηθήο Κάιπςεο. Σν ζχλνιν ηνπ δείγκαηνο 

απνηέιεζαλ 43.819 θαηαγεγξακκέλεο πεξηπηψζεηο αζθαιηζηεξίσλ ζπκβνιαίσλ. Γηα λα έρνπκε 

κηα πην θαιή εηθφλα ησλ δεδνκέλσλ καο, παξαηίζεηαη ν πίλαθαο 6 πνπ πεξηέρεη βαζηθέο 

πεξηγξαθηθέο πιεξνθνξίεο αλά αλεμάξηεηε κεηαβιεηή. Πην ζπγθεθξηκέλα, παξαηεξνχκε φηη 

5.052 αζθαιηζηήξηα ζπκβφιαηα πξνήιζαλ απφ γπλαίθεο νδεγνχο (11,5% ηνπ ζπλφινπ), 9.685 

απφ άληξεο νδεγνχο (πεξίπνπ 22,1% ηνπ ζπλφινπ) θαη ηα ππφινηπα 29.082 απφ νρήκαηα πνπ 

ηα νδεγνχζαλ άληξεο θαη γπλαίθεο νδεγνί (ην ππφινηπν 66,4%).  
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Πίλαθαο 6.7. Βαζηθέο πιεξνθνξίεο αλά Αλεμάξηεηε Μεηαβιεηή    

 

Αλεμάξηεηεο Μεηαβιεηέο N Πνζνζηφ 

Φχιν 

Γπλαίθεο 5.052 11,5% 

Άληξεο 9.685 22,1% 

Unisex 29.082 66,4% 

΢χλνιν 43.819 100,0% 

Κσδηθφο Υξήζεο 

Άιιε Υξήζε 187 ,4% 

ΔΗΥ 40.910 93,4% 

ΦΗΥ 480 1,1% 

ΦΗΥ Αγξνηηθά 623 1,4% 

Μνηνζηθιέηα 1.500 3,4% 

Φ.Γ.Υ 52 ,1% 

ΣΡΑΚΣΔΡ 67 ,2% 

΢χλνιν 43.819 100,0% 

Ζκέξεο Κάιπςεο 

Δμάκελν 37.904 86,5% 

Έηνο 5.037 11,5% 

Άιιν 878 2,0% 

΢χλνιν 43.819 100,0% 

 

Αθνχ ινηπφλ πξαγκαηνπνηήζακε κηα πεξηγξαθηθή αλάιπζε ησλ δεδνκέλσλ καο, ζα 

πξνρσξήζνπκε ζηελ πνιιαπιή αλάιπζε παιηλδξφκεζεο κε ηελ ππφζεζε φηη ε εμαξηεκέλε 

κεηαβιεηή ησλ απαηηήζεσλ αθνινπζεί ηελ Negative Binomial θαηαλνκή. Σν απνηέιεζκα ηνπ 

Omnibus ηεζη γηα ην αλ ππάξρνπλ αλεμάξηεηεο κεηαβιεηέο πνπ επεξεάδνπλ ην κνληέιν, 

έδσζε p-value = 0.00 πνπ είλαη κηθξφηεξν απφ ην επίπεδν ζεκαληηθφηεηαο α = 0.05. Σν 

γεγνλφο απηφ καο νδεγεί ζην ζπκπέξαζκα φηη ππάξρνπλ, ηνπιάρηζηνλ κηα, αλεμάξηεηεο 

κεηαβιεηέο πνπ επεξεάδνπλ ηελ εμαξηεκέλε κεηαβιεηή ησλ απαηηήζεσλ. Σν απνηέιεζκα 

απηφ ζα επηβεβαησζεί θαη απφ ηνπο πίλαθεο πνπ αθνινπζνχλ θαη παξαζέηνπλ ηα 95% 

δηαζηήκαηα εκπηζηνζχλεο γηα ηηο ηηκέο ησλ αλεμάξηεησλ κεηαβιεηψλ ζην κνληέιν θαζψο 

επίζεο θαη ηα p – values ηνπο. ΢πκπιεξσκαηηθφ ησλ παξαπάλσ ζπκπεξαζκάησλ είλαη θαη ην 
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ηεζη Σχπνπ ΗΗΗ πνπ πξαγκαηνπνηήζεθε γηα ηελ επίδξαζε πνπ αζθνχλ νη αλεμάξηεηεο 

κεηαβιεηέο ζην κνληέιν, πνπ έβγαιε απνηειέζκαηα p-value κηθξφηεξα ηνπ 0.05 γηα θάζε 

αλεμάξηεηε κεηαβιεηή αληίζηνηρα. 

 

Πίλαθαο 6.8. Σεζη Σύπνπ ΗΗΗ γηα ηελ επίδξαζε ζην Μνληέιν 

Πεγή 

Σχπνπ III 

Wald 2  β.ε. p-value 

(΢ηαζεξά) 175,818 1 ,000 

Φχιν 11,293 2 ,004 

Κσδηθφο Υξήζεο 123,205 6 ,000 

Ζκέξεο Αζθαιηζηηθήο 

Κάιπςεο 
206,772 2 ,000 

Δμαξηεκέλε Μεηαβιεηή: Απαηηήζεηο 

Αλεμάξηεηεο: (΢ηαζεξά), Φχιν, Κσδηθφο Υξήζεο, Ζκέξεο Αζθ. Κάιπςεο 

 

Πίλαθαο 6.9. Δθηηκήζεηο Παξακέηξσλ Παιηλδξόκεζεο 

Παξάκεηξνη B η.ζ. 

95% Wald δ.ε. Σεζη Τπνζέζεσλ 

Κάησ Φξάγκα Άλσ Φξάγκα Wald 
2  β.ε. p-value 

(΢ηαζεξά) -3,360 1,0111 -5,341 -1,378 11,043 1 ,001 

Γπλαίθεο ,166 ,0509 ,066 ,265 10,614 1 ,001 

Άληξεο -,003 ,0421 -,085 ,079 ,005 1 ,943 

Άιιε Υξήζε 2,903 1,0206 ,903 4,904 8,094 1 ,004 

Δ.Η.Υ. 1,886 1,0083 -,090 3,862 3,498 1 ,061 

Φ.Η.Υ. 2,348 1,0160 ,357 4,339 5,340 1 ,021 

Φ.Η.Υ. Αγξνηηθά 1,801 1,0185 -,195 3,797 3,127 1 ,077 

Μνηνζηθιέηεο ,646 1,0196 -1,352 2,644 ,401 1 ,526 

Φ.Γ.Υ. 1,842 1,1340 -,380 4,065 2,640 1 ,104 

Δμακεληαία -1,048 ,0811 -1,206 -,889 167,038 1 ,000 

Δηήζηα -,675 ,0902 -,852 -,498 55,956 1 ,000 
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Δμαξηεκέλε Μεηαβιεηή: Απαηηήζεηο 

Αλεμάξηεηεο: (΢ηαζεξά), Φχιν, Κσδηθφο Υξήζεο, Ζκέξεο Αζθαιηζηηθήο Κάιπςεο 

η.ζ: Σππηθή ΢θάικα, δ.ε.: Γηαζηήκαηα Δκπηζηνζχλεο, β.ε.: Βαζκνί Διεπζεξίαο 

 

Σα ίδηα απνηειέζκαηα κε εθείλα ηεο θαηαλνκήο Poisson πξνέθπςαλ θαη γηα ηελ θαηαλνκή 

ηεο Αξλεηηθήο Γησλπκηθήο. Οη κεηαβιεηέο πνπ θαίλεηαη λα επεξεάδνπλ ηελ εμαξηεκέλε 

κεηαβιεηή ησλ απαηηήζεσλ, είλαη πάιη νη Γπλαίθεο, ε Άιιε Υξήζε ηνπ νρήκαηνο, ηα Φνξηεγά 

Ηδησηηθήο Υξήζεο, ηα Δμακεληαία θαη ηα Δηήζηα ζπκβφιαηα κε p-values κηθξφηεξα απφ ην 

επίπεδν ζεκαληηθφηεηαο α = 0.05 ή 5%. Καιχηεξν κνληέιν φκσο ζεσξείηαη εθείλν πνπ 

επηηπγράλεη κεγαιχηεξε ηηκή φζνλ αθνξά ην απνηέιεζκα ηνπ θξηηεξίνπ Akaike (Akaike's 

Information Criterion (AIC)). ΢πλεπψο, ην γεληθεπκέλν γξακκηθφ κνληέιν κε ηελ θαηαλνκή 

Poisson παξέρεη πην «θησρά» απνηειέζκαηα απφ εθείλν ηεο Αξλεηηθήο Γησλπκηθήο, κε 

απνηέιεζκα 26.406 έλαληη ηνπ 26.461 αληίζηνηρα.     

 

6.3 Πεξηγξαθηθά ΢ηαηηζηηθά γηα ηηο Εεκηέο 

 

΢ε απηή ηελ παξάγξαθν ζα δψζνπκε νξηζκέλα πεξηγξαθηθά κέηξα ησλ εκπεηξηθψλ 

δεδνκέλσλ ηνπ ραξηνθπιαθίνπ πνπ εμεηάζακε ζε ζρέζε κε ην κέγεζνο ησλ δεκηψλ. Πην 

ζπγθεθξηκέλα, παξαηεξήζακε φηη παξφιν πνπ νη άληξεο νδεγνί πξνθαινχλ πεξηζζφηεξα ζηνλ 

αξηζκφ αηπρήκαηα, ε κέζε ηηκή ηεο δεκηάο ηνπο είλαη κηθξφηεξε απφ εθείλε ησλ γπλαηθψλ. Με 

άιια ιφγηα, κπνξεί νη γπλαίθεο λα πξνθαινχλ ιηγφηεξα αηπρήκαηα, αιιά φηαλ ζπκβαίλεη απηφ, 

ην χςνο ηεο δεκηάο παίξλεη κεγάιεο ηηκέο. Μπνξνχκε λα πνχκε δειαδή, θαηά πξνζέγγηζε 

πάληα, βάζε ησλ πεξηγξαθηθψλ κέηξσλ πνπ εμάγακε, ε κέζε ηηκή ησλ δεκηψλ πνπ πξνθαινχλ 

νη άληξεο είλαη ίζν κε € 1.302 ελψ ε κέζε ηηκή δεκηψλ ησλ γπλαηθψλ είλαη ίζε κε €1.789. 

Δλδεηθηηθά είλαη ηα παξαθάησ γξαθήκαηα (βι., Γξαθήκαηα 6.7). Παξαηεξνχκε δειαδή φηη νη 

γπλαίθεο πξνθαινχλ δεκηέο θαηά κέζν φξν ηνπ πνζνχ ησλ € 1.789 πεξίπνπ κε ζπρλφηεηα 528 

απφ ην ζχλνιν ησλ 4.066 δεκηψλ πνπ πξνθιήζεθαλ ζην ραξηνθπιάθην (πνζνζηφ πεξίπνπ 

13%). Οη άληξεο απφ ηελ άιιε ζεκείσζαλ ηηο 853 απφ ηηο 4.066 δεκηέο ηνπ ραξηνθπιαθίνπ 

(πνζνζηφ πεξίπνπ 21%) θαη θαηά κέζν φξν απηή ε δεκηά δελ μεπεξλνχζε ηα € 1.302 πεξίπνπ. 

Σέινο, ηηο κεγαιχηεξεο δεκηέο ζεκείσζαλ ηα νρήκαηα πνπ νη νδεγνί ηνπο ήηαλ θαη ησλ δπν 

θχισλ. Οπζηαζηηθά ην 66% ησλ δεκηψλ πεξίπνπ πξνθιήζεθαλ απφ ηνπο νδεγνχο απηνχο 

(2.685 δεκίεο απφ ηηο 4.066) θαη ην κέζν πνζφ ηεο πξνθιεζείζαο δεκηάο άγγημε ην πνζφ ησλ € 

1.684 πεξίπνπ. 



 78 

Γξαθήκαηα 6.7. Πεξηγξαθηθά Μέηξα γηα ηηο Εεκηέο Αλά Φύιν Οδεγνύ 

  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Αο δνχκε ηψξα ηη ζπλέβε φηαλ θαηεγνξηνπνηήζακε ηηο δεκηέο αλά θσδηθφ ρξήζεο ηνπ 

νρήκαηνο. Παξαηεξήζακε ινηπφλ, φηη ηελ κεγαιχηεξε κέζε δεκηά πξνθάιεζαλ ηα ηνπξηζηηθά 

ιεσθνξεία κε 9 θαηαγεγξακκέλα αηπρήκαηα (ζην ζχλνιν ησλ 4.066 αηπρεκάησλ) κε χςνο 

κέζεο δεκηάο πνπ άγγημαλ ην πνζφ ησλ € 36.033. Αθνινχζεζε 1 αηχρεκα ελφο θνξηεγνχ 

ηδησηηθήο ρξήζεο κε γεξαλφ πνπ έθηαζε ην πνζφ ησλ € 29.228 πεξίπνπ. Παξφια απηά, ηα 

πεξηζζφηεξα αηπρήκαηα πξνθιήζεθαλ απφ ηα επηβαηηθά ηδησηηθήο ρξήζεο πνπ πξνθάιεζαλ 

3607 δεκηέο, αθνινχζεζαλ ηα θνξηεγά ηδησηηθήο ρξήζεο κε 73 δεκηέο, ηα αγξνηηθά κε 52 θνθ. 

Δλδεηθηηθά είλαη θαη ηα παξαθάησ γξαθήκαηα γηα ηελ θαιχηεξε θαηαλφεζε ζπκπεξαζκάησλ 

απηήο ηεο παξαγξάθνπ. 

Γξαθήκαηα 6.8. Πεξηγξαθηθά Μέηξα γηα ηηο Εεκηέο Αλά Κσδηθό Υξήζεο ηνπ Ορήκαηνο 

  

   

 

 

 

 

 

 

 

 

΢ηελ πεξίπησζε ηεο ηαμηλφκεζεο ησλ δεκηψλ πνπ πξαγκαηνπνηήζακε αλά πεξηνρή 

παξαηεξήζακε φηη ε πεξηνρή πνπ παξνπζηάδεη ηελ κεγαιχηεξε κέζε δεκηά, είλαη εθείλε ηεο 

επξχηεξεο πεξηνρήο ηεο Αηηηθήο κε ην πνζφ λα αγγίδεη εθείλν ησλ € 1.805 πεξίπνπ. Αθνινπζεί 
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ε πεξηνρή ηεο Βνησηίαο κε κέζε ηηκή ηνπ πνζνχ ησλ € 1.774 θαη ε πεξηνρή πνπ παξνπζηάδεη 

ηελ πην ρακειή κέζε δεκηά, ζε ζχγθξηζε κε ηηο 10 κεγαιχηεξεο κέζεο δεκηέο, είλαη εθείλε ηεο 

Καξδίηζαο κε πνζφ πνπ αγγίδεη ην πνζφ ησλ € 814 πεξίπνπ. Αθνινπζεί ελδεηθηηθφ δηάγξακκα: 

Γξάθεκα 6.9. Μέζα πνζά δεκηώλ αλά πεξηνρή 
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Πνιχ ζεκαληηθά απνηειέζκαηα πξνέθπςαλ επίζεο θαη απφ ηελ ηαμηλφκεζε ησλ δεκηψλ 

αλάινγα κε έηνο θαηαζθεπήο ηνπ νρήκαηνο. Παξαηεξήζακε ινηπφλ, φηη ζηηο 10 πην δεκηνγφλεο 

ρξνλνινγίεο, ηα νρήκαηα κε έηνο θαηαζθεπήο ην 1982 πξνθάιεζαλ δεκηά πνπ άγγημε πεξίπνπ 

ην πνζφ ησλ € 12.152 (απνηειεί φκσο 1 πεξίπησζε γη απηφ δελ ηελ νξίζακε σο κέζε δεκηά). 

΢ηελ ακέζσο επφκελε δεκηνγφλα ρξνλνινγία νρήκαηνο ζπκπεξηιακβάλεηαη ην έηνο 2000 (κε 

347 αηπρήκαηα) κε κέζν πνζφ δεκηάο πνπ άγγημε ην πνζφ ησλ € 2.672 θαη θαηαιήγνπκε ζηε 

δεθάδα ησλ πην δεκηνγφλσλ ρξνλνινγηψλ, ζην έηνο 1997 κε κέζε δεκηά ηνπ πνζνχ ησλ € 1.621 

(κε 121 αηπρήκαηα). 
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  Γξάθεκα 6.10. Εεκηέο αλά ρξνλνινγία θαηαζθεπήο ηνπ νρήκαηνο 

   

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

΢ηελ ηαμηλφκεζε πνπ πξαγκαηνπνηήζεθε αλά πεξηνρή θαη αλά θχιν παξαηεξήζακε φηη 

πάιη ε επξχηεξε πεξηνρή ηεο Αηηηθήο παξνπζίαζε ηα κεγαιχηεξα πνζά δεκηψλ (ζχλνιν € 

5.063.000 πεξίπνπ) κε ηνπο άληξεο λα ζεκεηψλνπλ ζπλνιηθά δεκηέο χςνπο € 1.201.000 

πεξίπνπ, ηηο γπλαίθεο € 777.000 πεξίπνπ θαη νη δπν νδεγνί αλά φρεκα € 3.086.000 πεξίπνπ. 

Ακέζσο κεηά αθνινπζεί ε πεξηνρή ηεο Θεζζαιίαο κε ζπλνιηθέο δεκηέο € 360.510 πεξίπνπ, κε 

ηνπο άληξεο λα πξνθαινχλ ηηο € 114.292 θαη νη γπλαίθεο ηηο € 68.000 πεξίπνπ. Ζ πεξηνρή κε ηηο 

κηθξφηεξεο δεκηέο είλαη εθείλε ηεο ππφινηπεο Διιάδαο κε δεκηέο ζπλνιηθνχ χςνπο θαη απφ 

ηνπο δπν νδεγνχο (άληξεο θαη γπλαίθεο) ηνπ πνζνχ ησλ € 1.322 πεξίπνπ. Αθνινπζεί ην 

γξάθεκα πνπ πεξηγξάθεη ηα απνηειέζκαηα ηεο παξνχζαο παξαγξάθνπ (ζεκείσζε: γηα ηελ 

θαιχηεξε απεηθφληζε ηνπ γξαθήκαηνο, ινγαξηζκίζακε ηα πνζά ησλ απαηηήζεσλ αλά πεξηνρή 

θαη αλά θχιν δηφηη ππήξραλ πνιχ κεγάιεο δηαθνξέο αλάκεζα ζηηο πεξηνρέο πνπ εμεηάζακε).  
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Γξάθεκα 6.11 Εεκηέο αλά πεξηνρή θαη αλά θύιν 
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Κιείλνληαο ηελ παξάγξαθν ησλ πεξηγξαθηθψλ ζηαηηζηηθψλ γηα ην κέγεζνο ηεο δεκηάο, 

αζρνιεζήθακε κε ηηο δεκηέο πνπ πξνθιήζεθαλ αλά θνξνινγήζηκν ίππν. Κσδηθνπνηήζακε ηνπο 

θνξνινγήζηκνπο ίππνπο ρσξίδνληαο ηνπο ζε έμη θαηεγνξίεο σο εμήο: απφ 1 έσο 3 

θνξνινγήζηκνχο ίππνπο, απφ 4 έσο 8, απφ 9 έσο 10, απφ 11 έσο 12, απφ 13 έσο 17 θαη απφ 17 

θαη πάλσ. Σα απνηειέζκαηα πνπ πξνέθπςαλ παξαζέηνληαη ζηα παξαθάησ γξαθήκαηα. 

Γξάθεκα 6.11 Εεκηέο αλά θνξνινγήζηκν ίππν 
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Παξαηεξνχκε ζπλεπψο φηη ε νκάδα ησλ θνξνινγήζηκσλ ίππσλ πνπ παξνπζίαζε ην 

κεγαιχηεξν κέζν πνζφ δεκηάο ήηαλ εθείλε ησλ 17 ίππσλ θαη άλσ κε πνζφ πνπ άγγημε ηα  € 

3.713 ζε 372 πξνθιεζέληα αηπρήκαηα. Ακέζσο κεηά αθνινχζεζε ε νκάδα ησλ 9 έσο 10 ίππσλ 

κε κέζε δεκηά χςνπο € 1.773 πεξίπνπ ζε 1.765 αηπρήκαηα θαη ηέινο, ε νκάδα κε ην κηθξφηεξν 

κέζν πνζφ δεκηάο ήηαλ εθείλε απφ 1 έσο 3 ίππνπο κε κέζν πνζφ δεκηάο ηα € 802 ζε ζχλνιν 2 

αηπρεκάησλ. 

 

6.4 Γεληθεπκέλν Γξακκηθό Μνληέιν ηεο Γάκκα Καηαλνκήο γηα ηηο Εεκηέο 

 

Υξεζηκνπνηψληαο ην Γεληθεπκέλν Γξακκηθφ Μνληέιν ηεο θαηαλνκήο Γάκκα γηα λα 

πεξηγξάςνπκε ηελ ζπκπεξηθνξά ησλ δεκηψλ ζην ραξηνθπιάθην ησλ εκπεηξηθψλ δεδνκέλσλ 

καο, επηιέμακε ην ζχλνιν ησλ 4.066 πεξηπηψζεσλ πνπ θαηέγξαςαλ δεκηνγφλν γεγνλφο. ΢ε 

απηφ ην ζχλνιν πεξηπηψζεσλ νη 528 πεξηπηψζεηο δεκηάο πξνθιήζεθαλ απφ γπλαίθεο νδεγνχο, 

νη 853 απφ άληξεο, νη 2.473 απφ νρήκαηα πνπ νδεγήζεθαλ απφ άληξεο θαη γπλαίθεο νδεγνχο 

ελψ 212 πεξηπηψζεηο δελ θαηέγξαςαλ ην θχιν ηνπ νδεγνχ. Ζ κέγηζηε δεκηά πνπ πξνθιήζεθε 

απφ φρεκα ηνπ εμεηαδφκελνπ ραξηνθπιαθίνπ άγγημε ην πνζφ ησλ € 418.650,00 € ελψ ε κέζε 

δεκηά άγγημε ην πνζφ ησλ € 1.593 πεξίπνπ κε κία απφθιηζε ηεο ηάμεσο ηνπ πνζνχ ησλ € 

10.119 πεξίπνπ. Όζνλ αθνξά ηψξα ηνπο θνξνινγήζηκνπο ίππνπο νη κέγηζηνη  ίππνη ηνπ 

ραξηνθπιαθίνπ έθηαζαλ ηνπο 140 κε κέζε ηηκή ησλ 10 ίππσλ θαη απφθιηζε ηεο ηάμεσο ησλ 5 

ίππσλ πεξίπνπ.   

Δπηπιένλ, γηα ην κνληέιν, ππνζέζακε σο εμαξηεκέλε κεηαβιεηή εθείλε ησλ δεκηψλ θαη 

αλεμάξηεηεο ηηο κεηαβιεηέο ηνπ Φχινπ θαη ησλ Φνξνινγήζηκσλ Ίππσλ. Ο έιεγρνο θαιήο 

πξνζαξκνγήο ηνπ κνληέινπ καο έδσζε ηηκή ηνπ θξηηεξίνπ Akaike εθείλε ησλ 67.710 κε 4.061 

βαζκνχο ειεπζεξίαο. Δπίζεο ην Omnibus ηεζη έδσζε απνηέιεζκα p – value ζρεδφλ ίζε κε ην 

κεδέλ, γεγνλφο πνπ ζεκαίλεη φηη ηνπιάρηζηνλ κηα απφ ηηο αλεμάξηεηεο κεηαβιεηέο επεξεάδνπλ 

ηελ εμαξηεκέλε κεηαβιεηή ησλ δεκηψλ. Σα απνηειέζκαηα απηά επηβεβαηψλνληαη θαη απφ ην 

ηεζη γηα ηελ επίδξαζε ηνπ κνληέινπ (ην ιεγφκελν ηεζη Σχπνπ ΗΗΗ) φπνπ ηα p-value ησλ 

αλεμάξηεησλ κεηαβιεηψλ είλαη πεξίπνπ ίζα κε ην κεδέλ (βι., ζρεηηθφ πίλαθα).  
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 Πίλαθαο 6.10. Σεζη Σύπνπ ΗΗΗ γηα ηελ επίδξαζε ζην Μνληέιν 

Πεγή 

Σχπνπ III 

Wald 
2  β.ε. p-value 

(΢ηαζεξά) 46.238,39 1 0.000 

Φχιν 44,115 3 0.000 

Φνξνινγήζηκνη Ίππνη 49,568 1 0.000 

Δμαξηεκέλε Μεηαβιεηή: Εεκηέο 

Αλεμάξηεηεο: (΢ηαζεξά), Φχιν, Φνξνινγήζηκνη Ίππνη 

 

Πίλαθαο 6.11. Δθηηκήζεηο Παξακέηξσλ Παιηλδξόκεζεο Γάκκα Καηαλνκήο 

Παξάκεηξνη B η.ζ. 

95% Wald δ.ε. Σεζη Τπνζέζεσλ 

Κάησ Φξάγκα Άλσ Φξάγκα Wald 2  β.ε. p-value 

(΢ηαζεξά) 7,586 0,0333 7,521 7,652 51790,31 1 0.000 

Κακία Καηαρψξεζε -0,308 0,0836 -0,472 -0,145 13,625 1 0.000 

Γπλαίθεο 0,048 0,0561 -0,062 0,158 0,727 1 0,394 

Άληξεο -0,254 0,0464 -0,345 -0,163 29,972 1 0.000 

Φνξνινγήζηκνη Ίππνη -0,016 0,0023 -0,02 -0,012 49,568 1 0.000 

Δμαξηεκέλε Μεηαβιεηή: Εεκηέο 

Αλεμάξηεηεο: (΢ηαζεξά), Φχιν, Φνξνινγήζηκνη Ίππνη 

η.ζ: Σππηθή ΢θάικα, δ.ε.: Γηαζηήκαηα Δκπηζηνζχλεο, β.ε.: Βαζκνί Διεπζεξίαο 

 

΢χκθσλα ινηπφλ κε ηνλ Πίλαθα 6.11 παξαηεξνχκε φηη εθείλνη νη νδεγνί νη νπνίνη δελ 

δήισζαλ ην θχιν ηνπο (unisex), καδί κε ηνπο άληξεο νδεγνχο θαη ηνπο θνξνινγήζηκνπο ίππνπο 

θαίλνληαη λα επεξεάδνπλ ηελ εμαξηεκέλε κεηαβιεηή ησλ δεκηψλ (κε p-values ίζα κε ην 

κεδέλ). Σειείσο δηαθνξεηηθά απνηειέζκαηα φκσο ζα πξνθχςνπλ ζην κνληέιν παιηλδξφκεζεο 

ρξεζηκνπνηψληαο ηελ Γάκκα θαηαλνκή, φηαλ αθαηξεζνχλ απφ ηνλ ππνινγηζκφ ησλ 

απνηειεζκάησλ ηέζζεξηο κεγάιεο δεκίεο (ην ζχλνιν ησλ δεκηψλ πέθηεη ηψξα ζηηο 4.062). 

Πξφθεηηαη γηα ηηο δεκηέο κε πνζά € 416.000, € 302.149, € 301.500 θαη € 201.500 αληίζηνηρα 

πνπ αθνξνχζαλ θαιχςεηο γηα ζσκαηηθέο βιάβεο. Πην ζπγθεθξηκέλα, ελδεηθηηθνί είλαη νη 

παξαθάησ πίλαθεο  
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Πίλαθαο 6.12. Σεζη Σύπνπ ΗΗΗ γηα ηελ επίδξαζε ζην Μνληέιν 

Πεγή 

Σχπνπ III 

Wald 
2  β.ε. p-value 

(΢ηαζεξά) 38857,97 1 0.000 

Φχιν 4,149 3 0,246 

Φνξνινγήζηκνη Ίππνη 2,446 1 0,118 

Δμαξηεκέλε Μεηαβιεηή: Εεκηέο 

Αλεμάξηεηεο: (΢ηαζεξά), Φχιν, Φνξνινγήζηκνη Ίππνη 

 

Πίλαθαο 6.13. Δθηηκήζεηο Παξακέηξσλ Παιηλδξόκεζεο Γάκκα Καηαλνκήο 

Παξάκεηξνη B η.ζ. 

95% Wald δ.ε. Σεζη Τπνζέζεσλ 

Κάησ Φξάγκα Άλσ Φξάγκα Wald 2  β.ε. p-value 

(΢ηαζεξά) 7,194 0,0366 7,123 7,266 38573,31 1 0.000 

Κακία Καηαρψξεζε -0,031 0,0744 -0,177 0,114 0,177 1 0,674 

Γπλαίθεο 0,096 0,0501 -0,002 0,194 3,678 1 0,055 

Άληξεο 0,022 0,0413 -0,059 0,103 0,285 1 0,593 

Φνξνινγήζηκνη Ίππνη -0,004 0,0029 -0,01 0,001 2,446 1 0,118 

Δμαξηεκέλε Μεηαβιεηή: Εεκηέο 

Αλεμάξηεηεο: (΢ηαζεξά), Φχιν, Φνξνινγήζηκνη Ίππνη 

η.ζ: Σππηθή ΢θάικα, δ.ε.: Γηαζηήκαηα Δκπηζηνζχλεο, β.ε.: Βαζκνί Διεπζεξίαο 

 

Σν Omnibus ηεζη έδσζε απνηέιεζκα p-value ίζν κε 0.131 γεγνλφο πνπ ζεκαίλεη πσο 

θακία απφ ηηο αλεμάξηεηεο κεηαβιεηέο ηνπ ζπγθεθξηκέλνπ κνληέινπ δελ θαίλεηαη λα 

επεξεάδεη ηελ εμαξηεκέλε κεηαβιεηή ησλ δεκηψλ. Πξάγκαηη, ηα απνηειέζκαηα ησλ πηλάθσλ 

6.12 θαη 6.13 επηβεβαηψλνπλ ην παξαπάλσ ηεζη κε απνηειέζκαηα p-values κεγαιχηεξα απφ ην 

επίπεδν ζεκαληηθφηεηαο πνπ έρνπκε νξίζεη γηα ηελ έξεπλά καο θαη δελ είλαη άιιν απφ ην α = 

0.05 ή 5%.  
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6.5 ΢πκπεξάζκαηα 

 

  ΢ηελ πεξίπησζε ηνπ αξηζκνχ ησλ απαηηήζεσλ ην γεληθεπκέλν κνληέιν ηεο θαηαλνκήο 

Poisson καο έδσζε ηα εμήο απνηειέζκαηα: νη εθηηκήζεηο ησλ 10210 ,...,,, bbbb  δφζεθαλ απφ ηνλ 

Πίλαθα 6.6 (-3.357, 0.164, …,-0.67 αληίζηνηρα). Παξαηεξνχκε ζπλεπψο, φηη γηα ηηο γπλαίθεο ν 

ζπληειεζηήο ηεο παιηλδξφκεζεο έδσζε ηελ ηηκή 164.01 b . ΢ηελ πεξίπησζε κηαο γπλαίθαο 

νδεγνχ ινηπφλ, ν κέζνο αξηζκφο αηπρεκάησλ ζα είλαη ίζνο κε¨ 

%1,4041.0164.0357.310  
ee

bb
 

δειαδή, αλ έρεη δεισζεί ην θχιν ηνπ νδεγνχ θαη είλαη γπλαίθα, ζα θαηαιήμνπκε ζην 

ζπκπέξαζκα φηη ζα έρνπκε κέζν αξηζκφ αηπρεκάησλ ίζν κε 4,1% πεξίπνπ. ΢ηελ πεξίπησζε 

πνπ δελ έρεη δεισζεί ην θχιν ηνπ νδεγνχ (unisex), ν κέζνο αξηζκφο αηπρεκάησλ ζα 

ππνινγηζηεί απφ ηελ ζρέζε: 

%4,3034.0357.30  ee
b

 

Αληίζηνηρα παξάγεηαη θαη ε εξκελεία ησλ ππφινηπσλ ζπληειεζηψλ. Σν κνληέιν 

παιηλδξφκεζεο πνπ πξνθχπηεη θαη πνπ κπνξεί λα ρξεζηκνπνηεζεί θαη γηα πξνβιέςεηο είλαη ην 

αθφινπζν: 

     2...)log( 10210   άbύbύbbάό

     267.0...03.017.036.3)log(   άύύάό  

Αθνινχζεζε ην γεληθεπκέλν γξακκηθφ κνληέιν ηεο Αξλεηηθήο Γησλπκηθήο θαηαλνκήο, 

πνπ φπσο παξαηεξήζακε παξαπάλσ απφ ηνλ Πίλαθα 6.9 έδσζε ηα εμήο απνηειέζκαηα: νη 

εθηηκήζεηο ησλ ζπληειεζηψλ 10210 ,...,,, bbbb  είλαη νη -3.36, 0.16, …, -0.65 αληίζηνηρα. 

Παξαηεξνχκε ζπλεπψο πσο παξφκνηα απνηειέζκαηα κε ην κνληέιν ηεο θαηαλνκήο Poisson 

πξνθχπηνπλ ζηελ πεξίπησζε ηεο αξλεηηθήο δησλπκηθήο, κε κέζν αξηζκφ αηπρεκάησλ γηα κηα 

γπλαίθα νδεγφ λα αγγίδεη ην 4,1% πεξίπνπ.  Σν κνληέιν παιηλδξφκεζεο πνπ πξνθχπηεη είλαη 

πάιη ην: 

     2...)log( 10210   άbύbύbbάό  

Σέινο, φζνλ αθνξά ηεο δεκηέο, ρξεζηκνπνηήζακε ην γεληθεπκέλν γξακκηθφ κνληέιν ηεο 

Γάκκα θαηαλνκήο θαη θαηαιήμακε ζε έλα κνληέιν φπνπ ζηαηηζηηθά ζεκαληηθέο ζεσξήζεθαλ 

νη αλεμάξηεηεο κεηαβιεηέο ησλ νδεγψλ ρσξίο δηαρσξηζκφ, ησλ αληξψλ νδεγψλ θαη ησλ 

θνξνινγήζηκσλ ίππσλ. Πην ζπγθεθξηκέλα, νη ηηκέο ησλ ζπληειεζηψλ 410 ,...,, bbb  πνπ δίλνληαη 

απφ ηνλ Πίλαθα 6.11, είλαη νη 7.586, -0.308, 0.048, -0.254, 0 θαη -0.016 αληίζηνηρα. 

Παξαηεξνχκε φηη κφλν φηαλ κεηαβάιιεηαη ν αξηζκφο ησλ γπλαηθψλ νδεγψλ κεηαβάιινληαη ηα 
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πνζά ησλ δεκηψλ. ΢πλεπψο, παξαηεξνχκε φηη νη γπλαίθεο νδεγνί έρνπλ κέζν χςνο δεκηάο ίζν 

κε: 

2067048.0586.720  
ee

bb € 

ελψ, ζηελ πεξίπησζε πνπ δελ θαηαρσξεζεί ην θχιν ηνπ νδεγνχ (unisex), ζα έρνπκε ην 

απνηέιεζκα: 

1970586.70  ee
b € 

Σέινο, νη άληξεο ζα έρνπλ κέζν χςνο δεκηάο ίζν κε: 

1528254.0586.720  
ee

bb € 

Καηαιήγνπκε ζπλεπψο ζην ζπκπέξαζκα φηη νη άληξεο νδεγνί έρνπλ κηθξφηεξν αλακελφκελν 

χςνο δεκηάο απφ ηηο γπλαίθεο νδεγνχο θαη ηνπο unisex. 

΢ηελ ζπλέρεηα, ρξεζηκνπνηήζακε ην γεληθεπκέλν γξακκηθφ κνληέιν ηεο Γάκκα θαηαλνκήο 

ζην ραξηνθπιάθην καο, εμαηξψληαο φκσο ηηο ηέζζεξηο κεγάιεο δεκηέο πνπ αθνξνχλ 

ζαλαηεθφξα αηπρήκαηα. ΢ηελ πεξίπησζε απηή ην κνληέιν δελ θξίζεθε αμηφπηζην, δηφηη θακία 

απφ ηηο αλεμάξηεηεο κεηαβιεηέο δελ θαίλεηαη λα επεξεάδεη ηελ εμαξηεκέλε κεηαβιεηή ηνπ 

χςνπο ησλ δεκηψλ. ΢πλεπψο, δελ πξαγκαηνπνηήζακε θάπνηα πξφβιεςε γη’ απηφ ην κνληέιν 

θαη ζα αξθεζηνχκε ζηα απνηειέζκαηα ηνπ πιήξνπο κνληέινπ δεκηψλ.  
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