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                                           Περίληψη 

 

Στην παρούσα εργασία µελετάται η αποτίµηση δικαιωµάτων επιλογής στα 
πλαίσια του γενικευµένου αυτοπαλίνδροµου υπό συνθήκη ετεροσκεδαστικού 

µοντέλου (����� model) όπως αναπτύχθηκε από τον Duan (1995).Βασικές 
έννοιες που παίζουν σηµαντικό ρόλο στη θεµελίωση αυτού του µοντέλου 

όπως η στασιµότητα, η θεωρητική θεµελίωση µιας ����� διαδικασίας 
καθώς και η σχέση αποτίµησης τοπικά ουδέτερου κινδύνου (locally risk-

neutral valuation relationship-�����	) αναλύονται διεξοδικά. Θεµελιώδες 
χαρακτηριστικό του µοντέλου είναι η αποτύπωση των αλλαγών της 
δεσµευµένης µεταβλητότητας ενός περιουσιακού στοιχείου, µε τρόπο ώστε η 
σύγκριση µε το µοντέλο Black-Scholes να διαφωτίζει κάποιες συστηµατικές 
αποκλίσεις του τελευταίου. Τα αριθµητικά αποτελέσµατα µέσω της χρήσης 
της µεθόδου προσοµοίωσης Monte Carlo επιβεβαιώνουν τον ανωτέρω 
ισχυρισµό για δικαιώµατα επιλογής ευρωπαϊκού τύπου. Η αποτίµηση 

δικαιωµάτων επιλογής αµερικάνικου τύπου στα πλαίσια του ����� 
µοντέλου γίνεται µε τη βοήθεια του Edgeworth δέντρου όπως αναπτύχθηκε 
από τον Rubinstein (1998) σε συνάρτηση µε τους αναλυτικούς τύπους των 
ροπών της αθροιστικής απόδοσης ενός υποκείµενου τίτλου. Αποτέλεσµα του 
παραπάνω συνδυασµού είναι ένα µονοµετάβλητο διωνυµικό δέντρο το οποίο 
προσεγγίζει σε ικανοποιητικό βαθµό  το αποτέλεσµα της αποτίµησης ενός 
δικαιώµατος επιλογής µε µεθόδους που διατηρούν τη διµετάβλητη φύση του ����� µοντέλου. Αριθµητικές µέθοδοι υπολογισµού παρουσιάζονται προς 
επίρρωσιν αυτού. 

 

Λέξεις κλειδιά : ����� διαδικασία, ετεροσκεδαστικότητα, προσοµοίωση 
Monte Carlo, Βlack-Scholes µοντέλο, αποτίµηση δικαιωµάτων επιλογής, 

τοπικά ουδέτερος κίνδυνος,	����� ,στασιµότητα, Edgeworth δέντρο, 
δεσµευµένη διακύµανση 
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 1 

 

Εισαγωγή 
 

Η ιδέα της  αποτίµησης δικαιωµάτων επιλογής (options) στα πλαίσια ενός 
υποδείγµατος µε αυτοπαλίνδροµη υπό συνθήκη ετεροσκεδαστικότητα για τη 

δεσµευµένη διακύµανση-����� (generalized autoregressive conditional 
heteroskedastic), το οποίο ακολουθούν οι αποδόσεις περιουσιακών στοιχείων 
(asset returns) παρουσιάστηκε για πρώτη φορά από τον Bollerslev  (1986) σε 
άρθρο του στο  Journal of Econometrics. Προάγγελος αυτού του µοντέλου 

ήταν το ���� model, µια ειδική περίπτωση του	�����, το οποίο ανέλυσε 
σε προγενέστερη εργασία του ο Engle  (1982) και η οποία µαζί µε άλλες που 
αφορούσαν τη µελέτη χρονοσειρών µε µη σταθερή µεταβλητότητα (volatility) 
του απέφερε το βραβείο Νοµπέλ Οικονοµικών το 2003. 

Η ειδοποιός διαφορά των ���� µοντέλων µε αυτό των Black, Scholes  και 
Merton (1973) έγκειται στην υπόθεση που θέτουµε για την συµπεριφορά των 
αποδόσεων των περιουσιακών στοιχείων. Έτσι για την µεν πρώτη 
περίπτωση, θεωρούµε πως οι αποδόσεις κυριαρχούνται από 

ετεροσκεδαστικότητα ή µε άλλα λόγια η υπό συνθήκη διακύµανση ��  αλλάζει 
στο χρόνο σαν συνάρτηση	 των παρελθουσών διαταραχών (disturbances)  
υποθέτοντας µε αυτόν τον τρόπο τη µη δεσµευµένη διακύµανση σταθερή. Στη 
δε δευτέρα περίπτωση, θεωρείται ως δεδοµένη η οµοσκεδαστικότητα 
σύµφωνα µε την οποία  η διακύµανση παραµένει σταθερή καθ΄όλον το 
χρονικό διάστηµα στο οποίο υπολογίζεται η τιµή ενός δικαιώµατος επιλογής. 

Όσον αφορά τη γενικευµένη περίπτωση και το ����� µοντέλο η 
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δεσµευµένη διακύµανση �� 	 µεταβάλλεται γραµµικά  σε σχέση µε το 
τετράγωνο των παρελθουσών διαταραχών και  τις παρελθούσες δεσµευµένες 
διακυµάνσεις.  

Αυτό που κάνει το ����� µοντέλο  να διαφέρει από προγενέστερα είναι 
καταρχήν το γεγονός ότι η τιµή του δικαιώµατος επιλογής προκύπτει ως 
συνάρτηση του πριµ κινδύνου (risk premium)  το οποίο είναι ενσωµατωµένο 

στην τιµή του υποκείµενου τίτλου τη χρονική στιγµή	!. Κατά δεύτερον, το υπό 
µελέτη µοντέλο δεν είναι Μαρκοβιανό. Με άλλα λόγια ο υποκείµενος τίτλος 
δεν ακολουθεί διαδικασία Markov κι έτσι δεν µπορούµε να ισχυριστούµε ότι οι 

παρελθούσες τιµές είναι ανεξάρτητες των παρουσών. Η µοναδική �����  

Markov διαδικασία είναι η	�����(0,1)  ή η	����(1). Τρίτον, έχουµε τη 
δυνατότητα να κατανοήσουµε το λόγο εµφάνισης  κάποιων συστηµατικών 
µεροληψιών-αποκλίσεων (systematic bias) που είναι άµεσα συσχετισµένα µε 
τη κατασκευή του µοντέλου των Black-Scholes. 

Εξαιτίας της περίπλοκης δοµής της  ����� διαδικασίας, µια πιο γενική 
εκδοχή της έννοιας του ουδέτερου κινδύνου έπρεπε να αναπτυχθεί. Έτσι, ο 
Duan(1995) εισήγαγε την έννοια της αποτίµησης µε τοπικά ουδέτερο κίνδυνο 

(�����-locally risk-neutralized valuation relationship), όπου η υπό συνθήκη 
διακύµανση την ακριβώς επόµενη χρονική περίοδο παραµένει αµετάβλητη 
µετά την αλλαγή µέτρου πιθανότητας από τη  µετάβαση στον κόσµο 

ουδέτερου κινδύνου. Έτσι, στα πλαίσια του ����� µοντέλου  αποτίµησης, η 
µη-δεσµευµένη διακύµανση ή οποιαδήποτε δεσµευµένη διακύµανση πέραν 
της µιας χρονικής περιόδου µεταβάλλεται κατά την αλλαγή του µέτρου 
πιθανότητας από τη µετάβαση στον κόσµο ουδέτερου κινδύνου. Από τα 

παραπάνω γίνεται προφανές ότι µια διαδικασία  ����� εκτυλίσσεται σε 
διακριτό χρόνο.  

Η θεωρητική θεµελίωση µιας �����  διαδικασίας καθώς και οι βασικές 
ιδιότητες που τη διέπουν, όπως η στασιµότητα, η µελέτη της κύρτωσης και η 
εκτίµηση των παραµέτρων αναλύονται στο δεύτερο κεφάλαιο. Η αποτίµηση 

των δικαιωµάτων επιλογής µε το �����  µοντέλο µε χρήση της σχέσης 

αποτίµησης τοπικά ουδέτερου κινδύνου, �����, παρουσιάζεται στο 
κεφάλαιο τρία. Στο τέταρτο κεφάλαιο παρατίθενται τα συµπεράσµατα από τη 

σύγκριση του ����� µοντέλου µε το αντίστοιχο των Black-Scholes για την 
αποτίµηση δικαιωµάτων επιλογής. Το πέµπτο κεφάλαιο είναι αφιερωµένο 
στην εφαρµογή του µοντέλου στην αποτίµηση δικαιωµάτων αγοράς 
ευρωπαϊκού τύπου µέσω προσοµοίωσης Monte Carlo, ενώ το έκτο στην 
εφαρµογή σε δικαιώµατα πώλησης αµερικάνικου τύπου των οποίων οι τιµές 
παρήχθησαν  µέσω της επέκτασης Edgeworth. Η σύνοψη των κυριότερων 
σηµείων γίνεται στο κεφάλαιο επτά.     
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1.1 Σύντοµη Ιστορική Αναδροµή 
Μοντέλα που διέπονται από υπό συνθήκη ετεροσκεδαστικότητα (conditionally 
heteroskedastic) και αφορούν χρονοσειρές, παίζουν σηµαντικό ρόλο στη 
διαχείριση του χρηµατοπιστωτικού κινδύνου, σύµφωνα µε την οποία κατά 
κανόνα οι χρηµατοπιστωτικές αποφάσεις λαµβάνονται από παρατηρούµενες 

τιµές #�  του υποκείµενου τίτλου διακριτού χρόνου. Αυτές οι τιµές θεωρούνται 
µη-στάσιµες (nonstationary) και για αυτό θεωρούµε τις αποδόσεις αυτών που 

είναι της µορφής :  �� = %&'#�−%&'#�() . Αυτή η µορφή αποδόσεων είναι 

περίπου ίση µε την εξής µορφή : �� = *+(	*+,-*+,-   και γενικότερα η χρήση των 

αποδόσεων συµφωνεί µε την υπόθεση της στασιµότητας, τουλάχιστον όχι για 
πολύ µεγάλα χρονικά διαστήµατα.  

Μέχρι και τη δεκαετία του εξήντα υπήρχε η πεποίθηση ότι η (��) αποτελεί 
ακολουθία ανεξάρτητων και ισόνοµων   (��.)  τυχαίων µεταβλητών ή µε άλλα 

λόγια οι τιµές  %&'#� εξελίσσονται σύµφωνα µε τον τυχαίο περίπατο (random 
walk). Πατέρας αυτής της θεωρίας ήταν ο Samuelson   ο οποίος θεώρησε για 

τις τιµές #� ότι ακολουθούν τη γεωµετρική κίνηση Brown (geometric Brownian 
motion)  σε διακριτό χρόνο. Με αυτόν τον τρόπο, άνοιξε τον δρόµο και σε 
άλλες θεωρίες που έκαναν χρήση αυτού του αποτελέσµατος όπως  η θεωρία 
του χαρτοφυλακίου Markowitz καθώς και η αποτίµηση δικαιωµάτων επιλογής 
µε τη µέθοδο Black-Scholes. 

Παρόλα αυτά, µε την ανάπτυξη της τεχνολογίας και τη χρήση των 
ηλεκτρονικών υπολογιστών η υπόθεση της γεωµετρικής κίνησης Brown 
απορρίφθηκε µέσω εµπειρικών µελετών π.χ. Mandelbrot(1963) και Fama 
(1965). Σύµφωνα µε αυτές οι αποδόσεις των Αµερικάνικων µετοχών 
παρουσιάζουν εξάρτηση, η διακύµανση δεν είναι σταθερή στο χρόνο και η 
περιθώρια συνάρτηση κατανοµής (marginal distribution)  των δεδοµένων είναι 
µη Γκαουσιανή-κανονική. Σύµφωνα µε αυτά τα συµπεράσµατα πλέον 
καθίσταται εν αµφιβόλω  το µοντέλο που θεωρήσαµε για τις αποδόσεις οι 
οποίες ακολουθούν τυχαίο περίπατο µε κανονικές αυξοµειώσεις (Gaussian 

increments) (δηλ. για κάθε χρονική στιγµή και για κάθε /0 του χρόνου, η 

διαφορά ��12� − �� κατανέµεται κανονικά). 

Παίρνοντας ως αφετηρία τα αποτελέσµατα των εργασιών των Black και 
Scholes (1973) και Μerton (1973), παρατηρούµε την ραγδαία ανάπτυξη της 
βιβλιογραφίας που αφορά την αποτίµηση δικαιωµάτων επιλογής. Ιδιαίτερης 
προσοχής τυγχάνει η έννοια  της ετεροσκεδαστικότητας των αποδόσεων των 
περιουσιακών στοιχείων. Παραδείγµατα υποδειγµάτων τα οποία λαµβάνουν 
υπόψη την έννοια της  ετεροσκεδαστικότητας είναι του Cox (1975) όπου 
θεωρεί σταθερή την ελαστικότητα της διακύµανσης, του Geske (1979) και του 
Rubinstein (1983). Σηµαντική θεωρείται η συνεισφορά του Duan (1995) στην 
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αποτίµηση δικαιωµάτων αγοράς ευρωπαϊκού τύπου, καθώς και των Garcia 
και Renault (1998) στην αντιστάθµιση κινδύνου στα πλαίσια της αποτίµησης 

µε το µοντέλο �����, και Ritchken  και Trevor (1999) στην κατασκευή 
τριωνυµικού δέντρου για την αποτίµηση δικαιωµάτων επιλογής αµερικάνικου 
τύπου. Η συµπεριφορά παραλλαγών του µοντέλου στην αποτίµηση 
δικαιωµάτων επιλογής εξετάστηκε µε εµπειρικό τρόπο από τους Amin και Ng 
(1993), Engle και Mustafa (1992), Duan (1996), Hardle και Hafner (2000) και 
Heston και Nandi (2000). Η εκτίµηση των παραµέτρων του µοντέλου 

αποτίµησης δικαιωµάτων υπό το �����	υπόδειγµα γίνεται µε εµπειρικό 
τρόπο στην υπάρχουσα βιβλιογραφία κάνοντας χρήση τόσο των τιµών των 
δικαιωµάτων, όσο και των αποδόσεων των περιουσιακών στοιχείων. 
Ενδεικτικά, οι Amin και Ng (1993) και Hardle και Hafner (2000) κάνουν 
εκτίµηση των παραµέτρων µε χρήση τιµών απόδοσης µετοχής υπό το µέτρο 
πιθανότητας στον κανονικό κόσµο, και κατά συνέπεια αυτές οι εκτιµήσεις 
χρησιµοποιούνται για την αποτίµηση των δικαιωµάτων. Οι Heston και Nandi 
(2000) επιλέγουν τη διαδικασία εκτίµησης µε τη χρήση δεδοµένων από τιµές 
δικαιωµάτων επιλογής. 

 

 

1.2 Βασικές Έννοιες 
Η στασιµότητα σαν έννοια παίζει κυρίαρχο ρόλο στην ανάλυση χρονοσειρών, 
κυρίως εξαιτίας του γεγονότος ότι αντικαθιστά κατά  κάποιο τρόπο την 
υπόθεση των ανεξάρτητων και ισόνοµων παρατηρήσεων που συναντάµε 
στην κλασική θεωρία της στατιστικής. 

 

1.2.1 Ορισµός Στασιµότητας 

Ως χρονολογική σειρά ορίζουµε  ένα δείγµα  3), 3 , … . , 36 , όπου ο δείκτης 7 
παριστάνει ισαπέχοντα χρονικά σηµεία ή χρονικά διαστήµατα. Οι 

παρατηρήσεις 3), 3 , … . , 36   είναι συγκεκριµένες τιµές των τυχαίων 

µεταβλητών 8), 8 , … . , 86  και επιπλέον αυτές οι τυχαίες µεταβλητές είναι 
µέρος µόνο µιας άπειρης ακολουθίας τυχαίων µεταβλητών. Αυτή η άπειρη 

ακολουθία παριστάνεται ως {86} και ονοµάζεται στοχαστική διαδικασία. Οι 

παρατηρήσεις   3), 3 , … . , 36  αναφέρονται στην έννοια του δείγµατος, ενώ 

οι τυχαίες µεταβλητές 8), 8 , … . , 86 αναφέρονται στην έννοια του πληθυσµού. 

Κάτωθι δίνεται ο ορισµός της στασιµότητας : 

Ορισµός 1.1: Μια στοχαστική διαδικασία είναι αυστηρώς στάσιµη (strictly 
stationary) όταν οι ιδιότητές της δεν επηρεάζονται από µια αλλαγή στην αρχή 
µέτρησης του χρόνου. Αυτό σηµαίνει ότι η από κοινού συνάρτηση 
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πιθανότητας µε αρχή το χρονικό σηµείο 0 , δηλαδή η  ;(<) = (3� , 3�1), … . , 3�16) είναι ακριβώς  η ίδια µε την από κοινού 

(συνδυασµένη) συνάρτηση πιθανότητας µε αρχή το χρονικό σηµείο	0 + >, την ;(<) = (3�1?, 3�1)1?, … . , 3�161?). 
Το > παριστάνει µια αυθαίρετη µετακίνηση κατά µήκος του άξονα του χρόνου 
είτε προς τα εµπρός είτε προς τα πίσω, δηλαδή µπορεί να είναι είτε θετικό είτε 
αρνητικό. Οπότε, από τη στιγµή που δεν µεταβάλλεται η συνάρτηση 
πιθανότητας µε το χρόνο, δεν θα µεταβάλλεται ούτε η περιθώρια συνάρτηση 
πιθανότητας και το ίδιο θα ισχύει και για όλες τις διµετάβλητες συναρτήσεις 
πιθανότητας. Όλα αυτά συνεπάγονται ότι ο µέσος και η διακύµανση του  8� 
δεν µεταβάλλονται µε µια αλλαγή του χρόνου, ενώ οι συνδιακυµάνσεις θα 
είναι	συναρτήσεις	µόνο	της	υστέρησης >.	
 
Οπότε θα δίνονται από τους τύπους : 
 

• �(8)) = �(8 ) = … = �(86)  = �(8�) = @ 
• ��A(8)) = ��A(8 ) =. . . = ��A(86) = ��A(8�) = �  
• �&B(8), 8)1?) = �&B(8 , 8 1?) = ⋯ = �&B(86, 861?) =�&B(8� , 8�1?) = 	 D?	

 
Ο αυστηρός ορισµός της στασιµότητας αναφέρεται σε όλες τις ιδιότητες µιας 
στοχαστικής διαδικασίας, γι’ αυτό όταν ικανοποιούνται µόνο οι παραπάνω 
συνθήκες, η στοχαστική διαδικασία χαρακτηρίζεται ασθενώς στάσιµη (weakly 
stationary). 
 
Γενικότερα πάντως ο σκοπός των χρονοσειρών είναι η κατασκευή µοντέλων 
που αφορούν στοχαστικές διαδικασίες  που  µας ενδιαφέρουν. Ένα από τα 
πρώτα µοντέλα προς αυτή την κατεύθυνση είναι και τα ���� µοντέλα 
(autoregressive moving average models) ή αυτοπαλίνδροµο µοντέλο κινητού 
µέσου, τα οποία χρησιµοποιήθηκαν κυρίως για την πρόβλεψη διαδικασιών µε 
στασιµότητα δευτέρου βαθµού (second-order stasionarity). 
 
Η γενική µορφή ενός υποδείγµατος ����(E, F)είναι : 8� = �G + �)8�() + � 8�( +⋯+ �H8�(H + I� + J)I�() + J I�( +⋯+ JKI�(K	
 
Το υπόδειγµα ����(E, F)είναι συνδυασµός E αυτοπαλίνδροµων όρων και F όρων κινητού µέσου. Η απλούστερη µορφή µιας ����(E, F)διαδικασίας 
είναι το υπόδειγµα	����(1,1). Η µορφή αυτού του υποδείγµατος 
προφανώς, θα είναι: 
                          8� = �G + �)8�() + I� + J)I�() . 
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1.2.2 Ορισµός Εργοδικότητας 
 
Χρήσιµη  στη µελέτη των ����� µοντέλων θα είναι και η έννοια της 
εργοδικότητας. Έτσι, µια στάσιµη  ακολουθία ονοµάζεται εργοδική (ergodic) 
εάν ικανοποιεί τον ισχυρό νόµο των µεγάλων αριθµών. 
 
Ορισµός 1.2: (Εργοδική στάσιµη διαδικασία) 
Μια αυστηρώς στάσιµη διαδικασία (L�)�∈ℤ ,ονοµάζεται εργοδική εάν και µόνο 

εάν, για κάθε σύνολο Borel O και κάθε ακέραιο P, 
 
          �()∑ �RS�T) (L� , L�1), … , L�1U) → ℙ{(L), … , L)1U) ∈ O}	        (1.1) 
 
µε πιθανότητα ένα. 
 
Οι γενικοί µετασχηµατισµοί εργοδικών διαδικασιών  δεν αλλοιώνουν τη δοµή 
τους (παραµένουν εργοδικές). 
 
Θεώρηµα 1.1 : Εάν (L�)�∈ℤ	είναι  µια εργοδική αυστηρώς στάσιµη ακολουθία 

και αν (X�)�∈ℤ  ορίζεται ως  80 = ;(. . . , L0−1, L0, L0+1, … ) όπου ;	 είναι 
µια µετρίσιµη συνάρτηση από τον χώρο ℝZ  στον ℝ , τότε (X�)�∈ℤ είναι 
επίσης µια εργοδική αυστηρώς στάσιµη ακολουθία. 
 
Θεώρηµα 1.2 : (Το εργοδικό θεώρηµα για στάσιµες διαδικασίες) 
Εάν (L�)�∈ℤ είναι αυστηρώς στάσιµη ,και εργοδική, εάν η ; είναι µετρίσιµη, 
και εάν  [(|;(. . . , L�(), L� , L�1), … )| < ∞) τότε : 
 
    �() ∑ ;(. . . , L�(), L� , L�1), … )S�T) → 	[|;(. . . , L�(), L� , L�1), … )|  (1.2) 
 
µε µεγάλη βεβαιότητα. 
 
 
 

1.3 Χρηµατοοικονοµικές Χρονοσειρές 
 
Όπως αναφέρθηκε και στην εισαγωγή οι τιµές των λογαριθµικών  αποδόσεων  
συγκλίνουν  µε αυτές  των σχετικών αποδόσεων κάνοντας χρήση του 
αναπτύγµατος Taylor. Παρακάτω παρατίθενται κάποια εµπειρικά 
αποτελέσµατα  που αφορούν χρονοσειρές χρηµατοοικονοµικών δεδοµένων. 
 

1.3.1 Εµπειρικά Αποτελέσµατα Χρονοσειρών µε Χρήση 
Χρηµατοοικονοµικών ∆εδοµένων 
 

1) Μη στασιµότητα των χρονοσειρών των τιµών του υποκείµενου τίτλου :  
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Η τροχιά των τιµών του δείγµατος ενός υποκείµενου τίτλου θεωρείται γενικά 
ότι ακολουθεί τυχαίο περίπατο. Σε αντίθεση µε την παραπάνω θεώρηση, η 
τροχιά  του δείγµατος των αποδόσεων είναι γενικά συµβατή µε την υπόθεση 
της στασιµότητας δευτέρας τάξης. 
 
2) Απουσία αυτοσυσχέτισης για τις αποδόσεις ενός υποκείµενου τίτλου  : 
Οι διακυµάνσεις των τιµών µπορούν να θεωρηθούν και ως λευκός  θόρυβος 
(white noise). 
 
3) Αυτοσυσχέτιση των τετραγωνικών τιµών των αποδόσεων : 
Οι τετραγωνικές τιµές των αποδόσεων ή οι απόλυτες τιµές αυτών, γενικά 
παρουσιάζουν ισχυρή αυτοσυσχέτιση. Αυτή η ιδιότητα δεν αντιτίθεται µε την 
υπόθεση (2) παραπάνω που αφορά το λευκό θόρυβο. 
 
4) Συσταδοποίηση µεταβλητότητας (volatility clustering) : 
Όπως ειπώθηκε και από τον Mandelbrot, ‘‘ µεγάλες αλλαγές των αποδόσεων 
τείνουν να ακολουθούνται από µεγάλες αλλαγές, ανεξαρτήτου πρόσηµου, και 
µικρές αλλαγές τείνουν να ακολουθούνται από µικρές αλλαγές’’. Το 
παραπάνω θα µπορούσε να παρασταθεί µε ποσοτικό τρόπο λέγοντας ότι ενώ 
οι αποδόσεις από µόνες τους είναι ασυσχέτιστες, η απόλυτη τιµή των 
αποδόσεων |��|  ή τα τετράγωνα αυτών παρουσιάζουν µια σηµαντική, θετική 
και φθίνουσα µε αργό ρυθµό συνάρτηση αυτοσυσχέτισης της µορφής 
_&AA = �|��|, |��1`|� > 0  µε  b να µπορεί να πάρει τιµές από λεπτά έως 
εβδοµάδες. 
 
5) Κύρτωση (kurtosis) : 
Το γράφηµα που δηµιουργείται από τις παρατηρήσεις �� πολλές φορές 
υποθέτουµε πως είναι κανονικής κατανοµής. Αυτό όµως παρατηρούµε πως 
δεν ισχύει πάντα στην πραγµατικότητα. Έτσι, η έννοια της κύρτωσης µας δίνει 
τη δυνατότητα να ελέγξουµε την κανονικότητα της κατανοµής των 
παρατηρήσεων  ��. Η κύρτωση µε άλλα λόγια είναι ένα µέτρο για να δούµε αν 
η κατανοµή των παρατηρήσεών µας ταυτίζεται µε αυτή της κανονικής. 
Έτσι έχουµε την πλατύκυρτη (platykurtic) κατανοµή η οποία έχει τιµή 
κύρτωσης µικρότερη από αυτήν της τυπικής κανονικής κατανοµής καθώς και 
χαµηλή κορυφή. Η λεπτόκυρτη (leptokurtic)  κατανοµή από την άλλη έχει τιµή 
κύρτωσης µεγαλύτερη από αυτήν της τυπικής κανονικής κατανοµής µε 
αποτέλεσµα την υψηλότερη κορυφή σε σχέση µε την κατανοµή Gauss καθώς 
και πιο παχιές ουρές (heavy tails).  
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∆ιάγραµµα 1.1:  Παράδειγµα λεπτόκυρτης και πλατύκυρτης κατανοµής σε 
σχέση µε την κανονική. 
 
Το τελευταίο χαρακτηριστικό είναι σύνηθες γνώρισµα ανάµεσα στις 
παρατηρήσεις των τιµών ενός υποκείµενου τίτλου και αποδόσεων αυτού και 
έτσι φαίνεται το γεγονός πως οι χρηµατοοικονοµικές χρονοσειρές έχουν 
µεγαλύτερη πιθανότητα για ακραίες τιµές σε σχέση µε παρατηρήσεις που 
ακολουθούν κανονική κατανοµή. 
Η µελέτη  της κύρτωσης που αφορά χρονοσειρές πολλές φορές κάνει χρήση 
του ορισµού της κύρτωσης κατά Fisher που ορίζεται (για χρονοσειρά {��}	, 0 = 1,2,… , �)  ως : 
 									D = @d@  − 3 = @d� − 3 

 
Όπου   @f = [g(� − @)fh   ,   @ = [g�h 
 
είναι η κεντρική ροπή κ τάξης. 
 
Το παραπάνω µέτρο κύρτωσης έχει νόηµα µόνο στην περίπτωση  ύπαρξης 
της ροπής τέταρτης τάξης και να είναι πεπερασµένη. Για να γίνουν 
περισσότερο κατανοητά τα παραπάνω, η κανονική κατανοµή έχει κύρτωση 
κατά Fisher ίση µε µηδέν από τη στιγµή που : 
 

@d = [g(� − @)dh= [g�dh = 1√2j k 0dZ
(Z

�(�l 			.0 		= 3	
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 @ = [g(� − @) h= ��A(�) = 1	, @I		��	~�(0,1).	
 
Επίσης καλό είναι να επισηµανθεί ότι η εκτίµηση  µιας κεντρικής ροπής n 
τάξης δίνεται από τον τύπο : 
 

                                   	@f = )S∑ (Ao − A̅)fSoT) 	. 
 
Έτσι, σύµφωνα µε τον παραπάνω ορισµό θα έχουµε τις παρακάτω 
περιπτώσεις : 

• Πλατύκυρτη κατανοµή  για    D < 0 
• Λεπτόκυρτη κατανοµή για     D > 0 
• Μεσόκυρτη κατανοµή  για     D = 0 . 

 
6) Λοξότητα (skewness) : 
Οι παρατηρήσεις που προέρχονται από τη {��} διαδικασία παρουσιάζουν 
συχνά λεπτόκυρτη κατανοµή. Έτσι, το µέτρο της λοξότητας ορίζεται από το 
βαθµό της ασυµµετρίας µιας κατανοµής. 
Υπάρχουν διαφορετικά είδη λοξότητας που µπορούν να οριστούν. Η λοξότητα 
ή ασυµµετρία κατά Fisher είναι η πιο διαδεδοµένη και ορίζεται ως : D) = @q@ q  r = @q�q	
όπου @q  είναι η κεντρική ροπή τρίτης τάξης και @ )  r  είναι η τυπική απόκλιση. 
Μία αρνητική τιµή λοξότητας είναι ένδειξη ότι οι παρατηρήσεις ακολουθούν 
κατανοµή µε ασυµµετρία προς τα αριστερά. Με άλλα λόγια η αριστερή ουρά 
είναι πιο ‘‘βαριά’’ σε σχέση µε τη δεξιά. Αντίστοιχα µια θετική τιµή λοξότητας 
δεικνύει την ύπαρξη ασυµµετρίας από τη δεξιά πλευρά. 
 
7) Εποχικότητα  (seasonality)  : 
Κατά τη διάρκεια των αργιών και του σαββατοκύριακου οι πληροφορίες στην 
αγορά που αφορούν περιουσιακά στοιχεία συσσωρεύονται. Αυτό το γεγονός 
θα µπορούσε να επηρεάσει τις αποδόσεις των περιουσιακών στοιχείων κατά 
τη στιγµή που η αγορά θα επανερχόταν σε λειτουργία. Κάνοντας την υπόθεση 
ότι η ροή των πληροφοριών είναι σταθερή, η διακύµανση των αποδόσεων 
κατά την περίοδο της Παρασκευής µέχρι τη ∆ευτέρα (τιµές κλεισίµατος) θα 
πρέπει να είναι τριπλάσια από αυτή της ∆ευτέρας έως και την Πέµπτη (τιµές 
κλεισίµατος). Όµως η παραπάνω υπόθεση απέχει από αυτό το οποίο ισχύει 
στην πραγµατικότητα. Η ροή πληροφοριών κατά τις περιόδους  όπου η αγορά 
είναι κλειστή, είναι πιο χαµηλή σε σχέση µε τις ηµέρες λειτουργίας της κι έτσι 
περιορίζεται το παραπάνω περιγραφέν φαινόµενο (holiday effect). 
 
Οι παραπάνω ιδιότητες υποδηλώνουν τη δυσκολία µοντελοποίησης των 
χρηµατοοικονοµικών χρονοσειρών και κάθε στατιστικό µοντέλο που 
περιγράφει αποδόσεις θα πρέπει να λαµβάνει υπόψη τα παραπάνω 
περιγραφέντα χαρακτηριστικά. Τα πιο σηµαντικά είναι η λεπτόκυρτη µορφή 
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της κατανοµής των παρατηρήσεων της  ��  ,η µη προβλεπτικότητα των 
αποδόσεων και η ύπαρξη θετικής αυτοσυσχέτισης στα τετράγωνα και τις 
απόλυτες τιµές των αποδόσεων. Κλασικές µοντελοποιήσεις (όπως αυτή των ���� models) αποδεικνύονται ακατάλληλες για να συµπεριλάβουν τα 
παραπάνω χαρακτηριστικά. 
 
Το γεγονός ότι µεγάλες τιµές αποδόσεων (σε απόλυτη τιµή) τείνουν να 
ακολουθούνται από  υψηλές τιµές αποδόσεων, ανεξαρτήτου πρόσηµου, δεν 
είναι απολύτως συµβατό µε την υπόθεση της σταθερής δεσµευµένης 
µεταβλητότητας. Το παραπάνω φαινόµενο ονοµάζεται δεσµευµένη 
ετεροσκεδαστικότητα (conditional heteroscedasticity) και συµβολικά : 
 ��As��⎹	��(), ��( ,…u ≢ �bwJIxή	
 
Η δεσµευµένη ετεροσκεδαστικότητα βρίσκεται σε συµφωνία µε την έννοια της 
στασιµότητας (αυστηρώς και δευτέρας τάξης στασιµότητα), µε τρόπο 
παρόµοιο όπως η µη σταθερή δεσµευµένη µέση τιµή µε τη στασιµότητα. Το 
παραπάνω θα γίνει κατανοητό µέσω της ενδελεχούς µελέτης του ����� 
µοντέλου στη συνέχεια. 
 
Γενικά, τα µοντέλα που χρησιµοποιούµε για τις αποδόσεις κάνουν χρήση του 
παρακάτω  τύπου : 
 
                                         		�� = ��z�                                           (1.3) 
 

Όπου για τα �� και z�  έχω : 
• �� είναι µετρήσιµη στην ιστορία ℱ�() και �� > 0 
• (z�) είναι ανεξάρτητη και ισόνοµη διαδικασία µε µοναδιαία διακύµανση 

και ανεξάρτητη της ιστορίας  ℱ�() και της ��. 
 
Ο παραπάνω ορισµός στην ουσία  υποδηλώνει το πρόσηµο της   �� , που 

είναι αυτό της διαδικασίας (z�), καθώς και την ανεξαρτησία της �� 
χρονοσειράς από τις παρελθούσες τιµές της. Επίσης, έχουµε και τους τύπους 
: 
 																	�(��⎹	ℱ�()) = 0    ,   �(�02⎹	ℱ0−1) = �02 
 
εάν βέβαια υπάρχουν. Η τυχαία µεταβλητή  �� συµβολίζει τη µεταβλητότητα 
(volatility) της ��. 
 
Η κύρτωση της ��, εάν υπάρχει, σχετίζεται µε αυτήν της z�, που 
συµβολίζεται µε nS, µε τον τύπο  : 
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 [(�04){�(�02)}2 = n� }1 + ��A(�02){�(�02)}2~ 
 
Ο παραπάνω τύπος δείχνει ότι η λεπτόκυρτη ιδιότητα µιας χρονοσειράς έχει 
σχέση µε την αντίστοιχη ιδιότητα µιας ανεξάρτητης και ισόνοµης διαδικασίας (z�) καθώς και µε την διαδικασία (�� ). 
 
Έτσι, διαφορετικών ειδών µοντέλα µπορούν να χρησιµοποιηθούν ανάλογα µε 

τη θεώρηση που έχουµε κάνει για τη µεταβλητότητα ��	. Μια κατηγορία 
µοντέλων είναι αυτή που ακολουθεί διαδικασίες δεσµευµένης 
ετεροσκεδαστικότητας (����� type  models) όπου η µεταβλητότητα είναι 
αιτιοκρατική (ντετερµινιστική) συνάρτηση των παρελθουσών τιµών της ��. Η 
ειδοποιός διαφορά στις διαδικασίες αυτής της κατηγορίας είναι η διαφορετική 
µορφή αυτής της συνάρτησης. Τα κλασικά ����� µοντέλα χαρακτηρίζονται 
από το γεγονός ότι η µεταβλητότητα είναι γραµµική συνάρτηση των 

παρελθουσών τιµών �� . 
 
Μια δεύτερη κατηγορία µοντέλων είναι αυτή που χρησιµοποιεί  διαδικασίες 
στοχαστικής µεταβλητότητας, όπου η µεταβλητότητα είναι µια άδηλη 
διαδικασία (latent process).Το πιο γνωστό µοντέλο αυτής της κατηγορίας 

βασίζεται στην υπόθεση ότι η διαδικασία %&'�0 ακολουθεί τον τύπο της 
µορφής : 

 %&'�� = � + �%&'��() + ��	
 
όπου ο λευκός θόρυβος  (��) και η (z�)		είναι ανεξάρτητες µεταξύ τους, και �		και  �  είναι µία σταθερά και η παράµετρος του µοντέλου αντίστοιχα. 
 
Στα πλαίσια της παρούσας εργασίας η πρώτη κατηγορία είναι αυτή που 
αναλύεται ενδελεχώς. 
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 2 
 

Θεωρητική Θεµελίωση 
��
� Χρονοσειρών 
 
 

2.1 Το Υπόδειγµα  ��
�  
 

Το πιο σηµαντικό βήµα στο πεδίο της πρόβλεψης της χρηµατοοικονοµικής 
µεταβλητότητας έγινε µε την ανάπτυξη µοντέλων µε αυτοπαλίνδροµη 
δεσµευµένη ετεροσκεδαστικότητα (Autoregressive conditionally 
heteroskedastic class of models ) από τον Engle  (1982). Αυτό που 
συνεισέφεραν αυτού του είδους τα µοντέλα στη µέχρι εκείνη την περίοδο 
γνώση, ήταν η αυστηρή ‘‘µαθηµατικοποίηση’’    της έννοιας της 
µεταβλητότητας (volatility), διευκολύνοντας µε αυτόν τον τρόπο τη σε βάθος 
ανάλυση των διάφορων ιδιοτήτων των οικονοµικών και χρηµατοοικονοµικών 
χρονοσειρών. Έτσι τα µοντέλα που βασίζονται στη θεωρία των ���� 
διαδικασιών, κατάφεραν να λάβουν υπόψη τους, όσον αφορά τη θεµελίωση 
τους, τα πιο συνήθη χαρακτηριστικά των παρατηρούµενων 
χρηµατοοικονοµικών  χρονοσειρών, όπως η µεγαλύτερη κύρτωση των 
αποδόσεων, η µη σταθερή µεταβλητότητα και η συσταδοποίηση της 
µεταβλητότητας (volatility clustering). Εναλλακτικά θα µπορούσαµε να πούµε 
ότι τα αποτελέσµατα της θεωρίας ���� χρησιµοποιούνται για να 
υποδηλώσουν την παρουσία αυτοσυσχέτισης στη διαδικασία της ροπής 
δευτέρας τάξης των αποδόσεων. Αυτό που διασαφηνίζει την προβλεπτικότητα 
της παραπάνω ποσότητας είναι ακριβώς αυτή η ύπαρξη της γραµµικής 
συσχέτισης της µεταβλητότητας. 
 
Σε αυτό το σηµείο καλό είναι να αναφερθεί ότι τα αποτελέσµατα από τη χρήση 
ενός  ���� µοντέλου δεν έρχονται σε σύγκρουση µε την υπόθεση της 
αποτελεσµατικής αγοράς (efficient market hypothesis) σύµφωνα µε την οποία 
οι παρελθούσες αποδόσεις ενός χρηµατοοικονοµικού προϊόντος δεν µπορούν 
να χρησιµοποιηθούν έτσι ώστε να επιτύχουµε συστηµατικά µεγαλύτερες από 
το κανονικό αποδόσεις στο µέλλον. Η απουσία αυτοσυσχέτισης στις 
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αποδόσεις δε συνεπάγεται απαραίτητα ότι τα σφάλµατα πρόβλεψης  είναι 
ανεξάρτητα. Αυτό µε τη σειρά του µας οδηγεί στο συµπέρασµα ότι είναι 
πιθανή η ύπαρξη µιας µη γραµµικής σχέσης κυρίαρχης της στοχαστικής 
διαδικασίας των καταλοίπων (residuals), η οποία ταυτόχρονα να είναι 
σύµφωνη και µε την υπόθεση της αποτελεσµατικής αγοράς. Η µη 
γραµµικότητα της παραπάνω διαδικασίας µπορεί να υπονοήσει την παρουσία 
µιας γραµµικής σχέσης που αφορά τη διαδικασία της δεσµευµένης 
µεταβλητότητας των σφαλµάτων (conditional variance process of the errors). 
Μια πιθανή πηγή αυτού του φαινοµένου της συσταδοποίησης  της 
µεταβλητότητας είναι η αυτοπαλίνδροµη σχέση που διέπει τη διαδικασία της 
άφιξης των ‘‘νέων’’ στην αγορά εννοώντας ότι οι πληροφορίες µεταφέρονται 
στην αγορά συσταδοποιηµένα (οµαδοποιηµένα) και όχι σε οµοιόµορφα 
κατανεµηµένες χρονικές περιόδους. Με άλλα λόγια η στοχαστική διαδικασία 
που περιγράφει τη ροή των πληροφοριών στην αγορά χαρακτηρίζεται από 
γραµµική εξάρτηση, µε την ποσότητα των πληροφοριών που καταφτάνουν 
στην αγορά να είναι συνάρτηση του χρόνου. 
 
Τα ���� µοντέλα χρησιµοποιήθηκαν σε πολλές εµπειρικές εφαρµογές όπως 
στα ���� και  ��!  µοντέλα, στη µελέτη της ροής πληροφοριών ανάµεσα 
σε χώρες και αγορές, στο σχεδιασµό αποτελεσµατικών στρατηγικών 
αντιστάθµισης κινδύνου, στη µοντελοποίηση της σχέσης µεταξύ 
µεταβλητότητας που αλλάζει στο χρόνο και ασφαλίστρων κινδύνου, στην 
ανάλυση των επιπτώσεων στην οικονοµία της νοµισµατικής πολιτικής µιας 
χώρας κ.α. Επιστρέφοντας τώρα στη θεωρητική θεµελίωση του µοντέλου µας, 
ένα σηµαντικό χαρακτηριστικό αυτού είναι το γεγονός ότι η µεταβλητότητα των 
σφαλµάτων πρόβλεψης είναι συνάρτηση του µεγέθους των παρελθόντων 
σφαλµάτων. Εφαρµόζοντας µια παλινδρόµηση, ένα σφάλµα είναι γενικά µια 
απόκλιση ανάµεσα στις πραγµατικές τιµές µιας εξαρτηµένης µεταβλητής και 
τις υπολογισµένες τιµές από τη γραµµή παλινδροµήσεως του δείγµατος. Σε 
ένα µοντέλο ����� η δεσµευµένη διακύµανση των σφαλµάτων πρόβλεψης 
είναι µια συνάρτηση του µεγέθους των παρελθουσών τιµών της. Αυτό 
σηµαίνει ότι µεγάλα σφάλµατα (ανεξαρτήτου πρόσηµου) θα τείνουν να 
ακολουθούνται από µεγάλα σφάλµατα και αντίστροφα. Προφανώς ένα 
πλεονέκτηµα αυτού του είδους των µοντέλων είναι ότι θεωρούν τη 
δεσµευµένη διακύµανση να µεταβάλλεται στο χρόνο αντί να είναι σταθερή. Η 
παραδοσιακή υπόθεση της σταθερής διακύµανσης θεωρείται απλουστευµένη 
και µη ρεαλιστική. Παρόλα αυτά, η µη δεσµευµένη διακύµανση σε ένα ARCH 
µοντέλο θα θεωρείται σταθερή. Παρακάτω γίνονται περισσότερο κατανοητά τα 
ανωτέρω. 
 
Από τη σκοπιά της οικονοµετρίας γνωρίζουµε ότι η καλύτερη πρόβλεψη για τη 
µελλοντική τιµή µιας τυχαίας µεταβλητής 3�  , δεδοµένου του πληροφοριακού 
συνόλου των πραγµατοποιηµένων τιµών αυτής της τυχαίας µεταβλητής, 

δίνεται από τη δεσµευµένη µέση τιµή  �(80⎹	80−1)  . Η δεσµευµένη µέση 
τιµή µπορεί να υπολογιστεί κάνοντας χρήση είτε της αθροιστικής συνάρτησης  
πιθανότητας (για διακριτές τυχαίες µεταβλητές)  ή της συνάρτησης 
πυκνότητας πιθανότητας για συνεχείς τυχαίες µεταβλητές. Η παραπάνω 
αναφερθείσα πρόβλεψη είναι επίσης µια τυχαία µεταβλητή κι έτσι ακολουθεί 
µια συγκεκριµένη  κατανοµή πιθανοτήτων και έχει διακύµανση ίση µε    
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 ��A(8�⎹	8�())   . Κατά αναλογία, η παραπάνω δεσµευµένη διακύµανση 
µπορεί να θεωρηθεί τυχαία µεταβλητή αφού εξαρτάται από παρελθούσες 
τιµές  . 
 
Ας θεωρήσουµε το κλασικό αυτοπαλίνδροµο µοντέλο χρονοσειρών πρώτης 

τάξης  της µορφής :        30 = D30−1 + I0 
όπου το σφάλµα {I�}  συνιστά διαδικασία λευκού θορύβου µε διακύµανση ��A(I0) = �2. Η δεσµευµένη µέση τιµή της 3� είναι ίση µε D3�()  ενώ η µη 
δεσµευµένη είναι ίση µε µηδέν. Η χρήση της ιδέας της δεσµευµένης µέσης 
τιµής  συνέβαλε αποφασιστικά στην ανάπτυξη των µοντέλων χρονοσειρών. Η 

δεσµευµένη διακύµανση της 3�	 ισούται µε �   ενώ η µη δεσµευµένη µε 
�l)(�l 

. Προφανώς,  µε τη χρήση ενός πληροφοριακού συνόλου που περιέχει 
παρελθούσες τιµές 3� , υπάρχει µείωση της αβεβαιότητας όσον αφορά την 
πρόβλεψη µελλοντικών τιµών. Αυτή η παρατήρηση µας οδηγεί στο 
συµπέρασµα ότι θα µπορούµε να έχουµε πιο ακριβείς προβλέψεις 
διακύµανσης αν ενσωµατώσουµε στο µοντέλο µας τις πληροφορίες που µας 
παρέχουν οι παρελθούσες τιµές των διακυµάνσεων. 
 
Η πιο διαδεδοµένη  προσέγγιση στην έννοια της ετεροσκεδαστικότητας είναι η 
ενσωµάτωση  σε ένα µοντέλο παλινδρόµησης ενός επιπλέον όρου, την 
εξωγενή µεταβλητή <� . Στο πεδίο όµως της χρηµατοοικονοµικής 
οικονοµετρίας, εφαρµόζεται  ένας άλλος τρόπος προσέγγισης του παραπάνω 
ζητήµατος. Αυτό γίνεται εξαιτίας της ανάγκης που δηµιουργείται για να 
περιγραφούν επαρκώς οι λόγοι για τους οποίους η δεσµευµένη διακύµανση 
έχει αυτή τη συµπεριφορά σε σχέση µε το χρόνο. Μια πρώτη απόπειρα έγινε 
από τους Granger  και Anderson (1978)   αλλά η µη δεσµευµένη διακύµανση 
έπαιρνε µόνο τις τιµές του µηδενός ή του απείρου µε αποτέλεσµα να µη γίνει 
ευρεία χρήση αυτού του µοντέλου. 
 
Ένα πιο αποτελεσµατικό στη χρήση του µοντέλο είναι το εξής : 
 3� = I���	
 �02 = �0 + �130−12  
 ��A(I0) = 1 
 
Το παραπάνω µοντέλο ονοµάζεται	����. Αν κάνουµε περαιτέρω χρήση της 
κανονικής κατανοµής και του πληροφοριακού συνόλου �� µέχρι τη χρονική 
στιγµή 0 µπορούµε να εξάγουµε τους εξής τύπους : 
 					3�⎹	��()~�(0, �� ) 
 �� = �G + �)3�()  
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Η δεσµευµένη  διακύµανση µπορεί  να γραφεί και στη µορφή : 
 �� = ℎ(3�(), 3�( , … , 3�(H, w) 
 
όπου E  δηλώνει την τάξη της στοχαστικής διαδικασίας  ���� και 	w	είναι 
ένα διάνυσµα @ άγνωστες παραµέτρους. 
 
Τα ���� µοντέλα µε παλινδρόµηση  (regression ���� models) από την 
άλλη κατασκευάζονται θεωρώντας ότι η δεσµευµένη µέση τιµή  της  3� 
ισούται µε <�� η οποία ποσότητα είναι ένας γραµµικός συνδυασµός των 
παρελθόντων ενδογενών και εξωγενών µεταβλητών οι οποίες 
περιλαµβάνονται στο θεωρηθέν πληροφοριακό σύνολο. Έτσι,  σύµφωνα µε τα 
παραπάνω θα έχω : 
 						3�⎹	��()~�(<��, �� ) 
 I� = 3� − <�� 
 �� = ℎ(I�(), I�( , … , I�(H, w) 
ή	 �� = ℎ(I�(), … , I�(H, <� , <�(), … , <�(H, w) 
 
Σύµφωνα µε αυτό το µοντέλο, όπου η δεσµευµένη διακύµανση µεταβάλλεται 
στο χρόνο, η µελέτη ενός χαρακτηριστικού που αφορά σε διαδικασίες 
πρόβλεψης γίνεται πιο εύκολη µέσω του γεγονότος ότι ο βαθµός 
αβεβαιότητας είναι συνάρτηση του χρονικού ορίζοντα τον οποίο 
χρησιµοποιούµε για να παράγουµε προβλέψεις. Το παραπάνω  είναι η 
µαθηµατικοποίηση της παρατήρησης ότι τα σφάλµατα πρόβλεψης τείνουν να 
οµαδοποιούνται στο χρόνο. 
 
Εναλλακτικά, µπορούµε να θεωρήσουµε ένα µοντέλο ���� σαν ένα πιο 
πολύπλοκο µοντέλο παλινδρόµησης στο οποίο ο διαταρακτικός όρος δεν είναι 
λευκός θόρυβος αλλά και αυτός ακολουθεί διαδικασία	����. Με αυτόν τον 
τρόπο αντιµετωπίζονται κάποια από τα προβλήµατα που ενυπάρχουν στα 
κλασικά µοντέλα παλινδρόµησης. 
 
Ας θεωρήσουµε τώρα ότι ο µηχανισµός παραγωγής τιµών της   3�  είναι µια 
διαδικασία ���� µε µέση τιµή και συνδιακυµάνσεις ίσες µε µηδέν. Η από 
κοινού συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας της παραπάνω διαδικασίας είναι 
ίση µε το γινόµενο των µονοµετάβλητων συναρτήσεων πυκνότητας 
πιθανότητας και λογαριθµίζοντας το γινόµενο θα έχω τη συνάρτηση 
λογαριθµικής πιθανοφάνειας : 
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			%� = −12 %&'�� − 12 3� �� 	
 
µε                                     �� = ℎ(I�(), I�( , … , I�(H, w)	
 
Για να εκτιµήσουµε τώρα το άγνωστο διάνυσµα w πρέπει να 
µεγιστοποιήσουµε τη συνάρτηση λογαριθµικής πιθανοφανείας. Η πρώτη και η 
δεύτερη παράγωγος δίνονται παρακάτω : 
 �%0�w = 12�02 ��0

2
�� �302�02 − 1� 

 �2%0����′ = − 12(�02)2
��02�� ��02��′ �302�02� + �302�02 − 1� ���′� 12�02 ��0

2
�� � 

 
Ο πίνακας πληροφοριών είµαι ίσος µε την αρνητική  τιµή της αναµενόµενης 
τιµής από τον πίνακα δευτέρων παραγώγων (Hessian matrix) και δίνεται : 
 ℘�� =� 12!� } 1(�� ) ���

 ��′ ��� ��′ ~� 	
 
µε συνεπή εκτιµητή  :   ℘��� = )� 	∑ � ) (�+l)l ��+

l
�� ��+l�����  

 
Η πιο αποτελεσµατική µέθοδος εκτίµησης για τις άγνωστες παραµέτρους είναι 
αυτή της µέγιστης πιθανοφάνειας ( η οποία και χρησιµοποιήθηκε παραπάνω) 
αλλά και η µέθοδος των ελαχίστων τετραγώνων ( µία εναλλακτική µέθοδος 
αλλά λιγότερο αποτελεσµατική). Η  ��  τάξης  E  µπορεί στην παρακάτω 
µορφή : �� = �G + �) + 3�() +⋯+ �H3�(H  
 
Το ���� µοντέλο πρώτης τάξης παρόλο απλοϊκό είναι πολύ χρήσιµο σε 

εφαρµογές. Σύµφωνα µε αυτό  µια µεγάλη τιµή της   3� τη χρονική στιγµή	0  
θα οδηγήσει σε µια πρόβλεψη µεγάλης τιµής της διακύµανσης την επόµενη 

χρονική περίοδο. Όµως, στην χρονική περίοδο	0 + 2  (γενικά σε µεγαλύτερες 

χρονικές περιόδους από	0 + 1)  η διαδικασία δε θα ‘‘θυµάται’’  αυτή τη 

µεγάλη τιµή της 3�. Το γράφηµα µιας ���� διαδικασίας έχει πιο παχιές 
ουρές σε σχέση µε αυτό της κανονικής κατανοµής. Οι προϋποθέσεις για να 
έχει µια ���� διαδικασία πεπερασµένη διακύµανση (ή να  είναι στάσιµη 
δευτέρου βαθµού ) είναι όλες οι ρίζες της χαρακτηριστικής της εξίσωσης να 
βρίσκονται έξω από το µοναδιαίο κύκλο, δεδοµένων των παραµέτρων                          
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 �G > 0, �),…,�H ≥ 0.  Αυτή η µη δεσµευµένη  διακύµανση (για µεγάλο 
χρονικό διάστηµα) είναι ίση µε : 
 

                             [s302u = �0�1−∑ ��E�=1 � . 
 
 
 

2.2 Μονοµετάβλητα Υποδείγµατα 
��
� 
 
Ξεκινάµε µε τον ορισµό της διαδικασίας ����� κάνοντας χρήση των ροπών 
πρώτης και δευτέρας τάξης της (I�)	. 
 
Ορισµός 2.1 : (�����(E, F) διαδικασία)   
Μια διαδικασία (I�) ονοµάζεται	�����(E, F)	διαδικασία εάν οι ροπές 
πρώτης και δευτέρας τάξης υπάρχουν και ισχύει:  
(α) [(I�⎹	I�, � < 0) = 0                                                                          (2.1) 
(β) Υπάρχουν σταθεροί αριθµοί  �, wo, � = 1… , F και ��,  � = 1… , E  

τέτοιοι ώστε :  �� = ��A(I�⎹	I�, � < 0) = � + ∑ �oI�(o KoT) +∑ ����(� H�T)                                                                                                                                          

 
                                                                                                                     (2.2) 
Η παραπάνω σχέση µπορεί να γραφεί  και ως εξής για ευκολία : 
 �� = 	� + w(�)I� + �(�)�� , 0 ∈ ℤ,	
 
όπου το � θεωρείται ως τελεστής υστέρησης (�oI� = I�(o  και �o�� =��(o 	για κάθε ακέραιο �)  και � και � είναι πολυώνυµα βαθµού F και E 
αντίστοιχα: 

 

w(�) =��o�oK
oT) 		 , �(�) =�����H

�T) 	 .	
 
Τώρα αν θεωρήσουµε �(�) = 0 θα έχουµε :�� = 	� + ∑ �oI�(o KoT)  και  η 

διαδικασία πλέον είναι µια ����. Αυτή όµως η θεώρηση στην πράξη 
αποδείχθηκε πολύ περιοριστική . Αυτό φάνηκε από το γεγονός ότι 
προκειµένου να πετύχουµε καλό αποτέλεσµα µε αυτό το µοντέλο θα έπρεπε 
να κάνουµε χρήση πολλών παρελθουσών µεταβλητών οι οποίες θα 
λαµβάνονταν υπόψη στον υπολογισµό της δεσµευµένης διακύµανσης. Έτσι, 
έχοντας έναν µεγάλο αριθµό για το F δε θα καταλήγαµε σε καλό αποτέλεσµα 
από τη στιγµή που αυτό το  γεγονός θα απαιτούσε την εκτίµηση µεγάλου 
αριθµού συντελεστών. Παρόλα αυτά για τη διαδικασία   I�  θα µπορούσαµε να 
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γράψουµε ότι ισχύει :  B� = I� − ��  (αξίζει να σηµειωθεί ότι η διαδικασία (B�) δεν είναι ανεξάρτητη και ταυτόνοµη διαδικασία). Έτσι, αντικαθιστώντας 
στον τύπο (2) για τη µεταβλητή   ��(�  την ποσότητα I�(� −	B�(� θα έχω την 
έκφραση : 
 
     I� = � + ∑ (�o +�oT) �o)	I�(o +	B� 	− 	∑ ��H�T) B�(� 	, 0 ∈ ℤ,	        (2.3) 
 
όπου A = ��<	(E, F) µε δεδοµένο ότι  �o = 0	(�o = 0)	 αν � >F			(	� > E). Η εξίσωση (2.3) έχει τη δοµή (γραµµική) ενός µοντέλου	����. 
Έτσι υποθέτοντας ότι η (I� ) διαδικασία είναι στάσιµη δευτέρου βαθµού, 
µπορούµε να πούµε ότι αν η (I�)		είναι �����(E, F) τότε (I� ) είναι µια 
διαδικασία ����(A, E) . Η παραπάνω παρουσίαση της (I� ) ως διαδικασίας ���� θα φανεί χρήσιµη στην εκτίµηση µιας ����� διαδικασίας που θα 
παρουσιαστεί σε επόµενη ενότητα. 
 
Μέσω του ορισµού που δώσαµε στην αρχή της ενότητας δεν έγινε απολύτως 
φανερό ποια θα είναι αυτή η στοχαστική διαδικασία η οποία θα επιβεβαιώνει 
τις συνθήκες (α),(β). Παρακάτω δίδεται ο ορισµός : 
 
Ορισµός 2.2 : (ισχυρά �����(E, F) διαδικασία) 
Θεωρούµε τη διαδικασία  (z�) η οποία είναι ανεξάρτητη και ταυτόνοµη 
ακλουθώντας την τυπική κανονική κατανοµή (z� ∼ ¡(0,1)) . Η διαδικασία 
(I�) ονοµάζεται ισχυρά �����(E, F) διαδικασία εάν : 
 

                 ¢ I� = ��z��� = � + ∑ �oI�(o KoT) +∑ ����(� H�T) 	£                                (2.4) 

 
όπου �o και �� θετικές σταθερές και � είναι θετικός σταθερός αριθµός. 
 
Οι ����� διαδικασίες όπως ορίστηκαν στον πρώτο ορισµό θα ονοµάζονται 
ηµι-ισχυρές ακλουθώντας τον ορισµό των Drost και Nijman (1993). 
Αντικαθιστώντας το  I�(o µε την ποσότητα ��(oz�(o στη σχέση (2.2) θα έχω : 
 

                       �� = � + ∑ �o��(o z�(o KoT) +∑ ����(� H�T)   , 
 
η οποία µπορεί να γραφεί και ως εξής: 
 																												�� = 	� + ∑ �o(z�(o)��(o �oT)                                (2.5) 
 
όπου �o(�) = 	�o� + �o 	, � = 1,… , A . Αυτή η παράσταση µας δείχνει ότι η 
διαδικασία της διακύµανσης µιας ισχυρής �����	διαδικασίας, είναι η λύση 
µιας αυτοπαλίνδροµης ισότητας µε τυχαίους συντελεστές, όπως γίνεται 
φανερό από τη σχέση (2.5). 
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Σε αντίθεση µε µοντέλα χρονοσειρών όπως το	����, η δοµή ����� 
επιτρέπει την ποσότητα I�  να είναι συνάρτηση των παρελθόντων τιµών της. 
Έτσι περίοδοι µε µεγάλη µεταβλητότητα (που αντιστοιχούν  σε µεγάλες τιµές I�(o ) θα ακολουθούνται από περιόδους όπου οι διακυµάνσεις θα έχουν 
µικρότερο εύρος. Με άλλα λόγια η µεταβλητότητα παρουσιάζει τάσεις 
συσταδοποίησης. Επίσης, το ίδιο ισχύει κα για τις µεγάλες απόλυτες τιµές της (I�)	, παρόλο που δεν κατανέµεται οµοιόµορφα. Αποδεικνύεται ότι όλες αυτές 
οι τροχιές αντιστοιχούν σε αυστηρώς στάσιµες διαδικασίες οι οποίες είναι και 

στάσιµες δευτέρας τάξης. Με οδηγό τη σχέση (2.3) και για µεγάλες τιµές της w 
(θεωρητικά για w > 3.56) καταλήγουµε µέσω προσοµοίωσης σε ‘‘εκρηκτικά’’ 
µονοπάτια (δηλαδή πιο συχνές οι έντονες διακυµάνσεις). 
 
 

2.2.1 Μελέτη  Στασιµότητας 

 
Σε αυτήν την ενότητα θα µελετήσουµε την ύπαρξη στάσιµων λύσεων 
(αυστηρώς ή δευτέρας τάξης) που αφορά το µοντέλο του τύπου της σχέσης 
(2.4). Θα µελετήσουµε κυρίως αιτιατές λύσεις (nonanticipative solutions) της 
µορφής (I�) διαδικασίας, τέτοιες ώστε η I� να είναι µετρήσιµη συνάρτηση της 
µεταβλητής z�(?, > ≥ 0. Για τέτοιας µορφής διαδικασία, η �� είναι ανεξάρτητη  
της �-άλγεβρας που παράγεται από την  {z�1¦ , ℎ ≥ 0}  και η I� είναι 
ανεξάρτητη από τη �-άλγεβρα που παράγεται από την {z�1¦ , ℎ > 0}. Θα 
αποδειχθεί ότι αυτού του είδους οι λύσεις είναι εργοδικές. Για να γίνει πιο 
εύκολη η µελέτη του µοντέλου θα µελετηθεί η  περίπτωση του �����(1,1) 
στην παρούσα φάση. 
 
 

2.2.1.1 Η Περίπτωση 
��
�(�, �) 
 
Αν θέσουµε E = F = 1 στον τύπο (2.4) θα έχω : 
 

                      §					I0 = �0z0 			,				sz0u	��.	(0,1)�02 = � + �I0−12 +��0−12 																				£        (2.6) 

 
Με � ≥ 0, w ≥ 0, � ≥ 0	. Ας θεωρήσουµε w(�) = ��2 + � . 
 
Θεώρηµα 2.1 :(Αυστηρή στασιµότητα της ισχυρής ����� (1,1) διαδικασίας) 

Εάν         −∞ ≤ D ≔ [ %&'ªwz02 + �« < 0,                                (2.7) 
τότε το άπειρο άθροισµα: 																ℎ� = {1 + ∑ w(z�())…�(z�(o)Z¬T) }�                             (2.8) 
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συγκλίνει µε µεγάλη βεβαιότητα και η διαδικασία   (I�) που ορίζεται ως I0 = �0z0 είναι η µοναδική αυστηρώς στάσιµη λύση του µοντέλου (2.6). Αυτή 

η λύση είναι εργοδική και αιτιατή (nonanticipative) . Εάν D ≥ 0 και � > ­ , 
δεν υπάρχει αυστηρώς στάσιµη λύση. 
 
Παρατηρήσεις σχετικά µε τη συνθήκη (2.7) : 
 
Α) Όταν � = 0 και D < 0 , είναι φανερό µέσω της (2.8) ότι η µοναδική 

αυστηρώς στάσιµη λύση είναι I� = 0. Εποµένως µπορούµε να υποθέσουµε � > 0. 
Β) Μπορούµε να πούµε ότι η σχέση (2.7) εξαρτάται από τη διακύµανση της z�. 
Γ) Μέσω της (2.7) έχω � < 1 . Εάν υποθέσω ότι    w + � < 1	, τότε η (2.7) 
ικανοποιείται αφού ισχύει : 

               	�g%&'{�(z�)}h ≤ %&'�{�(z�)} = %&'	(� + �) < 0. 
∆)Εάν ικανοποιείται η (2.7) σχέση, τότε ικανοποιείται για κάθε ζευγάρι (w), �)) τέτοιο ώστε w) ≤ w	nw®	�) ≤ �.	Συγκεκριµένα η αυστηρή 
στασιµότητα ενός �����(1,1) µοντέλου αφήνει να εννοηθεί ότι τι ����(1) µοντέλο είναι επίσης στάσιµο (αφού � = 0) . 
 
Θεώρηµα 2.2 :(στασιµότητα δευτέρας τάξης της �����(1,1) διαδικασίας) 
Θεωρώ � > 0. Εάν w + � ≥ 1, µία αιτιατή και δευτέρας τάξης στάσιµη λύση 
στο �����(1,1) µοντέλο δεν υπάρχει. Εάν w + � < 1 , η διαδικασία (I�) , 
όπου  I� = ��z�, είναι στάσιµη δευτέρας τάξης. Περεταίρω,  δεν υπάρχει 
άλλη στάσιµη δευτέρας τάξης και αιτιατή λύση. 
 
 

 

 
 
∆ιάγραµµα 2.2 : Περιοχές στασιµότητας για το �����(1,1) µοντέλο όταν z� ∼ ¡(0,1) : περιοχή 1,στασιµότητα δευτέρας τάξης- 1 και  2, αυστηρή 
στασιµότητα – 3, όχι στάσιµη. 
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Το παραπάνω σχήµα δείχνει τις περιοχές αυστηρής και δευτέρας τάξης 
στασιµότητας για το ισχυρό �����(1,1) µοντέλο για z� ∼ ¡(0,1) . Αξίζει 
να σηµειωθεί ότι η κατανοµή της z� έχει νόηµα µόνο στην περίπτωση της 
αυστηρής στασιµότητας. 
 
 

2.2.1.2  Η Γενική Περίπτωση 
 
Στη γενική περίπτωση της ισχυρής �����(E, F)  διαδικασίας, θα κάνω 
χρήση του εξής τύπου : 
                                       �� = ¯�	 + °�		��()                                 (2.9) 

 

όπου  ¯�	 = ¯(z�) =
±
²²²
³�z�

 0⁞�0⁞0 µ
¶¶¶
·

 ∈ ℝH1K ,   �� =
±
²²³

I� ⁞I�(K1)�+l⁞�+,¸¹-l

 

µ
¶¶· ∈ ℝH1K 

 
 
και  : 

°� =

±
²²²
²²²
²³
w)z�	 	 … 	 wKz�	 �)z�	 	 … 	 �Hz�	 1 0 … 	 0 0 	 … 	 00 1 … 	 0 0 	 … 	 0⋮ ⋱ ⋱ 	 ⋮ ⋮ ⋱ ⋱ 	 ⋮0 	 … 1 0 0 	 … 0 0w) 	 … 	 wK �) 	 … 	 �H0 	 … 	 0 1 0 … 	 00 	 … 	 0 0 1 … 	 0⁞ ⋱ ⋱ 	 ⋮ ⋮ ⋱ ⋱ 	 ⋮0 	 … 0 0 0 	 … 1 0 µ

¶¶¶
¶¶¶
¶·
(2.10)	

                                                                                                                    

 
είναι ένας (E + F) × (E + F)  πίνακας. Στην περίπτωση του ����(E) 
µοντέλου, το 		�� διάνυσµα γίνεται I�  και οι F − 1 πρώτες παρελθούσες τιµές 
του, και ο °�	 πίνακας έχει στοιχεία µόνο τα πάνω αριστερά. Η ισότητα (2.9) 
ορίζει ένα αυτοπαλίνδροµο µοντέλο µε θετικούς, ανεξάρτητους και ισόνοµους 
συντελεστές πίνακα. Η κατανοµή της	�� δεδοµένης της ιστορίας συµφωνεί µε 
την κατανοµή δεδοµένης της τιµής ��() , κάτι που σηµαίνει ότι η (��) είναι 
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διαδικασία Markov. Έτσι, η σχέση (2.9) λέγεται και αναπαράσταση Markov 
του µοντέλου �����(E, F) .Ο τύπος (2.9) µπορεί να γραφεί και ως : 
 �� = ¯�	 + ∑ ����()…��(U1)¯�(UZUT) , 
 
ΑΥΣΡΗΡΗ ΣΤΑΣΙΜΟΤΗΤΑ 
 
Το κύριο εργαλείο για τη µελέτη της αυστηρής στασιµότητας είναι η έννοια του 
εκθέτη Lyapunov. Θεωρώ ° έναν  (E + F) × (E + F) πίνακα όπου η 

φασµατική ακτίνα του °, που συµβολίζεται µε  x(°) , ορίζεται ως το 
µεγαλύτερο µέτρο των ιδιοδιανυσµάτων του. Ορίζουµε ως ‖	∙	‖  κάθε νόρµα 
στο χώρο που ορίζεται από πίνακες  (E + F) × (E + F) διαστάσεων. Έτσι 
θα έχω : 
 %���→Z

10 %&'‖��‖ = %&'	x(°)	
 
Αυτή η ιδιότητα µπορεί να γενικευθεί και για κάθε πίνακα ως εξής : 
 
Θεώρηµα 2.3: Έστω ª°�,0 ∈ ℤ« µια αυστηρώς στάσιµη κα εργοδική 

ακολουθία από τυχαίους πίνακες, τέτοιοι ώστε �gmax(%&'‖��‖, 0)h είναι 
πεπερασµένη. Έτσι, θα έχουµε : 
 %���→Z

10 	�g%&'‖����()…�)‖h = D = ��;�∈ℕ∗
10 �g%&'‖����()…�)‖h	

 
µε D να ονοµάζω τον άνω εκθέτη Lyapunov και �<E(D) ονοµάζεται η 

φασµατική ακτίνα της ακολουθίας για πίνακες ª°�,0 ∈ ℤ« . Επιπλέον, 
                          
                           D = %���→Z )� �g%&'‖����()…�)‖.									   																    (2.11)	
 
Επανερχόµαστε τώρα στην έννοια της στασιµότητας µε το ακόλουθο 
θεώρηµα : 
 
Θεώρηµα  2.4: ( Αυστηρή στασιµότητα του �����(E, F)  µοντέλου) 
Ικανή και αναγκαία συνθήκη για την ύπαρξη µιας αυστηρώς στάσιµης λύσης 
στο �����(E, F) µοντέλο (όπως ορίζεται από τη σχέση (2.4)) είναι να ισχύει D < 0 , όπου D	 είναι ο άνω εκθέτης Lyapunov της ακολουθίας  ª°�,0 ∈ ℤ« 
όπως ορίζεται στη σχέση (2.10). Εάν υπάρχει η αυστηρώς στάσιµη λύση τότε 
είναι µοναδική, αιτιατή και εργοδική. 
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Για να γίνουν πιο κατανοητά τα παραπάνω θεωρώ την περίπτωση του �����(1,1) µοντέλου όπου ο πίνακας  °� όπως θεωρήθηκε στη σχέση 
(2.10) γράφεται ως εξής : 
                               °� = (z� , 1)�(w),�)). 
Έτσι, θα έχω: ����()…�) = ∏ (w)z�(U +�()UT) �))	°� . 
Από τα παραπάνω θα έχω : %&'‖����()…�)‖ = ∑ (w)z�(U +�()UT) �)) +%&'‖��‖ 
 

και µέσω της σχέσης (2.11)  και του νόµου των µεγάλων αριθµών  θα έχω 

D = �g	%&'(w)z� + �))h. Η ικανή και η αναγκαία συνθήκη για την αυστηρή 

στασιµότητα είναι λοιπόν �g	%&'(w)z� + �))h < 0 ,όπως δείχθηκε 

παραπάνω. 

Θεώρηµα 2.5: (Στασιµότητα δευτέρας τάξης ) 

Εάν υπάρχει µια	�����(E, F)  διαδικασία, η οποία είναι στάσιµη δευτέρας 

τάξης και αιτιατή (nonanticipative), και αν � > 0 , τότε : 

                                ∑ woKoT) + ∑ ��H�T) < 1.                            (2.12) 

Αντίστροφα εάν ισχύει η (2.12) , η µοναδική αυστηρώς στάσιµη λύση του 
µοντέλου (2.4) είναι ένας ασθενής λευκός θόρυβος (weak white noise) και 
κατά συνέπεια και στάσιµη δευτέρου βαθµού. Επιπλέον δεν υπάρχει άλλη 
λύση που να είναι στάσιµη δευτέρου βαθµού. 

 

Κάτω από τις υποθέσεις του παραπάνω θεωρήµατος, η µοναδική  στάσιµη 
λύση του µοντέλου όπως ορίστηκε στη σχέση (2.4) είναι : 

                                  ��A(I�)= Å)(∑ �ÆÇÆÈ- (∑ ÉÊȨ̂È-  . 

 

2.2.2 Κύρτωση 
Ένας εύκολος τρόπος για να µετρήσουµε ο µέγεθος των ουρών µιας 
κατανοµής είναι µέσω της χρήσης του συντελεστή κύρτωσης. Αυτός ο 
συντελεστής ορίζεται, για κατανοµή µε µέση τιµή µηδέν, ως το πηλίκο της 
ροπής τετάρτης τάξης, µε την προϋπόθεση να υπάρχει, προς τη ροπή 
δευτέρας τάξης. Αυτός ο συντελεστής ισούται µε τρία για κανονικές 
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κατανοµές, και χρησιµοποιείται ως µέτρο σύγκρισης για άλλες κατανοµές. 

Στην περίπτωση τώρα των �����	διαδικασιών, είναι καλό να διαχωρίσουµε 
τη µελέτη µας στις ουρές που αφορούν περιθώριες και δεσµευµένες 

κατανοµές. Για µια αυστηρώς στάσιµη λύση (I�)	του �����(E, F) µοντέλου 

όπως ορίστηκε από την (2.4), οι δεσµευµένες ροπές τάξης  P είναι ανάλογες 

της ποσότητας �� U : 
                      	�(I02P⎹	I�, � < 0) = �02P[(z02P). 
Έτσι, ο   συντελεστής κύρτωσης της παραπάνω δεσµευµένης κατανοµής  

είναι σταθερός και ίδιος µε το συντελεστή κύρτωσης της (z�). Για µια 

διαδικασία (µε µέσο µηδέν)  της µορφής που µελετάµε (I� = ��z� , όπου ��  
είναι µετρίσιµη συνάρτηση του παρελθόντος της (I�)  και z�  είναι ανεξάρτητη 

του παρελθόντος της (I�) , ανεξάρτητη και ταυτόνοµη διαδικασία µε µέσο 
µηδέν ), ο συντελεστής κύρτωσης της στάσιµης περιθώριας κατανοµής της θα 
είναι : 

nË ≔ [(I�d){[(I� )} = �{[(I�d⎹	I�, � < 0)}g�{[(I� ⎹	I�, � < 0)}h = [(��d){[(�� )} 	nÌ	
όπου  nÌ = [(z�d) είναι ο συντελεστής κύρτωσης της  (z�). Έτσι γίνεται 
φανερό ότι οι ουρές της περιθώριας κατανοµής  της (I�)  είναι πιο παχιές 

όταν η διακύµανση της ��  είναι µεγάλη σε σχέση µε το τετράγωνο της 
αναµενόµενης τιµής της παραπάνω ποσότητας. Επίσης, είναι προφανής και η 

εξής ανισότητα :  nË ≥ nÌ , µε την ισότητα να ισχύει εάν και µόνον εάν ��  
είναι σταθερός αριθµός µε µεγάλη βεβαιότητα. 

 

Για την περίπτωση του µοντέλου �����(1,1)  θα έχουµε : 

                      nË = )((�-1É-)l)((�-1É-)l(�-l(fÍ()) 	nÌ . 
 

2.2.3 Εκτίµηση του 
��
�  Μοντέλου Παλινδρόµησης 
Σε αυτή τη υποενότητα θα ασχοληθούµε µε την έννοια της εκτίµησης µέσω 
του εκτιµητή µεγίστης πιθανοφάνειας (maximum likelihood estimation MLE) 

του ����� µοντέλου παλινδρόµησης, µε παρόµοιο τρόπο σκέψης µε τον 

οποίον καταλήξαµε σε αντίστοιχο συµπέρασµα για το µοντέλο	���� στην 
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ενότητα 2.1. Το �����	µοντέλο της σχέσης (2.4) µπορεί να γραφεί και ως 
ένα  µη-γραµµικό  µοντέλο παλινδρόµησης της µορφής : 

I� = 3� − <�¯ 

όπου   I�⎹	Î�()~¡(0, �� )  µε �� = ��′� να είναι η �����(E, F) 
διαδικασία. Επίσης, έχω το διάνυσµα 

��� = (1, I�() , … , I�(K , ��() , … , ��(H ) 
και το διάνυσµα παραµέτρων �� = (wG, w), … , wK , �), … , �H). 
Ορίζουµε ως Ï ένα συµπαγή υπόχωρο του Ευκλείδειου χώρου, µε Ð =(¯�, �′) ∈ Ï . Ορίζω επίσης τις αληθινές παραµετρικές τιµές µε JG , όπου JG′ ∈ ��0Ï. 

H συνάρτηση πιθανοφάνειας της I� είναι η συνάρτηση πυκνότητας 

πιθανότητας (pdf) της διαδικασίας των διαταρακτικών όρων  I� , σε 
συνάρτηση µε τις παραµέτρους: 

;∗(0, �� ) =Ñ 1Ò2j�� �(gË+/�+hl/ 
6
�T)  

από τη στιγµή που η δεσµευµένη µέση τιµή είναι µηδέν και η διαδικασία 

ακολουθεί �����	διακύµανση. Έχουµε 7 παρατηρήσεις. 

Για να διευκολυνθούµε στις πράξεις θα πάρουµε το λογάριθµο της παραπάνω 
σχέσης. Έτσι, η συνάρτηση πιθανοφάνειας θα γίνει: 

;(0, �� ) =�−12 %��� − 12 I� �� + �bwJIx­ί	όx­®6
�T)  

Εξαιτίας του γεγονότος ότι οι σταθεροί όροι της παραπάνω σχέσης δεν 
επηρεάζουν τα µελλοντικά αποτελέσµατα από τη διαδικασία που έπεται, 
µπορούν να παραληφθούν. Έτσι, θα έχω : 

;(0, �� ) =�−12 %��� − 12 I� �� =�%�(Ð)6
�T)

6
�T)  

µε %�(Ð) συµβολίζουµε τη συνάρτηση πιθανοφάνειας για την παρατήρηση 0. 
Παραγωγίζοντας τη συνάρτηση %�(Ð)   ως προς τις παραµέτρους της 
διακύµανσης θα έχω : 
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 �%��� = −12��( ��� �� + 12 I� (�� )( ��� �� = 12�� ���

 �� (I� �� − 1) 
ενώ η δεύτερη παράγωγος θα είναι 

�%�����′ = �I� �� − 1���� �� } 12�� ���
 �� ~ − 12(�� ) ���

 �� ��� ��′ I� ��  

µε  
��+l�Å = �� + ∑ �oHoT) ��+,Æl

�Å  . 

Παραγωγίζοντας τώρα την %�(Ð) ως προς τις παραµέτρους του διανύσµατος ¯ θα καταλήξω στη σχέση 

�%��¯ = I�<��� − 12(�� ) ���
 �¯ �I� �� − 1� − 2 1(�� ) I�<� ���

 �¯
+ �I� �� − 1� ��¯	g 12�� ���

 �¯ h 
όπου 

��+l�Ö = −2∑ ��<�(�I�(� ∑ ��K�T) ��+,Êl
�ÖK�T) . 

 

 

2.2.4 Θεωρητικές Προβλέψεις 

Ο ορισµός των �����	διαδικασιών σε όρους δεσµευµένων αναµενόµενων 
τιµών µας επιτρέπει να κάνουµε βέλτιστες προβλέψεις που αφορούν αυτή τη 
διαδικασία, αλλά και το τετράγωνό της, δεδοµένης της παρελθούσης 

πληροφορίας. Θεωρώ (I�)   µια στάσιµη �����(E, F) διαδικασία. Η 

βέλτιστη πρόβλεψη της  I� δεδοµένης της παρελθούσης πληροφορίας είναι 
µηδέν εξορισµού. Γενικότερα, για ℎ ≥ 0, 

�(I�1¦⎹	I�, � < 0) = � ×� �I�1¦⎹	I�1¦()� ⎹	I�, � < 0Ø = 0, 0 ∈ ℤ  

η οποία σχέση δείχνει ότι η βέλτιστη πρόβλεψη οποιασδήποτε µελλοντικής 
µεταβλητής δεδοµένης της ιστορίας είναι µηδέν. Πάντως η δύναµη των �����	µοντέλων δε κρύβεται στην προβλεπτική ικανότητά τους όσον αφορά 

τη �����  διαδικασία  (I�) , αλλά το τετράγωνο αυτής. Έτσι, η βέλτιστη 

πρόβλεψη της (I� )	δεδοµένης της πληροφορίας από την (I�)	είναι ��  . 

Γενικά για ℎ ≥ 0	θα έχω : 
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 �(I�1¦ ⎹	I�, � < 0) = �(��1¦ ⎹	I�, � < 0)

= � +��oK
oT) �sI�1¦(o ⎹	I�, � < 0u

+���H
�T) �s��1¦(� ⎹	I�, � < 0u, 

έχοντας τις περιπτώσεις : 

• για � ≤ ℎ έχω: �sI�1¦(o ⎹	I�, � < 0u = 	�s��1¦(o ⎹	I�, � < 0u, 
• για  � > ℎ	, �sI�1¦(o ⎹	I�, � < 0u = I�1¦(o , 
• ενώ για  � ≥ ℎ , �s��1¦(o ⎹	I�, � < 0u = ��1¦(o . 

 

Αυτές οι προβλέψεις είναι ευθυγραµµισµένες µε τις αντίστοιχες βέλτιστες 

γραµµικές προβλέψεις των µελλοντικών τιµών της I�  δεδοµένης της ιστορίας. 
Υπάρχουν βέβαια περιπτώσεις, όπως του ασθενούς µοντέλου	�����,	όπου 
τα δύο είδη προβλέψεων, δε ταυτίζονται κατ’ανάγκην. 

Είναι σηµαντικό να επισηµάνουµε σε αυτό το σηµείο ότι :    

�(I�1¦ ⎹	I�, � < 0) = ��A(I�1¦⎹	I�, � < 0) είναι η δεσµευµένη 

διακύµανση του σφάλµατος πρόβλεψης του I�1¦. Έτσι, η ακρίβεια των 

προβλέψεων εξαρτάται από το παρελθόν : είναι χαµηλή µετά από µια 
ταραχώδη περίοδο, δηλαδή όταν οι παρελθούσες τιµές είναι µεγάλες σε 

απόλυτες τιµές, θεωρώντας τους συντελεστές �o  και ��  θετικούς. 
Στην περίπτωση τώρα όπου η διαδικασία �����	είναι λευκός θόρυβος µιας ���� διαδικασίας, η ακρίβεια της πρόβλεψης για µια χρονική στιγµή 0   
εξαρτάται από τη δεσµευµένη  ετεροσκεδαστικότητα σ’αυτή τη χρονική στιγµή. 

Για παράδειγµα, ας θεωρήσουµε µια ��(1) στάσιµη  διαδικασία, της οποίας 

ο λευκός   θόρυβος είναι µια �����(1,1) διαδικασία : 

                        Ù 8� = �8�() + I�I� = ��z��� = � + wI�() + ���() £                     ,                  (2.13) 

 

όπου � > 0	, � ≥ 0, w + � ≤ 1  και |w| < 1. Για ℎ ≥ 0 θα έχουµε : 
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 8�1¦ = I�1¦ + I�1¦() +⋯+ �¦I� + �¦1)8�(). 
Έτσι, �(8�1¦⎹	8�, � < 0) = 	�¦1)8�()  από τη στιγµή που η ιστορία της 8� 
συµπίπτει µε αυτήν της (I�) . Έτσι, θα έχω : 

��A(8�1¦⎹	8�, � < 0) = ��A Ú��¦(o¦
oTG I�1o⎹	I�, � < 0Û

=�� (¦(o)¦
oTG ��A(I�1o⎹	I�, � < 0).	

 

Από τη στιγµή που ��A(I�⎹	I�, � < 0) = ��   και για  � ≥ 1 , 

��A(I�1o⎹	I�, � < 0) = ��As��1o ⎹	I�, � < 0u= � + (w + �)[s��1o() ⎹	I�, � < 0u= �ª1 +⋯+ (w + �)o()« + (w + �)o�� , 
θα έχουµε :  ��A(I�1o⎹	I�, � < 0) = � )((�1É)Æ)((�1É) + (w + �)o��  , για κάθε � ≥ 0. 
Συνεπώς,  

��A(8�1¦⎹	8�, � < 0	) 				= 

s∑ � (¦(o)¦oTG u Å)((�1É)+ ∑ (w + �)o� (¦(o)¦oTG ×�� − Å)((�1É)Ø 	=																										 Å	()(Ül(Ý,Æ)){)((�1É)}()(Ül) + ×�� − Å)((�1É)ØÜl(Ý¹-)((�1É)(Ý¹-)Ül((�1É) .  
Εάν � ≠ 	w + � και : 

��A(8�1¦⎹	8�, � < 0) = 	Å	()(Ül(Ý,Æ))()(Ül)l + ×�� − Å)((�1É)Ø (ℎ + 1)	� ¦, για � = w + �. Από τη στιγµή που ο συντελεστής της ποσότητας                �� − Å)((�1É)  είναι πάντα θετικός, µπορεί να δειχθεί ότι η διακύµανση της 

πρόβλεψης σε ορίζοντα ℎ ,αυξάνει γραµµικά ανάλογα µε τη διαφορά της 

δεσµευµένης διακύµανσης τη χρονική στιγµή  0 και τη µη δεσµευµένη 

διακύµανση της (I�) . Μια µεγάλη αρνητική διαφορά (που αντιστοιχεί σε 
περίοδο χαµηλής µεταβλητότητας) έχει ως αποτέλεσµα πιο ακριβείς 
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προβλέψεις. Αντίστροφα η ακρίβεια συρρικνώνεται όταν   �� 	είναι µεγάλο. 

Όταν ο ορίζοντας ℎ αυξάνει, η σηµαντικότητα αυτού του παράγοντα 

µειώνεται. Εάν ℎ  τείνει στο άπειρο , αποκτούµε τη µη δεσµευµένη 

διακύµανση του  8�: 
lim¦→Z��A(8�1¦⎹	8�, � < 0) = 	��A(8�) = ��A(I�)1 − � . 

 

Τώρα ας θεωρήσουµε δύο µη στάσιµες καταστάσεις. Εάν 	|�| = 1 και επειδή 

οι ιστορίες των 8�	και I� δε συµπίπτουν θα έχω και αρνητικές χρονικές 
στιγµές για τις µεταβλητές µου κι έτσι θα έχω για την προηγούµενη σχέση :   

��A(8�1¦⎹	8�, � < 0) = 	 Å¦{)((�1É)}+ {�� − Å)((�1É)} )((�1É)(Ý¹-))((�1É) .	
 

Έτσι, η επίδραση των παρατηρήσεων πριν τη χρονική στιγµή 0 δεν 
εξαφανίζεται καθώς το ℎ µεγαλώνει. Παρόλα αυτά η επίδραση των 
παρατηρήσεων γίνεται ασήµαντη σε σχέση µε το ντετερµινιστικό κοµµάτι το 

οποίο είναι ανάλογο του ℎ. Στην περίπτωση όπου |�| < 1	και w + � = 1 
θα έχω :	��A(I0+�⎹	I�, � < 0) = �� + �02, για κάθε � ≥ 0 και µπορεί να 

φανεί ότι η επίδραση  των παρελθουσών µεταβλητών στη διακύµανση των 
προβλέψεων παραµένει σταθερή καθώς ο χρονικός ορίζοντας µεγαλώνει. 
Αυτό το φαινόµενο ονοµάζεται επιµονή των διαταραχών (persistence of 
shocks) στη µεταβλητότητα. Αξίζει πάντως να αναφερθεί πως όπως στην 
προηγούµενη περίπτωση, το ντετερµινιστικό κοµµάτι της αποσύνθεσης της 

σχέσης ��A(I�1o⎹	I�, � < 0) παραµένει ισχυρό καθώς ο χρονικός ορίζοντας 

τείνει στο άπειρο. Η ασυµπτωτική ακρίβεια των προβλέψεων της (I�)  είναι 

ασήµαντη, καθώς επίσης το αυτό ισχύει και για την 8� αφού ισχύει 

:	��A(80+ℎ⎹	8�, � < 0) ≥ 	 ��A(I0+ℎ⎹	I�, � < 0). 
 

2.2.5 â
��
� 
Ένα άλλου είδους συµµετρικό µοντέλο της οικογένειας �����  είναι 

τα	������. Κατά την εκτίµηση των παραµέτρων του ����� µοντέλου 
γίνεται συχνά φανερό ότι το άθροισµα αυτών των παραµέτρων είναι κοντά στη 
µονάδα. Στην περίπτωση που έχουµε : 
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                                ∑ woHoT) + ∑ ��K�T) = 1                                       (2.14) 

οι Engle  και Bollerslev έδωσαν το όνοµα Integrated (ολοκληρωµένο) ����� 

(������). Εδώ ο όρος ολοκληρωµένο αναφέρεται στο γεγονός ότι υπάρχει 
πιθανότητα να έχουµε µοναδιαία  ρίζα (unit root) η οποία ύπαρξη συνεπάγεται 

τη µη ύπαρξη στασιµότητας της (I�)  (θα έχει άπειρη διακύµανση). Όµως κάτι 

τέτοιο δε συµβαίνει για το ������ µοντέλο, κάτω από τις προϋποθέσεις που 

θέτονται και από το θεώρηµα (2.4).Έτσι, το ������ µοντέλο έχει µία 
αυστηρώς στάσιµη λύση, αλλά µε άπειρη διακύµανση. Για να γίνει 
περισσότερο κατανοητό αυτό, παίρνουµε την αναµενόµενη τιµή της 

διακύµανσης και παρατηρούµε ότι : [(I� ) = �(�� )		σύµφωνα µε το οποίο 
θα έχω :  

�(�� ) 		= wG + w(�)[(I� ) + �(�)	�(�� ) = 

                                 wG + (w(1) + �(1))�(�� ). 
Όπως µπορεί να φανεί από την παραπάνω σχέση, αυτή είναι αληθής µόνο 

εάν η αναµενόµενη τιµή είναι άπειρη (wG > 0 είναι η απαραίτητη συνθήκη για 

τη στασιµότητα), κατά συνέπεια  η διαδικασία  ������ έχει άπειρη 
διακύµανση. Αυτή η ιδιότητα παρόλα αυτά δεν παρατηρείται στην 
πραγµατικότητα µέσω των λογαριθµικών αποδόσεων. 

Έχει αποδειχθεί ότι το άθροισµα των εκτιµηµένων παραµέτρων  στο �����	µοντέλο αυξάνει και τείνει στη µονάδα, όσο αυξάνει το δείγµα. Αυτό 

έρχεται σε συµφωνία µε την υπόθεση ότι τα αποτελέσµατα του ������ 

µοντέλου είναι συνέπεια των ιδιοτήτων του �����	µοντέλου, όπως η µη 
στασιµότητα η οποία είναι πιο πιθανή σε µεγάλα διαστήµατα. 

 

2.2.6		
��
�− ãä −åæçä   
Η διαδικασία ����� − �� − ���� (����� −�) παρουσιάστηκε από 
τους Engle, Lillen και Robins  (1987). Σε αυτή τη διαδικασία παρατίθεται η 

σχέση µεταξύ των αποδόσεων και του κινδύνου µέσω των ��  και �����	διαδικασιών αντίστοιχα. Επενδυτές που αποφεύγουν τον κίνδυνο, 
αναµένεται να απαιτήσουν υψηλότερες αποδόσεις για πιο επισφαλή 
περιουσιακά στοιχεία σε σχέση µε κάποια λιγότερο επικίνδυνα. Το 
ασφάλιστρο κινδύνου σε αυτό το µοντέλο µπορεί να θεωρηθεί σαν  τη θετική 
συσχέτιση ανάµεσα στην παρούσα απόδοση και τη δεσµευµένη διακύµανση. 

Ένα παράδειγµα µιας διαδικασίας ����� −�	είναι το εξής : 
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 3� = �G + �)3�() +⋯+ �H3�(H + '(�� , è) + I� 
όπου οι  �-παράµετροι ανήκουν στη διαδικασία �� και η ' είναι συνάρτηση 

της ����� διαδικασίας �� και του ασφάλιστρου κινδύνου è . 

Η ����� −� διαδικασία όπως παρουσιάζεται από τον Duan (1995) και θα 
µελετηθεί στο επόµενο κεφάλαιο είναι της µορφής : 

é� = é�()exp	(A/0 − 12�� + è�� + I�) 
ή στη µορφή 

%�(é�/é�()) = A/0 − 12�� + è�� + I� 
όπου, για ετήσιο επιτόκιο ουδέτερου κινδύνου A και ηµερήσια µεταβλητότητα 

στο χρόνο 0, θα έχω /0 = 1/365, θεωρώντας 365 ηµέρες 

διαπραγµατεύσεων. Το µοντέλο ����� −�	µπορεί να επεκταθεί από 

οποιοδήποτε άλλο µοντέλο	�����. 
 

 

2.2.7  Ασύµµετρα  Υποδείγµατα 
��
� 
Για να είµαστε συνεπείς µε την ασυµµετρία η οποία υπάρχει στις 

χρηµατοοικονοµικές χρονοσειρές, πολλά ασύµµετρα �����	µοντέλα έχουν 
αναπτυχθεί. Πολλά από αυτά µοιάζουν µεταξύ τους και τα κυριότερα είναι  : 

• ������ (Exponential	�����) 

• ��� − �����(Glosten, Jagannathan και Runkle	�����) 

• ������	(Asymmetric Power	����) 

• N����� ή ������� (Nonlinear Asymmetric	�����) 

Το πιο διαδεδοµένο από τα παραπάνω είναι το	������. 

 

2.2.7.1	ì
��
� 

Παρόλο το γεγονός ότι τα ����� µοντέλα λαµβάνουν υπόψη τους 
φαινόµενα όπως οι λεπτές ουρές των αποδόσεων και τη συσταδοποίηση της 
µεταβλητότητας, δε µπορούν να ‘‘συλλάβουν’’ το φαινόµενο  της µόχλευσης 
από τη στιγµή που η δεσµευµένη διακύµανση είναι συνάρτηση µόνον του 
µεγέθους των παρελθουσών τιµών  και όχι του πρόσηµου αυτών. Η 
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δεσµευµένη διακύµανση  ��  της �� δεδοµένης της ιστορίας τη χρονική 

στιγµή  	0 , προφανώς πρέπει να είναι θετική µε πιθανότητα ένα. Στα �����	µοντέλα αυτή η ιδιότητα καθίσταται πιο ‘‘σίγουρη’’ θεωρώντας τη   ��   ως γραµµικό συνδυασµό (µε θετικά βάρη) θετικών τυχαίων µεταβλητών 

(όπως στο	�����(E, F)  µοντέλο). Ένας άλλος τρόπος για να 

διασφαλίσουµε τη θετική τιµή της ��  είναι κάνοντας τη διαδικασία ln	(�� ) 
γραµµική σε σχέση µε τις παρελθούσες τιµές της (z�) . Η τελευταία 

πληροφορία οδηγεί σε ένα ασύµµετρο ����� µοντέλο, το εκθετικό 

(exponential)	�����   µοντέλο, του Nelson (1991) µε τύπο : 

ln	(�� ) = wG +�woH
oT) '(z�()) +���ln	(��(� ).K

�T)  

Η τιµή της '(z�) εξαρτάται από πολλούς παράγοντες. Ο Nelson σχολιάζει 
σχετικά : «για να συµβιβαστεί η ασύµµετρη σχέση µεταξύ των αποδόσεων και 

των αλλαγών στη διακύµανση, η τιµή της '(z�)   πρέπει να είναι συνάρτηση 

τόσο του µεγέθους όσο και του πρόσηµου της z� ». Έτσι οδηγούµαστε στην 
ακόλουθη παράσταση : 

'(z�) = J)z� + J {|z�| − [g|z�|h} 
όπου η επίδραση του πρόσηµου φαίνεται στον πρώτο όρο του αθροίσµατος 
ενώ το µέγεθος στον δεύτερο. 

Με αυτόν τον τρόπο  θα έχω  {'(z�)}�T(Z,Z ως µία ακολουθία τυχαίων 

όρων, ανεξάρτητων και ταυτόνοµων µε µέση τιµή µηδέν. Στο διάστηµα 0 < z� < ∞ , η  '(z�) είναι γραµµική µε κλίση  J) + J , ενώ στο διάστηµα  −∞ < z� ≤ 0, η '(z�) είναι γραµµική µε κλίση J) − J . Κατά συνέπεια η '(z�) επιτρέπει στη δεσµευµένη διακύµανση ��  να συµπεριφέρεται 
ασυµµετρικά στις αυξοµειώσεις των τιµών. 

Για να φανεί ότι ο όρος  J {|z�| − [g|z�|h} αντιπροσωπεύει το µέγεθος, 

µπορούµε στην αρχή να θεωρήσουµε ότι ισχύει J) = 0 και J > 0.	Αυτό 

κάνει τη συνάρτηση '(z�) που βρίσκεται στη σχέση ln	(�� ) θετική 

(αρνητική) όταν το µέγεθος της z� είναι µεγαλύτερο (µικρότερο) από την 

αναµενόµενη τιµή της. Το αντίθετο θα ισχύει αν θεωρήσουµε J) < 0 και J = 0. 
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Σε αντίθεση µε τα ����� µοντέλα, τα ������ δεν έχουν περιορισµούς 

όσον αφορά τις παραµέτρους στο µοντέλο. Το ������ µοντέλο πάντα 
παράγει θετική δεσµευµένη διακύµανση ανεξάρτητα του πρόσηµου των 
εκτιµώµενων παραµέτρων στο µοντέλο  και δε χρειάζονται περεταίρω 
περιορισµοί. Αυτό είναι προτιµότερο τις φορές όπου οι περιορισµοί στο ����� µοντέλο πολλές φορές δηµιουργούν προβλήµατα όταν οι 
εκτιµηµένες παράµετροι παραβιάζουν τους περιορισµούς  που έχουν τεθεί. 

 

 2.2.7.2  
î� − 
��
� 
Όσον αφορά αυτό το µοντέλο, ισχύουν οι εξής σχέσεις : 

�� = wG +�(woI�(o H
oT) + �oï�(o( I�(o ) +�����(� K

�T)  

                                       µε     ï�( = ¢1			όbwð				I� < 00						όbwð	I� ≥ 0£  . 
 

Σε αυτό το µοντέλο θεωρείται ότι η επίδραση της I�  διαδικασίας στη 

δεσµευµένη διακύµανση  ��  , µε την εισαγωγή της ï�( συνάρτησης, γίνεται 
στα πλαίσια της εισαγωγής της έννοιας της µόχλευσης. 

 

2.2.7.3  �ñ��
� 
Αυτό το µοντέλο περιγράφεται από τον τύπο : 

��ò = wG +�wo(|I�(o| − DoI�(o)òH
oT) +�����(�òK

�T)  

µε     	wG > 0		, ó ≥ 0 

wo ≥ 0			D®w			� = 1,… , E	
�o ≥ 0			D®w			� = 1,… , F	

και    −1 < Do < 1			D®w			� = 1,… , E. 
Τα περισσότερα ����� µοντέλα δε µπορούν να γραφούν σε µια κλειστή 

µορφή µιας γενικής διαδικασίας, αλλά το ������ µοντέλο περιλαµβάνει 
άλλες επτά ειδικές περιπτώσεις, επιγραµµατικά οι οποίες είναι : 
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• ���� όταν ó = 2	, Do = 0		(� = 1,… , E) και �� = 0			(	� =1,… , F). 
• �����	όταν ó = 2		nw®	Do = 0		(� = 1,… , E). 
• Taylor (1986) / Schwert (1990)	�����  όταν ó = 1		nw®	Do =0		(� = 1,… , E). 
• ��� − �����	 όταν	ó = 2		. 
• !����   όταν ó = 1		. 
• �����  όταν Do = 0		(� = 1,… , E) και �� = 0			(	� = 1,… , F). 
• �&' − ���� από τους Geweke  (1986) και  Pentula (1986) , όταν ó → 0		. 
 

2.2.7.4   ô
��
� 

Το µη γραµµικό �����	(������) επίσης γνωστό και ως µη-γραµµικό 

ασύµµετρο �����(1,1) (�������) οφείλεται στους Engle και Ng Που το 
παρουσίασαν το 1993.Για αυτό το µοντέλο ισχύει ο τύπος υπό το µέτρο 
πιθανότητας ουδέτερου κινδύνου  : 

�� = � + w��() (õ�() − D) + ���()  

Όπου w, � ≥ 0 και � > 0. 
Συνήθως για τις αποδόσεις µετοχών η παράµετρος D εκτιµάται να είναι µε 
θετική τιµή. Σε αυτή την περίπτωση αποτυπώνει το φαινόµενο της µόχλευσης, 
κάνοντας φανερό παράλληλα ότι αρνητικές αποδόσεις αυξάνουν τη 
µελλοντική µεταβλητότητα, σε µεγαλύτερο ποσοστό από ότι οι θετικές 
αποδόσεις του ιδίου µεγέθους. Πολλές φορές παρατηρείται σύγχυση µε το �����  µοντέλο των Higgins και Bera (1992) αλλά διαφέρουν. 
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ  3 

 

Το 
��
� Μοντέλο  Αποτίµησης ∆ικαιωµάτων 
Επιλογής 
 

3.1 Εισαγωγή 
Μία από τις ιδιότητες της κίνησης Brown είναι ότι τα ισαπέχοντα σηµεία είναι 
στάσιµα, ή µε άλλα λόγια µπορεί να ειπωθεί ότι είναι ανεξάρτητα και 
ταυτόνοµα κατανεµηµένα. Όµως οι εµπειρικές µελέτες που έχουν διεξαχθεί δε 
δείχνουν να επιβεβαιώνουν το παραπάνω. Η στοχαστική µεταβλητότητα στις 
τιµές των µετοχών περιπλέκει την αποτίµηση των παραγώγων προϊόντων , 
και αυτό έχει σαν αποτέλεσµα η υπόθεση της πλήρους αγοράς (και κατά 
συνέπεια του µέτρου πιθανότητας χωρίς κίνδυνο) να µην ισχύει. Αυτό 
συµβαίνει επειδή  δε µπορούµε να αντισταθµίσουµε  πλήρως τον κίνδυνο που 
προκύπτει από τη στοχαστική φύση της µεταβλητότητας. 

Παρόλα αυτά ο Jin-Chuan Duan (1995) όρισε ένα καινούργιο µέτρο, το µέτρο 
πιθανότητας τοπικά ουδέτερου κινδύνου, σύµφωνα µε το οποίο ένας 
οικονοµικός παράγοντας µεγιστοποιεί την αναµενόµενη ωφέλειά του κάνοντας 
χρήση αυτού του µέτρου. Σε αυτή τη µη πλήρη αγορά, επιπλέον υποθέσεις 
χρειάζονται να γίνουν τόσο για τη συνάρτηση ωφέλειας όσο και για το 
ασφάλιστρο κινδύνου που απαιτείται για τον επιπλέον κίνδυνο. Ο Duan  
ονόµασε τις ιδιότητες αυτού του µέτρου ως σχέση αποτίµησης τοπικά 

ουδέτερου κινδύνου (locally risk-neutral valuation relationship -�����). 
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3.2 Απόδοση  Τιµών  Μετοχής µε το 
��
� Μοντέλο 
Ας θεωρήσουµε ότι η εξέλιξη της οικονοµίας γίνεται σε διακριτό χρόνο και é� 
να είναι τη χρονική στιγµή 0  η τιµή µια µετοχής. Η κατανοµή αυτής της 
τυχαίας µεταβλητής είναι η λογαριθµοκανονική (δεδοµένης της ιστορίας µέχρι 

τη χρονική στιγµή 0 − 1) κάτω από το µέτρο πιθανότητας �. Έτσι, θα έχω 

                  é� = é�()�<E	(A − ) �� + è�� + I�)                    (3.1) 

και η απόδοση θα είναι 

%� ö é�é�()÷ = A − 12�� + è�� + I�~�(A − 12�� + è�� , �� )	
όπου  I� έχει µέσο µηδέν και δεσµευµένη διακύµανση ��  κάτω από το µέτρο ø. Επίσης, 	A είναι το σταθερό επιτόκιο ουδέτερου κινδύνου µιας περιόδου 

(συνεχώς επανατοκιζόµενο) και è είναι το σταθερό ασφάλιστρο κινδύνου. 

Επίσης, υποθέτουµε ότι η	(I�) ακολουθεί τη �����	διαδικασία κάτω από 

µέτρο πιθανότητας ø και ισχύει : 

																																									I�⎹	ℱ�()~¡(0, �� )                             (3.2) 

               �� = wG + ∑ woI�(o KoT) + ∑ �o��(o HoT)                          (3.3)	
µε  ℱ� να ορίζω το �-πεδίο πληροφοριών (�-field) όλης της δεδοµένης 

πληροφορίας µέχρι και τη στιγµή 0 ,καθώς και τις παραµέτρους E ≥ 0, F ≥0, wG > 0, wo ≥ 0	D®w	� = 1,… , F	nw®	�o ≥ 0	D®w	� = 1,… , E. 
Περιγραφικά θα µπορούσαµε να πούµε ότι η δεσµευµένη διακύµανση είναι 
µία γραµµική συνάρτηση των τετραγώνων των παρελθόντων διαταρακτικών 

όρων (από τη διαδικασία (I� )) και των παρελθόντων δεσµευµένων 
διακυµάνσεων. Βασική υπόθεση στην αποτίµηση δικαιωµάτων επιλογής κάτω 

από το πλαίσιο �����	είναι η υπό συνθήκη κανονικότητα όπως υπάρχει 
στη σχέση (3.2). 

Για να πετύχουµε τη στασιµότητα της διακύµανσης της �����(E, F) 
διαδικασίας, θεωρούµε ότι    ∑ woKoT) + ∑ �oHoT) < 1	όπως έχει αναφερθεί στο 

προηγούµενο κεφάλαιο. Επίσης, το υπόδειγµα αποτίµησης δικαιωµάτων 

επιλογής �����,	όπως ορίστηκε παραπάνω, αποτιµά αυτά τα δικαιώµατα 
επιλογής κάτω από την υπόθεση της υπό συνθήκης ετεροσκεδαστικότητας. 
Αυτό σηµαίνει ότι η δεσµευµένη διακύµανση επιτρέπεται να αλλάζει στο χρόνο 
ενώ διατηρούµε τη µη δεσµευµένη διακύµανση σταθερή.  Η διαδικασία 
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 �����(E, F)  όπως αυτή ορίστηκε από τις (3.1),(3.2), εκπίπτει στην 
κλασσική οµοσκεδαστική λογαριθµοκανονική διαδικασία του υποδείγµατος 

Black-Scholes εάν E = 0	nw®	F = 0	. Με αυτόν τον τρόπο βλέπουµε ότι το 

µοντέλο Black-Scholes είναι µια ειδική περίπτωση �����(E, F). 
 

3.3 Βασικές Έννοιες Ωφέλειας Καταναλωτή 
 

3.3.1 Συνάρτηση  Ωφέλειας 
Η ωφέλεια την οποία απολαµβάνει ένας οικονοµικός παράγοντας θα 
αναπαρασταθεί µέσω µιας συνάρτησης, η οποία θα περιγράφει την ευηµερία 
του µέσω της κατανάλωσης. Σε αυτή την εργασία θα θεωρήσουµε την 
ωφέλεια να είναι µετρίσιµο µέγεθος και να µπορεί να αναπαρασταθεί ως µια 
µεταβλητή σε µια συνάρτηση. Αυτή η συνάρτηση θα ονοµάζεται συνάρτηση  
ωφέλειας (utility function) και θα ορίζεται ως 

�(<):ℝ1 → ℝ1 

και µε λόγια, �(nό�b­ù	�I	úxz@wb®nέù	@­ðάóIù	bzù	nwbwðάè��zù) =Iýz@Ixίw	wjό	wýbή	bz	ówjάðz . Γενικά, η συνάρτηση ωφέλειας έχει τις 
παρακάτω τρεις ιδιότητες : 

α) �(<) είναι διπλά διαφορίσηµη. 

β) �(<) είναι αύξουσα συνάρτηση του <, ��(<) > 0. 

γ) �(<) είναι κοίλη συνάρτηση του <, ���(<) < 0. 

Η ιδιότητα (β) οφείλεται στο γεγονός ότι ένας οικονοµικός παράγοντας 

προτιµά να καταναλώνει όσο το δυνατόν περισσότερο. Η ιδιότητα (γ) µπορεί 

να ερµηνευθεί στα πλαίσια της έννοιας της επιπλέον κατανάλωσης. Η ωφέλεια 
την οποία κερδίζει ένας οικονοµικός παράγοντας από την επιπλέον 

κατανάλωση   ' ,προσθετικά στην ήδη υπάρχουσα κατανάλωση <, είναι �(< + ') − �(<) < �('). Κάθε οικονοµικός παράγοντας έχει προφανώς 
τις δικές του προτιµήσεις κι έτσι ξεχωριστή συνάρτηση ωφέλειας. 

 

3.3.2 Αποστροφή  Κινδύνου  (Risk Aversion) 

Απόλυτη αποστροφή κινδύνου : Για δεδοµένη συνάρτηση ωφέλειας �(<) ,σε 
συνεχή χρόνο, µπορούµε να θεωρήσουµε µια συνάρτηση απόλυτης 
αποστροφής κινδύνου (absolute risk aversion function)  οριζόµενης ως εξής  
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                                �(<) = (�þþ(�)�þ(�) = �
�� %���(<)                         (3.4) 

Οι ιδιότητες (β) και (γ) της προηγούµενης ενότητας διασφαλίζουν την ισχύ της 

συνθήκης �(<) > 0	∀<	. Όσο µεγαλύτερη είναι η τιµή της �(<), τόσο 

λιγότερο κίνδυνο είναι διατεθειµένος να  αναλάβει ένας οικονοµικός 
παράγοντας για επιπλέον κατανάλωση. Ο παραπάνω τύπος γράφεται σε 
διακριτό χρόνο ως εξής 

��(<) = − ln	(��(<�)) − ln	(��(<�()))<� − <�() = − %� ��(<�)��(<�())<� − <�()  

Σχετική αποστροφή κινδύνου : Έτσι ορίζουµε την παρακάτω συνάρτηση 

A(<) = <��(<) = − �þþ(�)�þ(�) < = − �����	(�þ(�))���	S� . 

Και σε διακριτό χρόνο θα έχω : 

Ã(<) = − ���
þ(�+)�,���
þ(�+,-)��+,�+,-���+,���+,-�+,�+,-
= − ����þ(�+)�(����þ(�+,-)�	S�+(	S�+,-   = − 	S 
þ(�+)
þ(�+,-)	S �+�+,-  . 

 

 

3.4 Γενική Στρατηγική Κατανάλωσης-Επένδυσης 
Ας θεωρήσουµε ένα επενδυτή µε την ακόλουθη στρατηγική κατανάλωσης-
επένδυσης σε διακριτό χρόνο : Ένας επενδυτής µεγιστοποιεί τη διαφορίσηµη 

συνάρτηση ωφέλειάς του  �(<):ℝ1 → ℝ1 , σε κάθε χρονική στιγµή	0 − 1  , 

είτε µέσω κατανάλωσης , ��() ∈ ℝ1, ή επενδύοντας, ��() ∈ ℝ, σε ένα 

χαρτοφυλάκιο µε τυχαία απόδοση ï� ∈ ℝ1  τη χρονική στιγµή 0. Τη χρονική 

στιγµή 0  ο επενδυτής έχει ξανά την ίδια επιλογή µεταξύ κατανάλωσης και 

επένδυσης από την απόδοση-έσοδα που είχε τη χρονική στιγµή 0 − 1. Όπως 
συµβαίνει συνήθως, ένας επενδυτής είναι περισσότερο ικανοποιηµένος εάν 
καταναλώσει άµεσα από το  να αποταµιεύσει, κι έτσι ορίζουµε τον παράγοντα 

αδηµονίας (impatience factor) ως x ∈ ℝ. Τη στιγµή  0 − 1  αυτό το σχέδιο 

του επενδυτή µπορεί  να γραφεί ως : 

                          ��<[�g�(��()) + �<E	(−x)�(��)⎹	ℱ�()h	           (3.5)	
µε δεδοµένες τις συνθήκες : 
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                                       B = ��() + ��()ï�()					                          (3.6)	
                                       ��()ï� = �� + ��ï�	                               (3.7)	
µε  B να είναι η απόδοση της επένδυσης τη στιγµή 0 − 2. Αξίζει να σηµειωθεί 

ότι τη στιγµή 0 − 1 οι µόνες επιλογές που έχει ένας επενδυτής είναι είτε να 
καταναλώσει τώρα ή να επενδύσει για µια περίοδο κι έτσι η αναµενόµενη 

ωφέλεια από την κατανάλωση στις περιόδους µετά τη χρονική στιγµή 0  δε θα 

λαµβάνεται πλέον υπόψη. Από τη στιγµή που  ��() είναι προβλέψιµη 

ποσότητα στη χρονική στιγµή 0 − 1 , η σχέση (3.5) µπορεί να γραφεί και ως : 

                    max	g�(��())h + exp	(−x)[�g�(��)⎹	ℱ�()h               (3.8) 

Ο σκοπός µας είναι να µεγιστοποιήσουµε την ωφέλεια ως συνάρτηση της 
κατανάλωσης και της επένδυσης. Από τις σχέσεις (3.6),(3.7) η (3.8) µπορεί να 
γραφεί ως εξής : 

maxg�(B − ��()ï�())h + exp(−x)[�g�(��()ï� − ��ï�)⎹	ℱ�()h= −ï�()�′(B − ��()ï�())+ exp(−x)[�gï��′(��()ï� − ��ï�)⎹	ℱ�()h 
                                                                                                    (3.9) 

η οποία τελευταία σχέση και µε τη βοήθεια των (3.6),(3.7) γίνεται : 

                    é�() = [� ��<E(−x) �þ(�+)�þ(�+,-)é�⎹	ℱ�()�.		                   (3.10)	
Έτσι, η τιµή του χαρτοφυλακίου τη στιγµή 0 − 1 γράφεται σαν συνάρτηση της 
αναµενόµενης τιµής της ωφέλειας του οικονοµικού παράγοντα, της 
‘‘αδηµονίας’’ του και της αναµενόµενης µελλοντικής τιµής αυτού του 
χαρτοφυλακίου. 

 

 

3.5 Η Σχέση  Αποτίµησης  Τοπικά  Ουδέτερου  Κινδύνου (Τhe 
Local Risk-Neutral Valuation Relationship-��ô��) 
Ο κλασσικός  τρόπος  αποτίµησης  µέσω της έννοιας του ουδετέρου κινδύνου 
δεν µπορεί να χρησιµοποιηθεί αν υποθέσουµε ετεροσκεδαστικότητα στις 
αποδόσεις των µετοχών. Απεναντίας, η σχέση αποτίµησης τοπικά ουδέτερου 

κινδύνου (�����) είναι ένας τρόπος για να γενικεύσουµε την αποτίµηση 
µέσω ουδέτερου κινδύνου εισάγοντας και την έννοια της 
ετεροσκεδαστικότητας. 
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Ορισµός 3.1 : (�, ℱ, ø)	. Ένα µέτρο πιθανότητας � ονοµάζεται µέτρο 

πιθανότητας τοπικά ουδετέρου κινδύνου  εάν : 

1.	�	είναι ισοδύναµο µέτρο µε το ø. 
2. 

�+�+,- ⎹	ℱ�() κατανέµεται λογαριθµοκανονικά υπό το µέτρο  � . 

3. [� �ln	( �+�+,-)⎹	ℱ�()	� = A  ∀	0	�	ℝ1 

4.��A� �%�	( é0é0−1)⎹	ℱ0−1	� = ��A� �%�	( é0é0−1)⎹	ℱ0−1	�  ,ø	µε µεγάλη 

βεβαιότητα. 

Στον παραπάνω ορισµό της σχέσης �����	, οι δεσµευµένες διακυµάνσεις 
κάτω από τα προαναφερθέντα µέτρα είναι ίσες, κάτι που είναι επιθυµητό 
καθώς µε αυτόν τον τρόπο µπορούµε να παρατηρήσουµε κι έτσι να 

εκτιµήσουµε την δεσµευµένη διακύµανση υπό το µέτρο το ø. Αυτό το γεγονός 

καθώς και το ότι η δεσµευµένη µέση τιµή µπορεί να αντικατασταθεί από το 
επιτόκιο χωρίς κίνδυνο µας οδηγεί στο συµπέρασµα ότι το δηµιουργηθέν 
µοντέλο µας δεν εξαρτάται τοπικά από τις προτιµήσεις. Παρόλα αυτά η έννοια 
της τοπικά ουδετεροποίησης του κινδύνου, είναι ανεπαρκής για να 
απαλλαγούµε πλήρως από παραµέτρους προτίµησης. Με τον τρόπο που 
δηµιουργήσαµε το µοντέλο είναι παρόλα αυτά αρκετά ικανοποιητικό να 

ενσωµατώσουµε όλες τις προτιµήσεις στο ασφάλιστρο κινδύνου 	è. Στον 
παραπάνω ορισµό και στο (4) συµπέρασµα η ισότητα ισχύει µε µεγάλη 

βεβαιότητα. Από τη στιγµή που το µέτρο � είναι ισοδύναµο µε το µέτρο  ø , η 

σχέση µεγάλης βεβαιότητας υπό το µέτρο ø  ισχύει και για το �. Στην 
περίπτωση της οµοσκεδαστικής λογαριθµοκανονικής διαδικασίας (δηλ. για E = 0	και F = 0) οι δεσµευµένες διακυµάνσεις µετατρέπονται στον ίδιο 

σταθερό αριθµό και η �����	εκπίπτει στην τυπική σχέση αποτίµησης 
ουδετέρου κινδύνου. 

Το υπόλοιπο του κεφαλαίου  αφορά τα πιθανά χαρακτηριστικά τα οποία έχει 
ένας οικονοµικός παράγοντας  καθώς και τις κατανοµές των αποδόσεων για 

τις οποίες η σχέση  �����	ισχύει. 
3.6 Το Μέτρο Πιθανότητας  υπό Τοπικά Ουδέτερο Κίνδυνο 
Θεώρηµα 3.1: Έστω διαδικασία X� τέτοια ώστε η X�	⎹	ℱ�()	~ κατανέµεται 
κανονικά µε σταθερό µέσο και διακύµανση υπό το µέτρο πιθανότητας ø. 
Ορίζουµε �	 ως :  .� = �<Es(A − E)! + ∑ X?6?T) u.ø 
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κι έτσι το �  είναι µέτρο και ισοδύναµο του ø. 

Το µέτρο �  δεν είναι γενικά και µέτρο πιθανότητας. Στο επόµενο θεώρηµα 

υποθέσεις κάτω από τις οποίες  το µέτρο �  είναι µέτρο πιθανότητας και µια 
επιθυµητή ιδιότητα αυτού θα παραχθεί. 

Θεώρηµα 3.2:  Εάν é�() = ��g#�exp	(−x + X�)	 ⎹	ℱ�()	h             (3.11) 

τότε : 

1. Το � είναι µέτρο πιθανότητας. 

2. Εάν ��  (όπου �� είναι κίνηση Brown) είναι µετρίσιµη ως προς 	ℱ�	 
τότε : 	��g	��⎹	ℱ�()	h = ��g���<E	((A − x) + X�	) ⎹	ℱ�()	h 

Απόδειξη : Από τον ορισµό του � 

.� = �<E�(A − E)! +�X?6
?T) �.ø 

ολοκληρώνοντας θα έχω:   

k.� =
�

k�<E�(A − E)! +�X?6
?T) �.ø

�
= �� ��<E�(A − E)! +�X?6

?T) ��
= �� £g�<E�(A − E)! +�X?6

?T) � £⎹	ℱG	
= �� £g�<E�(A − E)(! − 1) +�X?6()

?T) � £ exp(A − x)
+ X6⎹	ℱG	h= ��{� £�(�(H)(6())1∑  !",-!È- �£����g�#1 "⎹	ℱ�()	h⎹	ℱG	} 
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Σύµφωνα µε την υπόθεση (3.11) όπου :  

                              é�() = ��g#�exp	(−x + X�)	 ⎹	ℱ�()	h      
ή διαφορετικά          exp	(−A) = ��gexp	(−x + X�)	 ⎹	ℱ�()	h          (3.12) 

για υποκείµενο τίτλο χωρίς κίνδυνο. Το αποτέλεσµα θα είναι : 

k.� = �� Ùexp�(A − E)(! − 1) +�X?6()
?T) � exp(A) exp(−A) ⎹	ℱG	$

= �� Ùexp�(A − E)(! − 1) +�X?6()
?T) � ⎹	ℱG	$ 

Έτσι σύµφωνα µε τον νόµο των επαναλαµβανόµενων προσδοκιών θα έχω 
ένα αποτέλεσµα παρόµοιο µε αυτό της σχέσης (3.12): 

k.� =
�

�� ¢� £�(�(H)(6( )1∑  !",l!È- �£����g�#1 ",-⎹	ℱ�( 	h⎹	ℱG	%
= �� Ùexp�(A − E)(! − 2) +�X?6( 

?T) � ⎹	ℱG	$ 

Αυτό µπορεί να επαναλαµβάνεται έως ότου  θα έχω : 

k.� =
�

��ª�<Es(A − E) + X)u ⎹	ℱG	« = 1	
κι έτσι, �(�) = 1. Με αυτή την ιδιότητα το µέτρο � είναι µέτρο πιθανότητας. 

Επίσης, έχω : �(�) = ��&�<Es(A − E) + X)u' = 1 

κι έτσι γίνεται φανερό ότι :	�<Es(A − E)7 + ∑ X>!>=1 u ≥ 0 

και σύµφωνα µε το θεώρηµα (3.1) το � είναι ισοδύναµο µε το µέτρο ø. 
Τέλος, σύµφωνα µε το θεώρηµα των Radon-Nikodym η ποσότητα    �<Es(A − E)7 + ∑ X?6?T) u είναι µέτρου ø µε µεγάλη βεβαιότητα, µοναδική 

και για κάθε �� 				(ℱ�	–µετρίσιµη  ) θα έχω: 

  	��g	��⎹	ℱ�()	h = ��g�� �<Es(A − x) + X�	)u ⎹	ℱ�()	h.         (3.13) 

                                                																																																														∎ 
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Θεώρηµα 3.3: Εάν é�() = ��g�<E(−x + X�) é�⎹	ℱ�()	h								τότε : 
1.%� � �+�+,-� ⎹	ℱ�()	~ κανονική µε µέτρο	�. 
2.[� � �+�+,- ⎹	ℱ�()	� = �� 		∀	0	�	ℝ1 

3.��A� �%�	( �+�+,-)⎹	ℱ�()	� = ��A� �%�	( �+�+,-)⎹	ℱ�()	�	,ø	µε µεγάλη 

βεβαιότητα. 

 

Θεώρηµα 3.4  :   Ένας οικονοµικός παράγοντας ο οποίος λειτουργεί για τη 
µεγιστοποίηση της ωφέλειάς του και η συνάρτηση ωφέλειάς του είναι 

διαχωρίσιµη και προσθετική, είναι ένας ����� επενδυτής  κάτω από τις 
ακόλουθες συνθήκες : 

1.Η συνάρτηση ωφέλειας είναι σταθερής σχετικής αποστροφής κινδύνου και 
οι µεταβολές στο λογάριθµο της συνολικής κατανάλωσης ακολουθούν τη 
δεσµευµένη κανονική κατανοµή  µε σταθερή µέση τιµή και  διακύµανση υπό 

το µέτρο ø. 
2.Η συνάρτηση ωφελείας είναι σταθερής απόλυτης αποστροφής κινδύνου και 
οι µεταβολές στο λογάριθµο της συνολικής κατανάλωσης ακολουθούν τη 
δεσµευµένη κανονική κατανοµή  µε σταθερή µέση τιµή και  διακύµανση υπό 

το µέτρο ø. 
3. Η συνάρτηση ωφέλειας είναι γραµµική. 

Το µέτρο τοπικά ουδετέρου κινδύνου είναι : 

.� = �((�(H)� *�(��)*�(��()) .ø	
Το επιτόκιο υποθέτουµε ότι είναι σταθερό. 

Απόδειξη: 

1.Με τη βοήθεια των προηγούµενων ενοτήτων που πραγµατεύτηκαν τις 
έννοιες της συνάρτησης ωφελείας και της αποστροφής κινδύνου θα εξάγουµε 
τις εξής τρείς συνθήκες : 
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(α) Συνθήκη 1 : Μια συνάρτηση ωφελείας σταθερής σχετικής αποστροφής 
στον κίνδυνο ορίζεται ως : 

è) = −.%�*�(�).� ÷ .%��.� == − %�*�(��) − %�*�(��())%�(��) − %�(��())  

άρα  %�*����� − %�*����()� = �−è)�%����� − %����()� 

άρα                          %� � ,þ��+�,þ��+,�� = �−è)� ln � �+�+,-
�  .                     (3.14) 

Από τη στιγµή που υποθέτουµε ότι %� � �+�+,-
�     κατανέµεται κανονικά µε 

σταθερή µέση τιµή και διακύµανση υπό το ø,  %� � ,þ��+�,þ��+,��   κατανέµεται 
επίσης κανονικά αυτή η ποσότητα µε σταθερή  µέση τιµή και διακύµανση. 

(β)Συνθήκη 2: Μία συνάρτηση ωφελείας σταθερής αποστροφής κινδύνου  

ορίζεται ως:  è = − �	S,þ����� = − 	S,þ��+�(	S,þ��+,-��+(�+,-
 

άρα     %�*����� − %�*����()� = �−è ���� − ��()� 

άρα   %� � ,þ��+�,þ��+,�� = �−è ���� − ��()� 

Με την υπόθεση ότι �� − ��() κατανέµεται κανονικά µε σταθερή µέση τιµή 

και διακύµανση υπό το     ø ,  %� � ,þ��+�,þ��+,��  κατανέµεται επίσης κανονικά 

αυτή η ποσότητα µε σταθερή  µέση τιµή και διακύµανση. 

(γ)Συνθήκη 3 : Μια γραµµική συνάρτηση ωφελείας ορίζεται ως  : 

*���� = w�� + _ 

άρα   *����� = w  και ,þ��+�,þ��+,-� = 1. 

Από τα παραπάνω είναι προφανές ότι θα ισχύει :  %� � ,þ��+�,þ��+,-�� = 0~¡�0,0� 
υπό το µέτρο ø. 

 

Από όλες τις παραπάνω τρεις συνθήκες είναι πλέον φανερό ότι η ποσότητα 

%� � ,þ��+�,þ��+,-�� κατανέµεται  κανονικά µε σταθερή  µέση τιµή και διακύµανση. 
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2.Σε προηγούµενη ενότητα δείξαµε ότι κάτω από το µέτρο ø 

é�() = �� ��(# �þ(�+)�þ(�+,-)é�⎹	ℱ�()	� = �� }�(#1	Sö 
þ(-+)
þ(-+,-)÷é�⎹	ℱ�()	~ =																																										��g�(#1.+é�⎹	ℱ�()	h                              (3.15) 

όπου 8� = %� � �þ(�+)�þ(�+,-)�. 8� όπως αναφέρθηκε κατανέµεται κανονικά 

σύµφωνα µε τις συνθήκες 1 έως 3. Εάν ορίσουµε το	�	 ως : 
                         .� = �<Es(A − E)! + ∑ X?6?T) u.ø	  
τότε από το θεώρηµα (3.1), � είναι ένα µέτρο ισοδύναµο µε το ø. Από το 

θεώρηµα (3.2) βλέπουµε ότι το  �	είναι µέτρο πιθανότητας και 

	��g	��⎹	ℱ�()	h = ��g�� exps(A − x)7 + X�	)u ⎹	ℱ�()	h 
για κάθε  �� που είναι 	ℱ�	–µετρήσιµη. Ένα άλλο αποτέλεσµα από την 

ισότητα (3.15) που αναφέρθηκε στο θεώρηµα (3.3) είναι : 

(a).%� � �+�+,-� ⎹	ℱ�()	~ κανονική µε µέτρο �. 
(b).[� = � �+�+,- ⎹	ℱ�()	� = �� 		∀	0	�	ℝ1 

(c).��A� = �%�	( é0é0−1)⎹	ℱ0−1	� = ��A� = �%�	( é0é0−1)⎹	ℱ0−1	� ,ø	µε µεγάλη 

βεβαιότητα. 

3.Σύµφωνα µε τα παραπάνω ,για έναν οικονοµικό παράγοντα ο οποίος 
αναµένεται να µεγιστοποιήσει την ωφέλειά του, η συνάρτηση ωφέλειάς του 
είναι διαχωρίσιµη, προσθετική και πληροί  µία από τις τρεις προαναφερθείσες 

συνθήκες, η σχέση αποτίµησης τοπικά ουδέτερου κινδύνου (�����) ισχύει. 

                                                                                                                        ∎ 

Η υπόθεση της σταθερής µέσης τιµής και διακύµανσης για τη συνολική 
διακύµανση στα συµπεράσµατα (1), (2) του παραπάνω θεωρήµατος, 
βεβαιώνει τη σταθερότητα του επιτοκίου. Έτσι, το παραπάνω έρχεται σε 
συµφωνία µε την αρχική µας υπόθεση περί σταθερού επιτοκίου στο υπό 
εξέτασιν µοντέλο µας. Παρόλα αυτά είναι δυνατόν να παράγουµε ένα µοντέλο 
µε το επιτόκιο να είναι στοχαστική διαδικασία αλλά αυτό θα είχε ως 
αποτέλεσµα ένα πολύ πιο πολύπλοκο µοντέλο. Αξίζει να αναφερθεί ότι 
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σύµφωνα µε το συµπέρασµα (2) του παραπάνω θεωρήµατος, η συνολική 
κατανάλωση µπορεί να λάβει και αρνητικές τιµές. 

 

3.7  Η ∆ιαδικασία  Απόδοσης Τιµών  Μετοχής υπό ��ô�� 
Σε αυτή την ενότητα θα µελετηθεί η διαδικασία απόδοσης τιµών µετοχής υπό 

τη σχέση �����. 

Θεώρηµα 3.5: Υπό το µέτρο � ,προκύπτον από τη σχέση	�����, θα έχω 

ln ö é�é�()÷ = A − 12�� + õ� 
όπου   õ�⎹	ℱ�()~¡(0, �� ) 
και 		�� = wG + ∑ wo(õ�(o − è��(o) + ∑ �o��(o .HoT)KoT)                 (3.16) 

Απόδειξη : Όπως γνωρίζουµε από το θεώρηµα (3.3) η ποσότητα  %� � �+�+,-� 	⎹	ℱ�()	κατανέµεται κανονικά υπό το µέτρο	�. Έτσι µπορεί να 

γραφεί ως άθροισµα µιας ντετερµινιστικής και τυχαίας µεταβλητής ως εξής : 

                                  	%� � é0é0−1� = B0 + õ0                          (3.17)  

υπό το µέτρο �. Η B�	 είναι η δεσµευµένη µέση τιµή ενώ η τυχαία µεταβλητή õ� κατανέµεται προφανώς κανονικά µε δεσµευµένη µέση τιµή µηδέν και 

δεσµευµένη διακύµανση την ίδια µε αυτή της απόδοσης %� � �+�+,-� κάτω από 

το µέτρο	�. Θα αποδειχθεί ότι : 

1.	B0 = A − 12 �02 
2. και �� = wG + ∑ wosõ�(o − è��(o u + ∑ �o��(o .HoT)KoT)  

Απόδειξη (1) : από τη εξίσωση (3.17) έχω ότι  
�+�+,- = �/+10+ 

�� 1 é�é�() ⎹	ℱ�()2 = ��&�/+10+⎹	ℱ�()' = �/+��g�0+⎹	ℱ�()h 
και από τη ροπογεννήτρια συνάρτηση µίας κανονικά κατανεµηµένης τυχαίας 
µεταβλητής θα έχω  : 
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�� 1 é�é�() ⎹	ℱ�()2 = �/+1) 3���g �+�+,-⎹	ℱ+,-h��g1⎹	ℱ�()h	
αφού   ��A� �%�	( �+�+,-)⎹	ℱ�()� = ��A� �%�	( �+�+,-)⎹	ℱ�()� = ��  υπό το 

µέτρο �  µε µεγάλη βεβαιότητα. 

Από το θεώρηµα (3.3) µπούµε να γράψουµε 

�� 1 é�é�() ⎹	ℱ�()2 = �/+1) �+l 
Επίσης αποδείχθηκε στο θεώρηµα (3.3) ότι 

�� 1 é�é�() ⎹	ℱ�()2 = �� 
άρα                                													B0 + 12�02 = A  

B� = A − 12 �02 
Απόδειξη (2) : Υπενθυµίζουµε την αρχική διαδικασία αποδόσεων τιµών 

µετοχής µε �����	διαδικασία µεταβλητότητας κάτω από το µέτρο � (σχέση 
3.2), 

%� ö é�é�()÷ = A − 12�� + è�� + I� 	
και τη διαδικασία που διαφάνηκε µέσω της απόδειξης (1) παραπάνω κάτω 

από το µέτρο � :	
																																				ln � �+�+,-� = A − ) �� + õ�. 
Πάλι κάνοντας χρήση του αποτελέσµατος: 

��A� �%�	( �+�+,-)⎹	ℱ�()� = ��A� �%�	( �+�+,-)⎹	ℱ�()� = ��   
υπό το µέτρο �  µε µεγάλη βεβαιότητα, από το θεώρηµα (3.3) µπορούµε να 

γράψουµε : A − ) �� + è�� + I� = A − ) �� + õ� 
και κατά συνέπεια I� = õ� − è��. Αντικαθιστώντας το παραπάνω στη σχέση 
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ln � �+�+,-� = A − ) �� + è�� + I� θα έχουµε ln � �+�+,-� = A − ) �� + õ� και 
στη δεσµευµένη µεταβλητότητα θα έχω : 

             �� = wG + ∑ wo(õ�(o − è��(o) + ∑ �o��(o HoT)KoT)             (3.18) 

υπό το µέτρο �. 
                                                                                          ∎ 

Το παραπάνω θεώρηµα στην ουσία µας δείχνει ότι η δοµή της �����(E, F)  
διαδικασίας παραµένει ανεπηρέαστη σε σχέση µε την τοπικά ουδετεροποίηση 
του κινδύνου. Η διαδικασία της δεσµευµένης διακύµανσης κάτω από το µέτρο � δεν είναι διαδικασία	�����. Η κατανοµή της διαδικασίας των 

διαταρακτικών όρων κυριαρχείται από F-µη κεντρικές 4  τυχαίες µεταβλητές 

µε ένα βαθµό ελευθερίας, ενώ η διαδικασία  ����� υπό το µέτρο � µπορεί 
να θεωρηθεί ως µια διαδικασία που κατανέµεται από F-κεντρικές  4  τυχαίες 
µεταβλητές. ∆ίνεται το παρακάτω θεώρηµα για την περίπτωση 

του	�����(1,1)  υποδείγµατος. 
Θεώρηµα 3.6:   Υπό το µέτρο �, η διαδικασία των διαταρακτικών όρων 

κυριαρχείται από τη 4 (1) κατανοµή µε µη-κεντρική παράµετρο το è. 
Απόδειξη : Από το θεώρηµα (3.5) έχουµε 

�� = wG + w(õ�() − è��()) + ���()  

όπου  õ�⎹	ℱ�()~¡(0, �� ) 
άρα   

0+�+ ⎹	ℱ�()~¡(0,1). 
Ο τύπος της δεσµευµένης διακύµανσης υπό τη σχέση �����	είναι 

�� = wG + w(õ�() − è��()) + ���() 
= wG + w��() öõ�()��() − è÷ + ���()  

Άρα                                
)� �+l(�5�+,-l − É� = �0+,-�+,- − è�  

όπου                               
0+,-�+,- ⎹	ℱ�( ~¡(0,1). 

                                                                                                    ∎ 
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Ο κοινός µη-κεντρικός παράγοντας για τη διαδικασία της δεσµευµένης 

διακύµανσης υπό το µέτρο � είναι το ασφάλιστρο κινδύνου è. Αυτό γίνεται 

φανερό από το γεγονός ότι η ποσότητα 
0+,Æ�+,Æ   από τον τύπο (3.18) είναι τυχαία 

µεταβλητή που ακολουθεί τη τυπική κανονική κατανοµή κάτω από το µέτρο � 
. Σύµφωνα µε το θεώρηµα (3.5) το ασφάλιστρο κινδύνου  è επηρεάζει τη 
διαδικασία δεσµευµένης διακύµανσης καθολικά παρόλο το γεγονός ότι µέσω 

του µέτρου � ο κίνδυνος τοπικά έχει εξαλειφτεί. Με άλλα λόγια, η 
ουδετεροποίηση  του κινδύνου τοπικά δεν ταυτίζεται µε την αντίστοιχη 
διαδικασία καθολικά. Η ανάγκη διαχωρισµού µεταξύ των δύο ειδών εξάλειψης 
κινδύνου δεν υφίσταται, όταν οι συντελεστές της σχέσης (3.18) είναι ίσοι µε το 
µηδέν. 

Εάν επιλεχθεί ένα διαφορετικού είδους ����� µοντέλου για τις αποδόσεις, 
µπορούµε να έχουµε παρόµοια αποτελέσµατα µε αυτά του θεωρήµατος (3.5). 

Όπου παρουσιάζεται η µεταβλητή I�  στην εξίσωση της δεσµευµένης 

διακύµανσης, θα πρέπει να αντικαθίσταται από την ποσότητα õ� − è��   µε 
όλες τις άλλες µεταβλητές σταθερές. Για παράδειγµα για το ��� − ����� 

µοντέλο θα έχω υπό το µέτρο  � : 

�� = wG + ���(o + w(õ�(o − è��(o) + D��<(−õ�(o − è��(o , 0) 	 όπου D > 0. 
Για το ������ υπόδειγµα θα έχω υπό το µέτρο  � : 

%��� = wG + �)%���() + � (|õ�() − è��()|− D(õ�() − è��()))	
όπου  � , D > 0. 
Η αποτίµηση τυχαίων απολαβών  (payoff) απαιτεί οι προσωρινά συνολικές 
αποδόσεις ενός υποκείµενου τίτλου να καταλήγουν σε µία τυχαία τελική τιµή, 
σε µία συγκεκριµένη χρονική στιγµή . Η τελική τιµή ενός υποκείµενου τίτλου 
προκύπτει από το παρακάτω πόρισµα. 

Πόρισµα 3.1 : Από το θεώρηµα (3.5) και κάτω από το µέτρο � έχουµε τον 
παρακάτω τύπο : 

            é6 = #��<E	 �(! − 0)A − ) ∑ �? + ∑ õ?6?T�1)6?T�1) �.                             
                                                                                     (3.19) 

Απόδειξη : Από το θεώρηµα (3.5) έχουµε ότι : 
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       	%� � �+�+,-� = A − ) �� + õ�	,∀	0�ℝ	υπό το µέτρο �.	  
 

Συνεπώς, 

              ln ��6�+� = ∑ %� � �!�!,-� =6?T�1) ∑ A − ) �? + õ?6?T�1) =     

                           A(! − 0) − ) ∑ �? + ∑ õ?6?T�1)6?T�1)                  (3.20)                              

το οποίο συνεπάγεται 

                      é6 = #�exp	 �(! − 0)A − ) ∑ �? + ∑ õ?6?T�1)6?T�1) �. 
                                                                                       ∎ 

Πόρισµα 3.2 : Η προεξοφληµένη διαδικασία τιµών �(��#� είναι martingale 

υπό το µέτρο  �. 
Απόδειξη : Το πόρισµα (3.1) γράφεται ισοδύναµα 

é� = #�()exp	 1A − 12�� + õ�2 
από το παραπάνω παίρνοντας τη δεσµευµένη µέση τιµή  θα έχω 

[�gexp	(−A0)é�⎹	ℱ�()h= [� 1#�()		 exp(−A0)exp	(A − 12�� + õ�)⎹	ℱ�()2
= #�() exps−A(0 − 1)u[� 1exp öA − 12�� + õ�÷ ⎹	ℱ�()2= #�() exps−A(0 − 1)u 

διότι  õ�⎹	ℱ�()~¡(0, �� ) και από τη ροπογεννήτρια 

[�g�<E(õ�) ⎹	ℱ�()h = �<E 12�� . 
                                                                                        ∎ 
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3.8 Αποτίµηση και  Αντιστάθµιση Κινδύνου  ∆ικαιωµάτων 
Επιλογής στα Πλαίσια του Υποδείγµατος 
��
� 
Σε αυτή την ενότητα θα γίνει χρήση των αποτελεσµάτων που εξήχθησαν από 
το προηγούµενο κεφάλαιο. Θα αποτιµηθούν ευρωπαϊκού τύπου δικαιώµατα 
επιλογής σε µετοχές  κάνοντας χρήση της δοµής	�����	. Επίσης , θα 
εξαχθεί και ο τύπος της δέλτα αντιστάθµισης κινδύνου. Σκοπός αυτής  της 
στρατηγικής είναι να αφήσει ανεπηρέαστη  την τιµή ενός χαρτοφυλακίου 
παραγώγων όταν συντελούνται αλλαγές στην τιµή του υποκείµενου τίτλου. 

3.8.1 Αποτίµηση  ∆ικαιωµάτων Επιλογής στα  Πλαίσια της ∆οµής  ��ô�� 
Είδαµε στην προηγούµενη ενότητα ποια είναι η διαδικασία που ακολουθούν οι 
αποδόσεις  τιµών µιας µετοχής. Η αποτίµηση ευρωπαϊκού τύπου δικαιώµατος 

επιλογής στα πλαίσια του ����� µοντέλου γίνεται µε τη βοήθεια του 
παρακάτω θεωρήµατος. 

Θεώρηµα 3.7:Η τιµή ενός ευρωπαϊκού τύπου δικαιώµατος αγοράς πάνω σε 

µία µετοχή που δεν πληρώνει µέρισµα, é�,	 µε λήξη τη στιγµή 	7 , κάτω από 

τη σχέση �����	τη χρονική στιγµή 0 θα είναι : 

��78 = �((6(�)�[�g��<	(é� − 9)1	⎹	ℱ�h	
όπου  ��<	(<)1 είναι η µεγαλύτερη ποσότητα µεταξύ < και µηδέν. Επίσης, ℱ� είναι το �-πεδίο που παράγεται από το σύνολο 

{é� , I� , … , I�(K1), �� , … , ��(H1) }.  
Στην περίπτωση τώρα που η µελέτη µας αφορά το	�����(1,1)  υπόδειγµα, 
αυτή η διαδικασία δε θα είναι Markov µιας µεταβλητής, αλλά θα µετατρέπεται 

σε διαδικασία Markov δύο µεταβλητών. Έτσι, το υπόδειγµα	�����(1,1)  
αποτίµησης δικαιωµάτων αντανακλά µε σαφή τρόπο την κατάσταση της τιµής 
ενός υποκείµενου τίτλου µέσω του αρχικού επιπέδου τιµών και της 
δεσµευµένης διακύµανσης κατά δεύτερον. Η τελευταία µας δίνει µε αυτόν τον 
τρόπο τη δυνατότητα να προβάλουµε στο µοντέλο αποτίµησή µας, τις 
διαφορετικές καταστάσεις (υψηλές ή χαµηλές τιµές) της διακύµανσης του 
υποκείµενου τίτλου κατά τη διάρκεια µεταβολών της οικονοµίας. 

Θεώρηµα 3.8 :Η τιµή της δέλτα αντιστάθµισης κινδύνου ενός ευρωπαϊκού 

δικαιώµατος αγοράς και µιας µετοχής υπό τη σχέση �����	είναι 	
/�78 = �((6(�)�[� 1é�é� 1{�6:;}	⎹	ℱ�2 
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όπου  1{�6:;} είναι δείκτρια συνάρτηση και 9 η τιµή εξάσκησης του 

δικαιώµατος. 

Απόδειξη : Από το πόρισµα (3.1) έχω: 

é6 = #��<E	 <(! − 0)A − 12 � �? + � õ?6
?T�1)

6
?T�1) =	

 

 

ορίζω 8�,6 ≡ (! − 0)A − ) ∑ �? + ∑ õ?6?T�1)6?T�1)  

κι έτσι θα έχω : 

[?gé6h = [�g#��<E	(8�,6)h	
Με τον παραπάνω µετασχηµατισµό και µε τη βοήθεια του θεωρήµατος (3.7),η 

τιµή  του ευρωπαϊκού ����� δικαιώµατος θα είναι 

��78(#�) = �((6(�)�[�&��<	g#��<E	(8�,6) − 9h1	⎹	ℱ�'	
Η δέλτα αντιστάθµιση κινδύνου είναι η πρώτη µερική παράγωγος της τιµής 
του δικαιώµατος σε σχέση µε την τιµή του υποκείµενου τίτλου. Για ένα τυχαίο ℎ > 0 θα έχω  

��78(#� + ℎ) − ��78(#�) = 

�((6(�)�[�&maxs(é� + ℎ)�.+," − 9u1 −max&#� exps8�,6u − 9'1 ⎹	ℱ�'= 

�((6(�)�k ��<	((é� + ℎ)�@ − 9)1 −max(é��@ − 9)1 .Î(3⎹	ℱ�)Z
(Z  

                                                                                                  (3.20) 

όπου  Î(3⎹	ℱ�) είναι η αθροιστική συνάρτηση κατανοµής (cdf) της 8�,6 κάτω 

από το µέτρο �. Θεωρώντας µια δείκτρια συνάρτηση θα έχω την εξής σχέση  ��<	((é� + ℎ)�.+," − 9)1 = 	((é� + ℎ)�.+," − 9)1g(�+1¦)AB+,"(;CGh 
Στην περίπτωση ℎ > 0 θα έχω (é� + ℎ)�.+," − 9 > 0  ή 

                     �.+," > ;(�+1¦)   ή  8�,6 = %��.+," > %� ;(�+1¦) . 
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Παροµοίως é��.+," − 9 > 0 και µπορεί να γραφτεί ως 

                              8�,6 = %��.+," > %� ;�+. 
Η εξίσωση (3.20) τότε γίνεται : 

�((6(�)�k g(é� + ℎ)�@ − 9h.Î(3⎹	ℱ�)Z
	S ;(�+1¦)− �((6(�)�k gé��@ − 9hZ

	S;�+
.Î(3⎹	ℱ�)

= �((6(�)�k (é��@ − 9).Î(3⎹	ℱ�)	S;�+
	S ;(�+1¦)− �((6(�)�k ℎ�@Z
	S ;(�+1¦)

.Î(3⎹	ℱ�). 
Αφού lim¦→G �((6(�)� D (é��@ − 9).Î(3⎹	ℱ�) = 0	S EF+	S E(F+¹Ý)

 

θα έχω  lim¦→G �+GH(*+1¦)(�+GH(*+)¦ = �((6(�)� D �@Z	S E(F+¹Ý) .Î(3⎹	ℱ�) =
																																								�((6(�)�[�g�@1(�"IJ)h. 
Το αυτό ισχύει και για την περίπτωση  ℎ < 0. Έτσι, θα έχω 

 

                                        
��+��+ = /�	

																																																		= �((6(�)�[�g�@1(�"IJ)h. 
                                                                                        ∎    

Η δέλτα αντιστάθµιση κινδύνου µιας µετοχής και ενός ευρωπαϊκού 
δικαιώµατος πώλησης (put option) δίνεται από τον τύπο : 

                        				/�78 = �((6(�)�[� ��6�+ 1{;:�6}	⎹	ℱ��.  
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Σε αυτό το συµπέρασµα καταλήγουµε δουλεύοντας όπως παραπάνω ή µέσω 
της σχέσης ισοτιµίας δικαιωµάτων αγοράς-πώλησης (put-call parity 
relationship). 

Σε αυτό το σηµείο αξίζει να αναφερθεί ότι η τιµή του δικαιώµατος επιλογής και 

της  δέλτα αντιστάθµισης κινδύνου υπό ����� δεσµευµένη διακύµανση, 
είναι οι ίδιες µε τις αντίστοιχες τιµές του µοντέλου Black-Scholes υπό 
καθεστώς οµοσκεδαστικότητας. Η αναλυτική λύση των τιµών του δικαιώµατος 

επιλογής και της δέλτα αντιστάθµισης κινδύνου υπό �����	δεσµευµένη 
διακύµανση δεν µπορεί να παρασταθεί εξαιτίας της αδυναµίας µας να 
παράγουµε αναλυτικά για πάνω από µια περίοδο τη δεσµευµένη κατανοµή 
του υποκείµενου τίτλου. Αυτό το πρόβληµα ξεπερνιέται µέσω της 
προσοµοίωσης Monte Carlo και  ταυτόχρονη χρήση µεταβλητών ελέγχου. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



55 
 

 

 

 

 

 

 

 

ΚΕΦΑΛΑΙΟ 4 

 

Σύγκριση Υποδειγµάτων Αποτίµησης 
∆ικαιωµάτων Επιλογής µε  
��
�(�, �)  και 
Βlack-Scholes 
 

Σε αυτό το κεφάλαιο θα γίνει η σύγκριση των υποδειγµάτων αποτίµησης 

δικαιωµάτων ����� και Black-Scholes. Στη µελέτη µας θα χρησιµοποιηθεί 

το µοντέλο	�����(1,1)  το οποίο είναι το πιο διαδεδοµένο της οικογένειας �����. 

Παρόλο το γεγονός ότι η οµοσκεδαστική διαδικασία που υιοθετείται από το 

µοντέλο  Black-Scholes είναι µία ειδική περίπτωση της διαδικασίας	�����, 

η ερµηνεία του πρώτου µοντέλου στα πλαίσια του ����� είναι πιο 
περίπλοκη. Κάτω από τη λανθασµένη υπόθεση της οµοσκεδαστικότητας, 

όταν η πραγµατική διαδικασία που ακολουθεί το µοντέλο ����� είναι η 
ετεροσκεδαστική, η απαλοιφή του κινδύνου πρέπει να γίνει καθολικά (κι όχι 
τοπικά για µια περίοδο) για να είµαστε συνεπείς µε τις αρχές του µοντέλου 
µας. Με άλλα λόγια µε την παραπάνω υπόθεση θεωρούµε ότι η 
µεταβλητότητα  παραµένει σταθερή στον κόσµο ουδέτερου κινδύνου. Τα 
παραπάνω θα µπορούσαµε να τα συνοψίσουµε λέγοντας ότι κάνοντας χρήση 

του Black-Scholes µοντέλου στα πλαίσια του ����� (δηλ, ετεροσκεδαστική 
φύση της δεσµευµένης διακύµανσης) είναι ισοδύναµο µε τη χρήση της 

στάσιµης διακύµανσης της ����� διαδικασίας αποδόσεων τιµών ενός 
υποκείµενου τίτλου στον τύπο των Black-Scholes. 
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Ενδιαφέρον παρουσιάζει το παρακάτω θεώρηµα όπου παραθέτονται κάποιες 

ιδιότητες της ����� διαδικασίας µετά την εφαρµογή της συνθήκης τοπικά 
ουδέτερου κινδύνου. 

Θεώρηµα 4.1 : Κάτω από το µέτρο � , εάν |è| < Ò(1 − w) − �))/w), τότε 

i) η στάσιµη διακύµανση της õ�  ισούται µε wGg1 − (1 + è )w) − �)h(). 

ii) η õ� είναι λεπτόκυρτη. 

iii) �&B? �0+�+ , ��1) � = −2èwGw)g1 − (1 + è )w) − �)h(). 
Η στάσιµη διακύµανση της ����� διαδικασίας αποδόσεων υπό το µέτρο ø, 

είναι  wG(1 − w) − �))().Επίσης, η δεσµευµένη διακύµανση είναι 

ασυσχέτιστη µε την απόδοση µε χρονική υστέρηση υπό το µέτρο ø. Σύµφωνα 
µε το παραπάνω θεώρηµα η εφαρµογή της σχέσης τοπικά ουδέτερου 
κινδύνου προκαλεί κατά πρώτον αύξηση στη στάσιµη διακύµανση             wGg1 − (1 + è )w) − �)h() . Κατά δεύτερον, έχει ως αποτέλεσµα η 
δεσµευµένη διακύµανση να είναι αρνητικά (θετικά) συσχετισµένη µε την 
απόδοση του υποκείµενου τίτλου µε χρονική υστέρηση, εάν το ασφάλιστρο 

κινδύνου è είναι θετικό (αρνητικό). 

Για το µοντέλο Black-Scholes έχουµε τους παρακάτω γνωστούς τύπους 

                   ��RK = #��(.�) − �((6(�)�L�s.� − �√! − 0u,            (4.1) 

/�RK = �(.�) 
όπου 

			.� = 	S�M+J �1ö�1Nll ÷(�(�)�√6(�    και   � = wG(1 − w) − �))(). 
Εάν η διακύµανση του µοντέλου Black-Scholes ακολουθεί τη 
λογαριθµοκανονική διαδικασία διάχυσης (lognormal diffusion process) όπως 
έχει παρουσιαστεί από τους Hull και White (1987), η τελική τιµή του 
υποκείµενου τίτλου ακολουθεί λογαριθµοκανονική κατανοµή δεδοµένης της 
ιστορίας της διακύµανσης. Εάν τώρα η τιµή ενός τίτλου είναι στιγµιαία 
ασυσχέτιστη µε τη διακύµανση, αυτή η δεσµευµένη λογαριθµοκανονική  
κατανοµή εξαρτάται µόνο από τον µέσο όρο της διακύµανσης και όχι από 
οποιαδήποτε άλλο µονοπάτι που ακολουθεί η διακύµανση. Έτσι, όταν έχουµε 
τον υπό συνθήκη  µέσο όρο της διακύµανσης, η τιµή του δικαιώµατος είναι 
αυτή που προκύπτει από το µοντέλο Black-Scholes µε τη βοήθεια της 
κατανοµής του µέσου όρου της διακύµανσης. Παρόλα αυτά η κατανοµή του 
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µέσου όρου της διακύµανσης δεν είναι η λογαριθµοκανονική και οι Hull και 
White πρότειναν αντί αυτής µια προσέγγιση µέσω σειρών Taylor που 
περιλαµβάνει τις ροπές της κατανοµής. 

Στην περίπτωση όπου η τιµή του τίτλου και η διακύµανση στο Black-Scholes 
µοντέλο συσχετίζονται, η µέση τιµή της υπό συνθήκη λογαριθµοκανονικής 
κατανοµής της τιµής του τίτλου εξαρτάται από το συγκεκριµένο µονοπάτι που 
ακολουθήθηκε από τη διακύµανση και όχι από το µέσο όρο της διακύµανσης 
πάνω σε αυτό το µονοπάτι. Η τιµή του δικαιώµατος επιλογής  δεδοµένης της 
διαδροµής της διακύµανσης, δεν είναι πια η τιµή που προκύπτει από το 
µοντέλο Black-Scholes (ενσωµατώνοντας το µέσο όρο της διακύµανσης). Σε 
αυτή την περίπτωση οι Hull και White κάνουν χρήση µεθόδων προσοµοίωσης 
για τον υπολογισµό της τιµής του δικαιώµατος επιλογής. 

Σε αντίθεση µε τα παραπάνω που αφορούν το µοντέλο των  Black-Scholes, 

στο ����� υπόδειγµα η διακύµανση των αποδόσεων την επόµενη χρονική 
στιγµή είναι εκ των προτέρων γνωστή µε βεβαιότητα δεδοµένου του 
πληροφοριακού συνόλου µέχρι τη τρέχουσα χρονική στιγµή, και έτσι η υπό 
συνθήκη κατανοµή της απόδοσης ενός υποκείµενου τίτλου κατά την επόµενη 
χρονική στιγµή είναι λογαριθµοκανονική µε γνωστή δεσµευµένη διακύµανση. 
Πέρα όµως από την πρώτη επόµενη χρονική στιγµή, η δεσµευµένη 

διακύµανση εξελίσσεται στοχαστικά µέσα στο πλαίσιο της ����� 
διαδικασίας. Η κατανοµή µιας µελλοντικής χρονικής στιγµής της δεσµευµένης 
διακύµανσης σίγουρα δεν είναι λογαριθµοκανονική. Έτσι, σε αντίθεση µε τα 
διµετάβλητα µοντέλα διάχυσης, η από κοινού συνάρτηση κατανοµής για τις 
λογαριθµικές τιµές του υποκείµενου τίτλου και της λογαριθµικής 
(δεσµευµένης) διακύµανσης δεν είναι κανονική δύο µεταβλητών. Με αυτόν τον 
τρόπο η κατανοµή της τελικής τιµής του υποκείµενου τίτλου είναι απίθανο να 
ακολουθεί τη λογαριθµοκανονική, δεδοµένης της πληροφορίας του 
µονοπατιού µιας περιόδου από τη δεσµευµένη διακύµανση. 

Για να γίνει περισσότερο κατανοητή η διαφορά µεταξύ του	�����(1,1)  
µοντέλου και του Black-Scholes, ας θεωρήσουµε ότι ισχύουν οι παρακάτω 
συνθήκες αποτίµησης δικαιωµάτων επιλογής : 

(α) κάθε συσχέτιση µεταξύ της απόδοσης του υποκείµενου τίτλου και της 

δεσµευµένης διακύµανσης µπορεί να αγνοηθεί (υποθέτουµε è µικρό) 

(β) ο χρόνος λήξης του δικαιώµατος επιλογής είναι αρκετά µεγάλος 

(γ) η υπό συνθήκη κατανοµή της τελικής τιµής του υποκείµενου τίτλου κάτω 

από το µέτρο �  µπορεί να προσεγγιστεί από τη λογαριθµοκανονική 

κατανοµή (υποθέτουµε τις παραµέτρους του ����� µε µικρές τιµές) 
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Σύµφωνα µε τις υποθέσεις (α) και (γ), και ακλουθώντας τη λογική των Hull και 

White (1987) , η τιµή του ����� δικαιώµατος επιλογής είναι περίπου η 
αναµενόµενη τιµή που προκύπτει από το µοντέλο Black-Scholes, µε τη µέση 
τιµή να εφαρµόζεται  στην κατανοµή που προκύπτει από το µέσο όρο των 

δεσµευµένων κατανοµών υπό το µέτρο �. Κάνοντας χρήση της προσέγγισης 

µέσω σειρών , σύµφωνα µε τους Hull και White, η ����� τιµή δικαιώµατος 
επιλογής µπορεί να υπολογιστεί ως συνάρτηση των ροπών του µέσου όρου 
της δεσµευµένης διακύµανσης. Εξαιτίας τώρα της (β) συνθήκης, η 
αναµενόµενη τιµή του µέσου όρου της δεσµευµένης διακύµανσης θα είναι 
αρκετά κοντά σε αυτήν της µη-δεσµευµένης διακύµανσης κάτω από το µέτρο � και οι ροπές δεύτερης και ανώτερης τάξης του µέσου όρου της 
δεσµευµένης διακύµανσης θα είναι αµελητέες. ∆εδοµένου ενός πολύ µικρού 
ασφάλιστρου κινδύνου στην υπόθεση (α), η µη-δεσµευµένη διακύµανση υπό 

το µέτρο � θα είναι περίπου ίση µε αυτήν κάτω από το µέτρο ø . Έτσι, η τιµή 

Black-Scholes θα είναι πολύ κοντά σε αυτήν του µοντέλου	�����. 

Εάν η συνθήκη (α) δεν εφαρµοστεί, τότε οι δύο τιµές θα αποκλίνουν για δύο 
λόγους. Πρώτον, για  την τιµή Black-Scholes έχει υποτεθεί ότι βασίζεται σε 
λανθασµένη µη-δεσµευµένη διακύµανση, δηλ. τη µη-δεσµευµένη διακύµανση 

κάτω από το µέτρο ø . Από τη στιγµή που η µη-δεσµευµένη διακύµανση κάτω 

από το µέτρο � έχει υψηλότερη τιµή για µη µηδενικό ασφάλιστρο κινδύνου, 
αυτό από µόνο του αρκεί για να έχει ως αποτέλεσµα τη χαµηλότερη τιµή του 

Black-Scholes δικαιώµατος επιλογής  από το αντίστοιχο ����� για 
οποιαδήποτε αρχική τιµή δεσµευµένης διακύµανσης και της καθαρής  αξίας 
δικαιωµάτων επιλογής (moneyness). Αυτή τη συµπεριφορά θα την 
ονοµάσουµε απόκλιση της µη-δεσµευµένης διακύµανσης. ∆εύτερον,   η τιµή �����  θα διαφέρει  από την αναµενόµενη  Black-Scholes τιµή, ως 
συνάρτηση του µέσου όρου της δεσµευµένης διακύµανσης. Αυτό το 
αποτέλεσµα, δηλαδή της απόκλισης που οφείλεται στην εξάρτηση της 

διαδροµής,    στην ����� αποτίµηση δικαιωµάτων επιλογής θα συνέβαινε 
και στην περίπτωση όπου η συνθήκη (γ) παραβιαζόταν. 

Εάν λοιπόν η συνθήκη (γ) δεν ισχύει, το δικαίωµα επιλογής έχει µικρό χρόνο 
µέχρι τη λήξη του, κι έτσι η αρχική δεσµευµένη διακύµανση επηρεάζει 
περισσότερο το αποτέλεσµα. Εάν η αρχική δεσµευµένη διακύµανση είναι 

µικρότερη από την µη-δεσµευµένη διακύµανση υπό το µέτρο �  , οι 
δεσµευµένες διακυµάνσεις µέχρι τη λήξη θα τείνουν  να βρίσκονται κάτω από 

την τιµή της  µη-δεσµευµένης διακύµανσης υπό το µέτρο � . Ένα ξεκάθαρο 
συµπέρασµα από τα παραπάνω είναι ότι η αναµενόµενη τιµή του µέσου όρου 
των δεσµευµένων διακυµάνσεων θα είναι πιο χαµηλή  σε σχέση µε την τιµή 

της µη-δεσµευµένης διακύµανσης υπό το µέτρο � .  Παρόµοια αποτελέσµατα 
έχουµε όταν η αρχική δεσµευµένη διακύµανση είναι υψηλή. Έτσι , ακόµη κι αν 
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χρησιµοποιούσαµε τη µη-δεσµευµένη διακύµανση υπό το µέτρο � στο 
µοντέλο των Black-Scholes , διαφορά στην τιµή αποτίµησης θα υπήρχε πάλι, 

σε σχέση µε το ����� µοντέλο, εξαιτίας της λανθασµένης επιλογής της 
αρχικής συνθήκης για τη  διακύµανση. 

Αξίζει να αναφέρουµε ότι οι τρεις αποκλίσεις που αναφέρθηκαν δεν 
ακολουθούν την ίδια συµπεριφορά. Για παράδειγµα, ας θεωρήσουµε ότι η 
αρχική δεσµευµένη διακύµανση έχει χαµηλότερη τιµή συγκριτικά µε τη µη-

δεσµευµένη διακύµανση υπό το µέτρο � (αλλά και υπό το µέτρο ø). Η 
απόκλιση που οφείλεται στη µη-δεσµευµένη διακύµανση θα οδηγήσει την τιµή 
Black-Scholes να είναι χαµηλότερη. Αντίθετα, η απόκλιση που οφείλεται στη 
δεσµευµένη διακύµανση θα οδηγήσει την τιµή Black-Scholes να είναι υψηλή. 
Όσον αφορά την απόκλιση που οφείλεται στην εξάρτηση του µονοπατιού, 
εξαρτάται από παραµέτρους όπως η καθαρή αξία των δικαιωµάτων επιλογής 
και χρόνος µέχρι τη λήξη του δικαιώµατος επιλογής. 

Συνοψίζοντας τα παραπάνω θα λέγαµε ότι οι διαφορές στο µοντέλο 
αποτίµησης δικαιωµάτων επιλογής των Black-Scholes σε σύγκριση µε το 

αντίστοιχο �����(1,1)   είναι : 
(A) Στο	�����(1,1)  µοντέλο η αρχική δεσµευµένη διακύµανση είναι 

απίθανο να είναι ίση µε τη µη-δεσµευµένη διακύµανση � . Ακόµα και αν η 
αρχική διακύµανση τεθεί ίση µε τη µη-δεσµευµένη διακύµανση της αρχικής 

διαδικασίας αποδόσεων (υπό το µέτρο ø), η διαδικασία της τοπικά 
ουδετεροποίησης κινδύνου θα έχει ως αποτέλεσµα η δεσµευµένη διακύµανση 

υπό το µέτρο O να µετατραπεί σε µη-δεσµευµένη διακύµανση µεγαλύτερης 

τιµής σε σχέση µε το �  (συµπέρασµα (i) θεωρήµατος (4.1)). 

(Β) Από το (ii) συµπέρασµα του θεωρήµατος (4.1) η õ� διαδικασία παραµένει 
λεπτόκυρτη. Αυτό έχει ως αποτέλεσµα ένα δικαίωµα µε αρνητική εσωτερική 
αξία (out-of-the-money) να έχει περισσότερες πιθανότητες να καταλήξει µε 
θετική εσωτερική αξία (in-the-money). Αυτό συνεπάγεται τη µεγαλύτερη τιµή 

του ����� δικαιώµατος επιλογής σε σχέση µε αυτό των Black-Scholes. 

Χάρη σε αυτήν την ιδιότητα  της õ� διαδικασίας, ένα δικαίωµα επιλογής  µε 
θετική εσωτερική αξία έχει περισσότερες πιθανότητες να καταλήξει µε 
αρνητική εσωτερική αξία. Το τελευταίο όµως δε συνεπάγεται χαµηλότερη τιµή 

του �����	 δικαιώµατος επιλογής  για δικαιώµατα επιλογής µε θετική 
εσωτερική αξία σε σχέση µε το αντίστοιχο προκύπτον από το µοντέλο των 
Black-Scholes. Αυτό είναι αλήθεια διότι  η  µεγαλύτερη πιθανότητα εξάσκησης 
στις υψηλότερες τιµές της λεπτόκυρτης καµπύλης (πιο πάνω από την 
κανονική), έχει ως αποτέλεσµα να πιέζει τις τιµές των δικαιωµάτων επιλογής 
µε θετική εσωτερική αξία προς τα πάνω. 
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 5 

 

Εφαρµογή του 
��
� Υποδείγµατος 
Αποτίµησης ∆ικαιωµάτων Επιλογής 
 

 

5.1 Εισαγωγή 
Σε αυτήν την ενότητα θα εξετάσουµε µεθόδους µε τις οποίες θα εφαρµόσουµε 

το µοντέλο ����� στην αποτίµηση δικαιωµάτων επιλογής. ∆ύο 
διαφορετικές αριθµητικές διαδικασίες απαιτούνται για την εφαρµογή αυτού του 
υποδείγµατος. Η πρώτη είναι η βελτιστοποίηση (calibration) των παραµέτρων 
µε τα δεδοµένα και η δεύτερη είναι η πρόβλεψη της τιµής του δικαιώµατος 
επιλογής. 

 

5.2 Βελτιστοποίηση της    
��
� ∆ιαδικασίας  µε Χρήση 
Εµπειρικών  ∆εδοµένων 
Στη διαδικασία αποτίµησης δικαιωµάτων επιλογής όπως παρουσιάστηκε από 

τον Duan, η διαδικασία ����� ‘‘προσαρµόζεται’’ στη διαδικασία που 
περιγράφει την εξέλιξη του υποκείµενου τίτλου. Αυτό σηµαίνει ότι οι 

παράµετροι της ����� −� διαδικασίας υπό το µέτρο �  εκτιµώνται µε τη 
βοήθεια των σειρών των αποδόσεων του χρηµατοοικονοµικού προϊόντος, 

µέσω της µεγιστοποίησης της συνάρτησης πιθανοφάνειας της	�� . 

Για την απλή περίπτωση της �����(1,1) − � διαδικασίας υπό το µέτρο � 
θα έχω : 
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é� = é�()exp	(A/0 − 12�� + è�� + I�) 
καθώς και �� P = �G�+ �QI�() + �R��() S για την περίπτωση του �����(1,1) 
µοντέλου και τις εκτιµήσεις των παραµέτρων. 

Όπως είδαµε σε προηγούµενη ενότητα για τη συνάρτηση πιθανοφάνειας, 

κατά αντιστοιχία θα έχω για τη διακύµανση µέχρι τη στιγµή 0 : 
;s0, �� Pu = ∑ − ) %��� P − ) Ë+l�+lP = ∑ %o(�G, �, �, �G )�oT)�oT) . 

Το πρόβληµα της βελτιστοποίησης (optimization) της διακύµανσης έτσι 
µετατρέπεται στην ουσία  στην παρακάτω µορφή 

max�5�,�Q ,É,T�5lP ;(0, �� P) 
όπου η συνάρτηση πιθανοφάνειας  ;(0, �� P) µεγιστοποιείται ως προς τις 
παραµέτρους �G�, �Q και �R. Από τη στιγµή που η τιµή της ��() S είναι άγνωστη, 

αποτελεί και αυτή µέρος του προβλήµατος της βελτιστοποίησης. 

Η τιµή της παραµέτρου èR , µετά την εύρεση των παραπάνω εκτιµήσεων, 
εκτιµάται ελαχιστοποιώντας το άθροισµα των τετραγώνων ανάµεσα στις 
πραγµατικές και τις εκτιµώµενες τιµές του υποκείµενου τίτλου µέχρι τη στιγµή 0 : 
minUT �(#o − #VT ) = minUT �(#o − #V,-P exp	(A/0 − 12�W P + èR�WX + Io)) �

oT)
�

oT)  

µε  #VT  να είναι µια εκτίµηση της τιµής ενός υποκείµενου τίτλου τη στιγµή � και #o η πραγµατική τιµή αυτού. 

Και τα δύο ανωτέρω περιγραφέντα προβλήµατα βελτιστοποίησης 
παρουσιάζουν οµοιότητα ως προς το γεγονός ότι έχουµε περισσότερες 
εξισώσεις από µεταβλητές. Ένας τρόπος αντιµετώπισης τέτοιων είδους 
προβληµάτων προτείνει τη χρήση του αλγόριθµου των Berndt, Hall και 
Hausman. 

Πολλά στατιστικά πακέτα έχουν έτοιµους αλγόριθµους για την εκτίµηση των 
παραπάνω παραµέτρων. Το πρόβληµα όµως είναι ότι τα περισσότερα από 
αυτά είναι σχεδιασµένα µε τρόπο ώστε να εξυπηρετούν µόνο συγκεκριµένους 
τύπους µοντέλων	�����. Στην παρούσα εργασία η εντολή f minsearch 
σε Matlab γλώσσα προγραµµατισµού είναι αυτή που θα χρησιµοποιηθεί για 
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την επίλυση του προβλήµατος της εκτίµησης των παραµέτρων, µε βάση τη 
χρήση της λογαριθµικής συνάρτησης πιθανοφάνειας  που παρουσιάστηκε 
παραπάνω. 

 

 

5.3 Προσοµοίωση Monte  Carlo 
Η µέθοδος προσοµοίωσης Monte Carlo επιλύει αριθµητικά στοχαστικά 

ολοκληρώµατα. Αυτό επιτυγχάνεται παράγοντας ¡ δειγµατικά µονοπάτια µιας 

στοχαστικής διαδικασίας, ας τη συµβολίσουµε µε ;, µέσω της παραγωγής 
τυχαίων αριθµών από τη υποκείµενη κατανοµή πιθανοτήτων. Όλες οι τελικές 
τιµές κάθε δειγµατικού µονοπατιού αθροίζονται και µετά διαιρούνται µε τον 
αριθµό των επαναλήψεων. Σύµφωνα µε τον νόµο των µεγάλων αριθµών θα 

έχω                     		limY→Z )Z∑ ;(#S) =ZST) D ;(<)[ F(<) .< 

όπου (#S)  παράγονται ανεξάρτητα από την κατανοµή µε συνάρτηση 

πυκνότητας πιθανότητας F. Στην παρούσα εργασία η pdf που θα µας 
απασχολήσει θα είναι η τυπική κανονική κατανοµή. 

 

5.3.1 ∆ικαιώµατα Επιλογής Ευρωπαϊκού  Τύπου µε Σταθερή  
Μεταβλητότητα 
Η αποτίµηση δικαιωµάτων ευρωπαϊκού στα πλαίσια του Black-Scholes 
µοντέλου θα γίνεται µέσω της παρακάτω διαδικασίας 

�� = �(�(6(�) �?g�6⎹ℱ�h = �(�(6(�)�?g;6⎹ℱ�h = �(�(6(�)k;6(<)[ F(<) .< 

Για ένα δικαίωµα αγοράς, θα ισχύει  ;6 = max	(é6 − 9), όπου é6 και	9 
είναι η τιµή της µετοχής τη στιγµή 7	και η τιµή εξάσκησης του δικαιώµατος 

επιλογής αντίστοιχα. Η é6 και κατά συνέπεια και η ;6 είναι συνάρτηση µιας 

κίνησης Brown. Έτσι,         é6 = éG exp ö�@ − ) � � 7 + ���÷ 

και σε διακριτό χρόνο µπορεί να εκτιµηθεί από 

                                    é�P = éGP exp ö�@ − ) � � 7 + �õ�√/0÷ 

µε   õ�⎹	ℱ�()~¡(0,1) υπό το µέτρο O. 
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5.3.2 ∆ικαιώµατα Επιλογής Ευρωπαϊκού  Τύπου µε ∆ιακύµανση 
��
� 

O σκοπός και εδώ είναι να εκτιµήσουµε την τιµή ;6 τη χρονική στιγµή. Θα 

πρέπει να έχουµε κατά νου ότι η διαδικασία	����� −�,όπως ορίστηκε 
στην παρούσα εργασία, εξελίσσεται σε διακριτό χρόνο. Έτσι, δεν θα έρθουµε 
στην ανάγκη επίλυσης ολοκληρωµάτων. Όπως έχει αναφερθεί νωρίτερα, η 

διαδικασία της τιµής της µετοχής υπό τη συνθήκη �����	και µε ����� 
δεσµευµένη µεταβλητότητα θα είναι 

é6 = é� exp�(! − 0)A −�ö12�o + õo�o÷6
oT� � 

όπου   õo⎹	ℱo()~¡(0,1) υπό το µέτρο O και 

�o = wG +�w�sõo(� − è�o(�u +����o(� .H
�T)

K
�T)  

Αξίζει να αναφέρουµε πως  για κάθε πιθανό µονοπάτι της µετοχής, ένας 

τυχαίος αριθµός õ� παράγεται για κάθε διάστηµα έτσι ώστε 0�� ∩ g1, !h . 

Κάθε διαστήµατα είναι µεγέθους /0. Εάν υποθέσουµε το επιτόκιο χωρίς 

κίνδυνο να είναι σε ετήσια βάση τότε το /0 θα είναι 1/365 καθώς υποθέτουµε 
πως οι µέρες που γίνονται διαπραγµατεύσεις στον χρόνο είναι 365. Τέλος, η 
µέθοδος της προσοµοίωσης επαναλαµβάνεται πολλές φορές. Ο ακριβής 
αριθµός εξαρτάται από την επιθυµητή ακρίβεια. 

 

5.4 Τεχνικές Μείωσης  ∆ιακύµανσης 
Για να επιτύχουµε µεγαλύτερη ακρίβεια µέσω της προσοµοίωσης Monte Carlo 
καθώς και για να αυξήσουµε την ταχύτητα υπολογισµού των ζητούµενων 
τιµών, συνήθως κάνουµε χρήση τεχνικών µείωσης διακύµανσης. 

Μερικές από αυτές είναι η µέθοδος της αντιθετικής δειγµατοληψίας καθώς και 
η µείωση της διακύµανσης µέσω δέσµευσης. Στην παρούσα εργασία θα γίνει 
η χρήση των µεταβλητών ελέγχου ως µεθόδου µείωσης της διακύµανσης. 
Σύµφωνα µε αυτήν την τεχνική η χρήση µιας επιπρόσθετης πληροφορίας για 
µια τυχαία µεταβλητή οδηγεί στη µείωση της διακύµανσής της. Συνήθως 

εφαρµόζεται όταν έχουµε δύο παρόµοια δικαιώµατα επιλογής, έστω ° και	�. 
Το δικαίωµα επιλογής Α είναι αυτό το οποίο πρόκειται να αποτιµηθεί. Το 

δικαίωµα επιλογής � έχει λύση σε αναλυτική  µορφή και είναι παρόµοιο µε 

το	°. ∆ύο διαδικασίες προσοµοίωσης εφαρµόζονται παράλληλα κάνοντας 

χρήση της ίδιας ακολουθίας τυχαίων αριθµών καθώς και το ίδιο  /0. Η πρώτη 
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προσοµοίωση διεξάγεται για την παραγωγή της τιµής ;]
∗ που είναι η εκτίµηση 

για την τιµή του δικαιώµατος επιλογής 	°. Η δεύτερη αντίστοιχα διεξάγεται για 

την απόκτηση της ;̂∗ που εκτιµά την τιµή �. Κατά συνέπεια µια καλύτερη 

εκτίµηση της τιµής ;] του δικαιώµατος επιλογής ° επιτυγχάνεται µέσω της 
σχέσης 

;] = ;]
∗ − ;̂∗ + ;̂  

όπου ;̂  είναι η πραγµατική τιµή του δικαιώµατος επιλογής � που προκύπτει 

από αναλυτική τύπο. Στην παρούσα εργασία το δικαίωµα επιλογής ° θα είναι 

το δικαίωµα επιλογής  ευρωπαϊκού τύπου µε �����  διακύµανση, ενώ το 

ρόλο του δικαιώµατος επιλογής � (ως µεταβλητή ελέγχου) θα έχει το 
δικαίωµα επιλογής ευρωπαϊκού τύπου µε σταθερή διακύµανση υπολογισµένο  
µε τους αναλυτικούς τύπους που παρουσιάστηκαν σε προηγούµενη ενότητα. 
Αντίστοιχη διαδικασία ακολουθείται και για τον υπολογισµό των τιµών των 
δέλτα αντιστάθµισης κινδύνου. 

 

 

5.5 Αριθµητικά Αποτελέσµατα και Συµπεράσµατα 
Η µέθοδος προσοµοίωσης Monte Carlo χρησιµοποιήθηκε για τον υπολογισµό 
των τιµών δικαιωµάτων πώλησης ευρωπαϊκού τύπου και των τιµών 
αντιστάθµισης κινδύνου δέλτα. Αυτή η µέθοδος για τον υπολογισµό 
δικαιωµάτων επιλογής όπως περιγράφηκε στην ενότητα  5.3 είναι γνωστή 
από τον Boyle (1977) και επιλέχθηκε καθώς η κατανοµή των συνολικών  
αποδόσεων σε µια χρονική στιγµή 0 δεν µπορεί να εξαχθεί σε αναλυτική 
µορφή. ∆ιεξήχθησαν 50.000 επαναλήψεις για τις προκύπτουσες τιµές. 
 
 Η περιγραφείσα στην ενότητα 5.4 µέθοδος των µεταβλητών ελέγχου θα 
χρησιµοποιηθεί για την επίτευξη µεγαλύτερης ακρίβειας στους υπολογισµούς 
µας. Ως µεταβλητές ελέγχου λογίζονται η θεωρητική τιµή Black-Scholes (µε 
ονοµασία  prixTheor στον κώδικα της Matlab) καθώς και η θεωρητική τιµή 
της δέλτα αντιστάθµισης κινδύνου (µε ονοµασία  deltaTheor στον κώδικα 
της Matlab) για τον υπολογισµό των αντίστοιχων  τιµών  υπό ����� 
µοντέλο . Ο πλήρης κώδικας βρίσκεται στο παράρτηµα Β. Η µέθοδος 
εφαρµόζεται για τιµή της σταθεράς _ από τον τύπο  ;] = ;]

∗ + _(;̂ − ;̂∗) 
τόσο για _ = 1 όσο και για την τιµή µετά από την εκτίµησή της, η οποία 
προέκυψε µετά από 10.000 επαναλήψεις. Οι πίνακες για την πρώτη 
περίπτωση παρατίθενται στο παράρτηµα Ε. 
 
Για την παραγωγή των αποτελεσµάτων έγινε εκτίµηση των παραµέτρων που 
παρουσιάζονται στους τύπος (3.1) και (3.3) για E = 1 και F = 1 στο �����(1,1) − � µοντέλο. Το δείγµα που χρησιµοποιήθηκε αφορά τις 
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προσαρµοσµένες  τιµές κλεισίµατος του ï&�	100	 δείκτη µετοχών, για κάθε 
ηµέρα, για την περίοδο από  3/1/2000  έως 19/12/2006. Η µέθοδος της 
µεγίστης πιθανοφάνειας χρησιµοποιήθηκε, όπως περιγράφηκε στις ενότητες 
2.2.3 και  5.2, και οι εκτιµώµενες  τιµές είναι  : 

• �G = 5.32310861 × 10(b	  
• �) = 7.06889136 × 10(  
• �) = 9.25585842 × 10() 
• è = 4.335574478 × 10(  . 

 
 
Τρία επίπεδα αρχικών υπό δέσµευση  τυπικών αποκλίσεων θα µελετηθούν. 
Το πρώτο θα είναι �) = �∗ , όπου η αρχική τιµή της υπό συνθήκη τυπικής 
απόκλισης θα είναι ίση µε την τιµή της στάσιµης τυπικής απόκλισης υπό το 

µέτρο ø , �∗ = ÒwG(1 − w) − �))() , η οποία τιµή είναι και η 
µεταβλητότητα στο µοντέλο Black-Scholes, ή µε άλλα λόγια της µη-
δεσµευµένης τυπικής απόκλισης για το µοντέλο �����. Τα άλλα δυο 
επίπεδα θα είναι 20% πάνω και 20% κάτω από το προαναφερθέν επίπεδο 
στασιµότητας. Με την παραπάνω ανάλυση της αρχικής υπό δέσµευση 
διακύµανσης για  τρία ξεχωριστά επίπεδα, προσδιορίζουµε τον βαθµό 
επίδρασής της στις τιµές των δικαιωµάτων αγοράς   
 
Στην ανάλυσή µας θα θεωρήσουµε το επιτόκιο χωρίς κίνδυνο ίσο µε 
µηδέν,A = 0, για να γίνει ευκολότερη η σύγκριση των δικαιωµάτων αγοράς µε 
θετική ή αρνητική εσωτερική αξία. Επίσης η τιµή εξάσκησης ορίζεται ίση µε τη 
µονάδα, 9 = 1, και θεωρούµε το εύρος των αναλογιών, S/K, από 0.75 έως 1.25 για τις αρχικές τιµές του υποκείµενου τίτλου προς την τιµή εξάσκησης 
του δικαιώµατος αγοράς.  Τέλος, οι τρεις ακόλουθοι πίνακες αφορούν 
ηµεροµηνίες λήξης 7 = 30,90 και 180 ηµερών αντίστοιχα.  
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Ημερομηνία  Λήξης  Τ=30 ημέρες 
 BBBBlalalalackckckck----SchoSchoSchoScholelelelessss GARCHGARCHGARCHGARCH    
 Τιμές Τιμές Απόκλιση�bias� τ.α. 
     

�) = �∗ × 0.8     
 0.75 0.0007 0.0008 0.1627 0.0000 
 0.80 0.0491 

 
0.0957 

 
0.9480 

 
0.8338 

  0.90 14.1204 
 

5.9798 
 

-0.5765 
 

0.0101 
  0.95 78.9534 

 
45.0087 

 
-0.4299 

 
0.0032 

 ïG/Κ 1.00 261.1551 
 

207.2288 
 

-0.2065 
 

0.0011 
  1.05 588.7069 

 
553.0079 

 
-0.0606 

 
0.0006 

  1.10 1022.2375 
 

1010.4611 
 

-0.0115 
 

0.0004 
  1.20 2000.5744 

 
2000.5156 

 
-0.0000 

 
0.0002 

  1.25 2500.0614 2499.7198 -0.0001 0.0002 
     

�) = �∗ × 1.0     
 0.75 0.0007 0.0658 99.0561 38.0426 
 0.80 0.0491 

 
 

0.3551 
 

6.2255 
 

1.1284 
 
 

 0.90 14.1204 
 

15.9115 
 

0.1268 
 

0.0157 
  0.95 78.9534 

 
76.3677 

 
-0.0328 

 
0.0039 

 ïG/Κ 1.00 261.1551 
 

254.9518 
 

-0.0238 
 

0.0014 
  1.05 588.7069 

 
587.9094 

 
-0.0014 

 
0.0007 

  1.10 1022.2375 
 

1024.6802 
 

0.0024 
 

0.0005 
  1.20 2000.5744 

 
2001.7826 

 
0.0006 

 
0.0003 

  1.25 2500.0614 2499.6137 -0.0002 0.0003 
     

�) = �∗ × 1.2     
 0.75 0.0007 0.2698 409.0209 95.3778 
 0.80 0.0491 

 
1.4003 

 
27.4944 

 
2.8055 

  0.90 14.1204 
 

31.0806 
 

1.2011 
 

0.0215 
  0.95 78.9534 

 
112.6439 

 
0.4267 

 
0.0050 

 ïG/Κ 1.00 261.1551 
 

303.0503 
 

0.1604 
 

0.0017 
  1.05 588.7069 

 
625.7786 

 
0.0630 

 
0.0009 

  1.10 1022.2375 
 

1046.0965 
 

0.0233 
 

0.0006 
  1.20 2000.5744 

 
2006.3507 

 
0.0029 

 
0.0004 

  1.25 2500.0614 2502.9004 0.0011 0.0003 
 
Πίνακας 5.1 : Σύγκριση τιµών δικαιωµάτων αγοράς ευρωπαϊκού τύπου µε το 
Black-Scholes και ����� υπόδειγµα για 7 = 30 ηµέρες και διαφορετικές 
τιµές τιµών εξάσκησης  και αρχικής υπό συνθήκη µεταβλητότητας ∗. 
  

   
 ∗ Οι τιµές είναι κατά 10.000 φορές µεγαλύτερες. Οι αποκλίσεις(biases) υπολογίζονται ως προς τις 
τιµές Black-Scholes. Ως τ.α. ορίζουµε την τυπική απόκλιση των αποκλίσεων(biases) για τις εκάστοτε 
προκύπτουσες τιµές. Οι τιµές προέκυψαν µετά από 50.000 επαναλήψεις µε τη µέθοδο Monte Carlo. Η 

τιµή της στάσιµης τυπικής απόκλισης υπό το µέτρο ø  είναι �∗ = ÒwG(1 − w) − �))() . 
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Ημερομηνία  Λήξης  Τ=90 ημέρες 
 BBBBlalalalackckckck----SchoSchoSchoScholelelelessss GARCHGARCHGARCHGARCH    
 Τιμές Τιμές Απόκλιση(bias) τ.α. 
     

�) = �∗ × 0.8     
 0.75 1.7528 1.7939 0.0235 0.1147 
 0.80 9.3751 

 
5.5462 

 
-0.4084 

 
 

0.0349 
  0.90 102.3082 

 
58.3572 

 
-0.4296 

 
0.0060 

 0.95 235.1519 
 

159.1404 
 

-0.3232 
 

0.0032 
 ïG/Κ 1.00 452.1723 

 
363.4157 

 
-0.1963 

 
0.0019 

  1.05 755.6666 
 

679.1405 
 

-0.1013 
 

0.0013 
  1.10 1132.9306 

 
1082.8383 

 
-0.0442 

 
0.0010 

  1.20 2028.3175 
 

2017.6330 
 

-0.0053 
 

0.0006 
  1.25 2511.7188 2508.9895 -0.0011 0.0006 

     
�) = �∗ × 1.0     
 0.75 1.7528 5.1254 1.9242 0.1925 
 0.80 9.3751 

 
13.8847 

 
0.4810 

 
0.0496 

 
 

 0.90 102.3082 
 

97.5970 
 

-0.0460 
 

0.0080 
  0.95 235.1519 

 
221.0184 

 
-0.0601 

 
0.0041 

 ïG/Κ 1.00 452.1723 
 

434.7833 
 

-0.0385 
 

0.0024 
  1.05 755.6666 

 
743.2760 

 
-0.0164 

 
0.0016 

  1.10 1132.9306 
 

1130.2002 
 

-0.0024 
 

0.0011 
  1.20 2028.3175 

 
2039.0726 

 
0.0053 

 
0.0008 

  1.25 2511.7188 2523.6325 0.0047 0.0007 
     

�) = �∗ × 1.2     
 0.75 1.7528 11.0806 5.3217 0.2954 
 0.80 9.3751 

 
28.8124 

 
2.0733 

 
0.0728 

 
 

 0.90 102.3082 
 

146.0412 
 

0.4275 
 
 

0.0104 
  0.95 235.1519 

 
287.0256 

 
0.2206 

 
 

0.0052 
 ïG/Κ 1.00 452.1723 

 
510.9076 

 
0.1299 

 
0.0030 

  1.05 755.6666 
 

812.3744 
 

0.0750 
 

0.0019 
  1.10 1132.9306 

 
1187.2568 

 
0.0480 

 
0.0015 

  1.20 2028.3175 
 

2067.6528 
 

0.0194 
 

0.0009 
  1.25 2511.7188 2540.5432 0.0115 0.0008 

 
Πίνακας 5.2 : Σύγκριση τιµών δικαιωµάτων αγοράς ευρωπαϊκού τύπου µε το 
Black-Scholes και ����� υπόδειγµα για 7 = 90 ηµέρες και διαφορετικές 
τιµές τιµών  εξάσκησης  και αρχικής υπό συνθήκη µεταβλητότητας ∗. 
  

   
 ∗ Οι τιµές είναι κατά 10.000 φορές µεγαλύτερες. Οι αποκλίσεις(biases) υπολογίζονται ως προς τις 
τιµές Black-Scholes. Ως τ.α. ορίζουµε την τυπική απόκλιση των αποκλίσεων(biases) για τις εκάστοτε 
προκύπτουσες τιµές. Οι τιµές προέκυψαν µετά από 50.000 επαναλήψεις µε τη µέθοδο Monte Carlo. Η 

τιµή της στάσιµης τυπικής απόκλισης υπό το µέτρο ø  είναι �∗ = ÒwG(1 − w) − �))() . 
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Ημερομηνία  Λήξης  Τ=180 ημέρες 
 BBBBlalalalackckckck----SchoSchoSchoScholelelelessss GARCHGARCHGARCHGARCH    
 Τιμές Τιμές Απόκλιση(bias) τ.α. 
     

�) = �∗ × 0.8     
 0.75 20.0902 13.4138 -0.3323 0.0317 
 0.80 53.4848 

 
34.3131 

 
 

-0.3585 
 

0.0170 
 
 

 0.90 233.2614 
 

155.2948 
 

-0.3342 
 

0.0056 
  0.95 404.6737 

 
298.9558 

 
-0.2612 

 
0.0036 

 ïG/Κ 1.00 639.1259 
 

524.0682 
 

-0.1800 
 
 

0.0026 
  1.05 935.1158 

 
824.8355 

 
-0.1179 

 
0.0019 

  1.10 1285.8651 
 

1199.8751 
 

-0.0669 
 

0.0015 
  1.20 2111.7927 

 
2074.2222 

 
-0.0178 

 
0.0011 

  1.25 2566.8561 2544.0557 -0.0089 0.0010 
     

�) = �∗ × 1.0     
 0.75 20.0902 28.6426 0.4257 0.0503 
 0.80 53.4848 

 
59.5636 

 
0.1137 

 
 

0.0233 
  0.90 233.2614 

 
213.6398 

 
-0.0841 

 
0.0069 

  0.95 404.6737 
 

373.9514 
 

-0.0759 
 

0.0046 
 ïG/Κ 1.00 639.1259 

 
606.6435 

 
-0.0508 

 
0.0032 

  1.05 935.1158 
 

907.4730 
 

-0.0296 
 

0.0024 
0 
 

 1.10 1285.8651 
 

1269.2023 
 

-0.0130 
 

0.0019 
  1.20 2111.7927 

 
2118.6536 

 
0.0032 

 
0.0013 

  1.25 2566.8561 2579.6995 0.0050 0.0011 
     

�) = �∗ × 1.2     
 0.75 20.0902 51.7007 1.5734 0.0867 
 0.80 53.4848 

 
89.7924 

 
0.6788 

 
0.0293 

  0.90 233.2614 
 

283.0538 
 

0.2135 
 

0.0093 
  0.95 404.6737 

 
453.6675 

 
0.1211 

 
0.0055 

 ïG/Κ 1.00 639.1259 
 

690.2939 
 

0.0801 
 

0.0039 
  1.05 935.1158 

 
992.5257 

 
0.0614 

 
0.0030 

  1.10 1285.8651 
 

1351.5135 
 

0.0511 
 

0.0023 
  1.20 2111.7927 

 
2171.4537 

 
0.0283 

 
0.0015 

  1.25 2566.8561 2625.0778 0.0227 0.0014 
 
 
Πίνακας 5.3 : Σύγκριση τιµών δικαιωµάτων αγοράς ευρωπαϊκού τύπου µε το 
Black-Scholes και ����� υπόδειγµα για 7 = 180 ηµέρες και διαφορετικές 
τιµές τιµών εξάσκησης  και αρχικής υπό συνθήκη µεταβλητότητας ∗. 
  

   
 ∗ Οι τιµές είναι κατά 10.000 φορές µεγαλύτερες. Οι αποκλίσεις(biases) υπολογίζονται ως προς τις 
τιµές Black-Scholes. Ως τ.α. ορίζουµε την τυπική απόκλιση των αποκλίσεων(biases) για τις εκάστοτε 
προκύπτουσες τιµές. Οι τιµές προέκυψαν µετά από 50.000 επαναλήψεις µε τη µέθοδο Monte Carlo. Η 

τιµή της στάσιµης τυπικής απόκλισης υπό το µέτρο ø  είναι �∗ = ÒwG(1 − w) − �))() . 
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Ημερομηνία  Λήξης  Τ=30 ημέρες 
 BBBBlalalalackckckck----SchoSchoSchoScholelelelessss GARCHGARCHGARCHGARCH    
 Δέλτα Δέλτα Aπόκλιση�bias� τ.α. 
     

�) = �∗ × 0.8     
 0.75 0.0000 0.0000 -0.0054 0.0000 
 0.80 0.0004 

 
0.0003 

 
-0.0704 

 
0.2343 

  0.90 0.0575 
 

0.0267 
 

-0.5346 
 

0.0101 
 
 

 0.95 0.2264 
 

0.1612 
 

-0.2880 
 

0.0044 
 ïG/Κ 1.00 0.5131 

 
0.5137 

0 
 

0.0013 
 

0.0015 
0 
 

 1.05 0.7817 
 

0.8389 
 

0.0732 
 

0.0012 
 
 

 1.10 0.9317 
 

0.9636 
 

0.0343 
 

0.0006 
  1.20 0.9976 

 
0.9986 

 
0.0010 

 
0.0001 

  1.25 0.9997 0.9997 0.0000 0.0001 
     

�) = �∗ × 1.0     
 0.75 0.0000 0.0003 40.0685 13.0503 
 0.80 0.0004 

 
 

0.0014 
 

2.7307 
 

0.4313 
 
 

 0.90 0.0575 
 

0.0549 
 

-0.0449 
 

0.0109 
  0.95 0.2264 

 
0.2130 

 
-0.0591 

 
0.0036 

 ïG/Κ 1.00 0.5131 
 

0.5153 
 

0.0044 
 

0.0015 
  1.05 0.7817 0.7945 

 
0.0164 

 
0.0010 

  1.10 0.9317 
 

0.9356 
 

0.0042 
 

0.0006 
  1.20 0.9976 

 
0.9950 

 
-0.0026 

 
0.0002 

  1.25 0.9997 0.9984 -0.0013 0.0002 
     

�) = �∗ × 1.2     
 0.75 0.0000 0.0008 126.6453 23.3615 
 0.80 0.0004 

 
0.0046 

 
 

11.4293 
 
 

0.8907 
  0.90 0.0575 

 
0.0895 

 
0.5576 

 
0.0148 

  0.95 0.2264 
 
 

0.2564 
 

0.1325 
 

0.0039 
 ïG/Κ 1.00 0.5131 

 
0.5179 

 
0.0094 

 
0.0015 

  1.05 0.7817 
 

0.7598 
 

-0.0280 
 

0.0011 
  1.10 0.9317 

 
0.9041 

 
-0.0296 

 
0.0008 

  1.20 0.9976 
 

0.9881 
 

-0.0095 
 

0.0004 
  1.25 0.9997 0.9960 -0.0037 0.0003 

 
Πίνακας 5.4 : Σύγκριση τιµών δέλτα αντιστάθµισης κινδύνου για δικαιώµατα 
αγοράς ευρωπαϊκού τύπου µε το Black-Scholes και ����� υπόδειγµα, για 7 = 30 ηµέρες και διαφορετικές τιµές τιµών εξάσκησης  και αρχικής υπό 
συνθήκη µεταβλητότητας ∗. 
  

   
 ∗ Οι αποκλίσεις(biases) υπολογίζονται ως προς τις τιµές Black-Scholes. Ως τ.α. ορίζουµε την τυπική 
απόκλιση των αποκλίσεων(biases) για τις εκάστοτε προκύπτουσες τιµές. Οι τιµές προέκυψαν µετά 
από 50.000 επαναλήψεις µε τη µέθοδο Monte Carlo. Η τιµή της στάσιµης τυπικής απόκλισης υπό το 

µέτρο ø  είναι �∗ = ÒwG(1 − w) − �))() . 
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Ημερομηνία  Λήξης  Τ=90 ημέρες 
 BBBBlalalalackckckck----SchoSchoSchoScholelelelessss GARCHGARCHGARCHGARCH    
 Δέλτα Δέλτα Aπόκλιση(bias) τ.α. 
     

�) = �∗ × 0.8     
 0.75 0.0066 0.0040 -0.3841 0.0455 
 0.80 0.0280 

 
 

0.0138 
 

-0.5058 
 

0.0185 
 
 

 0.90 0.1915 
 

0.1266 
 

0.3390 
 

0.0056 
  0.95 0.3462 

 
0.2921 

 
-0.1562 

 
0.0031 

 ïG/Κ 1.00 0.5226 
 

.5218 
0 
 

-0.0016 
 

0.0018 
  1.05 0.6868 

 
0.7316 

 
0.0652 

 
0.0016 

  1.10 0.8152 
 

0.8694 
 

0.0666 
 

0.0012 
  1.20 0.9520 

 
0.9736 

 
0.0227 

 
0.0006 

  1.25 0.9785 0.9884 0.0100 0.0004 
     

�) = �∗ × 1.0     
 0.75 1.7528 0.0110 0.6721 0.0732 
 0.80 0.0280 

 
0.0294 

 
 

0.0504 
 
 

0.0234 
  0.90 0.1915 

 
0.1706 

 
-0.1089 

 
0.0054 

  0.95 0.3462 
 

0.3321 
 

-0.0407 
 

0.0030 
 ïG/Κ 1.00 0.5226 

 
0.5249 

 
0.0044 0.0019 

  1.05 0.6868 
 

0.7043 
 

0.0254 
 

0.0014 
  1.10 0.8152 

 
0.8347 

 
0.0239 

 
0.0011 

  1.20 0.9520 
 

0.9542 
 

0.0023 
 

0.0007 
  1.25 0.9785 0.9759 -0.0027 0.0006 

     
�) = �∗ × 1.2     
 0.75 0.0066 0.0212 2.2326 0.1032 
 0.80 0.0280 

 
0.0513 

 
0.8336 

 
0.0314 

  0.90 0.1915 
 

.2127 
0 
 

0.1106 
 

0.0056 
  0.95 0.3462 

 
0.3589 

 
0.0367 

 
0.0030 

 ïG/Κ 1.00 0.5226 
 

0.5306 
 

0.0153 
 

0.0020 
  1.05 0.6868 

 
0.6846 

 
-0.0032 

 
0.0014 

  1.10 0.8152 
 

0.8035 
 

-0.0144 
 

0.0012 
  1.20 0.9520 

 
0.9319 

 
-0.0211 

 
0.0008 

  1.25 0.9785 0.9607 -0.0183 0.0007 
 
Πίνακας 5.5 : Σύγκριση τιµών δέλτα αντιστάθµισης κινδύνου για δικαιώµατα 
αγοράς ευρωπαϊκού τύπου µε το Black-Scholes και ����� υπόδειγµα, για 
7 = 90 ηµέρες και διαφορετικές τιµές τιµών εξάσκησης  και αρχικής υπό 
συνθήκη µεταβλητότητας ∗. 
  

   
 ∗ Οι αποκλίσεις(biases) υπολογίζονται ως προς τις τιµές Black-Scholes. Ως τ.α. ορίζουµε την τυπική 
απόκλιση των αποκλίσεων(biases) για τις εκάστοτε προκύπτουσες τιµές. Οι τιµές προέκυψαν µετά 
από 50.000 επαναλήψεις µε τη µέθοδο Monte Carlo. Η τιµή της στάσιµης τυπικής απόκλισης υπό το 

µέτρο ø  είναι �∗ = ÒwG(1 − w) − �))() . 
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Ημερομηνία  Λήξης  Τ=180 ημέρες 
 BBBBlalalalackckckck----SchoSchoSchoScholelelelessss GARCHGARCHGARCHGARCH    
 Δέλτα Δέλτα Aπόκλιση(bias) τ.α. 
     

�) = �∗ × 0.8     
 0.75 0.0433 0.0236 -0.4559 0.0163 
 0.80 0.0949 

 
0.0553 

 
-0.4173 

 
0.0098 

  0.90 0.2820 
 

0.2192 
 

-0.2228 
 
 

0.0043 
  0.95 0.4053 

 
0.3654 

 
-0.0985 

 
 

0.0029 
 ïG/Κ 1.00 0.5320 

 
0.5298 

 
-0.0041 

 
 

0.0021 
  1.05 0.6497 

 
0.6831 

 
0.0515 

 
 

0.0018 
  1.10 0.7500 

 
0.8001 

 
0.0668 

 
0.0015 

  1.20 0.8882 
 

0.9280 
 

0.0448 
 

0.0010 
  1.25 0.9294 0.9569 0.0295 0.0008 

     
�) = �∗ × 1.0     
 0.75 0.0433 0.0421 -0.0267 0.0201 
 0.80 0.0949 

 
0.0840 

 
 

-0.1152 
 

0.0110 
  0.90 0.2820 

 
0.2547 

 
-0.0969 

 
0.0042 

  0.95 0.4053 
 

0.3894 
 

-0.0392 
 

0.0029 
 ïG/Κ 1.00 0.5320 

 
0.5355 

 
0.0067 

 
0.0021 

  1.05 0.6497 
 

0.6688 
 

0.0294 
 

0.0017 
  1.10 0.7500 

 
0.7744 

 
-0.0130 

 
0.0015 

  1.20 0.8882 
 

0.9059 
 

0.0032 
 

0.0010 
  1.25 0.9294 0.9387 0.0100 0.0009 

     
�) = �∗ × 1.2     
 0.75 0.0433 0.0625 0.4443 0.0243 
 0.80 0.0949 

 
0.1114 

 
0.1744 

 
0.0124 

  0.90 0.2820 
 

0.2884 
 

0.0224 
 

0.0044 
  0.95 0.4053 

 
0.4094 

 
0.0100 

 
0.0030 

 ïG/Κ 1.00 0.5320 
 

0.5393 
 

0.0138 
 

0.0022 
  1.05 0.6497 

 
0.6568 

 
0.0110 

 
0.0018 

  1.10 0.7500 
 

0.7558 
 

0.0078 
 

0.0015 
  1.20 0.8882 

 
0.8824 

 
-0.0066 

 
0.0011 

  1.25 0.9294 0.9198 -0.0103 0.0010 
 
Πίνακας 5.6 : Σύγκριση τιµών δέλτα αντιστάθµισης κινδύνου για δικαιώµατα 
αγοράς ευρωπαϊκού τύπου µε το Black-Scholes και ����� υπόδειγµα, για 
7 = 180 ηµέρες και διαφορετικές τιµές τιµών εξάσκησης  και αρχικής υπό 
συνθήκη µεταβλητότητας ∗. 
  

   
 ∗ Οι αποκλίσεις(biases) υπολογίζονται ως προς τις τιµές Black-Scholes. Ως τ.α. ορίζουµε την τυπική 
απόκλιση των αποκλίσεων(biases) για τις εκάστοτε προκύπτουσες τιµές. Οι τιµές προέκυψαν µετά 
από 50.000 επαναλήψεις µε τη µέθοδο Monte Carlo. Η τιµή της στάσιµης τυπικής απόκλισης υπό το 

µέτρο ø  είναι �∗ = ÒwG(1 − w) − �))() . 
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Από την παραπάνω ανάλυση γίνονται φανερά τα παρακάτω : 
 
1)  Η σύγκριση των τιµών δικαιωµάτων αγοράς µε αρνητική εσωτερική αξία 
(out-of-the-money), όπως προέκυψαν και για τα δυο µοντέλα, δεν οδηγεί σε 
ασφαλή συµπεράσµατα όσον αφορά την υπέρ ή υποτιµολόγησή τους από το 
µοντέλο Black-Scholes. Η αρχική υπό συνθήκη δεσµευµένη διακύµανση 
παίζει ρυθµιστικό ρόλο για το τελικό συµπέρασµα. Για παράδειγµα, για αρχική 
υπό συνθήκη δεσµευµένη διακύµανση  20%  πάνω από την αντίστοιχη 
στάσιµη,  η τιµή από το Black-Scholes υπόδειγµα  υποτιµολογεί τα 
δικαιώµατα αγοράς µε αρνητική εσωτερική αξία. Αυτό έρχεται σε αντίθεση µε 
τα αποτελέσµατα των ερευνών των Black (1975) και Gultekin et al.(1982) οι 
οποίοι υποστήριξαν ότι τα δικαιώµατα αγοράς µε αρνητική εσωτερική αξία 
υποτιµολογούνται πάντα. 
 
2) Οι τιµές των  δικαιωµάτων αγοράς που προκύπτουν από το Black-Scholes 
υπόδειγµα µε µεγάλη αρνητική εσωτερική αξία (deep out-of-the-money), 
συγκρινόµενα µε τις αντίστοιχες τιµές από το �����  υπόδειγµα, 
υποτιµολογούνται ανεξαρτήτως της αρχικής υπό δέσµευσης τυπικής 
απόκλισης. Αυτό γίνεται φανερό από τη σειρά  ï L⁄ = 0.75  για όλες τις 
χρονικές περιόδους. 
 
3)  Οι τιµές των δικαιωµάτων αγοράς που προκύπτουν από το µοντέλο Black-
Scholes µε αρνητική εσωτερική αξία είναι φανερό ότι τείνουν να 
υποτιµολογούνται, συγκρινόµενες µε τις αντίστοιχες του µοντέλου �����, 
όσο η ηµεροµηνία λήξης µικραίνει. Αυτό έρχεται σε συµφωνία µε τα 
αποτελέσµατα των ερευνών των Black (1975) και Whaley (1982). 
 
4)  Η υποτιµολόγηση των τιµών µε το Black-Scholes µοντέλο αποτελεί γενικά  
τον κανόνα, συγκρινόµενες µε τις αντίστοιχες του µοντέλου �����, 
ανεξάρτητα της ηµεροµηνίας λήξης του δικαιώµατος και της αρχικής υπό 
δέσµευσης τυπικής απόκλισης για το µοντέλο �����.  
 
5) Στα παρακάτω σχήµατα παρατηρούµε το γράφηµα το οποίο προκύπτει 
από την τεκµαρτή µεταβλητότητα (implied volatility), θεωρώντας ως 
τρέχουσες τιµές δικαιωµάτων αγοράς αυτές που προκύπτουν από την 
παραπάνω ανάλυση µε το µοντέλο �����.  Έτσι, κάνοντας χρήση των 
τύπων Black-Scholes και αντιστρέφοντας ως προς τη µεταβλητότητα, 
αντικαθιστώντας παράλληλα τις τιµές από το µοντέλο ����� , προκύπτει η 
τιµή της τεκµαρτής µεταβλητότητας. Εξαιτίας του γεγονότος ότι η αντιστροφή 
του τύπου (4.1) δεν είναι εφικτή, έγινε χρήση της  εντολής  blsimpv σε 
Matlab γλώσσα προγραµµατισµού.  
Κοινό στοιχείο των παρακάτω σχηµάτων µε τα αντίστοιχα που προκύπτουν 
από την αντικατάσταση στον τύπο (4.1) των τρεχουσών τιµών ενός 
δικαιώµατος αγοράς για την εύρεση της τεκµαρτής µεταβλητότητας, είναι το 
γεγονός ότι στρέφουν τα κοίλα άνω, θυµίζοντας το γράµµα U. Έτσι, η 
εµπειρική έρευνα των Rubinstein (1985) και Sheikh (1991) µε τη χρήση 
τρεχουσών τιµών έρχεται σε συµφωνία µε την αντίστοιχη χρήση τιµών από το ����� µοντέλο. 
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∆ιάγραµµα 5.1:Τεκµαρτή µεταβλητότητα (σε ετήσια βάση) των τιµών 
δικαιωµάτων αγοράς ����� µε δεδοµένο σ) = σ∗ × 0.8 . 
 
 
 
 

 
 
∆ιάγραµµα 5.2:Τεκµαρτή µεταβλητότητα (σε ετήσια βάση) των τιµών 
δικαιωµάτων αγοράς ����� µε δεδοµένο σ) = σ∗ × 1.2 . 
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Τα παραπάνω γραφήµατα παρήχθησαν για διαφορετικές τιµές ηµεροµηνιών 
λήξης 7 και τιµών  εξάσκησης 9. Ο κώδικας σε γλώσσα προγραµµατισµού 
Matlab παρέχεται στο παράρτηµα Γ. Έτσι, παρατηρούµε ότι : 
 
α) για υπό συνθήκη τυπική απόκλιση  20%  κάτω από το στάσιµο επίπεδο, 
τα δικαιώµατα αγοράς µε µηδενική εσωτερική αξία (at-the-money) έχουν 
µεγαλύτερη τιµή για τη µεγαλύτερη ηµεροµηνία λήξης. Έτσι, όσο µεγαλύτερη 
η ηµεροµηνία λήξης, τόσο µεγαλύτερη και η τεκµαρτή µεταβλητότητα.  
β) για υπό συνθήκη τυπική απόκλιση 20% πάνω από το στάσιµο επίπεδο, τα 
δικαιώµατα αγοράς µε µηδενική εσωτερική αξία έχουν µεγαλύτερη τιµή για τη 
µικρότερη ηµεροµηνία λήξης. Έτσι, όσο µικρότερη η ηµεροµηνία λήξης, τόσο 
µεγαλύτερη και η τεκµαρτή µεταβλητότητα, εδώ 7 = 30 . Έτσι, ερχόµαστε σε 
αντίθεση µε το παραπάνω αποτέλεσµα. Η αρχική επιλογή της υπό συνθήκης 
τυπικής απόκλισης παίζει κυρίαρχο ρόλο στο τελικό αποτέλεσµα. 
 
Αξίζει να αναφέρουµε ότι τα αποτελέσµατα των ερευνών των Rubinstein 
(1985) και Sheikh (1991) µε χρήση των τρεχουσών τιµών (market prices) 
δικαιωµάτων αγοράς, συµφωνούν µε τα αποτελέσµατα  της (α) ανωτέρω 
περίπτωσης. Η τελευταία φαίνεται να αποτελεί τον κανόνα παρά την εξαίρεση. 
Αυτό δικαιολογείται, καταρχήν, από το γεγονός ότι οι εκτιµώµενες παράµετροι, 
µε �) = 7.06889136 × 10(  και �) = 9.25585842 × 10()  και µε 
δεδοµένη την σχέση  ∑ woHoT) + ∑ ��K�T) = 1     (2.14) από την ενότητα 2.2.5, 

µας οδηγούν στη σύγκλιση σε ένα ������  µοντέλο για τη διαδικασία των 
αποδόσεων    των µετοχών µε αποτέλεσµα η υπό συνθήκη διακύµανση να 
παρουσιάζει έντονες τάσεις οµαδοποίησης. Κατά δεύτερον, η διαδικασία της 
υπό συνθήκη διακύµανσης στο µοντέλο ����� , � , είναι ασύµµετρη και 
παρουσιάζει λοξότητα ως προς το κάτω άκρο της, κι έτσι µαζί µε το πρώτο 
αποτέλεσµα η πιθανότητα να έχουµε καταστάσεις µε χαµηλή διακύµανση είναι 
µεγαλύτερη.      
 
Η µελέτη για τη σύγκριση των τιµών ανάµεσα στα δύο µοντέλα όσον αφορά τη 
δέλτα αντιστάθµιση κινδύνου, καταλήγει σε συµπεράσµατα παρόµοια µε την 
παραπάνω ανάλυση. 
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 6 

 

Προσέγγιση Τιµών 
��
� ∆ικαιωµάτων 
Επιλογής  Αµερικάνικου  Τύπου Μέσω 
Edgeworth ∆ιωνυµικού ∆έντρου 
 

6.1 Εισαγωγή 
∆ιάφορες µέθοδοι αναπτύχθηκαν  για την αποτίµηση δικαιωµάτων επιλογής 
αµερικάνικου τύπου, στα οποία η διακύµανση  των αποδόσεων θεωρείται ότι 

περιγράφεται από µία διαδικασία	�����. Η αρχή έγινε τους Duan (1995) και 
Kallsen και Taqqu (1998) οι οποίοι ανέπτυξαν αριθµητικές µεθόδους για αυτό 
το σκοπό. Στη συνέχεια, οι Ritchken και Trevor (1999) δηµοσίευσαν µια 
µέθοδο προσέγγισης µέσω ενός τροποποιηµένου πλέγµατος ενώ οι Duan και 
Simonato (2001) παρουσίασαν µια µέθοδο µε χρήση Μαρκοβιανών 
αλυσίδων. Όλες οι παραπάνω µέθοδοι απαιτούν τη χρήση δύο µεταβλητών 

κάτω από το πλαίσιο του �����	 µοντέλου. Κάνοντας τη σύγκριση όµως 
των παραπάνω µεθόδων µε αυτή του διωνυµικού δέντρου, η οποία 
χρησιµοποιείται για την αποτίµηση δικαιωµάτων επιλογής µε µία στοχαστική 
µεταβλητή, θα παρατηρήσουµε ότι είναι πιο απαιτητικές τόσο σε υπολογιστικό 
χρόνο όσο και σε απαιτήσεις µνήµης του υπολογιστή. Έτσι, η ταχύτητα 
υπολογισµού των τιµών δικαιωµάτων επιλογής αποκτά πολλές φορές 
σηµασία όταν αυτός ο χρόνος είναι πολύ µεγάλος. Έτσι, µε την µέθοδο 
αποτίµησης που θα παρουσιάσουµε σε αυτό το κεφάλαιο, θα θυσιάσουµε 
κατά ένα ποσοστό την ακρίβεια στον υπολογισµού των τιµών των 
δικαιωµάτων επιλογής για να κερδίσουµε αντίστοιχα σε υπολογιστικό χρόνο 
και να µειώσουµε τις ανάγκες µνήµης του υπολογιστή. 
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Ο Rubinstein το 1998 ανέπτυξε ένα διωνυµικό µοντέλο µιας στοχαστικής 
µεταβλητής για την αποτίµηση δικαιωµάτων επιλογής ευρωπαϊκού και 
αµερικανικού τύπου υπό µία γενική συνάρτηση κατανοµής. Η θεωρία του 
βασίστηκε στην ιδέα της επέκτασης Edgeworth µε σκοπό την απόκτηση 
διακριτών πιθανοτήτων ουδετέρου κινδύνου, για µία κατανοµή µε γνωστές τις 
τέσσερις πρώτες ροπές της. Έτσι, ενώ η απόδοση της µεθόδου για την 
αποτίµηση δικαιωµάτων επιλογής ευρωπαϊκού τύπου εξαρτάται µόνο από την 
ποιότητα της επέκτασης Edgeworth, η µέθοδος παρουσιάζει µεγαλύτερη 
πολυπλοκότητα όσον αφορά τα αµερικανικού τύπου δικαιώµατα επιλογής. 
Εάν µια µονοδιάστατη στοχαστική µεταβλητή (π.χ. τιµή µετοχής) δεν επαρκεί 
για την περιγραφή της εξέλιξης του συστήµατος των τιµών της µετοχής, τότε 
θα έχουµε χάσει πληροφορία από την κατασκευή ενός Edgeworth, δέντρου 

µίας µόνο µεταβλητής. Ένα τέτοιο παράδειγµα είναι και το ����� µοντέλο. 

Η εξέλιξη των τιµών ενός περιουσιακού στοιχείου υπό το µοντέλο	�����, 
κυριαρχείται από το ζεύγος τιµής-µεταβλητότητας, το οποίο και µπορεί να 
θεωρηθεί και ως διµετάβλητο Μαρκοβιανό σύστηµα. Έτσι, το Edgeworth 
πλέγµα το οποίο κατασκευάζεται µε βάση την τελική κατανοµή των τιµών του 
περιουσιακού στοιχείου θα έχει σε κάποιο βαθµό απώλεια πληροφορίας σε 

σχέση µε το αρχικό ����� µοντέλο. Παρόλα αυτά, η προσέγγιση που 
επιτυγχάνεται µέσω αυτής της µεθόδου κρίνεται ικανοποιητική. 

Η τεχνική του Rubinstein µέσω του Edgeworth δένδρου έχει νόηµα υπό την 
προϋπόθεση ότι οι τέσσερις πρώτες ροπές της αθροιστικής απόδοσης υπό το 
µέτρο ουδέτερου κινδύνου είναι γνωστές, ακόµα κι αν η κατανοµή ουδέτερου 

κινδύνου είναι άγνωστη. Όσον αφορά το µοντέλο	�����, οι τέσσερις 
πρώτες ροπές της αθροιστικής απόδοσης υπό το µέτρο ουδέτερου κινδύνου 
µπορούν να βρεθούν µε αναλυτικό τρόπο, καθώς το αυτό ισχύει και για 

παραλλαγές του ����� µοντέλου όπως	������, ������, ��� −����� και ������. 

 

6.2 Το Edgeworth ∆ιωνυµικό ∆έντρο στα Πλαίσια του 
��
� 
Μοντέλου 

6.2.1  ∆οµή Edgeworth ∆ιωνυµικού  ∆έντρου 
Η επέκταση Edgeworth, η οποία χρησιµοποιεί τις τέσσερις πρώτες ροπές της 
κατανοµής του περιουσιακού στοιχείου στον κόσµο ουδέτερου κινδύνου, 
µπορεί να χρησιµοποιηθεί για την αποτίµηση δικαιωµάτων επιλογής 
ευρωπαϊκού τύπου εξαιτίας του γεγονότος ότι αυτού του είδους τα δικαιώµατα 
επιλογής εξαρτώνται µόνο από την κατανοµή των τιµών του περιουσιακού 
στοιχείου σε µια χρονική στιγµή. Εν αντιθέσει µε το παραπάνω, για την 
αποτίµηση δικαιωµάτων επιλογής αµερικάνικου τύπου χρειάζεται να έχουµε 
γνώση όλης της διαδροµής των τιµών του περιουσιακού στοιχείου, από τη 
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στιγµή της αποτίµησης έως την ηµεροµηνία λήξης. Έτσι, ο Rubinstein 
χρησιµοποίησε την   επέκταση Edgeworth για να προσεγγίσει την κατανοµή 
των τιµών ουδέτερου κινδύνου στην ηµεροµηνία λήξης, και εν συνεχεία από 
αυτήν να εξαχθεί ένα διωνυµικό δέντρο από το οποίο θα περιγράφεται η 
εξέλιξη της τιµής του περιουσιακού στοιχείου καθ’όλη τη διάρκεια  του 
συµβολαίου. 

Έτσι, η µέθοδος του Rubinstein αρχικά κατασκευάζει ένα δέντρο το οποίο 

αποτελείται από � + 1 κόµβους µετά από � χρονικά βήµατα. Στο τελευταίο 

χρονικό βήµα, η τιµή του υποκείµενου τίτλου στον � κόµβο µε � = 0,1,… , � 
,	é� , θα είναι : 

                                       #� = <G��`1�√`ÌÊ                                   (6.1) 

µε 

                                     	@ = A − )̀ %�� ����√`ÌÊS
�TG                         (6.2) 

όπου: 

• <G η αρχική τιµή του περιουσιακού στοιχείου 

• A  το ετήσιο συνεχώς ανατοκιζόµενο επιτόκιο χωρίς κίνδυνο 

• b ο χρόνος µέχρι τη λήξη του δικαιώµατος επιλογής (σε χρόνια) 

• � = Ò��A(x`)/b  ο ετησιοποιηµένος ρυθµός µεταβλητότητας για την 

αθροιστική απόδοση του υποκείµενου τίτλου x` ≡ ln	(<`/<G) 
• z� τυχαία µεταβλητή µε µέση τιµή µηδέν και διακύµανση ένα που 

ακολουθεί την κατανοµή  �� . 
Η κατανοµή πιθανοτήτων �� προέκυψε από την τροποποίηση της διωνυµικής 

κατανοµής κάνοντας χρήση της Edgeworth επέκτασης µέχρι τη ροπή τέταρτης 

τάξης της x`. Σε αντίθεση µε το κλασσικό διωνυµικό πλέγµα, το  Edgeworth 
διωνυµικό δέντρο δε χρειάζεται να έχει σταθερή πιθανότητα στους κόµβους. 
Πράγµατι, όλες οι τιµές του υποκείµενου τίτλου και οι πιθανότητες πριν την 
ηµεροµηνία λήξης  προκύπτουν από αρχή της µη-αντισταθµιστικής 

κερδοσκοπίας (arbitrage-free principle). Τέλος, το @ χρησιµοποιείται για να 

εξασφαλίσουµε ότι η αναµενόµενη απόδοση χωρίς κίνδυνο είναι ίση µε A, µια 

συνθήκη ουδετεροποίησης κινδύνου. Με την κατασκευή του Edgeworth 
διωνυµικού πλέγµατος  και µέσω οπισθοδροµικής αναδροµικής διαδικασίας 
γίνεται εν συνεχεία ο υπολογισµός των τιµών των δικαιωµάτων επιλογής 
αµερικάνικου τύπου µέσω αριθµητικών µεθόδων. 
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Ο τρόπος µε τον οποίο κατασκευάστηκε η z� τυχαία µεταβλητή καθώς και 

πώς η λοξότητα και η κύρτωση της x` βοήθησαν στην παραγωγή της ��     
κατανοµής, παρουσιάζεται παρακάτω. 

 

6.2.2 Κατασκευή  Εdgeworth  ∆έντρου 

Ξεκινάµε την κατασκευή του δέντρου θεωρώντας µια διωνυµική κατανοµή � 

βηµάτων, µε � + 1 πιθανές τιµές συµβολίζοντάς τες µε 3� = g( �)(Sh√S  για 

� = 0,… , � και τη συσχετιζόµενη πιθανότητα �̄ = � S!�!(S(�)!
� () )S . Mε 

δεδοµένες τη λοξότητα και την κύρτωση, η διωνυµική κατανοµή τροποποιείται 
µέσω της Edgeworth επέκτασης µέχρι τη ροπή τέταρτης τάξης και έχει ως 
αποτέλεσµα: 

;� = g1 + ö16÷ õs3�q − 33�u + (1/24)(n − 3)(3�d − 63� + 3)h �̄ 
όπου  õ = [?g�q̀h είναι η λοξότητα και n = [?g�d̀h  είναι η κύρτωση της 
αθροιστικής απόδοσης για δεδοµένη ηµεροµηνία λήξης του δικαιώµατος 

επιλογής, κάτω από το µέτρο ουδέτερου κινδύνου µε �` = #�(��g#�h�√` . Εξαιτίας 

του γεγονότος ότι η Edgeworth επέκταση προσεγγίζει και δεν ταυτίζεται µε µια 
κατανοµή, θα πρέπει να φροντίσουµε οι πιθανότητες να αθροίζουν στη 
µονάδα. Αυτό επιτυγχάνεται µέσω της σχέσης : 

                                           �� = �Ê∑ �ÊÊ . 

Η µεταβλητή 3� που βασίζεται  στην πιθανότητα ��  δεν είναι πλέον µια τυχαία 

µεταβλητή διωνυµικής κατανοµής, κι έτσι µπορούµε να την τυποποιήσουµε 
για να έχουµε µέση τιµή µηδέν και διακύµανση ένα µέσω του τύπου : 

z� = 3� −��  

µε � = ∑ 	��;��  και � = ∑ 	��(3� −�) 	� . Η µεταβλητή z� 
χρησιµοποιείται στην εξίσωση (6.1) για τη δηµιουργία της τελικής τιµής του 
υποκείµενου τίτλου καθώς και στην αντίστοιχη πιθανότητα ουδέτερου 

κινδύνου ενός µονοπατιού στον κόµβο � : 
                                        E� = 	�ÊS!/�!(S(�)!. 
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∆ουλεύοντας οπισθοδροµικά µπορούµε να κατασκευάσουµε  και το υπόλοιπο 

δένδρο. Θεωρούµε µε (E� , é�) και (E�1), é�1)) τις πιθανότητες και τις τιµές 
του υποκείµενου τίτλου σε δύο διαδοχικούς κόµβους όπου οι δείκτες � και � + 1 υποδηλώνουν την πάνω και κάτω διακλάδωση αντίστοιχα. Η 
οπισθοδροµική αναδροµή βασιζόµενη στην αρχή της  µη-αντισταθµιστικής 
κερδοσκοπίας (arbitrage-free principle) θα χρησιµοποιηθεί για την εύρεση των 
τιµών της πιθανότητας και του τίτλου για τον προηγούµενο κόµβο, δηλαδή : 

                                         E = E� + E�1), 

é = gE�1)E é�1) + E�E é�hexp	(−Ab� ) 
όπου	b	 είναι ο χρόνος µέχρι τη λήξη του δικαιώµατος επιλογής σε χρόνια. 

6.2.3  Ροπές σε Αναλυτική Μορφή στο 
��
� Μοντέλο 

Επαναφέρουµε στη µνήµη µας το µοντέλο ����� που αφορά αποδόσεις 
ενός περιουσιακού στοιχείου µε τύπο : 

                     ln ��+¹-�+ � = AH − ) ��1) + ��1)I�1)  για 0 = 1,2,… 

όπου  I�1)⎹	��~¡(0,1) υπό το µέτρο O ,	��  η δεσµευµένη διακύµανση, �� 
το σύνολο πληροφόρησης τη στιγµή 0 και AH  το συνεχώς επανατοκιζόµενο 

επιτόκιο µιας περιόδου. Εάν η µια περίοδος είναι µια ηµερολογιακή  ηµέρα 

τότε AH = A/365. Οι διαφορετικές παραλλαγές του µοντέλου ����� έχουν 

και ξεχωριστούς τύπους που περιγράφουν την εξέλιξη της ποσότητας  ��  στο 

χρόνο. Έτσι, για το ������ µοντέλο θα έχω : 

																						��1) = βG + �� gβ) + β (ε� − θ− λ) ]                    (6.3) 

το οποίο µοντέλο θα είναι και αυτό το οποίο θα µελετηθεί στη συνέχεια. Αξίζει 

µόνο να επισηµανθεί σε αυτό το σηµείο ότι η παράµετρος λ που συµβολίζει το 
ασφάλιστρο κινδύνου, εµφανίζεται τόσο στη δεσµευµένη µέση τιµή των 
αποδόσεων υπό το πραγµατικό µέτρο πιθανότητας όσο και στον τύπο της 
δεσµευµένης διακύµανσης υπό το µέτρο πιθανότητας στον κόσµο ουδέτερου 
κινδύνου. 

Οι τύποι των ροπών της αθροιστικής απόδοσης στα πλαίσια του ����� 
µοντέλου σε αναλυτική µορφή, υπολογίζονται από την παρακάτω εξίσωση: 

													[G?gxÙh = [G?g(!AH − ) ∑ �o 6oT) + ∑ �o6oT) Io)Uh ,             (6.4) 

για  7 ∈ {1,2, . . } και P ∈ {1,2,3,4} 
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όπου  7 ο χρόνος µέχρι τη λήξη εκπεφρασµένος σε διακριτές χρονικές 
περιόδους. Πλέον οι ζητούµενες ροπές µπορούν να υπολογιστούν 
επεκτείνοντας την παρένθεση στη σχέση (6.4) και εφαρµόζοντας τον τελεστή 
της µέσης τιµής στους προκύπτοντες από τις πράξεις όρους. 

 

6.3  Αριθµητικά Αποτελέσµατα και Συµπεράσµατα 
Το αποτέλεσµα της αποτίµησης δικαιωµάτων πώλησης αµερικάνικου τύπου 

µέσω Edgeworth διωνυµικού δέντρου στα πλαίσια του ������  µοντέλου 
παρουσιάζεται στους παρακάτω πίνακες. Η επιλογή των παραµέτρων έγινε µε 
τρόπο ώστε να φανεί η συµπεριφορά της καινούργιας µεθόδου τόσο σε 

περιβάλλον µε υψηλή τιµή στάσιµης µεταβλητότητας υπό το µέτρο ø, που 

αντιστοιχεί σε τιµές �G = 0.00001, �) = 0.80 και  � = 0.10, όσο και σε 

χαµηλή , που αντιστοιχεί σε �G = 0.00001, �) = 0.70 και � = 0.10 .  

Για κάθε µια από αυτές τις συλλογές παραµέτρων αντιστοιχούν τρία επίπεδα 
αρχικής υπό συνθήκη διακύµανσης. Το πρώτο είναι ίσο µε το επίπεδο 

στασιµότητας, ενώ τα άλλα δύο είναι 20%  πάνω και κάτω από το επίπεδο 
που ορίζει η στάσιµη διακύµανση η οποία  ισούται µε � = �G (1 − � −  �))⁄  . 

Η τιµή του επιτοκίου χωρίς κίνδυνο θεωρήθηκε ίσο µε 5%  σε ετήσια βάση και 

η αρχική τιµή του υποκείµενου τίτλου ορίστηκε ίση µε 50. Για να εξετάσουµε 
τη συµπεριφορά σε σχέση µε το χρόνο θεωρούµε τέσσερις χρονικές 

περιόδους : 10 ,30, 90 και 180. Τέλος, θεωρούµε τρία επίπεδα εσωτερικής 
αξίας, θετική αρνητική και µηδενική, ορίζοντας το λόγο της τιµής εξάσκησης 

προς την αρχική τιµή του περιουσιακού στοιχείου να είναι 1.1, 0.8  και 1.0 
αντίστοιχα.  

Οι τιµές που προκύπτουν µε τη µέθοδο του Edgeworth διωνυµικού δέντρου 
για το  ������ µοντέλο συγκρίνονται µε τις αντίστοιχες τιµές για 
δικαιώµατα πώλησης αµερικάνικου τύπου µέσω της µεθόδου του διωνυµικού 
δέντρου, µε τη χρήση της εντολής binprice στη Matlab γλώσσα 
προγραµµατισµού. Για την τελευταία µέθοδο ισχύει ως γνωστών � =�G (1 − � −  �))⁄  . Προτιµήθηκαν αυτές οι τιµές για τη σύγκριση καθώς οι 
τιµές που προκύπτουν µέσω προσοµοίωσης Monte Carlo  στα πλαίσια του 
������  µοντέλου, µε παρόµοιο τρόπο µε αυτόν που παρουσιάστηκε στην 
ενότητα 5.5 για δικαιώµατα αγοράς ευρωπαϊκού τύπου, έχει δειχθεί εµπειρικά 
ότι αποκλίνουν προς τα κάτω κατά άγνωστο µέχρι στιγµής ποσοστό. Ο 
κώδικας σε Matlab γλώσσα προγραµµατισµού βρίσκεται στο παράρτηµα ∆.   
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                                  �G = 0.00001, �) = 0.70 και � = 0.10   

Τιμές ΤιμΤιμΤιμΤιμέέέέςςςς    μμμμέέέέσωσωσωσω        
ΔΔΔΔ....ΔΔΔΔ....    EdgEdgEdgEdgeeeeworthworthworthworth    ΑμερΑμερΑμερΑμερ. . . . δικαδικαδικαδικαίίίίωμαωμαωμαωμα    πώλησηςπώλησηςπώλησηςπώλησης    

Διακύμανση σ  �)
 = � × 0.8 �)

 = � × 1.0 �)
 = � × 1.2 

T=10 ημέρες     

Κ/ïG 
1.10 4.99999 5.00000 5.00000 5.00000 
1.00 0.41701 0.39850 0.41826 0.43710 
0.90 0.00000 0.00000 0.00000 0.00000 

     T=30 ημέρες     

Κ/ïG 
1.10 5.00000 5.00000 5.00000 5.00000 
1.00 0.68894 0.71019 0.72355 0.73662 
0.90 0.00128 0.00501 0.00569 0.00638 

     T=90 ημέρες     

Κ/ïG 
1.10 5.00000 5.00000 5.00000 5.00000 
1.00 1.10151 1.17642 1.18423 1.19197 
0.90 0.05188 0.08949 0.09178 0.09409 

     T=270 ημέρες     

Κ/ïG 

1.10 5.04074 5.07564 5.07742 5.07920 
1.00 1.66794 1.81266 1.81700 1.82134 

0.90 0.31071 0.40893 0.41139 0.41386 

 

Πίνακας 6.1 : Τιµές δικαιωµάτων πώλησης αµερικανικού τύπου που 
παρήχθησαν µέσω διωνυµικού δέντρου (∆.∆.) και  µε τη µέθοδο  του 

Edgeworth διωνυµικού δέντρου υπό το ¡����� µοντέλο, για διαφορετικές 
τιµές τιµών εξάσκησης, ηµεροµηνιών λήξης και τάσης αρχικής υπό συνθήκη 
διακύµανσης ∗.  

  
 

 ∗ Οι τιµές των παραµέτρων �G, �) και �  υποδεικνύουν µικρή τιµή στάσιµης διακύµανσης 
υπό το µέτρο ø για το µοντέλο ¡�����. Η τελευταία ισούται µε                                    
� = �G (1 − � −  �))⁄  και επηρεάζει την αρχική τιµή της υπό συνθήκη διακύµανσης, �)

 , 
για τα τρία  διαφορετικά θεωρηθέντα  αρχικά επίπεδα.  
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                                �G = 0.00001, �) = 0.80 και � = 0.10   

Τιμές ΤιμΤιμΤιμΤιμέέέέςςςς    μμμμέέέέσωσωσωσω        
ΔΔΔΔ....ΔΔΔΔ....    EdgEdgEdgEdgeeeeworthworthworthworth    ΑμερΑμερΑμερΑμερ. . . . δικαδικαδικαδικαίίίίωμαωμαωμαωμα    πώλησηςπώλησηςπώλησηςπώλησης    

Διακύμανση σ  �)
 = � × 0.8 �)

 = � × 1.0 �)
 = � × 1.2 

T=10 ημέρες     

Κ/ïG 
1.10 5.00000 5.00000 5.00000 5.00000 
1.00 0.60103 0.55825 0.59951 0.63810 
0.90 0.00014 0.00000 0.00024 0.00143 

     T=30 ημέρες     

Κ/ïG 
1.10 4.99999 5.00000 5.00000 5.00000 
1.00 1.00583 1.02869 1.06496 1.09983 
0.90 0.02221 0.06813 0.08215 0.09602 

     T=90 ημέρες     

Κ/ïG 
1.10 5.11562 5.14570 5.15875 5.17171 
1.00 1.64250 1.82154 1.84485 1.86772 
0.90 0.23521 0.42017 0.43469 0.44913 

     T=270 ημέρες     

Κ/ïG 
1.10 5.62496 5.90461 5.91659 5.92849 
1.00 2.57193 3.00132 3.01496 3.02850 
0.90 0.86099 1.25125 1.26127 1.27127 

 

Πίνακας 6.2 : Τιµές δικαιωµάτων πώλησης αµερικανικού τύπου που 
παρήχθησαν µέσω διωνυµικού δέντρου (∆.∆.) και  µε τη µέθοδο  του 

Edgeworth διωνυµικού δέντρου υπό το ¡����� µοντέλο, για διαφορετικές 
τιµές τιµών εξάσκησης, ηµεροµηνιών λήξης και τάσης αρχικής υπό συνθήκη 
διακύµανσης ∗.  

  
 

 ∗ Οι τιµές των παραµέτρων �G, �) και �   υποδεικνύουν µεγάλη τιµή στάσιµης διακύµανσης 
υπό το µέτρο ø για το µοντέλο ¡�����. Η τελευταία ισούται µε                                  
� = �G (1 − � −  �))⁄  και επηρεάζει την αρχική τιµή της υπό συνθήκη διακύµανσης, �)

 , 
για τα τρία  διαφορετικά θεωρηθέντα  αρχικά επίπεδα.  
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Παρατηρούµε πως οι τιµές στον πίνακα 6.1 παρουσιάζουν µεγαλύτερη          
σύγκλιση από τις τιµές του δεύτερου πίνακα. Αυτό εξηγείται από το γεγονός 

πως η πρώτη συλλογή παραµέτρων, �G, �) και  � , αντιστοιχεί σε µικρότερη 
τιµή τάσης µεταβλητότητας (volatility persistence). Επίσης, η σύγκλιση των 
τιµών φθίνει καθώς µεταφερόµαστε σε µεγαλύτερες ηµεροµηνίες λήξεις. 
Τέλος, είναι φανερό ότι οι τιµές  δικαιωµάτων µε θετική εσωτερική αξία 
συγκλίνουν σε πολύ µεγαλύτερο βαθµό από τις αντίστοιχες µε αρνητική 
εσωτερική αξία, συγκρινόµενες µε τις δύο µεθόδους, ανεξαρτήτως της 
ηµεροµηνίας λήξης των δικαιωµάτων. Θα πρέπει να επισηµανθεί στο σηµείο 
αυτό όµως πως οι τιµές που προκύπτουν από τη µέθοδο Edgeworth στα 

πλαίσια του ¡�����  µοντέλου έχουν έµφυτο ένα προσεγγιστικό λάθος το 
οποίο προέρχεται από τη χρήση µιας µόνο στοχαστικής µεταβλητής αντί για 

δύο,  όπως υπάρχουν στο περιβάλλον του ����� µοντέλου το οποίο 
παρουσιάστηκε στα προηγούµενα κεφάλαια. Έτσι, το λάθος αυτό δεν µπορεί 
να ‘‘διορθωθεί ’’ µε την αύξηση των βηµάτων στο πλέγµα.    

 

Παρόλα αυτά, η απώλεια σε ακρίβεια αντισταθµίζεται από το κέρδος που 
έχουµε στην ταχύτητα υπολογισµού των τιµών. Στην ενότητα 5.5 ο 

υπολογισµός των τιµών µε το ����� µοντέλο έγινε σε πολλαπλάσιο χρόνο 
από αυτόν που παρουσιάζεται σε αυτήν την ενότητα. Έτσι, µε δεδοµένη την 
απόκλιση των τιµών προς τα κάτω µε τη χρήση προσοµοίωσης Monte Carlo 
για την αποτίµηση δικαιωµάτων πώλησης αµερικανικού τύπου, η µέθοδος 
που παρουσιάσαµε σε αυτήν την ενότητα αποτελεί µια αξιόπιστη εναλλακτική 
λύση, όταν τίθενται ζητήµατα υπολογιστικού χρόνου και χωρητικότητας 
υπολογιστικής µνήµης.   
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 7 
 

Επίλογος 
 

Στην παρούσα εργασία εξετάστηκε µια διαφορετική µέθοδος αποτίµησης 
δικαιωµάτων επιλογής ευρωπαϊκού αλλά και αµερικάνικου τύπου, σε σχέση 
µε τη µέθοδο των Black-Scholes. 

Εν αντιθέσει µε τη θεώρηση της σταθερής µεταβλητότητας όπως ορίστηκε στα 
πλαίσια της κίνησης Brown, η µεταβλητότητα στην πραγµατικότητα είναι 
στοχαστικής φύσης. Έτσι, θεωρώντας στοχαστική µεταβλητότητα οι αγορές 
όπου διαπραγµατεύονται τα διάφορα περιουσιακά στοιχεία δεν είναι πλέον 
πλήρεις, όπως θεωρήθηκε µε το µοντέλο Black-Scholes.  Τα δικαιώµατα 
επιλογής σε αγορές που δεν είναι πλήρεις παρουσιάζουν µεγαλύτερη 
δυσκολία αποτίµησης, ακριβώς λόγω του γεγονότος ότι οι επενδυτές 
απαιτούν υψηλότερες αποδόσεις για επιπλέον κίνδυνο. 

Η εισαγωγή της σχέσης αποτίµησης τοπικά ουδέτερου κινδύνου, �����, 

από τον Duan (1995) υπό το µέτρο ουδέτερου κινδύνου O, πέτυχε το στόχο 
να ξεπεραστεί ο σκόπελος που περιγράφηκε στην προηγούµενη παράγραφο. 
Η εφαρµογή αυτής της σχέσης γίνεται στα πλαίσια της θεώρησης της υπό 
συνθήκη   διακύµανσης των αποδόσεων ενός περιουσιακού στοιχείου ως µιας 
µορφής γενικευµένης αυτοπαλίνδροµης υπό συνθήκη ετεροσκεδαστικής (�����) διαδικασίας. Βασικές ιδιότητες χρονοσειρών, καθώς και η 

θεωρητική θεµελίωση µιας ����� διαδικασίας και των χαρακτηριστικών 
αυτής παρουσιάζονται στην παρούσα εργασία για την κατανόηση των 
σχετικών εννοιών.  

Η µέθοδος προσοµοίωσης  Monte Carlo χρησιµοποιείται για την παραγωγή 
τιµών δικαιωµάτων αγοράς ευρωπαϊκού τύπου καθώς και δέλτα 

αντιστάθµισης κινδύνου µε το �����(1,1) µοντέλο, αφού προηγήθηκε η 
εκτίµηση των παραµέτρων µέσω της συνάρτησης µεγίστης πιθανοφάνειας 
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από δεδοµένα χρηµατιστηριακού δείκτη αποδόσεων µετοχών. Τα 
αποτελέσµατα επεξηγούν κάποιες αποκλίσεις που παρουσιάζονται µε 
συστηµατικό τρόπο από το µοντέλο Black-Scholes. 

Για την αποτίµηση των δικαιωµάτων πώλησης αµερικάνικου τύπου 
χρησιµοποιήθηκε η µέθοδος του Edgeworth διωνυµικού δέντρου, που 

προτάθηκε από τον Rubinstein(1998), στα πλαίσια του ¡����� µοντέλου. 
Αυτή η µέθοδος µε τη χρήση των αναλυτικών τύπων των  ροπών της 
αθροιστικής απόδοσης όπως παρουσιάστηκαν από τους Duan et 
al.(1999,2002) καταλήγει σε ένα µονοµετάβλητο  διωνυµικό δέντρο, από τη 

διµετάβλητη φύση του ����� µοντέλου. Αυτή η µετάβαση παρουσιάζεται 
µέσω αριθµητικών αποτελεσµάτων και αποδεικνύεται ότι η προσέγγιση είναι 
αρκετά ικανοποιητική σε σχέση µε τις θεωρητικές τιµές παρόλη την απώλεια 
πληροφορίας. 

Η µελέτη που παρουσιάστηκε στην παρούσα εργασία αφορά ����� 
διαδικασίες σε διακριτό χρόνο. Σε συνεχή χρόνο παρουσιάστηκε από τους 
Klüppelberg, Linder και Maller(2004) για πρώτη φορά το ανάλογο µοντέλο, µε 

την ονοµασία �������(E, F), κάνοντας χρήση της έννοιας της Lévy 
διαδικασίας.  
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                         ΠΑΡΑΡΤΗΜΑ 
 

                                                    A 

 

Κώδικας σε Matlab γλώσσα προγραµµατισµού για την εκτίµηση των 

παραµέτρων  �G,�),�) και è για το �����(1,1) µοντέλο µέσω της 
µεθόδου  µεγίστης πιθανοφάνειας. Έτσι στο command window θα έχω : 

 

%Βρίσκω από αρχείο excel τις ηµεροµηνίες και τις τιµές που µε 
ενδιαφέρουν για την εκτίµηση.  
[P dates] = xlsread( ' όνοµα.xls' , ' φυλ. εργασίας' , ' π. χ. A2:C1753' );  
Prices = P(:,2);  
  
% Επιτόκιο µηδενικού κινδύνου 
rf = 0;  
  
% Θέτω αρχικές τιµές 
% Χρησιµοποιώ ως τέτοιες αυτές που αναγράφονται στο άρθρο του 
Duan(1995).  
start  = [0.000015 0.19 0.72 0.007];  
params = fminsearch(@(b) findGARCH_LL(b,Prices,rf), start)  
alpha0 = params(1);  
alpha1 = params(2);  
beta1  = params(3);  
lambda = params(4);  
 

 

Με τη βοήθεια του m-file : 

 

function  y = findGARCH_LL(params,S,rf);  
  
% Βρίσκω τη λογαριθµιθµική συνάρτηση πιθανοφάνειας για τα δικαιώµατα 
επιλογής µε το GARCH µοντέλο.  
alpha0 = params(1);  
alpha1 = params(2);  
beta1  = params(3);  
lambda = params(4);  
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N = length(S);  
  
% Ορίζω τις αποδόσεις.  
r = log(S(2:N)./S(1:N-1));  
r = [0; r];  
  
% Για τη χρονική στιγµή t=1 δίνω αρχικές τιµές.  
h(1) = var(r);  
e(1) = 0;  
LL(1) = -0.5*e(1)^2/h(1) - 0.5*log(2*pi*h(1));  
  
% Βρίσκω τις υπόλοιπες τιµές για τη λογαριθµική συνάρτηση 
πιθανοφάνειας.  
for  t=2:N  
    h(t) = alpha0 + alpha1*(e(t-1))^2 + beta1*h(t-1);  
    e(t) = log(S(t)/S(t-1)) - rf + 0.5*h(t)-lambda*sqrt(h(t));  
    LL(t) = -0.5*e(t)^2/h(t) - 0.5*log(2*pi*h(t));  
end  
  
y = -sum(LL);  
 

 

                                       

 

                                         B 

Κώδικας σε Matlab γλώσσα προγραµµατισµού για την εύρεση τιµών 

δικαιωµάτων αγοράς ευρωπαϊκού  τύπου µε το �����(1,1) µοντέλο , µέσω 
προσοµοίωσης  Monte Carlo και χρήσης της τεχνικής µεταβλητών ελέγχου για 
µείωση της διακύµανσης.  

 

function   GarchPrice( )  
  
T = [30 90 180];  
ratio = [0.8 0.9 0.95 1.00 1.05 1.10 1.20];  
nivVol = [0.8 1 1.2];  
n=10000; %αριθµός διαδροµών για την εκτίµηση του c  
m=50000; %αριθµός επαναλήψεων προσοµοίωσης Monte Carlo  
  
  
  
for  j=1:size(T,2)  
    for  k=1:size(nivVol,2)  
   for  l=1:size(ratio,2)  
         %παράµετροι της προσοµοίωσης 
         r=0;  
         a0=0.000000532310861;  
         a1= 0.070688913688703 ;  
         lamda=0.043355744788065;  
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         b1=0.925585842448234  ;  
         cT = T(j);  
             
         sigma = sqrt(a0/(1-a1-b1 )); %αρχική µεταβλητότητα- στάσιµη 
τυπική απόκλιση υπό το µέτρο Ρ 
            K = 1;  
           S = ratio(l)*K; %τιµή του περιουσιακού στοιχείου το χρόνο 0  
             
            h1 =(nivVol(k)^2)*a0/(1 - a1 - b1);  
            
            prixGarch = [];  
            prixBS = [];  
            deltaGarch= [];  
            deltaBlackS = [];  
            %εκτίµηση των c για τις µεταβλητές ελέγχου 
            prixTheor = callBS( S,K,r,sigma,cT );  
            deltaTheor = deltaBS(S,K,r,sigma,cT);  
             
            for  i=1:n  
  [ garch blacksc ] = engendrerXt(a0,a1,lamda,b1, h1, S,r,sigma,cT );  
              prixGarch(i) = callMonteCarlo(K,r,cT,garch);  
              prixBS(i) = callMonteCarlo(K,r,cT,blacksc);  
              deltaGarch(i) = deltaMonteCarlo(S,K,r,cT , garch );  
              deltaBlackS(i) = deltaMonteCarlo(S,K,r,cT , blacksc );  
            end  
             
            c=estimerB(prixGarch,prixBS);  
            c1=estimerB(deltaGarch,deltaBlackS);  
             
            prixGarch=[];  
            prixBS=[];  
            control1=[];  
            control2=[];  
            deltaGarch= [];  
            deltaBlackS=[];  
            control1S=[];  
            control2S= [];  
            
            for  i=1:m  
  [ garch blacksc ] = engendrerXt(a0,a1,lamda,c1, h1, S,r,sigma,cT );  
              prixGarch(i) = callMonteCarlo(K,r,cT,garch);  
              prixBS(i) = callMonteCarlo(K,r,cT,blacksc);  
              deltaGarch(i) = deltaMonteCarlo(S,K,r,cT , garch );  
              deltaBlackS(i) = deltaMonteCarlo(S,K,r,cT , blacksc );  
                 
          control1S(i) = prixGarch(i)+1*(prixTheor-prixBS(i));  
          control2S(i)=deltaGarch(i)+1*(deltaTheor-deltaBlackS(i));  
          control1(i)=prixGarch(i)+c*(prixTheor-prixBS(i));  
          control2(i)=deltaGarch(i)+c1*(deltaTheor-deltaBlackS(i));  
                 
            end  
             
            fprintf(1, '\nParametres:\n' );  
            fprintf(1, 'S/K:%1.2f\n' ,S/K);  
            fprintf(1, 'T:%f\n' ,cT);  
            fprintf(1, 'root(h1)/sigma:%1.1f\n' ,sqrt(h1)/sigma);  
            fprintf(1, '\nCalcules utilisant beta optimal\n' );  
            afficheRapport(control1,prixGarch,prixTheor);  
            afficheRapport2(control2,deltaGarch,deltaTheor);  
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            fprintf(1, '\nCalcules utilisant beta=1\n' );  
            afficheRapport(control1S,prixGarch,prixTheor);  
            afficheRapport2(control2S,deltaGarch,deltaTheor);  
             
        end  
    end  
end  
  
  
  
end  
  
  
function  afficheRapport(prixControl,prix,prixBS)  
    prixControlM=mean(prixControl);  
    varpix= sqrt(var(prixControl));  
    bias=(prixControlM-prixBS)/prixBS;  
    fprintf(1, 'PrixC.V\tPrix\tB-S\tBias\tSTD\n' );  
    
fprintf(1, '%.4f\t%.4f\t%.4f\t%.4f\t%.4f\n' ,10000*prixControlM,10000*m
ean(prix),10000*prixBS,bias,varpix/prixBS/sqrt(50000));    
end  
  
function  afficheRapport2(deltaControl,delta,deltaBS)  
    deltaControlM=mean(deltaControl);  
    bias=(deltaControlM -deltaBS)/deltaBS;  
    vardetla=sqrt(var(deltaControl));  
    fprintf(1, 'PrixC.V\tPrix\tB-S\tBias\tSTD\n' );  
    
fprintf(1, '%.4f\t%.4f\t%.4f\t%.4f\t%.4f\n' ,deltaControlM,mean(delta),
deltaBS,bias,vardetla/deltaBS/sqrt(50000));  
     
end  
 

Ο παραπάνω κώδικας κάνει χρήση των εξής m-files : 

(i)   
function  [ pricec ] = call( K,r,T , Xt )  
  
pricec = 0 ;  
if  Xt - K > 0  
    pricec = exp(-T*r)*(Xt- K)  ;  
end  
  
end 
 

 
(ii)    
function  [ bs ] = callBS( S,K,r,Sigma,T )  
  
d = (log(S/K) + (r +(Sigma*Sigma)*0.5)*T)/(Sigma*sqrt(T));  
z = normcdf(d,0,1);  
z2=normcdf(d-Sigma*sqrt(T),0,1);  
bs = S*z-exp(-T*r)*K*z2;  
  
end  



90 
 

 
 
(iii)  
 function  [ deltabs ] = deltaBS( S,K,r,Sigma,T )  
  
d = (log(S/K) + (r +(Sigma*Sigma)*0.5)*T)/(Sigma*sqrt(T));  
deltabs = normcdf(d,0,1);  
  
end  
 
 
(iv)  
 function  [ garch blacksc ] = engendrerXt(a0,a1,lamda,b1, h1,  
S,r,Sigma,T )  
  
u = rand();  
z = norminv(u,0,1);  
  
Hs = h1;  
Es= sqrt(Hs)*z;  
garch = S;  
blacksc = S;  
  
for  i=1:T  
    garch = garch*exp(r-0.5*Hs+Es);  
    blacksc = blacksc*exp(-0.5* (Sigma^2) + Sigma*z);  
    Hs = a0+a1*( (Es-lamda*sqrt(Hs))^2) + b1 * Hs  ;  
    u = rand();  
    z = norminv(u,0,1);  
    Es= sqrt(Hs)*z;  
end  
  
  
  
  
end  
 
 
 
(v)   
function  [ b ] = estimerB( X, Y )  
  
c  = cov(X,Y);  
v  = var(Y);  
b = c(1,2)/v;  
  
end  
 
(vi)   
function  [ garchd ] = deltaMonteCarlo(S,K,r,T ,Xt )  
garchd = 0 ;  
if  Xt >= K  
    garchd = exp(-T*r)*Xt/S  ;  
end  
  
end  
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                                Γ 

 

Γραφική απεικόνιση µε τη βοήθεια της Matlab γλώσσας προγραµµατισµού της 
τεκµαρτής µεταβλητότητας µε χρήση τιµών δικαιωµάτων αγοράς ευρωπαϊκού 

τύπου που παρήχθησαν από το �����(1,1) µοντέλο, για διαφορετικές 
τιµές  τιµών εξάσκησης και ηµεροµηνιών λήξης.   

 

function   impliedvolatility( )  
  
values = [ ]; %πίνακας µε τις παραχθείσες τιµές για δικαιώµατα αγοράς 
από το GARCH(1,1) µοντέλο.  
%Κάθε σειρά αντιπροσωπεύει αυτές τις τιµές για µια τιµή του S/K  
  
s = [ ]; % πίνακας- γραµµή. Αντιπροσωπεύει τον άξονα των x για 
διαφορετικές τιµές του λόγου S/K  
T= [30 90 180];  
  
volatilities = [];  
  
  
for  i=1:size(values,2)  
    for  j=1:size(values,1)  
        volatilities(j,i) =  blsimpv( s(i), 1, 0, T(j)/365, 
values(j,i)/10000);  
    end  
end  
  
for  j=1:size(values,1)  
    hold on;  
    plot(s,volatilities(j,:));  
end  
  
  
end  
 

 

             

                                              ∆ 

Παράδειγµα αποτίµησης NGARCH δικαιωµάτων πώλησης αµερικανικού 
τύπου µε τη βοήθεια της επέκτασης Edgeworth. Τα m-files 
american_option_garch και third_m.m είναι απαραίτητα για τη λειτουργία του 
προγράµµατος. 
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%Παράµετροι δικαιώµατος 
dt=1/365;            %χρονικό διάστηµα µιας ηµέρας 
s0=50;               %αρχική τιµή µετοχής 
ks= [1.1; 1.0; 0.9;]; %τιµή εξάσκησης προς τιµή µετοχής 
r=0.05*dt;           %επιτόκιο χωρίς κίνδυνο ανά περίοδο 
k=ks.*s0;            %µετατροπή λόγου σε τιµές εξάσκησης 
  
%παράµετροι GARCH  διαδικασίας 
  
b0=1e-5; b1=0.7; b2=0.1; lath=0.5;  
  
%αρχική διακύµανση 
 h1=(b0/(1-b2-b1))*1.0; %στάσιµη διακύµανση υπό το µέτρο Ρ 
  
%υπολογισµός 10,30,90 και 270 ηµερών δικαιωµάτων 
TT=[10, 30, 90, 270];  
  
for  j=1:4  
    
    T=TT(1,j);  
         
        
[S,P1(j)]=American_Option_Garch(b0,b1,b2,lath,h1,T,r,s0,k(1,1),dt);  
        
[S,P2(j)]=American_Option_Garch(b0,b1,b2,lath,h1,T,r,s0,k(2,1),dt);  
        
[S,P3(j)]=American_Option_Garch(b0,b1,b2,lath,h1,T,r,s0,k(3,1),dt);  
       
end  
  
  
  
% αποτελέσµατα 
fprintf( ' \n\n' );              
fprintf( 'Analytical approximation for American Put prices k= 1.1: 
\n' );  
fprintf( '\tT=10\t\t T=30\t\t T=90\t\tT=270 \n' );  
fprintf( '   %8.5f' ,P1');  
fprintf( ' \n\n' );  
  
fprintf( 'Analytical approximation for American Put prices k= 1.0: 
\n' );  
fprintf( '\tT=10\t\t T=30\t\t T=90\t\tT=270 \n' );  
fprintf( '   %8.5f' ,P2');  
fprintf( ' \n\n' );  
fprintf( 'Analytical approximation for American Put prices k= 0.9: 
\n' );  
fprintf( '\tT=10\t\t T=30\t\t T=90\t\tT=270 \n' );  
fprintf( '   %8.5f' ,P3');  
  
fprintf( ' \n\n' );  
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Με τη βοήθεια των εξής δύο m-files : 
 
 
(i)     
 
 
 % Συνάρτηση αποτίµησης δικαιωµάτων πώλησης αµερικανικού τύπου 
% µε τη βοήθεια της επέκτασης Edgeworth  
% 
function  [Sn,Cn]=American_Option_Garch(b0,b1,b2,la,h1,mat,r, s0,k,dt)  
% 
%  Υπολογίζει την  προσέγγιση για το GARCH µοντέλο αποτίµησης 
%  δικαιωµάτων επιλογής µε αναλυτικό τρόπο 
%  ------------------------------------------------------------------  
% 
%  input   :  b0,b1,b2,la,h1  -- παράµετροι της διαδικασίας GARCH (b0              
                                                        ανά περίοδο)  
 
%             mat             -- ηµεροµηνία λήξης σε αριθµό περιόδων 
%             r               -- επιτόκιο χωρίς κίνδυνο ανά περίοδο  
%             s0              -- αρχική τιµή µετοχής 
%             k               -- διάνυσµα τιµών εξάσκησης 
%              
n=mat;   % αριθµός περιόδων 
  
%υπολογισµός των συνθηκών των ροπών 
la2=la^2; la4=la^4;  
m1=b2*(1+la2)+b1;  
m2=(b2^2)*(3+6*la2+la4)+2*b2*b1*(1+la2)+(b1^2);  
m3=(b2^3)*(15+45*la2+15*la4+(la^6))+3*b1*(b2^2)*(3+6*la2+la4) ...  
    +3*(b1^2)*b2*(1+la2)+(b1^3);  
  
if  m1>1 | m2>1 | m3>1  
    error( 'GARCH parameter values are outside the admissible 
r egion' );  
end  
  
if  m1>0.98 | m2>0.98 | m3>0.98  
    warning( 'GARCH parameter values are at the limit of the 
admissible region' );  
    warning( 'Results may be unreliable' );  
end  
  
  
%υπολογισµός των αναλυτικών τύπων των ροπών της h  
[veh1]=cveh1(b0,b1,b2,la,h1,mat);  
[veh2]=cveh2(b0,b1,b2,la,h1,mat);  
[veh3]=cveh3(b0,b1,b2,la,h1,mat);  
  
%υπολογισµός των αναλυτικών τύπων που προσεγγίζουν  τις ροπές των 
%αθροιστικών αποδόσεων 
[er1]=fm(b0,b1,b2,la,h1,mat,r,veh1);  
[er2]=sm(b0,b1,b2,la,h1,mat,r,veh1,veh2);  
[er3,vs1m,vs2m,vs3m]=third_m(b0,b1,b2,la,h1,mat,r,veh1,veh2,veh3);  
[er4]=fom1(mat,r,vs1m,vs2m,vs3m);  
  
% τυπική απόκλιση και διακύµναση αθροιστικών αποδόσεων  
var=er2-(er1^2); stdv=sqrt(var);  
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%αναλυτικός τύπος ροπής τρίτης τάξης τυποποιηµένης απόδοσης 
s3=1/(stdv^3); mu3 = s3*er3 - 3*s3*er2*er1 + 3*s3*er1*(er1^2) - 
s3*(er1^3);  
  
%αναλυτικός τύπος ροπής τετάρτης τάξης τυποποιηµένης απόδοσης 
s4=1/(stdv^4); mu4 = s4*er4 - 4*s4*er3*er1 + 6*s4*er2*(er1^2) - 
4*s4*(er1^3)*er1 + (s4*er1^4);  
  
%Αναλυτική προσέγγιση µέσω της επέκτασης Edgeworth. Γίνεται χρήση των 
ροπών 
%τρίτης και τετάρτης τάξης. Η κατασκευή του διωνυµικού δέντρου 
αρχίζει µε 
%τη θεώρηση µιας διωνυµικής κατανοµής n- βηµάτων µε το συµβολισµό Yj.  
  
r=r/dt;  
T=mat/365;  
  
j=0:1:n;  
j1=j;  
j1(1)=1;  
  
%Κατασκευή των µεταβλητών της κατανοµής µας 
y=((2*j)-n)/n^.5;  
  
%b=(.5^n)*(factorial(n)./(cumprod(j1).*fliplr(cumprod(j1)))); τρόπος 
%αντιµετώπισης παραγοντικών 
b=(.5^n)*(factor(n)); %τρόπος αντιµετώπισης παραγοντικών 
%επέκταση Edgeworth  
f=(1+(1/6)*mu3*(y.^3-3*y)+(1/24)*(mu4-3)*(y.^4-6*y.^2+3)).*b;  
%f=(1+(1/6)*mu3*(y.^3-3*y)+(1/24)*(mu4-3)*(y.^4-
6*y.^2+3)+(1/72)*mu3^2*(y.^6-15*y.^4+45*y.^2-15)).*b; % επέκταση 
Edgeworth  
  
%αναπροσαρµογή πιθανοτήτων για να έχω άθροισµα µονάδα 
P=f./sum(f);  
  
%µέση τιµή και διακύµανση 
M=sum(P.*y);  
V=sum(P.*(y-M).^2)^.5;  
  
%τροποποιηµένο x µε νέες πιθανότητες 
x=(y-M)/V;  
  
% υπολογισµός των πιθανοτήτων ουδετέρου κινδύνου 
p=P./factor(n);  
  
%υπολογισµός της διαδικασίας των τιµών  µετοχών 
stdv=stdv/T^.5;  
  
mu=r-1/T*log(sum(P.*exp(stdv.*x.*T^.5)));  
  
S=s0.*exp(mu*T+stdv.*x.*T^.5);  
  
%Οπισθοδροµική αναδροµή για τις τιµές της µετοχής και του δικαιώµατος 
%πώλησης. Από τη στιγµή που είναι αµερικάνικου τύπου σε κάθε βήµα θα 
πρέπει 
%να λάβω υπόψη εάν εξασκείται ή όχι.  
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C=max(k-S,0);  
[Sn,Cn]=BinRec(p,S,C,k,r,T,n);  
%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%% 
  
function  [S,C]=BinRec(P,S,C,K,r,T,n);  
%Μέσω της παραπάνω συνάρτησης θα έχω έναν Nxk πίνακα.  
  
if  size(P',1) ~= 1  
    p=P(2:size(P',1))+P(1:size(P',1)-1);  
    STemp = P.*S.*exp(-r*T/n);  
    Snew=(STemp(2:size(STemp',1))+STemp(1:size(STemp',1)-1))./p;  
     
    CStock=max(K-Snew,0);  
     
    CTemp = P.*C.*exp(-r*T/n);  
    Cnew=(CTemp(2:size(CTemp',1))+CTemp(1:size(CTemp',1)-1))./p;  
     
     
    Cnew=max(Cnew,CStock);  
  
     
    [S,C]=BinRec(p,Snew,Cnew,K,r,T,n);  
     
end  
  
  
function  [p]=factor(x);  
% Υπολογισµός ενός διανύσµατος µέσω της σχέσης  
% (factorial(n)./(cumprod(j1).*fliplr(cumprod(j1))))  
temp=0:1:x;  
p(1)=1;  
p(x+1)=1;  
for  i=2:ceil((x+1)/2)  
     
    %   p(i)=prod(temp(1,x-i+3:x+1))/factorial(i-1);  
    p(i)=nchoosek(x,i-1);  
    p(x-i+2)=p(i);  
     
end  
  
function  [eh]=cveh1(b0,b1,b2,lath,h1,mat);  
% 
%Υπολογισµός της υπό συνθήκη αναµενόµενης τιµής της h(t) για t=1 έως 
mat µέσω του τύπου που προκύπτει από την 
%  προσεγγιστική µέθοδο της  αλυσίδας Markov για δικαιώµατα πώλησης 
%  αµερικάνικου τύπου στα πλαίσια του GARCH µοντέλου 
%   
% 
%  input   :  b0,b1,b2,lath,h1  -- παράµετροι GARCH διαδικασίας   (b0 
ανά περίοδο)  
 
%             mat               --  ηµεροµηνία  λήξης σε αριθµούς 
περιόδων 
 
 
% 
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%  output  :  eh                -- ένα διάνυσµα της υπό συνθήκη                               
 
                    αναµενόµενης τιµής της h(t) για  t=1 έως T  
% 
  
%υπολογισµός των δυνάµεων µε τη βοήθεια ενός διανύσµατος  
lath2=(lath)^2;  
index1=[0:(mat-1)]';  
v=b1+b2*(1+lath2);  
vt=v.^index1;  
  
%υπολογισµός της υπό συνθήκη αµενόµενης τιµής του διανύσµατος  
eh = h1.*vt + b0*((1-vt)./(1-v));  
  
  
  
function  [veh2]=cveh2(b0,b1,b2,lath,h1,mat);  
%Υπολογισµός της ροπής δευτέρας τάξης της h(t) για  t=1 έως t=T  
%  -------------------------------------------------  
%   
%  Η διακύµανση υπολογίζεται µέσω του τύπου που προκύπτει από την 
%  προσεγγιστική µέθοδο της  αλυσίδας Markov για δικαιώµατα πώλησης 
%  αµερικάνικου τύπου στα πλαίσια του GARCH µοντέλου 
% 
%  input   :  b0,b1,b2,lath,h1 -- παράµετροι GARCH διαδικασίας   (b0  
                                                         ανά περίοδο)  
 
%             mat              -- ηµεροµηνία  λήξης σε αριθµούς   
 
                                                      περιόδων 
%  
  
  
%τιµές για τη διευκόλυνση των υπολογισµών 
lath2=lath^2; b2_2=b2^2; b0_2=b0^2;  
vv=b2*(1+lath2)+b1;  
uu=(vv^2) + 2*(1+2*lath2)*b2_2;  
  
%κατατσκευή διανύσµατος και υπολογισµός δυνάµεων των vv και uu  
index1=[0:(mat-1)]';  
  
ut=uu.^index1;  
vt=vv.^index1;  
  
ra1=(vv.*(ut-vt)) ./ (uu-vv);  
ra2=(1-ut) ./ (1-uu);  
ra3=vv / (uu-vv);  
ra4=(1-ut) ./ (1-uu);  
ra5=(1-vt) ./ (1-vv);  
  
part1 = (h1^2).*ut;  
part2 = 2*b0*h1 .* ra1;  
part3 = b0_2 .* (ra2 + 2*ra3 .* (ra4-ra5));  
  
veh2 = part1 + part2 + part3;  
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function  [veh3]=cveh3(b0,b1,b2,lath,h1,mat);  
% 
%  Υπολογισµός της ροπής τρίτης τάξης της h(t) για  t=1 έως t=T  
%  -------------------------------------------------  
%   
%  Η διακύµανση υπολογίζεται µέσω του τύπου που προκύπτει από την 
%  προσεγγιστική µέθοδο της  αλυσίδας Markov για δικαιώµατα πώλησης 
%  αµερικάνικου τύπου στα πλαίσια του GARCH µοντέλου 
% 
%  input   :  b0,b1,b2,lath,h1 -- παράµετροι GARCH διαδικασίας   (b0  
                                                         ανά περίοδο)  
 
%             mat              -- ηµεροµηνία  λήξης σε αριθµούς               
                                                            περιόδων 
% 
  
  
%υπολογισµός τιµών για  mu1, mu2 and mu3  
lath2=lath^2; lath4=lath^4; lath6=lath^6;  
m1=b2*(1+lath2)+b1;  
m2=(b2^2)*(3+6*lath2+lath4)+2*b2*b1*(1+lath2)+(b1^2);  
m3=(b2^3)*(15+45*lath2+15*lath4+lath6)+3*b1*(b2^2)*(3+6*lath2+lath4) .
. .  
    +3*(b1^2)*b2*(1+lath2)+(b1^3);  
  
%κατατσκευή διανύσµατος και υπολογισµός δυνάµεων για το mu  
index=[0:(mat-1)]';  
m1t=m1.^index; m2t=m2.^index; m3t=m3.^index;  
  
%υπλογισµός λόγων απαραίτητων για υπολογισµό 
r1=(1-m3t)./(1-m3);  
r2=m2./(1-m2);  
r3=(m2t-m3t)./(m2-m3);  
r4=m1./(1-m1);  
r5=(m1t-m3t)./(m1-m3);  
r6=m2./(m1-m2);  
  
%κατασκευή της εξίσωσης 
p1=r1;  
p2=3.*(r2.*r1-r2.*r3);  
p3=3.*(r4.*r1-r4.*r5);  
p4=6.*(r4.*r2.*r1-r4.*r2.*r3-r4.*r6.*r5+r4.*r6.*r3);  
part1=(b0^3).*(p1+p2+p3+p4);  
  
p1=r5;  
p2=2.*(r6.*r5-r6.*r3);  
part2=3.*(b0^2).*m1.*(p1+p2).*h1;  
  
part3=3.*b0.*m2.*r3.*(h1^2) + m3t.*(h1^3);  
  
veh3 = part1 + part2 + part3;  
  
  
  
function  [er1]=fm(b0,b1,b2,la,h1,mat,r,veh1);  
% 
%  υπολογισµός της ροπής πρώτης τάξης  της απόδοσης  
%  -------------------------------  
% 
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%  input   :  b0,b1,b2,la,h1 -- παράµετροι GARCH διαδικασίας  
%             mat            -- ηµεροµηνία  λήξης σε αριθµούς  
                                                             περιόδων 
%             r              -- επιτόκιο µηδενικού κινδύνου ανά  
                                                              περίοδο 
%             veh1           -- αναµενόµενες τιµές της h(t) για t=1  
                                                              έως mat  
% 
  
%υπολογισµός αναµενόµενης τιµής  
sveh1 = sum(veh1);   
er1 = -0.5*sveh1 + mat*r;  
  
  
  
function  [er2]=sm(b0,b1,b2,lath,h1,t,r,veh1,veh2);  
% 
%  υπολογισµός της ροπής δευτέρας τάξης  της απόδοσης  
%  ------------------------------------  
% 
%  input   :  b0,b1,b2,lath,h1  -- παράµετροι GARCH διαδικασίας   (b0  
                                                         ανά περίοδο)  
%             t                 -- ηµεροµηνία  λήξης σε αριθµούς  
                                                           περιόδων 
%             r                 -- επιτόκιο µηδενικού κινδύνου ανά  
                                                             περίοδο 
%             veh1              -- διάνυσµα αναµενόµενων τιµών της   
                                           h(t)^1 για  t=1 έως  mat  
%             veh2              -- διάνυσµα αναµενόµενων τιµών της  
                                            h(t)^2 για  t=1 έως mat  
% 
  
  
%υπολογισµός αθροισµάτων 
  
%απαραίτητες τιµές για υπολογισµούς  
lath2=lath^2; y=b2*(1+lath2)+b1;  
index=[1:t]'; tmi=t-index; yt=y.^tmi; omy=1-y; omyt=1-yt;  
  
%υπολογισµός πρώτου κοµµατιού  
part1=(t^2)*(r^2);  
  
%δευτέρου κοµµατιού 
part2=t*r*sum(veh1);  
  
%τρίτου κοµµατιού 
r1=tmi./(omy); r2=y./omy; r3=omyt./omy;  
p1=b0*sum( (r1-r2.*r3).*veh1 );  
p2=sum( y.*r3.*veh2 );  
p3=sum(veh2);  
  
sd1=2*(p1+p2)+p3;  
  
part3=0.25*sd1;  
  
%τέταρτου κοµµατιού  
part4=sum(veh1);  
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%πέµπτου κοµµατιού 
[veh32]=nim(b0,b1,b2,lath,h1,t,veh1,veh2,3);  
part5=-2*lath*b2*sum(  r3 .* veh32 );  
  
%υπολογισµός ροπής δευτέρας τάξης 
er2=part1 - part2 + part3 + part4 - part5;  
  
  
  
function  [ehni]=nim(b0,b1,b2,lath,h1,mat,eh1,eh2,n);  
% 
%  Υπολογισµός µη ακέραιων ροπών της  h(t) µέσω µιάς προσέγγισης 
βασισµένης  
%  σε µια σειρά Taylor µε περικοπτόµενους όρους µετά το δεύτερο  
% 
%  input   :  b0,b1,b2,lath,h1 -- παράµετροι GARCH διαδικασίας   (b0  
                                                        ανά περίοδο)  
%             mat              -- ηµεροµηνία  λήξης σε αριθµούς  
                                                            περιόδων 
%             eh1              -- διάνυσµα αναµενόµενων τιµών της h^1  
%             eh2              -- διάνυσµα αναµενόµενων τιµών της h^2  
%             n                -- η ακέραια τιµή στο n/2 ( µη- ακέραια  
                                                            δύναµη)  
% 
%  output  :  ehni             -- µη ακέραες ροπές της h(t) για  t=1  
                                                               έως T  
  
%υπολογισµός προσέγγισης για τη µη- ακέραια ροπή  
po=n/2; pou=po-1; pod=pou-1;  
ehni = (eh1 .^po) + (.5)*po*pou*(eh1 .^pod) .*(eh2-(eh1 .^2));  
  
  
  
  
  
  
function  [er4]=fom1(t,r,vs1m,vs2m,vs3m);  
% 
%  υπολογισµός της ροπής τετάρτης τάξης  της απόδοσης ( µε αποκοπή              
                                                        µερικών όρων)  
%  ------------------------------------------------------------------
---------  
% 
%  input   :  t              -- ηµεροµηνία  λήξης σε αριθµούς  
                                                     περιόδων 
%             r              -- επιτόκιο µηδενικού κινδύνου ανά  
                                                       περίοδο 
%          vs1m,vs2m,vs3m    -- διάνυσµα αναµενόµενων τιµών της                      
                                                        third_m  
% 
%  output  :  er4            -- τέταρτης τάξη ροπή της απόδοσης  
                                                        µετοχής 
% 
% 
  
  
%τιµές που προέρχονται από τον υπολογισµό της ροπής τρίτης τάξης 
sum1=vs1m(1,1); sum2=vs1m(2,1); sum3=vs1m(3,1); sum4=vs1m(4,1); 
sum5=vs1m(5,1);  
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sum6=vs1m(6,1); sum7=vs1m(7,1); sum8=vs1m(8,1); sum9=vs1m(9,1); 
sm10=vs1m(10,1);  
sm11=vs1m(11,1); sm12=vs1m(12,1); q5_8=vs1m(13,1);  
  
sa=vs2m(1,1); sb=vs2m(2,1); sc=vs2m(3,1); sd=vs2m(4,1);  
se=vs2m(5,1); sf=vs2m(6,1); sg=vs2m(7,1);  
  
sumh=vs3m(1,1); sumh2=vs3m(2,1); sumh32=vs3m(3,1); sumh3=vs3m(4,1);  
  
%υπολογισµός ποσοτήτων απαραίτητων για την ροπή τέταρτης τάξης  
soee=12*sum8+6*sum6+3*sumh2;  
sq4 = 2*sm11 +  2*sum9;  
sq5 = 3*sum7 + 3*sm12 + 3*sum3 + 3*sm10 + q5_8;  
  
%υπολογισµός των διάφορων κοµµατιών της ροπής τέταρτης τάξης  
p1 = (t^4)*(r^4);  
p5 = -2*(t^3)*(r^3)*sumh;  
p6 = ((3/2))*(t^2)*(r^2)*sc;  
p9 = 6*(t^2)*(r^2)*se;  
p10 = 4*t*r*sb;  
p12 = -6*(t^2)*(r^2)*sg;  
p13 = 3*t*r*sd;  
p14 = -6*t*r*sf;  
p15 = soee;  
p16 = -t*r*sa;  
  
% υπολογισµός της ροπής τέταρτης τάξης  
er4 = p1+p5+p6+p9+p10+p12+p14+p15+p16 + (3/2)*sq4 - 2*sq5;  
 
 
 

(ii)  

 

function  
[ er3,vs1m,vs2m,vs3m]=third_m(b0,b1,b2,la,h1,T,r,veh1,veh2,veh3);  
% 
% υπολογισµός ροπής τρίτης τάξης και τα αποτελέσµατα αυτής 
χρησιµοποιούνται για τον υπολογισµό µιας προσέγγισης της τέταρτης 
ροπής  
%  
% 
%  inputs  :  b0,b1,b2,la,h1    -- παράµετροι της διαδικασίας GARCH  
                                                   (b0 ανά περίοδο)  
%             T                 -- ηµεροµηνία λήξης σε αριθµό  
                                                          περιόδων 
%             r                 -- επιτόκιο χωρίς κίνδυνο ανά περίοδο 
%             veh1              -- διάνυσµα αναµενόµενων τιµών της   
                                                h(t)^1 για  t=1 έως Τ 
%             veh2              -- διάνυσµα αναµενόµενων τιµών της   
                                                 h(t)^2 για t=1 έως T  
%             veh3              -- διάνυσµα αναµενόµενων τιµών της   
                                                 h(t)^3 για t=1 έως T  
% 
%  outputs :  er3              -- ροπή τρίτης τάξης της απόδοσης  
% 
%             vs1m              -- 13x1 διάνυσµα. Στοιχεία αυτού του  
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          διανύσµατος είναι   sum1 έως sum12 και SQ5_8 ( δες πιο κάτω)  
% 
%             vs2m              -- 7x1 διάνυσµα µε τιµές απαραίτητες 
για τον υπολογισµό της ροπής τέταρτης τάξης. Αυτές οι τιµές     
υπολογίζονται µέσω των στοιχείων του vs1m. Αυτά τα στοιχεία είναι :  
%                                  ST1, ST2, SD1, ST3, SD2, ST4, SD3.  
% 
%             vs3m              -- 4x1 διάνυσµα.  
%                                  vs3m(1) άθροισµα ως προς την t από  
                                                         την  E[h(t)]  
%                                  vs3m(2) άθροισµα ως προς την t από                          
                                                        την E[h(t)^2]  
%                                  vs3m(3) άθροισµα ως προς την t από  
                                                    την E[h(t)^(3/2)]  
%                                  vs4m(4) άθροισµα ως προς την t από  
                                                        την E[h(t)^3]  
% 
% 
  
%απαραίτητες ποσότητες για τον υπολογισµό του απλού και του διπλού 
αθροίσµατος  
 la2=la^2; la4=la^4;  
  
 mu1=b2*(1+la2)+b1;                                                                           
%εξίσωση (41)  
 mu2=(b2^2)*(3+6*la2+la4)+2*b2*b1*(1+la2)+(b1^2);                                             
%εξίσωση (42)  
 
mu3=(b2^3)*(15+45*la2+15*la4+(la^6))+3*b1*(b2^2)*(3+6*la2+la4)+3*(b1^
2)*b2*(1+la2)+(b1^3);   %εξίσωση (43)  
  
 v1=-2*b2*la;                                                              
%εξίσωση(44)  
 v2=-4*b2*la*(b1+3*b2+b2*la2);                                             
%εξίσωση (45)  
 v3=-6*b2*b2*b2*la*(15+10*la2+la4) - 12*b1*b2*b2*la*(3+la2)-
6*b1*b1*b2*la; %εξίσωση (46)  
 k1=b1+b2*la2+3*b2;                                                        
%εξίσωση (47)  
 k2=b1*b1+2*b1*b2*(3+la2)+b2*b2*(15+18*la2+la4);                           
%εξίσωση (48)  
 e1=-6*b2*la;                                                              
%εξίσωση(49)  
  
%  fprintf(' mu1                   : %12.6f \n',mu1);  
%  fprintf(' mu2                   : %12.6f \n',mu2);  
%  fprintf(' mu3                   : %12.6f \n',mu3);  
%  fprintf(' nu1                   : %12.6f \n',v1);  
%  fprintf(' nu2                   : %12.6f \n',v2);  
%  fprintf(' nu3                   : %12.6f \n',v3);  
%  fprintf(' zeta1                 : %12.6f \n',k1);  
%  fprintf(' zeta2                 : %12.6f \n',k2);  
%  fprintf(' xi1                   : %12.6f \n',e1);  
  
%υπολογισµός των απλών αθροισµάτων 
%======================= 
  
 %Σηµείωση: πολλά από τα διπλά αθροίσµατα µετατράπηκαν σε απλά, δες 
και άρθρο Further Details on the implementation of the formulas in An 
Analytical Approximation for the GARCH Option Pricing model  
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 % 
  
  
%διάνυσµα για τον υπολογισµό των απλών αθροισµάτων 
 i=(1:T)';  Tmip1=T-i+1;  Tmi=T-i;  
  
%σταθεροί αριθµοί για τον υπολογισµό των αθροισµάτων 
 %c1=-(-T+i+mu1.*T-i.*mu1+mu1-mu1.^Tmip1)./((-1+mu1). ^2);  
 c1=(Tmi/(1-mu1))-(mu1/(1-mu1))*((1-mu1.^Tmi)/(1-mu1));  
 c2=mu1.*((1-mu1.^Tmi)./(1-mu1));  
 c3=(1-mu1.^Tmi)./(1-mu1);  
 c4=(1./(1-mu2)).*(1./(1-mu1))+((mu2.^Tmip1)./((mu1-mu2)*(1-mu2)))-
((mu1.^Tmip1)./((mu1-mu2)*(1-mu1)));  
 c5=(1-mu2.^Tmi)./(1-mu2);  
 c6=((1+mu1)/(1-mu1)) .* ((Tmi)./(1-mu2)) - 2.*((mu1^2)./(1-
mu1)).*(1./(mu1-mu2)).*( (1-mu1.^Tmi)./(1-mu1) );  
 c7=( ((2*mu1)/(1-mu1)) .* (mu2./(mu1-mu2)) - ((1+mu1)./(1-
mu1)).*(mu2./(1-mu2)) ) .* ( (1-mu2.^Tmi)./(1-mu2) );  
  
%sum1 : ∆ιπλό άθροισµα της h(i)h(i+j)  
 sum1_1=sum(veh1.*c1); sum1_2=sum(veh2.*c2); sum1=b0.*sum1_1 + 
sum1_2;  
  
%sum2 : ∆ιπλό άθροισµα της h(i)e(i)h(i+j)  
 sum2=v1.*sum(veh2.*c3);  
  
%sum3 : ∆ιπλό άθροισµα της h(i)^(3/2)e(i)h(i+j)  
 [veh52]=nim(b0,b1,b2,la,h1,T,veh1,veh2,5);  sum3=v1.*sum(veh52.*c3);  
  
%sum4 : ∆ιπλό άθροισµα της h(i)^(1/2)e(i)h(i+j)  
 [veh32]=nim(b0,b1,b2,la,h1,T,veh1,veh2,3);  sum4=v1.*sum(veh32.*c3);  
  
%sum5 : ∆ιπλό άθροισµα της h(i)^(1/2)h(i+j)^2  
 sum5_1=sum(veh2.*c1); sum5_2=sum(veh3.*c2);  sum5=b0.*sum5_1+sum5_2;  
  
%sum6 : ∆ιπλό άθροισµα της h(i)e(i)^2 h(i+j)  
 sum6_1=sum(veh1.*c1); sum6_2=sum(veh2.*c3);  
sum6=b0.*sum6_1+k1.*sum6_2;  
  
%sum9 : ∆ιπλό άθροισµα της h(i)h(i+j)^2  
 sum9_1=sum(veh1.*(c6+c7)); sum9_2=sum(veh2.*c4); 
sum9_3=sum(veh3.*mu2.*c5); sum9=b0^2*sum9_1+2*b0*mu1*sum9_2+sum9_3;  
  
%sum10 : ∆ιπλό άθροισµα της h(i)^(1/2)e(i)h(i+j)^2  
 sum10_1=sum(veh32.*c4); sum10_2=sum(veh52.*c5); 
sum10=2*b0.*v1.*sum10_1+v2.*sum10_2;  
  
%τελευταίος όρος της  S(Q5)  
 sq5_8=sum(veh52.*e1.*c3);  
  
  
%υπολογισµός των διπλών αθροισµάτων  
%-----------------------  
  
 %Σηµείωση: πολλά από τα τριπλά αθροίσµατα µετατράπηκαν σε διπλά, δες 
και άρθρο Further Details on the implementation of the formulas in An 
Analytical Approximation for the GARCH Option Pricing model  
 % 
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%απαραίτητες αρχικές τιµές για τον υπολογισµό των διπλών αθροισµάτων  
  
  %sum7 είναι το τριπλό άθροισµα  της h(i)h(i+j)^1/2e(i+j)h(i+j+k)  
   sum7_1=0; sum7_2=0; sum7_3=0;                %sum7_1 είναι το 
πρώτο κοµµάτι του  sum7, sum7_2 είναι το δεύτερο κ. ο. κ.  
  
  %sum8 είναι το τριπλό άθροισµα  της 
h(i)^1/2e(i)h(i+j)^1/2e(i+j)h(i+j+k)  
   sum8_1=0; sum8_2=0; sum8_3=0;                %sum8_1 είναι το 
πρώτο κοµµάτι του sum8, sum8_2 είναι το δεύτερο κ. ο. κ.  
  
  %sum11 είναι το τριπλό άθροισµα  της h(i)h(i+j)h(i+j+k)  
   sum11_1=0; sum11_2=0; sum11_3=0; sum11_4=0; sum11_5=0;  %sum11_1 
είναι το πρώτο κοµµάτι του sum11, sum11_2 είναι το δεύτερο κ. ο. κ.  
  
  %sum12 είναι το τριπλό άθροισµα  της h(i)^1/2e(i)h(i+j)h(i+j+k)  
   sum12_1=0; sum12_2=0; sum12_3=0;  
  
  
%υπολογισµός των διπλών αθροισµάτων 
 for  i=1:T  
  
     %διάνυσµα για τα διπλά αθροίσµατα 
      j=(1:T-i)'; Tmimj=T-i-j; ipj=i+j;  
  
     %σταθεροί αριθµοί για τον υπολογισµό των αθροισµάτων 
      c1=(mu1.^(Tmimj)-1)./(mu1-1);  
      c2=(1-mu1.^j)./(1-mu1);  
      c3=((1+mu1)/(1-mu1)) .* ((1-mu2.^j)./(1-mu2)) - 2.*(mu1./(1-
mu1)).*((mu1.^j-mu2.^j)./(mu1-mu2));  
      c4=(mu1.^j-mu2.^j)./(mu1-mu2);  
      c5=(Tmimj./(1-mu1))-(mu1./(1-mu1)).*((1-mu1.^Tmimj)./(1-mu1));  
      c6=(1-mu1.^Tmimj)./(1-mu1);  
       
  
     %sum7 
      sum7_1=sum7_1+sum( (1/8) .* c6 .* veh1(ipj).^(3/2) .* veh1(i) 
);  
  
      sum7_2=sum7_2+sum( (3/4) .* b0 .* c2 .* c6 .* veh1(ipj).^(1/2) 
.* veh1(i) + ...  
                         (3/4) .* (mu1.^j) .* c6 .* veh1(ipj).^(1/2) 
.* veh2(i)   );  
  
      sum7_3=sum7_3+sum( (3/8) .* c3 .* c6 .* veh1(ipj).^(-1/2) .* 
veh1(i) .* (b0^2) + ...  
                         (3/8) .* mu1 .* c4 .* c6 .* veh1(ipj).^(-
1/2) .* 2 .* b0 .* veh2(i) + ...  
                         (3/8) .* mu2.^j .* c6 .* veh1(ipj).^(-1/2) 
.* veh3(i) );  
  
     %sum8 
      sum8_1=sum8_1+sum( (3/4) .* c6 .* c4 .* veh1(ipj).^(-1/2) .* 
veh32(i) );  
      sum8_2=sum8_2+sum( (3/8) .* mu2.^(j-1) .* c6 .* veh1(ipj).^(-
1/2) .* veh52(i) );  
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      sum8_3=sum8_3+sum( (3/4) .* mu1.^(j-1) .* c6 .* 
veh1(ipj).^(1/2) .* veh32(i) );  
  
  
     %sum11 
      sum11_1=sum11_1+sum( veh1(i).*b0.*c2.*c5 );  
      sum11_2=sum11_2+sum( veh2(i).*mu1.^j.*c5 );  
      sum11_3=sum11_3+sum( veh1(i).*b0^2.*c3.*mu1.*c6 );  
      sum11_4=sum11_4+sum( veh2(i).*2.*b0.*mu1.*c4.*mu1.*c6);  
      sum11_5=sum11_5+sum( veh3(i).*mu2.^j.*mu1.*c6);  
  
     %sum12 
      sum12_1=sum12_1+sum( veh32(i).*mu1.^(j-1).*c5 );  
      sum12_2=sum12_2+sum( veh32(i).*c4.*mu1.*c6 );     
      sum12_3=sum12_3+sum( veh52(i) .*mu2.^(j-1).*mu1.*c6 );  
  
  
  
 end  
  
 sum7=v1.*(-sum7_1+sum7_2+sum7_3);  
 sum8=b0*(v1^2)*sum8_1+v1*v2*sum8_2+v1^2*sum8_3;  
 sum11=b0.*sum11_1+b0.*sum11_2+sum11_3+sum11_4+sum11_5;  
 sum12=b0.*v1.*sum12_1+b0.*v1.*2.*sum12_2+v2.*sum12_3;  
  
%υπολογισµός των µεταβλητών εισόδου που εµφανίζονται στην εξίσωση της 
ροπής τρίτης τάξης  
 ST1 = sum(veh3)+3*sum5+3*sum9+6*sum11;        
 ST2 = 3*sum4;                                 
 SD1 = sum(veh2)+2*sum1;                       
 ST3 = sum10+2*sum3+2*(sum12+sum7);            
 SD2 = sum(veh1);                              
 ST4 = sum(veh2) + sum1 + sum6 + 2*sum8;       
 SD3 = sum4;                                   
  
%υπολογισµός της ροπής τρίτης τάξης  
 part1 = (T^3) * (r^3);  
 part2 = -(3/2)*(T^2)*(r^2)*sum(veh1);  
 part3 = 3*T*r*(0.25*SD1+SD2-SD3);  
 part4 = -(1/8)*ST1 + ST2 + 0.75*ST3 - (3/2)*ST4;  
  
 er3=part1+part2+part3+part4;  
   
%αποτελέσµατα σε διανύσµατα 
 vs1m=zeros(13,1);  
 vs1m(1)=sum1; vs1m(2)=sum2; vs1m(3)=sum3; vs1m(4)=sum4;   
vs1m(5)=sum5;    vs1m(6)=sum6;  
 vs1m(7)=sum7; vs1m(8)=sum8; vs1m(9)=sum9; vs1m(10)=sum10; 
vs1m(11)=sum11;  vs1m(12)=sum12;  
 vs1m(13)=sq5_8;  
  
 vs2m=zeros(7,1);                                  
 vs2m(1)=ST1; vs2m(2)=ST2; vs2m(3)=SD1; vs2m(4)=ST3; vs2m(5)=SD2; 
vs2m(6)=ST4; vs2m(7)=SD3;  
  
 vs3m=zeros(4,1);  
 vs3m(1)=sum(veh1); vs3m(2)=sum(veh2); vs3m(3)=sum(veh32); 
vs3m(4)=sum(veh3);  
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function  [ehni]=nim(b0,b1,b2,lath,h1,mat,eh1,eh2,n);  
% 
%  Υπολογισµός µη ακέραιων ροπών της  h(t) µέσω µιάς προσέγγισης 
βασισµένης  
%  σε µια σειρά Taylor µε περικοπτόµενους όρους µετά τον δεύτερο  
% 
%  input   :  b0,b1,b2,lath,h1 -- παράµετροι GARCH διαδικασίας   (b0  
                                                         ανά περίοδο)  
%             mat              -- ηµεροµηνία  λήξης σε αριθµούς  
                                                            περιόδων 
%             eh1              -- διάνυσµα αναµενόµενων τιµών της h^1  
%             eh2              -- διάνυσµα αναµενόµενων τιµών της h^2  
%             n                -- η ακέραια τιµή στη n/2 ( µη- ακέραια   
                                                              δύναµη)  
% 
%  output  :  ehni             -- µη ακέραες ροπές της h(t) για  t=1  
                                                                έως T  
  
%υπολογισµός προσέγγισης για τη µη- ακέραια ροπή  
 po=n/2; pou=po-1; pod=pou-1;  
 ehni = (eh1 .^po) + (.5)*po*pou*(eh1 .^pod) .*(eh2-(eh1 .^2));  
  
 
 
         
 

                       Ε 
 
 
 
Πίνακες για τιµή σταθεράς  _ = 1 του τύπου ;] = ;]

∗ + _(;̂ − ;̂∗) που 
προκύπτει από τη µέθοδο µεταβλητών ελέγχου, για τη σύγκριση τιµών 
δικαιωµάτων αγοράς ευρωπαϊκού τύπου και δέλτα αντιστάθµισης κινδύνου µε 
το Black-Scholes και ����� υπόδειγµα. Η σύγκριση γίνεται για διαφορετικές 
τιµές ηµεροµηνιών λήξης, τιµών εξάσκησης και αρχικής υπό συνθήκη 
µεταβλητότητας. 
 
Σηµείωση : Οι τιµές είναι κατά 10.000 φορές µεγαλύτερες. Οι αποκλίσεις 
(biases) υπολογίζονται ως προς τις τιµές Black-Scholes. Ως τ.α. ορίζουµε την 
τυπική απόκλιση των αποκλίσεων (biases) για τις εκάστοτε προκύπτουσες 
τιµές. Οι τιµές προέκυψαν µετά από 50.000 επαναλήψεις µε τη µέθοδο Monte 
Carlo. Η τιµή της στάσιµης τυπικής απόκλισης υπό το µέτρο ø  είναι �∗ = ÒwG(1 − w) − �))() . 
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Ημερομηνία  Λήξης  Τ=30 ημέρες 
 BBBBlalalalackckckck----SchoSchoSchoScholelelelessss GARCHGARCHGARCHGARCH    

 Τιμές Τιμές Απόκλιση�bias� τ.α. 

     

�) = �∗ × 0.8     
 0.75 0.0007 0.0010 0.5004 4.4325 
 0.80 0.0491 

 

     0.0872 

6.0732 

0.7741 0.5764 
 0.90 14.1204 

 

6.0732 -0.5699 0.0158 
 0.95 78.9534 

 

45.1757 -0.4278 

 

0.0052 
ïG/Κ 1.00 261.1551 

 

207.2627 -0.2064 0.0018 
 1.05 588.7069 

 

553.0581 -0.0606 

 

0.0010 
 1.10 1022.2375 

 

1011.1670 -0.0108 0.0007 
 1.20 2000.5744 

 

1999.6440 -0.0005 

 

0.0004 
 1.25 2500.0614 2499.5703 -0.0002 0.0004 

     
�) = �∗ × 1.0     

 0.75 0.0007 0.0642 96.6046 38.0426 
 0.80 0.0491 

 

0.3563 6.2511 1.2480 

 
 0.90 14.1204 

 

15.9679 0.1308 0.0159 
 0.95 78.9534 

 

76.3714 -0.0327 

 

0.0039 
ïG/Κ 1.00 261.1551 

 

254.9376 -0.0238 

 

0.0014 
 1.05 588.7069 

 

587.8790 -0.0014 

 

0.0007 
 1.10 1022.2375 

 

1024.6066 

 

0.0023 0.0005 
 1.20 2000.5744 

 

2001.8048 0.0006 

 

0.0003 
  1.25 2500.0614 2499.6321 -0.0002 0.0003 

     
�) = �∗ × 1.2     

 0.75 0.0007 0.2675 405.5603 95.3778 
 0.80 0.0491 

 

1.4239 27.9748 3.0120 
 0.90 14.1204 

 

31.3444            1.2198 

 

0.0278 
 0.95 78.9534 

 

112.5601 0.4257 0.0065 
ïG/Κ 1.00 261.1551 

 

303.0846 0.1606 0.0021 
 1.05 588.7069 

 

625.3370 0.0622 0.0010 
 1.10 1022.2375 

 

1046.0097 0.0233 0.0007 
 1.20 2000.5744 

 

2005.6877 0.0026 0.0005 
 1.25 2500.0614 2502.8180 0.0011 0.0004 

 
 
 
Πίνακας Ε1 : Σύγκριση τιµών δικαιωµάτων αγοράς ευρωπαϊκού τύπου µε το 
Black-Scholes και ����� υπόδειγµα για 7 = 30 ηµέρες και διαφορετικές 
τιµές τιµών εξάσκησης  και αρχικής υπό συνθήκη µεταβλητότητας µε _ = 1 . 
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Ημερομηνία  Λήξης  Τ=90 ημέρες 

 BBBBlalalalackckckck----SchoSchoSchoScholelelelessss GARCHGARCHGARCHGARCH    

 Τιμές Τιμές Απόκλιση(bias) τ.α. 

     
�) = �∗ × 0.8     
 0.75 1.7528 1.7878 0.0199 0.1123 
 0.80 9.3751 

 

5.4027 -0.4237 

 

0.0396 
 0.90 102.3082 

 

58.1149 -0.4320 0.0079 
 0.95 235.1519 

 

158.5895 -0.3256 

 

0.0042 
ïG/Κ 1.00 452.1723 

 

364.1157 -0.1947 0.0024 
 1.05 755.6666 

 

680.0665 -0.1000 

 

0.0016 
 1.10 1132.9306 

 

1082.7094 

 

-0.0443 0.0012 
 1.20 2028.3175 

 

2019.7926 -0.0042 0.0009 
 1.25 2511.7188 2508.1440 -0.0014 0.0007 

     
�) = �∗ × 1.0     
 0.75 1.7528 5.1521 1.9393 0.1945 
 0.80 9.3751 

 

13.9209 0.4849 

 

0.0491 

 
 0.90 102.3082 

 

97.6240 -0.0458 

 

0.0080 
 0.95 235.1519 

 

221.1052 -0.0597 0.0041 
ïG/Κ 1.00 452.1723 

 

434.7227 -0.0386 

 

0.0024 
 1.05 755.6666 

 

743.1683 -0.0165 

 

0.0016 
 1.10 1132.9306 

 

1130.7001 

 

-0.0020 

 

0.0012 
 1.20 2028.3175 

 

2039.2961 0.0054 0.0008 
 1.25 2511.7188 2523.9979 0.0049 0.0007 

     
�) = �∗ × 1.2     
 0.75 1.7528 10.9259 5.2334 0.3236 
 0.80 9.3751 

 

29.0034 2.0937 

 

0.0787 

 
 0.90 102.3082 

 

146.2835 0.4298 

 

0.0111 
 0.95 235.1519 

 

287.4779 0.2225 

 

0.0055 
ïG/Κ 1.00 452.1723 

 

510.6929 0.1294 0.0032 
 1.05 755.6666 

 

811.9603 0.0745 0.0019 
 1.10 1132.9306 

 

1187.2522 0.0479 0.0015 
 1.20 2028.3175 

 

2066.9836 0.0191 0.0010 
 1.25 2511.7188 2540.5235 0.0115 0.0008 

 
 
 
Πίνακας Ε2 : Σύγκριση τιµών δικαιωµάτων αγοράς ευρωπαϊκού τύπου µε το 
Black-Scholes και ����� υπόδειγµα για 7 = 90 ηµέρες και διαφορετικές 
τιµές τιµών  εξάσκησης  και αρχικής υπό συνθήκη µεταβλητότητας µε _ = 1 . 
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Ημερομηνία  Λήξης  Τ=180 ημέρες 

 BBBBlalalalackckckck----SchoSchoSchoScholelelelessss GARCHGARCHGARCHGARCH    

 Τιμές Τιμές Απόκλιση(bias) τ.α. 

     
�) = �∗ × 0.8     

 0.75 20.0902 13.4122 -0.3324 0.0350 
 0.80 53.4848 

 

34.3245 

 

-0.3582 0.0192 

 
 0.90 233.2614 

 

155.0813 -0.3352 

 

0.0066 
 0.95 404.6737 

 

299.2414 -0.2605 

 

0.0043 
ïG/Κ 1.00 639.1259 

 

523.3230 -0.1812 

 

0.0030 
 1.05 935.1158 

 

825.1066 -0.1176 

 

0.0022 
 1.10 1285.8651 

 

1200.9509 -0.0660 

 

0.0018 
 1.20 2111.7927 

 

2074.7311 -0.0175 

 

0.0013 

 
 1.25 2566.8561 2543.5339 -0.0091 0.0011 

     
�) = �∗ × 1.0     

 0.75 20.0902 28.6438 0.4258 0.0503 
 0.80 53.4848 

 

59.5297 0.1130 

 

0.0234 
 0.90 233.2614 

 

213.7991 -0.0834 

 

0.0070 
 0.95 404.6737 

 

373.8279 -0.0762 

 

0.0047 

 
ïG/Κ 1.00 639.1259 

 

607.0889 -0.0501 0.0032 
 1.05 935.1158 

 

906.7808 -0.0303 0.0024 

 
 1.10 1285.8651 

 

1268.9784 

 

-0.0131 

 

0.0019 
 1.20 2111.7927 

 

2118.2224 0.0030 0.0014 

 
 1.25 2566.8561 2579.3199 0.0049 0.0012 

     
�) = �∗ × 1.2     

 0.75 20.0902 52.2360 1.6001 0.0889 
 0.80 53.4848 

 

89.9027 0.6809 0.0300 

 
 0.90 233.2614 

 

283.1724 0.2140 0.0094 
 0.95 404.6737 

 

453.1065 0.1197 0.0056 
ïG/Κ 1.00 639.1259 

 

690.6136 0.0806 

 

0.0039 
 1.05 935.1158 

 

992.5691 0.0614 

 

0.0030 
 1.10 1285.8651 

 

1351.3877 0.0510 0.0024 
 1.20 2111.7927 

 

2171.3529 0.0282 

 

0.0016 

 
 1.25 2566.8561 2625.0617 0.0227 0.0014 

 
 
 
Πίνακας Ε3 : Σύγκριση τιµών δικαιωµάτων αγοράς ευρωπαϊκού τύπου µε το 
Black-Scholes και ����� υπόδειγµα για 7 = 180 ηµέρες και διαφορετικές 
τιµές τιµών εξάσκησης  και αρχικής υπό συνθήκη µεταβλητότητας µε _ = 1 . 
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Ημερομηνία  Λήξης  Τ=30 ημέρες 
 BBBBlalalalackckckck----SchoSchoSchoScholelelelessss GARCHGARCHGARCHGARCH    

 Δέλτα Δέλτα Aπόκλιση�bias� τ.α. 

     
�) = �∗ × 0.8     
 0.75 0.0000 0.0000 -0.0004 0.0000 
 0.80 0.0004 

 

0.0003 -0.0719 

 

0.2329 
 0.90 0.0575 

 

0.0267 -0.5355 0.0147 

 
 0.95 0.2264 

 

0.1612 -0.2880 0.0051 
ïG/Κ 1.00 0.5131 

 

0.5137 

 

0.0013 0.0015 

 
 1.05 0.7817 

 

0.8387 

 

0.0730 0.0014 

 
 1.10 0.9317 

 

0.9636 0.0343 0.0009 
 1.20 0.9976 

 

0.9984 0.0008 0.0002 
 1.25 0.9997 0.9997 0.0000 0.0001 

     
�) = �∗ × 1.0     
 0.75 0.0000 0.0003 39.9520 13.0503 
 0.80 0.0004 

 

0.0014 2.7329 0.4315 

 
 0.90 0.0575 

 

0.0546 -0.0496 

 

0.0116 
 0.95 0.2264 

 

0.2129 

 

-0.0597 0.0037 
ïG/Κ 1.00 0.5131 

 

0.5153 0.0044 0.0015 
 1.05 0.7817 0.7944 0.0162 0.0010 
 1.10 0.9317 

 

0.9356 0.0042 0.0007 
 1.20 0.9976 

 

0.9950 -0.0026 0.0002 
 1.25 0.9997 0.9984 -0.0013 0.0002 

     
�) = �∗ × 1.2     
 0.75 0.0000 0.0008 126.5779 23.3615 
 0.80 0.0004 

 

0.0046 

 

11.4475 

 

0.8909 
 0.90 0.0575 

 

0.0895 0.5576 0.0148 
 0.95 0.2264 

 

0.2565 0.1329 0.0039 
ïG/Κ 1.00 0.5131 

 

0.5179 0.0095 

 

0.0015 
 1.05 0.7817 

 

0.7599 -0.0279 

 

0.0011 
 1.10 0.9317 

 

0.9041 -0.0296 

 

0.0008 
 1.20 0.9976 

 

0.9880 -0.0096 

 

0.0004 
 1.25 0.9997 0.9960 -0.0037 0.0003 

 
 
 
Πίνακας Ε4 : Σύγκριση τιµών δέλτα αντιστάθµισης κινδύνου για δικαιώµατα 
αγοράς ευρωπαϊκού τύπου µε το Black-Scholes και ����� υπόδειγµα, για 7 = 30 ηµέρες και διαφορετικές τιµές τιµών εξάσκησης  και αρχικής υπό 
συνθήκη µεταβλητότητας µε _ = 1 . 
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Ημερομηνία  Λήξης  Τ=90 ημέρες 

 BBBBlalalalackckckck----SchoSchoSchoScholelelelessss GARCHGARCHGARCHGARCH    

 Δέλτα Δέλτα Aπόκλιση(bias) τ.α. 

     
�) = �∗ × 0.8     
 0.75 0.0066 0.0043 -0.3520 0.0608 
 0.80 0.0280 

 

0.0132 -0.5294 

 

0.0266 

 
 0.90 0.1915 

 

0.1256 -0.3440 

 

0.0067 
 0.95 0.3462 

 

0.2920 -0.1564 

 

0.0034 
ïG/Κ 1.00 0.5226 

 

0.5219 

0 

-0.0014 0.0019 
 1.05 0.6868 

 

0.7324 0.0664 0.0017 
 1.10 0.8152 

 

0.8691 0.0662 0.0014 
 1.20 0.9520 

 

0.9744 0.0235 0.0008 
 1.25 0.9785 0.9881 0.0098 0.0006 

     
�) = �∗ × 1.0     
 0.75 1.7528 0.0110 0.6705 0.0762 
 0.80 0.0280 

 

0.0297 

 

0.0594 

 

0.0252 
 0.90 0.1915 

 

0.1705 -0.1097 

 

0.0058 
 0.95 0.3462 

 

0.3322 -0.0406 0.0031 
ïG/Κ 1.00 0.5226 

 

0.5249 0.0043 0.0019 
 1.05 0.6868 

 

0.7041 0.0251 0.0015 
 1.10 0.8152 

 

0.8351 0.0244 0.0012 
 1.20 0.9520 

 

0.9541 0.0023 0.0007 
 1.25 0.9785 0.9759 -0.0026 0.0006 

     
�) = �∗ × 1.2     
 0.75 0.0066 0.0213 2.2368 0.1034 
 0.80 0.0280 

 

0.0513 0.8314 0.0316 

 
 0.90 0.1915 

 

0.2124 

 

0.1093 0.0057 
 0.95 0.3462 

 

0.3587 0.0360 0.0031 
ïG/Κ 1.00 0.5226 

 

0.5306 0.0154 0.0020 
 1.05 0.6868 

 

0.6848 -0.0029 

 

0.0015 
 1.10 0.8152 

 

0.8035 -0.0144 

 

0.0012 
 1.20 0.9520 

 

0.9320 -0.0210 

 

0.0008 
 1.25 0.9785 0.9607 -0.0183 0.0007 

 
Πίνακας Ε5 : Σύγκριση τιµών δέλτα αντιστάθµισης κινδύνου για δικαιώµατα 
αγοράς ευρωπαϊκού τύπου µε το Black-Scholes και ����� υπόδειγµα, για 
7 = 90 ηµέρες και διαφορετικές τιµές τιµών εξάσκησης  και αρχικής υπό 
συνθήκη µεταβλητότητας µε _ = 1 . 
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Ημερομηνία  Λήξης  Τ=180 ημέρες 

 BBBBlalalalackckckck----SchoSchoSchoScholelelelessss GARCHGARCHGARCHGARCH    

 Δέλτα Δέλτα Aπόκλιση(bias) τ.α. 

     
�) = �∗ × 0.8     
 0.75 0.0433 0.0232 -0.4632 0.0224 
 0.80 0.0949 

 

0.0548 

 

-0.4225 0.0127 
 0.90 0.2820 

 

0.2196 -0.2216 

 

0.0048 
 0.95 0.4053 

 

0.3657 -0.0978 0.0030 
ïG/Κ 1.00 0.5320 

 

0.5297 -0.0042 

 

0.0021 
 1.05 0.6497 

 

0.6831 0.0514 

 

0.0019 
 1.10 0.7500 

 

0.8011 0.0681 0.0017 
 1.20 0.8882 

 

0.9282 0.0451 0.0012 
 1.25 0.9294 0.9570 0.0297 0.0010 

     
�) = �∗ × 1.0     
 0.75 0.0433 0.0424 -0.0210 0.0222 
 0.80 0.0949 

 

0.0838 

 

-0.1165 0.0122 

 
 0.90 0.2820 

 

0.2550 -0.0961 0.0045 

 
 0.95 0.4053 

 

0.3895 -0.0390 

 

0.0030 
ïG/Κ 1.00 0.5320 

 

0.5357 0.0071 0.0022 
 1.05 0.6497 

 

0.6685 0.0289 0.0018 
 1.10 0.7500 

 

0.7745 0.0326 

 

0.0016 
 1.20 0.8882 

 

0.9057 0.0326 0.0011 

 
 1.25 0.9294 0.9383 0.0096 0.0009 

     
�) = �∗ × 1.2     
 0.75 0.0433 0.0621 0.4338 0.0248 
 0.80 0.0949 

 

0.1114 0.1736 0.0128 
 0.90 0.2820 

 

0.2884 0.0225 0.0046 
 0.95 0.4053 

 

0.4097 0.0109 0.0031 
ïG/Κ 1.00 0.5320 

 

0.5391 0.0135 0.0023 
 1.05 0.6497 

 

0.6568 0.0111 0.0019 
 1.10 0.7500 

 

0.7560 0.0079 0.0016 

 
 1.20 0.8882 

 

0.8825 -0.0065 0.0012 
 1.25 0.9294 0.9198 -0.0104 0.0010 

 
Πίνακας Ε6 : Σύγκριση τιµών δέλτα αντιστάθµισης κινδύνου για δικαιώµατα 
αγοράς ευρωπαϊκού τύπου µε το Black-Scholes και ����� υπόδειγµα, για 
7 = 180 ηµέρες και διαφορετικές τιµές τιµών εξάσκησης  και αρχικής υπό 
συνθήκη µεταβλητότητας µε _ = 1 . 
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