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Ειςαγωγή 

Ζ δηαδηθαζία εθηίκεζεο ηνπ απαηηνχκελνπ απνζεκαηηθνχ γηα ηελ απνπιεξσκή 

απνδεκηψζεσλ - loss reserving - ζπληζηά κηα απφ ηηο ζεκαληηθφηεξεο δηεξγαζίεο κέζα 

ζηα πιαίζηα κηαο αζθαιηζηηθήο εηαηξείαο. Ο αζθαιηζηήο πξνθεηκέλνπ λα είλαη ζε 

ζέζε λα αληαπεμέιζεη ζηηο κειινληηθέο ηνπ ππνρξεψζεηο, νη νπνίεο πξνθχπηνπλ απφ 

ζπκβφιαηα πνπ είηε ηζρχνπλ ζήκεξα είηε έρνπλ ζπλαθζεί θαηά ην παξειζφλ, είλαη 

απαξαίηεην λα θαηέρεη απνζέκαηα εθθξεκψλ δεκηψλ. 

Ζ θξηζηκφηεηα ηεο δηαδηθαζίαο απηήο ζπλίζηαηαη ζην γεγνλφο φηη αθελφο ε 

εκεξνκελία είζπξαμεο ησλ αζθαιίζηξσλ θαη ε εκεξνκελία πιεξσκήο ηεο 

απνδεκίσζεο δελ ζπκπίπηνπλ ρξνληθά θαη αθεηέξνπ ππάξρεη κηα θαζπζηέξεζε 

αλάκεζα ζηε ρξνληθή ζηηγκή επέιεπζεο ελφο δεκηνγφλνπ ελδερνκέλνπ θαη ηελ 

εκεξνκελία δηαθαλνληζκνχ θαη απνπιεξσκήο απηνχ. Σπλεπψο, ε επεκεξία αιιά θαη 

ε θεξεγγπφηεηα ηεο αζθαιηζηηθήο εηαηξείαο είλαη άκεζα ζπλπθαζκέλεο κε ηελ 

δηαδηθαζία ηνπ loss reserving. 

Σηελ αλαινγηζηηθή βηβιηνγξαθία ππάξρνπλ αξθεηά άξζξα ηα νπνία πεξηγξάθνπλ 

δηάθνξεο κεζφδνπο απνζεκαηνπνίεζεο, κεηαμχ απηψλ είλαη: Zehnwirth (1985), Verall 

(1990, 1991a, 1991b), Renshaw (1989). 

Ο Kremer (1997) ελζσκάησζε ηηο ηδέεο ηεο αλζεθηηθήο ζηαηηζηηθήο ζε δηάθνξεο 

ηερληθέο απνζεκαηνπνίεζεο δεκηψλ, εθηειψληαο πξαθηηθέο εθαξκνγέο θαη 

ρξεζηκνπνηψληαο ηε κέζνδν lag factor (ή link-ratio).  

Οη Verdonck et al. (2009) δεκηνχξγεζαλ έλα απιφ παξάδεηγκα κε ζθνπφ λα 

εμεηάζνπλ πσο ε κέζνδνο chain ladder ζπκπεξηθέξεηαη ζηε πξνζζήθε έθηνπσλ 

παξαηεξήζεσλ, νη νπνίεο ελδέρεηαη λα νδεγήζνπλ ζε ιαλζαζκέλεο εθηηκήζεηο 

απνζεκάησλ θαη επίζεο εηζήγαγαλ κία ηερληθή αλίρλεπζεο έθηνπσλ παξαηεξήζεσλ. 

Γηα λα ιχζνπλ ην πξφβιεκα ησλ έθηνπσλ παξαηεξήζεσλ αληηθαηέζηεζαλ ηε κέζε 

ηηκή κε ηε δηάκεζν, ε νπνία απνηειεί κία πην αλζεθηηθή εθηίκεζε. 

Οη Verdonck θαη Debruyne (2010) αλέιπζαλ ηελ επίδξαζε ηεο λφζεπζεο 

(contamination) ησλ δεδνκέλσλ ππνινγίδνληαο ζπλαξηήζεηο επίδξαζεο ζην πιαίζην 

ησλ γεληθεπκέλσλ γξακκηθψλ κνληέισλ γηα ηε κέζνδν chain ladder.    
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Οη Busse et al. (2010) ζρεδίαζαλ έλα θίιηξν γηα ηηο έθηνπεο παξαηεξήζεηο θαη 

παξνπζίαζαλ κία αλζεθηηθή εθδνρή ηνπ εθηηκεηή δηαθχκαλζεο θαηά Mack. 

Σηελ παξνχζα εξγαζία  ζα αλαιχζνπκε θαη ζα ζπγθξίλνπκε ηα κνληέια ησλ 

θιαζζηθψλ θαη αλζεθηηθψλ κεζφδσλ απνζεκαηνπνίεζεο. Σπγθεθξηκέλα, ζην 

Κεθάιαην 1 πεξηγξάθνληαη ζε γεληθέο γξακκέο ηα ζηαηηζηηθά κνληέια πνπ ζα 

ρξεζηκνπνηήζνπκε, δειαδή ην γεληθφ γξακκηθφ κνληέιν παιηλδξφκεζεο θαη ην 

κνληέιν αλάιπζεο δηαθχκαλζεο δχν παξαγφλησλ. Σε απηά βαζίδνληαη ηα αληίζηνηρα 

κνληέια γηα ηελ απνζεκαηνπνίεζε δεκηψλ, δειαδή ην κνληέιν ηεο ινγαξηζκηθήο 

παιηλδξφκεζεο, πνπ κειεηήζεθε κεηαμχ άιισλ απφ ηνλ Verall (1991), θαη ηεο 

αλάιπζεο δηαθχκαλζεο δχν παξαγφλησλ γηα IBNR (incurred but not reported) δεκηέο 

πνπ παξνπζηάζηεθε απφ ηνλ Kremer (1982) ηα νπνία ζα αλαπηχμνπκε αξγφηεξα. 

Σην Κεθάιαην 2 ζα αλαιχζνπκε ηελ έλλνηα ηεο αλζεθηηθήο ζηαηηζηηθήο. Πνιιέο 

θνξέο ζε έλα ζχλνιν δεδνκέλσλ γεληθψλ αζθαιίζεσλ παξνπζηάδνληαη έθηνπεο 

παξαηεξήζεηο (outliers). Οη αθξαίεο απηέο ηηκέο κπνξνχλ λα ζπκβνχλ θαηά ηχρε ζε 

νπνηαδήπνηε θαηαλνκή αιιά είλαη ζπρλά ελδεηθηηθέο είηε ελφο ζθάικαηνο κέηξεζεο 

είηε φηη ν πιεζπζκφο πξνέξρεηαη απφ κία θαηαλνκή κε βαξηά νπξά. Σηε πξψηε 

πεξίπησζε θάπνηνο έρεη ηε δπλαηφηεηα λα ηα απνξξίςεη ή λα ρξεζηκνπνηήζεη 

ζηαηηζηηθά εξγαιεία αλζεθηηθά ζε αθξαίεο ηηκέο, ελψ ζηε δεχηεξε πεξίπησζε πξέπεη 

θαλείο λα είλαη πνιχ πξνζεθηηθφο κε ηε ρξήζε εξγαιείσλ ή πξαθηηθψλ πνπ ζεσξνχλ 

δεδνκέλε κηα θαλνληθή θαηαλνκή. Γπζηπρψο, φηαλ ππάξρνπλ αθξαίεο ηηκέο ζηα 

δεδνκέλα, νη θιαζζηθέο γξακκηθέο κέζνδνη έρνπλ ζπρλά πνιχ ρακειέο επηδφζεηο 

νπφηε ε αλζεθηηθή ζηαηηζηηθή (Robust Statistics) επηδηψθεη λα παξέρεη κεζφδνπο πνπ 

δελ επεξεάδνληαη απφ αθξαίεο ηηκέο ή άιιεο κηθξέο απνθιίζεηο απφ ηηο ππνζέζεηο ηνπ 

κνληέινπ. Σηε ζπλέρεηα ηνπ ζπγθεθξηκέλνπ θεθαιαίνπ ζα πεξηγξάςνπκε πεξηιεπηηθά 

ηα δηάθνξα μέτρα ανθεκτικότητας πνπ έρνπλ εηζαρζεί πξνθεηκέλνπ λα 

πξνζδηνξηζηεί ν βαζκφο αλζεθηηθφηεηαο κηαο κεζφδνπ. Τα πην γλσζηά είλαη ε 

ζπλάξηεζε επίδξαζεο (Influence Function- IF), ην ζεκείν θαηάξξεπζεο (Breakdown 

Point- BP) θαη ε επαηζζεζία γεληθνχ ζθάικαηνο (Gross Error Sensitivity- GES).  

Σην Κεθάιαην 3 ζα αλαιχζνπκε εθηελψο ηνπο ανθεκτικούς εκτιμητές ηνπο 

νπνίνπο θαη ζα ρξεζηκνπνηήζνπκε ζην αξηζκεηηθφ παξάδεηγκα. Οη εθηηκεηέο απηνί 

είλαη νη Μ-εθηηκεηέο, νη εθηηκεηέο Διαρίζησλ Γηακέζσλ Τεηξαγψλσλ (Least Median 

Squares - LMS), νη εθηηκεηέο Διαρίζησλ Πεξηθεθνκκέλσλ Τεηξαγψλσλ (Least 
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Trimmed Squares - LTS) θαη  νη εθηηκεηέο Διαρίζησλ Απνιχησλ Απνθιίζεσλ (Least 

Absolute Deviation - LAD). Σην ζεκείν απηφ αμίδεη λα ηνλίζνπκε φηη ζθνπφο ηεο 

παξνχζαο εξγαζίαο δελ είλαη ε ιεπηνκεξήο αλάιπζε ησλ αλζεθηηθψλ εθηηκεηψλ, γηα 

ηνπο νπνίνπο ππάξρεη εθηελήο βηβιηνγξαθία. Σηε πξάμε, ηνπο ρξεζηκνπνηνχκε ζαλ 

ζηαηηζηηθά εξγαιεία γηα ηελ εθηίκεζε ησλ εθθξεκψλ δεκηψλ θαη ησλ απαηηνχκελσλ 

απνζεκαηηθψλ ησλ αζθαιηζηηθψλ εηαηξεηψλ.  

Σην Κεθάιαην 4 ζα αλαπηχμνπκε εθηελψο κία απφ ηηο ζεκαληηθφηεξεο ζηαηηζηηθέο 

κεζφδνπο εθηίκεζεο απνζεκαηηθψλ, κέζσ ηεο πξφβιεςεο εθθξεκψλ δεκηψλ απφ 

παξειζνληηθέο δεκηέο, ηελ Chain Ladder ή Μέζνδνο Τξηγψλνπ Δμέιημεο Εεκηψλ ζηελ 

νπνία είλαη εκθαλήο ε ηζηνξηθή εμέιημε ηεο δεκηάο. Δπίζεο, ζα παξνπζηάζνπκε ην 

κνληέιν πνιιαπιήο ινγαξηζκηθήο παιηλδξφκεζεο (multiple loglinear regression), ηεο 

αλάιπζεο δηαθχκαλζεο 2 παξαγφλησλ (two-way ANOVA) γηα IBNR δεκηέο θαη ηα 

αληίζηνηρα αλζεθηηθά ηνπο κνληέια, ηα νπνία ζα ρξεζηκνπνηήζνπκε γηα λα 

εθηηκήζνπκε ηηο παξακέηξνπο ησλ κνληέισλ καο θαη θαη’ επέθηαζε ηηο κειινληηθέο 

δεκηέο θαη ηα πξνβιεπφκελα απνζεκαηηθά. Δπίζεο, ζην Κεθάιαην 4 

ζπκπεξηιακβάλεηαη κία ζχληνκή εθαξκνγή γηα έλα 3×3 ηξίγσλν εμέιημεο δεκηψλ 

ζηελ νπνία ζα πεξηγξάςνπκε επαθξηβψο ηα απαηηνχκελα βήκαηα γηα ηελ εθηίκεζε 

ησλ παξακέηξσλ θαη ηελ πξφβιεςε ησλ εθθξεκψλ δεκηψλ. 

Σην Κεθάιαην 5 γίλεηαη εθαξκνγή ησλ θιαζζηθψλ θαη αλζεθηηθψλ κεζφδσλ ζηα 

δεδνκέλα καο. Αξρηθά, ζα παξνπζηάζνπκε ηα δεδνκέλα (ηξίγσλν εμέιημεο δεκηψλ) 

ησλ Taylor and Ashe (1983), κε βάζε ηα νπνία ζα ηηο εθαξκφζνπκε. Τν ηξίγσλν 

δεκηψλ πνπ ζα κειεηήζνπκε απνηειείηαη απφ 10 έηε αηπρήκαηνο θαη 10 έηε εμέιημεο, 

απεηθνλίδεη αηνκηθέο (φρη αζξνηζηηθέο) δεκηέο θαη έρεη ήδε ρξεζηκνπνηεζεί απφ 

πνιινχο εξεπλεηέο. Σηε ζπλέρεηα, αθνινπζνχλ ηα ζπκπιεξσκέλα ηξίγσλα εμέιημεο 

δεκηψλ θαη δηάθνξα δηαγλσζηηθά γξαθήκαηα θαηαινίπσλ γηα φιεο ηηο εμεηαδφκελεο 

κεζφδνπο. Ζ δηαδηθαζία απηή επαλαιακβάλεηαη κεηά ηελ πξνζζήθε κίαο θαη δχν 

αθξαίσλ ηηκψλ ζηα δεδνκέλα καο ζηηο ζέζεηο (4,4) θαη (1,2) ηνπ ηξηγψλνπ εμέιημεο 

δεκηψλ. Τν θεθάιαην απηφ νινθιεξψλεηαη κε κία ζχγθξηζε ππφ ηε κνξθή 

γξαθεκάησλ ησλ ρξεζηκνπνηνχκελσλ κεζφδσλ γηα κία, δχν θαη θακία έθηνπε 

παξαηήξεζε ζηα δεδνκέλα καο.  

Σην Κεθάιαην 6 εθζέηνληαη νη εθηηκήζεηο ησλ ηειηθψλ δεκηψλ, ησλ απαηηνχκελσλ 

εθθξεκψλ απνζεκαηηθψλ θαη ηνπ ζπλνιηθνχ απνζεκαηηθνχ γηα θάζε κέζνδν. Ζ 
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δηαδηθαζία απηή επαλαιακβάλεηαη κεηά ηελ πξνζζήθε κίαο θαη δχν έθηνπσλ 

παξαηεξήζεσλ ζηα δεδνκέλα καο ζηηο ζέζεηο (4,4) θαη (1,2) ψζηε λα δηεπθξηληζηεί ε 

επηξξνή απηψλ ησλ έθηνπσλ παξαηεξήζεσλ ζηε πξφβιεςε ησλ απνζεκαηηθψλ. 

Τέινο, ε παξνχζα εξγαζία νινθιεξψλεηαη κε κία ζχγθξηζε φισλ ησλ κεζφδσλ, 

θιαζζηθψλ θαη αλζεθηηθψλ, πξηλ θαη κεηά ηελ πξνζζήθε έθηνπσλ παξαηεξήζεσλ θαη 

εμάγνληαη ηα ζπκπεξάζκαηα καο.  

Σην ζεκείν απηφ αμίδεη λα αλαθέξνπκε φηη νη ππνινγηζκνί θαη νη εθηηκήζεηο ησλ 

θιαζζηθψλ θαη αλζεθηηθψλ κεζφδσλ παιηλδξφκεζεο θαη αλάιπζεο δηαθχκαλζεο, 

πξαγκαηνπνηήζεθαλ κε ηε βνήζεηα ησλ ζηαηηζηηθψλ παθέησλ S-Plus θαη R, θαζψο 

επίζεο θαη ηνπ Excel. 

Μέξνο απηήο ηεο εξγαζίαο παξνπζηάζηεθε ζην 15
ν
 Γηεζλέο Σπλέδξην, Insurance 

Mathematics & Economics πνπ πξαγκαηνπνηήζεθε 14-17 Ηνπλίνπ 2011 ζηε Τεξγέζηε 

ηεο Ηηαιίαο. Απφ ηελ ειιεληθή βηβιηνγξαθία ρξεζηκνπνηήζεθαλ νη δηπισκαηηθέο 

εξγαζίεο ησλ Φ. Εαραξνπνχινπ (Αλίρλεπζε Έθηνπσλ Μεηξήζεσλ, Γηαγλσζηηθή θαη 

Αλζεθηηθή Δθηίκεζε: Αλαζθφπεζε, 2004) θαη Γ. Τζαηζαξψλε (Γπλακηθέο Μέζνδνη 

Δθηίκεζεο Απνζέκαηνο Εεκηψλ Γεληθψλ Αζθαιίζεσλ, 2010). 
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Κεφάλαιο 1ο: ΢τατιςτικά Μοντέλα 

1.1 Γενικό Γραμμικό Μοντέλο  

Υπνζέηνπκε φηη έρνπκε έλα ππφ εμέηαζε κνληέιν πνπ κπνξεί λα γξαθεί ζηε 

κνξθή 

                    Υ                                

φπνπ   :       δηάλπζκα παξαηεξήζεσλ, 

          :       πίλαθαο ζρεδηαζκνχ γλσζηήο κνξθήο, 

          :       δηάλπζκα παξακέηξσλ, 

          :       δηάλπζκα ηπραίσλ ζθαικάησλ κε κέζε ηηκή            ,    

                            θαη              γηα θάζε           , 

νπφηε νη ηηκέο ηνπ δηαλχζκαηνο παξαηεξήζεσλ   είλαη νη εμαξηεκέλεο κεηαβιεηέο 

θαη   είλαη ν πίλαθαο ζρεδηαζκνχ πνπ πεξηέρεη ηηο αλεμάξηεηεο/επεμεγεκαηηθέο 

κεηαβιεηέο.  

1.1.1 Εκτιμητήσ Ελαχίςτων Τετραγώνων και Ιδιότητεσ  

Ζ κέζνδνο Διαρίζησλ Τεηξαγψλσλ έρεη σο ζηφρν ηελ εχξεζε εθηηκεηξηψλ γηα ην 

δηάλπζκα ησλ παξακέηξσλ   έηζη ψζηε λα ειαρηζηνπνηείηαη ην άζξνηζκα ησλ 

ηεηξαγψλσλ ησλ θαηαινίπσλ 

                     
 

 

   

                  

                           

                         

Τειηθά, ν εθηηκεηήο ειαρίζησλ ηεηξαγψλσλ,   , ππνινγίδεηαη παίξλνληαο ηελ 

παξάγσγν ηνπ     σο πξνο   θαη ζέηνληαο ηελ ίζε κε ην  , δειαδή 
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Ο εθηηκεηήο    είλαη γξακκηθφο ακεξφιεπηνο εθηηκεηήο ειάρηζηεο δηαζπνξάο γηα 

ην  . Σπλεπψο, αλ ηα ζθάικαηα θαηαλέκνληαη αλεμάξηεηα κε κέζε ηηκή 0 θαη 

ζηαζεξή δηαζπνξά ηφηε ν εθηηκεηήο ειαρίζησλ ηεηξαγψλσλ απνηειεί ηνλ πην 

απνηειεζκαηηθφ (efficient) γξακκηθφ εθηηκεηή ηνπ  . 

Ζ κέζε ηηκή ηνπ εθηηκεηή    είλαη 

                               Υ                 

Ζ δηαζπνξά ηνπ εθηηκεηή    δίλεηαη απφ ηε ζρέζε 

                        

                                                               

                                                

               

1.1.2 Εκτιμώμενεσ από το μοντέλο τιμέσ και ιδιότητεσ 

Γνζέλησλ ησλ ηηκψλ (       ) νη νπνίεο ζπκβνιίδνληαη κε              
   

ιακβάλνπκε ηελ πξφβιεςε ησλ εθηηκψκελσλ ηηκψλ,    ,σο εμήο 

      
   , 

φπνπ    ν  κειινληηθφο πίλαθαο ζρεδηαζκνχ θαη ηζρχνπλ ηα εμήο 

           
       

         
          

θαη 
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Μεηά ηελ πξνζαξκνγή ηνπ κνληέινπ       ζηα δεδνκέλα καο, ην άζξνηζκα ησλ 

ηεηξαγψλσλ ησλ ζθαικάησλ           είλαη ειάρηζην θαη ην ζπκβνιίδνπκε κε 

   . Ηζρχεη 

                             
 
              

 
                    

θαη αληηθαζηζηψληαο ηελ ηηκή ηνπ   , απφ ηελ       έρνπκε 

                            

φπνπ      είλαη έλαο     κνλαδηαίνο πίλαθαο. 

1.1.3 Ανάλυςη Διαςποράσ για την παλινδρόμηςη 

Ζ αλάιπζε δηαζπνξάο (ANOVA) εμεηάδεη ηε ζρέζε ηεο εμαξηεκέλεο κεηαβιεηήο 

κε ηελ αλεμάξηεηε, ππνινγίδνληαο ζηελ νπζία ην αλ ε κεηαβιεηφηεηα ησλ ηηκψλ ηεο 

εμαξηεκέλεο κεηαβιεηήο Υ εμεγείηαη απφ ηελ αλεμάξηεηε κεηαβιεηή Φ. Ζ 

δεηγκαηηθή δηαζπνξά ησλ παξαηεξήζεσλ    απνδεηθλχεηαη φηη ρσξίδεηαη ζε δχν 

αζξνίζκαηα 

         

 

   

          
 

 

   

          
 

 

   

  

             

Τν     εθθξάδεη ηε ζπλνιηθή παξαηεξνχκελε κεηαβιεηφηεηα ησλ   , ην     

εθθξάδεη ηε κεηαβιεηφηεηα ησλ πξνζαξκνζκέλσλ ηηκψλ θαη ην     εθθξάδεη ηε 

κεηαβιεηφηεηα ησλ    ζε ζρέζε κε ηηο αληίζηνηρεο πξνζαξκνζκέλεο ηηκέο. Ζ 

κεηαβιεηφηεηα ηνπ     εξκελεχεηαη απφ ην κνληέιν ζε αληίζεζε κε απηήλ ηνπ    . 
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Ζ αλάιπζε ηεο δηαζπνξάο γηα ην απιφ γξακκηθφ κνληέιν κπνξεί λα παξνπζηαζζεί σο 

εμήο

 

 

Πηγό 
Μεταβλητότητασ 

Βαθμού 
 λευθερύασ 

Άθροιςμα 
Τετραγώνων 

Μϋςο 
Τετρϊγωνο 

Λόγοσ F 

Παλινδρόμηςη 1 

   

          
 

 

   

 1

SSR
MSR   

MSE

MSR
F   

Υπόλοιπα n - 2 

   

          
 

 

   

 2

2




n

SSE
SMSE

 

 

Ολικό n - 1 

   

          

 

   

 
  

Πίλαθαο 1.1: Πίλαθαο Αλάιπζεο Γηαζπνξάο (ANOVA Table) 

1.2 Μοντέλο Ανάλυςησ Διακύμανςησ 2 παραγόντων (Two-

way Model of ANOVA) 

Υπνζέηνπκε φηη ζην πξφβιεκα πνπ καο ελδηαθέξεη ππεηζέξρνληαη δχν παξάγνληεο, 

Α θαη Β, πνπ εκθαλίδνληαη κε p θαη q ζηάζκεο αληίζηνηρα. Έζησ, επίζεο, φηη ζε θάζε 

ζηάζκε ηνπ παξάγνληα Α έγηλαλ       παξαηεξήζεηο, απφ r γηα θάζε ζηάζκε ηνπ Β. 

Σρεκαηηθά ην πξφβιεκα πεξηγξάθεηαη απφ ηνλ παξαθάησ πίλαθα 

Παρϊγοντασ 

Α 

Παρϊγοντασ Β 

            

                                         

                                         

          

                                         

 Πίλαθαο 1.2: Γύν παξάγνληεο κε r παξαηεξήζεηο αλά θειί 

Σ’ έλα ηέηνην πξφβιεκα ε ηηκή ηεο εμαξηεκέλεο κεηαβιεηήο Υ κπνξεί λα 

εμαξηάηαη ή φρη απφ ηνπο παξάγνληεο Α θαη Β. Θεσξνχκε ηηο       παξαηεξήζεηο 

πνπ έρνπλ γίλεη ζηε ζηάζκε    θαη αγλνψληαο ηηο άιιεο ζηάζκεο ππνινγίδνπκε ηηο 

θχξηεο επηδξάζεηο ηνπ παξάγνληα Α (φηαλ ν παξάγνληαο Β είλαη ζηε ζηάζκε   ). 

Αθνχ επαλαιάβνπκε ηελ ίδηα δηαδηθαζία γηα φιεο ηηο ζηάζκεο ηνπ παξάγνληα Β, 

ελδέρεηαη ζε νξηζκέλεο απφ απηέο νη θχξηεο επηδξάζεηο ηνπ Α λα είλαη πνιχ 

δηαθνξεηηθέο αθελφο κεηαμχ ηνπο θαη αθεηέξνπ κε ηηο ζπλνιηθέο επηδξάζεηο πνπ 
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εθηηκήζεθαλ. Σηε πεξίπησζε απηή, νη παξάγνληεο Α θαη Β αιιειεπηδξνχλ ζην θειί 

      θαη ζπκβνιίδνπκε ηελ αιιειεπίδξαζε απηή κε       . Έλα θαηάιιειν κνληέιν 

γηα ηε πεξίπησζε απηή είλαη 

                          

Αλ ππνζέζνπκε φηη δελ ππάξρεη αιιειεπίδξαζε κεηαμχ ησλ παξαγφλησλ Α θαη Β, 

ηφηε ην κνληέιν γίλεηαη 

                                                                         

φπνπ:     : ε ηηκή ηεο κεηαβιεηήο Υ ζηε ζηάζκε   ηνπ παξάγνληα Α θαη ζηε ζηάζκε   

ηνπ παξάγνληα Β, 

κ: ν κέζνο φξνο,  

  : ε επίδξαζε ηεο ζηάζκεο   ηνπ παξάγνληα Α ζηε δηακφξθσζε ησλ    ,  

  : επίδξαζε ηεο ζηάζκεο   ηνπ παξάγνληα B ζηε δηακφξθσζε ησλ    , 

   : ζθάικα θαηά ηελ εθηίκεζε ησλ    . 

Ο πίλαθαο δηαθπκάλζεσλ-ζπλδηαθπκάλζεσλ (ANOVA Table) ηνπ κνληέινπ 

αλάιπζεο δηαθχκαλζεο γηα δχν παξάγνληεο ρσξίο αιιειεπίδξαζε είλαη ν εμήο 

Πηγό 

Μεταβλητότητασ 
Άθροιςμα Τετραγώνων (SS) Βαθμού  λευθερύασ 

Μϋςο Άθροιςμα 

Τετραγώνων  MS) 
Λόγοσ F 

Παρϊγοντασ Α                 

 

   

         
   

   
    

   

   
 

Παρϊγοντασ Β                 

 

   

         
   

   
    

   

   
 

Σφϊλμα                                
   

          
  

Συνολικό                

 

   

 

   

        

Πίλαθαο 1.3: Πίλαθαο Αλάιπζεο Γηαζπνξάο (ANOVA Table) 



 
 15 

φπνπ ε ζπλνιηθή κεηαβιεηφηεηα (SST) είλαη έλα άζξνηζκα κεηαβνιψλ πνπ νθείιεηαη 

ζηε δξάζε ηνπ παξάγνληα Α (SSA), ζηε δξάζε ηνπ παξάγνληα Β (SSB) θαη ζε κε 

ειεγρφκελνπο παξάγνληεο -ππφινηπε κεηαβιεηφηεηα ή ζθάικα- (SSE). Γειαδή 

                 

Σηε ζπλέρεηα αθνινπζνχλ νη έιεγρνη γηα ηελ ζεκαληηθφηεηα ησλ παξαγφλησλ Α 

θαη Β ζε επίπεδν ζεκαληηθφηεηαο   .  

Έλεγχοι 

Σημαντικότητασ 

Παραγόντων 

Έλεγχοσ Υποθϋςεων Στατιςτικό Περιοχό Απόρριψησ    

Παρϊγοντασ Α 

         ϊ                  ϊ 

            ϊ              ϊ 

 

   
   

   
 

 

                       

 

Παρϊγοντασ Β 

         ϊ                  ϊ 

            ϊ              ϊ 

 

   
   

   
 

                       

 

Πίλαθαο 1.4: Έιεγρνη Σεκαληηθόηεηαο Παξαγόλησλ Α θαη Β 

Αλ                        ηφηε ζε επίπεδν ζεκαληηθφηεηαο α% απνξξίπηνπκε ηε 

κεδεληθή ππφζεζε φηη ν παξάγνληαο Α δελ επηδξά ζηα δεδνκέλα θαη ζπλεπψο 

ζπκπεξαίλνπκε φηη είλαη ζεκαληηθφο. 
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Κεφάλαιο 2ο: Μέτρα Ανθεκτικότητασ 

Πνιιέο θνξέο ζε έλα ζχλνιν δεδνκέλσλ παξνπζηάδνληαη έθηνπεο παξαηεξήζεηο 

(outliers). Σχκθσλα κε ηνλ Hawkins (1980): 

  «Έθηνπε είλαη κία παξαηήξεζε πνπ απνθιίλεη ηόζν πνιύ 

από ηηο άιιεο παξαηεξήζεηο, ώζηε λα καο εμεγείξεη ηηο ππνςίεο όηη 

δεκηνπξγήζεθε από δηαθνξεηηθό κεραληζκό.» 

Οη ζπρλφηεξεο αηηίεο εκθάληζεο έθηνπσλ παξαηεξήζεσλ είλαη ζπλήζσο ιάζε 

αληηγξαθήο θαη ελαιιαγήο ηηκψλ, παξνδηθέο επηδξάζεηο, απξφζεθηε παξαηήξεζε, 

παξαπνηεκέλεο εξσηήζεηο θαη ειιηπείο απαληήζεηο. Οθείινληαη, δειαδή, ζε θάπνην 

κεραληθφ ζθάικα, αιιαγή ζε κία ζπκπεξηθνξά ελφο ζπζηήκαηνο ή ζε αλζξψπηλα 

ιάζε. Ζ απφθαζε ζρεηηθά κε ην αλ κία παξαηήξεζε απνηειεί outlier ιακβάλεηαη κε 

βάζε δηάθνξα θξηηήξηα θαη ηε θξίζε ηνπ εξεπλεηή (βιέπε Rousseeuw & Leroy 

(1987)).  

Οη αθξαίεο απηέο ηηκέο κπνξνχλ λα ζπκβνχλ θαηά ηχρε ζε νπνηαδήπνηε θαηαλνκή 

αιιά είλαη ζπρλά ελδεηθηηθέο είηε ελφο ζθάικαηνο κέηξεζεο είηε φηη ν πιεζπζκφο 

πξνέξρεηαη απφ κία θαηαλνκή κε βαξηά νπξά. Σηε πξψηε πεξίπησζε θάπνηνο έρεη ηε 

δπλαηφηεηα λα ηα απνξξίςεη ή λα ρξεζηκνπνηήζεη ζηαηηζηηθά εξγαιεία αλζεθηηθά ζε 

αθξαίεο ηηκέο, ελψ ζηε δεχηεξε πεξίπησζε πξέπεη θαλείο λα είλαη πνιχ πξνζεθηηθφο 

κε ηε ρξήζε εξγαιείσλ ή πξαθηηθψλ πνπ ζεσξνχλ δεδνκέλε κηα θαλνληθή θαηαλνκή. 

Γπζηπρψο, φηαλ ππάξρνπλ αθξαίεο ηηκέο ζηα δεδνκέλα, νη θιαζζηθέο γξακκηθέο 

κέζνδνη έρνπλ ζπρλά πνιχ ρακειέο επηδφζεηο νπφηε ε αλζεθηηθή ζηαηηζηηθή (Robust 

statistics) επηδηψθεη λα παξέρεη κεζφδνπο πνπ δελ επεξεάδνληαη απφ αθξαίεο ηηκέο ή 

άιιεο κηθξέο απνθιίζεηο απφ ηηο ππνζέζεηο ηνπ κνληέινπ. 

Υπνζέηνπκε φηη έρνπκε έλα κνλνδηάζηαην δείγκα (          ) πνπ απνηειείηαη 

απφ αλεμάξηεηα θαη νκνηφκνξθα θαηαλεκεκέλεο παξαηεξήζεηο κε ζπλάξηεζε 

θαηαλνκήο   , ε νπνία αλήθεη ζε κία παξακεηξηθή νηθνγέλεηα θαηαλνκψλ       

  .  

Σηελ θιαζζηθή ζηαηηζηηθή ππνζέηνπκε φηη ηα    είλαη θαηαλεκεκέλα αθξηβψο 

φπσο ε   , ζπλεπψο απηφ πνπ απνκέλεη είλαη λα εθηηκήζνπκε ηελ παξάκεηξν   κε 

βάζε ηα δεδνκέλα καο. Πνιχ ζπρλά νη ππνζέζεηο ηεο θιαζζηθήο ζηαηηζηηθήο, φπσο 
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γηα παξάδεηγκα ε θαλνληθφηεηα, ε γξακκηθφηεηα θαη ε αλεμαξηεζία, απνηεινχλ απιά 

πξνζεγγίζεηο ηεο πξαγκαηηθφηεηαο. Τηο πεξηζζφηεξεο θνξέο εθαξκφδνπκε ηηο 

θαηάιιειεο ηερληθέο θάησ απφ απηέο ηηο ππνζέζεηο, αιιά αθφκα θαη ε κηθξφηεξε 

απφθιηζε απφ ην κνληέιν ελδέρεηαη λα επεξεάζεη ηα απνηειέζκαηα ζε κεγάιν 

βαζκφ.  

Αληηζέησο, ζηελ αλζεθηηθή ζηαηηζηηθή αληηιακβαλφκαζηε φηη ην κνληέιν       

   δελ είλαη ηίπνηα άιιν παξά κία εμηδαληθεπκέλε πξνζέγγηζε ηεο πξαγκαηηθφηεηαο. 

Δπίζεο, ζθνπφο ηεο αλζεθηηθήο ζηαηηζηηθήο είλαη λα πεξηγξάςεη ην κνληέιν πνπ 

εθαξκφδεηαη θαιχηεξα ζηνλ θχξην φγθν ησλ δεδνκέλσλ, λα αλαγλσξίζεη ηηο έθηνπεο 

ηηκέο (outliers) θαη ηέινο λα πξνεηδνπνηήζεη γηα ηπρφλ ζεκεία κφριεπζεο (leverage 

points). 

Με ζθνπφ λα θαηαλνήζνπκε γηαηί νξηζκέλνη εθηηκεηέο έρνπλ θάπνηεο 

ζπγθεθξηκέλεο ηδηφηεηεο, είλαη απαξαίηεην λα κειεηήζνπκε ηα δηάθνξα κέηξα 

αλζεθηηθφηεηαο θαη ηα εξγαιεία πνπ ηα ζπλνδεχνπλ.  

2.1 Συνάρτηςη Επίδραςησ (Influence Function, IF) 

Θεσξνχκε    ηελ εκπεηξηθή θαηαλνκή ηνπ δείγκαηνο             , ε νπνία 

δίλεηαη απφ ηε ζρέζε 

   
 

 
    

 

   

  

φπνπ    έρεη κάδα πηζαλφηεηαο 1 ζην  . Γηα ηελ εθηίκεζε ηνπ   ζεσξνχκε ηηο 

ζηαηηζηηθέο ζπλαξηήζεηο,   , ηεο κνξθήο: 

                          

Έλαο εθηηκεηήο κπνξεί, κε ηελ επξχηεξε έλλνηα, λα ζεσξεζεί ζαλ κία αθνινπζία 

ζηαηηζηηθψλ ζπλαξηήζεσλ         , κία γηα θάζε πηζαλφ κέγεζνο δείγκαηνο  . Ζ 

ζπλάξηεζε επίδξαζεο πεξηγξάθεη ηελ επίδξαζε πνπ έρεη ζηνλ εθηηκεηή κηα πνιχ 

κηθξή αιινίσζε ζε έλα ζεκείν   ηνπ δείγκαηνο καο, κεηξψληαο ηελ αζπκπησηηθή 

κεξνιεςία πνπ πξνθαιείηαη. 
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Ορισμός 1. Ζ Σπλάξηεζε Δπίδξαζεο (Influence Function, IF) ηνπ εθηηκεηή Τ κε 

θαηαλνκή F δίλεηαη απφ ηε ζρέζε 

             
   

                  

 
                          

Αλ ζηελ παξαπάλσ ζρέζε γηα ηε ζπλάξηεζεο επίδξαζεο αληηθαηαζηήζνπκε ην   

κε ην     , φπνπ    ε εκπεηξηθή θαηαλνκή εθηίκεζεο ηνπ F πξνεξρφκελε απφ ην 

δείγκα              θαη ζέζνπκε   
 

 
, ηφηε ε              κεηξάεη πεξίπνπ   

θνξέο ηελ αιιαγή πνπ πξνθαιείηαη ζηνλ εθηηκεηή Τ θαη νθείιεηαη ζηελ επηπιένλ 

παξαηήξεζε ζην  , φηαλ ν Τ εθαξκφδεηαη ζε έλα κεγάιν δείγκα παξαηεξήζεσλ 

κεγέζνπο       (βιέπε Hampel et al. (1986), ζει. 84). Όηαλ κειεηάκε πεπεξαζκέλα 

δείγκαηα δελ ρξεζηκνπνηνχκε      αιιά      . 

Αλ αληηθαηαζηήζνπκε κία παξαηήξεζε κε κία έθηνπε παξαηήξεζε   (outlier), 

ηφηε 

                      
 

 
           

Αλ αληηθαηαζηήζνπκε έλα κηθξφ πνζνζηφ   
 

 
 παξαηεξήζεσλ κε έθηνπεο 

παξαηεξήζεηο, ηφηε 

                       
     ϋ 

        
 

 
           

Έζησ κηα θαηαλνκή G, ε νπνία είλαη «θνληά» ζηελ F, ηφηε ην von Mises 

αλάπηπγκα 1
εο

 ηάμεο ηνπ Τ ζηελ F, εθηηκψκελν γηα G δίλεηαη απφ ηε ζρέζε 

                                  

φπνπ ν φξνο    αληηζηνηρεί ζην ππφινηπν (remainder). 

Σην ζεκείν απηφ ζα επηθεληξσζνχκε ζηελ ζρέζε κεηαμχ ηεο ζπλάξηεζεο 

επίδξαζεο θαη ηεο αζπκπησηηθήο δηαζπνξάο (βιέπε Hampel et al. (1986), ζει. 85). 

Όηαλ νη παξαηεξήζεηο    είλαη αλεμάξηεηα θαη ηζφλνκα θαηαλεκεκέλεο ζχκθσλα κε 

ηελ θαηαλνκή    ηφηε ζχκθσλα κε ην ζεψξεκα Glivenko-Cantelli, ε εκπεηξηθή 

ζπλάξηεζε θαηαλνκήο    ζα ηείλεη ζηελ  . Σπλεπψο, ζηνλ παξαπάλσ ηχπν κπνξνχκε 
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λα αληηθαηαζηήζνπκε ην   κε ην   , γηα αξθεηά κεγάια κεγέζε δεηγκάησλ . Αο 

ππνζέζνπκε επίζεο φηη                       κπνξεί λα πξνζεγγηζηεί 

ηθαλνπνηεηηθά απφ ην      . Κάλνληαο ρξήζε ηεο ζρέζεο 

                   

ιακβάλνπκε: 

                                 

Υπνινγίδνληαο ην νινθιήξσκα σο πξνο    θαηαιήγνπκε ζηελ παξαθάησ ζρέζε 

            
 

  
           

 

   

     

Σχκθσλα κε ην Κεληξηθφ Οξηαθφ Θεψξεκα, ν πξψηνο φξνο ζην δεμί κέινο ηεο 

εμίζσζεο είλαη αζπκπησηηθά θαλνληθφο. Δπίζεο, ζηηο πεξηζζφηεξεο πεξηπηψζεηο ν 

φξνο    (remainder) γίλεηαη ακειεηένο γηα    , κε απνηέιεζκα θαη ν εθηηκεηήο    

λα είλαη αζπκπησηηθά θαλνληθφο. Απηφ ζεκαίλεη φηη 

                           

φπνπ ε αζπκπησηηθή δηαζπνξά        νξίδεηαη σο εμήο 

                                                                      

2.2 Σημείο Κατάρρευςησ (Breakdown Point, BP) 

Τν ζεκείν θαηάξξεπζεο καο εμαζθαιίδεη έλα πξφρεηξν άλσ θξάγκα ηνπ πνζνζηνχ 

ησλ έθηνπσλ παξαηεξήζεσλ (outliers) γηα ην νπνίν κηα ηέηνηα γξακκηθή πξνζέγγηζε 

κπνξεί λα είλαη ρξήζηκε (βιέπε Rousseeuw & Leroy (1987)). Μεηξάεη, δειαδή, πφζε 

αιινίσζε κπνξεί λα αληέμεη ν εθηηκεηήο, ππνινγίδνληαο ην κέγηζην πνζνζηφ 

αιινίσζεο πνπ δηαηεξεί ηνλ εθηηκεηή ππφ έιεγρν, ελψ έλα κεγαιχηεξν πνζνζηφ 

αιινίσζεο πξνθαιεί θαηάξξεπζε ηνπ εθηηκεηή. 

Ορισμός 2. Τν ζεκείν θαηάξξεπζεο (BP) κηαο εθηηκήηξηαο   γηα έλα 

παξαηεξνχκελν δείγκα              νξίδεηαη σο εμήο 
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φπνπ             είλαη ε κέγηζηε κεξνιεςία (bias) πνπ κπνξεί λα πξνθιεζεί απφ 

κία λφζεπζε (contamination) ησλ δεδνκέλσλ (παξνπζία έθηνπσλ παξαηεξήζεσλ) θαη 

m είλαη ν αξηζκφο ησλ αξρηθψλ παξαηεξήζεσλ πνπ αληηθαηαζηάζεθαλ απφ ηπραίεο 

(απζαίξεηεο) ηηκέο. Με άιια ιφγηα ην   
       είλαη ην κηθξφηεξν πνζνζηφ λφζεπζεο 

πνπ κπνξεί λα πξνθαιέζεη ηελ εθηηκήηξηα   λα πάξεη ηπραίεο ηηκέο καθξηά απφ   . 

Δπίζεο, ην BP ζπλήζσο δελ εμαξηάηαη απφ ηελ ηηκή ησλ παξαηεξήζεσλ ηνπ 

δείγκαηνο  , ελψ εμαξηάηαη ειάρηζηα απφ ηνλ αξηζκφ ησλ παξαηεξήζεσλ ηνπ 

δείγκαηνο,  .  

2.3 Ευαιςθηςία Γενικού Σφάλματοσ (Gross Error Sensitivity) 

Ζ επαηζζεζία γεληθνχ ζθάικαηνο πεξηγξάθεη ηελ κέγηζηε επίδξαζε πνπ πξνθαιεί 

ζηελ ηηκή ηνπ εθηηκεηή κηα κηθξή αιινίσζε ηεο θαηαλνκήο θαη ζα πξέπεη λα είλαη 

πεπεξαζκέλε. 

Ορισμός 3. Ζ επαηζζεζία γεληθνχ ζθάικαηνο κηαο εθηηκήηξηαο Τ γηα δνζκέλε 

θαηαλνκή F, νξίδεηαη σο εμήο 

                                                                           

φπνπ ην supremum νξίδεηαη γηα φια ηα  , γηα ηα νπνία ππάξρεη ε ζπλάξηεζε 

επίδξαζεο          . Τππηθά, ν θαζνξηζκφο ελφο νξίνπ γηα ην    απνηειεί ην πξψην 

βήκα γηα λα θάλνπκε κηα εθηηκήηξηα πην αλζεθηηθή θαη απηφ ζπρλά έξρεηαη ζε 

ζχγθξνπζε κε ηνλ ζηφρν ηεο αζπκπησηηθήο απνδνηηθφηεηαο (βιέπε Hampel et al. 

(1986), ζει. 87). 
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Κεφάλαιο 3ο: Ανθεκτικοί Εκτιμητέσ 

3.1 Μ-Εκτιμητέσ  

Σηελ αλζεθηηθή ζηαηηζηηθή, νη Μ-εθηηκεηέο απνηεινχλ κηα γεληθεπκέλε θιάζε 

εθηηκεηψλ πνπ παξάγνληαη απφ ηελ ειαρηζηνπνίεζε ηνπ αζξνίζκαηνο δηαθφξσλ 

ζπλαξηήζεσλ.  

Ζ νλνκαζία «Μ-Δθηηκήηξηα» (βιέπε Huber, 1981, ζει.43) πξνέξρεηαη απφ ηελ 

έλλνηα ηεο «γεληθεπκέλεο κεγίζηεο πηζαλνθάλεηαο», αθνχ απνηεινχλ γελίθεπζε ησλ 

εθηηκεηψλ κεγίζηεο πηζαλνθάλεηαο. Δπίζεο, ζπληζηνχλ απφ ηηο αξρηθέο πξνζπάζεηεο 

ζπλδπαζκνχ ηεο απνηειεζκαηηθφηεηαο ηεο κεζφδνπ ειαρίζησλ ηεηξαγψλσλ θαη ηεο 

αλζεθηηθφηεηαο ησλ εθηηκεηψλ ειαρίζησλ απνιχησλ απνθιίζεσλ, κέζνδνη νη νπνίεο 

θαη νη δχν απνηεινχλ εηδηθέο πεξηπηψζεηο Μ-εθηηκεηψλ. 

Παξά ην γεγνλφο φηη έρνπλ θαιχηεξε εθαξκνγή φηαλ ε αιινίσζε εληνπίδεηαη 

θπξίσο ζηελ θαηεχζπλζε ησλ   , νη Μ-εθηηκεηέο ζεσξνχληαη «επαίζζεηνη» ζε 

δεδνκέλα πνπ πεξηιακβάλνπλ απνθιίλνπζεο   ηηκέο. Σπλεπψο, ην ζεκείν 

θαηάξξεπζεο (Breakdown Point) ησλ Μ-εθηηκεηψλ είλαη   , εμαηηίαο ηνπ φηη δελ 

είλαη αλζεθηηθνί ζηα ζεκεία κφριεπζεο (βιέπε Rousseeuw θαη Leroy 1987, ζει.145). 

Με ζθνπφ λα εμεξεπλήζνπκε ηηο δηάθνξεο πηπρέο ηεο αλζεθηηθήο ζηαηηζηηθήο, ζα 

μεθηλήζνπκε κε ην πην απιφ πιαίζην, ηεο εθηίκεζεο, δειαδή, κίαο κνλνδηάζηαηεο 

παξακέηξνπ κε βάζε ηε ζπιινγή κνλνδηάζηαησλ παξαηεξήζεσλ. Τν πην θνηλφ 

κνλνδηάζηαην πξφβιεκα είλαη ε εθηίκεζε κηαο παξακέηξνπ ζέζεο.  Σηε ζπλέρεηα, ζα 

αζρνιεζνχκε κε πνιπδηάζηαηα πξνβιήκαηα φπσο ε πνιπκεηαβιεηή ζπλδηαζπνξά-

ζέζεο, ε αλάιπζε παιηλδξφκεζεο θαη ν έιεγρνο γξακκηθψλ κνληέισλ.  

3.1.1 Μονοδιάςτατη Περίπτωςη 

Σηελ κνλνδηάζηαηε πεξίπησζε, ινηπφλ, ν Μ-εθηηκεηήο                γηα κηα 

απζαίξεηε αληηθεηκεληθή ζπλάξηεζε   θαη ην δείγκα              είλαη ε ηηκή ηνπ 

  πνπ ειαρηζηνπνηεί ηε ζρέζε 
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φπνπ   κία ζπλάξηεζε κε παξάγσγν σο πξνο β,  , ε νπνία ζα είλαη 

       
 

  
        

Μπνξνχκε ελαιιαθηηθά λα ππνινγίζνπκε κε κεγαιχηεξε επθνιία ηνλ Μ-εθηηκεηή, 

ζαλ ηελ ηηκή ηνπ    πνπ ηθαλνπνηεί ηε ζρέζε 

         

 

   

                     

Κάησ απφ απηέο ηηο ππνζέζεηο έλαο Μ-εθηηκεηήο κπνξεί λα είλαη ς-ηχπνπ – θαη 

είλαη ε ιχζε ηεο εμίζσζεο       – ή ξ-ηχπνπ αλ είλαη ε ηηκή πνπ ειαρηζηνπνηεί ηε 

ζπλάξηεζε      . 

Έζησ    ε εκπεηξηθή αζξνηζηηθή ζπλάξηεζε πνπ πξνέξρεηαη απφ ην δείγκα, ηφηε ε 

ιχζε    ηεο εμίζσζεο       κπνξεί επίζεο λα γξαθεί ζαλ       θαη   ην 

ζπλαξηεζνεηδέο πνπ δίλεηαη απφ ηε ζρέζε 

                                                                           

γηα φιεο ηηο θαηαλνκέο   γηα ηηο νπνίεο νξίδεηαη ην νινθιήξσκα. Σην ζεκείν απηφ, ζα 

αληηθαηαζηήζνπκε ζηε ζρέζε       ην   κε                 θαη ζηε ζπλέρεηα 

ζα παξαγσγίζνπκε σο πξνο  . Οπφηε παίξλνπκε 

                   
 

  
                 

 

  
         

   
    

Κάλνληαο ρξήζε ησλ ζρέζεσλ (2.1) θαη       παίξλνπκε ηε ζπλάξηεζε επίδξαζεο 

(Influence Function) ελφο Μ-εθηηκεηή 

          
         

                         
                   

κε ηε πξνυπφζεζε φηη ν παξαλνκαζηήο είλαη δηάθνξνο ηνπ κεδελφο. 

Ζ αζπκπησηηθή δηαζπνξά (Asymptotic Variance) ελφο Μ-εθηηκεηή είλαη 

                        



 
 23 

                                    
                

                          
   

3.1.2 Πολυπαραμετρική Περίπτωςη 

Οη Μ-εθηηκεηέο γηα ηελ πνιππαξακεηξηθή πεξίπησζε (multiparameter case) 

νξίδνληαη αθξηβψο φπσο εθείλνη γηα κία παξάκεηξν. Κάζε Μ-εθηηκεηήο πνπ νξίδεηαη 

απφ κία παξαγσγίζηκε ζπλάξηεζε   αληηζηνηρεί ζε έλαλ εθηηκεηή πνπ νξίδεηαη απφ 

κία   ζπλάξηεζε γηα ηελ νπνία ηζρχεη:        
 

  
      , ππφ ηελ πξνυπφζεζε 

φηη ε ηειεπηαία ππάξρεη θαη είλαη κνλαδηθή. Oη Μ-εθηηκεηέο πνπ νξίδνληαη απφ κία   

ζπλάξηεζε απνηεινχλ κία πην επξεία θαη πην επέιηθηε θιάζε, αθνχ νη           δελ 

ρξεηάδεηαη λα είλαη κεξηθέο παξάγσγνη θάπνηαο ζπλάξηεζεο ηνπ   (βιέπε Hampel et. 

al (1986), ζει.230). Γηα ηνλ ιφγν απηφ νξίδνπκε ηνπο Μ-εθηηκεηέο κε ηε βνήζεηα ς 

ζπλαξηήζεσλ. 

Ζ  ζπλάξηεζε επίδξαζεο παξάγεηαη φπσο ε ζρέζε (3.4) θαη είλαη 

                                                                       

φπνπ   έλαο     πίλαθαο γηα ηνλ νπνίν ηζρχεη 

                
 

  
       

    

       

Ζ αζπκπησηηθή δηαζπνξά ελφο Μ-Δθηηκεηή ζηελ πνιπδηάζηαηε πεξίπησζε δίλεηαη 

απφ ηε ζρέζε 

                               

φπνπ 

                                             
 

       

3.1.3 Μοντέλο Γραμμικήσ Παλινδρόμηςησ  

Τν κνληέιν ηεο γξακκηθήο παιηλδξφκεζεο απνηειεί έλα απφ ηα πην δηαδεδνκέλα 

εξγαιεία ηεο ζηαηηζηηθήο αλάιπζεο, ελψ ε κέζνδνο ειαρίζησλ ηεηξαγψλσλ είλαη ε 

πην γλσζηή ηερληθή εθηίκεζεο απηνχ ηνπ κνληέινπ. Όκσο παξφιε ηε καζεκαηηθή 

απιφηεηα ηνπ, ν εθηηκεηήο ειαρίζησλ ηεηξαγψλσλ (LSE) δηαθαηέρεηαη απφ έιιεηςε 
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αλζεθηηθφηεηαο, αθνχ κία θαη κνλαδηθή έθηνπε παξαηήξεζε (απφκαθξε) κπνξεί λα 

έρεη ζεκαληηθή αξλεηηθή επίδξαζε ζηελ εθηίκεζε. Σθνπφο καο εδψ είλαη λα 

δηεξεπλήζνπκε ηηο αλζεθηηθέο ηδηφηεηεο κίαο επξχηεξεο θιάζεο εθηηκεηψλ 

παιηλδξφκεζεο ζηελ νπνία αλήθεη θαη ν LSE. Οπφηε, ππνζέηνπκε ην παξαθάησ 

γξακκηθφ κνληέιν 

     
                          

φπνπ,    ε  ε
 παξαηήξεζε, 

   ε  ε 
γξακκή (γξακκέλε ζαλ δηάλπζκα ζηήιεο) ηνπ πίλαθα ζρεδηαζκνχ     , 

    
 
είλαη έλα  -δηάλπζκα αγλψζησλ παξακέηξσλ      ,  

   ην  ν 
ζθάικα. 

Έζησ φηη      ε ζπλάξηεζε θαηαλνκήο ηνπ    θαη      ε ζπλάξηεζε ππθλφηεηαο 

πηζαλφηεηαο ηνπ. Δπίζεο, κε           δειψλνπκε ηελ απφ θνηλνχ ζπλάξηεζε 

ππθλφηεηαο ησλ    θαη   , ε νπνία ζα είλαη 

             
       

 
       

θαη κε        ε αληίζηνηρε απφ θνηλνχ ζπλάξηεζε θαηαλνκήο. 

Έηζη, γηα παξάδεηγκα, έλαο εθηηκεηήο ειαρίζησλ ηεηξαγψλσλ    
    ζα είλαη ε 

ηηκή ηνπ β πνπ ειαρηζηνπνηεί ηε ζρέζε 

       
      

   

 
 

  

   

  

δειαδή ν εθηηκεηήο   
   νξίδεηαη σο εμήο  

                      

Τν 1973 ν Huber επέθηεηλε ηα απνηειέζκαηα ηνπ γηα ηελ αλζεθηηθή εθηίκεζε κίαο 

παξακέηξνπ ζέζεο ζηελ πεξίπησζε ηεο γξακκηθήο παιηλδξφκεζεο (βιέπε Huber, 

1973a). Οπζηαζηηθά πξφηεηλε λα ππνινγίζεη ζηαζκηζκέλεο εθηηκήζεηο ειαρίζησλ 

ηεηξαγψλσλ κε βάξε (redefined iteratively) ηεο κνξθήο 
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φπνπ    είλαη ην i θαηάινηπν θαη c κία ζεηηθή ζηαζεξά. Σπλεπψο, ηα βάξε δελ είλαη 

ζηαζεξά, αιιά εμαξηψληαη απφ ηελ εθηίκεζε. Γεληθφηεξα, ν Huber πξφηεηλε Μ-

εθηηκεηέο    πνπ νξίδνληαη σο εμήο 

                     

φπνπ 

        
      

   

 
 

 

   

  

Γηα κία παξαγσγίζηκε ζπλάξηεζε   θαη ζ ζηαζεξφ. Αλ ε ζπλάξηεζε   έρεη 

παξάγσγν 
 

  
         , ηφηε ν    ηθαλνπνηεί ην παξαθάησ ζχζηεκα ησλ 

εμηζψζεσλ 

                          
      

    

 
   

 

   

                              

Σηελ πξάμε, ζπλήζσο πξέπεη λα εθηηκήζνπκε ηελ παξάκεηξν θιίκαθαο   καδί κε 

ηελ παξάκεηξν  . Έλαο πηζαλφο ηξφπνο λα ην θάλνπκε απηφ είλαη λα 

ειαρηζηνπνηήζνπκε, κε δεδνκέλν ην Α, ηε ζρέζε 

                             
      

   

 
     

 

   

                           

Παξαγσγίδνληαο σο πξνο   (γηα ζηαζεξφ  ) θαη   (γηα ζηαζεξφ  ) θαη ζέηνληαο 

ίζν κε κεδέλ, παίξλνπκε αληίζηνηρα ηηο παξαθάησ εμηζψζεηο 

   
      

    

  
   

 

   

    

    
      

    

  
 

 

   

    

φπνπ            θαη                  . 
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Αθνινπζψληαο Hampel et al. (1986) παξαζέηνπκε ηηο αλζεθηηθέο ηδηφηεηεο ηνπ 

Huber Δθηηκεηή,    , ζα ππνινγίζνπκε ηελ ζπλάξηεζε επίδξαζεο κε ζπλάξηεζε 

θαηαλνκήο         θαη ππθλφηεηα (αγλνψληαο ηελ παξάκεηξν θιίκαθαο, ζ) 

                       

Φξεζηκνπνηψληαο ηε ζρέζε (3.5) κε      θαη                  

παίξλνπκε ηελ παξαθάησ ζρέζε γηα ηε ζπλάξηεζε επίδξαζεο ηνπ Huber Δθηηκεηή 

                                              

φπνπ: 

      
             

                       

Δηζάγνληαο ηελ παξάκεηξν θιίκαθαο   ζηε ζρέζε (3.8), ε αλζεθηηθή ζπλάξηεζε 

επίδξαζεο γίλεηαη 

                         
       

          
   

Κάησ απφ ηηο θαηάιιειεο ζπλζήθεο θαλνληθφηεηαο (regularity), ην       δέρεηαη 

ηελ παξαθάησ αζπκπησηηθή πξνζέγγηζε, ην αλάπηπγκα von Mises,  

                             

 

   

     

φπνπ ν φξνο    αληηζηνηρεί ζην ππφινηπν (remainder). Δηδηθφηεξα 

                   , ην νπνίν ζπλεπάγεηαη φηη,              . 

Ζ αζπκπησηηθή δηαζπνξά δίλεηαη απφ ηε ζρέζε 

                                        

Ζ εκπεηξηθή ζπλάξηεζε επίδξαζεο, θάησ απφ ηελ πξνζέγγηζε ηνπ Hampel, 

νξίδεηαη σο εμήο 
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φπνπ ν φξνο     
      αλαθέξεηαη ζηε βηβιηνγξαθία ζαλ θαηάινηπα θαηά Winsor 

θάησ απφ κία   ζπλάξηεζε θαη κία παξάκεηξν θιίκαθαο   (βιέπε Huber, 1981).  

Βιέπνπκε φηη ε ζπλάξηεζε επίδξαζεο ηεο ζρέζεο (3.8) εμαξηάηαη απφ ην   κφλν 

κέζσ ησλ θαηαινίπσλ         . Μπνξνχκε, ινηπφλ, λα νξίζνπκε ηελ IF ζαλ 

γηλφκελν δχν παξαγφλησλ, ηεο επίδξαζεο ησλ θαηαινίπσλ (θιίκαθαο) (-scalar- 

influence of the residual, IR) θαη ηεο επίδξαζεο ηεο ζέζεο (-vector valued- influence 

of position in factor space, IP), σο εμήο 

                                                             

                                                                                       

φπνπ 

                                                                  
   , 

                                                                    

Ζ παξαπάλσ παξαγνληνπνίεζε είλαη κνλαδηθή αλ νξίζνπκε σο IR ηε ζπλάξηεζε 

επίδξαζεο ηνπ αληίζηνηρνπ Μ-εθηηκεηή ζέζεο (βιέπε Hampel et al., 1986, ζει.313). 

Ψο    νξίζακε ηελ ζπλνιηθή επίδξαζε ζε έλαλ εθηηκεηή γηα ηε ζπλάξηεζε 

θαηαλνκήο   . Ζ επίδξαζε ησλ θαηαινίπσλ             είλαη θξαγκέλε. Τν 

γεγνλφο απηφ απνηειεί κία βειηίσζε ζε ζρέζε κε ηνλ εθηηκεηή Διαρίζησλ 

Τεηξαγψλσλ απφ ηελ άπνςε ηεο αλζεθηηθφηεηαο. Αληίζεηα, ε επίδξαζε ηεο ζέζεο 

            είλαη κε θξαγκέλε, πνπ ζεκαίλεη φηη αλ πξνζηεζεί κία έθηνπε 

παξαηήξεζε (outlier) ζηα δεδνκέλα καο, απηή ζα θαζνξίζεη ζρεδφλ εληειψο ηελ 

πξνζαξκνγή (βιέπε Hampel, 1973a). Σε απηή ηελ πεξίπησζε ν Huber εθηηκεηήο θαη 

φινη νη εθηηκεηέο πνπ νξίδνληαη απφ ηε ζρέζε (3.6), ζπκπεξηιακβαλνκέλνπ θαη ηνπ 

L1-εθηηκεηή, είλαη ην πξψην βήκα γηα λα θάλνπκε έλαλ εθηηκεηή παιηλδξφκεζεο 

αλζεθηηθφ. 
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3.1.4 Αλγόριθμοσ Μ-εκτιμητή (Huber & Dutter, 1974) 

Ο ηππηθφο αιγφξηζκνο γηα ηελ ειαρηζηνπνίεζε ηεο ζρέζεο (3.7) έρεη ζαλ 

πιενλέθηεκα φηη είλαη απιφο, παξφιν ηνλ αξγφ ξπζκφ ζχγθιηζεο ηνπ. Υπνζέηνπκε 

έλα επίπεδν αλεθηηθφηεηαο     θαη ηηκέο έλαξμεο,     . Αλ νη πξνβιεπφκελεο 

(ζεσξεηηθέο) ηηκέο   
   είλαη γξακκηθέο, κπνξνχκε λα ρξεζηκνπνηήζνπκε ηνλ LSE 

ζαλ ηηκή έλαξμεο. Ο αιγφξηζκνο, φπσο ηνλ δηαηχπσζαλ νη  Huber & Dutter (1974), 

είλαη ν εμήο 

1.    , παίξλνπκε ζαλ ηηκή έλαξμεο ηνπ      ηελ ηηκή ηνπ LSE. 

2. Υπνινγίδνπκε ηα θαηάινηπα     

        
                       

3. Υπνινγίδνπκε κία θαηλνχξγηα ηηκή γηα ην   

        
 

 
 

 
   

  

    
       

 
  

φπνπ Α: δηνξζσηηθφο παξάγνληαο γηα λα πεηχρνπκε ακεξνιεςία. 

4. Δθηηκνχκε ηα θαηάινηπα θαηά Winsor 

  
    

  

      
         

5. Υπνινγίδνπκε ηηο κεξηθέο παξαγψγνπο 

    
 

  
   

     

6.                             
   
                                

7. Θέηνπκε                 , φπνπ       είλαη έλαο απζαίξεηνο 

ζηαζεξφο παξάγνληαο. 

8. Αλ       , πεγαίλνπκε ζην βήκα 10, δειαδή ε επαλάιεςε ζηακαηάεη 

εθφζνλ ε ηππηθή απφθιηζε ησλ εθηηκεηψλ κεηαβιεζεί θαηά ιηγφηεξν απφ ε 

θνξέο. 

9. Δλαιιαθηηθά, ζέηνπκε      , πάσ ζην βήκα 2. 
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10. Δθηίκεζε   απφ       ,         απφ         
 
,        απφ 

   

   
   

 
, 

φπνπ   είλαη έλαο δηνξζσηηθφο παξάγνληαο (βιέπε Huber (1974), ζει.168), 

  
  

 
 

     

         

      
  

 Οη πνζφηεηεο         θαη       δίλνληαη απφ ηηο εμήο ζρέζεηο 

       
 

 
    

  

      
     

      
 

 
     

  

      
    

 

  

φπνπ       
 

  
      

3.2 L-Εκτιμητέσ 

Κάζε εθηηκεηήο πνπ ππνινγίδεηαη απφ έλαλ γξακκηθφ ζπλδπαζκφ ζηαηηζηηθψλ 

ζηνηρείσλ κπνξεί λα ραξαθηεξηζηεί σο L-εθηηκεηήο. Ο πξψηνο L-εθηηκεηήο πνπ 

πξνηάζεθε θαη είλαη θάπσο πην αλζεθηηθφο απφ ηνλ εθηηκεηή ειαρίζησλ ηεηξαγψλσλ 

είλαη ε παιηλδξφκεζε ειαρίζησλ απνιχησλ απνθιίζεσλ (least absolute deviations, 

LAD). Δπίζεο γλσζηφο θαη σο    Παιηλδξφκεζε επεηδή ειαρηζηνπνηεί ην «   

    » (δειαδή ην άζξνηζκα απνιχησλ απνθιίζεσλ), ν LAD εθηηκεηήο απνηειεί ηελ 

απινχζηεξε θαη παιαηφηεξε πξνζέγγηζε ηεο αλζεθηηθήο ζηαηηζηηθήο. Σε απηφλ ηνλ 

νξηζκφ ησλ L-εθηηκεηψλ ηαηξηάδεη επίζεο ε παιηλδξφκεζε ειαρίζησλ ηεηξαγψλσλ, 

ζηελ νπνία κεξηθέο θνξέο αλαθεξφκαζηε ζαλ    Παιηλδξφκεζε επεηδή ειαρηζηνπνηεί 

ην «       » (δειαδή ην άζξνηζκα ηεηξαγψλσλ απνθιίζεσλ). Άιινη γλσζηνί L-

εθηηκεηέο ηνπο νπνίνπο ζα αλαιχζνπκε εθηελψο είλαη ν εθηηκεηήο ειαρίζησλ 

δηακέζσλ ηεηξαγψλσλ (least median squares, LMS) θαη ν εθηηκεηήο ειαρίζησλ 

πεξηθεθνκκέλσλ ηεηξαγψλσλ (least trimmed squares, LTS). Γηα ιεπηνκέξεηεο ν 

αλαγλψζηεο κπνξεί λα απεπζπλζεί ζηνπο Huber (1981), Hampel et al. (1986) θαη 

Rousseeuw & Leroy (1987). 
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3.2.1 Παλινδρόμηςη Ελαχίςτων Απολύτων Αποκλίςεων (Least 

Absolute Deviations, LAD) 

Ζ LAD παιηλδξφκεζε είλαη πνιχ αλζεθηηθή ζε δεδνκέλα κε αζπλήζηζηεο ηηκέο  . 

Οη εθηηκήζεηο βξίζθνληαη ειαρηζηνπνηψληαο ην άζξνηζκα ησλ απνιχησλ ηηκψλ ησλ 

θαηαινίπσλ, σο εμήο 

        

 

   

                

 

   

  

Δπίζεο, κπνξεί λα γεληθεπζεί ζαλ α-παιηλδξφκεζε πνζνζηηαίνπ ζεκείνπ (a-

regression quantile) θαη ε ζπλάξηεζε πνπ ζα πξέπεη λα ειαρηζηνπνηεζεί ζα έρεη ηελ 

εμήο κνξθή 

       

 

   

  

φπνπ αλ α είλαη έλα πνζνζηηαίν ζεκείν, ηφηε 

        
                          
                   

    

Παξά ην γεγνλφο φηη ν LAD εθηηκεηήο επεξεάδεηαη ιηγφηεξν ζε ζρέζε κε ηνλ LSE 

απφ αθξαίεο ηηκέο ζηελ θαηεχζπλζε ηνπ y, απνηπγράλεη λα αληηκεησπίζεη ηα αξλεηηθά 

ζεκεία κφριεπζεο (βιέπε Mosteller and Tukey, 1977), δειαδή ηελ αιινίσζε ζηελ 

θαηεχζπλζε ησλ  . Σπλεπψο, ην ζεκείν θαηάξξεπζεο ηνπ LAD εθηηκεηή είλαη 0. 

Δπίζεο, νη LAD εθηηκεηέο έρνπλ ρακειή απνδνηηθφηεηα. Ο ζπλδπαζκφο ρακειήο 

απνδνηηθφηεηαο θαη ρακεινχ ζεκείνπ θαηάξξεπζεο θαζηζηά ηελ    Παιηλδξφκεζε 

ιηγφηεξν ειθπζηηθή ζε ζρέζε κε άιιεο κεζφδνπο αλζεθηηθήο ζηαηηζηηθήο. 

3.2.2 Παλινδρόμηςη Ελαχίςτων Διαμέςων Τετραγώνων (Least 

Median Squares, LMS) 

Ζ παιηλδξφκεζε ειαρίζησλ δηακέζσλ ηεηξαγψλσλ (LMS) πξνηάζεθε γηα πξψηε 

θνξά απφ ηνλ Rousseeuw (1984) θαη αληηθαζηζηά ην άζξνηζκα ησλ ηεηξαγσληζκέλσλ 

θαηαινίπσλ πνπ ραξαθηεξίδεη ηνλ LSE κε ηελ απνδεδεηγκέλα πην αλζεθηηθή δηάκεζν 

ηνπο. Οη εθηηκήζεηο, ινηπφλ, βξίζθνληαη σο εμήο 
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φπνπ     ε δηάκεζνο. 

Ηδηφηεηεο ηεο Μεζφδνπ Διαρίζησλ Γηακέζσλ Τεηξαγψλσλ: 

 Υπάξρεη πάληα κία ιχζε γηα ηελ εμίζσζε      . 

 Αληηθαζηζηψληαο ην άζξνηζκα κε ηε δηάκεζν πξνθχπηεη έλαο εθηηκεηήο 

αλζεθηηθφο ζε αθξαίεο ηηκέο. Αλ ν αξηζκφο ησλ παξακέηξσλ ηεο 

παιηλδξφκεζεο   είλαη κεγαιχηεξνο ηεο κνλάδαο, δειαδή    , ηφηε ην 

ζεκείν θαηάξξεπζεο ηνπ εθηηκεηή LMS είλαη     θαη νξίδεηαη απφ ηνλ ηχπν 

  
                      

 Παξά ην γεγνλφο φηη επηηπγράλεηαη έλα ηδαληθφ ζεκείν θαηάξξεπζεο ηεο 

ηάμεο ηνπ 50%, ν LMS έρεη ζεκαληηθέο ειιείςεηο πνπ πεξηνξίδνπλ ηε ρξήζε 

ηνπ. Έρεη ζηελ θαιχηεξε πεξίπησζε κία ζρεηηθή απνηειεζκαηηθφηεηα, 

πεξίπνπ 37%, φηαλ ηα ζθάικαηα είλαη θαλνληθά θαηαλεκεκέλα θαη ε ηηκή 

ζχγθιηζεο ηεο κεζφδνπ είλαη    
   (βιέπε Rousseeuw θαη Croux, 1993). 

Σπλεπψο, ν εθηηκεηήο LMS δελ είλαη αζπκπησηηθά θαλνληθφο. Ο αξγφο απηφο 

ξπζκφο ζχγθιηζεο ηνπ εθηηκεηή ζα κπνξνχζε λα βειηησζεί ρξεζηκνπνηψληαο 

δηαθνξεηηθή αληηθεηκεληθή ζπλάξηεζε (βιέπε Rousseeuw, 1984). 

 Σηεξείηαη κίαο θαιά νξηζκέλεο ζπλάξηεζεο επίδξαζεο, σζηφζν κπνξνχκε λα 

πάξνπκε κία ηδέα ζρεηηθά κε ηηο αλζεθηηθέο ηνπ ηδηφηεηεο, θαηαζθεπάδνληαο 

ηηο θακπχιεο επαηζζεζίαο ηνπ (βιέπε Andrews et. al., 1972). 

 Ο εθηηκεηήο LMS ηθαλνπνηεί θαη ηηο ηξεηο ηδηφηεηεο ηζνδπλακίαο: ίζεο 

κεηαβνιήο σο πξνο ηελ παιηλδξφκεζε, ίζεο κεηαβνιήο σο πξνο ηελ θιίκαθα 

θαη σο πξνο ηε ζέζε θαη ηελ θιίκαθα. 

3.2.3 Παλινδρόμηςη Ελαχίςτων Περικεκομμένων Τετραγώνων 

(Least Trimmed Squares, LTS) 

Μία άιιε κέζνδνο πνπ αλαπηχρζεθε απφ ηνλ Rousseeuw (1984) είλαη ε 

παιηλδξφκεζε ειαρίζησλ πεξηθεθνκκέλσλ ηεηξαγψλσλ (LTS). Σπληζηά έλαλ 

ελαιιαθηηθφ ηξφπν βειηίσζεο ηνπ αξγνχ ξπζκνχ ζχγθιηζεο ηνπ εθηηκεηή LΜS θαη 

επηηπγράλεηαη κε ηελ ρξήζε δηαθνξεηηθήο αληηθεηκεληθήο ζπλάξηεζεο. Έηζη, αληί λα 

πξνζζέζνπκε φια ηα ηεηξαγσληζκέλα θαηάινηπα (φπσο ζηελ κέζνδν LSE), κπνξνχκε 
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λα πεξηνξηζηνχκε ζε έλα πεξηθεθνκκέλν άζξνηζκα ηεηξαγψλσλ. Αξρηθά, ινηπφλ, ηα 

δηαηεηαγκέλα ηεηξαγσληζκέλα θαηάινηπα απφ ην κηθξφηεξν ζην κεγαιχηεξν είλαη  

                     

Σηε ζπλέρεηα αξθεί λα πξνζζέζνπκε κφλν ηα πξψηα   απφ απηά ηα 

ηεηξαγσληζκέλα θαηάινηπα, νπφηε ν εθηηκεηήο LTS δίλεηαη απφ ηε ζρέζε 

                                
 

 

   

                                    

Σαλ επέθηαζε ηνπ πεξηθνκκέλνπ κέζνπ (trimmed mean)- ν νπνίνο πξνθχπηεη απφ 

ηνλ κέζν ηνλ παξαηεξήζεσλ πνπ απνκέλνπλ αθνχ πεξηθφςνπκε ην άλσ θαη θάησ 

25% ησλ δηαηεηαγκέλσλ παξαηεξήζεσλ- ε παιηλδξφκεζε ΔΠΤ ειαρηζηνπνηεί ην 

άζξνηζκα ησλ πεξηθεθνκκέλσλ ηεηξαγσληζκέλσλ θαηαινίπσλ.  

Όπσο αλαθέξζεθε θαη πξσηχηεξα,   είλαη ν αξηζκφο ησλ παξαηεξήζεσλ πνπ 

απνκέλνπλ κεηά ηελ πεξηθνπή ηνπ δείγκαηνο θαηά    θαη ζπκπεξηιακβάλνληαη ζηνλ 

ππνινγηζκφ ηνπ εθηηκεηή. Τφηε 

              

 Γηα      , (δειαδή αλ πεξηθφςνπκε ηηο παξαηεξήζεηο καο θαηά    ), ηφηε 

           

θαη ν εθηηκεηήο LTS κπνξεί λα αληηζηαζεί ζηελ επίδξαζε έθηνπσλ παξαηεξήζεσλ 

θαηά 50% φπσο θαη ν εθηηκεηήο LMS.  

 Αλ   είλαη ίζν κε 

                   

ν εθηηκεηήο LTS επηηπγράλεη ην κέγηζην δπλαηφ ζεκείν θαηάξξεπζεο, ην νπνίν ζα 

νξίδεηαη απφ ηε ζρέζε 

  
                        

Ηδηφηεηεο ηεο Μεζφδνπ Διαρίζησλ Πεξηθεθνκκέλσλ Τεηξαγψλσλ: 

 Υπάξρεη πάληα κία ιχζε γηα ηελ εμίζσζε       . 
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 Σε αληίζεζε κε ηνλ αξγφ ξπζκφ ζχγθιηζεο ηνπ εθηηκεηή LMS, ε ηηκή 

ζχγθιηζεο ηεο κεζφδνπ LTS είλαη    
  , κε ηελ ίδηα αζπκπησηηθή 

απνηειεζκαηηθφηεηα (ζηελ θαλνληθή θαηαλνκή) κε ηνλ Μ-Δθηηκεηή πνπ 

νξίδεηαη απφ ηελ ζπλάξηεζε 

      
                                 

                                   ϊ
   

θαη αλαθέξεηαη σο Huber-type skipped mean. Ζ ζπλάξηεζε επίδξαζεο 

ηέηνησλ Μ-Δθηηκεηψλ κε ζπκκεηξηθή θαηαλνκή F δίλεηαη απφ ηε ζρέζε 

          
    

     
 

    

             
   

κε αζπκπησηηθή δηαζπνξά 

       
     

        
               

Αληίζηνηρα, ε ζπλάξηεζε επίδξαζεο ηνπ εθηηκεηή LTS δίλεηαη απφ ηνλ 

ηχπν (βιέπε Rousseeuw θαη Leroy 1987, ζει.191) 

            
           

              
   

ή ελαιιαθηηθά: 

             
                   

                                  ϊ
    

κε                     

Απφ ηελ       , ε αζπκπησηηθή δηαζπνξά ηνπ εθηηκεηή LTS ζα είλαη 

                 

 Ο εθηηκεηήο LTS ηθαλνπνηεί θαη ηηο ηξεηο ηδηφηεηεο ηζνδπλακίαο: ίζεο 

κεηαβνιήο σο πξνο ηελ παιηλδξφκεζε, ίζεο κεηαβνιήο σο πξνο ηελ 

θιίκαθα θαη σο πξνο ηε ζέζε θαη ηελ θιίκαθα. 

 Παξά ηελ πςειή ηνπ αλζεθηηθφηεηα, πνπ νθείιεηαη ζην πςειφ ζεκείν 

θαηάξξεπζεο πνπ πεηπραίλεη, ε κέζνδνο LTS δελ θξίλεηαη αξθεηά 
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απνηειεζκαηηθή φηαλ ζην δείγκα καο ππάξρνπλ πεξηζζφηεξεο έθηνπεο 

παξαηεξήζεηο ζε ζρέζε κε ηηο πεξηθεθνκκέλεο.  

 Τν θπξηφηεξν κεηνλέθηεκα ηεο κεζφδνπ LTS έγθεηηαη ζην γεγνλφο φηη ε 

αληηθεηκεληθή ηεο ζπλάξηεζε απαηηεί ηελ ηαμηλφκεζε ησλ 

ηεηξαγσληζκέλσλ θαηαινίπσλ. 
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Κεφάλαιο 4ο:Εκτίμηςη Αποθεμάτων 
Ζημιών (Claims Reserving) 

Όπσο έρνπκε αλαθέξεη, θχξηα ππνρξέσζε κίαο αζθαιηζηηθήο εηαηξείαο είλαη ε 

εθηίκεζε ησλ κειινληηθψλ ηεο απνδεκηψζεσλ θαη θαη’ επέθηαζε ν ππνινγηζκφο ελφο 

απνζεκαηηθνχ γηα ηελ θάιπςε ησλ εθθξεκψλ ππνρξεψζεσλ ηεο πξνο ηνπο 

αζθαιηζκέλνπο πειάηεο. 

Οη απαηηήζεηο/δεκηέο πνπ κειεηάκε είλαη απηέο πνπ είλαη γλσζηφ φηη ππάξρνπλ, 

αιιά ην ηειηθφ κέγεζνο ηνπο είλαη άγλσζην θαηά ηε ζηηγκή πνπ πξέπεη λα 

θαζνξηζηνχλ ηα απνζέκαηα. Σηε βηβιηνγξαθία αλαθέξνληαη ζαλ ηηο απαηηήζεηο πνπ 

ζπλέβεζαλ αιιά δελ δειψζεθαλ εμνινθιήξνπ (Incurred But Not Reported 

Completely, IBNRC). Οη απαηηήζεηο ζηηο νπνίεο επηθεληξσλφκαζηε είλαη απηέο πνπ 

παίξλνπλ κήλεο ή θαη ρξφληα γηα λα εκθαληζηνχλ, αλάινγα κε ηελ πνιππινθφηεηα 

ησλ δεκηψλ.  

Ζ θαζπζηέξεζε ηεο πιεξσκήο κπνξεί λα νθείιεηαη, γηα παξάδεηγκα, ιφγσ 

πνιπεηψλ λνκηθψλ δηαδηθαζηψλ ή δπζθνιηψλ ζηνλ θαζνξηζκφ ηνπ κεγέζνπο ησλ 

αμηψζεσλ. Ψο εθ ηνχηνπ νη αζθαιηζηέο ζα πξέπεη λα έρνπλ δεκηνπξγήζεη 

απνζεκαηηθφ πνπ ζα ηνπο δψζεη ηε δπλαηφηεηα λα πιεξψζνπλ ηηο εθθξεκείο δεκηέο 

θαη λα αληαπνθξηζνχλ ζηηο απαηηήζεηο πνπ ζα πξνθχςνπλ ζην κέιινλ.  

Αο ππνζέζνπκε, ινηπφλ, φηη έρνπκε ην αθφινπζν ζχλνιν αηνκηθψλ δεκηψλ 

                           

φπνπ   αλαθέξεηαη ζηε γξακκή θαη δείρλεη ην έηνο αηπρήκαηνο ή ην ελ ιφγσ 

αζθαιηζηηθφ έηνο, ελψ ην   αλαθέξεηαη ζηε ζηήιε θαη απεηθνλίδεη ην έηνο 

θαζπζηέξεζεο ή εμέιημεο.  

Σηελ πεξίπησζε πνπ δελ είλαη επδηάθξηηνη νη δείθηεο i  θαη j, ζα βάδνπκε αλάκεζα 

ηνπο έλα “,”. 

Οη αηνκηθέο απηέο δεκηέο αλαπαξηζηψληαη ζην παξαθάησ ηξίγσλν εμέιημεο δεκηψλ 

(Πίλαθαο 4.1). 
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Έτοσ 

Ατυχόματοσ (   

Έτοσ  ξϋλιξησ ( ) 

    ...      -    

1         ...                  

2         ...               

              

                   

            

 -1                    

            

Πίλαθαο 4.1: Τξίγσλν Δμέιημεο Εεκηώλ 

Οη απαηηήζεηο πνπ βξίζθνληαη πάλσ ζηε δηαγψλην (γηα ηηο νπνίεο ηζρχεη:     

   ) αλαπαξηζηνχλ ηηο δεκηέο πνπ έγηλαλ ην εκεξνινγηαθφ έηνο  . Οη ηερληθέο 

απνζεκαηνπνίεζεο κπνξνχλ εχθνια λα επεθηαζνχλ γηα εμακεληαία, ηξηκεληαία ή θαη 

κεληαία ζηνηρεία, αιιά νη πεξηζζφηεξεο αζθαιηζηηθέο εηαηξείεο ρξεζηκνπνηνχλ 

εηήζηα ζηνηρεία. Σηηο πεξηζζφηεξεο πεξηπηψζεηο δελ έρεη ζεκαζία αλ 

ρξεζηκνπνηνχληαη αηνκηθά ή αζξνηζηηθά δεδνκέλα (απαηηήζεηο). Σπρλά ρξεηάδνληαη 

θαη νη δχν κνξθέο θαη ε κεηάβαζε απφ ηε κία ζηελ άιιε είλαη πνιχ εχθνιε. Οη 

αζξνηζηηθέο δεκηέο νξίδνληαη σο νη ηηκέο ησλ     θαη γηα         είλαη γλσζηέο 

ζηνλ εξεπλεηή. Τν δεηνχκελν είλαη λα ππνινγίζνπκε ηηο εθθξεκείο δεκηέο  γηα ηηο 

νπνίεο         θαη ηδηαίηεξα ηα κέγηζηα πνζά απνδεκηψζεσλ     γηα θάζε έηνο 

αηπρήκαηνο          . Τα εθθξεκή απνζεκαηηθά δεκηψλ γηα θάζε έηνο 

αηπρήκαηνο   ζα είλαη 

                               

ππφ ηελ πξνυπφζεζε φηη          έρνπλ ήδε πιεξσζεί. Ζ αζθαιηζηηθή εηαηξεία, 

βέβαηα, ελδηαθέξεηαη πεξηζζφηεξν γηα ην ζπλνιηθφ απαηηνχκελν απνζεκαηηθφ  , πνπ 

αληηζηνηρεί ζην άζξνηζκα ησλ    απνζεκαηηθψλ, γηα          . Τα δεδνκέλα καο 

έρνπλ ηε κνξθή ελφο ηξίγσλνπ εμέιημεο δεκηψλ, φπσο ζα δνχκε παξαθάησ. 

Σθνπφο ηεο απνζεκαηνπνίεζεο δεκηψλ (claims reserving) είλαη λα πξνβιέπεη 

δεκηέο πνπ ζα πιεξσζνχλ ζε κειινληηθά εκεξνινγηαθά έηε. Σθνπφο καο είλαη λα 

ζπκπιεξψζνπκε ην ηξίγσλν εμέιημεο δεκηψλ ψζηε λα έρεη ηε κνξθή ηεηξαγψλνπ, 
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επεηδή ην άζξνηζκα ησλ δεκηψλ πνπ ζα βξίζθνληαη ζην θάησ δεμί κέξνο ηνπ ηξηγψλνπ 

ζην ζπλνιηθφ απνζεκαηηθφ   πνπ ζα πξέπεη λα πιεξσζεί ζην κέιινλ. Υπάξρνπλ 

δηάθνξεο κέζνδνη εθηίκεζεο απνζεκαηηθψλ δεκηάο πνπ βαζίδνληαη ζε δηαθνξεηηθέο 

ππνζέζεηο θαη έρνπλ δηαθνξεηηθέο αμηψζεηο. Σην επφκελν θεθάιαην ζα πεξηγξάςνπκε 

κία απφ ηηο παιαηφηεξεο θαη πιένλ δεκνθηιήο κεζφδνπο εθηίκεζεο εθθξεκψλ 

απνζεκάησλ δεκηάο, ηελ Chain Ladder κέζνδν.   

4.1 Μέθοδοσ Chain Ladder  

H Chain Ladder κέζνδνο, CL (ή ειιεληζηί κέζνδνο ηξηγψλνπ εμέιημεο δεκηψλ), 

ινγψ ηεο επθνιίαο ζηελ εθαξκνγή ηεο ζηα δεδνκέλα ησλ αζθαιηζηηθψλ εηαηξηψλ, 

είλαη κία απφ ηηο πην γλσζηέο κεζφδνπο πξφβιεςεο απνζεκαηηθψλ. Απνηειεί κία 

ζηαηηζηηθή κέζνδν εθηίκεζεο εθθξεκψλ δεκηψλ θαηά ηελ νπνία ν ζηαζκηζκέλνο 

κέζνο φξνο ησλ πξνεγνχκελσλ απαηηήζεσλ πξνβάιιεηαη ζην κέιινλ. Ζ πξφβιεςε 

απηή βαζίδεηαη ζηελ αλαινγία κεηαμχ ησλ παξειζνληηθψλ ζσξεπηηθψλ δεκηψλ, 

πιεξσζεηζψλ ή εθθξεκψλ, γηα ηελ εθηίκεζε ησλ κειινληηθψλ εθθξεκψλ απαηηήζεσλ 

(γηα ηα δηαδνρηθά έηε εμέιημεο). Απαηηεί ην λσξίηεξν έηνο αηπρήκαηνο λα είλαη 

πιήξσο απνξξνέο ή ηνπιάρηζηνλ φηη ην ηειηθφ απνηέιεζκα γηα ην ζπγθεθξηκέλν έηνο 

λα κπνξεί λα εθηηκεζεί κε βεβαηφηεηα. Σπλεπψο, ε CL κέζνδνο βαζίδεηαη ζηελ 

αλάιπζε ηεο ηζηνξηθφηεηαο ησλ απνδεκηψζεσλ.  

Σηε κέζνδν απηή ηα δεδνκέλα καο εηζάγνληαη ζε έλα ηξίγσλν εμέιημεο δεκηψλ 

(run-off triangle), φπσο ηνλ Πίλαθα 4.1, ηνπ νπνίνπ θάζε γξακκή παξηζηά ην έηνο 

αηπρήκαηνο (accident year) θαη θάζε ζηήιε ην έηνο εμέιημεο (development year). Σαλ 

έηνο αηπρήκαηνο ζεσξνχκε ην έηνο εθείλν θαηά ην νπνίν πξαγκαηνπνηήζεθε ην 

δεκηνγφλν γεγνλφο, ελψ ζαλ έηνο εμέιημεο ηνλ αξηζκφ ησλ εηψλ πνπ κεζνιάβεζαλ 

κέρξη ηελ απνπιεξσκή ηεο δεκηάο. Δπίζεο, θάζε δηαγψληνο ηνπ ηξηγψλνπ απνηειεί 

έλα εκεξνινγηαθφ έηνο (calendar year). Οη γξακκέο ηνπ ηξηγψλνπ, εθηφο απφ ην έηνο 

αηπρήκαηνο, ζα κπνξνχζαλ λα παξηζηάλνπλ θαη ην έηνο αλαγγειίαο ηεο δεκηάο 

(reporting year) ή ην έηνο ζχλαςεο ηνπ αζθαιηζηήξηνπ ζπκβνιαίνπ (policy year).  

Τα δεδνκέλα ηνπ ηξηγψλνπ εμέιημεο δεκηψλ κπνξεί λα είλαη αηνκηθέο (incremental) 

ή ζσξεπηηθέο (cumulative) δεκηέο. Ζ θιαζζηθή Chain Ladder κέζνδνο επεμεξγάδεηαη 

αζξνηζηηθέο δεκηέο γηα ηνλ ππνινγηζκφ ησλ ζπληειεζηψλ εμέιημεο, σο ην πειίθν δχν 

δηαδνρηθψλ πνζψλ δεκηάο, θαη ζηε ζπλέρεηα απηνί πνιιαπιαζηαδφκελνη κε ηηο 
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ζσξεπηηθέο δεκηέο νδεγνχλ ζηελ εθηίκεζε ησλ κειινληηθψλ εθθξεκψλ δεκηψλ. Οη 

ζσξεπηηθέο δεκηέο πξνθχπηνπλ απφ ηηο αηνκηθέο σο εμήο 

         

 

   

  

Σηε ζπλέρεηα ππνινγίδνπκε ηνπο ζπληειεζηέο εμέιημεο (development factors), σο 

ην πειίθν δχν δηαδνρηθψλ πνζψλ δεκηψλ (Mack, 1993), δειαδή 

     
       

   
   

     
   
   

                                                  

νπφηε νη εθηηκψκελεο ηειηθέο αζξνηζηηθέο απνδεκηψζεηο ζα είλαη 

                                                                                      

Σπλεπψο, απφ ηνλ ηχπν       ππνινγίδνπκε ηνπο ζηαζκηζκέλνπο ζπληειεζηέο 

εμέιημεο αλά έηνο αηπρήκαηνο 

        ...       

 

Τειηθά παίξλνπκε ηνλ Πίλαθα (4.2) κε ηηο εθηηκψκελεο αζξνηζηηθέο εθθξεκείο 

δεκηέο θαη ηα αληίζηνηρα απνζεκαηηθά δεκηψλ γηα θάζε έηνο αηπρήκαηνο. 

Έτοσ 

Ατυχόματοσ ( ) 

Έτοσ  ξϋλιξησ   Πληρωθεύςεσ 

Ζημιϋσ 

Απόθεμα 

Ζημιών     ...      -1   

1                     

2                              

            ... ... 

                                   

                ... 

 -1                                                    

                                              

Πίλαθαο 4.2: Δθηηκώκελεο Αζξνηζηηθέο Εεκηέο θαη Απνζεκαηηθά 

φπνπ ε ζηήιε   αληηζηνηρεί ζηηο εθηηκήζεηο ησλ ηειηθψλ δεκηψλ.   
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Τν αληίζηνηρν πξνβιεπφκελν απνζεκαηηθφ γηα θάζε έηνο αηπρήκαηνο  ,    ζα είλαη 

                                                                             

Αλαιπηηθά, γηα λα εθηηκήζνπκε ηηο αζξνηζηηθέο εθθξεκείο απνδεκηψζεηο 

πνιιαπιαζηάδνπκε ηηο ζσξεπηηθέο πιεξσζείζεο δεκηέο κε ηνπο αληίζηνηρνπο 

ζπληειεζηέο εμέιημεο, γηα παξάδεηγκα 

                

                             

Γηα λα ππνινγίζνπκε ην απφζεκα δεκηψλ γηα θάζε έηνο αηπρήκαηνο  , ζα πξέπεη λα 

αθαηξέζνπκε ηηο πιεξσζείζεο δεκηέο απφ ηηο εθηηκήζεηο ησλ ηειηθψλ δεκηψλ, δειαδή 

                    

                   

... 

                         

                 

Τν ζπλνιηθφ απφζεκα   , πνπ ζα πξέπεη λα έρεη κία αζθαιηζηηθή εηαηξεία 

πξνθεηκέλνπ λα αληαπνθξηζεί ζηηο κειινληηθέο ηεο ππνρξεψζεηο πξνο ηνπο πειάηεο 

ηεο, είλαη ην άζξνηζκα ησλ παξαπάλσ εθηηκνχκελσλ απνζεκαηηθψλ    , επνκέλσο 

είλαη 

                  

4.2 Λογαριθμικό Μοντέλο Παλινδρόμηςησ (Verall, 1991) 

Αλ ππνζέζνπκε φηη 

   : νη ηειηθέο ζσξεπηηθέο δεκηέο γηα ην έηνο αηπρήκαηνο   , 

   : ην πνζνζηφ ησλ ηειηθψλ δεκηψλ πνπ πιεξψζεθαλ θαηά ην έηνο εμέιημεο  , 

    : oη αηνκηθέο (κε ζσξεπηηθέο) πιεξσζείζεο δεκηέο γηα ην έηνο αηπρήκαηνο 

  πνπ πιεξψζεθαλ θαηά ην έηνο εμέιημεο  . 
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Τν κνληέιν ηεο Chain Ladder κεζφδνπ κπνξεί, δειαδή, λα πεξηγξαθεί απφ ηηο 

παξαθάησ ζρέζεηο 

                                 ό   ϋ                       

ππφ ηελ πξνυπφζεζε φηη 

                                                                                                                       

Παίξλνληαο ινγαξίζκνπο γηα ηελ ζρέζε       νδεγνχκαζηε ζηελ παξαθάησ 

γξακκηθή εμίζσζε 

                                 

Δλψ αληίζηνηρα παίξλνληαο ινγαξίζκνπο γηα ηελ ζρέζε       δελ νδεγνχκαζηε ζε 

γξακκηθή εμίζσζε αθνχ 

                 

Δπνκέλσο, δελ ζα ιάβνπκε ππφςε καο ηε ζρέζε       θαη ζα πξνζπαζήζνπκε λα 

εθηηκήζνπκε ηηο παξακέηξνπο καο απφ ηε γξακκηθή ζρέζε      , ηελ νπνία θαη ζα 

πξέπεη λα αλαπξνζαξκφζνπκε πξνθεηκέλνπ λα πάξνπκε αθξηβείο εθηηκήζεηο 

εηζάγνληαο θαη έλαλ φξν ζθάικαηνο ζην κνληέιν καο. Υπνζέηνληαο, ινηπφλ, ηα 

παξαθάησ 

            

            

     θάπνην ζθάικα πνπ ππνζέηνπκε φηη αθνινπζεί θαλνληθή θαηαλνκή κε 

κέζν 0 (δειαδή             ). 

Τν αλαπξνζαξκνζκέλν κνληέιν καο είλαη 

                                     Υ                                 

Ή πην γεληθά 

Υ        

φπνπ   :       δηάλπζκα ινγαξηζκηζκέλσλ δεκηψλ, 
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              :       πίλαθαο ζρεδηαζκνχ, 

              :       δηάλπζκα παξακέηξσλ, 

              :       δηάλπζκα ηπραίσλ θαλνληθψλ ζθαικάησλ, 

                   : άγλσζηε παξάκεηξνο δηαθχκαλζεο. 

Έρνπκε, ινηπφλ, ππνζέζεη φηη Υ          . Τφηε νη Υ  , κε             

           , είλαη αλεμάξηεηεο, θαλνληθά θαηαλεκεκέλεο η.κ. γηα ηηο νπνίεο 

ηζρχεη 

          
    θαη      Υ        

φπνπ    
  είλαη έλα δηάλπζκα γξακκήο κε p επεμεγεκαηηθέο κεηαβιεηέο (ζηαζεξέο) θαη 

β έλα       δηάλπζκα αγλψζησλ ζπληειεζηψλ παιηλδξφκεζεο. Σε κνξθή πηλάθσλ 

ην παξαπάλσ κνληέιν γξάθεηαη σο εμήο 

  Υ      θαη      Υ        

Αλ ππνζέζνπκε φηη           , ηφηε ε αλακελφκελε ηηκή ηνπ     είλαη 

           
   

 

 
     

θαη ν εθηηκεηήο κεγίζηεο πηζαλνθάλεηαο ηνπ     είλαη 

            
    

 

 
      

φπνπ    είλαη κία εθηηκήηξηα ηνπ β θαη     κία εθηίκεζε ηνπ    

                                                                       

Μία ακεξφιεπηε εθηηκήηξηα     ηνπ     είλαη 

                     
 

     
       

 
                                  

Σπλεπψο κία ακεξφιεπηε εθηίκεζε γηα ην     (βιέπε Verall, 1991), είλαη  
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φπνπ 

       
        

             

  

  

 

   

   

ε ζπλάξηεζε πνπ εηζήγαγε ν Finney (1941) κε ζθνπφ λα δηνξζψζεη ηε κεξνιεςία θαη 

  είλαη νη βαζκνί ειεπζεξίαο πνπ ζρεηίδνληαη κε ην     (ζηε δηθή καο πεξίπησζε 

     ). Δπίζεο έρνπκε 

                     θαη           
        

            
   

Ζ δηαζπνξά ηεο ακεξφιεπηεο εθηίκεζεο ηνπ     είλαη    
 . Μία ακεξφιεπηε 

εθηηκήηξηα ηνπ    
  (βιέπε Verall, 1991, ζει.79), είλαη 

    
          

        
 

 
      

             
   

           
             

                     

4.3 Σύντομη Εφαρμογή Λογαριθμοκανονικού Μοντέλου  

Υπνζέηνπκε έλα ηξίγσλν εμέιημεο δεκηψλ πνπ πεξηιακβάλεη ηηο αηνκηθέο δεκηέο   

   , γηα 3 έηε αηπρήκαηνο θαη 3 έηε εμέιημεο. 

Έτοσ Ατυχόματοσ ( ) 
Έτοσ  ξϋλιξησ  ( ) 

1 2 3 

1             

2          

3       

Πίλαθαο 4.3: Τξίγσλν Δμέιημεο Εεκηώλ 

Έζησ           . Τν δεηνχκελν είλαη ε εθηίκεζε ησλ     θαη ησλ ηππηθψλ 

απνθιίζεσλ απηψλ ησλ εθηηκήζεσλ. Δηδηθφηεξα, ζέινπκε λα εθηηκήζνπκε ηηο 

αλακελφκελεο εθθξεκείο δεκηέο                    . Δπίζεο πξέπεη λα 
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ιεθζνχλ ππφςε νη ζπλνιηθέο εθηηκψκελεο δεκηέο θάζε γξακκήο αθνχ νπζηαζηηθά 

πξφθεηηαη γηα ηηο ζπλνιηθέο δεκηέο θάζε έηνπο εξγαζίαο.  

Υπνζέηνπκε, επίζεο, φηη νη αηνκηθέο δεκηέο     είλαη αλεμάξηεηεο θαη 

ινγαξηζκνθαλνληθά θαηαλεκεκέλεο,  δειαδή φηη νη ινγάξηζκνη ηνπο,            , 

είλαη αλεμάξηεηεο, θαλνληθά θαηαλεκεκέλεο δεκηέο γηα ηηο νπνίεο ηζρχεη 

              θαη                

φπνπ     είλαη έλα δηάλπζκα γξακκήο κε p επεμεγεκαηηθέο κεηαβιεηέο (ζηαζεξέο) 

θαη β έλα       δηάλπζκα αγλψζησλ ζπληειεζηψλ παιηλδξφκεζεο. 

Τν γξακκηθφ κνληέιν πνπ ζα ρξεζηκνπνηήζνπκε γηα ηελ πξφβιεςε ησλ εθθξεκψλ 

δεκηψλ είλαη 

         

Οη παξάκεηξνη πνπ ζα πξέπεη λα εθηηκήζνπκε ρξεζηκνπνηψληαο πνιιαπιή 

γξακκηθή παιηλδξφκεζε (multiple linear regression) κεηαμχ ησλ εηψλ εμέιημεο κε ηε 

βνήζεηα πηλάθσλ, είλαη ζπλνιηθά 5 θαη είλαη νη εμήο 

                    

Οη ππνζέζεηο ηνπ κνληέινπ καο ζα είλαη 

  :       δηάλπζκα ινγαξίζκσλ αηνκηθψλ δεκηψλ, 

  :       πίλαθαο ζρεδηαζκνχ πνπ απνηειείηαη απφ 0 ή 1, 

  :       δηάλπζκα ησλ παξακέηξσλ πξνο εθηίκεζε, 

  :       δηάλπζκα ζθαικάησλ, 

     . 

Σηνλ Πίλαθα 4.4 αλαπαξηζηψληαη αλαιπηηθά νη ινγάξηζκνη ησλ αηνκηθψλ δεκηψλ 

(              θαη ν πίλαθαο ζρεδηαζκνχ   πνπ πεξηιακβάλεη ηηο παξακέηξνπο ηνπ 

κνληέινπ καο θαη θαζνξίδεη ηε ζέζε ησλ δεκηψλ ζην ηξίγσλν εμέιημεο αλάινγα κε 

ηελ ηηκή πνπ αλαγξάθεη (0 ή 1). 
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 ύ                   

               

1 1     1 0 0 0 0 

1 2     1 0 0 1 0 

1 3     1 0 0 0 1 

2 1     0 1 0 0 0 

2 2     0 1 0 1 0 

3 1     0 0 1 0 0 

Πίλαθαο 4.4: Λνγάξηζκνη Αηνκηθώλ Εεκηώλ (     θαη Πίλαθαο Σρεδηαζκνύ   

Σπλεπψο θάζε γξακκή αληηζηνηρεί ζε κία αηνκηθή δεκηά ηνπ ηξηγψλνπ εμέιημεο 

θαζψο θαη ζηε ζέζε πνπ θαηέρεη ζε απηφ αλάινγα κε ηελ ηηκή ησλ παξακέηξσλ ζηνλ 

πίλαθα ζρεδηαζκνχ. Γηα παξάδεηγκα ε 3
ε
 γξακκή αληηπξνζσπεχεη ηε δεκηά πνπ 

πξαγκαηνπνηήζεθε ην 1
ν
 έηνο αηπρήκαηνο θαη πιεξψζεθε κεηά απφ 3 έηε θαη 

ππνινγίδεηαη ζαλ ην άζξνηζκα ησλ παξακέηξσλ    θαη    (         ). 

4.3.1 Εκτίμηςη μελλοντικών ατομικών ζημιών  

Σηε ζπλέρεηα ζα εθηηκήζνπκε ηηο αηνκηθέο δεκηέο       απφ ηηο ππνινγηζκέλεο 

ηηκέο ησλ        , ρξεζηκνπνηψληαο ηελ πξνζέγγηζε ησλ Zehnwirth θαη Renshaw 

(1985), πνπ αξγφηεξα ρξεζηκνπνηήζεθε θαη απφ ηνλ Christofides (1990). Οη 

εθηηκήζεηο πνπ παξάγνληαη απφ απηή ηελ πξνζέγγηζε δελ είλαη απαξαηηήησο 

ακεξφιεπηεο εηδηθφηεξα ζε πεξηπηψζεηο πνπ αθνξνχλ κηθξφ αξηζκφ δεδνκέλσλ.  

Οη κειινληηθέο (εθηηκψκελεο) αηνκηθέο δεκηέο      ππνινγίδνληαη απφ ηηο 

εθηηκήζεηο ησλ εθηηκψκελσλ ινγαξίζκσλ       σο εμήο 

                                                                             

Τα ηππηθά ζθάικαηα ππνινγίδνληαη σο εμήο: 

                                          
  

                          

Γηα ηνλ ππνινγηζκφ ησλ δηαθπκάλζεσλ ησλ      απαηηείηαη ε θαηαζθεπή ηνπ 

πίλαθα δηαθπκάλζεσλ - ζπλδηαθπκάλζεσλ (variance-covariance matrix), ν νπνίνο 

δίλεηαη απφ ηε ζρέζε 
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φπνπ   : ε δηαθχκαλζε ηνπ κνληέινπ πνπ εμαξηάηαη απφ ηα δεδνκέλα, 

  : ν κειινληηθφο πίλαθαο ζρεδηαζκνχ, 

  
 : ν αλάζηξνθνο ηνπ κειινληηθνχ πίλαθα ζρεδηαζκνχ   .   

    
         ό   ύ                    

               

2 3 0 1 0 0 1 

3 2 0 0 1 1 0 

3 3 0 0 1 0 1 

Πίλαθαο 4.5: Μειινληηθόο Πίλαθαο Σρεδηαζκνύ    

Οπφηε, ζρεδηάδνπκε ηνλ παξαπάλσ πίλαθα            
  θαη ζηε ζπλέρεηα 

πνιιαπιαζηάδνπκε κε ηελ αληίζηνηρε δηαθχκαλζε    ηνπ εθάζησηε κνληέινπ. Οη 

δηαθπκάλζεηο ησλ κειινληηθψλ ηηκψλ ηνπ κνληέινπ καο είλαη ην άζξνηζκα ησλ 

δηαγσλίσλ ηνπ πίλαθα δηαθπκάλζεσλ- ζπλδηαθπκάλζεσλ ζπλ ηελ δηαθχκαλζε ηνπ 

κνληέινπ   , δειαδή 

                                 
    

ηα νπνία θαη ζα αληηθαηαζηήζνπκε ζηηο ζρέζεηο (4.11) θαη (4.12) γηα λα θαηαιήμνπκε 

ζηηο ηηκέο ησλ πξαγκαηηθψλ εθηηκψκελσλ αηνκηθψλ δεκηψλ θαη ηηο ηππηθέο ηνπο 

απνθιίζεηο.  

4.4 Ανθεκτικό Λογαριθμοκανονικό Μοντέλο Παλινδρόμηςησ 

Βήμα 1ο: Υπολογιςμόσ ανθεκτικήσ εκτιμήτριασ του   

Σην ζεκείν απηφ ζα πεξηγξάςνπκε ηνλ ηξφπν ππνινγηζκνχ ηνπ αλζεθηηθνχ Μ 

εθηηκεηή παιηλδξφκεζεο,     εθηειψληαο ηνλ αιγφξηζκν πνπ πξφηεηλαλ νη Huber & 

Dutter ην 1974 ηνλ νπνίν θαη πεξηγξάθνπκε αλαιπηηθά ζηελ ππνελφηεηα 3.1.4 ηεο 

παξνχζαο εξγαζίαο. Οπζηαζηηθά απνηειεί έλα πξφβιεκα ειαρηζηνπνίεζεο, δειαδή 
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φπνπ         
   θαη   κία παξάκεηξνο θιίκαθαο ηελ νπνία πξαθηηθά ζα πξέπεη λα 

εθηηκήζνπκε παξάιιεια κε ην    . Τν πξφβιεκα ειαρηζηνπνίεζεο ηεο (4.13) 

ηζνδπλακεί κε ηε ηαπηφρξνλε ιχζε ησλ παξαθάησ δχν εμηζψζεσλ: 

   
  

 
 

 

   

       

   
  

 
 

 

   

 Α  

φπνπ            θαη                . Αλ ζέινπκε ε παξάκεηξνο θιίκαθαο 

ζ λα είλαη αζπκπησηηθά ακεξφιεπηε γηα θαλνληθά ζθάικαηα, παίξλνπκε 

   
   

 
        

κε Φ ηελ θαλνληθή θαηαλνκή. 

Ο Huber (1973, 1981), πξφηεηλε ηε ρξεζηκνπνίεζε ηεο παξαθάησ   ζπλάξηεζεο 

     

 
 

 
  

 
             

     
  

 
            

          

θαη   απνδεηθλχεηαη φηη είλαη ίζε κε               . 

Βήμα 2ο: Υπολογιςμόσ ανθεκτικού πίνακα ςυνδιακύμανςησ του    

Ο πίλαθαο ζπλδηαθχκαλζεο ηεο αλζεθηηθήο εθηηκήηξηαο,    , έρεη ηελ εμήο κνξθή 

            
           

 

   

   
  

  
 

   
   

  
 
      

  

   
    

                          

φπνπ   είλαη έλαο δηνξζσηηθφο παξάγνληαο γηα λα πεηχρνπκε ακεξνιεςία, (βιέπε 

Huber (1981), ζει.173) 
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Οη πνζφηεηεο       
  

 
    θαη         

  

 
    ζηελ πξάμε είλαη άγλσζηεο θαη 

εθηηκνχληαη απφ ηηο ζρέζεηο 

      
  
 

    
 

 
    

  

 
     

        
  
 

    
 

 
     

  

 
    

 

  

φπνπ       
 

  
      

Σηελ ηδηαίηεξε πεξίπησζε πνπ ε ζπλάξηεζε   έρεη ηελ εμήο κνξθή 

                        

ε        απινπνηείηαη ζηε 

    
 

 

   

 
   

φπνπ   είλαη κία ζρεηηθή ζπρλφηεηα ησλ θαηαινίπσλ πνπ ηθαλνπνηεί ηε –   
  

 
  . 

Βήμα 3ο: Υπολογιςμόσ ανθεκτικήσ Μ-εκτίμηςησ του      

Λακβάλνληαο ππφςε ηε ζρέζε       θαη αληηθαζηζηψληαο κε ηηο αληίζηνηρεο 

αλζεθηηθέο πνζφηεηεο, παίξλνπκε αζπκπησηηθά ηελ ακεξφιεπηε αλζεθηηθή εθηίκεζε 

γηα ην      ,     
 , σο εμήο 

    
         

        
 

 
      

              
                   

Βήμα 4ο: Υπολογιςμόσ ανθεκτικήσ Μ-εκτίμηςησ του      

Λακβάλνληαο ππφςε ηε ζρέζε        θαη αληηθαζηζηψληαο κε ηηο αληίζηνηρεο 

αλζεθηηθέο πνζφηεηεο, παίξλνπκε ηελ αλζεθηηθή δηαθχκαλζε,      
 , σο εμήο 
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4.5 IBNR Ζημιέσ και Μοντέλο Ανάλυςησ Διακύμανςησ Δύο 

Παραγόντων (Kremer,1982) 

Μία ελαιιαθηηθή κέζνδνο γηα ηελ εθηίκεζε ησλ αλακελφκελσλ ηηκψλ ησλ IBNR 

δεκηψλ πξνέξρεηαη απφ ηνλ κεηαζρεκαηηζκφ ηνπ θιαζζηθνχ πνιιαπιαζηαζηηθνχ 

κνληέινπ ζε έλα κνληέιν αλάιπζεο δηαθχκαλζεο δχν παξαγφλησλ (two-way 

ANOVA), ην νπνίν κειεηήζεθε εθηελψο απφ ηνλ E. Kremer (“IBNR-Claims and the 

Two-way Model of ANOVA” (1982)) θαη παξνπζηάδεηαη πεξηιεπηηθά παξαθάησ. 

Αλ ππνζέζνπκε φηη                 είλαη κε αξλεηηθέο ηπραίεο κεηαβιεηέο, νη 

νπνίεο αληηπξνζσπεχνπλ ηηο αζξνηζηηθέο δεκηέο γηα φια ηα έηε εμέιημεο   ζε θάζε 

έηνο αηπρήκαηνο  . Σηελ πξάμε γλσξίδνπκε κφλν ηηο δεκηέο πνπ βξίζθνληαη ζην πάλσ 

αξηζηεξφ κέξνο ηνπ ηξηγψλνπ εμέιημεο δεκηψλ,   ,δειαδή 

                                    

Αθνινχζσο ζεσξνχκε ην πξφβιεκα εθηίκεζεο ηεο αλακελφκελεο ηηκήο ηεο 

ηειηθήο αζξνηζηηθήο δεκηάο     , δειαδή 

           

Θεσξνχκε σο     ηηο αηνκηθέο (κε ζσξεπηηθέο) δεκηέο 

               

      θαη ππνζέηνπκε φηη:                  . 

Οπφηε, ην βαζηθφ καο κνληέιν είλαη 

                                                              

φπνπ 

   : ν ιφγνο (αλαινγία) ηεο αχμεζεο ησλ αλακελφκελσλ δεκηψλ θαηά ην   έηνο 

εμέιημεο θαη ησλ αλακελφκελσλ ηειηθψλ δεκηψλ θαη ζα ηζρχεη 



 
 49 

                        

 

   

                     

                              : ηπραίεο κεηαβιεηέο κε         .  

Σηε ζπλέρεηα ζα κεηαζρεκαηίζνπκε ην βαζηθφ καο κνληέιν        παίξλνληαο 

ινγαξίζκνπο 

                                               

γηα             θαη 

             

             

          
 

 
       

 

   

   

          
 

 
       

 

   

   

  
 

 
                

 

   

   

Δπίζεο ζα ηζρχεη 

                  

 

   

    

 

   

                            

Κάησ απφ ηηο πξφζζεηεο ππνζέζεηο γηα ηα ζθάικαηα                 είλαη 

αζπζρέηηζηα κε 

                                                   

Τν κνληέιν πνπ ζρεκαηίδεηαη απφ ηνλ ζπλδπαζκφ ησλ ζρέζεσλ (4.19) θαη (4.20) 

είλαη ζρεδφλ ίδην κε ην θιαζζηθφ κνληέιν αλάιπζεο δηαθχκαλζεο δχν παξαγφλησλ 

(ρσξίο αιιειεπίδξαζε), κε ηε κφλε δηαθνξά φηη νη αηνκηθέο δεκηέο     είλαη 
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άγλσζηεο γηα        , δειαδή ηα δεδνκέλα καο έρνπλ ηελ κνξθή ηξηγψλνπ 

εμέιημεο δεκηψλ (βιέπε Πίλαθα 4.2). 

Παξά ην γεγνλφο απηφ κπνξνχκε λα ππνινγίζνπκε βέιηηζηνπο εθηηκεηέο γηα ηηο 

παξακέηξνπο  ,   ,   , (βιέπε Kremer (1982), ζει. 49), σο εμήο 

Θεώρημα 1. Έζησ   ,    ,     κε               νη ιχζεηο ησλ 

    
 

     
      

 

     
     

 

     

     

   

    

 

       

 

     

   

   

κε          
 

 
    

 
    , 

    
 

     
      

 

     
     

 

     

     

   

    

 

       

 

     

   

   

κε          
 

 
    

 
    , 

    
 

      
               

     

   

 

   

  

Τφηε νη   ,    ,     είλαη νη θαιχηεξεο γξακκηθέο ακεξφιεπηεο εθηηκήηξηεο (best 

linear unbiased estimators, BLUEs) ησλ  ,   ,   . 

4.6 Ανθεκτική Ανάλυςη Διακύμανςησ Δύο Παραγόντων 

Σηε ζηαηηζηηθή, ζπλήζσο ζεσξείηαη φηη ηα ζθάικαηα είλαη θαλνληθά 

θαηαλεκεκέλα. Σηελ πεξίπησζε απηή, ε θιαζζηθή αλάιπζε δηαθχκαλζεο (ANOVA) 

πνπ βαζίδεηαη ζηε κέζνδν ειαρίζησλ ηεηξαγψλσλ καο δίλεη ηθαλνπνηεηηθά 

απνηειέζκαηα. Ψζηφζν, ζε αξθεηέο πεξηπηψζεηο ηα δεδνκέλα ελδέρεηαη λα πεξηέρνπλ 

έθηνπεο παξαηεξήζεηο, νη νπνίεο αζθνχλ ζεκαληηθή αλεπηζχκεηε επηξξνή ζηε 

θιαζζηθή πξνζαξκνγή ειαρίζησλ ηεηξαγψλσλ θαη επαθφινπζε παξαπιαλεηηθή 

αλάιπζε ζην πιαίζην ANOVA.  

Αλεμάξηεηα απφ ηελ αηηία εκθάληζεο ησλ αθξαίσλ απηψλ ηηκψλ, απηφ πνπ είλαη 

αλαγθαίν είλαη λα ππάξρεη θαιή αλζεθηηθή πξνζαξκνγή ηνπ κνληέινπ, πνπ λα 
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αληηθαηνπηξίδεη θαιά ην κεγαιχηεξν κέξνο ησλ δεδνκέλσλ. Τφηε, νη αθξαίεο ηηκέο ζα 

είλαη ζαθψο εθηεζεηκέλεο ζηα θαηάινηπα γηα πεξαηηέξσ κειέηε. Σε γεληθέο γξακκέο, 

απνηειεί έλα πξφβιεκα ειαρηζηνπνίεζεο, ηεο κνξθήο 

                         

 

   

 

   

   

γηα κία αληηθεηκεληθή ζπλάξηεζε ξ(.). 

Ζ εθαξκνγή ηνπ γεληθνχ αλζεθηηθνχ κνληέινπ αλάιπζεο δηαθχκαλζεο (ANOVA) 

πξαγκαηνπνηείηαη ρξεζηκνπνηψληαο δηάθνξεο κεζφδνπο, φπσο ζηελ πεξίπησζε ηεο 

αλζεθηηθήο γξακκηθήο παιηλδξφκεζεο. Σηελ εθαξκνγή ζα ρξεζηκνπνηήζνπκε ηνλ 

LAD εθηηκεηή ν νπνίνο είλαη αξθεηά δηαδεδνκέλνο ζηε βηβιηνγξαθία θαη ζηηο 

εθαξκνγέο αλζεθηηθήο εθηίκεζεο ANOVA. 

4.6.1 Εφαρμογή του LAD Εκτιμητή ςτο Γενικό Μοντέλο 

Ανθεκτικήσ ANOVA 

Σηε ζπλέρεηα, ζα παξνπζηάζνπκε πεξηιεπηηθά πσο κπνξνχλ λα επηηεπρζνχλ 

απνηειεζκαηηθέο LAD εθηηκήζεηο γηα ην γεληθφ κνληέιν αλζεθηηθήο αλάιπζεο 

δηαθχκαλζεο δχν παξαγφλησλ φπσο παξνπζηάδεηαη ζηνπο Armstrong & Frome 

(1979). Τν γεληθφ κνληέιν αλάιπζεο δηαθχκαλζεο δχν παξαγφλησλ έρεη ηε κνξθή 

                                                  

Οη LAD εθηηκεηέο ησλ παξακέηξσλ ππνινγίδνληαη κε ηελ ιχζε ηνπ παξαθάησ 

πξνβιήκαηνο 

                                  

   

   

 

   

 

   

                     

φπνπ,      είλαη ε θ-νζηή παξαηήξεζε πνπ βξίζθεηαη ζην  -νζηφ επίπεδν ηνπ 1
νπ

 

παξάγνληα θαη ζην  -νζηφ επίπεδν ηνπ 2
νπ

 παξάγνληα,    αληηπξνζσπεχεη ηελ 

επίδξαζε ηεο   γξακκήο,    αληηπξνζσπεχεη ηελ επίδξαζε ηεο   ζηήιεο θαη   κία 

ζηαζεξά. Υπάξρνπλ δχν βαζκνί ειεπζεξίαο πνπ ηζνδπλακνχλ κε ην πιήζνο ησλ 

αλεμαξηήησλ κεηαβιεηψλ, έηζη ζα πξέπεη λα πξνζηεζνχλ πεξηνξηζκνί ζην παξαπάλσ 
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πξφβιεκα ειαρηζηνπνίεζεο. Οκνίσο κε ηε κέζνδν εθηίκεζεο ειαρίζησλ ηεηξαγψλσλ, 

ζηε LAD αλάιπζε, νη εθηηκήζεηο πνπ ειαρηζηνπνηνχλ ηε ζρέζε 

                                        

 

   

      

 

   

                                           

παξάγνληαη έηζη ψζηε λα επεηεχρζε κία βέιηηζηε ηηκή γηα ην Q ηεο ζρέζεο (4.21). 

Απηφ ην πξφζζεην θξηηήξην δελ παξάγεη απαξαίηεηα κία κνλαδηθή ιχζε. Πεξαηηέξσ 

πεξηνξηζκνί ή δηαθνξεηηθφ ζχλνιν θξηηεξίσλ ζα κπνξνχζε λα απνδψζεη κία θαη 

κνλαδηθή ιχζε. 

Θέηνληαο        , ην πξφβιεκα ειαρηζηνπνίεζεο ηεο (4.22) γξάθεηαη ζαλ έλα 

πξφβιεκα γξακκηθνχ πξνγξακκαηηζκνχ σο εμήο  

                                       
      

  

   

   

 

   

 

   

                            

κε ηνπο παξαθάησ πεξηνξηζκνχο 

               
      

     

    
        

     

                                  

φπνπ     
  θαη     

  είλαη νη αληίζηνηρεο ζεηηθέο θαη αξλεηηθέο απνθιίζεηο ηεο 

εμίζσζεο παιηλδξφκεζεο απφ ηελ      παξαηήξεζε (βιέπε Armstrong & Frome, 1979). 

Σημείωση: Σηε πεξίπησζε ηεο αλζεθηηθήο εθηίκεζεο ηνπ ηειηθνχ απνζέκαηνο, ην 

εζσηεξηθφ άζξνηζκα (αξηζκφο παξαηεξήζεσλ ζε θάζε θειί,   ζηε ζρέζε (4.21)) δελ 

απαηηείηαη, επεηδή ζε θάζε θειί έρνπκε κία δεκηά (   ) θαη ν αξηζκφο ησλ επηπέδσλ 

γηα θάζε παξάγνληα είλαη ν ίδηνο, δειαδή      . 
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Κεφάλαιο 5ο: Εφαρμογή 

5.1 Εφαρμογή Λογαριθμικού Μοντέλου Παλινδρόμηςησ (0 

outliers) 

Τν ηξίγσλν εμέιημεο δεκηψλ (run-off triangle) πνπ ζα κειεηήζνπκε απνηειείηαη 

απφ αηνκηθέο (κε ζσξεπηηθέο) δεκηέο θαη ρξεζηκνπνηήζεθε γηα πξψηε θνξά απφ ηνπο 

Taylor & Ashe, 1983), αιιά θαη απφ άιινπο κεηαγελέζηεξνπο εξεπλεηέο (βιέπε 

Verall 1990, 1991, Mack 1993, Verdonck & Debruyne, 2010). Τν ηξίγσλν εκπεξηέρεη 

10 έηε αηπρήκαηνο ( ) θαη 10 έηε εμέιημεο ( ), φπσο βιέπνπκε ζηνλ Πίλαθα 5.1. 

Έτοσ 

Ατυχόματοσ ( ) 

Έτοσ  ξϋλιξησ  ( ) 

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 

1 357848 766940 610542 482940 527326 574398 146342 139950 227229 67948 

2 352118 884021 933894 1183289 445745 320996 527804 266172 425046  

3 290507 1001799 926219 1016654 750816 146923 495992 280405   

4 310608 1108250 776189 1562400 272482 352053 206286    

5 443160 693190 991983 769488 504851 470639     

6 396132 937085 847498 805037 705960      

7 440832 847631 1131398 1063269       

8 359480 1061648 1443370        

9 376686 986608         

10 344014          

Πίλαθαο 5.1: Τξίγσλν Δμέιημεο Εεκηώλ Taylor and Ashe (1983) 

Γηα λα πξνβιέςνπκε ηηο εθθξεκείο δεκηέο θαη ηα απαηηνχκελα απνζεκαηηθά ζα 

εθαξκφζνπκε ην αλαπξνζαξκνζκέλν ινγαξηζκνθαλνληθφ κνληέιν παιηλδξφκεζεο 

φπσο νξίζηεθε ζηελ Δλφηεηα 4.2 θαη πεξηγξάθηεθε ζηελ 4.3, δειαδή 

        Υ                                   

φπνπ     νη αηνκηθέο απνδεκηψζεηο, Υ   νη ινγάξηζκνί ηνπο,    ε παξάκεηξνο πνπ 

πξνζδηνξίδεη ην έηνο αηπρήκαηνο πνπ ζπλέβε κία δεκηά (γξακκέο) θαη    ε 

παξάκεηξνο πνπ θαζνξίδεη κεηά απφ πφζα έηε απηή πιεξψζεθε εμ νινθιήξνπ 

(ζηήιεο). Σην κνληέιν καο νη ινγάξηζκνη ησλ αηνκηθψλ δεκηψλ (Υ  ) είλαη νη 



 
 54 

εμαξηεκέλεο κεηαβιεηέο θαη ε ζέζε απηψλ ζην ηξίγσλν εμέιημεο, πνπ 

αληηπξνζσπεχεηαη απφ ηηο ζηήιεο ηνπ πίλαθα ζρεδηαζκνχ  , είλαη νη αλεμάξηεηεο 

κεηαβιεηέο.  

Σπλεπψο, ην ηξίγσλν δεκηψλ πνπ ζα κειεηήζνπκε ηειηθά πεξηέρεη ηνπο 

ινγαξίζκνπο ησλ αηνκηθψλ δεκηψλ, φπσο εκθαλίδνληαη ζηνλ Πίλαθα 5.2. 

Έτοσ 

Ατυχόματοσ ( ) 

Έτοσ  ξϋλιξησ  ( ) 

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 

1 12.788 13.550 13.322 13.088 13.176 13.261 11.894 11.849 12.334 11.126 

2 12.772 13.692 13.747 13.984 13.008 12.679 13.176 12.492 12.960  

3 12.579 13.817 13.739 13.832 13.529 11.898 13.114 12.544   

4 12.646 13.918 13.562 14.262 12.515 12.772 12.237    

5 13.002 13.449 13.807 13.553 13.132 13.062     

6 12.890 13.751 13.650 13.599 13.467      

7 12.996 13.650 13.939 13.877       

8 12.792 13.875 14.182        

9 12.839 13.802         

10 12.748          

Πίλαθαο 5.2: Τξίγσλν Δμέιημεο Λνγαξίζκσλ Εεκηώλ Taylor and Ashe (1983) 

Οη παξάκεηξνη πνπ ζα εθηηκήζνπκε είλαη ζπλνιηθά 18 θαη είλαη νη εμήο 

                                                             

Πην γεληθά ην κνληέιν πξνο εθηίκεζε είλαη 

Υ        

φπνπ  :        δηάλπζκα ινγαξίζκσλ αηνκηθψλ δεκηψλ, 

 :         πίλαθαο ζρεδηαζκνχ πνπ απνηειείηαη απφ 0 ή 1, 

 :        δηάλπζκα ησλ παξακέηξσλ πξνο εθηίκεζε, 

 :        δηάλπζκα ζθαικάησλ, 

     ,     . 
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Σηνλ Πίλαθα 5.3 αλαπαξηζηψληαη αλαιπηηθά νη αηνκηθέο δεκηέο    , νη ινγάξηζκνη 

ηνπο,            , θαη ν πίλαθαο ζρεδηαζκνχ   πνπ πεξηιακβάλεη ηηο παξακέηξνπο 

ηνπ κνληέινπ καο θαη θαζνξίδεη ηελ ζέζε ησλ δεκηψλ ζην ηξίγσλν εμέιημεο αλάινγα 

κε ηελ ηηκή πνπ αλαγξάθεη (0 ή 1). 

            
 ύ                   

                                                          

1 1 357848 12.79 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 

1 2 766940 13.55 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 

1 3 610542 13.32 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 

1 4 482940 13.09 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 

1 5 527326 13.18 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 

1 6 574398 13.26 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 

1 7 146342 11.89 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 

1 8 139950 11.85 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 

1 9 227229 12.33 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 

1 10 67948 11.13 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 

2 1 352118 12.77 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 

      ...         

9 1 376686 12.84 1 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 

9 2 986608 13.80 1 0 0 0 0 0 0 0 1 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 

10 1 344014 12.75 1 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 

Πίλαθαο 5.3: Αηνκηθέο Εεκηέο (   ), ινγάξηζκνη (     θαη Πίλαθαο Σρεδηαζκνύ   

Σπλεπψο θάζε γξακκή αληηζηνηρεί ζε κία αηνκηθή δεκηά ηνπ ηξηγψλνπ εμέιημεο 

θαζψο θαη ζηελ ζέζε πνπ θαηέρεη ζε απηφ αλάινγα κε ηελ ηηκή ησλ παξακέηξσλ ζηνλ 

πίλαθα ζρεδηαζκνχ. Γηα παξάδεηγκα, ζηνλ Πίλαθα 5.3, ε 10
ε
 γξακκή αληηπξνζσπεχεη 

ηελ δεκηά πνπ πξαγκαηνπνηήζεθε ην 1
ν
 έηνο αηπρήκαηνο θαη πιεξψζεθε κεηά απφ 10 

έηε θαη ππνινγίδεηαη ζαλ ην άζξνηζκα ησλ παξακέηξσλ ηεο ηεηαγκέλεο   θαη ησλ 

   θαη     (              ). 

5.1.1 Εκτιμήςεισ Παραμέτρων 

Δθαξκφδνληαο πνιιαπιή παιηλδξφκεζε ζηα δεδνκέλα ηνπ Πίλαθα 5.3, 

ιακβάλνπκε ηνπο ζπληειεζηέο παιηλδξφκεζεο φπσο εκθαλίδνληαη ζηνλ Πίλαθα 5.4. 
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   ϊ          ύ        ϊ          ύ     

          12.5198   

     0.361      0.9112 

     0.2822      0.9387 

     0.1712      0.965 

     0.2822      0.3832 

     0.3117      -0.0049 

     0.392      -0.1181 

     0.4803      -0.4393 

     0.3452      -0.0535 

      0.2286       -1.3933 

 Πίλαθαο 5.4: Δθηηκήζεηο Παξακέηξσλ κε ηε κέζνδν LS (0 outliers) 

Σηε ζπλέρεηα, γηα λα ζπκπιεξψζνπκε ην ηξίγσλν εμέιημεο δεκηψλ κε ηηο 

κειινληηθέο ηηκέο ησλ ινγαξίζκσλ ησλ     αξθεί λα πνιιαπιαζηάζνπκε ηνλ πίλαθα 

ησλ εθηηκεκέλσλ παξακέηξσλ κε ηνλ κειινληηθφ πίλαθα ζρεδηαζκνχ πξνζζέηνληαο 

πάληα ηνλ φξν ηεηαγκέλε (intercept). Γηα παξάδεηγκα, ε πξνβιεπφκελε δεκηά πνπ 

έγηλε ην 5
ν
 έηνο αηπρήκαηνο θαη απνπιεξψζεθε κεηά απφ 8 ρξφληα ζα είλαη ίζε κε 

12.363 (δειαδή,                                         ).  

Καηά ηνλ ίδην ηξφπν ιακβάλνπκε ην ηεηξάγσλν εμέιημεο δεκηψλ (run-off square) 

φπσο θαίλεηαη ζηνλ Πίλαθα 5.5. 

Έτοσ 
Ατυχόματοσ 

 

Έτοσ  ξϋλιξησ 

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 

1 12.788 13.550 13.322 13.088 13.176 13.261 11.894 11.849 12.334 11.126 

2 12.772 13.692 13.747 13.984 13.008 12.679 13.176 12.492 12.960 11.488 

3 12.579 13.817 13.739 13.832 13.529 11.898 13.114 12.544 12.749 11.409 

4 12.646 13.918 13.562 14.262 12.515 12.772 12.237 12.252 12.638 11.298 

5 13.002 13.449 13.807 13.553 13.132 13.062 12.684 12.363 12.749 11.409 

6 12.890 13.751 13.650 13.599 13.467 12.827 12.713 12.392 12.778 11.438 

7 12.996 13.650 13.939 13.877 13.295 12.907 12.794 12.473 12.858 11.519 

8 12.792 13.875 14.182 13.965 13.383 12.995 12.882 12.561 12.947 11.607 

9 12.839 13.802 13.804 13.830 13.248 12.860 12.747 12.426 12.812 11.472 

10 12.748 13.660 13.687 13.713 13.132 12.744 12.630 12.309 12.695 11.355 
Πίλαθαο 5.5: Τεηξάγσλν Δμέιημεο Λνγαξηζκηζκέλσλ Εεκηώλ κε ηε κέζνδν LS  
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Οη εθηηκνχκελεο αηνκηθέο δεκηέο      ππνινγίδνληαη κε βάζε ηε δηαδηθαζία ηεο 

ππνελφηεηαο 4.3.2, δειαδή 

                                                      

Οη δηαθπκάλζεηο ησλ κειινληηθψλ ηηκψλ ηνπ κνληέινπ καο δίλνληαη απφ ηε ζρέζε 

                                 
     

θαη παξνπζηάδνληαη αλαιπηηθά ζην πίλαθα Β1 ηνπ παξαξηήκαηνο Β.  

Σηελ πεξίπησζε ηεο γξακκηθήο παιηλδξφκεζεο (LS) ε ηηκή ηεο δηαθχκαλζεο,     
 , 

ππνινγίδεηαη κε βάζε ηε ζρέζε (4.8) θαη ηζνχηαη κε 

    
           

Μεηαηξέπνληαο ηηο     δεκηέο ζηηο     κέζσ ηεο ζρέζεο (4.11) ππνινγίδνπκε ηηο 

εθηηκνχκελεο δεκηέο ζηνλ παξαθάησ Πίλαθα 5.6. 

Έτοσ 
Ατυχόματοσ 

Έτοσ  ξϋλιξησ 

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 

1 357848 766940 610542 482940 527326 574398 146342 139950 227229 67948 

2 352118 884021 933894 1183289 445745 320996 527804 266172 425046 110586 

3 290507 1001799 926219 1016654 750816 146923 495992 280405 379110 102290 

4 310608 1108250 776189 1562400 272482 352053 206286 228588 339684 91637 

5 443160 693190 991983 769488 504851 470639 350882 255827 380137 102533 

6 396132 937085 847498 805037 705960 404285 362174 264050 392328 105802 

7 440832 847631 1131398 1063269 646485 439495 393703 287022 426424 114970 

8 359480 1061648 1443370 1268161 709884 482576 432274 315119 468110 126168 

9 376686 986608 1089012 1119363 626553 425898 381471 278051 412955 111238 

10 344014 970581 998455 1026113 574262 390281 349489 254655 377991 101663 
Πίλαθαο 5.6: Τεηξάγσλν Δμέιημεο Εεκηώλ κε ηε κέζνδν LS (0 outliers) 

5.2 Ανθεκτικέσ Μέθοδοι (0 outliers) 

Σηε ζπλέρεηα, ζα παξαζέζνπκε ηα απνηειέζκαηα πνπ παξάρζεθαλ 

ρξεζηκνπνηψληαο ηηο αλζεθηηθέο κεζφδνπο ζηηο νπνίεο αλαθεξζήθακε ζην Κεθάιαην 

3. Γηα θάζε κέζνδν μερσξηζηά παξνπζηάδνπκε ηνπο αλζεθηηθνχο ζπληειεζηέο 

παιηλδξφκεζεο, ηελ αλζεθηηθή εθηίκεζε ηεο δηαθχκαλζεο ηνπ κνληέινπ θαη 

παξνπζηάδνπκε ηα ζπκπιεξσκέλα ηεηξάγσλα εμέιημήο αηνκηθψλ δεκηψλ (    ), 
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δειαδή ηηο δεκηέο κεηά ηελ κεηαηξνπή ηνπο απφ ηελ ινγαξηζκηθή κνξθή ζηελ 

πξαγκαηηθή κέζσ ηεο ζρέζεο (4.11).  

Σην παξάξηεκα, πνπ παξαζέηεηαη ζην ηέινο ηεο εξγαζίαο έρνπκε ηελ επθαηξία λα 

δνχκε θαη ηα ηεηξάγσλα εμέιημεο ινγαξηζκηζκέλσλ δεκηψλ (παξάξηεκα Α1) θαη ηηο 

δηαθπκάλζεηο ησλ κειινληηθψλ ηηκψλ (παξάξηεκα Β1) φισλ ησλ ρξεζηκνπνηνχκελσλ 

κνληέισλ. 

5.2.1 Παλινδρόμηςη με χρήςη Μ-Εκτιμητή (0 outliers) 

Αθνινπζψληαο ηα βήκαηα ηεο Δλφηεηαο 4.4 θαη ρξεζηκνπνηψληαο ηνλ αλζεθηηθφ 

Μ-Δθηηκεηή ηνπ Huber κε    , ηνπ νπνίνπ ε ζπλάξηεζε ηνπ νπνίνπ νξίδεηαη σο 

εμήο 

                                  

                         
 

      
            

                             

Οη εθηηκήζεηο ησλ παξακέηξσλ είλαη: 

   ϊ          ύ        ϊ          ύ     

          12.48534   

    0.387429     0.91119 

    0.38176     0.93872 

    0.182645     0.936287 

    0.30794     0.400791 

    0.348472     0.058898 

    0.433724     -0.1119 

    0.514772     -0.44676 

    0.379665     -0.03222 

     0.2631      -1.35884 

Πίλαθαο 5.7: Δθηηκήζεηο Παξακέηξσλ κε ηε κέζνδν Μ εθηηκεηή 

 (0 outliers) 

 

Ζ αλζεθηηθή M δηαθχκαλζε ηνπ κνληέινπ δίλεηαη κε βάζε ηε ζρέζε (4.8) είλαη 

   
           

θαη νη αλζεθηηθέο εθηηκνχκελεο δεκηέο εκθαλίδνληαη ζηνλ Πίλαθα 5.8. 
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Έτοσ 
Ατυχόματοσ 

Έτοσ  ξϋλιξησ 

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 

1 357848 766940 610542 482940 527326 574398 146342 139950 227229 67948 

2 352118 884021 933894 1183289 445745 320996 527804 266172 425046 113806 

3 290507 1001799 926219 1016654 750816 146923 495992 280405 414036 113256 

4 310608 1108250 776189 1562400 272482 352053 206286 222079 339696 92905 

5 443160 693190 991983 769488 504851 470639 350529 252128 385635 105452 

6 396132 937085 847498 805037 705960 432563 365837 263128 402431 110024 

7 440832 847631 1131398 1063269 663762 472597 399682 287457 439601 120158 

8 359480 1061648 1443370 1234233 723657 515222 435708 313345 479131 130919 

9 376686 986608 1090943 1089611 638822 454790 384569 276532 422748 115445 

10 344014 972814 1000796 999407 585838 416991 352524 253405 387164 105562 
Πίλαθαο 5.8: Τεηξάγσλν Δμέιημεο Εεκηώλ κε ηε κέζνδν ηνπ Μ εθηηκεηή (0 outliers) 

5.2.2 Παλινδρόμηςη Ελαχίςτων Απολύτων Αποκλίςεων - Least 

Absolute Deviation (0 outliers) 

Δθαξκφδνληαο ηελ παιηλδξφκεζε ειαρίζησλ απνιχησλ απνθιίζεσλ (LAD) 

παίξλνπκε ηα εμήο απνηειέζκαηα: 

   ϊ          ύ        ϊ          ύ     

          12.40624   

      0.425015       0.933961 

      0.477108       0.915864 

      0.240048       0.88044 

      0.485358       0.64557 

      0.41033       0.12525 

      0.59018       0.230969 

      0.535133       -0.33936 

      0.461828       0.128698 

       0.342199        -1.27974 

Πίλαθαο 5.9: Δθηηκήζεηο Παξακέηξσλ κε ηε κέζνδν LAD εθηηκεηή  

(0 outliers) 

 

Ζ αλζεθηηθή LAD δηαθχκαλζε ηνπ κνληέινπ πνπ δίλεηαη απφ ηνλ ηχπν (4.8) είλαη 

     
           

θαη νη αλζεθηηθέο εθηηκνχκελεο δεκηέο δίλνληαη ζηνλ παξαθάησ Πίλαθα 5.10. 
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Έτοσ 
Ατυχόματοσ 

Έτοσ  ξϋλιξησ 

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 

1 357848 766940 610542 482940 527326 574398 146342 139950 227229 67948 

2 352118 884021 933894 1183289 445745 320996 527804 266172 425046 122337 

3 290507 1001799 926219 1016654 750816 146923 495992 280405 507678 129015 

4 310608 1108250 776189 1562400 272482 352053 206286 247884 401146 101920 

5 443160 693190 991983 769488 504851 470639 557713 317447 513679 130484 

6 396132 937085 847498 805037 705960 464873 518858 295316 477824 121347 

7 440832 847631 1131398 1063269 937549 558783 623645 354935 574223 145785 

8 359480 1061648 1443370 1127593 893381 532432 594197 338144 546972 138807 

9 376686 986608 1098535 1061934 841293 501344 559440 318314 514751 130533 

10 344014 1030363 1012950 978992 775418 461977 515358 293107 473635 119868 
Πίλαθαο 5.10: Τεηξάγσλν Δμέιημεο Εεκηώλ κε ηελ κέζνδν LAD εθηηκεηή (0 outliers) 

 

5.2.3 Κλαςςική & Ανθεκτική Ανάλυςη Διακύμανςησ (ANOVA)     

(0 outliers) 

Θεσξνχκε ην κνληέιν ηνπ Kremer (1982) 

                                                                           

φπνπ     : ε ηηκή ηεο κεηαβιεηήο Υ ζηε ζηάζκε   ηνπ παξάγνληα Α θαη ζηε ζηάζκε   

ηνπ παξάγνληα Β, 

κ: ν κέζνο φξνο,  

   : ε επίδξαζε ηεο ζηάζκεο   ηνπ παξάγνληα Α ζηε δηακφξθσζε ησλ    ,  

   : επίδξαζε ηεο ζηάζκεο   ηνπ παξάγνληα B ζηε δηακφξθσζε ησλ    , 

    : ζθάικα θαηά ηελ εθηίκεζε ησλ    . 

Όπσο αλακελφηαλ εθαξκφδνληαο ηελ θιαζζηθή ANOVA δχν παξαγφλησλ 

νδεγνχκαζηε ζηα ίδηα απνηειέζκαηα κε ηελ θιαζζηθή γξακκηθή παιηλδξφκεζε 

(Πίλαθαο 5.4).  

Ζ εθαξκνγή ηεο αλζεθηηθήο ANOVA παξάγεη εθηηκήζεηο παξακέηξσλ, νη νπνίεο 

φπσο εκθαλίδνληαη ζηνλ Πίλαθα 5.11 θαη είλαη δηαθνξεηηθέο απφ ηηο αληίζηνηρεο ηεο 

κε αλζεθηηθήο ANOVA.   
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   ϊ          ύ        ϊ          ύ     

          12.49292   

          0.361002           0.91119 

          0.443958           0.93872 

          0.155684           0.957172 

          0.267146           0.383527 

          0.340162           0.25453 

          0.420917           -0.12771 

          0.507186           -0.46627 

          0.37208           -0.02659 

           0.255514            -1.36643 

Πίλαθαο 5.11: Δθηηκήζεηο Παξακέηξσλ κε ηε κέζνδν R. ANOVA  

(0 outliers) 

 

Ζ αλζεθηηθή R.ANOVA δηαθχκαλζε ηνπ κνληέινπ ηζνχηαη κε 

         
          

θαη νη αλζεθηηθέο εθηηκνχκελεο δεκηέο δίλνληαη ζηνλ Πίλαθα 5.12.  

Έτοσ 
Ατυχόματοσ 

Έτοσ  ξϋλιξησ 

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 

1 357848 766940 610542 482940 527326 574398 146342 139950 227229 67948 

2 352118 884021 933894 1183289 445745 320996 527804 266172 425046 108522 

3 290507 1001799 926219 1016654 750816 146923 495992 280405 439267 117991 

4 310608 1108250 776189 1562400 272482 352053 206286 210485 329588 88518 

5 443160 693190 991983 769488 504851 470639 329084 235620 368926 99069 

6 396132 937085 847498 805037 705960 518369 354667 253928 397569 106744 

7 440832 847631 1131398 1063269 639903 563501 385535 276017 432122 115998 

8 359480 1061648 1443370 1241847 700681 617002 422121 302192 473051 126949 

9 376686 986608 1073349 1094445 617481 543706 371948 266246 416704 111773 

10 344014 952493 979758 998875 563482 496081 339301 242808 379836 101751 
Πίλαθαο 5.12: Τεηξάγσλν Δμέιημεο Εεκηώλ κε ηε κέζνδν Robust ANOVA (0 outliers) 

Τα δηαθνξεηηθά απηά απνηειέζκαηα κεηαμχ αλζεθηηθήο θαη θιαζζηθήο 

πξνζαξκνγήο ζα κπνξνχζαλ λα δηθαηνινγεζνχλ απφ ηελ παξνπζία κίαο ή 

πεξηζζνηέξσλ έθηνπσλ παξαηεξήζεσλ ζηα δεδνκέλα καο. Με ζθνπφ, ινηπφλ, λα 

εξκελεπηνχλ νη δηαθνξέο απηέο γίλνληαη ηα παξαθάησ δηαγλσζηηθά γξαθήκαηα. 
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ΔΙΑΓΝΩΣΤΙΚΑ ΓΡΑΦΗΜΑΤΑ 

 Γράυημα 1
ο
  

Ο πην δηαδεδνκέλνο ηξφπνο ειέγρνπ ηεο θαλνληθφηεηαο ησλ θαηαινίπσλ είλαη ε 

θαηαζθεπή ελφο “Normal Q-Q Plot of Residuals”, ην νπνίν βιέπνπκε παξαθάησ. 
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Normal QQ-Plot of Residuals

Γξάθεκα 5.1: Καλνληθά QQ-Plots γηα Κιαζζηθά θαη Αλζεθηηθά θαηάινηπα 

Σχκθσλα κε ην Γξάθεκα 5.1, ζπκπεξαίλνπκε φηη γηα ηε γξακκηθή παιηλδξφκεζε 

(αξηζηεξά) ηα θαηάινηπα είλαη θαηά πξνζέγγηζε θαλνληθά θαηαλεκεκέλα, κε 

εμαίξεζε ελδερνκέλσο κία ειαθξψο κεγαιχηεξε έθηνπε παξαηήξεζε θάησ αξηζηεξά. 

Τν θαλνληθφ Q-Q γξάθεκα ησλ θαηαινίπσλ ηεο αλζεθηηθήο πξνζαξκνγήο 

επηβεβαηψλεη ηελ χπαξμε απηήο ηεο έθηνπεο παξαηήξεζεο, πνπ αληηζηνηρεί ζηε 25
ε
 

παξαηήξεζε, ελψ ηα ππφινηπα θαηάινηπα πξνζαξκφδνληαη αξθεηά θαιά ζηελ 

θαλνληθή θαηαλνκή. 

 Γράυημα 2
ο
  

Τα γξαθήκαηα ησλ “Standardized Residuals versus Index (ζε απηή ηελ πεξίπησζε 

ν αξηζκφο ησλ παξαηεξήζεσλ)” γηα ηελ θιαζζηθή θαη ηελ αλζεθηηθή πξνζαξκνγή 

θαίλνληαη παξαθάησ. Οη νξηδφληηεο γξακκέο αλαθνξάο ζην ±2.5 αληηζηνηρνχλ ζε 

νπξέο πηζαλνηήησλ 0.006 κίαο ηππνπνηεκέλεο θαλνληθήο ηπραίαο κεηαβιεηήο. Σην 

Γξάθεκα 5.2, παξαηεξνχκε φηη ηα ηππνπνηεκέλα θαηάινηπα ηεο θιαζζηθήο 

πξνζαξκνγήο νξηαθά ππνλννχλ ηελ παξνπζία κίαο έθηνπεο παξαηήξεζεο ζηελ 25
ε
 

ζέζε, ελψ ε αλζεθηηθή πξνζαξκνγή αλαγλσξίδεη μεθάζαξα ηελ 25
ε
 παξαηήξεζε ζαλ 

“outlier”. 
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 Γξάθεκα 5.2: Standardized Residuals vs Index γηα Κιαζζηθή & Αλζεθηηθή 

πξνζαξκνγή 

 Γράυημα 3
ο
  

Σην Γξάθεκα 5.3 (“Kernel Density of residuals”), παξνπζηάδνληαη νη εθηηκήζεηο 

ππθλφηεηαο πηζαλφηεηαο ησλ θαηαινίπσλ ηεο θιαζζηθήο θαη αλζεθηηθήο 

πξνζαξκνγήο. 
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Γξάθεκα 5.3: Kernel Density θαηαινίπσλ ηεο Κιαζζηθήο & Αλζεθηηθήο πξνζαξκνγήο 

Οη πξνζαξκνγέο απηέο θαίλνληαη ζρεδφλ ίδηεο θαη γηα ηα δχν κνληέια θαη δίλνπλ 

κία ζαθή εηθφλα ηεο θαηαλνκήο ησλ φξσλ ηνπ ζθάικαηνο ζην κνληέιν. Ζ εθηίκεζε 

ηεο ππθλφηεηαο ησλ θαηαινίπσλ θαη ησλ δχν πξνζαξκνγψλ είλαη πνιχ ζπκπαγήο θαη 

ε θεληξηθή ηεο πεξηνρή θαίλεηαη ζσζηά θεληξαξηζκέλε ζην κεδέλ.  
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5.2.4 Παλινδρόμηςη Ελαχίςτων Περικεκομμένων Τετραγώνων -

Least Trimmed Squares- (0 outliers) 

Ζ εθαξκνγή ηνπ αλζεθηηθνχ εθηηκεηή παιηλδξφκεζεο ειαρίζησλ πεξηθεθνκκέλσλ 

ηεηξαγψλσλ (LTS) ζην ινγαξηζκηθφ κνληέιν (4.6) παξνπζηάδεη πξνβιήκαηα 

εθηίκεζεο ιφγσ ηνπ κεγάινπ αξηζκνχ επεμεγεκαηηθψλ κεηαβιεηψλ ζηνλ πίλαθα 

ζρεδηαζκνχ. Γηα ην ζθνπφ απηφ ππνζέηνπκε έλα ελαιιαθηηθφ κνληέιν φπνπ ν 

πίλαθαο ζρεδηαζκνχ πεξηιακβάλεη κηθξφηεξν αξηζκφ επεμεγεκαηηθψλ κεηαβιεηψλ. 

Τν κνληέιν απηφ νξίδεηαη σο (βιέπε Christofides (1990), ζει. 19), 

                                                                                        

φπνπ      : ε ηηκή ηεο κεηαβιεηήο Υ ζηε ζηάζκε   ηνπ παξάγνληα Α θαη ζηε ζηάζκε   

ηνπ παξάγνληα Β, 

   : ε επίδξαζε ηεο ζηάζκεο   ηνπ παξάγνληα Α ζηε δηακφξθσζε ησλ    , 

   : ε επίδξαζε ηεο ζηάζκεο   ηνπ παξάγνληα B ζηε δηακφξθσζε ησλ     θαη 

ππνζέηνπκε φηη νη παξάκεηξνη γηα ηα έηε εμέιημεο 1 έσο 10 αθνινπζνχλ κία 

γξακκηθή ζρέζε κε ηελ ίδηα θιίζε ή παξάκεηξφ s, δειαδή, 

               

 : (55×12) πίλαθαο ζρεδηαζκνχ, 

    : ζθάικα θαηά ηελ εθηίκεζε ησλ    . 

Δθαξκφδνληαο ηελ παιηλδξφκεζε ειαρίζησλ πεξηθεθνκκέλσλ ηεηξαγψλσλ 

παίξλνπκε ηηο εμήο εθηηκήζεηο: 

   ϊ          ύ        ϊ          ύ     

      
13.9713 

      
14.4546 

      
14.177 

      
14.2191 

      
14.1557 

      
14.1829 

      
13.6235 

       
14.0921 

      
14.3454 

     
-1.1718 

      
14.2862 

     
-0.1719 

Πίλαθαο 5.13: Δθηηκήζεηο Παξακέηξσλ κε ηε κέζνδν LTS εθηηκεηή 

 (0 outliers) 
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Ζ αλζεθηηθή LTS δηαθχκαλζε ηνπ ζπγθεθξηκέλνπ κνληέινπ είλαη 

     
          

θαη νη αλζεθηηθέο εθηηκνχκελεο δεκηέο δίλνληαη ζηνλ Πίλαθα 5.14. 

Έτοσ 
Ατυχόματοσ 

Έτοσ  ξϋλιξησ 

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 

1 357848 766940 610542 482940 527326 574398 146342 139950 227229 67948 

2 352118 884021 933894 1183289 445745 320996 527804 266172 425046 278009 

3 290507 1001799 926219 1016654 750816 146923 495992 280405 322617 268210 

4 310608 1108250 776189 1562400 272482 352053 206286 224673 186957 157875 

5 443160 693190 991983 769488 504851 470639 548540 456930 385728 325804 

6 396132 937085 847498 805037 705960 613535 511686 431806 364600 308026 

7 440832 847631 1131398 1063269 862241 720188 607533 512788 433061 365934 

8 359480 1061648 1443370 810205 678145 571822 482439 407255 343981 290701 

9 376686 986608 932400 783223 660044 556550 469546 396365 334777 282918 

10 344014 1032107 875274 736754 620504 522890 440879 371938 313954 265158 
Πίλαθαο 5.14: Τεηξάγσλν Δμέιημεο Εεκηώλ κε ηε κέζνδν LTS εθηηκεηή 

Τν Γξάθεκα 5.4 απεηθνλίδεη ηα ηππνπνηεκέλα θαηάινηπα ηα νπνία  ζεσξεηηθά ζα 

πξέπεη λα θπκαίλνληαη ζην δηάζηεκα [-2.5,2.5]. Όπσο βιέπνπκε παξαθάησ έθηνπεο 

παξαηεξήζεηο (outliers) εκθαλίδνληαη λα είλαη νη 31
ε
, 25

ε
 θαη 10

ε
.  

Fitted : V1.1
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Γξάθεκα 5.4: Τππνπνηεκέλα θαηάινηπα γηα ηε κέζνδν LTS 
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5.2.5 Παλινδρόμηςη Ελαχίςτων Διαμέςων Τετραγώνων -Least 

Median Squares- (0 outliers) 

Ζ εθαξκνγή ηνπ αλζεθηηθνχ εθηηκεηή παιηλδξφκεζεο ειαρίζησλ δηακέζσλ 

ηεηξαγψλσλ (LΜS) ζην ινγαξηζκηθφ κνληέιν (4.6) θαζψο θαη ζην κνληέιν (5.2) ηεο 

παιηλδξφκεζεο ηνπ LTS εθηηκεηή πνπ πεξηγξάςακε ζηελ πξνεγνχκελε ππνελφηεηα 

παξνπζηάδεη πξνβιήκαηα εθηίκεζεο ιφγσ ηνπ κεγάινπ αξηζκνχ επεμεγεκαηηθψλ 

κεηαβιεηψλ ζηνλ πίλαθα ζρεδηαζκνχ. Γηα ην ζθνπφ απηφ ππνζέηνπκε έλα 

ελαιιαθηηθφ κνληέιν φπνπ ν πίλαθαο ζρεδηαζκνχ πεξηιακβάλεη κηθξφηεξν αξηζκφ 

επεμεγεκαηηθψλ κεηαβιεηψλ.  Γηα ην ζθνπφ απηφ, ζεσξνχκε ην εμήο ελαιιαθηηθφ 

κνληέιν πνπ πξνηείλεηαη ζηε βηβιηνγξαθία 

                                                                           

φπνπ      : ε ηηκή ηεο κεηαβιεηήο Υ ζηε ζηάζκε   ηνπ παξάγνληα Α θαη ζηε ζηάζκε   

ηνπ παξάγνληα Β, 

  : ε ζηάζκε ηνπ έηνπο αηπρήκαηνο,  

j: ε ζηάζκε ηνπ έηνπο εμέιημήο, 

  : ε επίδξαζε ηνπ έηνπο αηπρήκαηνο   ζηε δηακφξθσζε ησλ    ,  

 b: ε επίδξαζε ηνπ έηνπο εμέιημεο j ζηε δηακφξθσζε ησλ    ,  

 : (55×2) πίλαθαο ζρεδηαζκνχ, 

    : ζθάικα θαηά ηελ εθηίκεζε ησλ    . 

Δθαξκφδνληαο ηελ παιηλδξφκεζε ειαρίζησλ δηακέζσλ ηεηξαγψλσλ παίξλνπκε ηα 

εμήο απνηειέζκαηα: 

   ϊ          ύ     

          13.78169 

     0.052187 

     -0.13119 

Πίλαθαο 5.15: Δθηηκήζεηο Παξακέηξσλ  

κε ηελ κέζνδν LΜS εθηηκεηή (0 outliers) 

 

Ζ αλζεθηηθή LMS δηαθχκαλζε ηνπ κνληέινπ ηζνχηαη κε 
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θαη νη αλζεθηηθέο εθηηκνχκελεο δεκηέο δίλνληαη ζηνλ Πίλαθα 5.16.  

Έτοσ 
Ατυχόματοσ 

Έτοσ  ξϋλιξησ 

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 

1 357848 766940 610542 482940 527326 574398 146342 139950 227229 67948 

2 352118 884021 933894 1183289 445745 320996 527804 266172 425046 346781 

3 290507 1001799 926219 1016654 750816 146923 495992 280405 399484 365790 

4 310608 1108250 776189 1562400 272482 352053 206286 473611 421610 385958 

5 443160 693190 991983 769488 504851 470639 565922 500125 445173 407431 

6 396132 937085 847498 805037 705960 678813 598119 528548 470426 430428 

7 440832 847631 1131398 1063269 816657 718504 633059 559385 497809 455331 

8 359480 1061648 1443370 986252 866968 762724 671973 593709 528261 482954 

9 376686 986608 1200461 1054674 927032 815484 718366 634585 564454 515613 

10 344014 1503791 1320450 1159815 1019205 896327 789317 696929 619392 564540 
Πίλαθαο 5.16: Τεηξάγσλν Δμέιημεο Εεκηώλ κε ηε κέζνδν LMS εθηηκεηή 

Σημείωση: Απφ ηα απνηειέζκαηα ηεο Δλφηεηαο 5.2 ζπκπεξαίλνπκε φηη ην απζεληηθφ 

ηξίγσλν εμέιημεο δεκηψλ ησλ Taylor θαη Ashe (1983) εκπεξηέρεη ηνπιάρηζηνλ κία 

έθηνπε παξαηήξεζε, γεγνλφο ην νπνίν έρεη ζαλ απνηέιεζκα δηαθνξεηηθέο εθηηκήζεηο 

κεηαμχ ηνπ ινγαξηζκνθαλνληθνχ κνληέινπ παιηλδξφκεζεο θαη ηνπ κνληέινπ 

αλάιπζεο δηαζπνξάο κε δχν παξάγνληεο θαη ησλ αληίζηνηρσλ αλζεθηηθψλ 

εθηηκήζεσλ ησλ κνληέισλ απηψλ. Απηφ δηαπηζηψλεηαη αλ παξαηεξήζνπκε ηνλ 

Πίλαθα 6.1 θαη ην Γξάθεκα 6.1 ζην Κεθάιαην 6, φπνπ γίλεηαη ζχγθξηζε ηεο 

απνζεκαηνπνίεζεο δεκηψλ ησλ θιαζζηθψλ θαη αλζεθηηθψλ κεζφδσλ. Αλ ην ηξίγσλν 

εμέιημεο δεκηψλ ησλ Taylor θαη Ashe (1983) δελ εκπεξηείρε έθηνπεο παξαηεξήζεηο, 

ζα έπξεπε νη ηηκέο ησλ ηειηθψλ απνζεκάησλ κε βάζε ηα αλζεθηηθά θαη κε αλζεθηηθά 

κνληέια λα είλαη παξαπιήζηεο πξάγκα πνπ δελ ζπκβαίλεη ζηελ δηθή καο πεξίπησζε. 

5.3 Εφαρμογή Λογαριθμικού μοντέλου παλινδρόμηςησ             

(1 outlier ςτη θέςη (4,4) του τριγώνου εξέλιξησ ζημιών) 

Σην ζεκείν απηφ, επηζπκνχκε λα πξνζδηνξίζνπκε ηελ επηξξνή κίαο έθηνπεο 

παξαηήξεζεο (outlier) ζηε πξφβιεςε ησλ εθθξεκψλ δεκηψλ θαη ηνπ ζπλνιηθνχ 

απαηηνχκελνπ απνζεκαηηθνχ γηα θάζε κέζνδν μερσξηζηά.  

Τν Γξάθεκα 5.5 απεηθνλίδεη ηηο αηνκηθέο δεκηέο ζε ζρέζε κε ηε ζέζε ηνπο ζην 

ηξίγσλν εμέιημήο δεκηψλ θαη ε κεγαιχηεξε δεκηά ηνπ αξρηθνχ ζπλφινπ δεδνκέλσλ 
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βξίζθεηαη ζηελ 4
ε
 γξακκή θαη 4

ε
 ζηήιε. Θέινπκε λα δνχκε ηη γίλεηαη ζηε πεξίπησζε 

πνπ απμήζνπκε απηή ηελ ήδε κεγάιε αηνκηθή δεκηά. Γηα ην ζθνπφ απηφ, ζα 

δεθαπιαζηάζνπκε ηελ αηνκηθή δεκηά πνπ ζπλέβε θαηά ην 4
ν
 έηνο αηπρήκαηνο θαη 

απνπιεξψζεθε κεηά απφ 4 ρξφληα (4
ν
 έηνο εμέιημεο), δειαδή 

   
                      

x

y

2 4 6 8 10

5*
10

^5
10

^6
1.

5*
10

^6

Γξάθεκα 5.5: Αηνκηθέο δεκηέο ζε ζρέζε κε ηε ζέζε ηνπο ζην ηξίγσλν εμέιημήο δεκηώλ 

Έηζη, ην αλαπξνζαξκνζκέλν ηξίγσλν εμέιημεο δεκηψλ κε ηνπο ινγαξίζκνπο ησλ 

αηνκηθψλ δεκηψλ κεηά ηελ πξνζζήθε ηεο έθηνπεο παξαηήξεζεο ζηε ζέζε (4,4) ζα 

έρεη ηελ παξαθάησ κνξθή. 

Έτοσ 

Ατυχόματοσ 

( ) 

Έτοσ  ξϋλιξησ  ( ) 

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 

1 12.788 13.550 13.322 13.088 13.176 13.261 11.894 11.849 12.334 11.126 

2 12.772 13.692 13.747 13.984 13.008 12.679 13.176 12.492 12.960  

3 12.579 13.817 13.739 13.832 13.529 11.898 13.114 12.544   

4 12.646 13.918 13.562 16.564 12.515 12.772 12.237    

5 13.002 13.449 13.807 13.553 13.132 13.062     

6 12.890 13.751 13.650 13.599 13.467      

7 12.996 13.650 13.939 13.877       

8 12.792 13.875 14.182        

9 12.839 13.802         

10 12.748          

Πίλαθαο 5.17: Τξίγσλν Δμέιημεο Εεκηώλ κε 1 outlier (P44) 
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5.3.1 Εκτιμήςεισ παραμέτρων 

Δθαξκφδνληαο γξακκηθή πνιιαπιή παιηλδξφκεζε παίξλνπκε ηα εμήο 

απνηειέζκαηα: 

   ϊ          ύ        ϊ          ύ     

          12.4858   

     0.361      0.9112 

     0.2822      0.9387 

     0.5001      1.2939 

     0.2685      0.3695 

     0.2827      -0.034 

     0.3438      -0.1663 

     0.5143      -0.4053 

     0.3792      -0.0195 

      0.2626       -1.3594 

 Πίλαθαο 5.18: Δθηηκήζεηο Παξακέηξσλ κε ηελ LS κέζνδν(1 outlier) 

Σηε ζπλέρεηα, γηα λα ζπκπιεξψζνπκε ην ηξίγσλν εμέιημεο δεκηψλ κε ηηο 

κειινληηθέο ηηκέο ησλ ινγαξίζκσλ ησλ     αξθεί λα πνιιαπιαζηάζνπκε ηνλ πίλαθα ησλ 

εθηηκεκέλσλ παξακέηξσλ κε ηνλ κειινληηθφ πίλαθα ζρεδηαζκνχ πξνζζέηνληαο πάληα 

ηνλ φξν ηεηαγκέλε (intercept). Τν ζπκπιεξσκέλν ηεηξάγσλν εμέιημεο δεκηψλ (run-

off square) δίλεηαη απφ ηνλ παξαθάησ πίλαθα. 

Έτοσ 
Ατυχόματοσ 

Έτοσ  ξϋλιξησ 

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 

1 12.788 13.550 13.322 13.088 13.176 13.261 11.894 11.849 12.334 11.126 

2 12.772 13.692 13.747 13.984 13.008 12.679 13.176 12.492 12.960 11.487 

3 12.579 13.817 13.739 13.832 13.529 11.898 13.114 12.544 12.749 11.409 

4 12.646 13.918 13.562 16.564 12.515 12.772 12.237 12.581 12.966 11.627 

5 13.002 13.449 13.807 13.553 13.132 13.062 12.588 12.349 12.735 11.395 

6 12.890 13.751 13.650 13.599 13.467 12.735 12.602 12.363 12.749 11.409 

7 12.996 13.650 13.939 13.877 13.199 12.796 12.663 12.424 12.810 11.470 

8 12.792 13.875 14.182 14.294 13.370 12.966 12.834 12.595 12.981 11.641 

9 12.839 13.802 13.804 14.159 13.235 12.831 12.699 12.460 12.846 11.506 

10 12.748 13.660 13.687 14.042 13.118 12.714 12.582 12.343 12.729 11.389 
Πίλαθαο 5.19: Τξίγσλν Δμέιημεο Λνγαξηζκηζκέλσλ Εεκηώλ κε ηελ LS κέζνδν(1 outlier) 
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Σηελ πεξίπησζε ηεο γξακκηθήο παιηλδξφκεζεο ε ηηκή ηεο δηαθχκαλζεο ηζνχηαη κε 

              
          

θαη νη εθηηκνχκελεο δεκηέο δίλνληαη ζηνλ Πίλαθα 5.20. 

Έτοσ 
Ατυχόματοσ 

Έτοσ  ξϋλιξησ 

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 

1 357848 766940 610542 482940 527326 574398 146342 139950 227229 67948 

2 352118 884021 933894 1183289 445745 320996 527804 266172 425046 135125 

3 290507 1001799 926219 1016654 750816 146923 495992 280405 442417 125150 

4 310608 1108250 776189 15624000 272482 352053 206286 365318 551827 156033 

5 443160 693190 991983 769488 504851 470639 364547 290982 439468 124209 

6 396132 937085 847498 805037 705960 420937 371850 296780 448146 126601 

7 440832 847631 1131398 1063269 671662 451191 398539 318041 480142 135559 

8 359480 1061648 1443370 2026710 807434 542340 478991 382173 576776 162703 

9 376686 986608 1270865 1818440 724343 486442 429526 342597 516758 145555 

10 344014 1186071 1221714 1747366 695735 467007 412118 328432 494653 138775 
Πίλαθαο 5.20: Τεηξάγσλν Δμέιημεο Εεκηώλ κε ηε κέζνδν LS (1 outlier) 

5.4 Ανθεκτικέσ Μέθοδοι (1 outlier) 

Σηελ παξνχζα ελφηεηα αθνινπζνχκε ηα βήκαηα ηεο Δλφηεηαο 5.2 κε ηε δηαθνξά 

φηη έρνπκε πξνζζέζεη κία έθηνπε παξαηήξεζε ζηα δεδνκέλα, σο εμήο    
  

        .  

Σην παξάξηεκα, πνπ παξαζέηεηαη ζην ηέινο ηεο εξγαζίαο έρνπκε ηελ επθαηξία λα 

δνχκε θαη ηα ηεηξάγσλα εμέιημεο ινγαξηαζκέλσλ δεκηψλ (παξάξηεκα Α2) θαη ηηο 

δηαθπκάλζεηο ησλ κειινληηθψλ παξαηεξήζεσλ (παξάξηεκα Β2). 

5.4.1 Παλινδρόμηςη με χρήςη Μ-Εκτιμητή (1 outlier) 

Φξεζηκνπνηνχκε ηνλ αλζεθηηθφ Μ-Δθηηκεηή ηνπ Huber κε    , ηε ζπλάξηεζε 

ηνπ νπνίνπ είρακε νξίζεη κε ηε ζρέζε (5.1). Οη εθηηκήζεηο ησλ αλζεθηηθψλ 

ζπληειεζηψλ κε ηε κέζνδν απηή εκθαλίδνληαη ζηνλ Πίλαθα 5.21. 
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   ϊ          ύ        ϊ          ύ     

          12.46846   

    0.392672     0.8886648 

    0.4884641     0.9312818 

    0.1104623     0.8368361 

    0.3254358     0.4332284 

    0.3827762     0.1620504 

    0.4877921     -0.0970807 

    0.5364851     -0.4642581 

    0.4078062     -0.0179619 

     0.2799786      -1.341961 

Πίλαθαο 5.21: Δθηηκήζεηο Παξακέηξσλ κε ηε κέζνδν Μ εθηηκεηή (1 outlier) 

Ζ αλζεθηηθή Μ δηαθχκαλζε ηνπ κνληέινπ (γηα ηα δεδνκέλα κε 1 outlier) ηζνχηαη 

κε 

             
           

θαη νη αλζεθηηθέο εθηηκνχκελεο δεκηέο παξνπζηάδνληαη ζηνλ Πίλαθα 5.22.  

Έτοσ 
Ατυχόματοσ 

Έτοσ  ξϋλιξησ 

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 

1 357848 766940 610542 482940 527326 574398 146342 139950 227229 67948 

2 352118 884021 933894 1183289 445745 320996 527804 266172 425046 146335 

3 290507 1001799 926219 1016654 750816 146923 495992 280405 502216 145808 

4 310608 1108250 776189 15624000 272482 352053 206286 264723 413290 119930 

5 443160 693190 991983 769488 504851 470639 413892 301366 470411 136438 

6 396132 937085 847498 805037 705960 510262 433805 315828 492882 142876 

7 440832 847631 1131398 1063269 784647 561007 476897 347149 541620 156896 

8 359480 1061648 1443370 1471010 864532 618050 525309 382308 596254 172551 

9 376686 986608 1323412 1325514 778878 556700 473042 344141 536379 154955 

10 344014 1250133 1288178 1289584 757390 541041 459417 333898 519513 149390 
Πίλαθαο 5.22: Τεηξάγσλν Δμέιημεο Εεκηώλ κε ηελ κέζνδν Μ εθηηκεηή (1outlier) 

5.4.2 Παλινδρόμηςη  Ελαχίςτων Απολύτων Αποκλίςεων - Least 

Absolute Deviation (1 outlier) 

Δθαξκφδνληαο ηελ παιηλδξφκεζε ειαρίζησλ απνιχησλ απνθιίζεσλ (LAD) 

παίξλνπκε ηα εμήο απνηειέζκαηα: 
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   ϊ          ύ        ϊ          ύ     

          12.40624   

      0.4250154       0.9339609 

      0.477108       0.915864 

      0.2400484       0.8804398 

      0.4853582       0.6455698 

      0.4103298       0.1252499 

      0.5901804       0.2309685 

      0.5351334       -0.3393564 

      0.4618282       0.1286983 

       0.3421993        -1.27974 

Πίλαθαο 5.23: Δθηηκήζεηο Παξακέηξσλ κε ηε κέζνδν LAD εθηηκεηή (1 outlier) 

Ζ αλζεθηηθή LAD δηαθχκαλζε ηνπ κνληέινπ (γηα ηα δεδνκέλα κε 1 outlier), 

δίλεηαη θαη ηζνχηαη κε 

               
          

θαη νη αλζεθηηθέο εθηηκνχκελεο δεκηέο δίλνληαη ζηνλ Πίλαθα 5.24.  

Έτοσ 
Ατυχόματοσ 

Έτοσ  ξϋλιξησ 

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 

1 357848 766940 610542 482940 527326 574398 146342 139950 227229 67948 

2 352118 884021 933894 1183289 445745 320996 527804 266172 425046 158937 

3 290507 1001799 926219 1016654 750816 146923 495992 280405 621057 167895 

4 310608 1108250 776189 15624000 272482 352053 206286 297565 491947 132918 

5 443160 693190 991983 769488 504851 470639 664406 382323 631939 170648 

6 396132 937085 847498 805037 705960 552620 620915 357248 590357 159320 

7 440832 847631 1131398 1063269 1116905 668693 751245 432163 713945 192523 

8 359480 1061648 1443370 1353588 1075957 644092 723485 416095 687115 185082 

9 376686 986608 1343869 1302305 1034977 619416 695565 399871 659842 177391 

10 344014 1338613 1318218 1276739 1014096 606541 680578 390821 643657 172145 
Πίλαθαο 5.24: Τεηξάγσλν Δμέιημεο Εεκηώλ κε ηελ κέζνδν LAD εθηηκεηή (1 outlier) 

5.4.3 Κλαςςική & Ανθεκτική ANOVA (1 outlier) 

Θεσξνχκε ην κνληέιν 
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Δθαξκφδνληαο ηελ θιαζζηθή αλάιπζε δηαθχκαλζεο δχν παξαγφλησλ γηα ηα 

δεδνκέλα κε ελζσκαησκέλε ηελ κία έθηνπε παξαηήξεζε ζηε ζέζε (4,4) 

νδεγνχκαζηε ζηα ίδηα απνηειέζκαηα κε ηελ θιαζζηθή γξακκηθή παιηλδξφκεζε 

(Πίλαθαο 5.20).  

Δθαξκφδνληαο ηελ αλζεθηηθή αλάιπζε δηαθχκαλζεο παίξλνπκε ηνπο αλζεθηηθνχο 

ζπληειεζηέο ηνπ Πίλαθα 5.25.   

   ϊ          ύ        ϊ          ύ     

          12.50442   

          0.3610018           0.9111896 

          0.4480173           0.9387197 

          0.03749337           0.8391747 

          0.2716756           0.3884434 

          0.3512806           0.27144808 

          0.4389192           -0.1106697 

          0.495689           -0.4791174 

          0.3605823           -0.0380883 

           0.2440171            -1.377923 

Πίλαθαο 5.25: Δθηηκήζεηο Παξακέηξσλ κε κέζνδν R. ANOVA (1 outlier) 

Οη αλζεθηηθέο εθηηκνχκελεο δεκηέο δίλνληαη ζηνλ Πίλαθα 5.26 θαη ε αλζεθηηθή 

R.ANOVA δηαθχκαλζε ηνπ κνληέινπ (γηα ηα δεδνκέλα κε 1 outlier), ηζνχηαη κε 

                  
           

Έτοσ 
Ατυχόματοσ 

Έτοσ  ξϋλιξησ 

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 

1 357848 766940 610542 482940 527326 574398 146342 139950 227229 67948 

2 352118 884021 933894 1183289 445745 320996 527804 266172 425046 108523 

3 290507 1001799 926219 1016654 750816 146923 495992 280405 441055 118471 

4 310608 1108250 776189 15624000 272482 352053 206286 186769 292849 78650 

5 443160 693190 991983 769488 504851 470639 340147 236370 370602 99519 

6 396132 937085 847498 805037 705960 539274 369014 256421 402016 107937 

7 440832 847631 1131398 1063269 662311 590276 403901 280651 439972 118105 

8 359480 1061648 1443370 1103630 704137 627531 429375 298334 467644 125498 

9 376686 986608 1073352 972634 620526 552984 378340 262847 411942 110496 

10 344014 952496 979761 887701 566261 504546 345132 239709 375495 100588 
Πίλαθαο 5.26: Τεηξάγσλν Δμέιημεο Εεκηώλ κε ηελ κέζνδν Robust ANOVΑ (1 outlier) 
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Με ζθνπφ ηελ επεμήγεζε απηήο ηεο δηαθνξάο κεηαμχ θιαζζηθήο θαη αλζεθηηθήο 

πξνζαξκνγήο, αθνινπζνχλ ηα δηαγλσζηηθά γξαθήκαηα κεηαμχ θιαζζηθήο θαη 

αλζεθηηθήο αλάιπζεο δηαθχκαλζεο γηα ηελ δηάγλσζε θαη ηελ εξκελεία ησλ έθηνπσλ 

παξαηεξήζεσλ. 

ΔΙΑΓΝΩΣΤΙΚΑ ΓΡΑΦΗΜΑΤΑ 

 Γράυημα 1
ο
  

Σχκθσλα κε ην Γξάθεκα 5.6 ζπκπεξαίλνπκε φηη γηα ηελ θιαζζηθή γξακκηθή 

παιηλδξφκεζε (αξηζηεξά) ζπκπεξαίλνπκε φηη ηα θαηάινηπα είλαη θαηά πξνζέγγηζε 

θαλνληθά θαηαλεκεκέλα, κε εμαίξεζε κία κεηξίσο κεγαιχηεξε έθηνπε παξαηήξεζε 

πάλσ δεμηά (ηελ 31
ε
 παξαηήξεζε ηελ νπνία δεθαπιαζηάζακε). Τν θαλνληθφ Q-Q 

γξάθεκα ησλ θαηαινίπσλ ηεο αλζεθηηθήο πξνζαξκνγήο επηβεβαηψλεη ηελ χπαξμε 

απηήο ηεο έθηνπεο παξαηήξεζεο, αιιά θαη αθφκα κίαο θάησ αξηζηεξά πνπ 

αληηζηνηρεί ζηε 25
ε
 παξαηήξεζε, ελψ ηα ππφινηπα θαηάινηπα πξνζαξκφδνληαη 

αξθεηά θαιά ζηελ θαλνληθή θαηαλνκή. 
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Γξάθεκα 5.6: Καλνληθά QQ-Plots γηα Κιαζζηθά & Αλζεθηηθά θαηάινηπα 

 Γράυημα 2
ο
  

Τα γξαθήκαηα ησλ “Standardized Residuals versus Index (ζε απηή ηελ πεξίπησζε 

ν αξηζκφο ησλ παξαηεξήζεσλ)” γηα ηελ θιαζζηθή θαη ηελ αλζεθηηθή πξνζαξκνγή 

θαίλνληαη παξαθάησ. Οη νξηδφληηεο γξακκέο αλαθνξάο ζην ±2.5 αληηζηνηρνχλ ζε 

νπξέο πηζαλνηήησλ 0.006 κίαο ηππνπνηεκέλεο θαλνληθήο ηπραίαο κεηαβιεηήο. 
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Σχκθσλα κε ην Γξάθεκα 5.7, ηα ηππνπνηεκέλα θαηάινηπα ηεο θιαζζηθήο 

πξνζαξκνγήο νξηαθά ππνλννχλ ηελ παξνπζία κηαο έθηνπεο παξαηήξεζεο ζηελ 31
ε
 

ζέζε, ελψ ε αλζεθηηθή πξνζαξκνγή φρη κφλν αλαγλσξίδεη μεθάζαξα ηελ 31
ε
 

παξαηήξεζε ζαλ “outlier” αιιά θαη ηελ 25
ε
. 
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Γξάθεκα 5.7: Standardized Residuals vs Index γηα Κιαζζηθή & Αλζεθηηθή 

πξνζαξκνγή 

 Γράυημα 3
ο
  

Τν Γξάθεκα 5.8 εκθαλίδεη δηαθνξεηηθή πξνζαξκνγή γηα ηα δχν κνληέια θαη δίλεη 

κία αθξηβή εηθφλα ηεο θαηαλνκήο ησλ φξσλ ηνπ ζθάικαηνο ζην κνληέιν.  
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Γξάθεκα 5.8: Kernel Density θαηαινίπσλ Κιαζζηθήο & Αλζεθηηθήο πξνζαξκνγήο 
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Ζ εθηίκεζε ηεο ππθλφηεηαο ησλ θαηαινίπσλ ηεο αλζεθηηθήο πξνζαξκνγήο είλαη 

πνιχ ζπκπαγήο θαη ε θεληξηθή ηεο πεξηνρή θαίλεηαη ζσζηά θεληξαξηζκέλε ζην 

κεδέλ. Δπίζεο, εκθαλίδεη κία δηαθξηηή «αλσκαιία» ζην δεμί κέινο πνπ ππνδειψλεη 

ηελ παξνπζία κίαο έθηνπεο παξαηήξεζεο.  

5.4.4 Παλινδρόμηςη Ελαχίςτων Περικεκομμένων Τετραγώνων -

Least Trimmed Squares (1 outlier) 

Δθαξκφδνληαο ζηα δεδνκέλα κε κία έθηνπε παξαηήξεζε ηελ παιηλδξφκεζε 

ειαρίζησλ πεξηθεθνκκέλσλ ηεηξαγψλσλ (LTS) γηα ην κνληέιν πνπ πεξηγξάςακε ζηελ 

ππνελφηεηα 5.2.4, παίξλνπκε ηα εμήο απνηειέζκαηα: 

   ϊ          ύ        ϊ          ύ     

      
14.2117 

      
14.3126 

      
14.3688 

      
14.1697 

      
14.4539 

      
14.2165 

      
13.9357 

       
14.1257 

      
14.3052 

     
-1.1701 

      
14.3496 

     
-0.2072 

Πίλαθαο 5.27: Δθηηκήζεηο Παξακέηξσλ κε ηε κέζνδν LTS εθηηκεηή (1 outlier) 

Οη αλζεθηηθέο εθηηκνχκελεο δεκηέο δίλνληαη ζηνλ Πίλαθα 5.28 θαη ε αλζεθηηθή LTS 

δηαθχκαλζε ηνπ κνληέινπ (γηα ηα δεδνκέλα κε 1 outlier) ηζνχηαη κε 

               
           

Έτοσ 
Ατυχόματοσ 

Έτοσ  ξϋλιξησ 

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 

1 357848 766940 610542 482940 527326 574398 146342 139950 227229 67948 

2 352118 884021 933894 1183289 445745 320996 527804 266172 425046 235655 

3 290507 1001799 926219 1016654 750816 146923 495992 280405 315126 253066 

4 310608 1108250 776189 15624000 272482 352053 206286 230565 185321 151044 

5 443160 693190 991983 769488 504851 470639 409980 329854 268761 219099 

6 396132 937085 847498 805037 705960 526908 424414 345695 281727 229717 

7 440832 847631 1131398 1063269 624670 503875 410276 334240 272441 222186 

8 359480 1061648 1443370 667009 539097 438776 357314 291130 237331 193577 

9 376686 986608 863788 700512 569842 463792 377679 307718 250850 204600 

10 344014 989441 809685 657920 534885 435089 354101 288340 234917 191494 
Πίλαθαο 5.28: Τεηξάγσλν Δμέιημεο Εεκηώλ κε ηε κέζνδν LTS εθηηκεηή (1 outlier) 
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Τν Γξάθεκα 5.9 απεηθνλίδεη ηα ηππνπνηεκέλα θαηάινηπα γηα ην LTS κνληέιν θαη 

εκθαλίδεη ηηο παξαηεξήζεηο 31
ε
, 25

ε
 θαη 10

ε
 σο έθηνπεο (outliers).  

Fitted : V1.1
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Γξάθεκα 5.9: Γξαθήκαηα ηππνπνηεκέλσλ θαηαινίπσλ γηα ην κνληέιν LTS 

5.4.5 Παλινδρόμηςη Ελαχίςτων  Διαμέςων Τετραγώνων -Least 

Median Squares- (1 outlier) 

Δθαξκφδνληαο ζηα δεδνκέλα κε κία έθηνπε παξαηήξεζε ηελ παιηλδξφκεζε 

ειαρίζησλ δηακέζσλ ηεηξαγψλσλ γηα ην κνληέιν πνπ πεξηγξάςακε ζηελ ππνελφηεηα 

5.2.5, παίξλνπκε ηα εμήο απνηειέζκαηα: 

   ϊ          ύ     

          13.78169 

     0.052187 

     -0.13119 

Πίλαθαο 5.29: Δθηηκήζεηο Παξακέηξσλ κε ηε κέζνδν LMS                                      

εθηηκεηή (1 outlier) 

Ζ αλζεθηηθή LMS δηαθχκαλζε ηνπ κνληέινπ (γηα ηα δεδνκέλα κε 1 outlier) είλαη 

               
           

θαη νη αλζεθηηθέο εθηηκνχκελεο δεκηέο παξνπζηάδνληαη ζηνλ Πίλαθα 5.30.  
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Έτοσ 
Ατυχόματοσ 

Έτοσ  ξϋλιξησ 

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 

1 357848 766940 610542 482940 527326 574398 146342 139950 227229 67948 

2 352118 884021 933894 1183289 445745 320996 527804 266172 425046 342433 

3 290507 1001799 926219 1016654 750816 146923 495992 280405 395620 361173 

4 310608 1108250 776189 15624000 272482 352053 206286 469458 417482 381048 

5 443160 693190 991983 769488 504851 470639 561166 495661 440748 402193 

6 396132 937085 847498 805037 705960 673177 592962 523718 465653 424815 

7 440832 847631 1131398 1063269 809793 712309 627402 554100 492609 449266 

8 359480 1061648 1443370 977603 859229 755754 665625 587800 522482 476300 

9 376686 986608 1188850 1044348 917816 807211 710861 627644 557736 508043 

10 344014 1484933 1303785 1145059 1006102 884637 778804 687328 610298 554773 
Πίλαθαο 5.31: Τεηξάγσλν Δμέιημεο Εεκηώλ κε ηε κέζνδν LMS εθηηκεηή (1 outlier) 

 

5.5 Εφαρμογή Λογαριθμικού μοντέλου Παλινδρόμηςησ (2 

outliers ςτισ θέςεισ (4,4) και (1,2)) 

Σην ζεκείν απηφ, επηζπκνχκε λα πξνζδηνξίζνπκε ηελ επηξξνή δχν έθηνπσλ 

παξαηεξήζεσλ (outliers) ζηε πξφβιεςε ησλ εθθξεκψλ δεκηψλ θαη ηνπ ζπλνιηθνχ 

απαηηνχκελνπ απνζεκαηηθνχ γηα θάζε κέζνδν μερσξηζηά.  

Γηα ην ζθνπφ απηφ, ζα δεθαπιαζηάζνπκε ηελ αηνκηθή δεκηά πνπ ζπλέβε θαηά ην 

4
ν
 έηνο αηπρήκαηνο θαη απνπιεξψζεθε κεηά απφ 4 ρξφληα (   ) θαη ηελ αηνκηθή 

δεκηά πνπ ζπλέβε θαηά ην 1
ν
 έηνο αηπρήκαηνο θαη πιεξψζεθε κεηά απφ δχν έηε 

(   ). Οπφηε 

   
                       

   
                     

Σπλεπψο, ην αλαπξνζαξκνζκέλν ηξίγσλν εμέιημεο δεκηψλ κε ηνπο ινγαξίζκνπο 

ησλ αηνκηθψλ δεκηψλ κεηά ηελ πξνζζήθε ησλ δχν αθξαίσλ ηηκψλ ζηηο ζέζεηο (4,4) 

θαη (1,2) εκθαλίδεηαη ζηνλ Πίλαθα 5.32. 
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Έτοσ 

Ατυχόματοσ 

( ) 

Έτοσ  ξϋλιξησ  ( ) 

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 

1 12.788 15.853 13.322 13.088 13.176 13.261 11.894 11.849 12.334 11.126 

2 12.772 13.692 13.747 13.984 13.008 12.679 13.176 12.492 12.960  

3 12.579 13.817 13.739 13.832 13.529 11.898 13.114 12.544   

4 12.646 13.918 13.562 16.564 12.515 12.772 12.237    

5 13.002 13.449 13.807 13.553 13.132 13.062     

6 12.890 13.751 13.650 13.599 13.467      

7 12.996 13.650 13.939 13.877       

8 12.792 13.875 14.182        

9 12.839 13.802         

10 12.748          

Πίλαθαο 5.32: Τξίγσλν Δμέιημεο Εεκηώλ κε 2 outliers 

5.5.1 Εκτιμήςεισ παραμέτρων 

Δθηειψληαο γξακκηθή (θιαζζηθή) πνιιαπιή παιηλδξφκεζε παίξλνπκε ηα εμήο 

απνηειέζκαηα: 

   ϊ          ύ        ϊ          ύ     

          
12.7672 

 
 

     
0.1051 

     
1.1671 

     
0.0104 

     
0.9227 

     
0.2139 

     
1.2636 

     
-0.0307 

     
0.3261 

     
-0.0319 

     
-0.0927 

     
0.0101 

     
-0.2442 

     
0.153 

     
-0.5107 

     
-0.0301 

     
-0.1729 

      
-0.0188 

      
-1.6407 

 Πίλαθαο 5.33: Δθηηκήζεηο Παξακέηξσλ κε ηε κέζνδν LS (2 outliers) 

Σηε ζπλέρεηα, γηα λα ζπκπιεξψζνπκε ην ηξίγσλν εμέιημεο δεκηψλ κε ηηο 

κειινληηθέο ηηκέο ησλ ινγαξίζκσλ ησλ     αξθεί λα πνιιαπιαζηάζνπκε ηνλ πίλαθα ησλ 



 
 80 

εθηηκεκέλσλ παξακέηξσλ κε ηνλ κειινληηθφ πίλαθα ζρεδηαζκνχ πξνζζέηνληαο πάληα 

ηνλ φξν ηεηαγκέλε (intercept). Τν ζπκπιεξσκέλν ηεηξάγσλν εμέιημεο δεκηψλ (run-

off square) δίλεηαη απφ ηνλ παξαθάησ πίλαθα: 

Έτοσ 
Ατυχόματοσ 

Έτοσ  ξϋλιξησ 

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 

1 12.788 15.853 13.322 13.088 13.176 13.261 11.894 11.849 12.334 11.126 

2 12.772 13.692 13.747 13.984 13.008 12.679 13.176 12.492 12.960 11.232 

3 12.579 13.817 13.739 13.832 13.529 11.898 13.114 12.544 12.605 11.137 

4 12.646 13.918 13.562 16.564 12.515 12.772 12.237 12.471 12.809 11.341 

5 13.002 13.449 13.807 13.553 13.132 13.062 12.492 12.226 12.564 11.096 

6 12.890 13.751 13.650 13.599 13.467 12.643 12.491 12.225 12.562 11.095 

7 12.996 13.650 13.939 13.877 13.103 12.684 12.533 12.267 12.604 11.137 

8 12.792 13.875 14.182 14.184 13.246 12.828 12.676 12.410 12.747 11.280 

9 12.839 13.802 13.660 14.001 13.063 12.644 12.493 12.227 12.564 11.097 

10 12.748 13.915 13.671 14.013 13.075 12.656 12.504 12.238 12.576 11.108 
Πίλαθαο 5.34: Τεηξάγσλν Δμέιημεο Λνγαξηζκηζκέλσλ Εεκηώλ κε ηε κέζνδν LS      (2 

outliers) 

Οη εθηηκνχκελεο δεκηέο εκθαλίδνληαη ζηνλ Πίλαθα 5.35 θαη ζηελ πεξίπησζε ηεο 

Γξακκηθήο Παιηλδξφκεζεο (LS) ε ηηκή ηεο δηαθχκαλζεο,     
 , ηζνχηαη κε 

               
          

Έτοσ 
Ατυχόματοσ 

Έτοσ  ξϋλιξησ 

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 

1 357848 7669400 610542 482940 527326 574398 146342 139950 227229 67948 

2 352118 884021 933894 1183289 445745 320996 527804 266172 425046 120816 

3 290507 1001799 926219 1016654 750816 146923 495992 280405 428025 110223 

4 310608 1108250 776189 15624000 272482 352053 206286 361990 527327 135712 

5 443160 693190 991983 769488 504851 470639 364641 284920 414960 106728 

6 396132 937085 847498 805037 705960 422194 367171 286855 417670 107351 

7 440832 847631 1131398 1063269 671836 445559 387441 302634 440504 113122 

8 359480 1061648 1443370 2008043 790534 524201 455741 355891 517783 132804 

9 376686 986608 1229401 1737531 683880 453362 394027 307556 447100 114428 

10 344014 1768650 1389514 1962614 771996 511425 444107 346220 502225 127801 
Πίλαθαο 5.35: Τεηξάγσλν Δμέιημεο Εεκηώλ κε ηε κέζνδν LS (2 outliers) 

5.6 Ανθεκτικέσ Μέθοδοι (2 outliers) 

Όπσο θαη ζηα πξνεγνχκελα εθαξκφδνπκε ηνπο αλζεθηηθνχο εθηηκεηέο κε ηε 

δηαθνξά φηη ηψξα έρνπκε δχν έθηνπεο παξαηεξήζεηο ζηα δεδνκέλα καο. 
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5.6.1 Παλινδρόμηςη με χρήςη M-Εκτιμητή (2 outliers) 

 Φξεζηκνπνηψληαο ηνλ αλζεθηηθφ Μ-Δθηηκεηή ηνπ Huber κε    , ηε ζπλάξηεζε 

ηνπ νπνίνπ είρακε νξίζεη κε ηε ζρέζε (5.1), ηα απνηειέζκαηα είλαη ηα εμήο: 

   ϊ          ύ        ϊ          ύ     

          12.55901   

    0.319107     0.964327 

    0.302637     0.935399 

    0.101274     0.935917 

    0.22936     0.378437 

    0.269383     0.061266 

    0.347693     -0.125467 

    0.424497     -0.471279 

    0.279427     -0.071728 

     0.18943      -1.43251 

Πίλαθαο 5.35: Δθηηκήζεηο Παξακέηξσλ κε ηε κέζνδν Μ εθηηκεηή (2 outliers) 

Οη αλζεθηηθέο εθηηκνχκελεο δεκηέο εκθαλίδνληαη ζηνλ Πίλαθα 5.36 θαη ε αλζεθηηθή 

Μ δηαθχκαλζε ηνπ κνληέινπ (γηα ηα δεδνκέλα κε 2 outliers) είλαη 

               
            

Έτοσ 
Ατυχόματοσ 

Έτοσ  ξϋλιξησ 

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 

1 357848 7669400 610542 482940 527326 574398 146342 139950 227229 67948 

2 352118 884021 933894 1183289 445745 320996 527804 266172 425046 161196 

3 290507 1001799 926219 1016654 750816 146923 495992 280405 545517 159121 

4 310608 1108250 776189 15624000 272482 352053 206286 287574 448322 130678 

5 443160 693190 991983 769488 504851 470639 454641 329109 512939 149406 

6 396132 937085 847498 805037 705960 567818 477674 345724 538673 156776 

7 440832 847631 1131398 1063269 847036 622640 523714 378965 590245 171615 

8 359480 1061648 1443370 1622780 935652 687662 578282 418323 651198 189068 

9 376686 986608 1459210 1467490 845890 621505 522453 377735 587466 170139 

10 344014 1555853 1516817 1524338 878032 644607 541333 390829 606317 174436 
Πίλαθαο 5.36: Τεηξάγσλν Δμέιημεο Εεκηώλ κε ηε κέζνδν Μ εθηηκεηή (2 outliers) 
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5.6.2 Παλινδρόμηςη Ελαχίςτων Απολύτων Αποκλίςεων -Least 

Absolute Deviation- (2 outliers) 

Δθαξκφδνληαο ηελ παιηλδξφκεζε ειαρίζησλ απνιχησλ απνθιίζεσλ γηα ηα 

δεδνκέλα κε ηηο δχν αθξαίεο ηηκέο, παίξλνπκε ηα εμήο απνηειέζκαηα: 

   ϊ          ύ        ϊ          ύ     

          12.40624   

      0.425015       0.933961 

      0.477108       0.915864 

      0.240048       0.88044 

      0.266803       0.64557 

      0.41033       0.12525 

      0.59018       0.230969 

      0.535133       -0.339356 

      0.432929       0.128698 

       0.342199        -1.27974 

Πίλαθαο 5.37: Δθηηκήζεηο Παξακέηξσλ κε ηε κέζνδν LAD εθηηκεηή (2 outliers) 

Ζ δηαθχκαλζε LAD ηνπ ζπγθεθξηκέλνπ κνληέινπ είλαη 

                 
          

θαη νη αλζεθηηθέο εθηηκνχκελεο δεκηέο δίλνληαη απφ ηνλ Πίλαθα 5.38.  

Έτοσ 
Ατυχόματοσ 

Έτοσ  ξϋλιξησ 

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 

1 357848 7669400 610542 482940 527326 574398 146342 139950 227229 67948 

2 352118 884021 933894 1183289 445745 320996 527804 266172 425046 191499 

3 290507 1001799 926219 1016654 750816 146923 495992 280405 716923 202537 

4 310608 1108250 776189 15624000 272482 352053 206286 338905 568883 160586 

5 443160 693190 991983 769488 504851 470639 604858 350770 588623 166026 

6 396132 937085 847498 805037 705960 625032 705612 409120 686310 193406 

7 440832 847631 1131398 1063269 1265184 759908 857732 497202 833720 234685 

8 359480 1061648 1443370 1541636 1228300 737613 832368 482334 808305 227167 

9 376686 986608 1507118 1463076 1165358 699580 789119 456998 765044 214409 

10 344014 1612867 1590205 1542503 1227642 736311 829622 479688 800786 222759 
Πίλαθαο 5.38: Τεηξάγσλν Δμέιημεο Εεκηώλ κε ηε κέζνδν LAD εθηηκεηή (2 outliers) 
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5.6.3 Κλαςςική & Ανθεκτική ANOVA (2 outliers) 

Θεσξνχκε ην κνληέιν 

                                                                           

Δθηειψληαο ηελ Κιαζζηθή Αλάιπζε Γηαθχκαλζεο δχν παξαγφλησλ ζην S-Plus 

γηα ηα δεδνκέλα κε ελζσκαησκέλεο ηηο δχν αθξαίεο ηηκέο ζηηο ζέζεηο (4,4) θαη (1,2) 

νδεγνχκαζηε ζηα ίδηα απνηειέζκαηα κε ηελ θιαζζηθή γξακκηθή παιηλδξφκεζε 

(Πίλαθαο 5.35).  

Με ζθνπφ ηελ επεμήγεζε απηήο ηεο δηαθνξάο κεηαμχ θιαζζηθήο θαη αλζεθηηθήο 

πξνζαξκνγήο, ζην ηέινο απηήο ηεο ππνελφηεηαο αθνινπζνχλ ηα δηαγλσζηηθά 

γξαθήκαηα κεηαμχ θιαζζηθήο θαη αλζεθηηθήο αλάιπζεο δηαθχκαλζεο γηα ηελ 

δηάγλσζε θαη ηελ εξκελεία ησλ έθηνπσλ παξαηεξήζεσλ. 

Δθαξκφδνληαο ηελ αλζεθηηθή αλάιπζε δηαθχκαλζεο παίξλνπκε ηνπο αλζεθηηθνχο 

ζπληειεζηέο ηνπ Πίλαθα 5.39.     

   ϊ          ύ        ϊ          ύ     

          12.4828   

          0.380524           0.891668 

          0.469419           0.93994 

          0.05973           0.841921 

          0.294427           0.391735 

          0.375356           0.276944 

          0.464431           -0.104837 

          0.523413           -0.471136 

          0.391966           -0.026226 

           0.26564            -1.3563 

Πίλαθαο 5.39: Δθηηκήζεηο Παξακέηξσλ κε ηε κέζνδν R. ANOVA (2 outliers) 

Ζ αλζεθηηθή R.ANOVA δηαθχκαλζε ηνπ κνληέινπ (γηα ηα δεδνκέλα κε 2 outliers) 

ηζνχηαη κε 

                   
            

θαη νη αλζεθηηθέο εθηηκνχκελεο δεκηέο παξνπζηάδνληαη ζηνλ Πίλαθα 5.40.  
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Έτοσ 
Ατυχόματοσ 

Έτοσ  ξϋλιξησ 

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 

1 357848 7669400 610542 482940 527326 574398 146342 139950 227229 67948 

2 352118 884021 933894 1183289 445745 320996 527804 266172 425046 111645 

3 290507 1001799 926219 1016654 750816 146923 495992 280405 449267 122115 

4 310608 1108250 776189 15624000 272482 352053 206286 189547 298576 81143 

5 443160 693190 991983 769488 504851 470639 344555 240036 378085 102736 

6 396132 937085 847498 805037 705960 546762 374348 260782 410736 111589 

7 440832 847631 1131398 1063269 671041 599467 410420 285898 450257 122300 

8 359480 1061648 1443370 1120329 715260 638946 437429 304693 479803 130286 

9 376686 986608 1092617 991687 633094 565511 387124 269622 424491 115206 

10 344014 942375 989723 898161 573300 512013 350427 243989 383932 104050 
Πίλαθαο 5.40: Τεηξάγσλν Δμέιημεο Εεκηώλ κε ηε κέζνδν Robust ANOVΑ (2 outliers) 

ΔΙΑΓΝΩΣΤΙΚΑ ΓΡΑΦΗΜΑΤΑ 

 Γράυημα 1
ο
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Γξάθεκα 5.10: Καλνληθά QQ-Plots γηα Κιαζζηθά & Αλζεθηηθά θαηάινηπα 

Σχκθσλα κε ην Γξάθεκα 5.10, ζπκπεξαίλνπκε φηη ηα θαηάινηπα γηα ηελ θιαζζηθή 

γξακκηθή παιηλδξφκεζε (αξηζηεξά) είλαη θαηά πξνζέγγηζε θαλνληθά θαηαλεκεκέλα, 

κε εμαίξεζε δχν αξθεηά κεγαιχηεξεο έθηνπεο παξαηεξήζεηο πάλσ δεμηά (ηε 31
ε
 θαη 

ηε 2
ε
 παξαηήξεζε ηηο νπνίεο δεθαπιαζηάζακε επηηνχηνπ). Τν θαλνληθφ Q-Q γξάθεκα 

ησλ θαηαινίπσλ ηεο αλζεθηηθήο πξνζαξκνγήο επηβεβαηψλεη ηελ χπαξμε απηψλ ησλ 

έθηνπσλ παξαηεξήζεσλ, αιιά θαη αθφκα κίαο θάησ αξηζηεξά πνπ αληηζηνηρεί ζηελ 

25
ε
 παξαηήξεζε, ελψ ηα ππφινηπα θαηάινηπα πξνζαξκφδνληαη αξθεηά θαιά ζηελ 

θαλνληθή θαηαλνκή. 
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 Γράυημα 2
ο
  

Σην Γξάθεκα 5.11, παξαηεξνχκε ηα ηππνπνηεκέλα θαηάινηπα ηεο θιαζζηθήο 

πξνζαξκνγήο νξηαθά ππνλννχλ ηελ παξνπζία δχν έθηνπσλ παξαηεξήζεσλ ζηε 31
ε
 

θαη 2
ε
 ζέζε, ελψ ε αλζεθηηθή πξνζαξκνγή φρη κφλν αλαγλσξίδεη μεθάζαξα απηέο ηηο 

παξαηεξήζεηο  ζαλ “outliers” αιιά θαη ηελ 25
ε
. 
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Γξάθεκα 5.11: Standardized Residuals vs Index γηα Κιαζζηθή & Αλζεθηηθή 

πξνζαξκνγή 
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Γξάθεκα 5.12: Kernel Density ησλ θαηαινίπσλ Κιαζζηθήο & Αλζεθηηθήο πξνζαξκνγήο 
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Τν Γξάθεκα 5.12, εκθαλίδεη δηαθνξεηηθή πξνζαξκνγή γηα ηα δχν κνληέια θαη 

δίλεη κία αθξηβή εηθφλα ηεο θαηαλνκήο ησλ φξσλ ηνπ ζθάικαηνο ζην κνληέιν. Ζ 

εθηίκεζε ηεο ππθλφηεηαο ησλ θαηαινίπσλ ηεο αλζεθηηθήο πξνζαξκνγήο είλαη πνιχ 

ζπκπαγήο θαη ε θεληξηθή ηεο πεξηνρή θαίλεηαη ζσζηά θεληξαξηζκέλε ζην κεδέλ. 

Δπίζεο, εκθαλίδεη δχν δηαθξηηέο «αλσκαιίεο» ζην δεμί κέινο πνπ ππνδειψλεη ηελ 

παξνπζία δχν αθξαίσλ ηηκψλ.  

5.6.4 Παλινδρόμηςη Ελαχίςτων Περικεκομμένων Τετραγώνων -

Least Trimmed Squares- (2 outliers) 

Δθαξκφδνληαο γηα ηα δεδνκέλα κε δχν έθηνπεο παξαηεξήζεηο ηελ παιηλδξφκεζε 

ειαρίζησλ πεξηθεθνκκέλσλ ηεηξαγψλσλ γηα ην κνληέιν πνπ πεξηγξάςακε ζηελ 

ππνελφηεηα 5.2.4, παίξλνπκε ηα εμήο απνηειέζκαηα: 

   ϊ          ύ        ϊ          ύ     

      
13.8245 

      
14.5197 

      
14.2998 

      
14.2438 

      
14.2179 

      
14.1744 

      
13.9292 

       
14.0837 

      
14.2012 

     
-1.151 

      
14.3355 

     
-0.1842 

Πίλαθαο 5.41: Δθηηκήζεηο Παξακέηξσλ κε ηε κέζνδν LTS εθηηκεηή (2 outliers) 

Τν Γξάθεκα (5.13) απεηθνλίδεη ηα ηππνπνηεκέλα θαηάινηπα γηα ην LTS κνληέιν 

θαη εκθαλίδεη ηηο παξαηεξήζεηο 31
ε
, 25

ε
 θαη 2

ε
 σο έθηνπεο (outliers).  

Fitted : V1.1
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Γξάθεκα 5.13: Γξαθήκαηα ηππνπνηεκέλσλ θαηαινίπσλ γηα ην κνληέιν LTS 
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Ζ αλζεθηηθή LTS δηαθχκαλζε ηνπ κνληέινπ (γηα ηα δεδνκέλα κε 2 outliers) ηζνχηαη 

κε 

                 
             

θαη νη αλζεθηηθέο εθηηκνχκελεο δεκηέο εκθαλίδνληαη ζηνλ Πίλαθα 5.42. 

Έτοσ 
Ατυχόματοσ 

Έτοσ  ξϋλιξησ 

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 

1 357848 7669400 610542 482940 527326 574398 146342 139950 227229 67948 

2 352118 884021 933894 1183289 445745 320996 527804 266172 425046 277940 

3 290507 1001799 926219 1016654 750816 146923 495992 280405 307328 252378 

4 310608 1108250 776189 15624000 272482 352053 206286 276413 227202 189514 

5 443160 693190 991983 769488 504851 470639 435682 358486 298925 249399 

6 396132 937085 847498 805037 705960 598658 493179 411099 342872 286128 

7 440832 847631 1131398 1063269 865311 713920 594883 495972 413738 345332 

8 359480 1061648 1443370 790559 653615 544400 453688 378302 315620 263471 

9 376686 986608 890972 739275 615391 512554 427141 356161 297142 248042 

10 344014 998541 836452 695470 578573 481595 401096 334240 278683 232491 
Πίλαθαο 5.42: Τεηξάγσλν Δμέιημεο Εεκηώλ κε ηε κέζνδν ηνπ LTS εθηηκεηή (2 outliers) 

5.6.5 Παλινδρόμηςη Ελαχίςτων Διαμέςων Τετραγώνων -Least 

Median Squares- (2 outliers) 

Δθαξκφδνληαο ζηα δεδνκέλα κε κία έθηνπε παξαηήξεζε ηελ παιηλδξφκεζε 

ειαρίζησλ δηακέζσλ ηεηξαγψλσλ γηα ην κνληέιν πνπ πεξηγξάςακε ζηελ ππνελφηεηα 

5.2.5, παίξλνπκε ηα εμήο απνηειέζκαηα: 

   ϊ          ύ     

          13.8712 

     0.048789 

     -0.15079 

Πίλαθαο 5.42: Δθηηκήζεηο Παξακέηξσλ κε ηε κέζνδν                                                     

LΜS Δθηηκεηή (2 outliers) 

Ζ αλζεθηηθή LΜS δηαθχκαλζε ηνπ κνληέινπ (γηα ηα δεδνκέλα κε 2 outliers) είλαη 

                
            

θαη νη αλζεθηηθέο εθηηκνχκελεο δεκηέο παξνπζηάδνληαη ζηνλ Πίλαθα 5.43.  
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Έτοσ 
Ατυχόματοσ 

Έτοσ  ξϋλιξησ 

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 

1 357848 7669400 610542 482940 527326 574398 146342 139950 227229 67948 

2 352118 884021 933894 1183289 445745 320996 527804 266172 425046 312512 

3 290507 1001799 926219 1016654 750816 146923 495992 280405 365115 328543 

4 310608 1108250 776189 15624000 272482 352053 206286 439641 384063 345507 

5 443160 693190 991983 769488 504851 470639 533765 462731 404197 363529 

6 396132 937085 847498 805037 705960 650646 562308 487446 425740 382797 

7 440832 847631 1131398 1063269 795609 686513 593274 514251 449093 403653 

8 359480 1061648 1443370 976782 842080 726568 627842 544157 475120 426833 

9 376686 986608 1209145 1041782 898033 774764 669401 580067 506309 454453 

10 344014 1542641 1328361 1144211 986082 850488 734570 636221 554835 496848 
Πίλαθαο 5.43: Τεηξάγσλν Δμέιημεο Εεκηώλ κε ηε κέζνδν LMS εθηηκεηή (2 outliers) 

5.7 Σύγκριςη εκκρεμών αποθεμάτων κάθε μεθόδου για 0, 1, 2 

outliers 

Σηελ παξαθάησ Δλφηεηα ζπγθξίλνπκε ηα απνηειέζκαηα ησλ αλακελφκελσλ 

εθθξεκψλ απνζεκάησλ γηα θάζε κέζνδν μερσξηζηά, αξρηθά γηα ηα δεδνκέλα ρσξίο 

έθηνπεο παξαηεξήζεηο θαη ζηε ζπλέρεηα κε ηελ πξνζζήθε κίαο θαη δχν έθηνπσλ 

παξαηεξήζεσλ. Γηα ην ζθνπφ απηφ ηα απνηειέζκαηα ζα παξαζηαζνχλ ππφ ηε κνξθή 

γξαθεκάησλ, ηα νπνία ζα απεηθνλίδνπλ ηα εθηηκψκελα απνζέκαηα δεκηψλ γηα θάζε 

έηνο αηπρήκαηνο αλάινγα κε ηνλ αξηζκφ ησλ έθηνπσλ παξαηεξήζεσλ. 

5.7.1 Λογαριθμικό Μοντέλο Παλινδρόμηςησ 

Σην Γξάθεκα 5.14 παξαηεξνχκε φηη ζηελ πεξίπησζε ηεο γξακκηθήο 

παιηλδξφκεζεο ε πξνζζήθε αθξαίσλ ηηκψλ ζηα δεδνκέλα νδεγεί ζε ζαθήο αχμεζε 

ηνπ εθηηκψκελνπ απνζεκαηηθνχ δεκηάο γηα ηνλ 4
ν
 ρξφλν,   , έρνπκε δειαδή  

ππεξεθηηκεκέλν    ζε ζρέζε κε ην αληίζηνηρν ρσξίο αθξαίεο ηηκέο. Τν    γηα ηελ 

πεξίπησζε ησλ δχν αθξαίσλ ηηκψλ είλαη ζηα ίδηα φκσο επίπεδα κε ην αληίζηνηρν γηα 

κία. Σηε ζπλέρεηα θαη γηα ηα επφκελα ηξία έηε ηα αλακελφκελα απνζεκαηηθά είλαη 

παξαπιήζηα θαη γηα ηηο ηξεηο πεξηπηψζεηο χπαξμεο αθξαίσλ ηηκψλ, ελψ απφ ην 7
ν
 έηνο 

αηπρήκαηνο θαη κεηά παξαηεξνχκε απφηνκε αχμεζε ησλ πξνβιεπφκελσλ 

απνζεκαηηθψλ γηα ηα δεδνκέλα κε έλα θαη δχν αθξαίεο ηηκέο.  
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Γξάθεκα 5.14: Απνζέκαηα Δθθξεκώλ Εεκηώλ θάζε έηνπο αηπρήκαηνο γηα ην LS κνληέιν  

5.7.2 Παλινδρόμηςη με χρήςη Μ-Εκτιμητή 

Σην κνληέιν ηνπ αλζεθηηθνχ Μ-εθηηκεηή ηα αλακελφκελα απνζεκαηηθά 

απμάλνληαη κε παξφκνην ηξφπν, γηα ηα πξψηα 8 έηε, κεηά ηελ πξνζζήθε ησλ δχν 

αθξαίσλ ηηκψλ ζηα δεδνκέλα. Όπσο βιέπνπκε ζην Γξάθεκα 5.15, απφ ην 8
ν
 έηνο 

αηπρήκαηνο θαη κεηά ε δηαθνξά κεηαμχ ησλ ηξηψλ απηψλ πεξηπηψζεσλ γίλεηαη πην 

εκθαλήο, κε ην αλακελφκελν απνζεκαηηθφ γηα ηα δχν ηειεπηαία έηε αλαθνξάο, ζηε 

πεξίπησζε ησλ δχν αθξαίσλ ηηκψλ, λα θηάλεη ηε κέγηζηε ηνπ ηηκή. 

 

Γξάθεκα 5.15: Απνζέκαηα Δθθξεκώλ Εεκηώλ θάζε έηνπο αηπρήκαηνο γηα ην κνληέιν Μ 
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5.7.3 Παλινδρόμηςη Ελαχίςτων Απολύτων Αποκλίςεων (LAD) 

Σην κνληέιν ηνπ αλζεθηηθνχ LAD εθηηκεηή ηα αλακελφκελα απνζεκαηηθά 

απμάλνληαη κε παξφκνην ηξφπν, γηα ηα πξψηα 6 έηε, κεηά ηελ πξνζζήθε ησλ δχν 

αθξαίσλ ηηκψλ ζηα δεδνκέλα. Ψζηφζν, φπσο παξαηεξνχκε ζην Γξάθεκα 5.16, απφ ην 

6
ν
 έηνο αηπρήκαηνο θαη κεηά ε δηαθνξά κεηαμχ ησλ ηξηψλ απηψλ πεξηπηψζεσλ 

γίλεηαη πην εκθαλήο, κε ην αλακελφκελν απνζεκαηηθφ γηα ηα δχν ηειεπηαία έηε 

αλαθνξάο, ζηε πεξίπησζε ησλ δχν αθξαίσλ ηηκψλ, λα θηάλεη ηε κέγηζηε ηνπ ηηκή. 

 

Γξάθεκα 5.16: Απνζέκαηα Δθθξεκώλ Εεκηώλ θάζε έηνπο αηπρήκαηνο γηα ην κνληέιν 

LAD εθηηκεηή 

5.7.4 Ανθεκτική Ανάλυςη Διαςποράσ (Robust ANOVA) 

Αθνινπζεί ην Γξάθεκα 5.17 γηα ην κνληέιν ηεο αλζεθηηθήο αλάιπζεο 

δηαθχκαλζεο, 

 

Γξάθεκα 5.17: Απνζέκαηα Δθθξεκώλ Εεκηώλ θάζε έηνπο αηπρήκαηνο γηα ην κνληέιν 
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H αλζεθηηθή Αλάιπζε Γηαθχκαλζεο (Robust ANOVA) δείρλεη λα κελ 

επεξεάδεηαη απφ ηελ πξνζζήθε ησλ δχν αθξαίσλ ηηκψλ θαζψο δίλεη αλακελφκελεο 

ηειηθέο δεκηέο θαη ζπλνιηθφ απνζεκαηηθφ ζηα ίδηα επίπεδα θαη γηα ηηο ηξείο 

πεξηπηψζεηο χπαξμεο αθξαίσλ ηηκψλ πνπ κειεηήζακε. 

5.7.5 Παλινδρόμηςη Ελαχίςτων Περικεκομμένων Τετραγώνων 

(LTS) 

Σην Γξάθεκα 5.18 παξαηεξνχκε φηη ε κέζνδνο LTS παξάγεη ίδηα απνηειέζκαηα 

γηα ηα αλακελφκελα απνζεκαηηθά πξηλ θαη κεηά ηελ πξνζζήθε ηεο κίαο έθηνπεο 

παξαηήξεζεο ζηα δεδνκέλα κέρξη θαη ην 4
ν
 έηνο αηπρήκαηνο. Σηε ζπλέρεηα νη 

εθηηκήζεηο γηα ηα απνζεκαηηθά ζηε πεξίπησζε κίαο έθηνπεο παξαηήξεζεο κεηψλνληαη 

αηζζεηά. Σηε πεξίπησζε ησλ δχν αθξαίσλ παξαηεξήζεσλ ζηα δεδνκέλα είλαη 

κεγαιχηεξν απφ ην αληίζηνηρν γηα θακία θαη κία έθηνπε παξαηήξεζε. 

 

Γξάθεκα 5.18: Απνζέκαηα Δθθξεκώλ Εεκηώλ θάζε έηνπο αηπρήκαηνο γηα ην κνληέιν 

LTS εθηηκεηή 

5.7.6 Παλινδρόμηςη ελαχίςτων Διαμέςων Τετραγώνων (LMS) 

Ζ κέζνδνο LMS παξάγεη ζρεδφλ ηζνδχλακα απνηειέζκαηα γηα ηα αλακελφκελα 

απνζεκαηηθά πξηλ θαη κεηά ηελ πξνζζήθε αθξαίσλ ηηκψλ ζηα δεδνκέλα, φπσο 

βιέπνπκε ζην Γξάθεκα 5.19. 
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Γξάθεκα 5.19: Απνζέκαηα Δθθξεκώλ Εεκηώλ θάζε έηνπο αηπρήκαηνο γηα ην κνληέιν 

LMS εθηηκεηή 
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Κεφάλαιο 6ο: ΢ύγκριςη Αποθεματο- 
ποίηςησ Κλαςςικών & Ανθεκτικών 
Μεθόδων  

Σην παξψλ θεθάιαην γίλεηαη ζχγθξηζε ησλ απνηειεζκάησλ απνζεκαηνπνίεζεο 

φπσο ηα ππνινγίζακε ζην Κεθάιαην 5. Πην ζπγθεθξηκέλα ζπγθξίλνπκε ην θιαζζηθφ 

ινγαξηζκηθφ κνληέιν παιηλδξφκεζεο θαη ην κνληέιν ANOVA κε ηα αληίζηνηρα 

αλζεθηηθά κνληέια παιηλδξφκεζεο θαη ANOVA.  

Παξαζέηνληαη, ινηπφλ, νη εθηηκήζεηο ησλ ηειηθψλ δεκηψλ, ηα απαηηνχκελα 

απνζεκαηηθά γηα θάζε έηνο αηπρήκαηνο θαη ηα ζπλνιηθά απνζεκαηηθά, γηα θακία, κία 

θαη δχν έθηνπεο παξαηεξήζεηο.  

Γηα λα ππνινγηζηεί ην απφζεκα δεκηψλ γηα θάζε έηνο αηπρήκαηνο  , ζα πξέπεη λα 

αθαηξεζνχλ νη πιεξσζείζεο δεκηέο απφ ηηο εθηηκήζεηο ησλ ηειηθψλ δεκηψλ. Τν 

ζπλνιηθφ απφζεκα   , πνπ ζα πξέπεη λα έρεη κηα αζθαιηζηηθή εηαηξεία πξνθεηκέλνπ 

λα αληαπνθξηζεί ζηηο κειινληηθέο ηεο ππνρξεψζεηο πξνο ηνπο πειάηεο ηεο, είλαη ην 

άζξνηζκα ησλ εθηηκνχκελσλ απνζεκαηηθψλ    . 

Όπσο ζα δνχκε ζηνπο παξαθάησ πίλαθεο, νη πιεξσζείζεο δεκηέο είλαη ίδηεο γηα 

φιεο ηηο κεζφδνπο θαζψο πξφθεηηαη γηα ην άζξνηζκα ησλ ήδε πξαγκαηνπνηεζεηζψλ 

δεκηψλ (δειαδή απηέο πνπ βξίζθνληαη κέρξη θαη ηελ θχξηα δηαγψλην). Σηελ ζπλέρεηα, 

αθνινπζνχλ νη εθηηκήζεηο γηα ηηο ηειηθέο δεκηέο (άζξνηζκα δεκηψλ θάζε έηνπο 

εμέιημεο γηα θάζε έηνο αηπρήκαηνο) θαη γηα ηα απνζέκαηα δεκηψλ (απνηέιεζκα 

αθαίξεζεο πιεξσζεηζψλ δεκηψλ απφ ηηο εθηηκήζεηο ησλ ηειηθψλ δεκηψλ). 

 

 

 

 



6.1 Σύγκριςη Αποθεματοποίηςησ Κλαςςικών & Ανθεκτικών Μεθόδων (0 outliers) 

Πίλαθαο 6.1: Δθηηκώκελεο Τειηθέο Εεκηέο θαη Απνζεκαηηθά γηα όιεο ηηο κεζόδνπο (0 outliers) 

Σσμπεράσματα: 

 Οη εθηηκήζεηο ησλ απνζεκάησλ θαη ησλ ηειηθψλ δεκηψλ πνπ πξνέξρνληαη απφ ηηο κεζφδνπο ηεο ινγαξηζκνθαλνληθήο  

παιηλδξφκεζεο, ηνπ αλζεθηηθνχ Μ-Δθηηκεηή θαη ηεο αλζεθηηθήο αλάιπζεο δηαθχκαλζεο (Robust ANOVA), είλαη ηζνδχλακεο. 

 

Πληρωθεύςεσ 
Ζημιϋσ 

Παλινδρόμηςη Robust ANOVA 
Γραμμικό  Μ- κτιμητόσ LAD LMS LTS 

Τελικϋσ 
Ζημιϋσ 

Απόθεμα 
Ζημιών 

Τελικϋσ 
Ζημιϋσ 

Απόθεμα 
Ζημιών 

Τελικϋσ 
Ζημιϋσ 

Απόθεμα 
Ζημιών 

Τελικϋσ 
Ζημιϋσ 

Απόθεμα 
Ζημιών 

Τελικϋσ 
Ζημιϋσ 

Απόθεμα 
Ζημιών 

Τελικϋσ 
Ζημιϋσ 

Απόθεμα 
Ζημιών 

3901463 3901463 0 3901463 0 3901463 0 3901463 0 3901463 0 3901463 0 

5339085 5449671 110586 5452891 113806 5461422 122337 5656114 317029 5617094 278009 5447607 108522 

4909315 5390715 481400 5436608 527293 5546008 636693 5623019 713704 5500142 590827 5466572 557257 

4588268 5248177 659909 5242948 654680 5339218 750950 5795500 1207232 5157773 569505 5216859 628591 

3873311 4962691 1089380 4967054 1093743 5392635 1519324 5691787 1818476 5590313 1717002 4906010 1032699 

3691712 5220351 1528639 5265696 1573984 5569929 1878217 6264449 2572737 5921365 2229653 5322989 1631277 

3483130 5791230 2308100 5866387 2383257 6678050 3194920 6983841 3500711 6984874 3501744 5896206 2413076 

2864498 6666790 3802292 6696712 3832214 7036025 4171527 7504150 4639652 6449046 3584548 6748341 3883843 

1363294 5807834 4444540 5836754 4473460 6389437 5026143 7398090 6034796 5779118 4415824 5858946 4495652 

344014 5387504 5043490 5418515 5074501 6005682 5661668 8085110 7741096 5523473 5179459 5398399 5054385 

34358090 53826426 19468336 54085027 19726937 57319869 22961779 62903524 28545434 56424661 22066571 54163392 19805302 



 Οη αλζεθηηθνί LAD θαη LTS εθηηκεηέο παξάγνπλ ειαθξψο πςειφηεξεο 

εθηηκήζεηο γηα ηηο ηειηθέο δεκηέο, νπφηε θαη γηα ην απαηηνχκελν ζπλνιηθφ 

απνζεκαηηθφ. 

 Ο αλζεθηηθφο LMS εθηηκεηήο παξάγεη εκθαλψο κεγαιχηεξεο εθηηκήζεηο 

εθθξεκψλ απνζεκαηηθψλ ζε ζρέζε κε ηηο ππφινηπεο κεζφδνπο θιαζζηθέο θαη 

αλζεθηηθέο.  

Τα παξαπάλσ ζπκπεξάζκαηα επηβεβαηψλνληαη απφ ην Γξάθεκα 6.1, 

 

Γξάθεκα 6.1: Απνζέκαηα Δθθξεκώλ Εεκηώλ θάζε έηνπο αηπρήκαηνο γηα θάζε κέζνδν 
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6.2 Σύγκριςη Αποθεματοποίηςησ Κλαςςικών & Ανθεκτικών Μεθόδων (1outlier) 

Πίλαθαο 6.2: Δθηηκώκελεο Τειηθέο Εεκηέο θαη Απνζεκαηηθά γηα όιεο ηηο κεζόδνπο (1 outlier) 

Σσμπεράσματα: 

 Οη εθηηκήζεηο ησλ απνζεκάησλ θαη ησλ ηειηθψλ δεκηψλ πνπ πξνέξρνληαη απφ ηηο κεζφδνπο ηεο ινγαξηζκνθαλνληθήο  παιηλδξφκεζεο 

θαη ηνπ αλζεθηηθνχ Μ-Δθηηκεηή είλαη παξαπιήζηεο. 

 H αλζεθηηθή αλάιπζε δηαθχκαλζεο (Robust ANOVA) δείρλεη λα κελ επεξεάδεηαη απφ ηελ πξνζζήθε ηεο κίαο έθηνπεο παξαηήξεζεο 

θαζψο δίλεη αλακελφκελεο ηειηθέο δεκηέο θαη ζπλνιηθφ απνζεκαηηθφ ζηα ίδηα επίπεδα κε ηελ πεξίπησζε ρσξίο αθξαίεο ηηκέο. 

Πληρωθεύςεσ 
Ζημιϋσ 

Παλινδρόμηςη 
Robust ANOVA 

Γραμμικό  Μ- κτιμητόσ LAD LMS LTS 

Τελικϋσ 
Ζημιϋσ 

Απόθεμα 
Ζημιών 

Τελικϋσ 
Ζημιϋσ 

Απόθεμα 
Ζημιών 

Τελικϋσ 
Ζημιϋσ 

Απόθεμα 
Ζημιών 

Τελικϋσ 
Ζημιϋσ 

Απόθεμα 
Ζημιών 

Τελικϋσ 
Ζημιϋσ 

Απόθεμα 
Ζημιών 

Τελικϋσ 
Ζημιϋσ 

Απόθεμα 
Ζημιών 

3901463 3901463 0 3901463 0 3901463 0 3901463 0 3901463 0 3901463 0 

5339085 5474210 135125 5485420 146335 5498022 158937 5654088 315003 5574740 235655 5447608 108523 

4909315 5476882 567567 5557339 648024 5698267 788952 5618537 709222 5477507 568192 5468840 559525 

18649868 19723046 1073178 19447812 797944 19572298 922430 19849619 1199751 19216798 566930 19208136 558268 

3873311 5092518 1219207 5195419 1322108 5722627 1849316 5680618 1807307 5101006 1227695 4919949 1046638 

3691712 5356026 1664314 5587365 1895653 5972172 2280460 6248714 2557002 5500173 1808461 5366374 1674662 

3483130 5938265 2455135 6351345 2868215 7358605 3875475 6962413 3479283 5850817 2367687 5978347 2495217 

2864498 7841624 4977126 7494511 4630013 7949912 5085414 7475582 4611084 5588733 2724235 6620648 3756150 

1363294 7097820 5734526 6856315 5493021 7596530 6233236 7360517 5997223 5102076 3738782 5746415 4383121 

344014 7035884 6691870 6932558 6588544 7785422 7441408 8036121 7692107 4839886 4495872 5295702 4951688 

48419690 72937738 24518048 72809548 24389858 77055316 28635626 76787672 28367982 66153198 17733508 67953482 19533792 
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 Οη αλζεθηηθνί LAD θαη LMS εθηηκεηέο παξάγνπλ ειαθξψο πςειφηεξεο εθηηκήζεηο 

γηα ηηο ηειηθέο δεκηέο, νπφηε θαη γηα ην απαηηνχκελν ζπλνιηθφ απνζεκαηηθφ ελψ ην 

εθηηκψκελφ απφ ηνλ αλζεθηηθφ LTS εθηηκεηή ζπλνιηθφ απφζεκα θαίλεηαη 

ππνεθηηκεκέλν. 

Τα παξαπάλσ ζπκπεξάζκαηα επηβεβαηψλνληαη απφ ην Γξάθεκα 6.2, 

 

Γξάθεκα 6.2: Απνζέκαηα Δθθξεκώλ Εεκηώλ θάζε έηνπο αηπρήκαηνο γηα θάζε κέζνδν γηα 1 

outlier 
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6.3 Σύγκριςη Αποθεματοποίηςησ Κλαςςικών & Ανθεκτικών Μεθόδων (2 outliers)  

 Πίλαθαο 6.3: Δθηηκώκελεο Τειηθέο Εεκηέο θαη Απνζεκαηηθά γηα όιεο ηηο κεζόδνπο (2 outliers) 

Σσμπεράσματα: 

 Οη εθηηκήζεηο ησλ απνζεκάησλ θαη ησλ ηειηθψλ δεκηψλ πνπ πξνέξρνληαη απφ ηηο κεζφδνπο ηεο ινγαξηζκνθαλνληθήο  παιηλδξφκεζεο 

θπκαίλνληαη ζηα ίδηα επίπεδα κε ηε πεξίπησζε ηεο κίαο έθηνπεο παξαηήξεζεο θαη ηνπ αλζεθηηθνχ Μ-Δθηηκεηή είλαη ειαθξψο 

απμαλφκελεο. 

 H αλζεθηηθή αλάιπζε δηαθχκαλζεο (Robust ANOVA) δείρλεη λα κελ επεξεάδεηαη απφ ηελ πξνζζήθε ησλ δχν αθξαίσλ ηηκψλ θαζψο 

δίλεη αλακελφκελεο ηειηθέο δεκηέο θαη ζπλνιηθφ απνζεκαηηθφ ζηα ίδηα επίπεδα κε ηελ πεξίπησζε ρσξίο αθξαίεο ηηκέο.  

Πληρωθεύςεσ 
Ζημιϋσ 

Παλινδρόμηςη 
Robust ANOVA 

Γραμμικό  Μ- κτιμητόσ LAD LMS LTS 

Τελικϋσ 
Ζημιϋσ 

Απόθεμα 
Ζημιών 

Τελικϋσ 
Ζημιϋσ 

Απόθεμα 
Ζημιών 

Τελικϋσ 
Ζημιϋσ 

Απόθεμα 
Ζημιών 

Τελικϋσ 
Ζημιϋσ 

Απόθεμα 
Ζημιών 

Τελικϋσ 
Ζημιϋσ 

Απόθεμα 
Ζημιών 

Τελικϋσ 
Ζημιϋσ 

Απόθεμα 
Ζημιών 

10803923 10803923 0 10803923 0 10803923 0 10803923 0 10803923 0 10803923 0 

5339085 5459901 120816 5500281 161196 5530584 191499 5623500 284415 5861185 522100 5450730 111645 

4909315 5447564 538249 5613953 704638 5828775 919460 5554095 644780 5966581 1057266 5480697 571382 

18649868 19674896 1025028 19516442 866574 19718241 1068373 19748696 1098828 20284507 1634639 19219135 569267 

3873311 5044560 1171249 5319406 1446095 5583588 1710277 5541702 1668391 6139709 2266398 4938722 1065411 

3691712 5292953 1601241 5778378 2086666 6311192 2619480 6072061 2380349 6655185 2963473 5395928 1704216 

3483130 5844225 2361095 6617344 3134214 7931562 4448432 6750954 3267824 7223468 3740338 6022512 2539382 

2864498 7649496 4784998 7947463 5082965 8722221 5857723 7236139 4371641 7487456 4622958 6691243 3826745 

1363294 6730579 5367285 7415182 6051888 8423997 7060703 7105443 5742149 7041762 5678468 5842645 4479351 

344014 8168568 7824554 8176575 7832561 9386396 9042382 7785486 7441472 7570446 7226432 5341985 4997971 

55322150 80116665 24794515 82688947 27366797 88240480 32918330 82222000 26899850 85034221 29712071 75187520 19865370 
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 Ο αλζεθηηθφο LAD εθηηκεηήο δίλεη πςειφηεξεο εθηηκήζεηο γηα ηηο ηειηθέο δεκηέο, νπφηε 

θαη γηα ην απαηηνχκελν ζπλνιηθφ απνζεκαηηθφ ελψ νη αλζεθηηθνί εθηηκεηέο LTS θαη 

LMS παξάγνπλ ειαθξψο ρακειφηεξεο εθηηκήζεηο. 

Τα παξαπάλσ ζπκπεξάζκαηα επηβεβαηψλνληαη απφ ην Γξάθεκα 6.3, 

 

Γξάθεκα 6.3: Απνζέκαηα Δθθξεκώλ Εεκηώλ θάζε έηνπο αηπρήκαηνο γηα θάζε κέζνδν γηα 2 

outliers 
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6.4 Σύγκριςη Μεθόδων πριν και μετά την Προςθήκη Έκτοπων 

Παρατηρήςεων 

Τα παξαπάλσ ζπκπεξάζκαηα παξνπζηάδνληαη ζηνλ Πίλαθα 6.1 θαη έρνπλ ζαλ ζθνπφ ηελ 

αμηνιφγεζε ηεο αμηνπηζηίαο θάζε κνληέινπ πνπ εθαξκφζηεθε αλάινγα κε ηνλ αξηζκφ ησλ 

αθξαίσλ ηηκψλ πνπ ρξεζηκνπνηήζεθαλ θαη ην αληίζηνηρν κέγεζνο ησλ εθηηκψκελσλ 

απνζεκαηηθψλ. Ψο    ζπκβνιίδνπκε ην εθηηκψκελν απνζεκαηηθφ γηα ην   έηνο αηπρήκαηνο 

(νπφηε    ην απαηηνχκελν απνζεκαηηθφ γηα ην 4
ν
 έηνο αηπρήκαηνο) θαη   ην εθηηκψκελν 

ζπλνιηθφ απφζεκα.  

Μοντϋλο 
# Ακραύων 

Τιμών 
Αξιολόγηςη  πεξόγηςη 

Γραμμικό 
Παλινδρόμηςη 

0 
 

   

1  ↑R   R 

2  ↑R   R 

M- κτιμητόσ 

0    

1  ↑R   R 

2  ↑R   R 

LAD 

0    

1  ↑R   R 

2  ↑↑R   R 

Robust 
ANOVA 

0  

παρόμοιο R   R 1  

2  

LTS 
0  

 
1  ↓↓R4, R 

2  ↑R , R 

LMS 

0  
παρόμοιο R   R 

1  

2  ↓R   R 

Πίλαθαο 6.1: Σύγθξηζε κεζόδσλ γηα 0, 1 θαη 2 αθξαίεο ηηκέο 

Σσμπεράσματα: 

 Μεηά ηε πξνζζήθε κίαο έθηνπεο παξαηήξεζεο ζηα δεδνκέλα καο ζηε ζέζε (4,4) 

ηνπ ηξηγψλνπ εμέιημεο δεκηψλ ε 4
ε
 πιεξσζείζα δεκηά απμήζεθε, φπσο βιέπνπκε 

ζηνλ Πίλαθα 6.1, γεγνλφο απφιπηα ινγηθφ θαζψο δεθαπιαζηάζακε ηελ ήδε 

πιεξσζείζα     δεκηά. 
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 Μεηά ηε πξνζζήθε δχν αθξαίσλ ηηκψλ ζηα δεδνκέλα καο ζηηο ζέζεηο (4,4) θαη 

(1,2) ηνπ ηξηγψλνπ εμέιημεο δεκηψλ ε 4
ε
 θαη ε 1

ε
 πιεξσζείζα δεκηά απμήζεθαλ 

φπσο βιέπνπκε ζηνλ Πίλαθα 6.3, γεγνλφο απφιπηα ινγηθφ θαζψο δεθαπιαζηάζακε 

ηηο ήδε πιεξσζείζεο δεκηέο,     θαη    . 

 Δπίζεο παξαηεξνχκε κεγάιε αχμεζε ηνπ εθηηκψκελνπ απνζεκαηηθνχ δεκηάο γηα 

ηνλ 4
ν
 ρξφλν, ππεξεθηηκεκέλν   , ζηε πεξίπησζε ηεο γξακκηθήο παιηλδξφκεζεο 

ελψ ζηηο πεξηζζφηεξεο αλζεθηηθέο κεζφδνπο ε πξνζζήθε ηεο έθηνπεο 

παξαηήξεζεο αχμεζε κελ ηα αλακελφκελα απνζεκαηηθά ζε κηθξφηεξε δε θιίκαθα, 

απνξξφθεζε δειαδή ηελ επηξξνή ηεο έθηνπεο παξαηήξεζεο.  

 Τν    γηα ηηο κεζφδνπο Robust Anova, LMS θαη LTS κεηψζεθε ειαθξψο. 

 Ζ κέζνδνο LTS (ειαρίζησλ πεξηθεθνκκέλσλ ηεηξαγψλσλ) θαίλεηαη λα παξάγεη 

ππνεθηηκεκέλα απνηειέζκαηα γηα ηα εθθξεκή απνζεκαηηθά κεηά ηελ πξνζζήθε 

κίαο έθηνπεο παξαηήξεζεο ζηα δεδνκέλα. Ψζηφζν, ε πξνζζήθε κίαο δεχηεξεο 

έθηνπεο παξαηήξεζεο έρεη σο ζπλέπεηα ηε δηφγθσζε ησλ εθηηκψκελσλ 

απνζεκαηηθψλ. 

 Οη κέζνδνη LMS (ειαρίζησλ δηακέζσλ ηεηξαγψλσλ) θαη Robust Anova δίλνπλ 

παξαπιήζηα απνηειέζκαηα γηα ηα αλακελφκελα απνζεκαηηθά θαη ηηο ηειηθέο 

δεκηέο πξηλ θαη κεηά ηελ πξνζζήθε κίαο έθηνπεο παξαηήξεζεο ζηα δεδνκέλα. 

 Γηα ηηο κεζφδνπο ηεο γξακκηθήο παιηλδξφκεζεο, ηνπ αλζεθηηθνχ Μ-εθηηκεηή θαη 

ηεο LAD (ειαρίζησλ απνιχησλ απνθιίζεσλ), ηα αλακελφκελα απνζεκαηηθά θαη νη 

ηειηθέο δεκηέο κεηά ηελ πξνζζήθε ηεο έθηνπεο παξαηήξεζεο ζηα δεδνκέλα 

απμάλνληαη. Ηδηαίηεξα ζηελ πεξίπησζε ηνπ αλζεθηηθνχ LAD εθηηκεηή γηα δχν 

έθηνπεο παξαηεξήζεηο ηα απνζέκαηα θαίλνληαη ππεξεθηηκεκέλα. 

 

Σημείωση: Σε πεξίπησζε χπαξμεο έθηνπσλ παξαηεξήζεσλ ζην αξρηθφ ηξίγσλν εμέιημεο 

δεκηψλ, πνπ νθείινληαη ζε κεγάιεο δεκηέο, εκθαλίδεηαη κεξνιεςία (bias). Απηή νθείιεηαη 

ζηε δηαθνξά κεηαμχ ησλ πξνβιεπφκελσλ αλζεθηηθψλ δεκηψλ,     
 , θαη ησλ ηηκψλ     ηνπ 

αξρηθνχ ηξηγψλνπ εμέιημεο δεκηψλ. Ζ δηαθνξά απηή ζα πξέπεη λα ιεθζεί ππφςε ζηε ηειηθή 

εθηίκεζε ησλ απνζεκαηηθψλ θαη λα πξνζηεζεί ζε απηή κε βάζε ηε ζηαηηζηηθή αλάιπζε, ηε 

θχζε ησλ δεδνκέλσλ θαη ηελ θξίζε ηνπ εξεπλεηή.  
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Παράρτημα 

A1. Συμπληρωμένα Τρίγωνα Εξέλιξησ Ζημιών με Λογαρίθμουσ 

ατομικών ζημιών (0 outliers) 

Έτοσ 
Ατυχόματοσ 

Έτοσ  ξϋλιξησ 

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 

1 12.788 13.550 13.322 13.088 13.176 13.261 11.894 11.849 12.334 11.126 

2 12.772 13.692 13.747 13.984 13.008 12.679 13.176 12.492 12.960 11.488 

3 12.579 13.817 13.739 13.832 13.529 11.898 13.114 12.544 12.749 11.409 

4 12.646 13.918 13.562 14.262 12.515 12.772 12.237 12.252 12.638 11.298 

5 13.002 13.449 13.807 13.553 13.132 13.062 12.684 12.363 12.749 11.409 

6 12.890 13.751 13.650 13.599 13.467 12.827 12.713 12.392 12.778 11.438 

7 12.996 13.650 13.939 13.877 13.295 12.907 12.794 12.473 12.858 11.519 

8 12.792 13.875 14.182 13.965 13.383 12.995 12.882 12.561 12.947 11.607 

9 12.839 13.802 13.804 13.830 13.248 12.860 12.747 12.426 12.812 11.472 

10 12.748 13.660 13.687 13.713 13.132 12.744 12.630 12.309 12.695 11.355 
Πίλαθαο (1): Γξακκηθή Παιηλδξόκεζε 

Έτοσ 
Ατυχόματοσ 

Έτοσ  ξϋλιξησ 

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 

1 12.788 13.550 13.322 13.088 13.176 13.261 11.894 11.849 12.334 11.126 

2 12.772 13.692 13.747 13.984 13.008 12.679 13.176 12.492 12.960 11.514 

3 12.579 13.817 13.739 13.832 13.529 11.898 13.114 12.544 12.835 11.508 

4 12.646 13.918 13.562 14.262 12.515 12.772 12.237 12.221 12.636 11.309 

5 13.002 13.449 13.807 13.553 13.132 13.062 12.681 12.347 12.761 11.434 

6 12.890 13.751 13.650 13.599 13.467 12.893 12.722 12.387 12.802 11.475 

7 12.996 13.650 13.939 13.877 13.320 12.978 12.807 12.472 12.887 11.560 

8 12.792 13.875 14.182 13.936 13.401 13.059 12.888 12.553 12.968 11.641 

9 12.839 13.802 13.804 13.801 13.266 12.924 12.753 12.418 12.833 11.506 

10 12.748 13.660 13.687 13.685 13.149 12.807 12.637 12.302 12.716 11.390 
Πύνακασ      Μ  κτιμητόσ 

Έτοσ 
Ατυχόματοσ 

Έτοσ  ξϋλιξησ 

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 

1 12.788 13.550 13.322 13.088 13.176 13.261 11.894 11.849 12.334 11.126 

2 12.772 13.692 13.747 13.984 13.008 12.679 13.176 12.492 12.960 11.552 

3 12.579 13.817 13.739 13.832 13.529 11.898 13.114 12.544 13.012 11.604 

4 12.646 13.918 13.562 14.262 12.515 12.772 12.237 12.307 12.775 11.367 

5 13.002 13.449 13.807 13.553 13.132 13.062 13.123 12.552 13.020 11.612 

6 12.890 13.751 13.650 13.599 13.467 12.942 13.048 12.477 12.945 11.537 

7 12.996 13.650 13.939 13.877 13.642 13.122 13.227 12.657 13.125 11.717 
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8 12.792 13.875 14.182 13.822 13.587 13.067 13.172 12.602 13.070 11.662 

9 12.839 13.802 13.784 13.749 13.514 12.993 13.099 12.529 12.997 11.588 

10 12.748 13.682 13.664 13.629 13.394 12.874 12.979 12.409 12.877 11.469 
Πύνακασ      LAD  κτιμητόσ 

Έτοσ 
Ατυχόματοσ 

Έτοσ  ξϋλιξησ 

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 

1 12.788 13.550 13.322 13.088 13.176 13.261 11.894 11.849 12.334 11.126 

2 12.772 13.692 13.747 13.984 13.008 12.679 13.176 12.492 12.960 11.487 

3 12.579 13.817 13.739 13.832 13.529 11.898 13.114 12.544 12.910 11.570 

4 12.646 13.918 13.562 14.262 12.515 12.772 12.237 12.182 12.622 11.282 

5 13.002 13.449 13.807 13.553 13.132 13.062 12.632 12.294 12.733 11.394 

6 12.890 13.751 13.650 13.599 13.467 13.088 12.705 12.367 12.806 11.467 

7 12.996 13.650 13.939 13.877 13.297 13.168 12.786 12.448 12.887 11.547 

8 12.792 13.875 14.182 13.957 13.384 13.255 12.872 12.534 12.974 11.634 

9 12.839 13.802 13.804 13.822 13.249 13.120 12.737 12.399 12.838 11.499 

10 12.748 13.660 13.687 13.706 13.132 13.003 12.621 12.282 12.722 11.382 
Πύνακασ  4): Robust Anova 

Έτοσ 
Ατυχόματοσ 

Έτοσ  ξϋλιξησ 

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 

1 12.788 13.550 13.322 13.088 13.176 13.261 11.894 11.849 12.334 11.126 

2 12.772 13.692 13.747 13.984 13.008 12.679 13.176 12.492 12.960 12.774 

3 12.579 13.817 13.739 13.832 13.529 11.898 13.114 12.544 12.876 12.808 

4 12.646 13.918 13.562 14.262 12.515 12.772 12.237 12.978 12.910 12.843 

5 13.002 13.449 13.807 13.553 13.132 13.062 13.080 13.012 12.945 12.877 

6 12.890 13.751 13.650 13.599 13.467 13.181 13.114 13.046 12.979 12.911 

7 12.996 13.650 13.939 13.877 13.283 13.216 13.148 13.081 13.013 12.946 

8 12.792 13.875 14.182 13.385 13.317 13.250 13.182 13.115 13.047 12.980 

9 12.839 13.802 13.487 13.419 13.352 13.284 13.217 13.149 13.082 13.014 

10 12.748 13.589 13.521 13.454 13.386 13.319 13.251 13.184 13.116 13.049 
Πύνακασ  5): LTS  κτιμητόσ 

Έτοσ 
Ατυχόματοσ 

Έτοσ  ξϋλιξησ 

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 

1 12.788 13.550 13.322 13.088 13.176 13.261 11.894 11.849 12.334 11.126 

2 12.772 13.692 13.747 13.984 13.008 12.679 13.176 12.492 12.960 12.574 

3 12.579 13.817 13.739 13.832 13.529 11.898 13.114 12.544 12.758 12.626 

4 12.646 13.918 13.562 14.262 12.515 12.772 12.237 12.941 12.810 12.678 

5 13.002 13.449 13.807 13.553 13.132 13.062 13.124 12.993 12.862 12.731 

6 12.890 13.751 13.650 13.599 13.467 13.308 13.176 13.045 12.914 12.783 

7 12.996 13.650 13.939 13.877 13.491 13.360 13.229 13.097 12.966 12.835 

8 12.792 13.875 14.182 13.674 13.543 13.412 13.281 13.150 13.018 12.887 

9 12.839 13.802 13.858 13.727 13.595 13.464 13.333 13.202 13.071 12.939 
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10 12.748 14.041 13.910 13.779 13.648 13.516 13.385 13.254 13.123 12.992 
Πύνακασ      LMS  κτιμητόσ 

A2. Συμπληρωμένα Τρίγωνα Εξέλιξησ Ζημιών με Λογαρίθμουσ 

ατομικών ζημιών (1 outlier) 

Έτοσ 
Ατυχόματοσ 

Έτοσ  ξϋλιξησ 

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 

1 12.788 13.550 13.322 13.088 13.176 13.261 11.894 11.849 12.334 11.126 

2 12.772 13.692 13.747 13.984 13.008 12.679 13.176 12.492 12.960 11.487 

3 12.579 13.817 13.739 13.832 13.529 11.898 13.114 12.544 12.749 11.409 

4 12.646 13.918 13.562 16.564 12.515 12.772 12.237 12.581 12.966 11.627 

5 13.002 13.449 13.807 13.553 13.132 13.062 12.588 12.349 12.735 11.395 

6 12.890 13.751 13.650 13.599 13.467 12.735 12.602 12.363 12.749 11.409 

7 12.996 13.650 13.939 13.877 13.199 12.796 12.663 12.424 12.810 11.470 

8 12.792 13.875 14.182 14.294 13.370 12.966 12.834 12.595 12.981 11.641 

9 12.839 13.802 13.804 14.159 13.235 12.831 12.699 12.460 12.846 11.506 

10 12.748 13.660 13.687 14.042 13.118 12.714 12.582 12.343 12.729 11.389 
Πύνακασ  7   Γραμμικό Παλινδρόμηςη 

Έτοσ 
Ατυχόματοσ 

Έτοσ  ξϋλιξησ 

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 

1 12.788 13.550 13.322 13.088 13.176 13.261 11.894 11.849 12.334 11.126 

2 12.772 13.692 13.747 13.984 13.008 12.679 13.176 12.492 12.960 11.515 

3 12.579 13.817 13.739 13.832 13.529 11.898 13.114 12.544 12.835 11.508 

4 12.646 13.918 13.562 16.564 12.515 12.772 12.237 12.222 12.636 11.310 

5 13.002 13.449 13.807 13.553 13.132 13.062 12.680 12.347 12.761 11.435 

6 12.890 13.751 13.650 13.599 13.467 12.892 12.720 12.387 12.802 11.475 

7 12.996 13.650 13.939 13.877 13.319 12.977 12.805 12.472 12.887 11.561 

8 12.792 13.875 14.182 13.937 13.401 13.059 12.887 12.553 12.968 11.642 

9 12.839 13.802 13.804 13.802 13.265 12.923 12.751 12.418 12.833 11.507 

10 12.748 13.660 13.687 13.685 13.149 12.807 12.635 12.302 12.716 11.390 
Πύνακασ  8   Μ  κτιμητόσ 

Έτοσ 
Ατυχόματοσ 

Έτοσ  ξϋλιξησ 

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 

1 12.788 13.550 13.322 13.088 13.176 13.261 11.894 11.849 12.334 11.126 

2 12.772 13.692 13.747 13.984 13.008 12.679 13.176 12.492 12.960 11.552 

3 12.579 13.817 13.739 13.832 13.529 11.898 13.114 12.544 13.012 11.604 

4 12.646 13.918 13.562 16.564 12.515 12.772 12.237 12.307 12.775 11.367 

5 13.002 13.449 13.807 13.553 13.132 13.062 13.123 12.552 13.020 11.612 

6 12.890 13.751 13.650 13.599 13.467 12.942 13.048 12.477 12.945 11.537 

7 12.996 13.650 13.939 13.877 13.642 13.122 13.227 12.657 13.125 11.717 
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8 12.792 13.875 14.182 13.822 13.587 13.067 13.172 12.602 13.070 11.662 

9 12.839 13.802 13.784 13.749 13.514 12.993 13.099 12.529 12.997 11.588 

10 12.748 13.682 13.664 13.629 13.394 12.874 12.979 12.409 12.877 11.469 
Πύνακασ  9): LAD  κτιμητόσ 

 

Έτοσ 
Ατυχόματοσ 

Έτοσ  ξϋλιξησ 

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 

1 12.788 13.550 13.322 13.088 13.176 13.261 11.894 11.849 12.334 11.126 

2 12.772 13.692 13.747 13.984 13.008 12.679 13.176 12.492 12.960 11.487 

3 12.579 13.817 13.739 13.832 13.529 11.898 13.114 12.544 12.914 11.575 

4 12.646 13.918 13.562 16.564 12.515 12.772 12.237 12.063 12.504 11.164 

5 13.002 13.449 13.807 13.553 13.132 13.062 12.665 12.297 12.738 11.398 

6 12.890 13.751 13.650 13.599 13.467 13.127 12.745 12.377 12.818 11.478 

7 12.996 13.650 13.939 13.877 13.332 13.215 12.833 12.464 12.905 11.565 

8 12.792 13.875 14.182 13.839 13.389 13.272 12.889 12.521 12.962 11.622 

9 12.839 13.802 13.804 13.704 13.253 13.136 12.754 12.386 12.827 11.487 

10 12.748 13.660 13.687 13.588 13.137 13.020 12.638 12.269 12.710 11.371 
Πύνακασ  10): Robust Anova 

Έτοσ 
Ατυχόματοσ 

Έτοσ  ξϋλιξησ 

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 

1 12.788 13.550 13.322 13.088 13.176 13.261 11.894 11.849 12.334 11.126 

2 12.772 13.692 13.747 13.984 13.008 12.679 13.176 12.492 12.960 12.903 

3 12.579 13.817 13.739 13.832 13.529 11.898 13.114 12.544 12.984 12.935 

4 12.646 13.918 13.562 16.564 12.515 12.772 12.237 13.064 13.015 12.966 

5 13.002 13.449 13.807 13.553 13.132 13.062 13.144 13.095 13.046 12.997 

6 12.890 13.751 13.650 13.599 13.467 13.225 13.175 13.126 13.077 13.028 

7 12.996 13.650 13.939 13.877 13.305 13.256 13.207 13.158 13.108 13.059 

8 12.792 13.875 14.182 13.385 13.336 13.287 13.238 13.189 13.140 13.091 

9 12.839 13.802 13.465 13.416 13.367 13.318 13.269 13.220 13.171 13.122 

10 12.748 13.546 13.497 13.448 13.398 13.349 13.300 13.251 13.202 13.153 
Πύνακασ  11): LTS  κτιμητόσ 

Έτοσ 
Ατυχόματοσ 

Έτοσ  ξϋλιξησ 

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 

1 12.788 13.550 13.322 13.088 13.176 13.261 11.894 11.849 12.334 11.126 

2 12.772 13.692 13.747 13.984 13.008 12.679 13.176 12.492 12.960 12.574 

3 12.579 13.817 13.739 13.832 13.529 11.898 13.114 12.544 12.758 12.626 

4 12.646 13.918 13.562 16.564 12.515 12.772 12.237 12.941 12.810 12.678 

5 13.002 13.449 13.807 13.553 13.132 13.062 13.124 12.993 12.862 12.731 

6 12.890 13.751 13.650 13.599 13.467 13.308 13.176 13.045 12.914 12.783 

7 12.996 13.650 13.939 13.877 13.491 13.360 13.229 13.097 12.966 12.835 
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8 12.792 13.875 14.182 13.674 13.543 13.412 13.281 13.150 13.018 12.887 

9 12.839 13.802 13.858 13.727 13.595 13.464 13.333 13.202 13.071 12.939 

10 12.748 14.041 13.910 13.779 13.648 13.516 13.385 13.254 13.123 12.992 
Πύνακασ  12): LMS  κτιμητόσ 

A3. Συμπληρωμένα Τρίγωνα Εξέλιξησ Ζημιών με Λογαρίθμουσ 

ατομικών ζημιών (2 outliers) 

Έτοσ 
Ατυχόματοσ 

Έτοσ  ξϋλιξησ 

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 

1 12.788 15.853 13.322 13.088 13.176 13.261 11.894 11.849 12.334 11.126 

2 12.772 13.692 13.747 13.984 13.008 12.679 13.176 12.492 12.960 11.232 

3 12.579 13.817 13.739 13.832 13.529 11.898 13.114 12.544 12.605 11.137 

4 12.646 13.918 13.562 16.564 12.515 12.772 12.237 12.471 12.809 11.341 

5 13.002 13.449 13.807 13.553 13.132 13.062 12.492 12.226 12.564 11.096 

6 12.890 13.751 13.650 13.599 13.467 12.643 12.491 12.225 12.562 11.095 

7 12.996 13.650 13.939 13.877 13.103 12.684 12.533 12.267 12.604 11.137 

8 12.792 13.875 14.182 14.184 13.246 12.828 12.676 12.410 12.747 11.280 

9 12.839 13.802 13.660 14.001 13.063 12.644 12.493 12.227 12.564 11.097 

10 12.748 13.915 13.671 14.013 13.075 12.656 12.504 12.238 12.576 11.108 
Πύνακασ  13   Γραμμικό Παλινδρόμηςη 

Έτοσ 
Ατυχόματοσ 

Έτοσ  ξϋλιξησ 

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 

1 12.788 15.853 13.322 13.088 13.176 13.261 11.894 11.849 12.334 11.126 

2 12.772 13.692 13.747 13.984 13.008 12.679 13.176 12.492 12.960 11.446 

3 12.579 13.817 13.739 13.832 13.529 11.898 13.114 12.544 12.790 11.429 

4 12.646 13.918 13.562 16.564 12.515 12.772 12.237 12.189 12.589 11.228 

5 13.002 13.449 13.807 13.553 13.132 13.062 12.663 12.317 12.717 11.356 

6 12.890 13.751 13.650 13.599 13.467 12.890 12.703 12.357 12.757 11.396 

7 12.996 13.650 13.939 13.877 13.285 12.968 12.781 12.435 12.835 11.474 

8 12.792 13.875 14.182 13.919 13.362 13.045 12.858 12.512 12.912 11.551 

9 12.839 13.802 13.774 13.774 13.217 12.900 12.713 12.367 12.767 11.406 

10 12.748 13.713 13.684 13.684 13.127 12.810 12.623 12.277 12.677 11.316 
Πύνακασ  14   Μ  κτιμητόσ 

Έτοσ 
Ατυχόματοσ 

Έτοσ  ξϋλιξησ 

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 

1 12.788 15.853 13.322 13.088 13.176 13.261 11.894 11.849 12.334 11.126 

2 12.772 13.692 13.747 13.984 13.008 12.679 13.176 12.492 12.960 11.552 

3 12.579 13.817 13.739 13.832 13.529 11.898 13.114 12.544 13.012 11.604 

4 12.646 13.918 13.562 16.564 12.515 12.772 12.237 12.307 12.775 11.367 

5 13.002 13.449 13.807 13.553 13.132 13.062 12.904 12.334 12.802 11.393 
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6 12.890 13.751 13.650 13.599 13.467 12.942 13.048 12.477 12.945 11.537 

7 12.996 13.650 13.939 13.877 13.642 13.122 13.227 12.657 13.125 11.717 

8 12.792 13.875 14.182 13.822 13.587 13.067 13.172 12.602 13.070 11.662 

9 12.839 13.802 13.755 13.720 13.485 12.964 13.070 12.500 12.968 11.559 

10 12.748 13.682 13.664 13.629 13.394 12.874 12.979 12.409 12.877 11.469 
Πύνακασ  15): LAD  κτιμητόσ 

 

Έτοσ 
Ατυχόματοσ 

Έτοσ  ξϋλιξησ 

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 

1 12.788 15.853 13.322 13.088 13.176 13.261 11.894 11.849 12.334 11.126 

2 12.772 13.692 13.747 13.984 13.008 12.679 13.176 12.492 12.960 11.507 

3 12.579 13.817 13.739 13.832 13.529 11.898 13.114 12.544 12.926 11.596 

4 12.646 13.918 13.562 16.564 12.515 12.772 12.237 12.071 12.516 11.186 

5 13.002 13.449 13.807 13.553 13.132 13.062 12.672 12.306 12.751 11.421 

6 12.890 13.751 13.650 13.599 13.467 13.135 12.753 12.387 12.832 11.502 

7 12.996 13.650 13.939 13.877 13.339 13.224 12.842 12.476 12.921 11.591 

8 12.792 13.875 14.182 13.848 13.398 13.283 12.901 12.535 12.980 11.650 

9 12.839 13.802 13.815 13.717 13.267 13.152 12.770 12.404 12.849 11.518 

10 12.748 13.640 13.688 13.590 13.140 13.025 12.644 12.277 12.722 11.392 
Πύνακασ  16): Robust Anova 

Έτοσ 
Ατυχόματοσ 

Έτοσ  ξϋλιξησ 

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 

1 12.788 15.853 13.322 13.088 13.176 13.261 11.894 11.849 12.334 11.126 

2 12.772 13.692 13.747 13.984 13.008 12.679 13.176 12.492 12.960 12.834 

3 12.579 13.817 13.739 13.832 13.529 11.898 13.114 12.544 12.911 12.857 

4 12.646 13.918 13.562 16.564 12.515 12.772 12.237 12.987 12.933 12.879 

5 13.002 13.449 13.807 13.553 13.132 13.062 13.063 13.009 12.956 12.902 

6 12.890 13.751 13.650 13.599 13.467 13.140 13.086 13.032 12.978 12.924 

7 12.996 13.650 13.939 13.877 13.216 13.162 13.108 13.054 13.000 12.946 

8 12.792 13.875 14.182 13.292 13.238 13.184 13.131 13.077 13.023 12.969 

9 12.839 13.802 13.369 13.315 13.261 13.207 13.153 13.099 13.045 12.991 

10 12.748 13.445 13.391 13.337 13.283 13.229 13.175 13.121 13.068 13.014 
Πύνακασ  17): LTS  κτιμητόσ 

Έτοσ 
Ατυχόματοσ 

Έτοσ  ξϋλιξησ 

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 

1 12.788 15.853 13.322 13.088 13.176 13.261 11.894 11.849 12.334 11.126 

2 12.772 13.692 13.747 13.984 13.008 12.679 13.176 12.492 12.960 12.461 

3 12.579 13.817 13.739 13.832 13.529 11.898 13.114 12.544 12.660 12.510 

4 12.646 13.918 13.562 16.564 12.515 12.772 12.237 12.860 12.709 12.558 

5 13.002 13.449 13.807 13.553 13.132 13.062 13.060 12.909 12.758 12.607 
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6 12.890 13.751 13.650 13.599 13.467 13.259 13.108 12.958 12.807 12.656 

7 12.996 13.650 13.939 13.877 13.459 13.308 13.157 13.006 12.856 12.705 

8 12.792 13.875 14.182 13.658 13.508 13.357 13.206 13.055 12.904 12.754 

9 12.839 13.802 13.858 13.707 13.556 13.406 13.255 13.104 12.953 12.802 

10 12.748 14.058 13.907 13.756 13.605 13.454 13.304 13.153 13.002 12.851 
Πύνακασ       LMS  κτιμητόσ 

B. Διακυμάνςεισ των       

Οη δηαθπκάλζεηο ησλ κειινληηθψλ ηηκψλ ηνπ κνληέινπ καο είλαη ην άζξνηζκα ησλ 

δηαγσλίσλ ηνπ πίλαθα Γηαθπκάλζεσλ- Σπλδηαθπκάλζεσλ ζπλ ηελ δηαθχκαλζε ηνπ κνληέινπ 

  , δειαδή: 

                                 
   

B1. Διακυμάνςεισ των      (0 outliers) 

i j 
Γραμμικό 

Παλινδρόμηςη 
Μ- κτιμητόσ LAD 

Robust 
Anova 

LTS LMS 

2 10 0.2521 0.2566359 0.3260 0.2144 0.15482 0.185254 

3 9 0.1942 0.19765657 0.2511 0.1651 0.15124 0.1805 

3 10 0.2537 0.2582934 0.3281 0.2158 0.12565 0.183799 

4 8 0.1760 0.17912247 0.2276 0.1497 0.148199 0.177104 

4 9 0.1965 0.20007799 0.2542 0.1672 0.124467 0.179724 

4 10 0.2558 0.26037938 0.3308 0.2176 0.130119 0.182771 

5 7 0.1686 0.17164594 0.2181 0.1434 0.14583 0.175067 

5 8 0.1791 0.18233794 0.2317 0.1524 0.124169 0.177007 

5 9 0.1996 0.20316765 0.2581 0.1698 0.129177 0.179375 

5 10 0.2585 0.2631336 0.3343 0.2199 0.135305 0.182169 

6 6 0.1665 0.16954607 0.2154 0.1417 0.144385 0.174387 

6 7 0.1730 0.17607378 0.2237 0.1471 0.125135 0.175649 

6 8 0.1834 0.18668527 0.2372 0.1560 0.129463 0.177337 

6 9 0.2037 0.20737411 0.2635 0.1733 0.134912 0.179452 

6 10 0.2622 0.26696435 0.3392 0.2231 0.141481 0.181994 

7 5 0.1686 0.17164594 0.2181 0.1434 0.14438 0.175067 

7 6 0.1730 0.17607378 0.2237 0.1471 0.128135 0.175649 

7 7 0.1793 0.18253106 0.2319 0.1525 0.131725 0.176658 

7 8 0.1896 0.19304191 0.2452 0.1613 0.136435 0.178094 

7 9 0.2098 0.21355464 0.2713 0.1784 0.142265 0.179957 

7 10 0.2679 0.27267526 0.3464 0.2278 0.149216 0.182247 

8 4 0.1760 0.17912247 0.2276 0.1497 0.147085 0.177104 

8 5 0.1791 0.18233794 0.2317 0.1524 0.135033 0.177007 

8 6 0.1834 0.18668527 0.2372 0.1560 0.137765 0.177337 
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8 7 0.1896 0.19304191 0.2452 0.1613 0.141619 0.178094 

8 8 0.1998 0.20340899 0.2584 0.1700 0.146592 0.179278 

8 9 0.2197 0.22367014 0.2842 0.1869 0.152686 0.180888 

8 10 0.2771 0.28211988 0.3584 0.2357 0.1599 0.182926 

9 3 0.1942 0.19765657 0.2511 0.1651 0.156635 0.1805 

9 4 0.1965 0.20007799 0.2542 0.1672 0.151746 0.179724 

9 5 0.1996 0.20316765 0.2581 0.1698 0.153325 0.179375 

9 6 0.2037 0.20737411 0.2635 0.1733 0.156024 0.179452 

9 7 0.2098 0.21355464 0.2713 0.1784 0.159843 0.179957 

9 8 0.2197 0.22367014 0.2842 0.1869 0.164782 0.180888 

9 9 0.2392 0.24349103 0.3093 0.2034 0.170842 0.182247 

10 10 0.2955 0.30076672 0.3821 0.2513 0.178022 0.184032 

10 2 0.2521 0.2566359 0.3260 0.2144 0.197627 0.185254 

10 3 0.2537 0.2582934 0.3281 0.2158 0.211784 0.183799 

10 4 0.2558 0.26037938 0.3308 0.2176 0.21102 0.182771 

10 5 0.2585 0.2631336 0.3343 0.2199 0.211376 0.182169 

10 6 0.2622 0.26696435 0.3392 0.2231 0.212853 0.181994 

10 7 0.2679 0.27267526 0.3464 0.2278 0.215449 0.182247 

10 8 0.2771 0.28211988 0.3584 0.2357 0.219167 0.182926 

10 9 0.2955 0.30076672 0.3821 0.2513 0.224004 0.184032 

10 10 0.3486 0.35491162 0.4509 0.2965 0.229962 0.185565 
 

B2. Διακυμάνςεισ των      (1 outlier) 

I j 
Γραμμικό 

Παλινδρόμηςη 
Μ- κτιμητόσ LAD 

Robust 
Anova 

LTS LMS 

2 10 0.6531 0.758268999 0.849489 0.214429 0.146645 0.172432 

3 9 0.5030 0.584005782 0.654262 0.16515 0.143254 0.168007 

3 10 0.6573 0.763166319 0.854976 0.215814 0.119015 0.171077 

4 8 0.4558 0.529244024 0.592912 0.149664 0.140373 0.164846 

4 9 0.5092 0.591160228 0.662277 0.167173 0.117895 0.167284 

4 10 0.6626 0.769329661 0.861881 0.217557 0.123249 0.17012 

5 7 0.4368 0.507153495 0.568164 0.143417 0.13813 0.162949 

5 8 0.4640 0.53874459 0.603556 0.15235 0.117613 0.164756 

5 9 0.5170 0.600289087 0.672504 0.169754 0.122356 0.166959 

5 10 0.6696 0.777467416 0.870997 0.219858 0.12816 0.16956 

6 6 0.4315 0.500949116 0.561214 0.141662 0.136761 0.162317 

6 7 0.4481 0.520236213 0.582821 0.147116 0.118527 0.163491 

6 8 0.4751 0.551589442 0.617946 0.155983 0.122627 0.165063 

6 9 0.5277 0.612717699 0.686428 0.173269 0.127788 0.167031 

6 10 0.6794 0.788785938 0.883677 0.223059 0.13401 0.169398 

7 5 0.4368 0.507153495 0.568164 0.143417 0.136756 0.162949 

7 6 0.4481 0.520236213 0.582821 0.147116 0.121369 0.163491 

7 7 0.4645 0.53931519 0.604195 0.152512 0.124769 0.164431 
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7 8 0.4913 0.57037106 0.638987 0.161294 0.129231 0.165767 

7 9 0.5435 0.630978982 0.706886 0.178433 0.134753 0.167501 

7 10 0.6939 0.805659662 0.902581 0.22783 0.141337 0.169632 

8 4 0.4558 0.529244024 0.592912 0.149664 0.139318 0.164846 

8 5 0.4640 0.53874459 0.603556 0.15235 0.127902 0.164756 

8 6 0.4751 0.551589442 0.617946 0.155983 0.130491 0.165063 

8 7 0.4913 0.57037106 0.638987 0.161294 0.13414 0.165767 

8 8 0.5177 0.601002162 0.673303 0.169956 0.138851 0.166869 

8 9 0.5692 0.660866738 0.74037 0.186885 0.144623 0.168368 

8 10 0.7180 0.83356521 0.933844 0.235722 0.151456 0.170265 

9 3 0.5030 0.584005782 0.654262 0.16515 0.148364 0.168007 

9 4 0.5092 0.591160228 0.662277 0.167173 0.143734 0.167284 

9 5 0.5170 0.600289087 0.672504 0.169754 0.145229 0.166959 

9 6 0.5277 0.612717699 0.686428 0.173269 0.147785 0.167031 

9 7 0.5435 0.630978982 0.706886 0.178433 0.151402 0.167501 

9 8 0.5692 0.660866738 0.74037 0.186885 0.156081 0.168368 

9 9 0.6197 0.719430512 0.805979 0.203446 0.161821 0.169632 

10 10 0.7654 0.888660051 0.995567 0.251302 0.168622 0.171294 

10 2 0.6531 0.758268999 0.849489 0.214429 0.187191 0.172432 

10 3 0.6573 0.763166319 0.854976 0.215814 0.200601 0.171077 

10 4 0.6626 0.769329661 0.861881 0.217557 0.199877 0.17012 

10 5 0.6696 0.777467416 0.870997 0.219858 0.200214 0.16956 

10 6 0.6794 0.788785938 0.883677 0.223059 0.201613 0.169398 

10 7 0.6939 0.805659662 0.902581 0.22783 0.204073 0.169632 

10 8 0.7180 0.83356521 0.933844 0.235722 0.207594 0.170265 

10 9 0.7654 0.888660051 0.995567 0.251302 0.212176 0.171294 

10 10 0.9032 1.048639228 1.174791 0.296542 0.217819 0.172721 
 

B3. Διακυμάνςεισ των      (2 outliers) 

i j 
Γραμμικό 

Παλινδρόμηςη 
Μ-

 κτιμητόσ 
LAD 

Robust 
Anova 

LTS LMS 

2 10 0.941 1.090 1.222 0.232 0.154721 0.194558 

3 9 0.724 0.839 0.941 0.179 0.151144 0.189565 

3 10 0.947 1.097 1.230 0.234 0.12557 0.19303 

4 8 0.657 0.760 0.853 0.162 0.148104 0.185998 

4 9 0.733 0.849 0.953 0.181 0.124388 0.18875 

4 10 0.954 1.105 1.240 0.235 0.130036 0.191949 

5 7 0.629 0.729 0.817 0.155 0.145737 0.183859 

5 8 0.668 0.774 0.868 0.165 0.12409 0.185897 

5 9 0.745 0.863 0.968 0.184 0.129095 0.188383 

5 10 0.964 1.117 1.253 0.238 0.135218 0.191318 

6 6 0.621 0.720 0.807 0.153 0.144293 0.183145 

6 7 0.645 0.748 0.839 0.159 0.125055 0.18447 
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6 8 0.684 0.793 0.889 0.169 0.129381 0.186243 

6 9 0.760 0.880 0.988 0.188 0.134826 0.188464 

6 10 0.979 1.133 1.271 0.241 0.141391 0.191134 

7 5 0.629 0.729 0.817 0.155 0.144288 0.183859 

7 6 0.645 0.748 0.839 0.159 0.128053 0.18447 

7 7 0.669 0.775 0.869 0.165 0.131641 0.18553 

7 8 0.708 0.820 0.919 0.175 0.136348 0.187038 

7 9 0.783 0.907 1.017 0.193 0.142175 0.188994 

7 10 0.999 1.158 1.299 0.247 0.149121 0.191399 

8 4 0.657 0.760 0.853 0.162 0.146992 0.185998 

8 5 0.668 0.774 0.868 0.165 0.134947 0.185897 

8 6 0.684 0.793 0.889 0.169 0.137678 0.186243 

8 7 0.708 0.820 0.919 0.175 0.141528 0.187038 

8 8 0.746 0.864 0.969 0.184 0.146499 0.188281 

8 9 0.820 0.950 1.065 0.202 0.152588 0.189973 

8 10 1.034 1.198 1.344 0.255 0.159798 0.192113 

9 3 0.724 0.839 0.941 0.179 0.156536 0.189565 

9 4 0.733 0.849 0.953 0.181 0.15165 0.18875 

9 5 0.745 0.863 0.968 0.184 0.153227 0.188383 

9 6 0.760 0.880 0.988 0.188 0.155924 0.188464 

9 7 0.783 0.907 1.017 0.193 0.159741 0.188994 

9 8 0.820 0.950 1.065 0.202 0.164677 0.189973 

9 9 0.892 1.034 1.160 0.220 0.170733 0.191399 

10 10 1.102 1.277 1.432 0.272 0.177908 0.193274 

10 2 0.941 1.090 1.222 0.232 0.197501 0.194558 

10 3 0.947 1.097 1.230 0.234 0.211649 0.19303 

10 4 0.954 1.105 1.240 0.235 0.210885 0.191949 

10 5 0.964 1.117 1.253 0.238 0.211241 0.191318 

10 6 0.979 1.133 1.271 0.241 0.212717 0.191134 

10 7 0.999 1.158 1.299 0.247 0.215312 0.191399 

10 8 1.034 1.198 1.344 0.255 0.219027 0.192113 

10 9 1.102 1.277 1.432 0.272 0.223861 0.193274 

10 10 1.301 1.507 1.690 0.321 0.229815 0.194884 
 

 

 
 

 


