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Περίληψη 
 

 

Τα διαγράµµατα ελέγχου τύπου Shewhart για την παρακολούθηση του µέσου µ 

µιας διεργασίας δίνουν σήµα ότι µια διεργασία είναι εκτός ελέγχου (µετατόπιση του 

µέσου) όταν ένα σηµείο του διαγράµµατος βρεθεί εκτός της ζώνης που ορίζεται από 

το κάτω (LCL) και το άνω (UCL) όριο ελέγχου του διαγράµµατος. Είναι γνωστό ότι 

τα διαγράµµατα ελέγχου τύπου Shewhart δεν είναι ευαίσθητα σε µικρές µετατοπίσεις 

του µέσου της διεργασίας. Η αύξηση της ευαισθησίας του διαγράµµατος ως προς την 

ικανότητά του να ανιχνεύει µικρές µετατοπίσεις του µέσου της διεργασίας 

επιτυγχάνεται µε χρήση προειδοποιητικών ορίων (εσωτερικών των LCL και UCL) 

και µε χρήση κανόνων διακοπής (Stopping Rules) που σχετίζονται µε την εµφάνιση 

ειδικών σχηµατισµών από σηµεία (patterns) στο διάγραµµα. Η εµφάνιση ενός 

τέτοιου ειδικού σχηµατισµού από σηµεία δίνει σήµα εκτός ελέγχου διεργασίας. 

Τέτοιοι κανόνες παρουσιάστηκαν και εφαρµόστηκαν για πρώτη φορά το 1956 από 

την εταιρεία Western Electric Company. 

Σκοπός της διπλωµατικής εργασίας είναι η ανάπτυξη και η µελέτη της επίδρασης 

κανόνων διακοπής που σχετίζονται µε στατιστικές συναρτήσεις ροών (runs) στα 

διαγράµµατα ελέγχου τύπου Shewhart. 



 



 

 

 

Abstract 
 

 

The Shewhart type control charts for monitoring the mean of a manufacturing process 

gives signal of an out of control process (shift of the mean) when a plotted point falls outside 

the area specified by the lower (LCL) and upper (UCL) control limit of chart. It is well known 

that Shewhart type control charts are not sensitive in detecting small shifts of the process 

mean. The sensitization of the chart to detect small shifts of the process mean is usually 

achieved by the use of warning limits (internal of LCL and UCL) and the adoption of 

stopping rules related with the appearance of special patterns of plotted points in the chart. 

The appearance of a special pattern of points gives signal of an out of control process. Such 

rules were introduced and applied for the first time in 1956 by the Western Electric Company. 

The main purpose of the dissertation is the development and the study of the effect of 

stopping rules that are related to run statistics in the Shewhart type control charts. 
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 1 
 

∆ιαγράµµατα ελέγχου Shewhart  
 

 
1.1  ∆ιαγράµµατα ελέγχου Shewhart 
 

Στις παραγωγικές διεργασίες µας ενδιαφέρει η παρακολούθηση της συµπεριφοράς µιας 

κρίσιµης ποσότητας ενός (µετρήσιµου) χαρακτηριστικού X  (τυχαία µεταβλητή) των 

προϊόντων που παράγονται (για παράδειγµα το χαρακτηριστικό X  µπορεί να είναι µήκος, 

βάρος, όγκος προϊόντων). Η διαδικασία παρακολούθησης της κρίσιµης ποσότητας βασίζεται 

σε µετρήσεις του χαρακτηριστικού Χ (τυχαία µεταβλητή), όπως προκύπτουν από την επιλογή 

τυχαίων δειγµάτων προϊόντων από την παραγωγή σε διαφορετικές χρονικές στιγµές στα 

οποία αντιστοιχούν τυχαία δείγµατα τιµών του χαρακτηριστικού Χ, έστω τα ,..., 21 XX . 

Χρησιµοποιώντας τα τυχαία δείγµατα ,..., 21 XX  υπολογίζουµε την τιµή )( tt gW X= , 

,...2,1=t , µιας κατάλληλης στατιστικής συνάρτησης (τυχαίας µεταβλητής) που εκτιµά 

(συνήθως αµερόληπτη εκτιµήτρια) την κρίσιµη ποσότητα που µας ενδιαφέρει (π.χ. µέση τιµή 

ή διακύµανση της X ). Έτσι η (διαχρονική) παρακολούθηση της συµπεριφοράς της κρίσιµης 

ποσότητας επιτυγχάνεται µε την παρακολούθηση των τιµών που λαµβάνει η στατιστική 

συνάρτηση W στα διάφορα δείγµατα. 

Για παράδειγµα ας υποθέσουµε ότι ενδιαφερόµαστε να παρακολουθήσουµε τη 

συµπεριφορά της µέσης τιµής της διαµέτρου Χ των κυλίνδρων που παράγει µια µηχανή. Για 

το σκοπό αυτό επιλέγονται τυχαία δείγµατα µεγέθους n  )1( ≥n  κυλίνδρων από την 

παραγωγή της µηχανής σε διαφορετικά χρονικά διαστήµατα και µπορούµε να 

χρησιµοποιήσουµε τη στατιστική συνάρτηση nXXXgW tntttt /)()( 21 +++== LX  (η οποία 

είναι αµερόληπτη εκτιµήτρια του µέσου της Χ) για την παρακολούθηση της συµπεριφοράς 

της µέσης τιµής. 
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Ένα τυπικό διάγραµµα ελέγχου Shewhart είναι µια γραφική παράσταση µε την ακόλουθη 

µορφή 

 
∆ιάγραµµα 1.1: Τυπικό διάγραµµα ελέγχου Shewhart 

 

όπου στο ∆ιάγραµµα 1.1, εκτός από τις παρατηρούµενες τιµές tW , που έχουν απεικονιστεί µε 

σηµεία (τετραγωνάκια) τα οποία έχουν συνδεθεί µε µια τεθλασµένη γραµµή, έχουν 

σχεδιαστεί και άλλες τρεις γραµµές. Η κεντρική γραµµή (center line, CL) ή µέσο επίπεδο της 

διεργασίας παριστάνει συνήθως τη µέση τιµή (mean value) της W  όπως προκύπτει από τη 

λειτουργία µιας εντός (στατιστικού) ελέγχου διεργασίας, δηλαδή µιας διεργασίας που 

λειτουργεί µόνο µε την παρουσία φυσικής µεταβλητότητας (chance causes of variation). Οι 

δύο άλλες γραµµές που εµφανίζονται στο παραπάνω διάγραµµα ονοµάζονται άνω και κάτω 

όριο ελέγχου του διαγράµµατος (upper and lower control limit, UCL and LCL). Όσο οι τιµές 

της W  βρίσκονται εντός των ορίων ελέγχου και η συµπεριφορά τους είναι “τυχαία” 

µπορούµε να υποθέσουµε ότι η διεργασία παραµένει εντός ελέγχου και δεν χρειάζεται να 

προβούµε σε κάποια διορθωτική ενέργεια. Αν όµως κάποιο σηµείο βρεθεί εκτός των ορίων 

ελέγχου λέµε ότι υπάρχει ένδειξη ότι η διεργασία είναι εκτός ελέγχου και πρέπει να 

προχωρήσουµε σε έρευνα για να ανακαλύψουµε τις ειδικές αιτίες µεταβλητότητας 

(assignable causes of variation) που είναι υπεύθυνες για αυτή τη συµπεριφορά και αν κριθεί 

απαραίτητο να προβούµε σε διορθωτικές ενέργειες. Ωστόσο, θα πρέπει να σηµειώσουµε ότι 

ακόµη και στην περίπτωση που όλα τα σηµεία του διαγράµµατος βρίσκονται εντός των ορίων 

ελέγχου αλλά συµπεριφέρονται µε ένα συστηµατικό ή µη τυχαίο τρόπο τότε και αυτό 

αποτελεί ένδειξη ότι η διεργασία είναι εκτός ελέγχου. Ως (ακραίο) παράδειγµα µπορούµε να 

αναφέρουµε την περίπτωση όπου όλα τα σηµεία στο ∆ιάγραµµα 1.1 βρίσκονται µεταξύ την 

κεντρικής γραµµής και του κάτω ορίου ελέγχου.  
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Στο ακόλουθο πλαίσιο δίνεται ένα γενικό µοντέλο, το µοντέλο ορίων σίγµα (sigma limits 

model), για την κατασκευή ενός διαγράµµατος ελέγχου Shewhart 

 

Mοντέλο ορίων σίγµα 

 UCL = WW Lσµ +
 LineCenter = Wµ  
 LCL = WW Lσµ −

 

Οι ποσότητες Wµ  και Wσ  δηλώνουν τη µέση τιµή και την τυπική απόκλιση της στατιστικής 

συνάρτησης W  που απεικονίζεται στο διάγραµµα ελέγχου (συνήθως γίνεται η υπόθεση ότι 

ακολουθεί κανονική κατανοµή). Η ποσότητα L  δηλώνει την απόσταση των ορίων ελέγχου 

από την κεντρική γραµµή σε µονάδες τυπικής απόκλισης. Συνήθως 3=L , οπότε οµιλούµε 

για διαγράµµατα ελέγχου Shewhart µε σ3  όρια ελέγχου. 

Εκτός από τo µοντέλο ορίων σίγµα για την κατασκευή διαγραµµάτων ελέγχου Shewhart, 

υπάρχει και το µοντέλο ορίων πιθανότητας (probability limits model) που παρουσιάζεται στο 

ακόλουθο πλαίσιο (µοντέλο ορίων πιθανότητας 2/a ) για κανονική ή προσεγγιστικά 

κανονική κατανοµή της W  

Μοντέλο ορίων πιθανότητας α/2 

 UCL = WaW z σµ 2/+
 LineCenter = Wµ  
 LCL = WaW z σµ 2/−

Στις ΗΠΑ χρησιµοποιούνται αποκλειστικά τα σ3  όρια ελέγχου ενώ στη Μεγάλη Βρετανία 

και σε άλλες ∆υτικές χώρες χρησιµοποιούνται όρια µε πιθανότητα 0.001 ( 001.02/ =a ). Στις 

παρούσες σηµειώσεις θα χρησιµοποιήσουµε αποκλειστικά σ3  όρια. 

Τα δύο µοντέλα κατασκευής διαγραµµάτων ελέγχου που µόλις περιγράψαµε αποτελούν 

µοντέλα κατασκευής δίπλευρων διαγραµµάτων ελέγχου αφού υπάρχει και άνω και κάτω όριο 

ελέγχου. Στη βιβλιογραφία αναφέρονται και τα µονόπλευρα διαγράµµατα ελέγχου στα οποία 

απουσιάζει είτε το άνω είτε το κάτω όριο ελέγχου. 

Στα διαγράµµατα ελέγχου Shewhart διακρίνουµε δύο µεγάλες κατηγορίες ανάλογα µε το 

αν το χαρακτηριστικό X  είναι συνεχής ή διακριτή τυχαία µεταβλητή. Αν η τυχαία µεταβλητή 

X  είναι συνεχής µε µέση τιµή µ  και διακύµανση 2σ , τότε υπάρχουν διαγράµµατα ελέγχου 
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Shewhart για την παρακολούθηση της µέσης τιµής και της διασποράς της X . Στην 

περίπτωση που η τυχαία µεταβλητή X  είναι διακριτή υπάρχουν διαγράµµατα ελέγχου 

Shewhart για την παρακολούθηση του ποσοστού (και του αριθµού) των ελαττωµατικών 

προϊόντων που αποδίδει η παραγωγική διεργασία, καθώς επίσης και για τον αριθµό (και το 

µέσο αριθµό) των ελαττωµάτων (ατελειών) σε µια µονάδα ελέγχου (για περισσότερες 

λεπτοµέρειες δείτε Αντζουλάκος (2003), ∆αµιανού (1996), Καφφές (1996)). 

Το πιο απλό και πλέον διαδεδοµένο διάγραµµα ελέγχου Shewhart είναι το διάγραµµα 

ελέγχου για την παρακολούθηση της µέσης τιµής ενός συνεχούς χαρακτηριστικού X , το 

οποίο θα αναπτύξουµε εν συντοµία στην επόµενη παράγραφο µέσω ενός παραδείγµατος. 

 
1.2  ∆ιάγραµµα ελέγχου Shewhart για τη µέση τιµή ενός συνεχούς χαρακτηριστικού 

 
Στον Πίνακα 1.1 παρουσιάζονται µετρήσεις µιας συνεχούς τυχαίας µεταβλητής Χ που 

δηλώνει την εσωτερική διάµετρο κυλινδρικών εµβόλων όπως προέκυψαν από την επιλογή 

δέκα τυχαίων δειγµάτων µεγέθους δύο από την παραγωγή ενός εργοστασίου. Έστω ότι, υπό 

συνθήκες φυσικής µεταβλητότητας (εντός ελέγχου διεργασία), η κατανοµή της Χ είναι 

κανονική κατανοµή µε 10=µ  και 25.0=σ , και ότι ενδιαφερόµαστε να παρακολουθήσουµε 

τη διαχρονική συµπεριφορά της µέσης τιµής µ  της Χ.  

 

Πίνακας 1.1: ∆εδοµένα για την επίδειξη ενός διαγράµµατος ελέγχου Shewhart 

∆είγµα Πρώτη µέτρηση ∆εύτερη µέτρηση Μέση τιµή 
1 9.84422 9.62656 9.73539 
2 9.80879 9.93767 9.87323 
3 10.50880 9.37680 9.94280 
4 9.94629 10.2645 10.10540 
5 9.55296 10.09280 9.82288 
6 9.58023 9.71789 9.64906 
7 9.40171 10.15210 9.77691 
8 9.59285 9.95854 9.77570 
9 9.54142 9.62176 9.58159 
10 10.66530 10.23660 10.45095 

 

Χρησιµοποιώντας ως εκτίµηση της µέσης τιµής µ  της διεργασίας σε κάθε δείγµα το 

δειγµατικό µέσο του αντίστοιχου δείγµατος 2/)( 21 tttt XXXW +== , έχουµε ότι  

101,03125.02/,10),,(~ 2222 ≤≤======= tNXW
tttttt XWXWXXtt σσσµµµσµ , 
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Κατασκευάζοντας ένα διάγραµµα ελέγχου Shewhart µε σ3  όρια ελέγχου όπου 

απεικονίζονται τα σηµεία tWt,( ), έχουµε ότι ,10== WCL µ  5303.103 =+= WWUCL σµ , και 

4697.93 =−= WWLCL σµ . Το διάγραµµα ελέγχου είναι το ακόλουθο 

X-bar Chart for Measurements

Subgroup

X
-b

ar

CTR = 10,0000

UCL = 10,5303

LCL = 9,4697

0 2 4 6 8 10
9,4

9,6

9,8

10

10,2

10,4

10,6

 
∆ιάγραµµα 1.2: ∆ιάγραµµα ελέγχου Shewhart για τα δεδοµένα του Πίνακα 1.1 

 

Εφόσον όλα τα σηµεία του διαγράµµατος βρίσκονται εντός των ορίων ελέγχου µπορούµε να 

ισχυριστούµε ότι ο µέσος δεν έχει αλλάξει (µετατοπιστεί) και εποµένως η παραγωγική 

διεργασία είναι εντός στατιστικού ελέγχου. 

Η παραπάνω διαδικασία µπορεί να θεωρηθεί ότι αποτελεί µια σειρά από ελέγχους 

υποθέσεων (10 το πλήθος) που αφορούν τη µέση τιµή ενός κανονικού πληθυσµού. Πράγµατι, 

αν nXXX ,...,, 21  είναι ένα τυχαίο δείγµα από ένα πληθυσµό που περιγράφεται από µια 

κανονική κατανοµή τότε για τον έλεγχο της υπόθεσης  

0100 :: µµµµ ≠−= HH  (σ  γνωστό) 

σε επίπεδο σηµαντικότητας a , η περιοχή απόρριψης Κ (κρίσιµη περιοχή) της µηδενικής 

υπόθεσης είναι η  

n
zX

n
zXK aa

σµσµ 2/02/0 ή: −<+> . 

Επιλέγοντας 32/ =az , δηλαδή 0027.0=a , για το παράδειγµά µας ( 100 =µ , 25.0=σ , 2=n ) 

έχουµε ότι 

4697.9ή5303.10: <> XXK  
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και εποµένως τα όρια του διαγράµµατος ελέγχου συµπίπτουν µε τις δύο τιµές που καθορίζουν 

την κρίσιµη περιοχή K . Εφόσον τα σηµεία 2/)( 21 tttt XXXW +==  βρίσκονται εντός των 

ορίων ελέγχου αυτό σηµαίνει ότι σε κάθε έλεγχο (ένας για κάθε δείγµα) η τιµή της X  δεν 

βρίσκεται στην κρίσιµη περιοχή και συνεπώς δεν µπορούµε να απορρίψουµε τη µηδενική 

υπόθεση σε επίπεδο σηµαντικότητας 0027.0=a . 

Στη συνέχεια επιλέξαµε άλλα 5 δείγµατα από την παραγωγική διαδικασία (σε 

µεταγενέστερες χρονικές στιγµές) η οποία όµως λόγω κάποιας εσφαλµένης ρύθµισης της 

µηχανής που παράγει τα έµβολα (εµφάνιση ειδικής µεταβλητότητας) παράγει κυλίνδρους µε 

5.10=µ  και 25.0=σ . Τα επιπρόσθετα δεδοµένα παρουσιάζονται στον ακόλουθο πίνακα 

Πίνακας 1.2: Επιπρόσθετα δεδοµένα 

∆είγµα Πρώτη µέτρηση ∆εύτερη µέτρηση Μέση τιµή 
11 10.2548 10.3272 10.291 
12 10.29200 10.65150 10.47175 
13 10.60560 10.50070 10.55315 
14 10.16910 10.30080 10.23495 
15 10.51150 10.56130 10.5364 

 

Το διάγραµµα ελέγχου είναι το ακόλουθο  

X-bar Chart for Measurement

Subgroup

X
-b

ar

CTR = 10,0000

UCL = 10,5303

LCL = 9,4697

0 3 6 9 12 15
9,4

9,6

9,8

10

10,2

10,4

10,6

 ∆ιάγραµµα 1.3: ∆ιάγραµµα ελέγχου Shewhart για τα δεδοµένα των Πινάκων 1.1, 1.2 
 

Από το παραπάνω διάγραµµα προκύπτει καθαρά ότι έχουµε ενδείξεις που δηλώνουν ότι ο 

µέσος της διεργασίας έχει µετατοπιστεί σε υψηλότερο επίπεδο και εποµένως θεωρούµε ότι η 

διεργασία είναι εκτός στατιστικού ελέγχου. 
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1.3  Μέσο µήκος ροής στα διαγράµµατα ελέγχου 
 

Μια βασική έννοια που σχετίζεται µε τα διαγράµµατα ελέγχου είναι το µέσο µήκος ροής 

ARL  (average run length) του διαγράµµατος. Η τυχαία µεταβλητή T  που δηλώνει το πλήθος 

των σηµείων που πρέπει να σχεδιαστούν σε ένα διάγραµµα ελέγχου έως ότου πάρουµε 

ένδειξη ότι η διεργασία είναι εκτός ελέγχου ονοµάζεται µήκος ροής (run length) του 

διαγράµµατος. Το µέσο µήκος ροής ARL  ορίζεται ως ο αναµενόµενος αριθµός των σηµείων 

που πρέπει να σχεδιαστούν στο διάγραµµα έως ότου λάβουµε για πρώτη φορά ένδειξη ότι η 

διεργασία είναι εκτός ελέγχου, δηλαδή )(TEARL = . 

Στα διαγράµµατα ελέγχου Shewhart µε απεικονιζόµενη ποσότητα τη W  η οποία έχει εντός 

ελέγχου µέσο µ , τυπική απόκλιση σ  και συνάρτηση κατανοµής )(⋅inF , έχουµε ότι η 

πιθανότητα inp  εµφάνισης ενός σηµείου του διαγράµµατος εκτός των ορίων ελέγχου είναι 

ίση µε 

))(()(1)(1 σµσµ LFLFUCLWLCLPp ininin −−++−=≤≤−=  

και το εντός ελέγχου µέσο µήκος ροής είναι ίσο µε 

in
in p

ARL 1
=  

αφού το µήκος ροής T  ακολουθεί τη γεωµετρική κατανοµή µε πιθανότητα επιτυχίας inp . 

Φυσικά για µια διεργασία που βρίσκεται εντός ελέγχου θέλουµε να έχουµε µεγάλη τιµή για 

το inARL  έτσι ώστε να µειωθεί ο αριθµός των λανθασµένων ενδείξεων εκτός ελέγχου 

διεργασίας ή αλλιώς ο αριθµός των λανθασµένων συναγερµών (false alarms). 

Για µια εκτός ελέγχου διεργασία, όπου η συνάρτηση κατανοµή της τυχαίας µεταβλητής W  

είναι η )(⋅outF , έχουµε ότι η πιθανότητα outp  εµφάνισης ενός σηµείου εκτός των ορίων 

ελέγχου του διαγράµµατος είναι ίση µε 

))(()(1)(1 σµσµ LFLFUCLWLCLPp outoutout −−++−=≤≤−=  

και το εκτός ελέγχου µέσο µήκος ροής είναι ίσο µε 

out
out p

ARL 1
= . 

Φυσικά για µια διεργασία που βρίσκεται εκτός ελέγχου θέλουµε να έχουµε µικρή τιµή για το 

outARL  έτσι ώστε να µειωθεί ο αριθµός των δειγµάτων (και συνεπώς ο χρόνος) που 

απαιτούνται για να γίνει αντιληπτό ότι η διεργασία είναι εκτός ελέγχου. 
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Αν για την τυχαία µεταβλητή W είναι γνωστό ότι ),(~ 2σµNW  τότε έχουµε ότι το εντός 

ελέγχου µέσο µήκος ροής είναι ίσο µε 

)(2
11

Lp
ARL

in
in −Φ

==  

αφού 

.)(2)()(1

),(~(1

)),(~(1

2

2

LLL

NWLWLP

NWUCLWLCLPpin

−Φ=−Φ+Φ−=

+≤≤−−=

≤≤−=

σµσµσµ

σµ

 

Για 3=L  προκύπτει ότι 

370
0027.0
1

≅≅inARL . 

Αν κατά τη διάρκεια της παραγωγικής διεργασίας η µέση τιµή της τυχαίας µεταβλητής W  

µετατοπιστεί από τη θέση µ  στη θέση δσµµ +=*  (µετατόπιση εκφρασµένη σε µονάδες 

τυπικής απόκλισης) και η διακύµανσή της δεν αλλάξει έχουµε ότι  

)()(1)()(1

),(~(1

)),(~(1

2

2

δδδδ

σδσµσµσµ

σδσµ

−−Φ−−Φ−=−−Φ+−Φ−=

++≤≤−−=

+≤≤−=

LLLL

NWLWLP

NWUCLWLCLPpout

 

και  

)()(2
11

δδ +Φ−−Φ−
==

LLp
ARL

out
out . 

Από τα παραπάνω προκύπτει ότι µπορούµε να χρησιµοποιήσουµε το συµβολισµό )(δARL  

για να δηλώσουµε το µέσο µήκος ροής ενός διαγράµµατος ελέγχου Shewhart όταν ο µέσος 

της διεργασίας µετατοπιστεί από τη θέση µ  στη θέση δσµ + . Φυσικά για 0=δ  προκύπτει 

το εντός ελέγχου µέσο µήκος ροής. Επίσης µε ανάλογο τρόπο γίνεται ο υπολογισµός του 

ARL  στα µονόπλευρα διαγράµµατα ελέγχου. 

Στο ακόλουθο διάγραµµα δίνεται η γραφική παράσταση του µέσου µήκους ροής ARL  για 

το παράδειγµα που δώσαµε στην προηγούµενη παράγραφο ( )2/)25.0(,10(~ 2NW  

συναρτήσει της µετατόπισης του µέσου µ . 
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∆ιάγραµµα 1.4: Γραφική παράσταση του µέσου µήκους ροής ARL  ( )2/)25.0(,10(~ 2NW ) 
 

Η χρήση του ARL  ως µέτρου για την περιγραφή της απόδοσης ενός διαγράµµατος 

ελέγχου έχει υποστεί αρκετή κριτική τα τελευταία χρόνια γιατί το ARL  που παρατηρείται 

στην πράξη διαφέρει συνήθως αρκετά από το “θεωρητικό” ARL  (είτε είναι αρκετά 

µεγαλύτερο είτε είναι αρκετά µικρότερο). Αυτό συµβαίνει επειδή η κατανοµή του µήκους 

ροής T  είναι µια γεωµετρική κατανοµή και συνεπώς η µέση τιµή της δεν µπορεί να θεωρηθεί 

ως αντιπροσωπευτικό µέτρο κεντρικής τάσης της κατανοµής, ιδίως για µικρές τιµές του p , 

αφού σε αυτή την περίπτωση η διακύµανση της γεωµετρικής κατανοµής γίνεται αρκετά 

µεγάλη. Έτσι κρίνεται αναγκαίο η µέση τιµή της T ( ARLTE =)( ) να συνοδεύεται από την 

διακύµανση της T  ή ακόµα και από ποσοστιαία σηµεία της. 

 
1.4  Κανόνες ευαισθητοποίησης ενός διαγράµµατος ελέγχου Shewhart 
 

Από µελέτες έχει διαπιστωθεί ότι για µικρές µετατοπίσεις του µέσου µ  της W  (έως και 

1.5σ ) το εκτός ελέγχου µέσο µήκος ροής ARL  του διαγράµµατος ελέγχου Shewhart δεν 

είναι ικανοποιητικό (είναι αρκετά µεγάλος αριθµός). Για να γίνει περισσότερο ευαίσθητο ένα 

διάγραµµα ελέγχου Shewhart µε σ3  όρια ως προς την ικανότητά του να ανιχνεύει πιο 

γρήγορα εκτός ελέγχου διεργασίες, εκτός από τη σχεδίαση των ορίων ελέγχου, σχεδιάζουµε 

επίσης και προειδοποιητικά όρια εσωτερικά των ορίων ελέγχου όπως δείχνει το ακόλουθο 

διάγραµµα 
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Zone A 

Zone B 

Zone C 

Zone B 

Zone A 

Zone C 

UCL (3σ limit) 

CL 

LCL (3σ limit) 

2σ Warning Limit 

1σ Warning Limit 

2σ Warning Limit 

1σ Warning Limit

 

∆ιάγραµµα 1.5: ∆ιάγραµµα ελέγχου Shewhart και προειδοποιητικά όρια 
 

Τα προειδοποιητικά όρια χρησιµοποιούνται για την ανάπτυξη κανόνων ευαισθητοποίησης 

(sensitizing rules) οι οποίοι περιγράφουν ενδεχόµενα που σχετίζονται µε την εµφάνιση 

ειδικών ακολουθιών σηµείων (patterns) σε ένα διάγραµµα ελέγχου. Στην περίπτωση που 

συµβεί το ενδεχόµενο που περιγράφει ο κανόνας, τότε θεωρούµε ότι η διεργασία είναι εκτός 

ελέγχου χωρίς απαραίτητα να έχουµε κάποιο σηµείο του διαγράµµατος εκτός των ορίων 

ελέγχου (UCL  και LCL ).  

Οι σηµαντικότεροι κανόνες που χρησιµοποιούνται για την ευαισθητοποίηση ενός 

διαγράµµατος ελέγχου Shewhart είναι οι ακόλουθοι: 

Κανόνας 1. Ένα σηµείο εκτός των ορίων ελέγχου 

Κανόνας 2. ∆ύο από τρία συνεχόµενα σηµεία στην Ζώνη Α (σε µια από τις δύο ζώνες Α) 

Κανόνας 3. Τέσσερα από πέντε συνεχόµενα σηµεία πέραν της Ζώνης C (σε µια από τις 

δύο περιοχές) 

Κανόνας 4. Οκτώ συνεχόµενα σηµεία στην ίδια µεριά (επάνω ή κάτω) της κεντρικής 

γραµµής 

Κανόνας 5. Έξι συνεχόµενα σηµεία σε αύξουσα ή φθίνουσα διάταξη 

Κανόνας 6. ∆εκαπέντε συνεχόµενα σηµεία στην ολική Zώνη C 

Κανόνας 7. ∆εκατέσσερα συνεχόµενα σηµεία σε εναλλασσόµενη µορφή “πάνω-κάτω” 

Κανόνας 8. Οκτώ συνεχόµενα σηµεία εκτός της ολικής Ζώνης C 

Κανόνας 9. Οποιαδήποτε ασυνήθιστη ή µη τυχαία ακολουθία σηµείων 
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Κανόνας 10. Ένα ή περισσότερα σηµεία κοντά στα προειδοποιητικά όρια ή τα όρια 

ελέγχου. 

Οι πρώτοι τέσσερις κανόνες είναι γνωστοί ως Western Electric rules. Η χρήση πολλών 

κανόνων ταυτοχρόνως θα πρέπει να γίνεται µε ιδιαίτερη προσοχή γιατί ένας µεγάλος αριθµός 

λανθασµένων συναγερµών συνεπάγεται και αντίστοιχο αριθµό λανθασµένων διακοπών της 

παραγωγικής διαδικασίας για την ανίχνευση ειδικών αιτιών µεταβλητότητας µε αποτέλεσµα 

την αύξηση του κόστους παραγωγής.  

Επίσης η χρήση πολλών κανόνων ταυτοχρόνως καθιστά εξαιρετικά δύσκολο τον 

υπολογισµό του µέσου µήκους ροής ARL  του διαγράµµατος ελέγχου. Η πρώτη σηµαντική 

εργασία που αντιµετώπισε το προαναφερθέν πρόβληµα µε ένα ενοποιητικό τρόπο ήταν των 

Champ και Woodall (1987). Στην επόµενη παράγραφο θα αναπτύξουµε την αναγκαία θεωρία 

για τον υπολογισµό του µέσου µήκους ροής ARL  ενός διαγράµµατος ελέγχου Shewhart υπό 

την παρουσία κανόνων ευαισθητοποίησης χρησιµοποιώντας µια παρόµοια προσέγγιση που 

βασίζεται σε πρόσφατες εργασίες των Fu (1996), Koutras (1997), και Antzoulakos (1999, 

2001)). 

 
1.5  Ανάλυση του χρόνου αναµονής ενός σχηµατισµού 
 

Έστω }1,{ ≥tX t  µια ακολουθία ανεξάρτητων και ισόνοµων τυχαίων µεταβλητών µε 

σύνολο τιµών },...,,{ 21 λaaaA = , 2≥λ , και έστω ότι 

.1,1,)( ≥≤≤== tipaXP iit λ  

Θα καλούµε την τυχαία µεταβλητή tX  ως t -οστή δοκιµή. Ας θεωρήσουµε επίσης ένα 

ενδεχόµενο E για το οποίο µπορούµε να απαντήσουµε στο ερώτηµα αν αυτό έχει συµβεί στη 

t -οστή δοκιµή της πεπερασµένης ακολουθίας tXXX ,...,21 , και ότι το ενδεχόµενο E 

συµβαίνει τουλάχιστον µια φορά µε πιθανότητα 1 σε µια επαρκώς µεγάλη ακολουθία 

δοκιµών. Επίσης ας συµβολίσουµε µε T  την τυχαία µεταβλητή που δηλώνει το χρόνο 

αναµονής εµφάνισης του ενδεχοµένου E για πρώτη φορά. 

Στην περίπτωση που το ενδεχόµενο E µπορεί να γραφεί αναλυτικά συναρτήσει στοιχείων 

του συνόλου τιµών },...,,{ 21 λaaaA =  (για παράδειγµα E }{ 131 aaa=  που είναι ένα απλός 

σχηµατισµός, ή },{}{}{ 23113123113121 aaaaaaaaaaaa === UUEEE  που είναι ένας σύνθετος 

σχηµατισµός) η µελέτη της τυχαίας µεταβλητής T  µπορεί να επιτευχθεί µε χρήση της 
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µεθόδου της εµφύτευσης των τυχαίων µεταβλητών tX  σε µια οµογενή διακριτή αλυσίδα 

Markov.  

 
1.5.1  Η περίπτωση του απλού σχηµατισµού 

 
Έστω ότι },...,,{ 21 λaaaA =  και 

miii aaa ...
21

=E  (απλός σχηµατισµός µήκους m ). 

Αποσυνθέτουµε το ενδεχόµενο E στα ακόλουθα m κοµµάτια (όσο και το µήκος του 

σχηµατισµού) 

miiiiii aaamaaa ...1,...,3,2
21211

≡+≡≡  

(τους αριθµούς 2,3,…, m  τους αποκαλούµε ταµπέλες των αντίστοιχων  κοµµατιών). 

Ορίζουµε µια διακριτή οµογενή αλυσίδα Markov }1,{ ≥tYt  µε χώρο καταστάσεων 

}1,,...,2,1{ += mmΩ , όπου η κατάσταση 1+m  είναι απορροφητική. Η }1,{ ≥tYt  λειτουργεί 

παράλληλα µε την ακολουθία }1,{ ≥tX t  και οι καταστάσεις στις οποίες µεταπηδά σε κάθε 

βήµα της καθορίζονται σύµφωνα µε τον ακόλουθο κανόνα 

Κανόνας: Η tY  βρίσκεται στην κατάσταση j , 12 +≤≤ mj , αν το µέγιστο τελικό κοµµάτι της 

ακολουθίας tXXX ,...,21 , κοιτώντας προς τα πίσω, αντιστοιχεί στο κοµµάτι 
jiii aaa ...

21
, δηλαδή 

11 ijt aX =+− , 
22 ijt aX =+− , …, 

jit aX = . Σε οποιαδήποτε άλλη περίπτωση καθορίζουµε ως τιµή 

της tY  την τιµή 1. 

Οι αρχικές πιθανότητες  

)]1(),(),...,2(),1([],,...,,[ 11111211 +======′ + mYPmYPYPYPmm πππππ  

και ο πίνακας πιθανοτήτων µεταπήδησης πρώτης τάξης 
 

)1()1(

)1()1(

1,21

1,21

1,2222221

1,1111211

)1()1( 1
)(

10000

)(
+×+

+×+

+

+

+

+

+×+ 
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της αλυσίδας }1,{ ≥tYt  µπορούν να προκύψουν εύκολα συναρτήσει των πιθανοτήτων 

iit paXP == )( , λ≤≤ i1 . 

Θεώρηµα 1: Για την τυχαία µεταβλητή T  έχουµε ότι  

i. 1
1

1)( +
−′=≤ m

nnTP ePπ  , 1≥n  

ii. 1Rα 1
1)( −′=> nnTP  , 1≥n   

iii. 




≥−′
=′

==
+

−
+

2,)(
1,

)(
1

2
1

11

n
n

nTP
m

n
m

ePIPπ
eπ

   

όπου )1,0,...,0,0(1 ′=+me  και ],...,,[ 211 mπππ=′α . 

Απόδειξη: Σύµφωνα µε τα προαναφερθέντα, αν ισχύει ότι 1+= mYn  τότε αυτό σηµαίνει ότι 

συνέβη το ενδεχόµενο }{ nT ≤ , δηλαδή  

,...2,1),1()( =+==≤ nmYPnTP n . 

Συνεπώς µπορούµε να γράψουµε ότι 

,...2,1)1()( 1
1

1 =′=+==≤ +
− nmYPnTP m

n
n ePπ  

όπου )1,0,...,0,0(1 ′=+me . Επίσης 

,...2,1)()1()(1)( 1
1

1 =−′=+≠=≤−=> +
− nmYPnTPnTP m

n
n e1Pπ . 

Είναι εύκολο να διαπιστωθεί ότι 

,...2,1,
1

)(
=








′

−
= n

nn
n

0
1RIR

P  

οπότε µπορούµε να γράψουµε ότι 

,...2,1)( 1
1 =′=> − nnTP n 1Rα  

όπου 

)](),...,1(),1([],...,,[ 111211 mYPYPYPm =====′ πππα .                                 

Για τη µέση τιµή και τη διακύµανση της τυχαίας µεταβλητής T  έχουµε το ακόλουθο 

θεώρηµα. 

Θεώρηµα 2: Η ροπογεννήτρια )(sM , η µέση τιµή )(TE  και η δεύτερη ροπή )( 2TE  της 

τυχαίας µεταβλητής T  δίνονται από τις σχέσεις 

(i) ])()1(1[)()( 1
1 1RIα −−′−+== ssssT eeeeEsM  

(ii) 1RIα 1
1 )(1)( −−′+=TE  
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(iii) 1RIRIα 2
1

2 ))(3(1)( −−−′+=TE  

Απόδειξη: Για τη ροπογεννήτρια της τυχαίας µεταβλητής T  έχουµε τα ακόλουθα 

              ∑∑
∞

=

∞

=

>−−>====
11

)]()1([)()()(
n

sn

n

snsT nTPnTPenTPeeEsM  

                        ∑∑∑∑
∞

=

∞

=

∞

=

∞

=

>−−>+=>−−>=
1211

)()1()()1(
n

sn

n

sns

n

sn

n

sn nTPenTPeenTPenTPe  

                        

∑∑

∑∑
∞

=

∞

=

∞

=

∞

=

+

>−>+=

>−>+=

11

11

)1(

)()(

)()(

n

sn

n

snss

n

sn

n

nss

nTPenTPeee

nTPenTPee
 

                        ∑∑∑
∞

=

∞

=

∞

=

>−+=>−>+=
111

)()1()()(
n

snss

n

sn

n

snss nTPeeenTPenTPeee  

                        1Rα1Rα 






′−+=′−+= ∑∑
∞

=

∞

=

−

0
1

1

1
1 )()1()1(

n

nssss

n

nsnss eeeeeee  

                        ])()1(1[ 1
1 1RIα −−′−+= sss eee . 

Η µέση τιµή )(TE  και η δεύτερη ροπή )( 2TE  της τυχαίας µεταβλητής T  προκύπτουν 

εύκολα από τις σχέσεις 

0
2

2
2

0

)()(,)()(
==

==
ss

sM
ds
dTEsM

ds
dTE  

κάνοντας χρήση της ιδιότητας 

                                                     .)()( 21 −− −=− RIRRI sss eee
ds
d                                                      

Αξίζει να σηµειώσουµε ότι η µέση τιµή )(TE  µπορεί να προκύψει και ως ακολούθως 

1RIα1Rα1Rα 1
1

0
1

1

1
1

10

)(111)(1)()( −
∞

=

∞

=

−
∞

=

∞

=

−′+=






′+=′+=>+=>= ∑∑∑∑
n

n

n

n

nn

nTPnTPTE . 

Παράδειγµα: Έστω ότι },,{ 321 aaaA = , }{ 131 aaa=E  και 31,6/)( ≤≤=== iipaXP iit . 

Τότε 4=m , και 

131311 4,3,2 aaaaaa ≡≡≡ . 

Στην περίπτωση που παρατηρηθεί η ακολουθία 

LL 23131127654321 aaaaaaaXXXXXXX =  

τότε έχουµε ότι 5=T  και  



 15

4423412...7654321 =YYYYYYY . 

Οι αρχικές πιθανότητες είναι ίσες µε  

]0,0,6/1,6/5[]0,0,,1[)]4(),3(),2(),1([],,,[ 11111143211 =−=======′ ppYPYPYPYPπππππ
 

και ο πίνακας πιθανοτήτων µεταπήδησης πρώτης τάξης είναι ο ακόλουθος 
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pp
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Εποµένως 

]0,6/1,6/5[],,[ 3211 ==′ πππα  
















=

006/5
6/36/16/2

06/16/5
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,...2,1,
1
1
1

006/5
6/36/16/2

06/16/5
]0,0,6/1,6/5[)(

1

1
1 =
































=′=>

−

− nnTP

n

n 1Rα  









−+−

+
−+=−′−+= −

sss

s
sssss

eee
eeeeeesM 32

1
1 567272

572)1(1])()1(1[)( 1RIα  

78)(1)( 1
1 =−′+= − 1RIαTE  

11802))(3(1)( 2
1

2 =−−′+= − 1RIRIαTE . 

 
 

1.5.2  Η περίπτωση του σύνθετου σχηµατισµού 
 
Στην περίπτωση που το ενδεχόµενο E είναι σύνθετο, δηλαδή 

rEEEE UUU ...21=  

όπου τα ενδεχόµενα iE  ( ri ≤≤1 ) είναι απλά, µπορούµε να εφαρµόσουµε τη γενική µέθοδο 

που περιγράψαµε στην Παράγραφο 1.5.1 µε την εξής διαφοροποίηση ως προς την 

αποσύνθεση του ενδεχοµένου E σε κοµµάτια (η υπόλοιπη φιλοσοφία παραµένει η ίδια). 

Αποσυνθέτουµε κάθε απλό ενδεχόµενο iE  σε κοµµάτια. Από το σύνολο των κοµµατιών που 

προκύπτουν αποµακρύνουµε τυχόν επαναλήψεις, δηλαδή από τα κοµµάτια που εµφανίζονται 



 16

περισσότερες από µια φορές κρατάµε µόνο ένα. Επίσης για να µειωθούν οι ταµπέλες που θα 

χρησιµοποιήσουµε για την κατασκευή του πίνακα πιθανοτήτων µεταπήδησης µπορούµε να 

χρησιµοποιήσουµε κοινή ταµπέλα (µια ταµπέλα) για τις r  το πλήθος ταµπέλες που 

αντιστοιχούν στην εµφάνιση του ενδεχοµένου E (κάθε µια από αυτές αντιστοιχεί στο πλήρες 

µήκος του ενδεχοµένου iE  ( ri ≤≤1 )). 

Η εφαρµογή της παραπάνω µεθοδολογίας θα επιδειχθεί στην επόµενη παράγραφο όπου 

θα µελετήσουµε το µέσο µήκος ροής στα διαγράµµατα ελέγχου Shewhart µε χρήση κανόνων 

ευαισθητοποίησης.  

 
1.6 Υπολογισµός του µέσου µήκους ροής στα διαγράµµατα ελέγχου Shewhart υπό την 

παρουσία κανόνων ευαισθητοποίησης. 

 
Οι κανόνες ευαισθητοποίησης ενός διαγράµµατος ελέγχου Shewhart στο οποίο 

απεικονίζεται µια τυχαία µεταβλητή W  µε εντός ελέγχου µέσο µ  και τυπική απόκλιση σ  

( σµσµ LUCLLLCL +=−= , ) µπορούν να κωδικοποιηθούν µε τον ακόλουθο τρόπο που 

πρότειναν οι Champ και Woodall (1987). Ο συµβολισµός ),,,( bamkT  θα δηλώνει ότι k από 

m διαδοχικά σηµεία του διαγράµµατος βρίσκονται στο διάστηµα ),( σµσµ ba ++ , ba < . 

Έτσι στο σύνηθες διάγραµµα ελέγχου Shewhart, 3=L , ο Κανόνας 1 της Παραγράφου 1.4, 

που είναι ο κλασικός κανόνας λήψης ένδειξης εκτός ελέγχου διεργασίας, µπορεί να γραφεί 

στη µορφή 

)},3,1,1(),3,,1,1({1 ∞−−∞= TTC , 

και ο Κανόνας 2 της Παραγράφου 1.4 µπορεί να αποδοθεί ως 

)}3,2,3,2(),2,3,3,2({2 TTC −−=  

Οι Champ και Woodall (1987) µελέτησαν τους ακόλουθους κανόνες ευαισθητοποίησης 

1ος Κανόνας: )},3,1,1(),3,,1,1({1 ∞−−∞= TTC  

2ος Κανόνας: )}3,2,3,2(),2,3,3,2({2 TTC −−=  

3ος Κανόνας: )}3,1,5,4(),1,3,5,4({3 TTC −−=  

4ος Κανόνας: )}3,0,8,8(),0,3,8,8({4 TTC −=  

5ος Κανόνας: )}3,2,2,2(),2,3,2,2({5 TTC −−=  

6ος Κανόνας: )}3,1,5,5(),1,3,5,5({6 TTC −−=  

7ος Κανόνας  )},09.3,1,1(),09.3,,1,1({7 ∞−−∞= TTC  
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8ος Κανόνας: }09.3,96.1,3,2(),96.1,09.3,3,2({8 −−−= TTC  

9ος Κανόνας: )}09.3,0,8,8(),0,09.3,8,8({9 TTC −=   

Με το συµβολισµό  

kjikij CCCC ∪∪∪= ......  

δηλώνεται ένα διάγραµµα ελέγχου Shewhart το οποίο δίνει ένδειξη εκτός ελέγχου διεργασίας 

όταν συµβεί τουλάχιστον ένα ενδεχόµενο από αυτά που περιγράφουν οι κανόνες 

kji CCC ...,,, . Ο κανόνας kijC ...  ονοµάζεται σύνθετος κανόνας. 

Στη συνέχεια παρουσιάζουµε τον πίνακα που έδωσαν οι Champ και Woodall (1987) για το 

µέσο µήκος ροής ενός διαγράµµατος ελέγχου Shewhart ( σµσµ LUCLLLCL +=−= , ) 

υπό την παρουσία κανόνων ευαισθητοποίησης και υπό την υπόθεση ότι η απεικονιζόµενη 

τυχαία µεταβλητή W  ακολουθεί κατανοµή ),( 2σδσµ +N  (εντός ελέγχου µέσος και τυπική 

απόκλιση µ  και σ  αντιστοίχως). 

 

 



 

 

 

 

Πίνακας 1.3. Μέσο µήκος ροής για διαγράµµατα ελέγχου τύπου Shewhart µε χρήση κανόνων ευαισθητοποίησης 

)(δARL  
δ 

1C  7C  12C  78C  15C  13C  14C  79C  16C  123C  156C  124C  789C  134C  1456C  1234C  

0.0 370.40 499.62 225.44 239.75 278.03 166.05 152.73 170.41 349.38 132.89 266.82 122.05 122.05 105.78 133.21 91.75 
0.2 308.43 412.01 177.56 185.48 222.59 120.70 110.52 120.87 279.53 97.86 208.82 89.14 89.14 76.01 96.37 66.80 
0.4 200.08 262.19 104.46 106.15 134.17 63.88 59.76 63.80 165.48 52.93 119.47 48.71 48.71 40.95 51.94 36.61 
0.6 119.67 153.86 57.92 57.80 75.27 33.99 33.64 35.46 89.07 28.70 63.70 27.49 27.49 23.15 29.01 20.90 
0.8 71.55 90.41 33.12 32.75 42.96 19.78 21.07 22.09 48.40 16.93 34.96 17.14 17.14 14.62 17.94 13.25 
1.0 43.89 54.55 20.01 19.70 25.61 12.66 15.58 15.26 27.74 10.95 20.43 11.73 11.73 10.19 12.19 9.22 
1.2 27.82 34.03 12.81 12.62 16.06 8.84 10.90 11.42 17.05 6.78 12.83 8.61 8.61 7.66 8.90 6.89 
1.4 18.25 21.97 8.69 8.58 10.60 6.62 8.60 9.05 11.28 5.76 8.65 6.63 6.63 6.08 6.84 5.41 
1.6 12.38 14.68 6.21 6.16 7.36 5.24 7.03 7.44 7.98 4.54 6.22 5.27 5.27 5.01 5.42 4.41 
1.8 8.69 10.15 4.66 4.64 5.36 4.33 5.85 6.24 5.97 3.73 4.71 4.27 4.27 4.24 4.39 3.68 
2.0 6.30 7.25 3.65 3.65 4.07 3.68 4.89 5.25 4.67 3.14 3.72 3.50 3.50 3.65 3.61 3.13 
2.2 4.72 5.36 2.96 2.98 3.22 3.18 4.08 4.41 3.78 2.70 3.04 2.91 2.91 3.17 3.01 2.70 
2.4 3.65 4.08 2.48 2.51 2.64 2.78 3.38 3.67 3.14 2.35 2.55 2.47 2.47 2.77 2.54 2.35 
2.6 2.90 3.20 2.13 2.17 2.22 2.43 2.81 3.05 2.64 2.07 2.19 2.13 2.13 2.43 2.19 2.07 
2.8 2.38 2.59 1.87 1.91 1.93 2.14 2.35 2.54 2.26 1.85 1.91 1.87 1.87 2.14 1.91 1.85 
3.0 2.00 2.15 1.68 1.71 1.70 1.89 1.99 2.14 1.95 1.67 1.70 1.68 1.68 1.89 1.70 1.67 

 
δ  : Μετατόπιση του εντός ελέγχου µέσου µ  σε µονάδες τυπικής απόκλισης 
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Από τον παραπάνω πίνακα προκύπτει ότι το µέσο µήκος ροής µειώνεται για µικρές µετατοπίσεις 

του µέσου στην περίπτωση που χρησιµοποιούµε τον κανόνα 1C  (ή τον ισοδύναµο κανόνα 7C ) µαζί 

µε ένα τουλάχιστον επιπρόσθετο κανόνα ευαισθητοποίησης, σε σχέση µε την αποκλειστική 

χρησιµοποίηση του κλασικού κανόνα 1C . Παρατηρούµε επίσης ότι σε αυτή την περίπτωση 

µειώνεται το εντός ελέγχου µέσο µήκος ροής που ισοδυναµεί µε αύξηση των λανθασµένων 

συναγερµών. Ωστόσο µπορούµε να επιτύχουµε οποιοδήποτε εντός ελέγχου µέσο µήκος ροής 

αυξάνοντας απλά το πλάτος ( L ) των ορίων ελέγχου. 

Στη συνέχεια θα επιδείξουµε τη µεθοδολογία της Παραγράφου 1.5 για την εξαγωγή των τιµών 

του µέσου µήκους ροής του Πίνακα 1.3 που αντιστοιχούν στους κανόνες 12C  και 15C . 

Επιπρόσθετα θα δώσουµε τη διάµεσο ( M ), το πρώτο )( 1Q , το τρίτο )( 3Q  τεταρτηµόριο και τη 

διακύµανση του T , όπως επίσης και γραφικές παραστάσεις της συνάρτησης πιθανότητας και της 

συνάρτησης κατανοµής της T . 

 
1.6.1  Μελέτη του σύνθετου κανόνα C12  
 

Ας θεωρήσουµε ένα διάγραµµα ελέγχου Shewhart µε σ3  όρια ελέγχου στο οποίο 

απεικονίζονται διαδοχικές τιµές }1,{ ≥tWt  της τυχαίας µεταβλητής )(δW  για την οποία 

υποθέτουµε ότι ακολουθεί κατανοµή ),( 2σδσµ +N (για 0=δ  έχουµε εντός ελέγχου διεργασία). 

Ο σύνθετος κανόνας 12C  µπορεί να γραφεί ως 

)}3,2,3,2(),2,3,3,2(),,3,1,1(),3,,1,1({2112 TTTTCCC −−∞−−∞== U . 

Χωρίζουµε το διάγραµµα ελέγχου Shewhart µε σ3  όρια ελέγχου στις ζώνες που φαίνονται στο 

ακόλουθο διάγραµµα 
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                       ∞+  
  Τιµή της X : 4 

σµ 3+  UCL 
Τιµή της X : 3 

 σµ 2+  
 

  
  
  
  
  
  

Τιµή της X : 2 

 σµ 2−  
 Τιµή της X : 1 

σµ 3−  LCL 

 
Τιµή της X : 4 

 
                       ∞−  

∆ιάγραµµα 1.6: Ζώνες του διαγράµµατος ελέγχου Shewhart για τον κανόνα 12C . 
 

Θεωρούµε µια διακριτή τυχαία µεταβλητή X , η οποία παίρνει τις τιµές 1, 2, 3 ή 4 ανάλογα µε το 

διάστηµα στο οποίο κινείται η τυχαία µεταβλητή )(δW , σύµφωνα µε τον παραπάνω πίνακα 

Τιµή της  )(δW  Τιµής )(δX  

)2,3( σµσµ −−  1 

)2,2( σµσµ +−  2 

)3,2( σµσµ ++  3 

),3()3,( ∞++−−∞ σµσµ U  4 

Η συνάρτηση πιθανότητας της τυχαίας µεταβλητής )(δX  καθορίζεται από τις σχέσεις 

)3()2()2)(3()1)(()( 11 δδσµδσµδδ −−Φ−−−Φ=−<<−==== WPXPpp  

)2()2()2)(2()2)(()( 22 δδσµδσµδδ −−Φ−−Φ=+<<−==== WPXPpp  

)2()3()3)(2()3)(()( 33 δδσµδσµδδ −Φ−−Φ=+<<+==== WPXPpp  

)3()3(1
))(3()3)(()4)(()( 44

δδ
δσµσµδδδ

−Φ−−−Φ+=
+∞<<++−<<−∞==== WPWPXPpp

 

Είναι προφανές από την παραπάνω ανάλυση ότι η διαδικασία απεικόνισης των σηµείων }1,{ ≥tWt  

στο διάγραµµα ελέγχου είναι ισοδύναµη µε µια ακολουθία ανεξάρτητων και ισόνοµων τυχαίων 
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µεταβλητών }1,{ ≥tX t  που κατανέµονται όπως η τυχαία µεταβλητή )(δX  που ορίσαµε 

παραπάνω. Ο αριθµός των σηµείων που πρέπει να απεικονιστούν στο διάγραµµα ελέγχου έως ότου 

πάρουµε ένδειξη εκτός ελέγχου διεργασίας ισοδυναµεί µε τον αριθµό )(δT  των δοκιµών της 

ακολουθίας }1,{ ≥tX t  που πρέπει να εκτελεστούν έως ότου συµβεί για πρώτη φορά το σύνθετο 

ενδεχόµενο 

}323,313,33,131,121,11,4{=E  

και θα έχουµε ότι ))(()( δδ TEARL = .  

Για τη µελέτη της τυχαίας µεταβλητής )(δT  ακολουθούµε τη µεθοδολογία της Παραγράφου 

1.5. Αποσυνθέτοντας το ενδεχόµενο E παίρνουµε τα ακόλουθα κοµµάτια  

4, 1, 11, 1, 12, 121, 1, 13, 131, 3, 33, 3, 31, 313, 3, 32, 323. 

Αποµακρύνουµε τα κοµµάτια που επαναλαµβάνονται καταλήγουµε στα ακόλουθα 

4, 1, 11, 12, 121, 13, 131, 3, 33, 31, 313, 32, 323. 

Εισάγουµε το κοµµάτι 2 (είναι το κοµµάτι που αντιστοιχήθηκε στην ταµπέλα 1 της γενικής 

µεθοδολογίας) και καταλήγουµε στα ακόλουθα κοµµάτια 

2, 4, 1, 11, 12, 121, 13, 131, 3, 33, 31, 313, 32, 323. 

Στα παραπάνω κοµµάτια αντιστοιχούµε τις ταµπέλες 

323313,33,131,121,11,,4832,731,613,52,143,32,21,1 ≡≡≡≡≡≡≡≡  

όπου στην ταµπέλα 8 (η οποία θα παίξει το ρόλο της απορροφητικής κατάστασης) αντιστοιχούµε 

όλα τα κοµµάτια που οδηγούν στην εµφάνιση του ενδεχοµένου E. 

Για την αντίστοιχη αλυσίδα Markov }1,{ ≥tYt  έχουµε ότι οι αρχικές πιθανότητες είναι οι 

ακόλουθες 

],0,0,0,0,,,[)]8(),7(),...,2(),1([],,...,,[ 4321111187211 ppppYPYPYPYP =======′ πππππ  

και ο πίνακας πιθανοτήτων µεταπήδησης πρώτης τάξης είναι ίσος µε 
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Εφαρµόζοντας το Θεώρηµα 2 της Παραγράφου 1.5 λαµβάνουµε τον ακόλουθο πίνακα  
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Πίνακας 1.4: Μέση τιµή και διακύµανση του µήκους ροής T  για τον κανόνα C12 

δ  ))(()( δδ TEARL = ))(( 2 δTE ))(( δTVar
0 225.44 101167 50344.2 

0.2 177.56 62662 31136.2 
0.4 104.46 21582.2 10671.1 
0.6 57.92 6573.97 3219.21 
0.8 33.12 2117.4 1020.18 
1.0 20.01 755.02 354.82 
1.2 12.81 300.40 136.22 
1.4 8.69 132.93 57.43 
1.6 6.21 64.97 26.37 
1.8 4.66 34.79 13.07 
2.0 3.65 20.24 6.94 
2.2 2.96 12.68 3.92 
2.4 2.48 8.49 2.35 
2.6 2.13 6.03 1.49 
2.8 1.87 4.50 0.99 
3.0 1.68 3.50 0.69 

 

Χρησιµοποιώντας το Θεώρηµα 1 µπορούµε να βρούµε τη διάµεσο ( M ),το πρώτο ( 1Q ) και το τρίτο 

( 3Q ) τεταρτηµόριο της )(δT  για διάφορες τιµές του δ  που δίνονται στον ακόλουθο πίνακα 

Πίνακας 1.5: 1Q , M , 3Q  και )(δARL  του µήκους ροής )(δT  για τον κανόνα C12 

δ  1Q M 3Q  )(δARL
0 66 157 312 225.44 

0.2 52 123 246 177.56 
0.4 31 73 144 104.46 
0.6 18 41 80 57.92 
0.8 10 23 45 33.12 
1.0 7 14 27 20.01 
1.2 4 9 17 12.81 
1.4 3 6 12 8.69 
1.6 3 5 8 6.21 
1.8 2 4 6 4.66 
2.0 2 3 5 3.65 
2.2 2 2 4 2.96 
2.4 1 2 3 2.48 
2.6 1 2 3 2.13 
2.8 1 2 2 1.87 
3.0 1 2 2 1.68 

 

Στα ακόλουθα διαγράµµατα δίνονται γραφικές παραστάσεις της συνάρτησης πιθανότητας και της 

συνάρτησης κατανοµής της )(δT  για 2 , 1 , 5.0 , 0=δ . 
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∆ιάγραµµα 1.7 : Συνάρτηση κατανοµής και συνάρτηση πιθανότητας του µήκους ροής )0(T  

10 20 30 40 50

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

 Q1 50
n

0.002

0.004

0.006

0.008

0.01

0.012

0.014

pr

 
∆ιάγραµµα 1.8 : Συνάρτηση κατανοµής και συνάρτηση πιθανότητας του µήκους ροής )5.0(T   
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∆ιάγραµµα 1.9 : Συνάρτηση κατανοµής και συνάρτηση πιθανότητας του µήκους ροής )1(T  
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∆ιάγραµµα 1.10 : Συνάρτηση κατανοµής και συνάρτηση πιθανότητας του µήκους ροής )2(T   
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1.6.2  Μελέτη του σύνθετου κανόνα C15  
 

Ο σύνθετος κανόνας 15C  µπορεί να γραφεί ως 

)}3,2,2,2(),2,3,2,2(),,3,1,1(),3,,1,1({5115 TTTTCCC −∞−−∞== U . 

Χωρίζουµε το διάγραµµα ελέγχου Shewhart µε σ3  όρια ελέγχου στις ζώνες που φαίνονται στο 

ακόλουθο διάγραµµα 

                       ∞+  
  Τιµή της X : 4 

σµ 3+  UCL 
Τιµή της X : 3 

 σµ 2+  
 

  
  
  
  
  
  

Τιµή της X : 2 

 σµ 2−  
 Τιµή της X : 1 

σµ 3−  LCL 

 
Τιµή της X : 4 

 
                       ∞−  

∆ιάγραµµα 1.11: Ζώνες του διαγράµµατος ελέγχου Shewhart για τον κανόνα 15C . 
 

Για κάθε τιµή της τυχαίας µεταβλητής )(δW  που απεικονίζεται στο διάγραµµα ελέγχου, για την 

οποία υποθέτουµε ότι ακολουθεί κατανοµή 2,( σδσµ +N ) (για 0=δ  έχουµε εντός ελέγχου 

διεργασία), ορίζουµε µια διακριτή τυχαία µεταβλητή )(δX  µε τιµές που καθορίζονται στο 

ακόλουθο πλαίσιο 

Τιµή της )(δW  Τιµή της )(δX  

)2,3( σµσµ −−  1 

)2,2( σµσµ +−  2 

)3,2( σµσµ ++  3 

),3()3,( ∞++−−∞ σµσµ U  4 

Η συνάρτηση πιθανότητας της τυχαίας µεταβλητής )(δX  καθορίζεται από τις σχέσεις 
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)3()2()2)(3()1)(()( 11 δδσµδσµδδ −−Φ−−−Φ=−<<−==== WPXPpp  

)2()2()2)(2()2)(()( 22 δδσµδσµδδ −−Φ−−Φ=+<<−==== WPXPpp  

)2()3()3)(2()3)(()( 33 δδσµδσµδδ −Φ−−Φ=+<<+==== WPXPpp  

)3()3(1
))(3()3)(()4)(()( 44

δδ
δσµσµδδδ

−Φ−−−Φ+=
+∞<<++−<<−∞==== WPWPXPpp

 

Είναι προφανές από την παραπάνω ανάλυση ότι η διαδικασία απεικόνισης των σηµείων }1,{ ≥tWt  

στο διάγραµµα ελέγχου είναι ισοδύναµη µε µια ακολουθία ανεξάρτητων και ισόνοµων τυχαίων 

µεταβλητών }1,{ ≥tX t  που κατανέµονται όπως η τυχαία µεταβλητή )(δX  που ορίσαµε 

παραπάνω. Ο αριθµός των σηµείων που πρέπει να απεικονιστούν στο διάγραµµα ελέγχου έως ότου 

πάρουµε ένδειξη εκτός ελέγχου διεργασίας ισοδυναµεί µε τον αριθµό )(δT  των δοκιµών της 

ακολουθίας }1,{ ≥tX t  που πρέπει να εκτελεστούν έως ότου συµβεί για πρώτη φορά το σύνθετο 

ενδεχόµενο 

}33,11,4{=E . 

Αποσυνθέτοντας το ενδεχόµενο E παίρνουµε τα ακόλουθα 5 κοµµάτια  

4, 1, 11, 3, 33 

Στα παραπάνω κοµµάτια αντιστοιχούµε τις ταµπέλες 

33 ,11 ,443,32,21,1 ≡≡≡≡  

όπου η ταµπέλα 4 θα παίξει το ρόλο της απορροφητικής κατάστασης.  

Για την αντίστοιχη αλυσίδα Markov }1,{ ≥tYt  έχουµε ότι οι αρχικές πιθανότητες είναι οι 

ακόλουθες 
'
1π = ],,,[)]4(),3(),2(),1([],,,[ 432111114321 ppppYPYPYPYP ======ππππ  

και ο πίνακας πιθανοτήτων µεταπήδησης πρώτης τάξης είναι ίσος µε 
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Εφαρµόζοντας το Θεώρηµα 2 της Παραγράφου 1.5 λαµβάνουµε τον ακόλουθο πίνακα  
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Πίνακας 1.6: Μέση τιµή και διακύµανση του µήκους ροής T  για τον κανόνα C15 

δ  ))(()( δδ TEARL = ))(( 2 δTE ))(( δTVar
0 278.045 154204.0 76895 

0.2 222.59 98748.8 49203 
0.4 134.17 35784.7 17783.1 
0.6 75.27 11203.8 5538.24 
0.8 42.96 3617.36 1771.61 
1.0 25.61 1267.58 611.59 
1.2 16.06 488.29 230.34 
1.4 10.60 207.03 94.57 
1.6 7.36 96.31 42.11 
1.8 5.36 48.91 20.20 
2.0 4.07 26.96 10.37 
2.2 3.22 16.02 5.65 
2.4 2.64 10.20 3.25 
2.6 2.22 6.91 1.97 
2.8 1.93 4.95 1.25 
3.0 1.70 3.73 0.82 

 

Χρησιµοποιώντας το Θεώρηµα 1 µπορούµε να βρούµε τη διάµεσο ( M ),το πρώτο ( 1Q ) και το τρίτο 

( 3Q ) τεταρτηµόριο της )(δT  για διάφορες τιµές του δ  που δίνονται στον ακόλουθο πίνακα 

Πίνακας 1.7: 1Q , M , 3Q  και )(δARL  του µήκους ροής )(δT  για τον κανόνα 15C  

δ  1Q M 3Q  )(δARL
0 81 193 385 278.045 

0.2 65 155 308 222.59 
0.4 39 93 186 134.17 
0.6 22 52 104 75.27 
0.8 13 30 59 42.96 
1.0 8 18 35 25.61 
1.2 5 11 22 16.06 
1.4 4 8 14 10.60 
1.6 3 5 10 7.36 
1.8 2 4 7 5.36 
2.0 2 3 5 4.07 
2.2 2 2 4 3.22 
2.4 1 2 3 2.64 
2.6 1 2 3 2.22 
2.8 1 2 2 1.93 
3.0 1 2 2 1.70 

 

Στα ακόλουθα διαγράµµατα δίνονται γραφικές παραστάσεις της συνάρτησης πιθανότητας και της 

συνάρτησης κατανοµής της )(δT  για 2 , 1 , 5.0 , 0=δ  
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∆ιάγραµµα 1.12 : Συνάρτηση κατανοµής και συνάρτηση πιθανότητας του µήκους ροής )0(T  
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∆ιάγραµµα 1.13 : Συνάρτηση κατανοµής και συνάρτηση πιθανότητας του µήκους ροής )5.0(T  
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∆ιάγραµµα 1.14 : Συνάρτηση κατανοµής και συνάρτηση πιθανότητας του µήκους ροής )1(T   
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∆ιάγραµµα 1.15 : Συνάρτηση κατανοµής και συνάρτηση πιθανότητας του µήκους ροής )2(T
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Κλείνοντας το πρώτο κεφάλαιο τονίζουµε ότι η εύρεση των ποσοτήτων 1Q , M  και 3Q  (ή 

και περισσοτέρων ποσοστιαίων σηµείων του µήκους ροής T ) κρίνεται περισσότερο 

σηµαντική από την εύρεση µόνο του )(TEARL =  για την περιγραφή της απόδοσης των 

διαγραµµάτων ελέγχου Shewhart (Palm(1990)). Αυτό οφείλεται στο γεγονός ότι η κατανοµή 

της T  για εντός ελέγχου διεργασία (δ = 0 ) και για µικρές µετατοπίσεις του µέσου της 

διεργασίας (µικρές τιµές του δ) είναι αρκετά λοξή µε «δεξιά ουρά» η οποία φθίνει αργά. Σε 

αυτές τις περιπτώσεις, η χρήση ποσοστιαίων σηµείων µας δίνει περισσότερες πληροφορίες 

για την απόδοση της διεργασίας σε σχέση µε την αποκλειστική χρήση του ARL . 

Παρατηρούµε επίσης ότι, καθώς το δ αυξάνει (ολοένα και µεγαλύτερη µετατόπιση του µέσου 

της διεργασίας), υψηλές πιθανότητες τείνουν να συγκεντρώνονται στις µικρές τιµές. Για 

µικρές µετατοπίσεις του µέσου της διεργασίας (µικρές τιµές του δ) παρατηρούµε ότι η τιµή 

του ARL  για τους κανόνες 12C  και 15C  είναι αρκετά µεγαλύτερη από τη διάµεσο ( M ), 

γεγονός που αποκαλύπτει τη λοξότητα της αντίστοιχης κατανοµής του µήκους ροής T . Για 

παράδειγµα, στον κανόνα 15C  έχουµε ότι για 0=δ  ένας λανθασµένος συναγερµός 

(λανθασµένη ένδειξη για εκτός ελέγχου διεργασία ) συµβαίνει κατά µέσο όρο κάθε 278 

δείγµατα ( 278=ARL ). Η πληροφορία αυτή δεν κρίνεται επαρκής σε σχέση µε την 

πληροφορία που µας δίνει η διάµεσος, δηλαδή ότι εντός των πρώτων 192 δειγµάτων 

( 192=M ) θα συµβεί λανθασµένος συναγερµός µε πιθανότητα 5.0 . Επίσης, αν 

χρησιµοποιήσουµε το πρώτο τεταρτηµόριο  µπορούµε να πούµε ότι στα πρώτα 81 δείγµατα 

( 811 =Q ) δεν θα έχουµε λανθασµένο συναγερµό µε πιθανότητα 0.75. 

Συνοψίζοντας, έχουµε ότι, είτε η διάµεσος είτε κάποιο άλλο ποσοστιαίο σηµείο µπορεί να 

χρησιµοποιηθεί προκειµένου να µετρήσουµε σωστά την επίδραση που έχει η προσθήκη 

κανόνων ευαισθητοποίησης σε διαγράµµατα ελέγχου Shewhart αφού η αποκλειστική χρήση 

του ARL  µπορεί να µας οδηγήσει σε λανθασµένες εκτιµήσεις. 
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 2 
 

Κανόνες ευαισθητοποίησης ενός διαγράµµατος 

ελέγχου Shewhart που βασίζονται σε ροές 
 

2.1  Εισαγωγή 

 

Ένα σηµαντικό µειονέκτηµα της χρήσης των κανόνων ευαισθητοποίησης ενός 

διαγράµµατος ελέγχου Shewhart για την ανίχνευση µικρών µετατοπίσεων του µέσου της 

διεργασίας που παρουσιάστηκαν στο προηγούµενο κεφάλαιο είναι ότι οι κανόνες αυτοί 

εφαρµόζονται αποκλειστικά όταν έχουµε σ3  όρια ελέγχου. Στην πράξη όµως είναι συνήθης 

η επιλογή σ5.2  και σ5.3  ορίων ελέγχου οπότε σε αυτές τις περιπτώσεις δεν µπορούν να 

εφαρµοστούν.  

Ένα εξίσου σηµαντικό µειονέκτηµα της χρήσης κανόνων ευαισθητοποίησης ενός 

διαγράµµατος ελέγχου Shewhart για την ανίχνευση µικρών µετατοπίσεων του µέσου της 

διεργασίας είναι η επιλογή του κανόνα ευαισθητοποίησης που θα χρησιµοποιήσουµε στην 

πράξη. Για παράδειγµα, αν µας ενδιαφέρει να ανιχνεύσουµε µετατόπιση του µέσου της 

διεργασίας από την εντός ελέγχου τιµή µ  στην εκτός ελέγχου τιµή σµ 2.0+ , τότε από τον 

Πίνακα 1.3 φαίνεται ότι θα πρέπει να χρησιµοποιήσουµε τον σύνθετο κανόνα 1234C  αφού 

στον κανόνα αυτό αντιστοιχεί η µικρότερη τιµή 8.66)2.0( =ARL . Ωστόσο για να επιλεχθεί ο 

κανόνας 1234C  έναντι των υπόλοιπων κανόνων του Πίνακα 1.3 θα πρέπει να υπάρχει κοινή 

βάση σύγκρισης. Ως κοινή βάση σύγκρισης µεταξύ δύο διαγραµµάτων ελέγχου τύπου 

Shewhart θεωρείται η τιµή του εντός ελέγχου µέσου µήκους ροής )0(ARL . Για την επιλογή, 

µεταξύ δύο διαγραµµάτων ελέγχου τα οποία έχουν κοινή τιµή )0(ARL , του καταλληλότερου 

διαγράµµατος ελέγχου για την ανίχνευση µετατόπισης του µέσου της διεργασίας από την 
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εντός ελέγχου τιµή µ  στην εκτός ελέγχου τιµή δσµ + , θα επιλέξουµε εκείνο που έχει την 

µικρότερη τιµή )(δARL . Από τη στιγµή που στους διάφορους κανόνες ευαισθητοποίησης 

του Πίνακα 1.3 αντιστοιχεί διαφορετική τιµή για το )0(ARL  στα αντίστοιχα διαγράµµατα 

ελέγχου, απουσιάζει εκ των πραγµάτων το αντικειµενικό κριτήριο σύγκρισης των 

διαγραµµάτων µε αποτέλεσµα να δυσχεραίνετε η επιλογή του βέλτιστου διαγράµµατος για 

κάθε συγκεκριµένη µετατόπιση του µέσου. 

Λαµβάνοντας υπόψη τα παραπάνω, στο παρόν κεφάλαιο θα αναπτύξουµε διαγράµµατα 

ελέγχου Shewhart µε κανόνες ευαισθητοποίησης που βασίζονται σε ροές στα οποία µπορούµε 

να έχουµε οποιαδήποτε τιµή για το )0(ARL . Φυσικά κάτι τέτοιο µπορεί να επιτευχθεί µόνο 

όταν τα όρια ελέγχου µεταβάλλονται ανάλογα µε την τιµή του )0(ARL . Τυπική τιµή για το 

)0(ARL  θεωρείται το 740.8 για µονόπλευρα διαγράµµατα ελέγχου και το 370.4 για δίπλευρα 

διαγράµµατα ελέγχου (αντιστοιχούν στο κλασικό µονόπλευρο και το δίπλευρο διάγραµµα 

ελέγχου Shewhart για 3=L ).  

 

 

Κλασικό άνω 
διάγραµµα ελέγχου 

 UCL  =  WW Lσµ +
 LineCenter  =  Wµ  

 

 

Κλασικό κάτω 
διάγραµµα ελέγχου 

 LineCenter =  Wµ  
 LCL =  WW Lσµ −  

 
 

Κλασικό δίπλευρο 
διάγραµµα ελέγχου 

 UCL = WW Lσµ +
 LineCenter = Wµ  
 LCL = WW Lσµ −

 

Τα µονόπλευρα διαγράµµατα ελέγχου χρησιµοποιούνται όταν θέλουµε να ανιχνεύσουµε 

µετατοπίσεις του µέσου της διεργασίας είτε σε υψηλότερο επίπεδο (άνω διάγραµµα ελέγχου) 

είτε σε χαµηλότερο επίπεδο (κάτω διάγραµµα ελέγχου). Τα δίπλευρα διαγράµµατα 

χρησιµοποιούνται όταν θέλουµε να ανιχνεύσουµε ταυτόχρονα µετατοπίσεις του µέσου της 

διεργασίας σε υψηλότερο και σε χαµηλότερο επίπεδο. 
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2.2  Μονόπλευρα διαγράµµατα ελέγχου Shewhart τύπου k. 
  
Ορίζουµε το άνω (µονόπλευρο) διάγραµµα ελέγχου Shewhart τύπου k  ως το διάγραµµα 

ελέγχου το οποίο έχει µόνο άνω όριο ελέγχου (UCL ) και το οποίο δίνει ένδειξη εκτός 

ελέγχου διεργασίας όταν k  συνεχόµενα σηµεία του διαγράµµατος βρεθούν πάνω από το άνω 

όριο ελέγχου (το k  είναι ένας θετικός ακέραιος). Προφανώς για 1=k  αναγόµαστε στον 

κλασικό κανόνα ανακήρυξης µιας διεργασίας εκτός ελέγχου σε ένα άνω διάγραµµα ελέγχου 

Shewhart.  

Το βασικότερο πρόβληµα που αντιµετωπίζουµε στην ανάπτυξη του άνω διαγράµµατος 

ελέγχου Shewhart τύπου k  είναι η εύρεση του άνω ορίου ελέγχου έτσι ώστε να έχουµε 

προκαθορισµένη τιµή για το εντός ελέγχου µέσο µήκος ροής kARL  ( )0(kk ARLARL ≡ ). Ας 

υποθέσουµε ότι στο διάγραµµα ελέγχου απεικονίζονται οι τιµές tW , 1≥t , µιας εντός ελέγχου 

στατιστικής συνάρτησης W  που ακολουθεί τυποποιηµένη κανονική κατανοµή ( )1,0(~ NW ), 

δηλαδή 0=µ  και 1=σ  (αν η στατιστική συνάρτηση W  δεν ακολουθεί τυποποιηµένη 

κανονική κατανοµή τότε στο διάγραµµα ελέγχου απεικονίζουµε τυποποιηµένες τιµές της W ). 

Η εύρεση του άνω ορίου ελέγχου UCL  ισοδυναµεί µε την εύρεση της απόστασης d  του 

UCL  από την κεντρική γραµµή CL  όπως φαίνεται στο ακόλουθο σχήµα  

 
 

  
 

  d  

  

  

 
 
 
 
 

 

Ορίζουµε µια ακολουθία δίτιµων }1,0{  τυχαίων µεταβλητών }1,{ ≥tX t  σύµφωνα µε τις 

σχέσεις 

1,1)()()0(,)(1)()1( ≥=−==≤===−=>== tqpddWPXPpddWPXP tttt ΦΦ . 

Αφού οι τυχαίες µεταβλητές tW , 1≥t , αποτελούν τυχαίο δείγµα από την W  προκύπτει ότι 

και οι τυχαίες µεταβλητές tX , 1≥t , αποτελούν τυχαίο δείγµα από την X  µε 

dUCL =

0=CL
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.1)()()0(,)(1)()1( qpddWPXPpddWPXP =−==≤===−=>== ΦΦ  

Με αυτό τον τρόπο το άνω διάγραµµα ελέγχου Shewhart τύπου k  χωρίζεται σε δύο ζώνες 

ανάλογα µε τις τιµές που παίρνει η τυχαία µεταβλητή X  που δίνονται στο ακόλουθο σχήµα 

 

 
 

  
 

  

  

 
 
 
 
 

 

Η κατανοµή του (εντός ελέγχου) µήκους ροής kT  του άνω διαγράµµατος ελέγχου Shewhart 

τύπου k  είναι ίδια µε την κατανοµή του αριθµού kN  των ανεξάρτητων δοκιµών Bernoulli µε 

πιθανότητα επιτυχίας  

)()1( dWPXPp >===  

έως ότου εµφανιστούν k  συνεχόµενες επιτυχίες για πρώτη φορά. Η κατανοµή της τυχαίας 

µεταβλητής kN  αναφέρεται στη βιβλιογραφία ως γεωµετρική κατανοµή τάξης k  (geometric 

distribution of order k ) και µε αυτή έχουν ασχοληθεί αρκετοί ερευνητές (δείτε για 

παράδειγµα Feller (1968), Philipou and Muwafi (1982), Philippou et al. (1983a),  Aki  et  al . 

(1984), Aki (1985), Viveros and Balakrishnan (1993), Koutras(1997a, 1997b), Antzoulakos 

(1999), Balakrishnan and Koutras (2001)). Φυσικά για 1=k  έχουµε ότι η τυχαία µεταβλητή 

1N  ακολουθεί τη συνήθη γεωµετρική κατανοµή. Για την τυχαία µεταβλητή kN  που δηλώνει 

το πλήθος των δοκιµών Bernoulli µε πιθανότητα επιτυχίας p  που πρέπει να εκτελεστούν έως 

ότου εµφανιστούν k  συνεχόµενες επιτυχίες για πρώτη φορά έχουµε ότι η πιθανογεννήτρια 

συνάρτησή της )(zG  δίδεται από τον τύπο 

,
)(1

)()()(
zqzA

pzzEzG
k

Nk

−
==  

όπου 

pz
pzzA

k

−
−

=
1

)(1)( , 

dUCL =

0=CL

0=X

1=X
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και  

k

k

k qp
pNE −

=
1)( ,   2

12

)(
)12(1)( k

kk

k qp
pqpkNVar

+−+−
= . 

Εποµένως, το εντός ελέγχου µέσο µήκος ροής του άνω διαγράµµατος ελέγχου Shewhart 

τύπου k  δίνεται από τη σχέση 

).(1,1)( dp
qp

pTEARL k

k

kk Φ−=
−

==  

H συνάρτηση kk ppppg )1/()1()( −−=  είναι γνησίως φθίνουσα συνάρτηση στο διάστηµα 

(0, 1) και  ισχύει ότι +∞=
→

)(lim
0

pg
p

,  kpg
p

=
→

)(lim
1

. Συνεπώς η εξίσωση cpg =)( , όπου 

kc >  έχει µοναδική λύση ως προς p  στο διάστηµα (0, 1). 

Έχουµε τώρα στη διάθεσή µας όλα τα απαραίτητα εργαλεία για την ανάπτυξη του άνω 

διαγράµµατος ελέγχου Shewhart τύπου k  που περιγράφεται στα ακόλουθα βήµατα 

Βήµα 1. Επιλέγουµε το k  και το εντός ελέγχου µέσο µήκος ροής kARL  που επιθυµούµε. 

Βήµα 2. Λύνουµε την εξίσωση kk
k pppARL )1/()1( −−=  ως προς p  ( )1,0(∈p ) και 

έστω ότι προέκυψε η λύση *p . 

Βήµα 3. Καθορίζουµε το άνω όριο ελέγχου dUCL =  από τη σχέση 

)(1)(* ddWPp Φ−=>= , δηλαδή *
1 *)1( pzpdUCL =−== −Φ . 

Βήµα 4. Ανακηρύσσουµε τη διεργασία εκτός ελέγχου αν k  συνεχόµενα σηµεία του 

διαγράµµατος βρεθούν πάνω από το άνω όριο ελέγχου. 

 
 

  
 

  d  

  

  

 
 
 
 
 

 

Από τη στιγµή που καθορίστηκε το άνω όριο ελέγχου του (άνω) διαγράµµατος ελέγχου 

Shewhart τύπου k  µπορούµε να υπολογίσουµε άµεσα το εκτός ελέγχου µέσο µήκος ροής. Ας 

υποθέσουµε ότι η κατανοµή της στατιστικής συνάρτησης W  έχει αλλάξει λόγω µετατόπισης 

*pzdUCL ==  

0=CL
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του µέσου σε υψηλότερο επίπεδο (από τη θέση 0=µ  στη θέση δδσµ =+ ) ενώ η 

διακύµανσή της δεν έχει αλλάξει. Εποµένως η στατιστική συνάρτηση )(δW  που 

απεικονίζεται στο άνω διάγραµµα ελέγχου Shewhart τύπου k  ακολουθεί την κατανοµή 

)1,(),( 2 δσδσµ NN =+ , 0≥δ . Ορίζοντας την τυχαία µεταβλητή )(δX  ως ακολούθως  

)(1))(()1)(()( δδδδ −−=>=== ddWPXPp Φ  

)())(()0)(()(1 δδδδ −=≤===− ddWPXPp Φ  

έχουµε ότι η κατανοµή του µήκους ροής )(δkT  ακολουθεί την γεωµετρική κατανοµή τάξης 

k  µε πιθανότητα επιτυχίας )(δp . Συνεπώς το εκτός ελέγχου µέσο µήκος ροής )(δkARL  

δίνεται από τη σχέση 

k

k

kk pp
pTEARL

))()]((1[
))((1))(()(
δδ

δδδ
−
−

==  

Φυσικά για 0=δ  έχουµε ότι η ποσότητα )0(kARL  είναι ίση µε το εντός ελέγχου µέσο 

µήκος ροής αφού σε αυτή την περίσταση σύµφωνα µε τους συµβολισµούς που έχουµε 

εισάγει, )0(~ WW , )0(~ XX , )0(~ kk TT , )0(pp =  οπότε )0(kk ARLARL = . 

Ο υπολογισµός της συνάρτηση πιθανότητας και της συνάρτησης κατανοµής του µήκους 

ροής )(δkT  ανάγεται στον υπολογισµό των αντίστοιχων ποσοτήτων για την τυχαία 

µεταβλητή kN . Για τη συνάρτηση πιθανότητας και τη συνάρτηση κατανοµής της τυχαίας 

µεταβλητής kN  υπάρχουν ακριβείς αλλά και αναδροµικοί τύποι (δείτε για παράδειγµα 

Philipou and Mufawi (1982), Uppuluri and Patil (1983), Philipou and Makri (1985), Philipou 

and Makri (1986), Museli (1996), Koutras (1997a), Antzoulakos (1999), Balakrishnan and 

Koutras (2001)). Στη συνέχεια θα δώσουµε τύπους για τη συνάρτηση κατανοµής και τη 

συνάρτηση πιθανότητας της τυχαίας µεταβλητής kN  βασιζόµενοι στη µεθολογία που 

παρουσιάστηκε στο Κεφάλαιο 1. Στην περίπτωσή µας έχουµε µια ακολουθία ανεξάρτητων 

δοκιµών Bernoulli }1,{ ≥tX t  µε πιθανότητα επιτυχίας p , }1,0{=A  και µας ενδιαφέρει η 

εµφάνιση του ενδεχοµένου 321
k

1...11=E  για πρώτη φορά. Αποσυνθέτουµε το ενδεχόµενο E στα 

ακόλουθα k κοµµάτια (όσο και το µήκος του ενδεχοµένου) 

{
k

k 1...111,...,113,12 ≡+≡≡  

και ορίζουµε επιπρόσθετα 
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01≡ . 

Ορίζουµε µια διακριτή οµογενή αλυσίδα Markov }1,{ ≥tYt  µε χώρο καταστάσεων 

}1,,...,2,1{ += kkΩ , όπου η κατάσταση 1+k  είναι απορροφητική. Οι αρχικές πιθανότητες 

είναι ίσες µε 

]0,...,0,,[)]1(),(),...,2(),1([],,...,,[ 11111211 pqkYPkYPYPYPkk =+======′ +πππππ  

και ο πίνακας πιθανοτήτων µεταπήδησης πρώτης τάξης είναι ίσος µε  

)1()1(100000
000

0000
000
000

+×+
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pq

q
pq

pq
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Εφαρµόζοντας το Θεώρηµα 1 του Κεφαλαίου 1 έχουµε ότι η συνάρτηση κατανοµής της 

τυχαίας µεταβλητής kN  δίνεται από τον τύπο 

,...2,1)()()( 111
1

11
1

1 =′=′=′=≤= ++
−

+
− nnNPnF k

n
k

n
k

n
kNk

ePeePPeePπ  

όπου )0,...,0,1(1 ′=e  και )1,0,...,0,0(1 ′=+ke . Επίσης, η συνάρτηση πιθανότητας της τυχαίας 

µεταβλητής kN  δίνεται από τον τύπο 

,...2,1)()1()()( 1
1

1
11

1
1 =′=′=−′=−−= −−

+
− nppnFnFnf k

n
k

n
k

n
NNN kkk

ePeePeeIPPe  . 

Χρησιµοποιώντας τους παραπάνω τύπους µπορούµε να υπολογίσουµε τη συνάρτηση 

πιθανότητας και τη συνάρτηση κατανοµής του µήκους ροής )(δkT  του άνω διαγράµµατος 

ελέγχου Shewhart τύπου k  αντικαθιστώντας απλά την πιθανότητα επιτυχίας p  µε την 

πιθανότητα 

)(1)( δδ −−= dp Φ . 

Από τη στιγµή που είναι διαθέσιµη η συνάρτηση πιθανότητας (και η συνάρτηση κατανοµής) 

του µήκους ροής )(δkT  µπορούµε εύκολα να υπολογίσουµε ποσοστιαία σηµεία του µήκους 

ροής )(δkT . 

Κλείνοντας τη µελέτη του άνω διαγράµµατος ελέγχου Shewhart τύπου k  σηµειώνουµε ότι 

µε ανάλογο τρόπο µπορεί να αναπτυχθεί και το κάτω διάγραµµα ελέγχου Shewhart τύπου k . 
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Όλα τα αποτελέσµατα που θα δοθούν στη συνέχεια για το άνω διάγραµµα ελέγχου Shewhart 

τύπου k  µπορούν αυτοµάτως να αναχθούν σε αντίστοιχα αποτελέσµατα για το κάτω 

διάγραµµα ελέγχου Shewhart τύπου k  λαµβάνοντας υπόψη ότι η κατανοµή της στατιστικής 

συνάρτησης W  που απεικονίζεται στο διάγραµµα ελέγχου είναι συµµετρική κατανοµή. 

 

2.3  Μελέτη του άνω διαγράµµατος ελέγχου Shewhart τύπου k 
 

Στο κλασικό άνω διάγραµµα ελέγχου Shewhart απεικονίζονται οι διαδοχικές τιµές µιας 

στατιστικής συνάρτησης W  η οποία ακολουθεί τυποποιηµένη κανονική κατανοµή και 

εποµένως έχουµε ότι 

LLUCL WW =+= σµ  

(επαναλαµβάνουµε ότι αν η στατιστική συνάρτηση W  δεν ακολουθεί τυποποιηµένη 

κανονική κατανοµή τότε στο διάγραµµα ελέγχου απεικονίζουµε τυποποιηµένες τιµές της W ). 

Η διεργασία ανακηρύσσεται εκτός ελέγχου όταν βρεθεί ένα σηµείο του διαγράµµατος πάνω 

από το άνω όριο ελέγχου UCL . 

Το εντός ελέγχου µέσο µήκος ροής του παραπάνω διαγράµµατος δίνεται από τη σχέση 

in
in p

ARL 1
=  

όπου 

)(1))1,0(~|Pr( LNWLWpin Φ−=>= . 

 

Στην πράξη, οι πιο συνήθης τιµές για το L  είναι οι 2.5, 3 και 3.5. Για αυτές τις τιµές του L  

έχουµε τα ακόλουθα αποτελέσµατα για τις ποσότητες inp  και inARL   

 

 

 

 

L  inp  inARL  

2.5 0.00621 161.04 
3 0.0027 740.8 

3.5 0.000233 4298.7 
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Χρησιµοποιώντας τα αποτέλεσµατα που παρουσιάστηκαν στην Παράγραφο 2.2 θα 

δώσουµε στη συνέχεια αποτελέσµατα που αφορούν το άνω διάγραµµα ελέγχου Shewhart 

τύπου k  για 5)1(1=k  µε τιµές για το εντός ελέγχου µέσο µήκος ροής )0(kARL  ίσες µε 

161.04, 740.8 και 4298.7 έτσι ώστε να υπάρχει κοινή βάση σύγκρισης των νέων 

διαγραµµάτων ελέγχου µε το κλασικό άνω διάγραµµα ελέγχου Shewhart για =L 2.5, 3 και 

3.5 αντίστοιχα. Φυσικά το άνω διάγραµµα ελέγχου Shewhart τύπου 1 µε εντός ελέγχου µέσο 

µήκος ροής =)0(1ARL 161.04, 740.8 και 4298.7 συµπίπτει µε το κλασικό άνω διάγραµµα 

ελέγχου Shewhart για =L 2.5, 3 και 3.5 αντίστοιχα. 

 

2.3.1  Μελέτη του άνω διαγράµµατος ελέγχου Shewhart τύπου κ  
          µε ARLk(0) = 161.04 για k = 1(1)5. 
 

Στον ακόλουθο πίνακα δίνονται τιµές για το µέσο µήκος ροής ))(()( δδ kk TEARL =  του 

άνω διαγράµµατος ελέγχου Shewhart τύπου k  για 5)1(1=k  και για 3)2.0(0=δ  µε 

04.161)0( =kARL . Τα σκιασµένα τετράγωνα δηλώνουν το }5)1(1);(min{ =kARLk δ .  
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Πίνακας 2.1: Μέσο µήκος ροής )(δkARL για το άνω διάγραµµα ελέγχου  

Shewhart τύπου k  για 5)1(1=k  µε 04.161)0( =kARL  

δ  )(1 δARL  )(2 δARL  )(3 δARL )(4 δARL )(5 δARL  
0 161.04 161.04 161.04 161.04 161.04 

0.2 93.25 82.08 77.63 75.46 74.36 
0.4 55.98 44.99 41.39 39.97 39.47 
0.6 34.82 26.47 24.26 23.66 23.71 
0.8 22.44 16.65 15.51 15.46 15.85 
1.0 14.97 11.16 10.71 11.01 11.59 
1.2 10.33 7.92 7.92 8.43 9.12 
1.4 7.37 5.94 6.22 6.85 7.62 
1.6 5.43 4.67 5.13 5.85 6.67 
1.8 4.13 3.83 4.42 5.20 6.06 
2.0 3.24 3.26 3.95 4.78 5.67 
2.2 2.62 2.87 3.62 4.49 5.41 
2.4 2.17 2.59 3.41 4.31 5.25 
2.6 1.85 2.40 3.26 4.19 5.15 
2.8 1.62 2.27 3.16 4.11 5.08 
3.0 1.45 2.17 3.10 4.06 5.05 

*p  0.00620964 0.0819672 0.197265 0.306981 0.40003 
UCL  2.5 1.39196 0.851431 0.504426 0.253269 

 

Από τις τιµές του παραπάνω πίνακα προκύπτει ότι χρησιµοποιώντας άνω διάγραµµα 

ελέγχου Shewhart τύπου k , 2≥k , έχουµε σαφή βελτίωση στην τιµή του εκτός ελέγχου 

µέσου µήκους ροής όταν θέλουµε να ανιχνεύσουµε µικρές µετατοπίσεις του µέσου της 

διεργασίας σε σχέση µε το αντίστοιχο κλασικό διάγραµµα ελέγχου Shewhart που προκύπτει 

για 1=k . Παρατηρούµε επίσης ότι δεν υπάρχει βελτίωση για µεγάλες µετατοπίσεις του 

µέσου. Τόσο το εύρος δ  της µετατόπισης του µέσου της διεργασίας όσο και το ποσοστό 

βελτίωσης του εκτός ελέγχου µέσου µήκους ροής δεν είναι οµοιόµορφο για τις διάφορες 

τιµές του k . Το ποσοστό βελτίωσης στην τιµή του εκτός ελέγχου µέσου µήκους ροής του 

άνω διαγράµµατος ελέγχου Shewhart τύπου k , 2≥k , σε σχέση µε το αντίστοιχο κλασικό 

διάγραµµα ελέγχου Shewhart δίνεται από τον τύπο 

)(
)()(

)(
1

1

δ
δδ

δ
ARL

ARLARL
I k

k
−

=  

Στο ακόλουθο διάγραµµα δίνεται η γραφική παράσταση της συνάρτησης )(δkI  για 

5,4,3,2=k . 
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∆ιάγραµµα 2.1: Γραφική παράσταση του )(δkI   για  5)1(2=k  µε  04.161=inARL  

 

Από τη στιγµή που θα καθοριστεί η µετατόπιση του µέσου της διεργασίας που µας 

ενδιαφέρει να ανιχνεύσουµε όσο το δυνατόν πιο γρήγορα, τότε χρησιµοποιώντας το 

παραπάνω διάγραµµα µπορούµε να επιλέξουµε στην πράξη την τιµή του k  ( 5,4,3,2=k ) και 

συνεπώς το κατάλληλο άνω διάγραµµα ελέγχου Shewhart τύπου k  που επιτυγχάνει το σκοπό 

µας. 

Στα ακόλουθα διαγράµµατα δίνονται γραφικές παραστάσεις της συνάρτησης πιθανότητας 

και της συνάρτησης κατανοµής του µήκους ροής )(δkT  του άνω διαγράµµατος ελέγχου 

Shewhart τύπου k  για 5)1(1=k  και για =δ 0, 0.5, 1, 2.  
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∆ιάγραµµα 2.2: Συνάρτηση πιθανότητας και συνάρτηση κατανοµής του µήκους ροής )0(1T  
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∆ιάγραµµα 2.3:Συνάρτηση πιθανότητας και συνάρτηση κατανοµής του µήκους ροής )5.0(1T  
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∆ιάγραµµα 2.4: Συνάρτηση πιθανότητας και κατανοµής του µήκους ροής )1(1T  
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∆ιάγραµµα 2.5: Συνάρτηση πιθανότητας και συνάρτηση κατανοµής του µήκους ροής )2(1T  
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∆ιάγραµµα 2.6: Συνάρτηση πιθανότητας και συνάρτηση κατανοµής του µήκους ροής )0(2T  
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∆ιάγραµµα 2.7: Συνάρτηση πιθανότητας και συνάρτηση κατανοµής του µήκους ροής )5.0(2T  
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∆ιάγραµµα 2.8: Συνάρτηση πιθανότητας και συνάρτηση κατανοµής του µήκους ροής )1(2T  
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∆ιάγραµµα 2.9: Συνάρτηση πιθανότητας και συνάρτηση κατανοµής του µήκους ροής )2(2T  
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∆ιάγραµµα 2.10: Συνάρτηση πιθανότητας και συνάρτηση κατανοµής του µήκους ροής )0(3T  
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∆ιάγραµµα 2.11: Συνάρτηση πιθανότητας και συνάρτηση κατανοµής του µήκους ροής )5.0(3T  

Q1 MARLQ3 50
n

0.025

0.05

0.075

0.1

0.125

0.15

0.175

0.2
pr

 10 20 30 40 50

0.2

0.4

0.6

0.8

1

 
∆ιάγραµµα 2.12: Συνάρτηση πιθανότητας και συνάρτηση κατανοµής του µήκους ροής )1(3T  
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∆ιάγραµµα 2.13: Συνάρτηση πιθανότητας και συνάρτηση κατανοµής του µήκους ροής )2(3T  
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∆ιάγραµµα 2.14: Συνάρτηση πιθανότητας και συνάρτηση κατανοµής του µήκους ροής )0(4T  
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∆ιάγραµµα 2.15: Συνάρτηση πιθανότητας και συνάρτηση κατανοµής του µήκους ροής )5.0(4T  
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∆ιάγραµµα 2.16: Συνάρτηση πιθανότητας και συνάρτηση κατανοµής του µήκους ροής )1(4T  
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∆ιάγραµµα 2.17: Συνάρτηση πιθανότητας και συνάρτηση κατανοµής του µήκους ροής )2(4T  
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∆ιάγραµµα 2.18: Συνάρτηση πιθανότητας και συνάρτηση κατανοµής του µήκους ροής )0(5T  

Q1 M ARL Q3 100
n

0.01

0.02

0.03

0.04

0.05

0.06

0.07

0.08
pr

 50 100 150 200

0.2

0.4

0.6

0.8

1

 
∆ιάγραµµα 2.19: Συνάρτηση πιθανότητας και συνάρτηση κατανοµής του µήκους ροής )5.0(5T  
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∆ιάγραµµα 2.20: Συνάρτηση πιθανότητας και συνάρτηση κατανοµής του µήκους ροής )1(5T  
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∆ιάγραµµα 2.21: Συνάρτηση πιθανότητας και συνάρτηση κατανοµής του µήκους ροής )2(5T  
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Στους ακόλουθους πίνακες δίνονται τιµές των ποσοτήτων 1Q , M  και 3Q  του µήκους 

ροής )(δkT  του άνω διαγράµµατος ελέγχου Shewhart τύπου k  για 5)1(1=k  και για 

3)2.0(0=δ  που µας βοηθούν στην αξιολόγηση της “αξιοπιστίας” του µέσου µήκους ροής 

των διαγραµµάτων 

 

Πίνακας 2.2: Τιµές για τις  
ποσότητες 1Q , M  και 3Q για το  
άνω διάγραµµα ελέγχου Shewhart 
τύπου 1 µε 04.161)0(1 =ARL  

Πίνακας 2.3: Τιµές για τις  
ποσότητες 1Q , M  και 3Q για το  
άνω διάγραµµα ελέγχου Shewhart  
τύπου 2  µε 04.161)0(2 =ARL  

δ  1Q  M  3Q  )(1 δARL  δ  1Q M 3Q  )(2 δARL  
0 47 112 223 161.04 0 47 112 223 161.04 

0.2 27 65 129 93.25 0.2 25 57 113 82.08 
0.4 16 39 77 55.98 0.4 14 32 62 44.99 
0.6 10 24 48 34.82 0.6 9 19 36 26.47 
0.8 7 16 31 22.44 0.8 6 12 23 16.65 
1.0 5 11 21 14.97 1.0 4 8 15 11.16 
1.2 3 7 14 10.33 1.2 3 6 10 7.92 
1.4 2 5 10 7.37 1.4 2 4 8 5.94 
1.6 2 4 7 5.43 1.6 2 4 6 4.67 
1.8 2 3 6 4.13 1.8 2 3 5 3.83 
2.0 1 2 4 3.24 2.0 2 2 4 3.26 
2.2 1 2 3 2.62 2.2 2 2 3 2.87 
2.4 1 2 3 2.17 2.4 2 2 3 2.59 
2.6 1 1 2 1.85 2.6 2 2 2 2.40 
2.8 1 1 2 1.62 2.8 2 2 2 2.27 
3.0 1 1 2 1.45 3.0 2 2 2 2.17 
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Πίνακας 2.4: Τιµές για τις  
ποσότητες 1Q , M  και 3Q για το  
άνω διάγραµµα ελέγχου Shewhart 
τύπου 3  µε 04.161)0(3 =ARL  

Πίνακας 2.5: Τιµές για τις  
ποσότητες 1Q , M  και 3Q για το  
άνω διάγραµµα ελέγχου Shewhart  
τύπου 4  µε 04.161)0(4 =ARL  

δ  1Q  M  3Q  )(3 δARL  δ  1Q M 3Q  )(4 δARL  
0 48 112 222 161.04 0 49 113 222 161.04 

0.2 24 54 107 77.63 0.2 24 53 103 75.46 
0.4 13 29 57 41.39 0.4 14 29 54 39.97 
0.6 8 17 33 24.26 0.6 9 17 32 23.66 
0.8 6 11 21 15.51 0.8 6 12 20 15.46 
1.0 4 8 14 10.71 1.0 5 8 14 11.01 
1.2 3 6 10 7.92 1.2 4 7 11 8.43 
1.4 3 5 8 6.22 1.4 4 5 8 6.85 
1.6 3 4 6 5.13 1.6 4 4 7 5.85 
1.8 3 3 5 4.42 1.8 4 4 6 5.20 
2.0 3 3 4 3.95 2.0 4 4 4 4.78 
2.2 3 3 3 3.62 2.2 4 4 4 4.49 
2.4 3 3 3 3.41 2.4 4 4 4 4.31 
2.6 3 3 3 3.26 2.6 4 4 4 4.19 
2.8 3 3 3 3.16 2.8 4 4 4 4.11 
3.0 3 3 3 3.10 3.0 4 4 4 4.06 

 

Πίνακας 2.6: Τιµές για τις  
ποσότητες 1Q , M  και 3Q  για το  
άνω διάγραµµα ελέγχου Shewhart  
τύπου 5  µε 04.161)0(5 =ARL  

δ  1Q M 3Q  )(5 δARL  
0 49 113 222 161.04 

0.2 24 53 102 74.36 
0.4 14 28 53 39.47 
0.6 9 17 31 23.71 
0.8 7 12 21 15.85 
1.0 5 9 15 11.59 
1.2 5 7 11 9.12 
1.4 5 5 9 7.62 
1.6 5 5 8 6.67 
1.8 5 5 6 6.06 
2.0 5 5 5 5.67 
2.2 5 5 5 5.41 
2.4 5 5 5 5.25 
2.6 5 5 5 5.15 
2.8 5 5 5 5.08 
3.0 5 5 5 5.05 
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2.3.2  Μελέτη του άνω διαγράµµατος ελέγχου Shewhart τύπου k  
     µε ARLk(0) = 740.8 για k = 1(1)5. 

Στον ακόλουθο πίνακα δίνονται τιµές για το µέσο µήκος ροής ))(()( δδ kk TEARL =  του 

άνω διαγράµµατος ελέγχου Shewhart τύπου k  για 5)1(1=k  και για 3)2.0(0=δ  µε 

8.740)0( =kARL . Τα σκιασµένα τετράγωνα δηλώνουν το }5)1(1);(min{ =kARLk δ . 

 
Πίνακας 2.7: Μέσο µήκος ροής )(δkARL για το άνω διάγραµµα ελέγχου  

Shewhart τύπου k  για 5)1(1=k  µε 8.740)0( =kARL  

δ  )(1 δARL  )(2 δARL )(3 δARL )(4 δARL )(5 δARL  
0 740.8 740.8 740.8 740.8 740.8 

0.2 391.4 326.5 296.5 279.3 268.1 
0.4 214.5 155.1 132.2 120.5 113.6 
0.6 122.00 79.4 65.4 59.1 55.8 
0.8 71.9 43.7 35.8 32.6 31.3 
1.0 44.0 25.8 21.5 20.1 19.7 
1.2 27.8 16.3 14.00 13.5 13.7 
1.4 18.2 10.9 9.9 9.9 10.4 
1.6 12.4 7.8 7.4 7.8 8.4 
1.8 8.7 5.9 5.9 6.4 7.2 
2.0 6.3 4.6 4.9 5.6 6.4 
2.2 4.7 3.8 4.3 5.0 5.9 
2.4 3.6 3.2 3.9 4.7 5.5 
2.6 2.9 2.8 3.6 4.4 5.3 
2.8 2.4 2.6 3.4 4.3 5.2 
3.0 2.0 2.4 3.2 4.2 5.1 

*p  0.00135 0.037422 0.115055 0.202766 0.285135 
UCL  3 1.78142 1.20008 0.831783 0.567653 

 

Από τις τιµές του παραπάνω πίνακα προκύπτει ότι χρησιµοποιώντας άνω διάγραµµα 

ελέγχου Shewhart τύπου k , 2≥k , έχουµε σαφή βελτίωση στην τιµή του εκτός ελέγχου 

µέσου µήκους ροής όταν θέλουµε να ανιχνεύσουµε µικρές και µεσαίες µετατοπίσεις του 

µέσου της διεργασίας  σε σχέση µε το αντίστοιχο κλασικό διάγραµµα ελέγχου Shewhart που 

προκύπτει για 1=k . Παρατηρούµε επίσης ότι δεν υπάρχει βελτίωση για µεγάλες 

µετατοπίσεις του µέσου. Τόσο το εύρος δ  της µετατόπισης του µέσου της διεργασίας όσο 

και το ποσοστό βελτίωσης του εκτός ελέγχου µέσου µήκους ροής δεν είναι οµοιόµορφο για 

τις διάφορες τιµές του k . Το ποσοστό βελτίωσης στην τιµή του εκτός ελέγχου µέσου µήκους 
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ροής του άνω διαγράµµατος ελέγχου Shewhart τύπου k , 2≥k , σε σχέση µε το αντίστοιχο 

κλασικό διάγραµµα ελέγχου Shewhart δίνεται από τον τύπο 

)(
)()(

)(
1

1

δ
δδ

δ
ARL

ARLARL
I k

k
−

=  

Στο ακόλουθο διάγραµµα δίνεται η γραφική παράσταση της συνάρτησης )(δkI  για 

5,4,3,2=k . 

 
∆ιάγραµµα 2.22: Γραφική παράσταση του )(δkI   για  5)1(2=k  µε  8.740=inARL  

 

Από τη στιγµή που θα καθοριστεί η µετατόπιση του µέσου της διεργασίας που µας 

ενδιαφέρει να ανιχνεύσουµε όσο το δυνατόν πιο γρήγορα, τότε χρησιµοποιώντας το 

παραπάνω διάγραµµα µπορούµε να επιλέξουµε στην πράξη την τιµή του k  ( 5,4,3,2=k ) και 

συνεπώς το κατάλληλο άνω διάγραµµα ελέγχου Shewhart τύπου k  που επιτυγχάνει το σκοπό 

µας. 

Στα ακόλουθα διαγράµµατα δίνονται γραφικές παραστάσεις της συνάρτησης πιθανότητας 

και της συνάρτησης κατανοµής του µήκους ροής )(δkT  του άνω διαγράµµατος ελέγχου 

Shewhart τύπου k  για 5)1(1=k  και για =δ 0, 0.5, 1, 2.  
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∆ιάγραµµα 2.23: Συνάρτηση πιθανότητας και συνάρτηση κατανοµής του µήκους ροής )0(1T  

Q1 M ARL Q3 400
n

0.001

0.002

0.003

0.004

0.005

0.006

0.007

0.008
pr

 100 200 300 400 500 600 700

0.2

0.4

0.6

0.8

1

 
∆ιάγραµµα 2.24:Συνάρτηση πιθανότητας και συνάρτηση κατανοµής του µήκους ροής )5.0(1T  
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∆ιάγραµµα 2.25: Συνάρτηση πιθανότητας και κατανοµής του µήκους ροής )1(1T  
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∆ιάγραµµα 2.26: Συνάρτηση πιθανότητας και συνάρτηση κατανοµής του µήκους ροής )2(1T  
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∆ιάγραµµα 2.27: Συνάρτηση πιθανότητας και συνάρτηση κατανοµής του µήκους ροής )0(2T  
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∆ιάγραµµα 2.28: Συνάρτηση πιθανότητας και συνάρτηση κατανοµής του µήκους ροής )5.0(2T  
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∆ιάγραµµα 2.29: Συνάρτηση πιθανότητας και συνάρτηση κατανοµής του µήκους ροής )1(2T  
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∆ιάγραµµα 2.30: Συνάρτηση πιθανότητας και συνάρτηση κατανοµής του µήκους ροής )2(2T  
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∆ιάγραµµα 2.31: Συνάρτηση πιθανότητας και συνάρτηση κατανοµής του µήκους ροής )0(3T  

Q1 M ARL Q3 400
n

0.0025

0.005

0.0075

0.01

0.0125

0.015

0.0175
pr

 100 200 300 400 500 600 700

0.2

0.4

0.6

0.8

1

 
∆ιάγραµµα 2.32: Συνάρτηση πιθανότητας και συνάρτηση κατανοµής του µήκους ροής )5.0(3T  
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∆ιάγραµµα 2.33: Συνάρτηση πιθανότητας και συνάρτηση κατανοµής του µήκους ροής )1(3T  
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∆ιάγραµµα 2.34: Συνάρτηση πιθανότητας και συνάρτηση κατανοµής του µήκους ροής )2(3T  
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∆ιάγραµµα 2.35: Συνάρτηση πιθανότητας και συνάρτηση κατανοµής του µήκους ροής )0(4T  
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∆ιάγραµµα 2.36: Συνάρτηση πιθανότητας και συνάρτηση κατανοµής του µήκους ροής )5.0(4T  

Q1 MARL Q3 100
n

0.02

0.04

0.06

0.08

0.1

0.12
pr

 50 100 150 200

0.2

0.4

0.6

0.8

1

 
∆ιάγραµµα 2.37: Συνάρτηση πιθανότητας και συνάρτηση κατανοµής του µήκους ροής )1(4T  
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∆ιάγραµµα 2.38: Συνάρτηση πιθανότητας και συνάρτηση κατανοµής του µήκους ροής )2(4T  
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∆ιάγραµµα 2.39: Συνάρτηση πιθανότητας και συνάρτηση κατανοµής του µήκους ροής )0(5T  
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∆ιάγραµµα 2.40: Συνάρτηση πιθανότητας και συνάρτηση κατανοµής του µήκους ροής )5.0(5T  
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∆ιάγραµµα 2.41: Συνάρτηση πιθανότητας και συνάρτηση κατανοµής του µήκους ροής )1(5T  
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∆ιάγραµµα 2.42: Συνάρτηση πιθανότητας και συνάρτηση κατανοµής του µήκους ροής )2(5T  
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Στους ακόλουθους πίνακες δίνονται τιµές των ποσοτήτων 1Q , M  και 3Q  του µήκους 

ροής )(δkT  του άνω διαγράµµατος ελέγχου Shewhart τύπου k  για 5)1(1=k  και για 

3)2.0(0=δ  που µας βοηθούν στην αξιολόγηση της “αξιοπιστίας” του µέσου µήκους ροής 

των διαγραµµάτων 

 

Πίνακας 2.8: Τιµές για τις  
ποσότητες 1Q , M  και 3Q για το  
άνω διάγραµµα ελέγχου Shewhart 
τύπου 1 µε 8.740)0(1 =ARL  

Πίνακας 2.9: Τιµές για τις  
ποσότητες 1Q , M  και 3Q για το  
άνω διάγραµµα ελέγχου Shewhart  
τύπου 2  µε 8.740)0(2 =ARL  

δ  1Q  M  3Q  )(1 δARL δ  1Q  M 3Q  )(2 δARL  
0 213 514 1027 740.8 0 214 514 1026 740.8 

0.2 113 271 542 391.4 0.2 95 227 452 326.55 
0.4 62 149 297 214.5 0.4 46 108 215 155.13 
0.6 35 85 169 122.00 0.6 24 55 109 79.38 
0.8 21 50 100 71.9 0.8 14 31 60 43.68 
1.0 13 31 61 44.0 1.0 8 18 35 25.78 
1.2 8 19 38 27.8 1.2 6 12 22 16.28 
1.4 6 13 25 18.2 1.4 4 8 15 10.94 
1.6 4 9 17 12.4 1.6 3 6 10 7.79 
1.8 3 6 12 8.7 1.8 2 4 8 5.85 
2.0 2 5 9 6.3 2.0 2 4 6 4.61 
2.2 2 3 6 4.7 2.2 2 3 5 3.79 
2.4 1 3 5 3.6 2.4 2 2 4 3.23 
2.6 1 2 4 2.9 2.6 2 2 3 2.85 
2.8 1 2 3 2.4 2.8 2 2 3 2.58 
3.0 1 2 2 2.0 3.0 2 2 2 2.39 
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Πίνακας 2.10: Τιµές για τις  
ποσότητες 1Q , M  και 3Q για το  
άνω διάγραµµα ελέγχου Shewhart 
τύπου 3  µε 8.740)0(3 =ARL  

Πίνακας 2.11: Τιµές για τις  
ποσότητες 1Q , M και 3Q για το  
άνω διάγραµµα  ελέγχου Shewhart  
τύπου 4  µε 8.740)0(4 =ARL  

δ  1Q  M  3Q  )(3 δARL δ  1Q  M 3Q  )(4 δARL  
0 215 514 1026 740.8 0 215 514 1026 740.8 

0.2 87 206 410 296.5 0.2 83 195 386 279.3 
0.4 40 92 182 132.2 0.4 37 84 166 120.5 
0.6 20 46 90 65.4 0.6 19 42 81 59.1 
0.8 12 25 49 35.8 0.8 11 23 44 32.6 
1.0 8 16 29 21.5 1.0 8 15 27 20.1 
1.2 6 10 19 14.00 1.2 6 10 18 13.5 
1.4 4 7 13 9.9 1.4 4 8 13 9.9 
1.6 3 6 9 7.4 1.6 4 6 10 7.8 
1.8 3 5 7 5.9 1.8 4 5 8 6.4 
2.0 3 4 6 4.9 2.0 4 4 7 5.6 
2.2 3 3 5 4.3 2.2 4 4 5 5.0 
2.4 3 3 4 3.9 2.4 4 4 4 4.7 
2.6 3 3 3 3.6 2.6 4 4 4 4.4 
2.8 3 3 3 3.4 2.8 4 4 4 4.3 
3.0 3 3 3 3.2 3.0 4 4 4 4.2 

 

Πίνακας 2.12: Τιµές για τις  
ποσότητες 1Q , M  και 3Q για το  
άνω διάγραµµα ελέγχου Shewhart 
τύπου 5  µε 8.740)0(5 =ARL  

δ  1Q  M 3Q  )(5 δARL
0 216 515 1025 740.8 

0.2 80 187 370 268.1 
0.4 35 80 156 113.6 
0.6 19 40 76 55.8 
0.8 12 23 42 31.3 
1.0 8 15 26 19.7 
1.2 6 10 18 13.7 
1.4 5 8 13 10.4 
1.6 5 6 10 8.4 
1.8 5 5 9 7.2 
2.0 5 5 7 6.4 
2.2 5 5 5 5.9 
2.4 5 5 5 5.5 
2.6 5 5 5 5.3 
2.8 5 5 5 5.2 
3.0 5 5 5 5.1 
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2.3.3  Μελέτη του άνω διαγράµµατος ελέγχου Shewhart τύπου k  
     µε ARLk(0) = 4298.7 για k = 1(1)5. 

Στον ακόλουθο πίνακα δίνονται τιµές για το µέσο µήκος ροής ))(()( δδ kk TEARL =  του 

άνω διαγράµµατος ελέγχου Shewhart τύπου k  για 5)1(1=k  και για 3)2.0(0=δ  µε 

7.4298)0( =kARL . Τα σκιασµένα τετράγωνα δηλώνουν το }5)1(1);(min{ =kARLk δ . 

 
Πίνακας 2.13: Μέσο µήκος ροής )(δkARL για το άνω διάγραµµα ελέγχου  

Shewhart τύπου k  για 5)1(1=k  µε 7.4298)0( =kARL  

δ  )(1 δARL  )(2 δARL )(3 δARL  )(4 δARL )(5 δARL  
0 4298.7 4298.7 4298.7 4298.7 4298.7 

0.2 2068.58 1643.69 1434.07 1308.11 1223.02 
0.4 1033.48 677.44 534.22 458.44 411.70 
0.6 535.96 300.97 221.97 184.38 162.91 
0.8 288.44 144.109 102.629 84.62 75.07 
1.0 161.04 74.31 52.60 43.96 39.77 
1.2 93.25 41.19 29.71 25.58 23.86 
1.4 55.98 24.49 18.36 16.47 15.93 
1.6 34.82 15.57 12.31 11.57 11.63 
1.8 22.44 10.53 8.87 8.76 9.15 
2.0 14.97 7.55 6.81 7.06 7.63 
2.2 10.33 5.70 5.51 5.99 6.68 
2.4 7.37 4.51 4.67 5.29 6.07 
2.6 5.43 3.72 4.11 4.83 5.67 
2.8 4.13 3.19 3.74 4.53 5.41 
3.0 3.24 2.82 3.48 4.33 5.25 

*p  0.00023263 0.015369 0.0628417 0.127785 0.196 
UCL  3.5 2.16045 1.53135 1.13692 0.855996 

 

Από τις τιµές του παραπάνω πίνακα προκύπτει ότι χρησιµοποιώντας άνω διάγραµµα 

ελέγχου Shewhart τύπου k , 2≥k , έχουµε σαφή βελτίωση στην τιµή του εκτός ελέγχου 

µέσου µήκους ροής όταν θέλουµε να ανιχνεύσουµε µικρές, µεσαίες αλλά και µεγάλες 

µετατοπίσεις του µέσου της διεργασίας σε σχέση µε το αντίστοιχο κλασικό διάγραµµα 

ελέγχου Shewhart που προκύπτει για 1=k . Τόσο το εύρος δ  της µετατόπισης του µέσου της 

διεργασίας όσο και το ποσοστό βελτίωσης του εκτός ελέγχου µέσου µήκους ροής δεν είναι 

οµοιόµορφο για τις διάφορες τιµές του k . Το ποσοστό βελτίωσης στην τιµή του εκτός 
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ελέγχου µέσου µήκους ροής του άνω διαγράµµατος ελέγχου Shewhart τύπου k , 2≥k , σε 

σχέση µε το αντίστοιχο κλασικό διάγραµµα ελέγχου Shewhart δίνεται από τον τύπο 

)(
)()(

)(
1

1

δ
δδ

δ
ARL

ARLARL
I k

k
−

=  

Στο ακόλουθο διάγραµµα δίνεται η γραφική παράσταση της συνάρτησης )(δkI  για 

5,4,3,2=k . 

 
∆ιάγραµµα 2.43: Γραφική παράσταση του )(δkI   για  5)1(2=k  µε  7.4298=inARL  

 

Από τη στιγµή που θα καθοριστεί η µετατόπιση του µέσου της διεργασίας που µας 

ενδιαφέρει να ανιχνεύσουµε όσο το δυνατόν πιο γρήγορα, τότε χρησιµοποιώντας το 

παραπάνω διάγραµµα µπορούµε να επιλέξουµε στην πράξη την τιµή του k  ( 5,4,3,2=k ) και 

συνεπώς το κατάλληλο άνω διάγραµµα ελέγχου Shewhart τύπου k  που επιτυγχάνει το σκοπό 

µας. 

Στα ακόλουθα διαγράµµατα δίνονται γραφικές παραστάσεις της συνάρτησης πιθανότητας 

και της συνάρτησης κατανοµής του µήκους ροής )(δkT  του άνω διαγράµµατος ελέγχου 

Shewhart τύπου k  για 5)1(1=k  και για =δ 0, 0.5, 1, 2.  
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∆ιάγραµµα 2.44: Συνάρτηση πιθανότητας και συνάρτηση κατανοµής του µήκους ροής )0(1T  
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∆ιάγραµµα 2.45:Συνάρτηση πιθανότητας και συνάρτηση κατανοµής του µήκους ροής )5.0(1T  
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∆ιάγραµµα 2.46: Συνάρτηση πιθανότητας και κατανοµής του µήκους ροής )1(1T  
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∆ιάγραµµα 2.47: Συνάρτηση πιθανότητας και συνάρτηση κατανοµής του µήκους ροής )2(1T  
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∆ιάγραµµα 2.48: Συνάρτηση πιθανότητας και συνάρτηση κατανοµής του µήκους ροής )0(2T  
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∆ιάγραµµα 2.49: Συνάρτηση πιθανότητας και συνάρτηση κατανοµής του µήκους ροής )5.0(2T  
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∆ιάγραµµα 2.50: Συνάρτηση πιθανότητας και συνάρτηση κατανοµής του µήκους ροής )1(2T  
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∆ιάγραµµα 2.51: Συνάρτηση πιθανότητας και συνάρτηση κατανοµής του µήκους ροής )2(2T  
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∆ιάγραµµα 2.52: Συνάρτηση πιθανότητας και συνάρτηση κατανοµής του µήκους ροής )0(3T  
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∆ιάγραµµα 2.53: Συνάρτηση πιθανότητας και συνάρτηση κατανοµής του µήκους ροής )5.0(3T  
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∆ιάγραµµα 2.54: Συνάρτηση πιθανότητας και συνάρτηση κατανοµής του µήκους ροής )1(3T  
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∆ιάγραµµα 2.55: Συνάρτηση πιθανότητας και συνάρτηση κατανοµής του µήκους ροής )2(3T  
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∆ιάγραµµα 2.56: Συνάρτηση πιθανότητας και συνάρτηση κατανοµής του µήκους ροής )0(4T  
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∆ιάγραµµα 2.57: Συνάρτηση πιθανότητας και συνάρτηση κατανοµής του µήκους ροής )5.0(4T  
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∆ιάγραµµα 2.58: Συνάρτηση πιθανότητας και συνάρτηση κατανοµής του µήκους ροής )1(4T  
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∆ιάγραµµα 2.59: Συνάρτηση πιθανότητας και συνάρτηση κατανοµής του µήκους ροής )2(4T  
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∆ιάγραµµα 2.60: Συνάρτηση πιθανότητας και συνάρτηση κατανοµής του µήκους ροής )0(5T  
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∆ιάγραµµα 2.61: Συνάρτηση πιθανότητας και συνάρτηση κατανοµής του µήκους ροής )5.0(5T  
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∆ιάγραµµα 2.62: Συνάρτηση πιθανότητας και συνάρτηση κατανοµής του µήκους ροής )1(5T  
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∆ιάγραµµα 2.63: Συνάρτηση πιθανότητας και συνάρτηση κατανοµής του µήκους ροής )2(5T  
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Στους ακόλουθους πίνακες δίνονται τιµές των ποσοτήτων 1Q , M  και 3Q  του µήκους 

ροής )(δkT  του άνω διαγράµµατος ελέγχου Shewhart τύπου k  για 5)1(1=k  και για 

3)2.0(0=δ  που µας βοηθούν στην αξιολόγηση της “αξιοπιστίας” του µέσου µήκους ροής 

των διαγραµµάτων 

 

Πίνακας 2.14: Τιµές για τις  
ποσότητες 1Q , M  και 3Q για το  
άνω διάγραµµα ελέγχου Shewhart  
τύπου 1 µε 7.4298)0(1 =ARL  

Πίνακας 2.15: Τιµές για τις  
ποσότητες 1Q , M  και 3Q για το  
άνω διάγραµµα ελέγχου Shewhart  
τύπου 2  µε 7.4298)0(2 =ARL  

δ  1Q  M  3Q  )(1 δARL δ  1Q  M  3Q  )(2 δARL  
0 1237 2980 5959 4298.7 0 1238 2980 5959 4298.7 

0.2 595 1434 2867 2068.58 0.2 474 1140 2278 1643.69 
0.4 298 717 1433 1033.48 0.4 196 470 939 677.44 
0.6 155 372 743 535.96 0.6 88 209 417 300.97 
0.8 83 200 400 288.44 0.8 42 100 199 144.109 
1.0 47 112 223 161.04 1.0 22 52 102 74.31 
1.2 27 65 129 93.25 1.2 13 29 57 41.19 
1.4 16 39 77 55.98 1.4 8 17 33 24.49 
1.6 10 24 48 34.82 1.6 5 11 21 15.57 
1.8 7 16 31 22.44 1.8 4 8 14 10.53 
2.0 5 11 21 14.97 2.0 3 6 10 7.55 
2.2 3 7 14 10.33 2.2 2 4 7 5.70 
2.4 2 5 10 7.37 2.4 2 4 6 4.51 
2.6 2 4 7 5.43 2.6 2 3 5 3.72 
2.8 2 3 6 4.13 2.8 2 2 4 3.19 
3.0 1 2 4 3.24 3.0 2 2 3 2.82 
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Πίνακας 2.16: Τιµές για τις  
ποσότητες 1Q , M  και 3Q  για το  
άνω διάγραµµα ελέγχου Shewhart  
τύπου 3  µε 7.4298)0(3 =ARL  

Πίνακας 2.17: Τιµές για τις  
ποσότητες 1Q , M  και 3Q  για το  
άνω διάγραµµα ελέγχου Shewhart  
τύπου 4  µε 7.4298)0(4 =ARL  

δ  1Q  M  3Q  )(3 δARL δ  1Q  M  3Q  )(4 δARL  
0 1238 2980 5958 4298.7 0 1239 2981 5958 4298.7 

0.2 414 995 1987 1434.07 0.2 379 908 1812 1308.11 
0.4 155 371 740 534.22 0.4 134 319 634 458.44 
0.6 66 155 307 221.97 0.6 55 129 254 184.38 
0.8 31 72 141 102.629 0.8 27 60 116 84.62 
1.0 17 37 72 52.60 1.0 15 31 60 43.96 
1.2 10 21 40 29.71 1.2 9 19 34 25.58 
1.4 7 13 25 18.36 1.4 7 12 22 16.47 
1.6 5 9 16 12.31 1.6 5 9 15 11.57 
1.8 4 7 11 8.87 1.8 4 7 11 8.76 
2.0 3 5 9 6.81 2.0 4 5 9 7.06 
2.2 3 4 7 5.51 2.2 4 4 7 5.99 
2.4 3 3 6 4.67 2.4 4 4 6 5.29 
2.6 3 3 5 4.11 2.6 4 4 5 4.83 
2.8 3 3 4 3.74 2.8 4 4 4 4.53 
3.0 3 3 3 3.48 3.0 4 4 4 4.33 

 

Πίνακας 2.18: Τιµές για τις  
ποσότητες 1Q , M  και 3Q  για το  
άνω διάγραµµα ελέγχου Shewhart  
τύπου 5  µε 7.4298)0(5 =ARL  

δ  1Q  M  3Q  )(5 δARL
0 1240 2981 5958 4298.7 

0.2 355 849 1694 1223.02 
0.4 121 287 569 411.70 
0.6 50 114 224 162.91 
0.8 24 53 103 75.07 
1.0 14 29 54 39.77 
1.2 9 18 32 23.86 
1.4 7 12 21 15.93 
1.6 5 9 15 11.63 
1.8 5 7 11 9.15 
2.0 5 5 9 7.63 
2.2 5 5 8 6.68 
2.4 5 5 6 6.07 
2.6 5 5 5 5.67 
2.8 5 5 5 5.41 
3.0 5 5 5 5.25 
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2.4  ∆ίπλευρα διαγράµµατα ελέγχου Shewhart τύπου (k,k). 
  
Ορίζουµε το (δίπλευρο) διάγραµµα ελέγχου Shewhart τύπου ),( kk  ως το διάγραµµα ελέγχου 

το οποίο έχει άνω και κάτω όριο ελέγχου που ισαπέχουν από την κεντρική γραµµή και το 

οποίο δίνει ένδειξη εκτός ελέγχου διεργασίας όταν k  συνεχόµενα σηµεία του διαγράµµατος 

βρεθούν είτε πάνω από το άνω όριο ελέγχου είτε κάτω από το κάτω όριο ελέγχου (το k  είναι 

ένας θετικός ακέραιος). Προφανώς για 1=k  αναγόµαστε στον κλασικό κανόνα ανακήρυξης 

µιας διεργασίας εκτός ελέγχου σε ένα δίπλευρο διάγραµµα ελέγχου Shewhart. 

Το βασικότερο πρόβληµα που αντιµετωπίζουµε στην ανάπτυξη του (δίπλευρου) 

διαγράµµατος ελέγχου Shewhart τύπου ),( kk  είναι η εύρεση του άνω και του κάτω ορίου 

ελέγχου έτσι ώστε να έχουµε προκαθορισµένη τιµή για το εντός ελέγχου µέσο µήκος ροής 

kkARL , ( )0(,, kkkk ARLARL ≡ ). Ας υποθέσουµε ότι στο διάγραµµα ελέγχου απεικονίζονται οι 

τιµές tW , 1≥t , µιας εντός ελέγχου στατιστικής συνάρτησης W  που ακολουθεί τυποποιηµένη 

κανονική κατανοµή ( )1,0(~ NW ), δηλαδή 0=µ  και 1=σ  (αν η στατιστική συνάρτηση W  

δεν ακολουθεί τυποποιηµένη κανονική κατανοµή τότε στο διάγραµµα ελέγχου απεικονίζουµε 

τυποποιηµένες τιµές της W ). Η εύρεση του άνω (UCL ) και του κάτω ( LCL ) ορίου ελέγχου 

ισοδυναµεί µε την εύρεση της απόστασης d  του UCL  (ή του LCL ) από την κεντρική 

γραµµή CL  όπως φαίνεται στο ακόλουθο σχήµα  

 
 

  
 

  d  

  

  
 
  d  
 

 
 
 
 
 

  

  

 

 

Ορίζουµε µια ακολουθία τρίτιµων }2,1,0{  τυχαίων µεταβλητών }1,{ ≥tX t  σύµφωνα µε 

τις σχέσεις 

dUCL =

0=CL

dLCL −=
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1,)(1)()1( ≥=−=>== tpddWPXP Utt Φ  

1,)(1)()2( ≥==−=−<== tppddWPXP ULtt Φ  

1,1)()0( ≥−−=≤≤−== tppdWdPXP LUtt . 

Αφού οι τυχαίες µεταβλητές tW , 1≥t , αποτελούν τυχαίο δείγµα από την W  προκύπτει ότι 

και οι τυχαίες µεταβλητές tX , 1≥t , αποτελούν τυχαίο δείγµα από την X  µε 

UpddWPXP =−=>== )(1)()1( Φ  

UL ppddWPXP ==−=−<== )(1)()2( Φ  

LU ppqdWdPXP −−==≤≤−== 1)()0( . 

Με αυτό τον τρόπο το δίπλευρο διάγραµµα ελέγχου Shewhart τύπου ),( kk  χωρίζεται σε 

τρεις ζώνες ανάλογα µε τις τιµές που παίρνει η τυχαία µεταβλητή X  που δίνονται στο 

ακόλουθο σχήµα 

 
 

  
 

 

  

  
 
 
 

 
 
 
 
 

  

  

 

 

Η κατανοµή του (εντός ελέγχου) µήκους ροής kkT ,  του (δίπλευρου) διαγράµµατος ελέγχου 

Shewhart τύπου ),( kk  ισοδυναµεί µε την κατανοµή του αριθµού kkN ,  ανεξάρτητων δοκιµών 

µε τρία δυνατά αποτελέσµατα }2,1,0{  και αντίστοιχες πιθανότητες LU ppq −−=1 , Up , Lp  

( LU pp = ) που πρέπει να εκτελεστούν έως ότου εµφανιστούν k  διαδοχικά «1» ή k  διαδοχικά 

«2», οτιδήποτε από τα δύο συµβεί νωρίτερα. 

dUCL =

0=CL

dLCL −=

1=X

2=X

0=X
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Στη γενική περίπτωση που αναµένουµε να συµβούν k  διαδοχικά «1» ή r  διαδοχικά «2», 

οτιδήποτε από τα δύο συµβεί νωρίτερα, η κατανοµή της τυχαίας µεταβλητής rkN ,  έχει 

µελετηθεί από αρκετούς ερευνητές (δείτε για παράδειγµα Feller (1968), Ebneshahrashoob and 

Sobel (1990), Aki and Hirano (1993), Ling and Low (1993), Balasubramanian et al. (1995), 

Antzoulakos and Philippou (1996), Koutras and Alexandrou (1997b), Aki and Hirano (1999), 

Balakrishnan and Koutras (2001)). Η γεννήτρια συνάρτηση )(zG  της rkN ,  δίδεται από τον 

τύπο 

)()()2()()(
)()()()()()( ,

zGzGppzGzG
zGzpzGzpzEzG

LULULU

U
r

LL
k

UN rk

−−−+
+

==  

όπου 

zp
zpzG

zp
zpzG

L

r
L

L
U

k
U

U −
−

=
−

−
=

1
)(1)(,

1
)(1)(  

και η µέση τιµή της από τον τύπο 

r
L

r
LL

k
U

k
UU

LU

rk

p
pp

p
pppp

NE

−
−

+
−
−

++
=

11

1)( ,  

Εποµένως, το εντός ελέγχου µέσο µήκος ροής του δίπλευρου διαγράµµατος ελέγχου 

Shewhart τύπου ),( kk  δίνεται από τη σχέση ( ), ppprk LU ===  

).(1,
)1(2

1)|()( ,,, dp
pp

pppNETEARL k

k

LUkkkkkk Φ−=
−

−
====  

H συνάρτηση )1(2/)1()( ppppg kk −−=  είναι γνησίως φθίνουσα συνάρτηση στο 

διάστηµα (0, 1) και  ισχύει ότι +∞=
→

)(lim
0

pg
p

, 
2

)(lim
1

kpg
p

=
→

. Συνεπώς η εξίσωση cpg =)(  

όπου 
2
kc >  έχει µοναδική λύση ως προς p  στο διάστηµα (0, 1). 

Έχουµε τώρα στη διάθεσή µας όλα τα απαραίτητα εργαλεία για την ανάπτυξη του 

δίπλευρου διαγράµµατος ελέγχου Shewhart τύπου ),( kk  που περιγράφεται στα ακόλουθα 

βήµατα 

Βήµα 1. Επιλέγουµε το k  και το εντός ελέγχου µέσο µήκος ροής kkARL ,  που 

επιθυµούµε. 
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Βήµα 2. Λύνουµε την εξίσωση kk
kk pppARL )1(2/)1(, −−=  ως προς p  ( )1,0(∈p ), και 

έστω ότι προέκυψε η λύση *p . 

Βήµα 3. Καθορίζουµε το άνω όριο ελέγχου dUCL =  από τη σχέση 

)(1)(* ddWPp Φ−=>= , δηλαδή *
1 *)1( pzpdUCL =−== −Φ , και θέτουµε 

dUCLLCL −=−= . 

Βήµα 4. Ανακηρύσσουµε τη διεργασία εκτός ελέγχου αν k  συνεχόµενα σηµεία του 

διαγράµµατος βρεθούν πάνω από το άνω όριο ελέγχου ή κάτω από το κάτω όριο 

ελέγχου, οτιδήποτε από τα δύο συµβεί νωρίτερα. 

Από τη στιγµή που καθορίστηκαν το άνω και το κάτω όριο ελέγχου του (δίπλευρου) 

διαγράµµατος ελέγχου Shewhart τύπου ),( kk  µπορούµε τώρα να υπολογίσουµε το εκτός 

ελέγχου µέσο µήκος ροής. Ας υποθέσουµε ότι η κατανοµή της στατιστικής συνάρτησης W  

έχει αλλάξει λόγω µετατόπισης του µέσου σε υψηλότερο επίπεδο (από τη θέση 0=µ  στη 

θέση δδσµ =+ ) ενώ η διακύµανσή της δεν έχει αλλάξει. Εποµένως η στατιστική 

συνάρτηση )(δW  που απεικονίζεται στο άνω διάγραµµα ελέγχου Shewhart τύπου ),( kk  

ακολουθεί την κατανοµή )1,(),( 2 δσδσµ NN =+ . Ορίζοντας την τυχαία µεταβλητή )(δX  

ως ακολούθως  

 

)()(1))(()1)(( δδδδ UpddWPXP =−−=>== Φ  

)()(1))(()2)(( δδδδ LpddWPXP =+−=−<== Φ  

)()(1)())(()0)(( δδδδδ LU ppqdWdPXP −−==≤≤−==  

έχουµε ότι η κατανοµή του µήκους ροής )(, δkkT  ισοδυναµεί µε την κατανοµή της τυχαίας 

µεταβλητής kkN ,  που δηλώνει τον αριθµό των ανεξάρτητων δοκιµών µε τρία δυνατά 

αποτελέσµατα }2,1,0{  και αντίστοιχες πιθανότητες )()(1 δδ LU pp −− , )(δUp , )(δLp  που 

πρέπει να εκτελεστούν έως ότου εµφανιστούν k  διαδοχικά «1» ή k  διαδοχικά «2», 

οτιδήποτε από τα δύο συµβεί νωρίτερα. Συνεπώς το εκτός ελέγχου µέσο µήκος ροής 

)(, δkkARL  δίνεται από τη σχέση 
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Φυσικά για 0=δ  έχουµε ότι η ποσότητα )0(,kkARL  είναι ίση µε το εντός ελέγχου µέσο 

µήκος ροής αφού σύµφωνα µε τους συµβολισµούς που έχουµε εισάγει )0(~ WW , )0(~ XX , 

)0(~ .. kkkk TT , )0()0( LULU pppp ===  οπότε ).0(,, kkkk ARLARL =  

Ο υπολογισµός της συνάρτηση πιθανότητας και της συνάρτησης κατανοµής του µήκους 

ροής )(, δkkT  ανάγεται στον υπολογισµό των αντίστοιχων ποσοτήτων για την τυχαία 

µεταβλητή kkN , . Για τη συνάρτηση πιθανότητας και τη συνάρτηση κατανοµής της τυχαίας 

µεταβλητής rkN ,  υπάρχουν ακριβείς αλλά και αναδροµικοί τύποι (δείτε για παράδειγµα 

Balasubramanian et al. (1993), Aki et al. (1996),  Antzoulakos and Philippou (1996), Koutras 

and Alexandrou (1997b), Balakrishnan and Koutras (2001)). Στη συνέχεια θα δώσουµε 

τύπους για τη συνάρτηση κατανοµής και τη συνάρτηση πιθανότητας της τυχαίας µεταβλητής 

rkN ,  βασιζόµενοι στη µεθολογία που παρουσιάστηκε στο Κεφάλαιο 1. Στην περίπτωσή µας 

έχουµε µια ακολουθία ανεξάρτητων δοκιµών }1,{ ≥tX t  µε τρία δυνατά αποτελέσµατα 

}2,1,0{  και αντίστοιχες πιθανότητες LU ppq −−=1 , Up , Lp  που πρέπει να εκτελεστούν έως 

ότου εµφανιστούν k  διαδοχικά «1» ή r  διαδοχικά «2», οτιδήποτε από τα δύο συµβεί 

νωρίτερα. Συνεπώς µας ενδιαφέρει η εµφάνιση του σύνθετου ενδεχοµένου 

}2...22,1...11{ 321321
rk

=E  για πρώτη φορά. Αποσυνθέτουµε το ενδεχόµενο E στα ακόλουθα 

1−+ rk  κοµµάτια  

,1...11,...,113,12
1
321
−

≡≡≡
k

k  

321
1

2...221,...,222,21
−

≡−+≡+≡+
r

rkkk , 

}2...22,1...11{ 321321
rk

rk =+  

και ορίζουµε επιπρόσθετα 

01≡ . 
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Ορίζουµε µια διακριτή οµογενή αλυσίδα Markov }1,{ ≥tYt  µε χώρο καταστάσεων 

},...,2,1{ rk +=Ω , όπου η κατάσταση rk +  είναι απορροφητική. Οι αρχικές πιθανότητες 

είναι ίσες µε 

]0,...,,0,...,,[)](),...,1(),(),...,2(),1([

],...,,,...,,[

11111

1211

LU

rkkk

ppqrkYPkYPkYPYPYP =+=+=====

=′ ++ ππππππ

και ο πίνακας πιθανοτήτων µεταπήδησης πρώτης τάξης είναι ίσος µε  

)()(10000000
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00000
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Εφαρµόζοντας το Θεώρηµα 1 του Κεφαλαίου 1 έχουµε ότι η συνάρτηση κατανοµής της 

τυχαίας µεταβλητής rkN ,  δίνεται από τον τύπο 

,...2,1)()()( 1
1

1
1

1,,
=′=′=′=≤= ++

−
+

− nnNPnF rk
n

rk
n

rk
n

rkN rk
ePeePPeePπ  

όπου )0,...,0,1,0,...,0( ′=ie  το µοναδιαίο διάνυσµα στήλη του χώρου rkR +  το οποίο έχει 1 

στην i  συνιστώσα και 0 στις υπόλοιπες συνιστώσες. Επίσης, χρησιµοποιώντας τη σχέση 

1)( −++ +=− rkLkUrk pp eeeIP  

παίρνουµε ότι η συνάρτηση πιθανότητας της τυχαίας µεταβλητής rkN ,  δίνεται από τον τύπο 

,...2,1,)(

)()1()()(

1
1

1
1

11
1

1

1
1,,,

=′+′=+′=

−′=−−=

−+
−−

−+
−

+
−

npppp

nFnFnf
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NNN rkrkrk

ePeePeeePe

eIPPe
 

Χρησιµοποιώντας τους παραπάνω τύπους µπορούµε να υπολογίσουµε τη συνάρτηση 

πιθανότητας και τη συνάρτηση κατανοµής του µήκους ροής )(, δkkT  του δίπλευρου 

διαγράµµατος ελέγχου Shewhart τύπου ),( kk  θέτοντας rk =  και αντικαθιστώντας τις 
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πιθανότητες LU ppq −−=1 , Up  και Lp  µε τις πιθανότητες ),()(1)( δδδ LU ppq −−=  

)(δUp  και )(δUp  όπου 

)(1)(),(1)( δδδδ +Φ−=−Φ−= dpdp LU . 

Από τη στιγµή που είναι διαθέσιµη η συνάρτηση πιθανότητας (και η συνάρτηση κατανοµής) 

του µήκους ροής )(, δkkT  µπορούµε εύκολα να υπολογίσουµε ποσοστιαία σηµεία του µήκους 

ροής )(, δkkT . 

 

2.5  Μελέτη του δίπλευρου διαγράµµατος ελέγχου Shewhart τύπου (k,k) 
 

Στο κλασικό δίπλευρο διάγραµµα ελέγχου Shewhart απεικονίζονται οι διαδοχικές τιµές 

µιας στατιστικής συνάρτησης W  η οποία ακολουθεί τυποποιηµένη κανονική κατανοµή και 

εποµένως έχουµε ότι 

LLUCL WW =+= σµ ,   LLUCL WW −=−= σµ  

(επαναλαµβάνουµε ότι αν η στατιστική συνάρτηση W  δεν ακολουθεί τυποποιηµένη 

κανονική κατανοµή τότε στο διάγραµµα ελέγχου απεικονίζουµε τυποποιηµένες τιµές της W ). 

Η διεργασία ανακηρύσσεται εκτός ελέγχου όταν βρεθεί σηµείο του διαγράµµατος πάνω από 

το άνω όριο ελέγχου UCL  ή κάτω από το κάτω όριο ελέγχου. 

Το εντός ελέγχου µέσο µήκος ροής του παραπάνω διαγράµµατος δίνεται από τη σχέση 

in
in p

ARL 1
=  

όπου 

)(22))1,0(~|Pr(1 LNWLWLpin Φ−=≤≤−−= . 

Στην πράξη, οι πιο συνήθης τιµές για το L  είναι οι 2.5, 3 και 3.5. Για αυτές τις τιµές του L  

έχουµε τα ακόλουθα αποτελέσµατα για τις ποσότητες inp  και inARL   

 

L  inp  inARL  

2.5 0.01242 80.52 
3 0.0027 370.4 

3.5 0.00046526 2149.34 
 



 71

Χρησιµοποιώντας τα αποτέλεσµατα που παρουσιάστηκαν στην Παράγραφο 2.4 θα 

δώσουµε στη συνέχεια αποτελέσµατα που αφορούν το δίπλευρο διάγραµµα ελέγχου 

Shewhart τύπου ),( kk  για 5)1(1=k  µε τιµές για το εντός ελέγχου µέσο µήκος ροής 

)0(,kkARL  ίσες µε 80.52, 370.4 και 2149.34 έτσι ώστε να υπάρχει κοινή βάση σύγκρισης των 

νέων διαγραµµάτων ελέγχου µε το κλασικό δίπλευρο διάγραµµα ελέγχου Shewhart για 

=L 2.5, 3 και 3.5 αντίστοιχα. Φυσικά το δίπλευρο διάγραµµα ελέγχου Shewhart τύπου )1,1(  

µε εντός ελέγχου µέσο µήκος ροής =)0(1,1ARL 80.52, 370.4 και 2149.34 συµπίπτει µε το 

κλασικό δίπλευρο διάγραµµα ελέγχου Shewhart για =L 2.5, 3 και 3.5 αντίστοιχα. 

 

2.5.1  Μελέτη του δίπλευρου διαγράµµατος ελέγχου Shewhart τύπου (k,k)  
          µε ARLk,k(0) = 80.52 για k = 1(1)5. 
 

Στον ακόλουθο πίνακα δίνονται τιµές για το µέσο µήκος ροής ))(()( ,, δδ kkkk TEARL =  του 

δίπλευρου διαγράµµατος ελέγχου Shewhart τύπου ),( kk  για 5)1(1=k  και για 3)2.0(0=δ  µε 

52.80)0(, =kkARL  . Τα σκιασµένα τετράγων δηλώνουν το }5)1(1);(min{ , =kARL kk δ . 
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Πίνακας 2.19: Μέσο µήκος ροής )(, δkkARL  για το δίπλευρο διάγραµµα ελέγχου  

Shewhart τύπου ),( kk  για 5)1(1=k  µε 52.80)0(, =kkARL  

δ  )(1,1 δARL  )(2,2 δARL )(3,3 δARL )(4,4 δARL )(5,5 δARL  
0 80.52 80.52 80.52 80.52 80.52 

0.2 70.47 66.13 64.20 63.27 62.85 
0.4 50.68 42.52 39.67 38.56 38.21 
0.6 33.69 26.10 24.05 23.50 23.58 
0.8 22.20 16.59 15.48 15.45 15.84 
1.0 14.92 11.15 10.71 11.01 11.59 
1.2 10.32 7.92 7.92 8.43 9.12 
1.4 7.37 5.94 6.22 6.85 7.62 
1.6 5.43 4.67 5.13 5.85 6.67 
1.8 4.13 3.83 4.42 5.20 6.06 
2.0 3.24 3.26 3.94 4.78 5.66 
2.2 2.62 2.87 3.62 4.49 5.41 
2.4 2.17 2.59 3.41 4.31 5.25 
2.6 1.85 2.40 3.26 4.19 5.15 
2.8 1.62 2.27 3.16 4.11 5.08 
3.0 1.45 2.17 3.10 4.06 5.05 

*p  0.00620964 0.0819672 0.197265 0.306981 0.40003 
UCL  2.5 1.39196 0.851431 0.504426 0.253269 
LCL  -2.5 -1.39196 -0.851431 -0.504426 -0.253269 

 

Από τις τιµές του παραπάνω πίνακα προκύπτει ότι χρησιµοποιώντας δίπλευρο διάγραµµα 

ελέγχου Shewhart τύπου ),( kk , 2≥k , έχουµε σαφή βελτίωση στην τιµή του εκτός ελέγχου 

µέσου µήκους ροής όταν θέλουµε να ανιχνεύσουµε µικρές µετατοπίσεις του µέσου της 

διεργασίας σε σχέση µε το αντίστοιχο κλασικό διάγραµµα ελέγχου Shewhart που αντιστοιχεί 

στην τιµή 1=k . Παρατηρούµε επίσης ότι δεν υπάρχει βελτίωση για µεγάλες µετατοπίσεις 

του µέσου. Τόσο το εύρος δ  της µετατόπισης του µέσου της διεργασίας όσο και το ποσοστό 

βελτίωσης του εκτός ελέγχου µέσου µήκους ροής δεν είναι οµοιόµορφο για τις διάφορες 

τιµές του k . Το ποσοστό βελτίωσης στην τιµή του εκτός ελέγχου µέσου µήκους ροής του 

δίπλευρου διαγράµµατος ελέγχου Shewhart τύπου ),( kk , 2≥k , σε σχέση µε το αντίστοιχο 

κλασικό διάγραµµα ελέγχου Shewhart δίνεται από τον τύπο 

)(
)()(

)(
1,1

,1,1
, δ

δδ
δ
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Στο ακόλουθο διάγραµµα δίνεται η γραφική παράσταση της συνάρτησης )(, δkkI  για 

5,4,3,2=k  

 
∆ιάγραµµα 2.64: Γραφική παράσταση του )(, δkkI   για 5)1(2=k  µε  52.80=inARL  

Από τη στιγµή που θα καθοριστεί η µετατόπιση του µέσου της διεργασίας που µας 

ενδιαφέρει να ανιχνεύσουµε όσο το δυνατόν πιο γρήγορα, τότε χρησιµοποιώντας το 

παραπάνω διάγραµµα µπορούµε να επιλέξουµε στην πράξη την τιµή του k  ( 5,4,3,2=k ) και 

συνεπώς το κατάλληλο δίπλευρο διάγραµµα ελέγχου Shewhart τύπου ),( kk  που επιτυγχάνει 

το σκοπό µας. 

Στα ακόλουθα διαγράµµατα δίνονται γραφικές παραστάσεις της συνάρτησης πιθανότητας 

και της συνάρτησης κατανοµής του µήκους ροής )(, δkkT  του δίπλευρου διαγράµµατος 

ελέγχου Shewhart τύπου ),( kk  για 5)1(1=k  και για =δ 0, 0.5, 1, 2. 
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∆ιάγραµµα 2.65: Συνάρτηση πιθανότητας και συνάρτηση κατανοµής του µήκους ροής )0(1,1T  
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∆ιάγραµµα 2.66: Συνάρτηση πιθανότητας και συνάρτηση κατανοµής του µήκους ροής )5.0(1,1T  
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∆ιάγραµµα 2.67: Συνάρτηση πιθανότητας και συνάρτηση κατανοµής του µήκους ροής )1(1,1T  
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∆ιάγραµµα 2.68: Συνάρτηση πιθανότητας και συνάρτηση κατανοµής του µήκους ροής )2(1,1T  
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∆ιάγραµµα 2.69: Συνάρτηση πιθανότητας και συνάρτηση κατανοµής του µήκους ροής )0(2,2T  
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∆ιάγραµµα 2.70: Συνάρτηση πιθανότητας και συνάρτηση κατανοµής του µήκους ροής )5.0(2,2T  
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∆ιάγραµµα 2.71: Συνάρτηση πιθανότητας και συνάρτηση κατανοµής του µήκους ροής )1(2,2T  
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∆ιάγραµµα 2.72: Συνάρτηση πιθανότητας και συνάρτηση κατανοµής του µήκους ροής )2(2,2T  
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∆ιάγραµµα 2.73: Συνάρτηση πιθανότητας και συνάρτηση κατανοµής του µήκους ροής )0(3,3T  
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∆ιάγραµµα 2.74: Συνάρτηση πιθανότητας και συνάρτηση κατανοµής του µήκους ροής )5.0(3,3T  
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∆ιάγραµµα 2.75: Συνάρτηση πιθανότητας και συνάρτηση κατανοµής του µήκους ροής )1(3,3T  

20
n

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8
pr

 5 10 15 20

0.2

0.4

0.6

0.8

1

 
∆ιάγραµµα 2.76: Συνάρτηση πιθανότητας και συνάρτηση κατανοµής του µήκους ροής )2(3,3T  
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∆ιάγραµµα 2.77: Συνάρτηση πιθανότητας και συνάρτηση κατανοµής του µήκους ροής )0(4,4T  
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∆ιάγραµµα 2.78: Συνάρτηση πιθανότητας και συνάρτηση κατανοµής του µήκους ροής )5.0(4,4T  
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∆ιάγραµµα 2.79: Συνάρτηση πιθανότητας και συνάρτηση κατανοµής του µήκους ροής )1(4,4T  
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∆ιάγραµµα 2.80: Συνάρτηση πιθανότητας και συνάρτηση κατανοµής του µήκους ροής )2(4,4T  
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∆ιάγραµµα 2.81: Συνάρτηση πιθανότητας και συνάρτηση κατανοµής του µήκους ροής )0(5,5T  
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∆ιάγραµµα 2.82: Συνάρτηση πιθανότητας και συνάρτηση κατανοµής του µήκους ροής )5.0(5,5T  
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∆ιάγραµµα 2.83: Συνάρτηση πιθανότητας και συνάρτηση κατανοµής του µήκους ροής )1(5,5T  
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∆ιάγραµµα 2.84: Συνάρτηση πιθανότητας και συνάρτηση κατανοµής του µήκους ροής )2(5,5T  
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Στους ακόλουθους πίνακες δίνονται τιµές των ποσοτήτων 1Q , M  και 3Q  του µήκους 

ροής )(, δkkT  του δίπλευρου διαγράµµατος ελέγχου Shewhart τύπου ),( kk  για 5)1(1=k  και 

για 3)2.0(0=δ  που µας βοηθούν στην αξιολόγηση της “αξιοπιστίας” του µέσου µήκους ροής 

των διαγραµµάτων 

 

Πίνακας 2.20: Τιµές για τις  
ποσότητες 1Q , M  και 3Q  για το  
δίπλευρο διάγραµµα ελέγχου Shewhart 
τύπου )1,1(  µε 52.80)0(1,1 =ARL  

Πίνακας 2.21: Τιµές για τις  
ποσότητες 1Q , M  και 3Q  για το  
δίπλευρο διάγραµµα ελέγχου Shewhart 
τύπου )2,2(  µε 52.80)0(2,2 =ARL  

δ  1Q  M  3Q  )(1,1 δARL  δ  1Q  M  3Q  )(2,2 δARL  
0 24 56 111 80.52 0 24 56 111 80.52 

0.2 21 49 97 70.47 0.2 20 46 91 66.13 
0.4 15 35 70 50.68 0.4 13 30 58 42.52 
0.6 10 24 47 33.69 0.6 8 19 36 26.10 
0.8 7 16 31 22.20 0.8 6 12 22 16.59 
1.0 5 10 20 14.92 1.0 4 8 15 11.15 
1.2 3 7 14 10.32 1.2 3 6 10 7.92 
1.4 2 5 10 7.37 1.4 2 4 8 5.94 
1.6 2 4 7 5.43 1.6 2 4 6 4.67 
1.8 2 3 6 4.13 1.8 2 3 5 3.83 
2.0 1 2 4 3.24 2.0 2 2 4 3.26 
2.2 1 2 3 2.62 2.2 2 2 3 2.87 
2.4 1 2 3 2.17 2.4 2 2 3 2.59 
2.6 1 1 2 1.85 2.6 2 2 2 2.40 
2.8 1 1 2 1.62 2.8 2 2 2 2.27 
3.0 1 1 2 1.45 3.0 2 2 2 2.17 
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Πίνακας 2.22: Τιµές για τις  
ποσότητες 1Q , M  και 3Q για το 
δίπλευρο διάγραµµα ελέγχου Shewhart 
τύπου )3,3(  µε 52.80)0(3,3 =ARL  

Πίνακας 2.23: Τιµές για τις  
ποσότητες 1Q , M  και 3Q για το  
δίπλευρο διάγραµµα ελέγχου  Shewhart 
τύπου )4,4(  µε 52.80)0(4,4 =ARL  

δ  1Q  M  3Q  )(3,3 δARL  δ  1Q  M  3Q  )(4,4 δARL  
0 24 57 111 80.52 0 25 57 110 80.52 

0.2 20 45 88 64.20 0.2 20 45 87 63.27 
0.4 13 28 54 39.67 0.4 13 28 52 38.56 
0.6 8 17 33 24.05 0.6 9 17 31 23.50 
0.8 6 11 21 15.48 0.8 6 12 20 15.45 
1.0 4 8 14 10.71 1.0 5 8 14 11.01 
1.2 3 6 10 7.92 1.2 4 7 11 8.43 
1.4 3 5 8 6.22 1.4 4 5 8 6.85 
1.6 3 4 6 5.13 1.6 4 4 7 5.85 
1.8 3 3 5 4.42 1.8 4 4 6 5.20 
2.0 3 3 4 3.95 2.0 4 4 4 4.78 
2.2 3 3 3 3.62 2.2 4 4 4 4.49 
2.4 3 3 3 3.41 2.4 4 4 4 4.31 
2.6 3 3 3 3.26 2.6 4 4 4 4.19 
2.8 3 3 3 3.16 2.8 4 4 4 4.11 
3.0 3 3 3 3.10 3.0 4 4 4 4.06 

 

Πίνακας 2.24: Τιµές για τις 
ποσότητες 1Q , M  και 3Q για το 
δίπλευρο διάγραµµα ελέγχου Shewhart 
τύπου )5,5(  µε 52.80)0(5,5 =ARL  

δ  1Q  M 3Q  )(5,5 δARL  
0 25 57 110 80.52 

0.2 21 45 86 62.85 
0.4 14 28 52 38.21 
0.6 9 17 31 23.58 
0.8 7 12 21 15.84 
1.0 5 9 15 11.59 
1.2 5 7 11 9.12 
1.4 5 5 9 7.62 
1.6 5 5 8 6.67 
1.8 5 5 6 6.06 
2.0 5 5 5 5.67 
2.2 5 5 5 5.41 
2.4 5 5 5 5.25 
2.6 5 5 5 5.15 
2.8 5 5 5 5.08 
3.0 5 5 5 5.05 
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2.5.2  Μελέτη του δίπλευρου διαγράµµατος ελέγχου Shewhart τύπου (k,k)  
          µε ARLk,k(0) = 370.4 για k = 1(1)5. 

Στον ακόλουθο πίνακα δίνονται τιµές για το µέσο µήκος ροής ))(()( ,, δδ kkkk TEARL =  του 

δίπλευρου διαγράµµατος ελέγχου Shewhart τύπου ),( kk  για 5)1(1=k  και για 3)2.0(0=δ  µε 

4.370)0(, =kkARL . Τα σκιασµένα τετράγων δηλώνουν το }5)1(1);(min{ , =kARL kk δ . 

 

Πίνακας 2.25: Μέσο µήκος ροής )(, δkkARL για το δίπλευρο διάγραµµα ελέγχου 
Shewhart τύπου ),( kk  για 5)1(1=k  µε 4.370)0(, =kkARL  

δ  )(1,1 δARL  )(2,2 δARL )(3,3 δARL )(4,4 δARL )(5,5 δARL  
0 370.4 370.4 370.4 370.4 370.4 

0.2 308.43 276.67 259.3 248.54 241.32 
0.4 200.1 150.25 129.55 118.7 112.26 
0.6 119.67 78.91 65.25 58.99 55.71 
0.8 71.55 43.63 35.76 32.63 31.28 
1.0 43.9 25.78 21.45 20.06 19.72 
1.2 27.82 16.28 14.00 13.54 13.72 
1.4 18.25 10.94 9.85 9.91 10.37 
1.6 12.38 7.79 7.41 7.77 8.39 
1.8 8.7 5.85 5.89 6.44 7.16 
2.0 6.3 4.61 4.92 5.59 6.38 
2.2 4.7 3.79 4.28 5.03 5.87 
2.4 3.65 3.23 3.85 4.66 5.54 
2.6 2.9 2.85 3.56 4.42 5.33 
2.8 2.38 2.58 3.36 4.26 5.20 
3.0 2.0 2.39 3.23 4.16 5.11 

*p  0.00135 0.037422 0.115055 0.202766 0.285135 
UCL  3 1.78142 1.20008 0.831782 0.567654 
LCL  -3 -1.78142 -1.20008 -0.831782 -0.567654 

 

Από τις τιµές του παραπάνω πίνακα προκύπτει ότι χρησιµοποιώντας δίπλευρο διάγραµµα 

ελέγχου Shewhart τύπου ),( kk , 2≥k , έχουµε σαφή βελτίωση στην τιµή του εκτός ελέγχου 

µέσου µήκους ροής όταν θέλουµε να ανιχνεύσουµε µικρές και µεσαίες µετατοπίσεις του 

µέσου της διεργασίας σε σχέση µε το αντίστοιχο κλασικό διάγραµµα ελέγχου Shewhart που 

αντιστοιχεί στην τιµή 1=k . Παρατηρούµε επίσης ότι δεν υπάρχει βελτίωση για αρκετά 

µεγάλες µετατοπίσεις του µέσου). Τόσο το εύρος δ  της µετατόπισης του µέσου της 

διεργασίας όσο και το ποσοστό βελτίωσης του εκτός ελέγχου µέσου µήκους ροής δεν είναι 

οµοιόµορφο για τις διάφορες τιµές του k . Το ποσοστό βελτίωσης στην τιµή του εκτός 
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ελέγχου µέσου µήκους ροής του δίπλευρου διαγράµµατος ελέγχου Shewhart τύπου ),( kk , 

2≥k , σε σχέση µε το αντίστοιχο κλασικό διάγραµµα ελέγχου Shewhart δίνεται από τον τύπο 

)(
)()(

)(
1,1

,1,1
, δ

δδ
δ

ARL
ARLARL

I kk
kk

−
=  

Στο ακόλουθο διάγραµµα δίνεται η γραφική παράσταση της συνάρτησης )(, δkkI  για 

5,4,3,2=k  

 
∆ιάγραµµα 2.85: Γραφική παράσταση του )(, δkkI   για 5)1(2=k  µε  4.370=inARL  

Από τη στιγµή που θα καθοριστεί η µετατόπιση του µέσου της διεργασίας που µας 

ενδιαφέρει να ανιχνεύσουµε όσο το δυνατόν πιο γρήγορα, τότε χρησιµοποιώντας το 

παραπάνω διάγραµµα µπορούµε να επιλέξουµε στην πράξη την τιµή του k  ( 5,4,3,2=k ) και 

συνεπώς το κατάλληλο δίπλευρο διάγραµµα ελέγχου Shewhart τύπου ),( kk  που επιτυγχάνει 

το σκοπό µας. 

Στα ακόλουθα διαγράµµατα δίνονται γραφικές παραστάσεις της συνάρτησης πιθανότητας 

και της συνάρτησης κατανοµής του µήκους ροής )(, δkkT  του δίπλευρου διαγράµµατος 

ελέγχου Shewhart τύπου ),( kk  για 5)1(1=k  και για =δ 0, 0.5, 1, 2. 
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∆ιάγραµµα 2.86: Συνάρτηση πιθανότητας και συνάρτηση κατανοµής του µήκους ροής )0(1,1T  
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∆ιάγραµµα 2.87: Συνάρτηση πιθανότητας και συνάρτηση κατανοµής του µήκους ροής )5.0(1,1T  
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∆ιάγραµµα 2.88: Συνάρτηση πιθανότητας και συνάρτηση κατανοµής του µήκους ροής )1(1,1T  
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∆ιάγραµµα 2.89: Συνάρτηση πιθανότητας και συνάρτηση κατανοµής του µήκους ροής )2(1,1T  
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∆ιάγραµµα 2.90: Συνάρτηση πιθανότητας και συνάρτηση κατανοµής του µήκους ροής )0(2,2T  

Q1 M ARL Q3 300
n

0.002

0.004

0.006

0.008

0.01
pr

 100 200 300 400 500 600

0.2

0.4

0.6

0.8

1

 
∆ιάγραµµα 2.91: Συνάρτηση πιθανότητας και συνάρτηση κατανοµής του µήκους ροής )5.0(2,2T  
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∆ιάγραµµα 2.92: Συνάρτηση πιθανότητας και συνάρτηση κατανοµής του µήκους ροής )1(2,2T  
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∆ιάγραµµα 2.93: Συνάρτηση πιθανότητας και συνάρτηση κατανοµής του µήκους ροής )2(2,2T  
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∆ιάγραµµα 2.94: Συνάρτηση πιθανότητας και συνάρτηση κατανοµής του µήκους ροής )0(3,3T  
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∆ιάγραµµα 2.95: Συνάρτηση πιθανότητας και συνάρτηση κατανοµής του µήκους ροής )5.0(3,3T  
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∆ιάγραµµα 2.96: Συνάρτηση πιθανότητας και συνάρτηση κατανοµής του µήκους ροής )1(3,3T  
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∆ιάγραµµα 2.97: Συνάρτηση πιθανότητας και συνάρτηση κατανοµής του µήκους ροής )2(3,3T  
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∆ιάγραµµα 2.98: Συνάρτηση πιθανότητας και συνάρτηση κατανοµής του µήκους ροής )0(4,4T  
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∆ιάγραµµα 2.99: Συνάρτηση πιθανότητας και συνάρτηση κατανοµής του µήκους ροής )5.0(4,4T  
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∆ιάγραµµα 2.100: Συνάρτηση πιθανότητας και συνάρτηση κατανοµής του µήκους ροής )1(4,4T  
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∆ιάγραµµα 2.101: Συνάρτηση πιθανότητας και συνάρτηση κατανοµής του µήκους ροής )2(4,4T  



 87

Q1 M ARL Q3 700
n

0.0005

0.001

0.0015

0.002

0.0025

0.003

0.0035

0.004
pr

 200 400 600 800 1000 1200 1400

0.2

0.4

0.6

0.8

1

 
∆ιάγραµµα 2.102: Συνάρτηση πιθανότητας και συνάρτηση κατανοµής του µήκους ροής )0(5,5T  
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∆ιάγραµµα 2.103: Συνάρτηση πιθανότητας και συνάρτηση κατανοµής του µήκους ροής )5.0(5,5T  
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∆ιάγραµµα 2.104: Συνάρτηση πιθανότητας και συνάρτηση κατανοµής του µήκους ροής )1(5,5T  
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∆ιάγραµµα 2.105: Συνάρτηση πιθανότητας και συνάρτηση κατανοµής του µήκους ροής )2(5,5T  
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Στους ακόλουθους πίνακες δίνονται τιµές των ποσοτήτων 1Q , M  και 3Q  του µήκους 

ροής )(, δkkT  του δίπλευρου διαγράµµατος ελέγχου Shewhart τύπου ),( kk  για 5)1(1=k  και 

για 3)2.0(0=δ  που µας βοηθούν στην αξιολόγηση της “αξιοπιστίας” του µέσου µήκους ροής 

των διαγραµµάτων 

 

Πίνακας 2.26: Τιµές για τις  
ποσότητες 1Q , M  και 3Q για το  
δίπλευρο διάγραµµα ελέγχου Shewhart 
τύπου )1,1(  µε 4.370)0(1,1 =ARL  

Πίνακας 2.27: Τιµές για τις  
ποσότητες 1Q , M  και 3Q για το  
δίπλευρο διάγραµµα ελέγχου Shewhart 
τύπου )2,2(  µε 4.370)0(2,2 =ARL  

δ  1Q  M  3Q  )(1,1 δARL  δ  1Q  M  3Q  )(2,2 δARL  
0 107 257 513 370.4 0 108 257 513 370.4 

0.2 89 214 427 308.43 0.2 81 192 383 276.67 
0.4 58 139 277 200.1 0.4 44 105 208 150.25 
0.6 35 83 166 119.67 0.6 24 55 109 78.91 
0.8 21 50 99 71.55 0.8 14 31 60 43.63 
1.0 13 31 61 43.9 1.0 8 18 35 25.78 
1.2 8 19 38 27.82 1.2 6 12 22 16.28 
1.4 6 13 25 18.25 1.4 4 8 15 10.94 
1.6 4 9 17 12.38 1.6 3 6 10 7.79 
1.8 3 6 12 8.7 1.8 2 4 8 5.85 
2.0 2 5 9 6.3 2.0 2 4 6 4.61 
2.2 2 3 6 4.7 2.2 2 3 5 3.79 
2.4 1 3 5 3.65 2.4 2 2 4 3.23 
2.6 1 2 4 2.9 2.6 2 2 3 2.85 
2.8 1 2 3 2.38 2.8 2 2 3 2.58 
3.0 1 1 2 2.0 3.0 2 2 2 2.39 
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Πίνακας 2.28: Τιµές για τις  
ποσότητες 1Q , M  και 3Q  για το  
δίπλευρο διάγραµµα ελέγχου Shewhart 
τύπου )3,3(  µε 4.370)0(3,3 =ARL  

Πίνακας 2.29: Τιµές για τις  
ποσότητες 1Q , M  και 3Q  για το  
δίπλευρο διάγραµµα ελέγχου Shewhart 
τύπου )4,4(  µε 4.370)0(4,4 =ARL  

δ  1Q  M  3Q  )(3,3 δARL  δ  1Q  M  3Q  )(4,4 δARL  
0 108 257 513 370.4 0 109 258 512 370.4 

0.2 76 108 359 259.3 0.2 74 173 343 248.54 
0.4 39 90 179 129.55 0.4 36 83 163 118.7 
0.6 20 46 90 65.25 0.6 19 42 81 58.99 
0.8 12 25 49 35.76 0.8 11 23 44 32.63 
1.0 8 16 29 21.45 1.0 8 15 27 20.06 
1.2 6 10 19 14.00 1.2 6 10 18 13.54 
1.4 4 7 13 9.85 1.4 4 4 13 9.91 
1.6 3 6 9 7.41 1.6 4 6 10 7.77 
1.8 3 5 7 5.89 1.8 4 5 8 6.44 
2.0 3 4 6 4.92 2.0 4 4 7 5.59 
2.2 3 3 5 4.28 2.2 4 4 5 5.03 
2.4 3 3 4 3.85 2.4 4 4 4 4.66 
2.6 3 3 3 3.56 2.6 4 4 4 4.42 
2.8 3 3 3 3.36 2.8 4 4 4 4.26 
3.0 3 3 3 3.23 3.0 4 4 4 4.16 

 

Πίνακας 2.30: Τιµές για τις  
ποσότητες 1Q , M  και 3Q για το  
δίπλευρο διάγραµµα ελέγχου Shewhart 
τύπου )5,5(  µε 4.370)0(5,5 =ARL  

δ  1Q  M  3Q  )(5,5 δARL  
0 110 258 512 370.4 

0.2 72 169 333 241.32 
0.4 35 79 154 112.26 
0.6 19 40 76 55.71 
0.8 12 23 42 31.28 
1.0 8 15 26 19.72 
1.2 6 10 18 13.72 
1.4 5 8 13 10.37 
1.6 5 6 10 8.39 
1.8 5 5 9 7.16 
2.0 5 5 7 6.38 
2.2 5 5 5 5.87 
2.4 5 5 5 5.54 
2.6 5 5 5 5.33 
2.8 5 5 5 5.20 
3.0 5 5 5 5.11 
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2.5.3  Μελέτη του δίπλευρου διαγράµµατος ελέγχου Shewhart τύπου (k,k)  
          µε ARLk,κ(0)=2149.34 για k=1(1)5. 

 

Στον ακόλουθο πίνακα δίνονται τιµές για το µέσο µήκος ροής ))(()( ,, δδ kkkk TEARL =  του 

δίπλευρου διαγράµµατος ελέγχου Shewhart τύπου ),( kk  για 5)1(1=k  και για 3)2.0(0=δ  µε 

34.2149)0(, =kkARL . Τα σκιασµένα τετράγων δηλώνουν το }5)1(1);(min{ , =kARL kk δ . 

 
Πίνακας 2.31: Μέσο µήκος ροής )(, δkkARL για το δίπλευρο διάγραµµα ελέγχου 

Shewhart τύπου ),( kk  για 5)1(1=k  µε 34.2149)0(, =kkARL  

δ  )(1,1 δARL  )(2,2 δARL )(3,3 δARL )(4,4 δARL )(5,5 δARL  
0 2149.34 2149.34 2149.34 2149.34 2149.34 

0.2 1691.41 1447.33 1304.15 1210.94 1145.02 
0.4 984.54 665.19 529.0 455.52 409.81 
0.6 530.09 300.22 221.75 184.28 162.86 
0.8 287.73 144.06 102.62 84.62 75.07 
1.0 160.95 74.30 52.60 43.96 39.77 
1.2 93.24 41.19 29.71 25.58 23.86 
1.4 55.98 24.49 18.36 16.47 15.93 
1.6 34.82 15.57 12.31 11.57 11.63 
1.8 24.44 10.53 8.87 8.76 9.15 
2.0 14.97 7.55 6.81 7.06 7.63 
2.2 10.33 5.70 5.51 6.00 6.68 
2.4 7.37 4.51 4.67 5.29 6.07 
2.6 5.43 3.72 4.11 4.83 5.67 
2.8 4.13 3.19 3.74 4.53 5.41 
3.0 3.24 2.82 3.48 4.33 5.25 

*p  0.00023263 0.015369 0.0628417 0.127785 0.196 
UCL  3.5 2.16045 1.53135 1.13692 0.855996 
LCL  -3.5 -2.16045 -1.53135 -1.13692 -0.855996 

 

Από τις τιµές του παραπάνω πίνακα προκύπτει ότι χρησιµοποιώντας δίπλευρο διάγραµµα 

ελέγχου Shewhart τύπου ),( kk , 2≥k , έχουµε σαφή βελτίωση στην τιµή του εκτός ελέγχου 

µέσου µήκους ροής όταν θέλουµε να ανιχνεύσουµε µικρές, µεσαίες αλλά και µεγάλες 

µετατοπίσεις του µέσου της διεργασίας σε σχέση µε το αντίστοιχο κλασικό διάγραµµα 

ελέγχου Shewhart που αντιστοιχεί στην τιµή 1=k . Τόσο το εύρος δ  της µετατόπισης του 

µέσου της διεργασίας όσο και το ποσοστό βελτίωσης του εκτός ελέγχου µέσου µήκους ροής 

δεν είναι οµοιόµορφο για τις διάφορες τιµές του k . Το ποσοστό βελτίωσης στην τιµή του 
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εκτός ελέγχου µέσου µήκους ροής του άνω διαγράµµατος ελέγχου Shewhart τύπου ),( kk , 

2≥k , σε σχέση µε το αντίστοιχο κλασικό διάγραµµα ελέγχου Shewhart δίνεται από τον τύπο 

)(
)()(

)(
1,1

,1,1
, δ

δδ
δ

ARL
ARLARL

I kk
kk

−
=  

Στο ακόλουθο διάγραµµα δίνεται η γραφική παράσταση της συνάρτησης )(, δkkI  για 

5,4,3,2=k . 

 
∆ιάγραµµα 2.106: Γραφική παράσταση του )(, δkkI   για  5)1(2=k  µε  34.2149=inARL  

Από τη στιγµή που θα καθοριστεί η µετατόπιση του µέσου της διεργασίας που µας 

ενδιαφέρει να ανιχνεύσουµε όσο το δυνατόν πιο γρήγορα, τότε χρησιµοποιώντας το 

παραπάνω διάγραµµα µπορούµε να επιλέξουµε στην πράξη την τιµή του k  ( 5,4,3,2=k ) και 

συνεπώς το κατάλληλο δίπλευρο διάγραµµα ελέγχου Shewhart τύπου ),( kk  που επιτυγχάνει 

το σκοπό µας. 

Στα ακόλουθα διαγράµµατα δίνονται γραφικές παραστάσεις της συνάρτησης πιθανότητας 

και της συνάρτησης κατανοµής του µήκους ροής )(, δkkT  του δίπλευρου διαγράµµατος 

ελέγχου Shewhart τύπου ),( kk  για 5)1(1=k  και για =δ 0, 0.5, 1, 2. 
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∆ιάγραµµα 2.107: Συνάρτηση πιθανότητας και συνάρτηση κατανοµής του µήκους ροής )0(1,1T  
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∆ιάγραµµα 2.108: Συνάρτηση πιθανότητας και συνάρτηση κατανοµής του µήκους ροής )5.0(1,1T  
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∆ιάγραµµα 2.109: Συνάρτηση πιθανότητας και συνάρτηση κατανοµής του µήκους ροής )1(1,1T  
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∆ιάγραµµα 2.110: Συνάρτηση πιθανότητας και συνάρτηση κατανοµής του µήκους ροής )2(1,1T  
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∆ιάγραµµα 2.111: Συνάρτηση πιθανότητας και συνάρτηση κατανοµής του µήκους ροής )0(2,2T  

Q1 M ARL Q3 1500
n

0.0005

0.001

0.0015

0.002

0.0025
pr

 500 1000 1500 2000 2500 3000

0.2

0.4

0.6

0.8

1

 
∆ιάγραµµα 2.112: Συνάρτηση πιθανότητας και συνάρτηση κατανοµής του µήκους ροής )5.0(2,2T  
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∆ιάγραµµα 2.113: Συνάρτηση πιθανότητας και συνάρτηση κατανοµής του µήκους ροής )1(2,2T  
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∆ιάγραµµα 2.114: Συνάρτηση πιθανότητας και συνάρτηση κατανοµής του µήκους ροής )2(2,2T  
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∆ιάγραµµα 2.115: Συνάρτηση πιθανότητας και συνάρτηση κατανοµής του µήκους ροής )0(3,3T  
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∆ιάγραµµα 2.116: Συνάρτηση πιθανότητας και συνάρτηση κατανοµής του µήκους ροής )5.0(3,3T  
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∆ιάγραµµα 2.1176: Συνάρτηση πιθανότητας και συνάρτηση κατανοµής του µήκους ροής )1(3,3T  
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∆ιάγραµµα 2.118: Συνάρτηση πιθανότητας και συνάρτηση κατανοµής του µήκους ροής )2(3,3T  
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∆ιάγραµµα 2.119: Συνάρτηση πιθανότητας και συνάρτηση κατανοµής του µήκους ροής )0(4,4T  

Q1 M ARL Q3 500
n

0.001

0.002

0.003

0.004

0.005
pr

 500 1000 1500 2000

0.2

0.4

0.6

0.8

1

 
∆ιάγραµµα 2.120: Συνάρτηση πιθανότητας και συνάρτηση κατανοµής του µήκους ροής )5.0(4,4T  
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∆ιάγραµµα 2.121: Συνάρτηση πιθανότητας και συνάρτηση κατανοµής του µήκους ροής )1(4,4T  
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∆ιάγραµµα 2.122: Συνάρτηση πιθανότητας και συνάρτηση κατανοµής του µήκους ροής )2(4,4T  
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∆ιάγραµµα 2.123: Συνάρτηση πιθανότητας και συνάρτηση κατανοµής του µήκους ροής )0(5,5T  
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∆ιάγραµµα 2.124: Συνάρτηση πιθανότητας και συνάρτηση κατανοµής του µήκους ροής )5.0(5,5T  

Q1 M ARL Q3 70
n

0.01

0.02

0.03

0.04

0.05

0.06
pr

 50 100 150 200 250 300

0.2

0.4

0.6

0.8

1

 
∆ιάγραµµα 2.125: Συνάρτηση πιθανότητας και συνάρτηση κατανοµής του µήκους ροής )1(5,5T  
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∆ιάγραµµα 2.126: Συνάρτηση πιθανότητας και συνάρτηση κατανοµής του µήκους ροής )2(5,5T  
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Στους ακόλουθους πίνακες δίνονται τιµές των ποσοτήτων 1Q , M  και 3Q  του µήκους 

ροής )(, δkkT  του δίπλευρου διαγράµµατος ελέγχου Shewhart τύπου ),( kk  για 5)1(1=k  και 

για 3)2.0(0=δ  που µας βοηθούν στην αξιολόγηση της “αξιοπιστίας” του µέσου µήκους ροής 

των διαγραµµάτω 

 

Πίνακας 2.32: Τιµές για τις  
ποσότητες 1Q , M  και 3Q  για το  
δίπλευρο διάγραµµα ελέγχου Shewhart 
τύπου )1,1(  µε 34.2149)0(1,1 =ARL  

Πίνακας 2.33: Τιµές για τις  
ποσότητες 1Q , M  και 3Q  για το  
δίπλευρο διάγραµµα ελέγχου Shewhart 
τύπου )2,2(  µε 34.2149)0(2,2 =ARL  

δ  1Q  M  3Q  )(1,1 δARL  δ  1Q  M  3Q  )(2,2 δARL  
0 619 1490 2979 2149.34 0 619 1490 2979 2149.34 

0.2 487 1173 2345 1691.41 0.2 417 1004 2006 1447.33 
0.4 284 683 1365 984.54 0.4 192 462 922 665.19 
0.6 153 368 735 530.09 0.6 87 209 416 300.22 
0.8 83 200 399 287.73 0.8 42 100 199 144.06 
1.0 47 112 223 160.95 1.0 22 52 102 74.30 
1.2 27 65 129 93.24 1.2 13 29 57 41.19 
1.4 16 39 77 55.98 1.4 8 17 33 24.49 
1.6 10 24 48 34.82 1.6 5 11 21 15.57 
1.8 7 16 31 24.44 1.8 4 8 14 10.53 
2.0 5 11 21 14.97 2.0 3 6 10 7.55 
2.2 3 7 14 10.33 2.2 2 4 6 5.70 
2.4 2 5 10 7.37 2.4 2 4 6 4.51 
2.6 2 4 7 5.43 2.6 2 3 5 3.72 
2.8 2 3 6 4.13 2.8 2 2 4 3.19 
3.0 1 2 4 3.24 3.0 2 2 3 2.82 
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Πίνακας 2.34: Τιµές για τις  
ποσότητες 1Q , M  και 3Q  για το  
δίπλευρο διάγραµµα ελέγχου  Shewhart 
τύπου )3,3(  µε 34.2149)0(3,3 =ARL  

Πίνακας 2.35: Τιµές για τις  
ποσότητες 1Q , M  και 3Q  για το  
δίπλευρο διάγραµµα ελέγχου Shewhart 
τύπου )4,4(  µε 34.2149)0(4,4 =ARL  

δ  1Q  M  3Q  )(3,3 δARL  δ  1Q  M  3Q  )(4,4 δARL  
0 620 1491 2979 2149.34 0 621 1491 2978 2149.34 

0.2 377 905 1807 1304.15 0.2 351 840 1677 1210.94 
0.4 154 367 732 529.0 0.4 133 317 630 455.52 
0.6 65 154 307 221.75 0.6 55 129 254 184.28 
0.8 31 72 141 102.62 0.8 27 60 116 84.62 
1.0 17 37 72 52.60 1.0 15 31 60 43.96 
1.2 10 21 40 29.71 1.2 9 19 34 25.58 
1.4 7 13 25 18.36 1.4 7 12 22 16.47 
1.6 5 9 16 12.31 1.6 5 9 15 11.57 
1.8 4 7 11 8.87 1.8 4 7 11 8.76 
2.0 3 5 9 6.81 2.0 4 5 9 7.06 
2.2 3 4 7 5.51 2.2 4 4 7 6.00 
2.4 3 3 6 4.67 2.4 4 4 6 5.29 
2.6 3 3 5 4.11 2.6 4 4 5 4.83 
2.8 3 3 4 3.74 2.8 4 4 4 4.53 
3.0 3 3 3 3.48 3.0 4 4 4 4.33 

 

Πίνακας 2.36: Τιµές για τις  
ποσότητες 1Q , M  και 3Q για το  
δίπλευρο διάγραµµα ελέγχου  Shewhart 
τύπου )5,5(  µε 34.2149)0(5,5 =ARL  

δ  1Q  M  3Q  )(5,5 δARL  
0 621 1491 2978 2149.34 

0.2 332 795 1586 1145.02 
0.4 121 285 567 409.81 
0.6 50 114 224 162.86 
0.8 24 53 103 75.07 
1.0 14 29 54 39.77 
1.2 9 18 32 23.86 
1.4 7 12 21 15.93 
1.6 5 9 15 11.63 
1.8 5 7 11 9.15 
2.0 5 5 9 7.63 
2.2 5 5 8 6.68 
2.4 5 5 6 6.07 
2.6 5 5 5 5.67 
2.8 5 5 5 5.41 
3.0 5 5 5 5.25 
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2.6  Αξιολόγηση των δίπλευρων διαγραµµάτων ελέγχου Shewhart τύπου (k, k)  
 

Στην παρούσα παράγραφο θα προβούµε σε µια συγκριτική αξιολόγηση των δίπλευρων 

διαγραµµάτων ελέγχου Shewhart τύπου ),( kk  µε αντίστοιχα διαγράµµατα ελέγχου Shewhart 

που βασίζονται σε κανόνες ευαισθητοποίησης που αναφέρθηκαν στο Κεφάλαιο 1. Θα 

δώσουµε πίνακες µε τιµές για το µέσο µήκος ροής )(, δkkARL  για τα διαγράµµατα ελέγχου 

Shewhart τύπου ),( kk  για 5)1(1=k  και θα τις συγκρίνουµε µε τις αντίστοιχες τιµές 

)(δruleARL των διαγραµµάτων ελέγχου Shewhart που βασίζονται στους κανόνες 12Crule = , 

15C , 1234C , 1456C . Υπενθυµίζουµε ότι οι απλοί κανόνες 1C , 2C , …, 6C  είναι οι ακόλουθοι 

)},3,1,1(),3,,1,1({1 ∞−−∞= TTC  

)}3,2,3,2(),2,3,3,2({2 TTC −−=  

)}3,1,5,4(),1,3,5,4({3 TTC −−=  

)}3,0,8,8(),0,3,8,8({4 TTC −=  

)}3,2,2,2(),2,3,2,2({5 TTC −−=  

)}3,1,5,5(),1,3,5,5({6 TTC −−= . 

Φυσικά για να είναι συγκρίσιµες οι τιµές του µέσου µήκους ροής θα πρέπει τα διαγράµµατα 

ελέγχου να έχουν ίδιο εντός ελέγχου µέσο µήκος ροής. Για τον κανόνα 12C  έχουµε τον 

ακόλουθο πίνακα. Τα σκιασµένα τετράγωνα δηλώνουν το }5)1(1;,min{ ,12
=kARLARL kkC . 
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Πίνακας 2.37: Μέσο µήκος ροής )(, δkkARL για το δίπλευρο διάγραµµα ελέγχου 

Shewhart τύπου ),( kk  για 5)1(1=k  µε 44.225)0(, =kkARL  

δ  )(
12
δCARL )(1,1 δARL  )(2,2 δARL )(3,3 δARL )(4,4 δARL  )(5,5 δARL

0 225.44 225.44 225.44 225.44 225.44 225.44 
0.2 177.56 190.77 173.60 164.58 159.21 155.75 
0.4 104.46 127.85 99.34 87.81 81.97 78.70 
0.6 57.92 79.01 54.73 46.83 43.40 41.80 
0.8 33.12 48.68 31.61 27.00 25.36 24.85 
1.0 20.01 30.72 19.45 16.96 16.36 16.45 
1.2 12.81 20.01 12.76 11.53 11.51 11.93 
1.4 8.69 13.48 8.88 8.41 8.73 9.32 
1.6 6.21 9.39 6.53 6.52 7.04 7.74 
1.8 4.66 6.76 5.05 5.33 5.97 6.75 
2.0 3.65 5.03 4.08 4.55 5.28 6.11 
2.2 2.96 3.86 3.43 4.03 4.83 5.70 
2.4 2.48 3.05 2.99 3.68 4.53 5.43 
2.6 2.13 2.48 2.68 3.45 4.33 5.26 
2.8 1.87 2.08 2.46 3.29 4.20 5.15 
3.0 1.68 1.78 2.31 3.18 4.12 5.09 

*p  0.0044357 0.00221789 0.0482164 0.13685 0.231621 0.317776 
UCL  3 2.84538 1.6624 1.09458 0.733519 0.473927 
LCL  -3 -2.84538 -1.6624 -1.09458 -0.733519 -0.473927 

 
Στον παραπάνω πίνακα έχουν σκιαστεί τα κελιά που περιέχουν την µικρότερη τιµή του 

εκτός ελέγχου µέσου µήκους ροής για τις διάφορες τιµές του δ . Όπως προκύπτει από τον 

παραπάνω πίνακα, το δίπλευρο διάγραµµα ελέγχου Shewhart τύπου (5,5) είναι το πλέον 

ευαίσθητο για τον εντοπισµό µετατοπίσεων του µέσου έως σ8.0 , δηλαδή είναι ευαίσθητο για 

µικρές µετατοπίσεις. Για µετατοπίσεις της τάξης του σσ 5.11 −  προτιµάται το δίπλευρο 

διάγραµµα ελέγχου Shewhart τύπου )4,4(  ή το )3,3( . Για µεγάλες µετατοπίσεις του µέσου 

πάνω από σ5.1  το διάγραµµα που χρησιµοποιεί τον κανόνα 12C είναι το πλέον ευαίσθητο.  

Το ποσοστό βελτίωσης στην τιµή του εκτός ελέγχου µέσου µήκους ροής του δίπλευρου 

διαγράµµατος ελέγχου Shewhart τύπου ),( kk , 2≥k , σε σχέση µε το αντίστοιχο διάγραµµα 

ελέγχου Shewhart που χρησιµοποιεί τον κανόνα 12C  δίνεται από τον τύπο 

)(
)()(

)(
12

12 ,12
, δ

δδ
δ

C

kkC
kk ARL

ARLARL
I

−
=  
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Στο ακόλουθο διάγραµµα δίνεται η γραφική παράσταση της συνάρτησης )(12
, δkkI  για 

5,4,3,2=k  

 

 

∆ιάγραµµα 2.127: Γραφική παράσταση του )(12
, δkkI   για  5)1(2=k  µε  44.225=inARL  

 
Από το παραπάνω διάγραµµα παρατηρούµε ότι το ποσοστό βελτίωσης µπορεί να φτάσει 

µέχρι το 20% - 30%  και αυτό επιτυγχάνεται µε χρήση του δίπλευρου διάγραµµατος ελέγχου 

Shewhart τύπου (5,5) και αφορά µετατοπίσεις κοντά στο σ5.0 . Επίσης, την ίδια περίπου 

συµπεριφορά έχει και το αντίστοιχο διάγραµµα ελέγχου τύπου )4,4( , ενώ το διάγραµµα  

ελέγχου τύπου )3,3(  παρουσιάζει µικρότερο ποσοστό βελτίωσης. Το διάγραµµα ελέγχου 

τύπου )2,2(  εµφανίζει το µικρότερο ποσοστό βελτίωσης.  

Αντίστοιχα αποτελέσµατα που αφορούν τον κανόνα 15C  παρουσιάζονται στον ακόλουθο 

πίνακα. Τα σκιασµένα τετράγωνα δηλώνουν το }5)1(1;,min{ ,15
=kARLARL kkC . 
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Πίνακας 2.38: Μέσο µήκος ροής )(, δkkARL για το δίπλευρο διάγραµµα ελέγχου 

Shewhart τύπου ),( kk  για 5)1(1=k  µε 03.278)0(, =kkARL  

δ  )(
15
δCARL )(1,1 δARL  )(2,2 δARL )(3,3 δARL )(4,4 δARL  )(5,5 δARL

0 278.03 278.03 278.03 278.03 278.03 278.03 
0.2 222.59 233.68 211.35 199.40 192.14 187.37 
0.4 134.17 154.45 118.26 103.43 95.79 91.38 
0.6 75.27 94.12 63.83 53.82 49.36 47.15 
0.8 42.96 57.25 36.19 30.87 28.18 27.36 
1.0 25.61 35.70 21.89 18.71 17.81 17.74 
1.2 16.06 22.98 14.12 12.50 12.32 12.64 
1.4 10.60 15.31 9.69 8.98 9.20 9.75 
1.6 7.36 10.54 7.03 6.88 7.33 8.00 
1.8 5.36 7.51 5.37 5.56 6.16 6.92 
2.0 4.07 5.52 4.30 4.70 5.41 6.22 
2.2 3.22 4.19 3.58 4.13 4.91 5.77 
2.4 2.64 3.28 3.09 3.75 4.58 5.48 
2.6 2.22 2.65 2.75 3.49 4.37 5.29 
2.8 1.93 2.19 2.51 3.32 4.22 5.17 
3.0 1.70 1.87 2.34 3.20 4.13 5.10 

*p  0.0035967 0.00179837 0.0433159 0.12716 0.218926 0.303507 
UCL  3 2.91152 1.71344 1.13992 0.775826 0.51434 
LCL  -3 -2.91152 -1.71344 -1.13992 -0.775826 -0.51434 

 

Όπως προκύπτει από τον παραπάνω πίνακα, το δίπλευρο διάγραµµα ελέγχου Shewhart 

τύπου (5,5) είναι το πλέον ευαίσθητο για τον εντοπισµό µετατοπίσεων του µέσου µέχρις σ1 , 

δηλαδή είναι ευαίσθητο για µικρές µετατοπίσεις. Για µετατοπίσεις της τάξης του σσ 5.11 −  

προτιµάται το δίπλευρο διάγραµµα ελέγχου Shewhart τύπου )4,4(  ή το )3,3( . Για µεγάλες 

µετατοπίσεις του µέσου πάνω από σ5.1  το διάγραµµα που χρησιµοποιεί τον κανόνα 15C είναι 

το πλέον ευαίσθητο.  

Το ποσοστό βελτίωσης στην τιµή του εκτός ελέγχου µέσου µήκους ροής του δίπλευρου 

διαγράµµατος ελέγχου Shewhart τύπου ),( kk , 2≥k , σε σχέση µε το αντίστοιχο διάγραµµα 

ελέγχου Shewhart που χρησιµοποιεί τον κανόνα 15C  δίνεται από τον τύπο 

)(
)()(

)(
15

15 ,15
, δ

δδ
δ
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ARLARL
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Στο ακόλουθο διάγραµµα δίνεται η γραφική παράσταση του ποσοστού βελτίωσης )(15
, δkkI  

για 5,4,3,2=k , όπου 

 

. 

 

∆ιάγραµµα 2.128: Γραφική παράσταση του )(15
, δkkI   για  5)1(2=k  µε  03.278=inARL  

 
Από το παραπάνω διάγραµµα παρατηρούµε ότι το ποσοστό βελτίωσης µπορεί να φτάσει 

µέχρι το 30% - 40% και αυτό επιτυγχάνεται µε χρήση του δίπλευρου διάγραµµατος ελέγχου 

Shewhart τύπου (5,5) και αφορά µετατοπίσεις κοντά στο σ5.0 . Επίσης, την ίδια περίπου 

συµπεριφορά έχει και το αντίστοιχο διάγραµµα ελέγχου τύπου )4,4( , ενώ το διάγραµµα 

ελέγχου τύπου )3,3(  παρουσιάζει µικρότερο ποσοστό βελτίωσης. Το αντίστοιχο διάγραµµα 

ελέγχου τύπου )2,2(  εµφανίζει µικρότερο ποσοστό βελτίωσης.  

Στη συνέχεια δίνουµε αντίστοιχα αποτελέσµατα για το µέσο µήκος ροής που αφορούν 

τους κανόνες 1234C  και 1456C . Αντίστοιχα, τα σκιασµένα τετράγωνα δηλώνουν το 

}5)1(1;,min{ ,1234
=kARLARL kkC  και το }5)1(1;,min{ ,1456

=kARLARL kkC . 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

1 2 3 4 

-0.2

-0.1

0.1

0.2

0.3

0.4

5 4 
3 

2 



 104

 

Πίνακας 2.39: Μέσο µήκος ροής )(, δkkARL για το δίπλευρο διάγραµµα ελέγχου 

Shewhart τύπου ),( kk  για 5)1(1=k  µε 75.91)0(, =kkARL  

δ  )(
1234

δCARL  )(1,1 δARL  )(2,2 δARL )(3,3 δARL )(4,4 δARL  )(5,5 δARL
0 91.75 91.75 91.75 91.75 91.75 91.75 

0.2 66.80 79.95 74.73 72.34 71.13 70.52 
0.4 36.61 56.98 47.32 43.84 42.39 41.84 
0.6 20.90 37.51 28.63 26.13 25.36 25.31 
0.8 13.25 24.50 17.97 16.58 16.42 16.73 
1.0 9.22 16.32 11.94 11.33 11.55 12.09 
1.2 6.89 11.20 8.40 8.29 8.75 9.42 
1.4 5.41 7.94 6.23 6.45 7.05 7.80 
1.6 4.41 5.81 4.86 5.28 5.98 6.79 
1.8 3.68 4.39 3.95 4.52 5.29 6.14 
2.0 3.13 3.42 3.35 4.01 4.83 5.72 
2.2 2.70 2.74 2.93 3.67 4.53 5.44 
2.4 2.35 2.26 2.63 3.44 4.33 5.27 
2.6 2.07 1.92 2.43 3.28 4.20 5.16 
2.8 1.85 1.67 2.29 3.17 4.12 5.09 
3.0 1.67 1.48 2.19 3.11 4.07 5.05 

*p  0.0108991 0.00544959 0.0765964 0.188224 0.296052 0.388328 
UCL  3 2.54591 1.42834 0.88446 0.53579 0.28368 
LCL  -3 -2.54591 -1.42834 -0.88446 -0.53579 -0.28368 

 
 

 
 

∆ιάγραµµα 2.129: Γραφική παράσταση του )(1234
, δkkI   για  5)1(1=k  µε  75.91=inARL  
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Πίνακας 2.40: Μέσο µήκος ροής )(, δkkARL για το δίπλευρο διάγραµµα ελέγχου 

Shewhart τύπου ),( kk  για 5)1(1=k  µε 21.133)0(, =kkARL  

δ  )(
1456

δCARL  )(1,1 δARL  )(2,2 δARL )(3,3 δARL )(4,4 δARL  )(5,5 δARL
0 133.21 133.21 133.21 133.21 133.21 133.21 

0.2 96.37 114.68 105.99 101.72 99.35 97.97 
0.4 51.94 79.64 64.29 58.39 55.64 54.29 
0.6 29.01 51.03 37.37 33.19 31.60 31.07 
0.8 17.94 32.51 22.64 20.23 19.60 19.65 
1.0 12.19 21.17 14.57 13.34 13.30 13.69 
1.2 8.90 14.21 9.95 9.47 9.77 10.36 
1.4 6.84 9.86 7.19 7.18 7.68 8.38 
1.6 5.42 7.07 5.47 5.75 6.38 7.15 
1.8 4.39 5.23 4.36 4.83 5.55 6.37 
2.0 3.61 3.99 3.62 4.22 5.01 5.87 
2.2 3.01 3.15 3.12 3.81 4.64 5.54 
2.4 2.54 2.55 2.77 3.53 4.41 5.33 
2.6 2.19 2.12 2.52 3.34 4.25 5.20 
2.8 1.91 1.82 2.35 3.22 4.15 5.11 
3.0 1.70 1.59 2.23 3.13 4.09 5.06 
p  0.0075069 0.00375347 0.0631711 0.164776 0.26718 0.357065 

UCL  3 2.67348 1.52869 0.975017 0.621364 0.366315 
LCL  -3 -2.67348 -1.52869 -0.975017 -0.621364 -0.366315 

 
 

 
 

∆ιάγραµµα 2.130: Γραφική παράσταση του )(1456
, δkkI   για  5)1(1=k  µε  21.133=inARL  

 
Από τους δύο παραπάνω πίνακες και διαγράµµατα προκύπτει ότι σε σχέση µε τους 

κανόνες 1234C  και 1456C  τα δίπλευρα διαγράµµατα ελέγχου Shewhart τύπου ),( kk  δεν 

παρέχουν βελτίωση στην τιµή του εκτός ελέγχου µήκους ροής. Για µεσαίες µετατοπίσεις του 

µέσου είναι χειρότερα σε ποσοστό 10-20%. Ωστόσο θα πρέπει να σηµειώσουµε ότι είναι 

0.3 0.8 1.3 1.8 2.3 2.8 

-1 
-0.8 
-0.6 
-0.4 
-0.2 

0.2 
1 

2 

3 

4 
5 



 106

απλούστερα και πιο εύχρηστα στην εφαρµογή τους σε σχέση µε αυτά που χρησιµοποιούν 

τους κανόνες 1234C  και 1456C . 

Ένα άλλο σηµαντικό σηµείο που πρέπει να τονιστεί είναι ότι τα διαγράµµατα ελέγχου που 

χρησιµοποιούν τους κανόνες 1234C  και 1456C  έχουν πολύ µικρή τιµή για το inARL  που δεν 

είναι µια επιθυµητή κατάσταση. Από την άλλη, τα διαγράµµατα ελέγχου Shewhart τύπου 

),( kk  έχουν αυξανόµενη απόδοση όσο το  inARL  αυξάνει. Αυτό γίνεται άµεσα αντιληπτό 

από τις γραφικές παραστάσεις βελτίωσης 2.64, 2.35 και 2.106, όπου τόσο το ποσοστό 

βελτίωσης όσο και το έυρος µετατοπίσεων του µέσου στο οποίο υπάρχει βελτίωση του εκτός 

ελέγχου µέσου µήκους ροής, αυξάνει όσο το inARL  γίνεται ολοένα και µεγαλύτερο. Την ίδια 

συµπεριφορά παρουσιάζουν και τα (µονόπλευρα) διαγράµµατα ελέγχου Shewhart τύπου k . 
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 3 
 

Κανόνες ευαισθητοποίησης ενός διαγράµµατος 

ελέγχου Shewhart που βασίζονται σε  

σχηµατισµούς τύπου 2/r 
 

3.1  Εισαγωγή 

 
Στο παρόν κεφάλαιο, θα αναπτύξουµε δίπλευρα διαγράµµατα ελέγχου Shewhart µε 

κανόνες ευαισθητοποίησης που βασίζονται σε ειδικούς σχηµατισµούς (τύπου r/2 ). Οι 

κανόνες αυτοί είναι διαφορετικοί από τους αντίστοιχους του Κεφαλαίου 2. Στα διαγράµµατα 

ελέγχου που θα αναπτύξουµε, µπορούµε να έχουµε οποιαδήποτε τιµή για το )0(ARL  και για 

να το πετύχουµε αυτό, τα όρια ελέγχου θα µεταβάλλονται ανάλογα µε την τιµή του )0(ARL . 

Η κατασκευή µονόπλευρων διαγραµµάτων µπορεί να γίνει µε ανάλογο τρόπο. 

 
3.2 ∆ίπλευρα διαγράµµατα ελέγχου Shewhart τύπου 2/r 
 

Ορίζουµε το δίπλευρο διάγραµµα ελέγχου Shewhart τύπου r/2  ως το διάγραµµα ελέγχου 

το οποίο έχει άνω και κάτω όριο ελέγχου και το οποίο δίνει ένδειξη εκτός ελέγχου διεργασίας 

όταν εµφανιστούν δύο σηµεία πάνω από το άνω όριο ελέγχου που µεταξύ τους 

παρεµβάλλονται το πολύ 2−r  ( 2≥r ) σηµεία που βρίσκονται µεταξύ της κεντρικής γραµµής 

και του άνω ορίου ελέγχου, είτε όταν εµφανιστούν δύο σηµεία κάτω από το κάτω όριο 

ελέγχου που µεταξύ τους παρεµβάλλονται το πολύ 2−r  ( 2≥r ) σηµεία που βρίσκονται 

µεταξύ της κεντρικής γραµµής και του κάτω ορίου ελέγχου. 

Το βασικότερο πρόβληµα που αντιµετωπίζουµε στην ανάπτυξη του δίπλευρου 

διαγράµµατος ελέγχου Shewhart τύπου r/2  είναι, όπως και στα διαγράµµατα του 

Κεφαλαίου 2, η εύρεση του άνω και κάτω ορίου ελέγχου έτσι ώστε να έχουµε 
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προκαθορισµένη τιµή για το εντός ελέγχου µέσο µήκος ροής rARL /2  ( ))0(/2/2 rr ARLARL ≡  

του διαγράµµατος. Ας υποθέσουµε ότι στο διάγραµµα απεικονίζονται οι τιµές 1  , ≥tWt , µιας 

εντός ελέγχου στατιστικής συνάρτησης W  που ακολουθεί τυποποιηµένη κανονική κατανοµή 

( )1,0(~ NW ), δηλαδή 0=µ  και 1=σ  (αν η στατιστική συνάρτηση W  δεν ακολουθεί 

τυποποιηµένη κανονική κατανοµή, τότε στο διάγραµµα ελέγχου απεικονίζουµε 

τυποποιηµένες τιµές της W ). Η εύρεση του άνω (UCL ) και του κάτω ( LCL ) ορίου ελέγχου 

ισοδυναµεί µε την έυρεση της απόστασης d  του UCL  (ή του LCL ) από την κεντρική 

γραµµή CL  όπως φαίνεται στο ακόλουθο σχήµα 

 
 

 

  
 

  d  

  

  
 
  d  
 

 
 
 
 
 

  

  

 

 

Ορίζουµε µια ακολουθία τυχαίων µεταβλητών }1  ,{ ≥tX t  µε τιµές στο }4,3,2,1{  σύµφωνα 

µε τις σχέσεις 

Utt pddWPXP =Φ−=>== )(1)()1(  

Ltt pddWPXP =Φ−=−<== )(1)()2(  

Utt qdddWPXP =−=−=≤<== )2/1()()0()()0()3( ΦΦΦ  

ULULtt qppqdWdPXP −−−==−−=<≤−== 1)()0()0()4( ΦΦ . 
Αφού οι τυχαίες µεταβλητές 1  , ≥tWt  αποτελούν τυχαίο δείγµα από την W , προκύπτει ότι 

και οι τυχαίες µεταβλητές 1  , ≥tX t  αποτελούν τυχαίο δείγµα από την X  µε  

UpddWPXP =Φ−=>== )(1)()1(  

LpddWPXP =Φ−=−<== )(1)()2(  

dUCL =

0=CL

dLCL −=
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UqdddWPXP =−=−=≤<== )2/1()()0()()0()3( ΦΦΦ  

ULUL qppqddWdPXP −−−==−Φ−=−Φ−Φ=<≤−== 1)()2/1()()0()0()4( . 

Με αυτόν τον τρόπο το δίπλευρο διάγραµµα ελέγχου Shewhart τύπου r/2  χωρίζεται σε 

τέσσερις ζώνες ανάλογα µε τις τιµές που παίρνει η τυχαία µεταβλητή X  που δίνονται στο 

ακόλουθο σχήµα 

 
 

  
 

 

  

  
 
 
 

 
 
 
 
 

  

  

 

 

Η κατανοµή του (εντός ελέγχου) µήκους ροής rT /2  του δίπλευρου διαγράµµατος ελέγχου 

Shewhart τύπου r/2  ισοδυναµεί µε την κατανοµή του αριθµού rN /2  ανεξάρτητων δοκιµών 

µε τέσσερα δυνατά αποτελέσµατα }4,3,2,1{  και αντίστοιχες πιθανότητες ,Up  ,Lp  ,Uq  

,1 ULUL qppq −−−=  ( ,LU pp =  LU qq = ) που πρέπει να εκτελεστούν έως ότου 

εµφανιστεί το σύνθετο ενδεχόµενο 

}24...442...,,2442,242,22,13...331...,,1331,131,11{
22
321321
−−

=
rr

E . 

Η κατανοµή της τυχαίας µεταβλητής rN /2  δεν έχει κάποιο γνωστό τύπο (µόνο στην 

περίπτωση 2=r  αφού τότε 2,2/2 ~ NN r ). Βασιζόµενοι στη µεθοδολογία που παρουσιάστηκε 

στο Κεφάλαιο 1, µπορούµε να δώσουµε τύπους για το εντός ελέγχου µέσο µήκος ροής, τη 

συνάρτηση κατανοµής και τη συνάρτηση πιθανότητας της τυχαίας µεταβλητής rN /2 . 

Έτσι, ακολουθώντας τη µεθοδολογία του Κεφαλαίου 1 έχουµε ότι η αποσύνθεση του 

σύνθετου ενδεχοµένου E αποδίδει τα ακόλουθα 12 −r  κοµµάτια 

dUCL =

0=CL

dLCL −=

1=X

2=X

3=X

4=X
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,12 ≡  ,133 ≡  ,1334 ≡  ... , 321
3

3...3311
−

≡−
r

r , 321
2

3...331
−

≡
r

r  

,21≡+r  ,242 ≡+r  ,2443 ≡+r  ... , ,4...44222
3
321
−

≡−
r

r  321
2

4...44212
−

≡−
r

r , 

}24...442...,,2442,242,22,13...331...,,1331,131,11{2
22
321321
−−

≡
rr

r  

και ορίζουµε επιπρόσθετα 

}4,3{1 ≡ . 
Ορίζουµε µια διακριτή οµογενή αλυσίδα Markov }1  ,{ ≥tYt  µε χώρο καταστάσεων 

}2,...,2,1{ r=Ω , όπου η κατάσταση r2  είναι απορροφητική. Οι αρχικές πιθανότητες είναι 

ίσες µε 

]0,...,,0,...,,[     
)]2(),...,1(),(),...,2(),1([     

],...,,,...,,[

11111

21211

LULU

rrr

ppqq
rYPrYPrYPYPYP

+=
=+=====

=′ + ππππππ
 

και ο πίνακας πιθανοτήτων µεταπηδήσης πρώτης τάξης είναι ίσος µε  

)2()2(1000000000
0000000

000000

000000
000000
0000000
000000

000000
000000

0000000

rr

LULU

LLUU

LLUU

LLUU

ULLU

ULUL

ULUL

ULUL

LULU

ppqq
pqpq

pqpq
pqpq
ppqq
ppqq

ppqq
ppqq

ppqq

×












































+

+

+

=

LL

LL

LL

MMOMMMMOMMMM

LL

LL

LL

LL

MMOMMMMOMMMM

LL

LL

LL

P  

Εποµένως, το εντός ελέγχου µέσο µήκος ροής του δίπλευρου διαγράµµατος ελέγχου 

Shewhart τύπου r/2  δίνεται από τη σχέση ( )(1 dppp LU Φ−=== , 

)2/1()()2/1( −=−== dpqq LU Φ ) 

pqqppp

LULUrrr

LULU

pqqpppNETEARL

−====
−−′+=

−======

)2/1(,
1

/2/2/2

|)(1

))2/1(,|()(

1RIα
 

όπου  

)0,...,,0,...,0,,(],...,,,...,,[ 12121 ′+== −+ LULUrrr ppqqπππππα ,    )1,...,1,1,1( ′=1  
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είναι διανύσµατα του χώρου 12 −rR . Σηµειώνουµε εδώ ότι για 3=r , το εντός ελέγχου µέσο 

µήκος ροής είναι ίσο µε  

)(
)32(2

)21)(2(
323/2 pg

pp
ppARL =

−
+−

=  

για 4=r  είναι ίσο µε 

)(
)487(2
)4874(

422

32

4/2 pg
ppp

pppARL =
+−
+−+

=  

ενώ για 5=r  είναι ίσο µε 

)(
16404430

82022158
55432

432

5/2 pg
pppp
ppppARL =

−+−
−+−+

= . 

Οι παραπάνω συναρτήσεις )5,4,3()( =rpgr  ως προς p  είναι γνησίως φθίνουσες 

συναρτήσεις στο διάστηµα (0, 1) και  ισχύει  

+∞=
→

)(lim 30
pg

p
, 5.1

2
3)(lim 31
==

→
pg

p
 

+∞=
→

)(lim 40
pg

p
, 667.1

6
7)(lim 41
==

→
pg

p
 

+∞=
→

)(lim 50
pg

p
, 3.1

10
13)(lim 51

==
→

pg
p

 

Μπορούµε πάντοτε να επιλέξουµε προκαθορισµένη τιµή για το 2/2 >= cARL r , 

καθορίζοντας στην κατάλληλη απόσταση από την κεντρική γραµµή τα όρια ελέγχου. 

Έχουµε τώρα στη διάθεσή µας όλα τα απαραίτητα εργαλεία για την ανάπτυξη του 

δίπλευρου διαγράµµατος ελέγχου Shewhart τύπου r/2  ( 5,4,3=r ) που περιγράφεται στα 

ακόλουθα βήµατα 

 
Βήµα 1. Επιλέγουµε το r  και το εντός ελέγχου µέσο µήκος ροής rARL /2  που 

επιθυµούµε. 

Βήµα 2. Λύνουµε την εξίσωση )(/2 pgARL rr = , 5,4,3=r  , ως προς p , )1,0(∈p , και 

έστω ότι προέκυψε η λύση *p . 

Βήµα 3. Καθορίζουµε το άνω όριο ελέγχου dUCL =  από τη σχέση 

)(1)(* ddWPp Φ−=>= , δηλαδή *
1 *)1( pzpdUCL =−== −Φ  και θέτουµε 

dUCLLCL −=−= . 
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Βήµα 4. Ανακηρύσσουµε τη διεργασία εκτός ελέγχου όταν εµφανιστούν δύο σηµεία 

πάνω από το άνω όριο ελέγχου που µεταξύ τους παρεµβάλλονται το πολύ 

2−r  ( 2≥r ) σηµεία που βρίσκονται µεταξύ της κεντρικής γραµµής και του 

άνω ορίου ελέγχου, είτε όταν εµφανιστούν δύο σηµεία κάτω από το κάτω όριο 

ελέγχου που µεταξύ τους παρεµβάλλονται το πολύ 2−r  ( 2≥r ) σηµεία που 

βρίσκονται µεταξύ της κεντρικής γραµµής και του κάτω ορίου ελέγχου, 

οτιδήποτε από τα δύο συµβεί νωρίτερα. 

Από τη στιγµή που καθορίστηκαν το άνω και το κάτω όριο ελέγχου του δίπλευρου 

διαγράµµατος ελέγχου Shewhart τύπου r/2  µπορούµε να υπολογίσουµε το εκτός ελέγχου 

µέσο µήκος ροής. Ας υποθέσουµε ότι η κατανοµή της στατιστικής συνάρτησης W  έχει 

αλλάξει λόγω µετατόπισης του µέσου σε υψηλότερο επίπεδο (από τη θέση 0=µ  στη θέση 

δδσµ =+ ) ενώ η διακύµανσή της δεν έχει αλλάξει. Εποµένως, η στατιστική συνάρτηση 

)(δW  που απεικονίζεται στο δίπλευρο διάγραµµα ελέγχου Shewhart τύπου r/2  ακολουθεί 

την κατανοµή )1,(),( 2 δσδσµ NN =+ . Ορίζοντας την τυχαία µεταβλητή )(δX  ως 

ακολούθως 

)()(1))(()1)(( δδδδ UpddWPXP =−Φ−=>==  

)()(1))(()2)(( δδδδ LpddWPXP =+Φ−=−<==  

)()()())(0()3)(( δδδδδ UqddWPXP =−Φ−−Φ=<<==  

)()()(1)()0)(()4)(( δδδδδδ ULUL qppqWdPXP −−−==<<−==  

έχουµε ότι η κατανοµή του µήκους ροής )(/2 δrT  ισοδυναµεί µε την κατανοµή της τυχαίας 

µεταβλητής rN /2  που δηλώνει τον αριθµό των ανεξάρτητων δοκιµών µε τέσσερα δυνατά 

αποτελέσµατα }4,3,2,1{  και αντίστοιχες πιθανότητες ),(δUp  ),(δLp  ),(δUq  

)()()(1)( δδδδ ULUL qppq −−−=  που πρέπει να εκτελεστούν έως ότου εµφανιστεί το 

σύνθετο ενδεχόµενο 

}24...442...,,2442,242,22,13...331...,,1331,131,11{
22
321321
−−

=
rr

E . 

Συνεπώς, το εκτός ελέγχου µέσο µήκος ροής )(/2 δrARL  δίνεται από τη σχέση  

))(),(),(),(|())(()( /2/2/2 δδδδδδ LLUULLUUrrr qqqqppppNETEARL ======  

Φυσικά για 0=δ  έχουµε ότι η ποσότητα )0(/2 rARL  είναι ίση µε το εντός ελέγχου µέσο 

µήκος ροής αφού σύµφωνα µε τους συµβολισµούς που έχουµε εισάγει ),0(~ WW  ),0(~ XX  
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),0(~ /2/2 rr TT  ),0()0( LULU pppp ===  ),0()0( LULU qqqq ===  οπότε 

)0(/2/2 rr ARLARL = . 

Ο υπολογισµός της συνάρτησης πιθανότητας και της συνάρτησης κατανοµής του µήκους 

ροής )(/2 δrT  ανάγεται στον υπολογισµό των αντίστοιχων ποσοτήτων για την τυχαία 

µεταβλητή rN /2 . Για τη συνάρτηση κατανοµής της τυχαίας µεταβλητής rN /2  έχουµε 

,...2,1)()()( 212
1

12
1

1/2/2
=′=′=′=≤= −− nnNPnF r

n
r

n
r

n
rN r

ePeePPeePπ  

όπου )0,...,0,1,0,...,0( ′=ie  το µοναδιαίο διάνυσµα στήλη του χώρου rR 2  το οποίο έχει 1 στην 

i  συνιστώσα και 0 στις υπόλοιπες συνιστώσες. Επίσης, χρησιµοποιώντας τη σχέση 

∑∑
−

+==

+=−
12

12
2)(

r

ri
iL

r

i
iUr pp eeeIP  

παίρνουµε ότι η συνάρτηση πιθανότητας της τυχαίας µεταβλητής rN /2  δίνεται από τον τύπο 

1,2,... ,            

)()1()()(
12

1

1
1

2

1
1

2
1

1/2/2/2

=′+′=

−′=−−=

∑∑
−

+=

−

=

−

−

npp

nFnFnf
r

ri
i

n
L

r

i
i

n
U

r
n

NNN rrr

ePeePe

eIPPe
 

Χρησιµοποιώντας τους παραπάνω τύπους µπορούµε να υπολογίσουµε τη συνάρτηση 

πιθανότητας και τη συνάρτηση κατανοµής του µήκους ροής )(/2 δrT  του δίπλευρου 

διαγράµµατος ελέγχου Shewhart τύπου r/2  αντικαθιστώντας τις πιθανότητες  ,Up  ,Lp  ,Uq  

ULUL qppq −−−= 1  µε τις πιθανότητες ),(δUp  ),(δLp  ),(δUq  

)()()(1)( δδδδ ULUL qppq −−−= . Από τη στιγµή που είναι διαθέσιµη η συνάρτηση 

πιθανότητας (και η συνάρτηση κατανοµής) του µήκους ροής )(/2 δrT  µπορούµε εύκολα να 

υπολογίσουµε ποσοστιαία σηµεία του µήκους ροής )(/2 δrT . 

 

3.3 Μελέτη του δίπλευρου διαγράµµατος ελέγχου Shewhart τύπου 2/r 

 

Στο κλασικό δίπλευρο διάγραµµα ελέγχου Shewhart απεικονίζονται οι διαδοχικές τιµές 

µιας στατιστικής συνάρτησης W  η οποία ακολουθεί τυποποιηµένη κανονική κατανοµή και 

εποµένως έχουµε ότι 

LLUCL WW =+= σµ ,   LLUCL WW −=−= σµ  
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(επαναλαµβάνουµε ότι αν η στατιστική συνάρτηση W  δεν ακολουθεί τυποποιηµένη 

κανονική κατανοµή τότε στο διάγραµµα ελέγχου απεικονίζουµε τυποποιηµένες τιµές της W ). 

Η διεργασία ανακηρύσσεται εκτός ελέγχου όταν βρεθεί σηµείο του διαγράµµατος πάνω από 

το άνω όριο ελέγχου UCL  ή κάτω από το κάτω όριο ελέγχου. 

Το εντός ελέγχου µέσο µήκος ροής του παραπάνω διαγράµµατος δίνεται από τη σχέση 

in
in p

ARL 1
=  

όπου 

)(22))1,0(~|(1 LNWLWLPpin Φ−=≤≤−−= . 

Στην πράξη, οι πιο συνήθης τιµές για το L  είναι οι 2.5, 3 και 3.5. Για αυτές τις τιµές του L  

έχουµε τα ακόλουθα αποτελέσµατα για τις ποσότητες inp  και inARL   

 

L  inp  inARL  

2.5 0.01242 80.52 
3 0.0027 370.4 

3.5 0.00046526 2149.34 
 

Χρησιµοποιώντας τα αποτελέσµατα που παρουσιάστηκαν στην Παράγραφο 3.2 θα δώσουµε 

στη συνέχεια αποτελέσµατα που αφορούν το δίπλευρο διάγραµµα ελέγχου Shewhart τύπου 

r/2  για 5,4,3=r  µε τιµές για το εντός ελέγχου µέσο µήκος ροής )0(rARL  ίσες µε 80.52, 

370.4 και 2149.34 έτσι ώστε να υπάρχει κοινή βάση σύγκρισης των νέων διαγραµµάτων 

ελέγχου µε το κλασικό δίπλευρο διάγραµµα ελέγχου Shewhart για =L 2.5, 3 και 3.5 

αντίστοιχα.  

 

3.3.1  Μελέτη του δίπλευρου διαγράµµατος ελέγχου Shewhart τύπου 2/r  µε 

          ARL2/r = 80.52 για r = 3, 4, 5 

 

Στον ακόλουθο πίνακα δίνονται τιµές για το µέσο µήκος ροής ))(()( /2/2 δδ rr TEARL =  

του δίπλευρου διαγράµµατος ελέγχου Shewhart τύπου r/2  για 5,4,3=r  και για 3)2.0(0=δ  

καθώς επίσης και τιµές του µέσου µήκους ροής για το (κλασικό) δίπλευρο διάγραµµα 

ελέγχου Shewhart (1,1). Τα σκιασµένα τετράγωνα δηλώνουν το  }5,4,3);(min{ /2 =rARL r δ . 
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Πίνακας 3.1: Μέσο µήκος ροής )(/2 δrARL για το δίπλευρο διάγραµµα ελέγχου 

Shewhart τύπου r/2  για 5,4,3=r  µε 52.80)0(/2 =rARL   

δ  )(1,1 δARL  )(3/2 δARL )(4/2 δARL )(5/2 δARL  
0 80.52 80.52 80.52 80.52 
0.2 70.47 64.14 63.04 62.39 
0.4 50.68 39.28 37.63 36.68 
0.6 33.69 23.35 22.04 21.31 
0.8 22.20 14.62 13.74 13.26 
1.0 14.92 9.79 9.23 8.93 
1.2 10.32 7.00 6.64 6.47 
1.4 7.37 5.30 5.08 4.98 
1.6 5.43 4.22 4.09 4.04 
1.8 4.13 3.52 3.44 3.42 
2.0 3.24 3.04 3.00 2.99 
2.2 2.62 2.71 2.70 2.70 
2.4 2.17 2.49 2.48 2.49 
2.6 1.85 2.33 2.33 2.34 
2.8 1.62 2.22 2.22 2.23 
3.0 1.45 2.14 2.15 2.15 

*p  0.00620964 0.0690531 0.0650148 0.0634395 
UCL 2.5 1.48288 1.51399 1.52653 
LCL -2.5 -1.48288 -1.51399 -1.52653 

 

Από τις τιµές του παραπάνω πίνακα προκύπτει ότι χρησιµοποιώντας δίπλευρο διάγραµµα 

ελέγχου Shewhart τύπου r/2  για 5,4,3=r  έχουµε σαφή βελτίωση στην τιµή του εκτός 

ελέγχου µέσου µήκους ροής όταν θέλουµε να ανιχνεύσουµε µικρές και  µεσαίες µετατοπίσεις 

του µέσου της διεργασίας (από τη θέση 0=µ  στη θέση δµ = ) σε σχέση µε το αντίστοιχο 

(κλασικό) διάγραµµα ελέγχου Shewhart τύπου )1,1(   (παρατηρούµε επίσης ότι δεν υπάρχει 

βελτίωση για µεγάλες µετατοπίσεις του µέσου). Το ποσοστό βελτίωσης στην τιµή του εκτός 

ελέγχου µέσου µήκους ροής του δίπλευρου διαγράµµατος ελέγχου Shewhart τύπου r/2  για 

5,4,3=r  σε σχέση µε το αντίστοιχο κλασικό διάγραµµα ελέγχου Shewhart δίνεται από τον 

τύπο 

)(
)()(

)(
1,1

/21,1
/2 δ

δδ
δ

ARL
ARLARL

I r
r

−
= . 

Στο ακόλουθο διάγραµµα δίνεται η γραφική παράσταση της συνάρτησης )(/2 δrI  για 

5,4,3=r  
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∆ιάγραµµα 3.1: Γραφική παράσταση του )(/2 δrI  για 5,4,3=k   µε  52.80=inARL  

 

Από το παραπάνω διάγραµµα παρατηρούµε ότι έχουµε µια αναµενόµενη οµοιόµορφη 

αύξηση του ποσοστού βελτίωσης που µας παρέχουν τα δίπλευρα διαγράµµατα ελέγχου τύπου 

Shewhart τύπου 2/r  έναντι του (κλασικού) δίπλευρου διαγράµµατος ελέγχου Shewhart τύπου 

(1,1) καθώς αυξάνει το r . Άρα, για 5=r  έχουµε το µεγαλύτερο ποσοστό βελτίωσης, το 

οποίο φτάνει στα επίπεδα του 40%. 

Στα ακόλουθα διαγράµµατα δίνονται γραφικές παραστάσεις της συνάρτησης πιθανότητας 

και της συνάρτησης κατανοµής του µήκους ροής )(/2 δrT  του δίπλευρου διαγράµµατος 

ελέγχου Shewhart τύπου r/2  για 5,4,3=r  και για =δ 0, 0.5, 1, 2. 
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∆ιάγραµµα 3.2: Συνάρτηση πιθανότητας και συνάρτηση κατανοµής του µήκους ροής )0(3/2T  
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∆ιάγραµµα 3.3: Συνάρτηση πιθανότητας και συνάρτηση κατανοµής του µήκους ροής )5.0(3/2T  
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∆ιάγραµµα 3.4: Συνάρτηση πιθανότητας και συνάρτηση κατανοµής του µήκους ροής )1(3/2T  
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∆ιάγραµµα 3.5: Συνάρτηση πιθανότητας και συνάρτηση κατανοµής του µήκους ροής )2(3/2T  
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∆ιάγραµµα 3.6: Συνάρτηση πιθανότητας και συνάρτηση κατανοµής του µήκους ροής )0(4/2T  
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∆ιάγραµµα 3.7: Συνάρτηση πιθανότητας και συνάρτηση κατανοµής του µήκους ροής )5.0(4/2T  
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∆ιάγραµµα 3.8: Συνάρτηση πιθανότητας και συνάρτηση κατανοµής του µήκους ροής )1(4/2T  
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∆ιάγραµµα 3.9: Συνάρτηση πιθανότητας και συνάρτηση κατανοµής του µήκους ροής )2(4/2T  
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∆ιάγραµµα 3.10: Συνάρτηση πιθανότητας και συνάρτηση κατανοµής του µήκους ροής )0(5/2T  
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∆ιάγραµµα 3.11: Συνάρτηση πιθανότητας και συνάρτηση κατανοµής του µήκους ροής )5.0(5/2T  
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∆ιάγραµµα 3.12: Συνάρτηση πιθανότητας και συνάρτηση κατανοµής του µήκους ροής )1(5/2T  
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∆ιάγραµµα 3.13: Συνάρτηση πιθανότητας και συνάρτηση κατανοµής του µήκους ροής )2(5/2T  
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Στους ακόλουθους πίνακες δίνονται τιµές των ποσοτήτων 1Q , M  και 3Q  του µήκους 

ροής )(/2 δrT  του δίπλευρου διαγράµµατος ελέγχου Shewhart τύπου r/2  για 5,4,3=r  και 

για 3)2.0(0=δ  που µας βοηθούν στην αξιολόγηση της “αξιοπιστίας” του µέσου µήκους ροής 

των διαγραµµάτων 

 

Πίνακας 3.2: Τιµές για τις  
ποσότητες 1Q , M  και 3Q  για το  
δίπλευρο διάγραµµα ελέγχου Shewhart 
τύπου 3/2  µε 52.80)0(3/2 =ARL  

Πίνακας 3.3: Τιµές για τις  
ποσότητες 1Q , M  και 3Q  για το  
δίπλευρο διάγραµµα ελέγχου Shewhart
 τύπου 4/2  µε 52.80)0(4/2 =ARL  

δ  1Q  M  3Q  )(3/2 δARL  δ  1Q  M  3Q  )(4/2 δARL  
0 24 56 111 80.52 0 25 56 111 80.52 

0.2 20 45 88 64.14 0.2 19 44 87 63.04 
0.4 12 28 54 39.28 0.4 12 27 51 37.63 
0.6 8 17 32 23.35 0.6 8 16 30 22.04 
0.8 5 11 20 14.62 0.8 5 10 18 13.74 
1.0 4 7 13 9.79 1.0 4 7 12 9.23 
1.2 3 5 9 7.00 1.2 3 5 9 6.64 
1.4 3 4 7 5.30 1.4 3 4 6 5.08 
1.6 2 3 5 4.22 1.6 2 3 5 4.09 
1.8 2 3 4 3.52 1.8 2 3 4 3.44 
2.0 2 3 3 3.04 2.0 2 3 3 3.00 
2.2 2 2 3 2.71 2.2 2 2 3 2.70 
2.4 2 2 3 2.49 2.4 2 2 3 2.48 
2.6 2 2 2 2.33 2.6 2 2 3 2.33 
2.8 2 2 2 2.22 2.8 2 2 2 2.22 
3.0 2 2 2 2.14 3.0 2 2 2 2.15 
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Πίνακας 3.4: Τιµές για τις  
ποσότητες 1Q , M  και 3Q  για το  
δίπλευρο διάγραµµα ελέγχου Shewhart 
τύπου 5/2  µε 52.80)0(5/2 =ARL  

δ  1Q  M  3Q  )(5/2 δARL  
0 25 56 111 80.52 

0.2 19 44 86 62.39 
0.4 12 26 50 36.68 
0.6 7 15 29 21.31 
0.8 5 10 18 13.26 
1.0 4 7 12 8.93 
1.2 3 5 8 6.47 
1.4 3 4 6 4.98 
1.6 2 3 5 4.04 
1.8 2 3 4 3.42 
2.0 2 3 3 2.99 
2.2 2 2 3 2.70 
2.4 2 2 3 2.49 
2.6 2 2 3 2.34 
2.8 2 2 2 2.23 
3.0 2 2 2 2.15 

 

3.3.2  Μελέτη του δίπλευρου διαγράµµατος ελέγχου Shewhart τύπου 2/r  µε 

          ARL2/r = 370.4 για r = 3, 4, 5 

 

Στον ακόλουθο πίνακα δίνονται τιµές για το µέσο µήκος ροής ))(()( /2/2 δδ rr TEARL =  

του δίπλευρου διαγράµµατος ελέγχου Shewhart τύπου r/2  για 5,4,3=r  και για 3)2.0(0=δ  

καθώς επίσης και τιµές του µέσου µήκους ροής για το (κλασικό) δίπλευρο διάγραµµα 

ελέγχου Shewhart )1,1( . Τα σκιασµένα τετράγων δηλώνουν το }5,4,3);(min{ /2 =rARL r δ  
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Πίνακας 3.5: Μέσο µήκος ροής )(/2 δrARL  για το δίπλευρο διάγραµµα ελέγχου  

Shewhart τύπου r/2  για 5,4,3=r  µε 4.370)0( =rARL  

δ  )(1,1 δARL  )(3/2 δARL )(4/2 δARL )(5/2 δARL  
0 370.4 370.4 370.4 370.4 
0.2 308.43 264.79 257.81 253.39 
0.4 200.1 134.92 126.61 121.52 
0.6 119.67 67.89 62.24 58.85 
0.8 71.55 36.64 33.22 31.21 
1.0 43.9 21.44 19.42 18.26 
1.2 27.82 13.56 12.37 11.70 
1.4 18.25 9.21 8.49 8.11 
1.6 12.38 6.67 6.23 6.02 
1.8 8.7 5.10 4.84 4.72 
2.0 6.3 4.10 3.95 3.89 
2.2 4.7 3.44 3.35 3.33 
2.4 3.65 2.99 2.95 2.94 
2.6 2.9 2.68 2.66 2.66 
2.8 2.38 2.47 2.46 2.46 
3.0 2.0 2.32 2.32 2.32 

*p  0.00135 0.0309961 0.0289202 0.0280702 
UCL 3 1.86635 1.89691 1.90994 
LCL -3 1.86635 -1.89691 -1.90994 

 

Από τις τιµές του παραπάνω πίνακα προκύπτει ότι χρησιµοποιώντας δίπλευρο διάγραµµα 

ελέγχου Shewhart τύπου r/2  για 5,4,3=r  , έχουµε σαφή βελτίωση στην τιµή του εκτός 

ελέγχου µέσου µήκους ροής όταν θέλουµε να ανιχνεύσουµε µικρές και µεσαίες µετατοπίσεις 

του µέσου της διεργασίας σε σχέση µε το αντίστοιχο (κλασικό) διάγραµµα ελέγχου Shewhart 

τύπου )1,1( . Παρατηρούµε επίσης ότι δεν υπάρχει βελτίωση για µεγάλες σχετικά µετατοπίσεις 

του µέσου. Το ποσοστό βελτίωσης στην τιµή του εκτός ελέγχου µέσου µήκους ροής του 

δίπλευρου διαγράµµατος ελέγχου Shewhart τύπου r/2 , 5,4,3=r  σε σχέση µε το αντίστοιχο 

κλασικό διάγραµµα ελέγχου Shewhart δίνεται από τον τύπο 

)(
)()(

)(
1,1

/21,1
/2 δ

δδ
δ

ARL
ARLARL

I r
r

−
= . 

Στο ακόλουθο διάγραµµα δίνεται η γραφική παράσταση της συνάρτησης )(/2 δrI  για 

5,4,3=r  
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∆ιάγραµµα 3.14: Γραφική παράσταση του )(/2 δrI  για 5,4,3=r  µε 4.370=inARL  

Από το παραπάνω διάγραµµα παρατηρούµε ότι έχουµε µια αναµενόµενη οµοιόµορφη 

άυξηση του ποσοστού βελτίωσης που µας παρέχουν τα δίπλευρα διαγράµµατα ελέγχου τύπου 

Shewhart τύπου 2/r  έναντι του (κλασσικού) δίπλευρου διαγράµµατος ελέγχου Shewhart 

τύπου (1,1) καθώς αυξάνει το r . Άρα, για 5=r  έχουµε το µεγαλύτερο ποσοστό βελτίωσης, 

το οποίο φτάνει στα επίπεδα του 60%. 

Στα ακόλουθα διαγράµµατα δίνονται γραφικές παραστάσεις της συνάρτησης πιθανότητας 

και της συνάρτησης κατανοµής του µήκους ροής )(/2 δrT  του δίπλευρου διαγράµµατος 

ελέγχου Shewhart τύπου r/2 , 5,4,3=r  και  για =δ 0, 0.5, 1, 2. 
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∆ιάγραµµα 3.15: Συνάρτηση πιθανότητας και συνάρτηση κατανοµής του µήκους ροής )0(3/2T  
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∆ιάγραµµα 3.16: Συνάρτηση πιθανότητας και συνάρτηση κατανοµής του µήκους ροής )5.0(3/2T  
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∆ιάγραµµα 3.17: Συνάρτηση πιθανότητας και συνάρτηση κατανοµής του µήκους ροής )1(3/2T  
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∆ιάγραµµα 3.18: Συνάρτηση πιθανότητας και συνάρτηση κατανοµής του µήκους ροής )2(3/2T  
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∆ιάγραµµα 3.19: Συνάρτηση πιθανότητας και συνάρτηση κατανοµής του µήκους ροής )0(4/2T  
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∆ιάγραµµα 3.20: Συνάρτηση πιθανότητας και συνάρτηση κατανοµής του µήκους ροής )5.0(4/2T  
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∆ιάγραµµα 3.21: Συνάρτηση πιθανότητας και συνάρτηση κατανοµής του µήκους ροής )1(4/2T  
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∆ιάγραµµα 3.22: Συνάρτηση πιθανότητας και συνάρτηση κατανοµής του µήκους ροής )2(4/2T  
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∆ιάγραµµα 3.23: Συνάρτηση πιθανότητας και συνάρτηση κατανοµής του µήκους ροής )0(5/2T  
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∆ιάγραµµα 3.24: Συνάρτηση πιθανότητας και συνάρτηση κατανοµής του µήκους ροής )5.0(5/2T  
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∆ιάγραµµα 3.25: Συνάρτηση πιθανότητας και συνάρτηση κατανοµής του µήκους ροής )1(5/2T  
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∆ιάγραµµα 3.26: Συνάρτηση πιθανότητας και συνάρτηση κατανοµής του µήκους ροής )2(5/2T  
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Στους ακόλουθους πίνακες δίνονται τιµές των ποσοτήτων 1Q , M  και 3Q  του µήκους 

ροής )(/2 δrT  του δίπλευρου διαγράµµατος ελέγχου Shewhart τύπου r/2 , 5,4,3=r  και για 

3)2.0(0=δ  που µας βοηθούν στην αξιολόγηση της “αξιοπιστίας” του µέσου µήκους ροής 

των διαγραµµάτων 

 

Πίνακας 3.6: Τιµές για τις  
ποσότητες 1Q , M  και 3Q  για το  
δίπλευρο διάγραµµα ελέγχου  
Shewhart τύπου 3/2  µε 4.370)0(3/2 =ARL

Πίνακας 3.7: Τιµές για τις  
ποσότητες 1Q , M  και 3Q  για το  
δίπλευρο διάγραµµα ελέγχου  
Shewhart τύπου 4/2  µε 4.370)0(4/2 =ARL

δ  1Q  M  3Q  )(3/2 δARL  δ  1Q  M  3Q  )(4/2 δARL  
0 108 257 513 370.4 0 108 257 513 370.4 

0.2 77 184 366 264.79 0.2 76 179 357 257.81 
0.4 40 94 186 134.92 0.4 38 88 175 126.61 
0.6 21 48 93 67.89 0.6 19 44 86 62.24 
0.8 12 26 50 36.64 0.8 11 24 45 33.22 
1.0 7 15 29 21.44 1.0 7 14 26 19.42 
1.2 5 10 18 13.56 1.2 5 9 16 12.37 
1.4 4 7 12 9.21 1.4 4 6 11 8.49 
1.6 3 5 9 6.67 1.6 3 5 8 6.23 
1.8 3 4 6 5.10 1.8 3 4 6 4.84 
2.0 2 3 5 4.10 2.0 2 3 5 3.95 
2.2 2 3 4 3.44 2.2 2 3 4 3.35 
2.4 2 3 3 2.99 2.4 2 3 3 2.95 
2.6 2 2 3 2.68 2.6 2 2 3 2.66 
2.8 2 2 3 2.47 2.8 2 2 3 2.46 
3.0 2 2 2 2.32 3.0 2 2 3 2.32 
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Πίνακας 3.8: Τιµές για τις  
ποσότητες 1Q , M  και 3Q  για το  
δίπλευρο διάγραµµα ελέγχου  
Shewhart τύπου 5/2  µε 4.370)0(3/2 =ARL

δ  1Q  M  3Q  )(5/2 δARL  
0 108 257 513 370.4 

0.2 74 176 350 253.39 
0.4 37 85 168 121.52 
0.6 18 41 81 58.85 
0.8 10 22 42 31.21 
1.0 7 13 25 18.26 
1.2 5 9 15 11.70 
1.4 4 6 11 8.11 
1.6 3 5 8 6.02 
1.8 3 4 6 4.72 
2.0 2 3 5 3.89 
2.2 2 3 4 3.33 
2.4 2 3 3 2.94 
2.6 2 2 3 2.66 
2.8 2 2 3 2.46 
3.0 2 2 3 2.32 

 

3.3.3  Μελέτη του δίπλευρου διαγράµµατος ελέγχου Shewhart τύπου 2/r  µε 

          ARL2/r = 2149.34  για r = 3, 4, 5 

Στον ακόλουθο πίνακα δίνονται τιµές για το µέσο µήκος ροής ))(()( /2/2 δδ rr TEARL =  

του δίπλευρου διαγράµµατος ελέγχου Shewhart τύπου r/2  για 5,4,3=r  και για 3)2.0(0=δ  

καθώς επίσης και τιµές του µέσου µήκους ροής για το (κλασικό) δίπλευρο διάγραµµα 

ελέγχου Shewhart )1,1( . Τα σκιασµένα τετράγων δηλώνουν το }5,4,3);(min{ /2 =rARL r δ  
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Πίνακας 3.9: Μέσο µήκος ροής )(/2 δrARL για το δίπλευρο διάγραµµα ελέγχου  

Shewhart τύπου r/2  για 4,3=r  µε 34.2149)0(/2 =rARL   

δ  )(1,1 δARL  )(3/2 δARL )(4/2 δARL )(5/2 δARL  
0 2149.34 2149.34 2149.34 2149.34 
0.2 1691.41 1371.47 1325.81 1296.24 
0.4 984.54 586.14 541.95 514.14 
0.6 530.09 251.09 224.93 208.70 
0.8 287.73 116.31 102.15 93.49 
1.0 160.95 58.79 51.20 46.64 
1.2 93.24 32.39 28.26 25.83 
1.4 55.98 19.36 17.06 15.74 
1.6 34.82 12.48 11.17 10.44 
1.8 24.44 8.62 7.85 7.44 
2.0 14.97 6.32 5.87 5.64 
2.2 10.33 4.89 4.62 4.50 
2.4 7.37 3.97 3.81 3.75 
2.6 5.43 3.35 3.26 3.24 
2.8 4.13 2.93 2.89 2.88 
3.0 3.24 2.64 2.62 2.62 

*p  0.00023263 0.012623 0.011724 0.0113484 
UCL 3.5 2.23762 2.26606 2.2785 
LCL -3.5 -2.23762 -2.26606 -2.2785 

 

Από τις τιµές του παραπάνω πίνακα προκύπτει ότι χρησιµοποιώντας δίπλευρο διάγραµµα 

ελέγχου Shewhart τύπου r/2  για 5,4,3=r  , έχουµε σαφή βελτίωση στην τιµή του εκτός 

ελέγχου µέσου µήκους ροής όταν θέλουµε να ανιχνεύσουµε µικρές,  µεσαίες αλλά και 

µεγάλες µετατοπίσεις του µέσου της διεργασίας σε σχέση µε το αντίστοιχο (κλασικό) 

διάγραµµα ελέγχου Shewhart τύπου  )1,1( . Παρατηρούµε επίσης ότι υπάρχει βελτίωση ακόµα 

και για µεγάλες µετατοπίσεις του µέσου. Το ποσοστό βελτίωσης στην τιµή του εκτός ελέγχου 

µέσου µήκους ροής του δίπλευρου διαγράµµατος ελέγχου Shewhart τύπου r/2 , 5,4,3=r , 

σε σχέση µε το αντίστοιχο κλασικό διάγραµµα ελέγχου Shewhart δίνεται από τον τύπο 

)(
)()(

)(
1,1

/21,1
/2 δ

δδ
δ

ARL
ARLARL

I r
r

−
= . 

Στο ακόλουθο διάγραµµα δίνεται η γραφική παράσταση της συνάρτησης )(/2 δrI  για 

5,4,3=r  



 130

 
∆ιάγραµµα 3.27: Γραφική παράσταση του )(/2 δrI   για 5,4,3=r   µε  34.2149=inARL  

 
Από το παραπάνω διάγραµµα παρατηρούµε ότι έχουµε µια οµοιόµορφη αύξηση του 

ποσοστού βελτίωσης που µας παρέχουν τα δίπλευρα διαγράµµατα ελέγχου τύπου Shewhart 

τύπου 2/r  έναντι του (κλασσικού) δίπλευρου διαγράµµατος ελέγχου Shewhart τύπου (1,1) 

καθώς αυξάνει το r . Άρα, για 5=r  έχουµε το µεγαλύτερο ποσοστό βελτίωσης, το οποίο 

φτάνει στα επίπεδα του 70%. 

Στα ακόλουθα διαγράµµατα δίνονται γραφικές παραστάσεις της συνάρτησης πιθανότητας 

και της συνάρτησης κατανοµής του µήκους ροής )(/2 δrT  του δίπλευρου διαγράµµατος 

ελέγχου Shewhart τύπου r/2 , 5,4,3=r  και  για =δ 0, 0.5, 1, 2 . 
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∆ιάγραµµα 3.28: Συνάρτηση πιθανότητας και συνάρτηση κατανοµής του µήκους ροής )0(3/2T  
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∆ιάγραµµα 3.29: Συνάρτηση πιθανότητας και συνάρτηση κατανοµής του µήκους ροής )5.0(3/2T  
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∆ιάγραµµα 3.30: Συνάρτηση πιθανότητας και συνάρτηση κατανοµής του µήκους ροής )1(3/2T  
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∆ιάγραµµα 3.31: Συνάρτηση πιθανότητας και συνάρτηση κατανοµής του µήκους ροής )2(3/2T  
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∆ιάγραµµα 3.32: Συνάρτηση πιθανότητας και συνάρτηση κατανοµής του µήκους ροής )0(4/2T  
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∆ιάγραµµα 3.33: Συνάρτηση πιθανότητας και συνάρτηση κατανοµής του µήκους ροής )5.0(4/2T  
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∆ιάγραµµα 3.34: Συνάρτηση πιθανότητας και συνάρτηση κατανοµής του µήκους ροής )1(4/2T  
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∆ιάγραµµα 3.35: Συνάρτηση πιθανότητας και συνάρτηση κατανοµής του µήκους ροής )2(4/2T  
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∆ιάγραµµα 3.36: Συνάρτηση πιθανότητας και συνάρτηση κατανοµής του µήκους ροής )0(5/2T  
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∆ιάγραµµα 3.37: Συνάρτηση πιθανότητας και συνάρτηση κατανοµής του µήκους ροής )5.0(5/2T  
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∆ιάγραµµα 3.38: Συνάρτηση πιθανότητας και συνάρτηση κατανοµής του µήκους ροής )1(5/2T  
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∆ιάγραµµα 3.39: Συνάρτηση πιθανότητας και συνάρτηση κατανοµής του µήκους ροής )2(5/2T  
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Στους ακόλουθους πίνακες δίνονται τιµές των ποσοτήτων 1Q , M  και 3Q  του µήκους 

ροής )(/2 δrT  του δίπλευρου διαγράµµατος ελέγχου Shewhart τύπου r/2  για 54, ,3=r  και 

για 3)2.0(0=δ  που µας βοηθούν στην αξιολόγηση της “αξιοπιστίας” του µέσου µήκους ροής 

των διαγραµµάτων 

 

Πίνακας 3.10: Τιµές για τις ποσότητες 1Q , 
M  και 3Q  για το δίπλευρο διάγραµµα 
ελέγχου Shewhart τύπου 3/2  µε 

34.2149)0(3/2 =ARL  

Πίνακας 3.11: Τιµές για τις ποσότητες 1Q , 
M  και 3Q για το δίπλευρο διάγραµµα 
ελέγχου Shewhart τύπου 4/2  µε 

34.2149)0(4/2 =ARL  
δ  1Q  M  3Q  )(3/2 δARL  δ  1Q  M  3Q  )(4/2 δARL  
0 620 1490 2979 2149.34 0 620 1490 2979 2149.34 

0.2 396 951 1901 1371.47 0.2 383 920 1837 1325.81 
0.4 170 407 812 586.14 0.4 157 376 750 541.95 
0.6 74 175 347 251.09 0.6 66 157 311 224.93 
0.8 35 81 161 116.31 0.8 31 71 141 102.15 
1.0 18 41 81 58.79 1.0 16 36 70 51.20 
1.2 11 23 44 32.39 1.2 9 20 38 28.26 
1.4 7 14 26 19.36 1.4 6 12 23 17.06 
1.6 5 9 17 12.48 1.6 4 8 15 11.17 
1.8 3 6 11 8.62 1.8 4 6 10 7.85 
2.0 3 5 8 6.32 2.0 3 4 7 5.87 
2.2 3 4 6 4.89 2.2 3 4 6 4.62 
2.4 2 3 5 3.97 2.4 2 3 4 3.81 
2.6 2 3 4 3.35 2.6 2 3 4 3.26 
2.8 2 2 3 2.93 2.8 2 3 3 2.89 
3.0 2 2 3 2.64 3.0 2 2 3 2.62 
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Πίνακας 3.12: Τιµές για τις ποσότητες 1Q ,
M  και 3Q για το δίπλευρο διάγραµµα  
ελέγχου Shewhart τύπου 5/2  µε  

34.2149)0(5/2 =ARL  
δ  1Q  M  3Q  )(5/2 δARL  
0 620 1490 2979 2149.34 

0.2 375 899 1796 1296.24 
0.4 150 357 712 514.14 
0.6 62 145 288 208.70 
0.8 29 66 129 93.49 
1.0 15 33 64 46.64 
1.2 9 19 35 25.83 
1.4 6 12 21 15.74 
1.6 5 8 14 10.44 
1.8 4 6 10 7.44 
2.0 3 5 7 5.64 
2.2 3 4 5 4.50 
2.4 2 3 4 3.75 
2.6 2 3 4 3.24 
2.8 2 3 3 2.88 
3.0 2 2 3 2.62 

 

3.4  Αξιολόγηση των δίπλευρων διαγραµµάτων ελέγχου Shewhart τύπου 2/r  
 

Στην παρούσα παράγραφο θα προβούµε σε µια συγκριτική αξιολόγηση των δίπλευρων 

διαγραµµάτων ελέγχου Shewhart τύπου r/2  µε τα αντίστοιχα διαγράµµατα ελέγχου 

Shewhart τύπου ),( kk  του Κεφαλαίου 2. Θα δώσουµε πίνακες µε τιµές για το µέσο µήκος 

ροής )(/2 δrARL  για τα διαγράµµατα ελέγχου Shewhart τύπου r/2  για 5,4,3=r  και θα τις 

συγκρίνουµε µε αντίστοιχες τιµές )(, δkkARL  των διαγραµµάτων ελέγχου Shewhart τύπου 

),( kk  για 5)1(1=k . Υπενθυµίζουµε ότι στα διαγράµµατα ελέγχου Shewhart τύπου ),( kk  

έχουµε ως ένδειξη ότι η διεργασία είναι εκτός ελέγχου όταν k  συνεχόµενα σηµεία του 

διαγράµµατος βρεθούν είτε πάνω από το άνω όριο ελέγχου είτε κάτω από το κάτω όριο 

ελέγχου, οποιοδήποτε συµβεί νωρίτερα. 

Φυσικά για να είναι συγκρίσιµες οι τιµές του µέσου µήκους ροής θα πρέπει τα 

διαγράµµατα ελέγχου να έχουν ίδιο εντός ελέγχου µέσο µήκος ροής. Θα δώσουµε πίνακες και 

γραφικές παραστάσεις µε το εντός ελέγχου µέσο µήκος ροής να παίρνει τιµές ίσες µε 80.52, 
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370.4 και 2149.34 έτσι ώστε να υπάρχει κοινή βάση σύγκρισης των νέων διαγραµµάτων 

ελέγχου µε το κλασικό δίπλευρο διάγραµµα ελέγχου Shewhart για =L 2.5, 3 και 3.5 . 

 

3.4.1 Σύγκριση δίπλευρων διαγραµµάτων ελέγχου Shewhart τύπου 2/r  και τύπου (k,k) 

µε ARLin = 80.52  

 

Στον ακόλουθο πίνακα δίνονται τιµές του outARL  για τα δίπλευρα διαγράµµατα ελέγχου 

Shewhart τύπου r/2  και τύπου ),( kk , για 5,4,3=r  και για 5)1(1=k , µε 52.80=inARL . Τα 

σκιασµένα τετράγων δηλώνουν το }5)1(1,5,4,3);(),(min{ ,/2 == krARLARL kkr δδ . 

Πίνακας 3.13: Μέσο µήκος ροής )(δinARL , )(, δkkARL  για 5,4,3=r  και για 5)1(1=k µε 

52.80=inARL  

δ  )(1,1 δARL  )(2,2 δARL  )(3,3 δARL )(4,4 δARL )(5,5 δARL )(3/2 δARL )(4/2 δARL  )(5/2 δARL
0 80.52 80.52 80.52 80.52 80.52 80.52 80.52 80.52 

0.2 70.47 66.13 64.20 63.27 62.85 64.14 63.04 62.39 
0.4 50.68 42.52 39.67 38.56 38.21 39.28 37.63 36.68 
0.6 33.69 26.10 24.05 23.50 23.58 23.35 22.04 21.31 
0.8 22.20 16.59 15.48 15.45 15.84 14.62 13.74 13.26 
1.0 14.92 11.15 10.71 11.01 11.59 9.79 9.23 8.93 
1.2 10.32 7.92 7.92 8.43 9.12 7.00 6.64 6.47 
1.4 7.37 5.94 6.22 6.85 7.62 5.30 5.08 4.98 
1.6 5.43 4.67 5.13 5.85 6.67 4.22 4.09 4.04 
1.8 4.13 3.83 4.42 5.20 6.06 3.52 3.44 3.42 
2.0 3.24 3.26 3.94 4.78 5.66 3.04 3.00 2.99 
2.2 2.62 2.87 3.62 4.49 5.41 2.71 2.70 2.70 
2.4 2.17 2.59 3.41 4.31 5.25 2.49 2.48 2.49 
2.6 1.85 2.40 3.26 4.19 5.15 2.33 2.33 2.34 
2.8 1.62 2.27 3.16 4.11 5.08 2.22 2.22 2.23 
3.0 1.45 2.17 3.10 4.06 5.05 2.14 2.15 2.15 

*p  0.00620964 0.0819672 0.197265 0.306981 0.40003 0.0690531 0.0650148 0.0634395 

UCL  2.5 1.39196 0.851431 0.504426 0.253269 1.48288 1.51399 1.52653 

LCL  -2.5 -1.39196 -0.851431 -0.504426 -0.253269 -1.48288 -1.51399 -1.52653 

 
Στον παραπάνω πίνακα έχουν σκιαστεί τα κελιά που περιέχουν την µικρότερη τιµή του 

εκτός ελέγχου µέσου µήκους ροής για τις διάφορες τιµές του δ . Όπως προκύπτει από τον 

παραπάνω πίνακα, το δίπλευρο διάγραµµα ελέγχου Shewhart τύπου 5/2  είναι το πλέον 

ευαίσθητο για τον εντοπισµό µετατοπίσεων του µέσου έως σ2  δηλαδή για µικρές 

µετατοπίσεις του µέσου. Για µεγάλες µετατοπίσεις του µέσου πάνω από σ2  το δίπλευρο 

διάγραµµα Shewhart τύπου )1,1(  είναι το πλέον ευαίσθητο.  
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Το ποσοστό βελτίωσης στην τιµή του εκτός ελέγχου µέσου µήκους ροής του δίπλευρου 

διαγράµµατος ελέγχου Shewhart τύπου r/2 , 5,4,3=r  σε σχέση µε τα αντίστοιχα 

διαγράµµατα ελέγχου Shewhart τύπου ),( kk  για 1≥k , δίνεται από τον τύπο 

)(
)()(

)(
,

/2,
; δ

δδ
δ

kk

rkk
rk ARL

ARLARL
I

−
=  

Στο ακόλουθο διάγραµµα δίνεται η γραφική παράσταση της συνάρτησης )(3; δkI  για 

5)1(1=k  

 

 
∆ιάγραµµα 3.40: Γραφική παράσταση του )(3; δkI   για 5)1(1=k  µε  52.80=inARL  

 
Από το παραπάνω διάγραµµα παρατηρούµε ότι το ποσοστό βελτίωσης µπορεί να φτάσει 

µέχρι το 35% έναντι του δίπλευρου διάγραµµατος ελέγχου Shewhart τύπου (1,1) και αφορά 

µετατοπίσεις κοντά στο σ1 . Επίσης, την ίδια περίπου συµπεριφορά µε ποσοστό βελτίωσης 

µέχρι 10% έχει το διάγραµµα τύπου 3/2  έναντι του διαγράµµατος τύπου )2,2( , ενώ έναντι 

των διαγραµµάτων τύπου )3,3( , )4,4(  και )5,5(  το ποσοστό βελτίωσης βαίνει συνεχώς 

αυξούµενο για µετατοπίσεις µεγαλύτερες του σ5.0 .  

Στο ακόλουθα διαγράµµατα δίνεται η γραφική παράσταση της συνάρτησης )(4; δkI  και 

)(5; δkI  για 5)1(1=k  
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∆ιάγραµµα 3.41: Γραφική παράσταση του )(4; δkI   για k=1(1)5 µε  ARLin=80.52 

 

 
∆ιάγραµµα 3.42: Γραφική παράσταση του )(5; δkI   για 5)1(1=k  µε  52.80=inARL  

Από το παραπάνω διάγραµµα παρατηρούµε ότι το ποσοστό βελτίωσης µπορεί να φτάσει 

µέχρι το 40% έναντι του δίπλευρου διάγραµµατος ελέγχου Shewhart τύπου (1,1) και αφορά 

µετατοπίσεις κοντά στο σ1 . Επίσης, την ίδια περίπου συµπεριφορά µε ποσοστό βελτίωσης 

µέχρι 20% έχει το διάγραµµα τύπου 4/2  έναντι του διαγράµµατος τύπου )2,2( , ενώ έναντι 

των διαγραµµάτων τύπου )3,3( , )4,4(  και )5,5(  το ποσοστό βελτίωσης είναι θετικό ακόµη 

και για µικρές µετατοπίσεις του µέσου της διεργασίας. 

Γενικότερα, µπορούµε να πούµε ότι κάθε ένα από τα διαγράµµατα ελέγχου τύπου r/2  για 

5,4,3=r  που αναπτύξαµε στο κεφάλαιο 3, έχουν καλύτερη απόδοση από τα διαγράµµατα 

ελέγχου τύπου ),( kk  για 5)1(1=k  όταν το 52.80=inARL .  
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3.4.2 Αξιολόγηση των δίπλευρων διαγραµµάτων ελέγχου Shewhart τύπου 2/r  µε 
         εντός ελέγχου µέσο µήκος ροής ARL2/r = 370.4 
 
Στον ακόλουθο πίνακα δίνονται τιµές του outARL  για τα δίπλευρα διαγράµµατα ελέγχου 
Shewhart τύπου r/2  και τύπου ),( kk , για 5,4,3=r  και για 5)1(1=k , µε 52.80=inARL .Τα 
σκιασµένα τετράγων δηλώνουν το }5)1(1,5,4,3);(),(min{ ,/2 == krARLARL kkr δδ  
 

Πίνακας 3.14: Μέσο µήκος ροής )(δinARL , )(, δkkARL  για 5,4,3=r  και για 5)1(1=k µε 

4.370=inARL  

δ  )(1,1 δARL  )(2,2 δARL  )(3,3 δARL )(4,4 δARL )(5,5 δARL )(3/2 δARL )(4/2 δARL  )(5/2 δARL
0 370.4 370.4 370.4 370.4 370.4 370.4 370.4 370.4 

0.2 308.43 276.67 259.3 248.54 241.32 264.79 257.81 253.39 
0.4 200.1 150.25 129.55 118.7 112.26 134.92 126.61 121.52 
0.6 119.67 78.91 65.25 58.99 55.71 67.89 62.24 58.85 
0.8 71.55 43.63 35.76 32.63 31.28 36.64 33.22 31.21 
1.0 43.9 25.78 21.45 20.06 19.72 21.44 19.42 18.26 
1.2 27.82 16.28 14.00 13.54 13.72 13.56 12.37 11.70 
1.4 18.25 10.94 9.85 9.91 10.37 9.21 8.49 8.11 
1.6 12.38 7.79 7.41 7.77 8.39 6.67 6.23 6.02 
1.8 8.7 5.85 5.89 6.44 7.16 5.10 4.84 4.72 
2.0 6.3 4.61 4.92 5.59 6.38 4.10 3.95 3.89 
2.2 4.7 3.79 4.28 5.03 5.87 3.44 3.35 3.33 
2.4 3.65 3.23 3.85 4.66 5.54 2.99 2.95 2.94 
2.6 2.9 2.85 3.56 4.42 5.33 2.68 2.66 2.66 
2.8 2.38 2.58 3.36 4.26 5.20 2.47 2.46 2.46 
3.0 2.0 2.39 3.23 4.16 5.11 2.32 2.32 2.32 

*p  0.00135 0.037422 0.115055 0.202766 0.285135 0.0309961 0.0289202 0.0280702 

UCL  3 1.78142 1.20008 0.831782 0.567654 1.86635 1.89691 1.90994 

LCL  -3 -1.78142 -1.20008 -0.831782 -0.567654 -1.86635 -1.89691 -1.90994 

 
Στον παραπάνω πίνακα έχουν σκιαστεί τα κελιά που περιέχουν την µικρότερη τιµή του 

εκτός ελέγχου µέσου µήκους ροής για τις διάφορες τιµές του δ . Όπως προκύπτει από τον 

παραπάνω πίνακα, το δίπλευρο διάγραµµα ελέγχου Shewhart τύπου )5,5(  είναι το πλέον 

ευαίσθητο για τον εντοπισµό µετατοπίσεων του µέσου έως σ6.0 . Το δίπλευρο διάγραµµα 

ελέγχου Shewhart τύπου 5/2  είναι το πλέον ευαίσθητο για τον εντοπισµό µεσαίων 

µετατοπίσεων του µέσου από σ8.0  έως σ6.2 . Για µεγάλες µετατοπίσεις του µέσου πάνω 

από σ6.2  το δίπλευρο διάγραµµα Shewhart τύπου )1,1(  είναι το πλέον ευαίσθητο.  

Το ποσοστό βελτίωσης στην τιµή του εκτός ελέγχου µέσου µήκους ροής του δίπλευρου 

διαγράµµατος ελέγχου Shewhart τύπου r/2 , 5,4,3=r   σε σχέση µε τα αντίστοιχα 

διαγράµµατα ελέγχου Shewhart τύπου ),( kk  για 1≥k  , δίνεται από τον τύπο 
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Στο ακόλουθο διάγραµµα δίνεται η γραφική παράσταση της συνάρτησης )(3; δkI  για 
5)1(1=k  

 
∆ιάγραµµα 3.43: Γραφική παράσταση του )(3; δkI για 5)1(1=k  µε 4.370=inARL  

 
Από το παραπάνω διάγραµµα παρατηρούµε ότι το ποσοστό βελτίωσης µπορεί να φτάσει 

µέχρι το 50% έναντι του δίπλευρου διάγραµµατος ελέγχου Shewhart τύπου (1,1) και αφορά 

µετατοπίσεις κοντά στο σσ 5.11 − . Επίσης, την ίδια περίπου συµπεριφορά µε ποσοστό 

βελτίωσης µέχρι 15% έχει το διάγραµµα ελέγχου τύπου 3/2  έναντι του διαγράµµατος 

ελέγχου τύπου )2,2( , ενώ έναντι των διαγραµµάτων ελέγχου τύπου )3,3( , )4,4(  και )5,5(  το 

ποσοστό βελτίωσης αυξάνει για µετατοπίσεις µεγαλύτερες του σσ 2.11 − . Για µικρότερη 

τάξης µετατόπιση του µέσου της διεργασίας, τα διαγράµµατα  )3,3( , )4,4(  και  )5,5(  είναι 

καλύτερα έναντι του διαγράµµατος ελέγχου τύπου 3/2 . 

Στα ακόλουθα διαγράµµατα δίνεται η γραφική παράσταση της συνάρτησης )(4; δkI  και 

)(5; δkI  για 5)1(1=k  

 

 
∆ιάγραµµα 3.44: Γραφική παράσταση του )(4; δkI  για k=1(1)5  µε ARLin=370.4 
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∆ιάγραµµα 3.45: Γραφική παράσταση του )(5; δkI  για k=1(1)5  µε ARLin=370.4 

Η συµπεριφορά του )(4; δkI  και του )(5; δkI  είναι παρόµοια µε αυτή του )(3; δkI  

 

Γενικότερα, µπορούµε να πούµε ότι η τα διαγράµµατα ελέγχου τύπου )5,5(  και )4,4(  

είναι τα πιό ευαίσθητα για µετατοπίσεις του µέσου της διεργασίας µέχρι σχεδόν σ6.0  όταν 

το 4.370=inARL  . Το δίπλευρο διάγραµµα ελέγχου Shewhart τύπου 5/2  εµφανίζει το 

καλύτερο ποσοστό βελτίωσης για µετατόπιση του µέσου από σ6.0  έως σ6.2  (οι συγκρίσεις 

γίνονται σε σχέση µε το κλασικό δίπλευρο διάγραµµα ελέγχου Shewhart µε 4.370=inARL  ). 

 

3.4.3 Αξιολόγηση των δίπλευρων διαγραµµάτων ελέγχου Shewhart τύπου 2/r  µε 
         εντός ελέγχου µέσο µήκος ροής ARL2/r = 2149.34 
 
Στον ακόλουθο πίνακα δίνονται τιµές του outARL  για τα δίπλευρα διαγράµµατα ελέγχου 

Shewhart τύπου r/2  και τύπου ),( kk , για 5,4,3=r  και για 5)1(1=k , µε 52.80=inARL . Τα 

σκιασµένα τετράγωνα δηλώνουν το }5)1(1,5,4,3);(),(min{ ,/2 == krARLARL kkr δδ . 
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Πίνακας 3.15: Μέσο µήκος ροής )(δinARL , )(, δkkARL  για 5,4,3=r  και για 5)1(1=k µε 

34.2149=inARL  

δ  )(1,1 δARL  )(2,2 δARL  )(3,3 δARL )(4,4 δARL )(5,5 δARL )(3/2 δARL )(4/2 δARL  )(5/2 δARL
0 2149.34 2149.34 2149.34 2149.34 2149.34 2149.34 2149.34 2149.34 

0.2 1691.41 1447.33 1304.15 1210.94 1145.02 1371.47 1325.81 1296.24 
0.4 984.54 665.19 529.0 455.52 409.81 586.14 541.95 514.14 
0.6 530.09 300.22 221.75 184.28 162.86 251.09 224.93 208.70 
0.8 287.73 144.06 102.62 84.62 75.07 116.31 102.15 93.49 
1.0 160.95 74.30 52.60 43.96 39.77 58.79 51.20 46.64 
1.2 93.24 41.19 29.71 25.58 23.86 32.39 28.26 25.83 
1.4 55.98 24.49 18.36 16.47 15.93 19.36 17.06 15.74 
1.6 34.82 15.57 12.31 11.57 11.63 12.48 11.17 10.44 
1.8 24.44 10.53 8.87 8.76 9.15 8.62 7.85 7.44 
2.0 14.97 7.55 6.81 7.06 7.63 6.32 5.87 5.64 
2.2 10.33 5.70 5.51 6.00 6.68 4.89 4.62 4.50 
2.4 7.37 4.51 4.67 5.29 6.07 3.97 3.81 3.75 
2.6 5.43 3.72 4.11 4.83 5.67 3.35 3.26 3.24 
2.8 4.13 3.19 3.74 4.53 5.41 2.93 2.89 2.88 
3.0 3.24 2.82 3.48 4.33 5.25 2.64 2.62 2.62 

*p  0.00023263 0.015369 0.0628417 0.127785 0.196 0.012623 0.011724 0.0113484 

UCL  3.5 2.16045 1.53135 1.13692 0.855996 2.23762 2.26606 2.2785 

LCL  -3.5 -2.16045 -1.53135 -1.13692 -0.855996 -2.23762 -2.26606 -2.2785 

 
Στον παραπάνω πίνακα έχουν σκιαστεί τα κελιά που περιέχουν την µικρότερη τιµή του 

εκτός ελέγχου µέσου µήκους ροής για τις διάφορες τιµές του δ . Όπως προκύπτει από τον 

παραπάνω πίνακα, το δίπλευρο διάγραµµα ελέγχου Shewhart τύπου )5,5(  είναι το πλέον 

ευαίσθητο για τον εντοπισµό µικρών και µεσαίων µετατοπίσεων του µέσου, δηλαδή έως 

σ2.1 . Το δίπλευρο διάγραµµα ελέγχου Shewhart τύπου 5/2  είναι το πλέον ευαίσθητο για 

τον εντοπισµό µεγάλων µετατοπίσεων του µέσου, δηλαδή πάνω από σ2.1 . 

Το ποσοστό βελτίωσης στην τιµή του εκτός ελέγχου µέσου µήκους ροής του δίπλευρου 

διαγράµµατος ελέγχου Shewhart τύπου r/2 , 5,4,3=r  σε σχέση µε τα αντίστοιχα 

διαγράµµατα ελέγχου Shewhart τύπου ),( kk  για 1≥k  δίνεται από τον τύπο 
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Στο ακόλουθο διάγραµµα δίνεται η γραφική παράσταση της συνάρτησης )(3; δkI  για 

5)1(1=k  
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∆ιάγραµµα 3.46: Γραφική παράσταση του )(3; δkI   για 5)1(1=k  µε  34.2149=inARL  

 
Από το παραπάνω διάγραµµα παρατηρούµε ότι το ποσοστό βελτίωσης µπορεί να φτάσει 

µέχρι το 60% έναντι του δίπλευρου διάγραµµατος ελέγχου Shewhart τύπου (1,1) και αφορά 

µετατοπίσεις κοντά στο σ5.1 . Επίσης, την ίδια περίπου συµπεριφορά µε ποσοστό βελτίωσης 

µέχρι 20% έχει το διάγραµµα ελέγχου τύπου 3/2  έναντι του διαγράµµατος ελέγχου τύπου 

)2,2( , ενώ έναντι των διαγραµµάτων ελέγχου τύπου )3,3( , )4,4(  και )5,5(  το ποσοστό 

βελτίωσης βαίνει συνεχώς αυξανόµενο για µετατοπίσεις µεγαλύτερες του σ5.1 . Για 

µικρότερες µετατοπϊσεις του µέσου της διεργασίας, τα διαγράµµατα  τύπου  )3,3(  )4,4(  και 

)5,5(  είναι καλύτερα έναντι του διαγραµµάτος τύπου 3/2 . 

Ανάλογα συµπεράσµατα προκύπτουν από τη σύγκριση των διαγραµµάτων ελέγχου τύπου 

4/2  και 5/2 , µε τα διαγράµµατα ελέγχου τύπου ),( kk , για 5)1(1=k , όπως αποκαλύπτουν 

οι ακόλουθες δύο γραφικές παραστάσεις των ποσοστών βελτίωσης )(4; δkI  και )(5; δkI .  

 

 
∆ιάγραµµα 3.47: Γραφική παράσταση του )(4; δkI   για 5)1(1=k   µε  34.2149=inARL  
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∆ιάγραµµα 3.48: Γραφική παράσταση του )(5; δkI   για 5)1(1=k   µε  34.2149=inARL  

Γενικότερα, µπορούµε να πούµε ότι τα διαγράµµατα ελέγχου τύπου )4,4(  και )5,5(  είναι 

τα πιό ευαίσθητα για µετατοπίσεις του µέσου της διεργασίας µέχρι σ5.1  όταν το 

34.2149=inARL  . Το δίπλευρο διάγραµµα ελέγχου Shewhart τύπου 5/2  εµφανίζει το 

καλύτερο ποσοστό βελτίωσης για µετατοπίσεις του µέσου από σσ 5.35.1 −  (οι συγκρίσεις 

γίνονται σε σχέση µε το κλασικό διάγραµµα ελέγχου Shewhart µε 34.2149=inARL ). 
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ΠΑΡΑΡΤΗΜΑ 

 
 
 

ΠΡΟΓΡΑΜΜΑΤΑ  MATHEMATICA 
 
 
 
ΠΡΟΓΡΑΜΜΑ 1 : Μελέτη Κανόνα 15C  

ΠΡΟΓΡΑΜΜΑΤΑ 2, 3 : Μελέτη Άνω ∆ιαγράµµατος Ελέγχου Shewhart     

                                           τύπου 4 

ΠΡΟΓΡΑΜΜΑΤΑ 4, 5 : Μελέτη ∆ίπλευρου ∆ιαγράµµατος Ελέγχου  

                                           Shewhart τύπου (4,4) 

ΠΡΟΓΡΑΜΜΑΤΑ 6, 7 : Μελέτη ∆ίπλευρου ∆ιαγράµµατος Ελέγχου   

                                            Shewhart τύπου 2/3  
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ΠΡΟΓΡΑΜΜΑ 1 
 
ΚΕΦΑΛΑΙΟ 1 

 Υπολογισµός  )(δARL  για τον κανόνα 15C : Πίνακας 1.6 

 Υπολογισµός ∆ιασποράς του )(δARL  για τον κανόνα 15C : Πίνακας 1.6 

 Υπολογισµός Ποσοστιαίων Σηµείων της κατανοµής του µήκους ροής )(δT  για τον 

κανόνα 15C : Πίνακας 1.7 

 Γραφικές παραστάσεις αθροιστικής συνάρτησης κατανοµής και συνάρτησης 

πιθανότητας για το µήκος ροής )(δT  : ∆ιάγραµµα 1.10 

 
<<Statistics̀ ContinuousDistributions̀  H∗−−ΥΠΟΛΟΓΙΣΜΟΣ ARL@δD ΓΙΑ ΤΟΝ ΚΑΝΟΝΑ C15 ΓΙΑ δ=0 H0.2L 3 −−∗L
dist= NormalDistribution@0,1D;
Φ@x_D = CDF@dist,xD;
p1@δ_D = Φ@−2− δD −Φ@−3− δD;
p2@δ_D = Φ@2− δD − Φ@−2− δD;
p3@δ_D = Φ@3− δD − Φ@2−δD;
p4@δ_D = Φ@−3− δD +1− Φ@3− δD;
a= 8p1@δD, p2@δD, p3@δD<;
l1= 81,1,1<;
R= 880, p2@δD, p3@δD<, 8p1@δD, p2@δD, p3@δD<, 8p1@δD, p2@δD,0<<;
ARL@δ_D = 1+a.Inverse@IdentityMatrix@3D − RD.l1;
Do@Print@δ , " ", N@ARL@δDDD, 8δ, 0,3, 0.2<D  
0 278.045 
0.2 222.589 
0.4 134.17 
0.6 75.2701 
0.8 42.9622 
1. 25.6122 
1.2 16.0608 
1.4 10.6047 
1.6 7.36207 
1.8 5.35817 
2. 4.07297 
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2.2 3.21986 
2.4 2.63542 
2.6 2.22335 
2.8 1.92509 
3. 1.70397 H∗−−ΥΠΟΛΟΓΙΣΜΟΣ Ε HΤ2L−−∗L
MTS@δ_D =

N@1+a.H3∗IdentityMatrix@3D − RL.
MatrixPower@IdentityMatrix@3D− R, −2D.l1D;H∗−−ΥΠΟΛΟΓΙΣΜΟΣ Ε HΤL −−∗L

MT@δ_D = 1+a.Inverse@IdentityMatrix@3D − RD.l1;H∗−−ΥΠΟΛΟΓΙΣΜΟΣ ∆ΙΑΣΠΟΡΑΣ ΤΟΥ ARL  HδL,
VAR  HTL=E HT2L−E2 HTL −−∗L
Do@Print@δ, " ", N@ MT@δDD, " ", N@ MTS@δDD, " ",
N@MTS@δD− HMT@δDL^2DD, 8δ,0,3, 0.2<DH∗−− δ, E HTL=ARL HδL, E HT2L, Var HTL −−∗L  

0 278.045 154204. 76895.+ 0.ą  
0.2 222.589 98748.8 49203. 
0.4 134.17 35784.7 17783.1 
0.6 75.2701 11203.8 5538.24 
0.8 42.9622 3617.36 1771.61 
1. 25.6122 1267.58 611.59 
1.2 16.0608 488.289 230.341 
1.4 10.6047 207.03 94.5706 
1.6 7.36207 96.3145 42.1144 
1.8 5.35817 48.9147 20.2047 
2. 4.07297 26.9567 10.3675 
2.2 3.21986 16.0182 5.65072 
2.4 2.63542 10.1975 3.25205 
2.6 2.22335 6.91025 1.96695 
2.8 1.92509 4.95174 1.24578 
3. 1.70397 3.72699 0.823479 
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H∗−−ΥΠΟΛΟΓΙΣΜΟΣ ΑΘΡΟΙΣΤΙΚΗΣ ΣΥΝΑΡΤΗΣΗΣ ΚΑΤΑΝΟΜΗΣ & ΣΥΝΑΡΤΗΣΗΣ
ΠΙΘΑΝΟΤΗΤΑΣ ΓΙΑ ΤΟ ΜΗΚΟΣ ΡΟΗΣ Τ HδL ΓΙΑ ΤΟΝ ΚΑΝΟΝΑ C15 −−∗L

δ = 2.0;H∗−−ΜΕΤΑΤΟΠΙΣΗ ΤΟΥ ΜΕΣΟΥ ΤΗΣ ∆ΙΕΡΓΑΣΙΑΣ −−∗L
ARL@δ_D = 1+a.Inverse@IdentityMatrix@3D − RD.l1
S@n_D = a.MatrixPower@R,n−1D.l1;
S@1D = a.l1;
F@n_D = 1−S@nD;H∗−−ΑΘΡΟΙΣΤΙΚΗ ΣΥΝΑΡΤΗΣΗ ΚΑΤΑΝΟΜΗΣ −−∗LH∗−−ΣΥΝΑΡΤΗΣΗ ΠΙΘΑΝΟΤΗΤΑΣ −−∗L
f@n_D = F@nD− F@n−1D;
f@1D = 1−S@1D;H∗−−ΥΠΟΛΟΓΙΣΜΟΣ ΠΟΣΟΣΤΙΑΙΩΝ ΣΗΜΕΙΩΝ ΤΗΣ ΚΑΤΑΝΟΜΗΣ ΤΟΥ ΜΗΚΟΥΣ ΡΟΗΣ
Τ HδL ΓΙΑ ΤΟΝ ΚΑΝΟΝΑ C15 ΓΙΑ ∆Ε∆ΟΜΕΝΗ ΤΙΜΗ ΤΟΥ δ−−∗L

Do@Print@n , " ", N@F@nDDD, 8n,1,15<D  
1 0.158656 
2 0.408656 
3 0.560734 
4 0.679441 
5 0.76475 
6 0.827665 
7 0.873682 
8 0.907428 
9 0.932155 
10 0.950278 
11 0.96356 
12 0.973294 
13 0.980428 
14 0.985656 
15 0.989487 
<<Graphics̀ Graphics̀  
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H∗−−ΓΡΑΦΙΚΕΣ ΠΑΡΑΣΤΑΣΕΙΣ ΑΘΡΟΙΣΤΙΚΗΣ ΣΥΝΑΡΤΗΣΗΣ ΚΑΤΑΝΟΜΗΣ ΚΑΙ
ΣΥΝΑΡΤΗΣΗΣ ΠΙΘΑΝΟΤΗΤΑΣ ΤΗΣ ΚΑΤΑΝΟΜΗΣ ΤΟΥ ΜΗΚΟΥΣ ΡΟΗΣ Τ HδL ΓΙΑ
ΤΟΝ ΚΑΝΟΝΑ C15 ΓΙΑ ∆Ε∆ΟΜΕΝΗ ΤΙΜΗ ΤΟΥ δ−−∗LH∗−−ΓΡΑΦΙΚΗ ΠΑΡΑΣΤΑΣΗ ΑΘΡΟΙΣΤΙΚΗΣ ΣΥΝΑΡΤΗΣΗΣ ΚΑΤΑΝΟΜΗΣ −−∗L

t1= Table@N@F@nDD, 8n,1,50<D;
ListPlot@t1,PlotRange→ 80,1<DH∗−−ΓΡΑΦΙΚΗ ΠΑΡΑΣΤΑΣΗ ΣΥΝΑΡΤΗΣΗΣ ΠΙΘΑΝΟΤΗΤΑΣ −−∗L
t2= Table@N@f@nDD, 8n,1,50<D;
BarChart@t2,AxesLabel→ 8n, prob<,Ticks→ 8850<,Automatic<,
GridLines−> 882,3,4.07,5<, None<,PlotRange→ 80, 0.4<D  

10 20 30 40 50

0.2

0.4

0.6

0.8

1

 

¦ Graphics ¦  

50
n

0.05

0.1

0.15

0.2

0.25

0.3

0.35

0.4
prob

 

¦ Graphics ¦  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



 150

 
ΠΡΟΓΡΑΜΜΑ 2 
 
ΚΕΦΑΛΑΙΟ 2 

 Υπολογισµός )(4 δARL  και ποσοστιαίων σηµείων για την κατανοµή του µήκους ροής 

)(4 δT : Πίνακας 2.11 

 Γραφικές παραστάσεις αθροιστικής συνάρτησης κατανοµής και συνάρτησης 

πιθανότητας του µήκους ροής )(4 δT : ∆ιαγράµµατα 2.37 

 
<<Statistics̀ ContinuousDistributions̀  H∗−−ΥΠΟΛΟΓΙΣΜΟΣ ΛΥΣΗΣ p∗ ΟΠΩΣ ΑΝΑΦΕΡΕΤΑΙ ΣΤΟ ΒΗΜΑ 2−−∗L
h@x_,k_D =

1−xkH1−xL∗xk
;

Solve@h@x,4D« 740.8,xD
x= xê.%  88x→ −0.183713<, 8x → −0.00885152− 0.190157ą<,8x→ −0.00885152+ 0.190157ą<, 8x → 0.202766<<  8−0.183713, −0.00885152− 0.190157ą, −0.00885152+ 0.190157ą, 0.202766<  

H∗−−ΥΠΟΛΟΓΙΣΜΟΣ ΑΝΩ ΟΡΙΟΥ ΕΛΕΓXΟΥ ΟΠΩΣ ΑΝΑΦΕΡΕΤΑΙ ΣΤΟ ΒΗΜΑ 3−−∗L
UCL= Quantile@NormalDistribution@0,1D,1−0.202766D;
Print@" OneSided_UCL=", UCLD  
OneSided_UCL=0.831782 H∗−−ΥΠΟΛΟΓΙΣΜΟΣ ARL4 HδL ΓΙΑ δ=0 H0.2L 3 −−∗L
p4@δ_D = 1−CDF@NormalDistribution@0,1D, UCL− δD;
q4@δ_D = 1− p4@δD;
ARL4@δ_D = h@p4@δD,4D;
Do@Print@δ," ",ARL4@δDD, 8δ,0,3, 0.2<D  
0 740.796 
0.2 279.261 
0.4 120.491 
0.6 59.0942 
0.8 32.6345 
1. 20.0585 
1.2 13.5444 
1.4 9.91447 
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1.6 7.76746 
1.8 6.43741 
2. 5.58553 
2.2 5.02826 
2.4 4.66009 
2.6 4.41692 
2.8 4.25778 
3. 4.15538 H∗−−ΑΘΡΟΙΣΤΙΚΗ ΣΥΝΑΡΤΗΣΗ ΚΑΤΑΝΟΜΗΣ & ΥΠΟΛΟΓΙΣΜΟΣ ΠΟΣΟΣΤΙΑΙΩΝ ΣΗΜΕΙΩΝ ΓΙΑ
ΤΗΝ ΚΑΤΑΝΟΜΗ ΤΟΥ ΜΗΚΟΥΣ ΡΟΗΣ Τ4 HδL ΓΙΑ ∆Ε∆ΟΜΕΝΗ ΤΙΜΗ ΤΟΥ δ−−∗L

δ = 1.0; H∗−−ΜΕΤΑΤΟΠΙΣΗ ΤΟΥ ΜΕΣΟΥ ΤΗΣ ∆ΙΕΡΓΑΣΙΑΣ−−∗L
p@δ_D = 1−CDF@NormalDistribution@0, 1D, UCL− δD;
q@δ_D = 1− p@δD;
e1= 81,0,0,0,0<;
e5= 80,0,0,0,1<;
P= 88q@δD, p@δD,0,0,0<, 8q@δD, 0, p@δD,0,0<, 8q@δD, 0,0, p@δD,0<,8q@δD,0,0,0, p@δD<, 80, 0,0,0,1<<;H∗−−ΠΙΝΑΚΑΣ ΠΙΘΑΝΟΤΗΤΩΝ ΜΕΤΑΠΗ∆ΗΣΗΣ−−∗L
H∗−−ΑΘΡΟΙΣΤΙΚΗ ΣΥΝΑΡΤΗΣΗ ΚΑΤΑΝΟΜΗΣ−−∗L
F@n_D = e1.MatrixPower@P,nD.e5;
H∗−−ΥΠΟΛΟΓΙΣΜΟΣ ΠΟΣΟΣΤΙΑΙΩΝ ΣΗΜΕΙΩΝ −−∗L
Do@Print@n, " ", Re@F@nDDD, 8n,1,20<D  
1 2.22045×10−16  
2 2.22045×10−16  
3 4.44089×10−16  
4 0.103205 
5 0.147914 
6 0.192623 
7 0.237332 
8 0.282041 
9 0.322136 
10 0.360232 
11 0.396329 
12 0.430427 
13 0.462527 
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14 0.492833 
15 0.521437 
16 0.548426 
17 0.573891 
18 0.597921 
19 0.620596 
20 0.641992 H∗−−ΓΡΑΦΙΚΗ ΠΑΡΑΣΤΑΣΗ ΑΘΡΟΙΣΤΙΚΗΣ ΣΥΝΑΡΤΗΣΗΣ ΚΑΤΑΝΟΜΗΣ ΓΙΑ ΤΟ ΜΗΚΟΣ ΡΟΗΣ
Τ4 HδL ΓΙΑ ∆Ε∆ΟΜΕΝΗ ΤΙΜΗ ΤΟΥ δ−−∗L

t1= Table@Re@F@nDD, 8n,1,50<D;
ListPlot@t1,PlotRange→ 80,1<D  
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<<Graphics̀ Graphics̀  H∗−−ΣΥΝΑΡΤΗΣΗ ΠΙΘΑΝΟΤΗΤΑΣ ΓΙΑ ΤΟ ΜΗΚΟΣ ΡΟΗΣ Τ4 HδL ΓΙΑ ∆Ε∆ΟΜΕΝΗ ΤΙΜΗ ΤΟΥ δ−−∗L
e4= 80,0,0,1,0<;
f@n_D = p@δD∗e1.MatrixPower@P,n−1D.e4;
f@0D = p@δD∗e1.e4;

H∗−−ΓΡΑΦΙΚΗ ΠΑΡΑΣΤΑΣΗ ΑΘΡΟΙΣΤΙΚΗΣ ΣΥΝΑΡΤΗΣΗΣ ΚΑΤΑΝΟΜΗΣ ΓΙΑ ΤΟ ΜΗΚΟΣ ΡΟΗΣ
Τ4 HδL ΓΙΑ ∆Ε∆ΟΜΕΝΗ ΤΙΜΗ ΤΟΥ δ−−∗L

t2= Table@Re@f@nDD, 8n,1,100<D;
BarChart@t2,PlotRange→ 80,0.12<,AxesLabel→ 8n, pr<,
Ticks→ 8888,Q1<, 815, M<, 820.1,ARL<, 827,Q3<,100<,Automatic<,
GridLines→ 8888, Q1<, 815, M<, 820.1,ARL<, 827,Q3<<, None<,PlotRange→ 80,0.12<,
PlotStyle→ PointSize@.01DD  
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ΠΡΟΓΡΑΜΜΑ 3 
 
ΚΕΦΑΛΑΙΟ 2 

 Γραφικές παραστάσεις βελτίωσης άνω διαγράµµατος ελέγχου Shewhart τύπου k : 

∆ιάγραµµα 2.22 

 
<<Statistics̀ ContinuousDistributions̀  H∗−−ΥΠΟΛΟΓΙΣΜΟΣ ΤΗΣ ΛΥΣΗΣ p∗  ΣΥΜΦΩΝΑ ΜΕ ΤΟ ΒΗΜΑ 2, ΓΙΑ k=1 −−∗L
h@x_,k_D =

1−xkH1−xL∗xk
;

 
Solve@h@x,1D« 740.8,xD
x= xê.%  88x→ 0.00134989<<  80.00134989<  H∗−−ΥΠΟΛΟΓΙΣΜΟΣ ΑΝΩ ΟΡΙΟΥ ΕΛΕΓXΟΥ ΣΥΜΦΩΝΑ ΜΕ ΤΟ ΒΗΜΑ 3, ΓΙΑ k=1 −−∗L
d1= Quantile@NormalDistribution@0, 1D, 1−0.00134989D;
Print@" OneSided_UCL= ", d1D  
OneSided_UCL= 3. H∗−−ΥΠΟΛΟΓΙΣΜΟΣ ARL1 HδL −−∗L
p@δ_D = 1−CDF@NormalDistribution@0, 1D, d1− δD;
q@δ_D = 1− p@δD;
ARL@δ_D = h@p@δD, 1D;  H∗−−ΥΠΟΛΟΓΙΣΜΟΣ ΤΗΣ ΛΥΣΗΣ p∗  ΣΥΜΦΩΝΑ ΜΕ ΤΟ ΒΗΜΑ 2, ΓΙΑ k=2 −−∗L
Solve@h@z, 2D« 740.8, zD
z= zê. %  88z→ −0.0360721<, 8z → 0.037422<<  8−0.0360721, 0.037422<  H∗−−ΥΠΟΛΟΓΙΣΜΟΣ ΑΝΩ ΟΡΙΟΥ ΕΛΕΓXΟΥ ΣΥΜΦΩΝΑ ΜΕ ΤΟ ΒΗΜΑ 3, ΓΙΑ k=2 −−∗L
d2= Quantile@NormalDistribution@0, 1D, 1−0.037422D;
Print@" OneSided_UCL= ", d2D  
OneSided_UCL= 1.78142 H∗−−ΥΠΟΛΟΓΙΣΜΟΣ ARL2 HδL −−∗L
p2@δ_D = 1−CDF@NormalDistribution@0, 1D, d2− δD;
q2@δ_D = 1− p2@δD;
ARL2@δ_D = h@p2@δD, 2D;  
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H∗−−ΥΠΟΛΟΓΙΣΜΟΣ ΤΗΣ ΛΥΣΗΣ p∗  ΣΥΜΦΩΝΑ ΜΕ ΤΟ ΒΗΜΑ 2, ΓΙΑ k=3 −−∗L
Solve@h@y, 3D« 740.8, yD
y= yê. %  88y→ −0.0568528− 0.0921971ą<, 8y → −0.0568528+0.0921971ą<, 8y→ 0.115055<<  8−0.0568528− 0.0921971ą, −0.0568528+0.0921971ą, 0.115055<  H∗−−ΥΠΟΛΟΓΙΣΜΟΣ ΑΝΩ ΟΡΙΟΥ ΕΛΕΓXΟΥ ΣΥΜΦΩΝΑ ΜΕ ΤΟ ΒΗΜΑ 3, ΓΙΑ k=3 −−∗L
d3= Quantile@NormalDistribution@0, 1D, 1−0.115055D;
Print@" OneSided_UCL= ", d3D  
OneSided_UCL= 1.20008 H∗−−ΥΠΟΛΟΓΙΣΜΟΣ ARL3 HδL −−∗L
p3@δ_D = 1−CDF@NormalDistribution@0, 1D, d3− δD;
q3@δ_D = 1− p3@δD;
ARL3@δ_D = h@p3@δD, 3D;  H∗−−ΥΠΟΛΟΓΙΣΜΟΣ ΤΗΣ ΛΥΣΗΣ p∗  ΣΥΜΦΩΝΑ ΜΕ ΤΟ ΒΗΜΑ 2, ΓΙΑ k=4 −−∗L
Solve@h@u, 4D« 740.8, uD
u= uê. %  88u→ −0.183713<, 8u → −0.00885152− 0.190157ą<,8u→ −0.00885152+ 0.190157ą<, 8u → 0.202766<<  8−0.183713, −0.00885152− 0.190157ą, −0.00885152+ 0.190157ą, 0.202766<  H∗−−ΥΠΟΛΟΓΙΣΜΟΣ ΑΝΩ ΟΡΙΟΥ ΕΛΕΓXΟΥ ΣΥΜΦΩΝΑ ΜΕ ΤΟ ΒΗΜΑ 3, ΓΙΑ k=4 −−∗L
d4= Quantile@NormalDistribution@0, 1D, 1−0.202766D;
Print@" OneSided_UCL= ", d4D  
OneSided_UCL= 0.831782 H∗−−ΥΠΟΛΟΓΙΣΜΟΣ ARL4 HδL −−∗L
p4@δ_D = 1−CDF@NormalDistribution@0, 1D, d4− δD;
q4@δ_D = 1− p4@δD;
ARL4@δ_D = h@p4@δD, 4D;  H∗−−ΥΠΟΛΟΓΙΣΜΟΣ ΤΗΣ ΛΥΣΗΣ p∗  ΣΥΜΦΩΝΑ ΜΕ ΤΟ ΒΗΜΑ 2, ΓΙΑ k=5 −−∗L
Solve@h@w, 5D« 740.8, wD
w = w ê. %  88w→ −0.21088− 0.145639ą<, 8w → −0.21088+0.145639ą<,8w→ 0.0689875− 0.25946ą<, 8w → 0.0689875+ 0.25946ą<, 8w → 0.285135<<  8−0.21088− 0.145639ą, −0.21088+0.145639ą,
0.0689875− 0.25946ą, 0.0689875+ 0.25946ą, 0.285135<  H∗−−ΥΠΟΛΟΓΙΣΜΟΣ ΑΝΩ ΟΡΙΟΥ ΕΛΕΓXΟΥ ΣΥΜΦΩΝΑ ΜΕ ΤΟ ΒΗΜΑ 3, ΓΙΑ k=5 −−∗L
d5= Quantile@NormalDistribution@0, 1D, 1−0.285135D;
Print@" OneSided_UCL= ", d5D  
OneSided_UCL= 0.567654 
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H∗−−ΥΠΟΛΟΓΙΣΜΟΣ ARL5 HδL −−∗L
p5@δ_D = 1−CDF@NormalDistribution@0, 1D, d5− δD;
q5@δ_D = 1− p5@δD;
ARL5@δ_D = h@p5@δD, 5D;  H∗−−ΥΠΟΛΟΓΙΣΜΟΣ ΣΥΝΑΡΤΗΣΗΣ Ik HδL, k=2 H1L 5−−∗L
I12@δ_D =

ARL@δD −ARL2@δD
ARL@δD ;

I13@δ_D =
ARL@δD −ARL3@δD

ARL@δD ;

I14@δ_D =
ARL@δD −ARL4@δD

ARL@δD ;

I15@δ_D =
ARL@δD −ARL5@δD

ARL@δD ;
 H∗−−ΓΡΑΦΙΚΕΣ ΠΑΡΑΣΤΑΣΕΙΣ ΒΕΛΤΙΩΣΗΣ−−∗L

im12= Plot@I12@δD, 8δ, 0, 3<, PlotStyle→ RGBColor@1, 0, 0D,
DisplayFunction→ IdentityD

im13= Plot@I13@δD, 8δ, 0, 3<, PlotStyle→ RGBColor@0, 1, 0D,
DisplayFunction→ IdentityD

im14= Plot@I14@δD, 8δ, 0, 3<, PlotStyle→ RGBColor@0, 0, 1D,
DisplayFunction→ IdentityD

im15= Plot@I15@δD, 8δ, 0, 3<, PlotStyle→ RGBColor@0, 0.2, 0.2D,
DisplayFunction→ IdentityD  

¦ Graphics ¦  
¦ Graphics ¦  
¦ Graphics ¦  
¦ Graphics ¦  
Show@im12, im13, im14, im15, PlotRange→ 80, 0.7<, DisplayFunction→ $DisplayFunctionD
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ΠΡΟΓΡΑΜΜΑ 4 
 
ΚΕΦΑΛΑΙΟ 2 

 Υπολογισµός )(4,4 δARL  και ποσοστιαίων σηµείων για την κατανοµή του µήκους 

ροής )(4,4 δT : Πίνακας 2.29 

 Γραφικές παραστάσεις αθροιστικής συνάρτησης κατανοµής και συνάρτησης 

πιθανότητας του µήκους ροής )(4,4 δT : ∆ιάγραµµα 2.101 

 
<<Statistics̀ ContinuousDistributions̀  H∗−−ΥΠΟΛΟΓΙΣΜΟΣ ΛΥΣΗΣ p∗ , ΣΥΜΦΩΝΑ ΜΕ ΤΟ ΒΗΜΑ 2−−∗L
h@p_,k_D =

1

2 Jp− p−pk
1−pk

N;
Solve@h@p,4D« 370.4, pD
p= pê.%  88p→ −0.183713<, 8p → −0.00885152− 0.190157ą<,8p→ −0.00885152+ 0.190157ą<, 8p → 0.202766<<  8−0.183713, −0.00885152− 0.190157ą, −0.00885152+ 0.190157ą, 0.202766<  H∗−−ΥΠΟΛΟΓΙΣΜΟΣ ΑΝΩ ΚΑΙ ΚΑΤΩ ΟΡΙΟΥ ΕΛΕΓXΟΥ ΣΥΜΦΩΝΑ ΜΕ ΤΟ ΒΗΜΑ 3−−∗L
dU4= Quantile@NormalDistribution@0,1D,1−0.202766D;
dL4= −dU4;
Print@" TwoSided_UCL= ",dU4," TwoOneSided_LCL= ", dL4D  
TwoSided_UCL= 0.831782 TwoOneSided_LCL= −0.831782  H∗−−ΥΠΟΛΟΓΙΣΜΟΣ ARL4,4 HδL ΓΙΑ δ=0 H0.2L 3 −−∗L
pU@δ_D = 1−CDF@NormalDistribution@0,1D, 0.831782− δD;
pL@δ_D = CDF@NormalDistribution@0,1D, −0.831782− δD;
q@δ_D = 1− pU@δD − pL@δD;
ARL@δ_,k_D =

1

1−q@δD − pU@δD−HpU@δDLk
1−HpU@δDLk − pL@δD−HpL@δDLk

1−HpL@δDLk ;

Do@Print@δ, " ", ARL@δ,4DD, 8δ,0, 3,0.2<D  
0 370.398 
0.2 248.542 
0.4 118.691 
0.6 58.9861 
0.8 32.6275 
1. 20.058 



 158

1.2 13.5443 
1.4 9.91446 
1.6 7.76746 
1.8 6.43741 
2. 5.58553 
2.2 5.02826 
2.4 4.66009 
2.6 4.41692 
2.8 4.25778 
3. 4.15538 H∗−−ΥΠΟΛΟΓΙΣΜΟΣ ΑΘΡΟΙΣΤΙΚΗΣ ΣΥΝΑΡΤΗΣΗΣ ΚΑΤΑΝΟΜΗΣ ΚΑΙ ΣΥΝΑΡΤΗΣΗΣ ΠΙΘΑΝΟΤΗΤΑΣ
ΤΟΥ ΜΗΚΟΥΣ ΡΟΗΣ Τ4,4 HδL ΓΙΑ ∆Ε∆ΟΜΕΝΗ ΤΙΜΗ ΤΟΥ δ−−∗L

δ = 2.0; H∗−−ΜΕΤΑΤΟΠΙΣΗ ΤΟΥ ΜΕΣΟΥ ΤΗΣ ∆ΙΕΡΓΑΣΙΑΣ−−∗L
pU@δ_D = 1−CDF@NormalDistribution@0,1D, 0.831782− δD;
pL@δ_D = CDF@NormalDistribution@0,1D, −0.831782− δD;
q@δ_D = 1− pU@δD − pL@δD;
P= 88q@δD, pU@δD,0,0, pL@δD,0, 0,0<, 8q@δD,0, pU@δD, 0, pL@δD,0,0,0<,8q@δD,0,0, pU@δD, pL@δD,0, 0,0<, 8q@δD,0,0, 0, pL@δD,0,0, pU@δD<,8q@δD, pU@δD,0,0,0, pL@δD, 0,0<, 8q@δD, pU@δD,0, 0,0,0, pL@δD,0<,8q@δD, pU@δD,0,0,0,0, 0, pL@δD<, 80,0,0, 0,0,0,0,1<<;H∗−−ΠΙΝΑΚΑΣ ΠΙΘΑΝΟΤΗΤΩΝ ΜΕΤΑΠΗ∆ΗΣΗΣ−−∗L
a0= 81,0,0,0,0, 0, 0, 0<;
H∗−−ΣΥΝΑΡΤΗΣΗ ΠΙΘΑΝΟΤΗΤΑΣ ΤΟΥ ΜΗΚΟΥΣ ΡΟΗΣ Τ4,4 HδL−−∗L
f@n_D = a0.MatrixPower@P,n−1D.HP−IdentityMatrix@4+4DL.80,0,0,0,0, 0,0,1<;
f@1D = a0.HP−IdentityMatrix@4+4DL.80,0,0,0, 0,0,0,1<;
H∗−−ΑΘΡΟΙΣΤΙΚΗ ΣΥΝΑΡΤΗΣΗ ΚΑΤΑΝΟΜΗΣ ΤΟΥ ΜΗΚΟΥΣ ΡΟΗΣ Τ4,4 HδL−−∗L
F@n_D = a0.MatrixPower@P,nD.80,0, 0,0,0, 0,0,1<;
t1= Table@Re@F@nDD, 8n,1,30<D;
H∗−−ΓΡΑΦΙΚΗ ΠΑΡΑΣΤΑΣΗ ΤΗΣ ΑΘΡΟΙΣΤΙΚΗΣ ΣΥΝΑΡΤΗΣΗΣ ΚΑΤΑΝΟΜΗΣ ΤΟΥ ΜΗΚΟΥΣ
ΡΟΗΣ Τ4,4 HδL −−∗L

ListPlot@t1,PlotRange→ 80,1<D
H∗−−ΥΠΟΛΟΓΙΣΜΟΣ ΠΟΣΟΣΤΙΑΙΩΝ ΣΗΜΕΙΩΝ ΓΙΑ ΤΗΝ ΚΑΤΑΝΟΜΗ ΤΟΥ ΜΗΚΟΥΣ ΡΟΗΣ Τ4,4 HδL−−∗L
Do@Print@n, " ", Re@F@nDDD, 8n,1,15<D  
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¦ Graphics ¦  
1 1.11022×10−16  
2 −9.99201×10−16  
3 −1.66533×10−15  
4 0.595998 
5 0.668328 
6 0.740658 
7 0.812988 
8 0.885318 
9 0.91454 
10 0.93853 
11 0.957288 
12 0.970814 
13 0.979109 
14 0.985291 
15 0.989737 
<<Graphics̀ Graphics̀  H∗−−ΓΡΑΦΙΚΗ ΠΑΡΑΣΤΑΣΗ ΓΙΑ ΤΗ ΣΥΝΑΡΤΗΣΗ ΠΙΘΑΝΟΤΗΤΑΣ ΤΟΥ ΜΗΚΟΥΣ ΡΟΗΣ Τ4,4 HδL Τ4,4−−∗L
t2= Table@Re@f@nDD, 8n,1,30<D;
BarChart@t2,AxesLabel→ 8n, pr<,Ticks→ 8830<,Automatic<,
GridLines→ 8884,Q1<, 84, M<, 85.59,ARL<, 87,Q3<<, None<,PlotRange→ 80,0.65<,
PlotStyle→ PointSize@.01DD
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ΠΡΟΓΡΑΜΜΑ 5 
 
ΚΕΦΑΛΑΙΟ 2 

 Γραφικές παραστάσεις βελτίωσης δίπλευρου διαγράµµατος ελέγχου Shewhart τύπου 

),( kk  : ∆ιάγραµµα 2.85 

 
<<Statistics̀ ContinuousDistributions̀  H∗−−ΥΠΟΛΟΓΙΣΜΟΣ ΠΙΘΑΝΟΤΗΤΑΣ p∗ ΣΥΜΦΩΝΑ ΜΕ ΤΟ ΒΗΜΑ 2, ΓΙΑ k=1 −−∗L
h@p_, k_D =

1

2 Jp− p−pk
1−pk

N;
 

Solve@h@p, 1D« 370.4, pD
p= pê. %  88p→ 0.00134989<<  80.00134989<  H∗−−ΥΠΟΛΟΓΙΣΜΟΣ ΑΝΩ ΚΑΙ ΚΑΤΩ ΟΡΙΩΝ ΕΛΕΓXΟΥ ΣΥΜΦΩΝΑ ΜΕ ΤΟ ΒΗΜΑ 3, ΓΙΑ k=1 −−∗L
dU1= Quantile@NormalDistribution@0, 1D, 1−0.00135D;
dL1= −dU1;
Print@"TwoSided_UCL=", dU1, " TwoSided_LCL=", dL1D  
TwoSided_UCL=2.99998 TwoSided_LCL=−2.99998  H∗−−ΥΠΟΛΟΓΙΣΜΟΣ ARL1,1 HδL −−∗L
pU1@δ_D = 1−CDF@NormalDistribution@0, 1D, dU1− δD;
pL1@δ_D = CDF@NormalDistribution@0, 1D, −dU1− δD;
q1@δ_D = 1− pU1@δD − pL1@δD;
ARL1@δ_, k_D =

1

1−q1@δD − pU1@δD−HpU1@δDLk
1−HpU1@δDLk − pL1@δD−HpL1@δDLk

1−HpL1@δDLk ;

 H∗−−ΥΠΟΛΟΓΙΣΜΟΣ ΠΙΘΑΝΟΤΗΤΑΣ p∗ ΣΥΜΦΩΝΑ ΜΕ ΤΟ ΒΗΜΑ 2, ΓΙΑ k=2 −−∗L
Solve@h@x, 2D« 370.4, xD
x= xê. %  88x→ −0.0360721<, 8x → 0.037422<<  8−0.0360721, 0.037422<  H∗−−ΥΠΟΛΟΓΙΣΜΟΣ ΑΝΩ ΚΑΙ ΚΑΤΩ ΟΡΙΩΝ ΕΛΕΓXΟΥ ΣΥΜΦΩΝΑ ΜΕ ΤΟ ΒΗΜΑ 3, ΓΙΑ k=2 −−∗L
dU2= Quantile@NormalDistribution@0, 1D, 1−0.037422D;
dL2= −dU2;
Print@"TwoSided_UCL=", dU2, " TwoSided_LCL=", dL2D  
TwoSided_UCL=1.78142 TwoSided_LCL=−1.78142  
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H∗−−ΥΠΟΛΟΓΙΣΜΟΣ ARL2,2 HδL −−∗L
pU2@δ_D = 1−CDF@NormalDistribution@0, 1D, dU2− δD;
pL2@δ_D = CDF@NormalDistribution@0, 1D, −dU2− δD;
q2@δ_D = 1− pU2@δD − pL2@δD;
ARL2@δ_, k_D =

1

1−q2@δD − pU2@δD−HpU2@δDLk
1−HpU2@δDLk − pL2@δD−HpL2@δDLk

1−HpL2@δDLk ;

 H∗−−ΥΠΟΛΟΓΙΣΜΟΣ ΠΙΘΑΝΟΤΗΤΑΣ p∗ ΣΥΜΦΩΝΑ ΜΕ ΤΟ ΒΗΜΑ 2, ΓΙΑ k=3 −−∗L
Solve@h@y, 3D« 370.4, yD
y= yê. %  88y→ −0.0568528− 0.0921971ą<, 8y → −0.0568528+0.0921971ą<, 8y→ 0.115055<<  8−0.0568528− 0.0921971ą, −0.0568528+0.0921971ą, 0.115055<  H∗−−ΥΠΟΛΟΓΙΣΜΟΣ ΑΝΩ ΚΑΙ ΚΑΤΩ ΟΡΙΩΝ ΕΛΕΓXΟΥ ΣΥΜΦΩΝΑ ΜΕ ΤΟ ΒΗΜΑ 3, ΓΙΑ k=3 −−∗L
dU3= Quantile@NormalDistribution@0, 1D, 1−0.115055D;
dL3= −dU3;
Print@"TwoSided_UCL=", dU3, " TwoSided_LCL=", dL3D  
TwoSided_UCL=1.20008 TwoSided_LCL=−1.20008  H∗−−ΥΠΟΛΟΓΙΣΜΟΣ ARL3,3 HδL −−∗L
pU3@δ_D = 1−CDF@NormalDistribution@0, 1D, dU3− δD;
pL3@δ_D = CDF@NormalDistribution@0, 1D, −dU3− δD;
q3@δ_D = 1− pU3@δD − pL3@δD;
ARL3@δ_, k_D =

1

1−q3@δD − pU3@δD−HpU3@δDLk
1−HpU3@δDLk − pL3@δD−HpL3@δDLk

1−HpL3@δDLk ;

 H∗−−ΥΠΟΛΟΓΙΣΜΟΣ ΠΙΘΑΝΟΤΗΤΑΣ p∗ ΣΥΜΦΩΝΑ ΜΕ ΤΟ ΒΗΜΑ 2, ΓΙΑ k=4 −−∗L
Solve@h@z, 4D« 370.4, zD
z= zê. %  88z→ −0.183713<, 8z → −0.00885152− 0.190157ą<,8z→ −0.00885152+ 0.190157ą<, 8z → 0.202766<<  8−0.183713, −0.00885152− 0.190157ą, −0.00885152+ 0.190157ą, 0.202766<  H∗−−ΥΠΟΛΟΓΙΣΜΟΣ ΑΝΩ ΚΑΙ ΚΑΤΩ ΟΡΙΩΝ ΕΛΕΓXΟΥ ΣΥΜΦΩΝΑ ΜΕ ΤΟ ΒΗΜΑ 3, ΓΙΑ k=4 −−∗L
dU4= Quantile@NormalDistribution@0, 1D, 1−0.202766D;
dL4= −dU4;
Print@"TwoSided_UCL=", dU4, " TwoSided_LCL=", dL4D  
TwoSided_UCL=0.831782 TwoSided_LCL=−0.831782  
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H∗−−ΥΠΟΛΟΓΙΣΜΟΣ ARL4,4 HδL −−∗L
pU4@δ_D = 1−CDF@NormalDistribution@0, 1D, dU4− δD;
pL4@δ_D = CDF@NormalDistribution@0, 1D, −dU4− δD;
q4@δ_D = 1− pU4@δD − pL4@δD;
ARL4@δ_, k_D =

1

1−q4@δD − pU4@δD−HpU4@δDLk
1−HpU4@δDLk − pL4@δD−HpL4@δDLk

1−HpL4@δDLk ;

 H∗−−ΥΠΟΛΟΓΙΣΜΟΣ ΠΙΘΑΝΟΤΗΤΑΣ p∗ ΣΥΜΦΩΝΑ ΜΕ ΤΟ ΒΗΜΑ 2, ΓΙΑ k=5 −−∗L
Solve@h@w, 5D« 370.4, wD
w = w ê. %  88w→ −0.21088− 0.145639ą<, 8w → −0.21088+0.145639ą<,8w→ 0.0689875− 0.25946ą<, 8w → 0.0689875+ 0.25946ą<, 8w → 0.285135<<  8−0.21088− 0.145639ą, −0.21088+0.145639ą,
0.0689875− 0.25946ą, 0.0689875+ 0.25946ą, 0.285135<  H∗−−ΥΠΟΛΟΓΙΣΜΟΣ ΑΝΩ ΚΑΙ ΚΑΤΩ ΟΡΙΩΝ ΕΛΕΓXΟΥ ΣΥΜΦΩΝΑ ΜΕ ΤΟ ΒΗΜΑ 3, ΓΙΑ k=5 −−∗L
dU5= Quantile@NormalDistribution@0, 1D, 1−0.285135D;
dL5= −dU5;
Print@"TwoSided_UCL=", dU5, " TwoSided_LCL=", dL5D  
TwoSided_UCL=0.567654 TwoSided_LCL=−0.567654  H∗−−ΥΠΟΛΟΓΙΣΜΟΣ ARL5,5 HδL −−∗L
pU5@δ_D = 1−CDF@NormalDistribution@0, 1D, dU5− δD;
pL5@δ_D = CDF@NormalDistribution@0, 1D, −dU5− δD;
q5@δ_D = 1− pU5@δD − pL5@δD;
ARL5@δ_, k_D =

1

1−q5@δD − pU5@δD−HpU5@δDLk
1−HpU5@δDLk − pL5@δD−HpL5@δDLk

1−HpL5@δDLk ;

 H∗−−ΥΠΟΛΟΓΙΣΜΟΣ ΠΟΣΟΤΗΤΑΣ Ik,k HδL ΓΙΑ k=2 H1L 5, ΓΡΑΦΙΚΗ ΠΑΡΑΣΤΑΣΗ ΒΕΛΤΙΩΣΗΣ−−∗L
I12@δ_D =

−ARL2@δ,2D +ARL1@δ,1D
ARL1@δ,1D ;

I13@δ_D =
−ARL3@δ,3D +ARL1@δ,1D

ARL1@δ,1D ;

I14@δ_D =
−ARL4@δ,4D +ARL1@δ,1D

ARL1@δ,1D ;

I15@δ_D =
−ARL5@δ,5D +ARL1@δ,1D

ARL1@δ,1D ;

Plot@8I12@δD,I13@δD,I14@δD,I15@δD<, 8δ,0, 3<,
PlotStyle→ 88RGBColor@1,0,0D<, 8RGBColor@0,1,0D<, 8RGBColor@0,0,1D<,8RGBColor@0,0,0D<<,PlotRange→ 80,0.6<D
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ΠΡΟΓΡΑΜΜΑ 6 
 
ΚΕΦΑΛΑΙΟ 3 

 Υπολογισµός )(3/2 δARL  και ποσοστιαίων σηµείων της κατανοµής του µήκους ροής 

)(3/2 δT : Πίνακας 3.6 

 Γραφικές παραστάσεις αθροιστικής συνάρτησης κατανοµής και συνάρτησης 

πιθανότητας του µήκους ροής )(3/2 δT : ∆ιάγραµµα 3.18 

 
<<Statistics̀ ContinuousDistributions̀  H∗−−ΥΠΟΛΟΓΙΣΜΟΣ ΛΥΣΗΣ p∗−−∗L
SolveA Hp−2L H1+2 pL

2 p2 H2 p−3L « 370.4, pE
p= pê. %  88p→ −0.0290452<, 8p → 0.0309961<, 8p→ 1.4994<<  8−0.0290452, 0.0309961, 1.4994<  H∗−−ΥΠΟΛΟΓΙΣΜΟΣ UCL ΚΑΙ LCL ΓΙΑ ΤΟ ∆ΙΑΓΡΑΜΜΑ Shewhart ΤΥΠΟΥ 2êk ,k=3−−∗L
dist= NormalDistribution@0, 1D;
Print@"TwoSided_QLCL= ", Quantile@dist, 0.0309961D, " TwoSided_UCL= ",
Quantile@dist, 1−0.0309961DD  
TwoSided_QLCL= −1.86635 TwoSided_UCL= 1.86635  H∗−−ΥΠΟΛΟΓΙΣΜΟΣ ΤΟΥ ARL@δD ΓΙΑ ΤΟ ∆ΙΑΓΡΑΜΜΑ Shewhart ΤΥΠΟΥ 2êk, k=3,
ΓΙΑ δ=0 H0.2L 3−−∗L
pu@δ_D =1−CDF@dist,1.86635−δD;
pL@δ_D =CDF@dist, −1.86635− δD;
qu@δ_D =CDF@dist,1.86635− δD −CDF@dist, −δD;
qL@δ_D =CDF@dist, −δD −CDF@dist, −1.86635− δD;
R= 88qu@δD +qL@δD, pu@δD,0, pL@δD,0<, 8qL@δD,0,qu@δD, pL@δD,0<,8qu@δD +qL@δD,0, 0, pL@δD,0<, 8qu@δD, pu@δD,0,0,qL@δD<,8qu@δD +qL@δD, pu@δD,0, 0,0<<;H∗−−ΠΙΝΑΚΑΣ ΠΙΘΑΝΟΤΗΤΩΝ ΜΕΤΑΠΗ∆ΗΣΗΣ −−∗L
a= 8qu@δD +qL@δD, pu@δD,0, pL@δD,0<;
l1= 81,1,1,1,1<;
ARL@δ_D = 1+a.Inverse@IdentityMatrix@5D − RD.l1;
Do@Print@δ ," ",ARL@δDD, 8δ,0,3, 0.2<D  
0 370.397 
0.2 264.786 
0.4 134.924 
0.6 67.8891 
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0.8 36.6352 
1. 21.4383 
1.2 13.5603 
1.4 9.21014 
1.6 6.66647 
1.8 5.1035 
2. 4.10268 
2.2 3.44045 
2.4 2.99139 
2.6 2.68172 
2.8 2.46609 
3. 2.31547 
<<Graphics̀ Graphics̀  H∗−−∆ΙΑΓΡΑΜΜΑ ΑΘΡΟΙΣΤΙΚΗΣ ΣΥΝΑΡΤΗΣΗΣ ΚΑΤΑΝΟΜΗΣ ΚΑΙ ΣΥΝΑΡΤΗΣΗΣ ΠΙΘΑΝΟΤΗΤΑΣ
TOY ΜΗΚΟΥΣ ΡΟΗΣ T2ê3 HδL ΓΙΑ ∆Ε∆ΟΜΕΝΟ δ −−∗L

δ = 2.0; H∗−−ΜΕΤΑΤΟΠΙΣΗ ΤΟΥ ΜΕΣΟΥ ΤΗΣ ∆ΙΕΡΓΑΣΙΑΣ−−∗L
S@n_D = a.MatrixPower@R,n−1D.l1;
H∗−−ΑΘΡΟΣΤΙΚΗ ΣΥΝΑΡΤΗΣΗ ΚΑΤΑΝΟΜΗΣ TOY ΜΗΚΟΥΣ ΡΟΗΣ T2ê3 HδL−−∗L
F@n_D = 1−S@nD;
S@1D = a.l1;

H∗−−ΓΡΑΦΙΚΗ ΠΑΡΑΣΤΑΣΗ ΤΗΣ ΑΘΡΟΣΤΙΚΗΣ ΣΥΝΑΡΤΗΣΗΣ ΚΑΤΑΝΟΜΗΣ TOY ΜΗΚΟΥΣ
ΡΟΗΣ T2ê3 HδL−−∗L

T1= Table@Re@F@nDD, 8n,1,30<D;
ListPlot@T1,PlotRange→ 80,1<D
H∗−−ΣΥΝΑΡΤΗΣΗ ΠΙΘΑΝΟΤΗΤΑΣ TOY ΜΗΚΟΥΣ ΡΟΗΣ T2ê3 HδL−−∗L
f@n_D = a.MatrixPower@R,n−2D.HIdentityMatrix@5D − RL.l1;
f@1D = 1−S@1D;
H∗−−ΓΡΑΦΙΚΗ ΠΑΡΑΣΤΑΣΗ ΤΗΣ ΣΥΝΑΡΤΗΣΗΣ ΠΙΘΑΝΟΤΗΤΑΣ TOY ΜΗΚΟΥΣ ΡΟΗΣ T2ê3 HδL−−∗L
T2= Table@Re@f@nDD, 8n,1,20<D;
BarChart@T2,PlotRange→ 80,0.35<,AxesLabel→ 8n, pr<,PlotStyle −>PointSize@.01D,
Ticks→ 8820<,Automatic<,GridLines→ 8882,Q1<, 83, M<, 84.10,ARL<, 85,Q3<<, None<DH∗−−ΥΠΟΛΟΓΙΣΜΟΣ ΠΟΣΟΣΤΙΑΙΩΝ ΣΗΜΕΙΩΝ ΤΗΣ ΚΑΤΑΝΟΜΗΣ TOY ΜΗΚΟΥΣ ΡΟΗΣ T2ê3 HδL−−∗L
Do@Print@n, " ", Re@F@nDDD, 8n, 1,15<D
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¦ Graphics ¦  
1 0. 
2 0.305986 
3 0.572479 
4 0.695409 
5 0.785767 
6 0.855625 
7 0.900863 
8 0.931428 
9 0.952978 
10 0.967734 
11 0.977802 
12 0.984746 
13 0.989522 
14 0.992799 
15 0.995052 
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ΠΡΟΓΡΑΜΜΑ 7 
 
ΚΕΦΑΛΑΙΟ 3 

 Γραφικές παραστάσεις βελτίωσης δίπλευρου διαγράµµατος ελέγχου Shewhart τύπου 

k/2 : ∆ιάγραµµα 3.14 

 
<<Statistics̀ ContinuousDistributions̀  H∗−−ΥΠΟΛΟΓΙΣΜΟΣ ΛΥΣΗΣ p∗, ΣΥΜΦΩΝΑ ΜΕ ΤΟ ΒΗΜΑ 2 ΓΙΑ k=4 −−∗L
SolveA 4+7 x−8 x2+4 x3

2 x2 H7−8 x+4 x2L « 370.4,xE
x= xê.%  88x→ −0.0266874<, 8x → 0.0289202<,8x→ 0.999559− 0.865962ą<, 8x → 0.999559+ 0.865962ą<<  8−0.0266874, 0.0289202, 0.999559− 0.865962ą, 0.999559+ 0.865962ą<  H∗−−ΥΠΟΛΟΓΙΣΜΟΣ ΑΝΩ ΚΑΙ ΚΑΤΩ ΟΡΙΩΝ ΕΛΕΓXOY, ΣΥΜΦΩΝΑ ΜΕ ΤΟ ΒΗΜΑ 3 ΓΙΑ k=4 −−∗L
dist= NormalDistribution@0,1D;
Print@"TwoSided_LCL= ", Quantile@dist, 0.0289202D, " TwoSided_UCL= ",
Quantile@dist,1−0.0289202DD  
TwoSided_LCL= −1.89691 TwoSided_UCL= 1.89691  H∗−−ΥΠΟΛΟΓΙΣΜΟΣ ARL2ê4 HδL ΓΙΑ δ=0 H0.2L 3 −−∗L
p4 u@δ_D =1−CDF@dist,1.89691−δD;
p4 L@δ_D =CDF@dist, −1.89691− δD;
q4 u@δ_D =CDF@dist,1.89691− δD −CDF@dist, −δD;
q4 L@δ_D =CDF@dist, −δD −CDF@dist, −1.89691− δD;
R4= 88q4 u@δD +q4 L@δD, p4 u@δD,0, 0, p4 L@δD,0,0<, 8q4 L@δD,0,q4 u@δD,0, p4 L@δD,0,0<,8q4 L@δD, 0,0, q4 u@δD, p4 L@δD,0, 0<, 8q4 u@δD +q4 L@δD,0,0, 0, p4 L@δD,0, 0<,8q4 u@δD, p4 u@δD,0,0,0,q4 L@δD, 0<, 8q4 u@δD, p4 u@δD,0,0,0,0, q4 L@δD<,8q4 u@δD +q4 L@δD, p4 u@δD,0,0,0, 0,0<<; H∗−−ΠΙΝΑΚΑΣ ΠΙΘΑΝΟΤΗΤΩΝ ΜΕΤΑΠΗ∆ΗΣΗΣ −−∗L
a4= 8q4 u@δD +q4 L@δD, p4 u@δD,0,0, p4 L@δD,0,0<;
l14= 81, 1,1,1,1,1, 1<;
ARL4@δ_D = 1+a4.Inverse@IdentityMatrix@7D − R4D.l14;
 H∗−−ΥΠΟΛΟΓΙΣΜΟΣ ΛΥΣΗΣ p∗, ΣΥΜΦΩΝΑ ΜΕ ΤΟ ΒΗΜΑ 2 ΓΙΑ k=3 −−∗L
SolveA Hy−2L H1+2 yL

2 y2 H2 y−3L « 370.4,yE
y= yê.%  88y→ −0.0290452<, 8y → 0.0309961<, 8y→ 1.4994<<  8−0.0290452, 0.0309961, 1.4994<  
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H∗−−ΥΠΟΛΟΓΙΣΜΟΣ ΑΝΩ ΚΑΙ ΚΑΤΩ ΟΡΙΩΝ ΕΛΕΓXOY, ΣΥΜΦΩΝΑ ΜΕ ΤΟ ΒΗΜΑ 3 ΓΙΑ k=3 −−∗L
dist= NormalDistribution@0,1D;
Print@"TwoSided_LCL= ", Quantile@dist, 0.0309961D, " TwoSided_UCL= ",
Quantile@dist,1−0.0309961DD  
TwoSided_LCL= −1.86635 TwoSided_UCL= 1.86635  H∗−−ΥΠΟΛΟΓΙΣΜΟΣ ARL2ê3 HδL ΓΙΑ δ=0 H0.2L 3 −−∗L
p3 u@δ_D =1−CDF@dist,1.86635−δD;
p3 L@δ_D =CDF@dist, −1.86635− δD;
q3 u@δ_D =CDF@dist, 1.86635− δD −CDF@dist, −δD;
q3 L@δ_D =CDF@dist, −δD −CDF@dist, −1.86635− δD;
R3= 88q3 u@δD +q3 L@δD, p3 u@δD,0, p3 L@δD,0<, 8q3 L@δD,0,q3 u@δD, p3 L@δD,0<,8q3 u@δD +q3 L@δD,0, 0, p3 L@δD,0<, 8q3 u@δD, p3 u@δD,0,0,q3 L@δD<,8q3 u@δD +q3 L@δD, p3 u@δD,0,0,0<<;H∗−−ΠΙΝΑΚΑΣ ΠΙΘΑΝΟΤΗΤΩΝ ΜΕΤΑΠΗ∆ΗΣΗΣ −−∗L
a3= 8q3 u@δD +q3 L@δD, p3 u@δD,0, p3 L@δD,0<;
l13= 81,1,1,1,1<;
ARL3@δ_D = 1+a3.Inverse@IdentityMatrix@5D − R3D.l13;  H∗−−ΥΠΟΛΟΓΙΣΜΟΣ ARL1,1 HδL ΓΙΑ δ=0 H0.2L 3 −−∗L
ARL1@δ_D =

1
1−CDF@dist, 3− δD+CDF@dist, −3− δD;  H∗−−ΥΠΟΛΟΓΙΣΜΟΣ ΛΥΣΗΣ p∗, ΣΥΜΦΩΝΑ ΜΕ ΤΟ ΒΗΜΑ 2 ΓΙΑ k=5 −−∗L

SolveA8+15z−22z2 +20z3−8z4

30z2−44z3+40z4−16z5
« 370.4,zE

z= zê.%  88z→ −0.0256631<, 8z → 0.0280702<,8z→ 0.499622− 0.999947ą<, 8z → 0.499622+ 0.999947ą<, 8z → 1.4997<<  8−0.0256631, 0.0280702, 0.499622− 0.999947ą, 0.499622+ 0.999947ą, 1.4997<  H∗−−ΥΠΟΛΟΓΙΣΜΟΣ ΑΝΩ ΚΑΙ ΚΑΤΩ ΟΡΙΩΝ ΕΛΕΓXOY, ΣΥΜΦΩΝΑ ΜΕ ΤΟ ΒΗΜΑ 3 ΓΙΑ k=5 −−∗L
dist= NormalDistribution@0,1D;
Print@"TwoSided_LCL= ", Quantile@dist, 0.0280702D, " TwoSided_UCL= ",
Quantile@dist,1−0.0280702DD  
TwoSided_LCL= −1.90994 TwoSided_UCL= 1.90994  
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H∗−−ΥΠΟΛΟΓΙΣΜΟΣ ARL2ê5 HδL ΓΙΑ δ=0 H0.2L 3 −−∗L
p5 u@δ_D =1−CDF@dist,1.90994−δD;
p5 L@δ_D =CDF@dist, −1.90994− δD;
q5 u@δ_D =CDF@dist, 1.90994− δD −CDF@dist, −δD;
q5 L@δ_D =CDF@dist, −δD −CDF@dist, −1.90994− δD;
R5= 88q5 u@δD +q5 L@δD, p5 u@δD,0,0,0, p5 L@δD,0,0, 0<,8q5 L@δD,0,q5 u@δD,0,0, p5 L@δD,0,0, 0<,8q5 L@δD,0,0, q5 u@δD,0, p5 L@δD,0,0, 0<,8q5 L@δD,0,0, 0,q5 u@δD, p5 L@δD,0,0, 0<,8q5 u@δD +q5 L@δD,0, 0,0,0, p5 L@δD, 0,0,0<,8q5 u@δD, p5 u@δD,0,0,0,0, q5 L@δD,0, 0<,8q5 u@δD, p5 u@δD,0,0,0,0, 0,q5 L@δD, 0<,8q5 u@δD, p5 u@δD,0,0,0,0, 0,0,q5 L@δD<,8q5 u@δD +q5 L@δD, p5 u@δD,0,0,0, 0, 0,0,0<<;
a5= 8q5 u@δD +q5 L@δD, p5 u@δD,0,0,0, p5 L@δD,0,0, 0<;
l15= 81,1,1,1,1,1, 1,1,1<;
ARL5@δ_D = 1+a5.Inverse@IdentityMatrix@9D − R5D.l15;

 H∗−−ΥΠΟΛΟΓΙΣΜΟΣ ΠΟΣΟΤΗΤΩΝ I1;3 HδL, I1;4 ΚΑΙ I1;5 HδL−−∗L
I1,3@δ_D =

ARL1@δD−ARL3@δD
ARL1@δD ;

I1,4@δ_D =
ARL1@δD−ARL4@δD

ARL1@δD ;

I1,5@δ_D =
ARL1@δD−ARL5@δD

ARL1@δD ;
 H∗−−ΓΡΑΦΙΚΗ ΠΑΡΑΣΤΑΣΗ ΒΕΛΤΙΩΣΗΣ −−∗L

Plot@8I1,3@δD,I1,4@δD,I1,5@δD<, 8δ,0,3<,
PlotStyle→ 8RGBColor@0,0, 0D, RGBColor@0,0,1D, RGBColor@1, 0,0D<,
PlotRange→ 80,0.65<D  
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