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ΚΔΦΑΛΑΙΟ 1 

 

ΔΗ΢ΑΓΩΓΖ: 

 

Η εύξπζκε ιεηηνπξγία ελόο αζθαιηζηηθνύ νξγαληζκνύ εμαξηάηαη θπξίσο από ηνλ 

ζρεκαηηζκό επαξθώλ απνζεκαηηθώλ πξνθεηκέλνπ λα είλαη ζε ζέζε λα θαιύςεη ηηο 

ππνρξεώζεηο ηνπ έλαληη ηξίησλ (επηρεηξεκαηηθά ξίζθα) θαη θπξίσο ησλ 

αζθαιηζκέλσλ ηνπ (αζθαιηζηηθά ξίζθα). ΢ηελ αζθαιηζηηθή νξνινγία, ηα ελ ιόγσ 

απνζεκαηηθά ( ή αθξηβέζηεξα ε δηαθνξά αλάκεζα ζην ελεξγεηηθό ηεο αζθαιηζηηθήο 

επηρείξεζεο θαη ζηελ θαιύηεξε δπλαηή αλαινγηζηηθή εθηίκεζε ησλ ζπλνιηθώλ ηεο 

ππνρξεώζεσλ – απνδεκηώζεσλ) ραξαθηεξίδνληαη κε ηνλ όξν πιεόλαζκα. Βαζηθό 

πξόβιεκα ηεο (θιαζηθήο) ζεσξίαο θηλδύλνπ είλαη ν πξνζδηνξηζκόο ηεο πηζαλόηεηαο 

ρξενθνπίαο, δειαδή ηεο πηζαλόηεηαο ηα απνζεκαηηθά λα κελ είλαη επαξθή γηα ηελ 

θάιπςε ησλ ζπλνιηθώλ απνδεκηώζεσλ. 

Η αξρή ηεο (καζεκαηηθήο) ζεσξίαο θηλδύλνπ πξνζδηνξίδεηαη ζηηο αξρέο ηνπ 20
νπ

 

αηώλα όηαλ ν ΢νπεδόο Filip Lundberg (1903) κε ηελ πεξίθεκε δηαηξηβή ηνπ 

(Approximerad fremställning au sannolikheets funktionen, Upsalla) έζεζε ηα ζεκέιηα 

ηεο. Βαζηδόκελνο ζε απηή, ν Harald Cramér (1930), κε κία ζεηξά από εξγαζίεο, 

ελζσκάησζε ηε ζεσξία ησλ ζηνραζηηθώλ δηαδηθαζηώλ ζηε ζεσξία θηλδύλνπ. Σν 

βαζηθό κνληέιν πνπ πξνέθπςε από ηηο παξαπάλσ ζπλεηζθνξέο νλνκάδεηαη, θιαζηθό 

κνληέιν ηεο ζεσξίαο θηλδύλνπ ή κνληέιν Cramér – Lundberg. Κύξην ραξαθηεξηζηηθό 

ηνπ  ζπγθεθξηκέλνπ κνληέινπ είλαη όηη ν αξηζκόο ησλ δεκηώλ ζε έλα αζθαιηζηηθό 

ραξηνθπιάθην θηλδύλσλ πεξηγξάθεηαη από ηελ θαηαλνκή Poisson. Η γελίθεπζε ηνπ 

θιαζηθνύ κνληέινπ έγηλε ην 1957 όηαλ ν Ννξβεγόο Sparre Andersen παξνπζίαζε, 

ζην 15
ν
 αλαινγηζηηθό ζπλέδξην ζηε Νέα Τόξθε, ηελ εξγαζία  ΄΄On the collective 

theory of risk in case of contagion between the claims΄΄. Κύξην ραξαθηεξηζηηθό ζην 

κνληέιν Sparre Andersen ή αλαλεσηηθό κνληέιν ηεο ζεσξίαο θηλδύλνπ είλαη όηη ν 
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αξηζκόο ησλ δεκηώλ ζε έλα αζθαιηζηηθό ραξηνθπιάθην θηλδύλσλ πεξηγξάθεηαη από 

κία αλαλεσηηθή δηαδηθαζία. Δπνκέλσο, είλαη θαλεξό όηη ηα κνληέια πνπ εηζήρζεζαλ 

γηα ηελ κνληεινπνίεζε ηνπ πξνβιήκαηνο ηεο ρξενθνπίαο εμαξηώληαη άκεζα από ηε 

(ζηνραζηηθή) δηαδηθαζία πνπ επηιέγεηαη γηα ηελ πεξηγξαθή ηνπ αξηζκνύ ησλ 

θηλδύλσλ. 

  

 

 

1.1  Ζ ζηνραζηηθή δηαδηθαζία ηνπ αξηζκνύ ηωλ θηλδύλωλ 

Έλα πξώην βήκα γηα λα κνληεινπνηήζνπκε ην πιεόλαζκα ελόο αζθαιηζηηθνύ 

νξγαληζκνύ είλαη ν πξνζδηνξηζκόο ηνπ αξηζκνύ ησλ θηλδύλσλ. Έζησ  κία 

ζηνραζηηθή δηαδηθαζία ε νπνία παξηζηά ηνλ αξηζκό ησλ θηλδύλσλ ζην ρξνληθό 

δηάζηεκα [ 0 , t ]. Σόηε ε  νλνκάδεηαη απαξηζκήηξηα θαη νξίδεηαη σο εμήο. 

ΟΡΙ΢ΜΟ΢ 1.1  Μηα ζηνραζηηθή δηαδηθαζία  νλνκάδεηαη απαξηζκήηξηα 

δηαδηθαζία αλ θαη κόλν αλ  

 

i. , κε , 

ii.  είλαη δηαθξηηή, 

iii. αλ  ηόηε   

 

 

    Μηα από ηηο γεληθέο «νηθνγέλεηεο» ζηνραζηηθώλ δηαδηθαζηώλ, επξέσο 

ρξεζηκνπνηνύκελε ηόζν ζηε ζεσξία νπξώλ όζν θαη ζηε ζεσξία θηλδύλνπ, είλαη ε 

νηθνγέλεηα ησλ αλαλεσηηθώλ ζηνραζηηθώλ δηαδηθαζηώλ. Ο νξηζκόο κία αλαλεσηηθήο 

δηαδηθαζίαο βαζίδεηαη ζηνπο ελδηάκεζνπο ρξόλνπο εκθάληζεο ησλ γεγνλόησλ 

(ελδερνκέλσλ) πνπ απαξηζκεί ε . Έζησ, ινηπόλ,  κία αθνινπζία κε 

αξλεηηθώλ αλεμάξηεησλ θαη ηζόλνκσλ η.κ. κε ζ.θ. , ζ.π.π. , 

κεηαζρεκαηηζκό Laplace  θαη κέζε ηηκή  , όπνπ  

είλαη ν ελδηάκεζνο ρξόλνο άθημεο ηεο δεκηάο (ελδερνκέλνπ). Σόηε ε αλαλεσηηθή 

δηαδηθαζία  νξίδεηαη αθνινύζσο. 
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ΟΡΙ΢ΜΟ΢ 1.2  Έζησ  κία αθνινπζία κε αξλεηηθώλ αλεμάξηεησλ θαη 

ηζόλνκσλ η.κ. Η αθνινπζία , , κε  νλνκάδεηαη 

αθνινπζία αλαλεώζεσλ. Σόηε ε απαξηζκήηξηα δηαδηθαζία  κε  

πνπ δίλεηαη από ηε ζρέζε 

 

 

θαη παξηζηά ηνλ αξηζκό ησλ αλαλεώζεσλ ζην ρξνληθό δηάζηεκα [ 0 , t ], νλνκάδεηαη 

αλαλεσηηθή ζηνραζηηθή δηαδηθαζία. 

 

Από ηνλ  ΟΡΗ΢ΜΟ 1.1  βιέπνπκε όηη γηα θάζε αλαλεσηηθή αλέιημε ηζρύεη όηη, 

 

 αλ θαη κόλν αλ   

 

Η ζρέζε (1.2) εξκελεύεηαη σο εμήο: ην ελδερόκελν  ζεκαίλεη όηη έρνπκε 

αθξηβώο  γεγνλόηα έσο ηνλ ρξόλν . Από ηελ άιιε, ην ελδερόκελν  

ζεκαίλεη όηη ν ρξόλνο αλακνλήο κέρξη λα ζπκβνύλ  γεγνλόηα (αλαλεώζεηο) είλαη . 

Δπεηδή νη παξαπάλσ απνηεινύλ 2 δηαθνξεηηθέο εθθξάζεηο ηνπ ίδηνπ ελδερνκέλνπ, ε 

(1.2) είλαη αιεζήο. 

 

ΘΔΩΡΗΜΑ 1.1  Έζησ   κία αλαλεσηηθή ζηνραζηηθή αλέιημε. Σόηε κε 

πηζαλόηεηα 1 ηζρύεη όηη, 

 

 

Απόδεημε: Από ηνλ νξηζκό ηεο , νη αληζόηεηεο  ηζρύνπλ κε 

πηζαλόηεηα 1 (ζρεδόλ βέβαηα). Γηαηξώληαο ηηο παξαπάλσ αληζόηεηεο κε  θαη 

ρξεζηκνπνηώληαο ην λόκν ησλ κεγάισλ αξηζκώλ έρνπκε όηη, 
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από όπνπ πξνθύπηεη ην δεηνύκελν. 

 

ΘΔΩΡΗΜΑ 1.2 (Elementary Renewal Theorem) Έζησ   κία αλαλεσηηθή 

ζηνραζηηθή αλέιημε. Σόηε ηζρύεη όηη, 

 

 

 

Απόδεημε: Rolski, Schmidt θαη Teugels (1996) ζει.211. 

  

Από ηνλ ΟΡΗ΢ΜΟ 1.2 ηεο αλαλεσηηθήο δηαδηθαζίαο, πξνθύπηεη όηη ε δηαδηθαζία 

Poisson είλαη κία εηδηθή πεξίπησζε κία αλαλεσηηθήο αλέιημεο, όηαλ ππνζέζνπκε όηη 

νη ελδηάκεζνη ρξόλνη άθημεο αθνινπζνύλ ηελ εθζεηηθή θαηαλνκή. 

 

 ΘΔΩΡΗΜΑ 1.3 Έζησ   κία αλαλεσηηθή αλέιημε κε ελδηάκεζνπο ρξόλνπο 

άθημεο εθζεηηθά θαηαλεκεκέλνπο κε παξάκεηξν ι. Σόηε ε  είλαη κία 

(νκνγελήο) δηαδηθαζία Poisson κε έληαζε ι. ΢ε απηήλ ηελ πεξίπησζε νη αθόινπζεο 

εθθξάζεηο είλαη ηζνδύλακεο: 

i. ε   έρεη αλεμάξηεηεο θαη ζηάζηκεο πξνζαπμήζεηο, θαη ζε έλα 

απεηξνζηηθό δηάζηεκα  [ 0 , dt ]  ηζρύεη όηη, 

 

 

 

ii. ε   έρεη αλεμάξηεηεο θαη ζηάζηκεο πξνζαπμήζεηο, θαη γηα θάζε , ε η.κ 

 αθνινπζεί ηελ θαηαλνκή Poisson κε παξάκεηξν ιt. 

 

 

Απόδεημε: Από ηελ ππόζεζε όηη νη η.κ  είλαη εθζεηηθά θαηαλεκεκέλεο κε 

παξάκεηξν ι, ζπλεπάγεηαη όηη ην άζξνηζκα  αλεμάξηεησλ θαη ηζόλνκσλ η.κ       

, αθνινπζεί ηελ θαηαλνκή Erlang κε παξακέηξνπο  θαη ι. Σόηε, 

 θαη γηα  
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από όπνπ θαίλεηαη όηη ε  αθνινπζεί ηελ θαηαλνκή Poisson κε παξάκεηξν ιt. 

Δπηπιένλ, γηα λα δείμνπκε όηη   ,  γηα θάζε  θαη , νξίδνπκε 

. Σόηε γηα , 

 

 

                     

 

από ηελ νπνία έπεηαη όηη, 

 

 

Γηα  θαη ρξεζηκνπνηώληαο ην αλάπηπγκα ηνπ Taylor 

 

 

 

Έρνληαο , ηόηε ε κνλαδηθή ιύζε ηεο δηαθνξηθήο εμίζσζεο (1.9) είλαη ε  

 

 

 

Σώξα ρξεζηκνπνηώληαο  ην παξαπάλσ, ζα δείμνπκε όηη ην   είλαη αιεζέο επαγσγηθά. 

Έηζη ζεσξνύκε όηη ην  είλαη αιεζέο γηα    (θαη γηα θάζε  ) θαη δείρλνπκε 

όηη είλαη αιεζέο γηα . Έηζη,  
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από όπνπ παίξλνπκε όηη, 

 

 

Γηα  θαη ρξεζηκνπνηώληαο ην αλάπηπγκα ηνπ Taylor, έρνπκε 

 

 

 

 

ή ηζνδύλακα  

 

 

 

Υξεζηκνπνηώληαο ηηο νξηαθέο ζπλζήθεο , ζπκπεξαίλνπκε όηη ε 

κνλαδηθή ιύζε ηεο παξαπάλσ δηαθνξηθήο εμίζσζεο είλαη ε, 

 

 

 

από όπνπ πξνθύπηεη ην . 

 

 

 

1.2  Ζ ζηνραζηηθή δηαδηθαζία πιενλάζκαηνο  ―  Σν θιαζηθό κνληέιν 

Έρνληαο κνληεινπνηήζεη ηνλ αξηζκό ησλ θηλδύλσλ, ην επόκελν βήκα είλαη λα 

κνληεινπνηήζνπκε ηα απνζεκαηηθά ελόο αζθαιηζηηθνύ νξγαληζκνύ. Έηζη ζεσξνύκε 

έλα αζθαιηζηηθό ραξηνθπιάθην θηλδύλσλ όπνπ ην πιεόλαζκα ηνπ ραξηνθπιαθίνπ 

πεξηγξάθεηαη από ηε δηαδηθαζία πιενλάζκαηνο {U(t), t ≥ 0 } θαη νξίδεηαη αθνινύζσο.  
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ΟΡΙ΢ΜΟ΢ 1.3 (surplus process)   Ωο δηαδηθαζία πιενλάζκαηνο U = {U(t), t ≥ 0}, 

γλσζηό θαη σο θιαζηθό κνληέιν όηαλ νη ελδηάκεζνη ρξόλνη αθνινπζνύλ εθζεηηθή 

θαηαλνκή, νξίδεηαη ε ζηνραζηηθή δηαδηθαζία  

                                                  U(t)= u +ct – S(t),                                                (1.16)         

όπνπ U(0)= u ( ≥ 0), ην αξρηθό απόζεκα, c (c ≥ 0 ) o ξπζκόο είζπξαμεο αζθαιίζηξσλ 

αλά κνλάδα ρξόλνπ θαη S(t) νη ζπλνιηθέο απνδεκηώζεηο ζην ρξνληθό δηάζηεκα [ 0 , t ] 

κε  

                                 S(t)=                                                     (1.17)                

 

 

όπνπ  , j 
+
} κία αθνινπζία αλεμάξηεησλ θαη ηζόλνκσλ η.κ., κε  λα 

πεξηγξάθεη ην κέγεζνο ηεο  j-νζηήο δεκηάο. Θεσξνύκε όηη ε η.κ.  έρεη ζ.π.π.  f(x), 

ζ.θ. F(x)=  θαη κέζε ηηκή  Βαζηθή ππόζεζε ηνπ κνληέινπ 

είλαη όηη νη αθνινπζίεο  N = { N(t),t ≥ 0 }θαη , j 
+
} είλαη αλεμάξηεηεο. 

 

΢ρήκα 1.1:Η δηαδηθαζία πιενλάζκαηνο U(t)  

 

                 U(t) 

 

 

  

                        c 

            u                                                                                              

                                                                                            U(T-)                                                                                                                           

              

                                                                                                                                        t                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                       

                                                                             | U(T)|                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                      
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1.3  Μέηξα ρξενθνπίαο θαη ε ζπλάξηεζε ηωλ Gerber - Shiu   

 

Από ηνλ νξηζκό ηνπ κνληέινπ (1.3) είλαη θαλεξό όηη ε δηαδηθαζία πιενλάζκαηνο 

θαηά ηηο ρξνληθέο ζηηγκέο Wj κπνξεί λα γίλεη αξλεηηθή. ΢ηελ αλαινγηζηηθή νξνινγία 

ην ελδερόκελν απηό νλνκάδεηαη ρξενθνπία θαη ε πηζαλόηεηα απηνύ ηνπ ελδερνκέλνπ 

πηζαλόηεηα ρξενθνπίαο. Πξνθεηκέλνπ λα νξίζνπκε ηελ πηζαλόηεηα ρξενθνπίαο 

ρξεηαδόκαζηε αξρηθά ηνλ νξηζκό ηνπ ρξόλνπ θαηά ηνλ νπνίν εκθαλίδεηαη ε 

ρξενθνπία. 

 

ΟΡΙ΢ΜΟ΢ 1.4 (time to ruin) Γηα t ≥ 0, νξίδνπκε  

 

T = inf {t ≥ 0 ,U(t)  0  κε inf  

λα είλαη ν ρξόλνο θαηά ηνλ νπνίν γηα πξώηε θνξά ε δηαδηθαζία πιενλάζκαηνο γίλεηαη 

αξλεηηθή.  

Με βάζε ηνλ παξαπάλσ νξηζκό ε πηζαλόηεηα ρξενθνπίαο νξίδεηαη παξαθάησ. 

ΟΡΙ΢ΜΟ΢ 1.5 Γηα u ≥ 0 ε πηζαλόηεηα ρξενθνπίαο νξίδεηαη σο  

ς(u)=  

Αμίδεη λα επηζεκαλζεί όηη ζηελ πξάμε, ε δηαδηθαζία πιενλάζκαηνο δελ είλαη ν 

κνλαδηθόο ‘πόξνο’ ηεο αζθαιηζηηθήο επηρείξεζεο θαη ε θαηαβνιή ηεο απνδεκίσζεο 

δελ είλαη ζηηγκηαίν γεγνλόο (απαηηείηαη θάπνην ρξνληθό δηάζηεκα, πνπ ζπλεπάγεηαη 

εηζξνή αζθαιίζηξνπ πέξα από ην θαηαβεβιεκέλν κέρξη ηελ ρξνληθή ζηηγκή Σ). Έηζη 

ε ‘καζεκαηηθή ρξενθνπία’ πνπ νξίδνπκε δελ ηαπηίδεηαη κε ηελ πξαγκαηηθή 

ρξενθνπία, αιιά είλαη έλα πνιύ ζεκαληηθό κέηξν θηλδύλνπ από ην νπνίν ε 

επηρείξεζε κπνξεί λα βγάιεη ρξήζηκα ζπκπεξάζκαηα. Έηζη, κε βάζε απηό ην κέηξν 

θηλδύλνπ, αλ ε επηρείξεζε έρεη ελδείμεηο όηη νη ππνρξεώζεηο ηεο ζα είλαη εμαηξεηηθά 

απμεκέλεο κπνξεί λα πξνρσξήζεη ζε αύμεζε ησλ αζθαιίζηξσλ, ζύλαςε δαλείνπ, 

αύμεζε κεηνρηθνύ θεθαιαίνπ θ.ν.θ. Από καζεκαηηθήο άπνςεο είλαη θαλεξό όηη 

ππνινγίδνληαο ηελ πηζαλόηεηα ρξενθνπίαο κπνξεί θαλείο λα πξνζδηνξίζεη θαηάιιεια 

ην αξρηθό απόζεκα u θαη ην αζθάιηζηξν c έηζη ώζηε λα απνθύγεη (ή ζε θάζε 
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πεξίπησζε λα επηκεθύλεη) ην ελδερόκελν, ε δηαδηθαζία πιενλάζκαηνο λα γίλεη 

αξλεηηθή. 

Η πηζαλόηεηα ρξενθνπίαο, αλ θαη είλαη έλα πνιύ ζεκαληηθό κέηξν θηλδύλνπ, δελ είλαη 

ην κνλαδηθό. Γύν άιιεο ηπραίεο κεηαβιεηέο, πνπ ζρεηίδνληαη κε ηελ ηπραία 

κεηαβιεηή T, είλαη ε |U(Σ)| πνπ ζπκβνιίδεη ην έιιεηκκα θαηά ηε ζηηγκή ηεο 

ρξενθνπίαο θαη U(Σ ) πνπ ζπκβνιίδεη ην πιεόλαζκα ιίγν πξηλ ηελ ρξενθνπία ( κε 

Σ  ην αξηζηεξό όξην ηεο Σ)( βι. ΢ρήκα 1.1).Δίλαη θαλεξό όηη ε κειέηε ησλ 

παξαπάλσ πνζνηήησλ δίλνπλ πνιύ πεξηζζόηεξεο πιεξνθνξίεο ζρεηηθά κε ηελ 

ζπκπεξηθνξά ηεο δηαδηθαζίαο πιενλάζκαηνο U(t) ,απ’όηη κόλν ε κειέηε ηεο T . 

Οη Gerber θαη Shiu  ην 1998 θαηάθεξαλ λα κνληεινπνηήζνπλ ηηο ηπραίεο κεηαβιεηέο 

T, |U(Σ) |, U(Σ ) ζε κία κόλν ζπλάξηεζε, ηελ πξνεμνθιεκέλε ζπλάξηεζε πνηλήο 

(discounted penalty function) . 

ΟΡΙ΢ΜΟ΢ 1.6 Γηα u 0 , δ  0 ε πξνεμνθιεκέλε ζπλάξηεζε πνηλήο ησλ Gerber-

Shiu  νξίδεηαη σο εμήο  , 

              mδ(u) = Δ[e
  –δΣ 

w(U(Σ )  , |U(Σ)|)1{ Σ < ∞ } | U(0) = u ],    u 0              (1.18)                        

όπνπ δ ε έληαζε αλαηνθηζκνύ, w:
+

 
+ +

 κία δηδηάζηαηε ζπλάξηεζε ζην  

πνπ νλνκάδεηαη ζπλάξηεζε πνλήο,1Α ε δείθηξηα ζπλάξηεζε ηνπ Α γεγνλόηνο, |U(Σ) | 

ην έιιεηκκα ηελ ζηηγκή ηεο ρξενθνπίαο θαη U(Σ-) ην πιεόλαζκα ιίγν πξηλ ηελ 

ρξενθνπία.  

Γηαηζζεηηθά ε ζπλάξηεζε ησλ Gerber-Shiu κπνξεί λα εξκελεπηεί σο ε 

πξνεμνθιεκέλε πνηλή ε νπνία επηβάιιεηαη όηαλ ζπκβεί ε ρξενθνπία. Από ηνλ νξηζκό 

ηεο  mδ(u) θαη γηα δηάθνξεο κνξθέο ηεο ζπλάξηεζεο πνηλήο πξνθύπηνπλ δηάθνξα 

κέηξα θηλδύλνπ. 

Δηδηθέο πεξηπηώζεηο  

 γηα δ , , παίξλνπκε ηελ πηζαλόηεηα ρξενθνπίαο,  

                        

                    ς(u)= Δ(1{ Σ < ∞ }| U(0) = u)=P(Σ < ∞| U(0) = u), 
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 γηα , παίξλνπκε ηνλ κεηαζρεκαηηζκό Laplace ηνπ ρξόλνπ 

ρξενθνπίαο,  

                                     πδ(u)= E[e
 –δΣ

1{ Σ < ∞}|U(0) = u], 

 γηα , παίξλνπκε ηελ πξνεμνθιεκέλε από 

θνηλνύ ζ.π.π. ηνπ ηπραίνπ δηαλύζκαηνο (U(Σ ),|U(Σ) | ),  

             

              E[e
 –δΣ 

 U(0)  = u], 

 

 γηα , παίξλνπκε ηελ πξνεμνθιεκέλε ζ.π.π. ηεο η.κ. 

U(Σ ), 

                       h(x1|u)=E[e
 –δΣ 

 U(0)  = u], 

 

 γηα , παίξλνπκε ηελ πξνεμνθιεκέλε ζ.π.π. ηεο η.κ. 

|U(Σ) |, 

                      g(x2|u)= E[e
 –δΣ 

 U(0)  = u], 

 

 γηα ( ), παίξλνπκε ηελ πξνεμνθιεκέλε 

ξνπή ηάμεο k ηνπ ειιείκκαηνο θαηά ηελ ρξενθνπία ( ηνπ πιενλάζκαηνο πξηλ 

ηελ ρξενθνπία), 

 

             Δ[e
 –δΣ

|U(Σ) |
k
1{ Σ < ∞}| U(0)  = u]= Δ[e

 –δΣ
 U(Σ-) 

k
1{ Σ < ∞}| U(0)  = u]. 

 

ΠΡΟΣΑ΢Η 1.1  Ζ ζπλάξηεζε ησλ Gerber-Shiu  mδ γηα ην θιαζηθό κνληέιν ηθαλνπνηεί 

ηελ παξαθάησ νινθιεξνδηαθνξηθή εμίζσζε, 

 

Απόδεημε: Έζησ ην δηάζηεκα [ 0 , dt ]. Σόηε ππάξρνπλ 2 δπλαηά ελδερόκελα: 

 δελ εκθαλίδεηαη θίλδπλνο, κε πηζαλόηεηα  
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 εκθαλίδεηαη έλαο αθξηβώο θίλδπλνο, κε πηζαλόηεηα   θαη ηα ππόινηπα 

ελδερόκελα έρνπλ (κεδεληθή) πηζαλόηεηα 0( ). 

Σόηε, 

  

 

Ιζρύεη όηη, 

  

θαη  

        

 

Σόηε, 

 

 

 

Πνιιαπιαζηάδνληαο θαη δηαηξώληαο κε , 

 

                                                                                    

 

Οπόηε παίξλνληαο , βξίζθνπκε όηη, 
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Η ζπλάξηεζε ησλ Gerber-Shiu είλαη έλα παλίζρπξν εξγαιείν πνπ εθηόο από ηε ρξήζε 

ηεο ζηα αλαινγηζηηθά καζεκαηηθά, έρεη θαη εθαξκνγέο ζηε ζεσξία ησλ 

ρξεκαηννηθνλνκηθώλ καζεκαηηθώλ. Παξαδείγκαηνο ράξε, όηαλ 

, ε  mδ(u) ρξεζηκνπνηείηαη γηα ηελ ηηκνιόγεζε ελόο put option κε ηηκή 

άζθεζεο Κ  (γηα πεξηζζόηεξεο ιεπηνκέξεηεο βι. Gerber-Shiu (1999), Gerber θαη 

Landry (1998) ).  

 

Γηα λα δηαζθαιίζνπκε ηε κε επέιεπζε ρξενθνπίαο, ν ξπζκόο είζπξαμεο αζθαιίζηξσλ 

c είλαη ηέηνηνο ώζηε  

                                               Δ[cWj –Xj]                                                       (1.25) 

παξέρνληαο έηζη έλα ζεηηθό πεξηζώξην αζθαιείαο. 

       ΢ην ζπγθεθξηκέλν κνληέιν θηλδύλνπ είλαη μεθάζαξν όηη νη απμήζεηο  { (Xj - cWj ), 

j 
+
} ηεο δηαδηθαζίαο πιενλάζκαηνο είλαη αθόκα αλεμάξηεηεο. Απηό καο επηηξέπεη 

κε έλαλ ηζρπξηζκό martingale λα βξνύκε έλα εθζεηηθό άλσ όξην ηεο πηζαλόηεηαο 

ρξενθνπίαο 

                                                         ς(u)  e
 ξu

 ,                                                   (1.26) 

όπνπ  ξ <0 (αλ ππάξρεη) είλαη ε αξλεηηθή ξίδα ηεο   E[e
 –r(X

1 
–cW

1 
)
]=1. Η πνζόηεηα ξ 

θαιείηαη ζπληειεζηήο πξνζαξκνγήο Lundberg. O ζπληειεζηήο πξνζαξκνγήο 

Lundberg είλαη έλα κέηξν θηλδύλνπ ην νπνίν καο πιεξνθνξεί όηη πξέπεη λα 

αλαπξνζαξκόζνπκε ην αξρηθό καο απνζεκαηηθό δει. λα απμήζνπκε ή λα κεηώζνπκε 

ην πεξηζώξην αζθαιείαο έηζη ώζηε λα αζθεζεί θαιύηεξα ε αζθαιηζηηθή πνιηηηθή ηεο 

εηαηξίαο. Δπηπιένλ, κε ηελ παξαδνρή ηεο αλεμαξηεζίαο αλάκεζα ζηηο απμήζεηο ηεο 

δηαδηθαζίαο πιενλάζκαηνο πξνθύπηεη όηη ε άπεηξνπ ρξόλνπ πηζαλόηεηα ρξενθνπίαο 

είλαη κία ζύλζεηε γεσκεηξηθή νπξά. 

Οινθιεξώλνληαο ηελ ελόηεηα καο, αμίδεη λα ζεκεηώζνπκε όηη ζε αληίζεζε κε 

θιαζηθό κνληέιν όπνπ νη η.κ.  Wj  θαη Xj ζεσξνύληαη αλεμάξηεηεο ε εξγαζία καο 
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ζηεξίδεηαη ζηελ ππόζεζε όηη ελώ ηα δηδηάζηαηα ηπραία δηαλύζκαηα (Xj , Wj ) γηα j 

+
  είλαη ακνηβαίσο αλεμάξηεηα νη η.κ  Υj  θαη Wj  δελ είλαη πηα αλεμάξηεηεο.  

  

1.4 ΢ύληνκε αλάιπζε ηεο δηαδηθαζίαο ηωλ ζπλνιηθώλ απνδεκηώζεωλ  

΢ε απηήλ ηελ ελόηεηα, βξίζθνπκε ηελ πξώηε ξνπή ησλ ζπλνιηθώλ απνδεκηώζεσλ η.κ. 

S(t)  θαζώο επίζεο θαη έλαλ ηύπν γηα ηελ δεύηεξε ξνπή ηνπο .Βαζηδόκελνη ζηελ 

ηδηόηεηα ησλ δηαηεηαγκέλσλ παξαηεξήζεσλ (order statistics property) ηεο 

δηαδηθαζίαο Poisson, ην ηπραίν δηάλπζκα ησλ ρξόλσλ εκθάληζεο ηεο δεκηάο (T1,.. Tn   

) δνζέληνο όηη  N(t)= n έρεη ηελ ίδηα θαηαλνκή κε ηηο δηαηεηαγκέλεο παξαηεξήζεηο ησλ 

n αλεμάξηεησλ (0,t) νκνηόκνξθα θαηαλεκεκέλσλ η.κ. ΢πλεπώο, 

   ζην D

 πνπ ζεκαίλεη όηη 

 ,    

Οπόηε, ζπκπεξαίλνπκε όηη 

                 

                                       =  

                                       =  

                                        =  

όπνπ  γηα k . Σειηθά , από (1.28) έρνπκε όηη 

  

          =  

          =  

          =  .                                        
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΢ηελ πεξίπησζε πνπ νη η.κ. ηνπ κεγέζνπο ηεο δεκηάο είλαη αλεμάξηεηεο από ηνλ ρξόλν 

πνπ κεζνιαβεί κεηαμύ δύν δηαδνρηθώλ δεκηώλ (δει.  γηα όια ηα 

), ε (1.29) γίλεηαη 

 

πνπ αληηζηνηρεί ζηε πξώηε ξνπή κίαο ζύλζεηεο Poisson. ΢εκεηώλνπκε επίζεο όηη γηα 

ηελ δηθή καο δνκή εμάξηεζεο, ην Θεώξεκα 6.1.12 ηνπ Rolski et al.(1999) 

επαιεζεύεηαη, δει. 

  

                         =  

                        =  

                        =  , 

ρξεζηκνπνηώληαο ην ζεώξεκα θπξηαξρεκέλεο ζύγθιηζεο (dominated convergence 

theorem). Μία παξόκνηα δηαδηθαζία καο νδεγεί ζε έλαλ ηύπν γηα ηελ δεύηεξε ξνπή 

ηεο ηπραίαο κεηαβιεηήο .  

   

.                                        

 

 

Όπσο αλακελόηαλ, αλ  γηα όια ηα  θαη k =1,2 , ε (1.30)  γίλεηαη 

πνπ αληηζηνηρεί ζην αλακελόκελν πνζό ηεο 

ζπλνιηθήο απνδεκίσζεο αλ ε  είλαη ζύλζεηε Poisson. 

 

 



 
 

17 
 

 

 

 

 

 

΢ηα θεθάιαηα πνπ ζα αθνινπζήζνπλ παξνπζηάδνπκε δηάθνξα απνηειέζκαηα γηα ηηο 

δύν δνκέο εμάξηεζεο κεηαμύ ησλ κεγεζώλ ησλ δεκηώλ θαη ησλ ελδηάκεζσλ ρξόλσλ 

δεκηώλ. Σόζν γηα ηελ δεζκεπκέλε θαηαλνκή ηνπ κεγέζνπο ηεο δεκηάο δνζείζεο ηεο 

θαηαλνκήο ηνπ ελδηάκεζνπ ρξόλνπ εκθάληζεο ηεο δεκηάο όζν θαη γηα ηελ ζύδεπμε 

ησλ Farlie-Gumbel-Morgenstern (FGM) ππάξρεη εθηελήο αλάιπζε ηεο εθάζηνηε 

δνκήο εμάξηεζεο. Αζρνινύκαζηε ηδηαίηεξα κε ηελ  πξνεμνθιεκέλε ζπλάξηεζε 

πνηλήο ησλ Gerber-Shiu mδ(u) βξίζθνληαο ηνλ κεηαζρεκαηηζκό Laplace ηεο 

ζπλάξηεζεο θαη ηελ ειιεηκκαηηθή αλαλεσηηθή εμίζσζε (defective renewal equation) 

πνπ λα ηθαλνπνηεί ηελ ζπλάξηεζε πνηλήο mδ(u). Δπίζεο, αλαιύνπκε ηελ εμίζσζε 

Lundberg γηα θάζε κνληέιν ελώ νη ππόινηπεο ελόηεηεο πεξηέρνπλ πεξαηηέξσ 

απνηειέζκαηα γηα ηηο δηάθνξεο πεξηπηώζεηο ησλ δύν δνκώλ εμάξηεζεο. Σέινο, κε ηελ 

βνήζεηα αξηζκεηηθώλ παξαδεηγκάησλ επηρεηξνύκε λα απνηππώζνπκε ζηελ πξάμε ηνλ 

ηξόπν ιεηηνπξγίαο ησλ δύν δηαθνξεηηθώλ δνκώλ.  
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ΚΔΦΑΛΑΙΟ 2 

 

1
Ο
 ΜΟΝΣΔΛΟ: 

Ζ δεζκεπκέλε θαηαλνκή ηνπ κεγέζνπο ηεο δεκηάο δνζείζεο ηεο θαηαλνκήο 

ηνπ ελδηάκεζνπ ρξόλνπ εκθάληζεο ηεο δεκηάο ε νπνία ζεσξείηαη λα είλαη 

κείμε δύν θαηαλνκώλ   

 

 

2.1.Γνκή εμάξηεζεο 

   Θεσξνύκε κία δνκή εμάξηεζεο αλάκεζα ζηηο ηπραίεο κεηαβιεηέο Xk θαη Wk    ηνπ 

πνζνύ ηεο απνδεκίσζεο θαη ηνπ ελδηάκεζνπ ρξόλνπ. Γειαδή, ππνζέηνπκε όηη ε 

δεζκεπκέλε ππθλόηεηα ησλ  Xk |Wk   νξίδεηαη σο κία κείμε δύν ζπλαξηήζεσλ 

ππθλόηεηαο  f1  θαη f2 ( κε αληίζηνηρνπο κέζνπο κ1 θαη κ2 ), 

                    

γηα  k = 1,2… 

Ιζρύεη όηη ε από θνηλνύ ζ.π.π  δίλεηαη από ηνλ ηύπν, 

                                                  

Από (2.1), (2.2) πξνθύπηεη όηη:  
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Γηα δηεπθόιπλζε ζεσξνύκε Τ1 (Τ2 ) ηπραίεο κεηαβιεηέο κε ππθλόηεηα  

Από (2.1) ην βάξνο πνπ νξίδεηαη ζηε ζπζζσξεπκέλε ζπλάξηεζε θαηαλνκήο  F1  είλαη 

κία θζίλνπζα ζπλάξηεζε ( κε ξπζκό β ) ηνπ παξεξρόκελνπ ρξόλνπ από ηελ ηειεπηαία  

απνδεκίσζε Wk .Ωο απνηέιεζκα ε πεξηζώξηα θαηαλνκή ηεο Xk ηζνύηαη κε  

f xk (x)=MW(-β) f1 (x)+(1- MW(-β)) f2 (x)=  f1 (x)+  f2 (x) 

γηα k = 1,2...Γη’απηή ηελ δνκή εμάξηεζεο ηζρύεη όηη,  

                                   Δ[cWj –Xj ]= .                                      

Δπίζεο , ε ζπλδηαθύκαλζε αλάκεζα ζε W θαη X δίλεηαη από ηνλ ηύπν  

Cov(W,X) = E[Cov(X,W |W)]+ Cov(E[X | W],E[W |W]) 

=   Cov( e
 –βW 

κ1 + ( 1- e
 –βW

) κ2 ,W) 

                                         =   – Cov( e
 –βW

  , W)( κ2 - κ1) 

                                         =  (κ2 - κ1) 

θαη ζπλεπώο ζπκπεξαίλνπκε όηη Cov(W,X)  όηαλ  E [Τ2 ]  E[Τ1 ]. 

   Σν κνληέιν θηλδύλνπ κε κεγέζε απνδεκίσζεο εμαξηώκελα από ηνλ ελδηάκεζν 

ρξόλν θαη κε δνκή εμάξηεζεο                            

κπνξεί λα ραξαθηεξηζηεί πην ξεαιηζηηθό κνληέιν ( από ην θιαζηθό κνληέιν ηεο 

ζύλζεηεο Poisson ) λα πξνζεγγίζεη ηελ ζπκπεξηθνξά ηεο δηαδηθαζίαο ηεο ζπλνιηθήο 

απνδεκίσζεο ζηα πιαίζηα κίαο θπζηθήο θαηαζηξνθήο. Πξάγκαηη, ζεσξώληαο Wj  ηνλ 

ρξόλν πνπ κεζνιαβεί αλάκεζα ζηελ ( j – 1 ) θαη   j θαηαζηξνθή θαη γηα έλα ηέηνην 

γεγνλόο λα ππάξρνπλ δύν πηζαλέο εληάζεηο Ηj = 1 (θαλνληθή), 2 (ζνβαξή), 

θαηαιήγνπκε όηη, 

Pr( Ηj = 1|Wj =w) = e
 –βw

 =1- Pr(Ηj = 2|Wj =w) 

θαη  Pr( Xj | Ηj = i ) = Fi (x) γηα i = 1,2. Γηα παξάδεηγκα ζηα πιαίζηα ελόο θηλδύλνπ 

από ζεηζκό θάπνηνο κπνξεί λα πεξηκέλεη όηη όζν κεγαιύηεξνο είλαη ν ρξόλνο αλάκεζα 

ζηα δύν ζπκβάληα ηόζν κεγαιύηεξν είλαη ην πνζό ηεο απνδεκίσζεο ζην επόκελν 
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θαηαζηξνθηθό γεγνλόο. Έηζη πεξηζζόηεξν βάξνο πξέπεη λα απνδνζεί ζηελ θαηαλνκή 

F2  πνπ επηιέγεηαη κε βαξύηεξε νπξά από ηελ F1 .  

2.2 Ο κεηαζρεκαηηζκόο Laplace ηεο πξνεμνθιεκέλεο ζπλάξηεζεο πνηλήο ηωλ 

Gerber-Shiu  mδ(u) 

    Γεζκεύνληαο ηελ mδ(u) σο πξνο ηνλ ρξόλν θαη ην πνζό ηεο πξώηεο απνδεκίσζεο 

έρνπκε όηη , 

mδ(u)=     

+ )           

 

+  

        =      

όπνπ                 θαη  

 

 

 

΢ε απηό ην ζεκείν γηα λα απινπνηήζνπκε ηηο πξάμεηο καο θαη λα δηεπθνιύλνπκε ηελ 

ρξήζε ησλ απνηειεζκάησλ ηνπο εηζάγνπκε ηνλ ηειεζηή  νξίδνληαο ηνλ θαη 

παξνπζηάδνληαο ηηο ηδηόηεηεο ηνπ. 

ΟΡΙ΢ΜΟ΢ 2.1 (  operator) Έζησ  κία νινθιεξώζηκε ζπλάξηεζε. Σόηε γηα 

R(r)  θαη  νξίδνπκε ηνλ ηειεζηή  λα δίλεηαη από ηελ ζρέζε, 

                                    

Γηα έλαλ πην απζηεξό νξηζκό ηνπ ηειεζηή  παξαπέκπνπκε ζηνπο Butzer θαη 

Hubert (1967) παξάγξαθνο 1.3.3 ή ζηνλ Feller (1996) Κεθάιαην 3. ΢ηε ζεσξία 
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θηλδύλνπ ν ηειεζηήο   εηζήρζεθε από ηνπο Dickson θαη Hipp(2001). Ο ηειεζηήο  

έρεη θάπνηεο ρξήζηκεο ηδηόηεηεο, όπσο δίλνληαη αθνινύζσο. 

ΠΡΟΣΑ΢Η 2.1  (Ηδηόηεηεο ηωλ ηειεζηώλ ) Έζησ  λα είλαη ν ηειεζηήο κία 

νινθιεξώζηκεο ζπλάξηεζεο . Ο ηειεζηήο  ηθαλνπνηεί ηηο παξαθάησ 

ζρέζεηο : 

i.  

ii.  , , 

iii. , 

, 

iv. , , 

v. , 

vi. , 

vii. ,γηα θάζε 

  θαη γηα ,  δύν νινθιεξώζηκεο ζπλαξηήζεηο, 

viii. αλ  είλαη δηαθνξεηηθνί κεηαμύ ηνπο πξαγκαηηθνί αξηζκνί ή 

κηγαδηθνί αξηζκνί, ηόηε,  

, , 

θαη 

 , 

 Δπηπιένλ αλ ε   είλαη ζ.π.π. ηεο η.κ. Υ κε ζ.θ.  , ηόηε ηζρύνπλ 

ηα παξαθάησ, 

ix. , 

x. , 

xi. , 

xii. . 
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΢πλεπώο γηα i=1,2 θαη ρξεζηκνπνηώληαο ηνλ ηειεζηή Σr ησλ Dickson-Hipp ε 

πξνεμνθιεκέλε ζπλάξηεζε πνηλήο ησλ Gerber-Shiu ηζνύηαη κε,  

                mδ(u) =    

Δπίζεο ν κεηαζρεκαηηζκόο  Laplace ηεο (2.6) βξίζθνπκε όηη  είλαη ίζνο κε, 

  

        =  

        =
–

     

όπνπ, 

    

 

Δπίζεο από (2.4) ,γλσξίδνπκε πσο  πνπ ζεκαίλεη 

όηη  ε (2.7) κπνξεί λα γξαθηεί : 

                             

Με απιέο ηξνπνπνηήζεηο ζηελ (2.9) πξνθύπηεη πσο , 

                                    (2.10) 

όπνπ γηα   s ≥ 0 
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θαη 

                                             

 

2.3 Αλάιπζε ηεο εμίζωζεο Lundberg 

    Οη ξίδεο ηνπ παξνλνκαζηή ηνπ κεηαζρεκαηηζκνύ Laplace  ηεο πξνεμνθιεκέλεο  

ζπλάξηεζε  πνηλήο ησλ Gerber-Shiu (    απνηεινύλ ιύζεηο 

ηεο γεληθεπκέλεο εμίζσζεο Lundberg . 

                                         Δ ,    

κε δνκή εμάξηεζεο ηελ (2.1) αλάκεζα ζηηο (Υk , Wk ).Πξάγκαηη ρξεζηκνπνηώληαο ηελ 

(2.1), ην αξηζηεξό κέξνο ηεο (2.14) κπνξεί λα γξαθηεί : 

 

  

                                =  

                                =     

                                =  

γηα  s  Έηζη, ε (2.14) γίλεηαη 

 

ην νπνίν είλαη ίζν κε ηελ εμίζσζε  

    Δπίζεο , κπνξεί λα απνδεηρηεί πσο, όηαλ Y1 θαη Y2 είλαη ηζόλνκεο, ε   (2.10) 

ηθαλνπνηεί ηελ εμίζσζε 2.59    

ησλ Gerber-Shiu (1998)  πνπ είλαη ν κεηαζρεκαηηζκόο Laplace  ηεο πξνεμνθιεκέλεο  

ζπλάξηεζεο   πνηλήο ζην θιαζηθό κνληέιν θηλδύλνπ ζύλζεηεο Poisson .  
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  Γηα λα κπνξέζνπκε λα βξνύκε παξαθάησ ηελ ειιεηκκαηηθή αλαλεσηηθή εμίζσζε 

(defective renewal equation) γηα ηελ mδ(u), αξρηθά εμεηάδνπκε ηνλ παξνλνκαζηή ηνπ 

δεμηνύ κέξνπο ηεο εμίζσζεο (2.10) . Πην ζπγθεθξηκέλα, ζηόρνο καο είλαη λα βξνύκε 

ηηο ξίδεο ηεο  ρξεζηκνπνηώληαο ην ζεώξεκα ηνπ Rouché ζε έλα 

ζπγθεθξηκέλν ρσξίν. Θεσξνύκε μερσξηζηή πεξίπησζε όηαλ δ   θαη μερσξηζηή γηα 

δ =0 . 

ΠΡΟΣΑ΢Η 2.2  Γηα δ  ,ν παξνλνκαζηήο  ηεο (2.10) έρεη αθξηβώο 

2 ξίδεο ,έζησ ηηο s1(δ) θαη s2(δ) , κέζα ζην ρσξίν Cδ ={s:|zδ(s)|=1} όπνπ 

  . 

Απόδεημε: Αξρηθά, μαλαγξάθνπκε ηελ (2.11) θαη ηελ (2.12) ζε όξνπο zδ(s) 

  

θαη  

  

      

Αο εθαξκόζνπκε ην ζεώξεκα ηνπ Rouché κέζα ζην ρσξίν Cδ. Πξνθαλώο νη   

θαη  βξίζθνληαη ζην Cδ. Γηα λα εθαξκόζνπκε ην ζεώξεκα ηνπ Rouché, κέλεη 

λα δείμνπκε όηη  ζην Cδ . 

Γηα λα γίλεη απηό , γλσξίδνπκε  πσο Re  ζην Cδ  πνπ ζεκαίλεη 

πσο, 
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Δπεηδή s  Cδ, ηζρύεη .   

Οπόηε από ηελ  (2.17) παίξλνπκε, 

      

Δπίζεο γλσξίδνπκε  

                        

Δπνκέλσο, ζπλδπάδνληαο  (2.18) θαη (2.19) έρνπκε όηη  ζην Cδ. 

Έηζη ζπκπεξαίλνπκε όηη    θαη  έρνπλ ηνλ ίδην αξηζκό ξηδώλ 

κέζα ζην Cδ. Δπνκέλσο αλ  έρεη αθξηβώο δύν ξίδεο κέζα ζην ρσξίν Cδ ηόηε θαη 

 πξέπεη λα έρνπλ δύν ξίδεο ,αο πνύκε s1(δ) θαη s1(δ), ζην Cδ. 

ΠΡΟΣΑ΢Η 2.3  Γηα δ  ,ν παξνλνκαζηήο  ηεο (2.10) έρεη αθξηβώο 

1 ξίδα ,αο πνύκε s1(0) , κέζα ζην ρσξίν C0 ={s:|z0(s)|=1} θαη κία δεύηεξε ξίδα s2(0)=0 

ζην C0 . 

Απόδεημε: Αο ζεσξήζνπκε (2.15) θαη (2.16) κε δ . Πξνθαλώο νη   θαη 

 βξίζθνληαη ζην κνλαδηαίν ρσξίν C0 θαη είλαη ζπλερείο ζην C0. 

Υξεζηκνπνηώληαο έλαλ παξόκνην ηζρπξηζκό κε απηόλ πνπ εθαξκόζηεθε γηα λα 

απνδείμνπκε ηελ ΠΡΟΣΑ΢Ζ 2.2 ζπκπεξαίλνπκε πσο  ζην C0 

εθηόο από ην s=0 (δει.z0=1) όπνπ Οπόηε, νη 

ζπλζήθεο ηνπ ζεσξήκαηνο ηνπ Rouché δελ ηθαλνπνηνύληαη θαη πξέπεη λα ζηεξηρηνύκε 

ζε κία ΄΄επέθηαζε΄΄ ηνπ ζεσξήκαηνο ηνπ Rouché, γλσζηό σο Θεώξεκα 1 ηνπ 

Klimenok (2001). Πξάγκαηη ,έρνπκε 

  =  

                                                                    =   
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ρξεζηκνπνηώληαο  ηελ   . Από Θεώξεκα 1 ηνπ Klimenok , 

ζπκπεξαίλνπκε πσο ν αξηζκόο ησλ ξηδώλ ηνπ  ζην C0 είλαη ίδηνο κε 

ηνλ αξηζκό ησλ ξηδώλ ηνπ  ζην C0  κείνλ 1. Γνζέληνο πσο  έρεη δύν 

ξίδεο κέζα ζην C0,  έρεη 1 ξίδα, αο πνύκε s1(0), κέζα ζην ρσξίν 

C0.Σέινο, γηα δ , θαη από (2.11),(2.12) θαηαιήγνπκε πσο κία ηεηξηκκέλε ιύζε ηνπ 

 πνπ είλαη ε s2(0)=0 . 

 

΢ΗΜΔΙΩ΢Η 2.1 ΢εκεηώλνπκε όηη , εθαξκόδνληαο ην ζεώξεκα ηνπ Rouché ( ή ηελ 

επέθηαζε ηνπ ) ζε έλα δηαθνξεηηθό ρσξίν, κε κία απιή αλάιπζε ησλ ζπλαξηήζεσλ 

 (δειαδή ησλ πξώησλ θαη δεύηεξσλ παξαγώγσλ ),κπνξεί λα 

απνδεηρηεί όηη s1(δ) θαη s2(δ) είλαη νη κόλεο δύν ζεηηθέο θαη πξαγκαηηθέο ξίδεο ηνπ 

παξνλνκαζηή   ηεο (2.10). Δπηπξόζζεηα, νη δύν ξίδεο s1(δ) θαη s2(δ) 

είλαη δηαθξηηέο. 

  2.4 Ζ ειιεηκκαηηθή αλαλεωηηθή εμίζωζε (defective renewal equation)  

Λύζε ηεο ειιεηκκαηηθήο αλαλεσηηθήο εμίζσζεο   

Οη ειιεηκκαηηθέο αλαλεσηηθέο εμηζώζεηο έρνπλ ρξεζηκνπνηεζεί επξέσο ζηελ αλάιπζε 

ηεο δηαδηθαζίαο πιενλάζκαηνο ζην θιαζηθό κνληέιν θηλδύλνπ. Αξρηθά, 

παξνπζηάδνπκε κία πξνζέγγηζε γηα ηελ ιύζε ηεο ειιεηκκαηηθήο αλαλεσηηθήο 

εμίζσζεο  κέζσ ηεο ζύλζεηεο γεσκεηξηθήο. 

Θεσξνύκε ηελ αθόινπζε ειιεηκκαηηθή αλαλεσηηθή εμίζσζε, 

                          

όπνπ β ,  ζ.θ πνπ αληηπξνζσπεύεη ηελ ζ.θ. ηνπ κέγεζνο ηεο 

απνδεκίσζεο ζηελ ζεσξία θηλδύλνπ κε , θαη  δηαθνξίζηκε ζπλάξηεζε 

γηα . 

Γηα λα ιύζνπκε ηελ (2.20) νξίδνπκε ηελ ζπζρεηηζκέλε ζύλζεηε γεσκεηξηθή 

θαηαλνκή. Έζησ,  

,         
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όπνπ   είλαη ε νπξά ηεο n-νζηήο ζπλέιημεο ηεο . 

Η  είλαη ε ιύζε ηεο νινθιεξσηηθήο εμίζσζεο, 

.    

Με ηνλ νξηζκό ηεο  ε ιύζε ηεο (2.20) κέζσ ηεο   δίλεηαη παξαθάησ. 

ΘΔΩΡΗΜΑ 2.1 Ζ ιύζε ηεο   ζηελ (6.1) κπνξεί λα γξαθηεί σο 

,   

ή 

                        .  

Δάλ ε  είλαη δηαθνξίζηκε, ε   ηζνύηαη κε, 

          , .  

 Απόδεημε: Αο ζεσξήζνπκε όηη, 

  

ν κεηαζρεκαηηζκόο Laplace ηεο . Οπόηε, ν κεηαζρεκαηηζκόο Laplace ηεο  

δίλεηαη από ηνλ ηύπν, 

  

Δπίζεο, ππνζέηνπκε όηη, 

  

 

θαη 

.   

Δπνκέλσο από ηελ  (2.20) βξίζθνπκε όηη, 
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.      

Παίξλνληαο αληίζηξνθνπο κεηαζρεκαηηζκνύο Laplace ζηελ εμίζσζε (2.30) 

θαηαιήγνπκε ζηελ (2.23). Η ιύζε ηεο (2.24) επηηπγράλεηαη αλ νινθιεξώζνπκε θαηά 

παξάγνληεο ηελ (2.23). 

 

                              = .  

΢εκεηώλνληαο όηη  , βξίζθνπκε αληίζηνηρα ηηο (2.24), (2.25). 

 

Μέρξη ηώξα, ζην κνληέιν καο νη ξίδεο s1 θαη s2 γξάθνληαλ σο κία ζπλάξηεζε ηνπ δ 

γηα λα δείμνπλ ηελ εμάξηεζε ηνπο από ηνλ ξπζκό ηνπ επηηνθίνπ. Γηα ιόγνπο επθνιίαο 

γξάθνπκε  αληί γηα  γηα i =1,2. ΢θνπόο καο ηώξα είλαη λα ρξεζηκνπνηήζνπκε 

ηηο ξίδεο ηεο (2.10) πνπ ζα καο νδεγήζνπλ ηειηθά ζηελ ειιεηκκαηηθή αλαλεσηηθή 

εμίζσζε (defective renewal equation) γηα ηελ πξνεμνθιεκέλε ζπλάξηεζε πνηλήο ησλ 

Gerber-Shiu .Έλα ελδηάκεζν απνηέιεζκα παξνπζηάδεηαη πξώην . 

ΛΗΜΜΑ 2.1 Ο κεηαζρεκαηηζκόο Laplace   ηεο πξνεμνθιεκέλεο ζπλάξηεζεο 

πνηλήο ησλ Gerber-Shiu ηθαλνπνηεί ηελ εμίζσζε 

   

Απόδεημε: Με  αλαιπηηθό γηα Re s ,νη ξίδεο ηνπ παξνλνκαζηή ηεο (2.10) 

είλαη επίζεο ιύζεηο ηνπ αξηζκεηή ηεο (2.10). Οπόηε πξνθύπηεη πσο  

γηα i =1,2. Από (2.8),  είλαη έλα πνιπώλπκν ηεο s πξώηνπ βαζκνύ. 

Υξεζηκνπνηώληαο ην ζεώξεκα ηεο παξεκβνιήο ηνπ Lagrange ζπκπεξαίλνπκε όηη   

 

πνπ ζεκαίλεη όηη, 

 



 
 

29 
 

                               

                             

                                                                  

 

Μία παξόκνηα δηαδηθαζία ρξεζηκνπνηείηαη γηα λα βξεζεί κία ελαιιαθηηθή έθθξαζε 

ηνπ παξνλνκαζηή  ηεο (2.10). Από ΠΡΟΣΑ΢ΔΗ΢ 2.2 θαη 2.3, 

γλσξίδνπκε πσο  γηα i =1,2. Από (2.11),  είλαη έλα 

πνιπώλπκν ηεο s δεπηέξνπ βαζκνύ. Υξεζηκνπνηώληαο ην ζεώξεκα ηεο παξεκβνιήο 

ηνπ Lagrange βξίζθνπκε όηη,   

 

                   

                

                       . 

Οπόηε, ρξεζηκνπνηώληαο ηελ ΗΓΗΟΣΖΣΑ 6 ησλ Dickson-Hipp ζει.394 ησλ Li θαη 

Garrido(2004), ε  ζην δεμηό κέξνο ηεο (2.10) γίλεηαη 

 

                                    +  
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Δπίζεο είλαη εύθνιν λα απνδεηρηεί πσο  πνπ ζεκαίλεη όηη ε (2.33) 

γίλεηαη  

  

Έηζη ζπλδπάδνληαο (2.32) θαη (2.34) κε ηελ (2.10) θαηαιήγνπκε πσο, 

   πνπ ηζνύηαη κε ηελ (2.31). 

      Υξεζηκνπνηώληαο ην ΛΖΜΜΑ 2.1, κπνξνύκε ηώξα λα βξνύκε ηελ ειιεηκκαηηθή 

αλαλεσηηθή εμίζσζε (defective renewal equation) γηα ηελ . 

ΘΔΩΡΗΜΑ 2.2  Έζησ , 

 

                                       

θαη   

 

 

Σόηε ,  κε  θαη  ηθαλνπνηεί ηελ αθόινπζε 

defective renewal equation 

  

όπνπ   

 

θαη  



 
 

31 
 

 

Απόδεημε: Αξρηθά ρξεζηκνπνηνύκε (2.12) θαη (2.13) γηα λα μαλαγξάςνπκε ηελ 

(2.31).Από ηνλ νξηζκό ηνπ ηειεζηή Σr ησλ Dickson-Hipp πξνθύπηεη πσο 

 

=  

 

=  

=  

΢πγθξίλνληαο   θαη  ζηηο (2.12) θαη (2.13) αληίζηνηρα, θαηαιήγνπκε πσο αλ 

ρξεζηκνπνηήζνπκε ηελ (2.39) ηόηε, 

 

                            =  .                                                                                  (2.40) 

Οπόηε ,αληηθαζηζηώληαο (2.39) θαη (2.40) ζηελ (2.31),έρνπκε  

     

Παίξλνληαο αληίζηξνθνπο κεηαζρεκαηηζκνύο Laplace  ζηελ (2.41),βξίζθνπκε όηη 
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Υξεζηκνπνηνύκε ηηο εμηζώζεηο (2.35), (2.36) θαη (2.37) ζηελ (2.42)  θαη έρνπκε  όηη     

,  

πνπ αληηζηνηρεί ζηελ (2.38) . 

Γηα λα είλαη ε (2.38) κία  ειιεηκκαηηθή αλαλεσηηθή εμίζσζε (defective renewal 

equation), κέλεη λα δείμσ πσο . Αο ππνζέζνπκε αξρηθά πσο  δ  

΢πλδπάδνληαο ηελ (2.40) γηα s=0  κε ηελ (2.35), ηζρύεη  Από 

(2.34) γηα s=0, 

 

δνζέληνο όηη  θαη . 

Γηα δ =0,γλσξίδνπκε από (2.35) όηη, 

 

όπνπ  

 

Αθνινπζεί όηη 

 

 

 

Αθνύ  , ε (2.43) γίλεηαη  
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όπνπ ε αληζόηεηα απνδεηθλύεηαη κέζσ ηεο   . 

2.5 Αλάιπζε ηεο πξνεμνθιεκέλε ζπλάξηεζεο πνηλήο ηωλ Gerber-Shiu όηαλ u = 0 

΢ε απηήλ ηελ ελόηεηα ,ζα αζρνιεζνύκε κε κεξηθά κεγέζε πνπ ζρεηίδνληαη κε ηελ 

ρξενθνπία όηαλ u = 0. Έζησ  h(x,y,t|0) ε από θνηλνύ ειιεηκκαηηθή ππθλόηεηα ηνπ 

πιενλάζκαηνο ιίγν πξηλ ηελ ρξενθνπία (x), ηνπ ειιείκκαηνο ηελ ζηηγκή ηεο 

ρξενθνπίαο (y), θαη ηνπ ρξόλνπ ηεο ρξενθνπίαο (t) δνζέληνο όηη U(0)=0.Η 

πξνεμνθιεκέλε από θνηλνύ ζπλάξηεζε ππθλόηεηαο πηζαλόηεηαο ηνπ πιενλάζκαηνο 

ιίγν πξηλ ηελ ρξενθνπία θαη ηνπ ειιείκκαηνο ηελ ζηηγκή ηεο ρξενθνπίαο  

δίλεηαη από ηνλ ηύπν, 

                                         

Έζησ      ε πξνεμνθιεκέλε ζ.π.π. ηνπ πιενλάζκαηνο 

ιίγν πξηλ ηελ ρξενθνπία θαη  ε πξνεμνθιεκέλε ζ.π.π.   

ειιείκκαηνο ηελ ζηηγκή ηεο ρξενθνπίαο. ΢ηόρνο καο είλαη λα βξνύκε ηελ κνξθή ησλ  

,  ζην ζπγθεθξηκέλν κνληέιν. 

Από ηελ ειιεηκκαηηθή αλαλεσηηθή εμίζσζε (2.38) γηα ηελ  θαη ππνζέηνληαο 

όηη u  γλσξίδνπκε όηη  

   

Γλσξίδνπκε όηη γηα ,  ε (2.45) κπνξεί λα μαλαγξαθηεί 

σο , 
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            =         

Υξεζηκνπνηώληαο έλα αλάινγν απνηέιεζκα ησλ Gerber-Shiu (2005), ζπκπεξαίλνπκε  

όηη, 

 

=           

ηo νπνίν καδί κε ηελ (2.46) έρεη σο απνηέιεζκα, 

             

Δπηπιένλ , κπνξνύκε λα βξνύκε ηηο κνξθέο ησλ  ,  ζπλδπάδνληαο ηελ (2.47) 

κε ηνπο αληίζηνηρνπο νξηζκνύο ηνπο . 

      

θαη 

     .                 
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Έηζη κπνξνύκε λα βξνύκε αληίζηνηρα ηελ από θνηλνύ ζ.θ. ηνπ πιενλάζκαηνο ιίγν 

πξηλ ηελ ρξενθνπία θαη ηνπ ειιείκκαηνο ηελ ζηηγκή ηεο ρξενθνπίαο, ηελ ζ.θ. ηνπ 

πιενλάζκαηνο ιίγν πξηλ ηελ ρξενθνπία θαη ηελ ζ.θ. ηνπ ειιείκκαηνο ηελ ζηηγκή ηεο 

ρξενθνπίαο απιά αληηθαζηζηώληαο  θαη δ = 0 ζηηο (2.47), (2.48), (2.49) 

αληίζηνηρα, 

,      

,      

θαη  

  .      

Σέινο, γηα ην πξνηεηλόκελν κνληέιν ε θαηαλνκή ησλ θιηκαθσηώλ πςώλ ηνπ 

αληίζηνηρνπ ηπραίνπ βεκαηηζκνύ δίλεηαη από ηνλ ηύπν, 

            

 

 

2.6 Ο κεηαζρεκαηηζκόο Laplace ηνπ ρξόλνπ ηεο ρξενθνπίαο θαη ε πηζαλόηεηα 

ρξενθνπίαο 

       ΢ε απηήλ ηελ ελόηεηα, επηθεληξσλόκαζηε ζηελ πξνεμνθιεκέλε ζπλάξηεζε 

πνηλήο ησλ Gerber-Shiu κε w(x,y)=1 γηα όια ηα x,y . Έζησ πδ(u)= E[e
 –δη

1{η < ∞} 

|U(0) = u] o κεηαζρεκαηηζκόο Laplace ηνπ ρξόλνπ ηεο ρξενθνπίαο. Γηα w(x,y)=1 γηα 

όια ηα x,y , ζπκπεξαίλνπκε όηη  από ην νπνίν ε 

(2.31) γίλεηαη  
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Υξεζηκνπνηώληαο ηελ εμίζσζε (2.35), ε (2.54) κπνξεί λα γξαθηεί  

   

πνπ ππνλνεί όηη  είλαη κία ζύλζεηε γεσκεηξηθή νπξά. 

     Γηα λα βξνύκε κία ξεηή έθθξαζε γηα ηνλ κεηαζρεκαηηζκό Laplace ηεο 

,ππνζέηνπκε όηη νη ζπλαξηήζεηο ππθλόηεηαο πηζαλόηεηαο ηνπ κεγέζνπο ηεο 

απνδεκίσζεο  f1 θαη f2  είλαη θαηαλεκεκέλεο κε ηελ θαηαλνκή Cox κε ζεηξά n1 θαη n2 

(n1 ,n2 ζεηηθνί αθέξαηνη), δειαδή 

                               s                                    (2.56)                     

όπνπ   είλαη έλα πνιπώλπκν nj – 2 βαζκνύ (ή κηθξόηεξνπ) θαη  

΢εκεηώλνπκε επίζεο όηη ηα απνηειέζκαηα απηήο ηεο ελόηεηαο ηζρύνπλ θαη ζηελ πην 

γεληθή πεξίπησζε όπνπ θαη νη δύν κεηαζρεκαηηζκνί Laplace  θαη  είλαη 

ξεηά θαηαλεκεκέλα. 

      Η (2.10) κέζσ ηεο (2.56) κπνξεί λα μαλαγξαθηεί, 

 

                ,                                                                                                         (2.57)                                            

όπνπ  

 

      

θαη  

  

΢πγθξίλνληαο  (2.54) θαη (2.57), ζπκπεξαίλνπκε όηη  θαη 
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Γηα λα κπνξέζνπκε λα παξαγσγίζνπκε απόιπηα ηελ αξρηθά 

εμεηάδνπκε ηνλ παξνλνκαζηή ζην δεμηό κέξνο ηεο (2.60). Πην ζπγθεθξηκέλα ,ζθνπόο 

καο είλαη λα βξνύκε ηηο ξίδεο ηεο   ζην αξηζηεξό κηζό ηνπ κηγαδηθνύ 

επηπέδνπ ρξεζηκνπνηώληαο ην ζεώξεκα ηνπ Rouché. Γηα λα γίλεη απηό ,ππνζέηνπκε 

όηη ην πεξίγξακκα Dr απνηειείηαη από ηνλ θαληαζηηθό άμνλα (–ir κέρξη +ir) θαη έλα 

εκηθύθιην ζην αξηζηεξό εκη-επίπεδν κε αθηίλα r θαη αξρή Ο. Έζησ D ην νξηαθό 

πεξίγξακκα ,δει. Dr κε r . 

ΘΔΩΡΗΜΑ 2.3  Ο παξνλνκαζηήο  ζηελ (2.60) έρεη αθξηβώο  

 ξίδεο ,αο πνύκε Ri(δ) γηα i =1,…., , κέζα ζην πεξίγξακκα D. 

Απόδεημε: Από (2.58) θαη (2.59), πξνθύπηεη πσο  θαη  είλαη πνιπώλπκα 

 θαη -βαζκνύ αληίζηνηρα, θαη απνδεηθλύεηαη πσο 

 ζην D. Οπόηε, από ην ζεώξεκα ηνπ Rouché, θαηαιήγνπκε όηη 

 έρεη ηνλ ίδην αξηζκό ξηδώλ κε ηελ δηαθνξά  ζην 

. Πξνθαλώο   έρεη   ξίδεο ζην D θαη θαηαιήγνπκε όηη 

 έρεη επίζεο ηνλ ίδην αξηζκό ξηδώλ, αο πνύκε  -Ri(δ), κε 

 γηα i =1,….,   

       ΢εκεηώλνπκε επίζεο όηη ε δηαθνξά  έρεη επίζεο δύν ξίδεο, s1 θαη 

s2, κε  s1, s2 ≥ 0. 

  

ΘΔΩΡΗΜΑ 2.4 Τπνζέηνληαο όηη νη ξίδεο  είλαη 

δηαθξηηέο κία έθθξαζε γηα ηελ  δίλεηαη από ηνλ ηύπν , 

                                             

όπνπ  
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Απόδεημε: Υξεζηκνπνηώληαο ην ζεώξεκα ηεο παξεκβνιήο ζηνλ παξνλνκαζηή θαη ηνλ 

αξηζκεηή ηεο  (2.60) βξίζθνπκε, 

 

θαη ρξεζηκνπνηώληαο  ηελ (2.55) ζην s=0 θαη , 

    

΢πλδπάδνληαο (2.62) θαη (2.63) ζηελ εμίζσζε (2.60), έρνπκε  

                                  (2.64) 

 

Με αληίζηξνθνπο κεηαζρεκαηηζκνύο Laplace ζηελ (2.64) θαηαιήγνπκε ζηελ (2.61). 

      Η πηζαλόηεηα ρξενθνπίαο ς(u) είλαη έλα κέηξν θηλδύλνπ γηα λα αμηνινγήζνπκε 

ηνλ θίλδπλν πνπ ζπλδέεηαη κε ηελ εμίζσζε πιενλάζκαηνο U. ΢ηελ πξαγκαηηθόηεηα, ε 

πηζαλόηεηα ρξενθνπίαο είλαη κία εηδηθή πεξίπησζε ηεο πξνεμνθιεκέλεο ζπλάξηεζεο 

πνηλήο ησλ Gerber-Shiu κε δ=0 θαη w(x,y)=1, γηα όια ηα x,y , δει. ς(u)= .  

 

ΠΑΡΑΓΔΙΓΜΑ 2.1 ΢ην παξάδεηγκά καο ζα ζπγθξίλνπκε 3 κνληέια κε ηαπηηδόκελεο 

πεξηζώξηεο θαηαλνκέο γηα ηηο η.κ Wj  θαη Xj αιιά δηαθνξεηηθέο δνκέο εμάξηεζεο: 

 Μνληέιν Α: Μνληέιν θηλδύλνπ εμαξηώκελν ζηελ απνδεκίσζε κε  

Τ1  , Τ2  θαη . 

 Μνληέιν Β: Μνληέιν θηλδύλνπ εμαξηώκελν ζηελ απνδεκίσζε κε  

Τ1  , Τ2  θαη . 

 Μνληέιν Γ: Σν θιαζηθό κνληέιν ζύλζεηεο Poisson: (X,cW) είλαη αλεμάξηεηεο. 

Γα ηα 3 κνληέια, ηζρύεη όηη W , ε πεξηζώξηα ζπλάξηεζε ηεο X είλαη κείμε 2 

εθζεηηθώλ, 
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θαη c = 1. Από ηελ εμίζσζε (2.61) κπνξνύκε λα βξνύκε, 

 

θαη 

 

΢ην Μνληέιν Γ, γλσξίδνπκε από Panjer θαη Willmot (1992) όηη, 

 

 

Αμίδεη λα ζεκεηώζνπκε όηη ε κνξθή ησλ θαη  είλαη ίδηα κε απηήλ ηεο 

. Δκείο ζέινπκε λα δηαπηζηώζνπκε αλ κία ζρέζε εμάξηεζεο αλάκεζα ζηνπο 

ελδηάκεζνπο ρξόλνπο θαη ηα κεγέζε ησλ δεκηώλ ζα καο νδεγήζεη ζε κία αύμεζε ή 

κείσζε ζηελ ηηκή ησλ ζπληειεζηώλ πξνζαξκνγήο πνπ ρξεζηκνπνηείηαη  από θνηλνύ ζην 

εθζεηηθό άλσ όξην (e
 ξu

) γηα ηελ πηζαλόηεηα ρξενθνπίαο. Οη Albrecher θαη Teugels 

(2006) δηαηύπσζαλ έλα παξόκνην πξνβιεκαηηζκό ζε έλα πην γεληθό ζύλνιν. Παξόκνηεο 

κειέηεο γηα ηελ επίδξαζε δηάθνξσλ δνκώλ εμάξηεζεο ηεο δηαδηθαζίαο θηλδύλσλ ζηνλ 

ζπληειεζηή πξνζαξκνγήο ηνπ Lundberg έρνπλ γίλεη από ηνπο Cossette θαη Marceau 

(2000), Μ ller θαη Pflug (2001), Denuit et al.(2002), Juri(2002) θαη Maccit et al. 

(2005). 

Έζησ  θαη  νη αληίζηνηρεο αξλεηηθέο ιύζεηο (αλ ππάξρνπλ) γηα ηελ, 

 

θαη 

 

΢θνπόο καο είλαη λα πξνζδηνξίζνπκε ηελ δηάηαμε ησλ  θαη  ππό θάπνηνπο όξνπο. 

Γηα απηό ηνλ ιόγν ζα ππελζπκίζνπκε θάπνηα απνηειέζκαηα από ηελ ζηνραζηηθή 

δηάηαμε. Πξώηνλ, κία η.κ Ε1 ιέγεηαη ζηνραζηηθά αύμνπζα (θζίλνπζα) ζηελ Ε2 αλ ε 

 απμάλεηαη (κεηώλεηαη) θαηα z2 γηα όια ηα z1. Aλ ε Ε1 είλαη 

ζηνραζηηθά αύμνπζα (θζίλνπζα) ζηελ Ε2 ηόηε (Ε1, Ε2) είλαη ζεηηθά (αξλεηηθά) 

ζπζρεηηζκέλα θαη έρνπκε όηη, 
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γηα όιεο ηηο πξαγκαηηθέο ζπλαξηήζεηο   θαη  πνπ είλαη αύμνπζεο (θαη ζηηο 2 

ζπληζηώζεο). 

Από ηελ εμίζσζε (2.1) θαη κε  γηα όια ηα , ζπκπεξαίλνπκε 

όηη ε Υ είλαη ζηνραζηηθά αύμνπζα (θζίλνπζα) ζηελ W. Απηό ζεκαίλεη όηη (X, W) είλαη 

ζεηηθά (αξλεηηθά) ζπζρεηηζκέλεο ή ηζνδύλακα, όηη ( -X, W) είλαη αξλεηηθά (ζεηηθά) 

ζπζρεηηζκέλεο. Αθνύ ε εθζεηηθή ζπλάξηεζε είλαη αύμνπζα θαη αλ  θαη 

έρνπκε όηη, 

 

Οπόηε από (2.65) βξίζθνπκε όηη, 

 

(αλ ππάξρνπλ) ή ηζνδύλακα όηη ην άλσ όξην γηα ηελ πηζαλόηεηα ρξενθνπίαο είλαη 

ρακειόηεξν (ςειόηεξν) ζην εμαξηώκελν ζύλνιν από όηη ζηελ εμαξηώκελε πεξίπησζε. 

΢ην παξάδεηγκα καο, (X,cW) είλαη ζεηηθά ζπζρεηηζκέλεο ζην κνληέιν Α, αξλεηηθά 

ζπζρεηηζκέλεο ζην κνληέιν Β θαη αλεμάξηεηεο ζην κνληέιν Γ. Υξεζηκνπνηώληαο ηελ 

εμίζσζε (2.66) βξίζθνπκε ην αθόινπζν απνηέιεζκα όζν αθνξά ηνπο ζπληειεζηέο 

πξνζαξκνγήο ηνπ Lundberg, 

 

 

πνπ ζεκαίλεη όηη, 

 γηα  

΢ηελ πξαγκαηηθόηεηα όηαλ ( -X, W) είλαη αξλεηηθά (ζεηηθά) ζπζρεηηζκέλεο νη απμήζεηο 

ηεο δηαδηθαζίαο πιενλάζκαηνο (cWj , -Xj) γηα  είλαη πεξηζζόηεξν (ιηγόηεξν) 

ζθεδαζηηθέο από όηη ζηελ πεξίπησζε αλεμαξηεζίαο. Οπόηε, όζν πεξηζζόηεξν (ιηγόηεξν) 

΄΄άζηαηε΄΄ είλαη ε ζπκπεξηθνξά ηεο δηαδηθαζίαο πιενλάζκαηνο, ηόζν πεξηζζόηεξν 

(ιηγόηεξν) πηζαλό είλαη λα πεξάζεη ζην επίπεδν ηνπ 0  πνπ είλαη ζηελ ίδηα γξακκή κε 

ηελ (2.66). 
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 ΚΔΦΑΛΑΙΟ 3 

 

2
Ο
 ΜΟΝΣΔΛΟ: 

Ζ ζύδεπμε ησλ Farlie-Gumbel-Morgensten 

 

 

 

 3.1 Δηζαγωγή ζηελ ζύδεπμε ηωλ Farlie-Gumbel-Morgensten 

Οη ζπδεύμεηο εθθξάδνπλ ζηελ πεξίπησζε ησλ δηδηάζηαησλ  θαηαλνκώλ, ηε 

ζπλαξηεζηαθή ζρέζε ηεο αζξνηζηηθήο ζπλάξηεζεο θαηαλνκήο κηαο δηδηάζηαηεο 

θαηαλνκήο κε ηηο αζξνηζηηθέο ζπλαξηήζεηο θαηαλνκήο ησλ κνλνδηάζηαησλ 

πεξηζώξησλ θαηαλνκώλ, όπνπ νη ηειεπηαίεο καο είλαη πάληνηε γλσζηέο.  

΢θνπόο ηεο δεκηνπξγίαο απηώλ ησλ νηθνγελεηώλ, ήηαλ λα βξεζεί έλαο απιόο ηξόπνο 

γηα λα εηζαρζεί ε ζπζρέηηζε αλάκεζα ζηηο ηπραίεο πεξηζώξηεο θαηαλνκέο. 

Αλαδεηθλύεηαη δε, ζηηο κειέηεο θαη ζηελ εηζαγσγή ηέηνησλ νηθνγελεηώλ, ζε επίκαρν 

ζέκα ε εύξεζε θιάζεσλ δηδηάζηαησλ θαηαλνκώλ κε ην επηζπκεηό εύξνο ηνπ 

ζπληειεζηή ζπζρέηηζεο. 

ΟΡΙ΢ΜΟ΢ 3.1 Μηα n-δηάζηαηε ζύδεπμε (copula) απνηειεί κηα n-δηάζηαηε 

ζπλάξηεζε θαηαλνκήο, πεξηνξηζκέλε ζην κε πεξηζώξηεο νκνηόκνξθεο 

θαηαλνκέο ζην (0,1) . 

Γηα κία δνζκέλε copula C θαη πεξηζώξηεο ,…, , έρνπκε όηη ε,  
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είλαη κηα από θνηλνύ ζπλάξηεζε θαηαλνκήο κε απηέο ηηο πεξηζώξηεο. Αληίζηξνθα, γηα 

δνζκέλε από θνηλνύ ζπλάξηεζε θαηαλνκήο  κε πεξηζώξηεο ,…, , ππάξρεη πάληα 

κία ζύδεπμε (copula) πνπ λα ηθαλνπνηεί ηελ (3.1). Απηή ε ζύδεπμε (copula) δελ είλαη 

απαξαίηεηα κνλαδηθή, εθηόο εάλ ,…,  είλαη ζπλερείο. ΢ηελ πεξίπησζε απηή 

έρνπκε όηη,  

 

                            .  

 

Σα απνηειέζκαηα απηά είλαη γλσζηά σο Θεώξεκα ηνπ Sklar  θαη απνηεινύλ ηνλ ιόγν 

πνπ ε ζύδεπμε (copula) θαιείηαη δνκή εμάξηεζεο. ΢ηελ νπζία, ε εμίζσζε (3.1) 

ππνδειώλεη όηη ε ζύδεπμε (copula)  C δηαρσξίδεη ηελ ζπκπεξηθνξά ησλ πεξηζώξησλ 

ζπλαξηήζεσλ ,…, , από ηελ εμάξηεζε πνπ πεξηέρεηαη ζηελ από θνηλνύ 

ζπλάξηεζε θαηαλνκήο ηνπο . 

       

Όπσο ήδε αλαθέξζεθε, ζύδεπμε θαιείηαη κία δνκή εμάξηεζεο ε νπνία παξνπζηάδεηαη 

κε ηε κνξθή ελόο ζπλαξηεζηαθνύ. Οη δηαθνξεηηθέο κνξθέο απηνύ ηνπ ζπλαξηεζηαθνύ 

νδεγνύλ ζε κία πνηθηιία κνληέισλ νηθνγελεηώλ θαηαλνκώλ.  

Πνηθίιεο ηέηνηεο δνκέο θαηαζθεπήο δηδηάζηαησλ θαηαλνκώλ κε ζπγθεθξηκέλεο 

πεξηζώξηεο έρνπλ εξεπλεζεί από ηνπο Plackett (1965), Mardia (1970), Genest (1987), 

Marshall θαη Olkin (1988) θαη άιινπο. 

Μία από ηηο πην εύθνιεο ζε εθαξκνγή δνκή, εκθαλίδεηαη ζηελ θιάζε ησλ 

δηδηάζηαησλ  θαηαλνκώλ πνπ εηζήρζε αξρηθά από ηνλ Morgenstern (1956), 

ρξεζηκνπνηώληαο Cauchy πεξηζώξηεο. Σν 1960 ν Gumbel εξεύλεζε ηελ νηθνγέλεηα 

θαηαλνκώλ  κε εθζεηηθέο πεξηζώξηεο, ελώ ν Farlie ζε ζπλδπαζκό κε ηηο έξεπλέο ηνπ 

γηα ην ζπληειεζηή ζπζρέηηζεο, πξόηεηλε κία γελίθεπζε ηεο δηδηάζηαηεο δνκήο πνπ 

είρε κειεηεζεί από ηνπο Morgenstern θαη Gumbel.  

Οη Jonhson θαη Kotz (1975,1977) κειέηεζαλ ηελ πνιπδηάζηαηε πεξίπησζε θαη 

εηζήγαγαλ ηνλ όξν νηθνγέλεηα θαηαλνκώλ Farlie- Gumbel- Morgenstern, ελώ 

πεξαηηέξσ κειέηεο δηεμήρζεζαλ από ηνπο Schucany (1978), Jonhson θαη Kotz (1977) 

θαη Huang θαη Kotz (1984) κεηαμύ άιισλ. ΢ηελ απινύζηεξή ηεο κνξθή, ε δηδηάζηαηε 

νηθνγέλεηα Farlie- Gumbel- Morgenstern έρεη κόλν κία παξάκεηξν ζε ζπλδπαζκό κε 

ηηο δηαθνξεηηθέο πεξηζώξηεο.  
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Απηή όκσο ε κνξθή έρεη θάπνηα κεηνλεθηήκαηα, όπσο ην γεγνλόο όηη ε δνκή 

εμάξηεζεο δελ είλαη εύθακπηε θαη ην εύξνο ηνπ ζπληειεζηή ζπζρέηηζεο ξ είλαη 

πεξηνξηζκέλν. 

Αθνινπζεί κηα ζπλνπηηθή παξνπζίαζε θάπνησλ από ηηο βαζηθόηεξεο νηθνγέλεηεο 

ζπδεύμεσλ πνπ ρξεζηκνπνηνύληαη ζήκεξα. 



Ζ νηθνγέλεηα ηωλ θαλνληθώλ ζπδεύμεωλ  

 

  

 

όπνπ κε  ζπκβνιίδνπκε κηα δηδηάζηαηε ζπλάξηεζε θαηαλνκήο κε 

ζπληειεζηή ζπζρέηηζεο  ξ θαη κε Φ ηελ ηππηθή θαλνληθή θαηαλνκή.  



Ζ Farlie-Gumbel-Mongerstern νηθνγέλεηα ζπδεύμεωλ 

 

,  ζ                              

 

ηα κέιε ηεο νπνίαο είλαη ζπκκεηξηθά, δειαδή ηζρύεη  γηα όια ηα 

. 



H νηθνγέλεηα ηωλ θπβηθώλ ζπδεύμεωλ  

 

 ,                

  

 

κε α,β,γ,δ πξαγκαηηθέο ζηαζεξέο πνπ έρνπλ επηιεγεί έηζη ώζηε ηα ζεκεία 

(α,β),(α,γ),(δ,β) θαη (δ,γ) λα βξίζθνληαη ζην ζύλνιν: 

.  

΢ηελ πεξίπησζε πνπ α=β=γ=δ ην C είλαη δεπηέξνπ βαζκνύ θαη νη ζπδεύμεηο είλαη 

κέιε ηεο Farlie-Gumbel-Mongerstern νηθνγέλεηαο. ΢ε αληίζεζε κε ηηο ζπδεύμεηο 

Farlie-Gumbel-Mongerstern, νη θπβηθέο ζπδεύμεηο κπνξεί λα κελ είλαη ζπκκεηξηθέο.  



Ζ νηθνγέλεηα ηωλ Quandras-Auge ζπδεύμεωλ  
 

 α,β   
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

Η Frechet νηθνγέλεηα ζπδεύμεωλ  

 

  

 

όπνπ W, Π θαη Μ n-δηάζηαηεο ζπδεύμεηο πνπ ζπκβνιίδνληαη κε  θαη 

αληίζηνηρα θαη δίλνληαη από ηηο ζρέζεηο:  

 

 

 

Δπίζεο, α,β  θαη . 



Αξρηκήδεηεο ζπδεύμεηο  

 

Οη Αξρηκήδεηεο ΢πδεύμεηο απνηεινύλ κηα από ηηο πην γλσζηέο θιάζεηο ζπδεύμεσλ, 

θάηη ην νπνίν νθείιεηαη ζηελ επθνιία κε ηελ νπνία κπνξνύλ λα θαηαζθεπαζηνύλ θαη 

ζην κεγάιν πιήζνο νηθνγελεηώλ ζπδεύμεσλ πνπ αλήθνπλ ζε απηή.  

Έζησ  κηαο ζπλερήο θαη απζηεξά θζίλνπζα ζπλάξηεζε κε πεδίν νξηζκνύ ην 

ζύλνιν  θαη πεδίν ηηκώλ ην , έηζη ώζηε  θαη  θπξηή. Δπίζεο, 

έζησ  ςεπδναληίζηξνθε ζπλάξηεζε ηεο . Σόηε, ε ζπλάξηεζε 

 ε νπνία νξίδεηαη σο:  

 

                                                ,                        

 

νλνκάδεηαη Αξρηκήδεηα ΢ύδεπμε. ΢εκαληηθέο νηθνγέλεηεο Αξρηκήδεησλ ΢πδεύμεσλ 

είλαη ε Clayton, ε Gumbel θαη ε Frank.  

 

 

3.2 Γνκή εμάξηεζεο βαζηδόκελε ζηελ ζύδεπμε ηωλ Farlie-Gumbel-Morgenstern 

(FGM) 

Η κνληεινπνίεζε ηεο δνκή εμάξηεζεο αλάκεζα ζηηο ηπραίεο κεηαβιεηέο 

ρξεζηκνπνηώληαο ζπδεύμεηο είλαη αξθεηά δηαδεδνκέλε ζηελ αλαινγηζηηθή επηζηήκε 

θαη ηελ δηνηθεηηθή θηλδύλνπ. Μειέηεο γηα ηηο εθαξκνγέο ησλ ζπδεύμεσλ ζηελ 
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αλαινγηζηηθή επηζηήκε θαη ηελ δηνηθεηηθή θηλδύλνπ έρνπλ γίλεη από ηνπο Frees & 

Valdez(1998), Wang (1998), Bouye et al. (2000), Denuit et al.(2005), θαη McNeil et 

al. (2005). 

Θεσξνύκε έλα δηδηάζηαην ηπραίν δηάλπζκα (U,V) κε ζπλερείο νκνηόκνξθεο 

ζπλαξηήζεηο θαη δνκή εμάξηεζεο νξηζκέλε από ηελ ζύδεπμε    

κε . ΢εκαληηθέο ζπδεύμεηο είλαη ε ζύδεπμε  αλεμαξηεζίαο κε 

, ε ζπκκνλόηνλε ζύδεπμε κε  θαη ε 

countermonotic ζύδεπμε . Δίλαη ζεκαληηθό λα 

αλαθέξνπκε όηη όιεο ζπδεύμεηο ηθαλνπνηνύλ ηηο αληζόηεηεο 

, γηα . 

Η από θνηλνύ ζ.π.π πξνζαξηεκέλε ζε κία ζύδεπμε C ηζνύηαη κε,  

.  

 Έζησ ε δηδηάζηαηε ζ.θ.  ησλ (X,W) κε πεξηζώξηεο  θαη λα ηζνύηαη κε 

 γηα H από θνηλνύ ζ.π.π. ησλ (X,W) 

δίλεηαη από ηνλ ηύπν, 

,  

γηα . 

Η ζύδεπμε ησλ FGM  ηζνύηαη κε, 

                        ,  

, όπνπ Μπνξεί λα έρεη αξλεηηθή θαη ζεηηθή εμάξηεζε, 

πεξηιακβάλεη ηελ ζύδεπμε αλεμαξηεζίαο ( ), αιιά δελ πεξηέρεη ηηο 

ζπκκνλόηνλεο θαη countermonotic ζπδεύμεηο ζαλ πεξηπηώζεηο νξίσλ. Η ζύδεπμε ησλ 

FGM  είλαη κία δηαηαξαρή ηεο ζύδεπμεο αλεμαξηεζίαο αιιά όρη Αξρηκήδεηα. Δπίζεο 

είλαη κία πξώηεο ηάμεο πξνζέγγηζε ηεο ζύδεπμεο Placket  (Nelsen 2006,ζει.100) θαη 

ηεο ζύδεπμεο Frank (ζει.133). Απηή ε ζύδεπμε είλαη ειθπζηηθή εμαηηίαο ηεο 

απιόηεηάο ηεο θαη ηεο πξνζαξκνζηηθόηεηάο ηεο. Ωζηόζν, ε ζύδεπμε ησλ FGM είλαη 

πεξηνξηζηηθή επεηδή κπνξεί λα εθαξκνζηεί κόλν όηαλ ε εμάξηεζε κεηαμύ ησλ δύν 

πεξηζώξησλ θαηαλνκώλ έρεη κεηξήζηκν κέγεζνο. Γηα ηελ ζύδεπμε ησλ FGM  ηζρύεη 

όηη Kendall‟s tau θαη Spearman‟s rho είλαη  θαη  αληίζηνηρα. Απηό 
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ζεκαίλεη όηη    θαη  .Δπίζεο έρεη απνδεηρηεί όηη ν ζπληειεζηήο 

ζπζρέηηζεο ηνπ Pearson παίξλεη ηηκέο από  κέρξη   . 

Αλάκεζα ζηηο πξόζθαηεο εθαξκνγέο ηεο  ζύδεπμεο ησλ FGM, αμίδεη λα αλαθέξνπκε 

ηνλ Prieger (2002) πνπ ηελ ρξεζηκνπνίεζε ζηελ επηινγή κνληέισλ γηα αζθαιηζηηθά 

πξνγξάκκαηα πγείαο. Δπίζεο ε ζύδεπμε ησλ FGM (ε πνιπκεηαβιεηή ηεο κνξθή) 

είλαη εθαξκόζηκε ζην πιαίζην ησλ αζξνηζκάησλ ησλ αλεμάξηεησλ η.κ. (Gelk & Tang 

(2008)) θαη ζηελ αλάιπζε ηεο ζπκπεξηθνξάο ησλ κνληέισλ θηλδύλνπ δηαθξηηνύ 

ρξόλνπ κε εμαξηεκέλνπο νηθνλνκηθνύο θηλδύλνπο (Tang &Vernik (2007)). Οη 

Gebizlioglou & Yagci (2008) εθάξκνζαλ ηελ ζύδεπμε ησλ FGM  γηα λα βξνπλ 

δηαζηήκαηα αλνρήο πνζνζηηαίσλ δηδηάζηαησλ θηλδύλσλ ζην πιαίζην ηεο κέηξεζεο 

ησλ θηλδύλσλ. Η απιόηεηα ηεο ζύδεπμεο ησλ FGM απνηειεί ηνλ ιόγν πνπ δηάθνξνη 

ζπγγξαθείο αζρνιήζεθαλ κε αξθεηέο επεθηάζεηο ηεο (βι. Drouet-Mari & Kotz (2001) 

γηα κία αλαζθόπεζε ηεο ζύδεπμεο ησλ FGM  θαη δηάθνξεο  επεθηάζεηο ηεο). 

Γηα ηελ ζύδεπμε ησλ FGM, ε κνξθή ηεο εμίζσζεο (3.9) δίλεηαη από ηνλ ηύπν,      

  

Η δηδηάζηαηε ζ.θ.  ησλ (X,W) κε πεξηζώξηεο  θαη  θαη νξηζκέλε από ηελ 

ζύδεπμε ησλ FGM  ηζνύηαη κε, 

,  

γηα . ΢πλδπάδνληαο ηηο εμηζώζεηο (3.10) θαη (3.12), έρνπκε ηνλ ηύπν 

ηεο από θνηλνύ ζ.π.π. ησλ (X,W). 

.  

θαη κέζσ ηεο εμίζσζεο  έρνπκε όηη, 

.  

Οξίδνληαο  θαη ζπκβνιίδνληαο  ηνλ 

κεηαζρεκαηηζκό Laplace, ε (3.15) κπνξεί λα γξαθηεί, 

.  
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΢ην παξαθάησ γξάθεκα παξνπζηάδνπκε κία απεηθόληζε ηεο ζρέζεο εμάξηεζεο 

αλάκεζα ζηελ ηπραία κεηαβιεηή ηνπ κεγέζνπο ηεο απνδεκίσζεο  X  θαη ζηελ ηπραία 

κεηαβιεηή ελδηάκεζνπ ρξόλνπ W. Τπνζέηνπκε όηη ε ηπραία κεηαβιεηή ηνπ κεγέζνπο 

ηεο απνδεκίσζεο X θαη ε ηπραία κεηαβιεηή ελδηάκεζνπ ρξόλνπ W αθνινπζνύλ 

εθζεηηθή θαηαλνκή κε κέζε ηηκή 9 θαη 12 αληίζηνηρα.  

 

Γξάθεκα 1.Απεηθόληζε ησλ ρξόλσλ εκθάληζεο θαη ησλ κεγεζώλ απνδεκίσζεο κε ζύδεπμε FGM γηα ζ = -1θαη ζ = 1 . 

 

Οινθιεξώλνπκε ηελ ελόηεηα καο κε ην αθόινπζν απνηέιεζκα πνπ έρεη απνδεηρηεί 

ζην Rolski et al. (1999, Θεώξεκα 6.1.12): 

   (κε πηζαλόηεηα 1), 

πνπ ηζρύεη γηα νπνηαδήπνηε δνκή εμάξηεζεο αλάκεζα ζηηο η.κ. X θαη W. Ωζηόζν, ε 

ζπλδπαζκέλε επίδξαζε ηνπ ρξόλνπ ηεο απνδεκίσζεο θαη ηνπ κεγέζνπο ηεο έρεη 

ζεκαληηθό αληίθηππν ζην πιεόλαζκα ηνπ ραξηνθπιαθίνπ ηεο αζθάιηζεο (όπσο 

θαίλεηαη ζην Γξάθεκα 1), επνκέλσο θαη ζηελ ζπκπεξηθνξά ησλ κέηξσλ θηλδύλνπ.  
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3.3. Αλάιπζε ηεο εμίζωζεο Lundberg 

Έλα ζεκαληηθό βήκα γηα ηελ αλάιπζε ησλ κέηξσλ θηλδύλνπ είλαη ε παξαγώγηζε ηεο 

γεληθεπκέλεο εμίζσζεο Lundberg θαη ε κειέηε ησλ ηδηνηήησλ ηεο. Η αλάιπζε ηεο 

γεληθεπκέλεο εμίζσζεο Lundberg απαηηείηαη γηα λα βξνύκε ηελ ειιεηκκαηηθή 

αλαλεσηηθή εμίζσζε (defective renewal equation) γηα . Πην ζπγθεθξηκέλα, 

πξέπεη λα βξνύκε ηνλ αξηζκό ησλ ξηδώλ ηεο γεληθεπκέλεο εμίζσζεο Lundberg ζην 

δεμηό κηζό κηγαδηθό επίπεδν, δει. Re(s) . Απηέο νη ξίδεο είλαη ρξήζηκεο γηα λα 

βξνύκε ηελ ειιεηκκαηηθή αλαλεσηηθή εμίζσζε (defective renewal equation) γηα 

. 

Γηα λα βξνύκε ηελ γεληθεπκέλε εμίζσζε Lundberg, ζεσξνύκε ηελ δηαθξηηνύ ρξόλνπ 

δηαδηθαζία ελζσκαησκέλε ζηελ ζπλερνύο ρξόλνπ δηαδηθαζία πιενλάζκαηνο U. 

Οξίδνπκε ηελ δηαθξηηνύ ρξόλνπ δηαδηθαζία { k , }, όπνπ 0 = u θαη 

k =U( Tk ) ζπκβνιίδεη ην πιεόλαζκα κεηά ηελ k-ηνζηε απνδεκίσζε, δει.            

,        γηα θάζε k .  

Η δηαδηθαζία , γηα s  είλαη martingale αλ θαη 

κόλν αλ  

                                             Δ ,                                              

πνπ αληηζηνηρεί ζηελ γεληθεπκέλε εμίζσζε Lundberg. 

Γνζέληνο ηεο εμίζσζεο (3.16), ην αξηζηεξό κέξνο ηεο (3.18) κπνξεί λα γξαθηεί 

 Δ  

                                

                                  .     

΢πλδπάδνληαο ηηο εμηζώζεηο (3.18) θαη (3.19), έρνπκε 

.  
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΢ηελ αθόινπζε πξόηαζε, ρξεζηκνπνηνύκε ην ζεώξεκα ηνπ Rouché γηα λα δείμνπκε 

ηηο ιύζεηο ηεο γεληθεπκέλεο εμίζσζεο Lundberg. 

ΠΡΟΣΑ΢Η 3.1  Γηα δ  θαη ζ , ε εμίζσζε Lundberg ζηελ εμίζσζε (3.20) έρεη 

αθξηβώο 2 ξίδεο, αο πνύκε , , πνπ έρνπλ ζεηηθό πξαγκαηηθό κέξνο Re( ) , 

j . 

Απόδεημε: Δθαξκόδνπκε ην ζεώξεκα ηνπ Rouché ζην θιεηζηό ρσξίν C, 

απνηεινύκελν από ηνλ θαληαζηηθό άμνλα (–ir κέρξη +ir) θαη έλα εκηθύθιην ζην 

αξηζηεξό εκη-επίπεδν κε αθηίλα r θηλνύκελν κε ηελ θνξά ησλ δεηθηώλ ηνπ ξνινγηνύ 

από –ir κέρξη +ir. Τπνζέηνπκε όηη  r . 

Θέινπκε λα δείμνπκε όηη,  

                                 .              

Οη 2 όξνη ζην αξηζηεξό κέξνο ηεο (3.21) 

 

θαη  

 

είλαη πειίθα πνιπσλύκσλ κε απζηεξά κεγαιύηεξν βαζκό ζηνλ παξνλνκαζηή πνπ καο 

νδεγεί ζην ζπκπέξαζκα όηη, 

                              

΢ην C (απνθιείνληαο Re s = 0). 

Γηα Re s = 0, παξαηεξνύκε όηη,  

 

θαη 
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. 

Δπίζεο, ζην Re s = 0 θαη γηα δ , ηζρύεη 

, 

αθνύ . 

Σειηθά έρνπκε, 

 

                 

                 

                 

                .   

Γηα δ , νη όξνη ηνπ ζεσξήκαηνο ηνπ Rouché δελ ηζρύνπλ (αθνύ                                   

  γηα  Re s = 0). Δθαξκόδνπκε κία 

επέθηαζε ηνπ ζεσξήκαηνο ηνπ Rouché, ράξε ζηνλ Klimenok (2001) γηα λα βξνύκε 

ηνλ αξηζκό ησλ ξηδώλ ηεο γεληθεπκέλεο εμίζσζεο Lundberg κε ζεηηθό πξαγκαηηθό 

κέξνο. 

ΠΡΟΣΑ΢Η 3.2  Γηα δ  θαη ζ , ε εμίζσζε Lundberg ζηελ εμίζσζε (3.20) έρεη 1 

ξίδα, αο πνύκε ,κε Re( )   κία δεύηεξε ξίδα . 

Απόδεημε: Οξίδνπκε ην ρσξίν Dk ={s:|z|=1}, όπνπ z . ΢ε όξνπο s, ην ρσξίν Dk 

είλαη έλαο θύθινο κε αθηίλα  θαη αξρή . Όπσο θαη ζηελ ΠΡΟΣΑ΢Ζ 3.1, 

ππνζέηνπκε όηη  θαη ζπκβνιίδνπκε κε D ην νξηνζεηεκέλν ρσξίν. 

Υξεζηκνπνηνύκε ηηο ίδηεο ππνζέζεηο (γηα δ ) όπσο παξνπζηάζηεθαλ γηα ηελ 

ΠΡΟΣΑ΢Ζ 3.1 θαη έρνπκε όηη, 
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              ,  

ζην D (απνθιείνληαο s = 0 ή ηζνδύλακα z = 1). Δπίζεο, πξέπεη λα ζεκεηώζνπκε όηη νη 

ζπλαξηήζεηο  

 

θαη 

 

είλαη ζπλερείο ζην D. 

Μέλεη λα απνδεηρηεί όηη, 

 

                                       

έηζη ώζηε λα εθαξκόζνπκε ην Θεώξεκα 1 ηνπ  Klimenok (2001). Παξαηεξνύκε όηη ε 

εμίζσζε (3.25) είλαη ίζε κε ηελ 

                   ,     

όπνπ , δνζέληνο ηεο ζπλζήθεο επηιπζηκόηεηαο                                               

Δ[cWj –Xj] ,    j  .Βαζηδόκελνη ζηνλ Klimenok (2001) θαηαιήγνπκε όηη ν 

αξηζκόο ησλ ξηδώλ ηεο εμίζσζεο (3.18) κέζα ζην D είλαη ίζνο κε 1. Δπηπιένλ, κία 

ηεηξηκκέλε ξίδα ηεο γεληθεπκέλεο εμίζσζεο Lundberg ζηελ εμίζσζε (3.18) (κε δ 

) είλαη ε . 

΢ΗΜΔΙΩ΢Η 3.1 ΢ηελ ΠΡΟΣΑ΢Ζ 3.1 ( όπνπ δ ), έρνπκε δείμεη όηη ππάξρνπλ 

αθξηβώο 2 ξίδεο. Μπνξνύκε επίζεο λα απνδείμνπκε όηη είλαη πξαγκαηηθέο θαη 

δηαθεθξηκέλεο. Αο πνιιαπιαζηάζνπκε ηελ εμίζσζε (3.20) κε  

 

θαη έρνπκε όηη, 
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Οξίδνπκε,  

      

 

θαη 

 

                                                       

όπνπ   είλαη κία θπξηή ζπλάξηεζε κε 2 ξίδεο    θαη   . Γηα , 

ε  είλαη αξλεηηθή. Αθνύ δ , έρνπκε 

.     

΢ην , έρνπκε 

 

                                

Δπίζεο, παξαηεξνύκε όηη, 

               

 

θαη 

.                                   
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Από ηελ εμίζσζε (3.33) γλσξίδνπκε όηη  αλ  θαη όηη 

 αλ . ΢πλεπώο, γηα , ε  ηέκλεη ηελ  ζε 2 δηαθξηηά ζεκεία  θαη 

  κε 

     θαη   ,  αλ                       

θαη  

, αλ                                

 

 

3.4 Ζ νινθιεξoδηαθνξηθή εμίζωζε 

΢ε απηήλ ηελ ελόηεηα θύξηνο ζηόρνο καο είλαη λα βξνύκε κία νινθιεξνδηαθνξηθή 

εμίζσζε γηα ηελ αλακελόκελε πξνεμνθιεκέλε ζπλάξηεζε πνηλήο ησλ Gerber-Shiu  

.  

    ΢πκβνιίδνπκε κε I ηνλ ηαπηνηηθό ηειεζηή θαη κε Ɗ ηνλ ηειεζηή παξαγώγηζεο . 

ΠΡΟΣΑ΢Η 3.3 Ζ  αλακελόκελε πξνεμνθιεκέλε ζπλάξηεζε πνηλήο  ηθαλνπνηεί 

ηελ αθόινπζε εμίζσζε γηα u . 

 

                                                               , ,  

όπνπ 

                                    ,                        

                                    ,  

,  

.                                    
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Απόδεημε: Γεζκεύνληαο σο πξνο ηνλ ρξόλν θαη ην πνζό ηεο πξώηεο απνδεκίσζεο, 

έρνπκε, 

 

                                      

                                                                                    

Γνζέληνο ηεο εμίζσζεο (3.16) ε (3.41) γίλεηαη 

 

              

                 

                 

Η εμίζσζε (3.42) κπνξεί λα μαλαγξαθηεί σο 

 

            ,                          

όπνπ νη ζπλαξηήζεηο  θαη  δίλνληαη από ηηο εμηζώζεηο (3.37) θαη (3.38) 

αληίζηνηρα. 

Αληηθαζηζηνύκε  ζηελ (3.43), ε νπνία γίλεηαη 

 

                         .                 

Παξαγσγίδνληαο  ηελ (3.44) σο πξνο  έρνπκε 
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             - .  

Πνιιαπιαζηάδνληαο ηελ εμίζσζε (3.44) κε , αθαηξώληαο ηελ (3.45) ζην 

απνηέιεζκα θαη  ρξεζηκνπνηώληαο ηνλ ηαπηνηηθό ηειεζηή θαη ηνλ ηειεζηή 

παξαγώγηζεο έρνπκε, 

.  

Οξίδνπκε 

.    

Παξαγσγίδνληαο  ηελ (3.47) σο πξνο  θαη ρξεζηκνπνηώληαο ηελ (3.46), βξίζθνπκε 

όηη, 

.  

 

Πνιιαπιαζηάδνληαο ηελ εμίζσζε (3.47) κε , αθαηξώληαο ηελ (3.48) ζην 

απνηέιεζκα θαη  ρξεζηκνπνηώληαο ηνλ ηαπηνηηθό ηειεζηή θαη ηνλ ηειεζηή 

παξαγώγηζεο έρνπκε, 

, 

πνπ είλαη ίζν κε ηελ εμίζσζε (3.36). 

΢ΗΜΔΙΩ΢Η 3.2 Αλ , ε εμίζσζε (3.36) ηζνδπλακεί κε ηελ νινθιεξνδηαθνξηθή 

εμίζσζε  όπνπ X θαη W είλαη αλεμάξηεηεο όπσο θαη ζην θιαζηθό κνληέιν 

θηλδύλνπ ζύλζεηεο Poisson. 
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3.5 Ο κεηαζρεκαηηζκόο Laplace ηεο mδ(u) 

Υξεζηκνπνηνύκε ηελ νινθιεξνδηαθνξηθή εμίζσζε (3.36) γηα λα βξνύκε ηνλ 

κεηαζρεκαηηζκό Laplace ηεο mδ(u) ζηεξηδόκελνη ζηελ παξαθάησ πξόηαζε. 

ΠΡΟΣΑ΢Η 3.4 Ο κεηαζρεκαηηζκόο Laplace ηεο mδ(u) δίλεηαη από ηνλ ηύπν 

,                                            

όπνπ  είλαη έλα πνιπώλπκν 1
νπ

 βαζκνύ, κε  

,   

θαη 

.   

Δπίζεο γλσξίδνπκε όηη, 

                                            ,  

θαη 

.  

Απόδεημε: Οξίδνπκε 

 

.  

 

Έπεηηα παίξλνπκε ηνλ κεηαζρεκαηηζκό Laplace θαη ζηηο 2 πιεπξέο ηεο (3.54) θαη 

ρξεζηκνπνηώληαο ηηο εμηζώζεηο (3.37) - (3.40) βξίζθνπκε όηη, 
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όπνπ   είλαη ν κεηαζρεκαηηζκόο Laplace ηεο  γηα . Τπνζέηνληαο 

όηη ε εμίζσζε (3.55) ηζνύηαη κε 0, απνκνλώλνπκε ηελ   

,   

όπνπ  , ,  δίλνληαη από ηηο εμηζώζεηο (3.51),(3.52),(3.53) 

αληίζηνηρα. Ο όξνο  

 

 

ζηελ (3.56) είλαη έλα πνιπώλπκν 1
νπ

 βαζκνύ ή κηθξόηεξνπ. Μέζσ ησλ ΠΡΟΣΑ΢ΔΩΝ 

3.1 θαη 3.2, ν παξνλνκαζηήο ηεο (3.56) έρεη δύν ξίδεο , j . Απηέο νη ξίδεο 

πξέπεη λα είλαη θαη ξίδεο ηνπ αξηζκεηή ηεο (3.56). Υξεζηκνπνηώληαο ην ζεώξεκα ηεο 

παξεκβνιήο ηνπ Lagrange ε εμίζσζε (3.57) κπνξεί λα μαλαγξαθηεί, 

. 

΢ην επόκελν πόξηζκα, παξαζέηνπκε κία άκεζε έθθξαζε ηεο αλακελόκελεο 

πξνεμνθιεκέλεο ζπλάξηεζεο πνηλήο όηαλ ην αξρηθό πιεόλαζκα είλαη 0. 

ΠΟΡΙ΢ΜΑ 3.1 Μπνξνύκε λα μαλαγξάςνπκε ηελ mδ(u) ζε όξνπο  θαη , 

.  

Απόδεημε: Αθνύ  θαη  είλαη νη ξίδεο ηνπ παξνλνκαζηή ηεο (3.49), πξέπεη λα είλαη 

θαη ξίδεο ηνπ αξηζκεηή. Βξίζθνπκε ηηο 2 αθόινπζεο γξακκηθέο εμηζώζεηο γηα 

, 
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.  

γηα . Λύλνληαο ηηο 2 γξακκηθέο εμηζώζεηο ζηελ (3.59) νδεγνύκαζηε ζηελ 

(3.58). 

 

3.6 Ζ ειιεηκκαηηθή αλαλεωηηθή εμίζωζε (defective renewal equation) 

Με ηελ βνήζεηα ηνπ ηειεζηή  ησλ Dickson-Hipp όπσο έρεη νξηζηεί ζην 

πξνεγνύκελν θεθάιαην ζπλερίδνπκε βξίζθνληαο ηελ ειιεηκκαηηθή αλαλεσηηθή 

εμίζσζε γηα ηελ πξνεμνθιεκέλε ζπλάξηεζε πνηλήο ησλ Gerber-Shiu  mδ(u). 

ΠΡΟΣΑ΢Η 3.5 Ο κεηαζρεκαηηζκόο Laplace ηεο mδ(u) δίλεηαη από ηνλ ηύπν, 

                                         .    

 

Απόδεημε: ΢εκεηώλνπκε όηη , j  είλαη νη ιύζεηο ηνπ παξνλνκαζηή ηεο εμίζσζεο 

(3.49), ελώ απνηεινύλ ιύζεηο θαη ηνπ αξηζκεηή ηεο. Μέζσ ηνπ ζεσξήκαηνο ηεο 

παξεκβνιήο ηνπ Lagrange θαη ρξεζηκνπνηώληαο ηνλ ηειεζηή  βξίζθνπκε κία 

ελαιιαθηηθή έθθξαζε γηα ηνλ αξηζκεηή  ηεο (3.49), 

,  

 

όπνπ . 

Παξνκνίσο, βξίζθνπκε κία ελαιιαθηηθή έθθξαζε γηα ηνλ παξνλνκαζηή 

 ηεο (3.49). Γλσξίδνπκε όηη, 

, 

γηα j . Από ηελ εμίζσζε (3.52),  είλαη έλα πνιπώλπκν 2
νπ

 βαζκνύ ζηελ . 

Υξεζηκνπνηώληαο πάιη ην ζεώξεκα ηεο παξεκβνιήο ηνπ Lagrange έρνπκε, 
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πνπ ζεκαίλεη όηη ρξεζηκνπνηώληαο ηνλ ηειεζηή  ησλ Dickson-Hipp θαη ηελ 8
ε
 

ηδηόηεηά ηνπ, έρνπκε όηη, 

 

                              

                              

                             .               

Δπίζεο ηζρύεη, 

 

                                      =  

                                      . 

Αληηθαζηζηώληαο ηελ (3.64) ζηελ εμίζσζε (3.63)  βξίζθνπκε όηη, 

.    

 

Οινθιεξώλνληαο, αληηθαζηζηνύκε ηηο (3.61) θαη (3.65) ζηελ εμίζσζε (3.49) θαη 

βξίζθνπκε ηελ (3.60). 
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΢ηελ επόκελε πξόηαζε παξνπζηάδνπκε ηελ ειιεηκκαηηθή αλαλεσηηθή εμίζσζε γηα 

ηελ πξνεμνθιεκέλε ζπλάξηεζε πνηλήο ησλ Gerber-Shiu  mδ(u). 

ΠΡΟΣΑ΢Η 3.6 Ζ πξνεμνθιεκέλε ζπλάξηεζε πνηλήο ησλ Gerber-Shiu  mδ(u) 

ηθαλνπνηεί ηελ αθόινπζε ειιεηκκαηηθή αλαλεσηηθή εμίζσζε. 

 

όπνπ, 

,   

.   

Ζ (3.66) κπνξεί λα γξαθηεί θαη  

 

όπνπ ε  νξίδεηαη σο εμήο, 

 

Δπίζεο ηζρύεη όηη, 

 

θαη 

  

πνπ απνηειεί κία γλήζηα ζπλάξηεζε ππθλόηεηαο.   

Απόδεημε: Οξίδνληαο ηηο  θαη  ζηηο εμηζώζεηο (3.67) θαη (3.68) αληίζηνηρα, 

βξίζθνπκε ηελ (3.66) κέζσ ηεο (3.60). Οπόηε βξίζθνπκε όηη, 

 

Υξεζηκνπνηώληαο ηελ εμίζσζε (3.64), έρνπκε  
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Αθνύ . Η (3.73) γίλεηαη. 

 

 

Αθνύ , βξίζθνπκε όηη, 

 

Άξα ε  όπσο νξίζηεθε ζηελ (3.71) απνηειεί κία γλήζηα ζπλάξηεζε 

ππθλόηεηαο. 

 

΢ηελ αθόινπζε πξόηαζε ζεσξνύκε ηελ πεξίπησζε όπνπ . Πην 

ζπγθεθξηκέλα, βξίζθνπκε ηελ ειιεηκκαηηθή αλαλεσηηθή εμίζσζε  γηα ηνλ 

κεηαζρεκαηηζκό Laplace ηνπ ρξόλνπ ηεο ρξενθνπίαο . 

 

ΠΡΟΣΑ΢Η 3.7 Ο κεηαζρεκαηηζκόο Laplace ηνπ ρξόλνπ ηεο ρξενθνπίαο  ηθαλνπνηεί 

ηελ ειιεηκκαηηθή αλαλεσηηθή εμίζσζε, 

 

 

θαη παίξλεη ηελ αθόινπζε κνξθή γηα ηελ ζύλζεηε γεσκεηξηθή θαηαλνκή: 
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όπνπ είλαη ε ζπλάξηεζε επηβίσζεο ηεο -νζηήο ζπλέιημεο ηεο ζ.π.π. . 

Απόδεημε: Αλ , ηόηε νη κεηαζρεκαηηζκνί Laplace ησλ  θαη   

(νξηζκέλεο ζηηο εμηζώζεηο (3.39) θαη (3.40) αληίζηνηρα) δίλνληαη από ηνπο ηύπνπο, 

 

θαη 

 

Αληηθαζηζηώληαο ηηο (3.77) θαη (3.78) ζηελ εμίζσζε (3.51) βξίζθνπκε όηη, 

 

Από ηελ εμίζσζε (3.68) θαη ρξεζηκνπνηώληαο ηελ 8
ε
 ηδηόηεηά ηνπ ηειεζηή  ησλ 

Dickson-Hipp, έρνπκε όηη, 

 

 

Γνζέληνο ηεο εμίζσζεο (3.79), ε (3.80) μαλαγξάθεηαη 

 

 

Σν ηειεπηαίν απνηέιεζκα πξνθύπηεη από ηελ ρξεζηκνπνίεζε ηεο 8
εο

 ηδηόηεηά ηνπ 

ηειεζηή  ησλ Dickson-Hipp. 

Ο 2
νο

 όξνο ηεο εμίζσζεο (3.81) δνζέληνο όηη   ηζνύηαη κε, 
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Υξεζηκνπνηώληαο ην ΛΖΜΜΑ 1 γηα ηνλ ηειεζηή  ησλ Dickson-Hipp ζηε ζει.395 ησλ 

Li & Garrido (2004), θαη θάλνληαο απινπνηήζεηο ε (3.82) γίλεηαη, 

 

Δηζάγνληαο ηελ εμίζσζε (3.83) ζηελ (3.81) θαη δνζέληνο ηεο (3.74), βξίζθνπκε όηη, 

 

Ο κεηαζρεκαηηζκόο Laplace ηεο εμίζσζεο  (3.70) δίλεηαη από ηνλ ηύπν, 

 

 

Αληηθαζηζηνύκε ηελ (3.84) ζηελ εμίζσζε (3.85) θαη  βξίζθνπκε όηη, 

 

Από ηελ εμίζσζε (3.66), έρνπκε 

                                                     

Δηζάγνληαο ηελ εμίζσζε (3.86) ζηελ (3.87) βξίζθνπκε όηη, 
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ζπλερίδνπκε θάλνληαο ηξνπνπνηήζεηο ζηελ (3.88), 

 

θαη παίξλνληαο αληίζηξνθνπο κεηαζρεκαηηζκνύο Laplace ζηελ (3.89) θαηαιήγνπκε 

ζηελ εμίζσζε (3.75). 

΢ην παξαθάησ πόξηζκα παξνπζηάδνπκε έλαλ ηύπν γηα ηνλ κεηαζρεκαηηζκό Laplace 

ηνπ ρξόλνπ ηεο ρξενθνπίαο δνζέληνο όηη ην αξρηθό πιεόλαζκα είλαη κεδεληθό. 

ΠΟΡΙ΢ΜΑ 3.2  Ο κεηαζρεκαηηζκόο Laplace ηνπ ρξόλνπ ηεο ρξενθνπίαο γηα κεδεληθό 

αξρηθό πιεόλαζκα  δίλεηαη από ηνλ ηύπν, 

 

Απόδεημε: Οξίδνληαο  ζηελ εμίζσζε (3.75) επηηπγράλνπκε ην παξαπάλσ 

απνηέιεζκα. 

 

 

3.7 Δθζεηηθά θαηαλεκεκέλεο απνδεκηώζεηο 

΢ε απηή ηελ ελόηεηα βξίζθνπκε έλαλ ηύπν γηα ηελ πξνεμνθιεκέλε ζπλάξηεζε πνηλήο 

ησλ Gerber-Shiu  mδ(u) ππνζέηνληαο όηη ε ζπλάξηεζε πνηλήο  είλαη ίζε κε ηελ 

ζπλάξηεζε ηνπ ειιείκκαηνο ηελ ζηηγκή ηεο ρξενθνπίαο. Γηα παξάδεηγκα, όηαλ 

 θαη , ε mδ(u) αληηζηνηρεί ζηελ αλακελόκελε παξνύζα αμία ηνπ 

ειιείκκαηνο ηελ ζηηγκή ηεο ρξενθνπίαο. Δπίζεο, ζεσξνύκε όηη ε ηα αηνκηθά κεγέζε 

δεκηάο είλαη εθζεηηθά θαηαλεκεκέλα, κε  

 ζ.θ. , 

 ζ.π.π. , 

 θαη κεηαζρεκαηηζκό Laplace ηεο  . 
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Δπίζεο ηζρύεη όηη, 

,                        

θαη 

 

Δπνκέλσο νη εμηζώζεηο  (3.39) θαη (3.40) γίλνληαη αληίζηνηρα 

 

θαη 

 

          ,                                                                        

όπνπ      ν  κεηαζρεκαηηζκόο Laplace ηεο ζπλάξηεζεο 

. 

Παίξλνπκε ηνπο κεηαζρεκαηηζκνύο Laplace ζηηο εμηζώζεηο (3.93) θαη (3.94) θαη 

βξίζθνπκε όηη, 

 

θαη 

 

Γλσξίδνπκε όηη ν παξνλνκαζηήο ηεο εμίζσζεο  (3.49) έρεη 2 ξίδεο,  θαη , κε 

ζεηηθά πξαγκαηηθά κέξε. Γνζέληνο ηεο παξαδνρήο γηα ηελ θαηαλνκή ηεο , ν 

αξηζκεηήο ηεο (3.49) έρεη επίζεο 2 ξίδεο  θαη  όπνπ Re( ), Re( ) . 

΢ηελ επόκελε πξόηαζε βξίζθνπκε έλαλ ηύπν γηα ηελ mδ(u). 

ΠΡΟΣΑ΢Η 3.8 Τπνζέηνληαο όηη νη ξίδεο  είλαη δηαθξηηέο θαη γηα 

, κία θιεηζηή κνξθή ηεο mδ(u),  , δίλεηαη από ηνλ ηύπν, 
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όπνπ 

 

κε 

  

 ,  

,  

θαη 

.  

Απόδεημε: Αληηθαζηζηώληαο ηηο εμηζώζεηο (3.95) θαη (3.96) ζηελ (3.49) θαη 

πνιιαπιαζηάδνληαο ηνλ παξνλνκαζηή θαη ηνλ αξηζκεηή ηεο (3.49) κε 

βξίζθνπκε όηη, 

 ,                                              

όπνπ  νξίδνληαη ζηελ πξόηαζε. 

Γλσξίδνπκε όηη είλαη έλα πνιπώλπκν 4
νπ

 βαζκνύ πνπ έρεη 4 ξίδεο  

, κε Re( ) , γηα  θαη , Re( ) , γηα . 

Υξεζηκνπνηώληαο ην ζεώξεκα ηεο παξεκβνιήο ηνπ Lagrange ζηνλ παξνλνκαζηή θαη 

ζηνλ αξηζκεηή ηεο (3.103) βξίζθνπκε όηη, 

 

θαη 

               .  
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 ΢πλδπάδνληαο ηηο εμηζώζεηο (3.104) θαη (3.105) κε ηελ (3.103) θαηαιήγνπκε όηη, 

 

όπνπ  θαη  νξίδνληαη ζηελ πξόηαζε. 

 

Οινθιεξώλνληαο, αλ ππνζέζνπκε ηελ εηδηθή πεξίπησζε θαηά ηελ νπνία ,  

  o ηύπνο 

 = Δ[e
  –δΣ

1{ Σ < ∞ } | U(0) = u ]. 

Μπνξεί λα βξεζεί από ηε εμίζσζε (3.97), κε  

  

Αθνινπζεί αξηζκεηηθό παξάδεηγκα. 

ΠΑΡΑΓΔΙΓΜΑ 3.1 Γηα αξηζκεηηθά απνηειέζκαηα ζεσξνύκε όηη ηόζν ε η.κ ηνπ πνζνύ 

ηεο απνδεκίσζεο όζν θαη ε η.κ ηνπ ελδηάκεζνπ ρξόλνπ είλαη εθζεηηθά θαηαλεκεκέλεο 

κε κέζν 1 (δει.  θαη  ).O ξπζκόο είζπξαμεο αζθαιίζηξσλ 

c=1.5 πνπ ζεκαίλεη όηη ην ζρεηηθό πεξηζώξην θηλδύλνπ είλαη .             

Παξαζέηνπκε αλαιπηηθέο εθθξάζεηο γηα ηελ πηζαλόηεηα ρξενθνπίαο ς(u)( κέζσ ηνπ 

πξνγξάκκαηνο Maple) ζε ζπλάξηεζε κε ην αξρηθό πιεόλαζκα u (u ≥ 0) θαη γηα 

δηαθνξεηηθέο ηηκέο ηεο παξακέηξνπ ζ. 

 γηα  , 

 

ς(u) , 

 

 γηα  , 

 

ς(u) , 

 

 γηα   
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ς(u) , 

 

 γηα  , 

 

ς(u) , 

 

 

 γηα  , 

 

ς(u) . 

 

είλαη εκθαλέο όηη ε παξάκεηξνο εμάξηεζεο ζ έρεη επηξξνή ζηηο πηζαλόηεηεο ρξενθνπίαο. 

Μπνξνύκε λα εξκελεύζνπκε ηελ επηξξνή ηεο εμάξηεζεο αλάκεζα ζηηο η.κ.  θαη  σο 

έπεηαη. Όηαλ ε ζρέζε εμάξηεζεο είλαη ζεηηθή (αξλεηηθή), ε πηζαλόηεηα λα ππάξρεη κία 

ζεκαληηθή απνδεκίσζε απμάλεηαη θαζώο ν ρξόλνο πνπ παξέξρεηαη από ηελ ηειεπηαία 

απνδεκίσζε απμάλεηαη (κεηώλεηαη). Απηό ζεκαίλεη όηη ε πηζαλόηεηα ε αζθαιηζηηθή 

εηαηξία λα έρεη επαξθέο εηζόδεκα από ηα αζθάιηζηξα γηα λα πιεξώζεη ηελ απνδεκίσζε 

είλαη κεγαιύηεξε (κηθξόηεξε) θαη ε πηζαλόηεηα ρξενθνπίαο είλαη κηθξόηεξε όηαλ 

ππάξρεη ζεηηθή (αξλεηηθή) ζρέζε. Ζ επηξξνή ζηηο πηζαλόηεηεο ρξενθνπίαο είλαη πην 

έληνλε όηαλ ε ζεηηθή (αξλεηηθή) ζρέζε γίλεηαη πην δπλαηή. 

Αθνινπζνύλ αλαιπηηθά απνηειέζκαηα γηα ηελ αλακελόκελε πξνεμνθιεκέλε αμία ηνπ 

ειιείκκαηνο ηελ ζηηγκή ηεο ρξενθνπίαο, 

mδ(u) = Δ[e
  –δΣ

|U(T)| I(T < ∞) | U(0) = u ] 

ππνζέηνληαο όηη δ =   γηα ηηο δηάθνξεο ηηκέο ηεο παξακέηξνπ εμάξηεζεο ζ: 

 γηα  , 

 

mδ(u) , 

 

 γηα  , 
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mδ(u) , 

 

 γηα   

 

mδ(u) , 

 

 γηα  , 

 

mδ(u) , 

 

 

 γηα  , 

 

mδ(u) . 

 

Ζ παξάκεηξνο εμάξηεζεο ζ έρεη κία παξόκνηα επηξξνή ζηελ αλακελόκελε 

πξνεμνθιεκέλε αμία ηνπ ειιείκκαηνο ηελ ζηηγκή ηεο ρξενθνπίαο. 

ΠΑΡΑΣΗΡΗ΢Η 3.1 ΢ην  ΠΑΡΑΓΔΗΓΜΑ 3.1, παξαηεξήζακε όηη γηα κία ζπγθεθξηκέλε 

ηηκή ηνπ αξρηθνύ πιενλάζκαηνο u, ε πηζαλόηεηα ρξενθνπίαο κεηώλεηαη (απμάλεηαη) 

θαζώο ε παξάκεηξνο εμάξηεζεο ζ απμάλεηαη (κεηώλεηαη). Απηή ε ζπκπεξηθνξά 

παξαηεξήζεθε επίζεο ζηνπο Bouldreault et al. (2006) θαη Marceau (2009).Ωζηόζν, νη 

Albrecher & Teugels (2006) θαη Bouldreault et al. (2006) εμέηαζαλ ηελ επηξξνή ηεο 

εμάξηεζεο αλάκεζα ζηηο η.κ. θαη  ζηνλ ζπληειεζηή πξνζαξκνγήο Lundberg, θαη 

ζπκπέξαλαλ ηελ αζπκπησηηθή ζπκπεξηθνξά ηεο πηζαλόηεηαο ρξενθνπίαο. 

Απνδεηθλύεηαη από ηνπο Albrecher & Teugels (2006) όηη αλ  θαη  είλαη ζεηηθά 

(αξλεηηθά) ηεηαξηεκνξηαθά εμαξηώκελεο, ηόηε ν ζπληειεζηήο πξνζαξκνγήο Lundberg 

πνπ ζρεηίδεηαη κε απηήλ ηελ ππόζεζε είλαη κεγαιύηεξνο από ην ζπληειεζηή 

πξνζαξκνγήο Lundberg όπνπ νη η.κ.  θαη  αλεμάξηεηεο. Απηό ην απνηέιεζκα 

γεληθεύεηαη από ηνλ Bouldreault et al. (2006) γηα η.κ.  θαη  πνπ ζρεηίδνληαη ζεηηθά 

(αξλεηηθά).  
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Παράρτημα 

 

 

 

 Martingales 

       Μία martingale δηαθξηηνύ ρξόλνπ είλαη κία ζηνραζηηθή δηαδηθαζία δηαθξηηνύ 

ρξόλνπ (δει. κία αθνινπζία ηπραίσλ κεηαβιεηώλ) ….πνπ ηθαλνπνηεί γηα 

όια ηα n 

   

   

Γει. ε ππό όξνπο αλακελόκελε ηηκή ηεο επόκελεο παξαηήξεζεο, δνζέληνο όισλ ησλ 

πξνεγνύκελσλ παξαηεξήζεσλ, ηζνύηαη κε ηελ ηειεπηαία παξαηήξεζε  . 

Πην γεληθά , κία αθνινπζία …. ιέγεηαη κία martingale όζνλ αθνξά κία άιιε 

αθνινπζία ….αλ γηα όια ηα n 

   

   

 

Παξνκνίσο ,κία ζπλερήο martingale όζνλ αθνξά ηελ ζηνραζηηθή δηαδηθαζία  είλαη 

κία ζηνραζηηθή δηαδηθαζία  έηζη ώζηε γηα όια ηα t λα ηζρύεη, 

   

  ,  s  t. 

 

Έηζη εθθξάδεηαη  ε ηδηόηεηα όηη ,ε ππό όξνπο αλακελόκελε ηηκή ηεο επόκελεο 

παξαηήξεζεο, δνζέληνο όισλ ησλ παξαηεξήζεσλ κέρξη ηνλ ρξόλν s , ηζνύηαη κε ηελ  

παξαηήξεζε ζηνλ ρξόλν s ( δεδνκέλνπ όηη s ≤ t). 

Γεληθά , κία ζηνραζηηθή δηαδηθαζία  είλαη κία martingale όζνλ αθνξά 
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κία filtration θαη έλα κέηξν πηζαλόηεηαο P εάλ 

  είλαη κία filtration ηνπ ζεκειηώδνπο ρώξνπ πηζαλόηεηαο(Ω,΢,Ρ) 

  είλαη πξνζαξκνζκέλε ζηελ filtration  δει., γηα θάζε t ζην ζύλνιν δεηθηώλ 

T ,ε ηπραία κεηαβιεηή  είλαη κία -κεηξήζηκε ζπλάξηεζε , 

 Γηα θάζε t,  απιώλεηαη ζηνλ L
p
 ρώξν L

1
(Ω, ΢t, Ρ;S), δει.  

 

Γηα θάζε s θαη t κε s  t θαη γηα όια F    

 ,  

όπνπ  ζπκβνιίδεη ηελ δείθηξηα ζπλάξηεζε ηνπ γεγνλόηνο F. ΢ηελ 

‘Πηζαλόηεηα θαη Σπραίεο Γηαδηθαζίεο „ ησλ Grimmett θαη Stirzaker ε 

ηειεπηαία ζπλζήθε απνηππώλεηαη από ηελ, 

 πνπ είλαη ε γεληθή κνξθή ηεο ππό όξνπο αλακελόκελεο αμίαο. 

Δίλαη ζεκαληηθό λα ζεκεηώζνπκε όηη ε ηδηόηεηα ηεο martingale πεξηιακβάλεη 

ηόζν ηελ filtration όζν θαη ην κέηξν πηζαλόηεηαο ( όζνλ αθνξά  εθείλν ην νπνίν 

νη πξνζδνθίεο ιακβάλνληαη ππ’όςηλ).Δίλαη πηζαλό ε  λα είλαη  martingale  όζνλ 

αθνξά έλα κέηξν αιιά λα κελ είλαη γηα θάπνην άιιν. Σν ζεώξεκα ηνπ Girsanov  

παξνπζηάδεη έλα ηξόπν γηα λα βξεζεί έλα κέηξν ζύκθσλα κε  ην νπνίν κία 

δηαδηθαζία Ito λα είλαη martingale. 

  Martingales και Θεωρία Κινδύνου  

         Έζησ μ έλαο αξηζκόο. Δπεηδή  είλαη κία ζηνραζηηθή δηαδηθαζία κε 

ζηαζεξέο θαη αλεμάξηεηεο απμήζεηο, κία δηαδηθαζία ηεο κνξθήο  

   

είλαη martingale αλ θαη κόλν αλ, γηα θάζε , ε αλακελόκελε ηηκή ζηνλ ρξόλν  

είλαη ίζε κε ηελ αξρηθή ηνπ αμία ,πνπ ηζρύεη αλ θαη κόλν αλ  

  

Αθνύ  

 

γηα λα είλαη  martingale πξέπεη 
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πνπ είλαη ίζν κε ηελ ζεκειηώδε εμίζσζε ηνπ Lundberg. Έηζη ,γηα λα είλαη ε (Π.1) 

martingale ,ν ζπληειεζηήο ηνπ  είλαη ίζνο είηε κε  ή κε 

  . 

     Με απηέο ηηο ηηκέο ηνπ μ ε (Π.2) ηζρύεη γηα θάζε ζηαζεξό ,  .Ωζηόζν , αλ 

αληηθαηαζηήζνπκε ηελ  κε έλαλ ρξόλν ηεξκαηηζκνύ ,πνπ είλαη κία ηπραία κεηαβιεηή, 

ηόηε δελ είλαη βέβαην πσο ε (Π.2) ηζρύεη. Αλ  ν ρξόλνο ηεξκαηηζκνύ ζπκβνιίδεηαη κε 

Σ, ε (Π.1) είλαη martingale κε μ . Γηα , 

 , 

θαη σο εθ ηνύηνπ 

  

Με λα είλαη θξαγκέλν ,κπνξνύκε λα εθαξκόζνπκε ην optional 

sampling theorem(δει. ππό ζπγθεθξηκέλεο πξνϋπνζέζεηο ε αλακελόκελε ηηκή ελόο 

martingale ζηνλ ρξόλν ηεξκαηηζκνύ είλαη ίζν κε ηελ αξρηθή ηνπ ηηκή) θαη έρνπκε  

    

Δπίζεο , επεηδή ηζρύεη όηη  ,αθόκα θαη αλ δ = 0 , 

 

΢πλεπώο ,κπνξνύκε λα μαλαγξάςνπκε ηελ (Π.3) σο , 

, κε δ  ,u                                

  

Η παξαπάλσ δηαδηθαζία είλαη κία απόδεημε από ηελ ζεσξία ησλ martingale, κίαο 

γελίθεπζεο ηνπ Θεσξήκαηνο 13.4.1 ησλ Αλαινγηζηηθώλ Μαζεκαηηθώλ.  
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 Θεώρημα παρεμβολής Lagrange 

Αλ έρνπκε    δηαθεθξηκέλα  ζεκεία ,  όρη απαξαίηεηα λα ηζαπέρνπλ, 

θαη  κηα ζπλάξηεζε γηα ηελ νπνία είλαη γλσζηέο νη ηηκέο ηεο , ε 

ζπλάξηεζε απηή κπνξεί λα πξνζεγγηζηεί από έλα πνιπώλπκν . Γηα ην  

ηζρύεη όηη, 

                                   , γηα  . 

Σόηε κπνξνύκε λα ζεσξήζνπκε ηελ ζπλάξηεζε , 

                                 

 

  

γηα  , όπνπ ζηελ νπζία είλαη έλα πνιπώλπκν βαζκνύ n  πνπ ηθαλνπνηεί ηηο 

παξαθάησ ζπλζήθεο:                                  

                                     γηα                                              

θαη                                                                                                                             

                                     γηα                                                           

Έζησ ηώξα όηη ην πνιπώλπκν   είλαη ηεο κνξθήο , 

                                                                        

Σόηε από ηηο ζπλζήθεο παξεκβνιήο θαη ηηο ζρέζεηο , πξνθύπηεη  

                                ,            γηα  

θαη ε  γίλεηαη 

                                                                                          

Ζ ζρέζε  θαιείηαη πνιπώλπκν παξεκβνιήο Lagrange θαη ηα πνιπώλπκα ( )
i

L x  

ζπληειεζηέο Lagrange. 
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 Σο Θεώρημα του Sklar 

Σν ζεώξεκα ηνπ Sklar απνηειεί έλα ζεκαληηθό ζεώξεκα γηα ηε ζεσξία ησλ 

ζπδεύμεσλ, θαη είλαη ζεκέιην γηα πνιιέο εθαξκνγέο απηήο ηεο ζεσξίαο. Μέζσ ηνπ 

ζεσξήκαηνο ηνπ Sklar δηεπθξηλίδεηαη ν ξόινο ησλ ζπδεύμεσλ ζηε ζρέζε ησλ 

πνιπδηάζηαησλ ζπλαξηήζεσλ θαηαλνκώλ κε ηηο κνλνδηάζηαηεο ηνπο πεξηζώξηεο 

ζπλαξηήζεηο θαηαλνκώλ. ΢ηελ πεξίπησζε ηεο δηδηάζηαηεο ζπλάξηεζεο θαηαλνκήο, 

ην ζεώξεκα είλαη σο εμήο :  

 

Έζησ  είλαη δηδηάζηαηε ζπλάξηεζε θαηαλνκήο κε πεξηζώξηεο ζπλαξηήζεηο ) 

θαη  . Σόηε ππάξρεη κηα ζύδεπμε  ηέηνηα ώζηε : 

γηα   

Αληίζηξνθα, γηα θάζε ζπλάξηεζε θαηαλνκήο  θαη ) θαη θάζε ζύδεπμε , 

ε ζπλάξηεζε  πνπ νξίζηεθε παξαπάλσ είλαη κηα δηδηάζηαηε ζπλάξηεζε 

θαηαλνκήο κε πεξηζώξηεο ζπλαξηήζεηο ) θαη . 

Παξαηεξήζεηο: 

 
 Δάλ νη  θαη  είλαη ζπλερείο, ηόηε ε  είλαη κνλαδηθή.  

 

 Γηα ζπλερείο πεξηζώξηεο ζπλαξηήζεηο ) θαη  ε κνλαδηθή ζύδεπμε 

, γηα  έρεη ηελ κνξθή: 

 

 

            

               όπνπ  θαη  νη αληίζηξνθεο ησλ ζπλαξηήζεσλ  θαη      

αληίζηνηρα. 

 Ζ ζύδεπμε  είλαη κηα ζπλάξηεζε πνπ “ζπλδέεη” ηελ από θνηλνύ 

ζπλάξηεζε θαηαλνκήο κε ηηο πεξηζώξηεο ηεο.  

 

 Όηαλ ) θαη  είλαη ζπλερείο ηόηε νη ηπραίεο κεηαβιεηέο  θαη  είλαη 

αλεμάξηεηεο αλ θαη κόλν αλ  γηα .  Ηζνδύλακα, νη 

ηπραίεο κεηαβιεηέο  θαη  είλαη αλεμάξηεηεο αλ θαη κόλν  

όπνπ:   . 
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 Σο Θεώρημα του Rouch  

        Θεσξνύκε δπν ζπλαξηήζεηο  θαη , νη νπνίεο είλαη αλαιπηηθέο πάλσ ζε 

κηα απιή θιεηζηή θακπύιε C θαη ζην εζσηεξηθό ηεο. Δάλ πάλσ ζηε C ηζρύεη 

, ηόηε νη ζπλαξηήζεηο  θαη  έρνπλ ην ίδην πιήζνο ξηδώλ ζην 

εζσηεξηθό ηεο C. 

Απόδεημε: Θέηνπκε . Δάλ  θαη  είλαη 

αληίζηνηρα ην πιήζνο ησλ ξηδώλ ησλ  θαη  ζην εζσηεξηθό ζην C, έρνπκε από 

ζεώξεκα ηνπ νξίζκαηνο όηη, 

   θαη        

επεηδή νη ζπλαξηήζεηο δελ έρνπλ πόινπο. Άξα,  

 

                   

                   

Δπεηδή  πάλσ ζηε C ζπλεπάγεηαη όηη ε ζεηξά ζπγθιίλεη νκνηόκνξθα πάλσ ζηε  

C θαη κπνξεί λα νινθιεξσζεί θαηά όξνπο. Άξα . 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 


