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Πεξίιεςε  

 

Tν πξόβιεκα εύξεζεο ειαρίζησλ δεπγλπόλησλ δέληξσλ απνηειεί έλα από ηα 

πην βαζηθά επηζηεκνληθά πξνβιήκαηα κε ζεκαληηθέο εθαξκνγέο ζηε ζρεδίαζε θαη 

βειηηζηνπνίεζε δηθηύσλ. Σν ελ ιόγσ πξόβιεκα έρεη απνηειέζεη αληηθείκελν έξεπλαο 

θαη κειέηεο πνιιώλ επηζηεκόλσλ κε απνηέιεζκα ηελ αλάπηπμε πνιιώλ απνδνηηθώλ 

αιγνξίζκσλ πνιπσλπκηθνύ ρξόλνπ. ΢ηόρνο ηεο ελ ιόγσ δηπισκαηηθήο εξγαζίαο 

είλαη ε παξνπζίαζε ησλ ζεκαληηθόηεξσλ από απηνύο ηνπο αιγνξίζκνπο, δίλνληαο 

γξαθηθά παξαδείγκαηα γηα ηελ επεμήγεζε ηνπο, αιιά θαη παξνπζίαζε ςεπδνθώδηθα 

γηα ηελ εθηέιεζε θαζέλα από απηνύο. Δπίζεο, γίλεηαη πινπνίεζε ησλ αιγνξίζκσλ 

Kruskal, Dijkstra θαη Prim κε ρξήζε ηεο γιώζζαο C αιιά θαη Pascal. Αθόκα 

αλαπηύρζεθαλ αιγόξηζκνη ρεηξηζκνύ γξάθσλ ζηελ γιώζζα πξνγξακκαηηζκνύ C θαη 

εμεηάζηεθαλ γξάθνη κε 4, 5 θαη 6 θόκβνπο. 

 

 

Abstract 

 

 The problem of finding minimum spanning trees is one of the most 

fundamental scientific problems. It has important applications in networks to design 

and optimizes them. This problem has been the subject of investigation and study of 

many scientists leading to the development of many efficient polynomial time 

algorithms. The goal of this thesis is to present the most important of these 

algorithms. This will be achieved through graphic examples of the algorithms in order 

to explain them. Simultaneously it will be given the pseudocode needed to execute 

each one of them. Furthermore in this thesis the algorithms Kruskal, Dijkstra and 

Prim are presented by using both C and Pascal programming languages. Finally, it 

will be presented the algorithms that were developed for handling graphs in C 

language for graphs with 4, 5 and 6 nodes. 
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Δηζαγσγή 

 

 

΢ηελ θαζεκεξηλόηεηα καο  ε παξνπζία ησλ δηθηύσλ είλαη εκθαλήο. Γίθηπα 

ειεθηξηθήο ηζρύνο πνπ ηξνθνδνηνύλ νιόθιεξεο πόιεηο, ηειεθσληθά δίθηπα πνπ 

θαηέζηεζαλ ηελ επηθνηλσλία ησλ αλζξώπσλ δεδνκέλε. Αιιά αθόκα θαη εζληθά νδηθά 

δίθηπα, ζηδεξνδξνκηθά θαη αεξνπνξηθά δίθηπα, δίθηπα πνπ καο  επηηξέπνπλ λα 

κεηαθηλνύκαζηε ή λα κεηαθέξνπκε ήρν ή ελέξγεηα ζε εύινγν  ρξόλν. Δπηπιένλ 

έρνπκε ηα δίθηπα ησλ ππνινγηζηώλ ηα νπνία γλώξηζαλ κεγάιε αλάπηπμε  ηα 

ηειεπηαία ρξόληα, κε απνθνξύθσκα ηε δεκηνπξγία ηνπ παγθόζκηνπ δηθηύνπ 

ππνινγηζηώλ ηνπ Internet, αιιάδνληαο έηζη ηνλ ηξόπν κε ηνλ νπνίν κνηξαδόκαζηε ηελ 

πιεξνθνξία θαη δηεπθνιύλνληαο ηόζν ηελ εξγαζία καο όζν θαη ηελ θαζεκεξηλή καο 

δσή. 

 ΢ε όια ηα παξαπάλσ δίθηπα, αιιά θαη ζε πνιιά πεξηζζόηεξα, ζηόρνο καο 

είλαη ε κεηαθίλεζε θάπνηαο νληόηεηαο, γηα παξάδεηγκα ελόο νρήκαηνο, ελόο αηόκνπ 

ελόο κελύκαηνο, κίαο ηειεθσληθήο θιήζεο, ηεο ειεθηξηθήο ελέξγεηαο  από έλα ζεκείν 

ηνπ δηθηύνπ ζε θάπνην άιιν. Ζ κεηαθίλεζε απηή ζα πξέπεη λα γίλεη όζν ην δπλαηόλ 

απνηειεζκαηηθόηεξε ρξεζηκνπνηώληαο απνδνηηθά ηηο πθηζηάκελεο δηόδνπο 

κεηαθίλεζεο. Σα παξαπάλσ πξνβιήκαηα αλήθνπλ ζηελ θαηεγνξία ησλ 

πξνβιεκάησλ ζπλδπαζηηθήο βειηηζηνπνίεζεο (combinatorial optimization problems). 

΢πγθεθξηκέλα, ζε έλα πξόβιεκα βειηηζηνπνίεζεο επηζπκνύκε λα επηιέμνπκε ηε 

βέιηηζηε ιύζε από έλα ζύλνιν ελαιιαθηηθώλ ιύζεσλ, δειαδή εθείλε ηε ιύζε πνπ 

ηθαλνπνηεί ζπγθεθξηκέλα θξηηήξηα ή πεξηνξηζκνύο. 

 ΢ηελ πεξίπησζε πνπ επηζπκείηαη ε εύξεζε ηεο βέιηηζηεο ιύζεο 

ηθαλνπνηώληαο έλα κόλν θξηηήξην, π.ρ. ζέινπκε λα ζηείινπκε έλα παθέην 

πιεξνθνξίαο κεηαμύ δπν ζπγθεθξηκέλσλ ζεκείσλ ελόο δηθηύνπ όζν πην γξήγνξα 

γίλεηαη, ηα πξάγκαηα είλαη ζρεηηθά απιά, αθνύ αξθεηνί αιγόξηζκνη πνιπσλπκηθνύ 

ρξόλνπ έρνπλ αλαπηπρζεί γηα ηελ επίιπζε αλάινγσλ πξνβιεκάησλ. 

  Ωζηόζν, ζηνπο πεξηζζόηεξνπο ηνκείο ηεο αλζξώπηλεο δξαζηεξηόηεηαο 

πξέπεη λα βξεζνύλ βέιηηζηεο ιύζεηο θαη λα ιεθζνύλ ζεκαληηθέο απνθάζεηο, 

ιακβάλνληαο ηαπηόρξνλα ππόςε πεξηζζόηεξα από έλα θξηηήξηα. Γηα παξάδεηγκα, 

ζηε βηνκεραλία, ζηε ζρεδίαζε ελόο ζπζηήκαηνο  θηλεηνύ ή  ππνινγηζηή, ζηελ 

θαηαζθεπή ελόο απηνθηλήηνπ θαη αιινύ. Κνηλή επηδίσμε ζε όιεο ηηο πεξηπηώζεηο ε 

ειαρηζηνπνίεζε ηνπ θόζηνπο, είηε απηόο είλαη ζε ύιε είηε ζε ρξόλν θαη ε 

κεγηζηνπνίεζε ηεο απόδνζεο. Γπζηπρώο όκσο, ηα δύν θξηηήξηα είλαη 

αιιεινζπγθξνπόκελα αθνύ ζπλήζσο ε κείσζε ηνπ θόζηνπο επηθέξεη κείσζε θαη ηεο 

απόδνζεο ηνπ ζπζηήκαηνο. 

 ΢ε όια απηά ηα πξνβιήκαηα, ην δεηνύκελν είλαη πώο κπνξεί λα νδεγεζεί 

θαλείο ζηε ιήςε κηαο βέιηηζηεο γηα απηόλ απόθαζεο, πνπ θάησ από δεδνκέλεο 

ζπλζήθεο κπνξεί λα είλαη πεξηζζόηεξεο από κία. Γειαδή, δελ νδεγνύκαζηε ζε κία 

κνλαδηθή βέιηηζηε ιύζε, αιιά ζε έλα ζύλνιν από «βέιηηζηεο ιύζεηο» θαη ν 
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ελδηαθεξόκελνο, αλάινγα κε ηα ηδηαίηεξα ραξαθηεξηζηηθά ηνπ πξνβιήκαηνο, θάλεη ηελ 

ηειηθή επηινγή. Σα παξαπάλσ πξνβιήκαηα απνηεινύλ ραξαθηεξηζηηθά 

παξαδείγκαηα πξνβιεκάησλ βειηηζηνπνίεζεο ππό πνιιαπιά θξηηήξηα (multi-criteria 

optimization problems). 

 Γηα ηελ επίιπζε ησλ πξνβιεκάησλ βειηηζηνπνίεζεο ππό πνιιαπιά θξηηήξηα 

έρνπλ αλαπηπρζεί δηάθνξεο κέζνδνη. Οη πξνηεηλόκελνη αιγόξηζκνη εύξεζεο αθξηβνύο 

ιύζεηο (exact algorithms) ρξεζηκνπνηνύλ έλα επξύ θάζκα κεζόδσλ, 

ζπκπεξηιακβαλνκέλεο ηεο κεζόδνπ αζξνίζκαηνο ζηαζκηζκέλσλ βαξώλ (weighted 

sum scalarization), ηεο κεζόδνπ ειαρηζηνπνίεζεο απόζηαζεο από έλα ηδαληθό 

ζεκείν (compromise solution method), ηεο κεζόδνπ πξνγξακκαηηζκνύ ζηόρσλ (goal 

programming) θαζώο θαη δηαθόξσλ κεζόδσλ δηάηαμεο (ranking methods). 

 Σα πξνβιήκαηα βειηηζηνπνίεζεο κε πεξηζζόηεξα από έλα θξηηήξηα, ηα νπνία 

έρνπλ απνηειέζεη αληηθείκελν έξεπλαο θαη κειέηεο, πεξηιακβάλνπλ κεηαμύ άιισλ ην 

πξόβιεκα εύξεζεο ειαρίζησλ γελλεηηθώλ δέληξσλ (minimum spanning tree 

problem), πξνβιήκαηα δηθηπαθώλ ξνώλ (network flow problems), ην πξόβιεκα 

εύξεζεο ζπληνκόηεξσλ δηαδξνκώλ (shortest path problem), ην πξόβιεκα ηνπ 

πεξηνδεύνληνο πσιεηή (traveling salesman problem) θαζώο θαη δηάθνξα 

πξνβιήκαηα κεηαθνξώλ (transportation problems) 

Δηδηθόηεξα ην πξόβιεκα εύξεζεο ειαρίζησλ γελλεηηθώλ δέληξσλ απνηειεί 

έλα από ηα πην βαζηθά επηζηεκνληθά πξνβιήκαηα κε ζεκαληηθέο εθαξκνγέο ζηε 

ζρεδίαζε θαη βειηηζηνπνίεζε δηθηύσλ. Σν ελ ιόγσ πξόβιεκα έρεη απνηειέζεη 

αληηθείκελν έξεπλαο θαη κειέηεο πνιιώλ επηζηεκόλσλ κε απνηέιεζκα ηελ αλάπηπμε 

πνιιώλ απνδνηηθώλ αιγνξίζκσλ πνιπσλπκηθνύ ρξόλνπ. ΢ηόρνο ηεο ζπγθεθξηκέλεο 

δηπισκαηηθήο εξγαζίαο είλαη ε παξνπζίαζε ησλ ζεκαληηθόηεξσλ  από απηνύο ηνπο 

αιγνξίζκνπο. Απηό πξαγκαηώλεηαη κέζσ γξαθηθώλ παξαδεηγκάησλ γηα ηελ 

επεμήγεζε ηνπο, αιιά θαη παξνπζίαζε ςεπδνθώδηθα γηα ηελ εθηέιεζε θαζέλα από 

απηνύο.  Αθόκα έρεη γίλεη πινπνίεζε ησλ αιγνξίζκσλ Kruskal, Dijkstra θαη Prim κε 

ρξήζε ηεο γιώζζαο C αιιά θαη Pascal. Δπίζεο αλαπηύρζεθαλ αιγόξηζκνη ρεηξηζκνύ 

γξάθσλ ζηελ γιώζζα πξνγξακκαηηζκνύ C θαη εμεηάζηεθαλ γξάθνη κε 4, 5 θαη 6 

θόκβνπο. 
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Κεθάιαην 1 

 

Γεληθέο έλλνηεο θαη νξηζκνί  

 

 

1.1 Δηζαγσγηθέο έλλνηεο 

 

 

Ξεθηλώληαο από ην ρώξν ηεο δνκήο δεδνκέλσλ ζα κπνξνύζακε αξρηθά λα 

αλαθέξνπκε ηηο δύν κεγάιεο ελόηεηεο από ηηο νπνίεο απνηεινύληαη, ηηο «Γξακκηθέο 

Γνκέο» θαη ηηο «Με Γξακκηθέο Γνκέο». ΢ηηο γξακκηθέο δνκέο δεδνκέλσλ ηα 

δεδνκέλα είλαη γξακκηθά δηαηεηαγκέλα, δειαδή θάπνην ζηνηρείν είλαη πξώην θαη 

θάπνην ηειεπηαίν, ελώ γηα νπνηνδήπνηε ζηνηρείν ππάξρεη έλα πξνεγνύκελν θαη έλα 

επόκελν. ΢ηηο κε γξακκηθέο δνκέο νη ζρέζεηο κεηαμύ ησλ δεδνκέλσλ είλαη 

πεξηζζόηεξν πεξίπινθεο.  

 

Οη δνκέο απηνύ ηνπ είδνπο είλαη ηα δέληξα θαη νη γξάθνη. ΢ηα δέληξα θάζε 

ζηνηρείν έρεη έλα κόλν πξνεγνύκελν, ελώ κπνξεί λα έρεη πνιιά επόκελα ζηνηρεία. 

΢ηνπο γξάθνπο θάζε ζηνηρείν κπνξεί λα κελ έρεη θαλέλα ή λα έρεη πνιιά 

πξνεγνύκελα θαη επόκελα ζηνηρεία. Ζ δνκή ελόο γξάθνπ είλαη ε πην γεληθή κνξθή 

δνκήο δεδνκέλσλ.  

 

 

1.2 Γεληθέο έλλνηεο - Οξηζκνί  

 

 

 Έλαο γξάθνο ή γξάθεκα (graph) G=(V, E) απνηειείηαη από δύν ζύλνια 

αληηθεηκέλσλ θαη ζπκβνιίδεηαη σο εμήο: 

 έλα ζύλνιν ζεκείσλ (points) ή θνξπθώλ (vertices) ή θόκβσλ (nodes) ην 

πεπεξαζκέλν ζύλνιν  V 

 έλα ζύλνιν αθκώλ (edges) ή ηόμσλ (arcs) ή γξακκώλ (lines) πνπ ελώλνπλ 

κεξηθά ή όια ηα ζεκεία ηνπ, ην ζύλνιν E 

 

Όπνπ, 

 

G=(V, E) κε V = {V1,V2, … , Vn}, θαη n>0 είλαη ην ζύλνιν ησλ θνξπθώλ  

E={[x,y] κε x,y € V} ην ζύλνιν ησλ αθκώλ κε |E| ≥0.  
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Οη θνξπθέο ή νη αθκέο ελόο γξάθνπ ραξαθηεξίδνληαη από έλα κνλαδηθό όλνκα πνπ 

νλνκάδεηαη επηγξαθή (label). Οη θνξπθέο ελόο γξαθήκαηνο ρξεζηκνπνηνύληαη γηα ηελ 

παξάζηαζε δεδνκέλσλ θαη νη αθκέο γηα ηε ζρέζε κεηαμύ ησλ δεδνκέλσλ.  

 

Υπνγξάθνο (subgraph) ηνπ G = (V, E) είλαη έλαο γξάθνο G´ = (V´, E´) ηέηνηνο ώζηε 

V´ ⊆ V θαη E´ ⊆ E (ζρ.1α θαη 1β).  

 

   

 

Σχ. 1α  Γράθος G 

 

Σχ. 1β Υπογράθος G1 ηοσ G 

 

 

 Καηεπζπλόκελνο ή κε θαηεπζπλόκελνο είλαη έλαο γξάθνο, αλ νη αθκέο ηνπ είλαη ή 

δελ είλαη πξνζαλαηνιηζκέλεο πξνο κία θαηεύζπλζε αληίζηνηρα. ΢ηνλ θαηεπζπλόκελν 

γξάθν ν πξνζαλαηνιηζκόο ηεο αθκήο ζπκβνιίδεηαη κε έλα βέινο (ζηε ζπλέρεηα ζα 

ιέγεηαη αθκή ε γξακκή πνπ ζπλδέεη δύν θόκβνπο ελόο κε θαηεπζπλόκελνπ γξάθνπ 

κόλν, ζε αληίζεζε κε ηελ γξακκή πνπ ζπλδέεη δύν θόκβνπο ελόο θαηεπζπλόκελνπ 

γξάθνπ ε νπνία ζα ιέγεηαη ηόμν). ΢ηνλ κε θαηεπζπλόκελν γξάθν ηα δεύγε ησλ 

θνξπθώλ πνπ νξίδνπλ ηηο αθκέο ηνπ είλαη κε δηαηεηαγκέλα (ζρ.2α θαη 2β).  

 

΢ε έλα γξάθν G=(V, E) ε θνξπθή i είλαη γεηηνληθή κε ηελ θνξπθή j αλ (I,j) € Δ θαη νη 

δηαζηάζεηο ηνπ γξάθνπ ραξαθηεξίδνληαη από ην πιήζνο θνξπθώλ |V| πνπ θαιείηαη 

ηάμε (order) ηνπ G θαη ην πιήζνο ησλ αθκώλ |E| πνπ θαιείηαη κέγεζνο (size) ηνπ G. 

Σν κέγεζνο θαη ε ηάμε ηνπ γξάθνπ επεξεάδνπλ ηνλ ρξόλν εθηέιεζεο ησλ 

αιγνξίζκσλ.   

 

Με θαηεπζπλόκελνο γξάθνο κε |V| ≥5 θαη |E| ≥12 

 

V = {0, 1, 2, 3, 4} 

E = {(0,1), (0,2), (1,3), (1,0), (2,0), (2,3), (2,4), (3,4), (3,1), (3,2), (4,3), (4,2)} 

 

Καηεπζπλόκελνο γξάθνο 

 

V = {0, 1, 2, 3, 4 } 

E = {(0,1), (0,2), (1,3), (2,1), (3,2), (3,4)} 
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Σχ. 2α Μη καηεσθσνόμενος Γράθος G 

 

Σχ. 2β Καηεσθσνόμενος Γράθος G 

 

Γηα παξάδεηγκα, κεηαμύ δύν θνξπθώλ 1 θαη 3 ηα βέιε από ηελ 1 ζηε 3 θαη από ηε 3 

ζηε 1, ζεσξνύληαη κία αθκή θαη όρη δύν. ΢ηνπο θαηεπζπλόκελνπο γξάθνπο 

ζεσξνύληαη δύν μερσξηζηέο αθκέο αλάινγα κε ηελ θαηεύζπλζε ηνπο. Γηα θαηεύζπλζε 

από ηε 1 ζηε 3, ην 1 είλαη ε νπξά (tail) θαη ην 3 ε θεθαιή (head) θαη αληίζηξνθα. 

Από ηα παξαπάλσ πξνθύπηεη όηη έλαο κε θαηεπζπλόκελνο γξάθνο κπνξεί λα 

ζεσξεζεί θαη σο ζπκκεηξηθόο θαηεπζπλόκελνο γξάθνο (ζρ. 2α θαη 2β).  

 

Απνδεηθλύεηαη όηη  ν κέγηζηνο αξηζκόο αθκώλ γηα έλα κε θαηεπζπλόκελν γξάθν κε n 

θνξπθέο είλαη n(n-1)/2, ελώ ν αληίζηνηρνο αξηζκόο ζε θαηεπζπλόκελν γξάθν είλαη 

n(n-1). Έλαο γξάθνο, θαηεπζπλόκελνο ή κε, νλνκάδεηαη πιήξεο όηαλ έρεη ηνλ 

κέγηζην αξηζκό αθκώλ.  

 

Γίθηπν (network) ή δπγηζκέλνο γξάθνο ιέγεηαη ην γξάθεκα, όπνπ ε θάζε αθκή ηνπ 

ραξαθηεξίδεηαη από θάπνην αξηζκό (έρεη θάπνηα ηηκή) πνπ νλνκάδεηαη βάξνο ή 

βαξύηεηα ηεο αθκήο. ΢ηηο εθαξκνγέο ην βάξνο κπνξεί λα δειώζεη ην ρξόλν 

κεηάβαζεο από ην έλα ζεκείν ζην άιιν ή ηελ απόζηαζε ησλ δύν ζεκείσλ ή 

γεληθόηεξα ην θόζηνο (ζρ. 3).  

 

Τπνζέηνπκε όηη ν G=(V,E) είλαη γξάθνο. Σόηε θάζε ζπλάξηεζε ηύπνπ ω :ΔN 

θαιείηαη ζπλάξηεζε βάξνπο (weight function). Ο γξάθνο G καδί κε ηε ζπλάξηεζε 

ω :ΔN, θαιείηαη γξάθνο κε βάξε (weighted graph) 

 

 

 

 

σ(0,1)=1        σ(1,3)=2 

σ(0,2)=1        σ(2,3)=7 

σ(1,2)=8        σ(3,4)=1 

 

E = {(0,1), (0,2), (1,2), (1,3), (2,3), (3,4)} 

 

Σχ. 3 Γράθος G με βάρη 
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Γύν θνξπθέο νη νπνίεο είλαη δηπιαλέο ζε έλα γξάθν νλνκάδνληαη γεηηνληθέο.  

Γηα παξάδεηγκα  ζην ζρ. 3 νη θνξπθέο 1 θαη 2 είλαη γεηηνληθέο.  

΢ε πεξίπησζε πνπ δελ ζπλδένληαη κεηαμύ ηνπο  ιέγνληαη αλεμάξηεηεο. 

Γηα παξάδεηγκα  ζην ζρ. 3 νη θνξπθέο 1 θαη 4 είλαη αλεμάξηεηέο.  

 

Αμίδεη λα ζεκεησζνύλ κεξηθέο επηπιένλ έλλνηεο: 

 

Έλαο πεξίπαηνο (walk) ζε έλα γξάθν G = (V, E) είλαη κηα αθνινπζία θνξπθώλ v0, 

v1, …,vk ∈ V ηέηνηα ώζηε γηα θάζε i=1,…,k, {vi-1, vi} ∈ E. ΢ε απηή ηελ πεξίπησζε ιέκε 

όηη έρνπκε έλαλ πεξίπαην από ηε v0 ζηε vk. 

 

Αλ όιεο νη θνξπθέο είλαη δηαθξηηέο, ηόηε ν πεξίπαηνο θαιείηαη κνλνπάηη (path), όπσο 

γηα παξάδεηγκα ην κνλνπάηη {v0, v1, v3, v4} ζην γξάθν G (ζρ. 3). 

 

Αλ όιεο νη θνξπθέο είλαη δηαθξηηέο εθηόο από  v0=vk ηόηε ν πεξίπαηνο θαιείηαη 

θύθινο (cycle), όπσο γηα παξάδεηγκα ν θύθινο {v0, v1, v2,} ζην γξάθν G (ζρ. 3). 

 

Άθπθινο (acyclic) γξάθνο νλνκάδεηαη ν γξάθνο ζηνλ νπνίν δελ ππάξρνπλ 

κνλνπάηηα πνπ λα επηζηξέθνπλ ζηνλ θόκβν από όπνπ μεθίλεζαλ. 

 

Έλαο γξάθνο θαιείηαη ζπλεθηηθόο - ζπλδεδεκέλνο (connected) αλ γηα θάζε δεύγνο 

μερσξηζηώλ θνξπθώλ ρ,ς ππάξρεη έλαο πεξίπαηνο από ην ρ ζην ς (ζρ.4). 

Δλώ κε ζπλεθηηθόο - ζπλδεδεκέλνο όηαλ ππάξρεη έλα δεύγνο μερσξηζηώλ 

θνξπθώλ γηα ηηο νπνίεο δελ ππάξρεη πεξίπαηνο. (ζρ.5) 

 

Βαζκόο θνξπθήο γξάθνπ ιέγεηαη ν αξηζκόο ησλ αθκώλ πνπ έρνπλ σο άθξν ηνπο 

ηελ θνξπθή. ΢ηελ πεξίπησζε πνπ ν γξάθνο είλαη θαηεπζπλόκελνο, ηόηε ε έλλνηα ηνπ 

βαζκνύ επεθηείλεηαη ζηνλ έζσ-βαζκό θαη ηνλ έμσ-βαζκό κίαο θνξπθήο. Ο έζσ θαη ν 

έμσ βαζκόο είλαη ν αξηζκόο ησλ αθκώλ ζηηο νπνίεο ε θνξπθή είλαη θεθαιή ή νπξά 

αληίζηνηρα.  

 

΢ε ζπλέρεηα ησλ παξαπάλσ κπνξνύκε λα δνύκε όηη ην 0, 1, 2, 0, 3, 4, 3 είλαη 

πεξίπαηνο, αιιά όρη κνλνπάηη ή θύθινο θαη όηη ν πεξίπαηνο 0, 1, 2, 3, 4 είλαη 

κνλνπάηη, ελώ ν πεξίπαηνο 0, 1, 2, 0 είλαη θύθινο (ζρ. 4). 
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Σχ. 4 Μονοπάηι και κύκλος ζε γράθο G  

 

Σχ. 5 Μη ζσνδεδεμένος γράθος G 

 

 

Τπάξρνπλ δύν θαηεγνξίεο ζπλδεδεκέλσλ γξάθσλ:  

 

νη ηζρπξά ζπλδεδεκέλνη γξάθνη (strongly connected)  

νη αζζελώο ζπλδεδεκέλνη (weakly connected).  

 

Ιζρπξά ζπλδεδεκέλνο (strongly connected) γξάθνο νλνκάδεηαη ν γξάθνο ν 

νπνίνο είλαη ζπλδεδεκέλνο κε όιεο ηηο θνξπθέο ηνπ ελώ αζζελώο ζπλδεδεκέλνο 

(weakly connected) γξάθνο νλνκάδεηαη ν γξάθνο ν νπνίνο είλαη ζπλδεδεκέλνο ζε 

θάπνηεο από ηηο θνξπθέο ηνπ, αλ αγλνήζνπκε ηηο θαηεπζύλζεηο ησλ αθκώλ (ζρ. 6α 

θαη 6β).  

 

 Αθνινπζνύλ ζηα ζρ. 6 (α) θαη (β) έλαο ηζρπξά ζπλδεδεκέλνο γξάθνο θαη έλαο 

αζζελώο ζπλδεδεκέλνο γξάθνο αληίζηνηρα. 

 

 

  

 

Σχ. 6α Ιζτσρά ζσνδεδεμένος  γράθος G 

 

Σχ. 6β Αζθενώς ζσνδεδεμένος γράθος G 
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1.3 Υινπνίεζε - Απνζήθεπζε γξάθσλ 

 

 

΢ηε ζπλέρεηα, ζα παξνπζηάζνπκε ηνπο πην ζπλεζηζκέλνπο ηξόπνπο παξάζηαζεο 

ελόο γξάθνπ ζηνλ ππνινγηζηή:  

 

 κε ηνλ πίλαθα γεηηλίαζεο (adjacency matrix)  

 κε ηε ιίζηα γεηηλίαζεο (adjacency list)  

 κε νξζνγώληα ιίζηα  

 κε ιίζηα αθκώλ  

 

1.3.1 Αλαπαξάζηαζε κε πίλαθα γεηηλίαζεο 

 

 

Γηα έλα γξάθν κε θόκβνπο n=0,1,2,3,…, |V| ν πίλαθαο γεηηλίαζεο Α= (aij), 

|V|x|V| νξίδεηαη σο aij =1 αλ (i,j) ∈ Δ  θαη αλ γηα aij=0 δελ ππάξρεη. Τπάξρεη επηπιένλ 

ζπκκεηξία ηνπ πίλαθα σο πξνο ηε δηαγώλην aij όηαλ ε αθκή νξίδεηαη κε κε 

δηαηεηαγκέλν δεύγνο (κε θαηεπζπλόκελνο) (ζρ. 7). 

 

 

 

 

 0 1 2 3 4 

0 0 1 1 0 0 

1 1 0 0 1 0 

2 1 0 0 1 1 

3 0 1 1 0 1 

4 0 0 1 1 0 
 

 

 

Σχ. 7 Γράθος G και πίνακας γειηνίαζης  

 

 

 

 

 Καινύκε βαζκό (degree) κηαο θνξπθήο π θαη ζπκβνιίδνπκε κε deg(π) ην 

πιήζνο ησλ αθκώλ πνπ εηζέξρνληαη θαη εμέξρνληαη ζηελ θνξπθή. Έηζη, όπσο 

παξαηεξνύκε θαη ζηνλ παξαπάλσ πίλαθα γεηηλίαζεο, είλαη δπλαηόο ν έιεγρνο γηα 

ύπαξμε δηαζύλδεζεο, ελώ ηνλ ζεσξνύκε ζπαηάιε γηα αξαηά γξαθήκαηα 

πνιππινθόηεηαο Ο(V) αθνύ είλαη θαηαιιειόηεξνο γηα ππθλνύο γξάθνπο.   
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1.3.2 Αλαπαξάζηαζε κε ιίζηα γεηηλίαζεο 

 

 

 

 

 

                       Σχ. 7α Αναπαράζηαζη με λίζηα  

 

 

 

 
                     

                    Σχ. 7β Αναπαράζηαζη με λίζηα 

 

 

Ζ αλαπαξάζηαζε κε ιίζηα είλαη θαηαιιειόηεξε γηα αξαηά γξαθήκαηα παξόιν 

ην θόζηνο ζε κλήκε ζην πιήζνο ησλ αθκώλ ηνπ γξαθήκαηνο (|Δ| ζε θαηεπζπλόκελν 

θαη 2|Δ| ζε κε θαηεπζπλόκελν γξάθεκα). ΢ην παξαπάλσ ζρήκα νξίδνληαη αξρηθά νη 

δείθηεο, έπεηηα νη θόκβνη θεθαιέο θαη νη θόκβνη γεηηνληθώλ θνξπθώλ κε ηα αληίζηνηρα 

βάξε (ζρ. 7α,β).   

 

1.3.3 Αλαπαξάζηαζε κε νξζνγώληα ιίζηα 

 

 

΢ε απηή ηε κέζνδν ρξεζηκνπνηείηαη κηα απινπζηεπκέλε κνξθή παξάζηαζεο 

αξαηώλ πηλάθσλ, όπνπ θάζε θόκβνο παξηζηάλεη κηα αθκή ηνπ γξαθήκαηνο θαη έρεη 

ηέζζεξα πεδία κε ηελ αθόινπζε δνκή (ζρ. 8). 
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Σχ. 8 Αναπαράζηαζη με ορθογώνια λίζηα  

 

 

1.3.4 Αλαπαξάζηαζε κε ιίζηα αθκώλ 

 

 

Γηα ηελ αλαπαξάζηαζε κε ιίζηα αθκώλ ρξεζηκνπνηνύκε κηα ζπλδεδεκέλε 

ιίζηα όπνπ νη θνξπθέο ηνπ γξαθήκαηνο παξηζηάλνληαη ζε κηα ζπλδεδεκέλε ιίζηα 

από θόκβνπο θεθαιέο θαη θάζε θόκβνο θεθαιή έρεη ηε κνξθή πνπ θαίλεηαη ζην 

παξαθάησ ζρήκα (ζρ.9α,β).  

 

 

 

 

 

 

 

 

Σχ. 9α Αναπαράζηαζη με λίζηα ακμών  

 

Σχ. 9β Αναπαράζηαζη με λίζηα ακμών 
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Σν πεδίν <<δεδνκέλα>> πεξηέρεη όιεο ηηο πιεξνθνξίεο πνπ ζρεηίδνληαη κε ηε 

θνξπθή ηνπ γξαθήκαηνο πνπ παξηζηάλεη ν θάζε θόκβνο θεθαιή. Σν πεδίν 

<<επόκελνο θόκβνο>> είλαη έλαο δείθηεο ζηνλ θόκβν θεθαιή, πνπ παξηζηάλεη ηελ 

επόκελε θνξπθή ηνπ γξαθήκαηνο, αλ ππάξρεη. Κάζε θόκβνο θεθαιή είλαη ε θεθαιή 

κίαο ιίζηαο θόκβσλ, ε νπνία θαιείηαη ιίζηα αθκώλ. Κάζε θόκβνο ηεο ιίζηαο αθκώλ 

παξηζηάλεη κία αθκή ηνπ γξαθήκαηνο.  

 

Σν πεδίν <<δείθηεο ιίζηαο αθκώλ>> είλαη έλαο δείθηεο ζηε ιίζηα αθκώλ, ε 

νπνία πεξηιακβάλεη όιεο ηηο αθκέο πνπ μεθηλνύλ από ηε θνξπθή ηνπ γξαθήκαηνο 

πνπ παξηζηάλεη ν θόκβνο θεθαιή. Κάζε θόκβνο ηεο ιίζηαο αθκώλ έρεη ηε κνξθή πνπ 

παξνπζηάδεηαη ζην (ζρ. 9β). Σν πεδίν <<επόκελε αθκή>> είλαη έλαο δείθηεο ζηελ 

επόκελε αθκή πνπ μεθηλά από ηελ θνξπθή ηνπ γξαθήκαηνο πνπ παξηζηάλεη ν 

θόκβνο θεθαιήο ηεο. Σέινο, ην πεδίν <<θόκβνο θεθαιή>> είλαη έλαο δείθηεο ζην 

θόκβν θεθαιή πνπ θαηαιήγεη ε αθκή. Ο ηξόπνο απηόο παξάζηαζεο ελόο 

γξαθήκαηνο θαιείηαη ιίζηα αθκώλ.  

 

Αο ζεκεησζεί όηη νη θόκβνη θεθαιέο θαη νη θόκβνη ηεο ιίζηαο αθκώλ έρνπλ 

δηαθνξεηηθέο κνξθέο, πξάγκα πνπ ζεκαίλεη όηη ζα πξέπεη λα δεκηνπξγεζνύλ δύν 

δηαθνξεηηθνί ηύπνη θόκβσλ ή έλαο κε ρξήζε έλσζεο (union). Παξαηεξώληαο ην πην 

θάησ ζρήκα κπνξεί εύθνια λα δηαπηζησζεί όηη ε θνξπθή Α είλαη γεηηνληθή κε Β,C θαη 

Δ ή όηη από ηε θνξπθή Α μεθηλνύλ νη αθκέο <ΑΒ>, <ΑC> θαη <ΑΔ> . Σν γεγνλόο απηό 

θαζηζηά εύθνιε ηελ επίζθεςε ησλ θνξπθώλ ηνπ γξαθήκαηνο αθνύ νη δείθηεο ηεο 

ιίζηαο αθκώλ νδεγνύλ από ηε κηα θνξπθή, δηακέζνπ ηεο αθκήο ηεο, ζε κία άιιε 

γεηηνληθή ηεο θνξπθή. Οη δειώζεηο γηα ηελ πινπνίεζε απηή θαίλνληαη ζην αθόινπζν 

ζρήκα (ζρ. 9γ) .  
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Σχ. 9γ Αναπαράζηαζη με λίζηα ακμών  
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Κεθάιαην 2 

 

Γηαπεξάζεηο γξάθσλ 

 

2.1 Γηαπεξάζεηο γξάθσλ  

 

 

Κάζε δηαδηθαζία ζπζηεκαηηθήο θαη εμαληιεηηθήο εμεξεύλεζεο ελόο γξάθνπ, κε ηελ 

εμέηαζε ησλ θνξπθώλ θαη ησλ αθκώλ νλνκάδεηαη δηαπέξαζε ηνπ γξάθνπ. Παξόιε 

ηελ απιντθόηεηα ηεο ιεηηνπξγίαο, νη δηαπεξάζεηο είλαη ηζρπξέο θαη ηθαλέο λα 

αλαθαιύςνπλ ηηο ηδηόηεηεο ησλ γξάθσλ. Ηδηαηηεξόηεηα βέβαηα ζα έρνπκε, όκνηα κε ηε 

δηάζρηζε δέληξνπ, δεδνκέλνπ όηη ζε κε θαηεπζπλόκελν γξάθν γίλεηαη ε επίζθεςε 

όισλ ησλ θόκβσλ μεθηλώληαο από έλαλ από απηνύο. Γηα ηε δηάζρηζε ελόο γξάθνπ 

ππάξρνπλ δύν είδε αιγνξίζκσλ: 

 

 Αιγόξηζκνο Αλαδήηεζεο θαηά βάζνο (DFS - Depth First Search)  

 Αιγόξηζκνο Αλαδήηεζεο θαηά πιάηνο (BFS - Breadth First Search) 

 

2.1.1 Αιγόξηζκνο Αλαδήηεζεο θαηά βάζνο (DFS - Depth First Search) 

 

 

 Ο Αιγόξηζκνο DFS θξνληίδεη λα επηζθεθζεί όινπο ηνπο θόκβνπο ηνπ γξάθνπ 

G=(V,E) πεγαίλνληαο θάζε θνξά θαη ζε έλα λέν θόκβν ηνλ νπνίν δελ είρε επηζθεθζεί 

πξνεγνπκέλσο θαη είλαη γεηηνληθόο, δειαδή ελώλεηαη κε αθκή κε ηνλ πξνεγνύκελν 

(ζρ.11). Αξρίδεη από ηελ πξώηε θνξπθή θαη καξθάξεη όζεο έρεη επηζθεθζεί. Αλ δελ 

ππάξρεη ηέηνηνο θόκβνο, γίλεηαη επηζηξνθή πξνο ηα πίζσ θαη ζπλερίδεη κε ηηο 

γεηηνληθέο ηεο πξνεγνύκελεο θνξπθήο. Ζ αλαδήηεζε ηειεηώλεη όηαλ όιεο νη θνξπθέο 

έρνπλ ειεγρζεί. Ο έιεγρνο ησλ θνξπθώλ γίλεηαη κε θαηαθόξπθε θαηεύζπλζε. Έζησ ν 

γξάθνο G=(V,E) κε ηα αθόινπζα βήκαηα (ζρ.10) :  

 

(1) Δθθίλεζε από κηα επηιεγκέλε θνξπθή π∈V 

(2) Δπαλαιεπηηθή επηινγή ηεο επόκελεο λέαο γεηηνληθήο θνξπθήο, έσο όηνπ λα 

κελ ππάξρεη λέα γεηηνληθή θνξπθή (επηιέγεηαη απηή κε ην κηθξόηεξν όλνκα) 

(3) Δπηζηξνθή ζε θνξπθή πνπ έρεη λέα γεηηνληθή θνξπθή 

(4) Δπαλέιαβε ην βήκα 2 κέρξη λα επηζηξέςνπκε ζηε π θαη λα κελ ππάξρεη λέα 

γεηηνληθή θνξπθή (δει. έρνπλ εμεηαζηεί όιεο) 
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Σχ. 10 Στημαηική αναπαράζηαζη διαπέραζης  ζε βάθος 

 

 

1         
2  

 

3  

 

4  

 

5  

 

6  

 

7  

 

8  
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9  
10  

 

11  

 

12  

 

 

 

 

Σχ. 11 Παράδειγμα διαπέραζης ζε βάθος 

 

 

 

Μεξηθέο από ηηο εθαξκνγέο ηεο ζε βάζνπο δηαπέξαζεο είλαη: 

 

 Δληνπηζκόο θύθινπ 

 Δύξεζε απινύ κνλνπαηηνύ κεηαμύ π θαη σ: εθθίλεζε δηαπέξαζεο ζε βάζνο 

από ηελ π 

 Δπηθαιύπηνλ δέληξν ή δάζνο 

 

Δάλ ην γξάθεκα είλαη ζπλεθηηθό, ηόηε ην δέληξν πνπ πξνθύπηεη είλαη επηθαιύπηνλ. 

Αιιηώο, θάζε επαλεθθίλεζε αλαθαιύπηεη θαη κηα ζπλεθηηθή ζπληζηώζα. Αθνινπζεί, 

ηέινο, ν ςεπδνθώδηθαο ηνπ αιγόξηζκνπ DFS (πηλ.1).    

 

 

1: 

2: 

3: 

4: 

5: 

6: 

7: 

8: 

9: 

10: 

11: 

12: 

procedure dfs(V,E)  

  V‟ := {v1} {v1 is the root of the spanning 

tree} 

  E‟ := {} {no edges in the spanning tree yet} 

  w := v1 

  while true 

       begin 

           while there is an edge (w,v) that 

when added 

                         to T does not create a cycle 

in T 

               begin 
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13: 

14: 

15: 

16: 

17: 

18: 

19: 

20: 

                  Choose first v such that (w,v) 

                  does not create a cycle in T 

                  add (w,v) to E‟ 

                  add v to V‟ 

                  w := v 

               end 

             if w = v1 then 

                return T 

             w := parent of w in T {backtrack} 

       end 

end dfs 

 

Πιν. 1 Ψεσδοκώδικας  DFS 

 

2.1.2 Αιγόξηζκνο Αλαδήηεζεο θαηά πιάηνο (BFS - Breadth First Search) 

 

 

 Ο Αιγόξηζκνο ΒFS θξνληίδεη λα επηζθεθζεί όινπο ηνπο θόκβνπο ηνπ γξάθνπ 

G=(V,E) πεγαίλνληαο θάζε θνξά θαη ζε έλα λέν θόκβν ηνλ νπνίν δελ είρε επηζθεθζεί 

πξνεγνπκέλσο θαη είλαη γεηηνληθόο δειαδή ελώλεηαη κε αθκή κε ηνλ πξνεγνύκελν 

(ζρ. 13α,β). Αξρίδεη από ηελ πξώηε θνξπθή θαη καξθάξεη όζεο έρεη επηζθεθζεί. Αλ 

δελ ππάξρεη ηέηνηνο θόκβνο, γίλεηαη επηζηξνθή πξνο ηα πίζσ θαη ζπλερίδεη κε ηηο 

γεηηνληθέο ηεο πξνεγνύκελεο θνξπθήο. Ζ αλαδήηεζε ηειεηώλεη όηαλ όιεο νη θνξπθέο 

έρνπλ ειεγρζεί. Ο έιεγρνο ησλ θνξπθώλ γίλεηαη κε νξηδόληηα θαηεύζπλζε.  Έζησ ν 

γξάθνο G=(V,E) κε ηα αθόινπζα βήκαηα (ζρ.13) : 

 

 

(1) Δθθίλεζε από κηα επηιεγκέλε θνξπθή π∈V 

(2) Πξόζζεζε ζηε ιίζηα όιεο ηηο λέεο θνξπθέο πνπ είλαη γεηηνληθέο ζηε π (θαηά 

αύμνπζα ζεηξά) 

(3) Έζησ ε επόκελε θνξπθή κεηά ηε π ζηε ιίζηα (FIFO ζάξσζε ζηε ιίζηα). 

Πξόζζεζε ζηε ιίζηα όιεο ηηο λέεο γεηηνληθέο ζε απηή θνξπθέο 

(4) Δπαλέιαβε ηε δηαδηθαζία κε όιεο ηηο θνξπθέο ηεο ιίζηαο, έσο όηνπ θηάζνπκε 

ζηελ ηειεπηαία θνξπθή (απηή πνπ δελ έρεη λέα γεηηνληθή θνξπθή) 
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Σχ. 12 Στημαηική αναπαράζηαζη διαπέραζης  ζε 

πλάηος 

 

 

1  2  

 

3  

 

4  

 

5  

 

6  
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7  8  

 

9  

 

10  

 

 

 

 

11  

 

 

Σχ. 13α Παράδειγμα διαπέραζης ζε πλάηος 

 

 

 

 

 

 

 

 

Σχ. 13β Παράδειγμα διαπέραζης ζε πλάηος - 

δένηρο 
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Μεξηθέο από ηηο εθαξκνγέο ηεο ζε πιάηνο δηαπέξαζεο είλαη: 

 

 Δληνπηζκόο θύθινπ 

 Δύξεζε απινύ κνλνπαηηνύ κεηαμύ π θαη σ: εθθίλεζε δηαπέξαζεο πιάηνπο 

από ηελ π 

 Δπηθαιύπηνλ δέληξν ή δάζνο 

 

 Δάλ ην γξάθεκα είλαη ζπλεθηηθό, ηόηε ην δέληξν πνπ πξνθύπηεη είλαη 

επηθαιύπηνλ (νξηζκόο θεθ. 3.2). Αιιηώο, θάζε επαλεθθίλεζε αλαθαιύπηεη θαη κηα 

ζπλεθηηθή ζπληζηώζα. Αθνινπζεί ηέινο ν ςεπδνθώδηθαο ηνπ αιγόξηζκνπ ΒFS (πηλ. 

3).    

 

  

1: 

2: 

3: 

4: 

5: 

6: 

7: 

8: 

9: 

10: 

11: 

12: 

13: 

14: 

15: 

procedure bfs(V,E)  

      S := (v1) {ordered list of vertices of a fix 

level} 

      V‟ := {v1} {v1 is the root of the spanning 

tree} 

      E‟ := {} {no edges in the spanning tree 

yet} 

      while true 

           begin 

               for each x in S, in order, 

                   for each y in V - V‟ 

                      if (x,y) is an edge then 

                        add edge (x,y) to E‟ and 

vertex y to V‟ 

                   if no edges were added then 

                      return T 

                S := children of S 

            end 

end bfs 

 

Πιν. 3 Ψεσδοκώδικας ΒFS 
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2.2 Σπκπεξάζκαηα 

 

 

 Οη πην πάλσ αιγόξηζκνη πξνζεγγίδνπλ, αιιά δελ ιύλνπλ ην πξόβιεκα 

δηάζρηζεο ελόο ιαβύξηλζνπ. Παξόια απηά, ηα πεξηζζόηεξα από ηα απνηειέζκαηα 

απνηεινύλ ηε βάζε γηα ηε δηαηύπσζε ελόο εηδηθνύ αιγνξίζκνπ γηα ηε ιύζε ηνπ 

πξνβιήκαηνο. Παξάιιεια, εμαζθαιίδνπλ όηη θάπνηνο ζα δηαζρίζεη θάζε αθκή ηνπ 

γξάθνπ κόλν δύν θνξέο, κία γηα θάζε θαηεύζπλζε. Δπίζεο, δελ δίλνπλ ιύζε ζην 

πξόβιεκα ηνπ πεξηνδεύνληνο πσιεηή, δειαδή εύξεζε ηνπ ζπληνκόηεξνπ 

κνλνπαηηνύ δηάζρηζεο κεηαμύ πνιιώλ πόιεσλ (ζπληνκόηεξν κνλνπάηη γξάθνπ) γηα 

ην νπνίν ππάξρεη δηαθνξεηηθή κεζνδνινγηθή πξνζέγγηζε.  
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Κεθάιαην 3 

 

Γέληξα 

 

3.1 Δπηθαιύπηνληα Γέληξα 

 

  

Έλαο γξάθνο Σ=(V,E) κπνξνύκε λα πνύκε όηη είλαη δέληξν (tree) αλ ηθαλνπνηεί ηηο 

αθόινπζεο ζπλζήθεο: 

 

 Ο Σ είλαη ζπλεθηηθόο 

  

 Ο Σ δελ πεξηέρεη θύθιν 

                      

 

Δπηπιένλ, αλαθέξνπκε ηηο αθόινπζεο πξνηάζεηο: 

 

 Έζησ όηη ν Σ=(V, E) είλαη δέληξν κε ηνπιάρηζην δύν θνξπθέο. Σόηε, γηα θάζε 

δεύγνο δηαθξηηώλ θνξπθώλ x,y Є V ππάξρεη έλα κνλαδηθό κνλνπάηη ζην Σ 

από ην x ζην y. 

 

 Έζησ όηη ν Σ=(V, E) είλαη δέληξν κε ηνπιάρηζην δύν θνξπθέο. Σόηε, ν γξάθνο 

πνπ πξνθύπηεη από ην Σ κεηά ηελ αθαίξεζε κηαο αθκήο έρεη δύν ζπληζηώζεο 

(components), θάζε κηα από ηηο νπνίεο είλαη δέληξν. 

 

 Έζησ όηη ν Σ=(V, E) είλαη δέληξν. Σόηε |Δ| = |V| -1. Ζ επαγσγή ζην πιήζνο 

ησλ θνξπθώλ ηνπ Σ ηζρύεη θαη είλαη: 

 

 Γηα |V| = 1 ηζρύεη 

 Τπνζέηνπκε όηη ηζρύεη γηα |V| = k 

 Έζησ |V| = k+1. Αλ αθαηξέζνπκε κηα αθκή από ηνλ Σ ηόηε 

από ηελ πξνεγνύκελε πξόηαζε πξνθύπηεη έλαο γξάθνο κε 

δύν ζπληζηώζεο [έζησ Σ1= (V1, E1) θαη T2= (V2, E2)] θάζε 

κηα από ηηο νπνίεο είλαη δέληξν. Δπεηδή |V1|<= k θαη |V2|<=k, 

από ηελ ππόζεζε ηζρύεη: |Δ1|= |V1| -1 θαη |E2| = |V2| -1. 

Δπεηδή |V| = |V1| + |V2| θαη |E| = |E1| + |E2| +1, πξνθύπηεη ην 

δεηνύκελν. 
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3.2 Εεπγλύνλ δέληξν ή δέληξν επηθάιπςεο (Spanning Tree - ST) 

 

 

 Έζησ έλαο ζπλεθηηθόο γξάθνο G=(V, E). Έλα ππνζύλνιν Σ ηνπ Δ θαιείηαη 

επηθαιύπηνλ δέληξν ηνπ G, αλ ην Σ ηθαλνπνηεί ηηο αθόινπζεο δύν ζπλζήθεο: 

 

 Κάζε θνξπθή ζην V αλήθεη ζε κηα αθκή ηνπ Σ. 

 Οη αθκέο ζην Σ ζρεκαηίδνπλ έλα δέληξν. 

 

 Δίλαη, δειαδή, ην ειάρηζην πιήζνο αθκώλ πνπ επηηξέπεη ηελ επηθνηλσλία 

κεηαμύ νπνηνλδήπνηε θνξπθώλ ηνπ αξρηθνύ γξαθήκαηνο (ζρ.14). Σν δεπγλύνλ 

δέληξν νλνκάδεηαη θαη ζθειεηόο ή max δέληξν. Κάζε δεπγλύνλ δέληξν n θόκβσλ έρεη 

n-1 αθκέο. Σν επηθαιύπηνλ δέληξν ηνπ παξαθάησ ζρήκαηνο απνηειείηαη από ηηο 

αθκέο (0, 1), (0, 2), (1, 3), (1, 4), (2, 5), (5, 6), (5, 7) όπνπ, πξνθαλώο, δελ ππάξρεη 

έλα κόλν επηθαιύπηνλ δέληξν. Δπηπιένλ, νξίδνπκε σο δηάκεηξν Γέληξνπ ην 

κνλνπάηη κε ηελ ειάρηζηε απόζηαζε πνπ θαιύπηεη όιεο ηηο θνξπθέο. 

 

 

 

 

 

Σχ. 14 Παράδειγμα γράθοσ και επικαλύπηονηος 

δένηροσ 

 

 

3.3 Διάρηζην Εεπγλύνλ δέληξν (Minimum Spanning Tree - MST) 

 

 Έζησ G έλαο γξάθνο κε βάξε. Τπνζέηνπκε όηη ν G είλαη ζπλεθηηθόο θαη έζησ 

Σ έλα επηθαιύπηνλ δέληξν ηνπ G. Ζ ηηκή: 
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καο δίλεη ην άζξνηζκα ησλ βαξώλ ησλ αθκώλ ηνπ Σ θαη θαιείηαη βάξνο ηνπ 

επηθαιύπηνληνο δέληξνπ.  

 

 

 Διάρηζην δεπγλύνλ δέληξν (Minimum spanning tree) νλνκάδεηαη ην 

δεπγλύνλ δέληξν κε ην ειάρηζην βάξνο ,δειαδή ην δέληξν κε ην κηθξόηεξν άζξνηζκα 

minω(T). Σν πξόβιεκα απηό έρεη κεγάιε ζεκαζία αθνύ κπνξεί λα αλαθύςεη ζε 

πιεζώξα θαηαζηάζεσλ, όπνπ πξέπεη λα θαηαζθεπαζηεί έλα δίθηπν από θόκβνπο 

(π.ρ. ηειεπηθνηλσληαθνύο) πνπ ζπλδένληαη αλά δύν κε θάπνην επηκέξνπο θόζηνο 

(ζρ.15).  

 

 

 

 

 

 

Σχ. 15 Ελάχιζηο ζευγνύον δένηρο 

 

 

Παξαθάησ αλαθέξνπκε κεξηθνύο από ηνπο νξηζκνύο ησλ MST  

 

 Γηα θάζε επηθαιύπηνλ δέληξν Σ ηνπ G έρνπκε σ(Σ) ∈ Ν. 

 Τπάξρνπλ πεπεξαζκέλα επηθαιύπηνληα δέληξα Σ ελόο γξάθνπ G . 

 Θα πξέπεη λα ππάξρεη έλα επηθαιύπηνλ δέληξν T γηα ην νπνίν ε ηηκή σ(Σ) 

είλαη ε ειάρηζηε κεηαμύ όισλ ησλ επηθαιππηόλησλ δέληξσλ ηνπ G. 

 

 Τπνζέηνπκε όηη ν G=(V,E) καδί κε κηα ζπλάξηεζε βάξνπο σ:ΔN, 

ζρεκαηίδνπλ έλα γξάθν κε βάξε .Έζησ, επίζεο, όηη ν G είλαη ζπλεθηηθόο. Σόηε, έλα 

επηθαιύπηνλ δέληξν Σ ηνπ G, γηα ην νπνίν ην βάξνο σ(Σ) είλαη ην κηθξόηεξν κεηαμύ 

όισλ ησλ επηθαιππηόλησλ δέληξσλ ηνπ G, θαιείηαη ειάρηζην επηθαιύπηνλ 

δέληξν(minimal spanning tree) ηνπ G. 
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3.4 Αιγόξηζκνο Kruskal 

 

 

 Ο αιγόξηζκνο ηνπ Kruskal επεμεξγάδεηαη κηα πξνο κηα ηηο αθκέο ηνπ γξάθνπ 

θαηά αύμνπζα ηηκή βάξνπο θαη ηηο πξνζζέηεη κόλν εθόζνλ δε δεκηνπξγείηαη θύθινο. 

Οη επηιεγκέλεο αθκέο ζρεκαηίδνπλ έλα δάζνο (έλα ζύλνιν δέληξσλ). Ξεθηλά από V 

ζηνηρεηώδε δέληξα, ηα νπνία κε ηηο δηαδνρηθέο πξνζαξηήζεηο αθκώλ ελνπνηνύληαη 

ζην ηειηθό MST. ΢ρεηηθά κε ηελ νξζόηεηα έρνπκε: 

 

 ΢ε θάζε βήκα, έζησ e=(a,b) ε αθκή πνπ επηιέγεηαη, a<b 

 V1= όιεο νη γεηηνληθέο, κέζσ αθκώλ δέληξσλ, ηεο a θνξπθέο 

 V2= V-V1 

 

Αλαιπηηθά θαίλνληαη ηα παξαθάησ βήκαηα, 

 

(1)   Αξρηθά ην Σ είλαη άδεην.  

(2)   Δπεμεξγαδόκαζηε κηα-κηα ηηο αθκέο κε ζε αύμνπζα ζεηξά βάξνπο 

(3)   Ζ e έρεη ην ειάρηζην βάξνο από απηέο πνπ δελ έρνπκε κέρξη ζηηγκήο 

επεμεξγαζζεί 

(4)   Διέγρνπκε αλ ε εηζαγσγή ηεο e ζην Σ δελ πξνθαιεί θύθιν.  

(5)   Αλ ε απάληεζε είλαη ζεηηθή, πξνζζέηνπκε ηελ e ζην Σ, δει. Σ: = Σ - {e}.  

 

 

 

 

 

Σχ. 16 Δένηρο - Παράδειγμα  MST 

 

 

 

 

΢ρεηηθά κε ην παξαπάλσ παξάδεηγκα (ζρ.16) έρνπκε ηνλ εμήο πίλαθα βεκάησλ. 
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Αξρηθή Καηάζηαζε    

Μεηά από επηινγή ηεο πξώηεο αθκήο 

(Β,Δ) 

    

   

Μεηά από επηινγή ηεο δεύηεξεο αθκήο 

(Γ,Δ) 

 

   

Μεηά από επηινγή ηεο ηξίηεο αθκήο (Β,Ε) 

 

   

Μεηά από επηινγή ηεο ηέηαξηεο αθκήο 

(Β,Γ) 

 

   

Μεηά από επηινγή ηεο πέκπηεο αθκήο 

(Α,Β,) 

 

   

 

 

Πιν. 1 Βήμαηα ζηο παράδειγμα (ζτ.16) MST 
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Αθνινπζεί ν ςεπδνθώδηθαο ηνπ αιγόξηζκνπ Kruskal   

 

 

 Μηα νπξά 

πξνηεξαηόηεηαο 

απνζεθεύεη ηηο αθκέο 

έμσ  

       από ην ζύλλεθν 

 Key: βάξνο 

 Element: αθκή 

 

 ΢ην ηέινο ηνπ 

αιγόξηζκνπ 

 Μέλνπκε κε έλα 

ζύλλεθν πνπ 

πεξηγξάθεη ην 

MST 

 Έλα δέληξν T ην 

νπνίν είλαη ην 

MST 

 

 

Algorithm KruskalMST(G) 

    for each vertex V in G do 

          define a Cloud(v) of  {v} 

    let Q be a priority queue. 

    Insert all edges into Q using their weights as the 

key 

    T  ∅ 

    while T has fewer than n -1 edges do 

    edge e = T.removeMin() 

    Let u, v be the endpoints of e 

    if Cloud(v) ≠ Cloud(u) then 

        Add edge e to T 

        Merge Cloud(v) and Cloud(u) 

    return T  

 

Παξαθάησ παξαζέηνπκε έλα θνηλό πξόβιεκα ηειεθσληθώλ ζπλδέζεσλ ζην νπνίν 

βξίζθεη εθαξκνγή ν αιγόξηζκνο  Kruskal . 

 

 

 

Πξόβιεκα θαη αξρηθή 

θαηάζηαζε  
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Αθηηληθή ζύλδεζε  

 

 

Βέιηηζηε πξνζέγγηζε 

 

 

 

Πιν. 3 Πρόβλημα ηηλεθωνικών ζσνδέζεων 

 

 

3.5 Ο αιγόξηζκνο ηνπ PRIM.  

 

 

 Έλα εθηεηακέλν δέληξν ζ‟ έλα γξάθν είλαη έλαο ππνγξάθνο πνπ επεθηείλεηαη 

ζ‟ όινπο ηνπο θόκβνπο θαη δελ έρεη θύθινπο (loops). Σν ειάρηζην εθηεηακέλν δέληξν 

είλαη ην εθηεηακέλν δέληξν κε ην ειάρηζην άζξνηζκα ησλ κεθώλ ησλ ζπλδέζεσλ.  

 

 Πεξηγξάθνληαο ηα βήκαηα ηνπ αιγόξηζκνπ ζα ιέγακε όηη απμάλεη ζπλερώο ην 

κέγεζνο ηνπ δέληξνπ, ην έλα άθξν θάζε θνξά, μεθηλώληαο κε έλα δέληξν πνπ 

απνηειείηαη από κία κόλν θνξπθή κέρξη λα θαιύπηεη όιεο ηηο θνξπθέο. Αθνινπζεί 

αλαιπηηθό γξαθηθό παξάδεηγκα: 
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Παξάδεηγκα. 

 

Δηθόλεο Πεξηγξαθή 

 

Έζησ ν αξρηθόο δπγηζκέλνο γξάθνο ηεο δηπιαλήο 

εηθόλαο. Οη αξηζκνί πάλσ από ηηο αθκέο 

ππνδεηθλύνπλ ην βάξνο ηνπο .  

 

Ζ θνξπθή  D έρεη επηιεγεί ηπραία ζαλ αξρηθό ζεκείν. 

Οη θνξπθέο A, B, E θαη F είλαη ζπλδεδεκέλεο κε ηελ 

D . Ζ θνξπθή A είλαη ε θνληηλόηεξε ζηελ  D θαη ζα  

επηιεγεί ζαλ ηε δεύηεξε θνξπθή ηεο δηαπέξαζεο . 

 

Ζ επνκέλε θνξπθή γηα επηινγή ζα είλαη είηε ε 

θνληηλόηεξε ζηελ θνξπθή D είηε ζηελ A. Ζ θνξπθή B 

απέρεη  9 από ηελ  D θαη 7 από ηελ A, ελώ ε E 

απέρεη 15 από ηελ  D θαη ε F απέρεη 6. ΢πλεπώο, ζα 

επηιέμνπκε ηελ F, αθνύ είλαη απηή πνπ απέρεη 

ιηγόηεξν. 

 

Ο αιγόξηζκνο ζπλερίδεηαη κε ηελ ίδηα ινγηθή. Έηζη, ε 

θνξπθή  B, ε νπνία απέρεη 7 από ηελ A, επηιέγεηαη . 
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΢ην ζπγθεθξηκέλν βήκα κπνξνύκε λα δηαιέμνπκε 

κεηαμύ ησλ θνξπθώλ C, E, θαη G. Ζ θνξπθή C 

απέρεη 8 από ηελ B, ε θνξπθή E 7 από ηελ B, θαη ε 

G  11 από ηελ F. Ζ θνξπθή E είλαη απηή πνπ απέρεη 

ιηγόηεξν, ζπλεπώο ηελ επηιέγνπκε. 

 

΢ε απηό ην βήκα νη κνλαδηθέο θνξπθέο πνπ 

κπνξνύλ λα επηιεγνύλ είλαη ε C θαη ε G. Ζ C απέρεη 

5 από ηελ E, ελώ ε G απέρεη 9 από ηελ E. 

΢πλεπώο, επηιέγνπκε ηελ  C . 

 

Ζ κνλαδηθή θνξπθή πνπ απνκέλεη είλαη ε G .Απέρεη  

11 από ηελ F θαη 9 από ηελ E. Αθνύ είλαη πην θνληά 

ζηελ E , επηιέγνπκε ην ηόμν EG. 

 

Σέινο, έρνπλ επηιεγεί όιεο νη θνξπθέο ζπλεπώο 

έρνπκε βξεη ην ειάρηζην δεπγλύνλ δέληξν (minimum 

spanning tree) πνπ είλαη ε πξάζηλε δηαδξνκή θαη 

έρεη βάξνο 39. 
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Αθνινύζσο ζα παξνπζηάζνπκε ην ςεπδνθώδηθα ηνπ αιγόξηζκνπ Prim. 

 

 

Prim(graph G)  

{  

int C[n]=∞, P[n];  

int S[n]=0;  

δηάιεμε ηπραία θνξπθή v;  

S[v] = 1;  

Tree = {};  

for (i=1; i<|V|; i++)  

{  

γηα θάζε w γείηνλα ηνπ v  

if (d(v,w) < C[w])  

P[w] = v; C[w] = d(v,w);  

v = minVertex (S, C);  

S[v]=1;  

Tree = Tree _ {(P[v],v)};  

}  

}  

minVertex(int S[], int C[])  

{  

επίζηξεςε ηελ θνξπθή j γηα ηελ νπνία S[j] = 0 θαη γηα θάζε θνξπθή k,  

if S[k]=0 then C[j] <= C[k] } 

 

3.6 Σύγθξηζε αιγνξίζκνπ Prim θαη Kruskal . 

 

 

 Θα πξέπεη λα αλαθέξνπκε όηη νη αιγόξηζκνη Prim θαη Kruskal δελ είλαη 

απαξαίηεην λα παξάγνπλ ην ίδην ειάρηζην δεπγλύνλ δέληξν. 

Γηα παξάδεηγκα ζηνλ γξάθν: 
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 Ο αιγόξηζκνο ηνπ Kruskal έρεη σο απνηέιεζκα ην παξαθάησ ειάρηζην 

δεπγλύνλ δέληξν: 

 

 

 

 

 

 

 

 Σν ίδην απνηέιεζκα ζα παξάγεη θαη ν αιγόξηζκνο Prim αλ μεθηλήζνπκε από 

ηηο θνξπθέο Α,Β ή D. Αλ, όκσο, μεθηλήζνπκε από ηελ θνξπθή C, ηόηε ην ειάρηζην 

δεπγλύνλ δέληξν ζα είλαη:  

 

 

 

 

 

 

 Παξά ην γεγνλόο όηη θαη νη δύν αιγόξηζκνη δίλνπλ ιύζεηο ζην πξόβιεκα 

ειαρίζηνπ δέληξνπ, παξαηεξνύκε όηη ν αιγόξηζκνο Prim είλαη ζπγθξηηηθά πην 

γξήγνξνο ελώ ν αιγόξηζκνο Kruskal είλαη επθνιόηεξνο ζηελ πινπνίεζε ηνπ κέζσ 

θώδηθα. 
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3.7 Ο αιγόξηζκνο dijkstra. 

 

 

 O αιγόξηζκνο dijkstra είλαη ηδηαίηεξα δεκνθηιήο ζηελ εύξεζε ηνπ ειάρηζηνπ 

κνλνπαηηνύ ζε έλα θαηεπζπλόκελν γξάθεκα. 

 

Βαζηθή ηδέα:  

 

 Αξρηθά βξίζθνπκε ηνλ θόκβν Κ πνπ ζπλδέεηαη κε ηνλ 1 κε ην κηθξόηεξν κήθνο 

ζύλδεζεο. ΢ηε ζπλέρεηα, ν ζπληνκόηεξνο δξόκνο ζα πεξηιακβάλεη είηε έλαλ άιιν 

θόκβν Κ‟ πνπ ζπλδέεηαη κε ηνλ 1 είηε έλαλ άιινλ θόκβν Κ‟‟ πνπ ζπλδέεηαη κε ην Κ‟, 

αλαιόγσο ηνπ πνην από ηα δπν είλαη κηθξόηεξν: d(K,K‟) ή d(K,K‟) + d(K‟,K‟‟). 

΢πλερίδνπκε κέρξη λα θηάζνπκε ζηνλ ηειηθό θόκβν ηνπ γξαθήκαηνο.  

΢πκβνιίδνπκε κε dij ην κήθνο ηεο ζύλδεζεο ησλ i θαη j (όπνπ ππνζέηνπκε όηη dij = ∞, 

αλ νη i θαη j δελ ζπλδένληαη). 

 

Αλαιπηηθά ε βαζηθή ηδέα ηνπ αιγνξίζκνπ εκθαλίδεηαη : 

 

 

Αξρηθά:  P = {1}, D1 = 0, Dj = dj1, j ≠ 1. 

 

Βήκα 1:  Βξείηε i ∉ P ηέηνην ώζηε Di = minj ∉ PDj. 

Θέζαηε P := P ∩ {i}. Αλ Ρ = S, ηεξκαηίζηε. 

 

Βήκα 2: Γηα θάζε j ∉ P, ζέζαηε Dj = min[Dj, dji + Di]. 

Πάηε ζην βήκα 1. 
 

 

 

 

Σχ. 17 

 

 

Αθνινπζεί  έλα παξάδεηγκα εθαξκνγήο ηνπ Αιγόξηζκνπ Dijkstra βαζηζκέλν ζην 

ζρ.17 :  
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Ξεθηλάκε ηπραία κε ηελ Α θνξπθή.  

 

ΑΒ=2, ΑD=6, AC=∞, AE= ∞, AF=∞  

 

Παίξλνπκε ηελ ΑΒ απόζηαζε γηαηί είλαη ε κηθξόηεξε. Δπνκέλσο, ηε θνξπθή Β.  

 

ΒC=6, ΒΔ=∞, ΒD=3, ΒF=∞. Δπνκέλσο, παίξλνπκε ηε θνξπθή D.  

 

DE=8, DC=2, DF=∞. Δπνκέλσο, παίξλνπκε ηε θνξπθή C.  

 

CE=1, CF=8. Δπνκέλσο, παίξλνπκε ηελ Δ. Καη ηειεπηαία είλαη ε F.  

 

Δπνκέλσο, ην κνλνπάηη καο είλαη: ¨ΑΒDCF¨.  

 

3.8 Ο αιγόξηζκνο FORD.  

 

 

 Ο αιγόξηζκνο FORD είλαη έλαο αιγόξηζκνο εύξεζεο ζπληνκόηεξνπ 

κνλνπαηηνύ ζε έλα γξάθν.  

 

Λεηηνπξγία ηνπ αιγόξηζκνπ FORD:  

 

 Γίλεηαη ζε θάζε θόκβν κία ηηκή ι ε νπνία είλαη κεδεληθή γηα ηνλ πξώην θόκβν 

θαη ίζε κε ∞ γηα ηνπο ππόινηπνπο.  

Τπνινγίδνληαη νη δηαθνξέο ησλ ηηκώλ ι κεηαμύ δύν θόκβσλ i,j αλ ιj-ιi κεγαιύηεξν 

από ην βάξνο ηνπ ηόμνπ i,j ηόηε ην ιj γίλεηαη ίζν κε ην άζξνηζκα ησλ ιi θαη ηνπ ηόμνπ 

ησλ δύν θόκβσλ.  

 

΢ε πεξίπησζε πνπ δελ ππάξρεη ηόμν i-j ηόηε ην ηόμν i,j γίλεηαη ίζν κε ∞.  

 

Ο αιγόξηζκνο ηεξκαηίδεηαη όηαλ δελ κπνξεί λα κεηαβιεζεί άιιν ην ιi. 
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3.9 Δθαξκνγέο γξαθεκάησλ 

 

 

 Ζ εύξεζε ηνπ πιήζνπο ησλ κνλνπαηηώλ κεηαμύ δύν θνξπθώλ θαη ην θόζηνο 

επηθνηλσλίαο είλαη δύν από ηα πξνβιήκαηα ησλ γξαθεκάησλ πνπ παξνπζηάδνπλ ην 

κεγαιύηεξν ελδηαθέξνλ. Σα γξαθήκαηα έρνπλ πνιιέο εθαξκνγέο όπσο γηα 

παξάδεηγκα ζηα δίθηπα. ΢ηελ πεξίπησζε, παξαδείγκαηνο ράξε, θαηά ηελ νπνία ζα 

ζέιακε λα δνθηκάζνπκε όιεο ηηο πηζαλόηεηεο, ρσξίο όκσο λα ρξεζηκνπνηήζνπκε ηελ 

πξνηεηλόκελε κεζνδνινγία γηα έλα γξάθν πνπ απεηθνλίδεη έλα ζύζηεκα επηθνηλσληώλ 

κε n=75 θνξπθέο, ηόηε ν αξηζκόο ησλ ST είλαη nn-2 ,δειαδή 

 

7576562804644601479086318651590413464814067\ 

83308840339247043281018024279971356804708193\ 

5219466686248779296875 

 

 

 Σν δεπγλύνλ δέληξν (Spanning Σree) ζρεδηάζηεθε γηα ηε ιύζε ησλ 

πξνβιεκάησλ ηεο ζπκθόξεζεο πνπ δεκηνπξγείηαη, γηα παξάδεηγκα, από ηε ζύλδεζε 

ηνπηθώλ δηθηύσλ (LANs) κε ππεξάξηζκεο γέθπξεο (bridges) κεηαθνξάο. Ο ππξήλαο 

ηνπ πξνβιήκαηνο είλαη ε πνηόηεηα πνπ έρνπλ απηέο νη γέθπξεο. Με ην δεπγλύνλ 

δέληξν ιύλνπκε αληίζηνηρα πξνβιήκαηα κεηαθηλώληαο (ή θόβνληαο) όια ηα πεξηηηά 

κνλνπάηηα. Καη‟ απηόλ  ηνλ ηξόπν, κεηώλεηαη ε ηνπνινγία ηεο δνκήο ηνπ δέληξνπ ζηα 

ζεκεία πνπ εγγπείηαη πιήξε ζύλδεζε. Ο αιγόξηζκνο ην επηηπγράλεη απηό επηιέγνληαο 

κηα θπξίσο γέθπξα θαη αλαγθάδνληαο θάζε άιιε γέθπξα ζηελ ηνπνινγία απηή λα 

επηιέγεη κία ζύξα ε νπνία ζα ηελ ζπλδέεη κε ην ιηγόηεξν θόζηνο ζηελ θπξίσο γέθπξα. 

 

3.10 Εεπγλύνληα δέληξα εμαλαγθαζκέλεο δηακέηξνπ (Diameter-

Constrained Minimum Spanning Tree – DCMST)  

 

 

 Σν πξόβιεκα DCMST κπνξεί λα ηεζεί σο αθνινύζσο: κε δεδνκέλν έλα κε 

θαηεπζπλόκελν γξάθν G, ζηνλ νπνίν γλσξίδνπκε ην βάξνο ησλ αθκώλ θαη έλα 

αθέξαην, ηνλ k, αλαδεηνύκε έλα δεπγλύνλ δέληξν (spanning tree), κε ην κηθξόηεξν 

βάξνο κεηαμύ όισλ ησλ δεπγλπόλησλ δέληξσλ, ην νπνίν λα κε πεξηέρεη κνλνπάηη κε 

πεξηζζόηεξεο από k αθκέο. Σν κήθνο ηνπ κεγαιύηεξνπ κνλνπαηηνύ ζην δέληξν 

νλνκάδεηαη δηάκεηξνο ηνπ δέληξνπ.  
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 Απνδεηθλύεηαη όηη γηα έλα γξάθν G κε n θόκβνπο ην πξόβιεκα DCMST 

κπνξεί λα ιπζεί ζε πνιπσλπκηθό ρξόλν γηα ηηο εμήο εηδηθέο πεξηπηώζεηο: γηα k=2, 

k=3, k=(n-1) ή όηαλ ηα βάξε όισλ ησλ αθκώλ ηνπ είλαη ηα ίδηα. Σν πξόβιεκα DCMST 

έρεη εθαξκνγέο ζε πνιιά πεδία, όπσο ζηα θαηαλεκεκέλα ζπζηήκαηα, ζηα δίθηπα 

νπηηθώλ επηθνηλσληώλ θαη ζηελ ζπκπίεζε γηα ηελ αλάθηεζε πιεξνθνξηώλ. ΢ηα 

θαηαλεκεκέλα ζπζηήκαηα, όπνπ γίλεηαη αληαιιαγή κελπκάησλ κεηαμύ 

επεμεξγαζηώλ, θάπνηνη αιγόξηζκνη ρξεζηκνπνηνύλ ηελ κέζνδν DCMST γηα ηνλ 

πεξηνξηζκό ηνπ αξηζκνύ ησλ κελπκάησλ θαη ηελ ειαρηζηνπνίεζε ηνπ θόζηνπο ηνπ 

δηθηύνπ. Ζ κέζνδνο DCMST είλαη, επίζεο, ρξήζηκε γηα ηελ αλάθηεζε πιεξνθνξηώλ 

όηαλ ρξεζηκνπνηνύληαη κεγάιεο δνκέο δεδνκέλσλ, νη νπνίεο ιέγνληαη bitmaps, ζηελ 

ζπκπίεζε κεγάισλ αξρείσλ. Ζ κέζνδνο βξίζθεη επίζεο εθαξκνγή ζηα δίθηπα 

νπηηθώλ επηθνηλσληώλ, όπνπ είλαη επηζπκεηό λα ρξεζηκνπνηήζνπκε έλα δεπγλύνλ 

δέληξν κηθξήο δηακέηξνπ γηα θάζε εθπνκπή πξνο πνιινύο απνδέθηεο, πξνθεηκέλνπ 

λα ειαρηζηνπνηήζνπκε ηηο παξεκβνιέο ζην δίθηπν.  

 

 

 ΢ηελ βηβιηνγξαθία αλαθέξνληαη αιγόξηζκνη γηα επίιπζε ηνπ πξνβιήκαηνο 

DCMST (π.ρ. Achuthan, et al, 1994, “Computational methods for the diameter 

restricted minimum weight spanning tree problem”, Australas. J. Combin., 10, 51-71), 

νη νπνίνη πάλησο δελ είλαη πξαθηηθνί ζηελ πεξίπησζε γξάθσλ κε ρηιηάδεο θόκβνπο. 

Τπάξρεη, επίζεο, ζεκαληηθή βηβιηνγξαθία, ε νπνία αθνξά ηελ δηάκεηξν ελόο 

ηπρόληνο δέληξνπ. Έρεη απνδεηρηεί (Szekers, 1983, “Distribution of labeled trees by 

diameter”, Lecture Notes in Math., 1036, 392-397) όηη γηα έλα ηπραίν δέληξν κε n 

αξηζκεκέλεο θνξπθέο (labeled-tree) θαη θαζώο ην n ηείλεη ζην άπεηξν, ε αλακελνκέλε 

ηηκή ηεο δηακέηξνπ είλαη 3.342171n1/2, ε δε δηάκεηξνο κε ηελ κέγηζηε πηζαλόηεηα έρεη 

ηηκή 3.2015131n1/2. 

 

 

3.11 Αλακελόκελε ηηκή  ηεο δηακέηξνπ ελόο MST  

 

 

 ΢ε έλα πιήξε γξάθν κε ηπραία βάξε αθκώλ, θάζε δεπγλύνλ δέληξν (ST) είλαη 

εμ ίζνπ πηζαλό λα απνηειεί ειάρηζην δεπγλύνλ δέληξν (ΜST). Έηζη, ππάξρεη 

αληηζηνίρηζε έλα πξνο έλα κεηαμύ ηνπ ζπλόινπ ησλ πηζαλώλ MST ελόο πιήξνπο 

γξάθνπ n θνξπθώλ κε ηπραία βάξε αθκώλ θαη ηνπ ζπλόινπ ησλ nn-2  δέληξσλ 

αξηζκεκέλσλ θνξπθώλ κε n θόκβνπο. Μεηά από ηα παξαπάλσ, θαηαιαβαίλνπκε όηη 

ε ζπκπεξηθνξά ηεο δηακέηξνπ ηνπ MST ζε έλα πιήξε γξάθν κε ηπραία βάξε αθκώλ 

κπνξεί λα κειεηεζεί ρξεζηκνπνηώληαο ηπραία δέληξα αξηζκεκέλσλ θνξπθώλ ρσξίο 

βάξε αθκώλ.  
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(1) 

 

όπνπ      1≤h≤(n-2), 0≤ mi≤(n-1), 1≤ i≤h θαη tn(1) = 00 = 1 

 

 

Δίλαη πξνθαλέο όηη tn (h) = nn-2 γηα h ≥ n-1. ΢ηε ζπλέρεηα, νη ηηκέο ηνπ tn(h) 

αληηθαζίζηαληαη ζηελ αθόινπζε έθθξαζε: 

 

    

(2)
 

 

Σώξα, ην πιήζνο ησλ δέληξσλ αξηζκεκέλσλ θνξπθώλ κε n θόκβνπο θαη ύςνο 

αθξηβώο ίζν κε h δίλεηαη από ηνλ ηύπν (3): 

 

 

(3)

 

 

Ο αξηζκόο Dd(x) ησλ δέληξσλ κε δηάκεηξν d δίλεηαη γηα ηηο πεξηηηέο θαη ηηο άξηηεο 

ηηκέο ηνπ d από ηνπο παξαθάησ ηύπνπο: 

 

 

  

(4)  
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Μεηά ηα παξαπάλσ, ππνινγίδνπκε ηνλ αξηζκό δn(d) ησλ δέληξσλ αξηζκεκέλσλ 

θνξπθώλ κε n θόκβνπο θαη δηάκεηξν d, ζπγθξίλνληαο όξνπο από ηηο εμηζώζεηο (4) θαη 

(5) κε ηελ αθόινπζε εμίζσζε:      

 

 

 

 

Σειηθά, ην , ην νπνίν εθθξάδεη ηελ αλακελνκέλε ηηκή ηεο δηακέηξνπ γηα έλα δέληξν 

αξηζκεκέλσλ θνξπθώλ κε n θόκβνπο, δίλεηαη από ηελ παξαθάησ ζρέζε: 

 

 

 

                      

 

Παξαηεξνύκε από ηα παξαπάλσ, όηη ε εμίζσζε (1) ρξεηάδεηαη ηνλ ππνινγηζκό θαη 

ηελ πξόζζεζε (n + h – 2)!/(n – 1)! (h – 1)! όξσλ γηα θάπνηεο δεδνκέλεο ηηκέο ησλ n 

θαη h. Ο ππνινγηζκόο απηόο είλαη πνιύ ρξνλνβόξνο θαη πεξίπινθνο, γεγνλόο πνπ 

θάλεη ηελ κέζνδν πνιύ αξγή, θπξίσο όηαλ θάπνηνο πξέπεη λα ππνινγίζεη ηελ αθξηβή 

κέζε δηάκεηξν γηα γξάθνπο κε ρηιηάδεο θόκβνπο .           
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Κεθάιαην 4 

 

Κώδηθαο 

 

4.1 Αλαπηπρζέληεο αιγόξηζκνη – Γεληθά ζηνηρεία 

 

  

 ΢ηελ εξγαζία πνπ αθνινπζεί αλαπηύρζεθαλ αιγόξηζκνη ρεηξηζκνύ γξάθσλ 

ζηελ γιώζζα πξνγξακκαηηζκνύ C. Δμεηάζηεθαλ γξάθνη κε 4, 5 θαη 6 θόκβνπο. Ζ 

εμέηαζε πεξηζζνηέξσλ θόκβσλ είλαη πξνθαλώο δπλαηή κε ηε ρξήζε ησλ 

αλαπηπρζέλησλ αιγνξίζκσλ θαη ηελ ηξνπνπνίεζε ζε θάπνηα από ηα ζεκεία ηνπο. 

Δθαξκόζηεθε ν παξαπάλσ ηύπνο 7 θαη κεηξήζεθαλ ηα δέληξα κε δηακέηξνπο 2 θαη 3, 

ν αξηζκόο ησλ νπνίσλ πξνέθπςε από ην πξόγξακκα θαη ηνπο αιγνξίζκνπο πνπ 

αλαπηύμακε.  

 

 ΢ε θάζε πεξίπησζε ε ηηκή ηεο δηακέηξνπ ησλ δέληξσλ βξέζεθε ίζε πξνο 

3.25. ΢ύκθσλα κε όζα πξναλαθέξζεθαλ, ε ηηκή απηή αλακέλεηαη λα είλαη πεξίπνπ 

ίζε πξνο 6.67, όκσο ε ζηαζεξνπνίεζε ζηελ ηηκή απηή παξνπζηάδεηαη ζε γξάθνπο κε 

πνιύ κεγάιν αξηζκό θόκβσλ, όπσο γηα παξάδεηγκα γηα αξηζκό θόκβσλ κεγαιύηεξν 

από 1100 [27]. ΢ε κηθξόηεξνπο αξηζκνύο θόκβσλ, μεθηλώληαο κάιηζηα από ηνπο 50, ε 

αλακελνκέλε ηηκή ηεο δηακέηξνπ εκθαλίδεη δηαθπκάλζεηο θαη απόθιηζε κεγαιύηεξε 

από 30% (ζηνπο 50 θόκβνπο) από ηελ πην πάλσ αλαθεξνκέλε ηηκή, όπσο θαίλεηαη 

θαη από ην πην θάησ πίλαθα :  
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Πιν. 1 Γιάμεηρος Γένηρων 
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4.2 Σρόιηα θώδηθα 

 

4.2.1 Σρόιην 1  

 

 

 Ζ πεξηγξαθή ελόο γξάθνπ γίλεηαη αθνινπζώληαο ηε κέζνδν ηνπ πίλαθα 

γεηηνληθώλ θνξπθώλ. Όπσο πξναλαθέξακε, ε κειέηε ησλ γξάθσλ είλαη ηζνδύλακε 

κε ηελ κειέηε δέληξσλ αξηζκεκέλσλ θνξπθώλ ρσξίο βάξε αθκώλ. Έηζη, έλαο 

γξάθνο Ν θνξπθώλ παξηζηάλεηαη κε ηελ ρξήζε ελόο ηεηξαγσληθνύ πίλαθα αθεξαίσλ 

Ν x Ν. ΢ηνλ θώδηθα πνπ αθνινπζεί είλαη ν πίλαθαο tree.  

 

 Ο tree αξρηθά έρεη παληνύ ηηκή 0. Πξνθεηκέλνπ, όκσο, λα πεξηγξάςεη έλα 

δέληξν, πξέπεη λα πεξηέρεη θαηάιιειν αξηζκό 1 θαη κάιηζηα ζε ηέηνηεο ζέζεηο, ώζηε 

λα κε ζρεκαηίδνληαη θύθινη ζηνλ γξάθν καο, αθνύ έλα δέληξν είλαη εμ νξηζκνύ κε 

θπθιηθόο γξάθνο. Δάλ ε ρξήζε ηνπ πίλαθα ήηαλ γηα ηελ πεξηγξαθή ελόο γξάθνπ, ηόηε 

ν κέγηζηνο δπλαηόο αξηζκόο ησλ “1” ζηνλ πίλαθα ζα ήηαλ Ν(Ν-1)/2, αθνύ απηόο είλαη 

θαη ν κέγηζηνο αξηζκόο αθκώλ γηα έλα κε θαηεπζπλόκελν γξάθν κε Ν θνξπθέο.  

 

 Γηα παξάδεηγκα, έζησ όηη δηαζέηνπκε έλα γξάθν 5 θνξπθώλ  όπνπ ν πίλαθα 

ζην (ζρ.18) παξηζηάλεη ην δηπιαλό ηνπ δέληξν θαη ν πίλαθαο είλαη πξνθαλώο 

ζπκκεηξηθόο.  

 

         

 1 2 3 4 5 

1 0 1 1 1 0 

2 1 0 0 0 0 

3 1 0 0 0 0 

4 1 0 0 0 1 

5 0 0 0 1 0 

 

 

      

 

 

Σρ. 18 Παξάδεηγκα πίλαθα - δέληξνπ 

 

Με ηνλ πίλαθα tree ζρεηίδνληαη νη ζπλαξηήζεηο:  

 

 tree_init( ) : ζέηεη ηηκή κεδέλ ζε όιεο ηηο ζέζεηο ηνπ πίλαθα tree.  

 tree_display( ) : εκθαλίδεη ζηελ νζόλε ηα πεξηερόκελα ηνπ πίλαθα 

tree.  

 

 



ΜΔΣΑΠΣΤΥΙΑΚΗ ΓΙΑΣΡΙΒΗ  ΚΩΝ΢ΣΑΝΣΙΝΟ΢ Α. Σ΢ΙΣ΢ΙΡΙΓΚΟ΢     ΚΒΦΒΦΒΚΩΝ΢ΣΑΝΣΙΝΟ΢ 

 

Μελέηη αλγορίθμων εύρεζης ελατίζηων ζεσγνσόνηων δένηρων                                                 ΢ελίδα | 42  

 

4.2.2 Σρόιην 2 

 

 Σν πξόγξακκα αξρηθά δεκηνπξγεί γξάθνπο. Κάζε γξάθνο παξηζηάλεηαη κε 

ηνλ πίλαθα γεηηνληθώλ θνξπθώλ tree. Ζ δεκηνπξγία ησλ γξάθσλ γίλεηαη κε ηελ 

ηνπνζέηεζε ζηνλ πίλαθα όισλ ησλ δπλαηώλ ζπλδπαζκώλ “0” θαη “1”, από ηνπο 

νπνίνπο ζα απνθιεηζηνύλ ηειηθά νη κε έγθπξνη. Λακβάλνληαο ππόςε θαη ηε 

ζπκκεηξηθόηεηα ηνπ πίλαθα tree, νη δπλαηνί ζπλδπαζκνί αλάινγα κε ην κέγεζνο ηνπ 

πίλαθα είλαη:  

 

Από 0 έσο 3F γηα πίλαθα 4x4 

Από 0 έσο 3FF γηα πίλαθα 5x5 

Από 0 έσο 7FFF γηα πίλαθα 6x6 

Από 0 έσο 1FFFFF γηα πίλαθα 7x7 

Από 0 έσο FFFFFFF γηα πίλαθα 8x8 

 

Ζ ζπλάξηεζε hex_to_bin( ) κεηαηξέπεη ζε δπαδηθό ηνλ δεθαεμαδηθό αξηζκό πνπ καο 

δείρλεη ηνλ ζπλδπαζκό “0” θαη “1” ηνλ νπνίν ζα θαηαρσξήζνπκε ζηνλ πίλαθα tree. Σν 

απνηέιεζκα θαηαρσξείηαη ζε έλα κνλνδηάζηαην πίλαθα αθεξαίσλ Ν*(Ν-1)/2 ζέζεσλ 

πνπ ιέγεηαη mono, κε ηνλ νπνίν ζρεηίδνληαη νη ζπλαξηήζεηο:  

 

 init_mono( ) : ζέηεη ηηκή κεδέλ ζε όιεο ηηο ζέζεηο ηνπ πίλαθα mono.  

 mono_display( ) : εκθαλίδεη ζηελ νζόλε ηα πεξηερόκελα ηνπ πίλαθα 

mono.  

 

Ζ ζπλάξηεζε mono_to_square( ) ηνπνζεηεί ηνλ δπαδηθό αξηζκό πνπ ππάξρεη ζηνλ 

πίλαθα mono ζηηο ζέζεηο ηνπ πίλαθα tree νινθιεξώλνληαο ηελ θαη‟ αξρήλ νξγάλσζε 

ηνπ ηεηξαγσληθνύ πίλαθα.  

 

4.2.3 Σρόιην 3 

 

 

 ΢ην πξόγξακκα ρξεζηκνπνηείηαη έλαο πίλαθαο δύν δηαζηάζεσλ, ν path. Γηα 

έλα γξάθν Ν θόκβσλ, ν πίλαθαο path έρεη Ν(Ν-1)/2 γξακκέο θαη 3 ζηήιεο. Απηόο ν 

πίλαθαο «κνλνπαηηώλ» ρξεζηκνπνηείηαη, όπσο ζα θαλεί παξαθάησ, γηα λα δείμεη ζε 

θάζε ζηηγκή ηηο ζέζεηο ηνπ πίλαθα tree ζηηο νπνίεο ππάξρνπλ ήδε “1”. Σν ηκήκα ηνπ 

tree, πνπ εμεηάδεηαη, είλαη ην πάλσ από ηελ θύξηα δηαγώλην. Με ηελ ρξήζε ηνπ path 

γίλεηαη δπλαηό θάζε θαηλνύξγηνο θόκβνο λα ζπλδεζεί ζηνλ ήδε ππάξρνληα γξάθν ζε 

ηέηνηα ζέζε, ώζηε λα κε θιείλεη θύθινο. Τπελζπκίδνπκε όηη νη γξάθνη καο 

ζρεκαηίδνληαη από όινπο ηνπο έγθπξνπο δπλαηνύο ζπλδπαζκνύο, άξα θαηά ηε 

δεκηνπξγία πξέπεη λα απνθιείνληαη νη κε έγθπξνη.  
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 Οη δύν πξώηεο ζηήιεο ηνπ path πεξηέρνπλ ηελ γξακκή θαη ηελ ζηήιε ηνπ 

πίλαθα tree, ζηηο νπνίεο ππάξρεη “1”. ΢ηελ ηξίηε ζηήιε ηνπ path γξάθεηαη ην πιήζνο 

ησλ εκθαλίζεσλ θάζε γξακκήο ζηνλ path. Ο ιόγνο απηήο ηεο αλαγξαθήο ζα θαλεί 

ζηε ζπλέρεηα. Σν πιήζνο ησλ εκθαλίζεσλ θάζε γξακκήο ζηνλ path γξάθεηαη ζηελ 

ηξίηε ζηήιε, κόλν όκσο γηα ηελ πξώηε εκθάληζε ηεο γξακκήο.  

 

 Έηζη, γηα παξάδεηγκα, ν πίλαθαο path πνπ αληηζηνηρεί ζηνλ πίλαθα tree ηνπ 

(ζρ. 18) είλαη ν πίλαθαο ηνπ ζρ. 19α, από ηνλ νπνίν καο «ρξεηάδνληαη», είλαη δειαδή 

εθκεηαιιεύζηκεο νη 4 πξώηεο γξακκέο:  

 

         

1 2 3 

1 3 0 

1 4 0 

4 5 1 

0 0 6 

0 0 0 

0 0 0 

0 0 0 

0 0 0 

0 0 0 
 

     

5 4 1 

4 1 1 

3 1 1 

2 1 1 

0 0 6 

0 0 0 

0 0 0 

0 0 0 

0 0 0 

0 0 0 
 

 

Σχ. 19α Παράδειγμα πίνακα path 

 

Σχ. 19β Παράδειγμα πίνακας pathrev 

 

 ΢ην πξόγξακκα ρξεζηκνπνηείηαη, επίζεο, έλαο πίλαθαο δύν δηαζηάζεσλ, ν 

pathrev. Ο πίλαθαο απηόο είλαη αληίζηνηρνο ηνπ path, αιιά γηα ην θάησ από ηελ 

δηαγώλην κέξνο ηνπ tree. Γηα έλα γξάθν Ν θόκβσλ, ν πίλαθαο pathrev, όπσο θαη ν 

path, έρεη Ν(Ν-1)/2 γξακκέο θαη 3 ζηήιεο. Ο pathrev, γηα ην παξάδεηγκα πνπ 

πξναλαθέξζεθε, θαίλεηαη ζην ζρ. 19β.  

 

Με ηνπο πίλαθεο path θαη pathrev ζρεηίδνληαη νη ζπλαξηήζεηο:  

 

 path_init ( ) : ζέηεη ηηκή κεδέλ ζε όιεο ηηο ζέζεηο ηνπ πίλαθα path.  

 pathrev_init ( ) : ζέηεη ηηκή κεδέλ ζε όιεο ηηο ζέζεηο ηνπ πίλαθα 

pathrev.  

 paths_display ( ) : εκθαλίδεη ζηελ νζόλε ηα πεξηερόκελα ησλ 

πηλάθσλ path θαη pathrev.  

 path_construction ( ) : δεκηνπξγεί ηνλ πίλαθα path.  

 pathrev_construction ( ) : δεκηνπξγεί ηνλ πίλαθα pathrev.  
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4.2.4 Σρόιην 4 

 

 

 Ζ ζπλάξηεζε count_ones( ) κεηξάεη ην πιήζνο ησλ “1” ζηνλ πίλαθα tree θαη 

επηζηξέθεη απηό ην πιήζνο πνπ κέηξεζε. Ζ ηηκή πνπ επηζηξέθεη ε ζπλάξηεζε 

ρξεζηκνπνηείηαη ζηελ δηαπίζησζε ηνπ έγθπξνπ ή όρη γξάθνπ, αθνύ έλαο έγθπξνο 

γξάθνο Ν θόκβσλ πξέπεη λα έρεη αθξηβώο Ν-1 αθκέο. Έλα, ινηπόλ, από ηα θξηηήξηα 

ηεο εγθπξόηεηαο ηνπ γξάθνπ είλαη ην πιήζνο ησλ αθκώλ, άξα ηειηθά ην πιήζνο ησλ 

“1” ζηνλ πίλαθα tree.  

 

4.2.5 Σρόιην 5 

 

 

 Σν πξόγξακκα ρξεζηκνπνηεί ηελ ζπλάξηεζε one_isolated( ). Ζ ζπλάξηεζε 

ειέγρεη ηελ ύπαξμε κεκνλσκέλνπ θόκβνπ ζηνλ γξάθν, θόκβνο δειαδή ν νπνίνο δελ 

ελώλεηαη κε ηνπο ππόινηπνπο. Απηό είλαη ηζνδύλακν κε ηελ ύπαξμε κηαο γξακκήο 

ζηνλ πίλαθα tree, ζηελ νπνία δελ ππάξρνπλ θαζόινπ “1”, κηαο γξακκήο, δειαδή κε 

ην άζξνηζκα ησλ ζηνηρείσλ ηεο λα ηζνύηαη κε κεδέλ. Ζ ζπλάξηεζε επηζηξέθεη ηηκή “1” 

εάλ ππάξρεη κεκνλσκέλνο θόκβνο ζηνλ γξάθν θαη ηηκή “0” εάλ ηέηνηνο θόκβνο δελ 

ππάξρεη. Γηα παξάδεηγκα, ν πίλαθαο γεηηνληθώλ θνξπθώλ ηνπ ζρ. 20α είλαη απηόο 

πνπ αληηζηνηρεί ζηνλ γξάθν ηνπ ζρ. 20β.  

 

         

 1 2 3 4 5 

1 0 0 1 1 0 

2 0 0 0 0 0 

3 1 0 0 0 0 

4 1 0 0 0 1 

5 0 0 0 1 0 
 

         

 

 

 

                 Σχ. 20α Παράδειγμα πίνακα path 

 

 

               Σχ. 20β Παράδειγμα πίνακας pathrev 

 

 

 

4.2.6 Σρόιην 6 

 

 

 Σν πξόγξακκα ρξεζηκνπνηεί ηελ ζπλάξηεζε two_isolated( ). Ζ ζπλάξηεζε 

ειέγρεη θαηά πόζνλ ππάξρεη κεκνλσκέλν δεύγνο θόκβσλ ζηνλ γξάθν, δεύγνο 
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δειαδή ην νπνίν δελ ελώλεηαη κε ηνπο ππόινηπνπο. Γηα παξάδεηγκα, ν πίλαθαο 

γεηηνληθώλ θνξπθώλ (ζρ.21α) είλαη απηόο πνπ αληηζηνηρεί ζην γξάθν (ζρ.21β), όπνπ 

ππάξρεη έλα κεκνλσκέλν δεύγνο.  

 

 

 

 1 2 3 4 5 

1 0 1 0 0 0 

2 1 0 0 0 0 

3 0 0 0 1 1 

4 0 0 1 0 1 

5 0 0 1 1 0 

 

 

 

 

   

 

 

1 2 1 

3 4 2 

3 5 0 

4 5 1 

0 0 0 

0 0 0 

0 0 0 

0 0 0 

0 0 0 

0 0 0 

 

 

Σχ. 21α Πίνακας γειηονικών 

κορσθών 

Σχ. 21β Γράθος Σχ. 21γ Ο πίνακας path ηοσ 

γράθοσ 

 

 

 Ζ ύπαξμε κεκνλσκέλνπ δεύγνπο ζηνλ γξάθν ζεκαίλεη δύν θόκβνπο, νη νπνίνη 

ζπλδένληαη κόλν κεηαμύ ηνπο θαη θαλείο από ηνπο δύν δελ ζπλδέεηαη κε θάπνηνλ 

άιιν. Ο πίλαθαο path (ζρόιην 3) καο δείρλεη αθξηβώο απηέο ηηο ππάξρνπζεο 

ζπλδέζεηο, γηα ηηο νπνίεο ν έιεγρνο ηνπ πίλαθα γίλεηαη από ηελ ζπλάξηεζε 

two_isolated( ). Σν δεπγάξη ησλ θόκβσλ είλαη κεκνλσκέλν, εάλ ν αξηζκόο κηαο 

γξακκήο θαη ν αξηζκόο κηαο ζηήιεο ηνπ tree εκθαλίδνληαη κόλν κηα θνξά ζηηο δπν 

πξώηεο ζηήιεο ηνπ πίλαθα path. ΢ηελ πεξίπησζε απηή ε ζπλάξηεζε επηζηξέθεη ηηκή 

2, ελώ εάλ δελ ππάξρεη κεκνλσκέλν δεύγνο ε ζπλάξηεζε επηζηξέθεη ηηκή 0.  

 

 ΢ηνλ παξαπάλσ πίλαθα path (ζρ.21γ), γηα παξάδεηγκα κε ηνλ αληίζηνηρν 

γξάθν (ζρ.21β), παξαηεξνύκε όηη ην 1 θαη ην 2 εκθαλίδνληαη κόλν κηα θνξά ζηηο δύν 

πξώηεο ζηήιεο ηνπ πίλαθα. Σν 4 θαη ην 5 εκθαλίδνληαη επίζεο κηα κόλν θνξά, όκσο 

ην 3, κε ην νπνίν απνηεινύλ δεύγε, εκθαλίδεηαη πεξηζζόηεξεο από κηα θνξέο, άξα ηα 

δεύγε (3,4) θαη (3,5) δελ είλαη κεκνλσκέλα.  

 

 Ζ ζπλάξηεζε έρεη ηδηαίηεξε ρξεζηκόηεηα ζε αληίζηνηρεο κε απηή πεξηπηώζεηο 

(ζρ.21β). ΢ην ζρήκα απηό παξαηεξνύκε όηη εθηόο από ην κεκνλσκέλν δεύγνο, ν 

ππόινηπνο γξάθνο είλαη θιεηζηόο. Δάλ δελ ππήξρε ε ζπλάξηεζε two_isolated( ), ν 

γξάθνο ζα εζεσξείην θαλνληθόο, αθνύ έρεη ηνλ θαηάιιειν αξηζκό αθκώλ.  
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4.2.7 Σρόιην 7 

 

 Σν πξόγξακκα ρξεζηκνπνηεί, επίζεο, ηελ ζπλάξηεζε three_isolated( ). Ζ 

ζπλάξηεζε ειέγρεη θαηά πόζνλ ππάξρεη κεκνλσκέλε ηξηάδα θόκβσλ ζηνλ γξάθν, 

ηξηάδα δειαδή ε νπνία δελ ελώλεηαη κε ηνπο ππόινηπνπο θόκβνπο. Απηό έρεη λόεκα 

λα δηεξεπλεζεί κόλν ζε γξάθν κε ηνπιάρηζηνλ 6 θόκβνπο. Γηα παξάδεηγκα, ν πίλαθαο 

γεηηνληθώλ θνξπθώλ (ζρ.22α) είλαη απηόο πνπ αληηζηνηρεί ζην δηπιαλό γξάθν ηνπ 

(ζρ.22β).  

 

 

         

 1 2 3 4 5 6 

1 0 1 1 0 0 0 

2 1 0 0 0 0 0 

3 1 0 0 0 0 0 

4 0 0 0 0 1 1 

5 0 0 0 1 0 1 

6 0 0 0 1 1 0 
 

         

     

 

            Σχ. 22α Πίνακας γειηονικών κορσθών 

 

                                 Σχ. 22β Γράθος 

 

 

 

 Ζ ζπλάξηεζε έρεη ηδηαίηεξε ρξεζηκόηεηα ζηελ παξαπάλσ πεξίπησζε 

γξάθνπ, ν νπνίνο δηαηεξεί ηνλ θαηάιιειν αξηζκό αθκώλ, κε έλα κέξνο ηνπ λα 

απνηειεί θιεηζηό θπθιηθό γξάθν (ζρόιην 6). Ο πίλαθαο path ηνπ πην πάλσ γξάθνπ 

είλαη απηόο ηνπ ζρ. 22(γ). Ζ ζπλάξηεζε αληρλεύεη ην θαηά πόζνλ ππάξρεη κηα 

κεκνλσκέλε ηξηάδα ζύκθσλα κε ηνλ εμήο αιγόξηζκν:  

 

 Δάλ κηα γξακκή εκθαλίδεηαη δύν κόλν θνξέο ζηνλ πίλαθα path, ηόηε ν αύμσλ 

αξηζκόο θάζε ζηήιεο, κε ηηο νπνίεο ε γξακκή απνηειεί δεύγνο, πξέπεη λα εκθαλίδεηαη 

κία κόλν θνξά ζηνλ πίλαθα path είηε σο γξακκή είηε σο ζηήιε.  
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                   Σχ. 22γ Πίνακας path 

 

 

                     Σχ. 22δ Πίνακας pathrev 

 

 

 Γηα ηνλ γξάθν (ζρ. 19β) αληίζηνηρνο κε ηνλ path είλαη θαη ν πίλαθαο pathrev 

(ζρ. 22δ). ΢ηνλ πίλαθα απηόλ ηνπνζεηνύληαη κε ηελ αληίζηνηρε ινγηθή πνπ γίλεηαη γηα 

ηνλ path ηα “1” ηνπ πίλαθα tree, ηα νπνία βξίζθνληαη θάησ από ηελ θύξηα δηαγώλην. 

Απηό γίλεηαη ζπκπιεξσκαηηθά πξνο ηνλ πίλαθα path, ώζηε λα πξνβιεθζεί θάζε 

δπλαηή πεξίπησζε πνιιαπιήο εκθάληζεο νπνηαζδήπνηε γξακκήο. Δίλαη πξνθαλέο 

όηη θαη ζηνλ πίλαθα pathrev εάλ κηα γξακκή εκθαλίδεηαη δύν κόλν θνξέο, ηόηε ν 

αύμσλ αξηζκόο θάζε ζηήιεο, κε ηηο νπνίεο ε γξακκή απνηειεί δεύγνο, πξέπεη λα 

εκθαλίδεηαη κία κόλν θνξά. 

 

4.2.8 Σρόιην 8 

 

 Ζ ζπλάξηεζε valid_tree ( ) δηαπηζηώλεη εάλ έρνπκε έγθπξν δέληξν (πνπ έρεη 

πξνθύςεη από ηνλ γξάθν πνπ εμεηάδνπκε). Δάλ ην δέληξν είλαη έγθπξν, ε ζπλάξηεζε 

επηζηξέθεη ηηκή κεδέλ. Λόγνη αθπξόηεηαο ηνπ δέληξνπ κπνξεί λα είλαη:  

 

 ΢ε θάζε πεξίπησζε, ν κε ζσζηόο αξηζκόο αθκώλ. Δάλ ην δέληξν έρεη 

Ν θόκβνπο, ν αξηζκόο ησλ αθκώλ πξέπεη λα είλαη Ν-1. ΢ηελ 

πεξίπησζε απηή ε ζπλάξηεζε επηζηξέθεη ηηκή 1.  

 

 ΢ηελ πεξίπησζε ησλ 5 θόκβσλ, εθηόο από ηελ παξαπάλσ 

πεξίπησζε, ιόγν αθπξόηεηαο απνηειεί θαη ε ύπαξμε κεκνλσκέλνπ 

θόκβνπ ή κεκνλσκέλνπ δεύγνπο θόκβσλ. ΢ηελ πεξίπησζε απηή ε 

ζπλάξηεζε επηζηξέθεη ηηκή 5.  



ΜΔΣΑΠΣΤΥΙΑΚΗ ΓΙΑΣΡΙΒΗ  ΚΩΝ΢ΣΑΝΣΙΝΟ΢ Α. Σ΢ΙΣ΢ΙΡΙΓΚΟ΢     ΚΒΦΒΦΒΚΩΝ΢ΣΑΝΣΙΝΟ΢ 

 

Μελέηη αλγορίθμων εύρεζης ελατίζηων ζεσγνσόνηων δένηρων                                                 ΢ελίδα | 48  

 

 

 ΢ηελ πεξίπησζε ησλ 6 θόκβσλ, εθηόο από ηνλ κε ζσζηό αξηζκό 

αθκώλ, ιόγν αθπξόηεηαο απνηειεί θαη ε ύπαξμε κεκνλσκέλνπ θόκβνπ 

ή κεκνλσκέλνπ δεύγνπο θόκβσλ ή κεκνλσκέλεο ηξηάδαο θόκβσλ. 

΢ηελ πεξίπησζε απηή ε ζπλάξηεζε επηζηξέθεη ηηκή 6.  

 

4.2.9 Σρόιην 9 

 

 

 Ζ ζπλάξηεζε tree_mult_tree ( ) δίλεη ηηκέο ζε ηξεηο πίλαθεο αθεξαίσλ ΝxΝ, 

ηνπο tree_2, tree_3 θαη tree_4. Αλ νλνκάζνπκε Α ηνλ πίλαθα tree, ηόηε ν tree_2 είλαη 

ν A*A, ν tree_3 είλαη ν Α*Α*Α θαη ν tree_4 είλαη ν Α*Α*Α*Α.. Δθ‟ όζνλ ν πίλαθαο Α (ν 

tree) πεξηέρεη ηηο ζπλδέζεηο θάζε θόκβνπ κε άιινλ, ν πίλαθαο Α*Α πεξηέρεη ηηο 

ζπλδέζεηο, ηα κνλνπάηηα δειαδή κήθνπο 2. Οκνίσο, ν Α*Α*Α πεξηέρεη ηα κνλνπάηηα 

κήθνπο 3 θαη ν Α*Α*Α*Α ηα κνλνπάηηα κήθνπο 4.  

 

4.2.10 Σρόιην 10 

 

  

 Ζ ζπλάξηεζε tree_m_display( ) δέρεηαη σο όξηζκα έλαλ αθέξαην. Αλάινγα 

κε ηελ ηηκή απηνύ ηνπ αθεξαίνπ, ε ζπλάξηεζε εκθαλίδεη ζηελ νζόλε ηα πεξηερόκελα 

ησλ πηλάθσλ tree_2, tree_3 θαη tree_4. Έηζη, αλ ην όξηζκα είλαη 2 εκθαλίδνληαη ηα 

πεξηερόκελα ηνπ tree_2, αλ είλαη 3 εκθαλίδνληαη ηα πεξηερόκελα ηνπ tree_3, ελώ αλ 

είλαη 4 εκθαλίδνληαη ηα πεξηερόκελα ηνπ tree_4.  

 

4.2.11 Σρόιην 11 

 

 

 Οη πίλαθεο tree_2, tree_3 θαη tree_4 πξέπεη λα ειεγρζνύλ σο πξνο ην εάλ ζε 

θάπνηεο ζέζεηο ηνπο έρνπλ ηηκή δηάθνξε ηνπ κεδελόο, άξα ύπαξμε αληίζηνηρνπ 

κνλνπαηηνύ (ζρόιην 9) ή κεδέλ. Δλ πξνθεηκέλσ, δελ καο ελδηαθέξεη ε αθξηβήο ηηκή 

πνπ ππάξρεη ζε θάζε πίλαθα, αιιά κόλν εάλ ε ηηκή είλαη κεδέλ ή δηάθνξε ηνπ 

κεδελόο. Γηα ιόγνπο βειηηζηνπνίεζεο ηνπ πξνγξακκαηηζκνύ ρξεζηκνπνηείηαη ε 

ζπλάξηεζε tree_modify( ), ε νπνία κεηαηξέπεη ηα κε κεδεληθά πεξηερόκελα ηνπ θάζε 

πίλαθα ζε “1”.  

 

 



ΜΔΣΑΠΣΤΥΙΑΚΗ ΓΙΑΣΡΙΒΗ  ΚΩΝ΢ΣΑΝΣΙΝΟ΢ Α. Σ΢ΙΣ΢ΙΡΙΓΚΟ΢     ΚΒΦΒΦΒΚΩΝ΢ΣΑΝΣΙΝΟ΢ 

 

Μελέηη αλγορίθμων εύρεζης ελατίζηων ζεσγνσόνηων δένηρων                                                 ΢ελίδα | 49  

 

 

4.2.12 Σρόιην 12 

 

 

 Από ην πξόγξακκα ζα θαηαιήμνπκε ζε κέηξεζε ηνπ πιήζνπο ησλ δέληξσλ 

ηα νπνία έρνπλ κηα ζπγθεθξηκέλε δηάκεηξν. Γηα παξάδεηγκα, ζα κεηξήζνπκε ηα 

δέληξα πνπ έρνπλ δηάκεηξν 2, δειαδή ην πιήζνο ησλ δέληξσλ ζηα νπνία έρνπκε 

ζύλδεζε θόκβσλ κε κνλνπάηη δπν αθκώλ, αιιά αθξηβώο θαη κόλν δύν αθκώλ. Ζ 

δηαπίζησζε απηνύ ηνπ «αθξηβώο», γίλεηαη ζην πξόγξακκα κε ηελ ρξήζε ηεο 

ζπλάξηεζεο compare_trees( ).  

 

 Ζ ζπλάξηεζε επηζηξέθεη ηηκή „„0‟‟ εάλ ππάξρεη δέληξν κε δηάκεηξν αθξηβώο 

ηελ δεηνύκελε. Απηό, ζηελ πεξίπησζε ησλ δέληξσλ δηακέηξνπ 2 πνπ αλαθέξακε σο 

παξάδεηγκα, ζεκαίλεη έλα από ηα εμήο:  

 

 Όηη ην δέληξν tree_3 πνπ πξνθύπηεη από ην αξρηθό έρεη ζε όιεο ηηο 

ζέζεηο ηνπ γξάθνπ πνπ ην πεξηγξάθεη ηηκή κεδέλ. Απηό δηαπηζηώλεηαη 

από ηελ ηηκή επηζηξνθήο ηεο ζπλάξηεζεο tree_total_sum( ), ε νπνία 

είλαη κεδεληθή ή δηάθνξε ηνπ κεδελόο  

 Όηη, ην δέληξν tree_3 πνπ πξνθύπηεη από ην αξρηθό δελ έρεη ζε όιεο 

ηηο ζέζεηο ηνπ γξάθνπ πνπ ην πεξηγξάθεη ηηκή κεδέλ, αιιά ηαπηίδεηαη 

κε ην δέληξν tree_2 ή κε ην δέληξν tree θαη θπζηθά ην tree_2 δελ 

ηαπηίδεηαη κε ην αξρηθό.  

 

4.3 Κώδηθαο ζε C 

 

 

#include <stdio.h>  

#include <conio.h>  

 

#define N 5  

#define DIM N*(N-1)/2  

#define NUM 0x3ff  

 

int tree[N][N];  

int tree_2[N][N];  

int tree_3[N][N];  

int tree_4[N][N];  

int mono[DIM];  

int path[DIM][3];  
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int pathrev[DIM][3];  

 

void tree_init(void);  

void tree_display(void);  

void tree_m_display(int);  

void mono_display(void);  

void init_mono(void);  

void path_init(void);  

void pathrev_init(void);  

void hex_to_bin(long);  

void mono_to_square(void);  

int count_ones(void);  

void path_construction(void);  

void pathrev_construction(void);  

void paths_display(void);  

int one_isolated(void);  

int two_isolated(void);  

int three_isolated(void);  

int valid_tree(void);  

void tree_mult_tree(void);  

int tree_total_sum(void);  

void tree_modify(void);  

int compare_trees (int); 

 

void main(void)  

{  

        long k, plithos=0;  

        int valid, diametros=0;  

//      for (k=0x04b; k<=0x04b; k++)  

//      for (k=0x6007; k<=0x6007; k++)  

        for (k=0x0; k<=NUM; k++)  

        {  

               tree_init();  

               init_mono();  

               path_init();  

               pathrev_init();  

               hex_to_bin(k);  

//             mono_display();  

               mono_to_square();  

               path_construction();  

               pathrev_construction();  

//             paths_display();  
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         valid = valid_tree();  

                  if (valid == 0)  

                  {  

//                        printf("%10lx", k);  

//                        tree_display();  

                         tree_mult_tree();  

//                       tree_m_display(2);  

//                       tree_m_display(3);  

//                       tree_m_display(4);  

                         tree_modify();  

                         if (compare_trees(2) == 0)  

                         {  

                                 diametros++;  

//                               getch();  

//                               tree_m_display(2);  

//                               tree_m_display(3);  

//                               tree_m_display(4);  

//                               tree_display();  

                          }  

//                        paths_display();  

                          plithos++;  

}  

         }  

         printf ("\nΠιήζνο Γέληξσλ=%8ld\n", plithos);  

         printf ("Πιήζνο Γέληξσλ Γηακέηξνπ 2 = %d\n", diametros);  

} 

void tree_init(void) {  

        int j, k;  

             

        for (j=0; j<N; j++)  

             for (k=0; k<N; k++)  

                  tree[j][k] = 0;  

} 

void tree_m_display(int deg)  

{  

        int j, k;  

        char ch;  

 

        printf("\nPINAKAS tree_%1d\n", deg);  

 

        switch (deg) {  

        case 2:  
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                    for (j=0; j<N; j++) {  

                          for (k=0; k<N; k++)  

                                printf("%3d", tree_2[j][k]);  

                          printf("\n");  

                    }  

                    break;  

        case 3:  

                    for (j=0; j<N; j++) {  

                          for (k=0; k<N; k++)  

                                printf("%3d", tree_3[j][k]);  

                          printf("\n");  

                    }  

                    break;  

        case 4:  

                    for (j=0; j<N; j++) {  

                          for (k=0; k<N; k++)  

                                printf("%3d", tree_4[j][k]);  

                          printf("\n");  

                    }  

                    break;  

        }  

        printf("\nGIA SYNEXEIA DOSE XARAKTIRA\n");  

        ch = getch();  

} 

void tree_display(void)  

{  

        int j, k;  

        char ch;  

        printf("\nPINAKAS tree\n");  

        for (j=0; j<N; j++)  

        {  

              for (k=0; k<N; k++)  

                    printf("%3d", tree[j][k]);  

              printf("\n");  

        }  

        printf("\nGIA SYNEXEIA DOSE XARAKTIRA\n");  

        ch = getch();  

}                          

void init_mono(void)  

{                

        int j;  

        for (j=0; j<DIM-1; j++)  
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              mono[j] = 0;  

}                                     

void path_init(void)  

{                

        int j, k;  

        for (j=0; j<DIM; j++)  

              for (k=0; k<3; k++)  

                    path[j][k] = 0;  

}                                                                

void pathrev_init(void)  

{                                

        int j, k;  

            for (j=0; j<DIM; j++)  

                  for (k=0; k<3; k++)  

                        pathrev[j][k] = 0;  

}                                                                                                                                                                   

void hex_to_bin(long num)  

{                                                                 

        int k = DIM-1;  

        int pil=1, yp;  

        while (pil != 0)  

        {  

                  pil = num/2;  

                  yp = num%2;  

                  num = pil;  

                  mono[k--] = yp;  

        }  

} 

void mono_display(void)  

{  

         int j;  

         char ch;  

         printf("\nPINAKAS mono\n");  

         for (j=0; j<DIM; j++)  

               printf("%2d", mono[j]);  

         printf("\n\n");  

         printf("\nGIA SYNEXEIA DOSE XARAKTIRA\n");  

         ch = getch();  

} 

void mono_to_square(void)  

{  

         int k=N-1, j, i=0, m=1;  
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         while (k>0)  

         {  

                  for (j=m; j<N; j++)  

                        tree[N-k-1][j] = mono[i++];  

                  k--;  

                  m++;  

         }  

         for (j=0; j<N; j++)  

               for (k=0; k<j; k++)  

                     tree[j][k] = tree[k][j];  

} 

int count_ones(void)  

{  

         int count=0, j, k;  

         for (j=0; j<N; j++)  

         {  

               for (k=j+1; k<N; k++)  

               {  

                     if (tree[j][k]==1)  

                        count++;  

               }  

         }  

         return count;  

} 

void path_construction(void)  

{  

         int j, k, pr=0, numr, count=0;  

         for (j=0; j<N; j++) {  

               for (k=j+1; k<N; k++) {  

               {     if (tree[j][k]==1)  

                     {  

                         while (path[pr][0] != 0)  

                                   pr++;  

                         path[pr][0] = j+1;  

                         path[pr][1] = k+1;  

                     }  

               }  

         {         

         for (j=0; j<DIM; j++) {  

               numr = path[j][0];  

               for (k=0; k<DIM; k++)  

               {  
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                     if (path[k][0] == numr)  

                        count++;  

                }  

                path[j][2] = count;  

                j = j + count - 1;  

                count = 0;  

         }  

} 

 

 

 

void pathrev_construction(void)  

{  

         int j, k, pr=0, numr, count=0;  

         for (j=N-1; j>=0; j--)  

         {  

               for (k=j; k>=0; k--)  

               {  

                     if (tree[j][k]==1)  

                     {       

                        while (pathrev[pr][0] != 0)  

                                  pr++;  

                        pathrev[pr][0] = j+1;  

                        pathrev[pr][1] = k+1;  

                     }  

               }  

         }  

         for (j=0; j<DIM; j++)  

         {        

               numr = pathrev[j][0];  

               for (k=0; k<DIM; k++)  

               {  

                     if (pathrev[k][0] == numr)  

                        count++;  

               }  

               pathrev[j][2] = count;  

               j = j + count - 1;  

               count = 0;  

         }  

}  

void paths_display(void)  

{  
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         int j, k;  

         char ch;  

         printf("\nPINAKAS path\tPINAKAS pathrev\n");  

         for (j=0; j<DIM; j++)  

     {  

      if (path[j][0]==0)  

         break;  

         for (k=0; k<3; k++)  

               printf("%3d", path[j][k]);  

         printf(" ");  

         for (k=0; k<3; k++)  

                printf("%3d", pathrev[j][k]);  

      printf("\n");  

      }  

         printf("\n");  

         printf("\nGIA SYNEXEIA DOSE XARAKTIRA\n");  

         ch = getch();  

} 

 

 

 

 

 

 

int one_isolated(void)  

{  

         int j, k, sum=0;  

         for (j=0; j<N; j++)  

         {  

              for (k=0; k<N; k++)  

                    sum += tree[j][k];  

              if (sum == 0)  

                  return 1;  

              else  

                  sum = 0;  

         }  

         return 0;  

} 

int two_isolated(void)  

{  

         int j, k, num0, num1;  

         int flag0, flag1;  
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         for (j=0; j<DIM; j++)  

         {  

               flag0=0;  

               flag1=0;  

               num0 = path[j][0];  

               num1 = path[j][1];  

               for (k=0; k<DIM; k++)  

               {          

                    if (num0 == path[k][0])  

                       flag0++;  

                    if (num0 == path[k][1])  

                       flag0++;  

                    if (num1 == path[k][0])  

                       flag1++;  

                    if (num1 == path[k][1])  

                       flag1++;  

               }  

               if (flag0 == 1 && flag1 == 1)  

                  return 2;  

         }  

         return 0;  

}  

 

int three_isolated(void)  

{  

         int j, numc1, numc2;  

         int flag0=0, flag1=0, flagr=0, m;  

         for (j=0; j<DIM; j++)  

         {  

               if (path[j][2] == 2)  

               {  

                  for (m=0; m<DIM; m++)  

                  {  

                        if (path[j][0] == path[m][1])  

                        { 

                           flagr = 1;  

                           break;  

                         }  

                  }  

                  if (flagr == 0)  

                  {  

                     numc1 = path[j++][1];  
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                     numc2 = path[j][1];  

                     for (m=0; m<DIM; m++)  

                     {  

                           if (numc1 == path[m][0])  

                              flag0++;  

                           if (numc1 == path[m][1])  

                              flag0++;  

                           if (numc2 == path[m][0])  

                              flag1++;  

                           if (numc2 == path[m][1])  

                              flag1++;  

                     }  

                     if (flag0 == 1 && flag1 == 1)  

                         return 3;  

                     flag0 = 0;  

                     flag1 = 0;  

                     flagr = 0;  

                  }  

             }  

         }  

         flagr = 0;  

         for (j=0; j<DIM; j++)  

         {  

              if (pathrev[j][2] == 2)  

              {  

                 for (m=0; m<DIM; m++)  

                 {  

                       if (pathrev[j][0] == pathrev[m][1])  

                       {  

                          flagr = 1;  

                          break;  

                       }  

                 }  

                 if (flagr == 0)  

                 {  

                    numc1 = pathrev[j++][1];  

                    numc2 = pathrev[j][1];  

                    for (m=0; m<DIM; m++)  

                    {  

                          if (numc1 == pathrev[m][0])  

                             flag0++;  

                          if (numc1 == pathrev[m][1])  
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                             flag0++;  

                          if (numc2 == pathrev[m][0])  

                             flag1++;  

                          if (numc2 == pathrev[m][1])  

                             flag1++;  

                    }  

                    if (flag0 == 1 && flag1 == 1)  

                       return 3;  

                    flag0 = 0;  

                    flag1 = 0;  

                    flagr = 0;  

                }  

            }  

        }  

        return 0;  

} 

 

 

 

int valid_tree(void)  

{  

         if (count_ones() != (N-1))  

             return 1;  

         switch (N)  

         {  

         case 5:  

                     if (one_isolated() || two_isolated())  

                        return 5;  

                     break;  

         case 6:  

                     if (one_isolated() || two_isolated() || three_isolated())  

                        return 6;  

                     break;  

         }  

         return 0;  

} 

void tree_mult_tree(void)  

/* Creates the trees: tree_2, tree_3 and tree_4 */  

{  

         int j, k, m;  

         for (j=0; j<N; j++)  

         {  
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               for (k=0; k<N; k++)  

               {  

                    tree_2[j][k] = 0;  

                    tree_3[j][k] = 0;  

                    tree_4[j][k] = 0;  

               }  

         }  

         for (j=0; j<N; j++)  

         {  

               for (k=0; k<N; k++)  

               {  

                    for (m=0; m<N; m++)  

                          tree_2[j][k] += tree[j][m] * tree[m][k];  

               }  

         }  

         for (j=0; j<N; j++)  

         {  

              for (k=0; k<N; k++)  

              {  

                    for (m=0; m<N; m++)  

                          tree_3[j][k] += tree_2[j][m] * tree[m][k];  

               }  

         }  

         for (j=0; j<N; j++)  

         {  

              for (k=0; k<N; k++)  

              {  

                    for (m=0; m<N; m++)  

                          tree_4[j][k] += tree_3[j][m] * tree[m][k];  

              }  

         }  

}  

 

 

 

 

 

void tree_modify(void)  

/* Changes trees' contents to 0 and 1 */  

{  

         int j, k;  

         for (j=0; j<N; j++)  
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         {        

              for (k=0; k<N; k++)  

              {  

                    if (tree_2[j][k] != 0)  

                       tree_2[j][k] = 1;  

                    if (tree_3[j][k] != 0)  

                       tree_3[j][k] = 1;  

                    if (tree_4[j][k] != 0)  

                       tree_4[j][k] = 1;  

              }  

         } 

} 

int tree_total_sum(int tr)  

/* Checks whether the tree contains only 0's */  

{  

         int j, k, sum=0;  

         switch (tr)  

         {  

                    case 3:  

                                for (j=0; j<N; j++)  

                                {  

                                     for (k=0; k<N; k++)  

                                          sum += tree_3[j][k];  

                                }  

                                break;  

                    case 4:  

                                for (j=0; j<N; j++)  

                                {  

                                     for (k=0; k<N; k++)  

                                          sum += tree_4[j][k];  

                                }  

                                break;  

         }  

         return sum;  

} 

int compare_trees (int diam)  

{  

         int t12=0, t13=0, t14=0, t23=0, t24=0, t34=0;  

/* 0 in tij means that the i-j trees are identical */  

         int j, k, part1, part2;  

         for (j=0; j<N; j++)  

/* Compares tree to tree_2 */  
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         {  

              for (k=0; k<N; k++)  

                   if (tree[j][k] != tree_2[j][k])  

                   {  

                      t12 = 1;  

                      break;  

                   }  

          }  

          for (j=0; j<N; j++)  

/* Compares tree to tree_3 */  

         {  

          for (k=0; k<N; k++)  

                if (tree[j][k] != tree_3[j][k])  

                {  

                    t13 = 1;  

                    break;  

                }  

         }  

          for (j=0; j<N; j++)  

/* Compares tree to tree_4 */  

         {  

          for (k=0; k<N; k++)  

               if (tree[j][k] != tree_4[j][k])  

               {  

                  t14 = 1;  

                  break;  

                 }  

         }  

         for (j=0; j<N; j++)  

/* Compares tree_2 to tree_3 */  

         {  

         for (k=0; k<N; k++)  

               if (tree_2[j][k] != tree_3[j][k])  

               {  

                  t23 = 1;  

                  break;  

               }  

         }  

         for (j=0; j<N; j++)  

/* Compares tree_2 to tree_4 */  

         {  

         for (k=0; k<N; k++)  
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              if (tree_2[j][k] != tree_4[j][k])  

              {  

              t24 = 1;  

              break;  

              }  

         }  

for (j=0; j<N; j++)  

/*Compares tree_3 to tree_4 */  

         {  

         for (k=0; k<N; k++)  

              if (tree_3[j][k] != tree_4[j][k])  

              {  

              t34 = 1;  

              break;  

              }  

         }  

         switch (diam)  

         {  

         case 2:  

                    part1 = tree_total_sum(3);  

                    if ((part1 == 0 || t13 == 0 || t23 == 0) && (t12 !=0))  

                       return 0;  

               break;  

         case 3:  

                    part2 = tree_total_sum(4);  

                    if ((part2 == 0 || t14 == 0 || t24 == 0 || t34 == 0) && (t13 != 0) && (t23 != 

0))  

                       return 0;  

               break;  

          }  

          return 1;  

} 
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4.4 Υινπνίεζε ηνπ αιγόξηζκνπ Kruskal ζε γιώζζα C. 

 

 

#include “stdio.h” 

#define MAX 50 

#define INFINITY 4000 

void inputgraph(int); 

void makeset(int); 

void findmin(int); 

int findset(int); 

void unionset(int,int); 

int wt[MAX][MAX]; 

int edge[MAX][MAX]; 

int edge1,edge2; 

int c = INFINITY; 

int mstree[ 2*MAX]; 

int n; 

int set[MAX]; 

int flag; 

int tedge = 0; 

main() 

{ 

  int i,j; 

  int k=0; 

  FILE *f = fopen(“dist.txt”, “r”); 

  fscanf(f, “%d”, &n); 

  for (i = 0; i < n; ++i) 

  for (j = 0; j < n; ++j) 

    { 

      fscanf(f, “%d”, &wt[i][j]); 

      if(wt[i][j] == 0) 

       { 

          edge[i][j] = 0; 

          edge[j][i] = 0; 

          } 

    if(wt[i][j] != 0) 

    { 

    edge[i][j] = 1; 

    edge[j][i] = 1; 

    tedge = tedge + 2; 
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      } 

  } 

fclose(f); 

makeset(n); 

for(i = 1;i<=tedge;i++) 

{ 

findmin(n); 

if(findset(edge1) != findset(edge2)) 

{ 

mstree[k++] = edge1; 

mstree[k++] = edge2; 

edge[edge1][edge2] = 0; 

unionset(edge1,edge2); 

} 

} 

k=0; 

flag = 1; 

for(i = 0;i 

{ 

printf(“Edge no. %d of minimum spanning tree hv vertices %d and %d 

\n”,flag,mstree[k],mstree[k+1]); 

flag++; 

k = k+2; 

} 

} 

void makeset(int n) 

{ 

int i; 

for (i=1;i<=n;i++) 

{ 

set[i] = i; 

} 

} 

void findmin(int n) 

{ 

int i,j; 

for (i=0;i 

{ 

for(j=i;j<=n;j++) 

{ 

if(edge[i][j] == 1) 

{ 
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if(wt[i][j] <= c) 

{ 

c = wt[i][j]; 

edge1 = i; 

edge2 = j; 

} 

} 

} 

} 

edge[edge1][edge2]= 0; 

c = INFINITY; 

} 

int findset( int a) 

{ 

return set[a]; 

} 

void unionset(int a,int b) 

{ 

int z; 

int temp; 

temp = set[b]; 

set[b] = set[a]; 

for(z = 0;z 

{ 

if(set[z] == temp) 

{ 

set[z] = set[a]; 

    } 

  } 

}  
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4.5 Υινπνίεζε ηνπ αιγόξηζκνπ Kruskal ζε γιώζζα Pascal. 

 

 

Οξίδνπκε ηελ ζπλάξηεζε Modset.pas 

 

ModSet.pas 

 

01 unit ModSet;{$MODE DELPHI}{$r+} 

02  

03 interface 

04  

05 const  

06   nVertices = 10; 

07  

08  

09 procedure InitFirst (n : integer); 

10 procedure Merge (a, b : integer); 

11 function Find (x : integer) : integer; 

12  

13  

14 implementation 

15 type 

16 MFSetRec = record 

17   setHeaders : array[1..nVertices] of record 

18     count : integer; 

19     firstElement : integer; 

20   end; 

21   names : array[1..nVertices] of record 

22     setName : integer; 

23     nextElement : integer; 

24   end; 

25 end; 

26  

27 var 

28   MFSet : MFSetRec; 

29  

30 procedure Initial (a, x : integer); 

31 begin 

32   MFSet.names[x].setName := a; 

33   MFSet.names[x].nextElement := 0; 
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34   MFSet.setHeaders[a].count := 1; 

35   MFSet.setHeaders[a].firstElement := x 

36 end; 

37  

38 function Find (x : integer) : integer; 

39 begin 

40   find := MFSet.names[x].setName 

41 end; 

42  

43 procedure Merge (a, b : integer); 

44 var 

45   i, temp : integer; 

46 begin 

47   if MFSet.setHeaders[b].count > MFSet.setHeaders[a].count then 

48     begin temp := a; a := b; b := temp end; 

49   i := MFSet.setHeaders[b].firstElement; 

50   while MFSet.names[i].nextElement <> 0 do 

51   begin 

52     MFSet.names[i].setName := a; 

53     i := MFSet.names[i].nextElement 

54   end; 

55   MFSet.names[i].setName := a; 

56   MFSet.names[i].nextElement := MFSet.setHeaders[a].firstElement; 

57   MFSet.setHeaders[a].firstElement := MFSet.setHeaders[b].firstElement; 

58   MFSet.setHeaders[a].count := MFSet.setHeaders[a].count + 

MFSet.setHeaders[b].count 

59 end; 

60  

61 procedure InitFirst (n : integer); 

62   var i : integer; 

63 begin 

64   for i := 1 to n do 

65     Initial (i, i) 

66 end; 

67  

68  

69 begin 

70 end. 

71  
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Οξίδνπκε ηελ ζπλάξηεζε Modlput.pas: 

 

ModInput.pas 

  

01 unit ModInput;{$MODE DELPHI}{$r+} 

02  

03 interface 

04  

05 procedure ReadEdges; 

06  

07 implementation 

08  

09 uses ModEdges; 

10  

11 procedure ReadEdges; 

12 var u, v, w : integer; 

13 begin 

14   while not eof do 

15   begin 

16     readln (u, v, w); 

17     AddEdge (u, v, w) 

18   end 

19 end; 

20  

21 begin 

22 end. 

23  

 

Οξίδνπκε ηε ζπλάξηεζε Modedges.pas : 

 

ModEdges.pas 

 

 01 unit ModEdges;{$MODE DELPHI}{$r+} 

 02  

 03 interface 
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 04  

 05 const nEdges = 1024; 

 06  

 07 procedure AddEdge (a, b, w : integer); 

 08 function GetEdgeU (i : integer) : integer; 

 09 function GetEdgeV (i : integer) : integer; 

 10 function EdgeCount : integer; 

 11 function HighestVertex : integer; 

 12 procedure SortEdges; 

 13  

 14  

 15 implementation 

 16   

 17 type 

 18   edge = record 

 19     u, v, weight : integer; 

 20   end; 

 21  

 22   edgesRec = array[1..nEdges] of edge; 

 23  

 24 var 

 25   edges : edgesRec; 

 26   numEdges, vHighest : integer;  

 27  

 28 procedure AddEdge (a, b, w : integer); 

 29 begin 

 30   numEdges := numEdges + 1; 

 31   if a > vHighest then vHighest := a; 

 32   if b > vHighest then vHighest := b; 

 33   edges[numEdges].u := a; 

 34   edges[numEdges].v := b; 

 35   edges[numEdges].weight := w 

 36 end; 

 37  

 38 function GetEdgeU (i : integer) : integer; 

 39 begin 

 40   GetEdgeU := edges[i].u 

 41 end; 

 42  

 43 function GetEdgeV (i : integer) : integer; 

 44 begin 

 45   GetEdgeV := edges[i].v 
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 46 end; 

 47  

 48 function EdgeCount : integer; 

 49 begin 

 50   EdgeCount := NumEdges 

 51 end; 

 52  

 53 procedure SortEdges; 

 54 var i, j : integer; 

 55   key : edge; 

 56 begin 

 57   for j := 2 to EdgeCount do 

 58   begin 

 59     key := edges[j]; 

 60     i := j - 1; 

 61     while (i > 0) and (edges[i].weight > key.weight) do 

 62     begin 

 63       edges[i+1] := edges[i]; 

 64       i := i - 1 

 65     end; 

 66     edges[i+1] := key 

 67   end 

 68 end; 

 69  

 70 function HighestVertex : integer; 

 71 begin 

 72   HighestVertex := vHighest 

 73 end; 

 74  

 75 begin 

 76   numEdges := 0 

 77 end. 
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Σν θπξίσο πξόγξακκα mailine.pas : 

 

Mainline.pas 

 

 

01 program kruskal (input, output);{$MODE DELPHI}{$r+} 

02  

03 uses sysutils, ModSet, ModEdges, ModInput; 

04  

05 var i, u, v : integer; 

06  

07 begin 

08   try 

09     ReadEdges; 

10   except 

11     writeln ('Error reading input'); 

12     exit 

13   end; 

14   try 

15     InitFirst (HighestVertex); 

16   except 

17     writeln ('Error initializing vertices'); 

18     exit 

19   end; 

20   SortEdges; 

21   for i := 1 to EdgeCount do 

22   begin 

23     u := GetEdgeU (i); 

24     v := GetEdgeV (i); 

25     if Find(u) <> Find (V) then 

26     begin 

27       writeln (u, '->', v); 

28       Merge (find (u), Find (v)) 

29     end 

30   end 

31 end. 

32  
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4.6 Υινπνίεζε ηνπ αιγόξηζκνπ Prim ζε γιώζζα C. 

 

 

#include "stdio.h" 

 

/* 

 The input file (dist.txt) look something like this 

  4 

  0 0 0 21 

  0 0 8 17 

  0 8 0 16 

  21 17 16 0 

 

 The first line contains n, the number of nodes. 

 Next is an nxn matrix containg the distances between the nodes 

 NOTE: The distance between a node and itself should be 0 

*/ 

 

int n; /* The number of nodes in the graph */ 

 

int weight[100][100]; /* weight[i][j] is the distance between node i and node j; 

   if there is no path between i and j, weight[i][j] should 

   be 0 */ 

 

char inTree[100]; /* inTree[i] is 1 if the node i is already in the minimum 

   spanning tree; 0 otherwise*/ 

 

int d[100]; /* d[i] is the distance between node i and the minimum spanning 

  tree; this is initially infinity (100000); if i is already in 

  the tree, then d[i] is undefined; 

  this is just a temporary variable. It's not necessary but speeds 

  up execution considerably (by a factor of n) */ 

 

int whoTo[100]; /* whoTo[i] holds the index of the node i would have to be 

   linked to in order to get a distance of d[i] */ 

 

/* updateDistances(int target) 

 should be called immediately after target is added to the tree; 

 updates d so that the values are correct (goes through target's 

 neighbours making sure that the distances between them and the tree 

 are indeed minimum) 
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*/ 

void updateDistances(int target) { 

 int i; 

 for (i = 0; i < n; ++i)   if ((weight[target][i] != 0) && (d[i] > 

weight[target][i])) { 

   d[i] = weight[target][i]; 

   whoTo[i] = target; 

  } 

} 

 

main() { 

 FILE *f = fopen("dist.txt", "r"); 

 int i,j,total,treeSize; 

 fscanf(f, "%d", &n); 

 for (i = 0; i < n; ++i) 

  for (j = 0; j < n; ++j) 

   fscanf(f, "%d", &weight[i][j]); 

 fclose(f); 

 

 /* Initialise d with infinity */ 

 for (i = 0; i < n; ++i) 

  d[i] = 100000; 

 

 /* Mark all nodes as NOT beeing in the minimum spanning tree */ 

 for (i = 0; i < n; ++i) 

  inTree[i] = 0; 

 

 /* Add the first node to the tree */ 

 printf("Adding node %c\n", 0 + 'A'); 

 inTree[0] = 1; 

 updateDistances(0); 

 total = 0; 

 for (treeSize = 1; treeSize < n; ++treeSize) { 

  /* Find the node with the smallest distance to the tree */ 

  int min = -1; 

  for (i = 0; i < n; ++i)    if (!inTree[i])    

 if ((min == -1) || (d[min] > d[i])) 

     min = i; 

 

  /* And add it */ 

  printf("Adding edge %c-%c\n", whoTo[min] + 'A', min + 'A'); 

  inTree[min] = 1; 
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  total += d[min]; 

 

  updateDistances(min); 

 } 

 

 printf("Total distance: %d\n", total); 

 

 return 0; 

} 

 

 

 

4.7 Υινπνίεζε ηνπ αιγόξηζκνπ Dijkstra ζε γιώζζα C. 

 

 

#include<stdio.h> 

#include<stdlib.h>  

void main() 

{ 

 int graph[15][15],s[15],pathestimate[15],mark[15]; 

 int num_of_vertices,source,i,j,u,predecessor[15]; 

 int count=0; 

 int minimum(int a[],int m[],int k); 

 void printpath(int,int,int[]); 

 printf("\nenter the no.of vertices\n"); 

 scanf("%d",&num_of_vertices); 

 if(num_of_vertices<=0) 

 { 

  printf("\nthis is meaningless\n"); 

   exit(1); 

 } 

 printf("\nenter the adjacent matrix\n"); 

    for(i=1;i<=num_of_vertices;i++) 

 { 

  printf("\nenter the elements of row %d\n",i); 

  for(j=1;j<=num_of_vertices;j++) 

  { 

   scanf("%d",&graph[i][j]); 

  } 

 } 

 printf("\nenter the source vertex\n"); 

 scanf("%d",&source); 
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 for(j=1;j<=num_of_vertices;j++) 

 { 

  mark[j]=0; 

  pathestimate[j]=999; 

  predecessor[j]=0; 

 } 

 pathestimate=0; 

  

 while(count<num_of_vertices) 

 { 

  u=minimum(pathestimate,mark,num_of_vertices); 

  s[++count]=u; 

  mark[u]=1; 

  for(i=1;i<=num_of_vertices;i++) 

  { 

   if(graph[u][i]>0) 

   { 

    if(mark[i]!=1) 

    { 

    if(pathestimate[i]>pathestimate[u]+graph[u][i]) 

    { 

     pathestimate[i]=pathestimate[u]+graph[u][i]; 

     predecessor[i]=u; 

      } 

     } 

    } 

   } 

  } 

 for(i=1;i<=num_of_vertices;i++) 

 { 

 printpath(source,i,predecessor); 

 if(pathestimate[i]!=999) 

 printf("->(%d)\n",pathestimate[i]); 

    } 

  } 

int minimum(int a[],int m[],int k) 

{ 

 int mi=999; 

 int i,t; 

 for(i=1;i<=k;i++) 

 { 

  if(m[i]!=1) 
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  { 

  if(mi>=a[i]) 

   { 

   mi=a[i]; 

   t=i; 

     } 

   }} 

 return t; 

  } 

void printpath(int x,int i,int p[]) 

  { 

 printf("\n"); 

if(i==x) 

  { 

printf("%d",x); 

    } 

else if(p[i]==0) 

printf("no path from %d to %d",x,i); 

else 

  { 

printpath(x,p[i],p); 

printf("..%d",i); 

  } 

} 
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