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Πεπίλητη 

 

Γηα ηελ πγηή ιεηηνπξγία ελόο αζθαιηζηηθνύ νξγαληζκνύ πξέπεη λα ζρεκαηίδνληαη επαξθή απνζεκαηηθά 

ώζηε λα είλαη ζε ζέζε λα αληαπεμέιζεη ζηηο ππνρξεώζεηο ηνπ όζνλ αθνξά επαγγεικαηηθά θαη αζθαιηζηηθά 

ξίζθα. Σηε ζεωξία θηλδύλνπ ην βαζηθό πξόβιεκα είλαη ν πξνζδηνξηζκόο ηεο πηζαλόηεηαο ρξενθνπίαο, 

δειαδή ηεο πηζαλόηεηαο ηα απνζεκαηηθά λα κελ είλαη επαξθή ώζηε λα θαιπθζνύλ νη ζπλνιηθέο 

απνδεκηώζεηο. Οη Gerber θαη Shiu θαηάθεξαλ λα κνληεινπνηήζνπλ ζε κία κόλν ζπλάξηεζε, ε νπνία 

νλνκάδεηαη πξνεμνθιεκέλε ζπλάξηεζε πνηλήο, ηηο ηπραίεο κεηαβιεηέο ηνπ ρξόλνπ ρξενθνπίαο, ηνπ 

ειιείκκαηνο αθξηβώο κεηά ηε ρξενθνπία θαη ηνπ πιενλάζκαηνο πξηλ ηε ρξενθνπία. Σηελ εξγαζία απηή, 

κειεηνύκε θαη απνδεηθλύνπκε κηα γεληθή ιύζε ηεο κνληεινπνίεζεο απηήο θάηω από ηε ζηξαηεγηθή 

κεξίζκαηνο θαηωθιίνπ.  Σύκθωλα κε ηε ζηξαηεγηθή απηή δίλνληαη κεξίζκαηα ζηνπο κεηόρνπο κόλν ζηελ 

πεξίπηωζε πνπ ην πιεόλαζκα ππεξβεί έλα πξνθαζνξηζκέλν όξην (θαηώθιη) θαη ηα κεξίζκαηα δελ 

μεπεξλνύλ ηηο αμία ηωλ εηζπξαθηέωλ αζθαιίζηξωλ. 
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 1 

Τν θιαζζηθό κνληέιν ηεο Θεωξίαο Κηλδύλνπ 

 

1.1 Εηζαγωγή 

Γηα ηελ πγηή ιεηηνπξγία ελόο αζθαιηζηηθνύ νξγαληζκνύ πξέπεη λα ζρεκαηίδνληαη 

επαξθή απνζεκαηηθά ώζηε λα είλαη ζε ζέζε λα αληαπεμέιζεη ζηηο ππνρξεώζεηο όζνλ αθνξά 

επαγγεικαηηθά θαη αζθαιηζηηθά ξίζθα. Τα απνζεκαηηθά πνπ ζηελ νπζία είλαη ε δηαθνξά ηνπ 

ελεξγεηηθνύ (απαηηήζεηο) θαη ηνπ παζεηηθνύ (ππνρξεώζεηο) ηεο αζθαιηζηηθήο επηρείξεζεο, 

ραξαθηεξίδνληαη κε ηνλ όξν πιεόλαζκα. Σηε ζεσξία θηλδύλνπ ην βαζηθό πξόβιεκα είλαη ν 

πξνζδηνξηζκόο ηεο πηζαλόηεηαο ρξενθνπίαο, δειαδή ηεο πηζαλόηεηαο ηα απνζεκαηηθά λα 

κελ είλαη επαξθή ώζηε λα θαιπθζνύλ νη ζπλνιηθέο απνδεκηώζεηο. 

Η ζεσξία Σπιινγηθώλ Κηλδύλσλ μεθίλεζε ζηηο αξρέο ηνπ 20
νπ

 αηώλα κε ηε πεξίθεκε 

δηδαθηνξηθή δηαηξηβή ηνπ Σνπεδνύ Filip Lundberg (1903). Βαζηδόκελνο ζε απηή , ν Harald 

Cramer (1930) ελζσκάησζε ηε ζεσξία ησλ ζηνραζηηθώλ δηαδηθαζηώλ ζηε ζεσξία θηλδύλνπ. 

Τν βαζηθό κνληέιν πνπ πξνέθπςε νλνκάδεηαη θιαζζηθό κνληέιν ηεο ζεσξίαο θηλδύλνπ ή 

κνληέιν Cramer-Lundberg, κε θύξην ραξαθηεξηζηηθό ηνπ, ν αξηζκόο ησλ δεκηώλ ζε έλα 

αζθαιηζηηθό ραξηνθπιάθην θηλδύλσλ πεξηγξάθεηαη από ηε θαηαλνκή Poisson. Μεηαμύ 

απηώλ βξέζεθαλ θαη θάπνηεο εμηζώζεηο θαη θξάγκαηα γηα ηε πηζαλόηεηα ρξενθνπίαο. 

Μεγάιν ελδηαθέξνλ παξνπζηάδνπλ θαη κεηαγελέζηεξεο κειέηεο ηνπ ίδηνπ κνληέινπ κέζσ 

ηεο αλακελόκελεο πξνεμνθιεκέλεο ζπλάξηεζε πνηλήο πνπ εηζήγαγαλ γηα πξώηε θνξά νη 

Gerber- Shiu (1998). 

Παξαθάησ ζα νξίζνπκε θάπνηεο βαζηθέο έλλνηεο ηεο ζεσξίαο θηλδύλνπ. 

 

1.2 H ζηνραζηηθή δηαδηθαζία ηνπ αξηζκνύ ηωλ θηλδύλωλ 

Αξρηθά, γηα λα κνληεινπνηήζνπκε ην πιεόλαζκα ελόο αζθαιηζηηθνύ νξγαληζκνύ 

πξέπεη λα πξνζδηνξίζνπκε ηνλ αξηζκό ησλ θηλδύλσλ, ζηνπο νπνίνπο απηόο εθηίζεηαη. 
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Οξηζκόο 1.1. Οξίδεηαη          
  κηα ζηνραζηηθή δηαδηθαζία ε νπνία εθθξάδεη ηνλ αξηζκό 

ηωλ θηλδύλωλ ζην ρξνληθό δηάζηεκα       θαη νλνκάδεηαη απαξηζκεηήξηα δηαδηθαζία ηνπ 

αξηζκνύ ηωλ θηλδύλωλ, γηα ηελ νπνία ηζρύνπλ ηα παξαθάηω, 

1.                  

2.      είλαη δηαθξηηή , 

3. αλ     ηόηε           

 

Μία από ηηο γεληθέο θαηεγνξίεο ζηνραζηηθώλ δηαδηθαζηώλ είλαη ε νηθνγέλεηα αλαλεσηηθώλ 

ζηνραζηηθώλ δηαδηθαζηώλ, ν νξηζκόο ηεο νπνίαο βαζίδεηαη ζηνπο ελδηάκεζνπο ρξόλνπο 

εκθάληζεο ησλ ελδερνκέλσλ πνπ απαξηζκεί ε          
 . Έζησ,        

  κηα αθνινπζία κε 

αξλεηηθώλ αλεμάξηεησλ θαη ηζόλνκσλ η.κ. κε ζπλάξηεζε θαηαλνκήο      , ζπλάξηεζε 

ππθλόηεηαο πηζαλόηεηαο        κεηαζρεκαηηζκό Laplace                    
 

 
 θαη κέζε 

ηηκή       . Όπνπ   , ν ελδηάκεζνο ρξόλνο εκθάληζεο ηνπ   ελδερνκέλνπ. 

 

1.3. Η ζηνραζηηθή δηαδηθαζία ηωλ ζπλνιηθώλ απνδεκηώζεωλ 

Κάζε αζθαιηζηηθή επηρείξεζε έρεη ηελ ππνρξέσζε λα θαηαβάιιεη ηελ απνδεκίσζε 

πνπ δηθαηνύηαη ν αζθαιηζκέλνο όηαλ επέιζεη ε δεκηά, ηελ νπνία θαιύπηεη ην αζθαιηζηήξην 

ζπκβόιαηό ηνπ. Δίλαη αλαγθαίν ινηπόλ λα κνληεινπνηήζνπλ ην ύςνο ησλ ζπλνιηθώλ 

απνδεκηώζεσλ γηα λα κπνξνύλ λα δνπλ θαη λα θξίλνπλ ηελ ελδερόκελε εμέιημε ηνπο. Οη 

ζπλνιηθέο απνδεκηώζεηο εμαξηώληαη από ην πιήζνο ησλ δεκηνγόλσλ ελδερνκέλσλ πνπ 

εκθαλίδνληαη ζε θάπνην ζπγθεθξηκέλν ρξνληθό δηάζηεκα θαη ην κέγεζνο ησλ δεκηώλ πνπ 

πξνθαινύληαη. Σπκβνιίδνπκε κε      ηε ζηνραζηηθή δηαδηθαζία ησλ ζπλνιηθώλ 

απνδεκηώζεσλ πνπ θαηαβάιινληαη σο ην ρξόλν  . Οξίδνπκε          κία αθνινπζία η.κ. 

πνπ εθθξάδεη ηνπο ελδηάκεζνπο ρξόλνπο άθημεο ησλ δεκηνγόλσλ ελδερνκέλσλ,    ην ρξόλν 

εκθάληζεο ηνπ n-νζηνύ δεκηνγόλνπ ελδερνκέλνπ. Ιζρύεη 
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Δπίζεο νξίδνπκε                   είλαη ε ζηνραζηηθή δηαδηθαζία ηνπ πιήζνπο ησλ 

δεκηνγόλσλ ελδερνκέλσλ πνπ εκθαλίδνληαη ζην δηάζηεκα      .  

 

 Οξηζκόο 1.2. Τν κέγεζνο ηωλ ζπλνιηθώλ απνδεκηώζεωλ πνπ θαηαβάιινληαη έωο ην ρξόλν t  

νξίδεηαη ε ζηνραζηηθή δηαδηθαζία 

                       ή            
   
    
               

                          
 ,                                   

όπνπ        
  κία αθνινπζία αλεμάξηεηωλ θαη ηζόλνκωλ ηπραίωλ κεηαβιεηώλ κε    ηπραία 

κεηαβιεηή πνπ εθθξάδεη ην κέγεζνο ηεο i-όζηεο δεκηάο πνπ πξνθαιείηαη από ηελ επέιεπζε ηνπ 

n-νζηνύ δεκηνγόλνπ ελδερνκέλνπ. Θεωξνύκε όηη νη          θαη          είλαη 

αλεμάξηεηεο  αθνινπζίεο νη νπνίεο απνηεινύληαη από ηζόλνκεο, αλεμάξηεηεο θαη ζεηηθά 

νξηζκέλεο ηπραίεο κεηαβιεηέο.  

 Σην παξαθάησ ζρήκα (1.1) θαίλεηαη όηη νη ζπλνιηθέο απνδεκηώζεηο      είλαη 

κεδεληθέο κέρξη ηελ επέιεπζε ηνπ πξώηνπ δεκηνγόλνπ ελδερνκέλνπ. Σηε ζπλέρεηα ε 

γξαθηθή παξάζηαζε εκθαλίδεη άικαηα ύςνπο ίζνπ κε ην κέγεζνο αηνκηθήο δεκηάο, ελώ 

παξακέλεη ζηαζεξή όηαλ δελ επέξρνληαη θίλδπλνη. 
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1.4. Η ζηνραζηηθή δηαδηθαζία πιενλάζκαηνο  

 

Οξηζκόο 1.3. Ωο δηαδηθαζία πιενλάζκαηνο           , νξίδεηαη ε ζηνραζηηθή δηαδηθαζία  

              ,                                             (1.1) 

όπνπ             ην αξρηθό απνζεκαηηθό,   ν ξπζκόο είζπξαμεο ηωλ αζθαιίζηξωλ αλά 

κνλάδα ρξόλνπ.  

(βι. ζρήκα 1.2) 

 

 

     

  

  

      

       

Σρήκα 1.2: Η ζηνραζηηθή δηαδηθαζία πιενλάζκαηνο      

     

         

  
    

     
    

            

     

Σρήκα 1.1: Η ζηνραζηηθή δηαδηθαζία απνδεκηώζεσλ      
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Από ην ζρήκα 1.2 παξαηεξνύκε όηη ε δεηγκαηνζπλάξηεζε      εκθαλίδεη άικαηα 

πξνο ηα θάησ θαηά ηηο ρξνληθέο ζηηγκέο επέιεπζεο ησλ δεκηνγόλσλ γεγνλόησλ   . Τα 

άικαηα απηά είλαη ηνπ ίδηνπ κεγέζνπο κε ηα αληίζηνηρα πξνο ηα πάλσ άικαηα ηεο 

δηαδηθαζίαο ησλ ζπλνιηθώλ απνδεκηώζεσλ      (ζρήκα 1.1) κε ηε κόλε δηαθνξά όηη κεηαμύ 

δύν δηαδνρηθώλ ρξνληθώλ ζηηγκώλ ε δεηγκαηνζπλάξηεζε      έρεη ζηαζεξή ηηκή ελώ ε 

δεηγκαηνζπλάξηεζε      είλαη επζύγξακκν ηκήκα κε ζεηηθή θιίζε  . 

Σύκθσλα κε ηνλ νξηζκό 1.3 ε δηαδηθαζία πιενλάζκαηνο κπνξεί λα γίλεη αξλεηηθή 

θαηά ηηο ρξνληθέο ζηηγκέο   , ην ελδερόκελν απηό νλνκάδεηαη Πηζαλόηεηα Φξενθνπίαο, ηελ 

νπνία ζα νξίζνπκε παξαθάησ θαζώο επίζεο θαη ην ρξόλν θαηά ηνλ νπνίν εκθαλίδεηαη 

ρξενθνπία. 

 

Οξηζκόο 1.4. Κάζε αζθαιηζηηθή επηρείξεζε θαηά ηελ έλαξμε ηωλ εξγαζηώλ ηεο ππνρξενύηαη 

από ην λόκν λα δηαζέηεη θάπνην αξρηθό θεθάιαην, ην νπνίν απνηειεί θαη ην πιεόλαζκα ηεο 

εηαηξείαο θαηά ηε ρξνληθή ζηηγκή    . Σπκβνιίδνπκε κε   ην αξρηθό θεθάιαην θαη ηζρύεη 

      . 

 

 

 1.5  Μέηξα ρξενθνπίαο  

Σε απηή ηε παξάγξαθν ζα αλαπηύμνπκε θάπνηα βαζηθά κέηξα ρξενθνπίαο ηεο  

Θεσξίαο Κηλδύλνπ, όπσο ηνλ ρξόλν ρξενθνπίαο θαη ηελ πηζαλόηεηα ρξενθνπίαο. Τα κέηξα 

ρξενθνπίαο απηά είλαη ζεκειηώδε θαη ζα βνεζήζνπλ ζηελ θαηαλόεζε ησλ κνληέισλ 

θηλδύλνπ(θιαζζηθό κνληέιν, θιαζζηθό κνληέιν ππό ηελ ύπαξμε ζηξαηεγηθήο ζηαζεξνύ 

κεξίζκαηνο θαη θιαζζηθό κνληέιν ππό ηελ ύπαξμε ζηξαηεγηθήο κεξίζκαηνο θαησθιίνπ)  

πνπ αλαπηύζζνληαη παξαθάησ. 

 

Ο ρξόλνο ρξενθνπίαο 

Οξηζκόο 1.5. Γηα    , νξίδνπκε 
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λα είλαη ν ρξόλνο θαηά ηνλ νπνίν γηα πξώηε θνξά ε δηαδηθαζία πιενλάζκαηνο γίλεηαη 

αξλεηηθή. 

 

 

Η πηζαλόηεηα ρξενθνπίαο  

Οξηζκόο 1.6. Μία πνζόηεηα πνπ ζπλδέεηαη άκεζα κε ηε ζηνραζηηθή δηαδηθαζία πιενλάζκαηνο 

είλαη ε πηζαλόηεηα ρξενθνπίαο ε νπνία γηα     νξίδεηαη ωο  

                                                    (1.3) 

Πξέπεη λα επηζεκαλζεί όηη ε καζεκαηηθή ρξενθνπία δελ ηαπηίδεηαη απαξαίηεηα κε ηελ 

πξαγκαηηθή. Απηό ζπκβαίλεη δηόηη ε δηαδηθαζία πιενλάζκαηνο      δελ είλαη ν κνλαδηθόο 

πόξνο κηαο αζθαιηζηηθήο επηρείξεζεο θαη ε θαηαβνιή κηαο απνδεκίσζεο δελ είλαη ζηηγκηαίν 

γεγνλόο, ρξεηάδεηαη θάπνην ρξνληθό δηάζηεκα κέζα ζην νπνίν έρεη ππάξμεη εηζξνή 

αζθαιίζηξνπ. Από ηνλ ππνινγηζκό ηεο καζεκαηηθήο πηζαλόηεηαο ρξενθνπίαο 

πξνζδηνξίδεηαη θαηάιιεια ην αξρηθό απόζεκα   θαη ην αζθάιηζηξν   ώζηε λα απνθεπρζεί 

ην ελδερόκελν ε δηαδηθαζία πιενλάζκαηνο      λα γίλεη αξλεηηθή. Σηελ πξάμε είλαη 

ζεκαληηθό κέηξν θηλδύλνπ από ην νπνίν ε αζθαιηζηηθή επηρείξεζε κπνξεί λα βγάιεη 

ρξήζηκα ζπκπεξάζκαηα, όπσο αλ έρεη ελδείμεηο όηη νη ππνρξεώζεηο ηεο ζα απμεζνύλ κπνξεί 

λα πξνρσξήζεη ζε αύμεζε αζθαιίζηξνπ , ζύλαςε δαλείνπ, αύμεζε κεηνρηθνύ θεθαιαίνπ. 

 

 

1.6.  Τν θιαζζηθό κνληέιν ηεο Θεωξίαο Κηλδύλνπ 

Τν πην γλσζηό κνληέιν ηεο Θεσξίαο Κίλδπλνπ είλαη ην θιαζζηθό κνληέιν. Τν 

κνληέιν είρε κεγάιε απήρεζε γηαηί καο νδεγεί ζε απινύζηεξνπο καζεκαηηθνύο 

ππνινγηζκνύο ζπγθξηηηθά κε άιια κνληέια. Θα παξνπζηάζνπκε νξηζκέλα από ηα θπξηόηεξα 

απνηειέζκαηα ηνπ θιαζζηθνύ κνληέινπ ηεο Θεσξίαο Κηλδύλνπ, ηα νπνία ζα απνηειέζνπλ 

βάζε γηα λα θαηαλνήζνπκε θαη λα αλαπηύμνπκε ην κνληέιν ππό ηε ζηξαηεγηθή κεξίζκαηνο 

θαησθιίνπ. 
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Σην θιαζζηθό κνληέιν ηεο Θεσξίαο Κίλδπλνπ ζεσξνύκε όηη νη ελδηάκεζνη ρξόλνη 

άθημεο ησλ δεκηνγόλσλ ελδερνκέλσλ είλαη εθζεηηθά θαηαλεκεκέλνη, δειαδή νη ηπραίεο 

κεηαβιεηέο          αθνινπζνύλ θνηλή εθζεηηθή θαηαλνκή, (        κε παξάκεηξν    

                             

Η ζηνραζηηθή δηαδηθαζία      ζην θιαζζηθό κνληέιν είλαη κία ζηνραζηηθή δηαδηθαζία 

Poisson, δειαδή ε πηζαλόηεηα λα εκθαληζηεί έλα ελδερόκελν ζε έλα δηάζηεκα είλαη 

αλάινγε ηνπ κήθνπο απηνύ ηνπ δηαζηήκαηνο. Δπνκέλσο  

               
     

  
              

Θεσξνύκε όηη νη η.κ.         θαη      είλαη αλεμάξηεηεο , ελώ νη η.κ.            είλαη 

κεηαμύ ηνπο αλεμάξηεηεο θαη ηζόλνκεο, κε από θνηλνύ ζπλάξηεζε θαηαλνκήο, 

             

όπνπ              θαη ζπλάξηεζε δεμηάο νπξάο  

                 
 

 

            
 

 

 

Τν αλακελόκελν κέγεζνο δεκηάο (κέζε ηηκή) ην ζπκβνιίδνπκε κε    

               
 

 

          
 

 

 

      ζπκβνιίδνπκε ηε ζπλάξηεζε ηζνξξνπίαο ηεο η.κ.   

                
     

    
   

 

 

                  
 

 

 

όπνπ 

      
     

    
 

Σην θιαζζηθό κνληέιν ζεσξνύκε ηε ζηνραζηηθή δηαδηθαζία είζπξαμεο αζθαιίζηξσλ      

θαη όηη ν ξπζκόο είζπξαμεο ησλ αζθαιίζηξσλ είλαη ζηαζεξόο θαη ίζνο κε  . Τα αζθάιηζηξα 

εηζπξάηηνληαη ζην ρξνληθό δηάζηεκα       θαη ηζρύεη         . Βαζηθή πξνϋπόζεζε είλαη 

λα ηζρύεη ε ζπλζήθε           , δειαδή ηα αζθάιηζηξα πνπ εηζπξάηηνπκε ζην        λα 
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επαξθνύλ γηα λα θαιύςνπκε ηηο αλακελόκελεο ζπλνιηθέο απνδεκηώζεηο. Αθνύ γλσξίδνπκε 

όηη            ζα ηζρύεη            θαη                             

Θέινπκε ινηπόλ λα ηζρύεη  

                    

 

Οξηζκόο 1.7. Οξίδνπκε κία παξάκεηξν    , ε νπνία νλνκάδεηαη πεξηζώξην αζθαιείαο 

ηέηνηα ώζηε  

                                                                              

 

 

Ο ζπληειεζηήο πξνζαξκνγήο  

Οξηζκόο 1.8. Σην θιαζζηθό κνληέιν ηεο ζεωξίαο θηλδύλνπ ν ζπληειεζηήο πξνζαξκνγήο  

ζπκβνιίδεηαη κε   θαη νξίδεηαη ωο ε κνλαδηθή ζεηηθή ξίδα ηεο εμίζωζεο  

                  ,                                                     (1.5)    

Όπνπ   ην πεξηζώξην αζθαιείαο θαη       ε ξνπνγελλήηξηα ηεο ηπραίαο κεηαβιεηήο   ζην 

ζεκείν  , δειαδή 

                        
 

 

 

Βαζηθή πξνϋπόζεζε γηα λα κπνξεί λα νξηζηεί ν ζπληειεζηήο πξνζαξκνγήο  είλαη όηη ε 

ηπραία κεηαβιεηή   πξέπεη λα έρεη ξνπνγελλήηξηα. 

 

Αληζόηεηα Lundberg 

Η πην γλσζηή αληζόηεηα ζην θιαζζηθό κνληέιν είλαη ε αληζόηεηα Lundberg. Η 

αληζόηεηα απηή ζπλδέεη ηελ πηζαλόηεηα ρξενθνπίαο θαη ην ζπληειεζηή πξνζαξκνγήο θαη 

ηαπηόρξνλα δίλεη άλσ θξάγκαηα γηα ηε πηζαλόηεηα ρξενθνπίαο ζπλαξηήζεη ηνπ ζπληειεζηή 

πξνζαξκνγήο θαη ηνπ αξρηθνύ θεθαιαίνπ. 
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Θεώξεκα 1.1 

 Όηαλ ππάξρεη ν ζπληειεζηήο πξνζαξκνγήο  , έλα άλω θξάγκα γηα ηε πηζαλόηεηα ρξενθνπίαο 

κε αξρηθό θεθάιαην     είλαη 

                                                                       (1.6) 

 

Θα δώζνπκε δπν εξκελείεο γηα ηελ αληζόηεηα ηνπ Lundberg: 

 γηα δεδνκέλν αξρηθό θεθάιαην  , όζν κεγαιύηεξνο είλαη ν ζπληειεζηήο 

πξνζαξκνγήο, ηόζν κηθξόηεξε είλαη ε πηζαλόηεηα ρξενθνπίαο, ελώ 

 γηα κία δεδνκέλε ηηκή ηνπ ζπληειεζηή πξνζαξκνγήο  , όζν κεγαιώλεη ην αξρηθό 

θεθάιαην, ηόζν κηθξαίλεη ε πηζαλόηεηα ρξενθνπίαο. 

 

 

Θεκειηώδεο εμίζωζε ηνπ Lundberg 

Οξηζκόο 1.9. Οξίδνπκε ωο ζεκειηώδεο εμίζωζεο ηνπ Lundberg, ηελ εμίζωζε ηεο κνξθήο  

                                                                             

όπνπ                  
 

 
 ν κεηαζρεκαηηζκόο Laplace ηεο ζπλάξηεζεο ππθλόηεηαο 

πηζαλόηεηαο     . Απνδεηθλύεηαη όηη ε (1.7) γηα     έρεη κία ζεηηθή ξίδα πνπ ηε 

ζπκβνιίδνπκε κε       . 

 

Παξαηήξεζε 1.1.  Δπηζεκαίλνπκε όηη νη ζεηηθέο ξίδεο ηεο παξαπάλσ εμίζσζεο ππάξρνπλ 

γηα    , αλεμάξηεηα αλ ην πεξηζώξην αζθαιείαο   είλαη ζεηηθό ή όρη. Γηα     , 

  αλ     ηόηε νη ξίδεο ηηο παξαπάλσ εμίζσζεο είλαη ζεηηθέο  

 θαη αλ     νη ξίδεο είλαη ίζεο κε ην κεδέλ (0). 

 

1.6.1. Η πξνεμνθιεκέλε ζπλάξηεζε πνηλήο ηωλ Gerber – Shiu 

Οη Gerber θαη Shiu ην 1998, θαηάθεξαλ λα κνληεινπνηήζνπλ ηηο ηπραίεο κεηαβιεηέο 

 , ν ρξόλνο ρξενθνπίαο (δειαδή ε ρξνληθή ζηηγκή αθξηβώο θαηά ηελ νπνία ην πιεόλαζκα 

παίξλεη πξώηε θνξά αξλεηηθή ηηκή),       , ην έιιεηκκα αθξηβώο κεηά ηε ρξενθνπία θαη 
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     , ην πιεόλαζκα πξηλ ηε ρξενθνπία, ζε κία κόλν ζπλάξηεζε, ηελ αλακελόκελε 

πξνεμνθιεκέλε ζπλάξηεζε πνηλήο. Μία ζπλάξηεζε, κέζσ ηεο νπνίαο, κειεηήζεθαλ 

ηαπηόρξνλα, κέηξα θηλδύλνπ πνπ κέρξη ηόηε πξνζεγγίδνληαλ κεκνλσκέλα.  

  

Οξηζκόο 1.10.  Γηα         ε ζπλάξηεζε ηωλ Gerber – Shiu νξίδεηαη ωο  

                                                               (1.8) 

όπνπ δ ε έληαζε αλαηνθηζκνύ ,            κηα δηζδηάζηαηε ζπλάξηεζε ζην    θαη 

νλνκάδεηαη ζπλάξηεζε πνηλήο θαη      ε δείθηξηα ζπλάξηεζε, ε νπνία καο πιεξνθνξεί γηα ην 

γεγνλόο όηη έρεη επέιζεη ρξενθνπία. Η πνζόηεηα      κπνξεί λα εξκελεπηεί ωο 

πξνεμνθιεηηθόο παξάγνληαο ή ωο κεηαζρεκαηηζκόο Laplace. 

 

Η ζπλάξηεζε ησλ  Gerber – Shiu κπνξεί λα εξκελεπηεί σο ε πξνεμνθιεκέλε πνηλή 

πνπ επηβάιιεηαη όηαλ επέιζεη ε ρξενθνπία. Από ηνλ νξηζκό ηεο, πξνθύπηνπλ δηάθνξα κέηξα 

θηλδύλνπ.  Παξαθάησ παξαηίζεληαη θάπνηεο εηδηθέο πεξηπηώζεηο . 

 

1. Γηα    ,          ηόηε ε αλακελόκελε ζπλάξηεζε πνηλήο ηζνύηαη κε ηελ 

πηζαλόηεηα ρξενθνπίαο, δειαδή 

                             

 

2. Γηα    ,           

πξνθύπηεη ν κεηαζρεκαηηζκόο Laplace ηνπ ρξόλνπ ρξενθνπίαο 

          δΤ               

 

3. Γηα                             

Πξνθύπηεη ε πξνεμνθιεκέλε από θνηλνύ ζπλάξηεζε θαηαλνκήο ηνπ πιενλάζκαηνο ηε 

ζηηγκή αθξηβώο πξηλ ηελ ρξενθνπία θαη ηνπ ειιείκκαηνο ηε ζηηγκή αθξηβώο ηεο 

ρξενθνπίαο:  

                                           



11 

 

 

4. Γηα                             

Πξνθύπηεη ε από θνηλνύ ζπλάξηεζε θαηαλνκήο ησλ η.κ.       θαη       , δειαδή 

                                       

 

 

5. Γηα                    ,  

Πξνθύπηεη ε πξνεμνθιεκέλε ζ.π.π. ηνπ πιενλάζκαηνο πξηλ ηελ ρξενθνπία,      ,  

                                          

 

6. Γηα                      

Πξνθύπηεη  ε πξνεμνθιεκέλε ζ.π.π. ηνπ ειιείκκαηνο ηελ ζηηγκή ηεο ρξενθνπίαο 

      ,  

                                         . 

 

7. Γηα     ,          
           

  , 

Πξνθύπηεη ε πξνεμνθιεκέλε ξνπή ηάμεο k ηνπ ειιείκκαηνο θαηά ηελ ρξενθνπία (ηνπ 

πιενλάζκαηνο πξηλ ηελ ρξενθνπία), δειαδή:  

                                                        

 

 

1.6.2. Η νινθιεξνδηαθνξηθή εμίζωζε γηα ηελ πξνεμνθιεκέλε ζπλάξηεζε πνηλήο ηωλ 

Gerber-Shiu 

Η ζπλάξηεζε ησλ Gerber θαη Shiu εθαξκόδεηαη εθηόο από ηα Αλαινγηζηηθά 

καζεκαηηθά θαη ζηε ζεσξία ησλ Φξεκαηννηθνλνκηθώλ καζεκαηηθώλ (π.ρ. γηα ηελ 

ηηκνιόγεζε ελόο Ακεξηθαληθνύ put option) (γηα πεξηζζόηεξεο ιεπηνκέξεηεο βι. Gerber θαη 

Shiu (1999) ). Οη Gerber θαη Shiu κειέηεζαλ ηελ αλακελόκελε πξνεμνθιεκέλε ζπλάξηεζε 

πνηλήο ζην θιαζζηθό κνληέιν ηεο ζεσξίαο θηλδύλνπ θαη απέδεημαλ όηη ε       ηθαλνπνηεί 
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κία νινθιεξνδηαθνξηθή εμίζσζε ηύπνπ Voltera. Η ιύζε ηεο ζπγθεθξηκέλεο 

νινθιεξνδηαθνξηθήο εμίζσζεο γίλεηαη κε ηε βνήζεηα ησλ κεηαζρεκαηηζκώλ Laplace, 

απνδεηθλύνληαο όηη ε αλακελόκελε πξνεμνθιεκέλε ζπλάξηεζε πνηλήο ηθαλνπνηεί κία 

ειαηησκαηηθή αλαλεσηηθή εμίζσζε.  Η γεληθή ιύζε απηήο δόζεθε από ηνπο Lin θαη Willmot 

(1999) ζε όξνπο ηεο νπξάο κηαο ζύλζεηεο γεσκεηξηθήο θαηαλνκήο. 

 

Θεώξεκα 1.2. Η ζπλάξηεζε      ηωλ Gerber-Shiu ηθαλνπνηεί ηελ παξαθάηω 

νινθιεξνδηαθνξηθή εμίζωζε 

         
   

 
     

 

 
             
 

 
 

 

 
                                     (1.9) 

 όπνπ                     
 

 
. 

 

Γηα    ,          ε ζπλάξηεζε      ηεο (1.7) αλάγεηαη ζηελ πηζαλόηεηα ρξενθνπίαο 

     θαη επνκέλσο παίξλνπκε ην παξαθάησ. 

 

 

Πόξηζκα 1.1. Η πηζαλόηεηα ρξενθνπία      ηθαλνπνηεί ηελ νινθιεξνδηαθνξηθή εμίζωζε  

      
 

 
     

 

 
             
 

 

 
 

 
                                   

όπνπ                   
 

 
  . 

 

Παξαηήξεζε 1.2.  Από ην πόξηζκα 1.1 έπεηαη όηη ε      είλαη ε δεμηά νπξά κία ζύλζεηεο 

Γεσκεηξηθήο θαηαλνκήο θαη ζπγθεθξηκέλα  

             , 

όπνπ               

όπνπ          ,      
 

 
     

 

   
 , από ηελ (1.4) θαη νη ηπραίεο κεηαβιεηέο    είλαη 

αλεμάξηεηεο θαη ηζόλνκεο κε ζπλάξηεζε ππθλόηεηαο πηζαλόηεηαο ηελ      . 
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Γηα ηελ ιύζε ηεο νινθιεξνδηαθνξηθήο εμίζσζεο (1.9), ζα δείμνπκε αξρηθά όηη ε  

     ηθαλνπνηεί κηα ειαηησκαηηθή αλαλεσηηθή εμίζσζε (defective renewal equation). 

 

Θεώξεκα 1.3 

Η ζπλάξηεζε      γηα     ηθαλνπνηεί ηελ παξαθάηω ειαηηωκαηηθή αλαλεωηηθή 

εμίζωζε  

                        
 

   
             
 

 

 
 

   
                                

κε 

  
         

            
 

 

             

           , όπνπ ε ζπλάξηεζε θαηαλνκήο              δίλεηαη από ηελ  

       
                    

 

 

             
 

 

  

θαη 

     
                       

 

 

 

 

            
 

 

  

Απόδεημε. Βιέπε Lin-Willmot (1999).                

■ 

                                                          

Γηα λα βξνύκε ηε ιύζε ηεο ειαηησκαηηθήο αλαλεσηηθήο εμίζσζεο (1.11), νξίδνπκε 

ηελ παξαθάησ ζπλάξηεζε θαηαλνκήο             , 

      
 

   
 

 

   
 
 

      

 

   

                                              

όπνπ     είλαη ε n-νζηή ζπλέιημε ηεο ζπλάξηεζεο θαηαλνκήο     . Τόηε, πξνθαλώο ηζρύεη 

όηη ε ζπλάξηεζε επηβίσζεο δίλεηαη από ηελ  
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όπνπ      είλαη ε n-νζηή ζπλέιημε ηεο ζπλάξηεζεο επηβίσζεο      . 

 

 

Παξαηήξεζε 1.3. Παξαηεξνύκε όηη ε       είλαη ε δεμηά νπξά (δειαδή είλαη κηα ζπλάξηεζε 

επηβίωζεο) κηαο ζύλζεηεο γεωκεηξηθήο θαηαλνκήο. Σπγθεθξηκέλα είλαη 

                        

όπνπ ε ηπραία κεηαβιεηή       ,   
 

   
, δειαδή είλαη 

        
 

   
 

 

   
 
 

          

θαη νη ηπραίεο κεηαβιεηέο    είλαη αλεμάξηεηεο θαη ηζόλνκεο κε ηελ ζπλάξηεζε θαηαλνκήο 

    . 

Η ιύζε νπνηαζδήπνηε ζπλάξηεζεο πνπ ηθαλνπνηεί κηα ειαηησκαηηθή αλαλεσηηθή 

εμίζσζε ηεο κνξθήο (1.11) ηνπ Θεσξήκαηνο 1.3 κπνξεί λα εθθξαζηεί κέζσ ηεο        όπσο 

θαίλεηαη από ην παξαθάησ Θεώξεκα.  

 

Θεώξεκα 1.4.  Η ιύζε ηεο (1.11) δίλεηαη από ηελ  

     
 

 
             

 

   
     

 

 

 

ή 

      
 

 
              

    

 
      

 

 
     

 

 

 

Αλ ε ζπλάξηεζε      είλαη δηαθνξίζηκε, ηόηε  

          
 

 
                

    

 
      

 

 
         

 

 

 

Απόδεημε. Βιέπε Theorem 2.1 ησλ Lin-Willmot (1999)                                                

■ 
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Από ην Θεώξεκα 1.4 έπεηαη γηα ηνλ ππνινγηζκό ηεο ζπλάξηεζεο      ησλ Gerber-

Shiu, αξθεί λα ππνινγηζζεί ε δεμηά νπξά       ηεο ζύλζεηεο γεσκεηξηθήο θαηαλνκήο.  

 

 

1.7  Τν θιαζζηθό κνληέιν ηεο Θεωξίαο Κηλδύλνπ ππό ηελ ύπαξμε 

ζηξαηεγηθήο ζηαζεξνύ κεξίζκαηνο. 

 

Μία πην ξεαιηζηηθή επέθηαζε ηνπ θιαζζηθνύ κνληέινπ είλαη ε ππόζεζε ύπαξμεο κηαο 

ζηξαηεγηθήο ζηαζεξνύ κεξίζκαηνο (Constant Dividend barrier strategy). Κάησ από απηή ηελ 

ππόζεζε, ζεσξνύκε όηη ππάξρεη έλα θαηώθιη ζην επίπεδν       ηέηνην ώζηε όηαλ ε 

δηαδηθαζία πιενλάζκαηνο θηάλεη ζην θαηώθιη   ηα αζθάιηζηξα   επηζηξέθνληαη ζηνπο 

κεηόρνπο κε ηε κνξθή κεξίζκαηνο κέρξη ηελ εκθάληζε ηεο επόκελεο δεκηάο. Έζησ       κε 

        λα είλαη ε ηξνπνπνίεκελε δηαδηθαζία πιενλάζκαηνο θάησ από ηε ζπγθεθξηκέλε 

ζηξαηεγηθή (βι. ζρήκα 1.3), ε νπνία νξίδεηαη σο  

        
                            

                                 
   

Δπηπιένλ νξίδνπκε  

                           

ηνλ ρξόλν ρξενθνπίαο θάησ από ηελ ύπαξμε ζηξαηεγηθήο ζηαζεξνύ κεξίζκαηνο,         

ην πιεόλαζκα πξηλ ηε ρξενθνπία θαη         , ην έιιεηκκα θαηά ηε ρξενθνπία. Η 

πηζαλόηεηα ρξενθνπίαο νξίδεηαη σο 

                  

θαη ε ζπλάξηεζε Gerber- Shiu θάησ από απηή ηε πξνζαξκνγή νξίδεηαη παξαθάησ. 

 

Οξηζκόο 1.11  Γηα     θαη     ε αλακελόκελε πξνεμνθιεκέλε ζπλάξηεζε πνηλήο 

νξίδεηαη ωο 

                                                                (1.11α) 
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όπνπ δ ε έληαζε αλαηνθηζκνύ,            κία δηζδηάζηαηε ζπλάξηεζε ζην   . 

 

 Δίλαη θαλεξό από ηνλ νξηζκό ηεο δηαδηθαζίαο πιενλάζκαηνο       όηη πξόθεηηαη γηα 

κία εηδηθή πεξίπησζε ηεο δηαδηθαζίαο πιενλάζκαηνο ρσξίο κεξίζκαηα,     . Έηζη, γηα 

    έρνπκε όηη                                    . 

Η ζηξαηεγηθή ζηαζεξνύ κεξίζκαηνο εηζήρζε από ηνλ De Finetti (1957) γηα ην 

δησλπκηθό κνληέιν θηλδύλνπ.  

 

 

 

Σηε ζπλέρεηα ζα δώζνπκε ηε γεληθή ιύζε ηεο       πνπ ηθαλνπνηεί ηελ 

νινθιεξνδηαθνξηθή εμίζσζε ηεο κνξθήο  

        
 

 
               
 

 

   

 
      

 

 
                                          

κε νξηαθή ζπλζήθε:    
      .                                                                                              (1.13 ) 

  

  

κέξηζκα 

κέξηζκα       

        

       

  

Σρήκα 1.3 Η ζηνραζηηθή δηαδηθαζία πιενλάζκαηνο       ππό ηελ 

ύπαξμε ζηξαηεγηθήο ζηαζεξνύ νξίνπ κεξίζκαηνο 
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Πξνο ηνύην ζα ρξεηαζηνύκε αξρηθά ην παξαθάησ. 

 

Λήκκα 1.1. Έζηω ε δηαθνξίζηκε ζπλάξηεζε      ηθαλνπνηεί ηελ παξαθάηω 

νινθιεξνδηαθνξηθή εμίζωζε 

                          
 

 

                                                    

όπνπ α, β, γ είλαη ζηαζεξέο αλεμάξηεηεο ηεο κεηαβιεηήο u, θαη h,w είλαη γλωζηέο ζπλαξηήζεηο. 

Υπνζέηνπκε όηη νη ζπλαξηήζεηο  ,   θαη   έρνπλ πεπεξαζκέλνπο κεηαζρεκαηηζκνύο Laplace. 

Τόηε ε γεληθή ιύζε ηεο (1.14) δίλεηαη από ηελ  

                            
 

 
                                                (1.15) 

όπνπ  ε ζπλάξηεζε      ηθαλνπνηεί ηελ νινθιεξνδηαθνξηθή εμίζωζε 

                          
 

 
                                                           (1.16) 

πνπ είλαη ε αληίζηνηρε νκνγελήο ηεο (1.14) κε π(0)=1. 

 

Παξαηεξνύκε όηη ε ζπλάξηεζε       ησλ Gerber-Shiu γηα ην θιαζζηθό κνληέιν ρσξίο ηελ 

ύπαξμε κεξηζκάησλ  (βι. ζρέζε 1.9) είλαη ηεο κνξθήο (1.14) ηνπ Λήκκαηνο 1.1. 

Θεσξνύκε ινηπόλ ηε ζπλάξηεζε      πνπ ηθαλνπνηεί ηελ αληίζηνηρε νκνγελή ηεο 

νινθιεξνδηαθνξηθήο εμίζσζεο (1.9), δειαδή γηα      ζεσξνύκε όηη  

      
   

 
     

 

 
            
 

 
                                                           (1.17) 

κε π(0)=1. 

Τόηε από ηελ (1.9) θαη κε ηε βνήζεηα ηνπ Λήκκαηνο 1.1, παίξλνπκε ην παξαθάησ. 

 

Πόξηζκα 1.2. Η γεληθή ιύζε ηεο νινθιεξνδηαθνξηθήο εμίζωζεο (1.9) δίλεηαη από ηελ 

              
 

 
             
 

 
    .                                     (1.18) 

όπνπ ε      ηθαλνπνηεί ηελ (1.17) κε π(0)=1. 
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Δπίζεο παξαηεξνύκε όηη θαη ε ζπλάξηεζε       ησλ Gerber – Shiu γηα ην θιαζζηθό 

κνληέιν κε ηελ ύπαξμε ζηξαηεγηθήο ζηαζεξνύ κεξίζκαηνο είλαη ηεο κνξθήο (1.14) (βι. 

ζρέζε 1.12α) ηνπ Λήκκαηνο 1.1. Δπεηδή ην Λήκκα 1.1 ηζρύεη γηα θάζε        Άξα 

ινηπόλ κε ηε βνήζεηα ηνπ Λήκκαηνο 1.1 παίξλνπκε ην παξαθάησ. 

 

Πόξηζκα 1.3. Η γεληθή ιύζε ηεο νινθιεξνδηαθνξηθήο εμίζωζεο (1.12α) δίλεηαη από ηελ 

                
 

 
             
 

 
    .                                 (1.19) 

όπνπ ε      ηθαλνπνηεί ηελ (1.17) κε π(0)=1. 

 

 

Τέινο, κε βάζε ηα παξαπάλσ δύν πνξίζκαηα ζα δώζνπκε ηε γεληθή ιύζε ηεο       κέζσ 

ηεο     . 

 

Πξόηαζε 1.1. Η γεληθή ιύζε ηεο νινθιεξνδηαθνξηθήο εμίζωζεο (1.12α) κε νξηαθή ζπλζήθε 

ηελ (1.13α) δίλεηαη από ηε  

                                                                                            

όπνπ ε ζηαζεξά      δίλεηαη από ηε ζρέζε 

      
     

     
                                                                         

                                            

Απόδεημε 

Αθαηξώληαο θαηά κέιε ηηο ζρέζεηο (1.19) θαη (1.18) παίξλνπκε  

                                                            

ή ηζνδύλακα, 

                                                                                     

όπνπ                 . 

Από ηελ (1.13α) έρνπκε   
      , νπόηε  παξαγσγίδνληαο ηελ (1.22) θαη ζηε ζπλέρεηα 

ζέηνληαο    , παίξλνπκε 
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Από ηελ νπνία πξνθύπηεη όηη      
     

     
. Αληηθαζηζηώληαο ηώξα ηελ ηηκή      ζηελ 

(1.22) παίξλνπκε ηε δεηνύκελε ζρέζε (1.20). 

■  

 

 

 

1.7.1. Μειέηε ηεο ζπλάξηεζεο      

Η ιύζε ηεο (1.17) ζύκθσλα κε ηνλ Buhlmann (βιέπε παξάγξαθν 6.4.9) είλαη ε παξαθάησ, 

     
      

      
                                                                  

 

όπνπ        ε ζεηηθή ξίδα ηεο ζεκειηώδεο εμίζσζεο ηνπ Lundberg (1.7) θαη ε ζπλάξηεζε 

  είλαη ε ιύζε ηεο εμίζσζεο  

      
 

  
                   

 

  
                 

 

 

 

κε    
 

     
 , ν ξπζκόο είζπξαμεο ησλ αζθαιίζηξσλ θαη ε ζπλάξηεζε ππθλόηεηαο 

πηζαλόηεηαο       είλαη  

      
        

     
      

Η παξαπάλσ ζπλάξηεζε ζπλαληάηαη ζηελ βηβιηνγξαθία σο ν κεηαζρεκαηηζκόο ηνπ Esscher 

ηεο ζπλάξηεζεο     . 

 

Παξαηήξεζε 1.4. Από ην πόξηζκα 1.1 θαη ηελ παξαηήξεζε 1.2, πξνθύπηεη όηη ε   είλαη ε 

δεμηά νπξά κίαο ζύλζεηεο γεσκεηξηθήο θαηαλνκήο κε παξάκεηξν ηεο γεσκεηξηθήο 

θαηαλνκήο ηελ 
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θαη ζπλάξηεζε ππθλόηεηαο πηζαλόηεηαο ηνπ αληίζηνηρνπ ύςνπο αηνκηθήο δεκηάο ηελ 

      

         
 

 

  

όπνπ                
 

 
. 

 

Παξαηήξεζε 1.5.  Από ηε ζρέζε (1.17) θαη κε ηε βνήζεηα ησλ κεηαζρεκαηηζκώλ Laplace 

κπνξνύκε λα κειεηήζνπκε ηελ      γηα γλσζηέο νηθνγέλεηεο θαηαλνκώλ ηεο      

 

      
   

 
     

 

 
             
 

 

      

Παίξλνληαο κεηαζρεκαηηζκνύο Laplace έρνπκε, 

            
   

 
      

 

 
           

          
   

 
      

 

 
           

    
   

 
 
 

 
              

       
 

  
   
  

 
  
    

                                                             

 

 

Παξάδεηγκα 1.1. Έζησ όηη ε ηπραία κεηαβιεηή   αθνινπζεί ηελ εθζεηηθή θαηαλνκή κε 

παξάκεηξν    (        ). Τόηε ε ζπλάξηεζε θαηαλνκήο ηεο είλαη ηεο κνξθήο  

           

θαη ν κεηαζρεκαηηζκόο Laplace απηήο είλαη  

               
 

 

             
 

 

             
 

 

   
 

   
 

Άξα ε ζρέζε (1.24) αληηθαζηζηώληαο όπνπ       
 

   
, γίλεηαη 
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Ο παξνλνκαζηήο είλαη δεπηέξνπ βαζκνύ θαη έρεη δύν ξίδεο. Αλ πάξνπκε ηε ζεκειηώδε 

εμίζσζε ηνπ Lundberg, έρνπκε 

 

                  

     
 

   
         

                         

                            

                       

 

Παξαηεξνύκε όηη ν παξνλνκαζηήο είλαη ε ζεκειηώδεο εμίζσζε ηνπ Lundberg, επνκέλσο 

έρεη κία ξίδα ηελ        θαη κία ξίδα ηελ – , όπνπ    . Άξα  

 

                               

Δπνκέλσο, 
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Λύλνληαο ην ζύζηεκα  

 
             

    
          

  

βξίζθνπκε ηηο ηηκέο ησλ    θαη   . 

Από ηα παξαπάλσ ζπλεπάγεηαη  

      
  

     
 

  
     

  

αλ πάξνπκε αληίζηξνθνπο κεηαζρεκαηηζκνύο Laplace θαη ρξεζηκνπνηώληαο ηελ ηδηόηεηα 

          
 

 

             
 

   

 

 

 

 

 έρνπκε 

 

        
      

    

όπνπ    θαη    ε ιύζε ηνπ παξαπάλσ ζπζηήκαηνο. 
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 2 

Η ζηνραζηηθή δηαδηθαζία πιενλάζκαηνο κε ηελ ύπαξμε 

ζηξαηεγηθήο κεξίζκαηνο θαηωθιίνπ  

 

Οη ζηξαηεγηθέο κεξίζκαηνο γηα ηα κνληέια αζθαιηζηηθνύ θηλδύλνπ πξνηάζεθαλ 

αξρηθά από ηνλ De Finetti (1957) ώζηε  λα αληηθαηνπηξηζηεί πην ξεαιηζηηθά ην πιεόλαζκα 

ησλ εηζξνώλ ζην αζθαιηζηηθό ραξηνθπιάθην. Αθνινύζεζε ε κειέηε ζηξαηεγηθώλ κε ρξήζε 

θαησθιίνπ γηα κνληέιν θηλδύλνπ ζύλζεηεο Poisson από ηνπο  Albrecher (2005), Albrecher 

and Kainhofer (2002),  Bulhmann (1970), Dickson and Waters (2004), Gerber (1972, 1973, 

1979, 1981) Gerber and Shiu (1998, 2005a) Hojgaard (2002), Lin (2003), Paulsen and 

Gjessing (1997) and Segerdahl (1970). Παξνπζηάδνπλ ηδηαίηεξν ελδηαθέξνλ δύν από ηηο 

ζηξαηεγηθέο κεξίζκαηνο ζπλαξηήζεη πιενλάζκαηνο. Η πξώηε είλαη ε ζηξαηεγηθή ζηαζεξνύ 

κεξίζκαηνο (Gerber, 1969) ζύκθσλα κε ηελ νπνία δε δίλεηαη κέξηζκα όηαλ ην πιεόλαζκα 

είλαη θάησ από έλα ζηαζεξό θαηώθιη αιιά ζηελ πεξίπησζε πνπ ην μεπεξάζεη απηό ην 

θαηώθιη δίλεηαη σο κέξηζκα όιν ην πιεόλαζκα.  Η επόκελε είλαη ε ζηξαηεγηθή κεξίζκαηνο 

θαησθιίνπ, ζύκθσλα κε ηελ νπνία δελ δίλεηαη κέξηζκα όηαλ ην πιεόλαζκα είλαη θάησ από 

έλα ζηαζεξό θαηώθιη, αιιά ζηελ πεξίπησζε όκσο πνπ ην πιεόλαζκα μεπεξάζεη απηό ην 

θαηώθιη ηα κεξίζκαηα πνπ δίλνληαη είλαη ιηγόηεξα από ηα αζθάιηζηξα πνπ εηζπξάηηεη ε 

αζθαιηζηηθή επηρείξεζε. Δίλαη πξνθαλέο όηη ε ηειεπηαία ζηξαηεγηθή κπνξεί λα ζεσξεζεί 

εηδηθή πεξίπησζε ηεο πξώηεο. Οη Gerber θαη Shiu (2005a) έδεημαλ όηη ε ζηξαηεγηθή 

κεξίζκαηνο θαησθιίνπ είλαη βέιηηζηή όηαλ ν ξπζκόο κεξίζκαηνο νξηνζεηείηαη εθ ησλ άλσ 

θαη νη αηνκηθέο απαηηήζεηο αθνινπζνύλ εθζεηηθή θαηαλνκή. Σηελ εξγαζία απηή ζα 

εμεηάζνπκε κία γεληθή ιύζε ηεο αλακελόκελεο πξνεμνθιεκέλεο ζπλάξηεζεο πνηλήο ησλ 

Gerber θαη Shiu θάησ από ηε ζηξαηεγηθή κεξίζκαηνο θαησθιίνπ γηα λα πεξηγξάςνπκε ηα 

απνηειέζκαηα ηεο, ηελ πηζαλόηεηα θαη ην ρξόλν ρξενθνπίαο, ην πιεόλαζκα ακέζσο πξηλ ηε 

ρξενθνπία θαη ην έιιεηκκα ηε ζηηγκή ηεο ρξενθνπίαο. 
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2.1 Πεξηγξαθή ηνπ κνληέινπ 

Θεσξνύκε όηη ππάξρεη έλα θαηώθιη       θαη      ν εηήζηνο ξπζκόο 

είζπξαμεο αζθαιίζηξνπ γηα       . Οξίδνπκε 

                   

 όπνπ      ην πεξηζώξην αζθαιείαο. Αο ππνζέζνπκε όηη ν ξπζκόο εηήζηνπ κεξίζκαηνο 

είλαη       
ic . Όηαλ ε δηαδηθαζία πιενλάζκαηνο είλαη θάησ από ην θαηώθιη   , ηόηε 

δε δίλνληαη κεξίζκαηα ζηνπο κεηόρνπο ηεο αζθαιηζηηθήο εηαηξείαο, όηαλ όκσο μεπεξάζεη ην 

θαηώθιη  , ηα κεξίζκαηα πνπ δίλνληαη ζηνπο δηθαηνύρνπο είλαη  , ηα νπνία όκσο δελ 

μεπεξλνύλ ηελ αμία ησλ αζθαιίζηξσλ, Σε απηή ηε πεξίπησζε, ην αζθάιηζηξν κεηώλεηαη 

θαηά    δειαδή  

             

 Η δηαδηθαζία πιενλάζκαηνο                 εθθξάδεηαη σο 

        
                             

                              
  

θαη ν ρξόλνο ρξενθνπίαο νξίδεηαη σο  

                   όπνπ      , 

αλ ε ρξενθνπία δε επέξρεηαη ζε άπεηξν ρξόλν. 

Τν κνληέιν θίλδπλνπ κε ζηξαηεγηθή κεξίζκαηνο θαησθιίνπ ζπκπίπηεη: 

 Αλ    , κε ην θιαζζηθό κνληέιν θηλδύλνπ ρσξίο πεξηνξηζκνύο, θαζώο ην 

ηειεπηαίν  είλαη κία απινπζηεπκέλε κνξθή ηνπ παξόληνο κνληέινπ θηλδύλνπ. 

 Αλ     , κε ην κνληέιν Σύλζεηεο Poisson θάησ από ηε ζηξαηεγηθή ζηαζεξνύ 

κεξίζκαηνο.  

Η ζηνραζηηθή δηαδηθαζία πιενλάζκαηνο κε ηελ ύπαξμε κεξίζκαηνο θαησθιίνπ εηζήρζε από 

ηνπο Lin θαη Pavlova (2006) νη νπνίνη κειέηεζαλ ηε ζπλάξηεζε ησλ Gerber – Shiu γηα ην 

θιαζζηθό κνληέιν ηεο ζεσξίαο ρξενθνπίαο θάησ από ηε ζηξαηεγηθή κεξίζκαηνο θαησθιίνπ, 

ελώ νη Albrecher θαη Hartinger (2007) κειέηεζαλ ην ίδην κέηξν θηλδύλνπ γηα εθζεηηθά 

κεγέζε δεκηώλ θάησ από ηελ ύπαξμε πνιιαπιώλ κεξηζκάησλ (Ν-επηπέδσλ).  
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2.2. Η ζπλάξηεζε ηωλ Gerber – Shiu κε ηελ ύπαξμε ζηξαηεγηθήο 

κεξίζκαηνο    θαηωθιίνπ. 

 

Η ειαηησκαηηθή αλαλεσηηθή ζπλάξηεζε ησλ Gerber – Shiu έρεη ηελ παξαθάησ κνξθή: 

                                               , 

όπνπ      ε έληαζε αλαηνθηζκνύ,  1 20 , ,w x x  κία δηζδηάζηαηε ζπλάξηεζε ζην 

   πνπ νλνκάδεηαη ζπλάξηεζε πνηλήο,         ην πιεόλαζκα πξηλ ηε ρξενθνπία θαη 

        , ην έιιεηκκα θαηά ηε ρξενθνπία θαη  .I  ε δείθηξηα ζπλάξηεζε. 

Γηα           νξίδνπκε    ηε ζεηηθή ξίδα ηεο ζεκειηώδεο εμίζσζεο ηνπ Lundberg ε 

νπνία έρεη ηε κνξθή  

                     

Σηε ζπλέρεηα ζα εηζαρζεί ε έλλνηα ηνπ ηειεζηή    

  

        

Σρήκα 2.1: Η ζηνραζηηθή δηαδηθαζία πιενλάζκαηνο      κε 

ζηξαηεγηθή κεξίζκαηνο  θαηωθιίνπ 

     

0 

b 
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Οξηζκόο 2.1: Έζηω      κία νινθιεξώζηκε ζπλάξηεζε. Τόηε γηα         θαη     

νξίδνπκε ηνλ ηειεζηή        λα δίλεηαη από ηε ζρέζε  

                      
 

 

               
 

 

 

 

Παξαθάησ παξνπζηάδνληαη θάπνηεο βαζηθέο ηδηόηεηεο ησλ ηειεζηώλ  

           

             
 

 
             

                       
               

     
             

         
           

   
           

                            

                                      

                   
 

 
 

            

 
         

            
 

 
                   

 

 

2.2.1 Οινθιεξνδηαθνξηθέο εμηζώζεηο γηα ηελ πξνεμνθιεκέλε ζπλάξηεζε πνηλήο 

Σε απηό ην ζεκείν, ζα δώζνπκε δύν νινθιεξνδηαθνξηθέο εμηζώζεηο γηα ηελ 

πξνεμνθιεκέλε ζπλάξηεζε πνηλήο, κία γηα ην αξρηθό πιεόλαζκα   θάησ από ην θαηώθιη 

επηπέδνπ   θαη ε άιιε γηα ην πιεόλαζκα πάλσ από απηό. Όπσο ζα δνύκε παξαθάησ ε 

πξνεμνθιεκέλε ζπλάξηεζε πνηλήο κε πιεόλαζκα θάησ από ην θαηώθιη εμαξηάηαη από ηελ 

άιιε κε ην πιεόλαζκα πάλσ από ην θαηώθιη, ε αληίζεηε ζρέζε δελ ηζρύεη. Η ζπλάξηεζε 

πνηλήο ζπκπεξηθέξεηαη δηαθνξεηηθά αλ ην πιεόλαζκα είλαη πάλσ ή θάησ  από ην θαηώθιη 

επηπέδνπ   θαη ε κνξθή ηεο είλαη ε παξαθάησ 
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Θεώξεκα 2.1.   

Η πξνεμνθιεκέλε ζπλάξηεζε πνηλήο        ηθαλνπνηεί ηηο νινθιεξνδηαθνξηθέο εμηζώζεηο 

ηεο παξαθάηω κνξθήο  

         
  

                    

  
                          

                                                   

 

όπνπ 

  
       

   

  
        

 

  
                
 

 
 

 

  
        θαη 

  
       

   

  
        

 

  
                                  

 

   

   

 

  

 
 

  
       

έρνληαο νξίζεη όπνπ                   
 

 
   

 

Απόδεημε 

Αλ εμεηάζνπκε ην ρξόλν ηνπ πξώηνπ δεκηνγόλνπ ελδερνκέλνπ όηαλ      , 

ππάξρνπλ δύν πεξηπηώζεηο, ε κία όηη ην πξώην δεκηνγόλν ελδερόκελν εκθαλίδεηαη πξηλ ην 

πιεόλαζκα θζάζεη ην θαηώθιη   πνπ έρνπκε νξίζεη θαη ε δεύηεξε όηη επέξρεηαη αθνύ ην 

πιεόλαζκα μεπεξάζεη ην θαηώθιη. Αλ εμεηάζνπκε ην κέγεζνο ηνπ πξώηνπ δεκηνγόλνπ 

ελδερνκέλνπ ππάξρνπλ δύν πηζαλόηεηεο, ή κεηά από απηό ε δηαδηθαζία ζα μεθηλήζεη από ηελ 

αξρή κε λέν πιεόλαζκα ή ζα επέιζεη ρξενθνπία ζηελ αζθαιηζηηθή επηρείξεζε. 

Δθαξκόδνληαο ηα παξαπάλσ, ηε ζηηγκή ηνπ πξώηνπ δεκηνγόλνπ ελδερνκέλνπ ε δηαδηθαζία 

πιενλάζκαηνο είλαη ηεο κνξθήο  

              

 αλ           ηόηε δελ εκθαλίδεηαη ρξενθνπία 

 αλ όκσο          ηόηε επέξρεηαη ρξενθνπία θαη ε δείθηξηα           

Άξα ην πιεόλαζκα πξηλ ηε ρξενθνπία είλαη              , θαη ην έιιεηκκα ηε ζηηγκή 

ηεο ρξενθνπίαο είλαη                   
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Δίλαη γλσζηό όηη ε πξνεμνθιεκέλε ζπλάξηεζε πνηλήο ησλ Gerber-Shiu είλαη 

                                               , 

αθνύ               
   

  
 θαη 

                

      
   
  

 

                    
     

 

  

                          
 

     

         

      
 

     

           
   

  
            

       
   
  

 

 

  

            
   

  
           

   

  
   

 

       
   
  

 

               

           
   
  

 

             

           
 

   
  

         
   

  
                                                                            

 

ζέζακε                            
 

 
. 

Σηε ζπλέρεηα ζέηνληαο  

            

 παξαγσγίδνληαο έρνπκε 

   
   
  
  

θαη αθνύ αιιάμνπκε ηα όξηα ηνπ νινθιεξώκαηνο έρνπκε 

ην 1
ν
 νινθιήξσκα 
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ζην 2
ν
 νινθιήξσκα ζέηνπκε 

          
   

  
    

παξαγσγίδνληαο έρνπκε 

   
   
  

 

θαη αιιάδνληαο ηα όξηα ηνπ νινθιεξώκαηνο έρνπκε 

          
 

   
  

         
   

  
       

    

       
  
  
 

        
  
  

 
 
  
  

 

       
   
  

 

 
 

  
 
     

 
    

      
    

        
  

 

             
 

 

 

 

Άξα αληηθαζηζηώληαο ηα δύν νινθιεξώκαηα ζηελ (2.3) παίξλεη ηε κνξθή 
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Οινθιεξώλνληαο ηελ παξαπάλσ σο πξνο   έρνπκε 

 

  
       

 

  

   

  
 
     

 
    

      
 
  

 

 

         
 

  
       

 
 

  

   

  
 
     

 
    

      
   

        
  

 

          
 

 

 

 
   

  
        

 

  
        

ή ηζνδύλακα , 

 

  
       

   

  
        

 

  
                 

 

  
        

 

 

       

 

Όκνηα, όηαλ    , απνδεηθλύεηαη όηη 

 

       
 

  
 
     

 
    

      
 
  

 

        

                                                             

  

θαη 

  
       

   

  
        

 

  
       

 
   

  
        

 
 

  
                  

   

 

                  
 

   

  

 
 

  
        

■ 
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Παξαηεξνύκε από ηελ (2.2) όηη ε νινθιεξνδηαθνξηθή εμίζσζε    δελ 

ζπκπεξηιακβάλεη ηελ νινθιεξνδηαθνξηθή εμίζσζε    αιιά είλαη ππνζύλνιό ηεο. Δπίζεο, 

αλ ζέζνπκε      θαη      ηόηε ε (2.2) ζπκπίπηεη κε ηελ (1.9), δειαδή ηελ 

νινθιεξνδηαθνξηθή εμίζσζε ππό ηε ζηξαηεγηθή ζηαζεξνύ κεξίζκαηνο. 

Σπκπεξαίλνπκε από ηηο (2.4) θαη (2.5) όηη ε νινθιεξνδηαθνξηθή εμίζσζε        είλαη 

ζπλερήο γηα    , δειαδή 

 

                   
    

         

 

Όκσο, δε ζπκβαίλεη ην ίδην γηα         όηαλ    . Αο πάξνπκε ην όξην      ηεο 

        ζηελ (2.2) 

 

  
          

    
  

       

 
   

  
        

 

  
                 

 

 

  
 

  
     

 

αθνύ                  από ηελ (2.2) γηα ηελ         έρνπκε 

 

 
   

  
        

  
  
          

   

  
         

 
  
  
          

 

Άξα απνδείμακε όηη 
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2.2.2. Μηα ειαηηωκαηηθή αλαλεωηηθή εμίζωζε γηα ηελ πξνεμνθιεκέλε ζπλάξηεζε 

πνηλήο         

Σε απηή ηελ ελόηεηα, ρξεζηκνπνηώληαο ηνλ Τειεζηή       , ηνλ νπνίν έρνπκε νξίζεη 

παξαπάλσ, ζα βξνύκε κηα αλαλεσηηθή ζπλάξηεζε γηα ηελ πξνεμνθιεκέλε ζπλάξηεζε 

πνηλήο         γηα    . Γηα λα πξνρσξήζνπκε όκσο ζα πξέπεη λα νξίζνπκε θαη θάπνηεο 

άιιεο ζπλαξηήζεηο. 

Έζησ    από θνηλνύ ζπλάξηεζε ππθλόηεηαο πηζαλόηεηαο κηαο ηπραίαο κεηαβιεηήο κε 

δεμηά νπξά λα νξίδεηαη από ηε ζρέζε 

 

               
                 
 

 

             
 

 

 
    

    

       
                                              

 

Ο κεηαζρεκαηηζκόο Laplace ηεο    νξίδεηαη σο 

 

             
 

 

      
  

        

            

    
                                            

 

επίζεο πξέπεη κηα νξίζνπκε ηελ παξάκεηξν  

   
           

    
 
 

  
    

                                                     

 

Παξαηήξεζε 2.1. Αλ        θαη            
 

   
 

 

 
  (επαθόινπζν ηεο 

c=(1+ζ)ιΕ(x)  ) 

 ηόηε ε         ηθαλνπνηεί ηελ ειαηηωκαηηθή αλαλεωηηθή εμίζωζε. 

                        
 

 

 
 

  
                                              

Βιέπε Gerber θαη Shiu (1998) θαη  Lin θαη Wilmot (1999) 
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Γηα λα γίλνπλ επθνιόηεξνη νη παξαθάησ ππνινγηζκνί ρξεηαδόκαζηε ην παξαθάησ. 

 

Λήκκα 2.1. Γηα       ηζρύεη  

 

                        
 

 

                
   

 

                          

 

Απόδεημε 

Ξεθηλώληαο από ην δεύηεξν κέινο ηεο ηζόηεηαο ζα θαηαιήμνπκε ζην πξώην. 

Αιιάδνληαο ηα όξηα νινθιήξσζεο αθνύ  

      θαη                  

άξα έρνπκε         θαη       

         
 

 

                
   

 

   

                            
 

   

  
 

 

 

                             
 

   

   
 

 

 

                                   
 

   

   
 

 

 

 

Θέηνπκε        ηόηε       θαη  
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■ 

Λήκκα 2.2. Γηα       ηζρύεη 

 

        
 

 

                    
 

 

                
 

   

                        

 

 

Απόδεημε 

Ξεθηλώληαο από ην δεύηεξν κέινο ηεο ηζόηεηαο ζα θαηαιήμνπκε ζην πξώην. 

Θέηνπκε        ηόηε       θαη  

                      

Άξα έρνπκε 

         
 

 

                
 

   

   

          
 

 

                
 

 

   

         
 

 

                 
 

 

   

όπνπ         ηόηε       θαη  

                        

         
 

 

                 
 

   

   

         
 

 
                         

 

 

■ 
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Θεώξεκα 2.2   Η πξνεμνθιεκέλε ζπλάξηεζε πνηλήο         ηθαλνπνηεί ηε παξαθάηω 

ειαηηωκαηηθή αλαλεωηηθή εμίζωζε 

                      
   

 

                 
 

   

       
 

  
                            

γηα    . 

 

Απόδεημε 

Φξεζηκνπνηώληαο ηελ 2.2, γηα    , πνιιαπιαζηάδνπκε κε ηνλ όξν    
        θαη 

νινθιεξώλνπκε σο πξνο   κε όξηα από   έσο   ηα δύν κέιε ηεο εμίζσζεο (2.2). Τν πξώην 

κέινο γίλεηαη 

                                         
                    

         
 

 
 

νινθιεξώλνληαο θαηά παξάγνληεο ηζρύεη             
 

 
            

 
             

 

 
, 

άξα έρνπκε 

  
                   

        
 

 
                      

 

 

  

                                
 

 

  

                                                                              (2.13) 

 

Κάλνληαο ην ίδην ηώξα θαη ζην δεύηεξν κέινο ηεο ζρέζεο (2.2) έρνπκε 

              
 

 

          

           
 

 

                
   

 

   

           
 

 

                
 

   

   

           
 

 
      . 
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Γηα λα γίλνπλ επθνιόηεξνη νη ππνινγηζκνί ζα πάξνπκε μερσξηζηνύο ηνπο όξνπο. 

 

               
 

 
                                                                                                               

            
 

 
                
   

 
                                              

  από ην Λήκκα 2.1 

            
 

 
                
 

   
             

 

 
           

            

από ην Λήκκα 2.2                                      

            
 

 
                                                                                                   

  

 

Άξα ελώλνληαο όινπο ηνπο παξαπάλσ όξνπο  (2.13), (2.14), (2.15), (2.16), (2.17),  

νδεγνύκαζηε ζηε ζρέζε 

                                                      

          
 

 

                           

Από ηελ νπνία ζπλεπάγεηαη 

                           

                    
 

 

                                                   

ρξεζηκνπνηώληαο ηε ζεκειηώδε εμίζσζε ηνπ Lundberg  

                   

θαη    ηε ζεηηθή ξίδα ηεο έρνπκε  

                   
 

 

                    

Σπκπεξαζκαηηθά ε  (2.17) παίξλεη ηε κνξθή 

                                   



37 

 

           
 

 

                    
 

 

                              

Γηαηξώληαο κε     , παίξλνπκε 

 

     
             

    
           

          
 

 

                  

    
    

              

    
 

 

ρξεζηκνπνηώληαο ηελ (2.7) θαη ηηο ηδηόηεηεο ησλ ηειεζηώλ ζπλεπάγεηαη 

 

     
        

  
                 

          
 

 

                         

 

άξα έρνπκε 

           
        

    
                

 
 

  
        
 

 

              
 

  
                           

 

Παίξλνληαο έλαλ έλαλ ηνπο όξνπο έρνπκε 

                             
 

 
 

  
        

    
                           

 

 
                 
   

 
   

(από ην Λήκκα 2.1 θαη ηε ζρέζε 2.8 γηα    ) 

 
 

  
        
 

 
              

 

  
         
 

 
                   
 

   
   

(από ην Λήκκα 2.2). 



38 

 

                             
 

 
 

 

Άξα ε (2.19) γίλεηαη 

                  
 

 

            
 

 

                 
   

 

   

 
 

  
         
 

 

                   
 

   

   

 
 

  
                  
 

 

  

από ηελ νπνία ζπλεπάγεηαη 

                             
   

 

 
 

  
                   
 

   

 
 

  
                                                                                                                      

 

Γηα λα απινπνηήζνπκε ηελ (2.20) ζα ρξεζηκνπνηήζνπκε ηηο ζρέζεηο 

 

από ηε (2.5) έρνπκε 

                      
 

 

           

θαη από ηε (2.6) έρνπκε 

           
 

 

   
        

  
  

 

άξα ε (2.20) γίλεηαη 
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■ 

 

Πόξηζκα 2.1. Ωο απνηέιεζκα ηνπ ζεωξήκαηνο 2.2, ε        ηθαλνπνηεί ηελ παξαθάηω 

ειαηηωκαηηθή αλαλεωηηθή ζπλάξηεζε 

 

                         
 

 

 
 

  
                                              

 

2.2.3 Λύζε κηαο νινθιεξνδηαθνξηθήο εμίζωζεο 

 Σε απηή ηε παξάγξαθν, ζα δείμνπκε αλαιπηηθέο εθθξάζεηο γηα ηελ πξνεμνθιεκέλε 

ζπλάξηεζε πνηλήο. Μέξνο απηώλ ζηεξίδεηαη ζε απνηειέζκαηα ησλ Lin θαη Wilmot (1999), 

Lin et al. (2003),  Asmussen (2000) θαη Gerber θαη Shiu (2005a).  

Γλσξίδνπκε όηη ε γεληθή ιύζε ηεο νινθιεξνδηαθνξηθήο εμίζσζεο από ηελ πξόηαζε 

1.1  είλαη ηεο κνξθήο  

                     

αλάγνληάο ηελ ζην κνληέιν καο παίξλεη ηελ παξαθάησ κνξθή 

                          

όπνπ   κία ζηαζεξά. 

Αλ ζέζνπκε     έρνπκε 

                                 

Φξεζηκνπνηώληαο ηελ (2.12) γηα     έρνπκε 

 

                     
 

 

      
 

  
        

Αλ αληηθαηαζηήζνπκε ηώξα ζηελ (2.22) έρνπκε 
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Λύλνληαο σο πξνο   έρνπκε 

  
             

 

 
              

 
  
       

                   
 

 
     

                             

Παξαθάησ ζα παξνπζηάζνπκε ηελ         κε όξνπο ηεο ζύλζεηεο γεσκεηξηθήο 

θαηαλνκήο. Φξεζηκνπνηώληαο ηελ (1.12) ηελ νπνία νξίζακε ζην πξώην θεθάιαην σο 

ζπλάξηεζε θαηαλνκήο κίαο ζύλζεηεο γεσκεηξηθήο θαηαλνκήο γηα ην θιαζζηθό κνληέιν 

θηλδύλνπ 

      
 

   
 

 

   
 
 

      

 

   

      

αλ αληηθαηαζηήζνπκε όπνπ  

      κε       γηα          , 

        κε   
     , 

 θαη  
 

   
    

ηελ αλάγνπκε ζην κνληέιν θηλδύλνπ κε ηελ ύπαξμε ζηξαηεγηθήο κεξίζκαηνο θαησθιίνπ θαη 

ε ζπλάξηεζε θαηαλνκήο ηεο ζύλζεηεο γεσκεηξηθήο θαηαλνκήο παίξλεη ηε κνξθή 

                        
   

     

 

   

                                         

όπνπ   
   είλαη ε n-νζηή ζπλέιημε ηεο   .  

 

Αθνύ ε         ηθαλνπνηεί ηελ παξαθάησ ειαηησκαηηθή αλαλεσηηθή ζπλάξηεζε  

                           
 

 

 
 

  
                                   



41 

 

 

από ην ζεώξεκα 1.4, ηελ παξαηήξεζε 2.1 θαη αθνύ ζέζακε  

   
 

   
 
 

 
 

  
    

 

θαηαιήγνπκε ζην παξαθάησ ζεώξεκα. 

 

Θεώξεκα 2.3.  Η ιύζε ηεο (2.25) είλαη ηεο κνξθήο 

        
 

        
                   
 

 

 
 

  
        

ή 

        
 

        
                       

 

 

                          

(2.26a) 

■ 

 Δλ ζπλερεία ζα δώζνπκε κία έθθξαζε γηα ηελ        . Αλ ζέζνπκε ζηελ (2.12) όπνπ 

     , 

               θαη 

              
 

   
      

 

  
                    

 

 ηόηε ζα έρνπκε 

 

                      
   

 

                 
 

   

       
 

  
        

                
 

 

             

από ην ζεώξεκα 1.4 θαηαιήγνπκε ζην παξαθάησ ζεώξεκα 
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Θεώξεκα 2.4.  Η ιύζε ηεο (2.12) είλαη ηεο κνξθήο 

             
 

      
                
 

 

        

 
 

      
              
   

 

      

ή 

              
 

      
                 

 

 

                    

■ 

 

Αλ ζπγθεληξώζνπκε όια ηα παξαπάλσ σο πεξίιεςε θαηαιήγνπκε ζην παξαθάησ ζεώξεκα 

 

Θεώξεκα 2.5. Η πξνεμνθιεκέλε ζπλάξηεζε πνηλήο        κπνξεί λα εθθξαζηεί αλαιπηηθά 

ζηα παξαθάηω βήκαηα 

         
 

        
                   
 

 
 

 

  
                                            

    
             

 

 
              

 

  
       

                   
 

 
     

                                               

                  
      

      
                                                                     

                   
 

   
      

 

  
                                                        

         
 

      
              
   

 
                                                       

όπνπ           . 
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 3 

Μέηξα Χξενθνπίαο  

 

3.1. Η πηζαλόηεηα ρξενθνπίαο  

Σε απηή ηε παξάγξαθν ζα κειεηήζνπκε ηε πηζαλόηεηα ρξενθνπίαο όηαλ ν ρξόλνο 

ρξενθνπίαο είλαη πεπεξαζκέλνο, θαζώο επίζεο θαη ηελ πηζαλόηεηα ηεο πηώζεο ηνπ 

πιενλάζκαηνο θάησ από ην αξρηθό θεθάιαην σο εηδηθή πεξίπησζε. Υπνζέηνπκε όηη ην 

πεξηζώξην αζθαιείαο     , ην νπνίν ζεκαίλεη όηη θαη       Αλ ην πεξηζώξην αζθαιείαο 

   είλαη αξλεηηθό απηό ζεκαίλεη όηη ε πηζαλόηεηα ρξενθνπίαο είλαη ίζε κε 1 (δειαδή ε 

ρξενθνπία είλαη βέβαηε) γηα νπνηνδήπνηε αξρηθό απνζεκαηηθό   θαη ν ρξόλνο ρξενθνπίαο 

είλαη κία πεπεξαζκέλε ηπραία κεηαβιεηή. 

Όπσο είλαη γλσζηό από ην Κεθάιαην 1, όηαλ ε έληαζε αλαηνθηζκνύ   είλαη κεδέλ 

πξνθύπηνπλ δηάθνξεο κνξθέο ηεο πξνεμνθιεκέλεο ζπλάξηεζεο πνηλήο, νη νπνίεο νδεγνύλ 

ζε ζεκαληηθά απνηειέζκαηα ηεο Θεσξίαο Κηλδύλνπ. Η κε-αξλεηηθέο ιύζεηο ηεο 

ζεκειηώδνπο εμίζσζεο ηνπ Lundberg είλαη κεδέλ         (Παξαηήξεζε 1.1),  απηό 

ζεκαίλεη όηη       
 

    
  γηα           από ηελ παξαηήξεζε 2.1. θαη νη       θαη       

από ηελ ζπλάξηεζε (2.6) παίξλνπλ ηε κνξθή ηεο ζπλάξηεζεο ηζνξξνπίαο  

 

                
     

    
   

 

 

                  
 

 

 

Δπίζεο,  

                       
 

 

  

Η πηζαλόηεηα ρξενθνπίαο γηα ην θιαζζηθό κνληέιν θηλδύλνπ      κπνξεί λα γξαθηεί θαη 

σο         κε     θαη ξπζκό αζθαιίζηξνπ    ή         κε     θαη ξπζκό 

αζθαιίζηξνπ   . 
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Σην θιαζζηθό κνληέιν θηλδύλνπ γηα          θαη     ηζρύεη όηη 

                  

όπνπ        είλαη ε δεμηά νπξά κηαο ζύλζεηεο γεσκεηξηθήο θαηαλνκήο πνπ δίλεηαη από ηελ 

(1.13), ελώ γηα         ,    , ηζρύεη                , νπόηε ηζρύεη 

            , άξα κεηά ηηο αιιαγέο ζην      θαη ζηελ       γηα γηα           είλαη 

πξνθαλέο όηη νη        θαη        ζπκπίπηνπλ κε ηηο         θαη         θαη από ηελ 

παξαηήξεζε (1.2) ηζρύεη         
 

    
 θαη         

 

    
.  

Αθνύ έρνπκε ζέζεη γηα          θαη      ηόηε ε πξνεμνθιεκέλε ζπλάξηεζε πνηλήο 

       ηζνύηαη κε ηελ πηζαλόηεηα ρξενθνπίαο        θαη ε      αθνύ ηελ έρνπκε νξίζεη 

ζην θεθάιαην 1 (ζεώξεκα 1.2) σο  

                    
 

 

       

θαη ε      από ηελ (1.23) 

     
      

      
    

         

         
 

Από ην ζεώξεκα 2.5. θαη ρξεζηκνπνηώληαο ηηο παξαπάλσ ππνζέζεηο νδεγνύκαζηε ζην 

παξαθάησ πόξηζκα 

 

Πόξηζκα 3.1. Η πηζαλόηεηα ρξενθνπίαο γηα ην κνληέιν θηλδύλνπ ζύλζεηεο Poisson ππό ηε 

ζηξαηεγηθή κεξίζκαηνο θαηωθιίνπ δίλεηαη από ηελ παξαθάηω ζρέζε. 

 

        

                                                                   

       
    
  

                 
   

 

                       
               

 

όπνπ 
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νη ηηκέο ηεο νπνίαο αλήθνπλ ζην δηάζηεκα       θαη 

     
 

    
                
 

   

 
 

    
                              

 

 

Απόδεημε 

Ξεθηλώληαο από ηελ (2.27) 

  
             

 

 
              

 
  
       

                   
 

 
     

 

 

ρξεζηκνπνηώληαο ηηο παξαπάλσ ππνζέζεηο έρνπκε 

 

  

 
    

             
 

 
                

 
    

      

           

           
 

 
    

 
             

           
 

 

 
     

 

 

            

 
    

                                   
 

    
      

            
 

    
                    

 

 
      

 

 

            
 
    
    

            

            
 

    
      

    
    

          
 

    
      

 

 

            
                

                   
 

 

Αλ πάξνπκε ηελ (2.28) θαη αληηθαηαζηήζνπκε κε βάζε ηηο παξαπάλσ ππνζέζεηο έρνπκε  
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Αλ ζέζνπκε 

     
  

                   
 

ηόηε έρνπκε 

                                             

 

Όκνηα γηα     ρξεζηκνπνηώληαο ην ζεώξεκα 2.5 θαη ρξεζηκνπνηώληαο ηηο παξαπάλσ 

ππνζέζεηο θαηαιήγνπκε ζην δεύηεξν ζθέινο ηεο ζπλάξηεζεο.  

■ 

Πόξηζκα 3.2. Γηα       ε πηζαλόηεηα ηεο πηώζεο ηνπ πιενλάζκαηνο θάηω από ην 

αξρηθό θεθάιαην νξίδεηαη 

         
                           

                             
                                      

 

Απόδεημε 

Γηα       από ηελ (3.1) έρνπκε 
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Φξεζηκνπνηώληαο ηελ (3.2) έρνπκε 

           
  

    
 

  
                   

  

 

 
                                

                           
 

 

          
                           

                             
 

■ 

 

Παξαηήξεζε 3.1. Όηαλ    , ε πηζαλόηεηα ηεο πηώζεο ηνπ πιενλάζκαηνο θάηω από ην 

αξρηθό θεθάιαην,        ζύκθωλα κε ην κνληέιν θηλδύλνπ ππό ηε ζηξαηεγηθή κεξίζκαηνο 

θαηωθιίνπ, ηζνύηαη κε ηελ ίδηα πηζαλόηεηα θάηω από ην θιαζζηθό κνληέιν ζύλζεηεο Poisson 

κε ξπζκό αζθαιίζηξνπ   . 

 

 

3.2. Ο ρξόλνο Χξενθνπίαο  

Σε απηή ηελ ελόηεηα ζα κειεηήζνπκε κία άιιε εηδηθή πεξίπησζε ηεο       . Γηα 

    θαη            γηα        . πξνθύπηεη ν κεηαζρεκαηηζκόο Laplace ηνπ ρξόλνπ 

ρξενθνπίαο θαη ηζρύεη  

            δΤ   Τ               

Η      αλάγεηαη ζε       
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Γηα    , ε πηζαλόηεηα ρξενθνπίαο έρεη αλαιπζεί ζηελ παξάγξαθν 3.1. Αθνύ ππνινγηζηεί 

ν κεηαζρεκαηηζκόο Laplace ηνπ ρξόλνπ ρξενθνπίαο Τ , ε θαηαλνκή ηνπ κπνξεί λα 

ππνινγηζηεί ρξεζηκνπνηώληαο ηελ αληίζηξνθε κέζνδν Laplace θαη νη ξνπέο ηνπ 

παξαγσγίδνληαο σο πξνο  . Η πξνεμνθιεκέλε ζπλάξηεζε πνηλήο        δίλεηαη από ην 

ζεώξεκα 2.5 θαη δελ εθθξάδεηαη σο πξνο  , αληίζεηα εθθξάδεηαη κέζσ          θαη 

        . Αο νξίζνπκε  

                     

                      

                 θαη  

                    

Αο ζεκεηώζνπκε όηη νη παξαπάλσ ζπκβνιηζκνί είλαη θάπσο παξαπιαλεηηθνί, αθνύ νη 

πξαγκαηηθή κεηαβιεηή καο  , ζπκπεξηιακβάλεηαη ζηηο παξαπάλσ ζπλαξηήζεηο. Ωζηόζν, 

εθθξάδνληάο ηηο σο πξνο   είλαη απαξαίηεην γηα ηα απνηειέζκαηα πνπ ζα παξάγνπκε. Σηε 

ζπλέρεηα ζα δώζνπκε ην κεηαζρεκαηηζκό Laplace ηνπ ρξόλνπ ρξενθνπίαο 

 

Πόξηζκα 3.3. Ο κεηαζρεκαηηζκόο Laplace ηνπ ρξόλνπ ρξενθνπίαο γηα ην κνληέιν θηλδύλνπ 

ζύλζεηεο Poisson ππό ηε ζηξαηεγηθή κεξίζκαηνο θαηωθιίνπ δίλεηαη από ηελ παξαθάηω ζρέζε. 

 

       

 
 
 

 
              

      

      
                              

      
 

    
             
   

 

                 

                        

όπνπ 
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θαη 

                     
 

   

                                                           

 

Απόδεημε 

Από ην ζεώξεκα 2.5 έρνπκε  

 

                 
      

      
              

θαη  

        
 

    
              
   

 

                 

από ηηο ππνζέζεηο πνπ έρνπκε θάλεη ζηελ αξρή ηεο παξαγξάθνπ θαηαιήγνπκε  

 

       

 
 
 

 
              

      

      
                              

      
 

    
             
   

 

                 

  

 

θαη από ηηο  (2.6) θαη (2.8) έρνπκε 

       
    

    

       
         

   
 

  
    

     

θαη αθνύ  
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ε   (2.27)  

   
             

 

 
              

 

  
       

                   
 

 
     

  

γίλεηαη  

   
                

 

 
               

                    
 

 

   

Αλ πάξνπκε ηελ (2.26) θαη ζύκθσλα κε ηηο παξαπάλσ ππνζέζεηο έρνπκε 

        
 

        
                       

 

 

                          

 

       
 

        
                  

     
 

 

            
         

      

 
 

        
                              

 

 

            
                    

 
  

      
                   

 

 

                 

Άξα  

 

      
  

      
                   

 

 

                         

 

■ 
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3.3. Τν πιεόλαζκα πξηλ ηε ρξενθνπία θαη ην έιιεηκκα κεηά ηε ρξενθνπία. 

Σε απηή ηελ ελόηεηα, ζα κειεηήζνπκε ηελ ειαηησκαηηθή από θνηλνύ θαη ηελ 

πξνεμνθιεκέλε πεξηζώξηα ζπλάξηεζε θαηαλνκήο γηα ην πιεόλαζκα ηε ζηηγκή αθξηβώο πξηλ  

ηε ρξενθνπία θαη γηα ην έιιεηκκα ηε ζηηγκή αθξηβώο ηεο ρξενθνπία, θαζώο θαη ηελ 

θαηαλνκή ηνπ πνζνύ ηεο πξώηεο πηώζεο ηνπ πιενλάζκαηνο θάησ από ην αξρηθό θεθάιαην 

 . Θεσξνύκε ην πεξηζώξην αζθαιείαο              . 

Αλ ππνζέζνπκε όηη     θαη                        γηα ζηαζεξά  

        , ε αλακελόκελε ζπλάξηεζε πνηλήο ηζνύηαη κε ηελ από θνηλνύ ζπλάξηεζε 

θαηαλνκήο ησλ η.κ.       θαη       , δειαδή ηνπ πιενλάζκαηνο ηε ζηηγκή αθξηβώο πξηλ 

ηε ρξενθνπία θαη ηνπ ειιείκκαηνο ηε ζηηγκή αθξηβώο ηεο ρξενθνπία. Άξα νη ζπλαξηήζεηο 

                        θαη         ηζνύληαη αληίζηνηρα κε ηηο                

                                θαη                  

Σην θεθάιαην 2 έρνπκε νξίζεη ηελ      ε νπνία ζύκθσλα κε ηηο ππνζέζεηο καο 

γίλεηαη 

                  
 

 

                           

Από ηνπο Lin θαη Willmot (1999) (Πόξηζκα 5.1) ε από θνηλνύ ζπλάξηεζε θαηαλνκήο ηνπ 

πιενλάζκαηνο ηε ζηηγκή αθξηβώο πξηλ ηελ ρξενθνπία θαη ηνπ ειιείκκαηνο ηε ζηηγκή 

αθξηβώο ηεο ρξενθνπίαο θαηά ην θιαζζηθό κνληέιν θηλδύλνπ ηθαλνπνηεί ηελ 
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Γηα ην κνληέιν θηλδύλνπ ζύλζεηεο Poisson ππό ηε ζηξαηεγηθή κεξίζκαηνο θαησθιίνπ ε 

αληίζηνηρε  από θνηλνύ ζπλάξηεζε θαηαλνκήο ηθαλνπνηεί ηελ 

 

            

 

 
 
 
 
 

 
 
 
 

 

  
 

 

    
                            
  

 

                                              

                                                                 

 

  
                            

 

    
                    
  

 

 

                                                                             
                                                                                          

 

              

 

Οη αληίζηνηρεο πεξηζώξηεο ζπλαξηήζεηο θαηαλνκήο 

     
                              θαη        

                             

άξα έρνπκε 

     
       

 

 
 
 

 
  

  
  

 

    
                 
  

 

                              

 

  
                                                                       

                              

θαη 

     
       

 
 

  
                            

 

    
                  
  

 

                                                                                                                                            

Σηε ζπλέρεηα από ηηο (2.26)-(2.30) παξάγνληαη αλαιπηηθέο εθθξάζεηο γηα ηελ                
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Πόξηζκα 3.4. Αλ ζέζνπκε  

                                                        

ηόηε ε                 δίλεηαη από ηελ 

                                                         

                  
    
  

                              
 

 

            

όπνπ   

  
                                              

                 
 

θαη 

     
 

    
                         
 

   

 
       

    
                   

Αλ ζέζνπκε      ή     , παξάγνπκε ηελ ειαηησκαηηθή πεξηζώξηα ζπλάξηεζε 

ππθλόηεηαο πηζαλόηεηαο ηνπ πιενλάζκαηνο πξηλ ηε ρξενθνπία ή ηελ ειαηησκαηηθή 

πεξηζώξηα ζπλάξηεζε ππθλόηεηαο πηζαλόηεηαο ηνπ ειιείκκαηνο θαηά ηε ρξενθνπία 

αληίζηνηρα. 

 

Πόξηζκα 3.5. Η ειαηηωκαηηθή πεξηζώξηα ζπλάξηεζε ππθλόηεηαο πηζαλόηεηαο ηνπ 

πιενλάζκαηνο ηε ζηηγκή αθξηβώο πξηλ ηε ρξενθνπία                δίλεηαη από ηελ 
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(3.13) 

όπνπ   

  
            

                                      

                 
                                       

θαη 

     
 

    
                         
 

   

 
       

    
                       

       

Πόξηζκα 3.6. Η ειαηηωκαηηθή πεξηζώξηα ζπλάξηεζε ππθλόηεηαο πηζαλόηεηαο ηνπ 

ειιείκκαηνο ηε ζηηγκή ηεο ρξενθνπίαο                δίλεηαη από ηελ 

                 
                                                                               

                 
    
  

                              
 

 

           

       

όπνπ   

  
            

                 

                 
                                                                                    

θαη 
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Όηαλ ην επίπεδν θαησθιίνπ είλαη     θαη ην αξρηθό θεθάιαην είλαη κεδέλ. Τν 

πόξηζκα 3.6 καο νδεγεί ζηελ θαηαλνκή ηεο πξώηεο πηώζεο ηνπ πιενλάζκαηνο θάησ από ην 

αξρηθό επίπεδν. 

 

Πόξηζκα 3.7. Η θαηαλνκή ηεο πξώηεο πηώζεο ηνπ πιενλάζκαηνο θάηω από ην αξρηθό επίπεδν 

δίλεηαη από ηελ  

              
          

  
    

                                                    

κε 

  
            

                     

                   
 

 

Γηα ηελ θαιύηεξε θαηαλόεζε όινπ ηνπ 3
νπ

 θεθαιαίνπ αθνινπζνύλ παξαδείγκαηα ζην 

θεθάιαην 4. 
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 4 

Εθαξκνγέο 

 

Παξάδεηγκα 4.1. Έζησ όηη νη αηνκηθέο απαηηήζεηο θαηαλέκνληαη εθζεηηθά κε κέζν  
 

 
, 

   , θαη  

                       

Αο ζέζνπκε    
  

    
            θαη ε πηζαλόηεηα ρξενθνπίαο όπσο είλαη γλσζηό έρεη ηε 

κνξθή 

        
 

    
                     

Τόηε από ηελ (3.4) ε πηζαλόηεηα ηεο πηώζεο ηνπ πιενλάζκαηνο θάησ από ην αξρηθό 

θεθάιαην δίλεηαη σο  

         
                           

                             
 

 

 
        

           
           

              
                                 

 

Σηε ζπλέρεηα από ηελ (3.1) έρνπκε  

 

                           

        
    

    
                                                       

όπνπ       από ηελ (3.2) 
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Αλ πάξνπκε ηελ (3.3)  

     
 

    
                
 

   

 
 

    
       

από ηελ (4.2) γίλεηαη 

     
 

    
         

    

    
                   

 

   

 
 

    
     

 
 

    
                

 

   

 
    

    
               
 

   

       

 

 
 

    
                               

     

    
                 

 

   

       

 

 
 

    
                          

 
     

    

 

    
                              

 

 
 

    
                                                   

 

 
 

    
                           

 

 
 

    
                                     

                                                                                 

 

όπνπ                        
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Αλ πάξνπκε ηώξα ηελ (3.1) έρνπκε 

       
    
  

                 
   

 

      

 

  
    
  

 
 

    
                

 

    
      

   

 

 
 

    
             

 
 

    
  

 

  
                     
   

 

               

 

 
 

    
     

  
  
            
   

 

               

 

 
 

    
      

  
  

 

    
                                

 

 
 

    
                                     

 

 
 

    
                                                                                                               

 

Αλαθεθαιαηώλνληαο, 

       

 
 
 

 
               

    

    
                                              

      
 

    
                                             

        

 

όπνπ      δίλεηαη από ηελ (4.3) θαη    
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Παξαηεξνύκε όηη          θαη κπνξνύκε λα δώζνπκε έλα ηύπνπ Lundberg άλσ 

θξάγκα γηα ηελ ηε πηζαλόηεηα ρξενθνπίαο       

      
 

    
          

Αθνύ νη αηνκηθέο απαηηήζεηο θαηαλέκνληαη εθζεηηθά κε ζπλάξηεζε θαηαλνκήο 

                              

θαη ζπγθεθξηκέλα 

                              

       
     

    
   

 

 

  
    

 
 

           
 

 

 

 

 

ν κεηαζρεκαηηζκόο Laplace ηεο είλαη 

                 
 

 

        
     

    

 

 

             
 

 

   
 

   
 

θαη από ηελ (2.8) έρνπκε 

   
           

    
 
    

 
    

  

    
 

 

        
                                            

 

Έρεη απνδεηρζεί από ηνπο Lin et al. (2003) όηη  

          
           

θαη 

     
    
    

           

όπνπ 

            

Δπηπιένλ,  
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Να ζεκεηώζνπκε όηη     θαη    νη αξλεηηθέο θαη νη ζεηηθέο ξίδεο ηεο ζεκειηώδεο 

εμίζσζεο ηνπ Lundberg  

                     

κε        

Γηα λα ππνινγίζνπκε ηελ       , αξρηθά παίξλνπκε ηελ (3.7) 

  
                

 

 
               

                    
 

 

 

μεθηλώληαο κε ηνλ αξηζκεηή έρνπκε 
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άξα έρνπκε 
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Από ηελ (3.6) έρνπκε 

 

             
      

      
     

 

    
           

  
    
    

          

  
    
    

     

 

     
       

     
       

       

     
     

 

     
            

     
       

            

     
     

 

 

 
 

 

   

               
         

                       
   

     
 
 

 

     

 

               
         

                       
   

     
     

 

      
         

         

               
        

      

 
         

         

               
        

     

 

        
                  

όπνπ  
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Σηε ζπλέρεηα ζα δείμνπκε ηελ     , ε νπνία από ηελ (3.8) είλαη ηεο παξαθάησ κνξθήο 

  

                     
 

   

          

             
                                 

 

   

       

            
               

 

   

                 
 

   

                     
 

   

       

 

Γηα λα γίλνπλ επθνιόηεξνη νη ππνινγηζκνί ζα δνύκε μερσξηζηά ηα νινθιεξώκαηα ηεο 

παξαπάλσ κνξθήο ηεο      

 

Τν 1
ν
 νινθιήξσκα  
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Τν 2
ν
 νινθιήξσκα  

                
 

   

  
     

    
                          

  
 

    
     

 

    
           

 

Τν 3
ν
 νινθιήξσκα  

 

                    
 

   

                                    

  
 

    
         

 

    
               

 

 

Αλ ελώζνπκε όια ηα παξαπάλσ ε      γίλεηαη 
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Αλ ζέζνπκε 

               
 

    
             

  
    

             

ε      γίλεηαη  

            
         

 

Γηα λα βξνύκε ηελ       από ηελ (3.6) έρνπκε 
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Τειηθά, αλ πάξνπκε όια ηα παξαπάλσ ν κεηαζρεκαηηζκόο Laplace ηνπ ρξόλνπ ρξενθνπίαο 

       δίλεηαη από ηε παξαθάησ ζρέζε 

        
             

                                           

             
                                                                   

                    

όπνπ 

                
 

    
             

  

    
                                             

θαη 

       
         

         

               
        

                                                                         

 

Σηε ζπλέρεηα ζα ππνινγίζνπκε ηελ ειαηησκαηηθή από θνηλνύ θαη ηελ πξνεμνθιεκέλε 

πεξηζώξηα  ζπλάξηεζε θαηαλνκήο γηα ην πιεόλαζκα ηε ζηηγκή αθξηβώο πξηλ ηε ρξενθνπία 

θαη γηα ην έιιεηκκα ηε ζηηγκή αθξηβώο ηεο ρξενθνπία, θαζώο θαη ηελ θαηαλνκή ηνπ πνζνύ 

ηεο πξώηεο πηώζεο ηνπ πιενλάζκαηνο θάησ από ην αξρηθό θεθάιαην  . Γηα ηνλ ππνινγηζκό 

ησλ ζπλαξηήζεσλ ρξεζηκνπνηήζεθε mathematica. 

 

H από θνηλνύ ζπλάξηεζε θαηαλνκήο ηνπ πιενλάζκαηνο ηε ζηηγκή αθξηβώο πξηλ ηελ 

ρξενθνπία θαη ηνπ ειιείκκαηνο ηε ζηηγκή αθξηβώο ηεο ρξενθνπίαο όηαλ νη αηνκηθέο 

απαηηήζεηο θαηαλέκνληαη εθζεηηθά δίλεηαη από ησλ παξαθάησ ηύπν αλ πάξνπκε ηελ (3.9) 

 

Γηα        
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Γηα       

 

             

 
 

  
                                

 

    
                       

 
 

            
                      

Οη αληίζηνηρεο πεξηζώξηεο ζπλαξηήζεηο θαηαλνκήο είλαη 

     
           

    
             

     
       

 

 
 

 
 

              
                

                                               

 

        
               

           
                                                           

            

θαη  
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Σηε ζπλέρεηα παξαηίζεηαη αξηζκεηηθό παξάδεηγκα θαη νη ππνινγηζκνί έρνπλ γίλεη κε ηε 

βνήζεηα ηνπ πξνγξάκκαηνο mathematica. 

Θεσξνύκε όηη νη αηνκηθέο απαηηήζεηο θαηαλέκνληαη εθζεηηθά κε κέζν 
 

 
 

 

 
 θαη  

         
 
 
         

έζησ όηη νη ηηκέο ηνπ πεξηζσξίνπ αζθαιείαο         θαη       , ην θαηώθιη      θαη 

ην αξρηθό θεθάιαην    . 

Από ηε ζρέζε (4.1) ε πηζαλόηεηα ηεο πηώζεο ηνπ πιενλάζκαηνο θάησ από ην αξρηθό 

θεθάιαην είλαη                   Από τη σχέση (4.6) για        ε 

πηζαλόηεηα ρξενθνπίαο είλαη               και για      θαη ζπγθεθξηκέλα    

       ε πηζαλόηεηα ρξενθνπίαο είλαη             . 

Από τη σχέση                               κπνξνύκε λα ππνινγίζνπκε ηνλ 

ξπζκό είζπξαμεο αζθαιίζηξσλ         θαη       .  

 

Από ηελ (4.7) έρνπκε 

   
 

        
 

όπνπ    νη ζεηηθέο ξίδεο ηεο ζεκειηώδεο εμίζσζεο ηνπ Lundberg            και                  

              

Άξα έρνπκε              και             . 

Από την (4.8)           
            

όπνπ     νη αξλεηηθέο ξίδεο ηεο ζεκειηώδεο εμίζσζεο ηνπ Lundberg              και 

            . 

Άξα                      για       

Αλ πάξνπκε ηελ (4.12) έρνπκε 
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από ηελ (4.11) έρνπκε 

               
 

    
             

  
    

                            

Τειηθά, ν κεηαζρεκαηηζκόο Laplace ηνπ ρξόλνπ ρξενθνπίαο ν νπνίνο δίλεηαη ζηε ζρέζε 

(4.10) ππνινγίδεηαη 

         
                                                                           

                                                                                  
  

 

 

H από θνηλνύ ζπλάξηεζε θαηαλνκήο ηνπ πιενλάζκαηνο ηε ζηηγκή αθξηβώο πξηλ ηελ 

ρξενθνπία 

δίλεηαη από ηελ (4.13)  

 

 

Γηα        

                                                                

                                                     

            

H από θνηλνύ ζπλάξηεζε ηνπ ειιείκκαηνο ηε ζηηγκή αθξηβώο ηεο ρξενθνπίαο  

Γηα       

                                                            

                                             

Οη αληίζηνηρεο πεξηζώξηεο ζπλαξηήζεηο θαηαλνκήο είλαη 
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θαη 

     
                                                                 

 

Παξάδεηγκα 4.2 : Έζησ όηη νη αηνκηθέο απαηηήζεηο θαηαλέκνληαη κε ζπλδπαζκό 

εθζεηηθώλ θαηαλνκώλ. Πην ζπγθεθξηκέλα  

          
    

 

   

                               

κε    
 
      γηα ζεηηθνύο αθέξαηνπο  .  

Σύκθσλα κε Gerber et al. (1987) 

          
      

 

   

         

όπνπ  

  
  

  
  

 
  

  
 
   

                

θαη ε πηζαλόηεηα ρξενθνπίαο έρεη ηε κνξθή 

             
     

 

   

                  

όπνπ                 είλαη νη ξίδεο ηεο   
  
   

    
  

                θαη 

ππνζέηνπκε όηη είλαη πξαγκαηηθέο θαη δηαθξηηέο ηηκέο, θαη 
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Παξαηεξνύκε όηη            είλαη νη ζπληειεζηέο πξνζαξκνγήο Lundberg 

Από ην πόξηζκα (3.2) πξνθύπηεη όηη ε πηζαλόηεηα ηεο πηώζεο ηνπ πιενλάζκαηνο θάησ από 

ην αξρηθό θεθάιαην δίλεηαη από  

 

         
                  

          
      

                   
          

       
         

 

Δπίζεο, είλαη εύθνιν λα παξαηεξήζνπκε όηη 

                      
     

 

   

            

όπνπ  

     
  

            
      

      
   

Πξηλ παξάγνπκε κία αλαιπηηθή έθθξαζε γηα ηελ      , ζα παξνπζηάζνπκε δύν ζεκαληηθέο 

ηαπηόηεηεο. Αιιάδνληαο  ειαθξώο ηνλ ζπκβνιηζκό ηνπ ηύπνπ (10.4.13) ησλ Willmot and 

Lin (2001), γίλεηαη 

 
      
      

 

   

 
  

    
                                                                             

 

Αθνύ     
 
            

 

    
  έρνπκε 
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Καηά αλαινγία κε ηηο (3.7) θαη (3.8) βξίζθνπκε 

 

     
 

    
   

 

 

   

                  
 

   

        

 
 

    
   

 

 

   

                            

      
     

      

 

   

                         

 

Φξεζηκνπνηώληαο ηε (4.15) κε    , έρνπκε 

        
 

 

   

      
          

όπνπ  

                  
     

      

 

   

                    

Οπόηε  
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εμαηηίαο ηεο (4.14) κε      Έηζη,  

      

 

 
 
 

 
                       

     

 

   

                                               

      
 

  
       

 

   

  
  
      

      

 

   

                                                      

  

 

Δάλ ε θαηαλνκή ησλ αηνκηθώλ απαηηήζεσλ είλαη κείμε δειαδή      γηα όια ηα j, ηόηε 

      γηα όια ηα l θαη        Ωο εθ ηνύηνπ,           γηα όια ηα j. Σηε ζπλέρεηα 

κπνξνύκε λα βξνύκε έλα άλσ θξάγκα ηεο κνξθήο ηεο αληζόηεηαο ηνπ Lundberg γηα ηελ 

      όπσο θαίλεηαη παξαθάησ, 

 

      
 

  
   

      

 

   

 
      
      

 

   

           

 
 

  
   

      

 

   

 
      
      

 

   

           
 

    
   

      

 

   

           

 
 

    
                    

 

Φξεζηκνπνηώληαο όιεο ηηο παξαπάλσ ππνζέζεηο γηα       έρνπκε 

           
 

 

   

               

όπνπ  
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Δπηπιένλ, 
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