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Περίληψη 

 

Στην εργασία αυτή, γίνεται επιλογή και εκτίµηση κατάλληλου µοντέλου 

στοχαστικού συστήµατος ταυτόχρονων εξισώσεων που αφορά αναλογιστικά 

µεγέθη συνταξιοδότησης. Για το σκοπό αυτό, γίνεται ανασκόπηση σχετικών 

άρθρων και µελετών, αναλύεται το θεωρητικό υπόβαθρο των οικονοµετρικών 

µεθοδολογιών  που σχετίζεται µε συστήµατα ταυτόχρονων εξισώσεων 

(simultaneous equation systems), καθώς και το πλαίσιο επικουρικών συντάξεων 

µε βάση το οποίο ορίζονται και οι µεταβλητές του µοντέλου. Γίνεται χρήση 

πραγµατικών δεδοµένων µε βάση τα οποία εκτιµώνται οι εξισώσεις του 

συστήµατος µε τη µέθοδο ελαχίστων τετραγώνων σε  δύο στάδια (two stage least 

square method) και πραγµατοποιείται πλήρης στατιστική ανάλυση των 

ευρηµάτων (ερµηνεία συντελεστών, διαστήµατα εµπιστοσύνης, έλεγχοι 

υποθέσεων). Ακόµα, γίνεται έλεγχος ισχύος των βασικών υποθέσεων των 

διαταρακτικών όρων των επιµέρους εξισώσεων. Mε βάση τις υποθέσεις αυτές 

επιτυγχάνουµε επιθυµητές ιδιότητες εκτιµητών. Επιπλέον, γίνεται έλεγχος 

προβλεπτικής ικανότητας του µοντέλου και παρουσιάζεται η περίπτωση των ex 

post και ex ante προβλέψεων. Τέλος, παρουσιάζονται επεκτάσεις σχετικά µε τη 

µεθοδολογία εύρεσης του κατάλληλου µοντέλου και δίνονται παρατηρήσεις που 

ερµηνεύουν και αναλύουν τα συµπεράσµατα της έρευνας.  
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Abstract 

 

This project aims to find and estimate an appropriate Simultaneous Stochastic 

Equation Model that refers to actuarial pension variables. For this purpose, a 

review of relative articles and studies is conducted, the theoretical background of 

the econometric methodologies is analyzed and related to the simultaneous 

equation system, as well as the second pillar of pension system frame, which is 

used in order to define the variables of the model. The equations of the system 

are estimated based on real data, using the two stage least square method and a 

full statistical analysis of the findings is conducted such as the coefficients’ 

explanation, the confidence intervals and the hypothesis tests. Also, the basic 

assumptions of the disturbance variables are examined. Based on these 

assumptions the desired attributes of the estimators can be achieved. Moreover, 

the predictive ability of the model is examined and the ex post and ex ante 

prediction cases are presented. Finally, some suggestions related to the 

methodology of the determination of the appropriate model are presented, which 

can be used for the expansion of this research as well as some thoughts that 

explain and analyze the conclusions of the research are given. 
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1. Εισαγωγή 

 

1.1 Γενικό πλαίσιο 

 

Η επιστήµη της οικονοµετρίας είναι ουσιαστικά η µαθηµατική έκφραση της 

οικονοµίας. Είναι µια επιστήµη που συνδυάζει την οικονοµική θεωρία, τα 

µαθηµατικά και την στατιστική. Η τελευταία χρειάζεται µιας και τα περισσότερα 

οικονοµικά φαινόµενα χαρακτηρίζονται από την τυχαιότητα των παραµέτρων 

τους. Η οικονοµετρία έχει ένα ευρύ φάσµα εφαρµογών κυρίως στον 

οικονοµικοκοινωνικό τοµέα. Τα υποδείγµατα ταυτόχρονων εξισώσεων αποτελούν 

σηµαντικό µέρος της σύγχρονης οικονοµετρικής θεωρίας και εφαρµόζονται όταν 

παρουσιάζονται αλληλεξαρτήσεις µεταξύ µεταβλητών που επιθυµούµε να 

εκτιµήσουµε. Τα τελευταία χρόνια, έχουν γίνει προσπάθειες να αξιοποιηθεί η 

σύγχρονη οικονοµετρία στο χώρο των ασφαλειών και των συντάξεων, µιας και ο 

χώρος αυτός, αφενός ενέχει µεταβλητές που η φύση τους είναι τυχαία και 

αφετέρου συγκεντρώνει ιδιαίτερο οικονοµικό και πολιτικό ενδιαφέρον. Αφορµή 

για την συγγραφή της εργασίας αυτής, αποτέλεσε ο προβληµατισµός για   

αξιοποίηση της οικονοµετρικής θεωρίας που αφορά σε υποδείγµατα 

ταυτόχρονων εξισώσεων, µε σκοπό την εκτίµηση, πρόβλεψη και κατ’ επέκταση 

αξιολόγηση σηµαντικών αλληλεξαρτηµένων ασφαλιστικών µεγεθών 

καθορισµένου   συστήµατος   επικουρικών   συντάξεων στην Ελλάδα, εγχείρηµα 

που υλοποιείται για πρώτη φορά. 

 

1.2 Αντικείµενο 

 

Αντικείµενο της εργασίας αυτής αποτελεί η έρευνα, επιλογή, εκτίµηση και 

αξιολόγηση ενός στοχαστικού υποδείγµατος ταυτόχρονων εξισώσεων, που 

αφορά σε συγκεκριµένο πλαίσιο επικουρικών συντάξεων, µε βάση το οποίο 

ορίζονται και οι µεταβλητές του µοντέλου (το πλαίσιο επικουρικών συντάξεων 

καθορίζεται µε πρότυπο το σουηδικό µοντέλο συντάξεων - βλέπε Palmer, 2000 

και Selen & Stahlberg, 2006). ∆ίνεται έµφαση κυρίως στην ανάλυση των 

µεταβλητών που εµπλέκονται στις επικουρικές συντάξεις, αλλά και στη 
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διαδικασία επιλογής και ελέγχου του κατάλληλου µοντέλου. Ουσιαστικά, η 

εργασία αυτή, µέσω της µεθοδολογίας που ακολουθείται, οδηγεί στην εύρεση του 

κατάλληλου µοντέλου µε βάση τις υφιστάµενες συνθήκες. Ωστόσο,  όταν δίνονται 

συγκεκριµένες πληροφορίες για διαφορετικές µελλοντικές οικονοµικές  συνθήκες,  

είναι δυνατή η προσαρµογή του µε κατάλληλες τροποποιήσεις, προκειµένου αυτό 

να δίνει ικανοποιητικές προβλέψεις. 

 

1.3 Οργάνωση 

 

Στο  Κεφάλαιο 1, που αποτελεί την εισαγωγή της εργασίας, παραθέτουµε  το 

γενικό πλαίσιο µέσα στο οποίο αναπτύσσεται η εργασία, το αντικείµενο και το 

βασικό σκοπό αυτής, καθώς επίσης την οργάνωση κατά κεφάλαια όλης της 

εργασίας και επισκόπιση σχετικών άρθρων. 

 

Στο Κεφάλαιο 2, παρουσιάζεται αναλυτικά το θεωρητικό υπόβαθρο της εργασίας, 

δηλαδή τα στοχαστικά υποδείγµατα ταυτόχρονων εξισώσεων, η δοµική και 

ανηγµένη τους µορφή, οι βασικές υποθέσεις που υιοθετούνται, η διαδικασία της 

ταυτοποίησης και τέλος οι µέθοδοι εκτίµησης συστηµάτων ταυτόχρονων 

εξισώσεων και ιδιαίτερα η µέθοδος ελαχίστων τετραγώνων σε δύο στάδια  (two-

stage least squares ή 2SLS), η οποία υιοθετείται για την επίλυση του συστήµατος 

της παρούσας εργασίας. 

 

Στο Κεφάλαιο 3,  γίνεται πλήρης ανάλυση του αντικειµένου της εργασίας. Αρχικά, 

γίνεται µια σύντοµη ιστορική αναδροµή περί συντάξεων και ταµείων στη χώρα 

µας, ανάλυση των δεδοµένων στα οποία στηριζόµαστε για την εκτίµηση του 

µοντέλου και ορισµός των µεταβλητών που χρησιµοποιούνται σε αυτό το 

µοντέλο. Έπειτα, παρουσιάζουµε το µοντέλο ταυτόχρονων εξισώσεων που 

επιλέχθηκε για την εργασία αυτή, τη δοµική αλλά και την πολύ σηµαντική για τις 

εκτιµήσεις µας ανηγµένη µορφή του συστήµατος, σύµφωνα πάντα µε τη 

θεωρητική παρουσίαση του κεφαλαίου 2. 

 

Στο Κεφάλαιο 4, υλοποιούµε την επίλυση του προβλήµατος, δηλαδή την 

εκτίµηση του µοντέλου ταυτόχρονων εξισώσεων. Στην αρχή και πριν από 
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οποιαδήποτε προσπάθεια εκτίµησης, ασχολούµαστε µε τη διαδικασία της 

ταυτοποίησης. Το επόµενο στάδιο είναι η εκτίµηση κάθε µιας από τις εξισώσεις 

συµπεριφοράς ξεχωριστά (στο µοντέλο της εργασίας αυτής δεν υπάρχουν 

εξισώσεις ορισµού - βλέπε παράγραφο 2.1). Εδώ, περιλαµβάνεται η διαδικασία 

εκτίµησης µε τη µέθοδο 2SLS, πλήρης στατιστική ανάλυση και έλεγχος ισχύος 

των βασικών υποθέσεων πάνω στις οποίες στηρίζονται οι εκτιµήσεις. 

 

Στο Κεφάλαιο 5, γίνεται γενική αξιολόγηση του µοντέλου που εκτιµήθηκε στο 

κεφάλαιο 4. Έχοντας εξαιρέσει από τα αρχικά δεδοµένα µας δύο παρατηρήσεις, 

ελέγχουµε την προβλεπτική ικανότητα του µοντέλου µας εντός εύρους δείγµατος 

και λαµβάνουµε τις λεγόµενες ex post προβλέψεις. Ακόµα, γίνεται έρευνα για την 

καταλληλότητα του µοντέλου για την πραγµατοποίηση ex ante προβλέψεων και 

στο πλαίσιο αυτό, δίνονται οι παράγοντες που τροποποιούνται έτσι ώστε να 

λάβουµε ικανοποιητικές εκτιµήσεις. 

 

Στο Κεφάλαιο 6, παρατίθενται γενικές παρατηρήσεις  που αφορούν στην 

ακολουθία των βηµάτων που ακολουθήσαµε για την έυρεση του µοντέλου της 

εργασίας αυτής, αναφορά κάποιων µοντέλων που ερευνήθηκαν στα πλαίσια της 

εργασίας αλλά τελικά δεν υιοθετήθηκαν εξαιτίας συγκεκριµένης αδυναµίας που 

έχουν, γενικά σχόλια αλλά και επεκτάσεις για το µοντέλο που χρησιµοποιήθηκε 

µαζί µε τα πλεονεκτήµατα και τα µειονεκτήµατά του. Τέλος, παραθέτουµε τον 

πίνακα µε τα πρωτογενή δεδοµένα που χρησιµοποιήθηκαν και αξιοποιήθηκαν 

για την παρούσα εργασία. 

  

1.4 Ανασκόπηση Άρθρων 

 

Για την παρούσα εργασία µελετήθηκαν άρθρα σχετικά µε συστήµατα 

ταυτόχρονων εξισώσεων και µε στατιστικές αναλύσεις ως προς τη σηµαντικότητα 

παραγόντων, που αφορούν σε συνταξιοδοτικά και οικονοµικά δεδοµένα, αλλά και 

άρθρα που αφορούν γενικότερα σε ειδικά συστήµατα συνταξιοδότησης. 

 

Στο άρθρο των Kim et al. (2005), εκτιµώνται ταυτόχρονα οι εξαρτηµένες 

µεταβλητές µόχλευση κεφαλαίων, µερισµατική πολιτική, ιδιοκτησιακό καθεστώς 
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και συνταξιοδότηση µε τις ανεξάρτητες µεταβλητές αγοραία αξία, τυπική 

απόκλιση απόδοσης, φορολογικό καθεστώς, κερδοφορία, πάγιες επενδύσεις, 

µέγεθος πωλήσεων και περιουσιακά στοιχεία. Για την αποτίµηση του συστήµατος 

προτιµάται η µέθοδος 3SLS. Η επιλογή των µεταβλητών βασίζεται σε 

προηγούµενες µελέτες ενώ από τη µελέτη αυτή φαίνεται ποιοι παράγοντες είναι 

σηµαντικοί για κάθε µια από τις εξαρτηµένες µεταβλητές. Το σηµαντικό είναι ότι οι 

παραπάνω εξαρτηµένες µεταβλητές εξετάζονται για πρώτη φορά µαζί σε 

σύστηµα ταυτόχρονων εξισώσεων και έτσι κοµίζουµε εµπειρία από τον τρόπο 

ανάλυσης και εκτίµησης του συγκεκριµένου συστήµατος. 

 
Στη µελέτη του Frees (2003), γίνεται συλλογή δεδοµένων που αφορούν σε 

συντάξεις στο διάστηµα 1994-2000. Γίνεται στατιστική ανάλυση και παρατηρείται 

ότι οι πιο σηµαντικοί παράγοντες συνταξιοδότησης αλλά και γενικότερα 

αποχώρησης από το σύστηµα είναι η ηλικία και τα έτη υπηρεσίας. Παράλληλα, 

εξετάζεται η επίδραση παραγόντων του συνταξιοδοτικού πλάνου όπως παροχές 

υγείας, µισθός, µέγεθος πλάνου, µε χρήση παλινδρόµησης για κατηγορικές 

µεταβλητές (multinomial logit analysis) και αναλύονται τα συµπεράσµατα. 

 
Στο άρθρο των Haberman και Sung (1994), παρουσιάζεται ένα δυναµικό µοντέλο 

συντάξεων που αφορά σχήµα (ταµείο) επαγγελµατικής συνταξιοδότησης 

καθορισµένων παροχών. Επιχειρείται η ταυτόχρονη ελαχιστοποίηση του 

κινδύνου παρούσας αξίας εισφορών (διακύµανση της παρούσας αξίας των 

µελλοντικών εισφορών) και του κινδύνου φερεγγυότητας (αθέτηση αναλογιστικής 

υποχρέωσης). 

 
Οι Selen και Stahlberg (2006), αναλύουν την επιτυχή ασφαλιστική µεταρρύθµιση  

στη Σουηδία. Το σουηδικό µοντέλο βασίζεται σε σύστηµα καθορισµένων 

εισφορών σε αντίθεση µε αυτό των καθορισµένων παροχών που προϋπήρχε. Εκ 

του αποτελέσµατος, κάνοντας σύγκριση συγκεκριµένων µεγεθών πριν και µετά 

τη µεταρρύθµιση, διαφαίνεται υπεροχή του νέου συστήµατος. Το ίδιο θέµα 

αναλύει από την δική του οπτική και ο Palmer (2000). Επίσης, η Sunden (2000) 

παρουσιάζει συνοπτικά και διαγραµµατικά την µεταρρύθµιση του σουηδικού 

συστήµατος συντάξεων. 
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Υπάρχουν πολλά άρθρα που αναφέρονται σε διάφορες θεµατικές ενότητες, 

γενικές και ειδικές που σχετίζονται µε την εργασία αυτή και συµβάλλουν στην 

καλύτερη κατανόηση αλλά και σφαιρική προσέγγιση σε θέµατα συντάξεων αλλά 

και σε συστήµατα ταυτόχρονων εξισώσεων. 

 
Ο Βrunner (2002), αναλύει τα πλεονεκτήµατα της µεταρρύθµισης 

αναδιανεµητικών συνταξιοδοτικών συστηµάτων Pay - As - You - Go. 

 
Το άρθρο των Εklof και Hallberg (2006), σχετίζεται µε µοντελοποίηση επιλογών 

συνταξιοδότησης στη Σουηδία τη δεκαετία του 90’ και επικεντρώνεται στην 

περίπτωση της εθελουσίας εξόδου και πρόωρης συνταξιοδότησης. 

 
Οι Palmer και Fox (2000), αναλύουν τη µεταρρύθµιση των αναδιανεµητικών 

συστηµάτων µε δηµογραφικά προβλήµατα, σε συστήµατα πολλών πυλώνων 

που περιέχουν εφαρµογή συστήµατος καθορισµένων εισφορών. 

 
Ο Αndrietti (2000), εµβαθύνει µε εµπειρική ανάλυση σε θέµατα επαγγελµατικής 

ασφάλισης  στην Ευρωπαϊκή Ένωση. 

 
Οι Haberman et al. (2005), αναπτύσσουν το θεωρητικό πλαίσιο κατασκευής ενός 

ευέλικτου σχήµατος που µπορεί να υιοθετηθεί από τους συνταξιούχους, έτσι 

ώστε να πετύχουν βέλτιστο συνδυασµό απόδοσης – κατανάλωσης, στα πλαίσια 

ενός συστήµατος καθορισµένων εισφορών. 

 
Στο άρθρο του Haberman (1991), χρησιµοποιείται ένα µαθηµατικό µοντέλο για τη 

σύγκριση διαφορετικών µεθόδων χρηµατοδότησης συντάξεων της οποίας η 

απόδοση, εκφράζεται µέσα από ένα πρώτης τάξης  αυτοπαλίνδροµο µοντέλο.  
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2. Θεωρία Συστηµάτων Ταυτόχρονων Εξισώσεων 

 

2.1 Στοχαστικά υποδείγµατα ταυτόχρονων εξισώσεων 

 

Γενικά ο όρος «στοχαστικό» αναφέρεται σε κάτι το τυχαίο. Η υιοθέτηση 

στοχαστικών συστηµάτων υπαγορεύεται από την τυχαία φύση των οικονοµικών 

φαινοµένων και µεταβλητών που λαµβάνουν χώρα στην παρούσα εργασία. Σε 

ένα τέτοιο σύστηµα, έχουµε µεταβλητές οι τιµές των οποίων καθορίζονται µέσα 

στο σύστηµα, οι οποίες ονοµάζονται ενδογενείς. Οι µεταβλητές αυτές 

καθορίζονται από άλλες αλλά και καθορίζουν άλλες µεταβλητές του συστήµατος. 

Ακόµα, υπάρχουν µεταβλητές οι τιµές των οποίων καθορίζονται έξω από το 

σύστηµα και οι οποίες ονοµάζονται εξωγενείς. Αυτές καθορίζουν κάποιες 

µεταβλητές του συστήµατος χωρίς να καθορίζονται από άλλες. Οι εξωγενείς µαζί 

µε τις ενδογενείς µεταβλητές που αναφέρονται σε προηγούµενες χρονικές 

περιόδους (αν έχουµε χρονολογικές σειρές) ή προηγούµενες µονάδες γενικά (αν 

έχουµε διαστρωµατικά στοιχεία) χαρακτηρίζονται ως προκαθορισµένες. Ένα 

σύστηµα είναι δυνατό να έχει εξισώσεις συµπεριφοράς που αναλύουν τη 

συµπεριφορά µονάδων της οικονοµίας και εξισώσεις ορισµού ή ταυτότητες. 

Τέλος στις εξισώσεις συµπεριφοράς, επειδή πρόκειται για στοχαστικό σύστηµα, 

συναντούµε τους διαταρακτικούς όρους ή θορύβους ή σφάλµατα που είναι 

τυχαίες µη παρατηρήσιµες µεταβλητές και οι οποίες αντανακλούν ουσιαστικά την 

επίδραση διαφόρων τυχαίων επιπρόσθετων παραγόντων στις τιµές των 

ενδογενών µεταβλητών. 

 

2.1.1 ∆οµική (διαρθρωτική) µορφή συστήµατος 

 

Ένα σύστηµα του οποίου το πλήθος των ενδογενών µεταβλητών είναι ίσο µε το 

πλήθος των εξισώσεων ονοµάζεται πλήρες. Η διαρθρωτική µορφή ενός πλήρους 

συστήµατος γραµµικών ως προς τις παραµέτρους εξισώσεων µε J ενδογενείς 

µεταβλητές και Κ προκαθορισµένες γράφεται ως εξής: 
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11 1t 21 2t J1 Jt 11 1t 21 2t Κ1 Κt 1tγ Υ +γ Υ +...+γ Y +β Χ +β Χ +...+β Χ +u =0  

12 1t 22 2t J2 Jt 12 1t 22 2t Κ2 Κt 2tγ Υ +γ Υ +...+γ Y +β Χ +β Χ +...+β Χ +u =0  

          . 
          .                                                                                (1.1) 

          . 

      1J 1t 2J 2t JJ Jt 1J 1t 2J 2t ΚJ Κt Jtγ Υ +γ Υ +...+γ Y +β Χ +β Χ +...+β Χ +u =0  

 

όπου  j tΥ  είναι η παρατήρηση της j ενδογενούς µεταβλητής για j=1,2,…,J στην 

περίοδο (ή άτοµο) t για t= 1,2,…,T, κ tΧ  είναι η παρατήρηση της κ 

προκαθορισµένης µεταβλητής για κ=1,2,...,Κ στην περίοδο (ή άτοµο) t και 

Jtu είναι ο διαταρακτικός όρος της j ενδογενούς µεταβλητής στην περίοδο (ή 

άτοµο t).  Εναλλακτικά, µπορούµε να θεωρήσουµε ότι η παρατήρηση της j 

ενδογενούς µεταβλητής είναι ένα διάνυσµα από Τ περιόδους ή άτοµα, οπότε το 

σύστηµα µπορεί να γραφεί γενικά µε τη µορφή µητρών ως εξής: 

 

                                        
(JXJ) (JXT) (JXK) (KXT) (JXT)
Γ Υ + Β Χ = U                                   (1.2) 

 

όπου 

           

 
 
 
 
 
 

11 12 1Τ

21 22 2Τ

J1 J2 JT

Υ Υ ... Υ

Υ Υ ... Υ
Υ =

. . . .

Υ Υ ... Υ

    

 
 
 
 
 
 

11 12 1Τ

21 22 2Τ

Κ1 Κ2 ΚT

Χ Χ ... Χ

Χ Χ ... Χ
Χ =

. . . .

Χ Χ ... Χ

  

 

           

 
 
 
 
 
 

1 1 12 1Τ

21 2 2 2Τ

J1 J2 JT

u u ... u

u u ... u
U =

. . . .

u u ... u

   

11 21 J1

12 22 J2

1J 2J JJ

γ γ ... γ

γ γ ... γ
Γ =

. . . .

γ γ ... γ

 
 
 
 
 
 
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11 21 Κ1

12 22 Κ2

1J 2J ΚJ

β β ... β

β β ... β
B =

. . . .

β β ... β

 
 
 
 
 
 

 

 

2.1.2 Ανηγµένη µορφή συστήµατος 

 

Υποθέτουµε ότι η  Γ είναι µη ιδιάζουσα, δηλαδή αντιστρέψιµη (είναι σίγουρα 

τετραγωνική διότι το σύστηµα είναι πλήρες). Τότε από (1.2) έχουµε: 

 

                                         
1 1 1Γ ΓΥ Γ Β Χ Γ U− − −+ =  

  
1 1Υ Γ Β Χ Γ U− −⇒ + =  

                                             
1 1Υ = -Γ Β Χ + Γ U− −⇒  

                                        Υ = Π Χ + V⇒                                             (1.3) 

 

 
όπου 
  

 
 
 
 
 
 

11 12 1Κ

21 22 2Κ-1

(JXK)

J1 J2 JK

π π ... π

π π ... π
Π = -Γ Β =

. . . .

π π ... π

      

 

 

11 12 1T

21 22 2T-1

(JXT)

J1 J2 JT

v v ... v

v v ... v
V = -Γ U =

. . . .

v v ... v

 
 
 
 
 
 
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Αναλυτικά, η ανηγµένη µορφή γράφεται ως εξής: 
 
 

 1t 11 1t 12 2t 1Κ Κt 1tΥ = π Χ + π Χ +...+ π Χ + V  

                               2t 21 1t 22 2t 2Κ Κt 2tΥ = π Χ + π Χ +...+ π Χ + V  

                                 . 
                                 .                                                                                        (1.4) 
                                 . 

                        jt j1 1t j2 2t jΚ Κt jtΥ = π Χ + π Χ +...+ π Χ + V
 

όπου  j tΥ  είναι  διάνυσµα (ΤΧ1)  παρατηρήσεων  της  j  ενδογενούς  µεταβλητής 

για  j=1,2,…,J, κ tΧ  είναι διάνυσµα (ΤΧ1) παρατηρήσεων της κ 

προκαθορισµένης µεταβλητής για  κ=1,2,...,Κ και jtV είναι διάνυσµα (ΤΧ1) του  j 

διαταρακτικού όρου ανηγµένης µορφής  για  j=1,2,…,J. Προφανώς, η ανηγµένη 

µορφή του συστήµατος (1.4)  ισχύει και διανύσµατα - στοιχεία για µεµονωµένες 

περιόδους ή άτοµα για  t= 1,2,…,T. 

 

2.1.3 Οι βασικές υποθέσεις 

 

Υπόδειγµα µιας εξίσωσης 
 

Στο γραµµικό υπόδειγµα µιας µόνο εξίσωσης, συνήθως υποθέτουµε ότι ισχύουν 

οι βασικές υποθέσεις του (κανονικού) κλασσικού γραµµικού υποδείγµατος. 

Αυτές οι υποθέσεις που αφορούν µια εξίσωση γραµµικής παλινδρόµησης,  

µπορούν να γραφούν συνοπτικά ως εξής (βλέπε Κιντή, 1982, σελ. 69): 

 
     (α)   Γραµµικό ως προς τις παραµέτρους υπόδειγµα 

(β)  ( ) 0iΕ u = i,∀  δηλαδή ο µέσος των iu  είναι µηδέν 

(γ)  ) = < ∞2

iVar(u σ   i,∀  δηλαδή τα iu  έχουν σταθερή διακύµανση 

(δ)  i, jCov(u u ) = 0   i j ,∀ ≠  δηλαδή τα iu  και ju , i j,≠  είναι µεταξύ τους         

       ασυσχέτιστα 

(ε)  iX : µη στοχαστική µεταβλητή i,∀  δηλαδή η iX  είναι σταθερή σε  

       επαναλήψεις του πειράµατος και ανεξάρτητη από την u ∀i     

     (στ)  iX : γραµµικά ανεξάρτητες µεταξύ τους, δηλαδή δεν υπάρχει το  
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         πρόβληµα της πολυσυγγραµµικότητας, 

 

      όπου iu   είναι   ο  i -διαταρακτικός  όρος  ∀i   και  iX   είναι  η  i  ανεξάρτητη      

      µεταβλητή i.∀  

 
Η υιοθέτηση των  υποθέσεων που αφορούν τους διαταρακτικούς όρους, γίνεται 

επειδή οι τιµές τους είναι άγνωστες. Έτσι, οι προβλέψεις του υποδείγµατος, ο 

στατιστικός έλεγχος  και η σηµαντικότητα των µεταβλητών, θα είναι άµεσα 

συνδεδεµένες µε την ισχύ ή µη των υποθέσεων αυτών. Όταν πληρούνται οι 

υποθέσεις (α) – (στ), πράγµα που ελέγχεται µε διάφορες µεθόδους µετά την 

εκτίµηση του υποδείγµατος, τότε η εφαρµογή της συνήθους µεθόδου ελαχίστων 

τετραγώνων (Ordinary Least Squares ή OLS), δίνει την άριστη, γραµµική, 

αµερόληπτη εκτιµήτρια (Best Linear Unbiased Estimator ή BLUE)  

ˆ ′ ′-1β = (Χ Χ) Χ Υ της παραµέτρου β, η οποία επιπλέον είναι επαρκής 

(χρησιµοποιεί δηλαδή όλες τις διαθέσιµες πληροφορίες), συνεπής (συγκλίνει 

κατά πιθανότητα στο β ή αλλιώς  ˆplimβ = β  ) και ασυµπτωτικά αµερόληπτη 

( ˆ
T
lim Ε (β ) = β ,
→ ∞

 όπου Τ το πλήθος των παρατηρήσεων) – βλέπε Λαζαρίδη, 

2002, σελ. 226). Στην περίπτωση αυτή, το υπόδειγµα στο οποίο αναφέρονται οι 

εν λόγω υποθέσεις (α) – (στ), λέγεται κλασικό γραµµικό υπόδειγµα. Εάν 

υποθέσουµε επιπλέον και την κανονικότητα των σφαλµάτων, τότε αυτό 

ονοµάζεται κανονικό κλασικό γραµµικό υπόδειγµα και τα iu , ju , ≠i j  γίνονται 

µεταξύ τους ανεξάρτητα. 

 

Υπόδειγµα ταυτόχρονων εξισώσεων 
 
Στην περίπτωση γραµµικού υποδείγµατος ταυτόχρονων εξισώσεων ουσιαστικά 

κάνουµε γενίκευση των προηγούµενων υποθέσεων. Οι υποθέσεις (α), (β), (γ), (ε) 

και (στ) ισχύουν για κάθε εξίσωση και η (δ) τροποποιείται έτσι ώστε να ισχύει ότι 

η συνδιακύµανση δυο διαταρακτικών όρων διαφορετικών χρονικών περιόδων ή 

ατόµων είναι µηδέν, άσχετα αν αυτοί οι όροι αναφέρονται στην ίδια ή διαφορετική 

εξίσωση. Επιπλέον, υποθέτουµε ότι η µήτρα Γ της (1.2) είναι αντιστρέψιµη και ότι 

σε κάθε δοµική εξίσωση του συστήµατος (1.1) ο συντελεστής µιας από κοινού 
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ενδογενούς µεταβλητής  µπορεί να είναι ίσος  µε -1 (έτσι ώστε να µπορεί η κάθε 

δοµική εξίσωση να επιλυθεί ως προς διαφορετική κάθε φορά ενδογενή 

µεταβλητή).  

 
Αντίστοιχα µε το υπόδειγµα µιας εξίσωσης, υπάρχουν άλλες µέθοδοι εκτίµησης 

για το υπόδειγµα ταυτόχρονων εξισώσεων µετά την εφαρµογή των οποίων 

πρέπει να γίνει αντίστοιχα έλεγχος για την ισχύ των παραπάνω υποθέσεων (για 

µεγαλύτερη ανάλυση των βασικών υποθέσεων στην περίπτωση συστηµάτων 

ταυτόχρονων εξισώσεων και τροποποιήσεις τους ανάλογα µε τη µέθοδο 

εκτίµησής τους, βλέπε Koutsoyiannis, 1978, κεφάλαιο 16). 

 

2.1.4 Ταυτοποίηση 

 

Η γνώση των παραµέτρων του συστήµατος ανηγµένης µορφής αρκεί για την 

εκτίµηση (πρόβλεψη) των ενδογενών µεταβλητών. Αν όµως το ενδιαφέρον µας 

επεκτείνεται και στη διενέργεια ελέγχων υποθέσεων για τις παραµέτρους αυτές, 

τότε είναι απαραίτητη η γνώση των παραµέτρων της δοµικής µορφής του 

συστήµατος (1.1). Όµως, δεν µπορούµε να εκτιµήσουµε απευθείας τις δοµικές 

παραµέτρους εξαιτίας του προβλήµατος του σφάλµατος αλληλεξάρτησης ή του 

προβλήµατος µεροληψίας λόγω ύπαρξης ταυτόχρονων εξισώσεων (βλέπε 

Καφφέ, 1989, σελ. 171). Έτσι, η ιδέα είναι  να εκτιµηθούν οι παράµετροι της 

ανηγµένης µορφής και από αυτές, κάτω από ορισµένες συνθήκες, να λάβουµε τις 

αντίστοιχες της δοµικής µορφής. Οι συνθήκες αυτές πληρούνται µόνο αν το 

σύστηµα είναι ταυτοποιήσιµο.  

 
Η ταυτοποίηση είναι µια διαδικασία που προηγείται των εκτιµήσεων. Αν 

ταυτοποιούνται οι εξισώσεις του συστήµατος, τότε λέµε ότι το σύστηµα είναι 

ταυτοποιήσιµο και µπορούµε από την ανηγµένη µορφή να αποκτήσουµε τις 

δοµικές παραµέτρους. Κι αυτό διότι αν ένα σύστηµα είναι ταυτοποιήσιµο, 

εξασφαλίζουµε ότι δε µπορούν να βρεθούν παραπάνω από µια διαρθρώσεις που 

να έχουν την ίδια ανηγµένη µορφή. 
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Συνθήκες ταυτοποίησης µιας εξίσωσης 
 
(α) Συνθήκη διαστάσεων 

 

Έστω:   Κ1 : ο  αριθµός  των  προκαθορισµένων  µεταβλητών  που  δεν 

                 περιλαµβάνονται στην εξίσωση 

 

              J1 : ο  αριθµός των  ενδογενών  µεταβλητών που περιλαµβάνονται                   

                 στην εξίσωση 

 

              Κ2 : ο   αριθµός   των   προκαθορισµένων   µεταβλητών   που  

                    περιλαµβάνονται στην εξίσωση 

 

              J2 : ο αριθµός των ενδογενών µεταβλητών που δεν περιλαµβάνονται  

                   στην εξίσωση 

 

Πρέπει να ισχύει: Κ1 ≥ J1-1 ή ισοδύναµα  Κ1+J2 ≥ J1+J2-1 (βλέπε Καφφέ,1989, 

σελ. 202), όπου 

  

              Κ1+J2 : αριθµός µεταβλητών του συστήµατος που δεν υπάρχουν  

                           στην εξίσωση  

 

              J1+J2 : αριθµός  εξισώσεων  του  πλήρους  συστήµατος. 

 
Η συνθήκη αυτή είναι αναγκαία αλλά όχι ικανή. Για να ταυτοποιείται η εξίσωση 

πρέπει να ικανοποιείται επιπλέον και η ακόλουθη συνθήκη, η οποία είναι 

αναγκαία και ικανή. 

 

(β) Συνθήκη βαθµού 
 

Βρίσκουµε τη µήτρα Π του συστήµατος ανηγµένης µορφής (1.3). Η Π έχει τόσες 

στήλες όσες και οι ενδογενείς µεταβλητές του συστήµατος και τόσες γραµµές 

όσες οι προκαθορισµένες (συµπεριλαµβανοµένης και της υποθετικής µεταβλητής 
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που πολλαπλασιάζεται µε τους σταθερούς όρους των εξισώσεων η οποία 

λαµβάνει µόνιµα  την τιµή 1). 

Πρέπει να ισχύει ότι rank ( rΠ )= J1-1, όπου rΠ  είναι η υποµήτρα της Π που 

προκύπτει αν : 

 

              i) ∆ιαγράψουµε τις στήλες της Π που αντιστοιχούν στις ενδογενείς  

                 µεταβλητές που δεν υπάρχουν στην εξίσωση  

 

              ii) ∆ιαγράψουµε τις γραµµές της Π που αντιστοιχούν στις  

                  προκαθορισµένες µεταβλητές που υπάρχουν στην εξίσωση  

 

και rank ( rΠ ) είναι η τάξη της µεγαλύτερης σε διάσταση µη µηδενικής ορίζουσας 

της rΠ .  Αν ισχύουν και οι δυο συνθήκες και στην πρώτη ισχύει η ανισότητα τότε 

η εξίσωση λέµε ότι υπερταυτοποιείται. Αν ισχύουν και οι δυο συνθήκες και στην 

πρώτη ισχύει η ισότητα τότε η εξίσωση λέµε ότι ταυτοποιείται ακριβώς. 

 

2.2 Μέθοδοι εκτίµησης συστηµάτων ταυτόχρονων εξισώσεων 

 

Οι διάφορες µέθοδοι για την εκτίµηση συστηµάτων ταυτόχρονων εξισώσεων 

αναφέρονται µόνο σε ταυτοποιήσιµες εξισώσεις συµπεριφοράς. Υπάρχουν 

µέθοδοι που εκτιµούν κάθε εξίσωση ξεχωριστά χρησιµοποιώντας τις 

πληροφορίες του συστήµατος αλλά µε περιορισµένο τρόπο, καθώς και µέθοδοι 

συνολικής εκτίµησης του συστήµατος. Οι πιο σηµαντικές µέθοδοι της πρώτης 

κατηγορίας είναι η έµµεση µέθοδος ελαχίστων τετραγώνων (indirect least 

squares ή ILS), η µέθοδος ελαχίστων τετραγώνων σε δυο στάδια (two-stage 

least squares ή 2SLS) και η µέθοδος της µεγίστης πιθανοφάνειας µε 

περιορισµένες πληροφορίες (limited-information maximum likelihood method ή 

LIML). Από τη δεύτερη κατηγορία ξεχωρίζουµε τη µέθοδο ελαχίστων τετραγώνων 

σε τρία στάδια (three-stage least squares ή 3SLS) και τη µέθοδο της µεγίστης 

πιθανοφάνειας µε όλες τις πληροφορίες (full-information maximum likelihood 

method ή FIML). 
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Η µέθοδος 2SLS 
 
Η µέθοδος 2SLS είναι η πιο σηµαντική της πρώτης κατηγορίας συστηµάτων για 

εκτίµηση δοµικών παραµέτρων εξισώσεων που υπερταυτοποιούνται ή 

ταυτοποιούνται ακριβώς. Οφείλεται στους Basmann (1957) και Theil (1953). 

Ειδικά στη µέθοδο 2SLS είναι σηµαντικό να πληρείται η υπόθεση ότι το µέγεθος 

του δείγµατος είναι πολύ µεγαλύτερο από το πλήθος των προκαθορισµένων 

µεταβλητών του συστήµατος και η υπόθεση περί σωστής εξιδείκευσης του 

µοντέλου και επιλογής κατάλληλων εξωγενών µεταβλητών. Η µέθοδος 2SLS 

συντελείται σε δύο στάδια: 

 
Στο πρώτο στάδιο εφαρµόζουµε τη συνήθη µέθοδο των ελαχίστων τετραγώνων 

στις εξισώσεις του συστήµατος ανηγµένης µορφής (1.3) εκείνων των ενδογενών 

µεταβλητών που εµφανίζονται ως ανεξάρτητες στις υπερταυτοποιηµένες ή 

ταυτοποιηµένες ακριβώς δοµικές εξισώσεις.  

 
Στο δεύτερο στάδιο εφαρµόζουµε τη συνήθη µέθοδο των ελαχίστων τετραγώνων 

στην υπερταυτοποιηµένη ή ταυτοποιηµένη ακριβώς δοµική εξίσωση αφού 

αντικαταστήσουµε τις τιµές των ενδογενών µεταβλητών που εµφανίζονται ως 

ανεξάρτητες µε τις αντίστοιχες εκτιµήσεις τους από το πρώτο στάδιο. 

 

 
Τα παραπάνω στάδια, αφορούν στην εύρεση των εκτιµήσεων των παραµέτρων. 

Επιπλέον, αν υπάρχει ενδιαφέρον για την τελική εκτίµηση των εξαρτηµένων 

ενδογενών µεταβλητών, πρέπει στην εκτιµηµένη πλέον εξίσωση να έχουµε τις 

παρατηρούµενες τιµές της ενδογενούς ανεξάρτητης µεταβλητής και όχι τις 

εκτιµηµένες τιµές από το πρώτο στάδιο. Αξίζει να σηµειωθεί ότι όταν µια εξίσωση 

ταυτοποιείται ακριβώς, τότε η µέθοδος 2SLS δίνει τα ίδια αποτελέσµατα µε αυτά  

της µεθόδου ILS. 
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3. Ανάλυση Μοντέλου 
 

3.1 Ιστορική αναδροµή 

 

Η κοινωνική ασφάλιση στην Ελλάδα ουσιαστικά «γεννήθηκε» το 1934 µε το 

Ν.6298/34 «περί κοινωνικών ασφαλίσεων». Από τότε έγιναν αξιόλογες 

προσπάθειες για την ανάπτυξη του συνταξιοδοτικού µας συστήµατος. Τις 

τελευταίες όµως δεκαετίες συντελέσθηκε µια άναρχη δόµηση του συστήµατος 

αυτού µε υπερβολικά µεγάλο αριθµό ταµείων, πολύπλοκη και πολυπλόκαµη 

νοµοθεσία, ατέρµονη γραφειοκρατία, ικανοποίηση πελατειακών συµφερόντων και 

γενικά µε σύγχυση για το τι ισχύει και καθεστώς αδιαφάνειας. Αυτή η πορεία σε 

συνδυασµό µε το δηµογραφικό πρόβληµα και την ανεργία στη χώρα µας, 

οδήγησε στη σηµερινή κατάσταση που χαρακτηρίζεται από ελλειµµατικά ταµεία, 

αδυναµία καταβολής συντάξεων, αυξανόµενη κρατική επιδότηση στα ταµεία, 

σκανδαλώδεις διαχειρίσεις αποθεµατικών, σπατάλη στο σύστηµα υγείας και 

πολλά άλλα. 

 
Είναι λοιπόν ευρέως παραδεκτό, ότι στην Ελλάδα υπάρχει ανάγκη για άµεση 

ασφαλιστική µεταρρύθµιση. Στη χώρα µας, πρέπει αρχικά να γίνει καταγραφή της 

υφιστάµενης και αρκετά πολύπλοκης κατάστασης που επικρατεί, όσον αφορά το 

νοµικό, διοικητικό  και οργανωτικό πλαίσιο του συνταξιοδοτικού µας συστήµατος. 

Σε δεύτερη φάση, πρέπει να µελετηθεί η διεθνής εµπειρία και να γίνει επιλογή 

των κατάλληλων µέτρων για τη χώρα µας. Στο τελικό στάδιο πρέπει να 

υλοποιηθούν οι υποδοµές που θα υποδεχθούν το νέο σύστηµα (αναλογιστικές 

µελέτες, κατάλληλες βάσεις δεδοµένων, ψήφιση σχετικών νόµων). Προς αυτή την 

κατεύθυνση,  έχουν ήδη γίνει κάποια  βήµατα (βλέπε ΦΕΚ 58,  Νόµο 3655/08).  

 

3.2 ∆εδοµένα 

 
Βασική µέριµνα για την ελληνική πραγµατικότητα, είναι να δηµιουργηθεί ένας 

ενιαίος δηµόσιος φορέας κοινωνικών συντάξεων κύριων και επικουρικών καθώς 

και ανάπτυξη των επαγγελµατικών ταµείων, που µε την κατάλληλη διαχείριση 

των αποθεµατικών θα αποσκοπεί τουλάχιστον στη διατήρηση των σηµερινών 
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παροχών. Ωστόσο, για τα θέµατα αυτά, αξίζει να µελετήσουµε περιπτώσεις 

επιτυχούς ασφαλιστικής µεταρρύθµισης εντός και εκτός Ευρωπαϊκής Ένωσης 

όπως στη Χιλή (1990) και Σουηδία (1994). Το Σουηδικό µοντέλο αποτέλεσε για 

πολλές χώρες οδηγό για τη δική τους ασφαλιστική µεταρρύθµιση ή τροποποίηση 

όπως π.χ. η περίπτωση της Γερµανίας. 

 
Ο Νεκτάριος (2008), παρέχει µια ολοκληρωµένη πρόταση για το Ελληνικό 

σύστηµα συντάξεων µε βάση το σουηδικό µοντέλο. Στην παρούσα εργασία θα 

µας απασχολήσει το µέρος της πρότασης που αφορά στις επικουρικές συντάξεις. 

Γενικά οι επικουρικές συντάξεις όπως µαρτυρεί και το όνοµά τους, 

συµπληρώνουν τις κύριες συντάξεις οι οποίες κατά βάση στηρίζονται στο 

αναδιανεµητικό σύστηµα. Οι επικουρικές συντάξεις όταν κεφαλαιοποιούνται 

πλήρως εξασφαλίζουν αρµονία στα µεγέθη της οικονοµίας και επιτυγχάνουν 

διασπορά των κινδύνων (π.χ. σε µια ενδεχόµενη  δηµογραφική µεταβολή θα 

επηρεαστούν οι κύριες συντάξεις που θα βασίζονται στο αναδιανεµητικό 

σύστηµα και όχι οι επικουρικές). Κατά το συγγραφέα, πρέπει να εφαρµοστεί ένα 

υποχρεωτικό σύστηµα επικουρικών συντάξεων για τους ασφαλισµένους µετά το 

1992 και µεταξύ άλλων  προτείνει (βλέπε σελ. 109 -120): 

 

� εφαρµογή της πλήρους κεφαλοποίησης των αποθεµατικών 

� δηµιουργία ατοµικών λογαριασµών των ασφαλισµένων 

� σύστηµα καθορισµένων εισφορών 

� µετατροπή του συσσωρευµένου κεφαλαίου σε ράντα τη στιγµή της 

συνταξιοδότησης (τα ποσά των επικουρικών συντάξεων προκύπτουν από 

τη διαίρεση των ατοµικών λογαριασµών των ασφαλισµένων µε την ισόβια 

αναλογιστική ράντα τη στιγµή της συνταξιοδότησης) 

� διαχείριση αποθεµατικών από ειδικές εταιρίες συµβεβληµένες µε 

ευρωπαϊκές και εθνικές ΑΕ∆ΑΚ 

� καθορισµός εισφορών περίπου στο 3% για εργαζόµενους και εργοδότες 

� δυνατότητα στον κάθε ασφαλισµένο να επενδύει σε δικής του σύνθεσης 

χαρτοφυλάκιο ή να υπάρχει ενιαία απόδοση για όλους τους 

ασφαλισµένους 
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Για τις ανάγκες της παρούσας εργασίας, λάβαµε δείγµα 46 ασφαλισµένων 

ανδρών ηλικιών 20-65 (έναν για κάθε ηλικία) από ελληνικό ταµείο επικουρικής 

ασφάλισης και έγινε καταγραφή των µισθών και των ετών ασφάλισής τους στο 

ταµείο στην αρχή του έτους 2009-2010. Υποθέτουµε ότι ισχύει το 

κεφαλαιοποιητικό σύστηµα καθορισµένων εισφορών και σύµφωνα µε αυτό έχει 

συσσωρευθεί συγκεκριµένο κεφάλαιο στον ατοµικό λογαριασµό του κάθε 

ασφαλισµένου. Για την κατασκευή βάσης δεδοµένων, θεωρούµε ότι οι µισθοί 

αυξάνονται µε ρυθµό i=3% ετησίως και ότι το επιτόκιο επένδυσης των 

λογαριασµών των ασφαλισµένων είναι σταθερό και ίσο µε r=3.5% ετησίως. Ο 

πληθωρισµός βρίσκεται περίπου στο 3% και οι εισφορές ως ποσοστό του µισθού 

ανέρχονται συνολικά (εργαζόµενοι και εργοδότες) στο 6%, οι οποίες 

προκαταβάλλονται στην αρχή του έτους. Γενικά το ποσοστό αύξησης µισθών και 

το επιτόκιο επένδυσης των λογαριασµών δεν θεωρούνται σταθερά αλλά θα τα 

θεωρήσουµε ως τέτοια για τις ανάγκες της παρούσας εργασίας. Επίσης για την 

ευκόλυνση των υπολογισµών, θεωρούµε για την εργασία αυτή, ότι οι εισφορές 

προκαταβάλλονται στην αρχή του έτους, σε αντίθεση µε την κοινή πρακτική που 

οι εισφορές αποδίδονται µηνιαίως.  

 

3.3 Ορισµός των µεταβλητών 

 

Κάτω από την υπόθεση ισχύος του κεφαλαιοποιητικού συστήµατος 

καθορισµένων εισφορών για επικουρικές συντάξεις, προφανώς δεν είναι δυνατό 

στην Ελλάδα να ευρεθούν αντίστοιχα δεδοµένα ασφαλιστικών µεγεθών που 

αναφέρονται σε τέτοιο πλαίσιο. Εντούτοις, θα µπορούσε να ευρεθεί µια 

φόρµουλα µε την οποία να επιτυγχάνεται η κατασκευή τους, έστω κάτω από 

ιδανικές συνθήκες και παραδοχές, έτσι ώστε να λάβουµε µια βάση 

διαστρωµατικών δεδοµένων των εν λόγω ασφαλιστικών µεγεθών, που θα 

αναφέρεται στο δείγµα των 46 ασφαλισµένων ανδρών στο χρόνο τ.  Τονίζεται ότι 

η φόρµουλες αυτές χρησιµεύουν, για να λάβουµε  τιµές των ασφαλιστικών 

µεγεθών που µας ενδιαφέρουν στο χρόνο τ και µόνο αυτό, χωρίς να 

χρησιµοποιούνται για την µελλοντική εκτίµηση αυτών των µεγεθών. 

Λαµβάνοντας έτσι τα δεδοµένα αυτά του χρόνου τ, µπορούµε να τα 
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αξιοποιήσουµε εισάγοντάς τα σε κάποιο ειδικό µοντέλο, µε σκοπό κάποιες 

προβλέψεις του ενδιαφέροντός µας. 

 

Ύστερα από τις υποθέσεις αυτές ορίσθηκαν οι εξής µεταβλητές: 

 
(1) Το ύψος του ατοµικού λογαριασµού του t ασφαλισµένου τη χρονική στιγµή τ, 

που ορίζεται από τον παρακάτω τύπο: 
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είναι  ο αρχικός  ετήσιος µισθός του t ασφαλισµένου, tn  είναι τα έτη ασφάλισης  

(υπηρεσίας) του t ασφαλισµένου  στο  ταµείο τη χρονική στιγµή τ, τ,tS είναι ο 

ετήσιος µισθός του t ασφαλισµένου τη χρονική στιγµή τ (στην εργασία αυτή, 

όπου τ θα θεωρούµε την αρχή του έτους 2009-2010) και όπως έχει ήδη 

αναφερθεί, i=3% και r=3.5%. Ο παραπάνω υπολογισµός προκύπτει από τον 

τύπο που ισχύει για την τελική αξία προκαταβλητέας ράντας επιτοκίου r% µε 

όρους σε γεωµετρική πρόοδο λόγου i% (βλέπε  Αλεξανδρή, 1989, σελ. 81). 

 

(2)  Το αναλογιστικό κόστους του έτους (τ-1,τ) υπολογισµένο τη στιγµή τ που 

ορίζεται από τον εξής τύπο: 
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,τ-1 tS  υπολογίζεται  χρησιµοποιώντας τον τύπο (2.2), l= x

x xD υ  είναι η 

γνωστή σύνθετη αναλογιστική συνάρτηση επιτοκίου και θνησιµότητας, 

1υ (1 )−= + δ  είναι ο προεξοφλητικός παράγοντας µε τεχνικό επιτόκιο δ=3.15%,  x 

είναι η ηλικία του ασφαλισµένου τη χρονική στιγµή t, xl  είναι το πλήθος των 

ατόµων που επιζούν στην ηλικία x από µια αρχική ρίζα (λαµβάνεται από τους 

ελβετικούς πίνακες EVK 2000) και 
(1 2 )

6 5
ɺɺα είναι η παρούσα αξία (Π.Α.) ισόβιας, 

µηνιαίας, προκαταβλητέας αναλογιστικής ράντας ατόµου ηλικίας 65 ετών. 

 

Το κόστος αυτό είναι ανάλογο µε εκείνο του κανονικού και συµπληρωµατικού 

κόστους που ισχύουν στις διάφορες µεθόδους κοστολόγησης-χρηµατοδότησης 

των ταµείων (βλέπε Aitken, 1996). Ουσιαστικά το κανονικό κόστος (NC) είναι οι 

οι εισφορές που συσσωρεύονται σε ετήσια βάση για να σχηµατισθούν οι 

υπεσχηµένες παροχές. Στην περίπτωσή µας, στο ταµείο επικουρικής ασφάλισης, 

δεν υπάρχουν καθορισµένες παροχές αλλά µόνο καθορισµένες εισφορές και το 

εν λόγω κόστος σχηµατίζεται από τον τόκο του περασµένου έτους 

προσαυξηµένο από το µέρος το αντίστοιχο της µεθόδου προβεβληµένης 

πιστωτικής µονάδας (projected unit credit, βλέπε Aitken, 1996 και Ζυµπίδη, 

2008, σελ. 109). Ο παραπάνω τύπος θεωρούµε ότι ισχύει µόνο για τη 

συγκεκριµένη περίπτωση και δεν εφαρµόζεται γενικά. 

 

(3)  Τα κέρδη του έτους (τ -1,τ) υπολογισµένα τη στιγµή τ, τα οποία προκύπτουν 

από τον τόκο του συσσωρευµένου ύψους του ατοµικού λογαριασµού του 

προηγούµενου έτους και τον τόκο των εισφορών που προκαταβάλλονται στην 

αρχή του ίδιου έτους και δίνονται από τον εξής τύπο: 

 

6%t τ -1,t τ -1,tF S rΙ = +    

 

(4)   Η πιθανότητα θανάτου στο διάστηµα (x,65) που δίνεται από τον τύπο: 
 

65
65 651 1t x x x x

x

M p q− −= − = − =
l

l
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όπου x είναι η ηλικία του ασφαλισµένου τη χρονική στιγµή τ, δηλαδή στην αρχή 

του έτους (2009-2010), 65 x xp−  είναι η πιθανότητα για όλα τα άτοµα ηλικίας x να 

επιζήσουν µέχρι την ηλικία 65 (θεωρούµε ότι σε κάθε περίπτωση, καταβάλλεται 

σύνταξη µόνο όταν ο ασφαλισµένος γίνει 65 ετών και µέχρι τότε οι εισφορές 

εισπράτονται κανονικά, πλην της περίπτωσης του θανάτου ανεξαρτήτως 

αποχώρησης λόγω ανικανότητας ή παραιτήσεων) και 65 x xq−  είναι η πιθανότητα 

θανάτου  ατόµου ηλικίας x στο διάστηµα (x, 65). Οι πιθανότητες αυτές 

υπολογίστηκαν χρησιµοποιώντας στοιχεία από τους ελβετικούς πίνακες EVK 

2000. 

 

(5) Η εκθετική συνάρτηση µε βάση το e στο σηµείο tn  (έτη ασφάλισης του t 

ασφαλισµένου  στο  ταµείο τη χρονική στιγµή τ) και ορίζεται από τον τύπο: 

 

 e x p ( )t tΖ n=  

 

Η συνάρτηση αυτή δεν έχει συγκεκριµένη λογική ερµηνεία, όµως είναι πολύ 

σηµαντική για το µοντέλο ταυτόχρονων εξισώσεων της εργασίας αυτής. 

 

3.4 Το µοντέλο ταυτόχρονων εξισώσεων 

 

Με βάση την περιγραφή της υφιστάµενης κατάστασης του ασφαλιστικού  

συστήµατος στην Ελλάδα, θα ήταν τουλάχιστον ενδιαφέρον αν όχι αναγκαίο, να 

αναπτυχθούν µέθοδοι και µοντέλα, στα πλαίσια συγκεκριµένων προτάσεων και  

αλλαγών, µε τα οποία να δίνεται η δυνατότητα εκτίµησης κάποιων σηµαντικών 

ασφαλιστικών µεγεθών σε επιλεγµένες περιόδους και οµάδες ασφαλισµένων. 

∆ιαπιστώθηκε, ότι µπορούν να δηµιουργηθούν γραµµικά υποδείγµατα που να 

ερµηνεύουν λογικά τη σχέση των µεταβλητών που ορίσθηκαν στην παράγραφο 

3.1 και µάλιστα παρατηρώντας την αλληλεξάρτηση κάποιων µεταβλητών από 

αυτές, να δηµιουργηθούν ανάλογα υποδείγµατα ταυτόχρονων εξισώσεων. 

Σε αυτή την προσπάθεια, εξετάστηκαν πολλά µοντέλα ταυτόχρονων εξισώσεων 

κάποια από τα οποία όµως παρουσίασαν αδυναµίες που αφορούν κυρίως 
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θέµατα της οικονοµετρικής θεωρίας συστηµάτων ταυτόχρονων εξισώσεων και τα 

οποία παρατίθενται στο κεφάλαιο 6. 

 
Το µοντέλο που επιλέχθηκε για την παρούσα εργασία, το οποίο πληρεί όλες τις 

προϋποθέσεις της οικονοµετρικής θεωρίας αλλά και είναι συνεπές µε το σκοπό 

για τον οποίο επιλέχθηκε συνδυάζοντας επιπλέον και λογική ερµηνεία του  

συγκεκριµένου τρόπου µε τον οποίο σχετίζονται οι µεταβλητές του  είναι: 

  

                                       0 2 1t 1 t t tC α α F α M u= + + +  

                                                                                                                          (2.3) 

2 2= + +t 1 t t tF b C b Z u  

 
Το µοντέλο αποτελείται από δυο εξισώσεις συµπεριφοράς, είναι πλήρες, έχει δυο 

ενδογενείς µεταβλητές, τις tC  και tF ,  καθώς και δυο εξωγενείς, τις tM   και  

.tZ Οι «θόρυβοι» 1 tu και 2 tu , είναι τυχαίες µη παρατηρήσιµες µεταβλητές και 

αντιπροσωπεύουν την επίδραση διαφόρων τυχαίων παραγόντων στις τιµές των 

tC  και tF   αντίστοιχα. 

 

3.4.1 ∆οµική µορφή του συστήµατος 

 

Θεωρούµε µια υποθετική ανεξάρτητη µεταβλητή tX   που θα λαµβάνει πάντα την 

τιµή 1. Σύµφωνα µε ανάλυση προηγούµενου κεφαλαίου, η δοµική µορφή του 

συστήµατος (2.3) θα είναι η εξής: 

 

11 21 11 21 31 1 0t t t t t tγ C γ F β Χ β Μ β Ζ u+ + + + + =  

 

12 22 12 22 32 2 0t t t t t tγ C γ F β Χ β Μ β Ζ u+ + + + + =  

 

Συγκεκριµένα, η δοµική µορφή του συστήµατος (2.3) γράφεται: 
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1 0 2 10 0t t t t t t-C α F α Χ α Μ Ζ u+ + + + + =  

 

 1 2 20 0 0t t t t t tb C - F Χ Μ b Ζ u+ + + + =  

 

Το t στη συνέχεια, θα είναι µετρητής ατόµων t=1,2,...,44. Για λόγους που θα 

εξηγηθούν στο κεφάλαιο 5, από τα 46 άτοµα παραλείπουµε ενδεικτικά, το 15ο και 

το 23ο. 

Για J=2, T=44 και Κ=3, η εξίσωση (1.2) καθώς και οι µήτρες Y, X, U, Γ και Β 

γράφονται: 

 

(2 X 2 ) (2 X 4 4 ) (2 X 3 ) (3 X 4 4 ) (2 X 4 4 )
Γ Υ + Β Χ = U  

 

 
=  
 

1 2 44

(2X44)
1 2 44

C C ... C
Y

F F ... F
       

 
 =  
  

1 2 44
( 3 X 44 )

1 2 44

1 1 ... 1

X M M ... M

Z Z ... Z

 

 

 
=  
 

1 1 1 2 1 44

(2 X 44 )
2 1 2 2 2 44

u u ... u
U

u u ... u
        

1 1 2 1

( 2 Χ 2 )
1 2 2 2

γ γ
Γ

γ γ

 
=  
 

 

  

11 21 31

(2 Χ3)
12 22 32

β β β
Β

β β β

 
=  
 

 

 

 

3.4.2 Ανηγµένη µορφή συστήµατος 

 

Έστω η  Γ είναι αντιστρέψιµη. Τότε ισχύει η (1.3): 

 

Υ Π Χ V= +  

 

όπου  



 34 

11 12 131

21 22 23

π π π
Π Γ Β

π π π

−  
= − =  

 
 

 

και                              
1 1 1 2 1 441

2 1 2 2 2 44

v v ... v
V Γ U

v v ... v

−  
= =  

 
 

 

Αναλυτικά η ανηγµένη µορφή γράφεται: 

 

t 11 t 12 t 13 t 1 tC π X π Μ π Z V= + + +  

 

 t 21 t 22 t 23 t 2 tF π X π Μ π Z V= + + +                     

 
Παρακάτω, θα εργασθούµε µε την ισοδύναµη δοµική µορφή: 

 

(Τ Χ J ) (J X J ) (Τ Χ Κ ) (Κ Χ J ) (Τ Χ J )
Υ Γ + Χ Β = U  

  
και την ισοδύναµη ανηγµένη  µορφή: 

 

Υ Χ Π V= +  

όπου 

 

11 12

1

21 22

31 32

π π

Π ΒΓ π π

π π

−

 
 = − =  
  

 

 
Αναλυτικά έχουµε: 

 

t 11 t 21 t 31 t 1 tC π X π Μ π Z V= + + +  

                                                                                                                          (2.4) 

                                   t 12 t 22 t 32 t 2 tF π X π Μ π Z V= + + +                             
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4. Εκτίµηση Μοντέλου 

 

4.1 Ταυτοποίηση 

 

Όπως αναπτύχθηκε σε προηγούµενο κεφάλαιο, η πρώτη µέριµνα που πρέπει 

κανείς να λάβει, είναι να ερευνήσει για την ταυτοποίηση των εξισώσεων του 

συστήµατος. Συγκεκριµένα θα εξετάσουµε την ισχύ των δύο συνθηκών 

ταυτοποίησης. Υιοθετώντας συµβολισµούς που ήδη έχουµε χρησιµοποιήσει, για 

την πρώτη εξίσωση έχουµε: 

 

(α) Συνθήκη διαστάσεων 

 

              Κ1=1 ( αριθµός  των  προκαθορισµένων  µεταβλητών  που  δεν 

                 περιλαµβάνονται στην εξίσωση) 

 
              J1=2 ( αριθµός των  ενδογενών  µεταβλητών που περιλαµβάνονται                   

                 στην εξίσωση) 

 

              Κ2=2 ( αριθµός   των   προκαθορισµένων   µεταβλητών   που  

                    περιλαµβάνονται στην εξίσωση) 

 

              J2=0 ( αριθµός των ενδογενών µεταβλητών που δεν περιλαµβάνονται  

                   στην εξίσωση) 

 

Πρέπει να ισχύει: Κ1 ≥ J1-1. Πράγµατι 1≥1. 

 

(β) Συνθήκη βαθµού 

 

Αρχικά, βρίσκουµε τη µήτρα: 
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1 111 12 0

11 12 11

21 22 2

21 22 1

31 32 2

β β α 0
γ γ 1 b

Π ΒΓ β β α 0
γ γ α 1

β β 0 b

− −

−

   
−      = − = = −       −         

 

 

έχουµε: 

                         
1 adj(Γ )

Γ
det(Γ )

− = ,   1 1det(Γ ) 1 α b= − ,  
1

1

1 α
adj(Γ)

b 1

− 
=  − 

 

 

11

1 1

11 1

1 α1
Γ ,α b 1

b 11 α b

− − 
⇒ = ≠ −−  

 

 

0 0 0 1

11

2 2 1 2

11 1 1 1

2 1 2 2

α 0 α α α
1 α1 1

Π ΒΓ α 0 α α α
b 1α b 1 α b 1

0 b b b b

−

−   
−    ⇒ = − = = −    −− −    −   

 

 

 

Οι γραµµές της µήτρας Π αντιστοιχούν στις προκαθορισµένες µεταβλητές 

tX , tM  και tZ  (από άνω προς τα κάτω). Οι στήλες της µήτρας Π αντιστοιχούν 

στις ενδογενείς µεταβλητές tC  και tF  (από αριστερά προς τα δεξιά). Έπειτα, 

κατά τα γνωστά, πράττουµε τις δυο ακόλουθες ενέργειες: 

 

              i) ∆ιαγράφουµε τις στήλες της Π που αντιστοιχούν στις ενδογενείς  

                 µεταβλητές που δεν υπάρχουν στην εξίσωση (καµία δηλαδή)  

 

              ii) ∆ιαγράφουµε τις γραµµές της Π που αντιστοιχούν στις  

                  προκαθορισµένες µεταβλητές που υπάρχουν στην εξίσωση,     

                  δηλαδή τις γραµµές των tX  και .tM   

 

Η µήτρα που θα αποµείνει θα είναι:  
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 [ ]r 1 2 2

1 1

1
Π b b b

α b 1
= −

−
 

 

Άρα rank ( rΠ )=1. Το πλήθος των εξαρτηµένων µεταβλητών που υπάρχουν στην 

εξίσωση είναι δυο. Άρα rank ( rΠ )= J1-1=1. Επειδή στη συνθήκη των διαστάσεων 

ισχύει η ισότητα, η πρώτη εξίσωση του συστήµατος ταυτοποιείται ακριβώς. Για τη 

δεύτερη εξίσωση έχουµε: 

 

(α) Συνθήκη διαστάσεων 

 

              Κ1=2 ( αριθµός  των  προκαθορισµένων  µεταβλητών  που  δεν 

                 περιλαµβάνονται στην εξίσωση) 

 

              J1=2 ( αριθµός των  ενδογενών  µεταβλητών που περιλαµβάνονται                   

                 στην εξίσωση) 

 

              Κ2=1 ( αριθµός   των   προκαθορισµένων   µεταβλητών   που  

                    περιλαµβάνονται στην εξίσωση) 

 

              J2=0 ( αριθµός των ενδογενών µεταβλητών που δεν περιλαµβάνονται  

                   στην εξίσωση) 

 

Έχουµε ότι  Κ1=2 ≥ J1-1=2-1=1, που ισχύει. 

 

(β) Συνθήκη βαθµού 

 

              i) ∆ιαγράφουµε τις στήλες της Π που αντιστοιχούν στις ενδογενείς  

                 µεταβλητές που δεν υπάρχουν στην εξίσωση (καµία δηλαδή) και 

 

              ii) ∆ιαγράφουµε  τις  γραµµές  της  Π  που  αντιστοιχούν  στις  

                  προκαθορισµένες µεταβλητές που υπάρχουν στην εξίσωση,     
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                  δηλαδή την γραµµή της .tZ   

Η µήτρα που θα αποµείνει θα είναι:  

 

0 0 1

r

2 1 21 1

α α α1
Π

α α αα b 1

− 
=  −−  

 

 

∆εδοµένου ότι  det ( rΠ )=0  ⇒  rank ( rΠ )=1. Το πλήθος των εξαρτηµένων 

µεταβλητών που υπάρχουν στην εξίσωση είναι δύο. Άρα rank ( rΠ )= J1-1=1. 

Επειδή στη συνθήκη των διαστάσεων ισχύει η ανισότητα, η δεύτερη εξίσωση του 

συστήµατος υπερταυτοποιείται.  

 

Κατόπιν αυτών, µπορούµε να προχωρήσουµε στην εκτίµηση των επιµέρους 

εξισώσεων του συστήµατος. Η πλέον διαδεδοµένη µέθοδος εκτίµησης 

εξισώσεων που ταυτοποιούνται ακριβώς ή υπερταυτοποιούνται την οποία και θα 

εφαρµόσουµε είναι η 2SLS (ειδικά για την πρώτη εξίσωση θα µπορούσε να 

εφαρµοστεί η µέθοδος ILS η οποία δίδει τα ίδια αποτελέσµατα µε αυτά της 

2SLS). 

 

4.2 Εκτίµηση εξισώσεων 

 

Γενικά, χωρίς να υπάρχει κάποιος κανόνας που να το επιβάλλει, προσπαθούµε 

να βρούµε για την κάθε εξίσωση ξεχωριστά, εκείνες τις µεταβλητές έτσι ώστε εάν 

εφαρµόσουµε τη συνήθη µέθοδο ελαχίστων τετραγώνων, να λάβουµε 

ικανοποιητικά αποτελέσµατα και να πληρούνται κατά το δυνατό οι βασικές 

υποθέσεις. Άλλωστε, ο λόγος για τον οποίο αναζητούµε άλλες µεθόδους 

εκτίµησης στα συστήµατα εξισώσεων και όχι την OLS, είναι το σφάλµα 

αλληλεξάρτησης ή το πρόβληµα µεροληψίας λόγω ύπαρξης ταυτόχρονων 

εξισώσεων (simultaneous equations bias). Στο µοντέλο της εργασίας αυτής, αυτό 

µπορεί να  διαπιστωθεί ως εξής: από το σύστηµα (2.3), αν αντικαταστήσουµε τη 

δεύτερη εξίσωση στην πρώτη έχουµε: 
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                      0 2 2 2 1( )t 1 1 t t t t tC α α b C b Z u α M u= + + + + +  

     0 2 2 2 11 1 t 1 t 1 t t tα α b C α b Z α u α M u= + + + + +   

                 0 2 2 2 1

1
)

1
t 1 t t 1 t t

1 1

C (α α b Z α M α u u
α b

⇒ = + + + +
−

 

 

Είναι φανερό ότι η tC  (ανεξάρτητη µεταβλητή) παρουσιάζει ταυτόχρονη 

συσχέτιση µε το διαταρακτικό όρο 2 .tu  Συνεπώς, αν εφαρµόσουµε την OLS στη 

δεύτερη εξίσωση, θα λάβουµε εκτιµήτριες οι οποίες δε θα έχουν τις επιθυµητές 

ιδιότητες και συγκεκριµένα θα είναι µη συνεπείς και µεροληπτικές (βλέπε Καφφέ,  

1989, παράγραφο 2.1.3 σελ. 75). Παρόµοια συµπεράσµατα µπορούµε να 

εξάγουµε και για την πρώτη εξίσωση.  

 
Αποδεικνύεται ότι η 2SLS εκτιµητές είναι συνεπείς (βλέπε Καφφέ, 1989, 

θεώρηµα σελ. 254), συγκλίνουν δηλαδή κατά πιθανότητα στις προς εκτίµηση 

παραµέτρους και ασυµπτωτικά κανονικοί (βλέπε Theil, 1971). Βέβαια, 

απαραίτητη προϋπόθεση για να λάβουµε συνεπείς εκτιµητές µε τη µέθοδο 2SLS, 

είναι το σύστηµα εξισώσεων να είναι ταυτοποιήσιµο (βλέπε Λαζαρίδη, 2000, σελ. 

250). Παρακάτω θα προβούµε στην 2SLS εκτίµηση των παραµέτρων µε τη 

χρήση του πακέτου SPSS, σε πλήρη στατιστική ανάλυση των ευρηµάτων και 

έλεγχο ισχύος των βασικών υποθέσεων για συστήµατα εξισώσεων. 

 

4.2.1 Εξίσωση 1η 

 

2SLS εκτιµητές 

 

1ο στάδιο 
 

Αρχικά, εκτιµούµε µε τη συνήθη µέθοδο των ελαχίστων τετραγώνων (OLS) την 

εξίσωση: 

 

 t 0 1 t 2 tF C C M C Z u= + + +  
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Έχουµε: 

t t t6489,333 14784,863 0,665F̂ M Z= − +  

 

Είναι πολύ φυσικό σ’αυτό το στάδιο ορισµένες φορές να έχουµε χαµηλό 

συντελεστή προσδιορισµού. Στη συγκεκριµένη περίπτωση R²=0.388. Αν η tF   

εξαρτάται γραµµικά από την tM ,  τότε στη 2η εξίσωση του συστήµατος θα έχουµε 

πολυσυγγραµµικότητα και συνεπώς παραβιάζεται η (στ) από τις βασικές 

υποθέσεις. Οπότε αν το υπόδειγµα είναι σωστό, το R² διαµορφώνεται κυρίως 

από τη γραµµική εξάρτηση των  tF   και tZ .  

 
2ο στάδιο 

 
Εκτιµούµε µε τη συνήθη µέθοδο των ελαχίστων τετραγώνων (OLS) την εξίσωση: 
 

                                      t 0 1 t 2 t
ˆC α α F α M ε= + + +                                      (3.1) 

και λαµβάνουµε την: 

 

                         t t t10606,236 0, 429 71707,599Ĉ F - M= +                       (3.2) 

 

Το αρνητικό πρόσηµο του συντελεστή της tM  είναι λογικό διότι σε µια 

ενδεχόµενη αύξηση της πιθανότητας θανάτου ceteris paribus, το κόστος του 

ταµείου µειώνεται. 

 

Στατιστική ανάλυση 

 
Οι εκτιµήσεις των παραµέτρων που λαµβάνουµε µε την OLS από την (3.1) 

θεωρούνται οι σωστές εκτιµήσεις της µεθόδου 2SLS. Οι τιµές όµως των τυπικών 

σφαλµάτων των 0α , 1α  και 2α ,  του R² και των στατιστικών F και t, οι οποίες 

βασίζονται στα παρατηρούµενα σφάλµατα ή Residuals, που προκύπτουν από 

την (3.1) θα είναι λανθασµένες. Αυτό συµβαίνει, διότι τα σωστά Residuals 
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προκύπτουν από την (3.2) ως η διαφορά των tĈ  µε τα tC .  χρησιµοποιώντας 

τις πραγµατικές τιµές της µεταβλητής tF  για τον υπολογισµό των tĈ .  Όσον 

αφορά τα τυπικά σφάλµατα των συντελεστών του δεύτερου σταδίου (εξίσωση 

(3.1)) αυτά είναι λανθασµένα, διότι ο εκτιµητής της διακύµανσης του 

διαταρακτικού όρου που προκύπτει από το δεύτερο στάδιο χρησιµοποιώντας τις 

εκτιµηµένες τιµές tF̂  από το πρώτο στάδιο είναι µεροληπτικός (βλέπε Χρήστου, 

2002, σελ. 720). Ο αµερόληπτος δηλαδή εκτιµητής της διακύµανσης του 

διαταρακτικού όρου της πρώτης δοµικής εξίσωσης του συστήµατος (2.3) δίνεται 

από τη σχέση: 

                                      
2

t t
2 t
u

ˆ(C C )

S
T m

−
=

−

∑
 

 

όπου Τ είναι το πλήθος παρατηρήσεων και m το πλήθος παραµέτρων. Έτσι για 

να λάβουµε τις σωστές τιµές των τυπικών σφαλµάτων, πολλαπλασιάζουµε τις 

ληφθείσες  τιµές των τυπικών  σφαλµάτων  του  δεύτερου  σταδίου  µε  το  λόγο 

uS / εS , όπου Sε  είναι η εκτίµηση της τυπικής απόκλισης του διαταρακτικού 

όρου χρησιµοποιώντας τις εκτιµηµένες τιµές tF̂  του πρώτου σταδίου. 

Έχουµε: 

2 2

t t t t
2 t t
u 2335424.33

44 3

ˆ ˆ(C C ) (C C )

S
T m

− −
= = =

− −

∑ ∑
 

 

u 1528.209S⇒ =  

 
2

ε ε6548884 2559.079S S= ⇒ =  

 

u ε 0.597S / S⇒ =  

Συνεπώς, οι σωστές τυπικές αποκλίσεις  των 0α , 1α  και 2α  είναι αντίστοιχα: 
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0α̂
(2577)(0.597) 1539.294S = =  

 

1α̂
(0.218)(0.597) 0.13S = =  

 

2α̂
(13902.085)(0.597) 8301.929S = =  

 
Επίσης έχουµε: 

 

0

0

0
α̂

α̂

10606.236
6.89

1539.294

α̂
t

S
= = =  

1

1

1
α̂

α̂

0.429
3.295

0.13

α̂
t

S
= = =  

 

2

2

2
α̂

α̂

71707.599
8.637

8301.929

α̂
t

S
= = − = −  

 

Κάτω από τη µηδενική υπόθεση  Η0: iα =0, i=0,1,2, γνωρίζουµε ότι η 
iα̂

t  

ακολουθεί την κατανοµή Student (ψευδώνυµο του W.S.Gosset) µε T-m βαθµούς 

ελευθερίας ή αλλιώς  
i

ˆ T mα
t ~ t − . 

Για επίπεδο σηµαντικότητας α=0.05 συγκρίνουµε τις ποσότητες 
i

i

α̂

0α̂

S

−
, 

i=0,1,2,3 µε την κριτική τιµή α / 2 ;T mt − της κατανοµής Student. 

 

Αν 
i

i

α̂

0α̂

S

−
 > α / 2;T mt − τότε απορρίπτουµε την Η0: iα =0, i=0,1,2,3 δηλαδή 

δεχόµαστε ότι οι µεταβλητές (η κάθε µια ξεχωριστά) που χρησιµοποιούµε για την 

εκτίµηση της tC   είναι στατιστικά σηµαντικές. Αν θέλουµε να κάνουµε στατιστικό 

έλεγχο της µορφής  Η0: 0α = 1α = 2α =0, αυτό επιτυγχάνεται ως γνωστό µε τη 
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στατιστική F και ουσιαστικά ελέγχουµε αν η tC   µεταβάλλεται σηµαντικά όταν οι 

ανεξάρτητες µεταβλητές µεταβάλλονται συγχρόνως.  

Κάτω από την υπόθεση    Η0: 0α = 1α = 2α =0, γνωρίζουµε ότι:  

 

m 1,T m

SSR / (m 1)
F ~ F

SSE / (T m )
− −

−
=

−
 

 

 όπου  
2

t t

t

ˆSSR (C C )= −∑   και 
2

t t
t

ˆSSE (C C )= −∑ . Για επίπεδο 

σηµαντικότητας α=0.05 συγκρίνουµε την ποσότητα F µε την κριτική τιµή 

2 ,4 1;0 .0 5F της κατανοµής Snedecor. Αν 2,41;0.05F>F  τότε απορρίπτουµε τη 

µηδενική υπόθεση Η0 δηλαδή δεχόµαστε ότι οι ανεξάρτητες µεταβλητές είναι 

συνολικά σηµαντικές στη διαµόρφωση των τιµών της tC .   

Συνολικά έχουµε: 

 

0
ˆ 0.025;41α

6.89 2.02t t= > =  

 

1
ˆ 0.025;41α

3.295 2.02t t= > =  

 

2
ˆ 0.025;41α

8.637 2.02t t= > =  

 

Άρα απορρίπτουµε τη µηδενική υπόθεση Η0  και στις τρεις περιπτώσεις.  

Το αποτέλεσµα αυτό επιβεβαιώνεται και από τη στατιστική F: 

 

2,41;0.0593.802 3.225F F= > =  

 

Όσον   αφορά   την   τιµή   του  συντελεστή    προσδιορισµού    έχουµε   ότι:      

2

t t
2 t

2

t t
t

1 1 0.853

ˆ(C C )
SSE

R
SST (C C )

−
= − = − =

−

∑
∑
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∆ηλαδή το 85.3% της συνολικής µεταβλητικότητας της εξαρτηµένης µεταβλητής 

tC  ερµηνεύεται από τη συγκεκριµένη παλινδρόµηση, ποσοστό το οποίο είναι 

ιδιαιτέρως υψηλό. 

 
Ως γνωστό, τα διαστήµατα εµπιστοσύνης σε επίπεδο σηµαντικότητας α=0.05 για 

τις παραµέτρους iα , i=0,1,2 έχουν ως εξής: 

  

i i
ˆ ˆi α / 2 i α / 2α α

ˆ ˆ(α t s , α t s )− +  

 
Το κάθε διάστηµα από αυτά είναι ένα 95% διάστηµα εµπιστοσύνης για την 

παράµετρο iα , i=0,1,2, µε την έννοια ότι αν λάβουµε άπειρο αριθµό δειγµάτων 

µεγέθους Τ=44 από το συγκεκριµένο ταµείο και για κάθε δείγµα υπολογίσουµε το 

διάστηµα εµπιστοσύνης µε τον παραπάνω τύπο, τότε το 95% των διαστηµάτων 

αυτών θα περιλαµβάνει την παράµετρο του πληθυσµού του ταµείου. Άρα αυτό 

που λαµβάνουµε είναι ένα από αυτά. 

  
Έχουµε:  

ένα 95% διάστηµα εµπιστοσύνης για την παράµετρο 0
α  είναι το  

0 0
ˆ ˆ0 α /2 0 α /2α α

ˆ ˆ(α t s , α t s )− +       ή    το      7496.86212, 13715.6098( ) , 

ένα 95% διάστηµα εµπιστοσύνης για την παράµετρο 1α  είναι το 

1 1
ˆ ˆ1 α / 2 1 α / 2α α

ˆ ˆ(α t s , α t s )− +   ή   το  0.166, 0.691( )     

και  ένα 95% διάστηµα εµπιστοσύνης για την παράµετρο  2α  είναι το 

2 2
ˆ ˆ2 α /2 2 α /2α α

ˆ ˆ(α t s , α t s )− +     ή    το   88477.495, 54937.702( ).− −  

 
 
Έλεγχος ισχύος των βασικών υποθέσεων της 1ης εξίσωσης 

 
Αρχικά θα ερευνήσουµε την κανονικότητα του διαταρακτικού όρου. Γνωρίζουµε 

ότι αν η πρώτη εξίσωση είναι σωστή, τότε ο εκτιµητής 

2

i2
e

σ̂
T m

=
−
∑
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όπου Τ=44,  m=3,  i=1,2,…,44, είναι αµερόληπτος εκτιµητής του 
2.σ  Οπότε, για 

να ελέγξουµε αν 
2

i 0ε ~ N( , )σ ή ισοδύναµα αν i 0 1ε / σ ~ Ν( , ) i,∀   µπορούµε να 

ελέγξουµε το εύρος των ποσοτήτων i
ˆe / σ i.∀  

 

Επειδή η iε / σ  λαµβάνει τιµές µε πιθανότητα 95% στο (-1.96, 1.96), 

αναµένουµε ότι το 95% των τιµών i
ˆe / σ i∀  θα βρίσκεται σ’αυτό το διάστηµα. 

Πράγµατι, υπολογίζοντας το σ̂ ² =2335424.329 και τις τιµές των i
ˆe / σ , 

βρίσκουµε ότι υπάρχουν τρεις τιµές εκτός του διαστήµατος (-1.96, 1.96) οπότε 

µπορούµε να υποθέσουµε ότι  
2

i 0ε ~ N( , ) i.σ ∀  

 
Επιπλέον µπορούµε να κατασκευάσουµε ένα ιστόγραµµα για τα Residuals ή τα 

Standardized Residuals µε το οποίο λαµβάνουµε ένδειξη κανονικής κατανοµής. 

Για τα Standardized  Residuals  σχηµατίζουµε το πηλίκο: 

 

i i i

i

12.549

1492.193

e E(e ) e

Sd(e )

− −
=  

 

και λαµβάνουµε το σχετικό ιστόγραµµα: 
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Παρατηρούµε ότι σε γενικές γραµµές, οι τιµές των Standardized Residuals 

σχηµατίζουν την µορφή της κανονικής κατανοµής, πλην όµως υπάρχει  µεγάλη 

συχνότητα αρνητικών τιµών κοντά στο µηδέν, καθώς επίσης και τιµές εκτός του 

εύρους των τιµών της κανονικής κατανοµής. Ως εκ τούτου δεν µπορούµε µε 

σιγουριά να δεχτούµε την κανονικότητά τους παρά µόνο να έχουµε ένδειξη γι 

αυτό, όπως αναφέρθηκε παραπάνω. Αν σχηµατίσουµε το P-P plot των  

Standardized Residuals µε θεωρητική κατανοµή την τυπική κανονική Ν(0,1) θα 

εξάγουµε το συµπέρασµα ότι αυτά έχουν κατανοµή πλησίον της τυπικής 

κανονικής κατανοµής αλλά δεν προσαρµόζονται πλήρως σε αυτήν. Σε κάθε 

περίπτωση, για τους σκοπούς της εργασίας, το αποτέλεσµα αυτό είναι αρκετά 

ικανοποιητικό και µπορούµε να δεχτούµε την κανονικότητα των διαταρακτικών 

όρων της 1ης εξίσωσης. Άλλωστε, η κανονικότητα των διαταρακτικών όρων 

µπορεί  γενικά να επιτευχθεί µε τη λήψη µεγάλων δειγµάτων. Με χρήση του 

SPSS λαµβάνουµε το P-P plot των Standardized Residuals: 

 



 47 

 
 

  

Προχωρούµε στη εξέταση της µέσης τιµής του διαταρακτικού όρου. Βλέπουµε ότι 

i 12.549.E(e ) =  Άρα δε µπορούµε να δεχτούµε µε βεβαιότητα ότι i 0.E(e ) =  Όµως 

το σφάλµα αυτό δε θεωρείται σηµαντικό µε την έννοια ότι ο µέσος των Residuals 

είναι πλησίον του µηδέν σε σχέση µε τις επιµέρους πολύ µεγαλύτερες τιµές τους. 

Συνεπώς θα υπάρχει µια ελαφρά υπερεκτίµηση του σταθερού όρου της 

παλινδρόµησης που δε θεωρούµε ότι αποτελεί σοβαρό πρόβληµα (βλέπε Κιντή, 

1982, σελ. 226).  

Γενικά, ο έλεγχος της υπόθεσης 
2

i j uE(uu ) = σ  για κάθε i=j και i j 0E(uu ) = για 

κάθε i j,≠  δε µπορούν να ελεγχθούν εύκολα αλλά όπως και στις άλλες 

υποθέσεις, αν έχουµε συµπεριλάβει τις σηµαντικότερες  ερµηνευτικές 

µεταβλητές, η µαθηµατική µορφή της εξίσωσης είναι σωστή και δεν υπάρχουν 

σηµαντικά σφάλµατα µέτρησης, δεν έχουµε λόγο να πιστεύουµε στην παραβίαση 

αυτών (βλέπε Κιντή, 1982, σελ. 227). 
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Βέβαια, πρέπει να σηµειώσουµε ότι η αντιµετώπιση της διερεύνησης ισχύος των 

υποθέσεων στα πλαίσια συστηµάτων εξισώσεων µε τη µέθοδο 2SLS, διαφέρει 

γενικά σε σχέση µε τα υποδείγµατα µιας µόνο εξίσωσης. 

Έτσι η υπόθεση της οµοσκεδαστικότητας των διαταρακτικών όρων iu , 

i=1,2,...,44, 
2

i j uE(uu ) = σ  για κάθε i=j δηλαδή η υπόθεση ότι η συνδιακύµανση 

δυο διαταρακτικών όρων που αναφέρονται στην ίδια µονάδα πληθυσµού είναι 

σταθερή και ίση µε 
2

uσ , ελέγχεται π.χ. µε το test των Breusch και Pagan ειδικά 

εφαρµοσµένο για εκτιµήσεις 2SLS (βλέπε Wooldridge, 2004, σελ. 486). Σύµφωνα 

µε αυτό εφαρµόζουµε γραµµική παλινδρόµηση µε εξαρτηµένη µεταβλητή το 

τετράγωνο των σωστών καταλοίπων του δεύτερου σταδίου και ανεξάρτητες όλες 

τις εξωγενείς µεταβλητές του συστήµατος δηλαδή τις tM  και tZ .  Από την 

παραπάνω διαδικασία λαµβάνουµε το R² της παλινδρόµησης και έπειτα 

σχηµατίζουµε τη στατιστική  

2

2
1 1

R / κ
F

( R )(T κ )
=

− − −
 

 

όπου κ είναι το πλήθος των ερµηνευτικών µεταβλητών της παραπάνω 

παλινδρόµησης. Η στατιστική F κάτω από υπόθεση Η0  της οµοσκεδαστικότητας, 

ακολουθεί κατανοµή Snedecor µε κ και Τ-κ-1 βαθµούς ελευθερίας. Κατά τα 

γνωστά, αν F> κ,T κ 1;0.05F − − , τότε απορρίπτουµε την υπόθεση της 

οµοσκεδαστικότητας σε επίπεδο σηµαντικότητας α=0.05. 

 

Συγκεκριµένα  για  την  1η  εξίσωση  του  συστήµατος  έχουµε  ότι  R²=0.054  και   

 

0.054 / 2
1.17

1 0.054 44 2 1
F

( )( )
= =

− − −
 

 

Γνωρίζοντας τώρα ότι 2,41;0.05 3.23,F =  έχουµε ότι F=1.17 < 2 ,4 1;0 .0 5 3 .2 3F =  

και άρα δεχόµαστε την υπόθεση της οµοσκεδαστικότητας των διαταρακτικών 

όρων.  
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Σε περίπτωση που έχουµε ένδειξη µη ισχύος της υπόθεσης οµοσκεδαστικότητας, 

πρέπει να λάβουµε ιδιαίτερα µέτρα έτσι ώστε να αποκτήσουµε το επιθυµητό 

µοντέλο. Πρακτικά η ετεροσκεδαστικότητα υφίσταται όταν έχουµε διασπορά σε 

µια ή παραπάνω ανεξάρτητες µεταβλητές, όταν έχουµε διαστρωµατικά δεδοµένα, 

ή ακόµα όταν υπάρχουν παράγοντες που επιδρούν στην εξαρτηµένη µεταβλητή 

και δεν τους λάβαµε υπόψη. Στην περίπτωση αυτή ο εκτιµητής β̂  είναι συνεπής 

αλλά όχι BLUE για την παράµετρο β. 

 

Για την ανίχνευση της ισχύος της υπόθεσης i j 0E(uu ) =  για κάθε i j≠  τόσο στην 

ίδια εξίσωση όσο και µεταξύ των δυο εξισώσεων, δηλαδή της υπόθεσης περί µη 

ύπαρξης αυτοσυσχέτισης ή καλύτερα περί µη συσχέτισης των διαταρακτικών 

όρων όπως συνηθίζεται να λέγεται στην περίπτωση των διαστρωµατικών 

δεδοµένων, δε λαµβάνουµε ιδιαίτερα µέτρα δεδοµένης της φύσης των 

διαστρωµατικών δεδοµένων και της τάσης αυτών να µην εµφανίζουν 

αυτοσυσχέτιση. 

 

Η υπόθεση της γραµµικής ανεξαρτησίας των ανεξάρτητων µεταβλητών 

υποδηλώνει τη σηµαντικότητα του προβλήµατος της πολυσυγγραµµικότητας. 

Είναι ευνόητο ότι θα υπάρχει σίγουρα κάποιος βαθµός εξάρτησης µεταξύ των 

ανεξάρτητων  µεταβλητών της εξίσωσης και το ερώτηµα που προκύπτει είναι 

από τί ποσοστό εξάρτησης και άνω, µπορεί αυτό να αποδειχθεί επικίνδυνο για 

την αξιοπιστία των εκτιµήσεών µας. Γενικά στην οικονοµετρική αρθρογραφία και 

βιβλιογραφία δεν έχει δοθεί µια κοινώς παραδεκτή λύση του προβλήµατος της 

πολυσυγγραµµικότητας. Ένας απλός τρόπος είναι να υπολογίσουµε το 

συντελεστή συσχέτισης µεταξύ των δυο ερµηνευτικών µεταβλητών που έχουµε 

στην εξίσωση tF̂  και tM  (αυτό ενδείκνυται µόνο στην περίπτωση αυτή που 

έχουµε δυο ερµηνευτικές µεταβλητές). Πρέπει να σηµειωθεί  ότι δε γίνεται χρήση 

της µεταβλητής tF  αλλά της tF̂ ,  διότι µε βάση την τελευταία λάβαµε τις 2SLS 

εκτιµήσεις. Έχουµε ότι το τετράγωνο του συντελεστή συσχέτισης είναι  

t , t

2

F̂ M
0.29.r =  Ο Klein υποστήριξε (βλέπε Klein, 1962, σελ. 101), ότι αν το 
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τετράγωνο του συντελεστή συσχέτισης δυο µεταβλητών είναι µικρότερο από το 

συντελεστή προσδιορισµού R², τότε η πολυσυγγραµµικότητα δεν αποτελεί 

ιδιαίτερο πρόβληµα. Στην εξίσωσή µας 
t , t

2

F̂ M
0.29r = < 0.8527= R² (για σχετικό 

τύπο του δειγµατικού συντελεστή συσχέτισης, βλέπε Τσίµπο – Γεωργιακώδη, 

2000, σελ. 106) οπότε αν δεχθούµε τον ισχυρισµό του Klein, δεν τίθεται θέµα 

πολυσυγγραµµικότητας (βλέπε Κιντή, 1982, σελ. 168). 

 
Τέλος, όσον αφορά την ισχύ της βασικής υπόθεσης (ε), εξετάζουµε την µήτρα 

σχεδιασµού Χ που αποτελείται από m στήλες (όσες δηλαδή και οι παράµετροι 

της παλινδρόµησης) εκ των οποίων η πρώτη στήλη είναι µονάδες και οι 

υπόλοιπες m-1 αποτελούν τις τιµές των ερµηνευτικών µεταβλητών της εξίσωσης. 

Με την υπόθεση (ε) εξασφαλίζουµε  ότι τα στοιχεία της µήτρας σχεδιασµού Χ 

είναι ανεξάρτητα ή τουλάχιστον ασυσχέτιστα µε τα στοιχεία του διανύσµατος του 

διαταρακτικού όρου. Αυτό όµως εξασφαλίζει ότι η κατανοµή πιθανότητας της 

εξαρτηµένης ενδογενούς µεταβλητής εξαρτάται αποκλειστικά από την κατανοµή 

πιθανότητας του διαταρακτικού όρου, πράγµα το οποίο βεβαιώνει τη µονόδροµη 

σχέση αιτίας – αποτελέσµατος από τις ανεξάρτητες µεταβλητές προς τις 

εξαρτηµένες (βλέπε Κιντή, 1982, σελ. 61). Υποθέτουµε ότι η µήτρα Χ είναι 

σταθερή σε επαναλαµβανόµενα δείγµατα και όχι τυχαία, παρόλο που η φύση 

των οικονοµικών µεταβλητών υποδεικνύει γενικά το αντίθετο. Αυτό συµβαίνει, 

διότι θεωρούµε ότι λόγω της αντιπροσωπευτικότητας του δείγµατος, αν λάβουµε 

επαναλαµβανόµενα δείγµατα ασφαλισµένων ηλικιών 20 µε 65, θα έχουµε 

περίπου τις ίδιες τιµές των ετών υπηρεσίας, πιθανοτήτων θνησιµότητας και 

µισθών. Άρα ισχυριζόµαστε ότι σε επαναλαµβανόµενα δείγµατα ασφαλισµένων 

ηλικίας 20 µε 65 η µήτρα σχεδιασµού Χ, που αποτελείται από τη στήλη των 

µονάδων και τα διανύσµατα τιµών των tF̂  και tM ,   θα είναι ουσιαστικά σταθερή. 

Γενικά αν η Χ είναι τυχαία, τότε οι εκτιµήσεις µας παραµένουν συνεπείς και 

αµερόληπτες, αρκεί τα στοιχεία  της µήτρας Χ να είναι ανεξάρτητα του 

διανύσµατος του διαταρακτικού όρου, πράγµα που µπορεί να ανιχνευθεί µε 

διαγράµµατα των iX  µε τα ie  (βλέπε Κιντή, 1982, σελ. 193). Πράγµατι, σε 
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περίπτωση που θεωρήσουµε  ότι η Χ είναι τυχαία (και συνεπώς το αρχικό δείγµα 

δεν είναι αντιπροσωπευτικό) και λάβουµε το διάγραµµα διασποράς (scatter plot) 

των tF̂  και ie  (όπου ie  είναι τα τελικά residuals του δεύτερου σταδίου 

χρησιµοποιώντας τις παρατηρούµενες τιµές tF ), διαπιστώνουµε ότι δεν υπάρχει 

κάποια συγκεκριµένη εξάρτηση συναρτησιακής µορφής  που να τα συνδέει 

συνολικά:  

 

 

 
 

 

Το αυτό συµβαίνει αν παρατηρήσουµε και το scatter plot των tM  και ie : 
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Άρα θεωρούµε ότι σε κάθε περίπτωση οι εκτιµήσεις µας θα παραµείνουν 

αξιόπιστες. 

 

4.2.2 Εξίσωση 2η 

 

2SLS εκτιµητές 

 
1ο στάδιο 

 
Αρχικά, εκτιµούµε µε τη συνήθη µέθοδο των ελαχίστων τετραγώνων (OLS) την 

εξίσωση: 

 
 

t 0 1 t 2 tC d d M d Z u= + + +  
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Έχουµε : 

 

t t t13388.846 78047.311 0, 285Ĉ M Z= − +  

Όπως είπαµε και στην 1η εξίσωση, αν η tC  εξαρτάται γραµµικά από την tZ ,  τότε 

στη 2η εξίσωση του συστήµατος θα έχουµε πολυσυγγραµµικότητα και συνεπώς 

παραβιάζεται η (στ) από τις βασικές υποθέσεις. Οπότε αν το υπόδειγµα είναι 

σωστό, το R² διαµορφώνεται κυρίως από τη γραµµική εξάρτηση των tC  και 

tM .  Εδώ, το R²=0.588. 

 
2ο στάδιο 

 
Εκτιµούµε µε τη συνήθη µέθοδο των ελαχίστων τετραγώνων (OLS) την εξίσωση: 

 

t 1 t 2 t
ˆF b C b Z ε= + +  

 
και λαµβάνουµε την: 

 

t t t0.725 0.537F̂ C Z= +  

 

Στατιστική ανάλυση 

Τονίζουµε ξανά, ότι για να λάβουµε τις εκτιµήσεις της tF ,  δηλαδή τις tF̂ ,  πρέπει 

µετά το 2ο στάδιο να αντικατασταθούν οι εκτιµηθείσες τιµές του 1ου σταδίου tĈ  µε 

τις πραγµατικές tC . Υπολογίζουµε κατά τα γνωστά τα σωστά Residuals και τον 

εκτιµητή της διασποράς του θορύβου 2 tu  της 2ης δοµικής εξίσωσης  του  

συστήµατος  (2.3)  που  δίνεται όπως και στην 1η εξίσωση  από  τον αντίστοιχο 

τύπο:    

2

t t
2 t
u

ˆ(F F )

S
T m

−
=

−

∑
 

όπου Τ είναι το  πλήθος παρατηρήσεων και m το πλήθος παραµέτρων. Έτσι για 

να λάβουµε τις σωστές τιµές των τυπικών σφαλµάτων, πολλαπλασιάζουµε τις 
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ληφθείσες  τιµές των τυπικών  σφαλµάτων  του  δεύτερου  σταδίου  µε  το  λόγο 

uS / εS , όπου Sε  είναι η εκτίµηση της τυπικής απόκλισης του διαταρακτικού 

όρου χρησιµοποιώντας τις εκτιµηµένες τιµές tĈ  του πρώτου σταδίου. 

Έχουµε: 

 

2 2

t t t t
2 t t
u 4338965.386

44 2

ˆ ˆ(F F ) (F F )

S
T m

− −
= = =

− −

∑ ∑
 

 

u 2083.018S⇒ =  

 
2

ε ε10228457 3198.196S S= ⇒ =  

 

u ε 0.651S / S⇒ =  

 

Συνεπώς, οι σωστές τυπικές αποκλίσεις  των  b1 και b2  είναι αντίστοιχα: 

 

1b̂
(0.117)(0.651) 0.076S = =  

 

   
2b̂

(0.205)(0.651) 0.133S = =  

 
Επίσης έχουµε: 

 

1

1

1

b̂

b̂

0.725
9.514

0.076

b̂
t

S
= = =  

 

     
2

2

2

b̂

b̂

0.537
4.022

0.133

b̂
t

S
= = =  
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Κάτω από τη µηδενική υπόθεση  Η0: ib =0, i=1,2, γνωρίζουµε ότι η 
ib̂

t  ακολουθεί 

την κατανοµή Student µε T-m βαθµούς ελευθερίας ή αλλιώς  
i

ˆ T mb
t ~ t − . 

Για επίπεδο σηµαντικότητας α=0.05 συγκρίνουµε τις ποσότητες

i

i

b̂

0b̂

S

−
, i=1,2, µε 

την κριτική τιµή α / 2 ;T mt − της κατανοµής Student. 

 

Αν 

i

i

b̂

0b̂

S

−
 > α / 2 ;T mt − τότε απορρίπτουµε την Η0: ib =0, i=1,2, δηλαδή δεχόµαστε 

ότι οι µεταβλητές (η κάθε µια ξεχωριστά) που χρησιµοποιούµε για την εκτίµηση 

της Ft είναι στατιστικά σηµαντικές. 

Αν θέλουµε να κάνουµε στατιστικό έλεγχο της µορφής  Η0: 1b = 2b =0, αυτό 

επιτυγχάνεται ως γνωστό µε τη στατιστική F και ουσιαστικά ελέγχουµε αν η tF  

µεταβάλλεται σηµαντικά όταν οι ανεξάρτητες µεταβλητές µεταβάλλονται 

συγχρόνως.  

 

Κάτω από την υπόθεση Η0 : 1b = 2b =0, γνωρίζουµε ότι:  

 

m 1,T m

SSR / (m 1)
F ~ F

SSE / (T m)
− −

−
=

−
 

 

όπου t t

t

ˆSSR (F F )= −∑  και t t
t

ˆSSE (F F )= −∑ . Για επίπεδο σηµαντικότητας 

α=0.05 συγκρίνουµε την ποσότητα F µε την κριτική τιµή 2,42;0.05F  της κατανοµής 

Snedecor. Αν 2,42;0.05F>F  τότε απορρίπτουµε τη µηδενική υπόθεση Η0 δηλαδή 

δεχόµαστε ότι οι ανεξάρτητες µεταβλητές είναι συνολικά σηµαντικές στη 

διαµόρφωση των τιµών της tF . Συνολικά έχουµε: 

 

1
ˆ 0.025;42b

9.514 2.02t t= > =  
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2
ˆ 0.025;42b

4.022 2.02t t= > =  

 

Άρα απορρίπτουµε τη µηδενική υπόθεση Η0  και στις δύο περιπτώσεις.  

 
Στη συγκεκριµένη περίπτωση, επειδή δεν υπάρχει σταθερός όρος, ο συντελεστής 

προσδιορισµού R² δεν έχει τη συνήθη σηµασία του κι έτσι καταφεύγουµε σε 

άλλες µεθόδους (βλέπε Λαζαρίδη, 2002, σελ. 322-325). Για την περίπτωση αυτή 

και προκειµένου να έχουµε µια εικόνα σε τι ποσοστό η παλινδρόµηση ερµηνεύει 

τη συνολική µεταβλητικότητα της εξαρτηµένης µεταβλητής tF   και γενικότερα για 

την καλή προσαρµογή του µοντέλου µας, οι Murphy (1973), Theil (1975) και οι 

Pindyck και Rubinfeld (1981) προτείνουν τον παρακάτω  δείκτη (βλέπε Λαζαρίδη, 

2002, σελ. 306): 

 

2 2

t t
t t

RMSE
U

1 1
F̂ F

T T

=

+∑ ∑
 

 
όπου 

 

2

t t
t

1 ˆRMSE (F F )
T

= −∑  

 
και άρα έχουµε: 

 

2035.126
0.1342

7343.539 7818.99
U = =

+
 

 

Γενικά, όσο πιο κοντά βρίσκεται αυτός ο δείκτης στο µηδέν, τόσο καλύτερη 

προσαρµογή έχει το µοντέλο. Η τιµή U=0.134 είναι σχετικά κοντά στο µηδέν και 

συνεπώς δεν υπάρχει λόγος να δεχτούµε ότι το µοντέλο δεν έχει καλή 

προσαρµογή. 
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Τα διαστήµατα εµπιστοσύνης σε επίπεδο σηµαντικότητας α=0.05 για τις 

παραµέτρους ib ,  i=1,2 έχουν ως εξής: 

  

i i
ˆ ˆi α / 2 i α / 2b b

ˆ ˆ(b t s , b t s )− +  

Έχουµε:  

ένα 95% διάστηµα εµπιστοσύνης για την παράµετρο 1b  είναι το  

1 1
ˆ ˆ1 α/2 1 α/2b b

ˆ ˆ(b t s , b t s )− +  ή  το  0.571, 0.879( )  

και ένα 95% διάστηµα εµπιστοσύνης για την παράµετρο 2b  είναι το 

2 2
ˆ ˆ2 α/2 2 α/2b b

ˆ ˆ(b t s , b t s )− +   ή   το  0.267, 0.807( ).  

 

 

Έλεγχος ισχύος των βασικών υποθέσεων της 2ης εξίσωσης 

 
Αρχικά θα ερευνήσουµε την κανονικότητα του διαταρακτικού όρου µέσω των 

Residuals. Έχουµε: 

2

i2
e

σ̂
T m

=
−

∑
 

 

όπου Τ=44, m=2, i=1,2,…,44 µε σ̂ ²=4338965.386 και σ̂ =2083.018. 

Υπολογίζουµε τη στήλη i
ˆe /σ και αναµένουµε περίπου δύο παρατηρήσεις να 

είναι εκτός του διαστήµατος (-1.96, 1.96). Μόνο µια παρατήρηση βρίσκεται εκτός 

του διαστήµατος αυτού. Επειδή δε µας ικανοποιεί αυτό το αποτέλεσµα σε βαθµό 

που να έχουµε έντονη ένδειξη για κανονικότητα του διαταρακτικού όρου θα 

εφαρµόσουµε το test των Kolmogorov – Smirnov για την κανονική κατανοµή. Με 

τη χρήση του SPSS λαµβάνουµε τον ακόλουθο πίνακα: 
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One-Sample Kolmogorov-Smirnov Test 

  RES_2SLS_Ft 

N 44 

Mean 705.9469 Normal 

Parameters
a
 Std. Deviation 1930.83102 

Absolute .119 

Positive .085 

Most Extreme 

Differences 

Negative -.119 

Kolmogorov-Smirnov Z .790 

Asymp. Sig. (2-tailed) 
.561 

                    a. Test distribution is Normal. 

 

 

Το p-value=0.561 > 0.05=α. Άρα δεχόµαστε την υπόθεση Η0 , δηλαδή δεχόµαστε 

την υπόθεση ότι τα Residuals κατανέµονται κανονικά. Προς αυτή την κατεύθυνση 

συνηγορεί και το ιστόγραµµα των Residuals ή των Standardized Residuals. 

Παρακάτω, παραθέτουµε το ιστόγραµµα των τυποποιηµένων παρατηρούµενων 

σφαλµάτων: 
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Παρατηρούµε ότι οι τιµές των Standardized Residuals σχηµατίζουν τη µορφή της 

κανονικής κατανοµής πλην όµως υπάρχει αρνητική ασυµµετρία. Αυτό  µπορεί  να  

διαπιστωθεί  και  από την τιµή του  συντελεστή ασυµµετρίας (skewness) που 

είναι -0.659. Ακόµα, για την έρευνα της κανονιικότητας των Residuals θα 

µπορούσαµε να σχηµατίσουµε το P-P plot των Standardized Residuals µε 

αντίστοιχη θεωρητική κατανοµή την τυπική κανονική N(0,1) που θα µας 

οδηγούσε στο ίδιο συµπέρασµα, δηλαδή την αποδοχή της κανονικότητας των 

Residuals: 

 
 

 

Για την υπόθεση της µηδενικής µέσης τιµής του διαταρακτικού όρου έχουµε ότι 

i 705.94.E(e ) =  Όµως επειδή δεν έχουµε σταθερό όρο, αναµένουµε γενικά ότι  

i 0E(e ) ≠ ( βλέπε Λαζαρίδη, 2002, σελ. 324). 
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Για τον έλεγχο της ετεροσκεδαστικότητας, θα εφαρµόσουµε όπως και στην 1η 

εξίσωση το test των Breusch και Pagan για 2SLS εκτιµήσεις. Σύµφωνα µε αυτό 

εφαρµόζουµε γραµµική παλινδρόµηση µε εξαρτηµένη µεταβλητή το τετράγωνο 

των σωστών καταλοίπων του δεύτερου σταδίου και ανεξάρτητες όλες τις 

εξωγενείς µεταβλητές του συστήµατος δηλαδή τις tM  και tZ .  Από την 

παραπάνω διαδικασία λαµβάνουµε το R² της παλινδρόµησης και έπειτα 

σχηµατίζουµε τη στατιστική 

 
2

2
1 1

R / κ
F

( R )(T κ )
=

− − −
 

 

όπου κ είναι το πλήθος των ερµηνευτικών µεταβλητών της παραπάνω 

παλινδρόµησης. Η στατιστική F κάτω από υπόθεση Η0  της οµοσκεδαστικότητας, 

ακολουθεί κατανοµή Snedecor µε κ και Τ-κ-1 βαθµούς ελευθερίας. Κατά τα 

γνωστά, αν F> κ,T κ 1;0.05F − − , τότε απορρίπτουµε την µηδενική υπόθεση Η0, 

δηλαδή την υπόθεση της οµοσκεδαστικότητας σε επίπεδο σηµαντικότητας 

α=0.05.  

 

Συγκεκριµένα για την 2η εξίσωση έχουµε ότι R²=0.111 και η τιµή της στατιστικής 

F είναι: 

 

0.111/ 2
2.559

1 0.111 44 2 1
F

( )( )
= =

− − −
 

 

Γνωρίζοντας τώρα ότι 2,41;0.05 3.23,F =  έχουµε ότι F=2.559 < 2,41;0.05
3.23F =  και 

άρα δεχόµαστε την υπόθεση της οµοσκεδαστικότητας των διαταρακτικών όρων. 

 

Για την ανίχνευση της ισχύος της υπόθεσης i j 0E(uu ) =  για κάθε i j≠  τόσο στην 

ίδια εξίσωση όσο και µεταξύ των δυο εξισώσεων (που αναφέρονται δηλαδή σε 

διαφορετικά άτοµα), δηλαδή της υπόθεσης περί µη συσχέτισης των 
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διαταρακτικών όρων τόσο στην ίδια εξίσωση όσο και µεταξύ των δύο εξισώσεων, 

ισχύουν τα όσα γράφηκαν  για την 1η εξίσωση. 

 

Όσον αφορά την ισχύ της βασικής υπόθεσης (ε), υποθέτουµε ότι η µήτρα Χ είναι 

σταθερή σε επαναλαµβανόµενα δείγµατα και όχι τυχαία, όπως ακριβώς 

υποθέσαµε και στην 1η εξίσωση. 

 

Τέλος, για την υπόθεση µη ύπαρξης πολυσυγγραµµικότητας έχουµε ότι 

t t

2

Ĉ ,Z
0.328r =  (χρησιµοποιούµε τιµές της t

Ĉ  και όχι αυτές της tC , γιατί µε αυτόν 

τον τρόπο λαµβάνουµε υπόψη µας την αλληλεξάρτηση των ενδογενών 

µεταβλητών του συστήµατος). Αν λάβουµε υπόψη το συντελεστή U που 

υπολογίσαµε για την έρευνα καλής προσαρµογής της 2ης εξίσωσης, 

αντικαθιστώντας το R², θεωρούµε ότι η προσαρµογή της συγκεκριµένης 

εξίσωσης ανέρχεται σε ποσοστό µεγαλύτερο της τιµής του 
t t

2

Ĉ ,Z
r .  Άρα δε 

θεωρούµε ότι η γραµµική εξάρτηση των t
Ĉ και tZ  επηρεάζει την αξιοπιστία των 

εκτιµήσεών µας. 
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5. Αξιολόγηση Μοντέλου 

 

5.1 Έλεγχος προβλεπτικής ικανότητας του µοντέλου 

 

5.1.1 Εx post προβλέψεις 

 

Αρχικά, ενώ είχαµε 46 παρατηρήσεις, χρησιµοποιήσαµε για την εκτίµηση του 

µοντέλου µόνο 44 από αυτές και παραλείψαµε 2 από τις αρχικές παρατηρήσεις, 

την 15η και την 23η, για να διαπιστώσουµε κατά πόσο οι προβλέψεις που λάβαµε 

από το εκτιµηµένο µοντέλο είναι κοντά στις παρατηρούµενες. Οι εκτιµήσεις που 

λαµβάνουµε για τις δύο αυτές παρατηρήσεις χρησιµοποιώντας το εκτιµηµένο 

µοντέλο λέγονται ex post προβλέψεις, διότι οι ανεξάρτητες µεταβλητές που 

χρησιµοποιούνται σε κάθε εξίσωση περιέχουν τιµές που ήδη έχουν παρατηρηθεί. 

Επειδή οι παρατηρούµενες τιµές των ενδογενών µεταβλητών tC  και tF   καθώς 

αυξάνεται η ηλικία έχουν γενικά ανοδική τάση, θεωρήθηκε πιο αντιπροσωπευτικό 

να εξαιρεθούν για τους σκοπούς πρόβλεψης δύο τιµές περί το κέντρο του πεδίου 

τιµών των µεταβλητών αυτών. Έτσι, δεδοµένου του εκτιµηµένου µοντέλου, 

έχουµε: 

 

                        15 15 1510606, 236 0, 429 71707,599Ĉ F - M= +                    (4.1) 

 

Γνωρίζουµε από την ανάλυση παλινδρόµησης ότι η 15Ĉ είναι η BLUE εκτίµηση 

της αναµενόµενης τιµής της 15C  δεδοµένων των τιµών των 15F  και 15M .  

Επειδή όµως εµείς θεωρούµε τη 15Ĉ σαν εκτίµηση της 15C   και όχι της Ε( 15C ) 

κάνουµε το λεγόµενο σφάλµα πρόβλεψης 15f ,  όπου 15f = 15Ĉ - 15C . Η τυπική 

απόκλιση του σφάλµατος 15f  δίνεται από τον τύπο: 
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                   [ ]( ) 1

15 15 15 15

15

1

Sd(f ) s sqrt(1 1 F M X X F )

M

−
 
 ′= ⋅ +  
  

                       (4.2) 

 

(βλέπε Λαζαρίδη, 2002, σελ. 284), όπου s είναι ο αµερόληπτος εκτιµητής της 

τυπικής απόκλισης των τιµών του  διαταρακτικού  όρου  της  1ης  εξίσωσης και  

  
  

 

1 1

2 2

1 2 44

1 2 44

44 44

1 F M
1 1 ... 1

1 F M
X X F F ... F

... ... ...
M M ... M

1 F M

 
   
   ′ =    
    

 

 

 

Τα άκρα ενός 95% διάστήµατος εµπιστοσύνης για την 15C  βρίσκονται ως εξής: 

 

                                                15 15 α/2;T mĈ Sd(f )t −±                                     (4.3) 

 

όπου Τ=44 και  m=3. 

 

Για να ελέγξουµε την µηδενική υπόθεση Η0 ότι δεν υπάρχει σηµαντική διαφορά 

πραγµατικής και εκτιµώµενης τιµής έναντι της εναλλακτικής Η1  ότι υπάρχει 

σηµαντική  διαφορά, συγκρίνουµε τις ποσότητες 15 15

15

Ĉ C

Sd(f )

−
  και  α/2;T mt − . Αν  

15 15

15

Ĉ C

Sd(f )

−
 > α/2;T mt − ,τότε σε επίπεδο σηµαντικότητας α=0.05 απορρίπτουµε τη 

µηδενική υπόθεση Η0  υπέρ της Η1. 

 

Έχουµε: 

  

44 310594.04 4.327

310594.4 2690010653 28922.937

4.327 28922.937 0.474

X X

 
 ′ =  
  
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Βρίσκοντας την det(X X)′  και την adj(X X)′  λαµβάνουµε: 

  

1

0.468 0 2.845

0 0 0

2.845 0 23.437

(X X)−
−

−

 
 ′ =  
  

 

 

Εφαρµόζοντας τους τύπους (4.1) και (4.2) για 15 6930.287F =  και 15 0.121M =  

έχουµε: 

 

15 10606.236 (0.429)(6930.287) (71707.599)(0.121) 4894.894Ĉ = + − =  

 

 15 1528.209 1 0.428 1826.418Sd(f ) sqrt( )= + =  

  

15 15

15

4894.894 3912.666
0.537

1826.418

Ĉ C

Sd(f )

− −
= =  

  

Επίσης, 0.025;41t =2.02. Άρα δεχόµαστε την υπόθεση Η0, δηλαδή ότι η διαφορά 

πραγµατικής τιµής 15C  και εκτιµώµενης τιµής 15Ĉ δεν είναι σηµαντική σε 

επίπεδο σηµαντικότητας α=0.05. 

 

 Ένα 95% διάστηµα εµπιστοσύνης για την 15C  εφαρµόζοντας την (4.3) είναι το 

1205.529, 8584.259( ) . Αντίστοιχα, για την παρατήρηση 23 έχουµε: 

 

23 9464.753F = , 23 0.113M = , 23 1143.558Sd(f ) =  και 23 6572.261Ĉ = . 

 Άρα, 
23 23

0.025;41

23

0.225 2.02
Ĉ C

t
Sd(f )

< =
−

=  και συνεπώς δεχόµαστε την υπόθεση 

Η0 ότι η διαφορά πραγµατικής τιµής 23C  και εκτιµώµενης τιµής 23Ĉ δεν είναι 

σηµαντική σε επίπεδο σηµαντικότητας α=0.05.  
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Ένα 95% διάστηµα εµπιστοσύνης για την 23C  εφαρµόζοντας ανάλογα την (4.3) 

είναι το 4262.272, 8882.25( ).   

Όσον αφορά τις 15F̂ και 23F̂  δεδοµένου του εκτιµηµένου µοντέλου, έχουµε: 

                                     

                                       15 15 150.725 0.537F̂ C Z= +                                  (4.4) 

 

Η τυπική απόκλιση του σφάλµατος 15f δίνεται από τον τύπο: 

  

                     [ ]( ) 1 15

15 15 15

15

C
Sd(f ) s sqrt(1 C Z X X )

Z

−  
′= ⋅ +  

 
                (4.5) 

 

όπου s είναι τώρα αντίστοιχα ο αµερόληπτος εκτιµητής της τυπικής απόκλισης   

των   τιµών   του   διαταρακτικού   όρου  της   2ης   εξίσωσης   και η µήτρα X’X 

υπολογίζεται ως εξής:  

  

1 1

1 2 44 2 2

1 2 44

44 44

C Z

C C ... C C Z
X X

Z Z ... Z ... ...

C Z

 
    ′ =     
 
 

 

  

 

Τα άκρα ενός 95% διάστήµατος εµπιστοσύνης για την 15F  βρίσκονται ως εξής: 

 

                                                15 15 α/2;T mF̂ Sd(f )t −±                                       (4.6) 

 

όπου Τ=44, m=2. 

Για να ελέγξουµε την µηδενική υπόθεση Η0 ότι δεν υπάρχει σηµαντική διαφορά 

πραγµατικής και εκτιµώµενης τιµής έναντι της εναλλακτικής Η1  ότι υπάρχει 

σηµαντική  διαφορά, συγκρίνουµε τις ποσότητες 15 15

15

F̂ F

Sd(f )

−
  και  α/2;T mt − .  
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Αν 15 15

15

F̂ F

Sd(f )

−
  > α / 2;T mt − ,τότε σε επίπεδο σηµαντικότητας α=0.05 απορρίπτουµε 

τη µηδενική υπόθεση Η0  υπέρ της Η1. 

 

Έχουµε: 

 

2564013745 1057015159

1057015159 700692626
X X

 
′ =  

 
 

 

Βρίσκοντας την det(X X)′  και την adj(X X)′  λαµβάνουµε: 

 

1 0 0

0 0
(X X)−

 
′ =  

 
 

 

Εφαρµόζοντας τους τύπους (4.4) και (4.5) για 15 3912.666C =   και  

15 2980.958Z =  έχουµε: 

 

15 4437.457F̂ =  

 

 

15 2083.018Sd(f ) s= =  

 

15 15

15

4437.457 6930.287
1.196

2083.018

F̂ F

Sd(f )

− −
= =  

 

Επίσης, 0.025;42t =2,02. Άρα δεχόµαστε την υπόθεση Η0, ότι η διαφορά 

πραγµατικής τιµής 15F  και εκτιµώµενης τιµής 15F̂ δεν είναι σηµαντική σε επίπεδο 

σηµαντικότητας α=0.05. 

 

Ένα 95% διάστηµα εµπιστοσύνης για την 15F  εφαρµόζοντας την (4.6) είναι 

το 229.760, 8645.153( ).  Αντίστοιχα, για την παρατήρηση 23 έχουµε: 
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23 6829.948,C =  23 2980.958,Z =  23 2083.018Sd(f ) s= =  και 

23 6552.486.F̂ =   

 

Άρα, 
23 23

0.025;42

23

1.398 2.02
F̂ F

t
Sd(f )

< =
−

=  και συνεπώς δεχόµαστε την υπόθεση 

Η0 ότι η διαφορά πραγµατικής τιµής 23F  και εκτιµώµενης τιµής 23F̂ δεν είναι 

σηµαντική σε επίπεδο σηµαντικότητας α=0.05. 

 

Ένα 95% διάστηµα εµπιστοσύνης για την 23F  εφαρµόζοντας ανάλογα την (4.6) 

είναι το 2344.79, 10760.183( ).  

 

5.1.2 Εx ante προβλέψεις 

 

Με την παραπάνω διαδικασία που αναλύθηκε στην παράγραφο 5.1.1, 

διαπιστώσαµε µε βάση τις τιµές που είχαµε εξαιρέσει από την αρχή, ότι το 

µοντέλο µας, δίνει ικανοποιητικές προβλέψεις. Πρέπει όµως να εξετάσουµε την  

περίπτωση των προβλέψεων του µοντέλου, στην οποία χρησιµοποιούµε ως 

τιµές ανεξάρτητων µεταβλητών τιµές οι οποίες δεν έχουν ακόµα παρατηρηθεί και 

είναι εκτιµήσεις των πραγµατικών τιµών που θα λάβουν οι µεταβλητές αυτές. Οι 

προβλέψεις αυτές ονοµάζονται ex ante προβλέψεις, διότι ακριβώς γίνονται πριν 

αποκτήσουµε τις πραγµατικές παρατηρούµενες τιµές των µεταβλητών.  

Αν είχαµε χρονολογικές σειρές, προφανώς θα µας ενδιέφερε να κάνουµε 

πρόβλεψη για τα επόµενα χρόνια. Κάτι τέτοιο θα συνέβαινε εάν είχαµε τιµές 

συνολικών µεγεθών κάποιου ταµείου για µια σειρά ετών και ενδιαφερόµαστε για 

προβλέψεις επόµενων ετών. Στην περίπτωσή µας, για να εκτιµήσουµε το 

µοντέλο χρησιµοποιήσαµε διαστρωµατικά στοιχεία (παρατηρήσεις) ατόµων 

ηλικίας 20 µε 65 ετών µιας συγκεκριµένης χρονιάς και συνεπώς δεν έχει νόηµα 

να γίνει κάποια πρόβλεψη για άτοµα µεγαλύτερης ηλικίας των 65 ετών. Οµοίως, 

δε θα είχε νόηµα µε παρατηρήσεις ατόµων π.χ. 20 µε 50 ετών, να εκτιµήσουµε 
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αντίστοιχες τιµές για άτοµα 51 έως 65 ετών. Το ερώτηµα που προκύπτει, είναι 

κατά πόσον  και πότε το µοντέλο µας, µπορεί να δώσει ικανοποιητικές 

προβλέψεις για παρόµοια δείγµατα στο χρόνο τ (και πιθανότατα µε κάποιες 

τροποποιήσεις σε χρονική στιγµή µετά το τ) ή για το ίδιο δείγµα σε  χρονική 

στιγµή µετά το τ ή ακόµα για ολόκληρο το ταµείο (όσον αφορά τους άνδρες) σε 

διάφορους χρόνους. Κάτι τέτοιο, δεδοµένης της τυχαιότητας που χαρακτηρίζει τα 

ασφαλιστικά µεγέθη σε ένα σύστηµα καθορισµένων εισφορών και δεδοµένης 

κατά συνέπεια της αβεβαιότητας για το ύψος των παροχών, θα είχε εξαιρετικό 

ενδιαφέρον, µιας και θα µπορούσε το ταµείο προβλέποντας αυτά τα µεγέθη, να 

διευκολύνει τον οικονοµικό του προγραµµατισµό, αλλά και οι ασφαλισµένοι να 

µπορούν να γνωρίζουν µε κάποια απόκλιση, την πορεία του ατοµικού τους 

λογαριασµού.  

 
∆ε θα ήταν παράλογο να ισχυριστούµε ότι το µοντέλο που εκτιµήσαµε, µπορεί να 

χρησιµοποιηθεί τουλάχιστον για την εκτίµηση βραχυχρόνιων µελλοντικών 

προβλέψεων των ενδογενών µας µεταβλητών (µε την έννοια, ότι για µικρά 

διαστήµατα, συνήθως δεν έχουµε σηµαντικές κοινωνικοοικονοµικές αλλαγές κι 

έτσι η ισχύς του µοντέλου που εκτιµήσαµε παραµένει σχετικά αµετάβλητη). Το 

µοντέλο, για το σκοπό αυτό, θα µπορούσε να τροποποιηθεί στην ανηγµένη του 

µορφή ως εξής: 

 

t 11 t 21 t 31 t 1 t
ˆ ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆC π X π M π Z V′ ′ ′ ′ ′= + + +  

                                                                                                                          (4.7) 

t 11 t 21 t 31 t 1 t
ˆ ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆF π X π M π Z V′ ′ ′ ′ ′= + + +  

 

 
όπου ο τόνος στις µεταβλητές, υποδηλώνει ότι αυτές αναφέρονται στον 

κατ’επιλογή µελλοντικό χρόνο. 

 
Καταρχήν, όπως βλέπουµε στην ανηγµένη µορφή (4.7), χρειάζεται να λάβουµε 

τις εκτιµήσεις των εξωγενών µεταβλητών για το µέλλοντα χρόνο. Οι µελλοντικές 

εκτιµήσεις των εξωγενών µεταβλητών, δηλαδή οι  µελλοντικές εκτιµήσεις των 

µεταβλητών tM  και tZ ,  διαµορφώνονται εύκολα, διότι για τον υπολογισµό τους, 
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αρκούν η ηλικία και τα έτη υπηρεσίας των ασφαλισµένων του ταµείου αντίστοιχα, 

σε συγκεκριµένη µελλοντική χρονική στιγµή. Ακόµα, επειδή στο µοντέλο που 

εκτιµήσαµε, συµπεριλάβαµε όλες τις ηλικίες από 20 µέχρι 65 έτη, αν εκτιµήσουµε 

τις τιµές των εξωγενών µεταβλητών για όλους τους ασφαλισµένους του ταµείου 

για συγκεκριµένη µελλοντική χρονική στιγµή (σε έτη), καθώς επίσης και τις 

εκτιµήσεις των αντίστοιχων διαταρακτικών όρων όπως θα αναφέρουµε 

παρακάτω, θα είναι εφικτό, ανάλογα βέβαια και µε το συνολικό δυναµικό του 

ταµείου, να λάβουµε προβλέψεις των αντίστοιχων ενδογενών µεταβλητών.  

 

Επίσης, από την ανηγµένη µορφή (4.7), βλέπουµε ότι χρειάζεται να λάβουµε και 

τις εκτιµήσεις των αντίστοιχων διαταρακτικών όρων που ονοµάζονται στη 

βιβλιογραφία προσθετικοί παράγοντες. Οι προσθετικοί παράγοντες µπορούν να 

θεωρηθούν ως προσαρµογές των σταθερών όρων σε κάθε µια από τις εξισώσεις 

ανηγµένης µορφής και ουσιαστικά είναι υποκειµενικές κρίσεις για παράγοντες και 

παραµέτρους που υπεισέρχονται επιπρόσθετα στο διάστηµα της πρόβλεψης και 

δεν τα έχουµε λάβει υπόψη (βλέπε Intriligator, 1992, σελ. 111).  

Για παράδειγµα, µετά από ένα διάστηµα µεγαλύτερο των δέκα ετών, οι πίνακες 

θνησιµότητας θα έχουν αλλάξει, µε αποτέλεσµα οι τιµές της µεταβλητής tM  για 

τις ίδιες ηλικίες, να έχουν υποστεί µεταβολή και έτσι το µοντέλο που εκτιµήθηκε 

µε βάση τις παλιές τιµές της tM ,  να µην έχει ισχύ.  

Ακόµα, θα µπορούσαµε να εκτιµήσουµε, βάση πληροφοριών ή οικονοµικής 

πολιτικής, ότι στο διάστηµα που θα µεσολαβήσει µέχρι την πρόβλεψη, θα έχουµε 

µεγάλη αύξηση του πληθωρισµού, µε αποτέλεσµα να έχουµε µεταβολή στα 

επιτόκια και γενικά στις αποδόσεις, αλλά και στους µισθούς. Είναι προφανές, ότι 

και στην περίπτωση αυτή, το µοντέλο που εκτιµήθηκε µε βάση τις παλιές τιµές 

των µεγεθών που εκτιµάται ότι θα υποστούν µεταβολή, δε θα έχει ισχύ, µε 

συνέπεια µετά το πέρας των µεταβολών αυτών, να υπάρξει απόκλιση 

παρατηρούµενων και εκτιµώµενων τιµών. 

Όπως γίνεται εύκολα κατανοητό, οι υποκειµενικές κρίσεις για παράγοντες και 

παραµέτρους που υπεισέρχονται επιπρόσθετα στο διάστηµα της πρόβλεψης και 

οι οποίες απεικονίζονται στις εκτιµήσεις των αντίστοιχων διαταρακτικών όρων, 

είναι πολύπλοκη συνάρτηση πολλών παραγόντων και κυρίως έγκυρων 
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πληροφοριών που αφορούν συγκεκριµένες µεταβολές µεγεθών. Γι αυτό το λόγο, 

στις περιπτώσεις αυτές και κυρίως όταν πρόκειται για οικονοµετρικά υποδείγµατα 

σηµαντικών µεγεθών της οικονοµίας, απαιτείται η συνεργασία ερευνητών, 

πολλών ειδικών επιστηµόνων αλλά και πολιτικών. 

 
Να σηµειωθεί ότι οι εκτιµήσεις των συντελεστών της ανηγµένης µορφής (4.7), 

είναι οι εκτιµήσεις των συντελεστών της αρχικής ανηγµένης µορφής, που  

προκύπτουν άµεσα από τις εκτιµήσεις του µοντέλου µας. 

 

Τέλος, ιδιαίτερο ενδιαφέρον έχει η ακρίβεια µε την οποία γίνονται αυτές οι 

προβλέψεις. Αποδεικνύεται, ότι η ακρίβεια αυτή είναι ουσιαστικά συνάρτηση των 

σφαλµάτων εκτίµησης των συντελεστών ανηγµένης µορφής, των σφαλµάτων 

πρόβλεψης των εξωγενών µεταβλητών του µελλοντικού χρόνου και των 

σφαλµάτων στους διαταρακτικούς όρους που ενέχουν κυρίως οικονοµικές 

µεταβολές (βλέπε Intriligator, 1992, σελ. 116 -117).  

Είναι σαφές, ότι η λήψη ικανοποιητικών προβλέψεων είναι συνδυασµός όλων 

των παραπάνω, η υλοποίηση των οποίων ξεφεύγει από τα όρια της εργασίας 

αυτής. Εναλλακτικά, θα µπορούσαµε να επαναλάβουµε τη διαδικασία εκτίµησης 

του µοντέλου ταυτόχρονων εξισώσεων µετά την µεταβολή σηµαντικών µεγεθών, 

έτσι ώστε αυτές οι µεταβολές να συµπεριληφθούν στις εκτιµήσεις µας. 
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6. Επεκτάσεις – Συµπεράσµατα 
 

6.1 Επεκτάσεις µε βάση τη µεθοδολογία εύρεσης µοντέλου 

 

Γενικά, η εύρεση κατάλληλου µοντέλου ταυτόχρονων εξισώσεων που θα 

εξυπηρετεί τους στόχους µας και θα ερµηνεύει ικανοποιητικά το φαινόµενο που 

εξετάζουµε, είναι µια διαδικασία αρκετά επίπονη, χρονοβόρα και αρκετές φορές 

σε περίπτωση µεγάλων ερευνών, πολύ κοστοφόρα. Αυτό συµβαίνει διότι στη 

διαδικασία εύρεσης του ιδανικού κάθε φορά µοντέλου υπεισέρχονται πολλές 

παράµετροι αλλά και συνθήκες οι οποίες πρέπει να πληρούνται. Κατά συνέπεια, 

κρίνεται σκόπιµο να µπορεί να αναπτυχθεί µια µεθοδολογία την οποία 

ακολουθώντας ο ερευνητής, να βρίσκει το επιθυµητό µοντέλο ελαχιστοποιώντας 

κυρίως τη διάρκεια και το κόστος. Στα πλαίσια αυτής της εργασίας, 

προσπαθήσαµε να χαράξουµε ένα δρόµο, τον οποίο και ακολουθήσαµε για την 

εύρεση του επιθυµητού µοντέλου, οι βασικές αρτηρίες του οποίου µπορούν να 

χρησιµοποιηθούν ως οδηγός από επόµενους ερευνητές. Αυτές παρουσιάζονται 

κατά σειρά: 

  

(α) Επιλογή ενός λογικού µοντέλου  

     
Το πρώτο βήµα είναι να γίνει επιλογή κατάλληλων κατά την κρίση µας 

µεταβλητών και κατά συνέπεια επιλογή ενός µοντέλου. Σε αυτό το στάδιο δεν  

ασχολούµαστε µε την εκτίµηση του µοντέλου και τον έλεγχο ισχύος των βασικών 

υποθέσεων. Αυτό που µας ενδιαφέρει είναι να ερευνήσουµε ποιες µεταβλητές 

(µεγέθη) θα επιθυµούσαµε να εκτιµήσουµε (εξαρτηµένες µεταβλητές) και ποιες 

µεταβλητές θα µπορούσαν πιθανότατα να τις καθορίζουν (ανεξάρτητες), έτσι 

ώστε να είναι αυξηµένη η πιθανότητα το µοντέλο να γίνει αποδεκτό µετά την 

εκτίµησή του. 

  

(β) Ταυτοποίηση 

 
Μετά το προηγούµενο βήµα, πρέπει να γίνει άµεσα ο έλεγχος ταυτοποίησης για 

κάθε µια εξίσωση του συστήµατος ξεχωριστά. Αν τουλάχιστον µια απο τις δύο 
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δεν ταυτοποιείται, τότε και το σύστηµα δεν ταυτοποιείται και είµαστε 

υποχρεωµένοι να ακολουθήσουµε πάλι το βήµα (α) επιλέγοντας ένα άλλο 

µοντέλο. Στην παρούσα εργασία υπήρξαν πολλά υποψήφια µοντέλα στο βήµα 

(α), κάποια από τα οποία όµως δεν πληρούσαν τη διαδικασία της ταυτοποίησης. 

Παρακάτω παρουσιάζουµε δύο από αυτά:   

   

Μοντέλο 1    

                                     t 1 2 t 3 t 1 tC α α S α M u= + + +  

        t 1 2 τ 1,t 3 r,τ 1 4 t 2 tF β β F β C β C u− −= + + + +  

                                

όπου tS  είναι ο µισθός του t ασφαλισµένου τη χρονική στιγµή τ, τ-1,tF   είναι το 

ύψος του ατοµικού λογαριασµού του t ασφαλισµένου τη χρονική στιγµή τ-1 και  

r,τ -1C είναι οι εισφορές του t ασφαλισµένου τη χρονική στιγµή τ-1, για t =1,2...,46. 

Αν ακολουθήσουµε τη διαδικασία της ταυτοποίησης, παρατηρούµε ότι η πρώτη 

εξίσωση δεν ταυτοποιείται και συγκεκριµένα δεν ικανοποιείται η συνθήκη του 

βαθµού. Πράγµατι έχουµε για την 1η εξίσωση ότι: 

 

2 4

r

3 4

β
Π

β 
=  β β 

 

Άρα rank ( rΠ ) =1 και  J1-1=1-1=0 και συνεπώς δεν ικανοποιείται η συνθήκη του 

βαθµού. 
   

Μοντέλο 2             
 

t 1 t 2 t 3 t 1 tC α S α M α u= + + Ι +  

t 1 2 τ 1,t 3 t 2 tF β β F β u−= + + Ι +  

t 1 2 τ 1,t 3 3 tγ γ F γ R u−Ι = + + +  

                   

όπου R είναι η απόδοση των επενδύσεων η οποία γενικά µπορεί να είναι 

σταθερή ή συνηθέστερα τυχαία. Αν ακολουθήσουµε τη διαδικασία της 

ταυτοποίησης, παρατηρούµε ότι η τρίτη εξίσωση δεν ταυτοποιείται και 
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συγκεκριµένα δεν ικανοποιείται η συνθήκη του βαθµού. Πράγµατι έχουµε για την 

3η εξίσωση ότι: 

 

1 3

r

2 3

-α α
Π

-α α

 
=  
 

 

Άρα rank ( rΠ ) =1 και  J1-1=1-1=0 και συνεπώς δεν ικανοποιείται η συνθήκη του 

βαθµού. 

Στα δύο παραπάνω παραδείγµατα η ερµηνεία των υπόλοιπων µεταβλητών 

παραλείπεται διότι είναι ίδια µε αυτήν που ήδη έχουµε παραθέσει. 

 

(γ) Εκτίµηση του µοντέλου 

 

Από τη στιγµή που το µοντέλο ταυτοποιείται, προχωρούµε στην εκτίµησή του        

(για την εκτίµηση των µοντέλων έγινε χρήση του στατιστικού πακέτου SPSS 16) 

και  παρατηρούµε αν όλες οι µεταβλητές είναι σηµαντικές για κάποιο επίπεδο 

σηµαντικότητας που έχουµε θέσει. Αν όλες οι µεταβλητές είναι σηµαντικές, τότε 

προχωρούµε κατά τα γνωστά στον έλεγχο ισχύος των βασικών υποθέσεων και 

αν κάποιες από αυτές δεν ισχύουν, παίρνουµε κατάλληλα διορθωτικά µέτρα 

σύµφωνα µε τη θεωρία της Οικονοµετρίας. Αν κάποια από αυτές δεν είναι 

σηµαντική, τότε πρέπει να ακολουθήσουµε πάλι το βήµα (α) επιλέγοντας ένα 

άλλο µοντέλο. Παρακάτω, παρουσιάζουµε δύο µοντέλα τα οποία ενώ 

ταυτοποιούνται, κατόπιν εκτιµήσεως δεν είναι σηµαντική κάποια (ή κάποιες) 

µεταβλητή τους ή παρουσιάζουν γενικά κάποιο πρόβληµα. 

 

Μοντέλο 3 
 

t 1 t 2 t 3 t 1 tC α S α M α u= + + Ι +  

 t 1 2 τ 1,t 3 t 2 tF β β F β u−= + + Ι +  

      t 1 2 t 3 t 3 tγ γ F γ C uΙ = + + +  

  
Κατά τη διαδικασία της εκτίµησης του µοντέλου παρατηρούµε ότι στην τρίτη 

εξίσωση, η µεταβλητή tC δεν είναι σηµαντική διότι αν εφαρµόσουµε γραµµική 
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παλινδρόµηση µε τη µέθοδο Stepwise συµπεραίνουµε ότι δεν χρειάζεται να την 

συµπεριλάβουµε στην εν λόγω εξίσωση (η µέθοδος αυτή εισάγει σταδιακά όλες 

τις ανεξάρτητες µεταβλητές στην εξίσωση και ελέγχει µετά αν κάποιες πρέπει να 

αφαιρεθούν ή όχι).  

 

 Μοντέλο 4 
 

t 1 2 t 3 t 4 t 1 tC α α S α M α F u= + + + +  

    t 1 2 τ 1,t 3 t 4 t 2 tF β β F β β C u−= + + Ι + +  

                                    t 1 2 t 3 τ 1,t 3 tγ γ F γ F u−Ι = + + +  

 

Κατά τη διαδικασία της εκτίµησης  του µοντέλου παρατηρούµε ότι δεν υπάρχει 

πρόβληµα ως προς τη σηµαντικότητα του µοντέλου. Όµως, στην τρίτη εξίσωση 

δεν θεωρείται σκόπιµο να συµπεριληφθούν µαζί η tF  και τ-1,tF , διότι είναι 

προφανές ότι θα υπολογίζονται σε κάθε περίπτωση µε την ίδια διαδικασία. Αυτό 

φαίνεται αν υπολογίσουµε τον συντελεστή γραµµικής τους συσχέτισης ο οποίος 

τείνει στη µονάδα οπότε κατά πάσα πιθανότητα θα παρουσιαστεί πρόβληµα 

πολυσυγγραµµικότητας µετά την 2SLS εκτίµηση.  

 
Σηµείωση: το γεγονός ότι τα µοντέλα 3 και 4 αλλά και όλα τα µοντέλα εκείνα που 

δε µπορούν να υιοθετηθούν για την εργασία αυτή εξαιτίας κάποιου προβλήµατος 

κατόπιν εκτιµήσεώς τους (π.χ. ύπαρξη µεταβλητής στατιστικά µη σηµαντικής), 

οφείλεται εν µέρει, στη λήψη σχετικά µικρού δείγµατος σε σχέση µε το σύνολο 

των ατόµων του ταµείου (πληθυσµού) καθώς και στο µικρό αριθµό ενδογενών 

και εξωγενών µεταβλητών του µοντέλου (βλέπε Intrligator, 1992, σελ. 167). 

 

6.2 Συµπεράσµατα για το µοντέλο 

 

Το µοντέλο (2.3) που επιλέχθηκε για την παρούσα εργασία, όπως δείξαµε 

παραπάνω, δεν αντιµετωπίζει πρόβληµα ταυτοποίησης ή µη σηµαντικότητας 

κάποιων µεταβλητών του και γενικά ανταποκρίνεται στις απαιτήσεις και τους 

σκοπούς για τους οποίους κατασκεύαστηκε. Παρά την απλότητα και το µικρό 
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µέγεθος αυτού του µοντέλου (αποτελείται από δύο µόνο εξισώσεις), η υιοθέτησή 

του συµβάλλει στην προσπάθεια και επιπλέον έρευνα στο µέλλον, για τους 

τρόπους µε τους οποίους θα µπορούσε η οικονοµετρική επιστήµη να γίνει 

αρωγός στην εκτίµηση ασφαλιστικών-συνταξιοδοτικών µεγεθών και γενικότερα 

στην λήψη πολιτικών αποφάσεων. Επιπλέον, αφενός µέχρι σήµερα δεν έχουν 

γίνει σηµαντικές προσπάθειες να εκτιµηθούν ασφαλιστικά µεγέθη µε τη χρήση 

συστηµάτων ταυτόχρονων εξισώσεων και συνεπώς η παρούσα εργασία αποτελεί 

µια πρώτη προσπάθεια προς αυτή την κατεύθυνση, αφετέρου το πρότυπο 

εφαρµογής είναι το σουηδικό µοντέλο το οποίο υπόσχεται ευοίονες προοπτικές 

για τα ελληνικά δεδοµένα. 

  
Από την άλλη πλευρά, η συγκεκριµένη εφαρµογή του µοντέλου που 

παρουσιάσαµε ενέχει κάποια µειονεκτήµατα. Είναι προφανές ότι το σουηδικό 

µοντέλο δεν έχει εφαρµοστεί στην Ελλάδα και συνεπώς ήταν αδύνατο να έχουµε 

δεδοµένα ταµείων που να ανταποκρίνονται στην εφαρµογή του. Έτσι, για τις 

ανάγκες της παρούσας εργασίας, κατασκευάστηκαν οι εµπλεκόµενες µεταβλητές 

συµφωνα µε το σουηδικό µοντέλο κι έτσι αποκτήθηκαν εικονικά δεδοµένα και όχι 

παρατηρηθέντα. Στα ταµεία, σε κάθε περίπτωση υπάρχει κάποιο σχέδιο µε βάση 

το οποίο υπολογίζονται τα διάφορα µεγέθη. Στην περίπτωσή µας, οι τύποι των 

µεταβλητών που χρησιµοποιήσαµε, δεν εµπεριέχουν κάποιο τυχαίο παράγοντα 

για λόγους ευκολίας. Είναι σαφές όµως ότι για παράδειγµα εάν οι αποδόσεις δεν 

ήταν σταθερές, το µοντέλο θα ήταν περισσότερο ρεαλιστικό. Ακόµα, το ότι 

χρησιµοποιήσαµε δεδοµένα από έναν ασφαλισµένο για κάθε ηλικία, δηµιουργεί 

ένα εκτιµηµένο µοντέλο που ουσιαστικά κάτω από ορισµένες συνθήκες, µπορεί 

να µην είναι τόσο αντιπροσωπευτικό όσο ένα άλλο στο οποίο θα 

χρησιµοποιούσαµε π.χ. πιο πολλούς ασφαλισµένους για κάθε ηλικία ή 

ασφαλισµένους από πολλά ταµεία επικουρικής ασφάλισης έτσι ώστε οι 

εκτιµήσεις του µοντέλου να ερµήνευαν ικανοποιητικά το σύνολο της επικουρικής 

ασφάλισης. Επίσης, το ότι κατακευάσαµε τις µεταβλητές, αυτό µας βοήθησε 

αρκετά στην επιλογή των µεταβλητών στο εν λόγω µοντέλο, διαδικασία η οποία 

ενδεχοµένως θα ήταν πιο δύσκολη σε περίπτωση χρήσης παρατηρηθέντων 

ιστορικών τιµών. Στην περίπτωση που χρειάζεται κατασκευή δεδοµένων, 

εγείρεται επιπλέον το πρόβληµα του τρόπου µε τον οποίον θα αποκτηθούν. 
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Τέλος, η ισχύς των βασικών υποθέσεων οφείλεται εν µέρει σε κάποιες ιδανικές 

παραδοχές, όπως το ότι η µήτρα σχεδιασµού Χ θα είναι ουσιαστικά σταθερή 

πράγµα το οποίο γενικά δεν ισχύει αφού η µήτρα αυτή αναφέρεται σε οικονοµικά 

δεδοµένα και συνήθως αυτά είναι ευµετάβλητα. 

 
Εν κατακλείδι, θα λέγαµε ότι η παρούσα εργασία αποτελεί ένα γενικό οδηγό για 

κάποιον ερευνητή ο οποίος ενδιαφέρεται για την εύρεση ενός µοντέλου 

ταυτόχρονων εξισώσεων το οποίο θα εκτιµά ασφαλιστικά µεγέθη µε 

συγκεκριµένο ενδιαφέρον σε καθορισµένα πλαίσια. Αν ενδιαφερόµαστε το 

µοντέλο να έχει πρακτική αξία  µεγάλης ευρύτητας εφαρµογών, τότε απαιτούνται 

επιστηµονική έρευνα και γνώµες ειδικών σε κάθε βήµα προς αυτή την 

κατεύθυνση. Ενδεικτικά, πρέπει να έχουµε ανάλογα µε τις προσδοκίες µας, το 

κατάλληλο δείγµα από συγκεκριµένο χώρο µε βάση τη µεθοδολογία της 

δειγµατοληψίας, να ευρεθούν οι κατάλληλες µεταβλητές και η µαθηµατική σχέση 

µεταξύ τους που θα αναφέρονται σε καθορισµένα ασφαλιστικά πλαίσια του 

ενδιαφέροντός µας, να εκτιµηθεί το µοντέλο σύµφωνα µε την οικονοµετρική 

θεωρία και να επιβεβαιωθούν οι υποθέσεις µε βάση τις οποίες λαµβάνουµε 

αξιόπιστους εκτιµητές (σε περίπτωση που αυτές δεν επαληθεύονται απαιτούνται 

συγκεκριµένες διορθωτικές ενέργειες που µπορεί να οδηγήσουν στην υιοθέτηση 

διαφορετικού µοντέλου) και τέλος να υπάρχουν οι κατάλληλες πληροφορίες 

κοινωνικοοικονοµικού ενδιαφέροντος που αφορούν στο µέλλον, έτσι ώστε να 

ενσωµατωθούν στο εκτιµηµένο µοντέλο για να λάβουµε προβλέψεις που θα 

επαληθευτούν  µε όσο το δυνατό µικρότερες αποκλίσεις. Στην εργασία αυτή 

δίνεται έµφαση, όχι τόσο στην άριστη υλοποίηση των παραπάνω βηµάτων (κάτι 

τέτοιο εξάλλου δεν θα ήταν εφικτό στα πλαίσια αυτής της εργασίας), όσο στην 

γνώση της ανάλυσης της διαδικασίας προς αυτή την κατεύθυνση και την 

αξιοποίηση της εµπειρίας που κοµίζεται, έστω µε τη χρήση µικρού δείγµατος 

περιορισµένου ασφαλιστικού χώρου, συνθήκες οι οποίες είναι ικανές να 

αποτελέσουν πυξίδα και δείκτη για κάθε επίδοξη σχετική ερευνητική 

πρωτοβουλία. 
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     Παράρτηµα 
 

 

     Πίνακας ∆εδοµένων 

 

Α/Α ΗΛΙΚΙΑ 
ΕΤΗ 

ΑΣΦΑΛΙΣΗΣ 
ΜΗΝΙΑΙΟΣ 
ΜΙΣΘΟΣ (€) lx ( EVK 2000) 

1 20 1 656 99,905 

2 21 2 578 99,847 

3 22 3 600 99,783 

4 23 4 674 99,715 

5 24 4 646 99,646 

6 25 4 703 99,577 

7 26 5 705 99,511 

8 27 5 735 99,445 

9 28 5 779 99,381 

10 29 6 888 99,318 

11 30 6 874 99,254 

12 31 7 934 99,189 

13 32 7 950 99,120 

14 33 7 892 99,047 

15 34 8 1009 98,969 

16 35 8 1114 98,885 

17 36 8 1210 98,793 

18 37 8 1236 98,692 

19 38 9 1204 98,583 

20 39 8 1205 98,465 

21 40 8 1212 98,337 

22 41 9 1266 98,199 

23 42 8 1378 98,051 

24 43 8 1169 97,892 

25 44 8 1346 97,724 

26 45 9 1245 97,544 

27 46 9 1306 97,353 

28 47 8 1103 97,150 

29 48 8 1168 96,934 

30 49 9 1434 96,704 

31 50 8 1441 96,457 

32 51 8 2751 96,189 

33 52 9 1034 95,899 

34 53 8 1100 95,580 

35 54 7 1750 95,228 

36 55 8 1571 94,836 

37 56 6 898 94,397 

38 57 7 1221 93,902 

39 58 7 1288 93,341 

40 59 9 956 92,704 
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41 60 8 1168 91,980 

42 61 9 1096 91,173 

43 62 8 1006 90,270 

44 63 9 1370 89,271 

45 64 8 1138 88,177 

46 65 8 847 86,983 

 

Σηµείωση: τα δεδοµένα του παραπάνω πίνακα που αφορούν στις ηλικίες, τα έτη 

ασφάλισης και το µηνιαίο µισθό, προέρχονται από ελληνικό ταµείο επικουρικής 

ασφάλισης και η τελευταία στήλη που αφορά επιζώντες ηλικίας x από µία αρχική 

ρίζα, προέρχεται από τους ελβετικούς πίνακες EVK 2000.  
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