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Περίληυη 

 

Σηα πεηξάκαηα αμηνπηζηίαο, ηα πξντόληα ηα νπνία ειέγρνληαη είλαη ζπλήζσο άθξσο αμηόπηζηα 

κε πςεινύο κέζνπο ρξόλνπο δσήο θάησ από ηηο θαλνληθέο ζπλζήθεο ιεηηνπξγίαο. Επνκέλσο, 

είλαη αξθεηά δύζθνιν λα ιάβνπκε επαξθείο πιεξνθνξίεο γηα ηελ θαηαλνκή ηνπ ρξόλνπ δσήο 

ησλ πξντόλησλ θαη ζπρλά απαηηνύληαη ρξνλνβόξνη θαη αθξηβνί έιεγρνη πξνθεηκέλνπ λα 

ζπιιέμνπκε αξθεηά δεδνκέλα. Γηα ηελ αληηκεηώπηζε ησλ πξνβιεκάησλ απηώλ, νη εξεπλεηέο 

θαηαθεύγνπλ ζηνπο Επηηαρπλόκελνπο Ειέγρνπο Χξόλσλ Ζσήο(ALT),  βάζεη ησλ νπνίσλ νη 

κνλάδεο ππνβάιινληαη ζε πςειόηεξα επίπεδα πίεζεο, κε ζηόρν ηελ άκεζε ιήςε απνηπρηώλ. 

Οη έιεγρνη απηνί επηηξέπνπλ ζηνλ πεηξακαηηζηή λα ιάβεη επαξθείο πιεξνθνξίεο γηα ηηο 

παξακέηξνπο ηεο θαηαλνκήο ηνπ ρξόλνπ δσήο πην γξήγνξα από όηη θάησ από θπζηνινγηθέο 

ζπλζήθεο ιεηηνπξγίαο.  

Αληηθείκελν ηεο δηπισκαηηθήο απηήο εξγαζίαο είλαη ε κειέηε ησλ πεηξακάησλ βεκαηηθήο 

πίεζεο, ηα νπνία απνηεινύλ κία εηδηθή πεξίπησζε επηηαρπλόκελσλ ειέγρσλ. Τα πεηξάκαηα 

βεκαηηθήο πίεζεο επηηξέπνπλ ζηνλ εξεπλεηή λα απμάλεη ζηαδηαθά ηα επίπεδα πίεζεο ζε 

δεδνκέλα ρξνληθά ζεκεία θαηά ηε δηάξθεηα ηνπ πεηξάκαηνο, κε ζηόρν λα εμαζθαιίζεη 

πεξηζζόηεξεο απνηπρίεο. Επηπιένλ, πξνθεηκέλνπ λα πεξηνξηζηεί ην θόζηνο ηνπ πεηξάκαηνο 

αιιά θαη ιόγσ ρξνληθώλ πεξηνξηζκώλ, ε ύπαξμε ινγνθξηζίαο ζηα δεδνκέλα είλαη πξαθηηθά 

αλαπόθεπθηε. 

Σηε δηπισκαηηθή εξγαζία παξνπζηάδεηαη ην κνληέιν βεκαηηθήο πίεζεο θάησ από 

δηαθνξεηηθά είδε ινγνθξηζίαο. Σπγθεθξηκέλα, πεξηγξάθεηαη ην κνληέιν απιήο βεκαηηθήο 

πίεζεο, δειαδή ην κνληέιν πνπ πεξηιακβάλεη κόλν δύν επίπεδα πίεζεο, όηαλ ηα δεδνκέλα 

πνπ δηαζέηνπκε πξνέξρνληαη από ινγνθξηζία ηύπνπ ΘΘ, ινγνθξηζία ηύπνπ Θ, πβξηδηθή 

ινγνθξηζία ηύπνπ ΘΘ, πβξηδηθή ινγνθξηζία ηύπνπ Θ θαη πξννδεπηηθή ινγνθξηζία ηύπνπ ΘΘ. 

Επηπιένλ, δίλεηαη ην κνληέιν πνιιαπιήο βεκαηηθήο πίεζεο θάησ από ινγνθξηζία ηύπνπ Θ, 

ινγνθξηζία ηύπνπ ΘΘ θαη πξννδεπηηθή ινγνθξηζία ηύπνπ Θ. Σηε ζπλέρεηα, κειεηάηαη ην 

κνληέιν απιήο βεκαηηθήο πίεζεο κε ρξήζε πνιιαπιώλ δεηγκάησλ θαη θάησ από ινγνθξηζία 

ηύπνπ Θ θαη ΘΘ, έρνληαο ζεσξήζεη όηη νη ρξόλνη δσήο ησλ κνλάδσλ πξνέξρνληαη από ηελ 

εθζεηηθή θαηαλνκή. Γηα όια ηα παξαπάλσ  κνληέια, δίλνληαη νη εθηηκεηέο κέγηζηεο 

πηζαλνθάλεηαο ησλ παξακέηξσλ, έρνληαο ππνζέζεη όηη νη ρξόλνη δσήο αθνινπζνύλ ηελ 

εθζεηηθή θαηαλνκή θαη πξνέξρνληαη από ην κνληέιν αζξνηζηηθήο έθζεζεο. 



 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



Abstract 

 

 

In reliability experiments, the products that are tested are often highly reliable with large 

mean times to failure under normal operating conditions. Therefore, it is very difficult to 

obtain adequate information about the failure time distribution of the products and, 

consequently, time-consuming and expensive tests are frequently required in order to collect 

enough data. To overcome these problems, researchers resort to accelerated life-testing 

(ALT), wherein the units are subjected to higher stress levels so as to cause rapid failures. 

This testing enables the experimenter to obtain adequate information on the parameters of 

lifetime distribution more quickly than would be possible under normal operating conditions.   

The subject of this dissertation is to study step-stress testing, which is a special class of 

accelerated life-testing. The step-stress test allows the researcher to gradually increase the 

stress levels at some fixed time points during the experiment so as to ensure more failures. 

Moreover, in order to reduce the cost of the experiment and due to time constraints, censoring 

is unavoidable in practice. 

In this dissertation we present the step-stress model under different types of censoring. 

Specifically, we discuss the simple step-stress model, viz. the model with only with two stress 

levels, when the available data are Type-II censored, Type-I censored, Type-II hybrid 

censored, Type-I hybrid censored and Progressively Type-II censored. Furthermore, we 

present the multiple step-stress model under Type-I, Type-II and Progressive Type-I 

censoring. In addition, we describe a multi-sample set-up for the case of a simple step-stress 

experiment under exponentially distributed lifetimes with Type-I and Type-II censoring. 

For all the above models, we present the maximum likelihood estimators (MLEs) of the 

parameters by assuming a cumulative exposure model with lifetimes being exponentially 

distributed.  
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Κεθάιαην 1
ν 

                                                   Εηζαγωγή 

 

1.1   Επηηαρπλόκελνη έιεγρνη ρξόλωλ δωήο (ALT) 

1.1.1 Οξηζκόο θαη ζθνπόο ηωλ ALT 

Ο πςειόο αληαγσληζκόο πνπ επηθξαηεί ζηελ παγθόζκηα αγνξά ζε ζπλδπαζκό κε ηε ξαγδαία 

ηερλνινγηθή αλάπηπμε, έρνπλ επηβάιεη απμεκέλεο απαηηήζεηο ζηελ παξαγσγή θαη πνηόηεηα 

ησλ πξντόλησλ. Τα ηειεπηαία ρξόληα, ε πνηόηεηα έρεη θαζηεξσζεί σο έλα βαζηθό θξηηήξην 

θαηαλαισηηθήο θαη επηρεηξεκαηηθήο ζπκπεξηθνξάο. Οη θαηαλαισηέο, πιένλ, ζεσξνύλ ηελ 

πνηόηεηα σο ην ζεκαληηθόηεξν θξηηήξην γηα ηηο επηινγέο ηνπο, αλάγνληαο ηελ επνκέλσο ζε 

ζηνηρείν βησζηκόηεηαο ηεο θάζε επηρείξεζεο. Απηό έρεη σο απνηέιεζκα νη βηνκεραλίεο, ζηελ 

πξνζπάζεηά ηνπο λα αλαβαζκίζνπλ ηελ πνηόηεηα ησλ πξντόλησλ ηνπο, λα  πξαγκαηνπνηνύλ 

ζπρλόηεξα ζηαηηζηηθνύο ειέγρνπο  έρνληαο σο ζηόρν ηε ιήςε αθξηβέζηεξσλ εθηηκήζεσλ γηα 

ηηο παξακέηξνπο πνπ κειεηνύλ.                                                 

Έλα από ηα βαζηθόηεξα πξνβιήκαηα ηεο πινπνίεζεο ησλ ζηαηηζηηθώλ ειέγρσλ πνηόηεηαο 

απνηειεί ζπλήζσο ην κεγάιν ρξνληθό δηάζηεκα νινθιήξσζεο απηώλ. Σηα βηνκεραληθά 

πεηξάκαηα, ηα πξντόληα ηα νπνία ειέγρνληαη είλαη ζπλήζσο άθξσο αμηόπηζηα κε πςεινύο 

κέζνπο ρξόλνπο δσήο θάησ από θπζηνινγηθέο ζπλζήθεο, κε απνηέιεζκα νη ζρεηηθνί έιεγρνη 

λα είλαη αθξηβνί θαη ρξνλνβόξνη. Γηα ηελ αληηκεηώπηζε ηνπ ζέκαηνο απηνύ, νη εξεπλεηέο 

θαηαθεύγνπλ ζε ελαιιαθηηθέο κεζόδνπο δηεμαγσγήο ζηαηηζηηθώλ ειέγρσλ, νη νπνίεο 

ζπκβάιινπλ ζηελ ειάηησζε ηνπ ρξόλνπ δσήο ησλ ππό εμέηαζε πξντόλησλ ζέηνληαο απηά ζε 

ζπλζήθεο ηερλεηήο πίεζεο. Οη ζηαηηζηηθέο απηέο κέζνδνη θαινύληαη Δπηηαρπλόκελνη Έιεγρνη 

Φξόλσλ Εσήο (ALT). Βαζηθά ζεκεία αλαθνξάο ησλ ALT απνηεινύλ ηα βηβιία ησλ Lawless 

(1982), Meeker and Hahn (1985), Nelson (1990), Meeker and Escobar (1998) θαη 

Bagdonavicius and Nikulin (2002), ελώ κία πξόζθαηε επηζθόπεζε ησλ ALT δίλεηαη από ηνλ 

Elsayed (2003).                                                         

Σηα πεηξάκαηα αμηνπηζηίαο, ν εξεπλεηήο ζπρλά ελδηαθέξεηαη γηα ηελ επίδξαζε πνπ έρνπλ 

θάπνηνη ζπγθεθξηκέλνη παξάγνληεο ζηε δηάξθεηα δσήο ησλ πεηξακαηηθώλ κνλάδσλ, όπσο 

ζεξκνθξαζία, πίεζε, ηάζε, θνξηίν. Οη επηηαρπλόκελνη έιεγρνη επηηξέπνπλ ζηνλ εξεπλεηή λα 

απμήζεη ηα επίπεδα πίεζεο ησλ παξαγόλησλ απηώλ κε ζθνπό λα εμαζθαιίζεη όηη νη
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 απνηπρίεο ησλ κνλάδσλ ζα επηηεπρζνύλ ζε κηθξόηεξν ρξνληθό δηάζηεκα θαη λα απνζπάζεη 

πιεξνθνξίεο γηα ηηο παξακέηξνπο ησλ θαηαλνκώλ ησλ ρξόλσλ δσήο πην γξήγνξα από όηη 

ζηελ πεξίπησζε πνπ νη κνλάδεο ιεηηνπξγνύζαλ θάησ από θπζηνινγηθέο ζπλζήθεο. Οη 

πιεξνθνξίεο πνπ ιακβάλνληαη θάησ από ηηο επηηαρπλόκελεο-ηερλεηέο ζπλζήθεο πίεζεο 

ρξεζηκνπνηνύληαη, ζε ζπλδπαζκό κε έλα ζηαηηζηηθό κνληέιν αμηνπηζηίαο, γηα ηελ εθηίκεζε 

ησλ δεηνύκελσλ ραξαθηεξηζηηθώλ ησλ θαηαλνκώλ ησλ ρξόλσλ δσήο, θάησ από ηηο 

θπζηνινγηθέο ζπλζήθεο. Τν ζηαηηζηηθό απηό κνληέιν εθηηκά ηε ζπλάξηεζε ππθλόηεηαο 

πηζαλόηεηαο ζην θπζηνινγηθό επίπεδν πίεζεο, ζηεξηδόκελν ζηα ραξαθηεξηζηηθά ησλ 

ζπλαξηήζεσλ ππθλόηεηαο πηζαλόηεηαο ζε θάζε επηηαρπλόκελν επίπεδν πίεζεο. Τα 

βαζηθόηεξα θαη πην γλσζηά κνληέια πνπ ρξεζηκνπνηνύληαη ζηνπο επηηαρπλόκελνπο ειέγρνπο 

είλαη ηα κνληέια Arrhenius, Eyring θαη Inverse power law, ηα νπνία πεξηγξάθνληαη εθηελώο 

ζην βηβιίν ηνπ Nelson (1990).  

Ζ πξαγκαηνπνίεζε ησλ επηηαρπλόκελσλ ρξόλσλ δσήο απαηηεί πξνζεθηηθή ηνπνζέηεζε 

ησλ κνλάδσλ ζηα δηαθνξεηηθά επίπεδα πίεζεο ηνπ πεηξάκαηνο έηζη ώζηε νη εθηηκήζεηο, θάησ 

από ηηο θαλνληθέο ζπλζήθεο ιεηηνπξγίαο, λα είλαη αθξηβείο θαη λα ιακβάλνληαη κε ηε 

ρξεζηκνπνίεζε κηθξώλ κεγεζώλ δείγκαηνο θαη ζε κηθξό ρξνληθό δηάζηεκα. Δπηπιένλ, θάζε 

θνξά ζα πξέπεη λα δηεπθξηλίδνληαη ην είδνο πίεζεο πνπ ζα αζθεζεί, ε κέζνδνο κε ηελ νπνία 

ζα εθαξκνζζεί ε πίεζε, ηα επίπεδα πίεζεο (θαζώο θαη ην πιήζνο απηώλ), ην πιήζνο ησλ 

κνλάδσλ πνπ ζα ρξεζηκνπνηεζνύλ ζην πείξακα θαζώο θαη ην ζηαηηζηηθό κνληέιν, ην νπνίν 

ζα ζπλδέεη ηηο πιεξνθνξίεο πνπ ιακβάλνληαη ππό πίεζε ζε ζρέζε κε ηηο θαλνληθέο ζπλζήθεο.                                                                                                                       

Οη πεηξακαηηθέο κνλάδεο ησλ πξναλαθεξνκέλσλ ειέγρσλ κπνξεί λα είλαη είηε πιηθά είδε 

είηε πξντόληα. Σηελ θαηεγνξία ησλ πιηθώλ ζπκπεξηιακβάλνληαη ηα κέηαιια, ηα πιαζηηθά, 

θεξακηθά, ιηπαληηθά, ηξόθηκα θαη θάξκαθα ελώ ζηελ θαηεγνξία ησλ πξντόλησλ 

ζπκπεξηιακβάλνληαη νη ππθλσηέο, ιακπηήξεο, κεραληθά εμαξηήκαηα, ειεθηξηθέο ζπζθεπέο, 

αληηζηάζεηο, εκηαγσγνί, θιπ. 
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1.1.2 Καηεγνξίεο δεδνκέλωλ 

Ζ βαζηθή δηάθξηζε γηα ηα δεδνκέλα πνπ ιακβάλνληαη από έλα επηηαρπλόκελν έιεγρν, γίλεηαη 

βάζεη ηνπ ραξαθηεξηζηηθνύ  ηνπ πξντόληνο ην νπνίν ζέινπκε λα κειεηήζνπκε.  

Τα δεδνκέλα πνπ ζπγθεληξώλνπκε επνκέλσο δηαθξίλνληαη ζε δύν θαηεγνξίεο.                                      

Σηελ 1
ε
 θαηεγνξία, ην ραξαθηεξηζηηθό ηνπ πξντόληνο πνπ κειεηάηαη είλαη ν ρξόλνο δσήο ηνπ 

(life data) ελώ ζηε 2
ε
 θαηεγνξία, ην ραξαθηεξηζηηθό είλαη θάπνην άιιν κέηξν επίδνζεο, όπσο 

έληαζε δύλακεο ή πιαζηηθόηεηα ηνπ πξντόληνο (performance data). Τα δεδνκέλα πνπ ζα καο 

απαζρνιήζνπλ ζηε δηπισκαηηθή απηή εξγαζία είλαη απηά ηεο 1
εο

 θαηεγνξίαο. 

 

Τα δεδνκέλα (ρξόλνη δσήο) πνπ ιακβάλνπκε από ηελ εθηέιεζε ελόο πεηξάκαηνο δηαθξίλνληαη 

ζε δύν θαηεγνξίεο, ζε πιήξε θαη  ινγνθξηκέλα.  

 Πιήξε δεδνκέλα 

Τα πιήξε δεδνκέλα απνηεινύληαη από ηνπο αθξηβείο ρξόλνπο δσήο θαζεκίαο από ηηο 

κνλάδεο ηνπ δείγκαηνο πνπ κειεηάκε. Γηα λα επηηεπρζεί ε ζπγθέληξσζε πιήξσλ δεδνκέλσλ, 

ν εξεπλεηήο ζα πξέπεη λα ζπλερίζεη ην πείξακα κέρξη λα θαηαζηξαθνύλ όιεο νη κνλάδεο πνπ 

ηέζεθαλ ππό έιεγρν.  

 Λνγνθξηκέλα ή ειιηπή δεδνκέλα 

Όηαλ ηα δεδνκέλα πνπ δηαζέηνπκε είλαη ινγνθξηκέλα, ηόηε ππάξρεη κόλν κεξηθή 

πιεξνθόξεζε γηα ην ρξόλν δσήο ησλ πεηξακαηηθώλ κνλάδσλ, ν νπνίνο κπνξεί λα είλαη είηε 

ινγνθξηκέλνο από ηα δεμηά(right censoring), ζηελ πεξίπησζε πνπ ν ρξόλνο δσήο είλαη 

κεγαιύηεξνο από θάπνην δεδνκέλν ρξόλν η, είηε ινγνθξηκέλνο από ηα αξηζηεξά(left 

censoring), ζηελ πεξίπησζε πνπ είλαη κηθξόηεξνο από έλα δεδνκέλν ρξόλν η, είηε 

ινγνθξηκέλνο ζε δηάζηεκα(interval censoring), όηαλ δειαδή βξίζθεηαη εληόο ελόο 

δηαζηήκαηνο. 

Σηελ παξνύζα εξγαζία, όηαλ αλαθεξόκαζηε ζε ινγνθξηκέλα δεδνκέλα ζα ελλννύκε 

ινγνθξηκέλα δεδνκέλα από ηα δεμηά.  

Τέηνηα δεδνκέλα πξνθύπηνπλ όηαλ θάπνηεο κνλάδεο :  

1) απνκαθξπλζνύλ από ην ηεζη πξηλ ηελ απνηπρία ηνπο 

2) έρνπλ επηβηώζεη κέρξη θαη ηε ζηηγκή νινθιήξσζεο ηνπ πεηξάκαηνο       θαη  

3) απνκαθξύλζεθαλ από ην ηεζη επεηδή απέηπραλ ιόγσ θάπνηνπ εμσηεξηθνύ   

    παξάγνληα.
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Οη πεξηπηώζεηο ινγνθξηζίαο πνπ ζα καο απαζρνιήζνπλ, ζηα πιαίζηα ηεο δηπισκαηηθήο 

εξγαζίαο, είλαη νη αθόινπζεο : 

 Λνγνθξηζία ηύπνπ Ι (Type I censoring) 

Όιεο νη πεηξακαηηθέο κνλάδεο ηίζεληαη ζε ιεηηνπξγία ζηελ αξρή ηνπ πεηξάκαηνο  ( 0t  )  θαη 

ην πείξακα ζπλερίδεηαη κέρξη κία ζπγθεθξηκέλε ρξνληθή ζηηγκή 0t , όπνπ ζηακαηά ε εθηέιεζή 

ηνπ ή ε ζπιινγή δεδνκέλσλ.                                

Δπνκέλσο, ζηε ινγνθξηζία ηύπνπ Η, ην πείξακα νινθιεξώλεηαη κεηά από δεδνκέλε 

ρξνληθή πεξίνδν(time constrained) κε πξαθηηθό πιενλέθηεκα λα έρνπκε γλώζε ηεο αθξηβνύο 

δηάξθεηαο ηνπ πεηξάκαηνο, αληηζηαζκίδνληαο όκσο ηελ αβεβαηόηεηα πνπ ππάξρεη σο πξνο ηνλ 

αξηζκό ησλ απνηπρηώλ πνπ ζα παξαηεξήζνπκε, ν νπνίνο απνηειεί ηπραία κεηαβιεηή.  

 Λνγνθξηζίαο ηύπνπ ΙI (Type II censoring) 

Όιεο νη πεηξακαηηθέο κνλάδεο ηίζεληαη ζε ιεηηνπξγία ζηελ αξρή ηνπ πεηξάκαηνο   ( 0t  ) θαη 

ην πείξακα ζπλερίδεηαη κέρξη ηε ζπγθεθξηκέλε ρξνληθή ζηηγκή πνπ θαηαζηξέθεηαη ε r-νζηή 

κνλάδα (κε r n ).      

Σπλεπώο, ε ινγνθξηζία ηύπνπ ΗΗ βαζίδεηαη ζηελ παξαηήξεζε ελόο πξνεπηιεγκέλνπ 

αξηζκνύ απνηπρηώλ(r κνλάδσλ),  έρνληαο όκσο ηαπηόρξνλα αβεβαηόηεηα σο πξνο ηε δηάξθεηα 

ηνπ πεηξάκαηνο, ε νπνία απνηειεί ηπραία κεηαβιεηή.  

 Υβξηδηθή Λνγνθξηζία (Hybrid censoring) 

Ζ πβξηδηθή ινγνθξηζία απνηειεί έλα ζπλδπαζκό ησλ ηύπσλ ινγνθξηζίαο Η θαη ΗΗ θαη 

δηαθξίλεηαη ζηηο αθόινπζεο δύν θαηεγνξίεο:          

  Υβξηδηθή ινγνθξηζία ηύπνπ Ι                                                                                     

Σηελ ελ ιόγσ πεξίπησζε, ην πείξακα ηεξκαηίδεηαη ηελ ηπραία ρξνληθή ζηηγκή 

 *
0 :min , r nt t t , δειαδή ηε ρξνληθή ζηηγκή πνπ ζα πξαγκαηνπνηεζεί πξώην έλα από ηα 

θξηηήξηα πνπ ηέζεθαλ ζηηο ινγνθξηζίεο ηύπνπ Η θαη ΗΗ. Τν είδνο απηό ινγνθξηζίαο εγγπάηαη 

όηη ν ρξόλνο νινθιήξσζεο ηνπ πεηξάκαηνο δε ζα μεπεξάζεη ην ρξόλν 0t .   

 Υβξηδηθή ινγνθξηζία ηύπνπ ΙΙ                                                                                   

Σύκθσλα κε απηό ην είδνο ινγνθξηζίαο, ην πείξακα ηεξκαηίδεηαη ηε ρξνληθή ζηηγκή 0t  εάλ ε 

r απνηπρία ζπκβεί πξηλ ην ρξόλν 0t , δηαθνξεηηθά ην πείξακα νινθιεξώλεηαη ακέζσο κόιηο 

απνηύρεη ε r κνλάδα. Δπνκέλσο, ν ρξόλνο ηεξκαηηζκνύ ηνπ πεηξάκαηνο ζα είλαη ηπραίνο θαη 

ίζνο κε  *
0 :max , r nt t t . Αλ ζπγθξίλνπκε απηό ην είδνο ινγνθξηζίαο κε ηελ
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 «παξαδνζηαθή»  ινγνθξηζία ηύπνπ ΗΗ παξαηεξνύκε όηη ζηελ πεξίπησζε απηή ην πιήζνο ησλ 

κνλάδσλ πνπ έρνπλ απνηύρεη είλαη ηνπιάρηζηνλ r.  Σπλήζσο, ε πβξηδηθή ινγνθξηζία ηύπνπ ΗΗ 

πξνηηκάηαη έλαληη ηεο πβξηδηθήο ινγνθξηζίαο ηύπνπ Η θαζώο ρξεζηκνπνηώληαο ηε δεύηεξε 

κπνξνύκε λα θαηαιήμνπκε ζε κεησκέλν αξηζκό δεδνκέλσλ, ελ αληηζέζεη κε ηελ πξώηε, 

ζύκθσλα κε ηελ νπνία πξνθύπηνπλ ηνπιάρηζηνλ r παξαηεξήζεηο. 

 Πξννδεπηηθή Λνγνθξηζία (Progressive censoring)  

  Πξννδεπηηθή ινγνθξηζία ηύπνπ ΙΙ 

Γηαπηζηώζακε όηη βάζεη ηεο ινγνθξηζίαο ηύπνπ ΗΗ, ην δείγκα πνπ ιακβάλνπκε απνηειείηαη 

από r  πιήξεηο θαη n r  ινγνθξηκέλνπο ρξόλνπο δσήο. Μία ινγηθή επέθηαζε ηνπ παξαπάλσ 

πιαηζίνπ ινγνθξηζίαο ζα ήηαλ νη n r  κνλάδεο λα απνζπξζνύλ από ην πείξακα ζε 

δηαθνξεηηθά ρξνληθά ζεκεία θαη όρη όιεο ζην ρξόλν ηεξκαηηζκνύ ηνπ πεηξάκαηνο :r nX . Τν 

ζρήκα απηό ινγνθξηζίαο θαιείηαη πξννδεπηηθή ινγνθξηζία ηύπνπ ΗΗ. Σπγθεθξηκέλα, αο 

ζεσξήζνπκε ηελ πεξίπησζε όπνπ n  όκνηεο κνλάδεο, κε ζπλάξηεζε θαηαλνκή ( )F x  θαη 

ζ.π.π. ( )f x , ηίζεληαη ππό κειέηε. Ακέζσο κόιηο παξαηεξεζεί ε 1
ε
 απνηπρία, 1R από ηηο 1n  

κνλάδεο πνπ έρνπλ επηβηώζεη απνκαθξύλνληαη ηπραία από ην πείξακα. Σηε ζπλέρεηα, ζηε 

ζηηγκή πνπ ζα θαηαγξαθεί ε 2
ε
 απνηπρία κνλάδαο, ηόηε ζα απνκαθξπλζνύλ ηπραία από ην 

ηεζη 2R  από ηηο 12n R   ελαπνκείλαζεο κνλάδεο, θ.ν.θ. . Τειηθά, ζην ρξόλν πνπ ζα 

απνηύρεη ε r-νζηή κνλάδα, όιεο νη κνλάδεο 1 1...r rR n r R R       πνπ έρνπλ επηβηώζεη ζα 

απνκαθξπλζνύλ από ην πείξακα. Βάζεη απηνύ ηνπ ζρήκαηνο ινγνθξηζίαο, ην πιήζνο r ησλ 

κνλάδσλ πνπ απνηπγράλνπλ θαη νη πνζόηεηεο 1R , 2R ,…, rR  είλαη πξνθαζνξηζκέλεο ελώ 

αληίζεηα νη ρξόλνη ινγνθξηζίαο είλαη όινη ηπραίνη. Σπλήζσο, νη ρξόλνη δσήο πνπ 

θαηαγξάθνληαη θάησ από απηό ην πιαίζην ινγνθξηζίαο ζπκβνιίδνληαη κε 1: :r nX ,…, : :r r nX . 

Μπνξνύκε λα παξαηεξήζνπκε όηη αλ 1 1... 0rR R     ηόηε rR n r   , πεξίπησζε πνπ 

αληηζηνηρεί ζηελ «παξαδνζηαθή» ινγνθξηζία ηύπνπ ΗΗ. Σηελ πεξίπησζε πνπ 1 ... 0rR R    

ηόηε n r  θαη επνκέλσο ηα δεδνκέλα πνπ ιακβάλνπκε είλαη πιήξε. 
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  Πξννδεπηηθή ινγνθξηζία ηύπνπ Ι  

Σηελ πεξίπησζε ηεο ινγνθξηζίαο ηύπνπ Η δηαπηζηώζακε όηη θξηηήξην ινγνθξηζίαο απνηειεί ν 

ρξνληθόο πεξηνξηζκόο πνπ ζέηνπκε. Αλάινγν θξηηήξην κπνξνύκε λα πηνζεηήζνπκε θαη ζηα 

πιαίζηα ηεο πξννδεπηηθήο ινγνθξηζίαο. Σπγθεθξηκέλα, ζεσξνύκε όηη n  όκνηεο κνλάδεο 

ηνπνζεηνύληαη ζε έλα πείξακα. Σηηο ρξνληθέο ζηηγκέο 1T , 2T ,…, 1mT   , από ην ηεζη 

απνκαθξύλνληαη ηπραία ή ινγνθξίλνληαη 1R , 2R ,…, 1mR   κνλάδεο, αληίζηνηρα. Οη ρξόλνη 1T

,…, 1mT   είλαη πξνεπηιεγκέλνη. Τα iR  , γηα 1,..., 1i m   είλαη θαζνξηζκέλα έηζη ώζηε λα 

εμαζθαιίδεηαη όηη ζην ρξόλν ινγνθξηζίαο iT  ππάξρνπλ ηνπιάρηζηνλ iR  κνλάδεο πνπ έρνπλ 

επηβηώζεη. Τέινο, ην πείξακα νινθιεξώλεηαη ηε ρξνληθή ζηηγκή mT , κε ηελ απνκάθξπλζε, 

εθείλε ηε ρξνληθή ζηηγκή, ησλ mR  κνλάδσλ πνπ έρνπλ απνκείλεη. Τν ζρήκα απηό 

ινγνθξηζίαο είλαη πξνθαλώο κηα γελίθεπζε ηεο ινγνθξηζίαο ηύπνπ Η θαη θαιείηαη 

πξννδεπηηθή ινγνθξηζία ηύπνπ Η. Μπνξνύκε λα επηζεκάλνπκε όηη ε ινγνθξηζία απηνύ ηνπ 

ηύπνπ είλαη πην πξαθηηθή θαη πην ρξήζηκε από άπνςε ζρεδηαζκνύ ηνπ πεηξάκαηνο. Παξόια 

απηά, ελέρεη αξθεηέο δπζθνιίεο όζνλ αθνξά ζηε ζεσξεηηθή ηεο κειέηε θαζώο ππάξρεη ε 

πηζαλόηεηα ην πείξακα λα νινθιεξσζεί πξηλ λα θηάζεη ζην m ζηάδην ινγνθξηζίαο (δειαδή 

πξηλ από ην ρξόλν mT ) εμαηηίαο ηεο ηπραηόηεηαο κε ηελ νπνία ζπκβαίλνπλ νη απνηπρίεο ησλ 

κνλάδσλ ζε θάζε ρξνληθό δηάζηεκα  1 ,i iT T . Δπνκέλσο, ηα ζπκπεξάζκαηα ηα νπνία 

πεξηέρνληαη ζηελ πιεηνςεθία ηεο βηβιηνγξαθίαο ζηεξίδνληαη θπξίσο ζε ππνινγηζηηθά 

απνηειέζκαηα. 

 

 

1.1.3 Σξόπνη εθαξκνγήο ηερλεηήο πίεζεο  

Γηα ηελ πξαγκαηνπνίεζε ελόο επηηαρπλόκελνπ ειέγρνπ, ε επηινγή ηνπ ηύπνπ πίεζεο πνπ ζα 

αζθήζνπκε εμαξηάηαη από ην πώο ε πεηξακαηηθή κνλάδα ρξεζηκνπνηείηαη ζηελ πξάμε θαζώο 

επίζεο θαη από θάπνηνπο πξαθηηθνύο θαη ζεσξεηηθνύο πεξηνξηζκνύο.   

Οη ζπλεζέζηεξνη ηύπνη ηερλεηήο πίεζεο πνπ ρξεζηκνπνηνύληαη ζηνπο επηηαρπλόκελνπο 

ειέγρνπο είλαη νη αθόινπζνη :  
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1) Σηαζεξή πίεζε (Constant Stress)  

Ο πην θνηλόο θαη εύρξεζηνο ηξόπνο πξαγκαηνπνίεζεο ελόο επηηαρπλόκελνπ ειέγρνπ είλαη 

θάησ από ζηαζεξή πίεζε. Γηα ηελ εθηέιεζε ελόο ηέηνηνπ ειέγρνπ, ζεσξνύκε όηη 

ρξεζηκνπνηνύκε θ επίπεδα πίεζεο ζε θαζέλα από ηα νπνία ηνπνζεηνύκε δηαθνξεηηθέο νκάδεο 

κνλάδσλ από ην ζπλνιηθό πιήζνο ησλ κνλάδσλ πνπ έρνπκε ζηε δηάζεζή καο.  Κάζε 

πεηξακαηηθή κνλάδα ππνβάιιεηαη ζε ζηαζεξή πίεζε θαζ’ όιε ηε δηάξθεηα ηνπ πεηξάκαηνο. 

Απηόο ν ηξόπνο άζθεζεο πίεζεο έρεη αξθεηά πξνηεξήκαηα, όπσο επθνιία εθαξκνγήο, ύπαξμε 

αμηόπηζησλ θαη άξηηα αλεπηπγκέλσλ κνληέισλ γηα αξθεηά πιηθά θαη πξντόληα θαζώο επίζεο 

θαη αλεπηπγκέλε θαη κεραλνγξαθεκέλε αλάιπζε ηέηνησλ δεδνκέλσλ.    

Σην επόκελν γξάθεκα απεηθνλίδεηαη έλα πείξακα ζηαζεξήο πίεζεο κε ηξία επίπεδα πίεζεο. 

Κάζε επζεία απνηειεί θαη έλα επίπεδν πίεζεο. Με ην ζύκβνιν ‘‘x’’ ζπκβνιίδεηαη ην ρξνληθό 

ζεκείν ζην νπνίν θαηαγξάθεθε κία απνηπρία ελώ κε ην ζύκβνιν ‘‘ν’’ ζπκβνιίδεηαη ην 

ρξνληθό ζεκείν ζην νπνίν κία πεηξακαηηθή κνλάδα ινγνθξίζεθε. Γηα παξάδεηγκα, ζην 1
ν
 

επίπεδν πίεζεο, δηαθξίλνπκε όηη 4 πεηξακαηηθέο κνλάδεο απέηπραλ ελώ κία ινγνθξίζεθε. 

Παξαηεξώληαο ην παξαθάησ γξάθεκα κπνξνύκε  επίζεο λα δηαπηζηώζνπκε όηη όζν 

πςειόηεξν είλαη ην επίπεδν πίεζεο ηόζν ζπληνκόηεξα απνηπγράλνπλ νη πεηξακαηηθέο 

κνλάδεο. 

 

 

       Γπάθημα 1.1 : Δηάγξακκα πίεζεο-ρξόλνπ ζε έλα ALT πείξακα ζην νπνίν   

                               εθαξκόδεηαη  ζηαζεξή πίεζε 

 

 

level 1level 1

level 2level 2

level 3level 3

x x x x

x x x

x x x

ο

ο

Time t

Stress Level
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2) Πξννδεπηηθή πίεζε (Progressive Stress)  

Σηα πεηξάκαηα πνπ εθηεινύληαη θάησ από πξννδεπηηθή πίεζε, νη πεηξακαηηθέο κνλάδεο 

πθίζηαληαη κία ζπλερώο απμαλόκελε πίεζε. Γηαθνξεηηθέο νκάδεο πεηξακαηηθώλ κνλάδσλ 

κπνξνύλ λα ππνβιεζνύλ ζε δηαθνξεηηθά πξόηππα πξννδεπηηθήο πίεζεο. Σην αθόινπζν 

γξάθεκα απεηθνλίδεηαη έλα πείξακα κε ηξία δηαθνξεηηθά πξόηππα πξννδεπηηθήο πίεζεο, ζε 

θαζέλα από ηα νπνία ε αύμεζε ηεο ηερλεηήο πίεζεο εθαξκόδεηαη γξακκηθά. Γηαθξίλνπκε όηη 

όηαλ ε αύμεζε ηεο πίεζεο πθίζηαηαη κε ρακεινύο ξπζκνύο (low rate) ηόηε νη πεηξακαηηθέο 

κνλάδεο ηείλνπλ λα επηβηώλνπλ πεξηζζόηεξν.  

 

    Γπάθημα 1.2 : Δηάγξακκα πίεζεο-ρξόλνπ ζε έλα ALT πείξακα ζην νπνίν   

                            εθαξκόδεηαη  πξννδεπηηθή πίεζε 

 

3) Κπθιηθή πίεζε (Cyclic Stress)  

Σηελ πξάμε, κεξηθά πξντόληα πθίζηαληαη θπθιηθή πίεζε, όπσο γηα παξάδεηγκα ε κόλσζε 

θάησ από ελαιιαζζόκελε ηάζε δέρεηαη πίεζε εκηηνλνεηδνύο κνξθήο. Τν κνηίβν ηεο 

θπθιηθήο πίεζεο παξαηεξείηαη ζπρλά ζε κεηαιιηθά εμαξηήκαηα.  

 

     Γπάθημα 1.3 : Δηάγξακκα πίεζεο-ρξόλνπ ζε έλα ALT πείξακα ζην νπνίν   

                             εθαξκόδεηαη θπθιηθή πίεζε

low ratelow rate

med ratemed rate
high ratehigh rate

x

x

x

x

x

x
x

x

x

x
x

ο
ο

ο

Time t

Stress Level

Time t

Stress Level
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4) Πίεζε θαηά βήκαηα (Step Stress)  

Έλαο ελαιιαθηηθόο ηξόπνο άζθεζεο πίεζεο είλαη απηόο θαηά βήκαηα, ν νπνίνο απνηειεί θαη 

ην αληηθείκελν κειέηεο ηεο παξνύζαο εξγαζίαο.                                                          

Με ηνλ πξναλαθεξόκελν ηξόπν άζθεζεο πίεζεο, νη πεηξακαηηθέο κνλάδεο ππνβάιινληαη 

δηαδνρηθώο ζε πςειόηεξα επίπεδα πίεζεο. Tα πεηξάκαηα βεκαηηθήο πίεζεο επηηξέπνπλ ζηνλ 

εξεπλεηή λα απμάλεη ηα επίπεδα ησλ παξαγόλησλ πίεζεο ζε πξνθαζνξηζκέλεο ρξνληθέο 

ζηηγκέο θαηά ηε δηάξθεηα ηνπ πεηξάκαηνο (time-step stress model) ή  κε ηελ επίηεπμε 

πξνθαζνξηζκέλνπ αξηζκνύ απνηπρηώλ ζε θάζε επίπεδν(failure-step stress model).  

Τν θπξηόηεξν πιενλέθηεκα ησλ πεηξακάησλ ζηα νπνία νη κνλάδεο δέρνληαη πίεζε θαηά 

βήκαηα, είλαη όηη απμάλνληαο ην επίπεδν πίεζεο αλακέλνπκε λα απνηύρεη έλα ηθαλνπνηεηηθό 

πιήζνο πεηξακαηηθώλ κνλάδσλ. Τα πςειά επίπεδα πίεζεο άιισζηε ην δηαζθαιίδνπλ απηό. Ζ 

ύπαξμε πιήξσλ ρξόλσλ δσήο είλαη απαξαίηεηε, από ζηαηηζηηθήο άπνςεο, θαζώο ζπκβάιιεη 

ζηελ θαιύηεξε εθηίκεζε (κηθξόηεξν ζθάικα) ησλ παξακέηξσλ ηνπ ππό κειέηε κνληέινπ. 

Δπνκέλσο, κπνξνύκε λα εμάγνπκε αζθαιή ζπκπεξάζκαηα ζε κηθξόηεξν ρξνληθό δηάζηεκα 

αιιά θαη κε κηθξόηεξν θόζηνο, θαζώο πιένλ ε δηάξθεηα ηνπ πεηξάκαηνο έρεη κεησζεί.  

Ηδηαίηεξα ζεκαληηθή είλαη θαη ε επηινγή ηνπ ζηαηηζηηθνύ κνληέινπ πνπ ζα πξνηηκήζνπκε 

γηα ηελ αλάιπζε ησλ δεδνκέλσλ. Τν κνληέιν απηό ζα πξέπεη λα ιακβάλεη ππόςε ηελ 

αζξνηζηηθή επίδξαζε ηεο έθζεζεο ζηα δηαδνρηθά απμαλόκελα επίπεδα πίεζεο.                                                    

Έλα όκσο κεηνλέθηεκα ηνπ κνληέινπ βεκαηηθήο πίεζεο είλαη όηη ε πιεηνςεθία ησλ 

απνηπρηώλ επηηπγράλεηαη ζηα πςειά επίπεδα πίεζεο, ζηα νπνία νη ζπλζήθεο δηαθέξνπλ 

ζεκαληηθά ζε ζρέζε κε ηηο θπζηθέο ζπλζήθεο ιεηηνπξγίαο. Γηα ην ιόγν απηό, ην πςειόηεξν 

επίπεδν πίεζεο πνπ ζα αζθήζνπκε ζα πξέπεη λα είλαη ην πςειόηεξν δπλαηό επίπεδν πίεζεο ην 

νπνίν ζα εθαξκνζηεί ρσξίο λα πξνθαιέζεη απνηπρίεο κνλάδσλ δηαθνξεηηθέο από εθείλεο πνπ 

είλαη πηζαλό λα ζεκεησζνύλ ππό θαλνληθέο ζπλζήθεο ιεηηνπξγίαο.                                                                                                 

Σην επόκελν γξάθεκα παξηζηάλεηαη έλα κνληέιν πνιιαπιήο βεκαηηθήο πίεζεο, ζην νπνίν 

απεηθνλίδνληαη ηα ηξία επίπεδα πίεζεο θαζώο θαη νη ρξόλνη απνηπρίαο θαη ινγνθξηζίαο ησλ 

πεηξακαηηθώλ κνλάδσλ. 
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         Γπάθημα 1.4 : Δηάγξακκα πίεζεο-ρξόλνπ ζε έλα ALT πείξακα ζην νπνίν   

                                εθαξκόδεηαη βεκαηηθή πίεζε 

 

Τέινο, ππάξρεη θαη ε άζθεζε ηπραίαο πίεζεο (Random Stress), θαζώο αξθεηά πξντόληα 

πθίζηαληαη ηπραίεο αιιαγέο ησλ επηπέδσλ πίεζεο (όπσο γηα παξάδεηγκα θάπνηα ηκήκαηα ηεο 

γέθπξαο ή θάπνηα θαηαζθεπαζηηθά εμαξηήκαηα ησλ αεξνπιάλσλ πθίζηαληαη αηνιηθό 

ζηξνβηιηζκό). 

 

1.2    Δηαηεηαγκέλεο παξαηεξήζεηο 

Γεληθά, νη ρξόλνη δσήο πνπ παξαηεξνύκε ζε έλα πείξακα δσήο πξνθύπηνπλ, όπσο είλαη 

θπζηθό, θαηά αύμνπζα ζεηξά. Δπνκέλσο, γηα λα αλαιύζνπκε απηνύ ηνπ είδνπο ηα δεδνκέλα 

αξθεί λα ζηεξηρζνύκε ζηε ζεσξία ησλ δηαηεηαγκέλσλ παξαηεξήζεσλ. Γηα εθηελή κειέηε ηεο 

ζεσξίαο ησλ δηαηεηαγκέλσλ παξαηεξήζεσλ θάπνηνο κπνξεί λα αλαηξέμεη ζηα βηβιία ησλ 

Balakrishnan and Cohen (1991) θαη Arnold et al. (1992).  

Σηε ζπλέρεηα, παξαζέηνπκε θάπνηα βαζηθά ζπκπεξάζκαηα από ηε ζεσξία ησλ δηαηεηαγκέλσλ 

παξαηεξήζεσλ, ηα νπνία είλαη απαξαίηεηα γηα ηελ εξγαζία απηή.  

Οη δηαηεηαγκέλεο παξαηεξήζεηο ελόο ηπραίνπ δείγκαηνο 
1,..., nX X  είλαη νη ηηκέο ηνπ 

δείγκαηνο ηνπνζεηεκέλεο θαηά αύμνπζα ζεηξά κεγέζνπο, ηηο νπνίεο ζπκβνιίδνπκε ζπλήζσο 

κε ηνλ αθόινπζν ηξόπν 
1: :...n n nX X  .                    

Αξρηθά, ζα πξνζδηνξίζνπκε ηελ από θνηλνύ ζ.π.π.  ησλ n δηαηεηαγκέλσλ παξαηεξήζεσλ. 

Έζησ 
1,..., nX X  αλεμάξηεηεο ζπλερείο ηπραίεο κεηαβιεηέο κε α.ζ.θ. ( )F x  θαη έζησ  

x x

x

x xx

οο

level 1level 1

level 2level 2

level 3level 3

Time t

Stress Level
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1: :...n n nX X   νη αληίζηνηρεο δηαηεηαγκέλεο παξαηεξήζεηο. Γεδνκέλνπ όηη νη 

παξαηεξεζείζεο ηηκέο ησλ παξαπάλσ n  δηαηεηαγκέλσλ παξαηεξήζεσλ είλαη νη 
1: :...n n nx x  , 

ζεσξνύκε όηη νη αξρηθέο κεηαβιεηέο 
iX , γηα 1,...,i n  είλαη «αλαγθαζκέλεο» λα ιάβνπλ ηηο 

ηηκέο 
:i nk

x  πνπ παξαηεξήζακε, ελδερόκελν πνπ βάζεη ζπκκεηξίαο εκθαλίδεη ίζε πηζαλόηεηα 

γηα θάζε κία από ηηο !n  κεηαζέζεηο 
1( ,..., )ni i  ησλ (1,..., )n .                                                          

Σπλεπώο, ε από θνηλνύ ζ.π.π.  όισλ ησλ n δηαηεηαγκέλσλ παξαηεξήζεσλ  είλαη 

                                  
:1: :

1

1,2,..., : ( ,..., ) ! ( ),i nn n n

i

n n

n

f x x n f x


                
1: :...n n nx x      . 

Γηα λα ππνινγίζνπκε ηελ από θνηλνύ θαηαλνκή ησλ πξώησλ i-δηαηεηαγκέλσλ παξαηεξήζεσλ 

αξθεί λα νινθιεξώζνπκε ηελ παξαπάλσ από θνηλνύ ζ.π.π. θαη ησλ n δηαηεηαγκέλσλ 

παξαηεξήζεσλ σο πξνο ηηο ππόινηπεο κεηαβιεηέο.      

 Δπνκέλσο, 

2:

1: :
: :

1,2,..., : 1: : 1: : 1: :( ,..., ) ! ( ) ... ( ) ... ( ) ... ( ) ...
i n

n i n
xi n i n

i n n i n i n n n i n n n

x

x
f x x n f x f x f x f x dx dx



       

 : :

1

!
1 ( ) ( )

( )!

i
n i

i n k n

k

n
F f

n i
x x








  ,  όπνπ 
1: :...n i nx x       .                              (1.1) 

Οκνίσο, γηα λα ιάβνπκε ηελ πεξηζώξηα ζπλάξηεζε ππθλόηεηαο ηεο δηαηεηαγκέλεο 

παξαηήξεζεο 
:i nX  αξθεί λα νινθιεξώζνπκε ηελ από θνηλνύ ζ.π.π. ησλ n δηαηεηαγκέλσλ 

παξαηεξήζεσλ, δειαδή ηελ :1: :,1,2,..., : ) ( )

1

..., !( i nn n nn n

n

f x

i

x x nf


   , σο πξνο ηηο ππόινηπεο 1n  

θαη έρνπκε : 

 :: : 1: 1: 1: 1:

: 2:
( ) ! ( ) ... ( ) ... ( ) ...i ni n i n n i n n i n

x xi n n
f x n f x f x f x dx dx 

  
    

 

                                                      1: : 1: :

2:

: :

... ( ) ... ( ) ...i n n n i n n n

xi n

x xi n i n

f x f x dx dx


 


     

Όκσο,     
1

:

1: 1: 1: 1:

: 2: ( )
... ( ) ... ( ) ...

( 1)!

i

i n

n i n n i n

x xi n n F x
f x f x dx dx

i



 
  

  


    θαη  

 
   :

1: : 1: :

2:

: :

1 ( )
... ( ) ... ( ) ...

( )!

n i

i n

i n n n i n n n

xi n

x xi n i n

F
f x f x dx dx

n i

x




 

 
 


 

.
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Δπνκέλσο, αληηθαζηζηώληαο δηαπηζηώλνπκε όηη ε πεξηζώξηα ζπλάξηεζε ππθλόηεηαο ηεο 

δηαηεηαγκέλεο παξαηήξεζεο 
:i nX  δίλεηαη από ηε ζρέζε: 

   : :

1

: : : :)
!

( ) 1 ( )
( )!( 1)!

( ( ),  i n i n

i n i

i n i n i n i n

n
x F F x

n i i
f x x f x

 
      

 
                  (1.2) 

Αληίζηνηρε δηαδηθαζία κε απηή πνπ ρξεζηκνπνηήζακε γηα ηελ εύξεζε ηεο ζπλάξηεζεο 

ππθλόηεηαο ηεο ζρέζεο (1.2) κίαο δηαηεηαγκέλεο παξαηήξεζεο κπνξνύκε λα αθνινπζήζνπκε 

γηα λα ππνινγίζνπκε ηελ από θνηλνύ θαηαλνκή δύν δηαηεηαγκέλσλ παξαηεξήζεσλ.  

Σπγθεθξηκέλα, γηα λα ιάβνπκε ηελ από θνηλνύ ζπλάξηεζε ππθλόηεηαο ησλ δηαηεηαγκέλσλ 

παξαηεξήζεσλ 
:i nX  θαη :j nX , όπνπ 1 i j n   , αξθεί λα νινθιεξώζνπκε ηελ από θνηλνύ 

ζ.π.π. ησλ n  δηαηεηαγκέλσλ παξαηεξήζεσλ σο αθνινύζσο : 

 : :, : : : 1: 1: 1: 1:

: 2:
,( ) ! ( ) ( ) ... ( ) ... ( ) ...i n j ni j n i n j n n i n n i n

x xi n n
f x x n f x f x f x f x dx dx 

  
                

 1: 1: 1: 1:

: 2:

: :

... ( ) ... ( ) ...i n j n i n j n

x xj n i n

x xi n i n

f x f x dx dx   


   

                

1: : 1: :

2:

: :

... ( ) ... ( ) ...j n n n j n n n

x j n

x xj n j n

f x f x dx dx


 


  
 
 
 
   

Όκσο,     
1

:

1: 1: 1: 1:

: 2: ( )
... ( ) ... ( ) ...

( 1)!

i

i n

n i n n i n

x xi n n F x
f x f x dx dx

i



 
  

  


 
 

,

   
1

: :

1: 1: 1: 1:

: 2:

: :

( ) ( )
... ( ) ... ( ) ...

( 1)!

j i

j n i n

i n j n i n j n

x xj n i n

x xi n i n

F x F x
f x f x dx dx

j i

 

   




  
 

 
,

 

 :

1: : 1: :

2:

: :

1 ( )
... ( ) ... ( ) ...

( )!

n j

j n

j n n n j n n n

x j n

x xj n j n

F x
f x f x dx dx

n j





 




  


 
 
 
   

 

Αληηθαζηζηώληαο, ε θνηλνύ ζπλάξηεζε ππθλόηεηαο ησλ δηαηεηαγκέλσλ παξαηεξήζεσλ 
:i nX  

θαη :j nX
 
δηακνξθώλεηαη σο εμήο : 

: :, : ,( )i n j ni j nf x x                                                                                                                      (1.3) 

     
11

: : : : : :

!
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 1 ( )

( 1)!( 1)!( )!

j i n ji

i n j n i n j n i n j n

n
f x f x F x F x F x F x

i j i n j

  
 

   
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Ππόηαζη 1  

Έζησ 
1 , ,2 ..., nX X X

 
 αλεμάξηεηεο θαη ηζόλνκεο ηπραίεο κεηαβιεηέο από κία ζπλερή 

ζπλάξηεζε θαηαλνκήο ( )F x  θαη έζησ 
1: :...n n nX X   νη αληίζηνηρεο δηαηεηαγκέλεο 

παξαηεξήζεηο. Ζ ππό ζπλζήθε θαηαλνκή ηνπ 
:i nX , δνζέληνο όηη :: j nj nX x  (γηα 1 i j n   ) 

ηαπηίδεηαη κε ηελ θαηαλνκή ηεο i-νζηήο δηαηεηαγκέλεο παξαηήξεζεο ζε έλα δείγκα κεγέζνπο  

1j   από έλα πιεζπζκό κε ζπλάξηεζε θαηαλνκήο ( )F x  πεξηθνκκέλε από δεμηά ζην :j nx .  

Ππόηαζη 2 

Έζησ 
1 , ,2 ..., nX X X

 
 αλεμάξηεηεο θαη ηζόλνκεο ηπραίεο κεηαβιεηέο από κία ζπλερή 

ζπλάξηεζε θαηαλνκήο ( )F x  θαη έζησ 
1: :...n n nX X   νη αληίζηνηρεο δηαηεηαγκέλεο 

παξαηεξήζεηο. Ζ ππό ζπλζήθε θαηαλνκή ηνπ :j nX , δνζέληνο όηη 
:: i ni nX x (γηα 1 i j n   ) 

ηαπηίδεηαη κε ηελ θαηαλνκή ηεο ( )j i -νζηήο δηαηεηαγκέλεο παξαηήξεζεο ζε έλα δείγκα 

κεγέζνπο  n i  από έλα πιεζπζκό κε ζπλάξηεζε θαηαλνκήο ( )F x  πεξηθνκκέλε από 

αξηζηεξά ζην 
:i nx .  

Οη απνδείμεηο ησλ παξαπάλσ πξνηάζεσλ δίλνληαη ζην βηβιίν ησλ Arnold et al. (1992). 

 

 

1.3    Μνληέιν Αζξνηζηηθήο Έθζεζεο 

Τν πην δηαθεθξηκέλν θαη ζπρλά ρξεζηκνπνηνύκελν ζηε βηβιηνγξαθία κνληέιν γηα ηελ 

αλάιπζε δεδνκέλσλ πνπ πξνέξρνληαη από ηελ εθαξκνγή κνληέισλ πνιιαπιήο βεκαηηθήο 

πίεζεο είλαη ην κνληέιν αζξνηζηηθήο έθζεζεο (cumulative exposure model). Τν κνληέιν απηό 

εηζήρζε από ηνλ Sedyakin (1966) θαη κειεηήζεθε πεξαηηέξσ από ηνπο Bagdonavicius (1978) 

θαη Nelson (1980,1990).                                                 

Όπσο γλσξίδνπκε, ζε έλα πείξακα βεκαηηθήο πίεζεο νη πεηξακαηηθέο κνλάδεο εθηίζεληαη 

ζε πνιιά δηαθνξεηηθά επίπεδα πίεζεο θαη επνκέλσο ε θαηαλνκή ηνπ ρξόλνπ δσήο ησλ 

κνλάδσλ ζα πξέπεη λα ζπλδπάδεη ηηο θαηαλνκέο ησλ ρξόλσλ δσήο ησλ κνλάδσλ ζε όια ηα 

επηκέξνπο επίπεδα πίεζεο πνπ ρξεζηκνπνηνύληαη ζην πείξακα, θαη κάιηζηα λα ιακβάλεη 

ππόςε θαη ηε ζεηξά κε ηελ νπνία ηα επίπεδα πίεζεο εθαξκόζηεθαλ.       
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  Τν κνληέιν αζξνηζηηθήο έθζεζεο ζρεηίδεη ηελ θαηαλνκή ηνπ ρξόλνπ δσήο ησλ 

πεηξακαηηθώλ κνλάδσλ ζε έλα επίπεδν πίεζεο κε ηηο θαηαλνκέο ζε πξνεγνύκελα επίπεδα 

ππνζέηνληαο όηη ε ελαπνκέλνπζα δσή ησλ πεηξακαηηθώλ κνλάδσλ εμαξηάηαη κόλν από ην 

ηζρύνλ επίπεδν πίεζεο θαη από ην παξόλ αζξνηζηηθό θιάζκα κνλάδσλ πνπ έρεη απνηύρεη, 

αλεμαξηήησο από ην πώο απηό ην θιάζκα ζπζζσξεύηεθε (Μαξθνβηαλή ηδηόηεηα).                                                                                   

Δπηπιένλ, βάζεη ηνπ κνληέινπ, αλ νη πεηξακαηηθέο κνλάδεο πνπ έρνπλ επηβηώζεη 

παξακείλνπλ ζε έλα ζπγθεθξηκέλν επίπεδν πίεζεο ηόηε ζα απνηύρνπλ ζύκθσλα κε ηελ α.ζ.θ. 

ηνπ επηπέδνπ ζην νπνίν βξίζθνληαη αιιά  αξρίδνληαο από ην πξνεγνύκελν αζξνηζηηθό 

θιάζκα απνηπρίαο.     

Τέινο, ην κνληέιν απηό ππνζέηεη όηη ε αιιαγή ζηα επίπεδα πίεζεο δελ επηδξά ζην ρξόλν 

δσήο ησλ πεηξακαηηθώλ κνλάδσλ ελώ αληίζεηα ην επίπεδν πίεζεο πνπ ζα αζθήζνπκε παίδεη 

θαζνξηζηηθό ξόιν. 

 

Μαζεκαηηθή δηαηύπωζε ηνπ κνληέινπ 

Γηα λα θαηαζθεπάζνπκε ην κνληέιν πνπ πεξηγξάςακε παξαπάλσ ζα ζεσξήζνπκε όηη 

δηεμάγνπκε έλα πείξακα πνιιαπιήο βεκαηηθήο πίεζεο.  

Αξρηθά, όιεο νη πεηξακαηηθέο κνλάδεο ππνβάιινληαη ζην αξρηθό επίπεδν πίεζεο 
1x  κέρξη 

ηε ρξνληθή ζηηγκή 
1 . Σηε ζπλέρεηα, απμάλνπκε ην επίπεδν πίεζεο ζε 

2x  θαη δηαηεξνύκε ηελ 

πίεζε απηή κέρξη θαη ην ρξόλν 
2 . Με όκνην ηξόπν απμάλνπκε ηα επίπεδα πίεζεο 

3x , 
4x ,…, 

1mx 
 ζηνπο ρξόλνπο 

3 , 
4 , …, 

1m 
 αληίζηνηρα. Έζησ, επίζεο, όηη κε 

iF  ζπκβνιίδνπκε ηελ 

αζξνηζηηθή ζπλάξηεζε θαηαλνκήο ηνπ ρξόλνπ δσήο ππό πίεζε 
ix , όπνπ 1,..., 1i m  .       

Βάζεη ησλ παξαδνρώλ ηνπ κνληέινπ, ε α.ζ.θ. ( )G t  ηνπ ρξόλνπ δσήο Τ θάησ από έλα 

κνληέιν βεκαηηθήο πίεζεο ιακβάλεηαη αλ ζεσξήζνπκε όηη ν ρξόλνο 
1it 
 θάησ από ην επίπεδν 

πίεζεο 
1ix 
 έρεη έλαλ ηζνδύλακν ρξόλν 

iu  θάησ από ην επίπεδν πίεζεο 
ix , ηέηνηνλ ώζηε 

1 1( ) ( )i i i iF t F u   , ζρέζε ε νπνία καο εμαζθαιίδεη ηε ζπλέρεηα ηεο α.ζ.θ. ζηα ρξνληθά ζεκεία 

πνπ κεηαβάιιεηαη ην επίπεδν πίεζεο.  
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Δπνκέλσο, ην κνληέιν δνκείηαη σο αθνινύζσο : 

Βήμα 1
ο
 :  

Υπνζέηνπκε όηη ε α.ζ.θ. ηνπ ρξόλνπ δσήο ησλ πεηξακαηηθώλ κνλάδσλ ζην επίπεδν πίεζεο 
1x  

είλαη 1( )( ) tG t F , γηα 1         0 t   . 

Βήμα 2
ο
 :  

Σύκθσλα κε ηηο παξαδνρέο πνπ αλαθέξζεθαλ παξαπάλσ, ζα πξέπεη 2 1 1 1( ) ( )F u F  , όπνπ ην 

1u  ε ιύζε ηεο εμίζσζεο απηήο. Δπνκέλσο, ε α.ζ.θ. ζα δίλεηαη από ηε ζρέζε 

2 1 1( )( ) t uG t F   ,  γηα  
1 2 t   . 

Βήμα 3
ο
 :  

Οκνίσο κε ηα πξνεγνύκελα βήκαηα, ζην 3
ν
 βήκα νη κνλάδεο πνπ δηαζέηνπκε είλαη απηέο πνπ 

έρνπλ επηβηώζεη από ην 2
ν
 βήκα, όπνπ θαη εδώ ζεσξνύκε έλα  ρξόλν 

2u  θάησ από ην επίπεδν 

πίεζεο 
3x , ν νπνίνο απνηειεί ηε ιύζε ηεο εμίζσζεο 

3 2 2 2 1 1
( ) ( )u uF F    , όπνπ 2 1 1u    

είλαη ν ηζνδύλακνο ρξόλνο θάησ από ην επίπεδν πίεζεο 
2x . Δπνκέλσο, ζα ηζρύεη 

3 2 2( )( ) t uG t F   , γηα 
2 3 t   .  

Γεληθά γηα ην i-νζηό βήκα ζα ηζρύεη 1 1( )( ) i i it uG t F       γηα  
1  i it    ,  όπνπ 

1iu 
 

είλαη ε ιύζε ηεο εμίζσζεο 1 1 1 2 2( ) ( )i i i i iu uiF F        . 

Δπνκέλσο, ην κνληέιν αζξνηζηηθήο έθζεζεο έρεη ηελ αθόινπζε κνξθή : 

1 1

2 1 1 1 2

3 2 2 2 3

1

                    ,              

)              

( )     ,              

.                                          

.                                          

  ,              

( )  0

( ,   

( )

( )m m

F

F

F

F m m

t t

t u t

t u t
G t

t u t



  

  














 

   

   


   

  ,  

όπνπ 
0 0 0u    θαη 

iu  ε ιύζε ηεο εμίζσζεο. 1 1 1( ) ( )i i i i i iF u F u       , 

γηα 1,...,i m . 

Βάζεη ηεο παξαπάλσ ζρέζεο δηαθξίλνπκε θαιύηεξα απηό πνπ δηαηππώζακε πξνεγνπκέλσο, 

δειαδή όηη ε ( )G t  ζε έλα κνληέιν βεκαηηθήο πίεζεο απνηειείηαη από ηκήκαηα ησλ 

αζξνηζηηθώλ θαηαλνκώλ 1( )F t , 2 ( )F t , … , 1( )mF t . 



1.3  Μνληέιν Αζξνηζηηθήο Έθζεζεο 

 

16 

 

Έλα κεηνλέθηεκα ηνπ κνληέινπ αζξνηζηηθήο έθζεζεο είλαη όηη ππνζέηεη όηη ην ρξνληθό 

δηάζηεκα θαηά ην νπνίν κεηαβάιιεηαη ην επίπεδν πίεζεο είλαη πνιύ ζύληνκν γηα λα 

πξνθαιέζεη θάπνηα απώιεηα ζηηο πεηξακαηηθέο κνλάδεο, ππόζεζε βέβαηα πνπ δελ ηζρύεη γηα 

όια ηα πξντόληα-πιηθά. Δπνκέλσο, ην κνληέιν απηό είλαη αλεπαξθέο γηα εθείλα ηα  πξντόληα 

ηα νπνία ζπρλά απνηπγράλνπλ θαηά ηε βξαρεία δηάξθεηα πνπ ρξεηαδόκαζηε γηα λα απμήζνπκε 

ηελ πίεζε από ην ηζρύνλ επίπεδν ζην επόκελν. Δπηπιένλ, δηαθξίλνπκε όηη ην κνληέιν 

αζξνηζηηθήο έθζεζεο δελ είλαη θαηάιιειν γηα ηελ πεξηγξαθή δεδνκέλσλ πνπ πξνέξρνληαη 

από εθαξκνγέο ηεο αλάιπζεο επηβίσζεο θαζώο ε ππόζεζε ηνπ κνληέινπ όηη ε επίδξαζε ηεο 

αιιαγήο ηνπ επηπέδνπ πίεζεο είλαη ζηηγκηαία δελ παξαηεξείηαη ζπρλά ζηελ πξάμε. Γηα ηελ 

αληηκεηώπηζε ηνπ πξνβιήκαηνο απηνύ νη Kannan et al. (2010) εηζήγαγαλ έλα λέν κνληέιν, 

βάζεη ηνπ νπνίνπ εμαζθαιίδεηαη ε ζπλέρεηα ηεο ζπλάξηεζεο επηβίσζεο, ζε αληίζεζε κε ην 

κνληέιν αζξνηζηηθήο έθζεζεο όπνπ εμαζθαιίδεηαη ε ζπλέρεηα ηεο ζπλάξηεζεο θαηαλνκήο. 

Σύκθσλα κε ην λέν απηό κνληέιν ζεσξνύκε θαη πάιη όηη ε επίδξαζε ηεο αιιαγήο επηπέδνπ 

ζα απμήζεη ηελ πηζαλόηεηα απνηπρίαο, αιιά πιένλ αλακέλνπκε όηη ζα ππάξμεη θαη κία 

ιαλζάλνπζα πεξίνδνο πξηλ ηα απνηειέζκαηα ηεο αιιαγήο ηνπ επηπέδνπ πίεζεο 

παξαηεξεζνύλ. 

 

Σηα πιαίζηα ηεο εξγαζίαο απηήο, ην κνληέιν ην νπνίν ρξεζηκνπνηείηαη γηα ηε κειέηε ησλ 

κνληέισλ βεκαηηθήο πίεζεο είλαη ην κνληέιν αζξνηζηηθήο έθζεζεο. 

 

 

Γξαθηθή απεηθόληζε ηνπ κνληέινπ αζξνηζηηθήο έθζεζεο 

Τα γξαθήκαηα πνπ δίλνληαη ζηε ζπλέρεηα απνηεινύλ ηε γξαθηθή απεηθόληζε ηνπ κνληέινπ 

αζξνηζηηθήο έθζεζεο. Σπγθεθξηκέλα, ζην πξώην γξάθεκα απεηθνλίδεηαη έλα κνληέιν 

βεκαηηθήο πίεζεο κε ηέζζεξα επίπεδα πίεζεο, ζην νπνίν ζεκεηώλνληαη νη ρξόλνη απνηπρίαο 

θαη ινγνθξηζίαο ησλ πεηξακαηηθώλ κνλάδσλ θαζώο επίζεο θαη νη ρξόλνη ζηνπο νπνίνπο 

κεηαβάιινπκε ην επίπεδν πίεζεο. 
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    Γπάθημα 1.5 : Μνληέιν πνιιαπιήο βεκαηηθήο πίεζεο 

 

 

Σην επόκελν γξάθεκα δίλνληαη νη α.ζ.θ. γηα θαζέλα από ηα 4 επίπεδα πίεζεο. Μπνξνύκε 

λα παξαηεξήζνπκε όηη αξρηθά όιεο νη πεηξακαηηθέο κνλάδεο αθνινπζνύλ ηελ α.ζ.θ. ηνπ 

επηπέδνπ πίεζεο 
0x . Όηαλ ην επίπεδν πίεζεο απμεζεί ζε 

1x , νη κνλάδεο πνπ απέκεηλαλ από 

ην πξνεγνύκελν επίπεδν αθνινπζνύλ ηώξα ηελ α.ζ.θ. ηνπ λένπ επηπέδνπ πίεζεο αξρίδνληαο 

όκσο από ην αζξνηζηηθό θιάζκα απνηπρίαο ηνπ πξνεγνύκελνπ επηπέδνπ. Ίδηα δηαδηθαζία 

αθνινπζείηαη θαη όηαλ ην επίπεδν πίεζεο απμάλεηαη από 
1x  ζε 

2x  θαη  από 
2x  ζε 

3x . 

Σην δεύηεξν γξάθεκα απεηθνλίδεηαη ε ζπλάξηεζε θαηαλνκήο ηνπ ρξόλνπ δσήο βάζεη ηνπ 

κνληέινπ βεκαηηθήο πίεζεο. Ζ ζπλάξηεζε απηή δηαθξίλνπκε όηη απνηειείηαη από ηκήκαηα 

ησλ ηεζζάξσλ α.ζ.θ. ηνπ πξνεγνύκελνπ ζρήκαηνο, γεγνλόο πνπ ππνδειώλεη όηη ην κνληέιν 

πνπ έρνπκε ζεσξήζεη ιακβάλεη ππόςε ηνπ ην ηζηνξηθό έθζεζεο ησλ πεηξακαηηθώλ κνλάδσλ. 

x

x

x x
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                 Γπάθημα 1.6 : Μνληέιν αζξνηζηηθήο έθζεζεο 
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Κεθάιαην 2
ν 

Μνληέιν απιήο βεκαηηθήο πίεζεο κε ινγνθξηζία ηύπνπ ΙΙ 

 

2.1   Εηζαγωγή 

Ζ πεξηγξαθή ελόο κνληέινπ απιήο βεκαηηθήο πίεζεο, δειαδή εθείλνπ πνπ πεξηιακβάλεη 2 

κόλν επίπεδα πίεζεο, κε ινγνθξηζία ηύπνπ ΗΗ είλαη ε αθόινπζε: 

Θεσξνύκε όηη n όκνηεο κνλάδεο ηνπνζεηνύληαη ζε έλα πείξακα θαη ππνβάιινληαη ζε 

επίπεδν πίεζεο 
1x . Σε έλαλ πξνεπηιεγκέλν ρξόλν  , ην επίπεδν πίεζεο από 

1x  απμάλεηαη ζε 

2x . Τα επίπεδα πίεζεο 
1x  θαη 

2x  είλαη πξνθαζνξηζκέλα. Τν πείξακα ζπλερίδεη κέρξη έλαο 

ζπγθεθξηκέλνο αξηζκόο r  κνλάδσλ απνηύρεη.   

Τν κνληέιν απηό έρεη  κειεηεζεί εθηελώο ζηε βηβιηνγξαθία.  

Ο Xiong (1998) κειέηεζε ην ελ ιόγσ κνληέιν κε εθζεηηθνύο ρξόλνπο δσήο θαη έρνληαο 

ζεσξήζεη όηη ν κέζνο ρξόλνο δσήο ησλ πεηξακαηηθώλ κνλάδσλ ζπλδέεηαη 

ινγαξηζκνγξακκηθά κε ην επίπεδν πίεζεο κέζσ ηεο ζρέζεο log ii x    , γηα 1,2i  . 

Βάζεη απηήο ηεο ππόζεζεο ππνιόγηζε ηνπο ε.κ.π. ησλ παξακέηξσλ α θαη β, θαζώο θαη ηα δ.ε. 

απηώλ.  

Ο Watkins (2001) ππνζηήξημε όηη είλαη πξνηηκόηεξν λα εξγαδόκαζηε κε ηηο αξρηθέο 

παξακέηξνπο ηεο εθζεηηθήο θαηαλνκήο 
1  θαη 

2  
θαη όηη ε ινγαξηζκνγξακκηθή ζπλάξηεζε 

καο εμαζθαιίδεη κία απιή παξακεηξνπνίεζε ησλ 
1  θαη 

2  ζε α θαη β αληίζηνηρα. 

Οη Balakrishnan et al. (2007) πξνζδηόξηζαλ ηηο αθξηβείο θαηαλνκέο ησλ ε.κ.π. ησλ 

παξακέηξσλ 
1  θαη 

2  θαζώο θαη δ.ε. γηα ηηο ππό κειέηε παξακέηξνπο, έρνληαο ζεσξήζεη όηη 

νη ρξόλνη δσήο ησλ κνλάδσλ πξνέξρνληαη από ηελ εθζεηηθή θαηαλνκή. 

Αληίζηνηρε δηαδηθαζία κε απηή ησλ Balakrishnan et al. (2007) αθνινύζεζαλ νη Kateri et 

al. (2008) γηα ηελ πεξίπησζε όκσο πνπ νη ρξόλνη δσήο ησλ πεηξακαηηθώλ κνλάδσλ 

αθνινπζνύλ ηε Weibull θαηαλνκή. 

Οη Balakrishnan and Han (2008) ζεώξεζαλ όηη όηαλ κία κνλάδα απνηύρεη ππάξρνπλ 

πεξηζζόηεξνη από έλαο παξάγνληεο πνπ ηελ πξνθάιεζαλ. Βάζεη απηνύ ηνπ πιαηζίνπ, 

κειέηεζαλ ην κνληέιν απιήο βεκαηηθήο πίεζεο κε ινγνθξηζία ηύπνπ ΗΗ, 
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όπνπ νη θαηαλνκέο ηνπ ρξόλνπ δσήο ησλ δηαθνξεηηθώλ παξαγόλησλ είλαη αλεμάξηεηεο 

εθζεηηθέο. 

Σηε ζπλέρεηα, νη Kateri et al. (2011) πξνζδηόξηζαλ ην βέιηηζην ρξόλν η θαηά ηνλ νπνίν ην 

επίπεδν πίεζεο κεηαβάιιεηαη, ζε έλα κνληέιν απιήο βεκαηηθήο πίεζεο κε εθζεηηθνύο ρξόλνπο 

δσήο, ζηεξηδόκελνη ζηηο πηζαλόηεηεο κε ύπαξμεο ησλ ε.κ.π. ησλ 
1  θαη 

2 . 

Ζ παξαπάλσ βηβιηνγξαθία αλαθέξεηαη ζην κνληέιν απιήο βεκαηηθήο ζην νπνίν ε 

κεηαβνιή ηνπ επηπέδνπ πίεζεο ζπληειείηαη ζε έλα πξνεπηιεγκέλν ρξόλν η. Σύκθσλα κε κία 

παξαιιαγή ηνπ παξαπάλσ κνληέινπ, ε αύμεζε ηνπ επηπέδνπ πίεζεο δε γίλεηαη ζε έλα 

πξνθαζνξηζκέλν ρξόλν η αιιά ζπληειείηαη όηαλ ζην 1
ν
 επίπεδν πίεζεο παξαηεξεζεί έλαο 

πξνθαζνξηζκέλνο αξηζκόο απνηπρηώλ θαη επνκέλσο πιένλ ν ρξόλνο αιιαγήο είλαη ηπραία 

κεηαβιεηή. 

Τν κνληέιν πνπ κόιηο πεξηγξάςακε έρεη απνηειέζεη αληηθείκελν εθηελνύο κειέηεο.   

Οη  Bai et al. (1989) πξνζδηόξηζαλ ην βέιηηζην πιήζνο κνλάδσλ πνπ πξέπεη λα απνηύρνπλ 

ζην επίπεδν πίεζεο 
1x  έηζη ώζηε ην επίπεδν πίεζεο λα απμεζεί ζε 

2x  ζηεξηδόκελνη ζηελ 

ειαρηζηνπνίεζε ηεο δηαθύκαλζεο ηνπ ε.κ.π. ηνπ κέζνπ ρξόλνπ δσήο ζην επίπεδν ζρεδηαζκνύ 

(αληίζηνηρε κεζνδνινγία αθνινύζεζαλ θαη νη Miller and Nelson (1983) γηα ηελ πεξίπησζε 

πνπ δηαζέηνπκε πιήξε δεδνκέλα).  

Οη  Xiong and Miliken (1999) θαη Xiong et al. (2006) κειέηεζαλ ην κνληέιν απηό ζηελ 

πεξίπησζε πνπ νη ρξόλνη δσήο ησλ κνλάδσλ πξνέξρνληαη από ηελ εθζεηηθή θαηαλνκή θαη 

ζεσξώληαο όηη ν κέζνο ρξόλνο δσήο ησλ κνλάδσλ ζπλδέεηαη ινγαξηζκνγξακκηθά κε ην 

επίπεδν πίεζεο. 

Ο Wang (2006) πξνζδηόξηζε ηνπο ακεξόιεπηνπο εθηηκεηέο ησλ παξακέηξσλ ηνπ κνληέινπ 

θαη ηνπο ζπλέθξηλε κε ηνπο αληίζηνηρνπο ε.κ.π. ελώ ν Wang (2009) δηεξεύλεζε ηελ ηζρύ ησλ 

ππνζέζεσλ πνπ έρνπλ ηεζεί γηα ηε κειέηε ηνπ κνληέινπ. 

Τέινο, νη Kundu and Balakrishnan (2009) πξνζδηόξηζαλ ηoπο ε.κ.π. ησλ παξακέηξσλ 
1  

θαη 
2  θαζώο θαη δ.ε. γηα ηηο ππό κειέηε παξακέηξνπο, έρνληαο ζεσξήζεη όηη νη ρξόλνη δσήο 

ησλ κνλάδσλ αθνινπζνύλ ηελ εθζεηηθή θαηαλνκή. 
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2.2   Πεξηγξαθή κνληέινπ 

Τα πεηξάκαηα πνιιαπιήο βεκαηηθήο πίεζεο, όπσο πξναλαθέξακε, απνηεινύλ κία εηδηθή 

θαηεγνξία επηηαρπλόκελσλ ειέγρσλ επηβίσζεο, πνπ επηηξέπνπλ ηελ ύπαξμε δηαθνξεηηθώλ 

ζπλζεθώλ ζε  ελδηάκεζα ζηάδηα ηνπ πεηξάκαηνο. 

Ζ γεληθή πεξηγξαθή ελόο ηέηνηνπ πεηξάκαηνο είλαη ε αθόινπζε : 

Έλα ηπραίν δείγκα από n όκνηεο κνλάδεο ηνπνζεηείηαη θάησ από ην αξρηθό επίπεδν πίεζεο 

1x . Σε θαζνξηζκέλνπο ρξόλνπο 
1 2, ,..., m    ηα επίπεδα πίεζεο απμάλνληαη ζε 

2 1,..., mx x 
 

αληίζηνηρα. Όηαλ ε ινγνθξηζία είλαη ηύπνπ ΗΗ, ηόηε ην πείξακα ζα νινθιεξσζεί όηαλ έλαο 

δεδνκέλνο αξηζκόο r ( n ) κνλάδσλ απνηύρεη.  

Αλ r n  ηόηε ηα δεδνκέλα πνπ ιακβάλνπκε είλαη πιήξε. 

Σηε ζπλέρεηα, ζεσξνύκε ην απινύζηεξν κνληέιν βεκαηηθήο πίεζεο, ην νπνίν απνηειείηαη 

κόλν από 2 επίπεδα πίεζεο. Ζ πεξηγξαθή ηνπ είλαη ε αθόινπζε : 

Τνπνζεηνύκε n όκνηεο κνλάδεο ζε έλα πείξακα θαη ηηο ππνβάιινπκε ζε επίπεδν πίεζεο 
1x . Σε 

έλαλ πξνεπηιεγκέλν ρξόλν  , ην επίπεδν πίεζεο από 
1x  απμάλεηαη ζε 

2x . Τα επίπεδα πίεζεο 

1x  θαη 
2x  είλαη πξνθαζνξηζκέλα θαη όρη ηπραία. Τν πείξακα ζπλερίδεη κέρξη έλαο 

ζπγθεθξηκέλνο αξηζκόο r  κνλάδσλ απνηύρεη.   

Με 
1n  ζπκβνιίδνπκε ην πιήζνο ησλ κνλάδσλ πνπ έρνπλ απνηύρεη πξηλ από ην ρξόλν   

θαη κε  
2 1n r n   ην πιήζνο ησλ κνλάδσλ πνπ απέηπραλ κεηά ην ρξόλν  . 

Αλ ην πιήζνο ησλ κνλάδσλ πνπ απνηπγράλεη ζην 1
ν
 επίπεδν πίεζεο είλαη ίζν κε r , δειαδή 

όηαλ 1n r , ηόηε ην πείξακα ηεξκαηίδεηαη ρσξίο λα ρξεηαζηεί λα απμήζνπκε ην επίπεδν 

πίεζεο ζε 
2x . 

Αλ 1n r  ηόηε ην πείξακα παξακέλεη θάησ από ηηο ίδηεο ζπλζήθεο κέρξη ην ρξόλν   θαη 

εθείλε ηε ρξνληθή ζηηγκή ην επίπεδν πίεζεο κεηαβάιιεηαη ζε 
2x  θαη ην πείξακα ζπλερίδεηαη 

κέρξη λα παξαηεξεζνύλ ζπλνιηθά r  απνηπρίεο. 

 

Ζ γξαθηθή απεηθόληζε ηνπ κνληέινπ πνπ κόιηο πεξηγξάςακε είλαη ε αθόινπζε :
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 Γπάθημα 2.1 : Μνληέιν απιήο βεκαηηθήο πίεζεο κε ινγνθξηζία ηύπνπ ΙΙ 

 

Με 
1:nt , 

2:nt , … , 
:n nt  δειώλνπκε ηνπο δηαηεηαγκέλνπο ρξόλνπο δσήο ησλ κνλάδσλ, γηα 

ηνπο νπνίνπο ηζρύεη ε ζρέζε  
1:nt < 

2:nt < … < 
:n nt . Τα δεδνκέλα πνπ ιακβάλνπκε από ηελ 

εθηέιεζε ηνπ πεηξάκαηνο ππνζέηνπκε όηη πξνέξρνληαη από έλα κνληέιν αζξνηζηηθήο έθζεζεο  

θαη βάζεη ησλ ζπκβνιηζκώλ πνπ έρνπκε εηζάγεη παξαπάλσ, ζα είλαη ηεο κνξθήο  : 

 
1 1
: :1: 1:... ...n n r nn n nt t t t       . 

Σηε ζπλέρεηα, πεξηγξάθνπκε ην κνληέιν απιήο βεκαηηθήο πίεζεο, ζην νπνίν ζε θάζε 

επίπεδν πίεζεο ,ix  1,2i  , ζεσξνύκε όηη ε θαηαλνκή ηνπ ρξόλνπ δσήο ησλ κνλάδσλ ηνπ 

πεηξάκαηνο είλαη ε εθζεηηθή κε κέζν i . Δπνκέλσο, ε α.ζ.θ ζην επίπεδν 
ix  είλαη ε                                        

                                                  
 

( ) 1 i
i

t

F t e 


  , 0t       γηα 1,2i                               (2.1) 

Όπσο γλσξίδνπκε, ε εθζεηηθή θαηαλνκή ρξεζηκνπνηείηαη σο επί ην πιείζηνλ γηα ηελ 

πεξηγξαθή ρξόλσλ δσήο θαζώο είλαη ε κνλαδηθή ζπλερήο θαηαλνκή κε ζηαζεξή βαζκίδα 

απνηπρίαο (δηαζέηεη ηελ ακλήκνλα ηδηόηεηα). Γηα ην ιόγν απηό, δηαθξίλνπκε όηη θαη ζηελ 

πιεηνςεθία ηεο βηβιηνγξαθίαο πνπ αλαθέξεηαη ζε κνληέια βεκαηηθήο πίεζεο, ε εθζεηηθή 

θαηαλνκή απνηειεί κία από ηηο βαζηθέο ππνζέζεηο.  

Σπλεπώο, βάζεη ησλ όζσλ αλαθέξακε παξαπάλσ θαη ζύκθσλα κε ηηο ππνζέζεηο ηνπ 

κνληέινπ αζξνηζηηθήο έθζεζεο, ε ζπλάξηεζε θαηαλνκήο ( )G t  είλαη ε  

1

2 1
( )

( ) 0
( )

           ,   

  ,   t u

F t t
G t

F t



 

 


  





  

x x

x
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όπνπ 
1

u   ε ιύζε ηεο εμίζσζεο 2 1 1( ) ( )uF F    

1

2 1

 

1 1

u

e e






    2

1

1u
 


 . 

Δπνκέλσο,    

                                 

1

2
2

1

( ) 0

( )

                 ,   

   ,   

F t t

G t
F t t



 
 



 


    




 
 
 

 .                                        (2.2) 

Σπλεπώο, ε ζπλάξηεζε ππθλόηεηαο ( )g t  δίλεηαη από ηε ζρέζε : 

                              

1

1
1

2 1

2
2

 

     

1
( ) 0

( )

1
( )  

           ,   

     ,   

t

t

g t t

g t

g t t

e

e



 
 










 

  



  










   .                                 (2.3) 

Βάζεη ησλ παξαπάλσ ζπλαξηήζεσλ δηαθξίλνπκε όηη ν ξπζκόο απνηπρίαο παξακέλεη 

ζηαζεξόο ζε θαζέλα από ηα δηαζηήκαηα (0, )  θαη [ , )   θαη ζπγθεθξηκέλα είλαη ίζνο κε 
1

1



θαη 
2

1


 αληίζηνηρα. Δπνκέλσο, ην   δελ απνηειεί κόλν ην ρξόλν θαηά ηνλ νπνίν αιιάδεη ην 

επίπεδν πίεζεο αιιά θαη ην ρξνληθό ζεκείν ζην νπνίν κεηαβάιιεηαη ν ξπζκόο απνηπρίαο. 

 

2.3   Εθηηκεηέο Μέγηζηεο Πηζαλνθάλεηαο 

Σηε βηβιηνγξαθία ππάξρνπλ δηαθνξεηηθέο πξνζεγγίζεηο πνπ κπνξνύλ λα ρξεζηκνπνηεζνύλ 

ζην γεληθό πιαίζην ησλ κνληέισλ βεκαηηθήο πίεζεο γηα ηελ εθηίκεζε ησλ παξακέηξσλ πνπ 

καο ελδηαθέξνπλ, όπσο ε πξνζέγγηζε βάζεη ειαρίζησλ ηεηξαγώλσλ (βι. Teng and Yeo 

(2002)) ή ε Μπεπδηαλή πξνζέγγηζε (βι. DeGroot and Goel (1979)). Ζ πην ζπρλά 

ρξεζηκνπνηνύκελε όκσο κέζνδνο είλαη απηή ηεο κέγηζηεο πηζαλνθάλεηαο, ε νπνία πξνηηκάηαη 

ζπλήζσο ιόγσ ησλ βέιηηζησλ ηδηνηήησλ πνπ εμαζθαιίδεη θαη παξά ηελ ππνινγηζηηθή ηεο 

πνιππινθόηεηα, θαζώο νη εθηηκεηέο δε δίλνληαη πάληα ζε θιεηζηή κνξθή θαη επνκέλσο 

απαηηνύληαη εθηελείο επαλαιεπηηθέο κέζνδνη γηα ηνλ πξνζδηνξηζκό ηνπο. 

Γηα ηνλ ππνινγηζκό ηεο ζπλάξηεζεο πηζαλνθάλεηαο θαη θαη’ επέθηαζε ησλ ε.κ.π. ησλ 

παξακέηξσλ 
1  θαη 

2  ζα πξέπεη αξρηθά λα πξνζδηνξίζνπκε ηελ από θνηλνύ ζπλάξηεζε 

ππθλόηεηαο ησλ δηαηεηαγκέλσλ ρξόλσλ δσήο  
1:nT , 

2:nT , … ,
:r nT .  
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Σύκθσλα, κε ηε ζρέζε (1.1), ζην κνληέιν πνπ κειεηάκε ε από θνηλνύ ζπλάξηεζε θαηαλνκήο 

γηα ηνπο r-πξώηνπο δηαηεηαγκέλνπο ρξόλνπο δσήο είλαη ε  

 1: ::1: 2:
,, ,..., : :

1

)
!

..., 1 ( ) ( )
( )!

( n r nr nn n

r
n r

r n i n

i

T T T

n
t G t g t

n r
g t








  . 

Σπλεπώο, ε ζπλάξηεζε πηζαλνθάλεηαο δίλεηαη από ηε ζρέζε : 

1 2 1 2 1: : 1: ::1: 2:
, ,, ,...,| ( )( , ) ( , | ..., ) ...,n r n n r nr nn nT T TL L t t tt g    t . 

  Γηα 
1n r , δειαδή ζηελ πεξίπησζε πνπ όιεο νη απνηπρίεο παξαηεξεζνύλ ζην 1

ν
 επίπεδν 

πίεζεο, ε ζπλάξηεζε πηζαλνθάλεηαο, βάζεη ησλ ζρέζεσλ (2.1) - (2.3), ιακβάλεη ηελ 

αθόινπζε κνξθή :  

  1

::

11 2 1 1
1

: :

1 1

| 1
1

( , ) 1 ( ) ( ) 1

i nr n
n r

tr r
n r

r n i n

i i

t

eL F t g tc c e  






 

 
 

  
 

 
  

   
  

 t = 

: :
1 1

1

1
 exp ( )i n r n

i
r

r
t tn r

c

 

   
    

    

    , όπνπ 
!

( )!

n

n r
c


  ζηαζεξά. 

  Γηα 
1 0n  , δειαδή όηαλ όιεο νη απνηπρίεο πξαγκαηνπνηεζνύλ ζην 2

ν
 επίπεδν πίεζεο, ε 

ζπλάξηεζε πηζαλνθάλεηαο δίλεηαη από ηε ζρέζε : 

2
1 2 2 2

1

:

1

|
:

( , ) 1 ( )

n r
r

i n

i
r n

L F t g tc
 

  






  
  

   
  

t =     

 
2

: :

12 1

1
exp ( )( )

r

r

i n r n

i

n
n r t

c
t


 

  

       
  
  

  
   . 

  Γηα 
11 1rn   , δειαδή ζηελ πεξίπησζε πνπ παξαηεξνύληαη απώιεηεο θαη ζηα 2 

επίπεδα πίεζεο, ε ζπλάξηεζε πηζαλνθάλεηαο είλαη ε αθόινπζε : 

1

1

2
1 2 2 : 1 2

1

: :

1 1

|( , ) 1 ( ) ( )
r n

n r
r

i n i n

i i

n

n

L F t g t g tc
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  




  

  
  

   
  

 t  

 
1

: 1 : :
1 1 1 21 111 2

1 1
exp ( ) ( ) ( )i n i n r n

i i n

n r
t

n r n
t n n t n r

c
 

     

           
        

       . 
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Σπλεπώο, ε ζπλάξηεζε πηζαλνθάλεηαο δηακνξθώλεηαη σο εμήο :  

 

: : 1
1 1

1

1 2

2

: :

12 1

|

1
 ,

,

exp ( )

1
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  
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       

        
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











 

Βάζεη ηεο κνξθήο ηεο ζπλάξηεζεο πηζαλνθάλεηαο δηαθξίλνπκε όηη όηαλ 1 0n  ,  ν ε.κ.π. ηνπ 

1  δελ ππάξρεη, ελώ όηαλ 
1 n r  δελ ππάξρεη ν ε.κ.π. ηνπ 

2  . 

Οη ε.κ.π. ησλ 
1  θαη 

2  ππάξρνπλ κόλν ζηελ πεξίπησζε πνπ 
11 1  n r   . Γηα λα ηνπο 

ππνινγίζνπκε αξθεί λα κεγηζηνπνηήζνπκε ηε ζπλάξηεζε πηζαλνθάλεηαο, θαη ζπγθεθξηκέλα 

ην ινγάξηζκν απηήο. 

Δύθνια δηαπηζηώλνπκε όηη νη ε.κ.π. ησλ δεηνύκελσλ παξακέηξσλ είλαη νη  

1

1

: 1

1

1

( )

ˆ

n

i n

i

t n n

n



 

 




  θαη  

 
1 1

2

: :

 

1

( ) ( )

ˆ i n

r

i n r nt n r t

r n

 


 

   





  . 

Θα πξέπεη λα ζεκεηώζνπκε όηη νη εθηηκεηέο 1̂  θαη 2̂  αληηπξνζσπεύνπλ ηνπο ππό ζπλζήθε 

εθηηκεηέο κέγηζηεο πηζαλνθάλεηαο ησλ παξακέηξσλ 
1  θαη 

2 , δεδνκέλεο ηεο ζπλζήθεο 

11 1  n r    .  

Μηα δηαηζζεηηθή εξκελεία γηα ηνλ ε.κ.π. ηεο παξακέηξνπ 
1  είλαη ε αθόινπζε : 

Ζ πιεξνθνξία πνπ κπνξνύκε λα ιάβνπκε γηα ηελ παξάκεηξν 
1  πθίζηαηαη κέρξη ην ρξόλν η, 

όπνπ κέρξη εθείλν ην ρξνληθό ζεκείν πεξηιακβάλεη ηνπο ρξόλνπο απνηπρίαο ησλ 
1n  

πεηξακαηηθώλ κνλάδσλ θαζώο θαη ηνπο ππόινηπνπο 
1n n  ινγνθξηκέλνπο ρξόλνπο ίζνπο κε 

η. Δπνκέλσο, έλαο ινγηθόο εθηηκεηήο γηα ην 
1  είλαη ν νιηθόο ρξόλνο έθζεζεο ησλ κνλάδσλ 

θάησ από ην 1
ν
 επίπεδν πίεζεο δηαηξεκέλνο κε ην πιήζνο ησλ κνλάδσλ πνπ έρνπλ απνηύρεη 

ζην αληίζηνηρν επίπεδν.  

Αληίζηνηρα, κπνξνύκε λα αληηιεθζνύκε ηε ζρέζε γηα ηνλ ε.κ.π. ηνπ 
2 . 
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Δναλλακηική πποζέγγιζη για ηην εκηίμηζη ηων παπαμέηπων ηος μονηέλος    

Μία ελαιιαθηηθή πξνζέγγηζε γηα ηελ εθηίκεζε ησλ παξακέηξσλ ηνπ κνληέινπ απιήο 

βεκαηηθήο πίεζεο κε ινγνθξηζία ηύπνπ ΗΗ ζην δεύηεξν επίπεδν πίεζεο δόζεθε από ηνλ Xiong 

(1998). Ο Xiong ππνζέηεη όηη ν κέζνο ρξόλνο δσήο κηαο κνλάδαο θάησ από ζηαζεξό επίπεδν 

πίεζεο  ζπλδέεηαη κέζσ κηαο ινγαξηζκηθήο ζπλάξηεζεο κε ην επίπεδν πίεζεο. Ζ 

ινγαξηζκνγξακκηθή ζπλάξηεζε ζύλδεζεο ηνπ κέζνπ ρξόλνπ δσήο θαη ηνπ επηπέδνπ πίεζεο 

εκθαλίδεηαη αξθεηά ζπρλά ζηε βηβιηνγξαθία ησλ κνληέισλ βεκαηηθήο πίεζεο, όπσο γηα 

παξάδεηγκα ζηα άξζξα ησλ Miller and Nelson (1983) θαη Bai et al. (1989). 

Σπγθεθξηκέλα, ν Xiong (1998) ζεσξεί ηηο αθόινπζεο ππνζέζεηο : 

  Φξεζηκνπνηνύληαη 2 επίπεδα πίεζεο 
1x , 

2x  (κε 
1x <

2x )  

  Γηα θάζε επίπεδν πίεζεο, ε θαηαλνκή ηνπ ρξόλνπ δσήο ησλ πεηξακαηηθώλ    

     κνλάδσλ είλαη ε εθζεηηθή 

  Σην επίπεδν πίεζεο x , ν κέζνο ρξόλνο δσήο θάζε πεηξακαηηθήο κνλάδαο είλαη   

    κηα ινγαξηζκνγξακκηθή ζπλάξηεζε ηνπ επηπέδνπ πίεζεο, δειαδή ηζρύεη ε    

    ζρέζε log ( )x x    , όπνπ α, β άγλσζηεο παξάκεηξνη, νη νπνίεο  

    εμαξηώληαη από ηε θύζε ηνπ πξντόληνο θαη ηε κέζνδν ηνπ πεηξάκαηνο 

  Δθαξκόδεηαη ην κνληέιν αζξνηζηηθήο έθζεζεο 

 

Όπσο αλαθέξζεθε θαη πξνεγνπκέλσο, γηα λα ππάξρνπλ νη ε.κ.π. ησλ α θαη β ζα πξέπεη 

11 1rn   . Γηα ηελ εύξεζε ησλ ε.κ.π. ησλ α, β αξθεί λα κεγηζηνπνηήζνπκε ηε ζπλάξηεζε 

πηζαλνθάλεηαο ( , )L   , ε νπνία ππνινγίδεηαη αλ αληηθαηαζηήζνπκε ζηελ 
1 2( , )L  

 
ηα 

1  θαη 

2  ζύκθσλα κε ηηο ζρέζεηο 1 1log x     θαη 22log x    . 

Σπλεπώο, log ( , )L a    

 1
: :: 1

11 1
1 1 2 2

1 2 )exp( ) exp(

( ) ( )( )

( , ) ( ) ( )

r

i n r ni n
i ni

n

x x

t n r tt n n

LL a n x n x
   

 

    
 

  
  
  

      
     

    

     
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Λύλνληαο επνκέλσο ηηο εμηζώζεηο 
( , ) ( , )

0
LL a LL a

a

 



 
 

 
 ππνινγίδνπκε ηνπο ε.κ.π. ησλ α 

θαη β, πνπ δίλνληαη από ηηο ζρέζεηο : 

2 1
1 2

2 1 2 1

1
ˆ log log

n n
x x

x x U U
  



    
    

    
   θαη  1 2

2 1 2 1

1ˆ log
n U

x x n U









 
 
 

  , 

όπνπ 
1

1 : 1

1

( )i n

n

i

U t n n 


     θαη  : :2
11

( ) ( )
r

i n r n

i n

U t n r t 
 

     , ν νπνίνο απνηειεί θαη 

ην ζπλνιηθό ρξόλν ειέγρνπ (total time on test) ζην επίπεδν πίεζεο 2x  . 

Γηα ηελ ύπαξμε ησλ παξαπάλσ εθηηκεηώλ αζθαιώο ζα πξέπεη λα ηζρύεη 
11 1rn    θαη 

1 2 2 1n U n U .  

Σηεξηδόκελνη ζηε ζρέζε log ( )x x    , έλαο ελδηαθέξσλ θαη ρξήζηκνο έιεγρνο πνπ 

κπνξνύκε λα πξαγκαηνπνηήζνπκε είλαη απηόο κε κεδεληθή ππόζεζε 
0 : 0H   (θαη 

ελαιιαθηηθή ηελ 
1 : 0H   ), θαζώο ε παξάκεηξνο β πεξηγξάθεη ηε ζρέζε πνπ ζπλδέεη ην 

κέζν ρξόλν δσήο ηεο πεηξακαηηθήο κνλάδαο κε ην επίπεδν πίεζεο.  

Κάησ από ηε κεδεληθή ππόζεζε, ν ε.κ.π. ηνπ α είλαη ν 1 2log
U U

r





 
 
 

  ελώ γηα ηελ 

πξαγκαηνπνίεζε ηνπ παξαπάλσ ειέγρνπ ζα ζηεξηρζνύκε ζην ιόγν πηζαλνθάλεηαο  

 

 

1 2
1 2

1 2 1 2

,0

ˆˆ ,

r n n
L U Ur

U U n nL



 

     
          
     

  


. 

Βέβαηα, επεηδή ε θαηαλνκή ηεο πνζόηεηαο Λ είλαη δύζθνιν λα πξνζδηνξηζζεί, κπνξνύκε λα 

ιάβνπκε κία πξνζέγγηζε απηήο θάησ από ηε κεδεληθή ππόζεζε κέζσ πξνζνκνίσζεο,  έηζη 

ώζηε λα πξαγκαηνπνηήζνπκε ηνλ έιεγρν πνπ καο ελδηαθέξεη. 

Δπίζεο, ηδηαίηεξν ελδηαθέξνλ παξνπζηάδεη ε θαηαζθεπή δηαζηεκάησλ εκπηζηνζύλεο γηα 

ηηο παξακέηξνπο α θαη β ηνπ κνληέινπ. Λόγσ ηεο ζύλζεηεο κνξθήο ησλ δηαζηεκάησλ απηώλ, 

γηα ηελ αθξηβή ηνπο έθθξαζε θάπνηνο κπνξεί λα αλαηξέμεη ζην άξζξν ηνπ Xiong (1998), ζην 

νπνίν ππνινγίδεηαη ην αθξηβέο (1 )%  δηάζηεκα εκπηζηνζύλεο γηα ηελ παξάκεηξν β θαη έλα 

ηνπιάρηζηνλ (1 )%  δηάζηεκα εκπηζηνζύλεο γηα ηελ παξάκεηξν α. 
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Βάζεη ησλ όζσλ αλαθέξακε, έλα εύινγν εξώηεκα πνπ αλαθύπηεη είλαη πνηνο από ηνπο 

παξαπάλσ ηξόπνπο πξνζέγγηζεο είλαη πην ηθαλνπνηεηηθόο.  

Ο Watkins (2001) ππνζηήξημε όηη είλαη πξνηηκόηεξν λα εξγαδόκαζηε κε ηηο αξρηθέο 

παξακέηξνπο ηεο εθζεηηθήο θαηαλνκήο 
1  θαη 

2 . Σπγθεθξηκέλα, ηζρπξίζηεθε όηη 

ρξεζηκνπνηώληαο ηε ινγαξηζκνγξακκηθή ζπλάξηεζε ζύλδεζεο ιακβάλνπκε κία  απιή 

παξακεηξνπνίεζε ησλ 
1  θαη 

2  ζε α θαη β αληίζηνηρα, ρσξίο απηή λα ζπκβάιιεη νπζηαζηηθά 

ζηελ αλάιπζε ησλ δεδνκέλσλ (όπσο  γηα παξάδεηγκα, δελ νδεγεί ζε κείσζε ησλ παξακέηξσλ 

πνπ είλαη πξνο εθηίκεζε, θιπ). Δπηπιένλ, ζεσξεί όηη είλαη επθνιόηεξν λα εξγαδόκαζηε κε ηα 

i  ιόγσ  ηεο ακλήκνλνο ηδηόηεηαο ηεο εθζεηηθήο. Δπίζεο, παξόιν πνπ γλσξίδνληαο ηνπο 

ε.κ.π. ησλ α θαη β κπνξνύκε λα ππνινγίζνπκε ηνπο ε.κ.π. ησλ 
1  θαη 

2  (βάζεη ηεο ζρέζεο  

log ( )x x     πνπ ηνπο ζπλδέεη) , ηα δ.ε. ησλ α θαη β πνπ ππνιόγηζε ν Xiong (1998) δε 

κπνξνύλ λα κεηαζρεκαηηζηνύλ έηζη ώζηε λα εμάγνπκε δ.ε. γηα ηηο παξακέηξνπο πνπ 

δειώλνπλ ηνπο κέζνπο ρξόλνπο δσήο 
i  θαη πνπ ζπλδένληαη κε ηηο ζρέζεηο : 

 

2 11 2

1 2

log logx x
a

x x

 






   

  θαη    2 1

2 1

log log

x x

 





 . 

Έρνληαο πξνζδηνξίζεη ηνπο ε.κ.π. 1̂  θαη 2̂ , ζηε ζπλέρεηα ζα θαηαζθεπάζνπκε ηα 

αληίζηνηρα δηαζηήκαηα εκπηζηνζύλεο γηα ηηο παξακέηξνπο 
1  θαη 

2 . Γηα λα κπνξέζνπκε 

όκσο λα εμάγνπκε ηα δ.ε. ζα πξέπεη αξρηθά λα πξνζδηνξίζνπκε ηηο πεξηζώξηεο θαηαλνκέο ησλ 

ε.κ.π. 1̂  θαη
 2̂ .  

Σηελ επόκελε ελόηεηα πεξηγξάθεηαη αλαιπηηθά ε δηαδηθαζία εύξεζεο ησλ θαηαλνκώλ 

απηώλ. 

 

2.4  Οη ππό ζπλζήθε θαηαλνκέο ηωλ ε.κ.π. 

Ο πξνζδηνξηζκόο ησλ ππό ζπλζήθε πεξηζώξησλ θαηαλνκώλ ησλ ε.κ.π. 1̂  θαη 2̂  ησλ 

παξακέηξσλ 
1  θαη 

2  πεξηγξάθεηαη ζην άξζξν ησλ Balakrishnan et al. (2007). 

Αξρηθά, ζα ππνινγίζνπκε ηηο ξνπνγελλήηξηεο ησλ 1̂  θαη 2̂ ,  ηηο νπνίεο ζπκβνιίδνπκε κε 

1
11

ˆ
           ( ) 1 1|tM t E e n r 

 
 

     θαη  2
12

ˆ
         ( ) 1 1|tM t E e n r 

 
 

    , αληίζηνηρα. 
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Η ςπό ζςνθήκη καηανομή ηος ε.μ.π. ˆ
1θ   

Ζ ξνπνγελλήηξηα ηνπ 1̂  κπνξεί λα γξαθεί σο αθνινύζσο : 

      

 
1

1 1
1 11 1

1

1

ˆ ˆ
               | ( ) 1 1 |1        1 |

r

j

t tE n jM t E e n r e P n j n r 




   
   

   
                            (2.4) 

Θα πξέπεη λα παξαηεξήζνπκε όηη ην πιήζνο ησλ απνηπρηώλ πνπ ζπκβαίλνπλ πξηλ από ην 

ρξόλν η  είλαη κία κε αξλεηηθή ηπραία κεηαβιεηή, ε νπνία αθνινπζεί ηε δησλπκηθή θαηαλνκή 

κε n  πιήζνο δνθηκώλ θαη πηζαλόηεηα επηηπρίαο  1
1( ) 1F e







  , δειαδή  1 1( , ( ))n B n F  . 

Δπνκέλσο, ζύκθσλα κε ηε ζπλάξηεζε πηζαλόηεηαο ηεο δησλπκηθήο θαηαλνκήο ζα ηζρύεη:  

              

  1
11 11

( )

( ) 1 ( ) 1 : j

n j
n j

j

n nj
F F e

j j
P n j e p






 

 
 

     
              

     
 

                   (2.5) 

γηα 0,1,...,j n  .  

Σπλεπώο,                                     1 1

1

1 |1        1 
j

r

i

p

pi

P n j n r




   



                                          (2.6) 

Γηα ηνλ ππνινγηζκό ηεο πνζόηεηαο  1
1

ˆ
| tE n je 

 
 

 
 ζα πξέπεη αξρηθά λα αλαθέξνπκε ηηο 

αθόινπζεο παξαηεξήζεηο. 

 

Σύκθσλα κε ηελ πξόηαζε 1 ηεο παξαγξάθνπ 1.2, κπνξνύκε λα ηζρπξηζηνύκε όηη νη ρξόλνη 

πνπ ιακβάλνπκε ζην 1
ν
 επίπεδν πίεζεο απνηεινύλ έλα ηπραίν δείγκα κεγέζνπο 1n j  κε 

ζ.π.π. ηελ πεξηθνκκέλε ζηα δεμηά ζ.π.π. 

   

 

 

 

Έρνληαο ππνζέζεη όηη ζην 1
ν
 επίπεδν πίεζεο ε θαηαλνκή ηνπ ρξόλνπ δσήο είλαη ε εθζεηηθή κε 

παξάκεηξν 
1  , ε παξαπάλσ ζρέζε ζα δηακνξθσζεί σο εμήο : 

( )
 ,    0

( ) ( )

   0     ,   

f t
t

f t F

ύ








 






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1

1

1

1

,     0
( )

1

0          ,      

Z

t

e

t
f t

e

ύ














 













 

Ζ ξνπνγελλήηξηα ηνπ Ε είλαη  

                    

1
1

11

0
1

1 1

(1

(1

 

 

1
)

1
( ) ( )

1 1 )

Z

z

tz tz

e t
e

M t E e e dz

e e t



 




 


 





 

 


 
 
 
 
 


  

 

    .                         (2.7) 

Δπνκέλσο,  

1

: 1
1: :1 :

1 11 1

...

ˆ

( )
( )             

|       |

i n
n j ni i n

t

n
t n n

t t tn j tt tjn jE n j E n j Ee e e e







 

 
  

   
   

          
  

 
 

   

 

 

1

1 

1
:1: :

1

  1( )

( )

1

( )  (2.7)      
  ...     (2.8)

1

1

j

j nn i n

Z

j

t

t

t
n j

j
t

n j
j

j
j

j

t tt jn j t
ttj tjE E

j
j

e

M

e

e

e e e e



















 






 
 
            

        
       

     
 
 
 







Σπλεπώο, αληηθαζηζηώληαο ζηε ζρέζε (2.4) ηηο ζρέζεηο (2.5), (2.6), (2.8),  

 ε ξνπνγελλήηξηα ηνπ 1̂  δηακνξθώλεηαη σο αθνινύζσο : 

                 

1

11

1

1 1
1 1 

1

  1( ) ( )

1

1

1

( )
r

r
j

i

tt
n j n j

jj

j

n

jj tpi
j

e

M t

e e















  
  

   
  

     
 
   

 
 







        .                   (2.9) 

Όκσο βάζεη ηνπ δησλπκηθνύ αλαπηύγκαηνο ηζρύεη ε ζρέζε : 

1

1

1

1

0

  1  1
1  ( 1)

j

k

k t

j

j
t

j
jk

k
e e

 









 
  

 

  
     

      
   
 

  
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Αληηθαζηζηώληαο ζηελ ζρέζε (2.9) παίξλνπκε : 

1
1

1 1
1 0 1 

1

( ) ( )
1

1

( ) ( 1) 
r j

r
j k

i

t
n j k n j k

j

j
tpi

j

n jkM t
j k

e e

 








 



    
  
    

    
 

 

 



  . 

Θέηνληαο  1

, 1

1

( )( 1)
j k r

i

n j kk

pi

n j
c

j k
e









     
   

  
  



 θαη , ( )j k n j k
j


     ε παξαπάλσ ζρέζε 

ιακβάλεη ηελ αθόινπζε κνξθή   
1

1 ,
1

1 0

,
  1( )  

r j

j k

j k

j k
t

j
t

j
M t e c 



 


 
 

 
     .                           (2.10)  

 

Γεληθά, από ηε ζεσξία πηζαλνηήησλ γλσξίδνπκε όηη αλ Υ κία ηπραία κεηαβιεηή από ηελ 

θαηαλνκή ( , )Gamma a   κε ζ.π.π. 

1

 
, 0

( ; , ) ( )

0 ,

     

                           
Y

y
y e y

f y a

ύ




 






 







                     (2.11) 

ηόηε ε ξνπνγελλήηξηα ηεο είλαη ε ζπλάξηεζε ( ) 1Y

t
M t







 
 
 
 

, t   .  

Δπνκέλσο, αλ ζεσξήζνπκε κία ηπραία κεηαβιεηή ,j kW Y    ηόηε ε ξνπνγελλήηξηα απηήο 

ζα είλαη ε ζπλάξηεζε 
, ,

( ) ( ) 1
j k j k

W Y

t t t
M t e M t e


 





  
 
 
 

 .                

Σπλεπώο, παξαηεξνύκε όηη ε πνζόηεηα 
, 1 

 
1

j kt
j

t

j
e
 


 
  
 
  πνπ εκθαλίδεηαη ζηε ζρέζε (2.10) 

αληηζηνηρεί ζηε ξνπνγελλήηξηα ηεο κεηαβιεηήο ,j kW Y    , όπνπ ε ηπραία κεηαβιεηή  

1

,
j

Y Gamma j


 
  
 

.  

Σπλεπώο, ε ζρέζε (2.10) κπνξεί λα γξαθεί 
1

1

1 0

,( ) ( ) 
r j

j k

j k WM t M tc


 

    .                           (2.12) 

Από ην ζεώξεκα αληηζηξνθήο ηεο ξνπνγελλήηξηαο ζπλάξηεζεο θαη ζηεξηδόκελνη ζηε ζρέζε 

(2.12) κπνξνύκε λα εμάγνπκε ηε ζ.π.π. ηνπ ε.κ.π. 1̂ , πνπ δίλεηαη από ηε ζρέζε  

1

1
1 0

,ˆ ; ,,
1

( )  
r j

Y

j k

j k
j

t jj kf t fc







 

 
 

 
  
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(θαζώο , , ,( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )j k j k j kW Y W YF t P W t P Y t F t f t f t            ),  όπνπ 

( ; , )
Y
f y a   ε ζ.π.π. ηεο γάκκα θαηαλνκήο ηεο ζρέζεο (2.11). 

Η ςπό ζςνθήκη καηανομή ηος ε.μ.π. ˆ
2θ   

Γηα ηνλ ππνινγηζκό ηεο ζ.π.π. ηνπ ε.κ.π. 2̂  ζα αθνινπζήζνπκε αληίζηνηρε δηαδηθαζία κε 

παξαπάλσ.  

Ζ ξνπνγελλήηξηα ηνπ 2̂  κπνξεί λα γξαθεί σο αθνινύζσο : 

             

 
1

2 2
1 1 1

1

2 1

ˆ ˆ
               | ( ) 1 1 |1        1 |

r

j

t tE n jM t E e n r e P n j n r 




   
   

   
          .            (2.13) 

Γηα ηνλ ππνινγηζκό ηεο πνζόηεηαο  2
1

ˆ
 | tE n je 

 
 

 
 ζα πξέπεη λα ζηεξηρζνύκε ζηελ πξόηαζε 

2 ηεο παξαγξάθνπ 1.2 . 

Σύκθσλα κε ην κνληέιν πνπ πξνζαξκόδνπκε, κπνξνύκε λα ηζρπξηζηνύκε όηη νη ρξόλνη 

πνπ ιακβάλνπκε ζην 2
ν
 επίπεδν πίεζεο απνηεινύλ έλα ηπραίν δείγκα κεγέζνπο n j , 

δνζέληνο όηη 1n j  , κε ζ.π.π. ηελ πεξηθνκκέλε ζηα αξηζηεξά ζ.π.π. 

                                             

2

2

 1
,     

( )

       0       ,    

Z

t

e t

f t

ύ























                                            (2.14) 

Δπνκέλσο, ε ππό ζπλζήθε από θνηλνύ ζ.π.π. ησλ 
1 : : 1

,1 |...,n n r n nT T j   είλαη ε  

 

1 11

: :

  11
: ::1: 22

,..., | 1

( ) ( )

( ,..., ) exp  

r

i n r n

i n

r jn n r nr nn nT T n j

c

t n r t

t tf


 



 


  

   

 

 
  
 
 
  

, 

όπνπ c ζηαζεξά θαλνληθνπνίεζεο. 

 Δπίζεο, κπνξνύκε λα παξαηεξήζνπκε όηη ε η.κ. Y Z   , όπνπ Ε ε η.κ. κε ζ.π.π. απηή 

ηεο ζρέζεο (2.14), πξνέξρεηαη από ηελ εθζεηηθή θαηαλνκή κε κέζν 
2  θαζώο  

2

2

 1
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )Y

t

F t P Y t P Z t F t f t f t e


  


  



           .
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Γεληθά, γλσξίδνπκε όηη αλ kY , γηα 1,...,k n , αλεμάξηεηεο ηπραίεο κεηαβιεηέο πνπ 

αθνινπζνύλ ηελ εθζεηηθή θαηαλνκή κε παξάκεηξν 2  ( 2( )kY Exp  ) ηόηε νη ηπραίεο 

κεηαβιεηέο ( 1) kn k D   είλαη θαη απηέο αλεμάξηεηεο, όπνπ κε kD  ζπκβνιίδνπκε ηελ ηπραία 

κεηαβιεηή πνπ εθθξάδεη ην ρξόλν κεηαμύ ηεο 1k    θαη ηεο k  απνηπρίαο, ε νπνία θαιείηαη k

-νζηό spacing θαη δίλεηαη από ηε ζρέζε : ( 1):k k n k nD Y Y   .  

Δπηπιένλ, γλσξίδνπκε όηη ε ηπραία κεηαβιεηή kD  αθνινπζεί ηελ εθζεηηθή θαηαλνκή θαη 

ζπγθεθξηκέλα 2 2(( 1) ) ( 1) ( )k kD Exp n k n k D Exp      . 

Έρνληαο ζεσξήζεη όηη Y Z   , ε πνζόηεηα  : :

  1

( ) ( )
r

i n r n

i j

t n r t 
 

      

κπνξεί λα γξαθεί  : : :

  1   1   1

:( ) ( ) ( ) ( 1)
r r r

i n r n i n i

i j i j i j

r nt n r t Y n r Y n i D 
     

            , όπνπ : 0j nY  .  

Δθόζνλ ηζρύεη όηη 2( 1) ( )kn k D Exp   , ηόηε ε ηπραία κεηαβιεηή 
  1

( 1)
r

i

i j

n i D
 

   

αθνινπζεί ηελ θαηαλνκή Erlang κε παξακέηξνπο 
2  θαη r j . 

Δπνκέλσο, ε ξνπνγελλήηξηα ηεο η.κ. 
  1

( 1)
r

i

i j

W n i D
 

    ζα είλαη ε ζπλάξηεζε  

 2

( )
( ) 1

W

r j
M t t

 
  . 

Σπλεπώο,  2
1 : :

  1

ˆ
  |   exp  ( ) ( )

r

i n r n W
i j

tE n j E
t te t n r t M

r jr j
  

 

 
 
 
 

   
                   

   




 

2

( )

1  

r j
t

r j


 

 
  
 

 


 Βάζεη ηεο παξαπάλσ ηζόηεηαο θαη ησλ ζρέζεσλ (2.5) θαη (2.6), ε ζρέζε (2.13) ιακβάλεη ηελ 

εμήο κνξθή :  
( )1 1

22
1 1 1

1 1

1

2 1

ˆ
   |  1  ( ) |1        1 

r jr r
j

r
j j

i

i

t t
E n j

r j

p
M t e P n j n r

p

 
  


 



  
    

   
     



   

                                                 
1

2

1
1

1

2 1  ( )
jr

r j

r
j

i

i

t

j

p
M t

p











 
 

 




                                           (2.15)
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Από ην ζεώξεκα αληηζηξνθήο ηεο ξνπνγελλήηξηαο ζπλάξηεζεο θαη ζηεξηδόκελνη ζηε ζρέζε 

(2.15) κπνξνύκε λα εμάγνπκε ηε ζ.π.π. ηνπ ε.κ.π. 2̂ , ε νπνία δίλεηαη από ηε ζρέζε   

1

ˆ
2 1 2

1

1

; ,( )
r

r j

r
j

i

i

j
t j

p
f t f

p

 









 
 
 





  , όπνπ ( ; , )f y a   ε ζπλάξηεζε ηεο ζρέζεο (2.11). 

Γηαθξίλνπκε όηη ε ππό ζπλζήθε ζ.π.π. ηνπ ε.κ.π.
 2̂  απνηειεί κίμε γάκκα θαηαλνκώλ.   

 

2.5  Ρνπέο θαη Πηζαλόηεηεο Οπξάο 

 

Ροπέρ 1
ηρ

 και 2
ηρ

 ηάξεωρ  

Δίλαη γλσζηό όηη ε ξνπνγελλήηξηα κίαο ηπραίαο κεηαβιεηήο απνηειεί κία ζπλάξηεζε βάζεη 

ηεο νπνίαο κπνξνύκε λα ππνινγίζνπκε όιεο ηηο ξνπέο θ-ηάμεσο ηεο κεηαβιεηήο. 

Σπγθεθξηκέλα, ε ξνπή θ-ηάμεσο ηεο η.κ. είλαη ίζε κε ηελ ηηκή ηεο θ-νζηήο παξαγώγνπ ηεο 

ξνπνγελλήηξηαο ζπλάξηεζεο ζην ζεκείν 0t  .  

Σηε ζπλέρεηα, δίλνληαη νη ξνπέο 1
εο

 θαη 2
εο

 ηάμεσο γηα ηνπο ε.κ.π. 1̂  θαη 2̂ : 

 
1

1
1 , , 1

1 0  0

)
( )ˆ   (

r j

j k j k

j kt

dM t

dt
E c  



 

         θαη  

   
2 1 212 2 1

, ,1 , 12
1 0

  0

2
( ) ( 1)ˆ  

r j

j k j kj k

j kt

d M t j
j

dt
E c 


  



 








     

 2
2

2

  0

( )ˆ

t

dM t

dt
E  



       θαη  

 
2 1

2

2 2 1
1

1

22
2

  0

( 1)( )ˆ
r

r j

r
j

i

t

p j

j
pi

d M t

dt
E  















    

Βάζεη ησλ παξαπάλσ απνηειεζκάησλ δηαθξίλνπκε όηη ν ε.κ.π. 2̂  είλαη ακεξόιεπηνο 

εθηηκεηήο ηνπ 
2  , ηδηόηεηα πνπ δελ ηζρύεη γηα ηνλ ε.κ.π.  1̂ . 

Οη εθθξάζεηο ησλ δεύηεξσλ ξνπώλ δίλνληαη θαζώο είλαη απαξαίηεηεο γηα ηελ εύξεζε ησλ 

ηππηθώλ ζθαικάησλ ησλ ε.κ.π. . 
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Πιθανόηηηερ Οςπάρ  

Απαξαίηεηε γηα ηελ θαηαζθεπή δ.ε. είλαη ε γλώζε ησλ πηζαλνηήησλ νπξάο ησλ ε.κ.π. 1̂  θαη 

2̂ . Γηα ηελ εύξεζε ηνπο αξθεί λα νινθιεξώζνπκε ηηο ζ.π.π. ησλ εθηηκεηώλ. 

Σπγθεθξηκέλα, 
1 1

1

1
11 0

ˆ , ; ,,
ˆ ( )( )  

r j

Y
j k

j k

b b

j
t jj kf t dt f dtP b c 







 

 
 
  

 
       

1 ,
1

,

1 0

,

( )
1

1

1
( )

( )
 

r j j k

j k

j k

j k

b

jj t
jj

t e dt
j

c









 

  
 

  
 

 


  

1 1

,

1 10 0 1
,

1

, ,

1

( )

1
,

( )
   

r rj j

j k

j jk k
j k

j k j k

j t

j
b

j
t e dt j b

j
c c







 

  



 



    


 
    

 
 , 

όπνπ  max ,0x x   θαη κε 11
( , )

( )

a tt e dt

z

a z
a

 


 


   ζπκβνιίδνπκε ηε κε πιήξε 

ζπλάξηεζε Γάκκα. 

Παξαηεξνύκε όηη ε παξαπάλσ πηζαλόηεηα νπξάο, ε νπνία απνηειεί θαη ηε ζπλάξηεζε 

επηβίσζεο ηνπ 1̂  , κπνξεί λα γξαθεί ζηελ αθόινπζε κνξθή : 

1 1 1

1
1 1 1 1 1

1

1

1

(   )ˆ ˆ ˆ1        1  
(1        1)

( ) ( | ) ( | )
r

j

P n j
n r n j

P n r
P b P b P b    






   

  
     . 

Οη Balakrishnan and Iliopoulos (2010), ζηεξηδόκελνη ζην Three Monotonicities Lemma, 

απέδεημαλ όηη ε 
1 1

ˆ( )P b    απνηειεί αύμνπζα ζπλάξηεζε ηνπ 
1 , ζπκπέξαζκα βάζεη ηνπ 

νπνίνπ δηαηζζεηηθά κπνξνύκε λα ηζρπξηζηνύκε όηη γηα κεγαιύηεξεο ηηκέο ηνπ 
1  αλακέλνπκε 

λα παξαηεξήζνπκε κεγαιύηεξεο ηηκέο θαη γηα ην 1̂ . Ζ γλώζε όηη ε 
1 1

ˆ( )P b    απνηειεί 

αύμνπζα ζπλάξηεζε ηνπ 
1  είλαη απαξαίηεηε ζηε ζπλέρεηα γηα ηελ θαηαζθεπή δηαζηεκάησλ 

εκπηζηνζύλεο γηα ην 
1 . 

Αληίζηνηρε κεζνδνινγία ζα εθαξκόζνπκε θαη γηα ηνλ πξνζδηνξηζκό ηεο πηζαλόηεηαο 

νπξάο ηνπ ε.κ.π. 2̂ . Σπγθεθξηκέλα, ηζρύεη όηη : 

22

1 1

2 1 1
2 21 1

1 1

ˆ ; , ,ˆ ( )( )
r r

r j r j

r r
j j

i i

b b

p pj bj
f t j j

p pi i

f t dt dtP b   


 
 

 
 

 

 
   

   
   

 

      .
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Ζ παξαπάλσ πηζαλόηεηα κπνξεί λα γξαθεί ηζνδύλακα ζηελ αθόινπζε κνξθή : 

2 2 2

1
2 2 1 2 1

1

1

1

(   )ˆ ˆ ˆ1        1  
(1        1)

( ) ( | ) ( | )
r

j

P n j
n r n j

P n r
P b P b P b    






   

  
     . 

Βάζεη ησλ ζρέζεσλ πνπ αλαθέξζεθαλ παξαπάλσ, κπνξνύκε λα δηαθξίλνπκε όηη ε ππό 

ζπλζήθε θαηαλνκή ηνπ 2̂ , δνζέληνο όηη 
1  n j , είλαη ε 

2

,
bj

j



 
 
 

, 

όπνπ 11
( , )

( )

a tt e dt

z

a z
a

 


 


 . 

Δπίζεο, δηαπηζηώλνπκε όηη γηα ζηαζεξό 
1 , ε πηζαλόηεηα 

2 2 1
ˆ  ( | )P b n j     είλαη αύμνπζα 

ζπλάξηεζε ηεο παξακέηξνπ 
2 , θαζώο ηζρύεη 

'

2 22 2

2 2 ' , ,
'

bj bj
j j

bj bj

 
  

  

  
        

  

2
2
'2 1 2 1

ˆ ˆ   ( | ) ( | )P b n j P b n j 
      . 

Δπηπιένλ, παξαηεξώληαο όηη πνζόηεηα 1

1

(   )

(1        1)

P n j

P n r



  
 είλαη αλεμάξηεηε ηνπ 

2 , 

θαηαιήγνπκε όηη θαη ε  
2 2

ˆ( )P b    είλαη αύμνπζα ζπλάξηεζε ηνπ 
2  γηα δεδνκέλα b  θαη 

1  
(θαζώο ην 

1  πεξηέρεηαη ζηελ πνζόηεηα 1

1

(   )

(1        1)

P n j

P n r



  
) . 

 

 

2.6   Δηαζηήκαηα Εκπηζηνζύλεο 

Γηα ηελ θαηαζθεπή δηαζηεκάησλ εκπηζηνζύλεο γηα ηηο άγλσζηεο παξακέηξνπο 
1  θαη 

2  

έρνπλ πξνηαζεί δηάθνξεο κέζνδνη. Ζ πξώηε κέζνδνο ζηεξίδεηαη ζηηο αθξηβείο ππό ζπλζήθε 

θαηαλνκέο ησλ ε.κ.π. πνπ έρνπκε εμάγεη ζηελ πξνεγνύκελε ελόηεηα. Με ηε δεύηεξε κέζνδν 

ιακβάλνπκε πξνζεγγηζηηθά δ.ε. γηα ηηο παξακέηξνπο 
1  θαη 

2   θαζώο γηα ηελ εμαγσγή ηνπο 

ρξεζηκνπνηείηαη ε αζπκπησηηθή θαηαλνκή ησλ εθηηκεηώλ. Τέινο, δ.ε. εμάγνληαη 

ζηεξηδόκελνη ζηελ κέζνδν Bootstrap. 
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2.6.1   Αθξηβή Δηαζηήκαηα Εκπηζηνζύλεο 

Έρνληαο εμαζθαιίζεη, από ηελ πξνεγνύκελε παξάγξαθν, όηη νη πηζαλόηεηεο 
1 1

ˆ( )P b    θαη 

2 2
ˆ( )P b    είλαη αύμνπζεο ζπλαξηήζεηο σο πξνο ηα 

1  θαη 
2  αληίζηνηρα, κπνξνύκε πιένλ 

λα θαηαζθεπάζνπκε  αθξηβή δ.ε. γηα ηα 
1  θαη 

2 . 

Αο ζεσξήζνπκε όηη ζέινπκε λα θαηαζθεπάζνπκε έλα 100(1 )%a  δ.ε. γηα ηελ  παξάκεηξν 

i  
θαη έζησ όηη κε 

iL
  θαη 

iU
  ζπκβνιίδνπκε ηα θάησ θαη άλσ όξηα ηνπ δ.ε. ηνπ 

i  

αληίζηνηρα, γηα 1,2i  . Τόηε, ιόγσ ηεο ππόζεζεο ηεο κνλνηνλίαο ησλ παξαπάλσ 

πηζαλνηήησλ, ηα 
iL

  θαη 
iU
  απνηεινύλ ηηο κνλαδηθέο ιύζεηο ησλ εμηζώζεσλ  

                       
 ˆ ˆ

2

obs

i iiL

a
P   

     
θαη     ˆ ˆ 1

2

obs

i iiU

a
P          αληίζηνηρα, 

όπνπ κε ˆobs

i
  ζπκβνιίδνπκε ηελ παξαηεξνύκελε ηηκή ηνπ ε.κ.π. ηνπ 

i . 

Δθόζνλ ηα 
iL

  θαη 
iU
  δε κπνξνύλ λα εθθξαζηνύλ ζε θιεηζηή κνξθή, γηα λα ιάβνπκε ηε 

ιύζε ησλ κε γξακκηθώλ εμηζώζεσλ πνπ πξνθύπηνπλ, ζα πξέπεη λα ρξεζηκνπνηεζνύλ 

επαλαιεπηηθέο κέζνδνη, όπσο γηα παξάδεηγκα ε κέζνδνο Newton-Raphson. 

Δπνκέλσο, ην  1 1,L U   απνηειεί ην 100(1 )%a  δ.ε. γηα ηελ παξάκεηξν 
1  θαη ηα άθξα ηνπ 

δ.ε. είλαη νη ιύζεηο ησλ αθόινπζσλ κε γξακκηθώλ εμηζώζεσλ : 

 

( )
1

,11
1

1

1

( 1)

( )

1

1 0

ˆ,
2

 
n j k

obsL
j kr

L
i L

i

kr j

j k

n ja j
e j

j kp







 


 





     
   
   



 

 
     

 

   

( )
1

,11
1

1

1

( 1)

( )

1

1 0

ˆ1 ,
2

 
n j k

obsU
j kr

U
i U

i

kr j

j k

n ja j
e j

j kp







 


  





     
   
   



 

 
      

 

  , 

 

όπνπ 11
( , )

( )

a tt e dt

z

a z
a

 


 


   θαη 1
11

( )

1( )j

n j
j

n
e

j
p e







 

 
   

   
   

 

 .
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Αληίζηνηρα, ην  2 2,L U   απνηειεί ην 100(1 )%a  δ.ε. γηα ηελ παξάκεηξν 
2  θαη ηα άθξα 

ηνπ δ.ε. είλαη νη ιύζεηο ησλ αθόινπζσλ κε γξακκηθώλ εμηζώζεσλ : 

              

1
2

1 2
1

1

ˆ
, 

2

r
r j

r L
j

i

obs

i

a jp
j

p












 
 
  
 

      θαη    
1

2
1 2

1

1

ˆ
1 , 

2

r
r j

r U
j

i

obs

i

a jp
j

p












 
 
  
 

    

 

Καζώο ην δ.ε. γηα ηελ παξάκεηξν 
2  εκπιέθεη ηελ άγλσζηε παξάκεηξν 

1 , κέζσ ησλ 

πηζαλνηήησλ jp , γηα ηελ επίιπζε ησλ παξαπάλσ κε γξακκηθώλ εμηζώζεσλ αξθεί λα 

αληηθαηαζηήζνπκε ηε 
1  κε ηνλ ε.κ.π. 1̂  ζηηο πηζαλόηεηεο jp  πνπ εκθαλίδεηαη. 

 

2.6.2  Πξνζεγγηζηηθά Δηαζηήκαηα Εκπηζηνζύλεο 

Γηαθξίλακε παξαπάλσ όηη ν ππνινγηζκόο ησλ αθξηβώλ δ.ε. γηα ηα 
1  θαη 

2  δελ είλαη 

ηδηαίηεξα εύθνινο από ππνινγηζηηθήο άπνςεο θαζώο ηα άλσ θαη θάησ όξηα ησλ δ.ε. δε 

δίλνληαη ζε θιεηζηνύο ηύπνπο, κε απνηέιεζκα λα είλαη απαξαίηεην λα θάλνπκε ρξήζε 

ππνινγηζηηθώλ ηερληθώλ. Γηα ην ιόγν απηό, απαξαίηεηνο είλαη θαη ν ππνινγηζκόο 

πξνζεγγηζηηθώλ δ.ε. γηα ηα 
1  θαη 

2 . 

Σηεξηδόκελνη ζηελ αζπκπησηηθή θαλνληθόηεηα ησλ ε.κ.π. αιιά θαη ζην πίλαθα 

πιεξνθνξίαο ηνπ Fisher γηα ηα 
1  θαη 

2 , ηα δ.ε θαηαζθεπάδνληαη σο αθνινύζσο: 

Έζησ όηη κε  ,1 2I    ζπκβνιίδνπκε ηνλ πίλαθα πιεξνθνξίαο ηνπ Fisher ησλ 
1  θαη 

2 . 

Ηζρύεη όηη, 

 

   

   

2 2
1 2 1 2 1 1

2 2 31 21 1 1

2 2
1 2 1 2 2 2

2 32
1 2 2 22

,1 2

, , 2
0

, , 2
0

ln ln

ln ln

n U
E E E

n U
EE E

L L

I
L L

   

   

   

   

 

        
           
                  
        
                           

 

 
 

όπνπ  
1

1 11 : 1

1

ˆ( )i n

n

i

U t n n n



      θαη      : : 1 22
11

ˆ( ) ( ) ( )
r

i n r n

i n

U t n r t r n  
 

      
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Γηα κεγάιεο ηηκέο ησλ 1n  θαη 2n , ν  ,1 2I    κπνξεί λα  εθηηκεζεί από ηνλ παξαηεξνύκελν 

πίλαθαο πιεξνθνξίαο, ν νπνίνο δηακνξθώλεηαη σο εμήο :       

 

1

2
111 12

21 22 2

2
2

,1 2

0
ˆ

0
ˆ

ˆ

n

O O

O O n
I





 

 
 

   
    
   

 
 

, 

θαζώο 
1

11 2 3 2

1 1 1

1 1 1
ˆ2

ˆ ˆ ˆ

n n n
O



  
    ,  

12 21 0O O   θαη 
2

22 2 3 2

2 2 2

2 2 2
ˆ2

ˆ ˆ ˆ

n n n
O



  
   

 

Σπλεπώο,      
2

1
11

1

ˆ
ˆV Var

n






   θαη   
2

2
22

2

ˆ
ˆV Var

n






 . 

 

Γλσξίδνπκε όηη αζπκπησηηθά νη ε.κ.π. αθνινπζνύλ ηελ θαλνληθή θαηαλνκή. Δπνκέλσο, ζα 

ηζρύνπλ νη ζρέζεηο :  

 
11

1 , ,1 , , 11
11 1 01 0

1 1 1

) ˆˆ
ˆ ˆ

(0,1)

   (
r jr j

j k j kj k j k
j kj k

E
N

V V V

cc     
 



  

  


 
    

     ,  

θαζώο  
1

,

1 0

1 
r j

j k

j k

c


 

  . 

 Σπλεπώο, έλα 100(1 )%a  πξνζεγγηζηηθό δ.ε. γηα ην 
1  είλαη ην αθόινπζν :  

1

1 , , 1
1 20

1

ˆ  
r j

j k j k a
j k

Z Vc 


 


 
 

  
 

. 

Οκνίσο, 
 2 2 2

2 2

2
ˆ ˆ ˆ

(0,1)
E

N
V V

    
  θαη επνκέλσο ην 100(1-α)% δ.ε. γηα ην

2  είλαη ην 

2 2
2

1

ˆ    
a

Z V



 
 
 

, 

 

όπνπ qZ  είλαη ην q άλσ πνζνζηηαίν ζεκείν ηεο ηππηθήο θαλνληθήο θαηαλνκήο.
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2.6.3  Bootstrap Δηαζηήκαηα Εκπηζηνζύλεο 

Σπλήζσο, καο ελδηαθέξεη λα ππνινγίζνπκε κηα εθηηκήηξηα καδί κε ην ηππηθό ηεο ζθάικα, κε 

ζθνπό λα θαηαζθεπάζνπκε έλα δ.ε. γηα ηελ πξαγκαηηθή ηηκή ηεο παξακέηξνπ. Ωζηόζν, ηηο 

πεξηζζόηεξεο θνξέο είλαη αξθεηά δύζθνιν λα βξεζεί αθξηβήο έθθξαζε γηα ηε δηαθύκαλζε 

δηαθόξσλ εθηηκεηξηώλ. Οη ζηαηηζηηθνί, γηα ηελ αληηκεηώπηζε ηνπ πξνβιήκαηνο απηνύ θαη 

εθκεηαιιεπόκελνη ηελ ππνινγηζηηθή δύλακε πνπ δηαζέηνπλ, ρξεζηκνπνηνύλ ηερληθέο 

επαλαδεηγκαηνιεςίαο, όπσο γηα παξάδεηγκα νη κέζνδνη jackknife θαη bootstrap.  

Ζ κέζνδνο bootstrap, ε νπνία παξνπζηάζηεθε από ηνλ Efron (1979), βαζίδεηαη ζηε 

δεκηνπξγία Β λέσλ δεηγκάησλ ίδηνπ κεγέζνπο κε ην αξρηθό, όπνπ ηα δείγκαηα απηά 

δεκηνπξγνύληαη κε επαλάζεζε από ην αξρηθό καο δείγκα.  Ζ εθηηκήηξηα ηεο παξακέηξνπ πνπ 

καο ελδηαθέξεη ππνινγίδεηαη γηα θαζέλα από ηα Β δείγκαηα bootstrap θαη παξάγεη ηελ 

θαηαλνκή bootstrap ηεο εθηηκήηξηαο. 

Σηε βηβιηνγξαθία ππάξρνπλ δηάθνξα είδε δ.ε. βαζηζκέλα ζηε κέζνδν bootstrap, όπσο γηα 

παξάδεηγκα ηα bootstrap-t θαη bootstrap percentile δ.ε. (ηα νπνία κειεηώληαη ζε επόκελν 

θεθάιαην).  

Σηε ζπλέρεηα, πεξηγξάθνπκε ηα BCa( bias-corrected accelerated) δ.ε. πνπ πξνηάζεθαλ από 

ηνλ Efron (1987) θαη ηα νπνία είλαη πην ζύλζεηα από ηα πξναλαθεξζέληα bootstrap δ.ε., αιιά 

πιενλεθηνύλ ησλ άιισλ θαζώο έρνπλ πξνζαξκνζηεί έηζη ώζηε λα δηνξζώλνπλ ηε κεξνιεςία 

θαη ηε ινμόηεηα ηεο θαηαλνκήο. 

Αθνινύζσο, δίλεηαη ν ηξόπνο θαηαζθεπήο ησλ BCa δ.ε.  

Αο ζεσξήζνπκε όηη κε 
*( )ˆ a

  ζπκβνιίδεηαη ην %  πνζνζηηαίν ζεκείν ησλ Β bootstrap 

επαλαιήςεηο 
* *

(1) ( )
ˆ ˆ,..., B  . Γηα ηνλ ππνινγηζκό ησλ BCa  δ.ε.  ζηεξηδόκαζηε ζηηο πνζόηεηεο 

̂  θαη 0ẑ , νη νπνίεο θαινύληαη  ζηαζεξά επηηάρπλζεο (acceleration constant)  θαη δηόξζσζε 

κεξνιεςίαο (bias-correction), αληίζηνηρα.  

Έλα δίπιεπξν 100(1 )%a  BCa δ.ε. γηα ηελ παξάκεηξν ζ είλαη ην αθόινπζν : 

*( ) *( )1 2ˆ ˆ ˆ ˆ, ,
a a

lo up
      
   

,
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όπνπ 

 
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 
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 
0

0

0

1
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2

1
2

ˆ

ˆ

ˆ ˆ1

z

z

z

a












 

 
 

  
 

 

, 

( )   ε αζξνηζηηθή ζπλάξηεζε ηεο ηππηθήο θαλνληθήο θαηαλνκήο θαη 
a  ην α  πνζνζηηαίν 

ζεκείν ηεο ηππηθήο θαλνληθήο. 

Ζ ηηκή ηεο δηόξζσζεο κεξνιεςίαο 0ẑ  ιακβάλεηαη από ην πνζνζηό ησλ bootstrap 

επαλαιήςεσλ πνπ ιακβάλνπλ ηηκή κηθξόηεξε από ηελ ηηκή ηεο εθηηκήηξηαο ̂  πνπ έρνπκε 

ππνινγίζεη από ην αξρηθό καο δείγκα. 

Σπγθεθξηκέλα, δίλεηαη από ηε ζρέζε 

*
1 ( )

0

#      ˆ ˆ   
ˆ

b
z

 


  
  

  
 
 
 


 


 ,  

όπνπ Β ην πιήζνο ησλ επαλαιήςεσλ θαη 
1

  ε αληίζηξνθε ηεο αζξνηζηηθήο ζπλάξηεζεο ηεο 

ηππηθήο θαλνληθήο θαηαλνκήο.  

Ζ ζηαζεξά επηηάρπλζεο α σζηόζν δελ είλαη εύθνιν λα πξνζδηνξηζηεί ή λα εθηηκεζεί. Οη 

Efron and Tibshirani (1993) πξόηεηλαλ λα δίλεηαη από ηε ζρέζε : 
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ˆ
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όπνπ 1
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n

i

i
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

  



 θαη ˆ( )i  είλαη ν ε.κ.π. ηνπ ζ αλ ζηεξηρζνύκε ζην αξρηθό δείγκα έρνληαο 

όκσο εμαηξέζεη ηελ i-νζηή παξαηήξεζε. 

Ζ πνζόηεηα ̂  θαιείηαη ζηαζεξά επηηάρπλζεο θαζώο αλαθέξεηαη ζην ξπζκό αιιαγήο ηνπ 

ηππηθνύ ζθάικαηνο ηνπ ̂  ζε ζρέζε κε ηελ πξαγκαηηθή ηηκή ηεο παξακέηξνπ ζ. 

 

 

Σηε ζπλέρεηα, πεξηγξάθνληαη ηα βήκαηα ηνπ αιγνξίζκνπ γηα ηελ παξαγσγή ελόο δείγκαηνο 

πνπ πξνέξρεηαη από έλα κνληέιν απιήο βεκαηηθήο πίεζεο κε εθζεηηθνύο ρξόλνπο δσήο θαη 

ινγνθξηζία ηύπνπ ΗΗ θαζώο θαη ηα βήκαηα γηα ηελ θαηαζθεπή ησλ BCa bootstrap δ.ε. γηα ηηο 

παξακέηξνπο ηνπ κνληέινπ. 
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Βήμα 1
ο
  

Από ηνπο ρξόλνπο δσήο πνπ ιακβάλνπκε από ην αξρηθό καο δείγκα, ππνινγίδνπκε ηνπο ε.κ.π. 

ησλ παξακέηξσλ 
1  θαη 

2  από ηνπο ηύπνπο : 

       

1

1

: 1

1

1

( )

ˆ

n

i n

i

t n n

n



 

 




   

  θαη    

 
1

2

: :

1

1

( ) ( )

ˆ

r

i n r n

i n

t n r t

r n

 


 

   





 

Βήμα 2
ο
  

Παξάγνπκε έλα δείγκα κεγέζνπο n  από ηελ (0,1)U  , από ην νπνίν ιακβάλνπκε ηηο πξώηεο r  

δηαηεηαγκέλεο παξαηεξήζεηο 
1: :,...,n r nU U  . 

Βήμα 3
ο
  

Γηα λα πξνζδηνξίζνπκε ην πιήζνο ησλ κνλάδσλ πνπ απνηπγράλνπλ ζην 1
ν
 επίπεδν πίεζεο, 

δειαδή ην 
1n , αξθεί λα βξνύκε εθείλν ην 

1n
 

γηα ην νπνίν ηθαλνπνηείηαη ε ζρέζε 

1 1

1
: :1

ˆ
1n n n nU Ue








   . 

Βήμα 4
ο
  

Γεληθά, γλσξίδνπκε όηη αλ 
1,..., nX X  έλα ηπραίν δείγκα αλεμάξηεησλ η.κ. από κία ζπλερή 

θαηαλνκή κε α.ζ.θ. F, ηόηε νη λέεο η.κ. 
1 1( ),..., ( )n nY F X Y F X 

 
είλαη θαη απηέο 

αλεμάξηεηεο θαη αθνινπζνύλ ηελ νκνηόκνξθε θαηαλνκή (0,1)U , θαζώο ηζρύεη  

     1 1( )( ) ( ) F xP F X x P X F x F x
      , όπνπ [0,1]x . 

Δπνκέλσο, βάζεη ηεο παξαπάλσ παξαηήξεζεο θαηαιήγνπκε ζηα αθόινπζα : 

Γηα 
1

j n  , κέζσ ηεο ζρέζεο 

:

1
:

ˆ
1

j n

j n

T

U e




   κπνξνύκε λα ππνινγίζνπκε ηα 
:j n

T  σο εμήο  

 1 ::
ˆ ln 1 j nj n

T U    . 

Γηα 
1

1n j r   , ηα :j nU
 
δίλνληαη από ηε ζρέζε 

:

2 1
:

ˆ ˆ
1

j n

j n

T

U e
 

 
 



  ,   

από όπνπ θαη ιακβάλνπκε   2
2 ::

1

ˆ
ˆ ln 1

ˆj nj n
T U


  


     .
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Βήμα 5
ο
  

Έρνληαο πιένλ ιάβεη ηα 
1: :

, ...,
n r n

T T  κπνξνύκε, ζηεξηδόκελνη ζην « λέν απηό δείγκα», λα 

ππνινγίζνπκε  εθ λένπ ε.κ.π. γηα ηηο παξακέηξνπο  
1  θαη 

2 , ηνπο νπνίνπο έζησ όηη 

ζπκβνιίδνπκε κε (1)
1̂  θαη (1)

2̂  αληίζηνηρα. 

Βήμα 6
ο
  

Δπαλαιακβάλνπκε ηα βήκαηα 2-5 Β θνξέο θαη ζην ηέινο ηεο δηαδηθαζίαο απηήο ζα έρνπκε 

ιάβεη ηηο αθόινπζεο πνζόηεηεο : (1)
1̂ , (1)

2̂ , (2)
1̂ , (2)

2̂ , … , ( )
1
ˆ B , ( )

2
ˆ B . 

Βήμα 7
ο
 

Σην βήκα απηό δηαηάζζνπκε ηηο ηηκέο 
(1) ( )

1 1
ˆ ˆ,..., B
  θαηά αύμνπζα ζεηξά θαη ιακβάλνπκε ηα 

[1] [ ]

1 1
ˆ ˆ,..., B
   .  

Οκνίσο, δηαηάζζνπκε ηα 
(1) ( )

2 2
ˆ ˆ,..., B
   θαη παίξλνπκε 

[1] [ ]

22
ˆ ˆ,..., B
  . 

Δπνκέλσο, έλα δίπιεπξν 100(1 )%a  BCa δ.ε. γηα ηελ παξάκεηξν 
i  είλαη ην  

([ ) ([ (1 )1 2* * ] )]
,ˆ ˆ, Ba B ai i

i iiL iU   
      

 ,

 

 

όπνπ 

 
0

0

0

2
1

2

ˆ
ˆ

ˆ ˆ1

i

i

ii

i

z
z

z

a







 

 
  
  
 

 θαη 

 
0

0

0

1
2

2

1
2

ˆ
ˆ

ˆ ˆ1

i

i

ii

i

z
z

z

a











 

 
  
  
 

 , γηα 1,2i   

Ζ δηόξζσζε κεξνιεςίαο (bias correction) 
0

ˆ
iz  θαη ε ζηαζεξά επηηάρπλζεο ˆ

i  
δίλνληαη από ηηο 

ζρέζεηο 

[ ]
1

0

#    ˆ ˆ  
ˆ

m
i i

iz
 



  
  

  
 
 
 


 


  θαη  

 

 

1

3
2

2

1

3
ˆ ˆ( ) ( )

ˆ

ˆ ˆ6 ( ) ( )

i i
j

i

i i

j

r

r

j

j

 



 







 
 
 
 



 



  ,     

όπνπ 
1

ˆ ( )

ˆ ( )

i

j

i

r
j

r






 



 , γηα 1,2i  ,  1,...,m B . Με ˆ ( )
i

j  ζπκβνιίδνπκε ηνλ ε.κ.π. ηνπ i  , 

ηνλ νπνίν κπνξνύκε λα ππνινγίζνπκε από ηηο εμηζώζεηο ησλ 1̂  θαη 2̂ , αλ ζηεξηρζνύκε ζην 

αξρηθό καο δείγκα έρνληαο όκσο εμαηξέζεη ηελ j-νζηή παξαηήξεζε (ε νπνία αληηζηνηρεί ζην 

ρξόλν :j nt ) . 
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Γηα ηελ αμηνιόγεζε ησλ 3 δηαθνξεηηθώλ δ.ε. πνπ πξναλαθέξακε, νη Balakrishnan et al. 

(2007) δηεμήγαγαλ κειέηε πξνζνκνίσζεο. Βάζεη ηεο κειέηεο απηήο, δηαπίζησζαλ όηη ηα 

αθξηβή δ.ε., όπσο ήηαλ αλακελόκελν, είλαη ηα πην αμηόπηζηα δηαζηήκαηα θαη πξνηείλνληαη γηα 

νπνηνδήπνηε κέγεζνο δείγκαηνο. Τα bootstrap BCa δ.ε. γηα ηελ παξάκεηξν 2  είλαη 

ηθαλνπνηεηηθά γηα όια ηα κεγέζε δείγκαηνο, ελ αληηζέζεη κε ηελ παξάκεηξν 1  , όπνπ ηα BCa 

δ.ε. ζπλίζηαληαη θπξίσο γηα κεγάια κεγέζε δείγκαηνο. Τέινο, ηα δ.ε. πνπ βαζίδνληαη ζηελ 

πξνζεγγηζηηθή κέζνδν ζα πξέπεη λα ρξεζηκνπνηνύληαη κόλν όηαλ ηα r  θαη n  είλαη αξθεηά 

κεγάια.  
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2.7  Κξηηήξηα επηινγήο ηνπ βέιηηζηνπ ρξόλνπ η 

 

Κξηηήξην βειηηζηνπνίεζεο ε πηζαλόηεηα κε ύπαξμεο ηωλ ε.κ.π.   

Σύκθσλα κε όζα αλαθέξακε παξαπάλσ, ζε έλα κνληέιν απιήο βεκαηηθήο πίεζεο κε 

ινγνθξηζία ηύπνπ ΗΗ, ζην νπνίν έρνπκε ζεσξήζεη ην κνληέιν αζξνηζηηθήο έθζεζεο θαζώο θαη 

εθζεηηθνύο ρξόλνπο δσήο, νη ε.κ.π. ησλ παξακέηξσλ ησλ 
1  θαη 

2  ππάξρνπλ όηαλ 

11 1n r   . Δπνκέλσο, νη δεηνύκελεο γηα εκάο πνζόηεηεο δε ζα κπνξνύζαλ λα 

πξνζδηνξηζηνύλ αλ δελ παξαηεξνύζακε θακία απνηπρία πξηλ ή κεηά από ηνλ θαζνξηζκέλν 

ρξόλν η ζηνλ νπνίν κεηαβάιιεηαη ην επίπεδν πίεζεο.  Σπκπεξαίλνπκε ινηπόλ όηη ε επηινγή 

ηνπ ρξόλνπ η είλαη ηδηαίηεξα θξίζηκε γηα ηα απνηειέζκαηα θαη ηηο εθηηκήζεηο πνπ ζα 

εμάγνπκε. 

Οη Kateri et al. (2011) κειέηεζαλ ηε βέιηηζηε επηινγή ηνπ ρξόλνπ η έρνληαο σο θξηηήξην 

ηελ ειαρηζηνπνίεζε ηεο πηζαλόηεηαο κε ύπαξμεο ησλ ε.κ.π. 
1̂  θαη 

2̂ . 

Γηα ηνλ ε.κ.π. 
1̂  ηεο παξακέηξνπ 

1 , ε πηζαλόηεηα κε ύπαξμεο ηνπ εθηηκεηή είλαη  

         1 1: 1 1
ˆ   ,..., ...n n nP non ex T T T T TP P P P                

           1 2
1 2

 

1 ,,
1 1 1 1 ( ) ( )... n

n
nn

P T P T P T F F  
       

 
          

 

Αληίζηνηρα, γηα ηνλ ε.κ.π. 
2̂  ηεο παξακέηξνπ 

2 , ε πηζαλόηεηα κε ύπαξμεο ηνπ είλαη  

       2 :
1 2 1 2, ,

ˆ ( ) 1 ( )   r n

n

j r

j n jn
P non ex T F F

j
P

   
   





  
 

    
 

, 

όπνπ 
1

1 2

2 1

 

     

1

,

1

0
( )

 

           ,   
  

   ,   

t

t

t
F t

t

e

e



  
 








 





 


  





  

. 

Βάζεη ησλ παξαπάλσ ζρέζεσλ, κπνξνύκε λα δηαθξίλνπκε όηη νη πηζαλόηεηεο κε ύπαξμεο 

ησλ ε.κ.π. εμαξηώληαη από ην κέγεζνο ηνπ δείγκαηνο n , από ην ρξόλν η θαη ηε παξάκεηξν 
1  . 

Παξαηεξνύκε όηη δελ επεξεάδνληαη από ηελ ηηκή ηνπ 
2  

ελώ  κόλν ε πηζαλόηεηα κε ύπαξμεο 

ηνπ 2̂  
επεξεάδεηαη από ην πιήζνο ησλ πεηξακαηηθώλ κνλάδσλ πνπ έρνπλ ινγνθξηζεί. 
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Δίλαη θπζηθό λα επηζπκνύκε ε πηζαλόηεηα κε ύπαξμεο ησλ 2 εθηηκεηώλ 
1̂  θαη 

2̂  λα είλαη 

ε ειάρηζηε δπλαηή. Ζ ζπλνιηθή πηζαλόηεηα κε ύπαξμεο ησλ εθηηκεηώλ είλαη ίζε κε ην 

άζξνηζκα ησλ επί κέξνπο πηζαλνηήησλ θαζώο ηα ελδερόκελα κε ύπαξμεο ησλ εθηηκεηώλ είλαη 

αλεμάξηεηα. Σπλεπώο,  ηζρύεη : 

     1 2 1 2
ˆ ˆ ˆ ˆ                   P non ex ή non ex P non ex P non ex          

  1 1 1
1 2 1 2

1 2

   
( )

, ,,
( ) ( ) ( ) 1

n n

j r j r

n n j n jn jjn n
F

j j
F F e e e

 

  
    

  
 

  


 
       
                  

. 

Παξαηεξνύκε όηη ε νιηθή πηζαλόηεηα κε ύπαξμεο ησλ εθηηκεηώλ είλαη ζπλάξηεζε ηεο 

πνζόηεηαο 
1


 . Θέηνληαο 

1
k


  , ε πηζαλόηεηα κπνξεί λα γξαθεί σο αθνινύζσο : 

   1 2

( )ˆ ˆ ( ) 1             
n

j r

kn k
j n j kn

P non ex ή non ex h k
j

e e e 


  
    

 
   

 
 

Αθνινπζώληαο ηελ θαηάιιειε δηαδηθαζία δηαπηζηώλνπκε όηη ε ηηκή ηνπ ιόγνπ 
1


  πνπ 

ειαρηζηνπνηεί ηελ παξαπάλσ πηζαλόηεηα δίλεηαη από ηε ζρέζε: 

                                                         
1

*




1

11
ln 1

1

rn

r




 
  
   
  
  





 .                                            (2.16) 

Μέζσ πξνζνκνίσζεο νη Kateri et al. (2011) δηέθξηλαλ επίζεο ηα αθόινπζα : 

 Τν βέιηηζην 
*

 , πνπ δίλεηαη από ηε ζρέζε (2.16), δε κεηαβάιιεηαη ζεκαληηθά γηα ηα 

δηάθνξα κεγέζε δείγκαηνο, δεδνκέλνπ όηη θάζε θνξά ην πνζνζηό ησλ πεηξακαηηθώλ 

κνλάδσλ πνπ ινγνθξίλεηαη είλαη ην ίδην 

 Ο βέιηηζηνο ιόγνο 
1

*
  θζίλεη απόηνκα όζν ην πνζνζηό ινγνθξηζίαο απμάλεηαη, γηα 

δεδνκέλν κέγεζνο δείγκαηνο 

 Υπάξρεη κία επξεία πεξηνρή γύξσ από ην βέιηηζην 
1

*
  γηα ηελ νπνία ε νιηθή 

πηζαλόηεηα γίλεηαη ειάρηζηε. Σπλεπώο, κία εθ ησλ πξνηέξσλ γλώζε ηνπ ε.κ.π. 1̂  
 ζα 

κπνξνύζε λα νδεγήζεη ζε θαιύηεξε επηινγή ηνπ ρξόλνπ   
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Κξηηήξηα βειηηζηνπνίεζεο ε δηαθύκαλζε θαη ην κέζν ηεηξαγωληθό ζθάικα ηωλ ε.κ.π. 

Δθηόο από ηελ πηζαλόηεηα κε ύπαξμεο ησλ ε.κ.π., ζε έλα κνληέιν απιήο βεκαηηθήο πίεζεο 

έλα ελαιιαθηηθό θξηηήξην γηα ηελ επηινγή ηνπ ρξόλνπ  , θαηά ηνλ νπνίν ζα κεηαβάιινπκε 

ην επίπεδν πίεζεο, ζα κπνξνύζε λα απνηειέζεη ε δηαθύκαλζε ησλ εθηηκεηώλ 1̂  θαη 2̂ . 

Αξρηθά, γηα λα δηαπηζηώζνπκε ηνλ ηξόπν κε ηνλ νπνίν ν ρξόλνο   επεξεάδεη ηηο 

δηαθπκάλζεηο ησλ ε.κ.π. 1̂  θαη 2̂  δηεμάγνπκε ηελ αθόινπζε κειέηε. 

Φξεζηκνπνηώληαο ην πιαίζην ηνπ πεηξάκαηνο πνπ αλαθέξεη ν Xiong (1998), ην νπνίν 

ζπλαληάηαη πνιύ ζπρλά ζηε βηβιηνγξαθία ησλ κνληέισλ βεκαηηθήο πίεζεο, ζεσξνύκε έλα 

κνληέιν απιήο βεκαηηθήο πίεζεο κε παξακέηξνπο 2.5
1 e   θαη 1.5

2 e  , όπνπ ην κέγεζνο 

δείγκαηνο πνπ δηαζέηνπκε είλαη 20n   θαη ην πνζνζηό ινγνθξηζίαο 20% (δειαδή 16r  ). Ο 

Xiong (1998), επίζεο, ζεώξεζε όηη ν ρξόλνο αιιαγήο ηνπ επηπέδνπ πίεζεο είλαη 5  .  

Δλ ζπλερεία, γηα δηαθνξεηηθέο ηηκέο ηνπ ρξόλνπ   (ζπκπεξηιακβαλνκέλεο θαη απηήο ηνπ 

Xiong) ππνινγίδνληαη νη δηαθπκάλζεηο ησλ ε.κ.π. 1̂  θαη 2̂ , νη νπνίεο δίλνληαη ζηνλ Πίλαθα 

2.1.  Οη δηαθπκάλζεηο ησλ εθηηκεηώλ, ζύκθσλα κε ηελ παξάγξαθν 2.4, δίλνληαη από ηηο 

ζρέζεηο : 
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Δπίζεο, ζηνλ Πίλαθα 2.1 αλαθέξεηαη θαη ην κέζν ηεηξαγσληθό ζθάικα ηνπ εθηηκεηή 1̂ , 

θαζώο δελ απνηειεί ακεξόιεπην εθηηκεηή ηεο παξακέηξνπ 1 . 

 

 

Πίνακαρ 2.1 :  Η δηαθύκαλζε θαη ην κέζν ηεηξαγωληθό ζθάικα ηνπ ε.κ.π. 1̂  θαζώο θαη ε 

δηαθύκαλζε ηνπ ε.κ.π. 2̂  ζε έλα κνληέιν απιήο βεκαηηθήο πίεζεο κε 2.5
1 e  , 1.5

2 e  , 

20n   θαη 16r 

  η = 3 η = 4 η = 5 η = 6 

Var( 1̂ ) 118.299 92.8982 65.1233 45.9026 

MSE( 1̂ ) 130.463 100.132 69.2698 48.4437 

Var( 2̂ ) 1.78039 2.01879 2.3127 2.6821 
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Σύκθσλα κε ηνλ Πίλαθα 2.1 κπνξνύκε λα δηαθξίλνπκε όηη ε αύμεζε ηνπ ρξόλνπ   

ζπλεπάγεηαη θαη αύμεζε ηεο αθξίβεηαο ηνπ εθηηκεηή 1̂  έρνληαο όκσο σο απνηέιεζκα ηε 

κείσζε ηεο αθξίβεηαο ηνπ εθηηκεηή 2̂ . 

Καιύηεξε εηθόλα γηα ηνλ ηξόπν κε ηνλ νπνίν ν ρξόλνο   επεξεάδεη ηηο δηαθπκάλζεηο ησλ 

εθηηκεηώλ κπνξνύκε λα ιάβνπκε από ηα αθόινπζα γξαθήκαηα. 

 

Γπάθημα 2.2 : Δηάγξακκα ηεο δηαθύκαλζεο ηνπ ε.κ.π. 1̂   κε ην ρξόλν  ,  όπνπ 2.5
1 e  ,     

 1.5
2 e  , 20n   θαη 16r   

Τόζν από ηε κειέηε ηεο κνλνηνλίαο ηεο ζπλάξηεζεο  Var( 1̂ ), όζν θαη από ην Γξάθεκα 

2.2 κπνξνύκε λα δηαπηζηώζνπκε όηη ζην δηάζηεκα [0,2.687]  ε δηαθύκαλζε ηνπ ε.κ.π. 1̂  

είλαη αύμνπζα ζπλάξηεζε ηνπ ρξόλνπ   ελώ γηα ηηκέο ηνπ ρξόλνπ κεγαιύηεξεο ηνπ 2.687 

γίλεηαη θζίλνπζα. Σπγθεθξηκέλα, βάζεη ηνπ Γξαθήκαηνο 2.2 δηαθξίλνπκε όηη ε δηαθύκαλζε 

ηνπ εθηηκεηή 1̂  γηα κηθξέο ηηκέο ηνπ ρξόλνπ   ιακβάλεη πςειέο ηηκέο, απνηέιεζκα 

αλακελόκελν θαζώο ην πιήζνο ησλ κνλάδσλ πνπ απνηπγράλεη ζην 1
ν
 επίπεδν πίεζεο είλαη 

ειάρηζην, έρνληαο σο απόξξνηα ηε κείσζε ηεο αθξίβεηαο ηνπ εθηηκεηή. Δπίζεο, κπνξνύκε λα 

δηαπηζηώζνπκε όηη όζν απμάλεηαη ν ρξόλνο   ηόζν κηθξόηεξε είλαη ε δηαθύκαλζε ηνπ ε.κ.π. 

1̂ . Απηό απνηειεί ζπλέπεηα ηνπ γεγνλόηνο όηη όζν απμάλεηαη ν ρξόλνο θαηά ηνλ νπνίν νη 

κνλάδεο παξακέλνπλ εθηεζεηκέλεο ζην επίπεδν πίεζεο 1x , ηόζεο πεξηζζόηεξεο κνλάδεο  

αλακέλνπκε λα απνηύρνπλ ζην ελ ιόγσ επίπεδν, ειαηηώλνληαο επνκέλσο ηε δηαθύκαλζε ηνπ 

εθηηκεηή.  

Αληίζηξνθε εηθόλα παξνπζηάδεηαη γηα ηνλ εθηηκεηή 2̂ . Ζ δηαθύκαλζε ηνπ ε.κ.π. 2̂  

παξαηεξνύκε όηη απνηειεί αύμνπζα ζπλάξηεζε ηνπ ρξόλνπ  . Όπσο είλαη ινγηθό, ε αύμεζε
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ηνπ ρξόλνπ   ζα νδεγήζεη ζε αύμεζε θαη ηεο κεηαβιεηόηεηαο ηνπ εθηηκεηή. Σπγθεθξηκέλα, 

όζν απμάλεηαη ν ρξόλνο   ηόζεο πεξηζζόηεξεο απώιεηεο θαηαγξάθνληαη ζην 1
ν
 επίπεδν 

πίεζεο, άξα κεγαιύηεξεο ηηκέο γηα ην 1n  θαη κηθξόηεξεο γηα ην 2 1n r n  , δεδνκέλνπ όηη ην 

r  είλαη ζηαζεξό. Αλάινγα ζπκπεξάζκαηα ιακβάλνπκε θαη από ην γξάθεκα ηεο δηαθύκαλζεο 

ηνπ εθηηκεηή 2̂  κε ην ρξόλν   πνπ δίλεηαη αθνινύζσο. 

                  

Γπάθημα 2.3 : Δηάγξακκα ηεο δηαθύκαλζεο ηνπ ε.κ.π. 2̂  κε ην ρξόλν  , όπνπ 2.5
1 e  ,  

  
1.5

2 e  , 20n   θαη 16r   

Θα πξέπεη λα ζεκεησζεί όηη ε «ζπκπεξηθνξά» ηεο δηαθύκαλζεο ηνπ εθηηκεηή 1̂  ζε ζρέζε 

κε ην ρξόλν    είλαη παξόκνηα θαη γηα δηαθνξεηηθέο ηηκέο ηεο παξακέηξνπ 1 , όπσο θαίλεηαη 

άιισζηε θαη από ην αθόινπζν γξάθεκα, όπνπ παξαηεξνύκε όηη γηα δεδνκέλν  , ε 

δηαθύκαλζε ηνπ 1̂  απμάλεηαη όζν απμάλεηαη ε ηηκή ηεο παξακέηξνπ 1 . 

 

   Γπάθημα 2.4: Δηάγξακκα ηεο δηαθύκαλζεο ηνπ ε.κ.π. 1̂   κε ην ρξόλν   γηα 
2.5

1 5,6.5,9  και e     

   όπνπ 20n   θαη 16r 
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Αληίζηνηρα, γηα ηνλ ε.κ.π. 2̂ , κέζσ ηνπ Γξαθήκαηνο 2.5, δηαθξίλνπκε όηη ε δηαθύκαλζε 

ηνπ κεηαβάιιεηαη θαηά ηνλ ίδην ηξόπν γηα ηηο δηάθνξεο ηηκέο ηεο παξακέηξνπ 1 . Βέβαηα, 

παξνπζηάδεηαη ε αληίζηξνθε εηθόλα από απηή ηνπ εθηηκεηή 1̂ . Γηαπηζηώλνπκε όηη 

ζεσξώληαο ην 2  ζηαζεξό θαη κεηαβάιινληαο ηηο ηηκέο ηεο παξακέηξνπ 1 , ε δηαθύκαλζε 

ηνπ ε.κ.π. 2̂  κεηώλεηαη όζν απμάλεηαη ε ηηκή ηνπ 1 . 

 

Γπάθημα 2.5: Δηάγξακκα ηεο δηαθύκαλζεο ηνπ ε.κ.π. 2̂  κε ην ρξόλν   γηα 
2.5

1 5,6.5,9  και e 

θαη 1.5
2 e  , όπνπ 20n   θαη 16r    

Σηε ζπλέρεηα, ζηεξηδόκελνη ζηνλ Πίλαθα 2.2 ιακβάλνπκε κία έλδεημε γηα ηνλ ηξόπν κε 

ηνλ νπνίν θπκαίλνληαη νη δηαθπκάλζεηο ησλ ε.κ.π. 1̂  θαη 2̂  θαζώο θαη ην κέζν ηεηξαγσληθό 

ζθάικα ηνπ εθηηκεηή 1̂  γηα δηαθνξεηηθέο ηηκέο ηνπ ρξόλνπ   αιιά θαη γηα δηαθνξεηηθά 

κεγέζε δείγκαηνο, ζεσξώληαο όκσο, ζε θαζέλα από ηα 3 πιαίζηα πνπ αλαθέξνπκε,  όηη ην 

πνζνζηό ησλ κνλάδσλ πνπ ινγνθξίλνληαη είλαη ην ίδην θαη ζπγθεθξηκέλα ίζν κε 20%. 

 
τ = 6 τ = 8 τ = 10 

n R Var( 1̂ ) MSE( 1̂ ) Var( 2̂ ) Var( 1̂ ) MSE( 1̂ ) Var( 2̂ ) Var( 1̂ ) MSE( 1̂ ) Var( 2̂ ) 

15 12 80,5511 85,9855 3,71778 48,0403 50,8497 5,1817 31,6413 33,9333 7,04537 

20 16 45,9026 48,4437 2,6821 27,0955 28,3364 3,7513 19,3005 20,2364 5,34599 

35 28 16,2311 16,8607 1,46207 11,5457 11,8657 1,97238 9,21789 9,42045 2,85196 

 

Πίνακαρ 2.2 :  Η δηαθύκαλζε θαη ην κέζν ηεηξαγωληθό ζθάικα ηνπ ε.κ.π. 1̂  θαζώο θαη ε 

δηαθύκαλζε ηνπ ε.κ.π. 2̂  ζε έλα κνληέιν απιήο βεκαηηθήο πίεζεο κε 2.5
1 e  , 1.5

2 e   γηα 

δηαθνξεηηθά δεύγε ( , )n r  θαη 6,8  10και 
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Από ηνλ παξαπάλσ πίλαθα κπνξνύκε λα θάλνπκε ηηο αθόινπζεο παξαηεξήζεηο : 

 Γηα θαζέλα από ηα δεύγε ( , )n r  δηαθξίλνπκε όηη όζν απμάλεηαη ε ηηκή ηνπ ρξόλνπ   ε 

δηαθύκαλζε ηνπ εθηηκεηή 1̂  κεηώλεηαη, εηο βάξνο όκσο ηεο αθξίβεηαο ηνπ ε.κ.π. 2̂ , 

ηνπ νπνίνπ παξαηεξνύκε όηη ε δηαθύκαλζε απμάλεηαη (ζπκπέξαζκα πνπ είρακε ιάβεη 

θαη από ηνλ Πίλαθα 2.1) 

 Γηα θαζεκία από ηηο δηαθνξεηηθέο ηηκέο ηνπ ρξόλνπ   πνπ έρνπκε ρξεζηκνπνηήζεη 

κπνξνύκε  λα παξαηεξήζνπκε όηη ε αύμεζε ηνπ κεγέζνπο ηνπ δείγκαηνο πνπ 

ρξεζηκνπνηνύκε (ζεσξώληαο ζηαζεξό ην πνζνζηό ινγνθξηζίαο όκσο) ζπλεπάγεηαη θαη 

αύμεζε ηεο αθξίβεηαο ησλ ε.κ.π. 1̂  θαη 2̂  

Βάζεη ησλ παξαπάλσ δηαθξίλνπκε όηη ε επηινγή ηνπ βέιηηζηνπ   είλαη θαζνξηζηηθή, θαζώο 

ζα πξέπεη λα πξνζδηνξίζνπκε εθείλν ην   πνπ εμαζθαιίδεη ηε βέιηηζηε δπλαηή αθξίβεηα γηα 

ηνπο 2 ε.κ.π. θαη πεξηνξίδεη ηελ επίδξαζε πνπ κπνξεί λα έρεη ε επηινγή απηή εηο βάξνο ελόο 

εθ ησλ δύν εθηηκεηώλ. 

 Κπιηήπιο επιλογήρ ηος σπόνος η η διακύμανζη ηων ε.μ.π. 

Γλσξίδνπκε όηη όζν κηθξόηεξε είλαη ε κεηαβιεηόηεηα ησλ εθηηκεηώλ ηόζν πην αθξηβείο θαη 

αμηόπηζηεο είλαη νη εθηηκήζεηο πνπ ιακβάλνπκε. Δπνκέλσο, ε ζπλάξηεζε ζηελ νπνία ζα 

ζηεξηρζνύκε είλαη ε  

1 2
ˆ ˆ( ) ( ) ( )h Var Var    , 

όπνπ ζύκθσλα κε ηελ παξάγξαθν 2.4  γξάθεηαη ηζνδύλακα :  
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Βάζεη ηνπ θξηηεξίνπ απηνύ, ζα πξέπεη λα πξνζδηνξίζνπκε εθείλν ην ρξόλν   γηα ηνλ νπνίν 

ειαρηζηνπνηείηαη ε ζπλάξηεζε ( )h  .  

 

Σηε ζπλέρεηα, δίλεηαη ε γξαθηθή παξάζηαζε ηεο ζπλάξηεζεο ( )h  , ε νπνία αληηζηνηρεί ζηε 

ζπλνιηθή κεηαβιεηόηεηα ησλ ε.κ.π. 1̂  θαη 2̂ , κε ην ρξόλν  .  
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Γπάθημα 2.6: Δηάγξακκα ηεο ζπλάξηεζεο 1 2
ˆ ˆ( ) ( ) ( )h Var Var     κε ην ρξόλν  ,  

όπνπ 2.5
1 e  , 1.5

2 e  , 20n   θαη 16r   

 

Γηαπηζηώλνπκε όηη ε βέιηηζηε ηηκή ηνπ ρξόλνπ   πνπ ιακβάλνπκε, κέζσ απηνύ ηνπ 

θξηηεξίνπ, είλαη ε 15,5815  . Γηα απηή ηελ ηηκή ηνπ ρξόλνπ  , ην άζξνηζκα ησλ 

δηαθπκάλζεσλ ησλ ε.κ.π. 1̂  θαη 2̂  είλαη ίζν κε 21.1835 . Γε ιακβάλνπκε ππόςε ηηο ηηκέο 

ηνπ   νη νπνίεο είλαη κηθξόηεξεο ηνπ 2 θαζώο κπνξεί ζεσξεηηθά λα εμαζθαιίδνπλ 

κηθξόηεξεο ηηκέο γηα ηε ζπλάξηεζε ( )h   όκσο πξαθηηθά δελ αληαπνθξίλνληαη ζηα πιαίζηα 

ηνπ πεηξάκαηνο πνπ δηεμάγνπκε (αξθεί λα αλαινγηζηνύκε όηη έρνπκε ζεσξήζεη όηη ν κέζνο 

ρξόλνο δσήο ησλ κνλάδσλ ζην 1
ν
 επίπεδν πίεζεο είλαη 2.5

1 12.18e  ). 

 Κπιηήπιο επιλογήρ ηος σπόνος η ηο μέζο ηεηπαγωνικό ζθάλμα ηων ε.μ.π. 

Δθόζνλ ην 1̂  δελ απνηειεί ακεξόιεπην εθηηκεηή ηεο παξακέηξνπ 1 , ινγηθό ζα ήηαλ αληί 

ηεο δηαθύκαλζεο 1̂( )Var   ζηε ζπλάξηεζε ( )h   λα ρξεζηκνπνηήζνπκε ην κέζν ηεηξαγσληθό 

ζθάικα ηνπ εθηηκεηή. Όζνλ αθνξά ηνλ ε.κ.π. 2̂ , γλσξίδνπκε όηη είλαη ακεξόιεπηνο 

εθηηκεηήο ηεο παξακέηξνπ 2  θαη επνκέλσο ηζρύεη όηη 2 2
ˆ ˆ( ) ( )MSE Var  . 

Σπλεπώο, ε ζπλάξηεζε ( )h   δηακνξθώλεηαη σο εμήο : 

  
2

1 2 1 1 1 2
ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ( ) ( ) ( ) ( ) ( )k MSE Var Var E Var             

Όπσο θαη παξαπάλσ, ζηόρνο είλαη λα πξνζδηνξίζνπκε εθείλν ην ρξόλν   γηα ηνλ νπνίν 

ειαρηζηνπνηείηαη ε ζπλάξηεζε ( )k  .  
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Μία πξώηε εηθόλα γηα ηε κνξθή ηεο ζπλάξηεζεο κπνξνύκε λα ιάβνπκε από ηελ αθόινπζε 

γξαθηθή παξάζηαζε. 

 

Γπάθημα 2.7: Δηάγξακκα ηεο ζπλάξηεζεο 1 2
ˆ ˆ( ) ( ) ( )k MSE Var     κε ην ρξόλν  , 

    όπνπ 2.5
1 e  , 1.5

2 e  , 20n   θαη 16r   

 

Από ην παξαπάλσ γξάθεκα δηαθξίλνπκε όηη ε ζπλάξηεζε ( )k   παξνπζηάδεη 2 ηνπηθά 

ειάρηζηα. Τν 1
ν
 αληηζηνηρεί ζηελ ηηκή 0.659  , γηα ηελ νπνία ε ζπλάξηεζε ( )k   ιακβάλεη 

ηελ ηηκή 21.3647. Τν 2
ν
 ηνπηθό ειάρηζην αληηζηνηρεί ζηελ ηηκή 12.8544   γηα ηελ νπνία 

ηζρύεη όηη (12.8544) 23.2702k  .  

Παξόιν πνπ ν ρξόλνο 0.659   εμαζθαιίδεη κηθξόηεξε ηηκή γηα ηε ζπλάξηεζε ( )k  , ε 

ρξήζε ηνπ δελ ελδείθλπηαη θαζώο, ζηα πιαίζηα ηνπ πεηξάκαηνο πνπ εθηεινύκε, κία ηόζν 

κηθξή ηηκή γηα ην   δελ έρεη πξαθηηθή ηζρύ. 

 

 

Γπάθημα 2.8: Δηάγξακκα ηωλ ζπλαξηήζεωλ ( )h   θαη ( )k   κε ην ρξόλν  , όπνπ  

2.5
1 e  , 1.5

2 e  , 20n   θαη 16r 

0 10 20 30 40
0

50

100

150

200

250

10 20 30 40
τ

50

100

150

MSE optimality

var optimality



2.7  Κξηηήξηα επηινγήο ηνπ βέιηηζηνπ ρξόλνπ η 

 

54 

 

Βάζεη ηνπ Γξαθήκαηνο 2.8, ζην νπνίν απεηθνλίδνληαη, από θνηλνύ, νη ζπλαξηήζεηο ( )h   θαη 

( )k   κε ην ρξόλν  , δηαθξίλνπκε όηη νη ελ ιόγσ ζπλαξηήζεηο γηα ηηκέο ηνπ   πνπ 

θπκαίλνληαη ζην δηάζηεκα [1,16]  δε δηαθνξνπνηνύληαη ζεκαληηθά. Αληίζεηα, όηαλ ν ρξόλνο 

  ιάβεη ηηκέο πνιύ κηθξέο (κηθξόηεξεο ηεο κνλάδνο) ή αξθεηά πςειέο (γηα 16  ), 

δηαπηζηώλνπκε όηη ε κεξνιεςία ηνπ εθηηκεηή 1̂  απμάλεηαη ζεκαληηθά. 

 

Όπσο αλαθέξακε θαη παξαπάλσ ε ζπλάξηεζε 1 2
ˆ ˆ( ) ( ) ( )k MSE Var     κπνξεί λα 

ρξεζηκνπνηεζεί γηα ηνλ πξνζδηνξηζκό ηνπ βέιηηζηνπ ρξόλνπ  , γηα δεδνκέλε επηινγή ησλ 

1 2, ,  και n r  . Σηνλ Πίλαθα 2.3 παξνπζηάδνληαη νη βέιηηζηνη ρξόλνη   γηα δηαθνξεηηθέο 

επηινγέο ησλ  και n r  θαη γηα ηηο πεξηπηώζεηο πνπ      1.5 0.5 2.5 1.5
1 2, , , ,e e e e   . 

Τα απνηειέζκαηα πνπ ιακβάλνπκε είλαη αξθεηά ρξήζηκα γηα ην ζρεδηαζκό ελόο βέιηηζηνπ 

πεηξάκαηνο απιήο βεκαηηθήο πίεζεο έρνληαο εθ ησλ πξνηέξσλ γλώζε γηα ηηο παξακέηξνπο 1  

θαη 2 . 

 

 
           

1.5
1 e  , 0.5

2 e         
2.5

1 e  , 1.5
2 e   

  n r optimal time η  min.MSE optimal time η  min.MSE 

  10 4 0,497272 3,77453 1,35172 27,8902 

  6 3,28667 21,79094 8,93404 161,014 

  8 5,53583 9,18665 15,048 67,8807 

  12 6 0,40719 3,38778 1,10685 25,0325 

  8 4,1259 10,8734 11,2154 80,3445 

  10 5,631 5,9287 15,3066 43,8075 

  16 8 2,75469 13,1034 7,48801 96,822 

  10 3,55985 7,23034 9,67668 53,4254 

  12 4,49333 4,76922 12,2141 35,24 

  20 10 2,63951 8,11745 7,17492 59,9803 

  12 3,21508 5,30242 8,7395 39,1799 

  16 4,72886 3,14927 12,8544 23,2702 

 

Πίνακαρ 2.3 :  Οη βέιηηζηνη ρξόλνη   πνπ ειαρηζηνπνηνύλ ηελ 1 2
ˆ ˆ( ) ( ) ( )k MSE Var     γηα 

αληηπξνζωπεπηηθέο ηηκέο ηωλ 1 2, ,   n και r 
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Γηα παξάδεηγκα, ζύκθσλα κε ηνλ παξαπάλσ πίλαθα δηαθξίλνπκε όηη ζηελ πεξίπησζε πνπ 

2.5 1.5
1 210,  8,  και n r e e      ν βέιηηζηνο ρξόλνο  , βάζεη ηνπ θξηηεξίνπ πνπ 

ζηεξίδεηαη ζην κέζν ηεηξαγσληθό ζθάικα ησλ εθηηκεηώλ, είλαη 15.048. Τν απνηέιεζκα απηό 

κπνξνύκε λα ην δηαθξίλνπκε θαη από ην Γξάθεκα 2.9, ζην νπνίν παξνπζηάδνληαη γξαθηθέο 

παξαζηάζεηο ηνπ ρξόλνπ   θαη ηεο ζπλάξηεζεο 1 2
ˆ ˆ( ) ( ) ( )k MSE Var     γηα δηαθνξεηηθέο 

επηινγέο ησλ 1 2, ,  και n r  .  

 

Σύκθσλα κε ηνλ Πίλαθα 2.3 θαη ην Γξάθεκα 2.9 κπνξνύκε λα δηαθξίλνπκε όηη : 

 Ζ αύμεζε ησλ ηηκώλ ησλ παξακέηξσλ  1 2,   από  1.5 0.5,e e  ζε  2.5 1.5,e e  έρεη σο 

απνηέιεζκα ηελ αύμεζε ηεο ειάρηζηεο κεηαβιεηόηεηαο ησλ ε.κ.π. 1̂  θαη 2̂  

 Γηα δεδνκέλν δεύγνο  1 2,   ε αύμεζε ηνπ κεγέζνπο ηνπ δείγκαηνο πνπ 

ρξεζηκνπνηνύκε εμαζθαιίδεη κεγαιύηεξε αθξίβεηα γηα ηνπο 2 εθηηκεηέο 

 Γηα θαζεκία από ηηο πεξηπηώζεηο      1.5 0.5 2.5 1.5
1 2, , , ,e e e e    δηαθξίλνπκε όηη  

κείσζε ηνπ πνζνζηνύ ησλ κνλάδσλ πνπ ινγνθξίλνληαη ζπκβάιιεη ζηε αύμεζε ηεο 

αθξίβεηαο ησλ ε.κ.π. 1̂  θαη 2̂  

  

 

 

       
2.5 1.5

1 210,  8 ,  και n r e e                     
2.5 1.5

1 220,  16 ,  και n r e e    
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1.5 0.5

1 212,  10 ,  και n r e e                   
1.5 0.5

1 216,  12 ,  και n r e e      

 

Γπάθημα 2.9: Δηάγξακκα ηεο ζπλάξηεζεο 1 2
ˆ ˆ( ) ( ) ( )k MSE Var     κε ην ρξόλν  , γηα  

αληηπξνζωπεπηηθέο ηηκέο ηωλ 1 2, ,     n και r   

 

Δπνκέλσο, ζύκθσλα κε όζα αλαθέξακε ζηελ ελ ιόγσ παξάγξαθν, δηαθξίλνπκε όηη 

θξηηήξηα γηα ηελ επηινγή ηνπ ρξόλνπ  , θαηά ηνλ νπνίν ζα πξαγκαηνπνηήζνπκε ηελ αιιαγή 

ηνπ επηπέδνπ πίεζεο,  κπνξνύλ λα απνηειέζνπλ ε πηζαλόηεηα κε ύπαξμεο ησλ ε.κ.π. 1̂  θαη 

2̂  θαζώο θαη ε δηαθύκαλζε θαη ην κέζν ηεηξαγσληθό ζθάικα απηώλ. 

Σηε ζπλέρεηα, ζα πξνζπαζήζνπκε λα ζπγθξίλνπκε ηα θξηηήξηα απηά. Γηα ην ιόγν απηό ζα 

ρξεζηκνπνηήζνπκε ην πιαίζην ηνπ Xiong (1998), δειαδή ζεσξνύκε έλα κνληέιν απιήο 

βεκαηηθήο πίεζεο κε παξακέηξνπο 2.5
1 e   θαη 1.5

2 e  , όπνπ ην κέγεζνο δείγκαηνο πνπ 

δηαζέηνπκε είλαη 20n   θαη 16r  . Γηα ηηο ηηκέο απηέο ησλ παξακέηξσλ, ππνινγίδνπκε ην 

βέιηηζην ρξόλν   ζύκθσλα κε θαζέλα από ηα ηξία θξηηήξηα πνπ αλαθέξακε. 

Βάζεη ηνπ θξηηεξίνπ ειαρηζηνπνίεζεο ηεο πηζαλόηεηαο κε ύπαξμεο ησλ εθηηκεηώλ θαη 

ζύκθσλα κε ηε ζρέζε (2.16), ν βέιηηζηνο ρξόλνο   πνπ ιακβάλνπκε είλαη ν 5.5453non ex   . 

Δπίζεο, ζηεξηδόκελνη ζε όζα πξναλαθέξακε, νη ρξόλνη πνπ ειαρηζηνπνηνύλ ηα θξηηήξηα ηεο 

δηαθύκαλζεο θαη ηνπ κέζνπ ηεηξαγσληθνύ ζθάικαηνο είλαη νη var 15.5815   θαη 

12.8544mse  , αληίζηνηρα. 
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Αθνινύζσο, γηα λα αμηνινγήζνπκε ηα θξηηήξηα πνπ αλαθέξακε, δηεμάγνπκε κειέηε 

πξνζνκνίσζεο. Σπγθεθξηκέλα, επηιέγνληαο 2.5
1 e  , 1.5

2 e  , 20n   θαη 16r   εθηηκνύκε 

ηνπο κέζνπο θαη ηηο δηαθπκάλζεηο ησλ ε.κ.π. 1̂  θαη 2̂  θαζώο θαη ην κέζν ηεηξαγσληθό 

ζθάικα ηνπ εθηηκεηή 1̂  γηα θαζέλαλ από ηνπο βέιηηζηνπο ρξόλνπο πνπ ιάβακε από ηα ηξία 

θξηηήξηα. Τα απνηειέζκαηα πνπ ιακβάλνπκε βαζίδνληαη ζε 10.000 δείγκαηα θαη 

παξνπζηάδνληαη ζηνλ Πίλαθα 2.4.  

 

  5.5453non ex    var 15.5815   12.8544mse   

Mean( 1̂ ) 13,9617 14,1154 13,4369 

Var( 1̂ ) 57,8458 10,1735 13,9033 

MSE( 1̂ ) 61,0057 13,9087 15,4754 

Mean( 2̂ ) 4,47537 4,52112 4,51565 

Var( 2̂ ) 2,50727 10,739 8,22287 

 

Πίνακαρ 2.4 :  Η κέζε ηηκή, δηαθύκαλζε θαη ην κέζν ηεηξαγωληθό ζθάικα ηνπ 1̂  θαη ε κέζε  

ηηκή θαη δηαθύκαλζε ηνπ 2̂ , βαζηζκέλα ζε 10.000 δείγκαηα από έλα κνληέιν απιήο βεκαηηθήο 

πίεζεο κε 
2.5 1.5

1 2 , ,  20,  16e e n r      γηα ηνπο βέιηηζηνπο ρξόλνπο non ex  , var  θαη mse  

 

Σύκθσλα κε ην πεξηερόκελν ηνπ Πίλαθα 2.4, κπνξνύκε λα εμάγνπκε ηα αθόινπζα 

ζπκπεξάζκαηα : 

 Ο ρξόλνο   πνπ εμαζθαιίδεη κεγαιύηεξε αθξίβεηα γηα ηνπο ε.κ.π. 1̂  θαη 2̂ , δειαδή 

κηθξόηεξε ηηκή γηα ηελ πνζόηεηα 1 2
ˆ ˆ( ) ( )Var Var  , είλαη εθείλνο πνπ ιακβάλνπκε από 

ην θξηηήξην ηεο δηαθύκαλζεο, όπσο ήηαλ άιισζηε αλακελόκελν. Αληίζεηα, νη 

εθηηκεηέο παξνπζηάδνπλ κεγαιύηεξε κεηαβιεηόηεηα αλ ζεσξήζνπκε ην ρξόλν non ex    

 Γηαθξίλνπκε όηη νη ρξόλνη var  θαη mse  εμαζθαιίδνπλ πεξίπνπ ηελ ίδηα αθξίβεηα γηα 

ηνπο εθηηκεηέο ησλ παξακέηξσλ ηνπ κνληέινπ καο. Ωζηόζν, νη ρξόλνη απηνί 

παξνπζηάδνπλ έληνλε δηαθνξνπνίεζε όζνλ αθνξά ηελ πηζαλόηεηα κε ύπαξμεο ησλ  

εθηηκεηώλ. Σπγθεθξηκέλα, δηαθξίλνπκε όηη γηα ηνλ ρξόλν var 15.5815   ε πηζαλόηεηα  

  1 1 1
1 2

( )

ˆ ˆ 1             
n

j r

n j n j
n

P non ex ή non ex
j

e e e

 

  
 



  


   
  
         
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ιακβάλεη ηελ ηηκή 0.30774 (αληίζηνηρε ηηκή 0.30565 ιάβακε θαη από ηελ παξαπάλσ 

πξνζνκνίσζε) ελώ γηα mse  ε πηζαλόηεηα γίλεηαη ίζε κε 0.121615 (αληίζηνηρα ε 

εθηίκεζε ηεο πηζαλόηεηαο πνπ ιακβάλνπκε από ηελ πξνζνκνίσζε είλαη 0.1186). 

Δπνκέλσο, δηαθξίλνπκε όηη ε ρξήζε ηνπ βέιηηζηνπ ρξόλνπ  πνπ πξνήιζε από ην 

θξηηήξην ηνπ κέζνπ ηεηξαγσληθνύ ζθάικαηνο είλαη πξνηηκόηεξε θαζώο εμαζθαιίδεη 

όρη κόλν ηθαλνπνηεηηθή αθξίβεηα γηα ηνπο ε.κ.π. 1̂  θαη 2̂  αιιά θαη πςειή 

πηζαλόηεηα ύπαξμεο απηώλ 

 Γηαθξίλνπκε όηη θαη γηα ηνπο 3 ρξόλνπο   πνπ πεξηέρνληαη ζηνλ Πίλαθα 2.4,  νη 

εθηηκήζεηο πνπ ιακβάλνπκε γηα ηε κέζε ηηκή ηνπ 2̂  είλαη ζρεδόλ ίζεο. Τν 

απνηέιεζκα απηό είλαη ινγηθό θαζώο ν ε.κ.π. 2̂  απνηειεί ακεξόιεπην εθηηκεηή ηεο 

παξακέηξνπ 2  θαη επνκέλσο αλακέλνπκε όηη όζν απμάλεηαη ην πιήζνο ησλ 

επαλαιήςεσλ-δεηγκάησλ πνπ παξάγνπκε ηόζν πεξηζζόηεξν ε 2̂( )E   ζα ζπγθιίλεη  

ζην 1.5
2 4.482e    

 

 ΢ςνδςαζμόρ ηων κπιηηπίων ηος μέζος ηεηπαγωνικού ζθάλμαηορ και ηηρ πιθανόηηηαρ μη 

ύπαπξηρ ηων ε.μ.π. για ηον πποζδιοπιζμό ηος βέληιζηος σπόνος η 

Σύκθσλα κε όζα αλαθέξακε παξαπάλσ, δηαθξίλνπκε όηη ν βέιηηζηνο ρξόλνο πνπ 

ιακβάλνπκε από ην θξηηήξην ηεο πηζαλόηεηαο κε ύπαξμεο ησλ εθηηκεηώλ δελ εμαζθαιίδεη 

ηθαλνπνηεηηθή αθξίβεηα γηα ηνπο ε.κ.π. 1̂  θαη 2̂  θαη αληίζηνηρα νη βέιηηζηνη ρξόλνη πνπ 

ιακβάλνπκε από ηα θξηηήξηα ηεο δηαθύκαλζεο θαη ηνπ κέζνπ ηεηξαγσληθνύ ζθάικαηνο 

παξνπζηάδνπλ πςειή πηζαλόηεηα κε ύπαξμεο ησλ εθηηκεηώλ.  

Δπνκέλσο, ελδηαθέξνλ ζα παξνπζίαδε ε ρξήζε ελόο θξηηεξίνπ, βάζεη ηνπ νπνίνπ ζα 

πξνζδηνξίδακε ην ρξόλν   πνπ ειαρηζηνπνηεί ην κέζν ηεηξαγσληθό ζθάικα ησλ εθηηκεηώλ, 

θξαηώληαο όκσο ειεγρόκελε ηελ πηζαλόηεηα κε ύπαξμεο απηώλ. 

Γηαθξίλνπκε όηη ζύκθσλα κε ην πιαίζην πνπ έρνπκε ζεσξήζεη, δειαδή γηα 

2.5 1.5
1 2 , , e e    20,  16n r  , ππάξρεη κία επξεία πεξηνρή γύξσ από ην βέιηηζην ρξόλν   

γηα ηελ νπνία ε πηζαλόηεηα κε ύπαξμεο ησλ ε.κ.π. ιακβάλεη ηδηαίηεξα ρακειέο ηηκέο. Απηό 

δηαθαίλεηαη άκεζα θαη από ην αθόινπζν γξάθεκα ηεο πηζαλόηεηαο κε ύπαξμεο ησλ 

εθηηκεηώλ 1̂  θαη 2̂ ,  ε νπνία ππνινγίδεηαη από ηε ζρέζε πνπ δόζεθε παξαπάλσ, κε ην 

ρξόλν  . 
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 Γπάθημα 2.10: Δηάγξακκα ηεο πηζαλόηεηαο κε ύπαξμεο ηωλ εθηηκεηώλ 1̂  θαη 2̂  κε  

        ην  ρξόλν   , ζε έλα κνληέιν απιήο βεκαηηθήο πίεζεο κε παξακέηξνπο  

      
2.5 1.5

1 2 , e e      θαη 20,  16n r   

 

Δπνκέλσο, ζεσξώληαο έλα κέγηζην επηηξεπηό όξην γηα ηελ πηζαλόηεηα κε ύπαξμεο ησλ 1̂  

θαη 2̂ , ιακβάλνπκε έλα εύξνο ηηκώλ γηα ην ρξόλν η πνπ ηθαλνπνηνύλ απηή ηε ζρέζε, εθ ησλ 

νπνίσλ επηιέγνπκε εθείλν πνπ ειαρηζηνπνηεί ην κέζν ηεηξαγσληθό ζθάικα ησλ εθηηκεηώλ. 

Κάλνληαο ρξήζε ηνπ θξηηεξίνπ απηνύ, θαηαιήγνπκε ζηελ εύξεζε ηηκώλ γηα ην ρξόλν η 

πνπ είλαη πην ξεαιηζηηθέο θαη νπζηαζηηθέο γηα ηηο εθηηκήζεηο ησλ παξακέηξσλ πνπ 

επηζπκνύκε λα ιάβνπκε. Γηα παξάδεηγκα, ην θξηηήξην απηό ζα απέηξεπε ηελ εύξεζε ηνπ 

ρξόλνπ  0.659  , ν νπνίνο, όπσο δηαπηζηώζακε, κπνξεί λα ειαρηζηνπνηεί ηε ζπλάξηεζε 

( )  , ζύκθσλα κε ην θξηηήξην ηνπ κέζνπ ηεηξαγσληθνύ ζθάικαηνο (βι. Γξάθεκα 2.7), όκσο 

απμάλεη ηελ πηζαλόηεηα κε ύπαξμεο ησλ εθηηκεηώλ ζε 34%, ηηκή θαζόινπ ηθαλνπνηεηηθή. 

5 10 15 20

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

Prob
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2.8  Μνληέιν απιήο βεκαηηθήο πίεζεο κε ηπραίν ρξόλν αιιαγήο ηνπ επηπέδνπ πίεζεο 

 

2.8.1  Πεξηγξαθή κνληέινπ 

Σηα «παξαδνζηαθά» πεηξάκαηα απιήο βεκαηηθήο πίεζεο, όπσο παξαηεξήζακε, νη παξάκεηξνη 

πνπ αλαθέξνληαη ζηνπο κέζνπο ρξόλνπο δσήο ζηα 2 επίπεδα πίεζεο δε κπνξνύλ πάληα λα 

εθηηκεζνύλ. Γηαπηζηώζακε όηη γηα λα κπνξέζνπκε λα ηηο εθηηκήζνπκε ζα πξέπεη λα 

παξαηεξεζνύλ απώιεηεο ζε θάζε επίπεδν πίεζεο.  

Γηα ηελ αληηκεηώπηζε ηνπ πξναλαθεξόκελνπ πξνβιήκαηνο, νη Xiong and Milliken (1999) 

εηζήγαγαλ έλα λέν κνληέιν απιήο βεκαηηθήο πίεζεο. Σύκθσλα κε ην κνληέιν απηό, ε αιιαγή 

ηνπ επηπέδνπ πίεζεο ζπληειείηαη όηαλ έλαο πξνθαζνξηζκέλνο αξηζκόο πεηξακαηηθώλ κνλάδσλ 

απνηύρεη ζην εθάζηνηε επίπεδν πίεζεο, ελ αληηζέζεη κε ηα «παξαδνζηαθά» πεηξάκαηα απιήο 

βεκαηηθήο πίεζεο, ζηα νπνία ν ρξόλνο αιιαγήο ηνπ επηπέδνπ πίεζεο είλαη πξνεπηιεγκέλνο. 

Δπνκέλσο, βάζεη ηνπ λένπ κνληέινπ, νη παξάκεηξνη κπνξνύλ λα εθηηκεζνύλ πάληα θαη νη 

ρξόλνη αιιαγήο ησλ επηπέδσλ πίεζεο είλαη πιένλ ηπραίεο κεηαβιεηέο. Τα δεδνκέλα, θαη ζε 

απηή ηελ πεξίπησζε, ζεσξνύκε όηη πξνέξρνληαη από ην κνληέιν αζξνηζηηθήο έθζεζεο.  

Ζ πεξηγξαθή ηνπ κνληέινπ πνπ κειεηάκε, γηα m επίπεδα πίεζεο, είλαη ε εμήο: 

Έλα ηπραίν δείγκα από n  όκνηεο κνλάδεο ηνπνζεηείηαη θάησ από ην αξρηθό επίπεδν πίεζεο 

1x . Όηαλ παξαηεξεζνύλ 
1n  απνηπρίεο, δειαδή ζην ρξόλν 

1:n nt , ην επίπεδν πίεζεο 

κεηαβάιιεηαη ζε 
2x . Τν πείξακα ζπλερίδεηαη ζην επίπεδν πίεζεο 

2x  κέρξη θαη ην ρξόλν 

1 2:n n nt 
, δειαδή κέρξη λα παξαηεξεζνύλ ζπλνιηθά 

1 2n n  απνηπρίεο. Τόηε ζην ρξόλν 

1 2:n n nt 
 ην επίπεδν πίεζεο κεηαβάιιεηαη ζε 

3x , θ.ν.θ.. Τέινο, ζην ρξόλν 
1 1... :mn n nt

 
 ην 

επίπεδν πίεζεο αιιάδεη ζε 
mx  θαη ην ηεζη νινθιεξώλεηαη όηαλ απνηύρνπλ 

1 ... mn n  ( )n  

πεηξακαηηθέο κνλάδεο. 

Βάζεη ηεο πεξηγξαθήο ηνπ κνληέινπ, δηαθξίλνπκε όηη νη ρξόλνη ζηνπο νπνίνπο 

ζεκεηώλνληαη νη  αιιαγέο ησλ επηπέδσλ πίεζεο, απνηεινύλ δηαηεηαγκέλνπο ρξόλνπο δσήο ηεο 

θαηαλνκήο ηνπ ρξόλνπ δσήο ηνπ εθάζηνηε επηπέδνπ πίεζεο θαη ζπλεπώο είλαη ηπραίεο 

κεηαβιεηέο. 
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2.8.2  Εθηηκεηέο Μέγηζηεο Πηζαλνθάλεηαο
 

Οη Kundu and Balakrishnan (2009) κειέηεζαλ εθηελώο ην αληίζηνηρν κνληέιν βεκαηηθήο 

πίεζεο κε 2 επίπεδα πίεζεο 
1x  θαη 

2x , όπνπ ζε θάζε επίπεδν ν ρξόλνο δσήο ησλ 

πεηξακαηηθώλ κνλάδσλ αθνινπζεί ηελ εθζεηηθή θαηαλνκή κε παξακέηξνπο 
1  θαη 

2  

αληίζηνηρα.  

Έζησ όηη κε  
1 1 21
: : :1: 1:... ...n n n n n r nn n nt t t t t       ζπκβνιίδνπκε ηνπο ρξόλνπο 

δσήο ησλ πεηξακαηηθώλ κνλάδσλ ηνπ δείγκαηνο πνπ ιακβάλνπκε.  

Ζ από θνηλνύ ζ.π.π. ησλ 
1 1 21
: :1: 1:... ...n n n n nn n nt t t t       , ιόγσ ηεο ππόζεζεο ηνπ 

κνληέινπ αζξνηζηηθήο έθζεζεο, κπνξεί λα γξαθεί σο ε από θνηλνύ ζ.π.π. ησλ  
1:1: ,..., n nnt t , 

δειαδή σο ε από θνηλνύ ζ.π.π. ησλ πξώησλ 
1n  δηαηεηαγκέλσλ παξαηεξήζεσλ ελόο δείγκαηνο 

κεγέζνπο n  από ηελ εθζεηηθή θαηαλνκή κε κέζν 
1  (κε ζπλάξηεζε θαηαλνκήο ηελ 

1

 

1( )  

t

G t e




 θαη ζ.π.π. ηελ ( )g t ) θαη ηεο ππό ζπλζήθε ζ.π.π. ησλ  
1 21

:1: ... n n nn nt t    , 

δνζέληνο ησλ 
1:1: ,..., n nnt t , δειαδή ηεο από θνηλνύ ζ.π.π. ησλ κηθξόηεξσλ 

2n  δηαηεηαγκέλσλ 

παξαηεξήζεσλ ελόο δείγκαηνο κεγέζνπο 
1n n  από ηελ   

1 2: ,exp n nt  ,  δειαδή από ηελ 

εθζεηηθή θαηαλνκή κε ζ.π.π. ηελ 

1

2

2

:
 1

( )

t tn n

h t e







 , 
1:n nt t    

(θαζώο 

1

1 1 2

1
1 1

:
 

: :
:

: :

    ( ) ( )

1 ( )

( )
( ) ( | ) 1

( )

t tn n

n n n n
n n

n n n n

F t F

F

P t T t t
H t P T t T t e

P T t t








 
      


)  . 

 

Δπνκέλσο, ε από θνηλνύ ζ.π.π. ησλ  
1 2:1: ,..., n n nnt t 

 

ζα δίλεηαη από ηε ζρέζε 

1 1:1 1:1

, , , ,, ,..., ,..., ,..., 1:11: : 1: :: : :1: 2: 1: 1
: :) |..., ..., ) ..., ..., )( ( ( nn n n nT T T n r n T T n T T r nr n n n r nn n n n n n nt t t tg t g t h t t



 

Ζ ζπλάξηεζε 
1

,,..., 1::1: 1
:..., )(T T nn nn n ntg t  απνηειεί ηελ από θνηλνύ ζ.π.π. ησλ πξώησλ 

1n  

δηαηεηαγκέλσλ παξαηεξήζεσλ ελόο δείγκαηνο κεγέζνπο  n  από ηελ εθζεηηθή
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θαηαλνκή κε κέζν 
1  

θαη ζπλεπώο, ζύκθσλα κε ηε ζρέζε (1.1), είλαη ε αθόινπζε :   

 
1

1

11

1

,,..., : :

1

1::1: 1
:

!
..., ) 1 ( ) ( )

( )!
(

n
n n

n n i n

i

T T nn nn n n

n
t G t g t

n n
g t








   

1

: 1
1 11 : 1 1

1 11 1

1 1
1 11 1

:
:

1( ) ( )
! 1 ! 1

( )! ( )!

i n

i i n

i

n n
n n

t
t

t t

n n

n
n

n n n n
n n

n n n n
e e e

 

 





 
   
  




 

 
                 (2.17) 

 

Αληίζηνηρα, ε ζπλάξηεζε 
1 1: 1:1

, ,,..., 1:1 :: :|..., ..., )( nn n n nT T r nr n n nt th t t
 απνηειεί ηελ από θνηλνύ 

ζ.π.π. ησλ κηθξόηεξσλ 
2 1n r n   δηαηεηαγκέλσλ παξαηεξήζεσλ ελόο δείγκαηνο κεγέζνπο 

1n n  από ηελ   
1 2: ,exp n nt  θαη ππνινγίδεηαη από ηε ζρέζε :  

 
1

1

1
1: 1:1

, ,,..., 1: : :1
1

:: :|
( )!

..., ..., ) 1 ( ) ( )
( )!

( nn n

r
n r

n n r n i n

i n

T T r nr n n n

n n
t t H t h t

n r
h t t




 


 


  

: 1
1: 11

1 2 2

2

2

:
 

( ):
( )( )

 ( )! 1

( )!

i n

i nr n n n

r
t tn n

n

t t n r
n n

n r
e e

 



 



 




   

: 1 1
2 111

2

2

1
 ( ) ( )( ): : :

( )! 1

( )!

i n

i n

r
t t t t n rn n r n n n

n

n n

n r
e





 

 
     
 
 







                                                 

(2.18) 

Βάζεη ησλ ζρέζεσλ (2.17) θαη (2.18), ε από θνηλνύ ζ.π.π. ησλ  
1 2:1: ,..., n n nnt t   

δηακνξθώλεηαη σο εμήο : 

1

: 1 :1 1 1
1 21 11

1 2

1 2

,, ,..., 1: ::1: 2:

:
1 1

 ( ): : :

)

( ) ( )( )
! 1

...,
( )!

(

i n i n

i i n

T T T n r nr nn n

n n

r
t t n n r n n n

n n

n
n n t t t t n r

n
t

n r
g t e

 

 

  

  
    
     

 

     


   

Ζ ζπλάξηεζε πηζαλνθάλεηαο ησλ 
1 1 21
: : :1: 1:... ...n n n n n r nn n nt t t t t       δίλεηαη 

 

από ηε ζρέζε 

1 2

1 2
1 2 1: ::1: 2: 1 2

1 2

,, ,..., ( )( , ) ...,n r nr nn nT T T n n

T T
c

L t tg e
 

 
 

 


, 

όπνπ  
!

( )!

n

n r
c


  ζηαζεξά θαη   
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1

11 1:

1

:( )i n

i

n

n nT t n n t


    ,    :2 1 1

1

:

1

: :( )( ) r n

r

i n

i

n n n n
n

T t t n r t t
 

     ,  

νη νιηθνί ρξόλνη ειέγρνπ ζην 1
ν
 θαη 2

ν
 επίπεδν αληίζηνηρα. 

 

Γηα λα ππνινγίζνπκε ηνπο ε.κ.π. ησλ 
1  θαη 

2   αξθεί λα κεγηζηνπνηήζνπκε ηε ζπλάξηεζε 

πηζαλνθάλεηαο. 

Δύθνια δηαπηζηώλνπκε όηη νη ε.κ.π. είλαη νη  1
1

1

ˆ
T

n
    θαη 2

2

2

ˆ
T

n
    . 

Σηε ζπλέρεηα, γηα λα κπνξέζνπκε λα ππνινγίζνπκε δ.ε. γηα ηηο παξακέηξνπο 
1  θαη 

2 , ζα 

πξνζδηνξίζνπκε ηε κέζε ηηκή θαη ηε δηαθύκαλζε ησλ ε.κ.π. 
1̂  θαη 

2̂ . 

 

2.8.3  Μέζε ηηκή θαη δηαθύκαλζε ηωλ ε.κ.π. ˆ
1θ  θαη ˆ

2θ   

Γηα ηνλ ππνινγηζκό ησλ δεηνύκελσλ πνζνηήησλ, ζα πξέπεη αξρηθά λα παξαηεξήζνπκε όηη ε 

από θνηλνύ ξνπνγελλήηξηα ζπλάξηεζε ησλ 
1

1

̂


 θαη 

2

2

̂


 δίλεηαη από ηε ζρέζε : 

1 2
1 2

1 2

1 2

   
ˆ ˆ

( , ) 1 1
t s n n

t s
M t s E

n n
e

 

 


 
   
      
   

 

 

 
 
 
 

 

(ε απόδεημε δίλεηαη ζην paper ησλ Kundu and Balakrishnan (2009)). 

Βάζεη ηεο παξαπάλσ ζρέζεο θαη δεδνκέλνπ όηη αλ Υ ηπραία κεηαβιεηή από ηελ θαηαλνκή 

( , )Gamma a   ηόηε ε ξνπνγελλήηξηα απηήο είλαη ε ( ) 1Y

t
M t







 
 
 
 

, κπνξνύκε λα 

ζπκπεξάλνπκε όηη 1

1

1 1

ˆ
( ),Gamma n n




 θαη  2

2

2 2

ˆ
( ),Gamma n n




,  

θαζώο θαη όηη νη 
1

1

̂


 θαη 

2

2

̂


 είλαη αλεμάξηεηεο. 

Άκεζα, δηαθξίλνπκε όηη 1

1

1

1

ˆ
1

n
E

n






 
 

 
   1 1

ˆE    . Οκνίσο,  2 2
ˆE   .
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Δπνκέλσο, δηαπηζηώλνπκε όηη νη ε.κ.π. 
1̂  θαη 

2̂  
 είλαη θαη ακεξόιεπηνη εθηηκεηέο ησλ  

1  

θαη 
2 , ηδηόηεηα ηελ νπνία δε κπνξνύκε λα εμαζθαιίζνπκε κε ην «παξαδνζηαθό» κνληέιν 

απιήο βεκαηηθήο πίεζεο κε ινγνθξηζία ηύπνπ II. 

Δπίζεο, νη δηαθπκάλζεηο ησλ ε.κ.π. είλαη νη   
2

1
1

1ˆVar
n


   θαη  

2
2

2
2

ˆVar
n


   . 

Βάζεη ησλ παξαπάλσ ζρέζεσλ είλαη πξνθαλέο όηη όζν ηα 1n  θαη 2n  απμάλνληαη ηόζν πην 

αθξηβείο είλαη νη εθηηκεηέο 
1̂  θαη 

2̂ . 

 

2.8.4  Δηαζηήκαηα Εκπηζηνζύλεο 

Γηα ηηο άγλσζηεο παξακέηξνπο 
1  θαη 

2  κπνξνύκε λα θαηαζθεπάζνπκε αθξηβή δ.ε. εθόζνλ 

γλσξίδνπκε ηελ αθξηβή θαηαλνκή ησλ πνζνηήησλ 
1

1

̂


 θαη 

2

2

̂


.  

Δθηόο από ηα αθξηβή δ.ε., πεξηγξάθεηαη θαη ε δηαδηθαζία γηα ηελ θαηαζθεπή Bootstrap  δ.ε. 

βάζεη ησλ κεζόδσλ  Boot-P  θαη Boot-T . 

Ζ κέζνδνο Boot-T γηα ηελ θαηαζθεπή δ.ε. πξνηάζεθε από ηνλ Efron (1979) θαη βαζίδεηαη 

ζε έλα ηππνπνηεκέλν ζηαηηζηηθό 
ˆ

ˆ
z

 




 , όπνπ ̂  έλαο εθηηκεηήο ηνπ   θαη 2̂  ν εθηηκεηήο 

ηεο δηαζπνξάο ηνπ  . Σύκθσλα κε ηε κέζνδν απηή, γηα θάζε bootstrap δείγκα πνπ 

παξάγνπκε, ππνινγίδνπκε ηε ζηαηηζηηθή ζπλάξηεζε 
*

*
ˆ ˆ

ˆ

b
b

b

z
 




 , όπνπ ˆb  είλαη έλαο 

εθηηκεηήο ηνπ ηππηθνύ ζθάικαηνο ηνπ *̂ , βαζηζκέλνο ζηα δεδνκέλα πνπ ιακβάλνπκε από ην 

b-νζηό δείγκα bootstrap. Σηε ζπλέρεηα, εθηηκάηαη ην α-πνζνζηηαίν ζεκείν ηνπ 
*
bz  από ηελ 

ηηκή ât , έηζη ώζηε 
1 *

)ˆ(  b

b

aB I z t a   , όπνπ B a  αθέξαηνο. Δπνκέλσο, έλα 100(1 2 )%a  

δ.ε. γηα ηελ παξάκεηξν ζ ζα είλαη ην  1
ˆ ˆˆ ˆˆ ˆ, aat t      .  

Παξόιν πνπ ε κέζνδνο Βoot-T είλαη απιή θαη θαηαλνεηή, έρεη ηξία βαζηθά 

κεηνλεθηήκαηα. Αξρηθά γηα ηελ εθαξκνγή ηεο κεζόδνπ απηήο είλαη απαξαίηεηε ε γλώζε ηνπ 

εθηηκεηή ηνπ ηππηθνύ ζθάικαηνο ̂ , ε εθηίκεζε ηνπ νπνίνπ δελ είλαη άκεζε. Γηα ηελ εύξεζε 

ηεο ζα πξέπεη λα ρξεζηκνπνηνύλ είηε θάπνηεο άιιεο κέζνδνη επαλαδεηγκαηνιεςίαο (όπσο γηα 

παξάδεηγκα ε κέζνδνο jackknife) είηε λα επαλαιεθζεί ε κέζνδνο bootstrap, γεγνλόο 
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όκσο πνπ ζπλεπάγεηαη όηη απαηηνύληαη πεξηζζόηεξεο επαλαιήςεηο. Σπλεπώο, ε κέζνδνο απηή 

είλαη αξθεηά ρξνλνβόξα. Έλα αθόκα κεηνλέθηεκα ηεο κεζόδνπ Βoot-T είλαη όηη δελ 

παξακέλεη ακεηάβιεηε θάησ από επαλαπαξακεηξνπνίεζε (reparameterization invariant). 

Τέινο, ην δ.ε. πνπ ιακβάλνπκε από απηή ηε κέζνδν δελ έρεη ηελ ηδηόηεηα λα δηαηεξεί ην 

εύξνο ησλ ηηκώλ ηεο ζηαηηζηηθήο ζπλάξηεζεο (δελ είλαη range-preserving). 

Όζνλ αθνξά ηα δ.ε. πνπ βαζίδνληαη ζηε κέζνδν bootstrap percentile(Βoot-P), ν ηξόπνο 

θαηαζθεπήο ηνπο είλαη ν αθόινπζνο. Αλ ζεσξήζνπκε όηη Ĝ  είλαη ε αζξνηζηηθή ζπλάξηεζε 

ηνπ *̂ , ε νπνία δίλεηαη από ηε ζρέζε *ˆ ˆ( ) ( )G t P t  , έλα 100(1 2 )%a  δ.ε. γηα ηελ 

παξάκεηξν ζ είλαη ην 
1 1ˆ ˆ( ), (1 )G a G a  

 
. Ζ νλνκαζία ηεο κεζόδνπ έγθεηηαη ζην γεγνλόο όηη 

ην  1ˆ ( )G a  απνηειεί πνζνζηεκόξην ηεο θαηαλνκήο Ĝ . Δθόζνλ ηζρύεη 1 *( )ˆ ˆ( ) aG a   , ην δ.ε. 

κπνξεί ηζνδύλακα λα γξαθεί 
*( ) *(1 )ˆ ˆ,a a   

 
. Ζ παξαπάλσ ζρέζε γηα ην Βoot-P δ.ε. 

αλαθέξεηαη ζηελ πεξίπησζε πνπ ην πιήζνο ησλ bootstrap επαλαιήςεσλ είλαη άπεηξν. Σηελ 

πξάμε όκσο ρξεζηκνπνηείηαη πάληα έλα πεπεξαζκέλν πιήζνο επαλαιήςεσλ Β. Γηα θαζέλα 

από ηα Β δείγκαηα πνπ παξάγνπκε ππνινγίδνπκε ηνλ *ˆ
b  εθηηκεηή bootstrap ηνπ ζ. Τηο Β 

ηηκέο πνπ ιακβάλνπκε ηηο δηαηάζζνπκε θαη εθηηκνύκε ην δεηνύκελν πνζνζηεκόξην. Οπόηε 

όηαλ ε πνζόηεηα B a  είλαη αθέξαηνο, ην  100(1 2 )%a  Βoot-P δ.ε. γηα ηελ παξάκεηξν ζ 

είλαη ην 
*( ) *( (1 ))ˆ ˆ,Ba B a   

 
.  

Σπκπεξαίλνπκε όηη ηα Βoot-P δ.ε. είλαη πην απιά ζηελ θαηαζθεπή από ηα Βoot-T δ.ε. θαη 

επίζεο έρνπλ σο βαζηθά πιενλεθηήκαηα όηη δηαηεξνύλ ην εύξνο ησλ ηηκώλ θαη είλαη 

ακεηάβιεηα ζε κεηαζρεκαηηζκνύο ηεο παξακέηξνπ ζ.   
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Ακπιβή Γιαζηήμαηα Δμπιζηοζύνηρ 

Γηαπηζηώζακε ζηελ πξνεγνύκελε παξάγξαθν όηη  
ˆ

( ),i
i i

i

Gamma n n



,  γηα 1,2i  . 

Σηεξηδόκελνη ζην απνηέιεζκα απηό, έλα 100(1 )%a  δηάζηεκα εκπηζηνζύλεο γηα ηελ 

παξάκεηξν 
i  είλαη ην 

   , ,

ˆ ˆ

1 2 2
,

i i i i

i i

n n n na a

 

 

 
 
 

,       όπνπ κε  ,n ni i
  ζπκβνιίδνπκε 

ην δ πνζνζηηαίν ζεκείν ηεο θαηαλνκήο ( ),i iGamma n n , γηα 1,2i  . 

Έλα ελαιιαθηηθό δηάζηεκα εκπηζηνζύλεο γηα ηελ παξάκεηξν 
1  κπνξεί λα πξνθύςεη από ηελ 

αθόινπζε παξαηήξεζε.  

Αλ ε η.κ. 
1 1( ),X Gamma n n  κε ζπλάξηεζε ξνπνγελλήηξηαο 

1

1

( ) 1X

n
t

M t
n



 
 
 
 

, ηόηε ε 

ηπραία κεηαβιεηή 
12Z n X  αθνινπζεί ηελ 

1

2

2n θαζώο 

        1
1

2 1( ) 2 1 2
Z X

ntZ t n XM t E e E e M nt t


    ,  

ε νπνία ζπλάξηεζε αληηζηνηρεί ζηε ξνπνγελλήηξηα η.κ. από ηελ 
1

2

2n
 θαηαλνκή. 

Καζώο  ηζρύεη όηη  1 1

1 1

1 1

1

ˆ
( ),

T
Gamma n n

n



 
  , ηόηε ε η.κ. 1 1

1
1

1 1

2

2

ˆ 2
2

T
Z n

n




 
  . 

Σπλεπώο, έλα 100(1 )%a  δηάζηεκα εκπηζηνζύλεο γηα ηελ παξάκεηξν 
1  είλαη ην  

   
1 1

1 1

2 2

2 2

2 2

1 2 2
,

T T

a an n 

 
 
 
 

. 

Αληίζηνηρα, έλα 100(1 )%a  δηάζηεκα εκπηζηνζύλεο γηα ηελ παξάκεηξν 
2  είλαη ην  

   
2 2

2 2

2 2

2 2

2 2

1 2 2
,

n n

T T

a a 

 
 
 
 

, 

όπνπ κε 
2

2
( )a

in  ζπκβνιίδνπκε ην α πνζνζηηαίν ζεκείν ηεο 
2

  θαηαλνκήο κε 2 in  βαζκνύο 

ειεπζεξίαο, γηα 1,2i  . 
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Bootstrap διαζηήμαηα εμπιζηοζύνηρ με ηη μέθοδο Boot-P (percentile)  

Γηα ηελ θαηαζθεπή δηαζηεκάησλ εκπηζηνζύλεο κέζσ ηεο κεζόδνπ Boot-P αξθεί λα 

εθαξκόζνπκε ηα αθόινπζα βήκαηα : 

Βήμα 1
ο
  

Υπνινγίδνπκε ηνπο ε.κ.π.  1
1

1

ˆ
T

n
    θαη 2

2

2

ˆ
T

n
   ζηεξηδόκελνη ζηνπο ρξόλνπο δσήο πνπ 

ιακβάλνπκε από ην αξρηθό καο δείγκα. 

Βήμα 2
ο
  

Γεδνκέλνπ όηη νη πνζόηεηεο n , 1n , 2n  είλαη γλσζηέο, παξάγνπκε n  ηπραίεο κεηαβιεηέο από 

ηελ εθζεηηθή θαηαλνκή κε κέζν 1 θαη επηιέγνπκε ηηο πξώηεο 
1

n  δηαηεηαγκέλεο κεηαβιεηέο, 

ηηο νπνίεο ζπκβνιίδνπκε κε 
1 1
,..., ny y . 

 Δπνκέλσο, νη πξώηνη 1n  ρξόλνη δσήο ζα δίλνληαη από ηηο ζρέζεηο 
1: 1 1

ˆ
n yt   , …. , 

: 11 1

ˆ
nn nyt  . Σηε ζπλέρεηα, παξάγνπκε  1n n  ηπραίεο κεηαβιεηέο από ηελ εθζεηηθή 

θαηαλνκή κε κέζν 1 θαη επηιέγνπκε ηηο πξώηεο 2n  δηαηεηαγκέλεο κεηαβιεηέο, ηηο νπνίεο ηηο 

ζπκβνιίδνπκε κε 
1 1 21,...,n n ny y 

. Οη ρξόλνη δσήο ζα ππνινγίδνληαη ζύκθσλα κε ηηο ζρέζεηο  

: 2 :1 1 11 1
ˆ

n nn n nyt t   , … , : 2 :1 2 1 2 1

ˆ
n nn n n n nyt t   . 

Σπλεπώο, ην  1: :1 2
, ...,n nn nt t   είλαη ην απαηηνύκελν δείγκα. 

Σεκεηώλνπκε όηη γηα ηα 
1̂  θαη 

2̂  πνπ πεξηέρνληαη ζηηο παξαπάλσ ζρέζεηο, ρξεζηκνπνηνύκε 

ηηο εθηηκήζεηο πνπ ιακβάλνπκε από ην πξνεγνύκελν βήκα ηνπ αιγνξίζκνπ. 

Βήμα 3
ο
  

Έρνληαο πιένλ ιάβεη ηα  1: :1 2
, ...,n nn nt t  , κπνξνύκε, ζηεξηδόκελνη ζε απηέο ηηο ηηκέο, λα 

ππνινγίζνπκε  εθ λένπ ε.κ.π. γηα ηηο παξακέηξνπο  
1  θαη 

2  , βάζεη ησλ ζρέζεσλ 1
1

1

ˆ
T

n
    

θαη 2
2

2

ˆ
T

n
  , ηνπο νπνίνπο ζπκβνιίδνπκε κε (1)

1̂ θαη (1)
2̂  αληίζηνηρα. 
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Βήμα 4
ο
  

Δπαλαιακβάλνπκε ηα βήκαηα 2-3 Β θνξέο θαη ζην ηέινο ηεο δηαδηθαζίαο απηήο ζα έρνπκε 

ιάβεη ηηο αθόινπζεο πνζόηεηεο:
(1)ˆ  ,

(2)ˆ  , .... , 
( )ˆ 
B

 , όπνπ  ( ) ( ) ( )

1 2
ˆ ˆ ˆ  ,k k k

  , γηα 1,...,k B . 

Βήμα 5
ο
  

Σην βήκα απηό δηαηάζζνπκε ηηο ηηκέο 
(1) ( )ˆ ˆ,..., B

i i 
 
θαηά αύμνπζα ζεηξά θαη ιακβάλνπκε ηα 

[1] [ ]ˆ ˆ,..., B

i i   , γηα 1,2i   .   

Βήμα 6
ο
  

Καηαζθεπάδνπκε όια ηα πηζαλά 100(1 )%a  δ.ε. γηα ηελ παξάκεηξν 
i ,  ηεο κνξθήο

[ ] [ ][(1 ) ]ˆ ˆ,j j

i i

a B
 

  
, όπνπ 1,..., [(1 ) ]j B a B    θαη 1,2i  .  

Βήμα 7
ο
  

Από ηα παξαπάλσ δ.ε. επηιέγνπκε εθείλν κε ην κηθξόηεξν κήθνο, ην νπνίν ζα απνηειέζεη θαη 

ην 100(1 )%a  Boot-P  δ.ε. γηα ηελ παξάκεηξν 
i . 

Bootstrap διαζηήμαηα εμπιζηοζύνηρ με ηη μέθοδο Boot-T  

Γηα ηελ θαηαζθεπή δ.ε.  κέζσ ηεο κεζόδνπ Boot-Τ αξθεί λα εθαξκόζνπκε ηα αθόινπζα 

βήκαηα : 

Βήμα 1
ο
  

Υπνινγίδνπκε ηνπο ε.κ.π.  1
1

1

ˆ
T

n
    θαη 2

2

2

ˆ
T

n
   , ζηεξηδόκελνη ζηνπο ρξόλνπο δσήο πνπ 

ιακβάλνπκε από ην αξρηθό καο δείγκα. 

Βήμα 2
ο
  

Με ηνλ ηξόπν πνπ πεξηγξάςακε ζην 2
ν
 βήκα ηνπ πξνεγνύκελνπ αιγνξίζκνπ, ιακβάλνπκε 

έλα λέν ηπραίν δείγκα  1: :1 2
, ...,n nn nt t   , βάζεη ηνπ νπνίνπ ππνινγίδνπκε εθ λένπ ηνπο ε.κ.π. 

γηα ηηο παξακέηξνπο  
1  θαη 

2 , πνπ ηνπο ζπκβνιίδνπκε κε (1)
1̂ θαη (1)

2̂ , αληίζηνηρα. Σηε 

ζπλέρεηα, ππνινγίδνπκε ηε ζηαηηζηηθή ζπλάξηεζε  

                      

( )

*

( )

ˆ ˆ

ˆ

k
i i i

i k
i

T
Var

n  

 
 
 

 
 
 



  ,     γηα  1,2i 
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Βήμα 3
ο
  

Δπαλαιακβάλνπκε ην 2
ν
 βήκα Β θνξέο (δειαδή 1,...,k B ) θαη ζην ηέινο θάζε επαλάιεςεο 

απνζεθεύνπκε ηηο ηηκέο πνπ ιακβάλεη ε ζηαηηζηηθή ζπλάξηεζε 
*

iT . Έπεηηα, δηαηάζζνπκε ηηο 

Β ηηκέο ηεο ζηαηηζηηθήο ζπλάξηεζεο, ηηο νπνίεο ζπκβνιίδνπκε κε  
* *(1) ( )

...
B

i iT T  . 

Βήμα 4
ο
  

Σηε ζπλέρεηα, θαηαζθεπάδνπκε όια ηα πηζαλά 100(1 )%a  δ.ε. ηεο κνξθήο 

* *( ) ([(1 ) ] ),  j a B j

i i
T T

  
  

,  όπνπ 1,..., [(1 ) ]j B a B    θαη 1,2i  .  

Βήμα 5
ο
  

Από ηα παξαπάλσ δ.ε. επηιέγνπκε απηό κε ην κηθξόηεξν κήθνο., ην νπνίν έζησ όηη 

ζπκβνιίδνπκε κε 
* *,iL iUT T   .  

 

Τν 100(1 )%a  Boot-Τ  δ.ε. γηα ηελ παξάκεηξν 
i   ζα είλαη ην : 

   
1 1
2 2* *ˆ ˆ ˆ ˆ       ,      i ii i i iiL iUn Var T n Var T   

  
 

  
  . γηα 1,2i  . 

 

 

 

2.8.5  Κξηηήξηα επηινγήο ηνπ βέιηηζηνπ πιήζνπο κνλάδωλ 
1n  

Έλα εύινγν εξώηεκα ην νπνίν πξνθύπηεη από ηε δνκή κε ηελ νπνία έρνπκε νξίζεη ην 

κνληέιν, απνηειεί ε βέιηηζηε επηινγή ηνπ 
1n , γηα δεδνκέλα r  θαη n . 

Οη Kundu and Balakrishnan (2009) γηα ηνλ πξνζδηνξηζκό ηνπ βέιηηζηνπ 
1n  

ρξεζηκνπνίεζαλ θξηηήξηα ηα νπνία ζρεηίδνληαη κε ηε δηαθύκαλζε θαη κε ηελ νξίδνπζα ηνπ 

πίλαθα πιεξνθνξίαο. Σηε ζπλέρεηα, δίλεηαη αλαιπηηθά ε πεξηγξαθή απηώλ ησλ θξηηεξίσλ 

βειηηζηνπνίεζεο. 
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2.8.5.1  Η δηαθύκαλζε ηωλ ε.κ.π.
 
ˆ

1θ  θαη ˆ
2θ  

Έλα από ηα βαζηθά θξηηήξηα γηα ηελ επηινγή ηνπ βέιηηζηνπ 
1n  είλαη ε δηαθύκαλζε. 

Σπγθεθξηκέλα, ζηόρνο ελόο πεηξάκαηνο είλαη ε εθηίκεζε ησλ παξακέηξσλ λα γίλεηαη κε όζν 

ην δπλαηό κεγαιύηεξε αθξίβεηα. Δπνκέλσο, βάζεη ηνπ κνληέινπ πνπ έρνπκε ζεσξήζεη, ε 

ειαρηζηνπνίεζε ηεο δηαθύκαλζεο επηηπγράλεηαη γηα ηελ ηηκή εθείλε ηνπ 
1n  γηα ηελ νπνία 

ειαρηζηνπνηείηαη ε ζπλάξηεζε 
2 2

1 2
1

1 1
1( )

n n
n

r

 
  



 
 
 

, όπνπ 11 1n r    θαη γηα δεδνκέλεο 

ηηκέο ησλ 
1    θαη 

2   . 

Μπνξνύκε λα παξαηεξήζνπκε όηη ε παξαπάλσ ζπλάξηεζε ηππηθά εθθξάδεη ην άζξνηζκα 

ησλ δηαθπκάλζεσλ ησλ ε.κ.π. 
1̂  θαη 

2̂  σο ζπλάξηεζε ηνπ 
1n .  Γηα λα κπνξέζνπκε λα 

ειαρηζηνπνηήζνπκε ηελ παξαπάλσ πνζόηεηα ζα πξέπεη λα γλσξίδνπκε ηηο ηηκέο ησλ 

παξακέηξσλ 
1    θαη 

2   . Σε πεξίπησζε πνπ δελ έρνπκε θάπνηα δηαζέζηκε πιεξνθνξία γηα ηα 

1    θαη 
2   , δε κπνξνύκε λα ππνινγίζνπκε ην βέιηηζην 

1n  . Απελαληίαο, αλ γλσξίδνπκε έζησ 

θαη ην ιόγν ησλ 
1    θαη 

2    κπνξνύκε λα πξνζδηνξίζνπκε ην βέιηηζην 
1n .

 
Σπγθεθξηκέλα, αλ 

ζεσξήζνπκε όηη 
1 2   c  , όπνπ c γλσζηό, ηόηε ε ζπλάξηεζε 

1 1( )n  κπνξεί λα γξαθεί σο 

αθνινύζσο :
2

1
1 1

2

1 2

1
( )

c

n n
n

r
  



 
 
 

, 11 1n r   .  Λύλνληαο ηελ εμίζσζε 
1 1

'
( ) 0n    

βξίζθνπκε όηη 
1 11

r
n

c




 . Ζ ηηκή απηή απνηειεί θαη νιηθό ειάρηζην ηεο ζπλάξηεζεο, 

θαζώο 
1 1

"
( ) 0n   γηα 11 1n r   .

 
 

Δπεηδή επηζπκνύκε ν 
1n  λα είλαη αθέξαηνο αξηζκόο (θαζώο αληηπξνζσπεύεη ην πιήζνο ησλ 

κνλάδσλ πνπ απνηπγράλνπλ ζην 1
ν
 επίπεδν πίεζεο), αλ ε πνζόηεηα  

11

r

c


  είλαη αθέξαηνο 

ηόηε απηή απνηειεί θαη ην πιήζνο κνλάδσλ 
1n  πνπ ειαρηζηνπνηεί ηε ζπλάξηεζε καο, 

δηαθνξεηηθά ζεσξνύκε ηνπο δύν δηαδνρηθνύο αθεξαίνπο αξηζκνύο 
11

r

c


 
 
 
 

 θαη 
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1
11

r

c




 
 
 
 

 θαη επηιέγνπκε εθείλνλ πνπ ειαρηζηνπνηεί ηε ζπλάξηεζε 
1 1( )n .

 

 

2.8.5.2  Η νξίδνπζα ηνπ πίλαθα πιεξνθνξίαο 

Έλα αθόκα θξηηήξην γηα ηε βέιηηζηε επηινγή ηνπ 
1n  κπνξεί λα απνηειέζεη ε κεγηζηνπνίεζε 

ηεο δηαθξίλνπζαο ηνπ πίλαθα πιεξνθνξίαο.  

Έζησ όηη κε  ,1 2I    ζπκβνιίδνπκε ηνλ πίλαθα πιεξνθνξίαο ηνπ Fisher ησλ 
1  θαη 

2 . 

Ηζρύεη όηη, 

 

   

   

2 2
1 2 1 2 1 1

2 2 31 21 1 1

2 2
1 2 1 2 2 2

2 32
1 2 2 22

,1 2

, , 2
0

, , 2
0

ln ln

ln ln

n T
E E E

n T
EE E

L L

I
L L

   

   

   

   

 

        
           
                  
        
                           

 

 

 

όπνπ  
11 1
ˆT n

 

θαη 
2 2 2

ˆT n 

 

. 

Αληηθαζηζηώληαο, παίξλνπκε όηη 1 1 1

2 3
11 1

1 1 1

2 2 2

1 1 1

ˆ2 2n T
E E

n n n

    

   
         

   . 

Οκνίσο, 2 2

2 3
2 2

2

2

2

2n T
E

n

  

 
   
 
 

 . 

Δπνκέλσο, ε νξίδνπζα ηνπ πίλαθα πιεξνθνξίαο ζα είλαη ίζε κε ηελ πνζόηεηα 1 2

2 2

1 2

n n

 
. 

Σύκθσλα κε ην θξηηήξην απηό, ζηόρνο καο είλαη ε εύξεζε εθείλνπ ηνπ 
1n
 
γηα ην νπνίν 

κεγηζηνπνηείηαη ε παξαπάλσ πνζόηεηα. Ηζνδύλακα,  βέιηηζην 
1n  ζα κπνξνύζε λα απνηειέζεη 

απηό πνπ ειαρηζηνπνηεί ηε ζπλάξηεζε 
2 2

1 2

1 1
2 1( )

( )n n
n

r

 
 



 
 
 

, 11 1n r   . Δύθνια κπνξνύκε λα 

δηαπηζηώζνπκε όηη ε ηηκή ηνπ 
1n  πνπ ειαρηζηνπνηεί ηελ παξαπάλσ ζπλάξηεζε είλαη 1

2

r
n  . 

Δπνκέλσο, αλ ε πνζόηεηα 
2

r
 είλαη αθέξαηνο αξηζκόο, θαηαιήγνπκε όηη ε βέιηηζηε ηηκή γηα ην 

1n  είλαη 
2

r
.  
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Δηδάιισο, ζεσξνύκε ηνπο δύν δηαδνρηθνύο αθεξαίνπο  
2

r 
  

 θαη 1
2

r


 
  

 θαη επηιέγνπκε 

απηόλ πνπ ειαρηζηνπνηεί ηε ζπλάξηεζε 
2 1( )n .  

Δλδηαθέξνλ πξνθαιεί ην γεγνλόο όηη γηα ηνλ ππνινγηζκό ηνπ βέιηηζηνπ 
1n  δελ είλαη 

απαξαίηεηε ε γλώζε ησλ 
1    θαη 

2   . 

 

2.8.5.3  Η δηαθύκαλζε ηνπ ινγαξίζκνπ ηνπ κέζνπ ρξόλνπ δωήο 

Έλα ελαιιαθηηθό θξηηήξην γηα ηελ επηινγή ηνπ 
1n  , ζηα πιαίζηα ηνπ κνληέινπ πνπ κειεηάκε, 

δόζεθε από ηνπο Bai et al. (1989) θαη ζηεξίδεηαη ζηελ ειαρηζηνπνίεζε ηεο δηαθύκαλζεο ηνπ 

ινγαξίζκνπ ηνπ κέζνπ ρξόλνπ δσήο ζην επίπεδν ζρεδηαζκνύ 0x . 

Οη Bai et al. (1989) ζεσξνύλ όηη ε δνκή ηνπ κνληέινπ είλαη ίδηα κε απηή πνπ πεξηγξάςακε 

παξαπάλσ, κε κόλε δηαθνξά όηη ν κέζνο ρξόλνο δσήο θάζε κνλάδαο ζπλδέεηαη 

ινγαξηζκνγξακκηθά κε ην επίπεδν πίεζεο, θαη ζπγθεθξηκέλα κέζσ ηεο ζρέζεο  

log i ix    , γηα 1,2i   , όπνπ α, β άγλσζηεο παξάκεηξνη. 

Σηε ζπλέρεηα, κε i
i

n
n

   ζα ζπκβνιίδνπκε ην πνζνζηό ησλ κνλάδσλ πνπ απνηπγράλεη ζην 

επίπεδν πίεζεο ix  θαη κε c
c

n
n

   ην πνζνζηό ησλ πεηξακαηηθώλ κνλάδσλ πνπ ινγνθξίλεηαη. 

Γηα λα κπνξέζνπκε λα εθαξκόζνπκε ην θξηηήξην βειηηζηνπνίεζεο, ζα ζεσξήζνπκε όηη ην c  

είλαη πξνθαζνξηζκέλν θαη επνκέλσο ζηόρνο καο είλαη λα πξνζδηνξίζνπκε ην 1  (θαη 

θαη’επέθηαζε ην 
1n ), δειαδή ην βέιηηζην πνζνζηό πεηξακαηηθώλ κνλάδσλ πνπ 

απνηπγράλνπλ ζην επίπεδν 1x . 

Ζ ζπλάξηεζε πηζαλνθάλεηαο  ( , )L    ππνινγίδεηαη αλ αληηθαηαζηήζνπκε ζηελ 
1 2( , )L  

 
πνπ 

ππνινγίζακε ζηελ παξάγξαθν 2.8.2, ηα 
1  θαη 

2  ζύκθσλα κε ηηο ζρέζεηο 1 1
log x     

θαη 
22log x    . 

Σπλεπώο, log ( , )L a    

1 1 2 2 1 1 2 2( , ) ( ) ( ) exp( ) exp( )LL a n x n x T x T x                   ,  

όπνπ  
1

11 1:

1

:( )i n

i

n

n nT t n n t


    ,   :2 1 1

1

:

1

: :( )( ) r n

r

i n

i

n n n n
n

T t t n r t t
 

     .



Κεθάιαην 2. Μνληέιν απιήο βεκαηηθήο πίεζεο κε ινγνθξηζία ηύπνπ ΙΙ 

 

73 

 

Λύλνληαο ηηο εμηζώζεηο 
( , ) ( , )

0
LL a LL a

a

 



 
 

 
 , ππνινγίδνπκε ηνπο ε.κ.π. ησλ α θαη β 

πνπ δίλνληαη από ηηο ζρέζεηο : 

2 1
1 2

2 1 2 1

1
ˆ log log

n n
x x

x x T T
  



    
    

    
   θαη  1 2

2 1 2 1

1ˆ log
n T

x x n T









 
 
 

  , 

 

Ο πίλαθαο πιεξνθνξίαο ηνπ Fisher, ( , )I a   δίλεηαη από ηε ζρέζε :  

2 2

2
1 2 1 1 2 2

2 22 2
1 1 2 2 1 1 2 2

2

( , ) ( , )

( , ) ( , )

( , )

a a
E E

aa
n

a a
E E

a

LL LL

x x
I a

x x x xLL LL

 

    

    

 


 

 

    
     
              
             
          

 

 

 

 

Δπνκέλσο, ε δηαθύκαλζε ηνπ ινγαξίζκνπ ηνπ κέζνπ ρξόλνπ δσήο ζην επίπεδν ζρεδηαζκνύ 

0x  κπνξεί λα γξαθεί σο αθνινύζσο : 

    '

1 1

2 2
1

0 0 0 0

(1 )ˆ ˆˆlog (1  ) ( , )(1  )
1 c

n Var n Var a x n x I a x
 

  
  

 
       

 
, 

όπνπ 1 0

2 1

x x

x x






 . 

    Παξαηεξνύκε όηη ε παξαπάλσ πνζόηεηα απνηειεί ζπλάξηεζε ηνπ 1 , έζησ 1( )g  , θαη 

ζπλεπώο ιύλνληαο ηελ εμίζσζε 
'

1( ) 0g   , δηαπηζηώλνπκε όηη ιύζε ηεο εμίζσζεο είλαη ε 

*
1

(1 )(1 )

1 2

c 




 



. Ζ ιύζε απηή είλαη ε βέιηηζηε θαζώο απνηειεί νιηθό ειάρηζην ηεο 

ζπλάξηεζεο 1( )g  , εθόζνλ ηζρύεη 
2

1

2
' '

3 3
1 1

2(1 ) 2
( ) 0

(1 )c

g
 


  


  

 
. 

Δπηπιένλ, ζηελ πεξίπησζε πνπ ηα δεδνκέλα πνπ δηαζέηνπκε είλαη πιήξε (δειαδή όηαλ 

0c  ), ην βέιηηζην 1  δίλεηαη από ηε ζρέζε 
*

1

1

1 2










, ην νπνίν ηαπηίδεηαη κε ην 

απνηέιεζκα πνπ εμήγαγαλ νη Miller and Nelson (1983).  
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2.8.6  Εηδηθή πεξίπηωζε ηνπ κνληέινπ όπνπ θαηαγξάθνληαη κόλν δύν παξαηεξήζεηο 

 

Οη Xiong et al. (2006) ζεσξνύλ έλα δηαθνξεηηθό ηξόπν πξνζέγγηζεο ησλ πεηξακάησλ πνπ 

πεξηγξάθνληαη παξαπάλσ. Σπγθεθξηκέλα, ζεσξνύλ έλα κνληέιν απιήο βεκαηηθήο πίεζεο, ζην 

νπνίν ε αιιαγή ηνπ επηπέδνπ πίεζεο επηηπγράλεηαη όηαλ παξαηεξεζεί έλαο πξνθαζνξηζκέλνο 

αξηζκόο απνηπρηώλ (ζπλεπώο ε ρξνληθή ζηηγκή αιιαγήο ηνπ επηπέδνπ πίεζεο απνηειεί κία 

δηαηεηαγκέλε παξαηήξεζε θαη άξα είλαη ηπραία) θαη ην πείξακα ηεξκαηίδεηαη όηαλ ζπλνιηθά 

παξαηεξεζνύλ r απνηπρίεο. Δπνκέλσο, ζην 2
ν
 επίπεδν πίεζεο παξαηεξείηαη ινγνθξηζία ηύπνπ 

ΗΗ. Ζ δηαθνξά κε ην κνληέιν πνπ πεξηγξάθεηαη παξαπάλσ έγθεηηαη ζην γεγνλόο όηη νη Xiong 

et al. (2006) ππνζέηνπλ όηη νη κνλαδηθνί ρξόλνη δσήο πνπ παξαηεξνύληαη θαζ’όιε ηε 

δηάξθεηα ηνπ πεηξάκαηνο είλαη ν ρξόλνο πνπ αληηζηνηρεί ζην ρξόλν αιιαγήο ηνπ επηπέδνπ 

πίεζεο θάησ από ην ρακειό επίπεδν πίεζεο θαη ε ηειεπηαία δηαηεηαγκέλε παξαηήξεζε θάησ 

από ην πςειό επίπεδν πίεζεο, ε νπνία απνηειεί θαη ην ρξόλν δηάξθεηαο-ιήμεο ηνπ 

πεηξάκαηνο.  

Απηό ην είδνο κνληέινπ απιήο βεκαηηθήο πίεζεο κπνξεί ζηελ πξάμε λα επηηεπρζεί όηαλ ε 

θαηάζηαζε ησλ κνλάδσλ ειέγρεηαη θαηά πεξηόδνπο, πξαθηηθή ε νπνία εθαξκόδεηαη ζπρλά 

ζηελ πξάμε θαζώο δελ απαηηεί ζπλερή έιεγρν ηεο δηαδηθαζίαο θαη επνκέλσο είλαη πην απιή 

ζηελ εθαξκνγή. Αζθαιώο, έλα βαζηθό πιενλέθηεκα ηνπ κνληέινπ είλαη όηη εμαζθαιίδεηαη 

πάληα ε ύπαξμε ησλ εθηηκεηώλ γηα ηηο παξακέηξνπο ηνπ κνληέινπ, θαζώο παξαηεξνύληαη 

απώιεηεο θαη ζηα 2 επίπεδα πίεζεο (ζπγθεθξηκέλα παξαηεξείηαη από κία απνηπρία ζε θάζε 

επίπεδν πίεζεο).  

 

Οη ππνζέζεηο ηνπ ζπγθεθξηκέλνπ κνληέινπ επηγξακκαηηθά είλαη νη αθόινπζεο : 

      Τα επίπεδα πίεζεο εθαξκόδνληαη κε ηελ αθόινπζε ζεηξά 
1x <

2x   

      Γηα θάζε επίπεδν πίεζεο, ε θαηαλνκή ηνπ ρξόλνπ δσήο ησλ πεηξακαηηθώλ     

        κνλάδσλ είλαη ε εθζεηηθή, κε ζπλάξηεζε θαηαλνκήο απηή ηεο ζρέζεο (2.1) 

      Ο ρξόλνο δσήο ησλ κνλάδσλ θάησ από ην  κνληέιν πνπ έρνπκε ζεσξήζεη θαη 

        δνζέληνο όηη 
1 1: :n n n nT t , πξνέξρεηαη από ην κνληέιν αζξνηζηηθήο έθζεζεο 

       Μόλν 2 δηαηεηαγκέλεο παξαηεξήζεηο θαηαγξάθνληαη ζε όιε ηε δηάξθεηα ηνπ     

         πεηξάκαηνο. Ο έλαο είλαη ν ρξόλνο πνπ αληηζηνηρεί ζηε ρξνληθή ζηηγκή αιιαγήο  
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        ηνπ επηπέδνπ πίεζεο, δειαδή ν 
1:n nT  θαη ν άιινο είλαη ν ηειεπηαίνο ρξόλνο  

         απνηπρίαο ηνπ πεηξάκαηνο, ν νπνίνο απνηειεί ηελ 
1 2:n n nT 

 δηαηεηαγκέλε   

         παξαηήξεζε θάησ από ην επίπεδν πίεζεο 
2x  (θαη ηαπηίδεηαη κε ην ρξόλν ιήμεο  

         ηνπ πεηξάκαηνο 
:r nT ) 

      Ο κέζνο ρξόλνο δσήο θάζε πεηξακαηηθήο κνλάδαο ζπλδέεηαη ινγαξηζκνγξακκηθά  

        κε ην επίπεδν πίεζεο, θαη ζπγθεθξηκέλα κέζσ ηεο ζρέζεο  log i ix    , γηα  

         1,2i   , όπνπ α, β άγλσζηεο παξάκεηξνη 

 

Σύκθσλα κε ηα όζα αλαθέξζεθαλ θαη ζηελ πξνεγνύκελε παξάγξαθν, ε ππό ζπλζήθε 

ζπλάξηεζε θαηαλνκήο ηνπ ρξόλνπ δσήο Τ, δνζέληνο όηη 
1 1: :n n n nT t  , δίλεηαη από ηε ζρέζε   

   

1 1

2 1
2 1 1

1

:

:

: :

( ) 0

( )

                           ,   

 
  ,  

n n

n n

n n n n

F t t t

tG t
F t t t t





 


    




 
 
 

 

θαη αληίζηνηρα ε ππό ζπλζήθε ζπλάξηεζε ππθλόηεηαο ( )g t  ηνπ ρξόλνπ δσήο Τ, δνζέληνο 

1 1: :n n n nT t , δίλεηαη από ηε ζρέζε  

             

1

1

1

1
1

1 1

2 1

2

 

:

     

:

2

: :

1
( ) 0

( )

1
( )  

                        ,   

 

   ,   

t

n n

n n

n n n n

g t t t

g t t t t

g t t t

e

e





 





 

 
 

   










   . 

Βάζεη ηνπ πιαηζίνπ ηνπ κνληέινπ πνπ κειεηάκε, δηαθξίλνπκε όηη ζε θάζε εθηέιεζε ηνπ 

πεηξάκαηνο ηα κόλα δεδνκέλα πνπ ιακβάλνπκε είλαη ην δηάλπζκα  : :1 1 2
,n n n n nT T  . 

Σπλεπώο, ε από θνηλνύ ζ.π.π ησλ  : :1 1 2
,n n n n nT T   , ζύκθσλα κε ηε ζρέζε (1.3), είλαη ε 

αθόινπζε : 

   1

11
: :1 1

: :1 1 2
1 2 1 1

, exp 1 1 exp

n

n n n n

n n n n n

t tC
f t t n n

   





       
                      
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 1 2

12
: : : :1 2 1 1 2 1

2 2

exp 1 1 exp

n

n n n n n n n n n nt t t t
n n n

 


         

                      

,  

όπνπ   1

1

2 1

1 1

1 1

n n n
C n n n

n n

    
    

   
. 

Δπνκέλσο, ε ζπλάξηεζε πηζαλνθάλεηαο δίλεηαη από ηε ζρέζε : 

 1 2 1 2 : : : :1 1 2 1 1 2, ,( , ) ( , | )n n n n n n n n n nL L t t f t t      . 

Γηα λα ιάβνπκε ηνπο ε.κ.π. ησλ α, β αξθεί λα κεγηζηνπνηήζνπκε ηε ζπλάξηεζε πηζαλνθάλεηαο 

( , )L   , ε νπνία ππνινγίδεηαη αλ αληηθαηαζηήζνπκε ζηελ 
1 2( , )L  

 
ηα 

1  θαη 
2  ζύκθσλα 

κε ηηο ζρέζεηο 1 1
log x     θαη 

22log x    .   

Σπλεπώο, ιακβάλνπκε ηνπο ε.κ.π. ησλ α, β  επηιύνληαο ην ζύζηεκα εμηζώζεσλ  

    

log ( , )
0

L  






   
 θαη    

log ( , )
0

L  







. 

Δθηειώληαο ηηο παξαπάλσ πξάμεηο δηαπηζηώλνπκε όηη νη ε.κ.π. δε δίλνληαη ζε θιεηζηή κνξθή, 

επνκέλσο γηα ηελ εύξεζε ησλ ιύζεσλ ηνπ παξαπάλσ ζπζηήκαηνο ζα πξέπεη λα 

ρξεζηκνπνηεζνύλ επαλαιεπηηθέο κέζνδνη. 

Γηα ηε κεζνδνινγία θαηαζθεπήο δ.ε. θάπνηνο κπνξεί λα αλαηξέμεη ζην άξζξν ησλ Xiong et al. 

(2006), ζην νπνίν δίλνληαη ηα δ.ε. γηα ηηο παξακέηξνπο α θαη β, θαζώο θαη γηα ηελ παξάκεηξν 

0 0exp( )x    . 

 

΢ςμπεπάζμαηα 

Σπκπεξαίλνπκε όηη ε ζεώξεζε ελόο ηέηνηνπ πιαηζίνπ έρεη σο βαζηθό πιενλέθηεκα ηελ 

απιόηεηα εθαξκνγήο ηνπ θαζώο θαη ηελ εμαζθάιηζε ηεο ύπαξμεο ησλ εθηηκεηώλ ησλ 

παξακέηξσλ ηνπ κνληέινπ.  

Παξόια απηά δηαπηζηώζακε όηη νη εθηηκεηέο πνπ ιακβάλνπκε δε δίλνληαη ζε θιεηζηή 

κνξθή ελώ έλα βαζηθό κεηνλέθηεκα απηνύ ηνπ κνληέινπ είλαη όηη νη εθηηκήζεηο ησλ 

παξακέηξσλ ζηεξίδνληαη ζε δύν κόλν παξαηεξήζεηο, απηέο ησλ  : :1 1 2
,n n n n nT T  , πνπ 

ιακβάλνπκε κε θάζε εθηέιεζε ηνπ πεηξάκαηνο. Σπλεπώο,  ε ρξήζε θαηαλνκώλ πνπ 

πεξηιακβάλνπλ πεξηζζόηεξεο από 2 παξακέηξνπο δελ ελδείθλπηαη, θαζώο ε εθηίκεζε απηώλ 

δε ζα ήηαλ ηδηαίηεξα αμηόπηζηε. 
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2.9  Μνληέιν απιήο βεκαηηθήο πίεζεο κε ινγνθξηζία ηύπνπ ΙΙ θαη ρξόλνπο δωήο από ηελ 

θαηαλνκή Weibull  

 

Σηηο παξαπάλσ παξαγξάθνπο κειεηήζακε ην κνληέιν απιήο βεκαηηθήο πίεζεο κε ινγνθξηζία 

ηύπνπ ΗΗ θαη εθζεηηθνύο ρξόλνπο δσήο. Δθηόο όκσο από ηελ εθζεηηθή θαηαλνκή, κία άιιε 

θαηαλνκή πνπ ρξεζηκνπνηείηαη επξέσο γηα ηελ πεξηγξαθή ησλ ρξόλσλ δσήο ησλ κνλάδσλ 

είλαη ε Weibull.  

Ζ Weibull απνηειεί κία επέιηθηε θαηαλνκή θαη γηα ην ιόγν απηό πξνηηκάηαη γηα ηε 

κνληεινπνίεζε θαη πεξηγξαθή πνηθίισλ εηδώλ δεδνκέλσλ. Αλάινγα κε ηηο ηηκέο πνπ 

ιακβάλνπλ νη παξάκεηξνη ηεο θαηαλνκήο, θαη θπξίσο ε παξάκεηξνο κνξθήο, ε ζπλάξηεζε 

ππθλόηεηαο απηήο κπνξεί λα ιάβεη δηαθνξεηηθέο κνξθέο θαη ε ζπλάξηεζε θηλδύλνπ κπνξεί 

λα είλαη αύμνπζα, θζίλνπζα θαη ζηαζεξή ζπλάξηεζε.  

Τν κνληέιν απιήο βεκαηηθήο πίεζεο κε ινγνθξηζία ηύπνπ ΗΗ θαη ρξόλνπο δσήο πνπ 

αθνινπζνύλ ηε Weibull θαηαλνκή κειεηήζεθε από ηνπο Kateri and Balakrishnan (2008). Ζ 

πεξηγξαθή ηνπ κνληέινπ είλαη αληίζηνηρε κε απηή πνπ πεξηγξάςακε παξαπάλσ. 

Σπγθεθξηκέλα,  n  όκνηεο κνλάδεο ηνπνζεηνύληαη ζε έλα πείξακα θαη ππνβάιινληαη ζε 

επίπεδν πίεζεο 
1x . Σε πξνθαζνξηζκέλν ρξόλν  , ην επίπεδν πίεζεο από 

1x  απμάλεηαη ζε 
2x . 

Τν πείξακα ζπλερίδεηαη κέρξη έλαο πξνθαζνξηζκέλνο αξηζκόο κνλάδσλ r  απνηύρεη. Με 
1n  

ζπκβνιίδνπκε ην πιήζνο ησλ κνλάδσλ πνπ έρνπλ απνηύρεη πξηλ από ην ρξόλν   θαη κε  

2 1n r n   ην πιήζνο ησλ κνλάδσλ πνπ απέηπραλ κεηά ην ρξόλν  . Με 
1:nt , 

2:nt , … , 
:r nt  

δειώλνπκε ηνπο δηαηεηαγκέλνπο ρξόλνπο δσήο ησλ κνλάδσλ γηα ηνπο νπνίνπο ηζρύεη ε ζρέζε  

1:nt < 
2:nt < … < 

:r nt .  Αζθαιώο, βαζηθή ππόζεζε θαη ζην κνληέιν απηό είλαη όηη ηα δεδνκέλα 

καο πξνέξρνληαη από ην κνληέιν αζξνηζηηθήο έθζεζεο.   

Τώξα, ππνζέηνπκε όηη ε θαηαλνκή ησλ ρξόλσλ δσήο ζηα επίπεδα πίεζεο 
1x  θαη 

2x  είλαη ε 

Weibull, κε θνηλή παξάκεηξν κνξθήο β θαη παξακέηξνπο θιίκαθαο ηα 
1  θαη 

2 , αληίζηνηρα. 

Δπνκέλσο, ε αζξνηζηηθή ζπλάξηεζε θαηαλνκήο ηνπ ρξόλνπ δσήο ζην επίπεδν πίεζεο 
ix  είλαη 

ε ( ) 1 exp

i

i

t
F t




  

   
  
   

, 0t   γηα  1,2i   . 
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Σύκθσλα κε ηηο ππνζέζεηο ηνπ κνληέινπ αζξνηζηηθήο έθζεζεο, ε ζπλάξηεζε θαηαλνκήο ( )G t  

ζα δίλεηαη από ηε ζρέζε  :  

1

2
2

1

( ) 0

( )

                 ,   

   ,   

F t t

G t
F t t



 
 



 


    




 
 
 

 . 

θαη ε ζπλάξηεζε ππθλόηεηαο ( )g t  δηακνξθώλεηαη σο εμήο : 

1 1

1

1

2

1

21

2

2
1

 

 

2

( ) 0

( )

( )

                            ,   

        

      ,    

t

t

g t t t

g t

g t t t

e

e















 











  
 







 
  
 
 

 
 
 


 
 
 
 

 

 
  
 

  

    






 






    

Αληίζηνηρα, ε ζπλάξηεζε πηζαλνθάλεηαο δίλεηαη από ηε ζρέζε : 

 

 

 

1

1

1

11

11 2 2

11 2

: :

1

: :

1

: : :

1 1

,

,

,

1 ( ) ( )

1 ( ) ( ) 0( , , )

1 ( ) ( ) ( ) 1 1

                     

                           

            

n
n r

r n i n

i

r
n r

r n i n

i

n r
n r

r n i n i n

i i n

c G t g t n r

c G t g t nL

c G t g t g t n r

  











  

  

  

    






 









 

 , 

όπνπ  
!

( )!

n

n r
c


  ζηαζεξά.  

Παξαηεξνύκε όηη νη  ε.κ.π. ησλ 
1  , 

2  θαη β ππάξρνπλ κόλν ζηελ πεξίπησζε πνπ 

11 1  n r   , δειαδή ζηελ πεξίπησζε πνπ παξαηεξείηαη ηνπιάρηζηνλ κία απνηπρία ζε 

θαζέλα από ηα επίπεδα πίεζεο. 

Δπνκέλσο, γηα λα ππνινγίζνπκε ηνπο ππό ζπλζήθε ε.κ.π. ησλ παξακέηξσλ 
1  , 

2  θαη β 

αξθεί λα κεγηζηνπνηήζνπκε ηε ζπλάξηεζε πηζαλνθάλεηαο ή ηζνδύλακα ην ινγάξηζκν απηήο. 

Λακβάλνληαο ηηο εμηζώζεηο πηζαλνθάλεηαο κπνξνύκε λα δηαθξίλνπκε όηη νη δεηνύκελνη ε.κ.π. 

δε δίλνληαη ζε θιεηζηή κνξθή. Δπνκέλσο, γηα ηελ επίιπζε ηνπ ζπζηήκαηνο ησλ εμηζώζεσλ 

πηζαλνθάλεηαο απαηηείηαη ε ρξήζε επαλαιεπηηθώλ κεζόδσλ.  

Ζ πην γλσζηή επαλαιεπηηθή κέζνδνο είλαη απηή ησλ Newton-Raphson. Ζ κέζνδνο απηή 

ζπγθιίλεη αξθεηά γξήγνξα, θπξίσο όηαλ νη αξρηθέο ηηκέο (starting values) πνπ 

ρξεζηκνπνηνύκε είλαη πνιύ θνληά ζηελ επηζπκεηή ηηκή.  
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Οη εμηζώζεηο πξνζδηνξηζκνύ ησλ παξακέηξσλ, βάζεη ηνπ Newton-Raphson αιγνξίζκνπ, 

δίλνληαη από ηε ζρέζε   
1( 1) ( ) ( )t t t

obsI


   u ,  

όπνπ  
1

obsI


 είλαη ν αληίζηξνθνο ηνπ παξαηεξνύκελνπ πίλαθα πιεξνθνξίαο ηνπ Fisher, 

1 2 3

,
'

,
l l l

  

  


  

 
 
 

u   θαη 
1 2 1 2 1 23( , , ) ( , , ) log ( , , )l l L          . 

Όπσο αλαθέξζεθε παξαπάλσ, ηδηαίηεξα ζεκαληηθή είλαη ε επηινγή ησλ θαηάιιεισλ αξρηθώλ 

ηηκώλ. Οη Kateri and Balakrishnan (2008) πξόηεηλαλ ηνπο αθόινπζνπο ηξόπνπο επηινγήο ησλ 

ηηκώλ απηώλ : 

 Ο επθνιόηεξνο ηξόπνο πξνζέγγηζεο ζα ήηαλ αλ ζεσξνύζακε όηη μεθηλάκε από ηελ εθζεηηθή 

θαηαλνκή, αληί γηα ηε Weibull, όπνπ εθεί νη αξρηθέο ηηκέο ζα ήηαλ  

        
(0)

1   ,    

1

1

: 1

1

1

(0)

( )

n

i n

i

t n n

n



 

 




   θαη   

 
1 1

: :

 

2

1

(0)

( ) ( )
i n

r

i n r nt n r t

r n

 


 

   





   . 

Βέβαηα, απηή ε επηινγή είλαη αξθεηά εύθνιε αιιά όρη θαη’αλάγθε θαη ε βέιηηζηε. 

 Σηελ πεξίπησζε πνπ ηα 
1  θαη 

2  είλαη γλσζηά, ηόηε κπνξνύκε λα εμάγνπκε έλαλ εθηηκεηή 

γηα ηελ παξάκεηξν β ζε θιεηζηή κνξθή.  

Σπγθεθξηκέλα, ν εθηηκεηήο απηόο δίλεηαη από ηε ζρέζε : 

           

1
2

:1 1 1 2 :
 1   1 11

ˆ

log( ) ( ) log( ) log( ) log i ni n
i i n

n r

r

n r n t t


 

  
  

 
  
 

      

 .             (2.19) 

Δπνκέλσο, έρνληαο εθ ησλ πξνηέξσλ πιεξνθνξία γηα ηα 
1  θαη 

2 , αληηθαζηζηώληαο ηηο ηηκέο 

απηέο ζηελ παξαπάλσ ζρέζε κπνξνύκε λα ιάβνπκε θαη κία αξρηθή εθηίκεζε γηα ηελ 

παξάκεηξν β. Σπλεπώο, νη ελ ιόγσ ηηκέο ζα κπνξνύζαλ λα απνηειέζνπλ ην δηάλπζκα κε ηηο 

αξρηθέο ηηκέο πνπ απαηηνύληαη γηα ηνλ αιγόξηζκν. 

 

 Σηελ πεξίπησζε, πνπ δε δηαζέηνπκε θακία πιεξνθνξία γηα ηηο παξακέηξνπο 
1  θαη 

2 , 

κπνξνύκε λα ζηεξηρζνύκε ζηηο θαηαλνκέο ησλ 
1n  θαη 

2n . Σπγθεθξηκέλα, γλσξίδνπκε όηη 

1 1( , ( ))n B n F 
 
θαη 2 1 2 1:( , ( ) ( ))r nn B n n F Ft   , δνζέληνο ησλ  θαη :r nt . 1n
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Δμηζώλνληαο ηηο παξαηεξεζείζεο ηηκέο ησλ 
1n  θαη 

2n  κε ηηο αλακελόκελεο 
1( )E n  θαη 

2( )E n , 

αληίζηνηρα, θαη ζηε ζπλέρεηα ιύλνληαο ην ζύζηεκα  

              

1
1

 
1n n e






 
    

  
 
 
 



   

 θαη     

:

1 2 1
1 1

   
( )

r nt

r n n n e e

 
  

  

          
    
 
 
 

    

κπνξνύκε λα ιάβνπκε αξρηθέο εθηηκήζεηο γηα ηηο παξακέηξνπο 
1  θαη 

2 , όπνπ ην β έρεη 

αληηθαηαζηαζεί από ηελ ηζνδύλακε έθθξαζε ηεο ζρέζεο (2.19). 

 

 

Δηαζηήκαηα εκπηζηνζύλεο 

Γεδνκέλνπ όηη νη ε.κ.π. ησλ παξακέηξσλ 
1 ,

2  θαη β δε δίλνληαη ζε θιεηζηή κνξθή, είλαη 

αδύλαην λα δηαπηζηώζνπκε από πνηα θαηαλνκή πξνέξρνληαη θαη άξα λα εμάγνπκε αθξηβή 

δηαζηήκαηα εκπηζηνζύλεο γηα ηηο παξακέηξνπο ηνπ κνληέινπ.  

Γηα ην ιόγν απηό, γηα ηηο δεηνύκελεο παξακέηξνπο ζηε ζπλέρεηα δίλνληαη ηα 

πξνζεγγηζηηθά δ.ε. θαζώο θαη Bootstrap δ.ε. 

 Πξνζεγγηζηηθά δ.ε. 

Σηεξηδόκελνη ζηελ αζπκπησηηθή θαλνληθόηεηα ησλ ε.κ.π. κπνξνύκε λα ηζρπξηζηνύκε όηη 

 

 
1 1

1

ˆ ˆ

(0,1)
ˆ

E
N

Var

 




 ,  

 

 
2 2

2

ˆ ˆ

(0,1)
ˆ

E
N

Var

 




 θαη 

 

 

ˆ ˆ

(0,1)
ˆ

E
N

Var

 




. 

Δπνκέλσο, ηα αζπκπησηηθά 100(1 )%a δηαζηήκαηα εκπηζηνζύλεο γηα ηα 
1 ,

2  θαη β  έρνπλ 

ηε κνξθή: 

 1 1

2
1

ˆ ˆ   
a

Z Var 



 
 
 

 ,  
2

2 2
1

ˆ ˆ   
a

Z Var 



 
 
 

 θαη  
2

1

ˆ ˆ 
a

Z Var 



 
 
 

 , 

όπνπ qZ  είλαη ην q άλσ πνζνζηηαίν ζεκείν ηεο ηππηθήο θαλνληθήο θαηαλνκήο.  

Οη πνζόηεηεο  1
ˆVar  ,  2

ˆVar   θαη  ˆVar   απνηεινύλ ηα δηαγώληα ζηνηρεία ηνπ 

αληίζηξνθνπ ηνπ παξαηεξνύκελνπ πίλαθα πιεξνθνξίαο ηνπ Fisher.  

(Οη παξαπάλσ δηαθπκάλζεηο είλαη ηδηαίηεξα ζύλζεηεο θαη γηα ην ιόγν απηό δελ ηηο 

παξαζέηνπκε ζηελ εξγαζία απηή. Γίλνληαη αλαιπηηθά ζην άξζξν ησλ Kateri and Balakrishnan 

(2008)).
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 Bootstrap δ.ε. 

Γηα ηηο παξακέηξνπο ηνπ κνληέινπ κπνξνύκε λα θαηαζθεπάζνπκε δηάθνξα είδε Bootstrap 

δ.ε. αλάινγα κε ηε κέζνδν πνπ επηζπκνύκε λα ρξεζηκνπνηήζνπκε, όπσο γηα παξάδεηγκα νη 

κέζνδνη  BCa (bias corrected accelerated), Boot-T θαη Boot-P (percentile). Σηηο πξνεγνύκελεο 

παξαγξάθνπο δόζεθε αλαιπηηθά ε δηαδηθαζία κε ηε νπνία κπνξνύκε λα θαηαζθεπάζνπκε 

απηνύ ηνπ είδνπο δ.ε. Όκνηα κεζνδνινγία κπνξεί θαλείο λα αθνινπζήζεη γηα ηελ θαηαζθεπή 

ησλ δ.ε. , κε κόλε δηαθνξνπνίεζε ηνλ ηξόπν πνπ παξάγνπκε ηνπο ρξόλνπο δσήο ησλ 

πεηξακαηηθώλ κνλάδσλ. 

Γηα λα πξνζνκνηώζνπκε δεδνκέλα από έλα κνληέιν απιήο βεκαηηθήο πίεζεο, όπνπ 

παξαηεξείηαη ινγνθξηζία ηύπνπ ΗΗ ζην 2
ν
 επίπεδν πίεζεο θαη νη ρξόλνη δσήο πξνέξρνληαη από 

ηε Weibull θαηαλνκή, αξθεί λα αθνινπζήζνπκε ηα εμήο βήκαηα : 

Βήμα 1
ο
  

Από ηνπο ρξόλνπο δσήο πνπ ιακβάλνπκε από ην αξρηθό καο δείγκα, ππνινγίδνπκε ηνπο ε.κ.π. 

ησλ παξακέηξσλ 
1  , 

2  θαη β . 

Βήμα 2
ο
  

Παξάγνπκε έλα δείγκα κεγέζνπο  n  από ηελ (0,1)U  , από ην νπνίν ιακβάλνπκε ηηο πξώηεο 

r  δηαηεηαγκέλεο παξαηεξήζεηο 
1: :,...,n r nU U  . 

Βήμα 3
ο
    

Σηε ζπλέρεηα, ππνινγίδνπκε ηηο πνζόηεηεο  
1

(1) ˆ

1 ::
ˆ ln 1  j nj n

Y U    
    θαη 

 

1

(2)

:
1

2
2

1

ˆ

1 exp: ˆ

ˆ
ˆ ln 1

ˆ
    

j n
U j nY







 



  
   

    
     

   

   
   
    

  

Βήμα 4
ο
  

Δηζάγνληαο ηε δείθηξηα ζπλάξηεζε  (1)

:( ) j nI j I Y   , ε νπνία νπζηαζηηθά δειώλεη ην 

ελδερόκελν  ε  j-νζηή κνλάδα λα απνηύρεη ζην 1
ν
 επίπεδν πίεζεο, ππνινγίδνπκε ηνπο ρξόλνπο 

δσήο ζύκθσλα κε ηε ζρέζε  (1) (2)
: : :( ) 1 ( )     j n j n j nT I j Y I j Y   , γηα 1,...,j r . Έρνληαο πιένλ 

ιάβεη ηα 
1: :

, ...,
n r n

T T
 
κπνξνύκε λα εμάγνπκε Bootstrap δ.ε. γηα ηηο παξακέηξνπο αθνινπζώληαο, 

θάζε θνξά, ηελ θαηάιιειε δηαδηθαζία. 
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Τέινο, νη Kateri and Balakrishnan (2008) ζεώξεζαλ όηη ηα δηαζηήκαηα εκπηζηνζύλεο πνπ 

αλαθέξζεθαλ παξαπάλσ κπνξνύλ λα απνηειέζνπλ θξηηήξην γηα ηε δηάθξηζε κεηαμύ ησλ 

κνληέισλ ηεο εθζεηηθήο θαη ηεο Weibull θαηαλνκήο. Σπγθεθξηκέλα, παξαηεξώληαο αλ ην δ.ε. 

ηεο παξακέηξνπ κνξθήο β πεξηιακβάλεη ηε κνλάδα (θαζώο γηα 1   ε Weibull θαηαλνκή 

ηαπηίδεηαη κε ηελ εθζεηηθή) κπνξνύκε λα ιάβνπκε κία έλδεημε γηα ην αλ ηα δεδνκέλα καο 

πξνέξρνληαη από ηελ εθζεηηθή θαηαλνκή.  
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Κεθάιαην 3
ν 

Μνληέιν απιήο βεκαηηθήο πίεζεο κε ινγνθξηζία ηύπνπ Ι 

 

3.1   Εηζαγωγή 

Ζ πεξηγξαθή ελόο κνληέινπ απιήο βεκαηηθήο πίεζεο κε ινγνθξηζία ηύπνπ Η είλαη ε εμήο : 

Θεσξνύκε όηη n  όκνηεο πεηξακαηηθέο κνλάδεο ηνπνζεηνύληαη ζε έλα πείξακα θαη 

ππνβάιινληαη ζε επίπεδν πίεζεο 
1x . Σε έλαλ πξνεπηιεγκέλν ρξόλν 1 , ην επίπεδν πίεζεο από 

1x  απμάλεηαη ζε 
2x . Τν πείξακα παξακέλεη ζην 2

ν
 επίπεδν πίεζεο κέρξη θαη ην ρξόλν 2 , 

όπνπ θαη νινθιεξώλεηαη. Τόζν ηα επίπεδα 
1x , 

2x  όζν θαη νη ρξόλνη 1 , 2  είλαη 

θαζνξηζκέλα από ηελ αξρή ηνπ πεηξάκαηνο.  

Τν κνληέιν απιήο βεκαηηθήο πίεζεο κε ινγνθξηζία ηύπνπ Η έρεη απνηειέζεη αληηθείκελν 

κειέηεο πνιιώλ άξζξσλ. 

Οη Bai et al. (1989) πξνζδηόξηζαλ ην βέιηηζην ρξόλν 1  ζε έλα κνληέιν απιήο βεκαηηθήο 

πίεζεο κε εθζεηηθνύο ρξόλνπο δσήο, ζηεξηδόκελνη ζηελ ειαρηζηνπνίεζε ηεο δηαθύκαλζεο ηνπ 

ε.κ.π. ηνπ κέζνπ ρξόλνπ δσήο ζην επίπεδν ζρεδηαζκνύ. 

Οη Balakrishnan et al. (2009a) πξνζδηόξηζαλ  ηoπο ε.κ.π. ησλ παξακέηξσλ 
1  θαη 

2 , ηηο 

αθξηβείο θαηαλνκέο απηώλ θαζώο θαη δ.ε. γηα ηηο ππό κειέηε παξακέηξνπο, έρνληαο ζεσξήζεη 

όηη νη ρξόλνη δσήο αθνινπζνύλ ηελ εθζεηηθή θαηαλνκή. 

Ζ εθζεηηθή θαηαλνκή ζηελ πιεηνςεθία ησλ άξζξσλ πνπ αλαθέξνληαη ζε κνληέια 

βεκαηηθήο πίεζεο απνηειεί κία από ηηο βαζηθέο ππνζέζεηο. Υπάξρνπλ όκσο άξζξα ηα νπνία 

ζεσξνύλ όηη νη ρξόλνη δσήο ησλ κνλάδσλ αθνινπζνύλ δηαθνξεηηθή θαηαλνκή από ηελ 

εθζεηηθή. Σπγθεθξηκέλα, νη Balakrishnan et al. (2009b) ζεώξεζαλ όηη νη ρξόλνη δσήο ησλ 

πεηξακαηηθώλ κνλάδσλ αθνινπζνύλ ηε ινγαξηζκνθαλνληθή θαηαλνκή ελώ νη Abdel-Hamid 

and Al-Hussaini (2009) ρξεζηκνπνίεζαλ ηελ εθζεηηθνπνηεκέλε εθζεηηθή θαηαλνκή. 

Οη Fard and Li(2009) κειέηεζαλ ην κνληέιν απιήο βεκαηηθήο πίεζεο κε ινγνθξηζία ηύπνπ 

Η θαη ρξόλνπο δσήο από ηε Weibull θαηαλνκή έρνληαο όκσο ζεσξήζεη όηη ηα δεδνκέλα δελ 

πξνέξρνληαη από έλα κνληέιν αζξνηζηηθήο έθζεζεο αιιά από ην κνληέιν ησλ Khamis and 
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Higgins (1998), ην νπνίν πξνέξρεηαη από έλα ρξνληθό κεηαζρεκαηηζκό ηνπ κνληέινπ 

αζξνηζηηθήο έθζεζεο κε ρξόλνπο δσήο πνπ αθνινπζνύλ ηε Weibull θαηαλνκή.  

Οη Balakrishnan and Han (2010) κειέηεζαλ ην κνληέιν απιήο βεκαηηθήο πίεζεο κε 

ινγνθξηζία ηύπνπ Η, ρξόλνπο από ηελ εθζεηηθή θαηαλνκή θαη πεξηζζόηεξνπο έλαλ παξάγνληεο 

πίεζεο.  

 

3.2   Πεξηγξαθή κνληέινπ 

Σην πξνεγνύκελν θεθάιαην κειεηήζακε πεηξάκαηα ζηα νπνία παξαηεξείηαη ζην ηειεπηαίν 

επίπεδν πίεζεο ινγνθξηζία ηύπνπ ΗΗ, δειαδή πεηξάκαηα ηα νπνία ηεξκαηίδνληαη όηαλ 

παξαηεξεζεί έλαο πξνθαζνξηζκέλνο αξηζκόο πεηξακαηηθώλ κνλάδσλ πνπ έρνπλ απνηύρεη. 

Έλα άιιν θξηηήξην γηα ηε ιήμε ελόο πεηξάκαηνο, πνπ ρξεζηκνπνηείηαη ζπρλά ζηελ πξάμε, 

είλαη ε ρξνληθή ηνπ δηάξθεηα.  

Σηε ζπλέρεηα, ζα κειεηήζνπκε ην κνληέιν απιήο βεκαηηθήο πίεζεο κε δύν επίπεδα πίεζεο 

1x  θαη 
2x , όπνπ ππάξρεη ρξνληθόο πεξηνξηζκόο ( έζησ ν ρξόλνο 2 ) ζηε δηάξθεηα ηνπ 

πεηξάκαηνο. Θεσξνύκε όηη ε θαηαλνκή ηνπ ρξόλνπ δσήο ησλ κνλάδσλ ζηα επίπεδα 
1x  θαη 

2x  

είλαη ε εθζεηηθή κε παξακέηξνπο 
1  θαη 

2 , αληίζηνηρα. Σπλεπώο, ε α.ζ.θ. ηνπ ρξόλνπ δσήο 

ζην επίπεδν 
ix  ζα δίλεηαη από ηε ζρέζε (2.1). 

Ζ πεξηγξαθή ελόο ηέηνηνπ πεηξάκαηνο είλαη ε αθόινπζε : 

Τνπνζεηνύκε n  όκνηεο κνλάδεο ζην πείξακα θαη ηηο ππνβάιινπκε ζε επίπεδν πίεζεο 
1x . 

Σε έλα πξνεπηιεγκέλν ρξόλν 1 , ην επίπεδν πίεζεο από 
1x  απμάλεηαη ζε 

2x . Τν πείξακα 

ζπλερίδεη ζην επίπεδν πίεζεο 
2x  κέρξη θαη ηε ρξνληθή ζηηγκή 2 . Δπνκέλσο, ην πείξακα 

νινθιεξώλεηαη είηε ζην ρξόλν 2  είηε λσξίηεξα, ζηελ πεξίπησζε πνπ όιεο νη πεηξακαηηθέο 

κνλάδεο απνηύρνπλ πξηλ από ην ρξόλν 2 . Τόζν ηα επίπεδα πίεζεο 
1x  θαη 

2x  όζν θαη νη 

ρξόλνη 1  θαη 2  
(όπνπ 1 2  ) είλαη πξνθαζνξηζκέλα από ηελ αξρή ηνπ πεηξάκαηνο. 

 

Ζ αθόινπζε γξαθηθή παξάζηαζε απεηθνλίδεη ην κνληέιν απιήο βεκαηηθήο πίεζεο κε 

ινγνθξηζία ηύπνπ Η πνπ κόιηο πεξηγξάςακε. 
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   Γπάθημα 3.1 : Μνληέιν απιήο βεκαηηθήο πίεζεο κε ινγνθξηζία ηύπνπ Ι 

 

Αλ ζπγθξίλνπκε ην κνληέιν απιήο βεκαηηθήο πίεζεο κε ινγνθξηζία ηύπνπ Η κε απηό θάησ 

από ινγνθξηζία ηύπνπ ΗΗ, δηαπηζηώλνπκε όηη ε κόλε δηαθνξά έγθεηηαη ζην ρξόλν ηεξκαηηζκνύ 

ηνπ πεηξάκαηνο. Κάησ από ηε ινγνθξηζία ηύπνπ Η, ν ρξόλνο ιήμεο είλαη θαζνξηζκέλνο ελώ 

ζηε ινγνθξηζία ηύπνπ ΗΗ ν ρξόλνο ιήμεο ηνπ πεηξάκαηνο ηαπηίδεηαη κε ην ρξόλν απνηπρίαο 

ηεο r -νζηήο κνλάδαο θαη ζπλεπώο είλαη ηπραίνο. 

Σηε ζπλέρεηα, κε 
1n  ζα ζπκβνιίδνπκε ην πιήζνο ησλ κνλάδσλ πνπ έρνπλ απνηύρεη πξηλ από 

ην ρξόλν 1  θαη κε  
2n  ην πιήζνο ησλ πεηξακαηηθώλ κνλάδσλ πνπ απέηπραλ ζην δηάζηεκα 

 1 2,  .  

Δπνκέλσο, από ηελ εθηέιεζε ελόο ηέηνηνπ πεηξάκαηνο, ηα δεδνκέλα ηα νπνία ζα 

ζπιιέμνπκε είλαη νη αθόινπζνη ρξόλνη δσήο : 

                                
 1 21 1 21

: :1: 1:... ...n n n n nn n nt t t t       
 
                           (3.1) 

Βαζηθή ππόζεζε απνηειεί, θαη πάιη, όηη ηα δεδνκέλα καο πξνέξρνληαη από ην κνληέιν 

αζξνηζηηθήο έθζεζεο. 

Σύκθσλα κε ηηο ππνζέζεηο ηνπ κνληέινπ, ε ζπλάξηεζε θαηαλνκήο ( )G t  ζα δίλεηαη από ηε 

ζρέζε : 

                              

1 1 1

2 1
2 1 1

1

2

  ( ) ( ) 0

( )
( )

                 ,   

  ,   

G t F t t

G t
G t F t t



 
 



  


     




 
 
 

                             (3.2)

x x

xοο

X1X1

X2X2

τ1τ1 τ2τ2

x Failure

ο RunningTime

Time t

Stress Level
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θαη ε ζπλάξηεζε ππθλόηεηαο ( )g t  από ηε ζρέζε : 

                                

1

1 1
1

1 1

2 1

2 1

 

     

2

1
( ) 0

( )

1
( )  

           ,   

 

  ,   

t

g t t

g t t

g t t

e

e





 
 






  

 
 

   









  .                              (3.3) 

 

3.3   Εθηηκεηέο Μέγηζηεο Πηζαλνθάλεηαο 

Σηελ παξάγξαθν απηή ζα ππνινγίζνπκε ηε ζπλάξηεζε πηζαλνθάλεηαο ησλ 
1  θαη 

2  

ζηεξηδόκελνη ζην δείγκα  1 21 21
: :1: 1:1

... ...n n n n nn n nt t t t        , ην νπνίν πξνήιζε 

από ινγνθξηζία ηύπνπ Η θαη ζηε ζπλέρεηα ζα εμάγνπκε ηνπο ε.κ.π. ησλ άγλσζησλ απηώλ 

παξακέηξσλ.  

Ζ ζπλάξηεζε πηζαλνθάλεηαο ησλ παξακέηξσλ 
1  θαη 

2 , βάζεη ησλ δεδνκέλσλ ηεο 

ζρέζεο (3.1),(βι.Arnold et al. (1992, p.160)) δίλεηαη από ηνλ ηύπν : 

  

  

1

21 2

1

1 2

1 21 1 21

2 2

: :

1 1

|

: :1: 1:

1:,

!
( ) ( ) 1

( )!

( , )
... ... ,   0  

1 0 ,  

,

                                     

r
n r

i n i n

i i

n

n

n

n n n n nn n n

n

n
g t g t G

n r

L
t t t t r n

G r t



 
 

 



  






        

  

    
   
    

 




 
t

 

, 

όπνπ 
1 2r n n   , ν ζπλνιηθόο αξηζκόο ησλ κνλάδσλ πνπ έρνπλ απνηύρεη. 

Φξεζηκνπνηώληαο ηηο ζρέζεηο (3.2) θαη (3.3), ε ζπλάξηεζε πηζαλνθάλεηαο ησλ 
1  θαη 

2  

δηακνξθώλεηαη σο αθνινύζσο : 

  Γηα 
1 0n  θαη 

2 0n  , ε ζπλάξηεζε πηζαλνθάλεηαο ησλ 
1  θαη 

2  είλαη ε εμήο : 

   2 1 1
21 2 1 2 1: 1 2

2 1

,| :
( )

( , ) ( , | ..., ) 1 exp    n

n

n n n
n n

L L t Gt
  

    
 

    

  
 
  


t , 

2 1:nt 
 

  Γηα 
1n n

 
θαη 

2 0n  , δειαδή ζηελ πεξίπησζε πνπ δηαζέηνπκε πιήξε δεδνκέλα, θαζώο 

όιεο νη κνλάδεο απνηπγράλνπλ ζην 1
ν
 επίπεδν πίεζεο, ε ζπλάξηεζε πηζαλνθάλεηαο ησλ 

1  

θαη 
2  ιακβάλεη ηελ αθόινπζε κνξθή : 
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1 :1 2

1 11

:

1

| ( )
! 1

( , ) ! exp
n

i n n
i

n

i n

i

t
n

L n g t 
 

 
 
  
 

t ,      
1:1:0 ... n nnt t    . 

  Γηα 
1 0n  θαη 

2n n , δειαδή ζηελ πεξίπησζε πνπ δελ παξαηεξείηαη θακία απνηπρία ζην 

1
ν
 επίπεδν πίεζεο θαζώο όιεο νη κνλάδεο απνηπγράλνπλ ζην 2

ν
 επίπεδν πίεζεο (πιήξε 

δεδνκέλα), ε ζπλάξηεζε πηζαλνθάλεηαο ησλ 
1  θαη 

2  είλαη ε εμήο : 

2 :1 2 1 1
1 12

:

12

| ( )
! 1

( , ) ! exp ( )
n

i n n
i

n

i n

i

t
n n

L n g t   
  

  
  

  
  

t ,  όπνπ 
1 2:1: ... n nnt t     

  Σε όιεο ηηο ππόινηπεο πεξηπηώζεηο, ε ζπλάξηεζε πηζαλνθάλεηαο ησλ 
1  θαη 

2  

δηακνξθώλεηαη σο αθνινύζσο : 

  
1

21 2 1 2

1

: :

1 1

|
!

( , ) ( ) ( ) 1
( )!

r
n r

i n i n

i i

n

n

n
L g t g t G

n r
  



  




   
   

   
 t  

1 2

1 2 1 2
1 2

!
exp

( )!
n n

n D D

n r   
 
  

   
  

,
1 21 1 21

: :1: 1:0 ... ...n n n n nn n nt t t t         ,      

όπνπ 1 2r n n  , 
1

1 1: 1

1

( )

n

i n

i

D n nt 


     θαη  
2 1 2 1

1

:

1

( )( )
r

i n

i n

D t n r  
 

     . 

Βάζεη ηεο κνξθήο ηεο ζπλάξηεζεο πηζαλνθάλεηαο ησλ πεξηπηώζεσλ πνπ αλαθέξακε 

παξαπάλσ, δηαθξίλνπκε όηη νη ε.κ.π. ησλ παξακέηξσλ 
1  θαη 

2  ππάξρνπλ κόλν ζηελ 

πεξίπησζε πνπ 
1 1n   θαη 

2 1n  , δειαδή όηαλ παξαηεξείηαη ηνπιάρηζηνλ κία απνηπρία ζε 

θαζέλα από ηα επίπεδα πίεζεο. 

Σηελ πεξίπησζε απηή, γηα λα ππνινγίζνπκε ηνπο ε.κ.π. ησλ 
1  θαη 

2  αξθεί λα 

κεγηζηνπνηήζνπκε ηε ζπλάξηεζε πηζαλνθάλεηαο ή ηζνδύλακα ην ινγάξηζκν απηήο. 

Δύθνια δηαπηζηώλνπκε όηη νη ε.κ.π. ησλ παξακέηξσλ 
1  θαη 

2  είλαη νη : 

                                                   

1
1

1

ˆ
D

n
    θαη 2

2

2

ˆ
D

n
   ,                                                (3.4)     

αληίζηνηρα. Οθείινπκε λα ζεκεηώζνπκε όηη νη παξαπάλσ εθηηκεηέο είλαη νη ππό ζπλζήθε 

εθηηκεηέο ησλ παξακέηξσλ 
1  θαη 

2 , δνζέληνο ηνπ ελδερνκέλνπ:  

 1 2 11        1 1     A  n  n  και n  n n      
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3.4  Οη ππό ζπλζήθε θαηαλνκέο ηωλ ε.κ.π. 

Ο πξνζδηνξηζκόο ησλ ππό ζπλζήθε πεξηζώξησλ θαηαλνκώλ ησλ ε.κ.π. 
1̂  θαη 

2̂  ησλ 

παξακέηξσλ 
1  θαη 

2  πεξηγξάθεηαη ζην άξζξν ησλ Balakrishnan et al. (2009a). 

Γηα λα πξνζδηνξίζνπκε ηηο δεηνύκελεο θαηαλνκέο ησλ ε.κ.π. ζα πξέπεη αξρηθά λα 

ππνινγίζνπκε ηηο ππό ζπλζήθε ξνπνγελλήηξηεο ησλ εθηηκεηώλ 
1̂  θαη 

2̂ . Έζησ όηη ηηο 

ζπκβνιίδνπκε κε 1
1

ˆ
 ( ) |tM t E e A 

 
 

  θαη  2
2

ˆ
   ( ) |tM t E e A 

 
 

  αληίζηνηρα, όπνπ Α ην 

ελδερόκελν  1 2 11        1 1     A  n  n   n  n n       , δειαδή ην ελδερόκελν ην νπνίν 

εμαζθαιίδεη ηελ ύπαξμε ησλ ε.κ.π. 
1̂  θαη 2̂ . 

Οη παξαπάλσ ξνπνγελλήηξηεο κπνξνύλ λα ιεθζνύλ άκεζα από ηελ από θνηλνύ ππό 

ζπλζήθε ξνπνγελλήηξηα ησλ ε.κ.π. 
1̂  θαη 

2̂  
, 1 2

ˆ ˆ
( , ) |t sM t s E e A  

  
 

 . Δπνκέλσο, ζηε 

ζπλέρεηα δίλεηαη ν ηξόπνο ππνινγηζκνύ ηεο ξνπνγελλήηξηαο ζπλάξηεζεο ( , )M t s . 

Πξνθαλώο, ηζρύεη ε ζρέζε : 

             

 
1

1 12 2
1 2 1 2

1 1

ˆ ˆ ˆ ˆ
 ( , )  |  , , | |

n n i

i j

t ts sEM t s E e A e n i n j P n i n j A   
 

 

    
      
   

       .           (3.5) 

Γηα λα ππνινγίζνπκε ηελ παξαπάλσ ξνπνγελλήηξηα ζα πξέπεη λα πξνζδηνξίζνπκε ηηο 

επηκέξνπο πνζόηεηεο  1 2, | P n i n j A   θαη 1 2
1 2

ˆ ˆ
   |  ,t sE e n i n j  
  
 

  . 

Γηα ηνλ ππνινγηζκό ηεο πηζαλόηεηαο γλσξίδνπκε όηη ηζρύεη :  

   
 

 

1 2
1 2 1 2 1 2 1 1

1 2

1 1

 
   

 

,
, |  , |1        1 , 1      

,
n n i

i j

P n i n j
P n i n j A P n i n j n n n n n

P n i n j
 

 

 
           

 
. 

Παξαηεξνύκε όηη νη ηπραίεο κεηαβιεηέο 
1

n  θαη 
2

n  αθνινπζνύλ ηελ ηξησλπκηθή θαηαλνκή κε 

ζπλάξηεζε πηζαλόηεηαο ηελ  1 2 1 2 3 ,
, ,

i j n i jn
P n i n j p p p

i j n i j

  
    

  
,  

όπνπ  

1

1
1 11 1

( ) ( ) 1p P T G e




 



     ,   

     2

2 1 1 2 11

1 2 1 2
2 1 12 11 2

         

( )   1 1p P T G G e e p e





    

  
   


 

   
          
 
 

 θαη 3 1 21p p p   .
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Δπίζεο, γηα ηελ εύξεζε ηεο  1 2, | P n i n j A 
 
αξθεί λα παξαηεξήζνπκε όηη  

 
1 1 1

1 2 1 2 3 1 2 3
1 1 1 1 1 1

 ,
, ,

i i
n n i n n i n n i

j n i j j n i j

i j i j i j

n n n i
P n i n j p p p p p p

i j n i j i j

     
   

     

    
        

     
  

 

 
1 1

1 2 3 1
2 3 3

1 1 1

i i
n n i n n i

j n i j n i

i j i

n n i n
p p p p p p p

i j i

   
  

  

      
          

       
  

 

      3

1 1

1 1 1 1
1 3 1 1 3

1 1

1 1 1i i
n n nn i n

n i n n n

i i

n n
p p p p p p p p p p

i i

 


 

     
                 

       
 

       3 3
1 1 3 1 2

1
1 1 1 1 1 :

nn n n
n n

n

p p p p p p p
C

              .

 

Δπνκέλσο, ζα ηζρύεη    1 2 1 2  , |  ,nP n i n j A C P n i n j     .                                                 (3.6) 

 

Γηα ηνλ ππνινγηζκό ηεο δεζκεπκέλεο κέζεο ηηκήο 1 2
1 2

ˆ ˆ
   |  ,t sE e n i n j  
  
 

 

 

ζα βαζηζηνύκε 

ζηελ αθόινπζε πξόηαζε. 

 

Ππόηαζη 

Έζησ όηη κε 
1: :...n n nT T   ζπκβνιίδνπκε ηηο  n  δηαηεηαγκέλεο παξαηεξήζεηο κε ζπλάξηεζε 

θαηαλνκήο ηελ ( )G t  θαη ζ.π.π. ηελ ( )g t , πνπ δίλνληαη από ηηο ζρέζεηο (3.2) θαη (3.3), 

αληίζηνηρα. Τόηε ε από θνηλνύ ζ.π.π. ησλ 
1: 1 2:,...,n n n nT T  , δνζέληνο 

1
n i θαη 

2
n j  είλαη ε : 

 1 2 : : 1
1 21 1

:1:
1 1

,..., |  , exp ( )
i ji

ij k n k n

k k i

i j nnf t t n i n j R t t 
 



  

  
  

     
  

  ,                             (3.7) 

1 2: :1: 1:0 ... ...i n i j nn i nt t t t         ,  όπνπ 
 

3 1

 1 21 2

(1 )!

( )! , 

n i j j

ij ji i

p pn
R

n i j P jn n 

 







  
. 

 

Ζ απόδεημε ηεο παξαπάλσ πξόηαζεο δίλεηαη ζην άξζξν ησλ Balakrishnan et al. (2009a).
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Φξεζηκνπνηώληαο ηε ζρέζε (3.4), πνπ ππνινγίδεη ηνπο ε.κ.π. 
1̂  θαη 

2̂ , θαζώο θαη ηε ζρέζε 

(3.7), ε δεζκεπκέλε κέζε ηηκή ιακβάλεη ηελ αθόινπζε κνξθή : 

 
1

: 1 2 1: 1 1
11 1

1 2 1 21 2 1 2

ˆ ˆ

( ) ( )( )

   |  ,     ,| 

rn

k nk n
k nk

t

t n rn n

t s
s n nE E

t

e n i n j e n i n j 

  
 

 
     

 
        

   
 
 
 



   

 2 11

1

: 1:
11 1

1 2 1 2

( )( )

( )

    ,| 

rn

k nk n
k nk

n i jn i

i j
t s

t

t s
n nE

t

e n i n je

 


 

  


 
 

 
 

  
 
 
 
 



                                         (3.8) 

Όκσο, ε κέζε ηηκή πνπ εκθαλίδεηαη κπνξεί λα ππνινγηζηεί σο αθνινύζσο : 

:
1

1

1

: 1:
11 1

2: 1
1 2 1 2 1: :

0 0

1
( )

    , ... ...| 
i

k n

k

rn

k nk n
k nk

n

ij

t

n i n

t
t i

t

t s
n nE e

t

n i n j R dt dte
 





 
 
 
 
 



 
 

 
 

 
 
 
 
 



 

  
  
  

   

: 1
2

2 1

1 1

( 2):

1
( )

1: :... ... 

i j

k n

k i
i n

s
t

j

i n i j n

t

dt dte
 

 



 


 
  

 

 

  
 
  

   

Δπίζεο, ηζρύεη 
1

1

1
1

:2: 1
1: :

0 0

1

1

1
 

1

... ...

1
!

i

k
k nn

t

n i n i

t
t i

i
t

i

dt dt

t
i

i

e

e
 








 
 
 
 



  
   
  

  
 



  
 

     
 

   θαη αληίζηνηρα 

 

: 1
2

2 1

1 1

2 1

( 2):

1
( )

1: :

2

1
 

21

... ...

1
!

 

i j

k n

k i
i n

s
t

j

i n i j n j

t

j
s

j

dt dt

e

e
s

j
j

 

 

 






 


 
  

 

 

  
    
  

  
 



  
 

     
 

 
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Απινπνηώληαο ηηο δύν παξαπάλσ ζρέζεηο θάλνληαο ρξήζε ηνπ δησλπκηθνύ αλαπηύγκαηνο, ε 

ζρέζε (3.8) δηακνξθώλεηαη σο εμήο : 

 2 11

1 2
1 2

( )( )

1 2

ˆ ˆ
   |  ,

! ! 1 1

ij

n i jn i

i j

i j

t s

t sE
R

e n i n j
i j t

i

e

s

j

 

 

 

  


    
 

 

 


   
   
   

 

 2 1 1
1

0 0

1 1
   

2( 1) 
j

z

s t
i zj iz j i

z
e e



   
  

 

   
                 

  
                                                  (3.9) 

Αληηθαζηζηώληαο ηηο ζρέζεηο (3.6) θαη (3.9) ζηε ζρέζε (3.5) θαη εθηειώληαο θάπνηεο πξάμεηο, 

θαηαιήγνπκε ζην αθόινπζν απνηέιεζκα : 

 

 2 11
1

1 1 0 0 1 2

( )( )

1 1

( , )
n jn i

ijzn

i j z

n i jn i z
t s

i i je

ji
t s

i j

M t s C C 



  

 

 

   

    


  
   

   

     ,                                        (3.10) 

όπνπ  
13( 1) 1

, ,

j zn i j

ijz

z n j i
C p p

i j n i j z









   
  

 

   
   
   

.    

 

Η ςπό ζςνθήκη καηανομή ηος ε.μ.π. ˆ
1θ   

Γηα ηελ εύξεζε ηεο ππό ζπλζήθεο θαηαλνκήο ηνπ ε.κ.π. 
1̂  αξθεί λα ππνινγίζνπκε ηελ ππό 

ζπλζήθε ξνπνγελλήηξηα απηνύ, δειαδή ηελ 1
1

ˆ
 ( ) |tM t E e A 

 
 

 .  

Δθόζνλ παξαπάλσ βξήθακε ηελ από θνηλνύ ππό ζπλζήθε ξνπνγελλήηξηα ησλ 
1̂  θαη 2̂ , 

( , )M t s , κπνξνύκε εύθνια λα ππνινγίζνπκε θαη ηε ζπλάξηεζε 
1( )M t  ζέηνληαο ζηε ζρέζε 

(3.10) όπνπ 0s  . Δπνκέλσο, ε 
1( )M t  δηακνξθώλεηαη σο εμήο : 

              

1
1 1

1

1 10 0 11 1

( )

 

1 1

1
( ) ,       

n n

iz izn n

i iz z

n i z
t ti i ize ei

i i
t t

i i

M t C C C C t




  

 

  

 

   
    

   

      ,                 (3.11) 

όπνπ 1 ( )iz n i z
i


     θαη    

1 1
3( 1) 1 1

n i z
n i

iz

z n i
C p p p

i z




   
   
   

   
.
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Γεληθά, γλσξίδνπκε όηη αλ ( , )Y Gamma a  η.κ. κε ζ.π.π. απηή ηεο ζρέζεο  (2.11), 

ε ξνπνγελλήηξηα απηήο είλαη ε ζπλάξηεζε ( ) 1Y

t
M t







 
 
 
 

. Αλ ζεσξήζνπκε κία η.κ.

Z Y   κε ζ.π.π. 
 

 1
,

( ; , ) ( )

0 ,

   

                                      

y
y e y

y a

ύ


 

 
   



 
 

  





  

                            (3.12)  

ηόηε ε ξνπνγελλήηξηα ηεο η.κ. Z είλαη ε ζπλάξηεζε ,( ) 1Z

t t
M t e t









  
 
 
 

. 

Σηεξηδόκελνη ζηελ παξαπάλσ παξαηήξεζε, αιιά θαη ζην ζεώξεκα αληηζηξνθήο ηεο 

ξνπνγελλήηξηαο ζπλάξηεζεο, κπνξνύκε λα εμάγνπκε ηελ ππό ζπλζήθε ζ.π.π. ηνπ ε.κ.π. 
1̂ , 

βάζεη ηεο ζρέζεο (3.11), πνπ δίλεηαη από ηνλ ηύπν : 

1

ˆ
1

1
1 0

;( ) , 
n

izn

i z

iz

i i
y if y C C 





 

 
 

 
   , 

όπνπ 
1 ( )iz n i z
i


     θαη ( )   ε ζπλάξηεζε ηεο ζρέζεο (3.12). 

 

Η ςπό ζςνθήκη καηανομή ηος ε.μ.π. ˆ
2θ  

Αληίζηνηρα, γηα ηελ εύξεζε ηεο ππό ζπλζήθεο θαηαλνκήο ηνπ εθηηκεηή 2̂  ζα 

αθνινπζήζνπκε παξόκνηα δηαδηθαζία κε απηή πνπ πεξηγξάθεθε παξαπάλσ.  

Σπγθεθξηκέλα, ζα πξνζδηνξίζνπκε ηελ ππό ζπλζήθε ξνπνγελλήηξηα ζπλάξηεζε ηνπ ε.κ.π. 2̂ ,  

2
2

ˆ
 ( ) |tM s E e A 

 
 

 . Σηεξηδόκελνη θαη πάιη ζηελ από θνηλνύ ππό ζπλζήθε ξνπνγελλήηξηα 

ησλ 
1̂  θαη 2̂  

ηεο ζρέζεσο (3.10) , ( , )M t s , κπνξνύκε λα ππνινγίζνπκε ηε ζπλάξηεζε 

2 ( )M s  ζέηνληαο ζηε ζρέζε (3.10) όπνπ 0t  .  

Σπλεπώο, ε 
2 ( )M s  δηακνξθώλεηαη σο αθνινύζσο 

 

 

 2 1

1 1

1 11 0 1 02 2

2

2

( )

,

1 1

1
( ) s  

n nj jn i n i ij

ij ijn n

i ij j

n i j
s

sje e

j j
s s

j j

M s C C C C


 

 

  



  

  

    

   

   
    

   

      ,                  (3.13)



Κεθάιαην 3.  Μνληέιν απιήο βεκαηηθήο πίεζεο κε ινγνθξηζία ηύπνπ Ι 

 

93 

 

όπνπ 
 2 1( )

ij

n i j

j


  


   


   

θαη   1
1

3( 1) 1
, ,

j
i n i j

ij

n j
p p p

i j n i j
C











  

  
 

  
  
  

. 

Δπνκέλσο, ζύκθσλα κε ηε ζρέζε (3.13) ε ππό ζπλζήθε ζ.π.π. ηνπ ε.κ.π. 
2̂  

δίλεηαη από ηε 

ζρέζε :     
1

ˆ
2

2
1 1 0

; ,( )
n jn i

ij ijn

i j

j
y jf y C C  



 


 

  

 
 

 
    , 

όπνπ ( )   ε ζπλάξηεζε ηεο ζρέζεο (3.12). 

 

3.5  Ρνπέο θαη Πηζαλόηεηεο Οπξάο 

 

Ροπέρ 1
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ηρ
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


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1
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2
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C
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C
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E  


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2
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C
d M t

C i jdt
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


    

 

  

 
 
 
 

        

Γεδνκέλνπ όηη  
1

1 0

1 
n

n

i z

iz

i
C C



 

    θαη  
1

1 1 0

 1 
n jn i

ijn

i j

CC 



 

  

    . 

 

Πιθανόηηηερ Οςπάρ 

Σηε ζπλέρεηα, γηα λα κπνξέζνπκε λα θαηαζθεπάζνπκε αθξηβή δ.ε., ζα πξνζδηνξίζνπκε ηηο 

πηζαλόηεηεο νπξάο ησλ εθηηκεηώλ 
1̂  θαη 2̂ . 

Σπγθεθξηκέλα, γηα ηνλ ε.κ.π. 1̂ ηζρύεη : 

1

1

ˆ1
1

1 0 1

ˆ( ) ( ) ,  
n

n

i z

iz iz

i i
f t dt C C iP




   




 



     
 

    
 





3.5  Ρνπέο θαη Πηζαλόηεηεο Οπξάο 

 

94 

 

θαη αληίζηνηρα γηα ηνλ ε.κ.π. 
2̂ ηζρύεη : 

1

ˆ
2 2 21 1 0

2
ˆ( ) ( ) , 

n jn i

ij jn

i j

C
j

f t dt C j iP  






   


 

  


 
 
 

            

όπνπ  max ,0x x   θαη κε 11
( , )

( )

a tt e dt

z

a z
a

 


 


   ζπκβνιίδνπκε ηε κε πιήξε 

ζπλάξηεζε Γάκκα. 

Όπσο θαη ζηελ πεξίπησζε ινγνθξηζίαο ηύπνπ ΗΗ πνπ παξνπζηάζακε ζην πξνεγνύκελν 

θεθάιαην, αληίζηνηρα θαη γηα ηε ινγνθξηζία ηύπνπ Η, νη πηζαλόηεηεο νπξάο 
1 1

ˆ( )P    θαη 

2 2
ˆ( )P    απνηεινύλ αύμνπζεο ζπλαξηήζεηο ησλ 

1  
θαη 

2 , αληίζηνηρα. Ζ απόδεημε ησλ 

παξαπάλσ ηδηνηήησλ ζηεξίδεηαη ζην Three Monotonicities Lemma θαη δίλεηαη αλαιπηηθά ζην 

άξζξν ησλ Balakrishnan and Iliopoulos (2009). 

 

 

 

3.6   Δηαζηήκαηα Εκπηζηνζύλεο 

Σηελ παξάγξαθν απηή πεξηγξάθνπκε 3 δηαθνξεηηθά είδε δηαζηεκάησλ εκπηζηνζύλεο γηα ηηο 

παξακέηξνπο ηνπ κνληέινπ. Αξρηθά, δίλνληαη ηα αθξηβή δηαζηήκαηα εκπηζηνζύλεο γηα ηηο 

παξακέηξνπο 
1  θαη 

2  , ζύκθσλα κε ηηο ππό ζπλζήθε ζ.π.π. θαη ηηο πηζαλόηεηεο νπξάο ησλ 

ε.κ.π. 
1̂  θαη 2̂  πνπ έρνπκε εμάγεη ζηελ πξνεγνύκελε παξάγξαθν. Σηε ζπλέρεηα, δίλνληαη ηα 

πξνζεγγηζηηθά δ.ε. γηα ηηο παξακέηξνπο 
1  θαη 

2 , ηα νπνία βαζίδνληαη ζηελ αζπκπησηηθή 

θαηαλνκή ησλ εθηηκεηώλ. Τέινο,   πεξηγξάθεηαη ν αιγόξηζκνο γηα ηελ πξνζνκνίσζε 

δεδνκέλσλ πνπ πξνέξρνληαη από ινγνθξηζία ηύπνπ Η, βάζεη ηνπ νπνίνπ κπνξνύλ λα 

θαηαζθεπαζηνύλ δ.ε. κε ηε κέζνδν Bootstrap. Ο ηξόπνο εμαγσγήο ησλ παξαπάλσ δ.ε. 

πεξηγξάθεηαη αλαιπηηθά ζην άξζξν ησλ Balakrishnan et al. (2009a), όπνπ επίζεο γίλεηαη θαη 

ε ζύγθξηζε ησλ δ.ε. κέζσ πξνζνκνίσζεο. 
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3.6.1   Αθξηβή Δηαζηήκαηα Εκπηζηνζύλεο 

Έζησ όηη κε iL  θαη iU  ζπκβνιίδνπκε ηα θάησ θαη άλσ όξηα ηνπ δ.ε. ηεο παξακέηξνπ 
i  

αληίζηνηρα, γηα 1,2i  . Άξα, ηα iL  θαη iU  απνηεινύλ ηηο ιύζεηο ησλ εμηζώζεσλ 

 ˆ ˆ

2

obs

i iiL

a
P   

 
θαη  ˆ ˆ 1

2

obs

i iiU

a
P      αληίζηνηρα,  

όπνπ κε ˆobs

i
  ζπκβνιίδνπκε ηελ παξαηεξνύκελε ηηκή ηνπ ε.κ.π. ηνπ 

i . 

Δπνκέλσο, έλα 100(1 )%a  δ.ε. γηα ηελ παξάκεηξν 
1 , ην νπνίν έζησ όηη ζπκβνιίδνπκε 

κε  1 1,L U  , κπνξεί λα ιεθζεί ιύλνληαο κέζσ επαλαιεπηηθώλ κεζόδσλ ηηο αθόινπζεο 2 κε 

γξακκηθέο εμηζώζεηο : 

    

   
1

1 1 1
1 0 1

, ,2 2
ˆ ˆ ˆ,

2
 

n
obs

L Ln

i z L

iz iz

i ia
C C i     





 

    
 

   
 

      θαη 

                

   
1

1 1 1
1 0 1

, ,2 2
ˆ ˆ ˆ1 ,

2
 

n
obs

U Un

i z U

iz iz

i ia
C C i     





 

     
 

   
 

 

 

Αληίζηνηρα, έλα 100(1 )%a  δ.ε. γηα ηελ παξάκεηξν 
2 , ην νπνίν ζπκβνιίδνπκε κε 

 2 2,L U  , κπνξεί λα ππνινγηζηεί βάζεη ησλ αθόινπζσλ 2 κε γξακκηθώλ εμηζώζεσλ :  

    

   
1

1 2 221
21 1 0

ˆ ,ˆ ˆ,
2

,
n jn i

obs
ij L ijLn

Li j

C
a j

C j 



    


 

  

 
 
 

              θαη 

                

   
1

1 2 221
21 1 0

ˆ ,ˆ ˆ1 ,
2

,
n jn i

obs
ij U ijUn

Ui j

C
a j

C j 



    


 

  

 
 
 

         

 

3.6.2   Πξνζεγγηζηηθά Δηαζηήκαηα Εκπηζηνζύλεο 

Γηαπηζηώζακε όηη ηα όξηα ησλ αθξηβώλ δ.ε. είλαη ηδηαίηεξα πεξίπινθα ιόγσ ηεο ζύλζεηεο 

κνξθήο πνπ έρνπλ νη ζ.π.π. ησλ ε.κ.π.
 1̂  θαη 2̂ . Γηα ην ιόγν απηό, ελαιιαθηηθά, κπνξνύκε 

λα θαηαζθεπάζνπκε πξνζεγγηζηηθά δ.ε. , ηα νπνία ζηεξίδνληαη ζηελ αζπκπησηηθή 

θαλνληθόηεηα ησλ ε.κ.π. . 
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Έζησ όηη κε  ,1 2I    ζπκβνιίδνπκε ηνλ πίλαθα πιεξνθνξίαο ηνπ Fisher ησλ παξακέηξσλ 

1  θαη 
2 . Ηζρύεη,  

 

   

   

2 2
1 2 1 2 1 1

2 2 31 21 1 1

2 2
1 2 1 2 2 2

2 32
1 2 2 22

,1 2

, , 2
0

, , 2
0

ln ln

ln ln

n D
E E E

n D
EE E

L L

I
L L

   

   

   

   

 

        
           
                  
        
                           

 

 
 

όπνπ  
1

11 1: 1 1

1

ˆ( )  
n

i n

i

D n n nt  


   
  

 θαη   .  

 

Δπνκέλσο, ν παξαηεξνύκελνο πίλαθαο πιεξνθνξίαο ηνπ Fisher  ,1 2Î    ιακβάλεη ηελ 

αθόινπζε κνξθή :  

1

2
1

2

2
2

,1 2

0
ˆ

0
ˆ

ˆ

n

n
I





 

 
 
 

  
 
 
 

 

Σπλεπώο, νη αζπκπησηηθέο δηαθπκάλζεηο ησλ 
1̂  θαη 2̂  δίλνληαη από ηηο ζρέζεηο :     

        

 
2

1
11

1

ˆ
ˆV Var

n








   

 θαη     
2

2
22

2

ˆ
ˆV Var

n






     . 

Μία από ηηο βαζηθέο ηδηόηεηεο ησλ ε.κ.π. είλαη όηη αζπκπησηηθά αθνινπζνύλ ηελ θαλνληθή 

θαηαλνκή. Δπνκέλσο,  βάζεη απηήο ηεο ηδηόηεηαο ζα ηζρύεη: 

       
1

1 1 11
11 1 1 0 1 1

1 1 1

, ,2 2
ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ

ˆˆ ˆ

(0,1)

 
n

n

i z

iz iz

i
C C

WE
N

V V V

      
  



 

 
 

 
  

    ,  

όπνπ    
1

1 11
1 0

, ,2 2
ˆ ˆ ˆ ˆ 

n

n

i z

iz iz

i
W C C    



 

   . 

Σπκπεξαίλνπκε όηη ην αζπκπησηηθό 100(1 )%a  δ.ε. γηα ηελ παξάκεηξν 
1  είλαη ην  

1 1 1
2

1

ˆ
a

W Z V


 
 
 
 

  
1

2 1 2 1: 2 2

1

ˆ( )( )
r

i n

i n

D n r nt    
 

    
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Οκνίσο, γηα ηνλ ε.κ.π. 
2̂  ηζρύεη  : 

     
1

2 1 2 1 2

1 1 0 2 2

22 2
2

ˆ ˆ ˆ ˆ, ,

2 2 2

ˆ
ˆ

(0,1)

jn n i

n ij ij

i j

CCE
W

N
V V V

 



      
 

 

  

 
 
 
  
 

 
 

     
     

όπνπ    
1

1 212
1 1 0

2
ˆ ˆ,ˆ ˆ,

n jn i

ijn j

i j

iCW C  



   
 

  

    . 

Σπλεπώο, έλα 100(1-α)% δ.ε. γηα ηελ παξάκεηξν 
2  είλαη ην  

2
2

2
1 2

ˆ
a

W Z V


 
 
 
 

,  

όπνπ qZ  είλαη ην q άλσ πνζνζηηαίν ζεκείν ηεο ηππηθήο θαλνληθήο θαηαλνκήο. 

3.6.3  Bootstrap Δηαζηήκαηα Εκπηζηνζύλεο 

Όπσο αλαθέξζεθε θαη ζε πξνεγνύκελεο παξαγξάθνπο, κπνξνύλ λα θαηαζθεπαζηνύλ δηάθνξα 

είδε Bootstrap δ.ε. γηα ηηο παξακέηξνπο ηνπ κνληέινπ. 

Ζ δηαδηθαζία πνπ αθνινπζνύκε είλαη παξόκνηα κε απηή πνπ δόζεθε ζην πξνεγνύκελν 

θεθάιαην. Ζ δηαθνξνπνίεζε έγθεηηαη ζηνλ ηξόπν κε ηνλ νπνίνλ παξάγνπκε ηνπο ρξόλνπο 

δσήο ησλ κνλάδσλ. 

Δλ ζπλέρεηα, πεξηγξάθνπκε ηα βήκαηα ηνπ αιγνξίζκνπ βάζεη ηνπ νπνίνπ ιακβάλνπκε έλα 

δείγκα πνπ πεξηιακβάλεη ρξόλνπο πνπ πξνέξρνληαη από έλα κνληέιν απιήο βεκαηηθήο πίεζεο 

κε ινγνθξηζία ηύπνπ Η. 

Βήμα 1
ο
  

Από ηνπο ρξόλνπο δσήο πνπ ιακβάλνπκε από ην αξρηθό καο δείγκα ππνινγίδνπκε ηνπο ε.κ.π. 

ησλ παξακέηξσλ 
1  θαη 

2 , νη νπνίν δίλνληαη από ηηο ζρέζεηο 1
1

1

ˆ
D

n
    θαη 2

2

2

ˆ
D

n
   .  

Οη πνζόηεηεο 1  θαη 2  ζεσξνύληαη γλσζηέο. 

Βήμα 2
ο
  

Παξάγνπκε έλα ηπραίν δείγκα κεγέζνπο n  από ηελ (0,1)U  θαη ιακβάλνπκε ηηο 

δηαηεηαγκέλεο παξαηεξήζεηο 
1: :,...,n n nU U  . 

Βήμα 3
ο
  

Γηα λα βξνύκε ην πιήζνο ησλ κνλάδσλ πνπ απνηπγράλεη ζην 1
ν
 επίπεδν πίεζεο,, αξθεί λα 

πξνζδηνξηζηεί ην 
1n  γηα ην νπνίν ηθαλνπνηείηαη ε ζρέζε 
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1 1

1

1
: :1

ˆ
1n n n nU Ue








   . Γηα 
1

1 i n  , κέζσ ηεο ζρέζεο 

:

1
:

ˆ
1

i n

i n

T

U e




   κπνξνύκε λα 

ππνινγίζνπκε ηα :i nT  από ηε ζρέζε   :: 1
ˆ ln 1 i ni n

T U    . 

Βήμα 4
ο
  

Έπεηηα, παξάγνπκε έλα ηπραίν δείγκα κεγέζνπο 
1

m n n   από ηελ (0,1)U  θαη ιακβάλνπκε 

ηηο δηαηεηαγκέλεο παξαηεξήζεηο 
1: :,...,m m mV V  . 

Γηα λα πξνζδηνξίζνπκε ην πιήζνο ησλ κνλάδσλ πνπ απνηπγράλεη ζην δηάζηεκα 
1 2

,     

αξθεί λα βξνύκε εθείλν ην 2n  γηα ην νπνίν ηθαλνπνηείηαη ε ζρέζε  

2 1

2
: 1:2 2

ˆ
1n m n mV Ve

 







    . Γηα 
2

1 j n   βάζεη ηεο ζρέζεο 

: 1

2
:

ˆ
1

j n

j m

T

V e








  ,  

ιακβάλνπκε όηη  ::1
1 2

ˆ ln 1 j mn j n
T V 


   . 

Οη παξαηεξήζεηο  
1 2:1: ,..., n n nnT T   απνηεινύλ έλα δείγκα πνπ πεξηιακβάλεη ρξόλνπο πνπ 

πξνέξρνληαη από έλα κνληέιν απιήο βεκαηηθήο πίεζεο κε ινγνθξηζία ηύπνπ Η  θαη πιένλ γηα 

λα εμάγνπκε ηα επηζπκεηά Bootstrap δ.ε. γηα ηηο παξακέηξνπο αξθεί λα αθνινπζήζνπκε ηελ 

θαηάιιειε δηαδηθαζία. 

 

3.7   Μνληέιν απιήο βεκαηηθήο πίεζεο κε ινγνθξηζία ηύπνπ Ι θαη ρξόλνπο δωήο από ηελ 

ινγαξηζκνθαλνληθή θαηαλνκή 

Δθηόο από ηελ εθζεηηθή, κία άιιε θαηαλνκή πνπ ρξεζηκνπνηείηαη ζπρλά γηα ηελ πεξηγξαθή 

ησλ ρξόλσλ δσήο ησλ κνλάδσλ  είλαη ε ινγαξηζκνθαλνληθή θαηαλνκή. 

Μία ζπλερήο η.κ. Τ  ιέκε όηη αθνινπζεί ηελ ινγαξηζκνθαλνληθή θαηαλνκή κε 

παξακέηξνπο   θαη 2  (   , 0  ) αλ ε η.κ. log( )Y T  αθνινπζεί ηελ θαλνληθή 

θαηαλνκή 2( , )N   . 

Ζ ζπλάξηεζε θαηαλνκήο θαη ε ζ.π.π. ηεο ινγαξηζκνθαλνληθήο θαηαλνκήο δίλνληαη 

αληίζηνηρα από ηηο ζρέζεηο :  

2 log
( ; , )

t
F t


 



 
  

 
 θαη 

2

2 1 1 log
( ; , ) exp ,  0

22

t
f t t

t


 

 

   
    

   

, 

όπνπ ( )  ε ζπλάξηεζε θαηαλνκήο ηεο ηππηθήο θαλνληθήο. 
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Ζ πεξηγξαθή ηνπ κνληέινπ απιήο βεκαηηθήο πίεζεο κε ινγνθξηζία ηύπνπ Η είλαη 

αληίζηνηρε κε απηή πνπ δόζεθε παξαπάλσ, κε κόλε δηαθνξά όηη πιένλ ζε θάζε επίπεδν 

πίεζεο 
ix  ε θαηαλνκή ηνπ ρξόλνπ δσήο είλαη ε ινγαξηζκνθαλνληθή κε παξακέηξνπο ( , )i  , 

γηα 1,2i  .  Σπλεπώο, ε α.ζ.θ. ζην επίπεδν 
ix  δίλεηαη από ηε ζρέζε  

2 log
( ; , ) i

i i

t
F t


 



 
  

 
,   , 0t    , i    γηα  1,2i   . 

 Ζ ρξήζε ινγαξηζκνθαλνληθήο θαηαλνκήο γηα ηελ πεξηγξαθή ηνπ ρξόλνπ δσήο ησλ 

κνλάδσλ ζε έλα κνληέιν απιήο βεκαηηθήο πίεζεο κε ινγνθξηζία ηύπνπ Η κειεηήζεθε από 

ηνπο Balakrishnan et al. (2009b).  

 Σηε ζπλέρεηα, ζεσξνύκε όηη ηα δεδνκέλα καο πξνέξρνληαη από ην κνληέιν αζξνηζηηθήο 

έθζεζεο θαη επνκέλσο βάζεη ησλ ππνζέζεσλ ηνπ κνληέινπ, ε ζπλάξηεζε θαηαλνκήο ( )G t  ζα 

δίλεηαη από ηε ζρέζε : 

1 1

1

1

2
2

log
  ( ) 0

( )
log ( )

( )

            ,   

   ,   

t
G t t

G t
t a

G t t











  


   


 

    

  
   


 
 

  


 

θαη ε ζπλάξηεζε ππθλόηεηαο ( )g t  από ηε ζρέζε : 

2

1

1 1

2

2

2 1

log1 1
( ) exp 0

22
( )

log ( )1 1
( ) exp

2( ) 2

                       ,  

  

 ,   

t
g t t

t
g t

t a
g t t

t a




 




 

  

  


   



 
    



    
   
     


    
  

    





 

όπνπ 1
1

2 ( ) 1a e  
 
 
 

  . 

 

Δκηιμηηέρ Μέγιζηηρ Πιθανοθάνειαρ 

Γηα λα ππνινγίζνπκε ηνπο ε.κ.π. ησλ παξακέηξσλ 
1 ,

2  θαη  , αξρηθά ζα πξέπεη λα 

πξνζδηνξίζνπκε ηε ζπλάξηεζε πηζαλνθάλεηαο ησλ πξναλαθεξζέλησλ παξακέηξσλ 

ζηεξηδόκελνη ζην δείγκα  1 21 21
: :1: 1:1

... ...n n n n nn n nt t t t        ,  

ην νπνίν πξνήιζε από ινγνθξηζία ηύπνπ Η . 
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Ζ ζπλάξηεζε πηζαλνθάλεηαο ηνπ δηαλύζκαηνο ησλ παξακέηξσλ '
1 2( , , )   , βάζεη ησλ 

δεδνκέλσλ ηνπ ινγνθξηκέλνπ δείγκαηνο, δίλεηαη από ηε ζρέζε : 

                 

  

  

1

21 2

1

1 21 1 21

2 2

: :

1 1

|

: :1: 1:

1:,

!
( ) ( ) 1

( )!

( )
... ... ,   0  

1 0 ,  

,

                                     

r
n r

i n i n

i i

n

n

n

n n n n nn n n

n

n
g t g t G

n r

L
t t t t r n

G r t



 

 



  






        

  

    
   
    

 




 
 t

 

,          (3.14) 

όπνπ 
1 2r n n   , ν ζπλνιηθόο αξηζκόο ησλ κνλάδσλ πνπ έρνπλ απνηύρεη. 

Αληηθαζηζηώληαο ζηε ζπλάξηεζε πηζαλνθάλεηαο ηεο ζρέζεο (3.14) ηηο αληίζηνηρεο ζρέζεηο 

ηεο ζ.π.π. θαη ηεο ζπλάξηεζεο θαηαλνκήο, ε ζπλάξηεζε  ιακβάλεη ηελ αθόινπζε κνξθή: 

 
1

2

: :

1

11

2

1 1

log ( )
( | ) ( ) 1

n r

i n i n

r
r

i i

n

n

a
L c t t a

 








  

   
  

     
       

     


 t   

 1
: 2: 1

1 11

22 log ( )1 1log
exp

2 2

r
i ni n

i i

n

n

t at 
 

  

  
  
    

   
   

  
 


, όπνπ c  ζηαζεξά.  

Σηεξηδόκελνη ζηε ζπλάξηεζε πηζαλνθάλεηαο ησλ παξακέηξσλ '
1 2( , , )    κπνξνύκε λα 

θάλνπκε ηηο αθόινπζεο παξαηεξήζεηο : 

  Γηα 
1 0n  θαη 

2 0n  , νη ε.κ.π. ησλ παξακέηξσλ 1 2,   θαη   δελ ππάξρνπλ.  

  Γηα 
1 0n   δελ ππάξρεη ν ε.κ.π ηεο παξακέηξνπ 1 . 

  Γηα 
2 0n   δελ ππάξρεη ν ε.κ.π ηεο παξακέηξνπ 2 . 

  Γηαθξίλνπκε όηη νη ε.κ.π. ησλ 1 2,   θαη   ππάξρνπλ κόλν ζηελ πεξίπησζε πνπ 
1 1n   θαη 

2 1n  (θαη 3r  ), δειαδή όηαλ παξαηεξείηαη ηνπιάρηζηνλ κία απνηπρία ζε θαζέλα από ηα 

επίπεδα πίεζεο. 

Σηελ πεξίπησζε απηή, γηα ηνλ ππνινγηζκό ησλ ε.κ.π. ησλ παξακέηξσλ '
1 2( , , )    αξθεί 

λα ιύζνπκε ην ζύζηεκα κε γξακκηθώλ εμηζώζεσλ:  

                                     
1

( | )
0

l








 t
 , 

2

( | )
0

l








 t
 θαη 

( | )
0

l








 t
,                               (3.15) 

όπνπ ( | )l  t  ν ινγάξηζκνο ηεο ζπλάξηεζεο πηζαλνθάλεηαο ( | )L  t . 

Οη ε.κ.π. δε δίλνληαη ζε θιεηζηή κνξθή θαη επνκέλσο γηα ηελ εύξεζε ηνπο ζα πξέπεη λα 

ρξεζηκνπνηεζνύλ επαλαιεπηηθέο κέζνδνη. 
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Γηα ηελ θαηαζθεπή δ.ε. γηα ηηο δεηνύκελεο παξακέηξνπο δε κπνξνύκε λα ιάβνπκε αθξηβή 

δ.ε.  Γηα ην ιόγν απηό, ελαιιαθηηθά κπνξνύλ λα ππνινγηζηνύλ πξνζεγγηζηηθά δ.ε. θαζώο θαη 

Bootstrap δ.ε. 

Γηα ηελ θαηαζθεπή ησλ Bootstrap δ.ε. απαξαίηεην είλαη λα γλσξίδνπκε ηνλ ηξόπν κε ηνλ 

νπνίν κπνξνύκε λα παξάγνπκε έλα δείγκα κε ινγνθξηζία ηύπνπ Η, ην νπνίν πξνέξρεηαη από 

έλα κνληέιν απιήο βεκαηηθήο πίεζεο κε ρξόλνπο δσήο από ηελ ινγαξηζκνθαλνληθή 

θαηαλνκή. 

Σηε ζπλέρεηα πεξηγξάθεηαη ν αιγόξηζκνο γηα ηελ παξαγσγή ηνπ δεηνύκελνπ δείγκαηνο : 

Βήμα 1
ο
  

Από ηνπο ρξόλνπο δσήο πνπ ιακβάλνπκε από ην αξρηθό καο δείγκα ππνινγίδνπκε ηνπο ε.κ.π. 

ησλ παξακέηξσλ '
1 2( , , )    ρξεζηκνπνηώληαο ηηο θαηάιιειεο επαλαιεπηηθέο κεζόδνπο  

γηα ηε ιύζε ηνπ ζπζηήκαηνο ηεο ζρέζεο  (3.15). Οη πνζόηεηεο 1  θαη 2  ζεσξνύληαη 

γλσζηέο. 

Βήμα 2
ο
  

Παξάγνπκε έλα ηπραίν δείγκα κεγέζνπο n  από ηελ νκνηόκνξθε (0,1)U  θαη ιακβάλνπκε ηηο 

δηαηεηαγκέλεο παξαηεξήζεηο 
1: :,...,n n nU U  . 

Βήμα 3
ο
  

Γηα λα βξνύκε ην πιήζνο 
1n
 
ησλ κνλάδσλ πνπ απνηπγράλεη ζην 1

ν
 επίπεδν πίεζεο, αξθεί λα 

πξνζδηνξίζνπκε ην 
1n  γηα ην νπνίν ηθαλνπνηείηαη ε ζρέζε : 

1 1

1
: :

1

1

log ˆ

ˆ
n n n nU U

 





  

 
 
 

. 

Γηα 11 i n  , κέζσ ηεο ζρέζεο 1
:

:
ˆlog

ˆ
i n

i nT
U






 

 
 
 

, κπνξνύκε λα ππνινγίζνπκε ηνπο 

ρξόλνπο :i nT  από ηνλ ηύπν    1
1 ::

ˆ ˆexp  i ni nT U      . 

Γηα 1 1n j n   , βάζεη ηεο ζρέζεο 
 : 2

:

)

ˆ

ˆ ˆlog (j n

j n

a
U



 
 
 
 

  
 


 κπνξνύκε λα 

ππνινγίζνπκε ηα :j nT  από ηνλ ηύπν   1
2 ::

ˆ ˆ( ) exp j nj nT a U



  
 
  

     .  
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Σεκεηώλνπκε όηη ην δηάλπζκα  
'

1 2
ˆ ˆ ˆ ˆ, ,    πνπ ρξεζηκνπνηείηαη ζηηο παξαπάλσ ζρέζεηο, 

απνηειεί ην δηάλπζκα κε ηνπο ε.κ.π. ησλ παξακέηξσλ πνπ ιάβακε από ην 1
ν
 βήκα ηνπ 

αιγνξίζκνπ. 

Βήμα 4
ο
  

Γηα λα ππνινγίζνπκε ην πιήζνο ησλ κνλάδσλ πνπ απνηπγράλνπλ ζην 2
ν
 επίπεδν πίεζεο αξθεί 

λα βξνύκε εθείλν ην 
2n

 
γηα ην νπνίν ηθαλνπνηείηαη ε ζρέζε 

: 2j n
T  . 

Οη παξαηεξήζεηο 
1 2:1: ,..., n n nnT T   πνπ ιακβάλνπκε από ηελ πινπνίεζε ηνπ παξαπάλσ 

αιγνξίζκνπ απνηεινύλ ην δεηνύκελν δείγκα. 

 

 

3.8   Μνληέιν απιήο βεκαηηθήο πίεζεο κε ινγνθξηζία ηύπνπ Ι θαη ρξόλνπο δωήο από ηελ 

εθζεηηθνπνηεκέλε εθζεηηθή θαηαλνκή 

Σηηο πξνεγνύκελεο παξαγξάθνπο πεξηγξάςακε ην κνληέιν απιήο βεκαηηθήο πίεζεο κε 

ινγνθξηζία ηύπνπ Η έρνληαο ζεσξήζεη όηη νη ρξόλνη δσήο ησλ κνλάδσλ αθνινπζνύλ είηε ηελ 

εθζεηηθή θαηαλνκή είηε ηε ινγαξηζκνθαλνληθή θαηαλνκή. 

Οη Abdel-Hamid and Al-Hussaini (2009) κειέηεζαλ ην ίδην κνληέιν, έρνληαο όκσο 

ζεσξήζεη όηη ε θαηαλνκή ηνπ ρξόλνπ δσήο ησλ πεηξακαηηθώλ κνλάδσλ είλαη ε 

εθζεηηθνπνηεκέλε εθζεηηθή θαηαλνκή(exponentiated exponential distribution).  

H εθζεηηθνπνηεκέλε εθζεηηθή θαηαλνκή, γλσζηή επίζεο σο θαη γεληθεπκέλε εθζεηηθή 

θαηαλνκή(Generalized Exponential Distribution), κε δύν παξακέηξνπο ρξεζηκνπνηείηαη ζπρλά 

γηα ηελ αλάιπζε ρξόλσλ δσήο θαη γεληθόηεξα δεδνκέλσλ πνπ παξνπζηάδνπλ έληνλε 

ινμόηεηα, θαζώο είλαη κία θαηαλνκή πνπ εκθαλίδεη ζεηηθή αζπκκεηξία.   

H εθζεηηθνπνηεκέλε εθζεηηθή θαηαλνκή νξίδεηαη ζαλ κηα εηδηθή πεξίπησζε ηεο θαηαλνκήο 

Gompertz-Verhulst, ηεο νπνίαο ε ζπλάξηεζε θαηαλνκήο είλαη ε 
 

( ) 1

ct

G t e 
 

   
 

, όπνπ 

, ,c   ζεηηθνί πξαγκαηηθνί αξηζκνί, όηαλ ην 1  . 

Δπνκέλσο, αλ ζεσξήζνπκε όηη ε X απνηειεί η.κ., ε νπνία πξνέξρεηαη από ηελ 

εθζεηηθνπνηεκέλε εθζεηηθή θαηαλνκή, ε ζπλάξηεζε θαηαλνκήο θαη ε ζ.π.π. απηήο δίλνληαη 

αληίζηνηρα από ηηο ζρέζεηο : 
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( ; , ) 1

ct

F t c e 
 

  
 
 

 θαη 

1
   

( ; , ) 1 ,   , , 0

ct t
c

f t c t ce e  



  

   
 
 

, 

όπνπ ζ θαη c, νη παξάκεηξνη θιίκαθαο θαη κνξθήο, αληίζηνηρα. 

Μπνξνύκε λα παξαηεξήζνπκε όηη γηα 1c   , ε εθζεηηθνπνηεκέλε εθζεηηθή αλάγεηαη ζηελ 

εθζεηηθή θαηαλνκή κε παξάκεηξν ζ . 

Ζ εθζεηηθνπνηεκέλε εθζεηηθή  θαηαλνκή δηαζέηεη αξθεηέο ηδηόηεηεο πνπ είλαη 

παξαπιήζηεο κε εθείλεο ησλ θαηαλνκώλ Weibull θαη Gamma. Οη Gupta and Kundu (2001) 

ζπλέθξηλαλ ηελ εθζεηηθνπνηεκέλε εθζεηηθή κε ηηο Weibull θαη Gamma θαηαλνκέο θαη 

δηαπίζησζαλ όηη, ζε ζπγθεθξηκέλεο πεξηπηώζεηο, ε εθζεηηθνπνηεκέλε εθζεηηθή κπνξεί λα 

ρξεζηκνπνηεζεί απνηειεζκαηηθά γηα ηελ αλάιπζε δεδνκέλσλ ρξόλσλ δσήο ζηε ζέζε ησλ δύν 

απηώλ θαηαλνκώλ(Gupta and Kundu (2003,2004)).  

Ζ πεξηγξαθή ηνπ κνληέινπ απιήο βεκαηηθήο πίεζεο κε ινγνθξηζία ηύπνπ Η είλαη αλάινγε 

κε απηή πνπ αλαθέξακε θαη ζηηο δύν πξνεγνύκελεο πεξηπηώζεηο θαηαλνκώλ, ζεσξώληαο 

όκσο πιένλ όηη ζε θάζε επίπεδν πίεζεο 
ix  ε θαηαλνκή ηνπ ρξόλνπ δσήο είλαη ε 

εθζεηηθνπνηεκέλε εθζεηηθή  κε παξακέηξνπο ( , )i c , γηα 1,2i  .   

Δπνκέλσο, ε ζπλάξηεζε θαηαλνκήο ζην επίπεδν 
ix  δίλεηαη από ηε ζρέζε : 
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Θεσξώληαο όηη ηα δεδνκέλα καο πξνέξρνληαη από ην κνληέιν αζξνηζηηθήο έθζεζεο, βάζεη 

ησλ ππνζέζεσλ ηνπ κνληέινπ, ε ζπλάξηεζε θαηαλνκήο ( )G t  ζα δίλεηαη από ηε ζρέζε : 
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θαη ε ζπλάξηεζε ππθλόηεηαο ( )g t  από ηε ζρέζε : 
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Γηα ηελ εμαγσγή ησλ ε.κ.π. ησλ 3 παξακέηξσλ ηνπ κνληέινπ απιήο βεκαηηθήο πίεζεο ζα 

ζηεξηρζνύκε ζηε ζπλάξηεζε πηζαλνθάλεηαο ησλ '
1 2( , , )c  , ε νπνία, θαζώο δηαζέηνπκε 

ινγνθξηκέλα δεδνκέλα ηύπνπ Η, δίλεηαη από ηε ζρέζε (3.14). 

Δπνκέλσο, αληηθαζηζηώληαο ηηο παξαπάλσ ζπλαξηήζεηο ζηελ (3.14) έρνπκε: 
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όπνπ 
!
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k

n

n r



  θαη  

1 2r n n  , ν ζπλνιηθόο αξηζκόο κνλάδσλ πνπ απέηπραλ. 

Όπσο αλαθέξζεθε θαη ζηηο πξνεγνύκελεο παξαγξάθνπο, νη ε.κ.π. ησλ 1 2,   θαη c  ππάξρνπλ 

κόλν ζηελ πεξίπησζε πνπ 
1 1n   θαη 

2 1n  , δειαδή όηαλ παξαηεξείηαη ηνπιάρηζηνλ κία 

απνηπρία ζε θαζέλα από ηα δύν επίπεδα πίεζεο.

 
Γηα ηνλ ππνινγηζκό ησλ ε.κ.π. ησλ παξακέηξσλ '

1 2( , , )c   αξθεί λα ιύζνπκε ην 

ζύζηεκα κε γξακκηθώλ εμηζώζεσλ : 
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
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όπνπ ( | )l  t  ν ινγάξηζκνο ηεο ζπλάξηεζεο πηζαλνθάλεηαο ( | )L  t . 

 

Οη ε.κ.π. ησλ παξακέηξσλ ηεο εθζεηηθνπνηεκέλεο εθζεηηθήο θαηαλνκήο, όπσο θαη ζηελ 

πεξίπησζε ηεο ινγαξηζκνθαλνληθήο θαηαλνκήο, δε δίλνληαη ζε θιεηζηή κνξθή θαη ζπλεπώο 

γηα ηνλ ππνινγηζκό ηνπο είλαη απαξαίηεηε ε ρξήζε επαλαιεπηηθώλ κεζόδσλ. 

Oη εμηζώζεηο πηζαλνθάλεηαο θαζώο θαη ε εμαγσγή Bootstrap δ.ε. πεξηγξάθνληαη αλαιπηηθά 

ζην άξζξν ησλ Abdel-Hamid and Al-Hussaini (2009).  
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Κεθάιαην 4
ν 

Μνληέιν απιήο βεκαηηθήο πίεζεο κε πβξηδηθή ινγνθξηζία  

ηύπνπ Ι θαη ΙΙ αληίζηνηρα 

 

4.1   Εηζαγωγή 

Οη ηύπνη ινγνθξηζίαο Η θαη ΗΗ, ηνπο νπνίνπο κειεηήζακε ζηα πξνεγνύκελα θεθάιαηα, 

απνηεινύλ ηα πην γλσζηά είδε ινγνθξηζίαο θαη ζπλαληώληαη πνιύ ζπρλά ζηελ πξάμε. Έλα 

ελαιιαθηηθό είδνο ινγνθξηζίαο, ην νπνίν ζπλδπάδεη ηνπο ηύπνπο Η θαη ΗΗ, είλαη ε πβξηδηθή 

ινγνθξηζία. Θεσξνύκε όηη ζε έλα πείξακα n  κνλάδεο ηίζεληαη ππό έιεγρν θαη 

θαηαγξάθνληαη νη δηαδνρηθνί ρξόλνη απνηπρίαο. Οη ρξόλνη δσήο ησλ κνλάδσλ ηνπ δείγκαηνο 

είλαη αλεμάξηεηεο θαη ηζόλνκεο ηπραίεο κεηαβιεηέο.  

Βάζεη απηνύ ηνπ είδνπο ινγνθξηζίαο, ην πείξακα νινθιεξώλεηαη είηε όηαλ έλαο 

πξνθαζνξηζκέλνο αξηζκόο r  κνλάδσλ απνηύρεη είηε ζε έλα πξνθαζνξηζκέλν ρξόλν T , 

νπνηνδήπνηε εθ ησλ δύν ζπκβεί πξώην.  Γειαδή, ν ρξόλνο ιήμεο ηνπ πεηξάκαηνο είλαη ν 

 *
1 :min ,r nT T T , όπνπ ηα 1 r n   θαη (0, )T   είλαη πξνεπηιεγκέλα από ηελ αξρή ηνπ 

πεηξάκαηνο.  

Ο Epstein (1954) εηζήγαγε απηό ην είδνο ινγνθξηζίαο θαη αλέιπζε ηα δεδνκέλα έρνληαο 

ππνζέζεη όηη ν ρξόλνο δσήο ησλ κνλάδσλ πξνέξρεηαη από ηελ εθζεηηθή θαηαλνκή. Οη Childs 

et al. (2003) νλόκαζαλ απηό ην είδνο ινγνθξηζίαο, πβξηδηθή ινγνθξηζία ηύπνπ Η, θαζώο ν 

ρξόλνο δηάξθεηαο ηνπ πεηξάκαηνο δε κπνξεί λα μεπεξάζεη ην ρξόλν T . Οη Chen and 

Bhattacharyya (1988) ππνιόγηζαλ ηελ αθξηβή θαηαλνκή ηνπ ε.κ.π. ηνπ κέζνπ θαζώο θαη ην 

θάησ όξην απηνύ. Κάπνηα ζεκαληηθά άξζξα πνπ αλαθέξνληαη ζηελ πβξηδηθή ινγνθξηζία 

ηύπνπ Η είλαη απηά ησλ Bartholomew (1963), Barlow et al. (1968), Fairbanks et al. (1982), 

Ebrahimi (1992), Jeong et al. (1996) θαη Gupta and Kundu (1998).  

 Όπσο θαη ζηελ «παξαδνζηαθή» ινγνθξηζία ηύπνπ Η, ην κεηνλέθηεκα ηεο πβξηδηθήο 

ινγνθξηζίαο ηύπνπ Η είλαη όηη όιε ε ζπκπεξαζκαηνινγία πνπ επηζπκνύκε λα ιάβνπκε 

πθίζηαηαη κόλν θάησ από ηε ζπλζήθε όηη παξαηεξείηαη ηνπιάρηζηνλ κία απνηπρία. Δπηπιένλ, 

θάησ από απηό ην είδνο ινγνθξηζίαο, ππάξρεη ε πηζαλόηεηα λα παξαηεξεζνύλ ιίγεο 

παξαηεξήζεηο πξηλ από ην ρξόλν *
1T . Γηα ην ιόγν απηό, νη Childs et al. (2003) πξόηεηλαλ έλα 

λέν είδνο πβξηδηθήο ινγνθξηζίαο, πνπ ην νλόκαζαλ πβξηδηθή ινγνθξηζία ηύπνπ ΗΗ θαη ην
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 νπνίν εγγπάηαη ηελ απνηπρία ελόο θαζνξηζκέλνπ αξηζκνύ r  κνλάδσλ. Σηελ πεξίπησζε απηή 

ηεο πβξηδηθήο ινγνθξηζίαο, ηνπνζεηνύληαη n  κνλάδεο ππό κειέηε θαη ν ρξόλνο ιήμεο ηνπ 

πεηξάκαηνο ηώξα είλαη ν  *
2 :max ,r nT T T , όπνπ ηα 1 r n   θαη (0, )T   είλαη 

πξνθαζνξηζκέλα. 

Παξόιν πνπ ε πβξηδηθή ινγνθξηζία ηύπνπ ΗΗ εμαζθαιίδεη έλα ζπγθεθξηκέλν αξηζκό 

απνηπρηώλ, έρεη σο θύξην κεηνλέθηεκα όηη κπνξεί λα ρξεηαζηεί έλα κεγάιν ρξνληθό δηάζηεκα 

γηα λα παξαηεξεζνύλ r  απώιεηεο θαη λα νινθιεξσζεί ην πείξακα. 

Οη Chandrasekar et al. (2004) βειηίσζαλ ηα πξναλαθεξζέληα πιαίζηα εηζάγνληαο δύν 

παξαιιαγέο ησλ ηύπσλ απηώλ, ηηο νπνίεο ραξαθηήξηζαλ σο γεληθεπκέλε πβξηδηθή ινγνθξηζία 

ηύπνπ Η θαη ΗΗ. Σηελ γεληθεπκέλε πβξηδηθή ινγνθξηζία ηύπνπ Η, θαζνξίδνπκε ηα , {1,..., }k r n  

θαη (0, )T    έηζη ώζηε k r . Αλ ε k -νζηή απνηπρία ζπκβεί πξηλ από ην ρξόλν T , ηόηε ην 

πείξακα νινθιεξώλεηαη ζην ρξόλν  :min ,r nT T , εηδάιισο ην πείξακα ηεξκαηίδεηαη ζην 

ρξόλν :k nT . Δπνκέλσο, ζηελ γεληθεπκέλε πβξηδηθή ινγνθξηζία ηύπνπ Η, έλαο ειάρηζηνο 

αξηζκόο k  απνηπρηώλ είλαη εμαζθαιηζκέλνο. Σηε γεληθεπκέλε πβξηδηθή ινγνθξηζία ηύπνπ ΗΗ 

πξνθαζνξίδνληαη ηα {1,..., }r n  θαη 1 2, (0, )T T    έηζη ώζηε 1 2T T . Αλ ε r -νζηή απνηπρία 

ζπκβεί πξηλ από ηε ρξνληθή ζηηγκή 1T , ηόηε ην πείξακα νινθιεξώλεηαη ζην ρξόλν 1T . Αλ ε r

-νζηή κνλάδα απνηύρεη ζην ρξνληθό δηάζηεκα  1 2,T T  ην πείξακα ζηακαηά ζην ρξόλν :r nT . Αλ 

δελ ηζρύεη θακία από ηηο 2 παξαπάλσ πεξηπηώζεηο, ηόηε ην πείξακα ζα νινθιεξσζεί ζην 

ρξόλν 2T . Τν είδνο απηό ινγνθξηζίαο εμαζθαιίδεη όηη ην πείξακα δε ζα δηαξθέζεη πέξαλ ηνπ 

ρξόλνπ 2T . Παξόιν πνπ ηα δύν απηά γεληθεπκέλα είδε ινγνθξηζίαο είλαη πην ηθαλνπνηεηηθά 

από ηα πξνεγνύκελα, δηαζέηνπλ θαη απηά θάπνηα κεηνλεθηήκαηα. Γηα παξάδεηγκα, ζηε 

γεληθεπκέλε πβξηδηθή ινγνθξηζία ηύπνπ Η , δε κπνξνύκε λα εμαζθαιίζνπκε ηελ ύπαξμε r  

απνηπρηώλ. Σηε γεληθεπκέλε πβξηδηθή ινγνθξηζία ηύπνπ ΗΗ, ππάξρεη ε πηζαλόηεηα λα κελ 

παξαηεξεζεί θακία απνηπρία ή λα θαηαγξάςνπκε ειάρηζηεο απνηπρίεο κέρξη ηνλ 

πξνεπηιεγκέλν ρξόλν 2T  θαη επνκέλσο λα αληηκεησπίζνπκε ην ίδην πξόβιεκα κε ηελ 

πβξηδηθή ινγνθξηζία ηύπνπ Η. Γηα ην ιόγν απηό, νη Balakrishnan et al. (2008) εηζήγαγαλ έλα 

λέν είδνο πβξηδηθήο ινγνθξηζίαο , ην νπνίν ζπλδπάδεη ηα δύν πξναλαθεξζέληα είδε 

γεληθεπκέλεο πβξηδηθήο ινγνθξηζίαο. 
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Τόζν ε γεληθεπκέλε πβξηδηθή ινγνθξηζία όζν θαη ην είδνο πβξηδηθήο ινγνθξηζίαο πνπ 

εηζήγαγαλ νη Balakrishnan et al. (2008) δε κειεηώληαη αλαιπηηθά ζηελ εξγαζία απηή θαζώο 

δελ έρνπλ εθαξκνζζεί γηα ηελ κειέηε κνληέισλ βεκαηηθήο πίεζεο.  

Δπνκέλσο, ζηηο επόκελεο παξαγξάθνπο ζα κειεηήζνπκε ην κνληέιν απιήο βεκαηηθήο 

πίεζεο, ζηηο πεξηπηώζεηο πνπ ζεσξνύκε πβξηδηθή ινγνθξηζία ηύπνπ Η θαη ΗΗ. Θα 

ππνινγίζνπκε ηνπο ε.κ.π. θαζώο θαη ηηο αθξηβείο θαηαλνκέο ησλ ε.κ.π. ησλ παξακέηξσλ ηνπ 

κνληέινπ, γηα θαζέλα από ηνπο δύν ηύπνπο πβξηδηθήο ινγνθξηζίαο. 

 

 

4.2   Πεξηγξαθή κνληέινπ 

 

Υβπιδική λογοκπιζία ηύπος Ι 

Ζ πβξηδηθή ινγνθξηζία ηύπνπ Η, ζηα πιαίζηα ελόο κνληέινπ απιήο βεκαηηθήο πίεζεο, 

κειεηήζεθε από ηνπο Balakrishnan and Xie (2007b).  

Ζ πεξηγξαθή ηνπ κνληέινπ είλαη ε αθόινπζε: 

Θεσξνύκε έλα δείγκα από n  όκνηεο κνλάδεο, ηηο νπνίεο ηνπνζεηνύκε ζε έλα κνληέιν 

απιήο βεκαηηθήο πίεζεο θαη ηηο ππνβάιινπκε, αξρηθά, ζε επίπεδν πίεζεο 
1x . Σε έλα 

πξνεπηιεγκέλν ρξόλν 1 , ην επίπεδν πίεζεο από 
1x  απμάλεηαη ζε 

2x . Σύκθσλα κε ηελ 

πβξηδηθή ινγνθξηζία ηύπνπ Η, εάλ ε r -νζηή απνηπρία ζπκβεί κεηά από έλα πξνεπηιεγκέλν 

ρξόλν 2 , ηόηε ην πείξακα νινθιεξώλεηαη ζην ρξόλν 2 . Γηαθνξεηηθά ην πείξακα ζηακαηά 

ακέζσο κόιηο απνηύρεη θαη ε r -νζηή κνλάδα. Δπνκέλσο, ν ρξόλνο δηάξθεηαο ηνπ πεηξάκαηνο 

είλαη ν  *
2 : 2min ,r nT t  .  

Παξαηεξνύκε όηη ν ρξόλνο 2  
είλαη ν κέγηζηνο επηηξεπόκελνο ρξόλνο δηάξθεηαο ηνπ 

πεηξάκαηνο, ελώ ν ρξόλνο *
2T  απνηειεί κία ηπραία κεηαβιεηή πνπ δειώλεη ην ρξόλν 

νινθιήξσζεο ηνπ πεηξάκαηνο. Τα ( )r n  θαη 1 20     είλαη θαζνξηζκέλα από ηελ αξρή ηνπ 

πεηξάκαηνο.   

Έζησ όηη κε 
1n  ζπκβνιίδνπκε ην πιήζνο ησλ κνλάδσλ πνπ έρνπλ απνηύρεη πξηλ από ην ρξόλν 

1 , κε  
2n  ην πιήζνο ησλ κνλάδσλ πνπ απέηπραλ πξηλ από ην ρξόλν 

2
  ζην 2

ν
 επίπεδν πίεζεο 

θαη κε *
2n  ην πιήζνο ησλ κνλάδσλ πνπ έρνπλ απνηύρεη πξηλ από ην ρξόλν *

2T  ζην επίπεδν 

πίεζεο πνπ βξίζθεηαη ην *
2T . 
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Βάζεη ησλ όζσλ αλαθέξακε, είλαη πξνθαλέο όηη ηζρύεη  

2

1 2

1 1 2

:2

*
:2

:

    ,      < 

          ,   

   ,  

r n

r n

r n

n t

n r t

r n t



 

 




  
   

Δπνκέλσο, κε ηελ εθηέιεζε ηνπ πεηξάκαηνο, νη δπλαηέο πεξηπηώζεηο πνπ κπνξνύκε λα 

παξαηεξήζνπκε είλαη νη αθόινπζεο : 

  Αλ 1 2:r nt     ηόηε νη ρξόλνη δσήο πνπ ζα παξαηεξήζνπκε ζα είλαη ηεο κνξθήο 

 
1 2:1: ... r nnt t     

 
  Αλ 1 2:r nt    ηόηε νη ρξόλνη δσήο πνπ ζα ιάβνπκε ζα είλαη ηεο κνξθήο 

 1 21 1
: :1: 1:... ...n n r nn n nt t t t         

  Αλ :2 < r nt  ηόηε νη ρξόλνη δσήο πνπ ζα παξαηεξήζνπκε ζα είλαη ηεο κνξθήο 

 1 21 1 21
: :1: 1:... ...n n n n nn n nt t t t         

 

Υβπιδική λογοκπιζία ηύπος ΙΙ 

Ζ πβξηδηθή ινγνθξηζία ηύπνπ ΗI, ζην πιαίζην ελόο κνληέινπ απιήο βεκαηηθήο πίεζεο, 

κειεηήζεθε από ηνπο Balakrishnan and Xie (2007a). 

Όπσο θαη ζηελ πεξίπησζε ηεο πβξηδηθήο ινγνθξηζίαο ηύπνπ Η, ζεσξνύκε, θαη ζε απηόλ ηνλ 

ηύπν ινγνθξηζίαο, έλα δείγκα από n  όκνηεο κνλάδεο, ηηο νπνίεο ηνπνζεηνύκε ζε έλα κνληέιν 

απιήο βεκαηηθήο πίεζεο θαη ηηο ππνβάιινπκε, αξρηθά, ζε επίπεδν πίεζεο 
1x . Σε έλα 

πξνεπηιεγκέλν ρξόλν 1 , ην επίπεδν πίεζεο από 
1x  απμάλεηαη ζε 

2x . Βάζεη ηεο πβξηδηθήο 

ινγνθξηζίαο ηύπνπ ΗΗ, εάλ ε r -νζηή κνλάδα απνηύρεη πξηλ από ην ρξόλν 2  ηόηε ην πείξακα 

νινθιεξώλεηαη ζην ρξόλν 2 . Γηαθνξεηηθά, ην πείξακα ηεξκαηίδεηαη ακέζσο κόιηο απνηύρεη 

ε r -νζηή κνλάδα. Δπνκέλσο, ν ρξόλνο δηάξθεηαο ηνπ πεηξάκαηνο είλαη ηπραία κεηαβιεηή θαη 

ίζνο κε  *
2 : 2max ,r nT t  . Οη πνζόηεηεο   ( )r n  θαη 1 20     ζεσξνύληαη γλσζηέο. 

Έζησ όηη κε 
1n  ζπκβνιίδνπκε ην πιήζνο ησλ κνλάδσλ πνπ έρνπλ απνηύρεη πξηλ από ην ρξόλν 

1 , κε  
2n  ην πιήζνο ησλ κνλάδσλ πνπ απέηπραλ πξηλ από ην ρξόλν 

2
  ζην 2

ν
 επίπεδν πίεζεο 

θαη κε *
2n  ην πιήζνο ησλ κνλάδσλ πνπ έρνπλ απνηύρεη πξηλ από ην ρξόλν *

2T  ζην 2
ν
 επίπεδν 

πίεζεο.  Σπλεπώο, ζα ηζρύεη  
1 2

2

:*
2

: 2

 ,  

      ,   

r n

r n

r n t
n

n t





 
 


. 
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Βάζεη ησλ ζπκβνιηζκώλ πνπ έρνπκε ρξεζηκνπνηήζεη παξαπάλσ, δηαπηζηώλνπκε όηη νη 

πηζαλέο θαηαζηάζεηο πνπ κπνξεί λα παξαηεξήζνπκε είλαη νη αθόινπζεο : 

  Αλ 1 2:r nt     ηόηε ζα παξαηεξήζνπκε  1 21 1 21
: : :1: 1:... ... ...r n n n n n nn n nt t t t t           

  Αλ 1 2:r nt    ηόηε ηα δεδνκέλα πνπ ζα ιάβνπκε ζα είλαη ηεο κνξθήο 

 1 21 1 21
: : :1: 1:... ... ...n n r n n n nn n nt t t t t           

  Αλ :2 < r nt  ηόηε νη ρξόλνη δσήο πνπ ζα παξαηεξήζνπκε ζα έρνπλ ηελ εμήο κνξθή 

 1:1 21 1 2 1 21
: : :1: 1:... ... ...nn n n n n n n r nn n nt t t t t t                 

 

Σηε ζπλέρεηα, γηα ηνπο ηύπνπο Η θαη ΗΗ πβξηδηθήο ινγνθξηζίαο, ζα κειεηήζνπκε ην κνληέιν 

απιήο βεκαηηθήο πίεζεο, ζεσξώληαο όηη ε θαηαλνκή ηνπ ρξόλνπ δσήο ησλ κνλάδσλ ζηα 

επίπεδα πίεζεο 
1x  θαη 

2x  είλαη ε εθζεηηθή κε παξακέηξνπο 
1  θαη 

2 , αληίζηνηρα. Δπνκέλσο, 

ε ζπλάξηεζε θαηαλνκήο ζην επίπεδν 
ix  ζα δίλεηαη από ηε ζρέζε (2.1). 

Δπίζεο, θαζώο ηα δεδνκέλα πνπ ιακβάλνπκε από ηελ εθηέιεζε ηνπ πεηξάκαηνο 

πξνέξρνληαη από ην κνληέιν αζξνηζηηθήο έθζεζεο, βάζεη ησλ ππνζέζεσλ ηνπ κνληέινπ, ε 

ζπλάξηεζε θαηαλνκήο ( )G t  θαη ε ζπλάξηεζε ππθλόηεηαο ( )g t  ζα δίλνληαη από ηηο ζρέζεηο 

(3.2) θαη (3.3), αληίζηνηρα. 

 

 

4.3   Εθηηκεηέο Μέγηζηεο Πηζαλνθάλεηαο  

 

Υβπιδική λογοκπιζία ηύπος Ι 

Γηα ηνλ ππνινγηζκό ηεο ζπλάξηεζεο πηζαλνθάλεηαο ησλ παξακέηξσλ 
1  θαη 

2  
δηαθξίλνπκε 

ηηο αθόινπζεο πεξηπηώζεηο : 

  Αλ 1 2:r nt     , ηα δεδνκέλα πνπ ζα ιάβνπκε από ηελ εθηέιεζε ηνπ πεηξάκαηνο ζα είλαη 

ηεο κνξθήο  
1 2:1: ... r nnt t      . Δπνκέλσο, ε ζπλάξηεζε πηζαλνθάλεηαο ησλ 

1  θαη 
2 , 

βάζεη ηνπ δηαλύζκαηνο t  πνπ παξαηεξνύκε θαη ησλ ζρέζεσλ (3.2) θαη (3.3), δηακνξθώλεηαη 

σο εμήο : 
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 1 2 1 1
11

: : : :

11

|
! ! 1

( , ) ( ) 1 ( ) exp ( )
( )! ( )!

r r
n r

i n r n i n r n

ii
r

n n
L g t G t n r

n r n r
t t 







 
 

    
       

    
t  

  Γηα ηηο άιιεο δύν πεξηπηώζεηο πνπ δηαθξίλακε ζηελ παξαπάλσ παξάγξαθν, δειαδή γηα 

1 2:r nt    θαη :2 < r nt , ε ζπλάξηεζε πηζαλνθάλεηαο ησλ παξακέηξσλ 
1  θαη 

2  
ιακβάλεη 

ηελ αθόινπζε κνξθή : 

 
  

*
*

1

*
21 2 1 2 2

1

: :

1 1

|
*

!
( , ) ( ) ( ) 1

!

r
n r

i n i n

i i

n

nn r

n
L g t g t G T 


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

   
   

   
 t  

 

*
1 2

*
1 21 2

1 2

*

!
exp

!
n n

n r

n D D

 
 

 
  

   
  



,  
1 *1 1

*

2:1: 1:
:

0 ... ...n nn n n
r n

t t t t T                         (4.1)     

όπνπ * *
1 2r n n  , 

1

1 1: 1

1

( )

n

i n

i

D n nt 


     θαη   
*

*

2 1 1

1

*

: 2

1

*( )
r

i n

i n

n rD t T 
 

    . 

Βάζεη ησλ ζπλαξηήζεσλ πηζαλνθάλεηαο δηαθξίλνπκε όηη νη ε.κ.π. ησλ 
1  θαη 

2 ππάξρνπλ θαη 

νη δύν κόλν όηαλ ηνπιάρηζηνλ κία απνηπρία παξαηεξεζεί ζε θαζέλα από ηα δηαζηήκαηα 

 10, θαη  1 2,  . Δπνκέλσο, ε ζπλάξηεζε πηζαλνθάλεηαο, γηα ηελ πεξίπησζε απηή, δίλεηαη 

από ηε ζρέζε (4.1) θαη ζπλεπώο γηα λα ππνινγίζνπκε ηνπο ε.κ.π. ησλ 
1  θαη 

2  αξθεί λα 

βξνύκε ηηο ηηκέο εθείλεο πνπ ηε κεγηζηνπνηνύλ ή ηζνδύλακα κεγηζηνπνηνύλ ην ινγάξηζκό ηεο. 

 

Μπνξνύκε λα δηαπηζηώζνπκε όηη νη ε.κ.π. ησλ παξακέηξσλ 
1  θαη 

2  είλαη νη 

                                    

                                          

1

1
1

1

: 1

1

1 1
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ˆ
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  ,       1 2:r nt    ή :2 < r nt
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Θα πξέπεη λα ζεκεηώζνπκε όηη νη εθηηκεηέο 
1̂  θαη 

2̂  αληηπξνζσπεύνπλ ηνπο ππό ζπλζήθε 

ε.κ.π. ησλ  
1  θαη 

2 . Γηαπηζηώζακε όηη νη ε.κ.π. 
1̂  θαη 

2̂  ππάξρνπλ όηαλ 1 2:r nt    ή

:2 < r nt .  

Όπσο αλαθέξζεθε, ζηελ πεξίπησζε 1 2:r nt    , ηα δεδνκέλα πνπ ιακβάλνπκε είλαη ηεο 

κνξθήο 1 21 1
: :1: 1:... ...n n r nn n nt t t t        , επνκέλσο νη δπλαηέο ηηκέο ησλ η.κ. 

1 n  θαη 

2 n  δίλνληαη από ην ελδερόκελν  1 1 1 2 11 1,  A n r r n n n n        . 

Αληίζηνηρα, ζηελ πεξίπησζε πνπ :2 < r nt , νη ρξόλνη δσήο πνπ παξαηεξνύκε είλαη ηεο κνξθήο 

 1 21 1 21
: :1: 1:... ...n n n n nn n nt t t t        . Σπλεπώο, νη δπλαηέο ηηκέο ησλ η.κ. 

1 n  θαη 

2 n  δίλνληαη από ην ελδερόκελν  2 1 2 11 2,  1 1A n r n r n        . 

Βάζεη ησλ παξαπάλσ ζπκπεξαίλνπκε όηη νη 
1̂  θαη 

2̂  απνηεινύλ ηνπο ππό ζπλζήθε ε.κ.π.  

ησλ  
1  θαη 

2 , δεδνκέλεο ηεο ζπλζήθεο  

    2 1 1 2 1 1 2 11    1  1,   1  2, 1  1A A A n r r n n n n n r n r n                  

 

 

Υβπιδική λογοκπιζία ηύπος ΙΙ 

Ζ ζπλάξηεζε πηζαλνθάλεηαο ησλ παξακέηξσλ 
1  θαη 

2 , βαζηζκέλε ζε έλα δείγκα πνπ 

πξνέξρεηαη από πβξηδηθή ινγνθξηζία ηύπνπ ΗΗ θαη ζύκθσλα κε ηηο ζρέζεηο (3.2) θαη (3.3), 

δίλεηαη από ηε ζρέζε : 
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0 ... ...n nn n n
r n
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όπνπ * *
1 2r n n  , 

1

1 1: 1

1
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n

i n

i

D n nt 



    θαη   
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2 1 1

1

*

: 2

1
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n rD t T 
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Γηαθξίλνπκε όηη νη ε.κ.π. ησλ 
1  θαη 

2 ππάξρνπλ θαη νη δύν κόλν ζηελ πεξίπησζε πνπ 

θαηαγξαθεί από κία ηνπιάρηζηνλ απνηπρία ζε θαζέλα από ηα επίπεδα πίεζεο.  
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Δπνκέλσο, βάζεη ηεο ζρέζεο ηεο ζπλάξηεζεο πηζαλνθάλεηαο πνπ δόζεθε παξαπάλσ, 

θαηαιήγνπκε ζηνπο αθόινπζνπο ε.κ.π. ησλ παξακέηξσλ 
1  θαη 

2 : 
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  

   
  

 
 

  




 

Οη ε.κ.π. 
1̂  θαη 

2̂  
απνηεινύλ ηνπο ππό ζπλζήθε εθηηκεηέο ησλ παξακέηξσλ 

1  θαη 
2 , 

αληίζηνηρα θαη ππάξρνπλ είηε ηζρύεη :2
< r nt  είηε 

: 2r nt  . Σηελ πξνεγνύκελε παξάγξαθν 

δηαθξίλακε όηη όηαλ : 1 2r nt     ηόηε ην δείγκα πνπ παξαηεξνύκε είλαη ηεο κνξθήο 

 1 21 1 21
: : :1: 1:... ... ...r n n n n n nn n nt t t t t          . Άξα, νη ηηκέο πνπ κπνξνύλ λα ιάβνπλ νη η.κ.

1 n  θαη 
2 n  δίλνληαη από ην ελδερόκελν  1 1 2 11,  1A r n n n n n       .  

Αληίζηνηρα, όηαλ 1 2:r nt    ηόηε ηα δεδνκέλα πνπ ιακβάλνπκε είλαη ηεο κνξθήο 

 1 21 1 21
: : :1: 1:... ... ...n n r n n n nn n nt t t t t         

 
θαη ζπλεπώο νη δπλαηέο ηηκέο γηα ηα 

1 n  

θαη 
2 n  ζα είλαη  2 1 1 2 11 1,  A n r r n n n n        . 

Τέινο, αλ :2 < r nt  ηόηε ην δείγκα πνπ ζα θαηαγξάςνπκε ζα έρεη ηε κνξθή

 1:1 21 1 2 1 21
: : :1: 1:... ... ...nn n n n n n n r nn n nt t t t t t              

 
θαη νη ηηκέο ησλ η.κ.

1 n  θαη 
2 n  δίλνληαη από ην ελδερόκελν  3 1 2 11 1,  0 1A n r n r n        . 

Σπκπεξαίλνπκε όηη νη 
1̂  θαη 2̂  απνηεινύλ ηνπο ππό ζπλζήθε ε.κ.π. ησλ  

1  θαη 
2 , 

δεδνκέλεο ηεο ζπλζήθεο  

1 2 3B A A A    

           1 2 1 1 1 2 1 1 2 1 1, 1  1  1,  1   1, 0  1r n n n n n n r r n n n n n r n r n                      

        1 2 1 1 2 1 1, 1  1  1, 0  r n n n n n n r n n n               
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4.4  Οη ππό ζπλζήθε θαηαλνκέο ηωλ ε.κ.π. θαη νη ξνπέο 1
εο

 θαη 2
εο

 ηάμεο 

Γηα ηνλ ππνινγηζκό ησλ ππό ζπλζήθε πεξηζώξησλ θαηαλνκώλ ησλ ε.κ.π. 
1̂  θαη 

2̂  
ζα 

βαζηζηνύκε, όπσο ζην 2
ν
 θαη 3

ν
  θεθάιαην, ζηηο ππό ζπλζήθε ξνπνγελλήηξηεο ησλ

 1̂  θαη 
2̂ . 

Οη Balakrishnan and Xie (2007a,b) πεξηγξάθνπλ αλαιπηηθά ηνλ ηξόπν εύξεζεο ηεο από 

θνηλνύ ξνπνγελλήηξηαο ζπλάξηεζεο ησλ ε.κ.π. 
1̂  θαη 

2̂  
θαη θαη’επέθηαζε ησλ ππό ζπλζήθε 

πεξηζώξησλ θαηαλνκώλ ησλ εθηηκεηώλ απηώλ, ηόζν ζηελ πεξίπησζε πβξηδηθή ινγνθξηζίαο 

ηύπνπ Η όζν θαη γηα ηελ πβξηδηθή ινγνθξηζία ηύπνπ ΗΗ.  

Σηε ζπλέρεηα, δίλνληαη νη ππό ζπλζήθε πεξηζώξηεο θαηαλνκέο ησλ ε.κ.π. 
1̂  θαη 

2̂  
γηα 

θαζέλα από ηα δύν είδε ινγνθξηζίαο, θαζώο θαη νη ξνπέο 1
εο

 θαη 2
εο

 ηάμεο. 

 

Υβπιδική λογοκπιζία ηύπος Ι 

Σύκθσλα, κε ηνπο Balakrishnan and Xie (2007b), ε ππό ζπλζήθε θαηαλνκή ηνπ 
1̂ , δνζέληνο 

ηνπ ελδερνκέλνπ     1 1 2 1 1 2 1   1  1,   1  2, 1  1A n r r n n n n n r n r n                , δίλεηαη από ηε 

ζρέζε : 

                     
2 1

(1) (1) (2) (1)
ˆ
1

1 1
1 0 1 0

( ) ; , ; ,
r i r i

ij ij ij ij

i j i j

I
i i

f y C A y i A y i    
 

 

   

 
    
    

     

       ,                (4.2) 

 

όπνπ 1(1)
( )ij n i j

i


     ,  (1)

2 3
1

1

1

( 1) 1
j n i k

ij

r i
j k

k

n i n i
A p p p

i j k

 
 




  

    
    
    

  , 

 (2) 3

11
1 ; 1,

1
( 1) 1

n i j

ij

j
B n r r i

n i p
A p

pi j

   
     

   
  

  
  
  

,  

   

1
2

11 1
1 11 13 3

1

1 1
1

I

r
n i n ri rn i n r

i

n

i

n
C p p p p p p

r




    



                   

 
      

 


, 

1 1

0

( )
( ; , ) (1 ) ,  0 1,  , 0

( ) ( )

z

B z x x dx z  
   

 

  
    
     ε κε πιήξεο ζπλάξηεζε Βήηα 

θαη ( )   ε ζπλάξηεζε ηεο ζρέζεο (3.12). 
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Αληίζηνηρα, ε ππό ζπλζήθε θαηαλνκή ηνπ ε.κ.π. 
2̂ , δνζέληνο ηνπ ελδερνκέλνπ 

    1 1 2 1 1 2 1   1  1,   1  2, 1  1A n r r n n n n n r n r n                , δίλεηαη από ηε ζρέζε :    

 

2 1 1 1 1
(2)

ˆ
2

2 2 2
1 1 0 1 1 0

( ) ; , ; , ; ,
jr r i r r r i

ijk ijk ik ik

i j k i i k

I i
j

B
r i r i

f y C B y j y r i B y r i     
  

      

     

 
      

      
       

 
          

            

  (4.3) 

 

 όπνπ 
 2 1

( )ijk n i j k
j

 



     ,

 

 2 1(2)
( 1)ik n r k

r i

 



   


 ,   

 

 
1

1 1
n i

i

in
B p p

i



 
 
 
 

, 
  

 3 1
1( 1) 1

, ,

j kn i j k

ijk

k in j
B p p p

i j n i j k

  
  

 

  
  
  

 ,
 

 
11

3
1

1

1
( 1) 1

1 , ,

r i kn r k

ik

k in r ir i
B p p p

n r k i r i n r k

     
  

    

  
  
  

.  

 

Βάζεη ηεο ζ.π.π. πνπ δίλεηαη ζηε ζρέζε (4.2) κπνξνύκε λα ππνινγίζνπκε ηηο δύν πξώηεο 

ξνπέο γηα ηνλ ε.κ.π. 
1̂ . Γηαπηζηώλνπκε όηη : 

 
2 1

(1) (1) (2) (1)
1 1

1 0 1 0

ˆ
r i r i

ij ij ij ij

i j i j

IC A AE   
 

   

 
 
 
  

        θαη  

     
2 22 12 2

2 (1) (1) (2) (1)1 1
1 11

1 0 1 0

ˆ
r i r i

ij ij ij ij

i j i j

I i i
C A AE

 
   

 

   

     
       
        

      

Αληίζηνηρα, ζύκθσλα κε ηελ ππό ζπλζήθε πεξηζώξηα θαηαλνκή ηνπ ε.κ.π. 2̂  ηεο ζρέζεο 

(4.3) , νη δύν πξώηεο ξνπέο δηακνξθώλνληαη σο εμήο : 

 
2 1 1 1

(2)

2
1 1 0 1 0

2
ˆ

jr r i r r i

ijk ijk ik ik

i j k i k

IC B BE   
     

    

 
 

 
  

      

 

     
2 2 22 1 1 1 1 222 (2)2 2 2

2 22
1 1 0 1 1 0

ˆ
jr r i r r r i

ijk ijk ik ik

i j k i i k

I iB
j r i

C B B
r i

E
  

   
      

     

     
        
        

      

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Υβπιδική λογοκπιζία ηύπος ΙΙ 

Οη Balakrishnan and Xie (2007a), δηαπίζησζαλ όηη ε ππό ζπλζήθε θαηαλνκή ηνπ 
1̂ , 

δνζέληνο ηνπ ελδερνκέλνπ  , 

δίλεηαη από ηε ζρέζε : 

                       
1 1

(3) (4)
ˆ
1

1 1
1 0 0

( ) ; , ; ,
n i n i

ij ij

i j i r j

II ij ij
i i

f y C A y i A y i   
 

 

   

 
    

    
     

      ,                 (4.4) 

όπνπ 1 ( )ij n i j
i


    ,  (3)

1
( 1) 1

n i j

ij

j n i
A p

i j

 

  
  
  
  

,  (4)

1
3( 1) 1

j

ij

j n in i
A p p

i j


  

  
  
  

,  

  3

1

1 1
1

1

1 1 n i

II

n
n i

i r

n
n

i
C p p p p 






 

  
 

 
    
 


 

Αληίζηνηρα, ε ππό ζπλζήθε θαηαλνκή ηνπ ε.κ.π. 2̂ , δνζέληνο ηνπ ελδερνκέλνπ 

        1 2 1 1 2 1 1, 1  1  1, 0  B r n n n n n n r n n n              , δίλεηαη από ηε ζρέζε : 

            

1 1 1 1
(1) (1) (1) (2) (1) (2)

ˆ
2

2 2 2
1 0 0 1 0 1 0

( ) ; , ; , ; ,
j j jr r i r n i n n i

ijk ijk ijk ijk ijk ijk

i j k i j r i k i r j k

II
j jr i

f y C B y r i B y j B y j      
  

      

         

 
     

      
       


                          

 όπνπ 
 2 1(1)

( )ijk n i j k
r i

 



   


 ,
 

 2 1(2)
( )ijk n i j k

j

 



     ,   

 

 3 1

(1)
1( 1) 1

, ,

j kn i j kk i
ijk

n j
B p p p

i j n i j k

  
  

 

  
  
  

.  

 

Σύκθσλα κε ηε ζ.π.π. πνπ δίλεηαη ζηε ζρέζε (4.4) κπνξνύκε λα πξνζδηνξίζνπκε ηηο δύν 

πξώηεο ξνπέο ηνπ ε.κ.π.
 1̂ , νη νπνίεο δίλνληαη από ηηο ζρέζεηο : 

 
1 1

(3) (4)
1 1

1 0 0

ˆ
n i n i

ijij ij

i j i r j

II ijC A AE   
 

   

 
 

 
  

        θαη  

     
2 21 12 22 (3) (4)1 1

1 11
1 0 0

ˆ
n i n i

ij ijij ij

i j i r j

II i i
C A AE

 
   

 

   

     
        
        

    

        1 2 1 1 2 1 1, 1  1  1, 0  B r n n n n n n r n n n             
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Αληίζηνηρα, νη δύν πξώηεο ξνπέο γηα ηνλ ε.κ.π. 
2̂  

δίλνληαη από ηηο ζρέζεηο : 

 
1 1 1 1

(1) (1) (1) (2) (1) (2)

2
1 0 0 1 0 1 0

2
ˆ

j j jr r i r n i n n i

ijk ijk ijk ijk ijk ijk

i j k i j r i k i r j k

IIC B B BE    
      

         

 
 

 
  

          

 

     
2 21 1 12 2

2 (1) (1) (1) (2)2 2
2 22

1 0 0 1 0

ˆ
j jr r i r n i

ijk ijk ijk ijk

i j k i j r i k

II r i j
C B BE

 
   

    

      

    
      
       

        

 
2

2 2(2)
2

1
(1)

1 0
ijk

jn n i

ijk
i r j k

B
j


 

 

  

 
      

 
 

 

Δπίζεο, ζηα άξζξα ησλ Balakrishnan and Xie(2007a,2007b), εθηόο από ηνλ ηξόπν εύξεζεο 

ησλ πξναλαθεξζέλησλ ππό ζπλζήθε ζ.π.π., πεξηγξάθεηαη αλαιπηηθά θαη ε δηαδηθαζία 

θαηαζθεπήο αθξηβώλ, πξνζεγγηζηηθώλ, Bootstrap δ.ε. γηα ηηο παξακέηξνπο ηνπ κνληέινπ θαη 

γηα ηνπο 2 ηύπνπο πβξηδηθήο ινγνθξηζίαο. 
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Κεθάιαην 5
ν 

Μνληέιν βεκαηηθήο πίεζεο κε πξννδεπηηθή ινγνθξηζία  

ηύπνπ Ι θαη ΙΙ αληίζηνηρα 

 

 

5.1   Εηζαγωγή 

Σε πεηξάκαηα ειέγρνπ ρξόλσλ δσήο θαη αμηνπηζηίαο έλα αξθεηά ζύλεζεο θαηλόκελν είλαη ε 

απνκάθξπλζε θάπνησλ κνλάδσλ από ην πείξακα πξηλ ηελ απνηπρία ηνπο ή ηελ νινθιήξσζε 

ηνπ πεηξάκαηνο. Οη απώιεηεο απηέο κπνξεί λα ζπκβνύλ αθνύζηα ή κπνξεί λα απνηεινύλ 

κέξνο ηνπ ζρεδηαζκνύ ηνπ πεηξάκαηνο. Αθνύζηα απώιεηα κπνξεί λα ζεσξεζεί, γηα 

παξάδεηγκα, ε ηπραία θαηαζηξνθή ηεο κνλάδαο ή ε εθνύζηα απνρώξεζε ελόο αηόκνπ από ην 

ηεζη ή ε δηαθνπή ηνπ πεηξάκαηνο εμαηηίαο απξόβιεπησλ παξαγόλησλ. Ζ πξνζρεδηαζκέλε θαη 

ζθόπηκε απνκάθξπλζε κνλάδσλ από ην πείξακα, κπνξεί, γηα παξάδεηγκα, λα απνβιέπεη ζηε 

κείσζε ηνπ θόζηνπο θαη ρξόλνπ ηνπ πεηξάκαηνο θαζώο θαη ζηελ ειεπζέξσζε ησλ 

εγθαηαζηάζεσλ-κεραλεκάησλ πνπ ρξεζηκνπνηνύληαη γηα ηελ πξαγκαηνπνίεζε ηνπ 

πεηξάκαηνο. Γύλαηαη επίζεο λα ζπληειείηαη ιόγσ εζηθώλ παξαγόλησλ, ζηελ πεξίπησζε 

βεβαίσο πνπ νη ππό κειέηε κνλάδεο είλαη έκςπρα όληα. Δπνκέλσο, δηαθξίλνπκε όηη ην 

πιαίζην ηεο πξννδεπηηθήο ινγνθξηζίαο είλαη αξθεηά ζεκαληηθό θαη ρξήζηκν γηα πεηξάκαηα 

πνπ αθνξνύλ ζηνλ έιεγρν ρξόλσλ δσήο.  Βάζεη απηνύ ηνπ είδνπο ινγνθξηζίαο, όπσο 

δηαπηζηώζακε ζηελ παξάγξαθν 1.1.2, επηηξέπεηαη ζηνλ πεηξακαηηζηή λα απνκαθξύλεη 

κνλάδεο από ην ηεζη ζε ελδηάκεζεο ρξνληθέο ζηηγκέο θαηά ηε δηάξθεηα ηνπ πεηξάκαηνο, ελ 

αληηζέζεη κε ηνπο «παξαδνζηαθνύο» ηύπνπο ινγνθξηζίαο Η θαη ΗΗ. 

 Ζ πξννδεπηηθή ινγνθξηζία εηζήρζε από ηνλ Herd (1956). Μεξηθά από ηα θπξηόηεξα 

άξζξα είλαη απηά ησλ Cohen (1963,1976,1991), Cohen and Norgaard (1977), Viveros and 

Balakrishnan (1994) από ηα νπνία εμάγνληαη ζηαηηζηηθά ζπκπεξάζκαηα γηα έλα επξύ θάζκα 

θαηαλνκώλ ππό ην πιαίζην ηεο πξννδεπηηθήο ινγνθξηζίαο. Δπίζεο, κία πην πξόζθαηε 

επηζθόπεζε γηα ηελ πξννδεπηηθή ινγνθξηζία δίλεηαη από ηνπο Balakrishnan and Aggarwala 

(2000), Balakrishnan (2007) θαη Aggarwala (2001).  
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5.2   Πξννδεπηηθή ινγνθξηζία ηύπνπ ΙΙ  

 

5.2.1   Πεξηγξαθή κνληέινπ 

Σηελ εηζαγσγηθή παξάγξαθν έγηλε αλαθνξά γεληθά ζηελ πξννδεπηηθή ινγνθξηζία θαη ζηα 

βαζηθά άξζξα πνπ ππάξρνπλ ζηε βηβιηνγξαθία. Σηε ζπλέρεηα, πεξηγξάθεηαη ε εθαξκνγή ηεο 

πξννδεπηηθήο ινγνθξηζίαο ηύπνπ ΗΗ ζηα πιαίζηα ελόο κνληέινπ απιήο βεκαηηθήο πίεζεο. 

Ζ πεξηγξαθή ηνπ κνληέινπ είλαη ε αθόινπζε: 

Έλα δείγκα από n  όκνηεο κνλάδεο ηνπνζεηείηαη ζε έλα κνληέιν απιήο βεκαηηθήο πίεζεο 

θαη ηίζεηαη, αξρηθά, ζε επίπεδν πίεζεο 
1x . Τε ρξνληθή ζηηγκή πνπ ζα παξαηεξεζεί ε 1

ε
 

απνηπρία, 1R  από ηηο 1n  κνλάδεο πνπ έρνπλ επηβηώζεη απνκαθξύλνληαη ηπραία από ην 

πείξακα. Σηε ζπλέρεηα, ηε ζηηγκή πνπ ζα θαηαγξαθεί ε 2
ε
 απνηπρία κνλάδαο ζα 

απνκαθξπλζνύλ ηπραία από ην ηεζη 2R  από ηηο 12n R    κνλάδεο πνπ έρνπλ απνκείλεη, 

θ.ν.θ. . Σε πξνεπηιεγκέλν ρξόλν  , ην επίπεδν πίεζεο από 
1x  απμάλεηαη ζε 

2x  θαη ην 

πείξακα νινθιεξώλεηαη όηαλ απνηύρεη θαη ε r -νζηή κνλάδα, δειαδή ζην ρξόλν : :r r nt , ρξόλν 

θαηά ηνλ νπνίν νη 1 1...r rR n R R r     πνπ έρνπλ απνκείλεη απνκαθξύλνληαη. Γηαθξίλνπκε 

όηη αλ 1 1... 0rR R     ηόηε rR n r  , πεξίπησζε πνπ ζπκπίπηεη κε ηελ «παξαδνζηαθή» 

ινγνθξηζία ηύπνπ ΗΗ ελώ όηαλ 1 ... 0rR R    ηόηε n r , θαη ζπλεπώο ηα δεδνκέλα πνπ 

ιακβάλνπκε είλαη πιήξε. Βάζεη απηνύ ηνπ ζρήκαηνο ινγνθξηζίαο, ην πιήζνο r  ησλ κνλάδσλ 

πνπ απνηπγράλνπλ θαη νη πνζόηεηεο 1R , 2R ,…, rR  είλαη πξνθαζνξηζκέλεο ελώ αληίζεηα νη 

ρξόλνη ινγνθξηζίαο είλαη όινη ηπραίνη.  

 

Τν δηάγξακκα πνπ δίλεηαη ζηε ζπλέρεηα, αλαπαξηζηά έλα κνληέιν απιήο βεκαηηθήο πίεζεο 

θάησ από πξννδεπηηθή ινγνθξηζία ηύπνπ ΗΗ.  
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Γπάθημα 5.1 : Μνληέιν απιήο βεκαηηθήο πίεζεο κε πξννδεπηηθή ινγνθξηζία ηύπνπ ΙΙ 

 

 

Υπνζέηνπκε, θαη ζε απηή ηελ πεξίπησζε, όηη  ε θαηαλνκή ηνπ ρξόλνπ δσήο ησλ κνλάδσλ 

ζηα επίπεδα πίεζεο 
1x  θαη 

2x  είλαη ε εθζεηηθή κε παξακέηξνπο 
1  θαη 

2 , αληίζηνηρα, κε 

ζπλάξηεζε θαηαλνκήο ζην επίπεδν 
ix  απηή ηεο ζρέζεο (2.1) . Δπηπιένλ, ηα δεδνκέλα πνπ 

ιακβάλνπκε από ηελ εθηέιεζε ηνπ πεηξάκαηνο ζεσξνύκε όηη πξνέξρνληαη από ην κνληέιν 

αζξνηζηηθήο έθζεζεο, όπνπ βάζεη ησλ ππνζέζεσλ ηνπ κνληέινπ, ε ζπλάξηεζε θαηαλνκήο 

( )G t  θαη ε ζπλάξηεζε ππθλόηεηαο ( )g t  δίλνληαη από ηηο ζρέζεηο (2.2) θαη (2.3), αληίζηνηρα.  

Σηε ζπλέρεηα, κε 
1n  ζα ζπκβνιίδνπκε ην πιήζνο ησλ κνλάδσλ πνπ απνηπγράλνπλ πξηλ 

από ην ρξόλν   ζην επίπεδν πίεζεο 
1x  θαη κε  

2n  ην πιήζνο ησλ κνλάδσλ πνπ απνηπγράλνπλ 

κεηά ην ρξόλν  , ζην 2
ν
 επίπεδν πίεζεο 

2x . 

 

Βάζεη ησλ ζπκβνιηζκώλ απηώλ, δηαθξίλνπκε όηη ηα δεδνκέλα πνπ ζα ιάβνπκε από ηελ 

εθηέιεζε ηνπ πεηξάκαηνο είλαη ηεο κνξθήο : 

                                             
 

1
: : : :1: : 1: :1

... ...n r n r r nr n n r nt t t t      t =                                    (5.1) 

κε αληίζηνηρν πιαίζην ινγνθξηζίαο 1( ,..., )rR RR , όπνπ 
1

r

i

i

R n r


  . 

x x

x xοο

X1X1

X2X2

τ1τ1

R1R1 RiRi

Ri 1Ri 1 RrRr

x Failure

ο RunningTime

Time t

Stress Level
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5.2.2   Εθηηκεηέο Μέγηζηεο Πηζαλνθάλεηαο 

Σηελ παξάγξαθν απηή ζα ππνινγίζνπκε ηε ζπλάξηεζε πηζαλνθάλεηαο ησλ 
1  θαη 

2 , 

ζηεξηδόκελνη ζην δείγκα ηεο ζρέζεο (5.1), ην νπνίν πξνήιζε από πξννδεπηηθή ινγνθξηζία 

ηύπνπ ΗΗ  θαη ελ ζπλέρεηα ζα πξνζδηνξίζνπκε ηνπο ε.κ.π. ησλ άγλσζησλ απηώλ παξακέηξσλ.  

Ζ ζπλάξηεζε πηζαλνθάλεηαο ησλ παξακέηξσλ 
1  θαη 

2 , ζύκθσλα κε ηα δεδνκέλα ηεο 

ζρέζεο (5.1) (βι. Balakrishnan and Aggarwala (2000, p.8)), είλαη ε :     

  : :1 2 1 2 1: : : :

1

| : :( , ) ( , | ,..., ) ( ) 1
i

i r nr n p

r

i r n

i

R

r r nL L t C g t G tt   


  t

 

, 

όπνπ 
1 2r n n   , θαη    

1

1 1 2

1

1 2 1
r

ip

i

C n n R n R R n r R




 
   
 
 

          

Βάζεη ηεο ζπλάξηεζεο θαηαλνκήο ηεο ζρέζεο (2.2) θαη ηεο αληίζηνηρεο ζ.π.π. ηεο ζρέζεο 

(2.3), ιακβάλνπκε ηε ζπλάξηεζε πηζαλνθάλεηαο ησλ 
1  θαη 

2  σο εμήο :  

  Γηα 
1 rn 

 
θαη 

2 0n  , ε ζπλάξηεζε πηζαλνθάλεηαο ησλ 
1  θαη 

2  είλαη ε : 

    : :1 2 1 1
11

: : : :

11

|
1

( , ) ( ) 1 exp 1
i p

i r np ir

r r

i r n i r n

ii

R C
L C g t G t R t 

 

   
 
 
 

t , 

: :1: :0 ... r r nr nt t    . 

  Γηα 
1 0n 

 
θαη 

2 rn  , ε ζπλάξηεζε πηζαλνθάλεηαο ησλ 
1  θαη 

2  ιακβάλεη ηελ αθόινπζε 

κνξθή :  

       : :1 2 2 2
12

: : : :

1 11 2

|
1 1

( , ) ( ) 1 exp 1 exp 1
i p

i r np i i r

r r r

i r n i r n

i ii

R C
L C g t G t R R t   

   

     
   
    
   

 t

όπνπ : :1: : ... r r nr nt t      . 

  Γηα όιεο ηηο ππόινηπεο πεξηπηώζεηο, ε ζπλάξηεζε πηζαλνθάλεηαο ησλ 
1  θαη 

2  

δηακνξθώλεηαη σο αθνινύζσο :  

     
1

1 : : 1 : : 2 : : 2 : :1 2

1 11

|( , ) ( ) 1 ( ) 1
r

i i
i r n i r n i r n i r np

i i

R R
n

n

L C g t G t g t G t 
 

    
  
    

  t

    

          (5.2)
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1 2

1 2 1 2
1 2

exp
p

n n

C D D

  
 
  

  
  

 ,
1 1
: : : :1: : 1: :0 ... ...n r n r r nr n n r nt t t t          ,       

όπνπ 1 2 (2 )r n n  r n    ,    
1

1

1 : :

1 1

1 1

n

i i

r

i r n

i i n

D R Rt 
  

     θαη  2

1

: :

1

1 ( )
i

r

i r n

i n

D R t 
 

   .  

Βάζεη ηεο κνξθήο πνπ ιακβάλεη ε ζπλάξηεζε πηζαλνθάλεηαο ζηηο παξαπάλσ πεξηπηώζεηο, 

κπνξνύκε λα δηαθξίλνπκε όηη γηα 
1 rn 

 
θαη 

2 0n  , ν ε.κ.π. ηνπ 
2  

δελ ππάξρεη. Αληίζηνηρα, 

δελ ππάξρεη ν ε.κ.π. γηα ηεο παξακέηξνπ 
1  όηαλ 

1 0n  θαη 
2 rn  . Γηαπηζηώλνπκε όηη νη 

ε.κ.π. ησλ 
1  θαη 

2  ππάξρνπλ θαη νη δύν κόλν ζηελ πεξίπησζε πνπ 
1 1n   θαη 

2 1n  , 

δειαδή όηαλ παξαηεξείηαη ηνπιάρηζηνλ κία απνηπρία ζε θαζέλα από ηα επίπεδα πίεζεο. 

Σηεξηδόκελνη ζηε ζρέζε (5.2), κπνξνύκε λα ππνινγίζνπκε ηνπο ε.κ.π. ησλ 
1  θαη 

2 , νη 

νπνίνη δίλνληαη αληίζηνηρα από ηηο αθόινπζεο ζρέζεηο :  

                                                 

1
1

1

ˆ
D

n
      θαη    2

2

2

ˆ
D

n
   ,                                            (5.3)     

Θα πξέπεη λα ηνλίζνπκε όηη νη παξαπάλσ εθηηκεηέο απνηεινύλ ηνπο ππό ζπλζήθε εθηηκεηέο 

ησλ παξακέηξσλ 
1  θαη 

2 , δνζέληνο ηνπ ελδερνκέλνπ  11        1A  n  r      . 

 

 

5.2.3  Οη ππό ζπλζήθε θαηαλνκέο ηωλ ε.κ.π. θαη νη ξνπέο 1
εο

 θαη 2
εο

 ηάμεο 

Γηα ηελ εύξεζε ησλ ππό ζπλζήθε πεξηζώξησλ θαηαλνκώλ ησλ ε.κ.π. 
1̂  θαη 2̂ , ηεο ζρέζεο 

(5.3), ζηελ πεξίπησζε πξννδεπηηθήο ινγνθξηζίαο ηύπνπ ΗΗ, νη Xie et al. (2008) ζηεξίρζεθαλ 

ζηηο ππό ζπλζήθε ξνπνγελλήηξηεο ησλ 
1̂  θαη 2̂ . Γηα ηελ αθξίβεηα, αξρηθά πξνζδηόξηζαλ ηελ 

από θνηλνύ ππό ζπλζήθε ξνπνγελλήηξηα ζπλάξηεζε ησλ  
1̂  θαη 2̂ , βάζεη ηεο νπνίαο ζηε 

ζπλέρεηα ππνιόγηζαλ ηηο πεξηζώξηεο ππό ζπλζήθε ξνπνγελλήηξηεο ησλ  
1̂  θαη 2̂ , 

αληίζηνηρα.    

Ζ δηαδηθαζία εύξεζεο ησλ ππό ζπλζήθε πεξηζώξησλ θαηαλνκώλ ησλ ε.κ.π. 1̂  θαη 2̂ , 

είλαη αλάινγε ηεο δηαδηθαζίαο πνπ πεξηγξάςακε ζηηο παξαγξάθνπο 2.3 θαη 3.3 θαη 

πεξηγξάθεηαη αλαιπηηθά ζην άξζξν ησλ Xie et al. (2008).
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Ζ ππό ζπλζήθε πεξηζώξηα θαηαλνκή ηνπ 
1̂  

απέδεημαλ όηη δίλεηαη από ηε ζρέζε : 
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
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S S

S
 θαη ( )   ε ζπλάξηεζε ηεο 

ζρέζεο (3.12). 

Οκνίσο, ε ππό ζπλζήθε πεξηζώξηα θαηαλνκή ηνπ 2̂  δίλεηαη από ηε ζρέζε : 

                                         

ˆ
2

1 1

21 0 0

( ) ; ,

r i r i

ikl

i k l

r i
f y D y r iD




  

  


 

 
 
 

                                 (5.5) 

Από ηηο ζρέζεηο (5.4) θαη (5.5) δηαθξίλνπκε όηη νη ππό ζπλζήθε πεξηζώξηεο θαηαλνκέο ησλ 
1̂  

θαη 2̂ , αληίζηνηρα, απνηεινύλ κία γεληθεπκέλε κίμε γάκκα θαηαλνκώλ. 

Βάζεη ησλ ζρέζεσλ απηώλ, επίζεο, κπνξνύκε λα ππνινγίζνπκε ηε κέζε ηηκή θαη ηε 

δηαθύκαλζε ησλ εθηηκεηώλ, νη νπνίεο δίλνληαη από ηνπο αθόινπζνπο ηύπνπο : 
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ˆE       θαη     

2
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1 1
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1 0 0

ˆ
r i r i

ikl

i k l

Var D D
r i




  

  




  . 

Οη παξαπάλσ ζρέζεηο γηα ηνπο κέζνπο ησλ ε.κ.π. ππνδειώλνπλ όηη ν 2̂  
απνηειεί 

ακεξόιεπην εθηηκεηή ηεο παξακέηξνπ 
2 , ηδηόηεηα πνπ δελ ηζρύεη γηα ηνλ ε.κ.π. 1̂  .  



Κεθάιαην 5.  Μνληέιν βεκαηηθήο πίεζεο κε πξννδεπηηθή 

 ινγνθξηζία ηύπνπ Ι θαη ΙΙ αληίζηνηρα            

 

123 

 

Όζνλ αθνξά,  ηελ θαηαζθεπή δ.ε. γηα ηηο παξακέηξνπο 
1  θαη 

2 , ζην άξζξν ησλ Xie et al. 

(2008) δίλνληαη, αλαιπηηθά, ηα βήκαηα γηα ηελ θαηαζθεπή αθξηβώλ δ.ε. (πξάγκα εθηθηό 

θαζώο γλσξίδνπκε ηηο ππό ζπλζήθε θαηαλνκέο ησλ εθηηκεηώλ), πξνζεγγηζηηθώλ δ.ε. θαη 

Bootstrap δ.ε. . Δπηπιένλ, ζην ίδην άξζξν, κέζσ πξνζνκνίσζεο, γίλεηαη ζύγθξηζε απηώλ ησλ 

3 εηδώλ δ.ε. .  

 

5.2.4  Κξηηήξηα επηινγήο ηνπ βέιηηζηνπ ρξόλνπ η θαη ηνπ βέιηηζηνπ πιαηζίνπ 

ινγνθξηζίαο  

Έρνληαο ζπκβνιίζεη κε 1( ,..., )rR RR  ην πιαίζην ινγνθξηζίαο ζε έλα κνληέιν απιήο 

βεκαηηθήο πίεζεο, έλα εύινγν εξώηεκα πνπ πξνθύπηεη είλαη πνηα είλαη ε βέιηηζηε επηινγή 

ησλ iR , 1,..., 1i r  . Με ηνλ πξνζδηνξηζκό ηνπ βέιηηζηνπ πιαηζίνπ ινγνθξηζίαο 

αζρνιήζεθαλ νη Xie et al. (2008), νη νπνίνη σο θξηηήξην βειηηζηνπνίεζεο ρξεζηκνπνίεζαλ 

ηελ ειαρηζηνπνίεζε ηεο δηαθύκαλζεο θαη ηνπ κέζνπ ηεηξαγσληθνύ ζθάικαηνο ησλ 

εθηηκεηώλ. 

Κξηηήξην βειηηζηνπνίεζεο ε δηαθύκαλζε 

Σύκθσλα κε απηό ην θξηηήξην, ε ζπλάξηεζε πνπ επηζπκνύκε λα ειαρηζηνπνηήζνπκε είλαη ε 

   1 2
ˆ ˆ( ) Var Var   R , ε νπνία βάζεη ησλ δηαθπκάλζεσλ ησλ εθηηκεηώλ πνπ 

ππνινγίζακε παξαπάλσ δηακνξθώλεηαη σο εμήο :  
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2 2
2 1 2

1 1 1 1
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ikl ikl ik

i k l i k l
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


 
   

 
 R  

Δπνκέλσο, ην βέιηηζην πιαίζην ινγνθξηζίαο κπνξεί λα βξεζεί ειαρηζηνπνηώληαο ηε 

ζπλάξηεζε  ( ) R , γηα ζηαζεξό ρξόλν  . 

Κξηηήξην βειηηζηνπνίεζεο ην κέζν ηεηξαγωληθό ζθάικα 

Παξαπάλσ, δηαπηζηώζακε όηη ν ε.κ.π. 1̂  
δελ απνηειεί ακεξόιεπην εθηηκεηή ηεο παξακέηξνπ 

1  , ζε αληίζεζε κε ηνλ ε.κ.π. 2̂  πνπ είλαη ακεξόιεπηνο εθηηκεηήο ηνπ 
2  θαη επνκέλσο ζα 

ήηαλ πην ινγηθό θαη νπζηαζηηθό λα πξνζπαζήζνπκε λα ειαρηζηνπνηήζνπκε ην κέζν 

ηεηξαγσληθό ζθάικα ηνπ εθηηκεηή 1̂ .  
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Σπλεπώο, ε ζπλάξηεζε πνπ πξέπεη λα ειαρηζηνπνηήζνπκε είλαη ε αθόινπζε : 

                          
2 2

2 1 2
1

1 1

2

1 0 0

ˆ ˆ( ) ik

r i r i

ikl

i k l

MSE Var D
i r i

D
 

   
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  

 


   R              (5.6) 

Ζ ζπλάξηεζε ( ) R , ηεο παξαπάλσ ζρέζεο, κπνξεί λα ρξεζηκνπνηεζεί θαη γηα ηνλ 

πξνζδηνξηζκό ηνπ βέιηηζηνπ  , θαηά ηνλ νπνίν ζα πξαγκαηνπνηεζεί ε αιιαγή ηνπ επηπέδνπ 

πίεζεο, γηα δεδνκέλα 1, ,  n r , θR  θαη 2θ . 

Δπηπιένλ, βαζηδόκελνη ζηε ζπλάξηεζε ηεο ζρέζεο (5.6) κπνξνύκε λα πξνζδηνξίζνπκε 

ηαπηόρξνλα ην βέιηηζην ρξόλν   θαη ην βέιηηζην πιαίζην ινγνθξηζίαο R , γηα κηα δεδνκέλε 

επηινγή ησλ 1, ,  n r θ  θαη 2θ . 

 

5.3    Πξννδεπηηθή ινγνθξηζία ηύπνπ Ι    

 

5.3.1   Πεξηγξαθή κνληέινπ 

Βάζεη ησλ όζσλ αλαθέξακε ζηελ παξάγξαθν 5.1, δηαθξίλνπκε όηη ε πξννδεπηηθή 

ινγνθξηζία παξέρεη κεγαιύηεξε επειημία ζηνλ πεηξακαηηζηή σο πξνο ην ζρεδηαζκό ηνπ 

πεηξάκαηνο θαζώο επηηξέπεη ηελ απόζπξζε κνλάδσλ από ην ηεζη ζε ρξνληθέο ζηηγκέο, νη 

νπνίεο δελ είλαη απαξαίηεηα νη ηεξκαηηθέο. Σηελ πξννδεπηηθή ινγνθξηζία ηύπνπ Η δηαθξίλακε 

όηη ε απνκάθξπλζε ησλ κνλάδσλ ζπληειείηαη ζε ρξνληθέο ζηηγκέο, νη νπνίεο είλαη 

θαζνξηζκέλεο από ηελ αξρή ηνπ πεηξάκαηνο.  

Σηε ζπλέρεηα, πεξηγξάθεηαη ην πιαίζην απηό ηεο πξννδεπηηθήο ινγνθξηζίαο ζε έλα 

κνληέιν βεκαηηθήο πίεζεο. Βαζηθή ππόζεζε ηνπ κνληέινπ είλαη όηη ν ρξόλνο παξακνλήο ησλ 

κνλάδσλ ζε θαζέλα από ηα επίπεδα πίεζεο είλαη ίδηνο θαη ίζνο κε  θαη ε απνκάθξπλζε ησλ 

κνλάδσλ ζπληειείηαη ζην ηέινο ηνπ εθάζηνηε επηπέδνπ. 

Γηα λα πεξηγξάςνπκε ην κνληέιν πνιιαπιήο βεκαηηθήο πίεζεο κε πξννδεπηηθή πίεζε 

ηύπνπ Η, όπνπ θάζε βήκα έρεη δηάξθεηα  , ζα πξέπεη αξρηθά λα αλαθέξνπκε ηνπο αθόινπζνπο 

ζπκβνιηζκνύο: Με 
ix , 1,...,i k  νξίδνπκε ηα επίπεδα πίεζεο πνπ ρξεζηκνπνηνύληαη ζην 

πείξακα θαη κε 
in , 1,...,i k  ην πιήζνο ησλ κνλάδσλ πνπ απνηπγράλεη ζην επίπεδν 

ix . 

Δπηπιένλ, κε ,i jy δειώλνπκε ηνλ j-νζηό δηαηεηαγκέλν ρξόλν δσήο από ηηο 
in  κνλάδεο πνπ 

απνηπγράλνπλ ζην 
ix  επίπεδν πίεζεο, ελώ κε iR  ην πιήζνο ησλ πεηξακαηηθώλ κνλάδσλ πνπ 

ινγνθξίλνληαη ζην ρξόλν i . 
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Δπίζεο, κε 
i

i
R
n

   νξίδνπκε ην πνζνζηό ησλ κνλάδσλ πνπ ινγνθξίλνληαη ζην ηέινο ηνπ 

επηπέδνπ πίεζεο 
ix  επί ησλ ζπλνιηθώλ n  κνλάδσλ πνπ ππάξρνπλ ζην πείξακα. Τέινο, κε iN  

ζπκβνιίδεηαη ην πιήζνο ησλ κνλάδσλ πνπ ιεηηνπξγνύλ θαη παξακέλνπλ ζην ηεζη ζηελ αξρή 

ηνπ επηπέδνπ πίεζεο 
ix  θαη δίλεηαη από ηε ζρέζε 

1 1

1 1

i i

i j j
j j

N n n R
 

 
    . 

H πεξηγξαθή ελόο κνληέινπ βεκαηηθήο πίεζεο, κε k  επίπεδα πίεζεο δηάξθεηαο  ην θαζέλα, 

ζην νπνίν εθαξκόδεηαη πξννδεπηηθή ινγνθξηζία ηύπνπ Η είλαη ε αθόινπζε: 

Τνπνζεηνύληαη, αξρηθά, 1N n  όκνηεο κνλάδεο ζε επίπεδν πίεζεο 
1x  θαη ε πίεζε 

δηαηεξείηαη ζηαζεξή κέρξη ηνλ πξνθαζνξηζκέλν ρξόλν  , όπνπ θαη αιιάδεη ην επίπεδν πίεζεο 

ζε 
2x . Σην ρξόλν απηό  , από ην πείξακα απνκαθξύλνληαη ηπραία 1R  κνλάδεο. Δπνκέλσο, 

παξακέλνπλ 2 1 1N n n R    κνλάδεο, νη νπνίεο θαη ζπλερίδνπλ ζην επίπεδν πίεζεο 
2x κέρξη 

ην ρξόλν 2 , όπνπ ηόηε ην επίπεδν πίεζεο αιιάδεη ζε 
3x  θαη 2R  κνλάδεο απνκαθξύλνληαη 

ηπραία από ην πείξακα, θ.ν.θ. . Τειηθά, ζην ρξόλν k , νη κνλάδεο 
1

1 1

k k

j jk
j j

R n n R


 
     πνπ 

έρνπλ επηβηώζεη ζα απνκαθξπλζνύλ θαη ζα νινθιεξσζεί ην πείξακα. Τν δηάλπζκα 

1 1( ,..., )kR R R  είλαη πξνθαζνξηζκέλν. 

Τν κνληέιν πνιιαπιήο βεκαηηθήο πίεζεο κε πξννδεπηηθή ινγνθξηζία ηύπνπ Η πνπ 

πεξηγξάθηεθε παξαπάλσ, κειέηεζαλ εθηελώο νη Gouno et al. (2004), Balakrishnan and Han 

(2009), Han et al. (2006) θαζώο θαη νη Wu et al. (2006) ζηελ πεξίπησζε πνπ δηαζέηνπκε 

grouped data(νκάδεο δεδνκέλσλ). Κύξηνο ζηόρνο ησλ παξαπάλσ άξζξσλ ήηαλ ν 

πξνζδηνξηζκόο ηνπ βέιηηζηνπ ρξόλνπ  , παξάκεηξνο ηδηαίηεξα ζεκαληηθή θαζώο απνηειεί ην 

ρξόλν πνπ ππνβάιινληαη νη κνλάδεο ζην εθάζηνηε επίπεδν πίεζεο. 

Βαζηθέο ππνζέζεηο γηα ηελ κειέηε ηνπ κνληέινπ είλαη νη αθόινπζεο: 

  Τα δεδνκέλα πξνέξρνληαη από έλα κνληέιν αζξνηζηηθήο έθζεζεο 

  Σην επίπεδν πίεζεο ix , ε θαηαλνκή ηνπ ρξόλνπ δσήο ησλ κνλάδσλ είλαη ε  

    εθζεηηθή κε παξάκεηξν i  θαη ζπλάξηεζε θαηαλνκή απηή ηεο ζρέζεο (2.1) 

  Σην επίπεδν πίεζεο ix , ν κέζνο ρξόλνο δσήο θάζε κνλάδαο απνηειεί κηα  

   ινγαξηζκνγξακκηθή ζπλάξηεζε ηνπ επηπέδνπ πίεζεο, δειαδή ηζρύεη  

   log ii x    , όπνπ α, β άγλσζηεο παξάκεηξνη. 
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Σύκθσλα κε ηηο δύν πξώηεο ππνζέζεηο, κπνξνύκε λα δηαπηζηώζνπκε όηη ε ζ.π.π. ηνπ ρξόλνπ 

δσήο κίαο κνλάδαο ζην κνληέιν πνιιαπιήο βεκαηηθήο πίεζεο είλαη ε  : 
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Ζ εθαξκνγή ηεο πξννδεπηηθήο ινγνθξηζίαο ηύπνπ Η ζε έλα κνληέιν πνιιαπιήο βεκαηηθήο 

πίεζεο κπνξεί ζρεκαηηθά λα απνδνζεί σο αθνινύζσο : 
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5.3.2   Εθηηκεηέο Μέγηζηεο Πηζαλνθάλεηαο 

 

Ζ ζπλάξηεζε πηζαλνθάλεηαο ησλ παξακέηξσλ 
1  θαη 

2  
δίλεηαη από ηε ζρέζε  :     
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1

,( ( 1) ) ( )
i

i
j

i j i i

n

U i N ny  


     , πνπ απνηεινύλ ην ζπλνιηθό ρξόλν ειέγρνπ (Total 

time on test) ζην επίπεδν 
ix .  

Γηα ηελ εύξεζε ησλ ε.κ.π. ησλ α, β ζα πξέπεη λα κεγηζηνπνηήζνπκε ηε ζπλάξηεζε 

πηζαλνθάλεηαο ( , )L   , ε νπνία ππνινγίδεηαη αλ αληηθαηαζηήζνπκε ζηε 
1 2 , ...,( , , )kL   

 
ηα 

i   

ζύκθσλα κε ηηο ζρέζεηο log ii x    , γηα 1,...,i k .  

Λύλνληαο επνκέλσο ηηο εμηζώζεηο 
( , ) ( , )

0
l a l a

a

 



 
 

 
, όπνπ ( , ) log ( , )l a L a  , 

ππνινγίδνπκε ηνπο ε.κ.π. ησλ α θαη β. Οη ε.κ.π. â  θαη ̂  απνηεινύλ ηηο ιύζεηο ησλ 

αθόινπζσλ εμηζώζεσλ : 
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Γηαπηζηώλνπκε όηη ηα â  θαη ̂  απνηεινύλ κε γξακκηθέο ζπλαξηήζεηο ηπραίσλ πνζνηήησλ, 

γεγνλόο πνπ θαζηζηά αδύλαην ηνλ πξνζδηνξηζκό ησλ αθξηβώλ ππό ζπλζήθε θαηαλνκώλ ησλ 

ε.κ.π. . Γηα ην ιόγν απηό, ε ζπκπεξαζκαηνινγία πνπ ζα ιάβνπκε ζηε ζπλέρεηα ζηεξίδεηαη 

ζηελ αζπκπησηηθή ζεσξία. Σπγθεθξηκέλα ζεσξνύκε όηη ην δηάλπζκα  ˆˆ,a   αθνινπζεί 

αζπκπησηηθά ηε δηδηάζηαηε θαλνληθή θαηαλνκή κε κέζν ην δηάλπζκα  ,a   θαη πίλαθα 

δηαθπκάλζεσλ-ζπλδηαθπκάλζεσλ ηνλ   
1

,I a 


, δειαδή ηνλ αληίζηξνθν ηνπ πίλαθα 

πιεξνθνξίαο ηνπ Fisher. 
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5.3.3  Κξηηήξηα επηινγήο ηνπ βέιηηζηνπ ρξόλνπ η  

 

Οη Gouno et al. (2004) γηα ηνλ πξνζδηνξηζκό ηνπ βέιηηζηνπ ρξόλνπ   ρξεζηκνπνίεζαλ σο 

θξηηήξηα ηε δηαθύκαλζε θαη ηε δηαθξίλνπζα ηνπ πίλαθα πιεξνθνξίαο ηνπ Fisher. Αληίζηνηρα, 

νη Han et al. (2006), εθηόο από ηα δύν πξναλαθεξζέληα θξηηήξηα, επέιεμαλ σο θξηηήξην ην 

ίρλνο ηνπ πίλαθα πιεξνθνξίαο. Γηαθξίλνπκε όηη γηα ηελ εθαξκνγή θαη ησλ ηξηώλ θξηηεξίσλ, 

απαξαίηεηε είλαη ε γλώζε ηνπ πίλαθα πιεξνθνξίαο. 

Ο πίλαθαο πιεξνθνξίαο γλσξίδνπκε όηη δίλεηαη από ηε ζρέζε : 
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Ζ απόδεημε ηεο ζρέζεο απηήο δίλεηαη αλαιπηηθά ζην άξζξν ησλ Gouno et al. (2004). 

Τα ( )iA  , γηα νξηζκέλεο ηηκέο ηνπ  , ιακβάλνπλ αξλεηηθέο ηηκέο, γεγνλόο ην νπνίν κπνξεί 

λα νδεγήζεη ζε ιαλζαζκέλα απνηειέζκαηα, όπσο γηα παξάδεηγκα  ζηελ εύξεζε αξλεηηθήο 

ηηκήο γηα ηε δηαθύκαλζε ησλ παξακέηξσλ. Δπνκέλσο, ν πξνζδηνξηζκόο ηνπ βέιηηζηνπ 

ρξόλνπ  , ζα πξέπεη λα πεξηνξηζηεί ζε εθείλε ηελ πεξηνρή ησλ ηηκώλ, γηα ηηο νπνίεο ( ) 0iA   . 

Ο πεξηνξηζκόο απηόο είλαη ηζνδύλακνο κε ηε ζπλζήθε όηη, θαηά κέζν όξν, ην πιήζνο ησλ 

κνλάδσλ πνπ έρνπλ επηβηώζεη ζην ηέινο θάζε επηπέδνπ ζα πξέπεη λα ππεξβαίλεη ην πιήζνο 

ησλ κνλάδσλ πνπ πξννδεπηηθά ινγνθξίλνληαη ζε εθείλν ην επίπεδν. Δίλαη εκθαλέο όηη ε 

ζπλζήθε απηή ζα πξέπεη λα πιεξείηαη έηζη ώζηε ην πείξακα λα κπνξεί λα πξνρσξήζεη ζην 

επόκελν επίπεδν πίεζεο.  

Γηα ηα απνηειέζκαηα πνπ εμάγνληαη ζηε ζπλέρεηα, ζεσξνύκε όηη ζηα πεηξάκαηα πνπ 

δηεμάγνληαη, νη πεηξακαηηθέο κνλάδεο είλαη πςειήο αμηνπηζηίαο θαη ην πνζνζηό ινγνθξηζίαο 

ζην ηέινο θάζε επηπέδνπ είλαη ρακειό, ζπλζήθεο νη νπνίεο εμαζθαιίδνπλ ηελ ηθαλνπνίεζε 

ηεο ζπλζήθεο πνπ πξναλαθέξακε. 
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Κξηηήξην βειηηζηνπνίεζεο ε δηαθύκαλζε 

Σθνπόο ελόο πεηξάκαηνο είλαη ε εθηίκεζε ησλ παξακέηξσλ ηνπ κνληέινπ λα γίλεηαη κε όζν 

ην δπλαηό κεγαιύηεξε αθξίβεηα. Σηα πιαίζηα ελόο κνληέινπ βεκαηηθήο πίεζεο, ζπρλά 

ελδηαθεξόκαζηε γηα ηελ εθηίκεζε ηνπ κέζνπ ρξόλνπ δσήο ζην επίπεδν ζρεδηαζκνύ 0x . 

Δπνκέλσο, ε δηαθύκαλζε ηνπ ινγαξίζκνπ ηνπ κέζνπ ρξόλνπ δσήο ζην επίπεδν απηό απνηειεί 

ζπλάξηεζε ηνπ ρξόλνπ   θαη δίλεηαη από ηε ζρέζε : 

    '1
0 0 0 0
ˆ ˆˆ( ) log (1  ) ( , )(1  )n Var n Var a x n x I a x             

 

 
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2

2 ( )
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i i

i

k k

i j i j

i j

A x x

A A x x



 



 










.                                                                                              (5.7) 

Βέιηηζην   είλαη εθείλν ην νπνίν ειαρηζηνπνηεί ηε ζπλάξηεζε ( )  . 

Σηελ πεξίπησζε 2k  , δειαδή ζε έλα κνληέιν απιήο βεκαηηθήο πίεζεο, ε ζπλάξηεζε ( )   

δηακνξθώλεηαη σο εμήο: 

2 2

1 2

(1 )
( )

( ) ( )A A

 
 

 


   ,  όπνπ 1 0

2 1

x x

x x






 . 

 

Κξηηήξην βειηηζηνπνίεζεο ε νξίδνπζα ηνπ πίλαθα πιεξνθνξίαο 

Έλα αθόκα θξηηήξην πνπ ρξεζηκνπνηείηαη ζπρλά είλαη απηό ηεο δηαθξίλνπζαο ηνπ πίλαθα 

πιεξνθνξίαο. Γλσξίδνπκε όηη κία πςειή ηηκή γηα ηε δηαθξίλνπζα ηνπ πίλαθα  ,I a   

αληηζηνηρεί ζε κεγαιύηεξε αθξίβεηα ησλ εθηηκεηώλ â  θαη ̂ .  

Δπνκέλσο, ε ζπλάξηεζε πνπ κπνξνύκε λα ρξεζηκνπνηήζνπκε γηα ηελ εθαξκνγή ηνπ 

θξηηεξίνπ απηνύ είλαη ε αθόινπζε : 

   
1 1

22 1
( ) , ( ) ( )

2

k k

i j i j

i j

g n I a A A x x   
 

   , 

ε νπνία απνηειεί ηνλ παξνλνκαζηή ηεο ζρέζεσο (5.7). 

Δπνκέλσο, ν βέιηηζηνο ρξόλνο  είλαη εθείλνο πνπ κεγηζηνπνηεί ηε ζπλάξηεζε ( )g  . 

Σηελ πεξίπησζε 2k  , ν βέιηηζηνο ρξόλνο   απνηειεί ξίδα ηεο εμίζσζεο   

' '
1 2 1 2( ) ( ) ( ) ( ) 0A A A A     .
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Κξηηήξην βειηηζηνπνίεζεο ην ίρλνο ηνπ πίλαθα πιεξνθνξίαο 

Βάζεη ηνπ θξηηεξίνπ απηνύ, ν βέιηηζηνο ρξόλνο   είλαη απηόο πνπ κεγηζηνπνηεί ηε 

ζπλάξηεζε : 

   2 2

1 1 1

1
( ) , ( ) ( ) ( )(1 )

k k k

i i i i i

i i i

a tr I a A A x A x
n

    
  

       . 

Γηα ηελ πεξίπησζε πνπ ππάξρνπλ κόλν δύν επίπεδα πίεζεο ( 2k  ), ε ζπλάξηεζε ( )a   

δηακνξθώλεηαη σο εμήο  
2 2

1 1 2 2( ) ( )(1 ) ( )(1 )a A x A x      . 

 

 

Σύκθσλα κε ην πιαίζην ηεο πξννδεπηηθήο ινγνθξηζίαο ηύπνπ Η ζε έλα κνληέιν πνιιαπιήο 

βεκαηηθήο πίεζεο πνπ πεξηγξάςακε παξαπάλσ, ζεσξήζακε όηη ην πιήζνο ησλ κνλάδσλ πνπ 

ινγνθξίλεηαη ζην ηέινο θάζε επηπέδνπ πίεζεο είλαη πξνεπηιεγκέλν από ηελ αξρή ηνπ 

πεηξάκαηνο, δειαδή ην δηάλπζκα 1 1( ,..., )kR R R  είλαη γλσζηό. Αζθαιώο, θαηά ηε 

δηεμαγσγή ηνπ πεηξάκαηνο, ππάξρεη ε πηζαλόηεηα όιεο νη κνλάδεο λα απνηύρνπλ πξηλ 

θηάζνπλ ζην ηειεπηαίν επίπεδν (ζην k  επίπεδν), κε απνηέιεζκα λα κελ εθαξκνζζεί πιήξσο 

ην πιαίζην R  πνπ έρνπκε ζεσξήζεη. Οη Gouno et al. (2004), όπσο αλαθέξακε, κειέηεζαλ ην 

κνληέιν έρνληαο ζεσξήζεη όηη ην κέγεζνο δείγκαηνο πνπ δηαζέηνπκε είλαη κεγάιν, ηα 

πνζνζηά ινγνθξηζίαο είλαη ρακειά θαη ην πιήζνο ησλ επηπέδσλ πίεζεο είλαη κηθξό, έηζη ώζηε 

λα εμαζθαιίζνπλ όηη όιεο νη κνλάδεο δε ζα έρνπλ απνηύρεη πξηλ ην ηειεπηαίν επίπεδν πίεζεο.  

Σπλήζσο, ζηα πεηξάκαηα αμηνπηζηίαο ην κέγεζνο ηνπ δείγκαηνο πνπ ρξεζηκνπνηείηαη είλαη 

κηθξό, κε απνηέιεζκα νη ππνζέζεηο πνπ αλαθέξακε παξαπάλσ λα παξαβηάδνληαη. Γηα ηελ 

ππεξπήδεζε ηνπ εκπνδίνπ απηνύ, νη  Balakrishnan and Han (2009) πηνζέηεζαλ κία 

ηξνπνπνίεζε ηνπ πξναλαθεξόκελνπ πιαηζίνπ, ζύκθσλα κε ηελ νπνία ην δηάλπζκα ησλ 

1 1( ,..., )kR R R  δελ είλαη πιένλ γλσζηό, αιιά ηπραίν. 

Σπγθεθξηκέλα, νη  Balakrishnan and Han (2009) επέιεμαλ λα πξνθαζνξίζνπλ ην πνζνζηό 

κνλάδσλ πνπ ζα ινγνθξίλεηαη ζην ηέινο θάζε επηπέδνπ, από ηηο κνλάδεο πνπ έρνπλ επηβηώζεη 

κέρξη εθείλν ην επίπεδν, ελ αληηζέζεη κε ην πξνεγνύκελν πιαίζην, όπνπ ην αληίζηνηρν 

πνζνζηό ήηαλ επί ηνπ αξρηθνύ ζπλνιηθνύ δείγκαηνο. 

Δπνκέλσο, βάζεη ηεο ηξνπνπνίεζεο απηήο, ζα πξέπεη λα νξίζνπκε έλα δηάλπζκα από 

πνζνζηά, έζησ 
* * *

1 1( ,..., )    , όπνπ *0 1i  , γηα 1,..., 1i k   θαη * 1k  . 
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Τν πιήζνο ησλ κνλάδσλ πνπ ζα ινγνθξίλνληαη ζην ηέινο ηνπ επηπέδνπ 
ix  ζα δίλεηαη, 

ζπλεπώο, από ηε ζρέζε 
*(( ) )i i i iR H N n   , 1,..., 1i k  , όπνπ ( )H   κπνξεί λα είλαη κία 

νπνηαδήπνηε ζπλάξηεζε, ε νπνία ζα καο εμαζθαιίδεη όηη ην όξηζκα είλαη έλαο κε αξλεηηθόο 

αθέξαηνο αξηζκόο, όπσο γηα παξάδεηγκα νη ζπλαξηήζεηο ( )round  , ( )floor  , θ.ν.θ.. 

Σπκπεξαίλνπκε όηη βάζεη ηεο ηξνπνπνίεζεο απηήο, ην πείξακα κπνξεί λα νινθιεξσζεί πιένλ 

πξηλ λα θηάζεη ζην ηειεπηαίν επίπεδν πίεζεο. 

Οη Balakrishnan and Han (2009), ζηεξηδόκελνη ζην λέν-ηξνπνπνηεκέλν πιαίζην πνπ 

εηζήγαγαλ, πξνζδηόξηζαλ ην βέιηηζην ρξόλν   ρξεζηκνπνηώληαο ηα ίδηα θξηηήξηα κε απηά 

πνπ αλαθέξακε πξνεγνπκέλσο. Ζ δηαδηθαζία πνπ αθνινύζεζαλ είλαη όκνηα κε απηή πνπ 

πεξηγξάθεθε παξαπάλσ θαη δίλεηαη αλαιπηηθά ζην άξζξν ηνπο.  
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Κεθάιαην 6
ν 

΢ρεηηθά δεηήκαηα αλαθνξηθά κε ηα κνληέια  

βεκαηηθήο πίεζεο 

 

 

6.1   Μνληέιν πνιιαπιήο βεκαηηθήο πίεζεο κε ινγνθξηζία ηύπνπ Ι θαη ΙΙ αληίζηνηρα 

 

6.1.1   Εηζαγωγή 

Σηα πξνεγνύκελα θεθάιαηα κειεηήζακε ην κνληέιν απιήο βεκαηηθήο πίεζεο θάησ από 

δηαθνξεηηθά είδε ινγνθξηζίαο. Σε απηό ην θεθάιαην, επεθηείλνπκε ην απιό κνληέιν έηζη 

ώζηε πιένλ ηα επίπεδα πίεζεο, ζηα νπνία ζα ππνβάιινληαη νη πεηξακαηηθέο κνλάδεο, λα είλαη 

πεξηζζόηεξα από 2. Τν κνληέιν πνιιαπιήο βεκαηηθήο πίεζεο, σο ινγηθή πξνέθηαζε ηνπ 

απινύ κνληέινπ, απνηέιεζε αληηθείκελν κειέηεο αξθεηώλ άξζξσλ. Οη Khamis and Higgins 

(1996) πξνζδηόξηζαλ ην βέιηηζην ζρεδηαζκό ελόο κνληέινπ κε 3 επίπεδα πίεζεο, νη Li and 

Fard (2007) ζεώξεζαλ ην κνληέιν κε 2 παξάγνληεο πίεζεο, 3 επίπεδα θαη ρξόλνπο δσήο από 

ηε Weibull θαηαλνκή ελώ ν Khamis (1997) αθνινύζεζε αληίζηνηρε δηαδηθαζία γηα ηελ 

πεξίπησζε ηνπ κνληέινπ κε m  επίπεδα, k  παξάγνληεο πίεζεο θαη εθζεηηθνύο ρξόλνπο δσήο, 

όπνπ εμήγαγε ηνπο ε.κ.π. ησλ παξακέηξσλ ηνπ κνληέινπ, ηνλ πίλαθα πιεξνθνξίαο ηνπ Fisher 

θαζώο επίζεο θαη ηνπο βέιηηζηνπο ρξόλνπο ζηνπο νπνίνπο ζα πξέπεη λα ζπληεινύληαη νη 

αιιαγέο ζηα επίπεδα πίεζεο. Μία επηζθόπεζε ησλ απνηειεζκάησλ πνπ αθνξνύλ ηα κνληέια 

πνιιαπιήο βεκαηηθήο πίεζεο δίλεηαη ζην άξζξν ηνπ Tang (2003). 

Σηε ζπλέρεηα, πεξηγξάθεηαη ην κνληέιν βεκαηηθήο πίεζεο κε m  επίπεδα πίεζεο ( 2)m  , 

όπνπ ηα δεδνκέλα πνπ ιακβάλνπκε από ηελ εθηέιεζε ηνπ πεηξάκαηνο πξνέξρνληαη από 

ινγνθξηζία ηύπνπ Η θαη ΗΗ. Θεσξνύκε όηη ηα δεδνκέλα ιακβάλνληαη από έλα κνληέιν 

αζξνηζηηθήο έθζεζεο θαη όηη ε θαηαλνκή ηνπ ρξόλνπ δσήο ησλ κνλάδσλ ζην επίπεδν 
kx είλαη 

ε εθζεηηθή κε παξάκεηξν k  θαη ζπλάξηεζε θαηαλνκήο απηή ηεο ζρέζεο (2.1), γηα 

1,.. . ,k m .                                          
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Σύκθσλα κε ηηο ππνζέζεηο ηνπ κνληέινπ αζξνηζηηθήο έθζεζεο πνπ αλαθέξζεθαλ ζηελ 

παξάγξαθν 1.3, ε ζπλάξηεζε θαηαλνκήο ( )G t  δίλεηαη από ηε ζρέζε : 

                                

1 1

2 1 1 1 2

3 2 2 2 3

1 1 1

                    ,              

)              

( )     ,              

.                                          

.                                          

  ,              

( )  0

( ,   

( )

( )m m m m

F

F

F

F

t t

t u t

t u t
G t

t u t



  

  

   












 

   

   


   

,     όπνπ 
1

11
1

( )
k

k
i ik

ii

u


 







   .  

Βάζεη ηεο παξαπάλσ ηζόηεηαο, θαζώο θαη ηεο ζρέζεο (2.1), ε ζπλάξηεζε ( )G t

δηακνξθώλεηαη σο αθνινύζσο : 

    

1

1 1 1

1

1

1 1 1

1

1
                      

1
                                                

1
( )  1 exp ( ) ( )  , ,  1,. . . , 1

( )
1

( )  1 exp ( ) ( ) ,

k

k k i i k k
k ii

m

m m i i m
m ii

G t t t k m

G t

G t t t

    
 

  
 



  





  



     
    


   
   

   

        



      





 

              (6.1)  

όπνπ 0 0  . 

Αληίζηνηρα, ε ζπλάξηεζε πηζαλόηεηαο δίλεηαη από ηε ζρέζε : 

     

1

1 1 1

1

1

1 1 1

1

1 1
                        

1 1
                                                

1
( )  exp ( ) ( )  , ,  1,. . . , 1
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1

( )  exp ( ) ( ) ,

k

k k i i k k
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m

m m i i m
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g t t t k m
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g t t t

    
  

  
  



  





  



     
    


   
   

   

       



     





          

     (6.2) 

Παξαηεξνύκε όηη γηα 2m   θαηαιήγνπκε ζηηο ζρέζεηο πνπ ρξεζηκνπνηήζακε ζηα 

πξνεγνύκελα θεθάιαηα, ζηα πιαίζηα ηνπ κνληέινπ απιήο βεκαηηθήο πίεζεο. 

 

 

Σηε ζπλέρεηα, πεξηγξάθεηαη ην κνληέιν πνιιαπιήο βεκαηηθήο πίεζεο θαη επηπιένλ δίλνληαη 

νη ε.κ.π. ησλ άγλσζησλ παξακέηξσλ, γηα θαζέλα από ηα πιαίζηα ινγνθξηζίαο ηύπνπ Η θαη ΗΗ.
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6.1.2   Πεξηγξαθή κνληέινπ 

 

Λογοκπιζία ηύπος Ι 

Θεσξνύκε όηη n  όκνηεο κνλάδεο ηνπνζεηνύληαη ζην αξρηθό επίπεδν πίεζεο 
1x  θαη 

θαηαγξάθνληαη, θάζε θνξά, νη δηαδνρηθνί ρξόλνη απνηπρίαο ησλ κνλάδσλ. Τν επίπεδν πίεζεο 

κεηαβάιιεηαη ζε 
2 ,..., mx x

 
ζηνπο ρξόλνπο 

1 1,..., m  
, αληίζηνηρα. Τν πείξακα νινθιεξώλεηαη 

ζην ρξόλν m  ζην επίπεδν πίεζεο 
mx . Οη ρξόλνη 

1 1... m   
 
είλαη θαζνξηζκέλνη από ηελ 

αξρή ηνπ πεηξάκαηνο. Δπίζεο, κε 
kn

 
ζπκβνιίδνπκε ην πιήζνο ησλ κνλάδσλ πνπ 

απνηπγράλνπλ ζην επίπεδν 
kx , όπνπ 1,.. . ,k m . 

Γηαθξίλνπκε όηη ηα δεδνκέλα πνπ ζα ιάβνπκε από ηελ εθηέιεζε ηνπ πεηξάκαηνο είλαη ηεο 

κνξθήο: 

                           
 1 21 1 11

: : ... :1: 1:1
  ... ... ...

mmn n n n n n n nn n nt t t t t             t =                (6.3)                          
 

 

Ζ γξαθηθή απεηθόληζε ηνπ κνληέινπ πνιιαπιήο βεκαηηθήο πίεζεο θάησ από ινγνθξηζία 

ηύπνπ Η είλαη ε αθόινπζε : 

 

 
 

Γπάθημα 6.1 : Μνληέιν πνιιαπιήο βεκαηηθήο πίεζεο κε ινγνθξηζία ηύπνπ Ι

x x

x

x x

οο

τ1τ1 τ2τ2 τm 1τm 1 τmτm

X1X1

X2X2

XmXm x Failure

ο RunningTime

Time t

Stress Level
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Λογοκπιζία ηύπος ΙΙ 

Αξρηθά, ηνπνζεηνύκε n  όκνηεο πεηξακαηηθέο κνλάδεο ζην επίπεδν πίεζεο 
1x . Τν επίπεδν 

πίεζεο κεηαβάιιεηαη ζε 
2 ,..., mx x

 
ζηνπο ρξόλνπο 

1 1,..., m  
 αληίζηνηρα. Τν πείξακα 

νινθιεξώλεηαη κόιηο απνηύρεη ε mr -νζηή κνλάδα ζην επίπεδν 
mx . Οη ρξόλνη 

1 1... m   
 

θαζώο θαη ην mr  είλαη πξνθαζνξηζκέλα. Με 
kn

 
ζπκβνιίδνπκε ην πιήζνο ησλ κνλάδσλ πνπ 

απνηπγράλνπλ ζην ρξνληθό δηάζηεκα  1,k k   ζην επίπεδν 
kx , γηα 1,.. . , 1k m   θαη 

mn  ην 

ζύλνιν ησλ κνλάδσλ πνπ απνηπγράλνπλ ζην δηάζηεκα 1 :,m r nm
t  

   ζην ηειεπηαίν επίπεδν 

πίεζεο . 

Σε απηή ηελ πεξίπησζε, θαη βάζεη ησλ παξαπάλσ ζπκβνιηζκώλ, κπνξνύκε λα δηαπηζηώζνπκε 

όηη ηα δεδνκέλα πνπ ιακβάλνπκε από ηελ εθηέιεζε ηνπ πεηξάκαηνο είλαη ηεο κνξθήο : 

             
 1 2 1 :1 1 2 1 11 1: : ... :1: 1:  ... ... ...... ...

m nm mn n n n n n n nn n n rt t t t t t  
               t =

 
    (6.4)                          

 

Ζ ζρεκαηηθή απεηθόληζε ηνπ κνληέινπ πνπ πεξηγξάςακε είλαη όκνηα κε απηή ηεο 

ινγνθξηζίαο ηύπνπ Η θαη ε κόλε δηαθνξά έγθεηηαη ζην ρξόλν ηεξκαηηζκνύ ηνπ πεηξάκαηνο, ν 

νπνίνο δελ είλαη γλσζηόο εθ ησλ πξνηέξσλ θαη απνηειεί πιένλ ηπραία κεηαβιεηή θαζώο 

αληηζηνηρεί ζην ρξόλν πνπ απνηπγράλεη ε mr -νζηή κνλάδα. 

 

6.1.3   Εθηηκεηέο Μέγηζηεο Πηζαλνθάλεηαο 

 

Λογοκπιζία ηύπος Ι 

Ζ ζπλάξηεζε πηζαλνθάλεηαο ηνπ  , ...,1( )m  , βάζεη ηνπ δηαλύζκαηνο t  ηεο ζρέζεο (6.3), 

δίλεηαη από ηε ζρέζε : 

 

 
1

| :

1 1

!
( ) ( ) 1 ( )

( )!

k
m

k k m m

m k k

m r n r
i n

k i r

n
L g t G

n r






  

 
 
 
  




  t ,        όπνπ 
1

j

k

j
kr n



  ,  

ην ζπλνιηθό πιήζνο κνλάδσλ πνπ έρεη απνηύρεη κέρξη θαη ην k  επίπεδν θαη 0 0r  . 

Φξεζηκνπνηώληαο ηηο ζρέζεηο (6.1) θαη (6.2), ε ζπλάξηεζε πηζαλνθάλεηαο κπνξεί λα γξαθεί 

ηζνδύλακα σο εμήο :   
1

1

|

1

! 1
( ) exp

( )!
km

km m

m

n n
k

n
L D
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 
 t , 

mx
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όπνπ  1 1

1

:
1

( ) ( )
k

k kk k kk

k k

r

i n
i r

D t n r   


 

      , γηα 1,...,k m . 

Βάζεη ηεο ζπλάξηεζεο πηζαλνθάλεηαο, κπνξνύκε εύθνια λα δηαπηζηώζνπκε όηη νη ε.κ.π. ησλ 

παξακέηξσλ 
k , γηα 1,...,k m  δίλνληαη από ηε ζρέζε :  ˆ k

k
k

D

n
  .   

Θα πξέπεη επίζεο λα ζεκεηώζνπκε όηη νη εθηηκεηέο ˆ
k  απνηεινύλ ηνπο ππό ζπλζήθε ε.κ.π. 

ησλ παξακέηξσλ
k  , δνζέληνο ηεο ζπλζήθεο:  

 1 111 1,...,1 ,...,1 m mk kA n n m n n m k r n n r              , 

ε νπνία ππνδειώλεη όηη γηα ηελ ύπαξμε ησλ εθηηκεηώλ ησλ παξακέηξσλ ηνπ κνληέινπ, ζα 

πξέπεη λα παξαηεξεζεί ηνπιάρηζηνλ κία απνηπρία ζε θαζέλα από ηα m  επίπεδα πίεζεο. 

 

Λογοκπιζία ηύπος ΙΙ 

Ζ ζπλάξηεζε πηζαλνθάλεηαο ηνπ  , ...,1( )m  , δεδνκέλνπ ηνπ δηαλύζκαηνο t  ηεο ζρέζεο 

(6.4), δίλεηαη από ηνλ ηύπν:  
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  , 1,...,k m  

ην ζπλνιηθό πιήζνο κνλάδσλ πνπ απνηπγράλεη κέρξη θαη ην k -νζηό επίπεδν, mr  ην ζπλνιηθό 

πιήζνο κνλάδσλ πνπ απνηπγράλεη κέρξη ηελ νινθιήξσζε ηνπ πεηξάκαηνο θαη ην νπνίν είλαη 

πξνεπηιεγκέλν θαη 0 0r  . 

Βάζεη ησλ ζρέζεσλ (6.1) θαη (6.2), ε ζπλάξηεζε πηζαλνθάλεηαο δηακνξθώλεηαη σο 

αθνινύζσο :   
1

1

|

1

! 1
( ) exp

( )!
km

km m

m

n n
k

n
L D

n r     

 
  

 
 t , 

όπνπ  1 1

1

:
1

( ) ( )
k

k kk k kk

k k

r

i n
i r

D t n r   


 

      , γηα 1,..., 1k m          θαη 

 1 1

1

::
1

( ) ( )m m mm mm

m

m

r

m

r

ni n
i r

D t n r t  


 

    
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Σηεξηδόκελνη ζηε ζπλάξηεζε πηζαλνθάλεηαο, δηαθξίλνπκε όηη νη ε.κ.π. ησλ παξακέηξσλ 
k , 

γηα 1,...,k m  δίλνληαη από ηε ζρέζε : ˆ k
k

k

D

n
  .   

Καη ζε απηή ηελ πεξίπησζε, νη ε.κ.π. ˆ
k  

απνηεινύλ ηνπο ππό ζπλζήθε ε.κ.π. ησλ 

παξακέηξσλ 
k  , δνζέληνο ηνπ ελδερνκέλνπ: 

 1 1 211 1,...,1 ,...,1 1m m mm mk kB n r m n r m k r n r r               . 

Αθνινπζώληαο αληίζηνηρε κεζνδνινγία κε απηή ησλ πξνεγνύκελσλ θεθαιαίσλ, 

κπνξνύκε επηπιένλ λα εμάγνπκε ηηο ππό ζπλζήθε θαηαλνκέο ησλ παξακέηξσλ ηνπ κνληέινπ, 

ηηο ξνπέο θ-ηάμεο, ηηο πηζαλόηεηεο νπξάο θαζώο θαη δ.ε. γηα ηηο δεηνύκελεο παξακέηξνπο. 

 

6.2 Μειέηε κνληέινπ απιήο βεκαηηθήο πίεζεο κε ρξήζε πνιιαπιώλ δεηγκάηωλ                

6.2.1   Εηζαγωγή 

Όια ηα κνληέια βεκαηηθήο πίεζεο πνπ έρνπκε κειεηήζεη κέρξη ηώξα, ζηεξίδνληαη ζε 

δεδνκέλα πνπ ιακβάλνπκε από ηελ εθηέιεζε ελόο κόλν πεηξάκαηνο. Υπάξρεη ε πεξίπησζε 

όκσο, ηα δεδνκέλα πνπ δηαζέηνπκε λα ζπιιέγνληαη από δηαθνξεηηθά αλεμάξηεηα πεηξάκαηα, 

ηα νπνία κπνξεί λα πξαγκαηνπνηήζεθαλ ζε δηαθνξεηηθέο ηνπνζεζίεο ή ζε δηαθνξεηηθέο 

ρξνληθέο ζηηγκέο, θαη ζηα νπνία νη πεηξακαηηθέο κνλάδεο έρνπλ εθηεζεί ζηα ίδηα επίπεδα 

πίεζεο θαη θάησ από ηηο ίδηεο ζπλζήθεο.  

Τα πεηξάκαηα απηά κπνξεί λα πεξηιακβάλνπλ δηαθνξεηηθό πιήζνο κνλάδσλ πνπ ζέηνπκε 

ππό κειέηε θαζώο θαη δηαθνξεηηθό πιήζνο κνλάδσλ πνπ απνηπγράλνπλ. Δίλαη, ζπλεπώο, 

αλακελόκελν θάπνηνο λα επηζπκεί ην ζπλδπαζκό ηεο πιεξνθνξίαο πνπ απνθηάηαη από όια ηα 

πεηξάκαηα, έηζη ώζηε ε εθηίκεζε ησλ παξακέηξσλ ηνπ κνληέινπ λα πξαγκαηνπνηείηαη κε 

κεγαιύηεξε αθξίβεηα. 

Τα κνληέια βεκαηηθήο πίεζεο κε ρξήζε πνιιαπιώλ δεηγκάησλ, εηζήρζεζαλ από ηνπο 

Kateri et al. (2009), νη νπνίνη κειέηεζαλ ην κνληέιν απιήο βεκαηηθήο πίεζεο κε  εθζεηηθνύο 

ρξόλνπο δσήο θαη ινγνθξηζία ηύπνπ ΗΗ. Πξνζδηόξηζαλ ηελ αθξηβή έθθξαζε ησλ ε.κ.π. ησλ 

κέζσλ ρξόλσλ δσήο ζε θάζε επίπεδν πίεζεο, θαζώο θαη ηελ ππό ζπλζήθε θαηαλνκή ησλ 

εθηηκεηώλ. Σηε ζπλέρεηα, νη Kateri et al. (2010) πηνζέηεζαλ αληίζηνηρν πιαίζην κε ην 

παξαπάλσ, έρνληαο όκσο ζεσξήζεη όηη ε ινγνθξηζία πνπ παξαηεξείηαη ζην ηειεπηαίν επίπεδν 

πίεζεο είλαη ηύπνπ Η.  
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Σηελ παξάγξαθν απηή επηθεληξσλόκαζηε ζην κνληέιν απιήο βεκαηηθήο πίεζεο, ζην νπνίν 

ζεσξνύκε όηη νη ρξόλνη δσήο ησλ κνλάδσλ πξνέξρνληαη από ηελ εθζεηηθή θαηαλνκή θαη 

κειεηάκε ηηο πεξηπηώζεηο ζηηο νπνίεο ρξεζηκνπνηείηαη ινγνθξηζία ηύπνπ Η θαη ΗΗ, αληίζηνηρα. 

Σηε ζπλέρεηα, δίλεηαη ε πεξηγξαθή ησλ κνληέισλ γηα θάζε είδνο ινγνθξηζίαο, νη ε.κ.π. ησλ 

παξακέηξσλ ηνπ κνληέινπ θαζώο θαη νη πηζαλόηεηεο κε ύπαξμεο απηώλ. 

 

6.2.2   Πεξηγξαθή κνληέινπ θαη Εθηηκεηέο Μέγηζηεο Πηζαλνθάλεηαο 

 

Λογοκπιζία ηύπος ΙΙ 

Ζ πεξηγξαθή ελόο κνληέινπ πνιιαπιήο βεκαηηθήο πίεζεο κε ρξήζε πνιιαπιώλ δεηγκάησλ 

θαη ινγνθξηζία ηύπνπ ΗΗ είλαη ε αθόινπζε:  

Θεσξνύκε s αλεμάξηεηα δείγκαηα κεγέζνπο 1,..., sn n , ηα νπνία ηνπνζεηνύκε ζην αξρηθό 

επίπεδν πίεζεο 1x . Καηά ηε δηάξθεηα δηεμαγσγήο ηνπ πεηξάκαηνο, ηα επίπεδα πίεζεο 

απμάλνληαη ζε 2 1,..., mx x   ζηνπο πξνεπηιεγκέλνπο ρξόλνπο  
1 ,...,k mk  , αληίζηνηρα, γηα ην k -

νζηό δείγκα, όπνπ 1,...,k s . Με jkR , γηα 1,..., 1j m  , ζπκβνιίδεηαη ην πιήζνο ησλ 

κνλάδσλ πνπ απνηπγράλεη ζην επίπεδν j  γηα ην k -νζηό δείγκα, ελώ κε 
1

1

m

k jk

j

R R




  

ζπκβνιίδεηαη ν ζπλνιηθόο αξηζκόο κνλάδσλ πνπ απνηπγράλεη ζε όια ηα επίπεδα πίεζεο γηα 

ην  k -νζηό δείγκα. Δπνκέλσο, ν ζπλνιηθόο αξηζκόο κνλάδσλ πνπ απνηπγράλεη θαη ζηα s 

δείγκαηα είλαη 
1

k

s

k

R R


 . 

Δθόζνλ έρνπκε ζεσξήζεη ινγνθξηζία ηύπνπ ΗΗ, ην πείξακα γηα ην k -νζηό δείγκα ζα 

νινθιεξσζεί όηαλ έλαο πξνθαζνξηζκέλνο αξηζκόο k kR r  κνλάδσλ απνηύρεη.  

Οη ρξόλνη δσήο ησλ κνλάδσλ ηνπ k -νζηνύ δείγκαηνο ζα ζπκβνιίδνληαη κε  ( )

: 1

k
k

k
k

i n i r
t

 
t   

θαη επνκέλσο ην πιήζνο ησλ κνλάδσλ πνπ απνηπγράλεη ζε θάζε επίπεδν πίεζεο δίλεηαη από 

ηε ζρέζε  ( )
1, :# : k

jk j k jk
ki nR i t    , γηα 0 jk kR R  , όπνπ 0, 0k  , 1,..., 1j m   θαη 

1,...,k s . 
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Αλ εζηηάζνπκε ζην κνληέιν απιήο βεκαηηθήο πίεζεο (δειαδή 2m  ) κε ινγνθξηζία ηύπνπ 

ΗΗ, ε πεξηγξαθή ηνπ κνληέινπ κπνξεί λα απινπνηεζεί σο αθνινύζσο: 

Γηα ην k -νζηό δείγκα, ζεσξνύκε όηη kn  κνλάδεο ηνπνζεηνύληαη ζην επίπεδν 1x  θαη 

παξακέλνπλ ζην επίπεδν απηό κέρξη ην ρξόλν k , όπνπ ην επίπεδν πίεζεο απμάλεηαη ζε 2x . 

Τν πείξακα, γηα ην k -νζηό δείγκα, νινθιεξώλεηαη όηαλ παξαηεξεζεί έλαο πξνθαζνξηζκέλνο 

αξηζκόο kr  απνηπρηώλ. Σπλεπώο, ν νιηθόο αξηζκόο απνηπρηώλ πνπ ζα παξαηεξήζνπκε θαη 

ζηα s δείγκαηα ζα είλαη ίζνο κε 
1k

s

kr r


 .  

Τν δηάλπζκα kt  πνπ πεξηιακβάλεη ηνπο ρξόλνπο απνηπρίαο ησλ πεηξακαηηθώλ κνλάδσλ 

ζεσξνύκε όηη πξνέξρεηαη από έλα κνληέιν αζξνηζηηθήο έθζεζεο θαη όηη ε θαηαλνκή ηνπ 

ρξόλνπ δσήο ησλ κνλάδσλ ζην επίπεδν 
kx είλαη ε εθζεηηθή κε παξάκεηξν k  θαη ζπλάξηεζε 

θαηαλνκήο απηή ηεο ζρέζεο (2.1). 

Δπνκέλσο, βάζεη ησλ ππνζέζεσλ ηνπ κνληέινπ αζξνηζηηθήο έθζεζεο, ε ζπλάξηεζε 

θαηαλνκήο ( )
k

G t  δίλεηαη από ηε ζρέζε : 

                              

1 1

2
2

1

2

  ( ) ( ) 0

( )
( )

                   ,   

   ,  

k k

k
k kk

k

G t F t t

G t
G t F t t



 
 



  


     




 
   

                         (6.5) 

θαη ε ζπλάξηεζε ππθλόηεηαο ( )
k

g t  από ηε ζρέζε :

           

                             

1

1
1

2 1

2

 

     

2

1
( ) 0

( )

1
( )  

            ,   

 

      ,   

k k

k k

k k

k

t

g t t

g t t

g t t

e

e






 
 






  

 
 

  










 ,    γηα 1,...,k s            (6.6) 

 

Σύκθσλα κε ηελ παξάγξαθν 1.2, ε από θνηλνύ ζπλάξηεζε θαηαλνκήο γηα ηνπο πξώηνπο kr  

δηαηεηαγκέλνπο ρξόλνπο δσήο πνπ παξαηεξνύκε ζην k -νζηό δείγκα, δηακνξθώλεηαη σο 

αθνινύζσο : 

 
 ( ) ( ) ( ) 1: 2: : : :

,
1

, ...,
)

1: 2: :

!
1 ( ) ( )( , ,...,

!k k k k k kk k k n n r n r n i n

i

k
k k

r
n r

k

T T T
k k

k k
n n r nk k k k

n
G t g t

n r
g t t t







   

όπνπ  ( )kG t  θαη ( )
k

g t  νη ζπλαξηήζεηο ησλ ζρέζεσλ (6.5) θαη (6.6) αληίζηνηρα.
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 Όηαλ 1k kR r  γηα θάζε 1,...,k s , ην πείξακα νινθιεξώλεηαη ρσξίο λα εηζέιζεη ζην 2
ν
 

επίπεδν πίεζεο θαη θαηά ζπλέπεηα ρσξίο λα κπνξεί λα εθηηκεζεί ε παξάκεηξνο 
2 .  

Ζ ζπλάξηεζε πηζαλνθάλεηαο γηα ην k -νζηό δείγκα, ζε απηή ηελ πεξίπησζε, δηακνξθώλεηαη 

σο αθνινύζσο:  

  

   ( )

1 1 1

1

: :

11 1

::

1
( ) 1 ( ) ( ) exp

k k

k
k

k k rk
r n i n

ii

k
k k

k k

r r
n r

r ni n
k k k

L G t g t n r
c

c t t
 


   

   
     

   


 

             (6.7) 

όπνπ 
1 2( , )   θαη c ζηαζεξά.  

 Αληίζηνηρα, αλ 1 0kR   γηα θάζε 1,...,k s , απηό ζπλεπάγεηαη όηη δελ παξαηεξνύληαη 

θαζόινπ απώιεηεο ζην 1
ν
 επίπεδν πίεζεο ζε θαζέλα από ηα s δείγκαηα θαη επνκέλσο δελ είλαη 

εθηθηή ε εθηίκεζε ηεο παξακέηξνπ 
1 . 

Ζ ζπλάξηεζε πηζαλνθάλεηαο γηα ην k -νζηό δείγκα, ζε απηή ηελ πεξίπησζε, είλαη ε : 

 ( )

2 2 2: :

1

( ) 1 ( ) ( )
k k

k

k kr n i n

i

k
k k

r
n r

L G t g tc



   

                            

                                  (6.8) 

 

 Σηελ πεξίπησζε πνπ 10 k kR r  , δειαδή όηαλ θαηαγξάθνληαη απνηπρίεο θαη ζηα δύν 

επίπεδα πίεζεο, ε ζπλάξηεζε πηζαλνθάλεηαο γηα ην k -νζηό δείγκα  δίλεηαη από ηε ζρέζε : 

 ( )

12 2 1 2

1

1 : : :

1 1

1

( ) 1 ( ) ( ) ( )
k k

k

k k k
R k

r n i n i n

i i

k k
k k

r
n r

R

L G t g t g tc
 





  

    

                                      (6.9) 

   
1

1

1 1
2 2

1 2

1

1 11 1

:: : 1

1 1 1 1
exp

k

k k

rk k kR R
i i R

k k

R r

r ni n i n
k k k k k k k

n r n R
c

t t t 
    


  

     
     

      
    

   

όπνπ 
1c  ζηαζεξά. 

Βάζεη ησλ ηξηώλ πεξηπηώζεσλ πνπ δηαθξίλακε παξαπάλσ, ε ζπλάξηεζε πηζαλνθάλεηαο γηα ην 

k -νζηό δείγκα κπνξεί ηζνδύλακα λα γξαθεί σο εμήο : 

     ( ) ( ) ( ) ( )
1 1 11 2 12

( ) ( ) ( ) 0 ( ) 0
k k k k

k k k k kL L I R r L I R L I R r          , 

όπνπ ( )I   δείθηξηα ζπλάξηεζε.

 
2 2

2
1 1

::

1 1 1
exp

k

rk
i

k k

r

r ni n
k k k k k

n r n
c

t t 
   

   
     

      
    


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Δπνκέλσο, ε νιηθή ζπλάξηεζε πηζαλνθάλεηαο, δειαδή απηή πνπ αληηζηνηρεί θαη ζηα  

s δείγκαηα, είλαη ε  

1

( )
( )( )

k

s
k

LL



  . 

Ζ νιηθή ζπλάξηεζε πηζαλνθάλεηαο κπνξεί λα γξαθεί δηαθνξεηηθά αλ ιάβνπκε ππόςε όηη από 

ηα s αλεμάξηεηα δείγκαηα, ζε θάπνηα από απηά κπνξεί όιεο νη απνηπρίεο πνπ παξαηεξνύληαη 

λα είλαη πξηλ από ην ρξόλν k , ζε θάπνηα άιια κεηά ην ρξόλν k  ή λα θαηαγξάθνληαη 

απνηπρίεο θαη ζηα δύν επίπεδα πίεζεο.  

Δπνκέλσο, εηζάγνληαο ηνπο ζπκβνιηζκνύο  1 1# : k ks k R r  ,  2 1# : 0ks k R  θαη 

 112 # : 0 k ks k R r   , γηα ηα νπνία ηζρύεη 1 2 12s s s s  , ε νιηθή ζπλάξηεζε 

πηζαλνθάλεηαο κπνξεί ηζνδύλακα λα εθθξαζηεί σο εμήο : 

                             

1 1 2
( ) ( ) ( )
1 2 12

1 1 21 1 1

( ) ( ) ( ) ( )k k k
s s s s

k k s k s s

L L L L


    
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όπνπ 
( ) ( )

1 2( ), ( )
k k

L L   θαη 
( )

12 ( )
k

L   νη ζπλαξηήζεηο ησλ ζρέζεσλ (6.7), (6.8) θαη (6.9), 

αληίζηνηρα. 

Λύλνληαο επνκέλσο ηηο εμηζώζεηο 
1 2

( ) ( )
0

L Llog log

 

 
 

 

 
 , βάζεη ηεο ζρέζεο (6.10), 

ππνινγίδνπκε ηνπο ε.κ.π. ησλ 
1  θαη 

2 , δνζέληνο ησλ απνηπρηώλ πνπ ζα παξαηεξήζνπκε 

θάησ από ην 1
ν
 επίπεδν πίεζεο, δειαδή δνζέληνο ηεο ζπλζήθεο 1 1k kR r , νη νπνίνη δίλνληαη 

από ηηο ζρέζεηο : 
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αλ 2 12 0s s  , αληίζηνηρα.
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Δπνκέλσο, δηαπηζηώλνπκε όηη γηα ηελ ύπαξμε ησλ ε.κ.π. 1̂  
θαη 2̂  ζα πξέπεη λα πιεξνύληαη 

νη ζπλζήθεο 1 12 0s s   θαη 2 12 0s s  . 

 

Ζ απόδεημε γηα ηελ εύξεζε ησλ παξαπάλσ εθηηκεηώλ δίλεηαη αλαιπηηθά ζην άξζξν ησλ 

Kateri et al. (2009), ελώ ζην ίδην άξζξν παξνπζηάδνληαη επίζεο νη ππό ζπλζήθε θαηαλνκέο 

θαη νη δύν πξώηεο ξνπέο ησλ εθηηκεηώλ. 

 

 

Λογοκπιζία ηύπος Ι 

Ζ πεξηγξαθή ελόο κνληέινπ πνιιαπιήο βεκαηηθήο πίεζεο κε ρξήζε πνιιαπιώλ δεηγκάησλ 

θαη ινγνθξηζία ηύπνπ Η είλαη ε εμήο:  

Θεσξνύκε s αλεμάξηεηα δείγκαηα κεγέζνπο 1,..., sn n  , ηα νπνία ηνπνζεηνύκε ζην αξρηθό 

επίπεδν πίεζεο 1x . Δπνκέλσο, ν ζπλνιηθόο αξηζκόο κνλάδσλ πνπ ρξεζηκνπνηείηαη γηα ην 

πείξακα είλαη 
1

k

s

k
n n


  . Καηά ηε δηάξθεηα εμέιημεο ηνπ πεηξάκαηνο, ηα επίπεδα πίεζεο 

απμάλνληαη ζε 2 ,..., mx x  ζηνπο πξνθαζνξηζκέλνπο ρξόλνπο  1 ( 1),...,k m k   , αληίζηνηρα, γηα ην 

k -νζηό δείγκα, όπνπ 1,...,k s . Γηαθξίλνπκε όηη νη ρξόλνη θαηά ηνπο νπνίνπο κεηαβάιιεηαη 

ην επίπεδν πίεζεο κπνξεί λα δηαθέξνπλ γηα θαζέλα από ηα s δείγκαηα. 

Όπσο θαη ζηελ πεξίπησζε ινγνθξηζίαο ηύπνπ ΗΗ, κε jkR , γηα 1,...,j m , ζπκβνιίδεηαη ην 

πιήζνο ησλ κνλάδσλ πνπ απνηπγράλνπλ ζην επίπεδν j  γηα ην k -νζηό δείγκα, ελώ κε 

1

m

k jk

j

R R


  ππνδειώλεηαη ν ζπλνιηθόο αξηζκόο κνλάδσλ πνπ απνηπγράλνπλ ζε όια ηα 

επίπεδα πίεζεο γηα ην k -νζηό δείγκα. Σπλεπώο, ην 
1

k

s

k

R R


  απνηειεί ην ζπλνιηθό αξηζκό 

πεηξακαηηθώλ κνλάδσλ πνπ απνηπγράλεη θαη ζηα s δείγκαηα. 

Καζώο κειεηάκε ηελ πεξίπησζε ινγνθξηζίαο ηύπνπ Η, γλσξίδνπκε όηη ην πείξακα γηα ην k -

νζηό δείγκα ζα νινθιεξσζεί ζε έλαλ πξνεπηιεγκέλν ρξόλν mk . Οη ρξόλνη νινθιήξσζεο ηνπ 

πεηξάκαηνο γηα θαζέλα από ηα s δείγκαηα κπνξεί λα δηαθέξνπλ.  
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Σπκβνιίδνληαο κε ην δηάλπζκα πνπ πεξηιακβάλεη ηνπο ρξόλνπο δσήο ησλ 

κνλάδσλ ηνπ -νζηνύ δείγκαηνο, ην πιήζνο ησλ κνλάδσλ πνπ απνηπγράλεη ζε θάζε επίπεδν 

πίεζεο κπνξεί λα εθθξαζηεί από ηε ζρέζε γηα , 

όπνπ ,  θαη . 

Σηε ζπλέρεηα, ζα επηθεληξσζνύκε ζην κνληέιν κε 2 επίπεδα πίεζεο, όπνπ ζηελ αξρή ηνπ 

πεηξάκαηνο, γηα ην -νζηό δείγκα, ηίζεληαη ππό κειέηε  κνλάδεο ζην επίπεδν πίεζεο . Οη 

κνλάδεο παξακέλνπλ ζην 1
ν
 επίπεδν πίεζεο κέρξη θαη ην ρξόλν , όπνπ ην επίπεδν πίεζεο 

απμάλεηαη ζε . Τν πείξακα γηα ην -νζηό δείγκα νινθιεξώλεηαη ζην ρξόλν . 

Σπκπεξαίλνπκε όηη ν ζπλνιηθόο ρξόλνο δηάξθεηαο νιόθιεξνπ ηνπ πεηξάκαηνο είλαη ίζνο κε 

. 

Καη ζε απηή ηελ πεξίπησζε ζεσξνύκε όηη νη ρξόλνη δσήο ησλ κνλάδσλ πξνέξρνληαη από έλα 

κνληέιν αζξνηζηηθήο έθζεζεο θαη αθνινπζνύλ ηελ εθζεηηθή θαηαλνκή. 

Δπνκέλσο,  νη ζπλαξηήζεηο θαηαλνκήο  θαη ππθλόηεηαο  , βάζεη ησλ ππνζέζεσλ 

ηνπ κνληέινπ αζξνηζηηθήο έθζεζεο, δίλνληαη αληίζηνηρα από ηηο ζρέζεηο : 

                                                      (6.11) 

                          , γηα              (6.12) 

Γηαθξίλνπκε όηη αλ όιεο νη  κνλάδεο απνηύρνπλ πξηλ από ην ρξόλν ηόηε ην πείξακα, γηα 

ην -νζηό δείγκα, δε ζα ζπλερίζεη ζην 2
ν
 επίπεδν πίεζεο θαη ζπλεπώο . Αλ , 

γηα θάζε , δε ζα κπνξέζνπκε εθηηκήζνπκε ηελ παξάκεηξν  . Αληίζηνηρα, αλ 

 γηα θάζε ,  ν ε.κ.π. ηεο παξακέηξνπ  δελ ππάξρεη. Δπνκέλσο, γηα ην -

νζηό δείγκα θαη νη 2 εθηηκεηέο ππάξρνπλ κόλν ζηελ πεξίπησζε πνπ  θαη .
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Βάζεη ησλ όζσλ αλαθέξακε ζηελ παξάγξαθν 3.2, ε ζπλάξηεζε πηζαλνθάλεηαο γηα ην -νζηό 

δείγκα, δεδνκέλνπ όηη  θαη  θαη βάζεη ησλ ζρέζεσλ (6.11) θαη (6.12), 

δίλεηαη από ηε ζρέζε : 

 

 

όπνπ . 

Σπλεπώο, ε νιηθή ζπλάξηεζε πηζαλνθάλεηαο ησλ s δεηγκάησλ δίλεηαη από ηελ αθόινπζε 

ζρέζε : . 

Δπνκέλσο,  νη ε.κ.π. ησλ παξακέηξσλ  θαη  είλαη νη αθόινπζνη : 
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Δθηόο από ηνπο ε.κ.π. πνπ δόζεθαλ παξαπάλσ, ζην άξζξν ησλ Kateri et al. (2010) δίλνληαη 

επίζεο θαη νη ππό ζπλζήθε θαηαλνκέο ησλ εθηηκεηώλ. 

 

6.2.3   ΢ύγθξηζε ηωλ κεζόδωλ ρξήζεο ελόο θαη πνιιαπιώλ δεηγκάηωλ ζηα πιαίζηα ελόο 

κνληέινπ απιήο  βεκαηηθήο πίεζεο 

 

Ζ ρξήζε πνιιαπιώλ δεηγκάησλ γηα ηε κειέηε ελόο κνληέινπ βεκαηηθήο πίεζεο κπνξεί λα 

ζεσξεζεί σο κία κέζνδνο γηα ηελ αλάιπζε δεδνκέλσλ πνπ έρνπλ πξνέιζεη από δηαθνξεηηθά 

πεηξάκαηα. Δθηόο όκσο από ηελ πεξίπησζε απηή, ην λέν πιαίζην κπνξεί λα ρξεζηκνπνηεζεί 

θαη ζηε θάζε ηνπ πεηξακαηηθνύ ζρεδηαζκνύ, έηζη ώζηε λα βειηησζεί ε αθξίβεηα ησλ 

εθηηκεηώλ πνπ ιακβάλνπκε. 
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Κξηηήξην ζύγθξηζεο ησλ πνιιαπιώλ δεηγκάησλ αληί ηνπ ελόο, ζηα πιαίζηα ελόο κνληέινπ 

απιήο βεκαηηθήο πίεζεο, κπνξεί λα απνηειέζεη ε πηζαλόηεηα κε ύπαξμεο ησλ ε.κ.π.. Σην 

θεθάιαην 2, δηαθξίλακε όηη ζηελ πεξίπησζε πνπ ηα δεδνκέλα πξνέξρνληαη από έλα κόλν 

δείγκα, νη εθηηκεηέο ησλ παξακέηξσλ ηνπ κνληέινπ κπνξεί λα ππνινγηζηνύλ κόλν όηαλ 

παξαηεξείηαη ηνπιάρηζηνλ κία απνηπρία κνλάδαο ζε θαζέλα από ηα επίπεδα πίεζεο. Βάζεη 

ηνπ πιαηζίνπ πνπ έρνπκε ζεσξήζεη ζην ελ ιόγσ θεθάιαην, ε πηζαλόηεηα κε ύπαξμεο ησλ 

ε.κ.π. είλαη κηθξόηεξε, θαζώο πιένλ ν εθηηκεηήο ζε έλα επίπεδν πίεζεο δελ ππάξρεη κόλν 

ζηελ πεξίπησζε πνπ δελ παξαηεξείηαη θακία απνηπρία ζην επίπεδν απηό, γηα όια ηα δείγκαηα 

s πνπ ρξεζηκνπνηνύληαη. 

Τν αλσηέξσ θξηηήξην ρξεζηκνπνηήζεθε αξρηθά από ηνπο Kateri et al. (2011), νη νπνίνη 

ππνιόγηζαλ θαη ζπλέθξηλαλ ηηο πηζαλόηεηεο κε ύπαξμεο ησλ εθηηκεηώλ γηα ηηο πεξηπηώζεηο 

ελόο θαη πνιιαπιώλ δεηγκάησλ, έρνληαο ζεσξήζεη ινγνθξηζία ηύπνπ ΗΗ. Αληίζηνηρε 

δηαδηθαζία γηα ηελ πεξίπησζε ηεο ινγνθξηζίαο ηύπνπ Η αθνινύζεζαλ νη Kateri et al. (2010). 

Σηε ζπλέρεηα, δίλνληαη νη πηζαλόηεηεο κε ύπαξμεο ησλ εθηηκεηώλ γηα ηηο πεξηπηώζεηο ελόο 

θαη πνιιαπιώλ δεηγκάησλ θαη γηα ηνπο δύν ηύπνπο ινγνθξηζίαο. 

Λογοκπιζία ηύπος ΙΙ 

Σηελ παξάγξαθν 2.7 είρακε αλαθεξζεί ζην βέιηηζην ρξόλν θαηά ηνλ νπνίν πξέπεη λα 

απμήζνπκε ην επίπεδν πίεζεο ζε έλα κνληέιν απιήο βεκαηηθήο πίεζεο. Κξηηήξην ηεο 

επηινγήο εθείλεο απνηέιεζε ε ειαρηζηνπνίεζε ηεο πηζαλόηεηαο κε ύπαξμεο ησλ εθηηκεηώλ 

 θαη . Οη πηζαλόηεηεο κε ύπαξμεο ησλ ε.κ.π.  θαη  είρακε δηαπηζηώζεη όηη δίλνληαη 

από ηηο ζρέζεηο : 
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όπνπ   .                                                               (6.13)
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Αλ ζεσξήζνπκε ηώξα ην πιαίζην εθείλν πνπ πεξηιακβάλεη s αλεμάξηεηα δείγκαηα, νη 

παξαπάλσ πηζαλόηεηεο, βάζεη ηεο ζρέζεο (6.5), δηακνξθώλνληαη σο εμήο : 

   

   

όπνπ νη δείθηεο 1 θαη s ησλ πηζαλνηήησλ αλαθέξνληαη ζηηο πεξηπηώζεηο ηνπ ελόο θαη ησλ s 

δεηγκάησλ αληίζηνηρα. 

Γηαθξίλνπκε όηη γηα  θαη  ε πηζαλόηεηα κε ύπαξμεο ηνπ ε.κ.π. 

 είλαη ίδηα θαη ζηηο δύν πεξηπηώζεηο. 

 

 

Λογοκπιζία ηύπος Ι 

Έζησ όηη κε  θαη  δειώλνπκε ην ρξόλν αιιαγήο επηπέδνπ πίεζεο θαη ηεξκαηηζκνύ ηνπ 

πεηξάκαηνο αληίζηνηρα, ζηελ πεξίπησζε ηνπ ελόο δείγκαηνο κεγέζνπο  . Οη πηζαλόηεηεο κε 

ύπαξμεο ησλ ε.κ.π. είλαη νη αθόινπζεο : 

   

   

όπνπ  ε ζπλάξηεζε ηεο ζρέζεο (6.13), ζέηνληαο όκσο όπνπ . 

 

Θεσξώληαο όηη δηαζέηνπκε s αλεμάξηεηα δείγκαηα, νη δεηνύκελεο πηζαλόηεηεο δίλνληαη ηώξα 

από ηηο ζρέζεηο :  
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   

όπνπ ε ζπλάξηεζε  δίλεηαη από ηε ζρέζε (6.11). 

Γηαθξίλνπκε όηη νη πηζαλόηεηεο κε ύπαξμεο ηνπ εθηηκεηή  γηα ην έλα θαη ηα πνιιαπιά 

δείγκαηα ηαπηίδνληαη κε ηηο αληίζηνηρεο πηζαλόηεηεο πνπ είρακε ππνινγίζεη ζηελ πεξίπησζε 

ινγνθξηζίαο ηύπνπ ΗΗ, όπσο άιισζηε αλακέλακε. 

 

Σπκπεξαίλνπκε όηη νη παξαπάλσ πηζαλόηεηεο κπνξνύλ λα απνηειέζνπλ θξηηήξην γηα ηελ 

επηινγή ηνπ πιήζνπο ησλ αλεμάξηεησλ δεηγκάησλ πνπ ζα ρξεζηκνπνηήζνπκε ή γηα ηνλ 

πξνζδηνξηζκό ησλ ρξνληθώλ ζεκείσλ ζηα νπνία ζα πξέπεη λα ζπληεινύληαη νη αιιαγέο ησλ 

επηπέδσλ πίεζεο ζε θαζέλα από ηα s αλεμάξηεηα δείγκαηα-πεηξάκαηα. 
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