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Κεθάλαιο 1 
 

Διζαγυγή 

 

1.1 Η έννοια ηυν αποδοηικών σαπηοθςλακίυν 

Σηε ζχγρξνλε επνρή, ηφζν ην κεγάιν πιήζνο ησλ δηαζέζηκσλ επελδπηηθψλ 

επηινγψλ φζν θαη ν κεγάινο θαη πνηθίινο αξηζκφο θαλαιηψλ δηάζεζήο ηνπο 

θαζηζηά ηε δηάξζξσζε ελφο ραξηνθπιαθίνπ κία δχζθνιε απφθαζε. Οη 

παξαδνζηαθέο κνξθέο επέλδπζεο, φπσο, απιέο θαηαζέζεηο, πξνζεζκηαθέο 

θαηαζέζεηο (θ.α.), ζπλαγσλίδνληαη πην ζχγρξνλεο κνξθέο επέλδπζεο, φπσο 

κεηνρέο, εηαηξηθά νκφινγα, repos, παξάγσγα πξντφληα (forwards, futures, 

swaps, options), ακνηβαία θεθάιαηα θαη άιια. Σηελ επνρή πνπ δνχκε έρεη 

απειεπζεξσζεί ε θίλεζε θεθαιαίσλ πξνζειθχνληαο ην επελδπηηθφ θνηλφ ζε 

φιεο ηηο ρξεκαηαγνξέο θαη θεθαιαηαγνξέο παγθνζκίσο, δηεπξχλνληαο έηζη 

αθφκα πεξηζζφηεξν ην πιήζνο ησλ επελδπηηθψλ επηινγψλ θαη θαζηζηψληαο 

δπζθνιφηεξν ηνλ πξνζδηνξηζκφ ηνπο. Πεξηνξηζκνί φπσο ν ρξνληθφο νξίδνληαο 

επέλδπζεο, ην δηαζέζηκν επελδπηηθφ θεθάιαην, ην φξην αλάιεςεο επελδπηηθνχ 

θηλδχλνπ δε βνεζνχλ ζε κεγάιν βαζκφ ζηνλ πξνζδηνξηζκφ ηεο πνηνηηθήο θαη 

πνζνηηθήο δηάξζξσζεο ελφο ραξηνθπιαθίνπ. 

Τελ αλάγθε χπαξμεο ελφο ζεσξεηηθνχ πιαηζίνπ αμηνιφγεζεο ησλ 

επελδπηηθψλ πξνηάζεσλ έξρεηαη λα θαιχςεη ε Θεσξία Φαξηνθπιαθίνπ. Η 

επηινγή θαη Γηαρείξηζε Φαξηνθπιαθίνπ είλαη έλα ζέκα αξθεηά ζεκαληηθφ ηφζν 

σο κέξνο ηεο Φξεκαηννηθνλνκηθήο Δπηζηήκεο φζν θαη σο βαζηθφ ζπζηαηηθφ 

ζηνηρείν ηεο Πνζνηηθήο Γηαρείξηζεο Κεθαιαίσλ. Η Θεσξία Φαξηνθπιαθίνπ 

αλαπηχζζεη κνληέια βάζεη ησλ νπνίσλ, νινέλα θαη πεξηζζφηεξνη 

επαγγεικαηίεο, πξνζδηνξίδνπλ κε ην βέιηηζην δπλαηφ απνηέιεζκα ηε 

δηάξζξσζε ελφο επελδπηηθνχ ραξηνθπιαθίνπ. Σην ζχλνιφ ηνπο ηα κνληέια 

επηρεηξνχλ λα πξνζδηνξίζνπλ εθείλα ηα ραξηνθπιάθηα γηα ηα νπνία ν 

επελδπηήο ιακβάλεη ηε βέιηηζηε απφδνζε αλά κνλάδα θηλδχλνπ πνπ 

αλαιακβάλεη. 
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Αδηακθηζβήηεηα παηέξαο ηεο ζχγρξνλεο Θεσξίαο Φαξηνθπιαθίνπ είλαη ν 

H.Markowitz, ν νπνίνο κε ην έξγν ηνπ “Portfolio Selection” (1952), 

πξνζδηφξηζε πνζνηηθά ηηο έλλνηεο ηεο απφδνζεο θαη ηνπ θηλδχλνπ θαη άλνημε 

λένπο δξφκνπο ζηελ επηζηήκε ηεο πνζνηηθήο νηθνλνκίαο. Ίζσο ζεκαληηθφηεξε 

ζπκβνιή ηνπ ζπγγξαθέα απνηειεί ε έλλνηα ηνπ απνδνηηθνχ ζπλφξνπ. Έλα 

ραξηνθπιάθην νξίδεηαη σο απνδνηηθφ εθφζνλ ζπληξέρνπλ νη εμήο δχν 

πξνυπνζέζεηο: 

a. Γελ ππάξρεη θαλέλα άιιν ραξηνθπιάθην κε ηελ ίδηα απφδνζε θαη 

κηθξφηεξε ηππηθή απφθιηζε, θαη 

b. Γελ ππάξρεη θαλέλα άιιν ραξηνθπιάθην πνπ λα έρεη ηελ ίδηα ηππηθή 

απφθιηζε θαη κεγαιχηεξε αλακελφκελε απφδνζε. 

Ο γεσκεηξηθφο ηφπνο φισλ ησλ απνδνηηθψλ ραξηνθπιαθίσλ νλνκάδεηαη 

κέησπν ησλ απνδνηηθψλ ζπλδπαζκψλ ή απνδνηηθφ ζχλνξν (efficient frontier).  

Η έλλνηα ηνπ απνδνηηθνχ ζπλφξνπ είλαη εμαηξεηηθήο ζεκαζίαο θαζψο βάζεη 

απηήο πξνζδηνξίδνληαη ηα άξηζηα επελδπηηθά ραξηνθπιάθηα θαη θαη‟ επέθηαζε 

πεξηνξίδνληαη νη επηινγέο ησλ επελδπηψλ. Δθφζνλ είλαη γλσζηή ε θακπχιε 

ηνπ απνδνηηθνχ ραξηνθπιαθίνπ, ν πξνζδηνξηζκφο ελφο ζπγθεθξηκέλνπ 

ραξηνθπιαθίνπ εμαξηάηαη απνθιεηζηηθά απφ ηηο πξνηηκήζεηο ηνπ επελδπηή.  

 

1.2 Η ιδέα ηος Resampling 

Ο θιάδνο ηεο δηαρείξηζεο θεθαιαίσλ ζα εμαθνινπζήζεη λα δηαδξακαηίδεη 

ζεκαληηθφ ξφιν θαη ζην κέιινλ, αθνχ ε αλάγθε γηα απνδφζεηο ζα ζπλερίζεη 

λα ππάξρεη. Απηφ δηθαηνινγεί θαη ηηο κεγάιεο επελδχζεηο ζε ρξφλν θαη ρξήκα, 

ηφζν ησλ θνξέσλ εθπαίδεπζεο φζν θαη ησλ επηρεηξήζεσλ, ζε φιν ηνλ θφζκν, 

γηα έξεπλα πάλσ ζε ζέκαηα άκεζα ζπζρεηηδφκελα κε ηνλ θιάδν ηεο 

Γηαρείξηζεο Κεθαιαίσλ. Θα πξέπεη λα ζεκεησζεί φηη ε βειηηζηνπνίεζε 

Φαξηνθπιαθίνπ πάζρεη απφ ηε κεγηζηνπνίεζε ζθάικαηνο. Δπεηδή ν 

αιγφξηζκνο ησλ εηζξνψλ ζην απνδνηηθφ φξην κεηξάηαη κε ζθάικα, ην 

optimizer ηείλεη λα πάξεη ηα ζπγθεθξηκέλα πεξηνπζηαθά ζηνηρεία κε ηα πην 

ειθπζηηθά ραξαθηεξηζηηθά (πςειή απφδνζε θαη ρακειφ θίλδπλν ή ρακειή 
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ζπζρέηηζε) θαη ζε κηθξφ πνζνζηφ ή λα κελ επηιεγνχλ εθείλα κε ηα ρεηξφηεξα 

ραξαθηεξηζηηθά. Απηέο νη ππεξβνιέο είλαη αθξηβψο νη πεξηπηψζεηο ζηηο νπνίεο 

ην ζθάικα εθηίκεζεο είλαη πηζαλφ λα είλαη πςειφηεξν. Ωο εθ ηνχηνπ, ε 

δηαδηθαζία κεγηζηνπνηεί ηηο επηπηψζεηο ζην ζθάικα εθηίκεζεο γηα ηα βάξε ηνπ 

ραξηνθπιαθίνπ. Αλ, γηα παξάδεηγκα, ηα πεξηνπζηαθά ζηνηρεία έρνπλ πςειή 

ζπζρέηηζε, απηά εκθαλίδνληαη ζην πξφγξακκα ηνπ ηεηξαγσληθνχ αιγφξηζκνπ 

λα είλαη παξφκνηα, αιιά έλαο αιγφξηζκνο πνπ ζα ιακβάλεη ζεκεηαθέο 

εθηηκήζεηο σο εηζξνέο θαη ηηο αληηκεησπίδεη ζαλ λα ήηαλ γλσζηέο κε 

βεβαηφηεηα ζα αληηδξάζεη ζε κηθξνζθνπηθέο αιιαγέο ηεο απφδνζεο. Με άιια 

ιφγηα, ν αιγφξηζκνο βειηηζηνπνίεζεο είλαη πνιχ ηζρπξφο γηα ηελ πνηφηεηα ησλ 

εηζξνψλ. Απηφ ην πξφβιεκα δελ είλαη απαξαίηεην λα πξνέξρεηαη απφ ηνλ ίδην 

ηνλ κεραληζκφ θαη είλαη ζπλερήο ε πξνζπάζεηα γηα κηα βειηίσζε ησλ εηζξνψλ 

(inputs). Γηα ηελ αληηκεηψπηζε ηνπ ζθάικαηνο εθηίκεζεο, πξφζθαηα έρεη 

εηζαρζεί κηα έλλνηα πνπ νλνκάδεηαη "resampled efficiency". Απηφ ην άξζξν 

πεξηγξάθεη ηε λέα απηή ηερλνινγία, ηε ζέηεη ζην πιαίζην ησλ θαζηεξσκέλσλ 

δηαδηθαζηψλ θαη επηζεκαίλεη νξηζκέλεο ηδηαηηεξφηεηεο ηεο πξνζέγγηζεο ηνπ 

resampled efficiency.  

 

1.3 Πεπιοπιζμοί ππακηικήρ εθαπμογήρ  

Η παξνχζα κειέηε δηεμήρζε ππφ ην ζχλνιν ησλ εμήο πεξηνξηζκψλ: 

 Τν ηειηθφ δείγκα επηιέρζεθε ζε κεληαίεο ηηκέο βάζεο ησλ δεηθηψλ MSCI 

USA θαη MSCI Europe γηα ηελ πεξίνδν 1/1/1999 – 29/9/2006 

 Γηα ηνλ ππνινγηζκφ ησλ απνδφζεσλ ρξεζηκνπνηήζεθε ν ηχπνο ηεο 

ινγαξηζκηθήο θεθαιαηαθήο απφδνζεο 

 Τα εμεηαδφκελα επελδπηηθά ραξηνθπιάθηα δελ πεξηιακβάλνπλ 

κεδεληθνχ θηλδχλνπ αμηφγξαθα 
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1.4 Γιάπθπυζη επγαζίαρ 

Τν αληηθείκελν ηεο ζπγθεθξηκέλεο εξγαζίαο είλαη νξηζκέλα ζεσξεηηθά θαη 

πξαθηηθά ζέκαηα ηεο επηινγήο Φαξηνθπιαθίνπ. Θα εμεηάζνπκε δεηήκαηα πνπ 

πξνθχπηνπλ πξννδεπηηθά ζηελ εξεπλεηηθή αλαδήηεζε ηεο επηινγήο θαη 

δηαρείξηζεο Φαξηνθπιαθίνπ. Η εξγαζία απνηειείηαη απφ 5 ελφηεηεο. Η πξψηε 

ελφηεηα είλαη ην παξφλ θεθάιαην ζην νπνίν αλαθέξνληαη ζπλνπηηθά νη βαζηθέο 

έλλνηεο ηεο Θεσξίαο Φαξηνθπιαθίνπ θαη πεξηγξάθνληαη νη ζθνπνί θαη νη 

πεξηνξηζκνί ηεο παξνχζαο κειέηεο. 

Σην δεχηεξν θεθάιαην πεξηγξάθεηαη ην ζεσξεηηθφ πιαίζην ηεο αλάιπζεο 

Φαξηνθπιαθίσλ, εζηηάδνληαο ζηα βαζηθφηεξα ππνδείγκαηα ηεο ζχγρξνλεο 

Θεσξίαο Φαξηνθπιαθίνπ. 

Σηε ζπλέρεηα ζην ηξίην θεθάιαην παξαηεξνχκε φηη νη πξνζδνθίεο πνπ 

δεκηνπξγεί ε ζεσξία δελ ηθαλνπνηνχληαη ζηελ πξάμε. Όπσο είλαη γλσζηφ, νη 

κέζεο ηηκέο θαη νη δηαθπκάλζεηο - ζπλδηαθπκάλζεηο πνπ εθηηκάκε απφ ηζηνξηθά 

δεδνκέλα έρνπλ έλα ζθάικα εθηίκεζεο, κε απνηέιεζκα ηα αληίζηνηρα 

ραξηνθπιάθηα, λα απνδεηθλχνληαη κε απνδνηηθά ζηελ πξάμε. Σε απηφ ην 

θεθάιαην αλαπηχζζνληαη ηα πξνβιήκαηα ηεο Θεσξίαο Φαξηνθπιαθίνπ  ηνπ 

H.Markowitz. Σηε ζπλέρεηα παξαζέηνληαη θαη αλαιχνληαη θάπνηεο ιχζεηο γηα 

ηα πξνβιήκαηα, φπσο ην κνλνπαξαγσληηθφ ππφδεηγκα, πεξηνξηζκνί ζηηο 

ζηαζκίζεηο ραξηνθπιαθίνπ, εθηηκεηέο ζπξξίθλσζεο (shrinkage estimator) 

Σην ηέηαξην θεθάιαην αλαπηχζζνπκε έλα πιαίζην επηινγήο ραξηνθπιαθίνπ 

πνπ παξνπζηάζηεθε απφ ηνλ Richard Michaud γηα πξψηε θνξά, ην 1989. 

Αλαπηχζζεηαη ε έλλνηα ηνπ resamplimg, φπνπ νπζηαζηηθά επηρεηξεί ηε 

δεκηνπξγία ραξηνθπιαθίσλ ρξεζηκνπνηψληαο ηελ παξακεηξηθή κέζνδν 

επαλαιεπηηθήο δεηγκαηνιεςίαο. Γίλεηαη, ηέινο, κηα εθηελήο αλαζθφπεζε ζηελ 

έλλνηα θαη ζηελ θξηηηθή. 

Σην ηειεπηαίν θεθάιαην ηεο εξγαζίαο παξαζέηνπκε ηελ εκπεηξηθή κειέηε πνπ 

έγηλε γηα ηε ζχγθξηζε ηνπ efficient frontier κε ην resampling frontier. 
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Αλαπηχζζνπκε ηηο κεζφδνπο πνπ αθνινπζήζακε θαη αλαιχνπκε ηα 

απνηειέζκαηα ζηα νπνία θαηαιήμακε. 
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Κεθάλαιο 2 

 

2.1 Διζαγυγή 

 

Σην θεθάιαην απηφ ζα αζρνιεζνχκε κε ηελ επηινγή ηνπ άξηζηνπ 

ραξηνθπιαθίνπ, ζχκθσλα κε ηνλ Markowitz. Τν ππφδεηγκα ππνζέηεη φηη νη 

απνδφζεηο αθνινπζνχλ θαλνληθή θαηαλνκή κε ζηαζεξή δηαθχκαλζε. Ο 

επελδπηήο επηιέγεη ην ραξηνθπιάθην εθείλν φπνπ κεγηζηνπνηεί ηελ 

αλακελφκελε απφδνζε κε δεδνκέλε δηαθχκαλζε (θίλδπλν) θαη αληίζηξνθα, ην 

ραξηνθπιάθην ην νπνίν ειαρηζηνπνηεί ηε δηαθχκαλζε (θίλδπλν) κε δεδνκέλε 

ηελ αλακελφκελε απφδνζε. Άξα ε ζπλάξηεζε ρξήκαηνο είλαη ζεηηθή σο πξνο 

ηελ αλακελφκελε απφδνζε θαη αξλεηηθή σο πξνο ηε δηαθχκαλζε (θίλδπλν) 

ηνπ ραξηνθπιαθίνπ. 

 

2.2 Υποθέζειρ ςποδείγμαηορ Markowitz 

 

Τν ππφδεηγκα ηνπ Markowitz βαζίδεηαη ζηηο ππνζέζεηο φηη, νη επελδπηέο 

ιακβάλνπλ απνθάζεηο (a) θάλνληαο ρξήζε ηεο αλακελφκελεο απφδνζεο θαη 

ηνπ θηλδχλνπ ηεο απφδνζεο ηεο επέλδπζεο (b) (i) Μεηαμχ δχν κεηνρψλ πνπ 

έρνπλ ηελ ίδηα αλακελφκελε απφδνζε πξνηηκάηαη ε κεηνρή κε ηνλ κηθξφηεξν 

θίλδπλν θαη (ii) Μεηαμχ δχν κεηνρψλ πνπ έρνπλ ηνλ ίδην θίλδπλν, πξνηηκάηαη ε 

κεηνρή κε ηε κεγαιχηεξε απφδνζε. 

Η πξψηε ππφζεζε καο ιέεη (άηππα) πσο ε θαηαλνκή ησλ απνδφζεσλ είλαη 

θαλνληθή, δειαδή 

11

1



 



it

it

it

itit
it

P

D

P

PP
R  (2.1) 

φπνπ:  

itR  ε αλακελφκελε απφδνζε ηεο κεηνρήο i ηε ρξνληθή ζηηγκή t 
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1

1





it

itit

P

PP
 ε θεθαιαηαθή απφδνζε 

 

1it

it

P

D
 ε κεξηζκαηηθή απφδνζε 

 

itP  ε ηηκή ηεο κεηνρήο i ζην ηέινο ηεο πεξηφδνπ t 

 

1itP  ε ηηκή ηεο κεηνρήο i ζην ηέινο ηεο πεξηφδνπ t-1 

θαη 

itD  ην κέξηζκα ηεο κεηνρήο i απφ t-1 έσο t 

Τε κειινληηθή ηηκή iP  θαη iD δελ ηε γλσξίδνπκε, αιιά κπνξνχκε λα 

ππνινγίζνπκε ηελ πηζαλφηεηα. 

Η αλακελφκελε απφδνζε κηαο κεηνρήο ηζνχηαη κε ην ζηαζκηζκέλν κέζν ησλ 

πηζαλψλ απνδφζεσλ, κε ζηαζκά ηηο πηζαλφηεηεο πνπ αληηζηνηρνχλ ζε απηέο 

ηηο απνδφζεηο. Γειαδή, 

)(...)()()( 221 nnii REPREPREPRE   (2.2) 

Γηα λα ππνινγίζνπκε ηνλ θίλδπλν, αξρηθά ππνινγίδνπκε ηε δηαζπνξά ηεο 

απφδνζεο, Η δηαζπνξά κνπ κεηξά ηνλ θίλδπλν ηεο απφδνζεο θαη ηζνχηαη κε 

ηνλ ζηαζκηζκέλν κέζν ησλ ηεηξαγσληθψλ απνθιίζεσλ ησλ πηζαλψλ 

απνδφζεσλ απφ ηελ αλακελφκελε απφδνζε, κε ζηαζκά ηηο πηζαλφηεηεο πνπ 

αληηζηνηρνχλ ζηηο πηζαλέο απνδφζεηο. Γειαδή, 

22

22

2

11

2 )]()([...)]()([)]()([)( inniii REREPREREPREREPR   (2.3). 
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Οη ηχπνη (2.2) θαη (2.3) γξάθνληαη θαη σο εμήο: 

nn

N

n
i RPRE

1
)(


  (2.2) θαη  2

1

2 )]([)( inn

N

n
i RERPR 


  (2.3) 

Δλψ ε ηππηθή απφθιηζε πξνθχπηεη 

)()( 2

ii RR    (2.4) 

ΕΦΑΡΜΟΓΗ 1 

Γηα ηελ αλάιπζή καο ππνζέηνπκε φηη έρνπκε θαλνληθή θαηαλνκή θαη έηζη 

ππνινγίδνπκε αλακελφκελεο απνδφζεηο θαη ηππηθή απφθιηζε ηεο 

αλακελφκελεο απφδνζεο. 

Αο ππνζέζνπκε φηη έρνπκε 5 παξαηεξήζεηο (k=5) κε πηζαλφηεηεο ε κεηνρή i 

λα έρεη ηηο εμήο απνδφζεηο: 

 

 

 

 

 

 

 

Με βάζε ηα παξαπάλσ πξνθχπηεη φηη ε 

αλακελφκελε απφδνζε είλαη σο εμήο, 

015.0%]2*1.0[%)]2(*25.0[%]4*3.0[%)]1(*2.0[%]3*15.0[)( iRE  

Άξα εδψ βιέπνπκε φηη ε κεηνρή έρεη αλακελφκελν θέξδνο (αλακελφκελε 

απφδνζε) 1,15%. Απηή ε απφδνζε έρεη κεγάιε πηζαλφηεηα λα εκθαληζηεί, 

αιιά δελ είλαη βέβαην. 

Πίλαθαο 1.1 

Πηζαλφηεηα Απφδνζε( iR ) 

0,15 3% 

0,2 -1% 

0,3 4% 

0,25 -2% 

0,1 2% 
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Βιέπνπκε νηη έρνπκε κηα θαηαλνκή πηζαλνηήησλ θαη ζα πξέπεη λα 

παξαηεξήζνπκε φηη νη πηζαλφηεηεο αζξνίδνπλ ζηε κνλάδα, δειαδή έρνπκε 

πάξεη φιεο ηηο πηζαλέο πεξηπηψζεηο. Οπνηαδήπνηε κεηαβνιή ελέρεη θίλδπλν. 

))(),(( RREfp   

 

Σρήκα 1.1 

 

 

Η δηαζπνξά δείρλεη ηε κεηαβνιή ησλ πηζαλψλ απνδφζεσλ (θίλδπλν) γχξσ 

απφ ηελ αλακελφκελε απφδνζε (ή κέζε απφδνζε). 

Γηα λα ππνινγίζνπκε ηνλ θίλδπλν, αξρηθά ππνινγίδνπκε ηε δηαζπνξά 

00064.0)15.12(*)1.0(%)15.1%2(*)25.0(

%)15.1%4(*)3.0(%)15.1%1(*)2.0(%)15.1%3(*)15.0()(

22

2222



iR
 

θαη ζηε ζπλέρεηα ηελ ηππηθή απφθιηζε, ε νπνία είλαη  

0253.0)( iR  

 

 

Πηζαλφηεηεο 

Πηζαλ. 2 

Πηζαλ. 1 

Απνδφζεηο E(Rp) 

ζ(Rp) 
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2.3 Πεπιζζόηεπα από ένα αξιόγπαθα 

 

Τη γίλεηαη φκσο ζηελ πεξίπησζε φπνπ δελ έρνπκε κία, αιιά πεξηζζφηεξεο 

κεηνρέο; Τηο δχν κεηνρέο (ή θαη πεξηζζφηεξεο) κπνξνχκε λα ηηο ζπγθξίλνπκε 

κε ηα )( iRE , )(2

iR  θαη )( iR , αλ φκσο έρνπλ δηαθνξεηηθή απφδνζε θαη 

δηαθνξεηηθφ θίλδπλν θαη δελ κπνξνχκε λα εμάγνπκε ζπκπεξάζκαηα ηφηε 

ρξεζηκνπνηνχκε ηνλ Σπληειεζηή Μεηαβιεηφηεηαο, 

 

)(

)(

RE

R
CV


  (2.5) 

 

Ο ζπληειεζηήο κεηαβιεηφηεηαο καο δείρλεη ηνλ θίλδπλν αλά κνλάδα 

αλακελφκελεο απφδνζεο. Όζν πην κηθξή είλαη ε ηηκή ηνπ, ηφζν ην θαιχηεξν. 

Μεηνλέθηεκά ηνπ είλαη φηη δελ κπνξεί λα ππνινγηζηεί εάλ ε απφδνζε ηεο 

κεηνρήο είλαη κεδέλ. 

Τψξα ζηελ πεξίπησζε φπνπ ζέινπκε λα ζπγθξίλνπκε δχν κεηνρέο κε ίδηα 

ηππηθή απφθιηζε θαη κέζεο απνδφζεηο, ζα πξέπεη λα παξαηεξήζνπκε πηα έρεη 

κεγαιχηεξν θίλδπλν απφ ηελ άιιε. Σαλ κέηξν κπνξνχκε λα 

ρξεζηκνπνηήζνπκε ηε Σπλδηαθχκαλζε κεηαμχ ησλ απνδφζεσλ ησλ δχν 

κεηνρψλ. 
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ΕΦΑΡΜΟΓΉ 2 

Σπλερίδνληαο ηελ Δθαξκνγή 1 πξνζζέηνπκε αθφκα κηα κεηνρή, ηε κεηνρή j 

θαη έρνπκε: 

 

Πίλαθαο 1.2 

Πηζαλφηεηα Απφδνζε  

( iR ) 

Απφδνζε 

 ( jR ) 

0,15 3% 4% 

0,2 -1% -2% 

0,3 4% 3% 

0,25 -2% 1% 

0,1 2% 5% 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Με ηελ ίδηα δηαδηθαζία βξίζθνπκε ηελ αλακελφκελε απφδνζε θαη ηελ ηππηθή 

απφθιηζε θαη γηα ηελ κεηνρή j. Έηζη έρνπκε, 

015.0)( iRE  

0253.0)( iR  

 

θαη 

0185.0)( jRE  

02286.0)( jR  

Σε απηήλ ηελ πεξίπησζε είλαη θαλεξφ φηη ζα επηιέμνπκε ηε κεηνρή j γηαηί έρεη 

κεγαιχηεξε αλακελφκελε απφδνζε θαη κηθξφηεξν θίλδπλν. 

Τν πξφβιεκα πξνθχπηεη, φηαλ δελ είλαη ηφζν μεθάζαξν πνηα κεηνρή ζα 

έπξεπε λα επηιεγεί, ζηελ πεξίπησζε δειαδή φπνπ ε αλακελφκελε απφδνζε 

ηεο i κεηνρήο ήηαλ κεγαιχηεξε, ή ν θίλδπλνο ηεο κεηνρήο i ήηαλ κηθξφηεξνο. 

Δδψ κπαίλεη ν ζπληειεζηήο κεηαβιεηφηεηαο 
)(

)(

RE

R
. 
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Δπίζεο κπνξνχκε λα απνηππψζνπκε ηα παξαπάλσ θαη γξαθηθά. 

Αλ έρνπκε δχν κεηνρέο κε δηαθνξεηηθέο ηππηθέο απνθιίζεηο, αιιά ίδηα 

αλακελφκελε απφδνζε φπσο βιέπνπκε ζην Σρήκα 1.2 

Σρήκα 1.2 

 

ε κεηνρή i έρεη ηελ ίδηα αλακελφκελε απφδνζε κε ηε κεηνρή j, αιιά ε i έρεη 

κεγαιχηεξν θίλδπλν, άξα εχινγα ζα επηιέγακε ηε κεηνρή j. 

 

Σρήκα 1.3 

 

Κίλδπλνο 

Απνδφζεηο E(Ri) E(Rj) 

i j 

Κίλδπλνο 

i 

j 

Απνδφζεηο E(Rp) 
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Η Σπλδηαθχκαλζε (Covariance – Cov) καο δείρλεη ηελ θαηεχζπλζε πνπ 

θηλνχληαη νη δχν «ζεηξέο» απηψλ ησλ απνδφζεσλ. Θεηηθή ζπλδηαθχκαλζε 

δειψλεη φηη νη δχν κεηνρέο θηλνχληαη πξνο ηελ ίδηα θαηεχζπλζε. (γηα δχν 

ιφγνπο κπνξεί λα βγεη αξλεηηθή ε ζπλδηαθχκαλζε: (a) Λάζνο δεδνκέλα, (b) 

Πνιιά κεδεληθά ζηηο παξαηεξήζεηο καο, δειαδή λα κελ εκπνξεχεηαη ε 

κεηνρή. 

Μεηνλέθηεκα απηνχ ηνπ κέηξνπ είλαη φηη αλ θαη ε ζπλδηαθχκαλζε καο δείρλεη 

ηε δηεχζπλζε πνπ θηλνχληαη νη δχν κεηνρέο, δε καο δείρλεη ηελ ηζρχ ησλ 

απνδφζεσλ κεηαμχ ησλ κεηνρψλ. 

Απηή κπνξνχκε λα ηε βξνχκε κε ην Σπληειεζηή Σπζρέηηζεο, 

)()(

),(

ji

ji

ij
RR

RRCov
P


   (2.6) 

φπνπ νη ηηκέο πνπ παίξλεη θπκαίλνληαη απφ -1 έσο 1 

11  ijP  

θαη απνηειεί θξηηήξην γηα ηελ επηινγή κηαο κεηνρήο. 

Έρνπκε ηηο εμήο πέληε πεξηπηψζεηο: 

 

 Σηελ πεξίπησζε φπνπ 1ijP , ηφηε έρνπκε ηέιεηα ζεηηθή ζπζρέηηζε θαη 

φια ηα δεχγε ησλ ηηκψλ βξίζθνληαη ζε κηα επζεία πνπ έρεη ζεηηθή θιίζε. 

Θα πξέπεη λα ζεκεησζεί φηη ζηελ πεξίπησζε φπνπ δχν κεηνρέο έρνπλ 

Σην Σρήκα 1.3 βιέπνπκε φηη θαη νη δχν κεηνρέο, ηφζν ε κεηνρή i, φζν θαη ε j 

έρνπλ ηνλ ίδην θίλδπλν, αιιά ε κεηνρή j έρεη κεγαιχηεξε αλακελφκελε 

απφδνζε, άξα εδψ ζα επηιέγακε ηε κεηνρή j. 
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ζεηηθή ζπζρέηηζε (πάλσ απφ 90), απηφ ζεκαίλεη φηη ε κηα είλαη 

ππνθαηάζηαην ηεο άιιεο. 

 

Σρήκα 1.4 

 

 

 Όηαλ 10  ijP , ηφηε έρνπκε ζεηηθή επζεία κε κεξηθά ζεκεία πάλσ ζηελ 

επζεία θαη άιια εθηφο (ηέηνηα εηθφλα έρνπλ θαη νη κεηνρέο ηνπ Διιεληθνχ 

ρξεκαηηζηεξίνπ). 

 

Σρήκα 1.5 

 

 

 

Ri 

Rj 

Ri 

Rj 
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 Αλ 0ijP  ππάξρεη αλεμαξηεζία απνδφζεσλ. 

 

 

Σρήκα 1.6 

 

 

 

 

 Σηελ πεξίπησζε 01  ijP , έρνπκε αξλεηηθή επζεία φπνπ κεξηθά 

ζεκεία είλαη πάλσ ζηελ επζεία θαη άιια εθηφο. 

 

Σρήκα 1.7 

 

Ri 

Rj 

Ri 

Rj 
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 Καη ηέινο φηαλ 1ijP , έρνπκε ηέιεηα αξλεηηθή ζπζρέηηζε θαη φια ηα 

δεχγε ησλ ηηκψλ βξίζθνληαη ζε κηα επζεία πνπ έρεη αξλεηηθή θιίζε. 

 

 

Σρήκα 1.8 

 

 

Ο Σπληειεζηήο Σπζρέηηζεο είλαη απηφο πνπ επεξεάδεη ηνλ θίλδπλν ηνπ 

Φαξηνθπιαθίνπ. Όζν πην (κηθξφο είλαη – ν Σ.Σ.) κηθξή είλαη ε ηηκή ηνπ, ηφζν 

πην κηθξφο είλαη ν θίλδπλνο ηνπ ραξηνθπιαθίνπ. 

 

Ο αξηζκφο ησλ Σπλδηαθπκάλζεσλ πνπ έρεη έλα ραξηνθπιάθην πνπ έρεη Ν 

κεηνρέο ηζνχηαη κε  

2

)1( NN
 

 

Σπκπεξαζκαηηθά ζα πξέπεη λα αλαθέξνπκε φηη ε ζπλδηαθχκαλζε καο δείρλεη 

ηελ θαηεχζπλζε θίλεζεο απφδνζεο δχν κεηνρψλ θαη ν Σπληειεζηήο 

Σπζρέηηζεο δείρλεη επηπιένλ ηελ ηζρχ ηεο ζρέζεο. 

Ri 

Rj 
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ΕΦΑΡΜΟΓΉ 3 

Σπλερίδνληαο ηελ Δθαξκνγή 2 κε ηηο δχν κεηνρέο i θαη j, αλαδεηνχκε λα 

βξνχκε ηε ζπλδηαθχκαλζή ηνπο 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

00042,0%)85,1%5(*%)15,1%2(*1,0

%)85,1%1(*%)15,1%2(*25,0%)85,1%3(*%)15,1%4(*3,0

%)85,1%2(*%)15,1%1(*2,0%)85,1%4(*%)15,1%3(*15,0),(





ji RRCov

 

βιέπνπκε φηη ε ζπλδηαθχκαλζε ησλ δχν κεηνρψλ είλαη ζεηηθή, δειαδή φηη 

έρνπλ ηελ ίδηα θαηεχζπλζε. 

Με ηνλ ζπληειεζηή ζπζρέηηζεο βξίζθνπκε ηελ ηζρχ κεηαμχ ησλ δχν απηψλ 

κεηνρψλ 

719,0
)()(

),(


ji

ji

ij
RR

RRCov
P


 βιέπνπκε φηη είλαη θνληά ζηε κνλάδα, άξα είλαη 

ηζρπξή. 

Πίλαθαο 1.3 

Πηζαλφηεηα Απφδνζε 

( iR ) 

Απφδνζε 

( jR ) 

0,15 3% 4% 

0,2 -1% -2% 

0,3 4% 3% 

0,25 -2% 1% 

0,1 2% 5% 
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Αλ πςψζνπκε ηνλ Σπληειεζηή Σπζρέηηζεο ζην ηεηξάγσλν καο δίλεη ην 2R . Τν 

2R καο δείρλεη πφζν ηηο εθαηφ ηεο κεηαβιεηφηεηαο ηεο εμαξηεκέλεο 

κεηαβιεηήο εμεγείηαη απφ ηελ αλεμάξηεηε κεηαβιεηή. Όζν πην κεγάιε είλαη ε 

ηηκή ηνπ, ηφζν πην ηζρπξή είλαη θαη ε ζρέζε. Πξέπεη λα ζεκεησζεί φηη 

10 2  R . Δπίζεο, κέζα ζε έλα Φαξηνθπιάθην δε ζα έπξεπε λα επηιέγνπκε 

δχν κεηνρέο πνπ έρνπλ ζπληειεζηή ζπζρέηηζεο πάλσ απφ 90. 

Η ινγαξηζκηθή απφδνζε νξίδεηαη απφ ηε ζρέζε, 

1
11

1 







it

it

it

itit
it

P

P

P

PP
R    

1

1



it

it
it

P

P
R  (2.7) 

θαη έηζη έρνπκε 

)ln()1ln(
1


it

it
it

P

P
R  (2.8) 

Τν πιενλέθηεκα πνπ καο δίλεη ε ινγαξηζκηθή απφδνζε είλαη φηη (a) θάλεη ηελ 

θαηαλνκή ζπλερή θαη (b) θάλεη ηελ θαηαλνκή πην ζπκκεηξηθή. 

 

2.4 Ανάλςζη Φαπηοθςλακίυν 

 

Φαξηνθπιάθην κεηνρψλ είλαη έλα ζχλνιν κεηνρψλ πνπ νξίδεηαη απφ ηα 

ζηαζκά επέλδπζεο ζηηο κεηνρέο ηνπ. Η απφδνζε ηνπ Φαξηνθπιαθίνπ κπνξεί 

λα ππνινγηζηεί κε δχν ηξφπνπο (a) Κεθαιαηαθή θαη Μεξηζκαηηθή απφδνζε θαη 

(b) Σηαζκηθφ κέζν ησλ απνδφζεσλ ησλ κεηνρψλ πνπ ην απαξηίδνπλ, κε 

ζηαζκά ηα πνζνζηά επέλδπζεο ζηηο κεηνρέο ηνπ. 

Έηζη αλ έρνπκε έλα ραξηνθπιάθην (P) ην νπνίν απαξηίδεηαη απφ δχν κεηνρέο 

ηε κεηνρή 1 θαη ηε κεηνρή 2, ηφηε, 

2211 RxRxRp   (2.9) 

κε  121  xx  
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ΕΦΑΡΜΟΓΉ 4 

Αο ππνζέζνπκε φηη έρνπκε δχν κεηνρέο, ηε κεηνρή 1 θαη ηε κεηνρή 2 θαη 

παίξλνπκε 6 παξαηεξήζεηο κε ηηο εμήο απνδφζεηο 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Βιέπνπκε φηη ε κεηνρή 1 έρεη θαη αξλεηηθέο απνδφζεηο. Γεκηνπξγψληαο φκσο 

έλα ραξηνθπιάθην δχν κεηνρψλ )2,1(P , ηεο κεηνρήο 1 θαη ηεο κεηνρήο 2 κε 

ζηαζκά 50% θαη 50% , ηφηε παίξλνπκε ηηο απνδφζεηο πνπ εκθαλίδνληαη ζηελ 

ηέηαξηε ζηήιε θαη πξνθχπηνπλ απφ ηνλ ηχπν (πνπ είδακε πην πάλσ) 

2211 RxRxRp  . 

 

Άξα κε απηφλ ηνλ ηξφπν βιέπνπκε ηα νθέιε ηεο δηαθνξνπνίεζεο ελφο 

ραξηνθπιαθίνπ, έρνπκε θαηαθέξεη λα θάλνπκε ηηο αξλεηηθέο απνδφζεηο πνπ 

ζα είρακε αλ θαηείρακε κφλν ηε κεηνρή 1 ζεηηθέο θαη λα κεηψζνπκε ηνλ 

θίλδπλν. 

Πίλαθαο 1.4 

Παξαηεξήζεηο Απφδνζε 

( 1R ) 

Απφδνζε 

( 2R ) 

Απφδνζε 

( pR ) 

1 3% 3% 3% 

2 -2% 4% 1% 

3 -3% 6% 1,5% 

4 2% 3% 2,5% 

5 5% 5% 5% 

6 -1% 2% 0,5% 
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Με βάζε ηελ αλάιπζε πνπ πξαγκαηνπνηήζακε κέρξη ηψξα πξνθχπηεη φηη ε 

αλακελφκελε απφδνζε ηνπ ραξηνθπιαθίνπ είλαη, 

)()()( 2211 RExRExRE p   (2.10) 

κε 121  xx  

Τελ ηππηθή απφθιηζε ηελ ππνινγίδνπκε, 

12212

22

21

22

1

2 2)()()(  xxRxRxRp   (2.11) 

Καη ηνλ ζπληειεζηή κεηαβιεηφηεηαο 

)(

)(

p

p

p
RE

R
CV


  (2.12) 

Γηα λα επηιέμνπκε ηα ζηαζκά ζα πξέπεη λα βξνχκε ηηο θεθαιαηαθέο αμίεο ησλ 

κεηνρψλ, κεηά ηηο αζξνίδνπκε θαη δηαηξνχκε θάζε κηα απφ απηέο κε ην 

άζξνηζκά ηνπο. 

Γεληθεχνληαο, ε αλακελφκελε απφδνζε ελφο ραξηνθπιαθίνπ πνπ πεξηέρεη Ν 

κεηνρέο είλαη, 





N

i

iip RExRE
1

)()(  (2.13) 

θαη ε ηππηθή ηνπ απφθιηζε 

 
  


N

i

N

i

N

j

ijjiiip xxRxR
1 1 1

222 )()(   (2.14) 

φπνπ  




N

i

ii Rx
1

22 )( , είλαη ν κε ζπζηεκαηηθφο θίλδπλνο 

θαη  


 

N

i

N

j

ijji xx
1 1

 , είλαη ν ζπζηεκαηηθφο θίλδπλνο 
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Θα πξέπεη λα ππελζπκίζνπκε φηη ν αξηζκφο ησλ ζπλδηαθπκάλζεσλ είλαη 

2

)1( NN
. Έλα θαιά δηαθνξνπνηεκέλν ραξηνθπιάθην ζα πξέπεη λα έρεη κε 

ζπζηεκαηηθφ θίλδπλν (ζρεδφλ) κεδέλ. Γηα λα ην πεηχρνπκε απηφ ζα πξέπεη λα 

επηιέμνπκε αξθεηέο κεηνρέο1. 

 

Σρήκα 1.9 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

                                                           
1
 ΢ήμερα τρηζιμοποιούμε ζσνήθως 15 με 30 μεηοτές, θεωρηηικά με ηις 30 μεηοτές 

πεησταίνοσμε ο μη ζσζηημαηικός κίνδσνος να ηείνει ζηο μηδέν. Παλαιόηερα η θεωρία 
αναθερόηαν ζε 8 μεηοτές 

Αξηζκφο 

Μεηνρψλ 

Κίλδπλνο 
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ΕΦΑΡΜΟΓΉ 5 

Αο ππνζέζνπκε φηη έρνπκε θαη πάιη δχν κεηνρέο, ηε κεηνρή 1 θαη ηε κεηνρή 2 

θαη παίξλνπκε 6 παξαηεξήζεηο κε ηηο εμήο απνδφζεηο: 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Γηα λα δεκηνπξγήζνπκε έλα ραξηνθπιάθην ζα πξέπεη πξψηα λα 

ππνινγίζνπκε ηηο αλακελφκελεο απνδφζεηο ησλ δχν κεηνρψλ ηε ρξνληθή 

ζηηγκή 1T  (ζηελ πξνθεηκέλε πεξίπησζε ηεο εθαξκνγήο καο ηε ρξνληθή 

ζηηγκή 7). Η αλακελφκελε απφδνζε, ινηπφλ, ηεο κεηνρήο 1 ζα είλαη 

%07.4)( 1 RE , ελψ ε αλακελφκελε απφδνζε ηεο κεηνρήο 2 είλαη 

%83.3)( 2 RE .  

Οη ηππηθέο απνθιείζεηο ππνινγίδνληαη ζε 00026.0)( 1

2 R  θαη 

00118.0)( 2

2 R , ελψ έρνπλ 00007.02,1  . 

 

 

Πίλαθαο 1.5 

Παξαηεξήζεηο Απφδνζε 

( 1R ) 

Απφδνζε 

( 2R ) 

1 3% 5% 

2 2,5% 2% 

3 2,4% 3% 

4 4% 6% 

5 6% -2% 

6 6,5% 9% 
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Θέινπκε λα δεκηνπξγήζνπκε δχν ραξηνθπιάθηα θαη λα ηα ζπγθξίλνπκε κεηαμχ 

ηνπο γηα λα δνχκε πην απφ ηα δχν καο ζπκθέξεη λα επηιέμνπκε. Έζησ ην 

ραξηνθπιάθην 1P  κε ζηαζκά 0,6 (ή 60%) γηα ηε κεηνρή 1 θαη 0,4 (ή 40%) γηα 

ηε κεηνρή 2. Καη ην ραξηνθπιάθην 2P  κε ζηαζκά 0,4 γηα ηε κεηνρή 1 θαη 0,6 

γηα ηε κεηνρή 2. Με βάζε ηνπο ηχπνπο πνπ έρνπκε δεη πην πάλσ 

ππνινγίδνπκε ηηο αλακελφκελεο απνδφζεηο, ηελ ηππηθή απφθιηζε, θαζψο 

επίζεο θαη ηνλ ζπληειεζηή κεηαβιεηφηεηαο ησλ δχν ραξηνθπιαθίσλ θαη 

έρνπκε: 

%97.3)( 1 PRE ,  0178.0)( 1 PR  θαη 449.01 PCV  

%93.3)( 2 PRE ,  0223.0)( 2 PR θαη 570.02 PCV  

Παξαηεξνχκε φηη ν ζπληειεζηήο κεηαβιεηφηεηαο ηνπ ραξηνθπιαθίνπ 1P  είλαη 

κηθξφηεξνο απφ απηφλ ηνπ 2P  θαη γη‟ απηφ επηιέγνπκε ην πξψην 

ραξηνθπιάθην. 

 

2.5 Σςνειζθοπά ηυν μεηοσών ζηην αναμενόμενη απόδοζη και ηον 

κίνδςνο ηος Φαπηοθςλακίος 

 

Όπσο είδακε πξνεγνπκέλσο ε αλακελφκελε απφδνζε ελφο Φαξηνθπιαθίνπ 

(P) πνπ απνηειείηαη, γηα παξάδεηγκα, απφ δχν κεηνρέο, είλαη  

)()()( 2211 RExRExRE p   

θαη ν θίλδπλνο ηνπ Φαξηνθπιαθίνπ (P) πξνθχπηεη, 

12212

22

21

22

1

2 2)()()(  xxRxRxRp   

ην νπνίν κπνξνχκε λα ην γξάςνπκε θαη  

122112212

22

21

22

1

2 )()()(  xxxxRxRxRp   

))(())(()( 1212

2

221221

2

11

2  xRxxxRxxRp   
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Σθνπφο καο είλαη λα νξίζνπκε ηνλ θίλδπλν ηνπ Φαξηνθπιαθίνπ ζαλ ζηαζκηθφ 

κέζν δχν αγθπιψλ. Τνλ πξψην ζηαζκφ )( 1x  επί ηελ αγθχιε 

))(( 1221

2

1  xRx  . Απηή απνηειεί ηε ζπλεηζθνξά ηεο κεηνρήο (1) ζηνλ θίλδπλν 

ηνπ Φαξηνθπιαθίνπ. Τν ίδην ηζρχεη θαη γηα ηε κεηνρή (2), φπνπ ε ζπλεηζθνξά 

ηεο ζηνλ θίλδπλν ηνπ Φαξηνθπιαθίνπ είλαη ))(( 1212

2

22  xRxx  . Απηφ καο 

δείρλεη πηα κεηνρή ζπλεηζθέξεη πεξηζζφηεξν ζην ζπλνιηθφ θίλδπλν ηνπ 

Φαξηνθπιαθίνπ. Τν ))(( 1221

2

1  xRx   είλαη ν θίλδπλνο ηεο κεηνρήο (1) κέζα 

ζην Φαξηνθπιάθην (P) θαη αληίζηνηρα, ην ))(( 1212

2

2  xRx   είλαη ν θίλδπλνο 

ηεο κεηνρήο (2) κέζα ζην Φαξηνθπιάθην (P). 

 

Αλ, ηψξα, ηνλ θίλδπλν ηνπ Φαξηνθπιαθίνπ (P) ηνλ γξάςνπκε  

2

121

2

22
22

122

2

11
11

pp

xx
x

xx
x







 



  (2.15) 

απηφ πνπ παίξλνπκε απφ ηελ παξαπάλσ ζρέζε είλαη φηη ην θιάζκα 

2

122

2

11

p

xx



 
 απνηειεί ην βήηα (Beta) ηεο κεηνρήο (1) ζην Φαξηνθπιάθην θαη 

ην θιάζκα 
2

121

2

22

p

xx



 
, ην βήηα (Beta) ηεο κεηνρήο (2) ζην Φαξηνθπιάθην. 

Αληηιακβαλφκαζηε φηη ν ζηαζκηθφο κέζνο ησλ βήηα ηζνχηαη κε ηε κνλάδα. Άξα 

ην βήηα είλαη ζρεηηθφ κέηξν θηλδχλνπ, ελψ ε ηππηθή απφθιηζε είλαη απφιπην 

κέηξν θηλδχλνπ. Αλ ην βήηα ηεο κεηνρήο είλαη κηθξφηεξν ηεο κνλάδαο, ηφηε ν 

θίλδπλνο ηεο κεηνρήο είλαη κηθξφηεξνο ηνπ νιηθνχ θηλδχλνπ ηνπ 

Φαξηνθπιαθίνπ πνπ αλήθεη θαη ε κεηνρή ιέγεηαη ακπληηθή. Τν αληίζεην ηζρχεη 

αλ ην βήηα ηεο κεηνρήο είλαη κεγαιχηεξν ηεο κνλάδαο. Τφηε ν θίλδπλνο ηεο 

κεηνρήο είλαη κεγαιχηεξνο απφ ηνλ νιηθφ θίλδπλν ηνπ Φαξηνθπιαθίνπ θαη ε 

κεηνρή ραξαθηεξίδεηαη επηζεηηθή. Τν βήηα κεηξά ηνλ θίλδπλν ηεο κεηνρήο ζε 

ζρέζε κε ην ραξηνθπιάθην θαη νλνκάδεηαη ζπζηεκαηηθφο θίλδπλνο. Τέινο ζα 
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πξέπεη λα αλαθέξνπκε φηη ν ππνινγηζκφο ηνπ βήηα θξχβεη ζηαηηζηηθέο 

παγίδεο. Αλ έρνπκε επελδπηή πνπ ηνπ αξέζεη ν θίλδπλνο, ηφηε επηιέγνπκε 

κεηνρέο κε beta κεγαιχηεξν ηεο κνλάδαο θαη αλ έρνπκε επελδπηή ν νπνίνο 

απνζηξέθεηαη ηνλ θίλδπλν (Risk averse) επηιέγνπκε κεηνρέο κε beta 

κηθξφηεξν ηεο κνλάδαο. 

 

2.6 Το Αποδοηικό Σύνολο Μεηοσών 

 

Βάζε ηεο ζεσξίαο ραξηνθπιαθίνπ, ζηφρνο ηνπ επελδπηή είλαη λα 

ειαρηζηνπνηήζεη ηνλ θίλδπλν θαη λα κεγηζηνπνηήζεη ηελ αλακελφκελε 

απφδνζε. Έλα ραξηνθπιάθην πνπ έρεη ειάρηζην θίλδπλν θαη κέγηζηε απφδνζε, 

νλνκάδεηαη απνδνηηθφ. Τν ζχλνιν ησλ ραξηνθπιαθίσλ πνπ έρνπλ ειάρηζην 

θίλδπλν θαη κέγηζηε απφδνζε νλνκάδεηαη απνδνηηθφ ζχλνιν (ή ζχλνξν, ή 

κέησπν) (efficient frontier). 

Οπζηαζηηθά καο παξέρεη ζρέζε κεηαμχ αλακελφκελεο απφδνζεο θαη θηλδχλνπ. 

Αλ γλσξίδνπκε ην έλα κπνξνχκε λα ππνινγίζνπκε θαη ην άιιν. 

 

Σρήκα 1.10 

 

Αλακ.Απνδ. 

Φαξη/θηνπ 

E(Rp) 

Κίλδπλνο 

Φαξη/θίνπ 

ζp 
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1. )()()( 2211 RExRExRE p   

2. 122121

2

2

2

2

2

1

2

1

2 2)( PxxxxRp    

3. φπνπ 121  xx  θαη ππνζέηνπκε 0, 21 xx  (ππελζπκίδνπκε φηη είλαη 

ζπλζήθε πνπ πξνυπνζέηεη ην ππφδεηγκα Markowitz) 

4. Απφ ηηο (1) θαη (3) έρσ 
)()(

)()(

21

2

1
RERE

RERE
x

p




  

Με απηφλ ηνλ ηξφπν πεηχρακε λα εθθξάζνπκε ην 1x  ζαλ ζπλάξηεζε ηεο 

αλακελφκελεο απφδνζεο ηνπ ραξηνθπιαθίνπ. Τα άξηζηα ζηαζκά εθθξάδνληαη 

ζαλ ζπλάξηεζε ηεο αλακελφκελεο απφδνζεο ηνπ ραξηνθπιαθίνπ. 

Σχκθσλα κε ηνλ Markowitz, ζηελ πεξίπησζε φπνπ νη δχν κεηνρέο βξίζθνληαη 

ζε επζεία γξακκή, δειαδή φηαλ 112 P ,  

 

Σρήκα 1.11 

 

δε ζπκθέξεη λα έρνπκε θαη ηηο δχν κεηνρέο ζην ραξηνθπιάθηφ καο, γηαηί ε κία 

είλαη ππνθαηάζηαην ηεο άιιεο θαη έηζη δελ πεηπραίλνπκε δηαθνξνπνίεζε ζην 

Φαξηνθπιάθηφ καο. 

E(Rp) 

ζp 
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Αλ ν Σπληειεζηήο Σπζρέηηζεο είλαη 12,1 P  ε επζεία γίλεηαη θακπχιε  

 

Σρήκα 1.12 

 

 

Όπσο παξαηεξνχκε θαη απφ ην ζρήκα, εδψ ππάξρεη δηαθνξνπνίεζε, γηαηί, ζε 

ζρέζε κε ηελ επζεία, γηα ίδηα απφδνζε έρνπκε θαηαθέξεη λα έρνπκε κηθξφηεξν 

θίλδπλν. Δίλαη θαλεξφ φηη ην ραξηνθπιάθην Α είλαη θαιχηεξν απφ ην 

ραξηνθπιάθην Β, επεηδή έρεη ηελ ίδηα απφδνζε, αιιά κηθξφηεξν θίλδπλν. 

Η ζρέζε αλακελφκελεο απφδνζεο θαη θηλδχλνπ είλαη θακπχιε. Όζν 

κεηψλνπκε ηνλ Σπληειεζηή Σπζρέηηζεο ηφζν κηθξφηεξν θίλδπλν πεηπραίλνπκε. 

Αλ ν Σπληειεζηήο Σπζρέηηζεο είλαη κεδέλ ( 02,1 P ) ζα έρνπκε αθφκα 

κηθξφηεξν θίλδπλν θαη ε θακπχιε ζα είλαη αθφκα πην αξηζηεξά. 

 

 

 

 

E(Rp) 

ζp 

A 
B 
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,Σρήκα 1.13 

 

 

Σηελ πεξίπησζε πνπ 112 P  ηφηε έρνπκε δχν επζείεο, φπνπ θαη κεδελίδνπκε 

ηνλ θίλδπλν. 

 

Σρήκα 1.14 

 

E(Rp) 

ζp 

E(Rp) 

ζp 

2 

1 

3 

Φαξη/θην 1. p=1 

Φαξη/θην 2. p<1 

Φαξη/θην 3. p<1 & αξλεηηθή ηηκή 
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Γεληθεχνληαο ζα πξέπεη λα ππελζπκίζνπκε φηη νπζηαζηηθά ζέινπκε λα βξνχκε 

κηα θακπχιε κε ραξηνθπιάθηα, ηα νπνία ζα κεγηζηνπνηνχλ ηελ αλακελφκελε 

απφδνζε θαη ζα ειαρηζηνπνηνχλ ηνλ θίλδπλν. Η θακπχιε εμ νξηζκνχ ζα είλαη 

ε εμίζσζε αλακελφκελεο απφδνζεο θαη θηλδχλνπ (ζρέζε x & y). Σηφρνο είλαη 

ε ειαρηζηνπνίεζε ηνπ θηλδχλνπ ( 2

p ), ε νπνία γίλεηαη ζχκθσλα κε ηηο 

ζπλζήθεο 

1. pp rRE )( , λα έρεη δειαδή δεδνκέλε ηηκή 

2. 



N

i

ix
1

1 , δειαδή ηα ζηαζκά λα έρνπλ άζξνηζκα ζηε κνλάδα 

3. 0ix , φπνπ i=1,2,3,…,N 

Γξαθηθή ιχζε, 

 

Σρήκα 1.15 

 

Απφ ην ζχλνιν ησλ ραξηνθπιαθίσλ επηιέγνπκε εθείλα κε ηε κεγαιχηεξε 

αλακελφκελε απφδνζε θαη ηνλ κηθξφηεξν θίλδπλν. Σην ζρήκα ηα άξηζηα 

ραξηνθπιάθηα μεθηλάλε απφ ην ζεκείν φπνπ εθάπηεηαη ε θάζεηε γξακκή ηεο 

p , ζηελ θακπχιε. Άξα ζα επηιέγακε ην ραξηνθπιάθην Α γηαηί έρεη ηνλ ίδην 

θίλδπλν κε ην ραξηνθπιάθην Β, αιιά κεγαιχηεξε αλακελφκελε απφδνζε.  

 

E(Rp) 

ζp 

Α 

Β 
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2.7 Σςμπεπάζμαηα 

 

Δίδακε, ζχκθσλα κε ηνλ Markowitz, πσο νη επελδπηέο γηα λα επηιέμνπλ ην 

άξηζην ραξηνθπιάθην, ιακβάλνπλ απνθάζεηο θάλνληαο ρξήζε ηεο 

αλακελφκελεο απφδνζεο θαη ηνπ θηλδχλνπ, θαζψο επίζεο, κεηαμχ δχν 

αμηνγξάθσλ πνπ έρνπλ ηελ ίδηα αλακελφκελε απφδνζε, επηιέγεηαη εθείλν κε 

ηνλ κηθξφηεξν θίλδπλν. Άξα ν επελδπηήο επηιέγεη ην ραξηνθπιάθην ην νπνίν 

ηνπ κεγηζηνπνηεί ηελ αλακελφκελε απφδνζε κε δεδνκέλν θίλδπλν θαη ην 

αληίζηξνθν. Έηζη έλα ραξηνθπιάθην πνπ έρεη ειάρηζην θίλδπλν θαη κέγηζηε 

απφδνζε, νλνκάδεηαη απνδνηηθφ. Τν ζχλνιν ησλ ραξηνθπιαθίσλ πνπ έρνπλ 

ειάρηζην θίλδπλν θαη κέγηζηε απφδνζε νλνκάδεηαη απνδνηηθφ ζχλνιν 

(efficient frontier). Όκσο ε ζεσξία ηνπ Markowitz έρεη πξνβιήκαηα ηα νπνία 

θαη ζα κειεηήζνπκε ζην επφκελν θεθάιαην. 
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Κεθάλαιο 3 

 

3.1 Διζαγυγή 

 

Σην πξνεγνχκελν θεθάιαην είδακε ηελ επηινγή ηνπ άξηζηνπ ραξηνθπιαθίνπ, 

ζχκθσλα κε ηνλ Markowitz. Τν ππφδεηγκα απηφ φκσο παξνπζηάδεη 

πξνβιήκαηα. Σε απηφ ην θεθάιαην γίλεηαη πεξηγξαθή ησλ πξνβιεκάησλ πνπ 

παξνπζηάδνληαη ζηελ θαηαζθεπή ραξηνθπιαθίσλ. Ωο εθ ηνχηνπ θαη κε ζθνπφ 

ηελ ειαρηζηνπνίεζε ηνπ ιάζνπο εθηίκεζεο ηεο θιαζηθήο κεζφδνπ 

αξηζηνπνίεζεο ραξηνθπιαθίνπ, αλαιχσ ελαιιαθηηθέο κεζφδνπο πνπ έρνπλ 

πξνηαζεί. Αξρηθά γίλεηαη ιφγνο γηα ηε ρξήζε παξαγνληηθψλ ππνδεηγκάησλ θαη 

πην ζπγθεθξηκέλα γίλεηαη αλάιπζε ηνπ κνλνπαξαγνληηθνχ ππνδείγκαηνο. Σηε 

ζπλέρεηα ππάξρεη αλαθνξά ζε θάπνηνπο πεξηνξηζκνχο ζηηο ζηαζκίζεηο ηνπ 

ραξηνθπιαθίνπ γηα ηε κείσζε ηνπ ιάζνπο εθηίκεζεο θαη θιείλνληαο γίλεηαη 

αλάιπζε ησλ εθηηκεηψλ ζπξξίθλσζεο (shrinkage estimator). 

 

3.2 Πποβλήμαηα ηος ςποδείγμαηορ Markowitz 

 

Όπσο είδακε ζην Κεθάιαην 2, ν H.Markowitz αλαγλψξηζε δχν «βαζηθνχο 

ζθνπνχο» νη νπνίνη είλαη θνηλνί κεηαμχ ησλ επελδπηψλ. 

 Όινη ζέινπλ πςειέο απνδφζεηο, (αλ θαη ε επηζπκεηή απφδνζε, κπνξεί 

λα δηαθέξεη απφ επελδπηή ζε επελδπηή), θαη  

 Όινη πξνηηκνχλ ηε βεβαηφηεηα. Οη απνδφζεηο απηέο λα κελ εμαξηψληαη 

απφ ηπραίνπο - απξφβιεπηνπο παξάγνληεο.  

Δηζήγαγε επίζεο ηελ έλλνηα ηνπ κε απνδνηηθνχ ραξηνθπιαθίνπ, νξίδνληάο ην 

σο απηφ γηα ην νπνίν ππάξρεη έλα άιιν κε ηνλ ίδην θίλδπλν, αιιά κε 

κεγαιχηεξε απφδνζε. 

Όκσο ην ππφδεηγκα ηνπ Markowitz αλ θαη είλαη πάξα πνιχ ειθπζηηθφ, 

παξνπζηάδεη νξηζκέλα κεηνλεθηήκαηα - πξνβιήκαηα. Αξρηθά ζα κπνξνχζακε 
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λα αλαθέξνπκε ηα ζεκαληηθά πςειά ιάζε εθηίκεζεο. Έηζη πνιιά 

πξνγξάκκαηα πνπ ρξεζηκνπνηνχλ ην κνληέιν Markowitz βγάδνπλ θάπνηα 

αμηφγξαθα «optimal» θαη ηα ππφινηπα κεδέλ. 

Έλα αθφκα πξφβιεκα πνπ παξαηεξείηαη ζηα ραξηνθπιάθηα ηνπ Markowitz 

είλαη φηη ν πίλαθαο ησλ Γηαθπκάλζεσλ - Σπλδηαθπκάλζεσλ δελ παξακέλεη 

δηαρξνληθά ζηαζεξφο. Τα ζηαζκά ηνπ ραξηνθπιαθίνπ εμαξηψληαη απφ απηφλ 

ηνλ πίλαθα, άξα αθνχ απηφο κεηαβάιιεηαη, ηα «optimal» ζηαζκά ηνπ 

παξειζφληνο δελ είλαη «optimal» γηα ην κέιινλ. 

Τέινο πξφβιεκα ηνπ ππνδείγκαηνο ηνπ Markowitz απνηειεί ην γεγνλφο φηη 

ρξεηάδνληαη πνιιέο εθηηκήζεηο. Έηζη ζε έλα ραξηνθπιάθην κε Ν αμηφγξαθα ζα 

απαηηεζνχλ i) Ν αλακελφκελεο απνδφζεηο, ii) Ν δηαθπκάλζεηο θαη iii) [(Ν(Ν-

1)]/2 ζπλδηαθπκάλζεηο, άξα αλ έρνπκε γηα παξάδεηγκα Ν=150 αμηφγξαθα ζα 

απαηηεζνχλ 11.475 εθηηκήζεηο. 

Γηα ηελ επίιπζε απηνχ ηνπ πξνβιήκαηνο αλαπηχρζεθε ην ππφδεηγκα ηνπ ελφο 

δείθηε (Single - Index Model) απφ ηνλ William Sharpe. Τν κνληέιν απηφ 

κεηψλεη ζεκαληηθά ηηο εθηηκήζεηο νη νπνίεο ρξεηάδνληαη γηα ηνλ ππνινγηζκφ ηνπ 

απνηειεζκαηηθνχ ζπλφξνπ. 

 

3.3 Το Μονοπαπαγονηικό ςπόδειγμα 

 

Με βάζε απηφ ην ππφδεηγκα, ε απφδνζε ηνπ θάζε αμηνγξάθνπ κπνξεί λα 

παξνπζηαζηεί σο κηα γξακκηθή ζπλάξηεζε ηεο απφδνζεο ελφο δείθηε. 

Γειαδή 

itmtit URR     

φπνπ, 

itR  ε απφδνζε ηνπ αμηνγξάθνπ i 

mtR  ε απφδνζε ηνπ ρξεκαηηζηεξηαθνχ δείθηε ηεο αγνξάο 
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i  έλα ηκήκα ηεο απφδνζεο ηνπ αμηνγξάθνπ i, ην νπνίν είλαη 

αλεμάξηεην απφ ηελ απφδνζε ηνπ δείθηε 

i  ζπληειεζηήο ν νπνίνο κεηξάεη ηελ επαηζζεζία ηεο απφδνζεο ηνπ 

αμηνγξάθνπ ζε κεηαβνιέο ηεο απφδνζεο ηνπ ρξεκαηηζηεξηαθνχ δείθηε 

itU  ηπραίν ζθάικα 

Οπζηαζηηθά καο ιέεη φηη ε απφδνζε ηεο κεηνρήο i ζπλδέεηαη γξακκηθά, αιιά 

φρη ηέιεηα κε ηελ απφδνζε ηεο αγνξάο. 

 

3.3.1 Υποθέζειρ ςποδείγμαηορ 

 

Τν ππφδεηγκα βαζίδεηαη ζηηο ππνζέζεηο φηη  

(i) νη κεηαβιεηέο mR  θαη iU  είλαη ηπραίεο κεηαβιεηέο 

(ii) ε αλακελφκελε αμία ηνπ iU  είλαη ίζε κε ην κεδέλ [ 0)( UE ] 

(iii) ε ζπλδηαθχκαλζε ησλ mR  θαη iU  είλαη ίζε κε ην κεδέλ 

[ 0),( im URCov ]. Απηφ καο ιέεη νπζηαζηηθά φηη δελ ππάξρεη άιινο 

θνηλφο παξάγνληαο πνπ λα επεξεάδεη ηηο απνδφζεηο θαη γη‟ απηφ ην m 

είλαη ν κφλνο θνηλφο παξάγνληαο θαη ην ππφδεηγκα νλνκάδεηαη 

κνλνπαξαγνληηθφ. 

(iv) Δπίζεο ε δηαθχκαλζε ηνπ iU  είλαη 22)( UiiUE   θαη ε δηαθχκαλζε ηνπ 

mR  είλαη 22)( mmm RRE   

Σχκθσλα κε ην ππφδεηγκα έρνπκε δχν απνδφζεηο, ε κία απφ ην m (ηελ αγνξά 

δειαδή) θαη νλνκάδεηαη ζπζηεκαηηθή θαη ε άιιε απφ ηε κεηνρή i θαη 

νλνκάδεηαη κε ζπζηεκαηηθή. 

Οπζηαζηηθά ε ζπζηεκαηηθή απφδνζε είλαη ε mi R  θαη ε κε ζπζηεκαηηθή 

απφδνζε είλαη ε ii Ua  . 
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Η αλακελφκελε απφδνζε ηεο κεηνρήο i είλαη ηέιεηα γξακκηθή επζεία κε ηελ 

αλακελφκελε απφδνζε ηεο αγνξάο m. 

)()( miii REaRE   θαη 2222

imi URiR    

Άξα ν νιηθφο θίλδπλνο ηεο κεηνρήο i εθθξάδεηαη ζαλ άζξνηζκα δχν θηλδχλσλ, 

ηνλ 22

mRi   φπνπ είλαη ν ζπζηεκαηηθφο θίλδπλνο θαη ηνλ 2

iU  φπνπ είλαη ν κε 

ζπζηεκαηηθφο θίλδπλνο. 

Τν i  είλαη έλαο ζπληειεζηήο επαηζζεζίαο. Μαο δείρλεη πφζν επαίζζεηε είλαη 

ε απφδνζε ηεο κεηνρήο i ζηηο θηλήζεηο ηεο απφδνζεο ηνπ δείθηε mR . 

Οπζηαζηηθά ε παιηλδξφκεζε είλαη κηα επζεία γξακκή ε νπνία πεξηγξάθεη ηε 

ζρέζε κεηαμχ κεηαβνιψλ ζηηο απνδφζεηο ελφο αμηνγξάθνπ θαη κεηαβνιψλ 

ζηηο απνδφζεηο ελφο ρξεκαηηζηεξηαθνχ δείθηε ηεο αγνξάο. Η θιίζε ηεο 

γξακκήο απηήο ιέγεηαη ζπληειεζηήο βήηα θαη είλαη ν ζπληειεζηήο ηεο 

παιηλδξφκεζεο. 

Η κέζνδνο ησλ ειαρίζησλ ηεηξαγψλσλ εθηηκά ηνλ ζπληειεζηή ηεο 

παιηλδξφκεζεο σο εμήο 
2

),(

m

mi
i

RRCov


  . Ο αξηζκεηήο καο δείρλεη ηνλ 

θίλδπλν ηεο κεηνρήο i κέζα ζην ραξηνθπιάθην m θαη ν παξαλνκαζηήο καο 

δείρλεη ηνλ νιηθφ θίλδπλν ηνπ ραξηνθπιαθίνπ m. Απφ ηε ζηηγκή πνπ έρνπκε 

βξεη ην i  κε ηε κέζνδν ησλ ειαρίζησλ ηεηξαγψλσλ κπνξνχκε λα 

ππνινγίζνπκε θαη ηνλ ζηαζεξφ φξν ηεο παιηλδξφκεζεο, )()( miii RERE   , 

i

mi

mi

mi

mi

im
im












 

2

. Δλψ ν ζπληειεζηήο βήηα ηεο αγνξάο είλαη ίζνο κε 

ηε κνλάδα 1
2

2

2


m

m

m

mm
m








 . Απφ ηα παξαπάλσ θαηιχγνπκε ζην 

ζπκπέξαζκα φηη ην βήηα είλαη ζρεηηθφ κέηξν. 

Τελ ηζρχ ηεο παιηλδξφκεζεο κπνξνχκε λα ηε βξνχκε κε ην 2R . Οπζηαζηηθά 

καο δείρλεη πφζν επί ηηο 100 ηεο κεηαβιεηηθφηεηαο ηεο απφδνζεο ηεο κεηνρήο 

εμεγείηαη απφ ηε κεηαβιεηηθφηεηα ηεο απφδνζεο ηνπ δείθηε. Τν 2R  είλαη 
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κεηαμχ ηνπ κεδέλ θαη ηεο κνλάδαο ( 10 2  R ). Αλ πάξεη ηηκή ίζε κε ην κεδέλ 

απηφ καο δείρλεη φηη δελ ππάξρεη ζρέζε θαη φηαλ είλαη ίζν κε ηε κνλάδα ηφηε 

έρνπκε ηέιεηα ζρέζε. Όζν νη ηηκέο πνπ παίξλεη είλαη πην θνληά ζηε κνλάδα, 

ηφζν ε ζρέζε είλαη ηζρπξή, δειαδή ε αλεμάξηεηε κεηαβιεηή εμεγεί ηελ 

εμαξηεκέλε. 

 
   

2

2

,

,










mtit

mtit

RR

RRCov
R


 

Αλ ζέινπκε λα ππνινγίζνπκε ηε ζπλδηαθχκαλζε κεηαμχ δχν κεηνρψλ 

ρξεζηκνπνηψληαο ην κνλνπαξαγνληηθφ ππφδεηγκα θαηαιήγνπκε ζην 

  2

2121 , Rmtt RRCov  . 

Μηιψληαο γηα ραξηνθπιάθηα, αλ ην ραξηνθπιάθην είλαη πνιχ θαιά 

δηαθνξνπνηεκέλν , ηφηε ν κε ζπζηεκαηηθφο θίλδπλνο ηείλεη λα πξνζεγγίζεη ην 

κεδέλ, δειαδή 02 
ptU . Αλ ινηπφλ ζηελ εμίζσζε ptmtpppt URaR   , αλ ην 

12 R , ηφηε ζεκαίλεη φηη έρσ θαιή δηαθνξνπνίεζε, δειαδή ην mtp R  εμεγεί 

ην ptR , άξα ην ptU  ηείλεη λα κεδελίδεηαη. 

 

3.3.2 Σηόσορ ηος ςποδείγμαηορ  

 

Σηφρνο ηνπ ππνδείγκαηνο είλαη λα απινπνηήζεη ηηο εθηηκήζεηο νη νπνίεο 

ρξεηάδνληαη ζην ππφδεηγκα ηνπ Markowitz θαη λα επηιχζεη ην πξφβιεκα ηεο 

αλάιπζεο ραξηνθπιαθίνπ άκεζα. 

Η απινπνίεζε θαίλεηαη άκεζα απφ ηνλ ηξφπν ππνινγηζκνχ ηεο 

αλακελφκελεο απφδνζεο ελφο αμηνγξάθνπ i 

)()( imiii URERE    

)()()()( imiii UEREERE    

)()( miii RERE  
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Η δηαθχκαλζε ελφο αμηνγξάθνπ i είλαη 

22 )( iii RRE   θαη αληηθαζηζηψληαο έρνπκε, 

22 )]()[( miiimiii RURE    

22 ])([ immii URRE    

2222 )()]([2)( immiimmii UERRUERRE    

2222 )()( immii UERRE    

2222

Uimii  
 

 

Η ζπλδηαθχκαλζε ησλ δχν αμηνγξάθσλ i θαη j είλαη 

)])([( jjiiij RRRRE   θάλνληαο αληηθαηάζηαζε έρνπκε, 

)]}())][((){[( mjjjmjjmiiimiiij RURRURE    

]})(][)({[ jmmjimmiij URRURRE    

)()]([)]([)( 2

jimmjimmijmmjiij UUERRUERRUERRE    

2

mjiij  
 

 

Γηα λα κπνξέζνπκε ινηπφλ λα ρξεζηκνπνηήζνπκε ηηο 3 εμηζψζεηο ζα πξέπεη 

λα εθηηκήζνπκε ηα i , i  θαη 2

Ui  γηα θάζε αμηφγξαθν θαη )( mRE , 2

m . Άξα ζα 

πξέπεη λα θάλνπκε 3Ν+2 εθηηκήζεηο. Σπλερίδνληαο ην παξάδεηγκα (ηεο 

ελφηεηαο 2.2), αλ Ν=150, ηφηε ζα πξέπεη λα θάλνπκε 452 εθηηκήζεηο θαη φρη 

11.475 πνπ ρξεηάδνληαη κε ην ππφδεηγκα ηνπ Markowitz. 
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3.3.3 Δπίλςζη ηος πποβλήμαηορ άμεζα 

 

Η αλακελφκελε απφδνζε ελφο ραξηνθπιαθίνπ είλαη  

)()( mppp RERE   , φπνπ 



n

i

iip w
1

  θαη 



n

i

iip w
1

  

Ο θίλδπλνο ελφο ραξηνθπιαθίνπ είλαη 





n

i

Uiimpp w
1

22222  , φπνπ 



n

i

iip w
1

  

Όηαλ ν αξηζκφο ησλ αμηνγξάθσλ ζε έλα ραξηνθπιάθην απμάλεηαη ε 

ζπνπδαηφηεηα ηνπ θηλδχλνπ ησλ θαηαινίπσλ κεηψλεηαη. Υπνζέηνπκε φηη 

Nwi /1  
















 



n

i

Ui

n

i

Ui

n

i

Uii
NNN

w
1

2

1

2

2

1

22 111
 . Καζψο ν αξηζκφο ησλ 

αμηνγξάθσλ (Ν) απμάλεηαη, ν κέζνο θίλδπλνο ησλ θαηαινίπσλ κεηψλεηαη θαη 

ηείλεη λα γίλεη κεδέλ. 

 

3.3.4 Φπήζειρ ηος ςποδείγμαηορ 

 

Τν ππφδεηγκα ρξεζηκνπνηείηαη ζηνλ ππνινγηζκφ ηνπ απνδνηηθνχ ζπλφινπ 

αθνχ 2222

itmtit URiR    θαη   2,
mRjijtit RRCov  . 

Δπίζεο κπνξεί λα καο ρξεζηκεχζεη γηα λα ειέγμνπκε αλ έλα ραξηνθπιάθην 

είλαη θαιά δηαθνξνπνηεκέλν ή φρη. Απηφ γίλεηαη ππνινγίδνληαο ηνλ κε 

ζπζηεκαηηθφ θίλδπλν ηνπ ραξηνθπιαθίνπ θαη ειέγρνπκε ην κέγεζνο ηνπ σο 

πξνο ηνλ νιηθφ θίλδπλν ηνπ ραξηνθπιαθίνπ. Όζν πην κηθξφο είλαη ν κε 

ζπζηεκαηηθφο θίλδπλνο σο πξνο ηνλ νιηθφ, ηφζν πην θαιά δηαθνξνπνηεκέλν 

είλαη ην ραξηνθπιάθην. 
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3.4 Πεπιοπιζμοί ζηιρ ζηαθμίζειρ σαπηοθςλακίος 

 

Τα ραξηνθπιάθηα ρσξίο πεξηνξηζκνχο είλαη πνιχ πην επαίζζεηα ζην ζθάικα 

εθηίκεζεο απ‟ φηη ηα ραξηνθπιάθηα κε πεξηνξηζκνχο αξλεηηθψλ ζηαζκίζεσλ. 

Η βειηηζηνπνίεζε ελφο ραξηνθπιαθίνπ ζε ζπλζήθεο αβεβαηφηεηαο θαη ρσξίο 

ηνπο θαηάιιεινπο πεξηνξηζκνχο, νδεγεί ζε κεγηζηνπνίεζε ηνπ ζθάικαηνο. 

Μία αθφκα κέζνδνο πνπ απνζθνπεί ζηε κείσζε ηνπ ζηαζκηθνχ ιάζνπο ζηελ 

θαηαζθεπή ραξηνθπιαθίνπ είλαη ε ρξήζε πεξηνξηζκψλ ζηηο ζηαζκίζεηο ηνπ 

ραξηνθπιαθίνπ. Δίλαη κηα κέζνδνο πνιχ δηαδεδνκέλε ζηελ πξάμε θαη 

ζπλήζσο ε επηβνιή πεξηνξηζκψλ γίλεηαη απζαίξεηα. Οη πην ζπλήζεηο 

πεξηνξηζκνί είλαη πεξηνξηζκνί short sales (δειαδή φιεο νη ζηαζκίζεηο λα είλαη 

ζεηηθέο), πεξηνξηζκνί ζην χςνο ηεο κφριεπζεο θαη πεξηνξηζκνί ζην κέγηζην 

χςνο ησλ αηνκηθψλ ζηαζκίζεσλ (δειαδή, θακία ζηάζκηζε λα κελ μεπεξλά κία 

ηηκή x%). 

 

3.5 Δκηιμηηέρ Σςππίκνυζηρ 

 

Οπζηαζηηθά απηφ πνπ ιέεη ε ρξήζε ησλ εθηηκεηψλ ζπξξίθλσζεο (shrinkage 

estimator) είλαη φηη γηα ηξεηο ή θαη πεξηζζφηεξεο ηπραίεο κεηαβιεηέο, ην 

δηάλπζκα ησλ πξαγκαηηθψλ κέηξσλ ηνπο κπνξεί λα εθηηκεζεί ζαλ έλαο 

γξακκηθφο ζπλδπαζκφο ησλ δεηγκαηηθψλ ηνπο κέζσλ ̂  θαη κηαο θνηλήο 

ζηαζεξάο 0 , ε νπνία είλαη ν δηαζηξσκαηηθφο κέζνο φισλ ησλ κεηαβιεηψλ 

(grand mean). Η ηδέα απηή νθείιεηαη ζηνπο James and Stein (1961) θαη 

νπζηαζηηθά καο ιέλε φηη   ˆ10 s , φπνπ ην δ είλαη κεηαμχ κεδέλ θαη 

έλα ( 10   ). Ο εθηηκεηήο shrinkage νπζηαζηηθά ζπξξηθλψλεη ηνπο κέζνπο 

πξνο κηα θνηλή ζηαζεξά 0 . Καηά ζπλέπεηα κεηψλεη ηα αθξαία ιάζε εθηίκεζεο 

ησλ δηαζηξσκαηηθψλ κέζσλ. 
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Η ηηκή ηνπ δ εμαξηάηαη ζεηηθά απφ ηνλ αξηζκφ ησλ αμηνγξάθσλ ζην 

ραξηνθπιάθην θαη αξλεηηθά απφ ην κέγεζνο ηνπ δείγκαηνο θαη επίζεο αξλεηηθά 

απφ ηε δηαζπνξά ησλ κέζσλ γχξν απφ ην 0 . 

Η κέζνδνο απηή κπνξεί λα εθαξκνζηεί ηφζν ζηελ εθηίκεζε ηνπ πίλαθα 

ζπλδηαθπκάλζεσλ Σ,   ˆ10 s . Καζψο επίζεο θαη ζηα ζηαζκά ηνπ 

ραξηνθπιαθίνπ,  wwws
ˆ10   . Αλ N ν αξηζκφο ησλ αμηνγξάθσλ ζην 

ραξηνθπιάθην, έρνπκε 
N

w
1

0  . Θα πξέπεη λα αλαθέξνκαη, θιείλνληαο, φηη 

θάζε κνξθή εθηίκεζεο ζπξξίθλσζεο (shrinkage) πεξηιακβάλεη κηα απζαίξεηε 

επηινγή ηεο ζηαζεξάο ζηφρνπ. 

 

3.6 Δπίλογορ 

 

Με βάζε απηέο ηηο πιεξνθνξίεο δελ είλαη ιίγνη απηνί πνπ πηζηεχνπλ φηη ε 

εχξεζε ηνπ βέιηηζηνπ ραξηνθπιαθίνπ ζηα πιαίζηα ηνπ ππνδείγκαηνο 

Markowitz είλαη ζηελ πξαγκαηηθφηεηα κηα κεγηζηνπνίεζε ηνπ ζθάικαηνο 

εθηίκεζεο. Απηφ γηαηί, ην πιαίζην πξνζδηνξηζκνχ ηεο βέιηηζηεο ιχζεο, ζεσξεί 

φηη νη κέζεο ηηκέο θαη νη ζπλδηαθπκάλζεηο αληηζηνηρνχλ ζηελ πξαγκαηηθή 

θαηαλνκή πηζαλφηεηαο ησλ απνδφζεσλ. Απηφ έρεη ζαλ απνηέιεζκα 

αμηφγξαθα κε «επηζπκεηά» ραξαθηεξηζηηθά ηείλνπλ λα ιακβάλνπλ κηα, 

δπζαλάινγα, ζεηηθή ζηάζκηζε ζην ραξηνθπιάθην. 

Δπίζεο ην ππφδεηγκα ππεξεθηηκά ζηαζεξά ηηο αλακελφκελεο απνδφζεηο ζε 

ζρέζε κε ηνλ θίλδπλν. Δδψ ε επηθηλδπλφηεηα απμάλεηαη φηαλ απμάλεηαη ε 

αλνρή απέλαληη ζηνλ θίλδπλν. Σε απηήλ ηελ πεξίπησζε, νη επελδπηέο 

απμάλνπλ ην ζπλνιηθφ θίλδπλν ηνπ ραξηνθπιαθίνπ ηνπο, φρη κφλν ιφγν ηνπ 

απμαλφκελνπ βαζκνχ επηθηλδπλφηεηαο ησλ κεηνρψλ, αιιά θαη ηνπ θηλδχλνπ 

πνπ εηζάγεη ην ζθάικα εθηίκεζεο. (νη Frost θαη Savarino θαη νη Jagannathan 

θαη Ma, έδεημαλ φηη ζέηνληαο ηνπο ιάζνο πεξηνξηζκνχο κεηψλεηαη ν θίλδπλνο 

θαη απμάλεηαη ε απνδνηηθφηεηα ελφο ραξηνθπιαθίνπ. Ο πεξηνξηζκφο ησλ κε 

αξλεηηθψλ ζηαζκίζεσλ είλαη ηζνδχλακνο κε ηε κείσζε ηεο ζπλδηαθχκαλζεο 
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κεηαμχ ησλ αμηνγξάθσλ.) Θα πξέπεη λα αλαθέξνπκε φηη ηα ραξηνθπιάθηα 

ρσξίο πεξηνξηζκνχο είλαη πνιχ πην επαίζζεηα ζην ζθάικα εθηίκεζεο απ‟ φηη 

ηα ραξηνθπιάθηα κε πεξηνξηζκνχο αξλεηηθψλ ζηαζκίζεσλ.  

Όπσο είδακε νη θαζηεξσκέλεο κέζνδνη επηινγήο ραξηνθπιαθίνπ νδεγνχλ 

ζηελ επηινγή κφλν βέιηηζησλ ραξηνθπιαθίσλ, φπνπ ηειηθά δε κεγηζηνπνηνχλ 

ηε ρξεζηκφηεηα ηνπ επελδπηή. Απηή είλαη ίζσο θαη ε ζεκαληηθφηεξε ζπλέπεηα 

ηνπ ζθάικαηνο εθηίκεζεο. Δίλαη γεγνλφο πσο ν αιγφξηζκνο βειηηζηνπνίεζεο 

επηιέγεη αμηφγξαθα κε ειθπζηηθά ραξαθηεξηζηηθά πνπ έρνπλ ζπρλά κεγάιν 

ζθάικα εθηίκεζεο. Απηφ ζπλεπάγεηαη ηελ θαηαλνκή ηνπ δηαζέζηκνπ 

θεθαιαίνπ ζε έλα πεξηνξηζκέλν ζχλνιν αμηνγξάθσλ, κε απνηέιεζκα ηα 

ραξηνθπιάθηα πνπ δεκηνπξγνχληαη λα κελ εθκεηαιιεχνληαη ην θαηλφκελν ηεο 

δηαθνξνπνίεζεο ζην έπαθξν, άξα λα έρνπλ απμεκέλν θίλδπλν ζρεηηθά κε ηελ 

απφδνζε πνπ κπνξεί λα πεηχρνπλ. 

Η χπαξμε ηνπ ζθάικαηνο εθηίκεζεο είλαη θαζνξηζηηθήο ζεκαζίαο ζην 

πξφβιεκα ηεο επηινγήο ραξηνθπιαθίνπ. Έρνληαο σο βάζε πξνζδηνξηζκνχ 

ηνπ βέιηηζηνπ ραξηνθπιαθίνπ ην ππφδεηγκα ηνπ Markowitz, παξνπζηάδεηαη ε 

αλάγθε δηακφξθσζεο ζσζηψλ εθηηκήζεσλ γηα ηηο βαζηθέο παξακέηξνπο. Απηφ 

ην εγρείξεκα, φκσο, έρεη απνδεηρζεί πνιχ δχζθνιν. Δηδηθά φζνλ αθνξά ηηο 

αλακελφκελεο απνδφζεηο, ε δπζθνιία είλαη ηεξάζηηα. Τν επφκελν θεθάιαην 

είλαη αθηεξσκέλν ζε έλα ππφδεηγκα πνπ έρεη πξνηαζεί κε ζθνπφ ηνλ 

πεξηνξηζκφ ησλ πξνβιεκάησλ πνπ κέρξη ηψξα αλαθέξζεθαλ. 
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Κεθάλαιο 4 

Η ιδέα ηος Resampling 

 

4.1 Διζαγυγή 

 

Η δεηγκαηνιεςία Φαξηνθπιαθίνπ επηηξέπεη ζε έλαλ αλαιπηή λα απεηθνλίζεη ην 

ζθάικα εθηίκεζεο ζηηο παξαδνζηαθέο κεζφδνπο βειηηζηνπνίεζεο 

ραξηνθπιαθίνπ. Οη εθηηκψκελεο παξάκεηξνη πνπ ρξεζηκνπνηνχληαη ζηα 

πξνβιήκαηα θαηαλνκήο πεξηνπζηαθψλ ζηνηρείσλ (ζπλήζσο ζεκεηαθέο 

εθηηκήζεηο ησλ κέζσλ, ησλ δηαθπκάλζεσλ θαη ησλ ζπζρεηίζεσλ) 

ππνινγίδνληαη ρξεζηκνπνηψληαο κφλν κία πηζαλή πξαγκαηνπνίεζε ηεο 

ηζηνξηθήο απφδνζεο. Αθφκε θαη αλ ππνηεζεί ζηαζηκφηεηα (ζηαζεξφο κέζνο θαη 

ζπλδηαθπκάλζεηο κε εμαξηψκελεο απφ ηνλ ρξφλν), κφλν ζε πνιχ κεγάια 

δείγκαηα κπνξνχλ νη ζεκεηαθέο εθηηκήζεηο, γηα ηηο εηζξνέο ηνπ θηλδχλνπ θαη 

ηεο απφδνζεο, λα είλαη ίζεο κε ηελ πξαγκαηηθή θαηαλνκή ησλ παξακέηξσλ. 

Τν απνηέιεζκα πνπ πξνθχπηεη απφ ην ζθάικα εθηίκεζεο ζηα άξηζηα 

(optimal) ραξηνθπιάθηα κπνξεί λα ζπιιεθζεί απφ ηε δηαδηθαζία portfolio 

resampling. 

Αο ππνζέζνπκε φηη εθηηκνχκε ηαπηφρξνλα ηνλ πίλαθα δηαθχκαλζεο - 

ζπλδηαθχκαλζεο 0̂  θαη ην δηάλπζκα ησλ απνδφζεσλ 0̂ , ρξεζηκνπνηψληαο 

  παξαηεξήζεηο, φπνπ   είλαη έλαο kk   πίλαθαο ζπλδηαθχκαλζεο ησλ 

αλακελφκελσλ απνδφζεσλ θαη   είλαη έλα 1k  δηάλπζκα ησλ κέζσλ 

αλακελφκελσλ απνδφζεσλ. Τα ζεκεία ησλ εθηηκήζεσλ είλαη ηπραίεο 

κεηαβιεηέο (επεηδή ππνινγίδνληαη απφ ηπραίεο απνδφζεηο), απηφ είλαη, έλα 

άιιν δείγκα ηπραίσλ κεηαβιεηψλ απφ ηελ ίδηα ηελ θαηαλνκή πνπ ζα νδεγήζεη 

ζε δηαθνξεηηθέο εθηηκήζεηο. Η θαηάζηαζε απηή νλνκάδεηαη δεηγκαηνιεπηηθφ 

ζθάικα.  

Πψο κπνξνχκε λα ζπιιάβνπκε ηελ ηπραηφηεηα ησλ εηζξνψλ (inputs); Μηα 

απάληεζε είλαη ην portfolio resampling, ην νπνίν ζρεδηάδεηαη επαλεηιεκκέλα 

απφ ηελ θαηαλνκή ηεο απφδνζεο. Μπνξνχκε λα δεκηνπξγήζνπκε έλα 
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ζηαηηζηηθά ηζνδχλακν δείγκα κε ηηο παξαηεξήζεηο T (αξρηθνχ κήθνπο 

δεδνκέλσλ), δεκηνπξγψληαο έηζη έλα λέν ζχλνιν δεδνκέλσλ γηα ηελ εθηίκεζε 

ησλ παξακέηξσλ. Δίηε ζρεδηάδνληαο Τ θνξέο ρσξίο αληηθαηάζηαζε απφ ηελ 

εκπεηξηθή θαηαλνκή (κία κε παξακεηξηθή κέζνδν πνπ είλαη γλσζηή σο 

bootstrapping) ή θάλνληαο δεηγκαηνιεςία απφ κηα πνιπκεηαβιεηή θαλνληθή 

θαηαλνκή (κία παξακεηξηθή κέζνδνο πνπ νλνκάδεηαη πξνζνκνίσζε Monte 

Carlo). Καη νη δχν κέζνδνη παξέρνπλ ζρεδφλ ηα ίδηα απνηειέζκαηα. 

 

4.2 Μέθοδοι Δπαναληπηικήρ Γειγμαηολητίαρ 

Όπσο αλαθέξακε θαη ζηελ πξνεγνχκελε ελφηεηα, δχν είλαη νη κέζνδνη 

επαλαιεπηηθήο δεηγκαηνιεςίαο, ε πξνζνκνίσζε Monte Carlo θαη κέζνδνο 

Bootstrap. Απηέο νη κέζνδνη είλαη πνιχ ρξήζηκεο αθνχ επηηξέπνπλ ηελ 

«θαηαζθεπή» δεδνκέλσλ απφ ηα είδε ππάξρνληα. 

 

4.2.1 Πποζομοίυζη Monte Carlo 

 

Δίλαη κία παξακεηξηθή κέζνδνο πνπ ρξεζηκνπνηείηαη γηα ηελ πξνζνκείσζε 

ησλ δηαθφξσλ πεγψλ αβεβαηφηεηαο πνπ επεξεάδνπλ ηελ ηηκή κηαο 

επέλδπζεο. Οπζηαζηηθά κπνξνχκε λα πξνζεγγίζνπκε θάπνηα ηηκή ηεο ππφ 

κειέηεο κεηαβιεηήο πνπ επεξεάδεηαη απφ ηελ ηπραία κεηαβιεηή. 

Γεκηνπξγνχκε ινηπφλ κηα εθηίκεζε γηα ηε κέζε ηηκή θαη κηα γηα ηε δηαθχκαλζε 

(  , ) ηεο ηπραίαο κεηαβιεηήο, πνπ αθνινπζεί θαλνληθή θαηαλνκή θαη ζηε 

ζπλέρεηα κπνξνχκε λα πάξνπκε N  ηπραίεο κεηαβιεηέο απφ απηήλ ηελ 

θαηαλνκή. Γεκηνπξγνχκε νπζηαζηηθά N  πηζαλά ζελάξηα, ψζηε ελ ηέιεη λα 

πάξνπκε κηα πξνζέγγηζε γηα ηελ εμέιημε ηνπ θαηλνκέλνπ. 

 

4.2.2 Μέθοδορ Bootstrap 

 

Η κέζνδνο απηή ρξεζηκνπνηείηαη φηαλ ηα ζηνηρεία γηα ηελ θαηαλνκή πνπ 

αθνινπζεί ε ηπραία κεηαβιεηή δελ είλαη αξθεηά. Έηζη αλ έρνπκε έλα δείγκα N  

ζηνηρείσλ κπνξνχκε λα δεκηνπξγήζνπκε φζα δεδνκέλα xN  ζηνηρείσλ 
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ζέινπκε, ηέηνηα ψζηε NN x  . Κάζε θνξά παίξλνπκε ζηνηρεία απφ ην αξρηθφ 

ζχλνιν N  κε ηπραίν ηξφπν. Οπζηαζηηθά ρξεζηκνπνηνχκε ηηο ηηκέο ησλ 

ηπραίσλ κεηαβιεηψλ πνπ έρνπκε είδε παξαηεξήζεη θαη δεκηνπξγνχκε ζχλνια 

δεδνκέλσλ πνπ έρνπλ ηελ ίδηα εκπεηξηθή θαηαλνκή πηζαλφηεηαο κε ην αξρηθφ 

ζχλνιν. 

 

4.3 Οπηικοποιώνηαρ ηο Σθάλμα Δκηίμηζηρ 

 

Με ηελ δηαδηθαζία επαλαιεπηηθήο δεηγκαηνιεςίαο n  θνξέο, έρνπκε n  λέεο 

ζεηξέο βειηηζηνπνίεζεο ησλ απνδφζεσλ ( 11
ˆ,ˆ   ζε nn ̂,̂ ). Γηα θάζε κία απφ 

απηέο ηηο εηζξνέο (inputs), κπνξνχκε λα ππνινγίζνπκε ηψξα έλα λέν ζχλνξν 

πνπ εθηείλεηαη απφ ην ραξηνθπιάθην κε ηελ ειάρηζηε δηαθχκαλζε ζην 

ραξηνθπιάθην κε ηε κέγηζηε απφδνζε. Υπνινγίδνπκε m  ραξηνθπιάθηα θαηά 

κήθνο ηνπ ζπλφξνπ θαη ζψδνπκε ηηο αληίζηνηρεο δηαλπζκαηηθέο θαηαλνκέο, 

mww 111,...,  ζε nmn ww ,...,1 . Αμηνινγψληαο φια ηα mn  ραξηνθπιάθηα κε ηηο 

αξρηθέο εηζξνέο βειηηζηνπνίεζεο  11
ˆ,ˆ   ζα σζήζνπκε φια ηα ραξηνθπιάθηα 

λα ζρεδηαζηνχλ θάησ απφ ην αξρηθφ απνηειεζκαηηθφ (απνδνηηθφ) ζχλνξν. Ο 

ιφγνο είλαη φηη θαλέλα δηαλπζκαηηθφ βάξνο πνπ είλαη βέιηηζην (optimal) γηα ην 

1̂  θαη 1̂  (κε ni ,...,1 ) δελ κπνξεί λα είλαη βέιηηζην γηα 0̂ , 0̂ . Ωο εθ 

ηνχηνπ, επεηδή ηα βάξε πξνέξρνληαη απφ ηα δεδνκέλα (data) πνπ πεξηέρνπλ 

ζθάικα εθηίκεζεο, φια ηα βάξε ηνπ ραξηνθπιαθίνπ νδεγνχλ ζηελ θαηαζθεπή 

ραξηνθπιαθίσλ θάησ απφ ην απνηειεζκαηηθφ ζχλνξν. Τν ζθάικα εθηίκεζεο 

ζηα inputs κεηαηξέπεηαη ζε αβεβαηφηεηα ζρεηηθά κε ηε βέιηηζηε δηαλπζκαηηθή 

θαηαλνκή.  

 

Οη κεραληθέο ηνπ ραξηνθπιαθίνπ resampling θαίλνληαη θαιχηεξα κε έλα 

πξαθηηθφ παξάδεηγκα. Αο ππνζέζνπκε φηη έρνπκε δεδνκέλα, φπνπ εθηεινχκε 

κηα ηππηθή βειηηζηνπνίεζε κέζνπ - δηαθχκαλζε (δειαδή, ηελ ειαρηζηνπνίεζε 

ηνπ θηλδχλνπ ηνπ ραξηνθπιαθίνπ πνπ ππφθεηληαη ζε πεξηνξηζκφ επηζηξνθήο) 

ζηα νπνία νη απνδφζεηο πνηθίιινπλ απφ ηελ απφδνζε ηνπ ραξηνθπιαθίνπ κε 
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ειάρηζηε δηαθχκαλζε ζηελ απφδνζε ηνπ ραξηνθπιαθίνπ κε κέγηζηε 

δηαθχκαλζε. 

Με απηή ηε δηαδηθαζία νξηζκέλα πεξηνπζηαθά ζηνηρεία δελ κπαίλνπλ θαλ ζηε 

ιχζε. Δπίζεο, κηθξέο αιιαγέο ζηελ απνζηξνθή ηνπ θηλδχλνπ κπνξεί λα 

νδεγήζνπλ ζε πνιχ δηαθνξεηηθά ραξηνθπιάθηα. Λφγσ ηεο αβεβαηφηεηαο 

ζρεηηθά κε ην βαζκφ ηεο απνζηξνθήο θηλδχλνπ ηνπ επελδπηή, ην 

ραξαθηεξηζηηθφ απηφ ηεο παξαδνζηαθήο κεζφδνπ βειηηζηνπνίεζεο 

ραξηνθπιαθίνπ είλαη κε ειθπζηηθφ.  

Αο ππνζέζνπκε, αληίζεηα, φηη ζα εθαξκφζνπκε ηνλ αιγφξηζκν ηνπ resampling. 

Σε απηή ηελ πεξίπησζε, θάζε λέν δηαλπζκαηηθφ βάξνο (πνπ ππνινγίδεηαη απφ 

resampled εηζξνέο) κπνξεί λα εξκελεπζεί σο έλα ζχλνιν απφ ζηαηηζηηθά 

ηζνδχλακα βάξε. Ωζηφζν, κφλν ην αξρηθφ ζχλνιν ησλ βαξψλ, 0w , είλαη 

βέιηηζην γηα ην αξρηθφ ζχλνιν ησλ εηζξνψλ ( 0̂ , 0̂ ). Όια ηα άιια 

ραξηνθπιάθηα πξέπεη λα ραξαρηνχλ (plot) θάησ απφ ην απνηειεζκαηηθφ 

ζχλνξν. 

 Οη εθηηκήζεηο ησλ βαξψλ είλαη ην άκεζν απνηέιεζκα ηνπ δεηγκαηνιεπηηθνχ 

ζθάικαηνο. Σην Σρήκα 4.1 βιέπνπκε ην απνηειεζκαηηθφ ζχλνξν θαη ηα 

resampled ραξηνθπιάθηα πνπ πξνέθπςαλ απφ ηε ρξήζε ηεο ηερληθήο πνπ 

πεξηγξάθεηαη σο resampling. Οη θχθινη αληηπξνζσπεχνπλ ηα resampled 

ραξηνθπιάθηα, θαη ην απνηειεζκαηηθφ ζχλνξν κπνξεί λα ζεσξεζεί σο 

«πεξίβιεκά» ηνπο. Η πεξηνρή δηαζπνξάο πξνθχπηεη ιφγσ ηεο κεγάιεο 

δηαθχκαλζεο ζηα ηζνδχλακα ζηαηηζηηθά δηαλπζκαηηθά βάξε.  
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Σρήκα 4.1. Απνδνηηθφ φξην θαη Φαξηνθπιάθηα Resampling 

 

Αχμεζε ηνπ αξηζκνχ ησλ απεηθνλίζεσλ, n , σζνχλ ηα ζεκεία ησλ δεδνκέλσλ 

πην θνληά ζην αξρηθφ ζχλνξν θαζψο ε δηαζπνξά ζηα δεδνκέλα (inputs) 

γίλεηαη κηθξφηεξε. Τν απνηέιεζκα είλαη ηζνδχλακν κε ηε κείσζε (έσο θαη 

θαηάξγεζε) ηνπ ζθάικαηνο δεηγκαηνιεςίαο. Αιιά ε αλάιπζε δε καο ιέεη πνπ 

βξίζθεηαη ην λέν ζχλνξν - φπνπ νδεγεί ζηελ επφκελε ελφηεηα. 

 

4.4 Resampled Efficiency.     

 

Σηελ πξνεγνχκελε ελφηεηα απνδείρζεθε φηη ε κέζνδνο πνπ ρξεζηκνπνηεί 

resampled απφδνζε πξφθεηηαη λα αζρνιεζεί κε ην ζθάικα εθηίκεζεο. 

Φαξηνθπιάθηα θαηά κήθνο ηνπ ιεγφκελνπ resampled ζπλφξνπ νξίδνληαη σο ". 

. . νη κέζνη φξνη ηνπ βαζκνχ πνπ ζπλδένληαη κε ηε κέζε δηαθχκαλζε ηνπ 

απνηειεζκαηηθνχ ραξηνθπιαθίνπ" (Michaud 1998). Φαξηνθπιάθηα πνπ 

θέξνπλ Rank 1 είλαη ραξηνθπιάθηα κε ειάρηζηε δηαθχκαλζε, ραξηνθπιάθηα 

πνπ θέξνπλ Rank m είλαη ραξηνθπιάθηα κε κέγηζηε απφδνζε. Κάζε άιιν 

ραξηνθπιάθην παίξλεη έλα rank αλάκεζα, ην νπνίν εμαξηάηαη απφ ηηο ηάμεηο 

ηεο αλακελφκελεο απφδνζεο. Η απφζηαζε κεηαμχ ηεο ειάρηζηεο δηαζπνξάο 

θαη ηεο κέγηζηεο απφδνζεο ηνπ ραξηνθπιαθίνπ είλαη κνηξαζκέλε εμίζνπ. 
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Η θαηαλνκή δηαηεξεί έλα ζεκαληηθφ ραξαθηεξηζηηθφ ηνπ ραξηνθπιαθίνπ: Τα 

βάξε αζξνίδνπλ ζηε κνλάδα (αθφκα θαη ζηελ πεξίπησζε ησλ πεξηνξηζκψλ). 

Απηφ ην ραξαθηεξηζηηθφ είλαη πηζαλφλ ε θχξηα πξαθηηθή αηηηνιφγεζε γηα απηή 

ηε δηαδηθαζία.  

Τν resampled βάξνο γηα έλα ραξηνθπιάθην m  ηάμεο (m  ν αξηζκφο 

ραξηνθπιαθίσλ θαηά κήθνο ηνπ ζπλφξνπ), δίλεηαη απφ ηνλ ηχπν  





n

i

im

resampled

m w
n

w
1

'

1
  (4.1) 

φπνπ imw  δειψλεη ην 1k  δηάλπζκα ηνπ m νζηψλ ραξηνθπιαθίνπ θαηά κήθνο 

ησλ νξίσλ γηα ηα i νζηά resampling. 

 Αο ππνζέζνπκε φηη έρνπκε εθηίκεζε 100 απνηειεζκαηηθά ζχλνξα. Έηζη, 

έρνπκε επίζεο 100 ραξηνθπιάθηα γηα θάζε βαζκίδα. Μπνξνχκε ηψξα λα 

ππνινγίζνπκε ην κέζν βάξνο γηα θάζε πεξηνπζηαθφ ζηνηρείν ζε φια ηα 100 

ραξηνθπιάθηα. Δπηπιένλ, κπνξνχκε λα κεηξήζνπκε ηε δηαζπνξά ζηα βάξε 

ηνπ ραξηνθπιαθίνπ γηα λα εθηηκήζνπκε ην πψο ε αβεβαηφηεηα ζηηο εηζξνέο 

ηξνθνδνηείηαη κε ηε δηαζπνξά ζηα απνηειέζκαηα.  

 

Η δηαδηθαζία κπνξεί λα ζπλνςηζηεί σο εμήο: 

 

Βήμα 1ο: 

Δθηίκεζε ηνπ πίλαθα δηαθχκαλζεο - ζπλδηαθχκαλζεο θαη ην κέζν δηάλπζκα 

ησλ ηζηνξηθψλ εηζξνψλ. (Ωο ελαιιαθηηθή ιχζε, νη εηζξνέο ζα κπνξνχζε λα 

είλαη πξνθαζνξηζκέλεο.) 

 

Βήμα 2ο: 

Αλαζρεδηάδνπκε απφ ηηο εηζξνέο (δεκηνπξγήζεθε ζην Βήκα 1) ιακβάλνληαο Τ 

δείγκαηα (draws) απφ ηελ θαηαλνκή ησλ εηζξνψλ. Ο αξηζκφο ησλ δεηγκάησλ 

είλαη ζπλάξηεζε ηνπ βαζκνχ εμάιεηςεο ηεο αβεβαηφηεηαο πνπ επηζπκνχκε. 

Γειαδή φζν πεξηζζφηεξα draws παίξλνπκε ηφζα πεξηζζφηεξα 

δηαθνξνπνηεκέλα ζελάξηα ελζσκαηψλνπκε ζηελ αλάιπζε. Υπνινγίδνπκε έλα 

λέν πίλαθα δηαθχκαλζεο - ζπλδηαθχκαλζεο απφ ηηο ζεηξέο ηνπ δείγκαηνο. 

Σθάικα εθηίκεζεο ζα νδεγήζεη ζε πίλαθεο πνπ είλαη δηαθνξεηηθνί απφ 

εθείλνπο πνπ ιακβάλνληαη ζην Βήκα 1. 
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Βήμα 3ο: 

Υπνινγίδνπκε ην απνηειεζκαηηθφ ζχλνξν γηα ηηο εηζξνέο πνπ παξάγνληαη ζην 

Βήκα 2. Απνζεθεχνπκε ηα βάξε ηνπ βέιηηζηνπ ραξηνθπιαθίνπ γηα m 

ηζνκεξψο θαηαλεκεκέλα ζεκεία απνδφζεσλ θαηά κήθνο ηνπ ζπλφξνπ. 

 

Βήμα 4ο: 

Αθνχ επαλαιάβνπκε ηα βήκαηα 2 θαη 3 πνιιέο θνξέο, ππνινγίδνπκε ηα κέζα 

βάξε ηνπ ραξηνθπιαθίνπ γηα θάζε ζεκείν απφδνζεο. Δθηηκνχκε ην ζχλνξν 

ηνπ κέζνπ φξνπ ησλ ραξηνθπιαθίσλ κε ηνλ πίλαθα δηαθχκαλζεο - 

ζπλδηαθχκαλζεο απφ ην Βήκα 1 γηα λα «ραξάμνπκε» (plot) ην resampled 

ζχλνξν. 

 

Αληί λα πξνζζέζνπκε ραξηνθπιάθηα πνπ κνηξάδνληαη ηελ ίδηα ζεηξά 

(ηαμηλφκεζε) (rank), ζα κπνξνχζακε λα πξνζζέζνπκε ραξηνθπιάθηα πνπ 

δείρλνπλ ηελ ίδηα αληηζηάζκηζε θηλδχλνπ θαη απφδνζεο. Μπνξεί λα γίλεη 

εχθνια κε ηε κεγηζηνπνίεζε ηνπ  

25,0  mU     (4.2) 

γηα ηελ απνζηξνθή ηνπ θηλδχλνπ m  θαη ελ ζπλερεία ηνλ ππνινγηζκφ ηνπ 

κέζνπ φξνπ m  - ζπλδεδεκέλσλ ραξηνθπιαθίσλ. Θεσξεηηθά ηα σθέιεκα 

ηαμηλνκεκέλα ραξηνθπιάθηα είλαη πξνηηκφηεξα επεηδή θαηαδεηθλχνπλ ηελ 

αληηζηάζκηζε ηνπ θίλδπλνπ θαη ηεο απφδνζεο, ελφο επελδπηή κε ζπγθεθξηκέλε 

απνζηξνθή ζηνλ θίλδπλν φπνπ νπζηαζηηθά ζα επηιέμεη εάλ πξάγκαηη 

απαηηείηαη λα επαλαιάβεη ηελ επηινγή ζε δηάθνξα πεξηβάιινληα θηλδχλνπ - 

απφδνζεο.  

Τα resampled ραξηνθπιάθηα αληηθαηνπηξίδνπλ κεγαιχηεξε δηαθνξνπνίεζε 

(πεξηζζφηεξα ζηνηρεία ηνπ ελεξγεηηθνχ έρνπλ εηζέιζεη ζηε ιχζε) απφ φηη ηα 

θιαζηθά απνδνηηθά ραξηνθπιάθηα κέζεο δηαθχκαλζεο. Δπίζεο, εκθαλίδνπλ 

ιηγφηεξν απφηνκεο αιιαγέο (νκαιέο κεηαβάζεηο) ζηελ θαηαλνκή θαζψο 

αιιάδνπλ νη απαηηνχκελεο απνδφζεηο. Σηα κάηηα πνιιψλ επαγγεικαηηψλ, θαη 

ηα δχν ραξαθηεξηζηηθά είλαη επηζπκεηά. 

Λφγσ ηεο εκθαλνχο ππεξδηαθνξνπνίεζεο (ζε ζρέζε κε ηηο πξνβιέςεηο 

απφδνζεο), ην resampled ζχλνξν ζα έρεη δηαθνξεηηθή θαηαλνκή βάξνπο απφ 
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εθείλν ηνπ παξαδνζηαθνχ ζπλφξνπ θαη, φπσο θαίλεηαη ζην Σρήκα 4.2, ζα 

«ραξαρζεί» (plot) θάησ απφ ην παξαδνζηαθφ ζχλνξν. Τν resampled ζχλνξν 

δελ θζάλεη ηελ ίδηα κέγηζηε απφδνζε κε ην παξαδνζηαθφ ζχλνξν, ιφγσ ηεο 

κεγαιχηεξεο δηαθνξνπνίεζήο ηνπ. Λακβάλνληαο ππφςε φηη ε ιχζε ηεο 

κέγηζηεο απφδνζεο ζην παξαδνζηαθφ ζχλνξν απνηειείηαη απφ 100 ηνηο εθαηφ 

ησλ επελδχζεσλ ζηελ πςειφηεξε απφδνζε ελεξγεηηθνχ, θαηά κέζν φξν ε 

δηαδηθαζία απαγνξεχεη απηνχ ηνπ είδνπο ηε ιχζε γηα ην resampled ζχλνξν. 

Τα ζχλνξα είλαη παξφκνηα φζνλ αθνξά ηνλ ρψξν θηλδχλνπ-απφδνζεο, αιιά 

εληειψο δηαθνξεηηθφ φζνλ αθνξά ηνλ "ρψξν ησλ βαξψλ". 

 

Σρήκα 4.2. Κιαζηθφ απνδνηηθφ φξην & Resampled Frontier 

 

 

Έλα απφ ηα πξνβιήκαηα κε ηε ρξήζε ηνπ θξηηεξίνπ ηνπ κέζνπ κπνξεί λα 

εμεγεζεί κε ζηελφ έιεγρν ηεο θαηαλνκήο ησλ resampled βαξψλ γηα κηα 

ζπγθεθξηκέλε ζπλδεδεκέλε ζεηξά ραξηνθπιαθίσλ. Πξψηνλ, θαηά κέζν φξν 

πάλσ ζε πεξηνξηζκέλεο ιχζεηο είλαη πνιχ πηζαλφ λα νδεγήζεη ζε κία κέζε 

θαηαλνκή ε νπνία είλαη θάησ απφ ηελ πεξηνξηζκέλε ιχζε, επεηδή πάληα ζα 

ππάξρνπλ θάπνηα δείγκαηα (draws) φπνπ ε πίεζε δελ είλαη δεζκεπηηθή - ιφγσ 

ηεο ηπραηφηεηαο ησλ εηζξνψλ κέζεο απφδνζεο.  
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Γεχηεξνλ, ην resampling είλαη πηζαλφλ λα πεξηιακβάλεη ζρεδφλ φια ηα 

πεξηνπζηαθά ζηνηρεία ζηε ιχζε, επεηδή ε πηζαλφηεηα είλαη φηη ηνπιάρηζηνλ έλα 

επλντθφ δείγκα (draw) ζα πξνζδηνξηζζεί (allocate) ζε έλα πεξηνπζηαθφ 

ζηνηρείν. 

 

4.5 Μεηπώνηαρ ηην απόζηαζη ηυν βαπών 

 

Σπκπεξαζκαηηθά, ε resampling δηαδηθαζία πξνβιέπεη ηελ θαηαλνκή ησλ 

βαξψλ ηνπ ραξηνθπιαθίνπ. Μπνξνχκε ηψξα λα εμεηάζνπκε θαηά πφζν ηα 

δχν ραξηνθπιάθηα έρνπλ ζηαηηζηηθή δηαθνξά. Η δνθηκή απηή κπνξεί λα 

ζεσξεζεί σο κέηξεζε ηεο απφζηαζεο ζε k  δηαζηάζεηο  δηαλπζκαηηθνχ 

ρψξνπ. Τν κέηξν Δπθιείδεηαο απφζηαζεο γηα ηελ απφζηαζε ηνπ δηαλχζκαηνο 

ησλ βαξψλ ηνπ ραξηνθπιαθίνπ ελφο ραξηνθπιαθίνπ i (ζπκβνιίδεηαη iw ) κε p  

ραξηνθπιάθην (ζπκβνιίδεηαη pw ) δίλεηαη απφ  

 

   
'

'

ipip wwww    (4.3) 

φπνπ ip ww   ηζνδπλακεί κε έλα ελεξγφ βάξνο.  

 

Η ζηαηηζηηθή απφζηαζε, σζηφζν, ππνινγίδεηαη απφ 

   



1

'

'

ipip wwww   (4.4) 

φπνπ   είλαη ν πίλαθαο δηαθχκαλζεο - ζπλδηαθχκαλζεο ησλ βαξψλ ηνπ 

ραξηνθπιαθίνπ. Απηφ ην ζηαηηζηηθφ ηεζη είλαη θαηαλεκεκέλν σο 2x  κε 

βαζκνχο ειεπζεξίαο ίζνπο κε ηνλ αξηζκφ ησλ ζηνηρείσλ ηνπ ελεξγεηηθνχ.  

 

Γηα παξάδεηγκα, αο ππνζέζνπκε φηη έρνπκε δχν ζηνηρεία, ην θαζέλα κε 10% 

κέζν θαη 20% κεηαβιεηφηεηα. Αο ππνζέζνπκε επίζεο φηη ε αληηζηνηρία κεηαμχ 

ησλ ζηνηρείσλ ηνπ ελεξγεηηθνχ είλαη 0,0 θαη ν ζπληειεζηήο απνζηξνθήο ζηνλ 

θίλδπλν είλαη 0,2. Σηε ζπλέρεηα, ε βέιηηζηε ιχζε ρσξίο ζθάικα εθηίκεζεο 

είλαη: 



57 

 

 

 

































































5,0

5,0

1,0

1,0

2,0

1
0

0
2,0

1

2,0

2

2

1

2

1



w

w
w

 

 

 

 

 

Τψξα, ππνινγίδνπκε ηα βέιηηζηα ραξηνθπιάθηα ρσξίο λα πξνζζέζνπκε 

πεξηνξηζκνχο. Απηά ηα ραξηνθπιάθηα, εμ νξηζκνχ, δελ απαηηνχλ ζπκκεηνρέο 

γηα λα πξνζζέζεηε έσο θαη 1, νπφηε, ην resampling δε ζα είρε λφεκα, δηφηη 

φια ηα resampled βάξε ζα ζρεδηαζηνχλ (plot) ζε κηα επζεία γξακκή (απφ ην 

100 ηνηο εθαηφ Βάξνο 1 έσο 100 ηνηο εθαηφ Βάξνο 2). Παξαηεξψληαο ην 

Σρήκα 6 ζα κπνξνχζακε λα κπνχκε ζηνλ πεηξαζκφ λα ζπκπεξάλνπκε φηη 

απηνί νη καχξνη θχθινη δελ είλαη ραξηνθπιάθηα (δηφηη ηα ζηνηρεία ελεξγεηηθνχ 

δελ αζξνίδνληαη (add up)), αιιά ηα κεηξεηά κπνξεί λα ζεσξεζνχλ σο έλα 

ηξίην πεξηνπζηαθφ ζηνηρείν, δηφηη ηα κεηξεηά ζα άθελαλ ηνλ νξηαθφ 

(πεξηζσξηαθφ) θίλδπλν, θαζψο θαη ηνλ ζπλνιηθφ θίλδπλν, ακεηάβιεηα. 
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Σρήκα 4.3. Σθάικα εθηίκεζεο & βάξε ραξηνθπιαθίνπ 

 

 

 

Παξά ην γεγνλφο φηη (φπσο δείρλεη ην Σρήκα 4.3), ε βέιηηζηε ιχζε είλαη ζην 

50% γηα ηα δχν ζηνηρεία, ηα εθηηκψκελα βάξε είλαη δηάζπαξηα γχξσ απφ ηε 

ιχζε απηή. Σπγθξίλνληαο ηε δηαλπζκαηηθή δηαθνξά κε ηελ θξηηηθή ηηκή ηεο 2x  

δίλεη έλα κέηξν ηνπ πφζν είλαη ε ζηαηηζηηθή δηαθνξά ελφο ραξηνθπιαθίνπ. Η 

έιιεηςε (γεσκεηξηθή (ellipse)) ζην Σρήκα 4.3 δείρλεη ηε γξακκή ηεο ζπλερνχο 

ππθλφηεηαο, πνπ είλαη ζπλεπήο κε ηελ Δμίζσζε (4.4), γηα ηελ απφζηαζε 

(δηάλπζκα (vector)) κεηαμχ ηνπ βέιηηζηνπ ραξηνθπιαθίνπ ρσξίο ζθάικα 

εθηίκεζεο θαη ηνπ resampling. Γηα απηφ ην παξάδεηγκα κε δχν ελεξγεηηθά 

(assets), νη γξακκέο ζηαζεξήο ππθλφηεηαο κπνξνχλ λα ιεθζνχλ απφ  
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φπνπ "det" αληηπξνζσπεχεη θαζνξηζηηθφ παξάγνληα ηνπ πίλαθα ζε 

παξέλζεζε. 

Τα Φαξηνθπιάθηα κέζα ζε απηή ηελ έιιεηςε (ellipse) ζα πξέπεη λα 

αληηκεησπίδνληαη σο ζηαηηζηηθά ηζνδχλακα, ελψ ραξηνθπιάθηα έμσ απφ απηή 

ηελ έιιεηςε (ellipse) ζα πξέπεη λα αληηκεησπίδνληαη σο ζεκαληηθέο δηαθνξέο 

ζηα βάξε ηνπ ραξηνθπιαθίνπ. Λακβάλνληαο ππφςε ηηο πιεξνθνξίεο απηέο, 

κπνξνχκε ηψξα λα επηζεσξήζνπκε νπηηθά έλα λέν ραξηνθπιάθην (λέεο 

πιεξνθνξίεο ζρεηηθά κε ηηο αγνξέο) γηα λα απνθαζίζνπκε αλ είλαη αξθεηά 

δηαθνξεηηθφ απφ ην ηξέρσλ ραξηνθπιάθην (αθνχ γίλεη ππνινγηζκφο ηνπ 

ζνξχβνπ ζηα εηζαγφκελα ζηνηρεία (inputs)) πνπ πξέπεη λα εθαξκνζηεί. Απφ 

απηή ηελ άπνςε, ζα κπνξνχζακε λα εξκελεχζνπκε ηελ πεξηνρή εληφο ηεο 

έιιεηςεο (ellipse) σο κε εκπνξηθή δψλε. 

Ωζηφζν, παξνπζηάδνληαο long-only πεξηνξηζκνχο (πεξηθνπή ησλ βαξψλ ζην 

κεδέλ), αθπξψλεηαη ηελ ππφζεζε νκαιφηεηαο γηα ηελ θαηαλνκή ησλ βαξψλ 

ηνπ ραξηνθπιαθίνπ. Ο Michaud (1998) ρξεζηκνπνηεί δηαθνξεηηθφ κέηξν 

απφζηαζεο, εθείλν πνπ εθαξκφδεηαη επξέσο ζηε δηαρείξηζε ελεξγεηηθνχ, 

αλαγλσξίδνληαο φηη δχν ραξηνθπιάθηα κε ηνλ ίδην θίλδπλν θαη απφδνζε 

ελδέρεηαη λα παξνπζηάδνπλ πξαγκαηηθά δηαθνξεηηθή θαηαλνκή. Γηα ηελ 

πξνζέγγηζε απηή, ε απφζηαζε κεηαμχ δχν ραξηνθπιαθίσλ νξίδεηαη σο 

   
'0

' ˆ
ipip wwww      (4.5) 

ην νπνίν είλαη ηζνδχλακν κε ην ηεηξάγσλν ηνπ ζθάικαηνο παξαθνινχζεζεο 

(tracking error). 

 

Η δηαδηθαζία ιεηηνπξγεί σο εμήο: 

 

Βήμα 1ο: 

Οξίδνπκε ραξηνθπιάθην γηα λα ηεζηάξνπκε αληίζεηεο δηαθνξέο. Υπνινγίδνπκε 

ηελ Δμίζσζε (4.5) γηα φια ηα resampled ραξηνθπιάθηα. 

 

Βήμα 2ο: 

«Σνξηάξνπκε» ηα Φαξηνθπιάθηα αλά tracking error θαηά θζίλνπζα ηάμε (ε 

πςειφηεξε ζηελ θνξπθή). 
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Βήμα 3ο: 

Οξίδνπκε aTE  σο ην θξίζηκν ζθάικα εληνπηζκνχ (tracking error) γηα ην 

επίπεδν a  ηνηο εθαηφ (δειαδή, εάλ 1.000 ραξηνθπιάθηα είλαη resampled θαη 

ην θξίζηκν επίπεδν είλαη 5%, ζηε ζπλέρεηα λα εμεηάδνπκε ην tracking error 

ελφο ραξηνθπιαθίνπ πνπ είλαη 50ν απφ ηελ θνξπθή). Ωο εθ ηνχηνπ, φια ηα 

ραξηνθπιάθηα 

    2

'0

' ˆ
aipip TEwwww       (4.6) 

είλαη ραξαθηεξηζκέλα κε ζηαηηζηηθά ζεκαληηθή δηαθνξά. 

 

Βήμα 4ο: 

Ωο ηειεπηαίν βήκα, ππνινγίδνπκε ηελ ειάρηζηε θαη κέγηζηε θαηαλνκή γηα θάζε 

πεξηνπζηαθφ ζηνηρείν εληφο ηεο πεξηνρήο εκπηζηνζχλεο.  

 

Γηα παξάδεηγκα κε ηξία πεξηνπζηαθά ζηνηρεία, ε αβεβαηφηεηα ζρεηηθά κε ηε 

βειηηζηνπνίεζε ζηα βάξε κπνξεί λα είλαη νξαηή, αιιά γηα πεξηζζφηεξεο 

δηαζηάζεηο, ε νπηηθνπνίεζε (visualization) γίλεηαη δχζθνιε. 

Σεκεηψζηε φηη ε νκνηφηεηα απηή νξίδεηαη ζε ζρέζε κε ην δηάλπζκα ηνπ 

βέιηηζηνπ βάξνπο θαη φρη ζε φξνπο θηλδχλνπ θαη απφδνζεο. Γχν 

ραξηνθπιάθηα ζα κπνξνχζαλ λα είλαη παξφκνηα ζε φξνπο θηλδχλνπ θαη 

απφδνζεο, αιιά πνιχ δηαθνξεηηθά ζηελ θαηαλνκή, ε νπνία είλαη γλσζηή, 

δηφηη ηα ζεκεία θηλδχλνπ - απφδνζεο θάησ απφ ην ζχλνξν δελ είλαη θαη' 

αλάγθε κνλαδηθά. Ωζηφζν, απηή ε δηαδηθαζία δνθηκήο είλαη δηαηζζεηηθή 

(intuitive). Σεκεηψζηε, επίζεο, φηη ε δηαζπνξά ζηα βάξε είλαη κεγάιε, νπφηε 

ζα είλαη δχζθνιν λα απνξξηθζεί ε ππφζεζε φηη ηα ραξηνθπιάθηα είλαη 

ζηαηηζηηθά ηζνδχλακα, αθφκα θαη αλ δελ είλαη. Ωο εθ ηνχηνπ, ε ηζρχο ηνπ ηεζη 

ζα είλαη ρακειή. 

 

4.6 Resampling και γπαμμική παλινδπόμηζη 

 

Φσξίο έλαλ long-only πεξηνξηζκφ, ην βέιηηζην ραξηνθπιάθην ζα κπνξνχζε 

πξάγκαηη λα βξεζεί ρξεζηκνπνηψληαο κηα απιή πξνζέγγηζε παιηλδξφκεζεο 

δηφηη ε βειηηζηνπνίεζε ηνπ ραξηνθπιαθίνπ ζηελ πεξίπησζε απηή είλαη έλα 
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γξακκηθφ πξφβιεκα. Αο ππνζέζνπκε φηη έρνπκε k  ρξνλνζεηξέο ησλ θαζ' 

ππέξβαζε απνδφζεσλ (excess returns)- φπνπ είλαη, ε ζπλνιηθή απφδνζε R , 

κείνλ ην πνζνζηφ ησλ κεηξεηψλ c , κε T  παξαηεξήζεηο ην θαζέλα. Η 

θαηαζθεπή ραξηνθπιάθην κπνξεί ζηε ζπλέρεηα λα γξαθηεί σο κία απιή 

παιηλδξφκεζε (ε νπνία κπνξεί λα εθηηκεζεί κε ηε ρξήζε νπνηνπδήπνηε 

ηππνπνηεκέλνπ ινγηζκηθνχ regression):  

rRx

uxxy

ii

kk







,1

...11 

    (4.7) 

Φξεζηκνπνηψληαο νπνηνδήπνηε παθέην νηθνλνκεηξίαο ή ην Microsoft Excel, 

απιά εθηεινχκε κηα παιηλδξφκεζε ηνπ 1 ελάληηα ζε φιεο ηηο απνδφζεηο 

πεξηνπζηαθψλ ζηνηρείσλ, εθηφο απφ έλα ζεκείν ηνκήο. Η κέζνδνο απηή ζα 

σζήζεη ηελ παιηλδξφκεζε κέζσ ηεο πεγήο ζε ρψξν ππεξβάιινπζαο 

απφδνζεο (excess-return) θαη, σο εθ ηνχηνπ, ζα κεγηζηνπνίεζε ην Sharpe 

ratio. Τν απνηέιεζκα κπνξεί λα εξκελεπζεί σο έλα ραξηνθπιάθην πνπ 

πιεζηάδεη ζε κεδεληθφ θίλδπλν (ην δηάλπζκα ηνπ 1 δελ δείρλεη κεηαβιεηφηεηα) 

θαη ζε κνλαδηθή απφδνζε θαη ζα δεκηνπξγήζεη έηζη κηα επθαηξία 

θεξδνζθνπίαο (arbitrage). Οη ζπληειεζηέο παιηλδξφκεζεο ζα 

αληηθαηνπηξίδνπλ ηα βάξε ηνπ ραξηνθπιαθίνπ ( ii w ), πνπ γηα ιφγνπο 

επθνιίαο ρξεζηκνπνηείηαη σο βάζε γηα πνζφ 1.  

Δλαιιαθηηθά, ρξεζηκνπνηψληαο ην ίδην πιαίζην, ζα κπνξνχζακε λα 

εθηειέζνπκε κηα «βεβηαζκέλε» παιηλδξφκεζε (constrained regression) γηα λα 

δεκηνπξγεζνχλ ραξηνθπιάθηα ζπλαζξνίδνληαο ηδηαίηεξεο απαηηνχκελεο 

απνδφζεηο. Τν πιαίζην απηφ ζα κπνξνχζε ζηε ζπλέρεηα λα ρξεζηκνπνηεζεί 

επίζεο γηα ηε δνθηκή ησλ πεξηνξηζκψλ ζηνπο επηκέξνπο ζπληειεζηέο 

παιηλδξφκεζεο (εθηίκεζε βαξψλ ραξηνθπιαθίνπ) θαη ζηνπο πεξηνξηζκνχο 

ζηηο νκάδεο ησλ πεξηνπζηαθψλ ζηνηρείσλ θαη λα ειέγμεη θαηά πφζν νη 

ζπληειεζηέο παιηλδξφκεζεο είλαη ζεκαληηθά δηαθνξεηηθνί απφ ην κεδέλ. 

Τν πιαίζην παιηλδξφκεζεο ζέηεη έλα θεληξηθφ πξφβιεκα ηεο θαηαζθεπήο ηνπ 

ραξηνθπιαθίνπ ζε κηα γλσζηά δηαθνξεηηθή πξννπηηθή απεηθφληζε: Μεγάινο 

βαζκφο ζπζρέηηζεο ησλ απνδφζεσλ ηνπ ελεξγεηηθνχ (ησλ assets) ζεκαίλεη 

κεγάιν βαζκφ ζπζρέηηζεο ησλ regressors, κε ηηο πξνθαλείο ζπλέπεηεο ηεο 

multicollinearity – πςειή ηππηθή απφθιηζε ζηα βάξε ηνπ ραξηνθπιαθίνπ 
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(ζπληειεζηέο παιηλδξφκεζεο) θαη πξνβιήκαηα αλαγλψξηζεο (δχζθνιν λα 

γίλεη δηάθξηζε κεηαμχ δχν παξφκνησλ πεξηνπζηαθψλ ζηνηρείσλ). Κάλνληαο 

απιφ downtesting (ζηαδηαθή θαηάξγεζε ησλ πεξηνπζηαθψλ ζηνηρείσλ πνπ 

αξρίδεη κε ην ιηγφηεξν ζεκαληηθφ πεξηνπζηαθφ ζηνηρείν) θαη απνθιείνληαο ηα 

αζήκαληα ελεξγεηηθά (πεξηνπζηαθψλ ζηνηρείσλ - assets) ζα παξάγεη έλα 

απνηέιεζκα πνπ ζα εμαξηάηαη ζε κεγάιν βαζκφ απφ ηελ ζεηξά ηνπ 

απνθιεηζκνχ, ρσξίο λα καο θαζνδεγεί σο πξνο ην πνχ λα αξρίζνπκε. Τν 

πξφβιεκα απηφ είλαη γλσζηφ θαη ζηνπο asset allocators θαη ζηνπο 

νηθνλνκέηξεο. 

Τν Portfolio resampling κπνξεί λα εξκελεπζεί σο κηα πξνζέγγηζε 

πξνζνκνίσζεο γηα λα θαηαιήμνπκε ζηελ θαηαλνκή ησλ εθηηκήζεσλ βάξνπο. 

Τν θέληξν ηεο θαηαλνκήο ππνινγίδεηαη θαηά ηνλ ίδην ηξφπν φπσο ζην 

ραξηνθπιάθην resampling θαηά κέζν φξν πάλσ απφ ην ζπληειεζηή εθηηκήζεηο 

γηα έλα ζπγθεθξηκέλν πεξηνπζηαθφ ζηνηρείν. Αληί γηα ηε ιήςε ησλ 

δηαξζξσηηθψλ κνξθψλ ηνπ κνληέινπ, σο δεδνκέλν θαη πξνζνκνίσζε ηνπ 

φξνπ ζθάικαηνο, ην resampling πξνζνκνηψλεη έλα εληειψο λέν ζχλνιν 

δεδνκέλσλ, ην νπνίν ηζνδπλακεί κε ηελ παξαδνρή φηη ηα regressors είλαη 

ζηνραζηηθά. Με ηνλ ζρεδηαζκφ (drawing) λέσλ δεδνκέλσλ απφδνζεο απφ ηνλ 

πίλαθα δηαθχκαλζεο - ζπλδηαθχκαλζεο θαη επαλεθηηκψληαο ηελ Δμίζσζε (4.7) 

n  θνξέο, κπνξνχκε λα ππνινγίζνπκε ην κέζν βάξνο γηα ην πεξηνπζηαθφ 

ζηνηρείν kj ...1 κέζσ ηνπ ππνινγηζκνχ κέζνπ φξνπ πέξα απφ ηνπο θαη' 

εθηίκεζε ζπληειεζηέο παιηλδξφκεζεο ( ii ŵˆ  ) 

kjw
n

w
n

i

ijj ...1,ˆ
1

ˆ
1

 


   (4.8) 

Αλ θαη ε θαηά κέζν φξν δελ είλαη αλαγθαία γηα ραξηνθπιάθηα κε long-only 

πεξηνξηζκνχο (επεηδή ε θαηαλνκή ησλ εμαξηεκέλσλ κεηαβιεηψλ (regressors) 

είλαη γλσζηή), ην resampling ραξηνθπιάθην είλαη πην γεληθφ απφ ηελ 

πξνζέγγηζε ηεο παιηλδξφκεζεο. Μπνξεί επίζεο λα εθαξκνζηεί ζηελ 

πεξίπησζε ηνπ  πεξηνξηζκνχ long - only, φπνπ ε θαηαλνκή ηνπ βάξνπο δελ 

είλαη γλσζηή. Οπζηαζηηθά, απηή ε πξνζέγγηζε απαηηεί λα θάλεηο bootstrapping 

ηελ άγλσζηε θαηαλνκή ελφο t-statistic. Αλ, γηα παξάδεηγκα, έλα πεξηνπζηαθφ 
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ζηνηρείν πεξηιακβάλεηαη ζε 70 απφ ηηο 1.000 θνξέο πνπ έρεη «ηξέμεη» (runs) 

γηα κηα δεδνκέλε ζεηξά (given rank) ή έλα σθέιηκν απνηέιεζκα (utility score), 

ζα πάξνπκε έλα p-value ηεο ηάμεσο ηνπ 7%. Απηή ε πξνζέγγηζε κπνξεί 

επίζεο λα επεθηαζεί κέζσ ηεο ρξήζεο Bayesian αλάιπζεο κε ηε 

ρξεζηκνπνίεζε ηππνπνηεκέλσλ απνηειεζκάησλ (standard textbook results). 

Σε κηα ηέηνηα αλάιπζε, νη πξφηεξεο (πξνγελέζηεξεο) πεπνηζήζεηο καο (priors), 

θαζνξίδνληαη κε ηελ θαηαλνκή ησλ βαξψλ ηνπ ραξηνθπιαθίνπ, αληί ηεο 

απφδνζεο ησλ πεξηνπζηαθψλ ζηνηρείσλ. 

4.7 Παγίδερ ζηο Portfolio Resampling  

Τν ζθάικα εθηίκεζεο ζα απμήζεη ηνλ θίλδπλν ηνπ ραξηνθπιαθίνπ. Αο 

εμεηάζνπκε ηελ απινχζηεξε πεξίπησζε. Έλα ραξηνθπιάθην κε δχν 

πεξηνπζηαθά ζηνηρεία. Σηελ πεξίπησζε απηή, θάζε ζπλδπαζκφο ησλ δχν 

ζηνηρείσλ ηνπ ελεξγεηηθνχ ζα είλαη απνηειεζκαηηθφο. Όια ηα resampled 

ραξηνθπιάθηα ζα εμαθνινπζνχλ λα βξίζθνληαη ζην απνηειεζκαηηθφ ζχλνξν, 

θαη θαλέλα ραξηνθπιάθην δελ ζα βξεζεί θάησ απφ απηφ, αλ θαη ην ζχλνξν ζε 

απηή ηελ πεξίπησζε ζα κπνξνχζε λα είλαη κηθξφ (κηθξνχ κήθνπο), γηαηί, 

κεξηθέο θνξέο, ε ζεηξά ησλ ζηνηρείσλ ηνπ ελεξγεηηθνχ αληηζηξέθεηαη, ψζηε ε 

κέζε κέγηζηε - απφδνζε ηνπ ραξηνθπιαθίνπ δελ πεξηέρεη ην 100 ηνηο εθαηφ 

ηεο πςειφηεξεο απφδνζεο ησλ πεξηνπζηαθψλ ζηνηρείσλ.  

Γηα παξάδεηγκα, αο ππνζέζνπκε φηη έρνπκε δχν αζπζρέηηζηα πεξηνπζηαθά 

ζηνηρεία κε εθηηκφκελεο κεηαβιεηφηεηεο 10% θαη 15%. Αο ππνζέζνπκε φηη 

ρξεζηκνπνηνχκε 60 κεληαίεο παξαηεξήζεηο γηα ηελ εθηίκεζε ηνπ ζπλφξνπ. Οη 

εηήζηεο κέζεο απνδφζεηο ησλ κεηξεηψλ είλαη 4% θαη 2%. Σην Σρήκα 4.4 

θαηαξηίδνληαη (plot) ηα απνηειέζκαηα ηνπ απνηειεζκαηηθνχ ζπλφξνπ πνπ 

βξέζεθαλ απφ ηελ παξαδνζηαθή, ηε resampled, θαη ηε Bayesian πξνζέγγηζε. 

Η αχμεζε ηνπ θηλδχλνπ θαηαγξάθεηαη κφλν απφ ην Bayesian ζχλνξν. Σηε 

Bayesian κέζνδν, γηα ηελ ίδηα αλακελφκελε απφδνζε (νη αλακελφκελεο 

απνδφζεηο δε ζα αιιάμνπλ κε ηελ εηζαγσγή ηνπ ζθάικαηνο εθηίκεζεο ζαλ 

έλα uninformative prior), θάζε ραξηνθπιάθην εθζέηεη ηνλ επελδπηή ζε 

κεγαιχηεξν θίλδπλν γηαηί νη κέζνδνη Bayesian κνριεχνπλ πξνο ηα πάλσ ηνλ 

πίλαθα δηαθχκαλζεο - ζπλδηαθχκαλζεο, αιιά αθήλνπλ ην δηάλπζκα ηεο 
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απφδνζεο ακεηάβιεην. Σε άκεζε αληίζεζε, ην ιάζνο εθηίκεζεο ζην 

resampled ζχλνξν εκθαλίδεηαη κφλν σο ζπληφκεπζε ησλ ζπλφξσλ, δελ είλαη 

ηφζν ε αχμεζε ηνπ θηλδχλνπ γηα θάζε επίπεδν απφδνζεο. Αλη' απηνχ, ε 

αβεβαηφηεηα ζρεηηθά κε ηνλ κέζν, πξνθαιεί κείσζε ηεο κέγηζηεο 

αλακελφκελεο κέζεο απφδνζεο, ε νπνία δελ είλαη πεηζηηθή. Οη κέζνδνη 

Bayesian αλαγλσξίδνπλ φηη ε απνθιεηζηηθή ρξήζε ησλ πιεξνθνξηψλ ηνπ 

δείγκαηνο δε ζα καο επηηξέςεη λα αληηκεησπίζνπκε ηηο επηπηψζεηο ηεο 

παξακέηξνπ ηεο αβεβαηφηεηαο ζρεηηθά κε ηελ επηινγή ηνπ βέιηηζηνπ 

ραξηνθπιαθίνπ. 

 

Σρήκα 4.4. Παξαδνζηαθφ, Resampling & Bayesian φξηα 

 

 

Οη κέζνδνη Bayesian κπνξνχλ λα ρξεζηκνπνηήζνπλ priors είηε uninformative ή 

informative. Uninformative priors εθθξάδνπλ απιά ηελ πηζαλή ζεηξά ησλ 

παξακέηξσλ εθηίκεζεο. Καηά ζπλέπεηα, ε πξνζζήθε ελφο uninformative prior 

ζε έλα ζχλνιν δεδνκέλσλ απφδνζεο, απμάλεη ηελ αβεβαηφηεηα γηα ηηο 
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κειινληηθέο απνδφζεηο, αιιά φρη ην κέζν απνηέιεζκα. Δπεηδή ηα priors 

αθήλνπλ ην ζχλνιν ησλ απνηειεζκαηηθψλ ραξηνθπιαθίσλ ζηαζεξφ, απηή ε 

κέζνδνο έρεη ρξεζηκνπνηεζεί ειάρηζηα απφ ηνπο επαγγεικαηίεο. Τα informed 

priors κεηαβάιινπλ ην κέζν αλακελφκελν απνηέιεζκα θαη, ζπλεπψο, 

αιιάδνπλ ην ζχλνιν ησλ ιχζεσλ. Έλα informed prior δειψλνληαο φηη φιεο νη 

κέζεο απνδφζεηο είλαη ίζεο ζα παξάγεη ηελ ειάρηζηε δηαθχκαλζε ηνπ 

ραξηνθπιαθίνπ. Έλα informed prior δειψλνληαο φηη νη κέζεο απνδφζεηο είλαη 

θνληά ζηηο πξαγκαηηθέο (implied) απνδφζεηο ηνπ ραξηνθπιαθίνπ αλαθνξάο ζα 

θηλήζεη ην απνηειεζκαηηθφ ζχλνξν πξνο ηελ θαηεχζπλζε ηνπ ραξηνθπιαθίνπ 

αλαθνξάο. 

Η αλάιπζε Bayesian επηρεηξεί λα ζπλδπάζεη ηηο πιεξνθνξίεο ηνπ δείγκαηνο 

γηα ηηο απνδφζεηο ηνπ ελεξγεηηθνχ κε ηα priors γηα ηελ θαηαλνκή ηεο 

απφδνζεο. Μαδί, ηα priors θαη ην απνηειεζκαηηθφ επίπεδν εκπηζηνζχλεο 

νδεγνχλ ζηελ πξνβιεπζείζα θαηαλνκή. Έηζη ε βέιηηζηε επηινγή ηνπ 

ραξηνθπιαθίνπ βαζίδεηαη ζηελ πξνβιεπζείζα θαηαλνκή.  

Γηα παξάδεηγκα, αο ππνζέζνπκε φηη δχν πεξηνπζηαθά ζηνηρεία έρνπλ ηελ ίδηα 

αλακελφκελε απφδνζε, αιιά ην έλα απφ απηά έρεη ζεκαληηθά κεγαιχηεξε 

κεηαβιεηφηεηα. Θα κπνξνχζακε λα ζθεθηνχκε απηφ ην παξάδεηγκα σο δηεζλή 

θαηαλνκή ζηαζεξνχ εηζνδήκαηνο πάλσ ζε κηα βάζε αληηζηάζκηζεο θαη κηα 

βάζε κε αληηζηάζκηζεο. Σηελ πεξίπησζε απηή, νη πεξηζζφηεξνη 

επαγγεικαηίεο (θαη βειηηζηνπνηεηέο (optimizers) κέζεο απφθιηζεο) 

απνθιείνπλ απφ ηε ιχζε ηα πεξηνπζηαθά ζηνηρεία κε πςειή κεηαβιεηφηεηα 

(εθηφο αλ ππάξρνπλ θάπνηεο επηζπκεηέο ζπζρεηίζεηο). Πψο ην resampled 

efficiency αζρνιείηαη κε απηά ηα πεξηνπζηαθά ζηνηρεία; Δπαλαιακβάλνληαο 

ηνλ ζρεδηαζκφ απφ ηελ αξρηθή θαηαλνκή ζα παξαρζνχλ ζρεδηαζκνί απφ 

επκεηάβιεηα πεξηνπζηαθά ζηνηρεία κε εμαηξεηηθά αξλεηηθέο απνδφζεηο, θαζψο 

θαη ζρεδηαζκνί κε εμαηξεηηθά ζεηηθέο απνδφζεηο. Σηελ πεξίπησζε ησλ πςειά 

ζεηηθψλ απνδφζεσλ, ν ηεηξαγσληθφο πξνγξακκαηηζκφο ζα επελδχζεη ζε 

κεγάιν βαζκφ ζε απηφ ην πεξηνπζηαθφ ζηνηρείν. Σηελ πεξίπησζε ησλ πςειά 

αξλεηηθψλ απνδφζεσλ, ην πξφγξακκα ζα «shortάξεη» ην πεξηνπζηαθφ 

ζηνηρείν. Τν «shortάξηζκα» δελ επηηξέπεηαη γηα ραξηνθπιάθηα κε long - only 

πεξηνξηζκνχο, φκσο, έηζη ην απνηέιεζκα ζα είλαη ζεηηθφ γηα ηελ θαηαλνκή ησλ 
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δεηγκάησλ (draws) απφ ηηο πςειά ζεηηθέο κέζεο απνδφζεηο θαη κεδεληθή 

θαηαλνκή γηα δείγκαηα (draws) απφ ηηο πςειά αξλεηηθέο κέζεο απνδφζεηο. 

Η απεξηφξηζηε βειηηζηνπνίεζε είλαη δηαθνξεηηθή. Σηελ θιαζηθή πξνζέγγηζε, 

κεγάιεο ζέζεηο αγνξάο (long) είλαη αληηζηαζκηζκέλεο (offset) (θαηά κέζν φξν) 

απφ κεγάιεο αξλεηηθέο ζέζεηο. Καηά ζπλέπεηα, ε αχμεζε ηεο κεηαβιεηφηεηαο 

ζα απνθέξεη αχμεζε ζηε κέζε θαηαλνκή. Άξα, ε επηδείλσζε ηνπ Sharpe 

Ratio, ζα πξέπεη λα ζπλνδεχεηαη απφ αχμεζε ηνπ βάξνπο. Απηφ ην 

απνηέιεζκα δελ είλαη πηζαλφ. Πξνθχπηεη απεπζείαο απφ ηνλ θαλφλα ηεο 

θαηαλνκήο ζε ζπλδπαζκφ κε έλαλ πεξηνξηζκφ long - only, ν νπνίνο 

δεκηνπξγεί κηα δπλαηφηεηα επηινγήο γηα ηελ θαηαλνκή ηνπ αληίζηνηρνπ 

πεξηνπζηαθνχ ζηνηρείνπ. Τα πεξηνπζηαθά ζηνηρεία είλαη είηε εληφο είηε εθηφο, 

αιιά πνηέ αξλεηηθά. 

Απηή ε δηαηζζεηηθή γξακκή ηνπ ζπιινγηζκνχ κπνξεί λα γίλεη ζαθήο 

ζθεπηφκελνη έλα απιφ παξάδεηγκα. Αο ππνζέζνπκε φηη πξφθεηηαη λα 

ζπγθεληξψζνπκε έλα ραξηνθπιάθην κεηνρψλ απφ ηξείο ρψξεο θαη έλα asset 

ζηαζεξνχ επηηνθίνπ. Αο ππνζέζνπκε επίζεο φηη ην κέγεζνο ηνπ δείγκαηνο ζα 

είλαη 60 κεληαίεο παξαηεξήζεηο, ην νπνίν είλαη έλα ξεαιηζηηθφ ρξνληθφ πιαίζην 

γηα πην πξαθηηθέο εθαξκνγέο. Γηαθνξνπνηνχκε ηε κεηαβιεηφηεηα κφλν ηνπ 

ρεηξφηεξνπ ζε επηδφζεηο πεξηνπζηαθνχ ζηνηρείνπ, θαη παξαηεξνχκε ηελ 

θαηαλνκή απηνχ ηνπ πεξηνπζηαθνχ ζηνηρείνπ θαηά ην ραξηνθπιάθην κε ηε 

κέγηζηε απφδνζε. Σε απηήλ ηελ πεξίπησζε ζα παίξλακε έλα ζρήκα ζαλ ην 

Σρήκα 4.5, φπνπ δείρλεη φηη έζησ θαη αλ ππάξρεη κηα ρψξα φπνπ νη κεηνρέο 

ηεο έρνπλ ηε ρακειφηεξε απφδνζε, νη θαηαλνκέο ηνπο θάλνπλ «peak» ζην 

ραξηνθπιάθην κε ηε κέγηζηε απφδνζε. Ο ιφγνο είλαη φηη ζηα ραξηνθπιάθηα 

resampling, θαζψο απμάλεηαη ε αζηάζεηα (ην Sharpe  ratio επηδεηλψλεηαη), νη 

θαηαλνκέο ζηηο πςειέο απνδφζεηο ηειηθά απμάλνληαη. Έηζη, κηα ππνβάζκηζε 

ηεο ζρέζεο απφδνζεο - θηλδχλνπ γηα ηε ρψξα κε απηέο ηηο κεηνρέο, 

αθνινπζείηαη απφ κηα αχμεζε ηνπ βάξνπο. Τν απνηέιεζκα απηφ δελ 

πξνέξρεηαη απφ πςειφηεξε δηαθχκαλζε πνπ νδεγεί ζε κεγαιχηεξν ζθάικα 

εθηίκεζεο, ην θαηλφκελν δε ζα πξνθχςεη ζε long - short ραξηνθπιάθηα. 

Δπηδξά άκεζα ζηνλ ππνινγηζκφ κέζνπ φξνπ πέξα απφ ηα long – only 



67 

 

ραξηνθπιάθηα. Ο long - only πεξηνξηζκφο δεκηνπξγεί «επηινγέο» 

(“optionality”). 

 

Σρήκα 4.5. Καηαλνκή & κεηαβιεηφηεηα κεηνρψλ κε ρακειή απφδνζε 

 

 

Μία απφ ηηο βαζηθέο ηδηφηεηεο ησλ καζεκαηηθψλ απνηειεζκαηηθψλ - ζπλφισλ 

είλαη φηη ην απνηειεζκαηηθφ ζχλνξν δελ πεξηέρεη κέξε θακπήο πξνο ηα πάλσ. 

Έλα αλνδηθφ ζεκείν θακπήο ζα ζήκαηλε φηη ζα κπνξνχζε θαλείο λα 

θαηαζθεπάζεη ραξηνθπιάθηα πην πάλσ απφ ην ζχλνξν κε γξακκηθφ 

ζπλδπαζκφ δχν ζπλνξηαθψλ ραξηνθπιαθίσλ (portfolio frontier). Θα κπνξνχζε 

κηα ηέηνηα απαγνξεπηηθή θαηάζηαζε λα πξνθχςεη απφ ηε ρξήζε ηεο έλλνηαο 

ηνπ resampled frontier; 

Γηα κηα απάληεζε, ζα πξέπεη λα έρνπκε θαηά λνπ φηη ε δηαθνξά κεηαμχ ηνπ 

resampled θαη ηνπ παξαδνζηαθνχ απνηειεζκαηηθνχ ζπλφξνπ πξνθχπηεη 

επεηδή ην resampling πξνβιέπεη φηη ηα ραξηνθπιάθηα είλαη πνιχ 

δηαθνξνπνηεκέλα. Ωζηφζν νη πεξηπηψζεηο, φπνπ κπνξνχλ λα εκθαληζηνχλ 
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ζην resampling, φηη ε δηαθνξνπνίεζε γίλεηαη κηθξφηεξε σο ιχζε ηεο κέγηζηεο 

απφδνζε πξνζεγγίδνληαη (δηφηη φιεο νη ιχζεηο κέγηζηεο απφδνζεο ηείλνπλ λα 

ζπγθεληξψλνληαη ζε ελεξγεηηθά πςειήο απφδνζεο νχησο ή άιισο). Απηφ 

είλαη αθξηβψο πνπ έρεη ζπκβεί ζην resampled ζχλνξν πνπ θαίλεηαη ζην Σρήκα 

4.6. Αζθαιψο, ην πξαγκαηηθφ ηεζη ηνπ resampled efficiency είλαη επηδφζεηο 

εθηφο δείγκαηνο (out – of – sample performance) ζε κηα κειέηε Monte Carlo, 

αιιά ηα θπξηά ηκήκαηα ελφο ζπλφξνπ είλαη δχζθνιν λα αηηηνινγεζνχλ 

(justify).  

 

Σρήκα 4.6. Απνδνηηθφ φξην & φξην Resampling 

 

 

Δπηπιένλ, φιεο ηα resamplings πξνέξρνληαη απφ ην ίδην δηάλπζκα θαη πίλαθα 

ζπλδηαθπκάλζεσλ ( 00
ˆ,ˆ  ). Η πξαγκαηηθή θαηαλνκή, φκσο, είλαη άγλσζηε. 

Ωο εθ ηνχηνπ, φια ηα resampled ραξηνθπιάθηα ζα ππνθέξνπλ απφ ηελ 

απφθιηζε ησλ παξακέηξσλ 00
ˆ,ˆ   απφ truetrue ,  ζρεδφλ κε ηνλ ίδην ηξφπν. 



69 

 

Τν averaging (ν κέζνο φξνο) δε ζα βνεζήζεη ζε κεγάιν βαζκφ ζε απηή ηελ 

πεξίπησζε, δηφηη ην κέζν βάξνο είλαη ην απνηέιεζκα ελφο δηαλπζκαηηθνχ 

input (εηζφδνπ), ην νπνίν είλαη πνιχ αβέβαην. Ωο εθ ηνχηνπ, είλαη δίθαην λα 

πνχκε φηη φια ηα ραξηνθπιάθηα θιεξνλνκνχλ ην ίδην ζθάικα εθηίκεζεο. Η 

ηδηαίηεξε ζεκαζία πνπ απνδίδεηαη ζην 00
ˆ,ˆ   ηειηθά πεξηνξίδεη ηελ αλάιπζε. 

4.8 Σςμπεπάζμαηα 

Σθνπφο απηνχ ηνπ θεθαιαίνπ ήηαλ λα δνχκε θαηά πφζν ε κεζνδνινγία ηνπ 

resampling κπνξεί λα νδεγήζεη ζηελ επηινγή θαιχηεξσλ ραξηνθπιαθίσλ ζε 

φξνπο απφδνζεο - θηλδχλνπ.  

Σε γεληθέο γξακκέο, πξέπεη λα αλαθέξνπκε, φηη ζε ραξηνθπιάθηα κε 

πεξηνξηζκφ αξλεηηθψλ ζηαζκίζεσλ ηα απνδνηηθά φξηα πνπ πξνθχπηνπλ κε ηε 

κέζνδν resampling, έρνπλ ην δεμί ηνπο άθξν ζε ρακειφηεξν επίπεδν θηλδχλνπ 

ζε ζρέζε κε ηα θιαζηθά Markowitz θαη απηφ γηαηί κέζσ ηεο «εμνκάιπλζεο» 

ησλ αθξαίσλ ζηαζκίζεσλ (averaging), δελ είλαη εθηθηή ε ζεσξεηηθά κέγηζηε 

απφδνζε ηνπ Markowitz. Τα resampled ραξηνθπιάθηα ρακειήο ηάμεο (rank), 

απηά δειαδή πνπ βξίζθνληαη θνληά ζην ραξηνθπιάθην ειάρηζηεο δηαθχκαλζεο 

(Global Minimum Variance Portfolio – GMV P), πεηπραίλνπλ νξηαθά θαιχηεξε 

απφδνζε απφ ηα αληίζηνηρα Markowitz. 

Μηιψληαο γηα ραξηνθπιάθηα ρσξίο πεξηνξηζκνχο, ζα κπνξνχζακε λα πνχκε 

φηη έρνπκε κηα κεγηζηνπνίεζε ηνπ ζθάικαηνο. Δδψ ε κέζνδνο ηνπ resampling 

ζε ζρέζε κε ηελ θιαζηθή κέζνδν, δελ παξέρεη θάπνην αμηφινγν πιενλέθηεκα. 

Δθαξκφδνληαο έλα πιαίζην επηινγήο ραξηνθπιαθίνπ ρξεζηκνπνηψληαο 

βαζηθέο παξακέηξνπο κε κεγάιν ζθάικα εθηίκεζεο, δηαηξέρνπκε ηνλ θίλδπλν 

κεγάισλ απσιεηψλ. Ο θίλδπλνο απηφο δελ απμάλεηαη εθζεηηθά κε ηελ επηινγή 

ραξηνθπιαθίσλ πςειφηεξεο ηάμεο, αληίζεηα ε ειάρηζηε ηάμε ραξαθηεξίδεηαη 

απφ ρακειφηεξε κεηαβιεηφηεηα. Τα ραξηνθπιάθηα ρσξίο πεξηνξηζκνχο, 

πζηεξνχλ ζε ζρέζε κε ηα ραξηνθπιάθηα κε πεξηνξηζκφ αξλεηηθψλ 

ζηαζκίζεσλ. Δπίζεο δε ζα πξέπεη λα παξαιείςνπκε λα αλαθέξνπκε, φηη ην 

θφζηνο εθαξκνγήο θαη δηαηήξεζεο κηαο κεζφδνπ επηινγήο ραξηνθπιαθίνπ 

ρσξίο πεξηνξηζκνχο, είλαη αξθεηά πςειφ ζε ζρέζε κε ηελ πεξίπησζε 

χπαξμεο πεξηνξηζκψλ. Οη αλάγθεο γηα αλαπξνζαξκνγή είλαη αξθεηά 

κεγαιχηεξεο θαη έηζη θαηά κέζν φξν απφ κήλα ζε κήλα είλαη απαξαίηεην λα 
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αλαθαηαλέκνπκε ην θεθάιαην (αθφκα θαη ζε πνζνζηφ 80%). Σηηο πεξηπηψζεηο 

ραξηνθπιαθίσλ ρσξίο πεξηνξηζκνχο παξαηεξνχκε φηη ην κέζν εθηηκεζέλ 

ραξηνθπιάθην Markowitz ζπκπίπηεη κε ην resampled. Απηφ δε ζεκαίλεη φηη ηα 

ραξηνθπιάθηα απηά έρνπλ αθξηβψο ηηο ίδηεο ζηαζκίζεηο γηαηί αλ ηηο είραλ ζα 

ζπκθσλνχζαλ θαη ηα απνδνηηθά φξηα. Οπζηαζηηθά ε ιεηηνπξγία ηνπ averaging 

ησλ ζηαζκίζεσλ δίλεη κελ πην δηαθνξνπνηεκέλα ραξηνθπιάθηα, αιιά κε 

παξαπιήζηνπο δείθηεο sharpe κε ηα αληίζηνηρα Markowitz. 

Τα ραξηνθπιάθηα ρσξίο πεξηνξηζκνχο είλαη κηα κε ξεαιηζηηθή πεξίπησζε, αο 

δνχκε ινηπφλ ηη ζπκβαίλεη θαη κε ηα ραξηνθπιάθηα κε αξλεηηθέο ζηαζκίζεηο. 

Καζψο απμάλεηαη ε ηάμε ηνπ ραξηνθπιαθίνπ, ν δείθηεο sharpe κεηψλεηαη 

ζπλερψο. Απηφ ζεκαίλεη πσο ε επίδξαζε ηνπ ζθάικαηνο εθηίκεζεο ησλ 

παξακέηξσλ θαη ε αλνρή απέλαληη ζηνλ θίλδπλν ελφο επελδπηή, είλαη 

παξάκεηξνη κε απζηεξά θαζνξηζκέλε ζρέζε. Όζν πην ζπληεξεηηθφο είλαη έλαο 

επελδπηήο, ηφζν ιηγφηεξν δεκηψλεηαη απφ ην ζθάικα εθηίκεζε ζηηο βαζηθέο 

παξακέηξνπο. 

Η δηαζπνξά ηνπ θεθαιαίνπ ζε έλα ινγηθφ αξηζκφ πεξηνπζηαθψλ ζηνηρείσλ 

είλαη πνιχ ζεκαληηθή. Η επηινγή ελφο ραξηνθπιαθίνπ κε απηά ηα 

ραξαθηεξηζηηθά παξέρεη πνιιά νθέιε. Σηελ πεξίπησζε δεκηνπξγίαο 

ραξηνθπιαθίσλ κε ην Markowitz ππάξρεη έλαο πνιχ ρακειφο βαζκφο 

δηαθνξνπνίεζεο κε ηηο πεξηζζφηεξεο κεηνρέο λα έρνπλ κεδεληθή ζηάζκηζε. 

Μηα ηέηνηα θαηάζηαζε είλαη θπζηθά κε επηζπκεηή απφ έλαλ δηαρεηξηζηή 

θεθαιαίσλ ν νπνίνο ζέιεη ην ραξηνθπιάθηφ ηνπ λα έρεη κηα ηθαλνπνηεηηθή 

δηαζπνξά ηνπ θηλδχλνπ. Με ηε κέζνδν ηνπ resampling νη αθξαίεο ζηαζκίζεηο 

έρνπλ εμνκαιπλζεί, εηδηθά ζηα ραξηνθπιάθηα πςειφηεξνπ θηλδχλνπ. Αθφκα 

ζηε ιχζε εηζέξρεηαη έλαο κεγαιχηεξνο αξηζκφο κεηνρψλ γεγνλφο πνπ απμάλεη 

ζεκαληηθά ηε δηαθνξνπνίεζε ηνπ ραξηνθπιαθίνπ. Θα πξέπεη λα ηνλίζνπκε γηα 

κηα αθφκα θνξά πσο ην φθεινο απηφ, πνπ πξνθχπηεη απφ ηε κέζνδν πνπ 

αλαιχνπκε, είλαη πνιχ ζεκαληηθφ. 

Παξνι‟ απηά είδακε, πσο ζε γεληθέο γξακκέο ην θφζηνο εθαξκνγήο θαη 

δηαηήξεζεο ελφο ραξηνθπιαθίνπ είλαη αξθεηά πςειφ θαη ελδερνκέλσο λα 

πξέπεη λα ζεσξήζνπκε πξφζζεηνπο πεξηνξηζκνχο αλαθνξηθά κε ην θφζηνο 

ζπλαιιαγψλ. Η γεληθή δε θαηάξγεζε ησλ πεξηνξηζκψλ εθηνμεχεη ηα θφζηε 
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ζπλαιιαγψλ αθνχ ηα ραξηνθπιάθηα απαηηνχλ ξηδηθή αλαλέσζε, ρσξίο φκσο 

πάληα λα απνδίδνπλ θαιχηεξα. Απηφ ηζρχεη θαη γηα ηηο δχν κεζφδνπο, 

αλεμάξηεηα αλ ε κέζνδνο resampling (επελαιππηηθήο δεηγκαηνιεςίαο) 

επηιέγεη ραξηνθπιάθηα κε κεγαιχηεξε δηαθνξνπνίεζε, γεγνλφο πνπ ζα 

πεξίκελε θάπνηνο λα κελ απαηηεί κεγάιε αλαπξνζαξκνγή απφ κήλα ζε κήλα. 

Θα πξέπεη λα αλαγλσξίζνπκε φηη κε ηελ εθαξκνγή ηεο κεζφδνπ θαηαιήγνπκε 

ζε πνηνηηθά θαιχηεξα ραξηνθπιάθηα κε πςειφηεξν βαζκφ δηαθνξνπνίεζεο, 

έλα ραξαθηεξηζηηθφ νπζηψδεο γηα έλαλ επελδπηή. 
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Κεθάλαιο 5 

 

5.1 Δθαπμογή 

Αξρηθά ζπιιέμακε ζηνηρεία απφ ηνπο δείθηεο MSCI USA θαη MSCI EU. Τα 

ζηνηρεία ρξνλνινγνχληαη απφ ην 1999 έσο θαη ην 2006. Οπζηαζηηθά 

πξνζπαζήζακε λα ζπγθεληξψζνπκε ζηνηρεία απφ ηηο 2 κεγαιχηεξεο αγνξέο 

παγθνζκίσο. 

Με ηα ζηνηρεία πνπ ζπγθεληξψζακε αξρηθά δεκηνπξγήζακε 12 ραξηνθπιάθηα 

κε ηε κέζνδν ηνπ Markowitz. Τα απνηειέζκαηα ηα νπνία πήξακε καο έδσζαλ 

ην Σρήκα 5.1 

 

Σσήμα 5.1. Efficient frontier 

 

 

Αθνχ ινηπφλ έρνπκε εθηηκήζεη (πην πξηλ) ην δηάλπζκα ησλ απνδφζεσλ θαη ηνλ 

πίλαθα δηαθχκαλζεο - ζπλδηαθχκαλζεο ρξεζηκνπνηψληαο ηα ηζηνξηθά 
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ζηνηρεία, ζα πξέπεη λα δνχκε ηψξα ηη ζα ζπκβεί κε ην Resamplinmng πνπ 

πεξηγξάςακε ζην πξνεγνχκελν θεθάιαην. 

Φξεζηκνπνηψληαο ηε κέζνδν Bootstrap «ηξέρνπκε» 1000 draws. Έηζη ινηπφλ 

δεκηνπξγνχληαη 1000 δηαθνξεηηθά δεχγε βαξψλ (weights) γηα θάζε έλα απφ ηα 

12 ραξηνθπιάθηα. Απφ απηά ηα βάξε παίξλνπκε ηνλ κέζν φξν ηνπο θαη 

δεκηνπξγνχκε εθ λένπ 12 λέα ραξηνθπιάθηα κε δηαθνξεηηθά ζηαζκά, απηή ηε 

θνξά, ρξεζηκνπνηψληαο ηηο απνδφζεηο θαη ηνλ πίλαθα δηαθχκαλζεο - 

ζπλδηαθχκαλζεο πνπ έρνπκε εθηηκήζεη ζηελ πξνεγνχκελε δηαδηθαζία. Έηζη 

ινηπφλ παίξλνπκε ηα απνηειέζκαηα πνπ θαίλνληαη ζην Σρήκα 5.2 

 

Σσήμα 5.2. Αποηελέζμαηα ηος Resampling frontier 
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Βάδνληαο ηα απνηειέζκαηα ζην ίδην γξάθεκα ζα πάξνπκε ηελ εηθφλα πνπ 

έρνπκε ζην Σρήκα 5.3  

Σσήμα 5.3. Efficient vs Resampling Frontier 

 

Βιέπνπκε φηη ην ζρήκα πνπ πξνθχπηεη είλαη ζχκθσλν κε ηηο παξαηεξήζεηο 

ηεο βηβιηνγξαθίαο, γηα ηε κέζνδν ηνπ resampling, πνπ αλαπηχμακε ζην 

πξνεγνχκελν θεθάιαην. 

5.2 Σςμπέπαζμα 

Τν Portfolio resampling πξνζθέξεη έλαλ δηαηζζεηηθφ ηξφπν γηα ηελ αλάπηπμε 

ηεζη γηα ηε ζηαηηζηηθή δηαθνξά κεηαμχ ησλ δχν ραξηνθπιαθίσλ (δηαλπζκαηηθά 

ζηαζκά). Τν Resampling ζα είλαη ζπλεπψο ε κεζνδνινγία ηεο επηινγήο γηα 

ηελ αλίρλεπζε ηεο ζηαηηζηηθήο ζεκαληηθφηεηαο ησλ δχν ραξηνθπιαθίσλ. Απηφ 

πνπ δελ είλαη ζαθέο, σζηφζν, είλαη γηαηί ε θαηαλνκή ησλ ζηαζκψλ κέζν ηνπ 

resampled γηα ηελ θαηαζθεπή ηνπ ραξηνθπιαθίνπ ζα πξέπεη λα απνηειέζεη ηε 

βέιηηζηε ιχζε αληηκεηψπηζεο ηνπ πξνβιήκαηνο πνπ ζρεηίδεηαη κε ην ζθάικα 
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εθηίκεζεο γηα ηελ θαηαζθεπήο ελφο optimal ραξηνθπιαθίνπ. Σηελ πεξίπησζε 

ησλ long – short ραξηνθπιαθίσλ, ε ρξήζε (ηνπ θαηά κέζν φξν) averaged 

resampled ραξηνθπιαθίσλ δελ παξέρεη θακία βειηίσζε ζε ζρέζε κε ηηο 

παξαδνζηαθέο ιχζεηο Markowitz (ζηελ πξαγκαηηθφηεηα, νη ιχζεηο-πνπ είλαη, 

ηα ζχλνξα-ζπκπίπηνπλ). Σηελ πεξίπησζε ησλ long-only πεξηνξηζκψλ, ην 

resampled efficiency νδεγεί ζε πεξηζζφηεξν-δηαθνξνπνηεκέλα ραξηνθπιάθηα, 

ηα νπνία είλαη γλσζηά γηα λα «ρηππήζεη» ηα ραξηνθπιάθηα Markowitz ζε 

ειέγρνπο εθηφο δείγκαηνο. Ωο εθ ηνχηνπ, ηα απνηειέζκαηα πνπ 

παξνπζηάζηεθαλ απφ ηνλ Michaud (1998) φηη ην resampled efficiency 

(απφδνζε) ρηππνχλ ην απιφ ραξηνθπιάθην ηνπ Markowitz ζε ειέγρνπο εθηφο 

δείγκαηνο (out-of-sample) είλαη έθπιεμε.  

Απηφ πνπ είλαη ζαθέο είλαη ν βαζκφο ζηνλ νπνίν ην απνηέιεζκα απηφ κπνξεί 

λα γεληθεπηεί, δηφηη ηα resampling ραξηνθπιάθηα θέξνπλ καδί ηνπο θάπνηα 

αλεπηζχκεηα ραξαθηεξηζηηθά. Δπηδείλσζε ηνπ Sharpe ratio (πνπ πξνθαιείηαη 

απφ κεγαιχηεξε αζηάζεηα) ηείλεη λα απμήζεη ηελ θαηαλνκή ησλ ελ ιφγσ 

πεξηνπζηαθψλ ζηνηρείσλ ζηα πςειήο απφδνζεο (high – return) ραξηνθπιάθηα 

επεηδή επλντθή ζρεδίαζε απνδφζεσλ νδεγεί ζε κεγάιεο θαηαλνκέο ελψ 

δπζκελήο ζρεδίαζε νδεγεί ζε κεδεληθέο θαηαλνκέο ζηα πεξηζζφηεξα 

(«επηινγήο»). Δπηπιένλ, ην απνηειεζκαηηθφ ζχλνξν κπνξεί λα εκθαλίδεη 

ζεκεία θακπήο (ην πέξαζκα απφ θνίιν ζε θπξηφ).  

Τέινο, αλ θαη ε ηειηθή δνθηκή ηεο θάζε κεζφδνπ θαηαζθεπήο ραξηνθπιαθίνπ 

είλαη έμσ απφ ηηο επηδφζεηο ηνπ δείγκαηνο (out - of – sample performance), ε 

απνηειεζκαηηθφηεηα Markowitz δελ είλαη ην ζρεηηθφ ζεκείν αλαθνξάο γηα 

resampled απφδνζε. Αληηζέησο είλαη νη ελαιιαθηηθέο ιχζεηο Bayesian, νη 

νπνίεο έρνπλ έλα ηζρπξφ ζεκέιην ζηε ζεσξία απνθάζεσλ. Ωο εθ ηνχηνπ, κηα 

ζεκαληηθή νδφο γηα κειινληηθή έξεπλα είλαη ην πψο ζπγθξίλεηαη ελαιιαθηηθέο 

ιχζεηο κε ην resampling Bayesian.  

Δλ νιίγνηο, αλ θαη γηαηί ην resampled efficiency ζα πξέπεη λα είλαη ε βέιηηζηε  

δελ είλαη ζαθέο, ην resampling παξακέλεη κηα ελδηαθέξνπζα επξεηηθή 

(εκπεηξηθή) κέζνδνο γηα λα αζρνιεζεί κε ην ζεκαληηθφ πξφβιεκα ηεο 

κεγηζηνπνίεζεο ιάζνπο. 
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