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Περίληψη 

 
Η ανάλυση παλινδρόµησης είναι ένα σηµαντικό στατιστικό εργαλείο που 

εφαρµόζεται στις περισσότερες επιστήµες. Η πιο γνωστή από όλες τις 

µεθόδους παλινδρόµησης που υπάρχουν είναι η µέθοδος ελαχίστων 

τετραγώνων χάρη στην ευκολία υπολογισµού της. Παρόλο αυτά όµως, 

ιδιαίτερα διαδεδοµένος είναι ο κίνδυνος που υπάρχει οφειλόµενος στις 

έκτοπες παρατηρήσεις. Προκειµένου να αντιµετωπιστεί αυτό το πρόβληµα 

έχουν αναπτυχθεί νέες στατιστικές µέθοδοι οι οποίες δεν επηρεάζονται από 

τις έκτοπες παρατηρήσεις. Αναφερόµαστε στις γνωστές ανθεκτικές µεθόδους 

τα αποτελέσµατα των οποίων είναι αξιόπιστα ακόµα και αν ένα µεγάλο µέρος 

των δεδοµένων µας είναι αλλοιωµένο. Η ανθεκτική παλινδρόµηση παρέχει 

µία εναλλακτική λύση όταν οι βασικές υποθέσεις δεν ικανοποιούνται από το 

σύνoλο των δεδοµένων.   

Ως εκ τούτου, ο πρωταρχικός στόχος της ανθεκτικής στατιστικής είναι να 

αναπτύξει ανθεκτικές µεθόδους ενάντια στην ύπαρξη έκτοπων παρατηρήσεων. Ο 

έλεγχος της ακρίβειας και της σταθερότητας των εκτιµητών µέσω των ανθεκτικών 

µεθόδων είναι απαραίτητος. Συνεπώς το ενδιαφέρον µας  επικεντρώνεται  στην 

αναγκαιότητα των ανθεκτικών εκτιµητών προκειµένου να δείξουµε την αδυναµία της 

µεθόδου ελαχίστων τετραγώνων να χειριστεί τις έκτοπες παρατηρήσεις. Πιο 

συγκεκριµένα γίνεται αναφορά στις πιο γνωστές τεχνικές ανθεκτικής παλινδρόµησης 

όπως Μ, GM, S, LMS, LTS και ΜΜ-εκτιµητές. Τέλος, βάσει παραδειγµάτων 

υπολογίζονται οι προαναφερθέντες ανθεκτικοί εκτιµητές και γίνεται σύγκριση µεταξύ 

αυτών. 

 

  

 

 

 

 

 



Abstract 
 

Regression analysis is an important statistical tool that is routinely applied 

in most sciences. Out of many possible regression techniques, the least 

squares method has been generally adopted because of tradition and ease of 

computation. However, there is presently a widespread awareness of the 

dangers posed by the occurrence of outliers events. To remedy this problem, 

new statistical techniques have been developed that are not so easily affected 

by outliers. These are robust (or resistant) methods the results of which 

remain trustworthy even if a certain amount of data is contaminated. Robust 

regression analysis provides an alternative to a least regression model when 

fundamental assumptions are unfulfilled by the nature of the data. 

Therefore, a major goal of robust statistics is to develop methods that are robust 

against the possibility that one or several outliers may occur anywhere in the data. It is 

therefore important to check the accuracy and stability of estimates using robust 

estimation methods. Our interest will be focused on the importance of robust 

estimators in order to present the problem of least squares method to handle outliers. 

In specific, the most known techniques of robust regression such as L, R, M, GM, S-

estimators, LMS, LTS and MM-estimators are referred. Finally by means of two 

examples, the above-mentioned estimators will be compared. 
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ  1  
 

 

Εισαγωγή 
 

 

1.1 Η αδυναµία της µεθόδου ελαχίστων τετραγώνων  
  

Η ανάλυση παλινδρόµησης είναι ένα σηµαντικό στατιστικό εργαλείο που 

εφαρµόζεται στις περισσότερες επιστήµες. Ανάµεσα στις διάφορες µεθόδους 

παλινδρόµησης που υπάρχουν, η µέθοδος που τελικά επικράτησε χάρη στην ευκολία 

υπολογισµού της καθώς και στην παράδοση είναι η µέθοδος των ελαχίστων 

τετραγώνων. Παρόλα αυτά όµως τα τελευταία χρόνια υπάρχει µία ευρέως 

διαδεδοµένη ενηµέρωση σχετικά µε την ύπαρξη έκτοπων παρατηρήσεων η οποία 

µπορεί να οφείλεται σε λάθη πληκτρολόγησης, λάθη τοποθέτησης δεκαδικών 

ψηφίων, σε σπάνια φαινόµενα όπως σεισµοί, απεργίες ή σε µέλη διαφορετικών 

πληθυσµών που τυχαία µπήκαν στο δείγµα. Οι έκτοπες παρατηρήσεις υπάρχουν πολύ 

συχνά σε πραγµατικά δεδοµένα και σχεδόν πάντα περνάνε απαρατήρητες εξαιτίας 

του γεγονότος ότι η επεξεργασία των δεδοµένων γίνεται µέσω υπολογιστών χωρίς 

προσεκτική επιθεώρηση. 

Παρά τα αναµφισβήτητα χαρακτηριστικά η συγκεκριµένη µέθοδος δεν στερείται 

αδυναµιών. Εύκολα διαπιστώνεται η ευαισθησία της µεθόδου να αντιµετωπίσει ένα 

µεγάλο ποσό αλλοιωµένων δεδοµένων, κάτι το οποίο οφείλεται στο γεγονός ότι οι 

έκτοπες παρατηρήσεις καθώς και οι υπόλοιπες αποκλίσεις από το µοντέλο τυπικής 

γραµµικής παλινδρόµησης εµφανίζονται συχνότατα στα πραγµατικά δεδοµένα. Στη 

µέθοδο των ελαχίστων τετραγώνων, ο κίνδυνος των έκτοπων παρατηρήσεων, τόσο 

στην κατεύθυνση των εξαρτηµένων όσο και στην κατεύθυνση των ανεξάρτητων 

µεταβλητών, είναι ότι µπορούν να επηρεάζουν σηµαντικά τον εκτιµητή και να 

περάσουν απαρατήρητα. Οι έκτοπες παρατηρήσεις µπορούν παντελώς να 

καταστρέψουν την ανάλυση των ελαχίστων τετραγώνων. Πολύ συχνά οι 



αποµονωµένες τιµές παραµένουν άγνωστες στον χρήστη κάτι το οποίο οφείλεται στο 

γεγονός ότι δεν εµφανίζονται πάντα στα διαγράµµατα σφαλµάτων µε τη µέθοδο των 

ελαχίστων τετραγώνων. 

Προκειµένου να αντιµετωπιστεί ριζικά αυτό το πρόβληµα, αναπτύχθηκαν νέες 

στατιστικές µέθοδοι οι οποίες δεν επηρεάζονται σε µεγάλο βαθµό από τις έκτοπες 

παρατηρήσεις και είναι σε θέση να τις αντιµετωπίσουν και να τις ανιχνεύσουν. 

Αναφερόµαστε στις ανθεκτικές µεθόδους τα αποτελέσµατα των οποίων είναι 

αξιόπιστα, ακόµα και αν µία συγκεκριµένη ποσότητα των δεδοµένων είναι 

αλλοιωµένη. Κάποιοι ερευνητές πιστεύουν ότι οι ανθεκτικές µέθοδοι παλινδρόµησης 

κρύβουν τις έκτοπες παρατηρήσεις κάτι το οποίο φυσικά δεν είναι σωστό. Στην 

πραγµατικότητα οι έκτοπες τιµές βρίσκονται αρκετά µακριά από την ανθεκτική 

προσαρµογή και ως εκ τούτου µπορούν να ανιχνευθούν από τα µεγάλα σφάλµατα από 

αυτή. Αντιθέτως τα τυποποιηµένα σφάλµατα µέσω της µεθόδου των ελαχίστων 

τετραγώνων µπορεί να µην παρουσιάζουν καθόλου έκτοπες παρατηρήσεις.  

Ο όρος ανθεκτικός επινοήθηκε στην στατιστική από τον Box (1953). Αυτόν τον 

όρο µπορούν να αποδώσουν διαφορετικοί ορισµοί µικρότερης ή µεγαλύτερης αξίας. 

Γενικότερα όµως οποιαδήποτε αναφορά σε ανθεκτικό στατιστικό εκτιµητή 

ερµηνεύεται ως εξής: ανεπηρέαστος από µικρές αποκλίσεις από τις ιδανικές 

υποθέσεις για τις οποίες ο εκτιµητής είναι βέλτιστος. Η λέξη µικρές αποκλίσεις 

µπορεί να έχει δύο διαφορετικές ερµηνείες εξίσου σηµαντικές: είτε µικρές αποκλίσεις 

από το σύνολο των δεδοµένων, είτε µεγάλες αποκλίσεις από ένα µικρό αριθµό 

δεδοµένων. Η δεύτερη ερµηνεία, οδηγεί στη θεωρία των έκτοπων παρατηρήσεων, η 

οποία µπορεί να προκαλέσει ιδιαίτερα προβλήµατα στις στατιστικές διαδικασίες. 

 

1.1.1 Οι υποθέσεις της µεθόδου ελαχίστων τετραγώνων 
 

Υπάρχουν ορισµένες υποθέσεις που πρέπει να ικανοποιούνται έτσι ώστε το 

µοντέλο παλινδρόµησης ελαχίστων τετραγώνων να είναι έγκυρο. Τα σφάλµατα, οι 

µεγάλες δηλαδή διαφορές που υπάρχουν ανάµεσα στις προβλεπόµενες τιµές και στα 

πραγµατικά δεδοµένα, µπορούν να δώσουν λανθασµένη πρόβλεψη. Όταν τα 

σφάλµατα είναι εξαιρετικά µεγάλα, αυτό έχει σαν αποτέλεσµα την αύξηση της 

διασποράς σφάλµατος και των τυπικών σφαλµάτων. Τα διαστήµατα εµπιστοσύνης θα 

έχουν µεγαλύτερο εύρος και κατά συνέπεια η εκτίµηση δεν θα είναι ασυµπτωτικά 

συνεπής. Μια από τις βασικές υποθέσεις της ανάλυσης παλινδρόµησης είναι η 



σταθερότητα της διασποράς σφάλµατος σε όλο το µήκος της προβλεφθείσας 

γραµµής, ένας όρος ο οποίος ονοµάζεται οµοσκεδαστικότητα. Η οµοσκεδαστικότητα 

παρέχει µια µικρή ποσότητα οµοιοµορφίας στα διαστήµατα εµπιστοσύνης. Ακόµα και 

αν το µέγεθος του δείγµατος είναι µεγάλο, η επίδραση του σφάλµατος µπορεί να 

αυξήσει την τοπική και ακόµα τη γενική διασπορά σφάλµατος. Αυτή η αύξηση της 

διασποράς σφάλµατος έχει σαν αποτέλεσµα την µείωση της αποτελεσµατικότητας 

της εκτίµησης. 

Η ανθεκτική στατιστική κατά µία µη τεχνική έννοια βασίζεται στο γεγονός ότι 

πολλές από τις υποθέσεις που γίνονται στη στατιστική (όπως η κανονικότητα, η 

γραµµικότητα και η ανεξαρτησία) προσεγγίζουν την πραγµατικότητα. Ένας λόγος 

είναι η ύπαρξη έκτοπων παρατηρήσεων, οι οποίες βρίσκονται µακριά από τον όγκο 

των δεδοµένων και είναι επικίνδυνες για τις κλασικές στατιστικές διαδικασίες. Το 

πρόβληµα των έκτοπων παρατηρήσεων είναι πολύ γνωστό και πιθανότατα τόσο 

παλιό όσο και η στατιστική. Οποιαδήποτε µέθοδος αντιµετώπισής του όµως, όπως για 

παράδειγµα ο υποκειµενικός κανόνας απόρριψης ανήκει κατά µία ευρεία έννοια στην 

ανθεκτική στατιστική. Παρά το γεγονός ότι διακεκριµένοι στατιστικοί γνώριζαν το 

πρόβληµα της ανθεκτικότητας µόνο τις τελευταίες δεκαετίες έγιναν προσπάθειες για 

την αντιµετώπισή του. 

 

1.2 H φύση της ανθεκτικής στατιστικής 

 
Η στατιστική συµπερασµατολογία βασίζεται κατά ένα µέρος στο δείγµα από ένα 

πληθυσµό. Σηµαντικό ρόλο παίζουν επίσης οι εκ των προτέρων υποθέσεις για το 

σύνολο των δεδοµένων όπως, π.χ. η κανονικότητα, η γραµµικότητα και η 

ανεξαρτησία. Η χρήση τους γίνεται µε την παραδοχή ότι µικρές αποκλίσεις από τις 

υποθέσεις θα προκαλέσουν µικρό σφάλµα στα τελικά αποτελέσµατα και οι 

στατιστικές διαδικασίες που είναι βέλτιστες κάτω από το ακριβές µοντέλο, θα είναι 

κατά προσέγγιση βέλτιστες κάτω από το προσεγγιστικό µοντέλο. ∆υστυχώς αυτό δεν 

ισχύει πάντα. Κάποιες από τις πιο δηµοφιλείς στατιστικές διαδικασίες (π.χ. η µέθοδος 

ελαχίστων τετραγώνων, t-τεστ) είναι υπερβολικά ευαίσθητες σε φαινοµενικά µικρές 

αποκλίσεις από τις υποθέσεις. 

Οι αποκλίσεις από τις υποθέσεις µπορεί να οφείλονται στην παρουσία γενικών 

σφαλµάτων (gross errors), που είναι τα σφάλµατα που προκύπτουν από κάποια πηγή 



που δρα περιστασιακά, αλλά είναι αρκετά ισχυρά. Συνήθως προέρχονται από λάθη 

αντιγραφής, εναλλαγής τιµών, απρόσεκτη παρατήρηση, παροδικές επιδράσεις, 

παρερµηνευµένες ερωτήσεις, ελλιπείς απαντήσεις, παροδικές επιδράσεις. Αποτελούν 

τη συχνότερη αιτία έκτοπων παρατηρήσεων (outliers). Ίσως, εάν επιδειχθεί ιδιαίτερη 

προσοχή, είναι δυνατή η προστασία από γενικά σφάλµατα και πράγµατι, υπάρχουν 

σύνολα χιλιάδων δεδοµένων, χωρίς γενικά σφάλµατα, αν και αυτό είναι σπάνιο. 

Πάντως, η αναγκαία προσοχή δεν είναι πάντα εφικτό να υπάρχει. Η ύπαρξη γενικών 

σφαλµάτων είναι η πιο επικίνδυνη απόκλιση από τις στατιστικές υποθέσεις, 

δεδοµένου ότι ένα µοναδικό τεραστίου µεγέθους γενικό σφάλµα είναι δυνατό να 

καταστρέψει τη στατιστική ανάλυση. Τα δεδοµένα που προέρχονται από πραγµατικές 

µετρήσεις περιέχουν συνήθως 1 µέχρι 10% γενικά σφάλµατα. 

Κατά την ανάλυση δεδοµένων προκύπτουν ερωτήµατα της µορφής: Είναι τα 

δεδοµένα οµογενή ή διαφορετικά τµήµατα δεδοµένων δίνουν διαφορετικές 

πληροφορίες; Στη δεύτερη περίπτωση τι υποδεικνύει η πλειοψηφία των δεδοµένων; 

Ποιες µειονότητες δεδοµένων συµπεριφέρονται διαφορετικά και πώς; Ποια η 

επίδραση των διαφορετικών τµηµάτων στο τελικό αποτέλεσµα; Ποια δεδοµένα είναι 

κρίσιµης σηµασίας για την επιλογή του µοντέλου ή για τα τελικά αποτελέσµατα και 

πρέπει να εξεταστούν µε ιδιαίτερη προσοχή; Ποια µπορεί να είναι η επίδραση των 

γενικών σφαλµάτων στα αποτελέσµατα; Πόσα γενικά σφάλµατα µπορεί να ανεχτεί το 

µοντέλο; Ποια µέθοδος δίνει τη µεγαλύτερη ασφάλεια και ποιες µέθοδοι είναι 

ταυτόχρονα ικανοποιητικά ασφαλείς και αποδοτικές; Πόσο αξιόπιστα είναι τα 

αποτελέσµατα, αν οι υποθέσεις του µοντέλου ισχύουν µόνο προσεγγιστικά; 

Όλα αυτά τα ερωτήµατα µαζί µε τις αποκλίσεις από τις υποθέσεις αποτελούν 

στοιχεία αιτιολόγησης της ανάπτυξης της Ανθεκτικής Στατιστικής (Robust Statistics). 

Ανθεκτική Στατιστική είναι το σύνολο των γνώσεων και τεχνικών που σχετίζονται 

µε τις αποκλίσεις από τις υποθέσεις που γίνονται στη στατιστική. Ανθεκτικότητα 

σηµαίνει µη ευαισθησία σε µικρές αποκλίσεις από τις υποθέσεις. Καθώς όλες οι 

θεωρίες ανθεκτικότητας λαµβάνονται ως αποκλίσεις από τις υποθέσεις παραµετρικών 

µοντέλων, η ανθεκτική στατιστική είναι η στατιστική των προσεγγιστικών 

παραµετρικών µοντέλων.  

Η ανθεκτική στατιστική αποτελεί επέκταση της κλασικής παραµετρικής 

στατιστικής. Απαιτεί τη διατύπωση νέων στατιστικών εννοιών για την περιγραφή της 

συµπεριφοράς στατιστικών διαδικασιών, όχι µόνο κάτω από ακριβή παραµετρικά 

µοντέλα, αλλά και σε περιοχές τέτοιων µοντέλων.  



Η ανθεκτική στατιστική επιδιώκει: 

• να συµπληρώσει όλες τις κλασικές µεθοδολογίες της παραµετρικής στατιστικής, 

προσθέτοντας την έννοια της ανθεκτικότητας  

• να µελετήσει και να περιγράψει τη συµπεριφορά στατιστικών διαδικασιών σε 

περιοχές παραµετρικών µοντέλων 

• να προτείνει ανθεκτικές διαδικασίες καλύτερες από τις ήδη υπάρχουσες για 

γνωστά προβλήµατα χωρίς διαθέσιµες διαδικασίες επεξεργασίας τους 

• να οδηγήσει σε τεχνικές βαθύτερης µελέτης των δεδοµένων  

• να παράγει σύστηµα αξιολόγησης και σύγκρισης των στατιστικών διαδικασιών µε 

βάση την ανθεκτικότητά τους 

Κάθε ανθεκτική διαδικασία πρέπει:  

• να προτείνει το µοντέλο που προσαρµόζεται καλύτερα στον κύριο όγκο των 

δεδοµένων 

• να είναι ανθεκτική, µε την έννοια ότι µικρές αποκλίσεις από το µοντέλο πρέπει να 

επηρεάζουν ελάχιστα τα αποτελέσµατα  

• να έχει ικανοποιητική αποδοτικότητα  

• να αναγνωρίζει τις ακραίες παρατηρήσεις ή υποσύνολα δεδοµένων µε κάποια 

συστηµατική µορφή  

• να µην επηρεάζεται από µεγαλύτερες αποκλίσεις.  

Για υψηλής ποιότητας δεδοµένα, χωρίς γενικά σφάλµατα, ή τουλάχιστον, για 

«επεξεργασµένα» δεδοµένα, οι ανθεκτικές µέθοδοι δεν είναι απόλυτα αναγκαίες. Η 

συνεισφορά τους µένει κρυµµένη λόγω της απουσίας ακραίων παρατηρήσεων. 

Πάντως, ακόµα και για υψηλής ποιότητας δεδοµένα, οι καλές ανθεκτικές µέθοδοι 

δίνουν αξιοσηµείωτη βελτίωση έναντι των κλασικών, όµως το µέγεθος αυτής της 

βελτίωσης διαφέρει κατά περίπτωση και είναι δευτερεύουσας σηµασίας. 

Σε καταστάσεις όπου υπάρχουν ακραίες παρατηρήσεις, η ανάγκη ανθεκτικών 

διαδικασιών είναι προφανής. Πρέπει να σηµειωθεί ότι οι ακραίες παρατηρήσεις 

εµφανίζονται ακόµα και κάτω από ιδανικές συνθήκες.   

Η ανθεκτικότητα είναι µόνο ένα στοιχείο µιας καλής ανάλυσης δεδοµένων, ενώ 

άλλα σηµαντικά στοιχεία είναι η σωστή επιλογή µοντέλου, η ερµηνεία των ακραίων 

παρατηρήσεων, η κατανόηση και εξήγηση των αποτελεσµάτων κ.λ.π. Για την 

πρόληψη αποκλίσεων, κυρίως εξαιτίας ακραίων παρατηρήσεων, είναι απαραίτητες 

κάποιες ανθεκτικές µέθοδοι. Καλές ανθεκτικές µέθοδοι, όπως έχουν αναπτυχθεί τις 



τελευταίες δεκαετίες, προλαµβάνουν απώλειες της τάξης 3-30% ή περισσότερο, ως 

προς την αποδοτικότητα. Όσο µεγαλώνει η διάσταση και η πολυπλοκότητα του 

συνόλου των δεδοµένων, τόσο πιο απαραίτητη και ασφαλής είναι η χρήση µοντέρνων 

ανθεκτικών µεθόδων. 

 

1.2.1 Οι στόχοι της ανθεκτικής στατιστικής 
 

Οι βασικότεροι από τους στόχους της ανθεκτικής στατιστικής είναι οι ακόλουθοι: 

• να γίνει περιγραφή της δοµής που προσαρµόζει καλύτερα τον όγκο των 

δεδοµένων. 

Υποθέτουµε ότι έχουµε ένα παραµετρικό µοντέλο και προσπαθούµε όσο γίνεται 

καλύτερα να εκτιµήσουµε και να ελέγξουµε τις παραµέτρους του µοντέλου, 

λαµβάνοντας υπόψη ότι η µειονότητα των δεδοµένων µπορεί να µην ανήκει στο 

µοντέλο. 

• να γίνει αναγνώριση των σηµείων που αποκλίνουν (έκτοπες παρατηρήσεις) και 

να βρεθούν µέθοδοι αντιµετώπισής τους.  

Τα σφάλµατα από την ανθεκτική προσαρµογή αυτόµατα δείχνουν τις έκτοπες 

παρατηρήσεις καθώς και την τυχαία µεταβλητότητα των «καλών» δεδοµένων πολύ 

πιο καθαρά από ότι τα σφάλµατα των ελαχίστων τετραγώνων, τα οποία επιδρούν 

αρνητικά στο σύνολο των δεδοµένων. Ενώ µέσω µιας προσεκτικής οπτικής εποπτείας 

των δεδοµένων σε ένα µικρό δείγµα, είναι πολύ πιθανή η ανίχνευση έκτοπων 

παρατηρήσεων, κάτι τέτοιο είναι αδύνατο να συµβεί όταν το δείγµα µας είναι µεγάλο. 

Ακόµα και µία επιµελής ανάλυση των σφαλµάτων µπορεί να µη δείξει τα σηµεία που 

αποκλίνουν ή ακόµα µπορεί να χρειαστεί περισσότερος χρόνος απ’ ότι συνήθως 

απαιτείται. Τα τυποποιηµένα σφάλµατα µπορούν να ανεχτούν µόνο το 10% των 

έκτοπων παρατηρήσεων στην απλή περίπτωση πριν καταρρεύσει ο εκτιµητής. 

• να γίνει αναγνώριση των σηµείων µόχλευσης και να αντιµετωπιστούν.  

Μία παρατήρηση (xκ,yκ) ονοµάζεται σηµείο µόχλευσης όταν το xκ βρίσκεται 

µακριά από τον όγκο των παρατηρούµενων x τιµών του δείγµατος. Η µόχλευση της i 

παρατήρησης ορίζεται ως εξής: 
.

)(

)(1

1

2

2

∑
−

−

−
+= n

i
i

i
ii

XX

XX
n

h  



Εάν από το δείγµα µας αφαιρέσουµε ένα σηµείο µόχλευσης ενώ στην 

πραγµατικότητα είναι µία κανονική παρατήρηση το αποτέλεσµα θα είναι να χάσουµε 

αρκετή από την  αποτελεσµατικότητα. Σε περίπτωση όµως που δεν αφαιρέσουµε 

αυτή την παρατήρηση ενώ είναι γενικό σφάλµα, αυτό  θα έχει σαν αποτέλεσµα να 

καταστραφεί παντελώς η ανάλυσή µας. Ίσως η καλύτερη συµβουλή που µπορεί να 

δοθεί στην προκειµένη περίπτωση είναι να εφαρµόσουµε δύο φορές την ανθεκτική 

παλινδρόµηση, µία µε το σηµείο µόχλευσης και την άλλη χωρίς αυτό και ακολούθως 

να συγκρίνουµε τα αποτελέσµατα. Αν τα αποτελέσµατα διαφέρουν µεταξύ τους τότε 

το µοντέλο που χρησιµοποιείται δεν είναι σωστό. 

Οι ανθεκτικοί εκτιµητές θα πρέπει να ικανοποιούν τους ακόλουθους στόχους: 

• συνέπειας, ασυµπτωτικής κανονικότητας και υψηλής αποτελεσµατικότητας των 

εκτιµητών εάν το µοντέλο δεν παραβιάζεται 

• εύρεση κατάλληλων µεθόδων για τη διαµόρφωση των διαστηµάτων εµπιστοσύνης 

για τις άγνωστες παραµέτρους και για τον έλεγχο υποθέσεων σχετικά µε αυτές 

• απλότητας της θεωρίας 

• ευκολίας υπολογισµού, δοθέντος ενός τυπικού προγράµµατος υπολογιστή. 

 

1.2.2 Η σηµασία των ανθεκτικών διαδικασιών 
 

Μια µατιά στη βιβλιογραφία µας βοηθάει να γνωρίσουµε τις αντιφατικές 

αναλύσεις σχετικά µε την αναγκαιότητα και τη σηµασία των ανθεκτικών µεθόδων. 

Μερικοί συγγραφείς όπως ο Stigler (1977) πρότεινε κάποιους ανθεκτικούς εκτιµητές 

όπως η µέση τιµή µετά από ποσοστιαία αποκοπή (mean trimmed), την οποία δεν 

θεώρησαν καλύτερη από τον αριθµητικό µέσο. Ο Mallows (1979) και ο Rocke et al. 

(1982), δίνουν παραδείγµατα όπου χρησιµοποιούνται ανθεκτικοί εκτιµητές και οι 

οποίοι θεωρούνται πολύ ανώτεροι των εκτιµητών ελαχίστων τετραγώνων. Για 

δεδοµένα υψηλής ποιότητας, απαλλαγµένα από την ύπαρξη έκτοπων παρατηρήσεων, 

η εφαρµογή ανθεκτικών µεθόδων δεν είναι απαραίτητη. Κάποιοι ερευνητές µπορεί να 

πάρουν το ρίσκο, ελπίζοντας ότι δεν υπάρχουν στα δεδοµένα αποµονωµένες τιµές και 

χωρίς απολύτως κανένα έλεγχο να εφαρµόσουν τις κλασικές µεθόδους, κάτι το οποίο 

θεωρείται εξαιρετικά επικίνδυνο. Ακόµα  και στην περίπτωση υψηλής ποιότητας 

δεδοµένων, κάποιες καλές ανθεκτικές µέθοδοι µπορούν να δείξουν µία εµφανή 

βελτίωση σε σύγκριση µε τις κλασικές µεθόδους. Μερικές ανθεκτικές µέθοδοι (όπως 



η υποκειµενική ή η αντικειµενική απόρριψη των έκτοπων παρατηρήσεων) 

θεωρούνται αναγκαίες για να αντιµετωπιστεί οποιαδήποτε καταστροφή οφειλόµενη 

στις αποµονωµένες τιµές. Οι ορθές ανθεκτικές µέθοδοι, όπως αναπτύχθηκαν τις 

τελευταίες δεκαετίες κρίνονται απαραίτητες για την αντιµετώπιση απώλειας 

αποτελεσµατικότητας. Ως εκ τούτου όσο πιο πολύπλοκο είναι το σύνολο των 

δεδοµένων, τόσο λιγότερο κατάλληλες θεωρούνται οι υποκειµενικές µέθοδοι και 

τόσο περισσότερο σηµαντικές θεωρούνται οι ασφαλείς στατιστικές µέθοδοι. 

 

1.3 Οι πρώτες προσεγγίσεις  
 

Οι ανθεκτικές τεχνικές χρονολογούνται από την πρoϊστορική περίοδο της 

στατιστικής. Η διερεύνηση των δεδοµένων και ο έλεγχος για παρατηρήσεις µε κάποια 

ιδιαιτερότητα είναι ένα πρώτο βήµα προς την ανθεκτικότητα, ενώ η εξαίρεση τιµών 

µε υψηλή απόκλιση αποτελεί µια άτυπη ανθεκτική διαδικασία. Η διάµεσος είναι 

ανθεκτικό µέγεθος και η µετάβαση από τη µέση τιµή στη διάµεσο, για δεδοµένα µε 

µεγάλες ουρές, είναι η ανθεκτική µέθοδος. Η επικρατούσα τιµή είναι ανθεκτική, όταν 

η πιο πιθανή τιµή είναι φανερά πιο πιθανή από τη δεύτερη. Όταν οι Έλληνες 

πολιορκητές της αρχαιότητας µετρούσαν τα στρώµατα πλίνθων του τείχους της 

πολιορκηµένης πόλης και µετά όριζαν το απαραίτητο µήκος για τις ανεµόσκαλές τους 

µε βάση την επικρατούσα τιµή χρησιµοποιούσαν ουσιαστικά µια ανθεκτική µέθοδο.  

Η συζήτηση για την καταλληλότητα της απόρριψης των ακραίων παρατηρήσεων 

αρχίζει από τον Daniel Bernoulli, το 1777 και τους Bessel & Baeyer, το 1838, ενώ ο 

Boscovich, το 1755 είχε ήδη χρησιµοποιήσει απόρριψη ακραίων παρατηρήσεων, κάτι 

που, κατά τον Bernoulli, ήταν κοινή πρακτική για τους αστρονόµους της εποχής. 

Επίσης η µέση τιµή µετά από ποσοστιαία αποκοπή χρησιµοποιείται από παλιά 

(“Anonymous”, το 1821 και Mendeleev, το 1895). Εκτός του χώρου των επιστηµών, 

µία µέση τιµή µετά από ασύµµετρη ποσοστιαία αποκοπή (αγνοούνται µόνο οι 

καλύτερες ή οι χειρότερες τιµές) χρησιµοποιείται στην αξιολόγηση αθλητικών 

επιδόσεων, έτσι ώστε να υπάρχει προστασία από µεροληπτικούς κριτές. Ο πρώτος 

τυπικός κανόνας απόρριψης δόθηκε από τους Peirce, το 1852 και Chauvenet, το 1863, 

στη συνέχεια από τους Stone, το 1868, Wright, το 1884, Irwin, το 1925, Student, το 

1927, Thompson, το 1935, Pearson & Chaudra Sekar, το 1936 και πολλούς άλλους. 



Ο Student, το 1927, πρότεινε επαναληπτική δειγµατοληψία στην περίπτωση 

ακραίων παρατηρήσεων, συνδυασµένη πιθανόν µε απόρριψη, µία εκλεπτυσµένη 

τεχνική, που δεν έτυχε ιδιαίτερης προσοχής. Παρόµοιες τεχνικές απαιτούν να υπάρχει 

δυνατότητα για επιπλέον παρατηρήσεις. Αλλά αν αυτό είναι εφικτό, είναι 

αξιοσηµείωτα καλύτερες για µικρά δείγµατα από τους συνηθισµένους κανόνες 

απόρριψης. Στην απλή της µορφή συνίσταται στο να διαπιστωθεί αν δύο 

παρατηρήσεις είναι µακριά και αν είναι να υπάρξει µια τρίτη παρατήρηση, οπότε τότε 

η στατιστική συνάρτηση που προκύπτει είναι η µέση τιµή των δύο κοντινότερων 

παρατηρήσεων.  

Παράλληλα παρουσιάζονται µείξεις µοντέλων και εκτιµητών που υποβιβάζουν 

µερικώς τις υπερβολικά µακρινές παρατηρήσεις (Glaisher, το 1872-73, E.J. Stone, το 

1873, Edgeworth, το 1883, Newcomb, το 1886, Jeffreys, το 1932 και το 1939). Οι 

προσπάθειες αυτές αντιµετώπισης των ακραίων παρατηρήσεων, κυρίως αίροντας την 

επικινδυνότητά τους παρά αγνοώντας ή αποµονώνοντάς τες, είναι πολύ κοντά στο 

πνεύµα της µοντέρνας ανθεκτικής θεωρίας. 

Με τον κεντρικό ρόλο που κερδίζει η Κανονική κατανοµή ως µοντέλο κατανοµών 

τον 19ο αιώνα, το σύστηµα καµπυλών Pearson µπορεί να θεωρηθεί σχεδιασµός για 

την διευθέτηση ενός µεγάλου τµήµατος των αποκλίσεων από την κανονικότητα στα 

πραγµατικά δεδοµένα. Αυτό ισχύει και για την θεωρία Bayes. Παράλληλα δίνεται 

προσοχή στην παραβίαση της υπόθεσης ανεξαρτησίας.  

Ο E.S. Pearson, το 1931, ανακαλύπτει δραστική έλλειψη ανθεκτικότητας τους 

ακριβείς ελέγχους του Fisher για διασπορές σε µικρά δείγµατα. Η µελέτη του µπορεί 

να θεωρηθεί ως η αρχή συστηµατικής έρευνας για την ανθεκτικότητα των ελέγχων 

υποθέσεων. Κατά τη διάρκεια αυτής της περιόδου οι µη παραµετρικές µέθοδοι 

γίνονται δηµοφιλείς, ιδιαίτερα οι έλεγχοι βαθµίδων (rank tests). Οι τυχαιοποιηµένοι 

έλεγχοι χρησιµοποιούνται κυρίως σε θεωρητικό επίπεδο. Η µελέτη ανθεκτικότητας 

των ελέγχων αφορούσε σχεδόν αποκλειστικά το επίπεδο σηµαντικότητας (robustness 

of validity), ενώ η ισχύς (robustness of efficiency) αγνοήθηκε. Τα προβλήµατα ήταν 

ήδη αρκετά δύσκολα και χωρίς ισχύ. Πάντως εύκολα διαπιστώνεται ότι οι κλασικοί 

τυχαιοποιηµένοι έλεγχοι, κατά κανόνα, έχουν µικρή ισχύ όταν υπάρχουν ακραίες 

παρατηρήσεις. Επίσης κάποιοι έλεγχοι βαθµίδων µπορεί να έχουν µεγάλη απώλεια 

ισχύος, αν προστεθεί αλλοίωση (contamination).  

Η συστηµατική ενασχόληση µε το πρόβληµα της ανθεκτικής εκτίµησης άρχισε 

αργότερα, επειδή οι έλεγχοι υποθέσεων ήταν πιο δηµοφιλείς λόγω των κοµψών 



µαθηµατικών ιδιοτήτων τους, ενώ τα ευρήµατα του E.S Pearson προκάλεσαν µεγάλο 

ενδιαφέρον για τους ελέγχους, χωρίς παράλληλα να υπάρχει εµφανής ανάγκη 

εκτίµησης. Ο Tukey, το 1960, ανέδειξε τη δραµατική αποτυχία της µέσης τιµής στην 

επίτευξη ανθεκτικότητας και ερεύνησε ενδιαφέρουσες εναλλακτικές λύσεις. Έτσι η 

ανθεκτική εκτιµητική ανάγεται σε αυτόνοµο πεδίο έρευνας και αίρεται η αποµόνωσή 

της. Ακολούθησαν οι Huber & Hampel, που στράφηκαν προς τη θεµελίωση 

εύχρηστης, ρεαλιστικής και περιεκτικής θεωρίας ανθεκτικότητας.  

Πάνω στη θεµελίωση, ανάπτυξη και επιδιώξεις της ανθεκτικής στατιστικής, 

αναφέρονται εκτεταµένα οι Huber (1981) και Hampel et al (1986), Ηuber (1972) και 

Stigler (1973). 

 

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



 

ΚΕΦΑΛΑΙΟ  2  
 

 

Αποµονωµένες τιµές 
 

 

2.1 Ορισµός αποµονωµένων τιµών 
 

     Οι Barnett & Lewis (1979) ορίζουν ως αποµονωµένη τιµή µία παρατήρηση η 

οποία φαίνεται να αποκλίνει από το σύνολο των δεδοµένων. Ο Kraskel et al. (1982), 

ο Hampel et al. (1986), o Rousseeuw & Leory (1987) δεν δίνουν ένα συγκεκριµένο 

ορισµό της έκτοπης παρατήρησης αλλά κατατάσσουν τις έκτοπες παρατηρήσεις σε 

διαφορετικές κατηγορίες. 

Ένας εναλλακτικός ορισµός που έχει δοθεί από τον F.J. Anscombe (1960) για την 

αποµονωµένη τιµή είναι ο ακόλουθος. Αποµονωµένη τιµή µεταξύ των υπολοίπων 

είναι εκείνη που κατά απόλυτη τιµή είναι αρκετά µεγαλύτερη από τις υπόλοιπες και 

ίσως βρίσκεται σε απόσταση τριών ή τεσσάρων τυπικών αποκλίσεων από τη µέση 

τιµή των υπολοίπων. Η απόφαση σχετικά µε το αν η παρατήρηση είναι έκτοπη 

εξαρτάται από την υποκειµενική κρίση του ερευνητή. Η αποµονωµένη τιµή αποτελεί 

ιδιοµορφία και υποδεικνύει ένα σηµείο των δεδοµένων που δεν είναι καθόλου 

αντιπροσωπευτικό όπως τα άλλα δεδοµένα και θα πρέπει να εξεταστεί ιδιαίτερα 

προσεκτικά για να δούµε εάν η αιτία της ιδιοµορφίας του µπορεί να προσδιοριστεί.  

Έχουν προταθεί κανόνες για την απόρριψη των αποµονωµένων τιµών (δηλαδή για 

να αποφασίσουµε να εξαιρέσουµε την (τις) αντίστοιχη(ες) παρατήρηση(εις) από τα 

δεδοµένα, µετά την εξαίρεση των οποίων πρέπει να αναλύσουµε ξανά τα δεδοµένα 

χωρίς τις παρατηρήσεις). Η αυτόµατη απόρριψη αποµονωµένων τιµών δεν είναι 

πάντοτε µία σοφή διαδικασία. Μερικές φορές οι αποµονωµένες τιµές περιλαµβάνουν 

πληροφορίες που δεν υπάρχουν στα άλλα δεδοµένα διότι προκύπτουν από ένα 

ασυνήθιστο συνδυασµό περιστάσεων που έχουν ζωτικό ενδιαφέρον και απαιτείται 

συνεπώς περαιτέρω διερεύνηση. Ως ένα γενικό κανόνα θα λέµε ότι οι αποµονωµένες 



τιµές θα πρέπει να απορρίπτονται µόνο αν αποτελούν λάθη καταγραφής των 

δεδοµένων ή της λειτουργίας της µηχανής στην οποία ή µε την οποία γίνεται η 

µέτρηση. ∆ιαφορετικά θα πρέπει να διερευνώνται προσεκτικά.  

Από το ακόλουθο διάγραµµα εύκολα γίνεται αντιληπτή η αδυναµία της µεθόδου 

ελαχίστων τετραγώνων να αντιµετωπίσει µία και µόνο έκτοπη παρατήρηση. Πιο 

συγκεκριµένα παρατηρούµε ότι η ανθεκτική γραµµή δίνει µια πολύ καλή 

προσαρµογή στον όγκο των δεδοµένων, σε αντίθεση µε την γραµµή ελαχίστων 

τετραγώνων η οποία επηρεάζεται από µία αποµονωµένη τιµή. 

∆ιάγραµµα 2.1 

Επίδραση έκτοπων παρατηρήσεων στη ΜΕΤ 

     2.1.1 Ταξινόµηση έκτοπων παρατηρήσεων 

 

Οι έκτοπες παρατηρήσεις µπορούν να ταξινοµηθούν σε δύο κατηγορίες:  

α)   γενικά σφάλµατα 

β) έκτοπες παρατηρήσεις ή αποµονωµένες τιµές που οφείλονται σε αποτυχηµένο 

µοντέλο.  

Πιο συγκεκριµένα : 

α) Tα γενικά σφάλµατα οφείλονται σε λάθη καταχώρησης, όπως λάθη 

πληκτρολόγησης, λάθη αντιγραφής, τεχνικές δυσκολίες µε τον εξοπλισµό, 



ελλιπείς απαντήσεις ερωτηµατολογίου, παρερµηνευµένες ερωτήσεις. Οι 

παρατηρήσεις που είναι γενικά σφάλµατα µπορούν να µην ληφθούν υπόψη. Είναι 

γεγονός ότι η ύπαρξη έκτοπων παρατηρήσεων στα εµπειρικά δεδοµένα είναι ο 

κανόνας και όχι η εξαίρεση. Αυτό έχει σαν αποτέλεσµα ένας µικρός αριθµός 

έκτοπων παρατηρήσεων να µπορεί να προκαλέσει µεγάλες δυσκολίες στον 

εκτιµητή ελαχίστων τετραγώνων. Τα γενικά σφάλµατα, είναι η πιο συνηθισµένη 

αιτία για την εµφάνιση αποµονωµένων τιµών. Συνήθως, οι έκτοπες τιµές 

οφείλονται σε µία αυθεντική κατανοµή απώλειας (long-tailed distribution). Με 

κάποια κατάλληλη µέριµνα τα γενικά σφάλµατα µπορούν να αντιµετωπιστούν. 

Είναι όµως λογικό ότι η απαραίτητη µέριµνα δεν είναι πάντα εφικτή. Τα 

αποµακρυσµένα γενικά σφάλµατα είναι µια από τις πιο επικίνδυνες αποκλίσεις 

των συνήθων στατιστικών υποθέσεων. Ο αριθµός των αποµακρυσµένων γενικών 

σφαλµάτων καθώς και των έκτοπων παρατηρήσεων, την ύπαρξη των οποίων οι 

στατιστικοί παρατηρούν στο δείγµα, συχνά µειώνεται σηµαντικά καθώς οι 

επιστήµονες επεξεργάζονται τα δεδοµένα χωρίς να συµβουλευτούν το 

στατιστικό. Κάθε φορά που υπάρχει στα δεδοµένα µία έκτοπη παρατήρηση, η 

εφαρµογή ανθεκτικών µεθόδων κρίνεται απαραίτητη. 

β) Η δεύτερη κύρια αιτία για την ύπαρξη έκτοπων παρατηρήσεων είναι τα ίδια 

στατιστικά/οικονοµετρικά µοντέλα. Η χρήση των ψευδοτυχαίων µεταβλητών στο 

εµπειρικό οικονοµετρικό µοντέλο είναι µια συνήθης πρακτική. Εισάγοντας µια 

ψευδοµεταβλητή που ισούται µε τη µονάδα, για µία µεµονωµένη παρατήρηση 

ισοδυναµεί µε το να διώξουµε εντελώς την παρατήρηση από το δείγµα. Το 

καλύτερο που µπορεί να κάνει κάποιος σε αυτήν την περίπτωση είναι να φτιάξει 

ένα µοντέλο που περιγράφει την πλειοψηφία των δεδοµένων. Αυτός ακριβώς 

είναι και ο στόχος της ανθεκτικής στατιστικής διαδικασίας.  

 

2.1.2 Θέση και επίδραση των αποµονωµένων τιµών 

 

Οι αποµονωµένες τιµές µπορούν να περιγραφούν λαµβάνοντας υπόψη τόσο τη 

θέση όσο  και την επίδρασή τους. Αναφορικά µε τη θέση τους οι έκτοπες 

παρατηρήσεις µπορούν να παρατηρηθούν είτε στην κατεύθυνση του άξονα x είτε 

στην κατεύθυνση του άξονα y, είτε και στις δύο κατευθύνσεις ταυτόχρονα. Μία 

µοναδική λάθος τιµή στο y µπορεί να οδηγήσει σε εντελώς εσφαλµένα αποτελέσµατα. 



Αυτό το ζήτηµα είναι γνωστό ως αποµονωµένη τιµή στην κατεύθυνση του y. Οι τιµές 

του y, συχνά θεωρούνται ως παρατηρήσεις και οι τιµές του x σαν σταθεροί αριθµοί. 

Όµως συχνά οι ανεξάρτητες µεταβλητές, οι οποίες ονοµάζονται και  επεξηγηµατικές, 

είναι παρατηρηµένες ποσότητες που υπόκεινται σε τυχαία µεταβλητότητα. Επίσης οι 

έκτοπες παρατηρήσεις µπορούν να ασκούν µεγάλη επίδραση στην εκτίµηση των 

συντελεστών της εξίσωσης παλινδρόµησης. Μία έκτοπη παρατήρηση στην 

κατεύθυνση του άξονα y µπορεί να ασκήσει µια µικρή επίδραση στην εκτίµηση 

συντελεστών παλινδρόµησης, ενώ µία έκτοπη παρατήρηση στην κατεύθυνση του 

άξονα x ασκεί µεγαλύτερη επίδραση. 

Οι αποµονωµένες τιµές µπορούν να κατηγοριοποιηθούν ανάλογα µε την επίδρασή 

τους. Μία παρατήρηση µπορεί να θεωρηθεί ως σηµείο µόχλευσης όταν βρίσκεται 

µακριά από τα υπόλοιπα δεδοµένα. Η µόχλευση δεν λαµβάνει υπόψη την κατεύθυνση 

της απόστασης από τα εναποµείναντα δεδοµένα. Το διάγραµµα διασποράς θα  

µπορούσε λογικά να χρησιµοποιηθεί και να απεικονιστούν οι τιµές των x και y µέσω 

της γραµµής καλύτερης προσαρµογής. Αυτή η γραµµή σχηµατίζεται 

χρησιµοποιώντας τις προβλεπόµενες τιµές y)  του y. Σε περίπτωση που η έκτοπη 

παρατήρηση είναι µακριά από την γραµµή καλύτερης προσαρµογής, αυτό µπορεί να 

έχει σαν αποτέλεσµα την µετακίνηση της γραµµής προς την κατεύθυνση της 

αποµονωµένης τιµής. Εάν όµως η τιµή αυτή πέσει πάνω στην γραµµή καλύτερης 

προσαρµογής αλλά µακριά από το σύνολο των δεδοµένων, τότε αυτή θεωρείται ως 

ένα καλό σηµείο µόχλευσης, δεδοµένου ότι βοηθάει στη µείωση του τυπικού 

σφάλµατος. 

Υπάρχουν γραφικές µέθοδοι για τον εντοπισµό των έκτοπων παρατηρήσεων που 

βασίζονται στον σχεδιασµό των σφαλµάτων. Μερικές από τις γραφικές παραστάσεις 

περιλαµβάνουν το ιστόγραµµα, τις προσαρµοσµένες τιµές των σφαλµάτων καθώς και 

τα διαγράµµατα µερικών σφαλµάτων που χρησιµοποιούνται στην πολυµεταβλητή 

περίπτωση. Οι συγκεκριµένες µέθοδοι είναι χρήσιµες για τον εντοπισµό έκτοπων 

παρατηρήσεων, αλλά όµως µπορούν να δηµιουργήσουν πρόβληµα αν οι 

αποµονωµένες τιµές είναι υψηλής µόχλευσης προς την κατεύθυνση του άξονα x. 

Αυτές οι τιµές µπορούν να τραβήξουν προς το µέρος τους την γραµµή καλύτερης 

προσαρµογής, δηµιουργώντας µικρά σφάλµατα. Συνεπώς οι µέθοδοι που βασίζονται 

στα σφάλµατα µπορεί να αποτύχουν να αναγνωρίσουν αυτά τα δεδοµένα σαν έκτοπες 

τιµές. Επιπρόσθετα, εάν υπάρχουν πολλές ανεξάρτητες µεταβλητές ο σχεδιασµός 



κάθε µιας ξεχωριστά ανεξάρτητης µεταβλητής ως προς την τιµή του σφάλµατος 

µπορεί να είναι χρονοβόρος και δύσκολος να πραγµατοποιηθεί. Οι ανθεκτικές 

µέθοδοι παλινδρόµησης δίνουν στον ερευνητή τη δυνατότητα να διαχειρίζεται τις 

έκτοπες παρατηρήσεις και όχι να τις αγνοεί ή να τις διαγράφει. Επιπρόσθετα, 

επιτρέπει την αναγνώριση των έκτοπων τιµών και προσαρµόζει την ύπαρξή τους µε 

βάση την ανάλυση παλινδρόµησης. 

Παρακάτω παρατίθεται ένα διάγραµµα στο οποίο απεικονίζονται τα τρία βασικά 

σύνολα έκτοπων παρατηρήσεων.  

∆ιάγραµµα 2.2 

Tρία βασικά σύνολα έκτοπων παρατηρήσεων 

 
• Το πρώτο σύνολο των έκτοπων παρατηρήσεων αποτελείται από τις κάθετες 

έκτοπες παρατηρήσεις. Οι τιµές των x βρίσκονται µέσα στο εύρος του όγκου των 

δεδοµένων. Βέβαια οι παρατηρήσεις αυτές βρίσκονται εµφανώς µακριά από την 

γραµµική σχέση που καθορίζεται από το σύνολο των δεδοµένων.  

• Το δεύτερο σύνολο των έκτοπων παρατηρήσεων αποτελείται από τα θετικά 

σηµεία µόχλευσης τα οποία ικανοποιούν τη γραµµική σχέση που ορίζεται από τον 

όγκο των δεδοµένων, αλλά οι τιµές των x βρίσκονται έξω από το συνηθισµένο εύρος. 

Τέτοιες παρατηρήσεις τείνουν να αυξήσουν την αποτελεσµατικότητα του εκτιµητή 

ελαχίστων τετραγώνων. 



• Το τρίτο σύνολο δεδοµένων αποτελείται από τα αρνητικά σηµεία µόχλευσης. Τα 

αρνητικά σηµεία µόχλευσης έχουν αποκλίνουσες x τιµές που δεν προσαρµόζονται 

στη γραµµική σχέση όπως αυτή ορίζεται από τα δεδοµένα. 

Συνδυάζοντας τις γνώσεις σχετικά µε τις έκτοπες παρατηρήσεις και τα σηµεία 

µόχλευσης, καταλήγουµε στο συµπέρασµα ότι υπάρχουν τέσσερις τύποι 

παρατηρήσεων που µπορούν να παρουσιαστούν στα δεδοµένα παλινδρόµησης: 

• κανονικές παρατηρήσεις µε εσωτερικά x και καλά προσαρµοσµένες τιµές y 

• κάθετες έκτοπες παρατηρήσεις µε εσωτερικά x και όχι καλά προσαρµοσµένες 

τιµές y  

• θετικά σηµεία µόχλευσης µε έκτοπες παρατηρήσεις στην κατεύθυνση των x και 

καλά προσαρµοσµένες τιµές y 

• αρνητικά σηµεία µόχλευσης µε έκτοπες παρατηρήσεις στην κατεύθυνση των x 

και όχι καλά προσαρµοσµένες τιµές y. 

 

2.2 Απόρριψη έκτοπων παρατηρήσεων 

 

Υποθέτοντας ότι 9 εκ των 10 µετρήσεων βρίσκονται κοντά η µία στην άλλη τότε 

µία συνήθης διαδικασία στην εφαρµογή της στατιστικής είναι η απόρριψη της 

έκτοπης παρατήρησης, κάτι το οποίο σηµαίνει ότι πρέπει η αποµονωµένη τιµή να 

διωχθεί από το δείγµα και ακολούθως να συνεχιστεί η διαδικασία σαν να ήταν οι 9 

µετρήσεις µοναδικές του δείγµατος. Κάποιες φορές οι έκτοπες τιµές ερµηνεύονται 

χωριστά και κάποιες άλλες φορές δεν λαµβάνονται καθόλου υπόψη. Η απόφαση 

σχετικά µε το τι σηµαίνει «µακριά» από το δείγµα µπορεί να γίνει υποκειµενικά, 

δηλαδή είτε κοιτάζοντας απλά τα δεδοµένα και παίρνοντας κάποια υποκειµενική 

απόφαση, είτε εφαρµόζοντας κάποιο επίσηµο αντικειµενικό κανόνα σχετικά µε την 

απόρριψη έκτοπων παρατηρήσεων το οποίο είναι ένα είδος στατιστικού τεστ. 

Υπάρχουν επίσης και κάποιες άλλες πιθανότητες για την αντιµετώπιση των έκτοπων 

παρατηρήσεων. Οι αποµονωµένες τιµές συχνά µπορούν να ελεγχθούν παίρνοντας τα 

γνήσια αρχεία, από τα οποία συχνά προκύπτει ότι οι αποµονωµένες τιµές συχνά 

οφείλονται σε γενικά σφάλµατα, τα οποία µπορούν εύκολα να διορθωθούν. Μία µόνο 

αποµονωµένη τιµή µπορεί να είναι επιβλαβής στην στατιστική διαδικασία που 

ακολουθείται (όπως ο αριθµητικός µέσος, η τυπική απόκλιση, η µέθοδος των 

ελαχίστων τετραγώνων). Οπωσδήποτε, το επιθυµητό είναι η αναγνώριση έκτοπων 



παρατηρήσεων και η αποµάκρυνσή τους από το δείγµα µε µία καλή δικαιολογία. 

Παρόλο αυτά όµως κάτι τέτοιο δεν είναι πάντοτε δυνατό, µε αποτέλεσµα ο κίνδυνος 

που προέρχεται από την ύπαρξη έκτοπων παρατηρήσεων να παραµένει και να είναι 

µεγαλύτερος από τον κίνδυνο απώλειας της αποτελεσµατικότητας που προέρχεται 

από την απόρριψη σε περίπτωση µιας «καλής» παρατήρησης. Επιπλέον, θα ήταν 

εξαιρετικά απίθανο να έχουµε µία «καλή» παρατήρηση από το µοντέλο κατανοµής σε 

µεγάλη απόσταση. Ως εκ τούτου, όταν µία αποµονωµένη τιµή είναι µακριά από τον 

όγκο των δεδοµένων θεωρείται ότι είναι απίθανο να παραµείνει στο δείγµα µε 

αποτέλεσµα να απορρίπτεται από αυτό. 

 

2.3 Συµπεριφορά των κανόνων απόρριψης σχετικά µε την 

ανθεκτική εκτίµηση 
 

• Είναι γεγονός ότι οποιοσδήποτε τρόπος αντιµετώπισης των έκτοπων 

παρατηρήσεων µπορεί να οδηγήσει στην αποφυγή καταστροφής της µελέτης µας. 

Τέτοιες µέθοδοι περιλαµβάνουν υποκειµενικούς κανόνες απόρριψης µε υψηλό σηµείο 

κατάρρευσης, καθώς και αντικειµενικούς κανόνες ύστερα από οπτική παρακολούθηση 

των δεδοµένων. Ένα µη ανθεκτικό πρόγραµµα υπολογιστή, χωρίς την ύπαρξη µιας 

προσεκτικής ανάλυσης των σφαλµάτων κρίνεται εντελώς ακατάλληλο. 

 

• Για µεγαλύτερα επίπεδα αποτελεσµατικότητας: Οι περισσότερες µέθοδοι χάνουν 

σε κάποιες ρεαλιστικές περιπτώσεις τουλάχιστον 5-20% της αποτελεσµατικότητάς 

τους. Αυτές οι µέθοδοι περιλαµβάνουν όλους τους υποκειµενικούς καθώς και τους 

αντικειµενικούς κανόνες απόρριψης. 

 

• Ο ειδικός δεν θα πρέπει µόνο να ανιχνεύσει τις έκτοπες τιµές, αλλά κυρίως θα 

πρέπει να τις ερµηνεύσει. Οφείλει να ενσωµατώνει το µη στατιστικό υπόβαθρο 

προκειµένου να ερµηνεύσει σωστά τις παρατηρήσεις. Η καλή γνώση είναι τουλάχιστον 

το ίδιο σηµαντική µε τους στατιστικούς ισχυρισµούς. Υπάρχουν επίσης γενικές 

στατιστικές πληροφορίες συνηθισµένων τύπων γενικών σφαλµάτων και άλλων 

αποκλίσεων από το παραµετρικό µοντέλο το οποίο θα πρέπει να ενσωµατωθεί στην 

ανάλυση των δεδοµένων. Η τυπική αναγνώριση ύποπτων παρατηρήσεων µπορεί να 



είναι πιο γρήγορη και εύκολη καθώς επίσης και η µοναδική πιθανότητα σε 

πολύπλοκους σχεδιασµούς. 

 

• Η αναγνώριση έκτοπων παρατηρήσεων µπορεί να γίνεται µε µεγαλύτερη ασφάλεια 

και αποτελεσµατικότητα κοιτάζοντας τα σφάλµατα της ανθεκτικής προσαρµογής.  

 

• Οι κανόνες απόρριψης και η µεταγενέστερη εκτίµησή τους δεν είναι τίποτα άλλο 

από τους ειδικούς ανθεκτικούς εκτιµητές. Η εκτίµηση ύστερα από υποκειµενική 

απόρριψη µπορεί να θεωρηθεί σαν µία υποκειµενική ανθεκτική διαδικασία.  

 

2.4 Λόγοι για τους οποίους ο εντοπισµός των έκτοπων 

παρατηρήσεων και η αποµάκρυνσή τους από το δείγµα δεν 

θεωρείται αρκετός. 
 

Οι βασικότεροι λόγοι για τους οποίους ο εντοπισµός των ΕΠ και η αποµάκρυνσή 

τους από το δείγµα δεν θεωρείται αρκετός είναι οι ακόλουθοι: 

1. Οι χρήστες, ακόµα και ειδικοί στατιστικοί δεν ελέγχουν πάντα τα δεδοµένα. 

2. Η απόφαση σχετικά µε το αν θα πρέπει να κρατήσουµε ή να απορρίψουµε µία 

παρατήρηση είναι χάσιµο χρόνου. Τις περισσότερες φορές είναι προτιµότερο να 

αντιµετωπίζουµε τις ύποπτες παρατηρήσεις µέσω κατάλληλων στατιστικών 

µεθόδων από το να τις απορρίπτουµε. 

3. Μπορεί να είναι πάρα πολύ δύσκολος ή και αδύνατος ο εντοπισµός των 

έκτοπων παρατηρήσεων στην πολυµεταβλητή ανάλυση. 

4. Η απόρριψη των αποµονωµένων τιµών επηρεάζει την θεωρία της κατανοµής.  

 

 

 

 

 

 

 

 



 

ΚΕΦΑΛΑΙΟ  3  
 

 

∆ύο βασικές προσεγγίσεις αντιµετώπισης 

έκτοπων παρατηρήσεων 
 

 

3.1 Εισαγωγή 
 

Οι δύο βασικές προσεγγίσεις που επικράτησαν προκειµένου να οδηγηθούµε στην 

οριστική αντιµετώπιση των έκτοπων παρατηρήσεων είναι οι ακόλουθες: 

 

• ∆ιαγνωστική παλινδρόµηση, όπου συγκεκριµένες ποσότητες του δείγµατος 

υπολογίζονται µε σκοπό να εντοπιστούν τα σηµεία επιρροής, από τα οποία οι 

αποµονωµένες τιµές µπορούν να διορθωθούν ή να αποµακρυνθούν και 

ακολούθως να εφαρµοστεί η ανάλυση ελαχίστων τετραγώνων στις εναποµείνασες  

περιπτώσεις. 

• Ανθεκτική παλινδρόµηση, η οποία προσπαθεί να δηµιουργήσει εκτιµητές 

που δεν επηρεάζονται από τις έκτοπες παρατηρήσεις. Πριν από οποιαδήποτε 

εφαρµογή ανθεκτικών µεθόδων, θα πρέπει οπωσδήποτε να εξεταστεί αν οι 

αποκλίσεις οφείλονται σε αποτυχηµένο µοντέλο, κάτι το οποίο µπορεί να 

αντιµετωπιστεί προσθέτοντας στο µοντέλο µας περισσότερους όρους. 

 

Παρά το γεγονός ότι η τόσο η διαγνωστική όσο και η ανθεκτική παλινδρόµηση 

έχουν τον ίδιο στόχο, η διαδικασία πραγµατοποιείται µε διαφορετικό τρόπο. Σε 

µερικές εφαρµογές και οι δύο προσεγγίσεις καταλήγουν στο ίδιο συµπέρασµα, µε 

αποτέλεσµα οποιαδήποτε διαφορά να είναι µόνο υποκειµενική. 

 

 



 3.2 Οι εκτιµητές και οι βασικές ιδιότητές τους 
 

Είναι ευρέως γνωστό ότι στον τοµέα της στατιστικής µπορούν να 

χρησιµοποιηθούν παραµετρικά και µη παραµετρικά τεστ. Τα µη παραµετρικά τεστ 

είναι ελεύθερης κατανοµής δεδοµένου ότι γίνονται λιγότερες υποθέσεις σχετικά µε 

τον πληθυσµό. Στην πραγµατικότητα, στην παραµετρική στατιστική ο ερευνητής δεν 

συµπεραίνει ότι η δειγµατική στατιστική συνάρτηση είναι ένας εκτιµητής 

παραµέτρου πληθυσµού. Σε αντίθεση, η παραµετρική στατιστική χρησιµοποιεί τη 

δειγµατική στατιστική συνάρτηση σαν µία εκτίµηση της πληθυσµιακής παραµέτρου 

µε αποτέλεσµα ο ερευνητής να βγάζει κάποιο συµπέρασµα σχετικά µε την τιµή της 

πληθυσµιακής παραµέτρου. Ως εκ τούτου, ένας εκτιµητής είναι η τιµή της 

δειγµατικής στατιστικής συνάρτησης που δίνει χρήσιµες πληροφορίες σχετικά µε την 

πληθυσµιακή παράµετρο.  

Όταν εκτελούνται παραµετρικά στατιστικά τεστ, ο ερευνητής θα πρέπει να 

ενδιαφέρεται για τις ιδιότητες των εκτιµητών. Οι ιδιότητες ενός εκτιµητή είναι πολύ 

σηµαντικές δεδοµένου ότι µας ενδιαφέρει η δειγµατική στατιστική συνάρτηση να 

είναι ένας ακριβής και σταθερός εκτιµητής. Οι ιδιότητες των εκτιµητών είναι η 

αµεροληψία, η συνέπεια, η αποτελεσµατικότητα και η επάρκεια. Συγκεκριµένα: 

 

• Ένας εκτιµητής είναι αµερόληπτος (unbiassed) όταν ο µέσος της δειγµατικής 

κατανοµής της στατιστικής συνάρτησης ισούται µε την πληθυσµιακή παράµετρο που 

έχει εκτιµηθεί.  

 

• Ένας εκτιµητής είναι συνεπής (consistent) εάν η δειγµατική στατιστική 

συνάρτηση πλησιάζει ολοένα και περισσότερο την πληθυσµιακή παράµετρο καθώς το 

µέγεθος του δείγµατος αυξάνει.  

 

• Ένας εκτιµητής είναι αποτελεσµατικός (efficient) εάν δεν διαφέρει πολύ από 

δείγµα σε δείγµα (σφάλµα διασποράς ή δειγµατικό σφάλµα). Κατά συνέπεια 

αναφέρεται στην ακρίβεια της εκτίµησης. Η διασπορά σφάλµατος της στατιστικής 

συνάρτησης είναι η διασπορά της δειγµατικής κατανοµής της στατιστικής 

συνάρτησης.  

 



• Ένας εκτιµητής είναι επαρκής (sufficient) όταν η δειγµατική στατιστική 

συνάρτηση είναι ο καλύτερος εκτιµητής της πληθυσµιακής παραµέτρου.  

 

3.3 Το κλασικό πρόβληµα παλινδρόµησης  
 

Το κλασικό πρόβληµα παλινδρόµησης ορίζεται ως εξής : 

Y=Xβ + ε, 

όπου  

 Y = [Y1, …,Yn]Τ είναι ένα n×1 διάνυσµα παρατηρήσεων 

 X = [xij] είναι ένας n× (p+1) πίνακας σχεδιασµού πλήρους τάξης  

 β = [β0,...,βp]Τ είναι ένα (p+1) ×1 διάνυσµα αγνώστων παραµέτρων 

 ε = [ε1,…,εn]T είναι ένα n ×1 διάνυσµα ανεξάρτητων τυχαίων σφαλµάτων µε  

(α) E[ε] = 0  

(β) Cov[ε] = σ2 Ιn                               

Η σταθερά σ2 >0 είναι µία άγνωστη παράµετρος.  

Η µέθοδος ελαχίστων τετραγώνων έχει ως στόχο την εύρεση εκτιµητριών για τις 

παραµέτρους β0, β1, β2,… έτσι ώστε να ελαχιστοποιείται το άθροισµα των 

τετραγώνων 
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∆είχνεται ότι η ελαχιστοποίηση του SSE(β) είναι ισοδύναµη µε το επόµενο σύστηµα 

p εξισώσεων µε p αγνώστους (Κανονικές Εξισώσεις-Normal Equations) 

ΧΤΧβ = ΧΤY. 

Είναι φανερό ότι οι εκτιµητές ελαχίστων τετραγώνων µπορούν να γραφούν πινακικά 

από τον ακόλουθο τύπο:  

 β
)

= (ΧΤΧ)-1ΧΤY. 

Εύκολα µπορεί να επιβεβαιωθεί ότι ο β
)

 είναι αµερόληπτος και έχει πίνακα 

συνδιασποράς ανάλογο του πίνακα (ΧΤΧ)-1: 

E[β
)

] = β 

Cov[β
)

] = σ2(ΧΤΧ)-1. 

Ο κλασικός εκτιµητής της παραµέτρου σ2 είναι ο µέσος τετραγωνικών σφαλµάτων:  
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3.4 ∆ιαγνωστική παλινδρόµηση 
 

Οι διαγνωστικές των έκτοπων παρατηρήσεων είναι στατιστικές που εστιάζουν το 

ενδιαφέρον τους σε παρατηρήσεις που ασκούν µεγάλη επίδραση στον εκτιµητή 

ελαχίστων τετραγώνων. Μερικά διαγνωστικά µέτρα έχουν σχεδιαστεί µε σκοπό να 

ανιχνεύσουν µεµονωµένες περιπτώσεις ή σύνολο περιπτώσεων που διαφέρουν από 

τον όγκο των δεδοµένων ή ασκούν ασυνήθιστα µεγάλη επίδραση στους εκτιµητές 

καθώς και στις προσαρµοσµένες τιµές. Το πεδίο των διαγνωστιικών µεθόδων 

αποτελείται από ένα συνδυασµό αριθµητικών και γραφικών εργαλείων.  

Πολλές διαγνωστικές βασίζονται στα σφάλµατα που απορρέουν από τα ελάχιστα 

τετράγωνα. Όµως αυτό µπορεί να οδηγήσει σε αναληθή αποτελέσµατα εξαιτίας του 

ακόλουθου λόγου. Εξ ορισµού, η µέθοδος των ελαχίστων τετραγώνων προσπαθεί να 

αποφύγει τα µεγάλα σφάλµατα. Συνεπώς, µία και µόνο έκτοπη παρατήρηση µπορεί 

να προκαλέσει µια φτωχή προσαρµογή στην πλειοψηφία των δεδοµένων, επειδή ο 

εκτιµητής ελαχίστων τετραγώνων προσπαθεί να προσαρµόσει αυτή την περίπτωση εις 

βάρος των υπόλοιπων παρατηρήσεων. Ως εκ τούτου, µία έκτοπη παρατήρηση µπορεί 

να έχει ένα µικρό σφάλµα ελαχίστων τετραγώνων, ειδικά όταν αποτελεί ένα σηµείο 

µόχλευσης. Συνεπώς, οι διαγνωστικές µέθοδοι που βασίζονται σε σφάλµατα 

ελαχίστων τετραγώνων, συχνά αποτυγχάνουν να αποκαλύψουν αυτά τα σηµεία. 

 

Μία άλλη κατηγορία διαγνωστικών µεθόδων βασίζεται στην αρχή της διαγραφής 

µιας περίπτωσης σε κάθε στιγµή. Για παράδειγµα, ορίζουµε ως (i)β
)

 τον εκτιµητή του 

β που υπολογίζεται από το δείγµα χωρίς την i-οστη περίπτωση. Στη συνέχεια η 

διαφορά µεταξύ του β
)

 και του (i)β
)

 δίνει τον βαθµό στον οποίο η παρουσία της i-

οστης περίπτωσης επηρεάζει τους συντελεστές παλινδρόµησης. Αυτές είναι οι 

λεγόµενες διαγνωστικές µονής περίπτωσης, οι οποίες υπολογίζονται για κάθε 

περίπτωση i και αυτό είναι πιθανό να γενικευθεί στις διαγνωστικές πολλαπλής 

περίπτωσης. Στην πραγµατικότητα, η διαγραφή µιας ή περισσότερων περιπτώσεων 

φαίνεται ως ένας πολύ λογικός τρόπος για να εξετάσουµε την επίδρασή τους. Όµως 

δεν είναι πάντοτε φανερό ποιο υποσύνολο περιπτώσεων πρέπει να διαγραφεί. Μπορεί 



να ισχύει ότι µερικά σηµεία επηρεάζουν από κοινού, ενώ τα µεµονωµένα σηµεία δεν 

ασκούν την ίδια επιρροή. 

Μερικές ποσότητες που υπάρχουν συχνά στις κλασικές διαγνωστικές µεθόδους 

είναι τα διαγώνια στοιχεία των ελαχίστων τετραγώνων του πίνακα προβολής Η. 

Αυτός ο πίνακας είναι πολύ γνωστός µε το όνοµα hat matrix. Αυτό σηµαίνει ότι:  

YHY =
)

 

όπου Y
)

 είναι η πρόβλεψη των ελαχίστων τετραγώνων για το Y. 

Ο hat matrix ορίζεται ως ακολούθως : 

Η = Χ(ΧtΧ)-1Xt, 

όπου ο n× (p+1) πίνακας Η ονοµάζεται πίνακας προβολής επειδή µετασχηµατίζει το 

παρατηρούµενο διάνυσµα Y στον εκτιµητή ελαχίστων τετραγώνων YHY =
)

. Τα 

διαγώνια στοιχεία του πίνακα προβολής Η είναι τα σηµεία µόχλευσης.  

 

3.5 Ανθεκτική παλινδρόµηση 
 

Όταν κάνουµε παλινδρόµηση ελαχίστων τετραγώνων χρησιµοποιώντας n 

παρατηρήσεις, για ένα p-παραµετρικό µοντέλο Y = Xβ+ε, κάνουµε ορισµένες 

ιδανικές υποθέσεις σχετικά µε το διάνυσµα των σφαλµάτων ε, συγκεκριµένα ότι 

ακολουθεί Ν(0,Ισ2). Στην πράξη εµφανίζονται αποκλίσεις από αυτές τις υποθέσεις. 

Αν οι αποκλίσεις είναι σοβαρές, ελπίζουµε να φανούν στη συµπεριφορά των 

υπολοίπων και έτσι να αποτελέσουν τον οδηγό ώστε να γίνουν κατάλληλες 

τροποποιήσεις στο µοντέλο. Συχνά οι αποκλίσεις, αν τελικά υφίστανται, δεν είναι 

αρκετά σοβαρές για επανορθωτικές ενέργειες και προχωρούµε στην ανάλυση κατά 

συνήθη τρόπο. 

Ορισµένοι τύποι αποκλίσεων από τις ιδανικές υποθέσεις θεωρούνται συχνά ότι 

είναι πιθανότερο να εµφανιστούν στην πράξη από κάποιους άλλους. Για παράδειγµα, 

η κατανοµή των σφαλµάτων µπορεί να είναι συµµετρική αλλά όχι κανονική. Μπορεί 

δηλαδή να είναι «οξύτερη στην κορυφή» και µε «λεπτότερα άκρα» από ότι η 

κανονική ή «λιγότερο οξεία στην κορυφή» και µε «φαρδύτερα άκρα» από την 

κανονική. Ή, ακόµα και αν η κατανοµή είναι κανονική, µπορεί να υπάρχουν 

αποµονωµένες τιµές, δηλαδή να υπάρχουν µη τυπικές παρατηρήσεις της συνήθους 

κανονικής κατανοµής µε διαφορετική ίσως µέση τιµή ή παρατηρήσεις από µία 

κανονική κατανοµή µε κάπως µεγαλύτερη διασπορά από την υποτιθέµενη σ2. 



Υπάρχουν διάφορες υποδείξεις όπου, για την αντιµετώπιση αυτών καθώς και 

άλλων  πιθανών µειονεκτηµάτων, χρησιµοποιούνται µέθοδοι ανθεκτικής 

παλινδρόµησης, στη θέση των µεθόδων ελαχίστων τετραγώνων. Οι αρετές αυτών των 

µεθόδων είναι ότι είναι λιγότερο ευαίσθητες από ότι οι µέθοδοι των ελαχίστων 

τετραγώνων, στις συνήθεις πρακτικές αποκλίσεις από τις ιδανικές υποθέσεις. 

Η ανθεκτική παλινδρόµηση προσπαθεί να επινοήσει εκτιµητές που δεν 

επηρεάζονται σε σηµαντικό βαθµό από τις έκτοπες παρατηρήσεις. Πολλοί 

στατιστικοί που έχουν αµυδρώς ακούσει για την ανθεκτικότητα πιστεύουν ότι ο 

στόχος της είναι απλά να αγνοήσει τις έκτοπες παρατηρήσεις. Όµως σίγουρα η 

συγκεκριµένη αντίληψη δεν είναι σωστή. Αντιθέτως, στην ανθεκτική παλινδρόµηση 

οι έκτοπες παρατηρήσεις µπορούν να αναγνωριστούν κοιτάζοντας µόνο τα 

σφάλµατα, κάτι το οποίο δεν συµβαίνει στην περίπτωση των σφαλµάτων των 

ελαχίστων τετραγώνων.  
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Μέτρα ανθεκτικότητας  
 

 

4.1  Εισαγωγή 
 

Για να προσδιοριστεί ο βαθµός ανθεκτικότητας µιας διαδικασίας έχουν εισαχθεί 

διάφορα µέτρα ανθεκτικότητας. Τα πιο διαδεδοµένα είναι η Συνάρτηση Επίδρασης 

(Influence Function), το Σηµείο Κατάρρευσης (Breakdown Point), η Καµπύλη 

Ευαισθησίας (Sensitivity Curve) και η Ευαισθησία Γενικού Σφάλµατος (Gross Error 

Sensitivity), τα οποία θα χρησιµοποιηθούν σε αυτή την διαδικασία. Καθένα από τα 

µέτρα αυτά περιγράφει διαφορετικά χαρακτηριστικά της διαδικασίας, συνεπώς 

λειτουργούν συµπληρώνοντας το ένα το άλλο. 

Τόσο το σηµείο κατάρρευσης όσο και η συνάρτηση επίδρασης δίνουν σηµαντικές 

πληροφορίες αναφορικά µε την ανθεκτικότητα ενός εκτιµητή. Αν η συνάρτηση 

επίδρασης είναι φραγµένη, τότε η επίδραση ενός µικρού αριθµού έκτοπων 

παρατηρήσεων στον εκτιµητή είναι επίσης φραγµένη. 

 

4.2 Ανθεκτικό συµπέρασµα  

 

Υποθέτουµε ότι έχουµε ένα µονοδιάστατο δείγµα x1,…xn ανεξάρτητων και 

οµοιόµορφα κατανεµηµένων παρατηρήσεων µε συνάρτηση κατανοµής Fθ το οποίο 

ανήκει σε µία παραµετρική οικογένεια {Fθ; θ∈Ω}. Στην κλασική στατιστική 

υποθέτουµε ότι τα xi είναι κατανεµηµένα όπως και η Fθ και αναλαµβάνουµε να 

εκτιµήσουµε το θ βάσει των δεδοµένων. Στην ανθεκτική θεωρία συνειδητοποιούµε 

ότι το µοντέλο {Fθ; θ∈Ω} είναι µόνο µια ιδανική προσέγγιση της πραγµατικότητας. 

Πολλές από τις υποθέσεις που γίνονται στη στατιστική όπως η κανονικότητα, η 



γραµµικότητα και η ανεξαρτησία προσεγγίζουν την πραγµατικότητα. Τις 

περισσότερες φορές χρησιµοποιούµε βέλτιστες διαδικασίες κάτω από αυτές τις 

υποθέσεις. Όµως το πρόβληµα που δηµιουργείται είναι ότι µια µικρή απόκλιση από 

το µοντέλο µπορεί να επηρεάσει σοβαρά τα αποτελέσµατα. Στόχος της ανθεκτικής 

στατιστικής είναι να περιγράψει τη δοµή στην οποία προσαρµόζεται καλύτερα ο 

όγκος των δεδοµένων, να αναγνωρίσει τις έκτοπες παρατηρήσεις καθώς επίσης να 

προειδοποιήσει για τα σηµεία µόχλευσης [Hampel et al. (1986)].  

 

4.3 Συναρτησοειδή (functionals) 
 

Έστω ),...,,( 21 nxxx=Tx τυχαίο δείγµα που προέρχεται από την κατανοµή .θF  Η 

εµπειρική συνάρτηση κατανοµής του δείγµατος είναι  

nF = ∑
=

∆
n

i
ix

n 1

1 , 

όπου ∆xi είναι η συνάρτηση κατανοµής που τοποθετεί µάζα πιθανότητας 1 στο 

σηµείο xi. Η εκτίµηση του θ γίνεται µέσω στατιστικών συναρτήσεων της µορφής  

Τn = Τn(x1, x2,…,xn) = Tn(Fn). 

Οι εκτιµητές µπορούν να αντιµετωπιστούν ως συναρτησοειδή, επειδή η θεώρηση 

αυτή συνεισφέρει στη µελέτη ιδιοτήτων των εκτιµητών, κυρίως σε σχέση µε την 

ασυµπτωτική τους συµπεριφορά. 

 

 4.3.1 Συνάρτηση Επίδρασης (ΣΕ) – Influence Function 
 

Ένα από τα βασικότερα µέτρα ανθεκτικότητας είναι η συνάρτηση επίδρασης ενός 

εκτιµητή Τ. [βλέπε Hampel et al. (1986)]. Προκύπτει ως η πρώτη παράγωγος του 

εκτιµητή, που θεωρείται συναρτησοειδές σε κάποια κατανοµή. Χρησιµοποιείται για 

να µελετηθούν ιδιότητες ανθεκτικότητας και για να βρεθούν ασυµπτωτικές 

διασπορές. Επίσης για την εύρεση εκτιµητών µε προκαθορισµένα χαρακτηριστικά ως 

προς την ανθεκτικότητα. Η συνάρτηση επίδρασης περιγράφει την επίδραση που έχει 

στον εκτιµητή µια πολύ µικρή αλλοίωση στο σηµείο x, µετρώντας την ασυµπτωτική 

µεροληψία που προκαλείται. Ορίζεται για ένα µεγάλο µέγεθος δείγµατος, όµως στην 

πράξη είναι συχνά χρήσιµη σε δείγµατα µεγέθους 20 ή ακόµα µικρότερου. 



 Ορισµός 1: Η συνάρτηση επίδρασης ενός εκτιµητή Τ της κατανοµής F που 

καταµετρά την επίδραση των απειροστών αναταραχών στον εκτιµητή δίνεται από τη 

σχέση: 

IF(x ;T,F)=
t

FTxtFt
t

)())1((lim
0

−∆+−Τ
→

,               

σε αυτά τα σηµεία  x του δειγµατικού χώρου, όπου το όριο υπάρχει. Αν στον τύπο της 

ΣΕ αντικαταστήσουµε το F µε το Fn-1, όπου Fn είναι η εµπειρική κατανοµή εκτίµησης 

του F και βάλουµε t= ,1
n

συνειδητοποιούµε ότι η IF(x; T,Fn-1) µετράει περίπου n 

φορές την αλλαγή στο T που προκαλείται από µία επιπρόσθετη παρατήρηση στο x 

όταν ο Τ εφαρµόζεται σε ένα µεγάλο δείγµα µεγέθους n-1 [βλέπε Hampel et al. 

(1986)]. 

Εάν κάποια κατανοµή G είναι «κοντά» στο F, τότε το θεώρηµα ανάπτυξης του 

Von Mises στο Τ γύρω από το F εκτιµώµενο στο G δίνεται από τη σχέση: 

 
 Τ(G) = T(F)+ ,))((),;(∫ +− nRxFGdFTxIF  (4.3.1.1) 
 

όπου Rn είναι ο υπολειπόµενος όρος. Όταν οι παρατηρήσεις xi είναι i.i.d σύµφωνα µε 

το F, τότε η εµπειρική κατανοµή Fn τείνει στο F σύµφωνα µε το θεώρηµα του 

Glivenko-Cantelli. Αν στη σχέση (4.3.1.1) αντικαταστήσουµε το G µε το Fn για 

µεγάλο n και επίσης υποθέσουµε ότι T(F) µπορεί να προσεγγιστεί από την Tn=T(Fn) 

και λαµβάνοντας υπόψη ότι: 

,0)(),;(∫ =xdFFTxIF  

τότε καταλήγουµε στο ότι: 

Τn=T(F)+ ,)(),;(∫ + nn RxdFFTxIF  

µε Rn= op(
n

1 ). 

Αν υπολογίσουµε το ολοκλήρωµα ως προς Fn έχουµε: 

 
 
  

 
Από τη χρήση του κεντρικού οριακού θεωρήµατος προκύπτει: 

)],,(,0[)]([ FTVNFTTn n →−  

.),;(1)]([ nin RFTXIF
n

FTTn +≈− ∑



όπου V(T,F) είναι η ασυµπτωτική διασπορά που ορίζεται ως εξής:  

).(),;(),( 2 xdFFTxIFFTV ∫=  

4.3.2 Σηµείο Κατάρρευσης (ΣΚ) – Breakdown Point 
 

Μία και µόνο αποµονωµένη τιµή στο σύνολο των δεδοµένων µπορεί ναι έχει σαν 

αποτέλεσµα την µετατόπιση του εκτιµητή ελαχίστων τετραγώνων. Κατά συνέπεια, 

εύκολα προκύπτει ότι ο εκτιµητής ελαχίστων τετραγώνων δεν θεωρείται ανθεκτικός 

εκτιµητής. Απεναντίας υπάρχουν εκτιµητές οι οποίοι έχουν τη δυνατότητα να 

αντιµετωπίσουν ένα συγκεκριµένο ποσοστό έκτοπων παρατηρήσεων. Προκειµένου 

να διατυπωθεί αυτή η άποψη, εισάγεται η έννοια του σηµείου κατάρρευσης 

Το σηµείο κατάρρευσης είναι ένα ολικό µέτρο αξιοπιστίας. Μετράει πόση 

αλλοίωση µπορεί να αντέξει ο εκτιµητής, υπολογίζοντας το µέγιστο κλάσµα 

αλλοίωσης που διατηρεί τον εκτιµητή υπό έλεγχο, ενώ ένα µεγαλύτερο κλάσµα 

αλλοίωσης προκαλεί κατάρρευση του εκτιµητή. Η κατάρρευση σχετίζεται, κατά 

κύριο λόγο, µε µη προβλέψιµη τιµή του εκτιµητή. Ένας εκτιµητής είναι ανθεκτικός 

µόνο όταν έχει σηµείο κατάρρευσης µεγαλύτερο από το µηδέν.  

Το σηµείο κατάρρευσης µαζί µε την συνάρτηση επίδρασης, είναι τα πιο 

διαδεδοµένα µέτρα ανθεκτικότητας. Σηµείο κατάρρευσης µπορεί να βρεθεί για όλους 

τους εκτιµητές, όµως δεν συµβαίνει το ίδιο για τη συνάρτηση επίδρασης. 

Έστω ότι παίρνουµε οποιοδήποτε δείγµα από n σηµεία δεδοµένων 

Χ={(xi1,…,x1p,y1),…,(xn1,…xnp,yn)} 

και ορίζουµε ως Τ τον εκτιµητή παλινδρόµησης έτσι ώστε  

).(Τ=β
)

 

Θεωρούµε όλα τα πιθανά αλλοιωµένα δείγµατα ′  τα οποία επιτυγχάνονται 

αντικαθιστώντας οποιαδήποτε m από τα αρχικά σηµεία δεδοµένων µε αυθαίρετες 

τιµές. Αφήνουµε τη µέγιστη µεροληψία που µπορεί να προκληθεί από τέτοια 

αλλοίωση να είναι:  

bias(m;T,Χ)=sup )()( TT −′ . 

Αν η bias(m;T,Χ) ∞→ , αυτό υποδηλώνει ότι οι m έκτοπες παρατηρήσεις µπορούν να 

έχουν µία αυθαίρετα µεγάλη επίδραση στον Τ µε αποτέλεσµα ο εκτιµητής να 

καταρρέει.  

 



Oρισµός 2: Το σηµείο κατάρρευσης του εκτιµητή Τ στο δείγµα Χ ορίζεται ως εξής:  

},;;min{),(* Tbias
n
mTn =Ε είναι άπειρο. 

Με άλλα λόγια ΣΚ είναι το µικρότερο τµήµα της µόλυνσης που µπορεί να 

προκαλέσει τη µέθοδο παλινδρόµησης Τ να αποµακρυνθεί αυθαίρετα από το Τ(Χ). 

Στα ελάχιστα τετράγωνα, το ΣΚ ισοδυναµεί µε n
1 το οποίο τείνει να γίνει µηδέν 

καθώς το µέγεθος του δείγµατος αυξάνεται. Κατά συνέπεια το ΣΚ πρέπει να είναι 

περισσότερο από 0%. Ένα ΣΚ της τάξης του 50% είναι το καλύτερο που µπορούµε 

να αναµένουµε. Στη µέθοδο ελαχίστων τετραγώνων µία και µόνο έκτοπη 

παρατήρηση είναι αρκετή για να καταστρέψει τον εκτιµητή Τ0. Το σηµείο 

κατάρρευσης είναι ),(* XTNΕ = n
1  και ως εκ τούτου 0)(* =Ε T . Οι εκτιµητές Τ µε 

0)(* >Ε T  ονοµάζονται θετικές µέθοδοι κατάρρευσης. 

 

4.3.3 Ευαισθησία Γενικού Σφάλµατος (ΕΓΣ) – Gross 

Error Sensitivity   

 
Για την επίτευξη ανθεκτικότητας, είναι επιθυµητή µία φραγµένη ΣΕ. Ένα µέτρο 

ανθεκτικότητας, που προκύπτει από την ΣΕ και προσδιορίζει άµεσα την 

ανθεκτικότητα ή µη ενός εκτιµητή, είναι η Ευαισθησία Γενικού Σφάλµατος. 

 

Ορισµός 3: Η ευαισθησία του γενικού σφάλµατος του εκτιµητή Τ στην κατανοµή 

F ορίζεται από τη σχέση  

 

Η ΕΓΣ περιγράφει τη µέγιστη επίδραση που έχει στην τιµή του εκτιµητή µια µικρή 

αλλοίωση της κατανοµής και για την εξασφάλιση ανθεκτικότητας επιδιώκεται να 

είναι πεπερασµένη. 

Οι πεπερασµένες τιµές του γ* είναι επιθυµητές γιατί έχουν σαν αποτέλεσµα να 

προκαλούν µικρές αλλαγές στον εκτιµητή σε περίπτωση που προστεθεί ένας µικρός 

αριθµός έκτοπων παρατηρήσεων 

 

.),;(sup* FTxIF
x

=γ



4.3.4 Καµπύλη ευαισθησίας (ΚΕ) - Sensitivity Curve 
 

Η ΚΕ µετρά την επίδραση που θα ασκηθεί στον εκτιµητή από µία και µόνο 

επιπρόσθετη παρατήρηση x. 

Oρισµός 4: ∆οθέντος ενός τυχαίου δείγµατος x1,…,xn-1 η ΚΕ ενός εκτιµητή Tn σε 

ένα σηµείο x ορίζεται ως εξής: 

SCn(X;Tn)=nTn(x1,…,xn-1 ,x) - Tn-1(x1,…,xn-1)). 
Όταν Τn(x1,x2,…,xn)=T(Fn) για κάθε n, µε την αντίστοιχη εµπειρική κατανοµή Fn 

τότε: 

n

FTx
n

F
n

nT
xSC

nn

1

)()11(
)(

11 −− −∆+
−

= , 

όπου Fn-1 είναι η εµπειρική κατανοµή του (x1,x2,…xn-1). 

 

4.4 Ορισµοί (Rousseeuw & Leory, 1987) 
 

Ο εκτιµητής θέσης Τn που στηρίζεται στο τυχαίο δείγµα (x1,…,xn), είναι:  

 Ίσης µεταβολής ως προς θέση (location equivariant), όταν       

Τn(x1+u, x2+u,…,xn+u)=Tn(x1,x2,…,xn)+u, 

για κάθε σταθερά u. 

 

 Ίσης µεταβολής ως προς κλίµακα (scale equivariant), όταν 

Τn(cx1,cx2,…,cxn)=cTn(x1,x2,…,xn),  

για κάθε σταθερά c≠ 0. 

 

 Ίσης µεταβολής ως προς θέση και κλίµακα (affine equivariant), όταν 

Τn(cx1+u,cx2+u,…,cxn+u)=cTn(x1,x2,…,xn)+u,  

για σταθερές u και c≠ 0. 

 

 Ίσης µεταβολής ως προς την παλινδρόµηση  (regression equivariant), όταν 

Τ({(xi, yi + xiv); i=1,…n})=T({(xi, yi); i=1,…,n}) + v, 

όπου v είναι ένα οποιοδήποτε διάνυσµα στήλη. 

 



 Εκτιµητής κλίµακας (scale estimator) είναι κάθε στατιστική συνάρτηση Sn 

τέτοια ώστε  

Sn(α+bx1,α+bx2,…,α+bxn)=|b|Sn(x1,x2,…,xn)>0. 

 

4.5 Συνάρτηση Επίδρασης για τα ελάχιστα τετράγωνα  

 

Υποθέτουµε ότι οι γραµµές του πίνακα σχεδιασµού Χ είναι i.i.d παρατηρήσεις από 

µία p-διάστατη κατανοµή Fx. Έστω F είναι η από κοινού κατανοµή για το (p+1)-

διάστατο διάνυσµα [xTy], όπου xT είναι µια τυχαία γραµµή του Χ και y είναι η 

εξαρτηµένη µεταβλητή που ορίζεται ως y = xTβ + ε. Είναι χρήσιµο να θεωρήσουµε 

την F ότι προσδιορίζεται από την περιθώρια κατανοµή του xT, και την δεσµευµένη 

κατανοµή Fy/x του y δοθέντος του xT. Το τελευταίο προσδιορίζεται από την κατανοµή 

του ε, έστω Fε και ο ορισµός είναι:  

y – xTβ = ε ~ Fε. 

Το πρόβληµα παλινδρόµησης χαρακτηρίζεται από την υπόθεση ότι y – xTβ και xT 

είναι ανεξάρτητα.  

Ακολούθως ορίζουµε ως Fn την εµπειρική κατανοµή η οποία θέτει µάζα n1  σε 

κάθε µία από τις n γραµµές [xi
T, yi], i=1,…n, του πίνακα [X/Y]. Θέλουµε να 

εκφράσουµε τον εκτιµητή )T(β nF=
)

, όπου T(F) είναι ένα συναρτησοειδές διάνυσµα 

σε µία κατάλληλη κατηγορία κατανοµών και Fn είναι µία εµπειρική κατανοµή αυτής 

της κατηγορίας. Χρησιµοποιούµε την προσέγγιση του Hinkley (1977) και ορίζουµε 

το συναρτησοειδές διάνυσµα γ(F) = EF[yx]. Όταν εκτιµάται στο Fn,  

γ(Fn) = ∑
=

n

in 1
iy1 = YXT

n
1 . 

Επίσης το Σ(F) ορίζεται ως ΕF[xxT] το οποίο ικανοποιεί τη σχέση:  

Σ(Fn) = .11 XXxx TT
ii nn
=∑

=

 

Ως εκ τούτου το συναρτησoειδές των ελαχίστων τετραγώνων είναι το T(F) = Σ-

1(F)γ(F) από όπου προκύπτει ότι  

T(Fn) = (XTX)-1XTY. 

Η συνάρτηση επίδρασης των ελαχίστων τετραγώνων µας φανερώνει πως οι 

έκτοπες παρατηρήσεις τόσο στην εξαρτηµένη όσο και στην ανεξάρτητη µεταβλητή 



µπορούν να επηρεάσουν τον εκτιµητή β
)

 των ελαχίστων τετραγώνων. Εξ ορισµού, η 

συνάρτηση επίδρασης δίνει για κάθε [xTy] την κατευθυντήρια παράγωγο του Τ στο F 

στην κατεύθυνση του ∆ – F, το οποίο τοποθετεί µάζα πιθανότητας 1 στο (xT,y), 

IF(xT,y;F)= .)(])1[(lim
0 t

FtFt
t

ΤT −∆+−
→

 

Ακολουθώντας τον Cook Weisberg (1982) η συνάρτηση επίδρασης για τα ελάχιστα 

τετράγωνα ορίζεται ως: 

)]Τ(x[x(Σ);,IF(x ΤT FF −= −1 . 

Στη συνέχεια παίρνουµε την ανάπτυξη του von Mises  

,∑
=

++==
n

1i

T
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όπου Rn είναι ο  υπολειπόµενος όρος και Fn είναι η εµπειρική συνάρτηση της F. 

  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 

ΚΕΦΑΛΑΙΟ  5  
 

 

Ανθεκτικοί Εκτιµητές  
 

5.1 Οι βασικότεροι ανθεκτικοί εκτιµητές   

 

Η ανάλυση παλινδρόµησης ασχολείται µε την ανακάλυψη εκτιµητών που 

επηρεάζονται όσο το δυνατόν λιγότερο από την ύπαρξη έκτοπων παρατηρήσεων. Η 

θεωρία των πολυδιάστατων ανθεκτικών κατανοµών αναπτύχθηκε τη δεκαετία του ’70 

και οι βασικότεροι εκτιµητές είναι οι L, οι R και οι M. Συγκεκριµένα: 

 

♦ Οι L-εκτιµητές είναι γραµµικοί συνδυασµοί του διατεταγµένου δείγµατος. 

Είναι οι       πιο κατάλληλοι εκτιµητές κεντρικής τιµής και κεντρικής τάσης, 

και ως εκ τούτου µπορούν κατά διαστήµατα να εφαρµοστούν σε προβλήµατα 

εκτίµησης παραµέτρων. Οι δύο πιο βασικοί L-εκτιµητές είναι i) η διάµεσος ii) 

η µέση τιµή µετά από ποσοστιαία αποκοπή του Tukey, που ορίζονται ως τον 

σταθµικό µέσο του πρώτου, δεύτερου και τρίτου τεταρτηµορίου σε µία 

κατανοµή, µε βάρη ¼, ½, και ¼ αντίστοιχα. 

 

♦ Οι R-εκτιµητές βασίζονται στους ελέγχους βαθµών. Για παράδειγµα η 

ισότητα ή η ανισότητα δύο κατανοµών µπορεί να υπολογιστεί από το τεστ του 

Wilcoxon υπολογίζοντας τον µέσο βαθµό της µιας κατανοµής σε ένα 

συνδυασµένο δείγµα και των δύο κατανοµών. Η στατιστική συνάρτηση του 

Kolmogorov-Smirnov και οι βαθµοί διάταξης των συντελεστών συσχέτισης 

του Spearman είναι στην πραγµατικότητα R-εκτιµητές. 

 

♦ Oι M-εκτιµητές θεµελιώθηκαν από τον Huber (1973) και θεωρούνται από τις 

πιο απλές προσεγγίσεις τόσο θεωρητικά όσο και υπολογιστικά. Παρά το 



γεγονός ότι δεν είναι ανθεκτικοί αναφορικά µε τα σηµεία µόχλευσης 

εξακολουθούν να χρησιµοποιούνται ευρέως  στην ανάλυση δεδοµένων για την 

οποία µπορεί να υποτεθεί ότι η αλλοίωση είναι κυρίως στην κατεύθυνση των 

yi. 

 

♦ Οι γενικευµένοι Μ-εκτιµητές εισήχθηκαν από τον Mallows [βλέπε Maronna 

et al. (1979)] έχοντας ως βασικό σκοπό να φράξουν τις έκτοπες παρατηρήσεις 

στη κατεύθυνση των xi χρησιµοποιώντας τη συνάρτηση βάρους w. Οι 

γενικευµένοι εκτιµητές έχουν ένα σηµείο κατάρρευσης του οποίου η τιµή 

µειώνεται ανάλογα µε τον αριθµό των συντελεστών παλινδρόµησης. 

 

♦ Η S-εκτίµηση είναι µία µέθοδος υψηλού σηµείου κατάρρευσης η οποία 

εισήχθηκε από τον Rousseeuw & Yohai (1984). H S-εκτίµηση βασίζεται στην 

ελαχιστοποίηση του ανθεκτικού M- εκτιµητή της κλίµακας των σφαλµάτων. 

Με το ίδιο σηµείο κατάρρευσης ο εκτιµητής έχει υψηλότερη στατιστική 

αποτελεσµατικότητα σε σχέση µε τον εκτιµητή ελαχίστων περικεκοµµένων 

τετραγώνων. 

 

♦ Η εκτίµηση ελαχίστων διαµέσων τετραγώνων εισήχθηκε από τον 

Rousseeuw (1984). Είναι µια µέθοδος πολύ ανθεκτική µε υψηλό σηµείο 

κατάρρευσης. Συγκεκριµένα είναι ο πρώτος εκτιµητής παλινδρόµησης ίσης 

µεταβολής που κατόρθωσε να φτάσει στο µέγιστο ασυµπτωτικό σηµείο 

κατάρρευσης ½. Η µέθοδος αυτή θεωρείται ότι είναι ένας S-εκτιµητής ο 

οποίος ελαχιστοποιεί έναν τύπο ανθεκτικής M-εκτίµησης κλίµακας επί των 

σφαλµάτων. 

 

♦ Η εκτίµηση ελαχίστων περικεκοµµένων τετραγώνων είναι µια µέθοδος µε 

υψηλό σηµείο κατάρρευσης [βλέπε Rousseeuw & Leroy (1987)]. Η εκτίµηση 

ΕΠΤ -ένας άλλος ευρύτατα διαδεδοµένος S-εκτιµητής- προσεγγίζει τη µέθοδο 

ελαχίστων τετραγώνων αν και στην προκειµένη περίπτωση αφαιρούµε το 

τµήµα των µεγαλύτερων τετραγωνικών σφαλµάτων.  

 



♦ Οι MM-εκτιµητές που εισήχθηκαν από τον Yohai (1987) συνδυάζουν την 

εκτίµηση υψηλού σηµείου κατάρρευσης και την Μ-εκτίµηση. Έχουν 

υψηλότερη στατιστική αποτελεσµατικότητα και υψηλότερο σηµείο 

κατάρρευσης από ότι η S-εκτίµηση. 

 

5.2 L- εκτιµητές 
 

Ένας πολύ ικανοποιητικός ανθεκτικός εκτιµητής που ουσιαστικά αντικατέστησε 

τη µέθοδο ελαχίστων τετραγώνων είναι ο εκτιµητής ελαχίστων απολύτων τιµών. Η 

συγκεκριµένη µέθοδος είναι ευρύτατα διαδεδοµένη και πολύ αναγνωρισµένη 

ειδικότερα στα σφάλµατα κατανοµών απώλειας. Ο L1-εκτιµητής είναι πιθανότατα ο 

πιο παλιός ανθεκτικός εκτιµητής. Οι ρίζες του εντοπίζονται από την εποχή του Galilei 

(1632) ο οποίος στην προσπάθειά του να εξακριβώσει την ακριβή θέση ενός νέου 

άστρου πρότεινε την ελάχιστη πιθανή διόρθωση µε σκοπό να πετύχει ένα αξιόπιστο 

αποτέλεσµα για την επίλυση του συγκεκριµένου προβλήµατος. Όµως ο L1-εκτιµητής 

πιο αναλυτικά µελετήθηκε από τον Boscovich (1757) και τον Laplace (1793). Σχεδόν 

ύστερα από 70 χρόνια µετά την έκδοση του βιβλίου του Laplace (1818), o Edgeworth 

(1887) παρουσίασε µία µέθοδο για την γραµµική παλινδρόµηση χρησιµοποιώντας τον 

L1-εκτιµητή.   

 

Κάποιες από τις βασικότερες µορφές των ελαχίστων απολύτων τιµών είναι οι 

ακόλουθες: 

 

 Παλινδρόµηση ελαχίστων απολύτων τιµών (L1 παλινδρόµηση) 

Προσδιορίζεται από  
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Στην εκτίµηση θέσης µονοµεταβλητής περίπτωσης ο L1-εκτιµητής είναι η δειγµατική 

διάµεσος, του οποίου το σηµείο κατάρρευσης θεωρείται ότι είναι 50%.  

 

 α-παλινδρόµηση ποσοστιαίου σηµείου (α-regression quintile) 

O L1-εκτιµητής γενικεύεται ως εξής: 
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Ο εκτιµητής που προκύπτει ονοµάζεται α-παλινδρόµηση ποσοστιαίου σηµείου του 

οποίου το σηµείο κατάρρευσης είναι 0%.(Για τον L1-εκτιµητή θεωρούµε ότι α=0.5) 

 

 α-περικεκοµµένος εκτιµητής (a-trimmed estimator) 

Σχετικά µε την εκτίµηση θέσης, ο α-περικεκοµµένος εκτιµητής ορίζεται ως εξής:  
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όπου το α κυµαίνεται µεταξύ 0 και 1,το y1:n,…,yn:n συµβολίζει το διατεταγµένο δείγµα 

και τέλος το [.] υποδηλώνει τη στρογγυλοποίηση του ακεραίου. Θα πρέπει επίσης να 

επισηµανθεί ότι  

a. για κανονικό δειγµατικό µέσο, το α=0  

b. αν το α=1/4, ο εκτιµητής αναφέρεται ως κεντρικός µέσος 

c. το σηµείο κατάρρευσης ισούται µε α% 

 

Στην πολλαπλή παλινδρόµηση, ο α-περικεκοµµένος µέσος µπορεί να επεκτεθεί σε α-

περικεκοµµένο εκτιµητή ελαχίστων τετραγώνων ο οποίος είναι ευαίσθητος στα 

σηµεία µόχλευσης και του οποίου το σηµείο κατάρρευσης είναι 0%. 

 

5.3 R-εκτιµητές  
 

Οι R-εκτιµητές βασίζονται στους βαθµούς των σφαλµάτων. Αν Ri είναι ο βαθµός 

του ri= yi-xiβ, τότε ο στόχος µας είναι να 
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όπου η συνάρτηση των scores αn(i) είναι µονότονη και ικανοποιεί τη συνθήκη 
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Μερικές πιθανές εκδοχές  των scores είναι: 

 Wilcoxon scores 

αn(i) = i – (n+1)/2 

 

 Van der Waerden scores 

αn(i) = Φ-1(i /(n+1) 

όπου Φ-1 είναι η αντίστροφη συνάρτηση της αθροιστικής κανονικής κατανοµής. 

 

 median score 

αn(i) = sgn(i –(n+1)/2) 

 

 bounded normal scores  

αn(i) = min(c, max{ Φ-1(i /(n+1)), -c}) 

όπου c είναι µία σταθερά. 

 

Ένα σηµαντικό πλεονέκτηµα του R-εκτιµητή έναντι του Μ-εκτιµητή είναι ότι γίνεται 

αυτόµατα ίσης µεταβολής ως προς τη κλίµακα. Παρόλα αυτά όµως οι R-εκτιµητές 

δεν µπορούν να αντιµετωπίσουν τις αποµονωµένες τιµές στον άξονα x µε 

αποτέλεσµα το σηµείο κατάρρευσης να εξακολουθεί να είναι 0%. 

 

5.4 Μ-εκτιµητές  
 

Οι Μ-εκτιµητές είναι µια γενίκευση των εκτιµητών µεγίστης πιθανοφάνειας. Αντί 

να ελαχιστοποιήσουµε το άθροισµα των scores, log f(x,β) όπως και στην εκτίµηση 

µεγίστης πιθανοφάνειας, χρησιµοποιείται µια πιο γενική συνάρτηση ρ(x,β) 

[Huber(1964, 1981)]. 

Κάθε εκτιµητής Τn που ορίζεται από το πρόβληµα ελαχιστοποίησης του τύπου:  
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ή από µία έµµεση εξίσωση 
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όπου ρ είναι µια αυθαίρετη συνάρτηση και έχει ως παράγωγο ψ(x,β)= ),( βρ
β

x
∂
∂ , 

ονοµάζεται Μ-εκτιµητής ή τύπος εκτίµησης µεγίστης πιθανοφάνειας. Η συνάρτηση 

επίδρασης ενός Μ-εκτιµητή δίνεται από τη σχέση: 
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µε ασυµπτωτική διασπορά: 
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Κάποιοι από τους βασικότερους Μ-εκτιµητές που έχουν προταθεί είναι οι ακόλουθοι:  

 Huber minimax 

      



≥
<

=
bttb
btt

t
αν
αν

ψ
)sgn(

)(   

όπου b είναι µια σταθερά 

 

 Descending minimax 
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όπου α,b και c είναι σταθερές  

 

 Hampel 
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όπου α,b και c είναι σταθερές 
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∆ιάγραµµα 5.1 
Παραδείγµατα συναρτήσεων Μ-εκτιµητών 

 
Οι Μ-εκτιµητές είναι στατιστικά περισσότερο αποτελεσµατικοί από την L1 

παλινδρόµηση, ενώ την ίδια στιγµή είναι ακόµα ανθεκτικοί αναφορικά µε τις έκτοπες 

τιµές στην κατεύθυνση των yi .Tο σηµείο κατάρρευσης των Μ-εκτιµητών είναι 0% 

εξαιτίας της ευπάθειας των σηµείων µόχλευσης.  



5.5 Μέθοδοι ανθεκτικής παλινδρόµησης  

5.5.1 M-εκτίµηση παλινδρόµησης του Huber 
 

Στην ανάλυση παλινδρόµησης, οι Μ-εκτιµητές µπορούν να προκύψουν σαν µία 

λύση του ακόλουθου τύπου ελαχιστοποίησης: 
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όπου  

ri = Υi – fi(β), 

µε  

ψ(t) = ρ΄(t) και χ(t) = tψ(t) – ρ(t). 

Πρέπει να ληφθεί υπόψη επίσης ότι το χ(t) έχει απόλυτο ελάχιστο στο t = 0, 

συγκεκριµένα χ(0) = 0. Επίσης υποθέτουµε ότι οι ψ και χ είναι συνεχής. Για να 

πετύχουµε συνέπεια του εκτιµητή κλίµακας στο κανονικό µοντέλο για την κλασική 

επιλογή ρ(t) = 2

2
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όπου Φ είναι η αθροιστική συνάρτηση της κανονικής κατανοµής. 

Η συνάρτηση επίδρασης του Ηuber εκτιµητή THu στο µοντέλο κατανοµής Fβ(x,y) µε 

σ.π.π fβ(x,y)=φ(y-xTβ)k(x), (k(x) η σ.π.π. του x) δίνεται από τη σχέση: 

IF(x,y; THu,Fβ)=ψc(y-xTβ)M-1x, 

όπου  

Μ=(Εψ΄c)( ExxT)= ∫∫ Φ′ )()()( xdKrdrc
Txxψ  



και K(x) η συνάρτηση κατανοµής του x. Για περισσότερες πληροφορίες ο 

αναγνώστης µπορεί να ανατρέξει στον Hampel et al. (1986) p.313. 

 

5.5.2 Ο αλγόριθµος των Μ-εκτιµητών  
 

Συνήθως η εξίσωση (5.5.1.1) δεν είναι δυνατό να λυθεί άµεσα, οδηγώντας σε 

κλειστό τύπο για τον M-εκτιµητή. Για αυτό ακριβώς το λόγο χρησιµοποιούνται 

επαναληπτικές µέθοδοι. Η κυριότερη µέθοδος υπολογισµού M-εκτιµητών βασίζεται 

στον αλγόριθµο Newton-Raphson. Ακολούθως παρουσιάζεται ο αλγόριθµος, που 

εισήχθηκε από τον Huber (1973), υπολογίζοντας ταυτόχρονα τη θέση και την 

κλίµακα των Μ-εκτιµητών, o οποίος λειτουργεί ως εξής:  

1) Παίρνουµε ως αρχικές τιµές β(0) τον εκτιµητή ελαχίστων τετραγώνων 

            και σ0 = med(|ri|). 

2) Υπολογίζουµε τα σφάλµατα  
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3) Υπολογίζουµε µια νέα τιµή για το σ µέσω της σχέσης: 
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 όπου Λ είναι ο παράγοντας διόρθωσης για την µεροληψία. 

4) Ανθεκτικοποιούµε τα σφάλµατα: 
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5) Υπολογίζουµε τις µερικές παραγώγους  
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 µε xi0 = 1 και yi1 = xi  

6) Λύνουµε για τ̂  
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7) Θέτουµε 
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όπου 0<q<2 είναι ένας αυθαίρετος σταθερός παράγοντας  



8) ∆ιακόπτουµε την επανάληψη εάν οι εκτιµητές αλλάξουν την τυπική τους 

απόκλιση λιγότερο από ε  φορές. ∆ιαφορετικά θέσε m :=m+1 και πήγαινε στο 

βήµα 2. 
 

5.5.3 Γενικευµένοι εκτιµητές (ΓΕ) - GM-estimators 

 

Έχοντας σαν στόχο τη βελτίωση της ανθεκτικότητας αναφορικά µε τις έκτοπες 

τιµές στον άξονα των xi, εισάγονται οι γενικευµένοι M-εκτιµητές [βλέπε Maronna et 

al. (1979)] οι οποίοι ικανοποιούν τη σχέση:  
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όπου wi είναι η συνάρτηση βάρους. Οι γενικευµένοι εκτιµητές είναι γνωστοί και ως 

φραγµένης επίδρασης εκτιµητές. Το σηµείο κατάρρευσης των γενικευµένων 

εκτιµητών δεν µπορεί να είναι καλύτερο από µία συγκεκριµένη τιµή που µειώνεται 

σαν συνάρτηση του p, όπου p είναι ο αριθµός των συντελεστών συσχέτισης. Αυτό 

όµως δεν µπορεί να θεωρηθεί καθόλου αποτελεσµατικό, δεδοµένου ότι συνεπάγεται 

ότι το σηµείο κατάρρευσης µειώνεται καθώς αυξάνεται η διάσταση, µε αποτέλεσµα 

να υπάρχουν περισσότερες πιθανότητες εµφάνισης έκτοπων παρατηρήσεων.  

 

5.5.4 S-εκτιµητές  

 

Οι S-εκτιµητές παλινδρόµησης που εισήχθηκαν από τους Rousseeuw & Yohai 

(1984) είναι συνεπείς για την αληθή παράµετρο β και ασυµπτωτικά κανονικοί όταν η 

κατανοµή των σφαλµάτων είναι συµµετρική γύρω από το µηδέν. Προκύπτει ότι οι S-

εκτιµητές έχουν ουσιαστικά την ίδια ασυµπτωτική συµπεριφορά µε τους Μ-εκτιµητές 

παλινδρόµησης και µπορούν επιπλέον να πετύχουν ένα υψηλό σηµείο κατάρρευσης. 

Όµως το πρόβληµα που εντοπίζεται στους συγκεκριµένους εκτιµητές είναι ότι δεν 

µπορούν να πετύχουν ταυτόχρονα υψηλό σηµείο κατάρρευσης σε συνδυασµό µε 

υψηλή αποτελεσµατικότητα. Οι S-εκτιµητές είναι ίσης µεταβολής ως προς τη θέση, 



ως προς την κλίµακα και ως προς τη θέση και την κλίµακα µε τιµή σύγκλισης n-1/2 . 

Ορίζονται από την ελαχιστοποίηση της διαφοράς των σφαλµάτων: 

))(),...,(( 1 ββ nrrs   

µε τελική εκτίµηση κλίµακας  

)).(),...,(( 1 ββσ
)))

nrrs=  

Η διασπορά ))(),...,(( 1 ββ
))

nrrs ορίζεται ως τη λύση του: 
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όπου το Κ ισούται µε ΕΦ[ρ] και Φ είναι η τυπική κανονική κατανοµή. 

Η συνάρτηση ρ πρέπει να ικανοποιεί τις ακόλουθες συνθήκες: 

1. Η ρ είναι συµµετρική και συνεχώς παραγωγίσιµη, και ρ(0)=0. 

2. Υπάρχει c>0 τέτοιο ώστε η ρ να αυξάνεται στο διάστηµα [0,c] και να 

παραµένει σταθερή στο διάστηµα [c,∞ ]. 

Το σηµείο κατάρρευσης των S-εκτιµητών δίνεται από τον ακόλουθο τύπο:  

)(
*

c
K
ρ

=Ε  όταν n ∞→ , 

το οποίο µπορεί να φτάσει το 50% εάν γίνει µια κατάλληλη επιλογή σταθερών. 

Η ασυµπτωτική διασπορά των πολυµεταβλητών S-εκτιµητών στο µοντέλο του 

Gauss  µε εi ~ N(0 ,σ2) επιτυγχάνεται από:  
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όπου e είναι η ασυµπτωτική αποτελεσµατικότητα (efficiency) που ορίζεται από  
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και ψ είναι η παράγωγος του ρ.  

 

5.5.5 Ελάχιστα ∆ιάµεσα Τετράγωνα (Ε∆Τ) – Least Median 

Squares 
 

Ένα πιο ολοκληρωµένο όνοµα για την µέθοδο ελαχίστων τετραγώνων θα ήταν το 

ελάχιστο άθροισµα τετραγώνων. Όµως προφανώς δεν ήταν λίγοι αυτοί που 

αντέδρασαν στην αφαίρεση της λέξης άθροισµα, θεωρώντας ότι η πρόσθεση των n 



θετικών αριθµών θα ήταν η µόνη συνετή πράξη. Ίσως σαν συνέπεια του ιστορικού 

του ονόµατος, µερικοί ερευνητές προσπάθησαν να κάνουν αυτόν τον εκτιµητή 

ανθεκτικό αντικαθιστώντας το άθροισµα µε τη διάµεσο η οποία είναι πολύ ανθεκτική. 

Έτσι ο Rousseeuw (1984) πρότεινε τον εκτιµητή διαµέσων τετραγώνων που δίνεται 

από τη σχέση: 

)  

Χάρη στο υψηλό σηµείο κατάρρευσης, ο εκτιµητής διαµέσων τετραγώνων µπορεί 

να χειριστεί µερικές έκτοπες παρατηρήσεις την ίδια στιγµή (σχεδόν πάνω από τις n/2 

από αυτές, παρά το γεγονός ότι αυτό σπάνια εφαρµόζεται στην πράξη). Αυτή η 

αντίσταση είναι ανεξάρτητη από το p, τον αριθµό των επεξηγηµατικών µεταβλητών 

και ως εκ τούτου ο εκτιµητής ελαχίστων τετραγώνων είναι ένα αξιόπιστο αναλυτικό 

εργαλείο δεδοµένων που µπορεί να χρησιµοποιηθεί σε πολυµεταβλητές περιπτώσεις. 

Η βασική αρχή του εκτιµητή είναι να προσαρµόσει την πλειοψηφία των δεδοµένων, 

µετά από την οποία οι έκτοπες παρατηρήσεις µπορούν να αναγνωριστούν σαν τα 

σηµεία που βρίσκονται µακριά από την ανθεκτική προσαρµογή, συγκεκριµένα 

δηλαδή στα σηµεία µε µεγάλα θετικά ή αρνητικά σφάλµατα. Παρά το γεγονός ότι η 

συνάρτηση επίδρασης του εκτιµητή ελαχίστων διαµέσων τετραγώνων δεν ορίζεται 

πολύ καλά, είναι πολύ πιθανό να πάρουµε κάποια ιδέα από τις ανθεκτικές του 

ιδιότητες, κατασκευάζοντας τις καµπύλες ευαισθησίας. Προκύπτει ότι αυτός ο 

εκτιµητής είναι πολύ ανθεκτικός αναφορικά µε τις έκτοπες τιµές τόσο στον άξονα 

των x, όσο και στον άξονα των y. 

Μερικές από τις ιδιότητες του εκτιµητή ελαχίστων διαµέσων τετραγώνων είναι οι 

παρακάτω: 

1. Υπάρχει πάντοτε µία λύση για τον εκτιµητή των ελαχίστων διαµέσων 

τετραγώνων. 

2. Ο εκτιµητής ελαχίστων διαµέσων τετραγώνων είναι ίσης µεταβολής ως προς 

την παλινδρόµηση, ίσης µεταβολής ως προς την κλίµακα και ως προς τη θέση 

και την κλίµακα. 

3. Αν ο αριθµός των συντελεστών παλινδρόµησης είναι µεγαλύτερος της 

µονάδας τότε το σηµείο κατάρρευσης του Ε∆Τ είναι 50% και ορίζεται ως 

Εn
*(T,Z)=([n/2]-p+2)/n. 

Το µεγαλύτερο µειονέκτηµα της µεθόδου ελαχίστων διαµέσων τετραγώνων είναι η 

έλλειψη αποτελεσµατικότητας όταν τα σφάλµατα είναι κανονικά κατανεµηµένα. Η 



τιµή σύγκλισης της µεθόδου είναι µόνο n-1/3. Κατά συνέπεια προκύπτει το 

συµπέρασµα ότι ο εκτιµητής ελαχίστων διαµέσων τετραγώνων δεν είναι 

ασυµπτωτικά κανονικός.  

H συνάρτηση επίδρασης της διαµέσου είναι: 

IF(y;median,Φ) = sgn(y)/(2Φ(0)), 

από όπου προκύπτει ότι  

V(median,Φ) = (2Φ(0))-2 = π/2 571,1≈  

Ένας τρόπος για να βελτιώσουµε την αργή τιµή σύγκλισης του εκτιµητή έγκειται 

στη χρήση µιας διαφορετικής αντικειµενικής συνάρτησης. Αντί να προσθέσουµε όλα 

τα τετραγωνικά σφάλµατα όπως στη µέθοδο ελαχίστων τετραγώνων, µπορούµε να 

επικεντρώσουµε το ενδιαφέρον µας στο περικεκοµµένο άθροισµα τετραγώνων. 

 

 5.5.6 Ελάχιστα Περικεκοµµένα Τετράγωνα (ΕΠΤ) – Least 

Trimmed Squares 
 

Ο εκτιµητής ελαχίστων διαµέσων τετραγώνων συµπεριφέρεται φτωχά από την 

άποψη ότι δεν είναι ασυµπτωτικά αποτελεσµατικός. Αυτό το πρόβληµα µπορεί να 

ξεπεραστεί χρησιµοποιώντας τον εκτιµητή ελαχίστων περικεκοµµένων τετραγώνων. 

Αντί να προσθέσουµε όλα τα τετραγωνικά σφάλµατα, δίνουµε ιδιαίτερη σηµασία στα 

περικεκοµµένα αθροίσµατα τετραγώνων. Ο συγκεκριµένος εκτιµητής προτάθηκε από 

τον Rousseeuw (1984) και δίνεται από τη σχέση: 

 
(5.10.1) 

 

όπου (r)2 
1:n ≤  …≤ (r)2 

n ::n είναι τα διατεταγµένα τετράγωνα των σφαλµάτων και h = ½ 

n+1 αν το n είναι άρτιος. Η µέθοδος αυτή προσεγγίζει κατά πολύ τη µέθοδο των 

ελαχίστων τετραγώνων µε τη µόνη διαφορά ότι τα µεγαλύτερα τετραγωνικά 

σφάλµατα δεν χρησιµοποιούνται στην άθροιση.  

Εύκολα προκύπτει ότι η συγκεκριµένη µέθοδος είναι πολύ περισσότερο ανθεκτική, 

δεδοµένου ότι είναι αδύνατο µια αποµονωµένη τιµή να ασκήσει µεγάλη επιρροή στην 

προσαρµογή. Συγκεκριµένα ο εκτιµητής ελαχίστων περικεκοµµένων τετραγώνων 

µπορεί να αντισταθεί στην επίδραση έκτοπων παρατηρήσεων σε ένα ποσοστό της 

τάξης του 50%. Όµως όταν υπάρχουν στο δείγµα περισσότερες έκτοπες 

,:)(
1

2 nir
h

i
∑
=

)



παρατηρήσεις απ’ ότι περικεκοµµένες, τότε η συγκεκριµένη µέθοδος δεν είναι αρκετά 

αποτελεσµατική.  

∆εδοµένου ότι στη σχέση (5.10.1) δεν υπολογίζονται οι µεγάλες τιµές των 

τετραγωνικών σφαλµάτων, καταλήγουµε στο συµπέρασµα ότι στη συγκεκριµένη 

προσαρµογή µε βάση την µέθοδο ελαχίστων περικεκοµµένων τετραγώνων δεν 

υπάρχουν έκτοπες παρατηρήσεις. Όταν χρησιµοποιούµε την παλινδρόµηση 

ελαχίστων περικεκοµµένων τετραγώνων, το σ µπορεί να εκτιµηθεί ως εξής: 
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όπου ri είναι τα σφάλµατα από την προσαρµογή ελαχίστων περικεκοµµένων 

τετραγώνων και η σταθερά ch,n κάνει τον σ̂ συνεπή και αµερόληπτο στις κατανοµές 

σφάλµατος του Gauss. O εκτιµητής κλίµακας σ̂  των ελαχίστων περικεκοµµένων 

τετραγώνων είναι από µόνος του πολύ ανθεκτικός, µε αποτέλεσµα να µπορούµε να 

αναγνωρίζουµε τις έκτοπες παρατηρήσεις από τα τυποποιηµένα σφάλµατα των 

ελαχίστων περικεκοµµένων τετραγώνων ri /σ̂ . 

Η συνάρτηση επίδρασης του εκτιµητή ελαχίστων περικεκοµµένων τετραγώνων σε 

µία συµµετρική κατανοµή Φ δίνεται από τον τύπο: 

IF(y;LTS,Φ) = .
)(21)(2
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qqq
yy qq
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Εναλλακτικά µπορεί να γραφεί ως εξής: 

IF(y;LTS,Φ) =


 ≤

ά
qyy

διαφορετικ

αν

,0
,021,14

 

όπου q = Φ-1(0,75) = 0,6745. 

Μερικές από τις ιδιότητες του εκτιµητή ελαχίστων διαµέσων τετραγώνων είναι οι 

παρακάτω: 

1. Υπάρχει πάντοτε µία λύση για τον εκτιµητή των ελαχίστων περικεκοµµένων 

τετραγώνων. 

2. Ο εκτιµητής ελαχίστων περικεκοµµένων τετραγώνων είναι ίσης µεταβολής 

ως προς την παλινδρόµηση, ίσης µεταβολής ως προς την κλίµακα και ως προς 

τη θέση και την κλίµακα. 

3. Το σηµείο κατάρρευσης ισούται µε Εn
*(T,Z)=([(n-p)/2+1)/n. Κατά συνέπεια 

υπό τις υπάρχουσες συνθήκες ο εκτιµητής ελαχίστων περικεκοµµένων 



τετραγώνων διατηρεί το ίδιο σηµείο κατάρρευσης, δηλαδή της τάξης του 50% 

µε τον εκτιµητή διαµέσων τετραγώνων.  

4. Ο εκτιµητής περικεκοµµένων τετραγώνων έχει την ίδια ασυµπτωτική 

αποτελεσµατικότητα στην κανονική κατανοµή µε τον Μ-εκτιµητή που ορίζεται 

ως εξής: 
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Το βασικό µειονέκτηµα της µεθόδου ελαχίστων περικεκοµµένων τετραγώνων είναι 

ότι η αντικειµενική συνάρτηση απαιτεί ταξινόµηση των τετραγωνικών σφαλµάτων, η 

οποία χρειάζεται πολλές περισσότερες επαναλήψεις συγκριτικά µε τη µέθοδο 

ελαχίστων διαµέσων τετραγώνων. 

 

5.5.7 ΜΜ-εκτιµητές 
 

Ο Yohai (1985) εισήγαγε τους ΜΜ-εκτιµητές οι οποίοι θεωρούνται εκτιµητές µε 

υψηλό σηµείο κατάρρευσης και υψηλή αποτελεσµατικότητα, όπου η αρχική εκτίµηση 

επιτυγχάνεται µέσω ενός S-εκτιµητή, ο οποίος στη συνέχεια βελτιώνεται µέσω ενός 

Μ-εκτιµητή. Συνεπώς οι ΜΜ-εκτιµητές προέρχονται από τους συντελεστές καθώς 

και από τη σταθερή κλίµακα που παίρνουµε από τον S-εκτιµητή.  

Στην πραγµατικότητα ο Yohai απέδειξε ότι οι ΜΜ-εκτιµητές έχουν σηµείο 

κατάρρευσης 50% στο πρώτο στάδιο και ότι επίσης κατέχουν ακριβώς την ίδια 

ιδιότητα προσαρµογής. Επιπλέον, απέδειξε ότι οι ΜΜ-εκτιµητές είναι υψηλά 

αποτελεσµατικοί όταν τα σφάλµατα κατανέµονται κανονικά. 

Στην ΜΜ-εκτίµηση, ένας ανθεκτικός Μ-εκτιµητής δίνεται από τη σχέση: 
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όπου s)  είναι µία ανθεκτική εκτίµηση κλίµακας των σφαλµάτων και ρ είναι µια 

πραγµατική συνάρτηση η οποία ικανοποιεί τις ακόλουθες υποθέσεις: 

(i) ρ(0)=0  

(ii) ρ(-u)=ρ(u), δηλαδή η ρ είναι άρτια  

(iii) 0 vu ≤≤  τότε ρ(u)≤ ρ(v) , δηλαδή η ρ είναι αύξουσα στο R+ και φθίνουσα 

στο R- 



(iv) η ρ είναι συνεχής  

(v) ορίζουµε ότι αν α=supρ(u), τότε 0<α<∞   

(vi) αν ρ(u)<α και 0≤ u<v τότε ρ(u)<ρ(v). 

Μία εναλλακτική επιλογή για τη συνάρτηση εκτίµησης είναι: 
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όπου ψ είναι µια µη µονότονη συνάρτηση. 

Ορίζουµε ως Fε την κατανοµή των σφαλµάτων εi του µοντέλου παλινδρόµησης. 

Θεωρούµε δύο συναρτήσεις ρο, ρ1: R→   R τέτοιες ώστε: 

ΕFε (ρο(ε))=0,5    ρ1(u)≤  ρο(u)   Ru∈∀ ,      ).(sup)(sup 10 xx
RxRx
ρρ

∈∈
=  

Ο ΜΜ-εκτιµητής που ορίζεται ως BΤj=T1, ορίζεται σε τρία βήµατα ως ακολούθως: 

1. Υπολογίζουµε έναν αρχικό εκτιµητή Τ0 του συντελεστή παλινδρόµησης β. Αυτός 

ο αρχικός εκτιµητής παλινδρόµησης είναι ανθεκτικά συνεπής µε ένα υψηλό σηµείο 

κατάρρευσης αλλά δεν είναι υποχρεωτικά αποτελεσµατικός. Ο S-εκτιµητής θα 

χρησιµοποιηθεί σαν ένα αρχικό κοµµάτι της συνολικής υπολογιστικής στρατηγικής 

του MM-εκτιµητή. Ο S-εκτιµητής έχει τις ίδιες ασυµπτωτικές ιδιότητες µε τον ΜΜ-

εκτιµητή και επίσης µπορεί να χειριστεί το 50% των έκτοπων παρατηρήσεων που 

παρουσιάζονται στα δεδοµένα. Ο εκτιµητής κλίµακας µπορεί να επιτευχθεί µέσω του 

ακόλουθου προβλήµατος ελαχιστοποίηση διασποράς:  
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µε ri(β) = yi- β  και Κ = ΕΦ(ρ) το οποίο επιβεβαιώνει την συνέπεια του S στην         

κανονική κατανοµή Φ.  

2. Υπολογίζουµε την Μ-κλίµακα των σφαλµάτων ri(T0), S(β) χρησιµοποιώντας τη 

συνάρτηση ρ0. Για παράδειγµα, σε αυτό το δεύτερο βήµα υπολογίζεται ένας Μ-

εκτιµητής σφαλµάτων κλίµακας χρησιµοποιώντας σφάλµατα που βασίζονται στην 

αρχική εκτίµηση. 

3. Ορίζουµε Τ1 ως µία λύση της εξίσωσης  
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όπου ψ = 1ρ′  που επίσης ικανοποιεί τη σχέση 
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Αυτοί οι εκτιµητές έχουν υψηλό σηµείο κατάρρευσης και υψηλή 

αποτελεσµατικότητα.           

Κάτω από τις συνήθεις συνθήκες συµπεριλαµβάνοντας ότι η κατανοµή των 

σφαλµάτων είναι συµµετρική, οι εκτιµητές είναι συνεπείς και ασυµπτωτικά κανονικοί 

µε διασπορά που εξαρτάται µόνο από την περιοριστική τιµή του εκτιµητή κλίµακας 

Sn . 

Οι ΜΜ-εκτιµητές έχουν ταυτόχρονα τις ακόλουθες ιδιότητες:  

 υψηλής αποτελεσµατικότητας όταν τα σφάλµατα έχουν κανονική κατανοµή  

 το σηµείο κατάρρευσης είναι 0,5. Από την ανθεκτική ΜΜ µέθοδο 

παλινδρόµησης προκύπτει ένα µοντέλο το οποίο είναι στη δοµή σχεδόν ίδιο 

µε το τυπικό µοντέλο γραµµικής παλινδρόµησης. 

Από τη στιγµή που ο ΜΜ- εκτιµητής είναι ένας Μ-εκτιµητής η συνάρτηση 

ευαισθησίας του δίνεται από τη σχέση [Yohai (1987)]: 

ΙF(T,F, y; ) = ,)]()/(([)( 12 −FSrESr T
F ψψ  

µε r = y- βxT , Σ(F) = EF( )Txx  και S είναι ο εκτιµητής κλίµακας. Για να φράξουµε τη 

συνάρτηση επίδρασης του ΜΜ-εκτιµητή είναι πιο σηµαντικό να θεωρήσουµε την 

περίπτωση ενός µικρού αλλά θετικού µεγέθους αλλοίωσης.     

Ο ασυµπτωτικός πίνακας συνδιασποράς του ΜΜ-εκτιµητή επιτυγχάνεται ως εξής: 

V(T,F) = E[IF(T,F, Tx ;y) TIF (T,F, ;y)] 

            = E[{ψ(r)x S 2 [EF( )())/( FSrT Σψ ]-1{ψ(r)x S 2 [EF( )())/( FSrT Σψ ]-1
T} ] 

            = S 2 [EF( 122 )())][/((/)/( −Σ FSrESr T
F ψψ ]. 

 

5.6 Εκτιµητές υψηλού σηµείου κατάρρευσης  
 

Υπάρχουν αρκετοί εκτιµητές που στοχεύουν στο να έχουν ένα υψηλό σηµείο 

κατάρρευσης, δηλαδή να βρίσκονται κοντά στο άνω φράγµα. Όµως δεν είναι όλοι οι 

εκτιµητές ανάµεσα σε αυτούς αρκετά αποτελεσµατικοί έτσι ώστε να πετύχουν αυτό 

το υψηλό ΣΚ, εξαιτίας της ευαισθησίας που δείχνουν σε ένα συγκεκριµένο είδος 

παρατηρήσεων, δηλαδή στις έκτοπες παρατηρήσεις. Ο βαθµός της ανθεκτικότητας 



ενός εκτιµητή όταν υπάρχουν έκτοπες παρατηρήσεις µπορεί να µετρηθεί όπως έχει 

ήδη αναφερθεί, µε τη βοήθεια του ΣΚ το οποίο αρχικά προτάθηκε από τον Hampel 

(1971). Όµως το πρόβληµα που υπάρχει είναι ότι πολλές από τις προτάσεις για 

ανθεκτική εκτίµηση στην παλινδρόµηση δεν έχουν υψηλό σηµείο κατάρρευσης.  

Οι Μ-εκτιµητές µε µονότονη ψ-συνάρτηση που προτάθηκαν από τον Huber (1973) 

έχουν σηµείο κατάρρευσης µηδέν. Μια απλή ανθεκτική µέθοδος παλινδρόµησης είναι 

ο Μ-εκτιµητής ο οποίος µπορεί να είναι πολύ αποτελεσµατικός στην αντιµετώπιση 

των έκτοπων παρατηρήσεων που παρουσιάζονται στα εκτιµηµένα σφάλµατα. Το 

πρόβληµα της µεθόδου αυτής είναι ότι µπορεί να µην είναι ευαίσθητες στην 

κατεύθυνση των ανεξάρτητων µεταβλητών. Εύκολα µπορεί να φανεί ότι οι M-

εκτιµητές µπορούν να επηρεαστούν από ένα και µόνο σηµείο µόχλευσης δεδοµένου 

ότι το σηµείο κατάρρευσής τους ισούται µε N
1 , όπου Ν είναι το µέγεθος του 

δείγµατος.  

Αυτός ο περιορισµός οδήγησε στην ανάπτυξη του γενικευµένου Μ-εκτιµητή ο 

οποίος δεν επηρεάζεται ούτε από τις έκτοπες παρατηρήσεις αλλά ούτε και από τα 

σηµεία µόχλευσης. Σε αντίθεση µε τους M-εκτιµητές η ιδιότητα ίσης µεταβολής ως 

προς την κλίµακα διατηρείται στους R-, και L-εκτιµητές. Το σηµείο κατάρρευσης 

των M-, L-, R-εκτιµητών παλινδρόµησης είναι 0% εξαιτίας της ευπάθειας αναφορικά 

µε τα αρνητικά σηµεία µόχλευσης.   

Τόσο οι Μ-εκτιµητές όσο και οι γενικευµένοι εκτιµητές µπορούν να υπολογιστούν 

από τα επαναλαµβανόµενα σταθµισµένα ελάχιστα τετράγωνα ή από τον αλγόριθµο 

του Newton-Raphson. Ο Maronna, ο Bustos & Yohai (1979) έδειξαν ότι οι GM-

εκτιµητές έχουν ένα σηµείο κατάρρευσης που τείνει στο µηδέν όταν το ο αριθµός των 

συντελεστών αυξάνει. Αυτοί οι εκτιµητές περιέχουν τη βέλτιστη φραγµένη επίδραση 

εκτιµητών που παρουσιάστηκε από τον Krasker (1980) και τον Krasker & Welsch 

(1982). Ο Rousseeuw (1984) πρότεινε τον εκτιµητή Ε∆Τ και τον εκτιµητή ΕΠΤ. Ο 

Rousseeuw  & Yohai (1984) πρότειναν µια κλάση εκτιµητών που βασίζεται στην 

ελαχιστοποίηση του ανθεκτικού Μ-εκτιµητή του σφάλµατος κλίµακας (S-εκτιµητές). 

Όµως όλοι αυτοί οι εκτιµητές είναι υψηλά αποτελεσµατικοί όταν όλες οι 

παρατηρήσεις ικανοποιούν το µοντέλο παλινδρόµησης µε κανονικά σφάλµατα. 

Ο Rousseeuw (1984) θέλοντας να συνδυάσει υψηλό σηµείο κατάρρευσης µε 

υψηλή αποτελεσµατικότητα, πρότεινε να χρησιµοποιηθεί ένας εκτιµητής µε υψηλό 

σηµείο κατάρρευσης που ακολουθείται από τον Μ-εκτιµητή ενός βήµατος ή από τα 



σταθµισµένα ελάχιστα τετράγωνα ενός βήµατος. Η συγκεκριµένη διαδικασία 

εξασφαλίζει ένα υψηλό σηµείο κατάρρευσης και βελτιώνει την αποτελεσµατικότητα 

του αρχικού εκτιµητή. Όµως το αρχικό σηµείο κατάρρευσης αυτής της διαδικασίας 

δεν είναι γνωστό και ως εκ τούτου δεν υπάρχει εγγύηση ότι το ΣΚ του αρχικού 

εκτιµητή διατηρείται αναλλοίωτο. Επιπλέον, ο  Μ-εκτιµητής ενός βήµατος, δεν έχει 

την ίδια ασυµπτωτική αποτελεσµατικότητα όπως ο πλήρως επαναλαµβανόµενος 

εκτιµητής. Στην πραγµατικότητα η ασυµπτωτική του αποτελεσµατικότητα εξαρτάται 

από τον αρχικό εκτιµητή και είναι αρκετά δύσκολο να υπολογιστεί. 

∆ύο εκτιµητές µε πραγµατικά υψηλό σηµείο κατάρρευσης είναι ο εκτιµητής Ε∆Τ 

και ο εκτιµητής ΕΠΤ, ο οποίος προτάθηκε για να αντιµετωπιστεί η χαµηλή 

ασυµπτωτική αποτελεσµατικότητα του εκτιµητή ελαχίστων διαµέσων τετραγώνων. 

Συγκεκριµένα στην πολλαπλή παλινδρόµηση, τόσο ο εκτιµητής Ε∆Τ όσο και ο 

εκτιµητής ΕΠΤ ήταν οι πρώτες µέθοδοι ίσης µεταβολής που πέτυχαν τιµή 

κατάρρευσης της τάξης του 50%. 

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



ΚΕΦΑΛΑΙΟ  6  
6.1 Απλή παλινδρόµηση  

 
Στη συνέχεια παρατίθεται ένα παράδειγµα τα δεδοµένα του οποίου (Πίνακας 

6.1.1) προέρχονται από το βιβλίο του Rousseeuw & Yohai (1984), µέσα από το οποίο 

αποδεικνύεται η επιτακτική ανάγκη χρήσης ανθεκτικής παλινδρόµησης. Στο 

συγκεκριµένο παράδειγµα στόχος µας είναι να δείξουµε την επίδραση των έκτοπων 

παρατηρήσεων.  

 Παράδειγµα 1ο: Η εξαρτηµένη µεταβλητή αντιστοιχεί στην περιεκτικότητα οξέως 

που προσδιορίζεται από τον καθορισµό πυκνότητας µίγµατος (yi) και η ανεξάρτητη 

µεταβλητή είναι η οργανική ποσότητα οξέως που προσδιορίζεται από την απόσταξη 

(xi). 

Πίνακας 6.1.1 
∆εδοµένα παραδείγµατος 

Παρατήρηση Απόσταξη Καθορισµός πυκνότητας 
(i) (xi) (yi) 
1 123 76 
2 109 70 
3 62 55 
4 104 71 
5 57 55 
6 37 48 
7 44 50 
8 100 66 
9 16 41 
10 28 43 
11 138 82 
12 105 68 
13 159 88 
14 75 58 
15 88 64 
16 164 88 
17 169 89 
18 167 88 
19 149 84 
20 167 88 



Eφαρµόζοντας στα δεδοµένα µας τόσο την µέθοδο ελαχίστων τετραγώνων όσο και 

τις ανθεκτικές µεθόδους, διαπιστώνουµε κατά πόσο η ευθεία γραµµικής 

παλινδρόµησης επηρεάζεται από: 

 καµία έκτοπη παρατήρηση 

 ένα αρνητικό σηµείο µόχλευσης  

 ένα θετικό σηµείο µόχλευσης  

 µία κάθετη έκτοπη παρατήρηση 

καθώς επίσης και από όλους τους δυνατούς συνδυασµούς των ΕΠ, δηλαδή 

 ένα αρνητικό σηµείο µόχλευσης & µία κάθετη έκτοπη παρατήρηση 

 µία κάθετη έκτοπη παρατήρηση & ένα θετικό σηµείο µόχλευσης 

ένα αρνητικό σηµείο µόχλευσης & ένα θετικό σηµείο µόχλευσης. 
 

1. Χωρίς έκτοπη παρατήρηση 
 

∆ιάγραµµα 6.1.1 
∆ιάγραµµα διασποράς χωρίς ΕΠ 

 

0 25 50 75 100 125 150 175
Xi

40

50

60

70

80

90

Yi

 
Στον πίνακα 6.1.2 παρουσιάζονται συνοπτικά οι συντελεστές παλινδρόµησης τόσο 

µε τη µέθοδο ελαχίστων τετραγώνων όσο και µε την χρήση µεθόδων ανθεκτικής 

παλινδρόµησης (χωρίς έκτοπη παρατήρηση): 

 

 

 

 



Πίνακας 6.1.2 
Συντελεστές παλινδρόµησης χωρίς ΕΠ 

 

 

 

 

 

 

 Συµπεράσµατα 

Από το διάγραµµα διασποράς (scatterplot) (∆ιάγραµµα 6.1.1) εύκολα διαπιστώνουµε  

ότι υπάρχει µία ισχυρή στατιστική σχέση ανάµεσα στην εξαρτηµένη και στην 

ανεξάρτητη µεταβλητή. Η υπόθεση ενός γραµµικού µοντέλου φαίνεται να είναι πολύ 

λογική. Παρατηρώντας προσεκτικά το διάγραµµα διαπιστώνουµε ότι δεν υπάρχουν 

έκτοπες παρατηρήσεις. Όπως αναµένεται σε αυτήν την περίπτωση µεταξύ των 

ανθεκτικών εκτιµητών και των εκτιµητών ελαχίστων τετραγώνων (Πίνακα 6.1.2) 

υπάρχουν µόνο πολύ µικρές διαφορές.    

 
2. Αρνητικό σηµείο µόχλευσης  

Ας υποθέσουµε τώρα ότι η x-τιµή της έκτης παρατήρησης παίρνει την τιµή 370 

αντί της τιµής 37. Αυτή η παρατήρηση παράγει ένα αρνητικό σηµείο µόχλευσης. 

(∆ιάγραµµα 6.1.2) 

∆ιάγραµµα 6.1.2 
∆ιάγραµµα διασποράς µε ΑΣΜ 
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Συντελεστές 

παλινδρόµησης  

Εκτιµητές 0β̂  
1β̂  

ΕΤ (LS) 35,458 0,321 
Μ-εκτιµητές 35,458 0,321 
ΕΠΤ (LTS) 35,473 0,319 
Ε∆Τ (LMS) 35,638 0,315 
ΜΜ-εκτιµητές 35,458 0,322 



Στον πίνακα 6.1.3 παρουσιάζονται συνοπτικά οι συντελεστές παλινδρόµησης τόσο µε 

τη µέθοδο ελαχίστων τετραγώνων όσο και µε την χρήση µεθόδων ανθεκτικής 

παλινδρόµησης (αρνητικό σηµείο µόχλευσης): 

Πίνακας 6.1.3 
Συντελεστές παλινδρόµησης µε ΑΣΜ 

  
Συντελεστές 

παλινδρόµησης  

Εκτιµητές 0β̂  
1β̂  

ΕΤ (LS) 58,939 0,081 
ΜΜ-εκτιµητές 35,317 0,323 
ΕΠΤ (LTS) 35,335 0,321 
Ε∆Τ (LMS) 36,343 0,314 
Μ-εκτιµητές 36,436 0,312 

a. Συµπεράσµατα  

Από το διάγραµµα διασποράς (scatterplot) (∆ιάγραµµα 6.1.2) εύκολα διαπιστώνουµε  

ότι η ευθεία έχει επηρεαστεί σε µεγάλο βαθµό από µία και µόνο έκτοπη παρατήρηση 

µε αποτέλεσµα η µελέτη µας να καταστρέφεται. Επιπλέον, η ευθεία παλινδρόµησης 

µε βάση τους ανθεκτικούς εκτιµητές βρίσκεται πολύ κοντά στον εκτιµητή ελαχίστων 

τετραγώνων που εφαρµόστηκε στα αρχικά δεδοµένα. Τα αποτελέσµατα που 

προκύπτουν από το νέο αλλοιωµένο δείγµα (Πίνακας 6.1.3) είναι ότι οι συντελεστές 

παλινδρόµησης µεταβάλλονται στην περίπτωση των ελαχίστων τετραγώνων.  

 

i. ∆ιάγραµµα διασποράς µε τη χρήση µεθόδου ελαχίστων 

τετραγώνων και ανθεκτικών εκτιµητών 

∆ιάγραµµα 6.1.3 

 



Από το διάγραµµα 6.1.3 διαπιστώνουµε ότι στο συγκεκριµένο παράδειγµα η ευθεία 

παλινδρόµησης ελαχίστων τετραγώνων µετατοπίζεται προς την κατεύθυνση του 

αρνητικού σηµείου µόχλευσης. Σε αντίθεση οι ευθείες που προκύπτουν από τις 

ανθεκτικές µεθόδους παραµένουν αναλλοίωτες, βρίσκονται δηλαδή πολύ κοντά 

µεταξύ τους και σε µεγάλη απόσταση από την ευθεία ελαχίστων τετραγώνων 

παραµένοντας ανεπηρέαστες από το αρνητικό σηµείο µόχλευσης. Πιο συγκεκριµένα, 

οι ανθεκτικές µέθοδοι δίνουν µια πολύ καλή προσαρµογή στην πλειοψηφία των 

δεδοµένων.  

 

3. Θετικό σηµείο µόχλευσης  

Ας υποθέσουµε τώρα ότι για παράδειγµα το ζεύγος (x , y)=(159 , 88) παίρνει την 

τιµή (220 , 100). Αυτή η παρατήρηση παράγει ένα θετικό σηµείο µόχλευσης. 

(∆ιάγραµµα 6.1.4).  

∆ιάγραµµα 6.1.4 
∆ιάγραµµα διασποράς µε ΘΣΜ 
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Πίνακας 6.1.4 

Συντελεστές παλινδρόµησης µε ΘΣΜ 

 
Συντελεστές 

παλινδρόµησης 

Εκτιµητές 0β̂  
1β̂  

ΕΤ (LS) 36,474 0.308 
ΜΜ-εκτιµητές 35,565 0,319 
ΕΠΤ (LTS) 35,586 0,318 
Ε∆Τ (LMS) 35,638 0,315 
Μ-εκτιµητές 35,958 0,314 

 

 



 Συµπεράσµατα 

Με βάση το διάγραµµα 6.1.4 παρατηρούµε ότι η ύπαρξη ενός θετικού σηµείου 

µόχλευσης δεν προκαλεί καµία µεταβολή στην ευθεία παλινδρόµησης. 

∆ιαπιστώνουµε ότι τα αποτελέσµατα που προκύπτουν από το νέο δείγµα (Πίνακας 

6.1.4) δεν διαφέρουν σηµαντικά µεταξύ τους. Συνεπώς καταλήγουµε στο 

συµπέρασµα ότι η ύπαρξη ενός θετικού σηµείου µόχλευσης στο δείγµα µας 

αλλοιώνει ελάχιστα το αποτέλεσµα, δηλαδή η ευθεία παλινδρόµησης παραµένει 

αµετάβλητη. 

 

4. Κάθετη έκτοπη παρατήρηση 

Ας υποθέσουµε τώρα ότι για παράδειγµα η y-τιµή της πρώτης παρατήρησης παίρνει 

την τιµή 200 αντί της τιµής 76. Αυτό το σηµείο παράγει µια κάθετη έκτοπη 

παρατήρηση. (∆ιάγραµµα 6.1.5) 

∆ιάγραµµα 6.1.5 
∆ιάγραµµα διασποράς µε ΚΕΠ 
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Πίνακας 6.1.5 

Συντελεστές παλινδρόµησης µε ΚΕΠ 
  

  
Συντελεστές 

παλινδρόµησης  

Εκτιµητές 0β̂  
1β̂  

ΕΤ (LS) 36,459 0,372 
ΜΜ-εκτιµητές 35,449 0,321 
ΕΠΤ (LTS) 35,557 0,319 
Ε∆Τ (LMS) 35,639 0,315 
Μ-εκτιµητές 35,468 0,322 



 

 Συµπεράσµατα 

Παρατηρούµε ότι τα αποτελέσµατα που προκύπτουν από το νέο δείγµα (Πίνακας 

6.1.5) δεν διαφέρουν σηµαντικά µεταξύ τους. Συνεπώς καταλήγουµε στο 

συµπέρασµα ότι η ύπαρξη µιας κάθετης έκτοπης παρατήρησης στο δείγµα µας 

αλλοιώνει ελάχιστα το αποτέλεσµα. 

 

5. Αρνητικό σηµείο µόχλευσης  - Κάθετη έκτοπη παρατήρηση  

Ας υποθέσουµε τώρα ότι έχουµε δύο έκτοπες παρατηρήσεις. Για παράδειγµα η x-τιµή 

της έκτης παρατήρησης παίρνει την τιµή 370 αντί της τιµής 37 και η y-τιµή της 

πρώτης παρατήρησης παίρνει την τιµή 200 αντί της τιµής 76. Αυτές οι δύο 

παρατηρήσεις παράγουν ένα αρνητικό σηµείο µόχλευσης και µία κάθετη έκτοπη 

παρατήρηση (∆ιάγραµµα 6.1.6). 

∆ιάγραµµα 6.1.6 
∆ιάγραµµα διασποράς µε ΑΣΜ & ΚΕΠ 
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Πίνακας 6.1.6 

∆ιάγραµµα διασποράς µε ΑΣΜ & ΚΕΠ 

  
Συντελεστές 

παλινδρόµησης  

Εκτιµητές 0β̂  
1β̂  

ΕΤ (LS) 64,695 0,084 
ΜΜ-εκτιµητές 35,304 0,322 
ΕΠΤ (LTS) 35,062 0,324 
Ε∆Τ (LMS) 36,343 0,314 
Μ-εκτιµητές 36,512 0,311 

 



 Συµπεράσµατα 

Από το διάγραµµα 6.1.6 παρατηρούµε ότι η ευθεία έχει επηρεαστεί σε µεγάλο βαθµό 

από την κάθετη έκτοπη παρατήρηση και το αρνητικό σηµείο µόχλευσης µε 

αποτέλεσµα η ευθεία παλινδρόµησης να µετατοπίζεται προς την κατεύθυνση του 

αρνητικού σηµείου µόχλευσης. Τα αποτελέσµατα που προκύπτουν από το νέο 

αλλοιωµένο δείγµα (Πίνακας 6.1.6) είναι ότι οι συντελεστές παλινδρόµησης 

µεταβάλλονται στην περίπτωση των ελαχίστων τετραγώνων. Αντιθέτως, οι ευθείες 

που προκύπτουν από τις ανθεκτικές µεθόδους παραµένουν αναλλοίωτες. 

 

i. ∆ιάγραµµα διασποράς µε τη χρήση µεθόδου ελαχίστων 

τετραγώνων και ανθεκτικών εκτιµητών 

∆ιάγραµµα 6.1.7 

 

Από το διάγραµµα 6.1.7 διαπιστώνουµε ότι στο συγκεκριµένο παράδειγµα η ευθεία 

παλινδρόµησης ελαχίστων τετραγώνων µετατοπίζεται προς την κατεύθυνση του 

αρνητικού σηµείου µόχλευσης. Αντιθέτως οι ευθείες των ανθεκτικών εκτιµητών 

βρίσκονται πολύ κοντά µεταξύ τους και σε µεγάλη απόσταση από την ευθεία 

ελαχίστων τετραγώνων παραµένοντας ανεπηρέαστες από το αρνητικό σηµείο 

µόχλευσης. 

 

 

 



6. Κάθετη έκτοπη παρατήρηση - Θετικό σηµείο µόχλευσης  

Ας υποθέσουµε τώρα ότι η y-τιµή της πρώτης παρατήρησης παίρνει την τιµή 200 αντί 

της τιµής 76 και το ζεύγος (x , y)=(159 , 88) παίρνει την τιµή (220 , 100). Αυτές οι 

δύο παρατηρήσεις παράγουν µία κάθετη έκτοπη παρατήρηση και ένα θετικό σηµείο 

µόχλευσης (∆ιάγραµµα 6.1.8). 

∆ιάγραµµα 6.1.8 
∆ιάγραµµα διασποράς µε ΚΕΠ & ΘΣΜ 
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Πίνακας 6.1.7 

Συντελεστές παλινδρόµησης µε ΚΕΠ & ΘΣΜ 
 

  
Συντελεστές 

παλινδρόµησης  

Εκτιµητές 0β̂  
1β̂  

ΕΤ (LS) 38,931 0,344 
ΜΜ-εκτιµητές 35,562 0,319 
ΕΠΤ (LTS) 35,621 0,319 
Ε∆Τ (LMS) 35,638 0,315 
Μ-εκτιµητές 35,969 0,314 

 

 Συµπεράσµατα 
Παρατηρούµε ότι τα αποτελέσµατα που προκύπτουν από το νέο δείγµα (Πίνακας 

6.1.7) δεν διαφέρουν σηµαντικά µεταξύ τους. Συνεπώς καταλήγουµε στο 

συµπέρασµα ότι η ύπαρξη µιας κάθετης έκτοπης παρατήρησης και ενός θετικού 

σηµείου µόχλευσης στο δείγµα µας στο συγκεκριµένο παράδειγµα αλλοιώνει 

ελάχιστα το αποτέλεσµα. Παρόλο αυτά όµως η εφαρµογή µεθόδων ανθεκτικής 

παλινδρόµησης κρίνεται απαραίτητη. 



7. Αρνητικό σηµείο µόχλευσης  - Θετικό σηµείο µόχλευσης  

Ας υποθέσουµε τώρα ότι η x-τιµή της πρώτης παρατήρησης παίρνει την τιµή 370 αντί 

της τιµής 37 και το ζεύγος (x , y)=(159 , 88) παίρνει την τιµή (220 , 100). Αυτές οι 

δύο παρατηρήσεις παράγουν ένα αρνητικό καθώς και ένα θετικό σηµείο µόχλευσης 

(∆ιάγραµµα 6.1.9). 

∆ιάγραµµα 6.1.9 
∆ιάγραµµα διασποράς µε ΑΣΜ & ΘΣΜ 
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Πίνακας 6.1.8 

Συντελεστές παλινδρόµησης µε ΑΣΜ & ΘΣΜ 
 

 

 

 Συµπεράσµατα 

Από το διάγραµµα 6.1.8 παρατηρούµε ότι η ευθεία έχει επηρεαστεί σε µεγάλο βαθµό 

από το αρνητικό και το θετικό σηµείο µόχλευσης µε αποτέλεσµα η ευθεία 

παλινδρόµησης να µετατοπίζεται προς την κατεύθυνση του αρνητικού σηµείου 

µόχλευσης. Συνεπώς καταλήγουµε στο συµπέρασµα ότι τα αποτελέσµατα που 

προκύπτουν από το νέο αλλοιωµένο δείγµα (Πίνακας 6.1.6)  είναι ότι οι συντελεστές 

  
Συντελεστές 

παλινδρόµησης  

Εκτιµητές 0β̂  
1β̂  

ΕΤ (LS) 57,558 0.095 
ΜΜ-εκτιµητές 35,432 0,321 
ΕΠΤ (LTS) 35,375 0,321 
Ε∆Τ (LMS) 36,343 0,314 
Μ-εκτιµητές 37,819 0,295 



παλινδρόµησης µεταβάλλονται στην περίπτωση των ελαχίστων τετραγώνων. 

Αντιθέτως οι ευθείες που προκύπτουν από τις ανθεκτικές µεθόδους παραµένουν 

αναλλοίωτες.  

 

♦ ∆ιάγραµµα διασποράς µε τη χρήση µεθόδου ελαχίστων τετραγώνων και 

ανθεκτικών εκτιµητών 

∆ιάγραµµα 6.1.10 

Από το διάγραµµα 6.1.10 διαπιστώνουµε ότι στο συγκεκριµένο παράδειγµα η ευθεία 

παλινδρόµησης ελαχίστων τετραγώνων µετατοπίζεται προς την κατεύθυνση του 

αρνητικού σηµείου µόχλευσης. Αντιθέτως οι ευθείες των ανθεκτικών εκτιµητών 

βρίσκονται πολύ κοντά µεταξύ τους και σε µεγάλη απόσταση από την ευθεία 

ελαχίστων τετραγώνων παραµένοντας ανεπηρέαστες από το αρνητικό σηµείο 

µόχλευσης.  

 

Στο Παράρτηµα Α παρουσιάζονται αναλυτικά τα αποτελέσµατα συντελεστών 

παλινδρόµησης ελαχίστων τετραγώνων και ανθεκτικών εκτιµητών µέσω του 

στατιστικού πακέτου S-PLUS. 

 

 

 



6.2 Πολλαπλή παλινδρόµηση  
 

Στην πολλαπλή παλινδρόµηση, η εξαρτηµένη µεταβλητή yi σχετίζεται µε τις p 

επεξηγηµατικές µεταβλητές xi1β1, xi2β2, …xipβp στο µοντέλο: 

 
yi = xi1β1 + xi2β2 + … + xipβp                 (i = 1,2,…,n) 

 
 
Όπως και στην περίπτωση της απλής παλινδρόµησης, η µέθοδος ελαχίστων 

τετραγώνων είναι ιδιαίτερα ευαίσθητη όταν στα δεδοµένα µας υπάρχουν έκτοπες 

παρατηρήσεις. Η αναγνώριση αποµονωµένων τιµών γίνεται ακόµα πιο δύσκολη στην 

περίπτωση της πολλαπλής παλινδρόµησης, εξαιτίας του γεγονότος ότι ο εντοπισµός 

έκτοπων παρατηρήσεων είναι αδύνατο να πραγµατοποιηθεί µέσω του διαγράµµατος 

διασποράς (scatterplot).                            

    Προκειµένου να αντιµετωπιστεί αυτό το πρόβληµα η χρήση των διαγραµµάτων 

των τυποποιηµένων σφαλµάτων κρίνεται απαραίτητη. Αρχικά είναι απαραίτητο να 

συγκρίνουµε τα αποτελέσµατα των τυποποιηµένων σφαλµάτων που προκύπτουν τόσο 

µε τη µέθοδο ελαχίστων τετραγώνων όσο και µε τις ανθεκτικές µεθόδους. Στη 

συνέχεια αν τα αποτελέσµατα των δύο µεθόδων είναι ίδια, τότε η µέθοδος ελαχίστων 

τετραγώνων µπορεί να εφαρµοστεί. Σε περίπτωση όµως που τα αποτελέσµατα 

διαφέρουν µεταξύ τους, τότε οι ανθεκτικές µέθοδοι µπορούν να χρησιµοποιηθούν ως 

ένα αξιόπιστο εργαλείο για τον εντοπισµό έκτοπων παρατηρήσεων. 

 

Παράδειγµα 2ο: Στη συνέχεια παρατίθεται ένα παράδειγµα τα δεδοµένα του οποίου 

(Πίνακας 6.2.1) προέρχονται από το βιβλίο του Rousseeuw & Yohai (1984). Τα 

δεδοµένα περιγράφουν την λειτουργία ενός φυτού για την οξείδωση της αµµωνίας σε 

νιτρικό οξύ και περιλαµβάνουν 21 παρατηρήσεις. Η απώλεια οξείδωσης (y) 

αναλύεται από τον βαθµό λειτουργίας (x1), την εσωτερική θερµοκρασία του νερού 

(x2) και την συγκέντρωση οξέως (x3). Μέσω του συγκεκριµένου παραδείγµατος 

εύκολα προκύπτει ο κίνδυνος που υπάρχει να χρησιµοποιήσουµε το µοντέλο 

ελαχίστων τετράγωνων βασιζόµενοι αποκλειστικά και µόνο στο διάγραµµα 

σφαλµάτων ελαχίστων τετραγώνων. 

 

 

 



Πίνακας 6.2.1 
∆εδοµένα παραδείγµατος  

 

Παρατήρηση 
Βαθµός 

λειτουργίας Θερµοκρασία 
Συγκέντρωση 

οξέως  
Απώλεια 
οξείδωσης 

(i) (x1) (x2) (x3) (y) 
1 80 27 89 42 
2 80 27 88 37 
3 75 25 90 37 
4 62 24 87 28 
5 62 22 87 18 
6 62 23 87 18 
7 62 24 93 19 
8 62 24 93 20 
9 58 23 87 15 
10 58 18 80 14 
11 58 18 89 14 
12 58 17 88 13 
13 58 18 82 11 
14 58 19 93 12 
15 50 18 89 8 
16 50 18 86 7 
17 50 19 72 8 
18 50 19 79 8 
19 50 20 80 9 
20 56 20 82 15 
21 70 20 91 15 

 

Μέσω της µεθόδου ελαχίστων τετραγώνων προκύπτει η ακόλουθη εξίσωση: 

321 15212,029528,171564,091967,39 xxxyLS −++−=) . 

Από το διάγραµµα των σφαλµάτων των ελαχίστων τετραγώνων (∆ιάγραµµα 6.2.1) 

προκύπτει ότι ανάµεσα στις δύο ευθείες παρουσιάζονται τα τυποποιηµένα σφάλµατα 

που παίρνουν τιµές µεταξύ του –2,5 και του 2,5. Καταλήγουµε στο συµπέρασµα ότι 

τα δεδοµένα δεν περιέχουν καµία έκτοπη παρατήρηση δεδοµένου ότι όλα τα 

τυποποιηµένα σφάλµατα ελαχίστων τετραγώνων βρίσκονται µεταξύ των δύο ευθειών.   

 

 

 

 



∆ιάγραµµα 6.2.1 
∆ιάγραµµα σφαλµάτων ελαχίστων τετραγώνων 

 

Εφαρµόζοντας όµως τις ανθεκτικές µεθόδους καταλήγουµε σε εντελώς 

διαφορετικά αποτελέσµατα. Συγκεκριµένα µέσω της µεθόδου ελαχίστων 

διαµέσων τετραγώνων προκύπτει η ακόλουθη εξίσωση: 

321 0000.035714,071428,017857,34 xxxyLMS −++−=) . 

Από διάγραµµα 6.2.2 το οποίο βασίζεται στην ανθεκτική προσαρµογή µέσω της 

µεθόδου ελαχίστων διαµέσων τετραγώνων γίνεται γρήγορα αντιληπτό ότι υπάρχουν 

κάποιες παρατηρήσεις που επηρεάζουν την µελέτη µας. Συγκεκριµένα οι 

παρατηρήσεις 1, 2, 3, 4 και 21 θεωρούνται έκτοπες δεδοµένου ότι βρίσκονται εκτός 

των ορίων των δύο ευθειών.  

 

Ακολούθως στον πίνακα 6.2.2 παρουσιάζονται συνοπτικά τα αποτελέσµατα των 

συντελεστών παλινδρόµησης που προκύπτουν µέσω της µεθόδου ελαχίστων 

τετραγώνων και ανθεκτικών εκτιµητών. 

 

 

 



∆ιάγραµµα 6.2.2 
∆ιάγραµµα σφαλµάτων ελαχίστων διαµέσων τετραγώνων 

 
Πίνακας 6.2.2 

Συντελεστές παλινδρόµησης ΜΕΤ & ανθεκτικών εκτιµητών 
 

 Συντελεστές παλινδρόµησης 

Εκτιµητές  0β
)

 1β
)

  2β
)

   3β
)

 

ΕΤ (LS) -39,92 0,71564 1,29528 -0,1521 
Ε∆Τ (LMS) -34,179 0,71428 0,35714 0 
ΕΠΤ (LTS) -36,203 0,7398 0,4786 -0,0235 
Μ-εκτιµητές -36,046 0,71351 0,49085 -0,0103 
ΜΜ-εκτιµητές -34,863 0,74688 0,45423 -0,0372 

 

Στο Παράρτηµα Β παρουσιάζονται αναλυτικά τα αποτελέσµατα συντελεστών 

παλινδρόµησης ελαχίστων τετραγώνων και ανθεκτικών εκτιµητών µέσω του 

στατιστικού πακέτου S-PLUS. 

 

 

 

 



6.3 Συµπεράσµατα  
 

Με βάση τη µελέτη µας, εύκολα συµπεραίνουµε ότι η ανθεκτική 

παλινδρόµηση είναι ιδιαίτερα χρήσιµη στην αναγνώριση έκτοπων 

παρατηρήσεων. Η υπεροχή των ανθεκτικών εκτιµητών έναντι της µεθόδου 

ελαχίστων τετραγώνων σε δεδοµένα όπου υπάρχουν έκτοπες παρατηρήσεις 

είναι αναµφισβήτητη.  

Στην περίπτωση της απλής παλινδρόµησης όπως προκύπτει από το 

παράδειγµα, ένα και µόνο αρνητικό σηµείο µόχλευσης έχει σαν αποτέλεσµα 

την µετατόπιση της ευθείας παλινδρόµησης προς αυτό και συνεπώς την 

καταστροφή της µελέτης µας. Αντιθέτως οι ευθείες των ανθεκτικών 

εκτιµητών βρίσκονται πολύ κοντά µεταξύ τους και σε µεγάλη απόσταση από 

την ευθεία ελαχίστων τετραγώνων παραµένοντας ανεπηρέαστες από το 

αρνητικό σηµείο µόχλευσης. Συνεπώς η εφαρµογή ανθεκτικών εκτιµητών 

κρίνεται απαραίτητη. 

Στην περίπτωση της πολλαπλής παλινδρόµησης όπου έχουµε µεγάλο αριθµό 

συντελεστών, παρά το γεγονός ότι οι κάθετες έκτοπες παρατηρήσεις µπορούν 

να εντοπιστούν µέσω των διαγραµµάτων σφαλµάτων, κάτι τέτοιο δεν 

συµβαίνει στην περίπτωση όπου στο δείγµα µας υπάρχουν αρνητικά σηµεία 

µόχλευσης. Για αυτό ακριβώς τον λόγο εµπιστευόµαστε τα διαγράµµατα 

σφαλµάτων των ελαχίστων τετραγώνων µόνο όταν αυτά συµπίπτουν µε τα 

αποτελέσµατα που προκύπτουν από την εφαρµογή ανθεκτικών µεθόδων. Σε 

οποιαδήποτε άλλη περίπτωση οφείλουµε να εφαρµόσουµε τις ανθεκτικές 

µεθόδους. 

Η ανθεκτική εκτίµηση παλινδρόµησης πρέπει να έχει τα ακόλουθα 

χαρακτηριστικά: 

 να συµπεριφέρεται εξίσου καλά µε την ΜΕΤ όταν η τελευταία είναι η 

κατάλληλη επιλογή 

 να συµπεριφέρεται καλύτερα από την ΜΕΤ όταν δεν πληρούνται οι 

βασικές υποθέσεις  

 να µην είναι ιδιαίτερα δύσκολο να υπολογιστεί και να γίνει κατανοητή. 

 
 
 



ΠΑΡΑΡΤΗΜΑΤΑ  
Παράρτηµα Α 

 
Παρακάτω παρουσιάζονται αναλυτικά τα αποτελέσµατα του παραδείγµατος 6.1 όπως 

αυτά προκύπτουν µέσω του στατιστικού προγράµµατος S-PLUS.   

 
A.1) Χωρίς έκτοπη παρατήρηση  

Πίνακας 6.1.9 
Αποτελέσµατα εφαρµόζοντας τη MET χωρίς ΕΠ 

 *** Linear Model *** 
 
Call: lm(formula = Yi ~ Xi, data = SDF1, na.action = na.exclude) 
Residuals: 
    Min     1Q  Median     3Q  Max  
 -1.619 -1.167 0.01909 0.7276 2.16 
 
Coefficients: 
                   Value Std. Error t value Pr(>|t|)  
(Intercept) 35.4583  0.6350    55.8355  0.0000  
                Xi  0.3216  0.0056    57.8993  0.0000  
 
Residual standard error: 1.23 on 18 degrees of freedom 
Multiple R-Squared: 0.9947  
F-statistic: 3352 on 1 and 18 degrees of freedom, the p-value is 0  

 
Πίνακας 6.1.10  

Αποτελέσµατα εφαρµόζοντας την ΜΜ-εκτίµηση χωρίς ΕΠ 
 *** Robust MM Linear Regression *** 
Final M-estimates. 
 
Call: lmRobMM(formula = Yi ~ Xi, data = SDF1, na.action = na.exclude, 
robust.control =  
 list(tlo = 0.0001, tua = 1.5e-006, mxr = 50, mxf = 50, mxs = 50, tl =  
 1e-006, estim = "Test Based", seed = 1313, level = 0.1, efficiency = 0.85,  
 sampling = "Exhaustive", weight = c("Optimal", "Optimal")), genetic.control 
  = list(popsize = NULL, mutate.prob = NULL, random.n = NULL, births.n =  
 NULL, stock = list(), maxslen = NULL, stockprob = NULL, nkeep = 1)) 
 
Residuals: 
    Min     1Q  Median     3Q  Max  
 -1.619 -1.167 0.01909 0.7276 2.16 
Coefficients: 
                      Value Std. Error t value Pr(>|t|)  
(Intercept) 35.4583  0.6989    50.7333  0.0000  
               Xi  0.3216   0.0061    52.5996  0.0000  
 
Residual scale estimate: 1.401 on 18 degrees of freedom 



Πίνακας 6.1.11 
Αποτελέσµατα εφαρµόζοντας την µέθοδο LTS χωρίς ΕΠ 

 *** Robust LTS Linear Regression *** 
Method: 
[1] "Least Trimmed Squares Robust Regression." 
 
Call: 
ltsreg.formula(formula = Yi ~ Xi, data = SDF1, na.action = na.exclude) 
 
Coefficients: 
 Intercept      Xi  
 35.4727    0.3193 
 
Scale estimate of residuals: 1.258  

 
Πίνακας 6.1.12 

Αποτελέσµατα εφαρµόζοντας την µέθοδο LMS χωρίς ΕΠ 
*** Robust LMS Linear Regression *** 

$coefficients: 
 Intercept         x  
   35.6378  0.3149606 
 
$scale: 
        Y  
 1.384616 
 

$residuals: 
 [1]  1.62204724  0.03149606 -0.16535433  2.60629921  1.40944882  0.70866142  
0.50393701 -1.13385827  0.32283465 -1.45669291  2.89763780 
[12] -0.70866142  2.28346457 -1.25984252  0.64566929  0.70866142  0.13385827 -
0.23622047  1.43307087 -0.23622047 

 
Πίνακας 6.1.13 

Αποτελέσµατα εφαρµόζοντας την M-εκτίµηση χωρίς έκτοπη παρατήρηση 
 ***Μ-estimator, c=1.2*** 
$coefficients: 
 (Intercept)        x  
    35.45479  0.321403 
 
$residuals: 
 [1]  1.0126434 -0.4877144 -0.3817727  2.1193007  1.2252423  0.6533026  
0.4034815 -1.5950872  0.4027659 -1.4540703  2.1915982 -1.2021023 
[13]  1.4421350 -1.5600119  0.2617489 -0.1648801 -0.7718952 -1.1290891  
0.6561651 -1.1290891 
$fitted.values: 
 [1] 74.98736 70.48771 55.38177 68.88070 53.77476 47.34670 49.59652 67.59509 
40.59723 44.45407 79.80840 69.20210 86.55787 59.56001 63.73825 
[16] 88.16488 89.77190 89.12909 83.34383 89.12909 
 



A.2) Αρνητικό σηµείο µόχλευσης (ΑΣΜ) 
 

Πίνακας 6.1.14 
Αποτελέσµατα εφαρµόζοντας την ΜΕΤ όταν υπάρχει ΑΣΜ  

 *** Linear Model *** 
 
Call: lm(formula = Yi ~ Xi, data = SDF1, na.action = na.exclude) 
Residuals: 
   Min    1Q Median    3Q   Max  
 -40.8 -8.64  1.425 13.67 16.42 
 
Coefficients: 
                   Value Std. Error t value Pr(>|t|)  
(Intercept) 58.9388  6.6142     8.9110  0.0000  
               Xi  0.0807   0.0469     1.7191  0.1027  
 
Residual standard error: 15.6 on 18 degrees of freedom 
Multiple R-Squared: 0.141  
F-statistic: 2.955 on 1 and 18 degrees of freedom, the p-value is 0.1027  

 
Πίνακας 6.1.15 

Αποτελέσµατα εφαρµόζοντας την ΜΜ-εκτίµηση όταν υπάρχει ΑΣΜ 
*** Robust MM Linear Regression *** 

Final M-estimates. 
 
Call: lmRobMM(formula = Yi ~ Xi, data = SDF1, na.action = na.exclude, 
robust.control = list(tlo 
  = 0.0001, tua = 1.5e-006, mxr = 50, mxf = 50, mxs = 50, tl = 1e-006, estim =  
 "Test Based", seed = 1313, level = 0.1, efficiency = 0.85, sampling = "Exhaustive", 
 weight = c("Optimal", "Optimal")), genetic.control = list(popsize = NULL,  
 mutate.prob = NULL, random.n = NULL, births.n = NULL, stock = list(), maxslen =  
 NULL, stockprob = NULL, nkeep = 1)) 
 
Residuals: 
    Min     1Q  Median     3Q   Max  
 -106.7 -1.194 -0.2727 0.7102 2.162 
 
Coefficients: 
                   Value Std. Error t value Pr(>|t|)  
(Intercept) 35.3174  0.7534    46.8783  0.0000  
                Xi  0.3226  0.0064    50.0974  0.0000  
 
Residual scale estimate: 1.552 on 18 degrees of freedom 

 
Πίνακας 6.1.16 

Αποτελέσµατα εφαρµόζοντας την µέθοδο LTS όταν υπάρχει ΑΣΜ 
 *** Robust LTS Linear Regression *** 
Method: 
[1] "Least Trimmed Squares Robust Regression." 
 



Call: 
ltsreg.formula(formula = Yi ~ Xi, data = SDF1, na.action = na.exclude) 
 
Coefficients: 
 Intercept      Xi  
 35.3348    0.3212 
 
Scale estimate of residuals: 1.265  

 
Πίνακας 6.1.17 

Αποτελέσµατα εφαρµόζοντας την µέθοδο LMS όταν υπάρχει ΑΣΜ 
*** Robust LMS Linear Regression *** 

$coefficients: 
 Intercept         x  
  36.34286 0.3142857 
 
$scale: 
        Y  
 1.33278 
 
$residuals: 
 [1]    1.0000000   -0.6000000   -0.8285714    1.9714286    0.7428571 -104.6285714 
 [7]   -0.1714286   -1.7714286   -0.3714286   -2.1428571    2.2857143   -1.3428571 
[13]    1.6857143   -1.9142857    0.0000000    0.1142857   -0.4571429   -0.8285714 
[19]    0.8285714   -0.8285714 

 
Πίνακας 6.1.18 

Αποτελέσµατα εφαρµόζοντας την M-εκτίµηση όταν υπάρχει ΑΣΜ 
***Μ-estimator, c=1.2*** 

$coefficients: 
 
 (Intercept)         x  
    36.43643 0.3104658 

$residuals: 
 [1]    1.37628501   -0.27719437   -0.68530372    2.27513442    0.86702507 
 [6] -103.30875734   -0.09692007   -1.48300255   -0.40387883   -2.12946794 
[11]    2.71929863   -1.03533134    2.19951770   -1.72135859    0.24258655 
[16]    0.64718891    0.09486012   -0.28420837    1.30417529   -0.28420837 
 
$fitted.values: 
 [1]  74.62371  70.27719  55.68530  68.72487  54.13297 151.30876  50.09692  
67.48300 
 [9]  41.40388  45.12947  79.28070  69.03533  85.80048  59.72136  63.75741  
87.35281 
[17]  88.90514  88.28421  82.69582  88.28421 

 
 
 
 



A.3) Θετικό σηµείο µόχλευσης (ΘΣΜ) 
 

Πίνακας 6.1.19 
Αποτελέσµατα εφαρµόζοντας την ΜΕΤ όταν υπάρχει ΘΣΜ 

 *** Linear Model *** 
 
Call: lm(formula = Yi ~ Xi, data = SDF1, na.action = na.exclude) 
Residuals: 
    Min      1Q  Median    3Q   Max  
 -4.332 -0.6634 0.01582 0.942 2.961 
 
Coefficients: 
                   Value Std. Error t value Pr(>|t|)  
(Intercept) 36.4742  0.8210    44.4279  0.0000  
               Xi  0.3084   0.0069    44.8126  0.0000  
 
Residual standard error: 1.677 on 18 degrees of freedom 
Multiple R-Squared: 0.9911  
F-statistic: 2008 on 1 and 18 degrees of freedom, the p-value is 0 

 
Πίνακας 6.1.20 

Αποτελέσµατα εφαρµόζοντας την ΜΜ-εκτίµηση όταν υπάρχει ΘΣΜ 
 *** Robust MM Linear Regression *** 
Final M-estimates. 
 
Call: lmRobMM(formula = Yi ~ Xi, data = SDF1, na.action = na.exclude, 
robust.control = list(tlo = 0.0001, tua = 1.5e-006, mxr = 50, mxf = 50, mxs =  
 50, tl = 1e-006, estim = "Test Based", seed = 1313, level = 0.1, efficiency = 0.85, 
sampling = "Exhaustive", weight = c("Optimal",  
 "Optimal")), genetic.control = list(popsize = NULL, mutate.prob = NULL, random.n 
= NULL, births.n = NULL, stock = list(), maxslen =  
 NULL, stockprob = NULL, nkeep = 1)) 
 
Residuals: 
    Min     1Q  Median     3Q   Max  
 -5.921 -1.015 -0.2027 0.6476 2.302 
 
Coefficients: 
              Value Std. Error t value Pr(>|t|)  
(Intercept) 35.5655  0.6820    52.1498  0.0000  
                Xi  0.3198  0.0061    52.2654  0.0000  
 
Residual scale estimate: 1.401 on 18 degrees of freedom 

 
Πίνακας 6.1.21 

Αποτελέσµατα εφαρµόζοντας την µέθοδο LTS όταν υπάρχει ΘΣΜ 
*** Robust LTS Linear Regression *** 

Method: 
[1] "Least Trimmed Squares Robust Regression." 
 



Call: 
ltsreg.formula(formula = Yi ~ Xi, data = SDF1, na.action = na.exclude) 
 
Coefficients: 
 Intercept      Xi  
 35.5857    0.3184 
 
Scale estimate of residuals: 1.222  

 
Πίνακας 6.1.22 

Αποτελέσµατα εφαρµόζοντας την M-εκτίµηση όταν υπάρχει ΘΣΜ 
***Μ-estimator, c=1.2*** 

$coefficients: 
 (Intercept)         x  
    35.95856 0.3142661 
 
$residuals: 
 [1]  1.38671087 -0.21356332 -0.44305524  2.35776733  1.12827541  0.41359800  
0.21373509 
 [8] -1.38516815  0.01318672 -1.75800684  2.67271893 -0.95649880 -5.09710368 -
1.52851492 
[15]  0.38602540  0.50179956 -0.06953108 -0.44099882  1.21579150 -0.44099882 
 
$fitted.values: 
 [1]  74.61329  70.21356  55.44306  68.64223  53.87172  47.58640  49.78626  
67.38517 
 [9]  40.98681  44.75801  79.32728  68.95650 105.09710  59.52851  63.61397  
87.49820 
[17]  89.06953  88.44100  82.78421  88.44100 

     
Πίνακας 6.1.23 

Αποτελέσµατα εφαρµόζοντας την µέθοδο LMS όταν υπάρχει ΘΣΜ 
*** Robust LΜS Linear Regression *** 

$coefficients: 
 Intercept         x  
   35.6378   0.3149606 
$scale: 
        Y  
 1.312714 
 
$residuals: 
 [1]  1.62204724  0.03149606 -0.16535433  2.60629921  1.40944882  0.70866142  
0.50393701 
 [8] -1.13385827  0.32283465 -1.45669291  2.89763780 -0.70866142 -4.92913386 -
1.25984252 
[15]  0.64566929  0.70866142  0.13385827 -0.23622047  1.43307087 -0.23622047 
 
 
 



A.4) Κάθετη έκτοπη παρατήρηση (ΚΕΠ) 
 

Πίνακας 6.1.24 
Αποτελέσµατα εφαρµόζοντας την ΜΕΤ όταν υπάρχει ΚΕΠ 

 
 *** Linear Model *** 
 
Call: lm(formula = Yi ~ Xi, data = SDF1, na.action = na.exclude) 
Residuals: 
    Min     1Q Median     3Q   Max  
 -10.59 -7.723 -6.084 -3.615 117.8 
 
Coefficients: 
                   Value Std. Error t value Pr(>|t|)  
(Intercept) 36.4592 14.7816     2.4665  0.0239  
                     0.3721   0.1293      2.8777  0.0100  
 
Residual standard error: 28.63 on 18 degrees of freedom 
Multiple R-Squared: 0.3151  
F-statistic: 8.281 on 1 and 18 degrees of freedom, the p-value is 0.01002 

 
Πίνακας 6.1.25 

Αποτελέσµατα εφαρµόζοντας την ΜΜ-εκτίµηση όταν υπάρχει ΚΕΠ 
 *** Robust MM Linear Regression *** 
Final M-estimates. 
 
Call: lmRobMM(formula = Yi ~ Xi, data = SDF1, na.action = na.exclude, 
robust.control 
  = list(tlo = 0.0001, tua = 1.5e-006, mxr = 50, mxf = 50, mxs = 50, tl 
  = 1e-006, estim = "Test Based", seed = 1313, level = 0.1, efficiency 
  = 0.85, sampling = "Exhaustive", weight = c("Optimal", "Optimal")),  
 genetic.control = list(popsize = NULL, mutate.prob = NULL, random.n =  
 NULL, births.n = NULL, stock = list(), maxslen = NULL, stockprob =  
 NULL, nkeep = 1)) 
Residuals: 
    Min     1Q  Median     3Q Max  
 -1.568 -1.087 0.08108 0.8311 125 
 
Coefficients: 
              Value Std. Error t value Pr(>|t|)  
(Intercept) 35.4498  0.7632    46.4477  0.0000  
                Xi  0.3212  0.0067    47.8642  0.0000  
 
Residual scale estimate: 1.441 on 18 degrees of freedom  

 
Πίνακας 6.1.26 

Αποτελέσµατα εφαρµόζοντας την µέθοδο LTS όταν υπάρχει ΚΕΠ 
*** Robust LTS Linear Regression *** 

Method: 
[1] "Least Trimmed Squares Robust Regression." 



 
Call: 
ltsreg.formula(formula = Yi ~ Xi, data = SDF1, na.action = na.exclude) 
 
Coefficients: 
 Intercept      Xi  
 35.5566    0.3191 
 
Scale estimate of residuals: 1.251  

 
Πίνακας 6.1.27 

Αποτελέσµατα εφαρµόζοντας την µέθοδο LMS όταν υπάρχει ΚΕΠ 
*** Robust LΜS Linear Regression *** 

$coefficients: 
 Intercept         x  
   35.6378 0.3149606 
 
$scale: 
        Y  
 1.369368 
 
$residuals: 
 [1]  125.62204724    0.03149606   -0.16535433    2.60629921    1.40944882    
0.70866142    0.50393701   -1.13385827    0.32283465 
[10]   -1.45669291    2.89763780   -0.70866142    2.28346457   -1.25984252    
0.64566929    0.70866142    0.13385827   -0.23622047 
[19]    1.43307087   -0.23622047 

 
Πίνακας 6.1.28 

Αποτελέσµατα εφαρµόζοντας την M-εκτίµηση όταν υπάρχει ΚΕΠ 
***Μ-estimator, c=1.2*** 

$coefficients: 
 (Intercept)         x  
    35.46842 0.3221199 
 
$residuals: 
 [1]  124.9108275   -0.5794938   -0.4398582    2.0311058    1.1707413    0.6131395    
0.3583001   -1.6804146    0.3776575   -1.4877814 
[11]    2.0790289   -1.2910141    1.3145109   -1.6274170    0.1850243   -0.2960886   -
0.9066881   -1.2624483    0.5357100   -1.2624483 
 
$fitted.values: 
 [1] 75.08917 70.57949 55.43986 68.96889 53.82926 47.38686 49.64170 67.68041 
40.62234 44.48778 79.92097 69.29101 86.68549 59.62742 63.81498 
[16] 88.29609 89.90669 89.26245 83.46429 89.26245 

 
 
 
 
 



A.5)Κάθετη έκτοπη παρατήρηση (ΚΕΠ) – αρνητικό σηµείο µόχλευσης (ΑΣΜ) 
 

Πίνακας 6.1.29 
Αποτελέσµατα εφαρµόζοντας την ΜΕΤ όταν υπάρχει ΚΕΠ & ΑΣΜ 

 
 *** Linear Model *** 
 
Call: lm(formula = Yi ~ Xi, data = SDF1, na.action = na.exclude) 
Residuals: 
    Min     1Q Median    3Q   Max  
 -47.93 -14.61 -4.728 9.207 124.9 
 
Coefficients: 
                    Value Std. Error t value Pr(>|t|)  
(Intercept) 64.6951 14.3983     4.4932  0.0003  
                Xi  0.0844   0.1022     0.8260  0.4196  
 
Residual standard error: 33.96 on 18 degrees of freedom 
Multiple R-Squared: 0.03652  
F-statistic: 0.6823 on 1 and 18 degrees of freedom, the p-value is 0.4196  

 
Πίνακας 6.1.30 

Αποτελέσµατα εφαρµόζοντας την ΜΜ-εκτίµηση όταν υπάρχει ΚΕΠ & ΑΣΜ 
 *** Robust MM Linear Regression *** 
Final M-estimates. 
 
Call: lmRobMM(formula = Yi ~ Xi, data = SDF1, na.action = na.exclude, 
robust.control =  
 list(tlo = 0.0001, tua = 1.5e-006, mxr = 50, mxf = 50, mxs = 50, tl =  
 1e-006, estim = "Test Based", seed = 1313, level = 0.1, efficiency = 0.85,  
 sampling = "Exhaustive", weight = c("Optimal", "Optimal")), genetic.control 
  = list(popsize = NULL, mutate.prob = NULL, random.n = NULL, births.n =  
 NULL, stock = list(), maxslen = NULL, stockprob = NULL, nkeep = 1)) 
 
 
 -106.5 -1.12 -0.2142 0.847 125.1 
Coefficients: 
                   Value Std. Error t value Pr(>|t|)  
(Intercept) 35.3035  0.7853    44.9551  0.0000  
              Xi   0.3222   0.0067    47.8585  0.0000  
Residual scale estimate: 1.576 on 18 degrees of freedom  

 
Πίνακας 6.1.31 

Αποτελέσµατα εφαρµόζοντας την µέθοδο LTS όταν υπάρχει ΚΕΠ & ΑΣΜ 
 *** Robust LTS Linear Regression *** 
Method: 
[1] "Least Trimmed Squares Robust Regression." 
 
Call: 
ltsreg.formula(formula = Yi ~ Xi, data = SDF1, na.action = na.exclude) 



 
Coefficients: 
 Intercept      Xi  
 35.0615    0.3242 
 
Scale estimate of residuals: 1.272  

 
Πίνακας 6.1.32 

Αποτελέσµατα εφαρµόζοντας την µέθοδο LMS όταν υπάρχει ΚΕΠ & ΑΣΜ 
*** Robust LΜS Linear Regression *** 

$coefficients: 
 Intercept         x  
  36.34286 0.3142857 
 
$scale: 
        Y  
 1.350869 
 
$residuals: 
 [1]  125.0000000   -0.6000000   -0.8285714    1.9714286    0.7428571 -104.6285714 
 [7]   -0.1714286   -1.7714286   -0.3714286   -2.1428571    2.2857143   -1.3428571 
[13]    1.6857143   -1.9142857    0.0000000    0.1142857   -0.4571429   -0.8285714 
[19]    0.8285714   -0.8285714 

 
Πίνακας 6.1.33 

Αποτελέσµατα εφαρµόζοντας την M-εκτίµηση όταν υπάρχει ΚΕΠ & ΑΣΜ 
***Μ-estimator, c=1.2*** 

$coefficients: 
 (Intercept)         x  
     36.5118 0.3101217 
 

$residuals: 
 [1]  125.34323166   -0.31506408   -0.73934266    2.23554458    0.81126601 
 [6] -103.25683625   -0.15715147   -1.52396849   -0.47374296   -2.19520375 
[11]    2.69140568   -1.07457715    2.17884930   -1.77092518    0.19749230 
[16]    0.62824063    0.07763197   -0.30212456    1.28006662   -0.30212456 
 
$fitted.values: 
 [1]  74.65677  70.31506  55.73934  68.76446  54.18873 151.25684  50.15715  
67.52397 
 [9]  41.47374  45.19520  79.30859  69.07458  85.82115  59.77093  63.80251  
87.37176 
[17]  88.92237  88.30212  82.71993  88.3021 

 
 
 
 
 



 
A.6)Κάθετη έκτοπη παρατήρηση (ΚΕΠ) – Θετικό σηµείο µόχλευσης (ΘΣΜ) 
 

Πίνακας 6.1.34 
Αποτελέσµατα εφαρµόζοντας την MET όταν υπάρχει ΚΕΠ & ΘΣΜ 

*** Linear Model *** 
 
Call: lm(formula = Yi ~ Xi, data = SDF1, na.action = na.exclude) 
Residuals: 
    Min     1Q Median     3Q   Max  
 -14.55 -7.302  -5.85 -3.961 118.8 
Coefficients: 
                    Value Std. Error t value Pr(>|t|)  
(Intercept) 38.9307 14.1179     2.7575  0.0130  
                Xi  0.3437   0.1184     2.9040  0.0095  
 
Residual standard error: 28.85 on 18 degrees of freedom 
Multiple R-Squared: 0.319  
F-statistic: 8.433 on 1 and 18 degrees of freedom, the p-value is 0.009463  
 

 
Πίνακας 6.1.35 

Αποτελέσµατα εφαρµόζοντας την MΜ-εκτίµηση όταν υπάρχει ΚΕΠ & ΘΣΜ 
 *** Robust MM Linear Regression *** 
Final M-estimates. 
 
Call: lmRobMM(formula = Yi ~ Xi, data = SDF1, na.action = na.exclude, 
robust.control 
  = list(tlo = 0.0001, tua = 1.5e-006, mxr = 50, mxf = 50, mxs = 50, tl 
  = 1e-006, estim = "Test Based", seed = 1313, level = 0.1, efficiency 
  = 0.85, sampling = "Exhaustive", weight = c("Optimal", "Optimal")),  
 genetic.control = list(popsize = NULL, mutate.prob = NULL, random.n =  
 NULL, births.n = NULL, stock = list(), maxslen = NULL, stockprob =  
 NULL, nkeep = 1)) 
Residuals: 
    Min      1Q  Median     3Q   Max  
 -5.789 -0.9228 -0.1332 0.6888 125.2 
Coefficients: 
                    Value Std. Error t value Pr(>|t|)  
(Intercept) 35.5625  0.7342    48.4403  0.0000  
                Xi  0.3192  0.0066    48.1188  0.0000  
 
Residual scale estimate: 1.441 on 18 degrees of freedom 
 

Πίνακας 6.1.36 
Αποτελέσµατα εφαρµόζοντας την µέθοδο LTS όταν υπάρχει ΚΕΠ & ΘΣΜ 

 *** Robust LTS Linear Regression *** 
Method: 
[1] "Least Trimmed Squares Robust Regression." 
 



Call: 
ltsreg.formula(formula = Yi ~ Xi, data = SDF1, na.action = na.exclude) 
 
Coefficients: 
 Intercept      Xi  
 35.6214    0.3186 
 
Scale estimate of residuals: 1.218  

 
Πίνακας 6.1.37 

Αποτελέσµατα εφαρµόζοντας την µέθοδο LMS όταν υπάρχει ΚΕΠ & ΘΣΜ 
*** Robust LMS Linear Regression *** 

$coefficients: 
 Intercept         x  
   35.6378 0.3149606 
 
$scale: 
        Y  
 1.290921 
 
$residuals: 
 [1]  125.62204724    0.03149606   -0.16535433    2.60629921    1.40944882 
 [6]    0.70866142    0.50393701   -1.13385827    0.32283465   -1.45669291 
[11]    2.89763780   -0.70866142   -4.92913386   -1.25984252    0.64566929 
[16]    0.70866142    0.13385827   -0.23622047    1.43307087   -0.23622047 

 
Πίνακας 6.1.38 

Αποτελέσµατα εφαρµόζοντας την M-εκτίµηση όταν υπάρχει ΚΕΠ & ΘΣΜ 
***Μ-estimator, c=1.2*** 

$coefficients: 
 (Intercept)       x  
    35.96923 0.31435 
 
$residuals: 
 [1]  125.365715624   -0.233383953   -0.458932535    2.338366197    1.112817616 
 [6]    0.399818220    0.199368008   -1.404233682    0.001168853   -1.771031509 
[11]    2.650465171   -0.975983833   -5.126237304   -1.545482927    0.367966680 
[16]    0.477364387   -0.094385764   -0.465685704    1.192614839   -0.465685704 
$fitted.values: 
 [1]  74.63428  70.23338  55.45893  68.66163  53.88718  47.60018  49.80063  
67.40423 
 [9]  40.99883  44.77103  79.34953  68.97598 105.12624  59.54548  63.63203  
87.52264 
[17]  89.09439  88.46569  82.80739  88.46569 
 
 
 
 
 
 



 
 
A.7)Θετικό σηµείο µόχλευσης (ΘΣΜ) – Αρνητικό σηµείο µόχλευσης (ΑΣΜ) 

 
Πίνακας 6.1.39 

Αποτελέσµατα εφαρµόζοντας την ΜΕΤ όταν υπάρχει ΘΣΜ & ΑΣΜ 
*** Linear Model *** 

 
Call: lm(formula = Yi ~ Xi, data = SDF1, na.action = na.exclude) 
Residuals: 
    Min     1Q Median    3Q   Max  
 -44.65 -8.082  1.294 12.88 21.58 
 
Coefficients: 
              Value Std. Error t value Pr(>|t|)  
(Intercept) 57.5576  6.7483     8.5292  0.0000  
                Xi  0.0948  0.0466     2.0369  0.0566  
 
Residual standard error: 16.04 on 18 degrees of freedom 
Multiple R-Squared: 0.1873  
F-statistic: 4.149 on 1 and 18 degrees of freedom, the p-value is 0.05664  

 
Πίνακας 6.1.40 

Αποτελέσµατα εφαρµόζοντας την MΜ-εκτίµηση όταν υπάρχει ΘΣΜ & ΑΣΜ 
 *** Robust MM Linear Regression *** 
Final M-estimates. 
 
Call: lmRobMM(formula = Yi ~ Xi, data = SDF1, na.action = na.exclude, 
robust.control =  
 list(tlo = 0.0001, tua = 1.5e-006, mxr = 50, mxf = 50, mxs = 50, tl =  
 1e-006, estim = "Test Based", seed = 1313, level = 0.1, efficiency = 0.85,  
 sampling = "Exhaustive", weight = c("Optimal", "Optimal")), genetic.control 
  = list(popsize = NULL, mutate.prob = NULL, random.n = NULL, births.n =  
 NULL, stock = list(), maxslen = NULL, stockprob = NULL, nkeep = 1)) 
 
Residuals: 
    Min     1Q  Median     3Q   Max  
 -106.1 -1.187 -0.3573 0.5343 2.303 
 
Coefficients: 
              Value Std. Error t value Pr(>|t|)  
(Intercept) 35.4320  0.7330    48.3377  0.0000  
                Xi  0.3208  0.0064    49.9755  0.0000  
 
Residual scale estimate: 1.552 on 18 degrees of freedom 

 
Πίνακας 6.1.41 

Αποτελέσµατα εφαρµόζοντας την µέθοδο LTS όταν υπάρχει ΘΣΜ & ΑΣΜ 
 *** Robust LTS Linear Regression *** 
Method: 



[1] "Least Trimmed Squares Robust Regression." 
 
Call: 
ltsreg.formula(formula = Yi ~ Xi, data = SDF1, na.action = na.exclude) 
 
Coefficients: 
 Intercept      Xi  
 35.3751    0.3210 
 
Scale estimate of residuals: 1.24  
  

Πίνακας 6.1.42 
Αποτελέσµατα εφαρµόζοντας την µέθοδο LMS όταν υπάρχει ΘΣΜ & ΑΣΜ 

*** Robust LMS Linear Regression *** 
$coefficients: 
 Intercept         x  
  36.34286 0.3142857 
$scale: 
        Y  
 1.307572 
$residuals: 
 [1]    1.0000000   -0.6000000   -0.8285714    1.9714286    0.7428571 -104.6285714 
 [7]   -0.1714286   -1.7714286   -0.3714286   -2.1428571    2.2857143   -1.3428571 
[13]   -5.4857143   -1.9142857    0.0000000    0.1142857   -0.4571429   -0.8285714 
[19]    0.8285714   -0.8285714 

 
Πίνακας 6.1.43 

Αποτελέσµατα εφαρµόζοντας την M-εκτίµηση όταν υπάρχει ΘΣΜ & ΑΣΜ 
***Μ-estimator, c=1.2*** 

$coefficients: 
 (Intercept)         x  
    37.81878 0.2946386 
$residuals: 
 [1]   1.94067860   0.06561848  -1.08636907   2.53881129   0.38682374 -
98.83504640 
 [7]  -0.78287494  -1.28263446  -1.53299519  -3.06865794   3.52110016  -
0.75582727 
[13]  -2.63926199  -1.91667039   0.25302830   1.86049753   1.38730471   
0.97658184 
[19]   2.28007597   0.97658184 
 
$fitted.values: 
 [1]  74.05932  69.93438  56.08637  68.46119  54.61318 146.83505  50.78287  
67.28263 
 [9]  42.53300  46.06866  78.47890  68.75583 102.63926  59.91667  63.74697  

86.13950 

[17]  87.61270  87.02342  81.71992  87.02342 
 



Παράρτηµα Β 
 

Παρακάτω παρουσιάζονται αναλυτικά τα αποτελέσµατα του παραδείγµατος 6.2 όπως 

αυτά προκύπτουν µέσω του στατιστικού προγράµµατος S-PLUS.   

 
Πίνακας 6.2.3 

Αποτελέσµατα µέσω της ΜΕΤ 
*** Linear Model *** 

 
Call: lm(formula = y ~ x1 + x2 + x3, data = P3, na.action = na.exclude) 
Residuals: 
    Min     1Q  Median    3Q   Max  
 -7.238 -1.712 -0.4551 2.361 5.698 
 
Coefficients: 
                       Value Std. Error  t value Pr(>|t|)  
(Intercept) -39.9197  11.8960    -3.3557   0.0038 
              x1   0.7156   0.1349     5.3066   0.0001 
              x2   1.2953   0.3680     3.5196   0.0026 
              x3  -0.1521   0.1563    -0.9733   0.3440 
 
Residual standard error: 3.243 on 17 degrees of freedom 
Multiple R-Squared: 0.9136  
F-statistic: 59.9 on 3 and 17 degrees of freedom, the p-value is 3.016e-009  
 

Πίνακας 6.2.4 
Αποτελέσµατα µέσω της µεθόδου Ε∆Τ 
*** Robust LTS Linear Regression *** 

$coefficients: 
 Intercept            x1            x2                x3  
 -34.17857  0.7142857  0.3571429  3.741138e-017 
 
$scale: 
        Y  
 0.496801 
 
$residuals: 
          5          6         7        8          9        10        11  
 0.03571429 -0.3214286 0.3214286 1.321429 -0.4642857 0.3214286 0.3214286 
         12        13        14         15         16         17         18  
 -0.3214286 -2.678571 -2.035714 0.03571429 -0.9642857 -0.3214286 -0.3214286 
        19       20  
 0.3214286 2.035714 
 
 
 
 



Πίνακας 6.2.5 
Αποτελέσµατα µέσω της µεθόδου ΕΠΤ 

 *** Robust LTS Linear Regression *** 
Method: 
[1] "Least Trimmed Squares Robust Regression." 
 
Call: 
ltsreg.formula(formula = y ~ x1 + x2 + x3, data = P3, na.action = na.exclude) 
Coefficients: 
 Intercept       x1       x2       x3  
 -36.2032    0.7398   0.4786  -0.0235 
 
Scale estimate of residuals: 0.998  
 

Πίνακας 6.2.6 
Αποτελέσµατα µέσω της Μ-εκτίµησης  

***Μ-estimator, c=1.2*** 
$coefficients: 
 (Intercept)          x1             x2                x3                        
   -36.04583 0.7135145 0.4908539 -0.01027372 
 
$residuals: 
 [1] -0.09703607 -0.58788999 -0.01710159  0.98289841 -0.73383218  0.64852140 
 [7]  0.74098489  0.22156509 -2.33093116 -1.70877415  0.44910052 -0.58172064 
[13] -0.21640666 -0.14449061  0.37492918  2.11438990 
 
$fitted.values: 
 [1] 18.097036 18.587890 19.017102 19.017102 15.733832 13.351479 13.259015 
 [8] 12.778435 13.330931 13.708774  7.550899  7.581721  8.216407  8.144491 
[15]  8.625071 12.885610 
 

Πίνακας 6.2.7 
Αποτελέσµατα µέσω της ΜΜ-εκτίµησης 
*** Robust MM Linear Regression *** 

Final M-estimates. 
Call: lmRobMM(formula = y ~ x1 + x2 + x3, data = P3, na.action = na.exclude,  
 robust.control = list(tlo = 0.0001, tua = 1.5e-006, mxr = 50, mxf = 50, 
 mxs = 50, tl = 1e-006, estim = "Test Based", seed = 1313, level = 0.1,  
 efficiency = 0.85, sampling = "Exhaustive", weight = c("Optimal",  
 "Optimal")), genetic.control = list(popsize = NULL, mutate.prob = NULL, 
 random.n = NULL, births.n = NULL, stock = list(), maxslen = NULL,  
 stockprob = NULL, nkeep = 1)) 
 
Residuals: 
    Min      1Q   Median     3Q   Max  
 -2.583 -0.5081 -0.03945 0.4703 2.003 
 
Coefficients: 
               Value Std. Error  t value Pr(>|t|)  
(Intercept) -34.8629  26.9372    -1.2942   0.2199 



              x1   0.7469   0.5402     1.3827   0.1919 
              x2   0.4542   0.9451     0.4806   0.6395 
              x3  -0.0372   0.3932    -0.0946   0.9262 
 
Residual scale estimate: 0.8772 on 12 degrees of freedom 
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