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Περίληψη 

 

Η ασυµµετρία και η κύρτωση οι οποίες παρατηρούνται συχνά στις εµπειρικές κατανοµές 

των χρηµατοοικονοµικών δεδοµένων, καθιστούν το Υπόδειγµα Black & Scholes ακατάλληλο 

να περιγράψει µε ακρίβεια την συµπεριφορά των τιµών της αγοράς. Η χρήση στοχαστικών 

διαδικασιών που περιέχουν άλµατα, όπως η οικογένεια των ανελίξεων Lévy, µπορεί να δώσει 

απαντήσεις σε αυτά τα προβλήµατα. Η σύνδεση µεταξύ των απείρως διαιρετών κατανοµών 

και των ανελίξεων Lévy µέσω του Τύπου των Lévy-Khintchine προσδίδει σε αυτές τις 

διαδικασίες ιδιότητες, κατάλληλες για την επίτευξη του στόχου αυτού. Επιπλέον, η διάσπαση 

των ανελίξεων Lévy µέσω της Lévy-Itô ∆ιαχώρισης στα κύρια δοµικά συστατικά τους, 

διαφωτίζει τον τρόπο µε τον οποίο αυτές οι στοχαστικές διαδικασίες κατορθώνουν να 

αποδώσουν τα άλµατα και τον γενικό µηχανισµό διαµόρφωσης των τιµών της αγοράς. Τέλος, 

στα πλαίσια της εφαρµογής των στοχαστικών ανελίξεων Lévy στην Χρηµατοοικονοµία, 

διενεργείται κάτω από ένα ισοδύναµο martingale µέτρο πιθανότητας, σύµφωνα µε την Αρχή 

της µη Επιτηδειότητας, η τιµολόγηση ενός συγκεκριµένου τύπου εξωτικών δικαιωµάτων, 

αυτή των lookback δικαιωµάτων αγοράς επί του χρηµατοοικονοµικού δείκτη S&P 500. Η 

τιµολόγηση, επιχειρείται µε την χρήση τριών διαφορετικών υποδειγµάτων, του κλασσικού 

Black & Scholes, ενός Variance Gamma και ενός BNS Gamma-OU Υποδείγµατος. Η 

έλλειψη κλειστών τύπων υπολογισµού της αρχικής τιµής των συµβολαίων στις Lévy αγορές, 

αντιµετωπίζεται µε την µέθοδο της Monte Carlo προσοµοίωσης ενώ πραγµατοποιείται και η 

σύγκριση της προσαρµογής των τριών υποδειγµάτων στις πραγµατικές τιµές της αγοράς. 
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Abstract 

 

Skewness and kurtosis of the empirical distributions by which financial data are described, 

makes often the Black & Scholes Model not suitable for the accurate modeling of the 

market’s stock-price behaviour. The use of stochastic processes that obey an infinitely 

divisible distribution law, such as Lévy processes, gives answers to these problems. The 

connection between infinitely divisible distributions and Lévy processes by the Lévy-

Khintchine Formula, is lending these processes adaptable properties to achieve their goals. 

Furthermore, the description of Lévy processes through the Lévy-Itô Decomposition to their 

basic structural ingredients is enlightening the way in which these processes are capable to 

attribute the jumps and the mechanism of the market’s stock-price configuration in general. 

At the end, in order to examine an application of Lévy processes in Finance, an arbitrage-free 

pricing, under an equivalent martingale measure, of a special type of derivatives, the lookback 

call-options on the S&P 500 index, is represented. The pricing is accomplished with the use 

of three different stock-price models, the classical Black & Scholes, the Variance Gamma and 

the BNS Gamma-OU Model. Under the Lévy markets, the lack of explicit formulas for the 

calculation of the contract’s initial price is countered by Monte Carlo simulation. At the same 

time, the performance of the three models is compared against the real market prices. 
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 1ο 

 

 ΕΙΣΑΓΩΓΗ 

 

 

Τις τελευταίες τρεις δεκαετίες περίπου, από τις αρχές της δεκαετίας του 1980 έως σήµερα, 

τα παράγωγα χρηµατοοικονοµικά προϊόντα διαδραµατίζουν ολοένα και σηµαντικότερο ρόλο 

στον κόσµο της οικονοµίας. Η µεγάλη αποδοχή και η συνεχής άνθιση τέτοιων προϊόντων, σε 

συνδυασµό µε την καθηµερινή διαπραγµάτευσή τους ανά τον κόσµο, καθιστούν τις αγορές 

αυτές καίριας σηµασίας παράγοντες για την οµαλή λειτουργία της οικονοµίας. Η αξία και η 

απόδοση των παράγωγων χρηµατοοικονοµικών συµβολαίων είναι άµεσα εξαρτώµενες από 

τις τιµές άλλων  βασικών, υποκείµενων σε αυτά προϊόντων. Για την τιµολόγησή τους λοιπόν, 

µέγιστη σηµασία αποκτά ο τρόπος µε τον οποίο τα υποκείµενα πρωτογενή προϊόντα 

διαµορφώνουν τα επίπεδα τιµών τους, η εύρεση δηλαδή, του µηχανισµού εκείνου µέσω του 

οποίου εξελίσσονται οι χρηµατοοικονοµικές αγορές. 

Παράλληλα, ο κλάδος των Χρηµατοοικονοµικών Μαθηµατικών, λόγω της τεράστιας 

συνεισφοράς και επιρροής του στην βιοµηχανία των χρηµατιστηριακών αγορών, τυγχάνει 

εξαιρετικής ανάπτυξης. Επίσης, την τελευταία εικοσαετία, ένας άλλος κλάδος που αφορά 

στην µελέτη στοχαστικών διαδικασιών και πιο συγκεκριµένα στην Οικογένεια των 

Στοχαστικών Ανελίξεων Lévy, γνωρίζει εντυπωσιακή ανάπτυξη και εξέλιξη. Ο συγκερασµός 

των δύο αυτών ξεχωριστών πεδίων της Μαθηµατικής Επιστήµης, παρέχει την δυνατότητα 

εξεύρεσης νέων µεθόδων µοντελοποίησης των χρηµατοοικονοµικών αγορών, βελτιώνοντας 

έτσι την συµπεριφορά των ήδη υπαρχόντων σύµφωνα µε τις επιταγές της Οικονοµικής 

Θεωρίας, ανοίγοντας ταυτόχρονα καινούριες ατραπούς στην τιµολόγηση παράγωγων 

χρηµατοοικονοµικών προϊόντων. 

Σκοπός της παρούσης διπλωµατικής εργασίας, είναι η συγκέντρωση και παρουσίαση όλων 

εκείνων των θεµάτων που διαµορφώνουν την Θεωρία των Στοχαστικών Ανελίξεων Lévy. 

Στις σελίδες του παρόντος έργου, επιχειρείται η κατανόηση της φύσης και της συµπεριφοράς 

αυτών των στοχαστικών διαδικασιών, µέσω της οποίας διαφωτίζεται ο τρόπος µε τον οποίο  η 

οικογένεια των Lévy ανελίξεων επιτυγχάνει την κάλυψη των αναγκών της Οικονοµικής 
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Θεωρίας. Παράλληλα, στα πλαίσια της αριθµητικής εφαρµογής της εργασίας και της 

αξιοποίησης της Θεωρίας των Ανελίξεων Lévy στην Χρηµατοοικονοµία, γίνεται προσπάθεια 

τιµολόγησης ενός συγκεκριµένου τύπου εξωτικού παράγωγου χρηµατοοικονοµικού 

προϊόντος, εκείνου των lookback δικαιωµάτων αγοράς επί του χρηµατοοικονοµικού δείκτη 

S&P 500, µέσω Monte Carlo προσοµοίωσης. 

Αναλυτικότερα, η δοµή της παρούσης διπλωµατικής εργασίας έχει ως εξής. Μετά το 

πρώτο κεφάλαιο το οποίο αποτελεί την εισαγωγή και ουσιαστικά επισηµαίνει την σύνδεση 

των στοχαστικών ανελίξεων Lévy µε την Οικονοµική Θεωρία, στο Κεφάλαιο 2  γίνεται η 

πρώτη γνωριµία µε βασικές για την πορεία στοχαστικές διαδικασίες. Μεταβαίνοντας οµαλά 

από την έννοια της τυχαίας µεταβλητής στο περιεχόµενο µιας στοχαστικής διαδικασίας, 

πραγµατοποιείται η παρουσίαση της ανέλιξης Poisson,  της σύνθετης ανέλιξης Poisson και 

της Κίνησης Brown. Παρέχεται ο αυστηρός µαθηµατικός ορισµός τους και βασικά κοινά τους 

γνωρίσµατα υπό την µορφή ιδιοτήτων, τα οποία στην συνέχεια θα στοιχειοθετήσουν τον 

ορισµό µιας ανέλιξης Lévy. 

Στο Κεφάλαιο 3, πραγµατοποιείται αναφορά σε µία πολύ σηµαντική κλάση κατανοµών, 

αυτή των Απείρως ∆ιαιρετών (Infinitely Divisible Distributions). Προσδιορίζονται οι 

προϋποθέσεις τις οποίες πρέπει να πληρεί ένας νόµος πιθανότητας έτσι ώστε να 

χαρακτηριστεί ως απείρως διαιρετός και µέσω της χαρακτηριστικής συνάρτησης, 

αποδεικνύεται ο απείρως διαιρετός χαρακτήρας των κατανοµών που διέπουν τις στοχαστικές 

διαδικασίες που εισήχθησαν στο δεύτερο κεφάλαιο. Επιπλέον, ορίζεται µια εξίσου σηµαντική 

κλάση στοχαστικών ανελίξεων, οι διαδικασίες martingale. Οι ιδιότητες των ανελίξεων 

martingale, αποδεικνύονται εξαιρετικής σηµασίας σε ότι αφορά τις συνθήκες κάτω από τις 

οποίες λαµβάνει χώρα η τιµολόγηση παράγωγων χρηµατοοικονοµικών προϊόντων. 

Στο Κεφάλαιο 4, δίνεται ο αυστηρός µαθηµατικός ορισµός της οικογένειας των ανελίξεων 

Lévy. Επιπλέον, γίνεται αντιληπτή η άρρηκτη σχέση µεταξύ αυτών των διαδικασιών και των 

απείρως διαιρετών κατανοµών, ενώ µέσω του τύπου των Lévy-Khintchine (Lévy-Khintchine 

Formula) παρέχεται η επέκταση του ορισµού των τελευταίων σε όρους των ανελίξεων Lévy. 

Ταυτόχρονα, πραγµατοποιείται η Lévy-Itô διαχώριση (Lévy-Itô Decomposition) σύµφωνα µε 

την οποία, κάθε ανέλιξη Lévy διαχωρίζεται σε απλούστερες επιµέρους διαδικασίες. Η 

διαχώριση των ανελίξεων αυτών στα δοµικά συστατικά τους, προσφέρει την καλύτερη 

κατανόηση της συµπεριφοράς τους. Επιπλέον, βάσει της συµπεριφοράς τους αυτής, της 
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φύσης των τροχιών τους δηλαδή, ταξινοµούνται σε υποκλάσεις, κάποιες από τις οποίες 

χρησιµοποιούνται για να περιγράψουν σε επόµενο κεφάλαιο την διαµόρφωση των τιµών της 

αγοράς. 

Μεγάλο µέρος του Κεφαλαίου 5, αφιερώνεται σε θέµατα που αφορούν στην 

Χρηµατοοικονοµία. Σε πρώτο στάδιο, γνωστοποιείται η φύση των παράγωγων 

χρηµατοοικονοµικών προϊόντων ενώ παράλληλα εξετάζονται ζητήµατα σχετικά µε την 

τιµολόγηση τέτοιων συµβολαίων, όπως η Αρχή της µη Επιτηδειότητας (Arbitrage) και το 

ισοδύναµο martingale µέτρο πιθανότητας κάτω από το οποίο διενεργείται η τιµολόγησή τους. 

Επιπλέον, εισάγεται το περίφηµο Black & Scholes Υπόδειγµα περιγραφής της αγοράς και 

παρουσιάζονται οι σχέσεις µε τις οποίες βάσει αυτού, τιµολογούνται τα Ευρωπαϊκά 

∆ικαιώµατα Αγοράς και Πώλησης. Τονίζονται οι αδυναµίες του υποδείγµατος οι οποίες 

προκύπτουν από την µελέτη ιστορικών δεδοµένων καταδεικνύοντας έτσι τους λόγους 

εκείνους που οδηγούν στην χρήση των ανελίξεων Lévy για τον προσδιορισµό των τιµών της 

αγοράς. Στην συνέχεια, περιγράφονται µοντέλα περιγραφής των αγορών µέσω της 

οικογένειας των στοχαστικών ανελίξεων Lévy, είτε ως ανεξάρτητα υποδείγµατα αγορών 

Lévy, είτε ως γενικεύσεις του Black & Scholes υποδείγµατος µε στοχαστική πτητικότητα 

(Volatility). ∆ύο τέτοια υποδείγµατα βάσει των οποίων διενεργείται η εφαρµογή της εργασίας 

στο επόµενο κεφάλαιο, ένα από κάθε κατηγορία, το Variance Gamma Υπόδειγµα και το 

Black & Scholes Υπόδειγµα µε Gamma-OU  πτητικότητα τιµών, µελετώνται και αναλύονται 

σχολαστικά. 

Τέλος, στο Κεφάλαιο 6 πραγµατοποιείται η εφαρµογή όλων των προηγούµενων 

θεωρητικών ζητηµάτων που συζητήθηκαν στην πορεία της παρούσης εργασίας, η τιµολόγηση 

lookback δικαιωµάτων αγοράς επί του χρηµατοοικονοµικού δείκτη S&P 500, µέσω της 

Monte Carlo προσοµοίωσης. Σε πρώτη φάση, γίνεται η παρουσίαση του χρηµατοοικονοµικού 

δείκτη S&P 500, του υποκείµενου δηλαδή προϊόντος στο οποίο αναφέρονται τα προς 

τιµολόγηση συµβόλαια, παραθέτοντας βασικά χαρακτηριστικά της εµπειρικής του 

κατανοµής. Ταυτόχρονα, αναλύεται η φύση των συγκεκριµένων εξωτικών συµβολαίων, 

προσδιορίζοντας την αξία και απόδοσή τους για κάθε χρονική στιγµή. Εν συνεχεία, µέσω των 

ιστορικών δεδοµένων του δείκτη, περιγράφεται ο τρόπος µε τον οποίο προσδιορίζονται οι 

παράµετροι των κατανοµών των υποδειγµάτων που καλούνται να περιγράψουν την αγορά, µε 

την µέθοδο της βαθµονόµησης (Calibration). Πραγµατοποιείται η περιγραφή της γενικής 

αρχής η οποία διέπει την Monte Carlo προσοµοίωση στοχαστικών διαδικασιών και του 
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τρόπου µε τον οποίο αυτή εφαρµόζεται στην τιµολόγηση των συµβολαίων κάτω από το κάθε 

υπόδειγµα προσδιορισµού των τιµών της αγοράς ξεχωριστά. Μετά και την εφαρµογή της 

Monte Carlo προσοµοίωσης, παρουσιάζονται τα αποτελέσµατα της τιµολόγησης των 

παράγωγων χρηµατοοικονοµικών προϊόντων και συνάµα συγκρίνεται η ακρίβεια και η 

ποιότητα των αποτελεσµάτων της σε σχέση µε τις πραγµατικές τιµές της αγοράς. Η τελευταία 

παράγραφος του κεφαλαίου και της εργασίας αυτής στο σύνολό της, αφιερώνεται στην 

συγκέντρωση και καταγραφή των συµπερασµάτων τα οποία εξήχθησαν από την χρήση των 

ανελίξεων Lévy, συγκριτικά µε την Black & Scholes θεώρηση της αγοράς. 
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 2ο 

 

ΑΝΕΛΙΞΗ POISSON, ΣΥΝΘΕΤΗ ΑΝΕΛΙΞΗ POISSON & ΚΙΝΗΣΗ 

BROWN 

 

 

Στο αυτό το πρώτο κεφάλαιο, γίνεται η παρουσίαση κάποιων βασικών, απλών αλλά 

θεµελιώδους σηµασίας στοχαστικών ανελίξεων, οι οποίες ανήκουν στην κλάση των 

ανελίξεων Lévy. Αρχικά, πραγµατοποιείται µια σύντοµη αναφορά στην φύση των τυχαίων 

µεταβλητών καθώς και αναλύονται βασικές έννοιες της Θεωρίας Πιθανοτήτων, µε σκοπό την 

οµαλή µετάβαση και ροή στο κύριο µέρος του κεφαλαίου που είναι ο ορισµός των ανελίξεων 

αυτών και η παρουσίαση σηµαντικών ιδιοτήτων τους. Μετά την προσπάθεια κατανόησης της 

φύσης γενικά µιας στοχαστικής διαδικασίας, το ενδιαφέρον εστιάζεται σε τρεις 

συγκεκριµένες στοχαστικές διαδικασίες, την ανέλιξη Poisson, την σύνθετη ανέλιξη Poisson 

και τέλος την ανέλιξη Wiener, η συµπεριφορά των οποίων σχολιάζεται εκτενώς. Εκτός από 

τον ορισµό και κάποιες βασικές ιδιότητες των παραπάνω στοχαστικών διαδικασιών, γίνεται 

λόγος για την µέση τιµή, την διακύµανση και την ροπογεννήτρια καθεµιάς από τις παραπάνω 

ανελίξεις, ως συναρτήσεις του χρόνου. Επίσης, µέσω της γλώσσας προγραµµατισµού S και 

του στατιστικού πακέτου S-Plus 2000, παρατίθενται τα µονοπάτια των ανελίξεων αυτών στην 

πορεία του χρόνου. Και οι τρεις αυτές στοχαστικές διαδικασίες αποτελούν αναπόσπαστο 

κοµµάτι της θεωρίας των ανελίξεων Lévy και η σηµασία τους γίνεται άµεσα αντιληπτή στα 

επόµενα κεφάλαια. 

 

2.1  Η τυχαία Μεταβλητή 

Αρχικά και προτού γίνει αναφορά στη φύση µιας στοχαστικής ανέλιξης, είναι απαραίτητη 

η εισαγωγή της έννοιας της τυχαίας µεταβλητής. Μία µεταβλητή λοιπόν, της οποίας η τιµή 

εξαρτάται από την έκβαση ενός πειράµατος τύχης, δύναται να θεωρηθεί ως µία τυχαία 

µεταβλητή. Σύµφωνα µε αυτό, σε κάθε δυνατή κατάσταση του πειράµατος τύχης, αντιστοιχεί 

ένα πραγµατικό διάνυσµα nX ∈ℜ  και συνεπώς ως διακριτή τυχαία µεταβλητή ορίζεται µια 
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συνάρτηση : nX Ω→ℜ  η οποία δίνει πεπερασµένες ή αριθµήσιµα άπειρες το πλήθος 

πραγµατικές τιµές σε κάθε ενδεχόµενο ω  που ορίζει ο χώρος πιθανότητας ( , , )Ω Α Ρ  του 

εκάστοτε πειράµατος τύχης. Αντίθετα, όταν το σύνολο το οποίο παράγεται δεν είναι 

αριθµήσιµο, γίνεται λόγος για συνεχή τυχαία µεταβλητή. 

Στην περίπτωση των διακριτών τυχαίων µεταβλητών, η πραγµατική συνάρτηση 

[ ]: 0,1f Α→  που ορίζεται από την σχέση 

( )( )f x X x= Ρ =  

και οι τιµές της αθροίζουν στη µονάδα, δηλαδή  

( )( ) 1i i
i i

f x X x
ε εΑ Α

= Ρ = =∑ ∑ , 

 αποδίδει την πιθανότητα πραγµατοποίησης του ενδεχοµένου { }X x= . Η συνάρτηση 

[ ]: 0,1F ℜ→  µε τύπο 

( )( ) ( ) ,      
x t

F t X t f x t
≤

= Ρ ≤ = ∀ ∈ℜ∑  

καλείται αθροιστική συνάρτηση κατανοµής της διακριτής τυχαίας µεταβλητής και είναι αυτή 

που χαρακτηρίζει την κατανοµή. 

Για τις συνεχείς τυχαίες µεταβλητές, η πιθανότητα η οποία αποδίδεται σε µία  µεµονωµένη 

της τιµή είναι µηδενική,  ( ) 0X xΡ = =  και συνεπώς η συνάρτηση f  δεν λαµβάνει την ίδια 

έννοια όπως στην περίπτωση των διακριτών τυχαίων µεταβλητών. Η αθροιστική συνάρτηση 

κατανοµής :F ℜ→ℜ  ορίζεται εναλλακτικά ως  

( )( ) ( )  ,     
t

F t X t f x dx t
−∞

= Ρ ≤ = ∀ ∈ℜ∫  

και καλείται απλά συνάρτηση κατανοµής της συνεχούς τυχαίας µεταβλητής, ενώ η 

συνάρτηση  :f Α→ℜ  ονοµάζεται πυκνότητα της Χ. Στο σηµείο αυτό, αξίζει να σηµειωθεί 

πως σύµφωνα µε την κλασσική Θεωρία Μέτρου του Lebesgue, ένα άθροισµα πιθανοτήτων 

δύναται να αντιµετωπιστεί ως ένα ολοκλήρωµα και συνεπώς δεν είναι αναγκαίος ο παραπάνω 

διαχωρισµός. Η χρήση των όρων, συνάρτηση πυκνότητας και συνάρτηση κατανοµής είναι 

ορθή ανεξαρτήτως της φύσης της τυχαίας µεταβλητής. Παρόλα αυτά, λόγω της 

πολυπλοκότητας του ζητήµατος αυτού, διατηρείται η αρχική τους διάκριση. 
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Μία από τις σηµαντικότερες διακριτές κατανοµές πιθανότητας, η οποία αποτελεί  

αντικείµενο µελέτης του πρώτου αυτού κεφαλαίου, είναι η κατανοµή Poisson. Η κατανοµή 

Poisson χρησιµοποιείται στην πραγµατική ζωή για την µελέτη της πιθανότητας 

πραγµατοποίησης πολλών φαινοµένων τα οποία έχουν σχέση µε απαρίθµηση «σπάνιων» 

γεγονότων. Η πιθανότητα αυτή, δίνεται από την σχέση  

,    0,1, 2,....( ) !
   0 ,     ύ ,

x

e xf x x
λ λ

αλλο

−⎧
=⎪= ⎨

⎪⎩

       

όπου η σταθερά *λ +∈ℜ  είναι η παράµετρος της κατανοµής. Είναι γνωστό ότι (βλ. για 

παράδειγµα Hoel, Port και Stone (2005) είτε οποιοδήποτε άλλο σύγγραµµα σχετικό µε την 

Θεωρία Πιθανοτήτων), η µέση τιµή και η διακύµανση µιας τέτοιας τυχαίας µεταβλητής 

προκύπτουν ίσες µε: 

( ) ( )E X Var Xλ= = , 

ενώ η ροπογεννήτρια συνάρτηση µιας κατανοµής Poisson είναι η: 

( ) ( ) ( )1 * * ,             
tetX

XM t E e e tλ και λ−

+ += = ∀ ∈ℜ ∈ℜ . 

Παραδείγµατα τέτοιων φαινοµένων, φαινόµενα δηλαδή που εµφανίζονται να ακολουθούν 

την κατανοµή Poisson, είναι το πλήθος των ατόµων µιας ραδιενεργού ουσίας που διασπώνται 

στη µονάδα του χρόνου, το πλήθος των κλήσεων που δέχεται ένα τηλεφωνικό κέντρο στη 

µονάδα του χρόνου, το πλήθος των τυπογραφικών λαθών σε µία σελίδα ενός βιβλίου, το 

πλήθος των αιτήσεων για αποζηµίωση που δέχεται µια ασφαλιστική εταιρεία στη µονάδα του 

χρόνου, κ.ά. 

 

2.2  Η Στοχαστική Ανέλιξη 

Αυτό που συµβαίνει συνήθως στην πράξη και έχει ίσως το µεγαλύτερο ενδιαφέρον, είναι η 

µελέτη των παραπάνω φαινοµένων και η εξέλιξη τους στον χρόνο (ή στον χώρο). 

Αντιµετωπίζοντας ένα τέτοιο φαινόµενο καθαυτό τον τρόπο, εισάγεται η έννοια της 

στοχαστικής διαδικασίας. Γενικά, µια στοχαστική διαδικασία ή ανέλιξη, ορίζεται ως µια 

απειροπληθής οικογένεια τυχαίων µεταβλητών { }( , ) ,  X t t Tω ∈  (ο συµβολισµός 

χρησιµοποιείται καταχρηστικά στο σηµείο αυτό για να επισηµανθεί η παρακάτω 
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διαφοροποίηση) οι οποίες ορίζονται σε έναν χώρο πιθανότητας ( , , )Ω Α Ρ και παίρνουν 

πραγµατικές τιµές στον nℜ . 

Σύµφωνα µε τα παραπάνω, εύκολα διαπιστώνεται ότι µια στοχαστική ανέλιξη είναι µία 

συνάρτηση δύο µεταβλητών, της ω  και της t , όπου η t  τις περισσότερες των περιπτώσεων 

εκφράζει τον χρόνο ενώ η ω  ένα στοιχείο του δειγµατικού χώρου Ω  του πειράµατος τύχης 

το οποίο µελετάται. Κατά συνέπεια, 

 Για  συγκεκριµένο t T∈ , η στοχαστική διαδικασία { }( , ) ,  X t t Tω ∈  είναι µία 

τυχαία µεταβλητή  

( )  ,   tXω ω ω→ ∈Ω . 

 Για σταθερό  ε Ωω , η στοχαστική ανέλιξη { }( , ) ,    X t t Tω ε  συµπεριφέρεται ως 

συνάρτηση µιας µεταβλητής  

( )  ,   tt X t Tω→ ∈  

το γράφηµα της οποίας αποδίδει όπως λέγεται µια πραγµατοποίηση (realization) της 

στοχαστικής διαδικασίας ή την τροχιά (trajectory) ή το µονοπάτι (path) της. 

∆ιαισθητικά, οι δύο παραπάνω περιγραφές γίνονται ευκολότερα αντιληπτές, θεωρώντας 

όπως ήδη έχει αναφερθεί, ένα πείραµα τύχης το οποίο εκτυλίσσεται στον χρόνο. Ο χρόνος 

στον οποίο µελετάται το φαινόµενο, µπορεί να είναι είτε διακριτός, οπότε ουσιαστικά 

υπάρχει µια ακολουθία τυχαίων µεταβλητών { },  0,1, 2,...nX n =  η οποία ονοµάζεται ανέλιξη 

διακριτού χρόνου, είτε συνεχής οπότε η { } ,  tX t T∈  ονοµάζεται ανέλιξη συνεχούς χρόνου. 

Αποµονώνοντας κάποια χρονική στιγµή του φαινοµένου, καταργείται η δυναµική του στον 

χώρο και αυτό που στην πραγµατικότητα αντιµετωπίζεται δεν είναι τίποτε άλλο από µια 

τυχαία µεταβλητή όπως αυτή ορίστηκε στην προηγούµενη ενότητα. Επιπρόσθετα, ως ω  

θεωρείται το υπό παρακολούθηση πείραµα, ενώ ως ( )tX ω  το αποτέλεσµά του. Το σύνολο 

όλων των δυνατών αποτελεσµάτων του φαινοµένου το οποίο µελετάται, ονοµάζεται χώρος 

καταστάσεων της ανέλιξης και συµβολίζεται µε S . Αν το S  είναι αριθµήσιµο σύνολο, τότε 

γίνεται λόγος για στοχαστική διαδικασία µε διακριτό χώρο καταστάσεων ενώ αν το σύνολο 

S  είναι υπεραριθµήσιµο,  για στοχαστική διαδικασία µε συνεχή χώρο καταστάσεων. Για ένα 

συγκεκριµένο ω  λοιπόν, η έκβαση του πειράµατος τύχης «ξεδιπλώνεται» στον χρόνο και 

αποτυπώνεται ως η τροχιά της ανέλιξης. Προφανώς, η έκβαση του ίδιου πειράµατος (τροχιά), 

για το ίδιο ω , είναι διαφορετική κατά την επανάληψή του, ως απόρροια της τυχαιότητάς του. 
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Πίνακας 2.1: ∆ιάκριση Στοχαστικών ∆ιαδικασιών. 

 

Το πιθανοθεωρητικό µοντέλο µελέτης των παραδειγµάτων που αναφέρθηκαν στην 

προηγούµενη ενότητα, στηρίζεται στον ορισµό µιας στοχαστικής διαδικασίας { } ,  0tX t ≥  η 

οποία εκφράζει τον αριθµό των γεγονότων τα οποία συµβαίνουν στο χρονικό διάστηµα ( ]0, t , 

όπου ως χρόνος 0t =  θεωρείται η στιγµή που ξεκινά η παρακολούθηση του φαινοµένου. 

Στην περίπτωση όπου, για την οικογένεια τυχαίων µεταβλητών { },  0tX t ≥  η οποία παίρνει 

διακριτές τιµές 0,1, 2,....   tX t= ∀ ∈Τ , ισχύει ότι 

( ) ( ) ,  0,1, 2,.....
!

k
t

t
tP X k e k

k
λ λ−= = = , 

αυτή ορίζει µια στοχαστική ανέλιξη Poisson. Προφανώς, η ανέλιξη Poisson αποτελεί µια 

στοχαστική διαδικασία συνεχούς χρόνου µε διακριτό χώρο καταστάσεων, όπου για κάθε 

χρονική στιγµή t , η τυχαία µεταβλητή tX  ακολουθεί την κατανοµή Poisson µε παράµετρο 

tλ , 

  ( )  ,      
d

tX Poisson t tλ∼ ∀ ∈Τ . 

Η παράµετρος *λ +∈ℜ  καλείται ένταση (rate ή intensity) της ανέλιξης και αποδίδει τον 

µέσο αριθµό πραγµατοποιήσεων – αφίξεων – γεγονότων στη µονάδα του χρόνου. Αναφέρεται 

ότι η µέση τιµή και η διακύµανση της ανέλιξης Poisson ισούται µε: 

( ) ( )t tE X t Var Xλ= =  
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∆ιάγραµµα 2.1: Τροχιά της Ανέλιξης Poisson µε παράµετρο λ=0,5.  

 

και η ροπογεννήτρια αυτής συνάρτηση µε: 

( ) ( ) ( )-1 * * ,       ,       t

t

t eX
XM E e e t R R

θλθθ θ και λ+ += = ∀ ∈ ∈ . 

Η ανέλιξη Poisson είναι ένα παράδειγµα µιας ευρύτερης οικογένειας ανελίξεων, γνωστές 

ως απαριθµήτριες ανελίξεις. Μια πραγµατοποίηση της ανέλιξης Poisson, δύναται να 

παρασταθεί µε µία αύξουσα κλιµακωτή συνάρτηση όπου σε διάφορες χρονικές στιγµές, οι 

οποίες όπως φαίνεται παρακάτω προκύπτουν βάσει συγκεκριµένης νοµοτελειακής αρχής, 

πραγµατοποιούνται άλµατα ύψους µιας µονάδας. Το διάγραµµα 2.1 , απεικονίζει µια 

πραγµατοποίηση της ανέλιξης Poisson µε ένταση 0,5λ = . Οι γραµµές εντολών σε γλώσσα S, 

βάσει των οποίων δηµιουργήθηκε το διάγραµµα αυτό, δύναται να βρεθούν στις τελευταίες 

σελίδες της εργασίας, στους πίνακες του Παραρτήµατος Γ . 

Εν συνεχεία, παρουσιάζονται κάποιες βασικές ιδιότητες των ανελίξεων Poisson, οι οποίες 

ισχύουσες ταυτοχρόνως αποτελούν ικανές και αναγκαίες συνθήκες για µία στοχαστική 

διαδικασία ώστε αυτή να χαρακτηριστεί ανέλιξη Poisson. Οι τέσσερις αυτές ιδιότητες που 
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παρατίθενται αµέσως πιο κάτω, αποτελούν έναν εναλλακτικό τρόπο ορισµού µιας τέτοιας 

ανέλιξης. 

 Ιδιότητα 1η: 

0 0X = . 

Έχει ήδη αναφερθεί ότι ως χρόνος «µηδέν», θεωρείται εκείνη ακριβώς η χρονική στιγµή 

από την οποία αρχίζει η παρακολούθηση του πειράµατος που µελετάται. Κατά συνέπεια, 

είναι απόλυτα φυσική η παραδοχή ότι την στιγµή εκείνη δεν έχει πραγµατοποιηθεί κανένα 

γεγονός. Η πρώτη ιδιότητα λοιπόν, αναφέρεται στο γεγονός ότι την χρονική στιγµή 0t =  που 

ξεκινά η ανέλιξη Poisson, παρατηρούνται «µηδέν» αφίξεις. 

 Ιδιότητα 2η: 

( )
( )            1

/ ( )                    1
1 ( )       0.

t h t

h o h m
P X n m X n o h m

h o h m

λ αν
αν

λ αν
+

+ =⎧
⎪= + = = >⎨
⎪ − + =⎩

 

Η δεύτερη αυτή ιδιότητα µαρτυρεί ότι ανάµεσα σε «πολύ σύντοµα» - απειροστά χρονικά 

διαστήµατα ( ),t t h+ , συµβαίνει το πολύ ένα γεγονός. Με τον όρο 0h ≈ , περιγράφονται 

απειροστοί χρόνοι, χρόνοι δηλαδή οι οποίοι βρίσκονται πάρα πολύ κοντά στο «µηδέν» ενώ το 

( )o h , περιγράφει µία ποσότητα η οποία είναι συνάρτηση αυτού του σύντοµου χρονικού 

διαστήµατος µήκους h  και η οποία φθίνει γρηγορότερα από αυτό στο «µηδέν», για πολύ 

µικρά h . ∆ηλαδή, 

( ) 0    ό   0o h h
h

ταν= → . 

Από αυτή τη δεσµευµένη πιθανότητα και µετά από πράξεις, προκύπτει το παραπάνω 

συµπέρασµα. 

Από την φύση του πειράµατος που εξετάζεται, είναι προφανές ότι µεταξύ δύο 

διαφορετικών χρονικών στιγµών, είτε θα πραγµατοποιηθούν κάποια γεγονότα µε µία 

πιθανότητα p , είτε δεν θα πραγµατοποιηθεί κανένα µε πιθανότητα 1 p− .  Η πιο πάνω 

ιδιότητα καταδεικνύει πως, το ενδεχόµενο να συµβούν περισσότερα από ένα γεγονότα, όταν 

το χρονικό αυτό διάστηµα τείνει στο «µηδέν», είναι µάλλον απίθανο ή αυστηρότερα, έχει 

πιθανότητα «µηδέν». Κατά συµπέρασµα, σε απειροστά χρονικά διαστήµατα, συµβαίνει είτε 

ένα είτε κανένα γεγονός. Μάλιστα, η πιθανότητα να συµβεί το γεγονός αυτό, είναι ανάλογη 
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του µήκους h  του διαστήµατος, µε λόγο την ένταση λ  της ανέλιξης. Έχοντας λοιπόν 

κάποιος κατά νου τα παραπάνω και προχωρώντας ένα ακόµα βήµα τους υπολογισµούς του, 

είναι εύκολο να αντιληφθεί πως η ένταση της ανέλιξης Poisson, δίνει κατά κάποιον τρόπο την 

ταχύτητα πραγµατοποίησης των γεγονότων στο πείραµα το οποίο µελετάται. 

 Ιδιότητα 3η: 

Η τυχαία µεταβλητή s tX X−  είναι ανεξάρτητη της τυχαίας 

µεταβλητής *    , ,   tX s t s tµε+∀ ∈ℜ > . 

Η συγκεκριµένη ιδιότητα αναφέρει ότι ο αριθµός των γεγονότων που συνέβησαν µεταξύ 

δύο χρονικών στιγµών, δεν επηρεάζεται από το πλήθος των γεγονότων που είχαν συµβεί 

µέχρι εκείνη την χρονική στιγµή. Με άλλα λόγια, οι αφίξεις που παρατηρούνται σε ένα 

χρονικό διάστηµα δεν εξαρτώνται από τις αφίξεις προηγούµενων χρόνων, η ιστορία δηλαδή 

της ανέλιξης { } ,  0tX t ≥  δεν διαδραµατίζει κανέναν απολύτως ρόλο στην µελλοντική της 

εξέλιξη.  

Μια διαφορετική, πιο γενική ίσως διατύπωση της παραπάνω ιδιότητας είναι ότι για δύο 

ξένα µεταξύ τους χρονικά διαστήµατα που εξελίσσεται το φαινόµενο, οι τυχαίες µεταβλητές 

οι οποίες εκφράζουν το πλήθος των πραγµατοποιήσεων των γεγονότων σε καθένα από αυτά, 

είναι µεταξύ τους ανεξάρτητες. Λέγεται λοιπόν ότι, η στοχαστική ανέλιξη { } ,  0tX t ≥  έχει 

ανεξάρτητες προσαυξήσεις (independent increaments). 

 Ιδιότητα 4η: 

{ } { }0

* *

/ / 0    

 , ,       , ,   .
t s t sP X n X m P X n m X

s t s t m n n mµε και µε
+

+ +

= = = = − =

∀ ∈ℜ > ∈Ζ ≥
 

Σύµφωνα µε αυτό, η πιθανότητα να συµβεί οποιοσδήποτε αριθµός γεγονότων σε κάποιο 

χρονικό διάστηµα εξέλιξης του φαινοµένου, είναι η ίδια για όλα τα διαστήµατα ίσου πλάτους. 

Η ιδιότητα αυτή, διασαφηνίζει το γεγονός ότι το πλήθος των αφίξεων σε ένα χρονικό 

διάστηµα, δεν επηρεάζεται από την χρονική στιγµή που αυτό ξεκινά παρά µόνο από την 

διάρκεια κατά την οποία εξετάζεται. ∆εν εξαρτάται δηλαδή από το «πότε» αλλά απ’ το 

«πόσο» διαρκεί η παρατήρηση. Η εξαιρετική σηµασία της ιδιότητας αυτής έγκειται στο ότι η 

ανέλιξη διατηρεί την ισονοµία της οποιαδήποτε χρονική στιγµή και αν θεωρηθεί ως αφετηρία 

της. Οποιαδήποτε χρονική στιγµή  και αν ξεκινήσει κανείς την παρατήρηση του φαινοµένου, 



 

 13

η ανέλιξη δεν αλλοιώνεται, δεν χάνεται  δηλαδή πληροφορία. Σε µια τέτοια περίπτωση, 

λέγεται ότι η στοχαστική ανέλιξη { },  0tX t ≥  έχει οµογενείς ή στάσιµες προσαυξήσεις 

(stationary increaments). 

 

Μια στοχαστική διαδικασία λοιπόν, δύναται να χαρακτηριστεί ως ανέλιξη Poisson αν και 

µόνο αν ικανοποιεί ταυτοχρόνως τις παραπάνω τέσσερις ιδιότητες. Κατά την παρακολούθηση 

όµως ενός τέτοιου πειράµατος το οποίο προσεγγίζεται από µια ανέλιξη Poisson ή 

οποιαδήποτε άλλη απαριθµήτρια ανέλιξη, εκτός από το πλήθος των γεγονότων τα οποία 

συµβαίνουν, συχνά ύψιστης σηµασίας είναι και ορισµένα άλλα «µεγέθη», όπως για 

παράδειγµα οι χρόνοι κατά τους οποίους παρατηρούνται οι αφίξεις αυτές. Οι χρόνοι αυτοί 

ονοµάζονται χρόνοι άφιξης ή πραγµατοποίησης, είναι προφανώς τυχαίες µεταβλητές και 

ορίζουν µια αύξουσα ακολουθία τυχαίων µεταβλητών ως εξής: 

{ }min :  ,  0,1, 2,.....     n tY t X n n tκαι= = = ∈Τ . 

Όπως έγινε ήδη αντιληπτό, η τυχαία µεταβλητή nY παριστάνει το χρόνο που απαιτείται για να 

πραγµατοποιηθεί το n -οστό γεγονός. Προφανώς 0Y 0= . 

Βάσει της ακολουθίας των χρόνων άφιξης και θεωρώντας τις διαδοχικές διαφορές της, 

ορίζεται µία νέα ακολουθία τυχαίων µεταβλητών { },  1, 2,....nT n = όπου 

-1  ,   1, 2,....n n nT Y Y n= − =  

Οι νέες αυτές τυχαίες µεταβλητές ονοµάζονται ενδιάµεσοι χρόνοι και εκφράζουν το χρόνο 

που µεσολαβεί µεταξύ δύο συνεχόµενων αφίξεων. Η τυχαία µεταβλητή δηλαδή kT , 

παριστάνει τον χρόνο µεταξύ της 1κ − και κ -αστής άφιξης. Με την βοήθεια των ενδιάµεσων 

χρόνων και ακολουθώντας αντίστροφη πορεία ορίζονται εναλλακτικά, τόσο οι χρόνοι άφιξης 

όσο και το πλήθος των πραγµατοποιήσεων που µετρά η αρχική ανέλιξη Poisson, ως εξής: 

1
     ό   1, 2,...,      1, 2,...

n

n i
i

Y T i n nπου και
=

= = =∑  

και 

{ }max :    ό   1, 2,...      t nX n Y t n tπου και= ≤ = ∈Τ . 

∆ιασαφηνίζεται λοιπόν ότι, ο χρόνος πραγµατοποίησης του n -οστού γεγονότος, ο χρόνος 

δηλαδή ο οποίος απαιτείται για την καταγραφή της n -οστής άφιξης, είναι το άθροισµα των n  

πρώτων ενδιάµεσων χρόνων. Με άλλα λόγια, αθροίζοντας τους χρόνους µεταξύ όλων των 
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προηγούµενων διαδοχικών αφίξεων, προκύπτει ο χρόνος πραγµατοποίησης του γεγονότος για 

τον οποίο επιδεικνύεται ενδιαφέρον. Επιπλέον, το πλήθος των γεγονότων που συνέβησαν έως 

µια δεδοµένη χρονική στιγµή, προκύπτει από εκείνον τον χρόνο άφιξης ο οποίος είναι ο 

µεγαλύτερος των υπολοίπων και µικρότερος από την χρονική στιγµή που εξετάζεται. 

Αξιοποιώντας όλα τα παραπάνω τα οποία ειπώθηκαν για µια στοχαστική ανέλιξη Poisson, 

αντλείται µια πολύ σηµαντική ιδιότητα η οποία δηλώνει πως οι ενδιάµεσοι χρόνοι 

{ } ,  1, 2,....nT n =  µιας απαριθµήτριας ανέλιξης  Poisson είναι ανεξάρτητες και ισόνοµες (i.i.d) 

τυχαίες µεταβλητές που ακολουθούν την εκθετική κατανοµή µε την ίδια παράµετρο λ . 

Επιπλέον, αποδεικνύεται (π.χ. Grimmett & Stirzaker (2001)) και το αντίστροφο της άνωθι 

ιδιότητας, δηλαδή, η στοχαστική ανέλιξη Poisson είναι η µοναδική απαριθµήτρια ανέλιξη για 

την οποία οι διαδοχικοί χρόνοι πραγµατοποίησης των γεγονότων της, είναι ανεξάρτητες και 

ισόνοµες τυχαίες µεταβλητές που ακολουθούν την εκθετική κατανοµή µε την ίδια παράµετρο 

λ . Η βαρύνουσα σηµασία της πρότασης αυτής, οφείλεται όπως εύκολα µπορεί να φανταστεί 

κανείς, στην αµνήµονα ιδιότητα της εκθετικής κατανοµής, χάριν των απλουστεύσεων των 

οποίων προσφέρει στους υπολογισµούς που προκύπτουν. Αυτός είναι άλλωστε και ο λόγος 

που η ανέλιξη Poisson αν και απλοϊκή στις υποθέσεις της, αποτελεί την θεµελιώδη 

απαριθµήτρια ανέλιξη. 

Είναι γνωστό, πως η τυχαία µεταβλητή η οποία ορίζεται ως το άθροισµα ανεξάρτητων 

τυχαίων µεταβλητών που ακολουθούν την εκθετική κατανοµή, ακολουθεί µε τη σειρά της την 

κατανοµή Erlang (κατανοµή γάµµα) µε παραµέτρους το πλήθος των προστιθέµενων όρων και 

την παράµετρο της εκθετικής κατανοµής. Από τον τρόπο µε τον οποίο ορίστηκαν οι χρόνοι 

άφιξης µιας ανέλιξης Poisson λοιπόν, έπεται πως ο χρόνος άφιξης του n -οστού γεγονότος 

  ,   1, 2,....nY n =  ακολουθεί την κατανοµή γάµµα µε παραµέτρους n  και λ , 

*( , )  ,   0,1, 2,.....      
d

nY Gamma n nλ και λ +∼ ∀ = ∈ℜ . 

Μια τελευταία ιδιότητα της ανέλιξης Poisson που κρίνεται σκόπιµο να αναφερθεί και 

δύναται να βρεθεί µεταξύ άλλων στο βιβλίο του Κάκουλλου (1995), αφορά στην 

«τυχαιότητα» των χρόνων άφιξης. Συγκεκριµένα, η ιδιότητα αυτή αναφέρει ότι η δεσµευµένη 

κατανοµή των χρόνων άφιξης n  γεγονότων σε χρόνο t , δεδοµένου ότι έχουν 

πραγµατοποιηθεί n  το πλήθος γεγονότα στο αυτό χρονικό διάστηµα, ταυτίζεται µε την 

κατανοµή διατεταγµένου δείγµατος που αντιστοιχεί σε τυχαίο δείγµα n  παρατηρήσεων από 
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την οµοιόµορφη κατανοµή στο διάστηµα ( ]0, t . Με άλλα λόγια, δεδοµένου ότι σε ένα 

χρονικό διάστηµα µήκους t  έχουν συµβεί n  το πλήθος γεγονότα, το «πότε» αυτά συνέβησαν 

προκύπτει αν επιλεγούν n  το πλήθος σηµεία από την οµοιόµορφη κατανοµή στο διάστηµα 

( ]0, t  και εν συνεχεία διαταχθούν κατά αύξουσα σειρά. 

Κλείνοντας την σύντοµη αυτή αναφορά στην ανέλιξη Poisson, γίνεται λόγος για κάποιες 

γενικεύσεις της. Η στοχαστική ανέλιξη Poisson, είναι όπως ήδη έχει αναφερθεί, θεµελιώδους 

σηµασίας απαριθµήτρια διαδικασία λόγω της απλότητας των υποθέσεων της. Ωστόσο, οι 

υποθέσεις αυτές κρίνονται και εξαιρετικά περιοριστικές. Στην προσπάθεια επέκτασής της 

λοιπόν, µία πρώτη γενίκευση είναι η παραδοχή ότι η ένταση της ανέλιξης λ , δεν είναι πλέον 

µία σταθερά αλλά µία πραγµατική συνάρτηση του χρόνου ( )tλ . Η νέα αυτή διαδικασία η 

οποία ονοµάζεται µη-οµογενής ανέλιξη Poisson, διατηρεί αναλλοίωτες τις ιδιότητες της 

οµογενούς Poisson, µε την διαφορά βέβαια ότι ο αναµενόµενος αριθµός αφίξεων δεν είναι 

πλέον σταθερός αλλά εξαρτάται από την χρονική στιγµή στην οποία βρίσκεται το φαινόµενο. 

Η παραδοχή αυτή, καθιστά ένα τέτοιο µοντέλο περισσότερο ρεαλιστικό, εγγύτερα στην 

πραγµατικότητα.  

Μία δεύτερη γενίκευση της απαριθµήτριας ανέλιξης Poisson είναι οι λεγόµενες 

ανανεωτικές ανελίξεις (Renewals). Μια ανανεωτική ανέλιξη δεν διατηρεί την ιδιότητα των 

ενδιάµεσων χρόνων της ανέλιξης Poisson. Σε αυτές τις απαριθµήτριες διαδικασίες, οι 

ενδιάµεσοι χρόνοι θεωρούνται ανεξάρτητες και ισόνοµες τυχαίες µεταβλητές που όµως δεν 

ακολουθούν την εκθετική κατανοµή. Το γεγονός αυτό, έχει ως συνέπεια την µη-στασιµότητα 

των προσαυξήσεων των διαδικασιών αυτών, µε αποτέλεσµα την µη θεώρησή τους ως µέλη 

της ευρύτερης οικογένειας των ανελίξεων Lévy. Για το λόγο αυτό, η αναφορά στις 

ανανεωτικές ανελίξεις σταµατάει εδώ ενώ περισσότερες πληροφορίες σχετικά, µπορούν να 

αναζητηθούν π.χ. στους Grimmett & Stirzaker (2001). 

 

2.3  Η Σύνθετη Στοχαστική Ανέλιξη 

Στα παραδείγµατα που αναφέρθηκαν παραπάνω, η όλη προσοχή επικεντρώθηκε στην 

απαρίθµηση γεγονότων που συµβαίνουν, στην χρονική στιγµή κατά την οποία συµβαίνουν 

κτλ. Για όλα αυτά, η ανέλιξη Poisson αποτελεί µια ικανοποιητική προσέγγιση των 

φαινοµένων αυτών. Τις περισσότερες των περιπτώσεων όµως και όπως είναι φυσικό, 
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παράλληλα µε την απαρίθµηση αφίξεων, ιδιαίτερο ενδιαφέρον παρουσιάζουν και άλλοι 

παράγοντες που συνδέονται µε τα γεγονότα αυτά. Για παράδειγµα, εκτός από το πλήθος των 

αιτήσεων για αποζηµίωση που δέχεται µια ασφαλιστική εταιρεία σε µια χρονική περίοδο, 

εύλογο είναι το ενδιαφέρον για το ύψος της κάθε αποζηµίωσης και κυρίως, του συνολικού 

ύψους των αποζηµιώσεων που συσσωρεύονται  για την εταιρεία στην χρονική περίοδο που 

εξετάζεται. Το συνολικό αυτό ύψος των απαιτήσεων προς τους πελάτες είναι προφανώς 

άµεσα συνδεδεµένο µε το πλήθος των αιτήσεων για αποζηµίωση που δέχεται η εταιρεία. 

Οµοίως, εκτός ίσως από το πλήθος των τροχαίων ατυχηµάτων που συµβαίνουν σε µια 

συγκεκριµένη  διασταύρωση για µια χρονική περίοδο, ιδιαίτερο ενδιαφέρον παρουσιάζεται 

και για το συνολικό κόστος σε ανθρώπινες ζωές ή σε ότι αφορά τον αριθµό κλήσεων που 

δέχεται καθηµερινά ένα τηλεφωνικό κέντρο, ενδιαφέρον επιδεικνύεται για τον συνολικό 

χρόνο απασχόλησης της τηλεφωνικής γραµµής του κέντρου,  καθώς και πολλές άλλες τέτοιες 

συναφείς ποσότητες. 

Όλα αυτά τα προς εξέταση νέα µεγέθη, αποτελούν ανεξάρτητες τυχαίες µεταβλητές για 

κάθε µια πραγµατοποίηση ενός γεγονότος που προσµετρά η απαριθµήτρια ανέλιξη. Καθαυτό 

τον τρόπο, δηµιουργείται µία ακολουθία ανεξάρτητων τυχαίων µεταβλητών { } ,  1, 2,...nX n =  

που εκφράζει το ύψος κάποιου µεγέθους, για κάθε ένα γεγονός που πραγµατοποιείται. Αν µε 

{ } ,  tN t T∈  οριστεί η ανεξάρτητη των { },  1, 2,...nX n =  στοχαστική διαδικασία, η οποία 

λαµβάνει ακέραιες και µη-αρνητικές τιµές, τότε, κατά τη διάρκεια µιας χρονικής περιόδου T , 

η συνολική ποσότητα του µεγέθους που µελετάται δίνεται από την σχέση που ακολουθεί. 

1
             1

             
  0                  0

tN

n t
nt

t

X N
S t T

N

αν

αν
=

⎧
≥⎪= ∀ ∈⎨

⎪ =⎩

∑ . 

Είναι ξεκάθαρο, πως η συνολική αυτή ποσότητα { } ,  tS t T∈  είναι µε τη σειρά της µία 

συνεχής στοχαστική διαδικασία (ως συνάρτηση του χρόνου t ) µε συνεχή χώρο καταστάσεων, 

όπου για κάθε συγκεκριµένη χρονική στιγµή t T∈ , η τυχαία µεταβλητή tS  ακολουθεί, όπως 

έχει επικρατήσει να λέγεται, µία σύνθετη κατανοµή. Η απαριθµήτρια ανέλιξη { } ,  tN t T∈  

είναι εκείνη η οποία δίνει το όνοµά της σε αυτή τη κατανοµή. Συνεπώς, κατά την περίπτωση 

όπου { } ,  tN t T∈  είναι η απαριθµήτρια ανέλιξη Poisson , λέγεται ότι η στοχαστική 

διαδικασία  { } ,  tS t T∈  είναι µια σύνθετη ανέλιξη Poisson. 
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∆ιάγραµµα 2.2: Πραγµατοποίηση της Σύνθετης Ανέλιξης Poisson µε  

παράµετρο λ=0,5 και {Χn , n=1,2,…} → N(0,1). 

 

Μια πραγµατοποίηση της σύνθετης ανέλιξης Poisson, όπως και στην περίπτωση της 

ανέλιξης Poisson, δύναται να παρασταθεί ως µία κλιµακωτή συνάρτηση µε την διαφορά ότι 

δεν είναι κατ’ ανάγκη αύξουσα ως προς τον χρόνο και επίσης, το µήκος των αλµάτων τα 

οποία συµβαίνουν, δεν είναι εν γένει ίσα µε τη µονάδα. Η µονοτονία της συνάρτησης αυτής, 

εξαρτάται από τις τιµές τις οποίες λαµβάνουν οι ανεξάρτητες και ισόνοµες τυχαίες 

µεταβλητές { } ,  1, 2,...nX n = . Στην περίπτωση όπου, η ακολουθία { },  1, 2,...nX n =  λαµβάνει 

µη αρνητικές τιµές, όπως για παράδειγµα όταν αυτές εκφράζουν το ύψος των απαιτήσεων 

που καταφθάνουν σε µια ασφαλιστική εταιρεία, η δειγµατοσυνάρτηση της σύνθετης ανέλιξης 

Poisson είναι αύξουσα και µοιάζει µε αυτή της απαριθµήτριας Poisson.  

Στο διάγραµµα 2.2 , παρουσιάζεται το µονοπάτι µιας σύνθετης ανέλιξης Poisson µε 

παράµετρο 0,5λ =  µε την ακολουθία των ανεξάρτητων και ισόνοµων τυχαίων µεταβλητών 

να ακολουθούν την τυπική κανονική κατανοµή, { },  1, 2,...          (0,1)
d

nX n iid N= ∼ . Στο 

διάγραµµα 2.3  της επόµενης σελίδας, απεικονίζεται µια πραγµατοποίηση της ίδιας ακριβώς  
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∆ιάγραµµα 2.3: Πραγµατοποίηση της Σύνθετης Ανέλιξης Poisson 

µε Γραµµική Τάση και παραµέτρους λ=0,5 , c=0,2 και {Χn , n=1,2,…} → N(0,1). 

 

στοχαστικής διαδικασίας στην οποία όµως εφαρµόζεται µια γραµµική ως προς το χρόνο 

τάση. Πρόκειται κατά προφανή τρόπο για την ανέλιξη  

1
  ,    0,  

tN

t n
n

Y X ct t c
=

= + ≥ ∈ℜ∑  

 µε την διαδικασία { } ,  tN t T∈  να είναι η απαριθµήτρια ανέλιξη Poisson, για την οποία 

γίνεται ιδιαίτερη αναφορά στα επόµενα κεφάλαια του παρόντος πονήµατος. Οι αλγόριθµοι 

που δηµιουργήθηκαν για την κατασκευή των παραπάνω στοχαστικών ανελίξεων και την 

αποτύπωση ενός πιθανού µονοπατιού τους, παρατίθενται στο τελευταίο µέρος της εργασίας, 

στους πίνακες του Παραρτήµατος Γ . 

Στη συνέχεια, ακολουθεί µια συνοπτική παρουσίαση των δύο πρώτων ροπών µιας 

σύνθετης ανέλιξης, συναρτήσει της µέσης τιµής και της διακύµανσης της απαριθµήτριας 

ανέλιξης { } ,  tN t T∈  και των ανεξάρτητων τυχαίων µεταβλητών { } ,  1, 2,...nX n =  Επίσης, 

πραγµατοποιείται ο προσδιορισµός της ροπογεννήτριας  συνάρτησης της σύνθετης 

κατανοµής σε σχέση µε τις ροπογεννήτριες συναρτήσεις των { } ,  tN t T∈  και 
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{ } ,  1, 2,...nX n =  Ταυτόχρονα, δίνεται η µορφή που παίρνουν τα παραπάνω για την 

περίπτωση της σύνθετης ανέλιξης Poisson στην οποία επικεντρώνεται η παρούσα ενότητα. Η 

πορεία των παρακάτω υπολογισµών, δύναται να βρεθούν στις σηµειώσεις του Κ. Πολίτη για 

το µάθηµα «Θεωρία Χρεοκοπίας» του Τµήµατος Στατιστικής και Ασφαλιστικής Επιστήµης 

του Πανεπιστηµίου Πειραιά 

Γενικά λοιπόν, υποθέτοντας ότι η µέση τιµή και η διακύµανση της ακολουθίας των 

τυχαίων µεταβλητών { } ,  1, 2,...nX n =  είναι 

( )nX µΕ =    και    ( ) 2      nVar X nσ= ∀ ∈Ν , 

η ροπή 1ης τάξης της σύνθετης κατανοµής δίνεται ως εξής: 

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )
  ,    

     
/

t t

n

ί S N t T

t t t t t t
ί X n Z

E S E E S N N E N N
νεξαρτησ α των

νεξαρτησ α των
µ

Α ∀ ∈

Α ∀ ∈

= Ε = Ε= , 

ενώ η ροπή 2ης τάξης, προκύπτει από την σχέση: 

( ) ( )( ) ( )( )

  ,    

1 1

 / /

t t

t t t t t

n nί S N t T

i i
i i

Var S Var E S N n E Var S N n

Var E X E Var X
νεξαρτησ α τωνΑ ∀ ∈

= =

= = + = =

⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞= + =⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠
∑ ∑

 

                          

( ) ( )

( ) ( )

    
2

2 2

   

                .

nί X n Z

t t

Var n E n

Var E

νεξαρτησ α των

µ σ

µ σ

Α ∀ ∈

= + =

= Ν + Ν

 

Στην περίπτωση της σύνθετης ανέλιξης Poisson, στην περίπτωση δηλαδή όπου 

( ) ( )t tE Var tλΝ = Ν = , 

η µέση τιµή και η διακύµανση της  στοχαστικής διαδικασίας tS  δίνεται από τις σχέσεις: 

( )tE S tµλ=  

και 

( ) 2 2
tVar S t tλµ λσ= + . 

Αναφορικά µε την ροπογεννήτρια συνάρτηση της στοχαστικής διαδικασίας tS , ισχύουν τα 

εξής: 
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( ) ( ) ( )( ) 1

   ,    

  /

n

it t
t t i

t t t

Xί S N t T
S S

S N t NM E e E E e N n E E e
θνεξαρτησ α των

θ θθ =

Α ∀ ∈ ⎛ ⎞⎛ ⎞∑⎜ ⎟⎜ ⎟= = = = =
⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠⎝ ⎠

 

{ }
( )( )

 , 0,1,2,...         

1 1

( ) ( )
nn

i

t n t

X n iidn nί X n Z
nX

N N X N X
i i

E e E M E M
νεξαρτησ α των

θ θ θ
=Α ∀ ∈

= =

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
= = = =⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠
∏ ∏  

( )( )( ) ( )( )( ) ( )( )ln ( ) ln ( )            ln ( ) .
n

X t X

t t t

M N M
N N N XE e E e M Mθ θ θ= = =  

Όταν η στοχαστική διαδικασία { } ,  tN t T∈  είναι µια ανέλιξη Poisson µε παράµετρο λ  και 

συνεπώς   ( )  ,     
d

tN Poisson t tλ∼ ∀ ∈Τ , η ροπογεννήτρια της σύνθετης ανέλιξης Poisson 

παίρνει την µορφή: 

( ) ( )( ) 1        X

t

t M
SM e t Tλ θθ −= ∀ ∈ , 

όπου ( )XM t  η ροπογεννήτρια συνάρτηση των ανεξάρτητων και ισόνοµων τυχαίων 

µεταβλητών { } ,  1, 2,...nX n = . 

 

2.4  Η Κίνηση Brown 

Η κίνηση Brown ή ανέλιξη του Wiener αποτελεί µία από τις σηµαντικότερες συνεχείς 

στοχαστικές διαδικασίες µε συνεχή χώρο καταστάσεων οι οποίες είναι ευρύτερα γνωστές ως 

ανελίξεις διαχύσεως. Ονοµάστηκε έτσι προς τιµήν του Άγγλου βοτανολόγου Robert Brown ο 

οποίος πρώτος απ’ όλους παρατήρησε το φαινόµενο στα 1827. Ο Brown διαπίστωσε ότι όταν 

µικρά σωµάτια εµβαπτιστούν σε υγρό, εκτελούν άτακτες κινήσεις που οφείλονται στις 

συγκρούσεις τους µε τα µόρια του υγρού. Οι κινήσεις αυτές γίνονται και προς τις τρεις 

διαστάσεις του χώρου, ανεξάρτητα η µία από την άλλη. Η µετατόπιση λοιπόν των σωµάτιων 

ως προς ένα καρτεσιανό σύστηµα συντεταγµένων, περιγράφεται από την κίνηση Brown. Η 

φυσική ερµηνεία του φαινοµένου δόθηκε από τον Albert Einstein το 1905, ενώ η 

ολοκληρωµένη µαθηµατική διατύπωση της σχετικής θεωρίας έγινε το 1918 από τον Norbert 

Wiener. Στις σελίδες που ακολουθούν, δίνεται ο ορισµός της κίνησης Brown και 

πραγµατοποιείται µια ανάλυση των ιδιοτήτων και των χαρακτηριστικών της, µέσα από την 

οποία γίνονται αντιληπτά τα σηµεία του κάτωθι ορισµού της. 
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 Ορισµός: 

Μια στοχαστική διαδικασία µε συνεχή χώρο καταστάσεων { },  0tB t ≥  αποτελεί κίνηση 

Brown, αν: 

(i) Για διατεταγµένους χρόνους 0 1 ... nt t t< < <  οι τυχαίες µεταβλητές 

0 1 0 1
, ,...,

n nt t t t tB B B B B
−

− − , που ορίζουν τις προσαυξήσεις της ανέλιξης,  είναι µεταξύ 

τους ανεξάρτητες. 

(ii) Η στοχαστική διαδικασία που ορίζεται από τις προσαυξήσεις της ανέλιξης 

ακολουθεί την Κανονική κατανοµή µε µέσο 0  και διακύµανση 2tσ , όπου σ  θετική 

σταθερά. 

2 * 2 *  (0, ) ,     ,        
d

t s sB B t s tσ και σ+ + +− ∼ Ν ∀ ∈ℜ ∈ℜ . 

Όπως προαναφέρθηκε, η στοχαστική διαδικασία { },  0tB t ≥  στο φαινόµενο που 

παρατήρησε ο Brown, εκφράζει την µετατόπιση του σωµάτιου από την αρχική του θέση 0B  

κατά το πέρασµα του χρόνου. Περιορίζοντας την παρατήρηση σε µία µόνο διάσταση, η 

συνολική κίνηση που εκτελεί το σωµάτιο λόγω των συγκρούσεων του µε τα µόρια του υγρού 

για ένα χρονικό διάστηµα, δύναται να θεωρηθεί ως το άθροισµα των επιµέρους µικρότερων 

µετατοπίσεων που προκαλούνται σε αυτό λόγω των συγκρούσεων, οι οποίες συµβαίνουν µε 

απειροστές χρονικές διαφορές µεταξύ τους. Εξαιτίας του µεγάλου πλήθους των συγκρούσεων 

αυτών λοιπόν, από το Κεντρικό Οριακό Θεώρηµα έπεται πως η συνολική µετατόπιση του 

σωµάτιου σε αυτό το χρονικό διάστηµα ακολουθεί την Κανονική Κατανοµή. Εύκολα 

αποδεικνύεται ότι, η µέση τιµή της ανέλιξης για οποιαδήποτε χρονική στιγµή εξέλιξης του 

πειράµατος, είναι ίση µε την µέση τιµή της τυχαίας µεταβλητής που εκφράζει την αρχική 

θέση του σωµάτιου (η σχέση αυτή διασαφηνίζεται στην επόµενη ενότητα όπου γίνεται λόγος 

για Martingale διαδικασίες), 

( ) ( ) *
0  ,         tE B E B t += ∀ ∈ℜ . 

Είθισται, χωρίς να είναι απαραίτητο βέβαια, ως αρχική θέση την χρονική στιγµή 0t =  να 

θεωρείται η θέση «µηδέν». Σύµφωνα µε αυτή την παραδοχή, 

( ) *0 ,         tE B t += ∀ ∈ℜ  

οπότε η κίνηση Brown κατανέµεται κανονικά ως εξής: 

2 * 2 *  (0, ) ,            
d

tB t tσ µε σ+ +∼ Ν ∀ ∈ℜ ∈ℜ . 
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Η συλλογιστική πορεία που µόλις σκιαγραφήθηκε είναι θεµελιώδους σηµασίας στην θεωρία 

των στοχαστικών διαδικασιών. Αποτελεί ουσιαστικά την γενίκευση και επέκταση των 

διακριτών στοχαστικών ανελίξεων σε διαδικασίες συνεχούς χρόνου και είναι ένας τρόπος 

ορισµού των τελευταίων. Λόγω αυτού, η κίνηση Brown θεωρείται το συνεχές ανάλογο του 

τυχαίου περιπάτου γεγονός το οποίο προσδίδει στην ανέλιξη Weiner ακόµα µεγαλύτερη 

σηµασία και βαρύτητα και επιπλέον, ερµηνεύει κατά κάποιον τρόπο, τον σηµαντικό ρόλο που 

διαδραµατίζει στην θεωρία των συνεχών στοχαστικών ανελίξεων. 

Επιπρόσθετα, για την κίνηση που εκτελεί ένα σωµάτιο και υπό την προϋπόθεση ότι δεν 

επιδρά κανένας εξωτερικός παράγοντας ώστε να διαταράξει την οµαλή διεξαγωγή- ισορροπία 

του φαινοµένου, είναι απόλυτα βάσιµη η υπόθεση ότι µετατοπίσεις που αντιστοιχούν σε ίσα 

χρονικά διαστήµατα υπακούουν στον ίδιο νόµο πιθανότητας. Η θεώρηση αυτή, είναι ακριβώς 

και το δεύτερο σηµείο του ορισµού της κίνησης Brown. Η µετατόπιση του σωµάτιου σε ένα 

χρονικό διάστηµα που περιγράφεται από την ανέλιξη Wiener, εξαρτάται νοµοτελειακά µόνο 

από το χρονικό διάστηµα που γίνεται η παρατήρηση και συνεπώς µετατοπίσεις ίσου χρονικού 

µήκους ακολουθούν την ίδια κανονική κατανοµή, 

{ }2 * 2 *  0, ( )  ,     ,           
d

t sB B t s s t t sσ µε και σ+ +− ∼ Ν − ∀ ∈ℜ > ∈ℜ . 

Σηµειώνεται ότι η έκφραση που µόλις παρατέθηκε αποτελεί διαφορετική διατύπωση της 

σχέσης στο δεύτερο σηµείο του ορισµού της ανέλιξης Wiener. Επιπλέον, το γεγονός αυτό, 

της ισονοµίας δηλαδή των προσαυξήσεων της κίνησης Brown, ενέχει όπως ίσως ήδη έχει 

γίνει αντιληπτό το στοιχείο της οµογένειάς τους. Πρόκειται για την ίδια ακριβώς ιδιότητα 

(Ιδιότητα 4η) που διατυπώθηκε σε προηγούµενη ενότητα σχετικά µε τις προσαυξήσεις της 

απαριθµήτριας ανέλιξης Poisson. Και η κίνηση Brown λοιπόν, χαρακτηρίζεται από οµογενείς 

προσαυξήσεις. 

Μια άλλη πολύ σηµαντική ιδιότητα της ανέλιξης Wiener, είναι ο Μαρκοβιανός της 

χαρακτήρας. Αυτό σηµαίνει ότι η κίνηση Brown σε ένα χρονικό διάστηµα δεν εξαρτάται 

καθόλου από το τι συνέβη πριν από αυτό, παρά µόνο από την τιµή της την χρονική στιγµή 

την οποία αρχίζει το διάστηµα παρακολούθησής της. Με άλλα λόγια, η κίνηση Brown είναι 

ανεξάρτητη της ιστορίας της, δεν έχει δηλαδή σηµασία η χρονική στιγµή που ξεκινά η 

παρατήρηση του φαινοµένου. Η ιδιότητα αυτή, πηγάζει από το πρώτο σηµείο του ορισµού 

της και το οποίο αναφέρεται στις ανεξάρτητες προσαυξήσεις της. Μάλιστα, εύκολα 
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αποδεικνύεται ότι (βλ. για παράδειγµα Γιαννακόπουλο (2003)), κάθε προσαύξηση – 

µεταβολή της κίνησης Brown αποτελεί µία νέα κίνηση Brown µε 

{ } 0t s sE B B+ − =  

και                                                                                                       *,      ,t s +∀ ∈ℜ . 

{ } 2
t s sVar B B tσ+ − =  

Η ιδιότητα αυτή κρίνεται πολύ χρήσιµη αφού διευκολύνει υπολογισµούς που αφορούν στην 

κίνηση Brown στα πεδία των εφαρµογών όπου και χρησιµοποιείται. 

Έχει αναφερθεί, χωρίς να δοθεί ιδιαίτερη έµφαση, ότι η ανέλιξη Wiener είναι µία συνεχής 

στοχαστική διαδικασία.  Η θέση  αυτή σε συνδυασµό µε την συµπεριφορά των οριακών της 

µεταβολών, διαµορφώνουν την παρακάτω ιδιότητα. 

 Ιδιότητα: 

Οι τροχιές της κίνησης Brown είναι συνεχείς ως προς τον χρόνο συναρτήσεις και πουθενά 

διαφορίσιµες µε πιθανότητα 1. 

Η ιδιότητα αυτή σε συνδυασµό µε το γεγονός ότι οι µεταβολές της κίνησης  Brown είναι 

άπειρες ή ορθότερα, τα µονοπάτια της δεν έχουν φραγµένη κύµανση (bounded variation), 

είναι ιδιαίτερα σηµαντική και σχετίζεται µε το γεγονός ότι αποτελεί τον δοµικό λίθο µιας 

σειράς στοχαστικών διαδικασιών. Λόγω αυτής, δεν δύναται να οριστεί το ολοκλήρωµα µιας 

συνάρτησης ως προς την κίνηση Brown σύµφωνα µε ένα κατά  Riemann-Stieljes 

ολοκλήρωµα όπως είναι γνωστό από την Πραγµατική Ανάλυση. ∆ιατυπώνεται λοιπόν ένας 

εναλλακτικός τρόπος ορισµού του, γεγονός για το οποίο, στα πλαίσια του παρόντος 

εγχειρήµατος, δεν κρίνεται σκόπιµη περαιτέρω αναφορά. Ο κάθε ενδιαφερόµενος, είναι σε 

θέση να συλλέξει πληροφορίες σε οποιοδήποτε βιβλίο Στοχαστικής Ανάλυσης. Μία τέτοια 

τροχιά της ανέλιξης Wiener φαίνεται στο επόµενο διάγραµµα, ενώ στο διάγραµµα 2.5  της 

σελίδας 25 αποτυπώνεται ένα µονοπάτι της στοχαστικής διαδικασίας  

   ,     0t tY aB ct t= + ≥ . 

Η ανέλιξη αυτή, δεν είναι τίποτε άλλο από µια γραµµική ανέλιξη Wiener µε επίσης γραµµική 

ως προς το χρόνο τάση και διαδραµατίζει σπουδαίο ρόλο στην θεωρία των ανελίξεων Lévy. 

Και αυτοί, όπως άλλωστε και οι κώδικες όλων των στοχαστικών διαδικασιών οι τροχιές των  
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∆ιάγραµµα 2.4: Ένα Μονοπάτι της Κίνησης Brown. 

 

οποίων παρουσιάζονται σε αυτή την διπλωµατική εργασία, παρατίθενται στους πίνακες του 

Παραρτήµατος Γ . 

Για το τέλος, απλά αναφέρεται χωρίς σχολιασµό µια ιδιότητα της κίνησης Brown, της 

οποίας η σηµασία και ερµηνεία γίνεται αντιληπτή στις σελίδες της επόµενης ενότητας και η 

οποία λέγει ότι, η κίνηση Brown είναι µία συνεχής Martingale διαδικασία. 

Συνοψίζοντας τα όσα ειπώθηκαν παραπάνω, αναφέρεται ότι ως κίνηση Brown, 

χαρακτηρίζεται µια συνεχής στοχαστική διαδικασία µε οµογενείς και ανεξάρτητες 

προσαυξήσεις που ακολουθεί, για καθορισµένο χρόνο 0t ≥ , την κανονική κατανοµή µε 

µηδενική µέση τιµή. Η κίνηση Brown, η οποία µελετήθηκε από πολλούς διαπρεπείς 

επιστήµονες και ερευνητές, αποτελεί την πιο σηµαντική των ανελίξεων διάχυσης (diffusion 

processes). Η απλότητά της και οι σηµαντικές ιδιότητες που την διακρίνουν, καθιστούν την 

κίνηση Brown πολύ σηµαντική στα πλαίσια της Στοχαστικής Ανάλυσης αφού αποτελεί την 

βάση για την δηµιουργία και µελέτη περιπλοκότερων διαδικασιών. 
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∆ιάγραµµα 2.5: Μία Τροχιά της Γραµµικής Κίνησης Brown  

µε Γραµµική Τάση, α=2 και c=0,08. 
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 3ο 

 

MARTINGALE ∆ΙΑ∆ΙΚΑΣΙΕΣ & ΑΠΕΙΡΩΣ ∆ΙΑΙΡΕΤΕΣ ΚΑΤΑΝΟΜΕΣ 

 

 

Εκτός από τις πολύ σηµαντικές στοχαστικές ανελίξεις που παρουσιάστηκαν στο 

προηγούµενο κεφάλαιο, σπουδαίο ρόλο στην κατανόηση και ανάλυση της κλάσης των 

ανελίξεων Levy, διαδραµατίζει µια οικογένεια στοχαστικών διαδικασιών, η οποία ορίζεται µε 

βάση κοινές τους ιδιότητες και είναι γνωστή ως martingales. Στο πρώτο µέρος του κεφαλαίου 

αυτού, δίνεται ο ορισµός της κλάσης των διαδικασιών martingale και ταυτόχρονα 

πραγµατοποιείται αναφορά σε µια πλειάδα ιδιοτήτων τους µε σκοπό την κατανόηση έως ένα 

βαθµό, της συνεισφοράς τους στην θεωρία των ανελίξεων Lévy. Η ακριβής και πλήρης 

τεκµηρίωσή τους, στηρίζεται σε λεπτές µαθηµατικές έννοιες και χειρισµούς που ξεφεύγουν 

από τα πλαίσια της παρούσης προσπάθειας και για τον λόγο αυτό, η αναφορά σε αυτές 

εξαντλείται χωρίς σχολαστικές λεπτοµέρειες. Στο δεύτερο µέρος, γίνεται λόγος για µια νέα, 

ευρεία κλάση κατανοµών µε την ονοµασία απείρως διαιρετές κατανοµές (infinitely divisible 

distributions). Ο ρόλος αυτής της οικογένειας κατανοµών, τυγχάνει εξαιρετικής βαρύτητας 

στην θεωρία των ανελίξεων Lévy αφού αποτελούν αναπόσπαστη ιδιότητά τους. Η σύνδεση 

των ανελίξεων Lévy µε τις απείρως διαιρετές κατανοµές είναι καταλυτικής σηµασίας 

παράγοντας στην προσπάθεια αποκωδικοποίησης των ανελίξεων Lévy, για τον λόγο ότι µέσω 

αυτών γίνεται αντιληπτό το µέγεθος του φάσµατος το οποίο καλύπτουν οι ανελίξεις αυτές 

ενώ ταυτόχρονα, αποτελούν ένα πολύ σηµαντικό εργαλείο στην ανάλυση των στοιχείων που 

συνθέτουν τέτοιες στοχαστικές διαδικασίες. Στις σελίδες που ακολουθούν, δίνεται ο ορισµός 

των απείρως διαιρετών κατανοµών, γίνεται αναφορά σε κατανοµές που ανήκουν στην κλάση 

αυτή και πραγµατοποιείται η σύνδεσή τους µε τις κατανοµές οι οποίες παρουσιάστηκαν στο 

προηγούµενο κεφάλαιο. 
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3.1  ∆ιαδικασίες Martingale 

Στο σηµείο αυτό, πραγµατοποιείται µία απλή αναφορά και επιχειρείται µια σύντοµη 

διερεύνηση µιας ειδικής κλάσης στοχαστικών διαδικασιών µε σηµαντικές εφαρµογές σε 

πληθώρα µαθηµατικών υποδειγµάτων, αυτής των Martingale διαδικασιών. Σκοπός της 

ενότητας αυτής, δεν είναι ο αυστηρός ορισµός και η µαθηµατική θεµελίωσή τους, αλλά µια 

παρουσίαση βασικών ιδιοτήτων που θα βοηθήσουν στην διαισθητική κυρίως αντίληψη και 

κατανόηση του ρόλου των διαδικασιών Martingale. 

Οι Martingale διαδικασίες πήραν την ονοµασία τους από το όνοµα της Γαλλικής επαρχίας 

Martigue, όπου και εφαρµοζόταν µια συγκεκριµένη στρατηγική πονταρίσµατος κατά την 

διεξαγωγή τυχερών παιχνιδιών, αρκετά δηµοφιλής ακόµα και σήµερα. Σύµφωνα µε αυτή την 

στρατηγική, κατά την διεξαγωγή ενός τυχερού παιχνιδιού κάποιος ποντάρει στοιχηµατίζει 1 

µονάδα. Σε περίπτωση που χάσει, το δεύτερο στοίχηµα ανέρχεται στις 2 µονάδες, το τρίτο 

στοίχηµα στις 4 µονάδες κ.ο.κ. Κατά συνέπεια, αν χάσει και στο n -οστό στοίχηµα, το 

επόµενο ποντάρισµά του είναι 2n  µονάδες. Ακολουθώντας την στρατηγική αυτή, την πρώτη 

φορά που ο παίκτης κερδίσει στο στοίχηµά του, απολαµβάνει κέρδη 1 µονάδας. Η 

στρατηγική αυτή ονοµάστηκε Martingale. Το όνοµά τους οφείλεται στον Γάλλο µαθηµατικό 

Paul Lévy, όπου το 1935 για πρώτη φορά επέδειξε ενδιαφέρον για την µελέτη τους, ωστόσο ο 

Αµερικανός πιθανοθεωρητικός Doob ήταν εκείνος όπου, στα 1953, ανέδειξε τη θεωρία των 

Martingales σε ανεξάρτητο κλάδο στοχαστικών διαδικασιών. 

Εν συνεχεία, παρατίθεται ο ορισµός µιας Martingale στοχαστικής διαδικασίας όπου 

µεταξύ άλλων δύναται να βρεθεί στον Γιαννακόπουλο (2003).  

 Ορισµός: 

Μία οικογένεια τυχαίων µεταβλητών { } ,  tX t T∈ , ορισµένη σε έναν χώρο πιθανότητας 

( , , )Ω Α Ρ  και προσαρµοσµένη στη διήθηση (filtration) tA , είναι µία Martingale αν: 

α) ( )        tE X t T< ∞ ∀ ∈  

                                            και 

                                                        β) ( )/     t s sE X A X s tγια= < . 
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Σύµφωνα µε τον προηγούµενο ορισµό, για να είναι µια στοχαστική διαδικασία Martingale, 

πρέπει πρωταρχικά να έχει πεπερασµένη µέση τιµή. Πρέπει η µέση τιµή της στοχαστικής 

διαδικασίας { } ,  tX t T∈  να είναι φραγµένη, να εξασφαλίζεται δηλαδή όπως λέγεται, η 

σύγκλιση της ακολουθίας αυτής στον χώρο 1L . Στην πραγµατικότητα, η 1L -σύγκλιση της 

ακολουθίας { } ,  tX t T∈  δεν είναι αρκετή, πρέπει να είναι και οµοιόµορφα ολοκληρώσιµη 

αλλά όπως έχει ήδη διασαφηνιστεί, δεν επιχειρείται περαιτέρω επέκταση. Συνεπώς, ως πρώτη 

προϋπόθεση για µια Martingale στοχαστική διαδικασία είναι να «υπάρχει» η µέση της τιµή. 

Για την ερµηνεία της δεύτερης συνθήκης απαιτείται η έννοια της διήθησης (filtration). Με 

λίγα λόγια, µία διήθηση { }, 0tA t ≥  είναι µία αύξουσα ακολουθία σ -αλγεβρών που ορίζει ο 

χώρος πιθανότητας ( , , )Ω Α Ρ  της εκάστοτε στοχαστικής διαδικασίας και το tA  αυτό δύναται 

να θεωρηθεί ως η συνολική πληροφορία η οποία είναι διαθέσιµη µέχρι την χρονική στιγµή t . 

Όταν λοιπόν αναφέρεται ότι µία στοχαστική διαδικασία είναι προσαρµοσµένη στην διήθηση 

tA , έπεται πως η συνολική πληροφορία που αφορά στην στοχαστική διαδικασία µέχρι την 

χρονική στιγµή t , περιέχεται στο σύνολο tA . Τα πάντα δηλαδή για την στοχαστική 

διαδικασία έως εκείνη την στιγµή είναι γνωστά.  

Από τα παραπάνω, γίνεται αντιληπτό ότι η δεύτερη προϋπόθεση την οποία πρέπει να 

ικανοποιεί  µια στοχαστική διαδικασία ώστε να χαρακτηριστεί Martingale, υποδηλώνει πως η 

αναµενόµενη τιµή της διαδικασίας για µια χρονική στιγµή t , δεδοµένου ότι είναι γνωστή η 

ιστορία της έως µια προηγούµενη στιγµή s , είναι η τιµή της εκείνη την χρονική στιγµή. Η 

καλύτερη πρόβλεψη δηλαδή η οποία µπορεί να γίνει για την τιµή της στοχαστικής 

διαδικασίας, είναι η τιµή της για την χρονική στιγµή εκείνη που υπάρχει διαθέσιµη 

πληροφορία. Σε αυτό το σηµείο, αξίζει να σηµειωθεί η κάποια εµφανής οµοιότητα µε τον 

Μαρκοβιανό χαρακτήρα κάποιων στοχαστικών διαδικασιών και ο οποίος αναφέρει ότι η τιµή 

της διαδικασίας για µια χρονική στιγµή, εξαρτάται αποκλειστικά από την τιµή της την 

ακριβώς προηγούµενη στιγµή. Στην περίπτωση των Martingales διαδικασιών συµβαίνει κάτι 

ανάλογο, όχι όµως ως προς την κατανοµή αλλά ως προς την αναµενόµενη τιµή της 

διαδικασίας. Το γεγονός ότι υπάρχει πλήρης γνώση για την ιστορία της διαδικασίας δεν 

συνεισφέρει καθόλου στην µελλοντική της πρόβλεψη. Η καλύτερη πρόβλεψη είναι η τιµή της 

διαδικασίας την στιγµή όπου τελειώνει η παρατήρησή της. 
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Ο χρόνος στον οποίο παρατηρείται µία διαδικασία µπορεί να είναι όπως έχει αναφερθεί 

είτε διακριτός είτε συνεχής, συνεπώς γίνεται η διάκρισή τους σε Martingales διαδικασίες 

διακριτού και Martingales διαδικασίες συνεχούς χρόνου (βλ. µεταξύ άλλων Grimmett & 

Stirzaker (2001). Επίσης, υπάρχουν διαδικασίες για τις οποίες η δεύτερη συνθήκη του 

ορισµού ο οποίος προηγήθηκε παίρνει την µορφή: 

( )/     t s sE X A X s tγια≤ < . 

Σε αυτή την περίπτωση, η οικογένεια των τυχαίων µεταβλητών { } ,  tX t T∈  ονοµάζεται 

supermartingale και αυτό το οποίο συµβαίνει ουσιαστικά είναι ότι η καλύτερη πρόβλεψη η 

οποία µπορεί να πραγµατοποιηθεί για την τιµή της διαδικασίας, είναι µικρότερη από την  

τιµή της την χρονική στιγµή όπου σταµατά η παρατήρηση – πληροφορία της. Αν για την 

στοχαστική διαδικασία ισχύει ότι 

( )/     t s sE X A X s tγια≥ < , 

η διαδικασία είναι µία submartingale διαδικασία και η καλύτερη πρόβλεψη η οποία µπορεί 

να πραγµατοποιηθεί για την τιµή της διαδικασίας, είναι µεγαλύτερη της τελευταίας της 

παρατηρούµενης τιµής. 

Ακολουθούν δύο από τις σηµαντικότερες ιδιότητες των Martingale στοχαστικών 

διαδικασιών.  

 Ιδιότητα 1η: 

( ) ( )0  ,      tE X E X t T= ∀ ∈ . 

Η πρώτη αυτή ιδιότητα, επισηµαίνει το γεγονός ότι για µια οποιαδήποτε χρονική στιγµή, η 

αναµενόµενη τιµή µιας διαδικασίας Martingale ισούται µε την µέση αρχική της τιµή. Είναι 

διαισθητικά φανερό πως από την στιγµή που δεν υπάρχει διαθέσιµη πληροφορία για την 

στοχαστική διαδικασία { } ,    tX t Tε , η καλύτερη πρόβλεψη είναι η τιµή της την χρονική 

στιγµή 0t = . Πρόκειται βεβαίως για εκείνη την ιδιότητα στην οποία είχε γίνει αναφορά στο 

προηγούµενο κεφάλαιο και αφορούσε στην µέση τιµή της κατανοµής που διέπει τις 

προσαυξήσεις µιας κίνησης Brown. 
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 Ιδιότητα 2η: 

( ) 0   ,      ,t sE X X t s T− = ∀ ∈ . 

Η δεύτερη ιδιότητα, λόγω της γραµµικότητας του τελεστή της µέσης τιµής ( )•E , είναι 

απόρροια της πρώτης και υποδηλώνει ότι οι προσαυξήσεις µιας Martingale στοχαστικής 

διαδικασίας περιστρέφονται γύρω από το «µηδέν». 

Κλείνοντας την ενότητα, κρίνεται σκόπιµη για ακόµη µία φορά η αναφορά στην 

σπουδαιότητα των διαδικασιών αυτών. Όπως έχει τονιστεί, η πληροφόρηση που ενδεχοµένως 

να υπάρχει για µια διαδικασία Martingale δεν βοηθάει σηµαντικά στην πρόβλεψη της 

µελλοντικής της συµπεριφοράς, παρέχει ωστόσο µια πρόβλεψη. Η συστηµατική τους µελέτη, 

γενίκευση και αυστηρή µαθηµατική θεµελίωση τους τις τρεις τελευταίες δεκαετίες περίπου 

κυρίως, επέφερε σηµαντικά αποτελέσµατα. Έχει αποδειχτεί ότι ακόµα και για διαδικασίες οι 

οποίες δεν είναι Martingales, κάτω από κατάλληλη αλλαγή µέτρου πιθανότητας, 

µετατρέπονται σε τέτοιες, αποκτώντας έτσι πολύτιµες ιδιότητες. Παρέχεται δηλαδή η 

δυνατότητα σε µια οικογένεια τυχαίων µεταβλητών ορισµένη σε έναν χώρο πιθανότητας 

( , , )Ω Α Ρ  που δεν έχει τις ιδιότητες των Martingale διαδικασιών, διατηρώντας την σ -

άλγεβρα τους αµετάβλητη, χωρίς να επηρεαστεί δηλαδή η ιστορία - τροχιά τους, να εξαχθεί 

ένα νέο µέτρο πιθανότητας 'Ρ  όπου τώρα, στο νέο αυτό χώρο πιθανότητας  '( , , )Ω Α Ρ , η 

οικογένεια των τυχαίων µεταβλητών αποτελεί µια Martingale διαδικασία. ∆εν 

πραγµατοποιείται περαιτέρω αναφορά στον τρόπο και τις προϋποθέσεις κάτω από τις οποίες 

υλοποιείται µια τέτοια διαδικασία (Θεώρηµα Girsanov της Στοχαστικής Ανάλυσης), απλά 

επισηµαίνεται το γεγονός ότι µε αυτόν τον τρόπο, ανοίγει ο δρόµος για την µοντελοποίηση, 

δηµιουργία και ανάπτυξη µαθηµατικών υποδειγµάτων σε πολλά πεδία των επιστηµών. 

 

3.2  Απείρως ∆ιαιρετές Κατανοµές  

Εισηγητής της έννοιας των απείρως διαιρετών κατανοµών ήταν ο De Finetti όπου το 1929 

διαπίστωσε την σχέση ανάµεσα σε αυτές και τις ανελίξεις Lévy, ενώ πέντε χρόνια αργότερα 

το 1934, ο Lévy ήταν εκείνος ο οποίος έδωσε τον πλήρη προσδιορισµό και χαρακτηρισµό 

τους. Κατά τους ισχυρισµούς αυτούς λοιπόν, 
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 Ορισµός: 

Μία πραγµατική τυχαία µεταβλητή X  έχει απείρως διαιρετή κατανοµή αν για κάθε 

1, 2,...n =  υπάρχει µια ακολουθία ανεξάρτητων και ισόνοµων τυχαίων µεταβλητών 

1, 2, ,, ,...,n n n nX X X  τέτοια ώστε: 

1, 2, ,...
d

n n n nX X X X= + + + , 

όπου µε τον συµβολισµό 
d
=  εννοείται η ισότητα κατά κατανοµή. 

Με βάση τον παραπάνω ορισµό, µια κατανοµή είναι απείρως διαιρετή όταν η τυχαία 

µεταβλητή η οποία υπόκειται στον νόµο της, δύναται να γραφεί ως άθροισµα, οποιουδήποτε 

πλήθους, ανεξάρτητων και ισόνοµων µεταξύ τους τυχαίων µεταβλητών. Με τον τρόπο αυτό, 

όταν το πλήθος των ανεξάρτητων και ισόνοµων τυχαίων µεταβλητών είναι αρκετά µεγάλο, 

n →∞ , η κατανοµή της τυχαίας µεταβλητής X  µοιάζει να «διαιρείται» σε άπειρα, 

ανεξάρτητα και ισόνοµα µεταξύ τους τµήµατα. Το γεγονός αυτό, γίνεται ευκολότερα 

κατανοητό αν η τυχαία µεταβλητή X  αντιµετωπιστεί ως η τιµή µιας στοχαστικής 

διαδικασίας { } ,  tX t T∈  για µια συγκεκριµένη χρονική στιγµή t . Η συµπεριφορά της 

στοχαστικής διαδικασίας { } ,  tX t T∈  έως εκείνη την χρονική στιγµή µπορεί να 

προσδιοριστεί ισοδύναµα µέσω των προσαυξήσεων της, οποιοδήποτε και να είναι το πλήθος 

αυτών, αφού: 

( ) ( )/ 2 / / ( 1) /...   ,       ,  0,1, 2...t t n t n t n t n t nX X X X X X t T n−= + − + + − ∀ ∈ =  

 Από αυτό το σηµείο λοιπόν, εύκολα αντιλαµβάνεται κανείς, πως στην περίπτωση όπου µία 

στοχαστική διαδικασία έχει ανεξάρτητες και στάσιµες προσαυξήσεις, η κατανοµή της για 

κάθε συγκεκριµένη χρονική στιγµή t , είναι απείρως διαιρετή.  

Η παραπάνω συλλογιστική πορεία, τεκµηριώνει µια πολύ σηµαντική ιδιότητα των 

στοχαστικών διαδικασιών µε στάσιµες και ανεξάρτητες προσαυξήσεις , η οποία ουσιαστικά 

τις συνδέει µε την θεωρία των απείρως διαιρετών κατανοµών. Η ιδιότητα αυτή, η οποία θα 

αποτελέσει αντικείµενο ενασχόλησης και στο κεφάλαιο που ακολουθεί, διατυπώνεται προς το 

παρόν ως εξής: 

 Ιδιότητα: 

Κάθε στοχαστική διαδικασία { } ,  tX t T∈  µε στάσιµες και ανεξάρτητες προσαυξήσεις, έχει 

απείρως διαιρετή κατανοµή για κάθε συγκεκριµένη χρονική στιγµή t T∈ . 
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Το όχηµα, µέσω του οποίου επαληθεύεται η ισχύς του παραπάνω ορισµού, είναι η 

χαρακτηριστική συνάρτηση της τυχαίας µεταβλητής. Η χαρακτηριστική συνάρτηση µιας 

τυχαίας µεταβλητής X , ορίζεται από την σχέση 

{ } { }  ,        itX
X t E e tφ = ∀ ∈ℜ  

η οποία δεν αποτελεί τίποτα άλλο παρά τον µετασχηµατισµό Fourier της τυχαίας µεταβλητής 

X . Με τον συµβολισµό i  δηλώνεται η φανταστική µονάδα των µιγαδικών αριθµών µε την 

ιδιότητα 2 1i = − . Οι χαρακτηριστικές συναρτήσεις αποτελούν πολύτιµα υπολογιστικά 

εργαλεία στην Θεωρία Πιθανοτήτων, αφού µέσω των τύπων αντιστροφής του 

µετασχηµατισµού Fourier είναι εφικτός ο υπολογισµός τόσο της αθροιστικής συνάρτησης 

κατανοµής µιας τυχαίας µεταβλητής, όσο και της συνάρτησης πυκνότητάς της, εφόσον αυτή 

υπάρχει (βλ. για παράδειγµα Hoel, Port και Stone (2005)). Επιπλέον, το σηµείο εκείνο στο 

οποίο οι χαρακτηριστικές συναρτήσεις πλεονεκτούν έναντι των ροπογεννητριών 

συναρτήσεων, είναι ότι ορίζονται για οποιαδήποτε τυχαία µεταβλητή. Είναι γνωστό ότι ο 

µετασχηµατισµός Laplace, η ροπογεννήτρια συνάρτηση µιας τυχαίας µεταβλητής δηλαδή 

στην γλώσσα των Πιθανοτήτων, ορίζεται γενικά για τµηµατικά συνεχείς, εκθετικής τάξης 

συναρτήσεις. Η ποσότητα te  δεν αποτελεί φραγµένη συνάρτηση για κάθε t∈ℜ , µε 

αποτέλεσµα η ροπογεννήτρια να µην ορίζεται πάντοτε, ειδικά για κατανοµές οι οποίες έχουν 

βαριές ουρές (βλ. κατανοµή Cauchy). Αντίθετα, για οποιονδήποτε πραγµατικό αριθµό t, η 

ποσότητα ite φράσσεται και συνεπώς η συνάρτηση itXe  συγκλίνει  µε την σειρά της για κάθε 

t∈ℜ . Καθ’ αυτόν τον τρόπο, η χαρακτηριστική συνάρτηση είναι καλώς ορισµένη για 

οποιαδήποτε τυχαία µεταβλητή X  και παίρνει πεπερασµένες τιµές για κάθε t∈ℜ . 

Με βάση τον ορισµό που παρατέθηκε προηγουµένως και κάνοντας χρήση του αρνητικού 

λογάριθµου της χαρακτηριστικής εξίσωσης της εν λόγω τυχαίας µεταβλητής X  

{ } { }log  ,        X Xt t tφΨ = − ∀ ∈ℜ , 

δύναται να προσδιοριστεί αν αυτή η τυχαία µεταβλητή έχει απείρως διαιρετή κατανοµή ή όχι. 

Προφανώς λοιπόν, όταν ο αρνητικός λογάριθµος της χαρακτηριστικής συνάρτησης της 

τυχαίας µεταβλητής X , ισούται µε το άθροισµα των αρνητικών λογαρίθµων των 

χαρακτηριστικών συναρτήσεων µιας ακολουθίας ανεξάρτητων και ισόνοµων τυχαίων 

µεταβλητών 1, 2, ,, ,...,n n n nX X X , οι οποίοι είναι βέβαια οι ίδιοι για κάθε όρο της ακολουθίας, 

όταν δηλαδή,  
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              { } { } { } { }
1

...    ,              1
n nX X X Xt t t n t t n

σµβ

καιΨ = Ψ + +Ψ = Ψ ∀ ∈ℜ ∀ ≥ ,             ( )3.1  

όπου µε { }
nX tΨ  συµβολίζεται ο κοινός για κάθε όρο της ακολουθίας των τυχαίων 

µεταβλητών αρνητικός λογάριθµος των χαρακτηριστικών τους εξισώσεων, έπεται πως η 

τυχαία µεταβλητή X  έχει απείρως διαιρετή κατανοµή. Με άλλα λόγια, για να ανήκει µία 

κατανοµή στην κλάση των απείρως διαιρετών κατανοµών, θα πρέπει για την τυχαία 

µεταβλητή η οποία υπόκειται στο νόµο της, να υπάρχει µια χαρακτηριστική συνάρτηση 

κάποιας τυχαίας µεταβλητής που ακολουθεί κάποια κατανοµή, η οποία να ικανοποιεί την 

σχέση ( )3.1 . Όταν συµβαίνει αυτό, δύναται να προσδιοριστεί µια ακολουθία ανεξάρτητων 

και ισόνοµων τυχαίων µεταβλητών όπου το άθροισµά τους να ισούται κατά κατανοµή µε την 

αρχική τυχαία µεταβλητή. 

Ένας εναλλακτικός τρόπος ορισµού µιας τυχαίας µεταβλητής µε απείρως διαιρετή 

κατανοµή εκτός της χαρακτηριστικής της εξίσωσης, είναι µέσω του νόµου πιθανότητας που 

την διέπει, δηλαδή της αθροιστικής συνάρτησης κατανοµής της. ∆ιατηρώντας τον ίδιο 

συµβολισµό που χρησιµοποιήθηκε παραπάνω και αν µε XF  θεωρηθεί η αθροιστική 

συνάρτηση πυκνότητας της τυχαίας µεταβλητής X , τότε αυτή έχει απείρως διαιρετή 

κατανοµή αν η XF  δύναται να γραφεί ως η n -οστού βαθµού συνέλιξη των αθροιστικών 

συναρτήσεων κατανοµής µιας ακολουθίας ανεξάρτητων και ισόνοµων τυχαίων µεταβλητών 

1, 2, ,, ,...,n n n nX X X , για οποιαδήποτε θετική, µη µηδενική τιµή του φυσικού αριθµού n . Η 

µαθηµατική έκφραση της παραπάνω πρότασης έχει ως εξής: 
    ,      1,2,...

n

n
X XF F n∗= ∀ = , 

όπου µε  n∗  συµβολίζεται ακριβώς αυτή η n-οστού βαθµού συνέλιξη των αθροιστικών 

συναρτήσεων κατανοµής της ακολουθίας των ανεξάρτητων και ισόνοµων τυχαίων 

µεταβλητών 1, 2, ,, ,...,n n n nX X X . Ο χειρισµός τέτοιων εκφράσεων µε την «πράξη» της 

συνέλιξης είναι αρκετά πολύπλοκος και για τον λόγο αυτό δεν δίνεται περαιτέρω έκταση. Οι 

υπολογισµοί µε χαρακτηριστικές εξισώσεις είναι εξαιρετικά απλούστεροι και εφεξής, θα 

πραγµατοποιούνται µε την βοήθεια αυτών. Απλά, για λόγους συνέπειας, αναφέρεται ότι η 

«πράξη» της συνέλιξης αποτελεί ένα «γενικευµένο γινόµενο» συναρτήσεων ενώ η συνέλιξη 

δύο συναρτήσεων f  και g  δίνεται από την σχέση: 
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( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )
0 0

 ,        ,
t t

f g t f t g d f t g t d tτ τ τ τ τ για τ +∗ = − = − ∈ℜ∫ ∫ . 

Ο αναγνώστης που επιθυµεί περισσότερα στοιχεία για την αναλυτική πράξη της συνέλιξης, 

δύναται να ανατρέξει µεταξύ άλλων στους Boyce-Diprima (1999). 

 

3.3  Παραδείγµατα Απείρως ∆ιαιρετών Κατανοµών. 

Η οικογένεια των απείρως διαιρετών κατανοµών αποτελεί µία ευρεία κλάση κατανοµών 

της Θεωρίας Πιθανοτήτων και είναι όπως ήδη έχει αναφερθεί, άµεσα συνδεδεµένη µε 

στοχαστικές διαδικασίες ανεξάρτητων και στάσιµων προσαυξήσεων. Πολλές σηµαντικές και 

ευρέως διαδεδοµένες κατανοµές ανήκουν στην κλάση αυτή, ορισµένες από τις οποίες η 

κανονική κατανοµή, Poisson, γάµµα, γεωµετρική τύπου Α  και Β  κ.ά. Στις σελίδες που 

ακολουθούν, αποδεικνύεται µε την βοήθεια των χαρακτηριστικών συναρτήσεων, η απείρως 

διαιρετή κατανοµή τυχαίων µεταβλητών που ακολουθούν την κατανοµή Poisson και σύνθετη 

Poisson, κατανοµές για τις οποίες πραγµατοποιήθηκε εκτενής αναφορά στο δεύτερο 

κεφάλαιο, καθώς και την κανονική κατανοµή η οποία σχετίζεται άµεσα µε την επίσης 

αναλυθείσα κίνηση Brown. Οι χαρακτηριστικές συναρτήσεις των κατανοµών για τις οποίες 

γίνεται λόγος παρακάτω, αντλήθηκαν στην συγκεκριµένη περίπτωση από τον Κυπριανού 

(2006). 

 

3.3.1  Κατανοµή Poisson 

Έστω η τυχαία µεταβλητή X  η οποία ακολουθεί την κατανοµή Poisson µε παράµετρο λ, 

*  ( )  ,     
d

X Poisson λ λ∼ ∈ℜ . Προφανώς, η χαρακτηριστική συνάρτηση της τυχαίας 

µεταβλητής X  δίνεται από την σχέση: 

( ) ( ) ( )1

0
 ,             1

!

ixx
eitX itx

X
x

t E e e e e t n
x

λλ λφ και
∞

−−

=

= = = ∀ ∈ℜ ∀ ≥∑  

Κατά συνέπεια, ο αρνητικός λογάριθµος της χαρακτηριστικής συνάρτησης της τυχαίας 

µεταβλητής X  προκύπτει ως εξής: 

{ } { } ( ) ( ) { }
1 1

log log log ,

                                          1.

ix ix

n

n
e e

n n
X X Xt t e n e n t

t n

λ λ

φ

και

− −⎡ ⎤⎧ ⎫ ⎧ ⎫
Ψ = − = − = − = Ψ⎢ ⎥⎨ ⎬ ⎨ ⎬

⎢ ⎥⎩ ⎭ ⎩ ⎭⎣ ⎦
∀ ∈ℜ ∀ ≥
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Παρατηρείται λοιπόν ότι, ο αρνητικός λογάριθµος της χαρακτηριστικής της συνάρτησης της 

τυχαίας µεταβλητής X , πολλαπλασιασµένος µε οποιονδήποτε θετικό, µη µηδενικό φυσικό 

αριθµό, ισούται µε µία ποσότητα η οποία µε την σειρά της αποτελεί τον αρνητικό λογάριθµο 

της χαρακτηριστικής συνάρτησης µιας άλλης τυχαίας µεταβλητής, όπου για την ακρίβεια 

υπόκειται στον νόµο της κατανοµής Poisson µε διαφορετική όµως παράµετρο. 

Κατά συµπέρασµα, η κατανοµή Poisson είναι απείρως διαιρετή κάτι το οποίο, βάσει της 

ιδιότητας που παρατέθηκε στην αρχή του κεφαλαίου, ήταν απολύτως αναµενόµενο αφού η 

στοχαστική ανέλιξη Poisson είναι µια διαδικασία µε ανεξάρτητες και οµογενείς 

προσαυξήσεις. Μάλιστα, από την χαρακτηριστική συνάρτηση της τυχαίας µεταβλητής X , 

διαπιστώνεται ότι προκύπτει ίση µε το γινόµενο n το πλήθος χαρακτηριστικών συναρτήσεων 

τυχαίων µεταβλητών, καθεµιά από τις οποίες ακολουθεί την κατανοµή Poisson µε παράµετρο 

/ nλ . Έπεται δηλαδή πως, µια τυχαία µεταβλητή που ακολουθεί την κατανοµή Poisson µε 

παράµετρο λ, ισούται κατά κατανοµή µε το άθροισµα n ανεξάρτητων τυχαίων µεταβλητών 

που ακολουθούν την κατανοµή Poisson µε παράµετρο / nλ  ή διαφορετικά, το άθροισµα n 

ανεξάρτητων τυχαίων µεταβλητών που ακολουθούν την κατανοµή Poisson µε παράµετρο λ 

ακολουθεί την κατανοµή Poisson µε παράµετρο nλ  και όλα αυτά, για κάθε *n∈Ν . 

 

3.3.2  Σύνθετη Κατανοµή Poisson 

Έστω η τυχαία µεταβλητή S  η οποία τώρα ακολουθεί την σύνθετη κατανοµή Poisson. 

Σύµφωνα µε τα όσα έχουν αναφερθεί στο προηγούµενο κεφάλαιο, η τυχαία µεταβλητή S  

ορίζεται ως εξής: 

1

            1

 0                  0

N

n
n

X N
S

N

αν

αν
=

⎧ ≥⎪= ⎨
⎪ =⎩

∑  

όπου N  µία τυχαία µεταβλητή που ακολουθεί την κατανοµή Poisson µε παράµετρο λ και 

{ } ,  0,1, 2,...nX n =  µία ακολουθία ισόνοµων και ανεξάρτητων, τόσο µεταξύ τους όσο και µε 

την τυχαία µεταβλητή N , τυχαίων µεταβλητών. 

Κατά πλήρη αντιστοιχία µε την διαδικασία που ακολουθήθηκε για την εξαγωγή της 

ροπογεννήτριας συνάρτησης µιας σύνθετης ανέλιξης Poisson (ενότητα 2.3), η 

χαρακτηριστική συνάρτηση µιας τέτοιας τυχαίας µεταβλητής, δίνεται από τον ακόλουθο 

τύπο: 
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{ } { } ( ) ( )( ) 1( ) 1 ,               1XX

n
ttitS n

S t E e e e t n
λ φλ φφ και

−− ⎧ ⎫
= = = ∀ ∈ℜ ∀ ≥⎨ ⎬

⎩ ⎭
, 

όπου µε ( )X tφ  συµβολίζεται η κοινή για κάθε όρο της ακολουθίας τυχαίων µεταβλητών 

{ } ,  0,1, 2,...nX n = χαρακτηριστική συνάρτηση. Από την τελευταία αυτή σχέση, ο αρνητικός 

της λογάριθµος παίρνει την εξής µορφή: 

{ } { } ( ) ( ) { }
( ) 1 ( ) 1

log log log ,

                                             1.

X X

n

n
t t

n n
X X Xt t e n e n t

t n

λ λφ φ
φ

και

− −⎡ ⎤⎧ ⎫ ⎧ ⎫
Ψ = − = − = − = Ψ⎢ ⎥⎨ ⎬ ⎨ ⎬

⎢ ⎥⎩ ⎭ ⎩ ⎭⎣ ⎦
∀ ∈ℜ ∀ ≥

 

Έτσι, όπως και στην περίπτωση της κατανοµής Poisson, αποδεικνύεται ότι και η σύνθετη 

κατανοµή Poisson είναι απείρως διαιρετή αφού ικανοποιεί πλήρως την σχέση ( )3.1 . 

Επιπρόσθετα, εντελώς όµοια µε παραπάνω, εξάγεται το συµπέρασµα ότι το άθροισµα n 

ανεξάρτητων τυχαίων µεταβλητών που ακολουθούν την σύνθετη κατανοµή Poisson µε 

παράµετρο / nλ , ακολουθεί την σύνθετη κατανοµή Poisson µε παράµετρο λ , για κάθε 
*n∈Ν  και για οποιαδήποτε ακολουθία ισόνοµων και ανεξάρτητων, τόσο µεταξύ τους όσο 

και µε την τυχαία µεταβλητή N , τυχαίων µεταβλητών { },  0,1, 2,...nX n = . 

 

3.3.3  Κανονική Κατανοµή 

Στο τελευταίο αυτό παράδειγµα απείρως διαιρετών κατανοµών, γίνεται λόγος για µία από 

τις σηµαντικότερες κατανοµές της Θεωρίας Πιθανοτήτων, την κανονική κατανοµή. 

Θεωρείται λοιπόν µία τυχαία µεταβλητή X  η οποία ακολουθεί την κανονική κατανοµή µε 

µέση τιµή µ  και διακύµανση 2σ , ( )2,
d

X N µ σ∼ . Ως γνωστόν, η τυχαία µεταβλητή X  έχει 

συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας 

( )
( )2

22
2

1   ,                 0
2

x

f x e x
µ
σ µε σ ε και µ

πσ

−
−

= ∀ ∈ℜ ℜ >  

και συνεπώς η χαρακτηριστική της συνάρτηση προσδιορίζεται ως εξής: 

{ } { }
( ) ( )2 2

2 22 2
2 2

1 1   ,
2 2

                                    1,

x x
itxitX itx

X t E e e e dx e dx

t n

µ µ
σ σφ

πσ πσ
και

− −
− −

ℜ
ℜ

= = =

∀ ∈ℜ ∀ ≥

∫ ∫  
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όπου µετά από συµπλήρωση τετραγώνου στον εκθέτη της ολοκληρωτέας ποσότητας 

προκύπτει ότι: 

{ }
2

22 2 11
22 ,            1.

n
t i tt i t nn

X t e e t n
σ µ

σ µ
φ και

⎛ ⎞ ⎛ ⎞− +− + ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠⎝ ⎠

⎧ ⎫⎪ ⎪= = ∀ ∈ℜ ∀ ≥⎨ ⎬
⎪ ⎪⎩ ⎭

 

Λαµβάνοντας τον αρνητικό λογάριθµο της προκύπτουσας χαρακτηριστικής συνάρτησης, 

έπεται πως: 

{ } { } { }
2 2

2 21 1
2 2log log log ,

                                                       1.

n

n
t i t t i t

n nn n
X X Xt t e n e n t

t n

σ µ σ µ

φ

και

⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞− + − +⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠

⎡ ⎤⎧ ⎫ ⎧ ⎫⎪ ⎪ ⎪ ⎪⎢ ⎥Ψ = − = − = − = Ψ⎨ ⎬ ⎨ ⎬⎢ ⎥⎪ ⎪ ⎪ ⎪⎩ ⎭ ⎩ ⎭⎣ ⎦
∀ ∈ℜ ∀ ≥

 

Και η κανονική κατανοµή λοιπόν, ανήκει στην κλάση των απείρως διαιρετών κατανοµών 

αφού υπάρχει µια τυχαία µεταβλητή της οποίας ο αρνητικός λογάριθµος της χαρακτηριστικής 

της συνάρτησης, πολλαπλασιασµένος µε οποιονδήποτε θετικό, µη µηδενικό φυσικό αριθµό, 

ισούται µε τον αρνητικό λογάριθµο της χαρακτηριστικής συνάρτησης µιας τυχαίας 

µεταβλητής ( )2,
d

X N µ σ∼  µε σ ∈ℜ  και 0µ > . Από την µορφή της τελικής σχέσης για την 

χαρακτηριστική συνάρτηση της τυχαίας µεταβλητής X , επιβεβαιώνεται ο γνωστός σε όλους 

τόπος ότι, το άθροισµα n ανεξάρτητων κανονικά κατανεµηµένων µε µέση τιµή µ  και 

διακύµανση 2σ  τυχαίων µεταβλητών είναι µία κανονικά κατανεµηµένη τυχαία µεταβλητή µε 

µέση τιµή και διακύµανση το άθροισµα των µέσων τιµών και διακυµάνσεων των όρων του 

αθροίσµατος. 
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 4ο 

 

ΣΤΟΧΑΣΤΙΚΕΣ ∆ΙΑ∆ΙΚΑΣΙΕΣ LÉVY 

 

 

Όπως εύστοχα µπορεί να παρατηρήσει κανείς έως τώρα, αν και το θέµα της παρούσης 

µελέτης είναι οι ανελίξεις Lévy, δεν έχει δοθεί ο ακριβής ορισµός τους. Από όλα όσα έχουν 

αναφερθεί µέχρι αυτό το σηµείο, απουσιάζει εκουσίως ο αυστηρός µαθηµατικός ορισµός 

αυτών των διαδικασιών ενώ υπογραµµίζεται η σχέση τους µε την κλάση των απείρως 

διαιρετών κατανοµών. Στο παρόν κεφάλαιο λοιπόν, παρουσιάζεται για πρώτη φορά ο 

αυστηρός ορισµός αυτής της οικογένειας ανελίξεων και διατυπώνεται µία σειρά σηµαντικών 

ιδιοτήτων τους. Εν συνεχεία, παρουσιάζεται ο τύπος των Lévy-Khintchine µε την βοήθεια 

του οποίου αποσαφηνίζεται πλήρως η άρρηκτη σχέση ανελίξεων Levy και απείρως διαιρετών 

κατανοµών και ταυτόχρονα ικανοποιούνται όλες οι προϋποθέσεις για την εις βάθος µελέτη 

των ανελίξεων Lévy. Παρουσιάζεται αναλυτικά το πώς ικανοποιείται η παραπάνω φόρµουλα 

για ορισµένες βασικές στοχαστικές διαδικασίες, ενώ δίνεται µία περιεκτική αλλά ουσιαστική 

σκιαγράφηση της Lévy-Itô διαχώρισης, η οποία αποκαλύπτει τους δοµικούς λίθους µιας 

στοχαστικής ανέλιξης Lévy. Τέλος, µε γνώµονα την παραπάνω ανάλυση, γίνεται λόγος και 

αναγνωρίζονται χαρακτηριστικά µονοπάτια τέτοιων στοχαστικών διαδικασιών και βάσει 

αυτών γίνεται αναφορά σε σηµαντικές υποκλάσεις της οικογένειας των ανελίξεων Lévy, 

κάποιες από τις οποίες θα απασχολήσουν τους αναγνώστες και στα επόµενα κεφάλαια της 

παρούσης εργασίας. Τονίζεται δε, ότι τόσο η πορεία που ακολουθείται όσο και τα έτοιµα 

συµπεράσµατα που χρησιµοποιούνται, αντλήθηκαν από το βιβλίο του Αντρέα Κυπριανού 

(2006) “Introductory Lectures on Fluctuations of Lévy Processes with Applications”. 

 

4.1  Ανελίξεις Lévy  

Στο ξεκίνηµα ουσιαστικά της µελέτης των ανελίξεων Lévy συνολικά, ως ξεχωριστή 

δηλαδή οικογένεια στοχαστικών διαδικασιών, παρουσιάζεται ο αυστηρός ορισµός τους. Ο 

προσδιορισµός τους, στηρίζεται στις κοινές ιδιότητες αυτών των ανελίξεων οι οποίες 

διαµορφώνουν µια ευρεία και σηµαντική κλάση στοχαστικών διαδικασιών, τις ανελίξεις 
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Lévy. Κατά το αρχικό στάδιο της µελέτης τους και για πολλά ακόµα χρόνια, οι ανελίξεις 

Lévy δεν αντιµετωπίζονταν ως ξεχωριστή κλάση στοχαστικών διαδικασιών και 

προσδιορίζονταν κάτω από πολλά και διαφορετικά ονόµατα. Στην δεκαετία του 1940, 

παρουσιάζονταν ως υποκλάση των προσθετικών στοχαστικών διαδικασιών (additive 

processes), διαδικασιών δηλαδή µε ανεξάρτητες προσαυξήσεις, ενώ κατά τις δεκαετίας του 

1960 και 1970 η αναφορά σε αυτές γινόταν απλά ως ανελίξεις µε στάσιµες και ανεξάρτητες 

προσαυξήσεις. Ωστόσο, µετά το 1980 και την ολοένα αυξανόµενη µελέτη τους, 

καθιερώθηκαν τελικά ως µια ξεχωριστή κλάση στοχαστικών ανελίξεων µε την ονοµασία 

ανελίξεις Lévy, προς τιµήν του Γάλλου µαθηµατικού Paul Lévy ο οποίος ήταν ο συντονιστής 

και ενορχηστρωτής της προσπάθειας κατανόησης και χαρακτηρισµού αυτών των 

διαδικασιών. 

 Ορισµός: 

Μία στοχαστική διαδικασία { } ,  0tX t ≥ , ορισµένη σε έναν χώρο πιθανότητας ( , , )A PΩ , 

λέγεται ότι ανήκει στην κλάση των ανελίξεων Lévy ή απλούστερα ότι είναι µια ανέλιξη Lévy, 

αν ικανοποιεί τις εξής τέσσερις ιδιότητες: 

(i) Οι τροχιές  της στοχαστικής διαδικασίας { },  0tX t ≥ , κάτω από το µέτρο 

πιθανότητας P , είναι δεξιά συνεχείς συναρτήσεις του χρόνου ενώ υπάρχουν τα 

αριστερά όρια, µε πιθανότητα 1. 

(ii) ( )0 0 1P X = =  

(iii)  Οι προσαυξήσεις της ανέλιξης,  t sX X−  είναι ίσες κατά κατανοµή µε την τυχαία 

µεταβλητή t sX − , για κάθε 0 s t≤ ≤ . 

(iv)  Οι προσαυξήσεις της ανέλιξης,  t sX X−  είναι ανεξάρτητες της { } ,  uX u s≤ . 

Σύµφωνα µε τον παραπάνω ορισµό, δίνεται πλέον µια ταυτότητα στις στοχαστικές 

διαδικασίες µε στάσιµες και ανεξάρτητες προσαυξήσεις και επιπλέον γίνεται σαφές πως οι 

διαδικασίες οι οποίες παρουσιάστηκαν στο πρώτο κεφάλαιο της παρούσης εργασίας, 

αποτελούν µέλη της οικογένειας των ανελίξεων Lévy. Επιπροσθέτως, µε την διατύπωση του 

ορισµού των ανελίξεων Lévy γίνεται ξεκάθαρη η σχέση τους µε την θεωρία των απείρως 

διαιρετών κατανοµών. Κατά την αναφορά στις απείρως διαιρετές κατανοµές, διατυπώθηκε η 

ιδιότητα σύµφωνα µε την οποία κάθε στοχαστική διαδικασία { } ,  tX t T∈  µε στάσιµες και 

ανεξάρτητες προσαυξήσεις, έχει απείρως διαιρετή κατανοµή για κάθε συγκεκριµένη χρονική 
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στιγµή t T∈ . Στο σηµείο αυτό λοιπόν, η πολύ σηµαντική αυτή ιδιότητα αποκτά την 

παρακάτω µορφή: 

 Ιδιότητα: 

Κάθε στοχαστική ανέλιξη Lévy { } ,  tX t T∈ , έχει απείρως διαιρετή κατανοµή για κάθε 

συγκεκριµένη χρονική στιγµή t T∈ . 

Η παραπάνω ιδιότητα των ανελίξεων Lévy, αποτελεί ένα σηµαντικό στην διαχείρισή τους 

εργαλείο, το οποίο τις καθιστά εύχρηστες σε πολλά πεδία εφαρµογών. Ωστόσο, η ξεχωριστή 

σηµασία της παραπάνω πρότασης, έγκειται στο γεγονός της αµφίδροµης σχέσης µεταξύ της 

κλάσης των Lévy διαδικασιών και των τυχαίων µεταβλητών µε απείρως διαιρετή κατανοµή. 

Αποδεικνύεται ότι πράγµατι, οικογένειες ισόνοµων τυχαίων µεταβλητών µε απείρως διαιρετή 

κατανοµή, «συνθέτουν» µία ανέλιξη Lévy. Η διαπίστωση αυτή αποτελεί καίριας σηµασίας 

σηµείο και σχολιάζεται εκτενώς στις επόµενες σελίδες του κεφαλαίου αφού, µέσω αυτής, 

γίνεται αντιληπτή η φύση και η συµπεριφορά των τροχιών µιας ανέλιξης Lévy και κατ’ 

επέκταση της ίδιας της στοχαστικής διαδικασίας. Απαραίτητη για µία τέτοια ανάλυση, είναι η 

θεωρία των απείρως διαιρετών κατανοµών µε µία διαφορετική όµως µορφή από αυτή που 

έχει παρουσιαστεί έως τώρα, όπως περιγράφεται στην επόµενη ενότητα. 

Προτού όµως γίνει λόγος για την εναλλακτική αλλά και πληρέστερη συνθήκη κάτω από 

την οποία µια τυχαία µεταβλητή υπόκειται σε έναν απείρως διαιρετό πιθανοθεωρητικό νόµο, 

κρίνεται απολύτως απαραίτητη η παράθεση µιας εξαιρετικά, όπως θα αποδειχτεί στην 

συνέχεια, σηµαντικής ιδιότητας που διατηρούν οι ανελίξεις Lévy, η οποία αναφέρει το εξής: 

 Ιδιότητα: 

Η στοχαστική διαδικασία η οποία προκύπτει ως το άθροισµα ανεξάρτητων ανελίξεων Lévy 

είναι στοχαστική ανέλιξη Lévy. 

Η πολύ απλή αυτή ιδιότητα επικαλείται εις διπλούν στην πορεία αυτής της ανάλυσης και 

χρησιµοποιείται για να αποδειχτεί ότι ένας γραµµικός συνδυασµός ανελίξεων Levy δεν είναι 

τίποτε άλλο από µια νέα στοχαστική ανέλιξη Lévy. 
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4.2  Τύπος των Lévy-Khintchine 

Η πλήρης επέκταση για τον χαρακτηρισµό µιας κατανοµής πιθανότητας ως απείρως 

διαιρετή, περιγράφεται από την µορφή την οποία δύναται να λάβει ο αρνητικός λογάριθµος 

της χαρακτηριστικής συνάρτησης της τυχαίας µεταβλητής όπως ορίστηκε από την σχέση 

( )3.1 , η οποία υπόκειται στον νόµο αυτής. Η συγκεκριµένη αυτή έκφραση είναι γνωστή ως 

τύπος των Lévy-Khintchine (Lévy-Khintchine formula) και είναι αυτός που φαίνεται 

παρακάτω. 

 Θεώρηµα (Τύπος των Lévy-Khintchine): 

Έστω X  µία πραγµατική τυχαία µεταβλητή ορισµένη στον χώρο πιθανότητας ( , , )Ω Α Ρ  της 

οποίας ο αρνητικός λογάριθµος της χαρακτηριστικής της συνάρτησης ( )X tφ  συµβολίζεται µε 

( )tΨ ,  

( ) ( ) ( ) ( )  ,         titX itx
X t E e e dx e tφ µ −Ψ

ℜ
= = = ∀ ∈ℜ∫ . 

Ο νόµος πιθανότητας µ  της πραγµατικής τυχαίας µεταβλητής X  είναι απείρως διαιρετός αν 

και µόνο αν υπάρχει µία τριπλέτα ( ), ,α σ Π , όπου α ∈ℜ , σ +∈ℜ  και Π  ένα µέτρο 

πιθανότητας µε µάζα στο *ℜ  το οποίο ικανοποιεί την σχέση ( ) ( )21 x dx
ℜ

∧ Π < ∞∫ , τέτοιο 

ώστε ο αρνητικός λογάριθµος της χαρακτηριστικής της συνάρτησης έχει την µορφή: 

( ) ( )( ) ( )2 2
1

1 1  ,         
2

1itx
xt i t t e itx dx tα σ <ℜ

Ψ = + + − + Π ∀ ∈ℜ∫ .                     ( )4.1  

Αναφορικά µε τον συµβολισµό που χρησιµοποιείται στην διατύπωση του παραπάνω 

θεωρήµατος, σηµειώνεται ότι ο συµβολισµός 1A  δηλώνει την δείκτρια συνάρτηση του 

συνόλου A ,  τη συνάρτηση δηλαδή η οποία λαµβάνει µηδενική τιµή για τιµές της 

µεταβλητής εκτός του συνόλου A  και την τιµή 1 για τιµές του συνόλου. Επίσης, το σύµβολο 

∧  υποδηλώνει την ελάχιστη, µεταξύ δύο, τιµή και συνεπώς στην ολοκληρωτέα ποσότητα της 

σχέσης την οποία ικανοποιεί το µέτρο πιθανότητας Π , την ελάχιστη κάθε φορά τιµή µεταξύ 

της µονάδας και των τιµών που λαµβάνει η συνάρτηση 2x . 

Μία σχετική µε την παραπάνω πρόταση αλλά για µια ειδική κατηγορία τυχαίων 

µεταβλητών, αυτή των τυχαίων µεταβλητών µε απείρως διαιρετή κατανοµή σε δεύτερες 

διαφορές, εισήχθη αρχικά από τον Ρώσο µαθηµατικό Andrei Kolmogorov το 1932. Παρόλα 

αυτά, όπως ήδη έχει αναφερθεί σε προηγούµενη ενότητα, ο Paul Lévy ήταν εκείνος όπου στα 
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1934 έδωσε τον πλήρη χαρακτηρισµό των απείρως διαιρετών κατανοµών. Μετέπειτα, οι  

Khintchine το 1937 και Itô το 1942 προσέθεσαν βαθύτερο νόηµα στο έργο του Lévy, µε 

αποτέλεσµα η προηγούµενη πρόταση να λάβει την παραπάνω γενική µορφή και να ονοµαστεί 

έτσι προς τιµήν τους. 

Ξεκινώντας έναν πρώτο σχολιασµό σχετικά µε τον τύπο των Lévy-Khintchine, 

καθοριστικής σηµασίας παράγοντα αποτελεί η τριάδα ( ), ,α σ Π . Κάθε όρος αυτής της 

τριπλέτας διαδραµατίζει έναν διακεκριµένο ρόλο και καθορίζει συγκεκριµένες συµπεριφορές 

της τροχιάς της κάθε ανέλιξης. Η επίδραση του κάθε όρου στον τρόπο µε τον οποίο 

εξελίσσεται η στοχαστική διαδικασία στην πορεία του χρόνου, έχει σηµαντικό αντίκτυπο στα 

µονοπάτια της διεργασίας ενώ ο συνδυασµός αυτών αποτελεί ουσιαστικά το θεωρητικό 

υπόβαθρο κάτω από το οποίο οικογένειες ισόνοµων τυχαίων µεταβλητών µε απείρως 

διαιρετή κατανοµή, «διαµορφώνουν» µία ανέλιξη Lévy. Το σηµαινόµενο της τριπλέτας 

( ), ,α σ Π  αναλύεται διεξοδικά σε επόµενες ενότητες, ενώ στην παρούσα φάση η αναφορά σε 

αυτή εξαντλείται στη συνολοσυνάρτηση Π . 

Όπως εξ’ αρχής δηλώθηκε στο Θεώρηµα των Lévy-Khintchine, η συνάρτηση Π  αποτελεί 

µέτρο στον χώρο πιθανότητας ( , , )Ω Α Ρ  µε µάζα στο *ℜ  και ουσιαστικά δεν είναι τίποτα 

άλλο από τον κοινό νόµο πιθανότητας στον οποίο υπόκειται η οικογένεια των ισόνοµων και 

ανεξάρτητων τυχαίων µεταβλητών, όπως αυτές εισήχθησαν στον ορισµό µιας απείρως 

διαιρετής κατανοµής του προηγούµενου κεφαλαίου. Η συνολοσυνάρτηση Π , έχει τις 

ιδιότητες µιας «κοινής» συνάρτησης κατανοµής µε γνωστή συµπεριφορά σε όλο το πεδίο 

ορισµού της. Υπενθυµίζεται ότι, το µέτρο Π  ορίζεται σε ολόκληρο τον άξονα των 

πραγµατικών αριθµών εκτός του κέντρου του, του σηµείου «µηδέν» δηλαδή, µε αποτέλεσµα, 

σε µια περιοχή γύρω από αυτό η συµπεριφορά της να µην παραµένει η ίδια. 

Η φύση της συνολοσυνάρτησης Π , αντικατοπτρίζεται µέσα από την συνθήκη που 

αναφέρθηκε στο Θεώρηµα των Lévy-Khintchine πως ικανοποιεί και η οποία δηλώνει πως  

( ) ( )21 x dx
ℜ

∧ Π < ∞∫ . Προχωρώντας µερικά βήµατα την σχέση αυτή, παρέχεται µια καλύτερη 

εικόνα σχετικά µε την συµπεριφορά του µέτρου Π  και εξάγονται πολύ χρήσιµα 

συµπεράσµατα. Βάσει του σχολίου περί της σηµασίας του συµβόλου ∧ , η παραπάνω σχέση 

αναλύεται ως εξής: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2 2

1 1 1
1 1

x x x
x dx x dx dx x dx x

ℜ < ≥ <
∧ Π = Π + Π = Π +Π ≥ < ∞∫ ∫ ∫ ∫ . 
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Από την στιγµή όπου η παραπάνω ποσότητα είναι φραγµένη, έπεται πως και κάθε όρος του 

αθροίσµατος είναι επίσης φραγµένος, δηλαδή 

( )2

1x
x dx

<
Π < ∞∫      και     ( )1xΠ ≥ < ∞ , 

ενώ το ενδιαφέρον εστιάζεται στην σχέση ( )1xΠ ≥ < ∞  η οποία δηλώνει πως το πεδίο τιµών 

της Π , εκτός του ανοικτού διαστήµατος ( )1,1− , είναι φραγµένο σύνολο. Σύµφωνα µε αυτά, 

διαπιστώνεται ότι η ιδιότητα την οποία διατηρεί το µέτρο Π , εξασφαλίζει το πεπερασµένο 

των τιµών που λαµβάνει και πιο συγκεκριµένα, αποδεικνύεται ότι ( )( ) [ )\ 1,1 0,Π ℜ − ∈ ∞ . Με 

απλά λόγια, η παραπάνω ιδιότητα εγγυάται πως η συνολοσυνάρτηση Π  σε όλο το φάσµα των 

πραγµατικών αριθµών εκτός του διαστήµατος ( )1,1− , έχει πεπερασµένη τιµή µε πιθανότητα 

1 και κατά συνέπεια η στοχαστική διαδικασία η οποία σε κάθε χρονική στιγµή υπόκειται 

στον νόµο της, σε ένα συγκεκριµένο χρονικό διάστηµα δεν αποκλίνει. 

Η επιλογή του διαστήµατος ( )1,1−  γίνεται για λόγους απλότητας. Στην πραγµατικότητα, η 

συµπεριφορά του µέτρου πιθανότητας Π , παραµένει η ίδια σε όλη την ευθεία των 

πραγµατικών αριθµών εκτός του µηδενός όπου και δεν ορίζεται, µε αποτέλεσµα, η 

διαφοροποίηση αυτή να υφίσταται σε µια ε − περιοχή του µηδενός και όχι αναγκαστικά στο 

( )1,1− . Ακριβέστερα λοιπόν, η ιδιότητα την οποία ικανοποιεί το µέτρο πιθανότητας Π  του 

τύπου των Lévy-Khintchine, παίρνει την µορφή: 

( ) ( )2x dxε
ℜ

∧ Π < ∞∫  

και συνεπώς 

( )2

x
x dx

ε<
Π < ∞∫      και     ( )x εΠ ≥ < ∞ , 

για οποιονδήποτε πολύ µικρό, θετικό πραγµατικό αριθµό ε . Για να γίνει περισσότερο 

κατανοητή η παραπάνω θέση, ας θεωρηθεί η περίπτωση µιας απαριθµήτριας ανέλιξης, η 

οποία σε κάθε συγκεκριµένη χρονική στιγµή έχει απείρως διαιρετή κατανοµή. Βάσει της 

σχέσης που ικανοποιεί η Π , γίνεται σαφές ότι εστιάζοντας σε µία συγκεκριµένη χρονική 

περίοδο, µόνο πεπερασµένος αριθµός αφίξεων δύναται να πραγµατοποιηθούν και συνεπώς 

για αυτή την χρονική περίοδο, εξασφαλίζεται η µη απόκλιση της στοχαστικής διαδικασίας. 

Ολοκληρώνοντας τον σύντοµο αυτό σχολιασµό, σηµειώνεται ότι το µέτρο Π  ονοµάζεται 

Lévy (χαρακτηριστικό) µέτρο (Lévy characteristic measure). 
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Στις υποενότητες που ακολουθούν, εφαρµόζεται ο τύπος των Lévy-Khintchine για µία 

σειρά στοχαστικών ανελίξεων Lévy και παρουσιάζονται αναλυτικά οι τιµές τις οποίες 

λαµβάνει η τριπλέτα ( ), ,α σ Π  του αρνητικού λογάριθµου της χαρακτηριστικής συνάρτησης  

κάθε µία εξ’ αυτών.  

 

4.2.1  Κατανοµή Poisson 

Ήδη από την υποενότητα 3.3.1 έχει αποδειχτεί πως η κατανοµή Poisson είναι απείρως 

διαιρετή. Προφανώς, στο ίδιο ακριβώς συµπέρασµα οδηγεί και η εφαρµογή του τύπου των 

Lévy-Khintchine για αυτή την κατανοµή, µε την τριπλέτα ( ), ,α σ Π  να λαµβάνει τις τιµές: 

( ) ( )1, , 0 ,  0 ,  α σ λδΠ =  

όπου 1δ  είναι η συνάρτηση «δέλτα» του Dirac, µε µοναδιαία µάζα στο σηµείο 1. 

Γενικά, η γενικευµένη συνάρτηση αδ  του Dirac, είναι γνωστό ότι παίρνει την τιµή 1 στο 

σηµείο α  και µηδενίζεται σε οποιοδήποτε άλλο σηµείο. Ισχύει δηλαδή ότι 

( )
 1      ,    
 0      ,    

x
x

xα

α
δ

α
=⎧

= ⎨ ≠⎩
     

και αντιπροσωπεύει ουσιαστικά, την κατανοµή πιθανότητας µιας τυχαίας µεταβλητής η οποία 

λαµβάνει την τιµή α  µε πιθανότητα 1. Η γενικευµένη αυτή συνάρτηση, βάσει του τρόπου µε 

τον οποίο ορίζεται και από το Θεώρηµα Μέσης Τιµής του Ολοκληρωτικού Λογισµού, 

διατηρεί µια χρήσιµη ιδιότητα σύµφωνα µε την οποία 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )1    ,       f x dx f f x f Cαδ α α και
ℜ

= ⋅ = ∀ ∈ℜ ∀ ∈ ℜ∫ . 

∆ίνοντας στην τριπλέτα ( ), ,α σ Π  λοιπόν, τις τιµές που αναφέρθηκαν προηγουµένως, η 

ποσότητα Ψ  του τύπου των Lévy-Khintchine παίρνει την µορφή: 

( ) ( )( ) ( )

( )( ) ( )

( )( ) ( )

1

1

1

0 0 1

         1

        1   ,         .

1
1
1

itx
x

itx
x

itx
x

t e itx dx

e itx dx

e itx dx t

α

α

α

λδ

λδ

λ δ

<ℜ

<ℜ

<ℜ

Ψ = + + − + =

= − + =

= − + ∀ ∈ℜ

∫

∫

∫

 

Σύµφωνα µε την ιδιότητα της γενικευµένης συνάρτησης του Dirac που αναφέρθηκε 

παραπάνω, το ολοκλήρωµα της τελευταίας σχέσης προκύπτει ίσο µε: 
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( )( ) ( ) ( ) ( )11 1 1 1   ,     1itx it it
xe itx dx e e tαδ<ℜ

− + = − ⋅ = − ∀ ∈ℜ∫  

και συνεπώς 

( ) ( )1   ,     itt e tλΨ = − ∀ ∈ℜ . 

Όπως εύκολα µπορεί να αναγνωρίσει κανείς, η ποσότητα Ψ  έχει πάρει την µορφή του 

αρνητικού λογάριθµου της χαρακτηριστικής συνάρτησης µιας τυχαίας µεταβλητής που 

ακολουθεί την κατανοµή Poisson. Πράγµατι λοιπόν, η τριπλέτα ( ), ,α σ Π  της Lévy-

Khintchine φόρµουλας κατά την περίπτωση της κατανοµής Poisson, λαµβάνει τις τιµές: 

( ) ( )1, , 0,0,α σ λδΠ = . 

 

4.2.2  Σύνθετη Κατανοµή Poisson 

Από τον τύπο ( )4.1  των Lévy-Khintchine, για τιµές των παραµέτρων ίσες µε 

( )
1x
xF dxα λ

<
= − ∫ , 0σ =  και ( ) ( )dx F dxλΠ = , όπου F  ένα µέτρο πιθανότητας µε µάζα 

στο ℜ , έπεται πως: 

( ) ( ) ( )( ) ( )

( ) ( )( )
( ) ( ) ( )

( )

11

1 \ 1,1 1

1

1

        1 1

        

1itx
xx

itx itx

x x

x

t it xF dx e itx F dx

itxF dx e F dx e itx F dx

itxF dx

λ λ

λ λ λ

λ

<< ℜ

< ℜ − <

<

Ψ = − + − + =

= − + − + − + =

= −

∫ ∫

∫ ∫ ∫

∫ ( )
( )

( )

( ) ( ) ( )

\ 1,1

1 1

1

                        1

itx

itx

x x

e F dx

e F dx itxF dx

λ

λ λ

ℜ −

< <

+ − +

+ − +

∫

∫ ∫

( )( )
( ) ( ) ( )

\ 1,1 1
        1 1itx itx

x
e F dx e F dxλ λ

ℜ − <

=

= − + − =∫ ∫

 

                     ( ) ( ) 1   ,              itxe F dx tλ
ℜ

= − ∀ ∈ℜ∫                                                          ( )4.2  

Όπως εύκολα µπορεί να αναγνωρίσει κανείς κοιτώντας ξανά την υποενότητα 3.3.2 , η 

παραπάνω ποσότητα αποτελεί τον αρνητικό λογάριθµο της χαρακτηριστικής συνάρτησης 

µιας τυχαίας µεταβλητής X  η οποία ακολουθεί την σύνθετη κατανοµή Poisson µε παράµετρο 

λ , και F  την κοινή συνάρτηση κατανοµής των ανεξάρτητων και ισόνοµων τυχαίων 

µεταβλητών που ορίζουν µια τέτοια κατανοµή. Συµπεραίνεται λοιπόν ότι και η σύνθετη 
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κατανοµή Poisson είναι µια απείρως διαιρετή κατανοµή µε τη τριπλέτα του τύπου των Lévy-

Khintchine να λαµβάνει τις τιµές: 

( ) ( ) ( )( )1
, ,  ,  0 ,  

x
xF dx F dxα σ λ λ

<
Π = − ∫ . 

 

4.2.3  Κανονική Κατανοµή 

Στην υποενότητα 3.3.3  διαπιστώθηκε πως η χαρακτηριστική συνάρτηση µιας τυχαίας 

µεταβλητής που ακολουθεί την κανονική κατανοµή ( )2,N µ σ , δίνεται από την σχέση 

{ }
( )2

22
2

1   ,        
2

x
itx

X t e dx t
µ
σφ

πσ

−
−

ℜ

= ∀ ∈ℜ∫  

και συνεπώς ο αρνητικός της λογάριθµος προσδιορίζεται ως εξής: 

                                         { } 2 21    ,       
2

t t i t tσ µΨ = − + ∀ ∈ℜ                                            ( )4.3  

Συγκρίνοντας απλά την παραπάνω ποσότητα, µε την σχέση ( )4.1 , διαπιστώνεται ότι στην 

περίπτωση της κανονικής κατανοµής , η Lévy-Khintchine τριπλέτα είναι η 

( ) ( ), , -  ,   ,  0α σ µ σΠ = . 

Μια πολύ χρήσιµη πληροφορία για την συνέχεια της ανάλυσης των ανελίξεων Lévy, 

αποτελεί η παρατήρηση πως ο αρνητικός λογάριθµος της χαρακτηριστικής συνάρτησης µιας 

τυχαίας µεταβλητής που ακολουθεί την κανονική κατανοµή µε µέση τιµή µ  και διακύµανση 
2σ , συµπίπτει µε τον αρνητικό λογάριθµο της χαρακτηριστικής συνάρτησης της γραµµικής 

κίνησης Brown µε γραµµική τάση 

,   0t tX B t tσ µ= + ≥ , 

για κάποια συγκεκριµένη χρονική στιγµή 0t ≥ . Σηµειώνεται ότι οι παράµετροι της 

γραµµικής αυτής κίνησης Brown στην οποία εφαρµόζεται γραµµική τάση είναι µ  και σ , οι 

παράµετροι δηλαδή της εν λόγω κανονικής κατανοµής, ενώ µε { }: 0tB t ≥  συµβολίζεται όπως 

πάντα η τυπική κίνηση Brown. Με λίγα λόγια, αξίζει να θυµάται κανείς το γεγονός ότι, ο 

αρνητικός λογάριθµος της χαρακτηριστικής συνάρτησης της γραµµικής κίνησης Brown µε 

γραµµική τάση, t tX B tσ µ= +  για κάποια συγκεκριµένη χρονική στιγµή 0t ≥ , είναι ο ίδιος 

µε εκείνον µιας τυχαίας µεταβλητής που ακολουθεί την κανονική κατανοµή ( )2,N µ σ . 
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4.2.4  Κατανοµή Γάµµα 

Μια επίσης σηµαντική κατανοµή στα πλαίσια των εφαρµογών των ανελίξεων Lévy, για 

την οποία δεν έχει γίνει µέχρι στιγµής λόγος, είναι η κατανοµή γάµµα. Η συνάρτηση 

πυκνότητας πιθανότητας µιας τυχαίας µεταβλητής X  η οποία ακολουθεί αυτή την κατανοµή, 

δίνεται από την σχέση: 

( ) ( )
1 * *     ,         ,axaf x x e x a

β
β και β

β
− −

+ += ∀ ∈ℜ ∈ℜ
Γ

 

όπου οι γνήσια θετικές µεταβλητές α  και β  αποτελούν τις παραµέτρους της κατανοµής. 

Επίσης, αποδεικνύεται ότι (βλ. για παράδειγµα Grimmet & Stirzaker (2001)) για την τυχαία 

µεταβλητή ( ),
d

X gamma a β∼ , η χαρακτηριστική της συνάρτηση είναι η εξής: 

( )
( )

* *1      ,         ,
1

t t a
it a βφ και β+ += ∀ ∈ℜ ∈ℜ

−
. 

Για την απόδειξη της άπειρης διαιρετότητας της κατανοµής γάµµα µε την βοήθεια του 

τύπου των Lévy-Khintchine, είναι απαραίτητη η αναδιατύπωση της µορφής της παραπάνω 

χαρακτηριστικής συνάρτησης σε µια άλλη ισοδύναµη, µε εκθετικό όµως χαρακτήρα. Για να 

γίνει κάτι τέτοιο, απαιτείται η χρήση µιας πρότασης γνωστή και ως ολοκλήρωµα Frullani 

(Frullani integral), βλ. µεταξύ άλλων Κυπριανού (2006), η οποία µε την µορφή λήµµατος 

έχει ως εξής: 

 Λήµµα 4.2.1 (Ολοκλήρωµα Frullani): 

Για κάθε , 0α β >  και για κάθε µιγαδικό αριθµό z C∈  µε µη θετικό πραγµατικό µέρος, 

0zℜ ≤ , έπεται πως 

( )
( ) 1

0

11   
1

zx axe x e dx

e
z a

β

β

∞
− −− −∫

=
−

. 

Σύµφωνα µε το ολοκλήρωµα Frullani λοιπόν, για τις τιµές των παραµέτρων α  και β  της 

κατανοµής γάµµα και για τον µιγαδικό αριθµό z it=  µε 0zℜ = , η χαρακτηριστική 

συνάρτηση φ  παίρνει την παρακάτω εκθετική µορφή 

( )
( ) 1

0

1
* *     ,         ,

itx axe x e dx

t e t a
β

φ και β

∞
− −− −

+ +

∫
= ∀ ∈ℜ ∈ℜ  

και συνεπώς ο αρνητικός λογάριθµος της χαρακτηριστικής της εξίσωσης είναι η ποσότητα 
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( ) ( ) 1 *

0

1      ,       itx axt e x e dx tβ
∞

− −
+Ψ = − ∀ ∈ℜ∫ . 

Βάσει της τελευταίας αυτής σχέσης, είναι πλέον εφικτή η αναγνώριση της κατανοµής 

γάµµα ως ένας απείρως διαιρετός νόµος πιθανότητας, καθώς και ο προσδιορισµός της 

αντίστοιχης Lévy-Khintchine τριάδας ( ), ,α σ Π . Πράγµατι, για τιµές των παραµέτρων ίσες 

µε ( )
xedx dx

x

αβ −

Π =  για *x +∈ℜ , 0σ =  και ( ) ( )
1 1

0 0

1ax ax dx e dx eβα β
α

− −= − Π = − = −∫ ∫ , η 

σχέση ( )4.1  δίνει: 

( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( )

( ) ( )

1
1

0

1
1 1

0 1

1
1

0

1 1

        1 1 1

        1 1

1a itx ax
x

a itx ax itx ax

a itx ax

t it e e itx x e dx

it e e itx x e dx e x e dx

it e e x e dx it x

β β
α

β β β
α

β β
α

∞
− − −

<

∞
− − − − −

− − −

Ψ = − + − + =

= − + − + + − =

= − + − +

∫

∫ ∫

∫
1

1

0

xβ −∫ ( )

( )

1

1

1

        1

ax itx ax

a

e dx e x e dx

it e

β

β
α

∞
− − −

−

+ − =

= −

∫

( )
1

1

0 0

1 itx ax axe x e dx it e dxβ β
∞

− − −+ − +∫ ∫

( ) 1 *

0

        1     ,         .itx axe x e dx tβ
∞

− −
+

=

= − ∀ ∈ℜ∫  

Κατά συµπέρασµα, η κατανοµή γάµµα είναι απείρως διαιρετή µε την Lévy-Khintchine 

τριπλέτα να λαµβάνει τις τιµές 

( ) ( ), , 1  ,   ,  
x

a ee dx
a x

αβ βα σ σ
−

−⎛ ⎞
Π = −⎜ ⎟

⎝ ⎠
. 

Στο διάγραµµα 4.1  της επόµενης σελίδας, µπορεί κανείς να παρατηρήσει ένα µονοπάτι µιας 

στοχαστικής ανέλιξης γάµµα µε παραµέτρους 10a =  και 20b = . 
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∆ιάγραµµα 4.1: Μονοπάτι της Ανέλιξης Γάµµα µε Παραµέτρους α=10 και β=20  

 

 

4.3  Lévy-Itô ∆ιαχώριση 

Σύµφωνα µε τα όσα έχουν αναφερθεί έως τώρα, είναι απολύτως σαφές πως κάθε ανέλιξη 

Lévy σχετίζεται µε έναν απείρως διαιρετό νόµο πιθανότητας. Η πολύ σηµαντική ιδιότητα που 

πρωτοπαρουσιάστηκε στο προηγούµενο κεφάλαιο και έλαβε στην προηγούµενη ενότητα την 

τελική της µορφή, αναφέρει πως µια ανέλιξη Lévy σε συγκεκριµένη χρονική στιγµή, έχει 

απείρως διαιρετή κατανοµή. Μετά και την διατύπωση της πλήρους επέκτασης του ορισµού 

της συγκεκριµένης κλάσης κατανοµών (τύπος των Lévy-Khintchine), ανοίγει ο δρόµος για 

την αντιστροφή της παραπάνω θέσης και την διατύπωση µιας ισχυρότερης εκδοχής της. 

Βάσει της θεώρησης µιας απείρως διαιρετής κατανοµής από την αυτή την σκοπιά, 

δηµιουργούνται από θεωρητικής απόψεως, οι κατάλληλες προοπτικές για την απόδειξη της 

αντίστροφης πορείας, του γεγονότος δηλαδή σύµφωνα µε το οποίο, από µία απείρως διαιρετή 

κατανοµή δύναται η «κατασκευή» µιας ανέλιξης Lévy, η οποία υπόκειται στον ίδιο νόµο 

πιθανότητας. 
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Προτού γίνει η αυστηρή παρουσίαση της προηγούµενης θέσης µε την µορφή θεωρήµατος, 

γνωστή και ως τύπος των Lévy-Khintchine για ανελίξεις Lévy (Lévy-Khintchine formula for 

Lévy processes), τονίζεται για ακόµα µία φορά πως η οδός µέσω της οποίας επιτυγχάνεται 

κάτι τέτοιο, είναι ο τύπος των Lévy-Khintchine και η µορφή του αρνητικού λογάριθµου της 

χαρακτηριστικής συνάρτησης µε την παρουσία της τριπλέτας ( ), ,α σ Π . Χωρίς το εργαλείο 

αυτό, είναι αδύνατη η µαθηµατική τεκµηρίωση και απόδειξη αυτού του ισχυρισµού, ένα 

ακόµα γεγονός που καθιστά ανεκτίµητη την προσφορά του Paul Lévy στην προσπάθεια 

χαρακτηρισµού αυτών των στοχαστικών διαδικασιών. 

 Θεώρηµα (Τύπος Lévy-Khintchine για Ανελίξεις Lévy): 

Έστω α ∈ℜ , σ +∈ℜ  και Π  ένα µέτρο πιθανότητας µε µάζα στο *ℜ  το οποίο ικανοποιεί την 

σχέση ( ) ( )21 x dx
ℜ

∧ Π < ∞∫ . Η τριπλέτα ( ), ,α σ Π  αυτή, ορίζει την ποσότητα  

( ) ( )( ) ( )2 2
1

1 1  ,         
2

1itx
xt i t t e itx dx tα σ <ℜ

Ψ = + + − + Π ∀ ∈ℜ∫ . 

Σε κάθε περίπτωση, υπάρχει ένας χώρος πιθανότητας ( , , )Ω Α Ρ  στον οποίο ορίζεται µία 

στοχαστική ανέλιξη Lévy { } ,  tX t T∈ , της οποίας για κάθε συγκεκριµένη χρονική στιγµή 

t T∈ , ο αρνητικός λογάριθµος της χαρακτηριστικής της συνάρτησης είναι η ποσότητα Ψ . 

Η αυστηρή απόδειξη αυτού του θεωρήµατος, αν και είναι πολύ διαφωτιστική σε ότι αφορά 

την γενικότερη δοµή µιας ανέλιξης Lévy, δεν συµπεριλαµβάνεται αυτούσια στο περιεχόµενο 

της παρούσης εργασίας. Η πορεία που ακολουθείται για την τεκµηρίωσή του είναι πολύπλοκη 

και απαιτεί ιδιαίτερους µαθηµατικούς χειρισµούς. Ωστόσο, µέσα από την ανάλυση η οποία 

παρουσιάζεται, επιτυγχάνεται η σκιαγράφηση των κυριότερων σηµείων αυτής, 

παραλείποντας κάποια τεχνικά σηµεία. Ο αναγνώστης που επιθυµεί µια γεύση της 

ολοκληρωµένης απόδειξης της παραπάνω πρότασης µπορεί να ανατρέξει µεταξύ άλλων, στο 

βιβλίο του Κυπριανού (2006). 

Γίνεται πλέον σαφές ότι, από την στιγµή που είτε υπάρχει, είτε συµβαίνει, είτε 

παρατηρείται ένα τυχαίο γεγονός το οποίο υπόκειται σε έναν απείρως διαιρετό 

πιθανοθεωρητικό νόµο, είναι δυνατόν να προσδιοριστεί στοχαστικά (και όχι ντετερµινιστικά 

µε ότι αυτό συνεπάγεται), η διαδικασία µέσω της οποίας αυτό δηµιουργήθηκε. Βάσει του 

θεωρήµατος το οποίο προηγήθηκε, είναι γνωστό πως αυτή η διαδικασία είναι µια στοχαστική 

ανέλιξη Lévy, έχει δηλαδή µια συγκεκριµένη συµπεριφορά και έναν ιδιόµορφο γενεσιουργό 
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µηχανισµό ο οποίος ποικίλει ανάλογα µε τον νοµοτελειακό νόµο στον οποίο υπόκειται το 

εκάστοτε εξεταζόµενο φαινόµενο. Το σηµαντικότερο σηµείο αυτής της θέσης όπως 

διατυπώθηκε παραπάνω, είναι ότι παρέχει την δυνατότητα προσδιορισµού του µηχανισµού, 

του γενικού τρόπου δηλαδή µε τον οποίο εξελίχθηκε το φαινόµενο έως την πραγµατοποίηση 

του γεγονότος αυτού και συνεπώς την αποτύπωση ενός µονοπατιού του. Όπως θα φανεί στην 

συνέχεια, λόγω και µέσω της συγκεκριµένης µορφής µε την οποία διατυπώθηκε η παραπάνω 

πρόταση, επιτυγχάνεται η αποκωδικοποίηση των ανελίξεων Lévy και κατ’ επέκταση ο 

πλήρης χαρακτηρισµός και κατηγοριοποίηση ολόκληρης της κλάσης αυτών, µε βάση τις 

τροχιές τους. 

Για να γίνει όµως κάτι τέτοιο, πρέπει πρώτα η ποσότητα Ψ  του τύπου των Lévy-

Khintchine, ο αρνητικός λογάριθµος δηλαδή της χαρακτηριστικής συνάρτησης της τυχαίας 

µεταβλητής για την οποία γίνεται λόγος, να λάβει µια ελαφρώς διαφοροποιηµένη έκφραση. 

Σύµφωνα µε τον τύπο των Lévy-Khintchine, ο αρνητικός λογάριθµος της χαρακτηριστικής 

συνάρτησης µιας τυχαίας µεταβλητής X  µε απείρως διαιρετή κατανοµή έχει την µορφή: 

( ) ( )( ) ( )2 2
1

1 1  ,         
2

1itx
xt i t t e itx dx tα σ <ℜ

Ψ = + + − + Π ∀ ∈ℜ∫ . 

Είναι γνωστό ότι η δείκτρια συνάρτηση ( )11 x <  µηδενίζεται για τιµές της µεταβλητής x  εκτός 

της περιοχής ( )1,1−  και παίρνει την τιµή 1 εντός αυτού του διαστήµατος. Ισχύει δηλαδή πως, 

( )1

  1     ,       -1 1

  0      ,      1  1   .
1 x

x

x x

αν

αν και
<

< <⎧
⎪= ⎨
⎪ ≤ − ≥⎩

 

Κατά συνέπεια, το ολοκλήρωµα της πιο πάνω έκφρασης γράφεται ως εξής: 

( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1 0 1
1 1 11itx itx itx

x x x
e itx dx e dx e itx dx<ℜ ≥ < <

− + Π = − Π + − + Π∫ ∫ ∫ , 

  t∀ ∈ℜ . 

Επιπλέον, µε έναν ακόµα απλούστατο αλγεβρικό χειρισµό, το πρώτο εκ των δύο τελευταίων 

ολοκληρωµάτων, δύναται να γραφεί στην µορφή: 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )
( )( )1 1

1 \ 1,1 1  ,         
\ 1,1

itx itx

x x

dx
e dx e t

≥ ≥

Π
− Π = Π ℜ − − ∀ ∈ℜ

Π ℜ −∫ ∫  

οπότε, 
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( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )
( )( )

( ) ( )

1 1

0 1

1 \ 1,1 1
\ 1,1

                                              1  ,                                       

1itx itx
x x

itx

x

dx
e itx dx e

e itx dx t

<ℜ ≥

< <

Π
− + Π = Π ℜ − −

Π ℜ −

+ − + Π ∀ ∈ℜ

∫ ∫

∫
 

και συνεπώς ο αρνητικός λογάριθµος της χαρακτηριστικής συνάρτησης µιας τυχαίας 

µεταβλητής X  µε απείρως διαιρετή κατανοµή, αποκτά   t∀ ∈ℜ   την τελική µορφή: 

                         

( )

( )( ) ( ) ( )
( )( )

( ) ( ){ }

2 2

1

0 1

1
2

            \ 1,1 1
\ 1,1

            1    ,

itx

x

itx

x

t i t t

dx
e

e itx dx

α σ

≥

< <

⎧ ⎫Ψ = + +⎨ ⎬
⎩ ⎭
⎧ ⎫Π⎪ ⎪+ Π ℜ − − +⎨ ⎬

Π ℜ −⎪ ⎪⎩ ⎭

+ − + Π

∫

∫

                             ( )4.2  

όπου α ∈ℜ , σ +∈ℜ  και Π  ένα µέτρο πιθανότητας µε µάζα στο *ℜ  το οποίο ικανοποιεί την 

σχέση ( ) ( )21 x dx
ℜ

∧ Π < ∞∫ . 

Για την µετέπειτα ευκολία στον χειρισµό και σχολιασµό της τελευταίας αυτής διατύπωσης, 

εισάγονται οι συµβολισµοί 

( )1 2 21
2

i t t
σµβ

α σ⎧ ⎫Ψ = +⎨ ⎬
⎩ ⎭

  ,   ( ) ( )( ) ( ) ( )
( )( )

2

1
\ 1,1 1

\ 1,1
itx

x

dx
e

σµβ

≥

⎧ ⎫Π⎪ ⎪Ψ = Π ℜ − −⎨ ⎬
Π ℜ −⎪ ⎪⎩ ⎭

∫  

και    ( ) ( ) ( ){ }3

0 1
 1 itx

x
e itx dx

σµβ

< <
Ψ = − + Π∫  

και  συνεπώς η σχέση ( )4.2  αποκτά την µορφή: 

                                      ( ) ( ) ( ) ( )1 2 3  ,         t tΨ = Ψ +Ψ +Ψ ∀ ∈ℜ                                          ( )4.3  

Στο σηµείο αυτό, είναι όλα έτοιµα για την έναρξη της ανάλυσης της πιο πάνω έκφρασης 

και την εξαγωγή συµπερασµάτων σχετικά µε την συµπεριφορά µιας ανέλιξης Lévy. Βάσει 

της τελευταίας έκφρασης, παρατηρείται ότι ο αρνητικός λογάριθµος της χαρακτηριστικής 

συνάρτησης της τυχαίας µεταβλητής X  µε απείρως διαιρετή κατανοµή, προκύπτει ως το 

άθροισµα τριών διαφορετικών ποσοτήτων ( ) ( ) ( )1 2 3,    καιΨ Ψ Ψ . Ο προσεχτικός αναγνώστης, 

θυµάται από την υποενότητα 4.2.3  (σχέση ( )4.3 ) και µπορεί εύκολα να αναγνωρίσει πως, η 

ποσότητα ( )1Ψ  δεν είναι τίποτε άλλο από τον αρνητικό λογάριθµο της χαρακτηριστικής 

συνάρτησης µιας τυχαίας µεταβλητής ( )1X  η οποία ακολουθεί την κανονική κατανοµή µε 
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µέση τιµή α  και διακύµανση 2σ , ( ) ( )1 2  ,
d

X N a σ∼ . Σύµφωνα µε τα όσα είχαν ειπωθεί εκεί, 

η τυχαία µεταβλητή ( )1X  σχετίζεται άµεσα µε µια κίνηση Brown µε γραµµική τάση, δηλαδή 
( ) ( ){ }1 1 : 0tX X t= ≥  για συγκεκριµένη χρονική στιγµή 0t ≥ , όπου  

( )1 ,   0t tX B at tσ= − ≥  

µε α ∈ℜ , σ +∈ℜ  και { }: 0tB t ≥  η τυπική κίνηση Brown. Συνοψίζοντας τα προηγούµενα, σε 

µια γραµµική κίνηση Brown µε γραµµική τάση, σε κάποια συγκεκριµένη χρονική στιγµή, ο 

αρνητικός λογάριθµος της χαρακτηριστικής της συνάρτησης προκύπτει ίσος µε ( )1Ψ  ή 

διαφορετικά, η ποσότητα ( )1Ψ  είναι ο αρνητικός λογάριθµος της χαρακτηριστικής 

συνάρτησης µιας γραµµικής κίνησης Brown µε γραµµική τάση σε µια συγκεκριµένη χρονική 

στιγµή 0t ≥ . 

Κοιτώντας ξανά την υποενότητα 4.2.2  αυτή τη φορά και πιο συγκεκριµένα την σχέση 

( )4.3 , διαπιστώνεται ότι η ποσότητα ( )2Ψ  αποτελεί τον αρνητικό λογάριθµο της 

χαρακτηριστικής συνάρτησης µιας τυχαίας µεταβλητής ( )2X  η οποία ακολουθεί την σύνθετη 

κατανοµή Poisson µε ρυθµό ( )( )\ 1,1λ = Π ℜ − . Σύµφωνα µε αυτή τη διαπίστωση, η τυχαία 

µεταβλητή ( )2X  συνδέεται µε µία σύνθετη ανέλιξη Poisson, έπεται δηλαδή πως για µια 

συγκεκριµένη χρονική στιγµή 0t ≥ , ( ) ( ){ }2 2 : 0tX X t= ≥  όπου 

( )2

1
    ,   0

tN

t i
i

X tξ
=

= ≥∑  

µε { } ,  0tN t ≥  να συµβολίζεται προφανώς µια στοχαστική ανέλιξη Poisson µε ρυθµό 

( )( )\ 1,1λ = Π ℜ −  και { }: 1, 2,...i iξ =  µια ακολουθία ισόνοµων και ανεξάρτητων, τόσο 

µεταξύ τους όσο και της N  για οποιαδήποτε χρονική στιγµή 0t ≥ , τυχαίων µεταβλητών µε 

κοινή συνάρτηση κατανοµής  

( ) ( )
( )( )\ 1,1
dx

F dx
Π

=
Π ℜ −

 µε µάζα στο σύνολο { }:  1x x ≥ . 

Κατά τα προηγούµενα λοιπόν, φαίνεται ότι η ποσότητα ( )2Ψ  είναι ο αρνητικός λογάριθµος 

της χαρακτηριστικής συνάρτησης µιας σύνθετης ανέλιξης Poisson για κάποια συγκεκριµένη 

χρονική στιγµή 0t ≥ . 
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Στο σηµείο αυτό, θα πρέπει να γίνει µια µικρή παρατήρηση ως προς την κατανοµή F  των 

iid τυχαίων µεταβλητών { }: 1, 2,...i iξ = . Έχει επισηµανθεί το γεγονός ότι, το µέτρο Lévy Π  

λαµβάνει πάντοτε µη αρνητικές τιµές και συνεπώς ( )( ) [ )\ 1,1 0,Π ℜ − ∈ ∞ . Συµβαίνει όµως ο 

όρος αυτός, να αποτελεί τον παρανοµαστή της συνάρτησης κατανοµής F  και να 

δηµιουργείται πρόβληµα όταν αυτός λαµβάνει µηδενική τιµή. Στην περίπτωση λοιπόν όπου 

( )( )\ 1,1 0Π ℜ − = , υπάρχει πρόβληµα στον ορισµό της στοχαστικής διαδικασίας ( ){ }2 : 0tX t ≥  

και αυτή πρέπει να θεωρείται ως µια στοχαστική διαδικασία ταυτοτικά ίση µε την µηδενική. 

Ένας διαφορετικός τρόπος, έτσι ώστε να αντιληφθεί κάποιος για ποιο λόγο σε µια τέτοια 

περίπτωση η διαδικασία ( ){ }2 : 0tX t ≥  ισούται ταυτοτικά µε το µηδέν, είναι να διαπιστώσει 

πως όταν η ποσότητα ( )( )\ 1,1 0Π ℜ − → , η συνάρτηση 

( )
( )( )\ 1,1
dxΠ

→∞
Π ℜ −

 

αλλά µε πιο αργό ρυθµό, µε συνέπεια ο δεύτερος όρος ( )2Ψ  του αθροίσµατος Ψ  στον τύπο 

των Lévy-Khintchine για ανελίξεις Lévy, να είναι µηδέν και να απουσιάζει. 

Συνεχίζοντας την ανάλυση του τύπου των Lévy-Khintchine για ανελίξεις Lévy, η προσοχή 

εστιάζεται στον τρίτο όρο του αθροίσµατος Ψ  και στην ποσότητα ( )3Ψ . Η κατάσταση 

αναφορικά µε αυτή, είναι λίγο πολυπλοκότερη σε σχέση µε τις προηγούµενες δύο. Με την 

βοήθεια προτάσεων και ληµµάτων από τα πεδία της Θεωρίας Μέτρου και της Συναρτησιακής 

Ανάλυσης, αποδεικνύεται ότι: 
( ) ( ) ( )

( ){ }( ) ( ) ( )
( ){ }( )( )

( ){ }( ) ( )

( )
( ){ }( )

1

1

3

0 1

1

12 2
0

1

12 2

 1

        :  2 2 1
 :  2 2

                                                :  2 2
 :  2 2

n n

n n

itx

x

n n itx

nx nn

n n

nx n

e itx dx

dx
x x e

x x

dx
it x x x

x x

− − −

− − −

< <

− − −

− −≤ ≤ −
≥

− − −

− −≤ ≤ −

Ψ = − + Π =

⎧
Π⎪= Π ≤ ≤ − +⎨

Π ≤ ≤⎪⎩
⎫Π ⎪+ Π ≤ ≤ ⎬

Π ≤ ≤ ⎪⎭

∫

∑ ∫

∫

 

Η τελευταία αυτή σχέση, για συγκεκριµένη χρονική στιγµή 0t ≥ , αντιπροσωπεύει τον 

αρνητικό λογάριθµο της χαρακτηριστικής συνάρτησης ενός απείρου γινοµένου ανεξάρτητων 

τυχαίων µεταβλητών, οι οποίες αποτελούν µια σύνθετη ανέλιξη Poisson µε γραµµική τάση, 
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µε διαφορετικό η κάθε µία ρυθµό ( ){ }( )1:  2 2  ,    0,1, 2,...n n
n x x nλ − − −= Π ≤ ≤ =  και  επίσης 

διαφορετική η κάθε µία συνάρτηση κατανοµής 

( ) ( )
( ){ }( )1

 ,    0,1, 2,...
 :  2 2

n n n

dx
F dx n

x x− − −

Π
= =
Π ≤ ≤

 

Και σε αυτή την περίπτωση, όταν ο ρυθµός της n-οστής σύνθετης ανέλιξης Poisson είναι 

µηδέν, δηλαδή ( ){ }( )1:  2 2 0n nx x− − −Π ≤ ≤ = , οι δυο όροι του n-οστού όρου του παραπάνω 

αθροίσµατος παραλείπονται. Για την πλήρη κατανόηση της συµπεριφοράς αυτού του απείρου 

αθροίσµατος, απαιτούνται γνώσεις που αφορούν τόσο σε Poisson  µέτρα πιθανότητας 

(Poisson random measures) όσο και σε συγκεκριµένες κλάσεις martingale διαδικασιών, αυτές 

των τετραγωνικά ολοκληρώσιµων (square integrable martingales) και για τον λόγο αυτό η 

όποια τεχνική αναφορά σταµατάει εδώ. Παρόλα αυτά, το κύριο συµπέρασµα της όλης αυτής 

διαδικασίας είναι το γεγονός ότι, για µια συγκεκριµένη χρονική στιγµή 0t ≥ , η ποσότητα 
( )3Ψ  αποτελεί τον αρνητικό λογάριθµο της χαρακτηριστικής συνάρτησης µιας στοχαστικής 

διαδικασίας η οποία είναι το άπειρο άθροισµα ανεξάρτητων σύνθετων ανελίξεων Poisson µε 

γραµµική τάση. 

Με γνώµονα τα παραπάνω, είναι εµφανές πως οι παράµετροι α  και σ  της τριπλέτας 

( ), ,α σ Π  του τύπου των Lévy-Khintchine, αφορούν στην κίνηση Brown µε γραµµική τάση. 

Πιο ειδικά, η παράµετρος σ  είναι εκείνη η οποία συνδέεται µε την τυπική κίνηση Brown 

{ }: 0tB t ≥  και η παράµετρος α  καθορίζει την γραµµική τάση που εφαρµόζεται σε αυτή. 

Αντίστοιχα, η µετρική συνολοσυνάρτηση Π  αφορά στις υπόλοιπες δύο ανελίξεις, ενώ όλο το 

ενδιαφέρον αυτή τη στιγµή, επικεντρώνεται σε αυτές τις στοχαστικές διαδικασίες µε τις 

οποίες σχετίζονται οι ποσότητες ( )1Ψ , ( )2Ψ , ( )3Ψ  και στα κοινά τους χαρακτηριστικά. 

∆ιαπιστώθηκε ότι η ποσότητα ( )1Ψ  είναι ο αρνητικός λογάριθµος της χαρακτηριστικής 

συνάρτησης µιας γραµµικής κίνησης Brown µε γραµµική τάση ενώ η ( )2Ψ  αποτελεί µε την 

σειρά της τον αρνητικό λογάριθµο της χαρακτηριστικής συνάρτησης µιας σύνθετης ανέλιξης 

Poisson. Και οι δύο αυτές στοχαστικές διαδικασίες όπως έχει επισηµανθεί και εκτενώς 

αναλυθεί έως τώρα, ανήκουν στην οικογένεια των ανελίξεων Lévy. Εύλογα και πολύ ορθά 

µπορεί κανείς να εικάσει πως, και η στοχαστική διαδικασία η οποία συνδέεται µε τον τρίτο 
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όρο ( )3Ψ  της Lévy-Khintchine φόρµουλας, είναι και αυτή µια ανέλιξη Lévy. Πράγµατι, το 

συµπέρασµα αυτό, εύκολα εξάγεται αν κάποιος αναλογιστεί την ιδιότητα που διατηρούν οι 

ανελίξεις αυτές και η οποία παρουσιάστηκε στην αρχή του κεφαλαίου. Σύµφωνα µε αυτή, το 

άθροισµα ανελίξεων Lévy διαµορφώνει µια νέα στοχαστική ανέλιξη που ανήκει στην ίδια 

κλάση. Επειδή λοιπόν ο ντετερµινιστικός όρος, η τάση δηλαδή που εφαρµόζεται στην 

σύνθετη ανέλιξη Poisson, δεν αλλοιώνει τα χαρακτηριστικά της τελευταίας και παραµένει 

ανέλιξη Lévy, έπεται πως και το άπειρο άθροισµα ανεξάρτητων σύνθετων ανελίξεων Poisson 

µε γραµµική τάση αποτελεί ανέλιξη Lévy. Κατά συµπέρασµα, ο όρος ( )3Ψ , σε µια 

συγκεκριµένη χρονική στιγµή 0t ≥ , είναι ο αρνητικός λογάριθµος της χαρακτηριστικής 

συνάρτησης µιας πολύ ειδικής στοχαστικής ανέλιξης Lévy. Αν λοιπόν ( ){ }1  ,  0tX t ≥  είναι η 

ανέλιξη Lévy που σχετίζεται µε την ποσότητα ( )1Ψ , ( ){ }2 ,  0tX t ≥  η ανέλιξη Lévy που 

σχετίζεται µε την ποσότητα ( )2Ψ  και ( ){ }3 ,  0tX t ≥  η ανέλιξη Lévy που σχετίζεται µε την 

ποσότητα ( )3Ψ , τότε σύµφωνα µε την ίδια ιδιότητα που χρησιµοποιήθηκε και αµέσως 

προηγούµενα, η στοχαστική διαδικασία { },  0tX t ≥  η οποία προκύπτει ως το άθροισµα των 

τριών αυτών διαδικασιών 
( ) ( ) ( )1 2 3 ,      0t t t tX X X X t= + + ∀ ≥  

είναι και αυτή µια ανέλιξη Lévy. Απόρροια της παραπάνω θέσης, είναι το γεγονός ότι για 

συγκεκριµένη χρονική στιγµή 0t ≥ , η ολική ποσότητα Ψ  αντιστοιχεί στον αρνητικό 

λογάριθµο της χαρακτηριστικής εξίσωσης µιας νέας ανέλιξης Lévy { },  0tX t ≥ , ένα γεγονός 

το οποίο επαληθεύει την διατυπωθείσα των Lévy και Khintchine θέση. 

Ο τελευταίος ισχυρισµός ολοκληρώνει την απόδειξη του τύπου των Lévy-Khintchine για 

ανελίξεις Lévy. Ωστόσο, η συλλογιστική πορεία που ακολουθήθηκε παραπάνω, εκτός του ότι 

αποδεικνύει όπως µόλις ειπώθηκε, πως δοθείσης µιας απείρως διαιρετής κατανοµής δύναται 

να «κατασκευασθεί» µια στοχαστική ανέλιξη Lévy, καταφέρνει να στοιχειοθετήσει ολόκληρη 

την κλάση των ανελίξεων αυτών. Μέσω αυτής, επιτυγχάνεται ο διαχωρισµός και ο 

χαρακτηρισµός µιας τέτοιας ανέλιξης ως το άθροισµα τριών διαφορετικών, διακεκριµένων 

και απλούστερων στοχαστικών διαδικασιών, ανοίγοντας έτσι τον δρόµο για την καλύτερη και 

βαθύτερη κατανόηση της συµπεριφοράς τους. Στο πολλαπλό διάγραµµα 4.2  της επόµενης 

σελίδας, παρουσιάζονται τέσσερα διαφορετικά µονοπάτια στοχαστικών ανελίξεων Lévy, οι  
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∆ιάγραµµα 4.2: Μονοπάτια Ανελίξεων Lévy ως το Άθροισµα ∆ύο ∆οµικών  

Λίθων µε ∆ιαφορετικές Τιµές Παραµέτρων 
 

οποίες χάριν απλότητας, προκύπτουν ως το άθροισµα µόνο δύο εκ των τριών δοµικών λίθων 

µιας τέτοιας διαδικασίας, µιας γραµµικής κίνησης Brown στην οποία εφαρµόζεται γραµµική 

τάση και µιας σύνθετης ανέλιξης Poisson, µε διαφορετικές κάθε φορά τιµές των παραµέτρων 

τους. Επιπρόσθετα, σχετικά µε την σύνθετη ανέλιξη Poisson σηµειώνεται πως µεταβάλλεται 

και η κατανοµή της ακολουθίας των ανεξάρτητων και ισόνοµων τυχαίων µεταβλητών 

{ } ,  1, 2,...nX n =  στα πρώτα δύο διαγράµµατα είναι η εκθετική ενώ στα επόµενα δύο η 

τυπική κανονική. Υπενθυµίζεται ότι οι κώδικες µε τους οποίους δηµιουργήθηκαν τα 

παραπάνω µονοπάτια, όπως άλλωστε και οι κώδικες όλων των στοχαστικών διαδικασιών οι 

τροχιές των οποίων παρουσιάζονται σε αυτή την διπλωµατική εργασία, παρατίθενται στους 

πίνακες του Παραρτήµατος Γ . 

Η διάκριση των ανελίξεων Lévy στα δοµικά συστατικά τους, οφείλεται στο έργο των Lévy 

το 1954 και Itô το 1942 και για τον λόγο αυτό είναι γνωστή ως Lévy-Itô διαχώριση (Lévy-Itô 

decomposition). Συνοψίζοντας τα παραπάνω, η Lévy-Itô διαχώριση µε την µορφή 

θεωρήµατος έχει ως εξής: 
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 Θεώρηµα (Lévy-Itô ∆ιαχώριση): 

∆οσµένου οποιουδήποτε α ∈ℜ , σ +∈ℜ  και µέτρου πιθανότητας Π  µε µάζα στο *ℜ  που να 

ικανοποιεί την σχέση ( ) ( )21 x dx
ℜ

∧ Π < ∞∫ , υπάρχει ένας χώρος πιθανότητας ( , , )Ω Α Ρ  στον 

οποίο υπάρχουν τρεις ανεξάρτητες στοχαστικές ανελίξεις Lévy ( ) ( ) ( ){ }1 2 3,      ,  0t t tX X X tκαι ≥ , 

όπου ( ){ }1  ,  0tX t ≥  είναι µια κίνηση Brown µε γραµµική τάση, ( ){ }2  ,  0tX t ≥  είναι µια 

σύνθετη ανέλιξη Poisson και ( ){ }3 ,  0tX t ≥  µια τετραγωνικά ολοκληρώσιµη martingale 

διαδικασία στην οποία, σε πεπερασµένο χρόνο, πραγµατοποιούνται µε πιθανότητα 1 

πεπερασµένα, µικρότερα της µονάδας άλµατα. Σε αυτόν τον χώρο πιθανότητας, το άθροισµα 

τους  ( ) ( ) ( )1 2 3    ,      0t t t tX X X X t
σµβ

+ + = ∀ ≥ , ορίζει µια νέα στοχαστική ανέλιξη Lévy 

{ } ,  0tX t ≥ , της οποίας για συγκεκριµένη χρονική στιγµή, ο αρνητικός λογάριθµος της 

χαρακτηριστικής της εξίσωσης δίνεται από την σχέση: 

( ) ( )( ) ( )2 2
1

1 1  ,         
2

1itx
xt i t t e itx dx tα σ <ℜ

Ψ = + + − + Π ∀ ∈ℜ∫ . 

Αναφέρθηκε και παραπάνω πως µεταξύ άλλων, η κύρια συνεισφορά της Lévy-Itô 

διαχώρισης στην µελέτη της κλάσης των ανελίξεων Lévy, έγκειται στο γεγονός ότι αναλύει 

κάθε τέτοια ανέλιξη σε επιµέρους κοµµάτια. Μέσω αυτής παρέχεται η δυνατότητα θεώρησης 

κάθε ανέλιξης Lévy ως το ανεξάρτητο άθροισµα µιας κίνησης Brown µε γραµµική τάση και 

ενός αριθµήσιµου αριθµού ανεξάρτητων σύνθετων ανελίξεων Poisson µε διαφορετικούς 

ρυθµούς άλµατος και  γραµµικές τάσεις. Πιο συγκεκριµένα, κάθε τέτοια διαδικασία 

διαχωρίζεται σε  τρεις στοχαστικές ανελίξεις Lévy που αποτελούν και τα δοµικά συστατικά 

της. Οι δοµικοί αυτοί λίθοι, ή τουλάχιστον οι δύο από τους τρεις αφού η τετραγωνικά 

ολοκληρώσιµη martingale διαδικασία είναι κάπως πολύπλοκη στην ανάλυσή της,  είναι 

απλούστερες στοχαστικές διαδικασίες, µε γνωστές τροχιές βάσει των οποίων δύναται να 

εξαχθούν γενικότερα αποτελέσµατα σχετικά µε τα µονοπάτια και την συµπεριφορά µιας 

ανέλιξης Lévy. 
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4.4  Οι Τροχιές των Ανελίξεων Lévy 

Προτού ξεκινήσει µια λεπτοµερής προσπάθεια διερεύνησης της φύσης των µονοπατιών 

µιας ανέλιξης Lévy, µε βάση τα µέχρι τώρα συµπεράσµατα θα µπορούσε να διατυπωθεί η 

γενική άποψη πως, σε πεπερασµένα χρονικά διαστήµατα αναµένονται αποκλίνουσες  τροχιές, 

στις οποίες για µικρές χρονικές µεταβολές παρατηρείται ένας άπειρος αλλά αριθµήσιµος 

αριθµός αλµάτων µικρότερης από αυτές τις µεταβολές έντασης και ένα σχεδόν σίγουρα 

πεπερασµένο πλήθος αλµάτων µεγαλύτερης εντάσεως. Είναι φανερό πως κάθε ένα από τα 

χαρακτηριστικά των τροχιών τα οποία µόλις αναφέρθηκαν, οφείλεται σε κάθε ένα από τα 

τρία συστατικά µιας ανέλιξης Lévy ή ορθότερα, οι τρεις δοµικοί λίθοι αυτών των 

διαδικασιών είναι αυτοί οι οποίοι καθορίζουν, µε την παρουσία τους ή µη, την συµπεριφορά 

της ανέλιξης. Σε γενικές γραµµές, το άπειρο άθροισµα ανεξάρτητων σύνθετων ανελίξεων 

Poisson µε γραµµική τάση καθορίζει το πλήθος των µικρής έντασης εξισορροπηµένων 

αλµάτων, η σύνθετη ανέλιξη Poisson καθορίζει το πλήθος των µεγαλύτερης εντάσεως 

αλµάτων ενώ η κίνηση Brown µε γραµµική τάση αποτελεί, µαζί µε το άπειρο άθροισµα 

ανεξάρτητων σύνθετων ανελίξεων Poisson µε γραµµική τάση, τον ρυθµιστικό παράγοντα της 

συγκλίνουσας ή αποκλίνουσας συµπεριφοράς της στοχαστικής διαδικασίας. 

Πράγµατι, παρατηρώντας ξανά το διάγραµµα 2.4  του δευτέρου κεφαλαίου στο οποίο 

απεικονίζεται ένα µονοπάτι της κίνησης Brown, είναι προφανής η απουσία οποιουδήποτε 

άλµατος (είναι γνωστό άλλωστε πως τα µονοπάτια της κίνησης Brown είναι συνεχείς ως προς 

τον χρόνο συναρτήσεις µε πιθανότητα 1). Το αντίκτυπο του γεγονότος αυτού στον τύπο των 

Lévy-Khintchine, είναι ο µηδενισµός της παραµέτρου Π  (ουσιαστικά πρόκειται για ταύτιση 

µε την µηδενική συνάρτηση αφού η Π  είναι µέτρο πιθανότητας) στην τριπλέτα ( ), ,α σ Π , 

όπως διαπιστώθηκε και αναλυτικά στην υποενότητα 4.2.3 . Όµοια, στην περίπτωση της 

σύνθετης ανέλιξης Poisson, είναι αυτονόητη η απουσία των δύο άλλων δοµικών συστατικών 

µιας ανέλιξης Lévy, µε αποτέλεσµα τον µηδενισµό της παραµέτρου σ . Σηµειώνεται για 

ακόµα µία φορά δε, ότι η παράµετρος α  σχετίζεται µε την γραµµική ως προς τον χρόνο τάση 

που εφαρµόζεται στην κίνηση Brown και για αυτό τον λόγο λαµβάνει την µη µηδενική τιµή 

που παρουσιάστηκε στην υποενότητα 4.2.2 . Στις σελίδες που ακολουθούν, ερευνάται και 

σχολιάζεται διεξοδικότερα η επίδραση του κάθε παράγοντα ξεχωριστά και βάσει της 

επίδρασής τους αυτής, προσδιορίζονται οι διάφορες υποκλάσεις στοχαστικών ανελίξεων 

Lévy που δηµιουργούνται. 
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Σύµφωνα πάντα µε την Lévy-Itô διαχώριση, ο πρώτος δοµικός λίθος µιας ανέλιξης Lévy 

είναι µια γραµµική κίνηση Brown στην οποία εφαρµόζεται γραµµική τάση, πρόκειται δηλαδή 

για την διαδικασία ( )1  ,   0t tX B at tσ= − ≥  µε α ∈ℜ , σ +∈ℜ  και { }: 0tB t ≥  την τυπική 

κίνηση Brown. Προφανώς, η παρουσία αυτής της ανέλιξης στα δοµικά συστατικά µιας 

ανέλιξης Lévy, δηλώνει σαφέστατα µία εν γένει αποκλίνουσα συµπεριφορά. Για τον δεύτερο 

όρο, την σύνθετη δηλαδή ανέλιξη Poisson ( )2

1
    ,   0

tN

t i
i

X tξ
=

= ≥∑ , είναι ήδη γνωστό από το 

δεύτερο κιόλας κεφάλαιο πως έχει φραγµένες µεταβολές. Αναφορικά µε την τρίτη 

στοχαστική ανέλιξη ( ){ }3  ,  0tX t ≥ , τον όρο δηλαδή που ευθύνεται για τα παρατηρούµενα 

µικρά εξισορροπηµένα άλµατα, αποδεικνύεται ότι η τροχιά τους δεν αποκλίνει κατά την 

περίπτωση που ικανοποιείται η σχέση ( ) ( )
0 1

1
x

x dx
< <

∧ Π < ∞∫ . Η σχέση αυτή, λαµβάνοντας 

υπόψη την γενικότερη συνθήκη του χαρακτηριστικού µέτρου Lévy στην Lévy-Khintchine 

φόρµουλα, ( ) ( )21 x dx
ℜ

∧ Π < ∞∫ , παίρνει την µορφή ( ) ( )1 x dx
ℜ

∧ Π < ∞∫ . 

Σε αυτό το σηµείο, δίνεται  ιδιαίτερη έµφαση στην µεταβλητότητα των µονοπατιών των 

ανελίξεων Lévy. Αποτελεί γεγονός, ότι η µελέτη και ερµηνεία στοχαστικών διαδικασιών 

ευνοούνται από την σύγκλισή τους ενώ τυχούσες αποκλίνουσες συµπεριφορές δυσχεραίνουν 

κατά πολύ τον χειρισµό τους και συνεπώς είναι επιτακτική η ανάγκη εξεύρεσης  κάποιον 

συνθηκών που να διασφαλίζουν κάτι τέτοιο. Σύµφωνα λοιπόν µε τα όσα παρουσιάστηκαν 

στην προηγούµενη παράγραφο, διατυπώνεται µε την µορφή λήµµατος η εξής πολύ σηµαντική 

παρατήρηση. 

 

 Λήµµα 4.4.1: 

Μια στοχαστική ανέλιξη Lévy της οποίας, για κάθε συγκεκριµένη χρονική στιγµή 0t ≥ , ο 

αρνητικός λογάριθµος της χαρακτηριστικής της εξίσωσης που ανταποκρίνεται στην τριπλέτα 

( ), ,α σ Π  της Lévy-Khintchine φόρµουλας, έχει µονοπάτια φραγµένης κύµανσης αν και µόνο 

αν 

0σ =  και ( ) ( )1 x dx
ℜ

∧ Π < ∞∫ . 
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Συνεχίζοντας την ανάλυση αυτή, σηµειώνεται ότι λόγω της σύγκλισης του πιο πάνω 

ολοκληρώµατος, η ποσότητα Ψ  της Lévy-Khintchine φόρµουλας για οποιαδήποτε 

στοχαστική ανέλιξη Lévy δύναται να πάρει την µορφή: 

( ) ( ) ( )1  ,         itxt idt e dx t
ℜ

Ψ = − + − Π ∀ ∈ℜ∫  

µε την σταθερά d ∈ℜ  να δηλώνει την σχέση µεταξύ των α  και Π  της τριπλέτας ( ), ,α σ Π  

µέσω της σχέσης: 

( )( )1x
d x dxα

<
= − + Π∫ . 

Από αυτή την µορφή της ποσότητας Ψ  και τα όσα έχουν ειπωθεί στην υποενότητα 5.1.2, 

πρέπει να αναγνωριστεί πως κατά την περίπτωση όπου µια στοχαστική διαδικασία είναι η 

σύνθετη ανέλιξη Poisson στην οποία εφαρµόζεται γραµµική τάση, πρόκειται για τον 

αρνητικό λογάριθµο της χαρακτηριστικής της συνάρτησης. Επιπλέον, η θεωρία µέτρων 

Poisson επιβεβαιώνει και τον αντίστροφο ισχυρισµό, το γεγονός δηλαδή ότι, δεδοµένου πως 

στην τριπλέτα ( ), ,α σ Π  της Lévy-Khintchine φόρµουλας, η παράµετρος 0a =  και το 

χαρακτηριστικό µέτρο Lévy Π  έχει πεπερασµένη µάζα, η σχετική µε αυτή την ποσότητα 

στοχαστική διαδικασία είναι µια σύνθετη ανέλιξη Poisson µε γραµµική τάση d . Ως 

αποτέλεσµα αυτού, παράγεται η επόµενη πρόταση. 

 Λήµµα 4.4.2: 

Μια στοχαστική ανέλιξη Lévy είναι σύνθετη ανέλιξη Poisson µε γραµµική τάση αν και µόνο 

αν  

0σ =  και ( )Π ℜ < ∞ . 

Κλείνοντας τον σχολιασµό περί των σύνθετων ανελίξεων Poisson µε γραµµική τάση, 

σηµειώνεται ότι, η σταθερά d ∈ℜ , αναφέρεται ως τάση µόνο κατά την περίπτωση 

φραγµένων στοχαστικών διαδικασιών. Επίσης, οι στοχαστικές διαδικασίες των οποίων τα 

µονοπάτια φράσσονται αλλά δεν είναι σύνθετες Poisson µε γραµµική τάση, είναι γνωστές ως 

γενικευµένες σύνθετες ανελίξεις Poisson µε γραµµική τάση (generalized compound Poisson 

processes with drift). 

Εκτός όµως από την συγκλίνουσα ή µη συµπεριφορά των τροχιών που σχηµατίζουν οι 

ανελίξεις Lévy, εξαιρετικό ενδιαφέρον παρουσιάζει και η µονοτονία τους. Βάσει του έργου 

των  Lévy και Khintchine που παρουσιάστηκε στις αρχές του κεφαλαίου αυτού και το οποίο 

έχει συνεισφέρει τα µέγιστα στην µέχρι τώρα ανάλυση, παρέχεται η δυνατότητα µελέτης και 
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της αύξουσας ή φθίνουσας ως προς το χρόνο συµπεριφοράς των στοχαστικών ανελίξεων 

Lévy. Για τα ποικίλα πεδία επιστηµών τα οποία χρησιµοποιούν στα µοντέλα τους τέτοιες 

στοχαστικές διαδικασίες, είναι πολύ χρήσιµη η εξαγωγή κάποιων συνθηκών που να 

διασφαλίζουν την µη µεταβαλλόµενη µονοτονία των ανελίξεων αυτών, τις σταθερά δηλαδή 

αύξουσες ή φθίνουσες τροχιές τους καθ’ όλη την περίοδο εξέλιξής τους στον χρόνο. 

Από τον αναλυτικό σχολιασµό της τριπλέτας ( ), ,α σ Π  του τύπου των Lévy-Khintchine 

καθώς και της Lévy-Itô διαχώρισης, είναι πλέον σαφές πως η µετρική, του χώρου στον οποίο 

λαµβάνει χώρα µια ανέλιξη Lévy, συνάρτηση Π , καθορίζει µε την παρουσία της τα άλµατα 

τα οποία παρατηρούνται στις τροχιές της. Αποδεικνύεται ότι αν το χαρακτηριστικό µέτρο Π  

έχει την ιδιότητα ( ),0 0Π −∞ = , τότε οι τροχιές της αντίστοιχης στοχαστικής διαδικασίας 

παρουσιάζουν µη-αρνητικά άλµατα. Με την επιπλέον ιδιότητα ( )
( )

( )
0,

1 x dx
∞

∧ Π < ∞∫ , 

εξασφαλίζεται η σύγκλιση του άπειρου αθροίσµατος των ανεξάρτητων σύνθετων ανελίξεων 

Lévy, του τρίτου δηλαδή όρου της Lévy-Itô διαχώρισης, και η γενικότερη πλέον 

συµπεριφορά της ανέλιξης, καθορίζεται αποκλειστικά από την παρουσία της γραµµικής 

κίνησης Brown. Με την προϋπόθεση λοιπόν ότι, 0σ = , εξασφαλίζεται η φραγµένη 

µεταβλητότητα της ανέλιξης συνολικά, ενώ η ποσότητα Ψ  της Lévy-Khintchine φόρµουλας 

για την συγκεκριµένη ανέλιξη Lévy, παίρνει την µορφή 

( ) ( )( )
( )

0,
1  ,         itxt idt e dx t

∞
Ψ = − + − Π ∀ ∈ℜ∫ . 

Και σε αυτή την περίπτωση η σταθερά d ∈ℜ  που δηλώνει την σχέση µεταξύ των α  και Π  

της τριπλέτας ( ), ,α σ Π , προκύπτει κατ’ αντίστοιχο τρόπο ίση µε ( )( )0 1x
d x dxα

< <
= − + Π∫ . 

Αν επιπλέον 0d ≥ , γίνεται άµεσα αντιληπτό πως οι τροχιές της ανέλιξης είναι αύξουσες 

συναρτήσεις του χρόνου. Όλες αυτές οι συνθήκες λοιπόν, «συνθέτουν» µια νέα υποκλάση 

στοχαστικών ανελίξεων Lévy µε φραγµένη µεταβλητότητα και αύξουσες τροχιές, υπό την 

ονοµασία subordinators. Τα subordinators αποτελούν ένα πολύ σηµαντικό σύνολο 

στοχαστικών διαδικασιών µε πολλές εφαρµογές σε πολλά πεδία επιστηµών. Αναφορικά µε 

την εφαρµογή τους στην χρηµατοοικονοµία, χρησιµοποιούνται για την µοντελοποίηση της 

αξίας χρεογράφων και κάποιες από αυτές θα αποτελέσουν αντικείµενο συζήτησης του 

εποµένου κεφαλαίου, δίνοντας για αυτές περισσότερες πληροφορίες. Όλα τα παραπάνω, 

διαµορφώνουν τον ορισµό για την υποκλάση αυτή, σύµφωνα µε τον οποίο:  
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 Ορισµός 4.4.1: 

Μια στοχαστική ανέλιξη Lévy καλείται subordinator αν και µόνο αν ( ),0 0Π −∞ = , 

( )
( )

( )
0,

1 x dx
∞

∧ Π < ∞∫ , 0σ =  και ( )( )0 1
0

x
d x dxα

< <
= − + Π ≥∫ . 

Πλησιάζοντας στο τέλος το σχολιασµού των δυνατών µονοπατιών µιας ανέλιξης Lévy και 

την δηµιουργία βάσει αυτών ξεχωριστών υποκλάσεων, αναφέρεται ως τελευταία 

υποοικογένεια εκείνη των µονόπλευρα φασµατικών ανελίξεων Lévy (spectrally one-sided 

Lévy processes). Πρόκειται για στοχαστικές διαδικασίες στα µονοπάτια των οποίων 

παρατηρούνται µόνο θετικά ή µόνο αρνητικά άλµατα χωρίς αυτό βέβαια να σηµαίνει κάτι για 

την µονοτονία τους. Αναφέρθηκε παραπάνω πως κατά την περίπτωση όπου ( ),0 0Π −∞ = , οι 

τροχιές της αντίστοιχης στοχαστικής διαδικασίας παρουσιάζουν αποκλειστικά µη-αρνητικά 

άλµατα. Όταν λοιπόν ( ),0 0Π −∞ =  και η εν λόγω στοχαστικές διαδικασίες όµως δεν είναι 

subordinators όπως παραπάνω, γίνεται αναφορά σε αυτές ως φασµατικά θετικές ανελίξεις 

Lévy (spectrally positive Lévy processes). Φασµατικά αρνητικές (spectrally negative), 

θεωρούνται εκείνες οι ανελίξεις των οποίων οι αντίθετες στοχαστικές διαδικασίες είναι 

φασµατικά θετικές ενώ τα δύο αυτά σύνολα ανελίξεων Lévy, απαρτίζουν τις µονόπλευρα 

φασµατικές στοχαστικές ανελίξεις Lévy για τις οποίες έγινε λόγος στην αρχή της 

παραγράφου. Ως τελευταίο σχόλιο, αφήνεται για ακόµα µία φορά το γεγονός πως η 

πραγµατοποίηση µη αρνητικών αλµάτων δεν επάγει κατ’ ανάγκη αύξουσα τροχιά της 

ανέλιξης Lévy, αφού καίριας σηµασίας παράγοντα αποτελεί η παρουσία ή µη της κίνησης 

Brown καθώς και το πρόσηµο του συντελεστή της γραµµικής τάσης η οποία εφαρµόζεται 

στην ανέλιξη. 
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 5ο 

 

ΥΠΟ∆ΕΙΓΜΑΤΑ ΤΙΜΟΛΟΓΗΣΗΣ ΠΑΡΑΓΩΓΩΝ 

 

 

Μετά τον αυστηρό ορισµό και την όσο δυνατόν λεπτοµερέστερη παρουσίαση της 

γενικότερης συµπεριφοράς της οικογένειας των στοχαστικών ανελίξεων Lévy, έρχεται η 

στιγµή της σύνδεση αυτών των ανελίξεων µε το πεδίο της χρηµατοοικονοµίας. Στο παρόν 

κεφάλαιο, προσδιορίζεται ο χώρος µέσα στον οποίο αξιοποιούνται οι ιδιότητες της 

οικογένειας και διασαφηνίζεται ο τρόπος µε τον οποίο οι  ανελίξεις Lévy υπηρετούν τις 

ανάγκες της Χρηµατοοικονοµικής Θεωρίας, στα πλαίσια της τιµολόγησης παράγωγων 

χρηµατοοικονοµικών προϊόντων. Σκοπός των ανελίξεων Lévy είναι η αποτύπωση του 

µηχανισµού µέσω του οποίου διαµορφώνονται τα επίπεδα τιµών των χρεογράφων στις 

χρηµατοοικονοµικές αγορές και εν συνεχεία, βάσει αυτής, η τιµολόγηση παράγωγων 

χρηµατοοικονοµικών προϊόντων. 

Αρχικά λοιπόν, αντλώντας πληροφορίες από το βιβλίο “Options, Futures and Other 

Derivatives” του John C. Hull, πραγµατοποιείται µία πρώτη γνωριµία µε αυτά τα 

χρηµατοοικονοµικά προϊόντα στα οποία οι ανελίξεις Lévy καλούνται να αποδώσουν αρχική 

τιµή και συνάµα, σκιαγραφείται το γενικότερο θεωρητικό υπόβαθρο πάνω στο οποίο 

λαµβάνει χώρα µια τέτοια διαδικασία. Από την ίδια πηγή, παρουσιάζεται το ισχυρότερο 

υπόδειγµα περιγραφής της αγοράς, το περίφηµο Υπόδειγµα των Black & Scholes και 

αποτυπώνονται οι βασικές του αδυναµίες στις οποίες δίνει απάντηση η δυναµική των 

ανελίξεων Lévy. Στην συνέχεια, παρουσιάζονται οι Lévy αγορές, όπου πλέον οι τιµές των 

χρεογράφων καθορίζονται βάσει στοχαστικών διαδικασιών Lévy και όχι της γεωµετρικής 

κίνησης Brown που υπαγορεύει το Black & Scholes υπόδειγµα. Πιο συγκεκριµένα, 

εξετάζονται δύο γενικές µέθοδοι αξιοποίησης της οικογένειας των ανελίξεων Lévy, οι οποίες 

κατορθώνουν την βελτίωση της προσαρµογής του Black & Scholes υποδείγµατος στις 

πραγµατικές τιµές της αγοράς. Τέλος, στις δύο ενότητες που ολοκληρώνουν το κεφάλαιο 

αυτό, πραγµατοποιείται η αναλυτική παρουσίαση δύο συγκεκριµένων υποδειγµάτων γνωστά 

ως VG και BNS Gamma-OU Υποδείγµατα, µε την χρήση των οποίων υλοποιείται η 
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εφαρµογή της παρούσης εργασίας, η τιµολόγηση δηλαδή εξωτικών δικαιωµάτων µε την 

µέθοδο της Monte Carlo προσοµοίωσης. 

 

5.1  Παράγωγα χρηµατοοικονοµικά προϊόντα  

Η άνθιση των παράγωγων χρηµατοοικονοµικών προϊόντων τα τελευταία είκοσι πέντε 

χρόνια και η µεγάλη απήχησή τους στο επενδυτικό κοινό, αποτελούν παράγοντες οι οποίοι 

καθιστούν αυτά τα προϊόντα σηµαντικές µονάδες στην σύγχρονη χρηµατοοικονοµία. 

Πρόκειται ουσιαστικά για συµβόλαια µεταξύ δύο αντισυµβαλλόµενων µερών που αφορούν 

στην αγορά ή πώληση πρωτογενών προϊόντων.  Οι αντισυµβαλλόµενοι, συµφωνούν έναντι 

καθορισµένης τιµής K  και εντός ορισµένου χρονικού ορίζοντα που αποτελεί τον χρόνο 

ωρίµανσης T  του συµβολαίου, την αγορά ή την πώληση αυτών των προϊόντων. Τα 

αντισυµβαλλόµενα µέρη µεταξύ των οποίων συνάπτεται η συµφωνία, µπορεί να είναι 

χρηµατοοικονοµικοί οργανισµοί, πιστωτικά ιδρύµατα, ακόµα και απλοί επενδυτές ενώ τα 

πρωτογενή προϊόντα πάνω στα οποία δηµιουργούνται αυτού του είδους τα συµβόλαια, µπορεί 

να είναι χρεόγραφα, µετοχές, εµπορεύµατα κ.ά. Τα τελευταία χρόνια βέβαια, η ανάγκη 

διαχείρισης πάσης φύσεως κινδύνου, οδήγησε στην επέκταση των συµβολαίων αυτών και 

στην δηµιουργία νέων παράγωγων χρηµατοοικονοµικών προϊόντων, όπως για παράδειγµα επί 

της ισοτιµίας νοµισµατικών µονάδων, παράγωγα καιρού, ηλεκτρικού ρεύµατος κ.ο.κ. 

Αµέσως παρακάτω, γίνεται η παρουσίαση των σηµαντικότερων ίσως τέτοιων προϊόντων, 

διασαφηνίζοντας για κάθε ένα από αυτά το περιεχόµενό τους. 

Προθεσµιακό Συµβόλαιο (Forward Contract) 

 Τα δύο αντισυµβαλλόµενα µέρη, συµφωνούν στον χρόνο ωρίµανσης του συµβολαίου T  

την υποχρεωτική αγοροπωλησία του πρωτογενούς προϊόντος, σε προκαθορισµένη τιµή K . 

Στο προθεσµιακό συµβόλαιο, οι αντισυµβαλλόµενοι διατηρούν την υποχρέωση για αγορά 

ή πώληση του πρωτογενούς προϊόντος στον χρόνο ωρίµανσης. Ο ένας από τους δύο, έχει 

θετική θέση στο συµβόλαιο (long position) και υποχρεούται να αγοράσει το υποκείµενο 

προϊόν στο χρόνο ωρίµανσης, στην προκαθορισµένη τιµή ενώ ο άλλος έχει αρνητική θέση 

(short position) και υποχρεούται την πώλησή του. 
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Προφανώς, αν TS  είναι η αξία του υποκείµενου πρωτογενούς προϊόντος στον χρόνο 

ωρίµανσης και K  η προκαθορισµένη από το συµβόλαιο τιµή αγοράς, η απόδοση ενός 

προθεσµιακού συµβολαίου στον χρόνο ωρίµανσης T , είναι 

( )TS K± −  

ανάλογα µε το ποια θέση (αρνητική ή θετική) διατηρούν οι αντισυµβαλλόµενοι. 

Συµβόλαιο Μελλοντικής Εκπλήρωσης (Futures Contract) 

Πρόκειται για το ίδιο ακριβώς προϊόν µε ένα προθεσµιακό συµβόλαιο µε την διαφορά ότι 

τα συµβόλαια µελλοντικής εκπλήρωσης διαπραγµατεύονται καθηµερινά στις αγορές. Η 

τυποποιηµένη µορφή αυτών των συµβολαίων, κάνει εφικτή την διαπραγµάτευσή τους, µέσω 

της οποίας εξασφαλίζεται η τήρηση των όρων τους από τους αντισυµβαλλόµενους. 

Ευρωπαϊκό ∆ικαίωµα Αγοράς/Πώλησης (European Call/Put Option) 

Ο κάτοχος της θετικής θέσης αυτού του συµβολαίου, διατηρεί το δικαίωµα στην ωρίµανση 

T  του συµβολαίου, εάν επιθυµεί να αγοράσει/πουλήσει το πρωτογενές προϊόν στην 

προκαθορισµένη τιµή K . Αντίθετα, ο κάτοχος της αρνητικής θέσης, είναι υποχρεωµένος να 

πουλήσει/αγοράσει, στην περίπτωση που το άλλο µέρος επιθυµεί, στον χρόνο ωρίµανσης T  

στην προκαθορισµένη τιµή K . 

Είναι σαφές ότι, ο κάτοχος της θετικής θέσης ενός ευρωπαϊκού δικαιώµατος 

αγοράς/πώλησης, βρίσκεται σε πλεονεκτική πάντα θέση αφού δύναται να αποφασίσει στον 

χρόνο ωρίµανσης, την άσκηση ή µη του συµβολαίου, ανάλογα µε την τρέχουσα τιµή του 

υποκείµενου προϊόντος. Αν λοιπόν, TS  είναι η αξία του υποκείµενου πρωτογενούς προϊόντος 

στον χρόνο ωρίµανσης και K  η προκαθορισµένη από το συµβόλαιο τιµή αγοράς, η απόδοση 

για ένα ευρωπαϊκό δικαίωµα αγοράς και πώλησης στον χρόνο ωρίµανσης T , είναι 

( )TS K +± −    και   ( )TK S +± −  

αντίστοιχα, ανάλογα µε το ποια θέση (αρνητική ή θετική) διατηρούν οι αντισυµβαλλόµενοι. 

Το σύµβολο ( )• +  υποδεικνύει το θετικό µέρος της παράστασης που βρίσκεται µέσα στην 

παρένθεση. 

Αµερικανικό ∆ικαίωµα Αγοράς/Πώλησης (American Call/Put Option) 

Η διαφορά τους από τα αντίστοιχα ευρωπαϊκά δικαιώµατα, έγκειται στον χρόνο άσκησής 

τους. Ένα αµερικανικό δικαίωµα αγοράς/πώλησης, σε αντίθεση από το αντίστοιχο ευρωπαϊκό 
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του οποίου η άσκηση λαµβάνει χώρα µόνο στον χρόνο ωρίµανσης T , δύναται να τεθεί σε 

ισχύ οποιαδήποτε χρονική στιγµή έως εκείνη την χρονική στιγµή T  που σηµατοδοτεί και την 

λήξη του.  

Ευνόητο είναι το γεγονός ότι, τα δικαιώµατα αγοράς/πώλησης αµερικανικού τύπου, είναι 

πιο σύνθετα σε σχέση µε τα αντίστοιχα ευρωπαϊκά, προσφέρουν περισσότερες επιλογές-

ευκαιρίες στον κάτοχό τους και κατ’ επέκταση έχουν µεγαλύτερο κόστος. Η τιµολόγηση 

αυτών των συµβολαίων, στηρίζεται κατά πολύ στην τιµολόγηση των αντίστοιχων 

ευρωπαϊκών. 

Όλα τα προαναφερόµενα παράγωγα χρηµατοοικονοµικά προϊόντα είναι γνωστά και ως 

plain vanilla products. Εκτός από αυτά, υπάρχουν και άλλα είδη τέτοιων συµβολαίων, των 

οποίων η φύση αποτελείται από έναν συνδυασµό πραγµάτων σχετικά µε τον χρόνο άσκησή 

τους, µε τις προϋποθέσεις που τίθενται σε ισχύ ανάλογα µε την ιστορία της τιµής του 

υποκείµενου πρωτογενούς προϊόντος, τον καθορισµό της απόδοσής τους κ.ο.κ. Η κύρια 

διαφορά τους σε σχέση µε τα απλά vanilla προϊόντα, έγκειται στο γεγονός ότι η απόδοση τους 

στον χρόνο ωρίµανσης δεν εξαρτάται από την τιµή του υποκείµενου προϊόντος την τελική 

εκείνη στιγµή, αλλά αποτελεί συνάρτηση της πορείας που διαγράφει η τιµή του χρεογράφου 

καθ’ όλη την διάρκεια του συµβολαίου. Τέτοια προϊόντα είναι γνωστά µε την ονοµασία 

εξωτικά δικαιώµατα (exotic options) για ορισµένα από τα οποία γίνεται προσπάθεια 

τιµολόγησής τους στο κεφάλαιο που ακολουθεί. 

Τα παραπάνω προϊόντα, είτε αυτά είναι απλά είτε εξωτικά δικαιώµατα, προσδίδουν στον 

κάτοχό τους µία σειρά από ευεργετήµατα αφού είναι σε θέση να επωφεληθεί από την άσκησή 

τους. Ταυτόχρονα, µια αρνητική θέση σε τέτοια συµβόλαια, είναι πολύ πιθανό να πλήξει τα 

συµφέροντά του. Το πρόβληµα λοιπόν που αυτοµάτως ανακύπτει, είναι η εύρεση µιας 

«δίκαιης» αρχικής τιµής, της τιµής αγοράς δηλαδή αυτών των προϊόντων. Με τον όρο 

«δίκαιη» τιµή, εννοείται µία ορθολογική τιµή η οποία συνάδει µε την Αρχή της µη 

Επιτηδειότητας (Arbitrage), έναν νόµο δηλαδή που διέπει τις χρηµατοοικονοµικές αγορές 

και σύµφωνα µε τον οποίο αποτρέπονται τυχοδιωκτικές συµπεριφορές. Στην ουσία της, η 

Αρχή της µη Επιτηδειότητας υπαγορεύει πως είναι αδύνατη η ύπαρξη κέρδους χωρίς την 

έκθεση σε αντίστοιχο κίνδυνο, ενώ η ποσοτική της έκφραση σε όρους παράγωγων 

χρηµατοοικονοµικών προϊόντων, αποτυπώνεται στην Ισοδυναµία µεταξύ των τιµών 

∆ικαιωµάτων Αγοράς και Πώλησης (put-call parity). Για την αποφυγή στρατηγικής βέβαιου 

κέρδους, η διαφορά στην αξία, ανάµεσα στην θετική θέση ενός ευρωπαϊκού δικαιώµατος 
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αγοράς  και στην αρνητική θέση ενός  ευρωπαϊκού δικαιώµατος πώλησης, ίδιας χρονικής 

ωρίµανσης T  και ίδιας παραδοτέας τιµής K , θα πρέπει να ισούται µε την τωρινή αξία του 

υποκείµενου πρωτογενούς προϊόντος µειωµένη κατά την προθεσµιακή τιµή K . Έτσι, αν 

( ), ,c t K T  και ( ), ,p t K T  η αξία την χρονική στιγµή t , ενός ευρωπαϊκού δικαιώµατος αγοράς 

και ενός ευρωπαϊκού δικαιώµατος πώλησης αντίστοιχα, µε παραδοτέα τιµή K  και ωρίµανση 

T , τότε σύµφωνα µε την Αρχή της µη Επιτηδειότητας, 

( ) ( ) ( ) ( ), , , , q T t r T t
tc t K T p t K T e S Ke− − − −− = − ,                            ( )5.1  

όπου tS  η αξία του υποκείµενου χρεογράφου την χρονική στιγµή t , r  και q  το άνευ 

κινδύνου επιτόκιο και το µέρισµα που αποδίδει το εν λόγω χρεόγραφο αντίστοιχα. Όπως 

αναφέρθηκε και προηγουµένως, η Αρχή της µη Επιτηδειότητας αφορά στην δυναµική της 

αγοράς και απαντάται σε διάφορες µορφές. Πλούσια είναι η βιβλιογραφία στην οποία 

δύναται κανείς να ανατρέξει για περισσότερα στοιχεία σχετικώς, µεταξύ των οποίων αυτά 

των Hull (2006) και Neftci (2000). 

Επιπλέον, αναφορικά µε την τιµολόγηση παράγωγων χρηµατοοικονοµικών προϊόντων, 

είναι προφανές πως η απόδοσή τους συνδέεται άµεσα µε τις τιµές που λαµβάνουν τα 

πρωτογενή υποκείµενα προϊόντα πάνω στα οποία επισυνάπτονται τα συµβόλαια αυτά. 

Πρωταρχικό µέληµα λοιπόν, αποτελεί η εικασία του τρόπου βάσει του οποίου 

διαµορφώνονται καθηµερινά αυτές οι τιµές, η εύρεση δηλαδή ενός µοντέλου το οποίο 

υπαγορεύει την διαµόρφωση των τιµών της αγοράς και ακολούθως, συναρτήσει αυτών, η 

επιβολή «δίκαιης» τιµής σε αυτά τα συµβόλαια. Στην αµέσως παρακάτω ενότητα, γίνεται η 

παρουσίαση ενός εκ των σπουδαιότερων τέτοιων υποδειγµάτων διαµόρφωσης των τιµών της 

αγοράς, αυτό του υποδείγµατος των Black & Scholes και επιπλέον, βάσει αυτού, δίνεται ο 

κλειστός τύπος µέσω του οποίου υπολογίζεται η δίκαιη τιµή ενός ευρωπαϊκού δικαιώµατος 

αγοράς και ενός ευρωπαϊκού δικαιώµατος πώλησης. 

 

5.2  Το Υπόδειγµα των Black & Scholes  

Από την στιγµή όπου αρχίζει η άνθιση αυτών των συµβολαίων µε την συνεχή 

διαπραγµάτευσή τους στα χρηµατιστήρια, η ανάγκη για την εύρεση ενός ικανοποιητικού 

τρόπου τιµολόγησής τους γίνεται ολοένα και επιτακτικότερη. Στις αρχές της δεκαετίας του 

1970, οι Fischer Black, Myron Scholes και Robert Merton αναπτύσσουν ένα πολύ σηµαντικό 
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µοντέλο τιµολόγησης παραγώγων, γνωστό ως το υπόδειγµα Black & Scholes. Η µέθοδος 

αυτή, έτυχε της καθολικής αποδοχής από την οικονοµική κοινότητα και επηρέασε τα µέγιστα 

στον τρόπο µε τον οποίο λάµβανε χώρα η τιµολόγηση και η αντιστάθµιση αυτών των 

συµβολαίων, τις προσεχείς δεκαετίες. Το επιστέγασµα της τεράστιας συνεισφοράς του 

υποδείγµατος στην τιµολόγηση παραγώγων και της οικονοµικής θεωρίας γενικότερα, ήταν η 

απόδοση στα 1997 του Βραβείου Νόµπελ της Οικονοµίας στους δύο από τους τρεις εισηγητές 

του (ο Myron Scholes απεβίωσε το 1995). 

Σύµφωνα µε το υπόδειγµα των Black & Scholes, η τιµή ενός πρωτογενούς προϊόντος, 

περιγράφεται στην πορεία του χρόνου ως µία στοχαστική διαδικασία { } ,  0tS t ≥ . Προφανώς, 

0 0S >  αφού είναι πολύ λογικό την χρονική στιγµή όπου ξεκινά η παρατήρηση, το χρεόγραφο 

να έχει κάποια αξία. Για µικρές µεταβολές του χρόνου t∆ , η µεταβολή της αξίας του 

χρεογράφου είναι t t t tS S S +∆∆ = −  και συνεπώς η απόδοση του σε αυτό το διάστηµα είναι 

t

t

S
S
∆ . Οι Black και Scholes υποστήριξαν πως η απόδοση αυτή του χρεογράφου µπορεί να 

περιγραφεί από δυο όρους, έναν ντετερµινιστικό ο οποίος είναι ανάλογος του χρονικού 

διαστήµατος που µελετάται και αποτελεί το λεγόµενο συστηµατικό (systematic) µέρος και 

έναν στοχαστικό όρο ο οποίος αποτελεί το τυχαίο (random) µέρος και αποδίδει την 

στοχαστική µεταβλητότητα στις τιµές του χρεογράφου. Η στοχαστική µεταβλητότητα της 

τιµής του χρεογράφου, είναι και αυτή ανάλογη του χρονικού διαστήµατος και συνεπώς 

δύναται να περιγραφεί από τις µεταβολές tW∆  µιας τυπικής κίνησης Brown, που 

κατανέµονται κανονικά µε µηδενική µέση τιµή και διακύµανση t∆ . Ο όρος tW∆  είναι 

γνωστός και ως θόρυβος (noise). Βάσει αυτών των υποθέσεων, η αναµενόµενη απόδοση του 

χρεογράφου σε ένα χρονικό διάστηµα t∆ , προκύπτει ως εξής: 

{ 0

     

                ,       ,   0t
t

t ό ί
έ έ

S t W S
S συστηµατικ τυχα ο

µ ρος µ ρος

µ σ µ σ και∆
= ⋅∆ + ⋅∆ ∈ℜ >

14243
 ,         ( )5.2  

όπου η παράµετρος µ∈ℜ  του ντετερµινιστικού όρου εκφράζει τον µέσο βαθµό απόδοσης 

του χρεογράφου ενώ η παράµετρος σ ∈ℜ  του στοχαστικού όρου, περιγράφει την επίδραση 

του θορύβου στην τιµή του χρεογράφου. Ουσιαστικά, η παράµετρος σ  είναι αυτή η οποία 

καθορίζει την µεταβλητότητα της τιµής του υποκείµενου προϊόντος και άρα της απόδοσής 

του συνολικά και για τον λόγο αυτό ονοµάζεται πτητικότητα (volatility) του χρεογράφου. 
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Από την σχέση ( )5.2 , λύνοντας ως προς την µεταβολή της αξίας του προϊόντος, προκύπτει 

ότι 

( ) 0   ,       ,   0t t tS S t W Sµ σ µ σ και∆ = ⋅∆ + ⋅∆ ∈ℜ > , 

οπότε λαµβάνοντας πάρα πολύ µικρές µεταβολές του χρόνου, 0t∆ → , έπεται πως η αξία του 

χρεογράφου οποιαδήποτε χρονική στιγµή, ικανοποιεί την στοχαστική διαφορική εξίσωση: 

( ) 0   ,       ,   0t t tdS S dt dW Sµ σ µ σ και= ⋅ + ⋅ ∈ℜ > .                     ( )5.3  

Με την βοήθεια της Στοχαστικής Ανάλυσης και πιο συγκεκριµένα µε εφαρµογή του 

Αναπτύγµατος Itô, αποδεικνύεται ότι η παραπάνω στοχαστική διαφορική εξίσωση έχει ως 

µοναδική λύση την ανέλιξη 
21

2
0 0   ,       ,   0

tt W

tS S e S
µ σ σ

µ σ και
⎛ ⎞− +⎜ ⎟
⎝ ⎠= ∈ℜ > .                          ( )5.4  

Η αναλυτική παρουσίαση της παραπάνω λύσης, δύναται να βρεθεί µεταξύ άλλων, στο βιβλίο 

“Options, Futures and Other Derivatives” του John C. Hull (2003). 

Από την λύση ( )5.4  της στοχαστικής διαφορικής εξίσωσης που ικανοποιεί η συνάρτηση 

της αξίας του πρωτογενούς προϊόντος, διαπιστώνεται ότι η αξία του χρεογράφου αυτού, 

εκτελεί όπως συνηθίζεται να λέγεται µία γεωµετρική κίνηση Brown. Πρόκειται δηλαδή για 

µία στοχαστική διαδικασία η οποία ακολουθεί την λογαριθµική κατανοµή. Η γεωµετρική 

κίνηση Brown και η λογαριθµική κατανοµή την οποία εσωκλείει, συνδέει ουσιαστικά την 

απόδοση ενός χρεογράφου µε την κανονική κατανοµή. Πράγµατι, λογαριθµίζοντας την σχέση 

( )5.4 , 

2

2

1
2

0

1
2

0

2
0 0

log  log   

log log log

1log log   ,       ,   0,
2

t

t

t W

t

t W

t

t t

S S e

S S e

S S t W S

µ σ σ

µ σ σ

µ σ σ µ σ και

⎛ ⎞− +⎜ ⎟
⎝ ⎠

⎛ ⎞− +⎜ ⎟
⎝ ⎠

⎛ ⎞
= ⇔⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠
⎛ ⎞

⇔ = + ⇔⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

⎛ ⎞⇔ − = − + ∈ℜ >⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

εύκολα προκύπτει το γεγονός ότι, η διαφορά των λογαρίθµων της τιµής ενός χρεογράφου σε 

ένα χρονικό διάστηµα µήκους t , περιγράφεται από µια κίνηση Brown της οποίας οι 
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προσαυξήσεις, ακολουθούν την κανονική κατανοµή 2 21 ,
2

N t tµ σ σ⎛ ⎞⎛ ⎞−⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠⎝ ⎠
. Η τυχαία 

µεταβλητή 0log logtS S−  δηλαδή, κατανέµεται στην ουσία κανονικά ως εξής: 

  2 2
0

1log log ~ ,   ,    0,  ,
2

d

tS S N tµ σ σ µ σ⎛ ⎞− − ∀ ≥ ∈ℜ⎜ ⎟
⎝ ⎠

.                  ( )5.5  

Το συµπέρασµα αυτό αποτελεί και την βάση του υποδείγµατος των Black & Scholes για την 

περιγραφή της τιµής µιας µετοχής σε συνεχή χρόνο και κατ’ επέκταση για την τιµολόγηση 

διαφόρων παράγωγων χρηµατοοικονοµικών προϊόντων. Στο διάγραµµα 5.1, φαίνεται η αξία 

ενός χρεογράφου στην εξέλιξη του χρόνου, η οποία ακολουθεί την γεωµετρική κίνηση 

Brown, µε αρχική αξία  0 100S = , µέσο ρυθµό απόδοσης 0,05µ =  και πτητικότητα 0, 4σ = . 

Ας υποτεθεί τώρα ότι, διατίθεται ένα παράγωγο προϊόν, επί ενός πρωτογενούς προϊόντος, 

παραδείγµατος χάριν µιας µετοχής. Προφανώς, η αξία του συµβολαίου αυτού, είναι µια 

συνάρτηση ( ),t tV t S  η οποία εξαρτάται από τον χρόνο t  αλλά και την αξία tS  της µετοχής. 

Αν λοιπόν η αξία της µετοχής tS   κατά τα προαναφερόµενα, είναι µια στοχαστική διαδικασία 

η οποία ορίζεται στον χώρο πιθανότητας ( ), ,A PΩ , η αξία του παραγώγου tV  είναι επίσης 

µια στοχαστική διαδικασία ορισµένη στον ίδιο χώρο πιθανότητας, της οποίας το όρισµα 

ικανοποιεί την διαφορική εξίσωση ( )5.3 . Σύµφωνα µε τις υποθέσεις του Black & Scholes 

υποδείγµατος και τις ιδιότητες που αποκτά βάσει αυτού η αγορά (αφορά στην πληρότητα 

(completeness) της αγοράς η οποία εξασφαλίζει την ύπαρξη µοναδικού ισοδύναµου 

martingale µέτρου πιθανότητας Q , κάτω από το οποίο πραγµατοποιείται και ταυτόχρονα 

διασφαλίζεται η τιµολόγηση τέτοιων συµβολαίων σε συνεχή χρόνο ως προς την Αρχή της µη 

Επιτηδειότητας), ο µέσος ρυθµός απόδοσης της αξίας της µετοχής υπό το µέτρο Q  προκύπτει 

ίσος µε r qµ = − , όπου µε  r  συµβολίζεται το άνευ κινδύνου επιτόκιο και µε q  το µέρισµα 

που αποδίδει η εν λόγω µετοχή. Έτσι, η αξία της µετοχής στην οποία επισυνάπτεται το 

παράγωγο προϊόν, παίρνει την µορφή: 
21

2
0 0   ,       ,  ,   0

tr q t W

tS S e r q S
σ σ

σ και
⎛ ⎞− − +⎜ ⎟
⎝ ⎠

+= ∈ℜ ∈ℜ > . 

Από το Ανάπτυγµα του Itô, για την αξία του παράγωγου προϊόντος ( ),t tV t S  αυτή τη φορά, 

αποδεικνύεται ότι η συνάρτηση ( ),t tV t S , κάτω από το νέο µέτρο πιθανότητας Q , ικανοποιεί 
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∆ιάγραµµα 5.1: Τροχιά µιας Γεωµετρικής Κίνησης Brown 

µε παραµέτρους S0=100 , µ=0,05 και σ=0,4. 

 

την διαφορική εξίσωση: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2

2 2
2

, , ,1 , 0
2

V t S V t S V t S
r q S S r q V t S

t S S
σ

∂
+ − + − − =

∂ ∂ ∂
,        ( )5.6  

όπου ( ),t tV t S  η συνάρτηση που δίνει την αξία του παράγωγου προϊόντος σε οποιαδήποτε 

χρονική στιγµή t , tS  η αξία της µετοχής σε οποιαδήποτε χρονική στιγµή t , r  και q  το άνευ 

κινδύνου επιτόκιο και το µέρισµα που αποδίδει η εν λόγω µετοχή αντίστοιχα, υπολογισµένα 

σε ετήσια βάση. 

Η τελευταία µερική διαφορική εξίσωση είναι γνωστή ως η διαφορική εξίσωση των Black 

& Scholes η λύση της οποίας αποδίδει την αξία στον χρόνο των διάφορων παράγωγων 

οικονοµικών προϊόντων, πάντα υπό το ισοδύναµο martingale µέτρο πιθανότητας Q . Υπό 

διαφορετική σκοπιά, Για την εύρεση της αρχικής αξίας των παραγώγων δεν απαιτείται τίποτε 

άλλο παρά η εισαγωγή της παραµέτρου της διαχρονικής αξίας του χρήµατος, έπεται δηλαδή 

ότι 
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( ) ( ) ( )( )00, ,r q T
Q TV S e E V T S− −= , 

όπου µε τον τελεστή ( )•QE  δηλώνεται η αναµενόµενη τιµή ή διαφορετικά η µαθηµατική 

ελπίδα της εντός της παρένθεσης στοχαστικής διαδικασίας (της απόδοσης εν προκειµένω του 

συµβολαίου), κάτω από το ισοδύναµο Q , martingale µέτρο πιθανότητας. 

 Συνεχίζοντας για την διαφορική εξίσωση ( )5.6 , σηµειώνεται ότι οι λύσεις της ποικίλουν 

ανάλογα µε τις συνοριακές συνθήκες οι οποίες υφίστανται και υποδεικνύονται από την φύση 

των συµβολαίων. Στην περίπτωση ενός ευρωπαϊκού δικαιώµατος αγοράς, τιµής K  και 

ωρίµανσης T , αποδεικνύεται ότι η αρχική του τιµή, προκύπτει από την εξής σχέση: 

( ) ( ) ( ) ( )0 0 0 1 20, , qT rTV S C T K e S N d Ke N d
σµβ

− −= = − , 

όπου 

( ) ( )2
0

1

log 1 2S K r q
d

T

σ

σ

+ − +
=  

και 

( ) ( )2
0

2 1

log 1 2S K r q
d d

T

σ
σ

σ

+ − −
= = − Τ , 

ενώ µε  

( )
2

21
2

x u

N x e du
π

−

−∞

= ∫ , 

συµβολίζεται η αθροιστική συνάρτηση κατανοµής µιας τυχαίας µεταβλητής η οποία 

ακολουθεί την τυπική κανονική κατανοµή. Βάσει του παραπάνω τύπου και µέσω της σχέσης 

ισοδυναµίας µεταξύ ευρωπαϊκού δικαιώµατος αγοράς και πώλησης (put-call parity), εύκολα 

προσδιορίζεται µε τον ίδιο τρόπο η αρχική αξία ενός ευρωπαϊκού δικαιώµατος πώλησης της 

ίδιας τιµής K  και της ίδιας ωρίµανσης T  το οποίο έχει επισυναφθεί επί της ίδιας µετοχής. 

Πράγµατι, 

( ) ( ) ( ) ( )0 0 0 1 20, , qT rTV S P T K e S N d Ke N d
σµβ

− −= = − − + − . 

Με τις τελευταίες σχέσεις να αποδίδουν την αρχική αξία ευρωπαϊκών δικαιωµάτων αγοράς 

και πώλησης για εναλλακτικές τιµές K  και χρόνους ωρίµανσης T , επισυναπτόµενα σε 

µετοχές που αποδίδουν µερίσµατα σε συνεχή χρόνο, ολοκληρώνεται η σύντοµη αυτή 

αναφορά στην τιµολόγηση παράγωγων χρηµατοοικονοµικών προϊόντων βάσει του 
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υποδείγµατος των Black & Scholes. Για µία πληρέστερη παρουσίαση του υποδείγµατος 

αυτού καθώς και για τον αναλυτικό τρόπο εξαγωγής των συµπερασµάτων τα οποία 

χρησιµοποιήθηκαν στην ενότητα αυτή, γίνεται παραποµπή, µεταξύ άλλων, στους Hull (2003) 

και Neftci (2000). Στην ενότητα, που ακολουθεί, πραγµατοποιείται αναφορά στις ατέλειες 

του υποδείγµατος των Black & Scholes, στους λόγους δηλαδή που οδήγησαν στην θεώρηση 

της αγοράς µε την σκοπιά των ανελίξεων Lévy. 

 

5.3  Αδυναµίες της Black & Scholes Αγοράς 

Αν και το υπόδειγµα των Black & Scholes γνωρίζει µεγάλη απήχηση και αποδοχή ακόµα 

και στις µέρες µας, δεν παύει να έχει σηµαντικές αδυναµίες. Για να είναι εφικτή η εφαρµογή 

του µοντέλου αυτού, υιοθετούνται ορισµένες απλουστεύσεις αναφορικά µε την λειτουργία 

της αγοράς, όπως για παράδειγµα η απουσία φόρων, η παράβλεψη στα κόστη 

αγοροπωλησίας, η απουσία περιορισµών σχετικά µε την κατοχή χρεογράφων κ.ά. Όλες αυτές 

οι υποθέσεις που αφορούν στο ποιοτικό κοµµάτι της οικονοµικής θεωρίας, έχουν όπως είναι 

φυσικό, αρνητικό αντίκτυπο και στις τιµές των χρεογράφων. Το υπόδειγµα των Black & 

Scholes δηλαδή, δεν µπορεί να περιγράψει επακριβώς την ποσοτική διαµόρφωση των 

χρηµατοοικονοµικών µεγεθών της αγοράς. 

Η κανονική κατανοµή η οποία περιγράφει όπως ειπώθηκε προηγουµένως, τον λογάριθµο 

της απόδοσης ενός χρεογράφου σε ένα χρονικό διάστηµα, δεν αποδίδει πιστά την πραγµατική 

συµπεριφορά του. Είναι γνωστό πως η κανονική κατανοµή είναι συµµετρική ως προς την 

µέση της τιµή και συνεπώς το υπόδειγµα των Black & Scholes υποδηλώνει πως οι λογάριθµοι 

των αποδόσεις των χρεογράφων δεν παρουσιάζουν ασυµµετρία. Κάτι τέτοιο όµως, δεν 

ανταποκρίνεται στην πραγµατικότητα. Γενικά, η µελέτη της συµπεριφοράς 

χρηµατοοικονοµικών µεγεθών αξιοποιώντας ιστορικά δεδοµένα, µαρτυρά ασυµµετρίες στον 

τρόπο µε τον οποίο κατανέµονται. Στο βιβλίο του Wim Schoutens “Levy Processes in 

Finance, Pricing Financial Derivatives”, η επεξεργασία χρηµατοοικονοµικών δεικτών της 

αµερικανικής αγοράς, όπως αυτοί των S&P 500, Nasdaq-Composite, CAC-40 κ.ά., έδειξαν 

αρνητική ασυµµετρία στον λογάριθµο της απόδοσης τους. Η εµπειρική κατανοµή δηλαδή 

αυτών των µεγεθών, έχει µεγαλύτερη ουρά στα αριστερά απ’ ότι στα δεξιά. 

Ένα δεύτερο µειονέκτηµα στον προσδιορισµό του µηχανισµού µε τον οποίο 

διαµορφώνονται οι τιµές των χρεογράφων, αποτελεί το µέγεθος των προσαυξήσεων του 
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λογάριθµου των αποδόσεών τους. Οι πραγµατικές προσαυξήσεις των τιµών σε αυτά τα 

µεγέθη, είναι ενίοτε σχετικά µεγάλες, ενσωµατώνουν όπως λέγεται, άλµατα στην 

συµπεριφορά τους. Το γεγονός αυτό, αντικατοπτρίζεται µε παχιές ουρές στην εµπειρική 

κατανοµή του λογαρίθµου των αποδόσεων τους. Αντίθετα, η κανονική κατανοµή 

παρουσιάζει λεπτότερες ουρές, φθίνει δηλαδή γρηγορότερα στο «µηδέν» σε σχέση µε τις 

εµπειρικές κατανοµές των ποσοτήτων που περιγράφει. Η µελέτη του Schoutens (2003) στους 

παραπάνω δείκτες, απέδωσε στις εµπειρικές τους κατανοµές κύρτωση αρκετά µεγαλύτερη 

των τριών µονάδων που είναι η τιµή για την κύρτωση της κανονικής κατανοµής. 

Τέλος, η µεγαλύτερη ίσως αστοχία του µοντέλου των Black & Scholes, είναι η αδυναµία 

παράστασης του τρόπου µε τον οποίο µεταβάλλεται το ίδιο το οικονοµικό περιβάλλον. Στο 

υπόδειγµά τους, οι Black, Merton και Scholes υπέθεσαν πως τόσο ο µέσος βαθµός απόδοσης, 

όσο και πτητικότητα των χρεογράφων, είναι σταθερές. Υπενθυµίζεται ότι, στην στοχαστική 

διαφορική εξίσωση που ικανοποιεί η αξία ενός χρεογράφου, ,µ σ ∈ℜ . Η πτητικότητα σ , 

είναι εκείνη η οποία καθορίζει όπως έχει αναφερθεί, την τυχαιότητα η οποία παρατηρείται 

στην αξία του χρεογράφου και κατ’ επέκταση της συνολικής του απόδοσης. Με την θεώρησή 

του ως µία πραγµατική σταθερά, χάνεται θα µπορούσε να πει κανείς, µεγάλο κοµµάτι της 

µεταβλητότητας του τυχαίου µέρους της τιµής του προϊόντος αφού περιορίζεται µε αυτόν τον 

τρόπο αισθητά, η τυχαία επίδραση εξωγενών παραγόντων. Ο ποιοτικός ρόλος του παράγοντα 

σ  στο υπόδειγµα, είναι η αντιπροσώπευση όλων εκείνων των παραµέτρων του οικονοµικού 

περιβάλλοντος που επιδρούν στην διαµόρφωση των τιµών, οι οποίοι µεταβάλλονται διαρκώς 

και µε ακανόνιστο τρόπο. Από την µελέτη ιστορικών δεδοµένων, έχει παρατηρηθεί ότι το 

οικονοµικό περιβάλλον, όλες εκείνες οι διεργασίες δηλαδή οι οποίες διαµορφώνουν εντέλει 

τις τιµές των χρεογράφων, µεταβάλλονται στοχαστικά και είναι αδύνατο να προσδιοριστούν 

επακριβώς, πόσο µάλλον να περιγραφούν έστω και ικανοποιητικά από µία σταθερά. 

Όλα τα προηγούµενα, διαµορφώνουν την πεποίθηση πως το υπόδειγµα των  Black & 

Scholes και η κανονική κατανοµή δεν µπορούν να προσεγγίσουν τον µηχανισµό 

διαµόρφωσης της αγοράς. Ορισµένα από αυτά τα προβλήµατα, φαίνεται να εξαλείφονται ή 

τουλάχιστον να περιορίζονται, µε την χρήση των στοχαστικών ανελίξεων Levy. Στις σελίδες 

που ακολουθούν, πραγµατοποιείται η παρουσίαση ορισµένων προτάσεων βελτίωσης της 

αγοράς Black & Scholes και προσδιορίζεται ο τρόπος µε τον οποίο η κλάση αυτών των 

στοχαστικών διαδικασιών, συµβάλλει προς αυτή την κατεύθυνση.  
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5.4  Αγορές Lévy 

Έχει ήδη γίνει κατανοητό πως για την τιµολόγηση παράγωγων χρηµατοοικονοµικών 

προϊόντων, απαιτείται πρωτίστως ένα ικανοποιητικό µοντέλο το οποίο να αποδίδει τις τιµές 

των υποκείµενων  πρωτογενών προϊόντων της αγοράς. Επίσης, είναι σαφές πως η κανονική 

κατανοµή δεν µπορεί να προσεγγίσει τον πιθανοθεωρητικό νόµο στον οποίο υπόκειται η 

χρηµατοοικονοµική αγορά, για όλους εκείνους τους λόγους που αναλύθηκαν στην 

προηγούµενη ενότητα. Ο τρόπος µε τον οποίο αντιµετωπίζεται αυτή η κατάσταση είναι η 

χρήση των ανελίξεων Lévy. Ποικίλα είναι τα υποδείγµατα και οι στοχαστικές διαδικασίες της 

κλάσης αυτής, που έχουν προταθεί την τελευταία κυρίως εικοσαετία και έχουν ως σκοπό την 

ακριβέστερη περιγραφή της χρηµατοοικονοµικής αγοράς. Στην συνέχεια του κεφαλαίου, 

παρουσιάζονται κάποιες από τις προτάσεις αυτές, φωτίζοντας περισσότερο τον τρόπο µε τον 

οποίο η οικογένεια των ανελίξεων Lévy ενσωµατώνεται στην Οικονοµική Θεωρία. 

 

5.4.1. Υποδείγµατα Ανελίξεων Lévy 

Η πρώτη εναλλακτική πρόταση σύµφωνα µε την οποία δύναται να περιγραφεί η αγορά, 

στηρίζεται στο ίδιο το υπόδειγµα των Black & Scholes. Επειδή η κανονική κατανοµή δεν 

αποδίδει την ασυµµετρία και τις παχιές ουρές της εµπειρικής κατανοµής των χρεογράφων της 

αγοράς, απαιτείται ένας διαφορετικός πιθανοθεωρητικός νόµος, ο οποίος, αφενός να διατηρεί 

και αφετέρου να γενικεύει τις ιδιότητες των µεταβολών µιας κίνησης Brown. 

Σύµφωνα µε αυτή τη σκέψη, η κίνηση Brown πρέπει να αντικατασταθεί από µια νέα 

στοχαστική διαδικασία η οποία να έχει και αυτή ανεξάρτητες και οµογενείς προσαυξήσεις, 

µία ανέλιξη δηλαδή την οποία διέπει µια απείρως διαιρετή κατανοµή σε κάθε χρονική στιγµή 

t  και η οποία είναι σε θέση να αποτυπώσει τα άλµατα και τις ασυµµετρίες στην τιµή του 

πρωτογενούς προϊόντος. Όπως εύκολα µπορεί κάποιος να φανταστεί µετά και την ανάλυση 

του προηγούµενου κεφαλαίου, την απάντηση σε αυτή την πρόκληση έρχεται να δώσει η 

οικογένεια των στοχαστικών ανελίξεων Lévy. Μιλώντας πλέον σε όρους της Lévy-Itô 

διαχώρισης, απαιτείται µια νέα ανέλιξη Lévy { },  0tX t ≥ , η γραµµική κίνηση Brown είναι 

και η ίδια µία από αυτές, στης οποίας όµως την τριπλέτα ( ), ,α σ Π , το χαρακτηριστικό µέτρο 

Lévy Π , µπορεί να αποδώσει την συµπεριφορά των τιµών της αγοράς, χωρίς να είναι 

απαραίτητη η παρουσία του συντελεστή διαχύσεως σ . Σε µια τέτοια περίπτωση λοιπόν, η 



 

 77

στοχαστική διαδικασία η οποία αποδίδει την τιµή του πρωτογενούς προϊόντος σε κάθε 

χρονική στιγµή 0t ≥ , παίρνει την µορφή 

0 0  ,        0tX
tS S e S= >  

όπου πλέον η στοχαστική διαδικασία { },  0tX t ≥ , είναι µια ανέλιξη Lévy. Σύµφωνα µε αυτή 

την µοντελοποίηση, ο λογάριθµος της απόδοσης αυτού του χρεογράφου, ισούται κατά 

κατανοµή µε τον πιθανοθεωρητικό νόµο στον οποίο υπόκειται η ανέλιξη { } ,  0tX t ≥ , έπεται 

δηλαδή πως: 

0

log        ,       0
d

t
t

S X t
S

⎛ ⎞
= ∀ ≥⎜ ⎟

⎝ ⎠
. 

Στην σύγχρονη βιβλιογραφία, πολλές είναι οι προτάσεις σχετικά µε την επιλογή της 

κατάλληλης στοχαστικής διαδικασίας { },  0tX t ≥ , οι κατανοµές των οποίων σε κάθε 

χρονική στιγµή 0t ≥ , είναι σε γενικές γραµµές συνθετότερες από αυτές για τις οποίες έχει 

γίνει λόγος έως τώρα (σύνθετη κατανοµή Poisson, κατανοµή γάµµα κτλ.). Ανάλογα µε την 

επιλογή του εκάστοτε νόµου που καθορίζει την συµπεριφορά της ανέλιξης { } ,  0tX t ≥ , 

προσδιορίζεται και το όνοµα του υποδείγµατος που περιγράφει την αγορά. 

Tα πιο διαδεδοµένα εξ’ αυτών υποδείγµατα Lévy περιγραφής των τιµών των πρωτογενών 

προϊόντων, είναι το VG υπόδειγµα, σύµφωνα µε το οποίο η στοχαστική διαδικασία σε κάθε 

χρονική στιγµή ακολουθεί την variance gamma κατανοµή, το υπερβολικό υπόδειγµα στο 

οποίο χρησιµοποιείται η υπερβολική κατανοµή πιθανότητας και το NIG υπόδειγµα το οποίο 

αξιοποιεί την κανονική αντίστροφη Γκαουσιανή κατανοµή. Και τα τρία αυτά υποδείγµατα, 

εισήχθησαν στα τέλη της περασµένης δεκαετίας ως ειδικές περιπτώσεις του γενικευµένου 

υπερβολικού υποδείγµατος (Generalized Hyperbolic Model) από τους Madan και Seneta, 

Eberlein και Keller και Barndorff και Nielsen αντίστοιχα. Στις αρχές της τρέχουσας 

δεκαετίας, δύο νέα υποδείγµατα υπό τα ονόµατα των εισηγητών τους προτάθηκαν έτσι ώστε 

να περιγράψουν τις χρηµατοοικονοµικές αγορές. Το πρώτο από αυτά, είναι το CGMY 

υπόδειγµα εκ των Carr, Geman, Madan και Yor, αποτελεί γενίκευση του VG υποδείγµατος 

ενώ η οικογένεια κατανοµών η οποία χρησιµοποιείται είναι γνωστή υπό την ονοµασία 

οικογένεια KoBoL και παραπέµπει στο έργο των Koponen, Boyarchenco και Levendorskiî. 

Το δεύτερο τέτοιο υπόδειγµα είναι το υπόδειγµα Miexner, την χρήση του οποίου στο πεδίο 

της χρηµατοοικονοµίας εισηγήθηκε ο Schoutens το 2001. 
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Σε όλες τις προηγούµενες περιπτώσεις µοντελοποίησης της αγοράς, η τιµολόγηση 

παράγωγων χρηµατοοικονοµικών προϊόντων, λαµβάνει χώρα κατά την γνωστή διαδικασία. 

Προσδιορίζεται δηλαδή, η αναµενόµενη αξία της απόδοσης ( ),T TV T S  του συµβολαίου κάτω 

από το ισοδύναµο martingale µέτρο πιθανότητας Q  στον χρόνο ωρίµανσης T  και εν 

συνεχεία, λαµβάνοντας υπόψη την διαχρονική αξία του χρήµατος, επιστρέφεται η αξία του 

στον χρόνο 0t = , 

( ) ( ) ( )( )00, ,r q T
Q TV S e E V T S− −= . 

Στο σηµείο αυτό όµως, ανακύπτει ένα σοβαρό πρόβληµα. Οι αγορές των υποδειγµάτων 

Lévy, εκτός από την περίπτωση της γραµµικής κίνησης Brown όπου προκύπτει το υπόδειγµα 

των Black & Scholes και της ανέλιξης Poisson η οποία όµως δεν προσαρµόζεται στην 

οικονοµική θεωρία (µοναδιαία θετικά άλµατα δεν γίνεται να περιγράψουν την συµπεριφορά 

των χρηµατοοικονοµικών µεγεθών), δεν είναι πλήρεις. Αναφέρεται για ακόµα µία φορά πως 

σε επίπεδο οικονοµικής θεωρίας, η πληρότητα της αγοράς αφορά στην δυνατότητα 

αντιστάθµισης ενός παράγωγου προϊόντος µε ένα αυτοχρηµατοδοτούµενο δυναµικό 

χαρτοφυλάκιο αποτελούµενο από µέρη του υποκείµενου προϊόντος και οµόλογα, το οποίο σε 

κάθε χρονική στιγµή δύναται να αναπαράγει την απόδοση του συµβολαίου. Με την µέθοδο 

αυτή, διασφαλίζεται η µη ύπαρξη στρατηγικής επιτηδειότητας. Επιπλέον, σηµειώνεται χωρίς 

να δοθεί περαιτέρω έκταση, ότι η ιδιότητα της πληρότητας της αγοράς έχει να κάνει µε το 

χαρακτηριστικό µέτρο Lévy Π  και πιο συγκεκριµένα, κατά την Lévy-Itô διαχώριση µε τον 

τρίτο δοµικό λίθο των ανελίξεων Lévy, που είναι µια τετραγωνικά ολοκληρώσιµη martingale 

διαδικασία. 

Η µη πληρότητα της αγοράς, έχει ως αποτέλεσµα την µη µοναδικότητα ύπαρξης 

ισοδύναµου martingale µέτρου πιθανότητας Q  και συνεπώς, διαφορετικές πιθανές τιµές των 

συµβολαίων, ανάλογα µε το µέτρο που χρησιµοποιείται. Πολλές είναι οι δυνατές 

εναλλακτικές επιλογές για το νέο ισοδύναµο martingale µέτρο πιθανότητας Q , εκ’ των 

οποίων ενδεικτικά αναφέρονται ο µετασχηµατισµός Esscher (Esscher Transform) και η 

µέθοδος διόρθωσης του µέσου του αρνητικού λογάριθµου της χαρακτηριστικής συνάρτησης 

της ανέλιξης Lévy για οποιαδήποτε χρονική στιγµή t , που χρησιµοποιεί το εκάστοτε 

υπόδειγµα (Mean-Correcting Martingale Measure Method). Στην παρούσα εργασία, κάθε 

προσπάθεια τιµολόγησης παράγωγων χρηµατοοικονοµικών προϊόντων, επιχειρείται κάνοντας 

χρήση της δεύτερης µεθόδου προσδιορισµού ισοδύναµου martingale µέτρου πιθανότητας και 
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για τον λόγο αυτό, στις γραµµές που ακολουθούν, επιχειρείται η σκιαγράφηση των 

κυριότερων σηµείων της. 

Συχνά, σε όλες τις στοχαστικές ανελίξεις Lévy που αναφέρθηκαν παραπάνω και µε τις 

οποίες επιχειρείται η µοντελοποίηση της αγοράς, προσαρµόζεται µία γραµµική ως προς το 

χρόνο τάση m . Αν λοιπόν { } ,  0tX t ≥  η εν λόγω στοχαστική διαδικασία, µετά την 

προσθήκη της γραµµικής ως προς τον χρόνο τάσης µετατρέπεται στην 

 ,     0t tY X mt t= + ∀ ≥ , 

της οποίας σε κάθε χρονική στιγµή t  η κατανοµή πιθανότητας έχει µια επιπλέον παράµετρο, 

την m . Η νέα αυτή παράµετρος, δεν επηρεάζει σε καµία περίπτωση τις ιδιότητες του 

πιθανοθεωρητικού νόµου στον οποίο υπόκειται η στοχαστική διαδικασία { } ,  0tX t ≥ , ενώ η 

επιρροή της εξαντλείται στην µετατόπιση του µέσου της πυκνότητάς της κατά m  µονάδες. 

Υπό αυτή την έννοια δικαιολογείται και η ονοµασία της µεθόδου.  

Ο ρόλος που διαδραµατίζει ο επιπρόσθετος αυτός όρος της στοχαστικής διαδικασίας, 

αφορά ακριβώς σε αυτή την προσπάθεια εξασφάλισης ενός άνευ κινδύνου martingale µέτρου, 

βάσει του οποίου δύναται να υπάρξει τιµολόγηση σύµφωνα µε την Αρχή της µη 

Επιτηδειότητας. Η επίτευξη του στόχου αυτού πραγµατοποιείται απλά, αλλάζοντας την τιµή 

της παραµέτρου από oldm  σε newm , µε έναν τέτοιο τρόπο έτσι ώστε η προεξοφλητική αξία του 

χρεογράφου να είναι martingale. Ο κατάλληλος µετασχηµατισµός της παραµέτρου m  

σύµφωνα µε τον Schoutens (2003), είναι αυτός που φαίνεται παρακάτω 

( )new oldm m r q i= + − −Ψ − ,                                         ( )5.7  

µε r  και q  το άνευ κινδύνου επιτόκιο και το µέρισµα που αποδίδει η εν λόγω µετοχή 

αντίστοιχα και Ψ  κατά τα γνωστά, ο αρνητικός λογάριθµος της χαρακτηριστικής 

συνάρτησης της εν λόγω στοχαστικής ανέλιξης Lévy σε κάποια χρονική στιγµή t . 

Η πλέον συνήθης διαδικασία µε την οποία εφαρµόζεται η µέθοδος διόρθωσης του µέσου 

του αρνητικού λογάριθµου της χαρακτηριστικής συνάρτησης της ανέλιξης Lévy που 

περιγράφει την αγορά, είναι η θεώρησή της µε µηδενική τιµή της παραµέτρου oldm . Με 

αυτόν τον τρόπο, το υπόδειγµα που περιγράφει τον τρόπο δηµιουργίας των τιµών των 

χρεογράφων προσδιορίζεται πλήρως από τις «πρωτεύουσες» παραµέτρους της εκάστοτε 
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κατανοµής. Εν συνεχεία και για την τιµολόγηση των παράγωγων προϊόντων, υπεισέρχεται η 

νέα παράµετρος newm , η οποία από την σχέση ( )5.7  λαµβάνει την τιµή 

( )newm r q i= − −Ψ − ,                                                   ( )5.8  

εξασφαλίζει ισοδύναµο martingale µέτρο πιθανότητας Q  και κυρίως, προσδιορίζεται 

αποκλειστικά από τις τιµές των «πρωτευουσών» παραµέτρων της κατανοµής πιθανότητας του 

υποδείγµατος. 

Καθ’ αυτό τον τρόπο λοιπόν, µε την επιλογή δηλαδή του επιθυµητού προς την περιγραφή 

της αγοράς υποδείγµατος Lévy και στην συνέχεια την εφαρµογή µιας κατάλληλης µεθόδου 

εύρεσης ισοδύναµου martingale µέτρου πιθανότητας Q , είναι δυνατή η καλύτερη σε σχέση 

µε το υπόδειγµα των Black & Scholes αποτύπωση της χρηµατοοικονοµικής αγοράς και εν 

προεκτάσει, η τιµολόγηση παράγωγων χρηµατοοικονοµικών προϊόντων. Στην συνέχεια, 

παρουσιάζεται µία ακόµα τεχνική προσέγγισης των αγορών στηριγµένη στην οικογένεια των 

ανελίξεων Lévy, µε ακόµα καλύτερη απόδοση. 

 

5.4.2  Στοχαστική Πτητικότητα 

Όλα τα προαναφερόµενα υποδείγµατα προσαρµόζονται καλύτερα στην πραγµατική 

συµπεριφορά των πρωτογενών προϊόντων σε σχέση µε το κανονικό λογαριθµικό υπόδειγµα 

(υπόδειγµα Black & Scholes) αφού ενσωµατώνουν την ασυµµετρία και τα άλµατα των τιµών 

τους. Ωστόσο, αποτυγχάνουν στο γεγονός της ενσωµάτωσης εξωγενών παραγόντων που 

επηρεάζουν την αγορά ή διαφορετικά την εν γένει στοχαστική µεταβολή του οικονοµικού 

περιβάλλοντος στην πορεία του χρόνου. Μια δεύτερη λοιπόν, τεχνική µοντελοποίησης της 

αγοράς µε την βοήθεια των ανελίξεων Lévy, είναι η στοχαστική πτητικότητα των 

χρηµατοοικονοµικών µεγεθών. 

BNS-SV Υποδείγµατα 

Μία µέθοδος που ακολουθείται για την επίτευξη ενός τέτοιου σκοπού, έχει ως βάση της 

για ακόµα µία φορά, το κλασσικό υπόδειγµα των Black & Scholes., µε την διαφορά ότι στα 

νέα αυτά υποδείγµατα, η πτητικότητα σ  των προϊόντων δεν περιγράφεται πλέον από µία 

πραγµατική σταθερά αλλά αποτελεί από µόνη τας µια ξεχωριστή στοχαστική διαδικασία. 

Στην ενότητα 5.2 , σηµειώθηκε ότι στο υπόδειγµα αυτό, το τυχαίο µέρος της τιµής ενός 

χρεογράφου περιγράφεται από µια γραµµική κίνηση Brown και συνεπώς ο συντελεστής 

τυχαιότητας θα πρέπει να µοντελοποιηθεί από µια άλλη, διαφορετική στοχαστική διαδικασία. 
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Για τον σκοπό αυτό, γίνεται η χρήση συγκεκριµένων ανελίξεων υπό την ονοµασία OU  

διαδικασίες, ο ορισµός των οποίων στηρίζεται σε ανελίξεις Levy και παρουσιάζεται στην 

παράγραφο που ακολουθεί. 

Ως OU  διαδικασία, θεωρείται εκείνη η στοχαστική διαδικασία { } ,  0ty t ≥ , η οποία 

ικανοποιεί µια διαφορική στοχαστική εξίσωση της µορφής, 

0 ,             0t t tdy y dz yλ λ και= − + ∈ℜ > . 

Η παραπάνω στοχαστική διαφορική εξίσωση, είναι γνωστή ως εξίσωση Ornstein-

Uhlenbeck , προς τιµή των οποίων η ονοµασία των στοχαστικών διαδικασιών και είναι 

ανάλογη της εξίσωσης των Black & Scholes. Σηµειώνεται ότι η παράµετρος λ  είναι µια 

πραγµατική σταθερά, ενώ η στοχαστική ανέλιξη { },  0tz t ≥  είναι µια ανέλιξη Lévy. H 

διαδικασία { } ,  0tz t ≥  µέσω της οποίας ορίζεται µια OU  διαδικασία, ονοµάζεται υποτελής 

ανέλιξη Lévy (Background Driving Levy Process ή BDLP) και είναι συνήθως ένα 

subordinator. Μια ανέλιξη Lévy δηλαδή, µε φραγµένη κύµανση και αύξουσες τροχιές. 

Ανάλογα µε τον νόµο πιθανότητας που διέπει το subordinator, λαµβάνει και η OU  

διαδικασία την αντίστοιχη ονοµασία. Αν για παράδειγµα η ανέλιξη { } ,  0tz t ≥  κατανέµεται 

σε κάθε χρονική στιγµή t  σύµφωνα µε την κατανοµή γάµµα, τότε η { } ,  0ty t ≥  καλείται 

γάµµα-OU  διαδικασία. 

Επιστρέφοντας στο υπόδειγµα των Black & Scholes, υπενθυµίζεται ότι η αξία tS  ενός 

χρεογράφου ικανοποιεί την διαφορική εξίσωση ( )5.3 . Με χρήση του αναπτύγµατος Itô, 

δύναται να παραχθεί η αντίστοιχη διαφορική εξίσωση για τον λογάριθµο της τιµής tS , 

( ) ( )2
0 0 0

1log          ,        log
2t t td S dZ dt dW S Z x

σµβ

µ σ σ⎛ ⎞= = − + = =⎜ ⎟
⎝ ⎠

. 

Επιπλέον, η πτητικότητα σ  της συνολικής απόδοσης του χρεογράφου, περιγράφεται τώρα 

από µια OU  διαδικασία και σύµφωνα µε όλα όσα αναφέρθηκαν παραπάνω, ικανοποιεί την 

διαφορική εξίσωση 
2 2 2

0 ,             0t t td dzσ λσ λ και σ= − + ∈ℜ > . 

Συνδυάζοντας όλες τις στοχαστικές διαδικασίες οι οποίες µετέχουν στο υπόδειγµα και 

συγκεκριµένα τις δύο προαναφερθείσες στοχαστικές διαφορικές εξισώσεις, έπεται πως σε 
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κάθε χρονική στιγµή 0t ≥ , ο λογάριθµος της αξίας του χρεογράφου tZ  ικανοποιεί  την 

εξίσωση 

2
0 0

1        ,      ,       
2t t t t tdZ dt dW dz Z xλµ σ σ ρ µ ρ και−

⎛ ⎞= − + + ∈ℜ ∈ℜ =⎜ ⎟
⎝ ⎠

. 

στην οποία η κίνηση Brown { },  0tW t ≥  και το subordinator { } ,  0tz t ≥  αποτελούν 

ανεξάρτητες στοχαστικές διαδικασίες. 

Αναφορικά µε την τιµολόγηση παράγωγων χρηµατοοικονοµικών προϊόντων, 

επισηµαίνεται ότι η θεώρηση της αγοράς βάσει τέτοιων µοντέλων, επίσης δεν επάγει  την 

πληρότητά της. Και σε αυτή την περίπτωση λοιπόν, παρόλο που εξασφαλίζεται η Αρχή της 

µη Επιτηδειότητας, δεν υπάρχει µοναδικό ισοδύναµο martingale µέτρο πιθανότητας Q , κάτω 

από το οποίο να πραγµατοποιείται η τιµολόγηση τέτοιων συµβολαίων. Με το µέτρο Q  την 

οποία χρησιµοποίησαν οι Barndorff and Nielsen et al το 2002,  η τελευταία εξίσωση για  τον 

λογάριθµο της αξίας του χρεογράφου tZ  παίρνει την µορφή: 

( ) 2

0 0

1 ,
2

            , ,       .

t t t t tdZ r q k dt dW dz

r q Z x

λλ ρ σ σ ρ

ρ και+ −

⎛ ⎞= − − − − + +⎜ ⎟
⎝ ⎠

∈ℜ ∈ℜ =
 

Προφανώς, µε r  συµβολίζεται το άνευ κινδύνου επιτόκιο, µε q  το µέρισµα που αποδίδει η εν 

λόγω µετοχή ενώ µε  ( ) ( )( )log uz
Qk u E e−=  συµβολίζεται η αθροιστική κατανοµή του 

subordinator { } ,  0tz t ≥  κάτω από το µέτρο πιθανότητας Q . Η ανέλιξη { } ,  0tW t ≥ , είναι η 

κίνηση Brown κάτω από αυτό το µέτρο Q , ανεξάρτητη της { },  0tz t ≥ . Σε επόµενη ενότητα 

του κεφαλαίου αυτού, παρέχεται στον αναγνώστη η δυνατότητα να διαπιστώσει πως 

µεταφράζονται τα παραπάνω αποτελέσµατα στην ειδική περίπτωση όπου η πτητικότητα του 

χρεογράφου περιγράφεται από µια γάµµα-OU  στοχαστική διαδικασία. 

Κλείνοντας την σύντοµη αναφορά σε αυτά τα υποδείγµατα περιγραφής της 

χρηµατοοικονοµικής αγοράς, σηµειώνεται ότι αναφέρονται στην βιβλιογραφία, υπό την 

ονοµασία BNS  υποδείγµατα. Η ονοµασία τους αυτή, οφείλεται στα αρχικά γράµµατα των 

εισηγητών τους, Barndorff, Nielsen και Shephard οι οποίοι παρουσίασαν το έργο τους στις 

αρχές της δεκαετίας, ενώ λόγω της µεθοδολογίας που ακολουθείται, συναντιούνται συχνά ως 

Black-Scholes SV  (Stochastic Volatility) Υποδείγµατα. 
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Στοχαστική Αλλαγή Χρόνου 

Μία δεύτερη µέθοδος µε την οποία επιτυγχάνεται η αποτύπωση της στοχαστικής 

πτητικότητας της τιµής του χρεογράφου στο υπόδειγµα που περιγράφει την αγορά, είναι η 

λεγόµενη στοχαστική αλλαγή χρόνου (Stochastic Time Change Method). Είναι προφανές ότι, 

σε χρονικές περιόδους στις οποίες η πτητικότητα σ  της τιµής ενός χρεογράφου είναι υψηλή 

και άρα οι µεταβολές των τιµών του είναι µεγάλες, αντιστοιχεί υψηλή απόδοση. Όµοια, 

χαµηλές αποδόσεις της µετοχής συνδέονται µε χαµηλά επίπεδα της πτητικότητάς του. Το 

γεγονός αυτό, έχει ως αποτέλεσµα την δηµιουργία της εντύπωσης ότι, σε περιόδους µε 

καθεστώς υψηλής πτητικότητας ο χρόνος κυλά γρηγορότερα σε σχέση µε αντίστοιχες 

περιόδους χαµηλότερης πτητικότητας και κατ’ επέκταση, την στοχαστική συµπεριφορά του 

χρόνου. 

Η εφαρµογή της µεθόδου της στοχαστικής αλλαγής του χρόνου µέσω της οποίας 

επιχειρείται η µοντελοποίηση της στοχαστικότητας των αγορών, έχει τις ρίζες της στις αρχές 

της δεκαετίας του 1970 όπου ο Clark επιχείρησε να περιγράψει τον τρόπο δηµιουργίας των 

τιµών µιας µετοχής καθ’ αυτό τον τρόπο. Στην παρούσα φάση, δεν δίνεται µεγαλύτερη 

έκταση σε αυτή τη µέθοδο, απλά αναφέρεται ότι οι στοχαστικές διαδικασίες µέσω των 

οποίων δύναται να επιτευχθεί η στοχαστική αλλαγή του χρόνου, είναι η CIR διαδικασία (βλ. 

το έργο των Cox, Ingersoll και Ross εισηγητών της στοχαστικής διαδικασίας και των Carr et 

al που έκαναν χρήση αυτής της ανέλιξης) καθώς και OU διαδικασίες καθοδηγούµενες από 

subordinators. Για περισσότερες πληροφορίες σχετικά µε την εφαρµογή της µεθόδου, γίνεται 

παραποµπή στον Schoutens (2003). 

 

5.5 Το Variance Gamma Υπόδειγµα 

Όπως ήδη έχει αναφερθεί, στο κεφάλαιο που ακολουθεί επιχειρείται µία προσπάθεια 

τιµολόγησης κάποιων εξωτικών παράγωγων χρηµατοοικονοµικών προϊόντων µε την µέθοδο 

της Monte Carlo προσοµοίωσης. Προς αυτή την κατεύθυνση, γίνεται µεταξύ άλλων η χρήση 

του VG  υποδείγµατος της αγοράς και συνεπώς, στο σηµείο αυτό κρίνεται σκόπιµη µία 

συνοπτική αναφορά σε αυτό. Η κλάση των VG  κατανοµών πιθανότητας, προτάθηκε για να 

περιγράψουν την απόδοση χρεογράφων στα τέλη της δεκαετίας του 1980 από τους Madan και 

Seneta. Η VG  κατανοµή αποτελεί έναν απείρως διαιρετό νόµο πιθανότητας µε τρεις 
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παραµέτρους ( ), ,VG vσ θ , µε την χαρακτηριστική συνάρτηση µιας τυχαίας µεταβλητής 

( )VGX  η οποία υπόκειται στον νόµο αυτής, να παίρνει την µορφή: 

( )
1

2 211      ,      0
2VG

v

X t it v vt tφ θ σ
−

⎛ ⎞= − + ∀ ≥⎜ ⎟
⎝ ⎠

. 

Σύµφωνα µε αυτούς, δύναται να οριστεί µία στοχαστική ανέλιξη ( ){ } ,  0VG
tX t ≥  µε στάσιµες 

και ανεξάρτητες προσαυξήσεις, οι οποίες σε κάθε χρονικό διάστηµα της µορφής [ ],t t s+  

ακολουθούν την κατανοµή ( ), ,VG s v s sσ θ . 

Οι Madan και οι συνεργάτες του, απέδειξαν ότι µία VG  στοχαστική διαδικασία δύναται να 

οριστεί εναλλακτικά ως η διαφορά δύο ανεξάρτητων γάµµα στοχαστικών διαδικασιών. Αν 

{ }1  ,  0tG t ≥  και { }2 ,  0tG t ≥  δύο ανεξάρτητες στοχαστικές διαδικασίες οι οποίες σε κάθε 

χρονική στιγµή t  ακολουθούν την κατανοµή γάµµα µε παραµέτρους Cα = , b M=  και 

Cα = , b G=  αντίστοιχα, τότε 
( ) 1 2    ,     0VG
t t tX G G t= + ∀ ≥ . 

Σε αυτή την περίπτωση, οι παράµετροι της VG  κατανοµής είναι οι C , G  και M  ενώ οι 

σχέσεις οι οποίες συνδέουν τις δύο παραµετροποιήσεις της κατανοµής είναι οι εξής: 

-1

2 2 2

-1

2 2 2

1     0               

1 1 1    0      
4 2 2

1 1 1     0
4 2 2

C
v

G v v v

M v v v

θ σ θ

θ σ θ

⎫
⎪= >
⎪
⎪

⎛ ⎞ ⎪= + − >⎜ ⎟ ⎬⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎪

⎪
⎛ ⎞ ⎪= + + >⎜ ⎟ ⎪⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎭

 

Σύµφωνα µε όσα έχουν αναφερθεί στο κεφάλαιο 3, εύκολα αντιλαµβάνεται κανείς ότι η 

στοχαστική διαδικασία Variance Gamma ανήκει στην κλάση των ανελίξεων Lévy, είτε ως 

µια ανέλιξη η οποία σε κάθε χρονική στιγµή t  έχει µια απείρως διαιρετή κατανοµή, είτε ως 

ένας γραµµικός συνδυασµός ανελίξεων Lévy. Πρόκειται για µια ανέλιξη Lévy της οποίας η 

Lévy-Khintchine τριπλέτα έχει την µορφή 

( ) ( ) ( ) ( )
-- 1 1

, ,  ,  0 ,  
M G

VG

C Ge M e
v dx

MG
α σ

−⎛ ⎞− − −
⎜ ⎟Π =
⎜ ⎟
⎝ ⎠
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∆ιάγραµµα 5.2: Μονοπάτι µιας VG(20,40,50) στοχαστικής διαδικασίας. 

 

µε το χαρακτηριστικό της µέτρο Lévy να έχει άπειρη µάζα και να είναι το εξής: 

 

( )
1

1

 ,       0

 ,       0.

Gx

VG Mx

Ce x dx x
v dx

Ce x dx x

−

−

⎧ <⎪= ⎨
>⎪⎩

 

Γενικά λοιπόν, µια VG  στοχαστική διαδικασία είναι µια ανέλιξη Lévy στην οποία 

απουσιάζει το πρώτο δοµικό συστατικό, ο όρος της κίνησης Brown δηλαδή και της οποίας τα 

µονοπάτια παρουσιάζουν άπειρο πλήθος αλµάτων σε κάθε πεπερασµένο χρονικό διάστηµα, 

ενώ ταυτόχρονα έχουν φραγµένη κύµανση. Στο διάγραµµα 5.2 , απεικονίζεται ένα µονοπάτι 

της VG  στοχαστικής διαδικασίας µε παραµέτρους 20C = , 40G =  και 50M = . 

Αναφορικά µε την τιµολόγηση παράγωγων χρηµατοοικονοµικών προϊόντων, η τιµή που 

λαµβάνει η παράµετρος m  της εφαρµοζόµενης γραµµικής ως προς το χρόνο τάσης κάτω από 

το νέο ισοδύναµο martingale µέτρο πιθανότητας Q , κατά πλήρη αντιστοιχία µε την σχέση 

( )5.8  είναι η εξής: 
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( )( )1 1
lognew

M G
m r q C

MG
− +⎛ ⎞

= − + ⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

όπου r  και q  το άνευ κινδύνου επιτόκιο και το µέρισµα που αποδίδει η εν λόγω µετοχή 

αντίστοιχα, υπολογισµένα σε ετήσια βάση. Τέλος, ο πίνακας 5.1 παρουσιάζει  

 

 ( ), ,VG vσ θ  ( ), ,VG C G M  

mean θ  ( ) ( )C G M MG−  

variance 2 2vσ θ+  ( ) ( )22 2C G M MG+  

skewness ( ) ( )3 22 2 2 23 2v v vθ σ θ σ θ+ +  ( ) ( )3 21 2 3 3 2 22C G M G M− − +  

kurtosis ( )( )24 2 23 1 2v v vσ σ θ
−

+ − +  ( ) ( )( )21 4 4 2 23 1 2C G M G M−+ + +  

 
Πίνακας 5.1: Οι ροπές έως και 4ης τάξης της Variance Gamma κατανοµής. 

 

τις τέσσερις πρώτες ροπές της VG  κατανοµής βάσει και των δύο εναλλακτικών 

παραµετροποιήσεων της. Αναφέρεται ότι όλα τα παραπάνω αποτελέσµατα και 

συµπεράσµατα που αφορούν στην Variance Gamma κατανοµή και VG  στοχαστική 

διαδικασία, αντλήθηκαν από τον Schoutens (2003) ενώ πληροφορίες που αφορούν στην 

προσοµοίωση της ανέλιξης VG  δύναται να βρεθούν στους Avramidis et al (2003). 

 

5.6 Το BNS Gamma-OU Υπόδειγµα 

Ένα δεύτερο υπόδειγµα µε το οποίο επιχειρείται στο επόµενο κεφάλαιο ο προσδιορισµός 

του τρόπου δηµιουργίας των τιµών της αγοράς και η τιµολόγηση εξωτικών δικαιωµάτων, 

είναι µία γενίκευση του Black & Scholes υποδείγµατος στο οποίο η πτητικότητα της τιµής 

των χρεογράφων αποτελεί µια γάµµα-OU  στοχαστική διαδικασία. 

Στην περίπτωση µιας γάµµα-OU  στοχαστικής διαδικασίας (βλ. Schoutens (2003)), 

αποδεικνύεται ότι η υποτελής ανέλιξη Lévy είναι µία σύνθετη ανέλιξη Poisson{ } ,  0tz t ≥ , µε 

1
,       0

tN

t n
n

z X t
=

= ≥∑  
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όπου η ακολουθία των ανεξάρτητων και ισόνοµων τυχαίων µεταβλητών { } ,  1, 2,...nX n = , 

κατανέµεται σύµφωνα µε την εκθετική κατανοµή µε παράµετρο b , 

{ } ,  1, 2,...          ( )
d

nX n iid b= ∼ Ε , 

ενώ η αθροιστική συνάρτηση πυκνότητας που αντιστοιχεί σε µια τέτοια ανέλιξη, 

προσδιορίζεται από την σχέση: 

( ) ( ) 1    ,       k u au b u u−= − + ∈ℜ .                                   ( )5.9  

Σύµφωνα λοιπόν µε τα όσα έχουν ειπωθεί στην ενότητα ( )5.4.2  σχετικά µε τα BNS SV−  

υποδείγµατα, αφ’ ης στιγµής η πτητικότητα σ  της τιµής της µετοχής προσδιορίζεται από µια 

γάµµα-OU  στοχαστική διαδικασία, ικανοποιεί την στοχαστική διαφορική εξίσωση 
2 2 2

0 ,             0t t td dzσ λσ λ και σ= − + ∈ℜ >  

και µέσω αυτής, ο λογάριθµος της τιµής της µετοχής tZ  την: 

     2
0 0

1        ,      ,       
2t t t t tdZ dt dW dz Z xλµ σ σ ρ µ ρ και−

⎛ ⎞= − + + ∈ℜ ∈ℜ =⎜ ⎟
⎝ ⎠

.      ( )5.10  

Στα διαγράµµατα 5.3  και 5.4  της τελευταίας σελίδας του κεφαλαίου, παρουσιάζεται η 

πτητικότητα σ  της τιµής µιας µετοχής ως µια γάµµα-OU  στοχαστική διαδικασία µε 

παραµέτρους 0,5783λ = , 1, 4338α = , 11,6641β =  και αρχική τιµή 2
0 0,0145σ =  και 

αντίστοιχα, ένα µονοπάτι της διαµορφωθείσας ανέλιξης του λογαρίθµου της τιµής της 

µετοχής µε αρχική τιµή 0 1.244,47S = . 

Αναφορικά µε την τιµολόγηση των διάφορων παράγωγων χρηµατοοικονοµικών 

προϊόντων µε την χρήση ενός BNS γάµµα-OU  υποδείγµατος, ο λογάριθµος της αξίας του 

υποκείµενου χρεογράφου κάτω από το ισοδύναµο martingale µέτρο πιθανότητας Q , 

λαµβάνει την µορφή (βλ. Schoutens (2003)): 

( ) 2

0 0

1 ,
2

            , ,       .

t t t t tdZ r q k dt dW dz

r q Z x

λλ ρ σ σ ρ

ρ και+ −

⎛ ⎞= − − − − + +⎜ ⎟
⎝ ⎠

∈ℜ ∈ℜ =
                        ( )5.11  

όπου r  συµβολίζεται το άνευ κινδύνου επιτόκιο, q  το µέρισµα που αποδίδει η εν λόγω 

µετοχή ενώ η τιµή της αθροιστικής κατανοµής ( )k u  του subordinator { } ,  0tz t ≥ , της 

σύνθετης ανέλιξης Poisson εν προκειµένω, προκύπτει άµεσα από την σχέσης ( )5.9 . 
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∆ιάγραµµα 5.3: Η Πτητικότητα µιας Μετοχής ως Γάµµα-OU ∆ιαδικασία 

 µε Παραµέτρους α=1,4338, β=11,6641, λ=0,5783 και σ0
2=0,08 
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∆ιάγραµµα 5.4: Ο Λογάριθµος της Τιµής της Μετοχής υπό του  

BNS Γάµµα-OU Υποδείγµατος µε S0=1.244,47. 
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 6ο 

 

 ΤΙΜΟΛΟΓΗΣΗ ΕΞΩΤΙΚΩΝ ΠΑΡΑΓΩΓΩΝ 

 

 

Σε αυτό το τελευταίο κεφάλαιο, λαµβάνει χώρα η αριθµητική εφαρµογή αυτής της 

εργασίας. Μέχρι αυτό το σηµείο, έχουν αναπτυχθεί σε ικανοποιητικό βαθµό όλα εκείνα τα 

θεωρητικά ζητήµατα γύρω από την οικογένεια των ανελίξεων Lévy τα οποία δηλώνουν τον 

τρόπο µε τον οποίο αυτές οι στοχαστικές διαδικασίες εµπλουτίζουν  τα πεδία εφαρµογών στα 

οποία χρησιµοποιούνται. Στις σελίδες που ακολουθούν, εµπεριέχεται ολόκληρη η θεωρία των 

ανελίξεων Lévy που αναλύθηκε στα προηγούµενα κεφάλαια και αξιοποιείται στο πεδίο της 

Χρηµατοοικονοµίας ως προς την Monte Carlo τιµολόγηση ενός τύπου εξωτικών 

δικαιωµάτων, των lookback options, τα συνάπτονται επί του χρηµατοοικονοµικού δείκτη 

&S P  500 . Η απόδοση «δίκαιης» αρχικής τιµής σε αυτά τα συµβόλαια λαµβάνει χώρα µε 

την χρήση τριών διαφορετικών υποδειγµάτων, του κλασσικού Black & Scholes 

υποδείγµατος, ενός Variance Gamma υποδείγµατος και ενός «γενικευµένου» Black & 

Scholes υποδείγµατος όπου η πτητικότητα του δείκτη προσδιορίζεται από µια γάµµα-OU  

στοχαστική διαδικασία. Σκοπός της εφαρµογής αυτής, είναι αφενός η «δίκαιη» τιµολόγηση 

τέτοιων συµβολαίων µε την µέθοδο της Monte Carlo προσοµοίωσης και αφετέρου, η 

σύγκριση των τριών ανωτέρω υποδειγµάτων ως προς την προσαρµογή τους στις πραγµατικές 

τιµές της αγοράς. 

Προς αυτή την κατεύθυνση λοιπόν, σε πρώτο στάδιο πραγµατοποιείται η παρουσίαση και 

ανάλυση του χρηµατοοικονοµικού δείκτη &S P  500 , του υποκείµενου δηλαδή προϊόντος 

των προς τιµολόγηση δικαιωµάτων. Ακόµη, περιγράφεται η υφή  των lookback παράγωγων 

χρηµατοοικονοµικών προϊόντων ενώ δίνονται οι κλειστοί τύποι βάσει των οποίων το 

Υπόδειγµα των Black & Scholes τιµολογεί τα εν λόγω συµβόλαια. Εν συνεχεία, 

σκιαγραφείται τόσο η µέθοδος τιµολόγησης Monte Carlo µέσω της οποίας λαµβάνει χώρα η 

εφαρµογή, όσο και ο τρόπος προσδιορισµού των τιµών των παραµέτρων του εκάστοτε 

υποδείγµατος µε την µέθοδο της βαθµονόµησης (calibration). Με την διευθέτηση όλων των 

παραπάνω ζητηµάτων και την υλοποίηση της εφαρµογής, παρουσιάζονται οι εξαχθείσες 
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αρχικές τιµές των lookback δικαιωµάτων αγοράς. Τέλος, βάσει των παραπάνω 

αποτελεσµάτων, εξάγονται και συνοψίζονται βασικά συµπεράσµατα ως προς την υπεροχή 

των αγορών Lévy, συγκρινόµενες µε αυτή των Black & Scholes. 

 

6.1  Μοντελοποίηση του ∆είκτη S&P 500  

 Από την έως τώρα ανάλυση, είναι ξεκάθαρο πως για την τιµολόγηση παράγωγων 

χρηµατοοικονοµικών προϊόντων, απαιτείται πρωτίστως ο προσδιορισµός του µηχανισµού 

βάσει του οποίου διαµορφώνονται οι τιµές των πρωτογενών προϊόντων στα οποία 

επισυνάπτονται τα συµβόλαια αυτά. Στην παρούσα εφαρµογή, επιχειρείται η τιµολόγηση  των 

λεγόµενων lookback options στον αµερικάνικο χρηµατοοικονοµικό δείκτη Standard and 

Purity 500  (S&P 500) που αφορά σε 500 µετοχές αµερικάνικων ανώνυµων εταιρειών οι 

οποίες διαπραγµατεύονται καθηµερινώς στις αγορές. Με γνώµονα τις ιστορικές τιµές του 

δείκτη, επιτυγχάνεται ο προσδιορισµός των τιµών των παραµέτρων της κατανοµής που 

χρησιµοποιεί το εκάστοτε υπόδειγµα. 

 

6.1.1 Παρουσίαση του ∆είκτη S&P 500 

Για την επίτευξη του παραπάνω στόχου, γίνεται η χρήση των προσαρµοσµένων τιµών 

κλεισίµατος (adjusted close prices) του &S P  500  από τις 25 Σεπτεµβρίου του 1998 έως τις 

26 Σεπτεµβρίου του 2008. Πρόκειται για τις καθηµερινές προσαρµοσµένες τιµές κλεισίµατος 

του δείκτη κατά την τελευταία δεκαετία, δηλαδή 2.157 διαπραγµατεύσιµες ηµέρες οι οποίες 

αντλήθηκαν από τον διαδικτυακό τόπο Yahoo Finance (www.yahoofinance.com). Ένα τµήµα 

των δεδοµένων, δύναται να βρεθεί στον πίνακα του παραρτήµατος A  ενώ στα διαγράµµατα 

της επόµενης σελίδας, παρουσιάζονται γραφικά τόσο οι τιµές του δείκτη όσο και ο 

λογάριθµος της απόδοσής του, µεταξύ δύο διαδοχικών ηµερών διαπραγµάτευσης. Στον 

πίνακα ( )6.1 , εµφανίζονται οι τέσσερις πρώτες ροπές για την λογαριθµική απόδοση των 

ιστορικών προσαρµοσµένων τιµών κλεισίµατος του δείκτη S&P 500 µέσω των οποίων, όπως 

αναφέρθηκε παραπάνω, δύναται να προσδιοριστούν οι τιµές των παραµέτρων για τα 

υποδείγµατα τα οποία χρησιµοποιούνται. 
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∆ιάγραµµα 6.1: Προσαρµοσµένες Τιµές Κλεισίµατος του S&P 500. 
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∆ιάγραµµα 6.2: Λογαριθµική Απόδοση του S&P 500. 
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 Log-Return of S&P 500 
mean 0,00002581284 

variance 0,00002528840 
skewness 0,003280629 
kurtosis 2,119186 

 
Πίνακας 6.1: Οι Πρώτες Ροπές της Εµπειρικής Κατανοµής της Λογαριθµικής  

Απόδοσης του ∆είκτη S&P 500. 
 

 

6.1.2 Εκτίµηση των Παραµέτρων 

Όπως επανειληµµένως έχει αναφερθεί, η τιµολόγηση των lookback options και άρα η 

µοντελοποίηση του δείκτη &S P  500 , λαµβάνει χώρα µε την χρήση τριών διαφορετικών 

υποδειγµάτων, του κλασσικού Black & Scholes Υποδείγµατος, του  VG  Υποδείγµατος και 

ενός BNS SV−  Υποδείγµατος µε την πτητικότητα του δείκτη να προσδιορίζεται από µια 

γάµµα-OU  στοχαστική διαδικασία. Στην παρούσα φάση, σκοπό αποτελεί η εύρεση των 

παραµέτρων των κατανοµών του κάθε υποδείγµατος. 

Για τα δύο πρώτα υποδείγµατα, η εύρεση των παραµέτρων των κατανοµών τους 

πραγµατοποιείται µε την µέθοδο των ροπών (Moments Method). Σύµφωνα µε την µέθοδο 

αυτή, οι παράµετροι του υποδείγµατος προσδιορίζονται εξισώνοντας τις θεωρητικές τιµές 

των ροπών της κατανοµής οι οποίες είναι µια συνάρτηση των παραµέτρων της, µε τις 

πραγµατικές τιµές των ροπών οι οποίες προκύπτουν από τις ιστορικές τιµές του δείκτη. Οι 

µεν πρώτες, για το Black & Scholes και το VG  Υπόδειγµα, είναι εκείνες που φαίνονται στην 

σχέση ( )5.5  της σελίδας 71 και στον πίνακα 5.1 της σελίδας 86 αντίστοιχα. Οι ροπές της 

λογαριθµικής απόδοσης των ιστορικών δεδοµένων του δείκτη υπολογίστηκαν παραπάνω και 

είναι αυτές που παρουσιάζει ο πίνακας 6.1 . 

Σχετικά µε το BNS SV−  Υπόδειγµα, η διαδικασία η οποία ακολουθείται είναι 

πολυπλοκότερη αφού η στοχαστική διαδικασία του λογαρίθµου της τιµής του δείκτη ορίζεται 

µέσω της στοχαστικής διαφορικής εξίσωσης ( )5.5  και για τον λόγο αυτό, ο προσδιορισµός 

της αθροιστικής συνάρτησης κατανοµής στις διάφορες χρονικές στιγµές εάν αυτή υπάρχει, 

προκύπτει βάσει απαιτητικών αναλυτικών χειρισµών και πολύπλοκων υπολογισµών. Κατά  
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Υπόδειγµα (Κατανοµή) Παράµετροι 

 
µ 

 
σ   

Black & Scholes 

(Κανονική) 0,000038457 0,00502876  

σ ν θ VG 

(Variance Gamma) -0,00502876 22.292,9 0,0000258128
 

Πίνακας 6.2: Εκτιµήσεις των Παραµέτρων Με την Μέθοδο των Ροπών 
 

 

συνέπεια, δεν επιχειρείται η εύρεση των τιµών των παραµέτρων για το συγκεκριµένο 

υπόδειγµα αφού ξεφεύγει από τα πλαίσια της παρούσης εφαρµογής. Έτσι, στον πίνακα 6.2  

παρουσιάζονται οι τιµές των παραµέτρων µε την µέθοδο των ροπών, µόνο για το Βlack & 

Scholes και Variance Gamma Υπόδειγµα. 

 

6.2 Lookback ∆ικαιώµατα 

Τα εξωτικά παράγωγα χρηµατοοικονοµικά προϊόντα για τα οποία επιχειρείται µια δίκαιη 

ως προς την Αρχή της µη Επιτηδειότητας τιµολόγηση, είναι τα λεγόµενα lookback options. 

Ένα τέτοιο προϊόν είναι ένα ευρωπαϊκού τύπου συµβόλαιο µε την άσκηση ή µη άσκηση του 

να λαµβάνει χώρα αποκλειστικά στην ωρίµανση T  του συµβολαίου. Όπως κάθε δικαίωµα, 

απαντάται σε δύο δυνατές µορφές, αυτή του δικαιώµατος αγοράς (θετική θέση) και εκείνη 

του δικαιώµατος πώλησης (αρνητική θέση). 

Η απόδοση του συγκεκριµένου παράγωγου χρηµατοοικονοµικού προϊόντος εξαρτάται από 

την µέγιστη ή ελάχιστη τιµή τη οποία λαµβάνει το υποκείµενο πρωτογενές προϊόν καθ’ όλη 

την διάρκεια ζωής του συµβολαίου. Συγκεκριµένα, η απόδοση ενός lookback δικαιώµατος 

αγοράς, ορίζεται ως η διαφορά της τελικής αξίας του υποκείµενου προϊόντος στον χρόνο 

ωρίµανσης µε την χαµηλότερη τιµή την οποία απέκτησε κατά τη συνολική διάρκεια ζωής του 

συµβολαίου, 

( )min
lb call

T TV S S +− = − .                                             ( )6.1  

Όµοια, η απόδοση ενός lookback δικαιώµατος πώλησης, ορίζεται ως η διαφορά της 

υψηλότερης τώρα τιµής που έλαβε το υποκείµενο προϊόν κατά τη συνολική διάρκεια του 

συµβολαίου µε την τελική αξία του υποκείµενου προϊόντος στον χρόνο ωρίµανσης, 
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( )max
lb put

T TV S S +− = − . 

Κατά την θεώρηση της Black & Scholes αγοράς, η τιµολόγηση των lookback δικαιωµάτων 

πραγµατοποιείται µέσω κλειστών τύπων οι οποίοι αποδίδουν άµεσα την δίκαιη αρχική τους 

τιµή. Έτσι, η αρχική τιµή ενός lookback δικαιώµατος αγοράς (βλ. Hull (2003)), προκύπτει 

από την σχέση: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1

2 2

0 0 1 1 min 2 32 2
Ylb call qT rTV S e N a N a S e N a e N a

r q r q
σ σ− − −⎛ ⎞ ⎛ ⎞

= − − − −⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟− −⎝ ⎠ ⎝ ⎠
 

όπου 

( ) ( )

( ) ( )

2
0 min

1 2 1

2
0 min

3

ln 2
 ,      ,

  

ln 2

S S r q T
a a a T

T

S S r q T
a

T

σ
σ

σ

σ

σ

+ − +
= = −

+ − + +
=

 

και                     
( ) ( )2

0 min
1 2

2 2 lnr q S S
Y

σ

σ

− −
= − , 

µε 0S  να είναι η τιµή του πρωτογενούς προϊόντος την στιγµή που τίθεται σε ισχύ το 

συµβόλαιο, minS  η ελάχιστη τιµή που λαµβάνει στο σύνολο της ζωής του, T  ο χρόνος 

ωρίµανσης και r  και q  το άνευ κινδύνου επιτόκιο και το µέρισµα που αποδίδει το 

υποκείµενο χρεόγραφο αντίστοιχα, υπολογισµένα σε ετήσια βάση. 

Κατά πλήρη αντιστοιχία, η αρχική τιµή ενός lookback δικαιώµατος πώλησης (βλ. Hull 

(2003)), προκύπτει ως εξής: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2

2 2

0 0 2 2 max 1 32 2
Ylb put qT rTV S e N b N b S e N b e N b

r q r q
σ σ− − −⎛ ⎞ ⎛ ⎞

= − − + − −⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟− −⎝ ⎠ ⎝ ⎠
 

όπου 

( ) ( )

( ) ( )

2
max 0

1 2 1

2
max 0

3

ln 2
 ,      ,

  

ln 2

S S r q T
b b b T

T

S S r q T
b

T

σ
σ

σ

σ

σ

+ − + +
= = −

+ − −
=

 

και                     
( ) ( )2

max 0
2 2

2 2 lnr q S S
Y

σ

σ

− −
= , 



 

 95

µε 0S  να συµβολίζεται η τιµή του πρωτογενούς προϊόντος την στιγµή που τίθεται σε ισχύ το 

συµβόλαιο, maxS  η µέγιστη πλέον τιµή που λαµβάνει στο σύνολο της ζωής του, T  ο χρόνος 

ωρίµανσης και µε r  και q  να συµβολίζεται το άνευ κινδύνου επιτόκιο και το µέρισµα που 

αποδίδει το υποκείµενο χρεόγραφο αντίστοιχα, υπολογισµένα και τα δύο σε ετήσια βάση. 

Στις περιπτώσεις των Lévy αγορών και λόγω των πολυπλοκότερων στοχαστικών 

διαδικασιών µε τις οποίες διαµορφώνονται τα επίπεδα τιµών των πρωτογενών προϊόντων 

στην πορεία του χρόνου, δεν υπάρχουν διαθέσιµοι κλειστοί τύποι που να αποδίδουν την 

αρχική «δίκαιη» αξία τέτοιων συµβολαίων. Συχνά, για την τιµολόγησή τους γίνεται χρήση 

αριθµητικών µεθόδων ενώ ένας εναλλακτικός τρόπος τιµολόγησης παράγωγων 

χρηµατοοικονοµικών προϊόντων ο οποίος περιγράφεται σε επόµενη υποενότητα, είναι η 

µέθοδος της Monte Carlo προσοµοίωσης. 

 

6.3 Τιµολόγηση Lookback ∆ικαιωµάτων µέσω Monte Carlo Προσοµοίωσης 

Στο σηµείο αυτό, πραγµατοποιείται η εφαρµογή του παρόντος που αφορά όπως ήδη έχει 

αναφερθεί, στην τιµολόγηση lookback δικαιωµάτων αγοράς τα οποία έχουν συναφθεί επί του 

αµερικάνικου χρηµατοοικονοµικού δείκτη &S P  500 . Η γνωριµία µε την φύση αυτών των 

εξωτικών δικαιωµάτων καθώς και µε τον δείκτη &S P  500 , πραγµατοποιήθηκε στις 

προηγούµενες ενότητες. Τα υποδείγµατα µε τα οποία πραγµατοποιείται η εφαρµογή έχουν 

προσδιοριστεί και εκτενώς αναλυθεί στο κεφάλαιο 5 και συνεπώς οι τελευταίες λεπτοµέρειες 

που αποµένουν έτσι ώστε να είναι εφικτή η τιµολόγηση των συµβολαίων, είναι η διευκρίνιση 

της µεθόδου τιµολόγησης καθώς και ο προσδιορισµός των τιµών των παραµέτρων της 

κατανοµής του κάθε υποδείγµατος. Η τεχνική η οποία ακολουθείται είναι η µέθοδος της 

Monte Carlo προσοµοίωσης της οποίας η γενική αρχή σχολιάζεται παρακάτω, ενώ ο 

προσδιορισµός των τιµών των παραµέτρων οι οποίοι µετέχουν στα υποδείγµατα περιγραφής 

της αγοράς, πραγµατοποιείται µε την µέθοδο της βαθµονόµησης που επίσης σχολιάζεται σε 

επόµενη υποενότητα. 

 

6.3.1 Monte Carlo Προσοµοίωση 

Η ιδέα της τεχνικής Monte Carlo είναι απλή. Από την στιγµή όπου δεν υπάρχουν 

διαθέσιµοι κλειστοί τύποι οι οποίοι να αποδίδουν ακριβώς την αρχική τιµή των δικαιωµάτων, 
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µία καλή προσέγγιση της αρχικής τους τιµής δύναται να βρεθεί προσοµοιώνοντας έναν 

ικανοποιητικά µεγάλο αριθµό τέτοιων συµβολαίων.  

Αυτό που στην ουσία περιγράφει η µέθοδος αυτή είναι η προσοµοίωση, η δηµιουργία 

δηλαδή πολλών, έστω n , προφανώς διαφορετικών τροχιών της στοχαστικής διαδικασίας που 

περιγράφει τις τιµές του υποκείµενου προϊόντος και η καταγραφή της τελικής απόδοσης 

  ,   1, 2,...,i
TV i n=  του συµβολαίου σε κάθε περίπτωση. Αφού κάθε µονοπάτι της στοχαστικής 

διαδικασίας των τιµών είναι διαφορετικό, διαφορετική εµφανίζεται κάθε φορά και η απόδοση 

του ίδιου του συµβολαίου. Έτσι, η τελική απόδοση του δικαιώµατος βάσει της Monte Carlo 

προσοµοίωσης, προκύπτει απλά ως η µέση τιµή των n  διαφορετικών, επί µέρους θα 

µπορούσε κάποιος να πει, τελικών αποδόσεων, 

1

1 n
T T

MC i
i

V V
n =

= ∑ .                                                 ( )6.2  

Προφανώς, η αρχική αξία ενός τέτοιου δικαιώµατος, το ποσό δηλαδή το οποίο πρέπει να 

καταβληθεί για την απόκτησή του, προκύπτει από την τελευταία σχέση συνυπολογίζοντας 

την διαχρονική αξία του χρήµατος, οπότε: 
0 rT T

MC MCV e V−= .                                                   ( )6.3  

Κλείνοντας την γενική αναφορά στην µέθοδο της Monte Carlo προσοµοίωσης, 

επισηµαίνεται το γεγονός ότι η τιµή την οποία λαµβάνουµε εφαρµόζοντας την τεχνική αυτή, 

δεν είναι τίποτε άλλο παρά  µια εκτίµηση της πραγµατικής τιµής. Όπως συµβαίνει σε κάθε 

πεδίο της Στατιστικής Επιστήµης, έτσι και εδώ, η ποιότητα της εκτίµησης αυτής εξαρτάται 

από το µέγεθος του τυπικού της σφάλµατος, το οποίο βέβαια δίνεται από την σχέση: 

( ) ( ) ( )2

1

1. .
1

n
T T T

MC MC i
i

s e V V V
n =

= −
− ∑ . 

Σηµειώνεται δε, όπως εύκολα µπορεί να παρατηρήσει κανείς, ότι το τυπικό σφάλµα της 

εκτίµησης είναι αντιστρόφως ανάλογο του πλήθους των προσοµοιώσεων που 

πραγµατοποιούνται. Μάλιστα, µε σκοπό τον υποδιπλασιασµό του τυπικού σφάλµατος της 

εκτίµησης της τελικής απόδοσης ενός τέτοιου συµβολαίου, απαιτείται ο τετραπλασιασµός 

του πλήθους των προσοµοιώσεων της στοχαστικής διαδικασίας που περιγράφει τις τιµές της 

αγοράς Lévy. 

Αναφορικά µε την Monte Carlo τιµολόγηση των lookback δικαιωµάτων αγοράς, αµέσως 

παρακάτω προσδιορίζονται τα βασικά σηµεία µε τα οποία αξιοποιεί η προσοµοίωση των 
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στοχαστικών διαδικασιών του καθενός από τα τρία υποδείγµατα που συµµετέχουν στο 

συγκεκριµένο εγχείρηµα. 

Monte Carlo Τιµολόγηση υπό το Black & Scholes Υπόδειγµα. 

1. Με βάσει τις εκτιµώµενες τιµές για τις παραµέτρους του υποδείγµατος, προσοµοιώνεται 

ένας µεγάλος, έστω n , αριθµός µονοπατιών του λογαρίθµου της αξίας του υποκείµενου 

προϊόντος ως µια απλή γραµµική κίνηση Brown και υπολογίζεται κάθε φορά µέσω της 

σχέσης ( )6.1 , σελ. 93, η απόδοση  ,   1, 2,...,i
TV i n=  του συµβολαίου. 

2. Υπολογίζεται µέσω της σχέσης ( )6.2 , σελ. 96, η µέση τιµή των δειγµατικών αποδόσεων, 

τιµή η οποία αποτελεί και την απόδοση του lookback δικαιώµατος στον χρόνο ωρίµανσης 

T . 

3. Η εκτίµηση της αρχικής «δίκαιης» τιµής του lookback δικαιώµατος αγοράς, προκύπτει 

επιστρέφοντας την τιµή αυτή στον χρόνο µηδέν µέσω της διαχρονικής αξίας του 

χρήµατος και του άνευ κινδύνου επιτοκίου r , σχέση ( )6.3  σελ. 96. 

Monte Carlo Τιµολόγηση υπό το Variance Gamma Υπόδειγµα. 

1. Με βάσει τις εκτιµώµενες τιµές για τις παραµέτρους του υποδείγµατος, προσοµοιώνεται 

ένας µεγάλος, έστω n , αριθµός µονοπατιών του λογαρίθµου της αξίας του υποκείµενου 

προϊόντος. Αυτή τη φορά, η ζητούµενη στοχαστική διαδικασία προκύπτει ως η διαφορά 

δύο ανελίξεων γάµµα (λεπτοµέρειες για τις τιµές των παραµέτρων των δύο αυτών 

διαδικασιών βλ. ενότητα 5.5 ). Παράλληλα, υπολογίζεται κάθε φορά µέσω της σχέσης 

( )6.1 , η απόδοση   ,   1, 2,...,i
TV i n=  του συµβολαίου. 

2. Υπολογίζεται µέσω της σχέσης ( )6.2  η µέση τιµή των δειγµατικών αποδόσεων, τιµή η 

οποία αποτελεί και την απόδοση του lookback δικαιώµατος στον χρόνο ωρίµανσης T . 

3. Η εκτίµηση της αρχικής «δίκαιης» τιµής του lookback δικαιώµατος αγοράς, προκύπτει 

και πάλι από την σχέση ( )6.3 . 
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Monte Carlo Τιµολόγηση υπό το BNS Gamma-OU Υπόδειγµα. 

1. Με βάσει τις εκτιµώµενες τιµές για τις παραµέτρους του υποδείγµατος, προσοµοιώνεται 

ένας µεγάλος, έστω n , αριθµός του λογαρίθµου της αξίας του υποκείµενου προϊόντος ως 

εξής: 

           (α) Προσοµοιώνεται το subordinator της OU  διαδικασίας, δηλαδή µια σύνθετη 

ανέλιξη Poisson. 

           (β) Προσοµοιώνεται µια κίνηση Brown. 

           (γ) Μέσω της σχέσης ( )5.11  προσδιορίζεται ο λογάριθµος της αξίας του χρεογράφου. 

Ταυτόχρονα, µέσω της σχέσης ( )6.1  υπολογίζονται οι δειγµατικές αποδόσεις 

  ,   1, 2,...,i
TV i n= . Οι τιµές των παραµέτρων των δύο παραπάνω στοχαστικών 

διαδικασιών προσδιορίζονται στην ενότητα 5.6 . 

2. Μέσω της σχέσης ( )6.2  υπολογίζεται η απόδοση του lookback δικαιώµατος στον χρόνο 

ωρίµανσης T . 

3. Η εκτίµηση της αρχικής «δίκαιης» τιµής του lookback δικαιώµατος αγοράς, προκύπτει 

επιστρέφοντας την τιµή αυτή στον χρόνο µηδέν µέσω της διαχρονικής αξίας του 

χρήµατος και του άνευ κινδύνου επιτοκίου r , σχέση ( )6.3 . 

 

6.3.2 Βαθµονόµηση 

Γνωρίζοντας πλέον την γενική αρχή της Monte Carlo προσοµοίωσης, το µόνο που 

αποµένει έτσι ώστε να υλοποιηθεί η τιµολόγηση των lookback δικαιωµάτων  επί του 

χρηµατοοικονοµικού δείκτη &S P  500 , είναι ο προσδιορισµός των τιµών των παραµέτρων 

των κατανοµών που διέπουν τις τιµές της εκάστοτε αγοράς Lévy. Όπως έχει αναφερθεί στην 

αρχή του κεφαλαίου, οι εκτιµήσεις των παραµέτρων της κατανοµής κάθε υποδείγµατος δεν 

προσδιορίζονται µε βάση τις ιστορικές τιµές του δείκτη όπως στην ενότητα 6.1  αλλά µέσω 

µιας διαδικασίας υπό την ονοµασία βαθµονόµηση η οποία αξιοποιεί τις ίδιες τις τιµές των 

δικαιωµάτων της αγοράς. 

Γενικά, µε την µέθοδο της βαθµονόµησης αποφεύγεται ο «στατικός αυτοπροσδιορισµός» 

µιας κατανοµής, όπως γίνεται σε περιπτώσεις που δεν αφορούν στην µακροχρόνια εξέλιξη 

ενός φαινοµένου, ενώ παράλληλα οι εκτιµήσεις της ενέχουν το στοιχείο της 
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διαχρονικότητας.. Επειδή οι χρονοσειρές των χρηµατοοικονοµικών µεγεθών είναι κατά 

κανόνα πολύ µεγάλες και αφορούν σε ιστορικά δεδοµένα πολλών ετών και δεκαετιών, είναι 

λογικό οι διάφορες χρονικές περίοδοι που συνθέτουν την χρονοσειρά να µην δύναται να 

προσδιοριστούν το ίδιο καλά από τις ίδιες τιµές των παραµέτρων του εκάστοτε υποδείγµατος. 

Κατά το πέρασµα του χρόνου, οι εξωγενείς παράγοντες που επιδρούν στην διαµόρφωση των 

διαφόρων µεγεθών και στην ουσία περιγράφονται από αυτές τις παραµέτρους, µεταβάλλονται 

αισθητά. Έπεται λοιπόν ότι, για την καλύτερη προσαρµογή των υποδειγµάτων αυτών στην 

πραγµατικότητα, πρέπει οι τιµές των παραµέτρων τους να λαµβάνουν υπ’ όψην τις µεταβολές 

των συνθηκών κάτω από τις οποίες εξελίσσεται το υπό παρακολούθηση φαινόµενο. Κάτι 

τέτοιο, επιτυγχάνεται µέσω της µεθόδου της βαθµονόµησης, η οποία εκµεταλλεύεται ένα 

τµήµα των ιστορικών τιµών για τον αρχικό προσδιορισµό κάποιων τιµών για τις παραµέτρους 

και αξιοποιεί το υπολειπόµενο κοµµάτι των δεδοµένων για την βελτίωσή τους. Η τελική 

επιλογή των τιµών των παραµέτρων του εκάστοτε υποδείγµατος, πραγµατοποιείται βάσει 

κάποιου κατάλληλου για κάθε περίπτωση κριτηρίου. 

Στην προκειµένη περίπτωση, όλες οι απαραίτητες πληροφορίες για την εκτίµηση των 

παραµέτρων που αξιοποιεί η βαθµονόµηση, περιέχονται στις τωρινές, πραγµατικές τιµές των 

ίδιων των ευρωπαϊκών δικαιωµάτων που διαπραγµατεύονται στην αγορά και µόνον σε αυτές. 

Η επιλογή των βέλτιστων παραµέτρων του κάθε υποδείγµατος, στηρίζεται στην 

ελαχιστοποίηση ενός µέτρου το οποίο συγκρίνει τις πραγµατικές τιµές των δικαιωµάτων της 

αγοράς µε τις αντίστοιχες τιµές που παράγει το υπόδειγµα για τα διαφορετικά επίπεδα τιµών 

των παραµέτρων του. Τα κριτήρια που χρησιµοποιούνται στην παρούσα εργασία βάσει των 

οποίων επιλέγονται οι τελικές τιµές των παραµέτρων είναι, η ελαχιστοποίηση των ποσοτήτων 

APE , AAE , RMSE  και ARPE .  

Για την προσπάθεια λοιπόν τιµολόγησης lookback δικαιωµάτων επί του 

χρηµατοοικονοµικού δείκτη &S P  500  µε βάση τα υποδείγµατα Black & Scholes, VG  και 

BNS  Gamma-OU , ο προσδιορισµός των τιµών των παραµέτρων των κατανοµών που 

χρησιµοποιούν τα υποδείγµατα, λαµβάνει χώρα µε την µέθοδο της βαθµονόµησης, σύµφωνα 

µε την διαδικασία που σχολιάστηκε παραπάνω. Για την βαθµονόµηση, χρησιµοποιούνται οι 

πραγµατικές τιµές της αγοράς, για ευρωπαϊκά δικαιώµατα αγοράς του δείκτη και είναι αυτές 

που φαίνονται στον Πίνακα του Παραρτήµατος B . Στον πίνακα αυτόν, παρουσιάζονται 75 

αρχικές τιµές ευρωπαϊκών δικαιωµάτων αγοράς κατά το πέρας των διαπραγµατεύσεων της 

18ης Απριλίου του 2002, διαφορετικών παραδοτέων τιµών K  και διαφορετικής ωρίµανσης 
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T . Επίσης, αναφέρεται ότι η προσαρµοσµένη τιµή κλεισίµατος του δείκτη &S P  500  για 

εκείνη την ηµέρα κυµάνθηκε στις 1.124,47 µονάδες, ενώ οι ετήσιες τιµές του άνευ κινδύνου 

επιτοκίου και του αποδιδόµενου µερίσµατος οι οποίες χρησιµοποιήθηκαν είναι 1,9%r =  και 

1, 2%q =  αντίστοιχα. Τα δεδοµένα αυτά, όλα τα παρακάτω αποτελέσµατα καθώς και 

περισσότερες πληροφορίες σχετικά µε την µέθοδο της βαθµονόµησης, αντλήθηκαν και 

δύναται να βρεθούν στο έργο του W. Schoutens (2003). 

 Με βάση αυτές τις τιµές και γνώµονα τα τέσσερα προαναφερόµενα κριτήρια επιλογής 

παραµέτρων, οι εκτιµήσεις των τιµών των παραµέτρων του κάθε υποδείγµατος κάτω από το 

ισοδύναµο martingale µέτρο πιθανότητας  Q  (για το Υπόδειγµα VG  χρησιµοποιείται η 

µέθοδος διόρθωσης του µέσου), παρουσιάζονται στον πίνακα 6.3 . Επιπλέον, στον πίνακα 

6.4  της επόµενης σελίδας, παρουσιάζονται οι αντίστοιχες τιµές των τεσσάρων κριτηρίων 

σύµφωνα µε τα οποία έγινε η επιλογή των παραµέτρων για το κάθε υπόδειγµα ξεχωριστά. 

 

Υπόδειγµα Παράµετροι 

µ σ    
Black & Scholes 

0,007 0,1812    

C G M m  
VG 

1,3574 5,8704 14,2699 0,121898  

ρ λ α β 2
0σ

 

BNS OU-Gamma 
-1,2606 0,5783 1,4338 11,6641 0,0145 

Πηγή: Schoutens (2003)
 

Πίνακας 6.3: Βαθµονόµηση για τις Παραµέτρους των Υποδειγµάτων  

 

Όπως παρατηρείται, οι τιµές των Lévy Υποδειγµάτων και για τα τέσσερα διαφορετικά 

κριτήρια, είναι εµφανώς µικρότερες συγκριτικά µε εκείνες του Black & Scholes 

Υποδείγµατος. Ένα τέτοιο γεγονός πιστοποιεί την καλύτερη προσαρµογή των υποδειγµάτων 

Lévy στις πραγµατικές τιµές της αγοράς συγκριτικά µε αυτή του Black & Scholes. Για 

λόγους συνέπειας βέβαια, πρέπει να τονιστεί το αυτονόητο. Το γεγονός δηλαδή ότι, 

υποδείγµατα µε µεγαλύτερο πλήθος παραµέτρων, έχουν κατά κανόνα και  
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Υπόδειγµα APE (%) AAE RMSE ARPE (%) 

 
Black & Scholes 

 
8,87 

 
5,4868 

 
6,7335 

 
16,92 

VG 4,67 2,8862 3,5600 7,56 

BNS Gamma-OU 1,80 1,1111 1,4440 3,26 

Πηγή: Schoutens (2003)
 

Πίνακας 6.4: Τα Κριτήρια APE, AAE, RMSE και ARPE για την  
Βαθµονόµηση των Υποδειγµάτων. 

 

καλύτερη προσαρµογή. Στην συγκεκριµένη περίπτωση, το πλήθος των παραµέτρων του κάθε 

υποδείγµατος είναι δύο, τέσσερις και πέντε, κατά την αντίστοιχη σειρά παρουσίασης τους 

στον πίνακα 6.4 . Επιπρόσθετα, σηµειώνεται πως µικρές διαφορές στις τιµές των κριτηρίων, 

ακόµα και για υποδείγµατα µε το ίδιο πλήθος παραµέτρων, δεν επάγουν εν γένει ανάλογα 

συµπεράσµατα για την προσαρµογή τους. Επειδή η διαδικασία της βαθµονόµησης διεξάγεται 

χρησιµοποιώντας τις αγοραίες τιµές ευρωπαϊκών δικαιωµάτων αγοράς µιας µόνο ηµέρας, 

ενδέχεται το εµφανιζόµενο ως καλύτερο υπόδειγµα, µε δεδοµένα διαφορετικής 

διαπραγµατεύσιµης ηµέρας, να προσαρµόζεται ελαφρώς χειρότερα. 

 

6.3.3 Αποτελέσµατα 

Για να επαληθευθεί η ακρίβεια της τιµολόγησης παράγωγων χρηµατοοικονοµικών 

προϊόντων µε την µέθοδο της προσοµοίωσης µονοπατιών της στοχαστικής διαδικασίας που 

περιγράφει τον λογάριθµο των τιµών της αγοράς, καθώς και για να ελεγχθεί η ποιότητα των 

αλγορίθµων οι οποίοι αναπτύχθηκαν για τις ανάγκες της παρούσης εργασίας, προτού 

προσδιοριστεί η «δίκαιη» τιµή για τα lookback δικαιώµατα αγοράς, υπολογίζονται οι τιµές 

των αντίστοιχων ευρωπαϊκών δικαιωµάτων. Στον πίνακα της επόµενης σελίδας, 

πραγµατοποιείται η αντιπαραβολή των τιµών που εξάγουν τα τρία αναλυθέντα υποδείγµατα 

µε την διαδικασία της Monte Carlo προσοµοίωσης και των αντίστοιχων πραγµατικών 

αρχικών τιµών της αγοράς, για την περίπτωση δίµηνων ευρωπαϊκών δικαιωµάτων αγοράς, µε 

ηµεροµηνία ωρίµανσης δηλαδή τον Ιούνιο του 2002, και διαφορετικών παραδοτέων τιµών 

K . Σχετικά µε τα χαρακτηριστικά της Monte Carlo τιµολόγησης, αναφέρεται ότι  



 

 102

Παραδοτέα 
Τιµή (Κ) 

Αγορά 
 

Black & 

Scholes 
VG 

 
BNS 

Gamma-OU 

 
1.050 

 
84,50 

 
74,50 

 
57,40 

 
80,10 

1.075 64,30 49,60 49,70 54,30 

1.110 39,50 16,40 26,40 25,80 

1.120 33,50 8,70 20,00 17,90 

1.125 30,70 6,00 26,00 14,90 

1.130 28,00 3,90 21,70 12,40 

1.135 25,60 2,20 16,50 9,90 

1.140 23,20 1,30 20,60 8,20 

1.150 19,10 <1,00 23,80 5,00 

1.160 15,30 <1,00 14,90 2,80 

1.170 12,10 <1,00 13,00 1,60 

1.175 10,90 <1,00 11,20 1,00 

 
Πίνακας 6.5: Monte Carlo Τιµολόγηση Ευρωπαϊκών ∆ικαιωµάτων Αγοράς 

και οι Τιµές της Αγοράς 

 

χρησιµοποιήθηκαν 1.000k =  διαφορετικά µονοπάτια των υπό προσοµοίωση στοχαστικών 

διαδικασιών. 

Όπως διαπιστώνεται από τον πίνακα 6.5 , το BNS  Gamma- OU  φαίνεται να αποδίδει τις 

εγγύτερες στις πραγµατικές τιµές εκτιµήσεις, για την αρχική τιµή των ευρωπαϊκών 

δικαιωµάτων αγοράς από κάθε άλλο υπόδειγµα. Την στιγµή όπου για παράδειγµα, η αγοραία 

αξία ενός ευρωπαϊκού δικαιώµατος αγοράς µε παραδοτέα τιµή 1.050K =  αγγίζει τις 84,50 

µονάδες, η Monte Carlo τιµολόγηση µε το BNS  Gamma-OU  υπόδειγµα αποδίδει σε αυτό 

τιµή ίση µε 80,10 µονάδες. Αντίθετα, το κλασικό Black & Scholes υπόδειγµα επάγει για το 

ίδιο δικαίωµα, τιµή ίση µε 74,50 µονάδες. Φαίνεται λοιπόν ότι, το Black & Scholes 

υπόδειγµα υστερεί συγκριτικά µε το BNS  Gamma-OU  υπόδειγµα στοχαστικής 

πτητικότητας τιµών και συνεπώς, στο σηµείο αυτό, επαληθεύονται οι θεωρητικοί ισχυρισµοί 

που αναπτύχθηκαν στο προηγούµενο κεφάλαιο. 
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Αναφορικά µε το τρίτο υπό εξέταση υπόδειγµα, εκείνο το υπόδειγµα δηλαδή όπου 

χρησιµοποιεί µια Variance Gamma κατανοµή, οι εκτιµήσεις που εξάγει για την αρχική τιµή 

των δικαιωµάτων δεν φαίνονται να είναι αξιόπιστες. ∆ιαπιστώνεται ότι οι εκτιµήσεις της 

µεθόδου της Monte Carlo προσοµοίωσης δεν είναι ορθολογικές, προκύπτουν µε ακανόνιστο 

τρόπο και αποκλίνουν σηµαντικά µεταξύ τους ακόµα και για το ίδιο προϊόν. Ο λόγος για τον 

οποίο δηµιουργείται αυτή η επιπλοκή, είναι προφανώς η πολύ µεγάλη διακύµανση που 

φαίνεται να έχουν οι τιµές του λογάριθµου της τιµής του υποκείµενου προϊόντος τις οποίες 

αναπαράγει το υπόδειγµα. Αν πρέπει να αναζητηθούν κάπου οι αιτίες αυτής της 

συµπεριφοράς, είναι βεβαίως ο αλγόριθµος µέσω του οποίου προκύπτουν οι τροχιές του 

λογαρίθµου των τιµών του δείκτη, ωστόσο η απλότητά του (η Variance Gamma ανέλιξη 

προσοµοιώνεται ως η διαφορά δύο ανελίξεων γάµµα), ίσως υποδεικνύει αστοχία στις 

εκτιµήσεις των παραµέτρων του υποδείγµατος  µε την διαδικασία της βαθµονόµησης. Βάσει 

αυτής της εξέλιξης, γίνεται αντιληπτό ότι υπό αυτές τις συνθήκες, η τιµολόγηση 

οποιουδήποτε χρηµατοοικονοµικού προϊόντος βάσει του VG  υποδείγµατος δεν είναι 

αξιόπιστη και συνεπώς, το συγκεκριµένο υπόδειγµα δεν συµµετέχει στην τιµολόγηση των 

lookback δικαιωµάτων αγοράς. 

Προτού παρατεθούν τα αποτελέσµατα της τιµολόγησης των εξωτικών δικαιωµάτων 

αγοράς, υφίσταται ένα ακόµα άξιο σχολιασµού σηµείο σχετικά µε τα αποτελέσµατα του 

πίνακα 6.5  και την µέθοδο της Monte Carlo προσοµοίωσης. Όπως ίσως κάποιος παρατηρεί, 

υπάρχει µια σχετική απόκλιση µεταξύ των εκτιµήσεων των δύο υποδειγµάτων, οι οποίες 

όπως ειπώθηκε και παραπάνω συνάδουν µε την Θεωρία των ανελίξεων Lévy και των τιµών 

της αγοράς, η οποία µάλιστα µεγαλώνει καθώς η παραδοτέα τιµή K  των συµβολαίων 

αυξάνει. Το γεγονός αυτό, έχει την βάση του στον χρονικό ορίζοντα στον οποίο 

προσοµοιώνονται οι στοχαστικές διαδικασίες. Καθώς αυξάνει το µήκος του διαστήµατος στο 

οποίο λαµβάνει χώρα η προσοµοίωσή τους, οι εξαγόµενες τιµές πλησιάζουν στην 

πραγµατικότητα. Ωστόσο, λόγω περιορισµένων υπολογιστικών δυνατοτήτων, κατά την 

προσοµοίωση των απαιτούµενων στοχαστικών διαδικασιών και την τιµολόγηση των 

lookback δικαιωµάτων, δεν χρησιµοποιείται µεγάλος χρονικός ορίζοντας και απλά 

µεριµνάται η τήρηση της αναλογίας µεταξύ αυτού και της ωρίµανσης των συµβολαίων. Έτσι, 

για την τιµολόγηση των δίµηνων ευρωπαϊκών και lookback δικαιωµάτων, η διάσταση του 

διανύσµατος της προσοµοιωµένης στοχαστικής διαδικασίας επιλέγεται να είναι 60n =  

(οπότε κάθε θέση αντιστοιχεί σε µία ηµερολογιακή ηµέρα). Συνέπεια τούτου και της τήρησης 
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της αναλογίας σχετικά µε τον χρόνο ωρίµανσης του κάθε δικαιώµατος, οι διαστάσεις των 

διανυσµάτων των στοχαστικών ανελίξεων που χρησιµοποιήθηκαν κατά την τιµολόγηση των 

εξωτικών προϊόντων κατά πλήρη αντιστοιχία µε την σειρά µε την οποία παρουσιάζονται στον 

πίνακα 6.6 , είναι 30,  60,  150,  240,  330,  420n =  και 600 . 

Μετά λοιπόν τον αναγκαίο έλεγχο της πιστότητας της µεθόδου που εξετάζεται και τις 

απαραίτητες επισηµάνσεις σχετικά µε τα χαρακτηριστικά της µεθόδου προσοµοίωσης, είναι 

όλα έτοιµα για την παράθεση των αποτελεσµάτων της εν λόγω εφαρµογής. Σύµφωνα µε την 

φύση και την απόδοση των lookback δικαιωµάτων αγοράς, δεν υφίσταται λόγος ορισµού 

παραδοτέας τιµής. Για τα συµβόλαια αυτά, ενδιαφέρον παρουσιάζει η µεταβολή της αρχικής 

τους τιµής βάσει του χρόνου ωρίµανσής τους T . Προφανώς, όσο µεγαλύτερος ο χρόνος ζωής 

των συµβολαίων, τόσο µεγαλύτερη αναµένεται και η αρχική τους αξία. Ο πίνακας 6.6  

λοιπόν, περιέχει τις εκτιµήσεις για τις αρχικές τιµές lookback δικαιωµάτων αγοράς 

διαφορετικού χρόνου ωρίµανσης T  που εξάγει η µέθοδος της Monte Carlo προσοµοίωσης, 

για τα Black & Scholes και BNS  Gamma- OU  υποδείγµατα της αγοράς. Και σε αυτή την 

περίπτωση, το πλήθος των δειγµατικών αποδόσεων, των διαφορετικών δηλαδή 

πραγµατοποιήσεων των στοχαστικών ανελίξεων Lévy του κάθε υποδείγµατος, που 

χρησιµοποιεί για την εκτίµησή της η µέθοδος Monte Carlo ανέρχεται στις 1.000k = . 

Σηµειώνεται δε ότι, τόσο οι κώδικες βάσει των οποίων πραγµατοποιείται η συγκεκριµένη 

τιµολόγηση όσο και αυτοί στους οποίους στηρίχθηκαν οι τιµές των ευρωπαϊκών δικαιωµάτων 

αγοράς, δύναται να βρεθούν ανάµεσα στους πίνακες του Παραρτήµατος Γ  στις τελευταίες 

σελίδες της εργασίας. 

Με βάση τα αποτελέσµατα του πίνακα 6.6  της επόµενης σελίδας, παρατηρείται ότι το 

υπόδειγµα στοχαστικής πτητικότητας τιµών BNS  Gamma-OU ,  συνεχίζει να αποδίδει, όπως 

ήταν αναµενόµενο άλλωστε, υψηλότερη αρχική αξία και στα lookback δικαιώµατα αγοράς, 

έναντι του κλασσικού Black & Scholes υποδείγµατος. 
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Υπόδειγµα 
Μάιος 

2002 

Ιούν. 

2002 

Σεπτ. 

2002 

∆εκ. 

2002 

Μάρτ. 

2003 

Ιούν. 

2003 

∆εκ. 

2003 

 
Black & Scholes 

 
7,60 

 
11,00 

 
18,80 

 
23,50 

 
27,40 

 
31,60 

 
38,10 

 
BNS Gamma-OU 8,90 12,80 20,70 29,20 37,10 45,00 56,10 

 
Πίνακας 6.6: Monte Carlo Τιµολόγηση Lookback ∆ικαιωµάτων Αγοράς 

 

6.4 Συµπεράσµατα 

Σε αυτό το τελικό για την διπλωµατική εργασία σηµείο, συνοψίζονται τα αποτελέσµατα 

της παραπάνω εφαρµογής των στοχαστικών ανελίξεων Lévy στο πεδίο της 

χρηµατοοικονοµίας και στην τιµολόγηση εξωτικών παράγωγων χρηµατοοικονοµικών 

προϊόντων.  

Ως πρώτη παρατήρηση, επισηµαίνεται η πολύ καλή απόδοση της µεθόδου τιµολόγησης 

Monte Carlo ως απόρροια των αποτελεσµάτων του πίνακα 6.5 . Τόσο οι εκτιµήσεις του Black 

& Scholes όσο και του BNS  Gamma-OU  υποδείγµατος περιγραφής τιµών, ανταποκρίνονται 

σε µεγάλο βαθµό στις πραγµατικές τιµές της αγοράς. 

Εν συνεχεία, τόσο από τις τιµές των κριτηρίων του πίνακα 6.4  που χρησιµοποιήθηκαν για 

την βαθµονόµηση των ιστορικών δεδοµένων και την εξαγωγή εκτιµήσεων για τις 

παραµέτρους των υποδειγµάτων, όσο και από τις ίδιες τις εκτιµήσεις της αρχικής αξίας των 

υπό τιµολόγηση δικαιωµάτων, πίνακας 6.5 , επάγεται η ανωτερότητα του γενικευµένου Black 

& Scholes υποδείγµατος µε στοχαστική πτητικότητα. Οι χαµηλότερες τιµές και των 

τεσσάρων κριτηρίων APE , AAE , RMSE  και ARPE  για το BNS  Gamma- OU  υπόδειγµα, 

παρέχουν µια ισχυρή ένδειξη της υπεροχής του σε σχέση µε Black & Scholes υπόδειγµα 

τιµών. Η απόδειξη του αποτελέσµατος αυτού, δίνεται από τις εγγύτερα στις πραγµατικές 

αγοραίες τιµές, των  αρχικών εκτιµώµενων αξιών για τα ευρωπαϊκά δικαιώµατα αγοράς που 

προκύπτουν βάσει αυτού του υποδείγµατος. 

Όλα τα ανωτέρω, αποτελούν την επιβεβαίωση της καταλληλότητας  των Lévy  αγορών ως 

προς την περιγραφή των αλµάτων που συχνά παρατηρούνται στις τιµές των 

χρηµατοοικονοµικών µεγεθών και γενικά της ασυµµετρίας και της κυρτότητας των 

εµπειρικών τους κατανοµών. 
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ΠΑΡΑΡΤΗΜΑ Α 

 

ΧΡΗΜΑΤΟΟΙΚΟΝΟΜΙΚΟΣ ∆ΕΙΚΤΗΣ S&P 500 

 

Στον επόµενο πίνακα παρουσιάζεται τµήµα των ιστορικών δεδοµένων του 

χρηµατοοικονοµικού δείκτη S&P 500 για τα 10 τελευταία χρόνια. Αφορά στις 

παρατηρούµενες τιµές ανοίγµατος και κλεισίµατος του δείκτη κατά το χρονικό διάστηµα 

παρακολούθησής του, στις υψηλότερες και χαµηλότερες τιµές του ανά ηµέρα 

διαπραγµάτευσης, στον όγκο των συναλλαγών του και στις προσαρµοσµένες τιµές 

κλεισίµατος του δείκτη, επίσης ανά ηµέρα διαπραγµάτευσης. Στην τελευταία στήλη του 

πίνακα, υπολογίζεται η λογαριθµική απόδοση του S&P 500 µεταξύ δύο διαδοχικών ηµερών 

διαπραγµάτευσης. Τα δεδοµένα του πίνακα στο σύνολό τους, καλύπτουν ένα φάσµα 2.157 

διαπραγµατεύσιµων ηµερών, ξεκινώντας από την 25η Σεπτεµβρίου του 1998 και 

καταλήγοντας στην 26η Σεπτεµβρίου του 2008, τα οποία διατίθενται στον διαδικτυακό τόπο 

www.yahoofinance.com. 

 

Ηµέρα Τιµές 
Ανοίγµ. 

Υψηλή 
Τιµή 

Χαµηλή 
Τιµή 

Τιµές 
Κλεισίµ.

Όγκος 
Συναλ. 

Προσαρµ. 
Τιµή 

Κλεισίµ. 

Λογαριθµ. 
Απόδοση 

 
25-Σεπ-98 

 
1,042.72 

 
1,051.89 

 
1,028.49 

 
1,044.75 

 
736,800,000 

 
1044,75 - 

28-Σεπ-98 1,044.75 1,061.46 1,042.23 1,048.69 690,500,000 1048,69 0,001634747 
29-Σεπ-98 1,048.69 1,056.31 1,039.88 1,049.02 760,100,000 1049,02 0,000136642 
30-Σεπ-98 1,049.02 1,049.02 1,015.73 1,017.01 800,100,000 1017,01 0,013458545 
1-Οκτ-98 1,017.01 1,017.01 981.29 986.39 899,700,000 986,39 0,013276563 
2-Οκτ-98 986.39 1,005.45 971.69 1,002.60 902,900,000 1002,60 0,00707904 
5-Οκτ-98 1,002.60 1,002.60 964.72 988.56 817,500,000 988,56 0,006124667 
6-Οκτ-98 988.56 1,008.77 974.81 984.59 845,700,000 984,59 0,001747613 
7-Οκτ-98 984.59 995.66 957.15 970.68 977,000,000 970,68 0,006179339 
8-Οκτ-98 970.68 970.68 923.32 959.44 1,114,600,000 959,44 0,005058261 

. . . . . . . . 

. . . . . . . . 

. . . . . . . . 

. . . . . . . . 

. . . . . . . . 

. . . . . . . . 
11-∆εκ-03 1,059.05 1,073.63 1,059.05 1,071.21 1,441,100,000 1071,21 0,004958154 
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12-∆εκ-03 1,071.21 1,074.76 1,067.64 1,074.14 1,223,100,000 1074,14 0,001186271 
15-∆εκ-03 1,074.14 1,082.79 1,068.00 1,068.04 1,520,800,000 1068,04 0,002473372 

Ηµέρα Τιµές 
Ανοίγµ. 

Υψηλή 
Τιµή 

Χαµηλή 
Τιµή 

Τιµές 
Κλεισίµ.

Όγκος 
Συναλ. 

Προσαρµ. 
Τιµή 

Κλεισίµ. 

Λογαριθµ. 
Απόδοση 

 
16-∆εκ-03 

 
1,068.04 

 
1,075.94 

 
1,068.04 

 
1,075.13 

 
1,547,900,000 

 
1075,13 

 
0,002873462 

17-∆εκ-03 1,075.13 1,076.54 1,071.14 1,076.48 1,441,700,000 1076,48 0,000544985 
18-∆εκ-03 1,076.48 1,089.50 1,076.48 1,089.18 1,579,900,000 1089,18 0,005093693 
19-∆εκ-03 1,089.18 1,091.06 1,084.19 1,088.66 1,657,300,000 1088,66 0,000207392 
22-∆εκ-03 1,088.66 1,092.94 1,086.14 1,092.94 1,251,700,000 1092,94 0,001704055 
23-∆εκ-03 1,092.94 1,096.95 1,091.73 1,096.02 1,145,300,000 1096,02 0,001222158 
24-∆εκ-03 1,096.02 1,096.40 1,092.73 1,094.04 518,060,000 1094,04 0,000785278 
26-∆εκ-03 1,094.04 1,098.47 1,094.04 1,095.89 356,070,000 1095,89 0,000733763 
29-∆εκ-03 1,095.89 1,109.48 1,095.89 1,109.48 1,058,800,000 1109,48 0,005352514 
30-∆εκ-03 1,109.48 1,109.75 1,106.41 1,109.64 1,012,600,000 1109,64 6,26258E-05 
31-∆εκ-03 1,109.64 1,112.56 1,106.21 1,111.92 1,027,500,000 1111,92 0,000891438 
2-Ιαν-04 1,111.92 1,118.85 1,105.08 1,108.48 1,153,200,000 1108,48 -0,00134568 
5-Ιαν-04 1,108.48 1,122.22 1,108.48 1,122.22 1,578,200,000 1122,22 0,005350143 
6-Ιαν-04 1,122.22 1,124.46 1,118.44 1,123.67 1,494,500,000 1123,67 0,000560782 
7-Ιαν-04 1,123.67 1,126.33 1,116.45 1,126.33 1,704,900,000 1126,33 0,001026866 
8-Ιαν-04 1,126.33 1,131.92 1,124.91 1,131.92 1,868,400,000 1131,92 0,002150082 
9-Ιαν-04 1,131.92 1,131.92 1,120.90 1,121.86 1,720,700,000 1121,86 -0,00387707 

12-Ιαν-04 1,121.86 1,127.85 1,120.90 1,127.23 1,510,200,000 1127,23 0,002073875 
13-Ιαν-04 1,127.23 1,129.07 1,115.19 1,121.22 1,595,900,000 1121,22 0,002321703 
14-Ιαν-04 1,121.22 1,130.75 1,121.22 1,130.52 1,514,600,000 1130,52 0,003587414 

. . . . . . . . 

. . . . . . . . 

. . . . . . . . 

. . . . . . . . 

. . . . . . . . 

. . . . . . . . 

. . . . . . . . 

. . . . . . . . 
11-Σεπ-08 1,229.04 1,249.98 1,211.54 1,249.05 6,869,249,600 1249,05 0,005955016 
12-Σεπ-08 1,245.88 1,255.09 1,233.81 1,251.70 6,273,260,000 1251,70 0,000920429 
15-Σεπ-08 1,250.92 1,250.92 1,192.70 1,192.70 8,279,510,400 1192,70 0,020969033 
16-Σεπ-08 1,188.31 1,214.84 1,169.28 1,213.60 9,459,830,400 1213,60 0,007544349 
17-Σεπ-08 1,210.34 1,210.34 1,155.88 1,156.39 9,431,870,400 1156,39 -0,02097124 
18-Σεπ-08 1,157.08 1,211.14 1,133.50 1,206.51 10,082,689,600 1206,51 0,018426598 
19-Σεπ-08 1,213.11 1,265.12 1,213.11 1,255.08 9,387,169,600 1255,08 0,017140483 
22-Σεπ-08 1,255.37 1,255.37 1,205.61 1,207.09 5,332,130,000 1207,09 0,016931757 
23-Σεπ-08 1,207.61 1,221.15 1,187.06 1,188.22 5,185,730,000 1188,22 0,006842794 
24-Σεπ-08 1,188.79 1,197.41 1,179.79 1,185.87 4,820,360,000 1185,87 0,000859776 
25-Σεπ-08 1,187.87 1,220.03 1,187.87 1,209.18 5,877,640,000 1209,18 0,008453873 
26-Σεπ-08 1,204.47 1,215.77 1,187.54 1,213.27 5,383,610,000 1213,27 0,001466504 

Πηγή: Yahoo Finance
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ΠΑΡΑΡΤΗΜΑ Β 

 

ΤΙΜΕΣ ΕΥΡΩΠΑΪΚΩΝ ∆ΙΚΑΙΩΜΑΤΩΝ ΑΓΟΡΑΣ ΕΠΙ ΤΟΥ S&P 500 

 

Στον επόµενο πίνακα, παρουσιάζονται 75 αρχικές τιµές ευρωπαϊκών δικαιωµάτων αγοράς 

κατά το πέρας των διαπραγµατεύσεων της 18ης Απριλίου του 2002, διαφορετικών 

παραδοτέων τιµών K  και διαφορετικής ωρίµανσης .T  Επίσης, αναφέρεται ότι η 

προσαρµοσµένη τιµή κλεισίµατος του δείκτη &S P  500  για εκείνη την ηµέρα κυµάνθηκε 

στις 1.124,47 µονάδες, ενώ οι ετήσιες τιµές του άνευ κινδύνου επιτοκίου και του 

αποδιδόµενου µερίσµατος οι οποίες χρησιµοποιήθηκαν είναι 1,9%r =  και 1, 2%q =  

αντίστοιχα. 

 

Παραδοτέα 

Τιµή (Κ) 

Μάιος 

2002 

Ιούνιος 

2002 

Σεπτ. 

2002 

∆εκ. 

2002 

Μάρτ. 

2003 

Ιούνιος 

2003 

∆εκ. 

2003 

975  
 

 
 161,60 173,30  

 
 
 

 
 

995   144,80 157,00  182,10  

1.025   120,10 133,10 146,50   

1.050  84,50 100,70 114,80  143,00 171,40 

1.075  64,30 82,50 97,60    

1.090        

1.100 35,60  65,50 81,20 96,20 111,30 140,40 

1.110  39,50      

1.120 22,90 33,50      

1.125 20,20 30,70 51,00 66,90 81,70 97,00  

1.130  28,00      

1.135  25,60 45,50     

1.140 13,30 23,20  58,90    

1.150  19,10 38,10 53,90 68,30 83,30 112,80 

1.160  15,30      

1.170  12,10      
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Παραδοτέα 

Τιµή (Κ) 

Μάιος 

2002 

Ιούνιος 

2002 

Σεπτ. 

2002 

∆εκ. 

2002 

Μάρτ. 

2003 

Ιούνιος 

2003 

∆εκ. 

2003 

1.175  
 10,90 27,70 42,50 56,60  

 99,80 

1.200   19,60 33,00 46,10 60,90  

1.225   13,20 24,90 36,90 49,80  

1.250    18,30 29,30 41,20 66,90 

1.275    13,20 22,50   

1.300     17,20 27,10 49,50 

1.325     12,80   

1.350      17,10 35,70 

1.400      10,10 25,20 

1.450       17,00 

1.500       12,20 

Πηγή: Schoutens (2003)



 

 111

ΠΑΡΑΡΤΗΜΑ Γ 

 

ΑΛΓΟΡΙΘΜΟΙ ΣΤΟΧΑΣΤΙΚΩΝ ∆ΙΑ∆ΙΚΑΣΙΩΝ & ΥΠΟ∆ΕΙΓΜΑΤΩΝ 

 

Στους πίνακες που ακολουθούν, παρουσιάζονται οι αλγόριθµοι µέσω των οποίων 

κατασκευάστηκαν όλα τα µονοπάτια των στοχαστικών διαδικασιών τα οποία παρατίθενται 

στις σελίδες του κύριου σώµατος της διπλωµατικής εργασίας, καθώς και εκείνοι που 

αντιστοιχούν στα υποδείγµατα µέσω των οποίων πραγµατοποιήθηκε η Monte Carlo 

τιµολόγηση τόσο των ευρωπαϊκών, όσο και των lookback δικαιωµάτων αγοράς. Όλοι οι 

αλγόριθµοι αφορούν στην γλώσσα προγραµµατισµού S την οποία και χρησιµοποιεί το 

στατιστικό πακέτο S-Plus 2000. 

 

Γ.1 

Ανέλιξη Poisson 
n <- 1000 
dt <- .1 
a <- .5 
 
time <- seq(0, by=dt, length=n) 
arrivaltimes <- rexp(n,a) 
N <- rep(0,n) 
artim <- cumsum(arrivaltimes) 
 
i <-1 
for(i in 1:n) 
   { 
     N[i]<-length(artim[artim<time[i]]) 
                        i <- i+1      
          } 
 
N 
 
plot(time,N,xlab="Time",ylab="Realizations",type="p",pch="-") 
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Γ.2 

Σύνθετη Ανέλιξη Poisson – Σύνθετη Ανέλιξη Poisson µε Γραµµική Τάση 

Η σύνθετη ανέλιξη Poisson στην οποία εφαρµόζεται γραµµική ως προς τον χρόνο τάση, προκύπτει 

πανοµοιότυπα µε την σύνθετη ανέλιξη Poisson. Με πράσινο χρώµα, εµφανίζονται οι απαιτούµενες 

προεκτάσεις που πρέπει να γίνουν στον αλγόριθµο της δεύτερης, έτσι ώστε να προκύψει επιτυχώς η 

σύνθετη ανέλιξη µε γραµµική τάση. 
n <- 1000 
dt <- .1 
a <- .5 
c <- .2 
 
time <- seq(0, by=dt, length=n) 
arrivaltimes <- rexp(n,a) 
N <- rep(0,n) 
artim <- cumsum(arrivaltimes) 
d<-rep(0, n) 
 
i <-1 
for(i in 1:n) 
  { 
 N[i]<-length(artim[artim<time[i]]) 
                        i <- i+1      
                 } 
  
i <- 1 
for(i in 1:(n-1)) 
       { 
 if(N[i] < N[i+1])(d[i] <-rnorm(1,0,1)) 
    i <- i+1 
              }             
 
ComPoissonDrift <- cumsum(d) + c*time 
 
plot(time,ComPoisson,xlab="Time",ylab="S",type="p",pch="-") 

 

 

Γ.3 

Κίνηση Brown - Κίνηση Brown µε Γραµµική Τάση  

Οι δύο αυτές στοχαστικές διαδικασίες, προκύπτουν µε παραπλήσιο τρόπο. Με µαύρο λοιπόν χρώµα 

εµφανίζεται ο κύριος αλγόριθµος µέσω του οποίου προκύπτει η απλή κίνηση Brown, ενώ µε 

πράσινο χρώµα εµφανίζονται οι απαιτούµενες εκείνες προεκτάσεις έτσι ώστε να προκύψει η 

γραµµική κίνηση Brown. 
n <- 1000 
dt <- .001 
a <- 2 
c <- .08 
 
time <- seq(0, by=dt, length=n) 
dtime <- rep(0,n) 



 

 113

 
i <- 1 
for(i in 1:n) 
      { 
   dtime[i] <- rnorm(1,0,m) 
                    i < i+1 
      } 
 
brown <- cumsum(dtime) 
browndrift <- a*brown + c*time 
 
plot(time,browndrift,xlab="Time",ylab="Space",type="l",pch=".") 

 

 

Γ.4 

Γεωµετρική Κίνηση Brown 

Αν και αυτή η στοχαστική διαδικασία δύναται να προκύψει µε τις απαραίτητες τροποποιήσεις από 

τον αλγόριθµο της απλής κίνησης Brown του πίνακα Γ.3, παρουσιάζεται ξεχωριστά µε διαφορετικό 

µε έναν ελαφρώς διαφοροποιηµένο αλγόριθµο προσοµοίωσης της κίνησης Brown. 
n <- 1000 
dt <- .001 
gbm0 <- 100 
m <- .05 
s <- .4 
 
time <- seq(0, by=dt, length=n) 
w <- rep(0,n) 
brownianmotion <- rep(0,n) 
gbm <- c(gbm0,rep(0,n-1)) 
 
i<-2 
for(i in 2:n) 
 { 
 w[i] <- sqrt(dt)*rnorm(1,0,1) 
 brownianmotion[i] <- brownianmotion[i-1]+w[i] 
 
 gbm[i] <- gbm0*exp((m-s^2/2)*time[i] + s*brownianmotion[i]) 
               i <- i+1 
           } 
 
plot(time,gbm,xlab="Time",ylab="Stock Value",type="l",pch=".") 
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Γ.5 

Ανελίξεις Lévy 

Με αυτό το όνοµα, εννοούνται στοχαστικές διαδικασίες οι οποίες προκύπτουν ως το άθροισµα δύο 

εκ των τριών δοµικών λίθων µιας ανέλιξης Lévy σύµφωνα µε την Lévy-Itô ∆ιαχώριση. Πρόκειται 

ουσιαστικά για τον συνδυασµό των αλγορίθµων που φαίνονται στους πίνακες Γ.2 και Γ.4 Το 

τετραπλό διάγραµµα προκύπτει εισάγοντας την εντολή par(mfrow=c(2,2)), είτε µέσω του κώδικα, 

είτε µέσω του πεδίου εντολών “Commands” του πακέτου S-Plus 2000, είτε παραθυρικά. 
n <- 1000 
dt <- .00001 
a <- 10 
r <- .01 
c <- .08 
 
time <- seq(0, by=dt, length=n) 
dtime <- rep(0,n) 
N <- rep(0,n) 
arrivaltimes <- rexp(n,a) 
d<-rep(0, n) 
 
i <- 1 
for(i in 1:n) 
      { 
   dtime[i] <- rnorm(1,0,dt) 
 N[i]<-length(artim[artim<time[i]])   
                  i < i+1 
            } 
 
i <- 1 
for(i in 1:(n-1)) 
       { 
 if(N[i] < N[i+1])(d[i] <-rnorm(1,0,1)) 
    i <- i+1 
            }    
          
S <- cumsum(d) 
brown <- cumsum(dtime) 
browndrift <- r*brown + c*time 
Levy <- brown + S 
 
plot(time,Levy,xlab="Time",ylab="Space",type="l",pch=".") 
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Γ.6 

Berman’s Γεννήτρια Αριθµών Γάµµα 

Ο πιο κάτω αλγόριθµος παράγει αριθµούς από την κατανοµή γάµµα(α,1) για οποιαδήποτε τιµή του 

α µικρότερη της µονάδας. Τέτοιες γεννήτριες είναι απαραίτητες για την εξαγωγή αριθµούν από την 

ίδια κατανοµή µε µεγαλύτερη τιµή της παραµέτρου α. Χρήση της γεννήτριας Berman γίνεται όπως 

διαπιστώνεται στους παρακάτω πίνακες, όπου απαιτείται η κατανοµή γάµµα. 
c <- .5 
z <- 0 
 
 i<-1 
for (i in 1:10) 
    { 
 x <- exp((1/c)*log(runif(1,0,1))) 
 y <- exp((1/(1-c))*log(runif(1,0,1))) 
 
if (x+y <= 1) (z <- -x*log((runif(1,0,1))*(runif(1,0,1)))) 
            i<-i+1 
         } 
 
z 

 

 

Γ.7 

Ανέλιξη Γάµµα 
n <- 100 
dt <- .01 
c <- .1 
b <- 20 
#a = c/dt 
 
time <- seq(0, by=dt, length=n) 
z <- 0 
 
j <- 1 
for (j in 1:n) 
{ 
 i <- 1 
for (i in 1:10) 
 { 
 x <- exp((1/c)*log(runif(1,0,1))) 
 y <- exp((1/(1-c))*log(runif(1,0,1))) 
 
if (x+y <= 1) (z[j] <- (-x*log((runif(1,0,1))*(runif(1,0,1))))/b) 
i<-i+1 
         } 
             j <- j+1 
                          } 
 
 gamma <- cumsum(z) 
 
plot(time,gamma,xlab="Time",ylab="Space",type="s",pch=".") 
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Γ.8 

Ανέλιξη Variance Gamma 

Στην παρούσα διπλωµατική εργασία, µια τέτοια ανέλιξη προσοµοιώνεται ως η διαφορά δύο απλών 

ανελίξεων γάµµα. 
n <- 100 
dt <- .01 
c <- .2 
b1 <- 50 
b2 <- 40 
#a = c/dt 
 
time <- seq(0, by=dt, length=n) 
z1 <- 0 
z2 <- 0 
 
 
j <- 1 
for (j in 1:n) 
{ 
 i <- 1 
for (i in 1:10) 
 { 
 x <- exp((1/c)*log(runif(1,0,1))) 
 y <- exp((1/(1-c))*log(runif(1,0,1))) 
 
if (x+y <= 1) (z1[j] <- (-x*log((runif(1,0,1))*(runif(1,0,1))))/b1) 
i<-i+1 
         } 
             j <- j+1 
                          } 
 gamma1 <- cumsum(z1) 
 
 
j <- 1 
for (j in 1:n) 
{ 
 i <- 1 
for (i in 1:10) 
 { 
 x <- exp((1/c)*log(runif(1,0,1))) 
 y <- exp((1/(1-c))*log(runif(1,0,1))) 
 
if (x+y <= 1) (z2[j] <- (-x*log((runif(1,0,1))*(runif(1,0,1))))/b2) 
i<-i+1 
         } 
             j <- j+1 
                          } 
 gamma2 <- cumsum(z2) 
 
 
vgprocess <- gamma1-gamma2 
 
plot(time,vgprocess,xlab="Time",ylab="",type="s",pch=".") 
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Γ.9 

Ανέλιξη Gamma-OU 

Σύµφωνα µε την θεωρία της Στοχαστικής Ανάλυσης, µια τέτοια Lévy στοχαστική διαδικασία έχει 

ως BDLP  µια σύνθετη ανέλιξη Poisson (subordinator). για την προσοµοίωσή της λοιπόν, γίνεται 

χρήση των αλγορίθµων του πίνακα Γ. 2 και του πίνακα Γ.7 
n <- 1000 
m <- .001 
a <- 10 
b <- 100 
l <- 10 
g0 <- .08 
 
time <- seq(0, by=m, length=n) 
arrivaltimes <- rexp(n, a*l) 
N <- rep(0,n) 
artim <- cumsum(arrivaltimes) 
gammaOU <- c(g0,rep(0,n-1)) 
d <- rep(0,n) 
 
i <-2 
for(i in 2:n) 
  { 
 N[i]<-length(artim[artim<time[i]]) 
                        i <- i+1      
} 
 
i <- 1 
for(i in 1:(n-1)) 
       { 
 if(N[i] < N[i+1])(d[i] <-rexp(1,b)) 
    i <- i+1 
}             
S <- cumsum(d) 
 
i <- 2 
for(i in 2:n) 
       { 
 gammaOU[i] <- (1-l*m)*gammaOU[i-1]+(S[i]-S[i-1]) 
 i <- i+1 
} 
 
plot(time,gammaOU,xlab="Time",ylab="",type="l",pch=".") 
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Γ.10 

Υπόδειγµα Black & Scholes 

Με µαύρο χρώµα φαίνεται ο αλγόριθµος µέσω του οποίου προσοµοιώνεται ο λογάριθµος της τιµής 

του εκάστοτε χρηµατοοικονοµικού µεγέθους βάσει της θεώρησης των Black & Scholes. Με 

πράσινο χρώµα φαίνονται οι επεκτάσεις οι οποίες πρέπει να γίνουν σε αυτόν έτσι ώστε παράλληλα, 

να είναι εφικτή η τιµολόγηση ευρωπαϊκών δικαιωµάτων αγοράς.  Ο όρος m (= r q) που φαίνεται µε 

πράσινο χρώµα, αφορά στη νέα τιµή που λαµβάνει η παράµετρος του υποδείγµατος για την 

τιµολόγηση παράγωγων χρηµατοοικονοµικών προϊόντων κάτω από το ισοδύναµο µέτρο 

πιθανότητας Q. Με κόκκινο χρώµα κάτω από αυτές τις προσθήκες, παρουσιάζονται οι γραµµές του 

αλγορίθµου µε τις οποίες πρέπει να γίνει η αντικατάστασή τους, έτσι ώστε να λάβει χώρα η 

τιµολόγηση lookback δικαιωµάτων αγοράς. 
maturity <- 300 
dt <- .0001 
gbm0 <- 1124.47 
m <- .007 
s <- .1812 
k <- 1000 
K <- 1175 
 
time <- seq(0, by=dt, length=maturity) 
w <- rep(0,maturity) 
brownianmotion <- rep(0,maturity) 
gbm <- c(gbm0,rep(0,maturity-1)) 
value <- rep(0,k) 
 
j <- 1 
for(j in 1:k) 
 { 
 
i<-2 
for(i in 2:maturity) 
   { 
 w[i] <- sqrt(dt)*rnorm(1,0,1) 
 brownianmotion[i] <- brownianmotion[i-1]+w[i] 
 
 gbm[i] <- gbm0*exp((m-s^2/2)*time[i] + s*brownianmotion[i]) 
i <- i+1 
} 
 
if(gbm[maturity] > K)(value[j] <- gbm[maturity]-K) else (value[j] <- 0) 
if(gbm[maturity] > min(gbm))(value[j] <- gbm[maturity]-min(gbm))else(value[j] <- 

0) 
 
j <- j+1 
} 
 
price <- mean(value)*exp(-0.019*(maturity/360)) 
 
price 
 
plot(time,gbm,xlab="Time",ylab="Stock Value",type="l",pch=".") 
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Γ.11 

Υπόδειγµα Variance Gamma 

Με µαύρο χρώµα φαίνεται ο αλγόριθµος µέσω του οποίου προσοµοιώνεται ο λογάριθµος της τιµής 

του εκάστοτε χρηµατοοικονοµικού µεγέθους βάσει αυτού του υποδείγµατος. Με πράσινο χρώµα 

φαίνονται οι επεκτάσεις οι οποίες πρέπει να γίνουν σε αυτόν έτσι ώστε, παράλληλα, να είναι εφικτή 

η τιµολόγηση ευρωπαϊκών δικαιωµάτων αγοράς. Και εδώ όπως και στον πίνακα Γ.11, φαίνεται ο 

νεοεισερχόµενος όρος του υποδείγµατος για την τιµολόγηση παράγωγων χρηµατοοικονοµικών 

προϊόντων κάτω από το ισοδύναµο µέτρο πιθανότητας Q. Με κόκκινο χρώµα κάτω από αυτές τις 

προσθήκες, παρουσιάζονται οι γραµµές του αλγορίθµου µε τις οποίες πρέπει να γίνει η 

αντικατάστασή τους, έτσι ώστε πλέον να λαµβάνει χώρα η τιµολόγηση lookback δικαιωµάτων 

αγοράς. 
maturity <- 60 
dt <- .01 
c <- .013574 
b1 <- 14.2699 
b2 <- 5.8704 
#a = c/dt 
vg0 <- log(1124.47) 
m <- .007 
k <- 200 
K <- 1170 
 
time <- seq(0, by=dt, length=maturity) 
z1 <- 0 
z2 <- 0 
value <- rep(0,k) 
 
h  <- 1 
for(h in 1:k) 
 { 
 
j <- 1 
for (j in 1:maturity) 
{ 
 i <- 1 
for (i in 1:10) 
 { 
 x <- exp((1/c)*log(runif(1,0,1))) 
 y <- exp((1/(1-c))*log(runif(1,0,1))) 
 
if (x+y <= 1) (z1[j] <- (-x*log((runif(1,0,1))*(runif(1,0,1))))/b1) 
i<-i+1 
         } 
             j <- j+1 
                          } 
 gamma1 <- cumsum(z1) 
 
j <- 1 
for (j in 1:maturity) 
{ 
 i <- 1 
for (i in 1:10) 
 { 
 x <- exp((1/c)*log(runif(1,0,1))) 
 y <- exp((1/(1-c))*log(runif(1,0,1))) 
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if (x+y <= 1) (z2[j] <- (-x*log((runif(1,0,1))*(runif(1,0,1))))/b2) 
i<-i+1 
         } 
             j <- j+1 
                          } 
 gamma2 <- cumsum(z2) 
 
vg <- gamma1-gamma2+vg0+(m+c*log((b1-1)*(b2+1)/b1*b2))*dt 
 
if(exp(vg[maturity])> K)(value[h] <- exp(vg[maturity])-K) else (value[h] <- 0) 
if(exp(vg[maturity])> min(exp(vg)))(value[h] <- exp(vg[maturity])-min(exp(vg))) 

else (value[h] <- 0) 
 
h <- h+1 
} 
 
price <- mean(value)*exp(-0.019*(maturity/360)) 
 
price 
 
plot(time,exp(vg),xlab="Time",ylab="",type="s",pch=".") 

 

 

Γ.12 

Υπόδειγµα  BNS Gamma-OU 

Και εδώ, µε µαύρο χρώµα, φαίνεται ο αλγόριθµος µέσω του οποίου προσοµοιώνεται ο λογάριθµος 

της τιµής του εκάστοτε χρηµατοοικονοµικού µεγέθους βάσει αυτού του υποδείγµατος, κάτω από το 

ισοδύναµο µέτρο πιθανότητας Q. Με πράσινο χρώµα φαίνονται οι επεκτάσεις οι οποίες πρέπει να 

γίνουν σε αυτόν έτσι ώστε, παράλληλα, να είναι εφικτή η τιµολόγηση ευρωπαϊκών δικαιωµάτων 

αγοράς. Με κόκκινο χρώµα κάτω από αυτές τις προσθήκες, παρουσιάζονται οι γραµµές του 

αλγορίθµου µε τις οποίες πρέπει να γίνει η αντικατάστασή τους, έτσι ώστε πλέον να λαµβάνει χώρα 

η τιµολόγηση lookback δικαιωµάτων αγοράς. 
maturity <- 30 
dt <- .001 
a <- 1.4338 
b <- 11.6641 
l <- .5783 
m <- .007 
r <- -1.2606 
g0 <- .0145 
bns0 <- log(1124.47) 
k <- 1000 
K <- 1130 
 
time <- seq(0, by=dt, length=maturity) 
arrivaltimes <- rexp(n, a*l) 
N <- rep(0,maturity) 
artim <- cumsum(arrivaltimes) 
gammaOU <- c(g0,rep(0,maturity-1)) 
d <- rep(0,maturity) 
bns <- c(bns0,rep(0,maturity-1)) 
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value <- rep(0,k) 
 
j  <- 1 
for(j in 1:k) 
 { 
  
i <- 1 
for(i in 1:maturity) 
  { 
 N[i]<-length(artim[artim<time[i]]) 
                        i <- i+1      
} 
 
i <- 1 
for(i in 1:(maturity-1)) 
       { 
 if(N[i] < N[i+1])(d[i] <-rexp(1,b)) 
      i <- i+1 
    }            
S <- cumsum(d) 
 
i <- 2 
for(i in 2:maturity) 
       { 
 gammaOU[i] <- (1-l*m)*gammaOU[i-1]+(S[i]-S[i-1]) 
 i <- i+1 
} 
 
i <- 2 
for(i in 2:maturity) 
    { 
bns[i] <- bns[i-1]+(m-((l*r*a)/(b-r))-

(gammaOU[i])/2)*dt+sqrt(gammaOU[i]*dt)*rnorm(1,0,1)+r*(S[i]-S[i-1]) 
 i <- i+1 
} 
 
if(exp(bns[maturity])> K)(value[j] <- exp(bns[maturity])-K) else (value[j] <- 0) 
if(exp(bns[maturity]) > exp(min(bns))) (value[j] <- exp(bns[maturity])-

exp(min(bns))) else (value[j] <- 0) 
  
j <- j+1 
} 
 
price <- mean(value)*exp(-0.019*(maturity/360)) 
 
price 
 
plot(time,exp(bns),xlab="Time",ylab="",type="l",pch=".") 
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