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ΠΕΡΙΛΗΨΗ 

 

Στη διατριβή αυτή παρουσιάζονται διαδικασίες του στατιστικού ελέγχου ποιότητας οι 

οποίες σχετίζονται µε την εµφάνιση δεδοµένων σχηµατισµών. Οι πιο γνωστές τέτοιες 

διαδικασίες είναι τα διαγράµµατα ελέγχου µε κανόνες ροών, τα τεστ εκκίνησης, τα 

συνεχή σχέδια δειγµατοληψίας κτλ. Πιο συγκεκριµένα, προτείνονται και µελετώνται 

νέα διαγράµµατα ελέγχου για την παρακολούθηση της µέσης τιµής και για την 

παρακολούθηση της διασποράς µιας παραγωγικής διεργασίας τα οποία βασίζονται σε 

ένα κανόνα ροών τύπου r από m συνεχόµενα σηµεία. Τα προτεινόµενα διαγράµµατα 

ελέγχου έχουν καλύτερη απόδοση από παρόµοια διαγράµµατα που ήδη 

χρησιµοποιούνται αφού µειώνουν το χρόνο ανίχνευσης εκτός ελέγχου διεργασίας. 

Εκτός από τα διαγράµµατα ελέγχου προτείνεται και ένα νέο τεστ εκκίνησης για την 

αποδοχή µηχανηµάτων. Η µελέτη της απόδοσης όλων των προαναφερθέντων 

µεθόδων στηρίζεται στην τεχνική της εµφύτευσης σε Μαρκοβιανή αλυσίδα. 

 



 iv 

 



 v 

ABSTRACT 

 

This PhD thesis presents statistical quality control procedures that are related to the 

occurrence of a specific pattern. The most famous procedures are the control charts 

with supplementary runs rules, the start-up demonstration test, the continuous 

sampling plans etc. More specifically, new control charts based on a runs rule of type 

r out of m consecutive points are proposed and studied for the monitoring of the mean 

and the variance of a manufacturing process. The proposed charts are more sensitive 

in the detection of an out of control process than similar runs rules based control 

charts already being used in practice. Apart from the control charts, a new start-up 

demonstration test based on run and scan statistics is also proposed and studied. The 

performance of all the aforementioned techniques can be evaluated by the aid of the 

Markov chain embedding technique. 
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ΠΡΟΛΟΓΟΣ 

 

 

Για παραπάνω από µισό αιώνα η θεωρία ροών και σχηµατισµών βρίσκει εφαρµογή σε 

διαδικασίες του στατιστικού ελέγχου ποιότητας των προϊόντων µιας παραγωγικής 

διαδικασίας. Αρχικά ξεκίνησε να εφαρµόζεται στην περιοχή της δειγµατοληψίας 

αποδοχής (Mosteller (1941), Wolfowitz (1943)) και των συνεχών σχεδίων 

δειγµατοληψίας (Dodge (1943), Praire et al. (1962), Vance and McDonald (1979)) και 

στη συνέχεια πέρασε στα διαγράµµατα ελέγχου (Page (1955), Western Electric 

Company (1956)) και στα τεστ εκκίνησης για την αποδοχή εξαρτηµάτων (Hahn and 

Gage (1983), Viveros and Balakrishnan (1993)). 

Τα διαγράµµατα ελέγχου προτάθηκαν από τον W. A. Shewhart (1931) ο οποίος 

δούλευε ως στατιστικός στα εργαστήρια της εταιρείας Bell. Το πιο γνωστό και 

ευρέως χρησιµοποιούµενο διάγραµµα φέρει το όνοµα του. Το βασικότερο 

µειονέκτηµα των διαγραµµάτων ελέγχου τύπου Shewhart είναι ότι καθυστερούν να 

δώσουν ένδειξη εκτός ελέγχου διεργασίας όταν η διεργασία λειτουργεί παρουσία 

κάποιας ειδικής αιτίας µεταβλητότητας. Για το σκοπό αυτό προτάθηκε η χρήση 

κανόνων ροών. Η Western Electric Company (1956) πρότεινε στο εγχειρίδιό της ένα 

σύνολο τεσσάρων κανόνων καθώς επίσης και οδηγίες µε το πως πρέπει αυτοί οι 

κανόνες να χρησιµοποιούνται σε ένα διάγραµµα τύπου Shewhart ώστε να αυξάνει η 

ευαισθησία του διαγράµµατος στην ανίχνευση µικρών µεταβολών της διεργασίας. Οι 

κανόνες αυτοί αποτέλεσαν τη βάση των κανόνων που προτάθηκαν από τότε µέχρι και 

σήµερα ενώ συνεχίζουν να χρησιµοποιούνται πολύ συχνά στην πράξη. 

Η έρευνα στην περιοχή των διαγραµµάτων ελέγχου µε κανόνες ροών ξεκίνησε 

ουσιαστικά µε την εργασία του Page (1995) ο οποίος πρότεινε κανόνες 

ευαισθητοποίησης ενός διαγράµµατος ελέγχου οι οποίοι βασίζονται στη θεωρία ροών 

και σχηµατισµών. Για τον υπολογισµό της απόδοσης των διαγραµµάτων ελέγχου µε 

κανόνες ροών ο Page (1995) χρησιµοποίησε στοιχεία από τη θεωρία των 

Μαρκοβιανών αλυσίδων. Έκτοτε η συγκεκριµένη µεθοδολογία αποτελεί ένα από τα 

βασικότερα εργαλεία για τον υπολογισµό της απόδοσης ενός διαγράµµατος ελέγχου 

ειδικά σε περιπτώσεις που µας ενδιαφέρει να εξάγουµε ακριβή αποτελέσµατα. Η πιο 

συστηµατική µελέτη διαγραµµάτων ελέγχου µε κανόνες ροών δόθηκε από τους 

Champ and Woodall (1987) οι οποίοι µελέτησαν την απόδοση ενός X  διαγράµµατος 

ελέγχου για την παρακολούθηση της µέσης τιµής µιας παραγωγικής διαδικασίας µε 
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ένα ή περισσότερους κανόνες ευαισθητοποίησης που βασίζονται στη θεωρία ροών. 

Για τη µελέτη των εν λόγω διαγραµµάτων χρησιµοποιήθηκε η µεθοδολογία των 

Μαρκοβιανών αλυσίδων. Το βασικό συµπέρασµα στο οποίο κατέληξαν οι Champ and 

Woodall (1987) είναι ότι αν και η χρήση κανόνων ροών βελτιώνει την απόδοση ενός 

διαγράµµατος στην ανίχνευση µικρών µετατοπίσεων στο µέσο της διεργασίας 

εντούτοις αυξάνει το ποσοστό των εσφαλµένων συναγερµών µε συνέπεια να 

διακόπτεται πολύ συχνά η παραγωγική διεργασία ενώ στην πραγµατικότητα δεν 

συντρέχει λόγος. Αυτό ήταν και το βασικότερο µειονέκτηµα που αποθάρρυνε τη 

χρήση των κανόνων ροών στα διαγράµµατα ελέγχου.  

Ο Klein (2000a) µε την εργασία του έδωσε νέα ώθηση στη χρήση των κανόνων 

ροών σε ένα διάγραµµα ελέγχου. Μέχρι τότε οι κανόνες ροών χρησιµοποιούνταν ως 

συµπληρωµατικοί κανόνες για την ευαισθητοποίηση ενός διαγράµµατος. Ο Klein 

(2000a) πρότεινε δύο διαγράµµατα ελέγχου ως εναλλακτικά του X  διαγράµµατος τα 

οποία βασίζονται στη χρήση στατιστικών συναρτήσεων ροών και σάρωσης. Για την 

ανάπτυξή τους χρησιµοποιήθηκε η µεθοδολογία των Μαρκοβιανών αλυσίδων. Κύριο 

χαρακτηριστικό των διαγραµµάτων που πρότεινε ο Klein (2000a) είναι ότι το 

ποσοστό των εσφαλµένων συναγερµών να είναι δεδοµένο και δεν επηρεάζεται από 

την εφαρµογή των κανόνων ευαισθητοποίησης. Η κατανοµή του µήκους ροής των 

προτεινόµενων διαγραµµάτων ταυτίζεται µε την κατανοµή του χρόνου αναµονής 

µέχρι την εµφάνιση ενός δεδοµένου σχηµατισµού ο οποίος περιγράφει τον κανόνα 

εκτός ελέγχου διεργασίας. Έτσι το πρόβληµα ανάγεται στην εύρεση και µελέτη της 

κατανοµής του αντίστοιχου χρόνου αναµονής. Μετά την εργασία του Klein (2000a) 

εµφανίστηκαν και άλλες παρεµφερείς εργασίες στην περιοχή και ενδεικτικά 

αναφέρουµε τις εργασίες των Klein (2000b), Khoo (2004a), Koutras et al (2006), 

Khoo and Ariffin (2006), Acosta-Mejia (2007). 

Ο κύριος άξονας της παρούσας διατριβής είναι η εισαγωγή και η µελέτη τυχαίων 

µεταβλητών που σχετίζονται µε το χρόνο αναµονής µέχρι την εµφάνιση ενός 

δεδοµένου σχηµατισµού και οι οποίες βρίσκουν εφαρµογή στο επιστηµονικό πεδίο 

του στατιστικού ελέγχου ποιότητας και ειδικότερα στα διαγράµµατα ελέγχου και 

στον έλεγχο αποδοχής εξαρτηµάτων µέσω τεστ εκκίνησης. 

Πιο συγκεκριµένα στα πέντε κεφάλαια της παρούσας διατριβής περιλαµβάνονται 

τα ακόλουθα: 
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Στο Κεφάλαιο 1 παρουσιάζουµε περιεκτικά τις βασικές έννοιες του στατιστικού 

ελέγχου ποιότητας και δίνουµε µια βιβλιογραφική ανασκόπηση της χρήσης των 

στατιστικών συναρτήσεων ροών και σάρωσης στα διαγράµµατα ελέγχου και 

γενικότερα στο στατιστικό έλεγχο ποιότητας. 

Στο Κεφάλαιο 2 παρουσιάζεται η µεθοδολογία της εµφύτευσης µιας τυχαίας 

µεταβλητής σε Μαρκοβιανή αλυσίδα η οποία προτάθηκε από τους Fu and Koutras 

(1994) και δίνονται τα βασικά θεωρήµατα και προτάσεις τα οποία εφαρµόζονται στα 

Κεφάλαια 3 έως 5 της παρούσας διατριβής. Η µεθοδολογία της εµφύτευσης αποτελεί 

ένα πάρα πολύ χρήσιµο εργαλείο για τη µελέτη τυχαίων µεταβλητών που σχετίζονται 

µε χρόνους αναµονής µέχρι την εµφάνιση ενός δεδοµένου σχηµατισµού. Στο ίδιο 

κεφάλαιο δίνεται και ένα αναλυτικό παράδειγµα υπολογισµού της κατανοµής του 

µήκους ροής ενός διαγράµµατος ελέγχου µε κανόνες ροών. 

Στο Κεφάλαιο 3 εισάγεται και µελετάται το τροποποιηµένο r -από-m  διάγραµµα 

ελέγχου (συµβ. )/: mrM  για την παρακολούθηση της µέσης τιµής µιας παραγωγικής 

διεργασίας. ∆ίνονται πίνακες µε την απόδοση του εν λόγω διαγράµµατος ενώ 

γίνονται και συγκρίσεις µε άλλα παρεµφερή διαγράµµατα. Στο ίδιο κεφάλαιο 

εισάγεται και µελετάται επίσης το αναθεωρηµένο r -από-m  διάγραµµα ελέγχου 

(συµβ. )/: mrR  για την παρακολούθηση της µέσης τιµής µιας παραγωγικής 

διεργασίας. Το διάγραµµα mrR /:  αποτελεί τροποποίηση του διαγράµµατος 

mrM /:  µε σκοπό τη βελτίωση της απόδοσης του τελευταίου στην ανίχνευση και 

µεγαλύτερης τάξης µετατοπίσεων του µέσου της διεργασίας. 

Στο Κεφάλαιο 4 εισάγονται και µελετώνται µονόπλευρα διαγράµµατα ελέγχου µε 

κανόνες ροών για την παρακολούθηση της διασποράς µιας παραγωγικής διεργασίας. 

Εξάγεται η κατανοµή του µήκους ροής τεσσάρων διαφορετικών κανόνων τύπου r -

από-m  και µελετάται η απόδοση των εν λόγω µονόπλευρων διαγραµµάτων ελέγχου. 

Στο ίδιο κεφάλαιο µελετάται επίσης η απόδοση των δίπλευρων διαγραµµάτων 

ελέγχου mrM /:  και mrR /:  του Κεφαλαίου 3 για την παρακολούθηση της 

διασποράς µιας παραγωγικής διεργασίας και η απόδοσή τους συγκρίνεται µε 

παρεµφερή διαγράµµατα. 

Στο τελευταίο κεφάλαιο εισάγεται και µελετάται ένα νέο τεστ εκκίνησης για την 

αποδοχή ενός εξοπλισµού που βασίζεται στη χρήση στατιστικών συναρτήσεων ροών 

και σάρωσης. Το τεστ που προτείνεται καλείται τεστ συνεχόµενων επιτυχιών 
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αποτυχιών σε απόσταση (συµβ. CSDF). Με εφαρµογή της µεθοδολογίας του 

Κεφαλαίου 2 εξάγεται η κατανοµή του αριθµού των εκκινήσεων µέχρι το τέλος του 

τεστ καθώς και αναλυτικοί τύποι για την πιθανότητα αποδοχής και την πιθανότητα 

απόρριψης ενός εξοπλισµού και τον αναµενόµενο αριθµό εκκινήσεων µέχρι το τέλος 

του τεστ. Στο ίδιο κεφάλαιο παρουσιάζονται τρεις διαφορετικοί τρόποι εκτίµησης της 

πιθανότητας επιτυχούς εκκίνησης ενός εξοπλισµού οι οποίοι βασίζονται στη µέθοδο 

µέγιστης πιθανοφάνειας. 

Τα νέα αποτελέσµατα της παρούσας διατριβής αφορούν τα διαγράµµατα ελέγχου 

mrM /:  και mrR /:  καθώς και το τεστ εκκίνησης CSDF. Τα αποτελέσµατα αυτά 

δηµοσιεύονται στις εργασίες των Antzoulakos and Rakitzis (2008a), Antzoulakos and 

Rakitzis (2008b) και Antzoulakos, Koutras and Rakitzis (2008c). 
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 1 
 

∆ΙΑΓΡΑΜΜΑΤΑ ΕΛΕΓΧΟΥ 

 

1.1 Εισαγωγή 
 

Στο πρώτο κεφάλαιο της παρούσας διατριβής θα ασχοληθούµε γενικά µε τα 

διαγράµµατα ελέγχου και ειδικότερα µε τα διαγράµµατα ελέγχου που είναι 

εφοδιασµένα µε κανόνες ροών. Τα διαγράµµατα ελέγχου αποτελούν το βασικότερο 

εργαλείο στο στατιστικό έλεγχο ποιότητας για την παρακολούθηση µιας παραγωγικής 

διεργασίας. Είναι γνωστό πως σε οποιαδήποτε παραγωγική διαδικασία, όσο καλά 

σχεδιασµένη και προσεκτικά εκτελεσµένη είναι, εµφανίζεται πάντοτε ένα ποσό 

έµφυτης ή φυσικής µεταβλητότητας. Η µεταβλητότητα αυτή είναι αποτέλεσµα 

πολλών µικρών και συνήθως µη-σηµαντικών παραγόντων. Στα πλαίσια του 

στατιστικού ελέγχου ποιότητας η παρουσία αυτής της µεταβλητότητας µόνο έχει ως 

αποτέλεσµα τη λειτουργία της διεργασίας υπό συνθήκες φυσικής µεταβλητότητας ή 

ισοδύναµα λέµε ότι η διεργασία είναι εντός στατιστικού ελέγχου (για συντοµία εντός 

ελέγχου). Αν όµως υπάρχουν άλλες αιτίες µεταβλητότητας (π.χ. λανθασµένα 

ρυθµισµένες µηχανές, απειρία χειριστών, ελαττωµατικό πρωτογενές υλικό κτλ.), τότε 

η διεργασία εµφανίζει αυξηµένη µεταβλητότητα και λειτουργεί σε µη-αποδεκτό 

επίπεδο. Αυτές οι αιτίες µεταβλητότητας ονοµάζονται ειδικές αιτίες µεταβλητότητας. 

Μια διεργασία που λειτουργεί παρουσία ειδικών αιτιών µεταβλητότητας λέµε ότι 

βρίσκεται εκτός στατιστικού ελέγχου (για συντοµία εκτός ελέγχου). 

Βασικός σκοπός του στατιστικού ελέγχου ποιότητας είναι η έγκαιρη ανίχνευση της 

παρουσίας ειδικών αιτιών µεταβλητότητας ώστε να διεξαχθεί η κατάλληλη έρευνα 

για τον εντοπισµό και αποµόνωσή των (αν κάτι τέτοιο είναι εφικτό) πριν η παραγωγή 

δώσει µεγάλο αριθµό προϊόντων χαµηλής ποιότητας. Τα διαγράµµατα ελέγχου 

(control charts) αποτελούν το πιο διαδεδοµένο εργαλείο για την παρακολούθηση µιας 

παραγωγικής διεργασίας σε πραγµατικό χρόνο (on-line process monitoring). 

Μπορούν επίσης να χρησιµοποιηθούν στην εκτίµηση των παραµέτρων της διεργασίας 
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καθώς και στον προσδιορισµό της ικανότητάς της να παράγει αποδεκτά προϊόντα. 

Στα Κεφάλαια 1-4 της παρούσας διατριβής θα µας απασχολήσουν διαγράµµατα 

ελέγχου τα οποία χρησιµοποιούνται για την παρακολούθηση της διεργασίας σε 

πραγµατικό χρόνο. 

 

1.2 Περιγραφή ενός ∆ιαγράµµατος Ελέγχου 

 

Ας υποθέσουµε ότι σε µια παραγωγική διεργασία ενδιαφερόµαστε να 

παρακολουθήσουµε τη συµπεριφορά µιας κρίσιµης ποσότητας ενός (µετρήσιµου) 

χαρακτηριστικού X  η οποία καθορίζει την ποιότητα των παραγόµενων προϊόντων. 

Από την παραγωγή επιλέγουµε τυχαία δείγµατα του προϊόντος σε διαφορετικές 

χρονικές στιγµές στα οποία αντιστοιχούν τυχαία δείγµατα τιµών της µεταβλητής X , 

έστω τα K,, 21 XX  . Χρησιµοποιώντας τα δείγµατα υπολογίζουµε την τιµή 

)( ii gW X= , K,2,1=i , µιας στατιστικής συνάρτησης (τυχαίας µεταβλητής) που 

εκτιµά (συνήθως αµερόληπτη εκτιµήτρια) την κρίσιµη ποσότητα (π.χ. µέση τιµή, 

διακύµανση, ποσοστό κτλ.) που µας ενδιαφέρει. Έτσι η παρακολούθηση της 

συµπεριφοράς της κρίσιµης ποσότητας επιτυγχάνεται µε την παρακολούθηση των 

τιµών που λαµβάνει η στατιστική συνάρτηση W  στα διάφορα δείγµατα. 

Για παράδειγµα ας υποθέσουµε ότι µας ενδιαφέρει να παρακολουθήσουµε τη 

συµπεριφορά της µέσης τιµής µ  ενός χαρακτηριστικού X  (π.χ. διάµετρος 

κυλίνδρων). Για το σκοπό αυτό επιλέγονται τυχαία δείγµατα µεγέθους n  από το 

παραγόµενο προϊόν σε διαφορετικά χρονικά διαστήµατα και µπορούµε να 

χρησιµοποιήσουµε τη στατιστική συνάρτηση nXXXgW iniiii /)()( 21 +++== KX  

για την παρακολούθηση της συµπεριφοράς της µέσης τιµής. 

Η τυπική µορφή ενός διαγράµµατος ελέγχου δίνεται στο Σχήµα 1.1. 
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Σχήµα 1.1: Τυπική µορφή διαγράµµατος ελέγχου 

Στο Σχήµα 1.1, εκτός από τις παρατηρούµενες τιµές της iW  (που απεικονίζονται 

µε µικρούς ρόµβους), έχουν σχεδιαστεί και άλλες τρεις γραµµές. Η κεντρική γραµµή 

(Center Line, CL) ή µέσο επίπεδο της διεργασίας παριστάνει συνήθως τη µέση τιµή 

της W  όπως προκύπτει από τη λειτουργία µιας εντός ελέγχου διεργασίας (ή ακόµη 

και την τιµή στόχο (target value) που έχει τεθεί για την υπό παρακολούθηση 

µεταβλητή). Οι δύο ακραίες γραµµές του διαγράµµατος ονοµάζονται άνω και κάτω 

όριο ελέγχου (Upper Control Limit, Lower Control Limit) και συµβολίζονται µε UCL 

και LCL, αντίστοιχα. Όσο οι τιµές (σηµεία) της W  εµφανίζονται εντός των ορίων 

ελέγχου και η συµπεριφορά τους είναι «τυχαία» µπορούµε να υποθέσουµε ότι η 

διεργασία παραµένει εντός (στατιστικού) ελέγχου και δεν χρειάζεται να προβούµε σε 

κάποια διορθωτική ενέργεια. Αν όµως κάποιο σηµείο βρεθεί εκτός των ορίων ελέγχου 

λέµε ότι υπάρχει ένδειξη ότι η διεργασία είναι εκτός (στατιστικού) ελέγχου οπότε και 

θα πρέπει να προχωρήσουµε σε έρευνα για να ανακαλύψουµε τις ειδικές αιτίες 

µεταβλητότητας που είναι υπεύθυνες για αυτή τη συµπεριφορά και αν κριθεί 

απαραίτητο να προβούµε σε διορθωτικές ενέργειες. Επισηµαίνουµε ότι ακόµη και 

στην περίπτωση που όλα τα σηµεία βρίσκονται εντός των ορίων ελέγχου αλλά 

συµπεριφέρονται µε ένα συστηµατικό ή µη τυχαίο τρόπο τότε και αυτό αποτελεί 

ένδειξη ότι η διεργασία είναι εκτός ελέγχου. Ως παράδειγµα µη τυχαίας 

συµπεριφοράς θα µπορούσε κανείς να αναφέρει στο Σχήµα 1.1 την παρουσία 9 

συνεχόµενων σηµείων µεταξύ της κεντρικής γραµµής και του κάτω ορίου ελέγχου 

(δείγµατα 10-18). 

 

 

 

Upper Control Limit 

Center Line 

Lower Control Limit 

Wi 

i 
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1.3 Τύποι ∆ιαγραµµάτων Ελέγχου 
 

Υπάρχουν δύο βασικές κατηγορίες διαγραµµάτων ελέγχου ανάλογα µε το είδος της 

µεταβλητής που περιγράφει το ποιοτικό χαρακτηριστικό του προϊόντος που 

ενδιαφερόµαστε να παρακολουθήσουµε. Έτσι έχουµε τα διαγράµµατα ελέγχου για 

µεταβλητές (control charts for variables) όταν η απεικονιζόµενη ποσότητα είναι µια 

συνεχής τυχαία µεταβλητή, και τα διαγράµµατα ελέγχου για διακριτά χαρακτηριστικά 

(control charts for attributes) όταν η απεικονιζόµενη ποσότητα είναι µια διακριτή 

τυχαία µεταβλητή. Στην παρούσα διατριβή θα ασχοληθούµε µόνο µε διαγράµµατα 

ελέγχου για µεταβλητές. 

 

1.4 Κατασκευή ενός ∆ιαγράµµατος Ελέγχου 

 

Στην παρούσα παράγραφο θα περιγράψουµε τη γενική διαδικασία κατασκευής ενός 

διαγράµµατος ελέγχου και θα τονίσουµε τα ιδιαίτερα χαρακτηριστικά αυτής. 

Έστω ότι επιλέγουµε τυχαία δείγµατα του προϊόντος σε διαφορετικές χρονικές 

στιγµές της παραγωγής στα οποία αντιστοιχούν τυχαία δείγµατα τιµών της 

µεταβλητής X  έστω τα K,, 21 XX  . Έστω )( ii gW X= , K,2,1=i , οι τιµές της 

στατιστικής συνάρτησης )(XgW =  που εκτιµά την κρίσιµη ποσότητα (π.χ. µέση 

τιµή, διακύµανση, ποσοστό συµφωνούντων µε τις προδιαγραφές προϊόντων κτλ.) που 

µας ενδιαφέρει να παρακολουθήσουµε. Το γενικό µοντέλο ορίων σίγµα (sigma limits 

model) για την κατασκευή ενός διαγράµµατος ελέγχου περιγράφεται στον επόµενο 

πίνακα 

Πίνακας 1.1: Μοντέλο ορίων σίγµα 

LCL Center Line  UCL 

WW Lσµ −  Wµ  WW Lσµ +  

 

όπου Wµ , Wσ  δηλώνουν τη µέση τιµή και την τυπική απόκλιση της στατιστικής 

συνάρτησης W  η οποία απεικονίζεται στο διάγραµµα ελέγχου, ενώ η ποσότητα L  

δηλώνει την απόσταση των ορίων ελέγχου από την κεντρική γραµµή σε µονάδες 

τυπικής απόκλισης. Η πιο συνηθισµένη τιµή του L  είναι το 3 και σε αυτή την 

περίπτωση θα αναφερόµαστε στην κατασκευή διαγράµµατος ελέγχου τριών σίγµα 

(συµβ. 3σ). Αν ένα σηµείο βρεθεί εκτός των ορίων ελέγχου τότε έχουµε ένδειξη εκτός 
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ελέγχου διεργασίας και θα πρέπει να γίνει έρευνα για την ανεύρεση ειδικών αιτιών 

µεταβλητότητας οι οποίες, αν βρεθούν, θα πρέπει να αποµονωθούν. 

Το µοντέλο ορίων σίγµα για την κατασκευή ενός διαγράµµατος ελέγχου 

προτάθηκε από τον Walter Α. Shewhart (1931) και ονοµάζεται διάγραµµα ελέγχου 

τύπου Shewhart. Αποτελεί το πιο ευρέως χρησιµοποιούµενο διάγραµµα ελέγχου στην 

πράξη λόγο της απλότητας στην κατασκευή και ερµηνεία του. Μια σύντοµη και 

περιεκτική αναφορά στα διαγράµµατα τύπου Shewhart δίνεται στην Παράγραφο 

1.8.1. 

Εκτός από το µοντέλο ορίων σίγµα για την κατασκευή ορίων ελέγχου σε ένα 

διάγραµµα ελέγχου υπάρχει και το µοντέλο ορίων πιθανότητας που περιγράφεται 

στον επόµενο πίνακα (µοντέλο ορίων πιθανότητας α) για κανονική ή προσεγγιστικά 

κανονική κατανοµή της W   

Πίνακας 1.2: Μοντέλο Ορίων Πιθανότητας α 

LCL Center Line  UCL 

WW z σµ α 2/−  Wµ  WW z σµ α 2/+  

Με az  συµβολίζουµε το άνω a -ποσοστιαίο σηµείο της τυπικής κανονικής 

κατανοµής. Σηµειώνουµε πως στην περίπτωση που η κατανοµή της W  δεν είναι 

κανονική (ή δεν ισχύουν οι προϋποθέσεις του Κεντρικού Οριακού Θεωρήµατος) 

µπορούµε αντί των ποσοστιαίων σηµείων της τυπικής κανονικής κατανοµής να 

χρησιµοποιήσουµε ποσοστιαία σηµεία της κατανοµής της W . 

Πέρα από το άνω και κάτω όριο ενός διαγράµµατος ελέγχου, έχουν οριστεί και 

εξωτερικά προειδοποιητικά όρια ελέγχου (outer warning limits, OWL) καθώς και 

εσωτερικά όρια ελέγχου (inner warning limits, IWL). Σε µοντέλο ορίων 3σ τα 

εξωτερικά προειδοποιητικά όρια ελέγχου σχεδιάζονται (συνήθως) σε απόσταση σ2  

(όρια 2σ) από την κεντρική γραµµή του διαγράµµατος και στοχεύουν στην αύξηση 

της ευαισθησίας αυτού. Έτσι, αν παρατηρήσουµε ένα ή περισσότερα σηµεία µεταξύ 

των εξωτερικών προειδοποιητικών ορίων και των ορίων ελέγχου (προς τη µια πλευρά 

της κεντρικής γραµµής) τότε αυτό λαµβάνεται ως ένδειξη ότι η διεργασία µπορεί να 

είναι εκτός ελέγχου. Επίσης, σε µοντέλο ορίων 3σ τα εσωτερικά προειδοποιητικά 

όρια σχεδιάζονται σε απόσταση σ1  (όρια  1σ) από την κεντρική γραµµή του 

διαγράµµατος. Έτσι, το διάγραµµα ελέγχου χωρίζεται σε τρεις ζώνες (προς κάθε 

πλευρά της κεντρικής γραµµής) και οι ζώνες αυτές χρησιµοποιούνται για τον ορισµό 

διαφόρων κανόνων των οποίων η χρήση αποσκοπεί στο να κάνουν πιο ευαίσθητο ένα 
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διάγραµµα ελέγχου στην ανίχνευση της παρουσίας ειδικών αιτιών µεταβλητότητας. 

Σε επόµενες παραγράφους θα αναφερθούµε εκτενέστερα στους τρόπους µε τους 

οποίους µπορούν να χρησιµοποιηθούν τα προειδοποιητικά όρια ελέγχου ώστε να 

αυξηθεί η ευαισθησία ενός διαγράµµατος. 

Για την ανάπτυξη ενός διαγράµµατος ελέγχου είναι απαραίτητο να επιλέξουµε το 

µέγεθος του δείγµατος n  που θα χρησιµοποιήσουµε, αφού λόγοι κόστους αλλά και 

λειτουργίας της ίδιας της διεργασίας δεν επιτρέπουν σε πολλές περιπτώσεις την 

εξέταση όλων των παραγόµενων προϊόντων. Επίσης θα πρέπει να καθοριστεί και ο 

ρυθµός µε τον οποίο θα συλλέγονται τα δείγµατα. Γίνεται άµεσα αντιληπτό ότι οι 

επιλογές των παραµέτρων αυτών παίζουν σηµαντικό ρόλο στην απόδοση του 

διαγράµµατος ενώ επηρεάζουν και επηρεάζονται από τον παράγοντα κόστος. Η 

γενική πολιτική που ακολουθείται είναι να συλλέγουµε µικρά µεγέθη δειγµάτων 

αρκετά συχνά (ιδιαίτερα σε περιπτώσεις µαζικής παραγωγής προϊόντων ή όταν 

εµφανίζονται συχνά ειδικές αιτίες µεταβλητότητας) παρά µεγάλα µεγέθη δειγµάτων 

λιγότερο συχνά. Γενικά µεγάλα µεγέθη δειγµάτων κάνουν πιο εύκολη την ανίχνευση 

οποιασδήποτε µεταβολής στην τιµή της κρίσιµης ποσότητας που παρακολουθούµε 

ενώ ένας ταχύς ρυθµός συλλογής δειγµάτων επιτρέπει την έγκαιρη ανίχνευση της 

µεταβολής. Τα τελευταία 20 χρόνια έχει γίνει µια προσπάθεια είτε το µέγεθος 

δείγµατος είτε ο ρυθµός δειγµατοληψίας είτε και τα δύο να καθορίζονται από τη 

συµπεριφορά των σηµείων που απεικονίζονται στο διάγραµµα ελέγχου. Έτσι έχει 

προταθεί η χρήση µεταβλητού ρυθµού δειγµατοληψίας ή/και µεταβλητού µεγέθους 

δείγµατος, δηλαδή η χρήση διαγραµµάτων ελέγχου µε προσαρµόσιµες παραµέτρους 

(adaptive control charts). 

Έτσι, εκτός της τιµής του L  θα πρέπει να καθοριστεί η τιµή του n  καθώς και η 

συχνότητα δειγµατοληψίας (sampling rate). Σε περιπτώσεις που η επιλογή των 

παραµέτρων του διαγράµµατος γίνεται µε στατιστικά κριτήρια θα αναφερόµαστε σε 

στατιστικό σχεδιασµό των διαγραµµάτων ελέγχου (Statistical Design Control Charts) 

ενώ αν γίνεται µε οικονοµικά κριτήρια θα αναφερόµαστε σε σχεδιασµό 

διαγραµµάτων ελέγχου µε οικονοµικά κριτήρια (Economical Design Control Charts). 

Στην παρούσα διατριβή η ανάπτυξη των προτεινόµενων διαγραµµάτων βασίζεται σε 

στατιστικά κριτήρια. 

Στην επόµενη παράγραφο περιγράφονται τα βασικά µέτρα που καθορίζουν την 

απόδοση ενός διαγράµµατος ελέγχου. 
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1.5 Μέτρα Απόδοσης ενός ∆ιαγράµµατος Ελέγχου 

 

Μια από τις βασικότερες έννοιες που σχετίζεται µε τα διαγράµµατα ελέγχου είναι το 

µέσο µήκος ροής ή µέσο µήκος διαδροµής (Average Run Length, συµβ. ARL) του 

διαγράµµατος. Το ARL ορίζεται από τη σχέση 

                                                          
p

ARL
1

=                                                         (1.1) 

όπου p  συµβολίζει την πιθανότητα να βρεθεί ένα σηµείο του διαγράµµατος εκτός 

των ορίων ελέγχου. Έτσι, ο αριθµός των σηµείων που σχεδιάζονται στο διάγραµµα 

µέχρι να βρεθεί για πρώτη φορά ένα σηµείο εκτός των ορίων ελέγχου είναι µια τυχαία 

µεταβλητή και ακολουθεί τη γεωµετρική κατανοµή µε πιθανότητας επιτυχίας p . 

Θυµίζουµε πως αν η τυχαία µεταβλητή T  ακολουθεί τη γεωµετρική κατανοµή µε 

πιθανότητα επιτυχίας p  (συµβ. ))(~ pGT , τότε 

                                    K,3,2,1,)1()Pr( 1 =−== − xppxT x                                 (1.2) 

και  

                                               
2

1
)(,

1
)(

p
XV

p
TE == .                                          (1.3) 

Είναι προφανές λοιπόν ότι η ποσότητα ARL  δηλώνει τη µέση τιµή του αριθµού T  

των σηµείων (δειγµάτων) που πρέπει να απεικονιστούν στο διάγραµµα ελέγχου για να 

εµφανιστεί ένδειξη εκτός ελέγχου διεργασίας (ένα σηµείο εκτός των ορίων ελέγχου), 

αφού το )(~ pGT . Η τυχαία µεταβλητή T  ονοµάζεται µήκος ροής (run length) του 

διαγράµµατος. 

Το µέσο µήκος ροής µιας διεργασίας που βρίσκεται εντός ελέγχου συµβολίζεται µε 

inARL  (in-control average run length) και είναι ίσο µε 

                                                            
a

ARL
1

in =                                                      (1.4) 

όπου a  είναι η πιθανότητα να βρεθεί ένα σηµείο εκτός των ορίων ελέγχου ενώ η 

διεργασία βρίσκεται εντός ελέγχου. Προφανώς, στην πράξη θέλουµε να έχουµε 

µεγάλο inARL . Η πιθανότητα a  υπολογίζεται µε τη σχέση 

LCLWa <= Pr( ή )~|Pr(1)~| WW FWUCLWLCLFWUCLW ≤≤−=>  

δηλαδή 

                                          )()(1 −+−= LCLFUCLFa WW                                         (1.5) 
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όπου )(⋅WF  είναι η εντός ελέγχου συνάρτηση κατανοµής της τυχαίας µεταβλητής W . 

Ως εντός ελέγχου συνάρτηση κατανοµής της τυχαίας µεταβλητής W  εννοούµε την 

κατανοµή της W  όταν η διεργασία λειτουργεί µόνο υπό την παρουσία µόνο φυσικών 

αιτιών µεταβλητότητας οπότε οι παράµετροι της κατανοµής της W  έχουν τις εντός 

ελέγχου τιµές. 

Ειδικότερα, για την περίπτωση που το ποιοτικό χαρακτηριστικό X  του προϊόντος 

ακολουθεί κανονική κατανοµή µε (εντός ελέγχου) µέση τιµή µ  και διασπορά 2σ  

(δηλ. ),(~ 2σµNX ) και µας ενδιαφέρει η παρακολούθηση της µέσης τιµής µ , τότε 

χρησιµοποιούµε συνήθως ένα διάγραµµα ελέγχου 3σ στο οποίο απεικονίζεται ο 

δειγµατικός µέσος XW =  ( X  διάγραµµα ελέγχου). Αφού ),(~ 2σµNX , η σχέση 

(1.5) δίνει  

   



−<=

n
X

σ
µα 3Pr ή 0027.0))3(1(2),(~|3 2 =Φ−=




+> σµ

σ
µ NX

n
X .  (1.6) 

Είναι φανερό ότι η πιθανότητα a  δεν εξαρτάται από το µέγεθος δείγµατος, και σε 

αυτή την περίπτωση το εντός ελέγχου µέσο µήκος ροής ισούται µε 

4.3700027.01in ≈=ARL .  

Το µέσο µήκος ροής µιας διεργασίας που βρίσκεται εκτός ελέγχου συµβολίζεται 

µε outARL  (out-of-control average run length) και είναι ίσο µε 

                                                        
β−

=
1

1
outARL                                                   (1.8) 

όπου µε β  συµβολίζουµε την πιθανότητα να βρεθεί ένα σηµείο του διαγράµµατος 

εντός των ορίων ελέγχου, οπότε η πιθανότητα να βρίσκεται εκτός των ορίων είναι ίση 

µε β−1 . Σε αντιστοιχία µε τον υπολογισµό της πιθανότητας a , η πιθανότητα β  

υπολογίζεται µε τη σχέση  

                  )()()~|Pr( *** −−=≤≤= LCLFUCLFFWUCLWLCL WWWβ                 (1.9) 

όπου )(* ⋅WF  είναι η εκτός ελέγχου συνάρτηση κατανοµής της τυχαίας µεταβλητής W  

που είναι διαφορετική από την εντός ελέγχου κατανοµή )(⋅WF . Ως εκτός ελέγχου 

συνάρτηση κατανοµής της τυχαίας µεταβλητής W  εννοούµε την κατανοµή της W  

όταν η διεργασία λειτουργεί υπό την παρουσία ειδικών αιτιών µεταβλητότητας και οι 

τιµές των παραµέτρων της κατανοµής της W  έχουν µετατοπιστεί από τις εντός 

ελέγχου τιµές. Στην πράξη είναι επιθυµητή µια µικρή τιµή του outARL  αφού το 
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outARL  δηλώνει τον αναµενόµενο αριθµό δειγµάτων που πρέπει να ληφθούν για να 

εντοπιστεί η αλλαγή στο µέσο επίπεδο της διεργασίας από τη στιγµή που η 

µετατόπιση αυτή συµβεί.  

Συνεχίζοντας την προαναφερθείσα ειδική περίπτωση της κανονικής κατανοµής 

υποθέτουµε ότι η µέση τιµή της X  µετατοπίζεται από µ  σε *µ  (η τυπική απόκλιση 

παραµένει σταθερή), οπότε )*,(~ 2 nNXW σµ= . Τότε η σχέση (1.3) δίνει  









+≤≤−= ),*(~|33Pr 2σµ

σ
µ

σ
µβ NX

n
X

n
 

                                  









−

−
Φ−










+

−
Φ= 3

*)(
3

*)(

σ
µµ

σ
µµ nn

.                       (1.10) 

Είναι εµφανές ότι η πιθανότητα β  εξαρτάται από το *µ  και από το µέγεθος 

δείγµατος n . 

Στο Σχήµα 1.2 δίνονται γραφικές παραστάσεις της πιθανότητας β  συναρτήσει της 

µετατόπισης µµδ −= *  ( 40 ≤≤ δ ) για διάφορα µεγέθη δειγµάτων ( 2=n , 5, 10, 

20, 25). Για την τυπική απόκλιση σ  θεωρούµε χωρίς βλάβη της γενικότητας ότι 

1=σ . Παρατηρούµε ότι αυξάνοντας το µέγεθος του δείγµατος n  η πιθανότητα β   

µειώνεται και συνεπώς βελτιώνεται η ικανότητα του διαγράµµατος ελέγχου να 

ανιχνεύει εγκαίρως τις µετατοπίσεις του µέσου επιπέδου της διεργασίας. Με βάσει τη 

µετατόπιση που θέλουµε να ανιχνεύσουµε (είτε µικρή είτε µεγάλη) είναι δυνατό να 

επιλέξουµε το κατάλληλο µέγεθος δείγµατος έτσι ώστε να έχουµε συγκεκριµένη τιµή 

για το outARL  
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Σχήµα 1.2. Χαρακτηριστικές καµπύλες του X  διαγράµµατος ελέγχου 

 

Αν αντί των ορίων σ3  είχαµε επιλέξει σL  όρια, τότε οι σχέσεις (1.6) και (1.10) 

παίρνουν αντίστοιχα τη µορφή 

        
n

LXa
σ

µ −<= Pr( ή ))(1(2)),(~| 2 LNX
n

LX Φ−=+> σµ
σ

µ            (1.11) 

                           









−

−
Φ−










+

−
Φ= L

n
L

n

σ
µµ

σ
µµ

β
*)(*)(

.                         (1.12) 

Από τις παραπάνω σχέσεις  βλέπουµε ότι καθώς αυξάνει η τιµή του L  µειώνεται η 

πιθανότητα εσφαλµένης ένδειξης εκτός ελέγχου διεργασίας. Επίσης αυξάνεται ενώ 

αντίθετα αυξάνεται η πιθανότητα λανθασµένης ένδειξης ότι η διεργασία βρίσκεται 

εντός ελέγχου ενώ στην πραγµατικότητα βρίσκεται εκτός λόγω µετατόπισης του 

µέσου της διεργασίας. Επισηµαίνουµε την οµοιότητα των παραπάνω µε τον έλεγχο 

της υπόθεσης για τη µέση τιµή ενός πληθυσµού όπου τα a , β  δηλώνουν τα 

Σφάλµατα τύπου Ι, ΙΙ αντίστοιχα. 

Η χρήση του ARL  ως µέτρου για την περιγραφή της απόδοσης µιας διεργασίας 

έχει υποστεί κριτική τα τελευταία χρόνια (Montgomery (2005), σελ. 161) αφού το 

ARL  που παρατηρείται στην πράξη διαφέρει συνήθως αρκετά από το «θεωρητικό» 

ARL  (είτε είναι αρκετά µεγαλύτερο είτε είναι αρκετά µικρότερο) λόγω του ότι η 

κατανοµή του µήκους ροής είναι µη-συµµετρική (παρουσιάζει δεξιά ουρά) και 

συνεπώς η µέση τιµή δεν µπορεί να χρησιµοποιηθεί ως αντιπροσωπευτικό µέτρο 

δ 

25 

20 10 
5 

2 

β 
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κεντρικής τάσης της κατανοµής (ιδιαίτερα για µικρές τιµές του p ). Μια συνήθης 

πρακτική είναι να συνοδεύεται η τιµή του ARL  µε την τυπική απόκλιση της 

κατανοµής του µήκος ροής SDRL  (standard deviation run length). Στην περίπτωση 

που η κατανοµή του µήκους ροής του διαγράµµατος είναι η γεωµετρική η τιµή του 

SDRL  ταυτίζεται µε την τιµή του ARL , όπως φαίνεται από τη σχέση (1.3). Επιπλέον, 

η γνώση της κατανοµής του µήκους ροής, η οποία µε βάση τα όσα έχουµε δει έως 

τώρα είναι µια γεωµετρική κατανοµή, µας επιτρέπει τον υπολογισµό και τη χρήση 

ποσοστιαίων σηµείων προκειµένου να έχουµε περισσότερη πληροφορία σχετικά µε 

την απόδοση του διαγράµµατος. 

Για να γίνει πιο κατανοητή η χρήση των ποσοστιαίων σηµείων ας δούµε το 

επόµενο παράδειγµα: Ας θεωρήσουµε ένα µοντέλο ορίων 3σ όπου η κατανοµή της W  

είναι κανονική µε γνωστές παραµέτρους. Ο ακόλουθος πίνακας δίνει τη µέση τιµή 

(ARL), την τυπική απόκλιση (SDRL), το πρώτο ( 1Q ), το τρίτο ( 3Q ) τεταρτηµόριο και 

τη διάµεσο ( M ) της κατανοµής του µήκους ροής όταν η διεργασία είναι εντός 

ελέγχου. 

Πίνακας 1.3: Πίνακας στατιστικών µέτρων για την κατανοµή του µήκους ροής 

a  ARL SDRL Q1 M Q3 

0.0027 370.4 370.4 107 257 513 

Από τον παραπάνω πίνακα προκύπτει ότι κατά µέσο όρο αναµένονται περίπου 370 

δείγµατα µέχρι να βρεθεί σηµείο εκτός των ορίων ελέγχου όταν η διεργασία είναι 

εντός ελέγχου. Εκτός αυτού όµως, από την τιµή της διαµέσου ο διαχειριστής του 

διαγράµµατος γνωρίζει ότι η πιθανότητα να περιµένω περίπου 257 δείγµατα µέχρι να 

βρεθεί ένα σηµείο εκτός των ορίων ελέγχου είναι τουλάχιστον 50%. Επιπλέον από 

την τιµή 3Q  έχουµε ότι η πιθανότητα να µη δώσει το διάγραµµα ένδειξη εκτός 

ελέγχου διεργασίας µετά το 513
ο
 απεικονιζόµενο σηµείο είναι το πολύ 25%. Έτσι 

λοιπόν σε πρακτικές εφαρµογές η χρήση των ποσοστιαίων σηµείων της κατανοµής 

του µήκους ροής µας παρέχει περισσότερες πληροφορίες σχετικά µε την απόδοση του 

διαγράµµατος ελέγχου. 
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1.6 Άλλα Μέτρα Απόδοσης 

 

Στην προηγούµενη παράγραφο παρουσιάσαµε το βασικότερο µέτρο απόδοσης ενός 

διαγράµµατος ελέγχου και είδαµε τα κύρια χαρακτηριστικά του. Στην παρούσα 

παράγραφο θα αναφερθούµε εν συντοµία σε εναλλακτικά µέτρα απόδοσης ενός 

διαγράµµατος ελέγχου. 

Ένα µέτρο που χρησιµοποιείται αρκετά συχνά στην πράξη είναι ο µέσος χρόνος 

σήµατος (ή µέσος χρόνος ένδειξης εκτός ελέγχου διεργασίας) ATS  (average time to 

signal) που ορίζεται µε τη σχέση  

                                                        τ×= ARLATS                                                (1.13) 

όπου τ  συµβολίζει το χρόνο που µεσολαβεί για τη λήψη δύο διαδοχικών δειγµάτων 

(θεωρούµε ότι το τ  είναι σταθερό). Έτσι η ποσότητα ATS  δηλώνει το µέσο χρόνο 

που απαιτείται για να δώσει το διάγραµµα ελέγχου ένδειξη εκτός ελέγχου διεργασίας. 

Αν ο ρυθµός δειγµατοληψίας είναι µεταβλητός τότε ορίζεται µια νέα κατηγορία 

διαγραµµάτων ελέγχου, τα διαγράµµατα µε µεταβλητό ρυθµό δειγµατοληψίας 

(adaptive sampling rate control charts). Σε αυτή την περίπτωση το τ  δεν είναι 

σταθερό αλλά τυχαία µεταβλητή και ο µέσος χρόνος σήµατος δίνεται από τη σχέση  

                                                       )(τEARLATS ×= .                                          (1.14) 

Στο σηµείο αυτό είναι απαραίτητο να γίνει η εξής διάκριση. Τα µέτρα ARL , ATS  

που έχουµε αναφέρει έως τώρα υπολογίζουν την απόδοση του διαγράµµατος 

θεωρώντας ότι η µεταβολή στην εντός ελέγχου τιµή της παραµέτρου συµβαίνει 

ακριβώς τη χρονική στιγµή που αρχίζει η παρακολούθηση της διεργασίας. Σε αυτή 

την περίπτωση οµιλούµε για µέτρα ARL  και ATS  αρχικής κατάστασης (initial state 

ARL , ATS ). Σε πολλές περιπτώσεις όµως η διεργασία ξεκινάει ευρισκόµενη εντός 

ελέγχου και η µεταβολή στην τιµή της υπό παρακολούθηση παραµέτρου συµβαίνει σε 

κάποιο τυχαίο χρονικό σηµείο µεταξύ της λήψης δύο διαδοχικών δειγµάτων. Σε αυτή 

την περίπτωση για τον υπολογισµό της απόδοσης ενός διαγράµµατος µε µεταβλητό 

ρυθµό δειγµατοληψίας χρησιµοποιείται το µέτρο ATS  σταθερής κατάστασης (steady 

state ATS ) το οποίο στη βιβλιογραφία έχει επικρατήσει να αναφέρεται ως 

προσαρµοσµένος µέσος χρόνος σήµατος (adjusted average time to signal, συµβ. 

AATS ). Ανάλογη είναι η περίπτωση των διαγραµµάτων µε σταθερό ρυθµό 

δειγµατοληψίας όπου χρησιµοποιείται το µέτρο ARL  σταθερής κατάστασης (steady 

state ARL ). Γενικά οι συγκρίσεις µεταξύ των διαφορετικών διαγραµµάτων ελέγχου 
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χωρίς µεταβλητό ρυθµό δειγµατοληψίας έχει επικρατήσει να γίνονται 

χρησιµοποιώντας το ARL  αρχικής κατάστασης, ενώ για τα διαγράµµατα µε 

µεταβλητό ρυθµό δειγµατοληψίας χρησιµοποιείται το AATS .  

 

1.7 Ταξινόµηση ∆ιαγραµµάτων Ελέγχου 

 

Έχουµε ήδη αναφέρει µια πρώτη διάκριση των διαγραµµάτων ελέγχου που βασίζεται 

στην κατανοµή του ποιοτικού χαρακτηριστικού που µας ενδιαφέρει. Έτσι, αν αυτή 

είναι συνεχής έχουµε διαγράµµατα ελέγχου για µεταβλητές (control charts for 

variables) ενώ αν είναι διακριτή έχουµε τα διαγράµµατα ελέγχου για διακριτά 

χαρακτηριστικά (control charts for attributes). Στη συνέχεια δίνουµε περαιτέρω 

διακρίσεις των διαγραµµάτων ελέγχου: 

1. Αν από την παραγωγική διεργασία λαµβάνονται δείγµατα µετρήσεων 

µεγέθους µεγαλύτερου της µονάδας µιλάµε για διαγράµµατα ελέγχου για οµάδες 

(control charts for rational subgroups), ενώ αν λαµβάνονται δείγµατα µετρήσεων 

µεγέθους ίσου µε τη µονάδα µιλάµε για διαγράµµατα ελέγχου για µεµονωµένες 

παρατηρήσεις (control charts for individual observations). 

2. Αν οι µετρήσεις που λαµβάνονται κάθε χρονική στιγµή t  εξαρτώνται από 

µετρήσεις που ελήφθησαν σε προηγούµενες χρονικές στιγµές τότε αναφερόµαστε 

σε διαγράµµατα ελέγχου για αυτοσυσχετιζόµενες διεργασίες (control charts for 

autocorrelated processes), ενώ αν οι µετρήσεις που λαµβάνονται σε κάθε χρονική 

στιγµή είναι ανεξάρτητες από µετρήσεις που ελήφθησαν σε προηγούµενες 

χρονικές στιγµές τότε αναφερόµαστε σε διαγράµµατα ελέγχου για ασυσχέτιστες 

διεργασίες (control charts for uncorrelated processes). 

3. Αν οι µετρήσεις που λαµβάνονται αφορούν ένα ποιοτικό χαρακτηριστικό 

χρησιµοποιούµε µονοµεταβλητά διαγράµµατα ελέγχου (univariate control charts) 

ενώ αν οι µετρήσεις αναφέρονται σε περισσότερα ποιοτικά χαρακτηριστικά 

χρησιµοποιούµε πολυµεταβλητά διαγράµµατα ελέγχου (multivariate control 

charts). 

4. Αν οι µετρήσεις που λαµβάνονται ακολουθούν µια γνωστή κατανοµή τότε 

οµιλούµε για παραµετρικά διαγράµµατα ελέγχου ενώ στην αντίθετη περίπτωση 

οµιλούµε για µη παραµετρικά διαγράµµατα ελέγχου. 
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5. Αν το διάγραµµα ελέγχου στοχεύει στην παρακολούθηση της µέσης τιµής του 

ποιοτικού χαρακτηριστικού οµιλούµε για διάγραµµα ελέγχου για τη µέση τιµή, 

ενώ αν στοχεύει στην παρακολούθηση της διασποράς του οµιλούµε για διάγραµµα 

ελέγχου για τη διασπορά. 

6. Αν οι µετρήσεις (δείγµατα) λαµβάνονται σε σταθερούς χρόνους οµιλούµε για 

διαγράµµατα ελέγχου σταθερού χρόνου, ενώ αν λαµβάνονται σε µη σταθερούς 

χρόνους οµιλούµε για διαγράµµατα µεταβλητού χρόνου. 

7. Αν το µέγεθος δείγµατος είναι σταθερό τότε οµιλούµε για διαγράµµατα 

ελέγχου σταθερού µεγέθους δείγµατος ενώ σε αντίθετη περίπτωση οµιλούµε για 

διαγράµµατα ελέγχου µεταβλητού µεγέθους δείγµατος. 

Στον ακόλουθο πίνακα δίνεται η ορολογία του κατάλληλου διαγράµµατος ελέγχου 

ανάλογα µε την κατηγορία που αυτό εµπίπτει. 

 

Πίνακας 1.4: Ταξινόµηση ∆ιαγραµµάτων Ελέγχου 

Continuous Control Charts for Variables Distribution of the quality 

characteristic Discrete Control Charts for Attributes 

1=n  Control Charts for Individuals 

Sample Size 
1>n  

Control Charts for Rational 

Subgroups 

No 
Control Charts for Uncorrelated 

Processes 
Time Dependence 

Yes 
Control Charts for Autocorrelated 

Processes 

One Univariate Control Charts 

Number of Process Variables More than 

one 
Multivariate Control Charts 

Known Parametric Control Chart 
Process Distribution 

Unknown Non-Parametric Control Chart 

Fixed 
Fixed Sampling Interval Control 

Chart 
Sampling Interval 

Variable 
Variable Sampling Interval 

Control Chart 

Fixed Fixed Sample Size Control Chart 

Adaptive 

Control 

Charts 

Sample Size 
Variable 

Variable Sample Size Control 

Chart 
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1.8 Βασικά Είδη ∆ιαγραµµάτων Ελέγχου 

 

Τα βασικότερα είδη διαγραµµάτων ελέγχου τα οποία χρησιµοποιούνται στην πράξη 

είναι τα διαγράµµατα ελέγχου τύπου Shewhart, CUSUM και EWMA. Για 

περισσότερες λεπτοµέρειες σχετικά µε τις βασικές ιδιότητες και τη χρήση των 

διαγραµµάτων αυτών, ο ενδιαφερόµενος αναγνώστης παραπέµπεται στους 

Montgomery (2005), Ryan (2000), Derman and Ross (1997), Wheeler and Chambers 

(1992), και Grant and Leavenworth (1999). 

Προτού προχωρήσουµε στην παρουσίαση των διαγραµµάτων πρέπει να τονίσουµε 

ότι για τον έλεγχο µιας παραγωγικής διεργασίας µε χρήση διαγραµµάτων ελέγχου 

υπάρχουν δύο φάσεις (phases), η Φάση Ι και η Φάση ΙΙ και τις οποίες θα 

περιγράψουµε στη συνέχεια: 

Φάση Ι (Phase I): Σε αυτή τη φάση τα διαγράµµατα ελέγχου χρησιµοποιούνται 

αναδροµικά για να ελέγξουν αν η διεργασία ήταν εντός ή εκτός ελέγχου εξετάζοντας 

δείγµατα που συλλέχθηκαν σε παρελθόντα χρόνο. Σκοπός τους είναι να βοηθήσουνε 

το διαχειριστή της διεργασίας να τη φέρει τη διεργασία εντός στατιστικού ελέγχου. 

Όταν αυτό επιτευχθεί τα διαγράµµατα ελέγχου που προκύπτουν (κεντρική γραµµή 

και όρια ελέγχου) είναι κατάλληλα για µελλοντική παρακολούθηση της 

συµπεριφοράς της διεργασίας. Αυτή η χρήση των διαγραµµάτων αναφέρεται και ως 

αναδροµική (retrospective). Γενικά πολύ περισσότερες δράσεις και σκέψεις 

εξελίσσονται κατά τη διάρκεια αυτής της φάσης πλην της απλής διαγραµµατοποίησης 

κάποιων δεδοµένων. Ο διαχειριστής της διεργασίας µελετά σε βάθος τη διεργασία και 

αυτό γιατί δεν είναι εύκολο κανείς να αποφασίσει αν η διεργασία ήταν εντός ή εκτός 

στατιστικού ελέγχου κατά τη χρονική περίοδο που τα δεδοµένα συλλέχθηκαν. 

Φάση ΙΙ (Phase II): Σε αυτή τη φάση τα διαγράµµατα ελέγχου χρησιµοποιούνται 

προκειµένου να ελέγχουµε συνεχώς αν η διαδικασία παραµένει εντός ελέγχου. Ο 

διαχειριστής έχει στα χέρια του ένα πολύτιµο εργαλείο µέσω του οποίου είναι δυνατό 

να παρακολουθεί συνεχώς την παραγωγική διεργασία και να ανιχνεύει εγκαίρως µια 

πιθανή αλλαγή στο µέσο επίπεδο των χαρακτηριστικών που καθορίζουν την ποιότητα 

του παραγόµενου προϊόντος. ∆ηλαδή σε κάθε χρονική περίοδο που λαµβάνεται ένα 

δείγµα από τη διεργασία ο διαχειριστής παίρνει µια απάντηση στο ερώτηµα εάν η 

διεργασία παραµένει εντός ελέγχου. Παράλληλα αδιαφορεί για τον τρόπο µε τον 
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οποίο προέκυψαν τα όρια ελέγχου και η κεντρική γραµµή του διαγράµµατος που 

χρησιµοποιεί. 

 

1.8.1 ∆ιαγράµµατα Ελέγχου Τύπου Shewhart 

 

Τα διαγράµµατα ελέγχου τύπου Shewhart προτάθηκαν από τον Walter A. Shewhart 

(1931) ο οποίος εργαζόταν ως στατιστικός στα εργαστήρια της εταιρείας Bell και 

αποτελούν τα πιο γνωστά αλλά και πιο συχνά χρησιµοποιούµενα διαγράµµατα 

ελέγχου. 

Αποτελούνται από δύο όρια ελέγχου, το άνω όριο ελέγχου UCL και το κάτω όριο 

ελέγχου LCL, και την κεντρική γραµµή του διαγράµµατος CL η οποία έχει τιµή ίση 

µε το µέσο επίπεδο της διεργασία χωρίς την παρουσία ειδικής αιτίας µεταβλητότητας 

(εντός ελέγχου διεργασία). Για την κατασκευή ενός διαγράµµατος Shewhart 

συλλέγονται δείγµατα µεγέθους 1≥n , υπολογίζεται η τιµή κατάλληλης στατιστικής 

συνάρτησης W  η οποία απεικονίζεται σε ένα διάγραµµα όπου τα όρια ελέγχου 

απέχουν απόσταση L  το καθένα (σε µονάδες τυπικής απόκλισης) από την κεντρική 

γραµµή. Όταν ένα σηµείο βρεθεί εκτός των ορίων ελέγχου τότε έχουµε ένδειξη εκτός 

ελέγχου διεργασίας. 

Η πρόταση του Shewhart ήταν για 3=L  αν και έκτοτε προτάθηκαν διάφορες 

επιλογές για την τιµή του L  µε σκοπό να καλύψουν τις απαιτήσεις στην πράξη. Το 

διάγραµµα τύπου Shewhart για την παρακολούθηση της µέσης τιµής µιας 

παραγωγικής διεργασίας, το οποίο βασίζεται σε σ3  όρια ελέγχου µε µετρήσεις που 

προέρχονται από κανονική κατανοµή µε γνωστές παραµέτρους είναι το πιο γνωστό 

και ευρέως χρησιµοποιούµενο διάγραµµα της κατηγορίας αυτής και αποτελεί µέτρο 

σύγκρισης µε όλα τα νέα προτεινόµενα διαγράµµατα παρακολούθησης της µέσης 

τιµής. Θα αναφερόµαστε σε αυτό ως το σύνηθες ή το τυπικό X  διάγραµµα ελέγχου 

Shewhart. 

Το βασικό µειονέκτηµα των διαγραµµάτων ελέγχου τύπου Shewhart είναι ότι δεν 

είναι ευαίσθητα στην ανίχνευση µικρών ή και µεσαίων µετατοπίσεων στην τιµή της 

υπό παρακολούθηση παραµέτρου που καθορίζει την ποιότητα των παραγόµενων 

προϊόντων ή προσφερόµενων υπηρεσιών. Έτσι, έχουν προταθεί διαγράµµατα τα 

οποία χρησιµοποιούν σύνθετους κανόνες για την ανακήρυξη µιας διεργασίας εκτός 

ελέγχου. Ειδικότερα, ένας τρόπος να αυξηθεί η ευαισθησία του διαγράµµατος είναι η 



 17 

χρήση προειδοποιητικών ορίων ελέγχου (δείτε Παράγραφο 1.4) και κανόνων 

διακοπής οι οποίοι βασίζονται στη θεωρία ροών (runs rules). Τέτοιοι κανόνες 

προτάθηκαν για πρώτη φορά από τη Western Electric Company (1956) µε σκοπό την 

αύξηση της ευαισθησίας του X  διαγράµµατος και χρησιµοποιούνται πολύ συχνά 

στην πράξη. Εκτενέστερη αναφορά στους κανόνες της Western Electric Company 

αλλά και γενικά στα διαγράµµατα τύπου Shewhart µε κανόνες ροών γίνεται σε 

επόµενες παραγράφους. 

Αξίζει να αναφέρουµε ότι για την ανάπτυξη ενός διαγράµµατος ελέγχου τύπου 

Shewhart αρκεί η γνώση της κατανοµής της απεικονιζόµενης στατιστικής 

συνάρτησης W . Έτσι, χρησιµοποιώντας τον Πίνακα 1.1 µε την επιθυµητή τιµή για το 

L  µπορούµε να αναπτύξουµε διαγράµµατα τύπου Shewhart για την παρακολούθηση 

της µέσης τιµής και της διασποράς του υπό παρακολούθηση χαρακτηριστικού 

οποιαδήποτε και αν είναι (συνεχής ή διακριτή) η κατανοµή των αρχικών 

παρατηρήσεων. 

Στο Παράρτηµα δίνονται οι βασικοί τύποι για την ανάπτυξη των βασικότερων 

διαγραµµάτων ελέγχου τύπου Shewhart. Για λόγους πληρότητας έχουµε 

συµπεριλάβει διαγράµµατα ελέγχου για µεταβλητές (Παράρτηµα Π.1) και για 

ιδιότητες (Παράρτηµα Π.2) αν και µε τα δεύτερα δεν θα ασχοληθούµε καθόλου. 

 

1.8.2. ∆ιαγράµµατα Ελέγχου Τύπου CUSUM 

 

Τα διαγράµµατα ελέγχου τύπου CUSUM προτάθηκαν από τον Page (1954). Σε αυτά 

απεικονίζεται η στατιστική συνάρτηση 

                             0],)(,0max[ 010 =++−= ++
−

+ SSKXS ttt µ                               (1.15) 

µε σκοπό την ανίχνευση µετατοπίσεων στη µέση τιµή της παραγωγικής διεργασίας σε 

υψηλότερο επίπεδο. Η τιµή 0µ  δηλώνει την εντός ελέγχου µέση τιµή ενώ µε tX  

συµβολίζεται η τιµή της µεµονωµένης παρατήρησης που λαµβάνεται τη χρονική 

στιγµή t . Επίσης απεικονίζεται και η ποσότητα 

                             0],)(,0max[ 010 =+−−= −−
−

− SSKXS ttt µ ,                             (1.16) 

µε σκοπό την ανίχνευση µετατοπίσεων στη µέση τιµή της παραγωγικής διεργασίας σε 

χαµηλότερο επίπεδο. 
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Οι τιµές των ποσοτήτων +
0S  και −

0S  ονοµάζονται τιµές εκκίνησης (headstart 

values). Η ποσότητα )0(≥K  ονοµάζεται τιµή αναφοράς (reference value) και η 

συνήθης τιµή της προκύπτει από τη σχέση σµµδσ kK =−== 2/2/ 01 , όπου η τιµή 

1µ  δηλώνει µια εκτός ελέγχου µέση τιµή. Η ποσότητα +
tS  συσσωρεύει τις αποκλίσεις 

των παρατηρήσεων tX  από την ποσότητα K+0µ  από τη στιγµή που θα εµφανιστεί 

θετική απόκλιση, και µπορεί να θεωρηθεί κατάλληλη για τον έλεγχο της υπόθεσης 

                              δσµµµµµ +==−= +
01100 :: HH , 0>δ                           (1.17) 

αφού µεγάλες θετικές τιµές της +
tS  οδηγούν σε αποδοχή της υπόθεσης +

1H . Ανάλογα, 

η ποσότητα −
tS  συσσωρεύει τις αποκλίσεις των παρατηρήσεων tX  από την ποσότητα 

K−0µ  από τη στιγµή που θα εµφανιστεί αρνητική απόκλιση, και µπορεί να 

θεωρηθεί κατάλληλη για τον έλεγχο της υπόθεσης 

                             δσµµµµµ −==−= −
01100 :: HH , 0>δ                           (1.18) 

αφού µεγάλες αρνητικές τιµές της −
tS  οδηγούν σε αποδοχή της υπόθεσης −

1H . Για το 

ποια από τις δύο εναλλακτικές υποθέσεις +
1H  και −

1H  θα αποδεχθούµε ή όχι σε κάθε 

βήµα της διαδικασίας η απόφασή µας θα εξαρτηθεί από το αν ισχύει η σχέση HSt >
+  

ή η σχέση HSt <
− , όπου H  µια θετική σταθερά ( 0>H ). Η ποσότητα H  

ονοµάζεται διάστηµα απόφασης (decision interval). Η πιο συνηθισµένη τιµή για το 

διάστηµα απόφασης είναι η σhH = , 4=h , 5. Είναι προφανές λοιπόν πως έχουµε 

ένδειξη εκτός ελέγχου διεργασίας (µετατόπιση της µέσης τιµής της παραγωγικής 

διεργασίας σε υψηλότερο ή χαµηλότερο επίπεδο) αν γίνει αποδεκτή µια εκ των 

εναλλακτικών υποθέσεων +
1H  και −

1H , αντίστοιχα. 

Τα διαγράµµατα ελέγχου τύπου CUSUM αποτελούν εναλλακτική πρόταση έναντι 

των διαγραµµάτων τύπου Shewhart στην ανίχνευση µικρών ή/και µεσαίων 

µετατοπίσεων στην τιµή της υπό παρακολούθησης παραµέτρου. Εµπίπτουν σε µια 

γενική κατηγορία διαγραµµάτων τα οποία ονοµάζονται διαγράµµατα ελέγχου µε 

µνήµη που το κύριο χαρακτηριστικό τους είναι η ενσωµάτωση πληροφοριών από τις 

τιµές των προηγούµενων παρατηρήσεων στην απεικονιζόµενη ποσότητα. Ειδικότερα, 

τα διαγράµµατα ελέγχου τύπου CUSUM χαρακτηρίζονται ως διαγράµµατα µε 

οµοιόµορφη µνήµη αφού δίνουν την ίδια βαρύτητα σε όλες τις προηγούµενες 

παρατηρήσεις. Στη συνέχεια, παρουσιάζονται διαγράµµατα τύπου EWMA τα οποία 
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εµπίπτουν και αυτά στην κατηγορία των διαγραµµάτων ελέγχου µε µνήµη, δίνοντας 

όµως αυξηµένη βαρύτητα στις πιο πρόσφατες παρατηρήσεις. 

 

1.8.3. ∆ιαγράµµατα Ελέγχου Τύπου EWMA 

 

Τα διαγράµµατα τύπου EWMA προτάθηκαν από τον Roberts (1959) και µελετήθηκαν 

µε λεπτοµέρεια από τους Crowder (1987, 1989) και τους Lucas and Saccucci (1990). 

Στα διαγράµµατα τύπου EWMA απεικονίζεται η ποσότητα  

                                       µλλ =−+= − 01,)1( XXXZ ttt ,                                    (1.19) 

µε σκοπό την παρακολούθηση της µέσης τιµής µιας παραγωγικής διεργασίας. Με tX  

συµβολίζεται η τιµή της µεµονωµένης παρατήρησης που λαµβάνεται τη χρονική 

στιγµή t  ενώ η τιµή µ  δηλώνει τη µέση τιµή της κατανοµής της tX . Σε αντιστοιχία 

µε τα διαγράµµατα τύπου CUSUM η τιµή της ποσότητας 0X  ονοµάζεται τιµή 

εκκίνησης (headstart value) ενώ η σταθερά λ  ( 10 ≤< λ ) καθορίζει το βάρος που 

δίνουµε στην τιµή του πιο πρόσφατου δείγµατος. Για την κατασκευή ενός 

διαγράµµατος τύπου EWMA χρειαζόµαστε τη µέση τιµή 
tZµ  και την τυπική 

απόκλιση 
tZσ  της ποσότητας tZ  που απεικονίζεται στο διάγραµµα. Για την 

περίπτωση που οι αρχικές παρατηρήσεις tX  είναι ανεξάρτητες τυχαίες µεταβλητές µε 

εντός ελέγχου µέση τιµή 0µ  και διασπορά 2σ , η µέση τιµή και η διακύµανση της tZ  

θα είναι αντίστοιχα 0µ  και ])1(1)[2/( 222 t

Zt
λλλσσ −−−= . Στον επόµενο πίνακα 

δίνονται τα όρια ελέγχου και η κεντρική γραµµή ενός διαγράµµατος τύπου EWMA 

για την παρακολούθηση της µέσης τιµής µιας παραγωγικής διεργασίας 

Πίνακας 1.5: ∆ιάγραµµα ελέγχου τύπου EWMA 

LCL Center Line UCL 

])1(1[
)2(

2

0

tL λ
λ

λ
σµ −−

−
−  0µ  ])1(1[

)2(

2

0

tL λ
λ

λ
σµ −−

−
+  

 

Για την κατασκευή ενός διαγράµµατος τύπου EWMA απαιτείται ο προσδιορισµός 

των τιµών των παραµέτρων L  και λ . Ο προσδιορισµός αυτός γίνεται συνήθως µε 

στατιστικά κριτήρια. Η τιµή της παραµέτρου L  καθορίζει την απόσταση των ορίων 
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ελέγχου από την κεντρική γραµµή. Οι συνηθέστερες τιµές για το λ  είναι 05.0=λ , 

10.0=λ  και 20.0=λ  (Montgomery (2005), σελ. 410). 

Σηµειώνουµε πως τα όρια ελέγχου του Πίνακα 1.5 ονοµάζονται χρονοµεταβλητά 

(time-varying limits) αφού υπάρχει εξάρτηση της τυπικής απόκλισης 
tZσ  από το 

χρόνο t . Όµως, καθώς το t  αυξάνει, τα όρια ελέγχου προσεγγίζουν µια σταθερή τιµή 

και έτσι καταλήγουµε στα όρια ελέγχου σταθερής κατάστασης (steady-state control 

limits) τα οποία δίνονται στον ακόλουθο πίνακα. 

Πίνακας 1.6: ∆ιάγραµµα ελέγχου τύπου EWMA (όρια σταθερής κατάστασης) 

LCL Center Line UCL 

)2(
0 λ

λ
σµ

−
− L  0µ  

)2(
0 λ

λ
σµ

−
+ L  

 

Προτού ολοκληρώσουµε την αναφορά µας στα διαγράµµατα τύπου EWMA θα 

πρέπει να τονίσουµε πως λόγω του ότι απεικονίζονται σε αυτά σηµεία που αποτελούν 

σταθµισµένο µέσο όρο όλων των προηγούµενων παρατηρήσεων, είναι ιδιαίτερα 

ανθεκτικά στην παραβίαση της υπόθεση της κανονικότητας των αρχικών 

παρατηρήσεων. Έτσι, αποτελούν τα πλέον κατάλληλα διαγράµµατα για την 

παρακολούθηση διεργασιών µέσω µεµονωµένων παρατηρήσεων έναντι των 

αντίστοιχων διαγραµµάτων ελέγχου Shewhart. 

 

1.9 Ερµηνεία ∆ιαγράµµατος Ελέγχου - Ανάλυση της Εµφάνισης Μη-

Τυχαίων Σχηµατισµών σε ένα ∆ιάγραµµα Ελέγχου 

 

Ένα διάγραµµα ελέγχου, όπως έχουµε ήδη αναφέρει, δίνει ένδειξη εκτός ελέγχου 

διεργασίας όταν ένα ή περισσότερα σηµεία βρεθούν εκτός των ορίων ελέγχου του. Ο 

συγκεκριµένος κανόνας είναι και ο πιο τυπικός κανόνας ανακήρυξης µιας διεργασίας 

εκτός ελέγχου και όπως έχουµε δει εφαρµόζεται και στους τρεις τύπους 

διαγραµµάτων ελέγχου (Shewhart, CUSUM, EWMA). Ωστόσο αν η ακολουθία των 

απεικονιζόµενων σηµείων επιδεικνύει µια µη-τυχαία συµπεριφορά µπορούµε επίσης 

να θεωρήσουµε ότι το διάγραµµα δίνει ένδειξη εκτός ελέγχου διεργασίας. Για 

παράδειγµα ας δούµε το επόµενο σχήµα.  
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Σχήµα 1.3: Εµφάνιση µη-τυχαίων σχηµατισµών σε ένα διάγραµµα ελέγχου 

Τα 20 απεικονιζόµενα σηµεία βρίσκονται εντός των ορίων ελέγχου όµως η 

συµπεριφορά τους δείχνει ότι η διεργασία δεν βρίσκεται εντός στατιστικού ελέγχου 

αφού δεν συµπεριφέρονται τυχαία. Ειδικότερα παρατηρείται µια εναλλαγή από 

οµάδες σηµείων µεταξύ των δύο πλευρών της κεντρικής γραµµής κάτι το οποίο 

οδηγεί στο συµπέρασµα της κυκλικής συµπεριφοράς της διεργασίας. Παρόλο λοιπόν 

που και το ποσοστό των σηµείων στις δύο πλευρές του διαγράµµατος είναι στη 

συγκεκριµένη περίπτωση το ίδιο, εντούτοις η συµπεριφορά των απεικονιζόµενων 

σηµείων δεν µπορεί να θεωρηθεί τυχαία.  

Τέτοιου είδους σχηµατισµοί µπορεί να οφείλονται σε αιτίες όπως π.χ. η κούραση 

του χειριστή, η ακαταλληλότητα των συνθηκών παραγωγής των προϊόντων (π.χ. όχι 

σωστή θερµοκρασία), σε αστοχία του πρωτογενούς υλικού κτλ. Έτσι, αν και το 

διάγραµµα ελέγχου δεν δίνει ένδειξη ότι η διεργασία είναι εκτός στατιστικού ελέγχου 

(αφού όλα τα σηµεία βρίσκονται εντός των ορίων ελέγχου) η αναγνώριση προτύπων 

(όπως αυτά του Σχήµατος 1.3) και η απαλοιφή των ειδικών αιτιών µεταβλητότητας 

που τα προκάλεσαν είναι σχεδόν βέβαιο ότι θα οδηγήσει στη βελτίωση της 

παραγωγής. 

Επίσης, στο διάγραµµα του Σχήµατος 1.3 υπάρχουν 6 συνεχόµενα σηµεία σε 

αύξουσα σειρά (από το 8
ο
 µέχρι και το 13

ο
), δηλαδή  

1312111098 WWWWWW <<<<< , 

όπου iW  συµβολίζει την τιµή της στατιστικής συνάρτησης που απεικονίζεται στο 

διάγραµµα ελέγχου τη χρονική στιγµή i . Η παρουσία ακολουθιών αυτής της µορφής 

συνήθως αποτελεί ένδειξη ότι υπάρχει ειδική αιτία µεταβλητότητας στη διεργασία. 

UCL  

CL  

LCL  
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Η συγκεκριµένη διάταξη των σηµείων καλείται αύξουσα ροή (increasing run) 

σηµείων αφού οι τιµές τους διαδοχικά αυξάνουν. Σύµφωνα µε τον Montgomery 

(2005, σελ. 164) ως ροή ορίζουµε µια ακολουθία από παρατηρήσεις του ιδίου τύπου. 

Στο Κεφάλαιο 2 θα δοθεί ένας πιο αυστηρός στατιστικός ορισµός της έννοιας της 

ροής. Στον παραπάνω σχηµατισµό, το κοινό χαρακτηριστικό των παρατηρήσεων 

είναι ότι η τιµή της παρούσας παρατήρησης είναι µεγαλύτερη από την ακριβώς 

προηγούµενής της ( ii WW <−1 ). Έτσι, ως αύξουσα (φθίνουσα) ροή (increasing run 

(decreasing run)) k  σηµείων ορίζεται η εµφάνιση ενός σχηµατισµού µήκους k  για 

τον οποίο ισχύει  

11 −++ <<< kiii WWW K  ( 11 −++ >>> kiii WWW K ), K,2,1=i . 

Επιπλέον, εκτός από τις αύξουσες και τις φθίνουσες ροές, ως παρατηρήσεις του 

ιδίου τύπου µπορούµε να ορίσουµε αυτές οι οποίες βρίσκονται στην ίδια Περιοχή 

(ζώνη) του διαγράµµατος. Χαρακτηριστικό παράδειγµα είναι οι δύο πλευρές της 

κεντρικής γραµµής. Αν δύο συνεχόµενες παρατηρήσεις βρεθούν στην ίδια πλευρά της 

κεντρικής γραµµής λέµε ότι έχουµε την εµφάνιση µιας ροής µήκους 2. Στο Σχήµα 1.3 

έχουµε µια ροή µήκους 5 και µια ροή µήκους 4 πάνω από την κεντρική γραµµή 

καθώς και µια ροή µήκους 5 και µια ροή µήκους 3 κάτω από την κεντρική γραµµή. Η 

εµφάνιση µιας ροής µεγάλου µήκους στη µια από τις δύο πλευρές της κεντρικής 

γραµµής αποτελεί, συνήθως, ένδειξη εκτός ελέγχου διεργασίας.  

Η Western Electric Company (1956) πρότεινε ένα σύνολο 4 κανόνων απόφασης 

που βοηθούν στην ανίχνευση µη-τυχαίων σχηµατισµών σε ένα διάγραµµα ελέγχου οι 

οποίοι είναι γνωστοί ως Western Electric Rules. Προκειµένου να εφαρµοστούν οι 

κανόνες ροών σε ένα διάγραµµα ελέγχου τύπου Shewhart µε σ3  όρια ελέγχου, θα 

πρέπει να ορίσουµε κατάλληλες ζώνες σε αυτό όπως φαίνεται και στο επόµενο 

σχήµα. 
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Σχήµα 1.4: Ζώνες A, B, C σε ένα διάγραµµα ελέγχου 

Στο Σχήµα 1.4 µε UWL (upper warning limit) και LWL (lower warning limit) 

έχουµε συµβολίσει τα εξωτερικά προειδοποιητικά όρια ελέγχου που σχεδιάζονται σε 

απόσταση 2 τυπικών αποκλίσεων από την κεντρική γραµµή του διαγράµµατος ενώ µε 

UIL (upper inner limit) και LIL (lower inner limit) έχουµε συµβολίσει τα εσωτερικά 

προειδοποιητικά όρια ελέγχου που σχεδιάζονται σε απόσταση 1 τυπικής απόκλισης 

από την κεντρική γραµµή του διαγράµµατος. Οι σηµαντικότεροι και πιο συχνά 

χρησιµοποιούµενοι στην πράξη κανόνες ροών είναι: 

Κανόνας 1: Ένα σηµείο εκτός των ορίων ελέγχου. 

Κανόνας 2: ∆ύο από τρία συνεχόµενα σηµεία βρίσκονται εκτός των σ2  

προειδοποιητικών ορίων ελέγχου (προς την ίδια πλευρά της κεντρικής 

γραµµής). 

Κανόνας 3: Τέσσερα από πέντε συνεχόµενα σηµεία βρίσκονται εκτός των σ1  

εσωτερικών προειδοποιητικών ορίων ελέγχου (προς την ίδια πλευρά 

της κεντρικής γραµµής). 

Κανόνας 4: Οκτώ συνεχόµενα σηµεία βρίσκονται στην ίδια πλευρά της κεντρικής 

γραµµής. 

Οι παραπάνω κανόνες προτάθηκαν έτσι ώστε το ποσοστό των εσφαλµένων 

συναγερµών να είναι σχεδόν το ίδιο µε το αντίστοιχο ποσοστό ενός διαγράµµατος για 

Ζώνη Α 

Ζώνη B 

Ζώνη C 

Ζώνη C 

Ζώνη Β 

Ζώνη Α 

UCL 

UWL 

UIL 

CL 

LIL 

LWL 

LCL 



 24 

την παρακολούθηση της µέσης τιµής µε σ3  όρια ελέγχου, δηλαδή περίπου ίσο µε 

0.0027 (Tαγαράς (2001, σελ. 189)). Για παράδειγµα ας θεωρήσουµε τον Κανόνα 4 ο 

οποίος αναφέρεται στην εµφάνιση 8 συνεχόµενων σηµείων στην ίδια πλευρά της 

κεντρικής γραµµής. Η πιθανότητα εµφάνισης ενός σηµείου στην περιοχή αυτή του 

διαγράµµατος είναι εύκολο να υπολογιστεί από τους πίνακες της τυποποιηµένης 

κανονικής κατανοµής και για εντός ελέγχου διεργασία θα είναι ίση µε 5.0)0(1 =Φ− . 

Έτσι η πιθανότητα εµφάνισης του δεδοµένου σχηµατισµού στη µία πλευρά του 

διαγράµµατος θα είναι 0039.0)5.0( 8 ≈ . Με ανάλογο τρόπο υπολογίζονται οι 

αντίστοιχες πιθανότητες των υπόλοιπων κανόνων (για τη µια πλευρά του 

διαγράµµατος) που είναι 0.00135 (Κανόνας 1), 0.0015 (Κανόνας 2), και 0.0028 

(Κανόνας 3). Θα πρέπει να τονίσουµε ότι ο υπολογισµός των πιθανοτήτων αυτών 

γίνεται µε χρήση της διωνυµικής κατανοµής. Για παράδειγµα, για τον Κανόνα 2 

έχουµε ότι 

)2(1,0015.0)1(
2

3
23 Φ−=≈−








+ pppp  

όπου p  είναι η πιθανότητα εµφάνισης ενός σηµείου στην περιοχή πάνω από το όριο 

UWL.  

Ο Nelson (1984, 1985) πρότεινε τους ακόλουθους κανόνες ροών για την ανίχνευση 

µη τυχαίων σχηµατισµών ενώ έδωσε και οδηγίες χρήσης και ερµηνείας αυτών. Οι 

περισσότεροι από τους επόµενους κανόνες έχουν προκύψει κυρίως εµπειρικά και 

αποτελούν κριτήρια περισσότερο εποπτικής παρά στατιστικής φύσεως. 
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• NR1: Ένα ή περισσότερα σηµεία εκτός των ορίων ελέγχου. 

• NR2: Εννέα συνεχόµενα σηµεία στη µια πλευρά της κεντρικής γραµµής. 

• NR3: Έξι συνεχόµενα σηµεία σε συνεχή αύξουσα ή φθίνουσα πορεία. 

• NR4: ∆εκατέσσερα σηµεία εναλλασσόµενα πάνω και κάτω. 

• NR5: ∆ύο από τρία συνεχόµενα σηµεία πέραν της ζώνης Α (προς την ίδια 

πλευρά της κεντρικής γραµµής). 

• NR6: Τέσσερα από πέντε συνεχόµενα σηµεία πέραν της ζώνης Β (προς την 

ίδια πλευρά της κεντρικής γραµµής). 

• NR7: ∆εκαπέντε συνεχόµενα σηµεία στις ζώνες C. 

• NR8: Οκτώ συνεχόµενα σηµεία εκτός των ζωνών C. 

Άλλοι κανόνες ροών έχουν προταθεί επίσης από τους Grant and Leavenworth 

(1999, σελ. 132) οι οποίοι δίνονται στη συνέχεια. 

• GL1: Επτά συνεχόµενα σηµεία στη µια πλευρά της κεντρικής γραµµής. 

• GL2: Τουλάχιστον 10 από 11 συνεχόµενα σηµεία στη µια πλευρά της 

κεντρικής γραµµής. 

• GL3: Τουλάχιστον 12 από 14 συνεχόµενα σηµεία στη µια πλευρά της 

κεντρικής γραµµής. 

• GL4: Τουλάχιστον 14 από 17 συνεχόµενα σηµεία στη µια πλευρά της 

κεντρικής γραµµής. 

Και σε αυτή την περίπτωση το µήκος των σχηµατισµών έχει προταθεί µε βάση την 

πιθανότητα εµφάνισης του σχηµατισµού η οποία θα πρέπει να είναι «κοντά» στο 

0.00135 του Κανόνα 1 της Western Electric Company. Οι πιθανότητες εµφάνισης των 

Κανόνων GL1- GL4 στη µία πλευρά του διαγράµµατος είναι αντίστοιχα 0.00781, 

0.00586, 0.00647 και 0.00636. 

Η χρησιµοποίηση συνδυασµών των παραπάνω κανόνων οδηγεί σε αύξηση της 

ευαισθησία ενός διαγράµµατος ελέγχου τύπου Shewhart για µικρές ή και µεσαίες 

µετατοπίσεις της τιµής της παραµέτρου που καθορίζει την ποιότητα των 

παραγόµενων προϊόντων. Σηµειώνεται πάντως πως η εφαρµογή πολλών κανόνων 

ταυτόχρονα θα πρέπει να γίνεται µε ιδιαίτερη προσοχή αφού αυξάνεται το ποσοστό 

των εσφαλµένων συναγερµών (Montgomery (2005, σελ. 167)). Η αύξηση του 
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ποσοστού των εσφαλµένων συναγερµών συνεπάγεται και αντίστοιχο αριθµό 

εσφαλµένων διακοπών της παραγωγικής διεργασίας για την ανίχνευση ειδικών αιτιών 

µεταβλητότητας µε αποτέλεσµα την αύξηση του κόστους παραγωγής. Επίσης, οι 

κανόνες ροών, ως κανόνες διακοπής συνδυάζονται µε ένα διάγραµµα ελέγχου τύπου 

Shewhart και όχι µε διαγράµµατα τύπου CUSUM ή EWMA. Αυτό συµβαίνει επειδή 

τα απεικονιζόµενα σηµεία στην περίπτωση των δύο προαναφερθέντων διαγραµµάτων 

αντιστοιχούν σε µη-ανεξάρτητες παρατηρήσεις. Οι παραπάνω πιθανότητες εµφάνισης 

των σχηµατισµών εκτός από κανονική κατανοµή υποθέτουν και ανεξαρτησία των 

παρατηρήσεων iW  που απεικονίζονται στο διάγραµµα. Γενικότερα, λόγω της 

απλότητάς τους και κυρίως στην ερµηνεία των κανόνων, τα διαγράµµατα ελέγχου µε 

κανόνες ροών χρησιµοποιούνται συχνότερα στην πράξη έναντι των διαγραµµάτων 

CUSUM και EWMA για την ανίχνευση µικρών ή και µεσαίων µετατοπίσεων παρόλο 

που πολλοί συγγραφείς τα απορρίπτουν και συστήνουν ως βασικά εργαλεία 

ανίχνευσης µικρών µετατοπίσεων στο µέσο µιας παραγωγικής διεργασίας τα 

διαγράµµατα CUSUM, EWMA (Montgomery (2005, σελ. 169), Ryan (2000, σελ. 

220)). 

Εκτός της αύξησης της ευαισθησίας των διαγραµµάτων ελέγχου τύπου Shewhart, 

οι κανόνες ροών χρησιµοποιούνται και για την ανίχνευση ειδικών µη-τυχαίων 

σχηµατισµών σηµείων (non-random patterns) οι οποίοι συνήθως προκύπτουν 

παρουσία συγκεκριµένων ειδικών αιτιών µεταβλητότητας. Ενδεικτικά, στον επόµενο 

πίνακα (Al-Ghanim and Jordan (1996)) δίνονται οι πιο συχνά εµφανιζόµενοι στην 

πράξη µη-τυχαίοι σχηµατισµοί, τα αίτια που τους προκαλούν καθώς και µια 

αναπαράσταση του εκάστοτε µη-τυχαίου σχηµατισµού σε ένα διάγραµµα ελέγχου. 
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Πίνακας1.7: Μη-τυχαίοι σχηµατισµοί σε διαγράµµατα ελέγχου 

Μη-Τυχαίος 

Σχηµατισµός 
Αιτία Εικόνα ∆ιαγράµµατος 

Τάση 

- Φθορά συσκευής, εργαλείου 

- Ηλικία 

- Ανθρώπινος παράγοντας 

- Κούραση χειριστή 

- Κακή συντήρηση 

- Βαθµιαίες αλλαγές στα ήδη 

χρησιµοποιούµενα πρότυπα  

Κυκλικότητα 

- Επίδραση εποχικότητας 

- Κούραση Χειριστή 

- Εναλλαγή θέσεων προσωπικού 

- ∆ιαφορετική απόδοση µεταξύ χειριστών 

διαφορετικής βάρδιας 

-∆ιαφορά στα συστήµατα µέτρησης 
 

Στρωµατοποίηση 
- Λανθασµένος υπολογισµός ορίων ελέγχου 

- Λανθασµένες ρυθµίσεις στις µηχανές 

 

Μίξη 

- Λάθη στον υπολογισµό της τιµής της 

απεικονιζόµενης ποσότητας W 

- Αλλαγή του συστήµατος µέτρησης 

- Απροσεξία 

- Αλλαγή στο πρωτογενές υλικό. 

 

Συστηµατική 

συµπεριφορά 

- ∆ιαφοροποίηση µεταξύ γραµµών παραγωγής 

- Παρουσία συστηµατικής µεταβλητής στη 

διεργασία 

 

Απότοµη 

µετατόπιση 

- Νέος χειριστής 

- Νέος επιθεωρητής 

- Νέες ρυθµίσεις 

- Καινούργια µηχανήµατα 

 



 28 

Ο Montgomery (2005, σελ.169) πρότεινε η εφαρµογή των κανόνων ροών να 

γίνεται στην ανάλυση Φάσης Ι µε σκοπό την ανίχνευση και αναγνώριση του µη-

τυχαίου σχηµατισµού και στη συνέχεια να εντοπίζονται, και αν είναι δυνατό να 

αποµακρύνονται, οι ειδικές αιτίες µεταβλητότητας. Κατόπιν τα όρια ελέγχου θα 

υπολογίζονται εκ νέου ώστε να µπορούν να δοθούν για µελλοντική παρακολούθηση 

της διεργασίας. 

Τα διαγράµµατα ελέγχου µε κανόνες ροών µελετώνται για πάνω από 50 χρόνια 

ενώ αποτελούν σηµαντικό πεδίο έρευνας µέχρι σήµερα. Στην επόµενη παράγραφο θα 

δοθεί µια πλήρη ανασκόπηση των διαγραµµάτων ελέγχου µε κανόνες ροών. Μια 

επισκόπηση της περιοχής δόθηκε πρόσφατα από τους Koutras et al. (2007). 

 

1.10 ∆ιαγράµµατα Ελέγχου µε Κανόνες Ροών για την 

Παρακολούθηση της Μέσης Τιµής µιας Παραγωγικής ∆ιεργασίας 

 

Στην Παράγραφο 1.9 παρουσιάστηκαν οι τέσσερις κανόνες οι οποίοι προτάθηκαν από 

τη Western Electric Company (1956) για την ευαισθητοποίηση των διαγραµµάτων 

ελέγχου τύπου Shewhart στην ανίχνευση µικρών και µεσαίων µετατοπίσεων στο µέσο 

µιας παραγωγικής διεργασίας. Ο Page (1955) ήταν ο πρώτος ουσιαστικά που 

µελέτησε διαγράµµατα ελέγχου µε προειδοποιητικά όρια ελέγχου προτείνοντας 

τέσσερις κανόνες της µορφής r -από- m . Σύµφωνα µε τον κανόνα αυτό αν r  από m  

το πολύ συνεχόµενα σηµεία βρεθούν µεταξύ προειδοποιητικού ορίου και άνω ορίου 

ελέγχου τότε έχουµε ένδειξη εκτός ελέγχου διεργασίας. Η µελέτη της απόδοσης 

αυτών των διαγραµµάτων έγινε µε χρήση της θεωρίας των Μαρκοβιανών αλυσίδων 

που εφαρµόστηκε για τον υπολογισµό της κατανοµής του µήκους ροής (run length 

distribution) του διαγράµµατος. Εξαιρετικό ενδιαφέρον παρουσιάζει η παρατήρηση 

του Page (1955) ότι πρέπει να χρησιµοποιούνται οι τιµές 2 και m  για το r  αφού σε 

αυτή την περίπτωση το διάγραµµα που προκύπτει θα ισοδυναµεί µε ένα διάγραµµα 

τύπου CUSUM για κατάλληλες τιµές των παραµέτρων h και k. Εκτός από κανόνες 

για την παρακολούθηση της µέσης τιµής ο Page (1955) πρότεινε και ένα σύνολο 

κανόνων που θα µπορούσαν να χρησιµοποιηθούν για ταυτόχρονη παρακολούθηση 

της µέσης τιµής και της διασποράς µιας διεργασίας µε χρήση ενός µόνο 

διαγράµµατος. Ο συγκεκριµένος κανόνας µελετήθηκε πρόσφατα από τους Trip and 
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Wieringa (2006) οι οποίοι κατέληξαν στο συµπέρασµα ότι δεν έχει υψηλή απόδοση 

στην ανίχνευση ταυτόχρονων µετατοπίσεων στις παραµέτρους της διεργασίας. 

Προγενέστερα του Page (1955) οι κανόνες ροών χρησιµοποιήθηκαν στον ποιοτικό 

έλεγχο και ειδικότερα σε διαγράµµατα ελέγχου µε προειδοποιητικά όρια από τους 

Mosteller (1941), Dudding and Jannet (1942), Wolfowitz (1943), ενώ ο Weiler (1953) 

µελέτησε διαγράµµατα µε κανόνες τύπου m -από- m  χωρίς όµως όρια ελέγχου. Ο 

Moore (1958) υπολόγισε την απόδοση των κανόνων του Weiler (1953) για 4,3,2=m  

και συγκρίνοντάς τους µε τους αντίστοιχους του Page (1955) κατέληξε ότι είναι 

περισσότερο αποδοτικοί µόνο για µικρές µετατοπίσεις στο µέσο της διεργασίας.  

Παρόλο που η απόδοση των διαγραµµάτων στην ανίχνευση µικρών µετατοπίσεων 

αυξάνει µε χρήση των κανόνων ροών εντούτοις η ταυτόχρονη χρήση τους αυξάνεται 

και το ποσοστό των εσφαλµένων συναγερµών όπως παρατήρησε ο Roberts (1958). 

Στο σηµείο αυτό αξίζει να αναφέρουµε ότι στην εργασία του Roberts (1958) έχουµε 

την εισαγωγή του όρου διάγραµµα ζώνης (Zone Chart) το οποίο περιγράφει ένα 

διάγραµµα ελέγχου τύπου Shewhart χωρισµένο σε ζώνες αντίστοιχο µε αυτό του 

Σχήµατος 1.4. Ο όρος Zone Chart χρησιµοποιήθηκε αργότερα από τον Jaehn (1987a, 

1987b, 1987c, 1989, 1991) ο οποίος πρότεινε ένα πολύ απλό και συνάµα αρκετά 

αποδοτικό διάγραµµα ελέγχου, το οποίο συνδυάζει τη φιλοσοφία του διαγράµµατος 

CUSUM και των διαγραµµάτων µε κανόνες ροών για την παρακολούθηση της µέσης 

τιµής µιας παραγωγικής διεργασίας.  

Η αύξηση του ποσοστού των εσφαλµένων συναγερµών λόγω της χρήσης κανόνων 

ροών σε ένα διάγραµµα ελέγχου επιβεβαιώθηκε και από τους Westgard and Groth 

(1979) και τους Westgard et al. (1981) µέσω µελετών προσοµοίωσης. Σηµειώνουµε 

ότι στα άρθρα του Westgard έχουµε εφαρµογή των διαγραµµάτων ελέγχου στην 

περιοχή της Αναλυτικής Χηµείας (Clinical Chemistry) και γενικότερα σε εφαρµογές 

που προέρχονται από το χώρο των επιστηµών υγείας.  

Συνηθίζεται λοιπόν οι επιστήµονες που χρησιµοποιούν διαγράµµατα τύπου 

Shewhart να αναφέρονται σε αυτά ως διαγράµµατα Levey – Jennings (Levey and 

Jennings (1950)) από τους συγγραφείς που εισήγαγαν τα διαγράµµατα ελέγχου στην 

περιοχή των επιστηµών υγείας. 

Ο Wheeler (1983) υπολόγισε την ισχύ µονόπλευρων διαγραµµάτων ελέγχου τύπου 

Shewhart µε κανόνες ροών καταλήγοντας στο συµπέρασµα ότι ένα τέτοιο διάγραµµα 

έχει υψηλή ισχύ στην ανίχνευση µικρών µετατοπίσεων στο µέσο της διεργασίας. Ο 
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Nelson (1984, 1985) έδωσε µια λεπτοµερή περιγραφή της χρήσης αλλά και της 

ερµηνείας ενός διαγράµµατος ελέγχου µε κανόνες ροών. 

Οι Champ and Woodall (1987) ήταν οι πρώτοι ουσιαστικά που µελέτησαν 

συστηµατικά το X  διάγραµµα ελέγχου µε κανόνες ροών. Στην εργασία τους 

εισάγεται ο συµβολισµός ),,,( bamrT  για έναν κανόνα ροών ο οποίος δίνει ένδειξη 

εκτός ελέγχου διεργασίας όταν r  από m  ( mr ≤ ) το πολύ συνεχόµενα σηµεία 

βρεθούν στο διάστηµα ),( bα , ( ba < ) ενός διαγράµµατος στο οποίο απεικονίζονται 

τυποποιηµένες δειγµατικές µέσες τιµές. 

Με το συµβολισµό των Champ and Woodall (1987) οι τέσσερις κανόνες της 

Western Electric Company (1956) παίρνουν τη µορφή: 

Κανόνας 1: )3,,1,1({1 −∞−= TC , )},3,1,1( ∞+T  

Κανόνας 2: )2,3,3,2({2 −−= TC , )}3,2,3,2(T  

Κανόνας 3: )1,3,5,4({3 −−= TC , )}3,1,5,4(T  

Κανόνας 4: )0,3,8,8({4 −= TC , )}3,0,8,8(T  

Επιπλέον, οι συγγραφείς µελέτησαν παραλλαγές των κανόνων 2 και 3 καθώς και 

κανόνες που βασίζονται σε όρια πιθανότητας που χρησιµοποιούνται συχνά στη 

Βρετανία, όπως οι ακόλουθοι 

)2,3,2,2({5 −−= TC , )}3,2,3,3(T  

)1,3,5,5({6 −−= TC , )}3,1,5,5(T  

)09.3,,1,1({7 −∞−= TC , )},09.3,1,1( ∞+T  

)96.1,09.3,3,2({8 −−= TC , )}09.3,96.1,3,2(T  

)0,09.3,8,8({9 −= TC , )}09.3,0,8,8(T  

Στην ίδια εργασία υπολογίστηκε η απόδοση διαγραµµάτων ελέγχου στα οποία 

χρησιµοποιούνται περισσότεροι από ένας (αλλά όχι παραπάνω από 4) κανόνες. Έτσι, 

το διάγραµµα kjikij CCCC ∪∪∪= K
K

 είναι ένα X  διάγραµµα ελέγχου στο οποίο 

εφαρµόζονται οι κανόνες kji CCC ,,, K . Η χρησιµοποίηση περισσότερων από δύο 

κανόνες στοχεύει στη βελτίωση της ευαισθησίας του διαγράµµατος. Η µελέτη της 

κατανοµής του µήκους ροής για καθένα από τα διαγράµµατα έγινε µε χρήση της 

θεωρίας των Μαρκοβιανών αλυσίδων, ενώ οι Champ and Woodall (1990) έδωσαν ένα 

πρόγραµµα σε γλώσσα Fortran για τον υπολογισµό της τιµής του ARL  για δεδοµένη 
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µετατόπιση στο µέσο της διεργασίας για τους διαφορετικούς συνδυασµούς των 

κανόνων. Όπως σχεδόν όλοι οι προηγούµενοι συγγραφείς, οι Champ and Woodall 

(1987) κατέληξαν στο συµπέρασµα ότι η ταυτόχρονη χρήση πολλών κανόνων 

αυξάνει το ποσοστό των εσφαλµένων συναγερµών παρόλο που υπάρχει σηµαντική 

βελτίωση στην ανίχνευση µικρών µετατοπίσεων στο µέσο της διεργασίας όχι όµως 

ανάλογη µε αυτή που επιτυγχάνει κανείς µε χρήση διαγραµµάτων CUSUM. 

Ο Palm (1990) έδωσε πίνακες µε τα ποσοστιαία σηµεία της κατανοµής του µήκους 

ροής ενός X  διαγράµµατος ελέγχου µε κανόνες ροών. Όπως έχουµε ήδη αναφέρει, 

τα ποσοστιαία σηµεία µπορούν να αποτελέσουν εναλλακτικό µέτρο απόδοσης ενός 

διαγράµµατος ελέγχου. Πίνακες µε ποσοστιαία σηµεία για την κατανοµή του µήκους 

ροής των X  διαγραµµάτων ελέγχου µε κανόνες ροών των Champ and Woodall 

(1987) έδωσαν και οι Shmueli and Cohen (2003). Η µελέτη της απόδοσης των 

διαγραµµάτων ελέγχου µε κανόνες ροών έγινε µε χρήση της θεωρίας των 

ανανεωτικών ενδεχοµένων (recurrent events) µε σκοπό τον προσδιορισµό της 

γεννήτριας συνάρτησης της κατανοµής του µήκους ροής. Από τη µελέτη τους 

κατέληξαν στο συµπέρασµα ότι δεν υπάρχει βέλτιστος κανόνας στην ανίχνευση 

οποιασδήποτε µετατόπισης ενώ οι συγκρίσεις µεταξύ αυτών θα πρέπει να γίνονται 

συγκρίνοντας τις εντός και εκτός ελέγχου κατανοµές του µήκους ροής. 

Οι Walker et al. (1991) χρησιµοποιώντας τεχνικές προσοµοίωσης επιβεβαίωσαν το 

γεγονός της αύξησης στο ποσοστό των εσφαλµένων συναγερµών λόγω της 

ταυτόχρονης χρήσης πολλών κανόνων ροών. Αυτό πού είναι αξιοσηµείωτο είναι ότι 

οι Walker et al. (1991) υπολόγισαν την κατανοµή του µήκους ροής στην περίπτωση 

που οι παράµετροι είναι άγνωστοι και αναγκαστικά θα πρέπει να εκτιµηθούν από τα 

διαθέσιµα δεδοµένα. Λίγες εργασίες έχουν εµφανιστεί σχετικά µε διαγράµµατα 

ελέγχου Φάσης Ι (όπου απαιτείται εκτίµηση των άγνωστων παραµέτρων από ένα 

διαθέσιµο προκαταρκτικό δείγµα) και κανόνες ροών και η περιοχή προσφέρεται για 

περαιτέρω έρευνα. Ενδεικτικά, αναφέρουµε τις εργασίες των Does and Schriever 

(1992), Trietsch and Hwang (1997) και Yang et al. (2006). 

Ο Champ (1992) χρησιµοποιώντας της µεθοδολογία των Μαρκοβιανών αλυσίδων 

υπολόγισε την απόδοση ενός X  διαγράµµατος µε κανόνες ροών βάσει της 

κατανοµής του µήκους ροής όταν η διεργασία έχει φτάσει σε µια σταθερή κατάσταση 

(steady-state run length distribution). Αυτό που προκύπτει είναι ότι οι τιµές για το 

εκτός ελέγχου µέσο µήκος ροής είναι σε αυτή την περίπτωση ελαφρώς µικρότερες 
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από τις αντίστοιχες για µέσο µήκος ροής αρχικής κατάστασης ενώ ταυτόχρονα 

αυξάνει (ελαφρώς) και το ποσοστό των εσφαλµένων συναγερµών. Περισσότερα για 

την κατανοµή του µήκους ροής σταθερής κατάστασης ενός διαγράµµατος ελέγχου µε 

κανόνες ροών θα αναφέρουµε σε ειδική παράγραφο στο Κεφάλαιο 2. Επιπλέον, οι 

Champ and Woodall (1997) χρησιµοποιώντας τη µεθοδολογία των Μαρκοβιανών 

αλυσίδων υπολόγισαν την πιθανότητα να δώσει ένδειξη εκτός ελέγχου διεργασίας 

(signal probability) ένας συγκεκριµένος κανόνας από αυτούς που εφαρµόζονται ενώ 

έδωσαν και αναλυτικές εκφράσεις των πιθανοτήτων αυτών για τους κανόνες 

),,,( bammT  και ),,,2( bamT  στην περίπτωση µονόπλευρων διαγραµµάτων ελέγχου. 

Οι Artiles-Leon et al. (1996) χρησιµοποιώντας κατάλληλες τεχνικές 

βελτιστοποίησης πρότειναν βέλτιστα X  διαγράµµατα ελέγχου µε κανόνες ροών. Τα 

διαγράµµατα αυτά βασίζονται στον προσδιορισµό των τιµών των προειδοποιητικών 

ορίων και των ορίων ελέγχου ώστε για δεδοµένη µετατόπιση στο µέσο της διεργασίας 

να ελαχιστοποιείται το εκτός ελέγχου µέσο µήκος ροής ενώ το εντός ελέγχου µέσο 

µήκος ροής να είναι το επιθυµητό. Οι κανόνες που µελετήθηκαν είναι οι ακόλουθοι 

(βάσει του συµβολισµού των Champ and Woodall (1987))  

),,1,1( baT , ),,3,2( baT ′′  και ),,4,3( baT ′′′′ . 

Στο ίδιο πνεύµα οι Zhang and Wu (2005) ανέπτυξαν έναν αλγόριθµο για την 

κατασκευή ενός X  διαγράµµατος ελέγχου στο οποίο χρησιµοποιούνται συνδυασµοί 

των τεσσάρων κανόνων της Western Electric Company (1956). Οι συγγραφείς 

χρησιµοποίησαν ως µέτρο απόδοσης των διαγραµµάτων αυτών το µέσο µήκος ροής 

σταθερής κατάστασης (steady-state average run length) ενώ εκτός των βασικών 

συνδυασµών των 4 κανόνων της Western Electric Company (1956) υπολόγισαν και 

την απόδοση διαγραµµάτων ελέγχου για διάφορους συνδυασµούς κανόνων στους 

οποίους δεν περιλαµβάνεται ο τυπικός κανόνας του ενός σηµείου εκτός των ορίων 

ελέγχου. 

Η χρήση των κανόνων διακοπής που βασίζονται στη θεωρία ροών είχε δεχθεί 

ισχυρή κριτική κυρίως λόγω του γεγονότος ότι αυξάνει το ποσοστό των εσφαλµένων 

συναγερµών. Οι Derman and Ross (1997, σελ. 123-128) έδωσαν ένα απλό 

παράδειγµα του πως θα ήταν δυνατό να εφαρµοσθούν οι κανόνες ροών 2-από-2 και 2-

από-3 σε ένα διάγραµµα ελέγχου ώστε το ποσοστό των εσφαλµένων συναγερµών να 

µην αυξάνει αλλά να παραµένει σταθερό σε µια επιθυµητή τιµή. Ο Klein (2000a) 

ορµώµενος από αυτή την παρατήρηση πρότεινε την εφαρµογή των κανόνων 2-από-2 
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και 2-από-3 σε ένα X  διάγραµµα ελέγχου στο οποίο υπάρχουν µόνο κατάλληλα 

συµµετρικά όρια ελέγχου των οποίων η τιµή προσδιορίζεται έτσι ώστε το εντός 

ελέγχου µέσο µήκος ροής να έχει µια προκαθορισµένη τιµή (ή ισοδύναµα, το 

ποσοστό των εσφαλµένων συναγερµών να είναι προκαθορισµένο). Πριν από αυτή την 

εργασία ο Klein (1997) είχε χρησιµοποιήσει τον κανόνα 2-από-2 για τη µείωση της 

τυπικής απόκλισης της κατανοµής του µήκους ροής των σύνθετων διαγραµµάτων 

Shewhart-EWMA (composite Shewhart-EWMA). 

Τα προτεινόµενα διαγράµµατα και ειδικότερα το 2-από-3 έχουν σηµαντικά 

καλύτερη απόδοση έναντι του συνήθους X  διαγράµµατος  για µικρές και µεσαίες 

µετατοπίσεις στο µέσο της διεργασίας. Παρόλο που το προτεινόµενο διάγραµµα δεν 

είναι καλύτερο στην ανίχνευση µετατοπίσεων στο µέσο της διεργασίας έναντι ενός 

διαγράµµατος τύπου CUSUM ή EWMA, µε την εργασία του αυτή ο Klein έδωσε νέα 

ώθηση στη χρήση των κανόνων ροών σε ένα διάγραµµα ελέγχου.  

Θα πρέπει εδώ να αναφέρουµε ότι ο κανόνας 2-από-2 είχε ήδη προταθεί από τους 

Hurwitz and Mathur (1992) σε ένα X  διάγραµµα µε δύο µόνο όρια ελέγχου, άνω και 

κάτω, µε σκοπό να αντικαταστήσει τη χρήση διαγραµµάτων ελέγχου µε πολύπλοκους 

συνδυασµούς κανόνων όπως των Champ and Woodall (1987). Οι κανόνες των 

Hurwitz and Mathur (1992) επιδεικνύουν παρόµοια συµπεριφορά µε τα διαγράµµατα 

1234C  και 123C  των Champ and Woodall (1987) στην ανίχνευση µικρών ή/και µεσαίων 

µετατοπίσεων στο µέσο της διεργασίας ενώ η ανάπτυξή τους είναι σηµαντικά 

απλούστερη. 

Ο Khoo (2004a) χρησιµοποιώντας τεχνικές προσοµοίωσης επέκτεινε τη µελέτη 

του Klein (2000a) στους κανόνες 2-από-4, 3-από-3 και 3-από-4. Από την εφαρµογή 

των κανόνων των Klein (2000a) και Khoo (2004a) προέκυψε ότι παρόλο που 

βελτιώνεται η απόδοση των νέων διαγραµµάτων έναντι του συνήθους X  

διαγράµµατος ελέγχου στην ανίχνευση µικρών µετατοπίσεων, για µεγαλύτερες 

µετατοπίσεις τα διαγράµµατα δεν έχουν καλύτερη απόδοση. Για παράδειγµα, ο 

κανόνας 3-από-4 απαιτεί την εµφάνιση τουλάχιστον 3 σηµείων µέχρι την ένδειξη 

εκτός ελέγχου διεργασίας ακόµη και αν ο µέσος έχει µετατοπιστεί σε υπερβολικά 

µεγάλο βαθµό. Σε µια προσπάθεια βελτίωσης της απόδοσης και για µεγάλες 

µετατοπίσεις χωρίς όµως να µειωθεί η ισχύς για µικρές ή/και µεσαίες, οι Khoo and 

Ariffin (2006) µελέτησαν µια βελτιωµένη έκδοση των κανόνων 2-από-2 και 2-από-3 

εισάγοντας επιπλέον όρια ελέγχου, συµµετρικά και εξωτερικά των ήδη υπάρχοντων 
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ορίων. Στα όρια αυτά εφαρµόζεται ο κλασικός κανόνας 1-από-1. Για την επιλογή της 

τιµής των εξωτερικών ορίων οι Khoo and Ariffin (2006) πρότειναν αυτή να 

προκαθορίζεται και στη συνέχεια να προσδιορίζεται η τιµή των εσωτερικών ορίων 

ελέγχου (τα οποία συνδέονται µε τον κανόνα ροών) ώστε το εντός ελέγχου µέσο 

µήκος ροής να είναι το επιθυµητό. Ο Acosta-Mejia (2007) επέκτεινε τη µελέτη των 

Khoo and Ariffin (2006) µελετώντας X  διαγράµµατα ελέγχου µε κανόνες ροών της 

µορφής m-από-m και (m – 1)-από-m στα οποία εφαρµόζεται και ο κλασικός κανόνας 

1-από-1. Περισσότερες λεπτοµέρειες σχετικά µε τα διαγράµµατα των Klein (2000a), 

Khoo (2004a), Khoo and Ariffin (2006) και Acosta-Mejia (2007), καθώς και 

συγκρίσεις µε παρόµοια διαγράµµατα, δίνονται στο Κεφάλαιο 3. 

Όπως γίνεται αντιληπτό, οι κανόνες ροών έχουν γίνει αντικείµενο µελέτης για 

περισσότερο από 50 χρόνια ενώ η ανάπτυξη και εφαρµογή τους σε διαγράµµατα 

ελέγχου για την παρακολούθηση της µέσης τιµής µιας παραγωγικής διεργασίας 

συνεχίζεται µέχρι και σήµερα. Στη συνέχεια, θα παρουσιάσουµε διαγράµµατα 

ελέγχου στα οποία οι κανόνες ροών εφαρµόζονται είτε σε άλλα διαγράµµατα ελέγχου 

τύπου Shewhart είτε µε τρόπο διαφορετικό από αυτούς που έχουµε αναφέρει έως 

τώρα. 

 

1.10.1 ∆ιαγράµµατα Ελέγχου µε Κανόνες Ροών για την 

Παρακολούθηση της ∆ιασποράς 

 

Τα διαγράµµατα ελέγχου για την παρακολούθηση της διασποράς µιας παραγωγικής 

διεργασίας παίζουν (αν όχι σηµαντικότερο) εξίσου σηµαντικό ρόλο µε τα 

διαγράµµατα παρακολούθησης της µέσης τιµής αφού η διασπορά της κατανοµής του 

µετρήσιµου χαρακτηριστικού του παραγόµενου προϊόντος καθορίζει σε µεγάλο 

βαθµό την ποιότητά του.  

Ωστόσο, είναι γεγονός, ότι δεν έχουν µελετηθεί εκτεταµένα από τους ερευνητές 

έως τώρα. Ο Page (1963) µελέτησε άνω µονόπλευρα διαγράµµατα τύπου Shewhart 

που βασίζονται στο δειγµατικό εύρος R  µε δύο όρια, ένα άνω όριο ελέγχου και ένα 

προειδοποιητικό όριο ελέγχου. Στο άνω όριο ελέγχου εφαρµόζεται ο κανόνας 1-από-1 

ενώ στο προειδοποιητικό όριο ελέγχου εφαρµόζεται ο κανόνας 2-από-2 µεταξύ 

προειδοποιητικού ορίου και ορίου ελέγχου για την ανίχνευση µετατόπισης σε 

υψηλότερο επίπεδο της διασποράς της διεργασίας. Οι Tuprah and Ncube (1987) 
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επέκτειναν τη µελέτη του Page (1963) βασιζόµενοι στη δειγµατική τυπική απόκλιση 

S  ενώ έδωσαν πίνακες µε την απόδοση του κανόνα για διαφορετικά µεγέθη 

δείγµατος. Ο Nelson (1990) πρότεινε έναν κανόνα για την παρακολούθηση µειώσεων 

στη διασπορά της διεργασίας παρατηρώντας ταυτόχρονα ότι η ανίχνευση 

οποιασδήποτε µείωσης στη διασπορά θα πρέπει να αξιολογείται σηµαντικότερη από 

την ανίχνευση αυξήσεων αφού η εφαρµογή περαιτέρω κατάλληλων ενεργειών µπορεί 

να οδηγήσει στην καλυτέρευση των παραγόµενων προϊόντων µέσω µείωσης της 

µεταβλητότητάς των. Σύµφωνα µε τον κανόνα του Nelson (1990) η εµφάνιση 7 

συνεχόµενων σηµείων κάτω από τη διάµεση γραµµή (median line) ενός διαγράµµατος 

R  δίνει ένδειξη ότι η διασπορά της διεργασίας έχει µειωθεί. Η επιλογή της διαµέσου 

της κατανοµής των απεικονιζόµενων σηµείων ως διάµεσης γραµµής καθώς και η τιµή 

7 για το µήκος ροής βασίστηκαν στο γεγονός ότι 0078.0)2/1( 7 ≈  το οποίο κρίνεται 

ότι βρίσκεται κοντά στο 0.00135. Η απόδοση του κανόνα του Nelson υπολογίστηκε 

από τον Acosta-Mejia (1998). Οι Lowry et al. (1995) εξέτασαν την απόδοση των 

διαγραµµάτων R  και S  εφαρµόζοντας τους προτεινόµενους από τη Western Electric 

Company (1956) κανόνες και κατέληξαν στο συµπέρασµα ότι το ποσοστό των 

εσφαλµένων συναγερµών που δίνουν οι συγκεκριµένοι συνδυασµοί κανόνων είναι 

κατά πολύ µεγαλύτερο από αυτό που αναφέρεται στο Western Electric Handbook 

(1956). Έτσι τροποποίησαν τις τιµές των προειδοποιητικών ορίων ελέγχου σε ένα 

διάγραµµα R και σε ένα διάγραµµα S ώστε η τιµή του inARL  των διαγραµµάτων 

αυτών µε κανόνες ροών να είναι η ίδια µε την τιµή inARL  των βασικών 

διαγραµµάτων για την παρακολούθηση της µέσης τιµής των Champ and Woodall 

(1987). Ο Klein (2000b) πρότεινε ένα τροποποιηµένο δίπλευρο διάγραµµα που 

βασίζεται στη δειγµατική τυπική απόκλιση σύµφωνα µε το οποίο έχουµε ένδειξη 

εκτός ελέγχου διεργασίας όταν δύο συνεχόµενα σηµεία βρεθούν εκτός του ίδιου 

ορίου ελέγχου. Πρόσφατα οι Huang and Chen (2005) και Chen and Huang (2005) 

µελέτησαν το συνθετικό διάγραµµα ελέγχου (Synthetic Control Chart), για την 

παρακολούθηση της διασποράς δίνοντας πίνακες µε την απόδοση του διαγράµµατος 

αλλά και οδηγίες για το στατιστικό σχεδιασµό αυτού µε σκοπό την ανίχνευση 

δεδοµένης µετατόπισης στην τιµή της τυπικής απόκλισης της διεργασίας. 

χρησιµοποιώντας τη δειγµατική τυπική απόκλιση και το δειγµατικό εύρος, 

αντίστοιχα. Το συνθετικό διάγραµµα ελέγχου εισήχθη από τους Wu and Spedding 

(2000) και έχει προταθεί ως εναλλακτικό του τυπικού X  διαγράµµατος ελέγχου για 
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την ανίχνευση µικρών µετατοπίσεων στο µέσο της διεργασίας. Πρόσφατα οι Davis 

and Woodall (2002) έδειξαν ότι το συνθετικό διάγραµµα είναι ισοδύναµο µε ένα 

διάγραµµα ελέγχου µε κανόνες ροών. Για περισσότερες λεπτοµέρειες σχετικά µε το 

συνθετικό διάγραµµα ελέγχου δείτε Wu et al. (2001), Wu and Yeo (2001), Calzada 

and Scariano (2001), Scariano and Calzada (2003),Davis and Woodall (2002).  

∆ιαγράµµατα µε κανόνες ροών για την παρακολούθηση της διασποράς µιας 

παραγωγικής διεργασίας αναπτύσσονται στο Κεφάλαιο 4. 

 

1.10.2 ∆ιαγράµµατα Ελέγχου µε Κανόνες Ροών και Προσαρµόσιµες 

Παραµέτρους 

 

Τα διαγράµµατα ελέγχου µε προσαρµόσιµες παραµέτρους και κανόνες ροών 

(adaptive control charts with runs rules) προτάθηκαν µε σκοπό την αύξηση της 

ευαισθησίας ενός διαγράµµατος ελέγχου στην ανίχνευση µιας εκτός ελέγχου 

κατάστασης αφού συνδυάζουν τα πλεονεκτήµατα της εφαρµογής των κανόνων ροών 

και του µεταβλητού ρυθµού δειγµατοληψίας ή/και µεταβλητού µεγέθους δείγµατος.  

Αρχικά, οι Reynolds et al. (1988) µελέτησαν το X  διάγραµµα ελέγχου µε κανόνες 

ροών και µεταβλητό ρυθµό δειγµατοληψίας στο οποίο χρησιµοποιείται ο κανόνας 5C  

ή ο κανόνας 6C  των Champ and Woodall (1987) µαζί µε µεταβλητό ρυθµό 

δειγµατοληψίας. Το διάγραµµα αυτό δίνει ένδειξη εκτός ελέγχου διεργασίας όταν ένα 

σηµείο βρεθεί εκτός των ορίων ελέγχου ή όταν 2 συνεχόµενα σηµεία βρεθούν σε µία 

από τις ζώνες Α (Κανόνας 5C ). Ταυτόχρονα το χρονικό διάστηµα µεταξύ της 

συλλογής δειγµάτων εναλλάσσεται µεταξύ δύο ρυθµών, ενός βραδέως (αργού) και 

ενός ταχέως (γρήγορου). Έτσι, αν ένα σηµείο βρεθεί στη ζώνη Α (είτε στην άνω είτε 

στην κάτω µεριά του διαγράµµατος), το επόµενο δείγµα θα ληφθεί µετά από 1h  

( 10 1 << h ) χρονικές µονάδες ενώ αν ένα σηµείο βρεθεί µεταξύ των ορίων ελέγχου 

αλλά σε καµία από τις ζώνες Α τότε το επόµενο δείγµα θα ληφθεί µετά από 2h  

( 12 >h ) χρονικές µονάδες. Είναι φανερό ότι η επιλογή του ρυθµού δειγµατοληψίας 

βασίζεται στην τιµή του πιο πρόσφατου δείγµατος. Η ανάπτυξη και µελέτη των 

διαφόρων διαγραµµάτων ελέγχου που µελέτησαν οι Reynolds et al. (1988) έγινε µε 

χρήση της µεθοδολογίας των Μαρκοβιανών αλυσίδων, παρόµοια µε αυτή που 

εφάρµοσαν οι Champ and Woodall (1987). Για τη σύγκριση της απόδοσης µεταξύ 

των προτεινόµενων διαγραµµάτων χρησιµοποιήθηκε το µέτρο AATS  ενώ όλα τα 
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διαγράµµατα είχαν την ίδια εντός ελέγχου τιµή για το ATS . Όπως ήταν 

αναµενόµενο, η βελτίωση που επιτυγχάνεται στη µείωση του χρόνου ανίχνευσης της 

µετατόπισης του µέσου της διεργασίας µε τα διαγράµµατα µε µεταβλητό ρυθµό 

δειγµατοληψίας είναι µεγαλύτερη έναντι των διαγραµµάτων χωρίς µεταβλητό ρυθµό 

δειγµατοληψίας.  

Οι κανόνες ροών χρησιµοποιήθηκαν επίσης και ως κανόνες εναλλαγής (switching 

rules) µεταξύ των διαφορετικών ρυθµών δειγµατοληψίας από τους Amin and 

Letsinger (1991) και Amin and Hemasinha (1993) σε ένα X  διάγραµµα ελέγχου. Στα 

δύο προαναφερθέντα άρθρα η επιλογή του ρυθµού δειγµατοληψίας εξαρτάται από το 

αν r -από- m  συνεχόµενα σηµεία βρεθούν µεταξύ ενός προειδοποιητικού ορίου και 

του ορίου ελέγχου (άνω ή κάτω) οπότε και επιλέγεται ο ταχύς ρυθµός δειγµατοληψίας 

1h , διαφορετικά επιλέγεται ο βραδύς 2h . Ταυτόχρονα διατηρείται µικρός (κατά µέσο 

όρο) ο αριθµός των εναλλαγών µεταξύ των διαφορετικών ρυθµών δειγµατοληψίας 

κάτι που κάνει την εφαρµογή ενός τέτοιου διαγράµµατος στην πράξη απλούστερη. Οι 

Amin and Letsinger (1991) κατέληξαν ότι µεταξύ των κανόνων 2-από-3, 3-από-5 και 

4-από-7, ο κανόνας 2-από-3 έχει κατά µέσο όρο το µικρότερο αριθµό εναλλαγών. Οι 

συγγραφείς χρησιµοποίησαν τους παραπάνω κανόνες αφού διατηρούν την τιµή του 

εντός ελέγχου ATS σε αποδεκτά επίπεδα. 

Οι Cui and Reynolds (1988) ανέπτυξαν X  διαγράµµατα µε κανόνες ροών και 

µεταβλητό ρυθµό δειγµατοληψίας όπου (διαφορετικοί) κανόνες ροών 

χρησιµοποιούνται για τη βελτίωση της ευαισθησίας στην ανίχνευση µετατοπίσεων 

στο µέσο της διεργασίας αλλά και για την επιλογή του ρυθµού δειγµατοληψίας. Το 

συµπέρασµα που προέκυψε είναι ότι η χρήση κανόνων ροών συµβάλει στην ταχύτερη 

ανίχνευση µικρών µετατοπίσεων στο µέσο της διεργασίας ενώ ο µεταβλητός ρυθµός 

δειγµατοληψίας συµβάλει στην ανίχνευση κυρίως µεσαίων ή µεγάλων µετατοπίσεων. 

Οι συγγραφείς πρότειναν επίσης και συγκεκριµένους κανόνες ροών για την εφαρµογή 

των διαγραµµάτων αυτών στην πράξη. Για το σχεδιασµό των διαγραµµάτων των Cui 

and Reynolds (1988) µε βάση οικονοµικά κριτήρια παραπέµπουµε στην εργασία των 

Das et al. (1997). 

Οι Celano et al. (2006) ανέπτυξαν X  διαγράµµατα µε κανόνες ροών και 

µεταβλητό ρυθµό δειγµατοληψίας ή/και µέγεθος δείγµατος. Η ανάπτυξη των 

διαγραµµάτων έγινε µε στατιστικά κριτήρια και ειδικότερα µε σκοπό την εύρεση των 

παραµέτρων εκείνων οι οποίες δίνουν την ελάχιστη τιµή AATS  για δεδοµένη 
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µετατόπιση στο µέσο της διεργασίας. Εδώ θα πρέπει να αναφέρουµε ότι στη µέχρι 

τώρα βιβλιογραφία διαγράµµατα ελέγχου µε κανόνες ροών και µεταβλητό µέγεθος 

δείγµατος δεν έχουν µελετηθεί. Σύµφωνα µε τον Montgomery (2005, σελ. 457) 

µεταξύ της επιλογής µεταβλητού ρυθµού δειγµατοληψίας και µεταβλητού µεγέθους 

δείγµατος προτιµότερο είναι το δεύτερο αφού η αύξηση στο µέγεθος δείγµατος 

αυξάνει σηµαντικά την ισχύ του διαγράµµατος. Οι Celano et al. (2006) κατέληξαν 

στο συµπέρασµα ότι για µικρές µετατοπίσεις στο µέσο της διεργασίας το καλύτερο 

διάγραµµα είναι ένα X  διάγραµµα στο οποίο οι Κανόνες 1, 2 και 3 της της Western 

Electric Company χρησιµοποιούνται για την ένδειξη εκτός ελέγχου διεργασίας ενώ 

εφαρµόζεται µεταβλητός ρυθµός δειγµατοληψίας και µεταβλητό µέγεθος δείγµατος. 

Η επιλογή του ρυθµού δειγµατοληψίας και του µεγέθους του δείγµατος βασίζεται 

στην τιµή της πιο πρόσφατης παρατήρησης. 

Σηµειώνουµε πώς διαγράµµατα ελέγχου για την παρακολούθηση της διασποράς µε 

κανόνες ροών και µεταβλητό ρυθµό δειγµατοληψίας δεν έχουν µελετηθεί εκτός από 

την περίπτωση του συνθετικού διαγράµµατος (Huang and Chen (2005) και Chen and 

Huang (2005)). 

 

1.10.3 Πολυµεταβλητά ∆ιαγράµµατα Ελέγχου µε Κανόνες Ροών 

 

Ο πολυµεταβλητός στατιστικός έλεγχος ποιότητας και ειδικά τα πολυµεταβλητά 

διαγράµµατα ελέγχου χρησιµοποιούνται στις περιπτώσεις όπου η ποιότητα του 

παραγόµενου προϊόντος εξαρτάται από p  ( 2≥p ) χαρακτηριστικά, συσχετισµένα ή 

µη µεταξύ τους. Στην περίπτωση αυτή το ποιοτικό χαρακτηριστικό περιγράφεται από 

ένα διάνυσµα µε τις τιµές των p  ( 2≥p ) χαρακτηριστικών που καθορίζουν την 

ποιότητα που παραγόµενου προϊόντος. Σκοπός είναι η παρακολούθηση του 

διανύσµατος των µέσων τιµών µ  και του πίνακα διακυµάνσεων-συνδιακυµάνσεων Σ  

του ποιοτικού χαρακτηριστικού ],,,[ 21 pXXX K=X . Για το X  υποθέτουµε ότι 

ακολουθεί την p -διάστατη κανονική κατανοµή. 

Ανάλογα µε τη µονοµεταβλητή περίπτωση, µετρήσεις συλλέγονται περιοδικά και 

σχηµατίζονται δείγµατα µεγέθους n  ( 1≥n ) από την κατανοµή του διανύσµατος των 

χαρακτηριστικών ποιότητας. Για το διάνυσµα µ  υποθέτουµε ότι έχει εντός ελέγχου 
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τιµή ],,,[ ,02,01,00 pµµµ K=µ  όπου )(,0 ii XE=µ  ( pi ≤≤1 ) ενώ ο εντός ελέγχου 

πίνακας διακυµάνσεων-συνδιακυµάνσεων θα συµβολίζεται µε 0Σ .  

Τα πιο γνωστά διαγράµµατα ελέγχου για την παρακολούθηση του µ  είναι το 

διάγραµµα χι-τετράγωνο (chi-square control chart, συµβ. CSCC) και το διάγραµµα 

2T  του Hotelling. Η απεικονιζόµενη στατιστική συνάρτηση στο CSCC διάγραµµα 

ελέγχου ακολουθεί χι-τετράγωνο κατανοµή µε p  βαθµούς ελευθερίας ενώ για την 

περίπτωση του διαγράµµατος 2T  ακολουθεί είτε κατανοµή Snedecor- F  (µε 

κατάλληλες παραµέτρους) είτε κατανοµή Βήτα (περίπτωση µεµονωµένων 

παρατηρήσεων). Για την παρακολούθηση της διασποράς της διεργασίας 

χρησιµοποιούνται κυρίως τα επόµενα δύο διαγράµµατα. Το πρώτο βασίζεται στη 

στατιστική συνάρτηση 

2

2/)1(

11 ~)()|||ln(|)ln( +
−− +−+−= ppiii trnnpnpnV χAΣΣA  

όπου ii n SA )1( −= , iS  είναι ο δειγµατικός πίνακας διακυµάνσεων-συνδιακυµάνσεων 

του i -οστού δείγµατος και )(⋅tr  είναι το ίχνος ενός πίνακα. 

Το δεύτερο διάγραµµα βασίζεται στη γενικευµένη διακύµανση (generalized 

variance) που ορίζεται ως η ορίζουσα του πίνακα διακυµάνσεων-συνδιακυµάνσεων 

και αποτελεί γνωστό µέτρο πολυµεταβλητής διασποράς. Η απεικονιζόµενη ποσότητα 

του διαγράµµατος είναι η γενικευµένη διακύµανση || iS  της οποίας η κατανοµή έχει 

µελετηθεί από τους Aparisi et al. (1999). Στην ειδική περίπτωση 2=p  έχουµε ότι 

(Alt and Smith (1985)) 2
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Για περισσότερες λεπτοµέρειες σχετικά µε τα πολυµεταβλητά διαγράµµατα 

ελέγχου ο ενδιαφερόµενος αναγνώστης παραπέµπεται στη µονογραφία των Mason 

and Young (2001) ενώ µια αναλυτική επισκόπηση της περιοχής δόθηκε πρόσφατα 

από τους Bersimis et al. (2007). 

Ως προς τα πολυµεταβλητά διαγράµµατα µε κανόνες ροών, οι Khoo and Quah 

(2003), Khoo et al. (2003) και Khoo and Quah (2004) µελέτησαν την απόδοση των 

παραπάνω διαγραµµάτων χρησιµοποιώντας κανόνες ροών οι οποίοι βασίζονται στην 

εµφάνιση σχηµατισµών µήκους δύο ή τριών σηµείων πέρα ενός κατάλληλου ορίου 

ελέγχου. Παρόλο που η κατανοµή για την απεικονιζόµενη ποσότητα για καθένα από 

τα προαναφερθέντα διαγράµµατα είναι γνωστή, οι συγγραφείς ανέπτυξαν και 

µελέτησαν τα προτεινόµενα διαγράµµατα ελέγχου µε κανόνες ροών βασιζόµενοι σε 

κατάλληλους µετασχηµατισµούς µε σκοπό η απεικονιζόµενη στατιστική συνάρτηση 
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σε κάθε διάγραµµα να ακολουθεί την τυποποιηµένη κανονική κατανοµή. Επίσης ο 

Khoo (2005a) µελέτησε την απόδοση του διαγράµµατος 2T  του Hotelling µε κανόνες 

ροών που βασίζονται στην εµφάνιση σχηµατισµών µήκους δύο ή τριών συνεχόµενων 

σηµείων χρησιµοποιώντας την κατανοµή της απεικονιζόµενης ποσότητας στο 

διάγραµµα.  

Πρόσφατα, οι Koutras et al. (2006) πρότειναν τα διαγράµµατα kk /  CSCC και 

rrkk // −  CSCC τα οποία βελτιώνουν την απόδοση του τυπικού διαγράµµατος 

CSCC χρησιµοποιώντας ένα ή δύο κανόνες ροών οι οποίοι βασίζονται στην εµφάνιση 

k  ή r  συνεχόµενων σηµείων σε µια περιοχή του διαγράµµατος, οποιοδήποτε από τα 

δύο συµβεί πρώτο. Από τις αριθµητικές συγκρίσεις προέκυψε ότι το διάγραµµα kk /  

CSCC (ή το rrkk // −  CSCC) βελτιώνει σηµαντικά την απόδοση του CSCC σε 

επίπεδο τέτοιο ώστε να µην είναι απαραίτητη η χρήση πολύπλοκων συνδυασµών των 

κανόνων της Western Electric Company στο διάγραµµα χι-τετράγωνο. Για την 

απόδοση ενός διαγράµµατος χι-τετράγωνο µε χρήση των κανόνων της Western 

Electric Company παραπέµπουµε στην εργασία των Aparisi et al. (2004). 

Γενικότερα, τα πολυµεταβλητά διαγράµµατα ελέγχου µε κανόνες ροών προσφάτως 

άρχισαν να µελετώνται και αποτελούν µια ακόµη περιοχή του στατιστικού ελέγχου 

ποιότητας η οποία προσφέρεται για περαιτέρω έρευνα. 

 

1.10.4 ∆ιαγράµµατα Ελέγχου µε Κανόνες Ροών για ∆ιακριτά 

Χαρακτηριστικά 

 

Τα πιο γνωστά διαγράµµατα ελέγχου για διακριτά χαρακτηριστικά είναι τα 

διαγράµµατα ελέγχου p, np, c και u. Με p συµβολίζεται το ποσοστό των 

ελαττωµατικών προϊόντων σε ένα δείγµα µεγέθους n προϊόντων. Τα διαγράµµατα p 

και np χρησιµοποιούνται αντίστοιχα για την παρακολούθηση του ποσοστού των 

ελαττωµατικών προϊόντων της διεργασίας και για την παρακολούθηση του αριθµού 

των ελαττωµατικών προϊόντων της διεργασίας, ενώ τα διαγράµµατα c και u 

χρησιµοποιούνται για την παρακολούθηση του αριθµού των ελαττωµάτων καθώς και 

για την παρακολούθηση του µέσου αριθµού των ελαττωµάτων σε µια µονάδα 

επιθεώρησης (inspection unit). Για περισσότερες λεπτοµέρειες σχετικά µε 

διαγράµµατα ελέγχου για διακριτά χαρακτηριστικά δείτε Montgomery (2005) ενώ µια 
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σύνοψη των βασικών τύπων ανάπτυξης και εφαρµογής των δίνεται στο Παράρτηµα 

Π.2. 

Τα διαγράµµατα ελέγχου για διακριτά χαρακτηριστικά και κανόνες ροών δεν 

έχουν αναπτυχθεί και µελετηθεί εκτενώς όπως τα αντίστοιχα για συνεχείς τυχαίες 

µεταβλητές. Ο Burr (1979) πρότεινε τη χρήση του κανόνα των m  συνεχόµενων 

σηµείων σε µία από τις δύο πλευρές της κεντρικής γραµµής ενός διαγράµµατος np 

προκειµένου το διάγραµµα να δώσει ένδειξη εκτός ελέγχου διεργασίας. Ο Duncan 

(1986) πρότεινε τον κανόνα των 7 συνεχόµενων σηµείων, σύµφωνα µε τον οποίο η 

εµφάνιση 7 συνεχόµενων σηµείων στη µία πλευρά της διαµέσου γραµµής του 

διαγράµµατος αποτελεί ένδειξη εκτός ελέγχου διεργασίας. Ως διάµεση γραµµή 

(median line) χρησιµοποιείται η τιµή της διαµέσου της κατανοµής της 

απεικονιζοµένης ποσότητας και η οποία στην περίπτωση του np διαγράµµατος είναι η 

διωνυµική κατανοµή ),( pnb . Ο Nelson (1997) πρότεινε τον ακόλουθο κανόνα που 

βασίζεται σε ροές, χωρίς πάντως να υπολογίσει την απόδοσή του: 

 «Η εµφάνιση c  συνεχόµενων δειγµάτων στα οποία υπάρχουν d  ή λιγότερα 

ελαττωµατικά προϊόντα στο καθένα αποτελεί ένδειξη ότι υπάρχει µείωση στο ποσοστό 

των ελαττωµατικών προϊόντων που παράγει η διεργασία και άρα υπάρχει ένδειξη 

βελτίωσης της διεργασίας». 

Είναι φανερό πως στην περίπτωση του διαγράµµατος np οι τιµές των c και d 

εξαρτώνται από τις τιµές των n και p και για το λόγο αυτό ανέπτυξε ένα πρόγραµµα 

σε γλώσσα BASIC για τον προσδιορισµό των c και d. Ο προσδιορισµός των τιµών 

µπορεί να γίνει µέσω της εξίσωσης 
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όπου )Pr(d  είναι η πιθανότητα στο δείγµα να βρίσκονται d  ή λιγότερα 

ελαττωµατικά προϊόντα, a  είναι το επιθυµητό ποσοστό των εσφαλµένων 

συναγερµών και 0p  η πιθανότητα να είναι ένα προϊόν του δείγµατος ελαττωµατικό, 

δεδοµένου ότι η διεργασία βρίσκεται εντός ελέγχου. Σηµειώνουµε επίσης πως τα d , c 

και n είναι θετικοί ακέραιοι αριθµοί. Η αριθµητική επίλυσή της παραπάνω εξίσωσης 

µπορεί να γίνει αρκετά εύκολα µε ένα κατάλληλο µαθηµατικό πρόγραµµα. 

Ο Acosta-Mejia (1999) υπολόγισε την απόδοση ενός διαγράµµατος p µε σκοπό την 

ανίχνευση βελτίωσης στη διεργασία. Το διάγραµµα αυτό δίνει ένδειξη εκτός ελέγχου 
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διεργασίας όταν ένα σηµείο βρεθεί εκτός του άνω ορίου ελέγχου ή όταν m  

συνεχόµενα σηµεία βρεθούν κάτω από ένα κατάλληλο κάτω όριο ελέγχου MCL 

(modified center line). Ο προσδιορισµός της τιµής του MCL γίνεται µε τρόπο τέτοιο 

ώστε το εντός ελέγχου µέσο µήκος ροής να είναι το επιθυµητό. Η απόδοση του 

κανόνα µελετήθηκε για m = 7.  

Ο Κhoo (2004b) χρησιµοποίησε την κανονική προσέγγιση της διωνυµικής 

κατανοµής και ανέπτυξε διαγράµµατα ελέγχου µε κανόνες ροών τα οποία 

παρουσιάζουν σηµαντική βελτίωση στην ικανότητα ανίχνευσης µετατοπίσεων 

(αυξήσεων ή µειώσεων) στο ποσοστό των ελαττωµατικών προϊόντων που παράγει η 

διεργασία. Σύµφωνα µε τον Montgomery (2005, σελ. 79) η χρήση της κανονικής 

προσέγγισης για τη διωνυµική κατανοµή δεν είναι ικανοποιητική για  

1
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Πρόσφατα, οι Lucas et al. (2006) πρότειναν µια διαδικασία που βασίζεται στη 

χρήση κανόνων ροών µε σκοπό την ανίχνευση βελτίωσης της διεργασίας σε 

διαγράµµατα για διακριτά χαρακτηριστικά όπου το κάτω όριο ελέγχου είναι ίσο µε 0. 

Σύµφωνα µε αυτή τη διαδικασία η εµφάνιση m  συνεχόµενων δειγµάτων ή η 

εµφάνιση 2-από- k  συνεχόµενων δειγµάτων µε αριθµό ελαττωµατικών προϊόντων 

µηδέν αποτελεί ένδειξη ότι η διεργασία έχει βελτιωθεί, δηλαδή έχει µειωθεί ο αριθµός 

των ελαττωµατικών που αυτή παράγει. Θα πρέπει να αναφέρουµε πως οι δύο κανόνες 

δε χρησιµοποιούνται ταυτόχρονα και ότι η επιλογή του καταλληλότερου βασίζεται 

στην τιµή της πιθανότητας να έχει ένα δείγµα µηδέν ελαττωµατικά. Αξίζει να 

αναφέρουµε πως ανάλογη διαδικασία µε αυτή των Lucas et al. (2006) ανέπτυξαν και 

οι Chang and Gan (2007) για διαγράµµατα ελέγχου που αφορούν υψηλής ποιότητας 

διεργασίες (high yield processes). Η βασική διαφοροποίηση είναι ότι οι Chang and 

Gan (2007) χρησιµοποιήσαν κανόνες ροών στοχεύοντας εκτός από την ανίχνευση 

µείωσης στο ποσοστό των ελαττωµατικών και στην ανίχνευση αύξησης στο ποσοστό 

αυτών. 

 

1.11 Κανόνες Ροών και Στατιστικός Έλεγχος Ποιότητας  

 

Μέχρι τώρα αναφέραµε τη χρήση των κανόνων ροών στα διαγράµµατα ελέγχου για 

την παρακολούθηση µιας κρίσιµης ποσότητας η οποία καθορίζει το επίπεδο 
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ποιότητας των προϊόντων που παράγει µια διεργασία. Στη συνέχεια θα αναφερθούµε 

εν συντοµία στη χρήση των κανόνων ροών σε δύο άλλες περιοχές του ελέγχου 

ποιότητας, τη δειγµατοληψία αποδοχής (acceptance sampling) και τον έλεγχο 

αποδοχής µηχανηµάτων µέσω τεστ εκκίνησης (start-up demonstration test). 

 

1.11.1 ∆ειγµατοληψία Αποδοχής 

 

Η δειγµατοληψία αποδοχής (acceptance sampling) αποτέλεσε ουσιαστικά την 

περιοχή του στατιστικού ελέγχου ποιότητας στην οποία εφαρµόστηκαν αρχικά οι 

κανόνες ροών. Ο Wolfowitz (1943) και αργότερα οι Praire et al. (1962) ανέπτυξαν 

ένα απλό δειγµατικό σχέδιο (κατά σωρούς) σύµφωνα µε το οποίο ένα σωρός γίνεται 

αποδεκτός αν m  συνεχόµενα αντικείµενα από το σωρό βρεθούν µη-ελαττωµατικά 

πριν ή ακριβώς στο n -οστό εξεταζόµενο προϊόν από το σωρό. Οι Vance and 

McDonald (1979) επέκτειναν το δειγµατικό σχέδιο των Praire et al. (1962) 

προτείνοντας ένα δειγµατικό σχέδιο το οποίο λαµβάνει υπόψη του τον αριθµό d των 

ελαττωµατικών αντικειµένων που βρίσκονται κατά τον έλεγχο του σωρού. Σύµφωνα 

µε τους Vance and McDonald (1979) ο σωρός γίνεται αποδεκτός εάν m  συνεχόµενα 

αντικείµενα από το σωρό βρεθούν µη-ελαττωµατικά πριν από την εµφάνιση d 

συνολικά ελαττωµατικών. Αν d ελαττωµατικά αντικείµενα βρεθούν ελαττωµατικά 

πριν από την εµφάνιση m  συνεχόµενων µη-ελαττωµατικών τότε ο σωρός 

απορρίπτεται. Το σχέδιο αυτό µελετήθηκε επίσης και από τους Govindaraju and Lai 

(1999) οι οποίοι έδωσαν έναν πρακτικό οδηγό επιλογής των παραµέτρων του σχεδίου 

(τιµές των m και d ) όταν η πιθανότητα ενός ελαττωµατικού αντικειµένου είναι πολύ 

µικρή ( %1< ). 

Εκτός από τα µεµονωµένα δειγµατικά σχέδια που αναφέρονται στην αποδοχή ή όχι 

ενός µόνο σωρού, έχουν αναπτυχθεί δειγµατικά συστήµατα (sampling systems or 

schemes) για την επιθεώρηση µιας ακολουθίας σωρών. Παραδείγµατα τέτοιων 

σχεδίων αποτελούν τα συνεχή δειγµατικά σχέδια (Dodge (1943)) και το σύστηµα 

δειγµατοληψίας Military Standard 105E (καθώς και το αντίστοιχο για «ιδιωτικές» 

εφαρµογές ANSI/ASQC Z1.4). Τέτοιου είδους συστήµατα περιλαµβάνουν 

διαφορετικά επίπεδα αυστηρότητας δειγµατοληψίας και είναι απαραίτητη η χρήση 

κανόνων για την εναλλαγή µεταξύ αυτών. Οι κανόνες ροών βρίσκουν εφαρµογή ως 

κανόνες εναλλαγής (switching rules) µεταξύ των διαφορετικών επιπέδων της 
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δειγµατικής εξέτασης. Για παράδειγµα στο σχέδιο MIL-STD 105E για την εναλλαγή 

από κανονική σε αυστηρή δειγµατική εξέταση απαιτείται 2-από-5 διαδοχικοί σωροί 

να µη γίνουν αποδεκτοί ενώ για την εναλλαγή από κανονική σε ελαστική απαιτείται 

10 διαδοχικοί σωροί να γίνουν αποδεκτοί. Για περισσότερες λεπτοµέρειες σχετικά µε 

τις πιθανοθεωρητικές ιδιότητες των κανόνων εναλλαγής στα δειγµατικά συστήµατα 

δείτε Shmueli (2002). 

Πριν κλείσουµε αξίζει να αναφέρουµε ότι οι βασικές ποσότητες οι οποίες 

περιγράφουν ένα δειγµατικό σχέδιο είναι η πιθανότητα αποδοχής (acceptance 

probability) και η πιθανότητα απόρριψης (rejection probability) του σωρού, η 

χαρακτηριστική καµπύλη (operating curve) η οποία εκφράζει την πιθανότητα 

αποδοχής του σωρού µέχρι την εξέταση του n -οστού αντικειµένου και ο µέσος 

αριθµός επιθεωρηµένων µονάδων (average sample number, συµβ. ASN). Η 

µεθοδολογία που θα παρουσιάσουµε στο Κεφάλαιο 2, επιτρέπει τον υπολογισµό των 

παραπάνω ποσοτήτων για τα προαναφερθέντα αλλά και για παρόµοια δειγµατικά 

σχέδια. 

 

1.11.2 Έλεγχος Αποδοχής Μηχανηµάτων Μέσω Τεστ Εκκίνησης 

 

Τα τεστ εκκίνησης (start-up demonstration tests) αποτελούν µια περιοχή του 

στατιστικού ελέγχου ποιότητας στην οποία βρίσκει άµεση εφαρµογή η θεωρία ροών. 

Ας υποθέσουµε ότι ένας έµπορος προτού αγοράσει το εµπόρευµά του, απαιτεί να του 

πιστοποιηθεί το επίπεδο ποιότητας αυτού. Έτσι, αναµένει από τον προµηθευτή να του 

επιδείξει ότι ο εξοπλισµός που πρόκειται να αγοράσει µπορεί να ξεκινήσει 

επιτυχηµένα m  συνεχόµενες φορές. 

Σε ένα τεστ εκκίνησης εφαρµόζονται συνήθως δύο κριτήρια, ένα που οδηγεί στην 

αποδοχή του εξοπλισµού και ένα που οδηγεί στην απόρριψη αυτού. Για παράδειγµα 

ένας εξοπλισµός να γίνεται αποδεκτός όταν συµβούν 1c  συνεχόµενες επιτυχηµένες 

εκκινήσεις πριν από 2c  συνεχόµενες αποτυχηµένες, ή ένας εξοπλισµός να γίνεται 

αποδεκτός όταν συµβούν 1c  συνεχόµενες επιτυχηµένες εκκινήσεις πριν από την 

εµφάνιση f  συνολικά αποτυχηµένων. Βλέπουµε, ότι και στην περίπτωση των τεστ 

εκκίνησης, οι ροές επιτυχιών/αποτυχιών βρίσκουν άµεσα εφαρµογή. Περισσότερες 

λεπτοµέρειες σχετικά µε τα τεστ εκκίνησης καθώς και ένα νέο τεστ το οποίο 

βασίζεται στη χρήση στατιστικών συναρτήσεων σάρωσης δίνονται στο Κεφάλαιο 5.  
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1.12 Ανακεφαλαίωση 

 

Στο παρόν κεφάλαιο παρουσιάσαµε τα βασικά είδη διαγραµµάτων ελέγχου, τους 

τρόπους εφαρµογή και ανάπτυξής τους καθώς επίσης και τα µέτρα που 

χρησιµοποιούνται για τον υπολογισµό της απόδοσης αυτών. ∆όθηκε επίσης µια 

αναλυτική επισκόπηση της περιοχής των διαγραµµάτων ελέγχου µε κανόνες ροών 

ενώ έγινε και µια σύντοµη αναφορά στις δυνατές εφαρµογές της θεωρίας ροών και 

σχηµατισµών στον στατιστικό έλεγχο ποιότητας γενικότερα. Στο επόµενο κεφάλαιο 

θα παρουσιάσουµε τη βασική µεθοδολογία για την ανάπτυξη και µελέτη των 

στατιστικών συναρτήσεων οι οποίες σχετίζονται µε την εµφάνιση ροών και 

σχηµατισµών. 
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 2 
 

Η ΜΕΘΟ∆ΟΣ ΤΗΣ ΜΑΡΚΟΒΙΑΝΗΣ 

ΕΜΦΥΤΕΥΣΗΣ 

 

 

2.1 Εισαγωγή 
 

Στο προηγούµενο κεφάλαιο είδαµε ότι η χρήση κανόνων ευαισθητοποίησης ενός 

διαγράµµατος ελέγχου που βασίζονται στη θεωρία ροών έχει ευρεία χρήση στο 

στατιστικό έλεγχο ποιότητας. Γενικότερα όµως, η θεωρία ροών και σχηµατισµών 

βρίσκει εφαρµογές σε πολλούς και σύγχρονους επιστηµονικούς κλάδους όπως ο 

έλεγχος ποιότητας, η θεωρία αξιοπιστίας, η κοινωνιολογία, η οικολογία, η 

ραδιοαστρονοµία, η ταυτοποίηση DNA, η ψυχοµετρία, κτλ. Για περισσότερες 

εφαρµογές ο ενδιαφερόµενος αναγνώστης παραπέµπεται στη µονογραφία των 

Balakrishnan and Koutras (2002). 

Αντικειµενικός σκοπός σε όλες αυτές τις περιπτώσεις είναι η µελέτη των 

διάφορων κατανοµών των τυχαίων µεταβλητών που µας ενδιαφέρουν και οι οποίες 

σχετίζονται µε τη εµφάνιση (δεδοµένων) σχηµατισµών σε ακολουθίες δοκιµών 

(ανεξάρτητες ή εξαρτηµένες) µε 2≥s  δυνατά αποτελέσµατα.  

Οι σηµαντικότερες τυχαίες µεταβλητές που µας απασχολούν στην πράξη είναι οι 

εξής δύο: (i) η κατανοµή του αριθµού των ροών (ή σχηµατισµών) σε µια ακολουθία 

n  δοκιµών, και (ii) ο χρόνος αναµονής µέχρι την r -οστή εµφάνιση της ροής (ή του 

σχηµατισµού). 

Η µελέτη των δύο αυτών κατανοµών µπορεί να γίνει µελετώντας είτε τη µία είτε 

την άλλη αφού σχετίζονται άµεσα (Feller (1968), Koutras (1997a)). Ως ένα απλό 

παράδειγµα αυτής της δυϊκής σχέσης αναφέρουµε τη σχέση µεταξύ διωνυµικής 

κατανοµής και αρνητικής διωνυµικής κατανοµής όπου η πιθανότητα να είναι ο 

αριθµός των επιτυχιών σε n  δοκιµές µικρότερος από r  ισούται µε την πιθανότητα να 

χρειαστούν περισσότερες από n  δοκιµές για την εµφάνιση της r -οστής επιτυχίας. 



 48 

Αρχικά η µελέτη των κατανοµών τυχαίων µεταβλητών που σχετίζονται µε ροές και 

σχηµατισµούς βασίστηκε σε συνδυαστικές µεθόδους (Philippou and Muwafi (1982), 

Uppuluri and Patil (1983), Philippou and Makri (1986)). Αργότερα αναπτύχθηκε η 

µέθοδος των (υπό συνθήκη) γενικευµένων πιθανογεννητριών (generalized probability 

generating functions) (Ebneshahrashoob and Sobel (1990), Aki (1992), Uchida 

(1998), Aki and Hirano (2000)). 

Οι Fu and Koutras (1994) εισήγαγαν και ανέπτυξαν µια γενική µεθοδολογία µε 

σκοπό να γίνει υπολογιστικά ευκολότερη η µελέτη τυχαίων µεταβλητών που 

σχετίζονται µε ροές και σχηµατισµούς. Η µεθοδολογία αυτή ονοµάστηκε 

µεθοδολογία εµφύτευσης σε πεπερασµένη Μαρκοβιανή αλυσίδα (finite Markov chain 

embedding technique) και αρχικά είχε εµφανιστεί στις εργασίες των Fu (1986) και 

Chao and Fu (1989). Οι Koutras and Alexandrou (1995) επαναδιατύπωσαν τη 

µεθοδολογία της εµφύτευσης µε τη βοήθεια πολυδιάστατων διανυσµάτων 

πιθανοτήτων, ενώ ο Fu (1996) επέκτεινε τη αρχική µέθοδο ώστε να είναι δυνατή η 

µελέτη οποιουδήποτε σχηµατισµού.  

Στο παρόν κεφάλαιο θα περιγράψουµε τη µεθοδολογία της εµφύτευσης και θα 

δώσουµε τα βασικά θεωρήµατα τα οποία θα χρησιµοποιηθούν στη µελέτη του χρόνου 

αναµονής µέχρι την πρώτη εµφάνιση ενός σχηµατισµού. H µελέτη τυχαίων 

µεταβλητών οι οποίες σχετίζονται µε χρόνους αναµονής αποτελεί αντικείµενο 

έρευνας πολλών ερευνητών και ενδεικτικά αναφέρουµε τις εργασίες των Koutras 

(1997a, 1997b), Koutras and Alexandrou (1997), Antzoulakos (1999, 2001), Makri et 

al. (2007) ενώ για περισσότερες λεπτοµέρειες ο ενδιαφερόµενος αναγνώστης 

παραπέµπεται στις µονογραφίες των Balakrishnan and Koutras (2002) και Fu and Lou 

(2003). 

Όπως θα δούµε στη συνέχεια, η εφαρµογή των ανωτέρω είναι άµεση στο 

στατιστικό έλεγχο ποιότητας αφού η κατανοµή του µήκους ροής των διαγραµµάτων 

ελέγχου µε κανόνες ροών συµπίπτει µε την κατανοµή του χρόνου αναµονής µέχρι την 

εµφάνιση ενός κατάλληλα ορισµένου σχηµατισµού. Επίσης η µεθοδολογία της 

εµφύτευσης θα χρησιµοποιηθεί για τη µελέτη ενός τεστ εκκίνησης για την αποδοχή 

εξαρτηµάτων στο Κεφάλαιο 5. 

Στο τέλος του Κεφαλαίου 2 δίνονται παραδείγµατα υπολογισµού του µέσου 

µήκους ροής (ή µέσου µήκους διαδροµής) και των ποσοστιαίων σηµείων της 

κατανοµής του µήκους ροής σε ένα διάγραµµα ελέγχου για την παρακολούθηση της 

µέσης τιµής µιας παραγωγικής διεργασίας στο οποίο εφαρµόζονται κανόνες διακοπής 
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που βασίζονται στη θεωρία ροών. Επίσης θα γίνει µια σύντοµη αναφορά στο µέσο 

µήκος ροής σταθερής κατάστασης, στις πιθανότητες σήµατος καθώς και στο 

χαρακτηριστικό της άµεσης αρχικής αντίδρασης ενός διαγράµµατος ελέγχου µε 

κανόνες ροών. Εκεί θα δούµε ποιες είναι οι απαραίτητες τροποποιήσεις που πρέπει να 

γίνουν στη γενική µεθοδολογία µε σκοπό τον υπολογισµό όλων των 

προαναφερθέντων ποσοτήτων. 

 

2.2 Έννοιες και Συµβολισµοί 

 

Έστω µια ακολουθία δοκιµών }1,{ ≥tX t  µε 2≥s  δυνατά αποτελέσµατα. Θα 

συµβολίζουµε τα δυνατά αποτελέσµατα ως },,,{ 21 sbbb K  µε αντίστοιχες πιθανότητες 

εµφάνισης )Pr( jtj bXp == , sj ,,2,1 K= . Στη συνέχεια δίνουµε δύο χρήσιµους για 

τη συνέχεια ορισµούς σχετικά µε την έννοια του σχηµατισµού. 

Ορισµός 2.1 (Fu and Lou (2003)): Ο σχηµατισµός (pattern) E  µήκους k είναι ένας 

απλός σχηµατισµός εάν αποτελείται από µια πεπερασµένη ακολουθία k  δυνατών 

αποτελεσµάτων (συµβόλων), δηλαδή 
kiii bbb K

21
=E , µε },,2,1{ si j K∈  για 

kj ,,2,1 K= . Το µήκος του σχηµατισµού είναι σταθερό και επιτρέπεται η 

επαναληπτική χρήση των συµβόλων 1b , 2b , ..., sb . 

Ορισµός 2.2 (Fu and Lou (2003)): Υποσχηµατισµός (subpattern) ενός απλού 

σχηµατισµού �  µήκους k  ορίζεται µια πεπερασµένη ακολουθία συµβόλων της 

µορφής 
jiii bbb K

21
=′E  µε kj ≤≤1 . 

Για λόγους απλότητας το ενδεχόµενο της εµφάνισης ενός σχηµατισµού και ο 

σχηµατισµός θα συµβολίζονται µε το ίδιο γράµµα, � .  

Η πιο χαρακτηριστική περίπτωση ενός απλού σχηµατισµού είναι η ροή επιτυχιών 

µήκους k  σε µια ακολουθία δίτιµων δοκιµών Bernoulli. Αν συµβολίσουµε µε S  (F ) 

την εµφάνιση επιτυχίας (αποτυχίας) σε µια δοκιµή Bernoulli, τότε ο σχηµατισµός που 

αντιστοιχεί στην εµφάνιση k  συνεχόµενων επιτυχιών µπορεί να εκφραστεί 

αντίστοιχα ως  

321K
k

SSS=E . 
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Ένας αυστηρός ορισµός της ροής όµοιων συµβόλων καθώς και µια άµεση 

γενίκευση αυτής δίνεται παρακάτω (δείτε Balakrishnan and Koutras (2002)). 

Ορισµός 2.3: Έστω µια ακολουθία δοκιµών }1,{ ≥tX t  µε s  ( 2≥s ) δυνατά 

αποτελέσµατα. Ως ροή αποτελεσµάτων ιδίου τύπου ορίζουµε την εµφάνιση 

διαδοχικών (χωρίς διακοπή) όµοιων αποτελεσµάτων τα οποία ακολουθούνται και 

έπονται από διαφορετικά αποτελέσµατα. Ο αριθµός k  των όµοιων στοιχείων µιας 

ροής αναφέρεται και ως µήκος της ροής ( k  θετικός ακέραιος). 

Οι στατιστικές συναρτήσεις που σχετίζονται µε την εµφάνιση ροών καλούνται 

στατιστικές συναρτήσεις ροών (run statistics). Μια άµεση γενίκευση της έννοιας της 

ροής προκύπτει αν αντί για όµοια διαδοχικά αποτελέσµατα ενδιαφερόµαστε για ένα 

προκαθορισµένο αριθµό όµοιων αποτελεσµάτων σε ένα «παράθυρο» δοκιµών 

προκαθορισµένου µήκους (moving window). Έτσι προκύπτει ο ορισµός της 

γενικευµένης ροής επιτυχιών (generalized run of type mk / ) ή διαφορετικά ο ορισµός 

της στατιστικής συνάρτησης σάρωσης (scan statistic). 

Ορισµός 2.4: Έστω µια ακολουθία δοκιµών }1,{ ≥tX t  µε s  ( 2≥s ) δυνατά 

αποτελέσµατα. Ως γενικευµένη ροή αποτελεσµάτων τύπου mk /  ορίζουµε την 

εµφάνιση τουλάχιστον k  όµοιων αποτελεσµάτων σε ένα «παράθυρο» µήκους m  

( mk ,  θετικοί ακέραιοι). 

Γενικά οποιοσδήποτε σταθερού µήκους σχηµατισµός αποτελούµενος από επιτυχίες 

και αποτυχίες, π.χ. SSFSF=E , είναι σύµφωνα µε τον Ορισµό 2.1 ένας απλός 

σχηµατισµός σε µια ακολουθία δίτιµων δοκιµών.  

Στη συνέχεια, έστω 1E  και 2E  δύο απλοί σχηµατισµοί µήκους 1k  και 2k  

αντίστοιχα. Θα λέµε ότι οι 1E  και 2E  είναι ξεχωριστοί (distinct) σχηµατισµοί εάν 

ούτε ο 1E  περιέχεται στον 2E  και ούτε ο 2E  περιέχεται στον 1E . Επιπλέον ορίζουµε 

ως 21 EE ∪  το ενδεχόµενο της εµφάνισης είτε του σχηµατισµού 1E  είτε του 

σχηµατισµού 2E . 

Ορισµός 2.5: (Fu and Lou (2003)): Ο σχηµατισµός �  είναι ένας σύνθετος 

σχηµατισµός εάν αποτελεί ένωση m  ( ∞<< m1 ) ξεχωριστών απλών σχηµατισµών, 

δηλαδή i

m

i EE 1== U . 
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Όπως έχουµε ήδη αναφέρει, οι δύο τυχαίες µεταβλητές που παίζουν σηµαντικό 

ρόλο και σχετίζονται µε εµφανίσεις ενός σχηµατισµού �  είναι ο αριθµός εµφανίσεων 

του σχηµατισµού �  σε µια ακολουθία n  δοκιµών µε 2≥s  δυνατά αποτελέσµατα, 

και ο χρόνος αναµονής µέχρι την r -οστη εµφάνιση του σχηµατισµού �  σε µια 

ακολουθία δοκιµών µε 2≥s  δυνατά αποτελέσµατα. Θα συµβολίσουµε τις δύο αυτές 

τυχαίες µεταβλητές αντίστοιχα ως nn XX ≡)(E  και rr TT ≡E, . Ειδικότερα, για το 

χρόνο αναµονής µέχρι την εµφάνιση για πρώτη φορά του σχηµατισµού �  θα 

χρησιµοποιούµε το συµβολισµό TT ≡E,1 . Έτσι, η δυϊκή σχέση που προαναφέραµε 

στην Παράγραφο 2.1 µεταξύ των nX  και rT  εκφράζεται ως  

)Pr()Pr( nTrX rn >=<                                            (2.1) 

Αρκεί λοιπόν η µελέτη µόνο της µίας από τις δύο αυτές τυχαίες µεταβλητές για 

µελετήσουµε µε τη βοήθεια της σχέσης (2.1) την άλλη. Στην επόµενη παράγραφο θα 

µελετήσουµε αναλυτικά την κατανοµή της τυχαίας µεταβλητής TT ≡1 . 

 

2.3. Κατανοµές Χρόνων Αναµονής 

 

Προτού προχωρήσουµε στην παρουσίαση της µεθόδου για τη µελέτη χρόνων 

αναµονής θα αναφέρουµε κάποια γενικά πράγµατα ξεκινώντας µε τη γεωµετρική 

κατανοµή η οποία αποτελεί την απλούστερη περίπτωση κατανοµής χρόνου αναµονής. 

Η γεωµετρική κατανοµή περιγράφει τον αριθµό των δοκιµών µέχρι την εµφάνιση 

µιας επιτυχίας σε µια ακολουθία δίτιµων δοκιµών Bernoulli µε σταθερή πιθανότητας 

επιτυχίας p . Σύµφωνα µε όσα έχουµε ήδη αναφέρει, στην περίπτωση της 

γεωµετρικής κατανοµής o απλός σχηµατισµός �  αντιστοιχεί στην εµφάνιση µίας 

επιτυχίας, δηλ. }{S=E . Η συνάρτηση πιθανότητας του χρόνου αναµονής T  µέχρι 

την πρώτη εµφάνιση του �  δίνεται από τον τύπο  

                                             1)Pr( −== npqnT ,   K,2,1=n                                    (2.2). 

όπου )(qp  είναι η πιθανότητα επιτυχίας (αποτυχίας) σε µια δοκιµή ( pq −= 1 ). 

Ο χρόνος αναµονής µέχρι την εµφάνιση της r -οστής επιτυχίας περιγράφεται από 

την αρνητική διωνυµική κατανοµή. Η συνάρτηση πιθανότητας της αρνητικής 

διωνυµικής κατανοµής δίνεται από τον τύπο  

                                    ,
1

1
)Pr( rnr

r qp
r

n
nT −










−

−
==    K,1, += rrn                           (2.3) 
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Άµεση γενίκευση της γεωµετρικής κατανοµής είναι η κατανοµής της τυχαίας 

µεταβλητής που εκφράζει το χρόνο αναµονής µέχρι την εµφάνιση k  συνεχόµενων 

επιτυχιών. Τότε, το ενδεχόµενο �  περιγράφεται ως  

321K
k

SSS=E . 

Στην περίπτωση αυτή έχουµε το µοντέλο της γεωµετρικής κατανοµής τάξης k  η 

οποία έχει µελετηθεί από πολλούς συγγραφείς (Feller (1968), Philippou et al. (1983), 

Aki et al. (1984), Aki (1985), Hirano (1986), Philippou (1986), Hirano and Aki 

(1987), Aki and Hirano (1988)). Με ανάλογο τρόπο µπορεί να οριστεί η αρνητική 

διωνυµική κατανοµή τάξης k  (Philippou et al. (1983), Philippou (1984), Aki et al. 

(1984)). 

Για τη µελέτη όλων των παραπάνω χρόνων αναµονής µπορεί να χρησιµοποιηθεί 

και η µεθοδολογία της εµφύτευσης σε Μαρκοβιανή αλυσίδα. Στην επόµενη 

παράγραφο δίνουµε τον ορισµό της τυχαίας µεταβλητής εµφυτεύσιµης σε 

Μαρκοβιανή αλυσίδα καθώς και τα βασικά θεωρήµατα (χωρίς απόδειξη) όπως αυτά 

διατυπώθηκαν από τους Fu and Koutras (1994). Για περισσότερες λεπτοµέρειες 

σχετικά µε τη µεθοδολογία της εµφύτευσης, ο ενδιαφερόµενος αναγνώστης 

παραπέµπεται στις εργασίες των Fu (1986, 1996), Koutras (1997a), Koutras and 

Alexandrou (1995, 1997). 

 

2.4. Η Μεθοδολογία της Εµφύτευσης σε Μαρκοβιανή Αλυσίδα 

 

Στην παρούσα παράγραφο παρουσιάζουµε τη µέθοδο εµφύτευσης σε Μαρκοβιανή 

αλυσίδα όπως αυτή διατυπώθηκε από τους Fu and Koutras (1994). 
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Ορισµός 2.6: Έστω ένας χώρος καταστάσεων },,{ 21 Kaa=Ω . Μια θετική ακέραια 

τυχαία µεταβλητή nX  µε σύνολο τιµών 

},,2,1,0{ nlK    ( ,Nn∈  }0)Pr(:max{ >== xXxl nn ) 

θα λέγεται εµφυτεύσιµη σε Μαρκοβιανή αλυσίδα αν 

(i) υπάρχει µια Μαρκοβιανή αλυσίδα διακριτού χρόνου }0,{ ≥tYt  ορισµένη στο χώρο 

καταστάσεων },,{ 21 Kaa=Ω  

(ii) υπάρχει διαµέριση },2,1,0,{ K=xCx  του Ω  και  

(iii) για κάθε },,2,1,0{ nlx K∈  ισχύει )Pr()Pr( xnn CYxX ∈== . 

Ο υπολογισµός της συνάρτησης πιθανότητας της εµφυτεύσιµης τυχαίας 

µεταβλητής µπορεί να γίνει µε χρήση του επόµενου θεωρήµατος. 

Θεώρηµα 2.1: Αν η τυχαία µεταβλητή nX  είναι εµφυτεύσιµη στη Μαρκοβιανή 

αλυσίδα }0,{ ≥tYt  µε χώρο καταστάσεων },,{ 21 Kaa=Ω , τότε 

∑∏
∈=

′







==

xr Car

r

n

t

tn xX
:1

0)Pr( ePπ  

όπου ]),Pr(),[Pr( 20100 KaYaY ===π  είναι το διάνυσµα αρχικών πιθανοτήτων της 

αλυσίδας, tP  είναι ο πίνακας των πιθανοτήτων µετάβασης πρώτης τάξης της 

αλυσίδας και re  το µοναδιαίο διάνυσµα (γραµµή) µε όλες του τις συνιστώσες ίσες µε 

0 εκτός της συνιστώσας r  που είναι ίση µε 1. 

Με άµεση εφαρµογή του Θεωρήµατος 2.1 µπορεί κανείς να υπολογίσει τις ροπές 

και την πιθανογεννήτρια συνάρτηση της εµφυτεύσιµης µεταβλητής. Τα 

αποτελέσµατα διατυπώνονται στο επόµενο Πόρισµα. 
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Πόρισµα 2.1: Αν η τυχαία µεταβλητή nX  είναι εµφυτεύσιµη σε Μαρκοβιανή 

αλυσίδα }0,{ ≥tYt  µε χώρο καταστάσεων },,{ 21 Kaa=Ω , τότε οι ροπές περί την 

αρχή και η πιθανογεννήτρια συνάρτηση εκφράζονται, αντίστοιχα, ως 
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2.5 Χρόνος Αναµονής Μέχρι την Εµφάνιση ενός Απλού Σχηµατισµού 

 

Στην παρούσα παράγραφο δίνουµε τα βασικά εργαλεία για τη µελέτη του χρόνου 

αναµονής µέχρι την εµφάνιση ενός σχηµατισµού �  (απλού ή σύνθετου). Για ευκολία 

στους συµβολισµούς, τα αποτελέσµατα δίνονται στην περίπτωση του χρόνου 

αναµονής µέχρι την πρώτη εµφάνιση ενός απλού σχηµατισµού ενώ η επέκτασή τους 

για την περίπτωση ενός σύνθετου σχηµατισµού είναι άµεση. 

Έστω }1,{ ≥tX t  µια ακολουθία ανεξάρτητων και ισόνοµων δοκιµών µε δυνατά 

αποτελέσµατα στο σύνολο },,,{ 21 sbbbA K= , ( 2≥s ) και έστω ip  η πιθανότητα να 

εµφανιστεί στη j -οστή δοκιµή το αποτέλεσµα ib , δηλαδή iij pbX == )Pr(  ( ,1≥j  

si ≤≤1 , 1
1

=∑ =

s

i ip ). Θεωρούµε τον απλό σχηµατισµό 
kiii bbb K

21
=E  µήκους k  

( sin ≤≤1 , kn ≤≤1 ) και έστω T  ο χρόνος αναµονής µέχρι την πρώτη εµφάνιση του 

� . Προκειµένου να µελετήσουµε την τυχαία µεταβλητή T  ορίζουµε µια κατάλληλη 

Μαρκοβιανή αλυσίδα σε ένα χώρο καταστάσεων Ω . Για τον καθορισµό του χώρου 

καταστάσεων εργαζόµαστε ως εξής: 

Αποσυνθέτουµε αρχικά τον σχηµατισµό σε k  το πλήθος υποσχηµατισµούς και 

ορίζουµε 1+k  καταστάσεις που δηλώνονται µε τις ταµπέλες 1, 2, ..., 1+k  ως 

ακολούθως  

,,"3","2","1"
211
Kiii bbb ==    

kiii bbbk K
21

"1" =+ ,  

όπου στην ταµπέλα "1"  αντιστοιχούµε όλους τους υποσχηµατισµούς }{
1i
bA − .  
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Αφού ορίστηκε ο (πεπερασµένος) χώρος καταστάσεων }1,,2,1{ +=Ω kK  

ορίζουµε µια Μαρκοβιανή αλυσίδα }1,{ ≥tYt  στο χώρο Ω που λειτουργεί παράλληλα 

µε την ακολουθία }0,{ ≥tX t  ως εξής: 

Η tY  βρίσκεται στην κατάσταση j , 12 +≤≤ kj , αν στο τελικό κοµµάτι της 

ακολουθίας tXXX ,...,21 , κοιτώντας προς τα πίσω, αναγνωρίζουµε το σχηµατισµό 

jiii bbb ...
21

, δηλαδή 
11 ijt bX =+− , 

22 ijt bX =+− , …, 
jit bX = , ο οποίος είναι ο σχηµατισµός 

µε το µεγαλύτερο µήκος από τους σχηµατισµούς που αντιστοιχούν στις ταµπέλες "2" , "3"  

... "1" +k . Σε οποιαδήποτε άλλη περίπτωση ορίζουµε ως τιµή της tY  την τιµή 1. Επίσης 

ορίζουµε την κατάσταση "1" +k  ως απορροφητική. 

Με αυτόν τον τρόπο ορίζεται µια οµογενής Μαρκοβιανή αλυσίδα στον Ω  µε 

διάνυσµα αρχικών πιθανοτήτων  

]0,,0,,1[)]1Pr(,),2Pr(),1[Pr(],,,[
11111121 KKK iik ppkYYY −=+===== +ππππ  

και πίνακα πιθανοτήτων µετάβασης )1()1(][ +×+= kkijpP  ο οποίος ορίζεται ως  

,)|Pr( 1 ∑==== − unnij pjYiYp   2,, ≥Ω∈ nji  

µε το άθροισµα ∑ up  να εκφράζει το άθροισµα των πιθανοτήτων up  οι οποίες 

αντιστοιχούν στο αποτέλεσµα ub , η εµφάνιση του οποίου οδηγεί στη µετάβαση της 

αλυσίδας }1,{ ≥tYt  από την κατάσταση i  στην κατάσταση j . Η είσοδος για πρώτη 

φορά της Μαρκοβιανής αλυσίδας στην κατάσταση "1" +k  σηµατοδοτεί την εµφάνιση 

του σχηµατισµού � . Είναι επίσης φανερό Peπ 1= , όπου το διάνυσµα 1e  συµβολίζει 

το διάνυσµα µε µονάδα στην πρώτη συνιστώσα και µε 0 σε όλες τις υπόλοιπες του 

διανυσµατικού χώρου 1R +k . 

Μπορεί εύκολα να επιβεβαιωθεί ότι ο πίνακας πιθανοτήτων µετάβασης P  

γράφεται πάντα στη µορφή  

)1()1(
1

)(

+×+







 ′−
=

kk
0

1QIQ
P  

όπου ο πίνακας kk×Q  είναι ο πίνακας πιθανοτήτων µετάβασης µεταξύ των 

µεταβατικών καταστάσεων και 1QI ′− )(  είναι ένα διάνυσµα (στήλη) διάστασης k  µε 

τις πιθανότητες µετάβασης από κάθε µία µεταβατική κατάσταση στην απορροφητική 

κατάσταση. Επίσης, ο πίνακας I  είναι ο µοναδιαίος πίνακας kk ×  και το διάνυσµα 
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(γραµµή) 1  που ανήκει στο διανυσµατικό χώρο kR  έχει όλα του τα στοιχεία ίσα µε 

1. 

Ας συµβολίσουµε µε  

)Pr()( nTnFT ≤= ,   )Pr()(1)( nTnFnF TT >=−= ,   )Pr()( nTnfT ==  

∑
∞

=

==
0

)Pr()(
n

n

T znTzG ,   ∑
∞

=

>=
0

)Pr()(
n

n

T znTzH ,   ∑
∞

=

==
0

)Pr()(
n

zn

T enTzM  

την συνάρτηση κατανοµής, την πιθανότητα ουράς, τη συνάρτηση πιθανότητας, την 

πιθανογεννήτρια συνάρτηση, τη γεννήτρια συνάρτηση των πιθανοτήτων ουράς και τη 

ροπογεννήτρια συνάρτηση της τυχαίας µεταβλητής T , αντίστοιχα. 

Θεώρηµα 2.2: Η συνάρτηση κατανοµής, η πιθανότητα ουράς και η συνάρτηση 

πιθανότητας για την τυχαία µεταβλητή T  δίνονται αντίστοιχα από τις σχέσεις  

1,)()( 1

1 ≥+′−= +
− nnF k

n

T π1QIα                                    (2.4) 

1,)( 1 ≥′= − nnF n

T 1αQ                                              (2.5) 





≥′−

=
= −

+

1,)(

1,
)(

2

1

n

n
nf

n

k

T
1QIαQ

π
                                      (2.6) 

όπου 

)]Pr(,),2Pr(),1[Pr( 111 kYYY ==== Kα                                  (2.7) 

Απόδειξη: Η πιθανότητα )Pr( nT ≤  εκφράζει την πιθανότητα να εµφανιστεί ο 

σχηµατισµός E  πριν ή ακριβώς στη n -οστή δοκιµή. Το ενδεχόµενο }{ nT ≤  είναι 

ισοδύναµο µε το ενδεχόµενο }1{ += kYn , δηλαδή να βρίσκεται η Μαρκοβιανή 

αλυσίδα }1,{ ≥tYt  στην απορροφητική κατάσταση 1+k  στη n -οστή δοκιµή. Ως εκ 

τούτου, από τις εξισώσεις Chapman – Kolmogorov, παίρνουµε  

1,)1Pr()Pr( 1

1 ≥′=+==≤ +
− nkYnT k

n

n eπP . 

Με επαγωγή ως προς n  µπορεί να δειχθεί ότι 

K,2,1,
1

)(
=







 ′−
= n

nn

n

0

1QIQ
P  

οπότε 

1,)()( 1

1 ≥+′−= +
− nnF k

n

T π1QIα . 

Στη συνέχεια, τα ενδεχόµενα }{ nT ≤  και }1{ += kYn  είναι συµπληρωµατικά των 

ενδεχοµένων }{ nT >  και }},,2,1{{}1{ kYkY nn K∈=+≠ , αντίστοιχα. Έτσι 
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)()Pr(}),,2,1{Pr()Pr( 1

1

1

1

1

+
−

=

−

=

′−′=′===∈=> ∑∑ k

n
k

i

i

n
k

i

nn iYkYnT e1πPeπPK  

όπου 1  είναι ένα διάνυσµα (γραµµή) του χώρου 1R +k  µε όλα τα στοιχεία του ίσα µε 

1. Εποµένως, για 1≥n , έχουµε ότι  

1,)()( 1 ≥′=>= − nnTPnF n

T 1αQ . 

Για 2≥n , έχουµε  

1QIαQ1αQ1αQ ′−=′−′=>−−>== −−− )()Pr()1Pr()Pr( 212 nnnnTnTnT  

ενώ για 1=n  είναι προφανές ότι 11)1()1( +=′−== kTT Ff π1α .                                    

Στο σηµείο αυτό αξίζει να αναφέρουµε πως αν το µήκος του απλού σχηµατισµού 

είναι 2≥k  τότε 01 =+kπ . 

Στο επόµενο θεώρηµα δίνεται η γεννήτρια συνάρτηση των πιθανοτήτων ουράς, η 

πιθανογεννήτρια συνάρτηση καθώς και η l -τάξης καθοδική παραγοντική ροπή 

)]1()1([][ +−−=′ lKl TTTEµ . 

Θεώρηµα 2.3: Η γεννήτρια συνάρτηση )(zHT  των πιθανοτήτων ουράς )(nFT , η 

πιθανογεννήτρια συνάρτηση )(zGT  καθώς και η l -τάξης καθοδική παραγοντική 

ροπή ][lµ′  της τυχαίας µεταβλητής T  δίνονται αντίστοιχα από τις σχέσεις  

1QIα ′−+= −1)(1)( zzzHT                                            (2.8) 

))()1(1()( 11QIα ′−−−= −zzzzGT                                       (2.9) 





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

≥′−
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=′
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−

2,)(!

1,)(1
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1
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1QQIα

1QIα

µ                                     (2.10) 

όπου το διάνυσµα α  δίνεται από τη σχέση (2.7). 

Απόδειξη: Από το Θεώρηµα 2.2 προκύπτει ότι 

1QIα1Qα1αQ ′−+=′




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
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T

 

(η παραπάνω σχέση ισχύει όταν το z  περιοριστεί σε µια κατάλληλη περιοχή του 0 

έτσι ώστε να συγκλίνει η σειρά).  
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Για την πιθανογεννήτρια συνάρτηση )(zGT , θα χρησιµοποιήσουµε την ακόλουθη 

σχέση που συνδέει τις γεννήτριες )(zGT  και )(zHT  (Feller (1968), σελ. 265) 

)()1(1)( zHzzG TT −−= , 

που δίνει ότι 

))()1(1()( 11QIα ′−−−= −zzzzGT . 

Η µέση τιµή της τυχαίας µεταβλητής T  δίνεται από τη σχέση 

1QIα ′−+=== −
∞

=
∑ 1

0

)(1)1()()( T

n

T HnFTE  

ενώ η l -τάξης καθοδική παραγοντική ροπή ][lµ′  για 2≥l  προκύπτει από τη σχέση 
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dz

d
l

l

l lµ  

κάνοντας χρήση της εξίσωσης 

1,)()( )1( ≥−=− +−− ll ll QQIQI zz
dz

d
.                                   

Μια εναλλακτική έκφραση για την πιθανογεννήτρια συνάρτηση )(zGT  µπορεί να 

δοθεί χρησιµοποιώντας το Θεώρηµα 2.2 ως εξής: 

1QIQIα1QIQα
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Για τον υπολογισµό της ροπογεννήτριας συνάρτησης )(zMT  καθώς και τον 

υπολογισµό της πρώτης και της δεύτερης κεντρικής ροπής της τυχαίας µεταβλητής T  

διατυπώνουµε το επόµενο θεώρηµα. 

Θεώρηµα 2.4: Η ροπογεννήτρια συνάρτηση )(zMT  και η δεύτερη ροπή )( 2TE  της 

τυχαίας µεταβλητής T  δίνονται αντίστοιχα από τις σχέσεις  

=)(zMT ])()1(1[ 11QIα ′−−+ −zzz eee                                   (2.11) 

1QIQIα ′−−+= −22 ))(3(1)(TE                                     (2.12) 

όπου το διάνυσµα α  δίνεται από τον τύπο (2.7). 
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Απόδειξη: Για τη ροπογεννήτρια της τυχαίας µεταβλητής T έχουµε τα ακόλουθα 
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Η δεύτερη ροπή )( 2TE  της τυχαίας µεταβλητής T  προκύπτει άµεσα από τη σχέση  
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2 )()(
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
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T zM
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κάνοντας χρήση της ιδιότητας 

                                       21 )()( −− −=− QIQI zzz eee
dz

d
.                                           

Από τα αποτελέσµατα των Θεωρηµάτων 2.2, 2.3 και 2.4 είναι φανερό ότι 

σηµαντικό ρόλο για τη µελέτη του χρόνου αναµονής µέχρι την εµφάνιση ενός απλού 

σχηµατισµού E  παίζει η γνώση του πίνακα Q , ο οποίος περιέχει τις πιθανότητες 

µεταπήδησης µεταξύ των µεταβατικών καταστάσεων της αλυσίδας. 

Στο σηµείο αυτό αξίζει να αναφέρουµε ότι ο τρόπος ορισµού του χώρου 

καταστάσεων Ω  όπως αυτός περιγράφηκε στην παρούσα παράγραφο δεν είναι 

µοναδικός. Ειδικότερα θα µπορούσε κανείς να ορίσει καταστάσεις που αντιστοιχούν 

σε καθένα από τα δυνατά αποτελέσµατα },,,{ 21 sbbb K  και να προσθέσει ακόµη µία 

«τεχνητή» κατάσταση η οποία θα συµβόλιζε την αρχική κατάσταση της αλυσίδας. 

Ωστόσο η χρήση επιπλέον καταστάσεων οδηγεί σε αύξηση της διάστασης του 

χώρου καταστάσεων Ω , το οποίο συνεπάγεται µεγαλύτερη διάσταση του πίνακα 
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πιθανοτήτων µεταπήδησης όπως θα δούµε στη συνέχεια (δείτε Fu and Chang (2002) 

και Fu and Lou (2003)). 

 

2.6 Χρόνος Αναµονής Μέχρι την Εµφάνιση ενός Σύνθετου 

Σχηµατισµού 

 

Η µεθοδολογία που περιγράψαµε στην προηγούµενη παράγραφο για τη µελέτη του 

χρόνου αναµονής µέχρι την πρώτη εµφάνιση ενός απλού σχηµατισµού µπορεί εύκολα 

να επεκταθεί στην περίπτωση ενός σύνθετου σχηµατισµού. Για το σκοπό αυτό, έστω 

ο σύνθετος σχηµατισµός E  ο οποίος αποτελείται από ένωση m απλών σχηµατισµών, 

δηλαδή i

m

i EE 1== U . Η βασική ιδέα είναι η εξής: Αποσυνθέτουµε καθένα από τους m 

απλούς σχηµατισµούς στους υποσχηµατισµούς του και κρατάµε από το σύνολο των 

υποσχηµατισµών µόνο αυτούς που διαφέρουν µεταξύ τους. Αντιστοιχούµε 

καταστάσεις σε καθένα από τους υποσχηµατισµούς µε τον τρόπο που περιγράψαµε 

προηγουµένως και έτσι ορίζεται ο χώρος καταστάσεων Ω .  

Επειδή στην περίπτωση του σύνθετου σχηµατισµού το πλήθος των 

απορροφητικών καταστάσεων είναι όσο και το πλήθος m των απλών σχηµατισµών, 

και προκειµένου να µειώσουµε τη διάσταση του πίνακα πιθανοτήτων µετάβασης P  

µπορούµε να ορίσουµε µια απορροφητική κατάσταση που θα τις περιλαµβάνει όλες. 

Ο πίνακας πιθανοτήτων µετάβασης γράφεται πάλι στη µορφή 








 ′−
=

1

)(

0

1QIQ
P  

και έχει διάσταση )1()1( +×+ hh , όπου h  είναι το πλήθος των µεταβατικών 

καταστάσεων της αλυσίδας. 

Στην περίπτωση που θέλουµε να χρησιµοποιήσουµε m διαφορετικές 

απορροφητικές καταστάσεις, µια για κάθε έναν από τους m διαφορετικούς απλούς 

σχηµατισµούς iE  που συµµετέχουν στο σύνθετο σχηµατισµό E , θα πρέπει να 

σχηµατίσουµε έναν εκτεταµένο πίνακα πιθανοτήτων µετάβασης ο οποίος έχει την ίδια 

γενική µορφή µε τον πίνακα P  µε βασική διαφοροποίηση ότι αντί για µια 

απορροφητική κατάσταση θα υπάρχει µοναδιαίος πίνακας διάστασης mm× . Έτσι η 

γενική µορφή του P  είναι 
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CQ
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ενώ το διάνυσµα π  των αρχικών πιθανοτήτων θα δίνεται από τη σχέση 

],,,,,,,,[ 21321 mhhhh +++= πππππππ KKπ . 

Στο σηµείο αυτό αξίζει να αναφέρουµε ότι το ανωτέρω διάνυσµα αρχικών 

πιθανοτήτων αποτελεί γενική περίπτωση του διανύσµατος π  της Παραγράφου 2.5 

αφού ταυτίζονται όταν kh =  και 1=m . 

Παρόλο που στη συγκεκριµένη περίπτωση ο πίνακας P  έχει µεγαλύτερη διάσταση 

σε σχέση µε πριν επιτρέπει τον υπολογισµό της πιθανότητας εµφάνισης του σύνθετου 

σχηµατισµού η οποία οφείλεται στην εµφάνιση κάποιου συγκεκριµένου από τους 

απλούς σχηµατισµούς. 

Προτού προχωρήσουµε στον υπολογισµό αυτής της πιθανότητας είναι απαραίτητο 

να εισάγουµε τους κατάλληλους συµβολισµούς. Έστω jT  ο χρόνος αναµονής µέχρι 

την εµφάνιση του σύνθετου σχηµατισµού i

m

i EE 1== U  λόγω εµφάνισης του 

σχηµατισµού jE , για κάποιο },,2,1{ mj K∈ †
. Για το σχηµατισµό jE  υποθέτουµε ότι 

είναι µήκους 2≥k . Σε αντιστοιχία µε τους συµβολισµούς που χρησιµοποιήσαµε για 

τη µελέτη της T  (δείτε Παράγραφο 2.5) εισάγουµε τους συµβολισµούς 

)Pr()( nTnF jT j
≤= ,   )Pr()(1)( nTnFnF jTT jj

>=−= ,   )Pr()( nTnf jT j
==  

∑
∞

=

==
0

)Pr()(
n

n

jT znTzG
j

,   ∑
∞

=

>=
0

)Pr()(
n

n

jT znTzH
j

 

                                                 
†
 Ο χρόνος αναµονής 

j
T  δεν αποτελεί τυχαία µεταβλητή. Όταν γράφουµε )Pr( nT

j
=  εννοούµε 

),Pr( jJnT == , όπου J  είναι µια διακριτή τυχαία µεταβλητή µε τιµές στο σύνολο },,2,1{ mK  

ανάλογα µε το ποιος από τους m απλούς σχηµατισµούς εµφανίστηκε τη χρονική στιγµή n . Ωστόσο για 

λόγους απλότητας θα χρησιµοποιούνται (καταχρηστικά) οι όροι συνάρτηση πιθανότητας, συνάρτηση 

κατανοµής και πιθανότητες ουράς σε σχέση µε την «τυχαία µεταβλητή» 
j
T  για τις πιθανότητες 

)),Pr(()Pr( jJnTnT
j

==== , )),Pr(()Pr( jJnTnT
j

=≤=≤  και )),Pr()Pr(()Pr( jJnTjJnT
j

=≤−==>  

αντίστοιχα. 
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που αναφέρονται στο χρόνο αναµονής jT . Είµαστε έτοιµοι να διατυπώσουµε το 

επόµενο θεώρηµα. 

Θεώρηµα 2.5: Οι πιθανότητες )(nF
jT

, )(nf
jT

, )(nF
jT

 και οι γεννήτριες συναρτήσεις 

)(zG
jT

 και )(zH
jT

 του χρόνου αναµονής jT  δίνονται, αντίστοιχα, από τις σχέσεις  

j

n

jT nTnF
j

CQIQIα 1))(()Pr()( −−−=≤=                           (2.13) 





≥

=
=== − 2,

1,0
)()( 2 n

n
nTPnf

j

njT j CαQ
                            (2.14) 

j

n

T nF
j

CQIαQ 11 )()( −− −=                                      (2.15) 

jT zzzG
j

CQIα 12 )()( −−=                                        (2.16) 

jT zzzH
j

CQIQIIα 11 ))()(()( −− −−+=                            (2.17) 

όπου jC  είναι j -στήλη του πίνακα C  ( mj ≤≤1 ) και α  το διάνυσµα που δίνεται 

από τη σχέση  

)]Pr(,),2Pr(),1[Pr( 111 hYYY ==== Kα . 

Απόδειξη: Η πιθανότητα )Pr( nT j ≤  εκφράζει την πιθανότητα εµφάνισης του 

ενδεχοµένου E  λόγω εµφάνισης του σχηµατισµού jE  µέχρι τη n -οστή δοκιµή. Το 

ενδεχόµενο }{ nT j ≤  είναι ισοδύναµο µε το ενδεχόµενο }{ jhYn += , δηλαδή θέλουµε 

η αλυσίδα }1,{ ≥tYt  να βρίσκεται στην απορροφητική κατάσταση jh +  στη n -οστή 

δοκιµή. Από τις εξισώσεις Chapman – Kolmogorov παίρνουµε  

1,)Pr()Pr()( 1 ≥′=+==≤= +
− njhYnTnF jh

n

njT j
eπP , 

όπου το διάνυσµα jh+′e  είναι το µοναδιαίο διάνυσµα στήλη του διανυσµατικού χώρου 

mh+R , µε µονάδα στη θέση jh +  ( mg ≤≤1 ) και µηδέν σε όλες τις υπόλοιπες και το 

διάνυσµα jh+e  µπορεί να γραφεί στη µορφή ]|[ jjh e0e =+ , όπου το je  είναι το 

µοναδιαίο διάνυσµα γραµµή του διανυσµατικού χώρου mR .  

Το διάνυσµα π  είναι διάστασης )(1 mh +×  και µπορεί να γραφεί στη µορφή 

]|[ 0απ = , µε το α  να δίνεται από τη σχέση 

)]Pr(,),2Pr(),1[Pr( 111 hYYY ==== Kα . 

Με επαγωγή µπορεί να δειχθεί ότι 
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K,2,1,
))(( 1
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n
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n

I0

CQIQIQ
P . 

οπότε  

1,))(()( 11 ≥−−= −− nnF j

n

T j
CQIQIα . 

Χρησιµοποιώντας τη σχέση 

2),1Pr()Pr()Pr( ≥−≤−≤== nnTnTnT jjj  

προκύπτει άµεσα ότι  

2,)( 2 ≥= − nnf j

n

T j
CαQ , 

ενώ για 1=n  είναι προφανές ότι 

0)1()1( ==
jj TT Ff . 

Για τις πιθανότητες ουράς )(nF
jT

, για 1≥n , έχουµε ότι 

j

n

j
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δηλαδή 

1,)()Pr()( 11 ≥−=>= −− nnTnF j

n

jT j
CQIαQ . 

Από τον ορισµό της γεννήτριας συνάρτησης )(zG
jT

 έχουµε ότι 

jj

n

n

n

n

TT zzzzznfzG
jj

CQIαCQα 12
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)()()()( −
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∞
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Για τη γεννήτρια συνάρτηση )(zH
jT

 έχουµε 

.)()()0(

)()()0()()0()(
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Η ζητούµενη σχέση για την )(zH
jT

 προκύπτει από την παρατήρηση ότι 

jTT jj
FF CQIα 1)()1()0( −−==  

το οποίο συµπληρώνει την απόδειξη.                                                                             
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Στο σηµείο αυτό αξίζει να αναφέρουµε ότι οι χρόνοι αναµονής jT  ( mj ≤≤1 ) 

ικανοποιούν την ταυτότητα ∑ =
=

m

j jTT
1

 όπου T  είναι ο χρόνος αναµονής (τ.µ.) µέχρι 

την εµφάνιση του σύνθετου σχηµατισµού E . Από την παραπάνω σχέση έπονται οι 

ταυτότητες 

∑
=

=
m

j

TT nfnf
j

1

)()( ,   ∑
=

=
m

j

TT zGzG
j

1

)()( ,   ∑
=

=
m

j

TT zHzH
j

1

)()(  

ενώ η πιθανότητας εµφάνισης του σχηµατισµού E  λόγω εµφάνισης του απλού 

σχηµατισµού jE  είναι ίση µε )1(
jj TGP =E . 

Προκειµένου να γίνουν περισσότερο κατανοητά τα όσα έχουµε ήδη αναφέρει 

δίνουµε το ακόλουθο παράδειγµα: 

Παράδειγµα 2.1 : Έστω µια ακολουθία τυχαίων µεταβλητών }0,{ ≥tX t  µε 4 δυνατά 

αποτελέσµατα },,,{ 4321 bbbb  και έστω  

)( jtj bXPp == , 4,3,2,1=j , 1≥t . 

Έστω T  τυχαία µεταβλητή που εκφράζει το χρόνο αναµονής µέχρι την εµφάνιση 

του σύνθετου σχηµατισµού },{ 333121 bbbbbb=E  ο οποίος γράφεται ως ένωση δύο 

απλών σχηµατισµών }{}{ 33312121 bbbbbb ∪=∪= EEE . Χρησιµοποιώντας τη 

µεθοδολογία της εµφύτευσης θα ορίσουµε µια κατάλληλη Μαρκοβιανή αλυσίδα σε 

ένα χώρο καταστάσεων Ω . Αρχικά, αποσυνθέτουµε τους απλούς σχηµατισµούς σε 

αποσχηµατισµούς µε τη µεθοδολογία που περιγράψαµε, οπότε 

},{"1" 42 bb≡ , 1"2" b≡ , 21"3" bb≡ , 3"4" b≡ , 33"5" bb≡ , },{"6" 333121 bbbbbb≡ . 

Η κατάσταση "1"  αντιστοιχεί σε όλους τους υποσχηµατισµούς που δεν προέκυψαν 

από την αποσύνθεση των δύο απλών σχηµατισµών ενώ η κατάσταση "6"  αντιστοιχεί 

στην εµφάνιση του σύνθετου σχηµατισµού E  και αποτελεί την απορροφητική 

κατάσταση της Μαρκοβιανής αλυσίδας. Ο χώρος καταστάσεων Ω  περιλαµβάνει 6 

καταστάσεις, το διάνυσµα αρχικών πιθανοτήτων είναι το 

]0,0,,0,,[],,,,,[ 3142654321 pppp +== πππππππ  

και ο πίνακας πιθανοτήτων µετάβασης P , που έχει διάσταση 66× , είναι ο 

ακόλουθος 
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Ο υπολογισµός της συνάρτησης κατανοµής και της συνάρτησης πιθανότητας της 

τυχαίας µεταβλητής T  είναι δυνατός µε χρήση των σχέσεων (2.4) και (2.6) ενώ µε 

χρήση της σχέσης (2.10) µπορούµε να υπολογίσουµε τη µέση τιµή και τη διασπορά 

της τυχαίας µεταβλητής T . Η αναλυτική έκφραση για τη µέση τιµή )(TE  είναι  

)1(

)1)(1(
)(

2

332

2
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321

3
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3321

pppppppp

pppp
TE

++++
+++

= . 

Χρησιµοποιώντας τη σχέση (2.9), και µετά από κάποιες αλγεβρικές πράξεις, είναι 

δυνατό να εξάγουµε την πιθανογεννήτρια συνάρτησης της τ.µ. T  και η οποία δίνεται 

από τον τύπο )(/)()( 21 zGzGzGT =  όπου  
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Χρησιµοποιώντας τον παραπάνω αναλυτικό τύπο της )(zGT  και εξισώνοντας στην 

ταυτότητα )()Pr()( 112 zGznTzG
n

n ==⋅∑∞

=
 τους συντελεστές των δυνάµεων του z  

προκύπτει η επόµενη αναδροµική σχέση που ικανοποιεί η συνάρτηση πιθανότητας 

της τυχαίας µεταβλητής T . 
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Ως αριθµητική εφαρµογή ας θεωρήσουµε ότι ,3/121 == pp  4/13 =p  και 

12/14 =p . 

Τότε  
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Q , [ ]0,4/1,0,3/1,12/5=α , [ ]1,1,1,1,1=1  

και µε εφαρµογή του Θεωρήµατος 2.3 προκύπτει ότι  

1053.22)( =TE ,   493.854))1(( =−TTE ,   954.387)( =TV . 

Χρησιµοποιώντας είτε την προαναφερθείσα αναδροµική σχέση για τη συνάρτηση 

πιθανότητας της τυχαίας µεταβλητής T  είτε το Θεώρηµα 2.2 µπορούµε να εξάγουµε 

την επόµενη γραφική παράσταση για τη συνάρτηση πιθανότητας της T .  
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Σχήµα 2.1 Συνάρτηση πιθανότητας της τυχαίας µεταβλητής Τ 

Αντί της παραπάνω έκφρασης για τον πίνακα Q , µπορούµε να ορίσουµε τον 

πλήρη χώρο καταστάσεων Ω χρησιµοποιώντας δύο απορροφητικές καταστάσεις. Σε 

αυτή την περίπτωση ο πίνακας έχει τη µορφή 
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Χρησιµοποιώντας τη σχέση (2.18) υπολογίζεται η πιθανότητα ο σχηµατισµός E  

να εµφανιστεί ακριβώς στη n -οστή δοκιµή λόγω εµφάνισης του σχηµατισµού 1E , 

που δίνεται από τη σχέση 

1

1

1 )()(
1

CαQ ′=== −n
T nTPnf  

όπου ]0,0,,0,0[ 11 p=C . 

Στα επόµενο σχήµα δίνεται η γραφική παράσταση της συνάρτησης πιθανότητας 

)(
1
nfT  του χρόνου αναµονής 1T . 

          )(
1
nfT
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Σχήµα 2.2 Συνάρτηση πιθανότητας του χρόνου αναµονής Τ1 

 

2.7 Από Κοινού Κατανοµή Χρόνου Αναµονής και Αριθµού Επιτυχιών 

 

Στην περίπτωση των δοκιµών Bernoulli µε δύο δυνατά αποτελέσµατα (επιτυχία, 

αποτυχία) εκτός από τον αριθµό T  των δοκιµών µέχρι την εµφάνιση ενός 

σχηµατισµού E , απλού ή σύνθετου, ενδιαφέρον παρουσιάζει και ο αριθµός των 

επιτυχιών TS  (ή αποτυχιών TF ) που έχουν συµβεί µέχρι εκείνη τη στιγµή. Στην 

παρούσα παράγραφο θα παρουσιάσουµε το γενικό πλαίσιο για τη µελέτη της 

διδιάστατης τυχαίας µεταβλητής ),( TST . Αν και θα αναφερθούµε µόνο στην 

περίπτωση ανεξάρτητων και ισόνοµων δοκιµών Bernoulli µε πιθανότητα επιτυχίας 

p , µε κατάλληλες τροποποιήσεις η µεθοδολογία µπορεί να επεκταθεί και στην 

περίπτωση δοκιµών µε s ( 2≥s ) δυνατά αποτελέσµατα. 

Έως τώρα στη βιβλιογραφία υπάρχει µεγάλος αριθµός δηµοσιεύσεων και 

ερευνητών οι οποίοι ασχολούνται µε τη µελέτη ανάλογων διδιάστατων τυχαίων 

µεταβλητών. Ενδεικτικά αναφέρουµε τις εργασίες των Aki and Hirano (1994, 1995), 

n 
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Antzoulakos and Philippou (1996), Balakrishnan (1997), Uchida (1998), 

Chadjikonstantinidis and Koutras (2001), Chadjikonstantinidis et al. (2000), 

Antzoulakos and Boutsikas (2007).  

Στην παρούσα παράγραφο αναπτύσσεται η µεθοδολογία των Chadjikonstantinidis 

et al. (2000). Αρχικά, δίνουµε τον ορισµό µιας τυχαίας µεταβλητής διωνυµικού τύπου 

εµφυτεύσιµης σε Μαρκοβιανή αλυσίδα (Koutras and Alexandrou (1995)). 

Ορισµός 2.7: Έστω nX  ( *N∈n ) µια ακέραια τυχαία µεταβλητή µε τιµές στο 

σύνολο },,2,1{ nlK . Η τυχαία µεταβλητή nX  θα καλείται διωνυµικού τύπου 

εµφυτεύσιµη σε Μαρκοβιανή αλυσίδα (Markov-chain imbeddable variable of 

binomial type (MVB)) εάν 

(i) Υπάρχει µια Μαρκοβιανή αλυσίδα }0,{ ≥tYt  ορισµένη σε ένα διακριτό χώρο 

καταστάσεων Ω , ο οποίος διαµερίζεται ως 

U
0≥

=Ω
x

xC , },,,{ 1,1,0, −= hxxxx cccC K . 

(ii) 0)|Pr( 1 =∈∈ − xtt CYCY υ  για όλα τα 1, +≠ xxυ  και 1≥t . 

(iii) Ισχύει ότι )Pr()Pr( xnn CYxX ∈== . 

Από τη συνθήκη (ii) παρατηρούµε ότι ορίζονται δύο σύνολα µετάβασης πρώτης 

τάξης για την αλυσίδα }0,{ ≥tYt , ένα για µεταβάσεις εντός του ιδίου συνόλου xC  

(within states) και ένα για µεταβάσεις από το σύνολο xC  στο σύνολο 1+xC  (between 

states). Οι πίνακες πιθανοτήτων µεταπήδησης που αντιστοιχούν στα δύο παραπάνω 

είδη µεταβάσεων είναι οι ακόλουθοι 

hhixtjxtt CYCYxA ×− === ))|(Pr()( ,1, , 

hhixtjxtt CYCYxB ×−+ === ))|(Pr()( ,1,1 . 

Τα στοιχεία του πίνακα )(xAt  δίνουν τις πιθανότητες µετάβασης εντός των 

υποκαταστάσεων του συνόλου xC , ενώ τα στοιχεία του πίνακα )(xBt  δίνουν τις 

πιθανότητες µετάβασης από τις υποκαταστάσεις του συνόλου xC  στις καταστάσεις 

του συνόλου 1+xC  ( 0≥x ). 

Έστω xπ  το διάνυσµα των αρχικών πιθανοτήτων της Μαρκοβιανής αλυσίδας, 

δηλαδή 

)]Pr(,),Pr(),[Pr( 1,01,00,0 −==== hxxxx cYcYcY Kπ ,   0≥x  
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και  

)]Pr(,),Pr(),[Pr()( 1,1,0, −==== hxtxtxtt cYcYcYx Kf ,   nlx ≤≤0 ,   nt ≤≤1  

το διάνυσµα (γραµµή) των πιθανοτήτων τη χρονική στιγµή t . Στο επόµενο θεώρηµα 

δίνεται ένα αναδροµικό σχήµα υπολογισµού της συνάρτησης πιθανότητας της τυχαίας 

µεταβλητής nX  µε τη βοήθεια των διανυσµάτων )(xtf  (για την απόδειξη δείτε 

Koutras (2003)). 

Θεώρηµα 2.6: Τα διανύσµατα πιθανοτήτων )(xtf , nlx ≤≤0 , nt ≤≤1 , ικανοποιούν 

τις αναδροµικές σχέσεις 

)0()0()0( 1 ttt Aff −= , nt ,,2,1 K=  

)1()1()()()( 11 −−+= −− xxxxx ttttt BfAff , nlx ≤≤0 , 1≥t  

µε αρχικές συνθήκες xx πf =)(0 , nlx ≤≤0 . Η συνάρτηση πιθανότητας της τυχαίας 

µεταβλητής nX  δίνεται από τον τύπο  

                                        1f ′== )()Pr( xxX nn ,   nlx ≤≤0 .                                  (2.18) 

Ας θεωρήσουµε µια ακολουθία nZZZ ,,, 21 K  δίτιµων δοκιµών Bernoulli µε 

σταθερή πιθανότητα επιτυχίας p  σε κάθε δοκιµή. Στη συνέχεια θα παρουσιάσουµε 

βασικά αποτελέσµατα για τη µελέτη της από κοινού κατανοµής της διδιάστατης 

τυχαίας µεταβλητής ),( nn SX , όπου η nX  είναι µια MVB τυχαία µεταβλητή που 

καταγράφει τον αριθµό εµφάνισης ενός σχηµατισµού E  (σύνθετου ή απλού) στην 

ακολουθία δοκιµών Bernoulli και η nS  δηλώνει τον αριθµό των επιτυχιών στις n  

δοκιµές Bernoulli. Έστω ότι για τη nX  έχει καθοριστεί µια Μαρκοβιανή αλυσίδα 

}0,{ ≥tYt  και ο χώρος καταστάσεων Ω, όπως αυτοί περιγράφονται στον Ορισµό 2.7. 

Προκειµένου να υπολογίσουµε την από κοινού κατανοµή των nX , nS , ορίζουµε 

τους επόµενους δύο πίνακες πιθανοτήτων µετάβασης 

hhtixttixtjt ySCYjySCYyx ×−−′ ==+=== )),|,(Pr(),( 1,1,,A ,   1,0=j  

hhtixttixtjt ySCYjySCYyx ×−−′+ ==+=== )),|,(Pr(),( 1,1,1,B ,   1,0=j  

καθώς και τα διανύσµατα πιθανοτήτων 

)],Pr(,),,Pr(),,[Pr(),( 1,1,0, yScYyScYyScYyx tsxttxttxtt ======= −Kf ,   1≥t . 

Είναι προφανές ότι η από κοινού συνάρτηση πιθανότητας των τυχαίων 

µεταβλητών ),( nn SX  ικανοποιεί τη σχέση 
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         1f ′======= ∑
−

=

),(),Pr(),Pr(),(
1

0

, yxyScYySxXyxf n

h

i

nixnnnn .            (2.19) 

Στο επόµενο θεώρηµα δίνεται ένα αναδροµικό σχήµα για τον υπολογισµό των 

διανυσµάτων ),( yxnf  (για την απόδειξη δείτε Chadjiconstantinidis et al. (2000)). 

Θεώρηµα 2.7: Τα διανύσµατα πιθανοτήτων ),( yxtf , K,2,1=t  ικανοποιούν την 

αναδροµική σχέση 

        ),1(),1(),(),(),( ,

1

0

1,

1

0

1 jyxjyxjyxyxyx jt

j

tjt

j

tt −−−−+−= ∑∑
=

−
=

− BfAff        (2.20) 

για K,3,2=t  και ty ,,1,0 K= , tlx ,,1,0 K= , µε αρχικές συνθήκες 

)),Pr(,),,Pr(),,(Pr(),( 11,111,110,11 yZcYyZcYyZcYyx hxxx ======= −Kf  

για 1,0=y  και 1,,1,0 lx K= . 

Παρατήρηση 2.1: Εάν το µήκος του σχηµατισµού E  (ή όλων των στοιχείων του εάν 

πρόκειται για σύνθετο σχηµατισµό) είναι µεγαλύτερο από 1, τότε 01 =l . Αυτό 

σηµαίνει ότι για να εµφανιστεί ο σχηµατισµός E  είναι απαραίτητο να εκτελεστούν 

τουλάχιστον 2 δοκιµές. Σε αυτή την περίπτωση έχουµε 0f =),(1 yx  για 0≠x  και 

είναι αναγκαίος µόνο ο ορισµός του διανύσµατος ),0(1 yf , για 1,0=y . 

Όπως έχουµε ήδη αναφέρει σκοπός να είναι να δώσουµε αποτελέσµατα σχετικά µε 

την από κοινού συνάρτηση πιθανότητας του χρόνου αναµονής T  µέχρι την πρώτη 

εµφάνιση του E  και του αριθµού των επιτυχιών TS  µέχρι τη στιγµή εκείνη σε µια 

ακολουθία ανεξάρτητων και ισόνοµων δοκιµών Bernoulli µε πιθανότητες επιτυχίας 

p . Συµβολίζουµε µε rT  το χρόνο αναµονής µέχρι την r -οστή εµφάνιση του E  και 

µε 
rT

S  τον αριθµό των επιτυχιών µέχρι τη στιγµή εκείνη. Για 1=r  θα είναι TT ≡1  

και TT SS ≡
1

. 

Έστω  

),Pr(),( ySnTynh
rTrr === ,  K,2,1=n ,  ny ,,1,0 K=                 (2.21) 

η από κοινού συνάρτηση πιθανότητας των rT , 
rT

S . Στο επόµενο θεώρηµα δίνεται ένα 

αναδροµικό σχήµα για τον υπολογισµό της ),( ynhr  (για την απόδειξη δείτε 

Chadjiconstantinidis et al. (2000)). 
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Θεώρηµα 2.8: Η από κοινού συνάρτηση πιθανότητας των τ.µ. rT , 
rT

S  δίνεται από τη 

σχέση 

,)]1,1(),;(),1(),;([),(
1

11,10,∑
=

−− ′−−+−=
h

i

ininir yryrnyryrnynh eff ββ  

                                                                                                          ,2≥n  ny ,,1,0 K=  

όπου ,0),1( =yhr  για 1,0=y , και 

1e ′−−= ),1(),;( ,, jyrByrn jnijiβ ,    1,0=j . 

Στις περισσότερες πρακτικές εφαρµογές οι πίνακες ),(, yxjtA , ),(, yxjtB  είναι 

ανεξάρτητοι των x , y  και t , δηλαδή ισχύει ότι 

jjt yx AA ≡),(, ,   jjt yx BB ≡),(, . 

Τότε, το αναδροµικό σχήµα του Θεωρήµατος 2.7 ανάγεται στο ακόλουθο 

αναδροµικό σχήµα που αφορά την εύρεση της από κοινού κατανοµής των τυχαίων 

µεταβλητών T  και TS : 

0),1Pr( === yST T ,   1,0=y , 

i

h

i

niniT yyySnT eff ′+=== ∑
=

−−
1

11,10, )]()([),Pr( ββ ,   2≥n ,   ny ,,1,0 K=  

όπου 

1Be ′= jiijβ ,   hi ,,1,0 K= ,   1,0=j  

ενώ τα διανύσµατα πιθανοτήτων )(ytf  ικανοποιούν το αναδροµικό σχήµα 

1101 )1()()( AfAff −+= −− yyy ttt ,   ty ,,2,1,0 K= ,   K,3,2=t  

µε αρχικές συνθήκες 

 

)),Pr(,),,Pr(),,(Pr()( 1111111011 yZcYyZcYyZcYy h ======= −Kf  

για 1,0=y  και 1,,1,0 lx K= . 

Στο Κεφάλαιο 5 εφαρµόζονται τα Θεωρήµατα 2.7 και 2.8 για τον υπολογισµό της 

δεσµευµένης κατανοµής του αριθµού των αποτυχιών δοθέντος του αριθµού των 

δοκιµών µέχρι να εµφανιστεί για πρώτη φορά ένας ειδικός σύνθετος σχηµατισµός E  

που σχετίζεται µε τη λειτουργία ενός τεστ εκκίνησης. 
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2.8 Μεθοδολογία Εµφύτευσης και Μέσο Μήκος Ροής 

 

Στο προηγούµενο κεφάλαιο αναφέραµε τα βασικά διαγράµµατα ελέγχου (Shewhart, 

CUSUM, EWMA) τα οποία χρησιµοποιούνται για την παρακολούθηση παραµέτρων 

ενός ποιοτικού χαρακτηριστικού X  που καθορίζουν την ποιότητα των παραγόµενων 

προϊόντων. Μέχρι τώρα έχουν προταθεί πολλές µεθοδολογίες για τη µελέτη της 

κατανοµής του µήκους ροής και τον υπολογισµό του µέσου µήκους ροής ARL  των 

διαγραµµάτων ελέγχου. Ενδεικτικά, αναφέρουµε τις εργασίες των Barnard (1959), 

Ewan and Kemp (1960), Brook and Evans (1972), Lucas and Crosier (1982), Wheeler 

(1983) και Chao (1999). Πρόσφατα, οι Fu et al. (2002, 2003) ανέπτυξαν µια γενική 

µεθοδολογία χρήσης της µεθόδου εµφύτευσης για τον υπολογισµό της κατανοµής του 

µήκους ροής για όλα τα βασικά διαγράµµατα ελέγχου, είτε απλά είτε σύνθετα. Ως 

απλό διάγραµµα ελέγχου θεωρούµε το διάγραµµα στο οποίο χρησιµοποιείται ένας 

κανόνας απόφασης για το αν η διεργασία είναι εντός ή εκτός ελέγχου ενώ ως σύνθετο 

το διάγραµµα στο οποίο οι κανόνες απόφασης είναι τουλάχιστον δύο.  

Στην επόµενη παράγραφο δίνουµε έναν τρόπο υπολογισµού του µέσου µήκους 

ροής αλλά και της κατανοµής της µήκους ροής των διαγραµµάτων ελέγχου τύπου 

Shewhart µε κανόνες ευαισθητοποίησης τα οποία και εµπίπτουν στη δεύτερη 

κατηγορία. 

 

2.8.1 Υπολογισµός του Μέσου Μήκους Ροής στα ∆ιαγράµµατα 

Ελέγχου Shewhart µε Κανόνες Ροών. 

 

Στο Κεφάλαιο 1 αναφέραµε ότι οι Champ and Woodall (1987) ήταν οι πρώτοι που 

µελέτησαν συστηµατικά ένα X  διάγραµµα ελέγχου εφοδιασµένο µε κανόνες ροών. 

Η τεχνική που χρησιµοποίησαν βασίζεται στη µέθοδο των Μαρκοβιανών αλυσίδων 

και κατόρθωσαν να εξάγουν τις τιµές του µέσου µήκους ροής για διάφορους 

συνδυασµούς κανόνων. Οι τιµές του ARL παρουσιάζονται στον Πίνακα 2.1. 
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Πίνακας 2.1. Μέσο µήκος ροής για διαγράµµατα ελέγχου µέσης τιµής µε χρήση κανόνων ευαισθητοποίησης 

ARL 
δ 

1C  7C  
12C  78C  15C  13C  

14C  79C  16C  123C  156C  
124C  789C  134C  1456C  1234C  

0.0 370.40 499.62 225.44 239.75 278.03 166.05 152.73 170.41 349.38 132.89 266.82 122.05 122.05 105.78 133.21 91.75 

0.2 308.43 412.01 177.56 185.48 222.59 120.70 110.52 120.87 279.53 97.86 208.82 89.14 89.14 76.01 6.37 66.80 

0.4 200.08 262.19 104.46 106.15 134.17 63.88 59.76 63.80 165.48 52.93 119.47 48.71 48.71 40.95 51.94 36.61 

0.6 119.67 153.86 57.92 57.80 75.27 33.99 33.64 35.46 89.07 28.70 63.70 27.49 27.49 23.15 29.01 20.90 

0.8 71.55 90.41 33.12 32.75 42.96 19.78 21.07 22.09 48.40 16.93 34.96 17.14 17.14 14.62 17.94 13.25 

1.0 43.89 54.55 20.01 19.70 25.61 12.66 15.58 15.26 27.74 10.95 20.43 11.73 11.73 10.19 12.19 9.22 

1.2 27.82 34.03 12.81 12.62 16.06 8.84 10.90 11.42 17.05 6.78 12.83 8.61 8.61 7.66 8.90 6.89 

1.4 18.25 21.97 8.69 8.58 10.60 6.62 8.60 9.05 11.28 5.76 8.65 6.63 6.63 6.08 6.84 5.41 

1.6 12.38 14.68 6.21 6.16 7.36 5.24 7.03 7.44 7.98 4.54 6.22 5.27 5.27 5.01 5.42 4.41 

1.8 8.69 10.15 4.66 4.64 5.36 4.33 5.85 6.24 5.97 3.73 4.71 4.27 4.27 4.24 4.39 3.68 

2.0 6.30 7.25 3.65 3.65 4.07 3.68 4.89 5.25 4.67 3.14 3.72 3.50 3.50 3.65 3.61 3.13 

2.2 4.72 5.36 2.96 2.98 3.22 3.18 4.08 4.41 3.78 2.70 3.04 2.91 2.91 3.17 3.01 2.70 

2.4 3.65 4.08 2.48 2.51 2.64 2.78 3.38 3.67 3.14 2.35 2.55 2.47 2.47 2.77 2.54 2.35 

2.6 2.90 3.20 2.13 2.17 2.22 2.43 2.81 3.05 2.64 2.07 2.19 2.13 2.13 2.43 2.19 2.07 

2.8 2.38 2.59 1.87 1.91 1.93 2.14 2.35 2.54 2.26 1.85 1.91 1.87 1.87 2.14 1.91 1.85 

3.0 2.00 2.15 1.68 1.71 1.70 1.89 1.99 2.14 1.95 1.67 1.70 1.68 1.68 1.89 1.70 1.67 

δ: Μετατόπιση του εντός ελέγχου µέσου µ  σε µονάδες τυπικής απόκλισης 
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Από τον Πίνακα 2.1 προκύπτει ότι, παρόλο που το µέσο µήκος ροής για µικρές 

µετατοπίσεις της µέσης τιµής µειώνεται έναντι του κλασικού X  διαγράµµατος 

ελέγχου µε σ3  όρια ελέγχου (στήλη 1C ), ταυτόχρονα µειώνεται και η τιµή του εντός 

ελέγχου µέσου µήκους ροής το οποίο συνεπάγεται αύξηση του ποσοστού των 

εσφαλµένων συναγερµών. 

Στη συνέχεια θα επιδείξουµε τη µεθοδολογία των Παραγράφων 2.5 και 2.6 για 

την εξαγωγή των τιµών του µέσου µήκους ροής που αντιστοιχεί στον κανόνα 12C . 

Ας θεωρήσουµε ένα διάγραµµα ελέγχου Shewhart µε σ3  όρια ελέγχου στο οποίο 

απεικονίζονται διαδοχικές τιµές }1,{ ≥tWt  της τυχαίας µεταβλητής W  η οποία έχει 

εντός ελέγχου κατανοµή ),( 2σµN . Ο σύνθετος κανόνας 12C  µπορεί να γραφεί ως 

)}3,2,3,2(),2,3,3,2(),,3,1,1(),3,,1,1({2112 TTTTCCC −−∞−−∞=∪= . 

Χωρίζουµε το διάγραµµα ελέγχου Shewhart µε σ3  όρια ελέγχου στις ζώνες που 

φαίνονται στο ακόλουθο διάγραµµα 

 

 

Σχήµα 2.3: Ζώνες του διαγράµµατος ελέγχου Shewhart για τον κανόνα 12C . 

Για κάθε τιµή της τυχαίας µεταβλητής W  που απεικονίζεται στο διάγραµµα 

ελέγχου, για την οποία υποθέτουµε ότι ακολουθεί κατανοµή 2,( σδσµ +N ) (για 

0=δ  έχουµε εντός ελέγχου διεργασία), ορίζουµε µια διακριτή τυχαία µεταβλητή X  

µε τιµές που καθορίζονται στο ακόλουθο πλαίσιο 

 3 

 1 

 2 

 4 
UCL 

LCL 

+∞ 

-∞ 
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µ + 2σ 
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Τιµή της W  Τιµή της X  

)2,3( σµσµ −−  1 

)2,2( σµσµ +−  2 

)3,2( σµσµ ++  3 

),3()3,( ∞++−−∞ σµσµ U  4 

Η συνάρτηση πιθανότητας της τυχαίας µεταβλητής X  καθορίζεται από τις σχέσεις 

)3()2()23Pr()1Pr()( 11 δδσµσµδ −−Φ−−−Φ=−<<−===≡ WXpp  

)2()2()22Pr()2Pr()( 22 δδσµσµδ −−Φ−−Φ=+<<−===≡ WXpp  

)2()3()32Pr()3Pr()( 33 δδσµσµδ −Φ−−Φ=+<<+===≡ WXpp  

)3(1)3(1)4Pr()( 32144 δδδ −Φ−+−−Φ=−−−===≡ pppXpp . 

Είναι προφανές από την παραπάνω ανάλυση ότι η διαδικασία απεικόνισης των 

σηµείων }1,{ ≥tWt  στο διάγραµµα ελέγχου παράγει µια ακολουθία ανεξάρτητων και 

ισόνοµων τυχαίων µεταβλητών }1,{ ≥tX t  σύµφωνα µε το παραπάνω πλαίσιο. Ο 

αριθµός των σηµείων που πρέπει να απεικονιστούν στο διάγραµµα ελέγχου µέχρις 

ότου δώσει για πρώτη φορά ένδειξη εκτός ελέγχου διεργασίας ισοδυναµεί µε τον 

αριθµό T  των δοκιµών της ακολουθίας }1,{ ≥tX t  που πρέπει να εκτελεστούν έως 

ότου εµφανιστεί για πρώτη φορά ο σύνθετος σχηµατισµός 

}323,313,33,131,121,11,4{=E . 

Από τον ορισµό της τυχαίας µεταβλητής T έχουµε ότι )(TEARL = , και ότι η T  

παριστάνει το µήκος ροής του διαγράµµατος. 

Ο σχηµατισµός E  είναι δυνατό να γραφεί και ως ένωση δύο σχηµατισµών 1E  και 

2E  ως εξής  

}323,313,33,131,121,11{}4{21 ∪=∪= EEE . 

Είναι προφανές ότι ο κανόνας 1C  ( 2C ) αντιστοιχεί στην εµφάνιση του 

σχηµατισµού 1E  ( 2E ). Ας συµβολίσουµε ως iT , 2,1=i , το χρόνο αναµονής µέχρι 

την εµφάνιση του σχηµατισµού E  λόγω εµφάνισης του σχηµατισµού iE . Τότε η 

τυχαία µεταβλητή T  µπορεί να γραφεί ως 21 TTT += . 
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Στη συνέχεια θα προχωρήσουµε αρχικά στη µελέτη της τυχαίας µεταβλητής T  

χρησιµοποιώντας αποτελέσµατα των Παραγράφων 2.5 και 2.6. Αποσυνθέτοντας το 

σχηµατισµό E  παίρνουµε τους ακόλουθους υποσχηµατισµούς  

4, 1, 11, 1, 12, 121, 1, 13, 131, 3, 33, 3, 31, 313, 3, 32, 323. 

Αποµακρύνοντας τους υποσχηµατισµούς που επαναλαµβάνονται καταλήγουµε 

στους ακόλουθους 

4, 1, 11, 12, 121, 13, 131, 3, 33, 31, 313, 32, 323. 

Εισάγουµε τον υποσχηµατισµό 2 (είναι ο υποσχηµατισµός που αντιστοιχεί στην 

ταµπέλα 1 της γενικής µεθοδολογίας) καταλήγουµε στους ακόλουθους 

υποσχηµατισµούς 

2, 4, 1, 11, 12, 121, 13, 131, 3, 33, 31, 313, 32, 323. 

στους οποίους αντιστοιχούµε τις ταµπέλες/καταστάσεις 

,316""13,5""2,14""3,3""1,2""2,"1" ≡≡≡≡≡≡  

323}313,33,131,121,11,,4{8""32,7"" ≡≡  

όπου στην ταµπέλα 8 (η οποία θα παίξει το ρόλο της απορροφητικής κατάστασης) 

αντιστοιχούµε όλα τους υποσχηµατισµούς που οδηγούν στην εµφάνιση του 

σχηµατισµού E . 

Για την αντίστοιχη Μαρκοβιανή αλυσίδα }1,{ ≥tYt  έχουµε ότι το διάνυσµα των 

αρχικών πιθανοτήτων π  είναι το 

],0,0,0,0,,,[],,,,,,,[ 431287654321 pppp== πππππππππ  

ενώ ο πίνακας πιθανοτήτων µετάβασης πρώτης τάξης είναι ίσος µε 

88
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Με άµεση εφαρµογή του Θεωρήµατος 2.3 προκύπτει ο επόµενος πίνακας που δίνει 

τη µέση τιµή, τη δεύτερη κεντρική ροπή και τη διασπορά της τυχαίας µεταβλητής T . 

Σηµειώνουµε επίσης ότι τα αποτελέσµατα του πίνακα µπορούν να προκύψουν και µε 

χρήση του Θεωρήµατος 2.4. 
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Πίνακας 2.2: Μέση τιµή και διακύµανση του µήκους ροής του διαγράµµατος C12 

δ ARL  )( 2TE  )(TVar   δ ARL  )( 2TE  )(TVar  

0.0 225.44 101167.00 50344.20  1.6 6.21 64.97 26.37 

0.2 177.56 62662.00 31136.20  1.8 4.66 34.79 13.07 

0.4 104.46 21582.20 10671.10  2.0 3.65 20.24 6.94 

0.6 57.92 6573.97 3219.21  2.2 2.96 12.68 3.92 

0.8 33.12 2117.40 1020.18  2.4 2.48 8.49 2.35 

1.0 20.01 755.02 354.82  2.6 2.13 6.03 1.49 

1.2 12.81 300.40 136.22  2.8 1.87 4.50 0.99 

1.4 8.69 132.93 57.43  3.0 1.68 3.50 0.69 

 

Ένας αναλυτικός τύπος για τη µέση τιµή της τ.µ. T  ο οποίος προκύπτει µε άµεση 

εφαρµογή του τύπου (2.10) και µετά από κάποιες αλγεβρικές πράξεις είναι ο 

ακόλουθος 

))2(()1(1

))2(21()2(1
)(

2

2232212

2

3

2

2

2

13

2

22

2323212

2

32

2

1323

ppppppppppppp

ppppppppppppp
TE

+++−++−−
++++++−++

= . 

Η πιθανογεννήτρια συνάρτηση της τυχαίας µεταβλητής T  βρίσκεται από τη σχέση 

(2.9) και µπορεί να γραφεί ως πηλίκο δύο πολυωνύµων )(1 zQ , )(2 zQ , δηλαδή 

)(/)()( 21 zQzQzGT =  όπου 

7

2

2

3

2

2

2

1

6

2

2

32

2

1

5

3122321

4

2321

3

22231232

2

2312341

)1()1(2)2)1((
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Χρησιµοποιώντας το παραπάνω πηλίκο µπορεί εύκολα να προκύψει το ακόλουθο 

αναδροµικό σχήµα για τον υπολογισµό των πιθανοτήτων )(nfT  για 7>n  αλλά και οι 

αρχικές συνθήκες του σχήµατος οι οποίες παραλείπονται 

).7()6()5(

)4()3()2()1()(
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3

3

2

2
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TTT

TTTT
 

Μπορούµε επίσης να υπολογίσουµε τα ποσοστιαία σηµεία της κατανοµής του 

µήκους ροής. Ενδεικτικός είναι ο ακόλουθος πίνακας. 
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Πίνακας 2.3: Ποσοστιαία σηµεία της κατανοµής του µήκους ροής του 

διαγράµµατος C12 

δ 1Q  M  3Q  ARL   δ 1Q  M  3Q  ARL  

0.0 66 157 312 225.44  1.6 3 5 8 6.21 

0.2 52 123 246 177.56  1.8 2 4 6 4.66 

0.4 31 73 144 104.46  2.0 2 3 5 3.65 

0.6 18 41 80 57.92  2.2 2 2 4 2.96 

0.8 10 23 45 33.12  2.4 1 2 3 2.48 

1.0 7 14 27 20.01  2.6 1 2 3 2.13 

1.2 4 9 17 12.81  2.8 1 2 2 1.87 

1.4 3 6 12 8.69  3.0 1 2 2 1.68 

Μπορούµε επίσης να δώσουµε γραφικές παραστάσεις των συναρτήσεων )(nFT  

και )(nfT  για διάφορες τιµές της µετατόπισης δ. Ενδεικτικά δίνουµε τις ακόλουθες 

γραφικές παραστάσεις (δ = 0, 0.5). 
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Σχήµα 2.4: Γραφικές παραστάσεις των )(nFT  και )(nfT  για δ = 0, 0.5 

Στον επόµενο πίνακα δίνουµε τις πιθανότητες εµφάνισης 
1E

P  (
2E

P ) του σύνθετου 

σχηµατισµού E  λόγω εµφάνισης του απλού σχηµατισµού 1E  ( 2E ) για δεδοµένη 

µετατόπιση δ  του µέσου της διεργασίας. Για τον υπολογισµό της πιθανότητας 
2E

P  

χρησιµοποιήθηκε η σχέση )1(
22 TGP =E  ενώ για τον υπολογισµό της πιθανότητας 

1E
P  

χρησιµοποιήθηκε η σχέση 
21

1 EE PP −= .  

FT(n) fT(n) 

n 

n 

fT(n) FT(n) 

n 
n 
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Πίνακας 2.4: Πιθανότητες εµφάνισης των σχηµατισµών iE , 2,1=i  

δ 
1E

P  
12

1 EE PP −=   δ 
1E

P  
12

1 EE PP −=  

0.0 0.606 0.394  1.6 0.421 0.579 

0.2 0.572 0.428  1.8 0.421 0.579 

0.4 0.517 0.483  2.0 0.420 0.580 

0.6 0.476 0.524  2.2 0.415 0.585 

0.8 0.449 0.551  2.4 0.406 0.594 

1.0 0.433 0.567  2.6 0.390 0.610 

1.2 0.425 0.575  2.8 0.367 0.633 

1.4 0.421 0.579  3.0 0.338 0.662 

Από τον παραπάνω πίνακα βλέπουµε ότι όσο αυξάνει η µετατόπιση δ  τόσο 

µειώνεται (αυξάνεται) η πιθανότητα να εµφανιστεί ο σχηµατισµός E  λόγω 

εµφάνισης του σχηµατισµού 1E  ( 2E ). Το αποτέλεσµα αυτό µπορεί να ερµηνευτεί ως 

µείωση (αύξηση) στο ποσοστό των ενδείξεων εκτός ελέγχου διεργασίας που 

οφείλονται στον κανόνα C1 (C2) καθώς το δ  αυξάνει. 

 

2.8.2 Μέσο Μήκος Ροής Σταθερής Κατάστασης 

 

Ο Crosier (1986) ανέπτυξε µια µεθοδολογία, την οποία επαναδιατύπωσε ο Champ 

(1992), µε σκοπό τον υπολογισµό της κατανοµή του µήκους ροής σταθερής 

κατάστασης για διαγράµµατα ελέγχου τύπου Shewhart που είναι εφοδιασµένα µε 

κανόνες ροών. Υπενθυµίζουµε ότι υπάρχουν δύο τύποι υπολογισµού του µέσου 

µήκους ροής (και αντίστοιχα δύο κατανοµές για το µήκος ροής): (i) το µέσο µήκος 

ροής αρχικής κατάστασης (initial-state run length, συµβ. ARL) το οποίο ορίζεται ως ο 

αναµενόµενος αριθµός σηµείων που πρέπει να απεικονιστούν στο διάγραµµα ελέγχου 

µέχρις ότου αυτό να δώσει ένδειξη εκτός ελέγχου διεργασίας για πρώτη φορά, 

δεδοµένου ότι ξεκίνησε από µια αρχική κατάσταση (initial state), και (ii) το µέσο 

µήκος ροής σταθερής κατάστασης (steady-state run length, συµβ. ARLss) το οποίο 

ορίζεται ως αναµενόµενος αριθµός σηµείων που πρέπει να απεικονιστούν στο 

διάγραµµα µέχρις ότου αυτό δώσει ένδειξη εκτός ελέγχου διεργασίας ξεκινώντας από 

τη χρονική στιγµή που η διεργασία έχει εισέλθει, µετά από κάποιο χρόνο. 
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Όταν χρησιµοποιούµε το ARLs ως µέτρο απόδοσης των διαγραµµάτων ελέγχου 

θεωρούµε ότι η µετατόπιση του µέσου της διεργασίας που προσπαθούµε να 

ανιχνεύσουµε συµβαίνει κάποια τυχαία χρονική στιγµή µετά την έναρξη 

παρακολούθησης της διεργασίας. Σε αυτή την περίπτωση το διάνυσµα των αρχικών 

πιθανοτήτων π  (και εποµένως και το α ) θα πρέπει να αντικατασταθεί από το 

διάνυσµα της στάσιµης κατανοµής της Μαρκοβιανής αλυσίδας. 

Για την εύρεση της κατανοµής του µήκους ροής σταθερής κατάστασης, ο Champ 

(1992) πρότεινε την εξής διαδικασία (δείτε επίσης Crosier (1986)): 

Έστω sα  το ζητούµενο διάνυσµα της στάσιµης κατανοµής της Μαρκοβιανής 

αλυσίδας η οποία περιγράφει τη λειτουργία του διαγράµµατος. Τότε 

q
1q

α ⋅







′

=
1

s                                                (2.22) 

όπου  

1

1)( eQGq −′−=                                           (2.23) 
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Το h  είναι το πλήθος των µεταβατικών καταστάσεων της αλυσίδας ενώ 1e′  είναι το 

µοναδιαίο διάνυσµα (γραµµή) διάστασης h×1  του οποίου όλες οι συνιστώσες είναι 

µηδέν εκτός από την πρώτη συνιστώσα η οποία είναι 1. 

Το µέσο µήκος ροής σταθερής κατάστασης δίνεται από τη σχέση (Champ (1992)) 

1QIα ′−= −1)(ssARL  

ενώ για τον υπολογισµό της κατανοµής του µήκους ροής sT  σταθερής κατάστασης 

µπορούµε να χρησιµοποιήσουµε το Θεώρηµα 2.2 µε αντικατάσταση του διανύσµατος 

α  από το διάνυσµα sα . 

Στον επόµενο πίνακα δίνονται οι τιµές για το µέσο µήκος ροής αρχικής (ARL) και 

σταθερής κατάστασης (ARLs) για το διάγραµµα 12C . 
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Πίνακας 2.5: Τιµές των ARL ARLs του διαγράµµατος C12 

δ ARL ARLs  δ ARL ARLs 

0.0 225.44 224.88  1.6 6.21 6.15 

0.2 177.56 177.08  1.8 4.66 4.61 

0.4 104.46 104.12  2.0 3.65 3.61 

0.6 57.92 57.69  2.2 2.96 2.93 

0.8 33.12 32.95  2.4 2.48 2.45 

1.0 20.01 19.88  2.6 2.13 2.11 

1.2 12.81 12.72  2.8 1.87 1.85 

1.4 8.69 8.61  3.0 1.68 1.66 

Από την ανάγνωση των τιµών του πίνακα είναι εµφανές ότι ισχύει ARLARLs < , 

από το οποίο συµπεραίνουµε ότι η χρησιµοποίηση της κατανοµής του µήκους ροής 

σταθερής κατάστασης ως µέτρου απόδοσης ενός διαγράµµατος συνεπάγεται (i) 

µικρότερες τιµές για το εκτός ελέγχου µέσο µήκος ροής (γρηγορότερη ανίχνευση των 

µετατοπίσεων του µέσου της διεργασίας), και (ii) αύξηση στο ποσοστό των 

εσφαλµένων συναγερµών (µείωση της τιµής του εντός ελέγχου µέσου µήκους ροής). 

Το βασικότερο πάντως πλεονέκτηµα της χρήσης του sARL  είναι ότι αποτελεί πιο 

ρεαλιστικό µέτρο για την απόδοση των διαγραµµάτων ελέγχου έναντι του συνήθους 

ARL . 

 

2.8.3 Η Μέθοδος της Άµεσης Αρχικής Αντίδρασης σε ∆ιαγράµµατα 

Ελέγχου µε Κανόνες Ροών 

 

Στην πράξη, όταν ένα διάγραµµα ελέγχου δώσει ένδειξη εκτός ελέγχου διεργασίας 

τότε προβαίνουµε σε διορθωτικές ενέργειες για την επαναφορά της υπό 

παρακολούθησης παραµέτρου (π.χ. µέσος της διεργασίας) στην εντός ελέγχου τιµή 

και στη συνέχεια η παρακολούθηση της διεργασίας γίνεται µε την εκκίνηση ενός νέου 

διαγράµµατος. Στην περίπτωση που οι διορθωτικές ενέργειες δεν επαναφέρουν το 

µέσο στην εντός ελέγχου τιµή θα θέλαµε αυτή η µη-συµµόρφωση µε τις διορθωτικές 

ενέργειες να γίνει όσο το δυνατόν πιο άµεσα αντιληπτή. Για το σκοπό αυτό έχει 

προταθεί η µέθοδος της άµεσης αρχικής αντίδρασης (fast initial response, συµβ. FIR 
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ή Headstart) η οποία µπορεί να εφαρµοστεί είτε σε µονόπλευρα είτε σε δίπλευρα 

διαγράµµατα ελέγχου. 

Η µέθοδος FIR εισήχθη από τους Lucas and Crosier (1982) για την περίπτωση των 

διαγραµµάτων ελέγχου τύπου CUSUM και έκτοτε έχει χρησιµοποιηθεί στα 

διαγράµµατα ελέγχου τύπου EWMA (Lucas and Saccucci (1990), Rhoads et al. 

(1996)) καθώς και σε διαγράµµατα ελέγχου τύπου Shewhart µε κανόνες ροών 

(Champ and Woodall (1987)). Ειδικότερα, οι Champ and Woodall (1987) έδειξαν πως 

η χρήση της µεθόδου FIR επιφέρει µείωση στην τιµή του outARL , αλλά ταυτόχρονα 

αυξάνει και το ποσοστό των εσφαλµένων συναγερµών. Όπως είδαµε και στην 

Παράγραφο 1.10 η πιο χαρακτηριστική περίπτωση διαγράµµατος ελέγχου µε κανόνες 

ροών στο οποίο εφαρµόζεται το χαρακτηριστικό της άµεσης αρχικής αντίδρασης 

είναι το συνθετικό διάγραµµα ελέγχου (synthetic control chart, δείτε π.χ. Davis and 

Woodall (2002)). 

Για την εφαρµογή της µεθόδου αρκεί να τροποποιήσουµε κατάλληλα το διάνυσµα 

των αρχικών πιθανοτήτων της Μαρκοβιανής αλυσίδας. Θα περιγράψουµε τη µέθοδο 

αυτή χρησιµοποιώντας την περίπτωση του διαγράµµατος 12C  (δείτε Παράγραφο 

2.8.1). 

Η βασική ιδέα είναι να θεωρήσουµε ότι το διάνυσµα των αρχικών πιθανοτήτων 

της αλυσίδας δεν περιέχει τις πιθανότητες εµφάνισης ενός σηµείου στις Περιοχές 1, 2 

και 3 του διαγράµµατος 12C  (δείτε Σχήµα 2.3) αλλά περιέχει την πιθανότητα 

εµφάνισης ενός σηµείου «ταυτόχρονα» στις Περιοχές 1 και 3 µε την έννοια ότι αν η 

αλυσίδα ξεκινήσει ευρισκόµενη ταυτόχρονα στις Περιοχές 1 και 3, τότε αρκεί στην 

αµέσως επόµενη δοκιµή η εµφάνιση ενός εκ των δυνατών αποτελεσµάτων 1, 3 ή 4 

ώστε το διάγραµµα θα δώσει ένδειξη εκτός ελέγχου διεργασίας (ή ισοδύναµα, να 

έχουµε εµφάνιση του σχηµατισµού E ). Η τροποποίηση αυτή του διανύσµατος των 

αρχικών πιθανοτήτων απαιτεί τη χρήση µιας επιπρόσθετης (τεχνητής) κατάστασης. 

Έτσι ο χώρος καταστάσεων της Μαρκοβιανής αλυσίδας είναι ο Ω = {1, 2, ..., 9} 

όπου η ερµηνεία των καταστάσεων 1, 2, ..., 7 παραµένει όπως αυτή που είχαµε δώσει 

στην Παράγραφο 2.8.1, η κατάσταση 9 είναι τώρα η απορροφητική κατάσταση, και η 

επιπρόσθετη (τεχνητή) κατάσταση είναι η 8. 

Έτσι, το νέο διάνυσµα αρχικών πιθανοτήτων FIRπ  καθώς και ο νέος πίνακας 

πιθανοτήτων µετάβασης FIRP  είναι τα ακόλουθα 
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Για τον υπολογισµό του µέσου µήκους ροής του διαγράµµατος εφαρµόζεται η 

σχέση (2.10) χρησιµοποιώντας αντί του πίνακα Q  τον πίνακα FIRQ  και ως α  το 

διάνυσµα FIRα  το οποίο προκύπτει από το διάνυσµα FIRπ  διαγράφοντας τη 

συνιστώσα που αντιστοιχεί στην κατάσταση απορρόφησης. Στον επόµενο πίνακα 

δίνονται οι τιµές του µέσου µήκους ροής για τα διαγράµµατα FIR- 12C  και 12C . 

Πίνακας 2.6: Μέσο µήκος ροής των διαγραµµάτων C12 και FIR- C12 

δ 12C  FIR- 12C   δ 12C  FIR- 12C  

0.0 225.44 207.35  1.6 6.21 4.32 

0.2 177.56 162.25  1.8 4.66 3.14 

0.4 104.46 93.65  2.0 3.65 2.41 

0.6 57.92 50.36  2.2 2.96 1.94 

0.8 33.12 27.67  2.4 2.48 1.64 

1.0 20.01 15.96  2.6 2.13 1.43 

1.2 12.81 9.73  2.8 1.87 1.30 

1.4 8.69 6.30  3.0 1.68 1.20 

Από την ανάγνωση των αποτελεσµάτων του Πίνακα 2.6 είναι εµφανές ότι η χρήση 

του χαρακτηριστικού FIR επιφέρει µείωση των τιµών του ARL έναντι του 

αντίστοιχου διαγράµµατος χωρίς χρήση FIR. Τα διαγράµµατα ελέγχου µε FIR είναι 

πιο ευαίσθητα στην ανίχνευση µετατοπίσεων στο µέσο της διεργασίας και η 

ευαισθησία αυτή είναι αισθητή κυρίως για µικρές και µεσαίες µετατοπίσεις του µέσου 

της διεργασίας. Ταυτόχρονα όµως αυξάνει και το ποσοστό των εσφαλµένων 

συναγερµών αφού η τιµή του εντός ελέγχου µέσου µήκους ροής για το διάγραµµα 

FIR- 12C  είναι µικρότερη από την αντίστοιχη τιµή του διαγράµµατος 12C . 
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Γενικά, τα διαγράµµατα ελέγχου που βασίζονται σε κανόνες ροών στα οποία 

εφαρµόζεται η µέθοδος FIR δεν είναι ευρέως διαδεδοµένα. Στο Κεφάλαιο 4 

παρουσιάζουµε διαγράµµατα ελέγχου µε κανόνες ροών στα οποία είναι δυνατή η 

χρήση της µεθόδου FIR ώστε η τιµή του εντός ελέγχου µέσου µήκους ροής inARL  να 

είναι δεδοµένη (ή ισοδύναµα το ποσοστό των εσφαλµένων συναγερµών να παραµένει 

σταθερό). 

 

2.9 Ανακεφαλαίωση 

 

Στο παρόν κεφάλαιο παρουσιάσαµε τα βασικά στοιχεία της µεθοδολογίας της 

εµφύτευσης µιας τυχαίας µεταβλητής σε µια πεπερασµένη Μαρκοβιανή αλυσίδα. Η 

συγκεκριµένη µεθοδολογία επιτρέπει τη µελέτη τυχαίων µεταβλητών που συνδέονται 

µε την εµφάνιση σχηµατισµών σε ακολουθίες πλειότιµων δοκιµών. Ειδικότερα, το 

ενδιαφέρον επικεντρώθηκε στη µελέτη του χρόνου αναµονής µέχρι την εµφάνιση 

ενός σχηµατισµού ο οποίος συµπίπτει µε τη µελέτη της κατανοµής του µήκους ροής 

ενός διαγράµµατος ελέγχου. Τέλος, δόθηκαν παραδείγµατα υπολογισµού του µέσου 

µήκους ροής σε διαγράµµατα ελέγχου τύπου Shewhart µε κανόνες ροών. 

Στο σηµείο αυτό αξίζει να αναφέρουµε πως η µεθοδολογία που χρησιµοποιήθηκε 

δεν περιορίζεται από τον τύπο του διαγράµµατος ή από τον κανόνα απόφασης που 

εφαρµόζεται. Το παράδειγµα που δώσαµε αφορά ένα διάγραµµα τύπου Shewhart για 

την παρακολούθηση της µέσης τιµής. Με κατάλληλες τροποποιήσεις είναι δυνατό να 

µελετηθεί η κατανοµή του µήκους ροής για διαγράµµατα ελέγχου παρακολούθησης 

της διασποράς, του ποσοστού των ελαττωµατικών κ.ο.κ. στα οποία εφαρµόζονται 

διαφόρων τύπων κανόνες απόφασης.  

Βλέπουµε λοιπόν ότι έχουµε στα χέρια µας ένα ισχυρό εργαλείο που επιτρέπει τη 

γενική µελέτη διαγραµµάτων ελέγχου (µονόπλευρα ή δίπλευρα, µε σύνθετους ή 

απλούς κανόνες απόφασης) το οποίο θα χρησιµοποιήσουµε για την ανάπτυξη και 

µελέτη των διαγραµµάτων ελέγχου που θα παρουσιαστούν στα επόµενα δύο 

κεφάλαια. 
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 3 
 

∆ΙΑΓΡΑΜΜΑΤΑ ΕΛΕΓΧΟΥ ΓΙΑ ΤΗ ΜΕΣΗ ΤΙΜΗ 

ΠΟΥ ΒΑΣΙΖΟΝΤΑΙ ΣΤΟΝ ΚΑΝΟΝΑ r-ΑΠΟ-m  

 

 

3.1 Εισαγωγή 
 

Στο παρόν κεφάλαιο θα αναπτύξουµε δίπλευρα διαγράµµατα ελέγχου τύπου 

Shewhart για την παρακολούθηση της µέσης τιµής µιας παραγωγικής διεργασίας που 

βασίζονται σε έναν κατάλληλα ορισµένο κανόνα ροών τύπου r -από-m . Η ανάπτυξή 

τους θα γίνει µε τρόπο τέτοιο ώστε να έχουν την επιθυµητή τιµή για το εντός ελέγχου 

µέσο µήκος ροής. Αν και τα διαγράµµατα ελέγχου που θα µελετήσουµε είναι 

δίπλευρα µε ανάλογο τρόπο είναι δυνατό να αναπτυχθούν αντίστοιχα µονόπλευρα 

διαγράµµατα ελέγχου. Ως µέτρο απόδοσης των προτεινόµενων διαγραµµάτων θα 

χρησιµοποιήσουµε το µέσο µήκος ροής ARL  αλλά και τιµές ποσοστιαίων σηµείων 

της κατανοµής του µήκους ροής. 

 

3.2 O Τροποποιηµένος r-από-m Κανόνας Ευαισθητοποίησης 

 

Στην Παράγραφο 1.10 του Κεφαλαίου 1 αναφερθήκαµε στις εργασίες των Derman 

and Ross (1997) και Klein (2000a) οι οποίοι πρότειναν απλούς κανόνες για την 

αύξηση της ευαισθησίας ενός διαγράµµατος τύπου Shewhart στην ανίχνευση µικρών 

και µεσαίων µετατοπίσεων του µέσου της παραγωγικής διεργασίας. Οι κανόνες αυτοί 

βασίζονται στην εµφάνιση r  από m  συνεχόµενων σηµείων σε µια κατάλληλη 

περιοχή ενός διαγράµµατος ελέγχου. 

Ειδικότερα, οι Derman and Ross (1997) πρότειναν ως κανόνα ένδειξης εκτός 

ελέγχου διεργασίας την εµφάνιση δύο συνεχόµενων σηµείων (κανόνας 2/2:DR ) ή 

δύο από τρία συνεχόµενα σηµεία (κανόνας 3/2:DR ) εκτός των ορίων ελέγχου. Ας 

θεωρήσουµε ως Περιοχή 0 την περιοχή µεταξύ των ορίων ελέγχου UCL  και LCL  
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και ως Περιοχή 1 την περιοχή άνω του ορίου UCL  και κάτω του ορίου LCL . Με 

βάση τους συµβολισµούς της Παραγράφου 2.2 και τη µεθοδολογία των Παραγράφων 

2.5 και 2.6 η µελέτη της κατανοµής του µήκους ροής των κανόνων DR:2/2 και 

DR:2/3 ανάγεται στη µελέτη της εµφάνισης των σχηµατισµών 

}11{1 =E ,   }101,11{2 =E  

σε µια ακολουθία ανεξάρτητων δίτιµων δοκιµών. 

Ο Klein (2000a) πρότεινε τους κανόνες 2-από-2 και 2-από-3 όπου τα δύο σηµεία 

θα πρέπει να βρίσκονται εκτός του ιδίου ορίου ελέγχου. Οι κανόνες του Klein 

(2000a) αποτελούν τροποποίηση των κανόνων των Derman and Ross (1997). Ο Khoo 

(2004a) χρησιµοποιώντας τεχνικές προσοµοίωσης επέκτεινε τη µελέτη του Klein 

(2000a) στους κανόνες 2-από-4, 3-από-3 και 3-από-4. Όλα τα διαγράµµατα ελέγχου 

που χρησιµοποιούν τους προαναφερθέντες κανόνες πλεονεκτούν έναντι των συνήθων 

διαγραµµάτων Shewhart µε κανόνες ροών υπό την έννοια ότι επιτρέπουν στο χρήστη 

να επιλέξει την επιθυµητή τιµή για το εντός ελέγχου µέσο µήκος ροής η οποία 

καθορίζει τα όρια ελέγχου του διαγράµµατος. 

Τα διαγράµµατα ελέγχου των Klein (2000a) και Khoo (2004a) βασίζονται στη 

χρησιµοποίηση κανόνων ευαισθητοποίησης τύπου r -από-m . Σύµφωνα µε τον 

κανόνα ευαισθητοποίησης r -από-m  ένα διάγραµµα δίνει ένδειξη εκτός ελέγχου 

διεργασίας όταν r  από m  το πολύ συνεχόµενα σηµεία βρεθούν πάνω από ένα άνω 

όριο ελέγχου (σύνολο σηµείων Α) µε τα υπόλοιπα rm −  σηµεία να βρίσκονται στη 

συµπληρωµατική περιοχή του διαγράµµατος (σύνολο σηµείων Β), ή όταν r  από m  

συνεχόµενα σηµεία βρεθούν κάτω από ένα κάτω όριο ελέγχου (σύνολο σηµείων Α) 

µε τα υπόλοιπα rm −  σηµεία να βρίσκονται στη συµπληρωµατική περιοχή του 

διαγράµµατος (σύνολο σηµείων Β), οποιοδήποτε από τα δύο σύνολα σηµείων Α 

εµφανιστεί συντοµότερα. Τα διαγράµµατα ελέγχου που χρησιµοποιούν τον παραπάνω 

κανόνα ως ένδειξη εκτός ελέγχου διεργασίας θα τα αποκαλούµε διαγράµµατα 

ελέγχου mr /  και θα συµβολίζονται µε mr /  ( mr ≤≤2 ). 

Στο Σχήµα 3.1 δίνουµε παραδείγµατα διαφόρων διαγραµµάτων ελέγχου τύπου 

mr / . 
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∆ιεργασία I:  ∆ιάγραµµα ελέγχου 2/3 ∆ιεργασία II:  ∆ιάγραµµα ελέγχου 2/4 

    
  

∆ιεργασία III:  ∆ιάγραµµα ελέγχου 3/3 ∆ιεργασία IV:  ∆ιάγραµµα ελέγχου 3/4 

    
  

Σχήµα 3.1. Γραφική απεικόνιση των διαγραµµάτων ελέγχου mr / . 

 

Για τις διεργασίες I, II και IV έχουµε ενδείξεις ότι ο µέσος (για κάθε διεργασία) 

έχει µετατοπιστεί σε ένα υψηλότερο επίπεδο, ενώ για τη διεργασία III έχουµε 

ενδείξεις ότι ο µέσος της διεργασία έχει µετατοπιστεί σε χαµηλότερο επίπεδο. 

Ωστόσο, υπάρχουν αµφιβολίες στη διεργασία ΙΙ αν όντως η ένδειξη εκτός ελέγχου 

που δίνει ο κανόνας αφορά µετατόπιση του µέσου σε υψηλότερο επίπεδο αφού 

µεταξύ των δύο σηµείων που βρίσκονται πέραν του άνω ορίου ελέγχου υπάρχουν 2 

σηµεία τα οποία βρίσκονται κάτω από την κεντρική γραµµή του διαγράµµατος µε το 

ένα από τα δύο να βρίσκεται κάτω από το κάτω όριο ελέγχου. Θα µπορούσε να 

θεωρήσει κανείς πως η συµπεριφορά αυτή των σηµείων είναι πιθανό να οφείλεται σε 

άλλους λόγους, για παράδειγµα σε µεταβολή στη διασπορά της διεργασίας. Φαίνεται 

λοιπόν λογικό να ορίσουµε κανόνες οι οποίοι λαµβάνουν υπόψη τους την περιοχή του 

διαγράµµατος στην οποία βρίσκονται τα ενδιάµεσα rm −  σηµεία (εάν υπάρχουν) σε 

σχέση µε το που βρίσκονται τα r  σηµεία. Μια λογική επέκταση αυτού του 

ισχυρισµού είναι να απαιτήσουµε ότι τα σηµεία που απαρτίζουν το σύνολο Β να 

βρίσκονται «κοντά» στα σηµεία που απαρτίζουν το σύνολο Α. 

Ορίζουµε ως τροποποιηµένο (δίπλευρο) διάγραµµα ελέγχου r -από-m  ( mr ≤ ) και 

το συµβολίζουµε µε mrM /: , το διάγραµµα το οποίο δίνει σήµα εκτός ελέγχου 

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

 UCL 

 CL 

 LCL 

 UCL 

 CL 

 LCL 

 UCL 

 CL 

 LCL 

 UCL 

 CL 

 LCL 
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διεργασίας όταν είτε « r  από m  το πολύ συνεχόµενα σηµεία βρεθούν πάνω από ένα 

άνω όριο ελέγχου µε τα υπόλοιπα rm −  σηµεία να βρίσκονται µεταξύ κεντρικής 

γραµµής και άνω ορίου ελέγχου», είτε « r  από m  το πολύ συνεχόµενα σηµεία 

βρεθούν κάτω από ένα κάτω όριο ελέγχου µε τα υπόλοιπα rm −  σηµεία να 

βρίσκονται µεταξύ κεντρικής γραµµής και κάτω ορίου ελέγχου», οτιδήποτε από τα 

δύο εµφανιστεί συντοµότερα. Ο αντίστοιχος κανόνας ευαισθητοποίησης που 

χρησιµοποιείται από το mrM /:  διάγραµµα ελέγχου καλείται τροποποιηµένος r -

από-m  κανόνας. 

Σηµειώνεται πως στην περίπτωση mr =  το διάγραµµα ελέγχου mmM /:  

ταυτίζεται µε το διάγραµµα mm /  το οποίο έχει µελετηθεί, για διάφορες τιµές του m , 

από τους Klein (2000a), Khoo (2004a) και Acosta-Mejia (2007). 

Στο Σχήµα 3.2 δίνεται µια γραφική αναπαράσταση διαγραµµάτων ελέγχου που 

βασίζονται στον κανόνα ευαισθητοποίησης 2-από-3 και στον τροποποιηµένο κανόνα 

2-από-3 καθώς και οι µεταξύ τους διαφοροποιήσεις. Το διάγραµµα ελέγχου M: 2/3 

δίνει ένδειξη εκτός ελέγχου διεργασίας στο σηµείο 25, ενώ το διάγραµµα ελέγχου 2/3 

δίνει στο 18
ο
 και στο 25

ο
. 

 
   

 

 

 

   

Σχήµα 3.2: Γραφική απεικόνιση προτεινόµενων κανόνων τύπου 2-από-3. 

 

3.3 Τεχνική Τυποποίησης ∆ιαγραµµάτων Ελέγχου για τη Μέση Τιµή 

 

Στην παρούσα παράγραφο εισάγουµε τα βασικά χαρακτηριστικά της τεχνικής που 

ακολουθείται για την περιγραφή της απόδοσης ενός διαγράµµατος ελέγχου που 

χρησιµοποιείται για την παρακολούθηση της µέσης τιµής µιας παραγωγικής 

διεργασίας.  

5 10 15 20 25 

 UCL 

 LCL 

 CL 
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Υποθέτουµε ότι η συνεχής τυχαία µεταβλητή X  η οποία καθορίζει την ποιότητα 

των παραγόµενων προϊόντων ακολουθεί κανονική κατανοµή µε µέση τιµή µ  και µε 

γνωστή και σταθερή διακύµανση 2σ . Για την παρακολούθηση της µέσης τιµής µ  

της τυχαίας µεταβλητής X  συλλέγονται σε προκαθορισµένες χρονικές στιγµές 

ανεξάρτητα τυχαία δείγµατα µεγέθους n  στα οποία αντιστοιχούν δειγµατικές µέσες 

τιµές 1X , 2X , ..., που ακολουθούν κανονική κατανοµή ( )/,(~ 2 nNX i σµ , 

K,2,1=i ). Για να αποφασίζουµε µετά τη λήψη κάθε δείγµατος εάν η µέση τιµή µ  

της τυχαίας µεταβλητής X  έχει (ή δεν έχει) µετατοπιστεί από την εντός ελέγχου τιµή 

της, έστω 0µ , χρησιµοποιείται ένα τυπικό X  διάγραµµα ελέγχου )3( =L . Τα σηµεία 

που απεικονίζονται στο διάγραµµα είναι οι δειγµατικοί µέσοι 1X , 2X , ... , τα όρια 

ελέγχου του διαγράµµατος είναι τα )/(30 nLCL σµ −=  και nUCL /30 σµ += , 

και η κεντρική γραµµή είναι ίση µε 0µ=CL  (η εντός ελέγχου κατανοµή της τυχαίας 

µεταβλητής X  είναι η ),( 2

0 σµN  και των δειγµατικών µέσων iX  είναι η 

)/,( 2

0 nN σµ ). Πέρα από τη λήψη απόφασης για τη µετατόπιση ή όχι της µέσης 

τιµής της τυχαίας µεταβλητής X  από την εντός ελέγχου τιµή της 0µ , µας ενδιαφέρει 

και ο υπολογισµός του εκτός ελέγχου µέσου µήκους ροής για κάθε εκτός ελέγχου 

τιµή 1µ  της µέσης τιµής ( 01 µµ ≠ ).  

Προκειµένου να “ανεξαρτητοποιήσουµε” το διάγραµµα ελέγχου από το µέγεθος 

του δείγµατος αλλά και από την εκάστοτε εντός ελέγχου µέση τιµή 0µ , 

χρησιµοποιούµε ένα ισοδύναµο τυποποιηµένο (standardized) διάγραµµα ελέγχου. Σε 

αυτό απεικονίζονται τα σηµεία σµ /)( −= ii XnZ  ( K,2,1=i ), τα όρια ελέγχου του 

τυποποιηµένου διαγράµµατος είναι τα 3−=LCL , 3+=UCL , και η κεντρική γραµµή 

του είναι ίση µε 0=CL  (η εντός ελέγχου κατανοµή της τυχαίας µεταβλητής iZ  είναι 

η )1,0(N ). Το νέο διάγραµµα ελέγχου ονοµάζεται τυποποιηµένο Z  διάγραµµα 

ελέγχου. Είναι προφανές ότι ένα τυπικό X  διάγραµµα ελέγχου και το αντίστοιχο 

τυποποιηµένο Z  διάγραµµα ελέγχου δίνουν ακριβώς τις ίδιες πληροφορίες αφού σαν 

σχήµατα είναι όµοια (έχουν τις ίδιες αναλογίες σε όλα τα στοιχεία τους). 

Μια µετατόπιση της µέσης τιµής από την εντός ελέγχου τιµή της 0µ  στην εκτός 

ελέγχου τιµή 1µ  )( 01 µµ >  κατά δ  ( 0>δ ) µονάδες τυπικής απόκλισης της κατανοµής 
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της X  (δηλαδή σµµδ /)( 01 −= n ) στο τυπικό X  διάγραµµα ελέγχου, ισοδυναµεί 

µε µετατόπιση από την εντός ελέγχου τιµή 0 στην εκτός ελέγχου τιµή δ  στο 

τυποποιηµένο Z  διάγραµµα ελέγχου. Έτσι ο υπολογισµός του εκτός ελέγχου µέσου 

µήκους ροής προκύπτει από τη σχέση )1/(1out β−=ARL  µε 

))1,(~|33Pr( δβ NZZ ≤≤−= . 

Λόγω της συµµετρικότητας της κανονικής κατανοµής η τιµή του εκτός ελέγχου 

µέσου µήκους ροής παραµένει η ίδια για τις εκτός ελέγχου τιµές n/01 δσµµ +=  

και n/01 δσµµ −= . Έτσι από εδώ και πέρα για τον υπολογισµό του εκτός ελέγχου 

µέσου µήκους ροής θα εξετάζουµε µόνο την περίπτωση που η µέση τιµή 

µετατοπίζεται σε υψηλότερο επίπεδο αφού η ανάλογη µετατόπιση σε χαµηλότερο 

επίπεδο οδηγεί στην ίδια τιµή. Το τυποποιηµένο Z  διάγραµµα ελέγχου εφοδιασµένο 

µε τον κλασικό κανόνα ανακήρυξης εκτός ελέγχου µιας διεργασίας (ένα σηµείο 

πέραν των ορίων ελέγχου) θα το συµβολίζουµε από εδώ και στο εξής ως 1/1  

διάγραµµα ελέγχου και αποτελεί τη βάση σύγκρισης όλων των διαγραµµάτων 

ελέγχου του παρόντος κεφαλαίου. Ο κανόνας ανακήρυξης εκτός ελέγχου διεργασίας 

που χρησιµοποιείται από το τυποποιηµένο Z  διάγραµµα ελέγχου θα καλείται 

κανόνας 1-από-1. 

Στις επόµενες παραγράφους παρουσιάζεται η µέθοδος κατασκευής τριών βασικών 

τροποποιηµένων διαγραµµάτων. Πιο συγκεκριµένα θα µελετηθούν αναλυτικά τα 

διαγράµµατα ελέγχου mmM /:  και mM /2: , ενώ ως αντιπρόσωπος της κλάσης 

όλων των υπόλοιπων τροποποιηµένων διαγραµµάτων ελέγχου που προκύπτει από 

όλους τους υπόλοιπους συνδυασµούς των r , m  θα µελετηθεί το 4/3:M . Για τη 

µελέτη της απόδοσης των διαγραµµάτων ελέγχου mrM /:  χρησιµοποιείται η 

µεθοδολογία της εµφύτευσης σε Μαρκοβιανή αλυσίδα που παρουσιάστηκε στο 

Κεφάλαιο 2. 

 

3.4 Κατασκευή του M : m/m ∆ιαγράµµατος Ελέγχου 

 

Προκειµένου να αναπτύξουµε ένα διάγραµµα ελέγχου mmM /:  θεωρούµε ένα 

διάγραµµα ελέγχου µε κεντρική γραµµή 0=CL  και όρια ελέγχου UCL , LCL  

συµµετρικά ως προς την κεντρική γραµµή, δηλαδή UCLLCL −=  ( 0>UCL ). 

Σηµειώνουµε ότι το mmM /:  διάγραµµα ελέγχου δεν κάνει χρήση της κεντρικής 
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γραµµής CL  παρά µόνο των ορίων ελέγχου. Στο διάγραµµα ορίζουµε τρεις περιοχές, 

την Περιοχή 1 ( 1Π ) που είναι περιοχή πάνω από το άνω όριο ελέγχου, την Περιοχή 2 

( 2Π ) που είναι η περιοχή κάτω από το κάτω όριο ελέγχου και την Περιοχή 0 ( 0Π ) 

που είναι η περιοχή µεταξύ των δύο ορίων ελέγχου. 

Σύµφωνα µε αυτά που αναφέρθηκαν στην Παράγραφο 3.3, στο mmM /:  

διάγραµµα ελέγχου απεικονίζονται οι τυποποιηµένες τιµές Z  που ακολουθούν 

κατανοµή )1,(δN  (για 0=δ  προκύπτει η εντός ελέγχου κατανοµή της Z ). Η 

πιθανότητα να βρεθεί ένα απεικονιζόµενο σηµείο του διαγράµµατος σε καθεµία από 

τις τρεις περιοχές του διαγράµµατος 0Π , 1Π , 2Π  θα συµβολίζεται αντίστοιχα µε 

)(0 δp , )(1 δp , )(2 δp . Ορισµένες φορές για λόγους απλότητας στους συµβολισµούς 

οι πιθανότητες )(0 δp , )(1 δp , )(2 δp  θα δίνονται ως 0p , 1p , 2p , αντίστοιχα. Είναι 

εύκολο να διαπιστωθεί ότι 

)(1)(1 δδ −Φ−= UCLp ,   )(1)(2 δδ +Φ−= UCLp ,   )()(1)( 210 δδδ ppp −−=  

( (.)Φ  είναι η συνάρτηση κατανοµής της τυπικής κανονικής κατανοµής). 

Έστω τώρα }1,{ ≥tYt  µια ακολουθία ανεξάρτητων και ισόνοµων τυχαίων 

µεταβλητών µε τιµές στο σύνολο }2,1,0{  και συνάρτηση πιθανότητας  

)()0Pr( 0 δpYt == ,   )()1Pr( 1 δpYt == ,   )()2Pr( 2 δpYt == . 

Ας θεωρήσουµε το σύνθετο σχηµατισµό 

}222,111{ 321K321K
mm

=E  

και ας συµβολίσουµε µε mmT /  την τυχαία µεταβλητή που εκφράζει το χρόνο 

αναµονής µέχρι την εµφάνιση του σύνθετου σχηµατισµού E . Είναι προφανές ότι η 

κατανοµή του µήκους ροής του διαγράµµατος mmM /:  συµπίπτει µε την κατανοµή 

της τυχαίας µεταβλητής mmT / . Έτσι για να µελετηθούν τα χαρακτηριστικά του 

mmM /:  διαγράµµατος ελέγχου που απορρέουν από τη µελέτη του µήκους ροής του 

αρκεί να µελετηθεί ισοδύναµα η τυχαία µεταβλητή mmT / . Η µελέτη της τυχαίας 

µεταβλητής mmT /  µπορεί να γίνει µε τη µεθοδολογία της εµφύτευσής της σε 

Μαρκοβιανή αλυσίδα που περιγράφτηκε στο Κεφάλαιο 2 (δείτε επίσης Koutras and 

Alexandrou (1997)).  
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Η εφαρµογή της µεθοδολογίας της εµφύτευσης σε Μαρκοβιανή αλυσίδα ξεκινά µε 

την αποσύνθεση του σύνθετου σχηµατισµού E  σε υποσχηµατισµούς προκειµένου να 

καθοριστεί ο χώρος καταστάσεων Ω . Έτσι έχουµε 

321KK
1

111"",,11"3",1"2",0"1"
−

≡≡≡≡
m

m  

}222,111{"2",222"12",,22"2",2"1"
1

321K321K321KK
mmm

mmmm ≡≡−≡+≡+
−

, 

οπότε }2,12,,2,1{ mm −=Ω K . Οι καταστάσεις 1, 2, ..., 12 −m  είναι µεταβατικές 

ενώ η κατάσταση m2  είναι απορροφητική. Το διάνυσµα αρχικών πιθανοτήτων είναι 

το 

mppp 21210 ]0,0,,0,,0,,0,,[ ×= KKπ  

όπου η πιθανότητα 2p  βρίσκεται στην ( 1+m )-συνιστώσα του π , ενώ µπορεί εύκολα 

να διαπιστωθεί ότι ο πίνακας πιθανοτήτων µετάβασης P  έχει τη µορφή 

)2()2(

210
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Εφαρµόζοντας τη σχέση (2.10), και µετά από κάποιες αλγεβρικές πράξεις, 

βρίσκουµε ότι τη µέση τιµή της τυχαίας µεταβλητής mmT /  δίνεται από τον τύπο 

                              

m

m

m

mmm

p

pp

p

pp
pp

TE

2

22

1

11
21

/

11

1
)|(

−
−

+
−
−

++
=δ .                              (3.1) 

Όταν η διεργασία βρίσκεται εντός ελέγχου ( 0=δ , οπότε ppp == 21 ), ο τύπος 

(3.1) ανάγεται στον ακόλουθο 

                           
)1(2

1
)0|( /

pp

p
TE

m

m

mm −
−

==δ , )(1 UCLp Φ−= .                       (3.2) 

Η σχέση (3.2) µπορεί να χρησιµοποιηθεί για τον υπολογισµό του εντός ελέγχου 

µέσου µήκους ροής του mmM /:  διαγράµµατος ελέγχου µε την προϋπόθεση ότι 
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είναι γνωστό το UCL . Αντίστροφα, αν θέλουµε να έχουµε προκαθορισµένο εντός 

ελέγχου µέσο µήκος ροής, η σχέση (3.2) µπορεί να χρησιµοποιηθεί για τον 

υπολογισµό του UCL . Στη συνέχεια δίνεται η περιγραφή των διακριτών βηµάτων 

που απαιτούνται για την κατασκευή του mmM /:  διαγράµµατος ελέγχου. 

 

Αλγοριθµική Περιγραφή Κατασκευής του M : m / m ∆ιαγράµµατος Ελέγχου 

Βήµα 1: Επιλέγουµε ένα θετικό ακέραιο m  ( 2≥m ) και την επιθυµητή τιµή c  για το 

εντός ελέγχου µέσο µήκος ροής  

Βήµα 2: Θέτουµε cpppARL mm =−−= ))1(2/()1(in . 

Βήµα 3: Βρίσκουµε τη µοναδική ρίζα p  της εξίσωσης cppp mm =−− ))1(2/()1(  στο 

διάστηµα (0, 1/2). 

Βήµα 4: Θέτουµε pzUCL =  και pzLCL −= . 

Βήµα 5: Ακολουθούµε τον τροποποιηµένο m -από-m  κανόνα ευαισθητοποίησης 

προκειµένου να ανακηρύξουµε τη διεργασία εκτός ελέγχου. 

Προτού κλείσουµε την παρούσα παράγραφο αξίζει να αναφέρουµε ότι η 

συνάρτηση ))1(2/()1()( ppppf mm −−=  είναι φθίνουσα συνάρτηση του p  στο 

διάστηµα (0, 1/2). Επιπλέον ισχύει ότι 

12)(lim,)(lim
2/10

−=+∞=
→→

m

pp
pfpf . 

Συνεπώς λύση ως προς p  της εξίσωσης του Βήµατος 3 υπάρχει µόνο όταν 

12 −≥ mc .  

 

3.5 Κατασκευή του M : 2/m ∆ιαγράµµατος Ελέγχου 

 

Στην παρούσα παράγραφο αναπτύσσουµε το διάγραµµα ελέγχου mM /2: . Έστω ένα 

διάγραµµα ελέγχου µε κεντρική γραµµή 0=CL  και όρια ελέγχου UCL , LCL  

συµµετρικά ως προς την κεντρική γραµµή, δηλαδή UCLLCL −=  ( 0>UCL ). Σε 

αντίθεση µε το mmM /:  διάγραµµα ελέγχου, το mM /2:  διάγραµµα ελέγχου κάνει 

χρήση της κεντρικής γραµµής CL . Στο διάγραµµα ορίζουµε τέσσερις περιοχές, την 

Περιοχή 1 ( 1Π ) που είναι περιοχή πάνω από το άνω όριο ελέγχου, την Περιοχή 2 

( 2Π ) που είναι η περιοχή µεταξύ του άνω ορίου ελέγχου και της κεντρικής γραµµής, 

την Περιοχή 3 ( 3Π ) που είναι η περιοχή µεταξύ του κάτω ορίου ελέγχου και της 
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κεντρικής γραµµής και την Περιοχή 4 ( 4Π ) που είναι η περιοχή κάτω από το κάτω 

όριο ελέγχου. 

Σύµφωνα µε αυτά που αναφέρθηκαν στην Παράγραφο 3.3, στο mM /2:  

διάγραµµα ελέγχου απεικονίζονται οι τυποποιηµένες τιµές Z  που ακολουθούν 

κατανοµή )1,(δN  (για 0=δ  προκύπτει η εντός ελέγχου κατανοµή της Z ). Η 

πιθανότητα εµφάνισης ενός απεικονιζόµενου σηµείου του διαγράµµατος σε καθεµία 

από τις τέσσερις περιοχές του διαγράµµατος 1Π , 2Π , 3Π , 4Π  θα συµβολίζεται 

αντίστοιχα µε )(1 δp , )(2 δp , )(3 δp , )(4 δp . Ορισµένες φορές για λόγους απλότητας 

στους συµβολισµούς οι πιθανότητες )(1 δp , )(2 δp , )(3 δp , )(4 δp  θα δίνονται ως 1p , 

2p , 3p , 4p , αντίστοιχα. Είναι εύκολο να διαπιστωθεί ότι 

)(1)(1 δδ −Φ−= UCLp ,   )()()(2 δδδ −Φ−−Φ= CLUCLp ,   

1)()()(3 −+Φ+−Φ= δδδ UCLCLp ,   )()()(1)( 3214 δδδδ pppp −−−= . 

Έστω τώρα }1,{ ≥tYt  µια ακολουθία ανεξάρτητων και ισόνοµων τυχαίων 

µεταβλητών µε τιµές στο σύνολο }4,3,2,1{  και συνάρτηση πιθανότητας 

)()1Pr( 1 δpYt == ,   )()2Pr( 2 δpYt == ,   )()3Pr( 3 δpYt == ,   )()4Pr( 4 δpYt == . 

Ας θεωρήσουµε το σύνθετο σχηµατισµό 

{ }4334,,434,44,1221,,121,11{
22 −−

=
mm

KK321KKE  

και ας συµβολίσουµε µε mT /2  την τυχαία µεταβλητή που εκφράζει το χρόνο αναµονής 

µέχρι την εµφάνιση του σύνθετου σχηµατισµού E . Είναι προφανές ότι η κατανοµή 

του µήκους ροής του διαγράµµατος mM /2:  συµπίπτει µε την κατανοµή της τυχαίας 

µεταβλητής mT /2 . Προκειµένου να µελετηθούν τα χαρακτηριστικά της κατανοµής του 

µήκους ροής του mM /2:  διαγράµµατος ελέγχου αρκεί να µελετηθεί ισοδύναµα η 

τυχαία µεταβλητή mT /2 . Η µελέτη της τυχαίας µεταβλητής mT /2  µπορεί να γίνει µε τη 

µεθοδολογία της εµφύτευσής της σε Μαρκοβιανή αλυσίδα που περιγράφτηκε στο 

Κεφάλαιο 2.  

Αποσυνθέτοντας το σύνθετο ενδεχόµενο E  σε υποσχηµατισµούς έχουµε 
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321KK
2

212"",,12"3",1"2"},3,2{"1"
−

≡≡≡≡
m

m  

321KK
2

343"12",,43"2",4"1"
−

≡−≡+≡+
m

mmm , 

{ }4334,,434,44,1221,,121,11{"2"
22 −−

≡
mm

m KK321KK , 

οπότε }2,12,,2,1{ mm −=Ω K . Οι καταστάσεις 1, 2, ..., 12 −m  είναι µεταβατικές 

ενώ η κατάσταση m2  είναι απορροφητική. Το διάνυσµα αρχικών πιθανοτήτων είναι 

το 

mpppp 214132 ]0,0,,0,,0,,0,,[ ×+= KKπ  

όπου η πιθανότητα 4p  βρίσκεται στην ( 1+m )-συνιστώσα του π , ενώ µπορεί εύκολα 

να διαπιστωθεί ότι ο πίνακας πιθανοτήτων µετάβασης P  έχει τη µορφή 
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Εφαρµόζοντας τη σχέση (2.10) είναι δυνατό να βρεθεί η µέση τιµή της τυχαίας 

µεταβλητής mT /2  για οποιαδήποτε τιµή του m . Για 0≠δ  δεν είναι εύκολο να βρεθεί 

γενικός αναλυτικός τύπος της µέσης τιµής. Όταν η διεργασία βρίσκεται εντός ελέγχου 

( 0=δ  οπότε ppp == 41 , pqpp −=== 2/132 ) η εντός ελέγχου µέση τιµή της 

τυχαίας µεταβλητής mT /2  δίνεται από τον τύπο 

                    )(1,
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1
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2

1
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)0|(
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2

/2 UCLp

ppp

pppp

TE
m
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m Φ−=


















 −+−








 −+−−
==δ         (3.3) 

Η σχέση (3.3) χρησιµοποιείται για τον υπολογισµό του εντός ελέγχου µέσου 

µήκους ροής του mM /2:  διαγράµµατος ελέγχου µε την προϋπόθεση ότι είναι 

γνωστό το UCL . Αντίστροφα, αν θέλουµε να έχουµε προκαθορισµένο εντός ελέγχου 
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µέσο µήκος ροής, η σχέση (3.3) χρησιµοποιείται για τον υπολογισµό του UCL . Στη 

συνέχεια δίνεται η περιγραφή των διακριτών βηµάτων που απαιτούνται για την 

κατασκευή του mM /2:  διαγράµµατος ελέγχου. 

 

Αλγοριθµική Περιγραφή Κατασκευής του M : 2 / m ∆ιαγράµµατος Ελέγχου 

Βήµα 1: Επιλέγουµε ένα θετικό ακέραιο m  ( 2≥m ) και την επιθυµητή τιµή c  για το 

εντός ελέγχου µέσο µήκος ροής  

Βήµα 2: Θέτουµε 

c
ppp

pppp
ARL

mmm

mmmm

=
−+−

−+−−
= +

++

))21(222(4

)21(4222
12

123

in . 

Βήµα 3: Βρίσκουµε τη µοναδική ρίζα p  της εξίσωσης 

c
ppp

pppp
mmm

mmmm

=
−+−

−+−−
+

++

))21(222(4

)21(4222
12

123

 

στο διάστηµα (0, 1/2). 

Βήµα 4: Θέτουµε pzUCL =  και pzLCL −= . 

Βήµα 5: Ακολουθούµε τον τροποποιηµένο 2-από-m  κανόνα ευαισθητοποίησης 

προκειµένου να ανακηρύξουµε τη διεργασία εκτός ελέγχου. 

Προτού κλείσουµε την παρούσα παράγραφο αξίζει να αναφέρουµε ότι η 

συνάρτηση 

))21(222(4

)21(4222
)(

12

123

mmm

mmmm

ppp

pppp
pg

−+−
−+−−

= +

++

 

είναι φθίνουσα συνάρτηση του p  στο διάστηµα (0, 1/2). Επιπλέον ισχύει ότι 

3)(lim,)(lim
2/10

=+∞=
→→

pgpg
pp

. 

Συνεπώς, λύση ως προς p  της εξίσωσης του Βήµατος 3 υπάρχει για όλες τις 

επιθυµητές τιµές του c  αφού στην πράξη 3>>c .  

 

3.6 Κατασκευή του M : 3/4 ∆ιαγράµµατος Ελέγχου 

 

Στην παρούσα παράγραφο παρουσιάζεται η ανάπτυξη του διαγράµµατος ελέγχου 

4/3:M  η οποία είναι αντιπροσωπευτική για την ανάπτυξη όλων των διαγραµµάτων 

ελέγχου mrM /:  ( 2≠r , mr < ). Έστω ένα διάγραµµα ελέγχου µε κεντρική γραµµή 
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0=CL  και όρια ελέγχου UCL , LCL  συµµετρικά ως προς την κεντρική γραµµή, 

δηλαδή UCLLCL −=  ( 0>UCL ). Όπως το διάγραµµα ελέγχου mM /2:  έτσι και το 

4/3:M  διάγραµµα ελέγχου κάνει χρήση της κεντρικής γραµµής CL . Στο διάγραµµα 

ορίζουµε τέσσερις περιοχές, την Περιοχή 1 ( 1Π ) που είναι περιοχή πάνω από το άνω 

όριο ελέγχου, την Περιοχή 2 ( 2Π ) που είναι η περιοχή µεταξύ του άνω ορίου ελέγχου 

και της κεντρικής γραµµής, την Περιοχή 3 ( 3Π ) που είναι η περιοχή µεταξύ του κάτω 

ορίου ελέγχου και της κεντρικής γραµµής και την Περιοχή 4 ( 4Π ) που είναι η 

περιοχή κάτω από το κάτω όριο ελέγχου. 

Η πιθανότητα εµφάνισης ενός απεικονιζόµενου σηµείου του διαγράµµατος σε 

καθεµία από τις τέσσερις περιοχές του διαγράµµατος 1Π , 2Π , 3Π , 4Π  θα 

συµβολίζεται αντίστοιχα µε )(1 δp , )(2 δp , )(3 δp , )(4 δp  και όπου κριθεί 

απαραίτητο αυτές οι πιθανότητες θα δίνονται ως 1p , 2p , 3p , 4p  αντίστοιχα. 

Σύµφωνα µε αυτά που αναφέραµε σε προηγούµενες παραγράφους είναι εύκολο να 

διαπιστωθεί ότι 

)(1)(1 δδ −Φ−= UCLp ,   )()()(2 δδδ −Φ−−Φ= CLUCLp ,   

1)()()(3 −+Φ+−Φ= δδδ UCLCLp ,   )()()(1)( 3214 δδδδ pppp −−−= . 

Έστω }1,{ ≥tYt  µια ακολουθία ανεξάρτητων και ισόνοµων τυχαίων µεταβλητών 

µε τιµές στο σύνολο }4,3,2,1{  και συνάρτηση πιθανότητας  

)()1Pr( 1 δpYt == ,   )()2Pr( 2 δpYt == ,   )()3Pr( 3 δpYt == ,   )()4Pr( 4 δpYt == . 

Ας θεωρήσουµε το σύνθετο σχηµατισµό 

}4434,4344,444,1121,1211,111{=E  

και ας συµβολίσουµε µε 4/3T  την τυχαία µεταβλητή που εκφράζει το χρόνο αναµονής 

µέχρι την εµφάνιση του σύνθετου σχηµατισµού E . Είναι προφανές ότι η κατανοµή 

του µήκους ροής του διαγράµµατος 4/3:M  συµπίπτει µε την κατανοµή της τυχαίας 

µεταβλητής 4/3T . Προκειµένου να µελετηθούν τα χαρακτηριστικά του 4/3:M  

διαγράµµατος ελέγχου που απορρέουν από το µήκος ροής του αρκεί να µελετηθεί 

ισοδύναµα η τυχαία µεταβλητή 4/3T . Όπως και στην περίπτωση των τυχαίων 

µεταβλητών mmT /  και mT /2 , η µελέτη της τυχαίας µεταβλητής 4/3T  µπορεί να γίνει µε 

τη µεθοδολογία της εµφύτευσής της σε Μαρκοβιανή αλυσίδα που περιγράφτηκε στο 

Κεφάλαιο 2.  
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Αποσυνθέτοντας το σύνθετο σχηµατισµό E  σε υποσχηµατισµούς έχουµε 

,4"7",112"6",121"5",12"4",11"3",1"2"},3,2{"1" ≡≡≡≡≡≡≡  

}4434,4344,444,1121,1211,111{"12",443"11",434"10",43"9",44"8" ≡≡≡≡≡ , 

οπότε }12,11,,2,1{ K=Ω . Οι καταστάσεις 1, 2, ..., 11 είναι µεταβατικές ενώ η 

κατάσταση 12 είναι απορροφητική. Το διάνυσµα αρχικών πιθανοτήτων είναι το 

1214132 ]0,0,0,0,0,,0,0,0,0,,[ ×+= ppppπ  

ενώ ο πίνακας πιθανοτήτων µετάβασης P  έχει τη µορφή 

.
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
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
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Εφαρµόζοντας τη σχέση (2.10) είναι δυνατό να βρεθεί η µέση τιµή της τυχαίας 

µεταβλητής 4/3T . Όταν η διεργασία βρίσκεται εντός ελέγχου ( 0=δ  οπότε 

ppp == 41 , pqpp −=== 2/132 ) η εντός ελέγχου µέση τιµή της τυχαίας 

µεταβλητής 4/3T  ισούται µε 

             
)81184(2

446784
)0|(

233

2345

4/3 −+−
−−−+−

==
pppp

ppppp
TE δ ,   )(1 UCLp Φ−= .       (3.4) 

Η σχέση (3.4) µπορεί να χρησιµοποιηθεί για τον υπολογισµό του εντός ελέγχου 

µέσου µήκους ροής του 4/3:M  διαγράµµατος ελέγχου µε την προϋπόθεση ότι είναι 

γνωστό το UCL . Αντίστροφα, αν θέλουµε να έχουµε προκαθορισµένο εντός ελέγχου 

µέσο µήκος ροής, η σχέση (3.4) µπορεί να χρησιµοποιηθεί για τον υπολογισµό του 

UCL . Στη συνέχεια δίνεται η περιγραφή των διακριτών βηµάτων που απαιτούνται για 

την κατασκευή του 4/3:M  διαγράµµατος ελέγχου. 
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Αλγοριθµική Περιγραφή Κατασκευής του M : 3 / 4 ∆ιαγράµµατος Ελέγχου 

Βήµα 1: Επιλέγουµε την επιθυµητή τιµή c  για το εντός ελέγχου µέσο µήκος ροής  

Βήµα 2: Θέτουµε 

c
pppp

ppppp
ARL =

−+−
−−−+−

=
)81184(2

446784
233

2345

in . 

Βήµα 3: Βρίσκουµε τη µοναδική ρίζα p  της εξίσωσης 

c
pppp

ppppp
=

−+−
−−−+−
)81184(2

446784
233

2345

 

στο διάστηµα (0, 1/2). 

Βήµα 4: Θέτουµε pzUCL =  και pzLCL −= . 

Βήµα 5: Ακολουθούµε τον τροποποιηµένο 3-από-4 κανόνα ευαισθητοποίησης 

προκειµένου να ανακηρύξουµε τη διεργασία εκτός ελέγχου. 

Προτού κλείσουµε την παρούσα παράγραφο αξίζει να αναφέρουµε ότι η 

συνάρτηση 

)81184(2

446784
)(

233

2345

−+−
−−−+−

=
pppp

ppppp
ph  

είναι φθίνουσα συνάρτηση του p  στο διάστηµα (0, 1/2) Επιπλέον ισχύει ότι 

7)(lim,)(lim
2/10

=+∞=
→→

pgpg
pp

. 

Συνεπώς λύση ως προς p  της εξίσωσης του Βήµατος 3 υπάρχει για όλες τις 

επιθυµητές τιµές του c  αφού στην πράξη 7>>c . 

 

3.7 Μέσο Μήκος Ροής του M : r/m ∆ιαγράµµατος Ελέγχου  

 

Στις προηγούµενες παραγράφους παρουσιάσαµε το γενικό πλαίσιο κατασκευής των 

διαγραµµάτων ελέγχου mmM /: , mM /2:  και 4/3:M . Με ανάλογο τρόπο 

κατασκευάζεται οποιοδήποτε διάγραµµα ελέγχου mrM /: . Ας συµβολίσουµε ως 

mrT /  την τυχαία µεταβλητή η οποία εκφράζει το µήκος ροής του διαγράµµατος 

ελέγχου mrM /: . Γενικά δεν είναι δυνατό να βρεθούν εύχρηστοι αναλυτικοί τύποι 

για τη µέση τιµή αυτής για οποιεσδήποτε τιµές των θετικών ακεραίων r , m  

( mr <≤2 ) ακόµη και για εντός ελέγχου διεργασίες ( 0=δ ). Σε αυτές τις 
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περιπτώσεις αρκούµαστε στη χρήση της σχέσης (2.10) της Παραγράφου 2.5 για 

υπολογισµούς. 

Στον Πίνακα 3.1 δίνεται η εντός ελέγχου µέση τιµή )0|( / =δmrTE  της τυχαίας 

µεταβλητής mrT /  στις ειδικές περιπτώσεις mr =  και 2=r  καθώς και στις 

περιπτώσεις 53 ≤<≤ mr . Οι χώροι καταστάσεων Ω, τα διανύσµατα αρχικών 

πιθανοτήτων και οι πίνακες πιθανοτήτων µετάβασης για τα διαγράµµατα 5/3:M  και 

5/4:M  δίνονται στο Παράρτηµα Π.3. 

 

Πίνακας 3.1: Εντός ελέγχου µέσο µήκος ροής για τα διαγράµµατα ελέγχου M : r / m 

mrM /:  )0|( / =δmrTE , )(1 UCLp Φ−= , 2/10 << p  

mm /  
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1

pp

p
m
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−
−
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4/3:M  
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pppp
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5/3:M  
)88170137307214411232(2

324848142129784014411232
2345672
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+−+−−+−
+++−+−−+−
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5/4:M  
)2030181922208(2

8812822161114208
234564

23456789

+−+−+−
++++−+−+−

ppppppp

ppppppppp
 

Είναι εύκολο να διαπιστωθεί ότι το εντός ελέγχου µέσο µήκος ροής των 

διαγραµµάτων 5/3:M  και 5/4:M  αποτελεί φθίνουσα συνάρτηση του p  ενώ 

ισχύει ότι  

7)0|(lim,)0|(lim 5/3
2/1

5/3
0

==+∞==
→→

δδ TETE
pp

 

15)0|(lim,)0|(lim 5/4
2/1

5/3
0

==+∞==
→→

δδ TETE
pp

. 

Στη συνέχεια δίνεται η (γενική) αλγοριθµική περιγραφή της κατασκευής ενός 

mrM /:  διαγράµµατος ελέγχου. 
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Αλγοριθµική Περιγραφή Κατασκευής του M : r / m ∆ιαγράµµατος Ελέγχου 

Βήµα 1: Επιλέγουµε τις τιµές των θετικών ακεραίων r , m  ( mr ≤≤2 ) και την 

επιθυµητή τιµή c  για το εντός ελέγχου µέσο µήκος ροής  

Βήµα 2: Θέτουµε cTEARL mr === )0|( /in δ . 

Βήµα 3: Βρίσκουµε τη µοναδική ρίζα p  της εξίσωσης cTE mr == )0|( / δ  στο 

διάστηµα (0, 1/2). 

Βήµα 4: Θέτουµε pzUCL =  και pzLCL −= . 

Βήµα 5: Ακολουθούµε τον τροποποιηµένο r -από-m  κανόνα ευαισθητοποίησης 

προκειµένου να ανακηρύξουµε τη διεργασία εκτός ελέγχου. 

Στο σηµείο αυτό αξίζει να αναφέρουµε ότι στην ειδική περίπτωση που τα όρια 

ελέγχου UCL , LCL  ταυτιστούν µε την κεντρική γραµµή CL  το διάγραµµα που θα 

προκύψει δίνει ένδειξη εκτός ελέγχου διεργασίας όταν r  συνεχόµενα σηµεία βρεθούν 

πάνω από την κεντρική γραµµή CL . Το διάγραµµα αυτό δε χρησιµοποιεί όρια 

ελέγχου και στη βιβλιογραφία αναφέρεται συνήθως ως διάγραµµα ροής (run chart, 

δείτε π.χ. Chambers et al. (1983)). Επίσης, για εντός ελέγχου διεργασία η πιθανότητα 

να βρεθεί ένα σηµείο πάνω (ή κάτω) από την κεντρική γραµµή του διαγράµµατος 

mrM /:  είναι 1/2, συνεπώς λύση ως προς p  της εξίσωσης του Βήµατος 3 υπάρχει 

µόνο όταν 12 −≥ rc . 

Ακολουθώντας την παραπάνω αλγοριθµική διαδικασία είναι δυνατή η κατασκευή 

διαφόρων διαγραµµάτων ελέγχου mrM /:  και η µελέτη της απόδοσης. Αριθµητικά 

αποτελέσµατα της µελέτης αυτής δίνονται στην επόµενη παράγραφο. 

 

3.8 Απόδοση του M : r/m ∆ιαγράµµατος Ελέγχου  

 

Στη παρούσα παράγραφο θα εξετάσουµε την απόδοση των διαγραµµάτων mrM /:  

µε 52 ≤≤≤ mr . Στον Πίνακα 3.2 δίνουµε τις τιµές για το ARL  καθώς και τα όρια 

ελέγχου για τα διάφορα διαγράµµατα ελέγχου mrM /: . Ειδικότερα, υπολογίζεται η 

απόδοση των διαγραµµάτων ελέγχου mmM /: , 5)1(1=m  και mrM /: , 

52 ≤<≤ mr , καθώς επίσης και η απόδοση των αντίστοιχων mr /  διαγραµµάτων 

ελέγχου ώστε να υπάρχει άµεση σύγκριση µεταξύ των mrM /:  διαγραµµάτων και 

των mr /  διαγραµµάτων που προτάθηκαν από τους Klein (2000a) και Khoo (2004a). 
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Θυµίζουµε ότι το διάγραµµα ελέγχου mmM /:  ταυτίζεται µε το διάγραµµα ελέγχου 

mm /  και για λόγους απλότητας στους συµβολισµούς θα το συµβολίζουµε ως mm / . 

Η τιµή για το εντός ελέγχου µέσο µήκος ροής έχει τεθεί ίση µε 370.4 ώστε να 

συµπίπτει µε την τιµή του τυπικού X  διαγράµµατος. Οι εκτός ελέγχου τιµές του 

µέσου της διεργασίας κυµαίνονται από µηδέν έως τέσσερις µονάδες τυπικής 

απόκλισης. Η µικρότερη τιµή για το εκτός ελέγχου µέσο µήκος ροής σηµειώνεται µε 

έντονη γραµµατοσειρά.  

Επίσης, επειδή η αποκλειστική χρήση του ARL  ως µέτρο απόδοσης των 

διαγραµµάτων έχει δεχθεί ισχυρή κριτική (δείτε Παράγραφο 1.5), λόγω της µη-

συµµετρίας της κατανοµής του µήκους ροής (λοξή προς τα δεξιά), στον Πίνακα 3.2 

δίνεται (σε παρένθεση) και η τυπική απόκλιση αυτής. Για τον υπολογισµό της 

τυπικής απόκλισης χρησιµοποιήσαµε τη σχέση (2.10). 

Αποτελέσµατα για 500in =ARL  και 1000in =ARL  δίνονται στο Παράρτηµα Π.4. 
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Πίνακας 3.2. Τιµές του ARL και της τυπικής απόκλισης για τα διαγράµµατα mm /  και mrM /:  ( 40.370=inARL ) 

 1/1 2/2 M: 2/3 2/3 3/3 M: 2/4 2/4 M: 3/4 3/4 4/4 M: 2/5 M: 3/5 M: 4/5 5/5 

 Όρια Ελέγχου 

δ ± 3 ± 1.781 ± 1.866 ± 1.929 ± 1.2 ± 1.897 ± 2.011 ± 1.312 ± 1.393 ± 0.832 ± 1.91 ± 1.358 ± 0.949 ± 0.568 

0.0 370.40 370.40 370.40 370.40 370.40 370.40 370.40 370.40 370.40 370.40 370.40 370.40 370.40 370.40 
 (369.90) (368.94) (368.63 (368.47) (368.03) (368.04) (368.43) (367.61) (367.44) (367.13) (368.28) (367.30) (366.68) (366.27) 

0.2 308.43 276.67 264.79 270.10 259.30 257.81 266.96 243.10 248.65 248.54 253.39 233.55 231.24 241.32 

 (307.93) (275.22) (263.03) (268.20) (256.96) (264.64) (255.82) (240.35) (245.76) (245.34) (251.24) (230.48) (227.61) (237.28) 
0.4 200.10 150.25 134.92 141.61 129.55 126.61 137.81 112.01 117.78 118.70 121.52 102.82 101.68 112.26 

 (199.58) (148.82) (133.18) (139.78) (127.26) (135.58) (124.63) (109.34) (115.01) (115.96) (119.35) (99.83) (98.18) (108.37) 
0.6 119.67 78.91 67.89 72.64 65.25 62.24 70.12 53.79 57.48 58.99 58.85 48.26 48.34 55.71 

 (119.16) (77.51) (66.18) (70.86) (63.02) (67.99) (60.29) (51.21) (54.83) (55.98) (56.70) (45.37) (44.98) (51.95) 

0.8 71.55 43.63 36.64 39.64 35.76 33.22 38.18 28.83 31.04 32.63 31.21 25.71 26.28 31.28 
 (71.05) (42.25) (34.97) (37.92) (33.59) (36.15) (31.33) (26.34) (28.49) (29.71) (29.12) (22.93) (23.03) (27.63) 

1.0 43.90 25.78 21.44 23.30 21.45 19.42 22.50 17.23 18.57 20.06 18.26 15.46 16.18 19.72 
 (43.39) (24.42) (18.82) (21.64) (19.34) (20.57) (17.59) (14.82) (16.11) (17.20) (16.25) (12.78) (13.03) (16.13) 

1.2 27.82 16.28 13.56 14.73 14.00 12.37 14.30 11.36 12.18 13.54 11.70 10.32 11.09 13.72 

 (27.32) (19.94) (11.99) (13.12) (11.92) (12.45) (10.60) (9.00) (9.80) (10.73) (9.77) (7.72) (7.98) (10.18) 
1.4 18.25 10.94 9.21 9.96 9.85 8.49 9.74 8.14 8.67 9.91 8.11 7.53 8.30 10.37 

 (17.74) (9.62) (7.67) (8.40) (7.79) (7.97) (6.78) (5.82) (6.33) (7.11) (6.25) (4.98) (5.20) (6.82) 
1.6 12.38 7.79 6.67 7.16 7.41 6.23 7.06 6.26 6.62 7.77 6.02 5.90 6.67 8.39 

 (11.87) (6.48) (5.15) (5.63) (5.35) (5.34) (4.56) (3.95) (4.28) (4.95) (4.21) (3.37) (3.55) (4.80) 
1.8 8.70 5.85 5.10 5.43 5.89 4.84 5.40 5.11 5.35 6.44 4.72 4.91 5.69 7.16 

 (8.18) (4.54) (3.60) (3.92) (3.82) (3.72) (3.19) (2.78) (3.01) (3.58) (2.96) (2.36) (2.50) (3.49) 

2.0 6.30 4.61 4.10 4.33 4.92 3.95 4.33 4.38 4.55 5.59 3.89 4.27 5.07 6.38 
 (5.78) (3.29) (2.60) (2.82) (2.81) (2.67) (2.31) (2.01) (2.17) (2.66) (2.15) (1.70) (1.80) (2.60) 

2.2 4.70 3.79 3.44 3.60 4.28 3.35 3.62 3.91 4.02 5.03 3.33 3.85 4.67 5.87 
 (4.19) (2.45) (1.93) (2.09) (2.12) (1.97) (1.71) (1.47) (1.59) (2.01) (1.61) (1.26) (1.31) (1.97) 

2.4 3.65 3.23 2.99 3.10 3.85 2.95 3.14 3.59 3.68 4.66 2.94 3.57 4.42 5.54 

 (3.11) (1.87) (1.45) (1.57) (1.63) (1.49) (1.30) (1.10) (1.18) (1.54) (1.24) (0.95) (0.96) (1.50) 
2.6 2.90 2.85 2.68 2.76 3.56 2.66 2.80 3.39 3.44 4.42 2.66 3.38 4.26 5.33 

 (2.35) (1.45) (1.11) (1.20) (1.26) (1.14) (1.00) (0.82) (0.88) (1.19) (0.97) (0.72) (0.70) (1.15) 
2.8 2.38 2.58 2.47 2.52 3.36 2.46 2.56 3.25 3.29 4.26 2.46 3.25 4.16 5.20 

 (1.81) (1.13) (0.86) (0.93) (0.98) (0.89) (0.79) (0.62) (0.66) (0.91) (0.77) (0.56) (0.52) (0.87) 
3.0 2.00 2.39 2.32 2.36 3.23 2.32 2.39 3.16 3.18 4.16 2.32 3.16 4.09 5.11 

 (1.41) (0.89) (0.67) (0.72) (0.76) (0.70) (0.62) (0.46) (0.50) (0.70) (0.62) (0.44) (0.38) (0.66) 

3.5 1.45 2.14 2.11 2.13 3.07 2.12 2.15 3.05 3.05 4.04 2.12 3.05 4.02 5.03 
 (0.80) (0.24) (0.36) (0.39) (0.40) (0.35) (0.40) (0.23) (0.25) (0.34) (0.36) (0.23) (0.17) (0.31) 

4.0 1.19 2.04 2.03 2.04 3.02 2.04 2.05 3.01 3.01 4.01 2.04 3.01 4.00 5.00 
 (0.47) (0.07) (0.19) (0.20) (0.19) (0.19) (0.22) (0.11) (0.12) (0.15) (0.20) (0.11) (0.07) (0.13) 
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Από τον Πίνακα 3.2 (αλλά και από τους αντίστοιχους πίνακες στο Παράρτηµα Π.4) 

προκύπτει ότι τα διαγράµµατα mrM /:  έχουν οµοιόµορφα καλύτερη απόδοση από τα 

αντίστοιχα διαγράµµατα mr /  των Klein (2000a) και Khoo (2004a). Για µετατοπίσεις µέχρι 

2.6 µονάδων τυπικής απόκλισης το διάγραµµα 5/: rM , 4,3,2=m , έχει την καλύτερη 

απόδοση (ως προς την τιµή του ARL ) έναντι του τυπικού X  διαγράµµατος (στήλη «1/1»). 

Αν και τα διαγραµµάτων των Klein (2000a) και Khoo (2004a) είναι πιο ευαίσθητα έναντι του 

τυπικού X  διαγράµµατος στην ανίχνευση µικρών ή/και µεσαίων µετατοπίσεων, εντούτοις οι 

τιµές του outARL  είναι µεγαλύτερες (για το ίδιο δ ) έναντι των αντίστοιχων τιµών για τα 

διαγράµµατα mrM /: . 

Από τη µελέτη του Khoo (2004a) προέκυψε ότι για την ανίχνευση µικρών µετατοπίσεων 

στο µέσο της διεργασίας τα καλύτερα αποτελέσµατα δίνει το διάγραµµα ελέγχου 3/4 ενώ για 

µεσαίες µετατοπίσεις προτείνεται το διάγραµµα ελέγχου 2/3. Γίνεται φανερό πως όσο 

αυξάνει το µήκος m  ενός κανόνα mrM /:  (ή mr / ) τόσο περισσότερο θα αυξάνει η 

ευαισθησία του αντίστοιχου διαγράµµατος ειδικά στην ανίχνευση µικρών µετατοπίσεων στο 

µέσο της διεργασίας. 

Η επιλογή του καταλληλότερου διαγράµµατος θα πρέπει κάθε φορά να γίνεται σε σχέση 

µε τις ανάγκες που πρόκειται να καλύψει το διάγραµµα. Ειδικότερα, αφού επιλεγεί η τιµή για 

το εντός ελέγχου µέσο µήκος ροής µπορούµε βάσει της µετατόπισης στην τιµή του µέσου 

που θέλουµε να ανιχνεύσουµε να επιλέξουµε αυτό µε τη µικρότερη τιµή του outARL . Για την 

ανίχνευση µικρών ή/και µεσαίων µετατοπίσεων στο µέσο της διεργασίας το διάγραµµα 

5/: rM , για κατάλληλη τιµή του r , είναι προτιµότερο έναντι του τυπικού X  

διαγράµµατος. Ωστόσο, για µετατοπίσεις µεγαλύτερες των 2.6 µονάδων τυπικής απόκλισης 

το τυπικό X  διάγραµµα παραµένει η καλύτερη επιλογή λαµβάνοντας υπόψη και την 

απλότητα στην εφαρµογή και ερµηνεία του.  

Από τις τιµές της τυπικής απόκλισης που δίνονται στον Πίνακα 3.2 παρατηρούµε ότι για 

µετατοπίσεις στο µέσο της διεργασίας έως και 6.0  µονάδων τυπικής απόκλισης αυτές είναι 

σχεδόν ίσες µε την αντίστοιχη τιµή του ARL  ενώ όσο αυξάνει η τιµή της µετατόπισης 

µειώνεται η τυπική απόκλιση της κατανοµής του µήκους ροής. Ειδικά στα διαγράµµατα 

mrM /:  η µείωση αυτή είναι εµφανής. Επιπλέον, η κατανοµή του µήκους ροής για τον 

κανόνα µε τη µικρότερη τιµή outARL  έχει ταυτόχρονα και τη µικρότερη τυπική απόκλιση για 

τη δεδοµένη µετατόπιση στο µέσο της διεργασίας.  
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Ο ακόλουθος πίνακας µπορεί να αποδειχθεί ιδιαιτέρως χρήσιµος στην πράξη προκειµένου 

να επιλεγεί το καταλληλότερο διάγραµµα για την ανίχνευση δεδοµένης µετατόπισης του 

µέσου επιπέδου της διεργασίας.  

Πίνακας 3.3. Προτεινόµενα mrM /:  διαγράµµατα ελέγχου ( 40.370=inARL ). 

δ 
ARL 

1/1 

ARL 

mrM /:   

∆ιάγραµµα 

ελέγχου 

Όρια 

Ελέγχου 

0.0 370.40 370.40   

0.2 308.43 231.24 

0.4 200.10 101.68 
5/4:M  ± 0.949 

0.6 119.67 48.26 

0.8 71.55 25.71 

1.0 43.90 15.46 

1.2 27.82 10.32 

1.4 18.25 7.53 

1.6 12.38 5.90 

5/3:M  ± 1.358 

1.8 8.70 4.72 

2.0 6.30 3.89 

2.2 4.70 3.33 

2.4 3.65 2.94 

2.6 2.90 2.66 

5/2:M  ± 1.910 

Στην 3
η
 στήλη του πίνακα δίνεται η µικρότερη τιµή για το outARL  για δεδοµένη 

µετατόπιση του µέσου της διεργασίας, στην 4
η
 το προτεινόµενο διάγραµµα καθώς και τα 

όρια ελέγχου αυτού (στήλη 5). Για λόγους σύγκρισης δίνουµε στη 2
η
 στήλη και τις τιµές του 

ARL για το τυπικό X  διάγραµµα. 

Όπως έχει ήδη αναφερθεί η κατανοµή του µήκους ροής για τα διαγράµµατα ελέγχου 

mrM /:  είναι αρκετά λοξή αφού εµφανίζει δεξιά ουρά η οποία φθίνει µε αργό ρυθµό για 

µικρές µετατοπίσεις στο µέσο της διεργασίας. Έτσι, για την αξιολόγηση της απόδοσης ενός 

διαγράµµατος έχει προταθεί η χρησιµοποίηση όλων των διαθέσιµων πληροφοριών που 

µπορούµε να αντλήσουµε από την κατανοµή του µήκους ροής. Στην πράξη είναι χρήσιµο να 

δίνονται και τα ποσοστιαία σηµεία της κατανοµής του µήκους ροής του διαγράµµατος (δείτε 

Palm (1990), Shmueli and Cohen (2003)). Στον Πίνακα 3.4 δίνονται τα πρώτο και τρίτο 

τεταρτηµόριο (στήλες 1Q , 3Q  αντίστοιχα) καθώς και η διάµεσος (στήλη M ) της κατανοµής 

του µήκους ροής για τα διαγράµµατα 5/: rM , 4,3,2=r , όταν η τιµή του inARL  είναι 
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370.4. Θυµίζουµε ότι τα διαγράµµατα 5/: rM , 4,3,2=r  έδωσαν την ελάχιστη τιµή outARL  

µεταξύ των εξεταζόµενων διαγραµµάτων. Για µετατοπίσεις µεγαλύτερες των δύο τυπικών 

αποκλίσεων η τιµή του 1Q  ταυτίζεται µε την τιµή του r . Για περισσότερες εφαρµογές 

κυρίως στη χρήση των ποσοστιαίων σηµείων της κατανοµής του µήκους ροής ως µέτρο 

απόδοσης των διαγραµµάτων ελέγχου παραπέµπουµε στην εργασία του Palm (1990). Στο 

Παράρτηµα Π.5 δίνονται αντίστοιχοι πίνακες όταν 1000,500in =ARL . 

 

Πίνακας 3.4. Ποσοστιαία σηµεία και τιµές για το ARL για τα διαγράµµατα 5/:rM , 

r = 2, 3, 4 ( 4.370in =ARL ). 

      Ποσοστιαία Σηµεία 

  ARL  1Q   M   3Q  

δ  2/5 3/5 4/5  2/5 3/5 4/5  2/5 3/5 4/5  2/5 3/5 4/5 

0.0  370.40 370.40 370.40  108 109 109  257 258 258  513 512 512 

0.2  253.30 233.55 231.24  74 69 69  176 163 161  350 323 319 

0.4  121.52 102.82 101.68  37 32 32  85 72 72  168 141 140 

0.6  58.85 48.26 48.34  18 16 16  41 34 35  81 66 66 

0.8  31.21 25.71 26.28  10 9 10  22 19 19  42 35 35 

1.0  18.26 15.46 16.18  7 6 7  13 11 12  25 20 21 

1.2  11.70 10.32 11.09  5 5 5  9 8 9  15 13 14 

1.4  8.11 7.53 8.30  4 4 5  6 6 6  11 9 10 

1.6  6.02 5.90 6.67  3 4 4  5 5 5  8 7 8 

1.8  4.72 4.91 5.69  3 3 4  4 4 5  6 5 6 

2.0  3.89 4.27 5.07  2 3 4  3 4 4  5 5 5 

2.2  3.33 3.85 4.67  2 3 4  3 3 4  4 4 5 

2.4  2.94 3.57 4.42  2 3 4  3 3 4  3 4 5 

2.6  2.66 3.38 4.26  2 3 4  2 3 4  3 4 4 

2.8  2.46 3.25 4.16  2 3 4  2 3 4  3 3 4 

3.0  2.32 3.16 4.09  2 3 4  2 3 4  3 3 4 

3.5  2.12 3.05 4.02  2 3 4  2 3 4  2 3 4 

4.0  2.04 3.01 4.00  2 3 4  2 3 4  2 3 4 
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3.9 Ο Αναθεωρηµένος r-από-m Κανόνας Ευαισθητοποίησης 
 

Μια λογική επέκταση του διαγράµµατος mrM /:  θα ήταν να χρησιµοποιηθούν δύο ή 

περισσότεροι κανόνες στο ίδιο διάγραµµα ώστε αυτό να αποκτήσει τη συνδυασµένη ισχύ 

των κανόνων αυτών στην ανίχνευση µετατοπίσεων του µέσου της παραγωγικής διεργασίας. 

Χαρακτηριστικό παράδειγµα ενός τέτοιου διαγράµµατος µε κανόνες ροών αποτελεί το 

διάγραµµα rrkk // −  CSCC που προτάθηκε και µελετήθηκε από τους Koutras et al. (2006). 

Εκτός όµως από τη συνδυασµένη ισχύ δύο ή περισσότερων κανόνων, η ανάπτυξη ανάλογων 

διαγραµµάτων προέκυψε από την ανάγκη αφενός µεν της διατήρησης της ευαισθησίας στην 

ανίχνευση µικρών µετατοπίσεων, και αφετέρου να µπορούν ταυτόχρονα να ανιχνεύουν και 

αρκετά µεγαλύτερες µετατοπίσεις. Μια προσεκτική µατιά στον Πίνακα 3.2 αποκαλύπτει ότι 

για µετατοπίσεις µεγαλύτερες των 2.6 τυπικών αποκλίσεων η τιµή του outARL  δεν µπορεί να 

γίνει µικρότερη από την τιµή r . Για παράδειγµα ενώ το διάγραµµα 5/4:M  είναι το πλέον 

ευαίσθητο στην ανίχνευση µικρών µετατοπίσεων, για µεγαλύτερες µετατοπίσεις απαιτεί την 

εµφάνιση τουλάχιστον 4 σηµείων προκειµένου να δώσει ένδειξη εκτός ελέγχου διεργασίας. 

∆εδοµένου ότι στην πράξη ακραίες τιµές για τους µέσους της διεργασίας δεν είναι απίθανο 

να εµφανιστούν (και θα πρέπει να ανιχνευθούν το δυνατόν συντοµότερα προκειµένου να 

αντιµετωπιστούν κατάλληλα) είναι απαραίτητη µια κατάλληλη τροποποίηση των κανόνων 

που εφαρµόζονται σε κάθε διάγραµµα ώστε να βελτιωθεί η απόδοση των εν λόγω 

διαγραµµάτων και για αρκετά µεγαλύτερες µετατοπίσεις. Σηµειώνουµε πως ανάλογη είναι η 

συµπεριφορά και των διαγραµµάτων ελέγχου mr /  που µελετήθηκαν από τους Klein (2000a) 

και Khoo (2004a). 

Μια λογική τροποποίηση του κανόνα που εφαρµόζεται στα διαγράµµατα ελέγχου mr /  

και mrM /:  είναι να συνδυαστεί µε τον κλασικό κανόνα του ενός σηµείου εκτός των ορίων 

ελέγχου (κανόνας 1-από-1). Έτσι, εκτός από τα όρια ελέγχου που αντιστοιχούν στον κανόνα 

ροών (όποιος και αν χρησιµοποιείται) προστίθενται και δύο ακόµα (συµµετρικά) όρια 

ελέγχου τα οποία θα χρησιµοποιεί ο κανόνας 1-από-1.  

Στη βιβλιογραφία έχουν µελετηθεί διαγράµµατα στα οποία συνδυάζεται ο κλασικός 

κανόνας του ενός σηµείου εκτός των ορίων ελέγχου µε κάποια άλλη διαδικασία 

παρακολούθησης της διεργασίας ώστε να αποκοµίσουµε τα πλεονεκτήµατα και των δύο 

διαδικασιών. Τέτοιες διαδικασίες για την περίπτωση παρακολούθησης της µέσης τιµής είναι 
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το συνδυασµένο διάγραµµα Shewhart-CUSUM (Combined Shewhart-CUSUM Lucas 

(1982)), το συνδυασµένο διάγραµµα Shewhart-EWMA (Combined Shewhart-EWMA, Lucas 

and Saccucci (1990)) το σύνθετο διάγραµµα Shewhart-EWMA (Composite Shewhart-

EWMA, Klein ((1996), (1997))) ή ακόµα πιο πρόσφατα το συνθετικό διάγραµµα ελέγχου 

(Synthetic Control Chart, Wu and Spedding (2000)). Μάλιστα, έχει προταθεί (Montgomery 

(2005), σελ. 398) το όριο ελέγχου για τον κανόνα 1-από-1 να έχει τιµή σε απόσταση 3.5 ή 4 

µονάδων τυπικής απόκλισης από την κεντρική γραµµή του διαγράµµατος προκειµένου να 

ανιχνεύονται ακραίες τιµές του µέσου ενώ ταυτόχρονα να µην είναι µεγάλο το ποσοστό των 

εσφαλµένων συναγερµών. 

Οι Khoo and Ariffin (2006) και ο Acosta-Mejia (2007) µελέτησαν διαγράµµατα ελέγχου 

για την παρακολούθηση της µέσης τιµής µιας παραγωγικής διεργασίας όπου συνδυάζονται ο 

κανόνας 1-από-1 και ο κανόνας r -από-m . Τα διαγράµµατα ελέγχου που συνδυάζουν τους 

δύο αυτούς κανόνες θα ονοµάζονται βελτιωµένα (Improved) r -από-m  διαγράµµατα ελέγχου 

και θα συµβολίζονται ως mrI /: . Ο σύνθετος κανόνας ευαισθητοποίησης που εφαρµόζεται 

στο διάγραµµα mrI /:  καλείται βελτιωµένος (Improved) r -από-m  κανόνας. 

Ανάλογα, όταν συνδυάσουµε τον κανόνα 1-από-1 µε τον τροποποιηµένο κανόνα r -από-

m  το διάγραµµα ελέγχου που προκύπτει θα ονοµάζεται αναθεωρηµένο (Revised) r -από-m  

διάγραµµα ελέγχου και θα συµβολίζεται ως mrR /: . Ο σύνθετος κανόνας ευαισθητοποίησης 

που εφαρµόζεται στο διάγραµµα mrR /:  καλείται αναθεωρηµένος (Revised) r -από-m  

κανόνας. 

Για την περιγραφή του νέου αυτού διαγράµµατος ας θεωρήσουµε ένα τυποποιηµένο Z  

διάγραµµα (δείτε Παράγραφο 3.3) για την παρακολούθηση της µέσης τιµής της παραγωγικής 

διεργασίας στο οποίο υπάρχει η κεντρική γραµµή (CL). Σε κάθε πλευρά της κεντρικής 

γραµµής του διαγράµµατος σχεδιάζονται από δύο ακόµη γραµµές, τα εσωτερικά και τα 

εξωτερικά όρια ελέγχου. Έτσι, πάνω (κάτω) από την κεντρική γραµµή του διαγράµµατος 

υπάρχει το άνω (κάτω) εσωτερικό όριο ελέγχου UICL  (αντ. LICL ) και το άνω (κάτω) 

εξωτερικό όριο ελέγχου UOCL  (αντ. LOCL ). Τα ζεύγη των εξωτερικών και των 

εσωτερικών ορίων ελέγχου είναι συµµετρικά µεταξύ τους, δηλαδή ισχύει ότι  

UICLLICL −= ,   UOCLLOCL −=  

ενώ ταυτόχρονα ικανοποιούν και την ανισότητα  

UOCLUICLCLLICLLOCL <<<< . 
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Για mr ≤≤2  και 2≥m το διάγραµµα ελέγχου mrR /:  δίνει σήµα εκτός ελέγχου 

διεργασίας όταν  

(i) ένα σηµείο βρεθεί εκτός των εξωτερικών ορίων ελέγχου (UOCL  ή LOCL ), ή  

(ii) όταν r  από m  το πολύ διαδοχικά σηµεία βρίσκονται µεταξύ των ορίων UICL  )(LICL  

και UOCL  )(LOCL  (σύνολο Α) και τα υπόλοιπα σηµεία (σύνολο Β) βρίσκονται στην 

περιοχή µεταξύ κεντρικής γραµµής CL  και UICL  )(LICL  

οτιδήποτε από τα δύο εµφανιστεί συντοµότερα.  

Στο Σχήµα 3.3 δίνουµε µια γραφική αναπαράσταση του τροποποιηµένου διαγράµµατος 

mrR /:  για 2=r  και 3=m . Σηµειώνουµε ότι το διάγραµµα δίνει ένδειξη εκτός ελέγχου 

διεργασίας στο δείγµα 14 λόγω του τροποποιηµένου κανόνα 2-από-3 που χρησιµοποιεί ως 

όρια ελέγχου τα UICL  και LICL  καθώς και στο δείγµα 19 λόγω του κανόνα 1-από-1. Αξίζει 

να σηµειώσουµε ότι στο δείγµα 8 ο αναθεωρηµένος κανόνας 2-από-3 δε δίνει ένδειξη εκτός 

ελέγχου διεργασίας (δίνει ο βελτιωµένος κανόνας 2-από-3). 

 

   

 

 

 

   

Σχήµα 3.3: Το διάγραµµα ελέγχου R: 2/3 

 

3.10 Κατασκευή του R : r/m ∆ιαγράµµατος Ελέγχου 

 

Προκειµένου να αναπτύξουµε ένα διάγραµµα ελέγχου mrR /:  θεωρούµε ένα διάγραµµα 

ελέγχου µε κεντρική γραµµή 0=CL , εσωτερικά όρια ελέγχου UICL , LICL  και εξωτερικά 

όρια ελέγχου UOCL , LOCL . Τα εξωτερικά και τα εσωτερικά όρια ελέγχου είναι 

2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 
 CL 

LICL 

 UICL 

LOCL 

 UOCL 
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συµµετρικά ως προς την κεντρική γραµµή, δηλαδή UICLLICL −=  και UOCLLOCL −=  

(UICL , 0>UOCL ). Σηµειώνουµε ότι µόνο το διάγραµµα ελέγχου mmR /:  δεν κάνει χρήση 

της κεντρικής γραµµής CL  παρά µόνο των εξωτερικών και των εσωτερικών ορίων ελέγχου. 

Στη συνέχεια θα παρουσιάσουµε τη γενική διαδικασία κατασκευής ενός διαγράµµατος 

mrR /:  για mr ≠ . Η περίπτωση mr =  απαιτεί κάποιες απλές τροποποιήσεις στη γενική 

διαδικασία κατασκευής και για λόγους οικονοµίας χώρου παραλείπεται. 

Στο διάγραµµα mrR /:  ορίζουµε πέντε περιοχές, την Περιοχή 1 ( 1Π ) που είναι περιοχή 

µεταξύ του άνω εξωτερικού και του άνω εσωτερικού ορίου ελέγχου, την Περιοχή 2 ( 2Π ) 

που είναι η περιοχή µεταξύ του άνω εσωτερικού ορίου ελέγχου και της κεντρικής γραµµής, 

την Περιοχή 3 ( 3Π ) που είναι η περιοχή µεταξύ της κεντρικής γραµµής και του κάτω 

εσωτερικού ορίου ελέγχου, την Περιοχή 4 ( 4Π ) που είναι η περιοχή µεταξύ του κάτω 

εσωτερικού και του κάτω εξωτερικού ορίου ελέγχου και την Περιοχή 5 ( 5Π ) που είναι η 

περιοχή κάτω του κάτω εξωτερικού ορίου ελέγχου και πάνω από το άνω εξωτερικό όριο 

ελέγχου. 

Όπως έχει ήδη αναφερθεί στην Παράγραφο 3.3 στο mrR /:  διάγραµµα ελέγχου 

απεικονίζονται οι τυποποιηµένες τιµές Z  που ακολουθούν κατανοµή )1,(δN . Η πιθανότητα 

εµφάνισης ενός απεικονιζόµενου σηµείου του διαγράµµατος σε καθεµία από τις τρεις 

περιοχές του διαγράµµατος 1Π , 2Π , 3Π , 4Π , 5Π  θα συµβολίζεται αντίστοιχα µε )(1 δp , 

)(2 δp , )(3 δp , )(4 δp , )(5 δp . Για λόγους απλότητας στους συµβολισµού σε ορισµένες 

περιπτώσεις οι παραπάνω πιθανότητες θα συµβολίζονται ως 1p , 2p , 3p , 4p , 5p , 

αντίστοιχα. Είναι εύκολο να διαπιστωθεί ότι 

)()()(1 δδδ −Φ−−Φ= UICLUOCLp ,   )()()(2 δδδ −Φ−−Φ= CLUICLp ,   

1)()()(3 −−Φ+−Φ= δδδ UICLCLp ,   )()()(4 δδδ −Φ−+Φ= UICLUOCLp ,   

)()()()(1)( 43215 δδδδδ ppppp −−−−= . 

Έστω τώρα }1,{ ≥tYt  µια ακολουθία ανεξάρτητων και ισόνοµων τυχαίων µεταβλητών µε 

τιµές στο σύνολο }5,4,3,2,1{  και συνάρτηση πιθανότητας  

)()1Pr( 1 δpYt == ,   )()2Pr( 2 δpYt == ,   )()3Pr( 3 δpYt == ,    

)()4Pr( 4 δpYt == ,   )()5Pr( 5 δpYt == . 
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Από τον ορισµό του αναθεωρηµένου r -από-m  κανόνα ευαισθητοποίησης µπορεί κανείς 

να διαπιστώσει ότι η βασική διαφοροποίηση έναντι του αντίστοιχου τροποποιηµένου r -από-

m  κανόνα ευαισθητοποίησης είναι η ύπαρξη ενός ακόµη σχηµατισµού, ο οποίος έχει µήκος 

1 (σχηµατισµός "5" ).  

Ας θεωρήσουµε ότι E  είναι ο σύνθετος σχηµατισµός ο οποίος περιγράφει τον 

αναθεωρηµένο r -από-m  κανόνα ευαισθητοποίησης. Η αποσύνθεση του E  σε 

υποσχηµατισµούς µπορεί να γίνει ακολουθώντας τη µεθοδολογία που περιγράψαµε στις 

Παραγράφους 3.4-3.6 και είναι δυνατό κανείς να επιβεβαιώσει ότι οι µεταβατικές 

καταστάσεις της αλυσίδας που αντιστοιχούν στο mrR /:  διάγραµµα ελέγχου ταυτίζονται µε 

τις αντίστοιχες του mrM /:  διαγράµµατος ελέγχου. Έτσι ο πίνακας πιθανοτήτων µετάβασης 

Q  µεταξύ των µεταβατικών καταστάσεων της αλυσίδας για τη µελέτη της κατανοµής του 

µήκους ροής του mrR /:  διαγράµµατος ελέγχου έχει την ίδια µορφή µε τον αντίστοιχο 

πίνακα Q  του mrM /:  διαγράµµατος ελέγχου. Θα πρέπει όµως να σηµειώσουµε ότι οι 

πιθανότητες )(1 δp , )(2 δp , )(3 δp , )(4 δp  για τη µελέτη του mrR /:  διαγράµµατος ελέγχου 

διαφέρουν από τις αντίστοιχες πιθανότητες )(1 δp , )(2 δp , )(3 δp , )(4 δp  για τη µελέτη του 

mrM /:  διαγράµµατος ελέγχου. Η τυπική µορφή του πίνακα πιθανοτήτων µετάβασης P  για 

το διάγραµµα mrR /:  µπορεί να βρεθεί µε αντικατάσταση της τιµής 0 µε την πιθανότητα 5p  

στην τελευταία στήλη του πίνακα πιθανοτήτων µετάβασης P  του διαγράµµατος mrM /: . 

Στον επόµενο Πίνακα 3.5 δίνονται αναλυτικές εκφράσεις για το inARL  για τα 

διαγράµµατα mrR /: . 
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Πίνακας 3.5: Εντός ελέγχου µέσο µήκος ροής για τα διαγράµµατα ελέγχου R : r / m 

mrR /:  )0|( =δRTE , )()( UICLUOCLp Φ−Φ= , 2/1)( −Φ=+ UOCLqp  

mmR /:  
)1)(1()1(

1
12 qqpq

q
m

m

+−−−

−
−

 

mR /2:  
)1()221)(1(

2
11

1

−−

−

−−−−−

−−
mm

m

qppqqq

qq
 

4/3:R  
]21)21)(1[(21

)]1)(1(1[1
2 qpqqpqpq

pqqpp

−−++−+−

−+++
 

5/3:R  64435434432332222

544333222

2)2()()4()22()22()1(

)1()1()2()21()1(

qpppqppqpppqpppqppqpp

qppqppqppqpppqpp

+++++−−−−+−++−−−

−+−+−−+++++
 

5/4:R  64243242222332

22242232

2)]2([)]1()21(2[)]1()1(2[)1(

)1()21(1

pqppqppppqppppqppp

qppqpppqpppp

++++−+−−+++−−−−

++−−+++++
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Από τη στιγµή που υπάρχει έκφραση για το εντός ελέγχου µέσο µήκος ροής µπορούµε να 

υπολογίσουµε το ζεύγος ),( UOCLUICL  (ή ),( LOCLLICL ) και εποµένως τα όρια ελέγχου 

του διαγράµµατος mrR /:  ώστε η τιµή του inARL  να είναι η επιθυµητή. Για λόγους 

ευκολίας θα συµβολίσουµε την τιµή του άνω εξωτερικού και του άνω εσωτερικού ορίου 

ελέγχου αντίστοιχα ως 1K  και 2K . Είναι προφανές λοιπόν ότι θα ισχύει 

1KUOCL = , 2KUICL = , 2KLICL −= , 1KLOCL −= . 

Είναι εύκολο να διαπιστωθεί ότι υπάρχουν αρκετά ζεύγη τιµών ),( 21 KK  που δίνουν το 

ίδιο εντός ελέγχου µέσο µήκος ροής στο διάγραµµα mrR /: . Προκειµένου να βρούµε τα 

όρια ελέγχου για το διάγραµµα mrR /:  ώστε η τιµή inARL  να είναι η επιθυµητή επιλέγουµε 

αρχικά την τιµή c  για το inARL  καθώς και την τιµή 1K  για το εξωτερικό όριο ελέγχου. Η 

τιµή για το 1K  που θα επιλέξουµε πρέπει να ικανοποιεί την ανισότητα czK 2/11 >  

προκειµένου να είναι δυνατός ο προσδιορισµός της τιµής 2K  για το εσωτερικό όριο ελέγχου 

ώστε το εντός ελέγχου µέσο µήκος ροής να είναι ίσο µε c . Σε αυτή την περίπτωση τα 

εξωτερικά όρια ελέγχου θα είναι πιο «πλατιά» έναντι των αντίστοιχων ορίων ελέγχου του 

τυποποιηµένου X  διαγράµµατος. Στη συνέχεια υπολογίζουµε τις τιµές των εσωτερικών 

(συµµετρικών) ορίων ελέγχου. Στο επόµενο πλαίσιο περιγράφονται τα διακριτά βήµατα που 

απαιτούνται για την ανάπτυξη ενός mrR /:  διαγράµµατος ελέγχου. Ως RT  συµβολίσουµε 

την τυχαία µεταβλητή η οποία εκφράζει το χρόνο αναµονής µέχρι την εµφάνιση του σύνθετο 

σχηµατισµού E  ο οποίος περιγράφει τον αναθεωρηµένο r -από-m  κανόνα 

ευαισθητοποίησης. Είναι προφανές ότι η κατανοµή του µήκους ροής του mrR /:  

διαγράµµατος ελέγχου συµπίπτει µε την κατανοµή της τυχαίας µεταβλητής RT . 
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Αλγοριθµική Περιγραφή Κατασκευής του ∆ιαγράµµατος mrR /:  

Βήµα 1: Επιλέγουµε θετικούς ακεραίους r  και m  µε mr ≤≤2 . 

Βήµα 2: Επιλέγουµε την επιθυµητή τιµή c  για το inARL , την τιµή 1K  για τα εξωτερικά όρια 

ελέγχου, και θέτουµε 1KUOCL = , 1KLOCL −= . 

Βήµα 3: Υπολογίζουµε τη µοναδική ρίζα p  της εξίσωσης cTEARL R === )0|(in δ  στο 

διάστηµα )1,0( . 

Βήµα 4: Υπολογίζουµε την τιµή 2K  για το άνω εσωτερικό όριο ελέγχου UICL  λύνοντας την 

εξίσωση )()( 21 KKp Φ−Φ=  και θέτουµε 2KUICL = , UICLLICL −= . 

Βήµα 5: Εφαρµόζουµε τον αναθεωρηµένο r -από-m  κανόνα ευαισθητοποίησης προκειµένου 

να ανακηρύξουµε τη διεργασία εκτός ελέγχου. 

 

Στο σηµείο αυτό αξίζει να αναφέρουµε ότι αν η τιµή 2K  για τα εσωτερικά όρια ελέγχου 

ταυτιστεί µε την τιµή της κεντρικής γραµµής CL  προκύπτει ένα διάγραµµα ελέγχου το οποίο 

δίνει ένδειξη εκτός ελέγχου διεργασίας όταν 

(i) ένα σηµείο βρεθεί εκτός των εξωτερικών ορίων ελέγχου ή όταν 

(ii) r  συνεχόµενα σηµεία βρεθούν στη µία πλευρά της κεντρικής γραµµής του 

διαγράµµατος, 

οτιδήποτε από τα δύο συµβεί συντοµότερα.  

Επίσης αν η τιµή 2K  για τα εσωτερικά όρια ελέγχου ταυτιστεί µε την τιµή 1K  για τα 

εξωτερικά όρια ελέγχου τότε προκύπτει τυποποιηµένο X  διάγραµµα µε όρια ελέγχου 1K , 

1K−  το οποίο δίνει ένδειξη εκτός ελέγχου διεργασίας όταν ένα σηµείο βρεθεί εκτός των 

ορίων ελέγχου. 

Στη συνέχεια θα προχωρήσουµε στη µελέτη της απόδοσης των διαγραµµάτων mrR /:  

χρησιµοποιώντας ως µέτρο σύγκρισης το ARL  αλλά και ποσοστιαία σηµεία της κατανοµής 

του µήκους ροής. 
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3.11 Απόδοση του R : r/m ∆ιαγράµµατος Ελέγχου 

 

Στην παρούσα παράγραφο γίνεται µελέτη της απόδοσης των διαγραµµάτων mrR /: , 

52 ≤≤≤ mr . Επίσης συγκρίνονται οι τιµές του ARL  για τα διαγράµµατα mrR /:  µε τις 

αντίστοιχες τιµές του τυπικού X  διαγράµµατος, των διαγραµµάτων mr /  (περιπτώσεις του 

οποίου έχουν µελετηθεί από τους Klein (2000a), Khoo (2004a), Acosta-Mejia (2007)), του 

διαγράµµατος mrM /:  καθώς και του διαγράµµατος mrI /:  (Acosta-Mejia (2007)). Για 

λόγους σύγκρισης, η τιµή του 1K  για τα εξωτερικά όρια ελέγχου ταυτίζεται µε τις τιµές που 

χρησιµοποίησαν οι Khoo and Ariffin (2006) και είναι 8.3)1.0(4.31 =K . Η τιµή για το inARL  

είναι ίση µε 370.4. Oι πλήρεις πίνακες δίνονται στο Παράρτηµα Π.6 ενώ όπως και στον 

Πίνακα 3.2 µε έντονη γραµµατοσειρά έχει σηµειωθεί η ελάχιστη τιµή για το εκτός ελέγχου 

µέσο µήκος ροής. 

Τα συµπεράσµατα που προέκυψαν από τη µελέτη των διαγραµµάτων ελέγχου mrR /:  

και mrI /:  είναι ότι η τιµή για τα εσωτερικά όρια µειώνεται και στα δύο καθώς αυξάνει η 

τιµή των εξωτερικών ορίων. Έτσι, η διαφορά 21 KK −  γίνεται όλο και µεγαλύτερη καθώς η 

τιµή του 1K  αυξάνει. Επίσης, η τιµή 2K  για το εσωτερικό όριο ελέγχου είναι µικρότερη στο 

mrR /:  διάγραµµα έναντι της αντίστοιχης στο mrI /:  διάγραµµα για την ίδια τιµή 1K  των 

εξωτερικών ορίων ελέγχου. 

Το βασικό συµπέρασµα που προέκυψε είναι ότι ένα διάγραµµα mrR /:  υπερτερεί 

οµοιόµορφα σε απόδοση έναντι του διαγράµµατος mrI /:  για οποιαδήποτε µετατόπιση στο 

µέσο της διεργασίας όταν τα εξωτερικά όρια ελέγχου έχουν την ίδια (προεπιλεγµένη) τιµή. 

Τα αποτελέσµατα δεν αλλάζουν οποιαδήποτε και αν είναι η τιµή για το εντός ελέγχου µέσο 

µήκος ροής.  

Επιπλέον, για µετατοπίσεις στο µέσο της διεργασίας έως και τρεις τυπικές αποκλίσεις 

µπορούµε να βρούµε ένα κατάλληλο διάγραµµα mrR /: , 52 ≤≤≤ mr  το οποίο να έχει 

µικρότερη τιµή outARL  έναντι του τυπικού X  διαγράµµατος. Για µεγαλύτερες µετατοπίσεις, 

οι διαφοροποιήσεις στην απόδοση των διαγραµµάτων είναι ανεπαίσθητες. Η επιλογή του 

καταλληλότερου διαγράµµατος δίνεται στον ακόλουθο πίνακα. 
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Πίνακας 3.6. Προτεινόµενα mrR /:  διαγράµµατα ελέγχου ( 40.370=inARL ). 

δ 
ARL  

1/1 

ARL  

mrR /:   

∆ιάγραµµα 

ελέγχου 

Ζεύγος ορίων 

( 21, KK ) 

0.0 370.40 370.40   

0.2 308.43 232.21 

0.4 200.10 102.28 
5/4:R  (3.8, 0.960) 

0.6 119.67 48.55 

0.8 71.55 25.77 

1.0 43.90 15.42 

1.2 27.82 10.24 

5/3:R  (3.8, 1.369) 

1.4 18.25 7.40 5/3:R  (3.6, 1.382) 

1.6 12.38 5.69 

1.8 8.70 4.60 
5/3:R  (3.4, 1.413) 

2.0 6.30 3.72 

2.2 4.70 3.11 

2.4 3.65 2.66 

5/2:R  (3.4, 1.968) 

2.6 2.90 2.33 4/2:R  (3.4, 1.956) 

2.8 2.38 2.07 

3.0 1.87 1.87 
3/2:R  (3.4, 1.926) 

 

Συγκρίνοντας τα αποτελέσµατα του Πίνακα 3.6 µε τα αποτελέσµατα του Πίνακα 3.3 

παρατηρούµε ότι για εύρος µετατοπίσεων έως 0.8 τυπικές αποκλίσεις τα διαγράµµατα 

ελέγχου 5/4:M  και 5/3:M  δίνουν µικρότερη τιµή outARL , αν και η διαφοροποίηση αυτή 

είναι ανεπαίσθητη, έναντι των διαγραµµάτων ελέγχου 5/4:R  και 5/3:R . Για µεγαλύτερες 

µετατοπίσεις τα διαγράµµατα mrR /:  αποδεικνύονται πιο ευαίσθητα έναντι των 

αντίστοιχων mrM /:  αφού ο κανόνας 1-από-1 δίνει ένδειξη εκτός ελέγχου διεργασίας µε 

µεγαλύτερη συχνότητα και έτσι µειώνεται η τιµή του outARL . 

Πριν προχωρήσουµε την ανάλυσή µας είναι χρήσιµο να αναφέρουµε τι συµβαίνει στην 

πράξη όταν η µετατόπιση που θέλουµε να ανιχνεύσουµε δεν είναι γνωστή και άρα ο 

παραπάνω πίνακας δεν είναι εύκολο να χρησιµοποιηθεί. Σε αυτή την περίπτωση, 

λαµβάνοντας υπόψη ότι οι κανόνες που βασίζονται στην εµφάνιση 2 από 3 ή 4 από 5 

συνεχόµενων σηµείων χρησιµοποιούνται πολύ συχνά, µπορούµε να χρησιµοποιούµε για 

µετατοπίσεις µέχρι 1.4 µονάδες τυπικών αποκλίσεων το διάγραµµα 5/4:R  (έναντι του 
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διαγράµµατος 3/2:R ) ενώ για µεγαλύτερες µετατοπίσεις το διάγραµµα 3/2:R . Αν παρόλ’ 

αυτά δεν έχουµε καµία πληροφορία περί της µετατόπισης που επιθυµούµε να ανιχνεύσουµε 

προτείνουµε να χρησιµοποιείται το διάγραµµα 3/2:R , λαµβάνοντας υπόψη την απλότητα 

στην ερµηνεία και εφαρµογή του, αφού γενικά µεσαίες µετατοπίσεις θα πρέπει να 

ανιχνεύονται γρήγορα. 

Στον επόµενο πίνακα δίνουµε τις τιµές του ARL  και ποσοστιαία σηµεία ( 1Q , M , 3Q ) για 

τα διαγράµµατα ελέγχου 3/2:R , 4/2:R , 5/2:R , 5/3:R  και 5/4:R . Τα όρια ελέγχου 

δόθηκαν στον Πίνακα 3.6 και για το λόγο αυτό παραλείπονται. 
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Πίνακας 3.7. Ποσοστιαία σηµεία και τιµές για το ARL για τα προτεινόµενα διαγράµµατα mrR /:  ( 4.370=inARL ). 

        Ποσοστιαία Σηµεία 

  ARL  1Q   M   3Q  

δ  2/3 2/4 2/5 3/5 4/5  2/3 2/4 2/5 3/5 4/5  2/3 2/4 2/5 3/5 4/5  2/3 2/4 2/5 3/5 4/5 

0.0  370.40 370.40 370.40 370.40 370.40  108 108 108 109 109  257 258 257 258 258  513 514 512 513 513 

0.2  269.18 263.49 259.82 234.64 232.21  79 77 76 70 69  187 183 180 164 162  373 365 359 324 321 

0.4  139.75 132.56 128.02 103.59 102.28  41 39 38 32 32  97 93 89 73 72  193 183 177 143 141 

0.6  70.71 65.66 62.58 48.55 48.50  21 20 19 16 16  50 46 44 35 35  98 90 86 66 66 

0.8  38.02 34.94 33.04 25.77 26.24  12 11 11 9 10  27 25 23 19 19  52 48 45 35 35 

1.0  22.05 20.24 19.14 15.42 16.06  7 7 7 6 7  16 15 14 11 12  30 27 26 20 21 

1.2  13.78 12.72 12.10 10.24 10.93  5 5 5 5 5  10 9 9 8 8  19 17 16 13 14 

1.4  9.22 8.60 8.26 7.42 8.11  4 4 4 4 5  7 6 6 6 6  12 11 11 9 10 

1.6  6.56 6.21 6.02 5.77 6.45  3 3 3 4 4  5 5 5 5 5  9 8 8 7 8 

1.8  4.93 4.73 4.63 4.74 5.41  2 2 3 3 4  4 4 4 4 5  6 6 6 5 6 

2.0  3.88 3.77 3.72 4.07 4.72  2 2 2 3 4  3 3 3 4 4  5 5 5 5 5 

2.2  3.18 3.12 3.11 3.60 4.24  2 2 2 3 4  3 3 3 3 4  4 4 4 4 5 

2.4  2.69 2.67 2.66 3.25 3.86  2 2 2 3 4  2 2 2 3 4  3 3 3 4 4 

2.6  2.34 2.33 2.33 2.97 3.54  2 2 2 3 4  2 2 2 3 4  3 3 3 3 4 

2.8  2.07 2.08 2.08 2.73 3.24  1 1 1 2 3  2 2 2 3 4  2 2 3 3 4 

3.0  1.87 1.87 1.88 2.51 2.94  1 1 1 2 2  2 2 2 3 3  2 2 2 3 4 

4.0  1.28 1.29 1.29 1.60 1.67  1 1 1 1 1  1 1 1 1 1  2 2 2 2 2 

5.0  1.05 1.05 1.05 1.13 1.13  1 1 1 1 1  1 1 1 1 1  1 1 1 1 1 

6.0  1.00 1.00 1.00 1.01 1.01  1 1 1 1 1  1 1 1 1 1  1 1 1 1 1 
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Στον επόµενο πίνακα δίνεται και η τυπική απόκλιση του µήκους ροής για τα προτεινόµενα 

mrR /:  διαγράµµατα ελέγχου. Από τις τιµές αυτές παρατηρούµε ότι οι κανόνες που δίνουν 

το µικρότερο outARL  για την ανίχνευση δεδοµένης µετατόπισης έχουν και τη µικρότερη 

τυπική απόκλιση (σηµειώνεται µε έντονη γραµµατοσειρά) όπως άλλωστε είχε συµβεί και 

στην περίπτωση των mrM /:  διαγραµµάτων ελέγχου. Σηµειώνεται επίσης ότι στη στήλη 

«1/1» βρίσκονται οι τιµές της τυπικής απόκλισης για την κατανοµή του µήκους ροής του 

τυπικού X  διαγράµµατος οι οποίες, όπως έχουµε αναφέρει και στο Κεφάλαιο 1 

(παράγραφος 1.5), ταυτίζονται µε τις τιµές του µέσου µήκους ροής αφού η κατανοµή του 

µήκους ροής είναι η γεωµετρική. 

Πίνακας 3.8. Τυπική απόκλιση των προτεινόµενων R : r / m διαγράµµατα ελέγχου 

δ 1/1 2/3 2/4 2/5 3/5 4/5 

0.0 370.40 369.36 368.79 368.68 367.43 367.44 

0.2 308.43 267.99 261.82 258.02 231.68 229.04 

0.4 200.10 138.38 130.84 126.12 100.69 99.01 

0.6 119.67 69.27 63.93 60.59 45.74 45.27 

0.8 71.55 36.57 33.24 31.15 23.07 23.10 

1.0 43.90 20.63 18.59 17.32 12.82 13.01 

1.2 27.82 12.39 11.13 10.35 7.73 7.95 

1.4 18.25 7.87 7.08 6.59 4.97 5.17 

1.6 12.38 5.25 4.74 4.43 3.37 3.54 

1.8 8.70 3.66 3.32 3.12 2.39 2.54 

2.0 6.30 2.64 2.41 2.29 1.77 1.92 

2.2 4.70 1.97 1.82 1.74 1.39 1.55 

2.4 3.65 1.51 1.42 1.38 1.16 1.36 

2.6 2.90 1.20 1.14 1.13 1.03 1.29 

2.8 2.38 0.98 0.95 0.95 0.98 1.28 

3.0 1.87 0.83 0.82 0.82 0.95 1.29 

4.0 1.19 0.47 0.48 0.48 0.78 1.67 

5.0 1.02 0.23 0.23 0.23 0.37 1.13 

6.0 1.00 0.07 0.07 0.07 0.12 0.12 
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3.12 Περαιτέρω Μελέτη Ειδικών Περιπτώσεων του R : r / m ∆ιαγράµµατος 

Ελέγχου  

 

Στην παρούσα παράγραφο θα µελετήσουµε τα mrR /:  διαγράµµατα ελέγχου για =r 2, m – 

1 και m, για 8)1(2=m  αφού οι κανόνες ευαισθητοποίησης τύπου 2-από-m , m -από-m , 

)1( −m -από-m  είναι αυτοί που χρησιµοποιούνται αρκετά συχνά στην πράξη. Ο λόγος που 

δεν επεκτείναµε τη µελέτη µας για τιµές του m  µεγαλύτερες του 8 είναι εξαιτίας του ότι οι 4 

βασικοί κανόνες της Western Electric Company (1956) δεν χρησιµοποιούν πληροφορία για 

περισσότερα από 8 συνεχόµενα σηµεία. 

Πριν προχωρήσουµε στην παράθεση των αποτελεσµάτων αξίζει να σταθούµε στον 

υπολογισµό της απόδοσης των διαγραµµάτων mrR /:  για r , 5≥m  ( mr ≠ ). Ο πίνακας 

πιθανοτήτων µετάβασης P  έχει αρκετά µεγάλη διάσταση το οποίο συνεπάγεται αυξηµένες 

απαιτήσεις σε χρόνο αλλά και υπολογιστική δύναµη. Έτσι χρησιµοποιούµε τον πολύ γνωστό 

τύπο του Roberts (1958) για τον υπολογισµό του ARL  όταν συνδυάζεται η απόδοση των 

αντίστοιχων άνω και κάτω µονόπλευρων διαγραµµάτων ελέγχου 

                                                        
LU

111

ARLARLARL
+≅                                                (3.5) 

(Το UARL  (αντ. LARL ) συµβολίζει το µέσο µήκος ροής για το άνω (κάτω) µονόπλευρο 

διάγραµµα ελέγχου). 

Στη συνέχεια δίνουµε µια σύντοµη περιγραφή των µονόπλευρων διαγραµµάτων ελέγχου. 

Ως τυπικό άνω (κάτω) µονόπλευρο διάγραµµα ελέγχου ορίζουµε ένα διάγραµµα ελέγχου µε 

κεντρική γραµµή CL  και ένα άνω (κάτω) όριο ελέγχου UCL  ( LCL ). Το διάγραµµα αυτό 

χρησιµοποιείται µόνο για την ανίχνευση αυξήσεων (µειώσεων) του µέσου της διεργασίας και 

δίνει ένδειξη εκτός ελέγχου διεργασίας όταν ένα σηµείο βρεθεί πάνω (κάτω) από το άνω 

(κάτω) όριο ελέγχου UCL  ( LCL ). 

Με ανάλογο τρόπο είναι δυνατό να οριστούν µονόπλευρα διαγράµµατα τα οποία 

βασίζονται σε κανόνες τύπου r -από-m . Για παράδειγµα το άνω µονόπλευρο διάγραµµα 

mrM /:  δίνει ένδειξη εκτός ελέγχου διεργασίας (µετατόπιση του µέσου σε υψηλότερο (αντ. 

χαµηλότερο) επίπεδο) όταν « r  από m  το πολύ συνεχόµενα σηµεία βρεθούν πάνω από ένα 

άνω (κάτω) όριο ελέγχου µε τα υπόλοιπα rm −  σηµεία να βρίσκονται µεταξύ κεντρικής 

γραµµής και άνω (κάτω) ορίου ελέγχου». 
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∆οθέντος ότι η κατανοµή της απεικονιζόµενης ποσότητας είναι κανονική (και άρα 

συµµετρική) και ότι οι κανόνες που εφαρµόζονται στις δύο πλευρές του διαγράµµατος δεν 

µπορούν να δώσουν ταυτόχρονα ένδειξη εκτός ελέγχου διεργασίας, είναι δυνατή η µελέτη 

του δίπλευρου διαγράµµατος µέσω της µελέτης των αντίστοιχων µονόπλευρων. Σε πολλές 

περιπτώσεις η προσέγγιση του τύπου (3.5) είναι εντυπωσιακά καλή. Για παράδειγµα στην 

περίπτωση του διαγράµµατος 5/3:R  η τιµή του UARL  και του LARL  είναι αντίστοιχα 

48.6624 και 34028.9 για µετατόπιση του µέσου της διεργασίας 6.0=δ  και άρα ο τύπος (3.5) 

δίνει τιµή 55.48out ≈ARL  η οποία ταυτίζεται µε την ακριβή τιµή του outARL  για το 

διάγραµµα αυτό (δείτε Πίνακα 3.6). Έτσι αρκεί η κατασκευή του πίνακα πιθανοτήτων 

µετάβασης για το άνω ή το κάτω µονόπλευρο διάγραµµα και στη συνέχεια ο υπολογισµός 

του αντίστοιχου εσωτερικού ορίου ελέγχου ώστε το εντός ελέγχου µέσο µήκος ροής να είναι 

ίσο µε το διπλάσιο του επιθυµητού. 

Έχοντας προσδιορίσει τις τιµές των ορίων ελέγχου, χρησιµοποιώντας τη σχέση (3.5) 

µπορούµε να υπολογίσουµε την απόδοση του δίπλευρου διαγράµµατος για διάφορες τιµές 

της µετατόπισης δ . Προκειµένου να γίνουν περισσότερο κατανοητά τα παραπάνω 

παραθέτουµε το επόµενο παράδειγµα το οποίο αφορά τη µελέτη του διαγράµµατος 6/5:R  

 

Παράδειγµα 3.1: Η µελέτη της απόδοση του δίπλευρου διαγράµµατος 6/5:R  θα γίνει µέσω 

των αντίστοιχων άνω και κάτω µονόπλευρων διαγραµµάτων 6/5:R . Θα παρουσιάσουµε 

αρχικά την περίπτωση του άνω µονόπλευρου διαγράµµατος ενώ για τη µελέτη του κάτω 

µονόπλευρου διαγράµµατος θα πρέπει να γίνουν οι κατάλληλες τροποποιήσεις. 

Έστω ένα άνω µονόπλευρο διάγραµµα ελέγχου 6/5:R  µε κεντρική γραµµή στο 0=CL , 

άνω εξωτερικό όριο UOCL  και άνω εσωτερικό όριο UICL  (UOCL , 0>UICL ). Στο 

διάγραµµα ορίζουµε τέσσερις περιοχές, την Περιοχή 1 ( 1Π ) που είναι η περιοχή µεταξύ άνω 

εξωτερικού και άνω εσωτερικού ορίου ελέγχου, την Περιοχή 2 ( 2Π ) που είναι η περιοχή 

µεταξύ άνω εσωτερικού ορίου ελέγχου και κεντρικής γραµµής, την Περιοχή 3 ( 3Π ) που 

είναι η περιοχή κάτω από την κεντρική γραµµή και την Περιοχή 4 ( 4Π ) που είναι η περιοχή 

πάνω από το άνω όριο ελέγχου. Στο άνω µονόπλευρο διάγραµµα ελέγχου 6/5:R  

απεικονίζονται οι τυποποιηµένες τιµές Z  που ακολουθούν κατανοµή )1,(δN . Η πιθανότητα 

εµφάνισης ενός απεικονιζόµενου σηµείου του διαγράµµατος σε µία από τις τέσσερις 
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περιοχές του διαγράµµατος 1Π , 2Π , 3Π , 4Π  θα συµβολίζεται αντίστοιχα µε )(1 δp , )(2 δp , 

)(3 δp , )(4 δp  (ή µε 1p , 2p , 3p , 4p  για λόγους απλότητας στους συµβολισµούς). Είναι 

εύκολο να διαπιστωθεί ότι 

)()()(1 δδδ −Φ−−Φ= UICLUOCLp ,   )()()(2 δδδ −Φ−−Φ= CLUICLp  

)()(3 δδ −Φ= CLp ,   )(1)(4 δδ −Φ−= UOCLp . 

Έστω }1,{ ≥tYt  µια ακολουθία ανεξάρτητων και ισόνοµων τυχαίων µεταβλητών µε τιµές 

στο σύνολο }4,3,2,1{  και συνάρτηση πιθανότητας 

)()1Pr( 1 δpYt == ,   )()2Pr( 2 δpYt == ,   )()3Pr( 3 δpYt == ,   )()4Pr( 4 δpYt == . 

Ας θεωρήσουµε το σύνθετο σχηµατισµό 

}111121,111211,112111,121111,11111,4{=E  

και ας συµβολίσουµε µε 6/5T  την τυχαία µεταβλητή που εκφράζει το χρόνο αναµονής µέχρι 

την εµφάνιση του σύνθετου σχηµατισµού E . Είναι προφανές ότι η κατανοµή του µήκους 

ροής του άνω µονόπλευρου διαγράµµατος 6/5:R  συµπίπτει µε την κατανοµή της τυχαίας 

µεταβλητής 6/5T . Προκειµένου να µελετηθούν τα χαρακτηριστικά του άνω µονόπλευρου 

6/5:R  διαγράµµατος ελέγχου που απορρέουν από το µήκος ροής του αρκεί να µελετηθεί 

ισοδύναµα η τυχαία µεταβλητή 6/5T . Προκειµένου να εφαρµόσουµε τη µεθοδολογία της 

εµφύτευσής της σε Μαρκοβιανή αλυσίδα αποσυνθέτουµε το σύνθετο σχηµατισµό E  σε 

υποσχηµατισµούς προκειµένου να καθοριστεί ο χώρος καταστάσεων Ω. Έτσι έχουµε 

1211"8",121"7",12"6",1111"5",111"4",11"3",1"2"},3,2{"1" ≡≡≡≡≡≡≡≡  

11121"14",1112"13",11211"12",1121"11",112"10",12111"9" ≡≡≡≡≡≡  

}111121,111211,112111,121111,11111,4{"16",11112"15" ≡≡  

οπότε }16,15,,2,1{ K=Ω . Οι καταστάσεις 1, 2, ..., 15 είναι µεταβατικές ενώ η κατάσταση 16 

είναι απορροφητική. Το διάνυσµα των αρχικών πιθανοτήτων είναι το 

211231111 )()]16Pr(),15Pr(,),2Pr(),1[Pr( eeπ pppYYYY ++====== K  

( ie  είναι το µοναδιαίο διάνυσµα γραµµή του διανυσµατικού χώρου 16R ) ενώ ο πίνακας 

πιθανοτήτων µετάβασης P  έχει τη µορφή 
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Εφαρµόζοντας τη σχέση (2.10) είναι δυνατό να βρεθεί η µέση τιµή της τυχαίας 

µεταβλητής 6/5T . Θα πρέπει να τονίσουµε πως ακόµη και όταν η διεργασία βρίσκεται εντός 

ελέγχου ( 0=δ , οπότε )()(1 UICLUOCLp Φ−Φ= , 2/1)()0()(2 −Φ=Φ−Φ= UICLUICLp , 

2/1)0(3 =Φ=p , )(14 UOCLp Φ−= ) δεν είναι δυνατή η εύρεση εύχρηστου αναλυτικού 

τύπου αυτής.  

Με ανάλογο τρόπο µπορεί να µελετηθεί το κάτω µονόπλευρο διάγραµµα ελέγχου 6/5:R . 

Στη συνέχεια εφαρµόζοντας τη σχέση (3.5) υπολογίζεται η τιµή του µέσου µήκους ροής για 

το δίπλευρο διάγραµµα ελέγχου 6/5:R . 

Για τον υπολογισµό των ορίων ελέγχου η διαδικασία που ακολουθείται περιγράφεται στα 

επόµενα βήµατα: 
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Αλγοριθµική Περιγραφή Κατασκευής του ∆ιαγράµµατος R : 5 / 6 

Βήµα 1 Επιλέγουµε την τιµή c  για το εντός ελέγχου µέσο µήκος ροής  

του δίπλευρου διαγράµµατος 6/5:R .  

Βήµα 2 Επιλέγουµε την τιµή του άνω εξωτερικού ορίου ελέγχου ώστε 

czUOCL 2/1>  

Βήµα 3 Θέτουµε cTE 2)0|( 6/5 ==δ   

Βήµα 4 Προσδιορίζουµε τη µοναδική λύση UICL  της εξίσωσης 

cTEARL 2)0|( 6/5Uin, === δ  στο διάστηµα ),0( 2/1 cz  

Βήµα 5 Θέτουµε UOCLLOCL −= , UICLLICL −=  

Βήµα 6 Χρησιµοποιούµε τον αναθεωρηµένο 5-από-6 κανόνα 

ευαισθητοποίησης για να ανακηρύξουµε τη διεργασία εκτός 

ελέγχου  

 

Με ανάλογο τρόπο µπορούµε να αναπτύξουµε και να µελετήσουµε τα διαγράµµατα 

7/6:R  και 8/7:R  των οποίων οι αντίστοιχοι χώροι καταστάσεων Ω, οι πίνακες 

πιθανοτήτων µετάβασης P  και τα διανύσµατα αρχικών πιθανοτήτων π  δίνονται στο 

Παράρτηµα Π.7. Επιπλέον στο Παράρτηµα Π.8 δίνονται δύο προγράµµατα σε Mathematica 

τα οποία υλοποιούν την ανάπτυξη του δίπλευρου 6/5:R  διαγράµµατος ελέγχου. Με τις 

κατάλληλες τροποποιήσεις τα προγράµµατα αυτά µπορούν να χρησιµοποιηθούν για την 

υλοποίηση οποιουδήποτε mrR /:  διαγράµµατος ελέγχου. 

Τα αποτελέσµατα της απόδοσης όλων των διαγραµµάτων της παρούσας παραγράφου 

δίνονται στον επόµενο πίνακα. 
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Πίνακας 3.9. Επιλογή βέλτιστου R: r / m διαγράµµατος ελέγχου 

 ARL ARL Βέλτιστο διάγραµµα 

δ 1/1 R:r/m (r / m, K1, K2) 

0.00 370.40 370.40  

0.20 308.43 221.56 (7/8,  4.0,  0.28003) 

0.40 200.08 95.14 (6/7,  4.0,  0.46673) 

0.60 119.67 46.22 (5/6,  4.0,  0.68300) 

0.80 71.55 25.56 (5/6,  4.0,  0.68630) 

1.00 43.89 16.06 (4/5,  3.8,  0.95968) 

1.20 27.82 10.85 (2/8,  4.0,  1.92476) 

1.40 18.25 7.63 (2/8,  3.9,  1.92734) 

1.60 12.38 5.73 (2/8,  3.7,  1.93697) 

1.80 8.69 4.52 (2/8,  3.6,  1.94558) 

2.00 6.30 3.69 (2/8,  3.4,  1.97824) 

2.20 4.72 3.09 (2/8,  3.3,  2.00927) 

2.40 3.65 2.64 (2/6,  3.2,  2.05074) 

2.60 2.90 2.28 (2/4,  3.2,  2.03922) 

2.80 2.38 2.00 (2/4,  3.1,  2.14250) 

3.00 2.00 1.77 (2/3,  3.1,  2.11496) 

 

Γίνεται άµεσα αντιληπτό πως για µικρές µετατοπίσεις στο µέσο της διεργασίας τα 

διαγράµµατα mmR /)1(: −  µε τιµή για εξωτερικά όρια ελέγχου µεγαλύτερη του 3.8 

(κατ’απόλυτη τιµή) είναι τα πλέον ευαίσθητα. Για µεσαίες και µεγαλύτερες µετατοπίσεις 

βλέπουµε ότι τα διαγράµµατα mR /2: , για κατάλληλες τιµές του m , δίνουν τη µικρότερη 

τιµή outARL . Όσο αυξάνει το µέγεθος της µετατόπισης δ  τόσο µειώνεται η προτεινόµενη 

τιµή για τα εξωτερικά όρια ελέγχου, κάτι επίσης αναµενόµενο αφού αύξηση του δ  

συνεπάγεται µεγαλύτερη πιθανότητα να εµφανιστεί ένα σηµείο εκτός των εξωτερικών ορίων 

ελέγχου. Έτσι αυξάνει και η πιθανότητα ο κανόνας 1-από-1 να δώσει ένδειξη εκτός ελέγχου 

διεργασίας. 

Πριν κλείσουµε την παρούσα παράγραφο πρέπει να τονίσουµε ότι µέχρι τώρα προτείναµε 

η τιµή για το 1K  να προεπιλέγεται. Αυτή η τακτική ακολουθήθηκε και από τους Khoo and 

Ariffin (2006). Εναλλακτικά θα µπορούσε κάποιος να επιλέξει το ζεύγος τιµών ),( 21 KK  για 
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το οποίο η τιµή του outARL  γίνεται η ελάχιστη για δεδοµένη µετατόπιση του µέσου της 

διεργασίας δ  υπό τον περιορισµό ότι η τιµή για το inARL  είναι δεδοµένη.  

Η διαδικασία αυτή, την οποία ονοµάζουµε διαδικασία βελτιστοποίησης, περιγράφεται εν 

συντοµία στη συνέχεια. 

∆ιαδικασία Βελτιστοποίησης του ∆ιαγράµµατος Ελέγχου mrR /:  

Βήµα 1: Επιλέγουµε τους θετικούς ακεραίους r  και m  µε mr ≤≤2 , την επιθυµητή τιµή 

cARL =in  και τη µετατόπιση δ  την οποία µας ενδιαφέρει να ανιχνεύσουµε. 

Βήµα 2: Ελαχιστοποιούµε τη συνάρτηση ),,,;,( 21outout mrcKKARLARL δ≡  υπό τους 

περιορισµούς ότι cARLin ≥  και 12/120 KzK c <<< , όπου 

1KUOCL = ,   2KUICL = ,   UOCLLOCL −= ,   UICLLICL −=  

Βήµα 3: Για το βέλτιστο ζεύγος τιµών *)*,( 21 KK  που προκύπτει, θέτουµε 

** 1KUOCL = , ** 2KUICL =  ** UOCLLOCL −= , ** UICLLICL −=  

και ακολουθούµε τον αναθεωρηµένο r -από-m  κανόνα ευαισθητοποίησης 

προκειµένου να ανακηρύξουµε τη διεργασία εκτός ελέγχου. 

Τα διαγράµµατα που θα προκύψουν από την παραπάνω διαδικασία βελτιστοποίησης θα 

έχουν µικρότερη τιµή outARL  στην ανίχνευση της δεδοµένης µετατόπισης δ  έναντι των 

διαγραµµάτων στα οποία η τιµή 1K  για τα εξωτερικά όρια ελέγχου έχει προεπιλεγεί. Για 

περισσότερες λεπτοµέρειες σχετικά µε την ανάπτυξη διαγραµµάτων ελέγχου µε κανόνες 

ροών ώστε αυτά να είναι βέλτιστα στην ανίχνευση δεδοµένης µετατόπισης παραπέµπουµε 

στις εργασίες των Artiles-Leon et al. (1996), Zhang and Wu (2005) και Zhao and Wang 

(2006). 
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3.13 Ανακεφαλαίωση 

 

Στον παρόν κεφάλαιο αρχικά προτάθηκε και µελετήθηκε ένας νέος κανόνας ροών, ο 

τροποποιηµένος r-από-m κανόνας ο οποίος αυξάνει την ευαισθησία του τυπικού X  

διαγράµµατος στην ανίχνευση µικρών ή/και µεσαίων µετατοπίσεων στο µέσο της διεργασίας. 

Το διάγραµµα ελέγχου το οποίο χρησιµοποιεί τον εν λόγω κανόνα ονοµάστηκε 

τροποποιηµένο r από m διάγραµµα ελέγχου και συµβολίζεται ως mrM /: . Η απόδοση του 

mrM /:  διαγράµµατος ελέγχου υπολογίστηκε µε χρήση της µεθοδολογίας του Κεφαλαίου 2 

και παρατηρήσαµε ότι η απόδοσή του είναι οµοιόµορφα καλύτερη έναντι του αντίστοιχου 

mr /  διαγράµµατος που προτάθηκε από τους Klein (2000a) και Khoo (2004a).  

Παρόλο που ο κανόνας αποδεικνύεται ιδιαίτερα αποδοτικός στην ανίχνευση µικρών 

µετατοπίσεων, εντούτοις η απόδοσή του φθίνει για µεγαλύτερες µετατοπίσεις. Προκειµένου 

να βελτιώσουµε την απόδοσή του και για µεγαλύτερες µετατοπίσεις διατηρώντας όµως 

ταυτόχρονα την ίδια ευαισθησία στις µικρές και µεσαίες, συνδυάσαµε τον τροποποιηµένο r-

από-m κανόνα µε τον κανόνα 1-από-1. Ο κανόνας που προέκυψε ονοµάστηκε 

αναθεωρηµένος r-από-m κανόνας και το αντίστοιχο διάγραµµα που τον χρησιµοποιεί 

καλείται αναθεωρηµένο r από m διάγραµµα ελέγχου και συµβολίζεται ως mrR /: . Το 

mrR /:  διάγραµµα ελέγχου είναι αισθητά καλύτερο έναντι του τυπικού X  διαγράµµατος 

ελέγχου στην ανίχνευση µετατοπίσεων έως τρεις µονάδες τυπικής απόκλισης. 

Η απόδοση των διαγραµµάτων αποτιµήθηκε βάσει των αντίστοιχων τιµών του ARL ενώ 

υπολογίσαµε επίσης ποσοστιαία σηµεία της κατανοµής του µήκους ροής για όλα σχεδόν τα 

προτεινόµενα διαγράµµατα. 
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 4 
 

∆ΙΑΓΡΑΜΜΑΤΑ ΕΛΕΓΧΟΥ ΓΙΑ ΤΗ ∆ΙΑΣΠΟΡΑ ΠΟΥ 

ΒΑΣΙΖΟΝΤΑΙ ΣΤΟΝ ΚΑΝΟΝΑ r-ΑΠΟ-m  

 

 

4.1 Εισαγωγή 
 

Στο παρόν κεφάλαιο θα µελετήσουµε διαγράµµατα ελέγχου τύπου Shewhart για την 

παρακολούθηση της διασποράς µιας παραγωγικής διεργασίας τα οποία βασίζονται σε 

κανόνες ροών τύπου r -από-m , ανάλογους µε αυτούς που µελετήθηκαν στο Κεφάλαιο 3. 

Παρόλο που η παρακολούθηση της διασποράς µιας παραγωγικής διεργασίας είναι, αν όχι 

σηµαντικότερη, εξίσου σηµαντική µε την παρακολούθηση της µέσης τιµής, εντούτοις δεν 

έχει δοθεί ιδιαίτερη προσοχή σε διαγράµµατα µε κανόνες ροών για την παρακολούθηση της 

διασποράς.  

Η ανάπτυξη των διαγραµµάτων θα γίνει µε τρόπο τέτοιο ώστε να έχουν την επιθυµητή 

τιµή για το εντός ελέγχου µέσο µήκος ροής inARL . Θα µελετήσουµε µονόπλευρα αλλά και 

δίπλευρα διαγράµµατα ελέγχου ενώ θα δοθεί έµφαση στην ανάπτυξη διαγραµµάτων τα οποία 

θα µπορούν να ανιχνεύουν µειώσεις στη διασπορά της διεργασίας, δηλαδή να ανιχνεύουν 

τυχόν βελτίωση σε αυτή.  

Πιο συγκεκριµένα, αρχικά θα δώσουµε εν συντοµία τα βασικά χαρακτηριστικά των 

διαγραµµάτων ελέγχου για την παρακολούθηση της διασποράς καθώς και τα πιο 

συνηθισµένα προβλήµατα που συναντώνται κατά την εφαρµογή τους στην πράξη 

(Παράγραφοι 4.2, 4.2.1-4.2.3). Στις Παραγράφους 4.3.1-4.3.4 θα µελετηθούν µονόπλευρα 

διαγράµµατα ελέγχου για την παρακολούθηση της διασποράς. Στα διαγράµµατα ελέγχου των 

Παραγράφων 4.3.1 και 4.3.2 εφαρµόζεται ένας µόνο κανόνας ευαισθητοποίησης. Το 

διάγραµµα ελέγχου της Παραγράφου 4.3.3 χρησιµοποιεί δύο κανόνες ανακήρυξης εκτός 

ελέγχου διεργασίας, τον κανόνα ευαισθητοποίησης r -από-m  που χρησιµοποιεί το 
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διάγραµµα ελέγχου της Παραγράφου 4.3.1 µαζί µε τον κανόνα 1-από-1. Όµοια, το 

διάγραµµα της Παραγράφου 4.3.4 χρησιµοποιεί ως κανόνες ανακήρυξης εκτός ελέγχου 

διεργασίας τον κανόνα 1-από-1 µαζί µε τον κανόνα ευαισθητοποίησης r -από-m  που 

χρησιµοποιείται από το διάγραµµα ελέγχου της Παραγράφου 4.3.2. Αριθµητικά 

αποτελέσµατα για την απόδοση όλων των προαναφερθέντων διαγραµµάτων ελέγχου δίνονται 

στην Παράγραφο 4.4.  

Στην Παράγραφο 4.5 µελετώνται τα διαγράµµατα ελέγχου των Παραγράφων 4.3.1-4.3.4 

στα οποία έχουµε ενσωµατώσει το χαρακτηριστικό της άµεσης αρχικής αντίδρασης ενώ Στην 

Παράγραφο 4.6 παρουσιάζονται τα δίπλευρα διαγράµµατα ελέγχου mr / , mrM /: , mrI /:  

και mrR /:  (δείτε Κεφάλαιο 3) για την παρακολούθηση της διασποράς. Τέλος, στην 

Παράγραφο 4.7 δίνεται ένα δίπλευρο διάγραµµα ελέγχου παρακολούθησης της διασποράς 

της διεργασίας για µικρά µεγέθη δείγµατος στο οποίο χρησιµοποιείται ένας κανόνας ροών 

τύπου m -από-m . Ως µέτρο απόδοσης όλων των προαναφερθέντων διαγραµµάτων 

χρησιµοποιείται το µέσο µήκος ροής ARL . 

 

4.2 Βασικά Χαρακτηριστικά ∆ιαγραµµάτων Ελέγχου για τη ∆ιασπορά 

 

Στο προηγούµενο κεφάλαιο είδαµε τέσσερα διαφορετικά δίπλευρα διαγράµµατα το καθένα 

από τα οποία βασίζεται σε διαφορετικού τύπου κανόνες ευαισθητοποίησης r -από-m  για την 

παρακολούθηση της µέσης τιµής µιας παραγωγικής διεργασίας. Είναι λογικό να σκεφτεί 

κανείς να εφαρµόσει τους κανόνες αυτούς σε διαγράµµατα παρακολούθησης της διασποράς. 

Όµως, προτού γίνει αυτό θα αναφέρουµε κάποια βασικά χαρακτηριστικά των εν λόγω 

διαγραµµάτων τα οποία θα πρέπει να έχει κανείς υπόψη του προτού προβεί στην ανάπτυξή 

τους.  

Σε ότι ακολουθεί θεωρούµε ότι το χαρακτηριστικό του οποίου η παρακολούθηση της 

διασποράς µας ενδιαφέρει ακολουθεί κανονική κατανοµή µε εντός ελέγχου µέση τιµή 0µ  και 

διασπορά 2

0σ , αντίστοιχα. Για την παρακολούθηση της διασποράς συλλέγονται ανεξάρτητα 

τυχαία δείγµατα µεγέθους n  το καθένα, και θεωρούµε ότι η µέση τιµή του χαρακτηριστικού 

δε µεταβάλλεται στα δείγµατα και εποµένως παραµένει συνεχώς εντός ελέγχου. 
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4.2.1 Τύποι ∆ιαγραµµάτων 

 

Στα διαγράµµατα παρακολούθησης της διασποράς η στατιστική συνάρτηση που 

απεικονίζεται στο διάγραµµα είναι είτε η δειγµατική τυπική απόκλιση S , είτε το δειγµατικό 

εύρος R , είτε η δειγµατική διασπορά 2S . Η συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας της τυχαίας 

µεταβλητής 
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2

2

2

)1(

2
2

1

2

2

3

1

2

1

2
)( σ

σ

sn

n

nn

es
n

n
sg

−
−

−

−−








 −








 −
Γ

= ,   0>s .                             (4.1) 

Η συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας της κατανοµής του εύρους 

},,2,1:max{ niXR i K== },,2,1:min{ niX i K=−  δίνεται από τη σχέση (δείτε π.χ. 

Αντζουλάκος (2007)) 
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όπου (.)Φ , (.)ϕ  είναι αντίστοιχα η συνάρτηση κατανοµής και η συνάρτηση πυκνότητας 

πιθανότητας της τυποποιηµένης κανονικής κατανοµής. Για την τυχαία µεταβλητή 2S  ισχύει 

το πολύ γνωστό αποτέλεσµα ότι 2
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χ
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, όπου 2

νχ  είναι η κατανοµή χι-τετράγωνο 

µε ν  βαθµούς ελευθερίας. 

Είναι προφανές ότι στα διαγράµµατα ελέγχου παρακολούθησης της διασποράς η 

κατανοµή της απεικονιζόµενης ποσότητας εξαρτάται από το µέγεθος του δείγµατος. Οι 

παραπάνω κατανοµές δεν είναι συµµετρικές µε αποτέλεσµα η κατανοµή του µήκους ροής να 

είναι αρκετά λοξή. 
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4.2.2 Ανίχνευση Βελτίωσης της ∆ιεργασίας 

 

Στην πράξη χρησιµοποιούνται συνήθως τα δίπλευρα διαγράµµατα παρακολούθησης της 

διασποράς ( S , R  ή 2S ) µε όρια ελέγχου 3σ (δείτε Παράρτηµα Π.1). Σε αυτή την περίπτωση, 

για µέγεθος δείγµατος 5≤n  για τα S , 2S  διαγράµµατα, και για 6≤n  για το R  διάγραµµα, 

το κάτω όριο ελέγχου είναι αρνητικό οπότε η τιµή του τίθεται ίση µε το 0. Έτσι, το 

διάγραµµα δεν µπορεί να ανιχνεύσει πιθανή βελτίωση της παραγωγικής διεργασίας (αφού 

δεν υπάρχει δυνατότητα να εµφανίζονται σηµεία κάτω από το κάτω όριο ελέγχου του 

διαγράµµατος) και εποµένως δεν υπάρχει η δυνατότητα, για παράδειγµα, να γίνει 

επανασχεδιασµός της διεργασίας ώστε το επίπεδο µεταβλητότητάς της να µειωθεί. Λόγω του 

ότι η απεικονιζόµενη ποσότητα σε καθένα από τα τρία διαγράµµατα παρακολούθησης της 

διασποράς δεν ακολουθεί κανονική κατανοµή, η χρήση σ3  ορίων ελέγχου δε συνεπάγεται 

ποσοστό εσφαλµένων συναγερµών ίσο µε 0.27% αλλά αρκετά µεγαλύτερο. 

Το πρόβληµα αυτό µπορεί να λυθεί (µερικώς) µε χρήση ορίων πιθανότητας τα οποία 

βασίζονται είτε σε ίσες είτε σε άνισες πιθανότητες ουράς της κατανοµής της απεικονιζόµενης 

ποσότητας (δείτε Ryan (2000, σελ. 89-93), Grant and Leavenworth (1999, σελ. 380-381), 

Klein (2000b)). 

 

4.2.3 Αµεροληψία ∆ιαγράµµατος 

 

Συνήθως, οι διαχειριστές ενός οποιουδήποτε διαγράµµατος ελέγχου επιθυµούν να 

χρησιµοποιούν δίπλευρα διαγράµµατα ώστε µε ένα διάγραµµα να ανιχνεύουν πιθανές 

αλλαγές στην τιµή της παραµέτρου της διεργασίας, είτε αυξήσεις είτε µειώσεις. Ωστόσο 

ορισµένα χαρακτηριστικά των διαγραµµάτων ελέγχου για τη µέση τιµή που µελετήσαµε στο 

Κεφάλαιο 3 παύουν να ισχύουν στην περίπτωση των διαγραµµάτων ελέγχου για τη 

διασπορά. Για παράδειγµα αν θεωρήσουµε ένα διάγραµµα ελέγχου S  µε σ3  όρια ελέγχου 

τότε ακόµα και για µεγέθη δειγµάτων 6≥n  (έτσι ώστε η τιµή του κάτω ορίου ελέγχου να 

µην είναι ίση µε µηδέν) το µέγιστο ARL δεν επιτυγχάνεται στην εντός ελέγχου τιµή 0σ  της 

τυπικής απόκλισης άλλά σε κάποια άλλη εκτός ελέγχου τιµή της τυπικής απόκλισης. Έτσι, 

παρατηρείται το φαινόµενο να ισχύει outARL > inARL  για ένα εύρος µετατοπίσεων (συνήθως 

για µειώσεις) στην τυπική απόκλιση της διεργασίας. 
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Τέτοιου είδους διαγράµµατα ελέγχου καλούνται −ARL  µεροληπτικά (ARL – biased, 

Pignatiello et al. (1995), Acosta-Mejia (1998)). Τα συνήθη διαγράµµατα παρακολούθησης 

της διασποράς ( S , R ) είναι µεροληπτικά, είτε χρησιµοποιούν 3σ όρια ελέγχου είτε όρια 

πιθανότητας τα οποία βασίζονται σε ίσες πιθανότητες ουράς. Ως −ARL  αµερόληπτο (ARL – 

unbiased) ορίζεται το διάγραµµα ελέγχου στο οποίο η µέγιστη τιµή του ARL  επιτυγχάνεται 

όταν οι τιµές των υπό παρακολούθηση παραµέτρων είναι εντός ελέγχου. 

Στη βιβλιογραφία έχουν εµφανιστεί αρκετές προτάσεις και µεθοδολογίες για την 

ανάπτυξη −ARL  αµερόληπτων διαγραµµάτων ελέγχου (Champ and Lowry (1994), Acosta-

Mejia (1998), Klein (2000b)). 

∆ύο από αυτές, (δείτε Acosta-Mejia (1998)) είναι οι εξής: 

1. Χρησιµοποίηση µονόπλευρων διαγραµµάτων ελέγχου, χωριστά για την παρακολούθηση 

αυξήσεων και χωριστά για την παρακολούθηση µειώσεων στη διασπορά της 

παραγωγικής διεργασίας. 

2. Αντικατάσταση του κάτω ορίου ελέγχου µε ένα όριο στο οποίο θα βασιστεί η εφαρµογή 

ενός κανόνα ροών, αντίστοιχο µε αυτό που πρότεινε ο Nelson (1990) προκειµένου να 

παρακολουθείται η διεργασία για τυχόν µειώσεις στην τιµή της διασποράς της. 

Χρησιµοποιώντας τις παραπάνω προτάσεις θα προχωρήσουµε στη µελέτη µονόπλευρων 

διαγραµµάτων ελέγχου µε κανόνες ροών τύπου r -από-m . Στις επόµενες παραγράφους θα 

περιγράψουµε τα διαγράµµατα αυτά. 

 

4.3 Μονόπλευρα ∆ιαγράµµατα για τη ∆ιασπορά 

 

Στη παρούσα παράγραφο θα παρουσιάσουµε µονόπλευρα διαγράµµατα ελέγχου µε κανόνες 

ροών ανάλογους µε εκείνους που µελετήθηκαν στο Κεφάλαιο 3. Θα αναφερθούµε µόνο σε 

άνω µονόπλευρα διαγράµµατα ελέγχου αφού η περίπτωση των κάτω µονόπλευρων 

διαγραµµάτων µπορεί να µελετηθεί µε ανάλογο τρόπο, (ύστερα βέβαια από κάποιες απλές 

τροποποιήσεις) και γι’αυτό το λόγο η µελέτη τους παραλείπεται.  

Για την ανάπτυξη των διαγραµµάτων ελέγχου καθώς και για τον υπολογισµό της 

απόδοσής τους, στις επόµενες παραγράφους θεωρούµε ότι συλλέγονται ανεξάρτητα τυχαία 

δείγµατα ),,,( 21 iniii XXX K=X , K,2,1=i , µεγέθους n  όπου η τυχαία µεταβλητή ijX  που 

περιγράφει την ποιότητα του παραγόµενου προϊόντος ακολουθεί κανονική κατανοµή µε 
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γνωστή εντός ελέγχου µέση τιµή 0µ  και εντός ελέγχου διακύµανση 2

0σ . Για τη µέση τιµή 

θεωρούµε επιπλέον ότι αυτή δε µεταβάλλεται και παραµένει διαρκώς εντός ελέγχου. Η εκτός 

ελέγχου διακύµανση θα συµβολίζεται µε 2

1σ  και µπορεί να γραφεί ως 2

0

22

1 σρσ =  ( 0>ρ ). 

Στα διαγράµµατα απεικονίζεται η τιµή της δειγµατικής τυπικής απόκλισης S  (η 

συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας της οποίας δίνεται από τον τύπο (4.1)) για την οποία 

ισχύει ότι 

1

0

~
1

−

−
n

nS
χ

ρσ
 

(όπου 1−nχ  είναι η κατανοµή χι µε 1−n  βαθµούς ελευθερίας). 

Αν 1>ρ , τότε 2

0

2

1 σσ > , οπότε η διασπορά της διεργασίας έχει µετατοπιστεί σε 

υψηλότερο επίπεδο. Αν 10 << ρ , τότε 2

0

2

1 σσ < , οπότε η διασπορά της διεργασίας έχει 

µετατοπιστεί σε χαµηλότερο επίπεδο. Η περίπτωση 1=ρ  αντιστοιχεί σε διεργασία που 

βρίσκεται εντός ελέγχου. 

Κλείνοντας αξίζει να αναφέρουµε πως αντί της δειγµατικής τυπικής απόκλισης µπορεί να 

χρησιµοποιηθεί εναλλακτικά είτε το δειγµατικό εύρος R  είτε η δειγµατική διασπορά 2S . 

Επιλέξαµε τη δειγµατική τυπική απόκλιση αφού φαίνεται να χρησιµοποιείται ευρέως στην 

πράξη ενώ είναι αποτελεσµατικότερη εκτιµήτρια της τυπικής απόκλισης έναντι του εύρους 

ειδικά για µεγέθη δειγµάτων µεγαλύτερα του 10 (δείτε Montgomery (2005), σελ.222). 

 

4.3.1 ∆ιαγράµµατα Ελέγχου για τη ∆ιασπορά r-από-m Τύπου Ι 

 

Για την ανάπτυξη ενός διαγράµµατος r -από-m  τύπου Ι (συµβ. )I(

/mrC ) θεωρούµε ένα άνω 

µονόπλευρο διάγραµµα ελέγχου µε ένα άνω όριο ελέγχου UCL  ( 0>UCL ) στο οποίο 

απεικονίζεται η δειγµατική τυπική απόκλιση S . Το )I(

/mrC  διάγραµµα ελέγχου δεν κάνει 

χρήση κεντρικής γραµµής και γι’αυτό το λόγο παραλείπεται η σχεδίασή της.  

Το )I(

/mrC  διάγραµµα ελέγχου δίνει ένδειξη εκτός ελέγχου διεργασίας όταν r από m το πολύ 

συνεχόµενα σηµεία βρεθούν πάνω από το άνω όριο ελέγχου UCL . Τότε έχουµε ένδειξη ότι η 

τυπική απόκλιση της διεργασίας µετατοπίστηκε σε υψηλότερο επίπεδο. Στο Σχήµα 4.1 
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δίνεται µια γραφική αναπαράσταση του άνω µονόπλευρου διαγράµµατος )I(

4/3C  το οποίο δίνει 

ένδειξη εκτός ελέγχου διεργασίας στο δείγµα 15. 

 

   

 

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20

 

 

   

Σχήµα 4.1. Το διάγραµµα )I(

4/3C  

Το )I(

/mrC  διάγραµµα ελέγχου αποτελεί ουσιαστικά τη µονόπλευρη έκδοση του δίπλευρου 

διαγράµµατος mr /  του Κεφαλαίου 3. 

Στο διάγραµµα ορίζουµε δύο περιοχές, την Περιοχή 1 ( 1Π ) που είναι η περιοχή πάνω από 

το άνω όριο ελέγχου και την Περιοχή 0 ( 0Π ) που είναι η περιοχή κάτω από το άνω όριο 

ελέγχου. Η πιθανότητα εµφάνισης ενός απεικονιζόµενου σηµείου του διαγράµµατος σε 

καθεµία από τις δύο περιοχές του διαγράµµατος 0Π , 1Π  θα συµβολίζεται αντίστοιχα µε 

)(0 ρp , )(1 ρp . Ειδικότερα για 1=ρ  θα χρησιµοποιούµε το συµβολισµό 00 )1( pp =  και 

11 )1( pp = . 

Αφού 

1

0

~
1

−

−
n

nS
χ

ρσ
 

(για 1=ρ  έχουµε εντός ελέγχου διεργασία) είναι εύκολο να διαπιστωθεί ότι 








 −
−=

− 2

0

2

1
)(

)1(
1)( 2

1 ρσ
ρ

χ

UCLn
Fp

n

,   )(1)( 10 ρρ pp −=  

( )(2
1

⋅
−n

F
χ

 είναι η συνάρτηση κατανοµής της χι-τετράγωνο κατανοµής µε 1−n  βαθµούς 

ελευθερίας). 

UCL  
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Για τη µελέτη της κατανοµής του µήκους ροής του διαγράµµατος )I(

/mrC  ορίζουµε τις 

δίτιµες τυχαίες µεταβλητές tY  µε 





≤

>
=

UCLS

UCLS
Y

t

t

t
αν,0

αν,1
. 

Οι τυχαίες µεταβλητές tY  αποτελούν µια ακολουθία ανεξάρτητων δοκιµών Bernoulli µε 

πιθανότητα επιτυχίας και αποτυχίας αντίστοιχα 

)()1Pr( 1 ρpYt == ,   )(1)()0Pr( 10 ρρ ppYt −=== . 

Στη συνέχεια δίνονται εν συντοµία βασικά αποτελέσµατα για την κατασκευή ειδικών 

περιπτώσεων του διαγράµµατος )I(

/mrC . Αρχικά θα µελετήσουµε την περίπτωση mr = , 

δηλαδή το διάγραµµα )I(

/ mmC . 

Ας θεωρήσουµε τον απλό σχηµατισµό  

}111{ 321L
m

=E  

και ας συµβολίσουµε µε (I)

mT  την τυχαία µεταβλητή που εκφράζει το χρόνο αναµονής µέχρι 

την εµφάνιση του απλού σχηµατισµού E  στην ακολουθία K,, 21 YY  . Είναι προφανές ότι η 

κατανοµή του µήκους ροής του διαγράµµατος )I(

/ mmC  συµπίπτει µε την κατανοµή της τυχαίας 

µεταβλητής (I)

mT  η οποία είναι η γεωµετρική κατανοµή τάξης m  (δείτε Feller (1968), 

Philippou et al. (1983)). Για τη µελέτη των χαρακτηριστικών του διαγράµµατος )I(

/ mmC  που 

απορρέουν από το µήκος ροής του αρκεί να µελετηθεί ισοδύναµα η τυχαία µεταβλητή (I)

mT . 

Το εντός ελέγχου µέσο µήκος ροής ( 1=ρ ) του διαγράµµατος )I(

/ mmC  δίνεται από τον τύπο 

(Philippou et al. (1983)) 

)1(

1
)1|(

11

1(I)

in
pp

p
TEARL

m

m

m −

−
=== ρ ,   









 −
−=

− 2

0

2

1

)1(
1 2

1 σχ

UCLn
Fp

n

          (4.4) 

ενώ το εκτός ελέγχου µέσο µήκος ροής για οποιαδήποτε µετατόπιση 01 ρσσ =  της τυπικής 

απόκλισης δίνεται από τον τύπο 

))(1)((

)(1
)1|(

11

1(I)

out ρρ
ρ

ρ
pp

p
TEARL

m

m

m −

−
=≠= . 
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∆οθέντος της τιµής του UCL , από την έκφραση για το inARL  είναι δυνατός ο 

υπολογισµός της τιµής του εντός ελέγχου µέσου µήκους ροής. Αντίστροφα, µπορούµε να 

υπολογίσουµε το άνω όριο ελέγχου UCL  ώστε να έχουµε την επιθυµητή τιµή για το εντός 

ελέγχου µέσο µήκος ροής. Η έκφραση για το outARL  µας δίνει τη δυνατότητα υπολογισµού 

του εκτός ελέγχου µέσου µήκους ροής για οποιαδήποτε µετατόπιση 1>ρ  στην τυπική 

απόκλιση της διεργασίας. Σηµειώνουµε επίσης ότι το inARL  ως συνάρτηση του 1p  είναι µια 

φθίνουσα συνάρτηση και ισχύει 

+∞=
−

−
+→ )1(

1
lim

11

1

01 pp

p
m

m

p
,   m

pp

p
m

m

p
=

−

−
−→ )1(

1
lim

11

1

11

. 

Συνεπώς είναι δυνατή η εύρεση µοναδικής τιµής για το άνω όριο ελέγχου UCL  ώστε το 

εντός ελέγχου µέσο µήκος ροής inARL  να έχει την επιθυµητή τιµή c  ( mc ≥ ). 

Στη συνέχεια θα µελετήσουµε την περίπτωση 2=r , 2>m , δηλαδή το διάγραµµα )I(

/2 mC . 

Έστω ο σύνθετος σχηµατισµός  

}10001,,1001,101,11{
2

321KK
−

=
m

E  

και ας συµβολίσουµε µε (I)

/2 mT  την τυχαία µεταβλητή που εκφράζει το χρόνο αναµονής µέχρι 

την εµφάνιση του σύνθετου σχηµατισµού E . Η κατανοµή του µήκους ροής του 

διαγράµµατος )I(

/2 mC  συµπίπτει µε την κατανοµή της τυχαίας µεταβλητής (I)

/2 mT . Για τη µελέτη 

των χαρακτηριστικών του διαγράµµατος )I(

/2 mC  που απορρέουν από το µήκος ροής του αρκεί 

να µελετηθεί ισοδύναµα η τυχαία µεταβλητή (I)

/2 mT . Η κατανοµή της τυχαίας µεταβλητής 

είναι η γεωµετρική κατανοµή τάξης m/2  (δείτε π.χ. Balakrishnan and Koutras (2002)). Για 

τη µελέτη της τυχαίας µεταβλητής (I)

/2 mT  µπορεί να χρησιµοποιηθεί η µεθοδολογία της 

εµφύτευσής της σε Μαρκοβιανή αλυσίδα που περιγράφτηκε στο Κεφάλαιο 2. 

Το εντός ελέγχου µέσο µήκος ροής ( 1=ρ ) του διαγράµµατος )I(

/2 mC  δίνεται από τον τύπο 

(δείτε επίσης Balakrishnan and Koutras (2002)) 

)1)(1(

2
)1|(
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          (4.5) 

ενώ το εκτός ελέγχου µέσο µήκος ροής για οποιαδήποτε µετατόπιση 01 ρσσ =  της τυπικής 

απόκλισης δίνεται από τον τύπο 
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))(1))((1(

)(2
)1|(

1

00

1

0(I)

/2out ρρ
ρ

ρ −

−

−−
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=≠=
m

m

m
pp

p
TEARL . 

∆οθέντος της τιµής του UCL  από την έκφραση για το inARL  µπορούµε να υπολογίσουµε 

το εντός ελέγχου µέσο µήκος ροής του διαγράµµατος )I(

/2 mC . Αντίστροφα, από τη σχέση (4.5) 

είναι δυνατός ο προσδιορισµός της τιµής του UCL  ώστε να έχουµε την επιθυµητή τιµή για 

το εντός ελέγχου µέσο µήκος ροής. Σηµειώνουµε επίσης ότι το inARL  ως συνάρτηση του 0p  

είναι µια αύξουσα συνάρτηση και ισχύει ότι 

2
)1)(1(

2
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00
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0

00
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,   +∞=
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Συνεπώς είναι δυνατή η εύρεση µοναδικής τιµής για το άνω όριο ελέγχου UCL  ώστε το 

εντός ελέγχου µέσο µήκος ροής inARL  να έχει την επιθυµητή τιµή c  ( 2≥c ). 

Για mr ≠  και 2≠r  δεν υπάρχει (προς το παρόν τουλάχιστον) γενικός τύπος για το µέσο 

µήκος ροής του διαγράµµατος )I(

/mrC . Στον επόµενο πίνακα δίνεται το εντός ελέγχου µέσο 

µήκος ροής των διαγραµµάτων ελέγχου )I(

4/3C , )I(

5/3C  και )I(

5/4C . 

Πίνακας 4.1. Εντός ελέγχου µέσο µήκος ροής των διαγραµµάτων )I(

4/3C , )I(

5/3C  και )I(

5/4C  

∆ιάγραµµα 

Ελέγχου 
)1|( (I)

/2in == ρmTEARL ,   53 ≤<≤ mr  
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4.3.2 ∆ιαγράµµατα Ελέγχου για τη ∆ιασπορά r-από-m Τύπου ΙΙ 

 

Για την ανάπτυξη ενός διαγράµµατος r -από-m  τύπου ΙΙ (συµβ. )II(

/mrC ) θεωρούµε ένα άνω 

µονόπλευρο διάγραµµα ελέγχου µε ένα άνω όριο ελέγχου UCL  ( 0>UCL ) και κεντρική 

γραµµή CL  στο οποίο απεικονίζεται η δειγµατική τυπική απόκλιση S . Ως κεντρική γραµµή 

του διαγράµµατος ορίζεται να είναι η διάµεσος της εντός ελέγχου κατανοµής της 
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απεικονιζόµενης στατιστικής συνάρτησης S  η οποία θα συµβολίζεται µε MDL  (Median 

Line). Για την κεντρική γραµµή του διαγράµµατος ισχύει ότι UCLMDL <<0  ενώ η τιµή 

της, που προκύπτει από τη λύση της εξίσωσης 5.0)Pr( =≤MDLS , είναι ίση µε  

1

2

5.0;1

0 −
== −

n
MDLCL nχσ .                                           (4.6) 

Σε αυτό το σηµείο αξίζει να αναφέρουµε ότι η διάµεσος της κατανοµής της δειγµατικής 

τυπικής απόκλισης S  (ή του δειγµατικού εύρους )R  έχει προταθεί να χρησιµοποιείται ως 

κεντρική γραµµή στα διαγράµµατα S  (ή R ) ώστε η µη-συµµετρική κατανοµή της 

κατανοµής του S  να µην επηρεάζει την εφαρµογή των κανόνων ροών της Western Electric 

Company (Montgomery (2005), σελ.473 ). 

Το )II(

/mrC  διάγραµµα ελέγχου δίνει ένδειξη εκτός ελέγχου διεργασίας όταν r-από-m το 

πολύ συνεχόµενα σηµεία βρεθούν πάνω από το άνω όριο ελέγχου UCL  µε τα υπόλοιπα 

rm −  σηµεία, αν υπάρχουν, να βρίσκονται µεταξύ κεντρικής γραµµής και άνω ορίου 

ελέγχου. Τότε έχουµε ένδειξη ότι η τυπική απόκλιση της διεργασίας µετατοπίστηκε σε 

υψηλότερο επίπεδο.  

Στο επόµενο σχήµα δίνεται µια γραφική αναπαράσταση του άνω µονόπλευρου )II(

5/2C  

διαγράµµατος ελέγχου το οποίο δίνει ένδειξη εκτός ελέγχου διεργασίας για πρώτη φορά στο 

20
ο
 δείγµα. Μπορούµε επίσης να δούµε ότι εµφανίζονται 2-από-5 συνεχόµενα σηµεία πάνω 

από το άνω όριο ελέγχου (σηµεία 3 έως 7) όµως επειδή τα ενδιάµεσα σηµεία 4, 5 και 6 δε 

βρίσκονται όλα µεταξύ κεντρικής γραµµής και άνω ορίου ελέγχου, το διάγραµµα δε δίνει 

ένδειξη εκτός ελέγχου διεργασίας στο σηµείο 7. Είναι προφανές ότι το διάγραµµα )I(

/mrC  

µπορεί να δώσει ένδειξη εκτός ελέγχου διεργασίας περισσότερες φορές έναντι του 

διαγράµµατος )II(

/mrC , κάτι το οποίο δε συνεπάγεται (όπως θα διαπιστώσουµε στη συνέχεια) 

ότι είναι απαραίτητα και πιο ευαίσθητο. 
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Σχήµα 4.2. Το διάγραµµα )II(

5/2C  

Το )II(

/mrC  διάγραµµα ελέγχου αποτελεί ουσιαστικά τη µονόπλευρη έκδοση του δίπλευρου 

διαγράµµατος mrM /:  του Κεφαλαίου 3. 

Στο διάγραµµα ορίζουµε τρεις περιοχές, την Περιοχή 2 ( 2Π ) που είναι η περιοχή πάνω 

από το άνω όριο ελέγχου, την Περιοχή 1 ( 1Π ) που είναι η περιοχή µεταξύ του άνω ορίου 

ελέγχου και της κεντρικής γραµµής και την Περιοχή 0 ( 0Π ) που είναι η περιοχή κάτω από 

την κεντρική γραµµή. Η πιθανότητα εµφάνισης ενός απεικονιζόµενου σηµείου του 

διαγράµµατος σε καθεµία από τις τρεις περιοχές του διαγράµµατος 0Π , 1Π , 2Π  θα 

συµβολίζεται αντίστοιχα µε )(f0 ρ , )(f1 ρ , )(f2 ρ . Ειδικότερα για 1=ρ  θα χρησιµοποιούµε 

το συµβολισµό 00 f)1(f = , 11 f)1(f =  και 22 f)1(f = . 

Είναι εύκολο να διαπιστωθεί ότι 
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Για τη µελέτη της κατανοµής του µήκους ροής του διαγράµµατος )II(

/mrC  ορίζουµε µια 

ακολουθία τρίτιµων τυχαίων µεταβλητών tY  µε 
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Οι τυχαίες µεταβλητές tY  αποτελούν µια ακολουθία ανεξάρτητων τρίτιµων δοκιµών µε τιµές 

στο σύνολο }2,1,0{  και συνάρτηση πιθανότητας 

)(f)2Pr( 2 ρ==tY ,   )(f)1Pr( 1 ρ==tY ,   )(f)(f1)(f)0( 210 ρρρ −−===tYP . 

Στη συνέχεια δίνονται εν συντοµία βασικά αποτελέσµατα για την κατασκευή ειδικών 

περιπτώσεων του διαγράµµατος )II(

/mrC . Η περίπτωση mr =  (δηλαδή το διάγραµµα )II(

/mmC ) 

παραλείπεται αφού το διάγραµµα αυτό δίνει ένδειξη εκτός ελέγχου διεργασίας όταν m  

συνεχόµενα σηµεία βρεθούν πάνω από το άνω όριο ελέγχου όπως ακριβώς και στο )I(

/ mmC  

διάγραµµα ελέγχου του οποίου η ανάπτυξη παρουσιάστηκε στην Παράγραφο 4.3.1. 

Στη συνέχεια θα µελετήσουµε την περίπτωση 2=r , 2>m . Έστω ο σύνθετος 

σχηµατισµός  

}21112,,2112,212,22{
2

321LK
−

=
m

E  

και ας συµβολίσουµε µε (II)

/2 mT  την τυχαία µεταβλητή που εκφράζει το χρόνο αναµονής µέχρι 

την εµφάνιση του σύνθετου σχηµατισµού E  στην ακολουθία K,, 21 YY  . Η κατανοµή του 

µήκους ροής του διαγράµµατος )II(

/2 mC  συµπίπτει µε την κατανοµή της τυχαίας µεταβλητής 

(II)

/2 mT  οπότε για τη µελέτη των χαρακτηριστικών του διαγράµµατος )II(

/2 mC  που απορρέουν από 

το µήκος ροής του αρκεί να µελετηθεί ισοδύναµα η τυχαία µεταβλητή (II)

/2 mT . Η κατανοµή της 

τυχαίας µεταβλητής (II)

/2 mT  δεν είναι κάποια γνωστή κατανοµή και η µελέτη της µπορεί να 

γίνει µε τη µεθοδολογία της εµφύτευσής της σε Μαρκοβιανή αλυσίδα που περιγράφτηκε στο 

Κεφάλαιο 2. 

Το εντός ελέγχου µέσο µήκος ροής ( 1=ρ ) του διαγράµµατος )II(

/2 mC  δίνεται από τον τύπο 
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όπου οι πιθανότητες 1f , 2f  δίνονται από τις σχέσεις 
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Το εκτός ελέγχου µέσο µήκος ροής για οποιαδήποτε µετατόπιση 01 ρσσ =  της τυπικής 

απόκλισης δίνεται από τον τύπο 
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))(f1)((f

))(f1))((f())(f1(
)1|(

1-m

1
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2

1-m

121(II)

/2out ρρ
ρρρ

ρ
−

−+−
=≠= mTEARL . 

∆οθέντος των τιµών MDL , UCL  και χρησιµοποιώντας την έκφραση για το inARL  

µπορούµε να υπολογίσουµε την τιµή του εντός ελέγχου µέσου µήκους ροής του 

διαγράµµατος )II(

/2 mC . Αντίστροφα, από τη σχέση (4.7) είναι δυνατός ο υπολογισµός της τιµής 

του άνω ορίου ελέγχου UCL  ώστε να έχουµε την επιθυµητή τιµή για το εντός ελέγχου µέσο 

µήκος ροής. Η έκφραση για το outARL  µας δίνει τη δυνατότητα υπολογισµού του εκτός 

ελέγχου µέσου µήκους ροής για οποιαδήποτε µετατόπιση ρ  στην τυπική απόκλιση της 

διεργασίας. Σηµειώνουµε επίσης ότι δοθέντος της τιµής MDL  η πιθανότητα 0f  (εντός 

ελέγχου διεργασία) είναι ίση µε 1/2. Τότε, το εντός ελέγχου µέσο µήκος ροής inARL  είναι 

µια αύξουσα συνάρτηση ως προς 1f  και ισχύει ότι 

6
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Συνεπώς είναι δυνατή η εύρεση µοναδικής τιµής για το άνω όριο ελέγχου UCL  ώστε το 

inARL να έχει την επιθυµητή τιµή c  ( 6≥c ). 

Για mr ≠  και 2≠r  δεν υπάρχει, προς το παρόν τουλάχιστον, αναλυτικός τύπος για το 

µέσο µήκος ροής του )II(

/mrC  διαγράµµατος ελέγχου. Ο υπολογισµός του ARL σε αυτές τις 

περιπτώσεις µπορεί να γίνει µε άµεση εφαρµογή της µεθοδολογίας του Κεφαλαίου 2 (δείτε 

Παράγραφο 2.5). Η εύρεση του πίνακα πιθανοτήτων µετάβασης ενός )II(

/mrC  διαγράµµατος 

µπορεί να γίνει χρησιµοποιώντας τον αντίστοιχο πίνακα P  του διαγράµµατος )I(

/mrC , mr ≠ . 

Πιο συγκεκριµένα αντικαθιστούµε τις πιθανότητες 0p , 1p  µε τις 1f , 2f  αντίστοιχα και 

επιπλέον προσθέτουµε την τιµή 0f  στην πρώτη στήλη του πίνακα P  και µόνο για τις 

µεταβατικές καταστάσεις της αλυσίδας. Έτσι κατασκευάζεται άµεσα ο πίνακας πιθανοτήτων 

µετάβασης P  για το αντίστοιχο διάγραµµα )II(

/mrC , mr ≠ . Στον επόµενο πίνακα δίνεται το 

εντός ελέγχου µέσο µήκος ροής inARL  των διαγραµµάτων ελέγχου )II(

4/3C , )II(

5/3C  και )II(

5/4C . 
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Πίνακας 4.2. Εντός ελέγχου µέσο µήκος ροής των διαγραµµάτων )II(

4/3C , )II(

5/3C  και )II(

5/4C  

∆ιάγραµµα 
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4.3.3 ∆ιαγράµµατα Ελέγχου για τη ∆ιασπορά r-από-m Τύπου ΙIΙ 

 

Για την ανάπτυξη ενός διαγράµµατος r -από-m  τύπου ΙΙΙ (συµβ. )III(

/mrC ) θεωρούµε ένα άνω 

µονόπλευρο διάγραµµα ελέγχου µε ένα άνω εξωτερικό όριο ελέγχου UOCL  και ένα άνω 

εσωτερικό όριο ελέγχου UICL  στο οποίο απεικονίζεται η δειγµατική τυπική απόκλιση S . 

Για τα όρια ελέγχου UOCL , UICL  ισχύει ότι UOCLUICL <<0 . Το )III(

/mrC  διάγραµµα 

ελέγχου δεν κάνει χρήση κεντρικής γραµµής και γι’αυτό το λόγο παραλείπεται η σχεδίασή 

της.  

Το )III(

/mrC  διάγραµµα ελέγχου δίνει ένδειξη εκτός ελέγχου διεργασίας όταν 

(i) ένα σηµείο βρεθεί πάνω από το άνω εξωτερικό όριο ελέγχου UOCL , ή  

(ii) όταν r-από-m το πολύ συνεχόµενα σηµεία βρεθούν µεταξύ του άνω εξωτερικού ορίου 

ελέγχου UOCL  και του άνω εσωτερικού ορίου ελέγχου UICL ,  

οτιδήποτε από τα δύο εµφανιστεί συντοµότερα. Τότε έχουµε ένδειξη ότι η τυπική απόκλιση 

της διεργασίας µετατοπίστηκε σε υψηλότερο επίπεδο. 

Στο Σχήµα 4.3 δίνεται µια γραφική αναπαράσταση του άνω µονόπλευρου )III(

3/3C  το οποίο 

δίνει ένδειξη εκτός ελέγχου διεργασίας στο 6
ο
 δείγµα (σηµείο άνω του εξωτερικού ορίου 

ελέγχου) καθώς επίσης και στο 20
ο
 δείγµα (3 συνεχόµενα σηµεία µεταξύ άνω εξωτερικού και 

άνω εσωτερικού ορίου ελέγχου). 
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Σχήµα 4.3. Το διάγραµµα )III(

3/3C  

Tο )III(

/mrC  διάγραµµα ελέγχου αποτελεί ουσιαστικά τη µονόπλευρη έκδοση του δίπλευρου 

διαγράµµατος mrI /:  του Κεφαλαίου 3. 

Στο διάγραµµα ορίζουµε τρεις περιοχές, την Περιοχή 2 ( 2Π ) που είναι η περιοχή πάνω 

από το άνω εξωτερικό όριο ελέγχου, ως Περιοχή 1 ( 1Π ) που είναι η περιοχή µεταξύ του άνω 

εξωτερικού ορίου ελέγχου και του άνω εσωτερικού ορίου ελέγχου και την Περιοχή 0 ( 0Π ) 

που είναι η περιοχή κάτω από το άνω εσωτερικό όριο ελέγχου. Η πιθανότητα εµφάνισης ενός 

απεικονιζόµενου σηµείου του διαγράµµατος σε καθεµία από τις τρεις περιοχές του 

διαγράµµατος 0Π , 1Π , 2Π  θα συµβολίζεται αντίστοιχα µε )(γ0 ρ , )(γ1 ρ , )(γ2 ρ . 

Ειδικότερα για 1=ρ  θα χρησιµοποιούµε το συµβολισµό 00 γ)1(γ = , 11 γ)1(γ =  και 

22 γ)1(γ = . 
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Για τη µελέτη της κατανοµής του µήκους ροής του διαγράµµατος )III(

/mrC  ορίζουµε µια 

ακολουθία τρίτιµων τυχαίων µεταβλητών tY  µε 
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Οι τυχαίες µεταβλητές tY  αποτελούν µια ακολουθία ανεξάρτητων τρίτιµων δοκιµών µε τιµές 

στο σύνολο }2,1,0{  και συνάρτηση πιθανότητας  

)(γ)2Pr( 2 ρ==iY ,   )(γ)1Pr( 1 ρ==iY ,   )(γ)(γ1)(γ)0Pr( 210 ρρρ −−===iY . 

Στη συνέχεια δίνονται εν συντοµία βασικά αποτελέσµατα για την κατασκευή ειδικών 

περιπτώσεων του διαγράµµατος )III(

/mrC . Αρχικά θα µελετήσουµε την περίπτωση mr = .  

Ας θεωρήσουµε το σύνθετο σχηµατισµό 

}111,2{ 321L
m

=E  

και ας συµβολίσουµε µε (III)

mT  την τυχαία µεταβλητή που εκφράζει το χρόνο αναµονής µέχρι 

την εµφάνιση του σύνθετου σχηµατισµού E  στην ακολουθία K,, 21 YY . Είναι προφανές ότι η 

κατανοµή του µήκους ροής του διαγράµµατος )III(

/mmC  συµπίπτει µε την κατανοµή της τυχαίας 

µεταβλητής (III)

mT . Για τη µελέτη των χαρακτηριστικών του διαγράµµατος )III(

/mmC  που 

απορρέουν από το µήκος ροής του αρκεί να µελετηθεί ισοδύναµα η τυχαία µεταβλητή (III)

mT . 

Η µελέτη της µπορεί να γίνει µε τη µεθοδολογία της εµφύτευσής της σε Μαρκοβιανή 

αλυσίδα που περιγράφτηκε στο Κεφάλαιο 2. 

Το εντός ελέγχου µέσο µήκος ροής για το διάγραµµα )III(

/mmC  δίνεται από τον τύπο 
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ενώ το εκτός ελέγχου µέσο µήκος ροής για οποιαδήποτε µετατόπιση 01 ρσσ =  της τυπικής 

απόκλισης δίνεται από τον τύπο  
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ρ

ρ
m

m

mTEARL
−−−

−
=≠= . 

∆οθέντος των τιµών των UICL , UOCL  από την έκφραση για το inARL  µπορεί να 

υπολογιστεί η τιµή του εντός ελέγχου µέσου µήκους ροής του διαγράµµατος )III(

/mmC . Αν 

ακριβώς µια από τις τιµές UICL , UOCL  είναι γνωστή τότε ο τύπος (4.8) µπορεί να 

χρησιµοποιηθεί για τον προσδιορισµό της άλλης ώστε η τιµή του εντός ελέγχου µέσου 
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µήκους ροής να είναι προκαθορισµένη (δείτε επίσης Παράγραφο 4.4). Από την έκφραση για 

το outARL  είναι δυνατός ο υπολογισµός του εκτός ελέγχου µέσου µήκους ροής για 

οποιαδήποτε µετατόπιση ρ  στην τυπική απόκλιση της διεργασίας. Σηµειώνουµε πως όταν η 

τιµή του άνω εξωτερικού ορίου ελέγχου είναι πάρα πολύ µεγάλη ( +∞→UOCL ) το 

διάγραµµα )III(

/mmC  που προκύπτει ταυτίζεται πρακτικά µε το διάγραµµα )I(

/mmC  ενώ όταν 

UICLUOCL =  τότε προκύπτει το σύνηθες άνω µονόπλευρο S  διάγραµµα ελέγχου στο 

οποίο χρησιµοποιείται ο κανόνας 1-από-1. 

Στη συνέχεια θα µελετήσουµε την περίπτωση 2=r , 2>m . Έστω ο σύνθετος 

σχηµατισµός 

}10001,,1001,101,11,2{
2

321KK
−

=
m

E  

και ας συµβολίσουµε µε )III(

/2 mT  την τυχαία µεταβλητή που εκφράζει το χρόνο αναµονής µέχρι 

την εµφάνιση του σύνθετου σχηµατισµού E . Η κατανοµή του διαγράµµατος )III(

/2 mC  συµπίπτει 

µε την κατανοµή της τυχαίας µεταβλητής )III(

/2 mT . Για τη µελέτη των χαρακτηριστικών που 

απορρέουν από το µήκος ροής του αρκεί να µελετηθεί ισοδύναµα η τυχαία µεταβλητή )III(

/2 mT . 

Η µελέτη της τυχαίας µεταβλητής )III(

/2 mT  µπορεί να γίνει µε τη µεθοδολογία της εµφύτευσής 

της σε Μαρκοβιανή αλυσίδα που περιγράφτηκε στο Κεφάλαιο 2. 

Το εντός ελέγχου µέσο µήκος ροής ( 1=ρ ) του διαγράµµατος )III(

/2 mC  δίνεται από τον τύπο 

)γγ1(γγ1

)γ1(γγ1
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mTEARL ρ                              (4.9) 

ενώ το εκτός ελέγχου µέσο µήκος ροής για οποιαδήποτε µετατόπιση 01 ρσσ =  της τυπικής 

απόκλισης δίνεται από τον τύπο 

))(γ)(γ1)((γ)(γ1

))(γ1(γ)(γ1
)1|(
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1
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mTEARL . 

∆οθέντος των τιµών των UICL , UOCL  από την έκφραση για το inARL  µπορεί να 

υπολογιστεί η τιµή του εντός ελέγχου µέσου µήκους ροής του διαγράµµατος )III(

/2 mC . 

Σηµειώνουµε ότι για την ανάπτυξη των διαγραµµάτων )III(

/mrC  έτσι ώστε το εντός ελέγχου 

µέσο µήκος ροής να έχει δεδοµένη τιµή, απαιτείται ο προσδιορισµός ενός ζεύγους ορίων, του 

εσωτερικού ορίου ελέγχου UICL  και του εξωτερικού ορίου ελέγχου UOCL . Αν ακριβώς µια 
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από τις τιµές UICL , UOCL  είναι γνωστή τότε ο τύπος (4.9) µπορεί να χρησιµοποιηθεί για 

τον προσδιορισµό της άλλης ώστε η τιµή του εντός ελέγχου µέσου µήκους ροής να είναι 

προκαθορισµένη. Από την έκφραση για το outARL  είναι δυνατός ο υπολογισµός του εκτός 

ελέγχου µέσου µήκους ροής για οποιαδήποτε µετατόπιση ρ  στην τυπική απόκλιση της 

διεργασίας. Σηµειώνουµε πως όταν η τιµή του άνω εξωτερικού ορίου ελέγχου είναι πάρα 

πολύ µεγάλη ( +∞→UOCL ) το διάγραµµα )III(

/2 mC  που προκύπτει ταυτίζεται πρακτικά µε το 

διάγραµµα )I(

/2 mC  ενώ όταν UICLUOCL =  τότε προκύπτει το σύνηθες άνω µονόπλευρο S  

διάγραµµα ελέγχου στο οποίο χρησιµοποιείται ο κανόνας 1-από-1. 

Οι εκφράσεις του εντός ελέγχου µέσου µήκους ροής inARL για τα υπόλοιπα διαγράµµατα 

)III(

4/3C , )III(

5/3C  και )III(

5/4C  δίνονται στον επόµενο πίνακα 

Πίνακας 4.3. Εντός ελέγχου µέσο µήκος ροής των διαγραµµάτων )III(

4/3C , )III(

5/3C  και )III(

5/4C  

∆ιάγραµµα 
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Πριν κλείσουµε την παρούσα παράγραφο αξίζει να αναφέρουµε ότι οι πίνακες 

πιθανοτήτων µετάβασης P  όλων των )III(

/mrC  διαγραµµάτων µπορούν να προκύψουν από τους 

αντίστοιχους πίνακες P  των )I(

/mrC  διαγραµµάτων. Έτσι αντικαθιστώντας στον πίνακα P  

ενός )I(

/mrC  διαγράµµατος τις πιθανότητες 0p , 1p  µε τις πιθανότητες 0γ , 1γ  αντίστοιχα και 

προσθέτοντας στην τελευταία στήλη του πίνακα P , και µόνο για τις γραµµές που αφορούν 

τις µεταβατικές καταστάσεις, την πιθανότητα 2γ  προκύπτουν οι αντίστοιχοι πίνακες 

πιθανοτήτων µετάβασης P  των διαγραµµάτων )III(

/mrC . 
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4.3.4 ∆ιαγράµµατα Ελέγχου για τη ∆ιασπορά r-από-m τύπου ΙV 

 

Για την ανάπτυξη ενός διαγράµµατος r -από-m  τύπου IV (συµβ. )IV(

/mrC ) θεωρούµε ένα άνω 

µονόπλευρο διάγραµµα ελέγχου µε ένα άνω εξωτερικό όριο ελέγχου UOCL , ένα άνω 

εσωτερικό όριο ελέγχου UICL  και κεντρική γραµµή MDLCL = , όπως αυτή ορίστηκε στην 

Παράγραφο 4.3.2, στο οποίο απεικονίζεται η δειγµατική τυπική απόκλιση S . Για τις 

γραµµές που σχεδιάζονται στο διάγραµµα ισχύει ότι UOCLUICLMDL <<<0 .  

Το )IV(

/mrC  διάγραµµα ελέγχου δίνει ένδειξη εκτός ελέγχου διεργασίας όταν  

(i) ένα σηµείο βρεθεί πάνω από το άνω εξωτερικό όριο ελέγχου UOCL , ή  

(ii) όταν r από m το πολύ συνεχόµενα σηµεία βρεθούν µεταξύ του άνω εσωτερικού και του 

άνω εξωτερικού ορίου ελέγχου µε τα υπόλοιπα rm −  σηµεία να βρίσκονται µεταξύ της 

κεντρικής γραµµής MDL  και του άνω εσωτερικού ορίου ελέγχου 

οτιδήποτε από τα δύο συµβεί συντοµότερα. 

Στο Σχήµα 4.4 δίνεται µια γραφική αναπαράσταση του άνω µονόπλευρου )IV(

5/3C . Όπως και 

προηγουµένως, ο κανόνας ανακήρυξης εκτός ελέγχου διεργασίας είναι σύνθετος και έχουµε 

ένδειξη µετατόπισης της διασποράς σε υψηλότερο επίπεδο στο 10
ο
 δείγµα (3-από-5 

συνεχόµενα σηµεία) και στο 15
ο
 δείγµα (1 σηµείο εκτός του εξωτερικού ορίου ελέγχου). 
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Σχήµα 4.4. Το διάγραµµα )IV(

5/3C  

Το διάγραµµα αυτό αποτελεί ουσιαστικά τη µονόπλευρη έκδοση του δίπλευρου 

διαγράµµατος mrR /:  του Κεφαλαίου 3. 

Στο διάγραµµα ορίζουµε τέσσερις περιοχές, την Περιοχή 3 ( 3Π ) που είναι η περιοχή 

πάνω από το εξωτερικό όριο ελέγχου, την Περιοχή 2 ( 2Π ) που είναι η περιοχή µεταξύ του 

άνω εξωτερικού και του άνω εσωτερικού ορίου ελέγχου, την Περιοχή 1 ( 1Π ) που είναι η 

περιοχή µεταξύ του άνω εσωτερικού ορίου ελέγχου και της κεντρικής γραµµής και την 

Περιοχή 0 ( 0Π ) που είναι η περιοχή κάτω από την κεντρική γραµµή. Η πιθανότητα 

εµφάνισης ενός απεικονιζόµενου σηµείου του διαγράµµατος σε καθεµία από τις τέσσερις 

περιοχές του 0Π , 1Π , 2Π , 3Π  θα συµβολίζεται αντίστοιχα µε )(b0 ρ , )(b1 ρ , )(b2 ρ , )(b3 ρ . 

Ειδικότερα για 1=ρ  θα χρησιµοποιούµε το συµβολισµό 00 b)1(b = , 11 b)1(b = , 22 b)1(b =  

και 33 b)1(b = . 

Είναι εύκολο να διαπιστωθεί ότι 
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Για τη µελέτη της κατανοµής του µήκους ροής του )IV(

/mrC  διαγράµµατος ορίζουµε µια 

ακολουθία τυχαίων µεταβλητών tY  µε δυνατά αποτελέσµατα στο σύνολο }3,2,1,0{ , 

UOCL 

UICL 

MDL 
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
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Οι τυχαίες µεταβλητές tY  αποτελούν µια ακολουθία ανεξάρτητων πλειότιµων δοκιµών µε 

τέσσερα δυνατά αποτελέσµατα στο σύνολο }3,2,1,0{  και συνάρτηση πιθανότητας 

)(b)3Pr( 3 ρ==iY ,   )(b)2Pr( 2 ρ==iY  

)(b)1Pr( 1 ρ==iY ,   )(b)(b)(b1)(b)0Pr( 1230 ρρρρ −−−===iY . 

Στη συνέχεια δίνουµε εν συντοµία βασικά αποτελέσµατα για την κατασκευή ειδικών 

περιπτώσεων του διαγράµµατος )IV(

/mrC . Η περίπτωση mr =  (δηλαδή το διάγραµµα )II(

/mmC ) 

παραλείπεται αφού το διάγραµµα αυτό δίνει ένδειξη εκτός ελέγχου διεργασίας όταν ένα 

σηµείο βρεθεί πάνω από το άνω εξωτερικό όριο ελέγχου ή όταν m  συνεχόµενα σηµεία 

βρεθούν µεταξύ του άνω εσωτερικού και του άνω εξωτερικού ορίου ελέγχου, οτιδήποτε από 

τα δύο συµβεί συντοµότερα. Σε αυτή την περίπτωση η ένδειξη εκτός ελέγχου διεργασίας του 

διαγράµµατος )IV(

/mmC  ταυτίζεται µε την ένδειξη εκτός ελέγχου διεργασίας του διαγράµµατος 

)III(

/mmC  του οποίου η ανάπτυξη παρουσιάστηκε στην Παράγραφο 4.3.3. 

Στη συνέχεια θα µελετήσουµε την περίπτωση 2=r , 2>m . Έστω ο σύνθετος 

σχηµατισµός 

}21112,,2112,212,22,3{
2

321LK
−

=
m

E  

και ας συµβολίσουµε µε (IV)

/2 mT  την τυχαία µεταβλητή που εκφράζει το χρόνο αναµονής µέχρι 

την εµφάνιση του σύνθετου σχηµατισµού E . Η κατανοµή του µήκους ροής του 

διαγράµµατος )IV(

/2 mC  συµπίπτει µε την κατανοµή της τυχαίας µεταβλητής (IV)

/2 mT  οπότε για τη 

µελέτη των χαρακτηριστικών του διαγράµµατος )IV(

/2 mC  που απορρέουν από το µήκος ροής του 

αρκεί να µελετηθεί ισοδύναµα η τυχαία µεταβλητή (IV)

/2 mT . Η κατανοµή της τυχαίας 

µεταβλητής δεν είναι κάποια γνωστή κατανοµή και η µελέτη της µπορεί να γίνει µε τη 

µεθοδολογία της εµφύτευσής της σε Μαρκοβιανή αλυσίδα που περιγράφτηκε στο Κεφάλαιο 

2. 

Το εντός ελέγχου µέσο µήκος ροής ( 1=ρ ) του διαγράµµατος )IV(

/2 mC  δίνεται από τον τύπο 
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Το εκτός ελέγχου µέσο µήκος ροής για οποιαδήποτε µετατόπιση 01 ρσσ =  της τυπικής 

απόκλισης δίνεται από τον τύπο  
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∆οθέντος των τιµών UOCL , UICL  από την έκφραση του inARL  είναι δυνατός ο 

υπολογισµός του εντός ελέγχου µέσου µήκους ροής του διαγράµµατος )IV(

/2 mC . Σηµειώνουµε 

ότι για την ανάπτυξη των διαγραµµάτων )IV(

/mrC  έτσι ώστε το εντός ελέγχου µέσο µήκος ροής 

να έχει δεδοµένη τιµή, απαιτείται ο προσδιορισµός ενός ζεύγους ορίων, του εσωτερικού 

ορίου ελέγχου UICL  και του εξωτερικού ορίου ελέγχου UOCL . Αν ακριβώς µια από τις 

τιµές UICL , UOCL  είναι γνωστή τότε ο τύπος (4.10) µπορεί να χρησιµοποιηθεί για τον 

προσδιορισµό της άλλης ώστε η τιµή του εντός ελέγχου µέσου µήκους ροής να είναι 

προκαθορισµένη. Από την έκφραση του outARL  έχουµε τη δυνατότητα υπολογισµού του 

εκτός ελέγχου µέσου µήκους ροής για οποιαδήποτε µετατόπιση ρ  στην τυπική απόκλιση της 

διεργασίας. 

Για mr ≠  και 2≠r  δεν υπάρχει προς το παρόν τουλάχιστον αναλυτικός τύπος για το 

µέσο µήκος ροής του )IV(

/mrC  διαγράµµατος ελέγχου. Ο υπολογισµός του ARL σε αυτές τις 

περιπτώσεις µπορεί να γίνει µε άµεση εφαρµογή της µεθοδολογίας του Κεφαλαίου 2. 

Σχετικά µε την εύρεση του πίνακα πιθανοτήτων µετάβασης P  του διαγράµµατος )IV(

/mrC  

αναφέρουµε ότι µπορεί να γίνει χρησιµοποιώντας τον αντίστοιχο πίνακα P  του 

διαγράµµατος )II(

/mrC . Έτσι αντικαθιστώντας τις πιθανότητες 0f , 1f  µε τις 1b , 2b  αντίστοιχα, 

την τιµή 0 µε την τιµή 0b  στην πρώτη στήλη του πίνακα P , και µόνο για τις µεταβατικές 
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καταστάσεις της αλυσίδας, καθώς και την τιµή 0 µε την τιµή 3b  στην τελευταία στήλη του 

πίνακα P  προκύπτει ο πίνακας πιθανοτήτων µετάβασης P  για το διάγραµµα )IV(

/mrC . Στον 

επόµενο πίνακα δίνεται το εντός ελέγχου µέσο µήκος ροής των διαγραµµάτων )IV(

4/3C , )IV(

5/3C  

και )IV(

5/4C . 
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Πίνακας 4.4. Εντός ελέγχου µέσο µήκος ροής των διαγραµµάτων )IV(
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Τα αριθµητικά αποτελέσµατα της µελέτης για την απόδοση των διαγραµµάτων ελέγχου 

)(

/

a

mrC , I=a , ΙΙ, ΙΙΙ και ΙV στην ανίχνευση αυξήσεων και στην ανίχνευση µειώσεων στη 

διασπορά της διεργασίας παρουσιάζονται στην επόµενη παράγραφο. Ως µέτρο απόδοσης 

χρησιµοποιείται το ARL. 

 

4.4 Απόδοση των Μονόπλευρων ∆ιαγραµµάτων Τύπου r-από-m 

 

Στην παρούσα παράγραφο θα αξιολογηθεί απόδοση των διαγραµµάτων ελέγχου )(

/

a

mrC  για 

I=a , ΙΙ, ΙΙΙ και ΙV που παρουσιάστηκαν στην Παράγραφο 4.3. 

Στο σύνηθες άνω µονόπλευρο S  διάγραµµα ελέγχου µε όρια πιθανότητας a  (συµβ. US ) 

απεικονίζονται οι τιµές της i -οστής δειγµατικής απόκλισης )1/()(
1

2 −−= ∑ =
nXXS

n

j iiji . 

Ένδειξη εκτός ελέγχου διεργασίας λόγω µετατόπισης της τυπικής απόκλισης σε υψηλότερο 

επίπεδο έχουµε όταν )1/(2

;10 −> − nS ani χσ . Το a  εκφράζει το ποσοστό των εσφαλµένων 

συναγερµών. Όµοια, στο αντίστοιχο σύνηθες κάτω µονόπλευρο S  διάγραµµα ελέγχου µε 

όρια πιθανότητας a  (συµβ. LS ) έχουµε ένδειξη εκτός ελέγχου διεργασίας όταν 

)1/(2

1;10 −< −− nS ani χσ . 

Ας θεωρήσουµε το )(

/

a

mrC  ( I=a , ΙΙ, ΙΙΙ και ΙV) διάγραµµα ελέγχου και έστω )(

/

a

mrT  η τυχαία 

µεταβλητή η οποία εκφράζει το χρόνο αναµονής µέχρι το )(

/

a

mrC  διάγραµµα να δώσει ένδειξη 

εκτός ελέγχου διεργασίας. Στη συνέχεια δίνουµε τα βήµατα για την ανάπτυξη των 

διαγραµµάτων ελέγχου )(

/

a

mrC , I=a , ΙΙ. Η περιγραφή δίνεται για την περίπτωση των άνω 

µονόπλευρων διαγραµµάτων ενώ µε τις κατάλληλες τροποποιήσεις µπορεί να περιγραφεί η 

ανάλογη διαδικασία για τα κάτω µονόπλευρα διαγράµµατα.  
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Αλγοριθµική Περιγραφή της Ανάπτυξης των ∆ιαγραµµάτων )(

/

a

mrC , III,=a  

Βήµα 1: Επιλέγουµε τους θετικούς ακεραίους r  και m  µε mr ≤≤2  και την επιθυµητή τιµή 

c  του εντός ελέγχου µέσου µήκους ροής του διαγράµµατος )(

/

a

mrC . 

Βήµα 2: Θέτουµε cARL =in . 

Βήµα 3: Υπολογίζουµε τη µοναδική ρίζα UCL  της εξίσωσης cTEARL a

mr === )1|( )(

/in ρ  και 

θέτουµε το άνω όριο ελέγχου ίσο µε αυτή την τιµή. 

Βήµα 4: Ακολουθούµε τον κανόνα ένδειξης εκτός ελέγχου διεργασίας για το διάγραµµα 

)(

/

a

mrC  προκειµένου να ανακηρύξουµε τη διεργασία εκτός ελέγχου. 

 

Στη συνέχεια δίνουµε τα βήµατα για την ανάπτυξη των διαγραµµάτων ελέγχου )(

/

a

mrC , 

III=a  και ΙV κοινό χαρακτηριστικό των οποίων είναι ότι χρησιµοποιούνται δύο όρια 

ελέγχου. Προτού προχωρήσουµε στην περιγραφή της ανάπτυξής τους πρέπει να αναφέρουµε 

ότι η τιµή του εξωτερικού ορίου ελέγχου (UOCL ) προεπιλέγεται. Η επιλογή της τιµής αυτής 

εξαρτάται άµεσα από το επιθυµητό µέσο µήκος ροής c  του διαγράµµατος ελέγχου )(

/

a

mrC  

( III=a , ΙV) και προτείνεται να χρησιµοποιείται ως UOCL  ένα όριο της µορφής 

)1/(2

*/1;10 −− ncnχσ  µε cc >* . Η επιλογή αυτή είναι απαραίτητη έτσι ώστε να είναι δυνατή η 

εύρεση ενός ζεύγους εξωτερικών και εσωτερικών ορίων (UOCL, UICL) για το οποίο να 

ισχύει cARL a =)(

in . Η θεωρητική αιτιολόγηση της επιλογής αυτής για το UOCL βασίζεται στο 

γεγονός ότι το διάγραµµα )III(

/mrC  ( )IV(

/mrC ) αποτελείται από δύο διαφορετικούς κανόνες, τον 

κανόνα 1-από-1 και τον κανόνα r-από-m τύπου ΙΙΙ (τύπου IV). Η προτεινόµενη τιµή UOCL  

δίνει ουσιαστικά εντός ελέγχου µέσο µήκος ροής *c  όταν λειτουργεί µόνο ο κανόνας 1-από-

1 και επιτρέπει τον προσδιορισµό του εσωτερικού ορίου ελέγχου UICL  ώστε το διάγραµµα 

ελέγχου )III(

/mrC  (ή )IV(

/mrC ) να µπορεί να έχει εντός ελέγχου µέσο µήκος ροής c . 
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Αλγοριθµική Περιγραφή της Ανάπτυξης των ∆ιαγραµµάτων )(

/

a

mrC , IVIII,=a  

Βήµα 1: Επιλέγουµε τους θετικούς ακεραίους r  και m  µε mr ≤≤2 , την επιθυµητή τιµή c  

για το εντός ελέγχου µέσο µήκος ροής του διαγράµµατος )(

/

a

mrC  και τον αριθµό 

cc >* . 

Βήµα 2: Θέτουµε 

)1/(2

*/1;10 −= − nUOCL cnχσ , όπου cc >* . 

Βήµα 3: Υπολογίζουµε τη µοναδική ρίζα UICL  της εξίσωσης cTEARL a

mr === )1|( )(

/in ρ  

και θέτουµε το άνω εσωτερικό όριο ελέγχου ίσο µε αυτή την τιµή. 

Βήµα 4: Ακολουθούµε τον κανόνα ένδειξης εκτός ελέγχου διεργασίας για το διάγραµµα 

)(

/

a

mrC  προκειµένου να ανακηρύξουµε τη διεργασία εκτός ελέγχου. 

 

Στη συνέχεια εξετάζουµε την απόδοση των διαγραµµάτων ελέγχου )(

/

a

mrC , I=a , ΙΙ, ΙΙΙ και 

ΙV για 52 ≤≤≤ mr  µε εντός ελέγχου µέσο µήκος ροής 4.370in == ARLc . Για το µέγεθος 

του δείγµατος επιλέξαµε την τιµή 5 αφού εµφανίζεται πολύ συχνά στην πράξη. Στα 

διαγράµµατα ελέγχου (III)

/mrC  και (IV)

/mrC  χρησιµοποιήσαµε ως προεπιλεγµένη τιµή για το UOCL  

την τιµή που προκύπτει από τη λύση της εξίσωσης 

)(1))1,0(~|Pr()1|Pr( 00 zNZzZUOCLS Φ−=>==> ρ  

για 5.30 =z  (όπου )(⋅Φ  είναι η συνάρτηση κατανοµής της τυπικής κανονικής κατανοµής). 

Στην πράξη µπορεί να χρησιµοποιηθεί οποιαδήποτε τιµή czz /10 > , όπου c  είναι το 

επιθυµητό εντός ελέγχου µέσο µήκος ροής του διαγράµµατος (III)

/mrC  (ή (IV)

/mrC ). Το παραπάνω 

όριο πιθανότητας είναι τέτοιο ώστε η πιθανότητα να βρεθεί ένα σηµείο εκτός UOCL  ισούται 

µε την πιθανότητα να βρεθεί ένα σηµείο του X  διαγράµµατος µε όρια σ5.3  εκτός του άνω 

ορίου ελέγχου. 

Αφού 

000233.0))1,0(~|5.3Pr( ≅> NZZ  

η τιµή του άνω εξωτερικού ορίου ελέγχου που πρόκειται να χρησιµοποιήσουµε είναι 

0

2

999767.01;150 3276.2)15/( σχσ ⋅≅−= −−UOCL . Οµοίως για τα κάτω µονόπλευρα 
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διαγράµµατα ελέγχου έχουµε 0

2

999767.0;150 1043.0)15/( σχσ ⋅≅−= −LOCL . Στη συνέχεια για 

τον υπολογισµό των ορίων ελέγχου των διαγραµµάτων που µελετάµε έχουµε υποθέσει ότι 

10 =σ . 

Υπενθυµίζουµε ότι στην Παράγραφο 3.12 είχε αναφερθεί η διαδικασία επιλογής του 

βέλτιστου ζεύγους ορίων έτσι ώστε το διάγραµµα mrR /:  να έχει την επιθυµητή τιµή για το 

εντός ελέγχου µέσο µήκος ροής και ταυτόχρονα τη µικρότερη τιµή για το εκτός ελέγχου 

µέσο µήκος ροής για δεδοµένη µετατόπιση του µέσου. Η διαδικασία βελτιστοποίησης, όπως 

την είχαµε ονοµάσει, µπορεί να εφαρµοστεί άµεσα και εδώ και ουσιαστικά αποτελεί το 

βασικό τρόπο επιλογής των παραµέτρων για τα διαγράµµατα παρακολούθησης της 

διασποράς (δείτε Acosta-Mejia (1999), Huang and Chen (2005)). 

Στη συνέχεια παρουσιάζουµε τα διαγράµµατα µε την καλύτερη απόδοση (µικρότερο 

outARL ) για την ανίχνευση δεδοµένης µετατόπισης στη διασπορά της διεργασίας σε όρους ρ  

( 01 /σσρ = ) µεταξύ των διαγραµµάτων ελέγχου )(

/

a

mrC , I=a , ΙΙ, ΙΙΙ και ΙV για 52 ≤≤≤ mr  

µε εντός ελέγχου µέσο µήκος ροής 4.370in == ARLc  και µέγεθος δείγµατος 5=n . Οι 

πλήρεις πίνακες για όλα τα διαγράµµατα δίνονται στο Παράρτηµα Π.9. Στον επόµενο πίνακα 

δίνονται τα διαγράµµατα µε το µικρότερο outARL  για την ανίχνευση αυξήσεων στη διασπορά 

της διεργασίας, για τιµές 9.1)1.0(0.1=ρ . Στη 2
η
 στήλη του πίνακα δίνεται η απόδοση του 

συνήθους διαγράµµατος US  ενώ στις στήλες 3 και 4 δίνονται αντίστοιχα η τιµή του outARL  

και το διάγραµµα µε το οποίο αυτή επιτυγχάνεται. Στην τελευταία στήλη του πίνακα δίνονται 

οι τιµές των άνω εσωτερικών ορίων ελέγχου αφού η τιµή του άνω εξωτερικού ορίου, όπου 

αυτό χρησιµοποιείται, είναι προεπιλεγµένη και ίση µε 2.328. Ο υπολογισµός της διάµεσης 

γραµµής MDL είναι άµεσος από τη σχέση (4.6). Για 5=n  ισχύει ότι MDL = 0.916. 
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Πίνακας 4.5: Προτεινόµενα άνω µονόπλευρα διαγράµµατα ελέγχου παρακολούθησης της 

διασποράς ( 4.370in =ARL , n = 5) 

ρ US  )(

/

a

mrC  Προτεινόµενο 

διάγραµµα 

Όρια Ελέγχου 

1.0 370.40    

1.1 106.94 85.19 
)III(

5/3C  UICL = 1.3737 

1.2 42.49 31.72   

1.3 21.09 15.73   

1.4 12.28 9.53   

1.5 8.03 6.59 
)IV(

5/2C  UICL = 1.5889 

1.6 5.73 4.99   

1.7 4.36 4.01   

1.8 3.50 3.36   

1.9 2.92 2.91   

 

Ανάλογα είναι τα αποτελέσµατα στον Πίνακα 4.6, ο οποίος αναφέρεται στην ανίχνευση 

µειώσεων στη διασπορά της διεργασίας για τιµές 0.1)1.0(3.0=ρ . Στην τελευταία στήλη του 

πίνακα δίνονται οι τιµές των κάτω εσωτερικών ορίων ελέγχου αφού η τιµή του κάτω 

εξωτερικού ορίου, όπου αυτό χρησιµοποιείται, είναι προεπιλεγµένη και ίση µε 0.104. 
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Πίνακας 4.6: Προτεινόµενα κάτω µονόπλευρα διαγράµµατα ελέγχου παρακολούθησης 

της διασποράς ( 4.370in =ARL ) 

ρ LS  )(

/

a

mrC  
Προτεινόµενο 

διάγραµµα 
Όρια Ελέγχου 

1.0 370.40    

0.9 245.88 118.07 
)I(

5/5C  LCL = 0.7697 

0.8 156.03 40.94 

0.7 93.66 16.13 

)II(

5/4C  LCL = 0.6521 

0.6 52.43 3.09 
)III(

5/4C  LICL = 0.6155 

0.5 26.85 4.80 
)II(

5/3C  LCL = 0.5354 

0.4 12.27 3.43 
)IV(

4/3C  LICL = 0.5428 

0.3 4.89 2.27 
)IV(

3/2C  LΟCL = 0.4031 

Από την εκτεταµένη µελέτη που διενεργήθηκε προκειµένου να αξιολογηθεί η απόδοση 

των κανόνων για 5=n  και 4.370in =ARL  προέκυψαν τα επόµενα ενδιαφέροντα 

αποτελέσµατα τα οποία εξακολουθούν να ισχύουν ακόµη και για διαφορετικά µεγέθη 

δείγµατος αλλά και για διαφορετικές τιµές του εντός ελέγχου µέσου µήκους ροής. 

 

Ανίχνευση Αυξήσεων - Συµπεράσµατα 

 

1. Τα διαγράµµατα )III(

/mmC  έχουν οµοιόµορφα καλύτερη απόδοση από τα )I(

/mmC  το οποίο 

συνεπάγεται ότι η ύπαρξη δύο ορίων ελέγχου (εσωτερικού και εξωτερικού) βελτιώνει την 

απόδοση των κανόνων τύπου m -από-m  στην ανίχνευση αυξήσεων στη διασπορά.  

2. Το διάγραµµα )II(

/2 mC  είναι οµοιόµορφα καλύτερο από το )I(

/2 mC  όπως επίσης και το 

διάγραµµα )IV(

/2 mC  είναι οµοιόµορφα καλύτερο από το )III(

/2 mC . Έτσι η απόδοση του κανόνα 2-

από-m  βελτιώνεται όταν αυτός συνδυάζεται µε τον κανόνα 1-από-1 και µε τη 

χρησιµοποίηση της διάµεσης γραµµής MDL ως κεντρικής γραµµής του διαγράµµατος. 

3. Τα διαγράµµατα )I(

4/3C , )I(

5/3C , )I(

5/4C  έχουν οµοιόµορφα καλύτερη απόδοση έναντι 

αντίστοιχα των )II(

4/3C , )II(

5/3C , )II(

5/4C . Επίσης τα διαγράµµατα )III(

4/3C , )III(

5/4C  έχουν οµοιόµορφα 

καλύτερη απόδοση έναντι αντίστοιχα των )IV(

4/3C , )IV(

5/4C  στην ανίχνευση αυξήσεων στη 
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διασπορά. Το διάγραµµα )III(

5/3C  είναι καλύτερο από το )IV(

5/3C  για µετατοπίσεις στο εύρος 

7.11.1 ≤≤ ρ  ενώ για µετατοπίσεις στο εύρος 0.28.1 ≤≤ ρ  το )IV(

5/3C  είναι καλύτερο από το 

)III(

5/3C . 

Συνοψίζοντας τα παραπάνω και λαµβάνοντας υπόψη τα αποτελέσµατα του Πίνακα 4.5 

συµπεραίνουµε ότι για την ανίχνευση αυξήσεων στη διασπορά της διεργασίας το 

καταλληλότερο διάγραµµα ελέγχου είναι το )IV(

/2 mC . Το διάγραµµα αυτό αποτίει ουσιαστικά τη 

µονόπλευρη έκδοση του δίπλευρου διαγράµµατος mR /2:  του Κεφαλαίου 3. Για αρκετά 

µικρές µετατοπίσεις, της τάξης του 10% ( 1.10.1 << ρ ), προτείνεται το διάγραµµα )III(

5/3C , το 

οποίο είναι το µονόπλευρο ανάλογο του διαγράµµατος 5/3:I , ενώ για ανίχνευση 

µετατόπισης της τάξης του 100% ( 2=ρ ) το US  διάγραµµα είναι το καταλληλότερο. 

 

Ανίχνευση Μειώσεων - Συµπεράσµατα 

 

1. Τα διαγράµµατα ελέγχου )III(

/mmC  δεν έχουν οµοιόµορφα καλύτερη απόδοση από τα 

)I(

/mmC . Για µειώσεις στην τυπική απόκλιση της διεργασίας µέχρι περίπου 50% ( 15.0 <≤ ρ ) 

προτείνονται τα διαγράµµατα )I(

/mmC , ενώ για µεγαλύτερες µειώσεις καλύτερη απόδοση έχουν 

τα διαγράµµατα )III(

/mmC . 

2. Το διάγραµµα )IV(

/mrC , για 52 ≤<≤ mr , είναι οµοιόµορφα καλύτερο από το 

αντίστοιχο )III(

/mrC  και άρα η χρήση της διάµεσης γραµµής MDL βελτιώνει την απόδοση του 

κανόνα τύπου r -από-m . 

3. Το διάγραµµα )II(

/2 mC  είναι οµοιόµορφα καλύτερο από το )I(

/2 mC  και άρα η χρήση της 

διάµεσης γραµµής MDL βελτιώνει την απόδοση του κανόνα τύπου m/2 . 

4. Τα διαγράµµατα )II(

4/3C , )II(

5/3C , )II(

5/4C  έχουν οµοιόµορφα καλύτερη απόδοση έναντι 

αντίστοιχα των διαγραµµάτων )I(

4/3C , )I(

5/3C , )I(

5/4C . 

Συνοψίζοντας τα παραπάνω και λαµβάνοντας υπόψη τα αποτελέσµατα του Πίνακα 4.6 

προκύπτει το συµπέρασµα ότι για την ανίχνευση µειώσεων στη διασπορά της διεργασίας δεν 

υπάρχει ένα διάγραµµα το οποίο να είναι εµφανώς το αποδοτικότερο. Αυτό που προκύπτει 

είναι ότι η χρήση ενός κανόνα της µορφής r -από-5 επιφέρει σηµαντική βελτίωση στην 
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ανίχνευση µειώσεων στην τυπική απόκλιση για µετατοπίσεις 15.0 <≤ ρ . Εδώ, η χρήση της 

διαµέσου άλλοτε επιφέρει και άλλοτε όχι σηµαντική βελτίωση στην απόδοση του 

διαγράµµατος. Επιπλέον, στην ανίχνευση αρκετά µικρών µειώσεων στην τυπική απόκλιση 

της διεργασίας ( 0.17.0 <≤ ρ ) τα διαγράµµατα µε εξωτερικό όριο ελέγχου έχουν µεγαλύτερη 

τιµή outARL  έναντι των αντίστοιχων διαγραµµάτων χωρίς εξωτερικό όριο ελέγχου. Ανάλογο 

αποτέλεσµα είχε παρατηρηθεί και κατά τη σύγκριση των διαγραµµάτων mrM /:  και 

mrR /:  του Κεφαλαίου 3. 

Πριν κλείσουµε θα πρέπει να αναφέρουµε ότι από τους κανόνες που εξετάσαµε, δεν 

υπάρχει κάποιος που να µπορεί να χρησιµοποιηθεί το ίδιο αποδοτικά στην ανίχνευση 

µειώσεων και αυξήσεων στη διασπορά της διεργασίας. Είδαµε ότι στα άνω µονόπλευρα 

διαγράµµατα οι κανόνες της µορφής 2-από-m  έχουν την καλύτερη απόδοση ενώ στα κάτω 

µονόπλευρα οι κανόνες τύπου r -από-5 δίνουν το µικρότερο εκτός ελέγχου µέσο µήκος ροής. 

Το γεγονός αυτό εξηγείται µερικώς από τη µορφή της κατανοµής της απεικονιζόµενης 

στατιστικής συνάρτησης S , η οποία, όπως φαίνεται και στο Σχήµα 4.5 για διάφορες τιµές 

του µεγέθους δείγµατος n , είναι µη-συµµετρική (παρουσιάζει δεξιά ουρά). 
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Σχήµα 4.5. Η κατανοµή της δειγµατικής τυπικής απόκλισης S για διάφορα µεγέθη 

δείγµατος n 
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4.5 Η Μέθοδος της Άµεσης Αρχικής Αντίδρασης 

 

Στις Παραγράφους 1.10.1 και 2.8.3 αναφερθήκαµε σε διαγράµµατα ελέγχου µε κανόνες 

ροών στα οποία εφαρµόζεται η µέθοδος της άµεσης αρχικής αντίδρασης (συµβ. FIR). Στην 

παρούσα παράγραφο θα αναπτύξουµε µονόπλευρα διαγράµµατα ελέγχου για την 

παρακολούθηση της διασποράς που βασίζονται στον κανόνα r -από-m  και στα οποία 

εφαρµόζεται η µέθοδος FIR. Η πιο χαρακτηριστική περίπτωση διαγράµµατος µε κανόνες 

ροών και FIR είναι το συνθετικό διάγραµµα ελέγχου. Πρόσφατα οι Huang and Chen (2005) 

µελέτησαν το συνθετικό διάγραµµα ελέγχου για την παρακολούθηση της διασποράς µε 

χρήση της δειγµατικής τυπικής απόκλισης και έδειξαν ότι αποτελεί ένα πολύ ευαίσθητο 

διάγραµµα στην ανίχνευση αυξήσεων ή µειώσεων στη διασπορά της διεργασίας έναντι των 

µονόπλευρων διαγραµµάτων US  και LS . Το διάγραµµα αυτό θα το συµβολίζουµε ως Syn-S. 

Στη συνέχεια θα αναφερθούµε εν συντοµία στη λειτουργία του συνθετικού διαγράµµατος και 

στην ισοδυναµία του µε ένα διάγραµµα ελέγχου µε κανόνες ροών (για περισσότερες 

λεπτοµέρειες δείτε Davis and Woodall (2002)). 

Ας θεωρήσουµε ένα άνω µονόπλευρο διάγραµµα ελέγχου US  µε ένα άνω όριο ελέγχου 

UCL  και έστω ότι κάθε τιµή της απεικονιζόµενης στατιστικής συνάρτησης S  µπορεί να 

κατηγοριοποιηθεί ως "0"  (αν βρίσκεται εντός του άνω ορίου ελέγχου του διαγράµµατος) ή 

ως "1"  (αν βρίσκεται εκτός του άνω ορίου ελέγχου του διαγράµµατος). Έστω η τυχαία 

µεταβλητή CRL  η οποία εκφράζει είτε τον αριθµό των συµβόλων "0"  από τη στιγµή που 

ξεκίνησε η διεργασία ή που έπονται ενός συµβόλου "1"  συµπεριλαµβανοµένου και του 

επόµενου "1"  που θα εµφανιστεί. Για παράδειγµα στην ακολουθία 

00001000001000000100001 

οι διαδοχικές τιµές του CRL  είναι 51 =CRL , 62 =CRL , 73 =CRL  και 54 =CRL . Αξίζει να 

αναφέρουµε πως η κατανοµή της στατιστικής συνάρτησης CRL  είναι η γεωµετρική 

κατανοµή και έχει χρησιµοποιηθεί από τον Bourke (1991) για την κατασκευή ενός 

διαγράµµατος ελέγχου για την παρακολούθηση του αριθµού των ελαττωµατικών προϊόντων 

σε υψηλής ποιότητας διεργασίες (high yield processes). Όσο µικρότερη είναι η τιµή του 

CRL  τόσο περισσότερο αυξάνει η υποψία ότι η διεργασία λειτουργεί παρουσία ειδικών 

αιτιών µεταβλητότητας αφού τα εκτός ελέγχου σηµεία εµφανίζονται πολύ κοντά µεταξύ 

τους. Το συνθετικό διάγραµµα ελέγχου δίνει ένδειξη εκτός ελέγχου διεργασίας όταν 
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LCRL ≤ , όπου L  είναι κάποιος προεπιλεγµένος θετικός ακέραιος. Για παράδειγµα, όταν 

4=L  έχουµε ότι το συνθετικό διάγραµµα ελέγχου δίνει ένδειξη εκτός ελέγχου διεργασίας 

όταν εµφανιστεί ένας από τους σχηµατισµούς 11, 101, 1001, 10001 αφού οι αντίστοιχες τιµές 

του CRL  είναι 1, 2, 3 και 4. Στο συγκεκριµένο παράδειγµα και βάσει των σχηµατισµών που 

έχουµε µελετήσει έως τώρα µπορούµε να πούµε ότι το συνθετικό διάγραµµα ελέγχου 

βασίζεται σε έναν κανόνα ευαισθητοποίησης τύπου 2-από-5. Στη γενική περίπτωση το 

συνθετικό διάγραµµα ελέγχου δίνει ένδειξη εκτός ελέγχου διεργασίας όταν εµφανιστεί ο 

σύνθετος σχηµατισµός 

}01001,,1001,101,11{

1

43421
KK

+

=
L

E . 

Έτσι ο κανόνας εκτός ελέγχου διεργασίας του συνθετικού διαγράµµατος ταυτίζεται µε τον 

κανόνα εκτός ελέγχου διεργασίας του διαγράµµατος ελέγχου )I(

/2 mC  (δείτε Παράγραφο 4.3.1) 

για 1+= Lm . Στη συνέχεια θα χρησιµοποιούµε ως παράµετρο του συνθετικού 

διαγράµµατος ελέγχου αντί για το L  την παράµετρο m  για την οποία ισχύει ότι 1−= mL . 

Η βασική διαφοροποίηση των δύο αυτών διαγραµµάτων είναι ότι το συνθετικό διάγραµµα 

ελέγχου δίνει ένδειξη εκτός ελέγχου διεργασίας όταν εµφανιστεί και ένας από τους 

σχηµατισµούς 0001, 001, 01, 1 όταν ξεκινά για πρώτη φορά η παρακολούθηση της 

διεργασίας. Το διάγραµµα )I(

/2 mC  δε δίνει ένδειξη εκτός ελέγχου διεργασίας σε αυτές τις 

περιπτώσεις.  

Η απόδοση των δύο διαγραµµάτων µπορεί να γίνει ταυτόσηµη χρησιµοποιώντας το 

χαρακτηριστικό FIR στο διάγραµµα )I(

/2 mC . Όπως είδαµε και στην Παράγραφο 2.8.3 για την 

ενσωµάτωση του χαρακτηριστικού FIR σε ένα διάγραµµα ελέγχου µε κανόνες ροών είναι 

απαραίτητη τροποποίηση του διανύσµατος π  των αρχικών πιθανοτήτων. Η αναγκαία 

τροποποίηση είναι να θεωρήσουµε ότι το διάγραµµα )I(

/2 mC  ξεκινάει έχοντας ήδη εµφανιστεί 

µία παρατήρηση εκτός του άνω ορίου ελέγχου ή ισοδύναµα ότι η ακολουθία από 0 και 1 

ξεκινάει από το σύµβολο "1" . Τότε, η εµφάνιση ενός από τους (αρχικούς) σχηµατισµούς 

}1000,,001,01,1{
2

321KK
−m

 

οδηγεί σε ένδειξη εκτός ελέγχου διεργασίας και στα δύο διαγράµµατα και άρα η απόδοσή 

τους θεωρείται ταυτόσηµη. Στην παρούσα παράγραφο µε την ορολογία αρχικός σχηµατισµός 
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θα αναφερόµαστε σε έναν σχηµατισµό η εµφάνιση του οποίου δίνει ένδειξη εκτός ελέγχου 

διεργασίας µόνο όταν στο διάγραµµα χρησιµοποιείται η µέθοδος FIR. 

Στη συνέχεια θα ενσωµατώσουµε το χαρακτηριστικό FIR στα διαγράµµατα ελέγχου των 

Παραγράφων 4.3.1-4.3.4. Για την επιλογή του διανύσµατος των αρχικών πιθανοτήτων FIRπ  

ακολουθήθηκαν προτάσεις ανάλογες µε αυτές που εµφανίστηκαν στις εργασίες των Champ 

and Woodall (1987) και Davis and Woodall (2002) για διαγράµµατα ελέγχου µε κανόνες 

ροών και χαρακτηριστικό FIR. Η µεθοδολογία της µελέτης των διαγραµµάτων µε κανόνες 

ροών και FIR µπορεί να γίνει µε τη µεθοδολογία της εµφύτευσης που παρουσιάστηκε στο 

Κεφάλαιο 2. 

Για την περίπτωση των διαγραµµάτων )(

/2

a

mC , I=a , ΙΙ, ΙΙΙ και IV, η επιλογή της αρχικής 

κατάστασης έγινε ώστε το αντίστοιχο διάγραµµα να δίνει ένδειξη εκτός ελέγχου διεργασίας 

και για τους αρχικούς σχηµατισµούς. Οι αρχικοί σχηµατισµοί των διαγραµµάτων )(

/2

a

mC , 

I=a , ΙΙ, ΙΙΙ και IV είναι οι εξής: 

 

∆ιάγραµµα 
)I(

/2 mC , )III(

/2 mC  )II(

/2 mC , )IV(

/2 mC  

Αρχικοί Σχηµατισµοί }1000,,001,01,1{
2

321KK
−m

 }2111,,112,12,2{
2

321KK
−m

 

 

Για την περίπτωση των διαγραµµάτων )(

/

a

mmC , I=a , ΙΙ, ΙΙΙ και IV, η επιλογή της αρχικής 

κατάστασης είναι αντίστοιχη της πρότασης των Lucas and Crosier (1982) για την επιλογή 

της αρχικής τιµής του συσσωρευµένου αθροίσµατος σε ένα διάγραµµα τύπου CUSUM. Πιο 

συγκεκριµένα οι Lucas and Crosier (1982) πρότειναν για τα διαγράµµατα τύπου CUSUM ως 

αρχική τιµή την 2/0 HS =  (δείτε Παράγραφο 1.8.2) ώστε αν η διεργασία δεν έχει επανέλθει 

εντός ελέγχου µετά τις πρώτες διορθωτικές ενέργειες, τότε το διάγραµµα να δώσει το 

συντοµότερο δυνατό ένδειξη εκτός ελέγχου διεργασίας ( HSt >+  ή HSt <− ). Η τιµή αυτή 

επιλέχθηκε προκειµένου να υπάρχει µια ισορροπία µεταξύ της αύξησης της ευαισθησίας του 

διαγράµµατος και της αύξησης στο ποσοστό των εσφαλµένων συναγερµών. Ανάλογο είναι 

το σκεπτικό και στην περίπτωση των )(

/

a

mmC , ( I=a , ΙΙ, ΙΙΙ και IV) διαγραµµάτων ελέγχου µε 

κανόνες ροών, όπου το µήκος του σχηµατισµού που αντιστοιχεί στην ένδειξη εκτός ελέγχου 

διεργασίας εµπεριέχει πληροφορία αντίστοιχη µε το συσσωρευµένο άθροισµα tS  των ίδιων 
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παρατηρήσεων. Έτσι ας θεωρήσουµε για παράδειγµα ένα διάγραµµα ελέγχου το οποίο δίνει 

ένδειξη εκτός ελέγχου διεργασίας όταν εµφανιστούν πάνω από το άνω όριο ελέγχου 4 

συνεχόµενα σηµεία. Η ενσωµάτωση του χαρακτηριστικού FIR οδηγεί σε επανεκκίνηση του 

διαγράµµατος όταν έχουν ήδη εµφανιστεί 2 συνεχόµενα σηµεία πάνω από το άνω όριο 

ελέγχου και έτσι το νέο διάγραµµα να δίνει ένδειξη εκτός ελέγχου διεργασίας πιο σύντοµα. 

Για περισσότερες λεπτοµέρειες δείτε Lucas and Crosier (1982) και Lucas and Saccucci 

(1990). 

Στα διαγράµµατα ελέγχου )(

4/3

aC , )(

5/3

aC , )(

5/4

aC , ( I=a , ΙΙ, ΙΙΙ και IV), για την αρχική 

κατάσταση του διαγράµµατος θεωρούµε ότι έχουν εµφανιστεί το πολύ τα µισά σε αριθµό 

σηµεία σε σχέση µε το συνολικό µήκος m  του σχηµατισµού. Στη 2
η
 στήλη του επόµενου 

πίνακα δίνεται η αρχική κατάσταση για τη Μαρκοβιανή αλυσίδα που περιγράφει την εξέλιξη 

του αντίστοιχου διαγράµµατος ελέγχου (δείτε Παράγραφο 4.3.1-4.3.4) καθώς και τη γενική 

µορφή του διανύσµατος FIRα . Σηµειώνεται ότι το διάνυσµα FIRα  προκύπτει από το διάνυσµα 

αρχικών πιθανοτήτων FIRπ  παραλείποντας τη συνιστώσα που αντιστοιχεί στην 

απορροφητική κατάσταση της αλυσίδας. 



 168 

 

Πίνακας 4.7. Επιλογή του διανύσµατος αρχικών πιθανοτήτων για τη µέθοδο FIR 

Τύπος διαγράµµατος Περιοχή του διαγράµµατος ∆ιάνυσµα 1α  

)(

/

a

mrC , III,I=a    

I=a , 







=

≠




 +=+
= +

2,

2,1
2

,

1

)(

0

2110

mp

m
m

rpp

a

r
FIR

e

ee
α  

)(

/

a

mmC  





 +1
2

m
 συνεχόµενα σηµεία στην Περιοχή 1 

όπου [ ]x : είναι το ακέραιο µέρος του x  
III=a , 







=

≠




 +=+
= +

2,

2,1
2

,γ

10

2110

m

m
m

rr
FIR

eγ

eγe
α  

I=a , 30eα pFIR =  
)(

/2

a

mC  1 σηµείο στην Περιοχή 1 
III=a , 30γ eα =FIR  

I=a , 4=m : ]0,0,,,0,0[ 01 ppFIR =α  

III=a , 4=m : ]0,0,γ,γ,0,0[ 01=FIRα  

I=a , 5=m : ]0,0,0,0,0,0,,,0,0[ 01 ppFIR =α  

)(

/3

a

mC , 5,4=m  1 σηµείο στην Περιοχή 1 

III=a , 5=m : ]0,0,0,0,0,0,γ,γ,0,0[ 01=FIRα  

I=a , ]0,0,,0,0,0,,0,0,0[ 01 ppFIR =α  
)(

5/4

aC  2 συνεχόµενα σηµεία στην Περιοχή 1 
III=a , ]0,0,γ,0,0,0,γ,0,0,0[ 01=FIRα  
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Πίνακας 4.7. (συνέχεια) 

Τύπος 

διαγράµµατος 

Περιοχή του 

διαγράµµατος 
∆ιάνυσµα 1α  

)(

/

a

mrC , IV,II=a    

II=a , 3110 ff eeα +=FIR  
)(

/2

a

mC  
1 σηµείο στην 

Περιοχή 2 IV=a , 3110 bb eeα +=FIR  

II=a , 4=m : ]0,0,f,f,0,f[ 120=FIRα  

IV=a , 4=m : ]0,0,b,b,0,b[ 120=FIRα  

II=a , 5=m : 

]0,0,0,0,0,0,f,f,0,f[ 120=FIRα  

)(

/3

a

mC , 5,4=m  
1 σηµείο στην 

Περιοχή 2 

IV=a , 5=m : 

]0,0,0,0,0,0,b,b,0,b[ 120=FIRα  

II=a , ]0,0,f,0,0,0,f,0,0,f[ 120=FIRα  
)(

5/4

aC  
2 συνεχόµενα σηµεία 

στην Περιοχή 2 IV=a , ]0,0,b,0,0,0,b,0,0,b[ 120=FIRα  

 

Στους δύο ακόλουθους πίνακες δίνεται η απόδοση των προτεινόµενων µονόπλευρων 

διαγραµµάτων ελέγχου τύπου )(

/

a

mrC  (δείτε Πίνακες 4.5 και 4.6) στα οποία έχουµε 

ενσωµατώσει τη µέθοδο FIR. Όλα τα διαγράµµατα έχουν το ίδιο εντός ελέγχου 

4.370in =ARL  και το µέγεθος του δείγµατος είναι 5=n . Επιπλέον δίνεται η απόδοση του 

συνθετικού διαγράµµατος (στήλη «Syn – S») µε τιµή της παραµέτρου m  ίση µε 5. Επιλέξαµε 

τη συγκεκριµένη τιµή για την παράµετρο του συνθετικού διαγράµµατος ώστε όλοι οι 

σχηµατισµοί που δίνουν ένδειξη εκτός ελέγχου διεργασίας να έχουν το ίδιο µήκος m. Για την 

ανάπτυξη του συνθετικού διαγράµµατος ελέγχου απαιτείται ο προσδιορισµός µόνο ενός 

ορίου ελέγχου το οποίο δίνεται στην πρώτη γραµµή κάθε πίνακα µαζί µε τις τιµές των 

εσωτερικών ορίου ελέγχου για τα υπόλοιπα διαγράµµατα. Σε όλους τους υπολογισµούς για 

την εύρεση των ορίων ελέγχου κάθε διαγράµµατος υποθέσαµε ότι η τιµή της εντός ελέγχου 

τυπικής απόκλισης είναι 10 =σ . Έτσι οι τιµές των εξωτερικών ορίων ελέγχου είναι 2.328 για 

το άνω εξωτερικό όριο ελέγχου και 0.104 για το κάτω εξωτερικό όριο ελέγχου ενώ η τιµή της 

διαµέσου είναι 0.916, για τα διαγράµµατα που είναι απαραίτητη η χρησιµοποίησή τους. 
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Πίνακας 4.8. Άνω µονόπλευρα διαγράµµατα µε FIR 

UICL 1.600 1.439 1.659 

ρ 
)III(

5/3C  )IV(

5/2C  Syn-S, m = 5 

1.00 370.40 370.40 370.40 

1.10 80.81 78.94 79.12 

1.20 28.40 26.08 26.31 

1.30 13.68 11.75 11.92 

1.40 8.15 6.60 6.71 

1.50 5.61 4.34 4.42 

1.60 4.26 3.19 3.25 

1.70 3.47 2.53 2.58 

1.80 2.95 2.13 2.17 

1.90 2.60 1.86 1.90 

2.00 2.35 1.68 1.71 

 

Πίνακας 4.9. Κάτω µονόπλευρα διαγράµµατα µε FIR 

LICL 0.768 0.648 0.611 0.534 0.541 0.399 0.367 

ρ 
)I(

5/5C  )II(

5/4C  )III(

5/4C  )II(

5/3C  )IV(

4/3C  )IV(

3/2C  Syn-S, m = 5 

1.00 370.40 370.40 370.40 370.40 370.40 370.40 370.40 

0.90 113.56 111.61 124.38 126.43 138.99 169.73 175.60 

0.80 37.04 34.32 40.94 43.09 50.59 72.80 78.52 

0.70 13.64 11.48 14.05 15.51 18.72 29.52 33.10 

0.60 6.15 4.64 5.53 6.39 7.53 11.58 13.29 

0.50 3.71 2.60 2.87 3.32 3.62 4.60 5.27 

0.40 3.06 2.08 2.12 2.31 2.32 2.02 2.27 

0.30 3.00 2.00 1.98 2.03 2.00 1.17 1.26 

0.20 3.00 2.00 1.90 2.00 1.90 1.00 1.01 

0.10 3.00 2.00 1.36 2.00 1.36 1.00 1.00 

 

Από την ενσωµάτωση του χαρακτηριστικού FIR προκύπτει ότι για την περίπτωση 

παρακολούθησης αυξήσεων στην τυπική απόκλιση της διεργασίας, το διάγραµµα )IV(

5/2C  και 
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το συνθετικό διάγραµµα Syn – S των Huang and Chen (2005) έχουν σχεδόν ίδια απόδοση 

αφού οι διαφοροποιήσεις στις τιµές του outARL  είναι ανεπαίσθητες. Τα δύο αυτά 

διαγράµµατα έχουν οµοιόµορφα καλύτερη απόδοση έναντι του )III(

5/3C  το οποίο ήταν το πλέον 

ευαίσθητο στην ανίχνευση µικρών αυξήσεων στην τυπική απόκλιση της διεργασίας. Έτσι, 

είτε το συνθετικό διάγραµµα Syn – S για 5=m  είτε το διάγραµµα )IV(

5/2C  µπορεί να 

χρησιµοποιηθεί για την ανίχνευση αυξήσεων. 

Για την ανίχνευση µειώσεων στην τυπική απόκλιση της διεργασίας µε σκοπό την 

ανίχνευση βελτίωσης της διεργασίας, βλέπουµε ότι το συνθετικό διάγραµµα Syn – S των 

Huang and Chen (2005) δεν είναι το καλύτερο, χρησιµοποιώντας πάντα ως µέτρο σύγκρισης 

το ARL . Από τον Πίνακα 4.9 είναι εµφανές ότι π.χ., το διάγραµµα )IV(

3/2C  µε χρήση της 

µεθόδου FIR έχει οµοιόµορφα καλύτερη απόδοση έναντι του συνθετικού διαγράµµατος ενώ 

επιπλέον για µετατοπίσεις στο εύρος 15.0 <≤ ρ  το διάγραµµα )III(

5/4C  είναι το πλέον 

ευαίσθητο. 

Συµπερασµατικά µπορούµε να πούµε ότι η χρήση του χαρακτηριστικού FIR στα 

διαγράµµατα ελέγχου µε κανόνες ροών βελτιώνει ακόµη περισσότερο την ευαισθησία τους 

στην ανίχνευση µικρών µετατοπίσεων στην τυπική απόκλιση της διεργασίας και 

λαµβάνοντας υπόψη την ευκολία στην ανάπτυξή τους, συστήνουµε τη χρήση τους στην 

πράξη. 

Πριν κλείσουµε την παρούσα παράγραφο αξίζει να αναφέρουµε πως το διάγραµµα Syn – S 

για 5=m  επιλέχθηκε ώστε το µήκος όλων των σχηµατισµών που εφαρµόζονται στα 

αντίστοιχα διαγράµµατα να είναι το πολύ 5. Οι Chen and Huang (2005) και οι Huang and 

Chen (2005) έδωσαν πίνακες µε τα βέλτιστα συνθετικά διαγράµµατα για τη διασπορά για 

µέγεθος δείγµατος 5=n , 10, 15, 20 και 200in =ARL , 370, 500, 1000 προσδιορίζοντας την 

τιµή του m  και την τιµή του ορίου ελέγχου ώστε για δεδοµένη µετατόπιση ρ το διάγραµµα 

να δίνει την ελάχιστη τιµή outARL . Για περισσότερες λεπτοµέρειες ο ενδιαφερόµενος 

αναγνώστης παραπέµπεται στις εργασίες των Chen and Huang (2005) και Huang and Chen 

(2005). 
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4.6 ∆ίπλευρα ∆ιαγράµµατα Ελέγχου Παρακολούθησης της ∆ιασποράς 

 

Ένα δίπλευρο διάγραµµα ελέγχου είναι προτιµότερο από ένα ή δύο µονόπλευρα αφού 

επιτρέπει ταυτόχρονα, όταν είναι σωστά σχεδιασµένο, την ανίχνευση αυξήσεων και 

µειώσεων στη διασπορά της διεργασίας. Στη συνέχεια παρουσιάζουµε κάποια δίπλευρα 

διαγράµµατα ελέγχου τα οποία και θα συγκρίνουµε µεταξύ τους. Στα διαγράµµατα αυτά 

εφαρµόζουµε τους κανόνες του Κεφαλαίου 3, ενώ εξετάζουµε και την απόδοση ενός ακόµα 

διαγράµµατος ελέγχου στο οποίο χρησιµοποιούνται µη-συµµετρικά όρια ελέγχου. 

 

4.6.1 ∆ίπλευρα r–από–m ∆ιαγράµµατα Ελέγχου για τη ∆ιασπορά 

 

Σε αυτή την παράγραφο θα εξετάσουµε την απόδοση διαγραµµάτων ελέγχου mr / , 

mrM /: , mrI /:  και mR /: , 52 ≤≤≤ mr  (δείτε Κεφάλαιο 3) στην περίπτωση που µας 

ενδιαφέρει να παρακολουθήσουµε τη διασπορά της διεργασίας. Αυτό που αλλάζει είναι η 

κατανοµή της απεικονιζόµενη στατιστική συνάρτηση και η κατανοµή της (δειγµατική τυπική 

απόκλιση) και εποµένως τα αποτελέσµατα που παρουσιάστηκαν στο Κεφάλαιο 3 απαιτούν 

κατάλληλη τροποποίηση. ∆ιατηρούµε τους ίδιους συµβολισµούς και όπου υπάρχει 

διαφοροποίηση αυτή θα τονίζεται. 

Ειδικότερα, στο διάγραµµα mr /  ορίζονται τρεις περιοχές, η Περιοχή 1 ( 1Π ) που είναι η 

περιοχή πάνω από το άνω όριο ελέγχου UCL , η Περιοχή 2 ( 2Π ) που είναι η περιοχή κάτω 

από το κάτω όριο ελέγχου LCL  και η Περιοχή 0 ( 0Π ) που είναι η περιοχή µεταξύ του άνω 

και του κάτω ορίου ελέγχου. Η πιθανότητα εµφάνισης ενός απεικονιζόµενου σηµείου του 

διαγράµµατος σε καθεµία από τις τρεις περιοχές του διαγράµµατος 1Π , 2Π , 0Π  θα 

συµβολίζεται αντίστοιχα µε )(1 ρp , )(2 ρp , )(0 ρp  και θα δίνεται από τις σχέσεις 
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Για το mrM /:  διάγραµµα η πιθανότητα εµφάνισης ενός σηµείου στις τέσσερις περιοχές 

του διαγράµµατος (δείτε Παραγράφους 3.5, 3.6) θα συµβολίζεται µε )(1 ρp , )(2 ρp , )(3 ρp , 

)(4 ρp  και θα δίνεται από τις σχέσεις 
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Στα διαγράµµατα mrI /:  και mrR /:  υπάρχουν επιπλέον εξωτερικά όρια ελέγχου άνω 

και κάτω τα οποία συµβολίζονται ως UOCL  και LOCL , αντίστοιχα. Τα εσωτερικά όρια 

ελέγχου άνω και κάτω συµβολίζονται ως UICL  και LICL , αντίστοιχα. Έτσι, στο διάγραµµα 

mrI /:  ορίζονται τέσσερις περιοχές, η Περιοχή 1 ( 1Π ) που είναι η περιοχή µεταξύ του άνω 

εξωτερικού ορίου ελέγχου UOCL  και του άνω εσωτερικού ορίου ελέγχου UICL , η Περιοχή 

2 ( 2Π ) που είναι η περιοχή µεταξύ του άνω εσωτερικού ορίου ελέγχου UICL  και του κάτω 

εσωτερικού ορίου ελέγχου LICL , η Περιοχή 3 ( 3Π ) που είναι η περιοχή µεταξύ του κάτω 

εξωτερικού ορίου ελέγχου LOCL  και του κάτω εσωτερικού ορίου ελέγχου LICL  και η 

Περιοχή 4 ( 4Π ) που είναι η περιοχή εκτός των εξωτερικών ορίων ελέγχου. Η πιθανότητα 

εµφάνισης ενός απεικονιζόµενου σηµείου του διαγράµµατος σε καθεµία από τις τέσσερις 

περιοχές του διαγράµµατος 1Π , 2Π , 3Π , 4Π  θα συµβολίζεται αντίστοιχα µε )(1 ρp , )(2 ρp , 

)(3 ρp , )(4 ρp  και θα δίνεται από τις σχέσεις  
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Στο mrR /:  διάγραµµα ελέγχου η πιθανότητα εµφάνισης ενός σηµείου στις πέντε 

περιοχές του διαγράµµατος (δείτε Παράγραφο 3.10) θα συµβολίζεται µε )(1 ρp , )(2 ρp , 

)(3 ρp , )(4 ρp , )(4 ρp  και θα δίνεται από τις σχέσεις 
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Τα παραπάνω δίπλευρα διαγράµµατα ελέγχου τα συγκρίνουµε πέραν από το σύνηθες 

δίπλευρο S  διάγραµµα ελέγχου µε όρια πιθανότητας, και µε το διάγραµµα )(≠S  το οποίο 

προτάθηκε από τον Klein (2000b). Το διάγραµµα αυτό χρησιµοποιεί άνισα όρια πιθανότητας 

τα οποία υπολογίζονται χρησιµοποιώντας την κατανοµή της δειγµατικής τυπικής απόκλισης 

(σχέση (4.1)). Θυµίζουµε ότι η συνήθης πρακτική για την κατασκευή ενός διαγράµµατος S  

µε όρια πιθανότητας έτσι ώστε το ποσοστό των εσφαλµένων συναγερµών να είναι ίσο µε a , 

είναι η χρησιµοποίηση ορίων ελέγχου που βασίζονται σε ίσες πιθανότητες ουράς και 

δίνονται από τους τύπους 

1

2

2/;1

0 −
= −

n
UCL

anχσ ,   
1

2

2/1;1

0 −
= −−

n
LCL

anχσ . 

Στο διάγραµµα )(≠S , τα όρια που χρησιµοποιούνται δίνονται από τους τύπους  

1

2

;1

0 −
= −

n
UCL

n βχ
σ ,   

1

2

1;1

0 −
= −−

n
LCL

n γχ
σ  

µε 1,0 << γβ  και γβ +=a . ∆εδοµένου του ότι δεν υπάρχει µοναδικό ζεύγος τιµών β  και 

γ  έτσι ώστε το ποσοστό των εσφαλµένων συναγερµών να είναι ίσο µε a , η επιλογή των 

τιµών τους γίνεται βάσει των επόµενων δύο συνθηκών Σ1 και Σ2: 

Σ1. Η µέγιστη τιµή του ARL  ως συνάρτηση του ρ να επιτυγχάνεται για 1=ρ  (εντός 

ελέγχου διεργασία), και 

Σ2. Οι τιµές του outARL  για 01.1=ρ  και 99.0=ρ  να είναι σχεδόν ίσες και ταυτόχρονα 

µικρότερες από την τιµή του inARL . 
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Στον επόµενο πίνακα δίνονται τιµές του ARL για τα δίπλευρα διαγράµµατα 

παρακολούθησης της διασποράς mr /  και mrM /:  για µετατοπίσεις 0.2)1.0(1.0=ρ . Το 

εντός ελέγχου µέσο µήκος ροής είναι ίσο µε 370.4 ενώ το µέγεθος δείγµατος είναι ίσο µε 

=n 5. Για τον υπολογισµό των ορίων ελέγχου ακολουθήθηκαν τα διακριτά βήµατα της 

αλγοριθµικής περιγραφής για την ανάπτυξη των διαγραµµάτων mr /  και mrM /:  

(Παράγραφος 3.7) ενώ ως κεντρική γραµµή του διαγράµµατος mrM /:  χρησιµοποιήθηκε η 

τιµή MDLCL = . Αναφέρουµε επίσης ότι στους υπολογισµούς των ορίων ελέγχου σε καθένα 

από τα διαγράµµατα ελέγχου έχουµε υποθέσει ότι η εντός ελέγχου τυπική απόκλιση 0σ  είναι 

ίση µε 1. 
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Πίνακας 4.10: Απόδοση των mr /  και mrM /:  διαγραµµάτων ελέγχου για την παρακολούθηση της διασποράς ( 5,4.370in == nARL ) 

 S S (≠) 2/2 M:2/3 2/3 3/3 M:2/4 2/4 M:3/4 3/4 4/4 M:2/5 2/5 M:3/5 3/5 M:4/5 4/5 5/5 

UCL 1.265 2.242 1.596 1.631 1.656 1.362 1.643 1.690 1.407 1.439 1.220 1.648 1.714 1.425 1.483 1.265 1.301 1.120 

MDL    0.916   0.916  0.916   0.916  0.916  0.916   

LCL 0.610 0.185 0.389 0.369 0.355 0.538 0.362 0.337 0.507 0.486 0.645 0.359 0.325 0.495 0.457 0.610 0.582 0.727 

ρ                   

0.10 1.0 1.0 2.0 2.0 2.0 3.0 2.0 2.0 3.0 3.0 4.0 2.0 2.0 3.0 3.0 4.0 4.0 5.0 

0.20 2.6 2.0 2.0 2.0 2.0 3.0 2.0 2.1 3.0 3.0 4.0 2.0 2.1 3.0 3.0 4.0 4.0 5.0 

0.30 8.5 5.7 2.6 2.5 2.7 3.1 2.6 2.8 3.1 3.1 4.0 2.6 3.0 3.1 3.2 4.0 4.0 5.0 

0.40 22.8 14.5 4.9 4.6 5.1 3.9 4.4 5.4 3.8 4.0 4.4 4.3 5.7 3.7 4.2 4.3 4.4 5.2 

0.50 51.4 32.1 11.6 10.1 11.9 7.0 9.2 12.3 6.1 7.0 6.2 8.7 12.8 5.8 7.3 5.6 6.1 6.4 

0.60 102.2 63.1 28.6 24.0 28.8 15.6 21.3 29.4 12.9 15.5 11.9 19.5 30.3 11.5 15.9 10.0 11.6 10.7 

0.70 184.5 113.1 69.4 58.7 69.5 39.8 52.0 70.1 32.4 39.2 28.8 47.6 71.2 28.3 39.4 23.4 27.8 23.8 

0.80 308.2 188.7 161.1 142.1 160.7 106.7 129.7 161.1 90.1 104.6 80.6 121.4 162.5 80.1 104.2 67.5 77.9 66.6 

0.90 445.8 293.3 333.8 316.3 336.1 270.9 303.8 337.5 250.6 271.0 232.4 295.2 339.5 236.3 271.0 212.5 230.2 206.8 
0.95 451.0 345.4 403.6 399.2 409.4 369.7 394.8 412.7 362.6 375.5 345.2 391.4 415.1 356.1 378.6 336.6 349.8 326.7 
0.99 392.0 369.2 386.4 387.2 388.5 381.6 387.3 389.7 382.5 384.5 377.7 387.3 390.5 382.6 386.2 378.4 380.8 374.5 

1.00 370.4 370.4 370.4 370.4 370.4 370.4 370.4 370.4 370.4 370.4 370.4 370.4 370.4 370.4 370.4 370.4 370.4 370.4 

1.01 347.4 369.2 351.0 349.5 348.7 354.5 349.0 347.3 352.5 351.0 357.4 348.7 346.5 351.7 349.1 355.4 353.5 359.9 

1.05 253.5 339.6 258.9 249.7 248.3 266.1 245.4 242.7 253.3 250.3 272.9 243.0 239.4 247.0 241.6 259.2 254.0 279.2 

1.10 159.6 261.6 160.1 147.1 146.8 164.8 141.1 140.3 147.3 145.4 170.2 137.7 136.6 139.0 135.5 151.3 146.9 175.5 

1.20 64.5 117.7 63.4 54.6 54.9 66.1 50.8 51.2 54.7 54.0 69.6 48.7 49.3 49.9 48.6 57.3 55.1 73.0 

1.30 60.5 52.9 30.6 26.7 25.9 32.9 23.7 24.1 26.5 26.1 35.6 22.7 23.2 24.1 23.4 28.6 27.4 38.2 

1.40 16.8 27.1 17.7 14.7 15.0 19.7 13.6 13.9 15.8 15.6 21.8 13.1 13.5 14.5 14.1 17.6 16.8 24.0 

1.50 10.5 15.8 11.6 9.7 9.9 13.4 9.1 9.3 10.9 10.7 15.3 8.8 9.1 10.1 9.8 12.5 11.9 17.1 

1.60 7.2 10.3 8.4 7.2 7.2 10.0 6.8 6.9 8.3 8.2 11.7 6.6 6.8 7.8 7.6 9.7 9.3 13.3 

1.70 5.3 7.2 6.6 5.7 5.7 8.04 5.4 5.5 6.8 6.7 9.5 5.3 5.4 6.4 6.3 8.1 7.7 11.0 

1.80 4.2 5.4 5.4 4.7 4.7 6.8 4.5 4.6 5.8 5.7 8.2 4.4 4. 6 5.6 5.4 7.0 6.7 9.5 

1.90 3.4 4.3 4.6 4.1 4.1 5.9 3.9 4.0 5.1 5.1 7.2 3.9 4.0 5.0 4.9 6.3 6.1 8.5 

2.00 2.9 3.5 4.0 3.6 3.6 5.3 3.5 3.6 4.7 4.6 6.5 3.5 3.6 4.6 4.5 5.8 5.6 7.8 
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Από τον Πίνακα 4.10 προκύπτει ότι τα διαγράµµατα ελέγχου mr / , mrM /:  βελτιώνουν 

την απόδοση του διαγράµµατος S  για εύρος τιµών του ρ  στο διάστηµα ]7.1,4.0[  και κυρίως 

συµβάλουν στη συντοµότερη ανίχνευση µειώσεων στη διασπορά, δηλαδή στην ανίχνευση 

βελτίωσης της διεργασίας. Παρατηρούµε επίσης πως η απόδοση των διαγραµµάτων, µε 

εξαίρεση το S (≠), δεν είναι αµερόληπτη αφού για 19.0 << ρ  το αντίστοιχο outARL  είναι 

µεγαλύτερο από το inARL . 

Αυτό που είναι επίσης εµφανές είναι ότι η απόδοση των διαγραµµάτων του Πίνακα 4.10 

τείνει να γίνει αµερόληπτη καθώς αυξάνει η τιµή του r του κανόνα r-από-m που εφαρµόζεται 

στις δύο πλευρές του διαγράµµατος. Από εκτεταµένες αριθµητικές συγκρίσεις που έγιναν για 

διάφορα µεγέθη δείγµατος προκύπτει ότι αυτή η συµπεριφορά δεν αλλάζει καθώς αυξάνει το 

µέγεθος δείγµατος n . Ένας κανόνας µε µεγάλη τιµή για το r θα ήταν ιδιαιτέρως χρήσιµος 

εάν υπάρχει ανάγκη ανίχνευσης µικρών µετατοπίσεων της διασποράς αφού για µεσαίες και 

µεγαλύτερες µετατοπίσεις καθυστερεί εµφανώς να δώσει ένδειξη εκτός ελέγχου διεργασίας. 

Σχετικά µε την απόδοση ενός mr /  διαγράµµατος σε σύγκριση µε το αντίστοιχο mrM /:  

παρατηρούµε ότι το διάγραµµα mr /  µε mr <<2  είναι οµοιόµορφα καλύτερο του 

αντίστοιχου mrM /:  στην ανίχνευση αυξήσεων στη διασπορά ενώ το mrM /:  διάγραµµα 

είναι καλύτερο από το αντίστοιχο mr /  στην ανίχνευση µειώσεων στη διασπορά. Μεταξύ 

των διαγραµµάτων mr /  και mrM /:  δεν υπάρχει κάποιο που να είναι οµοιόµορφα 

καλύτερο σε όλο το εύρος των µετατοπίσεων της διασποράς της διεργασίας. 

Στον επόµενο πίνακα δίνονται τα καταλληλότερα διαγράµµατα ελέγχου βάσει της 

µικρότερης τιµής του outARL . 
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Πίνακας 4.11: Επιλογή δίπλευρου διαγράµµατος µεταξύ των r/m, Μ : r/m για την 

παρακολούθηση της διασποράς, (ARLin = 370.4, n = 5) 

ρ S  διάγραµµα Προτεινόµενο διάγραµµα 

0.10 1.03 1.01 

0.20 2.62 1.01 
)(≠S  

0.30 8.49 2.53 3/2:M  

0.40 22.75 3.74 5/3:M  

0.50 51.40 5.59 

0.60 102.16 9.95 

0.70 184.45 23.41 

5/4:M  

0.80 308.15 66.58 

0.90 445.75 206.75 
5/5 

1.10 159.56 135.54 

1.20 64.45 48.62 
3/5 

1.30 60.46 22.66 

1.40 16.82 13.11 

1.50 10.51 8.81 

1.60 7.22 6.57 

1.70 5.33 5.27 

5/2:M  

Στη συνέχεια προχωρούµε σε µια συγκριτική µελέτη µεταξύ των διαγραµµάτων mrI /:  

και mrR /:  για την παρακολούθηση της διασποράς, αντίστοιχη µε αυτή του Κεφαλαίου 3. 

Σε αυτά τα διαγράµµατα χρησιµοποιείται και ένα ζεύγος εξωτερικών ορίων οι τιµές των 

οποίων αποφασίστηκε να προεπιλέγονται κάθε φορά ώστε να απαιτείται µόνο ο 

προσδιορισµός των τιµών για τα εσωτερικά όρια ελέγχου προκειµένου τα διαγράµµατα να 

έχουν δεδοµένη τιµή για το inARL . 

Για τις τιµές των εξωτερικών ορίων ελέγχου θα χρησιµοποιήσουµε όρια πιθανότητας. Πιο 

συγκεκριµένα ας συµβολίσουµε ως 
X

UOCL  το άνω εξωτερικό όριο ελέγχου του 

διαγράµµατος mrR /:  (ή mrI /: ) για την παρακολούθηση της µέσης τιµής και µε SUOCL  

και SLOCL  το άνω και το κάτω εξωτερικό όριο ελέγχου αντίστοιχα για το mrR /:  (ή 

mrI /: ) διάγραµµα παρακολούθησης της διασποράς, και έστω p  η πιθανότητα 

))1,0(~|Pr( NZUOCLZp
X

>= . 
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Τότε για τα εξωτερικά όρια ελέγχου του mrR /:  (ή mrI /: ) διαγράµµατος για την 

παρακολούθηση της διασποράς προτείνεται να ικανοποιούν τη συνθήκη 

)1|Pr()1|Pr( =≤==>= ρρ SS LOCLSUOCLSp . 

Από τις παραπάνω σχέσεις έπεται ότι τα εξωτερικά όρια ελέγχου για τα διαγράµµατα 

mrI /:  και mrR /:  για την παρακολούθηση της διασποράς υπολογίζονται από τις σχέσεις 

1

2

;1

0 −
= −

n
UOCL

pn

S

χ
σ ,   

1

2

1;1

0 −
= −−

n
LOCL

pn

S

χ
σ . 

Στον Πίνακα 4.12 δίνονται τις τιµές των εξωτερικών ορίων που χρησιµοποιήσαµε στη 

µελέτη για την απόδοση των διαγραµµάτων για 5=n , ARLin=370.4 και 

8.3)1.0(4.3=
X

UOCL . Για τον υπολογισµό των τιµών των ορίων ελέγχου των εν λόγω 

διαγραµµάτων έχουµε υποθέσει ότι 10 =σ . Οι τιµές των εξωτερικών ορίων ελέγχου για τα 

διαγράµµατα mrI /:  και mrR /:  για την παρακολούθηση της µέσης τιµής ταυτίζονται µε 

τις αντίστοιχες τιµές που χρησιµοποιήθηκαν στην Παράγραφο 3.10. Η λογική της επιλογής 

των συγκεκριµένων τιµών απορρέει από το γεγονός ότι η πιθανότητα εµφάνισης ενός 

σηµείου εκτός των εξωτερικών ορίων ελέγχου σε ένα διάγραµµα ελέγχου mrR /:  (ή 

mrI /: ) είναι η ίδια, είτε το διάγραµµα χρησιµοποιείται για την ανίχνευση µετατοπίσεων 

στο µέσο της διεργασίας είτε στην ανίχνευση µετατοπίσεων στην τυπική απόκλιση της 

διεργασίας. Έτσι η εφαρµογή και η ερµηνεία ενός διαγράµµατος ελέγχου mrR /:  (ή 

mrI /: ) είναι άµεση. Επιπλέον σε πολλές πρακτικές εφαρµογές δεν είναι γνωστή η 

µετατόπιση που επιθυµούµε να ανιχνεύσουµε. Ειδικότερα στην περίπτωση παρακολούθησης 

της διασποράς πρέπει επιπλέον να αποφασίσουµε αν µας ενδιαφέρει να ανιχνεύσουµε 

αύξηση ή µείωση στην τυπική απόκλιση της διεργασίας. Για το λόγο αυτό αλλά και επειδή 

δεν µας ενδιαφέρει η εύρεση του βέλτιστου διαγράµµατος ελέγχου µεταξύ των 

διαγραµµάτων mrR /:  και mrI /:  αλλά η σύγκριση της απόδοσης µεταξύ των 

διαφορετικών r -από-m  κανόνων αποφασίσαµε οι τιµές των εξωτερικών ορίων ελέγχου να 

προεπιλέγονται. 
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Πίνακας 4.12: Επιλογή των εξωτερικών ορίων ελέγχου 

για τα διαγράµµατα I : r / m και R : r / m. 

X
UOCL  p  

SLOCL  SUOCL  

3.4 0.00034 0.114 2.284 

3.5 0.00023 0.104 2.328 

3.6 0.00016 0.095 2.372 

3.7 0.00011 0.086 2.416 

3.8 0.00007 0.078 2.460 

Στη συνέχεια δίνουµε δύο συγκεντρωτικούς πίνακες, έναν µε την απόδοση των καλύτερων 

διαγραµµάτων (Πίνακας 4.13) και ένα (Πίνακας 4.14) για την επιλογή του καταλληλότερου 

διαγράµµατος ανίχνευσης δεδοµένης µετατόπισης στη διασπορά της διεργασίας. Οι πλήρεις 

πίνακες δίνονται στο Παράρτηµα Π.10. Η απόδοση των διαγραµµάτων mrI /:  και mrR /:  

υπολογίζεται για µετατοπίσεις 2)1.0(1.0=ρ . 
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Πίνακας 4.13: Απόδοση των δίπλευρων διαγραµµάτων I : r/m, R : r/m για την 

παρακολούθηση της διασποράς 

 S S (≠) I : 2/2 I : 5/5 I : 3/5 R : 2/3 R : 2/5 R : 3/5 R : 4/5 

UOCL 1.265 2.242 2.284 2.460 2.284 2.460 2.284 2.460 2.460 

UICL   1.621 1.124 1.503 1.635 1.673 1.429 1.269 

MDL      0.916 0.916 0.916 0.916 

LICL   0.374 0.724 0.444 0.366 0.346 0.492 0.607 

LOCL 0.610 0.185 0.114 0.078 0.114 0.078 0.114 0.078  0.078 

ρ          

0.10 1.03 1.01 1.26 2.57 1.33 1.66 1.26 2.10 2.39 

0.20 2.62 1.97 1.88 4.64 2.60 1.98 1.89 2.89 3.78 

0.30 8.49 5.67 2.64 4.92 3.10 2.54 2.63 3.06 3.96 

0.40 22.75 14.54 5.41 5.14 4.34 4.65 4.70 3.76 4.25 

0.50 51.40 32.13 13.18 6.41 7.95 10.31 9.81 5.87 5.63 

0.60 102.16 63.10 33.02 10.81 17.96 24.69 22.58 11.78 10.12 

0.70 184.45 113.10 79.66 24.37 45.56 60.45 55.63 29.07 24.00 

0.80 308.15 188.74 179.91 68.44 119.90 145.66 139.56 82.58 69.47 

0.90 445.75 293.26 356.78 211.87 297.70 321.53 321.56 241.75 217.72 

0.95 450.97 345.39 419.06 332.14 397.35 403.21 408.44 361.08 341.92 

0.99 391.89 369.17 389.55 376.00 389.41 388.12 390.17 383.76 379.77 

1.00 370.40 370.40 370.40 370.40 370.40 370.40 370.40 370.40 370.40 

1.01 347.40 369.20 348.11 358.36 346.49 348.67 346.37 350.60 354.13 

1.05 253.53 339.63 248.27 272.73 234.74 246.37 236.90 243.36 254.43 

1.10 159.56 261.62 147.70 167.14 129.32 143.10 132.31 135.08 145.95 

1.20 64.45 117.73 54.96 65.92 44.78 51.74 45.73 47.25 53.38 

1.30 60.46 52.89 25.31 32.50 20.80 23.80 20.78 22.21 25.68 

1.40 16.82 27.13 14.06 19.14 12.06 13.39 11.74 13.00 15.17 

1.50 10.51 15.84 8.97 12.75 8.10 8.70 7.71 8.81 10.28 

1.60 7.22 10.27 6.33 9.25 5.99 6.26 5.61 6.57 7.63 

1.70 5.33 7.23 4.81 7.13 4.74 4.84 4.38 5.22 6.02 

1.80 4.16 5.42 3.86 5.73 3.92 3.94 3.60 4.34 4.96 

1.90 3.39 4.28 3.23 4.76 3.35 3.34 3.06 3.72 4.21 

2.00 2.87 3.51 2.78 4.04 2.93 2.91 2.68 3.27 3.65 
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Πίνακας 4.14: Επιλογή καταλληλότερου δίπλευρου διαγράµµατος I : r/m, R : r/m για την 

παρακολούθηση της διασποράς 

ρ S ∆ιάγραµµα Προτεινόµενο διάγραµµα 

0.10 1.03 1.01 S (≠) 

0.20 2.62 1.88 I : 2/2 

0.30 8.49 2.54 R : 2/3 

0.40 22.75 3.76 R : 3/5 

0.50 51.40 5.63 

0.60 102.16 10.12 

0.70 184.45 24.00 

R : 4/5 

0.80 308.15 68.44 

0.90 445.75 211.87 
I : 5/5 

1.10 159.56 129.32 

1.20 64.45 44.78 
I : 3/5 

1.30 60.46 20.78 

1.40 16.82 11.74 

1.50 10.51 7.71 

1.60 7.22 5.61 

1.70 5.33 4.38 

1.80 4.16 3.60 

1.90 3.40 3.06 

2.00 2.87 2.68 

R : 2/5 

 

Από τους παραπάνω πίνακες προκύπτει ότι η χρήση ενός εξωτερικού ορίου σε κάθε 

πλευρά του διαγράµµατος που αντιστοιχεί στη χρησιµοποίηση του κανόνα 1-από-1 επιφέρει 

βελτίωση στην ανίχνευση µεγάλων µετατοπίσεων στη διασπορά της διεργασίας αφού 

µειώνεται η τιµή του outARL  έναντι των αντίστοιχων τιµών των διαγραµµάτων ελέγχου mr /  

και mrM /:  (δείτε Πίνακα 4.11). Αξίζει να αναφέρουµε πως τα προτεινόµενα διαγράµµατα 

του Πίνακα 4.14 χρησιµοποιούν τους κανόνες ευαισθητοποίησης των προτεινόµενων 

διαγραµµάτων ελέγχου του Πίνακα 4.11, συνδυάζοντας τους µε τον κανόνα 1-από-1. Η 

βελτίωση που επιτυγχάνεται στην ανίχνευση αυξήσεων στη διασπορά µε χρήση των κανόνων 
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του Πίνακα 4.14 είναι εµφανής έναντι των κανόνων του Πίνακα 4.11 ενώ για τις µειώσεις θα 

λέγαµε ότι τα διαγράµµατα είναι τουλάχιστον ισοδύναµα. 

Καταλήγοντας, παρόλο που τα προτεινόµενα δίπλευρα διαγράµµατα δεν είναι 

αµερόληπτα για 19.0 << ρ , εντούτοις, η µείωση που επιτυγχάνεται στις τιµές του outARL  

για 9.0≤ρ  ή 1>ρ  καθώς και η ευκολία στην ανάπτυξή τους τα καθιστούν ιδιαιτέρως 

ελκυστικά έναντι του συνήθους διαγράµµατος S . 

 

4.7 ∆ίπλευρα ∆ιαγράµµατα Ελέγχου Χωρίς Κάτω Όριο Ελέγχου 

 

Στην παρούσα παράγραφο θα αναπτύξουµε ένα δίπλευρο S  διάγραµµα ελέγχου για µικρά 

µεγέθη δείγµατος. Το διάγραµµα που προτείνουµε διαφέρει από τα δίπλευρα S  διαγράµµατα 

ελέγχου της Παραγράφου 4.6 αφού δε χρησιµοποιείται ο ίδιος κανόνας ανακήρυξης εκτός 

ελέγχου διεργασίας στις δύο πλευρές του διαγράµµατος. Όπως έχουµε ήδη αναφέρει, για 

µεγέθη δείγµατος µικρότερα από 6 ( 5≤n ), το κάτω όριο ελέγχου στο σύνηθες διάγραµµα S  

µε όρια ελέγχου 3σ είναι αρνητικό και έτσι δεν είναι δυνατή η ανίχνευση µειώσεων στο µέσο 

της διεργασίας. Θυµίζουµε πως όταν προκύπτει αρνητικό το κάτω όριο ελέγχου του S  

διαγράµµατος τότε αυτό τίθεται ίσο µε το µηδέν. Ο Acosta-Mejia (1998) πρότεινε αντί της 

χρησιµοποίησης της τιµής 0 για το κάτω όριο ελέγχου όταν αυτό είναι αρνητικό, να 

εφαρµόζεται ο κανόνας του Nelson (1990) για την ανίχνευση µειώσεων στη διασπορά της 

διεργασίας σύµφωνα µε τον οποίο έχουµε ένδειξη βελτίωσης της διεργασίας όταν m  

συνεχόµενα σηµεία βρεθούν κάτω από τη διάµεση γραµµή του διαγράµµατος MDL. Οι 

συνήθεις τιµές για το m  είναι 7 ή 8 ενώ η διάµεση γραµµή ενός S  διαγράµµατος ελέγχου 

υπολογίζεται από τη σχέση (4.6). Το βασικό µειονέκτηµα του συγκεκριµένου διαγράµµατος 

είναι ότι το εντός ελέγχου µέσο µήκος ροής είναι προκαθορισµένο και µάλιστα εξαρτάται 

από την τιµή του m . Το διάγραµµα που προτείνουµε χρησιµοποιεί τον κανόνα των m  

συνεχόµενων σηµείων για την ανίχνευση εκτός ελέγχου διεργασίας. Η ανάπτυξή του γίνεται 

µε τρόπο τέτοιο ώστε το εντός ελέγχου µέσο µήκος ροής του να είναι δεδοµένο.  

Στη συνέχεια θα παρουσιάσουµε το διάγραµµα ελέγχου mm /1/1 −  και θα περιγράψουµε 

τα διακριτά βήµατα που µπορεί κανείς να ακολουθήσει για την ανάπτυξή του. Κατόπιν θα 

δώσουµε τα αποτελέσµατα µελέτης της απόδοσης του mm /1/1 −  διαγράµµατος ελέγχου για 

µέγεθος δείγµατος 5)1(2=n . Σκοπός µας είναι να δούµε ποιοι κανόνες είναι προτιµότερο να 



 184 

χρησιµοποιούνται όταν το κάτω ορίου ελέγχου είναι µηδέν. Επιπλέον, θα εξετάσουµε την 

επίδραση που έχει στο ποσοστό των εσφαλµένων συναγερµών η επιλογή της τιµής του άνω 

ορίου ελέγχου. Θυµίζουµε ότι εκτός από όρια πιθανότητας µπορεί να χρησιµοποιηθεί για 

άνω όριο ελέγχου ενός S  διαγράµµατος η τιµή 0

2

4U4 ))(1)(( σnckncUCL −+=  αν και 

όπως θα δούµε στη συνέχεια επιφέρει αυξηµένο ποσοστό εσφαλµένων συναγερµών. Για 

3U =k  η τιµή αυτή ταυτίζεται µε το άνω όριο ελέγχου ενός S  διαγράµµατος ελέγχου µε 3σ 

όρια (δείτε Παράρτηµα Π.1). 

 

4.7.1 Το ∆ίπλευρο ∆ιάγραµµα Ελέγχου 1/1 – m / m 

 

Στην παρούσα παράγραφο θα αναπτύξουµε ένα δίπλευρο διάγραµµα ελέγχου στο οποίο 

χρησιµοποιούνται δύο κανόνες, ο κλασικός κανόνας 1-από-1 και ένας κανόνας 

ευαισθητοποίησης τύπου m -από-m . Το διάγραµµα θα το συµβολίζουµε ως mm /1/1 − . Για 

την ανάπτυξή του θεωρούµε ένα δίπλευρο διάγραµµα ελέγχου µε ένα άνω όριο ελέγχου UCL  

και ένα κάτω όριο ελέγχου RRL (run rule limit) στο οποίο απεικονίζεται η δειγµατική τυπική 

απόκλιση S . Το mm /1/1 −  διάγραµµα ελέγχου δεν κάνει χρήση κεντρικής γραµµής ενώ για 

τις γραµµές που σχεδιάζονται στο διάγραµµα ισχύει UCLRRL <<0 . 

Το mm /1/1 −  διάγραµµα ελέγχου δίνει ένδειξη εκτός ελέγχου διεργασίας όταν 

(i) ένα σηµείο βρεθεί εκτός του άνω ορίου ελέγχου ή  

(ii) όταν m  συνεχόµενα σηµεία βρεθούν κάτω από το κάτω όριο ελέγχου, 

οτιδήποτε από τα δύο συµβεί συντοµότερα.  

Το mm /1/1 −  διάγραµµα ελέγχου αποτελεί συνδυασµό του κανόνα 1-από-1 ο οποίος 

εφαρµόζεται στο άνω όριο ελέγχου και του κανόνα m -από-m  ο οποίος εφαρµόζεται στο 

κάτω όριο ελέγχου. Έτσι το διάγραµµα δίνει ένδειξη εκτός ελέγχου διεργασίας 

χρησιµοποιώντας διαφορετικό κανόνα στις δύο πλευρές του. Αν συµβεί το ενδεχόµενο που 

περιγράφεται στο (i) τότε έχουµε ένδειξη ότι η τυπική απόκλιση της διεργασίας έχει 

µετατοπιστεί σε υψηλότερο επίπεδο ενώ αν εµφανιστεί ο σχηµατισµός που περιγράφεται στο 

(ii) έχουµε ότι η διεργασία έχει µετατοπιστεί σε χαµηλότερο επίπεδο. 

Στο επόµενο σχήµα δίνεται µια γραφική αναπαράσταση του 1/1-5/5 διαγράµµατος 

ελέγχου το οποίο δίνει ένδειξη εκτός ελέγχου διεργασίας στο σηµείο 6 (κανόνας 1-από-1) και 

στο σηµείο 17 (κανόνας 5-από-5). 
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Σχήµα 4.6. Το διάγραµµα 1/1-5/5 

 

Στο διάγραµµα ορίζουµε τρεις περιοχές, την Περιοχή 2 ( 2Π ) που είναι η περιοχή πάνω 

από το άνω όριο ελέγχου, την Περιοχή 1 ( 1Π ) που είναι η περιοχή µεταξύ του άνω ορίου 

ελέγχου και του κάτω ορίου ελέγχου και την Περιοχή 0 ( 0Π ) που είναι η περιοχή κάτω από 

το κάτω όριο ελέγχου. Η πιθανότητα εµφάνισης ενός απεικονιζόµενου σηµείου του 

διαγράµµατος σε καθεµία από τις περιοχές του διαγράµµατος 0Π , 1Π , 2Π  θα συµβολίζεται 

αντίστοιχα µε )(r0 ρ , )(r1 ρ , )(r2 ρ . Ειδικότερα για 1=ρ  θα χρησιµοποιούµε το συµβολισµό 

00 r)1(r = , 11 r)1(r = , 22 r)1(r = .  

Είναι εύκολο να διαπιστωθεί ότι 
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Για τη µελέτη της κατανοµής του µήκους ροής του διαγράµµατος mm /1/1 −  ορίζουµε 

µια ακολουθία τρίτιµων τυχαίων µεταβλητών tY  µε  
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Οι τυχαίες µεταβλητές tY  αποτελούν µια ακολουθία ανεξάρτητων τρίτιµων δοκιµών µε 

τιµές στο σύνολο {0, 1, 2} και συνάρτηση πιθανότητας 

)(r)2Pr(),(r)1Pr(),(r)0Pr( 210 ρρρ ====== ttt YYY . 

UCL 

RRL 
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Στη συνέχεια θεωρούµε το σύνθετο σχηµατισµό  

}0...00,2{ 321
m

=E  

και ας συµβολίσουµε µε mT ,1  την τυχαία µεταβλητή που εκφράζει το χρόνο αναµονής µέχρι 

την εµφάνιση του E  στην ακολουθία των δοκιµών K,, 21 YY  . Η κατανοµή του µήκους ροής 

του διαγράµµατος ελέγχου mm /1/1 −  συµπίπτει µε την κατανοµή της τυχαίας µεταβλητής 

mT ,1  οπότε για τη µελέτη των χαρακτηριστικών του διαγράµµατος mm /1/1 −  που απορρέουν 

από το µήκος ροής του αρκεί να µελετηθεί ισοδύναµα η τυχαία µεταβλητή mT ,1 . Η µελέτη της 

µπορεί να γίνει µε τη µεθοδολογία της εµφύτευσής της σε Μαρκοβιανή αλυσίδα που 

περιγράφηκε στο Κεφάλαιο 2. 

Το εντός ελέγχου µέσο µήκος ροής ( 1=ρ ) του διαγράµµατος mm /1/1 −  δίνεται από τον 

τύπο (δείτε επίσης Koutras et al. (2006)) 
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=== ρ                                (4.11) 

όπου οι πιθανότητες 0r , 1r  δίνονται από τις σχέσεις 
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Το εκτός ελέγχου µέσο µήκος ροής για οποιαδήποτε µετατόπιση 01 ρσσ =  της τυπικής 

απόκλισης δίνεται από τον τύπο 
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∆οθέντος των ορίων UCL , RRL  είναι δυνατός ο υπολογισµός του εντός ελέγχου µέσου 

µήκους ροής. Αν ακριβώς µια από τις τιµές UCL , RRL  είναι γνωστή τότε ο τύπος (4.11) 

µπορεί να χρησιµοποιηθεί για τον προσδιορισµό της άλλης ώστε η τιµή του εντός ελέγχου 

µέσου µήκους ροής να είναι προκαθορισµένη. Στη συνέχεια θα θεωρούµε ότι η τιµή του 

UCL  είναι προκαθορισµένη και θα υπολογίζουµε την τιµή του RRL  ώστε η τιµή του εντός 

ελέγχου µέσου µήκους ροής να είναι η επιθυµητή. Για το εντός ελέγχου µέσο µήκος ροής θα 

χρησιµοποιήσουµε την τιµή 370.4.  

Για το άνω όριο ελέγχου επιλέξαµε την τιµή )1/(2

00135.0;10 −= − nUCL nχσ . Η τιµή αυτή 

είναι ενδεικτική και ο λόγος που τη χρησιµοποιήσαµε είναι επειδή µας επιτρέπει να βρούµε 
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τιµή για το RRL  που να δίνει outARL  ίσο µε 370.4. Το συγκεκριµένο όριο πιθανότητας δίνει 

στο διάγραµµα mm /1/1 −  εντός ελέγχου µέσο µήκος ροής ίσο µε 

4.37028.74000135.0/1 ⋅=≈  όταν εφαρµόζεται µόνο ο κανόνας 1-από-1. Οι τιµές του 

συγκεκριµένου άνω ορίου ελέγχου για µέγεθος δείγµατος 5)1(2=n  δίνονται στον επόµενο 

πίνακα όπου επιπλέον έχουµε υποθέσει η τιµή της εντός ελέγχου τυπικής απόκλισης 0σ  είναι 

ίση µε 1. 

 

Πίνακας 4.15 Άνω όριο ελέγχου διαγράµµατος 1/1-m/m για n = 2(1)5 

n 2 3 4 5 

UCL 3.205 2.571 2.283 2.110 

 

Αντί του ποσοστιαίου σηµείου 2

00135.0;1−nχ  µπορεί να χρησιµοποιηθεί οποιοδήποτε άλλο 

ποσοστιαίο σηµείο 2

;1 pn−χ  αρκεί να ισχύει ότι 4.370/10027.0 =<p . Πιο γενικά ας 

συµβολίσουµε µε c  το εντός ελέγχου µέσο µήκος ροής του mm /1/1 −  διαγράµµατος 

ελέγχου και µε *c   ( cc >* ) το εντός ελέγχου µέσο µήκος ροής για το διάγραµµα mm /1/1 −  

όταν εφαρµόζεται µόνο ο κανόνας 1-από-1. Τότε για το άνω όριο ελέγχου του διαγράµµατος 

mm /1/1 −  θα πρέπει να επιλέξουµε τιµή )1/(2

*/1;10 −= − nUCL cnχσ  ώστε να είναι δυνατή 

εύρεση της τιµής του RRL  προκειµένου το mm /1/1 −  διάγραµµα ελέγχου να έχει εντός 

ελέγχου µέσο µήκος ροής c . Τα διακριτά βήµατα για την ανάπτυξη του mm /1/1 −  

διαγράµµατος ελέγχου είναι τα εξής: 
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Αλγοριθµική Περιγραφή της Ανάπτυξης του ∆ιαγράµµατος 1/1 – m / m 

Βήµα 1 Επιλέγουµε ένα θετικό ακέραιο 2≥m , την τιµή c  για το εντός ελέγχου µέσο 

µήκος ροής του διαγράµµατος ελέγχου mm /1/1 −  και την τιµή *c  ( cc >* ).  

Βήµα 2 Θέτουµε το άνω όριο ελέγχου ίσο µε 

)1/(2

*/1;10 −= − nUCL cnχσ  

Βήµα 3 Θέτουµε cARL mm =−−−−= ))r1(rr1/()r1( 0100in  

Βήµα 4 Επιλύουµε την εξίσωση cmm =−−−− ))r1(rr1/()r1( 0100  ως προς την τιµή του 

RRL  και θέτουµε το κάτω όριο ελέγχου ίσο µε την τιµή αυτή. 

Βήµα 5 Το διάγραµµα δίνει ένδειξη εκτός ελέγχου διεργασίας όταν ένα σηµείο βρεθεί 

πάνω από το άνω όριο ελέγχου ή όταν m  συνεχόµενα σηµεία βρεθούν κάτω 

από το όριο RRL . 

 

Στον επόµενο πίνακα δίνεται ένας οδηγός για την επιλογή της τιµής του m . Εξετάσαµε 

την απόδοση των διαγραµµάτων mm /1/1 −  για 8)1(2=m  χρησιµοποιώντας ως µέτρο 

απόδοσης την τιµή του ARL. Επεκτείναµε το µήκος του σχηµατισµού m  από 5 σε 8 ώστε τα 

διαγράµµατα να είναι περισσότερο αποδοτικά κυρίως στην ανίχνευση µικρών µειώσεων στην 

τυπική απόκλιση της διεργασίας. Για 8=m  το 1/1-8/8 διάγραµµα ελέγχου αποτελεί γενική 

περίπτωση του δίπλευρου διαγράµµατος που πρότεινε ο Nelson (1990) και την απόδοση του 

οποίου υπολόγισε ο Acosta-Mejia (1998). Τα µεγέθη δείγµατος που χρησιµοποιήθηκαν είναι 

5)1(2=n  ενώ οι τιµές του άνω ορίου ελέγχου δόθηκαν στον Πίνακα 4.15. Για τον 

υπολογισµό των τιµών των ορίων ελέγχου σε καθένα από τα διαγράµµατα έχουµε υποθέσει 

ότι 10 =σ . 

Για δεδοµένο n  και µετατόπιση ρ  στην τυπική απόκλιση της διεργασίας δίνεται η τιµή 

του εκτός ελέγχου µέσου µήκους ροής (στήλη « outARL »), η τιµή του m  και το κάτω όριο 

ελέγχου (στήλη «RRL »). Για λόγους σύγκρισης υπολογίσαµε και την απόδοση των 

αντίστοιχων δίπλευρων διαγραµµάτων S  και )(≠S . 
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Πίνακας 4.16: Προτεινόµενα διαγράµµατα mm /1/1 −  για 5)1(2=n  

   2=n         3=n    

ρ ARLout m RRL S S(≠)   ρ ARLout m RRL S S(≠) 

0.10 4.10 4 0.257 74.08 39.50   0.10 2.07 2 0.195 7.91 4.67 

0.20 6.20 5 0.365 148.15 78.99   0.20 3.31 3 0.350 30.11 17.12 

0.30 9.23 7 0.465 222.22 118.49   0.30 4.96 4 0.746 67.12 37.88 

0.40 14.22 296.30 157.98   0.40 7.53 5 0.579 118.94 66.95 

0.50 25.58 370.37 197.47   0.50 11.62 7 0.739 185.56 104.33 

0.60 50.05 444.43 236.97   0.60 19.92 266.99 150.01 

0.70 100.49 517.26 276.46   0.70 41.94 363.04 204.00 

0.80 198.26 571.71 315.70   0.80 101.75 466.99 266.08 

0.90 342.12 535.02 351.82   0.90 250.74 512.05 331.99 

0.95 386.03 462.46 364.97   0.95 344.70 463.63 358.80 

0.99 378.45 

8 0.635 

389.19 370.13   0.99 373.91 

8 0.802 

390.95 369.84 

              

   4=n         5=n    

ρ ARLout m RRL S S(≠)   ρ ARLout m RRL S S(≠) 

0.10 2.00 1.66 1.31   0.10 2.00 1.03 1.01 

0.20 2.22 
2 0.309 

7.30 4.67   0.20 2.01 2.62 1.97 

0.30 3.44 3 0.465 21.87 13.30   0.30 2.57 

2 0.389 

8.49 5.67 

0.40 5.18 4 0.582 49.66 29.67   0.40 3.93 3 0.538 22.75 14.53 

0.50 8.11 5 0.673 95.09 56.33   0.50 6.21 4 0.645 51.40 32.12 

0.60 13.40 162.55 95.85   0.60 10.36 6 0.793 102.16 63.07 

0.70 26.15 256.40 150.79   0.70 19.39 184.45 113.05 

0.80 66.61 378.22 223.58   0.80 49.10 308.15 188.65 

0.90 198.76 479.54 312.14   0.90 164.70 445.75 293.14 

0.95 314.40 458.58 352.19   0.95 290.38 450.97 345.39 

0.99 370.34 

8 0.863 

391.64 369.52   0.99 367.31 

8 0.894 

391.89 369.17 
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Από τον Πίνακα 4.16 µπορούµε να πούµε ότι η απόδοση των διαγραµµάτων είναι σχεδόν 

αµερόληπτη (nearly ARL – Unbiased) ενώ όσο η τιµή του m αυξάνει η απόδοση του 

διαγράµµατος τείνει να γίνει αµερόληπτη. Αν και η χρήση του κανόνα m -από-m  βελτιώνει 

την απόδοση των διαγραµµάτων στην ανίχνευση µειώσεων στην τυπική απόκλιση 

ταυτόχρονα επιφέρει αύξηση στις τιµές του outARL  στην ανίχνευση αυξήσεων, η οποία όµως 

δεν είναι πολύ σηµαντική. Συστήνουµε τη χρήση του διαγράµµατος mm /1/1 −  στην πράξη 

όταν το κάτω όριο ελέγχου του συνήθους δίπλευρου S  διαγράµµατος είναι µηδέν αφού 

ανιχνεύει µειώσεις στην τυπική απόκλιση της διεργασίας και ταυτόχρονα το ποσοστό των 

εσφαλµένων συναγερµών είναι προκαθορισµένο.  

Στον επόµενο πίνακα έχουµε υπολογίσει την ποσοστιαία βελτίωση που επιφέρει στις τιµές 

του outARL  των διαγραµµάτων S  µε όρια πιθανότητας και )(≠S  η χρησιµοποίηση του 

προτεινόµενου διαγράµµατος mm /1/1 −  (δείτε Πίνακα 4.16) στην ανίχνευση της δεδοµένης 

µετατόπισης. Ας συµβολίσουµε µε outARL  την τιµή του εκτός ελέγχου µέσου µήκους ροής 

του δίπλευρου διαγράµµατος S  ή του διαγράµµατος )(≠S  και ως mmARL /-1/1 out,  την τιµή του 

εκτός ελέγχου µέσου µήκους ροής του διαγράµµατος mm /1/1 −  για οποιαδήποτε 

µετατόπιση 01 ρσσ = . Τότε ως ποσοστιαία βελτίωση ορίζουµε το πηλίκο 

%100)(
out

/-1/1 out,out

ARL

ARLARL
I

mm−
=ρ . 

Σηµειώνουµε ότι στον επόµενο πίνακα το αρνητικό πρόσηµο δηλώνει ότι το mmARL /-1/1 out,  

είναι µεγαλύτερο από το αντίστοιχο outARL  του διαγράµµατος S  ή )(≠S . 
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Πίνακας 4.17: Ποσοστό βελτίωσης του διαγράµµατος 1/1 – m /m έναντι του S  διαγράµµατος µε όρια πιθανότητας και του 

διαγράµµατος )(≠S , για 5)1(2=n . 

 2=n     3=n     4=n     5=n  

 

Ποσοστό 

Βελτίωσης 

έναντι του 

S chart 

  Ποσοστό 

Βελτίωσης 

έναντι του 

S (≠) 

  

 

Ποσοστό 

Βελτίωσης 

έναντι του 

S chart 

  Ποσοστό 

Βελτίωσης 

έναντι του 

S (≠) 

  

 

Ποσοστό 

Βελτίωσης 

έναντι του 

S chart 

  Ποσοστό 

Βελτίωσης 

έναντι του 

S (≠) 

  

 

Ποσοστό 

Βελτίωσης 

έναντι του 

S chart 

  Ποσοστό 

Βελτίωσης 

έναντι του 

S (≠) 

0.1 94%   90%    74%   56%    -21%   -53%    -94%   -98% 

0.2 96%   92%    89%   81%    70%   52%    23%   -2% 

0.3 96%   92%    93%   87%    84%   74%    70%   55% 

0.4 95%   91%    94%   89%    90%   83%    83%   73% 

0.5 93%   87%    94%   89%    91%   86%    88%   81% 

0.6 89%   79%    93%   87%    92%   86%    90%   84% 

0.7 81%   64%    88%   79%    90%   83%    89%   83% 

0.8 65%   37%    78%   62%    82%   70%    84%   74% 

0.9 36%   3%    51%   24%    59%   36%    63%   44% 

1.1 -2%   38%    -4%   38%    -4%   38%    -4%   37% 

1.2 -2%   55%    -3%   52%    -2%   48%    -2%   44% 

1.3 -2%   60%    -2%   53%    -1%   47%    -1%   42% 

1.4 -1%   60%    -1%   51%    -1%   43%    0%   38% 

1.5 -1%   58%    -1%   47%    0%   39%    0%   34% 

1.6 -1%   56%    0%   44%    0%   36%    0%   30% 

1.7 -1%   53%    0%   40%    0%   32%    0%   26% 

1.8 0%   50%    0%   37%    0%   29%    0%   23% 

1.9 0%   47%    0%   34%    0%   26%    0%   21% 

2 0%   44%    0%   31%    0%   24%    0%   18% 
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Όπως είναι εµφανές από τον Πίνακα 4.17, η βελτίωση είναι ελκυστική στην ανίχνευση 

µικρής και µεσαίας τάξης µείωσης στην τυπική απόκλιση της διεργασίας ενώ στην ανίχνευση 

αυξήσεων τα προτεινόµενα διαγράµµατα mm /1/1 −  έχουν σχεδόν ίδια απόδοση έναντι του 

συνήθους διαγράµµατος S  µε όρια πιθανότητας ενώ είναι καλύτερα έναντι του 

διαγράµµατος )(≠S . 

Πριν κλείσουµε την παρούσα παράγραφο αξίζει να αναφέρουµε δύο βασικά στοιχεία 

σχετικά µε το mm /1/1 −  διάγραµµα ελέγχου. Είχαµε αναφέρει στο Κεφάλαιο 1 τους 

τέσσερις κανόνες της Western Electric Company όπου σύµφωνα µε τον Κανόνα 4 έχουµε 

ένδειξη εκτός ελέγχου διεργασίας όταν 8 συνεχόµενα σηµεία βρεθούν σε µία από τις δύο 

πλευρές της κεντρικής γραµµής του διαγράµµατος ελέγχου. Για την εφαρµογή του Κανόνα 4 

στα διαγράµµατα για την παρακολούθηση της διασποράς έχει προταθεί αντί της κεντρικής 

γραµµής του δίπλευρου S  διαγράµµατος να χρησιµοποιείται η διάµεση γραµµή MDL  

(σχέση (4.6)) ενώ συνήθως ο κανόνας εφαρµόζεται µόνο στην κάτω πλευρά του 

διαγράµµατος. Έτσι η εµφάνιση 8 συνεχόµενων σηµείων κάτω από τη διάµεση γραµµή 

αποτελεί ένδειξη ότι η τυπική απόκλιση της διεργασίας έχει µειωθεί.  

Στη συνέχεια θεωρούµε την ειδική περίπτωση του διαγράµµατος mm /1/1 −  µε άνω όριο 

ελέγχου 0

2

44 ))(13)(( σncncUCL −+=  και κάτω όριο ελέγχου MDLRRL = . Σκοπός µας 

είναι να εξετάσουµε τη συµπεριφορά του ποσοστού των εσφαλµένων συναγερµών του 

διαγράµµατος ή ισοδύναµα των τιµών για το εντός ελέγχου µέσο µήκος ροής ως προς την 

τιµή του m  και το µέγεθος δείγµατος n .  

Στο επόµενο σχήµα 4.7 δίνουµε µια γραφική παράσταση των τιµών του εντός ελέγχου 

µέσου µήκους ροής (κάθετος άξονας) ως προς τον αριθµό m  των συνεχόµενων σηµείων 

κάτω από τη διάµεση γραµµή MDL  (οριζόντιος άξονας) για µεγέθη δείγµατος 5)1(2=n . Για 

την εντός ελέγχου τυπική απόκλιση έχουµε υποθέσει ότι 10 =σ . 
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Σχήµα 4.7. Γραφική παράσταση του ARLin του διαγράµµατος 1/1 – m / m για 

5)1(2=n  και m = 2(1)12. 

Είναι άµεσο να συµπεράνει κανείς πως η χρησιµοποίηση του συνήθους άνω 3σ ορίου του 

S  διαγράµµατος σε συνδυασµό µε τον προτεινόµενο κανόνα των m  συνεχόµενων σηµείων 

κάτω από τη διάµεση γραµµή, οδηγεί σε αυξηµένο ποσοστό εσφαλµένων συναγερµών αφού 

η τιµή του inARL  δεν ξεπερνάει την τιµή 250 παρά µόνο για µέγεθος δείγµατος 5 και αριθµό 

συνεχόµενων σηµείων στην κάτω πλευρά του διαγράµµατος ίσο µε 12=m . Έτσι, θα 

συστήναµε τη µη-χρησιµοποίηση των παραπάνω τιµών ως όρια ελέγχου του διαγράµµατος 

mm /1/1 − . 

 

4.8. Ανακεφαλαίωση 

 

Στο παρόν κεφάλαιο µελετήσαµε διαγράµµατα ελέγχου µε κανόνες ροών για την 

παρακολούθηση της διασποράς. Λόγω των ιδιαιτεροτήτων που παρουσιάζει η κατανοµή της 

απεικονιζόµενης στατιστικής συνάρτησης, τα µονόπλευρα διαγράµµατα ελέγχου µπορούν σε 

τέτοιες περιπτώσεις να δώσουν αξιόπιστες λύσεις ειδικότερα στην έγκαιρη ανίχνευση 

µειώσεων στη διασπορά της διεργασίας. Μελετήθηκαν οι βασικοί τύποι κανόνων r -από-m  

καθώς και παραλλαγές αυτών και προτάθηκαν οι καλύτεροι για την ανίχνευση δεδοµένης 

µετατόπισης. Επίσης, εξετάσαµε την επίδραση της µεθόδου άµεσης αρχικής αντίδρασης στα 

µονόπλευρα διαγράµµατα. 

m 

ARLin 

2 

3 

4 

5 
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Ακόµη, εξετάσαµε την απόδοση των κανόνων mr / , mrM /: , mrI /:  και mrR /:  για 

την περίπτωση δίπλευρων διαγραµµάτων παρακολούθησης της διασποράς και προτάθηκαν 

τα καταλληλότερα διαγράµµατα. Τα προτεινόµενα διαγράµµατα αν και δεν παρουσιάζουν 

αµερόληπτη απόδοση για µετατοπίσεις του ρ στο εύρος 19.0 << ρ  εντούτοις αυξάνουν την 

ευαισθησία του διαγράµµατος στην ανίχνευση µικρών ή/και µεσαίων µετατοπίσεων, (είτε 

αυξήσεων είτε µειώσεων) στην τυπική απόκλιση της διεργασίας. 

Τέλος, προτάθηκε και ένα δίπλευρο διάγραµµα για τις περιπτώσεις που δεν υπάρχει κάτω 

όριο ελέγχου λόγω µικρού µεγέθους δείγµατος ( 5≤n ). Το προτεινόµενο διάγραµµα 

mm /1/1 −  επιτρέπει την ανίχνευση µείωσης στην τυπική απόκλιση της διεργασίας για µικρό 

µέγεθος δείγµατος n . 
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 5 
 

ΕΛΕΓΧΟΣ ΑΠΟ∆ΟΧΗΣ ΜΗΧΑΝΗΜΑΤΩΝ ΜΕΣΩ 

ΤΕΣΤ ΕΚΚΙΝΗΣΗΣ  

 

 

5.1 Εισαγωγή 
 

Τα τεστ εκκίνησης (start-up demonstration tests, συµβ. SDT) είναι µια διαδικασία µέσω της 

οποίας πιστοποιείται η αξιοπιστία ενός εξοπλισµού σε σχέση µε το να ξεκινά επιτυχώς τη 

λειτουργία του. Χαρακτηριστικές περιπτώσεις εξοπλισµών στους οποίους µπορεί γίνει 

εφαρµογή ενός τεστ εκκίνησης αποτελούν οι µηχανές κοπής γκαζόν, οι αντλίες νερού, τα 

αλυσοπρίονα και οι µπαταρίες αυτοκινήτου. Για παράδειγµα, προτού ο έµπορος αγοράσει 

από τον προµηθευτή τον εξοπλισµό θα µπορούσε να απαιτήσει να του πιστοποιηθεί η 

αξιοπιστία του ζητώντας, για παράδειγµα, 20 συνεχείς επιτυχηµένες εκκινήσεις του 

εξοπλισµού ενώ για τις αποτυχηµένες εκκινήσεις να απαιτήσει αυτές να µη συµβαίνουν πολύ 

κοντά. 

Τα τεστ εκκίνησης προτάθηκαν από τους Hahn and Gage (1983) οι οποίοι µελέτησαν την 

περίπτωση στην οποία η εµφάνιση ενός συγκεκριµένου (προεπιλεγµένου) αριθµού 

διαδοχικών επιτυχηµένων εκκινήσεων του εξοπλισµού να οδηγεί στην αποδοχή του. Το τεστ 

αυτό ονοµάζεται τεστ εκκίνησης συνεχόµενων επιτυχιών (consecutive successes, συµβ. CS). 

Για τη µελέτη του τεστ οι Hahn and Gage (1983) χρησιµοποίησαν το µοντέλο των 

ανεξάρτητων και ισόνοµων δοκιµών Bernoulli προκειµένου να περιγράψουν τις διαδοχικές 

εκκινήσεις του εξοπλισµού. Η κατανοµή του µήκους του τεστ ή ισοδύναµα η κατανοµή του 

αριθµού των εκκινήσεων µέχρι την αποδοχή του εξοπλισµού είναι γνωστή ως γεωµετρική 

κατανοµή τάξης k  (Philippou et al. (1983)), όπου k  είναι ο (προεπιλεγµένος) αριθµός των 

επιτυχηµένων εκκινήσεων. Οι Viveros and Balakrishnan (1993) µελέτησαν περαιτέρω την 

κατανοµή του αριθµού των εκκινήσεων µέχρι τον τερµατισµό του τεστ. Εκτός από το 
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µοντέλο ανεξάρτητων δοκιµών Bernoulli εξέτασαν και την περίπτωση που οι δοκιµές έχουν 

Μαρκοβιανή εξάρτηση πρώτης τάξης. Επιπλέον, έδωσαν την εκτιµήτρια µέγιστης 

πιθανοφάνειας και την εκτιµήτρια ροπών για την άγνωστη πιθανότητα p  επιτυχούς 

εκκίνησης του εξοπλισµού. Εκτός από τους Viveros and Balakrishnan (1993), το µοντέλο της 

Μαρκοβιανής εξάρτησης πρώτης τάξης για τις διαδοχικές εκκινήσεις του εξοπλισµού 

µελετήθηκε από τους Balakrishan et al. (1995) και Balakrishan et al. (1997) που εξέτασαν 

την περίπτωση που είναι δυνατή η εφαρµογή διορθωτικών ενεργειών στον εξοπλισµό µετά 

την πρώτη ή µετά από κάθε αποτυχηµένη εκκίνησή του. 

Το βασικότερο µειονέκτηµα ενός CS τεστ εκκίνησης είναι ότι δε λαµβάνει υπόψη του τον 

αριθµό f  των µη-επιτυχηµένων εκκινήσεων µε αποτέλεσµα πολλές φορές να απαιτείται 

ένας πολύ µεγάλος αριθµός δοκιµών µέχρι να ληφθεί απόφαση για την αποδοχή ή όχι του 

εξοπλισµού. Έτσι οι Balakrishan and Chan (2000) πρότειναν το τεστ εκκίνησης συνεχόµενων 

επιτυχιών συνολικών αποτυχιών (consecutive successes total failures, συµβ. CSTF) σύµφωνα 

µε το οποίο εάν k  συνεχόµενες επιτυχηµένες εκκινήσεις εµφανιστούν πριν από f  συνολικά 

αποτυχηµένες τότε ο εξοπλισµός γίνεται αποδεκτός ενώ αν f  συνολικά αποτυχηµένες 

εκκινήσεις συµβούν πριν από την εµφάνιση k  συνεχόµενων επιτυχηµένων τότε ο 

εξοπλισµός απορρίπτεται. Οι Balakrishan and Chan (2000) µελέτησαν το CSTF τεστ 

εκκίνησης στην περίπτωση που οι διαδοχικές εκκινήσεις αποτελούν ανεξάρτητες και 

ισόνοµες δοκιµές Bernoulli. Ο Martin (2004) µελέτησε το CSTF τεστ εκκίνησης υποθέτοντας 

ότι υπάρχει Μαρκοβιανή εξάρτηση πρώτης τάξης µεταξύ των διαδοχικών εκκινήσεων. 

Επιπρόσθετα αποτελέσµατα που αφορούν στην εκτίµηση της άγνωστης πιθανότητας 

επιτυχούς εκκίνησης p  καθώς και έναν οδηγό επιλογής των παραµέτρων του CSTF τεστ 

εκκίνησης µπορεί να βρει κανείς στην εργασία των Smith and Griffith (2005). Αξίζει να 

αναφέρουµε πως στο CSTF τεστ εκκίνησης δεν µπορεί να εφαρµοστεί η µέθοδος των ροπών 

για την εκτίµηση του p  (αφού ο µέσος αριθµός εκκινήσεων µέχρι τη λήψη απόφασης δεν 

αποτελεί µονότονη συνάρτηση του p ) και για το λόγο αυτό οι Chan et al. (2007) πρότειναν 

τη χρήση ΕΜ αλγόριθµου. 

Ακόµα πιο πρόσφατα οι Smith and Griffith (2008) υιοθετώντας ανεξάρτητες και ισόνοµες 

δοκιµές Bernoulli για τις διαδοχικές εκκινήσεις του εξοπλισµού πρότειναν δύο νέα τεστ 

εκκίνησης, το τεστ συνεχόµενων επιτυχιών συνεχόµενων αποτυχιών (consecutive successes 

consecutive failures, συµβ. CSCF) και το τεστ συνολικών επιτυχιών συνολικών αποτυχιών 
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(total successes total failures, συµβ. TSTF). Τα νέα τεστ εκκίνησης συγκρίθηκαν ως προς 

την απόδοσή τους µε το CSTF τεστ εκκίνησης. Η µελέτη των CSCF και TSTF τεστ 

εκκίνησης για την περίπτωση της Μαρκοβιανής εξάρτησης πρώτης τάξης µεταξύ των 

δοκιµών έγινε από τον Martin (2008). 

Από τις έως τώρα αναφορές στη βιβλιογραφία είναι εµφανές ότι οι στατιστικές 

συναρτήσεις ροών χρησιµοποιούνται ευρέως στην ανάπτυξη των τεστ εκκίνησης. Τα 

τελευταία χρόνια όµως εκτός από τις στατιστικές συναρτήσεις ροών χρησιµοποιούνται και οι 

στατιστικές συναρτήσεις σάρωσης. Οι Koutras and Balakrishnan (1999) πρότειναν ένα τεστ 

εκκίνησης σύµφωνα µε το οποίο 

(i) o εξοπλισµός απορρίπτεται εάν υπάρξει µια δεύτερη αποτυχηµένη εκκίνηση όταν η 

πρώτη έχει συµβεί στις πρώτες 1−r  εκκινήσεις, ή 

(ii) o εξοπλισµός απορρίπτεται εάν 2 αποτυχηµένες εκκινήσεις απέχουν µεταξύ τους 

λιγότερο από k  εκκινήσεις ενώ οι 1−r  πρώτες εκκινήσεις ήταν όλες επιτυχηµένες, ή 

(iii) o εξοπλισµός γίνεται αποδεκτός εάν δεν συµβεί κάποιο από τα (i), (ii) εντός ενός 

προκαθορισµένου αριθµού εκκινήσεων Ν. 

Μπορεί κανείς να παρατηρήσει ότι το παραπάνω τεστ εκκίνησης βασίζεται σε στατιστικές 

συναρτήσεις σάρωσης λαµβάνοντας υπόψη πρώιµες αποτυχηµένες εκκινήσεις καθώς και 

αποτυχηµένες εκκινήσεις που δεν απέχουν πολύ µεταξύ τους. Οι Smith and Griffith (2004) 

πρότειναν ένα τεστ εκκίνησης στο οποίο ο εξοπλισµός γίνεται αποδεκτός εάν συµβούν k  

επιτυχηµένες εκκινήσεις σε ένα «παράθυρο» µήκους m  εκκινήσεων πριν από την εµφάνιση 

f  συνολικά αποτυχηµένων εκκινήσεων ενώ ο εξοπλισµός απορρίπτεται εάν συµβούν f  

συνολικά αποτυχηµένες εκκινήσεις πριν από k  επιτυχηµένες εκκινήσεις σε ένα «παράθυρο» 

µήκους m  εκκινήσεων. Το τεστ αυτό ονοµάζεται τεστ εκκίνησης σάρωσης επιτυχιών 

συνολικών αποτυχιών (scan successes total failures, συµβ. ScanSTF). Είναι εµφανές πως το 

ScanSTF τεστ εκκίνησης αποτελεί παραλλαγή του CSTF τεστ εκκίνησης. 

Στη συνέχεια θα µελετήσουµε ένα νέο τεστ εκκίνησης που βασίζεται στη χρήση 

στατιστικών συναρτήσεων σάρωσης.  
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5.2 Το CSDF Τεστ Εκκίνησης  

 

Ας θεωρήσουµε το CS τεστ εκκίνησης σύµφωνα µε το οποίο ο εξοπλισµός γίνεται αποδεκτός 

όταν συµβούν k  συνεχόµενες επιτυχηµένες εκκινήσεις του εξοπλισµού. Ως κριτήριο 

απόρριψης του εξοπλισµού θα χρησιµοποιηθεί ο αριθµός των επιτυχηµένων εκκινήσεων που 

επιτρέπεται να παρεµβάλλεται µεταξύ δύο αποτυχηµένων. Έτσι 

(i) o εξοπλισµός γίνεται αποδεκτός εάν συµβούν k  συνεχόµενες επιτυχηµένες εκκινήσεις 

του εξοπλισµού πριν από την εµφάνιση 2 αποτυχηµένων εκκινήσεων µεταξύ των οποίων 

παρεµβάλλονται το πολύ 2−d  επιτυχηµένες εκκινήσεις, ή 

(ii) ο εξοπλισµός απορρίπτεται εάν συµβούν 2 αποτυχηµένες εκκινήσεις µεταξύ των 

οποίων παρεµβάλλονται το πολύ 2−d  επιτυχηµένες εκκινήσεις πριν από την εµφάνιση k  

συνεχόµενων επιτυχηµένων εκκινήσεων. 

Θα αναφερόµαστε στο συγκεκριµένο τεστ εκκίνησης ως τεστ συνεχόµενων επιτυχιών 

αποτυχιών σε απόσταση (consecutive successes distance failures, συµβ. CSDF). 

Για την αποδοχή του εξοπλισµού απαιτείται οι αποτυχηµένες εκκινήσεις (αν υπάρχουν) να 

απέχουν αρκετά µεταξύ τους. Η «απόσταση» µεταξύ των αποτυχηµένων εκκινήσεων 

καθορίζεται από την τιµή της παραµέτρου d. Στο σηµείο αυτό αξίζει να αναφέρουµε ότι για 

την περίπτωση που dk ≥  το στήριγµα της τυχαίας µεταβλητής η οποία εκφράζει τον αριθµό 

δοκιµών µέχρι τον τερµατισµό του τεστ δεν είναι πεπερασµένο. Σηµειώνουµε ότι το 

στήριγµα της αντίστοιχης τυχαίας µεταβλητής για το CSTF τεστ εκκίνησης είναι πάντοτε 

πεπερασµένο. 

Στην επόµενη παράγραφο θα δοθούν οι βασικές έννοιες και συµβολισµοί για την 

ανάπτυξη του CSDF τεστ εκκίνησης. 

 

5.3 Ορισµοί και Συµβολισµοί  

 

Έστω K,, 21 ZZ  µια ακολουθία ανεξάρτητων και ισόνοµων δοκιµών Bernoulli µε τιµές 1 

(Επιτυχία) και 0 (Αποτυχία) και αντίστοιχες πιθανότητες )1( == iZPp  και 

pZPq i −=== 1)0( , 1≥i . Θεωρούµε ως 1E  το σχηµατισµό ο οποίος αντιστοιχεί στην 

εµφάνιση k  συνεχόµενων επιτυχιών και ως 0E  το σχηµατισµό ο οποίος αντιστοιχεί στην 

εµφάνιση 2 αποτυχιών µεταξύ των οποίων παρεµβάλλονται το πολύ 2−d  επιτυχίες ( 2≥d , 



 199 

dk ≥ ). Θα συµβολίζουµε µε T  το χρόνο αναµονής µέχρι την εµφάνιση του σχηµατισµού 

1E  ή 0E , οποιοσδήποτε από τους δύο εµφανιστεί συντοµότερα. Η τυχαία µεταβλητή T  

αποτελεί το χρόνο αναµονής µέχρι την εµφάνιση του σύνθετου σχηµατισµού 

}01110,,0110,010,00{}111{
2

01 321KK321K
−

∪=∪=
dk

EEE . 

Για τη συνάρτηση πιθανότητας )(nfT , την πιθανότητα ουράς )(nFT , τη συνάρτηση 

κατανοµής )(nFT , την πιθανογεννήτρια συνάρτηση )(zGT  και τη γεννήτρια συνάρτηση των 

πιθανοτήτων ουράς )(zHT  της τυχαίας µεταβλητής T  έχουµε ότι 

)Pr()( nTnfT == ,   )Pr()( nTnFT >= ,   )Pr()( nTnFT ≤=  

∑
∞

=

=
0

)()(
n

n

TT znfzG ,   ∑
∞

=

=
0

)()(
n

n

TT znFzH . 

Ας συµβολίσουµε µε 1T  (αντ. 0T ) το χρόνο αναµονής µέχρι την εµφάνιση του E  που 

οφείλεται στην εµφάνιση του 1E  (αντ. 0E ). Για το χρόνο αναµονής iT , 0=i , 1, θα 

χρησιµοποιήσουµε ανάλογους συµβολισµούς, δηλαδή 

)Pr()( nTnf iTi
== ,   )Pr()( nTnF iTi

>= ,   )Pr()( nTnF iTi
≤=  

∑
∞

=

=
0

)()(
n

n

TT znfzG
ii

,   ∑
∞

=

=
0

)()(
n

n

TT znFzH
ii

. 

Στο σηµείο αυτό θα πρέπει να αναφέρουµε ότι οι χρόνοι αναµονής 0T  και 1T  δεν 

αποτελούν τυχαίες µεταβλητές (για τον αυστηρό ορισµό των 0T  και 1T  δείτε σελ. 61 της 

παρούσας διατριβής). Επίσης είναι εύκολο να διαπιστωθεί η ισχύς των παρακάτω σχέσεων 

)()()(
10
nfnfnf TTT += ,   )()()(

10
zGzGzG TTT += ,   )()()(

10
zHzHzH TTT += . 

Ας υποθέσουµε ότι το CSDF τεστ εκκίνησης εφαρµόζεται για την αποδοχή ή απόρριψη 

ενός εξοπλισµού µε πιθανότητα επιτυχούς εκκίνησης p . Τότε η πιθανότητα να τερµατιστεί 

το τεστ ακριβώς στη n -οστή δοκιµή είναι ίση µε )(nfT . Η πιθανότητα απόρριψης του 

εξοπλισµού στη n -οστή δοκιµή είναι ίση µε )(
0
nfT  ενώ η πιθανότητα αποδοχής του 

εξοπλισµού στη n -οστή δοκιµή είναι ίση µε )(
1
nfT . Ενδιαφέρον παρουσιάζει ο υπολογισµός 

της πιθανότητας αποδοχής AP  και της πιθανότητας απόρριψης RP  ενός εξοπλισµού. Οι 

πιθανότητες αυτές δίνονται, αντίστοιχα, από τις σχέσεις 
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)1()(
11

0

T

n

TA GnfP ==∑
∞

=

,   )1()(
00

0

T

n

TR GnfP ==∑
∞

=

. 

Έχοντας δώσει τις απαραίτητες έννοιες και τους κατάλληλους συµβολισµούς, είµαστε 

έτοιµοι να προχωρήσουµε στην παράθεση των θεωρητικών αποτελεσµάτων για τη µελέτη 

ενός CSDF τεστ εκκίνησης. 

 

5.4 Ανάπτυξη του CSDF Τεστ Εκκίνησης 

 

Στην παρούσα παράγραφο θα δώσουµε αρκετά χρήσιµα αποτελέσµατα για τη διεξοδική 

µελέτη ενός CSDF τεστ εκκίνησης. Η µεθοδολογία που θα χρησιµοποιήσουµε για τη µελέτη 

του χρόνου αναµονής T  του σύνθετου σχηµατισµού 01 EEE ∪=  που ορίστηκε στην 

προηγούµενη παράγραφο βασίζεται στη µεθοδολογία της εµφύτευσης σε Μαρκοβιανή 

αλυσίδα η οποία παρουσιάστηκε στο Κεφάλαιο 2. 

Αποσυνθέτοντας το σύνθετο σχηµατισµό E  σε απλούς υποσχηµατισµούς παίρνουµε τους 

παρακάτω 2−+ dk  το πλήθος υποσχηµατισµούς 

321KK
k

k 111"1",,111"3",11"2",1"1" ≡−≡≡≡  

321KK
2

1110"2",,011"2",01"1",0""
−

≡−+≡+≡+≡
d

dkkkk  

οι οποίοι αντιστοιχούν στις µεταβατικές καταστάσεις της αλυσίδας, ενώ ως απορροφητική 

κατάσταση ορίζεται η  

}01110,,010,00,111{"1"
2

321KK321K
−

≡−+
dk

dk . 

Στη συνέχεια ορίζουµε µια Μαρκοβιανή αλυσίδα }1,{ ≥tYt  µε πεπερασµένο χώρο 

καταστάσεων }1,,2,1{ −+=Ω dkK  και η οποία µεταβαίνει στις διάφορες καταστάσεις της 

ανάλογα µε τα αποτελέσµατα των δοκιµών K,, 21 ZZ  ως εξής: 

(i) εάν 121 ==== tZZZ K  για 11 −≤≤ kt  τότε η αλυσίδα tY  βρίσκεται στην 

κατάσταση t , 

(ii) εάν 0=tZ  και 1121 ==== −− ZZZ tt K  για kt ≤≤1  τότε η αλυσίδα tY  βρίσκεται 

στην κατάσταση k , 
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(iii) εάν 0=tZ  και 121 ==== −−− ittt ZZZ K  για 11 −≤≤− kid  τότε η αλυσίδα tY  

βρίσκεται στην κατάσταση k ; 

(iv) εάν 111 ==== +−− ittt ZZZ K  και 0=−itZ  για 21 −≤≤ di  τότε η αλυσίδα tY  

βρίσκεται στην κατάσταση ik + , και  

(v) εάν 111 ==== +−− ittt ZZZ K  και 0=−itZ  για 11 −≤≤− kid  τότε η αλυσίδα tY  

βρίσκεται στην κατάσταση i . 

Για τη χρήση του παραπάνω ορισµού των µεταβάσεων της αλυσίδας στις διάφορες 

καταστάσεις, υποθέτουµε πως δεν έχει κάνει την εµφάνισή του κάποιο από τα ενδεχόµενα 

1E  και 0E . Τέλος, στην απορροφητική κατάσταση 1−+ dk  συγκεντρώνονται όλοι οι 

πιθανοί συνδυασµοί οι οποίοι οδηγούν στην εµφάνιση των ενδεχοµένων 1E  και 0E . 

Από τον τρόπο µε τον οποίο ορίσαµε τη λειτουργία της αλυσίδας διαπιστώνουµε ότι 

αποτελεί µια οµογενή Μαρκοβιανή αλυσίδα }1,{ ≥tYt  µε χώρο καταστάσεων Ω  και 

διάνυσµα αρχικών πιθανοτήτων 

kqpdkYYY eeπ +=−+==== 1111 )]1Pr(,),2Pr(),1[Pr( K  

(το διάνυσµα ie , 1,,2,1 −+= dki K , συµβολίζει το µοναδιαίο διάνυσµα (γραµµή) του 

διανυσµατικού χώρου 1R −+dk  µε µονάδα στην i  συνιστώσα και 0). Ο πίνακας πιθανοτήτων 

µετάβασης P  είναι ο 

)1()1(
1

)(

−+×−+







 ′−
=

dkdk
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1QIQ
P  

όπου 

)2()2(2221

1211
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
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








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



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)1()1(

12
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00

00

−×−



















=

dk
q

q

q

L

MOMM

L

L

Q ,     

)1()1(

22

0000

000

000

000

−×−






















=

dd

p

p

p

L

L

MOMMM

L

L

Q  . 

Ο πίνακας 21Q  είναι ένας )1()1( −×− kd  πίνακας µε όλα τα στοιχεία του µηδενικά εκτός 

από το στοιχείο της θέσης )1,1( −− dd  το οποίο ισούται µε p . Με 0  και 1  συµβολίζουµε 

τα )2(1 −+× dk  διανύσµατα (γραµµή) των οποίων όλα τα στοιχεία είναι αντίστοιχα 0 και 1, 

και I  είναι ο µοναδιαίος πίνακας διάστασης )2()2( −+×−+ dkdk . 

Ο υπολογισµός των πιθανοτήτων )(nFT , )(nFT , )(nfT  καθώς και η εύρεση των 

γεννητριών συναρτήσεων )(zGT , )(zHT  και των l -τάξης (καθοδικών) παραγοντικών 

ροπών της T  γίνεται µε άµεση εφαρµογή των Θεωρηµάτων 2.2 και 2.3 (δείτε Παράγραφο 

2.5). Από τη σχέση (2.10) και µετά από αρκετές αλγεβρικές πράξεις προκύπτει ότι η 

αναµενόµενη τιµή της τυχαίας µεταβλητής T , η οποία εκφράζει τον αναµενόµενο αριθµό 

εκκινήσεων µέχρι τον τερµατισµό του τεστ, δίνεται από τον τύπο 

                                                        
)1(

)2)(1(
)(

1

1

−

−

−+
−−

=
dk

dk

ppq

pp
TE .                                            (5.1) 

Χρησιµοποιώντας τον παραπάνω τύπο µπορεί κανείς να επιβεβαιώσει ότι για δεδοµένες 

τιµές των p  και d  ( k ) η αναµενόµενη τιµή της T  είναι µια αύξουσα (φθίνουσα) 

συνάρτηση του k  (d ). Στα επόµενα σχήµατα δίνεται µια γραφική παράσταση του 

αναµενόµενου αριθµού εκκινήσεων µέχρι τον τερµατισµό του τεστ για διάφορες τιµές των 

παραµέτρων k  και d  για 95.0=p . 
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Σχήµα 5.1. Η )(TE  ως συνάρτηση του k για 5,4,3,2=d . 
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Σχήµα 5.2. Η )(TE  ως συνάρτηση του d για 50,40,30=k . 

 

Χρησιµοποιώντας τον τύπο (2.9) καταλήγουµε στον επόµενο αναλυτικό τύπο για την 

πιθανογεννήτρια συνάρτηση )(zGT  της T  

)))(())((1)(1(

))(1)()(1()()))((1()))((1(
)(

1

121

kd

dkdk

T
pzqzpzqzpzpz

pzpzqzpzqzqzpzpzpz
zG

+−−−

−−+−+−−
=

−

−−

.      (5.2) 

Για τη µελέτη της κατανοµής της τυχαίας µεταβλητής 1T , θα χρησιµοποιήσουµε µια νέα 

τεχνική. Η τυχαία µεταβλητή 1T  εκφράζει το χρόνο αναµονής µέχρι την εµφάνιση του 

σχηµατισµού E  λόγω της εµφάνισης του σχηµατισµού 1E . Έτσι, προκειµένου να είναι 

δυνατή η µελέτη της µέσω της ανάλυσης που έχει ήδη προηγηθεί θα πρέπει να 

τροποποιήσουµε τον πίνακα P  της Μαρκοβιανής αλυσίδας που αντιστοιχεί στην T , 

3 

4 

5 

2 
E(T) 

k 

d 

50 

40 

30 

Ε(Τ) 
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προκειµένου να µην είναι δυνατή η µετάβαση στην απορροφητική κατάσταση 1−+ dk  και 

να αποτραπεί η εµφάνιση του σχηµατισµού E  λόγω της εµφάνισης του σχηµατισµού 0E . 

Έτσι ο πίνακας πιθανοτήτων µετάβασης θα έχει τη µορφή 

)1()1(

1

1
1

)(

−+×−+







 ′−−
=

dkdk
0

1MQIQ
P  

όπου 1Μ  είναι ένας )2()2( −+×−+ dkdk  πίνακας µε όλα του τα στοιχεία ίσα µε το µηδέν 

εκτός από τα στοιχεία στις τελευταίες 1−d  θέσεις της κύριας διαγωνίου του τα οποία είναι 

όλα ίσα µε q . 

Παρατήρηση 5.1: Στο Κεφάλαιο 2 παρουσιάσαµε τα βασικά αποτελέσµατα για τη µελέτη 

του χρόνου αναµονής µέχρι την εµφάνιση ενός σύνθετου σχηµατισµού i

m

i EE 1== U  λόγω της 

εµφάνισης του σχηµατισµού jE  για κάποιο },,2,1{ mj K∈ . Η τεχνική που παρουσιάζεται 

στο παρόν κεφάλαιο επιτρέπει τη µελέτη της iT , 1,0=i , χωρίς απαραίτητα να αυξήσουµε τη 

διάσταση του πίνακα πιθανοτήτων µετάβασης µε την προσθήκη επιπλέον καταστάσεων που 

καθεµία από αυτές αντιστοιχεί σε διαφορετικό τρόπο εµφάνισης του E . Έτσι ελαττώνουµε 

τη διάσταση του χώρου καταστάσεων Ω και του πίνακα πιθανοτήτων µετάβασης P  µε 

αποτέλεσµα να µειώνονται οι απαιτήσεις σε χρόνο και υπολογιστική δύναµη. 

Στις επόµενες προτάσεις δίνονται η συνάρτηση κατανοµής , η συνάρτηση πιθανότητας, οι 

πιθανότητες ουράς και οι γεννήτριες συναρτήσεις )(
1
zGT  και )(

1
zHT  του χρόνου αναµονής 

1T . 
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Πρόταση 5.1. Η συνάρτηση κατανοµής, οι πιθανότητες ουράς και η συνάρτηση πιθανότητας 

του χρόνου αναµονής 1T  δίνονται αντίστοιχα από τις σχέσεις 

                                  1,)())(()( 1

11

1
≥′−−−−= −− nnF n

T 1MQIQIQIα ,                            (5.3) 

                                  1,)()()( 1

11

1
≥′−−−= −− nnF n

T 1MQIQIαQ ,                                   (5.4) 

                                           




≥′−−

=
= − ,2,)(

,1,0
)(

1

21 n

n
nf

nT
1MQIαQ

                                    (5.5) 

όπου το διάνυσµα α  δίνεται από τη σχέση  

kqpdkYYY eeα +=−+==== 1111 )]2Pr(,),2Pr(),1[Pr( K                     (5.6) 

και το διάνυσµα ie  συµβολίζει το µοναδιαίο διάνυσµα (γραµµή) του διανυσµατικού χώρου 

2R −+dk . 

Απόδειξη: Οι εκφράσεις για τη συνάρτηση κατανοµής )(
1
nFT  και τη συνάρτηση 

πιθανότητας )(
1
nfT  προκύπτουν άµεσα µε χρήση των σχέσεων 

1,)( 1

1

11
≥′= −+

−
nnF dk

n

T eπP , 

2),1()()(
111

≥−−= nnFnFnf TTT , 

ενώ µπορεί να διαπιστωθεί ότι  

0,
1

)())(( 1

1

1 ≥






 ′−−−−
=

−

n
nn

n

0

1MQIQIQIQ
P . 

Επιπλέον, για 1≥n  έχουµε ότι 

1MQIQIαQ1MQIQαQ

1MQIαQ

′−−−=′−−







=

′−−==

−−
∞

=

−

∞

+=

−
∞

+=

∑

∑∑

)()()(

)()()(

1

11

1

0

1

1

1
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1
11

n

i

in

ni

i

ni

TT ifnF

 

το οποίο συµπληρώνει την απόδειξη της Πρότασης 5.1.                                                           
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Πρόταση 5.2: Οι γεννήτριες συναρτήσεις )(
1
zGT  και )(

1
zHT  της 1T  δίνονται από τις σχέσεις 

                                            1MQIQIα ′−−−= − )()()( 1

12

1
zzzGT ,                                    (5.7) 

                                  1MQIQIQIIα ′−−−−+= −− )())()(()( 1

11

1
zzzHT ,                         (5.8) 

όπου το διάνυσµα α  δίνεται από τη σχέση (5.6). 

Απόδειξη. Από την Πρόταση 5.1 προκύπτει ότι 

1MQIQIα1MQIQα ′−−−=′−−== −
∞

=

−
∞

=
∑∑ )()()()()()( 1

12

2

1

22

2
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zzzzznfzG
n

n

n

n

TT  

ενώ 

.)()()()0(
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1

1

1

1

1

1111

1MQIQIQIα

1MQIQIQα

′−−−−+=

′−−−
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


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Η τελική έκφραση για τη γεννήτρια )(
1
zHT  προκύπτει µε τη βοήθεια της σχέσης 

                                         1MQIQIα ′−−−== − )()()1()0( 1

1

11 TT FF .                                         

Με χρήση της Πρότασης 5.2 και µετά από κάποιες αλγεβρικές πράξεις καταλήγουµε στον 

επόµενο αναλυτικό τύπο για τη γεννήτρια συνάρτηση )(
1
zGT  της 1T  

                                             
))()((1

)))(1(1()(
)(

1

1

1 kd

dk

T
pzpzqzpz

pzqzpzpz
zG

−−−
−+−

= −

−

                                   (5.9) 

ενώ η αναµενόµενη τιµή της 1T  δίνεται από τον τύπο 

             
212

11

1
)1(

)))1(13(21(
)1()(

1 kd

kdkdk

T
ppq

qpkprprkqpkqp
GTE

+−
−−−+−−+−

=′= −

−−

.           (5.10) 

Επιπλέον, η πιθανότητα αποδοχής του εξοπλισµού δίνεται από τον τύπο  

                                                  
kd

dk

TA
pp

pp
GP

+−
−

== −

−

1

1

1

)2(
)1(

1
                                                (5.11) 

από τον οποίο µπορεί κανείς να επιβεβαιώσει ότι αποτελεί φθίνουσα συνάρτηση για το k  

(d ) για δεδοµένες τιµές των p  και d  ( k )
†
. 

                                                 
†
 Σύµφωνα µε αυτά που αναφέρθηκαν στην Παράγραφο 2.6, σελ. 61, έχουµε ότι )1Pr( == JP

A
 ενώ 

A
PJTETE ⋅== )1|()(

1
 (εδώ η τυχαία µεταβλητή J  λαµβάνει τις τιµές 0 και 1, ανάλογα µε το ποιος από τους 

σχηµατισµούς 
0

E , 
1

E  εµφανίστηκε). Ανάλογες σχέσεις ισχύουν και στην περίπτωση του χρόνου αναµονής 
0
T  

η οποία µελετάται στη συνέχεια. 
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Έστω τώρα η τυχαία µεταβλητή 1W  η οποία εκφράζει τον αριθµό των εκκινήσεων µέχρι 

τον τερµατισµό του τεστ, δεδοµένου ότι ο εξοπλισµός γίνεται αποδεκτός. Τότε, η συνάρτηση 

πιθανότητας της τυχαίας µεταβλητής 1W  θα δίνεται από τη σχέση  

1),()()Pr( 1

1

1 ≥=== − nnTPPnW A  

ενώ η µέση τιµή )( 1WE  είναι δυνατό να υπολογιστεί από τον τύπο 

)()()( 1

1

1 TEPWE A

−= . 

Στο σηµείο αυτό, αξίζει να αναφέρουµε ότι η µέση τιµή και η τυπική απόκλιση της 

τυχαίας µεταβλητής 1W  δεν αποτελούν µονότονες συναρτήσεις του p  για δεδοµένες τιµές 

των k  και d . Για την περίπτωση της τυπικής απόκλισης )( 1WV  της τυχαίας µεταβλητής 

1W  αυτό είναι εµφανές στα επόµενα δύο διαγράµµατα.  
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Σχήµα 5.3. Τυπική απόκλιση της 1W  ως συνάρτηση του p  για 10=k  και 5,4,3=d . 
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Σχήµα 5.4. Τυπική απόκλιση της 1W  ως συνάρτηση του p  για 5=d  και 20,15,10=k . 
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Σηµειώνουµε ότι ο υπολογισµός της τυπικής απόκλισης µπορεί να γίνει χρησιµοποιώντας 

τον επόµενο τύπο 

)(
1

)(
1

)( 1

2

2

2

11 TE
P

TE
P

WV
AA

−=  

για τον υπολογισµό της διασποράς )( 1WV  καθώς και τις σχέσεις 

)())1(()( 111

2

1 TETTETE +−=  και ))1(()( 11
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


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


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TTEzG
dz

d

z

T . 

Η µελέτη της τυχαίας µεταβλητής 0T  µπορεί να γίνει µε κατάλληλη τροποποίηση της 

µεθόδου που χρησιµοποιήθηκε στη µελέτη της τυχαίας µεταβλητής 1T . Κατ’ αντιστοιχία, 

επιτρέπουµε στη Μαρκοβιανή αλυσίδα να εισέρχεται στην απορροφητική κατάσταση 

1−+ dk  µόνο µέσω της εµφάνισης του σχηµατισµού 0E . Σε αυτή την περίπτωση, ο πίνακας 

πιθανοτήτων µετάβασης για τη µελέτη της τυχαίας µεταβλητής 0T  είναι ο 

)1()1(

0

0
1

)(

−+×−+







 ′−−
=

dkdk
0

1MQIQ
P  

όπου 0Μ  είναι ένας πίνακας διάστασης )2()2( −+×−+ dkdk  µε όλα του τα στοιχεία ίσα 

µε µηδέν εκτός από το στοιχείο της θέσης )1,1( −− kk  το οποίο ισούται µε p . Οι ποσότητες 

)(
0
nFT , )(

0
nfT , )(

0
nFT , )(

0
zGT  και )(

0
zHT  µπορούν άµεσα να εξαχθούν από τις σχέσεις 

(5.3)-(5.5) και (5.7), (5.8) µε αντικατάσταση του πίνακα 1M  από τον πίνακα 0M . 

Η γεννήτρια συνάρτηση )(
0
zGT και η πιθανότητα απόρριψης RP  του εξοπλισµού µπορούν 

να προκύψουν άµεσα από τα αντίστοιχα αποτελέσµατα για τις τυχαίες µεταβλητές T  και 1T  

αφού 

)))()((1)(1(

))(1)()(1()(
)()()(

1

12

10 kd

dk

TTT
pzpzqzpzpz

pzpzqz
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=−= −
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                 (5.12) 

και 

kd

dk
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pp

pp
PP

+−
−−

=−= −

−

1

1

1

)1)(1(
1 .                                        (5.13) 

Σηµειώνουµε ότι η πιθανότητα RP  είναι µια αύξουσα συνάρτηση του k  (d ) για 

δεδοµένες τιµές των p  και d  ( k ). 
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Έστω επίσης 0W  η τυχαία µεταβλητή που εκφράζει το συνολικό αριθµό εκκινήσεων µέχρι 

τον τερµατισµό του τεστ δεδοµένου ότι ο εξοπλισµός δεν έγινε αποδεκτός. Η συνάρτηση 

πιθανότητας της τυχαίας µεταβλητής 0W  δίνεται από τη σχέση 

1),Pr()()Pr( 0

1

0 ≥=== − nnTPnW R  

ενώ ο υπολογισµός της µέσης τιµής )( 0WE  µπορεί να γίνει χρησιµοποιώντας τη σχέση 

))()(()()()()( 1

1

0

1

0 TETEPTEPWE RR −== −− . 

Στη συνέχεια δίνουµε ένα αριθµητικό παράδειγµα µε σκοπό να επιδείξουµε την εφαρµογή 

ορισµένων από τα προαναφερθέντα αποτελέσµατα. 

 

Παράδειγµα 5.1: Υποθέτουµε ότι ο αγοραστής ενός εξοπλισµού επιθυµεί να χρησιµοποιήσει 

ένα CSDF τεστ εκκίνησης προτού προχωρήσει στην αγορά αυτού, έτσι ώστε 

(i) ένας εξοπλισµός µε αξιοπιστία (πιθανότητα επιτυχούς εκκίνησης σε µια απλή δοκιµή) 

0.9 ή µεγαλύτερη να γίνεται αποδεκτός µε πιθανότητα (τουλάχιστον) 0.8 και 

ταυτόχρονα  

(ii) ένας εξοπλισµός µε αξιοπιστία µικρότερη ή ίση από 0.7 να απορρίπτεται µε 

πιθανότητα (τουλάχιστον) 0.8. 

Είναι εµφανές ότι για την πρώτη συνθήκη απαιτείται να ισχύει 8.0≥AP  όταν 9.0≥p , 

ενώ για τη δεύτερη απαιτείται να ισχύει 8.0≥RP  για 7.0≤p . Όπως έχουµε ήδη αναφέρει 

(σχέσεις (5.11) και (5.13)) η AP  είναι µια αύξουσα συνάρτηση του p  ενώ η RP  είναι µια 

φθίνουσα συνάρτηση του p . Έτσι, αρκεί να αναζητήσουµε τις τιµές εκείνες για τα k και d οι 

οποίες ικανοποιούν τις ανισώσεις 8.0≥AP  για 9.0=p  και 8.0≥RP  για 7.0=p . 

Με άµεση εφαρµογή των σχέσεων (5.11) και (5.13) µπορούµε να διαπιστώσουµε ότι δεν 

υπάρχει µοναδικό ζεύγος τιµών k, d, το οποίο ικανοποιεί τις παραπάνω ανισότητες. Στον 

επόµενο πίνακα δίνονται όλα τα δυνατά ζεύγη 
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Πίνακας 5.1. Τιµές των k, d 

k d AP  RP  

6 5 0.815915 0.764058 

7 3 0.851677 0.790067 

7 4 0.811314 0.815432 

8 2 0.892636 0.790458 

8 3 0.825597 0.846651 

9 2 0.874322 0.845867 

10 2 0.854836 0.888128 

11 2 0.834178 0.919614 

12 2 0.812365 0.942666 

 

Με τη σχέση (5.1) µπορούµε να υπολογίσουµε την αναµενόµενη τιµή του αριθµού των 

δοκιµών που απαιτούνται για τον τερµατισµό του τεστ για τις διάφορες τιµές των k , d του 

Πίνακα 5.1. Από τους υπολογισµούς αυτούς διαπιστώνουµε ότι το CSDF τεστ εκκίνησης για 

6=k , 5=d  δίνει τη µικρότερη τιµή )(TE  για όλες τις τιµές του p . Έτσι, το CSDF τεστ 

εκκίνησης µε 6=k  και 5=d  αποτελεί την πιο λογική επιλογή για τον έλεγχο αποδοχής 

εξαρτηµάτων µέσω τεστ εκκίνησης ώστε να ικανοποιούνται οι απαιτήσεις του πελάτη. 

Ο χώρος καταστάσεων της Μαρκοβιανής αλυσίδας }1,{ ≥tYt  για τη µελέτη της τυχαίας 

µεταβλητής T  είναι ο }10,,2,1{ K=Ω . Ακολούθως δίνουµε το διάνυσµα των αρχικών 

πιθανοτήτων και τον πίνακα πιθανοτήτων µετάβασης P . Για 9.0=p  θα είναι 

]0,0,0,0,1.0,0,0,0,0,9.0[=π , 

1010
1000000000

1.0000009.0000

1.09.000000000

1.009.00000000

1.0009.0000000

9.00001.000000

00001.09.00000

00001.009.0000

00001.0009.000

00001.00009.00

1

)(

×






































=






 ′−
=
0

1QIQ
P  

ενώ ο πίνακας 1)( −−QI  είναι (κατά προσέγγιση) ο 
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

































=− −

14.116.018.020.093.003.1000

03.114.116.018.083.093.0000

93.003.114.116.075.083.0000

83.093.003.114.167.075.0000

08.009.010.011.007.107.0000

16.018.020.022.003.114.1000

23.025.028.031.099.010.1100

29.032.035.039.096.007.190.010

34.038.042.047.093.004.181.090.01

)( 1QI . 

Ο υπολογισµός των πιθανοτήτων αποδοχής και απόρριψης του εξοπλισµού AP  και RP  

γίνεται άµεσα από τις εξισώσεις (5.11) και (5.13) ως εξής 

,816.0
90.090.01

)90.02(90.0
64

46

=
+−
−

=AP    184.0
9.09.01

)9.01)(9.01(
64

46

=
+−
−−

=RP . 

Επιπλέον, χρησιµοποιώντας τη σχέση (5.1) και τη σχέση (2.10), µπορούµε άµεσα να 

υπολογίσουµε τον αναµενόµενο αριθµό δοκιµών µέχρι τον τερµατισµό του τεστ καθώς 

επίσης και τη διασπορά του. Έτσι 

 

194.7
)90.090.01)(90.01(

)90.02)(90.01(
)(

46

46

=
−+−

−−
=TE , 

958.6))()()(1()(!2)( 112 =′−′−+−′−= −−− 1QIα1QIα1QIαTV . 

Τέλος, για την περίπτωση που επιθυµούµε µια πιο ολοκληρωµένη εικόνα της κατανοµής 

του χρόνου αναµονής µέχρι τον τερµατισµό του τεστ, είναι δυνατός ο υπολογισµός των 

πιθανοτήτων )(nfT . Χρησιµοποιώντας το Θεώρηµα 2.2 προκύπτει ο επόµενος πίνακας των 

πιθανοτήτων )(nfT . 
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Πίνακας 5.2. Πιθανότητα λήψης απόφασης στη −n οστή δοκιµή 

n  )(nfT   n  )(nfT  

1 0  8 0.0655 

2 0.01  9 0.0553 

3 0.018  10 0.0464 

4 0.0243  11 0.0383 

5 0.0292  12 0.0380 

6 0.5577  13 0.0089 

7 0.0774  14 0.0075 

 

5.5. Στατιστική Συµπερασµατολογία για την Πιθανότητα Επιτυχούς 

Εκκίνησης ενός Εξοπλισµού. 

 

Στην παρούσα παράγραφο θα δούµε τους δυνατούς τρόπους εκτίµησης της πιθανότητας 

επιτυχούς εκκίνησης p  όταν έχουµε στη διάθεσή µας δεδοµένα από τη διενέργεια ενός 

CSDF τεστ εκκίνησης. Έστω ότι έχουµε στη διάθεσή µας n  όµοιους εξοπλισµούς µε την ίδια 

πιθανότητα επιτυχούς εκκίνησης p . Όλοι οι εξοπλισµοί υπόκεινται στο ίδιο CSDF τεστ 

εκκίνησης και σε καθένα τεστ εκκίνησης καταγράφεται ο αριθµός εκκινήσεων µέχρι τον 

τερµατισµό του τεστ, ο αριθµός των επιτυχηµένων ή αποτυχηµένων εκκινήσεων, το τρόπος 

τερµατισµού του τεστ (αποδοχή ή όχι του εξοπλισµού) κτλ. Τα δεδοµένα που συλλέγονται 

από τα n  τεστ εκκίνησης θα χρησιµοποιηθούν για την εκτίµηση του p  ενώ ο υπολογισµός 

των ποσοτήτων που παρουσιάστηκαν στην Παράγραφο 5.4 βασίζεται σε αυτή την εκτίµηση. 

Σε πολλές περιπτώσεις δεν είναι δυνατή η γνώση του πλήρους σετ των δεδοµένων, όπως 

αυτό περιγράφηκε ανωτέρω, αλλά µόνο ένα µέρος του οπότε δεν εφαρµόζεται πάντοτε η ίδια 

µεθοδολογία. Για το σκοπό αυτό θα παρουσιάσουµε 3 διαφορετικές µεθοδολογίες οι οποίες 

µπορούν να εφαρµοστούν ανάλογα µε τις διαθέσιµες πληροφορίες. 

Ας υποθέσουµε ότι διενεργούνται n  τεστ εκκίνησης (οποιουδήποτε τύπου) και ας 

συµβολίσουµε αντίστοιχα µε iN , iS  και iF  το συνολικό αριθµό των εκκινήσεων, τον αριθµό 

των επιτυχηµένων εκκινήσεων και τον αριθµό των αποτυχηµένων εκκινήσεων έως ότου 

ολοκληρωθεί το i -οστό τεστ ( ni ≤≤1 ). Ο συνολικός αριθµός δοκιµών (επιτυχηµένων 
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εκκινήσεων) N  και ο συνολικός αριθµός επιτυχιών S  και αποτυχιών F  στα n  τεστ 

εκκίνησης δίνονται από τις σχέσεις 

∑
=

=
n

i

iSS
1

,   ∑
=

=
n

i

iFF
1

,    FSNN
n

i

i +==∑
=1

. 

Η συνάρτηση πιθανοφάνειας )( pL  για τα διαθέσιµα δεδοµένα είναι  

FFN pppL )1()( −= −  

ενώ ο λογάριθµός της είναι ίσος µε 

                                  )/)1log((log)(log)( ppFpNpLpl −+==                                   (5.14) 

απ’ όπου µπορούµε να εξάγουµε τον εκτιµητή µέγιστη πιθανοφάνειας p̂  του p . 

Υπολογίζοντας την παράγωγο dppLd /))(log(  της σχέσης (5.14) και λύνοντας την εξίσωση 

0/))(log( =dppLd  ως προς p , προκύπτει ότι ο ζητούµενος εκτιµητής είναι ο NSp /ˆ = . 

Προκειµένου να έχουµε και ένα µέτρο για τη διακύµανση του εκτιµητή, θα 

χρησιµοποιήσουµε το παρατηρούµενο µέτρο πληροφορίας του Fisher (Observed Fisher 

Information) το οποίο δίνεται από τη σχέση 

                                               
)ˆ1(ˆ

)(
)ˆ(

ˆ

2

2

pp

N

p

pl
pI

pp
−

=
∂

∂
−=

=

                                           (5.15) 

ενώ ένα προσεγγιστικό (ασυµπτωτικά) %100)1( a−  διάστηµα εµπιστοσύνης για το p  θα 

είναι το )ˆ(/ˆ
2/ pIzp a± . Η παραπάνω µεθοδολογία χρησιµοποιήθηκε από τους Viveros and 

Balakrishnan (1993) για την εκτίµηση του p  στην περίπτωση του CS τεστ εκκίνησης. 

Μπορεί όµως να εφαρµοστεί και για οποιοδήποτε άλλο τεστ αφού απαιτεί τη γνώση µόνο 

του συνολικού αριθµού δοκιµών, επιτυχιών και αποτυχιών και δε λαµβάνει υπόψη του τα 

ιδιαίτερα χαρακτηριστικά του εκάστοτε τεστ. Για λόγους συντοµίας θα αναφερόµαστε στη 

µεθοδολογία αυτή ως µέθοδος VB. 

Πρόσφατα, οι Smith and Griffith (2005) πρότειναν έναν διαφορετικό τρόπο για την 

εκτίµηση του p , ο οποίος µπορεί να εφαρµοστεί σε περιπτώσεις που έχουµε πληροφορίες 

µόνο για τον τρόπο τερµατισµού του τεστ. Έστω ότι για καθένα από τα n  τεστ εκκίνησης 

που διενεργούνται, γνωρίζουµε µόνο τις συχνότητες εµφάνισης των διαφορετικών τρόπων 

που µπορεί να τερµατιστεί το τεστ, µε κάποιους να οδηγούν σε αποδοχή και κάποιους σε 

απόρριψη του εξοπλισµού. Για συντοµία θα αναφερόµαστε στη µέθοδο αυτή ως µέθοδος SG. 
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Στην περίπτωση του CSDF τεστ εκκίνησης έχουµε d διαφορετικούς τρόπους τερµατισµού 

του τεστ, οι οποίοι αντιστοιχούν στους ακόλουθους σχηµατισµούς  

}01110{,},010{},00{},111{
2

1,02,01,01 321KK321K
−

− ====
d

d

k

CCCC . 

Ας συµβολίσουµε ως 
1C

p , 
1,0C

p , …, 
1,0 −dCp  τις πιθανότητες τερµατισµού του τεστ λόγω 

εµφάνισης του σχηµατισµού 1C , 1,0C , ..., 1,0 −dC  αντίστοιχα. Η πιθανότητα 1C  για τον 

τερµατισµό του τεστ λόγω της εµφάνισης του σχηµατισµού }111{1 321K
k

C =  ταυτίζεται µε την 

πιθανότητα αποδοχής του εξοπλισµού AP . 

Έστω iT ,0  ο χρόνος αναµονής για τον τερµατισµό του τεστ λόγω εµφάνισης του 

σχηµατισµού iC ,0 , 11 −≤≤ di . Η µελέτη της κατανοµή της τυχαίας µεταβλητής iT ,0

‡
 µπορεί 

να γίνει µε τρόπο ανάλογο της µελέτης των τυχαίων µεταβλητών 0T  και 1T . Ειδικότερα, για 

τη Μαρκοβιανή αλυσίδα }1,{ ≥tYt  που έχουµε ορίσει στην Παράγραφο 5.4, δεν επιτρέπουµε 

µεταβάσεις σε καταστάσεις οι οποίες αναφέρονται στους σχηµατισµούς 1C  και jC ,0  για 

11 −≤≠≤ dji . Έτσι, ο πίνακας πιθανοτήτων µετάβασης για τη µελέτη της iT ,0  θα είναι ο 

)1()1(

,0

,0
1

)(

−+×−+







 ′−−
=

dkdk

i

i
0

1MQIQ
P  

όπου i,0M  είναι ένας πίνακας διάστασης )2()2( −+×−+ dkdk  µε όλα του τα στοιχεία 

µηδέν εκτός από το στοιχείο της θέσης )1,1( −− kk  το οποίο ισούται µε p , και τα στοιχεία 

των θέσεων ),( jj  για 21 −+≤−+≠≤ dkikjk  τα οποία είναι όλα ίσα µε q . Από την 

Πρόταση 5.2, και αντικαθιστώντας τον πίνακα 1M  µε τον πίνακα i,0M , προκύπτει η 

γεννήτρια συνάρτηση της iT ,0  που δίνεται από τον τύπο  

                                             1MQIQIα ′−−−= − )()()( ,0

12

,0 iT zzzG
i

.                                (5.16) 

Για 1=z  έχουµε ότι )1(
,0,0 ii TC Gp = , και µετά από κάποιες αλγεβρικές πράξεις 

καταλήγουµε στον τύπο 

                                         1,...,2,1,
1

)1)(1(
1

2

,0
−=

+−
−−

= −

−

di
pp

ppp
p

kr

ki

C i
                              (5.17) 

                                                 
‡
 Ο όρος τυχαία µεταβλητή χρησιµοποιείται καταχρηστικά (δείτε όσα αναφέρθηκαν στην Παράγραφο 2.6, σελ. 

61). 



 215 

ενώ είναι προφανές ότι θα ισχύει 

∑
−

=

=
1

1
,0

d

i

CR i
pP . 

Εάν στα n  τεστ εκκίνησης που διενεργήθηκαν οι σχηµατισµοί 1C , 1,0C , ..., 1,0 −dC  

παρατηρήθηκαν αντίστοιχα ,1n  1,0n , …, 1,0 −dn  φορές (όπου nnnn d =+++ −1,01,01 K ), τότε 

για τη συνάρτηση πιθανοφάνειας )( pL  έχουµε ότι  

                                                         ∏
−

=

∝
1

1

,0

,0

1

1
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C

n

C
i

i
pppL                                                     (5.18) 

Ο εκτιµητής µεγίστης πιθανοφάνειας για το p  βρίσκεται από τη λύση της εξίσωσης 

0/))(ln( =dppLd . Αναλυτικός τύπος για τον συγκεκριµένο εκτιµητή δεν είναι εύκολο να 

βρεθεί και για το σκοπό αυτό στο Παράρτηµα Π.11 δίνεται ένα πρόγραµµα (σε Mathematica) 

το οποίο υπολογίζει τον εκτιµητή µέγιστης πιθανοφάνειας του p , το τυπικό σφάλµα αυτού 

καθώς και ένα προσεγγιστικό (ασυµπτωτικά) διάστηµα εµπιστοσύνης. 

Ένα πιο ρεαλιστικό σενάριο σχετικά µε τις διαθέσιµες πληροφορίες από τη διενέργεια των 

n  τεστ εκκίνησης προκύπτει όταν είναι γνωστοί µόνο οι αριθµοί των δοκιµών (εκκινήσεων) 

iN  µέχρι τον τερµατισµό του i -οστού τεστ. Για την περίπτωση αυτή, οι Viveros and 

Balakrishnan (1993) πρότειναν τη χρήση της µεθόδου των ροπών προκειµένου να εκτιµηθεί 

το p . Όµως, για την εφαρµογή της µεθόδου των ροπών απαιτείται ο µέσος αριθµός δοκιµών 

( )( iNE ) να είναι µια µονότονη συνάρτηση ως προς p . Κάτι τέτοιο όµως δεν ισχύει για τον 

αναµενόµενο αριθµό δοκιµών του CSDF τεστ εκκίνησης όπως επίσης και για τον 

αναµενόµενο αριθµό δοκιµών του CSTF τεστ εκκίνησης. Σε τέτοιες περιπτώσεις είναι 

δυνατή η χρήση του EM αλγορίθµου (δείτε Robert and Casella (2005)) και η οποία 

προσφέρει µια διαδικασία εκτίµησης της άγνωστης πιθανότητας p . Οι Chan et al. (2007) 

πρότειναν την εφαρµογή του EM αλγορίθµου για την περίπτωση του CSTF τεστ εκκίνησης. 

Στη συνέχεια παρουσιάζουµε πως µπορεί να χρησιµοποιηθεί ο EM αλγόριθµος στην 

περίπτωση του CSDF τεστ εκκίνησης. 

Αρχικά, υποθέτουµε ότι είναι γνωστές µόνο οι τιµές iN , ( ni ≤≤1 ). Σε αυτή την 

περίπτωση, ο αριθµός των επιτυχιών στο i -οστό τεστ εκκίνησης θα ισούται µε iii FNS −=  

και άρα οι τιµές iF , ( ni ≤≤1 ) µπορούν να θεωρηθούν ως µη-παρατηρούµενα ή ελλιπή 



 216 

δεδοµένα, οπότε και βρίσκει άµεση εφαρµογή ο ΕΜ αλγόριθµος. Θα συµβολίζουµε µε iv  τον 

παρατηρούµενο αριθµό δοκιµών µέχρι τον τερµατισµό του i  τεστ εκκίνησης ενώ ο 

παρατηρούµενος συνολικός αριθµός δοκιµών για τα n  τεστ εκκίνησης θα συµβολίζεται µε 

∑ =
=

n

i ivv
1

. 

Από τη σχέση (5.14) έχουµε ότι ο λογάριθµος της συνάρτησης πιθανοφάνειας ),;( NFpl  

δίνεται από τη σχέση  

                                         )/)1log((log),;( ppFpNNFpl −+=                                    (5.19) 

όπου ο συνολικός αριθµός των δοκιµών ∑ =
=

n

i iNN
1

 είναι γνωστός και ίσος µε v  ενώ ο 

συνολικός αριθµός των αποτυχιών ∑ =
=

n

i iFF
1

 είναι άγνωστος και πρόκειται να 

αντικατασταθεί από το άθροισµα των δεσµευµένων µέσων τιµων )|( iii vNFE = . Έτσι, η 

αναµενόµενη τιµή του λογαρίθµου της συνάρτησης πιθανοφάνειας (expected complete-data 

log likelihood function) δίνεται από τη σχέση 
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| .                      (5.20) 

Παραγωγίζοντας τη σχέση (5.20) ως προς p  και εξισώνοντας το αποτέλεσµα µε το µηδέν 

καταλήγουµε στο επόµενο επαναληπτικό σχήµα για την εφαρµογή του EM αλγορίθµου 

                                            
v

pvNF

p

n

i

j

iii
j

∑
=+

=
−= 1

)(

)1(

),|(E

1                                          (5.21) 

όπου το )( jp  συµβολίζει τον εκτιµητή του p  στο j  βήµα. Για να ξεκινήσει η επαναληπτική 

διαδικασία απαιτείται µια αρχική τιµή για το p  και η οποία συµβολίζεται µε )0(p . Τα 

βήµατα για την εφαρµογή του ΕΜ αλγορίθµου είναι τα ακόλουθα: 
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Βήµα 1. (Expectation Step) 

Υπολογισµός του αναµενόµενου αριθµού αποτυχιών στο i  τεστ εκκίνησης δοθέντος του 

αριθµού των δοκιµών iN  και της εκτίµησης για την (άγνωστη) πιθανότητα p , ο οποίος θα 

δίνεται από τη σχέση 

),|(E )( j

iii pvNF = . 

Βήµα 2. (Maximization Step) 

Εφαρµογή του αναδροµικού σχήµατος (5.21) για τον υπολογισµό της εκτίµησης )1( +jp  

του p  στο επόµενο βήµα. 

Βήµα 3. Ο αλγόριθµος σταµατάει όταν επιτευχθεί η επιθυµητή ακρίβεια µεταξύ δύο 

διαδοχικών εκτιµήσεων )( jp , )1( +jp  για την άγνωστη πιθανότητα p . 

Το παρατηρούµενο µέτρο πληροφορίας του Fisher, το οποίο µπορεί να χρησιµοποιηθεί για 

την κατασκευή προσεγγιστικών διαστηµάτων εµπιστοσύνης για το p  δίνεται από τη σχέση 

pppppp

vNNFpl
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Για την εφαρµογή του ΕΜ αλγορίθµου είναι απαραίτητος ο υπολογισµός της 

αναµενόµενης τιµής ),|( )( j

iii pvNFE = . Προκειµένου να γίνει αυτό, χρειάζεται να 

γνωρίζουµε τη δεσµευµένη κατανοµή του F  δοθέντος του N . Στις Παραγράφους 2.7 και 

2.8 δόθηκαν τα βασικά θεωρήµατα (Θεωρήµατα 2.7-2.8) τα οποία θα χρησιµοποιήσουµε στη 

συνέχεια προκειµένου να υπολογίσουµε τη ζητούµενη δεσµευµένη κατανοµή. 

Έστω N  ο αριθµός των δοκιµών µέχρι την εµφάνιση του σύνθετου σχηµατισµού E  το 

οποίο περιγράφεται στην Παράγραφο 5.3, και έστω NS  ο αριθµός των επιτυχιών στην 

ακολουθία των δοκιµών NZZZ ,,, 21 K .  

Οι πίνακες πιθανοτήτων µετάβασης 0A  και 1A  οι οποίοι είναι απαραίτητοι για την 

εφαρµογή των θεωρηµάτων έχουν τη µορφή 

)()(2

1

0

dkdk +×+









=

R0

R0
A ,   

)()(54

3

1

dkdk +×+









=

RR

0R
A  

όπου 1R  είναι ένας πίνακας διάστασης dk ×  µε όλα τα στοιχεία ίσα µε το 0  εκτός από τα 

στοιχεία της πρώτης στήλης τα οποία είναι όλα ίσα µε q , 2R  είναι ένας πίνακας διάστασης 
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kd ×  µε όλα τα στοιχεία ίσα µε το 0  εκτός από το στοιχείο της θέσης )1,(d  το οποίο είναι 

ίσο µε q , 4R  είναι ένας πίνακας διάστασης kd ×  µε όλα του τα στοιχεία ίσα µε 0 εκτός από 

τα στοιχεία των θέσεων )1,(d  και )1,1( −− dd  τα οποία είναι ίσα µε p  και τέλος οι πίνακες 

3R  και 5R  έχουν τη µορφή 
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Επιπλέον, δύο πίνακες που είναι απαραίτητοι για τον υπολογισµό της ζητούµενης 

δεσµευµένης κατανοµής είναι ο πίνακας 0B  ο οποίος είναι ένας πίνακας διάστασης 

)()( dkdk +×+  µε όλα του τα στοιχεία ίσα µε το 0 εκτός από τα στοιχεία των θέσεων 

),( dkik ++  για 1,2,1 −= di K  τα οποία είναι όλα ίσα µε q , καθώς επίσης και ο πίνακας 

1B  ο οποίος είναι ένας πίνακας διάστασης )()( dkdk +×+  µε όλα τα στοιχεία ίσα µε 0 εκτός 

από το στοιχείο της θέσης ),1( kk −  το οποίο ισούται µε p . 

Ένα αναδροµικό σχήµα για τον υπολογισµό της από κοινού κατανοµής της τυχαίας 

µεταβλητής ),( NSN  δίνεται από το Θεώρηµα 2.8 χρησιµοποιώντας για αρχική συνθήκη τη 

σχέση 

kqyypy eef )1()( 11 −+= ,   1,0=y . 

Ως εκ τούτου, η από κοινού κατανοµή των τυχαίων µεταβλητών N  και NF  µπορεί να 

υπολογιστεί από τη σχέση 

nxxnSnNPxFnNP NN ...,,2,1,0),,(),( =−===== , 

ενώ ο αναµενόµενος αριθµός αποτυχιών δοθέντος του αριθµού των προσπαθειών N  

υπολογίζεται µε χρήση της σχέσης 

∑
= =

==
==

n

x

N
N

nNP

xFnNP
xnNF

0 )(
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Στη συνέχεια δίνουµε ένα αριθµητικό παράδειγµα ώστε να γίνει κατανοητή η χρήση των 

τριών διαφορετικών µεθοδολογιών για την εκτίµηση της πιθανότητας επιτυχούς εκκίνησης 

p  ενός εξοπλισµού.  

 

Παράδειγµα 5.2: Ας υποθέσουµε ότι 30=n  όµοιοι εξοπλισµοί, οι οποίοι έχουν την ίδια 

πιθανότητα επιτυχούς εκκίνησης 90.0=p  υπόκεινται σε τεστ εκκίνησης CSDF. Ο 

εξοπλισµός γίνεται αποδεκτός όταν συµβούν 10=k  συνεχόµενες επιτυχηµένες εκκινήσεις 

πριν από την εµφάνιση δύο αποτυχηµένων εκκινήσεων οι οποίες απέχουν το πολύ 1 

επιτυχηµένη εκκίνηση ( 3=d ). Στον επόµενο πίνακα δίνονται τα (προσοµοιωµένα) 

διαθέσιµα δεδοµένα από τη διεξαγωγή των 30=n  τεστ εκκίνησης. Έχουν καταγραφεί οι 

τιµές του αριθµού των δοκιµών, επιτυχιών και αποτυχιών (στήλες ,iN  iS  και iF  αντίστοιχα) 

στο i -οστό τεστ ενώ η στήλη C δίνει το σχηµατισµό του οποίου η εµφάνιση οδήγησε στον 

τερµατισµό του τεστ και στη λήψη απόφασης. 
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Πίνακας 5.3. Προσοµοιωµένα δεδοµένα για 30=n  όµοιους εξοπλισµούς 

( 90.0=p , τεστ εκκίνησης CSDF για ,10=k  3=d ). 

i  iN  iS  iF   C  1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25 26 

1 26 24 2  C1  1 1 1 1 1 1 1 1 0 1 1 1 1 1 1 0 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 

2 3 1 2  C0,2  0 1 0                        

3 11 10 1  C1  0 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1                

4 10 10 0  C1  1 1 1 1 1 1 1 1 1 1                 

5 10 10 0  C1  1 1 1 1 1 1 1 1 1 1                 

6 10 10 0  C1  1 1 1 1 1 1 1 1 1 1                 

7 10 10 0  C1  1 1 1 1 1 1 1 1 1 1                 

8 23 20 3  C1  1 1 1 1 1 0 1 1 0 1 1 1 0 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1    

9 11 9 2  C0,2  1 1 1 1 1 1 1 1 0 1 0                

10 6 4 2  C0,1  1 1 1 1 0 0                     

11 19 18 1  C1  1 1 1 1 1 1 1 1 0 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1        

12 10 10 0  C1  1 1 1 1 1 1 1 1 1 1                 

13 11 10 1  C1  0 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1                

14 10 10 0  C1  1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1                

15 10 8 2  C0,2  1 1 1 1 1 1 1 0 1 0                 

16 15 11 4  C0,2  1 0 1 1 0 1 1 1 1 1 1 1 0 1 0            

17 5 3 2  C0,1  1 1 1 0 0                      

18 18 16 2  C1  0 1 1 1 1 1 1 0 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1         

19 16 15 1  C1  1 1 1 1 1 0 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1           

20 12 11 1  C1  1 0 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1               

21 11 10 1  C1  0 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1                

22 14 13 1  C1  1 1 1 0 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1             

23 10 10 0  C1  1 1 1 1 1 1 1 1 1 1                 

24 6 4 2  C0,2  1 1 1 0 1 0                     

25 13 12 1  C1  1 1 0 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1              

26 12 11 1  C1  1 0 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1               

27 20 19 1  C1  1 1 1 1 1 1 1 1 1 0 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1       

28 4 2 2  C0,1  1 1 0 0                       

29 16 15 1  C1  1 1 1 1 1 0 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1           

30 20 19 1  C1  1 1 1 1 1 1 1 1 1 0 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1       

 

Από τα δεδοµένα του παραπάνω πίνακα έχουµε ότι  

372,37,335
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i . 

Εφαρµόζοντας τη µέθοδο VB προκύπτουν οι εκτιµήσεις 
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)ˆ1(ˆ

)ˆ(,9005.0
372

335
ˆ ≈

−
=≈=

+
=

pp

N
pI

FS

S
p  

ενώ το προσεγγιστικό 95% διάστηµα εµπιστοσύνης για το p  είναι το 

)9310.0,8701.0()19.4153/96.19005.0,19.4153/96.19005.0( =+− . 
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Η συνάρτηση πιθανοφάνειας µε τη µέθοδο SG ( 221 =n , 31,0 =n , 52,0 =n ) είναι ίση µε 
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Ο εκτιµητής µέγιστης πιθανοφάνειας και το παρατηρούµενο µέτρο πληροφορίας του Fisher, 

αντίστοιχα, είναι ίσα µε  

02.3306)ˆ(,8923.0ˆ == pIp  

και ένα προσεγγιστικό 95% διάστηµα εµπιστοσύνης για το p  είναι το 

)9264.0,8582.0()02.3306/96.18923.0,02.3306/96.18923.0( =+− . 

Τέλος, µε τη µέθοδο EM προκύπτει ότι ο εκτιµητής µέγιστης πιθανοφάνειας και το 

παρατηρούµενο µέτρο πληροφορίας του Fisher είναι αντίστοιχα ίσο µε 

58.1803)ˆ(,8834.0ˆ == pIp  

ενώ το προσεγγιστικό 95% διάστηµα εµπιστοσύνης για το p  είναι το 

)9301.0,8378.0()58.1803/96.18834.0,58.1803/96.18834.0( =+− . 

Για την εξαγωγή των αποτελεσµάτων µε τη µέθοδο ΕΜ αναπτύχθηκε κατάλληλος 

αλγόριθµος µε το Mathematica ο οποίος δίνεται στο Παράρτηµα Π.12. 

Από µια απλή ανάγνωση των παραπάνω αποτελεσµάτων προκύπτει ότι η µέθοδος VB 

δίνει τον καλύτερο σηµειακό εκτιµητή και το πιο στενό διάστηµα εµπιστοσύνης για την 

άγνωστη πιθανότητα p . Το αποτέλεσµα αυτό ήταν αναµενόµενο αφού η συγκεκριµένη 

µέθοδος χρησιµοποιεί πολύ περισσότερες πληροφορίες έναντι των άλλων δύο µεθόδων. 

Από εκτενείς αριθµητικές µελέτες που έγιναν µε χρήση τεχνικών προσοµοίωσης, το 

παραπάνω συµπέρασµα µπορεί να γενικευτεί. Ενδεικτικά δίνουµε τον επόµενο πίνακα στον 

οποίο έχουµε υπολογίσει τον εκτιµητή µέγιστης πιθανοφάνειας (MLE) και το τυπικό σφάλµα 

(se) του p µε χρήση και των τριών µεθόδων στην περίπτωση ενός CSDF τεστ εκκίνησης µε 

τιµές παραµέτρων 5=k  και 3=d . Οι τιµές του p  κυµάνθηκαν από 0.50 έως 0.99 ενώ 

χρησιµοποιήθηκαν 30=n , 40 όµοιοι εξοπλισµοί. 
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Πίνακας 5.4. Εκτιµητής µέγιστης πιθανοφάνειας και τυπικό σφάλµα 

για τις µεθόδους VB, SG και EM 

 3,5,30 === dkn   3,5,40 === dkn  

 VB SG EM  VB SG EM 
p  MLE se MLE se MLE se  MLE se MLE se MLE se 

0.50 0.4595 0.0473 0.5446 0.0537 0.4206 0.0522  0.5200 0.0353 0.4826 0.0551 0.5562 0.0411 

0.60 0.5349 0.0439 0.5696 0.0501 0.5056 0.0538  0.6034 0.0321 0.5656 0.0443 0.6492 0.0445 

0.70 0.6978 0.0340 0.7009 0.0358 0.7197 0.0493  0.6863 0.0291 0.6726 0.0334 0.6901 0.0408 

0.80 0.7921 0.0286 0.8193 0.0296 0.7636 0.0420  0.8145 0.0247 0.7905 0.0267 0.8469 0.0305 

0.90 0.9231 0.0198 0.9186 0.0282 0.9084 0.0250  0.9205 0.0175 0.9133 0.0245 0.9252 0.0196 

0.95 0.9576 0.0157 1.0000 0.0408 0.9599 0.0164  0.9409 0.0153 0.9290 0.0246 0.9421 0.0167 

0.99 0.9872 0.0090 1.0000 0.0408 0.9867 0.0094  0.9901 0.0069 1.0000 0.0354 0.9900 0.0071 

 

Από τις τιµές του Πίνακα 5.4 έπεται ότι το τυπικό σφάλµα του εκτιµητή µε τη µέθοδο VB 

είναι οµοιόµορφα µικρότερο έναντι των αντιστοίχων τυπικών σφαλµάτων των υπόλοιπων 

δύο µεθόδων, παρόλο που ο σηµειακός εκτιµητής της µεθόδου VB δεν είναι πάντοτε ο 

καλύτερος (τιµή κοντά στην πραγµατική τιµή). Κάτι ανάλογο δεν ισχύει για τις άλλες δύο 

µεθόδους, συγκρινόµενες µεταξύ τους, αφού για ένα εύρος τιµών του p οι σηµειακές 

εκτιµήσεις της µεθόδου SG είναι πολύ καλύτερες ενώ για τις υπόλοιπες η µέθοδος EM δίνει 

τα καλύτερα αποτελέσµατα. 

 

5.6 Οδηγός Επιλογής των Παραµέτρων του CSDF Τεστ Εκκίνησης 

 

Στην παρούσα παράγραφο θα εξετάσουµε τους δυνατούς τρόπους επιλογής αξιόπιστων και 

συνάµα αποδοτικών τεστ εκκίνησης τα οποία θα ικανοποιούν τις απαιτήσεις του χρήστη. 

Ειδικότερα, θα δούµε τρόπους επιλογής των κατάλληλων τιµών για τις παραµέτρους k  και 

d  του CSDF τεστ εκκίνησης ώστε να πληρούνται δεδοµένα στατιστικά κριτήρια. 

Παράδειγµα ενός (απλού) στατιστικού σχεδιασµού είναι ο τρόπος επιλογής των παραµέτρων 

k  και d  όπως περιγράφτηκε στο Παράδειγµα 5.1. Στη µέχρι τώρα βιβλιογραφία, µόνο οι 

Smith and Griffith (2005, 2008) έδωσαν πρακτικούς οδηγούς για την επιλογή των 

παραµέτρων των τεστ εκκίνησης. 

Αρχικά, θεωρούµε ότι ένας εξοπλισµός υψηλής αξιοπιστίας είναι αυτός που έχει 

πιθανότητα επιτυχούς εκκίνησης 1pp ≥ , όπου 1p  κάποια δεδοµένη τιµή. Όµοια θεωρούµε 

ως εξοπλισµό χαµηλής αξιοπιστίας αυτόν που έχει πιθανότητα επιτυχούς εκκίνησης 0pp ≤ , 
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όπου 0p  κάποια δεδοµένη τιµή µε 10 pp < . Στην πράξη απαιτείται η εφαρµογή ενός τεστ 

εκκίνησης τέτοιο ώστε να αποδέχεται µε µεγάλη πιθανότητα εξοπλισµούς υψηλής 

αξιοπιστίας ενώ ταυτόχρονα να αποδέχεται µε µικρή πιθανότητα εξοπλισµούς χαµηλής 

αξιοπιστίας. Θα προσδιορίσουµε τις τιµές των k  και d  ώστε το CSDF τεστ εκκίνησης που 

θα προκύψει να ικανοποιεί τα δύο παραπάνω κριτήρια 

Όπως έχουµε ήδη αναφέρει στην Παράγραφο 5.4 η πιθανότητα αποδοχής του εξοπλισµού 

ο οποίος υπόκειται σε ένα CSDF τεστ εκκίνησης είναι µια φθίνουσα συνάρτηση ως προς d  

(k) όταν το k ( d ) παραµένει σταθερό. Ας συµβολίσουµε µε )|Pr( 1 ipp =E , 1,0=i , την 

πιθανότητα αποδοχής ενός εξοπλισµού αξιοπιστίας ip , 1,0=i . Χρησιµοποιώντας τη 

µεθοδολογία των Govindaraju and Lai (1999) και Smith and Griffith (2005, 2008) οι 

βέλτιστες τιµές για τα k και d  πρέπει να ικανοποιούν ταυτόχρονα το σύστηµα των επόµενων 

δύο ανισώσεων 

β−>= 1)|Pr( 11 ppE ,   α<= )|Pr( 01 ppE . 

Για δεδοµένη τιµή του d, οι τιµές του k θα ικανοποιούν την παρακάτω ανισότητα 
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Σε πολλές περιπτώσεις, δεν υπάρχει µοναδική τιµή του k η οποία να βρίσκεται µεταξύ του 

κάτω ορίου (LB) και του άνω ορίου (UB). Οι Govindaraju and Lai (1999) (όπως και οι Smith 

and Griffith (2005)) πρότειναν να χρησιµοποιείται ως k η τιµή 1][ +LB , όπου [.] συµβολίζει 

το ακέραιο µέρος ενός πραγµατικού αριθµού. Χρησιµοποιώντας όµως αυτή την τιµή για τον 

προσδιορισµό των παραµέτρων k και d στο CSDF τεστ εκκίνησης προκύπτει το εξής 

πρόβληµα: 

Το τεστ εκκίνησης CSDF που προκύπτει ταυτίζεται αρκετές φορές µε το CSCF τεστ 

εκκίνησης των Smith and Griffith (2008), στο οποίο ο εξοπλισµός θα απορρίπτεται όταν 

εµφανιστούν 2 συνεχόµενες αποτυχηµένες εκκινήσεις ( 2=d ) πριν από την εµφάνιση k 

συνεχόµενων επιτυχηµένων. Έτσι το βασικό χαρακτηριστικό της απόστασης µεταξύ δύο 

αποτυχηµένων εκκινήσεων ενός CSDF τεστ εκκίνησης χάνεται αφού η βέλτιστη τιµή που 

προκύπτει για το d είναι το 2.  

Για την επιλογή των βέλτιστων τιµών k και d βασιστήκαµε επιπλέον στον αναµενόµενο 

αριθµό δοκιµών )(TE  µέχρι το τέλος του τεστ λαµβάνοντας υπόψη και τη µονοτονία της 
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πιθανότητας αποδοχής του εξοπλισµού. Έτσι, επιλέξαµε τα k και d τα οποία ικανοποιούν τις 

ανισότητες της σχέσης (5.22) ενώ ταυτόχρονα δίνουν και τη µικρότερη τιµή )(TE . Οι Smith 

and Griffith (2005, 2008) έδωσαν πίνακες µε τις βέλτιστες τιµές για τις παραµέτρους των 

τεστ εκκίνησης CSTF, CSCF και TSTF για διάφορες επιλογές των 01,,, ppa β . 

Στον επόµενο πίνακα δίνονται οι τιµές των παραµέτρων k  και d, η πιθανότητα αποδοχής 

ενός εξοπλισµού υψηλής αξιοπιστίας (στήλη )|Pr( 11 pE ), η πιθανότητα αποδοχής ενός 

εξοπλισµού χαµηλής αξιοπιστίας (στήλη )|Pr( 01 pE ) καθώς και ο αναµενόµενος αριθµός 

δοκιµών )(TE  και η τυπική απόκλιση )(TV  της κατανοµής του αριθµού των δοκιµών 

µέχρι τον τερµατισµό του τεστ. Στην τελευταία στήλη έχει υπολογιστεί το µέγεθος δείγµατος 

zn  που απαιτείται για τον έλεγχο υπόθεσης του ποσοστού ενός πληθυσµού µε χρήση 

κανονικής προσέγγισης δοθέντος των σφαλµάτων τύπου Ι και τύπου ΙΙ. Έτσι για δεδοµένα a  

(σφάλµα τύπου Ι) και β  (σφάλµα τύπου ΙΙ) το zn  ισούται µε  

1
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όπου µε ][x  συµβολίζουµε το ακέραιο µέρος ενός πραγµατικού αριθµού x . Το τεστ 

εκκίνησης είναι προτιµότερο όταν ισχύει znTE <)( . Σηµειώνουµε επίσης πως οι στήλες 

)(TE  και )(TV  έχουν υπολογιστεί χρησιµοποιώντας τη σχέση (2.10) για τις προτεινόµενες 

τιµές του k  και του d και για 1pp = . 
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Πίνακας 5.5. Βέλτιστα τεστ εκκίνησης CSDF για διάφορες επιλογές των α, β, p1, p0. 

α  β  
1p  0p  k  d )|Pr( 11 pE  )|Pr( 01 pE  )(TE  )(TV  zn  

0.05 0.05 0.99 0.95 99 4 0.9783 0.0460 162.479 92.355 171 

  0.99 0.90 37 15 0.9503 0.0454 42.806 14.300 54 

  0.99 0.85 23 23 0.9587 0.0471 24.933 5.536 29 

  0.99 0.80 17 17 0.9765 0.0447 18.194 3.718 19 

  0.99 0.75 13 13 0.9560 0.0471 13.761 2.601 14 

  0.99 0.70 11 11 0.9899 0.0393 11.572 2.080 11 

  0.95 0.70 13 2 0.9570 0.041 18.141 8.743 20 

0.10 0.05 0.99 0.95 80 5 0.9553 0.0970 117.933 60.581 123 

  0.99 0.90 29 21 0.9505 0.0960 32.162 8.714 38 

  0.99 0.85 19 19 0.9710 0.0895 20.430 4.306 20 

  0.99 0.80 14 14 0.9838 0.0865 14.863 2.871 13 

  0.99 0.75 11 11 0.9900 0.0833 11.572 2.079 9 

  0.99 0.70 9 9 0.9933 0.0800 9.403 1.588 7 

  0.95 0.75 14 2 0.9524 0.0832 20.001 9.966 21 

  0.95 0.70 11 2 0.9652 0.0804 14.634 6.548 15 

0.05 0.25 0.99 0.95 72 61 0.7513 0.0496 79.782 27.612 114 

  0.99 0.90 35 35 0.9136 0.0495 38.512 9.545 39 

  0.99 0.85 23 23 0.9587 0.0471 24.933 5.536 22 

  0.99 0.80 17 17 0.9765 0.0447 18.194 3.718 15 

  0.99 0.75 13 13 0.9860 0.0471 13.761 2.601 11 

  0.99 0.70 11 11 0.9899 0.0393 11.572 2.080 9 

  0.95 0.85 28 3 0.7784 0.0468 49.891 33.306 54 

  0.95 0.80 17 8 0.7561 0.0496 21.046 9.932 29 

  0.95 0.75 13 13 0.7701 0.0471 14.601 4.531 19 

  0.95 0.70 11 11 0.8216 0.0393 12.457 3.718 13 

  0.90 0.70 13 2 0.7894 0.0407 23.163 15.256 23 

0.10 0.25 0.99 0.95 58 58 0.8063 0.0996 63.797 18.264 75 

  0.99 0.90 29 29 0.9375 0.0922 31.724 7.485 26 

  0.99 0.85 19 19 0.9710 0.0894 20.430 4.306 14 

  0.99 0.80 14 14 0.9838 0.0865 14.863 2.871 10 

  0.99 0.75 11 11 0.9899 0.0833 11.572 2.079 7 

  0.99 0.70 9 9 0.9933 0.0797 9.403 1.588 6 

  0.95 0.85 21 5 0.7675 0.0953 29.722 16.877 37 

  0.95 0.80 14 13 0.7514 0.0871 15.788 5.287 20 

  0.95 0.75 11 11 0.8216 0.0833 12.457 3.718 13 

  0.95 0.70 9 9 0.8713 0.0797 10.223 2.937 9 

  0.90 0.70 10 3 0.7703 0.0792 14.388 8.111 16 

 

Στη συνέχεια δίνουµε ένα παράδειγµα ώστε να γίνει κατανοητή η χρήση του Πίνακα 5.5. 
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Παράδειγµα 5.3: Έστω ότι 05.0=a , 05.0=β . Θέλουµε η πιθανότητα αποδοχής ενός 

εξοπλισµού ποιότητας 99.0≥p  να είναι τουλάχιστον 95% ενώ η πιθανότητα αποδοχής ενός 

εξοπλισµού αξιοπιστίας 85.0≤p  να είναι µικρότερη από 5%. Χρησιµοποιώντας τον Πίνακα 

5.5 προκύπτει ότι το καταλληλότερο CSDF τεστ εκκίνησης σε αυτή την περίπτωση είναι 

αυτό στο οποίο ο εξοπλισµός γίνεται αποδεκτός όταν εµφανιστούν 23=k  συνεχόµενες 

επιτυχηµένες εκκινήσεις πριν από την εµφάνιση 2 αποτυχηµένων εκκινήσεων µεταξύ των 

οποίων παρεµβάλλονται το πολύ 212232 =−=−d  επιτυχηµένες εκκινήσεις. Έτσι, ένας 

εξοπλισµός αξιοπιστίας 99.01 =p  θα γίνεται αποδεκτός µε πιθανότητα 0.9587 ενώ ένας 

εξοπλισµός µε επίπεδο αξιοπιστίας 85.00 =p  θα γίνεται αποδεκτός µε πιθανότητα 0.0471. 

 

5.7 Ανακεφαλαίωση 

 

Στο παρόν Κεφάλαιο παρουσιάστηκε η λειτουργία των τεστ εκκίνησης και ο τρόπος 

εφαρµογής τους στο ευρύτερο πλαίσιο του στατιστικού ελέγχου ποιότητας που αποσκοπεί 

στην αποδοχή ή όχι ενός καινούργιου εξοπλισµού, προτού αυτός δοθεί προς χρήση. Τα 

κριτήρια αποδοχής/απόρριψης ενός εξοπλισµού που έχουν µελετηθεί έως τώρα στη 

βιβλιογραφία βασίζονται στη χρήση στατιστικών συναρτήσεων ροών και στατιστικών 

συναρτήσεων σάρωσης. Προτάθηκε και µελετήθηκε ένα νέο τεστ εκκίνησης, το CSDF τεστ 

εκκίνησης το οποίο χρησιµοποιεί µια κατάλληλη στατιστική συνάρτηση σάρωσης σύµφωνα 

µε την οποία ο εξοπλισµός για να γίνει αποδεκτός θα πρέπει οι αποτυχηµένες εκκινήσεις 

αυτού να απέχουν απόσταση µεγαλύτερη από d δοκιµές. Εκτός από τη θεωρητική µελέτη, 

εξετάστηκε και η διαδικασία εκτίµησης της άγνωστης πιθανότητας επιτυχούς εκκίνησης p , 

χρησιµοποιώντας τρεις διαφορετικούς τρόπους, όλους βασιζόµενους στη µέθοδο µεγίστης 

πιθανοφάνειας. Τέλος, δόθηκε και ένας πρακτικός οδηγός για την επιλογή των παραµέτρων k 

και d ενός CSDF τεστ εκκίνησης ώστε να πληρούνται δεδοµένα στατιστικά κριτήρια. 
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ΠΑΡΑΡΤΗΜΑ 
 

Παράρτηµα Π.1: ∆ιαγράµµατα ελέγχου τύπου Shewhart για συνεχή 

χαρακτηριστικά 
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Παράρτηµα Π.2: ∆ιαγράµµατα ελέγχου τύπου Shewhart για 

ιδιότητες (διακριτά χαρακτηριστικά) 
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Παράρτηµα Π.3: Βασικά Στοιχεία για την Κατασκευή των 

διαγραµµάτων ελέγχου M : 3/5 και M : 4/5 

 

Χρησιµοποιώντας τη µεθοδολογία του Κεφαλαίου 2 καθώς και την τεχνική που 

παρουσιάσαµε στην Παράγραφο 3.6 µπορούµε να εξάγουµε το χώρο καταστάσεων Ω, 
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για τα διαγράµµατα ελέγχου 5/3:M  και 5/4:M . Αρχικά παρουσιάζεται το 

5/3:M  διάγραµµα ελέγχου και στη συνέχεια το 5/4:M . 
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Στη συνέχεια, ο χώρος καταστάσεων Ω για το διάγραµµα ελέγχου 5/4:M  είναι ο 
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Παράρτηµα Π.4: Τιµές του ARL και της τυπικής απόκλισης για τα 

διαγράµµατα m/m και M : r/m, 2 ≤ r ≤ m ≤ 5 όταν ARLin = 500, 1000 

 

Στο παρόν παράρτηµα δίνονται οι τιµές του ARL και της τυπικής απόκλισης για τα 

διαγράµµατα ελέγχου mm / και mrM /: , ( 52 ≤≤≤ mr ). Για το εντός ελέγχου µέσο 

µήκος ροής έχουν χρησιµοποιηθεί οι τιµές =inARL 500, 1000 ενώ για τους 

υπολογισµούς χρησιµοποιήθηκε η µεθοδολογία του Κεφαλαίου 2. 
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Πίνακας 1. Τιµές του ARL και της τυπικής απόκλισης για τα διαγράµµατα mm /  και mrM /:  ( 500in =ARL ) 

 1/1 2/2 M: 2/3 2/3 3/3 M: 2/4 2/4 M: 3/4 3/4 4/4 M: 2/5 M: 3/5 M: 4/5 5/5 

 Όρια Ελέγχου 

δ ±3.09 ±1.850 ±1.934 ±1.995 ±1.261 ±1.964 ±2.076 ±1.372 ±1.45 ±0.888 ±1.977 ±1.418 ±1.005 ±0.621 

0.0 500.00 500.00 500.00 500.00 500.00 500.00 500.00 500.00 500.00 500.00 500.00 500.00 500.00 500.00 
 (499.50) (498.54) (498.54) (497.60) (497.60) (496.71) (495.84) (498.22) (498.06) (496.71) (497.60) (498.02) (497.20) (495.84) 

0.2 412.32 366.76 350.27 357.59 341.36 340.53 353.10 318.80 326.57 325.40 334.32 305.33 301.15 314.49 
 (411.82) (365.30) (365.30) (339.00) (339.00) (322.18) (310.43) (348.49) (355.69) (322.18) (350.76) (338.52) (316.03) (310.43) 

0.4 262.37 193.21 172.77 181.62 164.16 161.62 176.37 140.92 148.59 148.75 154.74 128.59 126.22 139.45 
 (261.87) (191.77) (191.77) (161.86) (161.86) (145.63) (135.53) (171.02) (179.76) (145.63) (174.12) (159.61) (138.23) (135.53) 

0.6 153.96 98.70 84.40 90.49 79.97 77.01 87.07 65.28 70.01 71.24 72.54 58.09 57.64 66.51 

 (153.46) (97.28) (97.28) (77.73) (77.73) (68.21) (62.72) (82.67) (88.70) (68.21) (84.91) (75.03) (62.67) (62.72) 
0.8 90.46 53.20 44.31 48.06 42.53 39.93 46.11 33.88 36.62 38.14 37.33 29.91 30.25 36.08 

 (89.96) (51.80) (51.80) (40.35) (40.35) (35.20) (32.40) (42.63) (44.33) (35.20) (44.05) (38.01) (31.35) (32.40) 
1.0 54.58 30.68 25.27 27.54 24.83 22.73 26.47 19.67 21.29 22.78 21.25 17.46 18.08 22.08 

 (54.08) (29.32) (29.32) (22.70) (22.70) (19.91) (18.48) (23.63) (25.87) (19.91) (24.51) (20.87) (17.23) (18.48) 

1.2 34.05 18.94 15.61 17.00 15.81 14.12 16.43 12.64 13.62 15.00 13.28 11.37 12.07 14.99 
 (33.54) (17.59) (17.59) (13.72) (13.72) (12.17) (11.44) (14.02) (15.38) (12.17) (14.56) (12.33) (10.26) (11.44) 

1.4 21.98 12.46 10.37 11.25 10.88 9.49 10.95 8.86 9.48 10.75 9.01 8.12 8.85 11.10 
 (21.47) (11.14) (11.14) (8.82) (8.82) (7.94) (7.56) (8.82) (9.68) (7.94) (3.15) (7.76) (6.53) (7.56) 

1.6 14.69 8.71 7.36 7.93 8.03 6.84 7.78 6.70 7.10 8.27 6.56 6.26 7.00 8.83 

 (14.18) (7.40) (7.40) (5.97) (5.97) (5.46) (5.25) (5.84) (6.40) (5.46) (6.05) (5.14) (4.38) (5.25) 
1.8 10.15 6.43 5.54 5.92 6.28 5.22 5.86 5.38 5.66 6.75 5.07 5.13 5.89 7.44 

 (9.64) (5.12) (5.12) (4.21) (4.21) (3.91) (3.79) (4.04) (4.40) (3.91) (4.16) (3.56) (3.05) (3.79) 
2.0 7.26 4.98 4.39 4.64 5.17 4.20 4.63 4.56 4.74 5.79 4.12 4.42 5.19 6.56 

 (6.74) (3.67) (3.67) (3.08) (3.08) (2.88) (2.81) (2.89) (3.14) (2.88) (2.97) (2.55) (2.19) (2.81) 
2.2 5.36 4.04 3.63 3.81 4.45 3.52 3.82 4.02 4.15 5.16 3.49 3.95 4.75 5.99 

 (4.83) (2.71) (2.71) (2.31) (2.31) (2.17) (2.12) (2.12) (2.30) (2.17) (2.17) (1.88) (1.60) (2.12) 

2.4 4.08 3.40 3.12 3.25 3.96 3.06 3.28 3.67 3.76 4.75 3.05 3.64 4.47 5.62 
 (3.55) (2.05) (2.05) (1.76) (1.76) (1.66) (1.62) (1.59) (1.72) (1.66) (1.63) (1.42) (1.19) (1.62) 

2.6 3.21 2.97 2.77 2.86 3.64 2.74 2.90 3.44 3.50 4.48 2.74 3.43 4.29 5.38 
 (2.66) (1.58) (1.58) (1.36) (1.36) (1.28) (1.23) (1.22) (1.31) (1.28) (1.24) (1.09) (0.89) (1.23) 

2.8 2.59 2.66 2.53 2.59 3.41 2.52 2.63 3.28 3.33 4.30 2.52 3.29 4.18 5.23 

 (2.03) (1.23) (1.23) (1.06) (1.06) (0.98) (0.94) (0.94) (1.01) (0.98) (0.97) (0.85) (0.67) (0.94) 
3.0 2.15 2.45 2.36 2.40 3.26 2.36 2.44 3.18 3.21 4.18 2.36 3.19 4.11 5.13 

 (1.58) (0.97) (0.97) (0.82) (0.82) (0.75) (0.71) (0.73) (0.78) (0.75) (0.76) (0.67) (0.50) (0.71) 
3.5 1.52 2.16 2.13 2.15 3.08 2.13 2.17 3.05 3.06 4.05 2.14 3.06 4.03 5.03 

 (0.89) (0.29) (0.29) (0.43) (0.43) (0.37) (0.33) (0.39) (0.42) (0.37) (0.38) (0.43) (0.25) (0.33) 
4.0 1.22 2.05 2.04 2.05 3.02 2.04 2.06 3.01 3.02 4.01 2.04 3.01 4.01 5.01 

 (0.52) (0.08) (0.08) (0.21) (0.21) (0.17) (0.14) (0.21) (0.22) (0.17) (0.21) (0.24) (0.12) (0.14) 
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Πίνακας 2. Τιµές του ARL και της τυπικής απόκλισης για τα διαγράµµατα mm /  και mrM /:  ( 1000in =ARL ) 

 1/1 2/2 M: 2/3 2/3 3/3 M: 2/4 2/4 M: 3/4 3/4 4/4 M: 2/5 M: 3/5 M: 4/5 5/5 

 Όρια Ελέγχου 

δ ± 3.291 ± 2.003 ±2.083 ±2.141 ± 1.394 ±2.112 ±2.219 ±1.503 ±1.575 ± 1.011 ±2.125 ±1.548 ±1.128 ± 0.738 

0.0 1000.00 1000.00 1000.00 1000.00 1000.00 1000.00 1000.00 1000.00 1000.00 1000.00 1000.00 1000.00 1000.00 1000.00 
 (999.51) (998.50) (998.23) (998.05) (997.59) (997.59) (997.96) (997.16) (996.98) (996.65) (997.86) (996.80) (996.18) (995.79) 

0.2 806.43 703.88 669.46 684.65 644.96 648.85 674.85 597.53 614.13 607.07 635.66 568.67 555.69 580.59 
 (805.93) (702.41) (667.67) (682.72) (642.58) (672.47) (646.81) (594.71) (611.17) (603.81) (633.44) (565.49) (551.94) (576.47) 

0.4 491.44 346.73 307.59 324.32 285.20 285.92 313.69 241.27 255.90 252.10 272.42 217.48 209.74 231.66 
 (490.94) (345.28) (305.80) (322.44) (282.87) (311.38) (283.86) (238.51) (253.03) (248.93) (270.16) (214.36) (206.12) (227.67) 

0.6 276.48 166.65 140.82 151.61 129.07 127.25 144.96 103.20 111.53 111.18 118.93 90.24 87.56 101.10 

 (275.98) (165.22) (139.06) (149.77) (126.80) (142.73) (125.21) (100.52) (108.77) (108.10) (116.66) (87.21) (84.07) (97.24) 
0.8 156.27 84.86 69.54 75.83 64.17 61.85 72.12 49.77 54.29 55.27 57.20 43.01 42.43 50.71 

 (155.77) (83.45) (67.82) (74.05) (61.95) (69.99) (59.86) (47.18) (51.64) (52.28) (54.98) (40.10) (39.07) (46.97) 
1.0 90.87 46.36 37.41 41.04 35.19 33.11 39.03 27.03 29.55 30.88 30.56 23.43 23.64 28.98 

 (90.37) (44.98) (35.73) (39.31) (33.02) (36.99) (31.18) (24.54) (27.01) (27.97) (28.42) (20.64) (20.40) (25.34) 

1.2 54.68 27.17 21.87 24.00 21.16 19.44 22.92 16.37 17.82 19.18 18.03 14.38 14.88 18.56 
 (54.18) (25.81) (20.25) (22.34) (19.04) (20.98) (17.59) (13.95) (15.37) (16.33) (15.99) (11.70) (11.73) (14.98) 

1.4 34.08 17.04 13.82 15.10 13.84 12.42 14.53 10.91 11.79 13.07 11.64 9.77 10.39 13.09 
 (33.57) (15.70) (12.24) (13.50) (11.76) (12.68) (10.64) (8.55) (9.40) (10.26) (9.68) (7.16) (7.28) (9.55) 

1.6 22.00 11.38 9.38 10.17 9.76 8.56 9.87 7.89 8.44 9.64 8.11 7.23 7.90 10.01 

 (21.49) (10.06) (7.83) (8.61) (7.70) (8.09) (6.83) (5.56) (6.10) (6.84) (6.23) (4.66) (4.79) (6.45) 
1.8 14.70 8.06 6.78 7.29 7.35 6.29 7.14 6.12 6.48 7.60 6.04 5.73 6.43 8.17 

 (14.19) (6.75) (5.26) (5.76) (5.29) (5.41) (4.60) (3.79) (4.15) (4.78) (4.21) (3.17) (3.29) (4.56) 
2.0 10.16 6.02 5.18 5.51 5.86 4.89 5.45 5.03 5.27 6.33 4.75 4.80 5.53 7.02 

 (9.65) (4.71) (3.68) (4.01) (3.78) (3.77) (3.23) (2.68) (2.92) (3.46) (2.97) (2.24) (2.32) (3.34) 
2.2 7.26 4.72 4.16 4.38 4.90 3.98 4.37 4.33 4.49 5.52 3.91 4.21 4.97 6.29 

 (6.74) (3.40) (2.65) (2.88) (2.79) (2.71) (2.34) (1.94) (2.11) (2.58) (2.16) (1.62) (1.67) (2.49) 

2.4 5.36 3.86 3.48 3.63 4.27 3.38 3.65 3.87 3.99 4.98 3.35 3.82 4.61 5.81 
 (4.83) (2.53) (1.96) (2.12) (2.10) (2.00) (1.74) (1.43) (1.55) (1.96) (1.62) (1.20) (1.21) (1.89) 

2.6 4.08 3.28 3.02 3.13 3.84 2.97 3.15 3.57 3.65 4.63 2.95 3.55 4.38 5.51 
 (3.55) (1.92) (1.48) (1.60) (1.61) (1.50) (1.32) (1.06) (1.15) (1.50) (1.25) (0.90) (0.88) (1.44) 

2.8 3.21 2.88 2.70 2.78 3.55 2.68 2.81 3.37 3.43 4.40 2.68 3.37 4.24 5.31 

 (2.66) (1.48) (1.13) (1.22) (1.25) (1.15) (1.02) (0.79) (0.86) (1.15) (0.98) (0.69) (0.65) (1.10) 
3.0 2.59 2.60 2.48 2.53 3.36 2.47 2.57 3.24 3.28 4.24 2.48 3.24 4.14 5.18 

 (2.03) (1.16) (0.88) (0.94) (0.97) (0.90) (0.80) (0.60) (0.65) (0.89) (0.78) (0.54) (0.47) (0.84) 
3.5 1.72 2.22 2.18 2.20 3.11 2.18 2.22 3.07 3.09 4.06 2.19 3.08 4.04 5.04 

 (1.11) (0.41) (0.47) (0.50) (0.51) (0.45) (0.51) (0.29) (0.32) (0.45) (0.45) (0.29) (0.22) (0.40) 
4.0 1.31 2.07 2.06 2.07 3.03 2.06 2.08 3.02 3.02 4.01 2.06 3.02 4.01 5.01 

 (0.64) (0.12) (0.25) (0.27) (0.26) (0.25) (0.28) (0.14) (0.16) (0.21) (0.25) (0.15) (0.10) (0.17) 
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Παράρτηµα Π.5: Τιµές των ποσοστιαίων σηµείων της κατανοµής του 

µήκους ροής των διαγραµµάτων ελέγχου M : r/5 όταν ARLin = 500, 1000 

 

Στο παρόν παράρτηµα δίνονται οι τιµές των ποσοστιαίων σηµείων της κατανοµής του 

µήκους ροής για τα διαγράµµατα ελέγχου 5/: rM  ( =r 2, 3, 4). Για το εντός ελέγχου µέσο 

µήκος ροής έχουν χρησιµοποιηθεί οι τιµές =inARL 500, 1000 ενώ για τους υπολογισµούς 

χρησιµοποιήθηκε η µεθοδολογία του Κεφαλαίου 2. 

 

Πίνακας 3. Ποσοστιαία σηµεία και τιµές για το ARL για τα διαγράµµατα 5/:rM , 

r = 2, 3, 4 ( 500in =ARL ). 

      Ποσοστιαία Σηµεία 

  ARL  1Q   M   3Q  

δ  2/5 3/5 4/5  2/5 3/5 4/5  2/5 3/5 4/5  2/5 3/5 4/5 

0.0  500.00 500.00 500.00  145 146 147  347 348 348  692 692 692 

0.2  334.32 305.33 301.14  98 90 89  232 213 210  463 422 416 

0.4  154.74 128.59 126.21  46 39 39  108 90 89  214 177 174 

0.6  72.54 58.09 57.64  22 19 19  51 41 41  100 79 79 

0.8  37.33 29.01 30.25  12 11 11  27 22 22  51 40 41 

1.0  21.25 17.46 18.08  8 7 7  15 13 13  29 23 24 

1.2  13.28 11.37 12.07  5 5 5  10 9 9  18 15 15 

1.4  9.01 8.12 8.85  4 4 5  7 6 7  12 10 11 

1.6  6.56 6.26 7.00  3 4 4  5 5 5  8 8 8 

1.8  5.07 5.13 5.89  3 3 4  4 4 5  6 6 7 

2.0  4.12 4.42 5.19  2 3 4  3 4 5  5 5 5 

2.2  3.49 3.95 4.75  2 3 4  3 4 4  4 4 5 

2.4  3.05 3.64 4.47  2 3 4  3 3 4  4 4 5 

2.6  2.74 3.43 4.29  2 3 4  2 3 4  3 4 4 

2.8  2.52 3.29 4.18  2 3 4  2 3 4  3 3 4 

3.0  2.36 3.19 4.11  2 3 4  2 3 4  3 3 4 

3.5  2.14 3.06 4.03  2 3 4  2 3 4  2 3 4 

4.0  2.04 3.01 4.01  2 3 4  2 3 4  2 3 4 
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Πίνακας 4. Ποσοστιαία σηµεία και τιµές για το ARL για τα διαγράµµατα 5/:rM , 

r = 2, 3, 4 ( 1000in =ARL ). 

      Ποσοστιαία Σηµεία 

  ARL  1Q   M   3Q  

δ  2/5 3/5 4/5  2/5 3/5 4/5  2/5 3/5 4/5  2/5 3/5 4/5 

0.0  1000.00 1000.00 1000.00  289 290 290  694 694 694  1385 1385 1385 

0.2  635.66 568.67 555.68  184 166 163  441 395 386  880 787 769 

0.4  272.42 217.48 209.74  80 65 63  190 152 146  377 300 289 

0.6  118.93 90.24 87.56  36 28 28  83 63 62  164 124 120 

0.8  57.20 43.01 42.43  18 14 15  40 31 30  78 58 58 

1.0  30.56 23.43 23.64  10 9 9  22 17 17  42 31 31 

1.2  18.03 14.38 14.88  7 6 6  13 11 11  24 19 19 

1.4  11.64 9.77 10.39  5 5 5  9 7 8  15 12 13 

1.6  8.11 7.23 7.90  4 4 5  6 6 6  10 9 10 

1.8  6.04 5.73 6.43  3 4 4  5 5 5  8 7 8 

2.0  4.75 4.80 5.53  3 3 4  4 4 5  6 5 6 

2.2  3.91 4.21 4.97  2 3 4  3 4 4  5 5 5 

2.4  3.35 3.82 4.61  2 3 4  3 3 4  4 4 5 

2.6  2.95 3.55 4.38  2 3 4  3 3 4  3 4 5 

2.8  2.68 3.37 4.24  2 3 4  2 3 4  3 4 4 

3.0  2.48 3.24 4.14  2 3 4  2 3 4  3 3 4 

3.5  2.19 3.08 4.04  2 3 4  2 3 4  2 3 4 

4.0  2.06 3.02 4.01  2 3 4  2 3 4  2 3 4 
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Παράρτηµα Π.6: Τιµές ARL για τα διαγράµµατα ελέγχου Ι: r /m, R: r /m, 

ARLin = 370.4 και UOCL = 3.4(0.1)3.8 

 

Στο παρόν παράρτηµα δίνονται οι τιµές του ARL  για το διάγραµµα ελέγχου mrR /: , 

52 ≤≤≤ mr . Η τιµή του εντός ελέγχου µέσου µήκους ροής είναι 4.370in =ARL . Για τα 

εξωτερικά όρια ελέγχου έχουν χρησιµοποιηθεί οι τιµές 8.3)1.0(4.3=UOCL  (2
η
 γραµµή κάθε 

πίνακα) ενώ στην 3
η
 γραµµή κάθε πίνακα δίνονται οι τιµές για το εσωτερικό όριο ελέγχου 

UICL  του αντίστοιχου διαγράµµατος. Για mr <  έχει υπολογιστεί επίσης και η απόδοση των 

mrI /:  διαγραµµάτων ελέγχου. Για λόγους σύγκρισης έχουµε συµπεριλάβει και τις τιµές 

του ARL  για τα αντίστοιχα mr /  και mrM /:  διαγράµµατα ελέγχου. Λόγω του ότι τα 

διαγράµµατα αυτά χρησιµοποιούν ένα µόνο όριο ελέγχου σε κάθε πλευρά του διαγράµµατος, 

η τιµή του δίνεται στη 2
η
 γραµµή κάθε πίνακα. 

Πίνακας 5. Τιµές του ARL για το διάγραµµα R:2/2, 

ARLin = 370.4, UOCL = 3.4(0.1)3.8 

 1/1 2/2 R:2/2 

   3.4 3.5 3.6 3.7 3.8 

δ 3.0 1.781 1.843 1.822 1.808 1.799 1.793 

0.0 370.40 370.40 370.40 370.40 370.40 370.40 370.40 

0.2 308.43 276.67 278.59 277.44 276.83 276.53 276.41 

0.4 200.08 150.25 152.35 150.92 150.20 149.87 149.76 

0.6 119.67 78.91 79.94 79.03 78.59 78.42 78.39 

0.8 71.55 43.63 43.90 43.41 43.20 43.14 43.16 

1.0 43.89 25.78 25.66 25.42 25.34 25.34 25.38 

1.2 27.82 16.28 15.98 15.88 15.86 15.89 15.93 

1.4 18.25 10.94 10.58 10.54 10.56 10.60 10.64 

1.6 12.38 7.79 7.41 7.41 7.44 7.48 7.53 

1.8 8.69 5.85 5.46 5.48 5.52 5.56 5.61 

2.0 6.30 4.61 4.21 4.24 4.29 4.33 4.37 

2.2 4.72 3.79 3.38 3.42 3.46 3.51 3.55 

2.4 3.65 3.23 2.81 2.86 2.90 2.94 2.98 

2.6 2.90 2.85 2.41 2.45 2.50 2.54 2.58 

2.8 2.38 2.58 2.11 2.16 2.20 2.25 2.29 

3.0 2.00 2.39 1.89 1.94 1.98 2.03 2.07 

4.0 1.19 2.04 1.28 1.32 1.36 1.39 1.43 

5.0 1.02 2.00 1.05 1.07 1.08 1.10 1.12 

6.0 1.00 2.00 1.00 1.01 1.01 1.01 1.01 
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Πίνακας 6. Τιµές του ARL για το διάγραµµα R:3/3, 

ARLin = 370.4, UOCL = 3.4(0.1)3.8 

 1/1 3/3 R:3/3 

   3.4 3.5 3.6 3.7 3.8 

δ 3.0 1.200 1.256 1.237 1.225 1.217 1.211 

0.0 370.40 370.40 370.40 370.40 370.40 370.40 370.40 

0.2 308.43 259.30 263.26 261.45 260.39 259.80 259.47 

0.4 200.08 129.55 133.24 131.39 130.36 129.81 129.53 

0.6 119.67 65.25 66.92 65.92 65.39 65.14 65.03 

0.8 71.55 35.76 36.23 35.77 35.56 35.48 35.47 

1.0 43.89 21.45 21.36 21.17 21.11 21.11 21.15 

1.2 27.82 14.00 13.65 13.60 13.61 13.65 13.70 

1.4 18.25 9.85 9.38 9.40 9.44 9.50 9.56 

1.6 12.38 7.41 6.87 6.92 6.98 7.05 7.11 

1.8 8.69 5.89 5.31 5.38 5.45 5.52 5.59 

2.0 6.30 4.92 4.30 4.37 4.45 4.52 4.59 

2.2 4.72 4.28 3.60 3.68 3.77 3.84 3.91 

2.4 3.65 3.85 3.10 3.19 3.27 3.35 3.43 

2.6 2.90 3.56 2.72 2.81 2.90 2.99 3.06 

2.8 2.38 3.36 2.42 2.51 2.60 2.69 2.78 

3.0 2.00 3.23 2.17 2.26 2.35 2.44 2.53 

4.0 1.19 3.02 1.35 1.40 1.46 1.53 1.60 

5.0 1.02 3.00 1.06 1.07 1.09 1.11 1.13 

6.0 1.00 3.00 1.00 1.01 1.01 1.01 1.01 
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Πίνακας 7. Τιµές του ARL για το διάγραµµα R:4/4, 

ARLin = 370.4, UOCL = 3.4(0.1)3.8 

 1/1 4/4 R:4/4 

   3.4 3.5 3.6 3.7 3.8 

δ 3.0 0.832 0.885 0.867 0.855 0.847 0.842 

0.0 370.40 370.40 370.40 370.40 370.40 370.40 370.40 

0.2 308.43 248.54 253.55 251.40 250.13 249.38 248.95 

0.4 200.08 118.70 122.82 120.90 119.80 119.19 118.86 

0.6 119.67 58.99 60.68 59.73 59.23 58.97 58.86 

0.8 71.55 32.63 33.01 32.62 32.44 32.38 32.37 

1.0 43.89 20.06 19.85 19.72 19.70 19.72 19.76 

1.2 27.82 13.54 13.06 13.06 13.11 13.17 13.23 

1.4 18.25 9.91 9.30 9.36 9.43 9.51 9.59 

1.6 12.38 7.77 7.06 7.15 7.24 7.33 7.41 

1.8 8.69 6.44 5.64 5.75 5.86 5.96 6.04 

2.0 6.30 5.59 4.69 4.81 4.93 5.04 5.13 

2.2 4.72 5.03 4.01 4.14 4.27 4.38 4.49 

2.4 3.65 4.66 3.49 3.63 3.77 3.89 4.01 

2.6 2.90 4.42 3.07 3.22 3.36 3.49 3.62 

2.8 2.38 4.26 2.72 2.86 3.00 3.14 3.28 

3.0 2.00 4.16 2.40 2.54 2.68 2.82 2.96 

4.0 1.19 4.01 1.37 1.43 1.50 1.58 1.67 

5.0 1.02 4.00 1.06 1.07 1.09 1.11 1.13 

6.0 1.00 4.00 1.00 1.01 1.01 1.01 1.01 
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Πίνακας 8. Τιµές του ARL για το διάγραµµα R:5/5, 

ARLin = 370.4, UOCL = 3.4(0.1)3.8 

 1/1 5/5 R:5/5 

   3.4 3.5 3.6 3.7 3.8 

δ 3.0 0.568 0.618 0.601 0.590 0.582 0.577 

0.0 370.40 370.40 370.40 370.40 370.40 370.40 370.40 

0.2 308.43 241.32 246.85 244.53 243.15 242.33 241.85 

0.4 200.08 112.26 116.42 114.52 113.43 112.81 112.48 

0.6 119.67 55.71 57.26 56.39 55.93 55.70 55.60 

0.8 71.55 31.28 31.50 31.19 31.05 31.01 31.02 

1.0 43.89 19.72 19.36 19.29 19.30 19.34 19.40 

1.2 27.82 13.72 13.09 13.14 13.21 13.29 13.37 

1.4 18.25 10.37 9.58 9.69 9.80 9.90 9.99 

1.6 12.38 8.39 7.47 7.61 7.74 7.85 7.96 

1.8 8.69 7.16 6.11 6.26 6.41 6.54 6.66 

2.0 6.30 6.38 5.16 5.33 5.49 5.64 5.77 

2.2 4.72 5.87 4.45 4.64 4.81 4.97 5.12 

2.4 3.65 5.54 3.88 4.07 4.26 4.44 4.60 

2.6 2.90 5.33 3.39 3.59 3.78 3.97 4.15 

2.8 2.38 5.20 2.95 3.15 3.34 3.54 3.73 

3.0 2.00 5.11 2.57 2.75 2.94 3.13 3.32 

4.0 1.19 5.00 1.38 1.44 1.52 1.61 1.70 

5.0 1.02 5.00 1.06 1.07 1.09 1.11 1.13 

6.0 1.00 5.00 1.00 1.01 1.01 1.01 1.01 
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Πίνακας 9. Τιµές του ARL για τα διαγράµµατα ελέγχου Ι:2/3 και R:2/3, ARLin = 370.4, UOCL = 3.4(0.1)3.8 

 1/1 2/3 M:2/3    I:2/3      R:2/3   

     3.4 3.5 3.6 3.7 3.8  3.4 3.5 3.6 3.7 3.8 

δ 3.0 1.931 1.866  1.986 1.967 1.954 1.946 1.940  1.926 1.906 1.892 1.884 1.878 

0.0 370.40 370.40 370.40  370.40 370.40 370.40 370.40 370.40  370.40 370.40 370.40 370.40 370.40 

0.2 308.43 270.10 264.79  273.63 272.01 271.06 270.53 270.23  269.18 267.29 266.16 265.50 265.11 

0.4 200.08 141.61 134.92  145.62 143.69 142.59 141.99 141.66  139.75 137.59 136.32 135.60 135.19 

0.6 119.67 72.64 67.89  75.00 73.78 73.10 72.73 72.55  70.71 69.37 68.60 68.18 67.95 

0.8 71.55 39.64 36.64  40.77 40.10 39.74 39.56 39.48  38.02 37.30 36.90 36.69 36.58 

1.0 43.89 23.30 21.44  23.76 23.41 23.23 23.15 23.13  22.05 21.68 21.48 21.38 21.34 

1.2 27.82 14.73 13.56  14.84 14.66 14.58 14.56 14.56  13.78 13.58 13.49 13.45 13.44 

1.4 18.25 9.96 9.21  9.89 9.81 9.78 9.78 9.79  9.22 9.13 9.09 9.08 9.08 

1.6 12.38 7.16 6.67  7.00 6.96 6.96 6.98 7.00  6.56 6.52 6.51 6.52 6.54 

1.8 8.69 5.43 5.10  5.22 5.21 5.23 5.25 5.27  4.93 4.92 4.93 4.95 4.97 

2.0 6.30 4.33 4.10  4.07 4.08 4.11 4.14 4.16  3.88 3.89 3.91 3.93 3.96 

2.2 4.72 3.60 3.44  3.31 3.33 3.36 3.39 3.42  3.18 3.20 3.23 3.25 3.28 

2.4 3.65 3.10 2.99  2.78 2.81 2.84 2.88 2.91  2.69 2.72 2.75 2.78 2.81 

2.6 2.90 2.76 2.68  2.39 2.43 2.47 2.51 2.54  2.34 2.37 2.41 2.44 2.48 

2.8 2.38 2.52 2.47  2.11 2.15 2.19 2.23 2.27  2.07 2.11 2.15 2.19 2.23 

3.0 2.00 2.36 2.32  1.90 1.94 1.98 2.02 2.06  1.87 1.91 1.95 1.99 2.03 

4.0 1.19 2.03 2.03  1.29 1.32 1.36 1.40 1.44  1.28 1.32 1.36 1.40 1.44 

5.0 1.02 2.00 2.00  1.05 1.07 1.08 1.10 1.12  1.05 1.07 1.08 1.10 1.12 

6.0 1.00 2.00 2.00  1.05 1.01 1.01 1.01 1.01  1.00 1.01 1.01 1.01 1.01 
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Πίνακας 10. Τιµές του ARL για τα διαγράµµατα ελέγχου Ι:2/4 και R:2/4, ARLin = 370.4, UOCL = 3.4(0.1)3.8 

 1/1 2/4 M:2/4    I:2/4      R:2/4   

     3.4 3.5 3.6 3.7 3.8  3.4 3.5 3.6 3.7 3.8 

δ 3.0 2.011 1.897  2.065 2.047 2.035 2.027 2.021  1.956 1.936 1.923 1.914 1.908 

0.0 370.40 370.40 370.40  370.40 370.40 370.40 370.40 370.40  370.40 370.40 370.40 370.40 370.40 

0.2 308.43 266.53 257.81  270.93 269.07 267.95 267.27 266.89  263.49 261.20 259.80 258.94 258.43 

0.4 200.08 137.50 126.61  142.38 140.23 138.97 138.23 137.81  132.56 130.09 128.61 127.72 127.19 

0.6 119.67 69.96 62.24  72.86 71.51 70.74 70.30 70.06  65.66 64.19 63.32 62.81 62.51 

0.8 71.55 38.11 33.22  39.56 38.82 38.41 38.19 38.08  34.94 34.16 33.71 33.45 33.30 

1.0 43.89 22.46 19.42  23.12 22.73 22.53 22.42 22.37  20.24 19.83 19.60 19.48 19.41 

1.2 27.82 14.28 12.37  14.52 14.33 14.23 14.18 14.17  12.72 12.51 12.39 12.34 12.31 

1.4 18.25 9.73 8.49  9.75 9.65 9.61 9.60 9.61  8.60 8.50 8.44 8.42 8.42 

1.6 12.38 7.05 6.23  6.95 6.91 6.90 6.91 6.92  6.21 6.16 6.14 6.14 6.14 

1.8 8.69 5.40 4.84  5.22 5.21 5.22 5.24 5.26  4.73 4.71 4.71 4.72 4.74 

2.0 6.30 4.33 3.95  4.10 4.11 4.13 4.16 4.18  3.77 3.78 3.79 3.81 3.83 

2.2 4.72 3.62 3.35  3.35 3.37 3.40 3.43 3.46  3.12 3.14 3.16 3.19 3.21 

2.4 3.65 3.14 2.95  2.82 2.85 2.88 2.92 2.95  2.67 2.69 2.72 2.75 2.78 

2.6 2.90 2.80 2.66  2.43 2.47 2.51 2.55 2.58  2.33 2.36 2.40 2.43 2.47 

2.8 2.38 2.56 2.46  2.14 2.19 2.23 2.27 2.31  2.08 2.11 2.15 2.19 2.23 

3.0 2.00 2.39 2.32  1.92 1.96 2.01 2.05 2.09  1.87 1.92 1.96 2.00 2.04 

4.0 1.19 2.05 2.04  1.29 1.32 1.36 1.40 1.44  1.29 1.32 1.36 1.40 1.44 

5.0 1.02 2.00 2.00  1.05 1.07 1.08 1.10 1.12  1.05 1.07 1.08 1.10 1.12 

6.0 1.00 2.00 2.00  1.00 1.01 1.01 1.01 1.01  1.00 1.01 1.01 1.01 1.01 
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Πίνακας 11. Τιµές του ARL για τα διαγράµµατα ελέγχου Ι:2/5 και R:2/5, ARLin = 370.4, UOCL = 3.4(0.1)3.8 

 1/1 2/5 M:2/5    I:2/5      R:2/5   

     3.4 3.5 3.6 3.7 3.8  3.4 3.5 3.6 3.7 3.8 

δ 3.0 2.068 1.910  2.120 2.103 2.091 2.083 2.079  1.968 1.949 1.936 1.927 1.921 

0.0 370.40 370.40 370.40  370.40 370.40 370.40 370.40 370.40  370.40 370.40 370.40 370.40 370.40 

0.2 308.43 265.08 253.39  269.81 267.86 266.67 265.96 265.54  259.82 257.31 255.75 254.78 254.19 

0.4 200.08 135.70 121.52  140.94 138.70 137.36 136.58 136.12  128.02 125.40 123.82 122.85 122.26 

0.6 119.67 68.83 58.85  71.95 70.55 69.74 69.27 69.01  62.58 60.99 60.08 59.54 59.22 

0.8 71.55 37.53 31.21  39.11 38.35 37.92 37.68 37.55  33.04 32.25 31.78 31.51 31.35 

1.0 43.89 22.21 18.26  22.94 22.55 22.33 22.21 22.16  19.14 18.73 18.50 18.36 18.29 

1.2 27.82 14.20 11.70  14.49 14.29 14.18 14.13 14.11  12.10 11.88 11.77 11.70 11.67 

1.4 18.25 9.73 8.11  9.79 9.69 9.64 9.63 9.63  8.26 8.15 8.09 8.07 8.06 

1.6 12.38 7.10 6.02  7.02 6.97 6.96 6.97 6.98  6.02 5.96 5.94 5.94 5.94 

1.8 8.69 5.46 4.72  5.30 5.29 5.29 5.31 5.33  4.63 4.61 4.61 4.62 4.63 

2.0 6.30 4.40 3.89  4.17 4.19 4.21 4.23 4.26  3.72 3.73 3.74 3.76 3.78 

2.2 4.72 3.69 3.33  3.41 3.44 3.47 3.50 3.53  3.11 3.12 3.14 3.17 3.19 

2.4 3.65 3.20 2.94  2.87 2.91 2.94 2.98 3.01  2.66 2.69 2.72 2.75 2.78 

2.6 2.90 2.86 2.66  2.48 2.52 2.56 2.60 2.63  2.33 2.37 2.40 2.44 2.47 

2.8 2.38 2.61 2.46  2.18 2.22 2.26 2.31 2.35  2.08 2.12 2.16 2.20 2.23 

3.0 2.00 2.43 2.32  1.94 1.99 2.03 2.08 2.12  1.88 1.92 1.96 2.00 2.04 

4.0 1.19 2.05 2.04  1.29 1.33 1.36 1.40 1.44  1.29 1.32 1.36 1.40 1.44 

5.0 1.02 2.00 2.00  1.06 1.07 1.08 1.10 1.12  1.05 1.07 1.08 1.10 1.12 

6.0 1.00 2.00 2.00  1.00 1.01 1.01 1.01 1.01  1.00 1.01 1.01 1.01 1.01 
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Πίνακας 12. Τιµές του ARL για τα διαγράµµατα ελέγχου Ι:3/4 και R:3/4, ARLin = 370.4, UOCL = 3.4(0.1)3.8 

 1/1 3/4 M:3/4    I:3/4      R:3/4   

     3.4 3.5 3.6 3.7 3.8  3.4 3.5 3.6 3.7 3.8 

δ 3.0 1.393 1.312  1.445 1.427 1.416 1.408 1.403  1.367 1.349 1.336 1.328 1.323 

0.0 370.40 370.40 370.40  370.40 370.40 370.40 370.40 370.40  370.40 370.40 370.40 370.40 370.40 

0.2 308.43 248.65 243.10  254.57 252.17 250.72 249.82 249.29  249.74 247.10 245.49 244.51 243.89 

0.4 200.08 117.78 112.01  123.12 120.84 119.50 118.71 118.24  117.73 115.36 113.94 113.10 112.59 

0.6 119.67 57.48 53.79  60.12 58.91 58.21 57.82 57.60  56.57 55.34 54.62 54.21 53.98 

0.8 71.55 31.04 28.83  32.11 31.54 31.23 31.07 30.99  29.98 29.40 29.09 28.91 28.82 

1.0 43.89 18.57 17.23  18.90 18.64 18.52 18.46 18.44  17.62 17.36 17.23 17.17 17.14 

1.2 27.82 12.18 11.36  12.16 12.06 12.02 12.02 12.03  11.38 11.27 11.23 11.22 11.23 

1.4 18.25 8.67 8.14  8.47 8.45 8.45 8.47 8.50  7.98 7.95 7.95 7.97 7.99 

1.6 12.38 6.62 6.26  6.31 6.32 6.36 6.39 6.43  5.99 6.01 6.03 6.06 6.10 

1.8 8.69 5.35 5.11  4.97 5.01 5.05 5.10 5.14  4.76 4.80 4.84 4.88 4.92 

2.0 6.30 4.55 4.38  4.09 4.14 4.20 4.26 4.31  3.95 4.01 4.06 4.11 4.16 

2.2 4.72 4.02 3.91  3.48 3.55 3.62 3.68 3.73  3.39 3.46 3.52 3.58 3.63 

2.4 3.65 3.68 3.59  3.04 3.11 3.19 3.26 3.32  2.98 3.06 3.13 3.20 3.26 

2.6 2.90 3.44 3.39  2.69 2.78 2.86 2.94 3.01  2.66 2.74 2.82 2.90 2.96 

2.8 2.38 3.29 3.25  2.41 2.50 2.59 2.67 2.75  2.39 2.48 2.56 2.64 2.72 

3.0 2.00 3.18 3.16  2.17 2.26 2.35 2.44 2.52  2.16 2.25 2.34 2.42 2.51 

4.0 1.19 3.01 3.01  1.35 1.41 1.47 1.53 1.60  1.35 1.40 1.46 1.53 1.60 

5.0 1.02 3.00 3.00  1.06 1.07 1.09 1.11 1.13  1.06 1.07 1.09 1.11 1.13 

6.0 1.00 3.00 3.00  1.00 1.01 1.01 1.01 1.01  1.00 1.01 1.01 1.01 1.01 
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Πίνακας 13. Τιµές του ARL για τα διαγράµµατα ελέγχου Ι:3/5 και R:3/5, ARLin = 370.4, UOCL = 3.4(0.1)3.8 

 1/1 3/5 M:3/5    I:3/5      R:3/5   

     3.4 3.5 3.6 3.7 3.8  3.4 3.5 3.6 3.7 3.8 

δ 3.0 1.504 1.358  1.554 1.537 1.526 1.518 1.513  1.413 1.395 1.382 1.374 1.369 

0.0 370.40 370.40 370.40  370.40 370.40 370.40 370.40 370.40  370.40 370.40 370.40 370.40 370.40 

0.2 308.43 242.82 233.46  249.75 247.06 245.38 244.35 243.71  241.46 238.44 236.56 235.37 234.64 

0.4 200.08 112.03 102.78  118.02 115.59 114.12 113.23 112.70  109.13 106.62 105.09 104.16 103.59 

0.6 119.67 54.06 48.24  57.01 55.73 54.99 54.55 54.30  51.22 49.98 49.25 48.81 48.55 

0.8 71.55 29.16 25.70  30.41 29.82 29.48 29.29 29.19  26.95 26.38 26.06 25.88 25.77 

1.0 43.89 17.54 15.45  18.00 17.73 17.58 17.51 17.48  15.92 15.66 15.53 15.46 15.42 

1.2 27.82 11.63 10.32  11.70 11.58 11.53 11.52 11.52  10.42 10.31 10.26 10.24 10.24 

1.4 18.25 8.38 7.53  8.24 8.21 8.21 8.22 8.24  7.43 7.40 7.40 7.40 7.42 

1.6 12.38 6.47 5.90  6.21 6.22 6.25 6.28 6.31  5.69 5.70 5.72 5.74 5.77 

1.8 8.69 5.30 4.91  4.95 4.98 5.03 5.07 5.11  4.60 4.63 4.67 4.71 4.74 

2.0 6.30 4.55 4.27  4.11 4.16 4.22 4.27 4.32  3.87 3.92 3.98 4.02 4.07 

2.2 4.72 4.05 3.85  3.52 3.58 3.65 3.71 3.77  3.36 3.43 3.49 3.54 3.60 

2.4 3.65 3.72 3.57  3.07 3.15 3.23 3.30 3.37  2.97 3.05 3.12 3.19 3.25 

2.6 2.90 3.49 3.38  2.72 2.81 2.90 2.97 3.05  2.66 2.74 2.82 2.90 2.97 

2.8 2.38 3.33 3.25  2.43 2.53 2.62 2.70 2.78  2.39 2.48 2.57 2.65 2.73 

3.0 2.00 3.22 3.16  2.18 2.28 2.37 2.46 2.54  2.16 2.25 2.34 2.43 2.51 

4.0 1.19 3.02 3.01  1.35 1.41 1.47 1.53 1.60  1.35 1.41 1.46 1.53 1.60 

5.0 1.02 3.00 3.00  1.06 1.07 1.09 1.11 1.13  1.06 1.07 1.09 1.11 1.13 

6.0 1.00 3.00 3.00  1.00 1.01 1.01 1.01 1.01  1.00 1.01 1.01 1.01 1.01 
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Πίνακας 14. Τιµές του ARL για τα διαγράµµατα ελέγχου Ι:4/5 και R:4/5, ARLin = 370.4. UOCL = 3.4(0.1)3.8 

 1/1 4/5 M:4/5    I:4/5      R:4/5   

     3.4 3.5 3.6 3.7 3.8  3.4 3.5 3.6 3.7 3.8 

δ 3.0 1.043 0.949  1.092 1.075 1.065 1.058 1.053  1.002 0.984 0.973 0.965 0.960 

0.0 370.40 370.40 370.40  370.40 370.40 370.40 370.40 370.40  370.40 370.40 370.40 370.40 370.40 

0.2 308.43 235.22 231.24  242.36 239.57 237.85 236.79 236.14  238.64 235.76 233.98 232.88 232.21 

0.4 200.08 105.40 101.68  110.95 108.66 107.30 106.48 105.99  107.20 104.93 103.58 102.77 102.28 

0.6 119.67 50.61 48.34  53.06 51.96 51.33 50.97 50.77  50.72 49.66 49.05 48.70 48.50 

0.8 71.55 27.60 26.28  28.48 28.01 27.76 27.62 27.56  27.11 26.67 26.43 26.30 26.24 

1.0 43.89 16.97 16.18  17.15 16.96 16.87 16.84 16.84  16.34 16.17 16.09 16.06 16.06 

1.2 27.82 11.57 11.09  11.41 11.36 11.36 11.37 11.40  10.93 10.88 10.88 10.90 10.93 

1.4 18.25 8.60 8.30  8.27 8.29 8.32 8.36 8.40  7.97 7.99 8.02 8.07 8.11 

1.6 12.38 6.87 6.67  6.41 6.47 6.53 6.59 6.64  6.22 6.28 6.34 6.40 6.45 

1.8 8.69 5.82 5.69  5.24 5.32 5.40 5.47 5.54  5.12 5.20 5.28 5.35 5.41 

2.0 6.30 5.16 5.07  4.45 4.55 4.65 4.73 4.81  4.38 4.47 4.57 4.65 4.72 

2.2 4.72 4.74 4.67  3.88 4.00 4.11 4.20 4.29  3.83 3.95 4.05 4.15 4.24 

2.4 3.65 4.47 4.42  3.43 3.56 3.68 3.79 3.90  3.40 3.53 3.65 3.76 3.86 

2.6 2.90 4.29 4.26  3.05 3.19 3.32 3.44 3.56  3.03 3.17 3.30 3.42 3.54 

2.8 2.38 4.18 4.16  2.71 2.85 2.99 3.12 3.25  2.70 2.84 2.98 3.11 3.24 

3.0 2.00 4.11 4.09  2.40 2.54 2.68 2.82 2.95  2.39 2.53 2.67 2.81 2.94 

4.0 1.19 4.01 4.00  1.37 1.43 1.50 1.58 1.67  1.37 1.43 1.50 1.58 1.67 

5.0 1.02 4.00 4.00  1.06 1.07 1.09 1.11 1.13  1.06 1.07 1.09 1.11 1.13 

6.0 1.00 4.00 4.00  1.00 1.01 1.01 1.01 1.01  1.00 1.01 1.01 1.01 1.01 
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Παράρτηµα Π.7: Βασικά Στοιχεία για την Κατασκευή των δίπλευρων 

διαγραµµάτων ελέγχου R : 6/7 και R : 7/8 

 

Χρησιµοποιώντας την τεχνική που παρουσιάστηκε στην Παράγραφο 3.12 είναι δυνατή η 

µελέτη των διαγραµµάτων ελέγχου 7/6:R  και 8/7:R . Στο παρόν παράρτηµα δίνουµε το 

χώρο καταστάσεων Ω της Μαρκοβιανής αλυσίδας, το διάνυσµα των αρχικών πιθανοτήτων π  

και τον πίνακα πιθανοτήτων µετάβασης P  για άνω µονόπλευρα διαγράµµατα ελέγχου 

7/6:R  και 8/7:R . Όπως έχουµε ήδη αναφέρει (δείτε Παράγραφο 3.12) η γενική µορφή 

των αντίστοιχων στοιχείων για τα κάτω µονόπλευρα διαγράµµατα ελέγχου 7/6:R  και 

8/7:R  είναι ακριβώς η ίδια. Αρχικά παρουσιάζεται η περίπτωση του άνω µονόπλευρου 

διαγράµµατος ελέγχου 7/6:R  και στη συνέχεια του 8/7:R . 

Έτσι έχουµε ότι ο χώρος καταστάσεων Ω για το άνω µονόπλευρο διάγραµµα ελέγχου 

7/6:R  είναι ο 

}21,,2,1{ K=Ω  

µε καταστάσεις µετάβασης για τη Μαρκοβιανή αλυσίδα τις  

,11111"6",1111"5",111"4",11"3",1"2"},3,2{"1" ≡≡≡≡≡≡  

,121111"11",12111"10",1211"9",121"8",12"7" ≡≡≡≡≡  

,1112"16",112111"15",11211"14",1121"13",112"12" ≡≡≡≡≡  

111112"21",111121"20",11112"19",111211"18",11121"17" ≡≡≡≡≡  

ενώ ως απορροφητική κατάσταση ορίζεται η 

}1111121,1111211,111211,112111,121111,11111,4{"22" = . 

Το διάνυσµα των αρχικών πιθανοτήτων της Μαρκοβιανής αλυσίδας είναι το 

22

21132 R,)( ∈++= ippp eeeπ  

ενώ ο πίνακας πιθανοτήτων µετάβασης P έχει τη µορφή 
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P =

i

k

jjjjjjjjjjjjjjjjjjjjjjjjjjjjjjjjjjjjjjjjjjjjjjjjjjjjjjjjjjjjjjjjjjjjjjjjjjjjjjjjj

p2 +p3 p1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 p4

p3 0 p1 0 0 0 p2 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 p4

p3 0 0 p1 0 0 0 0 0 0 0 p2 0 0 0 0 0 0 0 0 0 p4

p3 0 0 0 p1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 p2 0 0 0 0 0 p4

p3 0 0 0 0 p1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 p2 0 0 p4

p3 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 p2 p1 +p4

p2 +p3 0 0 0 0 0 0 p1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 p4

p3 0 0 0 0 0 p2 0 p1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 p4

p3 0 0 0 0 0 0 0 0 p1 0 p2 0 0 0 0 0 0 0 0 0 p4

p3 0 0 0 0 0 0 0 0 0 p1 0 0 0 0 p2 0 0 0 0 0 p4

p3 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 p2 0 0 p1 +p4

p2 +p3 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 p1 0 0 0 0 0 0 0 0 p4

p3 0 0 0 0 0 p2 0 0 0 0 0 0 p1 0 0 0 0 0 0 0 p4

p3 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 p2 0 0 p1 0 0 0 0 0 0 p4

p3 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 p2 0 0 0 0 0 p1 +p4

p2 +p3 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 p1 0 0 0 0 p4

p3 0 0 0 0 0 p2 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 p1 0 0 0 p4

p3 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 p2 0 0 0 0 0 0 0 0 0 p1 +p4

p2 +p3 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 p1 0 p4

p3 0 0 0 0 0 p2 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 p1 +p4

p2 +p3 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 p1 +p4

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1

y

{

zzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzz

 

 

Στη συνέχεια, ο χώρος καταστάσεων Ω για το άνω µονόπλευρο διάγραµµα ελέγχου 

8/7:R  είναι ο 

}29,,2,1{ K=Ω  

µε καταστάσεις µετάβασης για τη Μαρκοβιανή αλυσίδα τις  

,11111"6",1111"5",111"4",11"3",1"2"},3,2{"1" ≡≡≡≡≡≡  

,121111"12",12111"11",1211"10",121"9",12"8",111111"7" ≡≡≡≡≡≡  

,1121111"18",112111"17",11211"16",1121"15",112"14",1211111"13" ≡≡≡≡≡≡  

,111121"24",11112"23",1112111"22",111211"21",11121"20",1112"19" ≡≡≡≡≡≡  

,1111112"28",1111121"27",111112"26",1111211"25" ≡≡≡≡  

ενώ ως απορροφητική κατάσταση ορίζεται η 

}11111121,11111211,11112111,1112111,1121111,1211111,111111,4{"29" = . 

Το διάνυσµα των αρχικών πιθανοτήτων της Μαρκοβιανής αλυσίδας είναι το 

29

21132 R,)( ∈++= ippp eeeπ  

ενώ ο πίνακας πιθανοτήτων µετάβασης P έχει τη µορφή 



 
2
4
8
 

 

 

 P =

i

k

jjjjjjjjjjjjjjjjjjjjjjjjjjjjjjjjjjjjjjjjjjjjjjjjjjjjjjjjjjjjjjjjjjjjjjjjjjjjjjjjjjjjjjjjjjjjjjjjjjjjjjjjjjjjj

p2+p3 p1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 p4

p3 0 p1 0 0 0 0 p2 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 p4

p3 0 0 p1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 p2 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 p4

p3 0 0 0 p1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 p2 0 0 0 0 0 0 0 0 0 p4

p3 0 0 0 0 p1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 p2 0 0 0 0 0 p4

p3 0 0 0 0 0 p1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 p2 0 0 p4

p3 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 p2 p1+p4

p2+p3 0 0 0 0 0 0 0 p1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 p4

p3 0 0 0 0 0 0 p2 0 p1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 p4

p3 0 0 0 0 0 0 0 0 0 p1 0 0 p2 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 p4

p3 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 p1 0 0 0 0 0 0 p2 0 0 0 0 0 0 0 0 0 p4

p3 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 p1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 p2 0 0 0 0 0 p4

p3 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 p2 0 0 p1+p4

p2+p3 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 p1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 p4

p3 0 0 0 0 0 0 p2 0 0 0 0 0 0 0 p1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 p4

p3 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 p2 0 0 p1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 p4

p3 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 p1 p2 0 0 0 0 0 0 0 0 0 p4

p3 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 p2 0 0 0 0 0 p1+p4

p2+p3 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 p1 0 0 0 0 0 0 0 0 p4

p3 0 0 0 0 0 0 p2 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 p1 0 0 0 0 0 0 0 p4

p3 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 p2 0 0 0 0 0 0 0 p1 0 0 0 0 0 0 p4

p3 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 p2 0 0 0 0 0 0 0 0 0 p1+p4

p2+p3 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 p1 0 0 0 0 p4

p3 0 0 0 0 0 0 p2 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 p1 0 0 0 p4

p3 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 p2 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 p1+p4

p2+p3 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 p1 0 p4

p3 0 0 0 0 0 0 p2 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 p1+p4

p2+p3 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 p1+p4

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1

y

{

zzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzz
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Παράρτηµα Π.8: Προγράµµατα Mathematica για την κατασκευή του 

διαγράµµατος ελέγχου R : 5/6  

 

Εκτός από τους πίνακες πιθανοτήτων µετάβασης που δόθηκαν στο Παράρτηµα Π.7 δίνουµε 

και δύο προγράµµατα σε Mathematica για τον υπολογισµό (i) της τιµής του εσωτερικού 

ορίου ελέγχου για το άνω µονόπλευρο διάγραµµα ελέγχου 6/5:R  και (ii) των τιµών του 

ARL  για το δίπλευρο διάγραµµα ελέγχου. Τα προγράµµατα που δίνονται µπορούν να 

χρησιµοποιηθούν για την κατασκευή οποιουδήποτε διαγράµµατος ελέγχου mrR /: . Το µόνο 

που απαιτεί το πρόγραµµα είναι ο καθορισµός του πίνακα πιθανοτήτων µετάβασης µεταξύ 

των µεταβατικών καταστάσεων της αλυσίδας Q  για το αντίστοιχο άνω µονόπλευρο 

διάγραµµα ελέγχου. ∆ίνοντας κάθε φορά τη µορφή του Q  και την επιθυµητή τιµή του εντός 

ελέγχου µέσου µήκους ροής µπορούµε µε χρήση του πρώτου προγράµµατος να 

υπολογίσουµε την τιµή των εσωτερικών ορίων ελέγχου και στη συνέχεια την τιµή του εκτός 

ελέγχου µέσου µήκους ροής για δεδοµένη µετατόπιση του µέσο της διεργασίας. 
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Πρόγραµµα Mathematica για τον Υπολογισµό του Εσωτερικού Ορίου 

Ελέγχου του Άνω Μονόπλευρου ∆ιαγράµµατος Ελέγχου R : 5/6 

<<Statistics̀ ContinuousDistributions̀

dist:=NormalDistribution@0,1D;
H∗ In−control average run length value for the two−sided Revised 5ê6 control chart ∗L
c=370.4;

H∗ Shift δ=0 for in−control process ∗L
δ=0;

H∗ Prefixed Value for the Upper Outer Control Limit ∗L
L=4.0;

H∗ Probabilities of interest ∗L
pU4=1−CDF@dist,L−δD;
pU1=CDF@dist,L−δD−CDF@dist,d−δD;
pU2=CDF@dist,d−δD−CDF@dist,−δD;
pU3=1−pU1−pU2−pU3;

H∗ Transition Probabilities Matrix for the Upper Sided Revised 5ê6 control chart ∗L

QU=

i

k

jjjjjjjjjjjjjjjjjjjjjjjjjjjjjjjjjjjjjjjjjjjjjjjjjjjjj

pU3+pU2 pU1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
pU3 0 pU1 0 0 pU2 0 0 0 0 0 0 0 0 0
pU3 0 0 pU1 0 0 0 0 0 pU2 0 0 0 0 0
pU3 0 0 0 pU1 0 0 0 0 0 0 0 pU2 0 0
pU3 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 pU2

pU3+pU2 0 0 0 0 0 pU1 0 0 0 0 0 0 0 0
pU3 0 0 0 0 pU2 0 pU1 0 0 0 0 0 0 0
pU3 0 0 0 0 0 0 0 pU1 pU2 0 0 0 0 0
pU3 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 pU2 0 0

pU3+pU2 0 0 0 0 0 0 0 0 0 pU1 0 0 0 0
pU3 0 0 0 0 pU2 0 0 0 0 0 pU1 0 0 0
pU3 0 0 0 0 0 0 0 0 pU2 0 0 0 0 0

pU3+pU2 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 pU1 0
pU3 0 0 0 0 pU2 0 0 0 0 0 0 0 0 0

pU3+pU2 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

y

{

zzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzz

;

H∗ Initial Probabilities Vector α ∗L
αU=QU@@1DD;
l1=Table@1,8Length@αUD<D;
ID=IdentityMatrix@8Length@αUD<D;

H∗ In−Control Average Run Length for the Upper Revised 5ê6 Control Chart ∗L
ARLU@d_D=1+αU.Inverse@ID−QUD.l1;

H∗ Numerical evaluation of the value d=UICL ∗L
FindRoot@ARLU@dD�2∗c,8d,0.7<D
d: 0.683995 ARLin: 740.801  
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Πρόγραµµα Mathematica για τον Υπολογισµό των τιµών του ARL του 

∆ίπλευρου ∆ιαγράµµατος Ελέγχου R : 5/6 

<< Statistics`ContinuousDistributions`

dist := NormalDistribution@0, 1D;
H∗ List with the values of the Inner Control Limits ∗L
λ = 80.89243, 0.80407, 0.75868, 0.73143, 0.714, 0.70253, 0.694875, 0.68974, 0.686296, 0.683995<;

H∗ List with the values of the Outer Control Limits ∗L
SS = 83.1, 3.2, 3.3, 3.4, 3.5, 3.6, 3.7, 3.8, 3.9, 4.0<;

DoA
d = λ@@iDD;H∗ The i−th Inner Control Limit ∗L
L = SS@@iDD; H∗ The i−th Outer Control Limit ∗L

DoA
H∗ Probabilities of Interest for the Upper Sided Revised 5ê6 Control Chart∗L
pU4 = 1− CDF@dist, L − δD;
pU1 = CDF@dist, L −δD − CDF@dist, d − δD;
pU2 = CDF@dist, d − δD − CDF@dist, −δD;
pU3 = 1− pU1 − pU2 − pU3;

H∗ Transition Probabilities Matrix for the Upper Sided Revised 5ê6 Control Chart∗L

QU =

i

k

jjjjjjjjjjjjjjjjjjjjjjjjjjjjjjjjjjjjjjjjjjjjjjjjjjjjj

pU3+ pU2 pU1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
pU3 0 pU1 0 0 pU2 0 0 0 0 0 0 0 0 0
pU3 0 0 pU1 0 0 0 0 0 pU2 0 0 0 0 0
pU3 0 0 0 pU1 0 0 0 0 0 0 0 pU2 0 0
pU3 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 pU2

pU4+ pU2 0 0 0 0 0 pU1 0 0 0 0 0 0 0 0
pU3 0 0 0 0 pU2 0 pU1 0 0 0 0 0 0 0
pU3 0 0 0 0 0 0 0 pU1 pU2 0 0 0 0 0
pU3 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 pU2 0 0

pU4+ pU2 0 0 0 0 0 0 0 0 0 pU1 0 0 0 0
pU3 0 0 0 0 pU2 0 0 0 0 0 pU1 0 0 0
pU3 0 0 0 0 0 0 0 0 pU2 0 0 0 0 0

pU3+ pU2 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 pU1 0
pU3 0 0 0 0 pU2 0 0 0 0 0 0 0 0 0

pU3+ pU2 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

y

{

zzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzz

;

H∗ Initial Probabilities Vector α ∗L
αU = QU@@1DD;
l1 = Table@1, 8Length@αUD<D;
ID = IdentityMatrix@8Length@αUD<D;

H∗ Upper Out−of−Control Average Run Length, ARLU ∗L
ARLU@δ_D = N@1+ αU.Inverse@ID − QUD.l1D;

H∗ Probabilities of Interest for the Lower Sided Revised 5ê6 Control Chart∗L
pL4 = CDF@dist, −L − δD;
pL1 = CDF@dist, −d − δD − CDF@dist, −L− δD;
pL2 = CDF@dist, −δD − CDF@dist, −d − δD;
pL3 = 1− pL1 − pL2 − pL3;

H∗ Transition Probabilities Matrix for the Lower Sided Revised 5ê6 Control Chart∗L

QL =

i

k

jjjjjjjjjjjjjjjjjjjjjjjjjjjjjjjjjjjjjjjjjjjjjjjjjjjjj

pL3+ pL2 pL1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
pL3 0 pL1 0 0 pL2 0 0 0 0 0 0 0 0 0
pL3 0 0 pL1 0 0 0 0 0 pL2 0 0 0 0 0
pL3 0 0 0 pL1 0 0 0 0 0 0 0 pL2 0 0
pL3 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 pL2

pL3+ pL2 0 0 0 0 0 pL1 0 0 0 0 0 0 0 0
pL3 0 0 0 0 pL2 0 pL1 0 0 0 0 0 0 0
pL3 0 0 0 0 0 0 0 pL1 pL2 0 0 0 0 0
pL3 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 pL2 0 0

pL3+ pL2 0 0 0 0 0 0 0 0 0 pL1 0 0 0 0
pL3 0 0 0 0 pL2 0 0 0 0 0 pL1 0 0 0
pL3 0 0 0 0 0 0 0 0 pL2 0 0 0 0 0

pL3+ pL2 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 pL1 0
pL3 0 0 0 0 pL2 0 0 0 0 0 0 0 0 0

pL3+ pL2 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

y

{

zzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzz

;

H∗ Initial Probabilities Vector α ∗L
αL = QL@@1DD;

H∗ Lower Out−of−Control Average Run Length, ARLU ∗L
ARLL@δ_D = N@1+ αL.Inverse@ID − QLD.l1D;

H∗ Table of ARL values for the two−sided Revised 5ê6 control chart, UOCL=3.1  H0.1L 4.0, ARLin=370.4 ∗L
PrintA"d: ", λ@@iDD, " ", "L: ", SS@@iDD, " ", "δ: ", δ, " ", "ARLU: ", ARLU@δD, " ", "ARLL: ", ARLL@δD, " ",

"ARL using Robert's Formula: ", NA ARLU@δD ∗ARLL@δD
ARLU@δD + ARLL@δD EE, 8δ, 0, 6, 0.2<E, 8i, 1, Length@SSD<E
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Παράρτηµα Π.9: Πίνακες µε τις τιµές του ARL για τα διαγράµµατα 

ελέγχου των Παραγράφων 4.3.1-4.3.4 

 

Ανίχνευση Αυξήσεων – Εντός ελέγχου τυπική απόκλιση σ0 = 1 

 

Πίνακας 15. Τιµές του ARL τα διαγράµµατα ελέγχου r – από – m τύπου Ι 

 SU 
)I(

2/2C  
)I(

3/3C  )I(

4/4C  )I(

5/5C  )I(

3/2C  )I(

4/2C  )I(

5/2C  )I(

4/3C  )I(

5/3C  )I(

5/4C  

UCL 2.016 1.527 1.304 1.167 1.071 1.591 1.626 1.645 1.383 1.430 1.251 

ρ            

1.0 370.40 370.40 370.40 370.40 370.40 370.40 370.40 370.40 370.40 370.40 370.40 

1.1 106.94 104.52 106.51 109.38 112.39 95.71 91.71 89.40 94.01 88.03 94.72 

1.2 42.49 42.30 44.59 47.28 49.98 37.08 34.98 33.88 37.11 33.96 38.33 

1.3 21.09 21.88 23.99 26.24 28.47 18.88 17.79 17.28 19.56 17.87 20.81 

1.4 12.28 13.42 15.29 17.21 19.09 11.56 10.96 10.72 12.46 11.48 13.65 

1.5 8.03 9.28 10.95 12.63 14.28 8.05 7.69 7.57 9.01 8.40 10.14 

1.6 5.73 7.00 8.52 10.03 11.52 6.13 5.90 5.85 7.10 6.71 8.18 

1.7 4.36 5.62 7.02 8.42 9.80 4.97 4.83 4.81 5.95 5.69 6.99 

1.8 3.50 4.72 6.05 7.36 8.65 4.23 4.13 4.14 5.20 5.02 6.22 

1.9 2.92 4.11 5.37 6.62 7.86 3.72 3.66 3.67 4.69 4.57 5.70 

2 2.52 3.68 4.89 6.09 7.28 3.36 3.32 3.34 4.33 4.25 5.33 

 

Πίνακας 16. Τιµές του ARL τα διαγράµµατα ελέγχου r – από – m τύπου ΙΙ 

 SU 
)II(

3/2C  )II(

4/2C  )II(

5/2C  )II(

4/3C  )II(

5/3C  )II(

5/4C  

UCL 2.016 1.563 1.576 1.581 1.349 1.366 1.211 

ρ        

1.0 370.40 370.40 370.40 370.40 370.40 370.40 370.40 

1.1 106.94 95.35 91.26 89.10 94.99 89.90 97.73 

1.2 42.49 36.82 34.56 33.40 37.69 34.96 40.18 

1.3 21.09 18.71 17.49 16.90 19.91 18.45 21.98 

1.4 12.28 11.46 10.76 10.44 12.71 11.87 14.46 

1.5 8.03 7.98 7.56 7.37 9.20 8.68 10.74 

1.6 5.73 6.08 5.81 5.70 7.26 6.92 8.65 

1.7 4.36 4.94 4.76 4.69 6.08 5.86 7.38 

1.8 3.50 4.21 4.08 4.04 5.31 5.16 6.54 

1.9 2.92 3.71 3.62 3.59 4.79 4.68 5.97 

2 2.52 3.35 3.29 3.28 4.41 4.34 5.56 
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Πίνακας 17. Τιµές του ARL τα διαγράµµατα ελέγχου r – από – m τύπου ΙΙΙ 

 SU 
)III(

2/2C  )III(

3/3C  )III(

4/4C  )III(

5/5C  )III(

3/2C  )III(

4/2C  )III(

5/2C  )III(

4/3C  )III(

5/3C  )III(

5/4C  

UOCL 2.016 2.328 2.328 2.328 2.328 2.328 2.328 2.328 2.328 2.328 2.328 

UICL  1.536 1.312 1.174 1.078 1.598 1.633 1.657 1.390 1.436 1.258 

ρ            

1.0 370.40 370.40 370.40 370.40 370.40 370.40 370.40 370.40 370.40 370.40 370.40 

1.1 106.94 99.56 100.57 102.71 105.05 92.41 89.16 87.29 90.23 85.19 90.56 

1.2 42.49 38.59 39.84 41.65 43.51 34.79 33.24 32.44 34.31 31.89 35.09 

1.3 21.09 19.23 20.33 21.68 23.04 17.28 16.57 16.26 17.45 16.30 18.25 

1.4 12.28 11.41 12.32 13.34 14.33 10.35 10.01 9.90 10.74 10.17 11.45 

1.5 8.03 7.66 8.41 9.20 9.94 7.05 6.89 6.86 7.49 7.20 8.11 

1.6 5.73 5.62 6.24 6.86 7.43 5.25 5.17 5.18 5.69 5.54 6.22 

1.7 4.36 4.40 4.92 5.41 5.85 4.17 4.13 4.16 4.58 4.51 5.03 

1.8 3.50 3.61 4.05 4.45 4.78 3.46 3.45 3.48 3.84 3.81 4.21 

1.9 2.92 3.07 3.44 3.76 4.02 2.97 2.98 3.01 3.31 3.30 3.62 

2 2.52 2.68 3.00 3.26 3.45 2.62 2.63 2.66 2.92 2.92 3.18 

 

Πίνακας 18. Τιµές του ARL τα διαγράµµατα ελέγχου r – από – m τύπου ΙV 

 SU 
)IV(

3/2C  )IV(

4/2C  )IV(

5/2C  )IV(

4/3C  )IV(

5/3C  )IV(

5/4C  

UOCL 2.016 2.328 2.328 2.328 2.328 2.328 2.328 

UICL  1.571 1.584 1.589 1.356 1.374 1.218 

ρ        

1.0 370.40 370.40 370.40 370.40 370.40 370.40 370.40 

1.1 106.94 91.94 88.45 86.57 90.92 86.52 92.93 

1.2 42.49 34.45 32.66 31.72 64.65 32.49 36.38 

1.3 21.09 17.07 16.18 15.73 17.62 16.58 18.95 

1.4 12.28 10.22 9.75 9.53 10.83 10.30 11.86 

1.5 8.03 6.96 6.71 6.59 7.55 7.27 8.36 

1.6 5.73 5.19 5.04 4.99 5.72 5.57 6.37 

1.7 4.36 4.12 4.04 4.01 4.60 4.52 5.12 

1.8 3.50 3.43 3.38 3.36 3.85 3.81 4.27 

1.9 2.92 2.95 2.92 2.91 3.32 3.30 3.66 

2 2.52 2.60 2.59 2.58 2.92 2.91 3.20 
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Ανίχνευση Μειώσεων – Εντός ελέγχου τυπική απόκλιση σ0 = 1 

 

Πίνακας 19. Τιµές του ARL τα διαγράµµατα ελέγχου r – από – m τύπου Ι 

 SU 
)I(

2/2C  
)I(

3/3C  )I(

4/4C  )I(

5/5C  )I(

3/2C  )I(

4/2C  )I(

5/2C  )I(

4/3C  )I(

5/3C  )I(

5/4C  

LCL 0.194 0.429 0.580 0.688 0.770 0.392 0.372 0.359 0.524 0.492 0.620 

ρ            

1.0 370.40 370.40 370.40 370.40 370.40 370.40 370.40 370.40 370.40 370.40 370.40 

0.9 245.88 182.18 149.62 130.47 118.07 182.06 182.62 183.31 148.43 148.70 128.21 

0.8 156.03 85.68 59.86 47.79 41.26 85.79 86.54 87.41 59.20 59.70 46.50 

0.7 93.66 38.72 24.48 19.20 16.90 39.01 39.72 40.50 24.30 24.80 18.69 

0.6 52.43 17.08 10.76 9.06 8.68 17.41 17.97 18.55 10.80 11.19 8.89 

0.5 26.85 7.63 5.48 5.38 5.85 7.90 8.28 8.67 5.56 5.84 5.36 

0.4 12.27 3.72 3.53 4.19 5.08 3.89 4.13 4.36 3.60 3.77 4.22 

0.3 4.89 2.29 3.03 4.00 5.00 2.37 2.47 2.57 3.05 3.09 4.01 

0.2 1.78 2.00 3.00 4.00 5.00 2.01 2.02 2.02 3.00 3.00 4.00 

0.1 1.00 2.00 3.00 4.00 5.00 2.00 2.00 2.00 3.00 3.00 4.00 

 

Πίνακας 20. Τιµές του ARL τα διαγράµµατα ελέγχου r – από – m τύπου ΙΙ 

 SU 
)II(

3/2C  )II(

4/2C  )II(

5/2C  )II(

4/3C  )II(

5/3C  )II(

5/4C  

LCL 0.194 0.408 0.400 0.397 0.548 0.535 0.652 

ρ        

1.0 370.40 370.40 370.40 370.40 370.40 370.40 370.40 

0.9 245.88 171.19 164.09 159.47 137.59 129.99 119.18 

0.8 156.03 76.24 70.28 66.34 51.57 46.70 40.94 

0.7 93.66 33.32 30.03 27.87 20.49 18.33 16.13 

0.6 52.43 14.71 13.35 12.46 9.18 8.43 7.84 

0.5 26.85 6.83 6.42 6.17 4.96 4.80 4.99 

0.4 12.27 3.54 3.48 3.46 3.43 3.45 4.14 

0.3 4.89 2.28 2.30 2.31 3.03 3.04 4.00 

0.2 1.78 2.00 2.01 2.01 3.00 3.00 4.00 

0.1 1.00 2.00 2.00 2.00 3.00 3.00 4.00 
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Πίνακας 21. Τιµές του ARL τα διαγράµµατα ελέγχου r – από – m τύπου ΙΙΙ 

 SU 
)III(

2/2C  )III(

3/3C  )III(

4/4C  )III(

5/5C  )III(

3/2C  )III(

4/2C  )III(

5/2C  )III(

4/3C  )III(

5/3C  )III(

5/4C  

LICL  0.424 0.575 0.682 0.764 0.387 0.368 0.355 0.519 0.487 0.615 

LOCL 0.194 0.104 0.104 0.104 0.104 0.104 0.104 0.104 0.104 0.104 0.104 

ρ            

1.0 370.40 370.40 370.40 370.40 370.40 370.40 370.40 370.40 370.40 370.40 370.40 

0.9 245.88 185.75 153.84 134.68 122.11 185.62 186.12 186.76 152.66 152.89 132.43 

0.8 156.03 88.49 62.28 49.75 42.88 88.57 89.28 90.11 61.59 62.06 48.41 

0.7 93.66 40.25 25.48 19.89 17.41 40.52 41.22 41.97 25.28 25.77 19.35 

0.6 52.43 17.76 11.11 9.27 8.82 18.08 18.64 19.21 11.14 11.54 3.09 

0.5 26.85 7.88 5.58 5.42 5.85 8.15 8.54 8.92 5.66 5.94 5.39 

0.4 12.27 3.79 3.53 4.15 5.00 3.97 4.20 4.43 3.60 3.78 4.18 

0.3 4.89 2.28 2.96 3.86 4.76 2.36 2.47 2.56 2.98 3.02 3.86 

0.2 1.78 1.90 2.70 3.42 4.07 1.90 1.91 1.92 2.70 2.70 3.42 

0.1 1.00 1.36 1.49 1.54 1.56 1.36 1.36 1.36 1.49 1.49 1.54 

 

Πίνακας 22. Τιµές του ARL τα διαγράµµατα ελέγχου r – από – m τύπου ΙV 

 SU 
)IV(

3/2C  )IV(

4/2C  )IV(

5/2C  )IV(

4/3C  )IV(

5/3C  )IV(

5/4C  

LICL  0.403 0.396 0.393 0.543 0.530 0.646 

LOCL 0.194 0.104 0.104 0.104 0.104 0.104 0.104 

ρ        

1.0 370.40 370.40 370.40 370.40 370.40 370.40 370.40 

0.9 106.94 175.15 168.25 163.72 141.96 134.37 123.37 

0.8 42.49 79.08 73.07 69.06 53.81 48.75 42.66 

0.7 21.09 34.75 31.36 29.11 21.34 19.07 16.68 

0.6 12.28 15.32 13.89 12.96 9.47 8.68 8.01 

0.5 8.03 7.05 6.62 6.36 5.04 4.87 5.01 

0.4 5.73 3.60 3.54 3.52 3.43 3.45 4.10 

0.3 4.36 2.27 2.29 2.30 2.96 2.97 3.86 

0.2 3.50 1.90 1.90 1.90 2.70 2.70 3.42 

0.1 2.92 1.36 1.36 1.36 1.49 1.49 1.54 
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Παράρτηµα Π.10: Πίνακες µε τις τιµές του ARL των διαγραµµάτων 

ελέγχου I : r /m, R : r /m για την παρακολούθηση της διασποράς 

 

Πίνακας 23. Τιµές του ARL για το διάγραµµα ελέγχου 2/2:I , 4.370in =ARL  

  S   )(≠S     2/2:I    

UOCL  1.265  2.242  2.284 2.328 2.372 2.416 2.460 

UICL      1.621 1.612 1.607 1.603 1.601 

MDL           

LICL      0.374 0.379 0.382 0.384 0.386 

LOCL  0.610  0.185  0.114 0.104 0.095 0.086 0.078 

ρ           

0.1  1.0  1.0  1.3 1.4 1.5 1.5 1.6 

0.2  2.6  2.0  1.9 1.9 1.9 1.9 2.0 

0.3  8.5  5.7  2.6 2.6 2.6 2.6 2.6 

0.4  22.8  14.5  5.4 5.2 5.1 5.1 5.1 

0.5  51.4  32.1  13.2 12.6 12.2 12.2 12.0 

0.6  102.2  63.1  33.0 31.4 30.4 30.4 29.8 

0.7  184.4  113.1  79.7 76.1 73.8 73.8 72.3 

0.8  308.2  188.7  179.9 173.5 169.3 169.3 166.6 

0.9  445.8  293.3  356.8 349.5 344.5 344.5 341.1 

1.0  370.4  370.4  370.4 370.4 370.4 370.4 370.4 

1.1  159.6  261.6  147.7 149.6 151.4 151.4 153.1 

1.2  64.5  117.7  55.0 56.0 57.0 57.0 58.0 

1.3  30.5  52.9  25.3 25.8 26.4 26.4 27.0 

1.4  16.8  27.1  14.1 14.4 14.7 14.7 15.1 

1.5  10.5  15.8  9.0 9.2 9.4 9.4 9.6 

1.6  7.2  10.3  6.3 6.5 6.6 6.6 6.8 

1.7  5.3  7.2  4.8 4.9 5.0 5.0 5.2 

1.8  4.2  5.4  3.9 3.9 4.0 4.0 4.1 

1.9  3.4  4.3  3.2 3.3 3.3 3.4 3.5 

2.0  2.9  3.5  2.8 2.8 2.9 2.9 3.0 
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Πίνακας 24. Τιµές του ARL για το διάγραµµα ελέγχου 3/3:I , 4.370in =ARL  

  S   )(≠S     3/3:I    

UOCL  1.265  2.242  2.284 2.328 2.372 2.416 2.460 

UICL      1.385 1.377 1.372 1.369 1.367 

MDL           

LICL      0.523 0.528 0.531 0.534 0.535 

LOCL  0.610  0.185  0.114 0.104 0.095 0.086 0.078 

ρ           

0.1  1.0  1.0  1.3 1.5 1.7 1.9 2.1 

0.2  2.6  2.0  2.6 2.7 2.8 2.8 2.9 

0.3  8.5  5.7  3.0 3.0 3.0 3.0 3.1 

0.4  22.8  14.5  4.1 4.0 4.0 4.0 4.0 

0.5  51.4  32.1  7.6 7.4 7.2 7.1 7.1 

0.6  102.2  63.1  17.8 17.0 16.5 16.2 16.0 

0.7  184.4  113.1  46.2 4.4 42.5 41.6 41.0 

0.8  308.2  188.7  122.4 116.7 113.1 110.8 109.3 

0.9  445.8  293.3  298.3 289.3 283.3 279.2 276.4 

1.0  370.4  370.4  370.4 370.4 370.4 370.4 370.4 

1.1  159.6  261.6  149.1 151.7 154.1 156.3 158.2 

1.2  64.5  117.7  55.4 56.7 58.1 59.5 60.7 

1.3  30.5  52.9  25.8 26.6 27.4 28.2 28.9 

1.4  16.8  27.1  14.6 15.0 15.5 16.0 16.5 

1.5  10.5  15.8  9.4 9.8 10.1 10.4 10.8 

1.6  7.2  10.3  6.7 7.0 7.2 7.5 7.7 

1.7  5.3  7.2  5.2 5.3 5.5 5.7 5.9 

1.8  4.2  5.4  4.2 4.3 4.5 4.6 4.8 

1.9  3.4  4.3  3.5 3.6 3.7 3.9 4.0 

2.0  2.9  3.5  3.0 3.1 3.2 3.3 3.4 
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Πίνακας 25. Τιµές του ARL για το διάγραµµα ελέγχου 4/4:I , 4.370in =ARL  

  S   )(≠S     4/4:I    

UOCL  1.265  2.242  2.284 2.328 2.372 2.416 2.460 

UICL      1.240 1.233 1.234 1.226 1.224 

MDL           

LICL      0.629 0.634 0.634 0.640 0.642 

LOCL  0.610  0.185  0.114 0.104 0.095 0.086 0.078 

ρ           

0.1  1.0  1.0  1.4 1.5 1.8 2.1 2.4 

0.2  2.6  2.0  3.2 3.4 3.6 3.7 3.8 

0.3  8.5  5.7  3.8 3.9 3.9 3.9 4.0 

0.4  22.8  14.5  4.4 4.4 4.4 4.4 4.4 

0.5  51.4  32.1  6.5 6.4 6.4 6.3 6.3 

0.6  102.2  63.1  13.2 12.7 12.8 12.3 12.1 

0.7  184.4  113.1  33.0 31.5 31.9 30.0 29.6 

0.8  308.2  188.7  93.4 88.8 90.6 84.1 82.9 

0.9  445.8  293.3  259.9 250.6 259.7 240.5 237.8 

1.0  370.4  370.4  370.4 370.4 370.4 370.4 370.4 

1.1  159.6  261.6  151.9 155.0 165.2 160.5 162.7 

1.2  64.5  117.7  56.8 58.5 62.2 61.8 63.2 

1.3  30.5  52.9  26.8 27.8 29.5 29.8 30.7 

1.4  16.8  27.1  15.3 16.0 16.9 17.2 17.8 

1.5  10.5  15.8  10.0 10.5 11.0 11.4 11.8 

1.6  7.2  10.3  7.2 7.5 7.9 8.2 8.5 

1.7  5.3  7.2  5.5 5.8 6.1 6.3 6.6 

1.8  4.2  5.4  4.5 4.7 4.9 5.1 5.3 

1.9  3.4  4.3  3.7 3.9 4.1 4.2 4.4 

2.0  2.9  3.5  3.2 3.3 3.5 3.6 3.8 
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Πίνακας 26. Τιµές του ARL για το διάγραµµα ελέγχου 5/5:I , 4.370in =ARL  

  S   )(≠S     5/5:I    

UOCL  1.265  2.242  2.284 2.328 2.372 2.416 2.460 

UICL      1.139 1.133 1.129 1.126 1.124 

MDL           

LICL      0.711 0.716 0.720 0.722 0.724 

LOCL  0.610  0.185  0.114 0.104 0.095 0.086 0.078 

ρ           

0.1  1.0  1.0  1.4 1.6 1.8 2.2 2.6 

0.2  2.6  2.0  3.8 4.1 4.3 4.5 4.6 

0.3  8.5  5.7  4.7 4.8 4.8 4.9 4.9 

0.4  22.8  14.5  5.1 5.1 5.1 5.1 5.1 

0.5  51.4  32.1  6.6 6.5 6.4 6.4 6.4 

0.6  102.2  63.1  11.5 11.2 11.0 10.9 10.8 

0.7  184.4  113.1  26.9 25.8 25.1 24.7 24.4 

0.8  308.2  188.7  76.9 73.2 70.9 69.4 68.4 

0.9  445.8  293.3  233.2 224.2 218.3 214.5 211.9 

1.0  370.4  370.4  370.4 370.4 370.4 370.4 370.4 

1.1  159.6  261.6  154.8 158.4 161.8 164.7 167.1 

1.2  64.5  117.7  58.5 60.5 62.5 64.3 65.9 

1.3  30.5  52.9  28.0 29.1 30.3 31.4 32.5 

1.4  16.8  27.1  16.1 16.9 17.7 18.4 19.1 

1.5  10.5  15.8  10.6 11.1 11.7 12.2 12.8 

1.6  7.2  10.3  7.6 8.0 8.4 8.9 9.3 

1.7  5.3  7.2  5.9 6.1 6.5 6.8 7.1 

1.8  4.2  5.4  4.7 5.0 5.2 5.5 5.7 

1.9  3.4  4.3  3.9 4.1 4.3 4.5 4.8 

2.0  2.9  3.5  3.3 3.5 3.7 3.9 4.0 
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Πίνακας 27. Τιµές του ARL για τα διαγράµµατα ελέγχου 3/2:I , 3/2:R , 4.370in =ARL  

  S   )(≠S     3/2:I       3/2:R    

UOCL  1.265  2.242  2.284 2.328 2.372 2.416 2.460  2.284 2.328 2.372 2.416 2.460 

UICL      1.680 1.672 1.667 1.663 1.661  1.655 1.647 1.641 1.638 1.635 

MDL            0.916 0.916 0.916 0.916 0.916 

LICL      0.342 0.346 0.349 0.351 0.352  0.356 0.360 0.363 0.365 0.366 

LOCL  0.610  0.185  0.114 0.104 0.095 0.086 0.078  0.114 0.104 0.095 0.086 0.078 

ρ                 

0.1  1.0  1.0  1.3 1.4 1.5 1.6 1.7  1.3 1.4 1.5 1.6 1.7 

0.2  2.6  2.0  1.9 1.9 2.0 2.0 2.0  1.9 1.9 1.9 2.0 2.0 

0.3  8.5  5.7  2.8 2.7 2.7 2.7 2.7  2.6 2.6 2.6 2.5 2.5 

0.4  22.8  14.5  5.6 5.5 5.3 5.3 5.2  5.0 4.8 4.7 4.7 4.6 

0.5  51.4  32.1  13.5 12.9 12.5 12.3 12.1  11.5 10.9 10.6 10.4 10.3 

0.6  102.2  63.1  33.2 31.7 30.7 30.0 29.6  27.9 26.5 25.6 25.1 24.7 

0.7  184.4  113.1  79.6 76.0 73.8 72.3 71.3  68.2 64.8 62.7 61.4 60.4 

0.8  308.2  188.7  179.4 173.1 168.9 166.2 164.3  161.0 154.5 150.3 147.5 145.7 

0.9  445.8  293.3  358.4 351.4 346.5 343.2 340.8  341.1 333.2 327.8 324.1 321.5 

1.0  370.4  370.4  370.4 370.4 370.4 370.4 370.4  370.4 370.4 370.4 370.4 370.4 

1.1  159.6  261.6  139.2 140.0 141.0 142.1 143.0  139.0 139.9 141.0 142.1 143.1 

1.2  64.5  117.7  50.1 50.5 51.1 51.6 52.2  49.7 50.1 50.6 51.2 51.7 

1.3  30.5  52.9  23.0 23.2 23.5 23.8 24.1  22.6 22.9 23.2 23.5 23.8 

1.4  16.8  27.1  12.9 13.0 13.2 13.4 13.6  12.7 12.8 13.0 13.2 13.4 

1.5  10.5  15.8  8.3 8.4 8.6 8.7 8.8  8.2 8.3 8.4 8.6 8.7 

1.6  7.2  10.3  6.0 6.0 6.1 6.2 6.3  5.9 6.0 6.1 6.2 6.3 

1.7  5.3  7.2  4.6 4.7 4.7 4.8 4.9  4.5 4.6 4.7 4.8 4.8 

1.8  4.2  5.4  3.7 3.8 3.8 3.9 4.0  3.7 3.7 3.8 3.9 3.9 

1.9  3.4  4.3  3.1 3.2 3.3 3.3 3.4  3.1 3.2 3.2 3.3 3.3 

2.0  2.9  3.5  2.7 2.8 2.8 2.9 2.9  2.7 2.8 2.8 2.9 2.9 
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Πίνακας 28. Τιµές του ARL για τα διαγράµµατα ελέγχου 4/2:I , 4/2:R , 4.370in =ARL  

  S   )(≠S     4/2:I       4/2:R    

UOCL  1.265  2.242  2.284 2.328 2.372 2.416 2.460  2.284 2.328 2.372 2.416 2.460 

UICL      1.713 1.705 1.700 1.697 1.694  1.667 1.659 1.654 1.650 1.648 

MDL            0.916 0.916 0.916 0.916 0.916 

LICL      0.325 0.329 0.332 0.333 0.335  0.349 0.353 0.356 0.358 0.360 

LOCL  0.610  0.185  0.114 0.104 0.095 0.086 0.078  0.114 0.104 0.095 0.086 0.078 

ρ                 

0.1  1.0  1.0  1.3 1.4 1.5 1.6 1.7  1.3 1.4 1.5 1.6 1.7 

0.2  2.6  2.0  1.9 1.9 2.0 2.0 2.0  1.9 1.9 1.9 2.0 2.0 

0.3  8.5  5.7  2.9 2.9 2.9 2.8 2.8  2.6 2.6 2.6 2.6 2.6 

0.4  22.8  14.5  5.9 5.7 5.6 5.6 5.5  4.8 4.7 4.6 4.5 4.5 

0.5  51.4  32.1  13.9 13.3 13.0 12.8 12.6  10.5 10.0 9.7 9.6 9.4 

0.6  102.2  63.1  33.8 32.3 31.3 30.7 30.2  24.7 23.5 22.7 22.2 21.9 

0.7  184.4  113.1  80.1 76.6 74.4 72.9 71.9  60.7 57.7 55.7 54.4 53.6 

0.8  308.2  188.7  179.7 173.4 169.2 166.5 164.7  148.3 141.9 137.8 135.0 133.2 

0.9  445.8  293.3  359.5 352.5 347.8 344.5 342.2  329.6 321.3 315.6 311.8 309.2 

1.0  370.4  370.4  370.4 370.4 370.4 370.4 370.4  370.4 370.4 370.4 370.4 370.4 

1.1  159.6  261.6  134.9 135.3 135.9 136.6 137.2  134.8 135.3 136.0 136.9 137.7 

1.2  64.5  117.7  48.0 48.1 48.4 48.8 49.1  47.1 47.3 47.7 48.1 48.5 

1.3  30.5  52.9  22.0 22.1 22.3 22.5 22.7  21.4 21.6 21.8 22.0 22.2 

1.4  16.8  27.1  12.4 12.5 12.6 12.8 12.9  12.1 12.2 12.3 12.4 12.6 

1.5  10.5  15.8  8.1 8.2 8.3 8.4 8.5  7.9 8.0 8.1 8.2 8.3 

1.6  7.2  10.3  5.9 5.9 6.0 6.1 6.2  5.7 5.8 5.8 5.9 6.0 

1.7  5.3  7.2  4.5 4.6 4.7 4.7 4.8  4.4 4.5 4.6 4.6 4.7 

1.8  4.2  5.4  3.7 3.8 3.8 3.9 3.9  3.6 3.7 3.7 3.8 3.9 

1.9  3.4  4.3  3.1 3.2 3.2 3.3 3.4  3.1 3.1 3.2 3.2 3.3 

2.0  2.9  3.5  2.7 2.8 2.8 2.9 2.9  2.7 2.7 2.8 2.8 2.9 
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Πίνακας 29. Τιµές του ARL για τα διαγράµµατα ελέγχου 5/2:I , 5/2:R , 4.370in =ARL  

  S   )(≠S     5/2:I       5/2:R    

UOCL  1.265  2.242  2.284 2.328 2.372 2.416 2.460  2.284 2.328 2.372 2.416 2.460 

UICL      1.736 1.728 1.723 1.720 1.718  1.673 1.664 1.659 1.656 1.653 

MDL            0.916 0.916 0.916 0.916 0.916 

LICL      0.314 0.317 0.320 0.321 0.323  0.346 0.351 0.353 0.355 0.357 

LOCL  0.610  0.185  0.114 0.104 0.095 0.086 0.078  0.114 0.104 0.095 0.086 0.078 

ρ                 

0.1  1.0  1.0  1.3 1.4 1.5 1.6 1.7  1.3 1.4 1.5 1.6 1.7 

0.2  2.6  2.0  1.9 2.0 2.0 2.0 2.0  1.9 1.9 2.0 2.0 2.0 

0.3  8.5  5.7  3.1 3.0 3.0 3.0 3.0  2.6 2.6 2.6 2.6 2.6 

0.4  22.8  14.5  6.2 6.1 5.9 5.9 5.8  4.7 4.6 4.5 4.4 4.4 

0.5  51.4  32.1  14.5 13.9 13.5 13.3 13.1  9.8 9.4 9.2 9.0 8.9 

0.6  102.2  63.1  34.6 33.1 32.1 31.5 31.0  22.6 21.5 20.8 20.3 20.0 

0.7  184.4  113.1  81.2 77.7 75.5 74.0 73.1  55.6 52.8 50.9 49.8 49.0 

0.8  308.2  188.7  180.9 174.6 170.5 167.8 166.0  139.6 133.2 129.2 126.6 124.8 

0.9  445.8  293.3  360.9 354.1 349.5 346.3 344.1  321.6 313.0 307.2 303.3 300.6 

1.0  370.4  370.4  370.4 370.4 370.4 370.4 370.4  370.4 370.4 370.4 370.4 370.4 

1.1  159.6  261.6  132.5 132.5 132.9 133.5 134.0  132.3 132.6 133.2 133.9 134.7 

1.2  64.5  117.7  46.8 46.8 47.0 47.3 47.6  45.7 45.8 46.1 46.4 46.8 

1.3  30.5  52.9  21.6 21.6 21.7 21.9 22.1  20.8 20.9 21.0 21.2 21.4 

1.4  16.8  27.1  12.3 12.3 12.4 12.5 12.6  11.7 11.8 11.9 12.1 12.2 

1.5  10.5  15.8  8.1 8.1 8.2 8.3 8.4  7.7 7.8 7.9 8.0 8.1 

1.6  7.2  10.3  5.9 5.9 6.0 6.1 6.1  5.6 5.7 5.7 5.8 5.9 

1.7  5.3  7.2  4.6 4.6 4.7 4.7 4.8  4.4 4.4 4.5 4.6 4.6 

1.8  4.2  5.4  3.7 3.8 3.8 3.9 4.0  3.6 3.7 3.7 3.8 3.8 

1.9  3.4  4.3  3.2 3.2 3.3 3.3 3.4  3.1 3.1 3.2 3.2 3.3 

2.0  2.9  3.5  2.8 2.8 2.9 2.9 3.0  2.7 2.7 2.8 2.8 2.9 
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Πίνακας 30. Τιµές του ARL για τα διαγράµµατα ελέγχου 4/3:I , 4/3:R , 4.370in =ARL  

  S   )(≠S     4/3:I       4/3:R    

UOCL  1.265  2.242  2.284 2.328 2.372 2.416 2.460  2.284 2.328 2.372 2.416 2.460 

UICL      1.460 1.452 1.448 1.445 1.443  1.429 1.421 1.416 1.413 1.411 

MDL            0.916 0.916 0.916 0.916 0.916 

LICL      0.472 0.477 0.480 0.482 0.483  0.493 0.498 0.501 0.503 0.504 

LOCL  0.610  0.185  0.114 0.104 0.095 0.086 0.078  0.114 0.104 0.095 0.086 0.078 

ρ                 

0.1  1.0  1.0  1.3 1.5 1.7 1.9 2.1  1.3 1.5 1.7 1.9 2.1 

0.2  2.6  2.0  2.6 2.7 2.8 2.8 2.9  2.6 2.7 2.8 2.8 2.9 

0.3  8.5  5.7  3.0 3.0 3.1 3.1 3.1  3.0 3.0 3.0 3.0 3.0 

0.4  22.8  14.5  4.1 4.1 4.1 4.0 4.0  3.8 3.8 3.8 3.8 3.8 

0.5  51.4  32.1  7.6 7.4 7.3 7.2 7.1  6.6 6.5 6.3 6.3 6.2 

0.6  102.2  63.1  17.6 16.9 16.4 16.1 15.9  14.6 14.0 13.6 13.4 13.2 

0.7  184.4  113.1  45.4 43.2 41.8 40.9 40.3  37.7 35.8 34.6 33.9 33.4 

0.8  308.2  188.7  120.4 114.9 111.3 109.0 107.5  104.8 99.6 96.3 94.2 92.8 

0.9  445.8  293.3  298.0 289.1 283.2 279.2 276.5  278.5 269.2 263.0 258.9 256.1 

1.0  370.4  370.4  370.4 370.4 370.4 370.4 370.4  370.4 370.4 370.4 370.4 370.4 

1.1  159.6  261.6  136.2 137.3 138.6 139.9 141.0  137.1 138.5 139.9 141.3 142.6 

1.2  64.5  117.7  48.2 48.8 49.5 50.2 50.8  48.4 49.1 49.8 50.6 51.3 

1.3  30.5  52.9  22.3 22.7 23.1 23.5 23.9  22.4 22.8 23.2 23.7 24.1 

1.4  16.8  27.1  12.8 13.0 13.3 13.6 13.9  12.8 13.1 13.4 13.7 14.0 

1.5  10.5  15.8  8.5 8.6 8.9 9.1 9.3  8.5 8.7 8.9 9.1 9.3 

1.6  7.2  10.3  6.2 6.3 6.5 6.7 6.8  6.2 6.3 6.5 6.7 6.8 

1.7  5.3  7.2  4.8 5.0 5.1 5.2 5.4  4.8 5.0 5.1 5.2 5.4 

1.8  4.2  5.4  4.0 4.1 4.2 4.3 4.4  4.0 4.1 4.2 4.3 4.4 

1.9  3.4  4.3  3.4 3.5 3.6 3.7 3.8  3.4 3.5 3.6 3.7 3.8 

2.0  2.9  3.5  2.9 3.0 3.1 3.2 3.3  2.9 3.0 3.1 3.2 3.3 
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Πίνακας 31. Τιµές του ARL για τα διαγράµµατα ελέγχου 5/3:I , 5/3:R , 4.370in =ARL  

  S   )(≠S     5/3:I       5/3:R    

UOCL  1.265  2.242  2.284 2.328 2.372 2.416 2.460  2.284 2.328 2.372 2.416 2.460 

UICL      1.503 1.497 1.492 1.489 1.487  1.447 1.439 1.435 1.431 1.429 

MDL            0.916 0.916 0.916 0.916 0.916 

LICL      0.444 0.448 0.451 0.453 0.454  0.480 0.485 0.489 0.497 0.492 

LOCL  0.610  0.185  0.114 0.104 0.095 0.086 0.078  0.114 0.104 0.095 0.086 0.078 

ρ                 

0.1  1.0  1.0  1.3 1.5 1.7 1.9 2.1  1.3 1.5 1.7 1.9 2.1 

0.2  2.6  2.0  2.6 2.7 2.8 2.8 2.9  2.6 2.7 2.8 2.8 2.9 

0.3  8.5  5.7  3.1 3.1 3.1 3.1 3.2  3.0 3.0 3.0 3.1 3.1 

0.4  22.8  14.5  4.3 4.3 4.3 4.2 4.2  3.8 3.8 3.8 3.8 3.8 

0.5  51.4  32.1  8.0 7.7 7.6 7.5 7.4  6.2 6.1 6.0 5.9 5.9 

0.6  102.2  63.1  18.0 17.2 16.8 16.5 16.3  13.0 12.4 12.1 11.9 11.8 

0.7  184.4  113.1  45.6 43.4 42.0 41.1 40.5  32.8 31.8 30.2 29.5 29.1 

0.8  308.2  188.7  119.9 114.4 110.9 108.6 107.1  93.6 88.8 85.8 83.9 82.6 

0.9  445.8  293.3  297.7 288.9 283.0 279.0 276.3  264.2 254.8 248.6 244.5 241.8 

1.0  370.4  370.4  370.4 370.4 370.4 370.4 370.4  370.4 370.4 370.4 370.4 370.4 

1.1  159.6  261.6  129.3 129.8 130.6 131.4 132.2  131.1 132.0 133.0 134.1 135.1 

1.2  64.5  117.7  44.8 45.1 45.5 45.9 46.4  45.2 45.6 46.1 46.7 47.3 

1.3  30.5  52.9  20.8 21.0 21.3 21.6 21.8  20.9 21.2 21.5 21.9 22.2 

1.4  16.8  27.1  12.1 12.2 12.4 12.6 12.8  12.1 12.3 12.5 12.8 13.0 

1.5  10.5  15.8  8.1 8.2 8.4 8.6 8.7  8.1 8.3 8.4 8.6 8.8 

1.6  7.2  10.3  6.0 6.1 6.3 6.4 6.5  6.0 6.1 6.3 6.4 6.6 

1.7  5.3  7.2  4.7 4.9 5.0 5.1 5.2  4.7 4.8 5.0 5.1 5.2 

1.8  4.2  5.4  3.9 4.0 4.1 4.2 4.3  3.9 4.0 4.1 4.2 4.3 

1.9  3.4  4.3  3.4 3.4 3.5 3.6 3.7  3.3 3.4 3.5 3.6 3.7 

2.0  2.9  3.5  2.9 3.0 3.1 3.2 3.3  2.9 3.0 3.1 3.2 3.3 
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Πίνακας 32. Τιµές του ARL για τα διαγράµµατα ελέγχου 5/4:I , 5/4:R , 4.370in =ARL  

  S   )(≠S     5/4:I       5/4:R    

UOCL  1.265  2.242  2.284 2.328 2.372 2.416 2.460  2.284 2.328 2.372 2.416 2.460 

UICL      1.320 1.314 1.310 1.307 1.305  1.285 1.278 1.274 1.271 1.269 

MDL            0.916 0.916 0.916 0.916 0.916 

LICL      0.569 0.573 0.576 0.578 0.580  0.594 0.600 0.603 0.605 0.607 

LOCL  0.610  0.185  0.114 0.104 0.095 0.086 0.078  0.114 0.104 0.095 0.086 0.078 

ρ                 

0.1  1.0  1.0  1.4 1.5 1.8 2.1 2.4  1.4 1.5 1.8 2.1 2.4 

0.2  2.6  2.0  3.2 3.4 3.6 3.7 3.8  3.2 3.4 3.6 3.7 3.8 

0.3  8.5  5.7  3.8 3.9 3.9 3.9 4.0  3.8 3.9 3.9 3.9 4.0 

0.4  22.8  14.5  4.4 4.4 4.4 4.4 4.4  4.2 4.2 4.2 4.3 4.3 

0.5  51.4  32.1  6.4 6.3 6.3 6.2 6.2  5.8 5.7 5.7 5.7 5.6 

0.6  102.2  63.1  12.8 12.3 12.1 11.9 11.8  10.9 10.6 10.3 10.2 10.1 

0.7  184.4  113.1  31.8 30.4 29.5 28.9 28.5  26.7 25.5 24.8 24.3 24.0 

0.8  308.2  188.7  90.3 85.9 83.2 81.4 80.2  78.5 74.6 72.1 70.5 69.5 

0.9  445.8  293.3  257.4 248.3 242.3 238.3 235.6  239.6 230.4 224.4 220.4 217.7 

1.0  370.4  370.4  370.4 370.4 370.4 370.4 370.4  370.4 370.4 370.4 370.4 370.4 

1.1  159.6  261.6  136.4 137.9 139.4 140.9 142.1  139.0 140.8 142.7 144.4 145.9 

1.2  64.5  117.7  48.4 49.2 50.0 50.8 51.6  49.6 50.5 51.5 52.5 53.4 

1.3  30.5  52.9  22.7 23.3 23.8 24.3 24.8  23.3 23.9 24.5 25.1 25.7 

1.4  16.8  27.1  13.3 13.6 14.0 14.3 14.7  13.6 14.0 14.4 14.8 15.2 

1.5  10.5  15.8  8.9 9.2 9.4 9.7 10.0  9.1 9.4 9.7 10.0 10.3 

1.6  7.2  10.3  6.6 6.8 7.0 7.2 7.4  6.7 6.9 7.2 7.4 7.6 

1.7  5.3  7.2  5.2 5.3 5.5 5.7 5.9  5.2 5.4 5.6 5.8 6.0 

1.8  4.2  5.4  4.2 4.4 4.6 4.7 4.9  4.3 4.4 4.6 4.8 5.0 

1.9  3.4  4.3  3.6 3.7 3.9 4.0 4.2  3.6 3.8 3.9 4.1 4.2 

2.0  2.9  3.5  3.1 3.2 3.4 3.5 3.6  3.1 3.3 3.4 3.5 3.7 
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Παράρτηµα Π.11: Πρόγραµµα για την εκτίµηση της πιθανότητας επιτυχούς εκκίνησης p  

µε τη µέθοδο SG. 

<< LinearAlgebra`MatrixManipulation`

k = 10; r = 3; H∗ PARAMETERS k, r OF THE SDT ∗L
u = 8<; H∗ CREATE A LIST FOR THE PROBABILITIES OF EACH ABSORBING STATE OF REJECTION ∗L
x = 14; H∗ FREQUENCY OF SUCCESSFULLY ENDED SDT ∗L
n = 80, 1< H∗ THE FREQUENCIES OF EACH ABSORBING STATE OF REJECTION ∗L
q = 1 − p;

H∗−−− INITIAL PROBABILITIES VECTOR −−−∗L
a = Table@0, 8k + r − 2<D;
a@@1DD = p;

a@@kDD = q;

H∗−−− IDENTITY MATRIX −−−∗L
ID = IdentityMatrix@k + r − 2D;
H∗−−− MATRIX Q −−−∗L
X = Table@0, 8k − 1<, 8k − 1<D;
Do@ X@@i, i + 1DD = p, 8i, 1, k − 2<D;
Y = Table@0, 8k − 1<, 8r − 1<D;
Do@ Y@@i, 1DD = q, 8i, 1, k − 1<D;
W = Table@0, 8r − 1<, 8r − 1<D;
Do@ W@@i, i + 1DD = p, 8i, 1, r − 2<D;
Z = Table@0, 8r − 1<, 8k − 1<D;
Z@@r − 1, r − 1DD = p;

Q = BlockMatrix@88 X, Y<, 8Z, W<<D;
H∗−−− A VECTOR WITH ALL OF ITS ENTRIES EQUAL TO 1 −−−∗L
l1 = Table@1, 8k + r − 2<D;
H∗−− CALCULATION OF THE PROBABILITIES OF EACH ABSORBING STATE RELATED TO REJECTION −−∗L
DoA
Mi = Table@0, 8k + r − 2<, 8k + r − 2<D;
Mi@@k − 1, k − 1DD = p;

Do@ Mi@@j, jDD = q, 8j, k, k + r − 2<D;
Mi@@k + i − 1, k + i − 1DD = 0;

Gi@s_D = s2 ∗ a.Inverse@ID − s ∗ QD.HID − Q − MiL.l1;
AppendTo@u, Simplify@Gi@1DDD;
Print@"i: ", i, " ", "Prob of Ri absorbing state: ", Simplify@Gi@1DDD, 8i, 1, r − 1<E

H∗−−− PROBABILITY OF ACCEPTANCE −−−∗L
uA =

pk ∗ H2 − pr−1L
1 − pr−1 + pk

;

H∗−−− LOG−LIKELIHOOD FUNCTION −−−∗L
l@ p_D = Sum@n@@jDD ∗ Log@u@@jDDD, 8j, 1, r − 1<D + x ∗ Log@uAD;
H∗−−− SOLVING THE EQUATION ∂ Pl H pL=0 −−−∗L
NSolve@l'@ pD � 0, pD êê MatrixForm

NSolve@l'@ pD � 0, pD@@ Length@ NSolve@l'@ pD � 0, pDDDD
H∗−−− Fisher' s Information −−−∗L
u = p ê. %;

PrintA"The MLEHIIL estimator of p is : ", uE
Fish@lt_D = −l ''@ltD;
FishersI = Fish@uD;
SE2 =

1

Sqrt@ Fish@uDD ;

Print@"Fisher's Information is: ", FishersID
PrintA"The S.E. of the MLEHIIL estimator of p is: ", SE2E
Print@"95% Confidence Interval: ", "H", u − 1.96 ∗ SE2, " , ", u + 1.96 ∗ SE2, "L"D  
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Παράρτηµα Π.12: Πρόγραµµα για την εκτίµηση της πιθανότητας επιτυχούς εκκίνησης p  

µε τη µέθοδο EM. 

 

H∗−−− A list with the number of attempted start ups until the end of the test −−−∗L
n0= 83, 4,5,6,10,11, 12,13,14,15,16, 18, 19, 20, 23, 26<;
H∗−−− A list with the frequencies of each different value of the attempted Start Ups −−−∗L
tm = 81, 1, 1,2,8,4, 2, 1,1,1,2, 1, 1,2,1,1<;
Maxim = Max@n0D;
Do@
H∗−−− Parameters k and r of the CSDF SDT −−−∗L
k= 10;

r= 4;

s= k+r;

H∗−−− Construction of the Matrices −−−∗L
q= 1− p;

T= Table@0, 8k+r<, 8k+r<D;
Do@T@@i,i+1DD = p, 8i,1,k−1<D;
T@@k, 1DD = p;

Do@T@@i,k+1DD =q, 8i,1,k<D;
T@@k+r−1,r−1DD = p;

T@@k+r,1DD = p;

Do@T@@i,i+1DD = p, 8i,k+1, k+r−2<D;
Do@T@@i,k+rDD =q, 8i,k+1, k+r−1<D;
T@@k+r,k+1DD = q;

H∗TêêMatrixForm∗L
H∗ Matrix A1 ∗L
A= Table@0, 8k+r<, 8k+r<D;
Do@A@@i,i+1DD = p, 8i,1,k−2<D;
A@@k, 1DD = p;

A@@k+r−1,r−1DD = p;

A@@k+r,1DD = p;

Do@A@@i,i+1DD = p, 8i,k+1, k+r−2<D;
H∗AêêMatrixForm∗L
H∗ Matrix A0 ∗L
L= Table@0, 8k+r<, 8k+r<D;
Do@L@@i,k+1DD =q, 8i,1,k<D;
L@@k+r,k+1DD = q;

H∗LêêMatrixForm∗L
H∗ Matrix B1 ∗L
B= Table@0, 8k+r<, 8k+r<D;
B@@k−1,kDD = p;

H∗BêêMatrixForm∗L
H∗ Matrix B0 ∗L
K= Table@0, 8k+r<, 8k+r<D;
Do@K@@i,k+rDD =q, 8i,k+1, k+r−1<D;
H∗KêêMatrixForm∗L
l1= Table@1, 8s<D;

ID= IdentityMatrix@sD;
Array@e, 8s<D;
Do@e@iD = ID@@iDD, 8i,1,s<D;  
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H∗−−− JOINT DISTRIBUTION FUNCTION HT, SL −−−∗L

T2= Table@F@x, yD, 8x, 0, n0@@iDD<, 8y, 0, n0@@iDD<D;
Do@

Do@
If@x< y, F@x, yD = 0D, 8x, 0, n0@@iDD<D, 8y, 0, n0@@iDD<D;

F@0, 0D = 0;

F@1, 0D = 0;

F@1, 1D = 0;

Do@
Do@
F@n, yD = Sum@Hβ@i, 0D∗f@n− 1, yD.e@iD + β@i, 1D∗f@n− 1, y−1D.e@iDL, 8i, 1, s<D, 8y, 1, n<D, 8n, 2, n0@@iDD<D;

Do@
F@n, 0D = Sum@Hβ@i, 0D∗f@n− 1, yD.e@iDL, 8i, 1, s<D, 8n, 2, n0@@iDD<D;

H∗−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−∗L
H∗Do@
Do@
Print@"n: ",n," ","y: ",y," ",F@n,yDD,8y,0,n<D,8n,0,n0@@iDD<D∗L

H∗−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−∗L
F@2, 0D = q2;

Do@Print@"n0: ", n0@@iDD, " ", "z: ", y, " ", F@n0@@iDD, n0@@iDD −yDD, 8y, 0, n0@@iDD<D;

G@lt_D = Sum@HyL∗ F@lt, lt− yD, 8y, 1, lt<D;H∗−− ⁄y=1
n yP HT=n,S=n−yL −−∗L

H∗−−− For the calculation of variance −−−∗L
G2@lt_D = SumAIy2M∗ F@lt, lt− yD, 8y, 0, lt<E;H∗−− ⁄y=1

n y2 P HT=n,S=n−yL −−∗L
G0@lt_D = Sum@F@lt, lt−yD, 8y, 0, lt<D;
, 8i, 1, Length@n0D<E  

g= 8<;
Do@Print@"n0: ",n0@@iDD," ",G@n0@@iDDDD;AppendTo@g,G@n0@@iDDDD, 8i,1, Length@n0D<D
g;

Q= Table@0, 8Maxim<D;
DoAQ@@nDD = Hn−1L∗q2∗pn−2, 8n,2,r<E;
DoAQ@@nDD = p∗Q@@n−1DD +q∗pr−1∗Q@@n−rDD, 8n,r+1,k−1<E;
Q@@kDD = p∗Q@@k−1DD +q∗pr−1∗Q@@k−rDD+ pk;
Q@@k+1DD = p∗Q@@kDD +q∗pr−1∗Q@@k−r+1DD + pk∗Hq− pL;
DoAQ@@nDD = p∗Q@@n−1DD +q∗pr−1∗Q@@n−rDD−q∗ pk∗Q@@n−k−1DD−q2∗pn−2, 8n,k+2, k+r−1<E;

Q@@k+rDD = p∗Q@@k+r−1DD+q∗ pr−1∗Q@@kDD −q∗pk∗Q@@r−1DD−q∗pk+r−2∗Hp+qL;

DoAQ@@nDD = p∗Q@@n−1DD +q∗pr−1∗Q@@n−rDD−q∗ pk∗Q@@n−k−1DD, 8n,k+r+1, Maxim<E;
g4= 8<;
Do@Print@"n0: ",n0@@iDD," ",Simplify@Q@@n0@@iDDDDDD;AppendTo@g4,Simplify@Q@@n0@@iDDDDDD, 8i,1, Length@n0D<D
g4;  
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H∗−−− Calculation of the Conditional Distribution −−−∗L
g1=8<;
Do@Print@"n0: ",n0@@iDD," ",Simplify@G0@n0@@iDDDDD;AppendTo@g1,Simplify@G0@n0@@iDDDDD,8i,1,Length@n0D<D;
g1;

g2=8<;
DoAPrintA"n0: ",n0@@iDD," ",SimplifyA G@n0@@iDDD

G0@n0@@iDDDEE;AppendToAg2,SimplifyA
G@n0@@iDDD
G0@n0@@iDDDEE,8i,1,Length@n0D<E

g2;

g3=8<;
DoAPrintA"n0: ",n0@@iDD," ",tm@@iDD∗SimplifyA G@n0@@iDDD

G0@n0@@iDDDEE;AppendToAg3,tm@@iDD∗SimplifyA G@n0@@iDDD
G0@n0@@iDDDEE,8i,1,Length@n0D<E

g3;

SN=Sum@tm@@iDD∗n0@@iDD,8i,1,Length@n0D<D
Sum@g3@@iDD,8i,1,Length@g3D<D
Condm@p_D=Sum@g3@@iDD,8i,1,Length@g3D<D;
Condm2@p_D=SumAtm@@iDD∗SimplifyAG2@n0@@iDDD

G0@n0@@iDDDE,8i,1, Length@n0D<E;
 

H∗−−− Initial Value p0 for the EM algorithm −−−∗L
u@0D=0.60;
u@j_D:=u@jD= Sum@tm@@iDD∗n0@@iDD, 8i,1,Length@n0D<D−Condm@u@j−1DD

Sum@tm@@iDD∗n0@@iDD,8i,1, Length@n0D<D ;

Print@"p0: ",u@0DD;
Do@Print@"j: ",j," ",u@jDD,8j,1, 25<D;
pstar=u@25D;Print@" MLE point estimator via EM method is: ",pstarD

H∗ Calculation of Point Estimator,

Standard Error of the Estimator and the Approximate Confidence Interval H1−αL 100 % ∗L
p=u@25D;
µ=Condm@pD;
µ2=Condm2@pD;

Var=
SumAtm@@iDD∗JJ G2@n0@@iDDD

Q@@n0@@iDDDD N−J
G@n0@@iDDD
Q@@n0@@iDDDD N

2N,8i,1, Length@n0D<E
Hp∗H1−pLL2 ;

PrintA"VarHdlogL Hp»T,ZL \
dp

L: ",VarE

Qpp=i
k
jj− 1

p2
y
{
zz∗Sum@tm@@iDD∗n0@@iDD, 8i,1,Length@n0D<D+ 1−2∗p

p2∗H1−pL2 ∗SumAtm@@iDD∗ik
jj G@n0@@iDDD
Q@@n0@@iDDDD

y
{
zz,8i,1, Length@n0D<E;

PrintA"−@d
2 Q

dp2
D: ",−QppE

SE=
1

è!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!
−Qpp−Var

;

Print@"The EM−estimator is: ", N@pDD
Print@"The S.E. of the EM−estimator is: ", N@SEDD
Print@"95% Confidence Interval: "," H ",p−1.96∗SE," , ", p+1.96∗SE," L "D  
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