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Περίληψη 

 

Τα εξωτικά δικαιώµατα προαίρεσης αποτελούν χρήσιµα χρηµατοοικονοµικά εργαλεία 

που χρησιµοποιούνται όλο και περισσότερο τόσο για την αντιστάθµιση κινδύνου από επιχει-

ρήσεις όσο και για την αύξηση της χρηµατοοικονοµικής µόχλευσης (leverage) από επενδυτές. 

Στη συγκεκριµένη διπλωµατική εργασία αρχικά θα γίνει µια σύντοµη παρουσίαση των κυριό-

τερων εξωτικών δικαιωµάτων προαίρεσης και στη συνέχεια θα επικεντρωθούµε στην αποτί-

µησή τους µέσω Monte Carlo προσοµοίωσης. Σκοπός της συγκεκριµένης εργασίας είναι να 

παρουσιαστεί η διαδικασία της προσοµοίωσης καθώς και κάποιες τεχνικές βελτίωσης της α-

κριβείας των εκτιµήσεων (variance reduction methods). Επίσης γίνονται και αναφορές στην 

κατανάλωση του υπολογιστικού χρόνου από τους εκάστοτε αλγορίθµους. Μεθοδολογίες προ-

σοµοίωσης θα παρουσιαστούν και για κάποια δικαιώµατα για τα οποία υπάρχει αναλυτικός 

τύπος για την τιµή τους. Αυτό γίνεται διότι µια µικρή παραλλαγή τους, αν και σχεδόν πάντοτε 

αντιµετωπίζεται σχετικά εύκολα µέσω Monte Carlo προσοµοίωσης, µπορεί να καθιστά σχε-

δόν αδύνατη την εξαγωγή αντίστοιχων αναλυτικών τύπων  

Πιο συγκεκριµένα, στο 1
ο
 Κεφάλαιο θα περιγράψουµε τα Barrier, τα Ασιατικά και τα 

Lookback δικαιώµατα προαίρεσης, και θα αναφερθούµε στις παραµέτρους που επηρεάζουν 

την τιµή τους. Κατόπιν, στο 2
ο
 Κεφάλαιο, θα κάνουµε µια εισαγωγή σε βασικές µαθηµατικές 

έννοιες και µοντέλα που είναι απαραίτητα για τη µελέτη των δικαιωµάτων προαίρεσης. Θα 

αναφερθούµε στην έννοια του "χωρίς ρίσκο µέτρου πιθανότητας" και θα δικαιολογήσουµε 

γιατί η αναµενοµένη τιµή (ως προς το συγκεκριµένο µέτρο πιθανότητας) της αποπληθωρι-

σµένης τελικής αξίας του δικαιώµατος ορίζει µια δίκαιη τιµή. Στη συνέχεια θα περιγράψουµε 

την διαδροµή της τιµής µιας µετοχής (ή ενός οποιουδήποτε χρηµατοοικονοµικού τίτλου) ως 

µια στοχαστική διαδικασία. Συγκεκριµένα δείχνουµε ότι η γεωµετρική κίνηση Brown µπορεί 

να περιγράψει ικανοποιητικά τη στοχαστική διαδικασία εξέλιξης των τιµών ενός χρηµατοοι-

κονοµικού τίτλου. Ακόµα θα περιγράψουµε το µοντέλο των Black-Scholes-Merton για την 

αποτίµηση δικαιωµάτων προαίρεσης και θα εξετάσουµε πώς η εφαρµογή του σε κάποιες πε-

ριπτώσεις µας δίνει αναλυτικούς τύπους για συγκεκριµένα δικαιώµατα προαίρεσης. 

Στο 3
ο
 Κεφάλαιο περιγράφεται γενικά η µέθοδος προσοµοίωσης Monte Carlo. Επίσης 

περιγράφεται η διαδικασία προσοµοίωσης της εξέλιξης µιας κίνησης Brown και της διαδρο-

µής της τιµής µιας µετοχής. Κάποιες αριθµητικές µέθοδοι υπολογισµού της συνάρτησης κα-
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τανοµής της κανονικής κατανοµής και της αντιστροφής της, που µας είναι χρήσιµες στη συ-

νεχεία, παρουσιάζονται και υλοποιούνται σε γλώσσα προγραµµατισµού Java.  

Στο 4
ο
 Κεφάλαιο, που είναι και το βασικότερο κεφάλαιο της διπλωµατικής εργασίας, πα-

ρουσιάζουµε την απλή (raw) Monte Carlo εκτίµηση της τιµής ενός δικαιώµατος προαίρεσης 

και στη συνέχεια παρουσιάζουµε εκτιµήτριες βελτιωµένης ακριβείας. Συγκεκριµένα παρου-

σιάζονται εκτιµήσεις που προκύπτουν από την τεχνική των αντιθετικών µεταβλητών, των µε-

ταβλητών ελέγχου, της στρωµατοποιηµένης δειγµατοληψίας (όπου επίσης γίνεται περιγραφή 

των LHS και Postratification), της ελάττωσης διακύµανσης µέσω δέσµευσης και της δειγµατο-

ληψίας σπουδαιότητας. Σε κάθε περίπτωση έχουµε περιγραφή της µεθόδου καθώς και εφαρ-

µογή της σε κάποια εξωτικά δικαιώµατα προαίρεσης, όπου δίδεται ο εκάστοτε αλγόριθµος 

και η υλοποίησή του σε γλώσσα προγραµµατισµού Java. Σε ξεχωριστή ενότητα στο τέλος 

γίνεται εφαρµογή και σύγκριση των µεθόδων προσοµοίωσης πάνω σε παραλλαγές Ασιατικών 

δικαιωµάτων προαίρεσης, που παρουσιάζουν αυξηµένο ενδιαφέρον λόγω απουσίας αναλυτι-

κών τύπων για τον υπολογισµό της τιµής τους.  

Επίσης στα πλαίσια της παρούσας διπλωµατικής εργασίας έχει γίνει κατασκευή µιας µι-

κροεφαρµογής (applet) σε γλώσσα Java, µέσω της οποίας µπορεί να γίνει αριθµητική και 

γραφική σύγκριση της εκτίµησης της αξίας Ασιατικών δικαιωµάτων προαίρεσης µέσω δια-

φόρων µεθόδων προσοµοίωσης. Τέλος, στο παράρτηµα παρατίθενται όσα προγράµµατα  

χρησιµοποιηθήκαν. 



 xiii

Abstract 

 

In the last years there has been a growing interest in the market for a special kind of fi-

nancial derivatives, the so called exotic options. They are used for hedging (mainly by in-

vestment institutions) and from speculators in order to obtain greater profit oportunities. In 

this Dissertation there will be a quick review of the main exotic options properties  and the 

main focus will be on pricing them via Monte Carlo simulation. The aim is to introduce the 

reader to the option pricing through Monte Carlo estimation and especially to provide some 

useful techniques for improving the precision of the estimates (variance reduction tech-

niques). Some comments regarding the complexity of the algorithms are also included. Monte 

Carlo methods for the pricing of some exotic options with known analytical form are also de-

veloped. These methods can be useful in cases where the payoff function slightly varies from 

the original form rendering the derivation of analytical formulae infeasible. 

In Chapter 1, Barrier, Asian and Lookback options are described along with the parame-

ters that affect their prices. 

In Chapter 2 there is an introduction in key mathematical concepts for the study of finan-

cial derivatives. Risk neutral probability measure is defined and we explain how the expected 

value (w.r.t. this measure) of the discounted payoff of the option defines a fair (or no-

arbirtrage) price for this option. Next, the price of an underlying risky asset (e.g. share) until 

maturity will be described via a geometric Brownian motion. Moreover we will describe the 

well known Black-Scholes-Merton model for the valuation of options and how we may, in 

some cases, obtain analytical forms for their prices.  

Monte Carlo simulation is described in general in Chapter 3. We also show how we can 

simulate the path of a Brownian motion and the path of the price of a risky asset. Some arith-

metic methods for the computation of the normal cumulative function and its inverse are pre-

sented and developed in Java programming language. 

In Chapter 4, which can be considered as the main part of this Dissertation, we discuss 

the estimation of the price of an option via (raw) Monte Carlo simulation and we also develop 

improved estimators (with smaller variance). In particular, we present estimators derived from 

the application of the following variance reduction techniques: antithetic variates, control 

variates, stratified sampling (including LHS and poststratification), conditioning, and impor-

tance sampling. In each of these cases there is a description of the method and an application 
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of it in certain exotic options, introducing the algorithm and developing the corresponding 

program in Java language. In the last paragraph we apply most of the afore  mentioned vari-

ance reduction techniques in several variations of Asian options and compare numerically 

their performance.  

Finally, an appropriate Java applet has been developed in order to make a direct numeri-

cal and graphical comparison of the Monte Carlo techniques used in this Dissertation. Most of 

the programs are included in the appendix.  
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 1 

 

Τα δικαιώµατα προαίρεσης 

 

1.1  Εισαγωγή 

Ένα παράγωγο χρηµατοοικονοµικό προϊόν (derivative ή derivative security), ή απλά 

παράγωγο, είναι ένα χρηµατοοικονοµικό εργαλείο (συµβόλαιο µεταξύ δύο συµβαλλοµένων) 

του οποίου η τιµή εξαρτάται από την τιµή κάποιου άλλου χρηµατοοικονοµικού τίτλου που 

ονοµάζεται υποκείµενος τίτλος (underlying asset) του παραγώγου. Τα παράγωγα συνήθως 

βασίζονται σε τιµές εµπορεύσιµων περιουσιακών στοιχειών όπως χρυσός, συνάλλαγµα, µε-

τοχές ή και σε βασικά είδη διατροφής όπως σιτάρι, φρούτα κτλ. Στη συνέχεια θα συµβολί-

ζουµε µε St την τιµή του υποκείµενου τίτλου (π.χ. χρηµατιστηριακή τιµή µετοχής) στο χρόνο 

t. Η οικογένεια {St, t ≥ 0} θα θεωρείται µία στοχαστική διαδικασία.  

Υπάρχουν διάφορα είδη παραγώγων, όπως είναι τα µελλοντικά συµβόλαια (forward 

contracts), µελλοντικά συµβόλαια ανταλλαγής (future contracts), δικαιώµατα (options), α-

νταλλαγές (swaps). Οι αγοραπωλησίες των παραγώγων  πραγµατοποιούνται στο χρηµατι-

στήριο παραγώγων  που λειτουργεί παράλληλα µε το χρηµατιστήριο αξιών, ή στις λεγόµενες 

OTC αγορές (over the counter markets), δηλαδή πραγµατοποιούνται απευθείας µεταξύ δυο 

χρηµατοπιστωτικών ιδρυµάτων ή µεταξύ ενός χρηµατοπιστωτικού ιδρύµατος και κάποιου 

εταιρικού συνεργάτη. Οι συναλλαγές των παραγώγων  συνήθως αποσκοπούν στην αντι-

στάθµιση πιθανών κινδύνων που ενέχονται σε οικονοµικές συναλλαγές, ή στην κερδοσκοπί-

α.  

∆ικαιώµατα προαίρεσης. Το δικαίωµα προαίρεσης ή απλά δικαίωµα (option) είναι 

ευρέως διαδεδοµένο παράγωγο. Υπάρχουν δύο βασικά είδη δικαιωµάτων: 



 2 

(1) Το δικαίωµα αγοράς (call option) µπορεί να θεωρηθεί ότι είναι ένα συµβόλαιο µεταξύ 

δύο αντισυµβαλλοµένων, του αγοραστή (holder) και του εκδότη (writer), που δίνει το δικαί-

ωµα (όχι όµως την υποχρέωση) στον κάτοχό του (holder) να αγοράσει ένα συγκεκριµένο πε-

ριουσιακό στοιχείο από τον εκδότη σε µια προκαθορισµένη τιµή και σε προκαθορισµένο 

χρόνο που ορίζει το συµβόλαιο. 

(2) Το δικαίωµα πώλησης (put option) µπορεί να θεωρηθεί ότι είναι ένα συµβόλαιο µεταξύ 

δύο αντισυµβαλλοµένων, του αγοραστή (holder) και του εκδότη (writer), που δίνει το δικαί-

ωµα (όχι όµως την υποχρέωση) στον κάτοχό του (holder) να πουλήσει ένα συγκεκριµένο 

περιουσιακό στοιχείο στον εκδότη σε µια προκαθορισµένη τιµή και σε προκαθορισµένο χρό-

νο που ορίζει το συµβόλαιο. 

Ενα δικαιωµα θεωρειται Ευρωπαϊκού τύπου αν ο κάτοχός του µπορεί να το εξασκήσει 

µόνο τη χρονική στιγµή της λήξης του συµβολαίου και  Αµερικανικού τύπου αν µπορεί να το 

εξασκήσει οποιαδήποτε στιγµή µέχρι τη λήξη του συµβολαίου. Στην παρούσα διπλωµατική 

θα ασχοληθούµε µε δικαιώµατα Ευρωπαϊκού τύπου. 

Τα δικαιώµατα είναι τα µόνα παράγωγα για τα οποία δεν υπάρχει υποχρέωση για κά-

ποια ενέργεια. Το αν ο κάτοχός του (holder) θα το εξασκήσει ή όχι δεν είναι προκαθορισµέ-

νο, και εξαρτάται από το αν τον συµφέρει να το εξασκήσει στο χρόνο λήξης του συµβολαί-

ου.  Εποµένως, το δικαίωµα δίνει ένα πλεονέκτηµα στον κάτοχο - holder του έναντι του εκ-

δότη - writer (που πράττει ό,τι αποφασίσει ο holder) και εποµένως ο κάτοχος θα πρέπει να 

καταβάλλει κάποιο ποσό (option price ή premium) στον εκδότη για να αποκτήσει το δικαίω-

µα.  

Η εύρεση της τιµής (option price) ενός δικαιώµατος είναι ένα ενδιαφέρον πρόβληµα 

και συνήθως αντιµετωπίζεται χρησιµοποιώντας τη µεθοδολογία που πρώτοι εισήγαγαν οι 

Black-Scholes-Merton και την οποια θα αναλύσουµε αργότερα.  

Ένα δικαίωµα συνήθως χαρακτηρίζεται από τις εξής παραµέτρους: 

• Υποκείµενος τίτλος (underlying asset). Ένα δικαίωµα µπορεί να βασίζεται σε µετοχές, ξένο 

συνάλλαγµα, δείκτες µετοχών κτλ. Ένα δικαίωµα µε υποκείµενο τίτλο µια µετοχή ονοµάζε-

ται δικαίωµα µετοχής (stock option). 

• Τιµή εξάσκησης Κ (strike price, exercise price). Τιµή εξάσκησης είναι η τιµή που µπορεί ο 

κάτοχος του δικαιώµατος να αγοράσει ή να πουλήσει τον υποκείµενο τίτλο. 
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• Θέση (position). Μπορούν να ληφθούν δύο αντίθετες θέσεις: αγορά ή κατοχή του δικαιώ-

µατος (long position) ή πώληση του δικαιώµατος (short position). Όπως έχουµε ήδη αναφέ-

ρει ο αγοραστής καλείται και κάτοχος (holder) ενώ ο εκδότης καλείται και εκδότης (writer). 

• Ασφάλιστρο ή τιµή δικαιώµατος (option premium, option price). Είναι η τιµή που καταβάλ-

λει ο αγοραστής του δικαιώµατος στον εκδότη για να αγοράσει το δικαίωµα. 

• Η ηµεροµηνία λήξης Τ (exercise date, maturity). Είναι η ηµεροµηνία µέχρι την οποία ισχύει 

το συµβόλαιο. Ο µήνας λήξης έχει προσδιοριστικό χαρακτήρα στην ονοµασία του δικαιώµα-

τος. Συνήθως λέµε ότι έχουµε ένα δικαίωµα αγοράς Μαΐου, όταν το δικαίωµα λήγει σε συ-

γκεκριµένη ηµεροµηνία του Μαΐου. 

• Το µέγεθος του συµβολαίου. Είναι ο αριθµός των τεµαχίων του υποκείµενου τίτλου που έχει 

το δικαίωµα ο κάτοχος (holder) να αγοράσει από τον (ή να πωλήσει στον) εκδότη (writer) 

στην τιµή εξάσκησης. 

Αν π.χ. το υποκείµενο αγαθό είναι µια µετοχή, τότε όπως θα δούµε η τιµή του εξαρ-

τάται από την πτητικότητα (volatility) που αντιστοιχεί στην τιµή της µετοχής. Πρόκειται για 

µία παράµετρο που εκφράζει τη µεταβλητότητα της τιµής της µετοχής (δηλαδή τη µεταβλη-

τότητα της στοχαστικής διαδικασίας {St, t ≥ 0}). Πιο συγκεκριµένα, είναι η τυπική απόκλιση 

της ετήσιας απόδοσης της µετοχής. Η παράµετρος αυτή είναι πολύ σηµαντική για την τιµή 

του δικαιώµατος και για την εκτίµησή της υπάρχουν διάφορες µεθοδολογίες (π.χ. εκτίµηση 

από ιστορικά δεδοµένα ή εκτίµηση από τις τιµές των παραγώγων που διατίθενται ήδη στην 

αγορά (implied volatility)) 

Το πιο απλό δικαίωµα είναι το σύνηθες δικαίωµα Ευρωπαϊκού τύπου (plain vanilla 

option ή standard option). Αν ST  η τιµή της µετοχής στο χρόνο Τ  λήξης του δικαιώµατος 

και K η τιµή εξάσκησης, τότε ο κάτοχος (holder) του δικαιώµατος: 

• Στην περίπτωση του call δικαιώµατος, αν ST > K θα αγοράσει τον υποκείµενο τίτλο στην 

τιµή K και θα έχει κέρδος κcall(ST) = ST − K, ενώ αν ST ≤ K τότε δεν θα εξασκήσει το δικαίω-

µα διότι δεν τον συµφέρει (κcall(ST) = 0). Γενικά,  

κcall(ST) = max{ST – K, 0} = (ST – K )
+
. 

• Στην περίπτωση του put δικαιώµατος, αν ST ≤ K, θα πουλήσει τον υποκείµενο τίτλο στην 

τιµή K και θα έχει κέρδος κput(ST) = K − ST, ενώ αν ST > K τότε δεν θα εξασκήσει το δικαίω-

µα διότι δεν τον συµφέρει (κput(ST) = 0). Γενικά,  
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Κputl(ST) = max{K – ST, 0} = (K – ST)
+
. 

Η συνάρτηση κ(ST) λέγεται συνάρτηση κέρδους του δικαιώµατος (payoff function) 

και στο σχηµα (1.1) βλέπουµε τη γραφική της παράσταση ως συνάρτηση του υποκείµενου 

τίτλου για ένα δικαίωµα πώλησης και ένα δικαίωµα αγοράς. 

 

Σχήµα 1.1. Γραφική παράσταση της συνάρτησης κέρδους για ένα δικαίωµα πώλησης και ένα δικαίωµα αγοράς 

Οποιαδήποτε χρονική στιγµή t ≤ T ένα απλό δικαίωµα αγοράς (πώλησης)  λέµε ότι 

είναι in-the-money, αν St > K (St < K), at-the-money, αν St = K (St = K), και out-of-the-money, 

αν St < K (St > K).  

Εκτός από τη long και short θέση που µπορεί να πάρει ένας επενδυτής υπάρχουν διά-

φορες στρατηγικές επένδυσης που αφορούν τα δικαιώµατα και µπορεί να περιλαµβάνουν και 

τον υποκείµενο τίτλο. Έτσι για παράδειγµα ο εκδότης ενός δικαιώµατος αγοράς µπορεί ταυ-

τόχρονα να αγοράσει τον υποκείµενο τίτλο του δικαιώµατος που έχει εκδώσει. Η στρατηγική 

αυτή λέγεται covered call και έχει σαν στόχο την αντιστάθµιση του κινδύνου από την έκδοση 

του δικαιώµατος. Άλλες στρατηγικές είναι το protective put, το bull spread, bear spread κα. 

 

1.2  Τα εξωτικά (exotic) ή εξωτερικά δικαιώµατα προαίρεσης 

Τα τυπικά δικαιώµατα προαίρεσης (plain vanilla options) που µόλις περιγράψαµε εί-

ναι δικαιώµατα µε µεγάλη εµπορευσιµότητα και έχουν µελετηθεί πολύ. Οι ιδιότητές τους 

είναι γνωστές και µάλιστα υπάρχουν αναλυτικοί τύποι που καθορίζουν την τιµή των ασφα-

λίστρων τους. 

Ένα άλλο είδος δικαιωµάτων είναι τα εξωτικά (exotic) ή εξωτερικά δικαιώµατα 

προαίρεσης. Τα δικαιώµατα αυτά έχουν δηµιουργηθεί για διάφορους λόγους. Σε κάποιες πε-
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ριπτώσεις αποτελούν εργαλεία αντιστάθµισης του κινδύνου από διάφορες επενδυτικές επι-

λογές. Αρκετές φορές εξυπηρετούν φορολογικούς, λογιστικούς ή νοµικούς σκοπούς και είναι 

ιδιαιτέρα ελκυστικά επειδή µπορούν να αποφέρουν µεγαλύτερο κέρδος από τα απλά δικαιώ-

µατα. Μερικές φορές βέβαια τα δικαιώµατα αυτά εκδίδονται από τραπεζικούς οργανισµούς 

απλά για να φαίνονται ελκυστικά στους υποψηφίους αγοραστές. 

Η ποικιλία αυτού του είδους δικαιωµάτων είναι µεγάλη. Το κοινό τους χαρακτηρι-

στικό είναι ότι η τιµή τους την στιγµή της εξάσκησής τους δεν εξαρτάται µόνο από την τιµή 

του υποκείµενου τίτλου εκείνη τη στιγµή, αλλά και από τη διαδροµή (path dependent) της 

τιµής του τίτλου µέχρι εκείνη τη στιγµή. Στη συνέχεια θα αναφερθούµε στα Aσιατικού τύπου 

δικαιώµατα (asian options), στα Barrier δικαιώµατα και στα lookback δικαιώµατα προαίρε-

σης. Άλλα τέτοιου τύπου δικαιώµατα είναι τα chooser options, τα binary options, τα shout 

options, τα rainbow options που µάλιστα έχουν δύο ή περισσοτέρους υποκείµενους τίτλους 

κα.  

Ασιατικού τύπου δικαιώµατα (asian options). Το τελικό κέρδος από την χρήση των 

δικαιωµάτων αυτών εξαρτάται από τον µέσο όρο των τιµών του υποκείµενου τίτλου µέχρι 

την λήξη τους ή σε κάποιο προκαθορισµένο διάστηµα. Επειδή ο µέσος όρος των τιµών του 

υποκείµενου τίτλου πριν τη λήξη του έχει µικρότερη διακύµανση από την τελική τιµή του, 

τα δικαιώµατα αυτά είναι πιο φθηνά από τα κλασικά αντίστοιχα δικαιώµατα που εξαρτώνται 

µόνο από την τελική τιµή του υποκείµενου τίτλου. Τα δικαιώµατα αυτά µπορούν να χρησι-

µοποιηθούν για να αντισταθµιστεί ο κίνδυνος στον οποίο µπορεί να εκτεθεί µια εταιρία η 

οποία αγοράζει ή πουλά ανά τακτά χρονικά διαστήµατα οποιοδήποτε είδος εµπορεύσιµου 

περιουσιακού στοιχείου. Οι συναλλαγές των δικαιωµάτων αυτών συνήθως γίνονται στις 

OTC αγορές (over the counter markets), οι οποίες δεν έχουν µεγάλο βάθος (δεν εµπλέκεται 

µεγάλος αριθµός επενδυτών). Σε αυτές τις περιπτώσεις ο γρήγορος υπολογισµός της τιµής 

τους εξυπηρετεί την εξασφάλιση δικαίων διαπραγµατεύσεων.  

Τα δικαιώµατα Ασιατικού τύπου έχουν αρκετές παραλλαγές οι οποίες κυρίως βασί-

ζονται στον τρόπο που υπολογίζεται ο µέσος όρος, Save, των τιµών του υποκείµενου  τίτλου. 

Έτσι, έχουµε δικαιώµατα Ασιατικού τύπου που βασίζονται στον αριθµητικό ή στον γεωµε-

τρικό µέσο. Επίσης αν το Save υπολογίζεται για όλη τη χρονική διάρκεια που ισχύει το δικαί-

ωµα τότε λέµε ότι έχουµε ένα plain vanilla Ασιατικό δικαίωµα. Αν ο υπολογισµός του Save 

γίνεται από κάποιο χρονικό σηµείο και µέχρι τη λήξη του τότε λέµε ότι έχουµε ένα back-
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ward-starting δικαίωµα Ασιατικού τύπου. Αν η τιµή εξάσκησης K είναι σταθερή, τότε δι-

καιώµατα αγοράς και πώλησης µε συνάρτηση κέρδους  

κcall(ST) = (Save − K)
+
,      κput(ST) = (K − Save)

+
 

αντίστοιχα, λέγονται fixed-strike, ενώ αν αντίστοιχα είναι  

κcall(ST) = (ST − Save)
+
,      κput(ST) = (Save − ST)

+
 

λέγονται floating-strike. Αν το Save είναι ένας σταθµισµένος µέσος όρος τότε λέγονται flexi-

ble, ενώ αν το Save έχει υπολογιστεί µε ίσα βάρη λέγεται equally-weighted. Ένα Ασιατικό 

δικαίωµα Ευρωπαϊκού τύπου λέγεται και Eurasian. 

Barrier options. Τα δικαιώµατα αυτά είναι παρόµοια µε τα τυπικά δικαιώµατα Ευ-

ρωπαϊκού τύπου µε τη µόνη διαφορά ότι η τιµή του υποκείµενου τίτλου πρέπει να υπερβεί ή 

όχι (ανάλογα µε τον τυπο του δικαιώµατος) µια συγκεκριµένη τιµή (που ονοµάζεται φράγµα  

- barrier) για να θεωρηθούν ενεργά (alive). ∆ιαφορετικά θεωρούνται ανενεργά (dead). Επει-

δή το κέρδος που αποδίδουν είναι ίδιο µε το κέρδος που αποδίδουν τα τυπικά δικαιώµατα, 

δεδοµένης κάποιας συνθήκης, είναι επόµενο ότι το ασφάλιστρό τους θα είναι πιο φθηνό από 

ένα αντίστοιχο τυπικό δικαίωµα. Υπάρχουν τέσσερις παραλλαγές του συγκεκριµένου τύπου:  

(1) Αν η τιµή του φράγµατος Hd είναι µικρότερη από την αρχική τιµή του υποκείµενου τίτ-

λου: 

(a) down-and-in. Το δικαίωµα θα θεωρείται ενεργό όταν η τιµή του υποκείµενου τίτλου γίνει  

µικρότερη ή ίση από την τιµή Hd µέχρι το χρόνο λήξης του δικαιώµατος.  

(b) down-and-out. Το δικαίωµα θα θεωρείται ανενεργό όταν η τιµή του υποκείµενου τίτλου 

γίνει µικρότερη ή ίση από την τιµή Hd µέχρι το χρόνο λήξης του δικαιώµατος. 

(2) Αν η τιµή του φράγµατος Hu είναι µεγαλύτερη από την αρχική τιµή του υποκείµενου τίτ-

λου: 

(a) up-and-in. Το δικαίωµα θα θεωρείται ενεργό όταν η τιµή του υποκείµενου τίτλου γίνει 

ίση ή υπερβεί την τιµή Hd µέχρι το χρόνο λήξης του δικαιώµατος. 

(b) up-and-out. Το δικαίωµα θα θεωρείται ανενεργό όταν η τιµή του υποκείµενου τίτλου γί-

νει ίση ή υπερβεί την τιµή Hd µέχρι το χρόνο λήξης του δικαιώµατος. 

Υπάρχει παραλλαγή του Barrier δικαιώµατος σύµφωνα µε την οποία, όταν η τιµή του 

υποκείµενου τίτλου φτάσει το φράγµα, τα δικαιώµατα γίνονται µη ενεργά και επιστρέφονται 

κάποια χρήµατα του ασφαλίστρου στον κάτοχό του. Αυτή η παραλλαγή είναι ακριβότερη. 
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Τα Barrier δικαιώµατα µπορούν να θεωρηθούν είτε Ευρωπαϊκού τύπου (αν µπορούν 

να εξασκηθούν µόνο κατά την λήξη  τους), είτε Αµερικανικού τύπου (αν µπορούν να εξα-

σκηθούν οποιαδήποτε στιγµή µέχρι την λήξη τους). Τα δικαιώµατα αυτά λόγω του χαµηλού 

κόστους χρησιµοποιούνται ευρέως. Ένας επενδυτής εκτός από αντιστάθµιση κινδύνου µπο-

ρεί να χρησιµοποιήσει τα δικαιώµατα αυτά και για να αυξήσει την χρηµατοοικονοµική µό-

χλευση (leverage) (µεγαλύτερο περιθώριο κέρδους αναλαµβάνοντας µεγαλύτερο κίνδυνο) . 

Lookback options. Το κέρδος από την χρήση δικαιωµάτων τέτοιου τύπου εξαρτάται 

από τη µεγαλύτερη και τη µικρότερη τιµή που µπορεί να πάρει ο υποκείµενος τίτλος µέχρι 

τη λήξη του δικαιώµατος. Συγκεκριµένα  το κέρδος ενός  lookback Ευρωπαϊκού δικαιώµατος 

αγοράς ισούται µε τη διαφορά µεταξύ της τιµής του υποκείµενου τίτλου στη λήξη του και 

της µικρότερης τιµής που έχει πάρει µέχρι εκείνη τη στιγµή. Το κέρδος ενός  lookback Ευ-

ρωπαϊκού δικαιώµατος πώλησης ισούται µε τη διαφορά µεταξύ της µεγαλύτερης τιµής που 

έχει πάρει ο υποκείµενος τίτλος µέχρι τη λήξη του και στην τιµή που έχει τη στιγµή της λή-

ξης του. Έτσι ο κάτοχος ενός lookback δικαιώµατος αγοράς στην ουσία αγοράζει τον υπο-

κείµενο τίτλο στην χαµηλότερη τιµή που έχει πάρει από τη στιγµή που άρχισε να ισχύει µέ-

χρι τη λήξη του και ο κάτοχος ενός lookback δικαιώµατος πώλησης πουλά τον υποκείµενο 

τίτλο στην υψηλότερη τιµή που έχει πάρει ο τίτλος µέχρι τη λήξη του. 

Τα δικαιώµατα που περιγράψαµε έχουν δυο γενικές παραλλαγές που εξαρτώνται από 

τη συχνότητα που καταγράφεται η τιµή του υποκείµενου τίτλου. Έτσι η πορεία της τιµής 

µπορεί να καταγράφεται διαρκώς ή µπορεί να καταγράφεται σε χρονικές στιγµές καθορισµέ-

νες από πριν. Ο τρόπος καταγραφής επηρεάζει την τιµή του δικαιώµατος. 

Η εύρεση αναλυτικού τύπου για την τιµή του ασφαλίστρου ή και γενικά για την τιµή 

των εξωτικών δικαιωµάτων µέχρι τη λήξη τους δεν είναι πάντα εύκολη ή εφικτή. Ένας τρό-

πος για να αποτιµηθούν είναι µέσω προσοµοίωσης που θα περιγράψουµε στη συνέχεια. 
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 2 

 

Εισαγωγικές έννοιες  

στα χρηµατοοικονοµικά µαθηµατικά 

 

 

2.1  Η αρχή της µη κερδοσκοπίας (no-arbitrage) και το µέτρο πιθανότητας 

χωρίς ρίσκο 

Η αρχή της µη κερδοσκοπίας είναι βασική στην αποτίµηση χρηµατοοικονοµικών πα-

ραγώγων. Ως εξισορροπητική κερδοσκοπία ή απλά κερδοσκοπία (arbitrage) εννοούµε τη δυ-

νατότητα σχηµατισµού µιας στρατηγικής αγοραπωλησιών χρηµατιστηριακών τίτλων (π.χ. 

µετοχών, οµολόγων, παραγώγων) µε τη µορφή ενός δυναµικού χαρτοφυλακίου, το οποίο να 

µας εγγυάται σίγουρο κέρδος, υψηλότερο από το κέρδος που θα µας έδινε το χωρίς ρίσκο 

επιτόκιο τη συγκεκριµένη χρονική περίοδο. 

Θα θεωρούµε ότι ένας χρηµατοοικονοµικός τίτλος έχει δίκαια τιµή (fair priced) ή εί-

ναι σωστά αποτιµηµένος, όταν από την τιµή του δεν συνεπάγονται δυνατότητες κερδοσκοπί-

ας. Στην πράξη δυνατότητες κερδοσκοπίας µπορεί να υπάρξουν, παρ’ όλ’ αυτά δεν αναιρεί-

ται το ενδιαφέρον που έχει ο προσδιορισµός της δίκαιης τιµής ενός χρηµατοοικονοµικού τίτ-

λου. Μάλιστα ο προσδιορισµός της τιµής αυτής είναι κεντρικής σηµασίας στην αποτίµηση 

χρηµατοοικονοµικών παραγώγων . 

Η τιµή ενός χρηµατοοικονοµικού τίτλου που προκύπτει από αυτή τη µεθοδολογία 

µπορεί να συγκριθεί µε την τρέχουσα εµπορική του αξία για να εντοπίσουµε δυνατότητες 

κέρδους. Έτσι αν η τρέχουσα τιµή του είναι χαµηλότερη της δίκαιης τιµής του τότε ο τίτλος 

θεωρείται φθηνός. Σε αντίθετη περίπτωση ο τίτλος είναι υπερτιµηµένος. 
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Για τη χρήση της αρχής της µη κερδοσκοπίας για την αποτίµηση χρηµατοοικονοµι-

κών τίτλων είναι απαραίτητο να αναφερθούµε στο θεώρηµα της κερδοσκοπίας (The arbi-

trage theorem). Έστω ένα τυχαίο πείραµα µε δειγµατικό χώρο Ω = {1,2,…,m} και έστω ότι 

έχουµε τη δυνατότητα να θέσουµε n διαφορετικά στοιχήµατα που έχουν σχέση µε το αποτέ-

λεσµα του πειράµατος. Με ri(ω), ω = 1, 2, …, m, παριστάνουµε το κέρδος ανά µονάδα που 

θα έχουµε από το i στοίχηµα αν πραγµατοποιηθεί το ω. 

Έστω x = (x1, x2, …, xn) ένα διάνυσµα όπου xi είναι η ποσότητα των µονάδων (όχι το 

κόστος) που έχουµε ρισκάρει στο i στοίχηµα. Τα xi µπορούν να πάρουν θετικές, αρνητικές 

τιµές ή µηδέν. Το διάνυσµα x καλείται στοιχηµατικό σχήµα (betting scheme). Αν έχουµε 

πραγµατοποίηση του ω τότε το κέρδος κ(x) από το στοιχηµατικό σχήµα x θα είναι  

∑
=

=
n

1i

ii (ω)rxκ(x)  

Θεώρηµα 2.1.1  Ακριβώς ένα από τα ακόλουθα είναι αληθές: 

(i) Υπάρχει ένα διάνυσµα πιθανοτήτων P = (p1, …, pm) για το οποίο ισχύει  

0(ω)rp
m

1ω

iω =∑
=

  για κάθε i = 1,…,n. 

(ii) Υπάρχει ένα στοιχηµατικό σχήµα  x = (x1, x2,…, xn) για το οποίο ισχύει 

0(ω)rxκ(x)
n

1i

ii >=∑
=

  για όλα τα ω = 1,…,m. 

Από το παραπάνω θεώρηµα συµπεραίνουµε ότι είτε υπαρχει ένα διάνυσµα πιθανοτήτων P = 

(p1,…,pm) που αφορά όλα τα δυνατά αποτελέσµατα του πειράµατος, έτσι ώστε η αναµενόµε-

νη τιµή του κέρδους ανά µονάδα για κάθε στοιχηµατισµό να είναι µηδέν,  

ΕP[ri] = 0  για όλα τα  i = 1,…,n 

ή διαφορετικά υπαρχει ένα  στοιχηµατικό σχήµα που οδηγεί σε σίγουρο κέρδος. 

Ας δούµε πώς µπορούµε να χρησιµοποιήσουµε τα παραπάνω για να υπολογίσουµε 

την τιµή ενός δικαιώµατος  f τη χρονική στιγµή t = 0. Το δικαίωµα λήγει τη χρονική στιγµή t 

= T και έστω ότι ο υποκείµενος τίτλος από τον οποίο εξαρτάται το δικαίωµα είναι µια µετοχή 

µε τιµή S0 όταν t = 0. Ας θεωρήσουµε ότι η µετοχή στη λήξη του δικαιώµατος µπορεί να πά-

ρει δυο τιµές {S0u, S0d} µε u > 1 και d < 1. Η τιµή του δικαιώµατος fT τη χρονική στιγµή t = 
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Τ θα µας αποδώσει fu ή fd αντίστοιχα ανάλογα µε την κίνηση της µετοχής. Όπως ορίσαµε το 

πρόβληµα παραπάνω, ο δείγµατικος χώρος είναι Ω = {S0u, S0d}. Επίσης έχουµε δυο είδη 

στοιχηµάτων: να αγοράσουµε xs µετοχές (αν xs < 0 πωλούµε) και να αγοράσουµε xf δικαιώ-

µατα (αν xf < 0 πωλούµε), δηλαδή x = (xs, xf). Θεωρούµε ότι ισχύει η αρχή της µη κερδοσκο-

πίας (no-arbitrage). Με την υπόθεση αυτή θα υπαρχει ένα διάνυσµα πιθανότητας (p, 1−p) 

τέτοιο ώστε το αναµενόµενο κέρδος ανά µονάδα και για τα δυο στοιχήµατα να είναι µηδέν. 

Αν r είναι το επιτόκιο χωρίς ρίσκο τότε: 

ΕP[rs] = EP[ST e
−rT − S0] = 0 

από όπου προκύπτει ότι  (S0 u e
−rT − S0) p + ( S0 d e

−rT − S0)(1 − p) = 0 και άρα  

du

de
p

rT

−
−

= .        (2.1) 

Επίσης θα ισχύει  

ΕP[rf] = EP[ fT e
−rT − f ] = ( fue

−rT − f) p+ ( fd e
−rT − f) (1 − p) = 0 

και εποµένως, 

f  = e
−rT

(pfu + fd (1 − p)).     (2.2) 

Από τις (2.1) και (2.2) προκύπτει µια δίκαιη τιµή για το δικαίωµα (οποιουδήποτε τύπου και 

αν είναι). Οι πιθανότητες στις (2.1) και (2.2) δεν είναι οι πιθανότητες να ανεβεί ή να κατεβεί 

η τιµή της µετοχής. Το µέτρο πιθανότητας που ορίζει το διάνυσµα P δεν περιγράφει τη µελ-

λοντική συµπεριφορά της µετοχής. Οι σχέσεις (2.1),(2.2) προέκυψαν από τις σχέσεις 

EP[STe
−rT − S0] = 0   ή ισοδύναµα     EP[ST] = e

rT
S0      (2.3.α) 

EP[fTe
−rT − f] = 0   ή ισοδύναµα     f = e

−rT
 EP[fT].                     (2.3.β) 

Οι παραπάνω σχέσεις ισχύουν και στην περίπτωση που θεωρήσουµε µεγαλύτερους χώ-

ρους καταστάσεων που περιλαµβάνουν και την «διαδροµή» της τιµής της µετοχής, π.χ. Ω = 

{(St1, St2, …, Stn = ST)} µε  Sti = S0u
k
d

i−k
, k = 1,…,i. Η σχέση (2.3.β) είναι βασικής σηµασίας 

για την αποτίµηση των δικαιωµάτων προαίρεσης (risk neutral pricing formula). Παρατηρού-

µε επίσης ότι η αναµενοµένη τιµή της ST για το συγκεκριµένο µέτρο πιθανότητας θα είναι η 

παρούσα τιµή S0 αναγοµένη (µε το χωρίς ρίσκο επιτόκιο r) στον χρόνο T. Το µέτρο που ορί-

ζεται από το P ονοµάζεται µέτρο πιθανότητας ουδέτερου ρίσκου. Η σχέση (2.3.α) δεν φαίνε-

ται ρεαλιστική. ∆εν αναµένουµε από όλες τις µετοχές το ίδιο κέρδος και µάλιστα όχι το χω-
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ρίς ρίσκο κέρδος από µια επένδυση που περιέχει αρκετό ρίσκο. Τότε γιατί να χρησιµοποιή-

σουµε το µέτρο P για να αποτιµήσουµε έναν οποιονδήποτε χρηµατοοικονοµικό τίτλο; Όχι 

επειδή περιγράφει ακριβώς τη µέλλουσα συµπεριφορά του τίτλου, αλλά επειδή αν χρησιµο-

ποιήσουµε οποιανδήποτε άλλη κατανοµή θα δηµιουργηθεί δυνατότητα κερδοσκοπίας. Έτσι,  

π.χ. αν η τιµή του δικαιώµατος είναι µικρότερη από την τιµή της (2.2), θα µπορούσε κάποιος 

αγοράζοντας το δικαίωµα αυτό να δηµιουργήσει ένα χαρτοφυλάκιο που θα απέδιδε κέρδος 

χωρίς ρίσκο. Η αγορά όµως απαρτίζεται από επενδυτές που σπεύδουν να εκµεταλλευθούν 

οποιαδήποτε τέτοια ευκαιρία παρουσιάζεται. Έτσι, θα έσπευδαν πολλοί επενδυτές να αγορά-

σουν το συγκεκριµένο δικαίωµα και πολύ σύντοµα, µέσα από τους κανόνες προσφοράς και 

ζήτησης, η αξία του θα αρχίσει να αυξάνεται. Αν τώρα η τιµή αυξηθεί πάνω από την τιµή 

της (2.2) τότε πάλι θα υπάρχει ευκαιρία για σίγουρο κέρδος, αυτή τη φορά πωλώντας το πα-

ράγωγο. Όµοια, µέσα από την διαδικασία προσφοράς και ζήτησης, η τιµή του παραγώγου 

σύντοµα θα αρχίσει να µειώνεται. Εποµένως τελικά η τιµή του δικαιώµατος θα πρέπει πολύ 

γρήγορα να σταθεροποιηθεί "κοντά" στην δίκαιη τιµή.   

 

2.2  Martingales 

 Έστω ότι τη χρονική στιγµή t οι διαθέσιµες πληροφορίες που έχουµε περιγράφονται 

από µια σ-άλγεβρα Ft. Η πληροφορία που θα έχουµε στο χρόνο t θα είναι ποια από τα ενδε-

χόµενα της Ft  έχουν πραγµατοποιηθεί και ποια όχι. Έστω t0 < t1 < … < tk < tk+1 οι διαδοχικές 

στιγµές πού το σύνολο των πληροφοριών εµπλουτίζεται. Τότε θα ισχύει  

110
...

+
⊂⊂⊂⊂

kk tttt FFFF . 

Η οικογένεια Ft, t ≥ 0 ονοµάζεται φιλτράρισµα (filtration) ή διήθηση. Η δεσµευµένη 

µέση τιµή µιας τυχαίας µεταβλητής Χ δεδοµένης της πληροφορίας Fs  ως συνήθως συµβολί-

ζεται µε  

]|[ stXE F .  

Έστω επίσης µια στοχαστική διαδικασία {Xt, t ≥ 0}. Η στοχαστική διαδικασία αυτή θα κα-

λείται προσαρµοσµένη στην διήθηση Ft, t ≥ 0 αν η Xt είναι Ft - µετρήσιµη για κάθε t ≥ 0.  
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Ορισµός 2.2.1  Μια στοχαστική διαδικασία {Xt, t ≥ 0} λέγεται martingale ως προς το 

φιλτράρισµα Ft, t ≥ 0 και το µέτρο πιθανότητας P αν είναι προσαρµοσµένη στο φιλτράρισµα 

και 

EP[Xt+s | Ft ] = Xt   ,   για κάθε s, t > 0 

µε πιθανότητα 1 (επίσης υποθέτουµε ότι Ε(|Χs|) < ∞). 

Η παραπάνω στοχαστική διαδικασία καλείται submartingale (supermartingale) αν η 

παραπάνω σχέση ισχύει για ≥ (≤).  

Οι παραπάνω έννοιες είναι βασικές στα Χρηµατοοικονοµικά Μαθηµατικά και ειδικό-

τερα στην τιµολόγηση περιουσιακών στοιχειών. Αποδεικνύεται κάτι ανάλογο µε αυτό που 

είδαµε στην προηγουµένη παράγραφο. Ως προς το µέτρο πιθανότητας P ουδέτερου ρίσκου 

θα ισχύει ότι 

EP[St+s | Ft ] = e
rs

St  ,   για κάθε s > 0. 

Ορίζοντας την τυχαία µεταβλητή  

Xt+s = e
−rs

St+s, 

η {Xt, t ≥ 0} θα είναι martingale. Για την αναµενόµενη τιµή τώρα µιας µετοχής ως προς το 

πραγµατικό µέτρο Q θα ισχύει (σχεδόν πάντα) 

EQ[St+s | Ft ] ≥  e
rs

St  ,   για κάθε s > 0. 

Αυτό θα ισχύει γιατί, όπως αναφέραµε στην προηγουµένη παράγραφο, ο επενδυτής αναλαµ-

βάνει κάποιο ρίσκο αγοράζοντας µια µετοχή (αυστηρή απόδειξη βασίζεται στο µοντέλο τι-

µολόγησης κεφαλαιακών αγαθών CAPM). Ανταµείβεται για αυτό µε αύξηση του χωρίς κίν-

δυνο επιτοκίου κατά rrp που ονοµάζεται ασφάλιστρο κινδύνου (risk premium). Το rrp για τίτ-

λους θετικά συσχετισµένους µε την «αγορά» (που αποτελείται από το σύνολο των τίτλων) 

είναι θετικό  (βλ. Neftci (2000)). Έτσι  

EQ[St+s | Ft] ≥  
srr rpe

)( +
St > e

rs
St  ,   για κάθε s > 0 

Άρα αν ορίσουµε την Xt+s όπως πριν, η {Xt, t ≥ 0} θα είναι submartingale ως προς το µέτρο 

πιθανότητας Q. 
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2.3  Η παράγωγος Radon-Nikodym 

 Είδαµε κατά την τιµολόγηση χρηµατοοικονοµικών τίτλων ότι η αναµενοµένη τιµή ως 

προς το µέτρο πιθανότητας P ουδέτερου ρίσκου µπορεί να διαφέρει από την αναµενοµένη 

τιµή ως προς το πραγµατικό µέτρο πιθανότητας Q. Ένα χρήσιµο εργαλείο για την αλλαγή 

του µέτρου πιθανότητας είναι η παράγωγος Radon-Nikodym. 

Ορισµός 2.3.1  Έστω δυο µέτρα P, Q ενός χώρου (Ω, F ). Αν υπαρχει µια µη αρνητική 

µετρήσιµη συνάρτηση f τέτοια ώστε για κάθε A∈F 

∫= A
fdQAP )(  

τότε η f λέγεται Radon-Nikodym παράγωγος του P ως προς το Q και συµβολίζεται µε 
dP

f
dQ

= . 

∆εδοµένου ότι υπαρχει η f για δυο µέτρα πιθανότητας P,Q, θα ισχύει για µια τυχαία 

µεταβλητή X ότι 

[ ] [ ]P Q

dP
E X E X

dQ
= . 

Αν η X έχει συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας p(x) ως προς το µέτρο πιθανότητας P και 

q(x) ως προς το Q τότε από τον Ορισµό 2.3.1 προκύπτει ότι dP/dQ = p/q. 

 

2.4  Put-Call Parity 

 Έστω ένα Ευρωπαϊκό κλασικό δικαίωµα αγοράς και ένα δικαίωµα πώλησης µε τιµές 

c και p αντίστοιχα. Τα δικαιώµατα έχουν την ιδία τιµή εξάσκησης Κ, τον ίδιο υποκείµενο 

τίτλο µε αξία St στο χρόνο t, και ίσο χρόνο T µέχρι τη λήξη τους. Τότε έστω τα εξής δυο χαρ-

τοφυλάκια : 

- Χαρτοφυλάκιο Α: αποτελείται από ένα Ευρωπαϊκό δικαίωµα αγοράς και χρήµατα (επενδυ-

µένα σε οµόλογα µε επιτόκιο r) ίσα µε Κe
−rT

 

- Χαρτοφυλάκιο Β: αποτελείται από ένα Ευρωπαϊκό δικαίωµα πώλησης και ένα τεµάχιο από 

τον υποκείµενο τίτλο του δικαιώµατος 
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Τότε τα δυο χαρτοφυλάκια στη λήξη των δικαιωµάτων είναι εύκολο να δειχθεί ότι θα έχουν 

την ίδια αξία, max(ST, K). Σύµφωνα µε την αρχή της µη κερδοσκοπίας τα χαρτοφυλάκια πρέ-

πει να έχουν και την ιδία αρχική αξία: 

c + Κe
−rT 

= p + S0       (2.4) 

Αυτή η σχέση είναι γνωστή ως put-call parity. Άρα αν µπορέσουµε να υπολογίσουµε την τι-

µή ενός κλασικού δικαιώµατος αγοράς από την σχέση (2.4) µας δίνεται και η τιµή του αντί-

στοιχου δικαιώµατος πώλησης.  

 

2.5  Η στοχαστική διαδικασία εξέλιξης των τιµών 

 Η µελέτη της εξέλιξης ενός τυχαίου πειράµατος στο χρόνο (ή στο χώρο) γίνεται πε-

ρισσότερο αποτελεσµατική µε τη χρήση κατάλληλων µαθηµατικών εργαλείων όπως είναι οι 

στοχαστικές διαδικασίες.  

Ως γνωστό, στοχαστική διαδικασία (stochastic process) καλείται µια οικογένεια τυ-

χαίων µεταβλητών {X(t), t∈T}. Το σύνολο Τ των τιµών της παραµέτρου είναι το σύνολο δει-

κτών (index set) της στοχαστικής διαδικασίας. Η παράµετρος t συνήθως παριστά χρόνο. Με 

βάση το σύνολο δεικτών τους οι στοχαστικές διαδικασίες διακρίνονται σε διαδικασίες δια-

κριτού χρόνου (discrete time), όταν το σύνολο Τ είναι αριθµήσιµο και σε διαδικασίες συνε-

χούς χρόνου (continuous time), όταν το σύνολο Τ είναι διάστηµα του R. Το σύνολο των δυ-

νατών τιµών της τυχαίας µεταβλητής Χ(t) λέγεται χώρος καταστάσεων (state space). Με βά-

ση το χώρο καταστάσεων οι στοχαστικές διαδικασίες διακρίνονται σε διαδικασίες µε διακρι-

τό χώρο καταστάσεων (όταν ο χώρος καταστάσεων είναι αριθµήσιµος), και σε διαδικασίες 

µε συνεχή χώρο καταστάσεων.  

Έστω {S(t), t ≥ 0} µια στοχαστική διαδικασία που εκφράζει την εξέλιξη της τιµής 

µιας µετοχής ή ενός περιουσιακού στοιχείου. Η S(t) είναι µια τυχαία µεταβλητή που εκφρά-

ζει την τιµή στο χρόνο t και η S(t,ω) είναι µια απεικόνιση από ένα χώρο πιθανότητας (Ω,Α,Ρ) 

στον R που ορίζεται από τη σχέση: 

      S(t,ω) = {η τιµή µιας µετοχής ή ενός περιουσιακού στοιχείου στο χρόνο t  

                       όταν πραγµατοποιηθεί το στοιχειώδες ενδεχόµενο ω∈Ω} 
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Σε αυτή την περίπτωση η {S(t), t ≥ 0} είναι µια στοχαστική διαδικασία που ονοµάζεται στο-

χαστική διαδικασία τιµών (price process ή securities price process ). 

Οι τιµές των µετοχών ή γενικά οποιωνδήποτε περιουσιακών στοιχείων στην πραγµα-

τικότητα παίρνουν διακριτές τιµές (π.χ. πολλαπλάσια των 5 λεπτών) και ο χρόνος διαπραγ-

µάτευσης δεν είναι συνεχής αλλά περιορίζεται στη διάρκεια που επιτρέπονται οι συναλλα-

γές. Παρ’ όλ’ αυτά, για τη µελέτη εξέλιξης των τιµών τους γίνεται χρήση µοντέλων που, αν 

και δεν υπακούουν µε ακρίβεια στην πραγµατικότητα, είναι εύχρηστα και στην πράξη οδη-

γούν σε χρήσιµα συµπεράσµατα. ∆υο χαρακτηριστικά τέτοια µοντέλα είναι : 

- Το διωνυµικό µοντέλο (The Binomial Model), όπου υποθέτουµε ότι η στοχαστική διαδικα-

σία είναι διακριτού χρόνου και µε διακριτό χώρο καταστάσεων. Το µοντέλο αυτό ανήκει σε 

ένα σύνολο µοντέλων που λέγονται µοντέλα πλέγµατος (lattice models). Ένα τέτοιο π.χ. εί-

ναι και το τριωνυµικό µοντέλο (Trinomial Model).  

- Ένα άλλο εύχρηστο µοντέλο είναι το µοντέλο της γεωµετρικής κίνησης Brown (The Geo-

metric Brownian Motion Model) όπου η στοχαστική διαδικασία θεωρείται συνεχούς χρόνου 

και µε συνεχή χώρο καταστάσεων. Οι Black και Scholes βασίστηκαν σε αυτό το µοντέλο για 

να υπολογίσουν µε κλειστό τύπο την άξια των κλασικών δικαιωµάτων προαίρεσης (plain 

vanilla). Με βάση το µοντέλο της γεωµετρικής κίνησης Brown έχουν αναπτυχθεί και άλλα 

πιο περίπλοκα µοντέλα π.χ. το CEV µοντέλο (Constant Elasticity of Variance Model) ή και 

µοντέλα διάχυσης µε άλµατα (Jump Diffusion Model).  

 

2.6  Το διωνυµικό µοντέλο (binomial model) 

 Στο εξής, για λόγους οικονοµίας, θα αναφερόµαστε σε στοχαστικές διαδικασίες που 

περιγράφουν την εξέλιξη των τιµών µετοχών. Βέβαια όλα τα παρακάτω ισχύουν και για τη 

τιµή οποιουδήποτε περιουσιακού στοιχείου που είναι αντικείµενο χρηµατιστηριακής συναλ-

λαγής και που µπορεί να χρησιµοποιηθεί ως υποκείµενος τίτλος για ένα δικαίωµα προαίρε-

σης.  

Το διωνυµικό µοντέλο για την περιγραφή της εξέλιξης της τιµής µιας µετοχής που 

χρησιµοποιείται ως υποκείµενος τίτλος σε ένα δικαίωµα προαίρεσης n χρονικών περιόδων 

είναι το ακόλουθο:  
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Παράµετροι του µοντέλου είναι οι σταθερές p,u,d,r. Στην πράξη οι παράµετροι αυτές 

επιλέγονται έτσι ώστε η διακριτού χρόνου στοχαστική διαδικασία τιµών που θα περιγρά-

ψουµε να προσεγγίζει την στοχαστική διαδικασία συνεχούς χρόνου που ορίζεται από µια κί-

νηση Brown. Αρχικά θα περιγράψουµε το µοντέλο πιθανοθεωρητικά θεωρώντας τις παραµέ-

τρους του ήδη γνωστές και κατόπιν θα αναφερθούµε στη σχέση τους µε τις παραµέτρους της 

µετοχής. Στο συγκεκριµένο µοντέλο, n είναι ο αριθµός των χρονικών περιόδων µέχρι τη λή-

ξη του δικαιώµατος. Μπορούµε να θέσουµε το χρόνο t = 0 ανάλογα µε το πρόβληµα κάθε 

φορά. Για παράδειγµα µπορεί να είναι η χρονική στιγµή κατά την οποία θέλουµε να αποτι-

µήσουµε κάποιο δικαίωµα πάνω στη µετοχή. Οι χρονικές στιγµές 1, 2, ..., n είναι οι στιγµές 

διαπραγµάτευσης της τιµής της µετοχής. Η τιµή της µετοχής τη χρονική στιγµή k θα είναι 

S(k). Η αρχική τιµή της µετοχής θα είναι S(0) και θα θεωρείται γνωστή. Σε κάθε βήµα k στο 

χρόνο υποθέτουµε ότι η τιµή της µετοχής θα ανέβει στην τιµή u⋅S(k−1) µε πιθανότητα p ή θα 

κατέβει στη τιµή d⋅S(k−1) µε πιθανότητα q = 1 − p . Το p αναφέρεται και ως πιθανότητα α-

νόδου (up-tick probability) και τα u και d ως συντελεστές ανόδου (up-factor) και καθόδου 

(down-factor) αντίστοιχα, ενώ r είναι το επιτόκιο χωρίς κίνδυνο. 

Ορίζοντας περισσότερο θεωρητικά το µοντέλο, θεωρούµε n αποτελέσµατα ω = 

(ω1,ω2,….ωn) όπου ωi∈{Α,Κ} µε το Α να αντιστοιχεί σε «άνοδο» και Κ σε «κάθοδο» της 

τιµής της µετοχής στο i – βήµα της διαδικασίας. ∆ειγµατικός χώρος Ω είναι το σύνολο όλων 

των δυνατών ω. Ορίζουµε τις τυχαίες µεταβλητές Χ1,Χ2,….,Χn όπου για κάθε ω∈Ω, 





=

=
=

K

A
X

i

i

i ω

ω
ω

,0

,1
)(  

Ορίζουµε το µέτρο πιθανότητας P στον Ω να είναι το µοναδικό µέτρο για το οποίο οι τυχαίες 

µεταβλητές Χi , i = 1, 2, …, n είναι ανεξάρτητες και µε την ίδια κατανοµή (i.i.d.), 

P(Xi = 1) = p,  P(Xi = 0) = 1 − p = q 

Για την τιµή της µετοχής S(k), k≥0 που είναι τυχαία µεταβλητή θα ισχύουν: 

)()1( 11 1
kSdukS kk XX ++ −=+   

Ακόµη θέτοντας  

1,
1

≥=∑
=

kXY
k

i

ik  
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προκύπτει ότι η τυχαία µεταβλητή Υk ακολουθεί την διωνυµική κατανοµή (Bi(n,k)) µε παρα-

µέτρους p, k, και  

)0()( SdukS kk YkY −=  

Έστω µετοχή της οποίας την εξέλιξη της τιµής θέλουµε να µελετήσουµε µε το διωνυµικό 

µοντέλο n περιόδων. Θεωρούµε τις παραµέτρους µ και σ, η αναµενόµενη απόδοση της µετο-

χής ή τάση (drift) και το συντελεστή διάχυσης ή πτητικότητα της τιµής της µετοχής (volatil-

ity) αντίστοιχα. Θα προσαρµόσουµε κατάλληλα τις παραµέτρους του µοντέλου. 

Έστω διαµέριση του χρονικού διαστήµατος [0, Τ] η οποία θα έχει σταθερό βήµα ∆t = 

T/n. H τιµή της µετοχής θα µεταβάλλεται στις χρονικές στιγµές tk = k∆t, k = 1, 2, …, n. Πρέ-

πει να προσδιορίσουµε τις παραµέτρους p, u και d κατά τέτοιον τρόπο ώστε να αποδίδουν τη 

σωστή τιµή των παραµέτρων της µετοχής µ και σ. Έστω S(tk+1) η τιµή της µετοχής τη χρονι-

κή στιγµή tk+1. Η αναµενόµενη τιµή της µετοχής σε συνάρτηση µε την αµέσως προηγούµενη 

τιµή της είναι : 

t
kkkkk etStSdptSputStSE ∆

+ =⋅−+⋅= µ)()()1()())(|)(( 1     (2.5) 

Επιπλέον, από τον ορισµό της πτητικότητας, η διασπορά της απόδοσης µιας µετοχής, σε ένα 

χρονικό διάστηµα ∆t θα είναι : 

      222

2

1

2

11 ))1(())1((
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)(

)(

)(
)
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( dppudppu
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tS
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k

k

k
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k −+−−+=



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


−






















= +++  

      ∆tσp)p(d)(up)dpu()p)(p(d)p(pu 222222 11211 =−−=−−−−−+−=     (2.6) 

Αν ακόµα θεωρήσουµε ότι ισχύει 

d
u

1
=         (2.7) 

θα έχουµε µια επιπλέον σχέση και από τις (2.5),(2.6),(2.7) µπορούµε να λύσουµε το σύστηµα 

ως προς p, u και d. Η σχέση (2.7) προτείνεται από τους Cox, Ross και Rubinstein (1979) ό-

που και γίνεται εκτενής αναφορά στο διωνυµικό µοντέλο.  
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2.7  Το µοντέλο της γεωµετρικής κίνησης Brown 

Το µοντέλο της γεωµετρικής κίνησης Brown είναι το συνεχές ανάλογο του διωνυµι-

κού µοντέλου της προηγούµενης παραγράφου. Προτού καταλήξουµε στο µοντέλο αυτό που 

µπορεί να περιγράψει την στοχαστική διαδικασία εξέλιξης της τιµής µιας µετοχής θα παρου-

σιάσουµε κάποιες χρήσιµες συνεχούς χρόνου και συνεχούς χώρου καταστάσεων διαδικασίες.  

Ας θεωρήσουµε µια στοχαστική διαδικασία {Β(t), t ≥ 0} όπου η τιµή της Β(t) τη χρο-

νική στιγµή t∈[0,T] µπορεί να αυξηθεί ή να µειωθεί κατά ∆x µετά από χρόνο ∆t. Πιο συγκε-

κριµένα ας ορίσουµε 

)...()( ]/[21 ttXXXxtB ∆+++∆=     (2.8) 

µε Β(0) = 0 και Xi = 1 αν στο i-βήµα αυξηθεί η τιµή κατά ∆x και Xi = 1 αν µειωθεί. Επίσης, 

[t/∆t] είναι το ακέραιο µέρος του t/∆t που, ως γνωστό, ικανοποιεί τη σχέση  

1]/[/]/[ +∆<∆≤∆ tttttt  

και ας υποθέσουµε τις Xi ανεξάρτητες τυχαίες µεταβλητές µε 2/1)1()1( =−=== ii XPXP  

Τότε Ε(Χi) = 0 και Var(Χi) = 1)( 2 =iXE , άρα  

Ε(Β(t)) = 0        και        Var(Β(t)) = 
t

t
x

∆
∆ 2)(  

Αν τώρα θεωρήσουµε ότι ∆x = σ t∆  για κάποια θετική σταθερά σ και αν ∆t → 0 τότε  

Ε(Β(t)) = 0        και        Var(Β(t)) → σ
2
t 

Από τον τρόπο ορισµού αυτής της διαδικασίας και θεωρώντας το ∆t απειροστό, προκύπτουν: 

(i) Από τη σχέση (2.8) όπου η Β(t) προκύπτει ως άθροισµα τυχαίων µεταβλητών, και από το 

Κ.Ο.Θ. επάγουµε ότι Β(t) ∼ N(0,σ
2
t). 

(ii) Η συγκεκριµένη διαδικασία {Β(t), t≥0} ως τυχαίος περίπατος θα έχει ανεξάρτητες και 

στάσιµες προσαυξήσεις, δηλαδή για όλα τα t1 < t2 < … < tn οι  

)(),()(,...),()(),()( 112211 tBtBtBtBtBtBtB nnnn −−− −−−  

θα είναι ανεξάρτητες και η κατανοµή της B(t + s) − B(t) δεν θα εξαρτάται από το t. 

Τα παραπάνω µας οδηγούν φυσιολογικά στον εξής ορισµό 
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Ορισµός 2.7.1  Μια στοχαστική διαδικασία {B(t), t ≥ 0} λέγεται κίνηση Brown µε συντελεστή 

διάχυσης σ
2
, αν: 

(i) B(0) = 0 

(ii) έχει στάσιµες και ανεξάρτητες προσαυξήσεις  

(iii) για κάθε t ≥ 0, Β(t) ∼ Ν(0, σ
2
t). 

Όταν  επιπλέον σ = 1 η διαδικασία καλείται τυπική κίνηση Brown (Standard Brownian Mo-

tion) ή διαδικασία Wiener (Wiener process). 

Άµεση απόρροια των παραπάνω είναι ότι οποιαδήποτε κίνηση Brown µπορεί να 

γραφεί ως συνάρτηση µιας κίνησης Wiener ως εξής: Β(t) = σW(t). Επίσης µετά από χρόνο ∆t 

οι αντίστοιχες προσαυξήσεις ∆B και ∆W θα ικανοποιούν τη σχέση ∆B = σ∆W και αν θεωρή-

σουµε ∆t απείρως µικρό, δηλαδή ∆t → 0 τότε µπορούµε να γράψουµε την διαφορική εξίσω-

ση ως εξής dΒ = σ dW . 

Λόγω του ότι οι προσαυξήσεις µιας διαδικασίας Wiener είναι ανεξάρτητες και στά-

σιµες και ότι για κάθε t ≥ 0, W(t) ~ N(0, t), προκύπτει ότι για οποιαδήποτε προσαύξησή της 

µετά από χρόνο ∆t θα ισχύει ∆W ~ N(0, ∆t) και άρα µπορούµε να γράψουµε ∆W = ε t∆  µε 

ε ~ Ν(0,1). 

 Είναι γνωστό, ότι η κίνηση Brown έχει το όνοµα του Άγγλου βοτανολόγου 

Robert Brown, ο οποίος πρώτος περιέγραψε (1827) την κίνηση ενός µικρού σώµατος µέσα 

σε ένα υγρό ή αέριο. Ο Γερµανός φυσικός Albert Einstein έδειξε (1905) ότι η κίνηση αυτή 

µπορεί να ερµηνευθεί θεωρώντας ότι το σωµατίδιο «βοµβαρδίζεται» από τα µόρια του υγρού 

ή του αερίου και για αυτό κινείται ακανόνιστα µε «τυχαίο» τρόπο στο χώρο. Τέλος, ο Αµε-

ρικανός µαθηµατικός Robert Wiener όρισε αυστηρά και µελέτησε σε βάθος (1918) την δια-

δικασία αυτή αποδεικνύοντας πολλές ιδιότητές της (για αυτό και η διαδικασία είναι γνωστή 

και ως Wiener process). Η κίνηση Brown µπορεί να χρησιµοποιηθεί για να περιγράψει πολ-

λά φυσικά φαινόµενα. Ως επέκταση της κίνησης Brown ορίζονται και οι παρακάτω διαδικα-

σίες  

Ορισµός 2.7.2  Μια στοχαστική διαδικασία {Χ(t), t ≥ 0} λέγεται κίνηση Brown µε τά-

ση µ (drift) ή γενικευµένη διαδικασία Wiener, αν: 

(i) Χ (0) = 0 
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(ii) έχει στάσιµες και ανεξάρτητες προσαυξήσεις 

(iii) για κάθε για κάθε t ≥ 0, X(t) ∼ Ν(µt, σ
2
t) 

Aν dW είναι µια απειροστή προσαύξηση µιας κίνησης Wiener και dΧ µιας κίνησης 

Brown µε τάση µ τότε µπορούµε σχηµατικά να γράψουµε dΧ = µdt + σdW. 

Ορισµός 2.7.3  Έστω {Y(t), t ≥ 0} κίνηση Brown µε drift µ, τότε η X(t) = e
Y(t)

 λέγεται 

γεωµετρική κίνηση Brown. 

Τη χρησιµότητα και το εύρος των εφαρµογών της κίνησης Brown αποδίδει το παρα-

κάτω θεώρηµα. 

Θεώρηµα 2.7.1 Αν Y είναι µία συνεχής διαδικασία µε στάσιµες και ανεξάρτητες προ-

σαυξήσεις τότε είναι µια κίνηση Brown.  

Το παραπάνω θεώρηµα αναφέρεται από τον Harrison (1985) ο οποίος παρατηρεί ότι 

η κανονικότητα έπεται των στάσιµων ανεξάρτητων προσαυξήσεων και της συνέχειας των 

διαδροµών της κίνησης Brown γεγονός που δείχνει τη σηµασία της στην πιθανοθεωρητική 

µοντελοποίηση. 

Το 1900 ο Γάλλος µαθηµατικός Bachelier στη διδακτορική του διατριβή πρώτος 

χρησιµοποίησε την κίνηση Brown για να περιγράψει τη στοχαστική διαδικασία των τιµών 

αγαθών ή µετοχών {S(t), t ≥ 0}. Παρ’ όλ’ αυτά, η συγκεκριµένη διαδικασία δεν είναι κατάλ-

ληλη αρχικά επειδή µπορεί να πάρει και αρνητικές τιµές, αλλά και επειδή αδυνατεί να απο-

δώσει µια βασική αρχή της εξέλιξης των τιµών αγαθών ή µετοχών: η αναµενόµενη ποσο-

στιαία απόδοση θεωρείται σταθερή και ανεξάρτητη από την τιµή. ∆ηλαδή αν µ είναι η ανα-

µενόµενη ποσοστιαία απόδοση µιας µετοχής και σ η πτητικότητά της τότε θα πρέπει µετά 

από χρόνο ∆t να ισχύει: 

t
S

S

tS

tSttS
∆=

∆
=

−∆+
µ

)(

)()(
. 

Βέβαια, η απόδοση σε µια µετοχή ή σε ένα περιουσιακό στοιχείο δεν είναι ποτέ σταθερή και 

βέβαιη. Το στοιχείο αυτό της αβεβαιότητας προσθέτει στο µοντέλο ο παράγοντας σ∆W , ό-

που ∆W µια προσαύξηση της διαδικασίας Wiener. Έτσι το µοντέλο γίνεται : 

Wt
S

S
∆+∆=

∆
σµ  
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και θεωρώντας το χρονικό διάστηµα ∆t απειροστό (∆t → 0) µπορούµε σχηµατικά να γρά-

ψουµε: 

W
S

dS
dWSSdtdS

t
σµσµ +=⇒+= ∫0 .    (2.9) 

Αξίζει να σηµειώσουµε ότι το ολοκλήρωµα που εµφανίζεται στη (2.9), δεν είναι σύ-

νηθες ολοκλήρωµα Riemman και δε µπορούµε να το υπολογίσουµε κατά τα γνωστά. Ορίζε-

ται αυστηρά στα πλαίσια της στοχαστικής ανάλυσης και καλείται ολοκλήρωµα Itô. 

Σε αυτό το σηµείο αξίζει να παρουσιάσουµε ένα σηµαντικό λήµµα της στοχαστικής 

ανάλυσης που είναι χρήσιµο για τον µετασχηµατισµό διαφορικών, το γνωστό ως λήµµα του 

Itô. Εδώ παρατίθεται στη διαφορική µορφή του, χωρίς µαθηµατική αυστηρότητα (πιο αυ-

στηρή εισαγωγή υπάρχει στον Neftci (2000)). Αρχικά, µια στοχαστική διαδικασία {Χ(t), t ≥ 

0} θα είναι διαδικασία Itô (Itô process) αν είναι µια γενικευµένη διαδικασία Wiener µε πα-

ραµέτρους µ, σ που δεν είναι σταθερές, αλλά εξαρτώνται από την τιµή της X και το χρόνο t. 

Αν dW είναι µια απειροστή προσαύξηση µιας κίνηση Wiener, dΧ µιας διαδικασίας Itô τότε 

ισχύει  

dΧ = µ(t,Χ)dt + σ(t,Χ)dW. 

Θεώρηµα 2.7.2. (Λήµµα του Itô) Αν Χ(t) είναι µια διαδικασία Itô τότε για οποιαδήποτε συνάρ-

τηση της Χ(t) της µορφής G(t,X) που είναι δυο φορές συνεχώς παραγωγίσιµη, το διαφορικό της 

εκφράζεται στη µορφή : 

dW
X

G
Xtdt

X
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X
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Με τη βοήθεια του παραπάνω λήµµατος θα δείξουµε ότι, όπως έχει οριστεί, η S(t) είναι µια 

γεωµετρική κίνηση Brown. Θα υπολογίσουµε το διαφορικό της διαδικασίας G(t,S) = Z(t) = 

lnS(t). Είναι  
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Από την παραπάνω σχέση προκύπτει η Ζ(t) θα είναι µια κίνηση Brown µε drift µ − σ
2
/2 και 

συντελεστή διάχυσης σ
2
, άρα από τον Ορισµό 2.7.3 η S(t) θα είναι µια γεωµετρική κίνηση 

Brown. Επίσης θα είναι  

2 21
ln ( ) ln (0) ~ (( ) , )

2
S t S N t tµ σ σ− −   ή ισοδύναµα,  ),)

2

1
()0((ln~)(ln 22

ttSNtS σσµ −+  

Άρα από το µοντέλο που υποθέσαµε ότι περιγράφει την εξέλιξη της τιµής µιας µετο-

χής συνάγουµε ότι η κατανοµή που ακολουθεί η τιµή µιας µετοχής δεδοµένης της τιµής εκ-

κίνησης S(0) θα είναι λογαριθµοκανονική. 

 

2.8  Η διαφορική εξίσωση των Black-Scholes και η αποτίµηση χρηµατοοι-

κονοµικών παραγώγων 

 Σύµφωνα µε το µοντέλο Black-Scholes θεωρούµε ότι:  

(1) Η τιµή του υποκείµενου τίτλου ακολουθεί µία γεωµετρική κίνηση Brown µε παραµέ-

τρους µ, σ. 

(2) Μπορούµε να εκδώσουµε δικαιώµατα και να επενδύσουµε όλα τα κέρδη από αυτά. 

(3) ∆εν υπάρχουν κόστη συναλλαγής και φόροι. 

(4) Μπορούµε να αγοράσουµε ή να πουλήσουµε οποιαδήποτε ποσότητα του υποκείµενου  

τίτλου. 

(5) ∆εν δίδονται µερίσµατα κατά τη διάρκεια της ισχύος των δικαιωµάτων. 

(6) ∆εν υπάρχουν δυνατότητες κερδοσκοπίας. 

(7) Οι συναλλαγές είναι διαρκείς. 

(8) Το χωρίς ρίσκο επιτόκιο είναι σταθερό ίσο µε r µέχρι τη λήξη του δικαιώµατος. 

Οι αποκλίσεις των παραπάνω υποθέσεων από την πραγµατικότητα είναι φανερές, 

παρ’ όλ’ αυτά δεν µειώνεται η σηµασία που έχει η µεθοδολογία των Black-Scholes, πάνω 

στην οποία βασίζεται η τιµολόγηση των δικαιωµάτων προαίρεσης σήµερα.  

Για να καταλήξουν σε αυτήν την εξίσωση οι Black και Scholes δηµιούργησαν ένα 

χαρτοφυλάκιο χωρίς ρίσκο που αποτελείται από ένα δικαίωµα που έχει εκδοθεί και µια πο-

σότητα Sf ∂∂=∆ /  από τον υποκείµενο τίτλο. Το χαρτοφυλάκιο αυτό πρέπει να αποδίδει 
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κέρδος ίσο µε το κέρδος από το επιτόκιο χωρίς ρίσκο. Από εδώ προκύπτει άµεσα µια στοχα-

στική διαφορική εξίσωση. 

Πιο αναλυτικά, έστω ένα οποιοδήποτε δικαίωµα µε τιµή που περιγράφεται από την 

ανέλιξη f. Το δικαίωµα αυτό έχει ως υποκείµενο τίτλο ένα περιουσιακό στοιχείο µε τιµή που 

περιγράφεται από την ανέλιξη S. To S σύµφωνα µε τα παραπάνω θα είναι µια γεωµετρική 

κίνηση Brown. Άρα 

dS  =  µSdt  + σSdW 

όπου µ είναι η αναµενόµενη απόδοση του υποκείµενου τίτλου ή τάση (drift) και σ είναι ο 

συντελεστής διάχυσης ή πτητικότητα της τιµής της µετοχής (volatility). Η τιµή f του δικαιώ-

µατος θα είναι µια συνάρτηση του S, άρα σύµφωνα µε το λήµµα του Itô θα έχουµε 

2
2 2
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f f f f
df S S dt S dW

S t S S
µ σ σ
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Η παραπάνω εξίσωση είναι µια στοχαστική διαφορική εξίσωση. Θεωρούµε το χωρίς 

ρίσκο χαρτοφυλάκιο µε αξία Π που αποτελείται από ένα δικαίωµα που έχει εκδοθεί και µια 

ποσότητα Sf ∂∂=∆ /  από τον υποκείµενο τίτλο. Η αξία του χαρτοφυλακίου θα είναι Π = −f 

+ Sf ∂∂ / . Το χαρτοφυλάκιο αυτό θα είναι χωρίς ρίσκο γιατί  
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Παρατηρούµε ότι η απειροστή µεταβολή του χαρτοφυλακίου δεν περιέχει το στοχα-

στικό διαφορικό dW, άρα το χαρτοφυλάκιο είναι χωρίς ρίσκο και εποµένως πρέπει να αποδί-

δει κέρδος ίσο µε το κέρδος από το χωρίς ρίσκο επιτόκιο, 
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και εποµένως τελικά, 
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Η παραπάνω διαφορική εξίσωση είναι γνωστή ως η εξίσωση των Black-Scholes και έχει 

πολλές λύσεις. Η κάθε λύση εξαρτάται από την οριακή συνθήκη που θεωρούµε. Η οριακή 

συνθήκη εξαρτάται από το δικαίωµα που θέλουµε να τιµολογήσουµε. Παρατηρούµε ότι για 

να καταλήξουµε στη συγκεκριµένη εξίσωση δεν έγινε καµιά υπόθεση σχετικά µε το είδος 

του δικαιώµατος, άρα µπορούµε να θεωρήσουµε οποιοδήποτε δικαίωµα. Για να τιµολογή-

σουµε ένα κλασικό Ευρωπαϊκό δικαίωµα αγοράς αρκεί να θέσουµε ως οριακή συνθήκη  

f  = max(S − K, 0), όταν t = T                            (2.11) 

Οµοίως και για οποιοδήποτε άλλο δικαίωµα. Είναι σηµαντικό να παρατηρήσουµε ότι το χαρ-

τοφυλάκιο που δηµιουργήσαµε διατηρεί την ιδιότητα να µην περιέχει ρίσκο για πολύ µικρό 

χρονικό διάστηµα. Η ποσότητα Sf ∂∂=∆ /  που επιλέξαµε µεταβάλλεται στο χρόνο και άρα 

θα πρέπει το χαρτοφυλάκιο διαρκώς να αναπροσαρµόζεται για να διατηρεί αυτή την ιδιότη-

τα. Επίσης στην εξίσωση δεν περιέχεται καθόλου η αναµενόµενη απόδοση µ του υποκείµε-

νου τίτλου παρά µόνο η πτητικότητα (volatility) σ. Άρα η τιµή του δικαιώµατος δεν επηρεά-

ζεται από την αναµενόµενη απόδοση παρά µόνο από την πτητικότητα σ, το χωρίς ρίσκο επι-

τόκιο r και την αρχική τιµή του τίτλου S. Επίσης παρατηρούµε ότι σηµαντικό ρόλο στην τιµή 

του δικαιώµατος έχει η ευαισθησία του δικαιώµατος σε σχέση µε το χρόνο tf ∂∂ /  (Theta), η 

ευαισθησία του δικαιώµατος ως προς την τιµή του υποκείµενου τίτλου Sf ∂∂ /  (Delta), κα-

θώς και η ευαισθησία αυτών των µεταβολών σε σχέση µε την αξία του υποκείµενου προϊό-

ντος 22 / Sf ∂∂  (Gamma). Αναλυτική παρουσίαση των παραπάνω παραµέτρων του δικαιώ-

µατος γίνεται στον Rubinstein (2000). 

Την τιµή ενός δικαιώµατος, εκτός από τη χρήση της εξίσωσης (2.10) µαζί µε την ορι-

ακή συνθήκη που ορίζεται κάθε φορά από το αντίστοιχο δικαίωµα, µπορούµε να την βρούµε 

υπολογίζοντας την αναµενοµένη τιµή στη λήξη του, κάτω από το µέτρο πιθανότητας χωρίς 

ρίσκο. Ο υπολογισµός απλοποιείται αρκετά µε χρήση της παρακάτω σχέσης (βλ. Hull 

(2003)). Έστω X τυχαία µεταβλητή που ακολουθεί την λογαριθµική κατανοµή και τυπική 

απόκλιση της lnX είναι s. Τότε  

E[max{X − K, 0}] = E[X]Φ(d1) − KΦ(d2) για K∈R,  







+=

2
)

][
ln(

1
 

2

1

s

K

XE

s
d ,  sdd −= 12  

και Φ είναι η αθροιστική συνάρτηση της τυποπικής κανονικής κατανοµής. 
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Έτσι, έστω ότι θέλουµε να υπολογίσουµε την τιµή, Cplain, ενός κλασικού Ευρωπαϊκού 

δικαιώµατος αγοράς µε υποκείµενο τίτλο αρχικής τιµής S0 και µε τιµή εξάσκησης K. Η ανα-

µενόµενη τιµή Ε(ST ) του υποκείµενου τίτλου στο χρόνο Τ λήξης του δικαιώµατος, κάτω από 

το χωρίς ρίσκο µέτρο πιθανότητας θα είναι E[ST] = e
rT

S0 και η ST όπως δείξαµε στην προη-

γούµενη παράγραφο θα ακολουθεί την λογαριθµοκανονική, µε την τυπική απόκλιση της lnST 

να είναι Tσ . Η τιµή τότε θα είναι 

)()( 2
-

10 dKedSC rT
plain Φ−Φ= ,    

T

Tr
K

S

d
σ

σ
)

2
()ln(

 

2
0

1

++
= ,   

2 1 d d Tσ= − . 

Η τιµή του αντίστοιχου δικαιώµατος πώλησης προκύπτει εύκολα από τη σχέση µεταξύ τους 

(put-call parity) και είναι 

)()( 102
- dSdKeP rT

plain −Φ−−Φ=  

Πιο αναλυτικά, η τιµολόγηση µε χρήση αναµενόµενων τιµών υπάρχει στον Salih N. Neftci 

(2000). Αποδεικνύεται γενικότερα ότι, αν ένα παράγωγο χρηµατοοικονοµικό προϊόν έχει αξία 

στο χρόνο λήξης του ίση µε C(T) = κ(Sx, x∈[0,T]), δηλαδή η τιµή του στο T εξαρτάται από 

όλη την διαδροµή της τιµής της µετοχής στο [0,Τ] (π.χ. βλ. τα exotic options σε επόµενη πα-

ράγραφο) τότε θα έχει no-arbitrage αξία στο t,  

])),0[,(( TxSEeC xP

rT ∈= − κ , 

όπου υπό το µέτρο πιθανότητας ουδέτερου ρίσκου, P, η {St, t∈[0,T]} ακολουθεί είναι µία γε-

ωµετρική κίνηση Brown µε τάση r − σ
2
/2 και πτητικότητα σ

2
). 

 

2.9  Η αποτίµηση των εξωτικών δικαιωµάτων προαίρεσης 

 Θα αναφερθούµε στις αναλυτικές τιµές – όπου υπάρχουν – για τα εξωτικά δικαιώµα-

τα Ευρωπαϊκού τύπου όπως προκύπτουν από τη µεθοδολογία που µόλις παρουσιάστηκε. 

A. Barrier Options. Έστω S(t) η τιµή του υποκείµενου  τίτλου (µετοχή που να µην 

αποδίδει µερίσµατα) τη χρονική στιγµή t µε t = 0 η έναρξη της ισχύος του εκάστοτε δικαιώ-

µατος. Έστω T ο χρόνος µέχρι τη λήξη του και έστω H, K > 0 το φράγµα (Barrier) και η τιµή 

εξάσκησης αντίστοιχα. Τότε 
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(α) down-and-in και down-and-out. Για να έχει νόηµα το δικαίωµα θα πρέπει H < 

S(0). Τα Cdi(t), Cdo(t), Pdi(t), Pdo(t) είναι οι τιµές των down-and-in, down-and-out δικαιωµά-

των αγοράς, down-and-in, down-and-out δικαιωµάτων πώλησης αντίστοιχα τη χρονική στιγ-

µή t και C(t), P(t) τα δικαιώµατα αγοράς και πώλησης του αντιστοίχου κλασικού Ευρωπαϊ-

κού δικαιώµατος. Ορίζουµε τις  

I
i
[0,T]={1 εάν ∃t∈[0,T]: S(t) ≤ H, 0 αλλιώς},  

I
o

[0,T]={1 εάν δεν υπάρχει t∈[0,T]: S(t) ≤ H, 0 αλλιώς}. 

Τότε, σύµφωνα µε τον ορισµό που δόθηκε στο Κεφαλαίο 1, οι συναρτήσεις κέρδους των δι-

καιωµάτων αγοράς και πώλησης θα είναι  

Cdi(Τ) = I
i
[0,T](S(T) − K)

+
,    Pdi(Τ) = I

i
[0,T](K − S(T))

+
, 

Cdo(Τ) = I
o

[0,T](S(T) − K)
+
,    Pdo(Τ) = I

o
[0,T](K − S(T))

+
. 

Επίσης ισχύει σε κάθε περίπτωση I
i
[0,T] + I

o
[0,T] = 1. Άρα και για τις συναρτήσεις κέρδους θα 

ισχύει 

Cdi(Τ) + Cdo(Τ) = C(T)        και     Pdi(Τ) + Pdo(Τ) = P(T)     (2.12) 

και επειδή η τιµή των δικαιωµάτων είναι άµεσα εξαρτώµενες από τις συναρτήσεις κέρδους, 

οι παραπάνω σχέσεις θα ισχύουν για τις τιµές τους κάθε χρονική στιγµή t. 

Εάν H ≤ K οι αναλυτικές τους τιµές στην έναρξη της ισχύος τους θα δίνονται από 

τους τύπους 
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και εποµένως, Cdo(0) = C(0) − Cdi(0) .  
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0
1

ln[ / ]S H
x T

T
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= +     ,   0
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ln[ / ]H S
y T

T
λσ

σ
= +  

και εποµένως, Pdo(0) = P(0) − Pdi(0) . 

Εάν H ≥ K, 
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και εποµένως Cdi(0) = C(0) − Cdo(0). Εξ ορισµού του δικαιώµατος πώλησης προκύπτει άµε-

σα 

Pdo(0) = 0   και    Pdi(0) = P(0). 

(β) up-and-in και up-and-out. Για να έχει νόηµα το δικαίωµα θα πρέπει H > S(0). 

Τα Cui(t), Cuo(t), Pui(t), Puo(t) είναι οι τιµές των up-and-in, up-and-out δικαιωµάτων αγοράς, 

up-and-in, up-and-out δικαιωµάτων πώλησης αντίστοιχα τη χρονική στιγµή t και C(t), P(t) τα 

δικαιώµατα αγοράς και πώλησης του αντιστοίχου κλασικού Ευρωπαϊκού δικαιώµατος. Ορί-

ζουµε τις  

I
i
΄[0,T]={1 εάν ∃t∈[0,T]: S(t) ≥ H, 0 αλλιώς},  

I
o
΄[0,T]={1 εάν δεν ∃t∈[0,T]:S(t) ≥H, 0 αλλιώς}. 

Τότε σύµφωνα µε τον ορισµό που δόθηκε στο Κεφάλαιο 1 οι συναρτήσεις κέρδους των δι-

καιωµάτων αγοράς και πώλησης θα είναι  

Cui(Τ) = I
i
΄[0,T](S(T) − K)

+
,    Pui(Τ) = I

i
΄[0,T](K − S(T))

+
, 

Cuo(Τ) = I
o
΄[0,T](S(T) − K)

+
,    Puo(Τ) = I

o
΄[0,T](K − S(T))

+
. 

Επίσης ισχύει σε κάθε περίπτωση I
i
[0,T]+ I

o
[0,T] = 1. Άρα και για τις συναρτήσεις κέρδους θα 

ισχύει 

Cui(Τ)+ Cuo(Τ) = C(T)        και     Pui(Τ)+ Puo(Τ) = P(T)  (2.13) 

και επειδή η τιµή των δικαιωµάτων είναι άµεσα εξαρτώµενες από τις συναρτήσεις κέρδους 

οι παραπάνω σχέσεις θα ισχύουν για τις τιµές τους κάθε χρονική στιγµή t. Εάν H ≤ K οι ανα-

λυτικές τους τιµές στην έναρξη της ισχύς τους θα δίνονται από τους τύπους (εξ ορισµού 

Cuo(0) = 0   και    Cui(0) = C(0)) 
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και από την (2.13) προκύπτει ότι Pui(0) = P(0) − Puo(0). Εάν H ≥ K,  
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και από την (2.13) προκύπτει ότι Cuo(0) = C(0) − Cui(0) και 

) ()/()()/()( 2-2
0

-2
00 TySHKeySHSTP rT

ui σλλ +−Φ+−Φ−= , 

Puo(0) = P(0) − Pui(0). 

Οι Reiner και Rubinstein (1991) παρουσίασαν τους παραπάνω τύπους σε αυτή τη 

µορφή. Ο Haug (1998) έκανε τους υπολογισµούς πιο λειτουργικούς εισάγοντας έξι τύπους 

A-F οι οποίοι επαναλαµβάνονται στους υπολογισµούς και η ζητούµενη τιµή για κάθε δικαί-

ωµα προκύπτει ως ένας απλός γραµµικός συνδυασµός τους. Επίσης οι παραπάνω τύποι ισχύ-

ουν για δικαιώµατα όπου η τιµή της µετοχής καταγράφεται διαρκώς. Όταν η τιµή καταγρά-

φεται µια φορά την ηµέρα, µια καθορισµένη στιγµή, τότε οι παραπάνω τύποι ισχύουν µε µια 

ελαφρά τροποποίηση. Εάν η τιµή της µετοχής καταγράφεται συνολικά µέχρι τη λήξη του 

δικαιώµατος m φορές και T/m ο χρόνος που µεσολαβεί µεταξύ των καταγραφών, τότε αντι-

καθιστούµε την τιµή του H µε την 0.5826 /T m
He

σ  για τα up-and-in και για το up-and-out και 

µε -0.5826 /T m
He

σ  για το down-and-in και το down-and-out. 

B. Lookback Options. Έστω Clookback(t), Plookback(t) οι τιµές των lookback δικαιωµά-

των αγοράς και πώλησης αντίστοιχα τη χρονική στιγµή t. Σύµφωνα µε τον ορισµό που δόθη-

κε στο Κεφάλαιο 1 οι συναρτήσεις κέρδους στο χρόνο λήξης T των δικαιωµάτων αγοράς και 

πώλησης θα είναι 

Clookback(T) = (S(T) − Smin)
+
 ,    Plookback (T) = (Smax − S(T))

+
, 

όπου Smin και Smax είναι η ελάχιστη και µέγιστη τιµή αντίστοιχα που πήρε η µετοχή στο χρο-

νικό διάστηµα [0,T]. Στην περίπτωση που έχουµε διαρκή παρακολούθηση της τιµής για να 

υπολογίσουµε τα Smin, Smax, τότε  
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σ
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Τα Smax και Smin στους τύπους παίρνουν την αρχική τιµή της µετοχής S0 αν υπολογί-

ζουµε την τιµή των δικαιωµάτων για t = 0. Γενικά αν θέλουµε να αποτιµήσουµε τα δικαιώ-

µατα τη χρονική στιγµή t τότε τα Smax και Smin παίρνουν τις τιµές τους από τις παρατηρήσεις 

των τιµών της µετοχής στο διάστηµα [0, t]. 

 

Γ. Ασιατικού τύπου δικαιώµατα (Asian Options). Έστω CG(t), CA(t) οι τιµές τη 

χρονική στιγµή t των Ασιατικού τύπου δικαιωµάτων αγοράς που βασίζονται στο γεωµετρικό 

και αριθµητικό µέσο αντίστοιχα και PG(t), PA(t) οι τιµές τη χρονική στιγµή t των Ασιατικού 

τύπου δικαιωµάτων πώλησης που βασίζονται οµοίως στον αριθµητικό και γεωµετρικό µέσο. 

Έστω G, A ο γεωµετρικός και αριθµητικός µέσος 

1

1

( ( ))
n

n
k

k

G S t
=

= ∏   και  
1

1
( )

n

k

k

A S t
n =

= ∑  

µε 0 = t0 < t1 < t2< … < tn = T. Σύµφωνα µε τον ορισµό που δόθηκε στο Κεφάλαιο 1, οι συ-

ναρτήσεις κέρδους των δικαιωµάτων αγοράς και πώλησης θα είναι  

CG(T) = (G − K)
+
 ,  CA(T) = (A − K)

+
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και 

PG(T) = (K − G)
+
   ,  PA(T) = (K − A)

+
 

Αναλυτικές τιµές υπάρχουν µονό για τα Ασιατικά δικαιώµατα Ευρωπαϊκού τύπου που βασίζονται στον 

γεωµετρικό µέσο. Συγκεκριµένα οι τιµές των CG(0),PG(0), όταν έχουµε συνεχή καταγραφή της τιµής του 

υποκείµενου τίτλου είναι 

21
( )

-2 6
0 1 2(0) ( ) - ( )

r T
rT

G
C S e N d Ke N d

σ
− +

=  και 

21
( )

- 2 6
2 0 1(0) ( ) - ( )

r T
rT

G
P Ke N d S e N d

σ
− +

= − −  

2

0

1

ln( ) ( )
2 12 
/ 3

S r

Kd
T

σ

σ

+ + Τ
= ,          2 1 / 3d d Tσ= −  

Για τα Ασιατικά δικαιώµατα Ευρωπαϊκού τύπου που βασίζονται στον αριθµητικό µέσο δεν υπάρχουν 

διαθέσιµοι τύποι.  
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 3 

 

Προσοµοίωση Monte Carlo  

 

3.1  Εισαγωγή 

 Έστω X = (X1, X2, …, Xn) ένα τυχαίο διάνυσµα µε συνάρτηση πυκνότητας πιθανότη-

τας f(x1,x2,…,xn) και έστω ότι θέλουµε να υπολογίσουµε την αναµενόµενη τιµή 

Ε[Υ] = ∫ ∫ ∫= nnn dxdxdxxxxfxxxggE ...),...,,(),..,,(...)]([ 212121X  

µε g οποιαδήποτε n−διαστατή συνάρτηση για την οποία το ολοκλήρωµα υπάρχει και είναι 

πεπερασµένο. Η g π.χ. θα µπορούσε να είναι η συνάρτηση κέρδους ενός δικαιώµατος που 

εξαρτάται από την πορεία του υποκείµενου  τίτλου (S(t0), S(t1), S(t2), …, S(tn)). Σε αρκετές 

περιπτώσεις δεν µπορεί να βρεθεί κάποιος αναλυτικός τύπος για την E[g(X)]. Μέσω της 

προσοµοίωσης Monte Carlo µπορούµε να πάρουµε µια εκτίµηση για την αναµενόµενη τιµή.  

Για να εκτιµήσουµε την Ε[Υ] = E[g(X)] παράγουµε k τυχαία διανυσµατα X
(1)

, X
(2)

, 

…, X
(k)

 µε ),...,,( )()(
2

)(
1

)( i
n

iii XXX=X , i = 1, 2, …, k, ανεξάρτητα µεταξύ τους µε από κοινού 

σ.π.π. f(x1,x2,…,xn). Υπολογίζοντας τις Y
(i) 

= g(X
(i)

), i = 1, 2, …, k θα έχουµε ένα δείγµα από 

την κατανοµή της τυχαίας µεταβλητής Y, της οποίας θέλουµε να εκτιµήσουµε τη µέση τιµή. 

Από τον νόµο των µεγάλων αριθµών προκύπτει  

)]X([][
...

lim
)()2()1(

gEYE
k

YYY
k

k
==

+++
∞→

 

Μπορούµε εποµένως να χρησιµοποιήσουµε τη µέση τιµή του παραγόµενου δείγµατος 

ως εκτίµηση για την E[g(X)]. Αυτή η εκτίµηση της E[g(X)] λέγεται εκτίµηση Monte Carlo. 
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3.2  Παραγωγή τυχαίων αριθµών  

Είδαµε ότι κατά την εκτίµηση Monte Carlo της E[g(X)] χρησιµοποιούµε δείγµα από 

την κατανοµή του τυχαίου διανύσµατος X = (X1,X2,…,Xn). Πριν αναφερθούµε στη διαδικα-

σία παραγωγής των X
(1)

, X
(2)

, …, X
(k)

 από µια συγκεκριµένη κατανοµή, θα παρουσιάσουµε 

την διαδικασία παραγωγής τυχαίων αριθµών. 

Έχει επικρατήσει να λέµε τυχαίους αριθµούς µια ακολουθία τυχαίων µεταβλητών U1, 

U2,… µε τις εξής ιδιότητες 

i) Κάθε Ui ∼ U[0,1] (οµοιόµορφη κατανοµή στο [0,1]) 

ii) Οι τ.µ. U1, U2,…  είναι µεταξύ τους ανεξάρτητες 

Η πρώτη ιδιότητα είναι αυθαίρετη γιατί ακόµα και αν Ui  ∼ U[0,1/2] η χρήση τους δεν 

θα άλλαζε σηµαντικά. Η δεύτερη ιδιότητα είναι σηµαντική και στην ουσία απαιτεί να είναι 

αδύνατη οποιαδήποτε πρόβλεψη για την τιµή της Ui δεδοµένου ότι ξέρουµε τις τιµές των α-

ριθµών που έχουν παραχθεί πριν U1,…,Ui−1. 

Στην πραγµατικότητα η παραγωγή τυχαίων αριθµών γίνεται µέσω Η/Υ, συνήθως µέ-

σα από κάποιον επαναληπτικό αλγόριθµο ξεκινώντας από κάποια αρχική τιµή που µπορεί να 

θεωρηθεί τυχαία (δίνεται από το χρήστη ή ανακτάται από το ρολόι του υπολογιστή τη δεδο-

µένη χρονική στιγµή). Οι αριθµοί που παράγονται µε την παραπάνω διαδικασία ονοµάζονται 

ψευδοτυχαίοι αριθµοί γιατί αν και «φαίνεται» να ικανοποιούν τις ιδιότητες (i) και (ii) στην 

πραγµατικότητα αυτό δεν συµβαίνει. Παρ’ όλ’ αυτά τους χρησιµοποιούµε ως µια καλή προ-

σέγγιση των τυχαίων αριθµών. 

Μια από τις πιο συνηθισµένες µεθόδους παραγωγής ψευδοτυχαίων αριθµών είναι η 

multiplicative congruential method. Ξεκινώντας από µια αρχική τιµή x0 που καλείται γόνος 

(seed) και µε χρήση της αναδροµικής σχέσης 

xn = axn−1 mod m = axn−1 − [axn−1/m]m   για n=1,2,…   µε x0∈N
*
  

προκύπτουν ψευδοτυχαίοι αριθµοί 

Un = xn / m , n=1,2,…    

Οι παράµετροι m, a είναι θετικοί ακέραιοι και δεδοµένου του γόνου x0 καθορίζουν πλήρως 

τους αριθµούς που θα παραχθούν. Ως [x] = k εννοούµε την ακέραια τιµή του x. Από τη δια-

δικασία που περιγράψαµε είναι φανερό ότι xn∈{0,1,…,m−1}. Άρα µπορούµε να παράγουµε 
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το πολύ m−1 τυχαίους αριθµούς µέχρι να συναντήσουµε το αρχικό x0, οπότε η ακολουθία θα 

επαναληφθεί. Όταν συµβαίνει αυτό η congruential γεννήτρια που έχουµε επιλέξει λέµε ότι 

έχει πλήρη περίοδο (full period). Η γεννήτρια που περιγράψαµε καθορίζεται από τις τιµές 

των παραµέτρων m, a. Όταν ο m είναι πρώτος αριθµός τότε µια τέτοια γεννήτρια θα έχει 

πλήρη περίοδο για κάθε x0 ≠ 0 εάν  

(i) το a
m−1 − 1 είναι ένα πολλαπλάσιο του m και 

(ii) το a
j − 1 δεν είναι πολλαπλάσιο του m για j = 1, …, m − 2. 

Όταν ένας αριθµός a ικανοποιεί τις παραπάνω συνθήκες τότε λέµε ότι ο a είναι πρω-

τογενής ρίζα (primitive root) του m. Οι παραπάνω συνθήκες βασίζονται στην παρατήρηση 

ότι η παραγόµενη ακολουθία 

x0, ax0, a
2
x0, a

3
x0,…(mod m) 

θα αρχίσει να επαναλαµβάνεται για το µικρότερο k για το οποίο a
k
x0 mod m = x0. Στην ουσία 

πρόκειται το µικρότερο k για το οποίο θα ισχύει a
k 
mod m = 1, δηλαδή το µικρότερο k για το 

οποίο α
k − 1 είναι ένα πολλαπλάσιο του m. Έτσι όταν το a είναι µια πρωτογενής ρίζα του m 

τότε πράγµατι η ακολουθία δεν θα πάρει την τιµή x0 παρά µόνο όταν πάρει την τιµή a
m−1

x0.  

Αποδεικνύεται ότι όταν ο a ικανοποιεί τις παραπάνω συνθήκες τότε κανένας όρος της 

ακολουθίας δεν θα πάρει την τιµή 0 (τότε όλες οι επόµενες τιµές θα ήταν µηδενικές).  

Η επιλογή των παραµέτρων m και a πρέπει να γίνεται και µε γνώµονα την γρήγορη 

και εύκολη παραγωγή της ακολουθίας από τον υπολογιστή καθώς και προσεγγιστικά να 

µπορούν να θεωρηθούν οι όροι της ακολουθίας τυχαίοι αριθµοί. Ο m συνήθως επιλέγεται να 

είναι ένας µεγάλος πρώτος αριθµός. Η επιλογή του µεγέθους του εξαρτάται από το µέγεθος 

των λέξεων που χειρίζεται ο επεξεργαστής. Όταν ένας επεξεργαστής µπορεί να εκτελεί πρά-

ξεις µε λέξεις των 32-bit τότε µια καλή επιλογή είναι m = 2
32 − 1 και a = 7

5
 − 1. 

Μια άλλη γεννήτρια ψευδοτυχαίων αριθµών είναι η mixed congruential (η προηγού-

µενη λέγεται και απλά pure congruential). Η διαδικασία και εδώ βασίζεται σε δυο σχέσεις 

xn = (axn−1+c) mod m    για n=1,2,…    µε x0∈N
*
 

και προκύπτουν ψευδοτυχαίοι αριθµοί Un = xn / m. 

Ο Knuth (1998) αναφέρει ότι αν η επιλογή των παραµέτρων a, m, c ≠ 0 γίνει µε βάση 

τα παρακάτω κριτήρια τότε η γεννήτρια για οποιοδήποτε γόνο x0 έχει πλήρη περίοδο. 
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(i) c και m είναι µεταξύ τους πρώτοι αριθµοί. 

(ii) Κάθε πρώτος αριθµός που διαιρεί το m διαιρεί και το a−1. 

(iii) Το 4 θα πρέπει να διαιρεί το α−1 εάν διαιρεί και το m−1. 

Κάθε γλώσσα προγραµµατισµού και τα περισσότερα υπολογιστικά προγράµµατα έ-

χουν µια εντολή που παράγει τυχαίους αριθµούς και η οποία βασίζεται σε µεθοδολογίες ό-

πως οι προηγούµενες. Έτσι µας είναι άµεσα διαθέσιµοι τυχαίοι αριθµοί για να προχωρήσου-

µε σε προσοµοίωση. Στην Java, την οποία και θα χρησιµοποιήσουµε στη συνέχεια, η µέθο-

δος random της κλάσης Math µας δίνει τυχαίους αριθµούς (Math.random() επιστρέφει έναν 

τυχαίο αριθµό). 

 

3.3  Παραγωγή δείγµατος συγκεκριµένης κατανοµής 

Η διαδικασία της προσοµοίωσης συνήθως απαιτεί τη χρήση δείγµατος διάφορων κα-

τανοµών. Θα παρουσιάσουµε συνοπτικά κάποιες µεθόδους για την παραγωγή τέτοιων δειγ-

µάτων µε ιδιαίτερη έµφαση στην παραγωγή δείγµατος από την κανονική κατανοµή. Υποθέ-

τουµε ότι θέλουµε δείγµα από την F µε συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας f. 

 

3.3.1  Η µέθοδος της αντιστροφής 

Η µέθοδος αυτή είναι αρκετά απλή και βασίζεται στην παρακάτω πρόταση. 

Πρόταση 3.3.1.1 Έστω U ∼ U[0,1] και F µια οποιαδήποτε συνάρτηση κατανοµής, τότε η τυ-

χαία µεταβλητή  

X = F
−1

(U) 

έχει συνάρτηση κατανοµής F.  

Η F
−1

 καλείται γενικευµένη αντίστροφη της F και ορίζεται ως εξής  

F
−1

(u) = inf F
−1

([u,1]) = inf {x: F(x)∈[u,1]},  u∈[0,1]. 

Εποµένως εάν παράγουµε έναν τυχαίο αριθµό U, ο F
−1

(U) µπορεί να θεωρηθεί ως µια 

πραγµατοποίηση της τυχαίας µεταβλητής X ∼ F. Παρ’ όλη την απλότητα της παραπάνω µε-
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θόδου, η αντίστροφη συνάρτηση κατανοµής µπορεί να είναι αρκετά πολύπλοκη ή να µην 

έχει αναλυτική µορφή. 

 

3.3.2  Η µέθοδος της απόρριψης 

Έστω ότι µπορούµε να παράγουµε µια τυχαία µεταβλητή Y που έχει συνάρτηση πυ-

κνότητας πιθανότητας g(x). Με βάση τη δυνατότητα παραγωγής δείγµατος από την g(x) 

µπορούµε να πάρουµε δείγµα από µια άλλη κατανοµή µε συνάρτηση πυκνότητας πιθανότη-

τας f(x). Έστω c κάποια σταθερά για την οποία ισχύει 

( )

( )

f y
c

g y
≤  για όλα τα y: g(y) ≠ 0        (3.1) 

Έχοντας µια πραγµατοποίηση της Y µπορούµε να τη δεχτούµε ή να την απορρίψουµε µε πι-

θανότητα ανάλογη του f(Y)/g(Y). Συγκεκριµένα, αν ακολουθήσουµε τα παρακάτω βήµατα: 

Βήµα 1: Παράγουµε Y, U µε Υ ∼ g και U ∼ U[0,1] 

Βήµα 2: Εάν U ≤ f(Y) /cg(Y) θέτουµε X = Y, διαφορετικά γυρνάµε στο βήµα 1 

τότε η τυχαία µεταβλητή X που παράγεται έχει συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας την f. Η 

πιθανότητα σε κάθε επανάληψη να δεχτούµε την Y είναι  

( ) ( ) ( ) ( ) 1
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )
R R R

f Y f y f y f y
P U P U g y dy g y dy dy

cg Y cg y cg y c c
≤ = ≤ = = =∫ ∫ ∫  

(είναι f(y)/cg(y) ≤ 1, άρα P(U < f(y)/cg(y)) = f(y)/cg(y)). Άρα η τυχαία µεταβλητή που εκφρά-

ζει το πλήθος των επαναλήψεων µέχρι να δεχτούµε µια τιµή θα ακολουθεί τη γεωµετρική 

κατανοµή µε παράµετρο 1/c (µε µέσο c). Άρα όσο µικρότερο το c τόσο πιο αποτελεσµατική 

θα είναι η διαδικασία. Το c εξαρτάται άµεσα από την επιλογή της g. Σε περίπτωση όπου η f 

δεν είναι φραγµένη η εύρεση ενός c που να ικανοποιεί την (3.1) ίσως να µην είναι δυνατή.  

 

3.3.3  Παραγωγή δείγµατος από την κανονική κατανοµή 

Όταν θέλουµε να προσοµοιώσουµε ένα χρηµατοοικονοµικό µοντέλο η χρήση τυχαί-

ων αριθµών από την κανονική κατανοµή είναι αναγκαία. Η τυπική κανονική κατανοµή έχει 

συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας και αθροιστική συνάρτηση κατανοµής για x∈R 
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2

2
1

( )
2

x

x eφ
π

−
=  και 

2

2
1

( )
2

x u

x e du
π

−

−∞

Φ = ∫  αντίστοιχα 

Η Φ(x) προσεγγίζεται µε αριθµητικές µεθόδους στους υπολογισµούς, όπως θα δούµε στην 

επόµενη ενότητα. Μια τυχαία µεταβλητή Z που έχει την παραπάνω συνάρτηση κατανοµής 

έχει µέση τιµή 0 και διακύµανση 1 και συµβολίζουµε Z ∼ Ν(0,1). 

Γενικά µια τυχαία µεταβλητή X ∼ Ν(µ,σ
2
) έχει συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας 

και αθροιστική συνάρτηση κατανοµής για x∈R 

2

2

( )

2
,

1
( )

2

x

x e

µ
σ

µ σφ
πσ

−
−

=  και 
, ( ) ( )

x
xµ σ

µ
σ
−

Φ = Φ  αντίστοιχα 

Όταν Z ∼ Ν(0,1) τότε η X = µ+σZ ∼ Ν(µ,σ
2
). Άµεσα συνεπάγεται ότι αρκεί να προσοµοιώ-

σουµε τη Z και τότε εύκολα προκύπτει µια πραγµατοποίηση της X.  

Θα περιγράψουµε τη µέθοδο Box-Müller για την παραγωγή κανονικών τυχαίων µε-

ταβλητών. Έστω (X,Y) οι συντεταγµένες ενός σηµείου στο καρτεσιανό επίπεδο. Οι αντίστοι-

χες πολικές συντεταγµένες του (ακτίνα , γωνία) θα είναι 

2 2
R X Y= +  και Θ = arctanΥ/Χ 

Θεώρηµα 3.3.3.1 Έστω X, Y ανεξάρτητες τυχαίες µεταβλητές από την τυπική κανονική και  

2 2( , ) ( , arctan( / ))R X Y Y XΘ = +  

οι πολικές συντεταγµένες του σηµείου (X,Y) στο καρτεσιανό επίπεδο. Οι τυχαίες µεταβλητές 

R
2
,Θ είναι ανεξάρτητες και ακολουθούν την εκθετική κατανοµή µε παράµετρο 1/2 και την ο-

µοιόµορφη στο (0,2π) αντίστοιχα. 

Ο αλγόριθµος Box-Müller προκύπτει από το παραπάνω θεώρηµα ακολουθώντας α-

ντίθετη πορεία. Έστω R ∼ Exp(1/2) και Θ ∼ U[0,2π] και (R,Θ) είναι πολικές συντεταγµένες 

ενός σηµείου. Οι αντίστοιχες καρτεσιανές συντεταγµένες του, (RcosΘ, RsinΘ), θα είναι ανε-

ξάρτητες τυχαίες µεταβλητές από την τυπική κανονική. Μια τυχαία µεταβλητή από την εκ-

θετική κατανοµή προσοµοιώνεται εύκολα µε την µέθοδο της αντιστροφής. Έτσι αν U ∼ 

U[0,1], τότε η −2ln(U) ∼ Exp(1/2). Εποµένως δυο πραγµατοποιήσεις της τυπικής κανονικής 

που προκύπτουν από τις παραπάνω παρατηρήσεις θα είναι 

Χ = (−2ln(U1))
1/2 

cos(2πU2)         και    Y = (−2ln(U1))
1/2 

sin(2πU2)     (3.2) 
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µε U1, U2∼U(0,1). Η εφαρµογή της παραπάνω διαδικασίας παράγει σε κάθε επανάληψή της 

υποχρεωτικά δυο τυχαίους αριθµούς από την τυπική κανονική. Ένα αρνητικό στοιχείο είναι 

η χρήση ενός ηµιτόνου και ενός συνηµίτονου σε κάθε επανάληψη, που θεωρούνται υπολογι-

στικά «απαιτητικοί». Θα παρουσιάσουµε µια τροποποίηση της παραπάνω διαδικασίας που 

ονοµάζεται πολική µέθοδος η οποία παρακάµπτει τη χρήση των sin, cos. 

Παρατηρούµε ότι αν U ∼ U(0,1) τότε 2U ∼ U(0,2) και 2U − 1 ∼ U(−1,1). Άρα αν U1, 

U2∼U(0,1) οι V1 = 2U1 − 1 και V2 = 2U2 − 1 θα ορίζουν ένα σηµείο (V1,V2) στο τετράγωνο του 

καρτεσιανού επιπέδου που έχει κέντρο το (0,0) και οι πλευρές του είναι παράλληλες στους 

άξονες. Αν παράγουµε συνεχώς ζεύγη V1, V2 µέχρι να ορίσουν σηµείο εντός του εγγεγραµ-

µένου στο προηγούµενο τετράγωνο κύκλο, δηλαδή µέχρι να είναι 2 2

1 2 1V V+ ≤ , τότε το ζεύ-

γος (V1,V2) θα είναι οµοιόµορφα κατανεµηµένο στον κύκλο που ορίσαµε. Αν R΄, Θ΄ είναι οι 

πολικές συντεταγµένες του ζεύγους, τότε προκύπτει ότι οι R΄, Θ΄ είναι ανεξάρτητες, µε R΄
2 ∼ 

U[0,1], Θ΄ ∼ U[0,2π] και επειδή 

2 2

2 2

1 2

sin
V V

΄
R΄ V V

Θ = =
+

 και 1 1

2 2

1 2

cos
V V

΄
R΄ V V

Θ = =
+

 

από τις σχέσεις (3.2), και παράγοντας έναν επιπλέον τυχαίο αριθµό U, παίρνουµε δυο πραγ-

µατοποιήσεις της τυπικής κανονικής 

X = (−2ln(U))
1/2

V1 / R΄    και    Y = (−2ln(U))
1/2

V2 / R΄       

Μάλιστα επειδή η 2 2 2

1 2΄  1R V V= + ≤  είναι ανεξάρτητη της Θ΄, αντί να παράγουµε την U 

µπορούµε να χρησιµοποιήσουµε τη R΄
2 ∼ U[0,1]. Άρα οι παραπάνω εξισώσεις γίνονται 

X = (−2ln(R΄
2
))

1/2
V1 / R΄    και    Y = (−2ln(R΄

2
))

1/2
V2 / R΄. 

Η διαδικασία που περιγράψαµε για την παραγωγή δυο αριθµών από την τυπική κανονική 

κατανοµή συνοπτικά περιγράφεται και από τον παρακάτω αλγόριθµο 

Βήµα 1: Παράγουµε U1, U2 ∼ U[0,1] 

Βήµα 2: V1 = 2U1 − 1, V2 = 2U2 − 1 και 
2 2 2

1 2R΄ = V +V  

Βήµα 3: Εάν R΄
2 

> 1, πήγαινε στο Βήµα 1. 

Βήµα 4: X = (−2ln(R΄
2
))

1/2
V1/R΄ και Y = (−2ln(R΄

2
))

1/2
V2 / R΄ 
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Ο παραπάνω αλγόριθµος υλοποιείται στο παράρτηµα χρησιµοποιώντας την γλώσσα Java. 

Παρατηρούµε ότι η πολική µέθοδος είναι απαλλαγµένη από υπολογισµούς συνηµίτονου και 

ηµιτόνου. Παρ’ όλ’ αυτά υπαρχει κάποιο µικρό υπολογιστικό κόστος, γιατί χρειάζεται κατά 

µέσο όρο 4/π ≈ 1.273 επαναλήψεις παραγωγής τυχαίων αριθµών (P( 2 2

1 2 1V V+ ≤ ) = π/4). 

 

3.4  Αριθµητικές µέθοδοι για την κανονική κατανοµή και την αντίστροφή 

της 

Είδαµε στο προηγούµενο κεφάλαιο ότι µας είναι απαραίτητος ο υπολογισµός της α-

θροιστικής συνάρτησης της κανονικής κατανοµής κατά την αποτίµηση των δικαιωµάτων 

προαίρεσης. Ο υπολογισµός της αντίστροφής της, µας είναι χρήσιµος κατά την αποτίµηση 

δικαιωµάτων χρησιµοποιώντας προσοµοίωση, όπως θα δούµε παρακάτω. Επίσης µπορεί να 

χρησιµοποιηθεί και στη µέθοδο της αντιστροφής για την παραγωγή κανονικών τυχαίων µε-

ταβλητών. Θα αναφερθούµε στην τυπική κατανοµή (γενικεύεται εύκολα και για την περί-

πτωση της N(µ,σ
2
) από τη σχέση µεταξύ τους που είδαµε στην προηγουµένη ενότητα). Για 

τον υπολογισµό της Φ(x) γενικά έχουν προταθεί αρκετές µέθοδοι. Έτσι µπορούµε να χρησι-

µοποιήσουµε τη σχέση της µε την Erf(x) 

( / 2 1)
( )

2

Erf x
x

+
Φ = ,   µε 

2

0

2
( )

x
t

Erf x e dt
π

−= ∫  

Η Erf(x) βέβαια πρέπει πάλι να προσεγγιστεί µε αριθµητικές µεθόδους (ανάλυση σε σειρά 

Taylor ή µε άλλες αριθµητικές µεθόδους). Ο Hastings (1955) για x ≥ 0 βασίζεται στον τυπο 

2 3 4 5

1 2 3 4 5( ) 1 ( )( )x x b t b t b t b t b tφΦ = − + + + +   µε 
1

1
t

px
=
+

                 (3.3) 

για συγκεκριµένες σταθερές bi,p. Για x < 0 χρησιµοποιείται η ταυτότητα ( ) 1 ( )x xΦ − = −Φ . 

Παρακάτω παρουσιάζεται ο αλγόριθµος της µεθόδου αυτής καθώς και οι σταθερές που ανα-

φέρονται στην (3.3). 

Θέτουµε b1 = 0.319381530, b2 = −0.356563782, b3 = 1.781477937, b4 = −1.821255978, 

b5 = 1.330274429, p = 0.2316419, c = 0.5ln(2π)  

Βήµα 1: Θέτουµε a = |x|,  t = 1/(1 + ap),  s = ((((b5t + b4) t + b3) t + b2) t + b1) t 
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Βήµα 2: sey
cx. −−=

250
 

Βήµα 3: Εάν x > 0 τότε y = 1 − y 

Η µέγιστη απόλυτη απόκλιση του παραπάνω αλγορίθµου από την πραγµατική τιµή 

είναι 7.5×10
−8

. 

Για την προσέγγιση της αντίστροφης της τυπικής κανονικής Φ
−1

(x) µπορούµε να 

χρησιµοποιήσουµε όπως αναφέραµε και πριν, την αντίστροφη της Erf(x). Ένας άλλος σχετι-

κά απλός αλγόριθµος που προτείνεται από τον Acklam (http://home.online.no/~pjacklam/ 

notes/invnorm/) υπολογίζει την συνάρτηση αυτή µε απόλυτη απόκλιση από την πραγµατική 

τιµή 1.15·10
−9

. Χωρίς να επεκταθούµε στην παρουσίασή του, αναφέρουµε ότι στην µεθοδο-

λογία που χρησιµοποιεί χωρίζει το [0,1] σε τρία διαστήµατα και υπολογίζει ξεχωριστά την 

συνάρτηση για κάθε διάστηµα. Υπάρχει υλοποίηση των παραπάνω αλγορίθµων χρησιµοποι-

ώντας Java στο παράρτηµα. 

 

3.5  Προσοµοίωση της κίνησης Brown   

3.5.1 Προσοµοίωση της κίνησης Brown  ως άθροισµα προσαυξήσεων (incremental) 

Έστω ότι θέλουµε να προσοµοιώσουµε µια τυπική κίνηση Brown (ή διαδικασία Wie-

ner) {W(t), t ≥ 0}. Είδαµε ότι W(t) ∼ N(0,t) και W(0) = 0, άρα αν Z ∼ N(0,1), τότε τη χρονική 

στιγµή T θα λέγαµε πως µια πραγµατοποίηση της W(T) είναι η Z T . Έστω τώρα ότι θέλου-

µε να προσοµοιώσουµε την τυπική κίνηση Brown τις χρονικές στιγµές 0 = t0 < t1 < … < tn. 

Μπορούµε να παράγουµε Z1,…,Zn ανεξάρτητες τυχαίες µεταβλητές από την N(0,1). Βασιζό-

µενοι στο γεγονός ότι η κίνηση Brown έχει ανεξάρτητες προσαυξήσεις µπορούµε να έχουµε 

πραγµατοποιήσεις της W(t) τις ζητούµενες χρονικές στιγµές ως εξής: 

1 1 1
( ) ( )

i i i i i
W t W t t t Z+ + += + −  για i = 0, 1, …, n − 1. 

Στις δυο παραπάνω περιπτώσεις µε την µεθοδολογία που περιγράψαµε καταφέραµε 

να πάρουµε πραγµατοποιήσεις της W(T) και του τυχαίου διανύσµατος (W(t1),…W(tn)) που θα 

ακολουθούν ακριβώς την κατανοµή που θα έπρεπε να έχουν δεδοµένου ότι είναι σηµεία µιας 

κίνησης Brown. Παρ’ όλ’ αυτά δεν είναι δυνατόν να προσοµοιωθεί η W(t) ως συνεχής συ-

νάρτηση του χρόνου. Μπορούµε να θεωρήσουµε τα δti = ti+1 − ti πολύ µικρά, αλλά πάλι δεν 
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θα έχουµε τη δυνατότητα να αναπαραστήσουµε την κίνηση στο χρόνο που µεσολαβεί µεταξύ 

ti µέχρι ti+1. Αυτή την απροσδιοριστία κατά την προσοµοίωση µιας κίνησης Brown την ονο-

µάζουµε σφάλµα διακριτοποίησης (discretization error).  

Η προσοµοίωση µιας κίνησης Brown µε συντελεστή διάχυσης σ
2
 και τάση µ προκύ-

πτει άµεσα από τα παραπάνω σε συνδυασµό µε τη σχέση B(t) = µt + σW(t) (βλέπε Κεφ.2) 

 

 3.5.2 Προσοµοίωση µε κατασκευή γέφυρας Brown (Brownian Bridge) 

Η προηγούµενη µέθοδος µας έδινε τη δυνατότητα να προσοµοιώσουµε µια κίνηση 

Brown ξεκινώντας από τη χρονική στιγµή t0 και προσθέτοντας ανεξάρτητες προσαυξήσεις 

W(ti+1−ti)  καταλήγαµε σε προσοµοίωση της τελικής τιµής στο χρόνο tn. 

Η µέθοδος της κατασκευής γέφυρας Brown ακολουθεί αντίθετη πορεία. Αρχικά έ-

χουµε µια πραγµατοποίηση της τελικής τιµής 1( )  n nW t t Z= . Στο επόµενο βήµα προσο-

µοιώνουµε την τιµή της κίνησης Brown τη χρονική στιγµή ti µε t0 < ti < tn, δεδοµένης της τι-

µής της W(tn) και της W(t0). Η διαδικασία επαναλαµβάνεται κινουµένη προς τα δεξιά του 

άξονα του χρόνου, δηλαδή προσοµοιώνοντας την W(ti+1) ή προς τα αριστερά προσοµοιώνο-

ντας την W(ti−1) µέχρι να εξαντληθούν οι τιµές της κίνησης Brown που µας ενδιαφέρουν. 

Έστω λοιπόν ότι γνωρίζουµε τις τιµές των µεταβλητών W(s), W(T) τις χρονικές στιγµές s, T 

αντίστοιχα και θέλουµε να παράγουµε την τιµή της W(t) µε s < t < T. Αποδεικνύεται (βλέπε 

Jaeckel (2002)) ότι δεδοµένου των W(s) = ws, W(T) = wT, η τυχαία µεταβλητή W(t) ακολου-

θεί την κανονική κατανοµή µε µέση τιµή  και διακύµανση  

Ts w
sT

st
w

sT

tT
tWE

−
−

+
−
−

=)]([ ,      
sT

sttT
tWVar

−
−−

=
))((

)]([  

Από τα παραπάνω συµπεραίνουµε ότι το πρόβληµα όπως το θέσαµε ανάγεται στην απλή πε-

ρίπτωση παραγωγής µιας τυχαίας µεταβλητής  

W(t) ∼ Ν 







−
−−

−
−

+
−
−

sT

sttT
w

sT

st
w

sT

tT
Ts

))((
, . 

Άρα µια πραγµατοποίηση της θα είναι 

Z
sT

tTst
w

sT

st
w

sT

tT
tW Ts −

−−
+

−
−

+
−
−

=
))((

)( , όπου Z ∼ N(0,1). 
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Με τη µεθοδολογία αυτή µπορούµε να παράγουµε οποιαδήποτε µεταβλητή του τυ-

χαίου διανύσµατος (W(t1), …, W(tn)) σε κάθε επανάληψη του αλγορίθµου. Επειδή όµως ένας 

αλγόριθµος απαιτεί ντετερµινιστική περιγραφή του τρόπου παραγωγής, προτείνεται να πα-

ράγουµε ως πρώτη ενδιάµεση τιµή την t[n/2], κατόπιν την t[[n/2]/2], t[n−[n/2]/2], κ.ο.κ. Ένα τέτοιο 

παράδειγµα φαίνεται στο σχήµα 1 για n = 14. Βέβαια η σειρά της προσοµοίωσης εξαρτάται 

και από το εκάστοτε πρόβληµα που µας ενδιαφέρει. 

Σχήµα 3.1  Κατασκευή γεφύρας Brown για n=14 (βλ Jaeckel (2002)). 

  

Η προηγούµενη µεθοδολογία, όπου η προσοµοίωση προκύπτει ως άθροισµα προσαυ-

ξήσεων είναι σαφώς πιο γρήγορη από υπολογιστική άποψη (απαιτεί πολύ λιγότερες πράξεις). 

Βέβαια αυτό ισχύει στην περίπτωση όπου πράγµατι µας ενδιαφέρουν όλες οι τιµές του τυ-

χαίου διανύσµατος και πρέπει να το προσοµοιώσουµε. Στην περίπτωση για παράδειγµα ενός 

Barrier δικαιώµατος αγοράς Ευρωπαϊκού τύπου µια τελική τιµή ST < K, όπου K η τιµή εξά-

σκησης, θα µας απέτρεπε από περαιτέρω προσοµοίωση αφού η αξία στη λήξη του σε κάθε 

περίπτωση θα είναι µηδέν. Η µεθοδολογία που µόλις περιγράψαµε έχει τη δυνατότητα αυτής 

της µεταπήδησης σε τιµές που µας ενδιαφέρουν περισσότερο. Ο Jaeckel (2002) συγκρίνο-

ντας τις δυο µεθόδους σε ένα παράδειγµα προσοµοίωσης κίνησης Brown µε t = 3, n = 12 πα-

ρατηρεί ότι η µεθοδολογία µε κατασκευή γεφύρας Brown επιτυγχάνει σε αρκετές περιπτώ-

σεις πολύ ικανοποιητικότερα αποτελέσµατα. Επίσης η κατασκευή της γεφύρας Brown, θα 

δούµε και παρακάτω, είναι αναγκαία µεθοδολογία σε κάποιες τεχνικές προσοµοίωσης. 
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3.6 Προσοµοίωση της τιµής µιας µετοχής 

 Θεωρήσαµε στο Κεφαλαίο 2 ένα µοντέλο όπου η εξέλιξη της τιµής µιας µετοχής 

{S(t), t ≥ 0} περιγράφεται ως µια γεωµετρική κίνηση Brown, δηλαδή 

S(t) = e
Z(t)

        (3.4) 

µε Z(t) µια κίνηση Brown µε τάση r − σ
2
/2, συντελεστή διάχυσης σ

2
 και Z(0) = lnS(0), όπου r 

η αναµενόµενη απόδοση της µετοχής, σ
2
 η πτητικότητά της και S(0) η αρχική τιµή της. Εί-

δαµε πως είναι αδύνατον να έχουµε πραγµατοποίηση µιας κίνησης Brown ως µια συνεχή συ-

νάρτηση του χρόνου t. Mπορούµε µόνο να προσοµοιώσουµε τις τιµές της σε συγκεκριµένα 

χρονικά σηµεία. Το ίδιο συµβαίνει και µε την τιµή µιας µετοχής. Μπορούµε να προσοµοιώ-

σουµε την τιµή της σε ορισµένα χρονικά σηµεία t0 = 0 < t1 < … < tn. Προσοµοιώνοντας το 

τυχαίο διάνυσµα (Ζ(t1),…Ζ(tn)) µε οποιαδήποτε από τις µεθοδολογίες που προτείναµε και 

από τη σχέση (3.4) θα είναι ),...,(
)()( 1 ntZtZ

ee = (S(t1), …, S(tn)). Χρησιµοποιώντας τη µέθοδο 

των προσαυξήσεων και µε Z0,…,Zn−1 ανεξάρτητες τυχαίες µεταβλητές από την τυπική κανο-

νική,  

iiiii Zttttr

ii etStS
-)-)(

2
(

1

11

2

)()(
++ +−

+ =
σ

σ

 για i = 0, …, n − 1. 

Κατά την προσοµοίωση µιας µετοχής µπορούµε να προσεγγίσουµε τη συνεχή κατα-

γραφή της τιµής της όταν αυτό απαιτείται (π.χ. θέλουµε να αποτιµήσουµε µε προσοµοίωση 

ένα εξωτικό δικαίωµα, όπου η συνάρτηση κέρδους απαιτεί συνεχή καταγραφή του υποκείµε-

νου  τίτλου) διαιρώντας τον χρόνο σε παρά πολύ µικρά διαστήµατα. Επίσης και σε µοντέλα 

πού δεν θεωρούµε την πτητικότητα της µετοχής σταθερή, αλλά µια στοχαστική διαδικασία 

(stochastic volatility), υποθέτουµε ότι για δti = ti+1−ti πολύ µικρά παραµένει σταθερή η παρά-

µετρος σ(t). Έτσι έχοντας µια πραγµατοποίηση της τιµής της σ(ti) υποθέτουµε ότι παραµένει 

σταθερή στο αµέσως επόµενο διάστηµα για το οποίο παράγουµε µια πραγµατοποίηση της 

τιµής της µετοχής S(ti+1) κ.ο.κ.  

Στο εξής θα θεωρούµε τις παραµέτρους σταθερές και µάλιστα η τάση της µετοχής µ 

θα θεωρήσουµε ότι ισούται µε r − σ
2
/2, όπου r το χωρίς ρίσκο επιτόκιο (που το θεωρούµε 

σταθερό) και σ η πτητικότητα του υποκείµενου τίτλου, επίσης σταθερή. ∆ηλαδή δεν θα χρη-

σιµοποιήσουµε ως τάση την αναµενοµένη απόδοση της µετοχής, όπως αυτή προκύπτει από 

στατιστικές εκτιµήτριες µε χρήση ιστορικών δεδοµένων, αλλά υποθέτουµε ότι το χωρίς ρί-
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σκο επιτόκιο r είναι η αναµενοµένη απόδοση της µετοχής, κάτι που είναι άµεση συνεπεία 

της υπόθεσης της µη κερδοσκοπίας, µέσω της οποίας ορίζεται το χωρίς ρίσκο επιτόκιο για το 

οποίο ισχύει E(ST) = e
rT

S0.  
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 4 

 

 

Μέθοδοι προσοµοίωσης για την αποτίµηση εξωτι-

κών δικαιωµάτων προαίρεσης 

 

4.1  Εισαγωγή 

Σε αυτό το κεφάλαιο παρουσιάζονται µέθοδοι για την εκτίµηση της τιµής εξωτικών 

δικαιωµάτων προαίρεσης µέσω Monte Carlo προσοµοίωσης. Για καλύτερα αποτελέσµατα θα 

χρησιµοποιήσουµε µεθόδους ελάττωσης διακύµανσης των εκτιµήσεων. Η ελάττωση της δια-

κύµανσης µιας εκτίµησης θεωρείται µείζονος σηµασίας παρ’ ότι το πραγµατικό όφελος που 

αποκοµίζουµε συχνά παραβλέπεται. Εξηγούµε σύντοµα γιατί µας ενδιαφέρει και πώς επηρεά-

ζεται η υπολογιστική αποτελεσµατικότητα (computational efficiency). 

Σε ένα τυπικό µοντέλο προσοµοίωσης, επιθυµούµε να εκτιµήσουµε µία ποσότητα η 

οποία συνδέεται µε ένα στοχαστικό µοντέλο – για παράδειγµα, την τιµή ενός δικαιώµατος. 

Έστω ότι µέσω Monte Carlo παράγουµε τυχαίους αριθµούς θi, i =1,2,..,N, που ακολουθούν 

την ίδια κατανοµή, είναι ανεξάρτητοι, η αναµενόµενη τιµή τους είναι θ και η διακύµανση σ
2
. 

Τότε µια απλή εκτιµήτρια του θ είναι ο δειγµατικός µέσος 

1

1 n

i

iN
θ

=
∑ . 

Σύµφωνα µε το Κεντρικό Οριακό Θεώρηµα, για µεγάλο N, ο δειγµατικός µέσος προ-

σεγγιστικά ακολουθεί την κανονική κατανοµή µε µέσο θ και διακύµανση σ
2
/N . Με αυτή τη 

προσέγγιση τα άκρα του διαστήµατος εµπιστοσύνης της παραµέτρου προκύπτουν εύκολα και 

γίνεται φανερό ότι το σφάλµα της εκτίµησης θα είναι ανάλογο του / Nσ  . Έτσι αν κάνουµε 

τη διακύµανση 10 φορές µικρότερη κρατώντας όλα τα αλλά σταθερά θα έχει την ίδια επίδρα-

ση στη µείωση του σφάλµατος, όπως αν αυξάναµε το αριθµό του δείγµατος, άρα και των ε-

παναλήψεων, κατά 100 φορές.  
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Έστω τώρα ότι µπορούµε να παράγουµε δυο διαφορετικές ακολουθίες (1){ , 1, 2,..}
i

iθ =  

και (2){ , 1,2,..}i iθ =  µε E( (1)

iθ ) = Ε( (2)

iθ ) = θ, αλλά σ1 < σ2 όπου .2,1),ˆ( )(2 == jVar
j

j θσ  Από 

όσα αναφέραµε παραπάνω προκύπτει ότι ο δειγµατικός µέσος που υπολογίζεται µε βάση N 

όρους από τη θ
(1)

 θα µας δώσει µια εκτίµηση του θ µεγαλύτερης ακρίβειας από ό,τι µια εκτί-

µηση µε βάση Ν όρους από τη θ
(2)

. Σύµφωνα µε τα παραπάνω έχουµε ένα ξεκάθαρο κριτήριο 

για να επιλέξουµε τον επαναλαµβανόµενο αλγόριθµο που θα µας δώσει την ακολουθία που 

θέλουµε. Στην πραγµατικότητα όµως εµπλέκεται και ένας επιπλέον παράγοντας, που είναι η 

πολυπλοκότητα του αλγορίθµου. Οι N επαναλήψεις της θ
(1)

 µπορεί να είναι περισσότερο χρο-

νοβόρα διαδικασία από N επαναλήψεις της θ
(2)

, έτσι η µικρότερη διακύµανση δεν αποτελεί το 

µοναδικό κριτήριο επιλογής εκτιµήτριας. 

Για να συγκρίνουµε εκτιµήτριες που έχουν αλγορίθµους µε διαφορετική πολυπλοκό-

τητα µπορούµε να ακολουθήσουµε µια διαφορετική διαδικασία. Έστω ότι για να παράγουµε 

έναν αριθµό από την ακολουθία θ
(j)

 απαιτείται χρόνος που δηλώνεται από µια σταθερά tj , 

j=1,2,… (σε κάποια προβλήµατα ο χρόνος ανά επανάληψη είναι τυχαία µεταβλητή, σε αυτή 

την περίπτωση σύµφωνα µε τους Glynn and Whitt (1992) µπορούµε να χρησιµοποιήσουµε 

τον αναµενόµενο χρόνο ανά επανάληψη). Για υπολογιστικό χρόνο σταθερό ίσο µε t, µπορού-

µε να παράγουµε [t/tj] ορούς από την θ
(j)

. Για ευκολία δεν χρησιµοποιούµε την ακεραία τιµή 

του t/tj, αλλά θεωρούµε ότι είναι ακέραιος. Τότε προκύπτει ότι οι δυο εκτιµήτριες του θ θα 

είναι: 

1 /

1

1

t t

i

i

t

t
θ

=
∑     και     

2 /

2

1

t t

i

i

t

t
θ

=
∑  

Για µεγάλο t (σε σχέση µε τα tj) ακολουθούν προσεγγιστικά την κανονική κατανοµή µε µέσο 

θ και διακύµανση 2

1 1 /t tσ  και 2

2 2 /t tσ  αντίστοιχα. Συνεπώς , για µεγάλο πάντα t, η πρώτη ε-

κτιµήτρια είναι καλύτερη αν  

2 2

1 1 2 2t tσ σ<  .  

 

 Στη συνέχεια υποθέτουµε ότι ισχύει το κλασικό µοντέλο Black and Scholes. 

Σύµφωνα µε αυτό, διατίθενται στην αγορά τρείς τίτλοι:  

(Α) Ένα οµόλογο (riskless asset) επί µιας χρηµατικής µονάδας (στο χρόνο 0) µε σταθε-

ρό επιτόκιο r (µε συνεχή ανατοκισµό) 
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(Β) Μια µετοχή (risky asset) η οποία στο χρόνο t έχει αξία St. Η στοχαστική ανέλιξη St, 

t∈[0,T] είναι µία γεωµετρική κίνηση Brown µε παραµέτρους µ (drift) και σ (volatility). 

(Γ) Ένα απλό παράγωγο (derivative) χρηµατοοικονοµικό προϊόν Ευρωπαικού τύπου επί 

της παραπάνω µετοχής µε χρόνο λήξης Τ. Η αξία του στο χρόνο T, έστω C(T), µπορεί να ε-

ξαρτάται από την διαδροµή της τιµής του υποκείµενου αγαθού {S(t), t∈[0,T]}. 

 Αποδεικνύεται ότι η no-arbitrage τιµή του παραγώγου στο χρόνο 0 είναι ίση µε (risk 

neutral pricing formula) 

))(( TCEeC P

rT−= ,    t∈[0,T], 

όπου, υπό το µέτρο πιθανότητας P, η ανέλιξη της τιµής της µετοχής St, t∈[0,T] είναι µία γεωµε-

τρική κίνηση Brown µε παραµέτρους r − σ
2
/2 και σ

2
 (GBM(r − σ

2
/2, σ

2
)). 

 

4.2  Απλή (raw - πρωτογενής) Monte Carlo προσοµοίωση 

Στο προηγούµενο κεφάλαιο είδαµε πώς µπορούµε να προσοµοιώσουµε την τιµή µιας 

µετοχής. Έστω 
1

( ) ( )( ,..., )i i

t TS S , i = 1,2,…,N, πραγµατοποιήσεις της διαδροµής (path) της τιµής 

µιας µετοχής µε t0 = 0 < t1 < … < tn = T, όπου t0 η έναρξη ισχύoς του δικαιώµατος που θέλου-

µε να αποτιµήσουµε. Ανάλογα µε το είδος του δικαιώµατος προκύπτει και η αντίστοιχη συ-

νάρτηση κέρδους Ci(T) = ),...,( )()(

1

i

T

i

t SSκ  που θα είναι µια πραγµατοποίηση της τιµής του δι-

καιώµατος στη λήξη του. Η Monte Carlo εκτίµηση της τιµής του δικαιώµατος στο χρόνο 0 

σύµφωνα µε το risk neutral pricing formula θα είναι,  

N

SS

e
N

TCe

C

N

i

i

T

i

t
rT

N

i

i

rT ∑∑
=−=

−

∧

== 1

)()(

1

),...,()(
1

κ
, 

όπου έχουµε θεωρήσει ότι η ανέλιξη της τιµής της µετοχής St, t∈[0,T] ~ GBM(r − σ
2
/2, σ

2
)). 

Το 100(1−α)% διάστηµα εµπιστοσύνης για την εκτίµηση θα είναι  

/ 2
ˆ C

aC z
N

σ
±         (4.1) 

όπου 2

Cσ  η διακύµανση της τυχαίας µεταβλητής Ci(0) = )(TCe i

rT−  και για το zα/2 ισχύει 

Φ(zα/2) = 1 − α/2. Η διακύµανση 2

Cσ  όµως δεν είναι συνήθως γνωστή και εκτιµάται από το 

παραγόµενο δείγµα  
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2 2

2 1

1

ˆ(0)
1 ˆˆ ( (0) )

1 1

N

iN
i

C i

i

C NC

C C
N N

σ =

=

−
= − =

− −

∑
∑  

Η προσοµοίωση της διαδροµής της τιµής της µετοχής µπορεί να γίνει είτε µε την µέ-

θοδο των προσαυξήσεων είτε µε τη µέθοδο της κατασκευής της γεφύρας Brown. Με τη µέ-

θοδο των προσαυξήσεων χρησιµοποιούµε αναδροµικά τη σχέση 

2

( - )
2

ir t tZ

t t tS S e
σ

δ σ δ

δ

+

+ = , όπου Zi  ~  N(0,1) 

Εάν το παράγωγο είναι συνάρτηση της διαδροµής της τιµής της µετοχής, όπως αυτή 

καταγράφεται κάποια προκαθορισµένη στιγµή της ηµέρας, παίρνουµε δt = 1/252, δηλαδή θε-

ωρούµε 252 τις ηµέρες του χρόνου όπου γίνονται χρηµατιστηριακές συναλλαγές. Εάν το δι-

καίωµα απαιτεί συνεχή δειγµατοληψία τότε θεωρούµε το δt όσο το δυνατόν πιο µικρό για να 

ελαχιστοποιήσουµε το σφάλµα διακριτοποίησης. Παρακάτω παρουσιάζουµε έναν αλγόριθµο 

για τον υπολογισµό ενός lookback Ευρωπαϊκού δικαιώµατος αγοράς µε καθηµερινή κατα-

γραφή της τιµής του υποκείµενου  τίτλου. Η διάρκεια του είναι 3 µήνες (T = 0.25 = 63/252) 

Βήµα 1. Θέτουµε Ν = 1000, Sum = 0, Sum2 = 0, PA = e
−r*t*dtday

,  

                              md = (r − σ
2
/2)*dtday, vol_dt = σ* dtday , 

όπου dtday =1/252 και t = 63 (ο χρόνος µέχρι τη λήξη σε εργάσιµες ηµέρες) 

Βήµα 2. Θέτουµε S = S0, Smin = S0 για i = 1, 2,…, t: 

S = Se
md+vol_dtZi 

,
 
εάν S < Smin τότε Smin = S, όπου Zi ~ N(0,1), ανεξ. τ.µ.           

Βήµα 3. profit = S − Smin αν S − Smin > 0, αλλιώς profit = 0 

Sum = Sum + profit και Sum2 = Sum2 + profit
2
 

Βήµα 4. Επαναλαµβάνουµε Ν φορές τα βήµατα 3,4. 

Βήµα 5. mtimh = Sum/N 

 1)))/(N(NNmtimh(Sum2=std 2 −−  

Τυπώνουµε την εκτίµηση : PA*mtimh 

και το 100(1−α)% διάστηµα εµπιστοσύνης: std*PAzPAmtimh ± a/2  

 

Ο αριθµός N των επαναλήψεων είναι αντίστροφα ανάλογος µε την διακύµανση της 

εκτίµησης που όπως παρατηρούµε από τη σχέση (4.1) επηρεάζει το εύρος του διαστήµατος 
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εµπιστοσύνης, δηλαδή την ακρίβεια της εκτίµησης. Όσο αυξάνουµε τον αριθµό των επανα-

λήψεων αυξάνεται και ο υπολογιστικός χρόνος. Παρακάτω παρουσιάζουµε µεθοδολογίες ό-

που πετυχαίνουµε µείωση της διακύµανσης της εκτίµησης /C Nσ  διατηρώντας σταθερό 

τον αριθµό των επαναλήψεων. 

 

4.3  Αντιθετικές τυχαίες µεταβλητές (antithetic variates) 

Η µέθοδος των αντιθετικών µεταβλητών αποσκοπεί στη µείωση της διακύµανσης πα-

ράγοντας σε κάθε επανάληψη ένα ζεύγος πραγµατοποιήσεων µε αρνητική συσχέτιση µεταξύ 

τους. Έστω θi,  i = 1, 2, …, N, ανεξάρτητες πραγµατοποιήσεις της µεταβλητής της οποίας θέ-

λουµε να εκτιµήσουµε την αναµενόµενη τιµή. Η διασπορά της απλής εκτιµήτριας θα είναι 

2( ) /V Nθ σ= . Αν όµως παράγουµε τους τυχαίους αριθµούς θ1, θ2, ..., θN µε τέτοιο τρόπο 

ώστε να µην είναι όλοι ανεξάρτητοι, τότε 

2

2 2 2
1 1

1 1 2
 ( ) ( ) ( ( ) 2 ( , )) ( , )

n n

i i i j i j

i i i j i j

V V V Cov Cov
N N N N

σ
θ θ θ θ θ θ θ

= = < <

= = + = +∑ ∑ ∑ ∑  

Άρα, αν οι θ1,θ2,...,θN είναι αρνητικά συσχετισµένοι, δηλαδή Cov(θi,θj) < 0 τότε <)(θV  

N/2σ  και µε το ίδιο µέγεθος δείγµατος N θα λαµβάνουµε καλύτερες εκτιµήσεις. Μία αρκετά 

απλή και αποτελεσµατική µέθοδος παραγωγής αρνητικά συσχετισµένων πραγµατοποιήσεων 

µιας τυχαίας µεταβλητής είναι η µέθοδος των αντιθετικών µεταβλητών. 

Έστω ότι κάθε ένας από τους τυχαίους αριθµούς θ1, θ2, ..., θN παράγεται µε βάση τα m-

διάστατα τυχαία διανύσµατα ),..,,(= )()(

2

)(

1

i

m

ii

i UUUU , i = 1, 2, ..., N από την U
m
[0,1], δηλαδή 

θ1 = h(U1), θ2 = h(U2), ..., θN = h(UN). 

Αν τώρα η συνάρτηση h είναι µονότονη, δηλαδή αύξουσα ή φθίνουσα
1
, η εφαρµογή ενός 

πολύ γνωστού θεωρήµατος από τη θεωρία των συναφών (associated) τυχαίων µεταβλητών 

µας αποκαλύπτει µια σχετικά απλή µέθοδο για την παραγωγή ζευγών τυχαίων αριθµών 

),( 11 θθ ′ , …, ),( NN θθ ′  µε αρνητική συσχέτιση. 

 

                                                
1
 Στο εξής, όπου αναφέρεται ότι µία συνάρτηση h: R

m
→R είναι αύξουσα (αντίστοιχα, φθίνουσα) θα εννοεί-

ται ότι αυτή είναι µη-φθίνουσα κατά συντεταγµένη, (αντίστοιχα, µη-αύξουσα κατά συντεταγµένη) 
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Θεώρηµα 4.2.1  Αν Χ1, Χ2, …, Χm είναι ανεξάρτητες τυχαίες µεταβλητές τότε για κάθε ζεύγος 

αυξουσών συναρτήσεων f, g: R
m
→R , θα ισχύει ότι:  

Cov( f (Χ1,Χ2,..,Χm), g(Χ1,Χ2,..,Χm)) ≥ 0 

(αρκεί να ορίζεται η συνδιακύµανση). 

Έστω h αύξουσα. Τότε και η −h(1−U) επίσης αύξουσα και συνεπώς 

Cov(h(Ui), −h(1−Ui))) ≥ 0  ⇔  Cov(h(Ui), h(1−Ui)) ≤ 0 

Όµοια αποδεικνύεται η παραπάνω ανισότητα όταν η h είναι φθίνουσα (θεωρούµε τις συναρ-

τήσεις −h(U) και h(1−U)). 

Άρα, για κάθε παραγόµενο ( ) ( ) ( )

1 2( , ,.., )i i i

i mh U U Uθ = , το 

( ) ( ) ( )

1 2(1 ,1 ,..,1 )i i i

i m΄ h U U Uθ = − − −  θα έχει την ίδια κατανοµή µε το θi (µε µέση τιµή θ), αφού 

Ui, 1 − Ui  έχουν επίσης ίδια κατανοµή, και εφ’ όσον η h είναι µονότονη, το παραγόµενο ζεύ-

γος θα έχει αρνητική συσχέτιση αφού σύµφωνα µε τα παραπάνω Cov(θi,θi΄) = Cov(h(Ui), h(1 

− Ui)) ≤ 0. 

Στην περίπτωση τώρα που θέλουµε να παράγουµε θ1 = h(Z1), θ2 = h(Z2), ..., θN = h(ZN) 

µε Zi ~ N(0, I), i = 1,2,…,N, στηριζόµενοι πάλι στο παραπάνω θεώρηµα και παρατηρώντας 

ότι Ζ, −Z έχουν την ίδια κατανοµή, το ζεύγος θi = h(Ζi) και θi΄ = h(−Ζi) θα έχει επίσης την 

ίδια κατανοµή και αρνητική συσχέτιση. 

Για τις περιπτώσεις όπου U, 1−U ~ U[0,1] και Z, −Z ~ N(0,1) παρατηρούµε ότι (U + 

(1 − U))/2 = 1/2 και (Z + (−Z))/2 = 0, δηλαδή για κάθε πραγµατοποίηση τους θα αποδίδουν 

ακριβώς τη µέση τιµή της κατανοµής τους. Άρα αν θέλουµε να εκτιµήσουµε την αναµενόµε-

νη τιµή µιας τυχαίας µεταβλητής Χ = h(U1,U2,..,Um) ή Χ = h(Ζ1,Z2,..,Zm), µε h γραµµική συ-

νάρτηση, τότε η εκτίµηση µε χρήση αντιθετικών µεταβλητών θα µας αποδώσει ακριβώς την 

τιµή θ, δηλαδή θα έχουµε µηδενική διακύµανση. Βέβαια όταν η h είναι γραµµική, η χρήση 

προσοµοίωσης δεν είναι απαραίτητη, αλλά η παρατήρηση είναι σηµαντική γιατί υποδεικνύει 

ότι όσο περισσότερο τείνει η h σε µία γραµµική συνάρτηση τόσο περισσότερο αποτελεσµατι-

κή είναι αυτή η µέθοδος. 

Έστω ότι θέλουµε να υπολογίσουµε µε προσοµοίωση την τιµή ενός εξωτικού δικαιώ-

µατος ή γενικά οποιουδήποτε δικαιώµατος που εξαρτάται από την διαδροµή του υποκείµενου  

τίτλου (path depended). Όπως είδαµε, για να προσοµοιώσουµε µια διαδροµή (path) της τιµής 

του υποκείµενου τίτλου µπορούµε να χρησιµοποιήσουµε τον αναδροµικό τύπο: 

2

( )
2

1  
ir t tZ

i iS S e

σ
δ σ δ− +

+ = , i=0,1,…,m−1 
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µε S0 την αρχική τιµή της µετοχής, r το χωρίς κίνδυνο επιτόκιο, σ την τυπική απόκλιση της 

τιµής του υποκείµενου τίτλου (volatility parameter), Τ το χρόνο µέχρι τη λήξη του δικαιώµα-

τος, δt = Τ/m όπου m φορές θα καταγράψουµε την τιµή του υποκείµενου  τίτλου στο χρόνο Τ 

και Z1, Ζ2,… τυχαίοι αριθµοί από την N(0,1) ανεξάρτητοι µεταξύ τους. Η συνάρτηση κέρδους 

ανεξάρτητα από το είδος του δικαιώµατος θα είναι µια συνάρτηση της καταγεγραµµένης πο-

ρείας της µετοχής, µε 

κ(S1,…,Sm) = h(Z1,..,Zm). 

Αν τώρα η h είναι µονότονη συνάρτηση των Z1,…Zm, τότε σε N επαναλήψεις µε τη 

µέθοδο των αντιθετικών µεταβλητών θα εκτιµήσουµε τη µέση τιµή του κέρδους από το συ-

γκεκριµένο δικαίωµα (και από εκεί την no-arbitrage τιµή του στο χρόνο 0) πετυχαίνοντας ση-

µαντική µείωση της διακύµανσης της εκτίµησης. 

Εφαρµογή (down and out δικαίωµα αγοράς). Σύµφωνα µε το γενικό αποτέλεσµα (risk 

neutral pricing formula) η no-arbitrage τιµή στο χρόνο 0 ενός down and out δικαιώµατος α-

γοράς θα είναι 

})min{)((
],0[

HSIKSEeC t
Tt

TP

rT >⋅−=
∈

+−  

Με βάση τον παραπάνω τύπο, ο αλγόριθµος εκτίµησης της τιµής ενός down and out 

δικαιώµατος αγοράς χρησιµοποιώντας αντιθετικές τ.µ. είναι ο ακόλουθος: 

 

 

Βήµα 1. Θέτουµε Ν = 1000, N = N/2, Sum = 0, Sum2 = 0, PA = e
−r*t*dtday

, md = (r−σ2
/2)dtday, 

vol_dt = σ* dtday , όπου  dtday = 1/252 και  t (ο χρόνος µέχρι τη λήξη σε εργάσιµες  

ηµέρες) 

Βήµα 2. Θέτουµε S1 = S2 = S0, barrier_crossed1 = barrier_crossed2 = false, για i = 1, 2, ..., t : 

S1 = S1e
md+vol_dtZi

, S2 = S2e
md+vol_dt(−Zi)

 όπου Zi ~ N(0,1), ανεξ. τ.µ. και 

barrier_crossed1 = true αν S1 < Η, barrier_crossed2 = true αν S2 < Η 

Βήµα 3. profit1 = S1 − K αν (S1 − K > 0 και barrier_crossed1 = false) αλλιώς 0 

profit2 = S2 − K αν (S2 − K > 0 και barrier_crossed2 = false) αλλιώς 0 

profit = (profit1 + profit2)/2 και Sum = Sum + profit και Sum2 = Sum2 + profit
2
.  

Βήµα 4. Επαναλαµβάνουµε Ν φορές τα βήµατα 2,3. 
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Βήµα 5. mtimh = Sum/N 

 1)))/(N(NNmtimh(Sum2=std 2 −−  

Τυπώνουµε την εκτίµηση : PA*mtimh 

και το 100(1−α)% διάστηµα εµπιστοσύνης: std*PAzmtimh ±PA a/2⋅  

 

Στον υπολογισµό της τυπικής απόκλισης είναι σηµαντικό να παρατηρήσουµε ότι υπο-

λογίζουµε την τυπική απόκλιση του δείγµατος πλήθους N/2 αποτελούµενο από τις µέσες τι-

µές των παραγοµένων ζευγών (θi + θi΄)/2 και όχι από το πλήθος των N εκτιµήσεων, γιατί τα 

N/2 ζεύγη εκτιµήσεων είναι ανεξάρτητα αλλά οι N εκτιµήσεις όχι. Στη συνέχεια υλοποιούµε 

τον παραπάνω αλγόριθµο µέσω της γλώσσας προγραµµατισµού Java και εκτιµούµε την τιµή 

ενός τέτοιου δικαιώµατος και υπολογίζουµε την τυπική απόκλιση της εκτίµησης για N = 

500000 (r = 0.1, vol = 0.2, S0 = 100, K = 90, H = 98, T = 20/252): 

class downandout 

{public static void main(String arg[]) 

  { 

   double r=0.1,vol=0.2,S0=100,K=90,H=98,N=500000,dt=1.0/252; 

   double Si1,Si2,z,profit1=0,profit2=0,profit=0,Sum=0,Sum2=0,mtimh,std; 

   boolean barrier_crossed1=false,barrier_crossed2=false; 

   int t=20,i,j; 

   double  md=(r-vol*vol/2)*dt,vol_dt=vol*Math.sqrt(dt),PA=Math.exp(-r*t*dt); 

   Generator typikh=new Generator(); 

   for(i=1;i<=N;i++) 

        { 

           barrier_crossed1=false; 

           barrier_crossed2=false; 

           Si1=S0; 

           Si2=S0; 

           j=0; 

           do 

                { 

                    j=j+1; 

                    z=typikh.normal(); 

                    Si1=Si1*Math.exp(md+vol_dt*z); 

                    Si2=Si2*Math.exp(md+vol_dt*(-z)); 

                    if(Si1<H) 

                           barrier_crossed1=true;   

                    if(Si2<H) 

                           barrier_crossed2=true;     

                } while((!barrier_crossed1 ||!barrier_crossed2) && j<t); 

            profit1=((Si1-K)>0 && !barrier_crossed1)?(Si1-K):0; 

            profit2=((Si2-K)>0 && !barrier_crossed2)?(Si2-K):0; 

            profit=(profit1+profit2)/2.0; 

            Sum+=profit; 

            Sum2+=profit*profit;     

           } 

  mtimh=Sum/N; 

  std=PA* Math.sqrt((Sum2-N*mtimh*mtimh)/((N-1)*N)); 

  System.out.println("Replications:"+String.valueOf(2*N)); 

  System.out.println ("  Estimated cost:"+String.valueOf(PA*mtimh)+" 

std="+String.valueOf(std)); 

  }} 
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Η εκτιµωµένη τιµή του δικαιώµατος είναι Cdo = 6,274  µε τυπικό σφάλµα s = 0,0042  

για N = 500000 επαναλήψεις, δηλαδή έχοντας παράγει N ζεύγη ή 2N όρους. 

Για την παραγωγή 2Ν όρων χωρίς τη χρήση της µεθόδου των αντιθετικών µεταβλη-

τών απαιτείται περίπου ίσος υπολογιστικός χρόνος, συν το χρόνο για τη παραγωγή Ν επιπλέ-

ον Z ~ N(0,1). Συνυπολογίζοντας τη µείωση του τυπικού σφάλµατος που πετυχαίνουµε συ-

µπεραίνουµε ότι η εκτιµήτρια που προκύπτει µε τη χρήση αντιθετικών µεταβλητών είναι 

συµφέρουσα.  

Η µονοτονία της συνάρτησης κέρδους κ(S1,…Sm) = h(Ζ1,..,Zm) ως προς Zi κατά τον 

υπολογισµό εξωτικών δικαιωµάτων προαίρεσης επηρεάζει την αποτελεσµατικότητα της µε-

θόδου αλλά όταν δεν ικανοποιείται δεν είναι απαγορευτική ως προς τη χρήση της, όπως φαί-

νεται και στον Πίνακα 1 όπου συγκρίνονται οι τυπικές αποκλίσεις του down and out call (µο-

νότονη συνάρτηση κέρδους) µε το down and in call (όχι µονότονη συνάρτηση κέρδους). 

Πίνακας 4.1 

Τυπικά σφάλµατα για down and out και down and in δικαιώµατα αγοράς.
2
 

  down and out down and in 
S0=100 

  Χωρίς ελάττωση Μέθοδος αντιθετικών Χωρίς ελάττωση Μέθοδος αντιθετικών 

σ K διακύµανσης µεταβλητών διακύµανσης µεταβλητών 

0,2 90 0,112 0.051 0,071 0,048 

  100 0,051 0.030 0,023 0,014 

  110 0,011 0.008 0,004 0,002 

0,4 90 0,144 0,088 0,111 0,071 

  100 0,094 0.059 0,064 0,041 

  110 0,049 0.035 0,028 0,019 

0,6 90 0,179 0.114 0,153 0,089 

  100 0,133 0.090 0,102 0,067 

  110 0,091 0.064 0,071 0,043 

Όλα τα αποτελέσµατα  βασίζονται σε Ν=10000 επαναλήψεις. Οι παράµετροι και για τα δυο δικαιώµατα είναι S0 = 100, r = 

0.10, Η = 98, T = 20/252 και µε το  K και το σ να µεταβάλλεται όπως φαίνεται στον πίνακα. Η πορεία της τιµής του υποκεί-

µενου  τίτλου καταγράφεται κάθε µέρα. 

 

∆ουλεύοντας εναλλακτικά για το down and in call µπορούµε να υπολογίσουµε την τι-

µή ενός απλού Ευρωπαϊκού δικαιώµατος αγοράς µε τον αναλυτικό του τύπο, την τιµή του 

                                                
2
 Τα προγράµµατα σε Java υπάρχουν στο παράρτηµα 
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down and out δικαιώµατος αγοράς µε αντιθετικές µεταβλητές και υστέρα να χρησιµοποιή-

σουµε τον τύπο Cdi = C − Cdo που είδαµε στο Κεφάλαιο 2. Όµοια µπορούµε να δουλέψουµε 

και στην περίπτωση του δικαιώµατος πώλησης καθώς και στην περίπτωση των up and out  

και up and in.  

Μονοτονία της h(Z) για Barrier call δικαιώµατα. 

 down and in down and out up and out up and in 

h(Z) ΟΧΙ 
ΝΑΙ 

(αύξουσα) 
ΟΧΙ 

ΝΑΙ 

(αύξουσα) 

                                  

 

 

4.4  Ρυθµιστικές µεταβλητές (control variates) 

Η µέθοδος των ρυθµιστικών µεταβλητών ή µεταβλητών ελέγχου (control variates) εί-

ναι πολύ χρήσιµη και αποδοτική στην ελάττωση της διακύµανσης κατά τον υπολογισµό της 

τιµής ενός δικαιώµατος προαίρεσης. Βασίζεται στην απλή αρχή «χρησιµοποίησε ό,τι γνωρί-

ζεις». 

Έστω ότι θέλουµε να εκτιµήσουµε µε προσοµοίωση την αναµενοµένη τιµή Ε(Χ) = θ 

της τυχαίας µεταβλητής Χ και για το λόγο αυτό παράγουµε Χ1, Χ2, …, Χn ανεξάρτητα αντί-

γραφα της Χ (ακολουθούν την κατανοµή της Χ και είναι ανεξάρτητα µεταξύ τους). Τότε η 

1

1 n

n i

i

X X
n =

= ∑ , 

είναι µια αµερόληπτη και συνεπής εκτιµήτρια του Ε(Χ) = θ. Έστω ότι, παράλληλα, κατά την 

προσοµοίωση του Χ µπορούµε και παράγουµε και ανεξάρτητα αντίγραφα Y1,Y2,..,Yn µιας τυ-

χαίας µεταβλητής Y. Αν η αναµενοµένη τιµή της Y, Ε(Y) = µ είναι γνωστή τότε  η τ.µ. 

Χ(β) = X + β(Y − µ) 

θα έχει την ιδία µέση τιµή µε την Χ. Η Y ονοµάζεται ρυθµιστική µεταβλητή. Για κάθε σταθε-

ρά β προκύπτει µια αµερόληπτη και συνεπής εκτιµήτρια της Ε(Χ) = θ, η 

)()( µββ −+= YXX . 

Έτσι από τις τιµές που µπορεί να πάρει το β µπορούµε να αναζητήσουµε εκείνη που θα µας 

δίνει την µικρότερη διακύµανση στην εκτίµηση του θ. Αν για παράδειγµα οι Χ, Y είναι θετικά 

συσχετισµένες τότε και οι ,X Y  θα είναι το ίδιο, οπότε χρειαζόµαστε ένα β αρνητικό, ώστε 

όταν και οι δυο θα παίρνουν ταυτόχρονα υψηλές ή µικρές τιµές σε µια πραγµατοποίησή τους 
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η διαφορά τους θα παρουσιάζει µικρότερη διαφοροποίηση από το µέσο που θέλουµε να εκτι-

µήσουµε. Παρόµοια όταν θα είναι αρνητικά συσχετισµένες, χρειαζόµαστε το β να είναι θετι-

κό οπότε όταν το Χ είναι µεγάλο και το Y είναι µικρό, το άθροισµα τους να δίνει επίσης ένα 

πιο ακριβές αποτέλεσµα. Για να υπολογίσουµε την καλύτερη τιµή του β κατ’ αρχάς παρατη-

ρούµε ότι η διακύµανση της Χ(β) είναι 

2 2 2 2( ( )) 2 ( )X Y YVar X β σ βσ σ ρ β σ σ βΧ ΧΥ= + + = , 

όπου ρΧY είναι η συσχέτιση µεταξύ Χ και Y. Εύκολα προκύπτει ότι η παραπάνω παράσταση 

ελαχιστοποιείται για  

Yσ
σ

ρβ Χ
ΧΥ−=* ,             (4.2) 

και για αυτή την τιµή του β έχουµε  

222 )1()( ΧΧΥ−= σρβσ . 

Επειδή είναι 2( ( )) ( ) /Var X nβ σ β= , η διακύµανση της νέας εκτιµήτριας θα είναι 

n
XVar

22 )1(
))(( ΧΧΥ−
=

σρ
β . 

Με τη νέα εκτιµήτρια πετυχαίνουµε ελάττωση διακύµανσης σε σχέση µε την παλιά που φαί-

νεται από το λόγο τους,  

2
1

)(

))((
ΧΥ−= ρ

β
XVar

XVar
.       (4.3) 

Παρατηρούµε ότι µε την επιλογή του βέλτιστου β
*
 πετυχαίνουµε µείωση της διακύ-

µανσης που εξαρτάται από την συσχέτιση των Χ, Y. Το πρόσηµο της συσχέτισης είναι αδιά-

φορο. Επίσης η σχέση (4.3) µετράει και την υπολογιστική βελτιστοποίηση που πετυχαίνουµε. 

Αν υποθέσουµε ότι η πολυπλοκότητα των δυο αλγορίθµων προσοµοίωσης είναι ίδια, τότε ο 

αριθµός των επαναλήψεων που απαιτεί η απλή εκτιµήτρια για να πετύχει την ίδια διακύµανση 

µε εκείνη που πετυχαίνουµε µε n επαναλήψεις µε τη χρήση µεταβλητών ελέγχου θα είναι 

)1/( 2

XYn ρ− . 

Στην πράξη τώρα οι παραπάνω θεωρητικές παρατηρήσεις συναντούν δυσκολία στο 

γεγονός ότι η βέλτιστη σταθερά β
*
 δεν είναι γνωστή. Από τη στιγµή που η Ε(Χ) δεν είναι 

γνωστή, είναι απίθανο να γνωρίζουµε τις σX, ρXY ώστε να υπολογίσουµε το β
*
 από την (4.2). 

Παρόλα αυτά µπορούµε να παράγουµε ζεύγη (Χi, Yi), i = 1,2, .., m, για την εκτίµηση του *β̂ . 

Είναι σηµαντικό να παρατηρήσουµε ότι µπορούν να χρησιµοποιηθούν τα n ζεύγη που έχουν 
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παραχθεί για την εκτίµηση του Ε(Χ) για n µεγάλο, παρ’ όλο που αυτό θα επηρεάσει την αµε-

ροληψία της εκτιµήτριας (Bolia and Juneja (2005)). Έτσι αν έχουµε n επαναλήψεις θα προ-

κύψουν Χi, Yi, i = 1, 2, ...,n, και θα έχουµε  

∑

∑

=

=

−

−−
−=

n

i

i

n

i

ii

YY

YYXX

1

2

1*

)(

))((

β̂  .      (4.4) 

Μια εναλλακτική µορφή του τύπου (4.4) είναι 

∑

∑

=

=

−

−
−=

n

i

i

n

i

ii

YnY

YXnYX

1

22

1*

 

β̂ . 

Παρατηρούµε ότι η εκτίµηση του −β*
 µέσω της (4.4) είναι η εκτιµήτρια ελαχίστων τε-

τραγώνων της κλίσης της ευθείας γραµµικής παλινδρόµησης των ζευγών (Χi, Yi) i = 1, 2, …, 

n. Έτσι µπορούµε και µε ένα οποιοδήποτε στατιστικό πακέτο να υπολογίσουµε το β
*
. 

Αναζητώντας µεταβλητές ελέγχου για την αποτίµηση των εξωτικών δικαιωµάτων 

προαίρεσης µέσω προσοµοίωσης µας ενδιαφέρουν µεταβλητές µε (α) γνωστή µέση τιµή Ε(Y), 

(β) υψηλή συσχέτιση µε την τελική τιµή του δικαιώµατος. 

 

4.4.1 Οι υποκείµενοι τίτλοι ως µεταβλητές ελέγχου 

Στην αποτίµηση δικαιωµάτων προαίρεσης µέσω προσοµοίωσης, το σύνολο των υπο-

κειµένων τίτλων αποτελούν µια σηµαντική πηγή ρυθµιστικών µεταβλητών. Με την υπόθεση 

της µη κερδοσκοπίας (no-arbitrage) εξασφαλίζουµε ότι η στοχαστική διαδικασία e
−rt

S(t), t ≥ 

0 είναι ένα martingale (θεωρώντας ότι S ~ GBM(r − σ
2
/2, σ

2
)) και τότε άµεσα έχουµε γνωστή 

τη µέση τιµή E(e
−rt

S(t)) = S(0) αφού όπως αναφέραµε στο Κεφάλαιο 2 ένα martingale έχει 

σταθερή µέση τιµή. 

Έστω λοιπόν ότι θέλουµε να αποτιµήσουµε ένα δικαίωµα πάνω στη µετοχή µε τιµή 

που περιγράφεται από τη στοχαστική διαδικασία { ( ),0 }S t t T≤ ≤ , µε παρούσα αξία του τελι-

κού κέρδους από τη χρήση του δικαιώµατος X. Έστω επίσης ότι θα χρησιµοποιήσουµε ως 

µεταβλητή ελέγχου την τυχαία µεταβλητή S(T) που είναι η τιµή του υποκείµενου  τίτλου στη 

λήξη του δικαιώµατος. Τότε, µε ανεξάρτητες επαναλήψεις του Si, i=1,2,...,n, όπου κάθε Si εί-

ναι η διαδροµή της τιµής του υποκείµενου  τίτλου στο χρονικό διάστηµα [0, Τ], παίρνουµε 

την εξής εκτιµήτρια: 
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Το X τώρα µπορεί να είναι το τελικό κέρδος από ένα οποιοδήποτε δικαίωµα προαίρε-

σης. Στον Πίνακα 2 έχουµε τις περιπτώσεις όπου το X είναι η τιµή ενός τυπικού Ευρωπαϊκού 

δικαιώµατος αγοράς (plain vanilla call), ενός Ασιατικού τύπου δικαιώµατος αγοράς (arithme-

tic average call option) και ενός barrier call option (down and out) στη λήξη τους και εκτιµά-

ται η συσχέτισή τους µε τον υποκείµενο τίτλο. Από τις τιµές της συσχέτισης παρατηρούµε ότι 

ο υποκείµενος τίτλος ως µεταβλητή ελέγχου είναι αποτελεσµατικός σε κάποιες περιπτώσεις 

ανάλογα µε τις παραµέτρους του προβλήµατος. 

 

Πίνακας 4.2 

Εκτιµώµενη συσχέτιση µε τον υποκείµενο τίτλο
3
 

K     40 45 50 55 60 65 70 

plain vanilla call 0.995(98.9%) 0.968(93.7%) 0.896(80.2%) 0.768(59%) 0.604(36.5%) 0.434(18.9%) 0.285(8.1%) 

arithmetic av-

erage call 
0.868(75.3%) 0.86(74%) 0.779(60.6%) 0.55(31.3%) 0.294(8.6%) 0.115(1.3%) 0.031(0.1%) 

35 0.995(98.9%) 0.968(93.7%) 0.895(80.1%) 0.768(59%) 0.603(36.4%) 0.43(18.5%) 0.286(8.2%) 

H  45 0.881(77.7%) 0.897(80.4%) 0.862(74.3%) 0.755(57%) 0.597(35.7%) 0.431(18.6%) 0.283(8%) 

ρ 

(ρ
2
%) down 

and out 

call 
48 0.678 (46%) 0.695(48.4%) 0.695(48.3%) 0.643(41.3%) 0.532(28.3%) 0.394(15..5%) 0.266(7.1%) 

Εκτιµώµενη συσχέτιση ρ̂  µεταξύ S(T) και (S(T) – K)+,
+

− K)AS( ,
+

− K)(S(T) αν S(t) > H, για διάφορες τιµές των Κ, Η 

και µε S(0) = 50, σ = 0.3, r = 0.05, t = 90 ηµέρες. Στην παρένθεση έχει υπολογιστεί η επί τοις % ελάττωση της διακύµανσης 

που πετυχαίνουµε µε τη χρήση του υποκείµενου τίτλου ως µεταβλητή ελέγχου. 

 

Στον Πίνακα 4.2 µεταβάλλουµε µόνο το strike price ή και το φράγµα barrier για το 

down and out. Παρατηρούµε ότι η συσχέτιση µε τον υποκείµενο τίτλο (άρα και η αποτελε-

σµατικότητά του ως µεταβλητή ελέγχου) είναι µεγάλη όταν το Κ είναι πολύ µικρότερο από το 

S(0), ενώ το αντίθετο συµβαίνει όταν το K είναι πολύ µεγαλύτερο από το S(0). Επίσης στην 

περίπτωση του down and out Barrier παρατηρούµε ότι όσο πιο κοντά βρίσκεται το φράγµα Η 

στο S(0) τόσο µικρότερη γίνεται η συσχέτιση, κάτι που εξηγείται από το γεγονός ότι το δι-

καίωµα θα γίνει πιο εύκολα ανενεργό και δεν θα ακολουθεί την πορεία του υποκείµενου τίτ-

λου. Λογικά θα αναµένουµε το αντίθετο για ένα down and in δικαίωµα. 

                                                
3
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Επίσης ανάλογα µε την περίπτωση θα µπορούσε να χρησιµοποιηθεί και µια συνάρτη-

ση της διαδροµής του υποκείµενου τίτλου. Για παράδειγµα, για το δικαίωµα Ασιατικού τύπου 

µπορούµε να χρησιµοποιήσουµε ως ρυθµιστική µεταβλητή και τη  

1

( )
n

k

k

Y S t
=

=∑ . 

Ως συµπέρασµα θα µπορούσαµε να πούµε πως ο υποκείµενος τίτλος µπορεί να χρησι-

µοποιηθεί αποτελεσµατικά ως µεταβλητή ελέγχου για συγκεκριµένες τιµές παραµέτρων του 

προς εκτίµηση δικαιώµατος. 

 

4.4.2 ∆ικαιώµατα µε γνωστό αναλυτικό τύπο ως µεταβλητές ελέγχου 

Ως µεταβλητές ελέγχου µπορούν να χρησιµοποιηθούν άλλα δικαιώµατα των οποίων η 

τιµή µπορεί να υπολογιστεί από αναλυτικό τύπο. 

Μια αποτελεσµατική χρήση αυτής της µεθόδου παρουσιάζεται από τους Kemna and 

Vorst (1990) για την αποτίµηση ενός δικαιώµατος Ασιατικού τύπου. Θα παρουσιάσουµε τη 

µέθοδο αυτή για ένα Ασιατικό δικαίωµα που βασίζεται στον αριθµητικό µέσο της τιµής µιας 

µετοχής σε n χρονικές στιγµές. Όπως και παραπάνω θεωρούµε ότι η ανέλιξη της τιµής της 

µετοχής ( ( ),0S t t T≤ ≤ ) ακολουθεί µία GBM(r − σ
2
/2, σ

2
) (υπό το χωρίς ρίσκο µέτρο πιθανό-

τητας). Θέλουµε να υπολογίσουµε την αξία του Ασιατικού τύπου δικαιώµατος του οποίου η 

αξία τη χρονική στιγµή Τ ισούται µε  

1

1
( ( ) )

n

k

k

S t K
n

+

=

−∑ , 

όπου Κ είναι η τιµή εξάσκησης (strike price) και tk = kT/n, k = 0, 1, …, n. Ακολουθώντας την 

κλασική µεθοδολογία µπορούµε να πάρουµε τιµές για την µετοχή τις χρονικές στιγµές tk = 

kT/n, k = 0, 1, …, n, µε χρήση της σχέσης  

S(tk+1) = S(tk)
 

2

( )
2

kr t tZ

e
σ

δ σ δ− +
, k = 0, 1,.., n − 1, 

µε (0,1)kZ ∼ Ν  και δt = T/n. Χρησιµοποιούµε ως ρυθµιστική µεταβλητή ένα παρόµοιο δικαί-

ωµα που βασίζεται στον γεωµετρικό µέσο της τιµής της µετοχής σε n χρονικές στιγµές, για το 

οποίο υπαρχει αναλυτικός τύπος. Πιο συγκεκριµένα η αξία ενός τέτοιου δικαιώµατος την 

χρονική στιγµή T  στην λήξη του θα είναι  

+

=

−∏ )(
1

1

))(( KtS n

n

k

k  
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και αφού 
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η AG θα ακολουθεί την λογαριθµοκανονική κατανοµή µε 
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Σε αυτή την περίπτωση η αναµενοµένη τιµή της αξίας του δικαιώµατος τη χρονική στιγµή T 

µπορεί να εκτιµηθεί όπως είδαµε στο Κεφάλαιο 2. Συγκεκριµένα θα είναι 

E[max{AG − K, 0}] = E[AG] Φ(d1) − K Φ(d2) = 
2( / 2)

0( ) G GT
S t e

µ σ+
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όπου Φ(x) είναι η σ.κ. της Ν(0,1) και 
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Άρα για το δικαίωµα αγοράς (call) Ασιατικού τύπου µε βάση τον γεωµετρικό µέσο θα ισχύει  
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Παρατηρούµε ότι η τιµή του δικαιώµατος αγοράς ενός Ασιατικού δικαιώµατος Ευρωπαϊκού 

τύπου που βασίζεται στο γεωµετρικό µέσο µε καταγραφή της τιµής του υποκείµενου τίτλου n 

φορές ανά ίσα χρονικά διαστήµατα δt = T/n στην ουσία δίνεται από τον τυπο του τυπικού 

(vanilla) δικαιώµατος αγοράς αν αντικαταστήσουµε την αρχική τιµή του τίτλου S0 και το σ µε  
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αντίστοιχα.  

Τα ίδια ισχύουν και για το αντίστοιχο δικαίωµα πώλησης (put). Άρα οι τιµές των CG 

και PG µπορούν να χρησιµοποιηθούν ως ρυθµιστικές µεταβλητές για την εκτίµηση των CA και 

PΑ αντίστοιχα. 

Ο αλγόριθµος εκτίµησης της τιµής ενός δικαιώµατος αγοράς Ασιατικού τύπου που 

βασίζεται στον αριθµητικό µέσο της τιµής µιας µετοχής σε n χρονικές στιγµές CA χρησιµο-

ποιώντας ως ρυθµιστική µεταβλητή το αντίστοιχο CG είναι ο ακόλουθος: 

Βήµα 1. Θέτουµε Ν = 1000, Sum = 0, Sum2 = 0, CVSum = 0, CVSum2 = 0, SumXY = 0,  

PA = e
-r*t*dtday

, md = (r − σ
2
/2)*dtday, vol_dt = σ* dtday , όπου dtday = 1/252 και 

t (ο χρόνος µέχρι τη λήξη σε ηµέρες) 

Βήµα 2. Υπολογίζουµε Cg(Κ,r,vol,t) µε τον αναλυτικο τυπο. 

Βήµα 3. Θέτουµε Si = S0, SumSi = 0, CvgewmSi = 1 για i = 1, 2, …, t : 

Si = Sie
md+vol_dtZi

 όπου Zi ~ N(0,1), ανεξ. τ.µ. και 

SumSi = Si + SumSi, CvgewmSi = CVgewmSi*Si 

Βήµα 4. profit = SumSi/t − K αν SumSi/t − K > 0 αλλιώς 0 

Cvprofit = (CVgewmSi)
1/t

 − K αν (CVgewmSi)
1/t

 − K > 0 αλλιώς 0 

Sum = Sum + profit και Sum2 = Sum2 + profit
2
  

CVSum = CVSum + CVprofit και CVSum2 = CVSum2 + CVprofit
2
 

SumXY = profit*CVprofit 

Βήµα 5. Επαναλαµβάνουµε Ν φορές τα βήµατα 3, 4. 

Βήµα 6. mtimh = Sum/N και Cvmtimh = CVSum/N 

CVSum)*CVSumCVSum2*(N*Sum)*SumSum2*(N/

Sum)*CVSumSumXY*(N=rxy

−−

−
 



 63 

 1)mtimh)/(N*mtimh*N(Sum2=stdx −−  

 1)NCVmtimh)/(*CVmtimh*N(CVSum2=stdy −−  

b= − (rxy*stdx/stdy); 

Τυπώνουµε  την εκτίµηση : PA*mtimh + b*(PA*Cvmtimh − Cg) 

και την τυπική απόκλισή της:  PA*stdx rxy)/N*rxy(1−  

 

Στον υπολογισµό της no-arbitrage τιµής του Ασιατικού δικαιώµατος που βασίζεται 

στον γεωµετρικό µέσο χρησιµοποιείται ο αναλυτικός τύπος που αναφέρουµε πριν στην θεω-

ρία. Είναι σηµαντικό να παρατηρήσουµε ότι θεωρούµε τον χρόνο σε ηµέρες χρησιµοποιώ-

ντας την τιµή του υποκείµενου τίτλου στο τέλος της κάθε ηµέρας για τον υπολογισµό του α-

ριθµητικού και γεωµετρικού µέσου. Παρακάτω µέσω της Java εκτιµούµε την τιµή ενός τέτοι-

ου δικαιώµατος και υπολογίζουµε την τυπική απόκλιση της εκτίµησης για Ν = 1000 (r = 0.1, 

vol = 0.2, S0 = 100, K = 100, T = 20/252): 

 

class arithmeticCV 

{public static void main(String arg[]) 

  { 

   double r=0.05,vol=0.1,S0=50,K=45,N=1000000,dt=1.0/16.0; 

   double Si,profit=0,SumSi=0,Sum=0,Sum2=0,mtimh,std; 

   int t=16,i,j; 

   double b,Cg,CVgewmSi=1,CVprofit,CVSum=0,CVSum2=0,CVmtimh,SumXY=0; 

   double stdx=0,stdy=0,rxy=0,volG,S0G,mg; 

   double  md=(r-vol*vol/2)*dt,vol_dt=vol*Math.sqrt(dt),T=dt*t,PA=Math.exp(-r*T);   

   Generator typikh=new Generator(); 

 

  /************** gia to geometric asian call analytika **********/ 

        volG=vol*Math.sqrt((1+1.0/t)*(1+1.0/(2*t))/3.0); 

    mg=1.0/2.0*(1.0+1.0/t)*(r-vol*vol/2.0); 

    S0G=S0*Math.exp(T*(-r+volG*volG/2.0+mg)); 

    double d1=(Math.log(S0G/K)+(r+volG*volG/2.0)*T)/(volG*Math.sqrt(T)); 

    Cumulative Fd1=new Cumulative(d1); 

    Cumulative Fd2=new Cumulative(d1-volG*Math.sqrt(T)); 

    Cg=S0G*Fd1.CDF()-K*Math.exp(-r*T)*Fd2.CDF(); 

    System.out.println ("Cg="+String.valueOf(Cg)); 

                        /**************************/ 

 

   for(i=1;i<=N;i++) 

             { 

                  Si=S0; 

                  SumSi=0; 
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                  CVgewmSi=1;  

                  j=0; 

                  do 

                                 { 

                                   j=j+1; 

                                  Si=Si*Math.exp(md+vol_dt*typikh.normal()); 

                                  SumSi+=Si; 

                                  CVgewmSi=CVgewmSi*Si;       

                                  } while(j<t); 

                   profit=(SumSi/(t)-K)>0?(SumSi/(t)-K):0; 

                  CVprofit=(Math.pow(CVgewmSi, 1.0/t)-K)>0?(Math.pow(CVgewmSi, 1.0/t)-K):0; 

                   Sum+=profit; 

                   Sum2+=profit*profit; 

                   CVSum+=CVprofit; 

                   CVSum2+=CVprofit*CVprofit; 

                   SumXY+=profit*CVprofit;    

           } 

  mtimh=Sum/N; 

  CVmtimh=CVSum/N; 

  rxy=(N*SumXY-CVSum*Sum)/Math.sqrt((N*Sum2-Sum*Sum)*(N*CVSum2-CVSum*CVSum)); 

  stdx=Math.sqrt((Sum2-N*mtimh*mtimh)/(N-1)); 

  stdy=Math.sqrt((CVSum2-N*CVmtimh*CVmtimh)/(N-1)); 

  b=-rxy*stdy/stdx; 

  std=PA*Math.sqrt((1-rxy*rxy)/N)*stdx; 

  System.out.println("Replications:"+String.valueOf(N)); 

  System.out.println ("Estimated cost:"+String.valueOf(PA*mtimh+b*(PA*CVmtimh-Cg))+" std=" 

                     +String.valueOf(std)); 

  } 

}        

 

Η εκτιµωµένη τιµή του δικαιώµατος είναι CA = 1.749 µε τυπικό σφάλµα s = 0.000535  

για µόλις Ν = 1000 επαναλήψεις. 

Η χρήση του Ασιατικού δικαιώµατος που βασίζεται στον γεωµετρικό µέσο είναι πολύ 

αποτελεσµατική για την αποτίµηση του αντιστοίχου δικαιώµατος που βασίζεται στον αριθµη-

τικό µέσο. Όπως φαίνεται και από τον Πίνακα 3 πετυχαίνουµε πολύ σηµαντική µείωση της 

διακύµανσης που οφείλεται στην υψηλή συσχέτιση των δύο δικαιωµάτων.  
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Πίνακας 4.3
4
 

Τυπικά σφάλµατα για arithmetic average asian δικαιώµατα αγοράς. 

  arithmetic average asian call 

S0=100   Χωρίς ελάττωση Μέθοδος ρυθµιστικών 

σ K διακύµανσης µεταβλητών 

ρ
2
% 

0.2 90 0.38750 0.00033 99.9999% 

  100 0.02489 0.00022 99.9922% 

  110 0.00189 0.00010 99.6922% 

0.4 90 0.07332 0.00113 99.9762% 

  100 0.05026 0.00089 99.9684% 

  110 0.02028 0.00070 99.8821% 

0.6 90 0.10359 0.00234 99.9491% 

  100 0.07651 0.00197 99.9336% 

  110 0.11266 0.00259 99.9470% 

Οι εκτιµήσεις της τυπικής απόκλισης βασίζονται σε Ν = 10000 επαναλήψεις. Οι παράµετροι και για τα δυο δικαιώµατα είναι 

S0 = 100, r = 0.10, T = 28/252 και µε το  K  και το σ να µεταβάλλεται όπως φαίνεται στον πίνακα. Η πορεία της τιµής του 

υποκείµενου  τίτλου καταγράφεται µε συχνότητα δt = 1/252 (κάθε εργάσιµη ηµέρα). Το ρ είναι η συσχέτιση µεταξύ της τε-

λικής τιµής του δικαιώµατος και της ρυθµιστικής µεταβλητής (geometric average asian call). 

 

Εφαρµογή. (Σύγκριση µέσω γραφήµατος της αξίας του τυπικού και του Ασιατικού δικαιώµατος 

προαίρεσης.) Θα χρησιµοποιήσουµε τον αλγόριθµο που περιγράψαµε για την κατασκευή µιας 

µικροεφαρµογής (Java Applet), όπου συγκρίνονται µέσω γραφήµατος η τιµή του τυπικού 

Eυρωπαϊκού δικαιώµατος προαίρεσης (plain vanilla call) και του Ασιατικού που βασίζεται 

στον αριθµητικό µέσο SA µε συνάρτηση κέρδους (SA − K)
+
 (plain vanilla fixed-strike Eurasian 

call), µε τις τιµές του υποκείµενου τίτλου να καταγράφονται µια φορά την ηµέρα (στο τέλος 

των συνεδριάσεων).  

Σχήµα 4.1 

 

                                                
4 Τα αντίστοιχα προγράµµατα σε Java υπάρχουν στο παράρτηµα 
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Οι τιµές του τυπικού και του Ασιατικού δικαιώµατος συγκρίνονται γραφικά ως συνάρτηση 

της αρχικής τιµής S0 του υποκείµενου τίτλου. Οι υπόλοιπες παράµετροι είναι ίδιες και για τα 

δυο δικαιώµατα, µε δυνατότητα να αλλάζουν από τον χρήστη. Οι τιµές του τυπικού δικαιώ-

µατος υπολογίζονται από τον αναλυτικό τύπο, ενώ οι τιµές για το Ασιατικό δικαίωµα υπολο-

γίζονται µε Monte Carlo προσοµοίωση (Ν = 2000 επαναλήψεις) και µε το αντίστοιχο Ασιατι-

κο δικαίωµα που ορίζεται από το γεωµετρικό µέσο ως µεταβλητή ελέγχου. Στο Σχήµα 4.1 

εχουµε ένα στιγµιότυπο της µικροεφαρµογής για r = 0.1, vol = 0.2, K = 100 και T = 24/252. 

Παρατηρούµε ότι η τιµή του τυπικού δικαιώµατος είναι σταθερά µεγαλύτερη του αντίστοιχου 

Ασιατικού. Μάλιστα, η διαφορά µεταξύ των δύο τιµών φαίνεται να είναι µεγαλύτερη όταν η 

αρχική τιµή S0 του υποκείµενου τίτλου είναι ίση µε τη τιµή εξάσκησης K. Η παρατήρηση ότι 

CAsian < Cplainvanilla δεν είναι εύκολο να εξηγηθεί αυστηρά, αφού δεν γνωρίζουµε την κατανοµή 

του αριθµητικού µέσου. Γνωρίζουµε πάντως ότι το SA είναι ο µέσος όρος n (όσες οι εργάσι-

µες ηµέρες) τυχαίων µεταβλητών (εξαρτηµένων), που ακολουθούν την λογαριθµοκανονική 

κατανοµή, όπως είδαµε στο Κεφάλαιο 2, µε µέση τιµή )(
it

SE  = S0Exp(rti) και εποµένως είναι 

εύκολο να διαπιστώσουµε ότι E(SA) < E(ST). Φαίνεται όµως επιπλέον ότι ισχύει  

E((SA − K)
+
) ≤ E((ST − K)

+
)  

και άρα CAsian<Cplainvanilla. Τα Σχήµατα 4.2(α), 4.2(β) ερµηνεύονται επίσης σύµφωνα µε τα 

παραπάνω.  

Σχήµα 4.2(α)     
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Στο 4.2(α) παριστάνουµε γραφικά τις αξίες των δυο δικαιωµάτων ως προς το S0 (διατηρώντας 

σταθερές τις άλλες παραµέτρους), δίνοντας στο χωρίς ρίσκο επιτόκιο µια πολύ µικρή τιµή r = 

0.0001. Παρατηρούµε ότι οι τιµές των δυο δικαιωµάτων συγκλίνουν µεταξύ τους (σχεδόν 

ταυτίζονται) όσο η αρχική τιµή του υποκείµενου τίτλου µεγαλώνει σε σχέση µε την τιµή εξά-

σκησης K, δηλαδή το δικαίωµα γίνεται in-the-money. Στο σχήµα 4.2(β) λαµβάνοντας και πά-

λι r = 0.0001 και θεωρώντας τώρα ότι Τ = 252/252 παρατηρούµε ότι η διαφορά στις δύο τιµές 

αυξάνεται.  

 Σχήµα 4.2(β) 

 

 

4.4.3 Στοιχειώδεις µεταβλητές ελέγχου (primitive controls) 

Στις δυο παραπάνω περιπτώσεις βασίσαµε την επιλογή των µεταβλητών ελέγχου σε 

κατάλληλες µεταβλητές του ίδιου του δικαιώµατος που επηρεάζουν την τιµή του (για παρά-

δειγµα η διαδροµή της τιµής του υποκείµενου τίτλου). Αξιολογώντας την µείωση της διακύ-

µανσης που πετύχαµε µπορούµε να πούµε πως επρόκειτο για αρκετά αποτελεσµατική επιλο-

γή. Παρ’ όλ’ αυτά αξίζει να σηµειώσουµε πως υπάρχουν και αρκετές πρωτογενείς (generic) 

µεταβλητές ελέγχου που είναι διαθέσιµες σε µια διαδικασία προσοµοίωσης. Για παράδειγµα 

σε κάθε προσοµοίωση που αναφέραµε χρησιµοποιήσαµε µια ακολουθία Z1, Z2,… από ανε-

ξάρτητες τυχαίες µεταβλητές από την τυπική κανονική κατανοµή. Γνωρίζουµε ότι Ε[Z] = 0 

και Var[Z] = 1, έτσι η τυχαία µεταβλητή Ζ µπορεί να χρησιµοποιηθεί ως µεταβλητή ελέγχου. 

Ένα επίπεδο χαµηλότερα ξέρουµε πως και κατά την παραγωγή της ακολουθίας Z1, Z2,… γίνε-
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ται χρήση µιας ακολουθίας U1,U2,… από την οµοιόµορφη κατανοµή στο [0,1]. Άρα µπορού-

µε να χρησιµοποιήσουµε και την τυχαία µεταβλητή U από την U[0,1] ως µεταβλητή ελέγχου. 

Η χρήση της τεχνικής των µεταβλητών ελέγχου µπορεί να επεκταθεί γενικά σε  κάθε 

περίπτωση όπου έχουµε να εκτιµήσουµε µια µέση τιµή Ε[Y] και εκτός από την κλασική εκτι-

µήτρια της µέσης τιµής Y  έχουµε και µια ακόµα αµερόληπτη εκτιµήτριά της Y� . Η διαφορά 

τότε )
~

( YY −  έχει γνωστή αναµενοµένη τιµή µηδέν και άρα µπορεί να χρησιµοποιηθεί ως µε-

ταβλητή ελέγχου ως εξής: 

)
~

( YYY −− β . 

Για β = 0 και β = 1 καταλήγουµε στο να χρησιµοποιούµε τη µια ή την άλλη εκτιµήτρια, αλλά 

βρίσκοντας το βέλτιστο β βρίσκουµε µια εκτιµήτρια µε διακύµανση χαµηλότερη και από τις 

δυο. 

 

4.5  Στρωµατοποιηµένη ∆ειγµατοληψία (stratified sampling) 

Μέχρι τώρα, στις τεχνικές που περιγράψαµε το δείγµα ήταν τυχαία κατανεµηµένο στο 

δειγµατικό χώρο µε µόνο περιορισµό να υπακούει σε µια συγκεκριµένη κατανοµή. Στη 

στρωµατοποιηµένη δειγµατοληψία γενικά, ο δειγµατικός χώρος χωρίζεται σε υποσύνολα 

(στρώµατα) και ορίζουµε εξ’ αρχής το µέγεθος του δείγµατος ανά στρώµα. Έστω λοιπόν πάλι 

το πρόβληµα όπου έχουµε να εκτιµήσουµε την αναµενόµενη τιµή E[Y] µιας τυχαίας µεταβλη-

τής Y R∈  και έστω Α1, …, Ακ ξένα µεταξύ τους υποσύνολα του δειγµατικού χώρου έτσι ώστε  

1

( ) 1i

i

P Y A
κ

=

∈ =∪ . 

Τότε 

∑∑
==

∈=∈∈=
κκ

11

]|[]|[)(][
i

ii

i

ii AYYEpAYYEAYPYE     (4.5) 

όπου ( )i ip P Y A= ∈ . Κατά την τυχαία δειγµατοληψία παράγουµε Y1,…,Yn από την κατανοµή 

της Y. Στη στρωµατοποιηµένη δειγµατοληψία ορίζουµε εξ’ αρχής τον αριθµό των λήψεων ni 

από το Αi στρώµα. H κατανοµή του Yi ∈ Αi θα είναι η δεσµευµένη κατανοµή του Y δεδοµένου 

ότι Y ∈ Αi . Ένα πλεονέκτηµα της χρήσης αυτής της δεσµευµένης κατανοµής έναντι της αδέ-

σµευτης είναι η ευκολότερη παραγωγή τυχαίων αριθµών. Το βασικότερο όµως πλεονέκτηµα 

είναι η ελάττωση της διακύµανσης της εκτιµήτριας που προκύπτει. Για κάθε i = 1, 2, …, k 

έστω Yij, j = 1, 2, …, ni, ανεξάρτητες λήψεις από την δεσµευµένη κατανοµή του Y δεδοµένου 
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ότι 
iY A∈ . Τότε µια αµερόληπτη εκτιµήτρια του E[Y |

iY A∈ ] δίδεται από το δειγµατικό µέσο 

1( ... ) /
ii i in iY Y Y n= + +  των παρατηρήσεων από το i–οστό στρώµα. Από την (4.5) τότε προκύ-

πτει µια αµερόληπτη εκτιµήτρια για το E[Y]. 

1

ˆ
k

i i

i

Y p Y
=

=∑ . 

Η διασπορά της νέας εκτιµήτριας είναι 

∑ ∑∑
= ==

=∈==
k

i

k

i

i

i

i
k

i

iii

i

i
iik

n

p
AYYVar

n

p
YpVarnn

1 1

2
2

1

2

1

2
)|()(),..,( σσ .  (4.6) 

Υπό τον περιορισµό ότι n1 + … + nk = n, η παραπάνω διακύµανση ελαχιστοποιείται για  

∑
=

∗ =
k

j

jj

ii
i

p

np
n

1

σ

σ
  , i = 1, 2 ,…, k. 

Παρατηρούµε ότι ο ορισµός του βέλτιστου µεγέθους του δείγµατος ανά στρώµα in
∗  µε 

αυτόν τον τρόπο, προϋποθέτει τη γνώση της διακύµανσης 2

iσ  σε κάθε στρώµα. Στην πράξη 

αυτό δεν είναι σχεδόν ποτέ εφικτό. Παρ’ όλ’ αυτά, για τον υπολογισµό των διασπορών 2

iσ , 

µπορούµε να παράγουµε αρχικά δείγµατα τυχαίων αριθµών από κάθε στρώµα και έτσι να υ-

πολογίσουµε τα βέλτιστα in
∗ . 

Μπορούµε όµως να ορίσουµε και το µέγεθος του δείγµατος ανά στρώµα διαφορετικά. 

Ο λόγος ni /n του αριθµού των λήψεων της Y που θα ανήκουν στο Αi προς το µέγεθος του συ-

νολικού δείγµατος n (που στην ουσία είναι η σχετική συχνότητα), στην τυχαία δειγµατοληψία 

δεν θα είναι απαραίτητα ίση µε pi, παρόλο που για n µεγάλο το ni /n → pi. Αν απαιτήσουµε ο 

λόγος αυτός να ισούται µε την θεωρητική πιθανότητα, τα ni ορίζονται ως 

ni = npi   , i = 1, 2, …, k  

Για λόγους απλότητας θεωρούµε το npi ακέραιος (µπορούµε όµως να το αντικαταστήσουµε 

και µε την ακέραια τιµή του [npi]). Η εκτιµήτρια που προκύπτει είναι καλύτερη όσον αφορά 

στην διακύµανση της αφού 
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Η ανισότητα ισχύει γιατί Var(Y) = E[Var(Y | X)] + Var(E[Y | X]) και ισχύει πάντοτε ότι 

0])|[( ≥XYEVar . Ενδιαφέρον έχει να παρατηρήσουµε ότι η νέα εκτιµήτρια που προκύπτει 

είναι η 
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Αυτή η εκτιµήτρια διαφέρει από την συνήθη εκτιµήτρια του δειγµατικού µέσου (Y1+…+Yn)/n 

στο ότι εξασφαλίζει την οµοιοµορφία στη κατανοµή  των λήψεων στο δειγµατικό χώρο. 

Γενικεύοντας την τεχνική της στρωµατοποιηµένης δειγµατοληψίας, έστω ότι τα 

στρώµατα ορίζονται από µια δεύτερη µεταβλητή X που ονοµάζεται µεταβλητή στρωµατοποί-

ησης (stratification variable). 

Έστω η dX R∈  µε d N
∗∈  και Ai , i = 1, 2, …, k,  υποσύνολα του R

d
 ξένα µεταξύ τους 

µε 1)( 1 =Α∈ = i

k

iXP ∪ . Μια πιο γενική µορφή της (4.5) είναι η  

∑∑
==

∈=∈∈=
k

i

ii

k

i

ii AXYEpAXYEAXPYE
11

]|[]|[)(][      (4.7) 

όπου ( )i ip P X A= ∈ . Σε κάποιες εφαρµογές η Y είναι συνάρτηση του X. Για παράδειγµα η X 

µπορεί να είναι οι διακριτές τιµές της διαδροµής της τιµής µιας µετοχής και η Y η αξία του 

παραγώγου. Για να χρησιµοποιήσουµε την (4.7) για στρωµατοποιηµένη δειγµατοληψία 

χρειάζεται να παράγουµε ζεύγη (Xij,Yij), j = 1, 2, …, ni, γνωρίζοντας τη δεσµευµένη κατανοµή 

του (X, Y) δεδοµένου ότι iX A∈ . 

Έτσι λοιπόν κατά την στρωµατοποιηµένη δειγµατοληψία απαιτείται: 

- Η επιλογή της µεταβλητής στρωµατοποίησης X, των στρωµάτων Α1,…,Αk και του µε-

γέθους των δειγµάτων ανά στρώµα n1,…,nk. 

- Η παραγωγή δειγµάτων από την κατανοµή του (X, Y) δεδοµένου ότι 
iX A∈ . 

Κατά τον υπολογισµό των εξωτικών δικαιωµάτων προαίρεσης, η διαδροµή της τιµής 

του υποκείµενου τίτλου (S1,…, ST) ουσιαστικά ορίζει την αξία του δικαιώµατος, µε την τιµή 

ST να επηρεάζει στις περισσότερες περιπτώσεις σε πολύ µεγάλο βαθµό την αξία του. Έστω 

λοιπόν ότι η πορεία του τίτλου εξετάζεται σε n χρονικές στιγµές µε Sn = ST. Τότε ουσιαστικά 

µπορούµε να θεωρήσουµε το [0,∞)
n
 ως δειγµατικό χώρο τον οποίο θέλουµε να διαµερίσουµε 

για να χρησιµοποιήσουµε την τεχνική της στρωµατοποιηµένης δειγµατοληψίας. Η τιµή του 

υποκείµενου  τίτλου στη λήξη του δικαιώµατος είναι 

2

( )
2

0

Tr T W

TS S e

σ
σ− +

= , 

όπου Wt, t ≥ 0, µία κίνηση Brown. Μπορούµε να θεωρήσουµε ότι µε ZTWT = , όπου 

(0,1)Z N∼ , ή ισοδύναµα  
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1( )TW T V
−= Φ ,  όπου ]1,0[U∼V  

και εποµένως  
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σ

     (4.8) 

όπου Φ είναι η αθροιστική συνάρτηση κατανοµής της τυπικής κανονικής κατανοµής. Έστω 

τώρα k ισοπίθανα στρώµατα της U[0,1]. Τότε αν ορίσουµε ως V την 

1i U
V

k k

−
= +  , όπου ]1,0[UU ∼       (4.9) 

αυτή θα ανήκει στο [(i−1)/k, i/k]. Άρα από τις (4.8) και (4.9) µπορούµε να παράγουµε το ζεύ-

γος (ST(V), V) δεδοµένου ότι το V ανήκει στο [(i − 1)/k, i/k]. Επίσης από την (4.7) φαίνεται ότι 

έτσι ορίζουµε τα επιθυµητά υποσύνολα του δειγµατικού χώρου. Έχουµε στην ουσία στρωµα-

τοποιήσει την τελική τιµή (terminal value) του υποκείµενου  τίτλου µε µεταβλητή στρωµατο-

ποίησης την V, αλλά και εµµέσως όλη την διαδροµή (S1,…,Sn) που ανήκει στο 

[0,∞)
n−1×{ST(ω), ω∈Ω}. Για να παράγουµε τώρα τις ενδιάµεσες τιµές µεταξύ S0 και ST κά-

νουµε χρήση της παρεµβολής µε γέφυρα Brown (Brownian bridge) που είδαµε στο Κεφάλαιο 

3. ∆ηλαδή για Ws και WT γνωστά µε s < t < T θα είναι  

( )( )
t s T

T t t s t s T t
W W W Z

T s T s T s

− − − −
= + +

− − −
, όπου )1,0(NZ ∼  ανεξ. των Ws, WT. 

Άρα εύκολα προκύπτει η τιµή του δικαιώµατος g(S0,…,ST) στη λήξη του, όπου g η συνάρτη-

ση κέρδους του εκάστοτε δικαιώµατος. Ανακεφαλαιώνοντας, η γενική ιδέα είναι: 

• ∆ιαµερίζουµε το [0,1] στο {A1…,Ak}  

• Παράγουµε V από την U(0,1) δεδοµένου ότι V∈Αi  και λαµβάνουµε την τελική τιµή 

ST(V). 

• Παράγουµε την διαδροµή S0,…,ST δεδοµένου ότι ST  = ST(V) (µέσω Brownian bridge) 

• Για συνάρτηση κέρδους g,  

∑∑
==

∈=∈∈=
κκ

1

0

1

00 ]|),...,([]|),...,([)()],...,([
i

iTi

i

iTiT AVSSgEpAVSSgEAVPSSgE . 

 

Ο αλγόριθµος εκτίµησης της τιµής ενός δικαιώµατος αγοράς Ασιατικού τύπου που 

βασίζεται στον αριθµητικό µέσο της τιµής µιας µετοχής σε n χρονικές στιγµές (µέρες) CA µε 

χρήση της τεχνικής της στρωµατοποιηµένης δειγµατοληψίας που µόλις περιγράψαµε είναι ο 

ακόλουθος: 
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Βήµα 1. Θέτουµε Ν=1000, ορίζουµε τους µηδενικούς πίνακες 

Sum[], Sum2[] διάστασης strata 

PA = e
−r*t*dtday

, οπου dtday = 1/252 και 

t = 0 χρόνος µέχρι τη λήξη σε ηµέρες, T = t*dtday. 

Βήµα 2. SumSi = 0 

V = (j − 1 + U)/strata, όπου ]1,0[UU ∼    

(V)ΦT=WT -1 ,  

2

( )
2

0

Tr T W

T
S S e

σ
σ− +

=  

Wprin = 0 

SumSi = SumSi + ST 

Βήµα 3. Για l = 1, …, t − 1 

Wprin = (T−l*dtday)*Wprin/(T− (l−1)*dtday) + dtday*WT/(T− (l−1)*dtday) 

+ )*)1(/(*)*( dtlTdtdtlT −−−  *Z ,  όπου  Ζ ~ N(0,1), 

2

( ) *
2

0

prinr l dtday W

iS S e

σ
σ− +

=  

SumSi = SumSi + Si 

Βήµα 4. profit = SumSi/t − K  αν  SumSi/t − K > 0, αλλιώς 0 

Sum[j] = Sum[j] + profit  και Sum2[j] = Sum2[j] + profit
2
  

Επαναλαµβάνουµε τα βήµατα 2,3,4 για j = 1,…,strata.        

Βήµα 5. Επαναλαµβάνουµε Ν φορές τα βήµατα 2,3,4. 

Βήµα 6. Για i = 1, …, strata  

mtimh[i] = Sum[i]/N  και 

var[i] = (Sum2[i] − N*mtimh[i]*mtimh[i])/(N − 1) και 

TSum = mtimh[i] + TSum και 

Sumvar = var[i] + Sumvar  

var/Sum N
Tstd

strata
=   

Τυπώνουµε  την εκτίµηση : PA*TSum/strata και την τυπική απόκλισή της:  PA*Tstd 
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Στον υπολογισµό της διακύµανσης της εκτίµησης πρώτα εκτιµούµε τις διακυµάνσεις 

σε κάθε στρώµα χωριστά και µετά τη διακύµανση της εκτιµήτριας του Ασιατικού δικαιώµα-

τος. Έχουµε διαµερίσει τον δειγµατικό χώρο σε 100 στρώµατα ίσων πιθανοτήτων. Η πορεία 

της µετοχής προσοµοιώνεται µε κατασκευή γεφύρας Brown όπου η νέα τιµή προκύπτει µε 

παρεµβολή ανάµεσα στην τελική τιµή του υποκείµενου  τίτλου, και στην προηγουµένη τιµή 

που έχουµε µόλις παράγει. Η τιµή του υποκείµενου τίτλου καταγράφεται στο τέλος της κάθε 

εργάσιµης ηµέρας και χρησιµοποιείται για τον υπολογισµό του αριθµητικού µέσου. Παρακά-

τω, µέσω της Java, εκτιµούµε την τιµή ενός τέτοιου δικαιώµατος καθώς και την τυπική από-

κλιση της εκτίµησης για N = 10 (r = 0.1, vol = 0.2, S0 = 100, K = 100,T = 62/252, strata 

=100): 

class arithmetic 

{public static void main(String arg[]) 

  { 

   double r=0.1,vol=0.2,S0=100,K=100,N=10; 

   double Si,profit=0,TSum=0,SumSi=0,Tstd=0,Sumvar=0; 

   int strata=100,t=62,i,j,l; 

   double p=1.0/strata,WT,ST,Wprin,V,U; 

   double  dt=1.0/252.0,T=t*dt,PA=Math.exp(-r*T); 

   Generator typikh=new Generator(); 

   InvNormalCumulative InvF=new InvNormalCumulative(); 

 /******Dhmioyrgia kai arxikopoihsh pinakwn gia ypologismoys mesa sta strwmata**********/ 

   double  Sum[]=new double[strata],Sum2[]=new double[strata]; 

   double mtimh[]=new double[strata],var[]=new double[strata]; 

   for(i=0;i<strata;i++){ 

               Sum[i]=0;Sum2[i]=0;mtimh[i]=0;var[i]=0; 

                        } 

                          

/*********************************************************************************/ 

  for(i=1;i<=N;i++) 

     { 

 

        for(j=1;j<=strata;j++) 

           { 

            SumSi=0; 

            l=0; 

            U=Math.random(); 

            V=(j-1+U)/strata; 

            WT=Math.sqrt(T)*InvF.InvCDF(V); 

            ST=S0*Math.exp((r-vol*vol/2)*T+vol*WT); 

            Wprin=0; 

            SumSi+=ST; 

            do 

             { 

             l=l+1; 

             Wprin=(T-l*dt)*Wprin/(T-(l-1)*dt)+dt*WT/(T-(l-1)*dt)+Math.sqrt((T-l*dt)*dt/(T-(l-

1)*dt))*typikh.normal(); 

             Si=S0*Math.exp((r-vol*vol/2)*l*dt+vol*Wprin); 

             SumSi+=Si; 

            } while(l<t-1);//**********points-1? 

           profit=(SumSi/(t)-K)>0?(SumSi/(t)-K):0;   

           Sum[j-1]+=profit; 

           Sum2[j-1]+=profit*profit;  

            } 

         } 

   for(i=0;i<strata;i++) 

          { 

           mtimh[i]=Sum[i]/N; 

           var[i]=(Sum2[i]-N*mtimh[i]*mtimh[i])/(N-1); 

           TSum+=mtimh[i]; 

           Sumvar+=var[i]; 

          } 
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  Tstd=Math.sqrt(Sumvar/N)/strata;// s2=Sum(pi2/ni*Si2,i=1,..,strata) 

  System.out.println("Replications:"+String.valueOf(N)); 

  System.out.println ("Estimated cost:"+String.valueOf(PA*TSum/strata)+" 

std="+String.valueOf(PA*Tstd)); 

  } 

}   

 

Η εκτιµωµένη τιµή του δικαιώµατος είναι CΑ = 2.994 µε τυπικό σφάλµα s = 0.0683 

για Ν = 10 επαναλήψεις. Είναι σηµαντικό, όταν θέλουµε να συγκρίνουµε την αποτελεσµατι-

κότητα της µεθόδου, να παρατηρήσουµε ότι εδώ το Ν = 10 είναι το σύνολο των επαναλήψε-

ων κατά µήκος όλων των στρωµάτων. Έτσι στην ουσία έχουµε N⋅strata = 1000 επαναλήψεις. 

Το αντίστοιχο τυπικό σφάλµα της απλής εκτιµήτριας για τον ίδιο αριθµό επαναλήψεων είναι 

s = 0.118. 

Ο τρόπος στρωµατοποίησης της τιµής του υποκείµενου τίτλου που περιγράψαµε πα-

ραπάνω δεν είναι ο µονός δυνατός. Εύκολα µπορούµε να διαµερίσουµε το δειγµατικό χώρο 

του ST  όχι σε ισοπίθανα σύνολα, αλλά µε βάση εκείνες τις τιµές του ST που µηδενίζουν το 

κέρδος του δικαιώµατος και σε εκείνες που δεν το µηδενίζουν. Επίσης µπορούµε να µην 

στρωµατοποιήσουµε το ST αλλά το µέσο όρο των 

∑
=

n

i

ti
S

n 1

1
. 

Η περίπτωση αυτή ανάγεται στο πρόβληµα παραγωγής πολυµεταβλητών κανονικών τυχαίων 

µεταβλητών στρωµατοποιηµένων µε βάση κάποια προβολή του διανύσµατός τους. Λεπτοµε-

ρής περιγραφή υπαρχει στον Glasserman (2003). 

 

4.5.1  Poststratification 

Η τεχνική αυτή είναι µια πιο εύχρηστη παραλλαγή της στρωµατοποιηµένης δειγµατο-

ληψίας. Είναι πιο απλή από την κλασική στρωµατοποιηµένη δειγµατοληψία, γιατί δεν απαι-

τείται η παραγωγή δεσµευµένων δειγµάτων. Αντίθετα η δειγµατοληψία είναι τυχαία και η 

στρωµατοποίηση γίνεται εκ των υστέρων (poststratification). Πρέπει όµως να γνωρίζουµε τις 

πιθανότητες που οι διάφορες λήψεις ανήκουν σε κάθε στρώµα. 

Έστω πάλι ότι ο στόχος µας είναι να υπολογίσουµε την αναµενοµένη τιµή E[Y]. Έστω 

ότι έχουµε ορίσει στρώµατα A1,…,Ak και έστω ότι γνωρίζουµε τις πιθανότητες 

( )i ip P Y A= ∈ , µε i = 1,…,k. Έστω επίσης ότι µπορούµε να παράγουµε τυχαία αντίγραφα 

Y1,…,Yn της Y και εκ των υστέρων έχουµε έναν κανόνα που καθορίζει σε ποιο στρώµα ανήκει 

η κάθε λήψη. Ορίζουµε την τυχαία µεταβλητή 
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ως τον αριθµό των λήψεων του Y που ανήκουν στο στρώµα i. Έστω επίσης 
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το άθροισµα των λήψεων του Y που ανήκουν στο στρώµα i. Ο συνήθης δείγµατικος µέσος 

είναι Y = (Y1 + … + Yn)/n και µπορεί να γραφεί και ως 
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k

k i i

i i

S S N S
Y

n n N=
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µε την προϋπόθεση ότι το Ni δεν είναι µηδέν για i = 1, 2, …,k. Από τον Νόµο των Μεγάλων 

Αριθµών προκύπτει ότι ii pnN →/  και /i i iS N µ→  µε πιθανότητα 1, όπου =iµ  

]|[ iAYYE ∈  είναι η µέση τιµή του κάθε στρώµατος. Στην τεχνική αυτή ο λόγος  Ni/n που 

στην ουσία είναι η σχετική συχνότητα του i-στρώµατος, αντικαθίσταται από την αναµενοµέ-

νη θεωρητική πιθανότητα pi . Άρα έχουµε την εξής εκτιµήτρια 

1

ˆ
k

i
i

i i

S
Y p

N=

=∑        (4.10) 

Καλύπτοντας την περίπτωση όπου Ni  = 0 αντικαθιστούµε το Si/Ni = 0 αν Ni = 0 στην εκτιµή-

τρια (4.10). 

Η βασική διαφορά της παραπάνω εκτιµήτριας µε την κλασική είναι ότι στην ουσία 

αθροίζει ένα σταθµισµένο µέσο όρο των αθροισµάτων των λήψεων ανά στρώµα µε τα βάρη 

να είναι οι θεωρητικές πιθανότητες pi. Έτσι κατά κάποιον τρόπο οµαλοποιεί την κατανοµή 

των αριθµών των λήψεων ανά στρώµα εκ των υστέρων. Για µεγάλα n αποδεικνύεται εξίσου 

αποτελεσµατική στην µείωση της διακύµανσης µε την κλασική στρωµατοποιηµένη δειγµατο-

ληψία. 

 

4.5.2  Latin Hypercube Sampling (LHS) 

Είδαµε την εφαρµογή της στρωµατοποιηµένης δειγµατοληψίας στην εκτίµηση δικαι-

ωµάτων όπου η πορεία της τιµής του υποκείµενου τίτλου επηρεάζει την τιµή του δικαιώµα-

τος. Η στρωµατοποίηση έγινε µε βάση τη µια διάσταση του d
dSS ),0[),...,( 1 ∞∈  που είναι ο 

δειγµατικός χώρος της (διακριτοποιηµένης) διαδροµής της τιµής της µετοχής. Συγκεκριµένα 

η στρωµατοποίηση γινόταν µόνο για το Sd = ST, που είναι η τελική τιµή του τίτλου. Εάν τώρα 
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θελήσουµε να στρωµατοποιήσουµε και τις d διαστάσεις σε K στρώµατα τότε θα προκύψει 

ένα µείγµα K
d
 κατανοµών σε κάθε µια από τις οποίες πρέπει να πάρουµε αρκετές λήψεις για 

να εφαρµόσουµε την τεχνική. Οι υπολογισµοί αυτοί γίνονται απαγορευτικοί ειδικά όταν τα K 

και d µεγαλώνουν. Η τεχνική του LHS στην ουσία µας επιτρέπει την στρωµατοποίηση και 

στις d διαστάσεις παίρνοντας µόνο ένα δείγµα µεγέθους K αντί K
d
. 

Ας θεωρήσουµε τη στρωµατοποίηση του [0,1]
d
 σε κάθε µια από τις d διαστάσεις του 

σε K διαστήµατα ίσου µήκους. Έστω ότι για κάθε διάσταση i = 1,2,…,d µπορούµε να παρά-

γουµε ένα στρωµατοποιηµένο δείγµα (1) ( ),..., K

i iV V  µε ( )j

iV ∈[(j−1)/K,  j/K]. Από το παραπάνω 

δείγµα και για τις d διαστάσεις διατεταγµένες σε στήλες προκύπτει 
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Παρατηρούµε ότι κάθε γραµµή είναι ένα σηµείο του [0,1]
d
 και συγκεκριµένα η πρώτη γραµ-

µή θα ανήκει στο [0, 1/K]
d
, η δεύτερη στο [1/K, 2/K]

d
 κοκ. Θεωρούµε τώρα πi, i = 1, 2, …, d, 

µεταθέσεις του συνόλου {1, 2, …, K} και έστω πi(j) η j συντεταγµένη της i µετάθεσης. Τότε 

µετασχηµατίζουµε τις παραπάνω στήλες ως εξής 

dK

d

KK

d

d

d

d

UVVV

UVVV

UVVV

d

d

d

]1,0[)...,,(

]1,0[)...,,(

]1,0[)...,,(

)()(

2

)(

1

)2()2(

2

)2(

1

)1()1(

2

)1(

1

21

21

21

∼

∼

∼

πππ

πππ

πππ

 

Παρατηρούµε τώρα ότι κάθε γραµµή θα είναι ένα διάνυσµα, δείγµα από την οµοιόµορφη κα-

τανοµή στο [0,1]
d
. Όπως είναι φανερό η στρωµατοποίηση δεν είναι πλήρης, αλλά παρ’ όλ’ 

αυτά πετυχαίνουµε σε κάποιες περιπτώσεις σηµαντική µείωση της διακύµανσης. Παρατη-

ρούµε ότι στην ουσία προκύπτουν K διανυσµατα, όπου το σύνολο των συντεταγµένων της i 

διάστασης (1) ( )
{ ,..., }i i K

i iV V
π π  θα έχει από µία ακριβώς λήψη από κάθε στρώµα του [0,1]. 

Για να παράγουµε λοιπόν ένα δείγµα µε την τεχνική της LHS 

• Παράγουµε π1,…πd ανεξάρτητες τυχαίες µεταθέσεις του συνόλου {1,…,K}. 

• Ορίζουµε 
( )

( ) ( ) 1 j
j i i

i

j U
V

K

π − +
= , i = 1, 2, …, d  και  j = 1, 2,…, K, όπου ( ) [0,1]j

iU U∼  
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Τα K διανύσµατα ( ) ( )

1( ,..., )j j

dV V , j = 1,2,…,K, είναι το παραγόµενο δείγµα. Το δείγµα µετα-

τρέπεται εύκολα σε δείγµα της πολυµεταβλητής κανονικής N(0, Id), αν θέσουµε 

( ) 1 ( )( )j j

i iZ V
−= Φ    , i = 1, 2, …, d   και   j = 1, 2, …, K. 

Το δείγµα θα αποτελείται από τα διανύσµατα 

( ) ( ) ( )

1( ,..., )j j j

dZ Z Z= ,  j = 1, 2, …, K      (4.11) 

Έστω τώρα ότι θέλουµε ένα δείγµα από την τιµή ενός υποκείµενου τίτλου ενός δι-

καιώµατος µε µετρήσεις να γίνονται σε d χρονικές στιγµές ), S, , S(S
dttt …

21
και θέλουµε το 

δείγµα να είναι στρωµατοποιηµένο σε K στρώµατα και στις d διαστάσεις του µε την τεχνική 

του LHS. Από την (4.11) θα έχουµε K δείγµατα Ζ
(1)

,…, Ζ
(K)

 από την Ν(0, Id). Από τα K δια-

νυσµατα παράγουµε K διακριτές κινήσεις Brown W
(1)

,…,W
(K)

 ως εξής: 

( ) ( )

1

1

( )
d

j j

d i i i

i

W t t t Z−
=

= −∑ ,    j = 1, 2, …, d. 

Εύκολα από εδώ προκύπτουν K διανυσµατα  

2 2
( ) ( )

1 1

1 1

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) 2 2( ,..., ) ( ,..., )

j j
d d

d d

r t W t r t W t
j j

t t t tS S S e S e

σ σ
σ σ− + − +

= ,  j = 1,2,…,K. 

 

4.6  Ελάττωση διακύµανσης µέσω δέσµευσης (Conditioning) 

Είδαµε στην προηγούµενη παράγραφο ότι  

Var[Y] = E[Var(Y | X)] + Var(E[Y | X]) 

και εποµένως 

])|[()( XYEVarYVar ≥        (4.12) 

Έστω και πάλι ότι θέλουµε να υπολογίσουµε την αναµενόµενη τιµή της τυχαίας µετα-

βλητής Y, θ = E[Y]. Είναι προτιµότερο να υπολογίσουµε την E[Y | X] παρά την Ε[Y]. Έστω 

λοιπόν µια τυχαία µεταβλητή Χ που µπορεί να ορισθεί κατά τη διαδικασία της προσοµοίω-

σης. Τότε 

Ε[Ε[Y | X]] = E[Y] = θ. 

Άρα εκτιµώντας τη µέση τιµή της E[Y | X] θα έχουµε εκτιµήσει το θ και µάλιστα από την 

(4.12) η εκτίµησή µας θα έχει µικρότερη διακύµανση από την κλασική εκτιµήτρια. Για να 

κατανοήσουµε καλυτέρα πώς ορίζεται η X µέσα από τη διαδικασία της προσοµοίωσης και 

πώς αυτό βελτιώνει την εκτιµήτρια ας θεωρήσουµε ότι η διαδικασία της προσοµοίωσης χωρί-

ζεται σε δυο στάδια. Πρώτα προκύπτει η προσοµοιωµένη τιµή του X και µετά η τιµή του Y. 
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Τώρα εάν η τιµή του X µας βοηθά στον υπολογισµό του Y άµεσα τότε προκύπτει µια τιµή του 

Y δεδοµένου του X η οποία είναι απαλλαγµένη από τη διακύµανση της αρχικής εκτιµήτριας 

του Y, αν από το σηµείο αυτό συνεχίζαµε την προσοµοίωση. 

Ας δούµε πώς εφαρµόζεται αυτή η τεχνική στην αποτίµηση ενός down and in Barrier 

δικαιώµατος προαίρεσης. Έστω ότι η τιµή του υποκείµενου τίτλου St καταγράφεται τις χρονι-

κές στιγµές 0 = t1 < t2 < … < tn = T.  Η no-arbitrage τιµή του δικαιώµατος στο χρόνο 0 θα εί-

ναι  

])([ }{

- 1 TtT

rT

H
KSeE ≤

+− , 

όπου Η είναι το φράγµα και tH  είναι η χρονική στιγµή που έχουµε καταγραφή της τιµής του 

τίτλου και ταυτόχρονα, για πρώτη φορά, είναι 
Ht

S H≤ . Με την κλασική προσοµοίωση θα 

προσοµοιώναµε την τιµή του τίτλου },...,,{
10 nttt SSS  και θα λαµβάναµε την 

}{

- 1)()0( TtT

rT

di H
KSeC ≤

+−= . 

Γνωρίζουµε ότι τη χρονική στιγµή που θα έχει περάσει το φράγµα η τιµή του υποκεί-

µενου τίτλου, η τιµή του down and in δικαιώµατος θα ισούται µε την τιµή του κλασικού δι-

καιώµατος προαίρεσης (plain vanilla call) για το οποίο υπαρχει γνωστός αναλυτικός τύπος. 

Έστω λοιπόν },...,,{
10 Httt SSS  η διαδροµή της τιµής του τίτλου µέχρι να περάσει το φράγµα. 

Τότε  

]],...,|])[([])([
1}{

-

}{

- 11
nHH ttTtT

rT

TtT

rT
SSKSEEeKSeE ≤

+
≤

+ −=−  

           ]),,,,([ }{

)(- 1 TtHtplain

tTrrT

HH

H tTrKSCeEe ≤
− −= σ .  

Άρα έχουµε την εξής εκτιµήτρια 

ˆ
diC }{

- 1),,,,( TtHtplain

tr

HH

H tTrKSCe ≤−= σ . 

Στην ουσία δηλαδή η προσοµοίωση της διαδροµής της τιµής του τίτλου συνεχίζεται κανονικά 

µέχρι τη λήξη του δικαιώµατος. Αν περάσει το φράγµα, η αναµενόµενη αξία του δικαιώµατος 

στη λήξη του θα είναι η αναµενόµενη αξία του κλασικού δικαιώµατος µε αρχική τιµή 
HtS  και 

χρόνο µέχρι τη λήξη του T − tH. 

Επιλέγοντας διαφορετικούς τρόπους δέσµευσης προκύπτουν διαφορετικές εκτιµήτρι-

ες. Τότε, αν για παράδειγµα ˆ
diC′   είναι µια άλλη τέτοια εκτιµήτρια, 

ˆ ˆ ˆ ˆ( )di di di diC C b C C′′ ′ ′= + −  
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∆ηλαδή χρησιµοποιώντας τη µια ως µεταβλητή ελέγχου για την άλλη προκύπτει µια τρίτη 

που θα έχει µικρότερη διακύµανση και από τις δυο όπως είδαµε στην Παράγραφο 4.3. 

 

 

4.7  ∆ειγµατοληψία σπουδαιότητας (Importance Sampling) 

Η τεχνική αυτή βασίζεται στην παρατήρηση ότι η αναµενοµένη τιµή ως προς κάποιο 

µέτρο πιθανότητας µπορεί να εκφραστεί ως αναµενόµενη τιµή ως προς κάποιο άλλο µέτρο 

πιθανότητας µε χρήση του λόγου πιθανοφάνειας (likehood ratio) ή της παραγώγου των Ra-

don-Nikodym. Έστω λοιπόν ότι θέλουµε να υπολογίσουµε την αναµενόµενη τιµή της τυχαίας 

µεταβλητής X∈A µε συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας f (x), δηλαδή  

µ = E[X] = ∫
∈Ax

dxxxf )( . 

Επιλέγουµε να παράγουµε τυχαίους αριθµούς από µια άλλη κατανοµή µε συνάρτηση πυ-

κνότητας πιθανότητας g(x) για την οποία ισχύει για κάθε X∈A µε f(X) ≠ 0 ⇒ g(X) ≠ 0. Θα 

ισχύει ότι 

]
)(

)(
[)(

)(

)(
)(][

Xg

Xf
XEdxxg

xg

xf
xdxxxfXE g

AxAx

f === ∫∫
∈∈

.    (4.13) 

Με Ef, Eg συµβολίζουµε τις αναµενόµενες τιµές θεωρώντας ότι η τ.µ. Χ έχει σ.π.π. f και g 

αντίστοιχα. Από την (4.13) προκύπτει µια διαφορετική εκτιµήτρια από τη συνήθη  

1

( )1
ˆ

( )

n
i

i i

f X

n g X
µ

=

= ∑� Xi       (4.14) 

µε Xi τυχαίους αριθµούς από την κατανοµή g. Η αποτελεσµατικότητα της νέας εκτιµήτριας 

εξαρτάται άµεσα από την επιλογή της νέας κατανοµής. Η g πρέπει όταν f (x) > 0 τότε και g(x) 

> 0. 

Γενικά µια «καλή» g θα έχει τις εξής ιδιότητες 

I) Η g(x) να είναι όσο το δυνατόν ανάλογη της f(x). Από την εκτιµήτρια της σχέσης 

(4.14) έπεται ότι αν g = af τότε η διακύµανση της εκτιµήτριας θα ήταν µηδενική. 

II) Να είναι εύκολο να παράγουµε τυχαίους αριθµούς από την g. 

III) Να είναι εύκολο να υπολογιστεί η συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας της g για ο-

ποιαδήποτε πραγµατοποίηση της X προκύψει.  
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Όµοια, και στην περίπτωση όπου θέλουµε να εκτιµήσουµε την αναµενόµενη τιµή µιας 

συνάρτησης h της τυχαίας µεταβλητής X µπορούµε να την υπολογίσουµε ως προς κάποιο άλ-

λο µέτρο πιθανότητας, δηλαδή 

]
)(

)()(
[)(

)(

)()(
)()()]([

xg

xfxh
Edxxg

xg

xfxh
dxxfxhXhEa g

AxAx

f ==== ∫∫
∈∈

 

όπου και πάλι θα προκύψει µια νέα εκτιµήτρια. Όταν h(x) ≥ 0 αποδεικνύεται ότι η βέλτιστη 

επιλογή g, θα ήταν η κανονικοποιηµένη µορφή της G(x) = |h(x)|f(x), δηλαδή  

∫
∈

=
Ax

dxxGxGxg )(/)()( , 

όµως η επιλογή αυτή έχει µόνο θεωρητική αξία, γιατί περιέχει και το ολοκλήρωµα που επι-

θυµούµε να υπολογίσουµε. 

 

4.7.1. Εφαρµογή στην περίπτωση δικαιωµάτων που εξαρτώνται από την διαδροµή (Path 

dependent options) 

Έστω ότι θέλουµε να εφαρµόσουµε την παραπάνω τεχνική για να ελαττώσουµε την 

διακύµανση της εκτιµήτριας της τιµής του δικαιώµατος, το οποίο εξαρτάται από την διαδρο-

µή της τιµής του υποκείµενου τίτλου. Έστω ότι η τιµή καταγράφεται m φορές και κατά τις 

χρονικές στιγµές 0 = t0 < t1 < …< tm = T. Στο µοντέλο της γεωµετρικής κίνησης Brown είδαµε 

ότι το αποπληθωρισµένο κέρδος του δικαιώµατος G(Z1,…,Zm) είναι µια συνάρτηση του τυ-

χαίου διανύσµατος Z = (Z1,…,Zm) ~ N(0, Im) και µάλιστα είναι 

S(ti) = S(ti−1)exp((r − σ
2
/2)(ti − ti−1) + σ

1i i
t t −− Zi).    (4.15) 

Εφαρµόζοντας την τεχνική της δειγµατοληψίας σπουδαιότητας σε τέτοια δικαιώµατα 

µια νέα εκτιµήτρια µπορεί να προκύψει για τον υπολογισµό της E[G(Z)] αλλάζοντας την κα-

τανοµή του Z. Έστω λοιπόν ότι θέλουµε να αλλάξουµε µόνο τον µέσο της κατανοµής του Z 

από 0 σε κάποιο άλλο διάνυσµα µ. Έστω Pµ, Eµ και fµ το µέτρο πιθανότητας, η αναµενόµενη 

τιµή και η συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας όταν Z ~ N(µ, Im). Τότε θα είναι 

E[G(Z)] = Eµ[L(Z)G(Z)] 

όπου L ο λόγος πιθανοφάνειας που είναι ίσος µε 

)
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)
2

1
exp()( µµZµZ

TT
L +−= . 

Όποιο µ∈R
m
  και αν επιλέξουµε, ο αλγόριθµος προσοµοίωσης θα είναι ο εξής: 

Βήµα 1. Παράγουµε  Z
(i)

 ~ N(µ, Im)  για  i = 1, 2, …, N 

Βήµα 2. Υπολογίζουµε τα Y
(i) 

= G(Z
(i)

)⋅exp(−µT
Z + µ

T
µ/2) 

Βήµα 3. Τυπώνουµε την εκτίµηση (Y
(1) 

+ … + Y
(N)

)/N 

 

Με την εφαρµογή της παραπάνω τεχνικής προκύπτει µια αµερόληπτη εκτιµήτρια που 

ανάλογα µε την επιλογή του µ µπορεί να είναι µικρότερης διακύµανσης από την κλασική ε-

κτιµήτρια. 

Οι Glasserman, Heidelberger and Shahabuddin (1999) προτείνουν µια συνθήκη από 

την οποία προκύπτει ένα βέλτιστο µ. Η G ως συνάρτηση του αποπληθωρισµένου κέρδους 

ενός δικαιώµατος µπορεί να πάρει µόνο µη αρνητικές τιµές. Άρα µπορεί να γραφεί ως G(z) = 

exp(F(z)), θεωρώντας καταχρηστικά ότι F(z) = −∞ όταν G(z) = 0. Τότε 

E[G(Z)] = E[exp(F(Z))] = Eµ[exp(F(Z))
1

exp( )
2

T T− +µ Z µ µ ] 

      = E[exp(F(Z + µ))
1

exp( ( ) )
2

T T− + +µ µ Z µ µ ]  

   = E[
1

exp( ( ) )
2

T T
F + − −Z µ µ Z µ µ ]. 

Για κάθε µ και Z ~ N(0, Im). Η παράσταση µέσα στις αγκύλες υποδεικνύει µια αµερό-

ληπτη εκτιµήτρια. Παίρνουµε το ανάπτυγµα Taylor πρώτου βαθµού της F και η εκτιµήτρια 

προσεγγιστικά γίνεται 

1
exp( ( ) )

2

T TF + − −Z µ µ Z µ µ  ≈ 
1

exp( ( ) ( ) )
2

T TF F+∇ − −µ µ Ζ µ Z µ µ   (4.16) 

µε ∇F(µ) το βαθµωτό διάνυσµα της F στο µ. Εάν απαιτήσουµε το µ να ικανοποιεί τη σχέση 

∇F(µ) = µ
T
       (4.17) 

τότε η εκτιµήτρια δεν θα περιέχει το τυχαίο διάνυσµα Z. Έτσι εφαρµόζοντας δειγµατοληψία 

σπουδαιότητας µε ένα µ που θα ικανοποιεί την (4.17) λαµβάνουµε µια εκτιµήτρια µε µηδενι-

κή διακύµανση (εάν η (4.16) ισχύει ακριβώς) ή µια εκτιµήτρια µε χαµηλή διακύµανση (εάν η 

(4.16) ισχύει προσεγγιστικά). 
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4.7.2. Εφαρµογή σε δικαίωµα Ασιατικού τύπου  

Έστω ένα δικαίωµα Ασιατικού τύπου µε συνάρτηση κέρδους  ( )S K
+− , όπου S ο α-

ριθµητικός µέσος των τιµών του υποκείµενου τίτλου που έχουν καταγραφεί ανά ισοµήκη 

χρονικά διαστήµατα µε ti − ti-1 = h. Ο Glasserman (2003) περιγράφει πώς µπορεί να προσεγ-

γιστεί το βέλτιστο µ σε αυτή την περίπτωση. Παραθέτουµε µόνο τις σχέσεις: 

1

( )i

i i

hS t

my

σ
µ µ+ = −   µε 

1

( )h y K

y

σ
µ

+
= ,   i = 1, …, m − 1, 

όπου y είναι η ρίζα της εξίσωσης 

1

1
( , ) 0

m

i

i

S t y K y
m =

− − =∑       (4.18) 

και τα S(ti) = S(ti,y) στον παραπάνω τύπο υπολογίζονται από τη σχέση (4.15) θεωρώντας ότι 

τo Z ~ N(µ(y), Im) µε µ(y) να προκύπτει από τους παραπάνω τύπους. 

Το y προσεγγίζεται µε αριθµητικές µεθόδους. Στο πρόγραµµα που ακολουθεί υπολο-

γίζεται µε τη µέθοδο της τέµνουσας (Secant method). Γενικά ο Glasserman (2003) παρατηρεί 

ότι η ρίζα της (4.18) προκύπτει σχετικά γρήγορα και ότι αριθµητικά παραδείγµατα συνιστούν 

την ύπαρξη µοναδικής ρίζας. 

Στο παρακάτω πρόγραµµα σε Java υπολογίζεται ένα τέτοιο δικαίωµα αγοράς µε r = 

0.05, vol = 0.1, S0 = 50, K = 45,  Τ = 1, m = 16. 

public class arithmeticIS 

{public static void main(String arg[]) 

      { 

           double r=0.05,vol=0.1,S0=50,K=45,N=1000000,dt=1.0/16.0,Z,y,SumZmean=0,SummTm=0; 

           double Si,profit=0,SumSi=0,Sum=0,Sum2=0,mtimh,std,mean; 

           int t=16,i,j,m=t; 

           double PA=Math.exp(-r*dt*t); 

           Generator typikh=new Generator(); 

           System.out.println("Finding optimal y");      
           y=Solve(K,vol,dt,r,S0,m); 

           System.out.println("Optimal y found: "+String.valueOf(y)+"  with f(y)="+String.valueOf(f(y,K,vol,dt,r,S0,m))); 

           System.out.println("Simulating"); 
           for(i=1;i<=N;i++) 

                  { 

                     Si=S0; 
                     SumSi=0; 

                     SumZmean=0;                   

                     mean=vol*Math.sqrt(dt)*(y+K)/y;  

                     SummTm=0; 

                     j=0; 

                     do 

                           { 

                             j=j+1; 

                             Z=typikh.normal()+mean; 
                             Si=St(Si,dt,Z,r,vol); 

                             SummTm+=0.5*mean*mean; 

                             SumZmean+=Z*mean; 
                             SumSi+=Si; 

                             mean=Zt(mean,Si,y,m,dt,vol);       

                           } while(j<t); 

                      profit=(SumSi/(t)-K)>0?(SumSi/(t)-K)*Math.exp(-SumZmean+SummTm):0;  
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                      Sum+=profit; 

                      Sum2+=profit*profit;     

                  } 
          mtimh=Sum/N; 

          std=PA*Math.sqrt((Sum2-N*mtimh*mtimh)/((N-1)*N)); 

          System.out.println("Replications:"+String.valueOf(N)); 

          System.out.println ("Estimated cost:"+String.valueOf(PA*mtimh)+" std="+String.valueOf(std)); 

     } 

 

// Μέθοδος για την εύρεση του Si 

public static double St(double St_1,double dt,double Z,double r,double vol) {  

  return St_1*Math.exp((r-0.5*vol*vol)*dt+vol*Math.sqrt(dt)*Z); 
  } 

 

// Μέθοδος για την εύρεση του Zi 

public static double Zt(double Zt_1,double St_1,double y,int m,double dt,double vol) {  

    return Zt_1-vol*Math.sqrt(dt)*St_1/(m*y); 
  } 

 

//Μέθοδος για τον υπολογισµό της συνάρτησης της οποίας θέλουµε τη ρίζα 
public static double f(double y,double K,double vol,double dt,double r,double S0,int m) {   

          double Sum=0,St_1,Zt_1; 

          int j; 
          St_1=S0; 

          Zt_1=vol*Math.sqrt(dt)*(y+K)/y; 

          for(j=1;j<=m;j++) 

              { 

                St_1=St(St_1,dt,Zt_1,r,vol);           

                Sum+=St_1; 

                Zt_1=Zt(Zt_1,St_1,y,m,dt,vol); 

              } 

          return Sum/m-K-y; 
  } 

 

//Η µέθοδος της χορδής (Secant method) για εύρεση ρίζας 
public static double Solve(double K,double vol,double dt,double r,double S0,int m) { 

          double epsilon=0.01,yn_1=0.1,yn=10*S0,d; 

          int n=1,epanalhpseis=100;        
          do 

             { 

                d=(yn-yn_1)/(f(yn,K,vol,dt,r,S0,m)-f(yn_1,K,vol,dt,r,S0,m))*f(yn,K,vol,dt,r,S0,m); 

                yn_1=yn; 

                yn=yn-d; 

              }while(n<=epanalhpseis&&Math.abs(d)>epsilon);   

          return yn;   

} 

} 

 

 

Για Ν = 1000000 επαναλήψεις η no-arbitrage τιµή του δικαιώµατος στο χρόνο 0 υπο-

λογίζεται ότι είναι περίπου C = 6.053 και η τυπική απόκλιση της εκτίµησης είναι std = 

0.000863. 

 

Στον παρακάτω πίνακα συγκρίνεται η τυπική απόκλιση της εκτιµήτριας που προκύ-

πτει µε την παραπάνω τεχνική της δειγµατοληψίας σπουδαιότητας µε την τυπική απόκλιση 

της κλασικής εκτιµήτριας για ένα Ασιατικό δικαίωµα αγοράς. 
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Πίνακας 4.4
5
 

Τυπικά σφάλµατα για arithmetic average asian δικαιώµατα αγοράς. 

  arithmetic average asian call 

S0=100   Χωρίς ελάττωση Μέθοδος δειγµατοληψίας  

σ K διακύµανσης σπουδαιότητας 

0,2 90 0,3875 0,0098 

  100 0,02489 0,0094 

  110 0,00189 0,0029 

0,4 90 0,07332 0,0257 

  100 0,05026 0,0172 

  110 0,02028 0,0409 

0,6 90 0,10359 0,0359 

  100 0,07651 0,0248 

  110 0,11266 0,0909 

Οι εκτιµήσεις της τυπικής απόκλισης βασίζονται σε Ν = 10000 επαναλήψεις. Οι παράµετροι και για τα δυο δικαιώµατα είναι 

S0 = 100, r = 0.10, T  = 28/252 και µε το K και το σ να µεταβάλλεται όπως φαίνεται στον πίνακα. Η διαδροµή της τιµής του 

υποκείµενου  τίτλου καταγράφεται µε συχνότητα δt = 1/252 (κάθε εργάσιµη ηµέρα). 

 

Παρατηρούµε ότι υπαρχει αρκετά µεγάλη ελάττωση της τυπικής απόκλισης σε κά-

ποιες περιπτώσεις. Μάλιστα παρατηρούµε ότι η τεχνική αποδίδει περισσότερο όσο αυξάνεται 

η πιθανότητα κέρδους του δικαιώµατος, ενώ σε κάποιες περιπτώσεις η τεχνική αυτή µπορεί 

να έχει και αρνητική επίδραση (αύξηση της τυπικής απόκλισης της εκτιµήτριας).  

 

4.8 Εφαρµογές σε δικαιώµατα Ασιατικού τύπου 

Θα εφαρµόσουµε τις κυριότερες τεχνικές ελάττωσης διακύµανσης που παρουσιάστη-

καν έως τώρα σε διάφορες παραλλαγές δικαιωµάτων αγοράς Ασιατικού τύπου. 

 

4.8.1 Plain vanilla fixed-strike Eurasian call 

Ένα Ευρωπαϊκό fixed-strike plain vanilla Ασιατικό δικαίωµα αγοράς έχει συνάρτηση 

κέρδους κcall = (Save − K)
+
. Το Save είναι ο αριθµητικός µέσος των τιµών του υποκείµενου τίτ-

λου που έχουν καταγραφεί κατά τη διάρκεια ισχύος του δικαιώµατος. Εδώ θεωρούµε τη διάρ-

κεια ισχύος του δικαιώµατος ένα έτος (T = 1) και θεωρούµε ότι η καταγραφή της πορείας του 

υποκείµενου τίτλου γίνεται ανά µήνα (σύνολο 12 καταγραφές). Το χωρίς ρίσκο επιτόκιο θεω-

ρείται σταθερό κατά τη διάρκεια του έτους (r = 0.05) και η αρχική τιµή του υποκείµενου τίτ-

λου είναι S0 = 100. Στον Πίνακα 4.5 δίνονται οι τυπικές αποκλίσεις της εκτιµήτριας της (no-

arbitrage) τιµής του δικαιώµατος στην αρχή της ισχύος του για διάφορες τιµές της πτητικότη-

                                                
5
 Τα προγράµµατα σε Java υπάρχουν στο παράρτηµα 
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τας σ και της τιµής εξάσκησης K . Στην πρώτη στήλη του πίνακα δίνεται η τυπική απόκλιση 

χωρίς τη χρήση κάποιας µεθόδου ελάττωσης διακύµανσης (Raw) ενώ στις επόµενες στήλες 

δίνεται η τυπική απόκλιση καθώς και το ποσοστό ελάττωσης της τυπικής απόκλισης που έχει 

επιτευχθεί µε την εφαρµογή της εκάστοτε µεθόδου ελάττωσης διακύµανσης.  

Παρατηρούµε ότι η χρήση της µεθόδου των αντιθετικών µεταβλητών (AV) ελαττώ-

νει σε µεγάλο ποσοστό την τυπική απόκλιση για K << S0 και σ µικρό. Όταν αυτές οι παράµε-

τροι του δικαιώµατος αυξάνουν, η αποτελεσµατικότητα της µεθόδου µειώνεται.  

Η χρήση της µεταβλητής ελέγχου (CV) για την αποτίµηση αυτού του δικαιώµατος 

φαίνεται να έχει πολύ καλό αποτέλεσµα. Ως µεταβλητή ελέγχου έχει χρησιµοποιηθεί το αντί-

στοιχο Ασιατικό δικαίωµα µε βάση το γεωµετρικό µέσο. Το συγκεκριµένο δικαίωµα έχει α-

ναλυτικό τυπο που παρουσιάστηκε στην Παράγραφο 4.4 (αντίστοιχος τύπος στην περίπτωση 

όπου έχουµε συνεχή καταγραφή του υποκείµενου τίτλου υπάρχει στην Παράγραφο 2.10) και 

όπως είδαµε στον Πίνακα 4.3 έχει πολύ υψηλή συσχέτιση µε το δικαίωµα που θέλουµε να 

αποτιµήσουµε, γεγονός που εξηγεί την υψηλή αποτελεσµατικότητα της µεθόδου. 

Η µέθοδος της στρωµατοποιηµένης δειγµατοληψίας (SS) έχει καλά αποτελέσµατα 

που είναι ανεξάρτητα της τιµής των K, σ.   

Πίνακας 4.5. 

 Τυπικές αποκλίσεις της  εκτίµησης του plain vanilla fixed-strike Eurasian call για N = 1000000 επαναλήψεις 

σ K Raw AV CV SS IS 

0,1 90 0,00597 0,00068 11,39% 0,00008 1,34% 0,00279 46,73% 0,00176 29,48% 

  92 0,00588 0,00091 15,48% 0,00008 1,36% 0,00276 46,94% 0,00193 32,82% 

  94 0,0057 0,00124 21,75% 0,00007 1,23% 0,0027 47,37% 0,00203 35,61% 

  96 0,00543 0,00166 30,57% 0,00007 1,29% 0,0026 47,88% 0,00201 37,02% 

  98 0,00503 0,00212 42,15% 0,00007 1,39% 0,00245 48,71% 0,00189 37,57% 

  100 0,00451 0,00252 55,88% 0,00007 1,55% 0,00225 49,89% 0,00166 36,81% 

  102 0,00391 0,00276 70,59% 0,00006 1,53% 0,00202 51,66% 0,00137 35,04% 

  104 0,00326 0,00267 81,90% 0,00006 1,84% 0,00175 53,68% 0,00977 - 

  106 0,00264 0,00235 89,02% 0,00006 2,27% 0,00148 56,06% 0,00671 - 

  108 0,00205 0,00192 93,66% 0,00006 2,93% 0,00121 59,02% 0,00478 - 

  110 0,00156 0,00148 94,87% 0,00005 3,21% 0,00097 62,18% 0,0032 - 

0,2 90 0,01098 0,004 36,43% 0,00027 2,46% 0,00527 48,00% 0,00377 34,34% 

  92 0,01061 0,00447 42,13% 0,00026 2,45% 0,00513 48,35% 0,00368 34,68% 

  94 0,01015 0,00492 48,47% 0,00025 2,46% 0,00496 48,87% 0,00354 34,88% 

  96 0,00967 0,00532 55,02% 0,00025 2,59% 0,00478 49,43% 0,00335 34,64% 

  98 0,0091 0,00568 62,42% 0,00024 2,64% 0,00456 50,11% 0,00312 34,29% 

  100 0,00853 0,0059 69,17% 0,00024 2,81% 0,00434 50,88% 0,00284 33,29% 

  102 0,00791 0,00598 75,60% 0,00023 2,91% 0,00409 51,71% 0,00256 32,36% 

  104 0,00725 0,00589 81,24% 0,00023 3,17% 0,00385 53,10% 0,02081 - 

  106 0,00663 0,00562 84,77% 0,00022 3,32% 0,00357 53,85% 0,01732 - 

  108 0,00602 0,0053 88,04% 0,00022 3,65% 0,00331 54,98% 0,01457 - 

  110 0,00541 0,00491 90,76% 0,00022 4,07% 0,00305 56,38% 0,01231 - 
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σ K Raw AV CV SS IS 

0,3 90 0,01558 0,00832 53,40% 0,00057 3,66% 0,00763 48,97% 0,00509 32,67% 

  92 0,01512 0,00866 57,28% 0,00056 3,70% 0,00745 49,27% 0,00493 32,61% 

  94 0,01456 0,00904 62,09% 0,00056 3,85% 0,00725 49,79% 0,00472 32,42% 

  96 0,01402 0,00935 66,69% 0,00055 3,92% 0,00705 50,29% 0,00449 32,03% 

  98 0,01345 0,00954 70,93% 0,00054 4,01% 0,00684 50,86% 0,00424 31,52% 

  100 0,01283 0,00965 75,21% 0,00053 4,13% 0,00659 51,36% 0,00397 30,94% 

  102 0,01224 0,00965 78,84% 0,00053 4,33% 0,00636 51,96% 0,0037 30,23% 

  104 0,01162 0,00949 81,67% 0,00052 4,48% 0,00611 52,58% 0,00342 29,43% 

  106 0,011 0,00929 84,45% 0,00051 4,64% 0,00586 53,27% 0,02834 - 

  108 0,01038 0,00901 86,80% 0,0005 4,82% 0,00561 54,05% 0,02503 - 

  110 0,00977 0,00864 88,43% 0,0005 5,12% 0,00535 54,76% 0,02271 - 

0,4 90 0,02042 0,013 63,66% 0,00103 5,04% 0,01014 49,66% 0,00628 30,75% 

  92 0,0199 0,01333 66,98% 0,00102 5,13% 0,00993 49,90% 0,0061 30,65% 

  94 0,01934 0,01357 70,17% 0,001 5,17% 0,00973 50,31% 0,00586 30,30% 

  96 0,01875 0,01376 73,39% 0,00099 5,28% 0,00953 50,83% 0,00562 29,97% 

  98 0,01811 0,01386 76,53% 0,00098 5,41% 0,00928 51,24% 0,00537 29,65% 

  100 0,01756 0,01383 78,76% 0,00098 5,58% 0,00907 51,65% 0,00511 29,10% 

  102 0,01694 0,01373 81,05% 0,00096 5,67% 0,00883 52,13% 0,00484 28,57% 

  104 0,01632 0,01361 83,39% 0,00096 5,88% 0,00857 52,51% 0,00458 28,06% 

  106 0,01572 0,01343 85,43% 0,00095 6,04% 0,00835 53,12% 0,00432 27,48% 

  108 0,0151 0,01313 86,95% 0,00094 6,23% 0,00812 53,77% 0,03787 - 

  110 0,01454 0,01277 87,83% 0,00094 6,46% 0,00783 53,85% 0,03305 - 

0,5 90 0,02557 0,01816 71,02% 0,00168 6,57% 0,01283 50,18% 0,00765 29,92% 

  92 0,02499 0,01839 73,59% 0,00165 6,60% 0,01264 50,58% 0,0074 29,61% 

  94 0,0245 0,01853 75,63% 0,00162 6,61% 0,01242 50,69% 0,00717 29,27% 

  96 0,02388 0,01857 77,76% 0,00162 6,78% 0,01221 51,13% 0,00692 28,98% 

  98 0,02329 0,0186 79,86% 0,0016 6,87% 0,01202 51,61% 0,00666 28,60% 

  100 0,02273 0,01853 81,52% 0,00158 6,95% 0,01177 51,78% 0,00637 28,02% 

  102 0,02216 0,01841 83,08% 0,00156 7,04% 0,01158 52,26% 0,00611 27,57% 

  104 0,02152 0,01823 84,71% 0,00156 7,25% 0,01131 52,56% 0,00589 27,37% 

  106 0,02089 0,01796 85,97% 0,00155 7,42% 0,0111 53,14% 0,0056 26,81% 

  108 0,02035 0,01777 87,32% 0,00153 7,52% 0,01087 53,42% 0,00534 26,24% 

  110 0,01976 0,01746 88,36% 0,00152 7,69% 0,01063 53,80% 0,0051 25,81% 

0,6 90 0,03115 0,0237 76,08% 0,00251 8,06% 0,01588 50,98% 0,00947 30,40% 

  92 0,03059 0,02393 78,23% 0,00248 8,11% 0,01563 51,10% 0,00917 29,98% 

  94 0,02993 0,02395 80,02% 0,00243 8,12% 0,01544 51,59% 0,00896 29,94% 

  96 0,02946 0,02391 81,16% 0,00242 8,21% 0,01518 51,53% 0,00914 31,03% 

  98 0,02889 0,02383 82,49% 0,00242 8,38% 0,01501 51,96% 0,00839 29,04% 

  100 0,0283 0,02378 84,03% 0,0024 8,48% 0,01481 52,33% 0,00813 28,73% 

  102 0,02778 0,02362 85,03% 0,00238 8,57% 0,01458 52,48% 0,00785 28,26% 

  104 0,02722 0,02337 85,86% 0,00238 8,74% 0,0144 52,90% 0,00778 28,58% 

  106 0,02665 0,0231 86,68% 0,00237 8,89% 0,01413 53,02% 0,00728 27,32% 

  108 0,02602 0,02291 88,05% 0,00234 8,99% 0,01392 53,50% 0,00697 26,79% 

  110 0,02549 0,02255 88,47% 0,00233 9,14% 0,01368 53,67% 0,00673 26,40% 

 

Η δειγµατοληψία σπουδαιότητας (IS) φαίνεται να δουλεύει πολύ καλά, αλλά όχι στο 

σύνολο των περιπτώσεων. Όταν K >> S0 , όταν δηλαδή η τιµή του δικαιώµατος τείνει να γίνει 

µηδενική (το δικαίωµα θα είναι µάλλον out-of-the-money) η µέθοδος δεν δουλεύει ικανοποι-
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ητικά. Το αποτέλεσµα αυτό δείχνει κάτι χαρακτηριστικό της µεθόδου αυτής: Επιλέγοντας 

πραγµατοποιήσεις από µια άλλη κατανοµή δεν έχουµε πάντα ως αποτέλεσµα τη µείωση της 

τυπικής απόκλισης, αλλά αντίθετα µπορεί να παρατηρείται αύξηση. Όταν το σ αυξάνει, αυ-

ξάνοντας ταυτόχρονα και την τιµή του δικαιώµατος, αυτή η µέθοδος γίνεται αποτελεσµατική 

και για µεγάλα K.  

Σχήµα 4.3 (α) 

 

Σχήµα 4.3 (β) 
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Στα σχήµατα 4.3(α), 4.3(β) παρουσιάζεται µια γραφική σύγκριση των µεθόδων. Πα-

ριστάνεται η εκτιµώµενη τιµή του δικαιώµατος σε συνάρτηση µε τον αριθµό των επαναλή-

ψεων. Παρατηρούµε ότι µε τη µέθοδο των µεταβλητών ελέγχου έχουµε πολύ γρήγορη σύ-

γκλιση της εκτιµώµενης τιµής του δικαιώµατος που προκύπτει από προσοµοίωση, και η µέ-

θοδος αυτή φαίνεται να είναι σαφώς καλύτερη και στα δυο σχήµατα. Στο Σχήµα 4.3(α), όπου 

η προσοµοίωση αφορά σε δικαίωµα µε K = 90, σ = 0.1, όπως και στον Πίνακα 4.5, η επόµενη 

καλύτερη µέθοδος µετά την µέθοδο των ρυθµιστικών µεταβλητών φαίνεται να είναι η µέθο-

δος των αντιθετικών µεταβλητών. Αντίθετα, στο Σχήµα 4.3(β), όπου η προσοµοίωση αφορά 

σε δικαίωµα µε K = 104, σ = 0.3, η επόµενη καλύτερη µέθοδος φαίνεται τώρα να είναι η µέ-

θοδος της δειγµατοληψίας σπουδαιότητας. 

Ως συµπέρασµα θα λέγαµε ότι η µέθοδος της ρυθµιστικής µεταβλητής φαίνεται να 

δουλεύει καλυτέρα για αυτό το δικαίωµα για όλες τις τιµές των παραµέτρων.  

 

4.8.2 Plain vanilla floating-strike Eurasian call 

Ένα Ευρωπαϊκό plain vanilla floating-strike Ασιατικό δικαίωµα αγοράς έχει συνάρτη-

ση κέρδους κcall = (ST − Save)
+
. Το Save υπολογίζεται όπως και για το fixed-strike. Στο συγκε-

κριµένο δικαίωµα δεν υπάρχει σταθερή τιµή εξάσκησης K. Προσοµοιώνουµε ένα τέτοιο δι-

καίωµα µε παραµέτρους S0 = 100, T = 1 και ανά µήνα καταγράφουµε την τιµή του υποκείµε-

νου τίτλου (12 καταγραφές) και υπολογίζουµε την τυπική απόκλιση της εκτιµήτριας για N = 

1000000 επαναλήψεις. Στον Πίνακα 4.6 παρουσιάζονται τα αποτελέσµατα από τις τυπικές 

αποκλίσεις της εκτιµήτριας για διάφορες µεθόδους και για διάφορες τιµές της πτητικότητας 

και του (σταθερού κατά τη διάρκεια της ισχύος του δικαιώµατος), χωρίς ρίσκο επιτοκίου r.  

Η απόδοση της µεθόδου των αντιθετικών µεταβλητών είναι µέτρια σε σχέση µε την 

προηγουµένη περίπτωση. Παρατηρούµε ότι και σε αυτή την περίπτωση η µείωση της διακύ-

µανσης γίνεται µικρότερη καθώς το σ µεγαλώνει. Για την µέθοδο της µεταβλητής ελέγχου η 

διαφορά σε σχέση µε την προηγούµενη περίπτωση είναι εµφανής. Τα αποτελέσµατα αν και 

σταθερά στις µεταβολές των παραµέτρων του δικαιώµατος δεν είναι ικανοποιητικά. Ως µετα-

βλητή ελέγχου εδώ χρησιµοποιήθηκε ο υποκείµενος τίτλος, ο οποίος (όπως είδαµε στον Πί-

νακα 4.2) δεν έχει πολύ µεγάλη συσχέτιση µε το fixed-strike αντίστοιχο δικαίωµα και προφα-

νώς ισχύει το ίδιο και για την περίπτωση που εξετάζουµε. Η µέθοδος της στρωµατοποιηµένης 



 89 

δειγµατοληψίας εδώ έχει την καλύτερη απόδοση. Είναι σχεδόν σταθερά καλύτερη από τις 

άλλες µεθόδους και αποδίδει µια µείωση της τάξεως του 50% περίπου σε κάθε περίπτωση. 

Πίνακας 4.6. 

Τυπικές αποκλίσεις της εκτίµησης του plain vanilla floating-strike Eurasian call για N = 1000000 επαναλή-

ψεις 

σ r Raw AV CV SS 

0,1 0,2 0,00368 0,00256 69,57% 0,00231 62,77% 0,00201 54,62% 

 0,4 0,00396 0,00246 62,12% 0,00238 60,10% 0,00212 53,54% 

 0,6 0,00424 0,00232 54,72% 0,00245 57,78% 0,00223 52,59% 

 0,8 0,00448 0,00215 47,99% 0,00249 55,58% 0,00231 51,56% 

 1 0,0047 0,00196 41,70% 0,00252 53,62% 0,00239 50,85% 

0,2 0,2 0,0075 0,00578 77,07% 0,0046 61,33% 0,00402 53,60% 

 0,4 0,00779 0,00579 74,33% 0,00466 59,82% 0,00411 52,76% 

 0,6 0,0081 0,00576 71,11% 0,00472 58,27% 0,00422 52,10% 

 0,8 0,00839 0,00567 67,58% 0,00477 56,85% 0,00431 51,37% 

 1 0,00868 0,00558 64,29% 0,00481 55,41% 0,0044 50,69% 

0,3 0,2 0,01185 0,00964 81,35% 0,00699 58,99% 0,00619 52,24% 

 0,4 0,01218 0,00972 79,80% 0,00703 57,72% 0,00629 51,64% 

 0,6 0,01245 0,00977 78,47% 0,00709 56,95% 0,00638 51,24% 

 0,8 0,01279 0,00977 76,39% 0,00712 55,67% 0,00648 50,66% 

 1 0,01312 0,00973 74,16% 0,00713 54,34% 0,00654 49,85% 

0,4 0,2 0,01686 0,01425 84,52% 0,00952 56,47% 0,00865 51,30% 

 0,4 0,01717 0,01436 83,63% 0,00955 55,62% 0,00873 50,84% 

 0,6 0,01755 0,01446 82,39% 0,00958 54,59% 0,00879 50,09% 

 0,8 0,01786 0,01459 81,69% 0,0096 53,75% 0,0089 49,83% 

 1 0,01814 0,01461 80,54% 0,00961 52,98% 0,00894 49,28% 

0,5 0,2 0,0227 0,01975 87,00% 0,01219 53,70% 0,01146 50,48% 

 0,4 0,02303 0,01994 86,58% 0,01223 53,10% 0,0115 49,93% 

 0,6 0,02342 0,01999 85,35% 0,01226 52,35% 0,01159 49,49% 

 0,8 0,02362 0,02016 85,35% 0,01224 51,82% 0,01165 49,32% 

 1 0,02402 0,02033 84,64% 0,01221 50,83% 0,0117 48,71% 

0,6 0,2 0,02939 0,0264 89,83% 0,01512 51,45% 0,01473 50,12% 

 0,4 0,02964 0,02651 89,44% 0,01511 50,98% 0,01476 49,80% 

 0,6 0,03003 0,02659 88,54% 0,01511 50,32% 0,01485 49,45% 

 0,8 0,03036 0,02689 88,57% 0,01508 49,67% 0,01487 48,98% 

 1 0,03076 0,02696 87,65% 0,01504 48,89% 0,01485 48,28% 

 

4.8.3. Ανακεφαλαίωση 

Παρουσιάστηκαν και εφαρµόστηκαν συγκριτικά οι κυριότερες µέθοδοι ελάττωσης δι-

ακύµανσης. Όπως ήταν αναµενόµενο, καµία από τις µεθόδους που είδαµε δεν φαίνεται να 

υπερτερεί σε όλες τις περιπτώσεις. Αντίθετα η επιλογή µιας µεθόδου έναντι των υπολοίπων 

µπορεί να γίνει µόνο ανά περίπτωση. Η µέθοδος των αντιθετικών µεταβλητών είναι η πιο α-

πλή και από άποψη εφαρµογής και από άποψη αλγοριθµικής πολυπλοκότητας. Σε κάποιες 

περιπτώσεις ελαττώνει τη διακύµανση της εκτίµησης αρκετά αλλά χωρίς θεαµατικά αποτελέ-
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σµατα συνήθως. Η µέθοδος της µεταβλητής ελέγχου µπορεί να είναι παρά πολύ αποδοτική αν 

βρούµε την κατάλληλη µεταβλητή ελέγχου. Υπάρχει δυνατότητα να βρούµε αρκετές µετα-

βλητές ελέγχου για ένα εξωτικό δικαίωµα όπως είδαµε στην Παράγραφο 4.3, αλλά η υψηλή 

συσχέτισή του µε το προς αποτίµηση δικαίωµα είναι το ζητούµενο για να πετύχουµε µεγάλη 

ελάττωση διακύµανσης. Όσον αφορά στη στρωµατοποιηµένη δειγµατοληψία εδώ παρουσιά-

σαµε κάποιους σχετικά απλούς τρόπους στρωµατοποίησης, οι οποίοι όµως φαίνονται να λει-

τουργούν σταθερά καλά σε κάθε περίπτωση. Μια πιο εξεζητηµένη στρωµατοποίηση που βα-

σίζεται και στις ιδιαιτερότητες της συνάρτησης κέρδους του εκάστοτε δικαιώµατος µπορεί να 

δώσει πολύ καλυτέρα αποτελέσµατα, όπως αναφέρεται στον Glasserman (2003). Η δειγµατο-

ληψία σπουδαιότητας φαίνεται και αυτή να δίνει πολύ καλά αποτελέσµατα αν και έχει αυξη-

µένη πολυπλοκότητα και είναι δύσκολο να γνωρίζουµε ανά περίπτωση τη βέλτιστη κατανοµή 

από την οποία θα προκύψει η εκτίµηση. Μια εσφαλµένη επιλογή κατανοµής µπορεί να αυξή-

σει τη διακύµανση της εκτίµησης.  

Κλείνοντας, είναι σηµαντικό να αναφέρουµε ότι οι παραπάνω µέθοδοι µπορούν να 

εφαρµοστούν και συνδυαστικά µεταξύ τους. Οι Glasserman, Heidelberger and Shahabuddin 

(1999) παρουσιάζουν ένα συνδυασµό στρωµατοποιηµένης δειγµατοληψίας και δειγµατολη-

ψίας σπουδαιότητας, ο οποίος έχει άριστα αποτελέσµατα στην εκτίµηση δικαιωµάτων προαί-

ρεσης που εξαρτώνται από την πορεία του υποκείµενου τίτλου.  
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Παράρτηµα 

 

 

 
1. Monte Carlo Εκτίµηση της τιµής ενός down and out call option µε χρήση της απλής (raw) εκτιµήτριας 

(σε γλώσσα Java). Πίνακας 4.1, σελίδα 52 . 

 
 

/***** Για το down and out  call raw estimator******/ 
 

class downandout 

{public static void main(String arg[]) 

  { 

   double r=0.1,vol=0.2,S0=100,K=90,H=98,N=10000,dt=1/252.0; //ρυθµίζονται οι παράµετροι 
   double Si,profit=0,Sum=0,Sum2=0,Sum3=0,mtimh=0,std; 

   boolean barrier_crossed; 

   int t=20,i,j; 

   double  md=(r-vol*vol/2)*dt,vol_dt=vol*Math.sqrt(dt); 

   Generator typikh=new Generator(); 

 

   for(i=1;i<=N;i++) 

        { 

           barrier_crossed=false; 

           Si=S0; 

           j=0; 

           do 

                { 

                    j=j+1; 

                    Si=Si*Math.exp(md+vol_dt*typikh.normal()); 

                    if(Si<H) 

                           barrier_crossed=true;       

                } while((!barrier_crossed) && j<t); 

             if(!barrier_crossed) 

                   profit=(Si-K)>0?(Si-K):0; //Αν (Si-K)>0, τότε  profit=(Si-K) αλλιώς profit=0 
             else 

                   profit=0; 

             Sum+=profit; 

             Sum2+=profit*profit;     

           } 

  mtimh=Sum/N; 

  std=Math.sqrt((Sum2-N*mtimh*mtimh)/((N-1)*N)); 

  System.out.println("K="+String.valueOf(K)+"  vol="+String.valueOf(vol)); 

  System.out.println ("std="+String.valueOf(Math.exp(-r*t*dt)*std));   

  }                                                                       

} 
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2. Monte Carlo Εκτίµηση της τιµής ενός down and out call option µε χρήση αντιθετικών µεταβλητών (σε 

γλώσσα Java). Πίνακας 4.1, σελίδα 52 . 
 

 

/***** Για το down and out  call µε χρήση αντιθετικών µεταβλητών ******/ 
 

class downandout 

{public static void main(String arg[]) 

  { 

   double r=0.1,vol=0.2,S0=100,K=90,H=98,N=10000,dt=1/252.0;//ρυθµίζονται οι παράµετροι 
   double Si1,Si2,z,profit1=0,profit2=0,profit=0,Sum=0,Sum2=0,Sum3=0,mtimh=0,std; 

   boolean barrier_crossed1=false,barrier_crossed2=false; 

   int t=20,i,j; 

   double  md=(r-vol*vol/2)*dt,vol_dt=vol*Math.sqrt(dt); 

   Generator typikh=new Generator(); 

   N=N/2; 

   for(i=1;i<=N;i++) 

        { 

           barrier_crossed1=false; 

           barrier_crossed2=false; 

           Si1=S0; 

           Si2=S0; 

            j=0; 

            do 

                { 

                    j=j+1; 

                    z=typikh.normal(); 

                    Si1=Si1*Math.exp(md+vol_dt*z); 

                    Si2=Si2*Math.exp(md+vol_dt*(-z)); 

                    if(Si1<H) 

                           barrier_crossed1=true;   

                    if(Si2<H) 

                           barrier_crossed2=true;     

                } while((!barrier_crossed1 ||!barrier_crossed2) && j<t); 

              if(!barrier_crossed1) 

                   profit1=(Si1-K)>0?(Si1-K):0;//Αν (Si-K)>0 τότε profit=(Si-K) αλλιώς profit=0 
              else 

                   profit1=0; 

              if(!barrier_crossed2) 

                   profit2=(Si2-K)>0?(Si2-K):0; 

              else 

                    profit2=0; 

              profit=(profit1+profit2)/2.0; 

              Sum+=profit; 

              Sum2+=profit*profit;     

           

} 

  mtimh=Sum/N; 

  std=Math.sqrt((Sum2-N*mtimh*mtimh)/((N-1)*N)); 

  System.out.println("K="+String.valueOf(K)+"  vol="+String.valueOf(vol)); 

  System.out.println ("std="+String.valueOf(Math.exp(-r*t*dt)*std));   

  } 

} 
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3. Monte Carlo Εκτίµηση της τιµής ενός down and in  call option µε χρήση της απλής (raw) εκτιµήτριας  

(σε γλώσσα Java). Πίνακας 4.1, σελίδα 52. 
 

 

/***** Για το down and in  call raw estimator******/ 
 

class downandin 

{public static void main(String arg[]) 

  { 

   double r=0.1,vol=0.2,S0=100,K=90,H=98,N=10000,dt=1/252.0;//ρυθµίζονται οι παράµετροι 
   double Si,profit=0,Sum=0,Sum2=0,Sum3=0,mtimh=0,std; 

   boolean barrier_crossed; 

   int t=20,i,j; 

   double  md=(r-vol*vol/2)*dt,vol_dt=vol*Math.sqrt(dt); 

   Generator typikh=new Generator(); 

    

   for(i=1;i<=N;i++) 

        { 

           barrier_crossed=false; 

           Si=S0; 

           j=0; 

           do 

                { 

                    j=j+1; 

                    Si=Si*Math.exp(md+vol_dt*typikh.normal()); 

                    if(Si<=H) 

                           barrier_crossed=true;       

                } while(j<t); 

             if(barrier_crossed) 

                   profit=(Si-K)>0?(Si-K):0;//  Αν (Si-K)>0, τότε profit=(Si-K) αλλιώς profit=0 
             else 

                   profit=0; 

             Sum+=profit; 

             Sum2+=profit*profit;     

           } 

  mtimh=Sum/N; 

  std=Math.sqrt((Sum2-N*mtimh*mtimh)/((N-1)*N)); 

  System.out.println("K="+String.valueOf(K)+"  vol="+String.valueOf(vol)); 

  System.out.println ("std="+String.valueOf(Math.exp(-r*t*dt)*std));   

  }                                                                      

} 
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4. Monte Carlo Εκτίµηση της τιµής ενός down and in  call option µε χρήση αντιθετικών µεταβλητών (σε 

γλώσσα Java). Πίνακας 4.1, σελίδα 52. 
 

 

/***** Για το down and in  call µε χρήση αντιθετικών µεταβλητών******/ 

 
class downandin 

{public static void main(String arg[]) 

  { 

   double r=0.1,vol=0.2,S0=100,K=90,H=98,N=10000, dt=1/252.0;//ρυθµίζονται οι παράµετροι 
   double Si1,Si2,z,profit1=0,profit2=0,profit=0,Sum=0,Sum2=0,Sum3=0,mtimh=0,std; 

   boolean barrier_crossed1=false,barrier_crossed2=false; 

   int t=20,i,j; 

   double  md=(r-vol*vol/2)*dt,vol_dt=vol*Math.sqrt(dt); 

   Generator typikh=new Generator(); 

   N=N/2; 

   for(i=1;i<=N;i++) 

        { 

           barrier_crossed1=false; 

           barrier_crossed2=false; 

           Si1=S0; 

           Si2=S0; 

            j=0; 

            do 

                { 

                    j=j+1; 

                    z=typikh.normal(); 

                    Si1=Si1*Math.exp(md+vol_dt*z); 

                    Si2=Si2*Math.exp(md+vol_dt*(-z)); 

                    if(Si1<=H) 

                           barrier_crossed1=true;   

                    if(Si2<=H) 

                           barrier_crossed2=true;     

                } while(j<t); 

              if(barrier_crossed1) 

                   profit1=(Si1-K)>0?(Si1-K):0;//Αν (Si-K)>0 τότε profit=(Si-K) αλλιώς profit=0 
              else 

                   profit1=0; 

              if(barrier_crossed2) 

                   profit2=(Si2-K)>0?(Si2-K):0 

              else 

                    profit2=0; 

              profit=(profit1+profit2)/2.0; 

              Sum+=profit; 

              Sum2+=profit*profit;     

           } 

  mtimh=Sum/N; 

  std=Math.sqrt((Sum2-N*mtimh*mtimh)/((N-1)*N)); 

  System.out.println("K="+String.valueOf(K)+"  vol="+String.valueOf(vol)); 

  System.out.println ("std="+String.valueOf(Math.exp(-r*t*dt)*std));   

  } 

} 
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Προγράµµατα Πίνακα 4.2 
 

1. Εκτίµηση της συσχέτισης του plain vanilla call µε τον υποκείµενο τίτλο του (σε γλώσσα Java). Πίνακας 

4.2, σελίδα 56. 
 

 

/****Υπολογισµός της συσχέτισης για  plain vanilla call και το Si ****/ 
  class rxyplain 

{public static void main(String arg[]) 

  { 

   double r=0.05,vol=0.3,S0=50,T=90.0/365.0,N=1000000; 

   double Si,profit=0,Sum,Sum2; 

   double SumSi,SumSi2,SumSiprofit,rxy; 

   int i,K; 

   double  md=(r-vol*vol/2)*T,vol_dt=vol*Math.sqrt(T); 

   Generator typikh=new Generator(); 

   for(K=40;K<=70;K=K+5) 

      {  

         Sum=0;Sum2=0;SumSi=0;SumSi2=0;SumSiprofit=0; 

   for(i=1;i<=N;i++) 

      { 

         Si=S0; 

         Si=Si*Math.exp(md+vol_dt*typikh.normal()); 

         profit=(Si-K)>0?(Si-K):0;   

/*************************************************************************/ 

         SumSi+=Si; 

         SumSi2+=Si*Si;  

/*************************************************************************/ 

         Sum+=profit; 

         Sum2+=profit*profit; 

         SumSiprofit+=Si*profit; 

 

/********Επειδη Corr(aX + b, cY + d) = Corr(X, Y),  αν ac>0 ************/ 

/********Corr(Si,Math.exp(-r*t/252.0)*profit) = Corr(Si,profit)***********/ 
      } 

  rxy=(N*SumSiprofit-SumSi*Sum)/Math.sqrt((N*Sum2-Sum*Sum)*(N*SumSi2-SumSi*SumSi)); 

  System.out.println ("K=:"+String.valueOf(K)+" Corr="+String.valueOf(rxy)+"   

Corr2="+String.valueOf(rxy*rxy*100)+"%"); 

     } 

  } 

} 
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2. Εκτίµηση της συσχέτισης του Asian arithmetic average call µε τον υποκείµενο τίτλο του (σε γλώσσα 

Java). Πίνακας 4.2, σελίδα 56. 
 

 

 

/****Υπολογισµός της συσχέτισης για  Asian arithmetic average call και το Si ******/ 
class rxyarithmetic 

{public static void main(String arg[]) 

  { 

   double r=0.05,vol=0.3,S0=50,N=1000000,dt=1.0/365; 

   double Si,profit=0,Sum,Sum2,ARAVSumSi; 

   double SumSi,SumSi2,SumSiprofit,rxy; 

   int t=90,i,j,K; 

   double  md=(r-vol*vol/2)*dt,vol_dt=vol*Math.sqrt(dt); 

   Generator typikh=new Generator(); 

   for(K=40;K<=70;K=K+5) 

      {  

          Sum=0;Sum2=0;SumSi=0;SumSi2=0;SumSiprofit=0; 

   for(i=1;i<=N;i++) 

      { 

          Si=S0; 

          ARAVSumSi=0;  

          j=0; 

          do 

              { 

                  j=j+1; 

                  Si=Si*Math.exp(md+vol_dt*typikh.normal()); 

                  ARAVSumSi+=Si;       

                } while(j<t); 

          profit=(ARAVSumSi/t-K)>0?(ARAVSumSi/t-K):0; 

/*************************************************************************/ 

          SumSi+=Si; 

          SumSi2+=Si*Si;  

/*************************************************************************/ 

          Sum+=profit; 

          Sum2+=profit*profit; 

          SumSiprofit+=Si*profit; 

 

/********Επειδη Corr(aX + b, cY + d) = Corr(X, Y),  αν ac>0 ************/ 

/********Corr(Si,Math.exp(-r*t/252.0)*profit) = Corr(Si,profit)***********/ 
                      } 

  rxy=(N*SumSiprofit-SumSi*Sum)/Math.sqrt((N*Sum2-Sum*Sum)*(N*SumSi2-SumSi*SumSi)); 

  System.out.println ("K=:"+String.valueOf(K)+" Corr="+String.valueOf(rxy)+"   

Corr2="+String.valueOf(rxy*rxy*100)+"%"); 

   } 

 } 

} 
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 3. Εκτίµηση της συσχέτισης του down and out  call µε τον υποκείµενο τίτλο του (σε γλώσσα Java). Πί-

νακας 4.2, σελίδα 56. 
 

 

/****Υπολογισµός της συσχέτισης για το down and out  call και το Si ******/ 
class rxydownandout 

{public static void main(String arg[]) 

  { 

   double r=0.05,vol=0.3,S0=48,H=50,N=1000000,dt=1.0/365; 

   double Si,profit=0,Sum=0,Sum2=0; 

   double SumSi,SumSi2,SumSiprofit,rxy; 

   boolean barrier_crossed; 

   int t=90,i,j,K; 

   double  md=(r-vol*vol/2)*dt,vol_dt=vol*Math.sqrt(dt); 

   Generator typikh=new Generator(); 

 

   for(K=40;K<=70;K=K+5) 

      {  

        Sum=0;Sum2=0;SumSi=0;SumSi2=0;SumSiprofit=0; 

  for(i=1;i<=N;i++) 

      { 

        barrier_crossed=false; 

        Si=S0; 

        j=0; 

        do 

           { 

             j=j+1; 

             Si=Si*Math.exp(md+vol_dt*typikh.normal()); 

             if(Si<H) 

                           barrier_crossed=true;       

            } while(j<t ); 

        if(!barrier_crossed) 

            profit=(Si-K)>0?(Si-K):0;    

        else 

            profit=0; 

            

/*************************************************************************/ 

              SumSi+=Si; 

             SumSi2+=Si*Si;  

/*************************************************************************/ 

             Sum+=profit; 

             Sum2+=profit*profit; 

             SumSiprofit+=Si*profit; 

 

/********Επειδη Corr(aX + b, cY + d) = Corr(X, Y),  αν ac>0 ************/ 

/********Corr(Si,Math.exp(-r*t/252.0)*profit) = Corr(Si,profit)***********/  
                     } 

  rxy=(N*SumSiprofit-SumSi*Sum)/Math.sqrt((N*Sum2-Sum*Sum)*(N*SumSi2-SumSi*SumSi)); 

  System.out.println ("K=:"+String.valueOf(K)+" Corr="+String.valueOf(rxy)+"   

Corr2="+String.valueOf(rxy*rxy*100)+"%"); 

   } 

 } 

} 
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Προγράµµατα Πίνακα 4.3 
 

 

1. Monte Carlo Εκτίµηση της τιµής ενός arithmetic average call option µε χρήση της απλής (raw) 

εκτιµήτριας  (σε γλώσσα Java). Πίνακας 4.4, σελίδα 62. 
 

 

 

/****Υπολογισµός του  Asian arithmetic average call raw estimator ****/ 
 

class arithmetic 

{public static void main(String arg[]) 

      { 

           double r=0.10,vol=0.2,S0=100,K=90,N=10000,dt=1.0/252.0; 

           double Si,profit=0,SumSi=0,Sum=0,Sum2=0,mtimh,std; 

           int t=28,i,j; 

           double  md=(r-vol*vol/2)*dt,vol_dt=vol*Math.sqrt(dt),PA=Math.exp(-

r*dt*t); 

           Generator typikh=new Generator(); 

           for(i=1;i<=N;i++) 

                  { 

                     Si=S0; 

                     SumSi=0;  

                     j=0; 

                     do 

                           { 

                             j=j+1; 

                             Si=Si*Math.exp(md+vol_dt*typikh.normal()); 

                             SumSi+=Si;       

                           } while(j<t); 

                     profit=(SumSi/(t)-K)>0?(SumSi/(t)-K):0; 

                     Sum+=profit; 

                     Sum2+=profit*profit;     

                  } 

          mtimh=Sum/N; 

          std=PA*Math.sqrt((Sum2-N*mtimh*mtimh)/((N-1)*N)); 

          System.out.println("Replications:"+String.valueOf(N)); 

          System.out.println ("Estimated cost:"+String.valueOf(PA*mtimh)+" 

std="+String.valueOf(std)); 

     } 

} 
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Κλάσεις που χρησιµοποιούνται 
 

1. Παραγωγή τυχαίου αριθµού Χ από την κανονική κατανοµή κάθε φορά που καλείται, µε εφαρµογή της 

πολικής µεθόδου (παραποιηµένη η παρακάτω κλάση χρησιµοποιείται και ως µέθοδος (method)). 
 

 

/***** Για την παραγωγή δειγµάτων από την κανονική κατανοµή****/ 
 

class Generator 

{     

  static boolean create_new=false; 

  static double multiplier,U2; 

  double U1,R2; 

  double s,m; 

Generator ()//κατασκευαστής της κλάσης χωρίς ορίσµατα, αποδίδει την τυπική κανονική 
{ 

  m=0; 

  s=1; 

 } 

Generator (double mesh_timh , double typikh_apoklish)// αποδίδει την κανονική 
{ 

  m=mesh_timh; 

  s=typikh_apoklish; 

} 

double normal() 

{ 

create_new=!create_new; 

if(create_new) 

   { 

     do{ 

         U1=2*Math.random()-1; 

         U2=2*Math.random()-1; 

         R2=U1*U1+U2*U2; 

       }while(R2>=1 || R2==0);  

     multiplier=Math.sqrt(-2*Math.log(R2)/R2); 

     return m+s*multiplier*U1; 

    } 

else     

     return m+s*multiplier*U2; 

} 

} 
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2. Αριθµητικός υπολογισµός της αθροιστικής συνάρτησης κατανοµής της Ν(0,1) στο x, µε εφαρµογή του 

αλγόριθµου του Hastings. 
 

 

/*****Η αθροιστική συνάρτηση κατανοµής της Ν(0,1) µε τον αλγόριθµο του Hasting*****/ 
 

class Cumulative 

 { 

  static double b1=0.319381530,b2=-0.356563782,b3=1.781477937,b4=-

1.821255978,b5=1.330274429; 

  static double p=0.2316419,c=0.918938533204672; 

  double a; 

Cumulative (double a1)  

 //κατασκευαστής της κλάσης, αποδίδει την CDF(a) της τυπικής κανονικής 
   { 

     a=a1; 

   } 

double CDF() 

   { 

    double F,x=Math.abs(a),t=1/(1+x*p),s=((((b5*t+b4)*t+b3)*t+b2)*t+b1)*t; 

    F=Math.exp(-0.5*x*x-c)*s; 

    F=a>0?1-F:F; 

    return F; 

   } 

} 
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3. Αριθµητικός υπολογισµός της αντίστροφης της αθροιστικής συνάρτησης κατανοµής της Ν(0,1) στο x (ο 

αλγόριθµος χρησιµοποιεί διαφορετικό τυπο στις ουρές). 
 

 

/**Η αντίστροφη της αθροιστικής συνάρτησης κατανοµής της τυπικής κανονικής**/ 
  

class InvNormalCumulative 

 { 

static double A1=-3.969683028665376e+01,A2=2.209460984245205e+02,A3=-

2.759285104469687e+02,A4=1.383577518672690e+02,A5=-

3.066479806614716e+01,A6=2.506628277459239e+00; 

static double B1=-5.447609879822406e+01,B2=1.615858368580409e+02,B3=-

1.556989798598866e+02,B4=6.680131188771972e+01,B5=-1.328068155288572e+01; 

static double C1=-7.784894002430293e-03,C2=-3.223964580411365e-01,C3=-

2.400758277161838e+00,C4=-

2.549732539343734e+00,C5=4.374664141464968e+00,C6=2.938163982698783e+00; 

static double D1=7.784695709041462e-03,D2=3.224671290700398e-

01,D3=2.445134137142996e+00,D4=3.754408661907416e+00; 

static double P_LOW=0.02425,P_HIGH=0.97575;   /*** P_high = 1 - p_low****/ 

double p,x,q,r; 

 

InvNormalCumulative ()//κατασκευαστής της κλάσης, αποδίδει την InvCDF(a) της τυπικής κανονικής 
 

   { 

     

   } 

double InvCDF(double p1) 

   { 

 p=p1; 

    

if ((0 < p )  && (p < P_LOW)){ 

   q = Math.sqrt(-2*Math.log(p)); 

   x = (((((C1*q+C2)*q+C3)*q+C4)*q+C5)*q+C6) / ((((D1*q+D2)*q+D3)*q+D4)*q+1); 

} 

else{ 

        if ((P_LOW <= p) && (p <= P_HIGH)){ 

           q = p - 0.5; 

           r = q*q; 

           x = (((((A1*r+A2)*r+A3)*r+A4)*r+A5)*r+A6)*q 

/(((((B1*r+B2)*r+B3)*r+B4)*r+B5)*r+1); 

        } 

        else{ 

                if ((P_HIGH < p)&&(p < 1)){ 

                   q = Math.sqrt(-2*Math.log(1-p)); 

                   x = -(((((C1*q+C2)*q+C3)*q+C4)*q+C5)*q+C6) / 

((((D1*q+D2)*q+D3)*q+D4)*q+1); 

                } 

        } 

} 

    return x; 

   } 

} 
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