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Περίληψη 
Η παρούσα διπλωματική εργασία αποτελεί μία επισκόπηση πάνω στις κυριότερες 

στοχαστικές διατάξεις, όπως και μία αναφορά σε μερικές εφαρμογές αυτών στα πεδία 

των αναλογιστικών και χρηματοοικονομικών επιστημών. Παράλληλα, επιχειρείται 

μία ενδεικτική σύνδεση μεταξύ των εννοιών των στοχαστικών διατάξεων και των 

συνδέσμων (copulas). 

     Στο πρώτο κεφάλαιο η εργασία επικεντρώνεται στις μονομεταβλητές στοχαστικές 

διατάξεις. Εδώ πραγματοποιείται μία παρουσίαση των κυριοτέρων διατάξεων, όπως 

είναι η συνήθης στοχαστική διάταξη, η διάταξη ρυθμού κινδύνου, η διάταξη λόγου πι-

θανοφάνειας και οι κυρτές διατάξεις, με την απόδοση των ορισμών τους και τη θεώ-

ρηση βασικών θεωρημάτων και πορισμάτων. 

     Με τον ίδιο τρόπο έχει δομηθεί και το δεύτερο κεφάλαιο το οποίο αναφέρεται σε 

πολυμεταβλητές στοχαστικές διατάξεις. Στην αρχή του κεφαλαίου προσδιορίζονται 

οι έννοιες των ανώτερων – κατώτερων ορίων Frechet με μία ταυτόχρονη νύξη στην 

έννοια των συνδέσμων (copulas). Στη συνέχεια εξετάζονται η συνήθης στοχαστική 

διάταξη και μερικές γενικεύσεις αυτής, όπως επίσης και η κυρτή διάταξη, η super-

modular διάταξη και η directionally κυρτή διάταξη. Επιπρόσθετα γίνεται μία αναφορά 

σε μερικά σχέδια εξάρτησης, όπως η συνάφεια (association). 

     Από το τρίτο κεφάλαιο εισερχόμαστε στις εφαρμογές των στοχαστικών διατάξεων 

με μία έμμεση εφαρμογή αυτών διαμέσου των συνδέσμων (copulas). Στο κεφάλαιο 

αυτό διαφαίνεται η στενή σχέση που υπάρχει μεταξύ στοχαστικών διατάξεων και των 

συνδέσμων με την πρακτική εφαρμογή αυτής της σχέσης στα χρηματοοικονομικά. 

Συγκεκριμένα, θα βρεθούν φράγματα για το μέτρο κινδύνου Value-at-Risk (VaR) για 

συναρτήσεις εξαρτημένων κινδύνων. 

 Ένα μεγάλο μέρος του τέταρτου κεφαλαίου αναλώνεται σε θεωρητικά αποτε-

λέσματα της διάταξης αποκοπής ζημιάς (stop-loss διάταξη) που βρίσκουν εφαρμογή 

στο αναλογιστικό πεδίο. Από τη διάταξη αποκοπής ζημιάς για χαρτοφυλάκια εξαρτη-

μένων κινδύνων και τα όρια για τις συνολικές απαιτήσεις των εξαρτημένων κινδύνων, 

η εργασία επεκτείνεται σε δύο τύπους μοντέλων εξαρτημένων κινδύνων και συνεχίζει 

με την περίπτωση των μη διακεκριμένων ατομικών κινδύνων ενός χαρτοφυλακίου. 

Τελικώς, το κεφάλαιο εξετάζει την έννοια της s-κυρτότητας και την αποστροφή κιν-

δύνου (risk aversion). 



 xi

     Στο πέμπτο και τελευταίο κεφάλαιο διαπιστώνουμε πως διάφορες στοχαστικές δι-

ατάξεις μπορούν να χρησιμοποιηθούν στη συνέπεια των κανόνων της μέσης τιμής και 

τυπικής απόκλισης, όπως επίσης και σε ζητήματα βελτιστοποίησης χαρτοφυλακίου. 

Οι χρηματοοικονομικές εφαρμογές των στοχαστικών διατάξεων περατώνονται με την 

παρουσίαση ενός εύκολα υπολογίσιμου άνω ορίου για την τιμή ενός αριθμητικού 

Ασιατικού δικαιώματος. 
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Abstract 

          This thesis constitutes a review on most important stochastic orders that can be 

found in contemporary literature. A major part of this work is devoted to specific il-

lustrating applications of stochastic orders in Actuarial Science and Finance. At the 

same time, an attempt was made to present a connection between stochastic orders 

and copulas. 

       The First Chapter focuses on the univariate stochastic orders. Basic stochastic 

orders, as the usual stochastic order, the hazard ratio order, the likelihood ratio order 

and the convex orders, are presented in some detail along with their most interesting 

properties.  

       The Second Chapter has the same structure as the first one and is concentrated on  

multivariate stochastic orders. It reviews the usual stochastic order, most variations 

of the (multivariate) convex order, and the supermodular order. Moreover, some con-

cepts of dependence, such as association of random variables, are described and con-

nected to the theory of stochastic orders. In the same chapter, the upper-lower Frechet 

bounds and the notion of copulas is also presented. 

       The next three chapters of this thesis present specific applications of stochastic 

orders. Specifically, in the Third Chapter a close relation between stochastic orders 

and copulas is exploited in order to produce effective bounds for the measure of risk 

Value-at-Risk (VaR) for dependent risks. 

       An important part of the Fourth Chapter is devoted to theoretical results on stop-

loss orders which are then applied to several models arising from actuarial context 

and concern portfolios of dependent risks. A connection between s-convexity and risk 

aversion is also presented.  

       Finally, in the Fifth Chapter, it is shown how several stochastic orders can be use-

ful for studying the consistency of mean-deviation rules and portfolio optimization 

problems. An easy computable upper bound for the price of an arithmetic Asian op-

tion is also presented.    
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 1 

 

ΜΟΝΟΜΕΤΑΒΛΗΤΕΣ ΣΤΟΧΑΣΤΙΚΕΣ  

ΔΙΑΤΑΞΕΙΣ 
 

1.1 Μερική διάταξη  

Πριν υπεισέλθουμε στη θεωρία των στοχαστικών διατάξεων πρέπει να γίνει αναφορά 
στη μερική διάταξη, καθώς οι σχέσεις των διάφορων στοχαστικών διατάξεων αποτελούν ει-
δικές περιπτώσεις των σχέσεων μερικής διάταξης. Από τις σχέσεις συνόλων έχουμε τον ακό-
λουθο ορισμό της διάταξης. 

 Ορισμός 1 : Μία διμελής σχέση ≤ σε ένα αυθαίρετο σύνολο S καλείται μερική διάταξη 
αν πληροί τις τρεις επόμενες συνθήκες: 

1) Ανακλαστικότητα : x ≤ x για κάθε x ∈S .  

2) Μεταβατικότητα : Αν x ≤ y και y ≤ z, τότε x ≤ z. 

3) Αντισυμμετρικότητα : Αν x ≤ y και y ≤ x, τότε x = y . 

Για να συνδέσουμε την έννοια της στοχαστικής διάταξης με τη μερική διάταξη, θεω-
ρούμε την περίπτωση όπου το S είναι το σύνολο (ή ένα κατάλληλο υποσύνολο) όλων των συ-
ναρτήσεων κατανομής των πραγματικών τυχαίων μεταβλητών. Κάθε μερική διάταξη εντός 
αυτού του συνόλου S ονομάζεται στοχαστική διάταξη. 

Έστω X μία πραγματική τυχαία μεταβλητή. Τότε PX είναι η κατανομή της και FX είναι η 
συνάρτηση κατανομής, που δίνεται από τη σχέση  

FX (t) = PX ( (− ∞, t] ) = P(X ≤  t) για κάθε πραγματικό t . 
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1.2 Διατάξεις θέσης τυχαίων μεταβλητών 

1.2.1 Συνήθης στοχαστική διάταξη  

Ορισμός 1 : Η τυχαία μεταβλητή X καλείται μικρότερη από την τυχαία μεταβλητή Υ ως 
προς τη συνήθη στοχαστική διάταξη και συμβολίζεται Χ ≤st Υ, αν  

FX(t) ≥ FY(t), 

για κάθε πραγματικό t, ή ισοδύναμα αν 

( ) ( )tFtF YX ≤ , 

για κάθε πραγματικό t, όπου )(tFX  = 1− FX(t), )(tFY  = 1− FY(t) είναι οι συναρτήσεις επιβίω-

σης των τυχαίων μεταβλητών Χ, Υ αντίστοιχα.   

Στα οικονομικά, η συνήθης στοχαστική διάταξη ονομάζεται και διάταξη πρώτης στοχα-
στικής κυριαρχίας (first stochastic dominance ≤FSD). Η συνήθης στοχαστική διάταξη συγκρί-
νει τη θέση δύο τυχαίων μεταβλητών (όχι την μεταβλητότητα) και είναι μία διάταξη θέσης 
(όχι κλίμακας). 

Η ανισοτική σχέση FX(t) ≥ FY(t) για κάθε t, υπονοεί ότι η Χ λαμβάνει μικρές τιμές με 
υψηλότερη πιθανότητα (συχνότερα) απ’ ό,τι η Υ, ή ότι η Χ λαμβάνει μεγάλες τιμές με μικρό-
τερη πιθανότητα (λιγότερο συχνά) απ’ ό,τι η Υ.  

Θεώρημα 1 : Για τυχαίες μεταβλητές Χ και Υ με συναρτήσεις κατανομής FX και FY, οι 
ακόλουθες προτάσεις είναι ισοδύναμες. 

(1) X ≤st Υ 

(2) Υπάρχει ένας χώρος πιθανότητας (Ω, Α, P) και τυχαίες μεταβλητές X
)
και Y

)
 μέσα σε 

αυτόν με συναρτήσεις κατανομής FX και FY έτσι ώστε  

( ) ( )ωω YX
))

≤  

για όλα τα ω∈Ω.  

Απόδειξη. (1)⇒ (2) Έστω μια τυχαία μεταβλητή U που κατανέμεται ομοιόμορφα στο 
(0,1). Θέτουμε  

X
)

= FX
−1(U) και Y

)
= FY

−1(U) 
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όπου F−1 είναι η γενικευμένη αντίστροφη συνάρτηση κατανομής της F με F−1(u) = inf{x: F(x) 

≥ u} για 0 < u < 1. Η σχέση X ≤st Υ υπονοεί ότι FX ≥ FY και FX
−1 ≤ FY

−1. Επίσης, η τ.μ. X
)
έχει 

την κατανομή FX και η Y
)
έχει την κατανομή FY. Οπότε  

( ) ( )ωωωω YUFUFX YX

))
=≤= −− ))(())(( 11  

για όλα τα ω∈Ω.  

(2)⇒ (1) Αν ( ) ( )ωω YX
))

≤  για όλα τα ω∈Ω τότε  

)()()()( xFxXPxYPxF XY =≤≤≤=
))

  

για κάθε πραγματικό x.■ 

Έστω ότι έχουμε δύο κατανομές F και G. Η συνήθης στοχαστική διάταξη των F, G 
μπορεί να εξαχθεί διαμέσου του γραφήματος Q-Q plot. Το Q-Q plot (quantile – quantile plot, 
όπου quantile το ποσοστιαίο σημείο) χρησιμοποιείται στη στατιστική ανάλυση δεδομένων 
και κατασκευάζεται αναπαριστώντας γραφικά τις G−1(p) (στον άξονα των x) και F−1(p) (στον 
άξονα των y) για όλα τα p με 0 < p < 1. Επειδή οι αντίστροφες G−1 και F−1 ονομάζονται και 
ποσοστιαία σημεία, το γράφημα καλείται Q-Q plot. Αν οι κατανομές F και G είναι συνεχείς, 
το Q-Q plot ταυτίζεται με τη γραφική παράσταση της σχετικής αντίστροφης συνάρτησης κα-
τανομής, που για τις δύο παραπάνω κατανομές συμβολίζεται φF,G(t) και ορίζεται από τη σχέ-
ση φF,G(t) = G−1(F(t)). Γενικά όμως το Q-Q plot αποτελεί μόνο ένα μέρος του γραφήματος 
της φF,G(t) (όπως στις εμπειρικές κατανομές). Με τη βοήθεια του Q-Q plot διαισθητικά συ-
μπεραίνουμε ότι G ≤st F αν και μόνο αν το Q-Q plot της G−1 και F−1 βρίσκεται κάτω από τη 
διχοτόμο της αρχής των αξόνων, ενώ αυστηρά μπορούμε να διατυπώσουμε το παρακάτω θε-
ώρημα μέσω της σχετικής αντίστροφης συνάρτησης κατανομής.  

Θεώρημα 2 : Έστω F και G αυθαίρετες συναρτήσεις κατανομής. Τότε G ≤st F αν και μό-
νο αν φF,G(x) = G−1(F (x)) ≤ x για κάθε x.  

Απόδειξη. Αν G ≤st F έπεται G(x) ≥ F(x) για κάθε x και  

G−1(F (x)) ≤ G−1(G(x)) ≤ x 

για κάθε x, καθώς από τον ορισμό της γενικευμένης αντίστροφης προκύπτει ότι G−1(G (x)) ≤ 
x . Άρα φF,G(x) = G−1(F(x)) ≤ x. Αντίστροφα, αν G−1(F(x)) ≤ x για κάθε x τότε 

G(x) ≥ G(G−1(F(x)) ≥ F(x) 

για κάθε x, αφού G (G−1(x)) ≥ x για κάθε x. ■ 
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Το προηγούμενο θεώρημα, με την επιλογή της σχετικής αντίστροφης ως φF,G(x) = 
G−1(F(x)), παραμένει αληθές στα συμπεράσματά του, τόσο για τη γραφική θέση του Q-Q plot 
ως προς τη διχοτόμο, όσο και για την ανισοτική σχέση φF,G(x) = G−1(F(x)) ≤ x, είτε πρόκειται 
για συνεχείς είτε για διακριτές κατανομές. Αν οι κατανομές είναι συνεχείς μπορούμε να επι-
λέξουμε τη σχετική αντίστροφο φG,F(x) = F−1(G (x)) για όλα τα πραγματικά x ώστε 

G ≤st F  φG,F(x) = F−1(G (x)) ≥ x 

και το γράφημα του Q-Q plot βρίσκεται πλέον πάνω από τη διχοτόμο (εδώ F−1 στον άξονα 
των x και G−1 στον άξονα των y). Για διακριτές όμως F και G η επιλογή φG,F(x) = F−1(G(x)) 
παρότι διατηρεί τη γραφική θέση του Q-Q plot, δεν οδηγεί πάντα στη σχέση F−1(G(x)) ≥ x .  

Ανάλογα με το Q-Q plot χρησιμοποιούμε και το P-P plot (probability-probability plot) 
ως έναν γραφικό έλεγχο για τη συνήθη στοχαστική διάταξη των κατανομών. Το P-P plot κα-
τασκευάζεται από την γραφική αναπαράσταση των συναρτήσεων κατανομής G(x) (άξονας 
των x) και F(x) (άξονας των y) για όλα τα x. Όταν οι κατανομές F και G είναι συνεχείς, το 
γράφημα της συνάρτησης ψF,G(t)= G(F−1(t)) για 0< t <1 είναι το P-P plot.  

Θεώρημα 3 : Ισχύει F ≤st G αν και μόνο αν το P-P plot των F, G (το γράφημα της συ-
νάρτησης ψF,G(t)= G(F−1(t))) βρίσκεται κάτω από τη διχοτόμο της αρχής των αξόνων.  

Επίσης ισχύει το ακόλουθο σημαντικό αποτέλεσμα. 

Θεώρημα 4 : Οι ακόλουθες προτάσεις είναι ισοδύναμες. 

(1) X ≤st Υ.            

(2) Ισχύει Εf(Χ) ≤ Εf(Υ) για όλες τις αύξουσες f για τις οποίες υπάρχουν οι μέσες τιμές.  

Επιπλέον, αν για δεδομένη f, η ανισότητα Εf (Χ) ≤ Εf (Υ) είναι αληθής για όλες τις Χ και Υ 
με X ≤st Υ, η f πρέπει να είναι αύξουσα.  

Απόδειξη. (1)⇒ (2) Από το Θεώρημα 1 γνωρίζουμε ότι X ≤st Υ αν και μόνο αν FX ≤st FY 
που ισοδυναμεί με Χ ≤α.s Υ . Επίσης, η f είναι αύξουσα και άρα f(Χ) ≤ f(Y) σχεδόν βέβαια. Ε-
πομένως, Εf(Χ) ≤ Εf(Υ).  

(2)⇒ (1) Ορίζουμε τη δείκτρια συνάρτηση ft(x) ως εξής 

( ) ( )( )
⎩
⎨
⎧

≤
>

== ∞ tx
tx

xΙxf tt ,0
,1

,  

Παρατηρούμε ότι η ft(x) είναι αύξουσα, Εft(Χ) = P(Χ > t) και από την υπόθεση προκύ-
πτει ότι 
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1 − FX(t) = P(X > t) = Εft(X) ≤ Εft(Υ) = P(Y > t) = 1 − FY(t)   

για κάθε t, οπότε X ≤st Υ. Έστω τέλος ότι για δεδομένη f η ανισότητα Εf(Χ) ≤ Εf (Υ) είναι αλη-
θής για όλες τις Χ και Υ με X ≤st Υ. Υποθέτουμε ότι η f δεν είναι αύξουσα και επομένως υπάρ-
χουν x, y: x ≤ y, f (x) > f (y). Υποθέτουμε επιπλέον ότι P(Χ = x) = P(Υ = y) =1. Τότε παρατη-
ρούμε ότι η ανισότητα Εf(Χ) ≤ Εf(Υ) δεν ισχύει, ενώ X ≤st Υ: άτοπο. Άρα η f πρέπει να είναι 
αύξουσα.■ 

Θεώρημα 5 : Έστω Χ και Υ τυχαίες μεταβλητές με πεπερασμένες μέσες τιμές.  

(1) Αν X ≤st Υ, τότε ΕΧ ≤ ΕΥ.  

(2) Αν X ≤st Υ και ΕΧ = ΕΥ, τότε Χ και Υ έχουν την ίδια κατανομή. 

Απόδειξη. (1) Σύμφωνα με το Θεώρημα 4, η ισοδυναμία X ≤st Υ ⇔ Εf(Χ) ≤ Εf(Υ) ισχύει 
για όλες τις αύξουσες f για τις οποίες οι μέσες τιμές υπάρχουν. Θέτουμε f(x) = x (ταυτοτική 

συνάρτηση) και έχουμε X ≤st Υ ⇒ ΕΧ ≤ ΕΥ.  

(2) Γνωρίζουμε ότι για μία τυχαία μεταβλητή Χ η μέση τιμή της δίνεται από τον τύπο  

( )[ ] ( )∫∫ ∞−

∞
−−=

0

0
1 dttFdttFEX XX . 

Επομένως, η διαφορά των μέσων τιμών των Υ, Χ θα είναι  

( ) ( ) dttFtFEXEY YX )( −=− ∫
∞

∞−
. 

Το παραπάνω είναι ένα ολοκλήρωμα επί μίας μη αρνητικής (διότι X ≤st Υ), δεξιά συνε-
χούς συνάρτησης. Αν επιπλέον, ΕΥ = ΕΧ τότε το ολοκλήρωμα αυτό είναι ίσο με 0, και επομέ-
νως θα πρέπει FX = FY . ■  

Η συνήθης στοχαστική διάταξη υπονοεί και μία άλλη διάταξη, πιο απλή ως προς τη μα-
θηματική της ερμηνεία, η οποία συγκρίνει μέσες τιμές και συνήθως καλείται «διάταξη του 
μηχανικού» (engineer’s order). Γράφουμε Χ ≤μΥ, αν ΕΧ ≤ ΕΥ. 

Η δεύτερη πρόταση του Θεωρήματος 5 μας πληροφορεί ότι διαφορετικές κατανομές, 
που έχουν ίσες μέσες τιμές, δεν διατάσσονται σε συνήθη στοχαστική διάταξη καθώς αν X ≤st 

Υ και ΕΧ = ΕΥ είναι αληθείς, αναγκαστικά Χ και Υ έχουν την ίδια κατανομή. Αυτό μας βοη-
θάει κατά την πραγματοποίηση ελέγχων υποθέσεων και την εξαγωγή στατιστικών συμπερα-
σμάτων. Έστω ότι έχουμε δύο δείγματα και θέλουμε να ελέγξουμε κατά πόσο αυτά προέρχο-
νται από τον ίδιο πληθυσμό ή όχι, δηλαδή αν έχουν την ίδια κατανομή ή όχι. Ορίζουμε τη 
μηδενική υπόθεση H0 : FX = FY κάτω από την οποία τα δύο δείγματα έχουν την ίδια κατανομή 
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και ΕΧ = ΕΥ. Επίσης υπό την εναλλακτική υπόθεση Hα: FX ≤st FY τα δείγματα προέρχονται 
από διαφορετική κατανομή και ΕΧ ≤ ΕΥ. Κάνουμε τον έλεγχο χρησιμοποιώντας ως ελεγχο-
συνάρτηση τη διαφορά των δειγματικών μέσων τιμών. Αν και αυτός ο έλεγχος είναι συνεπής, 

η επιλογή της ελεγχοσυνάρτησης }0,ˆˆmax{ YX FF −  αποδίδει καλύτερα αποτελέσματα, αφού 

υπό την H0: FX = FY η FX − FY = 0 και υπό την Hα : FX ≤st FY η FX − FY > 0. 

Η διάταξη των πρώτων ροπών (δηλαδή των μέσων τιμών) που υπονοείται από τη συνή-
θη στοχαστική διάταξη, γενικεύεται και για ροπές μεγαλύτερης τάξης. Η απόδειξη των δύο 
ακόλουθων αποτελεσμάτων είναι άμεση από τον ορισμό. 

Θεώρημα 6 : Αν X ≤stΥ τότε ΕΧn ≤ ΕYn όταν ο n περιττός, n = 1,3,… και οι μέσες τιμές 
υπάρχουν. Επιπλέον, αν οι τυχαίες μεταβλητές Χ και Υ είναι μη αρνητικές, η διάταξη ΕΧn ≤ ΕYn 
είναι αληθής για όλα τα n = 1,2,3,4,… . 

Θεώρημα 7 : Αν X ≤st Υ τότε f (Χ) ≤st f (Υ) για όλες τις αύξουσες συναρτήσεις f.  

Θεώρημα 8 : Η συνήθης στοχαστική διάταξη είναι κλειστή ως προς την ασθενή σύγκλιση. 
Αν Fn ≤st Gn ισχύει για όλα τα n και οι ακολουθίες (Fn) και (Gn) συγκλίνουν ασθενώς στις συ-

ναρτήσεις κατανομής F και G, αντίστοιχα, τότε F st≤ G.  

Απόδειξη. Επειδή Fn ≤st Gn, τότε Fn(t) ≥ Gn(t) για κάθε πραγματικό t. Ξέρουμε ότι οι 
ακολουθίες (Fn) και (Gn) συγκλίνουν ασθενώς στις συναρτήσεις κατανομής F και G αντίστοι-
χα. Άρα η Fn(t) ≥ Gn(t) έπεται F(t) ≥ G(t) για κάθε τιμή t που είναι σημείο συνέχειας των F 
και G. Όμως, οι συναρτήσεις κατανομής είναι εξ’ ορισμού δεξιά συνεχείς ακόμα και όταν το 
σύνολο τιμών τους είναι το πολύ αριθμήσιμο, δηλαδή τα σημεία ασυνέχειας είναι το πολύ 
αριθμήσιμα. Έτσι τα σημεία συνέχειας των συναρτήσεων κατανομής είναι πυκνά στο R και 
F(t) ≥ G(t) για κάθε πραγματική τιμή t .■ 

Θεώρημα 9 : Η συνήθης στοχαστική διάταξη είναι κλειστή ως προς μίξεις. Αν Χ, Υ και Θ 
είναι τυχαίες μεταβλητές έτσι ώστε  

[Χ | Θ = θ ] ≤st [Υ | Θ = θ ] 

για όλα τα θ εντός του συνόλου τιμών της Θ, τότε X ≤st Υ.  

Απόδειξη. Γνωρίζουμε ότι ΕΘΕ[ f(Χ) | Θ] = Εf(Χ) και ΕΘΕ[ f(Υ) | Θ] = Εf(Υ). Επίσης για 
κάθε αύξουσα συνάρτηση f, Εf(Χ) ≤ Εf(Υ) αν και μόνο αν X ≤st Υ. ■ 

Θεώρημα 10 : Έστω X1,…,Xn και Y1,…,Yn ανεξάρτητες τυχαίες μεταβλητές με Xi ≤st Yi, 
για i =1,.., n, και ψ: Rn→R μία αύξουσα (κατά συντεταγμένες) συνάρτηση. Τότε  

ψ(X1,…,Xn) ≤st ψ(Y1,…,Yn) . 
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Απόδειξη. Θα το αποδείξουμε με επαγωγή στο n. Για n = 1, Εf(ψ(X1)) ≤ Εf(ψ(Y1)) κα-
θώς για κάθε αύξουσα συνάρτηση f,  Εf(Χ) ≤ Εf(Υ) αν και μόνο αν X ≤st Υ, και η σύνθεση των 
αυξουσών συναρτήσεων f και ψ είναι πάλι μία αύξουσα συνάρτηση. Υποθέτουμε ότι ισχύει 
για n − 1, 

Εf (ψ(X1,…,Xn-1)) ≤ Εf (ψ(Υ1,…,Υn-1)). 

Ορίζουμε τις συναρτήσεις  

g(x) = Εf(ψ(X1,…,Xn-1, x))    και    h(x) = Εf(ψ(Υ1,…,Υn-1, x)) 

για κάθε πραγματική τιμή x. Καθώς οι g, h είναι αύξουσες ως συνθέσεις αυξουσών συναρτή-
σεων και ισχύει ότι Xi ≤st Yi, για i =1,.., n, έπεται Xn ≤st Yn αν και μόνο αν  

Εh(Xn) ≤ Εh(Yn) 

σύμφωνα με το Θεώρημα 4, ενώ ικανοποιείται η ανισότητα g(x) ≤ h(x) για κάθε x λόγω επα-
γωγής. Οπότε Εg(Xn) ≤ Εh(Xn), όπου  

Εg(Xn) = Εf(ψ(X1,…,Xn-1, Xn))    και    Εh(Xn) = Εf(ψ(Υ1,…,Υn-1,Xn)) 

Συμπεραίνουμε λοιπόν ότι, Εg(Xn) ≤ Εh(Xn) ≤ Εh(Yn), από την οποία ακολουθεί  

Εf (ψ(X1,…,Xn-1, Xn)) ≤ Εf (ψ(Υ1,…,Υn-1,Yn)) 

για f αύξουσα, δηλαδή ψ(X1,…,Xn-1, Xn) ≤st ψ(Υ1,…,Υn-1,Yn). ■ 

Θεώρημα 11 : Η συνήθης στοχαστική διάταξη διατηρείται υπό τη συνέλιξη (convolu-
tion), δηλαδή υπό την πρόσθεση ανεξάρτητων τυχαίων μεταβλητών. Αν X1,…,Xn και Υ1,…,Yn 
είναι ανεξάρτητες τυχαίες μεταβλητές με Xi ≤st Yi, για i =1,.., n, τότε  

X1 +…+ Xn ≤st Y1 +…+ Yn . 

Θεώρημα 12 : Έστω X1,…,Xn  και Υ1,…,Yn ανεξάρτητες τυχαίες μεταβλητές με Xi ≤st Yi, 
για i = 1, …, n, και έστω X(1:n) ≤…≤ X(n:n)  και Y(1:n) ≤…≤ Y(n:n) οι διατεταγμένες τυχαίες μεταβλη-
τές (order statistics) που αντιστοιχούν στις X1,…,Xn και Υ1,…,Yn αντίστοιχα. Τότε X(i:n) ≤st Y(i:n) 

για i = 1,..,n. 

 

1.2.2 Διατάξεις ρυθμού κινδύνου και αντίστροφου ρυθμού κινδύνου 

Ορισμός 1: Η τυχαία μεταβλητή Χ είναι μικρότερη από την τυχαία μεταβλητή Υ ως προς 
τη διάταξη ρυθμού κινδύνου (hazard rate order) και γράφουμε Χ ≤hr Υ, αν η συνάρτηση  



 8

( )
( )tF
tF

X

Y  

είναι αύξουσα για κάθε t, όπου XF , YF  είναι οι συναρτήσεις επιβίωσης των τυχαίων μεταβλη-

τών Χ και Υ αντίστοιχα.  

Η διάταξη ρυθμού κινδύνου είναι πιο ισχυρή από τη συνήθη στοχαστική διάταξη. Ας 
υποθέσουμε ότι οι τυχαίες μεταβλητές Χ και Υ αναπαριστούν τους τυχαίους χρόνους ζωής 
δύο διαφορετικών τύπων του ίδιου αντικειμένου και υπάρχει ένας αγοραστής που πρέπει να 
επιλέξει μεταξύ των δύο τύπων. Αν οι Χ και Υ διατάσσονται ως προς τη συνήθη στοχαστική 
διάταξη και η Υ υπερέχει στοχαστικά της Χ, ο αγοραστής θα αγοράσει τον τύπο του αντικει-
μένου με χρόνο ζωής Υ υπό την προϋπόθεση ότι βρισκόμαστε στο χρόνο 0. Αν, όμως, τα α-
ντικείμενα είναι μεταχειρισμένα, η υπεροχή ενός εκ των δύο ως προς τη συνήθη στοχαστική 
διάταξη δεν αρκεί πάντοτε για να αποφασίσει ο αγοραστής ποιο θα αγοράσει. Έστω Χt και Υt 
οι υπολοιπόμενοι χρόνοι ζωής δύο τύπων του αντικειμένου ηλικίας t και 

P(Χt > s) = P(Χ > s + t | Χ > t),   P(Υt > s) = P(Υ > s + t |Υ > t), 

οι συναρτήσεις επιβίωσης των Χt και Υt. Στην προκειμένη περίπτωση η διάταξη των χρόνων 
ζωής Χt ≤st Υt  δεν είναι πάντα αληθής, καθώς πλέον απαιτούμε την  

[Χ | Χ > t] ≤st [Υ | Υ > t] 

για όλα τα t. Από τον ορισμό της συνήθους στοχαστικής διάταξης η [Χ | Χ > t] ≤st [Υ | Υ > t] 
προϋποθέτει την 

P(Χ > s + t | X > t) ≤ P(Y > s + t | Y > t) 

μέσω των συναρτήσεων επιβίωσης για κάθε s ≥ 0 και t. Αλλά η προηγούμενη σχέση ισοδυ-
ναμεί με την  

)(
)(

)(
)(

tF
tsF

tF
tsF

Y

Y

X

X +
≤

+   ή  
)(
)(

)(
)(

tsF
tsF

tF
tF

X

Y

X

Y

+
+

≤  

για κάθε s ≥ 0 και t. Επομένως, η συνήθης στοχαστική διάταξη για να παραμένει αληθής για 
όλα τα t και s ≥ 0, θα πρέπει να ισχύει η τελευταία σχέση για κάθε s ≥ 0 και t, η οποία συνε-
πάγεται τη διάταξη ρυθμού κινδύνου. Παρατηρούμε ότι η διάταξη ρυθμού κινδύνου έπεται τη 
συνήθη στοχαστική διάταξη.  

Ο ρυθμός κινδύνου (ή ρυθμός αποτυχίας) rX(t) είναι ο απειροστός ρυθμός αποτυχίας 
στον χρόνο t , δηλαδή, 



 9

dt
tFd
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tftXtXP

tr X

X
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ε

 

για κάθε ( ) 0>tFX .  

Θεώρημα 2 : Αν Χ και Υ έχουν συνεχείς πυκνότητες, τότε Χ ≤hr Υ ισοδυναμεί με rX(t) ≥ 
rY(t) για κάθε πραγματικό t.  

Απόδειξη. Η σχέση Χ ≤hr Υ είναι αληθής, αν η συνάρτηση )(/)( tFtF XY  είναι αύξουσα 

ως προς t. Η παραπάνω συνάρτηση είναι αύξουσα αν και μόνο αν η  

( )
( ) ( ) ( ))ln()ln()ln( tFtF
tF
tF

XY
X

Y −=  

είναι αύξουσα. Οπότε πρέπει  

( )
( )
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( ) ( ) ( )trtr
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tF
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tF
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d
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Y

Y
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X

X

X

Y

Y

X

Y ≥⇔≥⇔−≥−⇔≥⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
0)ln(  . ■ 

Από τη διατύπωση του θεωρήματος συμπεραίνουμε ότι η διάταξη ρυθμού κινδύνου α-
ναφέρεται σε συνεχείς τυχαίες μεταβλητές. Αντίθετα στον Ορισμό 1, που δόθηκε προηγουμέ-
νως, εφαρμόζεται σε οποιεσδήποτε κατανομές (π.χ. συνεχείς, διακριτές μικτές κατανομές).  

Η διάταξη ρυθμού κινδύνου μεταξύ δύο κατανομών F και G μπορεί να επαληθευτεί και 
μέσω του γραφήματος P-P plot των F και G, όταν η συνάρτηση που αναπαριστά το P-P plot, 
G(F−1(x)), είναι «star-shaped» ως προς το (1,1), το οποίο ισοδυναμεί με το ότι η συνάρτηση 

1
1))(( 1

−
−−

x
xFG  

είναι αύξουσα ως προς x. Συγκεκριμένα, ένα υποσύνολο Α ενός Ευκλείδιου χώρου ονομάζε-

ται «star-shaped» ως προς ένα σημείο s, αν x∈Α υπονοεί ότι το Α περιέχει ολόκληρο το ευθύ-
γραμμο τμήμα μεταξύ x και s. Επίσης, μία πραγματική συνάρτηση f είναι «star-shaped» ως 
προς το (α, β), αν η «επιγραφή» της είναι «star-shaped» ως προς το (α, β) ή αν  

α
β

−
−

x
xf )(  

είναι αύξουσα ως προς x.  

Θεώρημα 3 : Ισχύει ότι F ≤hr G αν και μόνο αν το P-P plot των F, G είναι «star-
shaped» ως προς το (1, 1).  
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Απόδειξη. Αν F ≤hr G τότε η συνάρτηση )(/)( tFtG  είναι αύξουσα ως προς t. Θέτουμε 

t = F−1(x), η οποία είναι αύξουσα ως προς x, και έχουμε  

( )( )
( )( )

( )( )
( )( )

( )( )
1

1
1
1 1

1

1

1

1

−
−

=
−
−

=
−

−

−

−

−

x
xFG

xFF
xFG

xFF
xFG  

που είναι αύξουσα ως προς x δεδομένου ότι F(F−1(x)) = x και η F−1 είναι αύξουσα. ■ 

Θεώρημα 4 : Η διάταξη ρυθμού κινδύνου είναι κλειστή ως προς την ασθενή σύγκλιση.  

Απόδειξη. Θέλουμε να δείξουμε ότι αν η σχέση Fn ≤hr Gn ισχύει για όλα τα n και οι α-
κολουθίες (Fn) και (Gn) συγκλίνουν ασθενώς στις συναρτήσεις κατανομής F και G, αντίστοι-

χα, τότε F ≤hr G. Όταν Fn ≤hr Gn είναι αληθής, τότε η )(/)()( tFtGth nnn =  είναι αύξουσα συ-

νάρτηση ως προς t. Η hn(t) είναι μία ακολουθία δεξιά συνεχών και αυξουσών συναρτήσεων 
καθώς οι Fn και Gn είναι ακολουθίες συναρτήσεων κατανομής και επιπρόσθετα, είναι αύξου-
σα ως προς t. Επειδή (Fn) και (Gn) συγκλίνουν ασθενώς στις συναρτήσεις κατανομής F και G 
για όλα τα t στα οποία είναι συνεχείς, η ακολουθία hn(t) συγκλίνει ασθενώς στην συνάρτηση  

( ) ( )
( )tF
tGth =  

για όλα τα t. Η h(t) είναι δεξιά συνεχής στο t, με F και G συνεχείς στο t, και επίσης, είναι αύ-
ξουσα στο t. Άρα F ≤hr G. ■ 

Η διάταξη δύο τυχαίων μεταβλητών ως προς το ρυθμό κινδύνου δεν εξακολουθεί να εί-
ναι αληθής όταν προστίθενται νέες μεταβλητές στις ήδη υπάρχουσες ή για οποιεσδήποτε μί-
ξείς τους. Συνεπώς, η συγκεκριμένη διάταξη δεν είναι κλειστή ως προς τη συνέλιξη, δηλαδή 
η σχέση Χ ≤hr Υ δεν συνεπάγεται την Χ + Z ≤hr Υ + Z. Το ίδιο ισχύει και για τη μίξη. Σε περί-
πτωση που και οι δύο τυχαίες μεταβλητές έχουν αύξουσα κατανομή ρυθμού αποτυχίας ή ισο-

δύναμα, αύξουσα συνάρτηση ρυθμού αποτυχίας r (ή ηF  είναι log-κοίλη ή η log F  είναι κοί-
λη), οι Shanthikumar και Yao (1991) απέδειξαν την κλειστότητα της διάταξης ως προς τη συ-
νέλιξη. Ωστόσο, η διάταξη ρυθμού κινδύνου είναι αναλλοίωτη ως προς οποιοδήποτε μονότο-
νο μετασχηματισμό κλίμακας. 

Θεώρημα 5 : Υποθέτουμε ότι Χ ≤hr Υ και g:R→R είναι μία αύξουσα συνάρτηση. Τότε 
g(Χ) ≤hr g(Υ) .  
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Aπόδειξη Ισχύει ότι g(Χ) ≤hr g(Υ), αν η συνάρτηση ( )( ) ( )( )tFtF XgYg /  είναι αύξουσα ως 

προς t. Ισχύει Χ ≤hr Υ, οπότε η συνάρτηση ( ) ( )tFtF XY /  είναι αύξουσα ως προς t. Παρατηρού-

με ότι  

( )( ) ( )( )tgFtF XXg
1−=       και    ( )( ) ( )( )tgFtF YYg

1−=  

με g αύξουσα, όπως και g−1 αύξουσα. Η συνάρτηση 

( )( )
( )( )

( )( )
( )( )tgF
tgF

tF
tF

X

Y

Xg

Yg
1

1

−

−

=  

είναι αύξουσα ως προς t ως συνθέση των αυξουσών συναρτήσεων XY FF /  και g−1. ■ 

Θεώρημα 6 : Αν Χ ≤hr Υ τότε Χ ≤st Υ. 

Απόδειξη. Αν ισχύει ότι Χ ≤hr Υ, τότε η συνάρτηση ( ) ( )tFtF XY /  είναι αύξουσα ως προς 

t και επειδή 

( )
( ) 1lim =

−∞→ tF
tF

X

Y

t
 

προκύπτει ότι  

( ) ( ) 1/ ≥tFtF XY  ⇔ 1− FY(t) ≥ 1− FX(t) ⇔ FX(t) ≥ FY(t)  

από όπου έπεται ότι Χ ≤st Υ . ■ 

Η διάταξη αντίστροφου ρυθμού κινδύνου (reversed hazard rate order) προκύπτει, αν 
στον ορισμό της διάταξης ρυθμού κινδύνου αντικαταστήσουμε τη συνάρτηση επιβίωσης με 
τη συνάρτηση κατανομής.  

 
1.2.3 Διάταξη λόγου πιθανοφάνειας  

Στην ανάπτυξη της διάταξης του ρυθμού κινδύνου εξασφαλίστηκε ότι  

[Χ | Χ > t] ≤st [Υ | Υ > t], 

για δύο τυχαίες μεταβλητές που διατάσσονται ως προς τη διάταξη ρυθμού κινδύνου (Χ ≤rh Υ). 
Όταν εξετάζουμε περιπτώσεις που αφορούν χρόνους ζωής, η παραπάνω διάταξη αποτελεί 
σημαντική βοήθεια για τη σύγκριση κατανομών χρόνων ζωής. Ωστόσο, η σχέση [Χ | Χ > t] ≤st 

[Υ | Υ > t] μας δίνει περιορισμένη πληροφορία, αφού οι κατανομές δεσμεύονται για ενδεχόμε-
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να συγκεκριμένης έκτασης (Χ > t ή Υ > t). Κατά συνέπεια προσδοκούμε την ισχύ της ισχυρό-
τερης [Χ | Χ∈Α] ≤st [Υ | Υ∈Α] για όλα τα ενδεχόμενα Α προκειμένου να συγκρίνουμε κατανο-
μές και σε άλλες περιπτώσεις εκτός των κατανομών χρόνου ζωής. Η διάταξη που υπονοεί την 

[Χ | Χ∈Α] ≤st [Υ | Υ∈Α]  

για όλα τα Α, είναι η διάταξη του λόγου πιθανοφάνειας και όχι η διάταξη ρυθμού κινδύνου.  

Ορισμός 1 : Η τυχαία μεταβλητή Χ είναι μικρότερη από την τυχαία μεταβλητή Υ ως προς 
τη διάταξη λόγου πιθανοφάνειας και γράφουμε Χ ≤lr Υ, αν οι Χ και Υ έχουν πυκνότητες (ως 
προς κάποιο μέτρο μ) έτσι ώστε  

fX (t) fY (s) ≤ fX (s) fY (t)  

για κάθε s ≤ t. 

Επειδή το μέτρο μ είναι αυθαίρετο, ο ορισμός εφαρμόζεται είτε σε συνεχείς κατανομές 
(όπου το μ είναι το μέτρο Lebesgue), είτε σε διακριτές (όπου το μ είναι το μέτρο απαρίθμη-
σης), είτε σε μίξεις συνεχών και διακριτών.  

Θεώρημα 2 : Χ ≤lr Υ ισχύει αν και μόνο αν το P-P plot (που δίνεται γραφικά από την συ-
νάρτηση FY(FX

−1(t))) είναι κυρτό.  

Θεώρημα 3 : Η διάταξη του λόγου πιθανοφάνειας είναι ισχυρότερη από την συνήθη στο-
χαστική διάταξη. Αν Χ ≤lr Υ  τότε Χ ≤st Υ.  

Θεώρημα 4 : Αν Χ ≤lr Υ τότε Χ ≤hrΥ.  

Θεώρημα 5 : Οι ακόλουθες προτάσεις είναι ισοδύναμες :  
(1) Χ ≤lr Υ  

(2) P(X ∈V)P(Y∈U) ≤ P(X∈U)P(Y∈V)  για κάθε U = [α, β] και V = [γ, δ] με α < β < γ < δ. 
(3) [Χ | α ≤ Χ ≤ β ] ≤st [Υ | α ≤ Υ ≤ β] για κάθε α < β με P(α ≤ Χ ≤ β ) > 0 και P(α ≤ Υ ≤ β) > 0. 

(4) [Χ | X∈Α] ≤st [Υ | Υ∈Α] για όλα τα ενδεχόμενα Α με P(Χ∈A) > 0 και P(Y∈A) > 0. 

(5) [Χ | X ∈Α] ≤lr [Υ | Υ∈Α] για όλα τα ενδεχόμενα Α με P(Χ∈A) > 0 και P(Y∈A) > 0. 

Θεώρημα 6 : Υποθέτουμε ότι Χ ≤lr Υ και g:R→R είναι μία αύξουσα συνάρτηση. Τότε  

g(Χ) ≤lr g(Υ) 

δηλαδή, η διάταξη λόγου πιθανοφάνειας παραμένει αναλλοίωτη ως προς μονότονους μετασχη-
ματισμούς.  
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Θεώρημα 7 : Η διάταξη λόγου πιθανοφάνειας είναι κλειστή ως προς την ασθενή σύγκλι-
ση. Αν Pn ≤lr Qn, τότε P ≤lr Q με (Pn), (Qn) ακολουθίες μέτρων πιθανότητας που συγκλίνουν α-
σθενώς στα μέτρα πιθανότητας P, Q.  

 

1.3 Διατάξεις κλίμακας τυχαίων μεταβλητών  

1.3.1 Κυρτές διατάξεις 

1.3.1.1 Θεμελιώδεις ιδιότητες  

Πρώτα θα ορίσουμε πότε μία συνάρτηση είναι κυρτή και κοίλη. 

Ορισμός 1 : Μία πραγματική συνάρτηση f είναι κυρτή (κοίλη), αν  

f (αx + (1− α)y) ≤ (≥) α f (x) + (1− α) f (y) 

για κάθε x και y με 0 < α < 1.  

         Άρα μία συνάρτηση f είναι κοίλη, αν η − f είναι κυρτή. Οι διατάξεις αυτών των συναρ-
τήσεων, όπως επίσης και των αυξουσών κυρτών και αυξουσών κοίλων, ορίζονται ως ακολού-
θως.  

Ορισμός 2 : Έστω τυχαίες μεταβλητές Χ και Υ με πεπερασμένες μέσες τιμές. Τότε  

(1) Η τυχαία μεταβλητή Χ είναι μικρότερη από την τυχαία μεταβλητή Υ ως προς τη κυρτή 
διάταξη (convex order) και γράφουμε Χ ≤cx Υ, αν Εf(Χ) ≤ Εf(Υ) για όλες τις πραγματικές κυρτές 
συναρτήσεις f ώστε οι μέσες τιμές να υπάρχουν.  

(2) Η τυχαία μεταβλητή Χ είναι μικρότερη από την τυχαία μεταβλητή Υ σε αύξουσα κυρτή 
διάταξη (increasing convex order) και γράφουμε Χ ≤icxΥ, αν Εf(Χ) ≤ Εf(Υ) για όλες τις αύξου-
σες κυρτές συναρτήσεις f ώστε οι μέσες τιμές να υπάρχουν.  

(3) Η τυχαία μεταβλητή Χ είναι μικρότερη από την τυχαία μεταβλητή Υ σε αύξουσα κοίλη 
διάταξη (increasing concave order) και γράφουμε Χ ≤icvΥ, αν Εf(Χ) ≤ Εf(Υ) για όλες τις αύξου-

σες κοίλες συναρτήσεις f ώστε οι μέσες τιμές να υπάρχουν. Ισχύει Χ ≤cx Υ ⇔ − Υ ≤cv − Χ και Χ 

≤icxΥ ⇔ − Υ ≤icv − Χ . 

Η απαίτηση πεπερασμένων μέσων τιμών για τις τυχαίες μεταβλητές Χ και Υ είναι σημα-
ντική. Όταν οι μέσες τιμές των Χ και Υ απειρίζονται και η f είναι μία κυρτή ή κοίλη συνάρτη-
ση, οι Εf(Χ) και Εf(Υ) μπορεί να είναι πεπερασμένες μόνο αν η f είναι σταθερή.  
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Έστω ότι οι τυχαίες μεταβλητές Χ και Υ αναπαριστούν τους κινδύνους που επιφέρουν οι 
μελλοντικές πραγματοποιήσεις δύο ενδεχόμενων επενδύσεων. Κάθε επενδυτής που είναι σε 
θέση αποστροφής προς τον κίνδυνο (risk-averse) θα επιλέξει την επένδυση με την μικρότερη 
αναμενόμενη τιμή κινδύνου. Ωστόσο αν οι Χ και Υ έχουν ίσες μέσες τιμές (ΕΧ = ΕΥ), η επι-
λογή της πιο ασφαλούς επένδυσης δεν μπορεί να γίνει με το κριτήριο της μικρότερης αναμε-
νόμενης τιμής και ο επενδυτής θα επιλέξει την επένδυση με τη μικρότερη μεταβλητότητα. Η 
μεταβλητότητα περιγράφεται από διάφορα μέτρα κι όσο μεγαλύτερη είναι τόσο πιο επικίνδυ-
νη είναι η επένδυση με την οποία σχετίζεται. Συνεπώς, οι διατάξεις που συγκρίνουν το μέγε-
θος των τυχαίων μεταβλητών δίνοντας σχέσεις διάταξης για τις μέσες τιμές των τυχαίων με-
ταβλητών (ή κατανομών) δεν είναι πλέον κατάλληλες και αναζητούμε άλλες σχέσεις διάτα-
ξης για την μεταβλητότητα των τυχαίων μεταβλητών. Διαπιστώνεται ότι οι στοχαστικές δια-
τάξεις συναρτήσεων, που ενέχουν την ιδιότητα της κυρτότητας, αποδίδουν σχέσεις διάταξης 
που σχετίζονται με τη μεταβλητότητα των τυχαίων μεταβλητών.  

Όπως θα δούμε στα επόμενα κεφάλαια των εφαρμογών, οι κυρτές διατάξεις είναι γνω-
στές και με άλλες ονομασίες. Η αύξουσα κυρτή διάταξη είναι η διάταξη «stop-loss» (διάταξη 
«αποκοπής ζημίας») και η κυρτή διάταξη είναι η διάταξη «stop-loss» με ίσες μέσες τιμές. Ε-
πίσης η αύξουσα κοίλη διάταξη είναι η διάταξη «δεύτερης στοχαστικής κυριαρχίας».  

Θεώρημα 3 : Οι ακόλουθες προτάσεις είναι ισοδύναμες  
(1) Χ ≤cx Υ . 
(2) Χ ≤icxΥ και ΕΧ = ΕΥ. 

Απόδειξη. (1)⇒ (2) Έστω f (x) = x και f (x) = − x οι οποίες είναι κυρτές. Αν Χ ≤cx Υ, τό-
τε για f (x) = x, θα έχουμε ΕΧ ≤ ΕΥ και για f (x) = − x, − ΕΧ ≤ − ΕΥ. Οπότε από ΕΧ ≤ ΕΥ και 
−ΕΧ ≤ −ΕΥ ή ΕΧ ≥ ΕΥ προκύπτει ότι ΕΧ = ΕΥ. Επειδή Εf(Χ) ≤ Εf(Υ) για όλες τις πραγματικές 
κυρτές συναρτήσεις f, τότε Εf(Χ) ≤ Εf(Υ) και για όλες τις αύξουσες κυρτές f. Άρα Χ ≤icxΥ.  

(2)⇒ (1) Αν Χ ≤icxΥ, τότε Εf(Χ) ≤ Εf(Υ) για όλες τις αύξουσες κυρτές f . Για να ισχύει η 
κυρτή διάταξη για τις Χ και Υ, πρέπει Εf(Χ) ≤ Εf(Υ) για όλες τις πραγματικές κυρτές συναρ-
τήσεις f . Επομένως, αναζητούμε τις κυρτές f που περιλαμβάνουν τις αύξουσες κυρτές f για 
τις οποίες ξέρουμε ήδη ότι Εf(Χ) ≤ Εf(Υ). 

Θεωρούμε μία αυθαίρετη κυρτή συνάρτηση f και κάποιο πεπερασμένο α έτσι ώστε f(x) 
+ αx να είναι αύξουσα (έστω αρχικά ότι υπάρχει τέτοιο α). Τότε για κάθε x ≤ y θα έχουμε  

f (x) + αx ≤ f (y) + αy 

που συνεπάγεται ότι Εf(Χ) + αΕΧ ≤ Εf (Υ) + αΕΥ και λόγω της ισότητας ΕΧ = ΕΥ, ισχύει ότι 
Εf (Χ) ≤ Εf (Υ) για όλες τις κυρτές συναρτήσεις f για τις οποίες μπορεί να βρεθεί ένα τέτοιο α.  
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Έστω τώρα μία κυρτή f για την οποία δεν μπορεί να βρεθεί ένα τέτοιο α. Ορίζουμε την 
αύξουσα ακολουθία συναρτήσεων που προσεγγίζει την f, 

( ) ( )
( ) ( )( )⎩

⎨
⎧

−<+−′+−
−≥

=
+ nxnxnfnf

nxxf
xfn ,

,
 

για n = 1,2,…, όπου f+΄ είναι η δεξιά παράγωγος της f και υπάρχει πάντοτε εξαιτίας της κυρ-
τότητας της f . Επιπλέον, για τις κυρτές fn έχουμε ότι fn(x) + αx είναι αύξουσα όταν α = 
−f+΄(−n) και επομένως, από τα παραπάνω, Εfn(Χ) ≤ Εfn(Υ). Από το Θεώρημα μονότονης σύ-

γκλισης (υπενθ. ότι αν οι τ.μ. Υ1 ≤ Υ2 ≤ …, τότε limΕYn = E(limYn)) προκύπτει ότι 

limΕfn(Χ) = Ε(limfn(Χ)) = Εf(Χ), limΕfn(Y) = Ε(limfn(Y)) = Εf(Y), 

και άρα Εf(Χ) ≤ Εf(Υ) και για αυτές τις συναρτήσεις f. Άρα τελικά Χ ≤cx Υ. ■ 

Για την σύγκριση των ροπών και της μεταβλητότητας, από τον ορισμό προκύπτει το 
ακόλουθο αποτέλεσμα. 

Πόρισμα 4 : Αν Χ ≤cx Υ, τότε  

ΕΧn ≤ ΕYn και E(X − EX)n ≤ E(Y − EY)n 

όταν n άρτιος n = 2, 4, … . Μάλιστα, αν Χ ≤cx Υ τότε Var(X) ≤ Var(Υ).  

Αν οι τυχαίες μεταβλητές Χ και Υ είναι μη αρνητικές, η διάταξη ΕΧn ≤ ΕYn είναι αληθής 
για όλα τα n = 1, 2, 3, 4, … .  

Θεώρημα 5 : Η κυρτή και αύξουσα κυρτή διάταξη είναι κλειστή ως προς τη συνέλιξη. 
(1) Αν Χ ≤cx Υ και Ζ ανεξάρτητη τυχαία μεταβλητή των Χ και Υ, τότε Χ + Ζ ≤cx Υ + Ζ . 
(2) Αν Χ ≤icx Υ και Ζ ανεξάρτητη τυχαία μεταβλητή των Χ και Υ, τότε Χ + Ζ ≤icx Υ + Ζ. 

Απόδειξη. Αν Χ ≤cx Υ, τότε Εf(Χ) ≤ Εf(Υ) για όλες τις πραγματικές κυρτές συναρτήσεις 

f. Αφού η f (⋅) είναι κυρτή, και η f ( ⋅ + z) θα είναι κυρτή. Το ίδιο ισχύει και για την f ( ⋅ + z). 
Επομένως, 

))(())|)((())|)((())(( ZYfEZZYfEEZZXfEEZXfE +=+≤+=+  

για όλες τις κυρτές συναρτήσεις f. Άρα Χ + Ζ ≤cx Υ + Ζ. Η (2) αποδεικνύεται όμοια. ■ 

Θεώρημα 6 : Η κυρτή και αύξουσα κυρτή διάταξη είναι κλειστές ως προς τις μίξεις. Αν 
Χ, Υ και Θ είναι τυχαίες μεταβλητές έτσι ώστε  

[ Χ|Θ = θ ] ≤cx [Υ|Θ = θ ]     (ή  [Χ|Θ = θ ] ≤icx [Υ|Θ = θ ] )  

για όλα τα θ εντός του συνόλου τιμών της Θ, τότε X ≤cx Υ (ή Χ ≤icx Υ ).  
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Απόδειξη. Γνωρίζουμε ότι ΕΘΕ[ f (Χ) | Θ] = Εf (Χ) και ΕΘΕ[f (Υ) | Θ] = Εf (Υ). Επίσης, 
για κάθε κυρτή ή αύξουσα κυρτή συνάρτηση f ισχύει Εf(Χ) ≤ Εf(Υ), που συνεπάγεται ότι X ≤cx 

Υ ή Χ ≤icxΥ αντίστοιχα. ■ 

Μέχρι αυτό το σημείο, για να ελέγξουμε ότι δύο τυχαίες μεταβλητές διατάσσονται ως 
προς την κυρτή ή την αύξουσα κυρτή διάταξη, προσπαθούμε να δείξουμε ότι η ανισότητα 
Εf(Χ) ≤ Εf(Υ) παραμένει αληθής για όλες τις κυρτές ή αύξουσες κυρτές συναρτήσεις f, που 
αποτελούν ένα «μεγάλο» σύνολο συναρτήσεων. Χρησιμοποιώντας μια μικρότερη κλάση συ-
ναρτήσεων είμαστε σε θέση να δείχνουμε ευκολότερα την ισχύ της Εf(Χ) ≤ Εf(Υ). Η κλάση 
αυτή απαρτίζεται από τις συναρτήσεις 

( ) ( ) }0,max{ txtxxt −=−= +φ ,  t ∈ R. 

Χρησιμοποιούμε αυτή την κλάση διότι κάθε κυρτή συνάρτηση μπορεί να γραφεί ως ό-
ριο αθροισμάτων από συναρτήσεις της μορφής αυτής. Η συνάρτηση 

( ) ( ) ( )dzzFtXEt
t XX ∫
∞

+ =−=π  

ονομάζεται ολοκληρωμένη συνάρτηση επιβίωσης. Στο κεφάλαιο των αναλογιστικών εφαρμο-
γών θα δούμε ότι η πΧ(t) ονομάζεται και μετασχηματισμός stop-loss, αφού αποτελεί το καθα-
ρό ασφάλιστρο μίας αντασφάλισης stop-loss. Με την ολοκληρωμένη συνάρτηση επιβίωσης 
μπορούμε να προσδιορίσουμε την αύξουσα κυρτή διάταξη.  

Θεώρημα 7 : Οι ακόλουθες προτάσεις είναι ισοδύναμες.  

(1) Χ ≤icxΥ . 

(2) Ε(Χ − t)+ ≤ Ε(Y − t)+ για κάθε πραγματικό t. 

Θεώρημα 8 : Έστω (Xn) και (Yn) ακολουθίες τυχαίων μεταβλητών με Xn ≤icx Yn για κάθε 
n∈Ν. Αν Xn → Χ και Yn → Υ κατά κατανομή κι αν Ε(Xn)+ →ΕX+ και Ε(Yn)+ →ΕY+, τότε Χ 
≤icxΥ.  

         Για τις αποδείξεις των δύο προηγούμενων θεωρημάτων παραπέμπουμε στο βιβλίο των 
Muller and Stoyan (2002). 

Θεώρημα 9 : (α) H ολοκληρωμένη συνάρτηση επιβίωσης πΧ μίας τυχαίας μεταβλητής Χ, 
με πεπερασμένη μέση τιμή, έχει τις ακόλουθες ιδιότητες. 

(1) Η ( ) ( ) ( )dzzFtXEt
t XX ∫
∞

+ =−=π   είναι φθίνουσα και κυρτή.  

(2) limt→∞ πΧ(t) = 0 και limt→−∞ (πΧ(t) + t) = ΕΧ . 
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(β) Για κάθε συνάρτηση π, που ικανοποιεί τις ιδιότητες (1) και (2) του (α), υπάρχει μία τυχαία 
μεταβλητή Χ έτσι ώστε η π είναι η ολοκληρωμένη συνάρτηση επιβίωσης της Χ. Η συνάρτηση 
κατανομής της Χ δίνεται από την σχέση FX(t) = 1 + π+΄(t), όπου π+

΄ είναι η δεξιά παράγωγος 
της συνάρτησης π. 

Απόδειξη (α) (1) Είναι άμεσο. (2) Η πΧ είναι συγκλίνουσα στο R και (χρησιμοποιώ-
ντας και το Θεώρημα Μονότονης Σύγκλισης) 

limt→ −∞ (πΧ(t) + t) = limt→ −∞ Ε(max{Χ, t }) = ΕΧ 

γιατί όταν t → −∞, max{Χ, t } → Χ και επίσης,  

limt→∞ πΧ(t) = limt→∞ Ε(max{Χ − t, 0}) = 0 

γιατί όταν t → ∞, max{Χ − t, 0}→ 0. 

(β) Εξαιτίας της κυρτότητας της π υπάρχει πάντοτε η δεξιά παράγωγός της π+΄. Η π+΄ 
είναι δεξιά συνεχής και αύξουσα συνάρτηση λόγω μονοτονίας και κυρτότητας αντίστοιχα. 
Αφού limt→∞ π(t) = 0, το όριο της δεξιάς παραγώγου θα είναι limt→∞ π+΄(t) = 0. Το όριο 
limt→−∞ (πΧ(t) + t) υπάρχει μόνο αν limt→−∞ π+΄(t) = −1 (καθώς (πΧ(t) + t )΄= π+΄(t) + 1). Επο-
μένως πληρούνται οι ιδιότητες (1) και (2) του (α) και η π είναι η ολοκληρωμένη συνάρτηση 
επιβίωσης της τυχαίας μεταβλητής Χ. Επιπλέον, η συνάρτηση 1 + π+΄(t) ικανοποιεί τις προϋ-
ποθέσεις μίας συνάρτησης κατανομής (αύξουσα, δεξιά συνεχής) και αποτελεί την συνάρτηση 
κατανομής της Χ με π+΄ τη δεξιά παράγωγο της π . ■ 

Θεώρημα 10 : Έστω Χ και Xn, για n = 1, 2,…, τυχαίες μεταβλητές και έστω π και πn οι 
ολοκληρωμένες συναρτήσεις επιβίωσής τους. Τότε οι ακόλουθες προτάσεις είναι ισοδύναμες.  
(1) πn → π σημειακά (pointwise). 
(2) Xn → X κατά κατανομή και Ε(Xn)+ → ΕX+ .  

Θεώρημα 11 : Ισχύουν τα παρακάτω, 
(1) X ≤st Υ αν και μόνο αν η συνάρτηση πY(t) − πX(t) είναι φθίνουσα. 
(2) Χ ≤icxΥ αν και μόνο αν πX(t) ≤ πY(t) για κάθε πραγματικό t. 
(3) X ≤cxΥ αν και μόνο αν πX(t) ≤ πY(t) για κάθε πραγματικό t και  

limt→−∞ [πY(t) − πX(t)] = 0. 

Απόδειξη. (1) X ≤st Υ έπεται ότι FX(t) ≥ FY(t). Η πΥ(t) − πX(t) είναι φθίνουσα, καθώς 
(πΥ(t) − πX(t))΄ = FY(t) − FX(t) ≤ 0. (2) Χ ≤icxΥ ισοδυναμεί με Ε(Χ − t)+ ≤ Ε(Y − t)+ για κάθε 
πραγματικό t . Άρα Χ ≤icxΥ αν και μόνο αν πX(t) ≤ πΥ(t) για κάθε πραγματικό t . (3) Γνωρίζου-
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με ότι Χ ≤cxΥ αν και μόνο αν Χ ≤icxΥ και ΕΧ = ΕΥ και επιπρόσθετα, γνωρίζουμε ότι limt→−∞ 
(πX(t) + t) = ΕΧ. 
Συνεπώς,  

limt→−∞ [πΥ(t) − πX(t)] = limt→−∞ [(πΥ(t) + t) − (πX(t) + t)]= ΕΥ − ΕΧ = 0. 

■ 
Θεώρημα 12 : Έστω τυχαίες μεταβλητές Χ και Υ και ισχύει Χ ≤icxΥ. Τότε υπάρχει μία τυ-

χαία μεταβλητή Ζ έτσι ώστε X ≤st Ζ ≤cx Υ .  

Απόδειξη. Ορίζουμε την πΖ(t) = max{πX(t), ΕΥ − t}. Θέλουμε να δείξουμε ότι η πΖ(t) εί-
ναι η ολοκληρωμένη συνάρτηση επιβίωσης της Ζ και η Ζ ικανοποιεί την X ≤st Ζ ≤cx Υ. Η πΖ 

είναι το μέγιστο μίας κυρτής φθίνουσας συνάρτησης πX(t) και μίας γραμμικής συνάρτησης ΕΥ 
− t. Έτσι η πΖ είναι κυρτή και φθίνουσα με limt→∞ πΖ(t) = 0, και  

limt→−∞(πΖ(t) + t) = limt→−∞max{πX(t) + t, ΕΥ} = max{ΕΧ, ΕΥ} = ΕΥ, 

γιατί από το Θεώρημα 9 έχουμε limt→−∞(πX(t) + t) = ΕΧ και ΕΧ ≤ ΕΥ καθώς Χ ≤icxΥ αν και μό-
νο αν Ε(Χ − t)+ ≤ Ε(Y − t)+ για κάθε πραγματικό t. Σύμφωνα με το Θεώρημα 9 (β) η πΖ μπορεί 
να θεωρηθεί ως η ολοκληρωμένη συνάρτηση επιβίωσης μιας τυχαίας μεταβλητής Ζ, με συ-
νάρτηση κατανομής την FZ(t) =1 + π+΄(t) όπου π+΄ η δεξιά παράγωγος της συνάρτησης πΖ. Η  

πΖ(t) − πX(t) = (ΕΥ − t − πX(t))+ = (EY − E(max{Χ, t }))+, 

είναι φθίνουσα και από το Θεώρημα 11 (1) έχουμε ότι X ≤st Ζ. Μένει να δείξουμε ότι Ζ ≤cx Υ. 
Από την ανισότητα Jensen έχουμε ότι  

ΕΥ − t ≤ (ΕΥ − t)+ ≤ Ε(Υ − t)+  

αλλά, Ε(Υ − t)+ = πY(t) και Χ ≤icxΥ ⇔ Ε(Χ − t)+ ≤ Ε(Y − t)+ ⇔ πX(t) ≤ πΥ(t) . Συνεπώς,  

πΖ(t) = max{πX(t), ΕΥ − t} ≤ πΥ(t), 

και από το Θεώρημα 11 (2) θα είναι Ζ ≤icx Υ. Επίσης,  

limt→−∞[πΖ(t) − πΥ(t)] = limt→−∞[(πΖ(t) + t) − (πΥ(t) + t)] = ΕΥ − ΕΥ = 0 

γιατί limt→−∞(πΖ(t) + t) = ΕΥ. Άρα από το Θεώρημα 11 (3) έχουμε Ζ ≤cx Υ, και τελικώς, ισχύει 
X ≤st Ζ ≤cx Υ. ■ 

 

1.3.1.2 Επαρκείς συνθήκες και θεώρημα του Strassen  
1.3.1.2.α Πρώτη επαρκής συνθήκη για την κυρτότητα  

Με τον όρο επαρκείς συνθήκες της κυρτότητας εννοούμε τις συνθήκες εκείνες, που αρ-
κούν προκειμένου να δείξουμε ότι οι τυχαίες μεταβλητές διατάσσονται ως προς κάποια από 
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τις κυρτές διατάξεις (κυρτή, αύξουσα κυρτή, κοίλη, αύξουσα κοίλη). Μία επαρκής συνθήκη 
για συγκρίσεις, που αφορούν τη μεταβλητότητα τυχαίων μεταβλητών, και για την εξασφάλι-
ση στοχαστικών κυρτών διατάξεων είναι το κριτήριο τομής (cut criterion) των Karlin και No-
vikoff  (1963).  

Ορισμός 13 : Έστω τυχαίες μεταβλητές Χ και Υ με συναρτήσεις κατανομής FX και FY. 
Τότε η τυχαία μεταβλητή Χ είναι λιγότερο «επικίνδυνη» από την τυχαία μεταβλητή Υ και γρά-
φουμε Χ ≤DΥ, αν υπάρχει κάποιο t0 ∈R έτσι ώστε  

FX (t) ≤ FY (t)   για κάθε t < t0         και        FX (t) ≥ FY (t) για κάθε t ≥ t0  

και αν, επιπροσθέτως, ΕΧ ≤ ΕΥ.  

Άμεσα διαπιστώνουμε ότι η διάταξη των τυχαίων μεταβλητών ως προς την «επικινδυ-
νότητά» τους αρκεί για να ελέγξουμε την κυρτή τους διάταξη. 

Θεώρημα 14 : Χ ≤D Υ έπεται ότι Χ ≤icxΥ . 

Απόδειξη. Γνωρίζουμε ότι  

πY(t) − πX(t) = ( ) ( ) ( ) ( ) dxxFxFdxxFxF Yt XXt Y ][][ −=− ∫∫
∞∞

 . 

Ισχύει Χ ≤D Υ, οπότε FX(t) ≤ FY(t) για κάθε t < t0 και FX(t) ≥ FY(t) για κάθε t ≥ t0 και επιπρο-
σθέτως, ΕΧ ≤ ΕΥ. Επομένως πΥ(t) − πX(t) ≥ 0 για κάθε t ≥ t0. Επίσης, limt→−∞[πΥ(t) − πX(t)] = 
ΕΥ − ΕΧ ≥ 0 γιατί ΕΧ ≤ ΕΥ λόγω της Χ ≤D Υ. Άρα για κάθε t < t0, 

πΥ(t) − πX(t) = ΕΥ – ΕΧ + ( ) ( ) dxxFxF X

t

Y ][ −∫ ∞−
 ≥ 0, 

καθώς FX(t) ≤ FY(t) για κάθε t < t0 και ΕΧ ≤ ΕΥ . ■ 

Μία εφαρμογή του προηγούμενου θεωρήματος είναι η ακόλουθη. 

Θεώρημα 15 : Έστω Χ μία τυχαία μεταβλητή και ΕΧ = 0. Αν 0 ≤ α ≤ c και b ≤ d, τότε αΧ 
+ b ≤icx cΧ + d .  

Απόδειξη. Γνωρίζουμε ότι FαΧ+b(t) = FX(t−b/α)) και FcX+d(t) = FY(t−d/c)). Θα ισχύει 
FαΧ+b(t) ≤ FcX+d(t) αν και μόνο αν t < t0. Το t0 δίνεται από τη λύση της εξίσωσης  

( ) dbcct
c

dtbt αα
α

−=−⇔
−

=
−  

οπότε  

α
α

−
−

=
c

dbct0 . 
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Αν b ≤ d, τότε Ε(αΧ + b) ≤ Ε(cΧ + d), γιατί ΕΧ = 0 και μπορούμε να εφαρμόσουμε την «επι-
κινδυνότητα», αφού υπάρχει t0 = (bc − αd) / (c − α)∈R, με 0 ≤ α ≤ c και b ≤ d, έτσι ώστε 
FαΧ+b (t) ≤ FcX+d (t) αν και μόνο αν t < t0 και επιπροσθέτως, Ε(αΧ + b) ≤ Ε(cΧ + d). Έτσι αΧ + 
b ≤D cΧ + d, που έπεται ότι αΧ + b ≤icx cΧ + d  για  0 ≤ α ≤ c  και  b ≤ d. ■ 

Σύμφωνα με τη μεταβατική ιδιότητα, αν x ≤ y και y ≤ z, τότε x ≤ z. Παρατηρούμε ότι η 
«επικινδυνότητα» τυχαίων μεταβλητών δεν ικανοποιεί τη μεταβατική ιδιότητα. Έστω οι κα-
τανομές F, G και H. Αν η F και η G τέμνονται μία φορά (F ≤ G) και οι G, H μία φορά (G ≤ 
H), τότε οι F και H μπορούν να τέμνονται και δύο φορές (F ≤ H και H ≤ F ). Άπό την παρα-
πάνω εφαρμογή συμπεραίνουμε ότι η «επικινδυνότητα» αποκτά τη μεταβατική ιδιότητα δια-
μέσου της αύξουσας κυρτής διάταξης, την οποία έπεται, απαιτώντας μόνο FαΧ+b(t) ≤ FcX+d(t) 
αν και μόνο αν t < t0 για κάποιο t0 = (bc − αd) / (c − α)∈R, με 0 ≤ α ≤ c και b ≤ d, δηλαδή, οι 
κατανομές FαΧ+b(t) και FcX+d (t) τέμνονται μόνο μία φορά.  

Το ακόλουθο θεώρημα έχει αποδειχθεί από τον Muller A. (1996) για μη αρνητικές τυ-
χαίες μεταβλητές. Εντούτοις, η ίδια μεθοδολογία χρησιμοποιείται και για τη γενική περίπτω-
ση. 

Θεώρημα 16 : Χ ≤icxΥ αν και μόνο αν υπάρχει μία ακολουθία (Xn) τυχαίων μεταβλητών 
έτσι ώστε Χ = X1, Xn ≤D Xn+1 για κάθε n, Xn →Υ κατά κατανομή και Ε(Xn)+ → ΕΥ+.  

 

1.3.1.2.β Θεώρημα Strassen και επέκταση του θεωρήματος 

Ο Strassen διατύπωσε ότι η κυρτή διάταξη δύο τυχαίων μεταβλητών Χ και Υ ισοδυναμεί 

με την ύπαρξη δύο τυχαίων μεταβλητών X
)
και Y

)
, που είναι ισόνομες με τις Χ και Υ, ώστε η 

δεσμευμένη αναμενόμενη τιμή της Y
)

, με δέσμευση την X
)

, να ισούται με την τυχαία μετα-

βλητή X
)

. Πιο παραστατικά, X ≤cxΥ αν και μόνο αν υπάρχουν X
)

 και Y
)

, που είναι ισόνομες 

με τις Χ και Υ, έτσι ώστε Ε(Y
)

| X
)

) = X
)

. Το παρακάτω θεώρημα αποτελεί μία επέκταση του 
θεωρήματος του Strassen και στην περίπτωση κατανομών με πεπερασμένο σύνολο τιμών. 
Μία νεότερη απόδειξή του, η οποία βασίζεται σε στοχαστικά αύξοντες πυρήνες μετάβασης, 
δόθηκε από τους Muller and Ruschendorf (2001). Παρόμοιες ιδέες, όμως, έχουν αναπτυχθεί 
και από τους Machina and Pratt (1997) και Muller (1998a).  

Θεώρημα 17 : Για δύο τυχαίες μεταβλητές Χ και Υ, με πεπερασμένες μέσες τιμές, οι ακό-
λουθες προτάσεις είναι ισοδύναμες.  

(1) X ≤cx Υ . 
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(2) Υπάρχουν τυχαίες μεταβλητές X
)

 και Y
)

, με ίδια κατανομή όπως οι Χ και Υ, έτσι ώστε 

Ε(Y
)

| X
)

) = X
)

 σχεδόν βέβαια και επιπροσθέτως  

[Y
)

| X
)

= s] ≤st [Y
)

| X
)

= t ]  

για κάθε s < t . 

Πόρισμα 18 : Για δύο τυχαίες μεταβλητές Χ και Υ, με πεπερασμένες μέσες τιμές, οι ακό-
λουθες προτάσεις είναι ισοδύναμες 

(1) X ≤icx Υ .  

(2) Υπάρχουν τυχαίες μεταβλητές X
)
και Y

)
, με ίδια κατανομή όπως οι Χ και Υ, έτσι ώστε 

Ε(Y
)

| X
)

) ≥ X
)

, σχεδόν βέβαια, και επιπροσθέτως, ο στοχαστικός νόμος [Y
)

| X
)

= x] είναι στοχα-
στικά αύξων στο x, δηλαδή  

[Y
)

| X
)

= s] ≤st [Y
)

| X
)

= t ] 

για κάθε s < t .  

Απόδειξη. Σύμφωνα με το θεώρημα 17 (α) ισχύει ότι Ζ ≤cxΥ και με το (β) υπάρχουν τυ-

χαίες μεταβλητές Z
)

 και Y
)

, με ίδια κατανομή όπως οι Ζ και Υ έτσι ώστε Ε(Y
)

| Z
)

) = Z
)

, σχε-

δόν βέβαια, και επιπροσθέτως, ο στοχαστικός νόμος [Y
)

| Z
)

= x] είναι στοχαστικά αύξων στο 

x, δηλαδή, [Y
)

| Z
)

= s] ≤st [Y
)

| Z
)

= t] για κάθε s < t . Ακόμη από το Θεώρημα 1 της συνήθους 
στοχαστικής διάταξης έχουμε ότι X ≤st Ζ αν και μόνο αν υπάρχει ένας χώρος πιθανότητας (Ω, 

Α, P) και τυχαίες μεταβλητές X
)
και Z

)
 μέσα σε αυτόν, με συναρτήσεις κατανομής FX και FZ, 

έτσι ώστε X
)

(ω) ≤ Z
)

(ω) για όλα τα ω∈Ω. Λαμβάνοντας υπόψη και το Θεώρημα 12 των 
κυρτών διατάξεων, όπου Χ ≤icxΥ έπεται ότι υπάρχει μία τυχαία μεταβλητή Ζ έτσι ώστε X ≤st Ζ 
≤cxΥ, αποδεικνύεται ότι Χ ≤icxΥ. ■ 

 

1.3.1.2.γ Εφαρμογές του θεωρήματος του Strassen και της επέκτασής του 

Η σημαντικότητα της ύπαρξης κυρτών διατάξεων για την σύγκριση κατανομών μέσα 
από την σχεδόν βέβαιη σύγκλιση αποτυπώνεται στην περίπτωση των ανταλλάξιμων τυχαίων 
μεταβλητών με συνέπειες και στον ισχυρό νόμο των μεγάλων αριθμών. Οι τυχαίες μεταβλη-
τές X1,…,Xn ονομάζονται ανταλλάξιμες (exchangeable) αν για οποιαδήποτε μετάθεση p, το 
διάνυσμα (Xp(1),…, Xp(n)) έχει την ίδια κατανομή με το διάνυσμα (X1,…,Xn). Πιο απλά, η κα-
τανομή του διανύσματος (X1,…,Xn) δεν επηρεάζεται από τις μεταθέσεις των X1,…,Xn. Τις α-
νταλλάξιμες μεταβλητές θα τις εξετάσουμε και στο κεφάλαιο των αναλογιστικών εφαρμογών.  
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Θεώρημα 19 : Έστω X1,…,Xn ανταλλάξιμες τυχαίες μεταβλητές και f1,…, fn πραγματικές 

μετρήσιμες συναρτήσεις. Ορίζουμε την f  ως 

( ) ( )xf
n

xf
n

i
i∑

=

=
1

1  . 

Τότε  

( ) ( )i
n

i
i

n

i
cxi XfXf ∑∑

==

≤
11

. 

Απόδειξη. Έστω p είναι το σύνολο όλων των μεταθέσεων των αριθμών 1, 2, ..., n και π 
είναι μία τυχαία μετάθεση. Η π μπορεί να θεωρηθεί ως μία τυχαία μεταβλητή ομοιόμορφα 
κατανεμημένη στο σύνολο p. Θα είναι 

( ) ( ) ( )( ) ( )∑∑∑
=∈=

=++=
n

i
i

Pp
nnppn

n

i
ii XfXfXf

n
XXXfE

1
111

1
)(...)(

!
1],...,|)([ π , 

συνεπώς,  

( )( ) ( ) ( )∑∑∑
===

=
n

i
i

n

i
ii

n

i
i XfXfXfE

111
][ π , 

και επειδή  

( )( ) ( )∑∑
==

=
n

i
iii

n

i
i XfXf

11
π , 

από το Θεώρημα 17 προκύπτει το ζητούμενο. ■ 

Αν έχουμε μία ακολουθία ανεξάρτητων και ισόνομων τυχαίων μεταβλητών (iid) με πε-
περασμένη μέση τιμή, από τον ισχυρό νόμο των μεγάλων αριθμών μας είναι γνωστό ότι ο 
δειγματικός μέσος συγκλίνει στην ΕX1 σχεδόν βέβαια. Θέτοντας fi(x) = x/n−1 για i = 1, .., n−1 
και fn = 0 στο προηγούμενο θεώρημα, η σύγκλιση του ισχυρού νόμου των μεγάλων αριθμών 
γίνεται μονότονη σε κυρτή διάταξη. Συγκεκριμένα, η μεταβλητότητα του δειγματικού μέσου 
φθίνει σε κυρτή διάταξη όσο αυξάνει ο αριθμός των παρατηρήσεων (δηλαδή όσο αυξάνει ο 
αριθμός των τυχαίων μεταβλητών X1, X2, … μέχρι Xn) και κάθε δειγματικός μέσος προσεγγί-
ζει καλύτερα τη μέση τιμή ΕX1 σε σχέση με τον προηγούμενο όσο λαμβάνεται περισσότερη 
πληροφορία. Το γεγονός αυτό θα το χειριστούμε και στο κεφάλαιο των αναλογιστικών εφαρ-
μογών. 

Πόρισμα 20 : Έστω X1,…,Xn ανταλλάξιμες τυχαίες μεταβλητές. Τότε  
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για κάθε k = 1, 2, …, n −1.  

 

1.3.1.2.δ Η Διάταξη MPS 

Μία άλλη επαρκής συνθήκη για την ύπαρξη κυρτών διατάξεων σχετίζεται με τη διάταξη 
MPS (Mean Preserving Spread). Με τη φράση αυτή εννοούμε το άπλωμα της κατανομής στα 
άκρα, ώστε η μέση τιμή της κατανομής να παραμένει η ίδια.  

Ορισμός 21 : Η συνάρτηση κατανομής G διαφέρει από τη συνάρτηση κατανομής F κατά 
MPS και γράφουμε F ≤MPS G, αν οι F και G έχουν την ίδια πεπερασμένη μέση τιμή και αν υ-
πάρχει ένα διάστημα (α, b) έτσι ώστε η G να μην κατανέμει μεγαλύτερη πιθανότητα από την F 
σε οποιοδήποτε υποδιάστημα του (α, b) και η G να μην κατανέμει μικρότερη πιθανότητα από 
την F σε οποιοδήποτε ανοικτό διάστημα είτε αριστερά, είτε δεξιά του (α, b). 

Εναλλακτικά, η διάταξη MPS ορίζεται και ως εξής.  

Ορισμός 22 : Η συνάρτηση κατανομής G διαφέρει από τη συνάρτηση κατανομής F κατά 
MPS και γράφουμε F ≤MPS G αν και μόνο αν υπάρχουν πεπερασμένοι πραγματικοί αριθμοί α < 
b έτσι ώστε η συνάρτηση G − F είναι αύξουσα στο (− ∞, α)∪ (b, ∞) και φθίνουσα στο (α, b) .  

Ο ορισμός προϋποθέτει ότι υπάρχει ένα σημείο t0∈[α, b] τέτοιο ώστε G(x) ≥ F(x) για 
κάθε x < t0 και G(x) ≤ F(x) για κάθε x > t0.  

Θεώρημα 23 : Αν F ≤MPS G, τότε F ≤D G και F ≤cx G.  

Παρατηρούμε ότι η διάταξη MPS είναι αυστηρώς ισχυρότερη από την διάταξη επικιν-
δυνότητας και μπορεί να ισχύει F ≤D G, χωρίς να έπεται ότι F ≤MPS G. Στο (−∞, t0) η «επικιν-
δυνότητα» ικανοποιεί την προϋπόθεση η G − F να είναι μη αρνητική. Αντίθετα, στην ίδια πε-
ριοχή το MPS ικανοποιεί την επιπλέον προϋπόθεση η G − F να είναι και μονοκόρυφη (με ε-
πικρατούσα τιμή) και ισχυροποιείται έναντι της «επικινδυνότητας».  

 Σε αντιδιαστολή με το Θεώρημα 16, οι Rothschild and Stiglitz (1970) έχουν αποδείξει 
ότι για κατανομές F και G με πεπερασμένο στήριγμα, F ≤cx G αν και μόνο αν η συνάρτηση 
κατανομής G προκύπτει από τη συνάρτηση κατανομής F μέσω μίας ακολουθίας MPS.  

Θεώρημα 24 : Ισχύει Χ ≤cxΥ αν και μόνο αν υπάρχει μία ακολουθία (Xn) τυχαίων μετα-
βλητών έτσι ώστε Χ = X1, Xn ≤MPS Xn+1 για κάθε n, Xn →Υ κατά κατανομή και ΕXn →ΕΥ.  

Η έννοια του «mean preserving spread» μπορεί να διευρυνθεί και να ισχυροποιηθεί α-
κόμη περισσότερο για κατανομές με πεπερασμένο στήριγμα με την εισαγωγή της έννοιας του 
τοπικού απλώματος («local mean preserving spread») από τη μετατόπιση της μάζας (συνάρ-
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τηση πιθανότητας) της πιθανότητας από ένα σημείο x∈R σε δύο το πολύ σημεία του συνόλου 
τιμών της κατανομής αμέσως στα αριστερά και στα δεξιά του x. Αντιθέτως στο «mean pre-
serving spread», η μάζα μετατοπίζεται όσο πιο αριστερά και όσο πιο δεξιά γίνεται . Επιπρό-
σθετα, το «local mean preserving spread» των κατανομών με πεπερασμένο σύνολο τιμών ενι-
σχύεται από τη απαίτηση της μετακίνησης όλης της μάζας από το x∈R.  

Ορισμός 25 : Έστω F και G διακριτές συναρτήσεις κατανομής, των οποίων κοινό στή-
ριγμα είναι ένα πεπερασμένο σύνολο σημείων x1 < … < xn, με συναρτήσεις μάζας πιθανότητας f 
και g, αντίστοιχα. Τότε η G διαφέρει από την F κατά ένα τοπικό άπλωμα (local spread), αν υ-

πάρχει κάποιο i με i ∈ {2,…, n −1} τέτοιο ώστε  

0 = g(xi) ≤ f(xi),    g(xi+1) ≥ f(xi+1),    g(xi−1) ≥ f(xi−1)     
και     

g(xj) = f(xj)  για κάθε j∉{i −1, i, i +1}.  

Το τοπικό άπλωμα λέγεται ότι διαφυλάττει τη μέση τιμή, αν οι F και G έχουν την ίδια μέση τιμή. 
Γράφουμε F ≤ls G, αν η G προκύπτει από ένα «local mean preserving spread» της F.  

Στην περίπτωση των διακριτών κατανομών το «local mean preserving spread» και το 
«mean preserving spread» είναι τα ίδια. 

Θεώρημα 26 : Έστω F και G συναρτήσεις κατανομής διακριτών κατανομών με πεπερα-
σμένο σύνολο τιμών. Τότε F ≤cx G αν και μόνο αν υπάρχει μία ακολουθία F1,...,Fk, με F = F1, 
Fk = G, τέτοια ώστε Fi+1 διαφέρει από Fi κατά ένα τοπικό άπλωμα της κατανομής που διαφυ-
λάσσει τη μέση τιμή (mean preserving local spread), για i =1,…,k −1.  

 

1.3.1.3 Πλειονοποίηση (Majorization)  

Η πλειονοποιήση τυχαίων διανυσμάτων έπεται την κυρτή διάταξη τυχαίων μεταβλητών. 
Για να γίνει πιο κατανοητή η έννοια της πλειονοποίησης, θα αναφερθούμε σε μια οικονομική 
εφαρμογή της για τη σύγκριση της ανισότητας των κατανομών εισοδήματος. Έστω τα διανύ-
σματα x = (x1,…,xn) και y = (y1,…,yn), με xi και yi τον πλούτο του i-ατόμου σε κάθε πληθυ-
σμό, αναπαριστούν το συνολικό πλούτο δύο πληθυσμών n-ατόμων και θέλουμε να συγκρί-
νουμε την κατανομή του πλούτου μεταξύ των δύο πληθυσμών. Υποθέτουμε ότι οι πληθυσμοί 
έχουν τον ίδιο συνολικό πλούτο  
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Με τη βοήθεια της πλειονοποίησης μπορούμε να συγκρίνουμε την ανομοιότητα του 
πλούτου των ατόμων εντός των πληθυσμών και να εξάγουμε συμπεράσματα για την ορθότε-
ρη κατανομή του συνολικού πλούτου κάθε πληθυσμού. Για παράδειγμα, αν στον πληθυσμό y 
ο συνολικός πλούτος των k πλουσιότερων ατόμων είναι μεγαλύτερος και ο συνολικός πλού-
τος των k φτωχότερων ατόμων είναι μικρότερος απ’ ότι στον πληθυσμό x, μπορούμε να πού-
με ότι η κατανομή του πλούτου στον πληθυσμό x μπορεί να θεωρηθεί πιο δίκαιη σε σχέση με 
τον πληθυσμό y. Η διάταξη μεταξύ των x, y που υπονοείται από το παραπάνω παράδειγμα θα 
καλείται διάταξη πλειονοποίησης (βλ. Ορισμό 27 παρακάτω).  

         Για κάθε πραγματικό διάνυσμα x = (x1,…,xn) υποθέτουμε ότι x[1] ≥…≥ x[n] είναι η φθί-
νουσα διάταξη των x1,…,xn του x και x(1) ≤…≤ x(n) είναι η αύξουσα διάταξη των x1,…,xn του 
x. Ακόμη, x↓ = (x[1],…, x[n]) είναι η φθίνουσα αναδιάταξη (rearrangement) των συντεταγμέ-
νων του x και x↑ = (x(1),…, x(n)) είναι η αύξουσα αναδιάταξη των συντεταγμένων του x. 

         Η ορολογία, όπως και η ιδέα της πλειονοποίησης (majorization) εισήχθησαν από τον 
Hardy et al. (1934) (βλ. επίσης  Marshall and Olkin (1979)). 

Ορισμός 27 : Για κάθε x και y στο Rn, 

x ≤M y     αν   [ ] [ ] 1,..,2,1,
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Όταν x ≤M y, τότε λέμε ότι το x πλειονοποιείται (majorized) από το y .  

Ισοδύναμα, χρησιμοποιώντας την αύξουσα διάταξη 

x ≤M y     αν   1,..,2,1,
1 1
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Στο πιο πάνω παράδειγμα παίρνουμε τον πληθυσμό που περιγράφεται από το διάνυσμα 
x και διατάσσουμε τα n-άτομα από τον φτωχότερο προς τον πλουσιότερο με το διάνυσμα των 
ατομικών πλούτων σε αύξουσα διάταξη (x(1),…, x(n)). Επίσης, υποθέτουμε ότι S0 = 0 και Sk = 
∑x(i), για 1≤ i ≤ k, είναι ο συνολικός πλούτος των k φτωχότερων ατόμων. Αναπαριστώντας 
γραφικά τα σημεία (k/n, Sk/Sn), όπου Sn είναι ο συνολικός πλούτος των n-ατόμων, και ενώνο-
ντας τα με ευθύγραμμα τμήματα προκύπτει η καμπύλη Lorenz. Η πλειονοποίηση εκφράζεται 
μέσα από την τελευταία, γιατί x ≤M y αν και μόνο αν οι αντίστοιχες καμπύλες Lorenz μπο-
ρούν να διαταχθούν σημειακά (pointwise) και γι’ αυτό μερικές φορές απαντάται και ως διά-
ταξη Lorenz.  
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Αν το y προκύπτει από το x μέσω μίας μετάθεσης των στοιχείων x1,…,xn ( x↓ = y↓), τότε 

x ≤M y και y ≤M x αλλά x ≠ y και άρα ≤M είναι μία προδιάταξη (preorder). Στο σύνολο όμως 
όλων των διανυσμάτων x με x1 ≥ … ≥ xn είναι μία μερική διάταξη.  

Συνεχίζουμε με την οικονομική εφαρμογή της πλειονοποίησης και υποθέτουμε ότι η α-
νισότητα εισοδήματος μεταξύ των ατόμων εντός ενός πληθυσμού μπορεί να εξαλειφθεί, αν 
κάποιος j-πλούσιος δώσει χρήματα σε κάποιον k-φτωχό, αλλά, τα χρήματα πρέπει να είναι 
τόσα ώστε να μην τροποποιείται η τάξη (ranking) μεταξύ του πλούσιου και του φτωχού. Πιο 
σχηματικά, πρέπει να υπάρχουν j και k με 1 ≤ j, k ≤ n και ε > 0 έτσι ώστε ο πλούτος κάθε i-
ατόμου  
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και xj  ≥ xk. Στο σημείο αυτό εισάγεται η αρχή της μεταφοράς ή μεταβίβασης, που είναι σημα-
ντική για την πλειονοποίηση. Όταν ικανοποιούνται οι δύο αμέσως προηγούμενες σχέσεις της 
αρχής μεταφοράς προκύπτει ότι το x αποκτάται από το y μέσω ενός T-μετασχηματισμού, που 
ισοδυναμεί με x ≤M y .  

Θεώρημα 28 : Οι ακόλουθες προτάσεις είναι ισοδύναμες.  
(1) x ≤M y . 
(2) Το x μπορεί να προκύψει από το y μέσω ενός πεπερασμένου αριθμού T-μετασχηματισμών 

(3) Υπάρχει ένας διπλά στοχαστικός πίνακας n×n Α έτσι ώστε x = Α y.  

Μία λεπτομερής απόδειξη του πιο πάνω θεωρήματος υπάρχει στους Marshall and 
Olkin (1979).  

Ορισμός 29 : Μία συνάρτηση f :Rn→R ονομάζεται Schur-κυρτή, αν x ≤M y έπεται ότι 
f (x) ≤ f (y).  

Θεώρημα 30 : Έστω g μία αυθαίρετη πραγματική συνάρτηση και ορίζουμε  

f (x) = ( )∑
=

n

i
ixg

1
 

για κάθε x∈Rn. Τότε η f είναι Schur-κυρτή αν και μόνο αν η g είναι κυρτή.  

Με μία πρώτη παρατήρηση του παραπάνω θεωρήματος διαφαίνεται η σχέση μεταξύ της 
πλειονοποίησης και της κυρτής διάταξης τυχαίων μεταβλητών, αφού x ≤M y υπονοεί f (x) ≤ 
f (y) με f Schur-κυρτή και f (x) = ∑g(xi) τότε και μόνο τότε αν η g είναι κυρτή. Συγκεκριμένα, 
κάθε x = (x1,…,xn) ταυτίζεται με μία τυχαία μεταβλητή Χ, που προσδίδει πιθανότητα 1/n σε 



 27

κάθε xi υπό τον περιορισμό ότι τα xi είναι διαφορετικά μεταξύ τους. Διαφορετικά, όταν k από 
τα xi συμπίπτουν, σε κάθε xi κατανέμεται πιθανότητα k /n.  

Για μία πιο αυστηρή σύνδεση τυχαίων μεταβλητών, που διατάσσονται ως προς την κυρ-
τή διάταξη, και διανυσμάτων που διατάσσονται ως προς την πλειονοποίηση, θεωρούμε το 
δειγματικό χώρο Ω = {1,…,n}. Το δυναμοσύνολο του Ω θα είναι ℘(Ω) και έστω P είναι η 

ομοιόμορφη κατανομή στον Ω, που κατανέμει πιθανότητα 1/n σε κάθε τιμή ω του δειγματι-
κού χώρου. Τότε για δοσμένο διάνυσμα x = (x1,…,xn), η τυχαία μεταβλητή Χ ορίζεται στο 
χώρο (Ω, ℘(Ω), P ) ως  

Χ: Ω →R με Χ(i) = xi, i =1,…,n.  

Παραστατικά, στο παράδειγμα της ανισότητας εισοδήματος, όπου το x περιγράφει το 
συνολικό πλούτο ενός πληθυσμού, η τυχαία μεταβλητή Χ μπορεί να θεωρηθεί ως ο πλούτος 
ενός i-ατόμου το οποίο επιλέγεται τυχαία. Αντίστοιχα το ίδιο και η Υ .  

Πόρισμα 31 : Αν για διανύσματα x και y, οι τυχαίες μεταβλητές Χ και Υ ορίζονται όπως 
προηγουμένως, τότε x ≤M y αν και μόνο αν Χ ≤cxΥ.  

 

1.3.2 Διατάξεις υψηλότερης κυρτότητας και διάταξη μετασχηματισμού Laplace 

Οι διατάξεις υψηλότερης κυρτότητας ανέκυψαν από την προσπάθεια να οριστούν στο-
χαστικές διατάξεις για συναρτήσεις f με μη αρνητικές παραγώγους μεγαλύτερου του πρώτου 
και δευτέρου βαθμού. Έτσι δύο τυχαίες μεταβλητές διατάσσονται ως προς μια διάταξη κυρ-
τότητας μεγαλύτερου βαθμού αν Εf(Χ) ≤ Εf(Υ) για όλες τις f με μη αρνητικές παραγώγους 
μεγαλύτερου βαθμού. Τέτοιες σχέσεις διάταξης έχουν εξεταστεί από τους Rolski and Stoyan 
(1974). Στη θεωρία των αποφάσεων τις έχει εισάγει ο Fishburn (1976, 1980), ενώ στις αναλο-
γιστικές επιστήμες πρόσφατα έχουν μελετηθεί από τους Denuit, Lefevre and Shaked (1998). 
Στο παρόν κείμενο χρησιμοποιείται η ορολογία των Denuit et al. (1998). 

Τη βάση για τη δημιουργία τέτοιων στοχαστικών διατάξεων αποτέλεσε η ιδιότητα της 
s-κυρτότητας της f. Γνωρίζουμε ότι μία διαφορίσιμη συνάρτηση f είναι αύξουσα, αν η πρώτη 
παράγωγός της είναι μη αρνητική. Επίσης, η f είναι κυρτή, αν η δεύτερη παράγωγός της είναι 
μη αρνητική. Όμοια, μία s διαφορίσιμη συνάρτηση f θα είναι s-κυρτή αν η s-παράγωγός της 
είναι μη αρνητική. Σχηματικά έχουμε  

f αύξουσα, αν f΄ ≥ 0,    f κυρτή, αν f΄΄ ≥ 0,   f s-κυρτή, αν f (s) ≥ 0 . 
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Αν ορίσουμε τον τελεστή διαφοράς Δεf (x) = f (x + ε) − f (x) για κάθε ε > 0, μπορούμε να 
ορίσουμε εναλλακτικά και πιο γενικά τη μονοτονία, την κυρτότητα και την s-κυρτότητα της f. 
Χρησιμοποιώντας διαφορές αντί παραγώγους αποφεύγουμε την απαίτηση της διαφορισιμότη-
τας για την f. Αναλυτικά, έχουμε ότι  

f αύξουσα ⇔ Δεf(x) ≥ 0  

για κάθε ε > 0 και πραγματικό x. Όμοια,  

f κυρτή ⇔ ( ) 021 ≥ΔΔ xfεε   

για όλα τα ε1, ε2 > 0 και πραγματικά x . Προχωρώντας σε διαφορές υψηλότερης τάξης, οδη-
γούμαστε στον ορισμό της s-κυρτότητας για την f.  

Ορισμός 1 : Έστω s ένας φυσικός αριθμός (s∈Ν). Μία πραγματική συνάρτηση f ονομά-
ζεται s-κυρτή, αν  

( ) 0...1 ≥ΔΔ xfsεε  

για κάθε ε1,…, εs και πραγματικό x .  

Η f είναι s-κοίλη, αν η − f(− x) είναι s-κυρτή. Αρκετές ιδιότητες των s-κυρτών συναρτή-
σεων προκύπτουν αποδίδοντας τη μονοτονία, την κυρτότητα και την s-κυρτότητα διαμέσου 
οριζουσών. Μία συνάρτηση f είναι αύξουσα αν και μόνο αν η ορίζουσα  
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είναι μη αρνητική για  x0 < x1 . Η f είναι κυρτή αν και μόνο αν η ορίζουσα  
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είναι μη αρνητική για x0< x1< x2 . Η f είναι s-κυρτή αν και μόνο αν η ορίζουσα  
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είναι μη αρνητική και x0 < x1 < …< xs.  
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Ορισμός 2 : Η τυχαία μεταβλητή Χ είναι μικρότερη από την τυχαία μεταβλητή Υ ως προς 
την s-κυρτή (s-αύξουσα κυρτή διάταξη, s-κοίλη, s-αύξουσα κοίλη) διάταξη και γράφουμε Χ ≤s-

cxΥ, (αντ. Χ ≤s-icxΥ,  Χ ≤s-cvΥ, Χ ≤s-icvΥ) αν Εf (Χ) ≤ Εf (Υ) για όλες τις s-κυρτές (αντ. k-κυρτές με 
k = 1, ..., s, s-κοίλες, k-κοίλες με k =1, ..., s) συναρτήσεις f ώστε οι μέσες τιμές να υπάρχουν.  

Τις s-κυρτές/κοίλες στοχαστικές διατάξεις θα τις χρησιμοποιήσουμε και στο κεφάλαιο 
των αναλογιστικών εφαρμογών. Εκτός από τις διατάξεις πρώτης και δεύτερης στοχαστικής 
κυριαρχίας (συνήθης στοχαστική διάταξη και κοίλη διάταξη αντίστοιχα) υπάρχει και ο τρίτος 
βαθμός στοχαστικής κυριαρχίας, που είναι η διάταξη ≤3-icv που έχει εισαχθεί από τον Whit-
more (1970). Οι s-κυρτές και s-κοίλες διατάξεις γίνονται ασθενέστερες όσο αυξάνεται ο βαθ-
μός κυρτότητας ή κοιλότητας s, αντίστοιχα.  

Θεώρημα 3 : Χ ≤s-cxΥ αν και μόνο αν ΕXk = ΕYk για k =1,.., s −1 και 

( ) ( ) 11 −
+

−
+ −≤− ss YEXE αα  

για κάθε πραγματικό α.  

Παρατηρούμε ότι οι ροπές των τυχαίων μεταβλητών Χ και Υ είναι ίσες μέχρι το s − 1 
βαθμό, με s  το βαθμό της κυρτότητας, και οι κεντρικές ροπές των Χ, Υ περί ενός πραγματι-
κού α διατηρούν σταθερή την ανισοτική σχέση ≤ για το βαθμό κυρτότητας s − 1. Οι Denuit et 
al. (1998) έχουν αποδείξει αρκετές ιδιότητες αυτών των διατάξεων. 

Όταν έχουμε την s-αύξουσα κοίλη διάταξη και παίρνουμε το όριο του s στο άπειρο, 
προκύπτει η διάταξη του μετασχηματισμού Laplace. Σχετικά έχουμε τον ακόλουθο ορισμό 

Ορισμός 4 : Έστω Χ και Υ πραγματικές τυχαίες μεταβλητές. Η τυχαία μεταβλητή Χ είναι 
μικρότερη από την τυχαία μεταβλητή Υ ως προς τη διάταξη μετασχηματισμού Laplace και γρά-
φουμε Χ ≤LtΥ, αν οι μετασχηματισμοί Laplace  

( ) tX
X Eetf −=
)

 και ( ) tY
Y Eetf −=
)

 

των Χ, Υ υπάρχουν και ικανοποιούν τη σχέση ( ) ( )tftf YX

))
≥  για κάθε t > 0 .  

Από τον ορισμό διαπιστώνουμε ότι Χ ≤LtΥ αν και μόνο αν Εf(Χ) ≤ Εf(Υ) για όλες τις συ-
ναρτήσεις f που δίνονται από τον τύπο f(x) = −e−tX για κάποιο t > 0. Γενικά, η διάταξη του 
μετασχηματισμού Laplace έχει θεωρηθεί για μη αρνητικές τυχαίες μεταβλητές. Ωστόσο, η 
σύγκριση αυθαίρετων πραγματικών κατανομών ως προς τη διάταξη μετασχηματισμού 
Laplace απαιτεί η κατανομή να έχει μόνο μία λεπτή ουρά στο −∞. Εκτός από τη συναρτησια-
κή μορφή −e−tx υπάρχει ακόμη μία μεγαλύτερη κλάση συναρτήσεων που οδηγεί στη σύγκρι-
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ση τυχαίων μεταβλητών ως προς τη διάταξη μετασχηματισμού Laplace. Μία τέτοια κλάση 
είναι αυτή των πλήρως μονότονων συναρτήσεων.  

Ορισμός 5 : Μία πραγματική συνάρτηση f ονομάζεται πλήρως μονότονη, αν όλες οι πα-
ράγωγοί της f (n) υπάρχουν και ικανοποιούν τη σχέση  

(−1)n f (n)(x) ≥ 0 

για όλα τα x και n = 0,1,2,… .  

Το επόμενο θεώρημα έχει αποδειχθεί από τους Reuter and Riedrich (1981). 

Θεώρημα 6 : Χ ≤LtΥ αν και μόνο αν Εf(Χ) ≤ Εf(Υ) για όλες τις συναρτήσεις f με μία πλή-
ρως μονότονη παράγωγο, για την οποία υπάρχουν οι μέσες τιμές.  

Πόρισμα 7 : Αν Χ ≤s-icv Υ για κάποιο s∈Ν, τότε Χ ≤LtΥ .  

Το ακόλουθο θεώρημα δεν είναι αληθές για συνεχείς κατανομές.  

Θεώρημα 8 : Αν Χ και Υ έχουν κατανομές με πεπερασμένο σύνολο τιμών, τότε Χ ≤LtΥ αν 
και μόνο αν Χ ≤s-icv Υ για κάποιο s∈Ν .  
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 2 

 
ΠΟΛΥΜΕΤΑΒΛΗΤΕΣ 

ΣΤΟΧΑΣΤΙΚΕΣ ΔΙΑΤΑΞΕΙΣ 

 
2.1 Εισαγωγικά 

2.1.1 Κατανομές δύο ή περισσότερων τυχαίων μεταβλητών 

 Στο Κεφάλαιο 1 παρουσιάσαμε στοχαστικές διατάξεις που αφορούσαν μία τυχαία με-
ταβλητή ή μονομεταβλητές κατανομές. Σε αυτό το κεφάλαιο θα αναφερθούμε σε στοχαστικές 
διατάξεις τυχαίων διανυσμάτων ή πολυμεταβλητών κατανομών.  

 Η (από κοινού) συνάρτηση κατανομής του Χ = (X1, Χ2, …, Xn) είναι η  

FX (x) = P(Χ ≤ x) = P(X1 ≤ x1,…, Xn ≤ xn) 

ενώ οι συναρτήσεις κατανομής Fi (x) = P(Xi ≤ x) για i = 1, 2, …, n αντιστοιχούν στις περιθώ-
ριες κατανομές. Όμοια, η συνάρτηση επιβίωσης του X = (X1,…,Xn) δίνεται από τον τύπο  

( ) ( ) ( )nn xXxXPPF >>=>= ,...,11xXxX . 

 Στο σημείο αυτό θα πρέπει να τονιστεί ότι η σχέση F (x) = 1 − F(x), που συνδέει τις 
συναρτήσεις κατανομής και τις συναρτήσεις επιβίωσης στην περίπτωση των μονομεταβλη-
τών κατανομών, δεν ισχύει πάντοτε για τις πολυμεταβλητές κατανομές με αποτέλεσμα η πα-

ράσταση ( ) ( )xx XX FF −=1  να μην είναι πάντα αληθής. Για παράδειγμα, αναφέρουμε τη δι-

μεταβλητή περίπτωση (n = 2) όπου για το διάνυσμα (X1, X2) η συνάρτηση επιβίωσης είναι η 

( ) ( ) ( ) ( )21221121 ,1, xxFxFxFxxF XX +−−=  

για όλα τα x1, x2, ενώ για περιπτώσεις διανυσμάτων με περισσότερες από δύο μεταβλητές (n 
> 2), δεν υπάρχει κάποια απλή σχέση που να συνδέει τη συνάρτηση κατανομής και τη συνάρ-
τηση επιβίωσης.  
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 Πριν προχωρήσουμε, θα ορίσουμε τη μερική διάταξη (≤) στο Rn, όπως κάναμε και 
στις μονομεταβλητές διατάξεις για τη μερική διάταξη στο R. Αν x = (x1,…, xn) και y = 
(y1,…,yn), τότε θα θεωρούμε ότι 

x ≤ y, αν xi ≤ yi ,   i = 1,…,n          και      x < y, αν xi ≤ yi ,   i = 1,…,n . 

Μία συνάρτηση f :Rn→Rk θα θεωρείται αύξουσα, αν x ≤ y έπεται f (x) ≤ f(y) . 

 

2.1.2 Σύνδεσμοι (Copulas) και όρια Frechet. 

 O σύνδεσμος (copula ή σύζευξη) είναι η συνάρτηση κατανομής ενός τυχαίου διανύ-
σματος U = (U1,…,Un) του οποίου τα στοιχεία κατανέμονται ομοιόμορφα στο (0,1) και περι-
γράφει τη δομή εξάρτησης ενός οποιουδήποτε τυχαίου διανύσματος.  

 Πολλές πολυμεταβλητές κατανομές τυχαίων διανυσμάτων (X1,…,Xn) με ίδιες περιθώ-
ριες κατανομές έχουν διάφορα είδη εξάρτησης μεταξύ των X1,…,Xn. Για δεδομένo σύνδεσμο 
(copula) C και περιθώριες F1,…,Fn, παρατηρούμε ότι η 

F(x) = C(F1(x1),…, Fn(xn)) 

είναι μία συνάρτηση κατανομής με περιθώριες κατανομές F1,…,Fn. Έστω U ένα τυχαίο διά-
νυσμα με συνάρτηση κατανομής το σύνδεσμο C. Τότε το διάνυσμα  

( ) ( ) ),...,( 1
1

1
1 nn UFUF −−=X  

έχει συνάρτηση κατανομής την F(x) = C(F1(x1),…, Fn(xn)). Αποδεικνύεται ότι (Sklar 1959) 
για κάθε πολυμεταβλητή συνάρτηση κατανομής F, με περιθώριες F1,…,Fn, υπάρχει ένας 
σύνδεσμος C ώστε να ισχύει  

F(x) = C(F1(x1),…, Fn(xn)). 

Αν η F είναι συνεχής, ο σύνδεσμος C είναι μοναδικός. Διαφορετικά, ορίζεται μοναδικά μόνο 
στο εύρος της F (range(F)). Σύμφωνα με τα παραπάνω, διαπιστώνουμε ότι ο σύνδεσμος συν-
δέει την από κοινού συνάρτηση κατανομής με τις περιθώριες κατανομές της. Εφ’ όσον η από 
κοινού κατανομή είναι δύσκολο να βρεθεί όταν οι τυχαίες μεταβλητές των διανυσμάτων δεν 
είναι ανεξάρτητες, ο σύνδεσμος καθιστά δυνατή την έκφρασή της μέσω των περιθωρίων κα-
τανομών (που είναι πιο εύχρηστες). Εξάλλου, για διανύσματα με ανεξάρτητες τυχαίες μετα-
βλητές, η από κοινού κατανομή εκφράζεται μέσω του γινομένου των περιθωρίων.  

 Παραδείγματα συνδέσμων αποτελούν ο ανεξάρτητος σύνδεσμος C(u) = u1u2…un του 
τυχαίου διανύσματος U = (U1,…,Un) των ανεξάρτητων ομοιόμορφα κατανεμημένων 
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U1,…,Un, όπως και ο σύνδεσμος του ανώτερου ορίου Frechet. Ο τελευταίος δίνεται από τη 
σχέση C+(u) = min{u1,…,un} και είναι ο σύνδεσμος (copula) του τυχαίου διανύσματος U = 
(U1,…,Un) των ανεξάρτητων ομοιόμορφα κατανεμημένων U1, …, Un  με U1 = U2 = … = Un. 
Το C+(u) περιγράφει μία ισχυρή μορφή εξάρτησης.  

 Η κλάση Frechet των F1,…,Fn συμβολίζεται ως Γ(F1,…,Fn) και είναι το σύνολο όλων 
των συναρτήσεων κατανομής με δεδομένες περιθώριες F1,…,Fn. Κάθε συνάρτηση κατανομής 
με περιθώριες F1,…,Fn εντός μίας κλάσης Frechet Γ(F1,…,Fn) έχει ανώτερα και κατώτερα 
όρια τα οποία ονομάζονται όρια Frechet.  

 Θεώρημα 1 : Έστω F μία συνάρτηση κατανομής με περιθώριες F1,…,Fn. Τότε  

F−(x) ≤ F (x) ≤ F+(x)  για κάθε x∈Rn 

με  F−(x) = max{0, F1(x1)+…+Fn(xn) − (n −1)},  F+(x) = min{F1(x1),…, Fn(xn)}. 

 Προκειμένου ένα τυχαίο διάνυσμα Χ να έχει συνάρτηση κατανομής την F+(x), θεω-
ρούμε μία ομοιόμορφα κατανεμημένη στο (0,1) τυχαία μεταβλητή U. Αν  

( ) ( ) ),...,( 11
1 UFUF n

−−=X  

τότε η συνάρτηση κατανομής του Χ είναι F = F+, γιατί το U = (U,…,U) έχει ως συνάρτηση 
κατανομής το σύνδεσμο του ανώτερου ορίου Frechet C+. Το F+ ονομάζεται ανώτερο όριο 
Frechet και είναι πάντοτε μία συνάρτηση κατανομής με περιθώριες F1,…,Fn. Αν ένα τυχαίο 
διάνυσμα έχει κατανομή το F+, ονομάζεται συμμονότονο (comonotone) και παρουσιάζει ι-
σχυρή θετική εξάρτηση μεταξύ των στοιχείων του. Κάθε συμμονότονο διάνυσμα έχει την α-
κόλουθη ιδιότητα  

αν Xi(ω) < Xi(ω΄)  τότε  Xj (ω) ≤ Xj (ω΄) για κάθε j ≠ i. 

Εξαιτίας αυτού ενυπάρχει η ισχυρή θετική εξάρτηση. 

 Το F− ονομάζεται κατώτερο όριο Frechet και στη διμεταβλητή περίπτωση (n = 2) εί-
ναι μία συνάρτηση κατανομής με περιθώριες F1, F2. Ένα τυχαίο διάνυσμα με συνάρτηση κα-

τανομής το F− είναι το (X1, X2) = (F1
−1(U), F2

−1(1−U)), με U μία ομοιόμορφα κατανεμημένη 
τυχαία μεταβλητή στο (0,1). Το διάνυσμα αυτό, μερικές φορές, ονομάζεται αντιμονότονο  
(countermonotonic). Ωστόσο για περιπτώσεις n ≥ 3, το κατώτερο όριο Frechet δεν αποτελεί 
απαραίτητα μία συνάρτηση κατανομής. Το F− μπορεί να είναι μία συνάρτηση κατανομής υπό 
κάποιους περιορισμούς των περιθωρίων F1,…,Fn όπως διαφαίνεται και από το ακόλουθο θε-
ώρημα (Dall’ Aglio (1972)).  
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 Θεώρημα 2 : Για διάσταση n ≥ 3 το κατώτερο όριο Frechet είναι μία συνάρτηση κατα-
νομής αν και μόνο αν ισχύει μια από τις ακόλουθες συνθήκες.  

(1) 1)(
1

≤∑
=

j

n

j
j xF , για όλα τα x με 1)( <jj xF , για κάθε j. 

(2) 1)(
1

−≥∑
=

nxF j

n

j
j , για όλα τα x με 0)( >jj xF , για κάθε j.  

 Παρατηρούμε ότι και για τις δύο συνθήκες του παραπάνω θεωρήματος υπάρχουν α-
νώτερα και κατώτερα πεπερασμένα όρια. Όταν ισχύει η (1) τότε υπάρχουν ανώτερα πεπερα-

σμένα όρια ξj
+ για τα στηρίγματα των Fj που αθροίζουν τουλάχιστον στο n − 1. Αντίστοιχα, 

όταν ισχύει η (2) τότε υπάρχουν κατώτερα πεπερασμένα όρια ξj
− για τα στηρίγματα των Fj με 

την ίδια ιδιότητα. Μία ειδική περίπτωση της δεύτερης συνθήκης είναι αυτή των μη αρνητι-
κών τυχαίων μεταβλητών. Τότε οι τυχαίες μεταβλητές Xj ικανοποιούν τη συνθήκη (2) αν και 
μόνο αν το πολύ μία από τις τυχαίες μεταβλητές Xj λαμβάνει γνήσια θετική τιμή. Οι τυχαίες 
μεταβλητές (τυχαίων διανυσμάτων) με αυτήν την ιδιότητα ονομάζονται αμοιβαίως αποκλειό-
μενοι κίνδυνοι (mutually exclusive risks) και θα τις εξετάσουμε στο κεφάλαιο των αναλογι-
στικών εφαρμογών (Dhaene and Denuit, 1999).  

 

2.2 Συνήθης στοχαστική διάταξη και διατάξεις Orthant 

 Ορισμός 1 : Έστω τυχαία διανύσματα Χ και Υ με τιμές στο Rn.  

(α) Το τυχαίο διάνυσμα Χ είναι μικρότερο από το τυχαίο διάνυσμα Υ ως προς τη συνήθη στο-
χαστική διάταξη και γράφουμε Χ ≤st Υ, αν Εf(Χ) ≤ Εf(Υ) για όλες τις φραγμένες αύξουσες (κα-
τά συντεταγμένη) συναρτήσεις f με f : Rn →R.  

(β) Το τυχαίο διάνυσμα Χ είναι μικρότερο από το τυχαίο διάνυσμα Υ ως προς την ανώτερη διά-

ταξη orthant και γράφουμε Χ ≤uoΥ, αν ( ) ( )tFtF YX ≤  για κάθε t. 

(γ) Το τυχαίο διάνυσμα Χ είναι μικρότερο από το τυχαίο διάνυσμα Υ ως προς την κατώτερη 

διάταξη orthant και γράφουμε Χ ≤loΥ, αν ( ) ( )tFtF YX ≥  για κάθε t. 

 Παρατηρούμε ότι η συνήθης στοχαστική διάταξη ορίζεται για φραγμένες αύξουσες f 
τόσο για τυχαίες μεταβλητές (μονομεταβλητή συνήθης στοχαστική διάταξη) όσο και για τυ-
χαία διανύσματα. Η συνήθης στοχαστική διάταξη είναι πιο ισχυρή και έπεται τις άλλες δύο. 
Ωστόσο, αποδεικνύεται ότι υπάρχουν περιπτώσεις κατά τις οποίες ισχύει η ανώτερη και η 
κατώτερη διάταξη orthant, αλλά η συνήθης στοχαστική διάταξη δεν ισχύει. Η ταυτόχρονη 
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διάταξη των Χ και Υ υπό τις σχέσεις Χ ≤uoΥ και Χ ≤lo Υ, αποτελεί ικανή συνθήκη για μία άλ-
λη πολυμεταβλητή στοχαστική διάταξη που θα εξετάσουμε παρακάτω. 

 Μερικές πρώτες αναφορές για τη συνήθη στοχαστική διάταξη μπορούν να βρεθούν 
στις εργασίες των Lehmann (1955), Kamae et al. (1977), Marshall and Olkin (1979) και Vei-
nott (1965). Για τις διατάξεις orthant παραπέμπουμε στις εργασίες των Veinott (1965), Cam-
banis, Simons and Stout (1976), Bergmann (1978), Marshall and Olkin (1979), Ruschendorf 
(1980) και Tchen (1980). 

 Θεώρημα 2 : Αν Χ ≤st Υ, τότε Χ ≤uo Υ και Χ ≤lo Υ .  

 Από το επόμενο θεώρημα διαπιστώνουμε ότι η συνήθης στοχαστική διάταξη ορίζεται 
χρησιμοποιώντας μικρότερα σύνολα συναρτήσεων από το σύνολο των φραγμένων αυξουσών 
f. Γενικά, τα σύνολα συναρτήσεων, πάνω στα οποία ορίζονται οι στοχαστικές διατάξεις τα 
ονομάζουμε γεννήτορες. 

 Θεώρημα 3 : Οι ακόλουθες προτάσεις είναι ισοδύναμες.  
(1) Χ ≤st Υ.  
(2) Εf (Χ) ≤ Εf (Υ) για όλες τις φραγμένες συνεχείς αύξουσες συναρτήσεις f.  
(3) Εf (Χ) ≤ Εf (Υ) για όλες τις φραγμένες διαφορίσιμες αύξουσες συναρτήσεις f.  
(4) P(Χ∈U) ≤ P(Υ∈U) για όλα τα ανώτερα σύνολα U. 
(5) P(Χ∈U) ≤ P(Υ∈U) για όλα τα κλειστά ανώτερα σύνολα U.  

Υπενθυμίζεται ότι ένα σύνολο U ⊆ Rn καλείται ανώτερο αν και μόνο αν x∈U και x ≤ y έπεται 

ότι y∈U. Παρόμοια με τη συνήθη στοχαστική διάταξη για κατανομές μίας μεταβλητής  πραγ-
ματοποιείται και η σύγκριση πολυμεταβλητών κατανομών ως προς την ≤st. 

 Θεώρημα 4 : Οι ακόλουθες συνθήκες είναι ισοδύναμες.  
(1) Χ ≤stΥ 

(2) Υπάρχουν τυχαία διανύσματα X
)

=st Χ και Y
)

=st Υ έτσι ώστε P( X
)

 ≤ Y
)

) = 1. 

Το παρακάτω θεώρημα αποδίδεται στον Veinott (1965). 

 Θεώρημα 5 : Έστω Χ και Υ n-διάστατα τυχαία διανύσματα. Αν X1 ≤st Y1 και  

(Xi | X1 = x1,…, Xi−1 = xi−1) ≤st (Yi |Y1 = y1,…,Yi−1 = yi−1) 

για i = 2,3,…, n οπουδήποτε xj ≤ yj για j =1,…, i −1, τότε Χ ≤stΥ. 

 Το επόμενο θεώρημα που αναφέρεται σε δύο τυχαία διανύσματα με κοινό σύνδεσμο 
(copula) έχει αποδειχθεί από τον Scarsini (1988). Η απόδειξη που περιλαμβάνεται εδώ οφεί-
λεται στους Muller and Scarsini (2001). 
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 Θεώρημα 6 : Έστω ότι τα X = (X1,…,Xn) και Υ = (Υ1,…,Υn) έχουν έναν κοινό σύνδε-

σμο (copula). Αν Χi st≤ Υi, για i =1,..,n, τότε Χ ≤st Υ.  

 Απόδειξη. Αν FX και FY είναι οι συναρτήσεις κατανομής των Χ και Υ αντίστοιχα, τό-
τε θα έχουμε FX(x) = C(F1(x1),…,Fn(xn)) και FY(x) = C(G1(x1),…,Gn(xn)) για κάθε x. Επειδή 

ισχύει Χi st≤ Υi, για i =1,..,n, έπεται ότι Fi ≥ Gi  και Fi
−1≤ Gi

−1 για i =1, 2, ..., n. Έστω U = 

(U1,…,Un) τυχαίο διάνυσμα με συνάρτηση κατανομής το σύνδεσμο C. Θα ισχύει ότι,  

X
)

 = (F1
−1 (U1),…,Fn

−1(Un))  και   Y
)

 = (G1
−1(U1),…,Gn

−1(Un)) 

με αποτέλεσμα  X
)
≤Y
)

 σχεδόν βέβαια με X
)

=st Χ και Y
)

=st Υ. Από το Θεώρημα 4 έπεται ότι Χ 
≤st Υ. ■  

 Το ακόλουθο θεώρημα αποδείχθηκε από τον Ruschendorf (1981b) 

 Θεώρημα 7 : Αν Χ και Υ είναι τυχαία διανύσματα με τις ίδιες μονομεταβλητές περιθώ-
ριες, τότε Χ ≤st Υ έπεται Χ =st Υ. 

 Απόδειξη. Σύμφωνα με το Θεώρημα 4 έχουμε ότι X
)

 =st Χ καιY
)

=stΥ με P( X
)

 ≤ Y
)

) = 

1. Συνεπώς για κάθε i =1,..,n, θα ισχύει ότι 1)( =≤ ii YXP
))

. Όμως, τα Χ και Υ είναι τυχαία δι-

ανύσματα με τις ίδιες μονομεταβλητές περιθώριες. Επομένως κάθε Χi θα έχει την ίδια κατα-

νομή με κάθε Υi και λόγω ισονομίας κάθε iX
)
θα έχει την ίδια κατανομή με κάθε iY

)
, το οποίο 

είναι δυνατό μόνο αν iX
)

= iY
)

 σχεδόν βέβαια. Άρα P( X
)

 = Y
)

) = 1 αν και μόνο αν Χ =stΥ δη-

λαδή, το Χ είναι ίσο με το Υ κατά κατανομή. ■ 

 Θεώρημα 8 : Αν Χ ≤st Υ και g:Rn→Rk είναι αύξουσα (κατά συντεταγμένες), τότε g(Χ) 
≤st g(Υ).  

 Απόδειξη. Η σχέση Χ ≤stΥ έπεται ότι Εf (Χ) ≤ Εf (Υ) για όλες τις φραγμένες αύξουσες 
συναρτήσεις f, με f : Rn→R. Επίσης g:Rn→Rk αύξουσα . Άρα η συνήθης στοχαστική διάταξη 
θα ισχύει, αφού η σύνθεση δύο αυξουσών συναρτήσεων fog είναι πάλι αύξουσα. ■ 

 Το ακόλουθο Θεώρημα 9 είναι γνωστό ως θεώρημα του Efron (1965). Αποδείξεις και 
προεκτάσεις του θεωρήματος μπορούν να βρεθούν και στις εργασίες των Shanthikumar 
(1987), Daduna and Szekli (1996) και Liggett (2000). 

 Θεώρημα 9: Έστω X1, Χ2,…, Xn μη αρνητικές τυχαίες μεταβλητές με λογαριθμοκοίλες 

(logconcave) πυκνότητες και έστω nXXS ++= ...1 . τότε  

[(X1,…,Xn) | S = s] ≤st [(X1,…,Xn) | S = t] 
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για κάθε s < t.  

 Ορισμός 10 : (α) Για μία συνάρτηση f : Rn→R ορίζουμε τους τελεστές διαφοράς  

Δi
ε f (x) = f (x + εei) − f (x)  

όπου ei = (0,…,0,1,0,…,0) με το 1 να βρίσκεται στην i-συντεταγμένη και ε > 0 .  

(β) Μία συνάρτηση f : Rn → R ονομάζεται Δ-μονότονη, αν για κάθε υποσύνολο J = {i1, …,ik} 
⊂  {1, 2, …, n} και κάθε ε1,…,εκ > 0, 

( ) 0...1

1
≥ΔΔ xfk

kii
εε   για όλα τα x.  

(γ) Μία συνάρτηση f : Rn→R ονομάζεται Δ-αντίτονη, αν η g(x) = f (−x) είναι Δ-μονότονη. Δη-
λαδή, αν για κάθε υποσύνολο J = {i1,…,ik}⊂ {1,2,…, n} και κάθε ε1,…,εκ > 0,  

( ) ( ) 0...1 1

1
≥ΔΔ− xfk

kii
k εε    για όλα τα x.  

 Οι μέγιστοι γεννήτορες των διατάξεων orthant μπορούν να εκφρασθούν διαμέσου του 
συνόλου των Δ-μονότονων (Δ-monotone) και Δ-αντίτονων (Δ-antitone) συναρτήσεων, καθώς 
είναι γνωστό ότι οι πολυμεταβλητές συναρτήσεις κατανομής είναι Δ-μονότονες (Ruschendorf 
1980) και οι πολυμεταβλητές συναρτήσεις επιβίωσης να είναι Δ-αντίτονες.  

Γενικά, για μία συνάρτηση f ισχύει ότι αν η f είναι n φορές διαφορίσιμη, τότε η f είναι 
Δ-μονότονη αν και μόνο αν όλες οι μερικές παράγωγοι μέχρι τάξης n είναι μη αρνητικές.  

 Θεώρημα 11 : (α) Ο μέγιστος γεννήτορας της ανώτερης διάταξης orthant είναι το σύ-
νολο όλων των φραγμένων Δ-μονότονων συναρτήσεων. 

(β) Ο μέγιστος γεννήτορας της κατώτερης διάταξης orthant είναι το σύνολο όλων των φραγμέ-
νων συναρτήσεων f τέτοιες ώστε η − f είναι Δ-αντίτονη.  

 Εκτός από τις Δ-μονότονες και Δ-αντίτονες συναρτήσεις, υπάρχουν και άλλες κλάσεις 
συναρτήσεων που παράγουν τις διατάξεις orthant. Το σύνολο των μη αρνητικών αυξουσών 
συναρτήσεων αποτελεί μία τέτοια κλάση. Για την κατώτερη διάταξη orthant, μία τέτοια κλά-
ση είναι ένα σύνολο μη αρνητικών φθινουσών συναρτήσεων.  

 Θεώρημα 12 : Έστω Χ και Υ n-διάστατα τυχαία διανύσματα. Τότε  

(α) Χ ≤uoΥ αν και μόνο αν  

( ) ( )⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
≤⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ ∏∏
==

n

i
ii

n

i
ii YfEXfE

11

 

για όλες τις μονομεταβλητές μη αρνητικές αύξουσες συναρτήσεις f1,…, fn. 
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(β) Χ ≤loΥ αν και μόνο αν  

( ) ( )⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−≤⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
− ∏∏

==

n

i
ii

n

i
ii YfEXfE

11

 

για όλες τις μονομεταβλητές μη αρνητικές φθίνουσες συναρτήσεις f1,…, fn. 

 Θεώρημα 13 : Έστω Χ και Υ δύο n-διάστατα μη αρνητικά τυχαία διανύσματα. Τότε  

1) Χ ≤uoΥ αν και μόνο αν  

min{α1X1,…,αnΧn} ≤st min{α1Y1,…,αn Yn},  για όλα τα α1,…, αn > 0.  

2) Χ ≤loΥ αν και μόνο αν  

max{α1X1,…,αnΧn} ≤st max{α1Y1,…,αn Yn},   για όλα τα α1,…, αn > 0.  

 Οι διατάξεις orthant διατηρούνται αναλλοίωτες κατά αύξοντες μετασχηματισμούς των 
μεταβλητών των τυχαίων διανυσμάτων.  

 Θεώρημα 14 : Έστω g1,…, gn :R→R αύξουσες συναρτήσεις. Τότε  
(1) (X1,…,Xn) ≤uo (Y1,…,Yn) έπεται ότι (g1(X1),…,gn(Xn)) ≤uo (g1(Y1),…, gn(Yn)) 
(2) (X1,…,Xn) ≤lo (Y1,…,Yn) έπεται ότι (g1(X1),…,gn (Xn)) ≤lo (g1(Y1),…, gn(Yn)). 

 

2.3 Κυρτές διατάξεις 

 Ορισμός 1 : Έστω Χ και Υ n-διάστατα τυχαία διανύσματα με πεπερασμένες μέσες τιμές. 
Τότε  

(1) Το τυχαίο διάνυσμα Χ είναι μικρότερο από το τυχαίο διάνυσμα Υ ως προς την αύξουσα κυρ-
τή διάταξη και γράφουμε Χ ≤icxΥ, αν Εf (Χ) ≤ Εf (Υ) για όλες τις αύξουσες κυρτές συναρτήσεις f 
: Rn →R, ώστε οι μέσες τιμές να υπάρχουν.  

(2) Το τυχαίο διάνυσμα Χ είναι μικρότερο από το τυχαίο διάνυσμα Υ ως προς την αύξουσα κοί-
λη διάταξη και γράφουμε Χ ≤icvΥ, αν Εf (Χ) ≤ Εf (Υ) για όλες τις αύξουσες κοίλες συναρτήσεις f 
: Rn →R, ώστε οι μέσες τιμές να υπάρχουν.  

(3) Το τυχαίο διάνυσμα Χ είναι μικρότερο από το τυχαίο διάνυσμα Υ ως προς την κυρτή διάτα-
ξη και γράφουμε Χ ≤cxΥ, αν Εf (Χ) ≤ Εf (Υ) για όλες τις κυρτές συναρτήσεις f : Rn →R, ώστε οι 
μέσες τιμές να υπάρχουν.  

 Οι κυρτές διατάξεις (όπως και στην μονομεταβλητή περίπτωση) είναι σχέσεις διάτα-
ξης που συγκρίνουν τη μεταβλητότητα τυχαίων διανυσμάτων ή πολυμεταβλητών κατανομών. 
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 Θεώρημα 2 : (1) Χ ≤cxΥ αν και μόνο αν υπάρχουν τυχαία διανύσματα X
)

=st Χ και Y
)

=st 

Υ έτσι ώστε  

 Ε( Y
)

| X
)

) = X
)

 σχεδόν βέβαια. 

(2) Χ ≤icxΥ αν και μόνο αν υπάρχουν τυχαία διανύσματα X
)

=st Χ και Y
)

=st Υ έτσι ώστε  

 Ε( Y
)

| X
)

) ≥X
)

 σχεδόν βέβαια. 

(3) Χ ≤icvΥ αν και μόνο αν υπάρχουν τυχαία διανύσματα X
)

=st Χ και Y
)

=st Υ έτσι ώστε  

 Ε( Y
)

| X
)

) ≤X
)

 σχεδόν βέβαια. 

 Για κατανομές με πεπερασμένο στήριγμα, οι Elton and Hill (1998) πρότειναν μια κα-
τασκευαστική απόδειξη του (1) παραπάνω.  Το ακόλουθο θεώρημα αποτελεί γενίκευση του 
Θεωρήματος 12 της παραγράφου 1.3. 

 Θεώρημα 3 : Αν Χ ≤icxΥ, τότε υπάρχει ένα τυχαίο διάνυσμα Ζ έτσι ώστε Χ ≤st Ζ ≤cx Υ.  

 Απόδειξη. Αφού ισχύει Χ ≤icxΥ έπεται ότι υπάρχουν τυχαία διανύσματα X
)

=st Χ και 

Y
)

=st Υ έτσι ώστε P(Ε( Y
)

| X
)

) ≥ X
)

) = 1 (λόγω του Θεωρήματος 2) και θέτουμε Ε( Y
)

| X
)

) = Ζ. 
Τότε  

P(Ζ ≥ X
)

) = 1 και  P(Ε( Y
)

|Ζ ) = Ζ) = 1. 

Άρα από το Θεώρημα 2 εξάγεται ότι Ζ ≤cxΥ και από το Θεώρημα 4 της πολυμεταβλητής συ-
νήθους στοχαστικής διάταξης Χ ≤st Ζ.■ 

 Θεώρημα 4 : Έστω (Χ(k)) και (Y(k)) ακολουθίες τυχαίων διανυσμάτων με Χ(k) ≤cx Y(k) (ή 

Χ(k)
icx≤ Y(k)) για όλα τα k. Αν  

Χ(k) → Χ και Y(k) → Υ κατά κατανομή 

και αν ΕΧ(k) →ΕΧ και ΕY(k) → ΕΥ, τότε Χ ≤cxY (ή Χ ≤icx Y ). 

 

2.4 Γραμμικές κυρτές διατάξεις 

 Ορισμός 1 : Έστω Χ και Υ n-διάστατα τυχαία διανύσματα. 

(1) Το τυχαίο διάνυσμα Χ είναι μικρότερο από το τυχαίο διάνυσμα Υ ως προς τη γραμμική κυρ-
τή διάταξη και γράφουμε Χ ≤lcxΥ, αν αT Χ ≤cx αTΥ για όλα τα α∈Rn.  

(2) Το τυχαίο διάνυσμα Χ είναι μικρότερο από το τυχαίο διάνυσμα Υ ως προς τη θετική γραμμι-

κή κυρτή διάταξη και γράφουμε Χ ≤plcx Υ, αν αTΧ ≤cx αTΥ για όλα τα α ≥ 0 δηλαδή α∈ nR+ .  



 40

(3) Το τυχαίο διάνυσμα Χ είναι μικρότερο από το τυχαίο διάνυσμα Υ ως προς την αύξουσα θε-
τική γραμμική κυρτή διάταξη και γράφουμε Χ ≤iplcxΥ, αν αTΧ ≤icx αTΥ για όλα τα α ≥ 0.  

 Η αύξουσα γραμμική κυρτή διάταξη (Χ ≤ilcx Υ, αν αTΧ ≤icx αTΥ για όλα τα α∈Rn ) έχει 
αποδειχθεί ισοδύναμη με την γραμμική κυρτή διάταξη και για αυτό δεν ορίστηκε παραπάνω. 

 Στον ορισμό, παρατηρούμε ότι είναι καθοριστικό να γνωρίζουμε που ανήκει το διά-

νυσμα α. Το α είτε είναι μη αρνητικό, α ≥ 0 (α∈ nR+ ), είτε ανήκει σε όλο το Rn, α∈Rn.  

Ένα παράδειγμα εφαρμογής των παραπάνω διατάξεων μπορεί εμφανισθεί κατά τη σύ-
γκριση οικονομικών μεγεθών. Υποθέτουμε ότι το τυχαίο διάνυσμα X = (X1,…, Xn) αναπαρι-
στά το πλήθος n εμπορευμάτων (π.χ. σε να κιβώτιο). Συγκεκριμένα κάθε Χi εκφράζει το πλή-
θος τεμαχίων του εμπορεύματος i. Κάθε εμπόρευμα i έχει τιμή αi (περισσότερο με τη σημα-
σία της αξίας παρά της τιμής). Το ίδιο ισχύει και για ένα άλλο τυχαίο διάνυσμα Υ=(Υ1,…,Υn). 
Για να συγκρίνουμε τα δύο σύνολα εμπορευμάτων Χ και Υ, απλώς συγκρίνουμε τις αξίες (τι-
μές) τους δηλαδή, τα διανύσματα αTΧ και αTΥ. Ωστόσο δεν είμαστε πάντα σε θέση να γνωρί-

ζουμε το διάνυσμα τιμών α και διακρίνουμε τις περιπτώσεις, όπου το α∈ nR+  ή α∈Rn. Όταν 

α∈ nR+  τα εμπορεύματα έχουν μη αρνητικές τιμές, ενώ όταν α∈Rn παίρνουν και αρνητικές 

τιμές υπό την έννοια ότι κάποια εμπορεύματα αποδεικνύονται ζημιογόνα και ο ενδιαφερόμε-
νος πρέπει να απαλλαγεί από την κράτηση αυτών.  

 Παρόλο που η κυρτή διάταξη είναι γενικά πιο ισχυρή από την γραμμική κυρτή διάτα-
ξη, ορισμένες φορές οι δύο διατάξεις συμπίπτουν. Αυτό συμβαίνει στην οικογένεια των πο-
λυμεταβλητών κανονικών κατανομών, όπως επίσης και σε μερικές άλλες παραμετρικές οικο-
γένειες κατανομών.  

 
2.5 Κατά συντεταγμένες κυρτή διάταξη (componentwise convex) 

 Ορισμός 1 : Έστω Χ και Υ τυχαία διανύσματα.  

(1) Το τυχαίο διάνυσμα Χ είναι μικρότερο από το τυχαίο διάνυσμα Υ ως προς την κατά συντε-
ταγμένες (componentwise) κυρτή διάταξη και γράφουμε Χ ≤ccxΥ, αν Εf(Χ) ≤ Εf(Υ) για όλες τις 
κατά συντεταγμένες (componentwise) κυρτές συναρτήσεις f : Rn →R, ώστε οι μέσες τιμές να υ-
πάρχουν.  

(2) Το τυχαίο διάνυσμα Χ είναι μικρότερο από το τυχαίο διάνυσμα Υ ως προς την αύξουσα κα-
τά συντεταγμένες κυρτή διάταξη και γράφουμε Χ ≤iccxΥ, αν Εf(Χ) ≤ Εf(Υ) για όλες τις αύξουσες 
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κατά συντεταγμένες (componentwise) κυρτές συναρτήσεις f : Rn →R, ώστε οι μέσες τιμές να υ-
πάρχουν.  

Έστω μία συνάρτηση f (x) και x = (x1,…,xn). Αν ισχυριστούμε ότι η f είναι κατά συ-
ντεταγμένες κυρτή σημαίνει ότι η f είναι κυρτή ως προς ένα οποιοδήποτε xi, για i =1,…,n, με 
τα υπόλοιπα xi να κρατούνται σταθερά. Για παράδειγμα η f κυρτή ως προς x1 με τα x2,x3,…,xn 
σταθερά κ.ο.κ. Αν η f είναι δύο φορές διαφορίσιμη, τότε η f είναι κυρτή κατά συντεταγμένες 
αν και μόνο αν  

( ) 02

2

≥
∂
∂ xf
xi

, 

για όλα τα x. Γενικά, η κατά συντεταγμένες κυρτή διάταξη έπεται την κυρτή διάταξη και κα-
θίσταται πιο ισχυρή από αυτήν. Η διάταξη αυτή εισήχθη από τον Mosler (1982), όπως επίσης, 
έχει παρουσιασθεί εκτενώς από τους Shaked και Shanthikumar (1994), παράγραφος 5.Α.6. 

 Θεώρημα 2 : Έστω Χ και Υ τυχαία διανύσματα.  
(1) Αν Χ ≤ccxΥ, τότε Χ ≤cxΥ. 
(2) Αν Χ ≤iccxΥ, τότε Χ ≤icxΥ. 
(3) Αν Χ ≤ccxΥ, τότε Xi ≤cxYi για i =1,…,n. 
(4) Αν Χ ≤ccxΥ, τότε Cov(Xi, Xj) = Cov(Yi ,Yj) για 1≤ i < j ≤ n.  

 Η ιδιότητα της κατά συντεταγμένες (componentwise) κυρτής διάταξης δύο τυχαίων 
διανυσμάτων Cov(Xi, Xj) = Cov(Yi,Yj), για 1≤ i < j ≤ n, σημαίνει ότι τα δύο διανύσματα έχουν 
τον ίδιο πίνακα συνδιακυμάνσεων.  

Θεώρημα 3 : Έστω X = (X1,…,Xn) και Υ = (Υ1,…,Υn) τυχαία διανύσματα με ανεξάρτη-
τα στοιχεία, δηλαδή, X1,…,Xn και Υ1,…,Υn ανεξάρτητες τυχαίες μεταβλητές. Τότε Χ ≤ccxΥ αν και 
μόνο αν Xi ≤cxYi για i =1,…,n.  

 

2.6 Διατάξεις εξάρτησης 

 Στην κατά συντεταγμένη κυρτή διάταξη είδαμε ότι αν  

Χ ≤ccxΥ    τότε    Cov(Xi,Xj) = Cov(Yi ,Yj) 

για 1≤ i < j ≤ n, γιατί οι συναρτήσεις f (x) = xi xj και f (x) = − xi xj, όπου 1≤ i < j ≤ n, είναι κα-
τά συντεταγμένη γραμμικές και κατά συντεταγμένη κυρτές. Το γεγονός ότι τα δύο διανύσμα-
τα έχουν τον ίδιο πίνακα συνδιακυμάνσεων, μας προϊδεάζει για την έννοια της εξάρτησης, 
καθώς η συνδιακύμανση συνιστά ένα μέτρο της γραμμικής εξάρτησης. Γενικά, η οποιαδήπο-
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τε διάταξη πολυμεταβλητών κατανομών με ίδιες περιθώριες κατανομές ενέχει την έννοια της 
εξάρτησης.  

 Η ανάπτυξη των διατάξεων εξάρτησης θα πραγματοποιηθεί βάσει της διάκρισης με-
ταξύ των περιπτώσεων n = 2 και n ≥ 3. Στην περίπτωση που τα τυχαία διανύσματα ή οι κατα-
νομές έχουν δύο μεταβλητές (n = 2) θα εξετάσουμε τη διάταξη συμφωνίας (concordance or-
der, Tchen 1980 ή Joe 1997)  

 

2.6.1 Η περίπτωση n = 2 - Διάταξη συμφωνίας (concordance order).  

Κάθε διάταξη εξάρτησης παραμένει αναλλοίωτη ως προς μετασχηματισμούς κλίμα-
κας λόγω γραμμικότητας, αφού έπεται τη διάταξη των συνδιακυμάνσεων, με τις τελευταίες 
να αποτελούν μέτρα γραμμικής εξάρτησης.  

 Ορισμός 1 : Έστω Χ = (Χ1, Χ2) και Υ = (Υ1, Υ2) διμεταβλητά τυχαία διανύσματα με τις 
ίδιες περιθώριες κατανομές. Το Χ είναι μικρότερο από το Υ ως προς τη διάταξη συμφωνίας 
(concordance order) και γράφουμε Χ ≤c Υ, αν  

P(Χ1 ≤ s, X2 ≤ t ) ≤ P(Y1 ≤ s, Y2 ≤ t ) 

για όλα τα s και t.  

Υπάρχουν πάρα πολλοί ισοδύναμοι ορισμοί του συγκεκριμένου είδους στοχαστικής 
διάταξης όπως διαφαίνεται και από το επόμενο θεώρημα. 

 Θεώρημα 2 : Έστω Χ και Υ διμεταβλητά τυχαία διανύσματα με τις ίδιες περιθώριες 
κατανομές. Τότε οι ακόλουθες συνθήκες είναι ισοδύναμες. 
(1) Χ ≤c Υ. 
(2) P(Χ1 > s, X2 > t) ≤ P(Y1 > s, Y2 > t) για όλα τα s και t. 
(3) Ε( f1(x1) f2(x2)) ≤ Ε( f1(Y1) f2(Υ2)) για όλες τις αύξουσες f1 και f2.  
(4) Cov( f1(x1), f2(x2)) ≤ Cov( f1(Y1), f2(Υ2)) για όλες τις αύξουσες f1 και f2. 
(5) E f (X) ≤ E f (Y) για όλες τις Δ-μονότονες συναρτήσεις f : R2 →R.  
(6) E f (X) ≤ E f (Y) για όλες τις supermodular συναρτήσεις f : R2 →R δηλαδή, για  
όλες τις συναρτήσεις με  

f (x1 + ε, x2 + δ) + f (x1, x2) ≥ f (x1, x2 + δ) + f (x1 + ε, x2) 

με x1, x2 πραγματικά και ε, δ > 0.  
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 Για τη σύγκριση δύο διμεταβλητών κατανομών, έστω F και F΄, που έχουν τις ίδιες 
περιθώριες F1 και F2, ως προς τη διάταξη συμφωνίας ισχύουν οι επόμενες ιδιότητες οι οποίες 
έχουν αποδειχθεί από τους Kimeldorf and Sampson (1987, 1989).  

(1) F ≤ F΄ έπεται ότι F (x1, x2) ≤ F΄ (x1, x2) για όλα τα x1 και x2. 
(2) Ιδιότητα της μεταβατικότητας: F ≤ F΄ και F΄ ≤ F΄΄ έπεται ότι F ≤ F΄΄. 
(3) Ιδιότητα της ανακλαστικότητας: F ≤ F για όλες τις F. 
(4) Ιδιότητα της αντισυμμετρικότητας: F ≤ F΄ και F΄ ≤ F υπονοεί F = F΄. 
(5) Ιδιότητα των φραγμάτων: F − ≤ F ≤ F +, όπου F − (x) = max{F1 (x1) + F2 (x2) − 1} 

το κατώτερο όριο Frechet και F + (x) = min{F1 (x1), F2 (x2)} το ανώτερο όριο Frechet. 
(6) Ιδιότητα της ασθενούς σύγκλισης: Fκ ≤ Fκ΄, κ∈Ν, και Fκ →F, Fκ΄ →F΄ ασθενώς, 

έπεται F ≤ F΄. 
(7) Ιδιότητα του αναλλοίωτου ως προς τη διάταξη των δεικτών: (Χ1, Χ2 ) ≤ ( Χ1΄, Χ2΄ ) 

έπεται (Χ2, Χ1) ≤ (Χ2΄, Χ1΄). 
(8) Ιδιότητα του αναλλοίωτου ως προς αύξοντες μετασχηματισμούς: (Χ1, Χ2) ≤ (Χ1΄, 

Χ2΄) έπεται (g1 (Χ1), g2 (Χ2) ) ≤ (g1(Χ1΄), g2(Χ2΄)) για όλες τις αύξουσες συναρτήσεις g1 και g2.  
(9) Ιδιότητα του αναλλοίωτου ως προς φθίνοντες μετασχηματισμούς: (Χ1, Χ2) ≤ (Χ1΄, 

Χ2΄) έπεται (g (Χ1΄), Χ2΄ ) ≤ (g (Χ1
 ),Χ2)  για όλες τις φθίνουσες συναρτήσεις g.  

Η μόνη ολοκληρωτική στοχαστική διάταξη που ικανοποιεί και τις εννέα ιδιότητες εί-
ναι η διάταξη συμφωνίας.  

2.6.2. Η περίπτωση n > 2 - Πολυμεταβλητές διατάξεις εξάρτησης 

 Σε αντιδιαστολή με τη διμεταβλητή περίπτωση, για κατανομές με περισσότερες των 
δύο μεταβλητών (n ≥ 3) υπάρχουν αρκετές ολοκληρωτικές διατάξεις που είναι πολυμεταβλη-
τές διατάξεις εξάρτησης. Αλλά, οι ιδιότητες που χαρακτηρίζουν τη διάταξη συμφωνίας δεν 
εξακολουθούν να παραμένουν αληθείς για διατάξεις κατανομών μεγαλύτερης διάστασης. Για 
παράδειγμα, η ιδιότητα των φραγμάτων δεν ισχύει, γιατί το κατώτερο όριο Frechet δεν απο-
τελεί πάντοτε μία συνάρτηση κατανομής όταν n ≥ 3.  

 Ορισμός 3 : Γ(F1,…,Fn) είναι το σύνολο των τυχαίων διανυσμάτων, που έχουν τις ίδιες 
μονομεταβλητές περιθώριες F1, …, Fn . Μία διμελής σχέση ≤ στο Γ(F1,…,Fn) ονομάζεται πο-
λυμεταβλητή διάταξη εξάρτησης και τη συμβολίζουμε MPDO, αν πληροί τις ακόλουθες ιδιότη-
τες 

(1) Ιδιότητα της διμεταβλητής συμφωνίας: F ≤ F΄ ⇒Fij ≤c Fij
΄ για 1≤ i < j ≤ n, όπου Fij 

και Fij
΄ είναι οι (i, j) διμεταβλητές περιθώριες. 
(2) Ιδιότητα της μεταβατικότητας: F ≤ F΄ και F΄ ≤ F΄΄ έπεται ότι F ≤ F΄΄. 



 44

(3) Ιδιότητα της ανακλαστικότητας: F ≤ F για όλες τις F. 
(4) Ιδιότητα της αντισυμμετρικότητας: F ≤ F΄ και F΄ ≤ F έπεται ότι F = F΄. 
(5) Ιδιότητα των φραγμάτων: F ≤ F +, όπου F +(x) = min{Fi (xi} το ανώτερο όριο Fre-

chet 
(6) Ιδιότητα της ασθενούς σύγκλισης: Fκ ≤ Fκ΄, κ∈Ν, και Fκ →F, Fκ΄ →F ασθενώς, έπε-

ται ότι F ≤ F΄. 
(7) Ιδιότητα της μετάθεσης των δεικτών: (Χ1 ,…, Χn) ≤ (Χ1΄ ,…, Χn΄ ) έπεται ότι 

),...,(),...,(
11 nn iiii XXXX ′′≤  για όλες τις μεταθέσεις (i1,…,in) των (1,…,n).  

(8) Ιδιότητα του αύξοντα μετασχηματισμού: (Χ1, …,Χn) ≤ (Χ1΄, …,Χn΄) έπεται ότι 
(g1(Χ1),…, gn(Χn) ) ≤ (g1(Χ1΄), …, gn(Χn΄)) για όλες τις αύξουσες συναρτήσεις g1,…,gn.  

(9) Ιδιότητα της κλειστότητας ως προς τις περιθώριες:  (Χ1, …, Χn) ≤ (Χ1΄ , …, Χn΄ ) έ-

πεται ότι ),...,(),...,(
11 nn iiii XXXX ′′≤   για όλα τα i1,…,ik και 2 ≤ k ≤ n.  

Από τον ορισμό των διατάξεων orthant μας είναι γνωστό ότι Χ ≤uo Υ αν ( ) ( )tFtF YX ≤  

για κάθε t και Χ ≤lo Υ αν FX (t) ≥ FY (t) για κάθε t. Επίσης, για τη διάταξη συμφωνίας ισχύει 
ότι Χ ≤c Υ αν  

P(Χ1 ≤ s, X2 ≤ t) ≤ P(Y1 ≤ s, Y2 ≤ t)    ή    P(Χ1 > s, X2 > t) ≤ P(Y1 > s, Y2 > t) 

για όλα τα s και t.  

 

2.7 Supermodular διάταξη  

 Ορισμός 1 : Μία συνάρτηση f: Rn→R ονομάζεται supermodular, αν  

( ) 0≥ΔΔ xfji
δε  

για όλα τα x∈Rn, 1≤ i < j ≤ n και ε, δ > 0. Το σύνολο όλων των supermodular συναρτήσεων 
συμβολίζεται ως SM και το σύνολο όλων των αυξουσών supermodular συναρτήσεων ως ISM.  

 Η διάταξη συμφωνίας δύο τυχαίων διανυσμάτων Χ και Υ είναι ισοδύναμη με Ef(X) ≤ 
Ef(Y) για όλες τις supermodular συναρτήσεις f:R2 →R. Δεδομένου της μεγαλύτερης κλάσης 
των supermodular συναρτήσεων, η σύγκριση τυχαίων διανυσμάτων ως προς τη supermodular 
διάταξη είναι ισχυρότερη από αυτή της διάταξης συμφωνίας (concordance order). Η super-
modular διάταξη είναι μία διάταξη εξάρτησης και εναλλακτικά ορίζεται μέσω τελεστών δια-
φοράς. Η ισοδυναμία των δύο ορισμών έχει αποδειχθεί από τον Kemperman (1977). 

 Ορισμός 2 : Μία συνάρτηση f:Rn→R ονομάζεται supermodular, αν  
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( ) ( ) ( ) ( )yxyxyx ffff +≥∨+∧  

για όλα τα x και y, όπου οι τελεστές ∧  και ∨  ορίζονται  

( )},min{},...,,min{ 11 nn yxyx=∧ yx   και  ( )},max{},...,,max{ 11 nn yxyx=∨ yx  

 Θεώρημα 3 : (α) Αν η συνάρτηση f είναι δύο φορές διαφορίσιμη, τότε η SMf ∈  αν 

και μόνο αν  

( ) 0
2

≥
∂∂
∂ xf

xx ji

 

για όλα τα x και 1≤ i < j ≤ n.  

(β) Αν g1,…,gn: R → R είναι αύξουσες και SMf ∈ , τότε ( ) ( )( ) SMggf n ∈⋅⋅ ,...,1 . 

(γ) Αν f, g∈SM, τότε α f + βg ∈SM για όλα τα α, β ≥ 0.  
(δ) Αν f, g∈ISM και f, g ≥ 0, τότε f · g ∈ISM.  
(ε) Αν f ∈ISM, τότε max{ f, c}∈ISM για όλες τις πραγματικές σταθερές c.  
(στ) Αν f είναι αύξουσα και supermodular και φ: R→R είναι αύξουσα και κυρτή, τότε η σύνθε-
ση φ o  f ∈  ISM.  

 Για τις αποδείξεις των πιο πάνω ιδιοτήτων των supermodular συναρτήσεων παραπέ-
μπουμε στους Marshall and Olkin (1979) και Bauerle (1997a). 

 Ορισμός 4 : (1) Το τυχαίο διάνυσμα Χ = (Χ1 ,…, Χn) είναι μικρότερο από το τυχαίο 
διάνυσμα Υ = (Υ1, …,Υn) ως προς τη supermodular (αύξουσα supermodular, συμμετρική su-
permodular) διάταξη και γράφουμε Χ ≤smΥ (Χ ≤ismΥ, Χ ≤symsmΥ αντίστοιχα), αν  

Ef(X) ≤ Ef(Y) 

για όλες τις supermodular (αύξουσες supermodular, συμμετρικές supermodular αντίστοιχα) 
συναρτήσεις f, ώστε οι μέσες τιμές να υπάρχουν.  

 Η εισαγωγή του ορισμού της supermodular διάταξης πραγματοποιήθηκε από τους 
Szekli, Disney and Hur (1994). Βέβαια ως έννοια παρουσιάστηκε νωρίτερα σε εργασίες των 
Tchen (1980), Rolski (1986) και Meester and Shanthikumar (1993). Επιπλέον αναφορές αυ-
τής της διάταξης υπάρχουν στις εργασίες των Bauerle (1997a, b), Bauerle and Muller (1998), 
Muller (1997c), Muller and Scarsini (2000), Shaked and Shanthikumar (1997) και Szekli 
(1995). 

 Στο σημείο αυτό αξίζει να τονιστεί ότι η συμμετρική supermodular διάταξη δεν συνι-
στά μία διάταξη εξάρτησης, αλλά χρησιμοποιείται για τη σύγκριση τυχαίων διανυσμάτων με 
ανεξάρτητα στοιχεία (Frostig 2001). 
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 Θεώρημα 5 : Η supermodular διάταξη έχει τις ακόλουθες ιδιότητες. 
(α) Αν Χ ≤smΥ, τότε οι Χ και Υ έχουν τις ίδιες περιθώριες. 
(β) Αν Χ ≤smΥ, τότε Χ ≤c Υ.  
(γ) Αν Χ ≤smΥ, τότε Cov(Xi, Xj) ≤ Cov(Yi ,Yj) για 1≤ i < j ≤ n.  
(δ) Αν Χ ≤smΥ, τότε Χ ≤plcxY.  

Βέβαια, στην αύξουσα supermodular διάταξη η ισότητα των περιθωρίων δεν είναι α-
παραίτητη. Έτσι δύο τυχαία διανύσματα συγκρίνονται υπό τη συγκεκριμένη διάταξη χωρίς να 
έχουν ίδιες περιθώριες κατανομές, με τον περιορισμό, όμως, ότι τα στοιχεία των τυχαίων δια-
νυσμάτων διατάσσονται ως προς τη συνήθη στοχαστική διάταξη.  

 Θεώρημα 6 : Η αύξουσα supermodular διάταξη έχει τις ακόλουθες ιδιότητες. 
(α) Αν Χ ≤ismΥ, τότε Χi ≤st Υi για i = 1,…,n. 
(β) Αν Χ ≤ismΥ, τότε Χ ≤uo Υ.  
(γ) Αν Χ ≤ismΥ, τότε Χ ≤plcxY. 

Όταν οι διαστάσεις των τυχαίων διανυσμάτων ή των κατανομών είναι τάξης 2 (n = 2) 
οι διατάξεις συμφωνίας (concordance) και supermodular συμπίπτουν. Ωστόσο, για μεγαλύτε-
ρες διαστάσεις (n ≥ 3) αυτό παύει να ισχύει. Αναζητώντας την ισχυρότερη διάταξη μεταξύ 
των δύο έχει αποδειχθεί ότι για n ≥ 4 (Joe 1990) και n = 3 (Muller και Scarsini 2000), η su-
permodular είναι αυστηρώς ισχυρότερη της διάταξης συμφωνίας.  

 Το παρακάτω θεώρημα οφείλεται στους Muller και Scarsini (2000). 

 Θεώρημα 7 : Η supermodular διάταξη είναι μία πολυμεταβλητή διάταξη θετικής εξάρ-
τησης (MPDO) και έχει τις εννέα ιδιότητες (για n ≥ 3) των MPDO, που παρουσιάσαμε στις δια-
τάξεις εξάρτησης.  

 Προκειμένου να δείξουμε ότι η supermodular διάταξη έχει την ιδιότητα της ασθενούς 
σύγκλισης, στηριζόμαστε στο γεγονός ότι και η αύξουσα supermodular διάταξη έχει αυτήν 
την ιδιότητα σύμφωνα με το επόμενο θεώρημα.  

 Θεώρημα 8 : Οι ακόλουθες προτάσεις είναι ισοδύναμες. 
(1) Χ ≤ismΥ. 
(2) Ef(X) ≤ Ef(Y) για όλες τις φραγμένες συνεχείς αύξουσες supermodular συναρτήσεις f.  

 Θεώρημα 9 : Οι ακόλουθες προτάσεις είναι ισοδύναμες.  
(1) Χ ≤smΥ . 
(2) Χ και Υ έχουν τις ίδιες περιθώριες και Χ ≤ismΥ.  
(3) Χ και Υ έχουν την ίδια μέση τιμή και Χ ≤ismΥ. 
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 Ο συγκερασμός των δύο προηγούμενων θεωρημάτων αποδίδει την ιδιότητα της ασθε-
νούς σύγκλισης για τη supermodular διάταξη.  

 Θεώρημα 10 : Η supermodular διάταξη και η αύξουσα supermodular διάταξη είναι 
κλειστές ως προς την ασθενή σύγκλιση.  

Όταν συγκρίνουμε πολυμεταβλητές κατανομές ως προς διατάξεις εξάρτησης για διά-
σταση n ≥ 3, είδαμε ότι ισχύουν εννέα ιδιότητες. Μία εξ’ αυτών μας πληροφορεί ότι η συ-
γκρινόμενη κατανομή, έστω F, που ανήκει στη κλάση Frechet Γ(F1,…,Fn), δηλαδή στην κλά-
ση των συναρτήσεων κατανομής με ίσες περιθώριες κατανομές, φράσσεται από το ανώτερο 
όριο Frechet, το οποίο για n ≥ 3 είναι μία συνάρτηση κατανομής. Προηγουμένως ισχυριστή-
καμε ότι η supermodular διάταξη είναι μία πολυμεταβλητή διάταξη θετικής εξάρτησης 
(MPDO) και σύμφωνα με τις εννέα ιδιότητες των MPDO, για μία συγκρινόμενη κατανομή F 
της κλάσης Γ(F1,…,Fn ) θα ισχύει ότι F ≤sm F+. Επομένως, παρατηρούμε ότι υπάρχει ένα μέ-
γιστο για τη συνάρτηση κατανομής F ως προς τη supermodular διάταξη, που είναι το ανώτε-
ρο όριο Frechet.  

 Αντιθέτως, για n ≥ 3 η συνάρτηση κατανομής F της κλάσης Γ(F1,…,Fn ) δεν φράσσε-
ται από το κατώτερο όριο Frechet καθώς το τελευταίο δεν αποτελεί πάντοτε μία συνάρτηση 
κατανομής. Συνεπώς, δεν μπορούμε να έχουμε ένα ελάχιστο για την F ως προς τη super-
modular διάταξη ώστε F −≤smF. Ωστόσο αν πληρούνται ικανές και αναγκαίες συνθήκες, σύμ-
φωνα με το Θεώρημα 2 του παρόντος κεφαλαίου, το κατώτερο όριο Frechet μπορεί να συνι-
στά μία συνάρτηση κατανομής έτσι ώστε να υπάρχει ένα ελάχιστο για την F ως προς τη su-
permodular διάταξη.  

 

2.8 Σχέδια εξάρτησης 

 Από τις διατάξεις εξάρτησης ανακύπτουν διάφορα σχέδια εξάρτησης. Θεωρούμε το 
τυχαίο διάνυσμα Χ ┴ το οποίο έχει ανεξάρτητα στοιχεία και το τυχαίο διάνυσμα Χ όπου Χ┴ 
και Χ έχουν ίδιες περιθώριες. Έστω ότι η σχέση ≤ συμβολίζει μία οποιαδήποτε διάταξη εξάρ-
τησης. Τότε το τυχαίο διάνυσμα Χ θα είναι θετικά εξαρτημένο, αν Χ┴ ≤ Χ. Αν Χ ≤ Χ┴, το Χ 
θα είναι αρνητικά εξαρτημένο.  

 Ορισμός 1 : (Lehmann 1966). Ένα τυχαίο διάνυσμα Χ = (X1 ,…, Xn) ονομάζεται :  

α) Θετικά άνω orthant εξαρτημένο (PUOD), αν  

( ) ( )∏
=

>≥>>
n

i
iinn tXPtXtXP

1
11 ...  για κάθε t1,…, tn.  
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β) Θετικά κάτω orthant εξαρτημένο (PLDO), αν 

( ) ( )∏
=

≤≥≤≤
n

i
iinn tXPtXtXP

1
11 ...  για κάθε t1,…, tn .  

γ) Αρνητικά άνω orthant εξαρτημένο (NUOD), αν  

( ) ( )∏
=

>≤>>
n

i
iinn tXPtXtXP

1
11 ...  για κάθε t1,…, tn .  

δ) Αρνητικά κάτω orthant εξαρτημένο (NLDO), αν 

( ) ( )∏
=

≤≤≤≤
n

i
iinn tXPtXtXP

1
11 ...  για κάθε t1,…, tn .  

Υπάρχουν παρόμοια σχέδια εξάρτησης και για τη supermodular διάταξη. 

 Ορισμός 2 : Ένα τυχαίο διάνυσμα Χ = (X1 ,…, Xn) ονομάζεται : 
α) Θετικά supermodular εξαρτημένο (PSMD), αν  Χ ≥sm Χ ┴ . 
β) Αρνητικά supermodular εξαρτημένο (NSMD), αν Χ ≤sm Χ ┴ . 

Καθώς για τυχαία διανύσματα δύο μεταβλητών οι διατάξεις συμφωνίας και super-
modular συμπίπτουν, το ίδιο θα ισχύει και για τα σχέδια εξάρτησης που αναφέρονται σε αυ-
τές τις διατάξεις. Για n ≥ 3, τα σχέδια εξάρτησης που σχετίζονται με τη supermodular διάταξη 
είναι ισχυρότερα από τα σχέδια εξάρτησης των άνω και κάτω διατάξεων orthant.  

 

2.8.1 Συναφείς τυχαίες μεταβλητές  

Ένα άλλο είδος εξάρτησης είναι αυτό της συνάφειας (association), που εισήχθη από 
τους Esary, Proschan and Walkup (1967).  

 Ορισμός 3 : Ένα τυχαίο διάνυσμα Χ = (X1 ,…, Xn) ονομάζεται (θετικά) συναφές, αν  

Cov( f (X), g(X)) ≥ 0 

για όλες τις αύξουσες (κατά συντεταγμένη) f, g : Rn→R (για τις οποίες ορίζεται η Cov)  

 Θεώρημα 4 : Αν Χ είναι συναφές, τότε είναι PUOD και PLDO.  

 Απόδειξη. Ισχύει ότι  

Cov( f (X),g(X)) = E( f (X)g(X)) − Ef (X)Eg(X) ≥ 0. 

Οπότε θα έχουμε E( f (X)g(X)) ≥ Ef(X)Eg(X) για όλες τις αύξουσες f και g. Μέσω επαγωγής 
για όλες τις αύξουσες, μη αρνητικές f1 ,…, fn θα ισχύει ότι  

( ) ( )i
n

i
i

n

i
ii XEfXfE ∏∏

==

≥⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

11
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και σύμφωνα με το Θεώρημα 14 των διατάξεων orthant εξάγουμε το ζητούμενο συμπέρασμα. 
■ 

 Παρατηρούμε ότι η συνάφεια, ως είδος θετικής εξάρτησης, είναι πιο ισχυρή από τη 
θετική άνω και κάτω orthant εξάρτηση. Επίσης, οι Christofides and Vaggelatou (2004) απέ-
δειξαν ότι η συνάφεια είναι πιο ισχυρή από το είδος εξάρτησης που αφορά στη supermodular 
διάταξη και συνεπώς αν το Χ συναφές τότε το Χ είναι και θετικά supermodular εξαρτημένο. 

 Θεώρημα 5 : (1) Αν Χ είναι συναφές, τότε ΧΚ συναφές για οποιοδήποτε },...,1{ nK ⊂ . 

(2) Αν Χ και Υ είναι συναφή και ανεξάρτητα, τότε (Χ, Υ) είναι συναφές.  
(3) Οποιαδήποτε τυχαία μεταβλητή X είναι συναφής.  
(4) Αν Χ είναι συναφές και f1 ,…,fm: Rn→R είναι αύξουσες (φθίνουσες) συναρτήσεις, τότε το 
διάνυσμα ( f1(Χ), …, fm(Χ)) είναι συναφές.  
(5) Αν Χ = (X1 ,…, Xn) έχει ανεξάρτητα X1 ,…, Xn, τότε είναι συναφές.  

 Αν ορίσουμε την έννοια της αρνητικής συνάφειας με τον ίδιο τρόπο, όπως τη θετική, 
δεν δημιουργείται κάποια σχέση αρνητικής εξάρτησης. Πιο συγκεκριμένα, αν ορίσουμε το 
τυχαίο διάνυσμα Χ αρνητικά συναφές με την απαίτηση  

Cov( f (X), g (X)) ≤ 0, 

για αύξουσες f, g, δεν ανακύπτει ένα σχέδιο αρνητικής εξάρτησης καθώς υπό την παραπάνω 
απαίτηση το Χ θα έπρεπε να είναι εκφυλισμένο. Το τελευταίο συμβαίνει γιατί όταν Cov( f(X), 
g(X)) ≤ 0, για αύξουσες f, g, συνεπάγεται ότι Cov(Xi,Xi ) = Var(Xi) ≤ 0 για i = 1,…,n, και επο-
μένως η τ.μ. Χi είναι σταθερή με πιθανότητα 1. Για το λόγο αυτό, η αρνητική συνάφεια ορίζε-
ται τροποποιώντας κατάλληλα την παραπάνω συνθήκη. Συγκεκριμένα, ένα τυχαίο διάνυσμα 
Χ = (X1 ,…, Xn) θα ονομάζεται αρνητικά συναφές, αν  

Cov( f (XK), g(XL)) ≤ 0 

για όλα τα ξένα υποσύνολα K και L του {1,…,n } και όλες τις αύξουσες f : R|K|→R και g : 
R|L|→R.  

 

2.8.2 Τα είδη στοχαστικής εξάρτησης PSD, CIS και CI  

 Εκτός από τα προαναφερόμενα είδη εξάρτησης υπάρχουν και άλλα που θα δούμε πα-
ρακάτω. Αν η δεσμευμένη κατανομή του Χ δεδομένου ότι Υ = y είναι στοχαστικά αύξουσα 
(≤st - αύξουσα) ως προς το y, θα γράφουμε Χ ↑st Υ.  
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 Ορισμός 6 : (α) Ένα τυχαίο διάνυσμα Χ = (X1 ,…, Xn) ονομάζεται PSD (θετικά εξαρ-
τημένο διαμέσου της στοχαστικής διάταξης), αν ( Xi : i ≠ j ) ↑st Xj για όλα τα j = 1, …, n.  
(β) Ένα τυχαίο διάνυσμα Χ = (X1 ,…, Xn) ονομάζεται CIS (δεσμευμένα αύξων κατά ακολουθί-
α), αν Xi ↑st ( X1, X2,…, Xi−1) για όλα τα i = 1,…,n.  
(γ) Ένα τυχαίο διάνυσμα Χ = (X1 ,…, Xn) ονομάζεται CI  (δεσμευμένα αύξων), αν Xi ↑st XJ για 
όλα τα },...,1{ nJ ⊂ .  

 Παρατηρώντας ότι ένα δεσμευμένα αύξων τυχαίο διάνυσμα Χ είναι ισοδύναμο με ένα 
δεσμευμένα αύξων κατά ακολουθία διάνυσμα Χπ = (Xπ(1) ,…, Xπ(n)) για όλες τις π μεταθέσεις, 
εξάγουμε το συμπέρασμα ότι το σχέδιο εξάρτησης CI είναι πιο ισχυρό και προϋποθέτει το 
CIS.  

 Θεώρημα 7 : Αν το Χ είναι CIS, τότε το Χ είναι συναφές.  

Το επόμενο θεώρημα οφείλεται στους Meester and Shanthikumar (1993). 

 Θεώρημα 8 : Το είδος εξάρτησης CIS έπεται το είδος της θετικής supermodular εξάρ-
τησης (PSMD).  

 

2.9 Κατευθυντικά κυρτή διάταξη (directionally convex order) 

 Ορισμός 1 : Μία συνάρτηση f:Rn→R ονομάζεται κατευθυντικά (directionally) κυρτή, 
αν είναι supermodular και κυρτή κατά συντεταγμένη.  

 Στη supermodular διάταξη διερευνήσαμε την εξάρτηση δύο τυχαίων διανυσμάτων δι-
αστάσεων n ≥ 3 υπό τη βασική προϋπόθεση ότι οι περιθώριες τους είναι σταθερές (υπενθυμί-
ζουμε ότι διανύσματα με ίδιες περιθώριες διατάσσονται ως προς τη supermodular διάταξη για 
n ≥ 3). Αν δεν απαιτείται η ισότητα των περιθωρίων κατανομών προκύπτει μία νέα στοχαστι-
κή διάταξη, που καλείται directionally κυρτή διάταξη. Σε αυτή τη διάταξη οι συναρτήσεις 
που περιλαμβάνονται στον γεννήτορα είναι supermodular και έχουν κάποια ιδιότητα κυρτό-
τητας προκειμένου να υπολογίζουμε και τη μεταβλητότητα των περιθωρίων. Οι Shaked and 
Santhikumar (1990) καθώς και οι Muller και Scarsini (2001) αποτελούν αναφορές για περισ-
σότερες λεπτομέρειες σχετικά με αυτή τη διάταξη.  

 Θεώρημα 2 : (α) Μία συνάρτηση f:Rn→R είναι directionally κυρτή αν και μόνο αν μία 
από τις ακόλουθες ισοδύναμες προτάσεις είναι αληθής.  

(1) ( ) 0≥ΔΔ xfji
δε  για όλα τα x∈Rn, 1≤ i < j ≤ n και ε, δ > 0. 

(2) Για όλα τα xi ∈Rn, i = 1,2,3,4, με x1 ≤ x2 ≤ x4,  x1 ≤ x3 ≤ x4 και x1 + x4 = x2 + x3, 
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f (x2) + f (x3) ≤ f (x1) + f (x4). 

(3) Για όλα τα x1 και x2 με x1 ≤ x2 και για όλα τα y ≥ 0, 

f (x1 + y) − f (x1) ≤ f (x2 + y) − f (x2). 

(4) Για όλα τα x ∈Rn, 1≤ i < j ≤ n και ε, δ > 0, 

f (x + εei +δej) − f (x + δej) − f (x) + f (x − εei) ≥ 0. 

(5) Για όλα τα α, β > 0, i∈{1,…,n} και όλα τα x1, x2 ∈Rn με x1 ≤ x2 και x1 + αei ≤ x2 + βei , 

β( f  (x1 + αei ) − f (x1)) ≤ α( f (x2 + βei ) − f (x2)). 

β) Μία διπλά διαφορίσιμη συνάρτηση f είναι directionally κυρτή αν και μόνο αν  

( ) 0ln
2

≥
∂∂
∂ xf

xx ji

, 

για όλα τα x και 1 ≤ i, j ≤ n.  

 Παρακάτω παρατίθενται οι ιδιότητες των directionally κυρτών και αυξουσών direc-
tionally κυρτών συναρτήσεων, όπου τα αντίστοιχα σύνολά τους συμβολίζονται ως DCX και 
IDCX.  

 Θεώρημα 3 : (1) Αν g1,…,gn: R→R είναι αύξουσες κυρτές και f ∈  DCX, τότε  

( ) ( )( ) IDCXggf n ∈⋅⋅ ,...,1 . 

(2) Αν f,g∈DCX, τότε αf + βg ∈DCX για όλα τα α, β ≥ 0.  
(3) Αν f,g∈IDCX και f, g ≥ 0, τότε f · g ∈IDCX.  
(4) Αν f ∈IDCX, τότε max{ f, c}∈IDCX για όλες τις πραγματικές σταθερές c.  

(5) Αν f∈IDCX και φ: R→R είναι αύξουσα και κυρτή, τότε η σύνθεση φo f ∈IDCX.  
(6) Αν f:R2→R και g:Rn→R ανήκουν στο IDCX, τότε f ( ·, g (·))∈IDCX.  

 Σχέσεις στοχαστικής διάταξης που ορίζονται για directionally κυρτές συναρτήσεις 
πρωτοεμφανίστηκαν στην εργασία των Meester and Shamthikumar (1993).  

 Ορισμός 4 : (1) Το τυχαίο διάνυσμα Χ = (Χ1, …, Χn) είναι μικρότερο από το τυχαίο 
διάνυσμα Υ = (Υ1, …,Υn) ως προς τη directionally κυρτή (αύξουσα directionally) διάταξη και 
γράφουμε Χ ≤dcxΥ, (αντ. Χ ≤idcxΥ) αν Ef(X) ≤ Ef(Y) για όλες τις directionally (αντ. αύξουσες 
directionally) κυρτές συναρτήσεις f. 

 Θεώρημα 5 : (1) Χ ≤smΥ ⇒ Χ ≤dcxΥ και Χ ≤ismΥ ⇒ Χ ≤idcxΥ.  

(2) Χ ≤ccxΥ ⇒ Χ ≤dcxΥ και Χ ≤iccxΥ ⇒ Χ ≤idcxΥ. 

(3) Χ ≤dcxΥ ⇒ Χ ≤plcxΥ και Χ ≤idcxΥ ⇒ Χ ≤iplcxΥ.  
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(4) Χ ≤dcxΥ ή Χ ≤idcxΥ ⇒ Χi ≤cxΥi ή Χi ≤icxΥi, για 1≤ i ≤ n, αντίστοιχα.  

 Παρατηρούμε ότι η directionally κυρτή διάταξη (≤idcx) έπεται τη κυρτή διάταξη (ή α-
ντίστοιχα την αύξουσα κυρτή) τυχαίων μεταβλητών ή μονομεταβλητών κατανομών. Οι δια-
τάξεις της directionally κυρτότητας δεν είναι κλειστές ως προς την ασθενή σύγκλιση.  

 Θεώρημα 6 : Έστω δύο ακολουθίες τυχαίων διανυσμάτων (Χ(k)) και (Υ(k)) που διατάσ-
σονται ως προς την directionally κυρτή διάταξη, Χ(k) ≤dcx Υ(k) για k = 1,2,… . Αν Χ(k) →Χ και 
Υ(k) →Υ κατά κατανομή και επιπλέον, ΕΧ(k) →ΕΧ και EΥ(k) →EΥ, τότε Χ ≤dcxΥ. 

Με τη βοήθεια της κανονικής κατανομής (βλ. ακόλουθο θεώρημα) παρατηρούμε ότι η 
πολυμεταβλητή κυρτή διάταξη δεν είναι κατάλληλη για τη σύγκριση διανυσμάτων που έχουν 
κοινό σύνδεσμο (copula) και διαφορετικές περιθώριες, γιατί προϋποθέτει την ανεξαρτησία 
των επιμέρους συντεταγμένων των διανυσμάτων ή των περιθωρίων.  

 Θεώρημα 7 : Έστω Χ = (Χ1, Χ2) και Χ΄ = (Χ1΄,Χ2΄) κανονικά κατανεμημένα και έχουν 
τον ίδιο σύνδεσμο (copula), δηλαδή, Corr(Χ1,Χ2) = Corr(Χ1΄,Χ2΄). Επίσης, ΕΧ = ΕΧ΄ = 0 και 
υποθέτουμε ότι Var(Χ1) < Var(Χ1΄) και Var(Χ2) = Var(Χ2΄) > 0. Τότε Χ ≤cx Χ΄ αν και μόνο αν τα 
Χ1, Χ2 είναι ανεξάρτητα και τα Χ1΄, Χ2΄ είναι ανεξάρτητα.  

 Απόδειξη. Έστω ότι για τα διανύσματα Χ και Χ΄ οι πίνακες διακυμάνσεων – συνδια-
κυμάνσεων αντίστοιχα είναι  

⎥
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με σ1 < σ1΄ και σ2 = σ2΄ από την υπόθεση. Γνωρίζουμε ότι ο συντελεστής συσχέτισης ρ παίρνει 
τιμές στο [1, −1]. Επίσης είναι γνωστό ότι Χ ≤cx Χ΄ αν και μόνο αν ΣX΄ − ΣX είναι μη αρνητικά 
ορισμένη και οι μέσες τιμές των δύο διανυσμάτων είναι ίσες. Από την υπόθεση ΕΧ = ΕΧ΄ και 
προκειμένου η ΣX΄ − ΣX να είναι μη αρνητικά ορισμένη πρέπει η ορίζουσα  

det(ΣX΄ − ΣX ) = − ((σ1΄ − σ1) σ2 ρ) ≥ 0 

δηλαδή, πρέπει ρ = 0. Αν όμως ρ = 0, τότε Χ και Χ΄ είναι ασυσχέτιστα και υπό την κανονικό-
τητα είναι και ανεξάρτητα. Άρα Χ1, Χ2 και Χ1΄, Χ2΄ πρέπει να είναι ανεξάρτητα ώστε τα τυχαία 
διανύσματα να διατάσσονται σε κυρτή διάταξη. ■ 

 Στη directionally κυρτή διάταξη είδαμε ότι η σύγκριση τυχαίων διανυσμάτων ως προς 
τη ≤ccx ισοδυναμεί με τη μονομεταβλητή κυρτή διάταξη Χi ≤cxΥi, για κάθε 1≤ i ≤ n, υπό τη βα-
σική απαίτηση ότι οι Χi και Υi είναι ανεξάρτητες τυχαίες μεταβλητές. Συνεπώς και η ≤ccx απο-
δεικνύεται ακατάλληλη γιατί εγείρει την απαίτηση της ανεξαρτησίας των τυχαίων μεταβλη-
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τών. Η ανεξαρτησία είναι μία αυστηρή υπόθεση και λειτουργεί περιοριστικά. Στις εφαρμογές 
που θα αναπτύξουμε σε επόμενα κεφάλαια επιζητούμε την εξάρτηση των Xi και Yi ώστε να 
μπορούμε να διερευνήσουμε σχέσεις διάταξης για τα εξαρτημένα αθροίσματά τους ΣXi και 
ΣYi. Μάλιστα θέλουμε την θετική εξάρτηση των Xi και Yi. Υπό αυτό το σκεπτικό μία πιο α-
σθενής διάταξη καθίσταται αναγκαία ώστε να έπεται την κυρτή διάταξη των περιθωρίων (Χi 
≤cxΥi, για κάθε 1≤ i ≤ n) και να αποκτούμε την κυρτή διάταξη των εξαρτημένων αθροισμάτων 
τους (ΣΧi ≤cx ΣΥi). Εστιάζοντας στο Θεώρημα 5 της directionally κυρτής διάταξης παρατη-
ρούμε ότι από Χ ≤ccxΥ έπεται ότι Χ ≤dcxΥ και από την τελευταία σχέση υπονοείται Χi ≤cxΥi για 
1≤ i ≤ n. Άρα η ζητούμενη ασθενέστερη, σε σχέση με τη ≤ccx, διάταξη των διανυσμάτων είναι 
η ≤dcx .  

 Η directionally κυρτή διάταξη αποδίδεται ως πιο ασθενής με την έννοια ότι ενέχει την 
κυρτή διάταξη των Xi και Yi χωρίς να απαιτεί την ανεξαρτησία τους. Η παραπάνω συλλογι-
στική αποδεικνύεται με το επόμενο θεώρημα, όπου για δύο τυχαία διανύσματα με ένα κατάλ-
ληλο κοινό σύνδεσμο (copula) και κάτω από την υπόθεση της κυρτής διάταξης των Xi και Yi 
προκύπτει η ≤dcx των τυχαίων διανυσμάτων Χ και Υ. Το θεώρημα αυτό οδηγεί σε πόρισμα 
σχετικά με το αναλλοίωτο της κυρτής διάταξης υπό θετικούς γραμμικούς συνδυασμούς.  

 Θεώρημα 8 : Έστω Χ και Υ τυχαία διανύσματα με έναν κοινό, δεσμευμένα αύξων σύν-
δεσμο (copula) C. Υποθέτουμε ότι Χi ≤cxΥi για όλα τα 1≤ i ≤ n. Τότε  

Χ ≤dcxΥ. 

 Από το παραπάνω θεώρημα και το γεγονός ότι η συνάρτηση f (x1,…,xn) = 
g(α1x1+…+αnxn) για αi ≥ 0 είναι directionally κυρτή, έπεται άμεσα το ακόλουθο πόρισμα. 

 Πόρισμα 9 : Έστω Χ και Υ που ικανοποιούν τις υποθέσεις του Θεωρήματος 8. Τότε για 
όλα τα μη αρνητικά α1,…,αn, 

i

n

i

n

i
icxii YX∑ ∑

= =

≤
1 1

αα .  

 Το πιο κάτω θεώρημα μπορεί να χρησιμοποιηθεί ως αντίστροφο του θεωρήματος 8. 
Καθώς η συμμονοτονία αποτυπώνει την πιο ισχυρή θετική εξάρτηση, η directionally κυρτή 
διάταξη καθίσταται η πιο ισχυρή σχέση στοχαστικής διάταξης που εξάγεται από το θεώρημα 
8. 

 Θεώρημα 10 : Αν Χi ≤cxΥi για όλα τα 1≤ i ≤ n έπεται ότι Ef(X) ≤ Ef(Y) όταν Χ και Υ 
συμμονότονα, τότε η f είναι directionally κυρτή συνάρτηση.  
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 Μερικές εφαρμογές των directionally κυρτών συναρτήσεων μπορούν να βρεθούν στις 
εργασίες των Meester and Shanthikumar (1993, 1999), Bauerle and Rolski (1998), Muller and 
Scarsini (2001). 

 
2.10 Πολυμεταβλητές διατάξεις λόγου πιθανοφάνειας 

 Ορισμός 1 (Ασθενής διάταξη λόγου πιθανοφάνειας): Το τυχαίο διάνυσμα Υ είναι με-
γαλύτερο από το τυχαίο διάνυσμα Χ ως προς την ασθενή διάταξη λόγου πιθανοφάνειας και 
γράφουμε Χ ≤r Υ, αν τα Χ και Υ έχουν πυκνότητες (ως προς κάποιο μέτρο μ) έτσι ώστε  

( ) ( ) ( ) ( )tsst YXYX ffff ≤  

για όλα τα s ≤ t. 

 Ορισμός 2 (Ισχυρή διάταξη λόγου πιθανοφάνειας): Το τυχαίο διάνυσμα Υ είναι μεγα-
λύτερο από το τυχαίο διάνυσμα Χ ως προς την ισχυρή διάταξη λόγου πιθανοφάνειας ή διάταξη 
tp2 και γράφουμε Χ ≤tpΥ, αν τα Χ και Υ έχουν πυκνότητες (ως προς κάποιο σ-πεπερασμένο μέ-

τρο γινομένου μ = μ1×…×μn) έτσι ώστε  

( ) ( ) ( ) ( )tststs YXYX ∨∧≤ ffff  

για όλα τα s, t ∈Rn.  

 Η ισχυρή διάταξη του λόγου πιθανοφάνειας δεν είναι μία διάταξη στο σύνολο όλων 
των μέτρων πιθανότητας και η ιδιότητα της ανακλαστικότητας δεν ισχύει.  

 Θεώρημα 3 : (α) Αν Χ ≤tpΥ τότε Χ ≤stΥ. 

 Αξίζει να σημειωθεί ότι η ασθενής διάταξη του λόγου πιθανοφάνειας δεν έπεται τη 
συνήθη στοχαστική διάταξη.  
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ    3 

 
ΕΦΑΡΜΟΓΗ ΤΩΝ ΣΥΝΔΕΣΜΩΝ  

(COPULAS) ΣΤΟ  VALUE-AT-RISK 

    
3.1 Σύνδεσμοι (Copulas)  

          Στο προηγούμενο κεφάλαιο συναντήσαμε την έννοια του συνδέσμου (copula), που πε-
ριγράφει τη δομή της εξάρτησης ενός τυχαίου διανύσματος. Αν X = (X1,…,Xn) είναι ένα τυ-
χαίο διάνυσμα, τότε η εξάρτηση μεταξύ των μεταβλητών του διανύσματος, προσδιορίζεται 
από την από κοινού συνάρτηση κατανομής που δίνεται από τον τύπο  

FX (x1,…, xn) = P(X1 ≤ x1,…, Xn ≤ xn ). 

Επειδή, όμως, η από κοινού συνάρτηση κατανομής είναι αρκετά δύσκολο να βρεθεί, προσπα-
θούμε να την εκφράσουμε σε δύο μέρη, από τα οποία το ένα να περιγράφει την εξάρτηση των 
X1,…,Xn και το άλλο να προσδιορίζει τις περιθώριες κατανομές της F1, …, Fn. Αυτή η συλλο-
γιστική μας οδηγεί στην έννοια του συνδέσμου που μπορεί να θεωρηθεί ότι είναι η συνάρτη-
ση κατανομής ενός τυχαίου διανύσματος U = (U1,…,Un), όπου οι U1,…,Un κατανέμονται ο-
μοιόμορφα στο (0,1). Για δεδομένο σύνδεσμο C και περιθώριες F1,…,Fn, η 

F(x) = C(F1(x1),…, Fn(xn)), 

είναι μία συνάρτηση κατανομής με περιθώριες κατανομές F1,…,Fn. Επίσης, αν U είναι ένα 
τυχαίο διάνυσμα με συνάρτηση κατανομής το σύνδεσμο C, τότε το διάνυσμα  

( ) ( ) ),...,( 1
1

1
1 nn UFUF −−=X , 

έχει συνάρτηση κατανομής την F(x) = C(F1(x1),…, Fn( xn)). Σύμφωνα με το θεώρημα του 
Sklar, για κάθε πολυμεταβλητή συνάρτηση κατανομής  F, με περιθώριες F1,…,Fn, υπάρχει 
ένας σύνδεσμος C ώστε  
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F(x) = C(F1(x1),…, Fn(xn)). 

Συμπεραίνουμε, λοιπόν, ότι αν ο σύνδεσμος δημιουργείται από μία συνεχή συνάρτηση κατα-
νομής δύο ή περισσότερων μεταβλητών, είμαστε σε θέση να το ορίσουμε ως μία πολυμετα-
βλητή συνάρτηση κατανομής, που ορίζεται σε ένα μοναδιαίο κύβο [0,1]n, με ομοιόμορφες 
περιθώριες κατανομές. Ωστόσο, υπάρχουν και άλλες τεχνικές κατασκευής ενός συνδέσμου. 
Ακολουθεί μία συνοπτική παρουσίαση σχετικά με την έννοια του συνδέσμου.  

 

3.1.1 Θεώρημα του Sklar 

          Θεώρημα 1 : Έστω H n-διάστατη συνάρτηση κατανομής με περιθώριες F1, …, Fn. Τότε 

υπάρχει ένας n-σύνδεσμος (copula) C ώστε για όλα τα  x  εντός του nR θα ισχύει  

 H(x1,…, xn) = C(F1(x1),…, Fn( xn)) . 

          Αν οι περιθώριες F1,…,Fn είναι συνεχείς, ο σύνδεσμος C είναι μοναδικός, ενώ διαφο-

ρετικά ορίζεται μοναδικά στο εύρος της F (RanF), το οποίο είναι RanF1×…×RanFn. Αντι-
στρόφως, για δεδομένο n-σύνδεσμο C και F1,…,Fn συναρτήσεις κατανομής, η συνάρτηση H, 
που ορίστηκε στην παραπάνω σχέση, είναι μία n-διάστατη συνάρτηση κατανομής με περιθώ-
ριες F1, …, Fn. 

          Παρατηρούμε ότι για συνεχείς πολυμεταβλητές συναρτήσεις κατανομής, το θεώρημα 
του Sklar συμβάλλει ώστε οι μονομεταβλητές περιθώριες τους και η δομή της εξάρτησης να 
χωρισθούν σε δύο μέρη και η εξάρτηση να αναπαρίσταται από το σύνδεσμο.  

          Υπενθυμίζεται ότι αν η F είναι συνάρτηση κατανομής μίας μεταβλητής, η γενικευμένη 
αντίστροφη της F είναι  F−1(t)= inf{x∈R: F(x) ≥ t} για κάθε t∈[0,1] και inf Ø = −∞.  

          Πόρισμα  2 : Έστω H n-διάστατη συνάρτηση κατανομής με συνεχείς περιθώριες F1, …, 
Fn και σύνδεσμο (copula) C που ικανοποιεί τη σχέση  

H(x1,…, xn) = C(F1(x1),…, Fn( xn)). 

Τότε για οποιοδήποτε  u∈[0,1]n θα έχουμε C(u1,…, un) = H(F1
−1(u1),…, Fn

−1(un)). 

          Στο παραπάνω πόρισμα η απαίτηση της συνέχειας είναι απαραίτητη. 

          Παράδειγμα Έστω Φ η μονομεταβλητή τυπική κανονική κατανομή και ΦR
n η πολυμετα-

βλητή με πίνακα συσχετίσεων R. Τότε ο Gaussian ή κανονικός n-σύνδεσμος θα είναι C(u1,…, 
un) = ΦR 

n(Φ−1(u1),…, Φ−1(un)). 
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3.1.2 Όρια Frechet-Hoeffding για από κοινού συναρτήσεις κατανομής 

          Θεωρούμε τις ακόλουθες συναρτήσεις  στο [0,1]n,  

Mn(u) = min{u1,…, un},   Πn(u) = u1...un,  Wn(u) = max{u1 +…+ un − n +1,0}. 

Οι συναρτήσεις Mn  και Πn είναι n-σύνδεσμοι (copulas) για όλα τα n ≥ 2. Αντίθετα, η Wn δεν 
αποτελεί σύνδεσμο για διάσταση μεγαλύτερη ή ίση του τρία, n ≥ 3, γιατί δεν είναι συνάρτηση 
κατανομής. 

          Θεώρημα 3 (Ανισότητα ορίων Frechet-Hoeffding) : Αν C είναι οποιοσδήποτε n-
σύνδεσμος, τότε για κάθε u∈[0,1]n, 

Wn(u) ≤ C(u) ≤ Mn(u). 

          Με C  παριστάνεται η από κοινού συνάρτηση επιβίωσης n τυχαίων μεταβλητών, οι ο-
ποίες έχουν από κοινού συνάρτηση κατανομής C. Πιο απλά, αν το τυχαίο διάνυσμα 
(U1,…,Un)T έχει συνάρτηση κατανομής C, τότε 

C (u1,…, un) = P(U1 > u1,…, Un > un).  

          Ορισμός  4 : Αν  C1, C2  είναι σύνδεσμοι (copulas), τότε θα λέμε ότι η C1 είναι μικρότε-

ρη της C2 (συμβ. με C1 < C2) αν C1(u) ≤ C2(u) και ( ) ( )uu 21 CC ≤  για όλα τα u∈[0,1]n.  

          Όταν n = 2, η W2 των Frechet-Hoeffding είναι μικρότερη από κάθε διδιάστατο σύνδε-
σμο, ενώ κάθε n-σύνδεσμος, γενικά, είναι μικρότερος από τη Mn .  

 
3.2 Χρήση του συνδέσμου (copula) ως φράγμα του Value-at-Risk για συ-
ναρτήσεις εξαρτημένων κινδύνων 

3.2.1 Βασικές έννοιες 

          Το Value-at-Risk (αξία σε κίνδυνο), που το συμβολίζουμε VaR, αποτελεί ένα από τα 
πιο γνωστά μέτρα κινδύνου στα χρηματοοικονομικά. Βασικός σκοπός της παρούσης παρα-
γράφου (που βασίζεται στην εργασία των Embrechts, Hoeing and Juri (2003)) καθίσταται η 
διαχείριση του VaR μιας θέσης η οποία προέρχεται από διάφορους συνδυασμούς εξαρτημέ-
νων κινδύνων. Πιο συγκεκριμένα, θα προσπαθήσουμε να φράξουμε το VaR ενός χαρτοφυλα-
κίου ψ(X1,…,Xn), όπου ψ:Rn→R είναι κάποια συνάρτηση που μας ενδιαφέρει δεδομένου ότι 
γνωρίζουμε μόνο τις περιθώριες κατανομές κέρδους-απώλειας F1,…,Fn

 των κινδύνων 
X1,…,Xn n-περιόδων. Οι μεταβλητές X1,…,Xn περιγράφουν διάφορους τύπους χρηματοοικο-
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νομικών ή ασφαλιστικών κινδύνων. Προκειμένου το πρόβλημα να γίνει περισσότερο κατανο-
ητό, θα εξετάσουμε τη διμεταβλητή περίπτωση, n = 2, όπου το χαρτοφυλάκιο είναι της μορ-
φής ψ(X1 , X2) = X1 + X2.  

          Έστω ότι X1 και X2 αναπαριστούν κινδύνους της αγοράς. Η ποσότητα VaRα(Χi), για i = 
1,2, συμβολίζει το Value-at-Risk σε επίπεδο 100α %, δηλαδή το α-ποσοστιαίο σημείο συνάρ-
τησης κατανομής Fi της θέσης Χi.  

          Ορισμός 1 : Για 0 ≤ α ≤ 1, το VaR μίας τυχαίας μεταβλητής Χ σε επίπεδο α είναι το α-
ποσοστιαίο σημείο της κατανομής της, δηλαδή,  

VaRα(X) = FX
−1(α). 

Καθώς η κατοχή των X1 και X2 ενέχει κίνδυνο, για να τον μετρήσουμε χρησιμοποιούμε το 

VaR(X1 + X2), που αντίστοιχα είναι το α-ποσοστιαίο σημείο της 
21 XXF + . Συνεπώς, γνωρίζο-

ντας την από κοινού κατανομή των X1 και X2, δεν έχουμε παρά να υπολογίσουμε απλώς το 
VaR της θέσης (X1 + X2) και να περιοριστούμε στις όποιες υπολογιστικές δυσκολίες ανακύ-
ψουν.  

          Τις περισσότερες φορές, όμως, η από κοινού συνάρτηση κατανομής παραμένει άγνω-
στη και διαθέτοντας ελλιπή ή καθόλου πληροφόρηση για τη σχέση εξάρτησης των κινδύνων 
X1 και X2, που αποτελούν μαζί ένα χαρτοφυλάκιο, είμαστε αναγκασμένοι να καταφεύγουμε 
στο άθροισμα VaRα(X1) + VaRα(X2) για τη μέτρηση του κινδύνου σαν ένα άνω φράγμα του 
VaRα(X1 + X2). Όπως θα δούμε παρακάτω, για συμμονότονες τυχαίες μεταβλητές έχουμε 
VaRα(X1 + X2) = VaRα(X1) + VaRα(X2).  

          Γενικά, η γραμμική συσχέτιση έχει αποδειχθεί ανεπαρκής ως μέτρο εξάρτησης των 
κινδύνων ενός χαρτοφυλακίου. Η εξάρτηση των κινδύνων καθίσταται σημαντική στον προσ-
διορισμό της τιμής της ποσότητας (disversification) 

Δ(VaRα) = VaRα(X1 + X2) − (VaRα(X1) + VaRα(X2)) 

η οποία δεν μπορεί να εξετασθεί πλήρως χρησιμοποιώντας ως μέτρο εξάρτησης το συντελε-
στή γραμμικής συσχέτισης. Αυτό το πρόβλημα του VaR αντιμετωπίζεται με τη συμβολή των 
γενικευμένων αντίστροφων αυξουσών συναρτήσεων και των συνδέσμων (copula).           

 

3.2.1.1 Γενικευμένες αντίστροφες και Value-at-Risk 

          Θεωρούμε ότι x, y∈Rn είναι σε διάταξη κατά συντεταγμένες (component order) στο Rn, 
(συμβ. x ≤ y) αν  xi ≤ yi  για i = 1,…,n, και μία πραγματική συνάρτηση στο Rn θα είναι αύξου-
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σα όταν είναι αύξουσα ως προς τη διάταξη κατά συντεταγμένες. Επίσης, R = (−∞,∞) και inf 
Ø = sup Ø  = −∞. 

          Ορισμός 2 : Έστω Φ:R→R μία αύξουσα συνάρτηση. Οι γενικευμένες αριστερές και δε-
ξιές συνεχείς αντίστροφες είναι οι συναρτήσεις  

Φ−1(y) = inf{x∈R: Φ(x) ≥ y}  και  Φ^(y) = sup{x∈R: Φ(x) ≤ y}. 

Λήμμα  3 (ιδιότητες των γενικευμένων αντίστροφων):  
(1) Οι Φ−1 και Φ^ είναι αύξουσες συναρτήσεις.  
(2) Οι Φ−1 και Φ^ είναι αριστερά και δεξιά, αντίστοιχα, συνεχείς συναρτήσεις στο R. 

(3) Αν η Φ είναι δεξιά συνεχής και Φ−1(y) > −∞, τότε Φ(x) ≥ y ⇔ x ≥ Φ−1(y). 

(4) Αν η Φ είναι αριστερά συνεχής και Φ^(y) > −∞, τότε Φ(x) ≤ y ⇔ x ≤ Φ^(y). 

 

3.2.1.2 Δομές εξάρτησης και σύνδεσμοι  

          Όπως έχουμε ήδη εξετάσει σε προηγούμενη παράγραφο, ένας n-διάστατος σύνδεσμος 
(copula) είναι μία n-διάστατη συνάρτηση κατανομής στο [0,1]n με περιθώριες κατανομές στο 
(0,1). 

          Ορισμός  4 : Έστω (U1,…,Un) ένα n-διάστατο τυχαίο διάνυσμα με ομοιόμορφες περιθώ-
ριες (στο (0,1)) και C η συνάρτηση κατανομής του. Ο δυικός (dual) σύνδεσμος ορίζεται από τη 
σχέση  

( ) ]}{[,...,
1

1 U
n

i
iin

d uUPuuC
=

≤=  

και ο σύνδεσμος επιβίωσης (survival copula) C
)

 του C είναι η συνάρτηση κατανομής του τυ-
χαίου διανύσματος (1 − U1,…,1 − Un). 

          Όταν έχουμε τυχαίες μεταβλητές X1,…,Xn με από κοινού συνάρτηση κατανομής F, πε-
ριθώριες F1,…,Fn

 και σύνδεσμο C, από τον Ορισμό 4 εξάγονται οι ακόλουθες σχέσεις :  

( ) ( )( ) ]}{[,...,
1

11 U
n

i
iinn

d xXPxFxFC
=

≤=  

που είναι αύξουσα σε κάθε τιμή (σημείο) x1,…,xn και, επίσης,  

( ) ( )( ) ( )nnn xxFxFxFC ,...,,..., 111 =
)
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που είναι ανάλογη του θεωρήματος Sklar για συναρτήσεις επιβίωσης. Επιπλέον, γνωρίζουμε 

ότι για κάθε i-περιθώρια, η συνάρτηση επιβίωσης είναι )(1)( iiii xFxF −= , ενώ η από κοινού 

συνάρτηση επιβίωσης των X1,…,Xn δίνεται από τον τύπο F (x1,…, xn) = P(X1 > x1,…, Xn > xn). 

Ο δυικός σύνδεσμος Cd και ο σύνδεσμος επιβίωσης C
)

 συνδέονται με τη σχέση  

( ) ( )nn
d uuCuuC −−−= 1,...,11,..., 11

)
 

και διαπιστώνεται ότι το Cd δεν είναι σύνδεσμος, ενώ ο C
)

 είναι. 

          Όπως δείξαμε και προηγουμένως, κάθε σύνδεσμος C βρίσκεται εντός του κατώτερου 
και ανώτερου ορίου Frechet CL ≤ C ≤ CU  όπου  

CL(u1,…, un) = max{u1 +…+ un − n +1,0}  και  CU(u1,…, un) = min{u1,…, un}, 

με το CL να μην αποτελεί μία συνάρτηση κατανομής για n ≥ 3, εκτός αν πληρούνται κάποιες 
συνθήκες, και το CU  να συνιστά μία συνάρτηση κατανομής για κάθε n. 

          Κάθε σύνδεσμος αντιστοιχεί σε μία μορφή εξάρτησης. Το είδος ή ο βαθμός αυτής ποι-
κίλλει ανάλογα με την επιλογή του συνδέσμου επιφέροντας άλλοτε ασθενή και άλλοτε ισχυ-
ρή εξάρτηση. Επομένως, η σύγκριση των εξαρτήσεων (η επικινδυνότητα της κάθε εξάρτη-
σης) μπορεί να πραγματοποιηθεί διαμέσου της σύγκρισης των αντίστοιχων συνδέσμων. Η 
σύγκριση των συνδέσμων γίνεται κατά σημείο (pointwise), όπως στις συναρτήσεις, αφού κά-
θε σύνδεσμος αποτελεί μία συνάρτηση κατανομής. Αν δύο κατανομές διατάσσονται ως προς 
κάποια συγκεκριμένη μερική διάταξη, η εξάρτηση μεταξύ των περιθωρίων της μεγαλύτερης, 
ως προς τη διάταξη, κατανομής θα θεωρείται περισσότερο επικίνδυνη από την εξάρτηση που 
υπάρχει μεταξύ των περιθωρίων της μικρότερης.  

          Στην παραπάνω σύγκριση συμβάλλουν τα όρια Frechet καθώς φράσσουν τους συνδέ-
σμους και τους περιορίζουν σε συγκεκριμένες τιμές. Έτσι κάθε σύνδεσμος βρίσκεται εντός 
των ορίων Frechet. Το ανώτερο όριο Frechet, CU, αντιστοιχεί στην πιο επικίνδυνη πιθανή ε-
ξάρτηση (στοχαστική διάταξη) σχετικά με αρκετές μερικές διατάξεις κατανομών, όπως είναι 
η κατώτερη διάταξη orthant και η supermodular διάταξη. Επιπρόσθετα, ξέρουμε, ήδη, ότι ένα 
τυχαίο διάνυσμα που έχει συνάρτηση κατανομής το ανώτερο όριο Frechet, F+, ονομάζεται 
συμμονότονο και ενέχει θετική εξάρτηση των μεταβλητών του. Παρόμοια, για τυχαίες μετα-
βλητές X1,…,Xn που έχουν εξάρτηση της μορφής CU, η έννοια της συμμονοτονίας θα συνεχί-
ζει να είναι αληθής και θα έχουμε ότι 

(X1,…,Xn) = (f1(Z),…,fn(Z)) κατά κατανομή, 

όπου f1,…,fn:R→R  αύξουσες συναρτήσεις και Ζ μία τυχαία μεταβλητή.  
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          Στο Δεύτερο Κεφάλαιο παρουσιάστηκαν εκτενώς οι διατάξεις orthant, όπως επίσης, και 
τα σχέδια εξάρτησης PLOD, PUOD, POD, που έπονται από ισχυρότερα σχέδια εξάρτησης, 
όπως είναι η συνάφεια, η CIS και η  supermodular εξάρτηση. Όταν στις τυχαίες μεταβλητές 
X1, …, Xn αντιστοιχεί ο σύνδεσμος C που ικανοποιεί τη σχέση C ≥ CI , με CI = u1…un να απο-
τελεί το σύνδεσμο των ανεξάρτητων αντιγραφών των X1,…,Xn, οι τυχαίες μεταβλητές X1, …, 
Xn είναι θετικά κάτω εξαρτημένες orthant (PLOD).  

          Αξίζει να σημειωθεί ότι όλα οι σύνδεσμοι C(u1,…,un) δεν αποδίδουν το ίδιο «βάρος» 
εξάρτησης σε κάθε ένα u1,…,un, αφού διάφοροι σύνδεσμοι περιέχουν παραμέτρους που ρυθ-
μίζουν ή ελέγχουν τη διανομή της εξάρτησης για κάθε u1,…, un. Δύο τέτοια παραδείγματα 
αποτελούν οι Clayton και Gumbel σύνδεσμοι, που ορίζονται ως εξής:  

( ) ( ) ( )
⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
−−=⎟

⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
+−= ∑∑

=

−

=

−
β

β
β

α
αα

n

i
in

Gu
n

i
in

Cl uuuCnuuuC
1

1

1
,

1

1
1

, logexp,...,,1,...,  

με 0 < α <∞ και 0 < β ≤ 1. Αυτοί οι σύνδεσμοι αυξάνουν σε κατώτερη διάταξη orthant καθώς 
οι παράμετροι α και β αυξάνουν. Όταν οι παράμετροι κινούνται στα όρια των διαστημάτων 
τους, μπορούμε να έχουμε οριακή ανεξαρτησία και συμμονοτονία. 

          

3.2.2 Φράγματα κατανομής 

          Θα προσπαθήσουμε να φράξουμε το VaR της κοινής θέσης ψ(X1,…,Xn), όπου ψ είναι 
κάποια συνάρτηση. Έστω ότι οι τυχαίες μεταβλητές X1,…,Xn αναπαριστούν κινδύνους. Το 
VaRα(ψ(X1,…,Xn)) είναι το α-ποσοστιαίο σημείο της από κοινού συνάρτησης κατανομής της 
ψ(X1,…,Xn). Αν ο σύνδεσμος (copula) των κινδύνων X1,…,Xn είναι γνωστός, η εύρεση του 
VaRα(ψ(X1,…,Xn)) μετατρέπεται απλώς σε ένα υπολογιστικό πρόβλημα. Επειδή, όμως, συνή-
θως δεν συμβαίνει αυτό, προσπαθούμε να βρούμε όρια μεταξύ των οποίων κυμαίνεται το 
VaR ή, ισοδύναμα, όρια για τη συνάρτηση κατανομής της ψ(X1,…,Xn). Για παράδειγμα, όταν 
η ψ(X1,…,Xn) ορίζεται από τον τύπο  

ψ(X1,…,Xn) = X1 +…+ Xn, 

προσπαθούμε να προσδιορίσουμε το VaR της κοινής θέσης X1 +…+ Xn. 

          Για μία αύξουσα συνάρτηση ψ:Rn→R  και 1 ≤ i1 <… < ik  ≤ n, συμβολίζουμε με 

kii xx ,...,1
ψ την συνάρτηση ψ, όταν οι i1 ,… ,ik μεταβλητές κρατούνται σταθερές και παίρνουν τις 
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τιμές 
kii xx ,...,

1
. Επίσης, διαθέτουμε ένα δοσμένο σύνδεσμο C, τις περιθώριες F1, …, Fn

 και 

ορίζουμε  

 ( )( ) ( )))((),(),...,(sup,...,
11

11

,...,1111
,...,

1, sFxFxFCsFFr
n

n

xxnnn
Rxx

nC
∧

−−
∈

−
−

= ψψ , 

( )( ) ( ) ( )( )
{ }
∫
≤

=
s

nnnC xFxFdCsFF
ψ

ψσ ,...,,..., 111, , 

( )( ) ( )))((),(),...,(inf,...,
11

11
,...,1111,...,1, sFxFxFCsFF

n
n

xxnnn
d

RxxnC
∧

−−∈ −
−

= ψρ ψ . 

          Για το τυχαίο διάνυσμα X = (X1,…,Xn), που έχει σύνδεσμο C και περιθώριες κατανομές 
F1, …, Fn,  παρατηρούμε ότι ισχύει  

( ) ( )nXXnC FFF ,...,1, 1
,..., ψψσ = , 

δηλαδή, το σC,ψ είναι η συνάρτηση κατανομής της ψ(X1,…,Xn). Τα rC,ψ και  ρC,ψ αποδεικνύεται 
ότι αποτελούν συναρτήσεις κατανομής. Άρα τα rC,ψ, σC,ψ, ρC,ψ  μπορούν να θεωρηθούν ως τε-
λεστές από το σύνολο Dn στο D, με D να είναι το σύνολο των μονοδιάστατων συναρτήσεων 
κατανομής. 

          Θεώρημα  6 : (Embrehts et al. (2003)) Έστω ότι το τ.δ. (X1,…,Xn) έχει περιθώριες F1, 
…, Fn

 και ψ:Rn→R  μία αύξουσα και αριστερά συνεχής συνάρτηση ως προς την τελευταία συ-
ντεταγμένη xn. Αν ένας σύνδεσμος C για το τυχαίο διάνυσμα (X1,…,Xn) ικανοποιεί τις σχέσεις C 
≥ C0   και  Cd  ≥ C1

d, για δεδομένους συνδέσμους C0 και C1, τότε 

( ) ( ) ( )nCnCnC FFFFFFr ,...,,...,,..., 1,1,1, 10 ψψψ ρσ ≤≤ . 

          Η ανισότητα που προκύπτει από το παραπάνω θεώρημα είναι σημαντική, γιατί ξέρουμε 
ότι το VaR της θέσης ψ(X1,…,Xn) είναι το α-ποσοστιαίο σημείο της συνάρτησης κατανομής 
της ψ(X1,…,Xn) και το σC,ψ είναι η συνάρτηση κατανομής της ψ(X1,…,Xn). Κατά συνέπεια η 
ανισότητα μετατρέπεται στην ακόλουθη 

( ) ( )αρ ψ
1

1, ,...,
1

−
nC FF  ≤  VaRα(ψ(X1,…,Xn))  ≤  ( ) ( )αψ

1
1, ,...,

0

−
nC FFr . 

          Κατ’ αυτόν τον τρόπο φράσσουμε το VaR της κοινής θέσης ψ(X1,…,Xn) και επιζητούμε 
την ποιότητα των ορίων, δηλαδή, αν το διάστημα εντός του οποίου βρίσκεται το VaR είναι 
πλατύ ή στενό προκειμένου να εξάγουμε ασφαλή συμπεράσματα. Με το ακόλουθο θεώρημα 
αποδεικνύεται ότι αυτά τα όρια είναι τα καλύτερα δυνατά. 

          Θεώρημα  7 : (Embrehts et al. (2003)) Έστω ότι η υπόθεση του Θεωρήματος 6 ικανο-
ποιείται και για σταθερό s∈R θεωρούμε ότι  
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( )( ) ( )( ) βρα ψψ ≡≤≡ sFFsFFr nCnC ,...,,..., 1,1, 10
. 

Τότε υπάρχουν σύνδεσμοι Cα και Cβ έτσι ώστε  

( )( ) ασ
ψα =sFF nC ,...,1,   και  ( )( ) βσ

ψβ =sFF nC ,...,1, . 

          Αν και το σC,ψ είναι η συνάρτηση κατανομής της ψ(X1,…,Xn), δεν ισχύει κάτι ανάλογο 

και για τα ψψ ρ ,, 10
, CCr . Πιο απλά, υποθέτοντας ένα χαρτοφυλάκιο ψ(Y1,…,Yn) δεν μπορούμε να 

ισχυριστούμε ότι  

( ) ( )nYYnC FFFr ,...,1, 10
,..., ψψ =   και  ( ) ( )nYYnC FFF ,...,1, 11

,..., ψψρ =  

και συμπεραίνουμε ότι δεν αποτελούν συναρτήσεις κατανομής της ψ(Y1,…,Yn). Μάλιστα, για 
n = 2, με χαρτοφυλάκιο της μορφής ψ(x1, x2) = x1 + x2 και κάτω από τους περιορισμούς C0, C1 
≠ CU, έχει αποδειχθεί ότι δεν υπάρχει συνάρτηση  f  τέτοια ώστε  

( ) ( )210 ,21, , XXfC FFFr =ψ   και  ( ) ( )211 ,21, , XXfC FFF =ψρ . 

          Τα δύο προηγούμενα θεωρήματα διατυπώθηκαν υπό τις παραδοχές C ≥ C0 και  Cd ≥ 
C1

d. Γενικά, οι ανισοτικές σχέσεις C ≥ C0 και Cd  ≥ C1
d αναπαριστούν τη μερική πληροφόρη-

ση που έχουμε στη διάθεσή μας για την εξάρτηση των X1,…,Xn ή, ισοδύναμα, προσδιορίζουν 
διάφορες υποθέσεις εξάρτησης για τις X1,…,Xn. Εξάλλου, όσο πιο αυστηρά ορίζονται οι πα-
ραδοχές τόσο περισσότερο στενεύει το διάστημα εντός του οποίου κυμαίνεται το VaR. Με 
άλλα λόγια, όσο αυξάνεται η πληροφόρηση για την εξάρτηση των κινδύνων X1,…,Xn τόσο 
εξάγουμε ασφαλέστερα συμπεράσματα για το μέτρο κινδύνου VaR. Όταν οι κίνδυνοι 
X1,…,Xn είναι εξαρτημένοι, το VaR αποτιμάται μεταξύ των ορίων που αναπτύξαμε. Αντιθέ-
τως, για ανεξάρτητους ή συμμονότονους κινδύνους το VaR μπορεί να υπολογισθεί ακριβώς 
και να έχουμε μία συγκεκριμένη τιμή του. Για συμμονότονους κινδύνους έχουμε την ακόλου-
θη πρόταση. 

          Πρόταση  8 : Έστω ψ:Rn→R  αύξουσα και αριστερά συνεχής συνάρτηση σε κάθε τιμή 
(σημείο), 0 ≤ α ≤ 1, και X1,…,Xn είναι συμμονότονα. Τότε  

VaRα(ψ(X1,…,Xn)) = ψ(VaRα(X1),…,VaRα(Xn)). 

          Απόδειξη : Έστω Ζ μία πραγματική τυχαία μεταβλητή που έχει εύρος Im(Ζ) και μία 
συνάρτηση φ :Im(Ζ) ⊂R→R  που είναι αύξουσα και αριστερά συνεχής. Για μία σταθερά α, 
με 0 ≤ α ≤ 1, υποθέτουμε ότι το VaR της τυχαίας μεταβλητής Ζ είναι πεπερασμένο, δηλαδή, 
VaRα(Ζ) < ∞. Η Ζ υποτίθεται ότι περιγράφει ένα κίνδυνο και απαρτίζει το χαρτοφυλάκιο 
φ(Ζ). Τότε η συνάρτηση κατανομής της θέσης φ(Ζ) θα είναι Fφ(Ζ) = P(φ(Ζ) ≤ t) για κάθε 
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πραγματικό t. Επειδή, όμως, η φ είναι αύξουσα και αριστερά συνεχής, σύμφωνα με τις γενι-
κευμένες αντίστροφες έχουμε  

Fφ(Ζ) = P(φ(Ζ) ≤ t) = P(Ζ ≤ φ^(t) ) = FΖ(φ^(t)) 

και VaRα(φ(Ζ)) = ( )( )αϕ
1−
ZF  λόγω της σχέσης VaRα(X) = FX

−1(α). Συνεπώς, από τις γενικευμέ-

νες αντίστροφες έπεται ότι  

        VaRα(φ(Ζ)) = ( )( )αϕ
1−
ZF  = inf{t∈R:Fφ(Ζ)(t) ≥ α} = inf{t∈R:FΖ(φ^ (t)) ≥ α} 

     = inf{t∈R: φ^ (t) ≥ FZ
−1(α)} =  inf{t∈R:t ≥ φ(FZ

−1(α))}  

  = φ(FZ
−1(α)) = φ(VaRα(Z)). 

Έστω ότι έχουμε ένα χαρτοφυλάκιο της μορφής ψ(X1,…,Xn) με F1,…,Fn τις συναρτήσεις κα-
τανομής των κινδύνων X1,…,Xn. Επίσης, σημειώνουμε ότι οι Xi είναι συμμονότονες τυχαίες 
μεταβλητές. Θεωρούμε την αριστερά συνεχή και αύξουσα συνάρτηση φ, η οποία για 0 ≤ α ≤ 
1 δίνεται από τον τύπο  

φ(α) = ψ(F1
−1(α),…, Fn

−1(α)). 

Αν U  είναι μία αυθαίρετη τ. μεταβλητή που κατανέμεται ομοιόμορφα στο (0,1), τότε 

     VaRα(ψ(X1,…,Xn)) = VaRα(ψ(F1
−1(U),…, Fn

−1(U)) = VaRα(φ(U)) 

= φ(VaRα(U)) = φ(FU
−1(α)) = φ(α) 

γιατί γνωρίζουμε ότι αν X1,…,Xn συμμονότονες, τότε 

(X1,…,Xn) = (F1
−1(U),…, Fn

−1(U)) 

και επιπρόσθετα, FU
−1(α) = α. Λαμβάνοντας υπόψη ότι  

φ(α) = (F1
−1(α),…, Fn

−1(α)) = ψ(VaRα(X1),…, VaRα(Xn)) 

τελικώς, προκύπτει  

VaRα(ψ(X1,…,Xn)) = ψ(VaRα(X1),…, VaRα(Xn)). ■ 

          Από την παραπάνω πρόταση παρατηρούμε ότι το VaR ενός χαρτοφυλακίου ψ(X1,…,Xn) 
μπορεί να εκφρασθεί ως μία συνάρτηση της αύξουσας, αριστερά συνεχούς συνάρτησης ψ, η 
οποία είναι συνάρτηση των επιμέρους VaR των διαφόρων τύπων κινδύνων X1,…,Xn. Φυσικά, 
το τελευταίο προϋποθέτει ότι οι κίνδυνοι είναι συμμονότονοι. 

          Όταν οι X1,…,Xn είναι ανεξάρτητες τυχαίες μεταβλητές, έχουμε ότι  

( )( ) ( )( ) ( ) ( )( )∫ ≤=≤= − sXXPtdFsXXPsF ntnnnXX nn 111,..., ,...,,...,
1

ψψψ  
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                      = ( ) ( ) ( ) ( )( )∫∫ ∫ ∧
−− sFtdFtdFtdF

nttnnnn ,...,12211 2
... ψ  

και μπορούμε, κατ’ αυτόν τον τρόπο, να υπολογίσουμε επακριβώς το VaR διαμέσου επανα-
λαμβανόμενων δεσμεύσεων. 

          Εφ’ όσον, όμως, οι κίνδυνοι δεν συνιστούν μία από τις δύο προηγούμενες ειδικές περι-
πτώσεις και είναι απλώς εξαρτημένοι, το VaR της θέσης ψ(X1,…,Xn) φράσσεται από τις  

( ) ( )αρ ψ
1

1, ,...,
1

−
nC FF   και  ( ) ( )αψ

1
1, ,...,

0

−
nC FFr , 

όπως είδαμε στο Θεώρημα 6. Αλλά, τα ( )nC FF ,...,1,1 ψ
ρ  και ( )nC FFr ,...,1,0 ψ

 ορίζονται ως in-

fimum και supremum, αντίστοιχα, σε όλο το μη φραγμένο σύνολο Rn−1 και γι’ αυτό ο ακρι-
βής υπολογισμός τους (και των αντιστροφών τους) δεν είναι δυνατός. Αφού, λοιπόν, αυτές οι 
ποσότητες δεν μπορούν να αποδοθούν σε μία κλειστή μορφή, πρέπει να προσεγγισθούν και 
για ευκολία τις αντικαθιστούμε με τις Fmin και Fmax, αντίστοιχα. Στο σημείο αυτό αξίζει να 
τονιστεί ότι αν το χαρτοφυλάκιο είναι ψ(X1,…,Xn) = X1 +…+Xn και οι συναρτήσεις κατανο-
μής Fi των Xi, για i = 1,…,n, είναι όλες του ίδιου τύπου (π.χ. εκθετικές, Pareto, Weibull ή ο-
μοιόμορφη), τα όρια Fmin και Fmax  μπορούν να υπολογισθούν αριθμητικά. 

          Μία πρώτη μέθοδος προσέγγισης των Fmin και Fmax μας παρέχεται μέσω του θεωρήμα-
τος συμβατότητας. 

          Θεώρημα  9 : Έστω  − ∞ ≤ α < b ≤ ∞  και ψ:[α , b]n →[α , b] μία αύξουσα, συνεχής συ-
νάρτηση με εύρος [α, b]. Για έναν σύνδεσμο C, περιθώριες F1,…,Fn

  και κάθε 0 ≤ α < 1 θα έ-
χουμε ότι :  

( )
( )

( ) ( )( ) ( )
( )

( ) ( )( )nn
uuC

nnuuC
uFuFFuFuFF

n
dn

1
1

1
1

,...,

1
max

1
1

1
1,...,

1
min ,...,sup,,...,inf

1110

−−

=

−−−

=

− == ψαψα
αα

 

          Ο πρακτικός υπολογισμός των ορίων Fmin
−1

 και Fmax
−1 πραγματοποιείται αν διακριτο-

ποιήσουμε κατάλληλα τα σύνολα {C0 = α} καi {C1
d = α} και τα ελαχιστοποιήσουμε ή μεγι-

στοποιήσουμε, αντίστοιχα. Είναι γεγονός όμως ότι αυτός ο πρακτικός υπολογισμός ενέχει 
δυσκολίες, αφού η εύρεση των ορίων αυτών δεν είναι εύκολη όσο αυξάνει ο αριθμός των δι-
αστάσεων n αυξάνοντας, ταυτόχρονα, τον υπολογιστικό χρόνο εκθετικά. Επιπλέον, η άγνω-
στη επίδραση της αύξησης των βημάτων διακριτοποίησης αποτελεί ένα ακόμη μειονέκτημα. 
Βέβαια, υπάρχουν και άλλοι τρόποι υπολογισμού, όπως αυτός που πραγματοποιείται βάσει 
της θεωρίας του ημιορισμένου προγραμματισμού (Semidefinite Programming SPD).  
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 4 

 
ΑΝΑΛΟΓΙΣΤΙΚΕΣ ΕΦΑΡΜΟΓΕΣ 

4.1 Διάταξη αποκοπής ζημίας (stop-loss order) για χαρτοφυλάκια εξαρτη-
μένων κινδύνων και όρια για τις συνολικές απαιτήσεις των εξαρτημένων 
κινδύνων 

Στο πρώτο κεφάλαιο κατά την παρουσίαση της κυρτής διάταξης ασχοληθήκαμε με 
την συνάρτηση  

πX(t) = Ε(Χ − t)+ = ( )∫
∞

t X dzzF , 

η οποία ονομάζεται ολοκληρωμένη συνάρτηση επιβίωσης ή μετασχηματισμός stop-loss. Αν η 
τυχαία μεταβλητή Χ περιγράφει έναν αναλογιστικό κίνδυνο (συνήθως τότε την συμβολίζουμε 
με S), o μετασχηματισμός stop-loss του κινδύνου S, 

πS(t) = Ε(S − t)+ = ( )dxxF
t S∫
∞

, 

καλείται καθαρό ασφάλιστρο (net premium) στο πεδίο των ασφαλίσεων και είναι το αναμε-
νόμενο κόστος του αντασφαλιστή. Όταν ο ασφαλιστής δεν θέλει ή δεν μπορεί να αναλάβει 
ολόκληρο τον κίνδυνο, έστω S, κρατάει ένα μέρος αυτού, το οποίο καλείται διατήρηση (re-
tention) και το υπόλοιπο το μεταβιβάζει στον αντασφαλιστή. Αν το ποσό της διατήρησης t 
είναι σταθερό, το συμβόλαιο, που συνάπτεται μεταξύ ασφαλιστή και αντασφαλιστή, ονομά-
ζεται stop-loss συμβόλαιο. Στην περίπτωση που ο κίνδυνος S είναι μικρότερος από την δια-
τήρηση t, ο ασφαλιστής αναλαμβάνει ολόκληρη την ευθύνη, ενώ όταν S > t ο αντασφαλιστής 
αναλαμβάνει την ποσότητα S − t και ο ασφαλιστής την διατήρηση t.  

Όσα θα αναπτύξουμε σε αυτό το κεφάλαιο προέρχονται από το βιβλίο των Muller and 
Stoyan (2002), καθώς, επίσης και από την εργασία του Muller (1997).  

Στην σύγκριση αναλογιστικών κινδύνων σημαντικό ρόλο διαδραματίζει η διάταξη 
stop-loss, που δεν είναι άλλη από την αύξουσα κυρτή διάταξη ≤icx των Kεφαλαίων 1 και 2. 
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Ορισμός 1: Αν S και S΄ είναι δύο κίνδυνοι, τότε ο S προηγείται του S΄ ως προς τη stop-

loss διάταξη και γράφουμε S ≤sl S΄, αν  

πS (t) ≤ πS΄(t) 

για όλα τα πραγματικά t.  

 Από τον ορισμό συμπεραίνουμε ότι ο κίνδυνος S΄ είναι πιο επικίνδυνος από τον κίν-
δυνο S επειδή επιφέρει υψηλότερο καθαρό ασφάλιστρο για κάθε διατήρηση t, δηλαδή, χωρίς 
εξάρτηση από το ποσό της διατήρησης. 

Στο ατομικό μοντέλο της θεωρίας κινδύνου το συνολικό ποσό των απαιτήσεων εντός 
μίας περιόδου για ένα χαρτοφυλάκιο n πολιτικών δίνεται από την σχέση  

S =∑
=

n

i
iX

1
, 

όπου Xi είναι μία μη αρνητική τυχαία μεταβλητή, που περιγράφει τις συνολικές απαιτήσεις 
που ανακύπτουν από την πολιτική i και i =1,2,…,n. Συχνά οι κίνδυνοι Xi θεωρούνται (για ευ-
κολία) ανεξάρτητοι και η από κοινού κατανομή των Xi μπορεί να εκφρασθεί διαμέσου των 
περιθωρίων κατανομών. Αυτό, όμως, μπορεί να οδηγήσει σε σφάλματα κατά την εξαγωγή 
συμπερασμάτων, ιδιαίτερα, σε περιπτώσεις καταστροφικών κινδύνων (τυφώνες, πλημμύρες, 
σεισμοί), αφού τότε υπάρχει ισχυρή εξάρτηση μεταξύ των ατομικών κινδύνων Xi ακόμα και 
όταν υποθέτουμε μικρή συσχέτιση μεταξύ αυτών. Επομένως, το ενδιαφέρον επικεντρώνεται 
στη δομή εξάρτησης του τυχαίου διανύσματος X = (X1,…,Xn) και στην περαιτέρω μελέτη 
στοχαστικών διατάξεων μεταξύ ενός τυχαίου διανύσματος Χ = (X1,…,Xn) και ενός Χ΄ = 
(Χ1

΄,…,Χn
΄) έτσι ώστε από οποιαδήποτε σχέση Χ ≤ Χ΄ να έπεται ότι 

∑ ∑
= =

′≤
n

i

n

i
ii XX

1 1
.  

Οι πολυμεταβλητές εκδοχές της συνήθους στοχαστικής και της αύξουσας κυρτής διάταξης 
ενέχουν την παραπάνω ιδιότητα, αλλά πιο ενδιαφέρουσες είναι οι διατάξεις εξάρτησης που 
είδαμε στο Δεύτερο Κεφάλαιο, όπως η supermodular διάταξη (Muller (1997)). 

Θεώρημα 2 : Έστω Χ = (X1,…,Xn) και Χ΄ = (Χ1΄,…,Χn΄) τυχαία διανύσματα και ισχύει 
Χ ≤sm Χ΄. Τότε 

S = ∑
=

n

i
iX

1

 ≤sl S΄ = ∑
=

′
n

i
iX

1

. 
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Απόδειξη : Από τον ορισμό της αύξουσας κυρτής διάταξης γνωρίζουμε ότι S ≤sl S΄ αν 
και μόνο αν Εf(S) ≤ Εf(S΄) για όλες τις αύξουσες κυρτές συναρτήσεις f, αφού η διάταξη stop-
loss είναι η αύξουσα κυρτή διάταξη. Αρκεί να δείξουμε ότι για μία τέτοια συνάρτηση f, η συ-
νάρτηση  

g(x) = f(x1 +…+ xn) 

είναι supermodular. Εξ’ ορισμού, η g είναι supermodular αν και μόνο αν  

f( t + ε + δ) + f( t) ≥ f(t + ε) + f( t + δ) 

για όλα τα πραγματικά t και όλα τα ε, δ > 0, το οποίο είναι αληθές λόγω της κυρτότητας της f. 
■ 

Σύμφωνα με το παραπάνω θεώρημα ένα χαρτοφυλάκιο που απαρτίζεται από θετικά 
supermodular εξαρτημένους κινδύνους (όπως είδαμε στο Κεφάλαιο 2) είναι πιο επικίνδυνο 
από ένα χαρτοφυλάκιο ανεξάρτητων κινδύνων με τις ίδιες περιθώριες κατανομές.  

Παρόμοια με την supermodular διάταξη προκύπτουν ανάλογα αποτελέσματα και για 
τις συναφείς τυχαίες μεταβλητές (associated). 

Θεώρημα 3 : Έστω Χ = (X1,…,Xn) και Χ΄ = (Χ1
΄,…,Χn

΄) τυχαία διανύσματα με τις ίδιες 
περιθώριες κατανομές και υποθέτουμε ότι τα στοιχεία του Χ είναι ανεξάρτητα, ενώ του Χ΄ είναι 
συναφή. Τότε  

∑ ∑
= =

≤
n

i

n

i

΄
isli XX

1 1
. 

Η απόδειξη του Θεωρήματος 3 (Denuit, Dhaene and Ribas 2001) βασίζεται στο γεγο-
νός ότι η f είναι αύξουσα και κυρτή. Συνεπώς, τα συμπεράσματα, που εξάγονται από αυτό, θα 
ισχύουν για κάθε στοχαστική διάταξη (ολοκληρωτική) της οποίας ο γεννήτορας περιέχει συ-
ναρτήσεις των x1+…+xn της μορφής f(x1+…+xn), με f αύξουσα και κυρτή. Τέτοιες διατάξεις 
είναι οι ≤idcx και ≤iplcx, που είναι ασθενέστερες της supermodular.  

Οι ιδιότητες της supermodular διάταξης, τις οποίες αναπτύξαμε στο Κεφάλαιο 2, την 
καθιστούν σημαντική στις εφαρμογές της αναλογιστικής επιστήμης. Σύμφωνα με μία από αυ-
τές, η supermodular διάταξη παραμένει αναλλοίωτη κατά αύξοντες μετασχηματισμούς των 
περιθωρίων. Αρκετές φορές ο ασφαλιστής πληρώνει ως αποζημίωση ένα ποσό της μορφής 
φi(Χi), όπου φi είναι αύξουσα συνάρτηση με 0 ≤ φi(x) ≤ x. Για παράδειγμα φi(x) = min{(x − d)+ 

, M}, όπου Μ είναι η μέγιστη πληρωμή και d το αφαιρετέο ποσό. Στην περίπτωση αυτή, η 
απώλεια της ασφαλιστικής εταιρείας θα είναι  
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S = ( )∑
=

n

i
ii X

1

ϕ  

(και όχι S =∑Xi) και υπό την αναφερόμενη ιδιότητα της supermodular διάταξης θα συνεχίζει 

να παραμένει αληθές ότι Χ ≤sm Χ΄ ⇒ S ≤sl S΄ (κάτι που δεν θα ισχύει για τις διατάξεις ≤idcx και 
≤iplcx).  

Με τη βοήθεια μίας άλλης ιδιότητας της supermodular διάταξης είμαστε σε θέση να 
βρούμε ένα ανώτερο όριο για το καθαρό ασφάλιστρο ενός συμβολαίου stop-loss αντασφάλι-
σης διαμέσου του Frechet ανώτερου ορίου όταν γνωρίζουμε τις κατανομές των ατομικών κιν-
δύνων. Σύμφωνα με αυτήν, υπάρχει ένα μέγιστο στοιχείο ως προς τη supermodular διάταξη 
εντός μίας Frechet κλάσης Γ(F1,…,Fn), δηλαδή, εντός του συνόλου όλων των κατανομών με 
σταθερές περιθώριες F1,…,Fn, το οποίο ονομάζεται ανώτερο όριο Frechet και δίνεται από τη 
σχέση  

F(x) = miniFi(xi). 
Εκτός από το ανώτερο όριο, γνωρίζουμε και το κατώτερο όριο Frechet, το οποίο δίνεται από 
τη σχέση  

F−(x) = max{0 , ( ) ( )1
1

−−∑
=

nxF
n

i
ii } 

και σύμφωνα με γνωστό θεώρημα της supermodular διάταξης (βλ. Κεφάλαιο 2) αποτελεί το 
ελάχιστο στοιχείο εντός μίας Frechet κλάσης Γ(F1,…,Fn), αρκεί το κατώτερο όριο να μπορεί 
να θεωρηθεί ως συνάρτηση κατανομής. Το τελευταίο συμβαίνει στην περίπτωση των αμοι-
βαία αποκλειόμενων κινδύνων οι οποίοι ικανοποιούν τις συνθήκες του Θεωρήματος 2 στην 
εισαγωγή του Δευτέρου Κεφαλαίου. O επόμενος ορισμός έχει δοθεί από τους Dhaene and 
Denuit (1999). 

 Ορισμός 4 : Το διάνυσμα μη αρνητικών κινδύνων Χ = (X1,…,Xn) ονομάζεται αμοιβαία 
αποκλειόμενο αν P(Xi > 0, Xj > 0) = 0 για όλα τα 1 ≤ i < j ≤ n. 

 Ως εκ τούτου συμπεραίνουμε ότι αν ένας από τους κινδύνους X1,…,Xn είναι θετικός, 
οι υπόλοιποι πρέπει να είναι μηδέν, δηλαδή,  

( ) 10
1

≤>∑
=

i

n

i
XP     ή ισοδύναμα,    ( ) 10

1
−≥=∑
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 Πόρισμα 5 : Έστω Χ = (X1,…,Xn) ένα διάνυσμα αμοιβαία αποκλειόμενων κινδύνων 
και Χ΄ = (Χ1

΄,…,Χn
΄) ένα διάνυσμα κινδύνων με τις ίδιες περιθώριες κατανομές F1,…,Fn. Τότε  
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 Θεώρημα 6 : Έστω Χ = (X1,…,Xn), όπου n ≥ 3, με κατανομή το κατώτερο όριο 
Frechet. Τότε η συνάρτηση κατανομής του S = Χ1 + Χ2 + … +Χn δίνεται είτε (α) από την σχέση  

( ) ( )ξξ −+=∑
=

i

n

i
iS tFtF

1
 

αν η πρώτη συνθήκη του Θεωρήματος 2 της εισαγωγής του Δευτέρου Κεφαλαίου ικανοποιείται 
με ξi, 1 ≤ i ≤ n, να είναι το μέγιστο του στηρίγματος της Xi, και ξ = ξ1 + … + ξn, είτε (β) από την 
σχέση  

( ) ( ( ) )ξξ −+−−= ∑
=

i

n

i
iS tFtF

1
11  

αν η δεύτερη συνθήκη του Θεωρήματος 2 της εισαγωγής του δευτέρου κεφαλαίου ικανοποιείται 
με ξi, 1 ≤ i ≤ n, να είναι το ελάχιστο του στηρίγματος της Xi και ξ = ξ1 + … + ξn.  

            Αν και γενικά το κατώτερο όριο Frechet δεν αποτελεί μία κατάλληλη συνάρτηση κα-
τανομής, αρκετές φορές καθίσταται δυνατός ο προσδιορισμός μίας δομής εξάρτησης με ελά-
χιστο κίνδυνο της συνολικής απαίτησης (με τη μέση τιμή της S). Αυτό συμβαίνει όταν υπάρ-
χει μία δομή εξάρτησης, όπου η συνολική απαίτηση S είναι σταθερή. Παρακάτω παρατίθε-
νται περιπτώσεις, όπου υπάρχει μία δομή εξάρτησης τέτοια ώστε η κατανομή της συνολικής 
απαίτησης να είναι σταθερή είτε για διακριτές είτε για συνεχείς κατανομές.  

 Θεώρημα 7 : Ας υποθέσουμε ότι για τις διακριτές τυχαίες μεταβλητές Χ1,…,Χn ισχύει 
ότι P(Xi = αj) = pj /n για j = 1,…,m για κάποια m, n ∈N, αj∈R και pj∈N0, j = 1,…,m. Τότε υ-
πάρχει ένα τυχαίο διάνυσμα Χ = (Χ1,…,Χn) με αυτές τις περιθώριες κατανομές τέτοιο ώστε  
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με πιθανότητα 1.  

 Απόδειξη : Έστω U μία τυχαία μεταβλητή που κατανέμεται ομοιόμορφα στο [0,1], F 
η συνάρτηση κατανομής της τυχαίας μεταβλητής Χ1 και F−1 η γενικευμένη αντίστροφη συ-
νάρτηση της Χ1. Υποθέτουμε ότι 

Xi = F−1(frac(U + ((i − 1) / n))) 
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για i = 1,…,n, όπου frac(u) = u − [u]. Επίσης, γνωρίζουμε ότι frac(u) = u για 0 ≤ u < 1 και 
frac(u) = u −1για 1 ≤ u < 2. Επομένως, η F−1 είναι σταθερή σε κάθε διάστημα [(i − 1)/n, i/n]. 
Άρα θα έχουμε  
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με πιθανότητα 1. ■ 

 Για συνεχείς κατανομές ισχύει το επόμενο θεώρημα το οποίο αποτελεί γενίκευση της 
περίπτωσης ενός σταθερού αθροίσματος n = 2 ισόνομων τυχαίων μεταβλητών. Όταν έχουμε 
συμμετρικές μονοκόρυφες κατανομές, μπορούμε να βρούμε τυχαίες μεταβλητές με την ίδια 
κατανομή και σταθερό άθροισμα (Ruschendorf and Uckelmann (2002)). 

 Θεώρημα 8 : Έστω ότι η κατανομή της τυχαίας μεταβλητής Χ1 είναι συμμετρική, δηλα-
δή, Χ1 − x0 =st x0 − Χ1, για κάποιο πραγματικό x0. Τότε για κάθε φυσικό n υπάρχει ένα διάνυσμα 
Χ = (Χ1,…,Χn) με ισόνομες τ.μ. Χ1,…,Χn έτσι ώστε  

S =∑
=

n

i
iX

2

1
= ΕS 

με πιθανότητα 1. 

 Απόδειξη : Θέτουμε X2κ−1 = Χ1 και X2κ = 2x0 − Χ1 για κ = 1,…,n. Επειδή η Χ1 είναι 
συμμετρική ως προς x0 και οι τυχαίες μεταβλητές Χ1,…,Χ2n εκφράζονται συναρτήσει των x0 
και Χ1, οι τ.μ. Χ1,…,Χ2n έχουν την ίδια κατανομή με την Χ1. Άρα  

S =∑
=

n

i
iX

2

1
= 2nx0 = ΕS 

με πιθανότητα 1καθώς X2κ−1 + X2κ = 2x0. ■ 

 Οι υποθέσεις του Θεωρήματος 7 παραμένουν αληθείς για κατανομές με μη φραγμένο 
στήριγμα, όπως είναι η κανονική κατανομή. Όμως υπάρχουν και περιπτώσεις στις οποίες δεν 
μπορεί να βρεθεί μία δομή εξάρτησης τέτοια ώστε η συνολική απαίτηση να είναι σταθερή με 
πιθανότητα 1. Αυτό συμβαίνει στην εκθετική κατανομή, όπου οι ατομικοί κίνδυνοι είναι μη 
αρνητικοί και μη φραγμένοι άνω. Με το παρακάτω θεώρημα δίνονται όρια για το στήριγμα 
της συνολικής απαίτησης S. Αυτά τα όρια είναι τα καλύτερα δυνατά όταν η κατανομή F έχει 
φραγμένο στήριγμα. Υπενθυμίζεται ότι  

ess sup S = sup{t : P(S > t) > 0} και ess inf S = inf{t : P(S < t) > 0} 

είναι τα ουσιώδη (essential) supremum και infimum της συνολικής απαίτησης S, αντίστοιχα. 
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 Θεώρημα 9 : Έστω F μία αυθαίρετη συνάρτηση κατανομής. Τότε υπάρχει ένα τυχαίο 
διάνυσμα Χ = (Χ1,…,Χn)∈Γ(F,…,F) (όλες οι περιθώριες έχουν την κατανομή F) ώστε τα ακό-
λουθα όρια να ισχύουν για το στήριγμα της S = Χ1 + Χ2 + … +Χn, 
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1  ≤ ES + (ess sup Χ1 − ess inf Χ1).  

 Απόδειξη : Έστω U μία τυχαία μεταβλητή που κατανέμεται ομοιόμορφα στο [0,1] και  

Xi = F−1(frac(U + ((i − 1) / n))) 

για i = 1,…,n. Αφού η S = Χ1 + Χ2 + … +Χn είναι συνάρτηση των Xi, διαπιστώνουμε ότι είναι 
συνάρτηση της U, έστω g(U). Η g(U) είναι περιοδική συνάρτηση με περίοδο 1/n (g(x + κ/n) = 
g(x) για κ = 1,2,…) και επειδή η F−1 είναι αύξουσα και η g θα είναι αύξουσα. Άρα θα έχουμε  
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Επειδή η F−1 είναι αύξουσα, τα αθροίσματα  
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μπορούν να θεωρηθούν ως κάτω και άνω αθροίσματα Riemann για τα αντίστοιχα ολοκληρώ-
ματα. Οπότε  
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γνωρίζοντας ότι ισχύει  

ΕΧ1 = ( )dxxF∫ −1

0

1  και ess inf Χ1 ≤ F−1 ≤ ess sup Χ1. 

Τα παραπάνω όρια συνεχίζουν να παραμένουν εν ισχύ για κάθε αυθαίρετο κ και μας δίνουν 
μία συνολική απαίτηση S με αρκετά μικρή μεταβλητότητα. ■ 
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4.2 Μοντέλα εξαρτημένων κινδύνων 

 Τα μοντέλα που παρατίθενται παρακάτω προέρχονται από το βιβλίο των Muller and 
Stoyan (2002) καθώς και από την εργασία των Bauerle and Muller (1998). 

 

4.2.1 Μοντέλο με τοπικά εξαρτημένους κινδύνους 

 Στο πρώτο μοντέλο θεωρούμε ότι το χαρτοφυλάκιο κινδύνου απαρτίζεται από διάφο-
ρες ομάδες και κάθε ομάδα ενέχει ισχυρή (θετική) εξάρτηση μεταξύ των μελών της, ενώ υ-
πάρχει μικρότερη εξάρτηση μεταξύ των μελών που ανήκουν σε διαφορετικές ομάδες. Στην 
πραγματικότητα αυτό το μοντέλο αντανακλά τη δράση καταστροφικών κινδύνων, όπως σει-
σμοί ή τυφώνες, όπου οι ομάδες προσδιορίζονται βάσει γεωγραφικών περιοχών. Για τα άτομα 
της ίδιας περιοχής υπάρχει δυνατή εξάρτηση ως προς τις αναμενόμενες απώλειες, ενώ για τα 
άτομα που διαμένουν σε διαφορετικές περιοχές η εξάρτηση είναι πάρα πολύ μικρή (υπάρχει 
σχεδόν ανεξαρτησία). Ο στόχος συνίσταται στη σύγκριση τέτοιων μοντέλων, που προσδιορί-
ζονται από χαρτοφυλάκια κινδύνων με θετικά εξαρτημένους ατομικούς κινδύνους, διαμέσου 
στοχαστικών διατάξεων. Το συγκεκριμένο μοντέλο έχει εισαχθεί από τον Tong (1989) και 
έχει εξεταστεί περαιτέρω από τον Bauerle (1997a). 

 Έστω Χ = (Χ1,…,Χn) ένα διάνυσμα που αποτελεί ένα χαρτοφυλάκιο ατομικών κινδύ-
νων Χ1,…,Χn και χωρίζουμε τους κινδύνους αυτούς σε r ομάδες, όπου r ≤ n, βάσει ενός n-
διάστατου διανύσματος κ = (κ1,…,κr ,0,…,0) υπό τους περιορισμούς  

κν∈N και ∑
=

r

1ν
νκ = n . 

Κάθε κίνδυνος Xi ανήκει στην ν ομάδα αν και μόνο αν κ1+…+κν −1 < i ≤ κ1+…+κν.  

Θα θεωρήσουμε ότι οι Χi επηρεάζονται (εξαρτώνται) από τρεις τυχαίες μεταβλητές: 
τις V, Gν και Zi που είναι ανεξάρτητες. Η τυχαία μεταβλητή V εκφράζει ένα καθολικό παρά-
γοντα κινδύνου για όλους τους κινδύνους του χαρτοφυλακίου. Η τυχαία μεταβλητή Gν συμ-
βολίζει έναν ειδικό παράγοντα κινδύνου που επηρεάζει μόνο τους κινδύνους της ομάδας ν με 
1 ≤ ν ≤ r και η τυχαία μεταβλητή Zi είναι ένας ατομικός παράγοντας κινδύνου που εκφράζει 
το μεμονωμένο μερίδιο του κινδύνου Xi. Για παράδειγμα, στην ιδιωτική ασφάλιση υγείας η V 
είναι η γενικότερη περιβαλλοντική κατάσταση, η Gν το επάγγελμα του κάθε ατόμου και η Zi 
είναι η κατάσταση της υγείας του. 
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 Ο i-ατομικός κίνδυνος Xi εκφράζεται συναρτήσει των τυχαίων μεταβλητών V, Gν και 
Zi, Xi = g(V, Gν, Zi), όταν ανήκει στην ν ομάδα. Επίσης, παρατηρούμε ότι η συνάρτηση 
g:R3→R είναι αύξουσα αφού όσο μεγαλύτερος γίνεται κάποιος από αυτούς τους τρεις παρά-
γοντες κινδύνου, τόσο αυξάνει και ο κίνδυνος του χαρτοφυλακίου. Κάτω από αυτή την εξάρ-
τηση μεταξύ των κινδύνων, το ενδιαφέρον έγκειται στην επίδραση που ασκείται από τα μεγέ-
θη των ομάδων στη συνολική απαίτηση του χαρτοφυλακίου, καθώς η θετική συσχέτιση μετα-
ξύ των κινδύνων του χαρτοφυλακίου αυξάνει το πληρωτέο ποσό του ασφαλιστή.  

 Θεωρούμε δύο n-διάστατα διανύσματα κ = (κ1,…,κr ,0,…,0) και κ΄ = (κ1΄, …, κr΄, 0, 
…, 0) όπου 1 ≤ r, l ≤ n, κi, κi΄∈N για όλα τα i και  
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i
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κκ = n. 

Επίσης, Χ και Χ΄ είναι δύο n-διάστατα χαρτοφυλάκια που ορίζονται από τις σχέσεις  
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Οι ατομικοί παράγοντες κινδύνου Ζ1, Ζ2, …, Ζn, Ζ1΄, …, Ζn΄ και οι ειδικοί παράγοντες κινδύ-
νου κάθε ομάδας, G1,…,Gmax{r,l}, είναι ανεξάρτητες και ισόνομες τυχαίες μεταβλητές, ενώ ο 
καθολικός παράγοντας V είναι ανεξάρτητος των Zi, Zi΄ και Gν.  

 Για τη σύγκριση των δύο παραπάνω χαρτοφυλακίων προκειμένου να εξεταστεί η επι-
κινδυνότητά τους χρησιμοποιείται η συμμετρική supermodular διάταξη μέσω της stop-loss 
διάταξης.  

 Θεώρημα 1 : Έστω Χ = (Χ1,…,Χn ) και Χ΄ = (Χ1΄,…,Χn΄) τυχαία διανύσματα με Χ 
≤symsm Χ΄. Τότε  
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 Όταν θέλουμε να συγκρίνουμε τους παράγοντες ομαδοποίησης κ και κ΄, η πλέον κα-
τάλληλη διάταξη είναι η διάταξη πλειονοποίησης (majorization) που είδαμε στις μονομετα-
βλητές διατάξεις. Με τη βοήθεια αυτής της διάταξης μπορούμε να συγκρίνουμε δύο χαρτο-
φυλάκια ακόμα και όταν ο αριθμός ή τα μεγέθη των ομάδων αλλάζουν, παρόλη τη δυσκολία 
μίας τέτοιας σύγκρισης.  

 Θεώρημα 2 : Υπό τις συνθήκες του πρώτου μοντέλου από κ ≤Μ κ΄ έπεται Χ ≤symsm Χ΄ 
και επομένως S ≤sl S΄.  

 Από το παραπάνω θεώρημα (βλ. Bauerle and Muller (1998)) διαπιστώνουμε ότι υπό 
αυτή τη μοντελοποίηση μπορεί να προσδιοριστεί το πιο επικίνδυνο και το πιο ασφαλές χαρ-
τοφυλάκιο ως προς τη stop-loss διάταξη των συνολικών απαιτήσεων S και S΄.  

 Πόρισμα 3 : Έστω κr = (n,0, …,0) και κs = (1,…,1) δύο n-διάστατα διανύσματα και Sr , 
Ss  αναπαριστούν τις συνολικές απαιτήσεις των αντίστοιχων χαρτοφυλακίων όπως στο πρώτο 
μοντέλο. Τότε για αυθαίρετο κ με κ1 + κ2 + … + κn = n και συνολική απαίτηση S, ισχύει  

Ss  ≤sl S ≤sl Sr . 

 Τα διανύσματα κ r  = (n, 0, …, 0) και κ s  = (1, …, 1) συνιστούν το μέγιστο και ελάχι-
στο, αντίστοιχα, ως προς την πλειοψηφοποίηση υπό όλα τα διανύσματα κ με ∑κi = n. Παρα-
τηρούμε, λοιπόν, ότι το πιο επικίνδυνο χαρτοφυλάκιο απαρτίζεται από μία μόνο ομάδα, ενώ 
το πιο ασφαλές συνίσταται όταν κάθε ατομικός κίνδυνος αποτελεί από μόνος του μία ομάδα. 
Το μοντέλο αυτό είναι παρόμοιο με τα component models (Wang 1998). 

 

4.2.2 Μοντέλο κοινής μίξης 

 Το μοντέλο αυτό ονομάζεται μοντέλο κοινής μίξης (common mixture model). Εδώ θα 
επικεντρωθούμε στη σύγκριση δύο τέτοιων μοντέλων θεωρώντας μία τυχαία μεταβλητή W 
(και για το άλλο μοντέλο V και W) που περιγράφει έναν εξωτερικό μηχανισμό. Αυτός ο εξω-
τερικός μηχανισμός ασκεί επίδραση σε όλους τους κινδύνους ενός χαρτοφυλακίου και μπορεί 
να θεωρηθεί ως μία περιβαλλοντική παράμετρος που αναπαριστά μία φυσική ή μία οικονομι-
κή ή μία νομική κατάσταση. Στο μοντέλο κοινής μίξης οι ατομικοί κίνδυνοι είναι ανεξάρτη-
τοι για δοσμένη περιβαλλοντική παράμετρο. Τέτοια μοντέλα έχουν εξεταστεί από τους 
Shaked and Tong (1985) και Bauerle (1997a). 

 Έχουμε δύο n-διάστατα τυχαία διανύσματα Χ = (Χ1, …, Χn) και Χ΄ = (Χ1΄, …, Χn΄) 
που ορίζονται από τις σχέσεις 
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Χ = (g1(Z1,W), …,gn( Zn,W ))      και    Χ΄ = (g1( Ζ1΄,V,W),…,gn(Ζn΄,V, W )). 

Οι τυχαίες μεταβλητές Z1, Z2, …, Zn, Z1΄, …, Zn΄ είναι ανεξάρτητες και ισόνομες τυχαίες με-
ταβλητές (iid) και το τυχαίο διάνυσμα (V,W) είναι ανεξάρτητο αυτών. Επίσης, οι g,g   είναι 
ίσες κατά κατανομή για όλα τα i = 1,…,n και για κάθε σταθερό w, δηλαδή,  

gi(Zi,w) =st g  i(Zi΄,V,w). 

 Το ακόλουθο θεώρημα έχει αποδειχθεί από τους Bauerle and Muller (1998).  

 Θεώρημα 4 : Αν οι συναρτήσεις g  i  είναι αύξουσες ως προς τη δεύτερη παράμετρο, τότε 
Χ ≤ sm Χ΄ και επομένως S ≤sl S΄. 

 Από τον ορισμό των διανυσμάτων Χ = (Χ1,…,Χn) και Χ΄ = (Χ1΄,…,Χn΄) παρατηρούμε 
ότι το Χ είναι συνάρτηση των μεταβλητών Zi, W, ενώ το Χ΄ εξαρτάται από μία επιπλέον με-
ταβλητή, τη V (το Χ΄ επηρεάζεται από δύο περιβαλλοντικούς παράγοντες, τους V και W). Αυ-
τός ο επιπρόσθετος παράγοντας του Χ΄ επηρεάζει όλα τα Χ1΄,…,Χn΄ κατά τον ίδιο τρόπο, με 
αποτέλεσμα να αυξάνει την εξάρτηση μεταξύ των ατομικών κινδύνων του Χ΄ σε σχέση με 
την εξάρτηση μεταξύ των ατομικών κινδύνων του Χ και το χαρτοφυλάκιο Χ΄ να καθίσταται 
πιο επισφαλές.  

 Όταν η εξωτερική παράμετρος W εκφυλίζεται (είναι σταθερή) μπορούμε να έχουμε 
μία ειδική περίπτωση του προηγούμενου θεωρήματος. Αν η W είναι εκφυλισμένη τα Χ και Χ΄ 
δίνονται, πλέον, από τις σχέσεις  

Χ = (g1(Z1),…,gn(Zn))    και    Χ΄ = (g1(Z1΄,V),…, gn(Zn΄,V )). 

Άρα οι Χ1΄,…,Χn΄ είναι δεσμευμένα ανεξάρτητες τυχαίες μεταβλητές, δεδομένου ότι V = v, 
και καθώς οι gi είναι αύξουσες ως προς τη δεύτερη παράμετρο, η δεσμευμένη κατανομή κάθε 
Χi΄, δεδομένου V = v, είναι στοχαστικά αύξουσα ως προς ν για όλα τα i = 1,…,n. Επιπροσθέ-
τως, οι Χ1,…,Χn είναι ανεξάρτητες τυχαίες μεταβλητές που έχουν τις ίδιες περιθώριες κατα-
νομές με τις Χ1΄,…,Χn΄.  

 Πόρισμα 5 : Έστω V μία τυχαία μεταβλητή και Χ΄ = (Χ1΄,…,Χn΄) ένα τυχαίο διάνυσμα 
έτσι ώστε οι τ.μ. Χ1΄,…,Χn΄ είναι δεσμευμένα ανεξάρτητες τυχαίες μεταβλητές, δεδομένου V = v, 
και οι δεσμευμένες κατανομές P(Χi΄∈ ·│V = v) είναι στοχαστικά αύξουσες ως προς ν για όλα τα 
i = 1,…,n. Επιπλέον, έστω Χ = (Χ1,…,Χn) ένα διάνυσμα ανεξάρτητων τυχαίων μεταβλητών με 
τις ίδιες περιθώριες κατανομές όπως το Χ΄. Τότε Χ ≤ sm Χ΄ και επομένως S ≤sl S΄.  
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4.3 Μη διακεκριμένοι ατομικοί κίνδυνοι ενός χαρτοφυλακίου 

 Θεωρούμε ένα χαρτοφυλάκιο Χ = (Χ1,…,Χn) που απαρτίζεται από μη διακεκριμένους 
(indistinguishable) κινδύνους, δηλαδή θεωρούμε ότι η από κοινού κατανομή του τυχαίου δια-
νύσματος Χ είναι ίδια για οποιαδήποτε μετάθεση των Χi. Ως συνέπεια, οι τ.μ. Χ1,…,Χn έχουν 
την ίδια περιθώρια κατανομή. Μία τέτοια οικογένεια τυχαίων μεταβλητών καλείται ανταλλά-
ξιμη (exchangeable ή interchangeable, Feller (1971) ή Chow and Teicher (1978)).  

 Θεωρούμε ότι οι Χ1,…,Χn παίρνουν τιμές στο 0 και σε κάποιο σημείο α με πιθανότητα 
p με p∈(0,1) και α > 0 για όλα τα i = 1,…,n. Χωρίς βλάβη της γενικότητας θέτουμε α = 1, 
οπότε οι τυχαίες μεταβλητές Χ1, Χ2,… σχηματίζουν μία ακολουθία ανταλλάξιμων Bernoulli 
μεταβλητών και συνιστούν το χαρτοφυλάκιο n κινδύνων Χ = (Χ1,…,Χn). Τότε, σύμφωνα με 
το θεώρημα de Finetti (Feller 1971), η κατανομή της συνολικής απαίτησης ζημιάς Sn των α-
τομικών κινδύνων του χαρτοφυλακίου μπορεί να γραφεί ως μία μίξη διωνυμικών κατανομών, 
δηλαδή,  

P(Sn = k) = ( ) ( )θθθ dF
k
n knk −−⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∫ 1

1

0
, 

για κάποια μικτική κατανομή F. Επομένως, η κατανομή της Sn προσδιορίζεται πλήρως από 
την κατανομή F.  

 Θεώρημα 1 : Έστω Sn (ή Sn΄) η συνολική απαίτηση ενός χαρτοφυλακίου n κινδύνων 
που ανακύπτουν από μία ακολουθία ανταλλάξιμων Bernoulli μεταβλητών με μικτική κατανομή 
F (ή F΄). Τότε από F ≤sl F΄ έπεται S ≤sl S΄.  

 Από το παραπάνω θεώρημα (συνέπεια του Πορίσματος 3.7 των Lefevre and Utev 
(1996)) διαπιστώνουμε ότι το πιο ασφαλές χαρτοφυλάκιο ανταλλάξιμων Bernoulli μεταβλη-
τών, με δοσμένες περιθώριες, είναι αυτό που αποτελείται από ανεξάρτητους κινδύνους, ενώ 
το πιο επικίνδυνο συνίσταται από συμμονότονους κινδύνους, δηλαδή, η μικτική κατανομή 
των ατομικών κινδύνων είναι συγκεντρωμένη στο {0,1} (οι κίνδυνοι είναι μέγιστα εξαρτημέ-
νοι). Όταν οι κίνδυνοι είναι συμμονότονοι, οι τυχαίες μεταβλητές Χ1,…,Χn (που περιγράφουν 
τους κινδύνους) είναι ταυτοτικές και το χαρτοφυλάκιο λαμβάνει την μορφή Χ = (Χ1,…,Χ1) 
καθώς οι Χ2,…,Χn ταυτίζονται με την Χ1. Συνεπώς, το συνολικό ποσό απαίτησης θα είναι Sn = 
nΧ1 και όχι ∑ Χi. Επίσης η Sn θα κατανέμεται σε δύο σημεία, στα 0 και n, με πιθανότητα P(Sn 
= 0) = 1 − P(Sn = n) = p.  

 Θεώρημα 2 : Έστω Χ = (Χ1,…,Χn) ένα χαρτοφυλάκιο ισόνομων κινδύνων Bernoulli με 
μία αυθαίρετη δομή εξάρτησης και Y = (Y1,…,Y1) ένα χαρτοφυλάκιο κινδύνων με την ίδια κα-
τανομή. Επιπλέον, έστω  
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πX(t) = Ε(∑
=

n

i
iX

1

− t)+ 

το καθαρό ασφάλιστρο μίας stop-loss αντασφάλισης του χαρτοφυλακίου Χ και πΥ(t) ορίζεται 
αναλόγως. Τότε ο λόγος  

πX(t) / πΥ(t) 
είναι αύξων εντός του [0,1).  

 Το Θεώρημα 2, στο οποίο πραγματοποιείται σύγκριση μεταξύ των ασφαλίστρων stop-
loss του χαρτοφυλακίου συμμονότονων κινδύνων και ενός αυθαίρετου χαρτοφυλακίου κινδύ-
νων Bernoulli, δεν είναι αληθές για γενικές κατανομές.  

 Υποθέτουμε ότι Υ, Χ1,…,Χn είναι ανεξάρτητες και ισόνομες τυχαίες μεταβλητές (iid) 
και χωρίς βλάβη της γενικότητας θεωρούμε ότι συγκεντρώνονται στο [0,1]. Επιπροσθέτως, τα 
stop-loss ασφάλιστρα του πιο ασφαλούς και του πιο επικίνδυνου χαρτοφυλακίου δίνονται από 
τους τύπους  

πn
X(t) = Ε(∑

=

n

i
iX

1

− nt)+     και     πn
Υ(t) = Ε(nY − nt)+ 

αντίστοιχα, όπου t∈(0,1) προσδιορίζει το ποσοστό διατήρησης του κινδύνου. Κάτω από αυ-
τές τις συνθήκες μπορεί να διατυπωθεί το παρακάτω θεώρημα. 

 Θεώρημα 3 : Υποθέτουμε ότι Υ, Χ1,…,Χn είναι ανεξάρτητες και ισόνομες τυχαίες μετα-
βλητές (iid) και έστω Χ = (Χ1,…,Χn) και Y = (Y,…,Y). Τότε ο λόγος  

πn
Υ(t) / πn

X(t) 

είναι αύξων ως προς τον αριθμό των απαιτήσεων n και το όριο του όταν n → ∞ είναι ίσο με  

Ε(Υ − t)+ / (ΕΥ − t) 

αν t < ΕΥ και +∞ αν t ≥ ΕΥ. 

 Απόδειξη : Ισχύει ότι 
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και αρκεί να δείξουμε ότι η συνάρτηση += −∑ )( 1
1 tXE i

n
in είναι φθίνουσα ως προς n ώστε ο 

λόγος να είναι αύξων ως προς n. Αυτό προκύπτει από το γεγονός ότι οι Χ1,…,Χn είναι iid τυ-
χαίες μεταβλητές και σύμφωνα με το Πόρισμα 21 της μονομεταβλητής κυρτής διάταξης ισχύ-
ει ότι  
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Επίσης, από τον ισχυρό νόμο των μεγάλων αριθμών έχουμε ότι για μία ακολουθία iid τυχαίων 
μεταβλητών με πεπερασμένη μέση τιμή, ο δειγματικός μέσος συγκλίνει στην μέση τιμή (ΕΧ1) 
σχεδόν βέβαια. Αυτή η σύγκλιση σύμφωνα με την παραπάνω διάταξη είναι μονότονη καθώς 
η μεταβλητότητα του δειγματικού μέσου φθίνει όσο αυξάνει το n. Άρα ισχύει ότι  

∑
=

∞→

n

i
in

X
n 1

1lim = ΕΧ1 = ΕΥ 

από όπου προκύπτει άμεσα το ζητούμενο. ■ 

 Αφού το Πόρισμα 20 της μονομεταβλητής κυρτής διάταξης του Κεφαλαίου 1 ισχύει 
για ανταλλάξιμες τυχαίες μεταβλητές, ο λόγος πn

Υ(t) / πn
X(t) είναι αύξων ως προς τον αριθμό 

των απαιτήσεων n και για μία γενικότερη περίπτωση ανταλλάξιμων τυχαίων μεταβλητών. 
Όμως τώρα, το όριο του δειγματικού μέσου (σύμφωνα με τον ισχυρό νόμο των μεγάλων α-
ριθμών για μία ακολουθία ανταλλάξιμων τυχαίων μεταβλητών) όταν n → ∞ δεν είναι ίσο με 
τη μέση τιμή, αλλά με τη δεσμευμένη μέση τιμή ως προς Θ και έχουμε  

∑
=

∞→

n

i
in

X
n 1

1lim = Ε(Χ1 | Θ) = Ε(Υ | Θ). 

Η τυχαία μεταβλητή Θ συνιστά τον παράγοντα μίξης στο θεώρημα de Finetti (βλ. Feller 
(1971) ή Chow and Teicher (1978)). Άρα ο λόγος γίνεται 

πn
Υ(t) / πn

X(t) = Ε(Υ − t)+ / Ε( Ε(Υ | Θ) − t)+ 

αν t < Ε(Υ | Θ).  

 Από το Θεώρημα 3 παρατηρούμε ότι το σχετικό ασφάλιστρο δύο τέτοιων χαρτοφυλα-
κίων παίρνει μικρές τιμές αν η διατήρηση t είναι μικρότερη από την αναμενόμενη συνολική 
απαίτηση, ενώ παίρνει πολύ μεγάλες τιμές αν η διατήρηση κινδύνου t υπερβαίνει την αναμε-
νόμενη συνολική απαίτηση αποδεικνύοντας τη σημαντικότητα της εξάρτησης των κινδύνων 
εντός ενός χαρτοφυλακίου. 

 
4.4 S-κυρτότητα και αποστροφή κινδύνου (risk aversion) 

 Σε αυτή την παράγραφο θα αναφερθούμε σε s-κυρτότητα και αποστροφή κινδύνου 
μέσω της θεωρίας της αναμενόμενης ωφελιμότητας, αντικείμενο το οποίο κατά κύριο λόγο 
προέρχεται από την εργασία των Denuit, Lefevre and Scarsini (2001).  



 80

 Κάθε ωφελιμοσυνάρτηση u παίρνει μία τιμή u(x) για x νομισματικές μονάδες και πε-
ριγράφει τον τρόπο με τον οποίο ένα άτομο, που λαμβάνει αποφάσεις (αποφασιολήπτης ή ι-
θύνων, decision maker), εκτιμά μία περιουσία μεγέθους x νομισματικών μονάδων. Βάσει της 
θεωρίας της αναμενόμενης ωφελιμότητας (Von Neumann and Morgenstern 1947) το άτομο, 
που λαμβάνει αποφάσεις, έχει μία ωφελιμοσυνάρτηση και ενεργεί κατά τρόπο που να μεγι-
στοποιεί την αναμενόμενη ωφελιμότητά του. Επομένως κάθε άτομο, που έχει μία ωφελιμο-
συνάρτηση u, θα προτιμά μία περιουσία Y αντί μίας περιουσίας X, και γράφουμε  

X ≤u Y  

αν η αναμενόμενη ωφελιμότητα της Y υπερέχει της αναμενόμενης ωφελιμότητας της X,   

Ε(u(X)) ≤ Ε(u(Y)) 

Εντός του συνόλου των συναρτήσεων κατανομής τυχαίων περιουσιών, η σχέση διάταξης ≤u 
δύο τυχαίων περιουσιών, έστω X και Y, είναι ασθενής και προσδιορίζει ισοδύναμες κλάσεις 
στις οποίες υπάρχει μία ολική διάταξη. Για αυτό τον λόγο όταν δύο τυχαίες περιουσίες έχουν 
την ίδια κατανομή με την ίδια αναμενόμενη ωφελιμότητα, δεν αποτελούν κριτήριο απόφασης 
για τον ιθύνοντα ή αποφασιολήπτη (decision maker). Η σχέση διάταξης ≤u είναι ανακλαστι-
κή, μεταβατική και ολική, αλλά, όχι αντισυμμετρική.  

 Μία ωφελιμοσυνάρτηση u είναι μία μη φθίνουσα συνάρτηση, αφού διέπεται από κοι-
νές αλήθειες μεταξύ του συνόλου των ωφελιμοσυναρτήσεων, όπως ότι μία περιουσία μεγα-
λύτερης χρηματικής αξίας είναι ελκυστικότερη από μία περιουσία μικρότερης χρηματικής 
αξίας. Συνεπώς, το κίνητρο του κέρδους του αποφασιολήπτη συνίσταται όταν η πρώτη παρά-
γωγος της ωφελιμοσυνάρτησης u είναι θετική, δηλαδή 

u(1) ≥ 0 

με τη προϋπόθεση ότι η u είναι διαφορίσιμη. Αν η u είναι δύο φορές διαφορίσιμη και ισχύει  

u(2) ≤ 0 

τότε η ωφελιμοσυνάρτηση u είναι κοίλη. Στην περίπτωση αυτή το άτομο που λαμβάνει απο-
φάσεις είναι σε θέση αποστροφής προς τον κίνδυνο (risk averse) και επιλέγει ένα βέβαιο πα-
ρά ένα τυχαίο εισόδημα με την ίδια αναμενόμενη τιμή. Επιπλέον, δεδομένης μίας κοίλης u, η 
ανισοτική σχέση  

Εu(X) ≤ u(ΕΧ) 

είναι αληθής για κάθε τυχαίο Χ μέσω της ανισότητας του Jensen. Επομένως, ένα άτομο με 
κοίλη ωφελιμοσυνάρτηση θα προτιμά πάντα το βέβαιο ποσό Ε(Χ) από το τυχαίο Χ.  
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 Στο πεδίο της αναλογιστικής επιστήμης, η έννοια του κινδύνου περιγράφει ένα τυχαίο 
ενδεχόμενο που μπορεί να επιφέρει κάποιες οικονομικές απώλειες και αναπαρίσταται από μη 
αρνητικές τυχαίες μεταβλητές. Όταν ο κίνδυνος συμβαίνει, ο ασφαλιστής υποχρεούται να κα-
ταβάλει ένα τυχαίο χρηματικό ποσό προκειμένου να αποζημιώσει τον ασφαλισμένο (ή/και 
κάποιο τρίτο μέρος αν συμπεριλαμβάνεται στο ασφαλιστήριο συμβόλαιο) για τις επιπτώσεις 
που ο τελευταίος υπόκειται από το συμβάν. 

Η συνάρτηση ν που ορίζεται από την σχέση  

ν(x) = − u(− x), 

όπου x∈R, είναι μία μη φθίνουσα συνάρτηση και ονομάζεται συνάρτηση pain του αποφασιο-
λήπτη (βλ. Denuit, Dhaene and Van Wouve (1999)) καθώς το ν(x) μπορεί να θεωρηθεί ως η 
συνάρτηση που συνδέεται με ένα χρέος του αποφασιολήπτη. Όπως είδαμε, και η συνάρτηση 
ωφελιμότητας u είναι μία μη φθίνουσα συνάρτηση. Αυτές οι δύο συναρτήσεις συνδέονται 
μεταξύ τους και μπορούμε να ισχυριστούμε ότι η θέση αποστροφής κινδύνου ενός αποφασιο-
λήπτη με ωφελιμοσυνάρτηση u ισοδυναμεί με την κυρτότητα της συνάρτησης pain του. Με 
άλλα λόγια η u είναι κυρτή αν και μόνο αν η ν είναι κοίλη. Για έναν κίνδυνο Χ γνωρίζουμε 
ότι  

Εu(−X) = −Εν(Χ) 

και για τους κινδύνους Χ και Υ θα έχουμε ότι  

Ε(u( −X )) ≥ Ε(u( −Υ )) αν και μόνο αν Εν(Χ) ≤ Εν(Υ). 

Συμπεραίνουμε, λοιπόν, ότι  

−Υ ≤u −Χ αν και μόνο αν Χ ≤ν Υ 

και στη βάση των συναρτήσεων pain, είμαστε σε θέση να ισχυριστούμε ότι, σύμφωνα με την 
υπόθεση της αναμενόμενης ωφελιμότητας, ο κίνδυνος Χ προτιμάται από τον κίνδυνο Υ και 
γράφουμε  

Χ ≤ν Υ 
αν και μόνο αν  

Εν(Χ) ≤ Εν(Υ) 

 Η ανάπτυξη των παραπάνω σχέσεων διάταξης, για τη σύγκριση των κινδύνων Χ και Υ, 
πραγματοποιείται διαμέσου υποκειμενικών ωφελιμοσυναρτήσεων κάθε φορά (και όχι μέσω 
αντικειμενικής παρατήρησης) οι οποίες δεν μπορούν να εκφραστούν επακριβώς για κάθε α-
ποφασιολήπτη και λειτουργούν αποτρεπτικά για γενικές διαπιστώσεις. Εξαιτίας αυτού, θεω-
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ρούμε όλους τους «λογικούς» αποφασιολήπτες χωρίζοντας τους σε διάφορες κλάσεις και επι-
κεντρωνόμαστε, πλέον, στις κοινές τους προτιμήσεις έτσι ώστε η πληροφόρηση για τις προ-
τιμήσεις των κινδύνων να βασίζεται στην κατανομή του κάθε κινδύνου χωριστά και όχι στη 
συνάρτηση ωφελιμότητας του (εκτός των περιπτώσεων που μία συνάρτηση ωφελιμότητας 
ικανοποιεί κάποιες γενικές συνθήκες). Ο διαχωρισμός των αποφασιοληπτών σε κλάσεις μας 
οδηγεί στις στοχαστικές διατάξεις (βλέπε για παράδειγμα, Mosler and Scarsini 1991). Σύμ-
φωνα με τις τελευταίες, ένας κίνδυνος Χ προτιμάται από ένα κίνδυνο Υ ως προς μία στοχα-
στική διάταξη ≤F, αν Χ ≤ν Υ για όλες τις συναρτήσεις pain εντός μία κλάσης F. Η σύγκριση 
των παραπάνω κινδύνων ενέχει την παραδοχή ότι Χ και Υ έχουν μερικές ίδιες πρώτες ροπές 
και συνεπώς, τα ασφάλιστρα για την ασφάλιση των κινδύνων Χ και Υ είναι ίσα.  

 Επιλέγουμε την κλάση F έτσι ώστε να συνιστά το σύνολο όλων των συναρτήσεων 
pain ν, με ν(1) ≥ 0, και η σχετιζόμενη στοχαστική διάταξη είναι η συνήθης στοχαστική διάτα-
ξη ≤st. Οπότε έχουμε  

Χ ≤st Υ  −Υ ≤u −Χ 

και μπορούμε να πούμε ότι η απώλεια Χ (που επιφέρει ο κίνδυνος) είναι προτιμότερη από την 
απώλεια Υ από όλους τους αποφασιολήπτες που επιζητούν το κέρδος. Μία άλλη επιλογή για 
την F αποτελεί το σύνολο όλων των συναρτήσεων pain ν, με ν(1) ≥ 0 και ν(2) ≥ 0, που μας ο-
δηγεί στη διάταξη stop-loss. Στην προκειμένη περίπτωση θα ισχύει  

Χ ≤sl Υ  −Υ ≤u −Χ 

για όλες τις συναρτήσεις u ώστε u(1) ≥ 0, u(2) ≤ 0. Η σχέση Χ ≤sl Υ ερμηνεύεται ως εξής : αν οι 
αποφασιολήπτες, που είναι σε θέση αποστροφής κινδύνου και επιζητούν το κέρδος, πρέπει να 
επιλέξουν μεταξύ των απωλειών Χ και Υ, θα επιλέξουν την απώλεια Χ, που είναι μικρότερη 
από την Υ ως προς τη διάταξη stop-loss, εντός της κλάσης των συγκεκριμένων συναρτήσεων. 
Άρα και η κατανομή του αντίστοιχου κινδύνου που προκαλεί την απώλεια Χ θα είναι μικρό-
τερη από αυτή της Υ.  

 Αν θεωρήσουμε ότι η κλάση F είναι το σύνολο όλων των συναρτήσεων pain ν, με ν(1), 
ν(2),…, ν(s) ≥ 0, προκύπτει μία γενίκευση της διάταξης stop-loss (βλ. Goovaerts et al. 1990), η 
οποία καλείται stop-loss διάταξη s-βαθμού (ή μερικές φορές s + 1 - βαθμού, βλ. Kaas and 
Hesselager 1995) και συμβολίζεται ≤s-sl. Για s∈N0,  

Χ ≤s-sl Υ 

για όλες τις συναρτήσεις pain, όπως ορίστηκαν προηγουμένως, και  

Χ ≤s-sl Υ  −Υ ≤u −Χ 



 83

για όλες τις συναρτήσεις ωφελιμότητας u ώστε u(1) ≥ 0, u(2) ≤ 0,…, (−1)s +1us  ≥ 0. Η ερμηνεία 
της σχέσης διάταξης Χ ≤s-sl Υ είναι ότι η απώλεια Χ προτιμάται από την απώλεια Υ από όλους 
τους ιθύνοντες που κατέχουν μη φθίνουσες ωφελιμοσυναρτήσεις των οποίων τα πρόσημα 

των s πρώτων παραγώγων τους εναλλάσσονται. Υπό την υπόθεση της ισότητας των s − 1 
πρώτων ροπών των Χ και Υ (Denuit et al. 1998) ενισχύονται οι διατάξεις ≤s-sl και, πλέον, έ-
χουμε τις s-κυρτές διατάξεις που παρουσιάσαμε στο πρώτο (και δεύτερο) κεφάλαιο. Από τον 
ορισμό της s-κυρτής ξέρουμε ότι  

Χ ≤s-cx Υ  
1,...,2,1 −==

≤

⎩
⎨
⎧ −

skEYEX
YX

kk
sls

για
 

και σχετικά με τις συναρτήσεις pain ν αποδεικνύεται ότι ισχύει Χ ≤s-cx Υ αν και μόνο αν Χ ≤ν Υ 
για όλες τις συναρτήσεις pain ν ώστε ν(s) ≥ 0.    

 Εναλλακτικά, Χ ≤s-cx Υ αν και μόνο αν Χ ≤ν Υ για όλες τις συναρτήσεις pain ν∈ūs-cx 
όπου ūs-cx είναι το σύνολο των κυρτών συναρτήσεων βαθμού s (βλ. Pecaric et al. (1992) και 
Roberts and Varberg (1973)). Επίσης, ūs-cx είναι η κλειστότητα του us-cx (ως προς την σύγκλι-
ση κατά σημείο) που είναι η οικογένεια των συναρτήσεων us-cx = {ν:R+→R│ν(s) ≥ 0} και μπο-
ρεί να αποδοθεί ισοδύναμα μέσω επαναλαμβανόμενων προς τα εμπρός (forward) διαφορών. 
Δεδομένης οποιασδήποτε συνάρτησης ν:R+→R, για ε > 0, θεωρούμε τις επαναλαμβανόμενες 
προς τα εμπρός διαφορές  

Δεkν(x) = Δεk −1ν(x + ε) − Δεk −1ν(x) 

με αρχική συνθήκη Δε0ν ≡ ν. Τότε η συνάρτηση ν (από τον ορισμό 1.45 των Pecaric et al. 
(1992)) είναι Jensen-κυρτή τάξης s αν  

Δεsν(x) ≥ 0 

για όλα τα x∈R+ και ε > 0. Συνεπώς, αποδεικνύεται ότι ūs-cx είναι το σύνολο όλων των συναρ-
τήσεων που είναι Jensen-κυρτές τάξης s.  

 Η ανάγκη να εξάγουμε ρεαλιστικά συμπεράσματα και να κατανοήσουμε την οικονο-
μική σημασία των παραπάνω σχέσεων διάταξης, μας οδηγεί στην προσπάθεια ταξινόμησης 
της συμπεριφοράς διάφορων οικονομικών φορέων διαμέσου της σύγκρισης επαναλαμβανό-
μενων λαχειοφόρων αγορών (βλ. Mosler and Scarsini (1991)). Παρόλο το διαχωρισμό των 
αποφασιοληπτών σε κλάσεις, ώστε να πραγματοποιούνται αντικειμενικότερες παρατηρήσεις 
μέσω των κατανομών των κινδύνων βάσει των κοινών προτιμήσεών τους, δεν μπορέσαμε να 
ορίσουμε κάποια κοινά λογικά κριτήρια που να περιγράφουν την συμπεριφορά όλων των α-
ποφασιοληπτών που κατέχουν μία s-κυρτή συνάρτηση pain.  
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 Η σύγκριση θα εκτελεστεί βήμα-βήμα, με κάθε βήμα να αναπροσδιορίζει την ταξινό-
μηση που προέκυψε από το τελευταίο βήμα (δηλαδή κάθε βήμα δεν λειτουργεί σωρευτικά). 
Έχουμε την συνάρτηση pain ν και για κάθε ε∈R0

+ θέτουμε ν0(·│ε) ≡ ν. Η ακολουθία νk(·│ε), 
k∈Ν0, είναι οι διαδοχικές εμπρόσθιες διαφορές της ν. Άρα  

νk(x│ε) = Δεkν(x) 

με k ≥ 1 και, επίσης,  

νk(x│ε) = ( ) ])([1
1

εν jkx
j
k j

k

j
−+−⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛∑
=

, 

k∈ Ν0. Εξ’ ορισμού νk(x│ε) ≥ 0 και έχουμε : 

- Για k = 1 και j = 0, 1 είναι ν1(x│ε) ≥ 0 και  

ν1(x│ε) = ( ) ])([1
1

εν jkx
j
k j

k

j
−+−⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛∑
=

= ν(x + ε) − ν(x). 

Συνεπώς,  

ν(x + ε) − ν(x) ≥ 0 ή ν(x) ≤ ν(x + ε) 

και μπορούμε να πούμε ότι ένας ιθύνοντας με συνάρτηση pain ν προτιμά τον κίνδυνο Χ1(x, ε) 
≡ x από τον κίνδυνο Y1(x, ε) ≡ x + ε. Επιπροσθέτως, ν1(x│ε) ≥ 0 και για όλα τα x∈R+ και ε > 0 
αν και μόνο αν ν μη φθίνουσα. Οι κίνδυνοι Χ1 και Y1, που συναρτώνται από τα x και ε, ταυτί-
ζονται με τις τιμές x και x + ε, αντίστοιχα, σχεδόν βέβαια. 

- Για k = 2 και j = 0, 1, 2 είναι  ν2(x│ε) ≥ 0 και  

ν2(x│ε) = ( ) ])([1
1

εν jkx
j
k j

k

j
−+−⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛∑
=

= [ν(x) + ν(x + 2ε)] / 2 − ν(x + ε). 

Άρα  

[ν(x) + ν(x + 2ε)] / 2 − ν(x + ε) ≥ 0    ή    ν(x + ε) ≤ [ν(x) + ν(x + 2ε)] / 2, 

και συμπεραίνουμε ότι ο κίνδυνος Χ2(x, ε) ≡ x + ε (σχεδόν βέβαια) προτιμάται από τον κίνδυ-
νο  

Υ2(x, ε) ≡

2
1,2

2
1,

τηταπιθανμεε

τηταπιθανμε

όx

όx

+⎩
⎨
⎧

 

από έναν αποφασιολήπτη που κατέχει μία συνάρτηση pain ν. Επιπλέον, όπως γνωρίζουμε, 
ν2(x│ε) ≥ 0 και για όλα τα x∈R+ και ε > 0 αν και μόνο αν η ν είναι κυρτή.  
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 Προκειμένου να γενικεύσουμε την διαδικασία για k ≥ 2 μέχρι την τάξη s (s είναι η τά-
ξη της κυρτότητας των εμπλεκομένων pain συναρτήσεων ν) θεωρούμε την ακολουθία των 
κινδύνων {Χs(x, ε), Ys(x, ε)}, s∈N0. 

- Για s = 1 οι κίνδυνοι Χ1(x, ε) και Y1(x, ε) ορίζονται όπως προηγουμένως.  

- Για s ≥ 2 οι κίνδυνοι ορίζονται ως εξής :  

Χs(x, ε) = 
( )

( )
2
1,,

2
1,,

1

1

τηταπιθανμεε

τηταπιθανμεεε

όxY

όxX

s

s

−

− +

⎩
⎨
⎧

 

και 

Ys(x, ε) = 
( )

( )
2
1,,

2
1,,

1

1

τηταπιθανμεεε

τηταπιθανμεε

όxY

όxX

s

s

+⎩
⎨
⎧

−

−
 . 

Μέσα από την εκτέλεση της παραπάνω διαδικασίας εξάγεται το συμπέρασμα ότι ένας απο-
φασιολήπτης, ο οποίος έχει μία συνάρτηση pain ν s-κυρτή, επιλέγει να υποστεί την ενδεχόμε-
νη ζημιά που προκαλείται από τον κίνδυνο Χs(x, ε) παρά την ενδεχόμενη ζημιά του κινδύνου 
Ys(x, ε) για όλα τα x∈R+ και ε > 0. 

 Μία πρώτη γενική διαπίστωση είναι ότι οι κίνδυνοι Χs(x, ε) και Ys(x, ε) έχουν τις ίδιες 
πρώτες s −1 ροπές, δηλαδή, τις ροπές που έχουν τάξη (k) μικρότερη από την τάξη (s) της 
κυρτότητας των συναρτήσεων pain ν.  

 Λήμμα 1: Για s∈N0 και όλα τα x∈R+, ε > 0 ισχύει  

Ε[Χs(x, ε)]k = Ε[Υs(x, ε)]k 

για k = 0,1,…,s −1.  

 Απόδειξη : Θα χρησιμοποιήσουμε τη μέθοδο της επαγωγής ως προς s. Παρατηρούμε 
ότι η σχέση  

Ε[Χs(x, ε)]k = Ε[Υs(x, ε)]k,  k = 0,1,…,s −1, 

είναι αληθής για s = 1 καθώς Ε[Χ1(x, ε)]0 = Ε[Υ1(x, ε)]0 = 1. Υποθέτουμε ότι η συγκεκριμένη 
ισότητα ισχύει για s −1 ∈ Ν0 και θα αποδείξουμε ότι ισχύει για s. Επειδή  

Χs(x, ε) = 
( )

( )
2
1,,

2
1,,

1

1

τηταπιθανμεε

τηταπιθανμεεε
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 ,  
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μπορούμε να υπολογίσουμε τη ροπή k-τάξης του κινδύνου Χs(x, ε). Για όλα τα k∈Ν θα είναι 

  Ε[Χs(x, ε)]k = 
2
1 Ε[Χs−1(x, ε) + ε]k + 

2
1 Ε[Υs−1(x, ε)]k  = 

2
1 (Ε[Χs−1(x, ε) + ε]k + Ε[Υs−1(x, ε)]k )     

                     = 
2
1 ( ( ) jk

s
j

k

j
xXE

j
k −

−
=
∑ ⎟⎟
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⎞
⎜⎜
⎝
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],[ 1

1
εε  + Ε[Υs−1(x, ε)]k ).  

Επίσης, επειδή  

Ys(x, ε) = 
( )
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2
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2
1,,

1

1

τηταπιθανμεεε

τηταπιθανμεε

όxY

όxX

s

s

+⎩
⎨
⎧

−

−
 

η ροπή k-τάξης του κινδύνου θα είναι 

  Ε[Υs(x, ε)]k = 
2
1 Ε[Χs−1(x, ε)]k + 

2
1 Ε[Υs−1(x, ε) + ε]k = 

2
1 ( Ε[Χs−1(x, ε)]k + Ε[Υs−1(x, ε) + ε]k)  

         =
2
1 ( Ε[Χs−1(x, ε)]k + ( ) jk

s
j

k

j
xYE

j
k −

−
=
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⎛
],[ 1

1
εε ).  

Όμως, από την υπόθεση της επαγωγής ισχύει ότι Ε[Χs−1(x, ε)] j  = Ε[Υs−1(x, ε)] j  για j = 0,1,…, 
s − 2 και άρα η ζητούμενη σχέση αποδεικνύεται αληθής για s. ■ 

 Η δεύτερη γενική διαπίστωση είναι ότι η ροπή τάξης k του κινδύνου Χs(x, ε) υπολεί-
πεται της ροπής τάξης k του κινδύνου Ys(x, ε) (αποδεικνύεται με τη μέθοδο της επαγωγής) 
όταν η τάξη των ροπών είναι μεγαλύτερη ή ίση της τάξης της κυρτότητας της συνάρτησης 
pain. Με άλλα λόγια, αν k ≥ s, 

Ε[Χs(x, ε)]k ≤ Ε[Υs(x, ε)]k. 

 Τέλος αποδεικνύεται ότι, για s∈N0 και όλα τα x∈R+, ε > 0, 

Χs(x, ε) ≤s-cx Ys(x, ε). 

 Επίσης μπορεί να διαπιστωθεί η ότι ο κίνδυνος Χs(x, ε) είναι ο s-κυρτός ελάχιστος, 
ενώ ο Ys(x, ε) είναι s-κυρτός μέγιστος στο διάστημα [x, x + sε]. Επομένως, ένας αποφασιολή-
πτης, που έχει στην κατοχή του μία s-κυρτή συνάρτηση pain, επιλέγει τον κίνδυνο Χs(x, ε) σε 
σχέση με τον κίνδυνο Ys(x, ε) μεταξύ όλων των κινδύνων που λαμβάνουν τιμές στο κλειστό 
διάστημα [x, x + sε].  
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ    5 
 

ΧΡΗΜΑΤΟΟΙΚΟΝΟΜΙΚΕΣ  ΕΦΑΡΜΟΓΕΣ 
 

5.1 Συνέπεια των κανόνων μέσης τιμής και τυπικής απόκλισης 
Στο προηγούμενο κεφάλαιο, αναπτύξαμε συνοπτικά τη θεωρία των συναρτήσεων ω-

φελιμότητας και τις διατάξεις της πρώτης και της δεύτερης στοχαστικής κυριαρχίας (FSD και 
SSD). Οι τελευταίες δεν είναι άλλες από την συνήθη στοχαστική και την αύξουσα κοίλη διά-
ταξη, αντίστοιχα. Η τελευταία συνδέεται με την αύξουσα κυρτή διάταξη (διάταξη stop-loss) 
με την ισοδυναμία   

X  ≤icv Y  −Y  ≤icx −X. 

Επιπλέον, γενικεύσαμε αυτές τις στοχαστικές διατάξεις σε διατάξεις μεγαλύτερου βαθμού (s-
κυρτές ή ισοδύναμα, s-κοίλες) για έναν αποφασιολήπτη που έχει μία συνάρτηση pain ν ή ισο-
δύναμα, μία ωφελιμοσυνάρτηση u καθώς   

Χ ≤v Υ  −Υ  ≤u −X. 

Τα παραπάνω βασίζονται στα οικονομικά της αβεβαιότητας και επεκτείνονται στα χρηματο-
οικονομικά, όπου οι τυχαίες μεταβλητές Χ και Υ αναπαριστούν δύο «επικίνδυνες» επενδύσεις 
και τις ονομάζουμε προσδοκώμενα κέρδη (prospects). 

Μία από τις πιο γνωστές προσεγγίσεις στη σύγκριση τέτοιων προσδοκώμενων κερδών 
είναι η προσέγγιση του Markowitz (1959), κατά τη βελτιστοποίηση ενός χαρτοφυλακίου. 
Σύμφωνα με τον Markowitz, προκειμένου να συγκρίνουμε δύο προσδοκώμενα κέρδη Χ και Υ 
συγκρίνουμε την μέση τιμή και την διακύμανσή τους. Η ωφελιμότητα που προσδίδεται σε 
ένα Χ από έναν αποφασιολήπτη σε θέση αποστροφής κινδύνου, ορίζεται από τη σχέση  

U(Χ) = ΕΧ − αVar(X) 
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με α > 0 να αποτελεί το βαθμό της αποστροφής κινδύνου. Παρατηρούμε ότι η συνάρτηση 
ωφελιμότητας αποτελείται από τρία μέρη: τη μέση τιμή της Χ, τη διακύμανση της Χ, που συ-
νιστά ένα μέτρο μεταβλητότητας, και το βαθμό αποστροφής του αποφασιολήπτη, που αυξά-
νει ή ελαττώνει τη μεταβλητότητα της τυχαίας μεταβλητής Χ.  

Εκτός από την γνωστή διακύμανση Var υπάρχουν και άλλα μέτρα μεταβλητότητας 
για την Χ, όπως η κάτω ημιδιακύμανση (lower semi-variance), κάποια μερική ροπή, ένα πο-
σοστιαίο σημείο ή μία συνάρτηση ενός ή περισσοτέρων εξ’ αυτών των μέτρων. Αυτά τα μέ-
τρα μεταβλητότητας, συμπεριλαμβανομένης και της διακύμανσης, μετρούν τον κίνδυνο που 
ανακύπτει από μία επένδυση. Έτσι η συνάρτηση ωφελιμότητας ενός αποφασιολήπτη σε θέση 
αποστροφής κινδύνου επαναπροσδιορίζεται σε μία πιο γενική μορφή   

U(Χ) = ΕΧ − αR(X) 

με R(X) να εκφράζει  κάποιο από τα πιο πάνω αναφερόμενα μέτρα μεταβλητότητας.  

Επειδή η σύγκριση μέσης τιμής-διασποράς (ή μέσης τιμής-κάτω ημιδιακύμανσης ή 
μέσης τιμής - ενός άλλου μέτρου κινδύνου) δύο προσδοκόμενων κερδών Χ και Υ διαδραματί-
ζει καθοριστικό ρόλο στη λήψη αποφάσεων σχετικά με την επιλογή μίας επενδυτικής κίνη-
σης, η διάταξη των συναρτήσεων ωφελιμότητας για τα προσδοκώμενα κέρδη πρέπει να συμ-
βαδίζει με τη διάταξη των Χ, Υ. Δηλαδή, αν Χ ≤ Υ, διατεταγμένα ως προς κάποια διάταξη 
στοχαστικής κυριαρχίας, τότε θα πρέπει U(Χ) ≤ U(Υ). Διαπιστώνεται ότι η σύγκριση μέσης 
τιμής-διακύμανσης, με U(Χ) = ΕΧ − αVar(X), για δύο προσδοκώμενα κέρδη Χ και Υ δεν είναι 
συνεπής με τη συνήθη στοχαστική διάταξη και έχουμε ότι η σχέση Χ ≤FSD Υ  δεν συνεπάγεται 
πάντα U(Χ) ≤ U(Υ). Αντίθετα, για αρκετά μεγάλες τιμές της Χ θα ισχύει U(Χ) ≥ U(Υ) (η ωφε-
λιμότητα της Χ υπερισχύει της ωφελιμότητας της Υ) και ο αποφασιολήπτης θα προτιμά την 
προοπτική Χ από την προοπτική Υ παρόλο που η στοχαστική διάταξή τους υποδεικνύει δια-
φορετικά. Το ίδιο ισχύει αν αντικαταστήσουμε τη διασπορά από τη κάτω ημιδιακύμανση και 
η απόφαση λαμβάνεται ύστερα από τη σύγκριση μέσης τιμής - κάτω ημιδιακύμανσης δύο 
πρσοδοκωμένων κερδών, με              

U(Χ) = ΕΧ − αR(X) 

και R(Χ) είναι η κάτω ημιδιακύμανση Var−(Χ) = Ε(max{EX − X,0})2.  

     Από την άλλη, ο  κανόνας απόφασης μέσης τιμής - διακύμανσης παραμένει συνεπής με 
την αύξουσα κοίλη διάταξη για σημαντικές οικογένειες κατανομών, όπως είναι η οικογένεια 
των κανονικών κατανομών. Αν Χ και Υ είναι δύο κανονικά κατανεμημένες τυχαίες μεταβλη-
τές, τότε Χ ≤SSD Υ αν και μόνο αν ΕΧ ≤ ΕΥ και Var(X) ≥ Var(Υ) (ισχύει και για άλλες κλάσεις 
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κατανομών, βλ. Bigelow (1993)). Βεβαίως, υπάρχουν και άλλοι κανόνες απόφασης οι οποίοι 
είναι πάντα συνεπείς είτε με την πρώτη είτε με τη δεύτερη στοχαστική κυριαρχία. Μία τέτοια 
περίπτωση συμβαίνει όταν στην ωφελιμοσυνάρτηση U(Χ) = ΕΧ – αR(X), R(X) είναι η απόλυ-
τη ημιτυπική απόκλιση   

δ(1)(Χ) = Ε(Χ  −  ΕΧ)−  = Ε(max{ΕΧ − Χ , 0}) = 
2
1 Ε|Χ − ΕΧ|. 

Οι Ogryczk and Ruszczynski (1999) απέδειξαν το ακόλουθο αποτέλεσμα.         

         Θεώρημα  1 : Έστω η συνάρτηση ωφελιμότητας U(Χ) = ΕΧ − αδ(1)(Χ) με α ≤ 1. Τότε  Χ 
≤SSD Υ  έπεται ότι U(Χ) ≤ U(Υ).  

         Απόδειξη : Έστω  0 ≤ s ≤ t. Είναι εύκολο να δειχθεί ότι 

0 ≤ Ε(Χ − t) −  − Ε(Χ − s) −  ≤ t − s,    (*) 

για κάθε s ≤ t. Επειδή ισχύει Χ ≤SSD Υ έπεται ότι ΕΧ ≤ ΕΥ και Ε(Χ − t) −  ≥ Ε(Υ − s) − ,  δεδομέ-

νου ότι η συνάρτηση f(x) = − (x − t)−  είναι αύξουσα κοίλη. Θέτουμε t = ΕΥ και s = ΕΧ και από 
την προκύπτει ότι  

               ΕΥ − ΕΧ ≥ Ε(Χ − ΕΥ)−   − Ε(Χ − ΕΧ)−  ≥ α(Ε(Χ − ΕΥ)−   − Ε(Χ −ΕΧ)−  ) 

                        ≥ α(Ε(Υ − ΕΥ)−   − Ε(Χ − ΕΧ)−  ),  

και επομένως U(Χ) ≤ U(Υ). ■ 

         Ένας άλλος κανόνας απόφασης, που είναι συνεπής με τη δεύτερη στοχαστική κυριαρχί-
α, ανακύπτει από τη σύγκριση μέσης τιμής και κάποιας χαμηλότερης μερικής ροπής που ορί-
ζεται από τη σχέση  

δ(k)(Χ) = ( )( )kkXEXE
1

}max{ −  

(βλ. Ogryczak and Ruszczynski 2001). 

           

5.2 Βελτιστοποίηση  χαρτοφυλακίου  

       Θεωρούμε το διάνυσμα Χ = (Χ1,…,Χn) που αναπαριστά ένα χαρτοφυλάκιο n αποδόσεων 
για κάποιες μετοχές 1,2,…,n. Καθένα από τα στοιχεία Χ1,…,Χn του διανύσματος αποτελεί 
τυχαία μεταβλητή και περιγράφει την απόδοση που προκύπτει, αντίστοιχα, για καθεμία από 
τις μετοχές 1,2,…,n. Από την άλλη, υπάρχει ένας επενδυτής που έχει στη διάθεσή του ένα 
συνολικό ποσό m και θέλει να επενδύσει στις μετοχές 1,…,n με αποδόσεις Xi, i = 1,…,n. Για 
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κάθε επένδυση σε μία μετοχή δαπανάται ένα ποσό αi (μέρος του συνολικού ποσού m), με i = 
1,2,…,n. Καθώς ο επενδυτής επιθυμεί να επενδύσει σε n διαφορετικές μετοχές δημιουργείται 
το πρόβλημα της ορθής διανομής του χρηματικού ποσού m για να αγοραστούν αυτές οι μετο-
χές. Η αναζήτηση της βέλτιστης απόδοσης του χαρτοφυλακίου από την πλευρά του επενδυτή 
απαιτεί την βέλτιστη διανομή των ποσών α1,…,αn για την αγορά των 1,2,…,n μετοχών.  

       Έστω ότι ο επενδυτής (ο αποφασιολήπτης) έχει τη συνάρτηση ωφελιμότητας u. Υπό τον 
περιορισμό  

∑
=

n

i
i

1
α = m 

με αi ≥ 0, i = 1,…,n, το ζήτημα της βελτιστοποίησης της διανομής των αi συγκεκριμενοποιεί-
ται την εύρεση του  

∑
=

n

i
ii XEu

n 1,...,
)(max

1

α
αα

. 

Όταν έχουμε ότι το ∑αi
*Xi υπερέχει του ∑αiXi  ως προς κάποια από τις γνωστές διατάξεις 

στοχαστικής κυριαρχίας, συμπεραίνουμε την βέλτιστη διανομή (α1
*, …, αn

*) του ποσού m, 
ακόμη και αν γνωρίζουμε μερικώς την ωφελιμοσυνάρτηση. Επίσης, όταν η συνάρτηση ωφε-
λιμότητας του επενδυτή είναι κοίλη, (είναι σε θέση αποστροφής προς τον κίνδυνο), και το 
χαρτοφυλάκιο των αποδόσεων απαρτίζεται από ανεξάρτητες και ισόνομες τυχαίες μεταβλη-
τές, η επιλογή της μέγιστης διαφοροποίησης της διανομής είναι πάντοτε βέλτιστη. Το τελευ-
ταίο επεκτείνεται και στην γενικότερη περίπτωση των ανταλλάξιμων τυχαίων μεταβλητών 
ενός χαρτοφυλακίου. Ως μία εφαρμογή του Θεωρήματος Strassen του κεφαλαίου 1 έχουμε το 
ακόλουθο θεώρημα.  

        Θεώρημα 1 : Έστω Χ = (Χ1,…,Χn) ένα ανταλλάξιμο διάνυσμα και η συνάρτηση ωφελιμό-
τητας u είναι κοίλη. Τότε το πρόβλημα της βελτιστοποίησης της ποσότητας 

∑
=

n

i
ii XEu

n 1,...,
)(max

1

α
αα

 

έχει την βέλτιστη λύση α* = (m/n, …, m/n).  

        Κάτω από την υπόθεση ότι οι αποδόσεις Χ1,…,Χn των μετοχών είναι ανεξάρτητες και 
κατανέμονται διαφορετικά η καθεμία, είναι φυσικό να θεωρήσουμε ότι η βέλτιστη διανομή 
ενός λογικού επενδυτή (που έχει μία αύξουσα συνάρτηση ωφελιμότητας), θα ρίξει το μεγαλύ-
τερο βάρος στις αποδόσεις που υπερέχουν στοχαστικά. Όμως, αυτό αποδεικνύεται ότι δεν 
είναι αληθές γενικά. Επομένως, για να διανέμει βέλτιστα ο επενδυτής το διαθέσιμο ποσό του 
σύμφωνα με τη στοχαστική διάταξη των αποδόσεων των μετοχών, θα πρέπει η ωφελιμοσυ-
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νάρτησή του να έχει περισσότερες ιδιότητες (δηλαδή δεν αρκεί να είναι αύξουσα) ή θα πρέπει 
η στοχαστική διάταξη των αποδόσεων να είναι ισχυρότερη από τη συνήθη στοχαστική διάτα-
ξη. Στο παρακάτω θεώρημα (Landsberger and Meilijson (1990a)) αποδεικνύεται ότι αρκεί να 
θεωρήσουμε τις αποδόσεις διατεταγμένες σύμφωνα με την διάταξη του λόγου πιθανοφάνειας, 
που όπως γνωρίζουμε, είναι ισχυρότερη από τη συνήθη στοχαστική διάταξη.   

Θεώρημα 2 : Υποθέτουμε ότι Χ1,…,Χn είναι ανεξάρτητες και διατάσσονται στοχαστικά 
Χ1 ≥lr…≥lr Χn. Τότε  το πρόβλημα της βελτιστοποίησης της ποσότητας 

∑
=

n

i
ii XEu

n 1,...,
)(max

1

α
αα

 

με u αύξουσα, έχει μία βέλτιστη λύση α1
*,…,αn

*  με διάταξη α1
* ≥ …≥ αn

*.  

        Απόδειξη : Υποθέτουμε ότι το παραπάνω πρόβλημα βελτιστοποίησης έχει μία βέλτιστη 
λύση α* = (α1

*,…,αn
*) με αj

* < αk
* για κάποια j < k. Επίσης, θεωρούμε το διάνυσμα α΄ = (α1΄, 

…, αn΄) όπου αj΄ = αk
*, αk΄ = αj

* και αj΄ = αi
* για κάθε άλλο i εκτός των j, k. Θα δείξουμε ότι η 

α΄ = (α1΄, …, αn΄) είναι επίσης μια βέλτιστη λύση του προβλήματος. Για τη διμεταβλητή συ-
νάρτηση  

g(x,y) = αk΄x + αj΄ y = αj
*x + αk

*y, 

θα ισχύει ότι 

    Δg(x,y) = g(x,y) − g(y,x) = αj
*y + αk

*x − (αj
*x + αk

*y) = αj
*y + αk

*x − αj
*x − αk

*y  
                 = (αk

* − αj
*)x − (αk

* − αj
*)y = (x − y)( αk

* − αj
*).  

Αν x ≥ y έπεται ότι x − y ≥ 0 και επειδή j < k με αj
* < αk

* θα έχουμε ότι  αk
* − αj

* > 0. Άρα 
Δg(x,y) ≥ 0 με συνέπεια g(x,y) − g(y,x) ≥ 0 και g(x,y) ≥ g(y,x). Από γνωστό θεώρημα ισχύει 
ότι αν g(x,y) ≥ g(y,x), τότε g(Υ,Χ) ≤st g(Χ,Υ) με αποτέλεσμα 

αj
*Χj + αk

*Χk ≤st αj
*Χk + αk

*Χj . 

Aπό την κλειστότητα της ≤st  ως προς τη συνέλιξη θα έχουμε ότι  

Εu(∑αi
΄Xi) ≥ Εu(∑αi

*Xi) 

για κάθε αύξουσα u και άρα η α΄ = (α1΄,…, αn΄) είναι μία βέλτιστη λύση.  ■ 

Όταν η συνάρτηση ωφελιμότητας του επενδυτή είναι αύξουσα και κοίλη, ο επενδυτής 
βρίσκεται σε θέση αποστροφής προς τον κίνδυνο, όπως είδαμε και στην τέταρτη εφαρμογή 
του Κεφαλαίου 4. Σε αυτή την περίπτωση, η απαίτηση της διάταξης ≥lr  στο προηγούμενο 
θεώρημα μπορεί να γίνει ασθενέστερη και συγκεκριμένα ≥rh. 
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        Θεώρημα 3: Υποθέτουμε ότι Χ1,…,Χn είναι ανεξάρτητες και διατάσσονται στοχαστικά Χ1 

≥rh…≥rh Χn. Τότε το πρόβλημα της βελτιστοποίησης της ποσότητας 

∑
=

n

i
ii XEu

n 1,...,
)(max

1

α
αα

 

με u αύξουσα και κοίλη έχει μία άριστη λύση α1
*,…,αn

*  με διάταξη α1
* ≥ …≥ αn

*.  

        Η απόδειξη του παραπάνω θεωρήματος οφείλεται στους Kijima and Ohnishi (1996). 

        Στην περίπτωση που ο επενδυτής θέλει να αγοράσει και δικαιώματα αγοράς (call 
options) επί των ίδιων n μετοχών το πρόβλημα της βελτιστοποίησης του διαθέσιμου ποσού 
του m παίρνει διαφορετική μορφή (βλ. Muller and Scarsini 2001). Υπό τον περιορισμό  

∑
=

=+
n

i
ii mb

1
)(α  

(bi τα διαθέσιμα ποσά για τα n δικαιώματα αγοράς και αi όπως ορίστηκαν προηγουμένως), με 
αi, bi ≥ 0, i = 1,…,n, θα έχουμε  

( )⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
+∑

=

n

i
iiiibb

YbXEu
nn 1,...,,,..., 11

max α
αα

 

για έναν λογικό αποφασιολήπτη, που είναι σε θέση αποστροφής προς τον κίνδυνο, δηλαδή 
έχει μία αύξουσα, κοίλη ωφελιμοσυνάρτηση. Η απόδοση Yi ενός call option επί της i-μετοχής 
με απόδοση Xi, δίνεται από τη σχέση Yi = (Xi − Ki) +/pi  ανά μονάδα χρήματος. Με Ki συμβο-
λίζουμε την τιμή εξάσκησης του δικαιώματος αγοράς (call option) και με p i  = Ε(Xi − 
Ki) +/ΕXi  τη σχετική τιμή του δικαιώματος ώστε ΕYi = ΕXi.  

        Το χαρτοφυλάκιο συνίσταται από n μετοχές που έχουν αποδόσεις Χ1, …, Χn. Οι Χ1, …, 
Χn μπορεί να είναι ανεξάρτητες ή εξαρτημένες (θετικά ή αρνητικά). Αν είναι ανεξάρτητες, το 
πρόβλημα της βελτιστοποίησης έχει την λύση bi = 0 για i = 1,…,n και ο επενδυτής αποφασί-
ζει να μην προβεί στην αγορά δικαιωμάτων. Αυτό εξηγείται και χωρίς την παραδοχή της ανε-
ξαρτησίας λόγω της φυσικής ροπής κάθε επενδυτή, που είναι σε θέση αποστροφής προς τον 
κίνδυνο, να επενδύει στις λιγότερο «επικίνδυνες» μετοχές και να αποφεύγει επενδυτικά τα 
πιο «επικίνδυνα» δικαιώματα επί των μετοχών. Το ίδιο συμβαίνει όταν Χ1,…,Χn είναι θετικά 
εξαρτημένες. Μάλιστα αυτό αποδεικνύεται στο επόμενο θεώρημα υποθέτοντας ότι το διάνυ-
σμα των αποδόσεων των μετοχών, Χ, είναι δεσμευμένα αύξον. Αντίθετα αν Χ1,…,Χn είναι 
αρνητικά εξαρτημένες, ο επενδυτής αγοράζει δικαιώματα γιατί η αγορά ενός δικαιώματος 
πώλησης (put option) επί της Xi λειτουργεί ως ένα δικαίωμα αγοράς στο −Xi και κατ’ αυτόν  
τον τρόπο αντισταθμίζει τον κίνδυνο που ενέχει η αγορά δικαιωμάτων.  
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        Θεώρημα  4 : Αν το διάνυσμα των αποδόσεων των μετοχών Χ είναι δεσμευμένα αύξον, 
τότε υπάρχει μία βέλτιστη λύση στο πρόβλημα βελτιστοποίησης της ποσότητας 

( )⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
+∑

=

n

i
iiiibb

YbXEu
nn 1,...,,,..., 11

max α
αα

 

με bi = 0 για i = 1,…,n.  

        Απόδειξη : Αρκεί να δείξουμε ότι    

Εu(∑(αiXi + biYi)) ≤ Εu(∑(αi + bi)Xi)   (*) 

για όλα τα αi, bi ≥ 0 με i = 1,…,n. Θεωρούμε δύο διανύσματα Χ΄ = (X1΄,…,Xn΄) και   Υ΄ = 
(Y1΄,…,Yn΄). Κάθε Xi΄ του Χ΄ ορίζεται από τη σχέση Xi΄= αiXi + biYi και κάθε Yi΄ του Υ΄ από 
τη σχέση Yi΄ = (αi + bi) Xi . Παρατηρούμε ότι  

Xi΄ = fi(Xi) = αiXi + bi(Xi − Ki)+ /pi     και     Yi΄ = gi(Xi) = (αi + bi) Xi, 

με fi, gi μονότονες. Άρα τα διανύσματα Χ΄ και Υ΄ έχουν ένα κοινό σύνδεσμο. Επίσης ισχύει 
ότι ΕYi = ΕXi. Συνεπώς, ΕXi΄ = ΕYi΄ = αi + bi. Επίσης, παρατηρούμε ότι pi  = Ε(Xi − Ki) +/ΕXi  
< 1. Οι μονότονες συναρτήσεις fi και gi θα τέμνονται ακριβώς μία φορά στο σημείο xi = Ki /(1 
− pi), και επομένως, από το κριτήριο της τομής (cut criterion) των επαρκών συνθηκών της 
κυρτής διάταξης (βλ. Κεφάλαιο 1), το Υi΄ είναι λιγότερο «επικίνδυνο» από το Χi΄ (Υi΄ ≤ Χi΄). 
Επομένως, τότε Υi΄ ≤icx Χi΄ και σύμφωνα με το Θεώρημα 4 της μονομεταβλητής κυρτής διά-
ταξης, ισχύει Yi΄ ≤icx Xi΄ και  ΕXi΄ = ΕYi΄ αν και μόνο αν Yi΄ ≤cx Xi΄. Από το Θεώρημα 8 της 
directionally κυρτής διάταξης του 2ου Κεφαλαίου για Χ δεσμευμένα αύξον θα έχουμε ότι Υ΄ 
≤dcx Χ΄ και επομένως 

Εu(∑ Xi΄) ≥ Εu(∑Yi΄)  

για όλες τις κοίλες u, που είναι ισοδύναμο με την ζητούμενη σχέση (*) παραπάνω. ■ 

     

5.3 Ένα εύκολα υπολογίσιμο άνω φράγμα για την τιμή ενός αριθμητικού 
Asian option     

 Στην παράγραφο αυτή θα παρουσιάσουμε μία εφαρμογή των στοχαστικών διατάξεων 
που οφείλεται στους Simon, Goovaerts and Dhaene (2000). Ένα αριθμητικό δικαίωμα αγοράς 
Ασιατικού τύπου (Asian call-option) συναρτάται από τη στοχαστική διαδικασία των τιμών 
S(t) του περιουσιακού στοιχείου επί του οποίου ασκείται το δικαίωμα, την ημερομηνία εξά-
σκησης Τ, το σταθερό τρέχον επιτόκιο της περιόδου r (spot-rate) και τις n περιόδους δια-
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πραγμάτευσης. Αυτό το δικαίωμα αγοράς συμβολίζεται ως ΑΑ(t,S(t),n,K,T,r). Κατά την ημε-
ρομηνία εξάσκησης Τ το Asian option δημιουργεί μία εξόφληση  

( )
+

−

=
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−−∑

1

1

1 n

i

KiTS
n

, 

και επιζητούμε την αποτίμηση του δικαιώματος σε κάποια χρονική στιγμή t λαμβάνοντας υ-
πόψη n ημερομηνίες διαπραγμάτευσης, δηλαδή, n τιμές της στοχαστικής διαδικασίας των τι-
μών S(t). Η εκτίμηση της τιμής ενός Asian option ενέχει υπολογιστικές δυσκολίες καθώς η 
τιμή του για τη χρονική στιγμή t δίνεται από τον τύπο  

ΑΑ(t,S(t),n,K,T,r) = ( ) ( ) ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎥
⎦
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−−

+=

−− ∑ t

n

i

QrtT FKiTS
n

Ee
1

1  

όπου η Ft εκφράζει την πληροφορία μέχρι τη χρονική στιγμή t, και Q είναι ένα μέτρο martin-
gale, που μας εξασφαλίζει τη διαπραγμάτευση σε μία πλήρη και χωρίς κερδοσκοπία αγορά 
(Harrison and Kreps (1979) και Harrison and Pliska (1981)). Υπό το Q, η S(t), t ≥ 0 είναι μία 
γεωμετρική κίνηση Brown με συγκεκριμένες παραμέτρους. Στην περίπτωση αυτή όμως, η 
κατανομή του αθροίσματος των S(T − i), για  i = 0,…,n −1,   

( )iTS
n

i

−∑
−

=

1

1

, 

παραμένει άγνωστη και συνεπώς δεν είμαστε σε θέση να έχουμε έναν αναλυτικό τύπο της 
τιμής του Asian option για τη χρονική στιγμή t.  

        Για την αντιμετώπιση του παραπάνω προβλήματος υπάρχουν δύο μέθοδοι επίλυσης. 
Μπορούμε είτε να χρησιμοποιήσουμε την προσομοίωση Monte-Carlo (Kemna and Vorst 
(1990) και Vazquez-Abad and Dufresne (1998)) και να έχουμε μία αριθμητική εκτίμηση της 
τιμής, είτε να προσφύγουμε στην αριθμητική επίλυση μίας παραβολικής μερικής διαφορικής 
εξίσωσης (Rogers and Shi (1995)). Όμως και οι δύο τρόποι επίλυσης απαιτούν αρκετό υπο-
λογιστικό χρόνο. Μία πρώτη εναλλακτική προσέγγιση του προβλήματος πραγματοποιήθηκε 
διαμέσου της προσέγγισης της κατανομής του ∑iS(T − i) (Jacques 1996). Συγκεκριμένα, πα-
ρατηρούμε ότι ενώ η κατανομή του ∑iS(T − i) είναι άγνωστη, οι κατανομές των S(T), S(T − 
1),…, S(T − n + 1) είναι γνωστές. Αυτές τις περιθώριες κατανομές των S(T − i), i = 0,…,n − 
1, μπορούμε να τις συνδέσουμε με τις περιθώριες κατανομές μίας κλάσης Frechet κατανο-
μών, τους συμμονότονους κινδύνους και τους μετασχηματισμούς stop-loss. Συνεπώς θεωρώ-
ντας το  
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ως άθροισμα εξαρτημένων μεταβλητών, το πρόβλημα της αποτίμησης ενός Asian option τη 
χρονική στιγμή t ανάγεται σε πρόβλημα υπολογισμού του μετασχηματισμού stop-loss ενός 
αθροίσματος εξαρτημένων κινδύνων. Σκεπτόμενοι κατ’ αυτόν τον τρόπο αποκτούμε ένα απο-
τελεσματικό άνω φράγμα για την τιμή του Ασιατικού δικαιώματος (ένα αποτελεσματικό κά-
τω φράγμα έχει επίσης προταθεί από τους Rogers and Shi (1995)).  

        Στα Κεφάλαια 1, 2 και 4 αναπτύξαμε τις έννοιες της κλάσης Frechet, του ανώτερου (και 
κατώτερου) ορίου Frechet, των συμμονότονων κινδύνων και των μετασχηματισμών stop-loss 
(ολοκληρωμένες συναρτήσεις επιβίωσης). Επίσης στο 4ο Κεφάλαιο των αναλογιστικών ε-
φαρμογών παρουσιάσαμε όρια για τις συνολικές απαιτήσεις ενός αθροίσματος εξαρτημένων 
κινδύνων. Για τη συγκεκριμένη εφαρμογή συνοψίζουμε τα ακόλουθα.  

(α) F ≤sl G, αν ΨF(r) ≤ ΨG(r) για κάθε r∈R+, όπου ΨF  και ΨG  είναι οι μετασχηματισμοί  stop-
loss των συναρτήσεων κατανομής F και G (οι F, G έχουν στήριγμα το R+).  

(β) Το ανώτερο όριο Frechet μίας κλάσης Frechet Rn(F1,…,Fn) δίνεται από τη σχέση  

WR(x1,…,xn) = min(F1(x1),…,Fn(xn)) 

με F1, …, Fn τις περιθώριες κατανομές της από κοινού κατανομής F της κλάσης Frechet. 

(γ) Για δοσμένο συμμονότονο διάνυσμα (Χ1,…,Χn) ~ Rn(F1,…,Fn), η συνάρτηση κατανομής  

FR(x) = P(∑
=

n

i
iX

1
≤ x) 

ορίζεται μοναδικά καθώς το συμμονότονο διάνυσμα είναι ορισμένο μοναδικά. 
(δ) Ισχύει 

( ) ( )∑
=

−− =
n

i
iR xFxF

1

11 , 

δηλαδή, η αντίστροφη της συνάρτησης κατανομής FR της Frechet κλάσης είναι ίση με το ά-
θροισμα των αντίστροφων των  περιθωρίων (βλ. Dennenberg 1994).  

(ε) Ο μετασχηματισμός stop-loss της συνάρτησης κατανομής FR της Frechet κλάσης δίνεται 
από τη σχέση    

( ) ( )( )[ ]∑
=

−=
n

i
RiFF rFFr

iR
1

1ψψ  

για κάθε r∈R+. Οι Goovaerts and Dhaene (1999) απέδειξαν μία πιο γενική εκδοχή αυτού του 
αποτελέσματος. 
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(στ) Συνδυάζοντας το (ε) και (δ) αποκτούμε ένα άνω φράγμα για τον μετασχηματισμό stop-
loss οποιουδήποτε αθροίσματος ∑Xi, n εξαρτημένων τυχαίων μεταβλητών διαμέσου του ανώ-
τερου ορίου Frechet. Αυτό το ανώτερο όριο δεν είναι άλλο από τη συνάρτηση κατανομής FR. 
Για όλα τα μη αρνητικά τυχαία διανύσματα (Χ1, …, Χn)  ~ Rn(F1, …, Fn) ισχύει  

FW  ≤sl FR 

με W = ∑Xi, για i = 1,…,n. Συνεπώς  

[ ]∑∑
=

+
∗

+=

−≤⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

n

i
ii

n

i
i dXEdXE

11
 

για κάθε d∈R+ και di
* = Fi

−1(FR(d)). Με d συμβολίζουμε το ποσό διατήρησης, που είδαμε 
στο 4o Kεφάλαιο.  

(ζ) Για οποιοδήποτε ποσό διατήρησης d∈R+ και για ποσά διατήρησης di, i = 1,…,n, έτσι ώ-
στε ∑di = d, έχουμε  

[ ] [ ]∑ ∑
= =

++
∗ −≤−

n

i

n

i
iiii dXEdXE

1 1
 

υπό την προϋπόθεση ότι di
* = Fi

−1(FR(d)). Η επιλογή di
* = Fi

−1(FR(d)) είναι βέλτιστη.   

        Θεωρούμε το stop-loss μετασχηματισμό του αθροίσματος  

Wn(T) = ( )∑
=

−
n

i

iTS
1

. 

Γνωρίζουμε ότι   

ΑΑ(t, S(t), n, K, T, r) = ( ) ( ) ⎟⎟
⎠

⎞
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⎝

⎛
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−−
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−− ∑ t

n

i

QrtT FKiTS
n

Ee
1
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             =[e−(T − t)r / n] ( )
+

−

=
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−−∑

1

1

n

i
t

Q
t FnKiTSE . 

Για μία δεδομένη τιμή s της S(t), η τιμή του Ασιατικού δικαιώματος δίνεται από τον τύπο  

ΑΑ(t, s, n, K, T, r) = [e−(T − t)r / n]
( )

s
rnWF

ψ (nΚ) 

με  

( )
s

TWn
F (x) = Q(Wn(T) ≤ x│S(t) = s). 

Άρα για να προσεγγίσουμε την τιμή του δικαιώματος τη χρονική στιγμή t, αρκεί να υπολογί-
σουμε το μετασχηματισμό stop-loss του αθροίσματος Wn(T) ο οποίος φράσσεται από το ανώ-
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τερο όριο Frechet, όπως προκύπτει από τη supermodular διάταξη. Μάλιστα, σύμφωνα με μία 
από τις ιδιότητες της τελευταίας, εντός της κλάσης Frechet Rn(F1,…,Fn) υπάρχει ένα super-
modular διατεταγμένο μέγιστο στοιχείο το οποίο είναι το ανώτερο όριο Frechet.  

        Για τον υπολογισμό της τιμής του Ασιατικού δικαιώματος ΑΑ(t, s, n, K, T, r) κατά τη 
χρονική στιγμή t, όταν S(t) = s, υποθέτουμε την ύπαρξη μίας αγοράς χρεογράφων που περι-
λαμβάνει ένα περιουσιακό στοιχείο με τυχαία απόδοση S(t) (π.χ. μετοχή), και μία εγγυημένη 
χρηματική επένδυση (δηλ. χωρίς κίνδυνο) στην οποία τα χρήματα επενδύονται με ένα σταθε-
ρό τρέχον επιτόκιο r (π.χ. ομόλογο δημοσίου). Επιπλέον, υποθέτουμε ότι υπάρχει ένα μέτρο 
πιθανότητας Q, το οποίο διασφαλίζει τη διαπραγμάτευση των επενδυτών μέσα σε μία πλήρη 
και χωρίς κερδοσκοπία αγορά. Υπό αυτό το μέτρο, η δεσμευμένη κατανομή της τιμής S(t2) 
κατά τη χρονική στιγμή t2 θα είναι  

F(x2, t2, x1, t1) = Q(S(t2) ≤ x2│S(t1) = x1) 

για κάθε t2 ≥ t1. Επομένως σε κάθε επόμενη χρονική στιγμή, η τιμή του περιουσιακού στοι-
χείου εξαρτάται από τη τιμή της προηγούμενης χρονικής στιγμής. 

        Το ∑S(T − i), για i = 1,…,n, είναι το άθροισμα n (εξαρτημένων) αποδόσεων S(T), S(T − 
1),…,S(T − n + 1), του περιουσιακού στοιχείου, που ανακύπτουν από τις διαπραγματεύσεις n 
χρονικών στιγμών ξεκινώντας από τη χρονική στιγμή T − n + 1 και καταλήγοντας στην ημε-
ρομηνία εξάσκησης του δικαιώματος T. Επειδή αποσκοπούμε σε μία προσέγγιση της αξίας 
του Ασιατικού δικαιώματος τη στιγμή t (και t μπορεί να είναι οποιαδήποτε χρονική στιγμή), 
προβαίνουμε στην ακόλουθη διάκριση.  

Περίπτωση Α. t < T − n + 1, δηλαδή, η χρονική στιγμή t προηγείται της χρονικής 
στιγμής T − n + 1 κατά την οποία αρχίζει η διαδικασία πληροφόρησης σχετικά με τις n τιμές 
S(T − i), για i = 0, …, n − 1. Στην περίπτωση αυτή, οι τιμές S(T − n + 1), …, S(T) είναι άγνω-
στες και οι αντίστοιχες κατανομές τους F(x, T − n + 1, s, t), …, F(x, T, s, t), με S(t) = s, απαρ-
τίζουν μία κλάση Frechet Rn(F(x, T − n + 1, s, t),…,F(x, T, s, t)). Γνωρίζουμε ήδη ότι για S(t) 
= s,   

ΑΑ(t, s, n, K, T, r) = [e−(T − t)r / n]
( )

s
rnWF

ψ (nΚ), 

και από την (στ) παραπάνω, για κάθε S(t),   

ΑΑ(t, S(t), n, K, T, r) ≤ [e−(T − t)r / n]
RFψ (nΚ). 

Άρα ο μετασχηματισμός stop-loss της κατανομής του αθροίσματος   
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Wn(T) = ( )∑
=

−
n

i

iTS
1

 

φράσσεται άνω από τον μετασχηματισμό stop-loss της κατανομής FR της κλάσης Frechet. Η 
κατανομή FR ορίζεται μοναδικά  

FR(x) = P(∑
=

n

i
iX

1
≤ x) 

Επίσης ο μετασχηματισμός stop-loss της κατανομής FR είναι   

( ) ( )( )[ ]∑
=

−=
n

i
RiFF rFFr

iR
1

1ψψ , 

για κάθε r∈R+, σύμφωνα με το (στ),  

ΑΑ(t, n, K, T, r) ≤ [e−(T − t)r / n] ( )∑
−

=
−⋅

1

0
,,,

n

i
tsiTFψ [F−1(FR(K), T − i, s, t)]+ 

και η τιμή του δικαιώματος φράσσεται από το άθροισμα των μετασχηματισμών stop-loss των 
περιθώριων κατανομών των S(T − n + 1), …, S(T) (που προσδιορίζουν την κλάση Frechet 
Rn(F(x, T − n + 1, s, t),…,F(x, T, s, t)). Οι μετασχηματισμοί των περιθώριων συναρτώνται 
από τις αντίστροφες των δεσμευμένων κατανομών των τιμών S(t) (F−1(x2, t2, x1, t1) είναι η 
αντίστροφη της F(x2, t2, x1, t1)) οι οποίες με τη σειρά τους εκφράζονται από την συνάρτηση 
κατανομής FR για την τιμή Κ (η οποία είναι η γνωστή τιμή εξάσκησης του δικαιώματος).  

Περίπτωση Β. t ≥ T − n + 1, δηλαδή, η χρονική στιγμή t έπεται της αρχικής στιγμής T 
− n + 1. Εδώ η t μπορεί να ακολουθεί της ημερομηνίας εξάσκησης του δικαιώματος (Τ < t) ή 
να προηγείται αυτής με T − n + 1 ≤ t ≤ T. Θα ασχοληθούμε με την τελευταία περίπτωση, όπου 
κάποιες από τις τιμές S(T − n + 1),…,S(T) θα είναι γνωστές (αν οι χρονικές στιγμές των S(T − 
i) προηγούνται της t) και κάποιες άγνωστες (αν οι χρονικές στιγμές των S(T − i) έπονται της 
t). Θεωρούμε κάποιο i* για το οποίο έχουμε T − i* ≤ t < T − i* + 1. Συνεπώς μας παρέχεται 
πληροφόρηση για τις πρώτες n − i* τιμές, ενώ οι υπόλοιπες τελευταίες i* τιμές παραμένουν 
άγνωστες και S(T − i*),…,S(T) προσδιορίζουν μία κλάση Frechet. Η τιμή του Asian option θα 
είναι   
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 με κάθε j-τιμή εξάσκησης  

Kj = nK − ( )∑
−

=

−
1n

ji
iTS , 

αν j < n και Kn = nK. Παρατηρούμε ότι, πλέον, δεν έχουμε μία τιμή εξάσκησης Κ σταθερή 
καθώς εξαρτάται από την χρονική θέση της t. Έτσι η K διαφοροποιείται και ορίζουμε ως τιμή 
εξάσκησης την Ki* η οποία μεταβάλλεται ανάλογα με την κάθε i* τιμή. Διακρίνουμε δύο υπο-
περιπτώσεις : 

Υποπερίπτωση α. Ki* > 0. Εργαζόμαστε όπως στην t < T − n + 1. Οι άγνωστες τιμές 
S(T – i*),…, S(T) ορίζουν την κλάση Frechet Ri*(FT − i*,…,FT) και Ki* αντί για Κ. Επομένως, 
η τιμή του δικαιώματος θα φράσσεται από πάνω  

ΑΑ(t, s, n, K, T, r) ≤ [e−(T − t)r / n] ( )∑
−

=
−⋅

∗ 1

0
,,,

i

i
tstTFψ [F−1(FR(Ki*), T − i , s, t)] 

και κάθε ki, για i = 0,1,…,i*, υπολογίζεται από τη σχέση  

ki = F−1(FR(Ki*), T − i , s, t). 
Άρα 

ΑΑ(t, s, n, K, T, r)  ≤ [e−(T − t)r / n] ( )∑
−

=
−⋅

∗ 1

0
,,,

i

i
tstTFψ (ki). 

            

Υποπερίπτωση β. Ki* ≤ 0. Θεωρούμε το  

Wi* = ( )∑
−

=

∗

−
1

0

i

i
iTS  

των άγνωστων τελευταίων i*-τιμών και Ki* η τιμή εξάσκησης για κάθε i*. Υπό το ισοδύναμο 
μέτρο martingale Q θα έχουμε  

EQ[Wi* − Ki*]+ = EQ[Wi*] − Ki* = ( )∑
−

=

∗

∗−−
1

0

i

i
i

Q KiTSE  

και επειδή η ελαττωμένη στοχαστική διαδικασία των τιμών e−trS(t) είναι ένα martingale κάτω 
από το μέτρο Q  θα ισχύει 
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ΑΑ(t, S(t), n, K, T, r) = ( ) ( ) ⎟⎟
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και  

EQ[Wi* − Ki*]+ = S(t) ( )∑
−

=

−−
∗ 1

0

i

i

rtiTe − Ki*. 

Συνεπώς, στην περίπτωση αυτή η τιμή του option για S(t) = s δίνεται από τη σχέση  
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         Ένα ευρωπαϊκό δικαίωμα αγοράς (European call option) συναρτάται από την ημερομη-
νία εξάσκησης του δικαιώματος T, την τιμή εξάσκησης Κ, το spot-rate r και συμβολίζεται 
ΕC(t, T, K, r). Όταν Ki* > 0, το ανώτερο όριο της τιμής ενός αριθμητικού Ασιατικού δικαιώ-
ματος μπορεί να γραφεί ως ένα άθροισμα τιμών ευρωπαϊκών δικαιωμάτων αγοράς.  

Συνοψίζοντας τα παραπάνω προκύπτει το ακόλουθο αποτέλεσμα. 

         Θεώρημα 1 : Στα πλαίσια μίας αγοράς, όπως περιγράφηκε προηγουμένως, προκειμένου 
να υπολογίσουμε την τιμή ενός αριθμητικού Ασιατικού δικαιώματος αγοράς την χρονική στιγμή 
t, για μία δεδομένη τιμή s, διακρίνουμε τις ακόλουθες δύο περιπτώσεις : 

(1) Αν Ki* > 0, τότε 

ΑΑ(t, s, n, K, T, r) ≤ [e−(T − t)r / n] ( )( ) ( )riTkstCEe
n

k i

i

i

ir
i

i

i
tstTF ,,,,1 1

0

1

0
,,, −= ∑∑

−

=

−
−

=
−⋅

∗∗
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όπου ki = F−1(FR(Ki*), T − i , s, t), για i = 0,…,i*, και οι τιμές εξάσκησης ki είναι άριστες, όπως 
τα επίπεδα διατήρησης στο (ζ).  

(2)  Αν Ki* ≤ 0, τότε 
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         Το άνω φράγμα της τιμής ενός Ασιατικού δικαιώματος που εκφράζεται ως άθροισμα 
τιμών ευρωπαϊκών δικαιωμάτων αγοράς, μπορεί να εφαρμοστεί στο μοντέλο Black και Scho-
les. Στο μοντέλο των Black και Scholes μπορούμε να αποτιμήσουμε τα ευρωπαϊκά δικαιώμα-
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τα αγοράς ή πώλησης υπό τη βασική προϋπόθεση ότι η στοχαστική διαδικασία των τιμών S(t) 
του υποκείμενου περιουσιακού στοιχείου (επί του οποίου πραγματεύεται το δικαίωμα) ακο-
λουθεί μία εκθετική Brownian motion με σταθερούς συντελεστές. Από το προηγούμενο θεώ-
ρημα γνωρίζουμε ότι  αν Ki* > 0 

ΑΑ(t, s, n, K, T, r) ≤ [e−(T − t)r / n] ( )( ) ( )riTkstCEe
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και λαμβάνοντας υπόψη τον τύπο των Black και Scholes έχουμε ότι 
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οπότε   
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1, ,))(2/()/log( . 

Επίσης, η κατανομή F(x2, t2, x1, t1) = Q(S(t2) ≤ x2│S(t1) = x1) για κάθε t2 ≥ t1 υπό το μέτρο πι-
θανότητας Q είναι η γνωστή λογαριθμοκανονική κατανομή και  

F(x2, t2, x1, t1) = LN(x2 ; ln(x1) + (r − σ2/2)( t2 − t1), σ 12 tt − ) 

με μέση τιμή ln(x1) + (r − σ2/2)(t2 − t1) και διακύμανση σ 12 tt − . Το μόνο που απομένει είναι 

υπολογίσουμε τις τιμές εξάσκησης ki. 

         Ξέρουμε από το (δ) ότι  
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i
iR xFxF
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και όταν Ki* > 0, τα ki ορίζονται από τη σχέση ki = F−1(FR(Ki*), T − i, s, t). Συνδυάζοντας τις 
δύο σχέσεις λαμβάνουμε τη σχέση 
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που είναι ισοδύναμη με  
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Όμως, Ki* = Γi(ki, S) όταν  αk(i) = ( )( )))((2/2 tiTtkTre −−−−−σ   και  
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