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Περίληψη 
 

    Σε ένα ασφαλιστικό πλαίσιο, µας ενδιαφέρει η συνάρτηση κατανοµής ενός 

αθροίσµατος  τυχαίων µεταβλητών. Ένα τέτοιο άθροισµα εµφανίζεται κατά την 

εξέταση της αξίας ενός ασφαλιστικού χαρτοφυλακίου κατά τη διάρκεια µιας 

ορισµένης περιόδου αναφοράς. Εµφανίζεται επίσης κατά την εξέταση των πληρωµών 

που αφορούν ένα χαρτοφυλάκιο σε διαφορετικά µελλοντικά χρονικά σηµεία. Η 

υπόθεση της αµοιβαίας ανεξαρτησίας µεταξύ δύο παραγόντων του αθροίσµατος είναι  

κατάλληλη από υπολογιστική άποψη, αλλά µερικές φορές µη ρεαλιστική. Σε αυτό το 

έγγραφο, θα καθορίσουµε κάποιες προσεγγίσεις για τα αθροίσµατα των τυχαίων 

µεταβλητών, όταν είναι γνωστές οι κατανοµές των όρων του αθροίσµατος, αλλά η 

πιθανή δοµή εξάρτησης µεταξύ τους είναι άγνωστη.  

    Ο στόχος της εργασίας είναι να αναπτυχθούν και να συγκριθούν τα φράγµατα για 

αθροίσµατα εξαρτηµένων τυχαίων µεταβλητών χρησιµοποιώντας την έννοια της 

συµονοτονικότητας. Πιο συγκεκριµένα, χρησιµοποιούµε µια γενική τεχνική για άνω 

(και κάτω) φράγµατα υπό την έννοια της κυρτής διάταξης για τα Stop-loss 

ασφάλιστρα των αθροισµάτων εξαρτώµενων τυχαίων µεταβλητών.  Αποδεικνύουµε 

ότι το µεγαλύτερο άθροισµα υπό την έννοια της κυρτής διάταξης των όρων ενός 

τυχαίου διανύσµατος µε δοσµένες τις περιθώριες, ακολουθεί την συµονοτονική 

κατανοµή το οποίο σηµαίνει ότι κάθε δύο πιθανές εκβάσεις του διανύσµατος 

διατάσσονται κατά συνιστώσα. Επιπλέον, υποθέτοντας ότι υπάρχει µια τυχαία 

µεταβλητή έτσι ώστε η συνάρτηση κατανοµής των όρων του αθροίσµατος, 

δεσµέυοντας στη τυχαία µεταβλητή αυτή, να είναι γνωστή, ορίζουµε άνω και κάτω 

φράγµατα. 

    Tέλος, παρουσιάζουµε διάφορες εφαρµογές της έννοιας της συµονοτονικότητας 

στον τοµέα της ασφαλιστικής επιστήµης και στα χρηµατοοικονοµικά. ∆ίνουµε µερικά 

αριθµητικά παραδείγµατα στο πως να κατασκευάζουµε τα κυρτά κάτω και άνω 

φράγµατα για αθροίσµατα τυχαίων µεταβλητών και παράγουµε φράγµατα για την 

τιµολόγηση  των αριθµητικών Ασιατικών ∆ικαιωµάτων 
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Abstract 
 

    In an insurance context, one is often interested in the distribution function of a sum 

of random variables. Such a sum appears when considering the aggregate claims of an 

insurance portfolio over a certain reference period. It also appears when considering 

discounted payments related to a portfolio at different future points in time. The 

assumption of mutual independence between the components of the sum is very 

convenient from a computational point of view, but sometimes not realistic. In this 

paper, we will determine approximations for sums of random variables, when the 

distributions of the terms are known, but the stochastic dependence structure between 

them is unknown. 

    The aim of the paper is to develop and compare bounds for sums of dependent 

random variables by using the concept of comonotonicity. We also use a general 

technique for deriving upper (and lower) bounds in the sense of convex order for 

Stop-loss premiums of sums of dependent random variables. We prove that the 

convex-largest sum of the components of a random vector with given marginals is 

obtained in case the random vector has the comonotonic distribution, which means 

that each two possible outcomes of this vector are ordered componentwise. Further, 

assuming that there exists a random variable such that the distribution function of the 

components of  the vector, given this random variable, is known, we derive upper and 

lower bounds. 

    Finally, we will present several applications of the concept of comonotonicity in 

the field of actuarial science and finance. We give some numerical examples how to 

construct convex lower and upper bounds for sums of random variables and we derive 

lower and upper bounds for the price of arithmetic Asian options. 
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Eισαγωγή 
 

 

    Στη θεωρία κινδύνου, οι µεµονωµένοι κίνδυνοι ενός χαρτοφυλακίου υποτίθεται ότι 

συνήθως είναι αµοιβαία ανεξάρτητοι. Υπάρχουν κάποιες τεχνικές για να 

καθορίσουµε τη συνάρτηση κατανοµής  της συνολικής αξίας ενός χαρτοφυλακίου, 

όπως η θεωρία του Panjer, η θεωρία του Pril, η συνέλιξη ή κάποιες προσεγγίσεις που 

βασίζονται σε ροπές τυχαίων µεταβλητές. Σε όλες αυτές τις περιπτώσεις υποθέτουµε 

την ανεξαρτησία µεταξύ των µεταβλητών. Η ασφάλιση βασίζεται στο γεγονός ότι µε 

την αύξηση του αριθµού των ασφαλιστικών κινδύνων, που υποτίθεται ότι είναι 

αµοιβαία ανεξάρτητοι και ταυτόσηµοι (έχουν δηλ. την ίδια κατανοµή), ο µέσος 

κίνδυνος γίνεται ολοένα και περισσότερο προβλέψιµος λόγω του Νόµου των µεγάλων 

αριθµών. Ο άλλος γνωστός θεµελιώδης Νόµος της στατιστικής, το Κεντρικό Οριακό 

Θεώρηµα (Κ.Ο.Θ.), δηλώνει κάτω από την υπόθεση της αµοιβαίας ανεξαρτησίας, ότι 

η συνολική αξία ενός χαρτοφυλακίου µπορεί προσεγγιστικά να ακολουθεί την 

Κανονική Κατανοµή, αν βέβαια ο αριθµός των ασφαλιστικών κινδύνων είναι αρκετά 

µεγάλος. Είναι πολύ βολικό να υποθέτουµε την ανεξαρτησία δεδοµένου ότι τα 

µαθηµατικά για τους εξαρτώµενους κινδύνους είναι πιο πολύπλοκα, και επίσης 

επειδή, γενικά, τα στατιστικά αποτελέσµατα που δίνονται από τον ασφαλιστή δίνουν 

µόνο πληροφορίες για τις περιθωριακές κατανοµές των κινδύνων και όχι για την από 

κοινού κατανοµή τους, δηλ. τον τρόπο που αυτοί οι κίνδυνοι συνδέονται. 

    Αρχικά υποθέτουµε κάποιες τυχαίες πληρωµές iX  που αναφέρονται αντίστοιχα 

στους σταθερούς και γνωστούς χρόνους it  , i = 1,2,...,n. Ακόµα ονοµάζουµε  tY   τον 

παράγοντα προεξόφλησης  στο διάστηµα [0,t], 0≥t . Αυτό σηµαίνει ότι το ποσό που 

κάποιος πρέπει να επενδύσει στο χρόνο 0 για να πάρει ένα ποσό 1 στο χρόνο t  είναι η 

τυχαία µεταβλητή tY . Σε αυτήν την περίπτωση, µια τυχαία µεταβλητή που µας 

ενδιαφέρει είναι το κλιµακωτό γινόµενο των δύο τυχαίων διανυσµάτων 

∑
=

=
n

i
ti i

YXS
1

. 

Αν οι πληρωµές iX  στο χρόνο it  είναι ανεξάρτητες από τον πληθωρισµό, τότε τα 

διανύσµατα ),...,,( 21 nXXXX = και ),...,,(
21 nttt YYYY =  µπορεί να υποθέσουµε ότι 
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είναι αµοιβαία ανεξάρτητα. Αφ' ετέρου, αν οι πληρωµές ρυθµίζονται µε  τον 

πληθωρισµό, τότε τα διανύσµατα X  και Y  δεν είναι πια αµοιβαία ανεξάρτητα. 

Ορίζοντας τον παράγοντα του πληθωρισµού κατά τη διάρκεια της περιόδου [0,t] 

ως tZ , η τυχαία µεταβλητή  S  µπορεί, σε αυτήν την περίπτωση, να ξαναγραφεί ως 

∑
=

=
n

i
ti i

YXS
1

'' , όπου οι πραγµατικές πληρωµές '
iX  και oι πραγµατικοί παράγοντες 

προεξόφλησης '
it

Y  δίνονται από το 
itii ZXX /' =   και 

iii ttt ZYY /' = , αντίστοιχα. Σε 

αυτήν την περίπτωση το S  είναι  το κλιµακωτό γινόµενο των δύο αµοιβαία 

ανεξάρτητων τυχαίων διανυσµάτων ),...,,( ''
2

'
1 nXXX και ),...,,( '''

21 nttt YYY . Γενικά, κάθε 

διάνυσµα από µόνο του θα έχει συνιστώσες που θα έχουν µεταξύ τους εξάρτηση. 

Ειδικά, οι συνιστώσες του διανύσµατος προεξόφλησης θα έχουν µια ισχυρή θετική 

εξάρτηση. 

    Η εισαγωγή των στοχαστικών χρηµατοοικονοµικών θεωριών στα ασφαλιστικά 

µοντέλα φανερώνει αµέσως την ανάγκη να ορίσουµε συναρτήσεις κατανοµών σε 

αθροίσµατα εξαρτώµενων τυχαίων µεταβλητών. Παρακάτω περιγράφουµε µερικά 

παραδείγµατα στα οποία προκύπτουν τυχαίες µεταβλητές, που είναι κλιµακωτά 

γινόµενα δύο διανυσµάτων. 

     Κατ'αρχάς, θεωρούµε την τυχαία µεταβλητή ∑
=

=
n

i
iiYXS

1
, όπου τα iX   

αντιπροσωπεύουν τα ποσά µιας σύµβασης ασφάλισης (ή ενός χαρτοφυλακίου) στους 

διαφορετικούς χρόνους i,  i =1,2,...,n. Ακόµα κι αν οι παράγοντες iY   προεξόφλησης  

είναι γνωστοί, το S  θα είναι συχνά ένα άθροισµα εξαρτηµένων τυχαίων µεταβλητών. 

Ένα παράδειγµα είναι η περίπτωση ενός µεµονωµένου συµβολαίου ασφάλισης 

αυτοκινήτου όπου το iX  αντιπροσωπεύει την απώλεια στο έτος i  τoυ συµβολαίου 

ασφάλισης. Υψηλές τιµές του 1X  και του 2X  θα δείχνουν ότι ο ασφαλισµένος είναι 

ένας κακός κίνδυνος για την ασφαλιστική τα επόµενα έτη. 

    Στην περίπτωση των στοχαστικών παραγόντων προεξόφλησης iY  (όταν δηλ. 

iY είναι τ.µ.), το άθροισµα ∑
=

=
n

i
iiYXS

1
 θα είναι ένα άθροισµα ισχυρά θετικών 

εξαρτηµένων τυχαίων µεταβλητών, όπου η εξάρτηση προκαλείται επίσης από την 

εξάρτηση µεταξύ των iY . Εξετάζουµε για παράδειγµα το iY  και το jiY +  µε το j µικρό. 

Η προεξόφληση κατά τη διάρκεια της περιόδου [0,i + j] είναι ίση µε την 
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προεξόφληση κατά τη διάρκεια της περιόδου ],[],0[ jiii +∪ . Έτσι, σε οποιοδήποτε 

ρεαλιστικό πρότυπο αυτοί οι παράγοντες iY  και  jiY +  προεξόφλησης έχουν µια 

ισχυρή θετική εξάρτηση. 

    ∆ιαισθητικά, µε την παρουσία των θετικών εξαρτήσεων, µεγάλες τιµές ενός όρου 

σε ένα άθροισµα των τυχαίων µεταβλητών σηµαίνει και µεγάλες τιµές των άλλων 

όρων. Ο Νόµος των µεγάλων αριθµών δεν θα ισχύει και ο συνολικός κίνδυνος  S  θα 

παρουσιάσει µεγαλύτερη διακύµανση απ'ό,τι στην περίπτωση ενός αθροίσµατος των 

αµοιβαία ανεξάρτητων τυχαίων µεταβλητών. Σε αυτήν την περίπτωση, η υπόθεση 

ανεξαρτησίας τείνει να εξαλείψει τις ουρές που θα έχει η συνάρτηση κατανοµής του 

S. 

    Στο σηµείο αυτό θα αναφέρουµε κάποιους µεµονωµένους κίνδυνου iX  που δεν 

είναι αµοιβαία ανεξάρτητοι επειδή επηρεάζονται από το ίδιο οικονοµικό ή φυσικό 

περιβάλλον. Οι µεµονωµένοι κίνδυνοι π.χ. ενός σεισµού ή µιας πληµµύρας   σ’ένα 

χαρτοφυλάκιο κινδύνων που βρίσκονται στην ίδια γεωγραφική περιοχή 

συσχετίζονται, δεδοµένου ότι εξαρτώνται από το περιστατικό και τη δριµύτητα του 

σεισµού ή της πληµµύρας. Σε µια οµιχλώδη ηµέρα όλα τα αυτοκίνητα µιας περιοχής 

έχουν µεγάλη πιθανότητα να πάθουν κάποιο ατύχηµα. Κατά τη διάρκεια των ξηρών 

καυτών καλοκαιριών, όλα τα ξύλινα εξοχικά σπίτια εκτίθενται περισσότερο στην 

πυρκαγιά. 

    Σαν ένα θεωρητικό παράδειγµα, εξετάζουµε ένα ασφαλιστικό χαρτοφυλάκιο που 

αποτελείται από n κινδύνους. Οι πληρωµές που γίνονται από τον ασφαλιστή 

περιγράφονται από ένα τυχαίο διάνυσµα  ),...,,( 21 nXXX , όπου iX  είναι το ποσό 

αξίας του εγγράφου ασφάλισης i κατά τη διάρκεια της ασφαλιστικής περιόδου. 

Υποθέτουµε ότι όλες οι πληρωµές πρέπει να γίνουν στο τέλος της ασφαλιστικής 

περιόδου [0,1]. Σε µια ντιτερµινιστική οικονοµική ρύθµιση, η παρούσα αξία στο 

χρόνο 0 της συνολικής αποζηµίωσης nXXX +++ ...21  που πληρώνεται από τον 

ασφαλιστή στο χρόνο 1 καθορίζεται από τη σχέση 

  

ν)...( 21 nXXXS +++= , 

όπου 1)1( −+= rν είναι ο ντιτερµινιστικός παράγοντας προεξόφλησης και το r  το 

τεχνικό επιτόκιο. Υποθέτουµε ότι όλοι οι κίνδυνοι iX  είναι µη αρνητικοί, 



 4

ανεξάρτητοι και ότι έχουν την ίδια κατανοµή, και ας πούµε ότι 
d

iX X= , όπου το 

σύµβολο 
d
=  χρησιµοποιείται για να δείξει την ισότητα στην κατανοµή. Η µέση 

πληρωµή  S/n  έχει  µέσο όρο και διακύµανση που είναι 

[ / ] [ ] E S n Xν= Ε  

και  
2

[ / ] [ ]Var S n Var X
n
ν

= . 

Η απαραίτητη σταθερότητα και για τους ασφαλισµένους και για τον ασφαλιστή 

διατηρείται από το Nόµο των µεγάλων αριθµών, υπό τον όρο ότι το n  είναι πράγµατι  

“µεγάλο” και ότι οι κίνδυνοι είναι αµοιβαία ανεξάρτητοι και µάλλον 

συµπεριφέρονται καλά, µην περιγράφοντας παραδείγµατος χάριν τους κινδύνους 

καταστροφικής φύσης για τους οποίους η διακύµανση είναι πολύ µεγάλη ή και 

άπειρη. 

    Τώρα εξετάζουµε τις συνέπειες αν εισάγουµε στα παραπάνω την στοχαστική 

προεξόφληση. Αντικαθιστώντας το σταθερό παράγοντα προεξόφλησης ν από µια 

τυχαία µεταβλητή Υ, που αντιπροσωπεύει το στοχαστικό ποσό που επενδύεται στο 

χρόνο 0 µε αξία 1 στο τέλος της περιόδου [0,1], η παρούσα αξία της συνολικής αξίας 

που πληρώνεται από τον ασφαλιστή γίνεται 

 

YXXXS n )...( 21 +++= . 

Αν υποθέσουµε ότι ο παράγοντας προεξόφλησης είναι ανεξάρτητος από πληρωµές, 

διαπιστώνουµε ότι η µέση πληρωµή ανά έγγραφο ασφάλισης S/n έχει µέσο όρο και 

διακύµανση: 

[ / ] [ ] [ ]  E S n E X E Y=  

και 

2 2[ ] [ / ] [ ] ( [ ]) [ ]Var XVar S n E Y E X Var Y
n

= + . 

Υποθέτοντας ότι το E[X] και το Var [Υ] είναι θετικά, ο Νόµος των µεγάλων αριθµών 

δεν αποβάλλει πλέον τον σχετικό κίνδυνο. Αυτό είναι επειδή για ,n →∞  το 

[ / ]Var S n  συγκλίνει στο δεύτερο όρο του. Έτσι για να αξιολογήσουµε το συνολικό 

κίνδυνο, απαιτούνται η κατανοµή και του ασφαλιστικού κινδύνου και του 

οικονοµικού κινδύνου. Αυτή η παρατήρηση τονίζει ότι η εισαγωγή των  στοχαστικών 
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χρηµατοοικονοµικών πλευρών στα ασφαλιστικά µοντέλα οδηγεί αµέσως στην 

ανάγκη να ορίσουµε συναρτήσεις κατανοµών για αθροίσµατα εξαρτηµένων τυχαίων 

µεταβλητών.  

    Με την υπόθεση ότι τα διανύσµατα  ),...,,( 21 nXXXX =   και  ),...,,(
21 nttt YYYY =   

είναι αµοιβαία ανεξάρτητα και ότι οι περιθώριες κατανοµές του  iX   και του 
it

Y  

δίνονται, το πρόβληµα για να ορίσουµε φράγµατα για τη συνάρτηση κατανοµής του 

αθροίσµατος ∑
=

=
n

i
ti i

YXS
1

µπορεί να περιοριστεί στον καθορισµό φραγµάτων για τη 

συνάρτηση κατανοµής του αθροίσµατος 

nZZZS +++= ...21  

των τυχαίων µεταβλητών  nZZZ ,...,, 21  µε δεδοµένες περιθώριες κατανοµές, αλλά των 

οποίων η από κοινού κατανοµή είναι δύσκολο να προσδιοριστεί. Η άγνωστη ή η 

σύνθετη φύση της εξάρτησης µεταξύ των τυχαίων µεταβλητών iZ είναι ο λόγος για 

τον οποίο είναι αδύνατο να βρεθεί η συνάρτηση κατανοµής του S ακριβώς. 

    Σε αυτή την εργασία θα ορίσουµε στοχαστικά άνω και κάτω φράγµατα για 

αθροίσµατα S αυτού του τύπου. Αυτά τα φράγµατα θα οριστούν υπό την έννοια της 

κυρτής διάταξης. Η έννοια της κυρτής διάταξης σχετίζεται µε την έκφραση της Stop-

loss διάταξης η οποία είναι γνωστή στην ασφαλιστική επιστήµη. Και οι δύο µορφές 

στοχαστικής διάταξης δείχνουν ανάµεσα σε δύο τυχαίες µεταβλητές ποια είναι η 

λιγότερη «επικίνδυνη». Αντικαθιστώντας το S  από µια λιγότερο «ελκυστική» τυχαία 

µεταβλητή 'S  έχουµε µια πιο ασφαλής στρατηγική από την πλευρά του ασφαλιστή. 

Θεωρώντας πιο «ελκυστικές» τ.µ. µας βοηθάει στο να πάρουµε µια ιδέα του βαθµού 

υπερεκτίµησης του πραγµατικού κινδύνου. 

    Στο Κεφάλαιο 1, δίνουµε τον ορισµό του Stop-loss ασφαλίστρου και της µέσης 

τιµής µιας τ.µ. µέσω της συνάρτησης κατανοµής της και υπολογίζουµε το Stop-loss 

ασφάλιστρο. Επίσης περιγράφουµε τα δύο είδη στοχαστικής διάταξης µεταξύ δύο 

τυχαίων µεταβλητών µαζί µε τις ιδιότητές τους. 

    Στο Κεφάλαιο 2, παρουσιάζουµε την έννοια της συµονοτονικότητας ορίζοντας τα 

συµονοτονικά σύνολα και τα συµονοτονικά τυχαία διανύσµατα. Σαν µια ειδική 

περίπτωση θεωρούµε τη συµονοτονικότητα για διανύσµατα που προέρχονται από την 

ίδια Θέσης Κλίµακας(Location-Scale) οικογένεια κατανοµών και ορίζουµε την σχέση 

µε τον συντελεστή συσχέτισης κατά Pearson. Τέλος αποδεικνύουµε ότι τα Stop-loss 
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ασφάλιστρα ενός αθροίσµατος συµονοτονικών τυχαίων µεταβλητών µπορούν να 

καθοριστούν από τα Stop-loss ασφάλιστρα των όρων του αθροίσµατος. 

    Στο Κεφάλαιο 3, ορίζουµε τα κυρτά φράγµατα για αθροίσµατα τυχαίων 

µεταβλητών. Τα φράγµατα αυτά είναι: το συµονοτονικό άνω φράγµα, το βελτιωµένο 

άνω φράγµα και το κάτω φράγµα. Τα δύο τελευταία φράγµατα προκύπτουν µέσα από 

δέσµευση σε µια τυχαία µεταβλητή που έχει γνωστή συνάρτηση κατανοµής. Στην 

τελευταία ενότητα υπολογίζουµε τα φράγµατα µέσω θεωρητικών παραδειγµάτων. 

    Στο Κεφάλαιο 4, θεωρούµε ως άθροισµα την παρούσα αξία από µια 

Λογαριθµοκανονική διαδικασία προεξόφλησης και συνεπώς υπολογίζουµε το Stop-

loss ασφάλιστρο για το άθροισµα αυτό καθώς και τα φράγµατα που αναφέραµε 

παραπάνω. 

    Τέλος , στο Κεφάλαιο 5 χρησιµοποιούµε τη θεωρία της συµονοτονικότητας για την 

τιµολόγηση αριθµητικών Ασιατικών Παραγώγων και συνεπώς κατασκευάζουµε και 

πάλι φράγµατα για την τιµή αυτή.  
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 1  
 

Εισαγωγικές έννοιες για τη Συµονοτονικότητα και τα 

Stop-Loss Ασφάλιστρα 

 
    Στον ασφαλιστικό τοµέα, γενικά, συναντάµε κάποια συµβόλαια που υπογράφονται 

µεταξύ του ασφαλιστή και του ασφαλιζοµένου στα οποία, αν θεωρήσουµε την τ.µ. Χ 

να εκφράζει το µέγεθος ζηµιάς του κινδύνου, τότε ο ασφαλιζόµενος συµφωνεί να 

καλύπτει µέγεθος ζηµιάς µέχρι d. Αυτό σηµαίνει ότι αν το µέγεθος ζηµιάς από τον 

κίνδυνο Χ είναι µικρότερο ή ίσο από d ( X d≤ ), τότε δεν καλείται ο ασφαλιστής να 

αποζηµιώσει τον ασφαλιζόµενο. Αν όµως το µέγεθος ζηµιάς Χ είναι µεγαλύτερο από 

d τότε η ασφαλιστική δίνει αποζηµίωση ίση µε X d− . To d ονοµάζεται «όριο ιδίας 

κράτησης». Έτσι αν θεωρήσουµε την τ.µ. dI  να εκφράζει την αποζηµίωση που 

καλύπτει η ασφαλιστική, τότε έχουµε 

 

0,  
,  d

X d
I

X d X d
≤⎧

= ⎨ − >⎩
 ή max( ,0) ( )dI X d X d += − = − . 

Από την άλλη πλευρά αν θεωρήσουµε την τ.µ. Υ να εκφράζει το κόστος που καλύπτει 

ο ασφαλιζόµενος τότε 

 

,  
,  

X X d
Y

d X d
≤⎧

= ⎨ >⎩
. 

Τώρα µπορόυµε να δώσουµε τον παρακάτω ορισµό για το Stop-Loss Ασφάλιστρο µε 

όριο ιδίας κράτησης d. 

 

Oρισµός (Stop-loss Ασφάλιστρο) 

 

Θεωρούµε την τ.µ. max( ,0) ( )dI X d X d += − = − . Τότε το Stop-loss Ασφάλιστρο 

µιας τ.µ. Χ µε όριο ιδίας κράτησης d ορίζεται ως 
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[ ] [( ) ]dE I E X d += −  , 

µε ( ) max( ,0)x d x d+− = − , όπου x είναι µια πραγµατοποίηση της τ.µ. Χ. 

 

1.1. ∆ιάταξη Τυχαίων Μεταβλητών 

 

    Στην ενότητα αυτή θα προσπαθήσουµε να διατάξουµε τις τυχαίες µεταβλητές(τ.µ.) 

µε βάση κάποια κριτήρια. Θα µιλάµε γενικά για τυχαίες µεταβλητές που έχουν 

πεπερασµένο µέσο. Αρχικά θα µιλήσουµε για την αθροιστική συνάρτηση 

κατανοµής(α.σ.κ.) XF  µιας τυχαίας µεταβλητής Χ και θα ορίσουµε την µέση τιµή της 

τ.µ. µέσω της αθροιστικής της. 

 

 

Ορισµός 1.1.2. (Μέση τιµή µιας τ.µ. Χ µέσω της αθροιστικής της (α.σ.κ.) XF ) 

 

Γνωρίζουµε ότι η αθροιστική συνάρτηση κατανοµής XF  µιας τυχαίας µεταβλητής Χ  

ορίζεται ως: ]Pr[)( xXxFX ≤= . Επειδή θεωρούµε ότι η τ.µ. Χ έχει πεπερασµένο 

µέσο έχουµε ότι: 0)(lim))(1(lim ==− −∞→∞→ xxFxFx XxXx . Η µέση τιµή της τ.µ. Χ 

µπορεί να οριστεί µε βάση την αθροιστική της XF  ως εξής 

∫ ∫
∞−

∞

−−=
0

0

))(1()(][ xFxdxxdFXE XX .                                                                          (1) 

Χρησιµοποιώντας τεχνικές ολοκλήρωσης µπορούµε να βρούµε την ακόλουθη 

έκφραση για τη µέση τιµή  Ε[Χ] : 

 

∫ ∫
∞−

∞

−+−=
0

0

))(1()(][ dxxFdxxFXE XX .                                                                        (2) 

Tώρα θα υπολογίσουµε το Stop-loss ασφάλιστρο, όπως το ορίσαµε στην αρχή του 

κεφαλαίου, µέσω του ορισµού που δώσαµε παραπάνω για τη µέση τιµή µιας τ.µ. Χ. 
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1.1.3. Υπολογισµός Stop-loss ασφαλίστρου   

 

    Στην εισαγωγή του κεφαλαίου είπαµε ότι το stop-loss ασφάλιστρο µε όριο ιδίας 

κράτησης d  της τ.µ. Χ  ορίζεται ως ])[( +− dXE , µε τη σηµείωση ότι 

)0,max()( dxdx −=− + . Κάνοντας µια ολοκλήρωση κατά µέρη και µε τη βοήθεια 

της σχέσης (2) βρίσκουµε ότι 

 

[( ) ] (1 ( )) ,  X
d

E X d F x dx d
∞

+− = − −∞ < < +∞∫ .                                                            (3) 

Aπό την παραπάνω σχέση βλέπουµε ότι το Stop-loss ασφάλιστρο µε όριο ιδίας 

κράτησης d µπορεί να θεωρηθεί ως το βάρος µιας ανώτερης ουράς (της συνάρτησης 

κατανοµής) του Χ. Ουσιαστικά είναι η επιφάνεια µεταξύ της α.σ.κ. XF  της  Χ και της 

σταθερής συνάρτησης 1, ως προς d. Επίσης παρατηρούµε ότι το ])[( +− dXE  είναι 

µια φθίνουσα συνεχής συνάρτηση ως προς d, µε παράγωγο 1)( −dFX ως προς d, η 

οποία πηγαίνει στο ∞+ . 

    Στη συνέχεια θα προσπαθήσουµε να διατάξουµε τις τυχαίες µεταβλητές µε βάση το 

Stop-loss ασφάλιστρό τους. Σκοπός µας είναι να αντικατασταθεί µια τ.µ. από µια 

άλλη τ.µ. µε απλούστερη δοµή της οποίας είναι πιο εύκολο να υπολογίσουµε τη 

συνάρτηση κατανοµής της. 

 

Ορισµός 1.1.4. (Stop-Loss ∆ιάταξη) 

 

Θεωρούµε δύο τυχαίες µεταβλητές Χ και Υ. Θα λέµε ότι η Χ  προηγείται  της Υ  υπό 

την έννοια της stop-loss διάταξης, και θα συµβολίζουµε YX sl≤ , αν και µόνο αν η Χ 

έχει κατώτερο stop-loss ασφάλιστρο από την Υ, δηλ. όταν ισχύει 

 

[( ) ] [( ) ],  E X d E Y d d+ +− ≤ − −∞ < < +∞                                                                   (4) 

 

Όταν θα ισχύει YX sl≤ , θα σηµαίνει ότι η Χ έχει οµοιόµορφα µικρότερες ανώτερες 

ουρές από την Υ, που σηµαίνει ότι αν θεωρήσουµε την Υ ως µια πληρωµή, θα είναι 

«λιγότερο ελκυστική» από µια πληρωµή Χ. Η Stop-loss διάταξη έχει µια φυσική 

οικονοµική ερµηνεία υπό την έννοια της αναµενόµενης χρησιµότητας. Μπορεί δηλ. 
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να αποδειχθεί ότι YX sl≤ , αν και µόνο αν )]([)]([ YuEXuE −≥−  το οποίο ισχύει για 

όλες τις µη φθίνουσες και κοίλες πραγµατικές συναρτήσεις u για τις οποίες υπάρχει η 

µέση τιµή. Αυτό σηµαίνει ότι ο ασφαλιστής θα προτιµούσε να πληρώσει  Χ  αντί για 

Υ. Ο χαρακτηρισµός της Stop-loss διάταξης στα πλαίσια των παραπάνω χρήσιµων 

συναρτήσεων είναι ισοδύναµος µε τη σχέση )]([)]([ YEXE −≥− νν  που ισχύει για 

όλες τις µη φθίνουσες κυρτές συναρτήσεις ν για τις οποίες υπάρχει η µέση τιµή. Για 

αυτό το λόγο, η stop-loss διάταξη καλείται συχνά «αυξανόµενη κυρτή διάταξη» και 

συµβολίζεται ως icx≤ . 

    Η stop-loss διάταξη µεταξύ των τυχαίων µεταβλητών Χ και Υ δηλώνει µια 

αντίστοιχη σχέση των µέσων τους. Για να αποδείξουµε αυτό, υποθέτουµε ότι 0<d . 

Από τη σχέση (3) και το χαρακτηρισµό των stop-loss ασφαλίστρων ως ανώτερες 

ουρές, βρίσκουµε την παρακάτω ισότητα 

 

,))(1()(])[(
0

0
∫ ∫

∞

+ −+−=−+
d

XX dxxFdxxFdXEd  

και επίσης, αν το d → −∞, τότε 

 

][]))[((lim XEdXEd
d

=−+ +−∞→
. 

Έτσι, προσθέτοντας το d και στα δύο µέλη της ανισότητας (4) στον Ορισµό 1.1.4., 

και παίρνοντας το όριο για d →−∞, έχουµε ότι ][][ YEXE ≤ . 

    Καταλήγουµε τελικά ότι µια ικανοποιητική συνθήκη για να ισχύει YX sl≤ είναι ότι 

][][ YEXE ≤ , µε τον όρο όµως ότι οι αθροιστικές συναρτήσεις κατανοµών τους 

(α.σ.κ.) έχουν µόνο ένα σηµείο τοµής. Αυτό σηµαίνει ότι υπάρχει ένας πραγµατικός 

αριθµός  c  έτσι ώστε ( ) ( ),  X YF x F x≤ για x c< , αλλά ( ) ( ),X YF x F x≥  για x c≥ . 

    Πράγµατι, αν εξετάσουµε τη συνάρτηση ])[(])[()( ++ −−−= dXEdYEdf , έχουµε 

ότι το 0][][)(lim ≥−=−∞→ XEYEdfd  και το 0)(lim =+∞→ dfd . 

Περαιτέρω, παρατηρούµε ότι η )(df αρχικά αυξάνεται, και µετά µειώνεται (από το c 

και πάνω) αλλά παραµένει µη αρνητική. 

    Στόχος µας ήταν να αντικαταστήσουµε µια τυχαία πληρωµή Χ από µια λιγότερο 

ευνοϊκή τυχαία πληρωµή Υ, για την οποία όµως η συνάρτηση κατανοµής της  είναι 

πιο εύκολο να καθοριστεί. Αν έχουµε ότι YX sl≤ , τότε έχουµε ][][ YEXE ≤ , και 
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είναι φανερό ότι καλύτερες προσεγγίσεις προκύπτουν στην περίπτωση όπου  

Ε[Χ]=Ε[Υ]. Όταν ισχύει αυτό οδηγούµαστε στον παρακάτω Ορισµό 1.1.5. που 

ονοµάζεται «Κυρτή ∆ιάταξη». 

 

Ορισµός 1.1.5. (Κυρτή ∆ιάταξη) 

 

Έστω οι τυχαίες µεταβλητές Χ και Υ. Θα λέµε ότι η τ.µ. Χ προηγείται της Υ υπό την 

έννοια της κυρτής διάταξης, και θα συµβολίζουµε µε YX cx≤ , αν και µόνο αν 

 

[ ] [ ],
[( ) ] [( ) ]

E X E Y
E X d E Y d+ +

=⎧
⎨ − ≤ −⎩

        ,                                                                                (5) 

 

για κάθε d. 

Από το ότι ισχύει: dXEXdEdXE −=−−− ++ ][])[(])[( , βρίσκουµε ότι 

 

⎩
⎨
⎧

−≤−
=

⇔≤
++ ])[(])[(

],[][
YdEXdE

YEXE
YX cx ,   +∞<<∞− d     .                                      (6) 

 

Παρατηρήσεις 

 

H µερική ολοκλήρωση οδηγεί στο ότι 

 

∫
∞−

+ =−
d

X dxxFXdE )(])[( ,                                                                                           (7) 

 

το οποίο σηµαίνει ότι η µέση τιµή ])[( +− XdE  µπορεί να ερµηνευθεί ως το βάρος 

µιας κατώτερης ουράς  της α.σ.κ. της τ.µ. Χ : είναι η επιφάνεια µεταξύ της σταθερής 

συνάρτησης 0 και της αθροιστικής συνάρτησης κατανοµής (α.σ.κ.) της Χ, από το ∞−  

µέχρι το d. Είδαµε στον προηγούµενο Ορισµό 1.1.4. ότι η Stop-Loss διάταξη 

συνεπάγεται οµοιόµορφα βαρύτερες ανώτερες ουρές. Η επιπλέον συνθήκη της 

ισότητας των µέσων στον παραπάνω Ορισµό 1.1.5. δηλώνει ότι η κυρτή διάταξη 

οδηγεί και σε οµοιόµορφα κατώτερες ουρές. 
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    Αν d > 0, τότε από τη σχέση (7) βρίσκουµε ότι 

 

,))(1()(])[(
0

0
∫ ∫
∞−

+ −+−=−−
d

XX dxxFdxxFXdEd  

και επίσης 

 

][]))[((lim XEXdEd
d

=−− +−∞→
.  

 

Από τα παραπάνω µπορούµε να πούµε ότι η κυρτή διάταξη  χαρακτηρίζεται και ως 

 

 
⎩
⎨
⎧

−≤−
−≤−

⇔≤
++

++

])[(])[(
],)[(])[(

YdEXdE
dYEdXE

YX cx ,   +∞<<∞− d   .                                      (8) 

 

To αντίστροφο της παραπάνω συνεπαγωγής δηλ. το ⇐  ισχύει πράγµατι αν 

παρατηρήσουµε ότι οι ανισότητες µεταξύ των ανώτερων ουρών δηλώνουν ότι 

][][ YEXE ≤ , ενώ οι ανισότητες µεταξύ των κατώτερων ουρών δηλώνουν ότι 

][][ YEXE ≥ . Αυτό σηµαίνει ότι τελικά πρέπει να ισχύει Ε[Χ]  =  Ε[Υ]. 

     Παρατηρούµε ότι µε τη Stop-loss ∆ιάταξη, µας ενδιαφέρουν µεγάλες τιµές µιας 

τυχαίας απώλειας, και τότε καλούµε την  τυχαία µεταβλητή Υ  λιγότερο «ελκυστική» 

από  την Χ  αν οι αναµενόµενες τιµές όλων των +− )( dY είναι µεγαλύτερες από 

εκείνες της τ.µ. Χ. Οι αρνητικές τιµές για αυτές τις τυχαίες µεταβλητές είναι 

πραγµατικά κέρδη. Τα υπερβολικά κέρδη µπορεί όµως να µην είναι ελκυστικά για 

τον ασφαλιστή. Σε αυτήν την περίπτωση, η τ.µ. Χ θα µπορούσε να θεωρηθεί πιο 

«ελκυστική» από την Υ αν και τα ανώτερα µέρη  +− )( dX και τα κατώτερα µέρη 

+− )( Xd έχουν χαµηλότερη αναµενόµενη τιµή απ'ότι για την τ.µ. Υ . Και οι δύο όροι 

καθορίζουν ακριβώς την κυρτή διάταξη που αναφέραµε παραπάνω.  

    Μια ικανοποιητική συνθήκη για να ισχύει ότι YX cx≤  είναι να ισχύει: E[Χ]= E[Υ], 

µε την προυπόθεση όµως ότι oι αθροιστικές συναρτήσεις κατανοµών τους έχουν ένα 

µόνο σηµείο τοµής. Αυτή η συνθήκη µπορεί να ισχύει στα περισσότερα 

παραδείγµατα, αλλά είναι εύκολο επίσης να κατασκευαστούν παραδείγµατα όπου 

YX cx≤  και oι αθροιστικές συναρτήσεις κατανοµών τους έχουν περισσότερα σηµεία 

τοµής. 
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    Μπορεί να αποδειχθεί από την εργασία των Kaas et al.[1] ότι YX cx≤  αν και µόνο 

αν [ ( )] [ ( )]E X E Yν ν≤  για όλες τις κυρτές συναρτήσεις  ν, υπό τον όρο ότι οι 

αναµενόµενες τιµές υπάρχουν. Αυτό εξηγεί την ονοµασία «Κυρτή ∆ιάταξη». 

Σηµειώνουµε ότι όταν µιλάµε για τη Stop-loss ∆ιάταξη, οι κυρτές συναρτήσεις ν 

πρέπει να είναι µη φθίνουσες. Έτσι, βλέπουµε ότι η Stop-loss διάταξη είναι πιο 

αδύναµη: απαιτούνται δηλ. περισσότερα ζεύγη τυχαίων µεταβλητών. 

    Επίσης, µπορούµε να πούµε ότι YX cx≤  αν και µόνο αν E[Χ]=E[Υ] και 

[ ( )] [ ( )]E u X E u Y− ≥ −  για όλο το σύνολο των  κοίλων  και µη φθίνουσων 

συναρτήσεων u, υπό τον όρο ότι οι αναµενόµενες τιµές υπάρχουν. 

    Στην περίπτωση που YX cx≤ , οι ανώτερες ουρές καθώς επίσης και οι κατώτερες 

ουρές της Υ είναι βαρύτερες από τις αντίστοιχες ουρές της Χ, το οποίο σηµαίνει ότι οι 

ακραίες τιµές είναι πιθανότερο να εµφανιστούν για την τ.µ. Υ απ'ό,τι για την τ.µ. Χ. 

Αυτό επίσης δηλώνει ότι το YX cx≤ είναι ισοδύναµο µε το YX cx −≤− . Για αυτό το 

λόγο, η ερµηνεία των τυχαίων µεταβλητών ως πληρωµές ή ως εισοδήµατα δεν έχει 

σχέση για την έννοια της  «Κυρτής ∆ιάταξης». 

 

Παράδειγµα 1.1.6. 

    Αν ορίσουµε τη συνάρτηση ν, ως 2)( xx =ν  που είναι µια κυρτή συνάρτηση, τότε 

αν ισχύει ότι YX cx≤  έχουµε ότι: ][][ YVarXVar ≤ . To αντίστροφο δεν ισχύει γενικά. 

Πράγµατι, αν υποθέσουµε ότι η τ.µ Χ ακολουθεί την Οµοιόµορφη Κατανοµή στο 

σύνολο {0,1,2,3} και ότι: 1 1 1Pr[ 0] ,Pr[ 1] ,Pr[ 3]
6 2 3

Y Y Y= = = = = = , τότε 

3[ ] [ ]
2

E X E Y= =  και [ ] [ ] 2Var X Var Y= = . Όµως δεν ισχύει ούτε YX cx≤  ούτε 

cxY X≤ . 

    Στην περίπτωση της κυρτής διάταξης, δεν διατάσσονται µόνο οι διασπορές µεταξύ 

δύο τυχαίων µεταβλητών. Πράγµατι, αν  YX cx≤  , τότε όλες οι ροπές τάξης 2k (k = 

1,2,…) της τ.µ. Χ είναι µικρότερες από τις αντίστοιχες ροπές της τ.µ. Υ. 

    Έχει αποδειχθεί από την εργασία των Kaas et al.[1, page 68] ότι η σύγκριση των 

διασπορών έχει νόηµα όταν συγκρίνουµε Stop-loss ασφάλιστρα κυρτά διατεταγµένων 

τυχάιων µεταβλητών. Η παρακάτω πρόταση συνδέει τις διασπορές µε τα Stop-loss 

ασφάλιστρα. 
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Πρόταση 1.1.7. (∆ιασπορά και Stop-loss Ασφάλιστρα) 

 

Για κάθε τυχαία µεταβλητή Χ µπορούµε να γράψουµε ότι 

 

∫
+∞

∞−
++ −−−= dttXEtXEXVar ))][(])[((][

2
1   .                                                             (9) 

 

Aπόδειξη: Για να αποδείξουµε αυτή τη σχέση γράφουµε 

 

∫ ∫∫
∞−

+∞

++

+∞

∞−
++ −+−=−−−

][

][

])[(])[())][(])[((
XE

XE

dttXEdtXtEdttXEtXE .                   (10) 

Αλλάζοντας τη διάταξη των ολοκληρωµάτων και χρησιµοποιώντας µερική 

ολοκλήρωση, βρίσκουµε ότι 

 
[ ] [ ] [ ]

21[( ) ] ( ) ( [ ]) ( )
2

E X E X E Xt

X XE t X dt F x dxdt x E X dF x+
−∞ −∞ −∞ −∞

− = = −∫ ∫ ∫ ∫ .                            (11) 

 

 
Σχήµα 1.1.8. ∆ύο stop-loss µετασχηµατισµοί ])[()( +−= tXEtXπ και ])[()( +−= tYEtYπ ,όπου  

YX cx≤ . 
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Όµοια, 

 

∫ ∫
∞ ∞

+ −=−
][ ][

2 )(])[(
2
1])[(

XE XE
X xdFXExdttXE .                                                            (12) 

 

H σχέση (10) µε τη βοήθεια των σχέσεων (11) και (12) γίνεται 

 

( [( ) ] ( [ ] ) )E X t E X t dt
+∞

+ +
−∞

− − − =∫
[ ]

21 ( [ ]) ( )
2

E X

Xx E X dF x
−∞

−∫ + 2

[ ]

1 ( [ ]) ( )
2 X

E X

x E X dF x
∞

−∫

= 21 ( [ ]) ( )
2 Xx E X dF x

+∞

−∞

−∫ = 1 [ ]
2

Var X , το οποίο είναι και το ζητούµενο. 

Από τη σχέση (9), παίρνουµε ότι, αν  YX cx≤ , τότε 

 

]}.[][{
2
1])[(])[( XVarYVardttXEtYE −=−−−∫

+∞

∞−
++                                               (13) 

 

Μια γραφική ερµηνεία των σχέσεων (9) και (13) δίνεται στο παραπάνω Σχήµα 1.1.8. 

    Έτσι, αν ισχύει YX cx≤ , τότε η stop-loss απόσταση τους, δηλ. η ενσωµατωµένη 

απόλυτη διαφορά των αντίστοιχων stop-loss ασφαλίστρων τους, είναι ίση µε τη µισή 

διαφορά των διακυµάνσεων των δύο αυτών τυχαίων µεταβλητών. Το πρώτο µέλος 

εποµένως στην ισότητα της παραπάνω σχέσης είναι µη αρνητικό, έτσι αν επιπλέον 

ισχύει: Var[Χ] = Var[Υ], τότε πρέπει οι Χ  και Υ  απαραίτητα να έχουν  ίσα stop-loss 

ασφάλιστρα, το οποίο σηµαίνει ότι έχουν ίδια κατανοµή. Επίσης διαπιστώνουµε ότι 

αν YX cx≤ , και οι τ.µ. Χ  και Υ  δεν έχουν ίδια κατανοµή, τότε η Var[Χ] είναι 

αυστηρά µικρότερη από την Var[Υ]. Σηµειώνουµε ότι οι σχέσεις (9) και (13) έχουν 

οριστεί κάτω από την υπόθεση ότι οι τ.µ. Χ  και Υ έχουν πεπερασµένες δεύτερες 

ροπές. Έτσι και τα δύο όρια ))(1(lim 2 xFx Xx −∞→  και )(lim 2 xFx Xx −∞→ είναι ίσα µε 

µηδέν (και όµοια για τη τ.µ. Υ). 
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1.2. Αντίστροφες Συναρτήσεις Κατανοµών 

 

Oρισµός 1.2.1. (Συνάρτηση Κατανοµής) 

 

    Η συνάρτηση κατανοµής(α.σ.κ.) µιας τυχαίας µεταβλητής Χ ορίζεται 

ως: ]Pr[)( xXxFX ≤=  και είναι µια δεξιά συνεχής και µη φθίνουσα συνάρτηση µε 

 0)(lim)( ==−∞
−∞→

xFF XxX  και 1)(lim)( ==∞
∞→

xFF XxX . 

 

Oρισµός 1.2.2. (Αντίστροφη της Συνάρτησης κατανοµής) 

 

    Η αντίστροφη της συνάρτησης κατανοµής µιας τυχαίας µεταβλητής Χ είναι µια µη 

φθίνουσα και δεξιά συνεχής συνάρτηση  )(1 pFX
−  που ορίζεται ως εξής 

})(inf{)(1 pxFxpF XX ≥ℜ∈=− , ]1,0[∈p   ,                                                               (14) 

µε +∞=∅inf  από ορισµό. Για κάθε ℜ∈x και για ]1,0[∈p , έχουµε ότι 

)()(1 xFpxpF XX ≤⇔≤− .                                                                                          (15) 

 

    Σε αυτή την ενότητα θα παρουσιάσουµε ένα πιο περίπλοκο ορισµό για τις 

αντίστροφες των συναρτήσεων κατανοµής. Για κάθε πραγµατικό ]1,0[∈p , µια 

πιθανή επιλογή για την αντίστροφη της XF  στο  p είναι οποιοδήποτε σηµείο στο 

κλειστό διάστηµα 

 

}])(sup{,})([inf{ pxFxpxFx XX ≤ℜ∈≥ℜ∈ , 

όπου, +∞=∅inf και επίσης −∞=∅sup . Αν πάρουµε το αριστερά σύνορο από το 

παραπάνω διάστηµα να είναι η αξία της αντίστροφης α.σ.κ. στο p, παίρνουµε την 

)(1 pFX
−  που ορίσαµε παραπάνω. 

Οµοίως, καθορίζουµε το )(1 pFX
+−  ως το δεξιά σύνορο του παραπάνω διαστήµατος 

})(sup{)(1 pxFxpF XX ≤ℜ∈=+− , ]1,0[∈p    ,                                                        (16) 

που είναι µια µη φθίνουσα και και αριστερά συνεχής συνάρτηση. Σηµειώνουµε ότι 

∞=−∞= +−+− )1(,)0( 11
XX FF  και έτσι όλη η µάζα πιθανότητας της Χ περιέχεται στο 

διάστηµα: )]1(),0([ 11 +−+−
XX FF . Επίσης παρατηρούµε ότι οι )(1 pFX

− και  )(1 pFX
+− είναι 
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πεπερασµένες για όλα τα )1,0(∈p . Κατά συνέπεια, θα χρησιµοποιούµε πάντα το p 

σαν µια µεταβλητή στο ανοικτό διάστηµα (0,1). 

 

Ορισµός 1.2.3. (α-Μικτή αντίστροφη της συνάρτησης κατανοµής της τ.µ. Χ) 

 

    Για κάθε ]1,0[∈α , ορίζουµε την  α-µικτή αντίστροφη συνάρτηση της XF  ως εξής 

),()1()()( 11)(1 pFpFpF XXX
+−−− −+= ααα )1,0(∈p                                                        (17) 

που είναι µια µη φθίνουσα συνάρτηση. 

 

Από τον παραπάνω ορισµό, βρίσκουµε ότι )()( 1)0(1 pFpF XX
+−− = και 

)()( 1)1(1 pFpF XX
−− = . 

Επίσης βρίσκουµε ότι για όλα τα ]1,0[∈α  ισχύει 

 

)()()( 1)(11 pFpFpF X
a

XX
+−−− ≤≤ , )1,0(∈p .                                                                  (18) 

 

 
 

Σχήµα 1.2.4. Γραφική απεικόνιση των 1 1 1( ),  και a
X X XF F F− − + −  
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Παρατηρήσεις 

 

    Σηµειώνουµε ότι µόνο oι τιµές του p που αντιστοιχούν σε ένα οριζόντιο τµήµα της  

XF  οδηγούν σε διαφορετικές τιµές των 1 1 1( )( ), ( ), ( )a
X X XF p F p F p− − + − . Αυτό το 

φαινόµενο απεικονίζεται στο Σχήµα 1.2.4. 

    Τώρα παίρνουµε το όριο ιδίας κράτησης d να είναι τέτοιο ώστε να ισχύει 

0 ( ) 1XF d< < . Εποµένως οι 1( ( ))X XF F d− και 1 ( ( ))X XF F d− + είναι πεπερασµένες,και 

1 1( ( )) ( ( ))X X X XF F d d F F d− − +≤ ≤ ). Έτσι για κάποια τιµή [0,1]dα ∈ , το d µπορεί να 

εκφραστεί ως 
1 1( ( )) (1 ) ( ( ))d X X d X Xd F F d F F dα α− − += + − 1( ) ( ( ))d

X XF F dα−= . 

 

Αυτό σηµαίνει ότι τελικά για οποιοδήποτε τυχαία µεταβλητή X και για οποιοδήποτε d 

µε 0 ( ) 1XF d< < , υπάρχει ένα [0,1]dα ∈  έτσι ώστε: 1( ) ( ( ))d
X XF F d dα− = . 

    Στο παρακάτω θεώρηµα, δηλώνουµε τη σχέση µεταξύ της αντίστροφης των 

συναρτήσεων κατανοµής των τυχαίων µεταβλητών X και  g(X) για µια µονότονη 

συνάρτηση g. 

 

Θεώρηµα 1.2.5. (Αντίστροφη της συνάρτησης κατανοµής της g(X)) 

 

Θεωρούµε δύο πραγµατικές τυχαίες µεταβλητές X και g(X) και 0 < p < 1. 

 

(α) Αν η g είναι µια µη φθίνουσα και αριστερά συνεχής πραγµατική συνάρτηση, τότε 
1 1
( ) ( ) ( ( ))g X XF p g F p− −= .                                                                                               (19)                               

(β) Αν η g είναι µια µη φθίνουσα και δεξιά συνεχής πραγµατική συνάρτηση, τότε 
1 1
( ) ( ) ( ( ))g X XF p g F p− + − += .                                                                                              (20) 

(γ) Αν η g είναι µια µη αύξουσα και αριστερά συνεχής πραγµατική συνάρτηση, τότε 
1 1
( ) ( ) ( (1 ))g X XF p g F p− + −= − .                                                                                                             (21) 

(δ) Αν η g είναι µια µη αύξουσα και δεξιά συνεχής πραγµατική συνάρτηση, τότε 
1 1
( ) ( ) ( (1 ))g X XF p g F p− − += − .                                                                                         (22) 
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Aπόδειξη: 

 

(α) Θεωρούµε µια µη φθίνουσα και αριστερά συνεχής συνάρτηση g και 0<p<1. 

Από τη σχέση (15) για κάθε πραγµατικό x βρίσκουµε ότι 

 1
( ) ( )( ) ( )g X g XF p x p F x− ≤ ⇔ ≤ . 

 

Eπειδή η g είναι αριστερά συνεχής(α.σ.), έχουµε ότι 

( ) sup{ ( ) }g z x z y g y x≤ ⇔ ≤ ≤  , 

που ισχύει για όλους τους πραγµατικούς και z x . Έτσι 

( ) ( ) [sup{ ( ) }]g X Xp F x p F y g y x≤ ⇔ ≤ ≤ . 

 

Αν το sup{ ( ) }y g y x≤  είναι πεπερασµένο τότε βρίσκουµε από τη σχέση (15) και από 

την παραπάνω ισοδυναµία ότι 
1[sup{ ( ) }] ( ) sup{ ( ) }X Xp F y g y x F p y g y x−≤ ≤ ⇔ ≤ ≤ . 

Στην περίπτωση που το sup{ ( ) }y g y x≤ είναι  ή +−∞ ∞ , τότε δεν µπορούµε να 

χρησιµοποιήσουµε τη σχέση (15). Θα αποδείξουµε όµως ότι και  σε αυτές τις ειδικές 

περιπτώσεις, η παραπάνω ισοδυναµία ισχύει. 

Πράγµατι, αν το sup ισούται µε −∞ , τότε η ισοδυναµία γίνεται 
10 ( )Xp F p−≤ ⇔ ≤ −∞ . 

Αν το sup ισούται µε +∞ , τότε η ισοδυναµία γίνεται 11 ( )Xp F p−≤ ⇔ ≤ +∞ . 

Επειδή η g είναι µια µη φθίνουσα και αριστερά συνεχής πραγµατική συνάρτηση, 

παίρνουµε ότι 
1 1( ) sup{ ( ) } ( ( ))X XF p y g y x g F p x− −≤ ≤ ⇔ ≤ . 

 

Τέλος, αν ενώσουµε τις παραπάνω ισοδυναµίες παίρνουµε: 

 
1 1
( ) ( ) ( ( ))g X XF p x g F p x− −≤ ⇔ ≤  

που ισχύει για όλες τις τιµές του x. Aυτό σηµαίνει πως πρέπει: 
1 1
( ) ( ) ( ( ))g X XF p g F p− −= , το οποίο είναι το ζητούµενο. 

Όµοια αποδεκνύονται και τα άλλα ερωτήµατα. 
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Ειδικές Περιπτώσεις 

 

Όταν οι  και Xg F είναι συνεχείς και γνησίως αύξουσες συναρτήσεις επάνω στο 

1 1[ (0), (1)]X XF F− + − , µπορούµε να κάνουµε µια απλούστερη απόδειξη του παραπάνω 

θεωρήµατος.  Πράγµατι αν πάρουµε: 1
( ) ( )  ( )( )g X XF x F g x−= D , η οποία είναι µια 

συνεχής και γνησίως αύξουσα συνάρτηση του x, τότε τα ερωτήµατα (α) και (β) 

προκύπτουν απλά από την αντιστροφή της παραπάνω σχέσης. Μια παρόµοια 

απόδειξη ισχύει για τα ερωτήµατα (γ) και (δ) αν η   και Xg F είναι και οι δύο συνεχείς, 

ενώ η g είναι µια γνησίως φθίνουσα συνάρτηση και η XF είναι γνησίως αύξουσα.  

 

    Αν συµβολίσουµε τώρα µε U µια τυχαία µεταβλητή που ακολουθεί την 

Οµοιόµορφη κατανοµή στο (0,1) τότε: 1( )  και ( )U UF p p F p p−= =  για όλα τα 0 < p <1. 

Aποδεικνύεται ότι για όλα τα [0,1]α ∈ , 

1 1 1( )( ) ( ) ( )
d d d

a
X X XX F U F U F U− − + −= = = .                                                                            (23)  

 

Το παραπάνω σηµαίνει πως ένα δείγµα από τυχαίους αριθµούς µιας γενικής 

συνάρτησης κατανοµής XF  µπορεί να παραχθεί από ένα δείγµα τυχαίων αριθµών από 

την Οµοιόµορφη κατανοµή στο (0,1). Σηµειώνουµε ότι η XF έχει ένα µικρό αριθµό 

οριζόντιων τµηµάτων, που σηµαίνει ότι οι τρεις τυχαίες µεταβλητές στη σχέση (23) 

διαφέρουν µόνο σε ένα µηδενικό σύνολο τιµών της U. Έτσι µπορούµε να πούµε ότι οι 

τυχαίες µεταβλητές είναι ίσες µε πιθανότητα 1. 
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 2  

 
Συµονοτονικότητα: Συµονοτονικά σύνολα και τυχαίες 

µεταβλητές, αθροίσµατα συµονοτονικών τυχαίων 

µεταβλητών 

 
 

2.1. Συµονοτονικά σύνολα και τυχαία διανύσµατα 

 

Όπως αναφέραµε στην Εισαγωγή, αρκετά συχνά ιδιαίτερα στον Οικονοµικο- 

ασφαλιστικό τοµέα υπολογίζουµε αθροίσµατα του τύπου 
1

n

i
i

S X
=

=∑ , όπου οι όροι 

(τυχαίες µεταβλητές) iX  δεν είναι αµοιβαία ανεξάρτητοι, και η πολυµεταβλητή (από 

κοινού) συνάρτηση κατανοµής του τυχαίου διανύσµατος 1 2( , ,..., )nX X X X= δεν 

µπορεί να οριστεί ακριβώς επειδή γνωρίζουµε µόνο την περιθώρια συνάρτηση 

κατανοµής των τυχαίων µεταβλητών iX . Σε τέτοιες περιπτώσεις, για να λάβουµε 

κάποιες αποφάσεις, µπορεί να είναι χρήσιµο να βρεθεί η δοµή εξάρτησης για το 

τυχαίο διάνυσµα 1 2( , ,..., )nX X X  παράγοντας τις λιγότερο ευνοϊκές (ελκυστικές) 

συνολικές αξίες του S µε δοσµένες τις περιθώριες κατανοµές. Εποµένως, 

λαµβάνοντας υπόψη τις περιθώριες κατανοµές των όρων σε µια τυχαία µεταβλητή 

1

n

i
i

S X
=

=∑ , θα ψάξουµε για την από-κοινού κατανοµή µε το µεγαλύτερο άθροισµα, 

υπό την έννοια της κυρτής διάταξης που αναφέραµε στο Κεφάλαιο 1. Όπως θα 

αποδείξουµε στην Ενότητα 2.1, το µεγαλύτερο κυρτό άθροισµα των συνιστωσών ενός 

τυχαίου διανύσµατος 1 2( , ,..., )nX X X  µε  δοσµένες τις περιθώριες κατανοµές θα 

ληφθεί στην περίπτωση που το τυχαίο διάνυσµα 1 2( , ,..., )nX X X ακολoυθεί τη 

συµονοτονική κατανοµή, το οποίο σηµαίνει ότι κάθε δύο πιθανά αποτελέσµατα 
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1 2( , ,..., )nx x x  και 1 2( , ,..., )ny y y  του τυχαίου διανύσµατος 1 2( , ,..., )nX X X  είναι 

διαταγµένα κατά συνιστώσες. 

    Αρχικά θα ορίσουµε τη συµονοτονικότητα ενός συνόλου από διανύσµατα µέσα 

στον n\ . Ένα διάνυσµα 1 2( , ,..., )nx x x θα οριστεί ως x . Για δύο διανύσµατα x  και 

y , η σχέση x y≤  θα χρησιµοποιηθεί για την κατά συνιστώσα διάταξη που ορίζεται 

ως i ix y≤  για όλα τα  1, 2,...,i n= . 

 

Ορισµός 2.1.1. (Συµονοτονικό Σύνολο) 

 

Θα λέµε ότι το σύνολο nA⊆ \  είναι συµονοτονικό αν για κάθε x  και y στο A, ή 

ισχύει το  x y≤  ή ότι y x≤ . 

Έτσι, για να λέγεται το σύνολο nA⊆ \  συµονοτονικό πρέπει για κάθε x  και y στο 

A, αν ισχύει ότι i ix y≤ , τότε να ισχύει επίσης ότι x y≤ . Εποµένως, ένα 

συµονοτονικό σύνολο είναι ταυτόχρονα ένα µη φθίνων σύνολο για κάθε συνιστώσα. 

Παρατηρούµε ότι ένα συµονοτονικό σύνολο δεν µπορεί να περιέχει οποιοδήποτε 

υποσύνολο διάστασης µεγαλύτερης από 1 και επίσης ότι κάθε υποσύνολο ενός 

συµονοτονικού συνόλου είναι επίσης συµονοτονικό. 

 

Λήµµα 2.1.2. (Συµονοτονικότητα Κατά ζεύγη) 

 

    Αρχικά ορίζουµε την (i, j) - προβολή ενός συνόλου Α στο n\ , που θα τη 

συµβολίζουµε ως ,i jA , ως εξής: 

, {( , ) }i j i jA x x x A= ∈ .                                                                                                (24) 

Θα λέµε ότι το σύνολο nA⊆ \ είναι συµονοτονικό αν και µόνο αν το ,i jA  είναι 

συµονοτονικό για κάθε i j≠  στο { 1,2,..., }i n= . 

 

Απόδειξη: H απόδειξη του Λήµµατος είναι απλή. 
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Παρατήρηση 

 

Aπό το Λήµµα φαίνεται ότι για ένα γενικό σύνολο Α, η συµονοτονικότητα των (i,i 

+1) – προβολών , 1  ( 1, 2,..., 1)i iA i n+ = − , δεν θα σηµαίνει απαραίτητα ότι το Α είναι 

συµονοτονικό. 

Για παράδειγµα, εξετάζουµε το σύνολο  1 3 1 3{( ,1, ) 0 , 1}A x x x x= < < . Αυτό το σύνολο 

δεν είναι συµονοτονικό, αν και το 1,2A και  2,3A  είναι συµονοτονικά. 

 

    Τώρα µπορούµε να καθορίσουµε την έννοια της «υποστήριξης» ενός n-διάστατου 

τυχαίου διανύσµατος 1 2( , ,..., )nX X X X= . Οποιοδήποτε υποσύνολο nA⊆ \ θα 

λέγεται «υποστήριξη» του X  αν Pr[ ] 1X A∈ = . Γενικά, θα ενδιαφερθούµε για τις 

υποστηρίξεις που είναι "όσο το δυνατόν µικρότερες". Ανεπίσηµα, η µικρότερη 

«υποστήριξη» ενός τυχαίου διανύσµατος X  είναι το υποσύνολο του n\  που 

λαµβάνεται µε την αφαίρεση από τον n\  όλων των σηµείων που έχουν µια γειτονιά 

µηδενικής πιθανότητας (όσον αφορά το X ). Αυτή η υποστήριξη µπορεί να 

ερµηνευθεί ως το σύνολο όλων των πιθανών εκβάσεων του X .  

 

Ορισµός 2.1.3. (Συµονοτονικό Τυχαίο διάνυσµα) 

 

    Ένα τυχαίο διάνυσµα 1 2( , ,..., )nX X X X= θα λέγεται ότι είναι συµονοτονικό αν 

έχει µια συµονοτονική «υποστήριξη». 

  

Παρατηρήσεις 

 

(i) Από τον Ορισµό, βλέπουµε ότι η συµονοτονικότητα είναι µια πολύ ισχυρή θετική 

δοµή εξάρτησης. Πράγµατι, αν το  και  x y  είναι στοιχεία της (συµονοτονικής) 

«υποστήριξης» του X , δηλ. το και x y είναι πιθανές εκβάσεις του X , τότε πρέπει να 

διαταχτούν κατά συνιστώσα. 
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(ii) Η συµονοτονικότητα ενός τυχαίου διανύσµατος X  δηλώνει ότι όσο υψηλότερη 

είναι η αξία ενός όρου jX , τόσο υψηλότερη είναι η αξία οποιουδήποτε άλλου 

όρου kX . 

 

Στο παρακάτω Θεώρηµα δίνουµε µερικούς ισοδύναµους χαρακτηρισµούς για τη 

συµονοτονικότητα ενός τυχαίου διανύσµατος.  

 

Θεώρηµα 2.1.4. (Ισοδύναµες συνθήκες για τη Συµονοτονικότητα) 

 

Ένα τυχαίο διάνυσµα 1 2( , ,..., )nX X X X= είναι συµονοτονικό αν και µόνο αν µια από 

τις ακόλουθες ισοδύναµες συνθήκες ισχύει: 

(α) Το X  έχει µια συµονοτονική «υποστήριξη».  

(β) Για όλα τα 1 2( , ,..., )nx x x x= , έχουµε 

 

 
1 21 2( ) min{ ( ), ( ),..., ( )}

nX X X X nF x F x F x F x= .                                                              (25)  

(γ) Για µια τυχαία µεταβλητή  U~Uniform(0,1), έχουµε 

1 2

1 1 1( ( ), ( ),..., ( ))
n

d

X X XX F U F U F U− − −= .                                                                              (26)  

(δ) Αν υπάρχει µια τυχαία µεταβλητή Ζ και µη φθίνουσες συναρτήσεις 

( 1, 2,..., )if i n= , έτσι ώστε 

 1 2( ( ), ( ),..., ( ))
d

nX f Z f Z f Z= .                                                                                     (27) 

 

Απόδειξη: 

 

Θα αποδείξουµε αρχικά πως από το (α) συνεπάγεται το (β). 

[(α) ⇒ (β)] Υποθέτουµε ότι το X έχει τη συµονοτονική «υποστήριξη» Β. Παίρνουµε 

το nx∈\ και το jA να ορίζεται ως 

{ },  1, 2,..., .j j jA y B y x j n= ∈ ≤ =  

 

Επειδή το Β είναι ένα συµονοτονικό σύνολο, υπάρχει ένα i έτσι ώστε 1
n

i j jA A== ∩ . 

Έτσι βρίσκουµε ότι 
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1( ) Pr( ) Pr( ) ( )
i

n
X j j i X iF x X A X A F x== ∈∩ = ∈ = . 

Aπό την άλλη όµως, επειδή i jA A⊂ , έχουµε ότι ( ) ( )
i jX i X jF x F x≤  που ισχύει για 

όλες τις τιµές του  j. Εποµένως 

1 21 2( ) min{ ( ), ( ),..., ( )}
i nX i X X X nF x F x F x F x= , το οποίο είναι το ζητούµενο. 

 

Τώρα θα δείξουµε πως από το ερώτηµα (β) συνεπάγεται το (γ). 

[(β)⇒ (γ)] Υποθέτουµε ότι 
1 21 2( ) min{ ( ), ( ),..., ( )}

nX X X X nF x F x F x F x=  για όλα τα 

1 2( , ,..., )nx x x x= . Τότε βρίσκουµε από τη σχέση (15) ότι 

1 1

1 1
1 1Pr[ ( ) ,..., ( ) ] Pr[ ( ),..., ( )]

n nX X n X X nF U x F U x U F x U F x− −≤ ≤ = ≤ ≤  

1,2,..., 1,2,...,
Pr[ min { ( )}] min { ( )}

j jX j X jj n j n
U F x F x

= =
= ≤ =  

[(γ)⇒ (δ)] Η απόδειξη είναι απλή. 

 

Τέλος θα δείξουµε πως από το ερώτηµα (δ) συνεπάγεται το (α). 

[(δ)⇒ (α)] Υποθέτουµε ότι υπάρχει µια τυχαία µεταβλητή Ζ µε «υποστήριξη» Β, και 

µη φθίνουσες συναρτήσεις ( 1, 2,..., )if i n= , έτσι ώστε 

1 2( ( ), ( ),..., ( ))
d

nX f Z f Z f Z= . 

Παρατηρούµε ότι το σύνολο των πιθανών εκβάσεων του X  είναι 

1 2{( ( ), ( ),..., ( )) }nf z f z f z z B∈  το οποίο είναι προφανώς συµονοτονικό, και το οποίο 

δηλώνει ότι το X είναι πράγµατι συµονοτονικό. 

 

Σχόλια 

    Από τη σχέση (25) βλέπουµε ότι, προκειµένου να βρεθεί η πιθανότητα όλων των 

εκβάσεων  των n συµονοτονικών κινδύνων iX  που είναι µικρότεροι από τους 

( 1, 2,..., )ix i n= , απλά παίρνουµε την πιθανότητα των λιγότερο πιθανών αυτών 

εκβάσεων n. Είναι προφανές ότι για οποιοδήποτε τυχαίο διάνυσµα 1 2( , ,..., )nX X X , 

όχι απαραιτήτως συµονοτονικό, ισχύει η ακόλουθη ανισότητα 

1 21 1 2 2 1 2Pr[ , ,..., ] min{ ( ), ( ),..., ( )}
nn n X X X nX x X x X x F x F x F x≤ ≤ ≤ ≤  .                       (28) 
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    Όπως έχει αποδειχθεί στις εργασίες των Hoeffding[2] και Fréchet[3], η 

συνάρτηση κατανοµής του ελαχίστου 
1 21 2min{ ( ), ( ),..., ( )}

nX X X nF x F x F x είναι πράγµατι 

η πολυµεταβλητή(από-κοινού) α.σ.κ. ενός τυχαίου διανύσµατος, δηλ. 

1 2

1 1 1( ( ), ( ),..., ( ))
nX X XF U F U F U− − − , το οποίο έχει τις ίδιες περιθώριες µε το 1 2( , ,..., )nX X X . 

Η ανισότητα (28) δηλώνει ότι στην κατηγορία όλων των τυχαίων διανυσµάτων 

1 2( , ,..., )nX X X  µε τις ίδιες περιθώριες, η πιθανότητα όλα τα iX να έχουν ταυτόχρονα 

«µικρές» τιµές, µεγιστοποιείται αν το διάνυσµα είναι συµονοτονικό, εφόσον η 

συµονοτονικότητα φανερώνει µια πολύ ισχυρή θετική δοµή εξάρτησης. 

    Από τη σχέση (26) διαπιστώνουµε ότι στην ειδική περίπτωση που όλες οι 

περιθώριες συναρτήσεις κατανοµής 
iXF  είναι ίδιες, η συµονοτονικότητα του X  είναι 

ισοδύναµη µε το να πούµε ότι η σχέση 1 2 ... nX X X= = =  ισχύει σχεδόν βέβαια. 

    Ένας τυποποιηµένος τρόπος για να µοντελοποιήσουµε τις καταστάσεις στις οποίες 

οι µεµονωµένες τυχαίες µεταβλητές 1 2, ,..., nX X X  υπόκειται στον ίδιο εξωτερικό 

µηχανισµό είναι να χρησιµοποιήσουµε µια δευτέρου βαθµού µικτική κατανοµή. Η 

αβεβαιότητα για τον εξωτερικό µηχανισµό περιγράφεται από µια µεταβλητή z,που 

είναι µια πραγµατοποίηση της τυχαίας µεταβλητής Ζ, και ενεργεί σαν µια (τυχαία) 

παράµετρος της κατανοµής του X . Οι συνολικές αξίες µπορούν να θεωρηθούν ως 

µια διαδικασία δύο σταδίων: Κατ' αρχάς, η εξωτερική παράµετρος Ζ=z προέρχεται 

από τη συνάρτηση κατανοµής ZF του z. Το µέγεθος ζηµιάς κάθε µεµονωµένου 

κινδύνου iX   λαµβάνεται ως µια πραγµατοποίηση από την δεσµευµένη συνάρτηση 

κατανοµής της iX , δοθέντος δηλ. ότι Ζ = z.  

    Ένας ειδικός τύπος ενός τέτοιου µικτικού προτύπου είναι η περίπτωση όπου  Ζ = z, 

τα ποσά αξίας  iX  είναι εκφυλισµένα σε ix , όπου τα ( )i ix x z= είναι µη φθίνουσες 

συναρτήσεις στο z. Αυτό σηµαίνει ότι 1 1( ,..., ) ( ( ),..., ( ))
d

n nX X f z f z= όπου όλες οι 

συναρτήσεις if  είναι µη φθίνουσες. Εποµένως από προηγούµενο Θεώρηµα 

διαπιστώνουµε ότι το 1 2( , ,..., )nX X X είναι συµονοτονικό. Ένα τέτοιο πρότυπο είναι 

από µία άποψη µια ακραία µορφή ενός µικτικού µοντέλου,δεδοµένου ότι σε αυτήν 

την περίπτωση η εξωτερική παράµετρος Ζ = z καθορίζει τις συνολικές αξίες 

(αποζηµιώσεις). 
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    Αφού  τα τυχαία διανύσµατα 
1 2

1 1 1( ( ), ( ),..., ( ))
nX X XF U F U F U− − −  και 

1 2

1 2

1( )1( ) 1( )( ( ), ( ),..., ( ))n

n

aa a
X X XF U F U F U−− −  είναι ίσα µε πιθανότητα 1, διαπιστώνουµε ότι η 

συµονοτονικότητα του X  µπορεί να χαρακτηριστεί από: 

 1 2

1 2

1( )1( ) 1( )( ( ), ( ),..., ( ))n

n

d
aa a

X X XX F U F U F U−− −=                                                                  (29) 

για µια µεταβλητή U~Uniform(0,1) και για δοσµένους πραγµατικούς αριθµούς 

[0,1]iα ∈ .  

    Γνωρίζουµε ότι αν U~Uniform(0,1), τότε και η 1-U~Uniform(0,1). Αυτό δηλώνει 

ότι η συµονοτονικότητα του X  µπορεί να χαρακτηριστεί από: 

1 2

1 1 1( (1 ), (1 ),..., (1 ))
n

d

X X XX F U F U F U− − −= − − −  .                                                               (30) 

    Μπορούµε να αποδείξουµε ότι το X είναι συµονοτονικό αν και µόνο αν υπάρχει 

µια τυχαία µεταβλητή  Ζ  και µη αύξουσες συναρτήσεις ( 1, 2,..., )if i n= , έτσι ώστε: 

1 2( ( ), ( ),..., ( ))
d

nX f z f z f z= .                                                                                        (31)  

Η απόδειξη είναι παρόµοια µε την απόδειξη του χαρακτηρισµού (δ) στο Θεώρηµα 

2.1.4.. 

Κατά συνέπεια, για οποιοδήποτε τυχαίο διάνυσµα 1 2( , ,..., )nX X X , η έκφραση 

1 2( , ,..., )c c c
nX X X θα χρησιµοποιείται για να δηλώνει ένα συµονοτονικό τυχαίο 

διάνυσµα µε τις ίδιες περιθώριες όπως το 1 2( , ,..., )nX X X . Από τη σχέση (26), 

βρίσκουµε ότι για οποιοδήποτε τυχαίο διάνυσµα X  η πραγµατοποίηση του 

αντίστοιχου συµονοτονικού του 1 2( , ,..., )c c c c
nX X X X= ανήκει µε πιθανότητα 1 στο 

ακόλουθο σύνολο: 

1 2

1 1 1{( ( ), ( ),..., ( )) 0 1}
nX X XF p F p F p p− − − < < .                                                                    (32)  

Αυτή η «υποστήριξη» του cX  που βρήκαµε στη σχέση (32) δεν είναι απαραιτήτως 

µια συνεχής καµπύλη. Πράγµατι, όλα τα οριζόντια τµήµατα της α.σ.κ. του iX  

οδηγούν σε "ελλειπόντα κοµµάτια" στην καµπύλη. Αυτή η «υποστήριξη» µπορεί να 

φανεί για ένα σύνολο διαταγµένων συνεχών καµπυλών. Τώρα µε τη σύνδεση των 

σηµείων των διαδοχικών καµπυλών µε ευθείες γραµµές, λαµβάνουµε µια 

συµονοτονική συνεχής καµπύλη στον n\ . Έτσι, µπορεί να έρθει σε µια κατεύθυνση 
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που είναι ανοδική για όλες τις συνιστώσες ταυτόχρονα. Αυτό το σύνολο θα το 

ονοµάζουµε «συνεχής υποστήριξη» του cX . Mπορεί να παραµετροποιηθεί ως εξής:  

 

 
1 2

1( ) 1( ) 1( ){( ( ), ( ),..., ( )) 0 1,0 1}
n

a a a
X X XF p F p F p p α− − − < < ≤ ≤ .                                          (33)  

Παρατηρούµε ότι αυτή η παραµετροποίηση δεν είναι απαραιτήτως µοναδική: 

µπορούν να υπάρξουν όροι στη «συνεχής υποστήριξη» που να χαρακτηρίζονται από 

διαφορετικές τιµές του α.  

 

Θεώρηµα 2.1.5. (Συµονοτονικότητα Κατά Ζεύγη για Τυχαία ∆ιανύσµατα) 

 

Ένα τυχαίο διάνυσµα X  είναι συµονοτονικό αν και µόνο αν τα ζεύγη ( , )i jX X  είναι 

συµονοτονικά για όλα τα  στο {1,2,..., }i j n≠ . 

 

Απόδειξη: 

 

H απόδειξη του " ⇒ " είναι απλή. 

Για να αποδείξουµε το αντίστροφο ("⇐ "), αρχικά ορίζουµε ένα σύνολο Α  στον n\  

ως εξής: 

1 2

1 1 1{( ( ), ( ),..., ( )) 0 1}
nX X XA F p F p F p p− − −= < < . 

Έπειτα ορίζουµε τις (i, j) - προβολές ως: 
1 1

, {( ( ), ( )) 0 1}
i ji j X XA F p F p p− −= < < . 

Το γεγονός ότι " X A∈ " είναι ισοδύναµο µε το ότι “ ,( , )i j i jX X A∈  για όλα τα (i, j)”. 

Όµως από υπόθεση έχουµε ότι τα ζεύγη ( , )i jX X είναι συµονοτονικά για όλα τα 

 στο {1,2,..., }i j n≠ . Εποµένως το δεύτερο γεγονός ισχύει. Έτσι έχουµε ότι: 

Pr[ X A∈ ] = 1. Αυτό σηµαίνει ότι το συµονοτονικό σύνολο  Α είναι µια 

«υποστήριξη» του X . Άρα το X  είναι ένα συµονοτονικό τυχαίο διάνυσµα. 

 

Παρατηρήσεις: 

 

(i) Το παραπάνω Θεώρηµα δηλώνει ότι η συµονοτονικότητα ενός τυχαίου 

διανύσµατος είναι ισοδύναµη µε τη συµονοτονικότητα κατά ζεύγη. 
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(ii) Aν εξετάσουµε το τυχαίο διάνυσµα (U,1,V), όπου οι U  και  V  είναι αµοιβαία 

ανεξάρτητες τυχαίες µεταβλητές που είναι και οι δύο Οµοιόµορφα κατανεµηµένες 

στο διάστηµα (0,1), τότε είναι σαφές ότι τα (U,1) και (1,V) είναι και τα δύο 

συµονοτονικά ζεύγη, αλλά το (U,1,V) δεν είναι συµονοτονικό. 

Έτσι, για ένα γενικό τυχαίο διάνυσµα X , η συµονοτονικότητα των ζευγαριών 

1( , )( 1, 2,..., 1)i iX X i n+ = − , δηλώνει απαραίτητα τη συµονοτονικότητα του X . 

 

Παραδείγµατα 

 

1. Συνεχές Παράδειγµα 

Θα δώσουµε αρχικά ένα παράδειγµα µε συνεχείς κατανοµές. Θεωρούµε δηλ. ότι η 

X Uniform∼  στο σύνολο 1 3(0, ) (1, )
2 2
∪ , η (2,2)Y Beta∼  δηλ. η συνάρτηση 

κατανοµής της Υ είναι: 2 3( ) 3 2  στο (0,1)YF y y y= −  και η Ζ ~ Νormal(0,1). 

    Αν οι Χ, Υ  και η Ζ είναι αµοιβαία ανεξάρτητες, τότε η «υποστήριξη» του (Χ,Y,Z)  

είναι το σύνολο: 

1 3{( , , ) (0, ) (1, ), (0,1), }
2 2

x y z x y z∈ ∪ ∈ ∈\ . 

 
Σχήµα 2.1.6. Ένα συνεχές παράδειγµα µε n = 3. 
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Η «υποστήριξη» του συµονοτονικού τυχαίου διανύσµατος  ( , , )c c cX Y Z  δίνεται από: 

 1 1 1{( ( ), ( ), ( )) 0 1}X Y ZF p F p F p p− − − < < ,η οποία απεικονίζεται στο Σχήµα 2.1.6. 

    Πραγµατικά, στο σχήµα δεν απεικονίζεται όλη αυτή η υποστήριξη.Το µέρος που 

µένει έξω αντιστοιχεί  στο ( ( 2), (2))p∉ Φ − Φ και επεκτείνεται κατά µήκος των 

κάθετων ασυµπτωτικών γραµµών (0, 0, z)  και  (3/2,1,z). Η παχιά συνεχής γραµµή 

είναι η «υποστήριξη» του cX , ενώ η διακεκοµµένη γραµµή είναι η ευθεία γραµµή 

που απαιτείται για να µετασχηµατίσει αυτήν την «υποστήριξη» σε «συνεχή 

υποστήριξη». Σηµειώνουµε ότι η XF έχει ένα οριζόντιο τµήµα µεταξύ του 1/2 και του 

1. Η προβολή της συνεχής καµπύλης κατά µήκος του άξονα z φαίνεται ότι αποτελεί  

µια αύξουσα καµπύλη, όπως οι προβολές κατά µήκος των άλλων αξόνων. 

 

2. ∆ιακριτό Παράδειγµα 

 

Παρακάτω δίνουµε ένα παράδειγµα µε διακριτές κατανοµές. Θεωρούµε λοιπόν 

ότι: X Uniform∼  στο {0,1,2,3) και η (3,1/ 2)Y Binomial∼ . Αν οι Χ, Υ είναι αµοιβαία 

ανεξάρτητες, τότε η «υποστήριξη» του (Χ,Y)  είναι το σύνολο 
1 1{( ( ), ( )) 0 1}X YF p F p p− − < < . 

Πιο συγκεκριµένα µπορούµε να βρούµε τα σηµεία που αποτελούν την «υποστήριξη» 

του (Χ,Y) αφού οι κατανοµές είναι διακριτές. Έτσι βρίσκουµε ότι 

 

 

1 1

(0,0) για 0 1/ 8
(0,1) για 1/8 2 / 8
(1,1) για 2/8 4 / 8

(( ( ), ( ))
(2,2) για 4/8 6 / 8
(3,2) για 6/8 7 / 8
(3,3) για 7/8 1

X Y

p
p
p

F p F p
p
p
p

− −

< ≤⎧
⎪ < ≤⎪
⎪ < ≤

= ⎨ < ≤⎪
⎪ < ≤
⎪

< ≤⎩

 

 



 31

 
 

Σχήµα 2.1.7. Ένα διακριτό παράδειγµα. 

 

 

Η «υποστήριξη» του  ( , )c cX Y είναι ακριβώς αυτά τα έξι σηµεία, και η «συνεχής 

υποστήριξη» προκύπτει απλά συνδέoντάς τα µε ευθείες γραµµές, δηλ. οι 

διακεκοµµένες  γραµµές στο Σχήµα 2.1.7. Η ευθεία γραµµή που συνδέει τα σηµεία  

(1,1) και (2,2) δεν βρίσκεται κατά µήκος ενός από τους άξονες. Αυτό συµβαίνει διότι 

στο επίπεδο  p = 1/2, και oι δύο ( ) και ( )X YF y F y έχουν οριζόντια τµήµατα. 

Σηµειώνουµε ότι οποιαδήποτε µη φθίνουσα καµπύλη που συνδέει τα σηµεία (1,1) και 

(2,2) θα οδηγεί σε µια εφικτή συνεχής καµπύλη. Αυτά τα δύο σηµεία έχουν 

πιθανότητα 2/8, ενώ τα άλλα σηµεία έχουν πιθανότητα 1/8. 
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2.2. Kλίµακα – Θέσης(Location-Scale) Οικογένειες Συναρτήσεων Κατανοµής και 

Συµονοτονικότητα µέσω του Συντελεστή Συσχέτισης 

 

Ορισµός 2.2.1. (Συντελεστής Συσχέτισης Κατά Pearson) 

 

Θεωρούµε δύο τυχαίες µεταβλητές Χ και Υ. Ο συντελεστής συσχέτισης κατά Pearson 

για το ζεύγος τ.µ. (Χ,Υ) ορίζεται ως εξής 

[ , ]( , )
[ ] [ ]

Cov X Yr X Y
Var X Var Y

= , 

όπου Cov[Χ,Υ]  =  E[(Χ -Ε[Χ])(Υ -Ε[Υ])] είναι η συνδιακύµανση του Χ  και του Υ. 

 

Συµπεράσµατα 

 

(i) Γνωρίζουµε ότι r(X,Υ) = 1 αν και µόνο αν υπάρχουν  πραγµατικοί αριθµοί  α > 0 

και  β  έτσι ώστε η Υ  = αX + β να ισχύει µε πιθανότητα 1. Έτσι, αν ισχύει ότι r(X,Υ) 

= 1, τότε το ζεύγος τ.µ. (Χ,Υ) είναι συµονοτονικό. Σε αυτή την περίπτωση η συνεχής 

«υποστήριξη» του παραπάνω διανύσµατος είναι µια ευθεία γραµµή. Από αυτή την 

άποψη, η συµονοτονικότητα είναι µια επέκταση της έννοιας της θετικά τέλειας 

συσχέτισης. 

(ii) Όπως αποδείχθηκε στο Θεώρηµα 2.1.4., στην κατηγορία όλων των n - διάστατων 

τυχαίων µεταβλητών µε δοσµένες περιθώριες συναρτήσεις κατανοµών 

,  1, 2...,iF i n= , το συµονοτονικό άνω φράγµα  επιτυγχάνεται από το διάνυσµα 

1 1 1
1 2( ( ), ( ),..., ( ))nF U F U F U− − − . Όµως για να δείξουµε ότι το διάνυσµα είναι 

συµονοτονικό, στη πράξη είναι δύσκολο να βρεθεί ένα ζευγάρι τ.µ. (Χ,Υ) µε r(X,Υ) = 

1 στην κατηγορία όλων των διµεταβλητών τυχαίων µεταβλητών µε δοσµένες 

περιθώριες 1 2 και F F . Για να ισχύει το παραπάνω, πρέπει να υπάρχουν α > 0 και β  

έτσι ώστε: 2 1( ) ( / )F y F y b α= −  για όλα  τα y, το οποίο σηµαίνει ότι oι 1 2 και F F  

πρέπει να ανήκουν στην ίδια Κλίµακα-Θέσης(Location-Scale) Οικογένεια 

κατανοµών.  
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Ορισµός 2.2.2. (Κλίµακα-Θέσης(Location-Scale) Οικογένεια Κατανοµών) 

 

Ένα τυχαίο διάνυσµα X  έχει περιθώριες α.σ.κ 
iXF που ανήκουν στην ίδια Κλίµακα-

Θέσης(Location-Scale) Οικογένεια κατανοµών, αν υπάρχουν µια τυχαία µεταβλητή 

Υ, θετικές πραγµατικές σταθερές iα  και πραγµατικές  σταθερές ib  έτσι ώστε η 

παρακάτω σχέση 
d

i i iX Y bα= + ,                                                                                                              (34) 

να ισχύει για i  = 1,2,. ..,n. 

 

Ο παραπάνω Ορισµός είναι ισοδύναµος µε το να πούµε ότι υπάρχουν µια α.σ.κ. YF , 

θετικές πραγµατικές  σταθερές  iα  και πραγµατικές σταθερές  ib  έτσι ώστε η 

( ) ( / )
iX Y i iF x F x b α= −  να  ισχύει για  i  =  1,2,…,n. 

Για ένα τυχαίο διάνυσµα X µε περιθώριες α.σ.κ. 
iXF που ανήκουν στην ίδια 

Κλίµακα-Θέσης(Location-Scale) Οικογένεια κατανοµών, βρίσκουµε από το 

Θεώρηµα 1.2.5. ότι 
1 1( ) ( ) , (0,1)
iX i Y iF p F p b pα− −= + ∈  .                                                                             (35) 

 

Στη περίπτωση αυτή, το συµονοτονικό άθροισµα 

1
1

1 1
... ( )

n n
c c

n i Y i
i i

X X F U bα −

= =

+ + = +∑ ∑  ,                                                                           

έχει µια συνάρτηση κατανοµής που ανήκει επίσης στην ίδια Κλίµακα-

Θέσης(Location-Scale) Oικογένεια κατανοµών. 

 

Θεώρηµα 2.2.3. (Συµονοτονικότητα και Κλίµακα-Θέσης(Location-Scale)       

                             Οικογένεια κατανοµών) 

Ένα τυχαίο διάνυσµα X µε δοσµένες περιθώριες 
iXF που ανήκουν στην ίδια 

Κλίµακα-Θέσης(Location-Scale) Οικογένεια κατανοµών είναι συµονοτονικό αν και 

µόνο αν ( , ) 1i jr X X =  για όλα τα , {1,2,..., }i j n∈ . 
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Απόδειξη: 

 

Aπό τη σχέση (35) και το Θεώρηµα 2.1.4., βρίσκουµε ότι το X είναι συµονοτονικό 

αν και µόνο αν  

1 1
1 1( ( ) ,..., ( ) )

d

Y n Y nX F U b F U bα α− −= + + . 

Έτσι, η συµονοτονικότητα του X  δηλώνει ότι ( , ) 1i jr X X =  για όλα τα ζεύγη (i, j). 

Αντίστροφα, αν όλες οι συσχετίσεις είναι ίσες µε 1, τότε όλα τα ζεύγη ( , )i jX X είναι 

συµονοτονικά. Οπότε το X  είναι  ένα συµονοτονικό τυχαίο διάνυσµα από το 

Θεώρηµα 2.1.5.. 

 

Παράδειγµα 2.2.4. (Οµοιόµοφες περιθώριες) 

 

Έστω ένα τυχαίο διάνυσµα X  µε οµοιόµορφες περιθώριες  
iXF . Για κάθε iX  

υποθέτουµε ότι ( , ) µε i i i i iX Uniform α β α β<∼ . 

Σε αυτήν την περίπτωση, οι περιθώριες ανήκουν στην ίδια Κλίµακα-Θέσης(Location-

Scale) Οικογένεια κατανοµών αφού για κάθε iX , έχουµε ότι 

( )
d

i i i iX Uα β α= + − .                                                                                                  (36) 

 

Επίσης έχουµε ότι 

1( ) ( ) ,  0 1
iX i i iF p p pα β α− = + − < < , 

από την οποία βρίσκουµε ότι το συµονοτονικό άθροισµα:  

1
1 1

... ( )
n nd

c c c
n i i i

i i
S X X Uα β α

= =

= + + = + −∑ ∑  ακολουθεί την Οµοιόµορφη κατανοµή στο 

διάστηµα 
1 1

( , )
n n

i i
i i
α β

= =
∑ ∑ .   
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Παράδειγµα 2.2.5. (Κανονικές Περιθώριες µεταβλητές)  

 

Έστω ένα τυχαίο διάνυσµα X  µε κανονικές περιθώριες 
iXF . Υποθέτουµε δηλ. για 

κάθε iX  ότι 2~ ( , )i iX N ιµ σ . Σε αυτήν την περίπτωση, οι περιθώριες ανήκουν στην 

ίδια Κλίµακα-Θέσης(Location-Scale) Οικογένεια κατανοµών διότι 
d

i i iX µ σ= + Ζ ,όπου η τ.µ. Ζ ακολουθεί την Τυπική Κανονική κατανοµή ,δηλ. 

~ (0,1)Z N . 

Έπειτα βρίσκουµε ότι 

1 1( ) ( ) ,  0 1
iX i iF p p pσ µ− −= Φ + < < , όπου Φ είναι η Τυποποιηµένη κανονική αθροιστική 

συνάρτηση κατανοµής(α.σ.κ.). 

Από το Θεώρηµα 2.2.3., διαπιστώνουµε ότι το X  είναι συµονοτονικό αν και µόνο αν 

( , ) 1i jr X X =  για όλα τα , {1,2,..., }i j n∈ . 

Εποµένως το συµονοτονικό άθροισµα: 1 ...c c
nX X+ +  ακολουθεί την Κανονική 

κατανοµή µε µέσο 
1

n

i
i
µ

=
∑  και διασπορά 2

1
( )

n

i
i
σ

=
∑ . Αν τα iX  ήταν ανεξάρτητα, θα 

παίρναµε για το συµονοτονικό άθροισµα την Κανονική κατανοµή µε µέσο  
1

n

i
i

µ
=
∑  και 

διασπορά 2 2

1 1
( )

n n

i i
i i
σ σ

= =

≤∑ ∑ . 

 

2.3. Αθροίσµατα των συµονοτονικών τυχαίων µεταβλητών  

 

    Σε αυτή την ενότητα, θα προσεγγίσουµε τη συνάρτηση κατανοµής του 

αθροίσµατος  1 ... nS X X= + +  από τη συνάρτηση κατανοµής του συµονοτονικού 

αθροίσµατος cS  υπό την έννοια της κυρτής διάταξης όταν δηλ. ισχύει ότι  c
cxS S≤ . 

Η έκφραση cS χρησιµοποιείται για το άθροισµα των όρων του συµονοτονικού 

διανύσµατος 1( ,..., )c c
nX X  του τυχαίου διανύσµατος  1( ,..., )nX X , δηλ. 

 1 ...c c c
nS X X= + +  . 

    Τονίζουµε ότι η παραπάνω προσέγγιση θα έχει νόηµα αν µπορούµε να 

καθορίσουµε τη  συνάρτηση κατανοµής και το Stop-loss ασφάλιστρο του cS . Στα 
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Θεωρήµατα που ακολουθούν, θα αποδείξουµε ότι οι παραπάνω ποσότητες µπορούν 

πράγµατι να καθοριστούν µέσα από τις περιθώριες συναρτήσεις κατανοµών των όρων 

του αθροίσµατος. 

     Στο ακόλουθο Θεώρηµα, θα δείξουµε ότι η αντίστροφη συνάρτηση κατανοµής του 

αθροίσµατος των συµονοτονικών τυχαίων µεταβλητών είναι το άθροισµα των 

αντίστροφων συναρτήσεων κατανοµής των περιθώριων κατανοµών τους.                                                   

 

Θεώρηµα 2.3.1. (Αντίστροφη α.σ.κ. του αθροίσµατος συµονοτονικών τυχαίων 

µεταβλητών) 

 

    Η α – µικτή αντίστροφη συνάρτηση κατανοµής 1( )
c

a
S

F −  του αθροίσµατος cS  των 

συµονοτονικών  τυχαίων µεταβλητών 1( ,..., )c c
nX X  δίνεται από τον τύπο 

1( ) 1( )

1
( ) ( ),  0 1,  0 1c i

n
a a

XS
i

F p F p p α− −

=

= < < ≤ ≤∑ .                                                          (37) 

                                                                      

Απόδειξη: 

 

Θεωρούµε αρχικά το τυχαίο διάνυσµα 1( ,..., )nX X και το αντίστοιχο συµονοτονικό 

του 1( ,..., )c c
nX X . Έπειτα θεωρούµε ότι το συµονοτονικό άθροισµα όπως έχουµε πει 

σε προηγούµενη ενότητα: 1 ... ( )
d

c c c
nS X X g U= + + = , όπου η τ.µ. U ακολουθεί την 

Οµοιόµορφη Κατανοµή στο (0,1) και η συνάρτηση g ορίζεται ως εξής 

 1

1
( ) ( ),  0 1

i

n

X
i

g U F u u−

=

= < <∑ .  

Βλέπουµε ότι η συνάρτηση g είναι µη φθίνουσα και αριστερά συνεχής. Έτσι από το 

Θεώρηµα 1.2.5.(α) έχουµε ότι 

 
1 1 1

( )( ) ( ) ( ( )) ( ),  0< 1c g U US
F p F p g F p g p p− − −= = = < . 

Eποµένως η αντίστροφη συνάρτηση κατανοµής του cS µπορεί να υπολογιστεί από τη 

παρακάτω σχέση 

1 1

1
( ) ( ),  0 1 c i

n

XS
i

F p F p p− −

=

= < <∑ . 
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Οµοίως αν θεωρήσουµε ότι 1

1
( ) ( ),  0 1

i

n

X
i

g U F u u− +

=

= < <∑ , τότε η g είναι µη φθίνουσα 

δεξιά συνεχής συνάρτηση. Εποµένως από το Θεώρηµα 1.2.5.(β) έχουµε ότι 
1 1 1

( )( ) ( ) ( ( )) ( ),  0< 1c g U US
F p F p g F p g p p− + − + − += = = < . 

Έτσι η αντίστροφη συνάρτηση κατανοµής του cS  υπολογίζεται ως 

1 1

1
( ) ( ),  0 1 c i

n

XS
i

F p F p p− + − +

=

= < <∑ . 

Αν πολλαπλασιάσουµε τις δύο τελευταίες ισότητες µε α και 1-α, αντίστοιχα, και τις 

προσθέσουµε κατά µέλη, βρίσκουµε ότι 

1( ) 1( )

1
( ) ( ),  0 1,  0 1c i

n
a a

XS
i

F p F p p α− −

=

= < < ≤ ≤∑ , το οποίο είναι το ζητούµενο. 

Στο σηµείο αυτό σηµειώνουµε ότι: 

1( )

1
( )

i

nd
c a

X
i

S F U−

=

=∑ . 

 

Συµπεράσµατα στο Θεώρηµα 2.3.1. 

 

    Από το Θεώρηµα διαπιστώνουµε ότι η συνεχής «υποστήριξη» του cS είναι τα 

σηµεία που ανήκουν στο σύνολο 

1( ) 1( )

1
{ ( ) 0 1,0 1} { ( ),  0 1,  0 1}c i

n
a a

XS
i

F p p F p pα α− −

=

< < ≤ ≤ = < < ≤ ≤∑ . 

Ακόµα από την παραπάνω ισότητα βλέπουµε ότι 

1 1

1
(0) (0) c i

n

XS
i

F F− + − +

=

=∑ ,                                                                                               (38) 

1 1

1
(1) (1) c i

n

XS
i

F F− −

=

= ∑                                                                                                     (39) 

Έτσι, διαπιστώνουµε ότι η ελάχιστη τιµή του συµονοτονικού αθροίσµατος είναι ίση 

µε το άθροισµα των ελάχιστων τιµών κάθε όρου. Οµοίως, η µέγιστη τιµή του 

συµονοτονικού αθροίσµατος είναι ίση µε το άθροισµα των µέγιστων τιµών κάθε 

όρου. 
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Πιο συγκεκριµένα, το άθροισµα 1

1
(0) 

i

n

X
i

F − +

=
∑ , το οποίο είναι είτε πεπερασµένο είτε 

−∞ (εάν οποιοσδήποτε από τους όρους στο άθροισµα είναι ίσος µε −∞ ), είναι η 

ελάχιστη πιθανή τιµή του cS , και το 1

1
(1) 

i

n

X
i

F −

=
∑ είναι η µέγιστη. 

Επιπλέον σηµειώνουµε ότι ισχύει 

1 1

1
(1) (1)  c i

n

XS
i

F F− + − +

=

= = +∞∑ ,   1 1

1
(0) (0)  c i

n

XS
i

F F− − +

=

= = −∞∑ . 

Σε οποιοδήποτε τυχαίο διάνυσµα  1( ,..., )nX X , αν πάρουµε το άθροισµα των όρων 

του, τότε το γεγονός 1
1

1

... (0) 
i

n

n X
i

S X X F − +

=

= + + ≥∑ πρέπει να ισχύει µε πιθανότητα 

1. 

Aυτό δηλώνει ότι 

 1 1

1
(0) (0) 

i

n

X S
i

F F− + − +

=

≤∑ .                                                                                                

Όµοια πρέπει το 1
1

1
... (1) 

i

n

n X
i

S X X F −

=

= + + ≤∑ να ισχύει µε πιθανότητα1. Έτσι 

1 1

1
(1) (1) 

i

n

S X
i

F F− −

=

≤ ∑ . 

Εποµένως καταλήγουµε στο συµπέρασµα ότι το άθροισµα  S  των συνιστωσών κάθε 

τυχαίου διανύσµατος 1( ,..., )nX X  έχει µια υποστήριξη που περιλαµβάνεται στο 

διάστηµα 1 1

1 1
[ (0), (1)]  

i i

n n

X X
i i

F F− + −

= =
∑ ∑ . Η ελάχιστη τιµή του  S  είναι µεγαλύτερη ή ίση 

από αυτή του cS , δεδοµένου ότι, από τη συµονοτονικότητα, όλοι οι όροι του cS  

είναι ταυτόχρονα µικροί. 

Όταν είναι γνωστές οι αντίστροφες συναρτήσεις 1
iXF − , τότε η α.σ.κ. του 

1 ...c c c
nS X X= + +  µπορεί να καθοριστεί ως εξής 

1( ) sup{ (0,1) ( ) } sup{ (0,1) ( ) }c c cS S S
F x p F x p p F p x−= ∈ ≥ = ∈ ≤  

           1

1

sup{ (0,1) ( ) }
i

n

X
i

p F p x−

=

= ∈ ≤∑ .                                                                     (40) 
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Εποµένως, για οποιαδήποτε τυχαία µεταβλητή Χ, η έκφραση ότι η " XF έιναι γνησίως 

αύξουσα" θα σηµαίνει ότι η " XF  έιναι γνησίως αύξουσα στο διάστηµα 

1 1( (0), (1))X XF F− + − . 

Παρατηρούµε ότι για οποιαδήποτε τυχαία µεταβλητή Χ, οι ακόλουθες ισοδυναµίες 

ισχύουν 

XF  είναι γνησίως αύξουσα 1
XF −⇔ είναι συνεχής στο (0,1), 

και επίσης  

XF  είναι συνεχής 1
XF −⇔ είναι γνησίως αύξουσα στο (0,1). 

Στη συνέχεια, υποθέτουµε ότι οι περιθώριες συναρτήσεις κατανοµής ,  1, 2,...,
iXF i n=  

του συµονοτονικού τυχαίου διανύσµατος 1( ,..., )c c
nX X  είναι γνησίως αύξουσες και 

συνεχείς. Τότε κάθε αντίστροφη συνάρτηση κατανοµής 1
iXF − είναι συνεχής στο (0,1), 

το οποίο σηµαίνει ότι η 1
cS

F −  είναι συνεχής στο (0,1) επειδή η σχέση 

1 1

1
( ) ( )c

i

n

XS
i

F p F p− −

=

=∑ ισχύει για 0<p<1. Αυτό από τις παραπάνω ισοδυναµίες σηµαίνει 

ότι η cS
F είναι γνησίως αύξουσα στο διάστηµα 1 1( (0), (1))c cS S

F F− + − .                                             

Έτσι, στην περίπτωση των γνησίως αύξουσων και συνεχών περιθωρίων συναρτήσεων 

κατανοµής, για οποιοδήποτε  1 1(0) (1)c cS S
F x F− + −< < , η πιθανότητα ( )cS

F x  καθορίζεται 

από την επίλυση της: 1( ( ))c cS S
F F x x− = , ή ισοδύναµα,  

1

1
( ( ))c

i

n

X S
i

F F x x−

=

=∑  ,  1 1(0) (1)c cS S
F x F− + −< <  .                                                              (41) 

Αρκεί λοιπόν να λύσουµε  την τελευταία εξίσωση για να πάρουµε την  ( )cS
F x . 

Στο παρακάτω Θεώρηµα, αποδεικνύουµε ότι και τα Stop-loss ασφάλιστρα ενός 

αθροίσµατος συµονοτονικών τυχαίων µεταβλητών µπορούν να καθοριστούν από τα 

Stop-loss ασφάλιστρα των όρων του αθροίσµατος. 

 

Θεώρηµα 2.3.2. (Stop-loss ασφάλιστρο αθροίσµατος συµονοτονικών τυχαίων 

µεταβλητών) 

 

Τα Stop-loss ασφάλιστρα του αθροίσµατος cS των συνιστωσών του συµονοτονικού  

τυχαίου διανύσµατος 1( ,..., )c c
nX X  δίνονται από τον τύπο 
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1
[( ) ] [( ) ],

n
c

i i
i

E S d E X d+ +
=

− = −∑    1 1(0) (1)c cS S
F d F− + −< <                                            (42) 

µε τα id  να δίνονται από τον τύπο 

1( ) ( ( ))   ( 1, 2,..., ),d
c

ii X S
d F F d i nα−= =                                                                           (43)  

και τα (0,1)dα ∈ να ορίζονται από την επίλυση της 

1( ) ( ( ))  d
c cS S

F F d dα− = .                                                                                                  (44) 

 

Απόδειξη: 

 

    Αρχικά παίρνουµε το όριο ιδίας κράτησης 1 1( (0), (1))c cS S
d F F− + −∈ . Έτσι 

0 ( ) 1cS
F d< < . 

Έχοντας ορίσει τη συνεχής «υποστήριξη»  του cX  στη σχέση (33) και λόγω της 

συµονοτονικότητας της, µπορούµε να πούµε ότι το παραπάνω σύνολο έχει το πολύ 

ένα σηµείο τοµής µε τον υπερχώρο  1 2{ ... }nx x x x d+ + + = . Αυτό ισχύει διότι ο 

υπερχώρος δεν µπορεί να περιέχει διαφορετικά σηµεία  x   και  y  έτσι ώστε να ισχύει 

  ή  x y x y≤ ≥ . 

    Θα αποδείξουµε λοιπόν ότι το διάνυσµα 1 2( , ,..., )nd d d d= όπως ορίστηκε 

παραπάνω είναι το µοναδικό σηµείο τοµής. Επειδή πρέπει να ισχύει 0 ( ) 1cS
F d< < , 

γνωρίζουµε από την Ενότητα 1.2. και από το Σχήµα 1.2.4. ότι πρέπει να υπάρχει ένα 

(0,1)dα ∈  που να ικανοποιεί τη σχέση (44). Επίσης από το Θεώρηµα 2.3.1. έχουµε 

ότι: 
1

n

i
i

d d
=

=∑ . Εποµένως το διάνυσµα d  είναι ένα στοιχείο και της συνεχής 

«υποστήριξης» του cX και του υπερχώρου 1 2{ ... }nx x x x d+ + + = . Μπορούµε να 

αποδείξουµε τώρα το d  είναι το µοναδικό σηµείο τοµής της συνεχής  «υποστήριξης» 

του cX και του υπερχώρου 1 2{ ... }nx x x x d+ + + = . 

Παίρνουµε το x  να είναι ένα σηµείο  της συνεχής «υποστήριξης» του cX . Τότε 

πρέπει να ισχύει η ακόλουθη ισότητα:  

1 2 1 1 2 2( ... ) ( ) ( ) ... ( )n n nx x x d x d x d x d+ + + ++ + + − ≡ − + − + + − . 



 41

    Η παραπάνω ισότητα ισχύει επειδή το x  και το d  είναι και τα δύο στοιχεία της 

συνεχής «υποστήριξης» του cX , και έτσι, επειδή πρόκειται για ένα συµονοτονικό 

σύνολο, αν υπάρχει οποιοδήποτε  j  έτσι ώστε να ισχύει j jx d> , τότε πρέπει να 

ισχύει και k kx d≥  για όλα τα k. Άρα το αριστερό µέλος πρέπει να είναι ίσο µε το 

δεξιό αφού επιλέον έχουµε: 
1

n

i
i

d d
=

=∑ . Αφ' ετέρου, όταν όλα τα j jx d≤ , προφανώς 

το αριστερό µέλος είναι 0. 

    Τώρα αντικαθιστώντας τις σταθερές από τις αντίστοιχες µεταβλητές στην  

παραπάνω ισότητα και παίρνοντας µέσες τιµές, βρίσκουµε τη σχέση (42). 

Επιπλέον βρίσκουµε ότι 

1

1

[( ) ] [ ]  αν (0),c

n
c

i S
i

E S d E X d d F − +
+

=

− = − ≤∑                                                              (45) 

και 
1[( ) ] 0 αν (1)c

c
S

E S d d F − +
+− = ≥ .                                                                                (46) 

 Από τις σχέσεις (38),(39),(45),(46) και από το Θεώρηµα 2.3.2. µπορούµε να 

καταλήξουµε ότι για κάθε πραγµατικό d, υπάρχουν id  µε 
1

n

i
i

d d
=

=∑ , έτσι ώστε να 

ισχύει:
1

[( ) ] [( ) ]
n

c
i i

i
E S d E X d+ +

=

− = −∑ . 

Εναλλακτική έκφραση για τα Stop-loss ασφάλιστρα 

 

    Η έκφραση για τα Stop-loss ασφάλιστρα ενός συµονοτονικού αθροίσµατος 
cS µπορεί να γραφτεί και µε την βοήθεια των συνηθισµένων αντιστρόφων 

συναρτήσεων κατανοµής. Πράγµατι, για οποιοδήποτε 1 1( (0), (1))c cS S
d F F− + −∈ , έχουµε 

ότι 
1( ) 1[( ( ( ))) ] [( ( ( ))) ]d

c c
i ii X i XS S

E X F F d E X F F dα− −
+ +− = −   

                                              1( ) 1( ( ( )) ( ( )))(1 ( ))d
c c c

i iX XS S S
F F d F F d F dα− −− − − . 

Αθροίζοντας την παραπάνω ισότητα ως προς i, και λαµβάνοντας υπόψη την έκφραση 

για τα (0,1)dα ∈  όπως δόθηκε στο Κεφάλαιο 1, βρίσκουµε την έκφραση που 

περιέχεται στον Dhaene et al.[5], όπου οι τυχαίες µεταβλητές υποτίθεται ότι είναι µη 

αρνητικές. 
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H έκφραση θα ισχύει για οποιοδήποτε 1 1( (0), (1))c cS S
d F F− + −∈  και είναι η εξής 

1 1

1

[( ) ] [( ( ( ))) ] ( ( ( )))(1 ( ))c c c c
i

n
c

i X S S S S
i

E S d E X F F d d F F d F d− −
+ +

=

− = − − − −∑ .               (47)                 

Σε περίπτωση που οι περιθώριες αθροιστικές συναρτήσεις κατανοµής 
iXF  είναι 

γνησίως αύξουσες, η σχέση (47) µειώνεται ως εξής:  

1

1

[( ) ] [( ( ( ))) ]c
i

n
c

i X S
i

E S d E X F F d−
+ +

=

− = −∑ .                                                                (48)  

Μπορούµε από το Θεώρηµα 2.3.2. να καταλήξουµε στο συµπέρασµα ότι οποιοδήποτε 

Stop-loss ασφάλιστρο ενός αθροίσµατος συµονοτονικών τυχαίων µεταβλητών µπορεί 

να γραφτεί ως το άθροισµα των Stop-loss ασφαλίστρων για τις µεµονωµένες τυχαίες 

µεταβλητές που βρίσκονται στο άθροισµα. Το θεώρηµα µας δίνει ένα αλγόριθµο για 

τον άµεσο υπολογισµό των Stop-loss ασφαλίστρων αθροισµάτων των συµονοτονικών  

τυχαίων µεταβλητών, χωρίς να πρέπει να υπολογίσουµε την συνάρτηση κατανοµής 

του ίδιου του αθροίσµατος. Προκειµένου δηλ. να υπολογιστεί το Stop-loss 

ασφάλιστρο µε δοσµένο d, αρκεί να είναι γνωστή η ( )cS
F d , η οποία µπορεί να 

υπολογιστεί από τη σχέση (40).  

    Tέλος αν εφαρµόσουµε τη σχέση: [( ) ] [( ) ] [ ]E X d E d X E X d+ +− = − + −  για 

 και c
iS X  µέσω της σχέσης (42) οδηγούµαστε στην ακόλουθη έκφραση για τις 

κατώτερες ουρές του αθροίσµατος των συµονοτονικών τυχαίων µεταβλητών:  

 
1

[( ) ] [( ) ]
n

c
i i

i

E d S E d X+ +
=

− = −∑ ,   1 1( (0), (1))c cS S
d F F− + −∈  ,                                        (49)  

µε τα id  όπως ορίζονται στις σχέσεις (43) και (44). 

Παρακάτω δίνουµε κάποια παραδείγµατα για τον υπολογισµό του Stop-loss 

αφαλίστρου ενός αθροίσµατος συµονοτονικών τυχαίων µεταβλητών. 

 

Παράδειγµα 2.3.3. (Εκθετικές Περιθώριες) 

 

Έστω ένα τυχαίο διάνυσµα X  όπου οι συνιστώσες του iX  ακολουθούν την Εκθετική 

κατανοµή. Πιο συγκεκριµένα έχουµε ότι: ~ exp(1/ )i iX β . 

Έτσι η α.σ.κ.  των iX  δίνεται ως εξής: 

( / )( ) 1 ,   0,  0i

i

x
X iF x e xβ β−= − > ≥ . 
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Αν αντιστρέψουµε την παραπάνω σχέση, βρίσκουµε την ακόλουθη έκφραση για την 

αντίστροφη της συνάρτησης κατανοµής 
1( ) ln(1 ),   0 1
iX iF p p pβ− = − − < < . 

Tώρα µπορούµε να υπολογίσουµε  το Stop-loss ασφάλιστρο µε δοσµένο όριο ιδίας 

κράτησης  d  αναλυτικά ως εξής 

/ / /[( ) ] (1 ( )) i i i

i

x x d
i X i id

d d

E X d F x dx e dx e eβ β ββ β
+∞ +∞

+∞− − −
+ ⎡ ⎤− = − = = − =⎣ ⎦∫ ∫ , 0d > . 

Η αντίστροφη της συνάρτησης κατανοµής του συµονοτονικού αθροίσµατος 
cS δίνεται ως 

1

1

( ) ( ) ln(1 ),   0 1c

n

iS
i

F p p pβ−

=

= − − < <∑ . 

Η παραπάνω έκφραση δηλώνει ότι το συµονοτονικό άθροισµα των εκθετικά 

κατανεµηµένων τυχαίων µεταβλητών, κατανέµεται και αυτό εκθετικά µε παράµετρο 

1

n

i
i

β β
=

=∑ . Έτσι το Stop-loss ασφάλιστρο του συµονοτονικού αθροίσµατος cS δίνεται 

από τη σχέση 
( / )[( ) ] ,   0c dE S d e dββ −

+− = > . 

 

Παράδειγµα 2.3.4. (Περιθώριες που ακολουθούν την κατανοµή Pareto) 

 

Παίρνουµε τώρα το τυχαίο διάνυσµα X  όπου οι συνιστώσες του iX  ακολουθούν την 

Κατανοµή Pareto δηλ.: ~ ( , )i iX Pareto xα . Εποµένως γνωρίζουµε ότι η α.σ.κ. των iX  

δίνεται ως εξής 

( ) 1 ( ) ,   0,  0
i

i
X i

xF x x x
x

α α= − > > > . 

Αντιστρέφοντας τη σχέση αυτή, βρίσκουµε την ακόλουθη έκφραση για την 

αντίστροφη της συνάρτησης κατανοµής 

1
1/( ) ,  0 1

(1 )i

i
X

xF p p
p α

− = < <
−

. 

Μπορούµε να υπολογίσουµε τώρα το Stop-loss ασφάλιστρο µε δοσµένο όριο ιδίας 

κράτησης  d  και να βρούµε ότι τελικά 

1[( ) ] ( ) ,   ,   1
1

i i
i i

x xE X d x d
d

α α
α

−
+− = < < ∞ >

−
. 
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Έτσι η αντίστροφη της συνάρτησης κατανοµής του συµονοτονικού αθροίσµατος 
cS δίνεται από τη σχέση 

1 1
1/( ) ,  0 1

(1 )c

n

i
i

S

x
F p p

p α
− == < <

−

∑
. 

Καταλήγουµε µε άλλα λόγια στο ότι το συµονοτονικό άθροισµα τυχαίων µεταβλητών 

που ακολουθούν την Kατανοµή Pareto (µε την ίδια πρώτη παράµετρο α), ακολουθεί 

και αυτό την Κατανοµή Pareto. 

 

Παράδειγµα 2.3.5. (Περιθώριες που ακολουθούν την Εκθετικά-Αντίστροφη 

Gaussian Kατανοµή) 

 

Θεωρούµε το τυχαίο διάνυσµα X  όπου οι συνιστώσες του iX  ακολουθούν την 

Εκθετικά αντίστροφη Gaussian κατανοµή. Γνωρίζουµε έτσι ότι η συνάρτηση 

κατανοµής των iX  δίνεται από τον τύπο 

( ) 1 exp 2 ( ) ,
iX i i iF x xβ α α⎡ ⎤= − − + −⎣ ⎦    , 0,  0i i xα β > ≥ . 

Σε αυτή την περίπτωση, η αντίστροφη της συνάρτησης κατανοµής των iX  είναι 

1 21( ) (ln(1 )) ln(1 ),
4i

i
X

i i

F p p pα
β β

− = − − −  

και έτσι για τα συµονoτονικά iX , βρίσκουµε ότι 

1 21( ) (ln(1 )) ln(1 ),
4cS

F p p pα
β β

− = − − −  

όπου 
1

1

1

n

i
i

β β
−

−

=

⎛ ⎞
= ⎜ ⎟
⎝ ⎠
∑ και 

2

1
/

n

i i
i

α β α β
=

⎛ ⎞
= ⎜ ⎟

⎝ ⎠
∑ . 

Παρατηρούµε δηλ. ότι το συµονοτονικό άθροισµα τυχαίων µεταβλητών που 

ακολουθούν την Εκθετικά αντίστροφη Gaussian κατανοµή , ακολουθεί και αυτό την 

Εκθετικά αντίστροφη Gaussian κατανοµή µε παραµέτρους α και β όπως ορίστηκαν 

παραπάνω. Για το Stop-loss ασφάλιστρο έχουµε ότι 

1[( ) ] exp 2 ( )
2

c dE S d d αβ α α
β β+

⎛ ⎞+⎡ ⎤− = − + − +⎜ ⎟⎣ ⎦ ⎜ ⎟
⎝ ⎠

 για κάθε 0d ≥ . 

 



 45

ΚΕΦΑΛΑΙΟ 3 
 

Κυρτά Φράγµατα για αθροίσµατα τυχαίων 

µεταβλητών 

 

3.1. Το συµονοτονικό άνω φράγµα για το άθροισµα 
1

n

i
i

X
=
∑  

    Σε αυτό το Κεφάλαιο, θα παράγουµε φράγµατα για αθροίσµατα 

1 2 ... nS X X X= + + +  των τυχαίων µεταβλητών 1 2, ,..., nX X X  µε τις περιθώριες 

κατανοµές των iX  να είναι γνωστές. Ουσιαστικά τα φράγµατα είναι τυχαίες 

µεταβλητές που είναι µεγαλύτερες (ή µικρότερες) από το S υπό την έννοια της 

κυρτής διάταξης. Εποµένως, θα καλέσουµε αυτά τα φράγµατα ως «Κυρτά 

φράγµατα». Ο λόγος που θα ασχοληθούµε µε τα κυρτά φράγµατα είναι ότι η από 

κοινού κατανοµή του τυχαίου διανύσµατος 1 2( , ,..., )nX X X  είναι δύσκολο να οριστεί 

εφόσον οι τ.µ. iX  δεν είναι ανεξάρτητες.  

    Το άνω φράγµα που θα παράγουµε σε αυτή την ενότητα έχει νόηµα στην 

κατηγορία όλων των τυχαίων διανυσµάτων µε δεδοµένες τις περιθώριες κατανοµές 

τους, και επιτυγχάνεται από τα συµονοτονικά τυχαία διανύσµατα που ανήκουν σε 

αυτήν την κατηγορία. Έτσι, το άνω φράγµα είναι ένα supremum υπό την έννοια της 

κυρτής διάταξης. 

 

Θεώρηµα 3.1.1. (Συµονοτονικό άνω φράγµα για άθροισµα τυχαίων µεταβλητών)  

 

Για οποιοδήποτε τυχαίο διάνυσµα 1 2( , ,..., )nX X X  έχουµε ότι 

1 2 1 2... ...c c c
n cx nX X X X X X+ + + ≤ + + +   .                                                                 (50) 

 

Απόδειξη: 

 

Aρχικά είναι προφανές ότι οι µέσες τιµές αυτών των δύο αθροισµάτων είναι ίσες. 

Εποµένως, πρέπει να αποδείξουµε την ιδιότητα της Stop-loss  διάταξης δηλ. ότι 
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1 2 1 2[( ... ) ] [ ... ) ]c c c
n cx nE X X X d E X X X d+ ++ + + − ≤ + + + − , 

ισχύει για όλα τα  d  µε  1 1( (0), (1))c cS S
d F F− + −∈ , δεδοµένου ότι τα Stop-loss 

ασφάλιστρα είναι ίσα για άλλες τιµές του d.  

Ο ακόλουθος τύπος ισχύει για όλα τα  1 2( , ,..., )nx x x µε 
1

n

i
i

d d
=

=∑ :  

1 2( ... )nx x x d ++ + + − 1 1 2 2(( ) ( ) ... ( ))n nx d x d x d += − + − + + −  

                                   1 1 2 2(( ) ( ) ... ( ) )n nx d x d x d+ + + +≤ − + − + + −         

                                   1 1 2 2( ) ( ) ... ( )n nx d x d x d+ + += − + − + + −  

Έτσι αν αντικαταστήσουµε τις σταθερές από τις αντίστοιχες τυχαίες µεταβλητές στην 

παραπάνω ανισότητα και πάρουµε µέσες τιµές, βρίσκουµε ότι 

1 2 1 1 2 2[( ... ) ] [( ) ] [( ) ] ... [( ) ]n n nE X X X d E X d E X d E X d+ + + ++ + + − ≤ − + − + + −  ,   (51) 

ισχύει για όλα τα  d  και τα id  τέτοια ώστε 
1

n

i
i

d d
=

=∑ .  

Αν επιλέξουµε το 1 1( (0), (1))c cS S
d F F− + −∈  και τα id  όπως ορίστηκαν στο Θεώρηµα 

2.3.2., τότε από την παραπάνω ανισότητα αποδεικνύεται το ζητούµενο. 

Το παραπάνω θεώρηµα δηλώνει ότι το λιγότερα “ελκυστικό” τυχαίο διάνυσµα 

1 2( , ,..., )nX X X µε δεδοµένες τις περιθώριες iF , δεδοµένου ότι το άθροισµα των 

συνιστωσών του είναι το µεγαλύτερο υπό την έννοια της κυρτής διάταξης, έχει τη 

συµονοτονική από κοινού κατανοµή, το οποίο σηµαίνει ότι έχει την από κοινού 

κατανοµή του διανύσµατος 1 1 1
1 2( ( ), ( ),..., ( ))nF U F U F U− − − . Οι συνιστώσες αυτού του 

τυχαίου διανύσµατος είναι µέγιστα εξαρτηµένες µεταξύ τους, έτσι ώστε όλες οι 

συνιστώσες να είναι µη φθίνουσες συναρτήσεις της ίδιας τυχαίας µεταβλητής. 

    Σηµειώνουµε ότι η ανισότητα (51) ισχύει, ειδικότερα, αν το 1 2( , ,..., )nX X X είναι 

συµονοτονικό. Από τα Θεωρήµατα 2.3.2. και 3.1.1., βρίσκουµε ότι για οποιοδήποτε 

τυχαίο διάνυσµα X  ισχύουν οι ανισότητες 

1( )
1 2

1 1
[( ... ) ] [( ( ( ))) ] [( ) ]d

c
i

n n

n i X i iS
i i

E X X X d E X F F d E X dα−
+ + +

= =

+ + + − ≤ − ≤ −∑ ∑ , 

για όλα τα 1 1( (0), (1))c cS S
d F F− + −∈  τέτοια ώστε 

1

n

i
i

d d
=

=∑ . Eποµένως, το µικρότερο άνω 

φράγµα της µορφής 
1

[( ) ]
n

i i
i

E X d +
=

−∑  µε 
1

n

i
i

d d
=

=∑  για το Stop-loss ασφάλιστρο  
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1 2[( ... ) ]nE X X X d ++ + + −  είναι το συµονοτονικό άνω φράγµα. Μπορούµε να 

γενικεύσουµε το Θεώρηµα 3.1.1. µε την παρακάτω Πρόταση 3.1.2.  

 

Πρόταση 3.1.2. (Συµονοτονικότητα και Stop-loss διατεταγµένες συνιστώσες) 

 

Έστω τα τυχαία διανύσµατα 1 2( , ,..., )nX X X  και 1 2( , ,..., )nY Y Y . Αν i sl iX Y≤  ισχύει για 

όλα τα i  = 1,2, ..,n, τότε 

1 2 1 2... ...c c c
n sl nX X X Y Y Y+ + + ≤ + + + .                                                                      (52) 

 

Aπόδειξη: 

 

Eπειδή το άθροισµα 1 2 ...c c c
nY Y Y+ + +  είναι συµονοτονικό, για οποιοδήποτε 

πραγµατικό d, µπορoύµε να βρούµε 1 2, ,..., nd d d  µε  
1

n

i
i

d d
=

=∑  και 

1 2 1 1 2 2[( ... ) ] [( ) ] [( ) ] ... [( ) ]c c c
n n nE Y Y Y d E Y d E Y d E Y d+ + + ++ + + − = − + − + + − . 

Έτσι προκύπτουν τα παρακάτω 

1 2 1 1 2 2[( ... ) ] [( ) ] [( ) ] ... [( ) ]n n nE X X X d E X d E X d E X d+ + + ++ + + − ≤ − + − + + −  

1 1 2 2 1 2[( ) ] [( ) ] ... [( ) ] [( ... ) ]c c c
n n nE Y d E Y d E Y d E Y Y Y d+ + + +≤ − + − + + − = + + + − . 

Aπό την παραπάνω ανισότητα αποδεικνύεται το ζητούµενο. 

 

Στο Θεώρηµα 2.2.3., αποδείξαµε ότι ένα τυχαίο διάνυσµα µε περιθώριες που ανήκουν 

στην ίδια Κλίµακα-Θέσης(Location-Scale) Οικογένεια κατανοµών είναι 

συµονοτονικό αν και µόνο αν ο συντελεστής συσχέτισης κάθε ζευγαριού των 

συνιστωσών είναι ίσος µε 1. Αν πάρουµε, όπως αποδείξαµε, ότι στην κατηγορία όλων 

των τυχαίων διανυσµάτων µε  δεδοµένες τις περιθώριες κατανοµές το συµονοτονικό 

άθροισµα είναι το µεγαλύτερο υπό την έννοια της κυρτής διάταξης, τότε µπορούµε να 

δείξουµε ότι η συµονοτονικότητα µπορεί να χαρακτηριστεί από τις µέγιστες 

συσχετίσεις όλων των ζευγαριών των τυχαίων µεταβλητών του αθροίσµατος. 

Προκειµένου να αποδειχθεί αυτό το αποτέλεσµα, χρειαζόµαστε µια έκφραση για τα 

Stop-loss ασφάλιστρα ενός αθροίσµατος δύο τυχαίων µεταβλητών λαµβάνοντας 

υπόψιν φυσικά την διµεταβλητή συνάρτηση κατανοµής τους. 
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Λήµµα 3.1.3. (Stop-loss ασφάλιστρα ενός διµεταβλητού αθροίσµατος) 

 

Έστω το διµεταβλητό τυχαίο διάνυσµα (Χ,Υ). Για οποιοδήποτε πραγµατικό αριθµό d, 

το Stop-loss  ασφάλιστρο  Χ  + Υ στο d δίνεται από τον παρακάτω τύπο 

,[( ) ] [ ] [ ] ( , )X YE X Y d E X E Y d F x d x dx
+∞

+
−∞

+ − = + − + −∫ . 

Απόδειξη: 

 

Γνωρίζουµε ότι το Stop-loss ασφάλιστρο Χ  + Υ  µε όριο ιδίας κράτησης d  δίνεται 

από τον παρακάτω τύπο 

[( ) ] [( ) ] [ ] [ ]E X Y d E d X Y E X E Y d+ ++ − = − − + + − . 

Θα υπολογίσουµε τώρα τη µέση τιµή [( ) ]E d X Y +− − . Αν αντιστρέψουµε τη σειρά 

στα ολοκληρώµατα, όπως φαίνεται παρακάτω,παίρνουµε: 

, ,[( ) ] ( , ) ( , )
d x d y t d t

X Y X Yx y t x t x y
E d X Y dtdF x y dF x y dx

+∞ − − +∞ −

+ =−∞ =−∞ = =−∞ =−∞ =−∞
− − = =∫ ∫ ∫ ∫ ∫ ∫  

                          , ( , )X Yt
F t d t dt

+∞

=−∞
= −∫ , όπου ,X YF  είναι η από κοινού συνάρτηση 

κατανοµής του τυχαίου διανύσµατος (Χ,Υ). Εποµένως αποδείξαµε το ζητούµενο. 

 

Θεώρηµα 3.1.4. (Συµονοτονικότητα και µέγιστη συσχέτιση) 

 

Ένα τυχαίο διάνυσµα X  είναι συµονοτονικό αν και µόνο αν ( , ) ( , )c c
i j i jr X X r X X=  

για όλα τα , {1,2,..., }i j n∈ .  

 

Απόδειξη: 

 

Έχουµε αποδείξει στο Κεφάλαιο 2 ότι η συµονοτονικότητα είναι ισοδύναµη µε την 

συµονοτονικότητα κατά ζεύγη. Εποµένως αρκεί να δώσουµε την απόδειξη για ένα 

διδιάστατο τυχαίο διάνυσµα ( , )i jX X . 

    Η απόδειξη του  " ⇒ " είναι απλή. 

Θέλουµε τώρα να αποδείξουµε το αντίστροφο δηλ. το  "⇐ ".  
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Αρχικά υποθέτουµε ότι ( , ) ( , )c c
i j i jr X X r X X= . Αυτό είναι ισοδύναµο µε το ότι 

( ) ( )c c
i j i jVar X X Var X X+ = + . Γνωρίζουµε όµως ότι c c

i j cx i jX X X X+ ≤ +  αφού το 

διάνυσµα ( , )c c c
i jX X X=  είναι το συµονοτονικό του ( , )i jX X . Από την ιδιότητα 

όµως της κυρτής διάταξης ισχύει ότι: [ ] [ ]c c
i j i jE X X E X X+ = + . Οπότε τελικά το 

συµονοτονικό άθροισµα τυχάιων µεταβλητών c c
i jX X+  ακολουθεί την ίδια κατανοµή 

µε το άθροισµα i jX X+ , δηλ.: 
d

c c
i j i jX X X X+ = + . Eποµένως, για όλα τα πραγµατικά  

d, πρέπει να έχoυµε ότι  

[( ) ] [( ) ]c c
i j i jE X X d E X X d+ ++ − = + − . 

Αν χρησιµοποιήσουµε το Λήµµα 3.1.3., η παραπάνω ισότητα µπορεί να γραφτεί ως: 

 ,,
[ ( , ) ( , )] 0c c

i ji j
X XX X

F x d x F x d x dx
+∞

−∞

− − − =∫ . 

Από τη σχέση (28), έχουµε ότι η έκφραση που είναι υπό ολοκλήρωση είναι µη 

αρνητική, το οποίο σηµαίνει ότι 

, ,
( , ) ( , )c c

i j i j
X X X X

F x d x F x d x− = − , 

ισχύει για όλες τις τιµές του  x. ∆εδοµένου ότι πρέπει να ισχύει για όλες τις τιµές του 

d, το διάνυσµα ( , )i jX X  είναι και αυτό συµονοτονικό που σηµαίνει τελικά ότι το 

διάνυσµα X  είναι συµονοτονικό. 

    Από την παραπάνω απόδειξη διαπιστώνουµε ότι το τυχαίο διάνυσµα X  είναι 

συµονοτονικό αν και µόνο αν ( ) ( )c c
i j i jVar X X Var X X+ = +  για όλα τα 

, {1,2,..., }i j n∈ . Επίσης από την σχέση της κυρτής διάταξης στο Θεώρηµα 3.1.1., 

βρίσκουµε ότι για οποιοδήποτε τυχαίο διάνυσµα 1 2( , )X X  ισχύει η ακόλουθη 

ανισότητα: 

1 2 1 2( ) ( )c cVar X X Var X X+ ≤ + , 

το οποίο είναι ισοδύναµο µε την παρακάτω σχέση: 

1 2 1 2( , ) ( , )c cr X X r X X≤ ,                                                                                              (53) 

µε τις ανισότητες να ισχύουν αυστηρώς όταν το 1 2( , )X X  δεν είναι συµονοτονικό. 

Σαν µια ειδική περίπτωση της σχέσης (53), βρίσκουµε ότι πρέπει να ισχύει πάντα η 

ακόλουθη σχέση: 1 2( , ) 0c cr X X ≥ . Επίσης σηµειώνουµε ότι ένα τυχαίο 
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διάνυσµα 1 2( , )X X είναι συµονοτονικό και έχει αµοιβαία ανεξάρτητες συνιστώσες αν 

και µόνο αν η τ.µ. 1X ή η 2X είναι εκφυλισµένες, δείτε την εργασία του Luan[6]. 

 

Παράδειγµα 3.1.5. (Λογαριθµοκανονικές περιθώριες) 

 

Θεωρούµε το τυχαίο διάνυσµα 1 1 2 2( , ,..., )n nX X Xα α α του οποίου τα iα  είναι µη 

µηδενικοί πραγµατικοί αριθµοί και τα iX  είναι τ.µ. που ακολουθούν ην 

Λογαριθµοκανονική Κατανοµή: 2ln( ) ~ ( , )i i iX N µ σ . Έχουµε δηλ. ότι 
2(1/ 2)[ ] i i

iE X eµ σ+= , 
2 22[ ] ( 1)i i i

iVar X e eµ σ σ+= − . 

Aς υποθέσουµε π.χ. τη κατάσταση όπου τα iα  είναι ντιτερµινιστικές πληρωµές κατά 

την  περίοδο  i, και τα iX  είναι οι αντίστοιχοι Λογαριθµοκανονικά κατανεµηµένοι 

παράγοντες προεξόφλησης. Έτσι το 1 1 2 2( , ,..., )n nX X Xα α α είναι το διάνυσµα 

προεξόφλησης των παραπάνω πληρωµών. Σηµειώνουµε εδώ ότι από Μαθηµατικής 

πλευράς, θα µπορούσαµε να συνδέσουµε τα iα  και τα iµ  σε µία παράµετρο i
ie

µα  και 

έτσι να απλοποιηθούν οι τύποι. Όµως µε αυτό τον τρόπο θα χάσουµε την πραγµατική 

σηµασία των παραµέτρων. Αφού γνωρίζουµε ότι 1 1(1 ) ( )p p− −Φ − = −Φ , από το 

Θεώρηµα 1.2.5. βρίσκουµε ότι 
1( ) ( )1 ( ) ,  0 1i i i

i i

sign p
X iF p e pµ α σ

α α
−+ Φ− = < < ,                                                                    (54) 

oπού το ( )isign α είναι ίσο µε 1 αν iα > 0 και -1 αν iα < 0. 

Επειδή το άθροισµα n συµονοτονικών τυχαίων µεταβλητών που ακολουθούν την 

Κανονική Κατανοµή ακολουθεί και αυτό την Κανονική Κατανοµή, διαπιστώνουµε ότι 

το γινόµενο n συµονοτονικών Λογαριθµοκανονικών τυχαίων µεταβλητών είναι και  

πάλι  µια τ.µ. που ακολουθεί την Λογαριθµοκανονική Κατανοµή, δηλ. 

1

1 1

( )
1

1

( )

n n

i i
i i

i

n Ud

X
i

F U e
µ σ −

= =

+ Φ
−

=

∑ ∑
=∏ . 

Τα Stop-loss ασφάλιστρα µιας Λογαριθµοκανονικά κατανεµηµένης τυχαίας 

µεταβλητής δίνονται από τον παρακάτω τύπο 
2( / 2)

,1 ,2[( ) ] ( ) ( ), 0i i
i i i i i iE X d e d d d dµ σ+

+− = Φ − Φ > .                                                    (55) 
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όπου τα ,1id και τα ,2id  oρίζονται ως 

2

,1 ,2 ,1
ln( ) ,   .i i i

i i i i
i

dd d dµ σ σ
σ

+ −
= = −                                                                        (56) 

Αυτό το αποτέλεσµα µπορεί εύκολα να αποδειχθεί. Πράγµατι, αν διαφοροποιήσουµε 

τα δύο µέλη της ισότητας στη σχέση (55) σύµφωνα µε τα id , βλέπουµε ότι και στα 

δύο µέλη η παράγωγος ως προς id  είναι ίση µε ( ) 1X iF d − . Επίσης, όταν id →∞ , και 

τα δύο µέλη τείνουν στο µηδέν. 

    Για τις κατώτερες ουρές έχουµε ότι 
2( / 2)

,1 ,2[( ) ] ( ) ( ), 0i i
i i i i i iE d X e d d d dµ σ+

+− = − Φ − + Φ − >  .                                            (57) 

Αφού ισχύει ότι: [( ( )) ] [( ) ]i i i i i iE X d E d Xα α+ +− = − −  όταν τα iα είναι αρνητικά, 

βρίσκουµε από τις σχέσεις (56) και (57) , για 0id >  
2( / 2)

,1 ,2[( ( )) ] ( ( ) ) ( ( ) ), 0i i
i i i i i i i i i i iE X d e sign d d sign d dµ σα α α α α+

+− = Φ − Φ > ,             (58) 

Όπου τα ,1id και τα ,2id  έχουν oρίστει παραπάνω.  

    Eν συνεχεία παίρνουµε το άθροισµα 1 1 2 2 ... n nS X X Xα α α= + + +  και το αντίστοιχο 

συµονοτονικό του: 
1 1 2 2

1 1 1( ) ( ) ... ( )
n n

c
X X XS F U F U F Uα α α

− − −= + + + . 

∆εδοµένου ότι οι περιθώριες συναρτήσεις κατανοµής είναι γνησίως αύξουσες και 

συνεχείς, βρίσκουµε από τη σχέση (41) ότι η συνάρτηση κατανοµής ( )cS
F x  

καθορίζεται από την επίλυση της: 1( ( ))c cS S
F F x x− =  , ή ισοδύναµα , 

1( ) ( ( )) 1 1

1
,    (0) (1)i i i cS

c c

n sign F x
i S S

i
e x F x Fµ α σα

−+ Φ − + −

=

= < <∑ .                                                  (59) 

Σηµειώνουµε σε αυτό το σηµείο ότι αν τα iα είναι θετικά, τότε η «υποστήριξη» του S 

βρίσκεται στη περιοχή 1 1( (0), (1)) (0, )c cS S
F F− + − = +∞ , αν τα iα  είναι αρνητικά, η 

«υποστήριξη» του S βρίσκεται στη περιοχή 1 1( (0), (1)) ( ,0)c cS S
F F− + − = −∞  και αν τα iα  

έχουν µικτά πρόσηµα τότε 1 1( (0), (1)) ( , )c cS S
F F− + − = −∞ +∞ . 

Για 1 1 (0) (1)c cS S
F d F− + −< < , το Stop-loss ασφάλιστρο του cS µε όριο ιδίας κράτησης  d 

προκύπτει από τη σχέση (48): 
1( ) ( ( ))1

1 1
[( ) ] [( ( ( ))) ] [( ( )) ]i i i cS

c
i i

n n sign F dc
i i X i iS

i i
E S d E X F F d E X eµ α σ

αα α
−+ Φ−

+ + +
= =

− = − = −∑ ∑ . 
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Αν χρησιµοποιήσουµε τις σχέσεις (58) και (59), βρίσκουµε την ακόλουθη έκφραση 

για το Stop-loss ασφάλιστρο του cS µε δεδοµένο  d  όπου 1 1(0) (1)c cS S
F d F− + −< < : 

2( / 2) 1

1
[( ) ] ( ( ) ( ( ))) (1 ( )).i i

c c

n
c

i i i S S
i

E S d e sign F d d F dµ σα α σ+ −
+

=

− = Φ −Φ − −∑                (60) 

Οι κατώτερες ουρές δίνονται ως εξής 

2( / 2) 1

1
[( ) ] ( ( ) ( ( ))) ( )i i

c c

n
c

i i i S S
i

E d S e sign F d dF dµ σα α σ+ −
+

=

− = − Φ − +Φ +∑ . 

Επίσης βρίσκουµε την ακόλουθη έκφραση για το συντελεστή συσχέτισης δύο 

συµονοτονικών Λογαριθµοκανονικά κατανεµηµένων τυχαίων µεταβλητών µε τις 

διασπορές να δίνονται ως 2
iσ και 2

jσ , αντίστοιχα 

22

1 1 1( ( ), ( ))
1 1

i j

i j
ji

X X
er F U F U

e e

σ σ

σσ

− − −
=

− −
. 

Αν εξετάσουµε την ειδική περίπτωση όπου 1ln( ) ~ (0,1)X N και 2
2ln( ) ~ (0, )X N σ , 

δείτε την εργασία των Embrechts et al.[7], τότε ο συντελεστής συσχέτισης γίνεται: 

1 2 2

1 1 1( ( ), ( ))
1 1

X X
er F U F U

e e

σ

σ

− − −
=

− −
, 

o oποίος προσεγγίζει το 0 αν σ →∞ , όπως φαίνεται στο Σχήµα 3.1.6. 

 
Σχήµα 3.1.6..Ο συντελεστής συσχέτισης του συµονοτονικού τυχαίου ζεύγους 1 2( , )X X ως συνάρτηση 

του σ. 
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Κατά συνέπεια, υπάρχουν συµονοτονικά τυχαία ζεύγη των οποίων η συσχέτιση είναι 

σχεδόν 0. Γνωρίζοντας ότι η συµονοτονικότητα οδηγεί στην υψηλότερη πιθανή 

συσχέτιση για ένα δεδοµένο ζευγάρι των περιθωρίων µεταβλητών, αυτή η 

παρατήρηση δείχνει ότι στην κατηγορία των τυχαίων διανυσµάτων µε δεδοµένες τις 

περιθώριες δεν είναι πάντα εφικτό ο συντελεστής συσχέτισης να είναι ίσος µε 1. 

 

Πλεονεκτήµατα της χρησιµοποίησης του 1 2 ...c c c c
nS X X X= + + +  αντί του 

1 2 ... nS X X X= + + + . 

• Η αντικατάσταση της α.σ.κ. του S από την α.σ.κ. του cS οδηγεί σε µια συνετή 

στρατηγική στα πλαίσια της Θεωρίας χρησιµότητας: η πραγµατική α.σ.κ. 

αντικαθίσταται από µια λιγότερο «ελκυστική». 

• Οι τυχαίες µεταβλητές S και cS έχουν την ίδια αναµενόµενη τιµή. Όπως αυτές οι 

τυχαίες µεταβλητές διατάσσονται υπό την έννοια της κυρτής διάταξης, έχουµε ότι η 

ροπή τάξης 2k (k = 1, 2,…,n) του S  είναι µικρότερη από την αντίστοιχη ροπή του cS . 

Aυτό δηλώνει ότι κάποιες ποσότητες σχετικές µε την Ασφαλιστική επιστήµη, όπως 

τα µηδενικής χρησιµότητας ασφάλιστρα (π.χ. το Εκθετικό ασφάλιστρο) και φυσικά 

τα Stop-loss ασφάλιστρα για οποιoδήποτε d, που απεικονίζουν την κυρτή διάταξη 

αυξάνονται όταν αντικαθίσταται η κατανοµή του αθροίσµατος από µια µεγαλύτερη 

κυρτή. 

• Η α.σ.κ. του cS καθορίζεται ευκολότερα, το cS έχει µια µονοδιάστατη κατανοµή, 

που εξαρτάται µόνο από την τυχαία µεταβλητή  U. H α.σ.κ. του S µπορεί να ληφθεί 

µόνο αν η δοµή εξάρτησης των όρων του αθροίσµατος είναι γνωστή. Ακόµα κι αν 

αυτή η δοµή είναι γνωστή, µπορεί να είναι δύσκολο να καθοριστεί η α.σ.κ. του S. 

 

3.2. Βελτιωµένα άνω φράγµατα για το 
1

n

i
i

X
=
∑  

 

    Στην προηγούµενη ενότητα, δείξαµε πως οι συµονοτονικοί κίνδυνοι µπορούν να 

χρησιµοποιηθούν για να φτιάξουµε άνω φράγµατα υπό την έννοια της κυρτής 

διάταξης για αθροίσµατα εξαρτηµένων τυχαίων µεταβλητών. Πιο συγκεκριµένα 

είδαµε ότι αν η µόνη πληροφορία που έχουµε διαθέσιµη σχετίζεται µε τη 
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πολυµεταβλητή συνάρτηση κατανοµής του τυχαίου διανύσµατος 1 2( , ,..., )nX X X που 

αποτελείται από τις περιθώριες συναρτήσεις κατανοµής των iX , τότε η συνάρτηση 

κατανοµής του 
1 2

1 1 1( ) ( ) ... ( )
n

c
X X XS F U F U F U− − −= + + +  είναι η κατάλληλη για να 

προσεγγίσουµε την άγνωστη συνάρτηση κατανοµής του 1 2 ... nS X X X= + + + . Είναι 

ένα supremum υπό την έννοια της κυρτής διάταξης, και εποµένως είναι το καλύτερο 

άνω φράγµα που µπορεί να παραχθεί υπό αυτές τις συνθήκες. 

    Ας υποθέσουµε τώρα ότι έχουµε κάποιες πρόσθετες πληροφορίες διαθέσιµες 

σχετικά µε την στοχαστική φύση του 1 2( , ,..., )nX X X . ∆ηλαδή υποθέτουµε ότι 

υπάρχει κάποια τυχαία µεταβλητή Λ µε δεδοµένη συνάρτηση κατανοµής, έτσι ώστε 

να γνωρίζουµε τις υπό συνθήκη  α.σ.κ. (δοθέντος ότι Λ = λ) των τυχαίων µεταβλητών 

iX , για όλες τις πιθανές τιµές του λ. Θα δείξουµε σε αυτήν την περίπτωση ότι 

µπορούµε να παράγουµε βελτιωµένα άνω φράγµατα υπό την έννοια της κυρτής 

διάταξης για το S, τα οποία είναι µικρότερα στην κυρτή διάταξη από το συµονοτονικό 

άνω φράγµα cS . Ουσιαστικά, η ιδέα αυτής της ενότητας είναι να καθορίσουµε 

συµονοτονικά άνω φράγµατα για το άθροισµα S, λαµβάνοντας υπόψη ότι Λ = λ. 

Έπειτα, αναµιγνύουµε τις προκύπτουσες κατανοµές µε βάρη ( )dF λΛ . Με αυτή την 

διαδικασία, η κυρτή διάταξη διατηρείται. Το άνω φράγµα που κατασκευάζεται µε 

αυτό τον τρόπο αποδεικνύεται ότι είναι πιο αξιόπιστο από το συµονοτονικό άνω 

φράγµα cS επειδή έχει τις σωστές περιθώριες α.σ.κ. για κάθε όρο του αθροίσµατος.  

    Στο ακόλουθο θεώρηµα, εισάγουµε την έκφραση 1 ( )
iXF Uλ
−
Λ=  για τη τυχαία 

µεταβλητή ( , )if U Λ , όπου οι συναρτήσεις if  καθορίζονται από τη 

σχέση: 1( , ) ( )
ii Xf u F uλλ −
Λ== . 

 

Θεώρηµα 3.2.1. (Βελτιωµένα άνω φράγµατα για αθροίσµατα τυχαίων 

µεταβλητών) 

 

Θεωρούµε την τ.µ. U  που κατανέµεται Οµοιόµορφα στο (0,1) δηλ. U ∼Uniform(0,1) 

να είναι ανεξάρτητη της τυχαίας µεταβλητής  Λ. Τότε έχουµε 

1 2

1 1 1
1 2 ... ( ) ( ) ... ( )

nn cx X X XX X X F U F U F U− − −
Λ Λ Λ+ + + ≤ + + + .                                         (61) 
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Απόδειξη: 

 

Από το Θεώρηµα 3.1.1., βρίσκουµε ότι για οποιαδήποτε κυρτή συνάρτηση ν ισχύει 

 

1 2 1 2[ ( ... )] [ ( ... ) ] ( )n nX X X X X X dFν ν λ λ
+∞

Λ−∞
Ε + + + = Ε + + + Λ =∫  

                                      1 2[ ( ( , ) ( , ) ... ( , ))] ( )nf U f U f U dFν λ λ λ λ
+∞

Λ−∞
≤ Ε + + +∫  

                                      1 2[ ( ( , ) ( , ) ... ( , ))]nE f U f U f Uν= Λ + Λ + + Λ . 

Mε το παραπάνω αποτέλεσµα αποδείξαµε το Θεώρηµα από τον Ορισµό της «Κυρτής 

∆ιάταξης» όπως είδαµε στο Κεφάλαιο 1. 

Επίσης διαπιστώνουµε ότι το τυχαίο διάνυσµα 
1 2

1 1 1( ( ), ( ),..., ( ))
nX X XF U F U F U− − −

Λ Λ Λ έχει 

τις περιθώριες συναρτήσεις κατανοµής 
1 2
, ,...,

nX X XF F F , αφού ισχύει 

1( ) Pr[ ] ( ) Pr[ ( ) ] ( )
i iX i XF x X x dF F U x dFλλ λ λ

+∞ +∞ −
Λ ΛΛ=−∞ −∞

= ≤ Λ = = ≤∫ ∫  

           Pr[ ( , ) ] ( ) Pr[ ( , ) ]i if U x dF f U xλ λ
+∞

Λ−∞
= ≤ = Λ ≤∫ . 

Eποµένως από το Θεώρηµα 3.1.1. έχουµε ότι 

1 21 2

1 1 1 1 1 1( ) ( ) ... ( ) ( ) ( ) ... ( )
nn cx X X XX X XF U F U F U F U F U F U− − − − − −

Λ Λ Λ+ + + ≤ + + + . 

H παραπάνω σχέση δηλώνει ότι το άνω φράγµα που ορίσαµε στην ενότητα αυτή είναι 

πράγµατι ένα βελτιωµένο άνω φράγµα. 

 

Παρατηρήσεις 

 

    Αν η τ.µ.  Λ είναι ανεξάρτητη των  1 2, ,..., nX X X , τότε δεν έχουµε κάποια 

πρόσθετη πληροφορία και το βελτιωµένο άνω φράγµα είναι λιγότερο αξιόπιστο από 

το συµονοτονικό άνω φράγµα που παράγαµε στο Θεώρηµα 3.1.1. 

    Θεωρούµε σε αυτό το σηµείο τα αθροίσµατα S  και uS  να ορίζονται ως εξής 

1 2 ... nS X X X= + + +  

και  

1 2

1 1 1( ) ( ) ... ( )
n

u
X X XS F U F U F U− − −

Λ Λ Λ= + + + . 
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Αν το τυχαίο διάνυσµα 1 2( , ,..., )nX X X  είναι συµονοτονικό, τότε οποιαδήποτε 

επιλογή του Λ είναι βέλτιστη αφού µπορούµε να βρούµε την ακριβή συνάρτηση 

κατανοµής για το άθροισµα. 

Επίσης παρατηρούµε ότι αν για οποιαδήποτε πιθανή έκβαση λ, δεσµεύοντας στο Λ  = 

λ, το τυχαίο διάνυσµα 1 2( , ,..., )nX X X  είναι συµονοτονικό, τότε 
d

uS S= .  

    Γενικά, για να κρίνουµε την ποιότητα του στοχαστικού άνω φράγµατος uS , πρέπει 

να συγκρίνουµε την διακύµανση του µε τη διακύµανση του S. 

 

Σηµείωση: Aν έχουµε δύο τυχαίες µεταβλητές Χ,Υ τότε ισχύει ο ακόλουθος τύπος 

για τη διακύµανση της Χ: 

[ ] [ [ / ]] [ [ / ]]Var X E Var X Y Var E X Y= + . 

 

    Αρχικά γνωρίζουµε ότι ισχύει: [ ( )] [ ( )]uVar S Var SΕ Λ = Ε Λ . Εποµένως θα ισχύει 

ότι  [ ] [ ]uVar S Var S=  αν και µόνο αν [ ( )] [ ( )]uE Var S E Var SΛ = Λ . Αυτή η συνθήκη 

θα ισχύει αν για οποιαδήποτε έκβαση λ της  Λ, έχουµε ότι 

[ ] [ ]uVar S Var Sλ λΛ = = Λ = .  

Εποµένως, αν βρούµε µια τυχαία µεταβλητή δέσµευσης  Λ έτσι ώστε για οποιαδήποτε 

έκβαση λ του  Λ, να έχουµε  ότι, δεσµεύοντας στο Λ = λ, το διάνυσµα 

1 2( , ,..., )nX X X είναι συµονοτονικό, τότε η συνάρτηση κατανοµής του βελτιωµένου 

άνω φράγµατος συµπίπτει µε την ακριβή συνάρτηση κατανοµής. 

    Σαν ειδική περίπτωση, υποθέτουµε ότι: 1 2S X X= + . Τότε η βέλτιστη επιλογή 

είναι να ληφθεί 1XΛ ≡  (ή 2XΛ ≡ ), έτσι ώστε οι α.σ.κ. του S  και  του uS  να 

συµπίπτουν. Αυτό το παράδειγµα εξηγεί το γεγονός ότι η βέλτιστη τυχαία µεταβλητή 

δέσµευσης Λ, γενικά, δεν θα είναι το S. Είναι σαφές , γενικά, ότι η βέλτιστη επιλογή 

για την τυχαία µεταβλητή δέσµευσης Λ θα εξαρτηθεί από τη δοµή εξάρτησης του 

τυχαίου διανύσµατος  1 2( , ,..., )nX X X . 
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Υπολογισµός του Stop-loss ασφαλίστρου(µε δεδοµένο  d)  για το uS  

 

    Προκειµένου τώρα να ληφθεί η συνάρτηση κατανοµής του uS , παρατηρούµε ότι 

δοθέντος Λ = λ, η τυχαία µεταβλητή uS είναι ένα άθροισµα συµονοτονικών τυχαίων 

µεταβλητών. 

Έτσι ισχύει ότι: 

1 1

1
( ) ( ),0 1u

i

n

XS
i

F p F p pλλ
− −

Λ=Λ=
=

= < <∑  .                                                                         (62) 

∆οθέντος ότι Λ  = λ, η α.σ.κ. του uS προκύπτει από τη σχέση (40): 

 1

1
( ) sup (0,1) ( )u

i

n

XS
i

F x p F p xλλ
−
Λ=Λ=

=

⎧ ⎫
= ∈ ≤⎨ ⎬

⎩ ⎭
∑  .                                                        (63) 

Εποµένως η α.σ.κ. του uS  προκύπτει από την παρακάτω σχέση 

( ) ( ) ( )u uS S
F x F x dF

λ
λ

+∞

ΛΛ=
−∞

= ∫ .                                                                                     (64) 

Από τη σχέση (41), βρίσκουµε ότι αν oι περιθώριες α.σ.κ. 
iXF λΛ= είναι γνησίως 

αύξουσες και συνεχείς, τότε η ( )uS
F x

λΛ=
  προκύπτει από την επίλυση της σχέσης: 

1 1 1

1
( ( )) ,   (0) (1)u u u

i

n

X S S S
i

F F x x F x Fλ λ λ λ
− − + −
Λ= Λ= Λ= Λ=

=

= < <∑ . 

Σε αυτήν την περίπτωση, βρίσκουµε επίσης από τη σχέση (48) ότι για οποιοδήποτε 
1 1( (0), (1))u uS S

d F F
λ λ

− + −
Λ= Λ=

∈  : 

1

1
[( ) ] [( ( ( ))) ]u

i

n
u

i X S
i

E S d E X F F dλ λ
λ λ−

+ +Λ= Λ=
=

− Λ = = − Λ =∑ , 

από το οποίο µπορεί να υπολογιστεί το Stop-loss ασφάλιστρο µε δεδοµένο  d  του uS . 

Παρακάτω στις Εφαρµογές µας θα δώσουµε ένα αποτέλεσµα των όσων αναφέραµε 

όταν οι περιθώριες τ.µ. iX  ακολουθούν την Λογαριθµοκανονική Κατανοµή. 

 

3.3. Κάτω φράγµατα  για 
1

n

i
i

X
=
∑  

Aρχικά θεωρούµε το 1 2( , ,..., )nX X X X= να είναι ένα τυχαίο διάνυσµα µε δοσµένες 

περιθώριες α.σ.κ. 
1 2
, ,...,

nX X XF F F . Όπως και στην προηγούµενη ενότητα, υποθέτουµε 

ότι υπάρχει κάποια τυχαία µεταβλητή Λ µε δοσµένη συνάρτηση κατανοµής, έτσι 
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ώστε να γνωρίζουµε τις υπό συνθήκη α.σ.κ. (λαµβάνοντας υπόψη δηλ. ότι Λ = λ) των 

τυχαίων µεταβλητών iX , για όλες τις πιθανές τιµές λ της τ.µ. Λ. Θα δείξουµε πως 

µπορούµε να λάβουµε ένα κάτω φράγµα, υπό την έννοια της κυρτής διάταξης, για το 

1 2 ... nS X X X= + + +  δεσµεύοντας σε αυτή την τυχαία µεταβλητή. Η εύρεση µιας 

«ελκυστικότερης» τυχαίας µεταβλητής από το S θα µας βοηθήσει στο να εξετάσουµε 

τον βαθµό υπερεκτίµησης του κινδύνου που περιλαµβάνεται µε την αντικατάσταση 

του S από µια λιγότερο «ελκυστική τυχαία»  µεταβλητή uS  ή  cS . 

    Η ιδέα αυτής της ενότητας είναι να παρατηρηθεί ότι η µέση τιµή µιας τυχαίας 

µεταβλητής είναι πάντα µικρότερη ή ίση υπό την έννοια της κυρτής διάταξης από την 

ίδια την τυχαία µεταβλητή, και επίσης ότι η κυρτή διάταξη διατηρείται κάτω από 

αυτή τη µίξη. 

 

Θεώρηµα 3.3.1. (Κάτω Φράγµατα για αθροίσµατα τυχαίων µεταβλητών) 

 

Για οποιοδήποτε τυχαίο διάνυσµα X  και οποιαδήποτε τυχαία µεταβλητή Λ,  έχουµε 

ότι: 

1 2 1 2[ ] [ ] ... [ ] ...n cx nE X E X E X X X XΛ + Λ + + Λ ≤ + + + . 

 

Aπόδειξη: 

 

Aπό την ανισότητα Jensen, αποδεικνύουµε ότι για οποιαδήποτε κυρτή συνάρτηση  ν, 

ισχύει η ακόλουθη ανισότητα 

1 2 1 2 1 2[ ( ... )] [ ( ... ) ] [ ( [ ... ])]n n nE X X X E E X X X E E X X Xν ν νΛ Λ+ + + = + + + Λ ≥ + + + Λ

                                      1 2[ ( [ ] [ ] ... [ ])]nE E X E X E XνΛ= Λ + Λ + + Λ . 

Από την παραπάνω ανισότητα αποδεικνύεται το Θεώρηµα από τον Ορισµό της 

«Κυρτής ∆ιάταξης» όπως είδαµε στο Κεφάλαιο 1. 

 

Αρχικά ορίζουµε το S όπως παραπάνω, και το lS ως εξής  

[ ]lS E S= Λ .                                                                                                              (65) 

Σηµειώνουµε ότι αν οι τ.µ. Λ και S είναι αµοιβαία ανεξάρτητες, τότε βρίσκουµε το 

τετριµµένο αποτέλεσµα  

[ ] cxE S S≤ . 
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Από την άλλη, αν οι τ.µ Λ και S έχουν ένα προς ένα σχέση(δηλ. η Λ καθορίζει 

εντελώς το S), τότε το κάτω φράγµα συµπίπτει µε το S. 

Σηµειώνουµε περαιτέρω ότι η σχέση [ [ ]] [ ]i iE E X E XΛ =  ισχύει πάντα, ενώ η σχέση 

[ [ ]] [ ]i iVar E X Var XΛ <  ισχύει όταν: [ [ ]] 0iE Var X Λ ≠  που σηµαίνει ότι η iX , 

δοθέντος ότι Λ = λ, είναι εκφυλισµένη για κάθε λ. Αυτό δηλώνει ότι το τυχαίο 

διάνυσµα 1 2( [ ], [ ],..., [ ])nE X E X E XΛ Λ Λ  γενικά, δεν θα έχει τις ίδιες περιθώριες 

συναρτήσεις κατανοµής µε το X . Αν µπορέσουµε να βρούµε µια τυχαία µεταβλητή 

δέσµευσης Λ µε την ιδιότητα όλες οι τυχαίες µεταβλητές [ ]iE X Λ  να είναι µη 

αύξουσες συναρτήσεις του Λ(ή να µη-φθίνουσες συναρτήσεις του Λ), τότε το κάτω 

φράγµα lS είναι ένα άθροισµα συµονοτονικών  τυχαίων µεταβλητών. Η α.σ.κ. αυτού 

του αθροίσµατος µπορεί τότε να ληφθεί από προηγούµενα αποτελέσµατα. Εφαρµογή 

του Θεωρήµατος 3.3.1. στην περίπτωση όπου οι περιθώριες  iX  ακολουθούν την 

Λογαριθµοκανονική κατανοµή βρίσκουµε στην επόµενη ενότητα. 

    Για να κρίνουµε την ποιότητα του στοχαστικού κάτω φράγµατος Ε[S|Λ], πρέπει να 

εξετάσουµε τη διακύµανση του. Για να τη µεγιστοποιήσουµε, δηλ. να την φέρουµε 

όσο το δυνατόν πιο κοντά στην Var[S], η µέση τιµή του Var[S|Λ=λ] πρέπει να 

ελαχιστοποιηθεί. Με άλλα λόγια, για να πάρουµε καλύτερο κάτω φράγµα, το Λ και το 

S  πρέπει να είναι σχεδόν ίδια. 

 

Υπολογισµός του Stop-loss ασφαλίστρου (µε δεδοµένο  d)  για το lS  

 

Aς υποθέσουµε ότι η τυχαία µεταβλητή Λ είναι τέτοια ώστε όλες οι  

( ) [ ]i ig E Xλ λ= Λ =  να είναι µη-αύξουσες και συνεχείς συναρτήσεις του λ. Τα 

ποσοστηµόρια του κάτω φράγµατος  lS προκύπτουν  από την παρακάτω σχέση 

 

 1 1 1 1
( )[ ]

1 1 1

( ) ( ) ( ) [ (1 )],   (0,1)l ii

n n n

g iE XS
i i i

F p F p F p E X F p p− − − − +
Λ ΛΛ

= = =

= = = Λ = − ∈∑ ∑ ∑ .         (66) 

Επίσης, η α.σ.κ. του lS προκύπτει από τη σχέση (40): 

1

1

( ) sup (0,1) [ (1 )] } l

n

iS
i

F x p E X F p x− +
Λ

=

⎧ ⎫
= ∈ Λ = − ≤⎨ ⎬

⎩ ⎭
∑ .                                          (67) 
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Αν τώρα υποθέσουµε ότι οι α.σ.κ. των τυχαίων µεταβλητών [ ]iE X Λ  είναι γνησίως 

αύξουσες και συνεχείς, τότε η α.σ.κ. του lS είναι επίσης γνησίως αύξουσα και 

συνεχής, και από τη σχέση (41) , παίρνουµε ότι η ( )lS
F x  προκύπτει από την επίλυση 

της παρακάτω σχέσης για όλα  τα 1 1
[ ] [ ]( (0), (1))E S E Sx F F− + −

Λ Λ∈ : 

1
[ ]

1

( ( ))l
i

n

E X S
i

F F x x−
Λ

=

=∑ , 

ή ισοδύναµα, 

1

1

[ (1 ( ))]  l

n

i S
i

E X F F x x− +
Λ

=

Λ = − =∑ , 

η οποία καθορίζει την α.σ.κ. του κάτω φράγµατος  [ ]lS E S= Λ  για το S.  

Τότε τα Stop-loss ασφάλιστρα του lS µπορούν να καθοριστούν από τη σχέση (48): 

1

1

[( ) ] [( [ ] [ (1 ( ))]) ] l

n
l

i i S
i

E S d E E X E X F F d− +
+ Λ +

=

− = Λ − Λ = −∑ ,                              (68) 

η οποία ισχύει για όλα τα 1 1( (0), (1))l lS S
d F F− + −∈ . 

 

    Μέχρι τώρα, εξετάσαµε την περίπτωση που όλα τα [ ]iE X Λ  είναι µη αύξουσες 

συναρτήσεις του Λ. Η περίπτωση που όλα τα [ ]iE X Λ  είναι µη-φθίνουσες 

συναρτήσεις του Λ οδηγεί επίσης σε ένα συµονοτονικό διάνυσµα 

1 2( [ ], [ ],..., [ ])nE X E X E XΛ Λ Λ , και µπορεί να αντιµετωπιστεί µε παρόµοιο τρόπο.  

    Τώρα εξετάζουµε τη γενική περίπτωση όπου όλες οι [ ]iE X Λ  δεν είναι µη 

αύξουσες (ή µη φθίνουσες). Σε αυτή τη περίπτωση το κάτω φράγµα δεν είναι ένα 

άθροισµα συµονοτονικών τυχαίων µεταβλητών. Αυτό κάνει πιο περίπλοκο τον 

προσδιορισµό της συνάρτησης κατανοµής του κάτω φράγµατος. Η α.σ.κ. και τα Stop-

loss ασφάλιστρα του lS µπορούν να καθοριστούν σε αυτήν την περίπτωση από τις 

σχέσεις 

1 1

( ) Pr[ [ ] ] ( ) = ( [ ] ) ( )l

n n

i iS
i i

F x E X x dF I E X x dFλ λ λ λ
+∞ +∞

Λ Λ−∞ −∞
= =

= Λ ≤ Λ = Λ = ≤∑ ∑∫ ∫ ,  (69) 

  

1

[( ) ] ( [ ] ) ( )
n

l
i

i
E S d E X d dFλ λ

+∞

+ + Λ−∞
=

− = Λ = −∑∫ .                                                         
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Μια κάπως διαφορετική διαδικασία µπορεί να χρησιµοποιηθεί όταν η FΛ είναι 

συνεχής και γνησίως αύξουσα. Σε αυτήν την περίπτωση, καθορίζουµε τη τυχαία 

µεταβλητή ( )U FΛ= Λ  που ακολουθεί την Οµοιόµορφη κατανοµή στο (0,1). Έχουµε 

λοιπόν ότι 1( )U u F u−
Λ= ⇔ Λ =  που ισχύει για όλα τα 0<u<1. Τότε, η α.σ.κ. και τα 

Stop-loss ασφάλιστρα του lS προκύπτουν από τις παρακάτω σχέσεις 

1 1 1

0 0
1 1

( ) Pr[ [ ] ] = ( [ ( )] )l

n n

i iS
i i

F x E X x U u du I E X F u x du−
Λ

= =

= Λ ≤ = Λ = ≤∑ ∑∫ ∫ ,          

1 1

0
1

[( ) ] ( [ ( )] )
n

l
i

i
E S d E X F u d du−

+ Λ +
=

− = Λ = −∑∫ .                                                       (70) 

 

3.4. Θεωρητικά Παραδείγµατα 

 

Σε αυτή την ενότητα, θα δείξουµε την τεχνική στο να καθορίζουµε τα κυρτά κάτω και 

άνω φράγµατα για αθροίσµατα τυχαίων µεταβλητών, µέσα από µερικά αριθµητικά 

παραδείγµατα. Πιο συγκεκριµένα, θα εξετάσουµε αθροίσµατα τυχαίων µεταβλητών 

που ακολουθούν την Κανονική ή την Λογαριθµοκανονική κατανοµή. 

    Υπενθυµίζουµε ότι ένα τυχαίο διάνυσµα 1 2( , ,..., )nY Y Y  ακολουθή την 

Πολυµεταβλητή Κανονική Κατανοµή αν και µόνο αν κάθε γραµµικός συνδυασµός των 

µεταβλητών του διανύσµατος ακολουθεί την Κανονική Κατανοµή. Ας υποθέσουµε 

λοιπόν ότι το τυχαίο διάνυσµα  1 2( , ,..., )nY Y Y  ακολουθεί την Πολυµεταβλητή Κανονική 

Κατανοµή. Παίρνουµε τις τ.µ. Υ και Λ να είναι γραµµικοί συνδυασµοί των 

µεταβλητών του διανύσµατος:
1

n

i i
i

Y Yα
=

=∑ και 
1

n

i i
i

Yβ
=

Λ =∑ . Εποµένως το διάνυσµα (Υ, 

Λ) ακολουθεί µια ∆ιδιάστατη Κανονική Κατανοµή. Επίσης, αν το διάνυσµα (Υ,Λ) 

ακολουθεί µια ∆ιδιάστατη Κανονική Κατανοµή, τότε, δοθέντος ότι Λ = λ, η τ.µ. Υ  

ακολουθεί την Κανονική Κατανοµή µε µέσο όρο και διασπορά που δίνονται 

παρακάτω ως εξής 

[ ] [ ] [ , ] ( [ ])YE Y E Y r Y Eσλ λ
σΛ

Λ = = + Λ − Λ                                                               (71)  

και  

 2 2[ ] (1 [ , ] )YVar Y r Yλ σΛ = = − Λ   ,                                                                            (72)  

όπου το r (Υ, Λ) είναι ο συντελεστής συσχέτισης Pearson για το ζεύγος (Υ, Λ).  
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3.4.1. Αθροίσµατα Κανονικών τυχαίων µεταβλητών 

 

Θεωρούµε τις τ.µ. 1Y  και 2Y  να είναι αµοιβαία ανεξάρτητες και Κανονικές  N(0,1). 

Προφανώς, το άθροισµα 1 2S Y Y= +  ακολουθεί την Κανονική Κατανοµή N(0,2). Για 

τα κυρτά φράγµατα του S, θα θεωρήσουµε µεταβλητή δέσµευσης του τύπου 

1 2Y YαΛ = +  για κάποιους πραγµατικούς α. Η δεσµευµένη κατανοµή του 1Y , δοθέντος 

ότι Λ  = λ, είναι Κανονική 2 2 2(( /1 ), ( /1 ))N λ α α α+ + . 

    Αυτό σηµαίνει ότι για την δεσµευµένη µέση τιµή 1[ ]YΕ Λ  και για τη τ.µ. 
1

1 ( )YF U−
Λ , 

µε την U να κατανέµεται  Οµοιόµορφα στο (0,1) και να είναι ανεξάρτητη της Λ 

παίρνουµε 

1 2[ ]
1

Y
α
Λ

Ε Λ =
+

 και 
1

1
1

1 2

( )
( ) [ ]

1
Y

U
F U Y

α

α

−
−
Λ

Φ
= Ε Λ +

+
. 

Λόγω του ότι 1 2[ ]E Y Yα+ Λ ≡ Λ , έχουµε επίσης 

2 2[ ]
1

Y α
α
Λ

Ε Λ =
+

 και 
2

1
1

2 2

( )( ) [ ]
1

Y
UF U Y
α

−
−
Λ

Φ
= Ε Λ +

+
. 

Και οι δύo τ.µ. 
1

1 ( )YF U−
Λ  και 

2

1 ( )YF U−
Λ ακολουθούν την Τυπική Κανονική Κατανοµή 

N(0,1). Για το συµονοτονικό άνω φράγµα cS , το βελτιωµένο άνω φράγµα uS  και το 

κάτω φράγµα lS , όπως ορίστηκαν στις προηγούµενες ενότητες, παίρνουµε 

1 2 ~ (0, 2)S Y Y N= + ,    
2

1 2 2 2

1 (1 )[ ] ~ 0, ,
1 1

lS E Y Y Nα α
α α

⎛ ⎞+ +
= + Λ = Λ ⎜ ⎟+ +⎝ ⎠

 

2 2
1

2 22

1 (1 ) (1 )1 ( ) ~ 0,
1 11

uS U N
α α αα

α αα
− ⎛ ⎞+ + + ++

= Λ + Φ ⎜ ⎟⎜ ⎟+ ++ ⎝ ⎠
 ,   12 ~ (0, 4)

d
cS Y N= .  

Για κάποιες ειδικές περιπτώσεις του α, παίρνουµε τις ακόλουθες κατανοµές για τα 

κάτω  και άνω φράγµατα  lS  και uS :  

0 : (0,1) (0,2)cx cxN S Nα = ≤ ≤ , 

1: (0,2) (0,4)cx cxN S Nα = ≤ ≤ , 

1: (0,0) (0,2)cx cxN S Nα = − ≤ ≤ , 

: (0,1) (0,2)cx cxN S Nα →∞ ≤ ≤ . 

Σηµειώνουµε ότι η πραγµατική κατανοµή του S  είναι N(0, 2). 
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Παρατηρήσεις 

 

Aπό τα παραπάνω βλέπουµε ότι το καλύτερο κυρτό κάτω φράγµα επιτυγχάνεται όταν 

(α = 1) και το καλύτερο άνω φράγµα όταν ( 0 ή )α α≤ →∞ όταν δηλαδή οι 

κατανοµές αντίστοιχα lS  και uS  συµπίπτουν µε την πραγµατική κατανοµή του S. 

Φυσικά παίρνοντας α →∞  έχουµε τα ίδια αποτελέσµατα µε το να παίρναµε την 

µεταβλητή δέσµευσης 2YΛ = . Η διασπορά του lS  φαίνεται ότι έχει ένα µέγιστο στο 

1α = , και ένα ελάχιστο στο  1α = − . Από την άλλη, η διασπορά [ ]uVar S  έχει επίσης 

ένα µέγιστο στο 1α = , και ελάχιστα στο 0α ≤  και στο α →∞ . Έτσι το καλύτερο 

κάτω φράγµα επιτυγχάνεται για Λ = S, και το χειρότερο για Λ ανεξάρτητο του S. To 

καλύτερo βελτιωµένο άνω φράγµα βρίσκεται όταν παίρνουµε 1YΛ = , 2YΛ = , ή 

οποιοδήποτε α< 0, περιλαµβάνοντας την περίπτωση 1α = −  µε το Λ ανεξάρτητο του 

S. Το χειρότερο, εντούτοις , λαµβάνεται όταν  Λ  =  S.  

    Για να συγκρίνουµε τη διασπορά του στοχαστικού άνω φράγµατος uS  µε τη 

διασπορά του S αρκεί να συγκρίνουµε την 
1 2

1 1( ( ), ( ))Y YCov F U F U− −
Λ Λ  µε την 1 2( , )Cov Y Y . 

Είναι σαφές ότι, γενικά, η βέλτιστη επιλογή για τη µεταβλητή δέσµευσης Λ θα 

εξαρτηθεί από τη συσχέτιση των 1Y  και 2Y . Αν αυτή η συσχέτιση είναι ίση µε 1, 

οποιαδήποτε Λ οδηγεί στο ότι 
d d

c uS S S= = . 

    Στη περίπτωσή µας όπου οι τ.µ. 1Y  και 2Y είναι αµοιβαία ανεξάρτητες, η βέλτιστη 

επιλογή αποδεικνύεται ότι είναι αν πάρουµε 1YΛ ≡ , το οποίο αντιστοιχεί στην 

περιπτώση όπου α = 0  ή 2YΛ ≡ , το οποίο αντιστοιχεί στο α →∞ , εξασφαλίζοντας 

µε τον τρόπο αυτό ότι τα  S  και uS συµπίπτουν. Επίσης για οποιοδήποτε α < 0 

οδηγούµαστε στο ότι 
d

uS S= . 

 

3.4.2. Αθροίσµατα Λογαριθµοκανονικών τυχαίων µεταβλητών 

 

Στο σηµείο αυτό, θα εξετάσουµε µια απλή ειδική περίπτωση της Θεωρίας που θα 

ασχοληθούµε στο επόµενο Κεφάλαιο. Το παρουσιάζουµε εδώ σαν ένα αριθµητικό 

παράδειγµα. Πιο συγκεκριµένα, παίρνουµε τις τ.µ. 1Y  και 2Y να είναι ανεξάρτητες  

N(0,1). Εποµένως  η 1 2
1 ~ log (0,2)Y YX e normal+=  και η 2

2 ~ log (0,1)YX e normal= .  
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Τo άθροισµα 1 2S X X= +  µπορεί να ερµηνευθεί ως η τιµή στο χρόνο 2 της 

επένδυσης µιας µονάδας στο χρόνο 0 και µιας µονάδας στο χρόνο 1, όπου οι 

επιστροφές από την επένδυση στα έτη 1 και 2 δίνονται από τις 1Y  και 2Y , αντίστοιχα. 

Για το κάτω φράγµα lS , παίρνουµε την µεταβλητή δέσµευσης 1 2Y YΛ = + . 

Σηµειώνουµε ότι 1[ ]E X eΛΛ = , ενώ η τ.µ. 2
1 1~ ( , )
2 2

Y Nλ λΛ = . Εποµένως:  

2
1 2

1 1( ) (1; , )
2 2

YE e Y Y mλ λ+ = = ,  

όπου 
2 22 1/ 2( )( ; , ) t tm t eµ σµ σ +=  είναι η Ροπογεννήτρια συνάρτηση της Κανονικής 

Κατανοµής 2( , )N µ σ . Αυτό οδηγεί στη σχέση 

2 (1/ 2 ) (1/ 4)( )YE e e Λ +Λ = . 

Έτσι το κάτω φράγµα είναι 
(1/ 2 ) (1/ 4)

1 2[ ]lS E X e eΛ Λ += + Χ Λ = +  .  

Το άνω φράγµα cS προκύπτει από το 2
1 2( , ) ( , ) για ~ (0,1)

d
c c Z ZX X e e Z N= . Το 

βελτιωµένο άνω φράγµα uS  έχει ως πρώτο όρο πάλι το eΛ , και ως δεύτερο όρο το 
(1/ 2 ) (1/ 2 2 )e Λ + Λ , µε τις Ζ και Λ να είναι αµοιβαία ανεξάρτητες τ.µ.. Όλοι οι όροι που 

εµφανίζονται στα φράγµατα όπως δίνονται παραπάνω είναι Λογαριθµικοκανονικές 

τυχαίες µεταβλητές που καθορίζονται από τις Λ και Ζ, οι οποίες είναι αµοιβαία 

ανεξάρτητες. Έτσι οι διασπορές των φραγµάτων είναι εύκολο να υπολογιστούν. 

Συγκεκριµένα αποδεικνύουµε ότι 
2 3/ 2 2( [ ]) 2E S e e e= + + ,  
2 3/ 2 5/ 2 4[( ) ] 2lE S e e e= + + , 

2 2 2 5/ 2 4[ ] [( ) ] 2uE S E S e e e= = + + , 

2 2 3/ 2 4[( ) ] 2 2cE S e e e= + + + . 

Eποµένως 

[ ] 64,374lVar S = , 

[ ] [ ] 67,281uVar S Var S= = , 

[ ] 79,785cVar S = .  
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Έτσι το στενό στοχαστικό κάτω φράγµα lS  για το S  λαµβάνεται όταν δεσµεύσουµε  

στο 1 2Y Y+ . Το βελτιωµένο άνω φράγµα uS  σε αυτή τη περίπτωση αποδεικνύεται ότι 

είναι πολύ καλό. Πράγµατι, όταν u
cxS S≤  και οι διασπορές τους είναι ίσες, το 

βελτιωµένο άνω φράγµα uS έχει την ίδια κατανοµή µε το S. Αυτό το αποτέλεσµα 

αναµενόταν επειδή δεσµεύοντας στο Λ = λ, η τ.µ. 1X eΛ=  ορίζεται και τότε το τυχαίο 

διάνυσµα 1 2( , )X X είναι συµονοτονικό. Υπενθυµίζουµε ότι το κάτω φράγµα θα είναι 

το καλύτερο αν η µεταβλητή δέσµευσης Λ µοιάζει µε το S όσο το δυνατόν 

περισσότερο, όπως αναφέρθηκε στην προηγούµενη ενότητα. Προσεγγίζοντας το 2Ye  

και το 1 2Y Ye + από τις 21 Y+ και 1 21 Y Y+ + , αντίστοιχα,βλέπουµε ότι 1 22 2S Y Y≈ + + , έτσι 

θα µπορούσαµε να περιµένουµε ότι παίρνοντας το 1 22Y Y+  αντί του 1 2Y Y+ σαν 

µεταβλητή δέσµευσης οδηγούµαστε σε καλύτερο κάτω φράγµα. Αυτό όµως δεν 

ισχύει αφού η διασπορά του κάτω φράγµατος είναι 61,44 σε αυτήν την περίπτωση. 

Αποδεικνύεται ότι το βέλτιστο κάτω φράγµα επιτυγχάνεται όταν η µεταβλητή 

δέσµευσης είναι του τύπου 1 2Y Yα+  µε α = 1,27 και τότε η διασπορά του lS είναι 

66,082. 

 

3.4.3. Αθροίσµατα ∆εσµευµένων ανεξάρτητων τυχαίων µεταβλητών 

 

Εξετάζουµε ένα χαρτοφυλάκιο ασφάλειας πυρός ακινήτων, αποτελούµενο από n 

κινδύνους iX , µε Pr[ 0] 0,90,Pr[ 1] 0,04 και Pr[ 2] 0,06i i iX X X= = = = = = . 

Υποθέτουµε ότι η αξία του χαρτοφυλακίου εξαρτάται από τις καιρικές συνθήκες κατά 

τη διάρκεια του ασφαλιστικού έτους. Παίρνουµε τη µεταβλητή δέσµευσης Λ που 

ακολουθεί την κατανοµή Βernoulli, να είναι ίση µε 1 (µε πιθανότητα 1/3) σε 

περίπτωση ξηρού καυτού καλοκαιριού και 0 σε άλλη περίπτωση. Επίσης υποθέτουµε 

ότι γνωρίζουµε τις  δεσµευµένες κατανοµές, δοθέντος δηλ. της τ.µ. Λ, των κινδύνων  

iX . Πιο συγκεκριµένα παίρνουµε 

Pr[ 0,1 0] 0,94 , 0,06iX = Λ = =  και Pr[ 0, 2 1] 0,82 , 0,18iX = Λ = = . 

Έτσι, ένα ξηρό και καυτό καλοκαίρι οδηγεί σε υψηλή πιθανότητα εµφάνισης των 

κινδύνων. Επιπλέον, υποθέτουµε ότι, δοθέντος Λ = λ, οι κίνδυνοι iX  είναι 

δεσµευµένα ανεξάρτητοι.  
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Βρίσκουµε ότι: Var[Λ] = 2/9 και Var[ iX ] = 0,2544. Η κατανοµή του συµονοτονικού 

άνω φράγµατος cS είναι 

1
1

1
( )

i

nd d
c

X
i

S F U nX−

=

= =∑ ,  

από το οποίο βρίσκουµε ότι: Var[ cS ] = 0,2544 2n .  

 

H α.σ.κ. του κάτω φράγµατος lS είναι 

1[ ] {0,06(1 ) 0,36 }
d d

lS nE X n= Λ = −Λ + Λ .  

Έτσι, 2[ ] 0,02lVar S n= .  

Η α.σ.κ. του βελτιωµένου άνω φράγµατος uS προκύπτει ως  

1

1
1( )

d d
u

XS nF U nX−
Λ= = . 

Σε αυτή την περίπτωση βρίσκουµε ότι 
d

u cS S= . Προκειµένου να υπολογιστεί η 

ακριβής διασπορά του 1 2 ... nS X X X= + + + , σηµειώνουµε ότι: 

 Var[S] = Var[ lS ]+Ε[Var[ S |Λ]] .  

Βρίσκουµε αρχικά ότι [ ] {0,0564(1 ) 0,5904 }iVar X Λ = −Λ + Λ . 

Υποθέσαµε ότι, δοθέντος Λ = λ, οι τ.µ. iX είναι αµοιβαία ανεξάρτητες. 

Έτσι βρίσκουµε ότι: 

[ [ ]] [ [ ]] 0, 2344iE Var S nE Var X nΛ = Λ = . Tελικά παίρνουµε ότι: 

Var[S] =(0,02n +0,2344)n. Έτσι,  

[ ] 11,721
[ ]l

Var S
Var S n

= + . 

Από τον παραπάνω λόγο βλέπουµε ότι η απόδοση του κάτω φράγµατος βελτιώνεται 

όσο το µέγεθος του χαρτοφυλακίου αυξάνεται. Ακόµη και για ένα σχετικά µικρό 

χαρτοφυλάκιο, το κάτω φράγµα φαίνεται να είναι αρκετά αξιόπιστο.  
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Γενικά Συµπεράµατα 

 

Eξετάζουµε ένα χαρτοφυλάκιο n κινδύνων iX . Υποθέτουµε ότι για οποιαδήποτε 

πιθανή έκβαση λ της τ.µ  Λ έχουµε ότι, δοθέντος Λ = λ, οι κίνδυνοι iX  ακολουθούν 

την ίδια κατανοµή, αλλά δεν είναι απαραιτήτως αµοιβαία ανεξάρτητοι. Σε αυτήν την 

περίπτωση, βρίσκουµε ότι: 

1 1
1

1 1
( ) ( )

i i

n nd d

X X
i i

F U F U nX− −
Λ

= =

= =∑ ∑ , 

όπου oι τ.µ. U και Λ είναι αµοιβαία ανεξάρτητες και η τ.µ. U κατανέµεται 

Οµοιόµορφα στο διάστηµα (0,1). Έτσι,  

1

d d
c uS S nX= = ,    2

1[ ] [ ] [ ]c uVar S Var S n Var X= = .                                                       

Για το κάτω φράγµα lS , βρίσκουµε ότι  

1[ ]
d

lS nE X= Λ ,   2
1[ ] [ [ ]]lVar S n Var E X= Λ .                                                              

Τώρα υποθέτουµε ότι οι δεσµευµένοι κίνδυνοι iX , δοθέντος ότι  Λ = λ, είναι 

αµοιβαία ανεξάρτητοι. Στη περίπτωση αυτή η διασπορά του αθροίσµατος 

1 2 ... nS X X X= + + +  λαµβάνεται ως εξής:  

2
1 1[ ] [ ] [ [ ]] [ [ ]] [ [ ]]lVar S Var S E Var S n Var E X nE Var X= + Λ = Λ + Λ .  

Εποµένως βρίσκουµε ότι:  

 1 1

1 1

1 ( [ [ ]] / [ [ ]])[ ]
[ ] 1 ((1/ )( [ [ ]] / [ [ ]]))

c E Var X Var E XVar S
Var S n E Var X Var E X

+ Λ Λ
=

+ Λ Λ
,                                             (73) 

η οποία είναι µια αύξουσα συνάρτηση ως προς το µέγεθος n του χαρτοφυλακίου, µε 

οριακή τιµή(όταν n →∞ ) 1 11 ( [ [ ]] / [ [ ]])E Var X Var E X+ Λ Λ . 

Αυτό σηµαίνει ότι όσο µεγαλύτερο είναι το χαρτοφυλάκιο, τόσο χειρότερη είναι η 

σχετική απόδοση του συµονοτονικού(και βελτιωµένου) άνω φράγµατος.  

Για το κάτω φράγµα βρίσκουµε ότι:  

1

1

[ [ ]][ ] 11
[ ] [ [ ]]l

E Var XVar S
Var S n Var E X

Λ
= +

Λ
.                                                                                  (74)  

Έτσι παρατηρούµε ότι όσο περισσότερο η διασπορά των µεµονωµένων κινδύνων iX  

οφείλεται στη 1[ [ ]]Var E X Λ , τόσο καλύτερο είναι το κάτω φράγµα. Για ένα µεγάλο 

χαρτοφυλάκιο, το κάτω φράγµα lS θα είναι αρκετά αξιόπιστο.  
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    Αν ορίσουµε το z ως την αναλογία wn/(wn  +υ) όπου 1[ [ ]]w Var E X= Λ  και 

1[ [ ]]E Var Xυ = Λ  τότε µπορούµε να ξαναγράψουµε τις σχέσεις (73) και (74) ως εξής  

[ ] ( (1 ) ) [ ]cVar S z z n Var S= + −  και [ ] [ ]lVar S zVar S= .  

Όσο µεγαλύτερο είναι το z, τόσο καλύτερο είναι το κάτω φράγµα. 

Η µέγιστη απόδοση(δηλ. όταν z = 1) επιτυγχάνεται αν n →∞ , 1[ ]w Var X=  ή  υ = 0. 

Για ένα χαρτοφυλάκιο δεδοµένου µεγέθους n, έχουµε ότι όσο µεγαλύτερο είναι το z, 

τόσο καλύτερο είναι το συµονοτονικό άνω φράγµα. 
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 4  

 
Λογαριθµοκανονική ∆ιαδικασία προεξόφλησης και 

υπολογισµός Stop-loss Aσφαλίστρων 

 
4.1. Ορισµός του Προβλήµατος και υπολογισµός των Φραγµάτων 

 

    Θεωρούµε αρχικά µια σειρά ντιτερµινιστικών πληρωµών 1 2, ,..., nα α α , που 

αντιστοιχούν στις περιόδους 1, 2, ..,n. Θέλουµε να βρούµε το χρηµατικό ποσό που 

απαιτείται στο χρόνο  0 (όπως θα ορίσουµε παρακάτω µέσω της τ.µ. S ) προκειµένου 

να µπορούµε να εκπληρώσουµε αυτές τις µελλοντικές υποχρεώσεις 1 2( , ,..., )nα α α . 

Το επίπεδο αυτής της πληρωµής θα εξαρτηθεί έντονα από τον τρόπο µε τον οποίο το 

ποσό θα επενδυθεί. Πιο συγκεκριµένα, υποθέτουµε ότι το ποσό επενδύεται µε τέτοιο 

τρόπο έτσι ώστε να παράγει µια στοχαστική επιστροφή jY στο έτος  j,  j  =  1, 2,...,n. 

∆ηλαδή αν επενδύσουµε µια µονάδα στο χρόνο 1j −  θα αυξηθεί κατά jYe στο χρόνο  

j . Ο παράγοντας προεξόφλησης κατά τη διάρκεια της περιόδου [0,i] δίνεται από τον 

παράγοντα  1 2( ... )iY Y Ye− + + + . Ορίζουµε την τ.µ. S ως 

1 2( ... )

1

i

n
Y Y Y

i
i

S eα − + + +

=

=∑   .                                                                                               (75) 

Στο σηµείο αυτό αρκεί να γνωρίζουµε την συνάρτηση κατανοµής(α.σ.κ.) της S. Ο 

λόγος είναι ότι αν ξέραµε την ακριβή α.σ.κ. της S, θα µπορούσαµε µέσα από την 

αντίστροφη της συνάρτησης κατανοµής να καθορίσουµε το σηµείο 1(0,99)SF − . Τότε 

θα λέγαµε ότι υπάρχει 99% πιθανότητα να εκπληρώσουµε τις µελλοντικές 

υποχρεώσεις µας, το οποίο σηµαίνει ότι υπάρχει 99% πιθανότητα ότι µετά από την 

τελευταία πληρωµή στο χρόνο n, θα αφήσουµε ένα µη αρνητικό ποσό. 

    Σε αυτή την ενότητα, θα υποθέσουµε ότι το διάνυσµα επιστροφών 1 2( , ,..., )nY Y Y  

ακολουθεί την Πολυδιάστατη Κανονική Κατανοµή. Η τ.µ. S  τότε είναι ένας 

γραµµικός συνδυασµός των εξαρτηµένων Λογαριθµοκανονικών τυχαίων 

µεταβλητών. Σε οποιοδήποτε ρεαλιστικό πρότυπο επιστροφής, είναι αδύνατο να 
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καθορίσουµε τη συνάρτηση κατανοµής του S αναλυτικά. Εποµένως, θα παράγουµε τα 

κυρτά άνω και κάτω φράγµατα , ,  και c u lS S S  του S. 

Αρχικά ορίζουµε τις τ.µ. iX  και Υ(i) ως εξής  

1 2( ) ... iY i Y Y Y= + + + ,                                                                                                (76)  

( )Y i
iX e−= .                                                                                                                 (77)  

Τότε η στοχαστική υποχρέωση  S  µπορεί να γραφτεί 

 1 1 2 2
1

...
n

i i n n
i

S X X X Xα α α α
=

= = + + +∑ . 

Σηµειώνουµε, όπως αναφέραµε σε προηγούµενο Κεφάλαιο, ότι αν όλα τα iα  είναι 

θετικά, τότε η «υποστήριξη» του S  βρίσκεται στην περιοχή 1 1[ (0), (1)] (0, )c cS S
F F− + − = ∞ , 

αν όλα τα iα είναι αρνητικά, τότε 1 1[ (0), (1)] ( ,0)c cS S
F F− + − = −∞ , και αν τα iα  έχουν 

µεικτά πρόσηµα, τότε 1 1[ (0), (1)] ( , )c cS S
F F− + − = −∞ +∞ . 

Στο ακόλουθο Θεώρηµα, παράγουµε τις προσεγγίσεις για (τη συνάρτηση κατανοµής) 

τη στοχαστική υποχρέωση  S. 

 

Θεώρηµα 4.1.1. (Φράγµατα για τη στοχαστική υποχρέωση S) 

 

Θεωρούµε την τ.µ. S που δίνεται από τη σχέση (75), όπου το τυχαίο διάνυσµα  

1 2( , ,..., )nY Y Y  ακολουθεί µια Πολυδιάστατη Κανονική Κατανοµή. Παίρνουµε ως 

µεταβλητή δέσµευσης την 
1

n

i i
i

Yβ
=

Λ =∑ . Τότε το κάτω φράγµα lS , το βελτιωµένο άνω 

φράγµα uS  και το συµονοτονικό άνω φράγµα cS  δίνονται ως εξής 

1 2 2
( ) ( )[ ( )] ( ) (1/ 2(1 ) )

1

i Y i i Y i
n

E Y i r V rl
i

i
S e σ σα

−− − Φ + −

=

=∑ ,                                                                     (78)  

1 2 1
( ) ( )[ ( )] ( ) ( ) 1 ( )

1

i Y i i i Y i
n

E Y i r V sign r Uu
i

i

S e σ α σα
− −− − Φ + − Φ

=

=∑ ,                                                          (79)  

1
( )[ ( )] ( ) ( )

1

i Y i
n

E Y i sign Uc
i

i
S e α σα

−− + Φ

=

=∑ ,                                                                                (80)  

όπου οι V και U είναι αµοιβαία ανεξάρτητες τ.µ. που ακολουθούν την Οµοιόµορφη 

Κατανοµή στο (0,1), Φ είναι η α.σ.κ. της N(0,1) και οι συσχετίσεις ir  καθορίζονται 

από τη σχέση  
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( )

( ( ), )( ( ), )i
Y i

Cov Y ir r Y i
σ σΛ

Λ
= Λ = .                                                                                   (81) 

 

Απόδειξη: 

 

(α) Aρχικά πρέπει να βρούµε την δεσµευµένη κατανοµή της τ.µ. ( )Y i− , δοθέντος ότι 

Λ = λ. Από τις σχέσεις (71) και (72), βρίσκουµε ότι, δεσµεύοντας στη τ.µ. Λ = λ, η 

τ.µ. ( )Y i−  ακολουθεί την Κανονική Κατανοµή µε παραµέτρους 

( )( ) [ ( )] ( / )( [ ])i i Y iE Y i r Eµ λ σ σ λΛ= − − − Λ  και 2 2 2
( )(1 )i i Y irσ σ= − . 

Έτσι, δοθέντος ότι Λ = λ, οι τ.µ. iX ακολουθούν την Λογαριθµοκανονική Κατανοµή 

µε  παραµέτρους  ( )iµ λ  και 2
iσ . Εποµένως ισχύει 

2( ) (1/ 2 )[ ] i i
iE X eµ λ σλ +Λ = = . Από αυτή την σχέση µε αντικατάσταση των ( )iµ λ  και 2

iσ  

όπως ορίσαµε παραπάνω βρίσκουµε ότι 

 
1 2 2

( ) ( )[ ( )] ( ) 1/ 2(1 )[ ] i Y i i Y iE Y i r V r
i i iE X e σ σα λ α

−− − Φ + −Λ = = . 

όπου η τ.µ. (( [ ]) / )V E σΛ≡ Φ Λ − Λ  κατανέµεται Οµοιόµορφα στο διάστηµα (0,1). 

Γνωρίζουµε για το κάτω φράγµα ότι ισχύει 

1
[ ]

n
l

i i
i

S E Xα
=

= Λ∑ . Mε αντικατάσταση του [ ]i iE Xα Λ  από την παραπάνω σχέση, 

προκύπτει το ζητούµενο. 

 

(β) Από τη σχέση (54), βρίσκουµε ότι: 
1( ) ( ) ( )1 ( ) i i i

i i

sign p
iXF p eµ λ α σ

α λ α
−+ Φ−

Λ= = , όπου τα 

( )iµ λ  και iσ ορίστηκαν στο (α). Αυτό δηλώνει ότι  

1 2 1
( ) ( )[ ( )] ( ) ( ) 1 ( )1 ( ) i Y i i i Y i

i i

E Y i r V sign r p
iXF p e σ α σ

α α
− −− − Φ + − Φ−

Λ = .  

Για το βελτιωµένο άνω φράγµα γνωρίζουµε ότι ισχύει 

1

1
( )

i i

n
u

X
i

S F Uα
−

Λ
=

=∑ .  Mε αντικατάσταση του 1 ( )
i iXF Uα
−

Λ  από την παραπάνω σχέση, 

προκύπτει το ζητούµενο. 

 

(γ) Οι τ.µ. iX  ακολουθούν την Λογαριθµοκανονική Κατανοµή µε  παραµέτρους 

[ ( )]i E Y iµ = −  και 2 2
( )i Y iσ σ= . 
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 Από τη σχέση (54), έχουµε ότι: 
1

( )[ ( )] ( ) ( )1 ( ) i Y i

i i

E Y i sign p
X iF p e α σ

α α
−− + Φ− = . 

To συµονοτονικό άνω φράγµα cS  υπολογίζεται ως εξής 

1

1
( )

i i

n
c

X
i

S F Uα
−

=

=∑ . Mε αντικατάσταση του 1 ( )
i iXF Uα
−  από την παραπάνω σχέση, 

προκύπτει το ζητούµενο. 

 

Συµπεράσµατα 

 

Στo Kεφάλαιο 3, αποδείξαµε ότι τα φράγµατα στο παραπάνω Θεώρηµα διατάσσονται 

υπό την έννοια του κυρτής διάταξης ως εξής 
l u c

cx cx cxS S S S≤ ≤ ≤ .                                                                                               (82) 

Εποµένως για να συγκριθεί η α.σ.κ. του 1 2( ... )

1

i

n
Y Y Y

i
i

S eα − + + +

=

=∑  µε τις α.σ.κ. των κυρτών 

φραγµάτων ,  και l u cS S S , πρέπει να εξετάσουµε τις διασπορές τους. Γι’αυτό το λόγο 

χρειαζόµαστε τις συσχετίσεις µεταξύ των διαφορετικών τ.µ. σε κάθε άθροισµα. Για 

µια Λογαριθµοκανονική διαδικασία προεξόφλησης βρίσκουµε τα παρακάτω 

αποτελέσµατα 

 

2 2
( ) ( )

[ ( ), ( )] 1

[ , ]
1 1Y i Y j

Cov Y i Y j

i i j j ij
er X X s

e eσ σ
α α

−

=
− −

,                                                                    (83) 

( ) ( )

2 2 2 2
( ) ( )

1[ [ ], [ ]]
1 1

i j Y i Y j

i Y i j Y j

r r

i i j j ij
r r

er E X E X s
e e

σ σ

σ σ
α α −

Λ Λ =
− −

, 

2 2
( ) ( )

2 2
( ) ( )

[ 1 1 ]
1 1 1[ ( ), ( )]

1 1

i j ij i j Y i Y j

i i j j
Y i Y j

r r s r r

ijX X
er F U F U s

e e

σ σ

α α σ σ

+ − −
− −

Λ Λ

−
=

− −
, 

( ) ( )

2 2
( ) ( )

1 1 1[ ( ), ( )]
1 1

ij Y i Y j

i i j j
Y i Y j

s

X X ij
er F U F U s

e e

σ σ

α α
σ σ

− − −
=

− −
,                                                         (84) 

όπου το ijs  συµβολίζει το πρόσηµο του γινοµένου i jα α  δηλ. το ( )i jsign α α . Από 

αυτές τις συσχετίσεις, µπορούµε να συµπαιράνουµε ότι αν όλες οι πληρωµές iα  είναι 

θετικές και  r[Υ(i),Υ(j)] = 1 για όλα  τα i  και j, τότε 
d

cS S= . Στην πράξη όµως, οι 

παράγοντες προεξόφλησης δεν µπορούν να συσχετιστούν τέλεια. Μπορούµε να 

πούµε ότι για µια οποιαδήποτε ρεαλιστική διαδικασία προεξόφλησης, ο συντελεστής 
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συσχέτισης 1 2 1 2[ ( ), ( )] [ ... , ... ]i jr Y i Y j r Y Y Y Y Y Y= + + + + + +  θα είναι κοντά στο 1 υπό 

τον όρο ότι οι δείκτες i  και  j  είναι ο ένας κοντά στον άλλο. 

Το παραπάνω αποδεικνύει ότι η α.σ.κ. του cS χρησιµοποιείται ως προσέγγιση για τη 

α.σ.κ. του S όταν έχουµε τέτοιες διαδικασίες προεξόφλησης. Αυτό θα φανεί στα 

αριθµητικά παραδείγµατα της παρακάτω Ενότητας 4.4. Ένας παρόµοιος συλλογισµός 

οδηγεί στο συµπέρασµα ότι η α.σ.κ. του cS  δεν θα προσεγγίζει ως ένα κυρτό άνω 

φράγµα την α.σ.κ. του S  αν οι πληρωµές iα   έχουν µικτά πρόσηµα. 

Τέλος, σηµειώνουµε ότι όταν ( )Y i
iS eα −= , η βέλτιστη επιλογή για τη µεταβλητή 

δέσµευσης Λ είναι: Λ = Υ(i), καθώς αυτή η επιλογή δηλώνει ότι 
d d d

l u cS S S S= = = . Στην 

παρακάτω Ενότητα θα παράγουµε εκφράσεις για τις α.σ.κ. των ,  και l u cS S S . 

 

4.2. H α.σ.κ. και τα Stop-loss ασφάλιστρα των φραγµάτων 

 

4.2.1. H α.σ.κ. και τα Stop-loss ασφάλιστρα για το συµονοτονικό άνω φράγµα cS  

 

Τα ποσοστηµόρια του cS  που προκύπτουν από τα Θεωρήµατα 1.2.5. και 2.3.2. έχουν 

τον εξής τύπο 

1
( )[ ( )] ( ) ( )1

1
( ) ,  (0,1)i Y i

c

n
E Y i sign p

iS
i

F p e pα σα
−− + Φ−

=

= ∈∑ .                                                         (85) 

Οι 
iXF είναι γνησίως αύξουσες και συνεχείς συναρτήσεις. Από τη σχέση (41), έχουµε 

ότι για 1 1(0) (1)c cS S
F x F− + −< < , η συνάρτηση κατανοµής του cS , ( )cS

F x , προκύπτει από 

την επίλυση της παρακάτω εξίσωσης 

1(( ( ))c cS S
F F x x− = ⇔

1
( )[ ( )] ( ) ( ( ))

1

i Y i cS

n E Y i sign F x
i

i
e xα σα

−− + Φ

=

=∑ . 

Στη σχέση (60) αν θέσουµε όπου [ ( )]i E Y iµ = −  και 2 2
( )i Y iσ σ= , τότε µπορούµε να 

υπολογίσουµε το Stop-loss ασφάλιστρο µε όριο ιδίας κράτησης d  και 
1 1(0) (1)c cS S

F d F− + −< <  για το cS  που είναι 

2
( )[ ( )] ( / 2) 1

( )
1

[( ) ] [ ( ) ( ( ))] (1 ( ))Y i
c c

n
E Y ic

i i Y i S S
i

E S d e sign F d d F dσα α σ− + −
+

=

− = Φ −Φ − −∑ .    (86) 
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4.2.2. H α.σ.κ. και τα Stop-loss ασφάλιστρα για το κάτω φράγµα lS  

 

Για να βρούµε τις εκφράσεις για την α.σ.κ. και τα Stop-loss ασφάλιστρα του lS , θα 

ακολουθήσουµε την διαδικασία που εξηγήσαµε στην Eνότητα 3.3. Έτσι από τη σχέση 

(69) µε τη βοήθεια της σχέσης (78) βρίσκουµε ότι 

1 2 2
( ) ( )

1
[ ( )] ( ) 1/ 2(1 )

10

( ) i Y i i Y i
l

n
E Y i r r

iS
i

F x I e x dσ υ σα υ
−− − Φ + −

=

⎛ ⎞
= ≤⎜ ⎟

⎝ ⎠
∑∫ . 

Eπίσης για τα Stop-loss ασφάλιστρα έχουµε ότι 

1 2 2
( ) ( )

1
[ ( )] ( ) 1/ 2(1 )

10

[( ) ] i Y i i Y i
n

E Y i r rl
i

i
E S d e d dσ υ σα υ

−− − Φ + −
+

= +

⎛ ⎞
− = −⎜ ⎟

⎝ ⎠
∑∫ . 

 

Ειδική Περίπτωση 

 

Eξετάζουµε τώρα την ειδική περίπτωση που όλα τα 0iα ≥  και όλα τα 0ir ≥ . Αυτές 

οι συνθήκες εξασφαλίζουν ότι το κάτω φράγµα lS  είναι ένα άθροισµα n 

συµονοτονικών τυχαίων µεταβλητών. ∆οθέντος ότι η τ.µ. 
1

n

i i
i

Yβ
=

Λ =∑  ακολουθεί την 

Κανονική Κατανοµή, βρίσκουµε ότι 
1 1(1 ) [ ] ( )F p E pσ− −

Λ Λ− = Λ − Φ . 

Έτσι από τη σχέση (66) και από τα Θεωρήµατα 1.2.5. και 2.3.2. έχουµε 

1 2 2
( ) ( )[ ( )] ( ) 1/ 2(1 )1

1
( ) , (0,1)i Y i i Y i

l

n
E Y i r p r

iS
i

F p e pσ σα
−− + Φ + −−

=

= ∈∑ .                                                (87)  

    Eπίσης από την Ενότητα 3.3. βρίσκουµε ότι για οποιοδήποτε 0 x< < ∞ , η ( )lS
F x  

µπορεί να ληφθεί από την επίλυση της  
1 2 2

( ) ( )[ ( )] ( ( )) 1/ 2(1 )

1

i Y i l i Y iS

n E Y i r F x r
i

i
e xσ σα

−− + Φ + −

=

=∑ .                                                                    (88)  

Από τη σχέση (78), βλέπουµε ότι το lS  είναι το συµονοτονικό άθροισµα των n 

τυχαίων µεταβλητών i iZα , όπου οι τ.µ. iZ  ακολουθούν την Λογαριθµοκανονική 

Κατανοµή. Εποµένως, από τη σχέση (60) βρίσκουµε την ακόλουθη έκφραση για το 

Stop-loss ασφάλιστρο µε δεδοµένο d > 0  

2
( )[ ( )] ( / 2) 1

( )
1

[( ) ] [ ( ( ))] (1 ( ))Y i
l l

n
E Y il

i i Y i S S
i

E S d e r F d d F dσα σ− + −
+

=

− = Φ −Φ − −∑ .                (89)  
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4.2.3. H α.σ.κ. και τα Stop-loss ασφάλιστρα για το βελτιωµένο άνω φράγµα uS  

 

Τέλος θα καθορίσουµε την α.σ.κ. του βελτιωµένου άνω φράγµατος uS . Επειδή η 

( )uS
F x V υ=  είναι η α.σ.κ. ενός αθροίσµατος n συµονοτονικών τυχαίων µεταβλητών, 

βρίσκουµε ότι  

1 2 1
( ) ( )[ ( )] ( ) ( ) 1 ( )1

1
( ) i Y i i i Y i

u

n
E Y i r sign r p

iS V
i

F p e σ υ α σ
υ

α
− −− − Φ + − Φ−

=
=

=∑ .                                               (90)  

Για 1 1(0) (1)u uS V S V
F x F

υ υ
− + −

= =
< < , oι δεσµευµένες πιθανότητες ( )uS

F x V υ=  προκύπτουν 

από την επίλυση της παρακάτω σχέσης  
1 2 1

( ) ( )[ ( )] ( ) ( ) 1 ( ( ))

1

i Y i i i Y i uS

n E Y i r sign r F x V
i

i

e xσ υ α σ υα
− −− − Φ + − Φ =

=

=∑ .                                                   (91)  

Εποµένως η α.σ.κ. του uS  προκύπτει από τη σχέση  
1

0

( ) ( )u uS S
F x F x V dυ υ= =∫ .                                                                                        (92) 

 

4.3. Συνεχείς ετήσιες πληρωµές 

 

Πολλά από τα αποτελέσµατα που παράγονται στη διακριτή περίπτωση (αθροίσµατα 

των τυχαίων µεταβλητών) έχουν ένα συνεχές αντίστοιχο (ολοκληρώµατα 

στοχαστικών διαδικασιών). Κάποια από τα αποτελέσµατα αυτά βρίσκονται στην 

εργασία των Goovaerts et al.[10]. 

Εξετάζουµε αρχικά τη συνεχής ετήσια υποχρέωση S στο διάστηµα [0,t] που 

καθορίζεται από την παρακάτω σχέση 

0

( ) exp[ ( )]
t

S B dα τ δτ σ τ τ= − −∫ ,                                                                                (93) 

όπου η { ( ), 0}B τ τ ≥  αντιπροσωπεύει µια τυποποιηµένη κίνηση Brown, δηλ. µια 

διαδικασία που έχει ανεξάρτητες και στάσιµες προσαυξήσεις, B(0) = 0 και για 

οποιοδήποτε 0τ ≥ , η τ.µ. B(τ) ακολουθεί την Κανονική Κατανοµή µε µέση τιµή 0 και 

διασπορά τ. 
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Επιπλέον, η κλίση (drift) δ και η µεταβλητότητα (volatility) σ είναι µη αρνητικοί 

πραγµατικοί αριθµοί. Οι πληρωµές περιγράφονται από τη συνάρτηση α(τ) που είναι 

µια µη αρνητική και συνεχής συνάρτηση του τ. 

    Παίρνουµε τώρα Y(τ) = δτ +σB(τ) και X(τ) = exp{−Y(τ)}. Αποδεικνύεται ότι 
c

cxS S≤ , όπου η τ.µ. cS καθορίζεται από τη σχέση 

1 1
( ) ( )

0 0

( ) ( ) exp[ ( )]
t t

c
XS F U d U dα τ τ τ α τ δτ σ τ τ− −= = − + Φ∫ ∫ ,                                        (94) 

µε την τ.µ. U να ακολουθεί την Οµοιόµορφη Κατανοµή στο (0,1) . Τα ποσοστιµόρια 

του cS προκύπτουν ως 

1 1

0

( ) ( ) exp[ ( )] ,  (0 1)c

t

S
F p p d pα τ δτ σ τ τ− −= − + Φ < <∫ .                                           (95) 

Επιλέον τα Stop-loss ασφάλιστρα µε δεδοµένο d > 0 υπολογίζονται ως 

2 / 2 1

0

[( ) ] ( ) e [ ( ( ))] (1 ( ))c c

t
c

S S
E S d F d d d F dδτ σ τα τ σ τ τ− + −

+− = Φ −Φ − −∫ ,                 (96) 

όπου η ( )cS
F d  µπορεί να ληφθεί µε την επίλυση της εξίσωσης 

1( ( ))c cS S
F F d d− =  , αν θέσουµε στη σχέση (95), ( )cS

p F d= . 

Στο υπόλοιπο αυτής της ενότητας, θεωρούµε ότι έχουµε σταθερή ετήσια πληρωµή. 

Πιο συγκεκριµένα, υποθέτουµε ότι ( ) 1α τ ≡ . Για να παράγουµε ένα κάτω φράγµα 

υπό την έννοια της γραµµικής διάταξης για το S, παίρνουµε ως µεταβλητή δέσµευσης 

την 
0

( )
t

e B dδτ τ τ−Λ = ∫  που είναι ένα γραµµικός µετασχηµατισµός µιας πρώτης 

προσέγγισης του S. Έχουµε τότε ότι η τ.µ. Λ ακολουθεί την Κανονική Κατανοµή µε 

µέση τιµή 0 και διασπορά  

2 ( )
3 3 2

0 0

1 3 2 4[ ] min( , )
2 2

t t t

t

t eVar e d d
e

δ
δ τ ν

δ

δσ τ ν τ ν
δ δ

− +
Λ

+ −
= Λ = = +∫ ∫ .                             (97)  

Επειδή η B(τ) είναι µια Κίνηση Brown, η τ.µ. Y(τ)|Λ = λ κατανέµεται Κανονικά µε 

µέση τιµή 

[ ( ) ] ( )Y r λτ λ δτ τ σ τ
σΛ

Ε Λ = = +                                                                            (98)  

και διασπορά 
2 2[ ( ) ] (1 ( ))Var Y rτ λ σ τ τΛ = = −  ,                                                                            (99)  
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όπου ο συντελεστής συσχέτισης r(τ) ορίζεται ως εξής 

2

( ( ), ) 1 1( ) ,
tCov Y e er t

δτ δτ ττ τ
δ δσ σ τ σ τ

− −

Λ Λ

⎡ ⎤Λ −
= = − ≤⎢ ⎥

⎣ ⎦
.                                            (100)  

Ανάλογα από τη σχέση (78), µπορεί να αποδειχθεί ότι l
cxS S≤  όπου το κάτω φράγµα 

lS ορίζεται ως εξής 

1 2 2

0

1[ ] exp ( ) ( ) (1 ( ))
2

t
lS E S r V r dδτ τ σ τ σ τ τ τ−⎧ ⎫= Λ = − − Φ + −⎨ ⎬

⎩ ⎭∫ ,                      (101)  

µε τη τ.µ. (( [ ]) / )V E σΛ= Φ Λ − Λ  να ακολουθεί την Τυποποιηµένη Οµοιόµορφη 

Κατανοµή.  

Η συνάρτηση ( ) ( ( ), )f Cov Yτ τ= Λ  αποδεικνύεται ότι είναι µια µη αρνητική 

συνάρτηση, δηλ. ( ) 0f τ ≥  για 0 tτ≤ ≤ . Εποµένως η ( )f τ  είναι συνεχής και ισχύει 

f (0) = 0   ,   ' ( ) ( ),  tf e e tδτ δστ τ
δ

− −= − <  .  

Kατά συνέπεια, η r(τ) είναι επίσης µια µη αρνητική συνάρτηση και η υπό 

ολοκλήρωση έκφραση στη σχέση (101) είναι µια φθίνουσα συνάρτηση του V. Αυτό 

δηλώνει ότι το κάτω φράγµα lS είναι ένα ολοκλήρωµα συµονοτονικών τυχαίων 

µεταβλητών. Έτσι, τα ποσοστιµόρια του lS  προκύπτουν από τη σχέση 

1 1 2 2

0

1( ) exp ( ) ( ) (1 ( ))
2l

t

S
F p r p r dδτ τ σ τ σ τ τ τ− −⎧ ⎫= − + Φ + −⎨ ⎬

⎩ ⎭∫ ,                              (102)  

για 0<p<1. Τα Stop-loss ασφάλιστρα του lS µε δεδοµένο d > 0 είναι  

2 / 2 1

0

[( ) ] e [ ( ) ( ( ))] (1 ( ))l l

t
l

S S
E S d r F d d d F dδτ σ τ τ σ τ τ− + −

+− = Φ −Φ − −∫ ,                 (103)  

οπού τα ( )lS
F d  προκύπτουν µε την επίλυση της εξίσωσης: 1( ( ))l lS S

F F d d− = . 

Παρόµοια αποτελέσµατα µπορούν να προκύψουν στη περίπτωση που η α(τ) είναι µια 

γενική συνάρτηση και όχι κατ’ανάγκη σταθερή. 
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4.4. Αριθµητικά Παραδείγµατα 

 

4.4.1. ∆ιακριτές ετήσιες πληρωµές 

 

    Στην υποενότητα αυτή θα εξηγήσουµε µε αριθµητικά αποτελέσµατα τα φράγµατα 

που παράγαµε για την 1 2

20
( ... )

1

iY Y Y
i

i
S eα − + + +

=

=∑ . Αρχικά υποθέτουµε ότι οι τ.µ. iY  είναι 

µεταξύ τους ανεξάρτητες και ταυτόνοµες. Πιο συγκεκριµένα θεωρούµε ότι 

ακολουθούν την Κανονική Κατανοµή N(µ, 2σ ). Η µεταβλητή δέσµευσης Λ ορίζεται 

ως 
20

1
i i

i

Yβ
=

Λ =∑ .                                                                                                             (104)  

Κάτω από τις παραπάνω συνθήκες, βρίσκουµε ότι 

 

Ε[Y(i)]  = iµ,                                                                                                              

 
2[ ( )]Var Y i iσ= ,                                                                                                         

 
20

2 2

1
[ ] k

i
Var σ β

=

Λ = ∑ ,                                                                                                    

20

1
20

( ) 2

1

( ( ), ) k
i

i
Y i

k
i

Cov Y ir
i

β

σ σ
β

=

Λ

=

Λ
= =

∑

∑
.                                                                                    

Στα αριθµητικά παραδείγµατα µας, επιλέγουµε τις παραµέτρους της Κανονικής 

Κατανοµής ως εξής: µ = 0,07,   σ  = 0,1.  

Θα υπολογίσουµε τα κάτω και άνω φράγµατα µε τις παραµέτρους iβ  να 

υπολογίζονται από την παρακάτω σχέση 
20

1

j
i j

j
e µβ α −

=

=∑ , i = 1,…,20.  

Έτσι η τ.µ. Λ είναι ένας γραµµικός µετασχηµατισµός µιας πρώτης προσέγγισης του S. 

Αυτό φαίνεται από τα παρακάτω 
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1

20 20( )

1 1 1

1 ( )

j

i
i

jj Y
j

j j i
j j i

S e e Y
µ µ

µα α µ=

− − −
−

= = =

∑ ⎡ ⎤
= ≈ − −⎢ ⎥

⎣ ⎦
∑ ∑ ∑    

   
20 20 20

1 1 1 1

j
j j

j i i j
j i i j

C e Y C Y eµ µα α− −

= = = =

= − = −∑ ∑ ∑ ∑  ,                                                                                       

όπου το C είναι µια κατάλληλη σταθερά. Από τις παρατηρήσεις στην Ενότητα 4.1,  

βλέπουµε ότι το κάτω φράγµα lS  θα είναι "κοντά" στο S, όταν το ( )iY µ− είναι 

αρκετά µικρό, ή ισοδύναµα, όταν το σ είναι αρκετά µικρό. 

    Στο παρακάτω Σχήµα 4.1. απεικονίζονται οι α.σ.κ. των , ,  και l u cS S S S  όταν οι 

πληρωµές είναι 

1,   1, 2,..., 20k kα = = . 

 

 
 

Σχήµα 4.1. Οι α.σ.κ. των S (γραµµή µε τελείες), lS (παχιά γκρίζα γραµµή), uS  (γραµµή µε παύλες) 

και cS (παχιά µαύρη γραµµή): θετικές πληρωµές( 1,   1, 2,..., 20k kα = = ). 

Eπειδή έχουµε αποδείξει ότι ισχύει l u c
cx cx cxS S S S≤ ≤ ≤ , και η ίδια ακριβώς διάταξη  

ισχύει για τις ουρές των αντίστοιχων συναρτήσεων κατανοµής τους οι οποίες µπορεί 

να παρατηρηθεί ότι τέµνονται µόνο µια φορά, µπορούµε να προσδιορίσουµε τις α.σ.κ. 

αυτών. Η γραµµή µε τις τελείες είναι η "ακριβής" συνάρτηση κατανοµής(α.σ.κ.)  του 

S, η οποία λήφθηκε µε την παραγωγή 10.000 τυχαίων διαδροµών µε την τεχνική της 
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προσοµοίωσης. Παρατηρούµε επίοσης από το παραπάνω Σχήµα ότι η α.σ.κ. του lS  

είναι πολύ κοντά στη κατανοµή του S, το οποίο αναµενόταν επειδή η τ.µ. Λ 

κατασκευάζεται έτσι ώστε να είναι "κοντά" στο S. Σηµειώνουµε ότι σε αυτήν την 

περίπτωση το κάτω φράγµα lS  είναι ένα άθροισµα συµονοτονικών τυχαίων 

µεταβλητών, ώστε τα ποσοστηµόρια να µπορούν να υπολογιστούν εύκολα. Η α.σ.κ. 

του cS  αποδίδει επίσης καλά σαν µια προσέγγιση της α.σ.κ. του S. Αυτό µπορεί να 

εξηγηθεί από το γεγονός ότι η δοµή εξάρτησης στο διάνυσµα 1 2( , ,..., )nX X X  είναι 

σχεδόν συµονοτονική. Πράγµατι, αν το i είναι κοντά στο j , τότε ο συντελεστής 

συσχέτισης ( ( ), ( )) min( , ) /r Y i Y j i j ij=  είναι κοντά στο 1. Έτσι, από τις σχέσεις (83) 

και (84), διαπιστώνουµε ότι το ( , )i jr X X  είναι κοντά στο 1 1[ ( ), ( )]
i jX Xr F U F U− − , αν το i 

είναι κοντά στο j.  

    ∆ιαπιστώνουµε επίσης ότι το βελτιωµένο άνω φράγµα uS είναι πολύ κοντά στο 

συµονοτονικό άνω φράγµα cS . Αυτό είναι λογικό επειδή τα ir  είναι κοντά στα jr  για 

οποιοδήποτε ζευγάρι (i, j) µε τα i και j αρκετά κοντά. Αυτό δηλώνει ότι για 

οποιοδήποτε ζευγάρι (i, j) έχουµε ότι το 1 1( ( ), ( ))
i jX XCov F U F U− −
Λ Λ  είναι κοντά στο 

1 1( ( ), ( ))
i jX XCov F U F U− − .  

    Προκειµένου να έχουµε µια καλύτερη εικόνα σχετικά µε τη συµπεριφορά του 

συµονοτονικού άνω φράγµατος uS  (και του κάτω φράγµατος lS ) στις ουρές τους, 

φτιάχνουµε ένα διάγραµµα QQ-Plot όπου τα ποσοστηµόρια του uS (και  του lS ) 

σχεδιάζονται σε σχέση µε τα ποσοστηµόρια του S που τα παράγαµε µε  

προσοµοίωση. Το συµονοτονικό άνω φράγµα cS  (και το κάτω φράγµα lS ) θα είναι 

µια καλή προσέγγιση για το S αν τα σχεδιασµένα σηµεία 1 1( ( ), ( ))cS S
F p F p− −  (και 

επίσης τα σηµεία 1 1( ( ), ( ))lS S
F p F p− − ) για όλες τις τιµές του p στο (0,1) βρίσκονται 

κοντά στην ευθεία γραµµή  y = x. Από τo QQ-Plot στο παρακάτω Σχήµα 4.2., 

µπορούµε να καταλήξουµε στο συµπέρασµα ότι το συµονοτονικό άνω φράγµα 

υπερεκτιµά τις ουρές του S, ενώ αντίθετα το κάτω φράγµα είναι εξαιρετικά ακριβές. 

Ο παρακάτω Πίνακας 4.1. επιβεβαιώνει αυτές τις παρατηρήσεις.  

    Τα Stop-loss ασφάλιστρα για το lS και το cS συγκρίνονται στο Σχήµα 4.3.. Το άνω 

και κάτω φράγµα φαίνονται ότι είναι πολύ κοντά. Ο Πίνακας 4.2.  παρουσιάζει τα 

Stop-loss ασφάλιστρα για συγκεκριµένες τιµές του d . 
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Σχήµα 4.2. Τα QQ-plot των ποσοστηµορίων του lS ( )○ και αυτών του cS ( ), σε αντίθεση µε τα 

ποσοστηµόρια του S : θετικές πληρωµές. 

 

 

 
 

 
 

Πίνακας 4.1. Τα ποσοστηµόρια των lS και cS σε αντίθεση µε τα ποσοστηµόρια του S : θετικές 

πληρωµές 
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Σχήµα 4.3. Τα Stop-loss ασφάλιστρα για το lS (παχιά γκρίζα γραµµή), το S (γραµµή µε τελείες) και 
cS (παχιά µαύρη γραµµή): θετικές πληρωµές.  

 

 

 

 
 

Πίνακας 4.2. Tα Stop-loss ασφάλιστρα για τα ,lS S και cS : θετικές πληρωµές 
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    Έπειτα, εξετάζουµε µια σειρά αρνητικών και θετικών πληρωµών. Το Σχήµα 4.4.  

παρουσιάζει τις α.σ.κ. των , ,  και l u cS S S S  για τις ακόλουθες πληρωµές:  

1,   1,...,5
  1,   6,..., 20k

k
k

α
− =⎧

= ⎨ =⎩
 . 

Tονίζουµε ότι το κάτω φράγµα lS  δεν είναι ένα συµονοτονικό άθροισµα σε αυτήν 

την περίπτωση. Βλέπουµε ότι το κάτω φράγµα lS  αποδίδει ακόµα πολύ καλά 

δεδοµένου ότι η α.σ.κ. του είναι σχεδόν όµοια µε την α.σ.κ. του S που λαµβάνεται µε 

προσοµοίωση. Το συµονοτονικό άνω φράγµα cS  δεν αποδίδει καλά σε αυτήν την 

περίπτωση. Αυτό εξηγείται από το γεγονός ότι κάποια ζεύγη όπως το ζεύγος 

5 6( , )X X−  είναι αντίθετα µονοτονικά. Επιπλέον, κάποια ζεύγη του τύπου ( , )k lX X−  

µε  5k ≤  και 6l ≥  παρουσιάζουν ένα είδος αρνητικής δοµής εξάρτησης. Το 

βελτιωµένο άνω φράγµα αποδίδει καλύτερα όταν οι πληρωµές έχουν µικτά πρόσηµα. 

Αυτές οι παρατηρήσεις επιβεβαιώνονται από τα QQ-Plot στο Σχήµα 4.5. και στον 

Πίνακα 4.3. 

 

 

 
 

Σχήµα 4.4. Οι α.σ.κ. των S (γραµµή µε τελείες), lS (παχιά γκρίζα γραµµή), uS  (γραµµή µε παύλες) 

και cS (παχιά µαύρη γραµµή): θετικές και αρνητικές πληρωµές 
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Σχήµα 4.5. Τα QQ-plot των ποσοστηµορίων του lS ( )○ και αυτών του cS ( ), σε αντίθεση µε τα 

ποσοστηµόρια του S : θετικές και αρνητικές πληρωµές 

 

 

 

Πίνακας 4.3. Τα ποσοστηµόρια των lS και cS σε αντίθεση µε τα ποσοστηµόρια του S : θετικές και 

αρνητικές πληρωµές 

 

Στο παρακάτω Σχήµα 4.6. εξετάζουµε τον ίδιο τρόπο πληρωµών όπως στο Σχήµα 4.4. 

Η διαφορά όµως τώρα είναι ότι υπλογίζουµε τις α.σ.κ. του κάτω και του βελτιωµένου 

άνω φράγµατος για µια διαφορετική επιλογή της µεταβλητής δέσµευσης Λ. 

Επιλέγουµε τη τ.µ. Λ ως ένα γραµµικό µετασχηµατισµό µιας πρώτης προσέγγισης του 

αθροίσµατος 
5

( )

1

Y j

j

e−

=

−∑  που είναι το άθροισµα των αρνητικών όρων στο S.  Έτσι, 

5

1

( )j

j

e Y jµ−

=

Λ =∑ , ή  
5

,  1,...,5j
i

j i

e iµβ −

=

= =∑  και 0iβ =  αλλού. Η (προσοµοιωµένη) 

α.σ.κ. του S είναι η γραµµή µε τις τελείες. Η µεγαλύτερη υπό την έννοια της κυρτής 
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διάταξης α.σ.κ. είναι το συµονοτονικό άνω φράγµα. Σηµειώνουµε ότι το κάτω 

φράγµα αποδίδει χειρότερα σε αυτήν την περίπτωση, το οποίο αναµένεται επειδή η 

"νέα" τ.µ. Λ είναι διαφορετική από το S. Το βελτιωµένο άνω φράγµα uS αποδίδει 

πολύ καλύτερα σε αυτή περίπτωση. Αυτό εξηγείται από το γεγονός ότι δεσµεύοντας 

στο 1 5...X X λ+ + = , το 1 5 6 20... ...S X X X X= − − − + + +  µπορεί να προσεγγιστεί από 

ένα συµονοτονικό άθροισµα. Από αυτή την άποψη, περιµένουµε ότι το άθροισµα των 

αρνητικών όρων θα είναι µια καλή επιλογή για τη µεταβλητή δέσµευσης Λ για το 

βελτιωµένο άνω φράγµα. 

 

 

Σχήµα 4.6. Οι α.σ.κ. των S (γραµµή µε τελείες), lS (παχιά γκρίζα γραµµή), uS  (γραµµή µε παύλες) 

και cS (παχιά µαύρη γραµµή):θετικές και αρνητικές πληρωµές, άλλες επιλογές της τ.µ. Λ. 

4.4.2. Συνεχείς ετήσιες πληρωµές 

 

    Στην υποενότητα αυτή εξετάζουµε τη συνεχής ετήσια πληρωµή µε σταθερό ρυθµό 

πληρωµής 

0

exp[ ( )]
t

tS B dδτ σ τ τ= − −∫ , 

όπου η B(τ) αντιπροσωπεύει µια τυποποιηµένη κίνηση Brown. Για αυτή την ετήσια 

πληρωµή , οι De Schepper et al.[11] έχουν βρει την ακριβή κατανοµή της. Στη 
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περίπτωση που ο χρονικός ορίζοντας t πηγαίνει στο άπειρο, η συνάρτηση κατανοµής 

του S∞  µπορεί να υπολογιστεί πολύ εύκολα αφού µπορούµε να αποδείξουµε ότι η 

1S −
∞  ακολουθεί την Κατανοµή Gamma µε παραµέτρους 22 /δ σ και 2 / 2σ . Αυτό το 

αποτέλεσµα αποδεικνύεται στους Dufresne[12] και Milevsky[13]. Η συνάρτηση 

πυκνότητας πιθανότητας της Κατανοµής Gamma µε παραµέτρους  α > 0 και  β > 0 

καθορίζεται ως εξής 
11( ; , ) exp ,  0

( )

ax xg x a b x
b a b b

−−⎧ ⎫⎛ ⎞= >⎨ ⎬⎜ ⎟Γ ⎩ ⎭⎝ ⎠
.  

Έτσι µπορούµε να συγκρίνουµε τις συναρτήσεις κατανοµής του κάτω φράγµατος lS∞  

και του συµονοτοικού άνω φράγµατος cS∞ , όπως ορίζονται στην Eνότητα 4.3., µε την 

ακριβή συνάρτηση κατανοµής του S∞ . 

Από τη σχέση (97) µε t →∞ , έχουµε ότι η διασπορά της µεταβλητής δέσµευσης 

0

( )e B dδτ τ τ
∞

−Λ = ∫  είναι 

3

1[ ]
2

Var
δ

Λ = ,  

ενώ, από τη σχέση (100), ο συντελεστής συσχέτισης µεταξύ των τ.µ. Y(τ) και Λ 

δίνεται παρακάτω 

2

1 1( ) er
δτ

τ
δσ τ

−

Λ

−
= .  

Το Σχήµα 4.7. παρουσιάζει τις συναρτήσεις κατανοµής του ,  και l cS S S∞ ∞ ∞  για δ =  

0,07 και σ = 0,1. Και εδώ, το κάτω φράγµα αποδεικνύεται ότι είναι µια καλή 

προσέγγιση για την α.σ.κ. του S∞ . Για να αξιολογήσουµε την ακρίβεια των 

φραγµάτων στις ουρές τους, σχεδιάζουµε τα ποσοστηµόρια τους σε σχέση µε εκείνα  

του S∞ στο Σχήµα 4.8. Το µεγαλύτερο ποσοστηµόριο (quantile) για p = 0. 995 του 

lS∞ στο QQ-Plot υποεκτιµά το ακριβές ποσοστηµόριο σε ποσοστό 1,3%. Ο Πίνακας 

4.4., παρουσιάζει αριθµητικές τιµές για κάποια υψηλά ποσοστηµόρια.  

    Τα Stop-loss ασφάλιστρα για διαφορετικές επιλογές του d παρουσιάζονται στο 

Σχήµα 4.9.  και στον Πίνακα 4.5. 
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Σχήµα 4.7. Οι α.σ.κ. των S∞  (γραµµή µε τελείες), lS∞  (παχιά γκρίζα γραµµή) και cS∞  (παχιά µαύρη 

γραµµή). 

 

 
 

Σχήµα 4.8. Τα QQ-plot των ποσοστηµορίων του lS∞ ( )○ και αυτών του cS∞ ( ), σε αντίθεση µε τα 

ποσοστηµόρια του S∞ . 
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Πίνακας 4.4. Τα ποσοστηµόρια των lS∞ και 
cS∞ σε αντίθεση µε τα ποσοστηµόρια του S∞  

 

 

Σχήµα 4.9. Τα stop-loss ασφάλιστρα για το lS∞  (παχιά γκρίζα γραµµή), το S∞  (γραµµή µε τελείες) 

και cS∞  (παχιά µαύρη γραµµή). 

 

Πίνακας 4.5. Tα stop-loss ασφάλιστρα για τα lS∞ , cS∞ και S∞ . 
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 5 

 

 Εφαρµογές της Συµονοτονικότητας στα Παράγωγα: 

Aριθµητικά Ασιατικά ∆ικαιώµατα 

 
5.1. Ορισµοί και µερικά θεωρητικά αποτελέσµατα 

 

    Αρχικά υποθέτουµε ότι είµαστε στο χρόνο 0. Εξετάζουµε ένα περιουσιακό 

στοιχείο µε κάποιο κίνδυνο µε τιµές που περιγράφονται από τη στοχαστική 

διαδικασία { ( ), 0}A t t ≥  και ένα συνεχές σύνθετο επιτόκιο δ ουδέτερο κινδύνου που 

είναι σταθερό στο χρόνο. Σε αυτή την ενότητα, θα θεωρούµε ότι όλες οι πιθανότητες 

και οι µέσες τιµές είναι δεσµευµένες ως προς την πληροφορία που είναι διαθέσιµη 

στο χρόνο 0 ( 0F ), δηλ. οι τιµές του περιουσιακού στοιχείου µε κίνδυνο µέχρι το 

χρόνο 0. Σηµειώνουµε ότι γενικά, η δεσµευµένη µέση τιµή (όσον αφορά το φυσικό 

µέτρο πιθανότητας) του ( )te A tδ− , λαµβάνοντας υπόψη την πληροφορία που είναι 

διαθέσιµη στο χρόνο 0, θα διαφέρει από την τρέχουσα τιµή A(0). Ωστόσο, θα 

υποθέσουµε ότι υπάρχει ένα µοναδικό "ισοδύναµο µέτρο πιθανότητας Q" έτσι ώστε η 

διαδικασία προεξόφλησης { ( ), 0}te A t tδ− ≥  να είναι ένα Μartingale κάτω από αυτό το 

ισοδύναµο µέτρο πιθανότητας. Αυτό δηλώνει ότι για οποιοδήποτε 0t ≥ , η 

δεσµευµένη µέση τιµή (όσον αφορά το ισοδύναµο µέτρο Μartingale) του ( )te A tδ− , 

λαµβάνοντας υπόψη την διαθέσιµη πληροφορία στο χρόνο 0, θα είναι ίση µε την 

τρέχουσα τιµή A(0). Σηµειώνοντας αυτή τη δεσµευµένη µέση τιµή κάτω από το 

ισοδύναµο Μartingale µέτρο ως [ ( )]Q tE e A tδ− , έχουµε ότι 

0[ ( ) ] (0),  0Q tE e A t A tδ− = ≥F  .                                                                                (105) 

Η έκφραση ( ) ( )A tF x  χρησιµοποιείται για την δεσµευµένη πιθανότητα ότι το Α(t)  είναι 

µικρότερο ή ίσο του x, κάτω από το ισοδύναµο Μartingale µέτρο Q, και 

λαµβάνοντας υπόψη την διαθέσιµη πληροφορία στο χρόνο 0. Η αντίστροφη της 

παραπάνω συνάρτησης κατανοµής θα συµβολίζεται ως  1
( ) ( )A tF p− . 
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    Η ύπαρξη ενός ισοδύναµου Μartingale µέτρου σχετίζεται µε την απουσία 

κερδοσκοπίας στην αγορά των περιουσιακών στοιχείων µε κίνδυνο (π.χ. µετοχές), 

ενώ η µοναδικότητα του ισοδύναµου Μartingale µέτρου αφορά την πλήρη αγορά. 

∆ύο πρότυπα στα οποία υπάρχει ένα τέτοιο µοναδικό ισοδύναµο Μartingale µέτρο 

είναι το ∆υωνυµικό Mοντέλο (Βinomial three model) του Cox et al.[15] και το 

µοντέλο της Γεωµετρικής κίνησης Brown (Geometric Brownian motion model) των 

Black and Scholes (1973).  

    Η ύπαρξη του ισοδύναµου Μartingale µέτρου µας επιτρέπει να µειώσουµε τον 

κίνδυνο κατά την τιµολόγηση των ∆ικαιωµάτων και να υπολογίσουµε τις 

αναµενόµενες τιµές των εξοφλήσεων αυτών των ∆ικαιωµάτων, όχι όσον αφορά το 

φυσικό µέτρο πιθανότητας φυσικά αλλά όσον αφορά το ισοδύναµο Μartingale 

µέτρο. Τα παραπάνω εξηγούνται στους Harrison and Kreps[16] ή Harrison and 

Pliska[17]. Μια αναφορά στην Aσφαλιστική Bιβλιογραφία έχουµε στους Gerber 

and Shiu[18].  

    Ένα Ευρωπαϊκού τύπου δικαίωµα αγοράς ενός περιουσιακού στοιχείου µε κίνδυνο, 

µε τιµή εξάσκησης Κ και ηµεροµηνία άσκησης Τ παράγει µια εξόφληση 

( ( ) )A T K +− στο χρόνο Τ, δηλ. αν η τιµή του περιουσιακού στοιχείου στο χρόνο Τ  

υπερβεί την τιµή άσκησης, τότε η εξόφληση είναι ίση µε τη διαφορά. Αν όχι, η 

εξόφληση είναι µηδέν. Σηµειώνουµε την οµοιότητα µεταξύ µιας τέτοιας εξόφλησης 

και της πληρωµής σε µια Stop-loss σύµβαση. Στον τρέχοντα χρόνο t = 0 , η τιµή 

αυτού του ∆ικαίωµατος Αγοράς δίνεται από τη σχέση  

( , ) [( ( ) ) ]T QEC K T e E A T Kδ−
+= − .                                                                           (106)  

    Ένα Ευρωπαϊκού τύπου Ασιατικό ∆ικαίωµα Αγοράς µε ηµεροµηνία άσκησης Τ, n  

κατά µέσο όρο ηµεροµηνίες και τιµή εξάσκησης Κ  παράγει µια εξόφληση 
1

0

1/ ( )
n

i

n A T i K
−

= +

⎛ ⎞
− −⎜ ⎟

⎝ ⎠
∑ στο χρόνο Τ, δηλ. αν ο µέσος όρος των τιµών του 

περιουσιακού στοιχείου τις τελευταίες n ηµέρες πριν τη χρονική στιγµή Τ είναι 

µεγαλύτερος από Κ, τότε η εξόφληση είναι ίση µε τη διαφορά. Αν όχι, η εξόφληση 

είναι µηδέν. Τέτοια ∆ιακαιώµατα προστατεύουν τον κάτοχο ενάντια στους 

χειρισµούς της τιµής του περιουσιακού στοιχείου κοντά στην ηµεροµηνία λήξης. Η 

τιµή του Ασιατικού ∆ικαιώµατος  στο χρόνο t = 0  δίνεται  από τη σχέση 

1

0

( , , ) 1/ ( )
n

T Q

i

AC n K T e E n A T i Kδ
−

−

= +

⎡ ⎤⎛ ⎞
= − −⎢ ⎥⎜ ⎟

⎝ ⎠⎣ ⎦
∑ .                                                     (107)  
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Ο καθορισµός της τιµής ενός Ασιατικού ∆ικαιώµατος δεν είναι εφικτός, επειδή 

γενικά δεν έχουµε µια αναλυτική έκφραση για τη κατανοµή του µέσου όρου 
1

0
( )

n

i
A T i

−

=

−∑ . Μπορούµε να χρησιµοποιήσουµε τις τεχνικές προσοµοίωσης Monte 

Carlo για να λάβουµε µια αριθµητική εκτίµηση της τιµής. Όµως επειδή οι 

προσεγγίσεις είναι µάλλον χρονοβόρες, θα ήταν χρήσιµο να βρούµε ένα ακριβές και 

εύκολα υπολογίσιµο φράγµα αυτής της τιµής. Στην εργασία του Jacques[19], 

λαµβάνεται µια προσέγγιση µε την αντικατάσταση της κατανοµής του αθροίσµατος  
1

0
( )

n

i
A T i

−

=

−∑  από µια κατανοµή που υπολογίζεται εύκολα.  

    Από την έκφραση για την τιµή ενός αριθµητικού Ασιατικού ∆ικαιώµατος Αγοράς, 

βλέπουµε ότι το πρόβληµα της τιµολόγησης τέτοιου είδους ∆ικαιωµάτων 

αποδεικνύεται ότι είναι ισοδύναµο µε τον υπολογισµό των Stop-loss ασφαλίστρων 

ενός αθροίσµατος εξαρτηµένων τυχαίων µεταβλητών. Αυτό σηµαίνει ότι µπορούµε 

να εφαρµόσουµε τα προηγούµενα αποτελέσµατά µας για τα φράγµατα των Stop-loss 

ασφαλίστρων προκειµένου να βρεθούν τα ακριβή κάτω και άνω φράγµατα για την 

τιµή των Ασιατικών ∆ικαιωµάτων. Σηµειώνουµε τέλος ότι το κάτω φράγµα που θα 

λάβουµε σχετίζεται πολύ µε το κάτω φράγµα που παράγεται από τους Rogers and 

Shi[20]. 

 

5.2. Ασιατικά ∆ικαιώµατα, η γενική περίπτωση 

 

Υποθέτουµε ότι τη χρονική στιγµή 0, ο υπολογισµός του µέσου όρου δεν έχει αρχίσει 

ακόµα. Αυτό σηµαίνει ότι οι n µεταβλητές ( 1),..., ( )A T n A T− +  είναι τυχαίες. Τα άνω 

φράγµατα για την τιµή ( , , )AC n K T  µπορούν να κατασκευαστούν για οποιεσδήποτε 

τιµές iK  και Κ, µε 
1

n

i
i

K K
=

=∑  ως εξής 

1 1

0 0
( , , ) ( ) [( ( ) ) ]

T Tn n
Q Q

i
i i

e eAC n K T E A T i nK E A T i nK
n n

δ δ− −− −

+
= =+

⎡ ⎤⎛ ⎞
= − − ≤ − −⎢ ⎥⎜ ⎟

⎝ ⎠⎣ ⎦
∑ ∑  

                     

                     
1

0

1 ( , )
n

i
i

i
e EC nK T i

n
δ

−
−

=

= −∑ .                                                                   (108)  
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Η παραπάνω διαδικασία µας επιτρέπει να κατασκευάσουµε έναν απεριόριστο αριθµό 

άνω φραγµάτων για την τιµή ενός αριθµητικού Ασιατικού ∆ικαιώµατος Αγοράς ως 

ένας µέσος όρος των τιµών των Ευρωπαϊκών ∆ικαιωµάτων Αγοράς. Η θεωρία των 

συµονοτονικών κινδύνων θα µας επιτρέψει να βρούµε το καλύτερο, δηλ. το 

µικρότερο, άνω φράγµα που κατασκευάζεται µε αυτό τον τρόπο. Σηµειώνουµε ότι 

όλα τα αποτελέσµατα µπορούν εύκολα να επεκταθούν αν πάρουµε γενικές κατά µέσο 

όρο ηµεροµηνίες 1,..., nT t T t− − . Στο Κεφάλαιο αυτό, ωστόσο, θεωρούµε µόνο ίδιου 

µήκους κατά µέσο όρο ηµεροµηνίες για να µην γίνει ο τύπος πιο περίπλοκος.  

    Με την εισαγωγή της έκφρασης 
1

1
( )

0
( )

n
c

A T i
i

S F U
−

−
−

=

=∑ , όπου η τ.µ. U ακολουθεί την 

Οµοιόµορφη κατανοµή στο διάστηµα [0,1], βρίσκουµε από το Θεώρηµα 3.1.1. ότι για 

οποιαδήποτε τιµή εξάσκησης Κ έχουµε ότι 

( )( , , )
T

Q ceAC n K T E S nK
n

δ−

+
⎡ ⎤≤ −⎣ ⎦ .                                                                     (109)  

Από το Θεώρηµα 2.3.2., βρίσκουµε ότι για όλα τα Κ  µε 1 1(0) (1)c cS S
F nK F− + −< < ,  

( )
1

1( )
( )

0
[( ( ) ( ( ))) ]c

T T n
Q c Q

A T i S
i

e eE S nK E A T i F F nK
n n

δ δ
α

− − −
−

− ++
=

⎡ ⎤− = − −⎣ ⎦ ∑  

                                    
1

1( )
( )

0

1 ( ( ( )), )c

n
i

A T i S
i

e EC F F nK T i
n

δ α
−

− −
−

=

= −∑ ,                                (110)  

όπου το α  καθορίζεται από τη σχέση: 
1( ) ( ( ))c cS S

F F nK nKα− = .                                                                                             (111)  

Έτσι, ένα άνω φράγµα για την τιµή του Ασιατικού ∆ικαιώµατος AC(n,Κ,Τ) µε 
1 1(0) (1)c cS S

F nK F− + −< <  δίνεται από τη σχέση  

1
1( )
( )

0

1( , , ) ( ( ( )), )c

n
i

A T i S
i

AC n K T e EC F F nK T i
n

δ α
−

− −
−

=

≤ −∑ .                                                (112)  

Βρίσκουµε επίσης ότι για οποιαδήποτε iK και Κ, µε 
1

n

i
i

K K
=

=∑ ,  

( )
1

0

1 ( , )
T n

Q c i
i

i

e E S nK e EC nK T i
n n

δ
δ

− −
−

+
=

⎡ ⎤− ≤ −⎣ ⎦ ∑ .                                                     (113)  

Από τις σχέσεις (109), (110), (112) και (113) διαπιστώνουµε ότι η συµονοτονική 

δοµή εξάρτησης οδηγεί στο βέλτιστο άνω φράγµα για την τιµή ενός αριθµητικού 

Ασιατικού ∆ικαιώµατος που είναι ένας σταθµικός µέσος όρος των τιµών  

Ευρωπαϊκών ∆ικαιωµάτων Αγοράς από τη σχέση (108).  
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    Σηµειώνουµε ότι αν 1 (0)cS
nK F − +≤  ή 1(1)cS

nK F −≥ , η τιµή του Ασιατικού 

∆ικαιώµατος µπορεί να καθοριστεί ακριβώς. Στην πρώτη περίπτωση, είναι σίγουρο 

ότι το ∆ικαίωµα θα αποφέρει κέρδος αφού θα ασκηθεί στην ηµεροµηνία λήξης, ενώ 

στη δεύτερη περίπτωση το ∆ικαίωµα δεν θα έχει κέρδος γιατί δεν θα ασκηθεί, και ως 

εκ τούτου δεν έχει νόηµα να µιλάµε για φράγµατα.  

    Το άνω φράγµα στη σχέση (112) µπορεί να γραφτεί µε τη βοήθεια των 

συνηθισµένων αντίστροφων συναρτήσεων 1
( )A T iF −
− . 

Πράγµατι, µπορούµε να αποδείξουµε ότι  
1

1( )
( )

0

1( , , ) ( ( ( )), )c

n
i

A T i S
i

AC n K T e EC F F nK T i
n

δ α
−

− −
−

=

≤ −∑  

                       1[ ( ( ))](1 ( ))c c c
T

S S S
e nK F F nK F nKδ− −− − − .                                        

 Μέχρι τώρα, υποθέσαµε ότι 1 0T n− + > . Θα θεωρήσουµε τώρα την περίπτωση που 

1 0T n− + ≤ . Τότε γνωρίζουµε τις τιµές ( 1), ( 2)..., (0)A T n A T n A− + − + . Έτσι στο 

χρόνο 0 µόνο οι µεταβλητές  A(1),..., A(T) παραµένουν τυχαίες. Εποµένως µπορούµε 

να βρούµε ότι 

1

0

( , , ) ( )
T n

Q

i

eAC n K T E A T i nK
n

δ− −

= +

⎡ ⎤⎛ ⎞
= − −⎢ ⎥⎜ ⎟

⎝ ⎠⎣ ⎦
∑  

                    
1 1

0

( ) ( )
T T n

Q

i i T

e E A T i nK A T i
n

δ− − −

= = +

⎡ ⎤⎛ ⎞⎛ ⎞
= − − − −⎢ ⎥⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦
∑ ∑                                (114)  

Σε αυτές τις περιπτώσεις, µπορούµε να εφαρµόσουµε την ίδια µέθοδο όπως 

παραπάνω προκειµένου να ληφθούν τα άνω φράγµατα για την τιµή του Ασιατικού 

∆ικαιώµατος. Τώρα καθορίζουµε το cS ως 
1

1
( )

0
( )

T
c

A T i
i

S F U
−

−
−

=

=∑ . 

Για 
1

1 1(0) ( ) (1)c c

n

S S
i T

F nK A T i F
−

− + −

=

< − − <∑ , παίρνουµε ότι: 

1 1
1( )
( )

0

1( , , ) ( ) ,c

T n
i

A T i S
i i T

AC n K T e EC F F nK A T i T i
n

δ α
− −

− −
−

= =

⎡ ⎤⎛ ⎞⎛ ⎞
≤ − − −⎢ ⎥⎜ ⎟⎜ ⎟

⎢ ⎥⎝ ⎠⎝ ⎠⎣ ⎦
∑ ∑ ,                      (115)  

όπου το α καθορίζεται από την εξίσωση  
1 1

1( ) ( ) ( )c c

n n

S S
i T i T

F F nK A T i nK A T iα
− −

−

= =

⎡ ⎤⎛ ⎞
− − = − −⎢ ⎥⎜ ⎟

⎝ ⎠⎣ ⎦
∑ ∑ .                                                (116)  

Μια παρόµοια διαδικασία µπορεί να χρησιµοποιηθεί για να παράγουµε άνω 

φράγµατα για την τιµή των αριθµητικών Ασιατικών ∆ικαιωµάτων Πώλησης.  
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    Χρησιµοποιώντας τη θεωρία που εξηγήθηκε στην Ενότητα 3.3., µπορούµε επίσης 

να παράγουµε κάτω φράγµατα για την τιµή των Ασιατικών ∆ικαιωµάτων. Αυτό θα 

εξηγηθεί στην επόµενη ενότητα. 

 

5.3. Εφαρµογή στο µοντέλο Black and Scholes 

 

    Στο µοντέλο των Black and Scholes (1973), η τιµή του περιουσιακού στοιχείου 

(π.χ. µετοχή) περιγράφεται από µια στοχαστική διαδικασία { ( ), 0}A t t ≥  που είναι µια 

Γεωµετρική Κίνηση Βrown µε σταθερή κλίση(drift) µ και σταθερή  

µεταβλητότητα(volatility) σ. Εποµένως ισχύει: 

( ) ( ),  0
( )

dA t dt dB t t
A t

µ σ= + ≥   ,                                                                                 (117)  

µε αρχική αξία στο χρόνο 0, A(0) > 0, και µε την { ( ),  0} B t t ≥  να είναι µια 

τυποποιηµένη Κίνηση Βrown. 

 

    Κάτω από το ισοδύναµο Μartingale µέτρο Q, η διαδικασία τιµών { ( ), 0}A t t ≥  

ακολουθεί επίσης µια Γεωµετρική Κίνηση Βrown, µε την ίδια µεταβλητότητα αλλά 

µε κλίση ίση µε το συνεχές σύνθετο επιτόκιο ουδέτερο κινδύνου δ, δηλ.  

( ) ( ),  0 
( )

dA t dt dB t t
A t

δ σ= + ≥ ,                                                                                  (118)  

µε αρχική αξία A(0), και µε τη { ( ),  0} B t t ≥ να είναι µια τυποποιηµένη Κίνηση 

Βrown υπό το µέτρο Q . Έτσι, κάτω από το ισοδύναµο Μartingale µέτρο, έχουµε ότι 
2( ( / 2)) ( )( ) (0) ,   0t B tA t A e tδ σ σ− += ≥ .                                                                            (119)  

Αυτό δηλώνει ότι κάτω από το ισοδύναµο Μartingale µέτρο, οι τ.µ. ( ) / (0)A t A  

ακολουθούν την Λογαριθµοκανονική Κατανοµή µε παράµετρους 2( ( / 2))tδ σ−  και 
2tσ . Οπότε αντίστοιχα έχουµε 

 
2 1( ( / 2)) ( )

( ) ( ) Pr[ (0) ]t t U
A tF x A e xδ σ σ −− + Φ= ≤ ,                                                                (120) 

όπου η τ.µ. U  ακολουθεί την Οµοιόµορφη κατανοµή στο διάστηµα (0,1).  

    Από τις σχέσεις (56) και (58), βρίσκουµε την τιµή ενός Ευρωπαϊκού ∆ικαιώµατος 

αγοράς µε τιµή εξάσκησης K και χρόνο εξάσκησης Τ που είναι  

1 2( , ) [( ( ) ) ] (0) ( ) ( )T Q TEC K T e E A T K A d Ke dδ δ− −
+= − = Φ − Φ ,                               (121)  
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όπου τα 1d και 2d  δίνονται από τις σχέσεις  

2

1
ln( (0) / ) ( / 2)A K Td

T
δ σ

σ
+ +

=                                                                               (122)  

και  

2 1d d Tσ= − .                                                                                                        (123)  

Αυτός ο τύπος είναι ο γνωστός κατά Black and Scholes τύπος τιµολόγησης  για τα 

Ευρωπαϊκού Τύπου ∆ικαιώµατα Αγοράς.  

Μέσα στο µοντέλο Black and Scholes, δεν έχουµε καµία ακριβής έκφραση για την 

τιµή ενός αριθµητικού Ασιατικού ∆ικαιώµατος Αγοράς. Εποµένως θα παράγουµε τα 

άνω και κάτω φράγµατα για την τιµή τέτοιων ∆ικαιωµάτων. Θα εξετάσουµε µόνο τη 

περίπτωση που ο υπολογισµός του µέσου όρου δεν έχει αρχίσει ακόµα. Η άλλη 

περίπτωση µπορεί να εξεταστεί µε παρόµοιο τρόπο.  

 

Συµονοτονικό Άνω Φράγµα 

 

Από τις σχέσεις (109) και (60), βρίσκουµε το ακόλουθο συµονοτονικό άνω φράγµα 

για την τιµή ενός αριθµητικού Ασιατικού ∆ικαιώµατος Αγοράς:  

( )( , , )
T

Q ceAC n K T E S nK
n

δ−

+
⎡ ⎤≤ −⎣ ⎦  

                    
1

1

0

(0) [ ( ( ))] (1 ( ))c c

n
i T

S S
i

A e T i F nK e K F nK
n

δ δσ
−

− − −

=

= Φ − −Φ − −∑          (124)  

ο οποίος ισχύει για οποιαδήποτε τιµή εξάσκησης Κ >0. Σηµειώνουµε ότι αυτό το άνω 

φράγµα αντιστοιχεί στο βέλτιστο γραµµικό συνδυασµό των τιµών των Ευρωπαϊκών 

∆ικαιωµάτων Αγοράς όπως αναφέρθηκε στη προηγούµενη ενότητα.  

    Το υπόλοιπο πρόβληµα είναι πως να υπολογίσουµε τη συνάρτηση κατανοµής 

( )cS
F nK . Η τελευταία προκύπτει από την επίλυση της εξίσωσης 

1
1
( )

0
( ( ))c

n

A T i S
i

F F nK nK
−

−
−

=

=∑ ,  

ή, ισοδύναµα, από τη σχέση (119) και το Θεώρηµα 1.2.5. διαπιστώνουµε ότι η 

( )cS
F nK προκύπτει από την επίλυση της  

21
1

0

(0) exp ( ) ( ( ))
2 c

n

S
i

A T i T i F nK nKσδ σ
−

−

=

⎡ ⎤⎛ ⎞
− − + − Φ =⎢ ⎥⎜ ⎟

⎝ ⎠⎣ ⎦
∑ .                                (125) 
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Κάτω Φράγµα 

  

Τα κάτω φράγµατα για την AC(n,Κ,Τ) µπορούν να ληφθούν από την Ενότητα 3.3. 

Αρχικά θεωρούµε τη µεταβλητή δέσµευσης Λ να ορίζεται ως εξής  

2
1

( ( / 2))( )

0

( )
n

T j

j

e B T jδ σ
−

− −

=

Λ = −∑ .                                                                                  (126)  

Από τη σχέση (119) παρατηρούµε ότι κάτω από το µέτρο Q ισχύει 

2
1 1

( ( / 2))( ) ( )

0 0

( ) (0)
n n

T i B T i

i i

A T i A e δ σ σ
− −

− − + −

= =

− =∑ ∑ .                                                                (127)  

Έτσι, η τ.µ. Λ είναι ένας γραµµικός µετασχηµατισµός µιας πρώτης προσέγγισης του 
1

0
( )

n

i
A T i

−

=

−∑ . Η διασπορά του Λ δίνεται  από τη σχέση 

  

2
1 1

2 ( ( / 2))(2 )

0 0

min( , )
n n

T j k

j k

e T j T kδ σσ
− −

− − −
Λ

= =

= − −∑∑ .                                                          (128)  

Επίσης έχουµε ότι το τυχαίο διάνυσµα ( ( 1), ( 2),..., ( ))B T n B T n B T− + − +  ακολουθεί 

τη Πολυδιάστατη Κανονική Κατανοµή. Αυτό δηλώνει ότι, δοθέντος Λ = λ, η τ.µ. 

( )B T i−  ακολουθεί την Κανονική Κατανοµή µε µέσο ( / )T ir T i σ λ− Λ−  και 

διασπορά 2( )(1 )T iT i r −− − , όπου  

2
1

( ( / 2))( )

0

min( , )
( ( ), )

n
T j

j
T i

e T i T j
Cov B T ir

T i T i

δ σ

σ σ

−
− −

=
−

Λ Λ

− −
− Λ

= =
− −

∑
.                                   (129)  

Tελικά βρίσκουµε ότι το κάτω φράγµα είναι  

2 2 1
1 1

( ( / 2) )( ) ( )

0 0

( ) (0) T i T i

n nd d
r T i r T i Ul Q

i i

S E A T i A e δ σ σ σ −
− −

− −
− − + − Φ

= =

⎡ ⎤
= − Λ =⎢ ⎥

⎣ ⎦
∑ ∑ ,                              (130)  

όπου η τ.µ. U  ακολουθεί την Οµοιόµορφη κατανοµή στο διάστηµα (0,1).  

Από αυτήν την έκφραση, βλέπουµε ότι το lS  είναι ένα συµονοτονικό άθροισµα 

Λογαριθµοκανονικών τυχαίων µεταβλητών. Έτσι, από την Ενότητα 3.3. και τη σχέση 

(60), βρίσκουµε το ακόλουθο κάτω φράγµα για την τιµή του Ασιατικού ∆ικαιώµατος 

Αγοράς   

 ( , , ) [( ) ]
T

Q leAC n K T E S nK
n

δ−

+≥ −  
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1

1

0

(0) [ ( ( ))] (1 ( ))l l

n
i T

T i S S
i

A e r T i F nK e K F nK
n

δ δσ
−

− − −
−

=

= Φ − −Φ − −∑ ,  (131)  

ο οποίος ισχύει για οποιοδήποτε Κ >0. Σε αυτήν την περίπτωση, η συνάρτηση 

κατανοµής ( )lS
F nK  προκύπτει από την επίλυση της  

21
2 1

0

(0) exp ( ) ( ( ))
2 l

n

T i T i S
i

A r T i r T i F nK nKσδ σ
−

−
− −

=

⎡ ⎤⎛ ⎞
− − + − Φ =⎢ ⎥⎜ ⎟

⎝ ⎠⎣ ⎦
∑ .                      (132)  

    Όταν ο αριθµός του µέσου όρου των ηµεροµηνιών  n  είναι ίσος µε 1, τότε το 

Ασιατικό ∆ικαίωµα Αγοράς είναι ουσιαστικά ένα Ευρωπαϊκό ∆ικαίωµα Αγοράς. 

Είναι απλό να αποδείξουµε ότι σε αυτήν την περίπτωση τα άνω και κάτω φράγµατα 

(124) και (131) για την τιµή του Ασιατικού ∆ικαιώµατος βρίσκονται ουσιατικά από 

τον τύπο των Black and Scholes για την τιµή του Ευρωπαϊκού ∆ικαιώµατος Αγοράς. 

 

 

5.4. Αριθµητικό Παράδειγµα 

  

    Σε αυτή την ενότητα, θα δείξουµε µε αριθµητικά δεδοµένα τα φράγµατα για την 

τιµή των Ασιατικών ∆ικαιωµάτων σύµφωνα µε το µοντέλο των Black and Scholes, 

όπως υπολογίστηκαν στην προηγούµενη ενότητα. Εξετάζουµε µια χρονική µονάδα 1 

ηµέρας. Θεωρούµε αρχικό χρονικό ορίζοντα t = 0. Οι παράµετροι που 

χρησιµοποιήθηκαν για να παράγουµε τα αποτελέσµατα που δίνονται στους παρακάτω 

Πίνακες είναι οι ίδιες όπως στον Jacques[19]. 

∆ίνονται µια αρχική τιµή A(0) = 100, ένα ετήσιο επιτόκιο ουδέτερο κινδύνου 9% , 3 

τιµές (0,2, 0,3 και 0.4) για την ετήσια µεταβλητότητα, και πέντε τιµές (80,90,100,110 

και 120) για την τιµή εξάσκησης Κ. Σηµειώνουµε ότι το ουδέτερο κινδύνου επιτόκιο 

ανά ηµέρα δίνεται ως  δ = ln(1,09)/365, ενώ η µεταβλητότητα ανά ηµέρα σ  βρίσκεται 

αν διαιρέσουµε την ετήσια µεταβλητότητα µε 365 .  
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Πίνακας 5.1. Κάτω (LB) και άνω φράγµατα (UB) για την τιµή ενός Ασιατικού ∆ικαιώµατος µε Τ  = 

120 και  n  = 30,σε σύγκριση µε τις εκτιµήσεις Monte Carlo (MC) και τα τυπικά σφάλµατά τους (S.E.) 

 

    Στον Πίνακα 5.1., συγκρίνουµε τα άνω και κάτω φράγµατα που παράγαµε στις 

σχέσεις (123) και (130) µε τις εκτιµήσεις Monte Carlo (βασισµένες σε 50.000 τυχαίες 

διαδροµές µε την τεχνική της προσοµοίωσης) στη περίπτωση που Τ  = 120 και  n  = 

30. Σηµειώνουµε, ότι οι τυχαίες διαδροµές µέσω της προσοµοίωσης είναι βασισµένες 

σε αντιθετικές µεταβλητές ώστε να µειωθεί η διασπορά της εκτίµησης Monte Carlo. 

Επίσης βρίσκουµε τις εκτιµήσεις Monte Carlo για κάθε τιµή σ και Κ, καθώς και το 

τυπικό σφάλµα για κάθε εκτίµηση. Όπως γνωρίζουµε, το 95% (ασυµπτωτικό) 

διάστηµα εµπιστοσύνης δίνεται από την εκτίµηση συν ή µείον 1,96 φορές το τυπικό 

σφάλµα. Αφ' ετέρου, το εύρος τιµών µεταξύ του κάτω και άνω φράγµατος θα περιέχει 

την ακριβή τιµή µε βεβαιότητα.  

 

    Παρά τον αρκετά µεγάλο αριθµό τιµών που παράγουµε µε την τεχνική της 

προσοµοίωσης (και συνεπώς τον χρονοβόρο υπολογισµό) και την µείωση της 

διασποράς µε την τεχνική των αντιθετικών µεταβλητών, το διάστηµα εµπιστοσύνης 

95% είναι πλατύτερο από το [LB,UB] διάστηµα στις 10 περιπτώσεις από τις 15.Αυτό 

δείχνει ότι τα φράγµατα πρέπει να προτιµηθούν από την προσοµοίωση σε αυτήν την 

περίπτωση. Επιπλέον, η εκτίµηση Monte Carlo υπερβαίνει το κάτω φράγµα 6 φορές. 

Αυτό µάλλον δείχνει ότι το κάτω φράγµα είναι πολύ κοντά στην πραγµατική τιµή. Το 

άνω φράγµα αποδίδει καλύτερα όσο περισσότερο το ∆ικαίωµα είναι βέβαιο ότι θα 

ασκηθεί.  
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Πίνακας 5.2. Κάτω (LB) και άνω φράγµατα (UB) για την τιµή ενός Ασιατικού ∆ικαιώµατος µε  Τ  = 

60 και  n  = 30,σε σύγκριση µε τις εκτιµήσεις Monte Carlo (MC) και τα τυπικά σφάλµατά τους (S.E.) 
 

Στον Πίνακα 5.2., χρησιµοποιούµε τις ίδιες παραµέτρους όπως πριν, αλλά αλλάζουµε 

το χρόνο λήξης σε  Τ = 60. Τώρα, το διάστηµα εµπιστοσύνης 95% είναι πλατύτερο 

από το [LB,UB] διάστηµα σε 6 περιπτώσεις, αλλά η εκτίµηση Monte Carlo 

υπερβαίνει το κάτω φράγµα 7 φορές. Εποµένως, πάλι το κάτω φράγµα πρέπει να είναι 

κοντά στην πραγµατική τιµή. 
 

 
Πίνακας 5.3. Κάτω (LB) και άνω φράγµατα (UB) για την τιµή ενός Ασιατικού ∆ικαιώµατος µε Τ  = 

120 και  n  = 10, σε σύγκριση µε τις εκτιµήσεις Monte Carlo (MC) και τα τυπικά σφάλµατά τους (S.E.) 

 

    Τέλος στον Πίνακα 5.3., αλλάζουµε το χρόνο λήξης πάλι σε Τ  = 120, αλλά 

µειώνουµε τον αριθµό του µέσου όρου των ηµερών σε n = 10. Με αυτές τις 

παραµέτρους, η προσοµοίωση δεν δίνει αξιόπιστες εκτιµήσεις δεδοµένου ότι το 
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προσοµοιωµένο διάστηµα εµπιστοσύνης είναι ευρύτερο από το πραγµατικό διάστηµα 

εµπιστοσύνης σε όλες τις περιπτώσεις. Η εκτίµηση Monte Carlo υπερβαίνει πάλι το 

κάτω φράγµα 7 φορές.  

     Το άνω φράγµα αποδίδει καλύτερα όταν n  =  10 απ'ό,τι όταν επιλέξουµε n  = 30. 

Αυτό εξηγείται από το γεγονός ότι η δοµή εξάρτησης του ( )A T i− είναι περισσότερο 

"συµονοτονική" αν όλα τα T i−  είναι κοντά το ένα µε το άλλο. 
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Παράρτηµα 

 
Στο σηµείο αυτό, θα παρουσιάσουµε κάποιες χρήσιµες έννοιες που θα µας 

βοηθήσουν στο Κεφάλαιο 5 για να παράγουµε φράγµατα για τα αριθµητικά Ασιατικά 

∆ικαιώµατα. Αρχικά θα ορίσουµε την έννοια του Ασιατικού ∆ικαιώµατος. 

 

1. Ασιατικά δικαιώµατα (Asian options) 

 

    Τα Ασιατικά δικαιώµατα είναι δικαιώµατα των οποίων η αξία στο χρόνο 

εξάσκησης T εξαρτάται από τη µέση τιµή της µετοχής κατά τη διάρκεια του χρόνου 

µεταξύ 0 (όταν το δικαίωµα αγοράστηκε) και του χρόνου άσκησης Τ. ∆εδοµένου ότι 

αυτοί οι µέσοι όροι γίνονται συνήθως από τις τιµές της µετοχής στο τέλος της 

ηµέρας, και έστω N να δηλώνει τον αριθµό των εµπορικών ηµερών σε ένα έτος 

(συνήθως παίρνουµε Ν  = 252), τότε το 

 

( ) ( / )dS i S i N=  

δηλώνει την τιµή της µετοχής στο τέλος της i ηµέρας. Ο µέσος όρος υπολογίζεται 

συνήθως αριθµητικά, 

1 2 ...  = ns s sarithmetic average
n

+ + +  

ή γεωµετρικά, 

1 2  = ...n
ngeometric average s s s . 

 

Τα Ασιατικά δικαιώµατα έχουν διάφορες παραλλαγές. Κάποιες από αυτές είναι: 

 

α) Με Σταθερή τιµή εξάσκησης (fixed Asian option) 

 

Το πιο κοινό Ασιατικού τύπου δικαίωµα αγοράς είναι αυτό στο οποίο ο χρόνος 

άσκησης είναι το τέλος των n εµπορικών ηµερών, η τιµή εξάσκησης είναι σταθερή Κ, 

και η εξόφληση στο χρόνο άσκησης  Τ είναι  

1

( )n
d

i

S i K
n= +

⎛ ⎞
−⎜ ⎟

⎝ ⎠
∑ . 
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β) Με Κυµαινόµενη τιµή εξάσκησης (floating Asian option) 

 

Μια άλλη περίπτωση είναι η εξής: η τιµή εξάσκησης του δικαιώµατος K δεν είναι 

προκαθορισµένη, αλλά είναι ίση µε τη µέση τιµή που είχε η µετοχή από το χρόνο 

αγοράς του δικαιώµατος µέχρι τον χρόνο άσκησης T  (π.χ. µετρούµενη κατά το τέλος 

των συνεδριάσεων κάθε ηµέρα) και µε ποσοστό β (για κάποια σταθερά β +∈R ) 

παρέχει στο χρόνο T εξόφληση 

 

1

( )( )
n

d
d

i

S iS n
n

β
= +

⎛ ⎞
−⎜ ⎟

⎝ ⎠
∑ . 

 

 

    Θεωρητικά τουλάχιστον µπορούµε επιπλέον να διακρίνουµε µεταξύ ενός 

αριθµητικού µέσου όρου που υπολογίζεται βάσει πεπερασµένων τιµών µετοχών κατά 

τη διάρκεια του χρόνου και ενός συνεχώς υπολογίσιµου αριθµητικού µέσου όρου. Τα 

δικαιώµατα µε µέσο όρο βασισµένο στις πεπερασµένες τιµές των µετοχών κατά τη 

διάρκεια του χρόνου καλούνται διακριτά Ασιατικά δικαιώµατα σε διάκριση µε τα 

συνεχή Ασιατικά διακαιώµατα. Στην πράξη µόνο τα διακριτά Ασιατικά δικαιώµατα 

κυκλοφορούν στο εµπόριο, ενώ η πλειοψηφία των ερευνητικών εργασιών εξετάζει τα 

συνεχή Ασιατικά δικαιώµατα. Εµείς στην παρούσα εργασία θα ασχοληθούµε µε την 

τιµολόγηση των διακριτών αριθµητικών Ασιατικών δικαιωµάτων µε σταθερή τιµή 

εξάσκησης. 

    Ένα συµβόλαιο Ασιατικού δικαιώµατος γράφεται στο χρόνο t = 0 και λήγει στο 

χρόνο 0T > . Αν στον τρέχοντα χρόνο 0, ο υπολογισµός µέσου όρου δεν έχει αρχίσει 

ακόµα, δηλαδή είναι 1n T≤ +  τότε έχουµε τα «forward starting» Ασιατικά 

δικαιώµατα και οι n µεταβλητές  S(T – n +1),…,S(T) είναι τυχαίες. Αυτή η περίπτωση 

επικρατεί σε αντίθεση µε την περίπτωση που 1n T≥ + (στο χρόνο 0 ο υπολογισµός 

µέσου όρου έχει ξεκινήσει) όπου µόνο οι τιµές  S(1), . . . , S(T) παραµένουν τυχαίες. 

Στη βιβλιογραφία, αυτό το Ασιατικό δικαίωµα καλείται «in progress». 

    Παρακάτω παραθέτουµε κάποιες εισαγωγικές έννοιες και ορισµούς για την 

τιµολόγηση των παραγώγων (Asian options). 
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2. Κίνηση Brown 

 

Μια απλοποιηµένη περιγραφή του µοντέλου αυτού είναι η ακόλουθη: σε κάθε 

απειροστό χρονικό διάστηµα θεωρούµε ότι η Χ(t) αυξάνεται ή µειώνεται απειροστά 

(και µε πιθανότητα σχεδόν 0,5), ανεξάρτητα από το παρελθόν. Αν λοιπόν χωρίσουµε 

το χρονικό διάστηµα [0, t] σε n υποδιαστήµατα πλάτους ∆ το καθένα (∆ =t/n) και 

υποθέσουµε ότι  X(0) = 0 (ή X(0) = c) έχουµε την προσαύξηση 

(( 1) ) ,  µε πιθ. 1( )  όπου = 1 ,  1, 2,..., .
2(( 1) ) ,  µε πιθ. 1

X i p rX i p i n
X i p

σ
σσ

⎧ − ∆ + ∆⎪ ⎛ ⎞∆ = + ∆ =⎨ ⎜ ⎟
⎝ ⎠− ∆ − ∆ −⎪⎩

 

 

Ορισµός (Κίνηση Brown) 

 

Μία στοχαστική ανέλιξη {Χ(t), t > 0} καλείται κίνηση Brown µε παραµέτρους r (drift 

parameter) και 2σ  (volatility ή variance parameter) (συµβ. ΒΜ(r, 2σ )) αν ισχύει ότι 

 

(i) Η τ.µ. Χ(t + y) − Χ(y) ~ N(rt, t 2σ ). 

(ii) Η τ.µ. Χ(t + y) − Χ(y), t > 0 είναι ανεξάρτητη από τις Χ(u), 0 ≤ u < y, δηλαδή η 

{Χ(t), t ≥ 0} έχει ανεξάρτητες προσαυξήσεις. Συνήθως λαµβάνεται Χ(0) = 0 (ή c). 

 

3. Γεωµετρική Κίνηση Brown 

 

Προκειµένου να περιγράψουµε την εξέλιξη τιµών αγαθών ή µετοχών {S(t), t ≥ 0} 

(όπου S(t) είναι η τιµή στο χρόνο t) θα καταφύγουµε στη Γεωµετρική Κίνηση Brown. 

Η κίνηση Brown δεν είναι κατάλληλη για την περιγραφή τέτοιων φαινοµένων διότι : 

(α) µπορεί να λάβει και αρνητικές τιµές, κάτι που δεν είναι αποδεκτό, ενώ (β) η 

αύξηση ή µείωση µιας τιµής είναι, σύµφωνα µε το µοντέλο αυτό, ανεξάρτητη από την 

ίδια την τιµή (π.χ. είναι το ίδιο πιθανό το ενδεχόµενο «η τιµή 100 να κινηθεί στο 

100+10=110 σε διάστηµα µήκους ∆» µε το ενδεχόµενο «η τιµή 10 να κινηθεί στο 

10+10=20 σε διάστηµα µήκους ∆» ) κάτι που δεν φαίνεται λογικό και δεν ταιριάζει 

σε πραγµατικά δεδοµένα. Θεωρούµε εναλλακτικά λοιπόν τώρα ότι, σε ένα πολύ 

µικρό χρονικό διάστηµα µήκους ∆, η τιµή S(t) µπορεί είτε να αυξηθεί είτε να µειωθεί 

µε κάποια πιθανότητα και ανεξάρτητα από το παρελθόν ως εξής 
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( ) ,   µε πιθ. 1( )  όπου = 1
2( ) ,  µε πιθ. 1

S t e p rS t p
S t e p

σ

σ σ

∆

− ∆

⎧⎪ ⎛ ⎞+ ∆ = + ∆⎨ ⎜ ⎟
⎝ ⎠−⎪⎩

. 

 

∆ηλαδή, η ποσοστιαία µείωση ή αύξηση της τιµής (S(t+∆)/S(t)) σε κάθε απειροστό 

διάστηµα χρόνου είναι σταθερή και ανεξάρτητη από το παρελθόν, ενώ η αντίστοιχη 

πιθανότητα αύξησης ή µείωσης είναι «κοντά» στο 0,5. 

    Παρατηρούµε ότι αν θέσουµε Χ(t) = lnS(t), τότε η X(t + ∆)=Χ(t) ± σ 1/ 2∆  (µε πιθ. p 

το + και 1 − p το −), και εποµένως η ανέλιξη {X(t), t ≥ 0} = {lnS(t), t ≥ 0} είναι µια 

κίνηση Brown. ∆ηλαδή, η τ.µ. X(t + y) − X(t) = lnS(t + y) − lnS(y) = ln(S(t + y)/S(y)) 

ακολουθεί Κανονική κατανοµή Ν(rt,t 2σ ) και είναι ανεξάρτητη από το παρελθόν S(u), 

0≤u < y. 

Μια στοχαστική ανέλιξη µε τις παραπάνω ιδιότητες καλείται γεωµετρική κίνηση 

Brown. Έτσι, έχουµε τον ακόλουθο ορισµό. 

 

Ορισµός (Γεωµετρική Κίνηση Brown) 

 

Μία στοχαστική ανέλιξη {S(t), t ≥ 0} καλείται γεωµετρική κίνηση Brown µε 

παραµέτρους r (drift parameter) και 2σ  (volatility parameter) (συµβ. GΒΜ(r, 2σ )) 

αν ισχύει ότι: 

 

(i) Η τυχαία µεταβλητή 

2( )ln ( , ),   y>0
( )

S t y N tr t
S y

σ+ ∼ . 

(ii) Η τ.µ. S(t + y)/S(y) είναι ανεξάρτητη από τις S(u), 0≤ u < y. 

 

Είναι προφανές ότι αν {Χ(t), t ≥ 0} ~ BM(r, 2σ ), τότε η { X(t)e , t ≥ 0} ~ GBM(r, 2σ ). 

Άρα, ένα σχετικά απλό µοντέλο που µπορεί να περιγράψει την εξέλιξη τιµών στο 

χρόνο είναι η γεωµετρική κίνηση Brown. Αν λοιπόν {S(t), t ≥ 0} ~ GBM(r, 2σ ) τότε 

η S(t) ακολουθεί την λογαριθµοκανονική κατανοµή, δηλαδή ο λογάριθµός της 

ακολουθεί την κανονική κατανοµή,  
2ln ( ) ( ln (0), )S t N tr S tσ+∼ . 
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4. Το µοντέλο της γεωµετρικής κίνησης Brown 

 

    Έστω S(t) η τιµή της µετοχής που µας ενδιαφέρει στον χρόνο t. Θεωρούµε ότι η 

αρχική τιµή S(0) είναι γνωστή (π.χ. είναι η τιµή της µετοχής στο παρόν). Προφανώς, 

η S(t) είναι τυχαία µεταβλητή και η οικογένεια {S(t), t ≥ 0} είναι µία στοχαστική 

ανέλιξη. Ξεκινώντας τη µελέτη της τιµής S(t) µιας µετοχής, θα προσπαθήσουµε να 

περιγράψουµε τη συµπεριφορά της διαδικασίας {S(t), t ≥ 0} σε ένα πολύ µικρό 

διάστηµα του χρόνου. Χωρίζουµε λοιπόν το χρονικό διάστηµα (0,t] σε n 

υποδιαστήµατα πλάτους ∆t = t/n το καθένα (µε ∆t «µικρό»). Στο i-οστό διάστηµα 

χρόνου ( it , it  + ∆t] = ((i−1)∆t, i∆t] θεωρούµε ότι η ποσοστιαία αυξοµείωση της S 

είναι µια τυχαία µεταβλητή που ακολουθεί Κανονική κατανοµή µε µέση τιµή και 

διασπορά ανάλογη του ∆t, και ανεξάρτητη από το παρελθόν της διαδικασίας. 

∆ηλαδή,  

( ) ( )
( )

i i
i

i

S t t S t r t tZ
S t

σ+ ∆ −
= ∆ + ∆ , 

όπου οι τυχαίες µεταβλητές 1 2, ,..., nZ Z Z  είναι ανεξάρτητες τ.µ. που ακολουθούν την 

κατανοµή N(0,1), δηλαδή 2( , )r t t N r t tσ σ∆ + ∆ ∆ ∆∼  για κάποιες σταθερές r, 2σ . 

Οι τ.µ. 1 2, ,..., ntZ tZ tZ∆ ∆ ∆  τώρα µπορούν να θεωρηθούν ως οι προσαυξήσεις 

µιας BM (γνωρίζουµε ότι οι προσαυξήσεις µιας κίνησης Brown είναι ανεξάρτητες 

κανονικές τ.µ.) και εποµένως µπορούµε να γράψουµε ότι 

( ) ( ) ( ( ) ( ))
( )

i i
i i

i

S t t S t r t B t t B t
S t

σ+ ∆ −
= ∆ + + ∆ − , 

όπου {Β(t), t ≥ 0} ~ ΒΜ(0,1) (και άρα ( ) ( )i iB t t B t+ ∆ −  ~ N(0,∆t)). Απλούστερα, η 

παραπάνω σχέση µπορεί να γραφεί ως εξής 

( ) ( )
( )

S t r t B t
S t

σ∆
= ∆ + ∆ . 

Αν θεωρήσουµε το ∆t → 0, τότε η παραπάνω εξίσωση θα µπορούσε να γραφεί στη 

µορφή 

( ) ( )
( )

dS t rdt dB t
S t

σ= +  ή ισοδύναµα, ( ) ( ) ( ) ( )dS t rS t dt S t dB tσ= +  όπου Β ~ ΒΜ(0,1) 

Η παραπάνω εξίσωση είναι µια στοχαστική διαφορική εξίσωση (SDE) για την 

διαδικασία S. Η στοχαστική διαδικασία S = {S(t), t ≥0} που περιγράφει την εξέλιξη 

της τιµής µιας µετοχής θα πρέπει να ικανοποιεί τη SDE  (δηλ. την ισοδύναµη 
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στοχαστική ολοκληρωτική εξίσωση). Αποδεικνύεται (χρησιµοποιώντας το γνωστό ως 

λήµµα του Ito) ότι ο λογάριθµος της διαδικασίας S θα ικανοποιεί τη SDE 
2

ln ( ) ( ) ( )
2

d S t r dt dB tσ σ= − + . 

όπου Β ~ ΒΜ(0,1). Ολοκληρώνοντας κατά µέλη από 0 έως t την παραπάνω σχέση 

προκύπτει ότι 
2

ln ( ) ln (0) ( ) ( )
2

S t S r t B tσ σ− = − +  και άρα 
2

2ln ( ) (ln (0) ( ) , )
2

S t N S r t tσ σ+ −∼ . 

∆ηλαδή η διαδικασία ln S(t) ~ ΒΜ(r − 2σ /2, 2σ ) και εποµένως η S που ικανοποιεί 

την παραπάνω SDE  θα είναι µια γεωµετρική κίνηση Brown. Φαίνεται επίσης ότι  
2( )ln ( ) ( )

(0) 2
S t r t B t
S

σ σ= − +  και άρα 
2

2( )ln (( ) , )
(0) 2

S t N r t t
S

σ σ−∼ . 

και ως εκ τούτου, οι τυχαίες µεταβλητές S(t)/S(0) κατανέµονται Λογαριθµοκανονικά 

µε παραµέτρους 
2σ( )

2
r t−  και  2tσ . 

 

5. Αποτίµηση της αξίας παραγώγων (risk-neutral valuation) 

 

Στόχος µας είναι να βρεθεί η τιµή  C πώλησης/αγοράς ενός δικαιώµατος προαίρεσης 

(συγκεκριµένα για την εργασία µας του διακριτού αριθµητικού Ασιατικού 

δικαιώµατος) όταν είναι γνωστά όλα τα υπόλοιπα µεγέθη (r, σ, S(0), t, K) µε  

κλίση(drift) ίση µε τη δύναµη του επιτοκίου r ουδέτερου κινδύνου. Πιο 

συγκεκριµένα, µας ενδιαφέρει να βρούµε την τιµή C ενός παραγώγου το οποίο 

αποδίδει κέρδος h(S) από τη χρήση του στο χρόνο εξάσκησης t, όπου S είναι η 

διαδικασία που εκφράζει την εξέλιξη της τιµής του χρηµατιστηριακού προϊόντος 

(µετοχής). 

    Αρχικά υποθέτουµε ότι στην αγορά υπάρχει µια επένδυση χωρίς ρίσκο που 

προσφέρει επιτόκιο r. Εποµένως, επενδύοντας ποσό Α, µετά από χρόνο t θα λάβουµε 
rtAe . Επίσης, αν υπάρχει µια στρατηγική αγοραπωλησιών µετοχών, δικαιωµάτων και 

οµολόγων που επιτρέπει σε έναν εξιδανικευµένο παίκτη χρηµατιστηρίου να έχει 

σίγουρο κέρδος (ο οποίος µπορεί να κάνει στιγµιαία συναλλαγές µετοχών χωρίς 

κόστος συναλλαγών), τότε λέγεται ότι η αγορά προσφέρει ευκαιρία για arbitrage 

(κερδοσκοπία). Σύµφωνα µε την θεωρία του arbitrage pricing(εξισορροπητική 

κερδοσκοπία), αποδεικνύεται το παρακάτω. 
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Πρόταση (arbitrage pricing ή risk-neutral valuation) 

 

Για να µην υπάρχει δυνατότητα για arbitrage στην αγορά θα πρέπει η παρούσα αξία 

του παραγώγου (που αποδίδει κέρδος h(S) στο χρόνο t), να είναι ίση µε 
2

2[ ( ) / ln ( , )]
2

rtE e h S S BM r σ σ− −∼ . 

Η παρούσα αξία του παραγώγου δηλ. θα πρέπει να είναι ίση µε την παρούσα αξία του 

αναµενόµενου κέρδους από την χρήση του παραγώγου όταν η υποκείµενη µετοχή 

προσφέρει απόδοση ουδέτερου ρίσκου. 

 

Παρατήρηση: 

Η πρόταση δεν υπονοεί ότι η τιµή της µετοχής ακολουθεί στην πραγµατικότητα την 

GBM µε τις παραπάνω παραµέτρους, αλλά ότι προκειµένου να αποτιµηθεί η αξία του 

παραγώγου θα πρέπει να «προσποιηθούµε» ότι η τιµή της µετοχής ακολουθεί την 

συγκεκριµένη GBM και να υπολογίσουµε την παραπάνω αναµενόµενη τιµή. 

 

6. Εφαρµογή στα Ασιατικά δικαιώµατα 

 

Σύµφωνα λοιπόν µε τα παραπάνω, ένα διακριτό αριθµητικό Ασιατικό δικαίωµα 

αγοράς Ευρωπαϊκού τύπου  µε ηµεροµηνία άσκησης T, n κατά µέσο όρο ηµεροµηνίες 

και σταθερή τιµή εξάσκησης Κ, αποδίδει κέρδος h(S) στο χρόνο Τ  που είναι ίσο µε  

 

h(S) = 
1

0

1 ( )
n

i

S T i K
n

−

= +

⎛ ⎞
− −⎜ ⎟

⎝ ⎠
∑ , 

όπου max{ ,0}x x+ =  και  S(T –i) είναι η τιµή της µετοχής µε ρίσκο στο χρόνο T− i,  i 

= 0,...,n−1. Η τιµή του δικαιώµατος αγοράς κάτω από ένα Martingale µέτρο  Q και 

µε κάποιο επιτόκιο  r ουδέτερου κινδύνου στον τρέχοντα χρόνο t  = 0 σύµφωνα µε τα 

παραπάνω είναι 
21

2

0

1[ ( ) / ln ( , )]
2

n
Q rT

i

E e S T i K S BM r
n

σ σ
−

−

= +

⎛ ⎞
− − −⎜ ⎟

⎝ ⎠
∑ ∼  δηλαδή είναι 

1

0

( , , ) ( )
rT n

Q

i

eAC n K T E S T i nK
n

− −

= +

⎡ ⎤⎛ ⎞
= − −⎢ ⎥⎜ ⎟

⎝ ⎠⎣ ⎦
∑ . 
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