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Περίληψη 
 

 
 Στην εποχή της οικονοµικής µεγέθυνσης και των υψηλών προδιαγραφών που 

διανύουµε, η ανάγκη για την παραγωγή ποιοτικών προϊόντων κρίνεται κάτι περισσότερο από 

επιτακτική. Οι βιοµηχανίες αντιµετωπίζουν την έντονη ανταγωνιστικότητα από την 

παγκοσµιοποιηµένη αγορά και η παραγωγή προϊόντων χαµηλών προδιαγραφών δεν τους δίνει 

περιθώρια µακροχρόνιας επιβίωσης. Γι’ αυτό οι εταιρείες πρέπει να εφαρµόζουν στρατηγικές 

ανάπτυξης και να υιοθετούν µεθόδους που τους διασφαλίζουν ποιοτικό παραγόµενο προϊόν 

στα πλαίσια της ∆ιοίκησης Ολικής Ποιότητας - ∆ΟΠ (Total Quality Control, TQC). Οι 

εταιρείες στοχεύουν, όχι µόνο να πιστοποιήσουν (ISO, International Standards Organization)  

το παραγόµενο προϊόν τους έτσι ώστε να αυξήσουν την διαπραγµατευτική τους ικανότητα µε 

τους πελάτες τους, αλλά και να βελτιστοποιήσουν την παραγωγική τους διαδικασία. 

 Ο Στατιστικός Έλεγχος Ποιότητας (Statistical Process Control, SPC) είναι ένα από τα 

πιο αξιόπιστα εργαλεία για την παρακολούθηση του παραγόµενου προϊόντος, διασφαλίζοντας 

ότι οι διεργασίες βρίσκονται υπό έλεγχο ενώ παράλληλα εξασφαλίζει στις επιχειρήσεις την 

µακροχρόνια επιβίωσή τους και ειδικότερα την κερδοφορία τους. Επίσης, ο Πολυµεταβλητός 

Στατιστικός Έλεγχος Ποιότητας (Multivariate Statistical Process Control, MSPC) δίνει την 

δυνατότητα παρακολούθησης δύο ή περισσοτέρων µεταβλητών ενός προϊόντος ταυτόχρονα. 

Η ανάγκη χρησιµοποίησης του MSPC προέκυψε από τη διαπίστωση ότι η ποιότητα ενός 

προϊόντος µπορεί να σχετίζεται µε περισσότερα του ενός ποιοτικά και µετρήσιµα 

χαρακτηριστικά. Από τις διάφορες τεχνικές του MSPC προκύπτουν διαγράµµατα, των οποίων 

η ανάλυση και παρακολούθηση οδηγούν σε διαπιστώσεις των οποίων η παρουσία θα ήταν 

διαφορετικά πολύ δύσκολη έως και αδύνατη. Στην παρούσα µελέτη θα ασχοληθούµε µε τα 

πολυµεταβλητά διαγράµµατα Shewhart, MCUSUM και MEWMA ως προέκταση των 

µονοδιάστατων που όπως φαίνεται είναι περισσότερο διαδεδοµένα σήµερα . 
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Abstract 
 

In the era of economic magnification, the need for high quality products is  

crucial. Industries are confronted with intense competition from the  

universalized market and the produce of poor quality products, which doesn't  

allow them long-term viability. That is why companies must utilize strategic  

growth and foster methods which will guarantee high quality products within  

the framework of Total Quality Control (TQC). The companies targets, not only should 

certify (ISO, International Standards Organization) their manufactured negotiable products, 

to increase negotiable skills with their clients but also to improve their productive procedure.  

Statistical Process Control (SPC) is one of the most reliable tools for the supervision 

of manufactured products guaranteeing that production is under control and at the same time, 

ensure the companies long term survival and especially for profitable business. Also, the 

Multivariate Statistical Process Control (MSPC) gives the opportunity of overseeing two or 

more products simultaneously. The need for use of MSPC arose from the ascertainment that 

the quality of one product could relate to more than one qualitative countable characteristics. 

From different techniques of MSPC there appear to outline the analysis and observation lead 

to the ascertainment of which the presence would be extremely difficult if not impossible. 
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 1Ο   
 
    

1.1    Στατιστικός Έλεγχος Ποιότητας 
 
  
 Ο Στατιστικός Έλεγχος Ποιότητας (Statistical Quality Control) αναπτύχθηκε 

ραγδαία τις τελευταίες δεκαετίες µε κύριο στόχο την αποτελεσµατικότερη 

παραγωγική διαδικασία. Ουσιαστικά είναι το εργαλείο της ∆ιοίκησης µιας 

επιχείρησης για να ελέγχει αν το προϊόν που παράγει είναι σύµφωνο µε τις 

προδιαγραφές που έχει ορίσει. Από την παραπάνω πρόταση καταλαβαίνουµε ότι 

αποτελεί µέρος των επιχειρήσεων για συνεχή βελτίωσή του παραγόµενου προϊόντος 

τους. Για να επιτύχει κάθε παραγωγική µονάδα τον παραπάνω στόχο χρησιµοποιεί 

τον Στατιστικό Έλεγχο Ποιότητας στα πλαίσια της ∆ιοίκησης Ολικής Ποιότητας 

(Total Quality Management) που εφαρµόζει, µε απώτερο σκοπό την αύξηση της 

κερδοφορίας της και γενικότερα την επίτευξη όλων των στόχων του στρατηγικού 

σχεδιασµού που έχει οριοθετήσει. 

 Η ολοένα ανταγωνιστικότερη αγορά που καλούνται οι επιχειρήσεις να 

αντιµετωπίσουν, καθώς και οι αυξηµένες απαιτήσεις των καταναλωτών αναγκάζουν 

τις εταιρείες να υιοθετούν πρότυπα ποιότητας που πιστοποιούν το παραγόµενο προϊόν 

τους. Ουσιαστικά είναι ο τρόπος µε τον οποίο η επιχείρηση που διαπραγµατεύεται 

τόσο µε πελάτες όσο και µε εταιρείες δίνει τις απαραίτητες εγγυήσεις για το προϊόν 

της. Σήµερα για όλους τους κλάδους παραγωγής υπάρχουν τα αντίστοιχα πρότυπα 

που ολοένα και περισσότερο φαίνονται να τα εµπιστεύονται οι παραγωγοί, διότι, η 

διασφάλιση της ποιότητας τους εξασφαλίζει τεράστια πλεονεκτήµατα. Το πρότυπο 

που φαίνεται να έχει επικρατήσει στην Ευρώπη για τη βιοµηχανία είναι το ISO 

9001:2000 (International Standards Organization), του ∆ιεθνή Οργανισµού 

Τυποποίησης. Το πρότυπο αυτό διασφαλίζει µέσω των διεργασιών που περιέχει την 

παραγωγή ποιοτικών προϊόντων ή καλύτερα παραγόµενων προϊόντων 

συµµορφούµενων µε τις προδιαγραφές. Ο Στατιστικός Έλεγχος Ποιότητας από µόνος 

του αλλά ιδιαίτερα στο πρότυπο αυτό βρίσκει σιγά, σιγά την θέση που του αξίζει και 

η χρησιµότητά του σε κάθε τµήµα  Ποιοτικού Ελέγχου  µίας εταιρείας κρίνεται πλέον 

κάτι περισσότερο από αναγκαία. 

 Ειδικότερα, θα µπορούσαµε να αναφέρουµε ότι ο Στατιστικός Έλεγχος 

Ποιότητας αποτελείται από ένα σύνολο µεθόδων ανάλυσης στατιστικών δεδοµένων. 
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 Το σύνολο αυτό µπορεί να χωριστεί σε τρία βασικά υποσύνολα που το καθένα 

περιέχει στατιστικές µεθόδους προσανατολισµένες σε διαφορετικές φάσεις της 

παραγωγικής διαδικασίας και είναι οι: 

1. Σχεδιασµός και Ανάλυση Πειραµάτων (Design of Experiments) 

2. Στατιστικός Έλεγχος ∆ιεργασιών (Statistical Process Control, SPC) 

3. ∆ειγµατοληψία Αποδοχής (Acceptance Sampling) 

 

 

1.2   Στατιστικός Έλεγχος ∆ιεργασιών και ∆ιαγράµµατα Ελέγχου 
 
 

Η αξιόπιστη παραγωγή ενός προϊόντος προϋποθέτει µια σταθερή 

επαναλαµβανόµενη παραγωγική διεργασία, µε όσο το δυνατόν µικρότερη 

µεταβλητότητα από τις τιµές στόχους που έχουν δοθεί στα ποιοτικά χαρακτηριστικά 

του τελικού προϊόντος. Ο Στατιστικός Έλεγχος ∆ιεργασιών (SPC) είναι ένα σύνολο 

από εργαλεία, που χρησιµοποιούνται στην επίβλεψη της σταθερότητας µιας 

διεργασίας και τη βελτίωση της ικανότητάς της (capability) µέσω της µείωσης της 

µεταβλητότητάς της. Τα κυριότερα εργαλεία του SPC και γνωστά ως ‘the magnificent 

seven’ είναι τα εξής (∆. Αντζουλάκος, 2003): 

• Το Ιστόγραµµα ή το ∆ιάγραµµα Μίσχου – Φύλλων (Histogram or Stem – and 

– Leaf Plot) 

• Το Φύλλο Ελέγχου (Check Sheet) 

• Το ∆ιάγραµµα Pareto (Pareto Chart) 

• Το ∆ιάγραµµα Αιτίας  - Αποτελέσµατος (Cause – and – Effect Diagram) 

• Το ∆ιάγραµµα Συγκέντρωσης Ελαττωµάτων (Defect Concentration Diagram) 

• Το ∆ιάγραµµα ∆ιασποράς ή Νέφους Σηµείων (Scatter Plot) 

• Το ∆ιάγραµµα Ελέγχου (Control Chart) 

 

Από τις παραπάνω τεχνικές τα διαγράµµατα ελέγχου αποτελούν την κυριότερη 

µέθοδο που αναπτύσσεται στην παρούσα µελέτη. 

Στην παραγωγική διαδικασία το παραγόµενο προϊόν θα πρέπει να είναι 

οµοιογενές και συµµορφούµενο µε τις προδιαγραφές. Στην πράξη όµως ποτέ δύο 

προϊόντα δεν είναι ίδια και αυτό γιατί από την µία υπάρχει η φυσική µεταβλητότητα 

και από την άλλη η ειδική µεταβλητότητα που τα συνοδεύει. Η φυσική 
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µεταβλητότητα διαφοροποιεί το προϊόν και οφείλεται σε µη ελέγξιµους παράγοντες 

(π.χ. θερµοκρασία περιβάλλοντος). Λόγω των µικρών µεταβολών (στα όρια 

προδιαγραφών) που προκαλεί δεν θεωρείται επιλήψιµη και θεωρούµε την διεργασία 

µας εντός ελέγχου ή ότι λειτουργεί σε ευσταθή κατάσταση. Αντίθετα, οι ειδικές αιτίες 

µεταβλητότητας δηµιουργούν αστοχίες στο παραγόµενο προϊόν και προκαλούνται 

κυρίως, είτε από λάθος χειρισµούς  ανθρώπων, είτε από την ύπαρξη ελαττωµατικών 

πρώτων υλών και µηχανών ή ακόµα και από λάθος ρύθµιση αυτών. Λόγω των 

σοβαρών προβληµάτων που δηµιουργεί η ύπαρξή τους, πρέπει να ανιχνεύονται 

άµεσα. Σε αντίθετη περίπτωση το κόστος παραγωγής του µη συµµορφούµενου 

προϊόντος γίνεται κάτι περισσότερο από ζηµιογόνο. Όταν έχουµε ειδικές αιτίες 

µεταβλητότητας  τότε λέµε ότι η διεργασία µας είναι εκτός ελέγχου ή ότι λειτουργεί 

σε ασταθή κατάσταση. Τα διαγράµµατα ελέγχου µας δίνουν τη δυνατότητα να 

εντοπίζουµε τις ειδικές αιτίες µεταβλητότητας και να επεµβαίνουµε έγκαιρα στην 

παραγωγική διαδικασία ώστε να την βελτιώνουµε. Έτσι, πραγµατοποιείται ο 

ποιοτικός έλεγχος που πρωταρχικό στόχο του έχει την συνεχή βελτίωση. 

 Σε κάθε παραγωγική διαδικασία υπάρχουν και τα όρια προδιαγραφών 

(specification limits) των ποιοτικών χαρακτηριστικών του προϊόντος τα οποία και 

έχουν καθοριστεί στη φάση του σχεδιασµού του. Αυτά αποτελούνται από την τιµή 

στόχο (target value T), το κάτω και το άνω όριο προδιαγραφών (lower and upper 

specification limits, LSL and USL) όπου εντός αυτών πρέπει να βρίσκονται οι τιµές 

του ποιοτικού χαρακτηριστικού ώστε να είναι αποδεκτό.   

 

  

1.3    Shewhart 
 

Τα διαγράµµατα αυτά µας εξασφαλίζουν την συνεχή παρακολούθηση µιας 

κρίσιµης ποσότητας ενός ποιοτικού χαρακτηριστικού στην παραγωγική διαδικασία. 

Έτσι, επιλέγουµε από την παραγωγή τυχαία δείγµατα (όχι απαραίτητα µεγέθους n >1) 

από τα οποία παίρνουµε τιµές για την τυχαία µεταβλητή X , έστω ότι παίρνουµε 

αποτελέσµατα 1 2X , X , ...  Έπειτα, χρησιµοποιώντας τα δείγµατα υπολογίζουµε την 

τιµή ( ), 1, 2,...i iW g i= =X  µιας στατιστικής συνάρτησης (τυχαίας µεταβλητής) που 

εκτιµά (συνήθως αµερόληπτη εκτιµήτρια) την κρίσιµη ποσότητα που µας ενδιαφέρει 

(π.χ. µέση τιµή, ποσοστό ελαττωµατικών προϊόντων, αριθµό ελαττωµάτων, κτλ). 
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Όταν η κρίσιµη ποσότητα δίνει τιµές 1 2, ,...W W  εντός των ορίων ελέγχου λέµε ότι η 

διεργασία µας είναι εντός ελέγχου και λειτουργεί υπό συνθήκες φυσικής 

µεταβλητότητας (∆. Αντζουλάκος, 2003). 

Ένα τυπικό διάγραµµα ελέγχου Shewhart είναι µια γραφική παράσταση µε την 

ακόλουθη µορφή 

 

 
 

∆ιάγραµµα 1: Τυπικό διάγραµµα ελέγχου Shewhart 
 

Στο ∆ιάγραµµα 1, εκτός από τις παρατηρούµενες τιµές tW , που έχουν 

απεικονιστεί µε σηµεία (τετραγωνάκια) τα οποία έχουν συνδεθεί µε µια τεθλασµένη 

γραµµή, έχουν σχεδιαστεί και άλλες τρεις γραµµές. Η κεντρική γραµµή (center line, 

CL) ή µέσο επίπεδο της διεργασίας παριστάνει συνήθως τη µέση τιµή (mean value)  

της W  όπως προκύπτει από τη λειτουργία µιας εντός (στατιστικού) ελέγχου 

διεργασίας, δηλαδή µιας διεργασίας που λειτουργεί µόνο µε την παρουσία φυσικής 

µεταβλητότητας (chance causes of variation). Οι δύο άλλες γραµµές που 

εµφανίζονται στο παραπάνω διάγραµµα ονοµάζονται άνω και κάτω όριο ελέγχου του 

διαγράµµατος (upper and lower control limit, UCL and LCL). Όσο οι τιµές της W  

βρίσκονται εντός των ορίων ελέγχου και η συµπεριφορά τους είναι “τυχαία” 

µπορούµε να υποθέσουµε ότι η διεργασία παραµένει εντός ελέγχου και δεν χρειάζεται 

να προβούµε σε κάποια διορθωτική ενέργεια. Αν όµως κάποιο σηµείο βρεθεί εκτός 

των ορίων ελέγχου λέµε ότι υπάρχει ένδειξη ότι η διεργασία είναι εκτός ελέγχου και 

πρέπει να προχωρήσουµε σε έρευνα για να ανακαλύψουµε τις ειδικές αιτίες 

µεταβλητότητας (assignable causes of variation) που είναι υπεύθυνες για αυτή τη 

συµπεριφορά και αν κριθεί απαραίτητο να προβούµε σε διορθωτικές ενέργειες. 

Ωστόσο, θα πρέπει να σηµειώσουµε ότι ακόµη και στην περίπτωση που όλα τα 

σηµεία του διαγράµµατος βρίσκονται εντός των ορίων ελέγχου αλλά 
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συµπεριφέρονται µε ένα συστηµατικό ή µη τυχαίο τρόπο τότε και αυτό αποτελεί 

ένδειξη ότι η διεργασία είναι εκτός ελέγχου. Ως (ακραίο) παράδειγµα µπορούµε να 

αναφέρουµε την περίπτωση όπου όλα τα σηµεία στο ∆ιάγραµµα 1 βρίσκονται µεταξύ 

την κεντρικής γραµµής και του κάτω ορίου ελέγχου.  

 Για τον έλεγχο µίας παραγωγικής διεργασίας και την κατασκευή του 

διαγράµµατος ελέγχου υπάρχουν δύο τεχνικές. Η τεχνική της Φάσης Ι (Phase I), 

όπου χρησιµοποιούνται αναδροµικά στοιχεία του παρελθόντος. Η τεχνική µας 

βοηθάει να διαχειριζόµαστε καλύτερα στοιχεία µελλοντικά εφόσον καταφέρουµε 

έπειτα από την επεξεργασία των δεδοµένων µας να φέρουµε την διεργασία εντός 

ελέγχου. Ενώ, στην τεχνική της Φάσης ΙΙ (Phase II),   τα διαγράµµατα ελέγχου 

φτιάχνονται από δεδοµένα άµεσα προερχόµενα από την παραγωγή. Ενώ στην Φάση Ι  

ο διαχειριστής προσπαθεί να εντοπίσει αιτίες έτσι ώστε να βελτιώσει στο µέλλον την 

παραγωγή, στην Φάση ΙΙ επεµβαίνει άµεσα και διορθωτικά όποτε αυτό χρειαστεί. 

Για την κατασκευή διαγραµµάτων ελέγχου χρησιµοποιείται το µοντέλο ορίων 

σίγµα (sigma limits model) (∆. Αντζουλάκος, 2003)          

 Sigma limits model 

-

w w

w

w w

UCL L
Center Line

LCL L

µ σ
µ
µ σ

= +
=
=

 

όπου, wµ  και wσ είναι η µέση τιµή και η τυπική απόκλιση της στατιστικής 

συνάρτησης W και η ποσότητα L εκφράζει την απόσταση των ορίων ελέγχου από την 

κεντρική γραµµή σε µονάδες τυπικής απόκλισης (συνήθως L=3). 

Όταν λοιπόν χρησιµοποιούµε όρια 3σ και το δείγµα µας θεωρούµε ότι 

ακολουθεί την κανονική κατανοµή σε συνθήκες που η διεργασία µας είναι εντός 

ελέγχου λέµε ότι η πιθανότητα να πάρει η W τιµή εκτός ορίων ελέγχου είναι ίση µε 

0.0027 (όσο και το σφάλµα τύπου Ι). Αυτό σηµαίνει ότι έχουµε ένα εσφαλµένο 

συναγερµό 27 φορές στα 10000 σηµεία του διαγράµµατος ελέγχου. 

 Μια βασική έννοια που σχετίζεται µε τα διαγράµµατα ελέγχου είναι το µέσο 

µήκος ροής ARL  (average run length) του διαγράµµατος. Η τυχαία µεταβλητή T  

που δηλώνει το πλήθος των σηµείων που πρέπει να σχεδιαστούν σε ένα διάγραµµα 

ελέγχου έως ότου πάρουµε ένδειξη εκτός ελέγχου διεργασίας ονοµάζεται µήκος ροής 

(run length) του διαγράµµατος. Το µέσο µήκος ροής ARL  ορίζεται ως ο 

αναµενόµενος αριθµός των σηµείων που πρέπει να σχεδιαστούν στο διάγραµµα έως 
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ότου λάβουµε για πρώτη φορά ένδειξη εκτός ελέγχου διεργασίας, δηλαδή 

)(TEARL = . 

Στα διαγράµµατα ελέγχου Shewhart µε απεικονιζόµενη ποσότητα τη W  η 

οποία έχει εντός ελέγχου µέσο µ , τυπική απόκλιση σ  και συνάρτηση κατανοµής 

)(⋅inF , έχουµε ότι η πιθανότητα inp  εµφάνισης ενός σηµείου του διαγράµµατος εκτός 

των ορίων ελέγχου είναι ίση µε 

))(()(1)(1 σµσµ LFLFUCLWLCLPp ininin −−++−=≤≤−=  

και το εντός ελέγχου µέσο µήκος ροής είναι ίσο µε 

in
in p

ARL 1
=  

αφού το µήκος ροής T  ακολουθεί τη γεωµετρική κατανοµή µε πιθανότητα επιτυχίας 

inp . Φυσικά για µια διεργασία που βρίσκεται εντός ελέγχου θέλουµε να έχουµε 

µεγάλη τιµή για το inARL  έτσι ώστε να µειωθεί ο αριθµός των λανθασµένων 

ενδείξεων εκτός ελέγχου διεργασίας ή αλλιώς ο αριθµός των λανθασµένων 

συναγερµών (false alarms). 

Για µια εκτός ελέγχου διεργασία, όπου η συνάρτηση κατανοµή της τυχαίας 

µεταβλητής W  είναι η )(⋅outF , έχουµε ότι η πιθανότητα outp  εµφάνισης ενός σηµείου 

εκτός των ορίων ελέγχου του διαγράµµατος είναι ίση µε 

))(()(1)(1 σµσµ LFLFUCLWLCLPp outoutout −−++−=≤≤−=  

και το εκτός ελέγχου µέσο µήκος ροής είναι ίσο µε 

out
out p

ARL 1
= . 

Φυσικά για µια διεργασία που βρίσκεται εκτός ελέγχου θέλουµε να έχουµε 

µικρή τιµή για το outARL , έτσι ώστε, να µειωθεί ο αριθµός των δειγµάτων (και 

συνεπώς ο χρόνος) που απαιτούνται για να γίνει αντιληπτό ότι η διεργασία είναι 

εκτός ελέγχου. 

Αν για την τυχαία µεταβλητή W είναι γνωστό ότι ),(~ 2σµNW  τότε έχουµε 

ότι το εντός ελέγχου µέσο µήκος ροής είναι ίσο µε 

)(2
11

Lp
ARL

in
in −Φ

==  

αφού 
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.)(2)()(1

),(~(1

)),(~(1

2

2

LLL

NWLWLP

NWUCLWLCLPpin

−Φ=−Φ+Φ−=

+≤≤−−=

≤≤−=

σµσµσµ

σµ

 

Για 3=L  προκύπτει ότι 

370
0027.0
1

≅≅inARL . 

Αν κατά τη διάρκεια της παραγωγικής διεργασίας η µέση τιµή της τυχαίας 

µεταβλητής W  µετατοπιστεί από τη θέση µ  στη θέση δσµµ +=*  (µετατόπιση 

εκφρασµένη σε µονάδες τυπικής απόκλισης) και η διακύµανσή της δεν αλλάξει 

έχουµε ότι 

)()(1)()(1

),(~(1

)),(~(1

2

2

δδδδ

σδσµσµσµ

σδσµ

−−Φ−−Φ−=−−Φ+−Φ−=

++≤≤−−=

+≤≤−=

LLLL

NWLWLP

NWUCLWLCLPpout

 

και  

)()(2
11

δδ +Φ−−Φ−
==

LLp
ARL

out
out . 

 

 

1.3.1   ∆ιαγράµµατα  Ελέγχου  για  τη  Μέση  Τιµή  
 

Στην παρούσα παράγραφο θα αναπτύξουµε την κατασκευή του διαγράµµατος 

ελέγχου τύπου Shewhart για την παρακολούθηση της συµπεριφοράς της µέσης τιµής 

µ  ενός συνεχούς χαρακτηριστικού X .  

 
Θέλουµε να δηµιουργήσουµε διαγράµµατα ελέγχου Φάσης ΙΙ  όπου µ  και σ 

µας είναι γνωστά. Ας υποθέσουµε ότι η κατανοµή του χαρακτηριστικού Χ ακολουθεί 

την κανονική κατανοµή ),( 2σµN . Αν ),...,,( 21 iniii XXX=X  είναι ένα τυχαίο δείγµα 

µεγέθους n από την Χ τότε είναι γνωστό ότι ο δειγµατικός µέσος 

n
XXXX inii

i
+++

=
L21  
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ακολουθεί την κατανοµή )/,( 2 nN σµ , και είναι αµερόληπτη εκτιµήτρια της µέσης 

τιµής µ  του ποιοτικού χαρακτηριστικού X . Έτσι για οποιοδήποτε δείγµα µεγέθους 

n  ο δειγµατικός µέσος ii XW =  παίρνει τιµές στο διάστηµα 

],[ 2/2/ n
Z

n
Z aa

σµσµ +−  

µε πιθανότητα a−1 . Για 0027.0=a , δηλαδή για 32/ =aZ , προκύπτει το διάστηµα 

]3,3[
nn
σµσµ +−  

και ο δειγµατικός µέσος ii XW =  παίρνει τιµές σε αυτό το διάστηµα µε πιθανότητα 

99.73%. Εποµένως, χρησιµοποιώντας ένα διάγραµµα ελέγχου στο οποίο θα 

απεικονίζεται η τιµή του δειγµατικού µέσου ii XW =  στα δείγµατα που επιλέγουµε 

από την παραγωγή µε 

n
UCLCL

n
LCL

iiiii WWWWW
σµσµµµσµσµ 33,,33 +=+===−=−=  

και µε την υπόθεση ότι η διακύµανση (ή γενικότερα η διασπορά) του 

χαρακτηριστικού X σε όλη τη διαδικασία παραµένει σταθερή µπορούµε να πούµε τα 

εξής: (α) εφόσον τα σηµεία του διαγράµµατος βρίσκονται εντός των ορίων ελέγχου 

θεωρούµε ότι η διεργασία είναι εντός ελέγχου οπότε η µέση τιµή µ  του 

χαρακτηριστικού X  δεν έχει αλλάξει (µετατοπιστεί) και εποµένως το 99.73% των 

σηµείων του διαγράµµατος ελέγχου θα βρίσκονται εντός των ορίων ελέγχου, και (β) 

στην περίπτωση που ένα σηµείο του διαγράµµατος βρεθεί εκτός των ορίων του 

διαγράµµατος και επειδή η πιθανότητα αυτού του ενδεχοµένου είναι πολύ µικρή 

(0.0027), τότε υπάρχει ένδειξη ότι η διεργασία είναι εκτός ελέγχου λόγω µετατόπισης 

της µέσης τιµής του χαρακτηριστικού X. 

Τα όρια του διαγράµµατος ελέγχου για τη µέση τιµή του χαρακτηριστικού X  

συνοψίζονται στο ακόλουθο πλαίσιο 

Πλαίσιο 1 ( X  διάγραµµα) 

Phase II control limits (3σ) 

 UCL =  σµ A+   
 LineCenter =  µ   
 LCL =  σµ A−   



 9

όπου 

                                                                       
n

A 3
=                                                                    

Τα παραπάνω όρια ελέγχου του διαγράµµατος είναι γνωστά ως όρια ελέγχου 

Φάσης ΙΙ (Phase II or on-line control phase or control to standard phase) επειδή δεν 

αντιµετωπίζουµε καµία δυσκολία για την εύρεση των ορίων ελέγχου και της 

κεντρικής γραµµής αφού η µέση τιµή και η διακύµανση του χαρακτηριστικού Χ 

θεωρούνται γνωστά.  

 
Θέλουµε να δηµιουργήσουµε ∆ιαγράµµατα ελέγχου Φάσης Ι όπου µ και σ 

µας είναι άγνωστα. Στην πράξη οι ποσότητες µ , σ  είναι άγνωστες οπότε πρέπει να 

εκτιµηθούν. Για το σκοπό αυτό παίρνουµε m  ανεξάρτητα προκαταρκτικά τυχαία 

δείγµατα µεγέθους n  το καθένα ),...,,( 21 iniii XXX=X , mi ≤≤1 , για να 

εκτιµήσουµε τις ποσότητες µ  και σ , υποθέτοντας ότι η επιλογή των 

προκαταρκτικών δειγµάτων έγινε όταν η διεργασία ήταν εντός ελέγχου (τα µ  και σ  

σταθερά καθόλη τη διάρκεια της δειγµατοληψίας). Οι εκτιµήσεις µ̂  και σ̂  

προκύπτουν συνήθως από 20 έως 25 προκαταρκτικά δείγµατα µεγέθους 4 έως 6.  

Στην ανάλυση που ακολουθεί υποθέτουµε ότι το χαρακτηριστικό X  ακολουθεί 

κατανοµή ),( 2σµN  (µ , σ  άγνωστα) και ότι έχουµε m  το πλήθος ανεξάρτητα 

τυχαία δείγµατα µεγέθους n  το καθένα. 

 
• Εκτίµηση του µ 
 

Έστω, mXXX ,...,, 21  οι δειγµατικοί µέσοι των m  δειγµάτων και ας θέσουµε  

mn

X

m
XXXX

m

i

n

j
ij

m
∑∑
= ==

+++
= 1 121 L  

Η ποσότητα X  ακολουθεί κατανοµή )/,( 2 nmN σµ  και χρησιµοποιείται ως 

εκτίµηση της ποσότητας µ  (αµερόληπτη και συνεπής εκτιµήτρια του µ ), δηλαδή  

                                                                          µ̂ = Χ                                                                   

Αξίζει να σηµειώσουµε ότι 

nmXVXE /)(,)( 2σµ ==  

ανεξάρτητα από την κατανοµή του χαρακτηριστικού Χ. 
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• Εκτίµηση του σ (Μέθοδος R) 
 

Έστω, mRRR ,...,, 21  τα εύροι των m  δειγµάτων, δηλαδή:  

miXXR inii ≤≤−= 1,)1()( . 

Μπορεί να δειχθεί ότι 

2)( dRE iRi
σµ ==  

όπου 2d  είναι µια σταθερά που εξαρτάται από το µέγεθος του δείγµατος n . Θέτοντας  

m
RRRR m+++

=
L21  

έχουµε ότι 2)( dRE σ= , οπότε η ποσότητα 2/ dR  είναι αµερόληπτη εκτιµήτρια της 

ποσότητας σ , και χρησιµοποιείται ως εκτίµηση της ποσότητας σ , δηλαδή 

                                                                        
2

ˆ R
d

σ =                                                         

 

• Εκτίµηση του σ (Μέθοδος S) 
 

Έστω, mSSS ,...,, 21  οι ποσότητες που ορίζονται από τη σχέση 

miXX
n

S
n

j
iiji ≤≤−

−
= ∑

=

1,)(
1

1
1

2 . 

Αν και η ποσότητα 2
iS  είναι αµερόληπτη (και συνεπής) εκτιµήτρια της 

διακύµανσης 2σ , η ποσότητα 2
ii SS =  δεν αποτελεί αµερόληπτη εκτιµήτρια της 

τυπικής απόκλισης σ . Μπορεί να δειχθεί ότι: 

4)( cSE iSi
σµ ==  

όπου 4c  είναι µια σταθερά που εξαρτάται από το µέγεθος του δείγµατος n . Θέτοντας  

m
SSSS m+++

=
L21  

έχουµε ότι 4)( cSE σ= , οπότε η ποσότητα 4/ cS  είναι αµερόληπτη εκτιµήτρια της 

ποσότητας σ , και χρησιµοποιείται ως εκτίµηση της ποσότητας σ , δηλαδή 

                                                                           
4

ˆ S
c

σ =        
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• Εκτίµηση του σ (Μέθοδος S2) 
 

Έστω, 22
2

2
1 ,...,, mSSS  οι ποσότητες που ορίζονται από τη σχέση 

miXX
n

S
n

j
iiji ≤≤−

−
= ∑

=

1,)(
1

1
1

22  

για τις οποίες είναι γνωστό ότι 
22 )(2 σµ == iS

SE
i

. 

Η ποσότητα 2S  όπου 

m
SSSS m

22
2

2
12 +++

=
L  

αν και δεν είναι αµερόληπτη εκτιµήτρια του σ  χρησιµοποιείται αρκετές φορές (λόγω 

του ότι έχει µικρότερη διακύµανση από την 4/ cS ) ως εκτίµηση της ποσότητας σ , 

δηλαδή 

 

                                                                          2ˆ S=σ                                                                 

 

• Όρια ελέγχου 
 

Χρησιµοποιώντας ως εκτίµηση του µ  την ποσότητα X=µ̂  και ως εκτίµηση του 

σ  την ποσότητα 2/ˆ dR=σ   τότε το Πλαίσιο 1 παίρνει την ακόλουθη µορφή 

Πλαίσιο 2 ( X  διάγραµµα) 

Phase I control limits (3σ) 

R Method 

 UCL = RAX 2+  
 LineCenter = X  
 LCL = RAX 2−  

όπου η ποσότητα 2A  είναι ίση µε  

                                                                   
nd

A
2

2
3

=                                                                   
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Χρησιµοποιώντας ως εκτίµηση του µ  την ποσότητα X=µ̂  και ως εκτίµηση του 

σ  την ποσότητα 4/ˆ cS=σ   τότε το Πλαίσιο 1 παίρνει την ακόλουθη µορφή 

 

Πλαίσιο 3 ( X  διάγραµµα) 

Phase I control limits (3σ) 

S Method 

 UCL = SAX 3+  
 LineCenter = X  
 LCL = SAX 3−  

όπου 

                                                                     
nc

A
4

3
3

=                             

                                        

Χρησιµοποιώντας ως εκτίµηση του µ  την ποσότητα X=µ̂   και ως εκτίµηση του 

σ  την ποσότητα 2ˆ S=σ   τότε το Πλαίσιο 1 παίρνει την ακόλουθη µορφή 

 

Πλαίσιο 4 ( X  διάγραµµα) 

Phase I control limits (3σ) 

S2 Method 

 UCL = 2SAX +
 LineCenter = X  
 LCL = 2SAX −  
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1.3.2   ∆ιαγράµµατα  Ελέγχου  για  τη  ∆ιασπορά  
 
 

Στην προηγούµενη παράγραφο αναφέραµε ότι  στην περίπτωση που ένα 

σηµείο του διαγράµµατος ελέγχου για τη µέση τιµή του χαρακτηριστικού X βρεθεί 

εκτός των ορίων του διαγράµµατος τότε υπάρχει ένδειξη ότι η διεργασία είναι εκτός 

ελέγχου µε την προϋπόθεση ότι η διασπορά του ποιοτικού χαρακτηριστικού X είχε 

παραµείνει σταθερή σε όλη τη διάρκεια της διαδικασίας. Στην παρούσα παράγραφο 

θα αναπτύξουµε την κατασκευή διαγραµµάτων τύπου Shewhart για την 

παρακολούθηση της συµπεριφοράς της διασποράς ενός συνεχούς ποιοτικού 

χαρακτηριστικού X . 

Στην ανάλυση που ακολουθεί υποθέτουµε ότι το χαρακτηριστικό X  

ακολουθεί κατανοµή ),( 2σµN  και ότι έχουµε m  το πλήθος ανεξάρτητα τυχαία 

δείγµατα από τη Χ τα ),...,,( 21 iniii XXX=X , mi ≤≤1 , µεγέθους n  το καθένα. 

 
• R διάγραµµα ελέγχου 
 

Θέλουµε να φτιάξουµε διαγράµµατα ελέγχου Φάσης ΙΙ όπου σ γνωστό. Έστω 

),...,,( 21 iniii XXX=X  ένα τυχαίο δείγµα µεγέθους n από τη Χ και ας θέσουµε 

)1()( iniii XXRW −== . Είναι γνωστό ότι 

32 )(,)( dRVdRE iRiR ii
σσσµ ====  

όπου οι ποσότητες 2d  και 3d  εξαρτώνται από το µέγεθος n  του δείγµατος. 

Συνεπώς ένα διάγραµµα ελέγχου για τη διασπορά του ποιοτικού 

χαρακτηριστικού Χ µπορεί να βασιστεί σε ένα διάγραµµα όπου η απεικονιζόµενη 

ποσότητα θα είναι το εύρος iR  των δειγµάτων που ως γνωστό είναι ένα µέτρο 

διασποράς της Χ. Το µοντέλο µε όρια σ3  θα έχει τη µορφή 

σσµ )3(3 32 ddLCL
iRiR −=−= ,   σµ 2dCL

iR == ,   

σσµ )3(3 32 ddUCL
ii RR +=+= . 

Θέτοντας 

                                                     322321 3,3 ddDddD +=−=                                                  

προκύπτει το ακόλουθο πλαίσιο 
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Πλαίσιο 5 (R διάγραµµα) 

Phase II control limits (3σ) 

 UCL =  σ2D   
 LineCenter =  σ2d   
 LCL =  σ1D   

Επειδή, 01 <D  για 6≤n , σε αυτές τις περιπτώσεις θέτουµε 01 =D .  

 

• S διάγραµµα ελέγχου 
 

Έστω ),...,,( 21 iniii XXX=X  είναι ένα τυχαίο δείγµα µεγέθους n από τη Χ και 

ας θέσουµε 

miXX
n

S
n

j
iiji ≤≤−

−
= ∑

=

1,)(
1

1
1

2 . 

Γνωρίζουµε ότι 

2
44 1)(,)( cSVcSE iSiS ii

−==== σσσµ  

Συνεπώς, ένα διάγραµµα ελέγχου για τη διασπορά του χαρακτηριστικού Χ 

µπορεί να βασιστεί σε ένα διάγραµµα όπου η απεικονιζόµενη ποσότητα θα είναι οι 

δειγµατικές τυπικές αποκλίσεις iS  που είναι το πιο σύνηθες µέτρο διασποράς της Χ. 

Το µοντέλο µε όρια σ3  θα έχει τη µορφή 

σσµ )13(3 2
44 ccLCL

ii SS −−=−= ,   

σµ 4cCL
iS == ,… σσµ )13(3 2

44 ccUCL
ii SS −+=+= . 

Θέτοντας 

                                                2
446

2
445 13,13 ccBccB −+=−−=                                         

προκύπτει το ακόλουθο πλαίσιο 

Πλαίσιο 6 (S διάγραµµα) 

Phase II control limits (3σ) 

 UCL =  σ6B   
 LineCenter =  σ4c   
 LCL =  σ5B   

• Επειδή, 05 <B  για 5≤n , σε αυτές τις περιπτώσεις θέτουµε 05 =B .  
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• S2 διάγραµµα ελέγχου 
 

Έστω, ),...,,( 21 iniii XXX=X  είναι ένα τυχαίο δείγµα µεγέθους n από τη Χ 

και ας θέσουµε 

miXX
n

S
n

j
iiji ≤≤−

−
= ∑

=

1,)(
1

1
1

22 . 

Είναι γνωστό ότι 

22 )( σ=iSE    και   2
12

2

~)1(
−

−
n

iSn χ
σ

. 

Επιπρόσθετα, 

aSnP an
i

an −=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
≤

−
≤ −−− 1)1( 2

2/;12

2
2

2/1;1 χ
σ

χ  

οπότε 

a
n

S
n

P anian −=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

≤≤
− −−− 1

11
2

2/;1

2
22

2/1;1

2

χσχσ . 

 

 

Συνεπώς ένα διάγραµµα ελέγχου για τη διασπορά του χαρακτηριστικού Χ 

µπορεί να βασιστεί σε ένα διάγραµµα όπου η απεικονιζόµενη ποσότητα θα είναι η 

δειγµατική διακύµανση 2
iS  που είναι µέτρο διασποράς της Χ, το οποίο περιγράφεται 

στο ακόλουθο πλαίσιο 

Πλαίσιο 7 (S2 διάγραµµα) 

Phase II control limits (α/2) 

 
UCL =  2

2/;1

2

1 ann −−
χσ  

 LineCenter =  2σ  
 

LCL =  2
2/1;1

2

1 ann −−−
χσ  

 
Πρέπει να σηµειώσουµε ότι τα παραπάνω όρια ελέγχου είναι όρια 

πιθανότητας (probability limits) αφού δεν συνηθίζεται η ανάπτυξη διαγραµµάτων 

ελέγχου ορίων σ3  για την ποσότητα 2S .  
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Θέλουµε να φτιάξουµε ∆ιαγράµµατα ελέγχου Φάσης Ι όπου σ άγνωστο. Στην 

πράξη η ποσότητα σ  είναι άγνωστη οπότε πρέπει να εκτιµηθεί παίρνοντας 

προκαταρκτικά ανεξάρτητα τυχαία δείγµατα. 

Στην ανάλυση που ακολουθεί υποθέτουµε ότι το χαρακτηριστικό X  ακολουθεί 

κατανοµή ),( 2σµN  και ότι έχουµε m  το πλήθος ανεξάρτητα τυχαία δείγµατα από τη 

Χ τα ),...,,( 21 iniii XXX=X , mi ≤≤1 , µεγέθους n  το καθένα. 

 
• R διάγραµµα ελέγχου 
 

Χρησιµοποιώντας ως εκτίµηση του σ  την ποσότητα 2/ˆ dR=σ   τότε το 

Πλαίσιο 5 παίρνει την ακόλουθη µορφή 

Πλαίσιο 8 (R διάγραµµα) 

Phase I control limits (3σ) 

 UCL =  RD4   
 LineCenter =  R   
 LCL =  RD3   

 
όπου 

                                                       
2

3
4

2

3
3 31,31

d
dD

d
dD +=−=                                                   

Επειδή, 03 <D  για 6≤n , σε αυτές τις περιπτώσεις θέτουµε 03 =D . 
 
 
• S διάγραµµα ελέγχου 
 

Χρησιµοποιώντας ως εκτίµηση του σ  την ποσότητα 4/ˆ cS=σ  τότε το 

Πλαίσιο 6 παίρνει την ακόλουθη µορφή 

Πλαίσιο 9 (S  διάγραµµα) 

Phase I control limits (3σ) 

 UCL =  SB4   
 LineCenter =  S   
 LCL =  SB3   

όπου 
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                                               2
4

4
4

2
4

4
3 131,131 c

c
Bc

c
B −+=−−=                                       

Επειδή, 03 <B  για 5≤n , σε αυτές τις περιπτώσεις θέτουµε 03 =B . 
 
• S2 διάγραµµα ελέγχου 
 

Χρησιµοποιώντας ως εκτίµηση του 2σ  την ποσότητα 22ˆ S=σ  το Πλαίσιο 7 

παίρνει την ακόλουθη µορφή 

Πλαίσιο 10 ( 2S  διάγραµµα) 

Phase I control limits (α/2) 

 
UCL =  2

2/;1

2

1 ann
S

−−
χ  

 LineCenter =  2S  
 

LCL =  2
2/1;1

2

1 ann
S

−−−
χ  

 
Σηµειώσουµε πάλι ότι τα παραπάνω όρια ελέγχου είναι όρια πιθανότητας 

(probability limits). 

 
 
1.3.3 ∆ιαγράµµατα  Ελέγχου  για  Μεµονωµένες  Παρατηρήσεις  

 

Σε ορισµένες περιπτώσεις το µέγεθος του δείγµατος είναι ίσο µε 1 (αυτόµατη 

επιθεώρηση παραγόµενων προϊόντων, µικρός ρυθµός παραγωγής, κτλ.). Σε αυτή την 

περίπτωση οµιλούµε για διαγράµµατα ελέγχου για µεµονωµένες ή ατοµικές 

παρατηρήσεις (individual observations). Σε ότι ακολουθήσει στην παρούσα 

παράγραφο υποθέτουµε ότι το χαρακτηριστικό Χ ακολουθεί κατανοµή ),( 2σµN  και 

ότι έχουµε στη διάθεσή µας m  ανεξάρτητες παρατηρήσεις mXXX ,...,, 21  από την Χ 

για την ανάλυση Φάσης Ι (∆. Αντζουλάκος, 2003). 

 

Θέλουµε να φτιάξουµε διαγράµµατα ελέγχου Φάσης ΙΙ όπου µ και  σ είναι 

γνωστά. Σε αυτή την περίπτωση το Πλαίσιο 1 παίρνει τη µορφή  

 

 



 18

Πλαίσιο 11 (Χ διάγραµµα) 

Phase II control limits (3σ) 

 UCL =  σµ 3+   
 LineCenter =  µ   
 LCL =  σµ 3−   

αφού 1=n , και οµιλούµε για Χ διάγραµµα ελέγχου αφού στο διάγραµµα 

απεικονίζονται οι µεµονωµένες παρατηρήσεις iX  ( 1, ≥= iXW ii ). 

Για τη συµπεριφορά της διασποράς του χαρακτηριστικού Χ το αντίστοιχο R 

διάγραµµα ελέγχου δεν µπορεί να χρησιµοποιηθεί επειδή για 1=n  δεν έχει νόηµα η 

ποσότητα R. Σε αυτή την περίπτωση χρησιµοποιούµε το κινούµενο εύρος (moving 

range) των µεµονωµένων παρατηρήσεων που ορίζεται από τη σχέση 

miXXMR iii ≤≤−= − 2,1 . 

Προφανώς, για το κινούµενο εύρος iMR  ισχύει ότι 

32 )(,)( dMRVdMRE iMRiMR ii
σσσµ ==== . 

Συνεπώς, ένα διάγραµµα ελέγχου για τη διασπορά του χαρακτηριστικού Χ 

µπορεί να βασιστεί σε ένα διάγραµµα όπου η απεικονιζόµενη ποσότητα θα είναι το 

κινούµενο εύρος iMR  των παρατηρήσεων. Το µοντέλο µε όρια σ3  θα έχει τη µορφή 

σσµ )3(3 32 ddLCL iMRMRi
−=−= ,   σµ 2dCL

iMR == ,   

σσµ )3(3 32 ddUCL
ii MRMR +=+= . 

Για 322321 3,3 ddDddD +=−=  προκύπτει το ακόλουθο πλαίσιο 

Πλαίσιο 12 (MR διάγραµµα) 

Phase II control limits (3σ) 

 UCL =  σ2D   
 LineCenter =  σ2d   
 LCL =  σ1D   

 
Θέλουµε να φτιάξουµε διαγράµµατα ελέγχου Φάσης Ι όπου µ και σ είναι 

άγνωστα. Στην περίπτωση που οι ποσότητες µ  και σ  είναι άγνωστες πρέπει να 

εκτιµηθούν. Η εκτίµηση του µέσου δίνεται από τη σχέση 

m
XXXX m+++

=
L21 . 
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Η ποσότητα X  ακολουθεί κατανοµή )/,( 2 mN σµ  και χρησιµοποιείται ως 

εκτίµηση της ποσότητας µ  (αµερόληπτη και συνεπής εκτιµήτρια του µ ), δηλαδή 

                                                                         X=µ̂                                                                  

Για την εκτίµηση του σ , θέτοντας 

1
32

____

−
+++

=
m

MRMRMR
MR mL

 

έχουµε ότι 2

____
)( dMRE σ= , οπότε η ποσότητα 2

____
/ dMR  είναι αµερόληπτη εκτιµήτρια 

της ποσότητας σ , και χρησιµοποιείται ως εκτίµηση της ποσότητας σ , δηλαδή 

                                                                       
2

____

ˆ
d
MR

=σ                                                                   

Χρησιµοποιώντας τις παραπάνω εκτιµήσεις το Πλαίσιο 11 παίρνει την ακόλουθη 

µορφή 

Πλαίσιο 13 (Χ διάγραµµα) 

Phase I control limits (3σ) 

 
UCL =

2

____

3
d
MRX +

 LineCenter = X  
 

LCL =
2

____

3
d
MRX −

ενώ το Πλαίσιο 12, για 

2

3
4

2

3
3 31,31

d
dD

d
dD +=−=  

παίρνει τη µορφή 

Πλαίσιο 14 (MR διάγραµµα)

Phase I control limits (3σ) 

 
UCL =

____

4 MRD  

 LineCenter =
____
MR  

 
LCL =

____

3 MRD  
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1.3.4 ∆ιαγράµµατα  Ελέγχου  για  το  Ποσοστό  και  τον  Αριθµό  των                 

Ελαττωµατικών Προϊόντων                        
 

Στην παρούσα παράγραφο θα αναπτύξουµε την κατασκευή διαγράµµατος 

τύπου Shewhart για την παρακολούθηση της συµπεριφοράς του ποσοστού p  των 

ελαττωµατικών ή µη συµµορφούµενων προϊόντων µιας παραγωγικής διεργασίας.  

Ας υποθέσουµε ότι το ποσοστό των ελαττωµατικών προϊόντων είναι γνωστό 

και ίσο µε p  και ότι από την παραγωγή επιλέγουµε ανεξάρτητα τυχαία δείγµατα 

µεγέθους n  προϊόντων το καθένα. Ας συµβολίσουµε µε ijX , nji ≤≤≥ 1,1 , την 

τυχαία µεταβλητή µε τιµές 1 και 0 ανάλογα µε το αν το αντίστοιχο προϊόν ),( ji  είναι 

ελαττωµατικό ή όχι. Για την τυχαία µεταβλητή ijX  έχουµε ότι ),1(~ pBX ij , ενώ για 

την τυχαία µεταβλητή iniii XXXX +++= L21  που δηλώνει τον αριθµό των 

ελαττωµατικών προϊόντων στο i  δείγµα  έχουµε ότι ),(~ pnBX i .  

Για την τυχαία µεταβλητή 

1, ≥== i
n
XpW i

ii  

που δηλώνει το ποσοστό των ελαττωµατικών προϊόντων στο i  δείγµα ισχύει ότι 

.1,)1(, 2 ≥
−

== i
n

ppp
ii WW σµ  

Εποµένως, µπορούµε να αναπτύξουµε ένα διάγραµµα ελέγχου για την 

παρακολούθηση του ποσοστού των ελαττωµατικών προϊόντων στο οποίο θα 

απεικονίζεται η τιµή της nXpW iii /==  στα διάφορα δείγµατα που επιλέγουµε από 

την παραγωγή. Τα όρια του διαγράµµατος ελέγχου συνοψίζονται στο ακόλουθο 

πλαίσιο 

Πλαίσιο 15 ( p διάγραµµα ) 

Phase II control limits (3σ) 

 
UCL =

n
ppp )1(3 −

+

 LineCenter = p  
 

LCL =
n

ppp )1(3 −
−



 21

Η κατασκευή ενός διαγράµµατος ελέγχου για την παρακολούθηση του 

αριθµού των ελαττωµατικών προϊόντων επιτυγχάνεται µε τη βοήθεια της τυχαίας 

µεταβλητής iX . Στο διάγραµµα ελέγχου θα απεικονίζεται η τιµή της )( ii WX =  στα 

διάφορα δείγµατα που επιλέγουµε από την παραγωγή, και τα όρια του διαγράµµατος 

ελέγχου δίνονται στο ακόλουθο πλαίσιο 

Πλαίσιο 16 (np διάγραµµα ) 

Phase II control limits (3σ) 

 UCL = )1(3 pnpnp −+

 LineCenter = np  

 LCL = )1(3 pnpnp −−

 

 Όταν το ποσοστό των ελαττωµατικών προϊόντων της διεργασίας είναι 

άγνωστο πρέπει να εκτιµηθεί από τις πληροφορίες που θα µας δώσουν m  ανεξάρτητα 

προκαταρκτικά δείγµατα µεγέθους n  το καθένα, έστω τα ),...,,( 21 iniii XXX=X , 

.1 mi ≤≤  Θέτοντας 

mi
n

XXX
n
Xp iniii

i ≤≤
+++

== 1,21 L  

mn

X

mn
XXX

m
pppP

m

i

n

j
ij

mm
∑∑
= ==

+++
=

+++
= 1 12121 LL  

έχουµε ότι pPE =)(  αφού ),(~
1 1

pnmBX
m

i

n

j
ij∑∑

= =

. Η ποσότητα P χρησιµοποιείται ως 

εκτίµηση της ποσότητας p , δηλαδή 

                                                                          Pp =ˆ                                                                      

Συνεπώς, το Πλαίσιο 15 παίρνει τη µορφή 
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Πλαίσιο 17 ( p διάγραµµα ) 

Phase I control limits (3σ) 

 
UCL =

n
PPP )1(3 −

+

 LineCenter = P  
 

LCL =
n

PPP )1(3 −
−

ενώ το Πλαίσιο 16 παίρνει τη µορφή 

Πλαίσιο 18 (np διάγραµµα ) 

Phase I control limits (3σ) 

 UCL = )1(3 PPnPn −+

 LineCenter = Pn  
 LCL = )1(3 PPnPn −−

 
 
 
1.3.5 ∆ιαγράµµατα  Ελέγχου  για  τον  Αριθµό  και  το  Μέσο  Αριθµό  

των  Ελαττωµάτων 
 

Στην παρούσα παράγραφο θα αναπτύξουµε την κατασκευή διαγράµµατος 

τύπου Shewhart για τον (συνολικό) αριθµό των ελαττωµάτων σε µια µονάδα ελέγχου 

και για το µέσο αριθµό των ελαττωµάτων ανά µονάδα ελέγχου. Η βασική υπόθεση 

που θα κάνουµε είναι ότι ο (συνολικός) αριθµός των ελαττωµάτων (πιθανόν 

διαφορετικών τύπων) σε µια µονάδα ελέγχου ακολουθεί την κατανοµή Poisson.  

 

Ας υποθέσουµε ότι ο αριθµός X  των ελαττωµάτων που εµφανίζονται σε µια 

µονάδα ελέγχου ακολουθεί την κατανοµή Poisson µε παράµετρο c.  

Είναι γνωστό ότι cXX == 2σµ . Συνεπώς µπορούµε να αναπτύξουµε ένα 

διάγραµµα ελέγχου για την παρακολούθηση του αριθµού των ελαττωµάτων των 

µονάδων ελέγχου στο οποίο θα απεικονίζεται η τιµή της ii XW =  στις διάφορες 

µονάδες ελέγχου που επιλέγουµε από την παραγωγή. Τα όρια του διαγράµµατος 

ελέγχου συνοψίζονται στο ακόλουθο πλαίσιο 
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Πλαίσιο 19 ( c διάγραµµα ) 

Phase II control limits (3σ) 

 UCL =  cc 3+   

 LineCenter =  c   
 LCL =  cc 3−   

Έστω τώρα ότι από την παραγωγή επιλέγουµε ανεξάρτητα τυχαία δείγµατα 

µεγέθους n  µονάδων το καθένα. Ας συµβολίσουµε µε ijX , nji ≤≤≥ 1,1 , την 

τυχαία µεταβλητή που δηλώνει τον αριθµό των ελαττωµάτων της αντίστοιχης 

µονάδος ελέγχου ),( ji . Για την τυχαία µεταβλητή ijX  έχουµε ότι )(~ cPX ij , ενώ 

για την τυχαία µεταβλητή iniii XXXX +++= L21  που δηλώνει το συνολικό αριθµό 

των ελαττωµάτων στο i  δείγµα έχουµε ότι )(~ ncPX i .  

Για την τυχαία µεταβλητή nXU ii /=  που δηλώνει το µέσο αριθµό των 

ελαττωµάτων ανά µονάδα ελέγχου στο i  δείγµα έχουµε ότι 

1,, 2 ≥== i
n
cc

ii UU σµ . 

Συνεπώς, µπορούµε να αναπτύξουµε ένα διάγραµµα ελέγχου για την 

παρακολούθηση του µέσου αριθµού των ελαττωµάτων ανά µονάδα ελέγχου σε 

κάθε δείγµα στο οποίο θα απεικονίζεται η τιµή της nXU ii /=  στα διάφορα δείγµατα 

που επιλέγουµε από την παραγωγή. Τα όρια του διαγράµµατος ελέγχου συνοψίζονται 

στο ακόλουθο πλαίσιο 

Πλαίσιο 20 (u διάγραµµα ) 

Phase II control limits (3σ) 

 
UCL =  

n
cc 3+  

 

 LineCenter =  c   

 
LCL =  

n
cc 3−  
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Σχετικά µε το c διάγραµµα όταν η παράµετρος c της κατανοµής Poisson είναι 

άγνωστη πρέπει να εκτιµηθεί από τις πληροφορίες που θα µας δώσουν m  

προκαταρκτικές µονάδες ελέγχου. Ας συµβολίσουµε µε iX  των αριθµό των 

ελαττωµάτων της i  µονάδος ελέγχου, mi ≤≤1 . Θέτοντας 

mi
m

XXXC m ≤≤
+++

= 1,21 L  

έχουµε ότι cCE =)( . Η ποσότητα C  χρησιµοποιείται ως εκτίµηση της ποσότητας c, 

δηλαδή 

                                                                          Cc =ˆ                                                                     

Συνεπώς το Πλαίσιο 19 παίρνει τη µορφή 

Πλαίσιο 21 ( c διάγραµµα ) 

Phase I control limits (3σ) 

 UCL =  CC 3+   

 LineCenter =  C   
 LCL =  CC 3−   

 

Στην περίπτωση του u διαγράµµατος η παράµετρος c της κατανοµής Poisson 

θα εκτιµηθεί από τις πληροφορίες που θα µας δώσουν m  ανεξάρτητα προκαταρκτικά 

δείγµατα µεγέθους n  µονάδων ελέγχου το καθένα, έστω τα ),...,,( 21 iniii XXX=X , 

.1 mi ≤≤  Θέτοντας  

mi
n

XXX
n
XU iniii

i ≤≤
+++

== 1,21 L  

και 

mn

X

mn
XXX

m
UUU

U

m

i

n

j
ij

mm
∑∑
= ==

+++
=

+++
= 1 12121 LL

 

έχουµε ότι cUE =)(  αφού )(~
1 1

mncPX
m

i

n

j
ij∑∑

= =

. Η ποσότητα U  χρησιµοποιείται ως 

εκτίµηση της ποσότητας c, δηλαδή:  

                                                                          Uc =ˆ                                                                      

Συνεπώς το Πλαίσιο 20 παίρνει τη µορφή 
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Πλαίσιο 22 (u διάγραµµα ) 

Phase I control limits (3σ) 

 
UCL =  

n
UU 3+  

 

 LineCenter =  U   

 
LCL =  

n
UU 3−  

 

 
 

 
1.5     ∆ιαγράµµατα Ελέγχου CUSUM 

 
 

Μέχρι τώρα έχουµε διαπιστώσει ότι στα διαγράµµατα ελέγχου που αναφέραµε 

απεικονίζονται τιµές που βασίζονται στις µετρήσεις κάθε δείγµατος χωρίς να 

λαµβάνουν υπόψη τους µετρήσεις από προηγούµενα δείγµατα. Για το λόγω αυτό 

χαρακτηρίζουµε τα διαγράµµατα ελέγχου Shewhart ως διαγράµµατα ελέγχου χωρίς 

µνήµη (control charts without memory). Τα διαγράµµατα Shewhart µας φανερώνουν 

µεγάλες µετατοπίσεις του µέσου και διαγραµµατικά τις εντοπίζουµε γρήγορα για 

τιµές µεγαλύτερες του 2σ.  

Τα διαγράµµατα ελέγχου τύπου CUSUM έχουν µη περιορισµένη και 

οµοιόµορφη µνήµη αφού λαµβάνουν πληροφορία από όλα τα προηγούµενα δείγµατα 

και το καθένα από αυτά έχει την ίδια βαρύτητα. Χρησιµοποιούνται για να εντοπίζουν 

γρήγορα µικρές µετατοπίσεις του µέσου και ανήκουν στην κατηγορία των 

διαγραµµάτων µε µνήµη (control charts with memory).   

 

Ας θεωρήσουµε µια εντός ελέγχου διεργασία η οποία παράγει προϊόντα στα 

οποία η τιµή X  ενός ποιοτικού χαρακτηριστικού τους που θέλουµε να 

παρακολουθήσουµε έχει µέση τιµή 0µ  και τυπική απόκλιση σ . Από τη διεργασία 

λαµβάνονται µεµονωµένες παρατηρήσεις iX , 1≥i , και µας ενδιαφέρει να 

ανιχνεύσουµε µετατοπίσεις του µέσου της διεργασίας της µορφής δσµµ ±= 01  

( 0>δ ). Τα δίπλευρα (συµµετρικά) διαγράµµατα ελέγχου CUCUM (two-sided 

CUSUMS) µε διαστήµατα απόφασης εισήχθησαν από τον Page (1954). Στα 
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διαγράµµατα αυτά απεικονίζονται ταυτοχρόνως οι δύο ακόλουθες στατιστικές 

συναρτήσεις 

 

 0],)(,0max[ 010 =++−= ++
−

+ SSKXS ttt µ , 

0],)(,0min[ 010 =+−−= −−
−

− SSKXS ttt µ . 

Οι τιµές των ποσοτήτων +
0S  και −

0S  ονοµάζονται τιµές εκκίνησης (headstart 

values). Η ποσότητα K  )0(≥  ονοµάζεται τιµή αναφοράς (reference value) και η πιο 

συνήθης τιµή της δίνεται από τη σχέση 

2/,
22

01 δσ
µµδσ

==
−

== kkK . 

Η ποσότητα +
tS  συσσωρεύει τις αποκλίσεις των παρατηρήσεων tX  από την 

ποσότητα K+0µ  από τη στιγµή που θα εµφανιστεί θετική απόκλιση και µπορεί να 

θεωρηθεί κατάλληλη για τον έλεγχο της υπόθεσης 

0,:__: 01100 >+=== + δδσµµµµµ HH  

αφού µεγάλες θετικές τιµές της +
tS  οδηγούν στην αποδοχή της υπόθεσης +

1H . 

Ανάλογα, η ποσότητα −
tS  συσσωρεύει τις αποκλίσεις των παρατηρήσεων tX  από την 

ποσότητα K−0µ  από τη στιγµή που θα εµφανιστεί αρνητική απόκλιση και συνεπώς 

η ποσότητα −
tS  µπορεί να θεωρηθεί κατάλληλη για τον έλεγχο της υπόθεσης 

0,:__: 01100 >−=== − δδσµµµµµ HH  

αφού µικρές αρνητικές τιµές της −
tS  οδηγούν στην αποδοχή της υπόθεσης −

1H . 

Για το ποια από τις δύο εναλλακτικές υποθέσεις +
1H  και −

1H  θα αποδεχθούµε 

ή όχι σε κάθε βήµα της διαδικασίας η απόφασή µας θα εξαρτηθεί από το αν ισχύει η 

σχέση HSt >+  ή η σχέση HSt −<− , όπου H  µια θετική σταθερά ( 0>H ). Η πιο 

συνήθης τιµή για το διάστηµα απόφασης είναι η 

5,4, == hhH σ . 

Η ποσότητα H  ονοµάζεται διάστηµα απόφασης (decision interval). Φυσικά 

αν µια από τις δύο εναλλακτικές υποθέσεις +
1H  ή −

1H  γίνει αποδεκτή τότε θεωρούµε 

ότι η διεργασία είναι εκτός ελέγχου λόγω µετατόπισης του µέσου της διεργασίας σε 

υψηλότερο ή χαµηλότερο επίπεδο αντίστοιχα. 
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Για τα δεδοµένα του Πίνακα 1 έχουµε τα ακόλουθα αποτελέσµατα για 

5.02/|1110|2/|| 01 =−=−= µµK  (επίσης 1,5.0 == σk ). 

 

ΠΙΝΑΚΑΣ 1: Συσσωρευµένα αθροίσµατα για 5.0=K  

Παρατήρηση tX  )( 0 KX t +− µ +
tS  )( 0 KX t −− µ  −

tS  
1 9.45 -1.05 0 -0.05 -0.05 
2 7.99 -2.51 0 -1.51 -1.56 
3 9.29 -1.21 0 -0.21 -1.77 
4 11.66 1.16 1.16 2.16 0 
5 12.16 1.66 2.82 2.66 0 
6 10.18 -0.32 2.5 0.68 0 
7 8.04 -2.46 0.04 -1.46 -1.46 
8 11.46 0.96 1 1.96 0 
9 9.2 -1.3 0 -0.3 -0.3 

10 10.34 -0.16 0 0.84 0 
11 9.03 -1.47 0 -0.47 -0.47 
12 11.47 0.97 0.97 1.97 0 
13 10.51 0.01 0.98 1.01 0 
14 9.4 -1.1 0 -0.1 -0.1 
15 10.08 -0.42 0 0.58 0 
16 9.37 -1.13 0 -0.13 -0.13 
17 10.62 0.12 0.12 1.12 0 
18 10.31 -0.19 0 0.81 0 
19 8.52 -1.98 0 -0.98 -0.98 
20 10.84 0.34 0.34 1.34 0 
21 10.9 0.4 0.74 1.4 0 
22 9.33 -1.17 0 -0.17 -0.17 
23 12.29 1.79 1.79 2.79 0 
24 11.5 1 2.79 2 0 
25 10.6 0.1 2.89 1.1 0 
26 11.08 0.58 3.47 1.58 0 
27 10.38 -0.12 3.35 0.88 0 
28 11.62 1.12 4.47 2.12 0 
29 11.31 0.81 5.28 1.81 0 
30 10.52 0.02 5.3 1.02 0 

 
Για 55 == σH  (επίσης )5=h , το διάγραµµα ελέγχου CUSUM ( +

tS  και 

−
tS στο ίδιο διάγραµµα) είναι το ακόλουθο 
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∆ιάγραµµα 2: ∆ιάγραµµα ελέγχου CUSUM για τα δεδοµένα  

του Πίνακα 1 για 5.0=K  και 5=H  

 
Από το παραπάνω διάγραµµα προκύπτει ότι 529 >

+S  και συνεπώς η διεργασία 

είναι εκτός ελέγχου λόγω µετατόπισης του µέσου της διεργασίας σε υψηλότερο 

επίπεδο.  

Στη γενική περίπτωση, τόσο η τιµή αναφοράς K  όσο και το διάστηµα 

απόφασης H  µπορούν να διαφέρουν σε ένα δίπλευρο διάγραµµα ελέγχου CUSUM. 

Τότε οµιλούµε για µη συµµετρικό διάγραµµα ελέγχου CUSUM. Επίσης, οι τιµές 

εκκίνησης +
0S  και −

0S  δεν είναι υποχρεωτικό να είναι ίσες µε το 0. Όταν HS << +
00  

ή/και 00 <<− −SH  οµιλούµε για εφαρµογή της µεθόδου της άµεσης αρχικής 

αντίδρασης (fast initial response). Συνεπώς, στη γενική περίπτωση σε ένα δίπλευρο 

διάγραµµα ελέγχου CUSUM απεικονίζονται οι ποσότητες 
+++

−
++ <≤++−= HSSKXS ttt 010 0],)(,0max[ µ , 

                        0],)(,0min[ 010 ≤<++−= −−−
−

−− SHSKXS ttt µ  

όπου 

.0,0,0,0 <<>> −−++ HKHK  

Το παραπάνω διάγραµµα δίνει σήµα εκτός ελέγχου διεργασίας τη χρονική 

στιγµή t  αν 0>> ++ HSt  ή 0<< −− HSt . Φυσικά αν µας ενδιαφέρει να 

ανιχνεύσουµε µετατοπίσεις του µέσου σε υψηλότερο (χαµηλότερο) επίπεδο στο 

διάγραµµα ελέγχου CUSUM θα απεικονιστεί µόνο η ποσότητα +
tS  ( −

tS ) και το 
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διάστηµα απόφασης +H  ( −H ). Σε αυτή την περίπτωση οµιλούµε για µονόπλευρα 

διαγράµµατα ελέγχου συσσωρευµένων αθροισµάτων (one-sided CUSUM). 

Στη βιβλιογραφία αναφέρονται επίσης και τα τυποποιηµένα διαγράµµατα 

ελέγχου CUSUM όπου χρησιµοποιούνται οι τυποποιηµένες τιµές 

1,0 ≥
−

= tXY t
t σ

µ . 

Σε αυτή την περίπτωση είναι εύκολο να διαπιστωθεί ότι σε ένα δίπλευρο 

συµµετρικό διάγραµµα ελέγχου CUSUM απεικονίζονται οι στατιστικές συναρτήσεις: 

],0max[ 1
+
−

+ +−= ttt SkYS  

],0min[ 1
−
−

− ++= ttt SkYS  

και αν hSt >+  ( hSt −<− ) τότε ο µέσος της διεργασίας έχει µετατοπιστεί σε 

υψηλότερο (χαµηλότερο) επίπεδο.  

Τα διαγράµµατα ελέγχου CUSUM µπορούν να χρησιµοποιηθούν και στην 

περίπτωση που δεν έχουµε µεµονωµένες παρατηρήσεις αλλά δείγµατα µεγέθους 

1>n . Σε αυτή την περίπτωση η ποσότητα tX  θα πρέπει να αντικατασταθεί µε την 

ποσότητα tX  ( δηλαδή µε το µέσο του t  δείγµατος) και η ποσότητα σ  µε την 

ποσότητα n/σ . Έτσι, στο δίπλευρο συµµετρικό διάγραµµα ελέγχου CUSUM 

απεικονίζονται οι στατιστικές 

])(,0max[ 10
+
−

+ ++−= ttt SKXS µ  

])(,0min[ 10
−
−

− +−−= ttt SKXS µ  

όπου 

n
hH

n
kK σσ

== ,  
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1.6   ∆ιαγράµµατα Ελέγχου EWMA 
 

Ας θεωρήσουµε µια εντός ελέγχου διεργασία η οποία παράγει προϊόντα στα 

οποία η τιµή X  ενός ποιοτικού χαρακτηριστικού τους που θέλουµε να 

παρακολουθήσουµε έχει µέση τιµή 0µ  και τυπική απόκλιση σ . Από τη διεργασία 

λαµβάνονται ανεξάρτητες µεµονωµένες παρατηρήσεις iX , 1≥i , και µας ενδιαφέρει 

να ανιχνεύσουµε µετατοπίσεις του µέσου της διεργασίας της µορφής δσµµ ±= 01 . 

Στα διαγράµµατα ελέγχου εκθετικά σταθµισµένου κινητού µέσου ή απλά 

διαγράµµατα ελέγχου EWMA (exponentially weighted moving average) τα οποία 

εισήχθησαν από τον Roberts (1959), απεικονίζεται η στατιστική 

10,1,)1( 1 ≤<≥+−= − λλλ tXZZ ttt . 

Για την εκκίνηση του παραπάνω σχεδίου EWMA απαιτείται ο καθορισµός της 

τιµής εκκίνησης 0Z  η οποία συνήθως λαµβάνεται ίση µε 0µ  ( 00 µ=Z ), ή γενικότερα 

λαµβάνεται ίση µε µια τιµή στόχο (target value) T  ( )0 TZ = . Χρησιµοποιώντας 

διαδοχικά τον παραπάνω τύπο παίρνουµε 

∑
=

−−+−=
t

i
i

itt
t XZZ

1
0 )1()1( λλλ  

Παρατηρούµε ότι η ποσότητα tZ  αποτελεί ένα σταθµισµένο µέσο των 

παρατηρήσεων tt XXXXZ ,...,,, 1210 −  µε αντίστοιχα βάρη t)1( λ− , 1)1( −− tλλ , 

2)1( −− tλλ  …, 1)1( λλ − , λ  (τα βάρη αθροίζουν στη µονάδα). Τα βάρη it−− )1( λλ  

των ποσοτήτων iX  φθίνουν γεωµετρικά καθώς προχωρούµε από την παρατήρηση 

tX  προς την παρατήρηση 1X  και συνεπώς η τιµή της παραµέτρου λ  απεικονίζει τη 

σπουδαιότητα που δίνουµε στις νέες (µεγάλη τιµή για το λ ) ή στις παλαιότερες 

(µικρή τιµή για το λ ) παρατηρήσεις. Για αυτό το λόγω, ο Roberts (1959) ονόµασε τα 

διαγράµµατα που βασίζονται στη ποσότητα tZ  ως διαγράµµατα ελέγχου γεωµετρικού 

κινητού µέσου (geometric moving average control charts). Στις µέρες µας βέβαια έχει 

επικρατήσει ο όρος διαγράµµατα ελέγχου EWMA.  

Για το µέσο και τη διακύµανση της στατιστικής συνάρτησης tZ  έχουµε ότι 

( 00 µ=Z ) 

 

και 
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0µµ =
tZ  

και 

])1(1[
2

])1[()1()1( 22

1

222

1
0

2 t
t

i

it
t

i
i

itt
Z XZVar

t
λ

λ
λσλσλλλλσ −−⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

−
=−=⎟

⎠

⎞
⎜
⎝

⎛ −+−= ∑∑
=

−

=

−

. 

Συνεπώς, λαµβάνοντας υπόψη τη φιλοσοφία κατασκευής ενός διαγράµµατος 

ελέγχου Shewhart, στο διάγραµµα ελέγχου EWMA απεικονίζεται η τιµή της 

στατιστικής συνάρτησης tZ  και τα όρια ελέγχου θα δίνονται από το Πλαίσιο 23 

Πλαίσιο 23  

 
UCL  =  ])1(1[

2
2

0
t

ZZ LL
tt

λ
λ

λσµσµ −−
−

+=+  
 

 LineCenter  =  0µµ =
tZ   

 
LCL  =  ])1(1[

2
2

0
t

ZZ LL
tt

λ
λ

λσµσµ −−
−

−=−  
 

 

Αξίζει να σηµειώσουµε ότι για 1=λ  το διάγραµµα ελέγχου EWMA ανάγεται 

στο αντίστοιχο διάγραµµα ελέγχου Shewhart. Επίσης παρατηρούµε ότι τα όρια 

ελέγχου του παραπάνω διαγράµµατος είναι µεταβλητά ( 1≠λ ). Ωστόσο η ποσότητα 
t2)1( λ−  τείνει στο µηδέν καθώς το t  αυξάνει, οπότε σε σχετικά σύντοµο χρονικό 

διάστηµα τα όρια ελέγχου σταθεροποιούνται και δίνονται από το Πλαίσιο 24 

 

Πλαίσιο 24  

 
UCL  =

λ
λσµσµ
−

+=+
20 LL

tt ZZ

 
LCL  =

λ
λσµσµ
−

−=−
20 LL

tt ZZ

 

Αν και η µέθοδος των διαγραµµάτων ελέγχου EWMA αναπτύχθηκε για 

µεµονωµένες παρατηρήσεις µπορεί να τροποποιηθεί άµεσα έτσι ώστε να καλύψει και 

την περίπτωση όπου έχουµε δείγµατα µεγέθους 1>n . Σε αυτή την περίπτωση η 

ποσότητα tX  θα πρέπει να αντικατασταθεί µε την ποσότητα tX  (δηλαδή µε το µέσο 
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του t  δείγµατος) και η ποσότητα σ  µε την ποσότητα n/σ . Συνεπώς, στο 

διάγραµµα ελέγχου απεικονίζεται η ακόλουθη ποσότητα 

10,)1( 1 ≤<+−= − λλλ ttt XZZ  

µε όρια ελέγχου 

Πλαίσιο 25  
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Τα διαγράµµατα ελέγχου EWMA χρησιµοποιούνται, όπως και τα 

διαγράµµατα ελέγχου CUSUM, όταν θέλουµε να εντοπίσουµε µικρές µετατοπίσεις 

του µέσου της διεργασίας. Το πλεονέκτηµα των διαγραµµάτων ελέγχου EWMA 

έναντι των CUSUM είναι ότι δεν είναι ευαίσθητα στην υπόθεση της κανονικότητας 

των παρατηρήσεων και για το λόγο αυτό είναι ιδανικά στην περίπτωση που έχουµε 

µεµονωµένες παρατηρήσεις. 

Για την επίδειξη ενός διαγράµµατος ελέγχου EWMA θα χρησιµοποιήσουµε 

τα δεδοµένα του Πίνακα 1. Για 1000 == µZ , 1=σ , 1.0=λ  και 7.2=L  προκύπτει ο 

ακόλουθος πίνακας 2 για τις τιµές tZ  που θα απεικονιστούν στο διάγραµµα: 

ΠΙΝΑΚΑΣ 2: ∆εδοµένα για την επίδειξη ενός διαγράµµατος ελέγχου EWMA 

Παρατήρηση 
tX  tZ  Παρατήρηση

tX  tZ  

1 9.45 9.4500 16 9.37 9.98426 
2 7.99 9.4950 17 10.62 10.0478 
3 9.29 9.0355 18 10.31 10.0740 
4 11.66 9.9920 19 8.52 9.9186 
5 12.16 10.2530 20 10.84 10,0108 
6 10.18 10.3070 21 10.90 10.0997 
7 8.04 9.2167 22 9.33 10.0227 
8 11.46 10.755 23 12.29 10.2495 
9 9.20 9.8796 24 11.50 10.3745 
10 10.34 10.232 25 10.60 10.3971 
11 9.03 9.2384 26 11.08 10.4654 
12 11.47 10.9785 27 10.38 10.4568 
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Παρατήρηση 
tX  tZ  Παρατήρηση

tX  tZ  

13 10.51 10.1216 28 11.62 10.5731 
14 9.40 10.0495 29 11.31 10.6468 
15 10.08 10.0525 30 10.52 10.6341 

 

Τα σταθεροποιηµένα όρια ελέγχου ( ∞→t ) είναι ίσα µε 

λ
λσµ
−

+=
20 LUCL = 62.10

)1.02(
1.017.210 =

−
⋅⋅+  

λ
λσµ
−

−=
20 LLCL = 38.9

)1.02(
1.017.210 =

−
⋅⋅−  

 

και το διάγραµµα ελέγχου EWMA είναι το ακόλουθο 

EWMA Chart for X

Observation

EW
M

A

CTR = 10.00

UCL = 10.62

LCL = 9.38

0 5 10 15 20 25 30
9.3

9.6

9.9

10.2

10.5

10.8

 
∆ιάγραµµα 3: ∆ιάγραµµα ελέγχου EWMA για τα δεδοµένα του Πίνακα 2 

 

Στο συγκεκριµένο διάγραµµα παρατηρούµε ότι µετά την 23η παρατήρηση 

διαφαίνεται µια µετατόπιση του µέσου της διεργασίας σε υψηλότερο επίπεδο η οποία 

γίνεται αντιληπτή στην 29η παρατήρηση.  

Βασικό µειονέκτηµα των διαγραµµάτων ελέγχου EWMA είναι ότι δεν είναι 

εύκολη η ερµηνεία τους, σε σχέση µάλιστα µε τα διαγράµµατα ελέγχου τύπου 

Shewhart. Όταν οι τιµές EWMA βρίσκονται προς τη µία µεριά της κεντρικής τιµής 

και η µετατόπιση του µέσου πραγµατοποιείται από την άλλη µεριά, τότε υπάρχει 

καθυστέρηση στον εντοπισµό της µετατόπισης. 
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Παρ’ όλα τα µειονεκτήµατα των διαγραµµάτων ελέγχου EWMA, η εφαρµογή 

τους, ιδιαίτερα  την τελευταία δεκαετία, είναι ευρέως διαδεδοµένη, γεγονός που τα 

καθιστά ένα από τα πλέον χρήσιµα εργαλεία του Στατιστικού Ποιοτικού Ελέγχου.  

Ο σχεδιασµός ενός διαγράµµατος ελέγχου EWMA, δηλαδή. η βέλτιστη 

επιλογή των παραµέτρων λ  και L , εξαρτάται σχεδόν αποκλειστικά στο µέσο µήκος 

ροής ARL του διαγράµµατος. Γενικά, η τιµή του ARL πρέπει να είναι µεγάλη όταν η 

διεργασία λειτουργεί κοντά στην τιµή στόχο Τ, ενώ πρέπει να είναι µικρή όταν 

συµβαίνει το αντίθετο. 

Ακολούθως δίνουµε ένα ενδεικτικό πίνακα µε τιµές για το µέσο µήκος ροής 

σε διαγράµµατα ελέγχου EWMA όπου η µετατόπιση του µέσου είναι εκφρασµένη σε 

µονάδες τυπικής απόκλισης (δ ) για διάφορες τιµές των παραµέτρων λ  και L . Ο 

πίνακας έχει κατασκευαστεί µε τέτοιο τρόπο ώστε το εντός ελέγχου µέσο µήκος ροής 

0ARL  να είναι ίσο µε 500 (δείτε Montgomery (2005)). 

ΠΙΝΑΚΑΣ 3: Μέσο µήκος ροής για διαγράµµατα ελέγχου EWMA 

δ  L=3.054 
λ=0.40 

L=2.998 
λ=0.25 

L=2.962 
λ=0.20 

L=2.814 
λ=0.10 

L=2.615 
λ=0.05 

0.00 500 500 500 500 500 
0.25 224 170 150 106 84.1 
0.50 71.2 48.2 41.8 31.3 28.8 
0.75 28.4 20.1 18.2 15.9 16.4 
1.00 14.3 11.1 10.5 10.3 11.4 
1.50 5.9 5.5 5.5 6.1 7.1 
2.00 3.5 3.6 3.7 4.4 5.2 
2.50 2.5 2.7 2.9 3.4 4.2 
3.00 2.0 2.3 2.4 2.9 3.5 
4.00 1.4 1.7 1.9 2.2 2.7 

 

Για την επιλογή των λ , L  καθορίζουµε πρώτα το εντός ελέγχου µέσο µήκος 

ροής και τη µετατόπιση του µέσου της διεργασίας που θέλουµε να ανιχνεύσουµε και 

κατόπιν επιλέγουµε τα λ  και L  από διαθέσιµους πίνακες µε κριτήριο το µικρότερο 

εκτός ελέγχου µέσο µήκος ροής. 

Στην πράξη επιλέγεται το λ  έτσι ώστε 25.005.0 ≤≤ λ , µε πιο δηµοφιλείς 

επιλογές τις 05.0=λ , 10.0=λ  και 20.0=λ , ενώ για το L  έχουµε συνήθως ότι 

3=L . Θα πρέπει να σηµειώσουµε ότι τα διαγράµµατα ελέγχου EWMA είναι 

ανώτερα των διαγραµµάτων CUSUM για ανίχνευση µεγάλων µετατοπίσεων του 

µέσου, ιδιαίτερα για 10.0>λ . 
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Για τον υπολογισµό του µέσου µήκους ροής ARL στα διαγράµµατα ελέγχου για τα 

EWMA έχουν προταθεί δύο µεθοδολογίες (α) η µέθοδος των ολοκληρωτικών 

εξισώσεων και (β) και η µέθοδος των Μαρκοβιανών αλυσίδων. Οι δύο αυτές 

µεθοδολογίες έχουν προταθεί και για τον υπολογισµό του µέσου µήκους ροής  ARL 

στα διαγράµµατα ελέγχου EWMA.  
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 2Ο   
 
 

Πολυµεταβλητός Στατιστικός έλεγχος Ποιότητας 
 

2.1    Πολυµεταβλητά ∆ιαγράµµατα Ελέγχου Shewhart 
 

Ο πρώτος που ασχολήθηκε µε τον Πολυµεταβλητό Στατιστικό Έλεγχο 

Ποιότητας (Multivariate Statistical Process Control, MSPC)  ήταν ο Harold 

Hotelling (1947), ο οποίος εφάρµοσε τη διαδικασία σε δεδοµένα που συνέλλεξε από 

τον δεύτερο Παγκόσµιο Πόλεµο σχετικά µε βοµβαρδισµένες περιοχές. Ακολούθησαν 

µελέτες από άλλους συγγραφείς συµπεριλαµβανοµένων των Hicks (1955), Jackson 

(1956, 1959, 1985), Crosier (1988), Hawkins (1991, 1993), Lowry – Montgomery 

(1995), Pignatiello – Runger (1990), Tracy- Yang – Mason (1992), Montgomery – 

Wadsworth (1972) και o Alt (1985).  

Σε πολλές περιπτώσεις η παρακολούθηση ενός µόνο χαρακτηριστικού 

κρίνεται αναξιόπιστη αφού δεν λαµβάνει υπόψη τη σχέση µεταξύ δύο ή 

περισσότερων µεταβλητών. Η παρακολούθηση κάθε ενός διαγράµµατος ελέγχου 

ανεξάρτητα, αναµφίβολα δεν µας αξιώνει για το κατά πόσο οι µεταβλητές που 

διαχειριζόµαστε συσχετίζονται. Αντίστοιχα µπορούµε να πούµε ότι κάθε µία 

µεταβλητή, ο καταναλωτής δεν την εκλαµβάνει σαν διαφορετική αλλά όλες σαν µία 

κατά την επιλογή της αγοράς ενός ποιοτικού προϊόντος. Σε καµία περίπτωση οι 

µεταβλητές δεν είναι ασυσχέτιστες και αυτό οδήγησε τους MacGregor και Kourti να 

µιλάνε µε αµφιβολία για την ικανότητα των  µονοδιάστατων διαγραµµάτων ελέγχου 

όσον αφορά τον προσδιορισµό της ποιότητας ενός παραγόµενου προϊόντος. 

  Υπάρχουν πολλές περιπτώσεις στις οποίες η ταυτόχρονη παρακολούθηση δύο 

ή περισσότερων συσχετισµένων ποιοτικών χαρακτηριστικών κρίνεται αναγκαία. 

Καθώς όµως αυξάνουµε τον αριθµό των ποιοτικών µετρήσιµων µεταβλητών µας, 

αυξάνεται και η δυσκολία να τις παρακολουθούµε. Γενικά, αν έχουµε p στατιστικά 

ανεξάρτητες ποιοτικές µεταβλητές για την παραγωγή ενός ξεχωριστού προϊόντος και 

το X  διάγραµµα έχει P{σφάλµα τύπου Ι}= a , τότε η πραγµατική πιθανότητα του 

σφάλµατος Ι που ενσωµατώνει όλη την παραγωγική διαδικασία είναι η 

'  1 - (1 - ) pα α=  και η πιθανότητα ότι όλες οι p µεταβλητές θα σχεδιαστούν 



 37

ταυτόχρονα µέσα στα όρια ελέγχου όταν η διαδικασία είναι εντός ελέγχου είναι 

P{όλοι οι p µέσοι είναι εντός ελέγχου} = (1 - ) pα . Αν οι µεταβλητές µας δεν είναι 

ανεξάρτητες τότε είναι πολύ δύσκολο να υπολογίσουµε την α΄ της παραγωγικής 

διαδικασίας. Η παρακολούθηση συσχετισµένων µεταβλητών είναι το βασικό 

αντικείµενο µελέτης που επεξεργάζεται ο Πολυµεταβλητός Στατιστικός Έλεγχος 

Ποιότητας (MSPC) (Montgomery (2005)). 

 Στην παρούσα µελέτη θα ασχοληθούµε µε την επέκταση των µονοδιάστατων 

διαγραµµάτων ελέγχου Shewhart, CUSUM και EWMA που είδαµε στο πρώτο 

κεφάλαιο αναπτύσσοντας την πολυδιάστατη µορφή τους. Υπάρχουν και άλλες 

µέθοδοι στην πολυµεταβλητή ανάλυση του ποιοτικού ελέγχου που δεν αποτελούν 

αντικείµενο προς ανάλυση στην µελέτη µας.  

 

2.2   Η p-διάστατη κανονική κατανοµή 

 
To  p-διάστατo τυχαίο διάνυσµα (δείτε Montgomery (2005)) 
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ακολουθεί την p-διάστατη κανονική κατανοµή µε παραµέτρους µ  και Σ  

(συµβολισµός ),(~ ΣµX pN ), όπου 

]...,,,[ 21 pµµµ=′µ  
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είναι ένας συµµετρικός θετικά ορισµένος πίνακας, αν η συνάρτηση πυκνότητάς του 

δίνεται από τον τύπο 
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(µε || Σ  συµβολίζουµε την ορίζουσα του πίνακα Σ  και µε 1−Σ  τον αντίστροφο του 

πίνακα Σ ). Μπορεί να δειχθεί ότι 
21 ~)()(,]))([(,)( pEE χµXΣµXΣµXµXµX −′−=′−−= − . 

Στην ειδική περίπτωση 2=p  προκύπτει η δυσδιάστατη κανονική κατανοµή 

της οποίας η συνάρτηση πυκνότητας δίνεται από τον τύπο 
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και 1221 σσρσ = . Στην ειδική περίπτωση 1=p  προκύπτει η συνήθης (µονοδιάστατη) 

κανονική κατανοµή. 

Έστω, τώρα ότι έχουµε 
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ένα τυχαίο δείγµα µεγέθους n  από την p-διάστατη κανονική κατανοµή µε 

παραµέτρους µ  και Σ . Ο δειγµατικός µέσος X  και ο δειγµατικός πίνακας 
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pkjXXXX
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Είναι γνωστό ότι 

),(~)(),)/1(,(~,)(,)( Σ0µXΣµXΣSµX pp NnnNEE −==  

),1(~)1(,~)()( 21 ΣSµXΣµX −−−′− − nWnn ppχ . 

 

 

2.3   ∆ιαγράµµατα Ελέγχου για το ∆ιάνυσµα των Μέσων Τιµών 

2.3.1   Μέγεθος δείγµατος n > 1 

 

Έστω, ότι το ποιοτικό χαρακτηριστικό ]...,,,[ 21 pXXX=′X  ακολουθεί την p-

διάστατη κανονική κατανοµή µε γνωστές παραµέτρους µ  και Σ , και ας υποθέσουµε 

ότι έχουµε στη διάθεσή µας  δείγµατα από το ποιοτικό χαρακτηριστικό µεγέθους 

1>n . Η γενική µορφή του k  δείγµατος ( 1≥k ) είναι η ακόλουθη 
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Για κάθε δείγµα ορίζουµε την ποσότητα (δειγµατικός µέσος) 
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Η στατιστική συνάρτηση 
212 ~)()( pkkk nD χµXΣµX −′−= − . 

Η στατιστική συνάρτηση 2
kD  παριστάνει τη σταθµισµένη απόσταση 

(απόσταση Mahalanobis) του σηµείου kX  από την τιµή µ . Μεγάλες τιµές της 

στατιστική συνάρτησης 2
kD  δηλώνουν ότι η απόσταση των σηµείων kX  και µ  είναι 

µεγάλη µε αποτέλεσµα να υιοθετούµε την άποψη ότι η διεργασία βρίσκεται εκτός 

στατιστικού ελέγχου λόγω µετατόπισης του µέσου µ  της διεργασίας. Αντίθετα, 
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µικρές ή µηδενικές τιµές στατιστική συνάρτησης 2
kD  δηλώνουν ότι η διεργασία 

βρίσκεται εντός στατιστικού ελέγχου. 

Συνεπώς, ένα διάγραµµα ελέγχου για την παρακολούθηση του µέσου µ  της 

διεργασίας µπορεί να βασιστεί σε ένα διάγραµµα όπου η απεικονιζόµενη ποσότητα 

θα είναι η στατιστική 2
kD . Τα όρια ελέγχου δίνονται στο ακόλουθο Πλαίσιο 26  

 

Πλαίσιο 26 (χ2 διάγραµµα ελέγχου)

Όρια Ελέγχου Φάσης ΙΙ 

0

2
;

=

=

LCL

UCL apχ
 

 

Το άνω όριο ελέγχου UCL  του 2χ  διαγράµµατος ελέγχου έχει υπολογιστεί 

έτσι ώστε να διασφαλιστεί ότι το σφάλµα τύπου Ι  να είναι ίσο µε a , δηλαδή 

aUCLDP k => )( 2 . 

Έτσι, το εντός ελέγχου µέσο µήκος ροής του διαγράµµατος είναι ίσο µε 

a
ARLin

1
= . 

Ας υποθέσουµε τώρα ότι το διάνυσµα των µέσων τιµών της διεργασίας έχει 

µετατοπιστεί από την εντός ελέγχου τιµή µ  στην εκτός ελέγχου τιµή δµµ +=* , 

0δ ≠  (δηλαδή υποθέτουµε ότι δµX +=)(E ), ενώ ο πίνακας διακυµάνσεων -

 συνδιακυµάνσεων Σ  έχει παραµείνει ο ίδιος. Σε αυτή την περίπτωση η κατανοµή 

της στατιστικής συνάρτησης 2
kD  είναι η µη - κεντρική 2χ  κατανοµή µε p βαθµούς 

ελευθερίας και µε παράµετρο µη – κεντρικότητας 

δΣδµµΣµµµ 11 )*()*(*)( −− ′=−′−== nnλλ . 

Έτσι, το εκτός ελέγχου µέσο µήκος ροής υπολογίζεται από τον τύπο 

β−
=

1
1

outARL  

όπου το β  δηλώνει το σφάλµα τύπου ΙΙ, δηλαδή 

*))(|(*))(|(11 2
;

22
;

2 µµ λχλχβ apkapk DPDP >=<−=− . 

Ένας τύπος υπολογισµού για το σφάλµα τύπου ΙΙ είναι ο ακόλουθος 
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Στην ανάπτυξη διαγραµµάτων ελέγχου Φάσης Ι οι παράµετροι µ  και Σ  του 

ποιοτικού χαρακτηριστικού ]...,,,[ 21 pXXX=′X  είναι άγνωστοι και πρέπει να 

εκτιµηθούν. Ας υποθέσουµε ότι έχουµε στη διάθεσή µας m  δείγµατα από το ποιοτικό 

χαρακτηριστικό µεγέθους 1>n . Ορίζουµε την ποσότητα (ολικός δειγµατικός µέσος) 

]...,,,[ 21 pXXX=′X  

όπου 

∑∑∑
= ==

==
m

k

n

i
ijk

m

k
jkj X

mn
X

m
X

1 11

11 . 

και τον πίνακα (αθροιστικός (pooled) δειγµατικός πίνακας διακυµάνσεων –

συνδιακυµάνσεων) (δείτε Montgomery (2005)) 
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=

 

mkpjXX
n

S
n

i
jkijkjk ,...,2,1,,...,2,1,)(

1
1

1

22 ==−
−

= ∑
=

 

phjS
m

S
m

k
jhkjh ≤≠≤= ∑

=

1,1
1

 

mkphjXXXX
n

S
n

i
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1
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−

= ∑
=
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Οι ποσότητες X  και S  αποτελούν εκτιµήσεις των παραµέτρων µ  και Σ  του 

ποιοτικού χαρακτηριστικού. Αντικαθιστώντας τα άγνωστα µ  και Σ  µε τα X  και S  

αντίστοιχα στη στατιστική συνάρτηση 2
kD  προκύπτει η ακόλουθη στατιστική 

συνάρτηση 

mknT kkk ,...,2,1),()( 12 =−′−= − XXSXX  

Λαµβάνοντας υπόψη ότι 
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1,
2 ~

)1)(1(
1

+−−−−
+−−

pmmnpk FT
nmp
pmmn  

το διάγραµµα ελέγχου για την παρακολούθηση του µέσου µ  της διεργασίας στη 

Φάση Ι  περιγράφεται στο ακόλουθο Πλαίσιο 27 

 

Πλαίσιο 27 (Hotelling T2 διάγραµµα ελέγχου) 

Όρια Ελέγχου Φάσης Ι 

0

1
)1)(1(

;1,

=

+−−
−−

= +−−

LCL

F
pmmn

nmpUCL apmmnp

 

 

Για διαγράµµατα ελέγχου Φάσης ΙΙ  όπου οι παράµετροι µ  και Σ  του 

ποιοτικού χαρακτηριστικού ]...,,,[ 21 pXXX=′X  έχουν εκτιµηθεί στη Φάση Ι  από τις 

ποσότητες X  και S  χρησιµοποιείται η στατιστική συνάρτηση 

)()( 12 XXSXX −′−= −
fff nT  

όπου fX  είναι ο δειγµατικός µέσος ενός µελλοντικού δείγµατος. Λαµβάνοντας 

υπόψη ότι 

1,
2 ~

)1)(1(
1

+−−−+
+−−

pmmnpf FT
nmp
pmmn  

το διάγραµµα ελέγχου για την παρακολούθηση του µέσου µ  της διεργασίας στη 

Φάση ΙΙ περιγράφεται στο ακόλουθο πλαίσιο 28 (δείτε Montgomery (2005)) 

 

Πλαίσιο 28 (Hotelling T2 διάγραµµα ελέγχου) 

Όρια Ελέγχου Φάσης IΙ 

0

1
)1)(1(

;1,

=

+−−
−+

= +−−

LCL

F
pmmn
nmpUCL apmmnp
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2.3.2   Μεµονωµένες Παρατηρήσεις  
 

Έστω, ότι το ποιοτικό χαρακτηριστικό ]...,,,[ 21 pXXX=′X  ακολουθεί την p-

διάστατη κανονική κατανοµή µε γνωστές παραµέτρους µ  και Σ , και ας υποθέσουµε 

ότι έχουµε στη διάθεσή µας  δείγµατα από το ποιοτικό χαρακτηριστικό µεγέθους 

1=n . Η γενική µορφή του k  δείγµατος ( 1≥k ) είναι η ακόλουθη (δείτε Montgomery 

(2005)) 

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=

kp

k

k

k

X

X
X

M
2

1

X ,   1≥k . 

Η στατιστική συνάρτηση 
212 ~)()( pkkkD χµXΣµX −′−= − . 

Έτσι, ένα διάγραµµα ελέγχου για την παρακολούθηση του µέσου µ  της 

διεργασίας είναι εκείνο που η απεικονιζόµενη ποσότητα είναι η στατιστική 2
kD  και τα 

όρια ελέγχου του διαγράµµατος δίνονται στο ακόλουθο Πλαίσιο 29  

 

Πλαίσιο 29 (χ2 διάγραµµα ελέγχου)

Όρια Ελέγχου Φάσης ΙΙ 

0

2
;

=

=

LCL

UCL apχ
 

 

Στην ανάπτυξη διαγραµµάτων ελέγχου Φάσης Ι οι παράµετροι µ  και Σ  του 

ποιοτικού χαρακτηριστικού ]...,,,[ 21 pXXX=′X  είναι άγνωστοι και πρέπει να 

εκτιµηθούν. Ας υποθέσουµε ότι έχουµε στη διάθεσή µας m  δείγµατα από το ποιοτικό 

χαρακτηριστικό µεγέθους 1=n . Ορίζουµε την ποσότητα (δειγµατικός µέσος) 

∑
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⎢
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⎣
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p
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1

2

1

1 XX
M

 

και τον πίνακα (δειγµατικός πίνακας διακυµάνσεων – συνδιακυµάνσεων) 
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Οι ποσότητες X  και S  αποτελούν εκτιµήσεις των παραµέτρων µ  και Σ  του 

ποιοτικού χαρακτηριστικού. Αντικαθιστώντας τα άγνωστα µ  και Σ  µε τα X  και S  

αντίστοιχα στη στατιστική συνάρτηση 2
kD  προκύπτει η ακόλουθη στατιστική 

συνάρτηση 

mkT kkk ,...,2,1),()( 12 =−′−= − XXSXX  

Λαµβάνοντας υπόψη ότι 

2/)1(,2/
2

2 ~
)1( −−− pmpk BT

m
m  

το διάγραµµα ελέγχου για την παρακολούθηση του µέσου µ  της διεργασίας στη 

Φάση Ι  περιγράφεται στο ακόλουθο Πλαίσιο 30  

 

Πλαίσιο 30 (Hotelling T2 διάγραµµα ελέγχου) 

Όρια Ελέγχου Φάσης Ι 

0

)1(
;2/)1(,2/

2

=

−
= −−

LCL

B
m

mUCL apmp

 

 

Για διαγράµµατα ελέγχου Φάσης ΙΙ όπου οι παράµετροι µ  και Σ  του 

ποιοτικού χαρακτηριστικού ]...,,,[ 21 pXXX=′X  έχουν εκτιµηθεί στη Φάση Ι  από τις 

ποσότητες X  και S  χρησιµοποιείται η στατιστική συνάρτηση 

)()( 12 XXSXX −′−= −
fffT  

όπου fX  είναι ένα µελλοντικό δείγµα. Λαµβάνοντας υπόψη ότι: 

pmpf FT
nmp
pmm

−−+
−

,
2 ~

)1)(1(
)(  

το διάγραµµα ελέγχου για την παρακολούθηση του µέσου µ  της διεργασίας στη 

Φάση ΙI  περιγράφεται στο ακόλουθο Πλαίσιο 31  
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Πλαίσιο 31 (Hotelling T2 διάγραµµα ελέγχου) 

Όρια Ελέγχου Φάσης ΙI 

0
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−
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= −
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F
pmm
nmpUCL apmp

 

 

 

2.4   ∆ιαγράµµατα ελέγχου για τη ∆ιασπορά 
 

Έστω, ότι το ποιοτικό χαρακτηριστικό ]...,,,[ 21 pXXX=′X  ακολουθεί την p-

διάστατη κανονική κατανοµή µε γνωστές παραµέτρους µ  και Σ , και ας υποθέσουµε 

ότι έχουµε στη διάθεσή µας δείγµατα από το ποιοτικό χαρακτηριστικό µεγέθους 

1>n .  

Για τον έλεγχο της υπόθεσης  

0 0 1 0: έναντι :H H= ≠Σ Σ Σ Σ  

ο Alt (1985) πρότεινε τη στατιστική συνάρτηση 

2
2/)1(

1
01

0

~)(||ln)ln( +
−

− +⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−+−= ppk

k
k trnnpnpnW χAΣ

Σ
A  

όπου kk n SA )1( −= , kS  είναι ο δειγµατικός πίνακας διασποράς – συνδιασποράς του 

k  δείγµατος, και )(⋅tr  συµβολίζει το ίχνος ενός πίνακα. Στο διάγραµµα ελέγχου για 

την παρακολούθηση της διασποράς της διεργασίας (ο µέσος µ  της διεργασίας 

παραµένει σταθερός) η απεικονιζόµενη ποσότητα είναι η στατιστική συνάρτηση kW . 

Τα όρια ελέγχου του διαγράµµατος δίνονται στο ακόλουθο Πλαίσιο 32 

 

Πλαίσιο 32 (W διάγραµµα ελέγχου)

Όρια Ελέγχου Φάσης ΙΙ 
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= +
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Μια άλλη προσέγγιση για την παρακολούθηση της διασποράς µιας διεργασίας 

βασίζεται στη γενικευµένη δειγµατική διακύµανση (sample generalized variance) 

που ορίζεται ως S , όπου S o pxp δειγµατικός πίνακας διασποράς συνδιασποράς. 

Πιο συγκεκριµένα, στην περίπτωση που το ποιοτικό χαρακτηριστικό είναι της 

µορφής ],[ 21 XX=′X  τότε, σύµφωνα µε τον Alt (1985), η στατιστική συνάρτηση 
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Έτσι, ένα διάγραµµα ελέγχου για την παρακολούθηση της διασποράς της 

διεργασίας είναι εκείνο που η απεικονιζόµενη ποσότητα είναι η στατιστική 

συνάρτηση || kS  και τα όρια ελέγχου του διαγράµµατος δίνονται στο ακόλουθο 

Πλαίσιο 33 

 

Πλαίσιο 33 (|S| διάγραµµα ελέγχου)

Όρια Ελέγχου Φάσης ΙΙ 
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Ένα διαφορετικό S διάγραµµα ελέγχου για την παρακολούθηση της 

διασποράς της διεργασίας βασίζεται στην παρατήρηση ότι στο διάστηµα 

[ ]  3E V± ⎡ ⎤⎣ ⎦S S  κατανέµεται όλη η πιθανότητα της στατιστικής συνάρτησης 

S όπου 
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Τα όρια ελέγχου του διαγράµµατος παρουσιάζονται στο Πλαίσιο 33 
 
 

Πλαίσιο 33 ( S διάγραµµα ελέγχου)

Όρια Ελέγχου Φάσης ΙΙ 

( )

( )

1/ 2
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1/ 2
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Σε περίπτωση που το κάτω όριο βγει αρνητικό τότε θέτουµε LCL = 0. 

 

 Μια άλλη προσέγγιση στηρίζεται στην τετραγωνική ρίζα του πίνακα 

δειγµατικών διασπορών - συνδιασπορών 1/2S  µε δύο εκδοχές. 

 Σύµφωνα µε την  πρώτη εκδοχή, για δύο µεταβλητές ο Alt και ο Smith (1988) 

έδωσαν τα ακόλουθα όρια ελέγχου στο Πλαίσιο 34 

 

Πλαίσιο 34 ( 1/2S  διάγραµµα ελέγχου)

Όρια Ελέγχου Φάσης ΙΙ 
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Για περισσότερα χαρακτηριστικά (µεταβλητές ) υπάρχουν άλλες επιλογές 

(Anderson (1985)). 

 



 48

Η δεύτερη εκδοχή πάλι από τον Alt και τον Smith (1988) βασίζεται στις 

σχέσεις 

 

1/ 2 1/ 2[ ]  3E V ⎡ ⎤± ⎣ ⎦S S  

 
1/ 2[ ]E S = ( )( ) ( ) ( )( )/ 21/ 2 1/ 2

0 0 32 / 1 / 2 / / 2   
p

n n n p b− Γ Γ − =Σ Σ  

1/ 2V ⎡ ⎤
⎣ ⎦S = 0Σ ( )2

1 3b b−  

 

Τα όρια ελέγχου παρουσιάζονται στο Πλαίσιο 35 

 

Πλαίσιο 35 ( 1/2S  διάγραµµα ελέγχου)

Όρια Ελέγχου Φάσης ΙΙ 
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Σε περίπτωση που το κάτω όριο βγει αρνητικό θέτουµε LCL = 0. 

   

 
Για διαγράµµατα ελέγχου Φάσης Ι, όπου ο πίνακας 0Σ  είναι άγνωστος, ο Alt 

(1985) χρησιµοποίησε ως αµερόληπτο εκτιµητή του την ποσότητα 1 + bS  όπου 

S = 1
im∑ S  και Si είναι ο δειγµατικός πίνακας διασποράς - συνδιασποράς του i 

δείγµατος όπου i = 1,2,..,m. Τα νέα όρια προκύπτουν στο Πλαίσιο 36 
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Πλαίσιο 36 ( S  διάγραµµα ελέγχου)

Όρια Ελέγχου Φάσης Ι 
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 3Ο 

 
 

Πολυµεταβλητά ∆ιαγράµµατα CUSUM 
 
 
3.1  MCUSUM  µε ακολουθιακούς ελέγχους λόγου πιθανοφάνειας 
 

Ο Healy (1987) εξέτασε τα CUSUM διαγράµµατα χρησιµοποιώντας 

ακολουθιακούς ελέγχους λόγου πιθανοφάνειας (sequence of sequential probability 

ratio tests, SPRT) και τα εφάρµοσε στην πολυµεταβλητή κανονική κατανοµή ώστε να 

προκύψουν τα MCUSUM διαγράµµατα.  

Ας υποθέσουµε ότι παρακολουθούµε µία ακολουθία από τυχαίες µεταβλητές 

,..., 21 XX  που ακολουθούν p-διάστατη κανονική κατανοµή. Έστω ότι οι πρώτες 

1−m  παρατηρήσεις 121 ,...,, −mXXX  έχουνε εντός ελέγχου κατανοµή ),( 0 ΣµpN  και 

οι επόµενες ,..., 1+mm XX έχουν εκτός ελέγχου κατανοµή ),( 1 ΣµpN . Το πρόβληµα 

είναι να εντοπιστεί το σηµείο m όπου χρονικά αλλάζει θέση η κατανοµή των 

παρατηρήσεων. Σύµφωνα µε τη µεθοδολογία των ακολουθιακών ελέγχων λόγου 

πιθανοφάνειας έχουµε 

 

f 1(Χt) /  f 0(Χt)
( ) ( )( )
( )( )

1
1 0 1

1
0 0

exp 0.5

exp 0.5 ( )

t t

t t

−

−

′− − −
=

′− − −0

X  µ Σ X  µ

X   µ Σ X  µ
 

 

όπου f  είναι η πυκνότητα πιθανότητας των πολυδιάστατων κανονικών κατανοµών. 

Λογαριθµίζοντας έχουµε 

 

log(f 1(Χt): f 0(Χt)) ( ) ( ) ( )1 1
1 0 0 1 0 0 1 00.5t

− −′ ′= − − + −µ   µ Σ X µ   µ Σ µ    µ  
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Έτσι, το σχήµα CUSUM σύµφωνα µε τον Healy (1987) είναι το ακόλουθο 

όπου τα σηµεία του διαγράµµατος ελέγχου προέρχονται από την στατιστική 

συνάρτηση 

 

 - 1 max[(t tS S= + ′a Χt  – K),0] 

 

όπου 

′a  = ( )

( ) ( )

1
1 0 0

1/ 2
1

1 0 0 1 0
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⎡ ⎤′− −⎢ ⎥⎣ ⎦

µ   µ Σ
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και   

( ) ( )

( ) ( )

1
1 0 0 1 0

1/ 2
1

1 0 0 1 0

1
2

K
−

−

′+ −
=

⎡ ⎤′− −⎢ ⎥⎣ ⎦

µ  µ Σ µ µ

µ  µ Σ µ   µ
 

  
 Η µεταβλητή ′a tX  ακολουθεί µονοδιάστατη κανονική κατανοµή µε διασπορά 

1.  

 

Η στατιστική συνάρτηση tS µπορεί να γραφτεί στη µορφή 

 

( ) ( )( )-1 0 1max   a 0.5λ ,0t t tS S⎡ ⎤′= + − −⎣ ⎦X µ µ  

 

όπου λ2(µ1) = ( ) ( )-1
1 0 0 1 0− −µ µ Σ µ µ .  

Το MCUSUM θα δώσει εκτός ελέγχου σήµα όταν St ≥ H, όπου το Η 

υπολογίζεται κατά τον Pignattielo και Rugner µε προσοµοίωση. 

Στην περίπτωση που το εκτός ελέγχου διάνυσµα µ1 δεν µπορεί να 

προσδιοριστεί τότε συνίσταται η µεθοδολογία του Crosier (1988). 

 Η παραπάνω προσέγγιση εξετάζει το διάνυσµα των µέσων µιας 

πολυµεταβλητής κανονικής κατανοµής. Παρακάτω θα περιγράψουµε την περίπτωση 

που χρειάζεται παρακολούθηση ο πίνακας της διασποράς – συνδιασποράς µιας 

πολυµεταβλητής κανονικής κατανοµής.  
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Έστω, ότι Χt  είναι µία παρατήρηση στην χρονική στιγµή t, που προέρχεται 

από την p-διάστατη κανονική κατανοµή µε εντός ελέγχου πίνακα διασποράς - 

συνδιασποράς Σ0 και εκτός ελέγχου πίνακα Σ1 = C Σ0 και κοινό (εντός ή εκτός 

ελέγχου) διάνυσµα µέσων µ0. Τότε 

f 1(Χt) /  f 0(Χt)  =  
( ) ( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( )( )
1/ 2/ 2 1

0 0 0 0

1/ 2/ 2 1
0 0 0 0

2 exp 0.5

2 exp 0.5

p
t t

p
t t

C Cπ

π

−− −

−− −

′− − −

′− − −

Σ X   µ Σ X µ

Σ X   µ Σ X  µ
 

 

και λογαριθµίζοντας παίρνουµε 

 

log(f 1(Χt) /  f 0(Χt)) ( ) ( )1
0 0 0

1log  + 0.5 1
2 t t
p C

C
− ⎛ ⎞′= − − − −⎜ ⎟

⎝ ⎠
X µ Σ X    µ . 

 

Τελικά προκύπτει η στατιστική συνάρτηση 

 

( )( )1
1 0 0 0  max   ( ) ,0t t t tS S K−
−

⎡ ⎤′= + − − −⎢ ⎥⎣ ⎦
X µ Σ X µ  

όπου 

log
1

CK p C
C

=
−

. 

Αν θέσουµε 

( ) ( )2 1
0 0 0 = t t tT −′− −X µ Σ X µ  

 

τότε προκύπτει η στατιστική συνάρτηση  

 

( )2
1  max + ,0t t tS S T K−

⎡ ⎤= −⎣ ⎦ . 

 

Το MCUSUM διάγραµµα ελέγχου θα µας δώσει σήµα για εκτός ελέγχου 

διεργασία όταν St ≥ H. 
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3.2  Το σχέδιο του Crosier 
 

Ο Crosier (1988) πρότεινε δύο νέα πολυµεταβλητά σχέδια ΜCUSUM. Το 

πρώτο στηρίζεται στην τετραγωνική ρίζα της στατιστικής συνάρτησης του Hotelling- 

T2 ενώ το δεύτερο σχέδιο προκύπτει µε κατάλληλη τροποποίηση των µονοδιάστατων 

CUSUM διαγραµµάτων. 

Έστω, ότι η Χt είναι µία παρατήρηση την χρονική στιγµή t που προέρχεται 

από την p-διάστατη πολυµεταβλητή κανονική κατανοµή µε γνωστό  πίνακα 

διασποράς - συνδιασποράς Σ0 και µ0.  

Η πρώτη προσέγγιση του Crosier χρησιµοποιεί τη στατιστική συνάρτηση 

 

( )1
1 0 0 0 max  + ( ) ( ) ,0t t t tS S K−
−

⎡ ⎤′= − − −⎢ ⎥⎣ ⎦
X µ Σ X µ  

Αν θέσουµε 
 

1
0 0 0( ) ( )t t tT −′= − −X µ Σ X µ  

 

τότε 

 

( )1max ,0t t tS S T K−= + −⎡ ⎤⎣ ⎦  

 

όπου  S0 ≥ 0 και K ≥ 0.  

 

Η παραπάνω διαδικασία θα µας δώσει σήµα για εκτός ελέγχου διεργασία όταν 

St ≥ H.    
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Το δεύτερο σχέδιο που προτάθηκε από τον Crosier έχει καλύτερο ARL. 

Χρησιµοποιεί την στατιστική συνάρτηση 

 

1
0t t tY −′= S Σ S  

όπου  

                                 tS =  0 , αν Ct ≤ K       

1 0  ( ) 1 , αν  t t t t
t

KS C K
C−

⎛ ⎞
= + − − >⎜ ⎟

⎝ ⎠
S X µ  

και  
 

( ) ( )1
1 0 0 1 0t t t t tC −
− −

′= + − + −S X µ Σ S X µ  
 
 

 Σήµα εκτός ελέγχου παίρνουµε όταν Υt > H. Η τιµή του Η επιλέγεται έτσι 

ώστε να έχουµε προκαθορισµένο εντός ελέγχου ARL µε την βοήθεια προσοµοίωσης.  

O Crosier (1988) απέδειξε ότι η κατανοµή της Υt και το ARL εξαρτώνται από το 

διάνυσµα των µέσων και τον πίνακα διασποράς – συνδιασποράς µόνο µέσω της 

παραµέτρου της µη-κεντρικότητας. Επίσης, επισήµανε ότι Κ = λ(µ1)/2 όπου λ(µ1) 

είναι η τετραγωνική ρίζα της παραµέτρου µη - κεντρικότητας που ελαχιστοποιεί το 

εκτός ελέγχου ARL.  

 Τα πλεονεκτήµατα από την χρήση των MCUSUM συγκριτικά µε τα 

πολυµεταβλητά διαγράµµατα Shewhart  είναι ότι δίνουν σήµα για εκτός ελέγχου 

διεργασία για µικρές µετατοπίσεις του µέσου γρηγορότερα. 
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3.3    Το σχέδιο των J. Pignatiello και του G. Runger’s 
 

 Οι Pignatiello και Runger (1990) εισήγαγαν δύο νέα πολυµεταβλητά CUSUM 

σχέδια, το ΜCUSUM #1 (MC#1) και το ΜCUSUM #2 (MC#2).  

 

Το  MC#1 σχέδιο είναι το σχέδιο το οποίο έχει το καλύτερο ARL και έχει ως 

εξής: 

 Έστω, Xt µία παρατήρηση τη χρονική στιγµή t, που προέρχεται από την p-

διάστατη κανονική κατανοµή µε γνωστό  πίνακα διασποράς – συνδιασποράς  Σ0 και 

ένα γνωστό µέσο µ0.  

Έστω,  

 

0
   1

 ( )
t

t

t i
i t n= − +

= −∑S X µ  

 

όπου 
 
 

1 11, ανMC#1 0
1 , διαφορετικά

t t
t

n
n − −+ >⎧ ⎫
=⎨ ⎬
⎩ ⎭

 

  

Ένα πολυµεταβλητό διάγραµµα ελέγχου µπορεί να κατασκευαστεί ορίζοντας 

 

1
0t t tC −′= S Σ S  

και 
 

{ }#1  max ,0t t tMC C kn= −  

 

όπου το 0MC#1 = 0 και το k επιλέγονται να είναι η µισή απόσταση µεταξύ µ1 και µ0, 

0.5λ2(µ1), όπου µ1 είναι ένας εκτός ελέγχου µέσος.  

 Το MC#1  διάγραµµα λειτουργεί σχεδιάζοντας τα σηµεία tMC#1  µε άνω όριο 

ελέγχου Η. Όταν ένα σηµείο tMC#1  υπερβεί το Η τότε η διεργασία µας είναι εκτός 

ελέγχου.  
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Επίσης, ο Pignatiello και ο Runger (1990) απέδειξαν ότι το ARL εξαρτάται 

από την τετραγωνική ρίζα της παραµέτρου µη-κεντρικότητας και η ποσότητα Η 

υπολογίζεται µε βάση τη µεθοδολογία των αλυσίδων του Markov. Επίσης, κατέληξαν 

στο συµπέρασµα ότι όλα τα πολυµεταβλητά διαγράµµατα CUSUM συµπεριφέρονται 

καλύτερα από τα αντίστοιχα των πολυµεταβλητών  Shewhart µε εξαίρεση την 

περίπτωση που έχουµε µεγάλες τιµές για την παράµετρο της µη – κεντρικότητας.    

 

Το  MC#2 σχέδιο είναι η δεύτερη προσέγγιση των Pignatiello και Runger 

(1990). Έστω, 

 

( ) ( )2 1
0 0 0  t t tX −′= − −X µ Σ X µ . 

 

 

 Ένας µονόπλευρος έλεγχος προκύπτει από την σχέση 

 

{ }2
 - 1#2 max 0, #2  t t tMC MC X k= + −  

 

όπου 0MC#2 = 0 και το k να επιλέται να είναι η µισή απόσταση µεταξύ µ1 και µ0 + p  

δηλαδή 

 

k = p + 0.5 λ2(µ1)  

 

Το MC#2  διάγραµµα λειτουργεί σχεδιάζοντας τα σηµεία tMC#2  µε άνω 

όριο ελέγχου Η. Όταν ένα σηµείο tMC#2 υπερβεί το Η τότε η διεργασία µας είναι 

εκτός ελέγχου. Η ποσότητα Η υπολογίζεται από την µεθοδολογία των αλυσίδων 

Marcov µε προσοµοίωση. 
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 4Ο 

 
 

Πολυµεταβλητά ∆ιαγράµµατα EWMA 
 

4.1  ∆ιαγράµµατα Ελέγχου MEWMA 
 
 
 Τα πολυµεταβλητά διαγράµµατα EWMA που παρουσιάζονται σε αυτή την 

ενότητα έχουν προταθεί από τον Lowry et al. (1992). Έστω ότι tX  ακολουθεί την p-

διάστατη κανονική κατανοµή µε γνωστό πίνακα διασποράς - συνδιασποράς Σ0 και 

ένα γνωστό µ0. 

 Το πολυµεταβλητό EWMA διάγραµµα ελέγχου χρησιµοποιεί τη στατιστική 

 

( ) ( )0 1   t t tz −= − + −z R X µ I R  

 

ή ισοδύναµα 

( ) ( )0
1

t
t j

t j
j

−

=

= − −∑z R I R X µ  

 

όπου t = 1,2,3,… και R  είναι pxp πίνακας που ορίζεται ως 

 

1

2

0 ... 0
0 ... 0
... ... ... 0
0 0 ... p

r
r

r

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥=
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

R  

όπου 

 

0 ≤ rk ≤ 1 

για  k = 1,2,3,..,p. 

 

 

 Αν δεν υπάρχει λόγος να σταθµίσουµε µε διαφορετικά βάρη τα p ποιοτικά 

χαρακτηριστικά που παρακολουθούµε, τότε θέτουµε ότι 1 2 ... pr r r r= = = = . Η αρχική 
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τιµή 0z  συνήθως είναι ίση µε τον εντός ελέγχου µέσο. Είναι προφανές ότι αν R = 1 

τότε το πολυµεταβλητό διάγραµµα EWMA είναι ισοδύναµο µε το T2  διάγραµµα 

ελέγχου (ή το χ2 διάγραµµα ελέγχου στην περίπτωση που γνωρίζουµε το διάνυσµα 

των µέσων και τον πίνακα διασποράς - συνδιασποράς). 

 Το πολυµεταβλητό EWMA διάγραµµα δίνει ένα εκτός ελέγχου σήµα αν 

 
1

t
t tz

h−′ >∑z z  

 

όπου 
tzΣ είναι ο πίνακας διασποράς - συνδιασποράς του zt. 

 Η τιµή της  h  καθορίζεται µε προσοµοίωση έτσι ώστε να επιτευχθεί ένα 

προκαθορισµένο εντός ελέγχου ARL. 

 Ο πίνακας 
tzΣ  διασποράς - συνδιασποράς του tz  υπολογίζεται από την 

ακόλουθη σχέση 
 
 

( ) ( )0
1

t

t
t j t j

z
j

− −

=

⎡ ⎤− −⎣ ⎦∑Σ = R I R Σ I R R  

 
 
και αν 1 2 ... pr r r r= = = =  τότε   
 
 

2

0

1 (1 )
2t

t

z

r r
r

⎡ ⎤− −⎣ ⎦=
−

Σ Σ  

 

και για t → ∞+  έχουµε ότι  

02tz
r

r
=

−
Σ Σ  
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4.2   ARL για τα MEWMA 
 

Το ARL στην πολυµεταβλητή ανάλυση των διαγραµµάτων EWMA εξαρτάται 

αποκλειστικά και µόνο από το µ0 τον Σ0 και από την τιµή της παραµέτρου µη 

κεντρικότητας. Για τον υπολογισµό του ARLέχουν προταθεί οι ακόλουθες 

µεθοδολογίες: 

 

• Ολοκληρωτική Εξίσωση  για το εντός ελέγχου ARL 

 

Εδώ δίνουµε την ολοκληρωτική εξίσωση του Rigdon (1995a), υπό την 

προϋπόθεση ότι ο µέσος της εντός ελέγχου διεργασίας είναι 0 και ο πίνακας 

διασποράς – συνδιασποράς είναι ο µοναδιαίος Ι. Παρότι αυτή η προϋπόθεση δείχνει 

λίγο περιοριστική στην πραγµατικότητα δεν είναι.   

Έστω, , 1, 2,..,i i =X  παρατηρήσεις που ακολουθούν την κατανοµή  

pN ( , )µ Σ . Αν το πολυµεταβλητό διάγραµµα ελέγχου EWMA µε παραµέτρους r και h 

εφαρµοστεί στις iX , τότε το εντός ελέγχου ARL είναι το ίδιο µε αυτό της περίπτωσης 

των παρατηρήσεων µε µέσο 0 και πίνακα διασποράς – συνδιασποράς  µοναδιαίο Ι. 

Το εντός ελέγχου ARL ενός πολυµεταβλητού EWMA διαγράµµατος, που 

εφαρµόζεται σε µία διεργασία µε µέσο διάνυσµα 0 και πίνακα διασποράς – 

συνδιασποράς  Ι, εξαρτάται από την αρχική τιµή z0 µόνο διαµέσου της ποσότητας 

0 0δ ′ = z z . 

 Υποθέτουµε ότι έχουµε ένα πολυµεταβλητό διάγραµµα EWMA µε 

παράµετρο r που εφαρµόζεται σε µία p-διάστατη διεργασία µε µέσο 0 και πίνακα 

διασποράς – συνδιασποράς  Ι. Έστω, L(δ/h) το ARL,  που αντιστοιχεί στις ποσότητες  

δ  και h. Τότε η συνάρτηση L ικανοποιεί την ολοκληρωτική εξίσωση 

 

( )
/(2 )

0 0
0

( / ) 1 ( / )
hr r

L h L y h f y z z dyδ δ
−

′= + × =∫ |  

 

όπου 0 0( | )f y z z δ′ =  είναι η συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητα της µη κεντρικής χ2 

κατανοµής, µε p βαθµούς ελευθερίας και παράµετρο µη κεντρικότητας {[(1- r)/r]2δ}. 
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• ∆ιπλή Ολοκληρωτική Εξίσωση για το εκτός ελέγχου ARL 

 

Εδώ δίνουµε την διπλή ολοκληρωτική εξίσωση του Rigdon (1995b), για τον 

υπολογισµό του εκτός ελέγχου ARL κάτω από την ϋπόθεση ότι ο εντός ελέγχου µέσος 

είναι 0 και ότι ο εντός ελέγχου πίνακας διασποράς - συνδιασποράς είναι ο µοναδιαίος 

Ι.  

Υποθέτουµε ότι η παραγωγική  διαδικασία ακολουθεί την κατανοµή Νp(0, Ι). 

Αν ο µέσος µετατοπιστεί από το 0 στο µ, τότε το ARL εξαρτάται από την z0 µόνο 

διαµέσου των ποσοτήτων 2
0 0 0καια β′ ′= (z z ) = µ z . 

Υποθέτουµε ότι , =1,2,..,i iΧ  είναι παρατηρήσεις από την κατανοµή 

pN ( , )µ Σ , όπου µ = 0 όταν η διεργασία είναι εντός ελέγχου. Υποθέτουµε ότι ′µ µ  = δ 

≠ 0.  

 

Τότε για δεδοµένα α και β το ARL, L(α,β), του πολυµεταβλητού EWMA 

διαγράµµατος µε παραµέτρους r και h ικανοποιούν την ολοκληρωτική εξίσωση 

 

    
2

2 2

1 1 1( , )  1 ( , ) exp ( (1 ) ) (. / , )
22R

L L u v v r r h v r dudv
r rr

α β δ β
δπδ

⎛ ⎞ ⎡ ⎤ ⎛ ⎞= + − − − − ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎝ ⎠⎝ ⎠∫∫  

  
όπου h(./v,r) 
 

22
2

2

( / ) 1(. / , )  / 1, ( / )u v rh v r h p
r r

δ α β δ
⎛ ⎞− −⎛ ⎞= − −⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠⎝ ⎠

 

 
και h(./v,λ) είναι η συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας της µη κεντρικής χ2 

κατανοµής  µε v βαθµούς ελευθερίας και µε παράµετρο µη κεντρικότητας λ. Επίσης,  

R είναι η περιοχή για την οποία v2/δ < u < rh/(2 - r).  
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Κεφάλαιο 5ο  
Εφαρµογή 

 

 Στο παρόν κεφάλαιο θα δώσουµε µία εφαρµογή η οποία αναφέρεται στην 

παραγωγική µιας χηµικής ουσίας που η ποιότητά της εξαρτάται από τις τρεις 

ακόλουθες µεταβλητές: 

1. Η πίεση 1Z  (PRESSURE) 

2. Η θερµοκρασία 2Z  (TEMPERATURE) 

3. Η υγρασία 3Z  (HUMIDITY) 

Τα δεδοµένα δίνονται στον ακόλουθο Πίνακα  

ΠΙΝΑΚΑΣ 4 Μετρήσεις παραγόµενου προϊόντος 

Ζ1 Ζ2 Ζ3 Ζ1 Ζ2 Ζ3 Ζ1 Ζ2 Ζ3 
84,099 72,140 93,880 81,161 72,860 90,746 88,915 80,288 99,758
81,167 70,147 90,913 83,039 71,780 92,681 79,717 70,380 89,629
85,733 74,563 93,823 87,273 79,328 98,366 86,652 76,202 98,061
88,829 79,997 99,077 86,400 76,093 95,380 84,651 72,157 94,261
88,595 80,465 98,252 87,624 77,921 98,909 85,125 74,536 95,819
90,199 78,859 100,486 86,787 76,888 96,094 83,038 72,542 93,683
78,449 68,708 89,189 80,884 70,972 91,230 83,351 74,335 94,286
84,297 75,071 94,147 81,653 72,307 90,753 87,548 77,279 99,380
88,285 78,517 100,680 87,082 77,291 98,439 87,409 78,181 96,966
81,740 70,725 90,858 85,968 74,245 95,899 86,369 76,466 96,281
82,929 74,023 94,433 82,180 70,972 92,026 87,074 77,791 95,978
79,929 71,070 89,978 84,277 75,571 94,163 89,892 79,474 98,789
79,459 71,130 88,973 85,395 77,307 95,663 85,912 74,699 96,928
82,067 71,685 92,720 86,673 77,008 95,946 86,767 75,182 97,847
82,679 73,695 91,508 85,416 73,292 95,599 90,559 80,894 99,219
78,646 71,039 87,750 82,267 71,927 94,397 83,993 74,131 95,590
83,296 71,874 92,803 90,655 80,674 101,125 87,560 73,829 97,688
83,788 73,823 94,454 86,462 77,584 96,864 89,890 80,818 96,434
85,405 76,280 94,504 85,217 76,305 95,105 88,950 74,409 95,048
83,904 74,024 94,093 87,490 78,599 97,726 87,900 72,863 90,783
84,019 74,386 96,131 87,586 78,315 99,103 89,000 79,962 96,345
83,889 73,569 93,807 83,090 72,360 91,499 90,000 72,068 91,096
89,028 79,787 97,276 82,230 70,942 92,282 90,500 69,478 90,999
84,744 74,330 94,217 88,334 79,716 97,959 89,800 74,996 90,899
84,442 73,511 95,843 81,396 70,116 91,540 91,000 74,797 91,003
83,460 72,130 93,127 80,323 70,273 89,401 91,400 74,025 96,818
90,917 81,048 99,447 87,134 77,199 95,858
87,597 77,841 97,239 86,915 76,677 95,213
92,127 82,230 101,160 91,617 81,606 101,268
83,035 74,393 93,443 89,331 78,419 99,597
89,984 79,668 98,927 88,912 78,459 99,934
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Ζ1 Ζ2 Ζ3 Ζ1 Ζ2 Ζ3 
80,163 69,200 89,378 85,339 75,611 93,559
86,617 73,435 97,032 85,006 74,068 95,754
87,707 76,508 96,374 86,361 74,812 98,247
90,757 81,315 101,556 84,923 75,337 95,423
84,746 74,102 94,476 81,836 71,876 91,879
83,429 73,763 91,340 79,676 68,806 90,447
87,025 78,258 97,664 87,485 77,000 96,459
83,856 73,119 93,943 86,333 75,964 97,681
87,273 77,597 97,403 86,854 78,328 96,672
80,667 70,333 92,405 85,640 76,621 96,247
82,458 71,999 93,431 81,919 72,032 90,561
80,435 70,431 93,048 88,715 79,250 98,196
83,911 74,234 93,698 84,066 73,096 92,601
84,903 74,850 93,851 82,480 71,149 91,444
85,084 73,888 94,791 82,537 72,519 92,201
84,032 73,809 94,462 83,713 75,052 91,185
91,584 79,809 101,500 83,640 74,594 94,307
79,773 70,336 90,373 83,429 75,173 93,336
82,791 72,063 93,248 87,548 76,689 96,987
77,267 68,594 85,040 86,540 75,808 94,492
89,343 77,779 100,244 83,175 73,273 92,803

 
Τα περιγραφικά στατιστικά µέτρα για τα πρώτα 120 δεδοµένα του παραπάνω 

πίνακα που έχουν προέλθει από µια εντός ελέγχου τρισδιάστατη κανονική κατανοµή 

παρουσιάζονται στον ακόλουθο πίνακα (για τη στατιστική ανάλυση των δεδοµένων 

χρησιµοποιήθηκε το πακέτο Statgraphics) 

ΠΙΝΑΚΑΣ 5  Περιγραφικά στατιστικά για τον πίνακα 4  

 

 

 

 

 

 

 

 
 

 Όσον αφορά τη µεταβλητή 1Z  η διεργασία είναι εντός στατιστικού ελέγχου 

και αυτό φαίνεται στο ακόλουθο σχήµα 4 . Όλα τα σηµεία συµπεριφέρονται µε 

τυχαίο τρόπο κατά µήκος του διαγράµµατος ελέγχου (όρια ελέγχου σ3 ) και 

βρίσκονται εντός των ορίων ελέγχου της διεργασίας µας. 

Summary Statistics 
 Z1 Z2 Z3 
Count 120 120 120 
Average 85,046 75,0063 95,0176 
Standard deviation 3,17156 3,2771 3,32435 
Coeff. of variation 3,72923% 4,3691% 3,49866% 
Minimum 77,267 68,594 85,04 
Maximum 92,127 82,23 101,556 
Range 14,86 13,636 16,516 
Stnd. skewness 0,0089345 0,63051 -0,58632 
Stnd. kurtosis -0,998336 -1,80684 -0,641497 
Correlations 
 Z1 Z2 Z3 
Z1  0,9483 0,9497 
Z2 0,9483  0,8965 
Z3 0,9497 0,8965
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Σχήµα 4  Χ διάγραµµα ελέγχου για τη 1Z  

X Chart for z1
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 Τα όρια ελέγχου του παραπάνω διαγράµµατος ελέγχου έχουν υπολογιστεί 

χρησιµοποιώντας το Πλαίσιο 13 της Παραγράφου 1.3.3.  

 Αντίστοιχα για τις µεταβλητές 2Z  και 3Z  έχουµε τα ακόλουθα διαγράµµατα.  

Σχήµα 5  Χ διάγραµµα ελέγχου για την 2Z  

X Chart for z2
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Σχήµα 6  Χ διάγραµµα ελέγχου για την 3Z  

X Chart for z3
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  Το πολυµεταβλητό διάγραµµα ελέγχου Shewhart που προκύπτει για τις 

120 παρατηρήσεις µε 0027.0=a  είναι το ακόλουθο  

Σχήµα 7  T2 διάγραµµα ελέγχου για τις 1Z , 2Z , 3Z  

Multivariate Control Chart
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Το άνω όριο ελέγχου του παραπάνω διαγράµµατος υπολογίστηκε µε χρήση 

του Πλαισίου 30 της Παραγράφου 2.3.2. Όλα τα σηµεία του διαγράµµατος ελέγχου 

βρίσκονται εντός των ορίων ελέγχου κάτι ήταν αναµενόµενο. 

Η έντονη συσχέτιση των µεταβλητών µας φαίνεται αναλυτικά στο ακόλουθο 

σχήµα  

Σχήµα 8  ∆ιαγράµµατα διασποράς για τις 1Z , 2Z , 3Z  

Z1

Z2

Z3

 
Στην περίπτωση που µελετήσουµε τις µεταβλητές µας ανά δύο έχουµε τα 

ακόλουθα T2 διαγράµµατα ελέγχου ( 0027.0=a  σε κάθε διάγραµµα).  

Σχήµα 9  T2 διάγραµµα ελέγχου για τις 1Z , 2Z  

Multivariate Control Chart
UCL = 11,35

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100 110 120
Observation

0

2

4

6

8

10

12

T-
S

qu
ar

ed

 



 67

 

Σχήµα 10  T2 διάγραµµα ελέγχου για τις 1Z , 3Z  

Multivariate Control Chart
UCL = 11,35
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Σχήµα 11  T2 διάγραµµα ελέγχου για τις 2Z , 3Z  

Multivariate Control Chart
UCL = 11,35
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Έστω, τώρα ότι παίρνουµε 10 νέες παρατηρήσεις στις οποίες ο µέσος έχει 

πλέον µετατοπιστεί (10 τελευταίες γραµµές του Πίνακα 4). Ενδείξεις για την 

κατεύθυνση προς την οποία έχει µετατοπιστεί δίνουν τα τρία ακόλουθα Χ 

διαγράµµατα ελέγχου τα οποία όµως δεν δίνουν ένδειξη για εκτός ελέγχου διεργασία. 

Σχήµα 12  Χ διάγραµµα ελέγχου για τη 1Z  

X Chart for Z1
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Σχήµα 13  Χ διάγραµµα ελέγχου για τη 2Z  

X Chart for z2
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Σχήµα 14  Χ διάγραµµα ελέγχου για τη 3Z  

X Chart for z3
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 Στο Σχήµα 15 παρατηρούµε ότι το T2 διάγραµµα ελέγχου εντόπισε την 

µετατόπιση για πρώτη φορά στην παρατήρηση 123.  

 

Σχήµα 15  T2 διάγραµµα ελέγχου για τις 1Z , 2Z , 3Z  

Multivariate Control Chart
UCL = 13,56
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Στο σχήµα 16 δίνεται το διάγραµµα MCUSUM όπου και πήραµε µε την 

βοήθεια του ΕXCEL και σύµφωνα µε το Κεφάλαιο 3 και το τυπολόγιο της σελίδας 50 

και 51 

Σχήµα 16 Πολυµεταβλητό ∆ιάγραµµα Ελέγχου MCUSUM 
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Τέλος, δίνουµε το διάγραµµα MEWMA για όλες της παρατηρήσεις Οι τύποι 

που χρησιµοποιεί το πρόγραµµα αναφέρονται αναλυτικά στην αρχή του 4ου 

Κεφαλαίου στην σελίδα 57 και 58. 

Σχήµα 17: Πολυµεταβλητό ∆ιάγραµµα Ελέγχου MEWMA 

 

Multivariate EWMA Control Chart
UCL = 13,56, lambda = 0,2
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