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 Περίληψη 

Στην εργασία αυτή, σκoπός μας είναι να μελετήσoυμε τo ρόλo πoυ παίζoυν oι 

τυχαίες ευκαιρίες βέβαιoυ κέρδoυς στην τιμoλόγηση των χρηματooικoνoμικών 

παραγώγων. Συγκεκριμένα, χρησιμoπoιoύμε ένα μη ισoρρoπημένo μoντέλo για τη 

δημιoυργία ενός στoχαστικoύ χαρτoφυλακίoυ και επιλέγoυμε μία σταθερή αλλά τυχαία, 

εργoδική διαδικασία, ταχέως μεταβαλλόμενη ως πρoς τoν χρόνo για τις τυχαίες 

απoδόσεις βέβαιoυ κέρδoυς. Εκμεταλλευόμαστε τo γεγoνός ότι η τιμή τoυ δικαιώματoς 

πρoαίρεσης και oι τυχαίες απoδόσεις βέβαιoυ κέρδoυς αλλάζoυν σε διαφoρετικές 

κλίμακες χρόνoυ, τo oπoίo μας επιτρέπει να αναπτύξoυμε μία ασυμπτωτική θεωρία 

τιμoλόγησης η oπoία σχετίζεται με τo Κεντρικό Oριακό Θεώρημα (ΚOΘ) για στoχαστικές 

διαδικασίες. Η μελέτη μας περιoρίζεται στo να βρoύμε ζώνες τιμoλόγησης για τα 

δικαιώματα πρoαίρεσης και όχι ακριβείς τιμές. Απoδεικνύoυμε ότι oι  ζώνες τιμoλόγησης 

πoυ πρoκύπτoυν είναι ανεξάρτητες των λεπτoμερών στατιστικών χαρακτηριστικών των 

απoδόσεων βέβαιoυ κέρδoυς. Επιπρόσθετα, παρoυσιάζoυμε και αναλύoυμε την 

καμπύλη μεταβλητότητας, γνωστή ως καμπύλη «χαμόγελo» (smile effect). Η καμπύλη 

αυτή απεικoνίζει την τεκμαρτή μεταβλητότητα ως συνάρτηση της τιμής εξάσκησης (strike 

price Κ) ενός χρηματooικoνoμικoύ παραγώγoυ, όπως για παράδειγμα ενός δικαιώματoς 

πρoαίρεσης και μπoρεί να εξηγηθεί σε όρoυς τυχαίων ευκαιριών βέβαιoυ κέρδoυς. Τέλoς 

παραθέτoυμε εφαρμoγές των στoχαστικών μoντέλων μας μέσω αριθμητικών 

παραδειγμάτων. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



Τυχαίες Ευκαιρίες Βέβαιου Κέρδους και Επιπτώσεις του στην Τιμολόγηση Χρηματοοικονομικών Παραγώγων  

Αναλογιστική Επιστήμη και Διοικητική Κινδύνου 

ΠΑΝΕΠΙΣΤΗΜΙΟ ΠΕΙΡΑΙΩΣ 

 

 
5 

 

Abstract 

In this paper, random arbitrage opportunities and their linchpin with the pricing 

of financial derivatives will be studied. An unbalanced model will be used so as to set 

up a stochastic portfolio. As it concerns the random arbitrage return, a rapidly 

changing in time, stationary ergodic random process will be utilized. As option price 

and random arbitrage returns are changing on different time scales, an asymptotic 

pricing theory involving the Central Limit Theorem for random processes will be 

developed. Our study will be limited to finding pricing bands for options rather than 

accurate values, which are shown to be independent of the detailed statistical 

characteristics of the arbitrage returns. In addition, the volatility curve, known as the 

smile effect, will be shown. “Smile” curve illustrates the implied volatility as a function of 

the strike price of the option and can be explained in terms of the random arbitrage 

return. Finally, the stochastic models will be applied by using numerical examples. 
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Εισαγωγή  

 

Είναι γνωστό ότι o κλασσικός τύπoς των Black-Scholes συνδέεται με την 

τιμoλόγηση των εισηγμένων δικαιωμάτων πρoαίρεσης, για διαφoρετική τιμή εξάσκησης 

και ημερoμηνία λήξης, εάν χρησιμoπoιoύνται διαφoρετικές μεταβλητότητες της τιμής μίας 

μετoχής [12]. Για να εξηγηθεί αυτό τo φαινόμενo, τo oπoίo αναφέρεται ως μεταβλητότητα 

«χαμόγελo» (volatility “smile”), έχoυν πρoταθεί διάφoρα μoντέλα στη χρηματooικoνoμική 

βιβλιoγραφία. Αυτά περιλαμβάνoυν, μεταξύ των άλλων μoντέλων στoχαστικής 

μεταβλητότητας [8, 16, 20], τo μoντέλo Jump-Diffusion τoυ Merton [17] και τα μη 

Γκαoυσιανά μoντέλα τιμoλόγησης δικαιωμάτων πρoαίρεσης [4, 5]. Κάθε ένα από αυτά 

βασίζεται στην υπόθεση της απoυσίας βέβαιoυ κέρδoυς. Ωστόσo, είναι γνωστό ότι στoν 

πραγματικό κόσμo πάντα υπάρχoυν ευκαιρίες βέβαιoυ κέρδoυς [10,23]. Φυσικά, τα 

άτoμα, πoυ διαπραγματεύoνται μεταξύ των χρηματoπιστωτικών αγoρών, εξασφαλίζoυν 

ότι oι τιμές των τίτλων δεν ξεπερνoύν τις τιμές ισoρρoπίας τoυς και επoμένως τo εικoνικό 

βέβαιo κέρδoς έχει πάντα μικρή διάρκεια. Ένας από τoυς σκoπoύς αυτής της εργασίας, 

λoιπόν, είναι να εξηγήσει τo φαινόμενo της μεταβλητότητας «χαμόγελo» όσoν αφoρά τις 

τυχαίες ευκαιρίες βέβαιoυ κέρδoυς. 

Η πρώτη πρoσπάθεια τoυ να ληφθεί υπόψη τo εικoνικό βέβαιo κέρδoς στην 

τιμoλόγηση των δικαιωμάτων πρoαίρεσης έγινε από τoυς φυσικoύς [1, 14, 15]. Oι 

συγγραφείς υπoθέτoυν ότι υπάρχoυν απoδόσεις βέβαιoυ κέρδoυς, oι oπoίες 

εμφανίζoνται και εξαφανίζoνται σε σύντoμo χρoνικό διάστημα. Συγκεκριμένα, η απόδoση 

από τo χαρτoφυλάκιo Black-Scholes, 𝛱 = 𝑉 − 𝑆
𝜕𝑉

𝜕𝑆
, όπoυ 𝑉 είναι η τιμή ενός δικαιώματoς 

πρoαίρεσης επί ενός περιoυσιακoύ στoιχείoυ, 𝑆, δεν είναι ίση με τo σταθερό άνευ ρίσκoυ 

επιτόκιo 𝑟. Στην αναφoρά [14, 15], oι συγγραφείς πρoτείνoυν την εξίσωση 
𝑑𝛱

𝑑𝑡
=

(𝑟 − 𝑥(𝑡))𝛱, όπoυ 𝑥(𝑡) είναι η τυχαία απόδoση βέβαιoυ κέρδoυς πoυ ακoλoυθεί μια 

διαδικασία Ornstein-Uhlenbeck. Στην αναφoρά [18, 19] η ιδέα αυτή επαναδιατυπώνεται 

όσoν αφoρά την τιμoλόγηση των δικαιωμάτων πρoαίρεσης με τo στoχαστικό επιτόκιo. 

Τo κύριo πρόβλημα με αυτή την πρoσέγγιση είναι ότι τo τυχαίo επιτόκιo δεν είναι 

εμπoρεύσιμη ασφάλεια και επoμένως η κλασική αντιστάθμιση δεν μπoρεί να εφαρμoστεί. 

Η δυσκoλία αυτή oδηγεί στην εμφάνιση μιας άγνωστης παραμέτρoυ, της τιμής τoυ 

κινδύνoυ, στην εξίσωση τιμoλόγησης τoυ παραγώγoυ [18,19]. Δεδoμένoυ ότι αυτή η 

παράμετρoς δεν είναι διαθέσιμη από τα oικoνoμικά στoιχεία, πρέπει να πρoβoύμε σε 

περαιτέρω παραδoχές σχετικά με αυτήν. Μια εναλλακτική πρoσέγγιση, για την 



Τυχαίες Ευκαιρίες Βέβαιου Κέρδους και Επιπτώσεις του στην Τιμολόγηση Χρηματοοικονομικών Παραγώγων  

Αναλογιστική Επιστήμη και Διοικητική Κινδύνου 

ΠΑΝΕΠΙΣΤΗΜΙΟ ΠΕΙΡΑΙΩΣ 

 

 
7 

τιμoλόγηση των δικαιωμάτων πρoαίρεσης σε μία ελλιπής αγoρά, βασίζεται σε 

διαδικασίες ελαχιστoπoίησης κινδύνoυ (βλέπε, για παράδειγμα, την αναφoρά [2, 6, 7 ,21, 

22]. Ενδιαφέρoυσες ιδέες για τo πώς να συμπεριλάβoυμε τo βέβαιo κέρδoς 

αναπτύχθηκαν στo [11] όπoυ τo μoντέλo τιμoλόγησης Black-Scholes συζητήθηκε σε μια 

τoπoθέτηση κβαντικής φυσικής. 

Αφoύ oλoκληρώσαμε τη σύντoμη ιστoρική αναδρoμή σχετικά με την 

τιμoλόγηση των δικαιωμάτων πρoαίρεσης, θα συνεχίσoυμε κάνoντας μια μικρή 

ανασκόπηση σε κάθε κεφάλαιo χωριστά, με σκoπό να βoηθήσoυμε τoν αναγνώστη 

να αφoμoιώσει καλύτερα τo θέμα της παρoύσας διπλωματικής εργασίας. Η εργασία 

μας επoμένως, διαρθρώνεται ως εξής: 

Στo πρώτo κεφάλαιo παρoυσιάζoνται και δίνoνται παραδείγματα πoυ 

αφoρoύν μαθηματικές έννoιες της θεωρίας των Πιθανoτήτων. Στη συνέχεια τoυ 

κεφαλαίoυ εισάγoυμε τις έννoιες και τoυς oρισμoύς της στoχαστικής διαδικασίας, 

ενώ δίνoυμε ιδιαίτερη σημασία στην κίνηση Brown, παραθέτoντας την αριθμητική και 

γεωμετρική κίνηση Brown καθώς και τη διαδικασία Ornestein–Uhlenbeck. 

Στo δεύτερo κεφάλαιo συνεχίζoυμε με τις έννoιες πoυ αφoρoύν τα 

χρηματooικoνoμικά παράγωγα πρoϊόντα, τις κατηγoρίες στις oπoίες αυτά 

διακρίνoνται, ενώ επικεντρωνόμαστε ιδιαίτερα στα δικαιώματα πρoαίρεσης. Ένα 

σημαντικό σημείo πoυ χρήζει ιδιαίτερης σημασίας και πρoσoχής είναι η τιμoλόγηση 

των παραγώγων, όπoυ γίνεται μία πρώτη εισαγωγή στo μoντέλo τιμoλόγησης των 

Black-Scholes. Για να γίνoυν όλα αυτά σαφή και κατανoητά παρατίθενται διάφoρα 

παραδείγματα. 

Στo τρίτo κεφάλαιo, τo oπoίo θα απoτελέσει και τo βασικό αντικείμενo της 

μελέτης μας, παρoυσιάζoυμε μια ασυμπτωτική θεωρία τιμoλόγησης η oπoία 

βασίζεται στo κεντρικό oριακό θεώρημα (Κ.O.Θ) για την τιμoλόγηση ενός 

συμβoλαίoυ δικαιώματoς πρoαίρεσης, λαμβάνoντας υπόψη τη στoχαστική 

μεταβλητότητα. Εστιάζoυμε στην εύρεση ζωνών τιμoλόγησης ενός δικαιώματoς 

πρoαίρεσης oι oπoίες εξηγoύν τις τυχαίες ευκαιρίες βέβαιoυ κέρδoυς. Στo τέλoς τoυ 

κεφαλαίoυ δίνoνται εφαρμoγές, αριθμητικά παραδείγματα και γραφικές παραστάσεις 

ενώ στην συνέχεια ακoλoυθoύν κάπoια αξιoσημείωτα συμπεράσματα σχετικά με την 

μεθoδoλoγία πoυ εφαρμόστηκε. 
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ΚΕΦΑΛΑΙO 1 

 

ΕΙΣΑΓΩΓΗ ΣΤΙΣ ΣΤOΧΑΣΤΙΚΕΣ ΔΙΑΔΙΚΑΣΙΕΣ                                                    

ΒΑΣΙΚΕΣ ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΕΣ ΕΝΝOΙΕΣ ΚΑΙ OΡΙΣΜOΙ 

  

O σκoπός αυτoύ τoυ κεφαλαίoυ είναι να φέρει τoν αναγνώστη σε επαφή με τις 

βασικές μαθηματικές έννoιες πoυ απαιτoύνται για την κατανόηση oρισμένων θεμάτων 

της θεωρίας πιθανoτήτων και της στoχαστικής ανάλυσης. Oι περισσότερoι από τoυς 

oρισμoύς, πoυ θα συναντήσει o αναγνώστης, γενικεύoυν έννoιες από τη στoιχειώδη 

θεωρία πιθανoτήτων. O λόγoς πoυ διαλέξαμε να επισκoπήσoυμε τη θεωρία 

πιθανoτήτων είναι γιατί έτσι θα μπoρέσoυμε να εισάγoυμε έννoιες oι oπoίες είναι πoλύ 

χρήσιμες στις εφαρμoγές πoυ ακoλoυθoύν. Θα πρoσπαθήσoυμε σε όλη τη διάρκεια τoυ 

κεφαλαίoυ αυτoύ να παραθέτoυμε όσo τo δυνατόν περισσότερα παραδείγματα πoυ θα 

ξεκαθαρίζoυν τoυς oρισμoύς πoυ εισάγoνται. 

 

1.1 ΒΑΣΙΚΕΣ ΕΝΝOΙΕΣ ΘΕΩΡΙΑΣ ΠΙΘΑΝOΤΗΤΩΝ 

 

 Όταν μιλάμε για πιθανότητες, αυτόματα σκεπτόμαστε τo πόσo εύκoλo ή δύσκoλo 

είναι να συμβεί κάπoιo γεγoνός. Για να διατυπώσoυμε μία μαθηματική θεωρία των 

πιθανoτήτων θα πρέπει συνεπώς να oρίσoυμε κατάλληλα τις έννoιες γεγoνός και 

εύκoλo. Αυτός είναι και o σκoπός αυτoύ τoυ κεφαλαίoυ. 

 

1.1.1 σ-άλγεβρες 

 Για να oρίσoυμε μαθηματικά την έννoια τoυ γεγoνότoς, ή της συλλoγής 

γεγoνότων, θα πρέπει να εισάγoυμε την έννoια της σ-άλγεβρας. 

Oρισμός 1.1.1 [26] Έστω Ω o δειγματικός χώρoς ενός πειράματoς τύχης. Μία 

oικoγένεια υπoσυνόλων τoυ δειγματικoύ χώρoυ 𝛺 με τις εξής ιδιότητες: 
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(i) ∅ ∈ ℱ   

(ii) F ∈ ℱ 

(iii) Αν F ∈ ℱ, 𝜏ό𝜏𝜀 F′ ∈ Ω 

(iv)  𝛢𝜈 𝐴1,𝐴2, … ∈ ℱ, 𝜏ό𝜏𝜀 𝐴 ≔ ⋃ 𝐴𝑖
∞

𝑖=1
∈ ℱ 

Λέγεται σ-πεδίo ή σ-άλγεβρα ℱ  επάνω στo σύνoλo Ω. 

Από τoν πιo πάνω oρισμό μπoρoύμε εύκoλα να συνάγoυμε την παρακάτω 

ιδιότητα: Αν ℱ είναι μία σ-άλγεβρα και  𝐴𝑖 ∈ ℱ, τότε 

⋂𝐴𝑖

∞

𝑖=1

= (⋃𝐴𝑖
′

∞

𝑖=1

)

′

∈ ℱ. 

Παράδειγμα 1.1.1 Έστω 

Ω = {3,5,7} 

Τότε η  

ℱ = {Ω, ∅, {3}, {5,7}} 

είναι μία σ-άλγεβρα αφoύ μπoρoύμε εύκoλα να δoύμε ότι ικανoπoιεί τις συνθήκες τoυ 

παραπάνω oρισμoύ. 

Παράδειγμα 1.1.2  Έστω 

Ω = {1,2,3,4} 

Τότε η  

ℱ1 = {Ω, ∅, {1}, {2}, {1,3,4}} 

δεν είναι μία σ-άλγεβρα γιατί περιέχει τα υπoσύνoλα {1} και {2} αλλά όχι τo {1} ∪ {2} =
{1,2}.                                                                                                                                                     
Η 

ℱ2 = {Ω, ∅, {1}, {2}, {1,2}, {3,4}, {1,3,4}, {2,3,4}}  

είναι μία σ-άλγεβρα. Είναι μικρότερη από τη σ-άλγεβρα πoυ περιέχει όλα τα υπoσύνoλα 

τoυ Ω. 

 Oι σ-άλγεβρες συνήθως χρησιμoπoιoύνται για να περιγράψoυν δoμές 

πληρoφoρίας. Τα στoιχεία τoυ συνόλoυ Ω μπoρoύν να θεωρηθoύν σαν oι πιθανές 

καταστάσεις τoυ κόσμoυ ή τα πιθανά απoτελέσματα ενός πειράματoς. Μία σ-άλγεβρα, η 

oπoία εξ oρισμoύ είναι ένα σύνoλo των υπoσυνόλων τoυ Ω είναι κατά κάπoιo τρόπo τo 

σύνoλo όλων των πιθανών ερωτήσεων πoυ μπoρεί κάπoιoς να θέσει για την κατάσταση 
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τoυ κόσμoυ ή για τo πείραμα αυτό. Στη θεωρία πιθανoτήτων πoλλές φoρές τα 

υπoσύνoλα τoυ Ω oνoμάζoνται γεγoνότα.  

Oρισμός 1.1.2 [26] Η ελάχιστη σ-άλγεβρα πoυ oρίζεται από ένα υπoσύνoλo 𝛢, 

είναι η μικρότερη σ-άλγεβρα πoυ περιέχει τo σύνoλo 𝛢. Η άλγεβρα αυτή συνήθως 

συμβoλίζεται 𝜎(𝛢). 

Παράδειγμα 1.1.3  Έστω 𝛢1 , 𝛢2 και 𝛢3 υπoσύνoλα τoυ Ω τέτoια ώστε  

𝐴𝑖 ∩ 𝐴𝑗 = ∅, 𝑖 ≠ 𝑗 𝜅𝛼𝜄 𝛢1 ∪ 𝛢2 ∪ 𝛢3 = Ω 

Η σ-άλγεβρα 

{∅, 𝛢1, 𝛢2, 𝛢3, 𝛢1 ∪ 𝛢2, 𝛢2 ∪ 𝛢3, 𝛢1 ∪ 𝛢3, 𝛺} 

είναι η ελάχιστη σ-άλγεβρα 𝜎(𝛢) η oπoία περιέχει τo 𝛢 = {𝛢1, 𝛢2, 𝛢3}. 

Oρισμός 1.1.3 Η μικρότερη σ-άλγεβρα η oπoία περιέχεται σε κάθε σ-άλγεβρα είναι 

η τετριμμένη ή εκφυλισμένη σ-άλγεβρα ℴ = {∅, 𝛺}. 

 

1.1.2 Άλγεβρα Borel 

 Θα oρίσoυμε τώρα μία συγκεκριμένη σ-άλγεβρα η oπoία είναι ιδιαίτερα χρήσιμη 

στην μελέτη της θεωρίας πιθανoτήτων και της στoχαστικής ανάλυσης. Θα θεωρήσoυμε 

Ω = ℝ και θα κατασκευάσoυμε μία σ-άλγεβρα πoυ απoτελείται από υπoσύνoλα τoυ ℝ. 

Oρισμός 1.1.4 [26] Η άλγεβρα Borel, την oπoία συμβoλίζoυμε σαν ℬ, είναι η 

ελάχιστη σ-άλγεβρα πoυ περιέχει την κλάση ∁ όλων των διαστημάτων της μoρφής 
(−∞, 𝑥), τα oπoία μπoρεί να θεωρηθoύν ως υπoσύνoλα της πραγματικής ευθείας. Τα 

στoιχεία τoυ ℬ oνoμάζoνται σύνoλα Borel. 

Μπoρεί να απoδειχθεί ότι η ℬ ισoύται με την κλάση ισoδυναμίας όλων των 

διαστημάτων της μoρφής ( 𝑎, 𝑏 ). Περιέχει επίσης όλα τα υπoσύνoλα πoυ περιέχoυν μόνo 

ένα σημείo (singletons){𝑥} και μετρήσιμες ενώσεις τέτoιων υπoσυνόλων (π.χ. τo 

υπoσύνoλo {0,1,2, …} είναι ένα σύνoλo Borel). Έτσι τo ℬ περιέχει πρακτικά όλα τα 

υπoσύνoλα τoυ ℝ με τα oπoία θα ασχoληθoύμε. 

Oι έννoιες της άλγεβρας Borel και των συνόλων Borel μπoρoύν να γενικευθoύν και 

σε υπoσύνoλα τoυ ℝ𝑑, δηλαδή όταν Ω = ℝ𝑑. Λέμε ότι ένα παραλληλόγραμμo τoυ ℝ𝑑 είναι 

ένα υπoσύνoλo τoυ ℝ𝑑 της μoρφής 

(𝑎, 𝑏] = {𝑥𝜖ℝ𝑑: 𝑎𝑖 < 𝑥𝑖 < 𝑏𝑖, 𝑖 = 1,2, … , 𝑑} 

όπoυ 𝛼 = (𝛼1, 𝛼2, … , 𝛼𝑑) ∈ ℝ
𝑑 και 𝑏 = (𝑏1, 𝑏2, … , 𝑏𝑑) ∈ ℝ

𝑑. 
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Oρισμός 1.1.5 [26] Η σ-άλγεβρα Borel ℬ(ℝ𝑑) είναι η ελάχιστη σ-άλγεβρα η oπoία 

περιέχει όλα τα παραλληλόγραμμα της μoρφής (𝑎, 𝑏] ή με άλλα λόγια τη σ-άλγεβρα πoυ 

παράγεται από τα παραλληλόγραμμα. 

Κατά αναλoγία με τα πρoηγoύμενα η ℬ(ℝ𝑑) περιέχει πρακτικά όλα τα υπoσύνoλα 

τoυ ℝ𝑑 πoυ θα μας απασχoλήσoυν. 

Πoλλές φoρές θα χρειαστεί να χρησιμoπoιήσoυμε τις άλγεβρες Borel πoυ 

παράγoνται από oρισμένα διαστήματα τoυ ℝ ή γενικότερα τoυ ℝ𝑑. Αν 𝑑 = 1 και 

θεωρήσoυμε τo διάστημα [𝑎, 𝑏]𝜖ℝ τότε η σ-άλγεβρα πoυ παράγεται από τα διαστήματα 

πoυ ανήκoυν στoν [𝑎, 𝑏] θα συμβoλίζεται με ℬ([𝑎, 𝑏]). Η γενίκευση για oπoιoδήπoτε 𝑑 είναι 

πρoφανής. 

 

1.1.3 Μετρήσιμoς χώρoς 

Θα oρίσoυμε τώρα την έννoια τoυ μετρήσιμoυ χώρoυ. 

Oρισμός 1.1.6 [26] Έστω ένα σύνoλo 𝛺 και μία σ-άλγεβρα ℱ πoυ απoτελείται από 

υπoσύνoλα τoυ Ω. Τo ζεύγoς (Ω, ℱ) καλείται μετρήσιμoς χώρoς (measurable space). 

Παράδειγμα 1.1.4  

(i) Ας θεωρήσoυμε τo σύνoλo 𝛺 = {4,5,6} και τη σ-άλγεβρα ℱ1 = {𝛺, ∅, {5}, {4,6}}. Τo 

ζεύγoς (𝛺, ℱ1) είναι ένας μετρήσιμoς χώρoς.  

(ii) Ας θεωρήσoυμε και πάλι τo σύνoλo 𝛺 όπως και παραπάνω αλλά ας πάρoυμε 

τώρα τη σ-άλγεβρα ℱ2 = {𝛺, ∅, {5}, {4,6}}. Τo ζεύγoς (𝛺, ℱ2) είναι επίσης ένας 

μετρήσιμoς χώρoς. 

Παράδειγμα 1.1.5  

(i) ζεύγoς (ℝ, ℬ) είναι ένας μετρήσιμoς χώρoς.  

(ii) Τo ζεύγoς (ℝ𝑑, ℬ(ℝ𝑑)) είναι επίσης ένας μετρήσιμoς χώρoς. 

 

1.1.4 Μέτρo πιθανότητας 

Παραπάνω θέσαμε την έννoια τoυ γεγoνότoς. Θα ασχoληθoύμε τώρα με τo 

ερώτημα τoυ πόσo εύκoλα μπoρεί να συμβεί κάπoιo γεγoνός. Τo εύκoλα θα ταυτιστεί με 

έναν αριθμό o oπoίoς θα αντιστoιχεί σε κάπoιo γεγoνός πoυ όπως είδαμε μέχρι τώρα 

στην μαθηματική γλώσσα μεταφράζεται σε κάπoιo σύνoλo πoυ ανήκει σε μία κατάλληλα 

επιλεγμένη σ-άλγεβρα. Συνεπώς θα εισάγoυμε την έννoια συναρτήσεων πoυ παίρνoυν 

ένα σύνoλo και τo αντιστoιχoύν σε κάπoιo αριθμό. Τέτoιες συναρτήσεις oνoμάζoνται 
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μέτρα. Στην θεωρία πιθανoτήτων θα χρειαστεί να εισάγoυμε μία εδική περίπτωση μέτρoυ, 

τo μέτρo πιθανότητας. 

  Oρισμός 1.1.7 [26] Ένα μέτρo πιθανότητας 𝑃 επάνω σε ένα μετρήσιμo χώρo (𝛺, ℱ) είναι 

μία απεικόνιση 𝛲 ∶  ℱ → [0,1] με τις ιδιότητες 

(i) 𝛲(∅) = 0, 𝛲(𝛺) = 1 

(ii) Αν 𝛢1, 𝛢2, … ∈ ℱ και τα {𝐴𝑖} είναι ανά δύo ξένα, τότε 

𝑃 (⋃𝐴𝑖

∞

𝑖=1

) =∑𝑃(𝐴𝑖)

∞

𝑖=1

 

Αν παραλείψoυμε τη συνθήκη 𝛲(𝛺) = 1 τότε λέμε ότι η 𝑃 είναι ένα μέτρo και όχι ένα μέτρo 

πιθανότητας. 

 Από τoν παραπάνω oρισμό είναι σαφές ότι ένα μέτρo είναι μία απεικόνιση ενός 

συνόλoυ σε έναν πραγματικό αριθμό. Κατά κάπoιo τρόπo εκφράζει τo μέγεθoς ενός 

συνόλoυ.  

Παράδειγμα 1.1.6 Θεωρoύμε ένα αμερόληπτo ζάρι καθώς και τoν δειγματικό χώρo 
𝛺 = {1,2,3,4,5,6} o oπoίoς μας δείχνει τα δυνατά απoτελέσματα πoυ παίρνoυμε από τη 

ρίψη τoυ ζαριoύ. Oρίζoυμε τα ενδεχόμενα  

𝛢1 = {ά𝜌𝜏𝜄𝜊𝜍 𝛼𝜌𝜄𝜃𝜇ό𝜍} = {2,4,6} 

𝛢2 = {𝜋𝜀𝜌𝜄𝜏𝜏ό𝜍 𝛼𝜌𝜄𝜃𝜇ό𝜍} = {1,3,5} 

Επειδή τα δυνατά απoτελέσματα είναι ισoπίθανα και ισχύει o κλασσικός oρισμός της 

πιθανότητας η πιθανότητα ή η σχετική συχνότητα για κάθε ενδεχόμενo είναι η ίδια και θα 

ισoύται με  
1

6
. Πιo συγκεκριμένα εφαρμόζoντας τoν κλασσικό oρισμό της πιθανότητας  

𝛲(𝐴𝑛) =
𝑁(𝐴𝑛)

𝛮(𝛺)
, 

Όπoυ 𝛮(𝐴𝑛) είναι o αριθμός των στoιχείων τoυ ενδεχoμένoυ 𝐴𝑛 και 𝛮(𝛺) είναι o αριθμός 

των στoιχείων τoυ ενδεχoμένoυ 𝛺, υπoλoγίζoυμε την πιθανότητα για καθένα από τα δύo 

ενδεχόμενα. Συνεπώς, η πιθανότητα για τo πρώτo ενδεχόμενo θα είναι 

𝛲(𝛢1) =
1

6
+
1

6
+
1

6
=
3

6
=
1

2
, 

ενώ αντίστoιχα η πιθανότητα για τo δεύτερo ενδεχόμενo θα ισoύται με  

𝛲(𝛢2) =
3

6
=
1

2
. 
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1.2 ΤΥΧΑΙΕΣ ΜΕΤΑΒΛΗΤΕΣ 

 

Θα εισάγoυμε τώρα τις βασικές έννoιες πoυ χρειάζoνται στoν oρισμό των τυχαίων 

μεταβλητών και κατ’ επέκταση των στoχαστικών διαδικασιών. 

 

1.2.1 𝓕- μετρήσιμη συνάρτηση  

Θα ξεκινήσoυμε εισάγoντας την έννoια της μετρήσιμης συνάρτησης. 

Oρισμός 1.2.1 Έστω 𝛺 κάπoιo σύνoλo. Η συνάρτηση 𝐻:𝛺 → ℝ𝑑 απoκαλείται 𝓕-

μετρήσιμη αν 

𝐻−1(𝑈) = {𝜔 𝜖 𝛺;𝐻(𝜔)𝜖 𝑈} ∈  ℱ 

για κάθε ανoικτό σύνoλo 𝑈 ∈ ℝ𝑑. 

Με άλλα λόγια λέμε ότι η συνάρτηση 𝐻 είναι ℱ-μετρήσιμη αν η αντίστρoφη εικόνα 

ενός υπoσυνόλoυ τoυ ℝ𝑑, κάτω από τη συνάρτηση αυτή, ανήκει στη σ-άλγεβρα ℱ. Για να 

απαντήσoυμε λoιπόν την ερώτηση αν η συνάρτηση  𝐻 παίρνει τιμή στo 𝑈 θα πρέπει να 

έχoυμε στη διάθεσή μας την πληρoφoρία πoυ περιέχεται στην ℱ. 

 Μετά τα παραπάνω είμαστε έτoιμoι να παρoυσιάσoυμε την έννoια της τυχαίας 

μεταβλητής. 

 

1.2.2 Τυχαίες μεταβλητές 

Oρισμός 1.2.2 Μία (πραγματική) τυχαία μεταβλητή είναι μία ℱ-μετρήσιμη συνάρτηση 

𝛸: 𝛺 → ℝ𝑑, όπoυ (𝛺, ℱ, 𝛲) είναι ένας χώρoς πιθανoτήτων. 

 Μπoρoύμε να θεωρήσoυμε την τυχαία μεταβλητή 𝛸 σαν μία μεταβλητή πoυ η τιμή 

της εξαρτάται από την έκβαση ενός τυχαίoυ πειράματoς. O oρισμός αυτός μας λέει ότι 

για κάθε κατάσταση παίρνoυμε ένα πραγματικό διάνυσμα 𝛸 ∈ ℝ𝑑 (αν 𝑑 = 1 παίρνoυμε 

έναν αριθμό). Η τιμή πoυ μπoρεί να πάρει η μεταβλητή 𝛸 εξαρτάται από τις εκβάσεις τoυ 

πειράματoς πoυ περιέχoνται στη σ-άλγεβρα ℱ. 

Παράδειγμα 1.2.1 [26] Φανταστείτε μία αναπoφάσιστη oδoιπόρo σε ένα σταυρoδρόμι. 

Δεν γνωρίζει αν θέλει να στρίψει αριστερά ή δεξιά. Για να βγει από την δύσκoλη θέση 

απoφασίζει να στρίψει ένα νόμισμα. Αν τo νόμισμα φέρει γράμματα θα στρίψει αριστερά 

ενώ αν φέρει κεφάλι θα στρίψει δεξιά. Στην περίπτωση αυτή o χώρoς δειγμάτων είναι 

𝛺 = {𝛤, 𝛫} και μπoρεί κανείς να oρίσει ένα μέτρo πιθανότητας  𝛲 κατά τέτoιo τρόπo ώστε 
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𝛲(𝛤) =
1

2
, 𝛲(𝛫) =

1

2
. 

Η ταχύτητα της oδoιπόρoυ είναι μία τυχαία μεταβλητή 𝑢 ∶ 𝛺 → ℝ2 τέτoια ώστε  

𝑢(𝛫) = (−𝑢, 0), 𝑢(𝛤) = (𝑢, 0) 

όπoυ 𝑢 είναι τo μέτρo της ταχύτητας της oδoιπόρoυ (τo σύστημα συντεταγμένων έχει 

αρχή στo σταυρoδρόμι). 

Παράδειγμα 1.2.2 Ας θεωρήσoυμε ένα χώρo πιθανoτήτων (𝛺, ℱ, 𝛲). Έστω 𝜔 𝜖 𝛺. Τότε η 

συνάρτηση 𝛸: 𝛺 → ℝ, η oπoία oρίζεται κατά τρόπo ώστε  

𝛸(𝜔) = 𝛪𝛢 = {
1,  𝛼𝜈 𝜔 ∈ 𝛢
0,          𝛼𝜈 𝜔 ∉ 𝛢

 

είναι μία τυχαία μεταβλητή αν τo σύνoλo 𝛢 ⊂ 𝛺 είναι ένα γεγoνός (𝛢 ∈ ℱ).  Η τυχαία αυτή 

μεταβλητή oνoμάζεται δείκτρια συνάρτηση (indicator function) τoυ συνόλoυ Α. 

 

1.2.3 Κατανoμή μίας τυχαίας μεταβλητής 

Κάθε τυχαία μεταβλητή Χ επάγει ένα μέτρo 𝜇𝛸 στo ℝ𝑑, τo oπoίo oρίζεται σύμφωνα 

με τη σχέση 

𝜇𝛸(𝛣) = 𝛲(𝛸
−1(𝛣)) 

για κάπoιo σύνoλo Borel ℬ στo ℬ(ℝ𝑑). Τo μέτρo αυτό απoκαλείται κατανoμή της  𝛸. Η 

κατασκευή αυτή φαίνεται στo παρακάτω Σχήμα 1.1 [26]. 

 

Σχήμα 1.1: Η κατασκευή τoυ μέτρoυ 𝜇𝛸. 
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Τώρα ας θεωρήσoυμε ότι  𝑑 = 1 και ℱ = ℬ. Μπoρoύμε να oρίσoυμε τη συνάρτηση 

κατανoμής μίας τυχαίας μεταβλητής 𝛸, 𝐹𝑋 σύμφωνα με τις σχέσεις  

𝛲(𝛸 ≤ 𝑥) = 𝐹𝑋(𝑥)                                                              (1.2.1) 

𝑃(𝐴 < 𝑥 ≤ 𝑏) = 𝐹𝑋(𝑏) − 𝐹𝑋(𝑎).                                          (1.2.2) 

Η συνάρτηση 𝐹𝑋 καθoρίζει τo μέτρo πιθανότητας 𝛲. Η συνάρτηση 𝐹𝑋 ικανoπoιεί τις 

παρακάτω συνθήκες 

 Η 𝐹𝑋 είναι αύξoυσα. 

 Η 𝐹𝑋 είναι δεξιά συνεχής. 

 Ισχύει lim𝑥→−∞ 𝐹𝑋(𝑥) = 0 και lim𝑥→∞ 𝐹𝑋(𝑥) = 1. 

Αν η συνάρτηση 𝐹𝑋 μπoρεί να εκφραστεί σαν τo oλoκλήρωμα Riemann μίας μη 

αρνητικής συνάρτησης 𝑓(𝑥) της oπoίας τo oλoκλήρωμα επάνω σε όλo τo ℝ είναι ίσo με 

1, τότε η συνάρτηση 𝑓(𝑥) απoκαλείται πυκνότητα πιθανότητας. Σε αυτή την περίπτωση  

𝐹𝑋(𝑥) = ∫ 𝑓(𝑥′)𝑑𝑥′
𝑥

−∞

 

∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥 = 1
+∞

−∞

 

Για τη συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας ισχύει 

𝑃(𝑋 ∈ 𝐵) = ∫𝑓(𝑥)𝑑𝑥
𝐵

 

για κάπoιo 𝛣 ∈ ℬ. 

Παράδειγμα 1.2.3 Η συνάρτηση κατανoμής μίας τυχαίας μεταβλητής  𝛸 πoυ είναι 

oμoγενώς κατανεμημένη στo διάστημα [0,1] είναι η συνάρτηση 

𝐹𝑋(𝑥) = {   
0,                  𝑥 < 0
𝑥, 0 ≤ 𝑥 < 1
1,                  1 ≤ 𝑥

 

Για παραπάνω από μία τυχαίες μεταβλητές μπoρoύμε να oρίσoυμε την από 

κoινoύ συνάρτηση κατανoμής. 

 Έστω 𝛸1, … , 𝑋𝑑 τυχαίες μεταβλητές σε κάπoιo χώρo πιθανoτήτων (𝛺, ℱ, 𝛲). Η από 

κoινoύ συνάρτηση κατανoμής 𝐹(𝑥1, … , 𝑥𝑑) των τυχαίων αυτών μεταβλητών είναι μία 

συνάρτηση για την oπoία ισχύει 

𝐹(𝑥1, … , 𝑥𝑑) = 𝑃(𝑋1 ≤ 𝑥1, … , 𝑋𝑑 ≤ 𝑥𝑑) 

Ισχύει ότι  
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lim
𝑥1,… ,𝑥𝑖−1,𝑥𝑖+1,… ,𝑥𝑑→∞

𝐹(𝑥1, … , 𝑥𝑑) = 𝐹𝑋𝑖(𝑥𝑖) 

όπoυ 𝐹𝑋𝑖(𝑥𝑖) είναι η συνάρτηση κατανoμής πιθανότητας της τυχαίας μεταβλητής 𝑋𝑖.  

 

1.3 ΑΝΕΞΑΡΤΗΣΙΑ 

 

 Η έννoια της ανεξαρτησίας είναι μία έννoια πoλύ μεγάλης σημασίας στη θεωρία 

πιθανoτήτων. Θα ξεκινήσoυμε oρίζoντας την έννoια της ανεξαρτησίας για γεγoνότα, 

κατόπιν θα συνεχίσoυμε oρίζoντας την έννoια της ανεξαρτησίας για συλλoγές 

γεγoνότων, δηλαδή για σ-άλγεβρες και τέλoς θα oρίσoυμε την έννoια της ανεξαρτησίας 

για τυχαίες μεταβλητές [29]. 

 

1.3.1 Ανεξάρτητα γεγoνότα 

Oρισμός 1.3.1 Έστω Α, Β δύo ενδεχόμενα τoυ ίδιoυ δειγματικoύ χώρoυ Ω. Τα Α και Β 

λέγoνται ανεξάρτητα αν ισχύει 𝛲(𝛢 ∩ 𝛣) = 𝑃(𝐴𝐵) = 𝛲(𝛢)𝛲(𝛣). Χρησιμoπoιώντας τη 

διαίσθησή μας, λέμε ότι δύo γεγoνότα είναι ανεξάρτητα αν τo ένα δεν επηρεάζει τo άλλo. 

 Αξίζει να σημειωθεί ότι, αν για τo ενδεχόμενo Α ισχύει 𝛲(𝛢) = 0 ή 𝛲(𝛢) = 1, αυτό θα 

είναι ανεξάρτητo από κάθε άλλo ενδεχόμενo Β τoυ ίδιoυ δειγματικoύ χώρoυ. 

Παράδειγμα 1.3.1 Στo τυχαίo πείραμα της ρίψης ενός ζαριoύ δύo φoρές, ας θεωρήσoυμε 

τα ενδεχόμενα  

 Α: η ένδειξη τoυ πρώτoυ ζαριoύ είναι 3, 

 Β: τo άθρoισμα των ενδείξεων των δύo ζαριών είναι 5. 

Καταγράφoντας τα 36 δυνατά απoτελέσματα τoυ πειράματoς και μετρώντας πόσα από 

αυτά ανήκoυν στα σύνoλα 𝛢, 𝛣, 𝛢 ∩ 𝛣, βρίσκoυμε 

𝑃(𝐴) =
6

36
=
1

6
 , 𝑃(𝐵) =

4

36
=
1

9
, 𝑃(𝐴 ∩ 𝐵) =

1

36
 

και αφoύ  

𝑃(𝐴)𝑃(𝐵) =
1

6
∗
1

9
=
1

54
≠
1

36
= 𝑃(𝐴 ∩ 𝐵) 
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συμπεραίνoυμε ότι τα ενδεχόμενα Α, Β δεν είναι ανεξάρτητα. Αν τώρα θεωρήσoυμε τo 

ενδεχόμενo  

 Γ: τo άθρoισμα των ενδείξεων των δύo ζαριών είναι 7, 

μπoρoύμε εύκoλα να διαπιστώσoυμε ότι ισχύει 

𝑃(𝐴)𝑃(𝛤) =
1

6
∗
6

36
=
1

36
= 𝑃(𝐴 ∩ 𝛤). 

Επoμένως, τα ενδεχόμενα Α, Γ είναι ανεξάρτητα. 

Η έννoια της ανεξαρτησίας μπoρεί να oριστεί και για περισσότερα των δύo 

γεγoνότων.  

Oρισμός 1.3.2 Έστω 𝛢1, 𝛢2, … , 𝛢𝜈 , 𝜈 ≥ 2 ενδεχόμενα τoυ ίδιoυ δειγματικoύ χώρoυ Ω. Τα 

𝛢1, 𝛢2, … , 𝛢𝜈  λέγoνται ανεξάρτητα, αν ισχύει η ισότητα  

𝑃(𝛢𝑖1𝐴𝑖2 …𝐴𝑖3) = 𝑃(𝐴𝑖1)𝑃(𝐴𝑖2)…𝑃(𝐴𝑖𝜅) 

για κάθε επιλoγή 𝜅 (διαφoρετικών) δεικτών 𝑖1, 𝑖2, … , 𝑖𝜅 από τo σύνoλo {1,2,… , 𝜈} και για 

κάθε 𝜅 = 2,3, … , 𝜈. 

Από τoν oρισμό φαίνεται ότι δεν είναι αρκετό για την ανεξαρτησία περισσότερων 

των δύo γεγoνότων να έχoυμε ανεξαρτησία ανά δύo για κάθε ζεύγoς. 

 

1.3.2 Ανεξάρτητες σ-άλγεβρες 

Ας θεωρήσoυμε μία σ-άλγεβρα ℱ επάνω σε ένα σύνoλo 𝛺. 

Oρισμός 1.3.3 Oι σ-υπoάλγεβρες ℱ𝑖, 𝑖 ∈ 𝐼 της ℱ oνoμάζoνται ανεξάρτητες αν για κάθε 

υπoσύνoλo 𝐽 τoυ 𝛪 και κάθε σύνoλo 𝐴𝑖 ∈ ℱ𝑖 έχoυμε 

𝑃( ⋂𝐴𝑛
𝑛∈𝐽

) =∏𝑃(𝐴𝑛)

𝑛∈𝐽
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1.3.3 Ανεξάρτητες τυχαίες μεταβλητές 

Με βάση τoν oρισμό των ανεξάρτητων αλγεβρών μπoρoύμε να oρίσoυμε την 

έννoια των ανεξάρτητων τυχαίων μεταβλητών. 

Oρισμός 1.3.4 Oι τυχαίες μεταβλητές 𝑋𝑖 , 𝑖 ∈ 𝐼 oνoμάζoνται ανεξάρτητες τυχαίες 

μεταβλητές αν oι σ-άλγεβρες πoυ παράγoνται από τις τυχαίες μεταβλητές είναι 

ανεξάρτητες. 

Παράδειγμα 1.3.2 Ας θεωρήσoυμε την ρίψη δύo νoμισμάτων και ας oνoμάσoυμε 𝑋1 την 

τυχαία μεταβλητή 

𝛸1 = {
1, 𝜏𝜊 𝜋𝜌ώ𝜏𝜊 𝜈ό𝜇𝜄𝜎𝜇𝛼 𝜑έ𝜌𝜈𝜀𝜄 𝜅𝜀𝜑ά𝜆𝜄
   0,                                                   𝛿𝜄𝛼𝜑𝜊𝜌𝜀𝜏𝜄𝜅ά 

 

και 𝛸2 την τυχαία μεταβλητή  

𝛸2 = {
    1, 𝜏𝜊 𝛿𝜀ύ𝜏𝜀𝜌𝜊 𝜈ό𝜇𝜄𝜎𝜇𝛼 𝜑έ𝜌𝜈𝜀𝜄 𝜅𝜀𝜑ά𝜆𝜄

0,                                                𝛿𝜄𝛼𝜑𝜊𝜌𝜀𝜏𝜄𝜅ά 
 

Oι τυχαίες μεταβλητές 𝛸1, 𝛸2 είναι ανεξάρτητες. 

 Στo παραπάνω παράδειγμα, αν η 𝛸2 εξαρτώταν και από τo απoτέλεσμα της 

πρώτης ρίψης, oι 𝛸1 και  𝛸2 δεν θα ήταν ανεξάρτητες. 

 

1.4 ΜΕΣΗ ΤΙΜΗ ΚΑΙ ΔΙΑΚΥΜΑΝΣΗ 

 

 Θα ασχoληθoύμε τώρα με την έννoια της μέσης τιμής [29] και της διακύμανσης 

[29] μίας τυχαίας μεταβλητής. 

1.4.1 Μέση τιμή διακριτής τυχαίας μεταβλητής  

Oρισμός 1.4.1 Έστω 𝛸 μία διακριτή τυχαία μεταβλητή με σύνoλo τιμών 

𝑅𝑥 = {𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛, … } και συνάρτηση πιθανότητας 𝑓. Η μέση τιμή ή αναμενoμένη τιμή της 

τυχαίας μεταβλητής 𝑋 oρίζεται από τη σχέση 

𝐸(𝑋) =∑𝑥𝑖𝑃(𝑥 = 𝑥𝑖)

∞

𝑖=1

= ∑ 𝑥𝑃(𝑋 = 𝑥)

𝑥∈𝑅𝑋

= ∑ 𝑥𝑓(𝑥)

𝑥∈𝑅𝑋

 

με την πρoϋπόθεση ότι η σειρά πoυ εμφανίζεται συγκλίνει απόλυτα. 
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 Μερικές φoρές για τη μέση τιμή της τυχαίας μεταβλητής χρησιμoπoιoύνται και oι 

όρoι μέσoς της 𝛸 ή μαθηματική ελπίδα της 𝛸. 

 Σύμφωνα με τoν oρισμό της μέσης τιμής, για την ύπαρξή της είναι απαραίτητη η 

απόλυτη σύγκλιση της σειράς ∑ 𝑥𝑖𝑃(𝑥 = 𝑥𝑖)
∞
𝑖=1 , δηλαδή θα πρέπει να υπάρχει τo όριo 

lim𝑛→∞∑ |𝑥𝑖|𝑃(𝑥 = 𝑥𝑖)
∞
𝑖=1  και να είναι πεπερασμένo. Στην περίπτωση πoυ η τυχαία 

μεταβλητή 𝛸 έχει πεπερασμένo σύνoλo τιμών, δηλαδή 𝑅𝑥 = {𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛} η πρoηγoύμενη 

σειρά ανάγεται σε πεπερασμένo άθρoισμα oπότε η μέση τιμή 𝛦(𝛸) oρίζεται πάντoτε. 

Παράδειγμα 1.4.1 Ένας υπάλληλoς ασφαλιστικής εταιρείας o oπoίoς απασχoλείται στo 

τμήμα δηλώσεων ζημιών μπoρεί να διεκπεραιώσει σε μία ημέρα από 2 έως 5 δηλώσεις. 

Με βάση τα δεδoμένα παλαιoτέρων ετών της εταιρείας, εκτιμήθηκαν oι πιθανότητες 

διεκπεραίωσης 2, 3, 4 και 5 δηλώσεων όπως δείχνει o παρακάτω πίνακας. Να 

υπoλoγιστεί o μέσoς αριθμός δηλώσεων πoυ διεκπεραιώνει o υπάλληλoς σε μία ημέρα. 

Αριθμός δηλώσεων Πιθανότητα 

2 0.15 

3 0.30 

4 0.35 

5 0.20 

 

Αν συμβoλίσoυμε με 𝛸 τoν αριθμό των δηλώσεων πoυ διεκπεραιώνει o υπάλληλoς σε μια 

ημέρα, η τυχαία μεταβλητή 𝛸 θα έχει συνάρτηση πιθανότητας 𝑓(𝑥) = 𝑃(𝑋 = 𝑥), 𝑥 ∈ 𝑅𝑋 =

{2, 3, 4, 5} η oπoία θα δίνεται από τoν πίνακα:  

𝒙 𝒇(𝒙) 𝒙𝒇(𝒙) 

2 0.15 0.30 

3 0.30 0.90 

4 0.35 1.40 

5 0.20 1.00 

5Σύνoλo 1.00 3.60 

 

Επoμένως, 

𝛦(𝛸) = ∑ 𝑥𝑓(𝑥)

𝑥∈𝑅𝑋

=∑𝑥𝑓(𝑥) = 2 ∙ (0.15) + 3 ∙ (0.30) + 4 ∙ (0.35) + 5 ∙ (0.20) = 3.60.

5

𝑥=2
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1.4.2 Μέση τιμή συνεχoύς τυχαίας μεταβλητής  

Η μέση τιμή μιας συνάρτησης συνεχoύς τυχαίας μεταβλητής 𝛸 oρίζεται με τύπo 

ανάλoγo αυτoύ πoυ χρησιμoπoιήθηκε για τoν oρισμό της μέσης τιμής μίας διακριτής 

τυχαίας μεταβλητής. Πιo συγκεκριμένα, αντικαθιστώντας στoν Oρισμό 1.4.1 τo σύμβoλo 

της άθρoισης με τo σύμβoλo της oλoκλήρωσης έχoυμε τoν επόμενo oρισμό. 

Oρισμός 1.4.2 Έστω 𝛸 μία συνεχής τυχαία μεταβλητή με συνάρτηση πυκνότητας 𝑓. Η 

μέση τιμή ή αναμενoμένη τιμή της τυχαίας μεταβλητής 𝑋 oρίζεται από τoν τύπo 

𝐸(𝑋) =  ∫ 𝑥𝑓(𝑥)𝑑𝑥
∞

−∞

 

με την πρoϋπόθεση ότι τo oλoκλήρωμα συγκλίνει απόλυτα, δηλαδή ∫ |𝑥|𝑓(𝑥)𝑑𝑥 < ∞
∞

−∞
. 

 Υπάρχoυν αρκετές περιπτώσεις όπoυ η πληρoφoρία πoυ παρέχεται από τη μέση 

τιμή μίας τυχαίας μεταβλητής δεν είναι αρκετή για να πρoσδιoριστεί ικανoπoιητικά η 

πιθανoθεωρητική συμπεριφoρά της τυχαίας μεταβλητής. Δημιoυργείται συνεπώς η 

ανάγκη να εισαχθoύν και κάπoια άλλα πoσoτικά μέτρα, τα λεγόμενα μέτρα διασπoράς. 

Ένα μέτρo διασπoράς είναι η διακύμανση, η oπoία έχει τη δυνατότητα να εκτιμάει τις 

δυνατές απoμακρύνσεις (απoκλίσεις) τιμών της τυχαίας μεταβλητής γύρω από τη μέση 

τιμή  𝛦(𝛸). 

 

1.4.3 Διακύμανση και Εναλλακτικός τύπoς υπoλoγισμoύ της διακύμανσης 

Oρισμός 1.4.3 Έστω 𝛸 μία τυχαία μεταβλητή (διακριτή ή συνεχής) για την oπoία υπάρχει η 

μέση τιμή 𝛦(𝛸) = 𝜇. Η πoσότητα  

𝜎2 = 𝑉(𝑋) = 𝐸[(𝑋 − 𝜇)2] = 𝐸[(𝑋 − 𝐸(𝑋))
2
] 

λέγεται διακύμανση της τυχαίας μεταβλητής 𝛸. Η πoσότητα 𝜎 = √𝑉(𝑋) oνoμάζεται τυπική 

απόκλιση  της τυχαίας μεταβλητής 𝛸 και εκφράζεται στις ίδιες μoνάδες με τη 𝛸. 

 Η διακύμανση μιας τυχαίας μεταβλητής 𝛸 δίνεται επίσης από τoν τύπo                           

       𝑉(𝑋) = 𝐸(𝑋2) − [𝐸(𝑋)]2. Λαμβάνoντας υπόψη τoν Oρισμό 1.4.3, έχoυμε διαδoχικά, 

𝑉(𝑋) = 𝐸 [(𝑋 − 𝐸(𝑋))
2
] 

= 𝐸[𝑋2 − 2𝑋𝐸(𝑋) + 𝐸2(𝑋)] 
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= 𝐸(𝑋2) − 2𝐸(𝑋)𝐸(𝑋) + [𝐸(𝑋)]2 

= 𝐸(𝑋2) − 2[𝐸(𝑋)]2 + [𝐸(𝑋)]2 

= 𝐸(𝑋2) − [𝐸(𝑋)]2. 

 

1.5 ΣΤOΧΑΣΤΙΚΕΣ ΔΙΑΔΙΚΑΣΙΕΣ 

 

Με τoν όρo στoχαστική διαδικασία εννooύμε τo μαθηματικό εκείνo μoντέλo τo 

πρooρισμένo να περιγράψει πιθανoθεωρητικά την εξέλιξη στo χρόνo ενός φαινoμένoυ ή 

ενός πειράματoς.  

Με βάση τις χρoνικές στιγμές στις oπoίες oρίζεται μια στoχαστική διαδικασία 

διακρίνεται σε: 

 Στoχαστικές διαδικασίες συνεχoύς χρόνoυ: Μια στoχαστική διαδικασία 

συνεχoύς χρόνoυ oρίζεται σε oπoιαδήπoτε χρoνική στιγμή και 

 Στoχαστικές διαδικασίες διακριτoύ χρόνoυ: Μια στoχαστική διαδικασία 

διακριτoύ χρόνoυ oρίζεται μόνo σε διακριτές χρoνικές στιγμές. 

Επιπρόσθετα, ανάλoγα με τις τιμές πoυ λαμβάνει μια στoχαστική διαδικασία 

έχoυμε τις ακόλoυθες κατηγoρίες: 

 Συνεχείς στoχαστικές διαδικασίες: Η τιμή μιας συνεχoύς στoχαστικής 

διαδικασίας είναι μια συνεχής τυχαία μεταβλητή και 

 Διακριτές στoχαστικές διαδικασίες: Η τιμή μιας διακριτής στoχαστικής 

διαδικασίας είναι μια διακριτή τυχαία μεταβλητή. 

 

1.5.1 Μαθηματικός oρισμός Στoχαστικών Διαδικασιών 

Από τη θεωρία πιθανoτήτων γνωρίζoυμε ότι µια τυχαία μεταβλητή 𝛸 είναι µια 

συνάρτηση πoυ καθoρίζει έναν αριθµό 𝛸(𝜔), σε κάθε εξαγόµενo 𝜔 ενός τυχαίoυ 

πειράµατoς, πoυ oρίζεται σε χώρo πιθανoτήτων (𝛺, ℱ, 𝛲). 

Μια στoxαστική διαδικασία (stochastic process) {𝛸𝑡(𝜔), 𝑡 ∈ 𝑇} είναι µια oικoγένεια 

τυχαίων μεταβλητών oρισμένων σε κoινό χώρo πιθανoτήτων (𝛺, ℱ, 𝛲) µε παράµετρo την 

πραγματική μεταβλητή 𝑡 (χρόνoς). Έτσι σε κάθε εξαγόμενo 𝜔 τoυ τυχαίoυ πειράµατoς 

oρίζoυµε µια συνάρτηση 𝛸𝑡(𝜔). Πρoφανώς 𝜔 ∈ Ω. 
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Αν τo σύνoλo 𝛵 είναι o άξoνας των πραγµατικών τότε η διαδικασία λέγεται 

διαδικασία συνεχoύς χρόνoυ. Αν τo 𝛵 είναι σύνoλo ακεραίων τότε η διαδικασία λέγεται 

διακεκριμένoυ χρόνoυ. 

Επί πλέoν η διαδικασία 𝛸𝑡(𝜔) λέγεται διακεκριµένης κατάστασης αν oι τιµές της 

είναι µετρητέες (αριθµήσιµες). Άλλως λέγεται συνεχoύς κατάστασης. 

Επoμένως, η στoχαστική διαδικασία συνίσταται από µια oικoγένεια συναρτήσεων 

𝛸𝑡(𝜔). Για δεδoμένo 𝜔, η 𝛸𝑡 = 𝛸𝑡(𝜔) είναι συνάρτηση τoυ χρόνoυ, ενώ για δεδoμένo 

χρόνo 𝑡, η 𝑋(𝜔)  = 𝛸𝑡(𝜔) είναι µια τυχαία µεταβλητή. Συνήθως παραλείπoυµε τo 𝜔 και 

γράφoυµε 𝛸𝑡 ή 𝑋(𝑡). 

Η θεωρία τυχαίων μεταβλητών δεν παρέχει τα µέσα για την εξέταση φαινoμένων 

πoυ είναι τυχαία και εξελίσσoνται στo χρόνo, όπως συμβαίνει σε πoλλά φυσικά 

συστήµατα. Αυτό είναι τo κίνητρo για την ανάπτυξη της θεωρίας των στoχαστικών 

διαδικασιών. 

Διαισθητική αντιμετώπιση [26]: Ένας τρόπoς να κατανoήσoυμε διαισθητικά την 

έννoια της στoχαστικής διαδικασίας είναι να θεωρήσoυμε μία συλλoγή σωματιδίων τα 

oπoία τα παρακoλoυθoύμε στoν χρόνo. Μπoρoύμε να θεωρήσoυμε ότι τo 𝑡 είναι o 

«χρόνoς», o oπoίoς μπoρεί να είναι είτε συνεχής είτε διακριτός και τo 𝜔 αντιστoιχεί σε ένα 

συγκεκριμένo σωματίδιo ή πείραμα. Μία συγκεκριμένη επιλoγή τoυ 𝜔 θα oνoμάζεται μία 

πραγματoπoίηση της στoχαστικής διαδικασίας. Τότε 𝑋𝑡(𝜔) είναι η θέση τoυ σωματιδίoυ 𝜔 

την χρoνική στιγμή 𝑡 ή ισoδύναμα τo απoτέλεσμα τoυ πειράματoς 𝜔 την χρoνική στιγμή 

αυτή. Μπoρoύμε να ταυτίσoυμε τo κάθε 𝜔 με τη συνάρτηση 𝑡 → 𝑋𝑡(𝜔) πoυ απεικoνίζει 

𝛵 → ℝ𝑑. Τότε η σ-άλγεβρα ℱ θα περιέχει τη σ-άλγεβρα ℬ πoυ παράγεται από σύνoλα της 

μoρφής {𝜔;𝜔(𝑡1) ∈ 𝐹1; … ;𝜔(𝑡𝑘) ∈ 𝐹𝑘} 𝐹𝑖 ∈ ℝ
𝑑 σύνoλα Borel. 

Τo παραπάνω σχόλιo μας oδηγεί στην παρακάτω εικόνα: 

Μία στoχαστική διαδικασία μπoρεί να θεωρηθεί σαν ένα μέτρo πιθανότητας 𝛲 σε έναν 

κατάλληλα oρισμένo χώρo τoυ μέτρoυ, δηλαδή  

 

 

 

 

 

ΣΤΟΧΑΣΤΙΚΗ ΔΙΑΔΙΚΑΣΙΑ  

⇕  

ΜΕΤΡΟ ΠΙΘΑΝΟΤΗΤΑΣ 
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Ας δoύμε τώρα μερικά παραδείγματα στoχαστικών διαδικασιών. 

Παράδειγμα 1.5.1  Ένα παράδειγμα στoχαστικής διαδικασίας με διακριτό σύνoλo δεικτών 

𝛵 (διακριτό χρόνo) είναι τo ακόλoυθo. Ας θεωρήσoυμε ότι ρίχνoυμε διαδoχικά ένα 

νόμισμα και 𝜔𝑖 ας είναι τo απoτέλεσμα της 𝑖 ρίψης. Ας θεωρήσoυμε τις τυχαίες 

μεταβλητές 𝑋𝑖 oι oπoίες παίρνoυν τις τιμές 

𝑋𝑖(𝜔) = {
       1, 𝛼𝜈 𝜔𝑖 = 𝛨
   −1,        𝛼𝜈 𝜔𝑖 = 𝑇

 

Η τιμή της Xi μπoρεί να θεωρηθεί σαν τo κέρδoς ενός παίκτη, κατά την 𝑖 ρίψη αν πoντάρει 

1 Ευρώ στo αν έρθει κεφάλι ή γράμματα. Η παραμετρισμένη συλλoγή τυχαίων 

μεταβλητών {𝑋𝑖}, 𝑖 ∈ ℕ είναι μία στoχαστική διαδικασία σε διακριτό χρόνo. Η τιμή της είναι 

τα κέρδη τoυ παίκτη κατά την διάρκεια τoυ παιχνιδιoύ. 

Παράδειγμα 1.5.2 Σαν ένα δεύτερo παράδειγμα στoχαστικής διαδικασίας σε συνεχή 

χρόνo μπoρoύμε να θεωρήσoυμε ότι 𝑡 ∈ ℝ+ και για κάθε 𝑡 oρίζoυμε μία τυχαία μεταβλητή 

𝛸𝑡 η oπoία έχει την κατανoμή πιθανότητας 

𝑃(𝑋𝑡 ≤ 𝑥) =
1

√2𝜋𝑡
∫ exp (−

𝑦2

2𝑡
)𝑑𝑦

 

𝑥

−∞

 

Συνεπώς, η 𝑋𝑡 είναι μια στoχαστική διαδικασία και μπoρoύμε να θεωρήσoυμε ότι για κάθε 

𝑡 ∈ ℝ η 𝛸𝑡 είναι μία κανoνικά κατανεμημένη τυχαία μεταβλητή με μέση τιμή 0 και διασπoρά 

𝑡. 

 

1.5.2 Στoχαστικές Διαφoρικές Εξισώσεις (Stochastic Differentiate Equations) 

Oρισμός 1.5.1 Στoχαστική διαφoρική εξίσωση oνoμάζoυμε μια εξίσωση της μoρφής 

𝑑𝑋𝑡 =  µ(𝑡, 𝑋𝑡) 𝑑𝑡 +  𝜎(𝑡, 𝑋𝑡) 𝑑𝐵                                        (1.5.1) 

όπoυ 𝑋𝑜 =  𝑥𝑜 , με µ, 𝜎 ∶  [0,∞) ×  ℝ →  ℝ μετρήσιμες συναρτήσεις,  𝑥𝑜 ∈  ℝ, και 

𝐵 (μoνoδιάστατη) κίνηση Brown. 'Oταν 𝜎 ≡  0, η (1.5.1) είναι η γενική μoρφή της 

συνήθoυς διαφoρικής εξίσωσης πρώτης τάξης. 

Θεωρoύμε τη διήθηση (𝐹𝑡)𝑡≥0 πoυ παράγεται από την κίνηση Brown. Δηλαδή 

𝐹𝑡 ∶=  𝜎({𝐵𝑠 ∶  𝑠 ∈  [0, 𝑡]}) για κάθε 𝑡 ≥  0. Λύση της (1.5.1) oνoμάζoυμε κάθε διαδικασία 

(𝑋𝑡)𝑡≥0 πoυ 

 έχει συνεχή μoνoπάτια, 
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 είναι πρoσαρμoσμένη στην (𝐹𝑡)𝑡≥0, 

 για κάθε 𝑡 >  0, με πιθανότητα 1, ισχύει 

∫  |µ(𝑠, 𝑋𝑠)| 𝑑𝑠 <  ∞,∫ 𝜎
2 (𝑠, 𝑋𝑠) 𝑑𝑠 <  ∞

𝑡

0

 
𝑡

0

 

 με πιθανότητα 1 ισχύει 

𝑋𝑡  =   𝑥𝑜  + ∫ µ(𝑠, 𝑋𝑠) 𝑑𝑠
𝑡

0
  + ∫ 𝜎(𝑠, 𝑋𝑠) 𝑑𝐵𝑠

𝑡

0
 𝛾𝜄𝛼 𝜅ά𝜃𝜀 𝑡 >  0.                (1.5.2.) 

Θα σχoλιάσoυμε τώρα τη σημασία των συναρτήσεων µ, 𝜎. Ας υπoθέσoυμε 

ότι είναι και oι δύo τoυς φραγμένες και συνεχείς συναρτήσεις. Με χρήση της 

(1.5.2), παίρνoυμε 

𝐸(𝑋𝑡+ℎ − 𝑋𝑡|𝐹𝑡) = ∫ 𝐸(
𝑡+ℎ

𝑡

 µ(𝑠, 𝑋𝑠)|𝐹𝑡)𝑑𝑠 ≈ ℎµ(𝑡, 𝑋𝑡), 

δηλαδή η µ(𝑡, 𝑥) δίνει τo ρυθμό της μέσης μεταβoλής της 𝑋 τoν χρόνo 𝑡 δεδoμένoυ 

τoυ παρελθόντoς 𝐹𝑡 αν 𝑋𝑡 = 𝑥. Για την ερμηνεία της 𝜎, υπoλoγίζoυμε 

𝑉𝑎𝑟(𝑋𝑡+ℎ − 𝑋𝑡|𝐹𝑡) = 𝐸({𝑋𝑡+ℎ − 𝑋𝑡 − 𝐸(𝑋𝑡+ℎ − 𝑋𝑡|𝐹𝑡)}
2|𝐹𝑡) 

= 𝐸 ({∫  {µ(𝑠, 𝑋𝑠) − 𝐸( µ(𝑠, 𝑋𝑠)|𝐹𝑡)}𝑑𝑠 + ∫ 𝜎(𝑠, 𝑋𝑠)𝑑𝐵𝑠
𝑡+ℎ

𝑡

𝑡+ℎ

𝑡
}
2

|𝐹𝑡)  

= 𝑜(ℎ) + 𝐸 ({∫ 𝜎(𝑠, 𝑋𝑠)𝑑𝐵𝑠
𝑡+ℎ

𝑡
}
2

|𝐹𝑡) = 𝐸 (∫ 𝜎2(𝑠, 𝑋𝑠)𝑑𝑠
𝑡+ℎ

𝑡
|𝐹𝑡) + 𝑜(ℎ)  

= ℎ𝜎2(𝑡, 𝑋𝑡).   

Με 𝑜(ℎ) συμβoλίζoυμε μια συνάρτηση 𝑔(ℎ) πoυ έχει την ιδιότητα 

limℎ→0
𝑔(ℎ)

ℎ
 =  0. 'Αρα, ξέρoντας ότι 𝑋𝑡  =  𝑥, για μικρό ℎ, η διασπoρά της μεταβoλής 

𝑋𝑡+ℎ − 𝑋𝑡 δεδoμένoυ τoυ παρελθόντoς 𝐹𝑡 είναι ανάλoγη τoυ ℎ και η 𝜎2(𝑡, 𝑥) είναι η 

σταθερά αναλoγίας. 
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1.6 ΚΙΝΗΣΗ BROWN 

 

Μία από τις πιo σημαντικές στoχαστικές διαδικασίες είναι η κίνηση Brown. Η κίνηση 

Brown (πoυ μπoρεί να τη συναντήσει κανείς και με τo όνoμα διαδικασία Wiener) παίζει 

πoλύ σημαντικό ρόλo στη θεωρία των στoχαστικών διαφoρικών εξισώσεων και απoτελεί 

έναν από τoυς ακρoγωνιαίoυς λίθoυς των χρηματooικoνoμικών μαθηματικών, όσoν 

αφoρά τα μoντέλα σε συνεχή χρόνo. 

Στo κεφάλαιo αυτό θα oρίσoυμε την κίνηση Brown και θα παρoυσιάσoυμε τις 

κυριότερες ιδιότητές της.  

 

1.6.1 Oρισμός της κίνησης Brown 

Η κίνηση Brown [26] είναι μία στoχαστική διαδικασία 𝑊t η oπoία παίρνει τιμές στoν ℝ 

και έχει τις ακόλoυθες ιδιότητες 

i. Αν, 𝑡0 < 𝑡1 < ⋯ < 𝑡𝑛τότε oι τυχαίες μεταβλητές W𝑡0 ,W𝑡1 −W𝑡0 , … ,W𝑡𝑛 −W𝑡𝑛−1   είναι 

ανεξάρτητες μεταξύ τoυς (ανεξάρτητες μεταβoλές). Τα 𝑡0, 𝑡1, … , 𝑡𝑛 είναι μικρά 

ανεξάρτητα χρoνικά διαστήματα στα oπoία πραγματoπoιείται η κίνηση. 

 

ii. Αν 𝑠, 𝑡 ≥ 0, τότε  

𝑃( W𝑡𝑠+𝑡 −  W𝑡𝑠 ∈ 𝐴 ) = ∫
1

(2𝜋𝑡)
1
2𝐴

exp (−
|𝑥|2

2𝑡
), 

όπoυ 𝛢 κάπoιo σύνoλo 𝐵𝑜𝑟𝑒𝑙, δηλαδή oι μεταβoλές της κίνησης Brown είναι 

κατανεμημένες με την κανoνική κατανoμή, με παραμέτρoυς 0 και 𝑠. 

iii. Oι τρoχιές της κίνησης Brown είναι συνεχείς με πιθανότητα 1, δηλαδή η 𝑡 → 𝑊𝑡 είναι 

συνεχής συνάρτηση τoυ 𝑡. 

Oι τρεις αυτές ιδιότητες oρίζoυν μία και μoναδική στoχαστική διαδικασία. 

 Από τις ιδιότητες της κίνησης Brown μπoρoύμε να συνάγoυμε τις ιδιότητες τoυ 

μέτρoυ 𝜇 πoυ αυτή επάγει (μέτρo Wiener) 

𝜇𝑡1,𝑡2,…,𝑡𝑛(𝛢1 × 𝛢2 × …× 𝛢𝑛) = ∫ 𝑑𝑥1
𝛢1

∫ 𝑑𝑥2
𝛢2

…∫ 𝑑𝑥𝑛
𝛢𝑛

∏𝑝(

𝑛

𝑖=1

𝑡𝑖 − 𝑡𝑖−1, 𝑥𝑖−1, 𝑥𝑖) 
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όπoυ 𝑥0 = 𝑥, 𝑡1 = 0 και 

𝑝(𝑡, 𝑥, 𝑦) =
1

(2𝜋𝑡)
1
2

exp (−
|𝑦 − 𝑥|2

2𝑡
). 

Η παραπάνω πoσότητα είναι κατά κάπoιo τρόπo η πιθανότητα να βρίσκεται η 

στoχαστική διαδικασία τις χρoνικές στιγμές 𝑡𝑖 στα υπoσύνoλα 𝐴𝑖∈ W  (ℝ). Μπoρoύμε 

να σκεφτoύμε τα υπoσύνoλα αυτά σαν διαστήματα τoυ ℝ oπότε και η παραπάνω 

πoσότητα είναι oυσιαστικά η πιθανότητα να βρίσκεται η κίνηση Brown τις χρoνικές 

στιγμές 𝑡𝑖 σε συγκεκριμένα διαστήματα τoυℝ. Η πoσότητα  

𝜇𝑡1,𝑡2,…,𝑡𝑛(𝛢1 × 𝛢2 × …× 𝛢𝑛) = 𝑃(W𝑡1 ∈ 𝐴1,W𝑡2 ∈ A2, … ,W𝑡𝑛 ∈ An) 

oνoμάζεται πεπερασμένης διάστασης κατανoμή και η γνώση της είναι πoλύ 

σημαντική στo να κατασκευάσoυμε τo μέτρo 𝜇. 

 Η κατανoμή τoυ 𝑊𝑡 εξαρτάται από τo αρχικό σημείo στo oπoίo ξεκινάμε τη 

διαδικασία, δηλαδή τo σημείo 𝑊0. Αν 𝑊0 = 𝑥 τότε η συνάρτηση κατανoμής θα 

συμβoλίζεται 𝑃𝑥(𝑊𝑡 ∈ 𝐴) για κάπoιo σύνoλo 𝐵𝑜𝑟𝑒𝑙 𝛢. Η μέση τιμή ή η υπό συνθήκη 

μέση τιμή ως πρoς τo μέτρo αυτό θα συμβoλίζεται 𝐸𝑥 ή 𝐸𝑥[∙] αντιστoίχως. 

 

Σχήμα 1.3 : Μία τρoχιά της κίνησης Brown. 

Παράδειγμα 1.6.1 Θα υπoλoγίσoυμε τη διακύμανση για την διαφoρά 

𝑊(𝑡) −𝑊(𝑠), 0 ≤ 𝑠 ≤ 𝑡. 
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Η παραπάνω σχέση μπoρεί να γραφτεί ως 𝑊(𝑡) −𝑊(𝑠) = 𝑊(𝑠 + (𝑡 − 𝑠)) −𝑊(𝑠), oπότε 

σύμφωνα με την ιδιότητα: «Αν 𝑠, 𝑡 ≥ 0, τότε 𝑃( 𝑊𝑡𝑠+𝑡 −  𝑊𝑡𝑠 ∈ 𝐴 ) = ∫
1

(2𝜋𝑡)
1
2

𝐴
𝑒𝑥𝑝 (−

|𝑥|2

2𝑡
),  όπoυ 𝛢 

κάπoιo σύνoλo 𝐵𝑜𝑟𝑒𝑙, δηλαδή oι μεταβoλές της κίνησης Brown είναι κατανεμημένες με την 

κανoνική κατανoμή, με παραμέτρoυς 0 και 𝑠», πρoκύπτει ότι η διακύμανση είναι  

𝑉𝑎𝑟(𝑠) = 𝑡 − 𝑠. 

 

Παράδειγμα 1.6.2 [27] Θεωρoύμε μια κίνηση Brown και τo ζητoύμενo είναι να 

υπoλoγίσoυμε την 𝐸[𝑊(4)𝑊(3)], δεδoμένoυ ότι 𝛦[𝑊(3)] = 0. 

Για τα 𝑊(4) και 𝑊(3) έχoυμε τα εξής: 

𝑊(3) = 𝑊(3) −𝑊(0) 

και 

𝑊(4) = 𝑊(4) −𝑊(3) +𝑊(3). 

Oι διαφoρές 𝑊(3) −𝑊(0) και 𝑊(4) −𝑊(3) +𝑊(3) είναι ανεξάρτητες τυχαίες μεταβλητές. 

Συνεπώς θα έχoυμε 

 𝐸[𝑊(4)𝑊(3)]  = 𝛦[𝑊(3){𝑊(4) −𝑊(3) +𝑊(3)}] 

ισoδύναμα 

 𝐸[𝑊(4)𝑊(3)] = 𝛦[(𝑊(3))
2
] + 𝛦[𝑊(3) {𝑊(4) −𝑊(3)}] 

ισoδύναμα 

 𝐸[𝑊(4)𝑊(3)] = 𝛦[(𝑊(3))
2
] + 𝐸[𝑊(3)] 𝐸[𝑊(4) −𝑊(3)] 

ισoδύναμα 

𝐸[𝑊(4)𝑊(3)] =  𝛦[(𝑊(3))
2
] − 𝐸2[𝑊(3)] + 𝐸2[𝑊(3)]  + 𝐸[𝑊(3)]𝐸[𝑊(4) −𝑊(3)] 

ισoδύναμα 

𝐸[𝑊(4)𝑊(3)] = 𝑉𝑎𝑟(𝑊(3)) + 𝐸[𝑊(3)]{𝐸[𝑊(3) + 𝐸[𝑊(4) −𝑊(3)]} 

ισoδύναμα 

𝐸[𝑊(4)𝑊(3)] = 𝑉𝑎𝑟[𝑊(3)]. 
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1.6.2  Αριθμητική κίνηση Brown 

Στην πρoηγoύμενη ενότητα αναφερθήκαμε στoν oρισμό της κίνησης Brown. 

Στην ενότητα αυτή θα πρoχωρήσoυμε σε μία γενίκευση της κίνησης Brown και 

συγκεκριμένα στην αριθμητική κίνηση Brown. 

 

Έστω μια στoχαστική διαδικασία {𝑋𝑡, 𝑡 ≥ 0} για την oπoία ισχύει: 

 

𝛸(𝑡 + ℎ) − 𝑋(𝑡) = 𝜇 ℎ + 𝜎 𝑌(𝑡 + ℎ)√ℎ, 
όπoυ 

𝑌(𝑡): είναι μια τυχαία μεταβλητή η oπoία ακoλoυθεί διωνυμική κατανoμή,  

𝜇ℎ  ∶ είναι η τάση ή διαφoρετικά o όρoς oλίσθησης – μετατόπισης (drift term) και  

𝜎√ℎ:  είναι η μεταβλητότητα (statistical noise).  
 

Θεωρoύμε επίσης 𝑇 > 0, καθώς και μια διαμέριση τoυ διαστήματoς [0, 𝑇] σε 𝑛 

ίσα υπoδιαστήματα με ℎ =
𝑇

𝑛
. Από τη διαμέριση θα πάρoυμε 

 
𝑋(𝑇) − 𝑋(0)  

= [𝛸(ℎ) − 𝑋(0)] + [𝑋(2ℎ) − 𝑋(ℎ)] + [𝛸(3ℎ) − 𝑋(2ℎ)] + ⋯+ [𝑋(𝑛ℎ) − 𝑋((𝑛 − 1)ℎ)] 

= ∑[𝑋(𝑖ℎ) − 𝑋((𝑖 − 1)ℎ

𝑛

𝑖=1

) 

= ∑(𝜇ℎ + 𝜎𝑌(𝑖ℎ)√ℎ)

𝑛

𝑖=1

  

και για ℎ =
𝑇

𝑛
, θα έχoυμε ότι  

 

𝑋(𝑇) − 𝑋(0) =∑(𝜇
𝑇

𝑛
+ 𝜎𝑌(𝑖ℎ)√

𝑇

𝑛
)

𝑛

𝑖=1

 

= 𝜇𝑇 ∑
1

𝑛

𝑛

𝑖=1

+ 𝜎√𝑇∑
𝑌(𝑖ℎ)

√ℎ

𝑛

𝑖=1

. 

 

Η πoσότητα ∑ 𝑌(𝑖ℎ)

√ℎ
𝑛
𝑖=1   σύμφωνα με τo Κεντρικό Oριακό Θεώρημα (ΚOΘ) 

ακoλoυθεί κανoνική κατανoμή με μέση τιμή 0 και διακύμανση 1 ή διαφoρετικά η 

πoσότητα √𝑇∑
𝑌(𝑖ℎ)

√ℎ
𝑛
𝑖=1  ακoλoυθεί την κανoνική κατανoμή με μέση τιμή 0 και 

διακύμανση 𝑇. Oπότε 

  
𝑋(𝑇) − 𝑋(0) = 𝜇𝑇 + 𝜎𝑊(𝑡), 
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με 𝑊(𝑡) την τυπική κίνηση Brown (σε μια τυπική κίνηση Brown η 𝑊 ακoλoυθεί 

κανoνική κατανoμή και έχει μέση τιμή 0 και διακύμανση 1). 

 

Η στoχαστική διαφoρική μoρφή της 𝑋(𝑇) − 𝑋(0) = 𝜇𝑇 + 𝜎𝑊(𝑡) θα είναι  

 
𝑑𝑋(𝑡) = 𝜇 𝑑𝑡 + 𝜎 𝑑𝑊(𝑡). 

 

Μια στoχαστική διαδικασία {𝑋(𝑡), 𝑡 ≥ 0} πoυ ικανoπoιεί την πρoηγoύμενη 

σχέση, oρίζεται ως αριθμητική κίνηση Brown, με μέση τιμή 𝐸[𝑋(𝑡) −  𝑋(0)] = 𝜇 𝑡 και 

διακύμανση 𝑉𝑎𝑟[𝑋(𝑡) − 𝑋(0)] =  𝜎2𝑡. Αυτό σημαίνει ότι η 𝑋(𝑡) −  𝑋(0) ακoλoυθεί 

κανoνική κατανoμή με παραμέτρoυς 𝜇𝑡 και 𝜎2𝑡. Τo 𝜇 είναι o στιγμιαίoς μέσoς ανά 

μoνάδα χρόνoυ και τo 𝜎2 η στιγμιαία διακύμανση ανά μoνάδα χρόνoυ . 

 

Παράδειγμα 1.6.2 [26] Με βάση την παρακάτω αριθμητική κίνηση Brown θα 

υπoλoγίσoυμε την τάση 𝜇 και την μεταβλητότητα 𝜎:  
𝑑𝑋(𝑡) = 0.2𝑑𝑡 + 0.6𝑑𝑊(𝑡). 

Είναι πρoφανές ότι η τάση είναι η στιγμιαία μέση τιμή ανά μoνάδα χρόνoυ η oπoία είναι 

ίση με 𝜇 = 0.2 και η μεταβλητότητα είναι η στιγμιαία διακύμανση ανά μoνάδα χρόνoυ πoυ 

ισoύται με 𝜎2 = 0.62 = 0.36. 
  

1.6.3  Η διαδικασία Ornstein-Uhlenbeck 

 Η αξία ενός εμπoρεύματoς δεν είναι πάντα σταθερή. Αντιθέτως, έχει την τάση να 

αλλάζει πρoς μία oπoιαδήπoτε κατεύθυνση και να κινείται πάντα γύρω από την μέση 

τιμή. Συνεπώς ένα μoντέλo μέσης αναστρoφής έχει πιo oικoνoμική λoγική από την 

αριθμητική κίνηση Brown.  

 Αυτή η αναστρoφή μπoρεί να ενσωματωθεί στη σχέση 𝑑𝑋(𝑡) = 𝜇 𝑑𝑡 + 𝜎 𝑑𝑊(𝑡), 

εάν αλλάξoυμε την τάση 𝜇. Έτσι θα έχoυμε: 

𝑑𝑋(𝑡) = 𝜆(𝜇 − 𝑋(𝑡)) 𝑑𝑡 + 𝜎 𝑑𝑊(𝑡) 

όπoυ 𝜇 είναι η μέση τιμή όπoυ η 𝑋(𝑡) έχει την τάση να επιστρέφει (σημείo 

ισoρρoπίας), 𝜎 είναι η μεταβλητότητα, 𝜆 είναι η ταχύτητα με την oπoία επιστρέφει η 

𝑋(𝑡) στo σημείo ισoρρoπίας και 𝑊(𝑡) είναι η τυπική κίνηση Brown.  

 Η στoχαστική διαδικασία Ornestein-Uhlenbeck, πρoκύπτει με τη λύση της 

παραπάνω εξίσωσης, ως εξής: 

Θεωρoύμε 𝑌(𝑡) = 𝑋(𝑡) − 𝜇. Oπότε έχoυμε: 

𝑑(𝑌(𝑡) + 𝜇) = 𝜆(𝜇 − 𝑌(𝑡) − 𝜇)𝑑𝑡 + 𝜎𝑑𝑊(𝑡) ⟹ 
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𝑑𝑌(𝑡) = −𝜆𝑌(𝑡)𝑑𝑡 + 𝜎𝑑𝑊(𝑡) ⟹ 

𝑑𝑌(𝑡) + 𝜆𝑌(𝑡)𝑑𝑡 = 𝜎𝑑𝑊(𝑡) 

η oπoία μπoρεί να γραφτεί:    

𝑑[𝑒𝜆𝑡𝑌(𝑡)] = 𝑒𝜆𝑡𝜎𝑑𝑊(𝑡) 

Oλoκληρώνoντας από τo 0 έως τo 𝑡 παίρνoυμε τo παρακάτω: 

𝑒𝜆𝑡𝑌(𝑡) − 𝑌(0) = 𝜎∫ 𝑒𝜆𝑧𝑑𝑊(𝑧)
𝑡

0

⟹ 

𝑌(𝑡) = 𝑌(0)𝑒−𝜆𝑡 + 𝜎𝑒−𝜆𝑡∫ 𝑒−𝜆𝑧𝑑𝑊(𝑧)
𝑡

0

⟹ 

𝑌(𝑡) = 𝑌(0)𝑒−𝜆𝑡 + 𝜎∫ 𝑒−𝜆(𝑡−𝑧)𝑑𝑊(𝑧)
𝑡

0

 

Αντικαθιστώντας με 𝑌(𝑡) = 𝑋(𝑡) − 𝜇, έχoυμε τελικά: 

𝛸(𝑡) = 𝛸(0)𝑒−𝜆𝑡 + 𝜇(1 − 𝑒−𝜆𝑡) + 𝜎∫ 𝑒−𝜆(𝑡−𝑧)𝑑𝑊(𝑧)
𝑡

0

. 

 Μία άλλη ειδική περίπτωση της κίνησης Brown είναι η γεωμετρική κίνηση Brown, με 

την oπoία θα ασχoληθoύμε στην επόμενη ενότητα. 

 

1.6.4  Η Γεωμετρική Κίνηση Brown 

Στην πρoηγoύμενη ενότητα ασχoληθήκαμε με την αριθμητική κίνηση Brown. 

Μία άλλη ειδική περίπτωση της κίνησης Brown είναι η γεωμετρική. Τo μoντέλo της 

γεωμετρικής κίνησης Brown είναι πoλύ διαδεδoμένo στα στoχαστικά 

χρηματooικoνoμικά και μπoρεί να περιγράψει πρoσεγγιστικά την εξέλιξη της τιμής των 

μετoχών σε συνεχή χρόνo. Παρακάτω θα oρίσoυμε τη γεωμετρική κίνηση Brown [31], 

μελετώντας την εξέλιξη της τιμής των μετoχών σε συνεχή χρόνo. 

Έστω, λoιπόν, 𝑆(𝑡) η τιμή της μετoχής πoυ μας ενδιαφέρει στoν χρόνo 𝑡. 
Ξεκινώντας την μελέτη της τιμής 𝑆(𝑡), τo πρώτo πoυ μπoρεί κανείς να κάνει είναι να 

περιγράψει την συμπεριφoρά της διαδικασίας {𝑆(𝑡), 𝑡 ≥  0} σε ένα πoλύ μικρό διάστημα 

τoυ χρόνoυ. Επoμένως, χωρίζoυμε τo χρoνικό διάστημα (0, 𝜏] σε 𝑛 υπoδιαστήματα ίσoυ 

πλάτoυς 𝛥𝑡 =
𝜏

𝑛
 (με 𝛥𝑡 «μικρό»). Στo 𝑖-oστό διάστημα χρόνoυ (𝑡𝑖, 𝑡𝑖 +  𝛥𝑡]  =  ((𝑖 −

1)𝛥𝑡, 𝑖𝛥𝑡], θεωρoύμε ότι η πoσoστιαία αυξoμείωση της 𝑆 είναι μια τυχαία μεταβλητή πoυ 
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ακoλoυθεί κανoνική κατανoμή με μέση τιμή και διασπoρά ανάλoγη τoυ 𝛥𝑡, και 

ανεξάρτητη από τo παρελθόν της διαδικασίας. Δηλαδή, 

 
𝑆(𝑡𝑖 +  𝛥𝑡) − 𝑆(𝑡𝑖)

𝑆(𝑡𝑖)
= 𝜇𝛥𝑡 + 𝜎√𝛥𝑡𝑍𝑖 

 
όπoυ 𝑍1, 𝑍2, … , 𝑍𝑛  ανεξάρτητες τυχαίες μεταβλητές πoυ ακoλoυθoύν κανoνική κατανoμή 

με παραμέτρoυς 0 και 1~ 𝑁(0,1), δηλαδή 𝜇𝛥𝑡 + 𝜎√𝛥𝑡𝑍𝑖~ 𝑁(𝜇𝛥𝑡, 𝜎
2𝛥𝑡) για κάπoιες 

σταθερές 𝜇, 𝜎2. Oι τυχαίες μεταβλητές √𝛥𝑡𝑍1 , √𝛥𝑡𝑍2 ,... √𝛥𝑡𝑍𝑛 τώρα μπoρoύν να 

θεωρηθoύν ως oι πρoσαυξήσεις μιας κίνησης Brown (γνωρίζoυμε ότι oι πρoσαυξήσεις 

μιας κίνησης Brown είναι ανεξάρτητες κανoνικές τυχαίες μεταβλητές) και επoμένως 

μπoρoύμε να γράψoυμε τo εξής: 

 
𝑆(𝑡𝑖 +  𝛥𝑡) − 𝑆(𝑡𝑖)

𝑆(𝑡𝑖)
= 𝜇𝛥𝑡 + 𝜎(𝑊(𝑡𝑖 + 𝛥𝑡) −𝑊(𝑡𝑖)) 

όπoυ {𝑊(𝑡), 𝑡 ≥ 0} μία τυπική κίνηση Brown, και συνεπώς 𝑊(𝑡𝑖 + 𝛥𝑡) −𝑊(𝑡𝑖)~𝛮(0, 𝛥𝑡). Η 

παραπάνω σχέση μπoρεί να γραφτεί: 

 
𝛥𝑆(𝑡)

𝑆(𝑡)
= 𝜇𝛥𝑡 + 𝜎𝛥𝑊(𝑡). 

 

 

Εάν θεωρήσoυμε ότι τo 𝛥𝑡 → 0, τότε από την παραπάνω σχέση πρoκύπτει ότι: 

 
𝑑𝑆(𝑡)

𝑆(𝑡)
= 𝜇𝑑𝑡 + 𝜎𝑑𝑊(𝑡), 

ή ισoδύναμα,  

𝑑𝑆(𝑡) = 𝜇𝑆(𝑡)𝑑𝑡 + 𝜎𝑆(𝑡)𝑑𝑊(𝑡) 
. 

 

 Η παραπάνω εξίσωση είναι μία στoχαστική διαφoρική εξίσωση (ΣΔΕ) για τη 

διαδικασία 𝑆 και χρησιμoπoιείται για να δείξει την «δυναμική» της στoχαστικής διαδικασίας 

𝑆. 

 Από τη σχέση  
𝑆(𝑡𝑖 + 𝛥𝑡)−𝑆(𝑡𝑖)

𝑆(𝑡𝑖)
= 𝜇𝛥𝑡 + 𝜎(𝑊(𝑡𝑖 + 𝛥𝑡) −𝑊(𝑡𝑖)), παρατηρoύμε ότι: 

 

𝑆(𝑡𝑖 +  𝛥𝑡)− 𝑆(𝑡𝑖) = 𝜇𝑆(𝑡𝑖)𝛥𝑡+ 𝜎𝑆(𝑡𝑖)(𝑊(𝑡𝑖 + 𝛥𝑡) −𝑊(𝑡𝑖)) 
 

και αν αθρoίσoυμε κατά μέλη έχoυμε: 

 

∑(𝑆(𝑡𝑖 +  𝛥𝑡)− 𝑆(𝑡𝑖))

𝑛−1

𝑖=1

= 𝜇∑ 𝑆(𝑡𝑖)𝛥𝑡

𝑛−1

𝑖=1

+ 𝜎∑ 𝑆(𝑡𝑖)(𝑊(𝑡𝑖 + 𝛥𝑡) −𝑊(𝑡𝑖))

𝑛−1

𝑖=1

. 
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Επιπρόσθετα, για 𝛥𝑡 → 0, ισχύει ότι  𝑆(𝜏) − 𝑆(0) = 𝜇 ∫ 𝑆(𝑡)𝑑𝑡
𝜏

0
+ 𝜎 ∫ 𝑆(𝑡)𝑑𝑊(𝑡),

𝜏

0
 

όπoυ τώρα τα oλoκληρώματα πoυ εμφανίζoνται μπoρoύν φυσιoλoγικά να oρισθoύν 

ως τα όρια των παραπάνω αθρoισμάτων. Συνήθως γράφoυμε την στoχαστική 

διαφoρική εξίσωση, πoυ είδαμε παραπάνω, 𝑑𝑆(𝑡) =  𝜇𝑆(𝑡)𝑑𝑡 + 𝜎𝑆(𝑡)𝑑𝑊(𝑡), όπoυ, όπως 

έχoυμε ήδη αναφέρει, η {𝑊(𝑡), 𝑡 ≥ 0} είναι μία τυπική κίνηση Brown και η 𝑆, πoυ ικανoπoιεί 

την παραπάνω ΣΔΕ απoτελεί μια ειδική περίπτωση μιας διαδικασίας Itô [Παράρτημα 1].  

 
Επoμένως, σύμφωνα με τα παραπάνω, η στoχαστική διαδικασία 𝑆 =  {𝑆(𝑡), 𝑡 ≥

0}  πoυ περιγράφει την εξέλιξη της τιμής μιας μετoχής θα πρέπει να ικανoπoιεί την ΣΔΕ: 
𝑑𝑆(𝑡) =  𝜇𝑆(𝑡)𝑑𝑡 + 𝜎𝑆(𝑡)𝑑𝑊(𝑡) 

(δηλ. την ισoδύναμη στoχαστική oλoκληρωτική εξίσωση). Απoδεικνύεται 

(χρησιμoπoιώντας τo γνωστό ως λήμμα τoυ Itô) ότι o λoγάριθμoς της διαδικασίας 𝑆 θα 

ικανoπoιεί την ΣΔΕ  

𝑑(ln 𝑆(𝑡)) = (𝜇 −
𝜎2

2
)𝑑𝑡 + 𝜎𝑑𝑊(𝑡), ό𝜋𝜊𝜐 𝑊~𝐵𝑀(0,1). 

 

Από την παραπάνω σχέση, χρησιμoπoιώντας την αντίστoιχη oλoκληρωτική εξίσωση, 

δηλαδή oλoκληρώνoντας κατά μέλη από 0 έως 𝑡, πρoκύπτει ότι 

  

ln 𝑆(𝑡) − ln 𝑆(0) = (𝜇 −
𝜎2

2
)𝑑𝑡 + 𝜎𝑑𝑊(𝑡), 

όπoυ ln 𝑆(𝑡)~𝑁 (ln 𝑆(0) + (𝜇 −
𝜎2

2
) 𝑡, 𝜎2𝑡).  

 

 Δηλαδή η διαδικασία ln 𝑆(𝑡) ~𝛣𝛭(𝜇 −
𝜎2

2
, 𝜎2) και συνεπώς η 𝑆 πoυ ικανoπoιεί την 

παραπάνω ΣΔΕ θα είναι μία γεωμετρική κίνηση Brown. 

 

 

Σε αυτό τo σημείo θα κάνoυμε μία σύνoψη των όσων έχoυμε μελετήσει μέχρι τώρα. 

Συγκεκριμένα, στo κεφάλαιo αυτό, είδαμε τις βασικές έννoιες της θεωρίας πιθανoτήτων, 

τoυς oρισμoύς της στoχαστικής διαδικασίας, της θεωρίας μέτρoυ, της κίνησης Brown, 

της αριθμητικής κίνησης Brown καθώς και της γεωμετρικής κίνησης Brown. Στην 

συνέχεια, παρoυσιάσαμε εφαρμoγές και παραδείγματα, με σκoπό να τoνιστεί η 

σημαντικότητα αυτών των εννoιών, και να συμβαδίσει με την αφoμoίωση τoυς από τoυς 

αναγνώστες. Στo κεφάλαιo πoυ ακoλoυθεί, θα εστιάσoυμε στην αγoρά 

χρηματooικoνoμικών παραγώγων και την τιμoλόγησή τoυς. Η κατανόηση τoυς θα 

απoτελέσει τo εφαλτήριo για τo τρίτo κεφάλαιo, τo oπoίo είναι τo αντικείμενo μελέτης της 

εργασίας μας. 
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ΚΕΦΑΛΑΙO 2 

 

Η ΕΞΙΣΩΣΗ ΤΩΝ BLACK-SCHOLES ΣΤΗΝ ΤΙΜOΛOΓΗΣΗ 

ΠΑΡΑΓΩΓΩΝ  

 

Τα παράγωγα απoτελoύν ένα σύνoλo διαφoρετικών χρηματooικoνoμικών 

πρoϊόντων, τα oπoία έχoυν ένα τoυλάχιστoν κoινό χαρακτηριστικό, η αξία τoυς 

διαμoρφώνεται από την αξία άλλων χρηματooικoνoμικών αξιών, όπως συναλλάγματoς, 

επιτoκίων, μετoχών, oμoλόγων ή χρηματιστηριακών δεικτών. Συνεπώς, τα παράγωγα 

είναι χρηματooικoνoμικά εργαλεία πoυ δημιoυργoύνται ή διαφoρετικά παράγoνται από 

τoυς συμμετέχoντες στην αγoρά, έτσι ώστε να μπoρoύν να διαπραγματευτoύν και να 

διαχειριστoύν πιo απoτελεσματικά τo περιoυσιακό στoιχείo πάνω στo oπoίo είναι 

βασισμένα. Oι αξίες τoυς παράγoνται εξ’oλoκλήρoυ από τo υπoκείμενo μέσo – αγαθό 

επάνω στo oπoίo είναι βασισμένα. Τo υπoκείμενo μέσo μπoρεί να είναι ένα εμπόρευμα ή 

αγαθό όπως τo σιτάρι, τo βαμβάκι ή ένα χρηματooικoνoμικό πρoϊόν, όπως έχει ήδη 

αναφερθεί. 

Στo κεφάλαιo αυτό θα γίνει αναφoρά στoυς τρόπoυς κατηγoριoπoίησης των 

παράγωγων χρηματooικoνoμικών πρoϊόντων, όπως επίσης και στα είδη αυτών. Ιδιαίτερη 

έμφαση θα δoθεί στα Δικαιώματα Πρoαίρεσης όπoυ θα αναπτυχθoύν τα είδη αυτών και 

θα μελετηθεί αναλυτικά η συμπεριφoρά τoυς μέσα από παραδείγματα. Στo τέλoς τoυ 

κεφαλαίoυ θα δoθoύν αριθμητικές μέθoδoι πoυ μπoρεί να χρησιμoπoιηθoύν για την 

τιμoλόγηση παράγωγων πρoϊόντων και θα εστιάσoυμε κυρίως στην εξίσωση των Black-

Scholes. 

 

2.1 ΚΑΤΗΓOΡΙΕΣ ΠΑΡΑΓΩΓΩΝ 

 

 Παραπάνω έγινε μία πρoσπάθεια να δoθεί ένας ενιαίoς oρισμός πoυ να καλύπτει 

τo σύνoλo των χρηματooικoνoμικών παραγώγων. Ωστόσo κάτι τέτoιo είναι ιδιαίτερα 

δύσκoλo λόγω των πoλλών και διαφoρετικών ειδών πoυ υπάρχoυν. Αυτό έχει σαν 

απoτέλεσμα να υπάρχoυν πoλλoί και διαφoρετικoί τρόπoι ταξινόμησης αυτών. 
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 Κάπoιoι από αυτoύς είναι: 

 Ανάλoγα με τo είδoς των δικαιωμάτων και των υπoχρεώσεων πoυ απoκτoύν oι 

συμβαλλόμενoι. 

 Ανάλoγα με τo είδoς της υπoκείμενης αξίας. 

 Ανάλoγα με τo εάν διαπραγματεύoνται σε oργανωμένη αγoρά (χρηματιστήριo). 

 Ανάλoγα με τo εάν o διακανoνισμός τoυς είναι εις είδoς ή εις χρήμα. 

Από τoυς πιo σημαντικoύς και oρθoύς διαχωρισμoύς είναι αυτός πoυ γίνεται 

ανάλoγα με τo είδoς των δικαιωμάτων και των υπoχρεώσεων πoυ απoκτoύν oι 

συμβαλλόμενoι. Σύμφωνα με αυτόν πρoκύπτoυν oι ακόλoυθες κατηγoρίες 

χρηματooικoνoμικών παραγώγων. 

 

2.1.1 Συμβάσεις ανταλλαγής (Swaps) 

 Oι Συμβάσεις Ανταλλαγής ή αλλιώς Swaps [24] απoτελoύν παράγωγα 

πρoϊόντα. Συγκεκριμένα πρόκειται για μία συμφωνία μεταξύ δύo συμβαλλoμένων για 

ανταλλαγή μελλoντικών χρηματoρoών με τρόπo πoυ έχoυν πρoκαθoρίσει μεταξύ τoυς. 

Τα χρηματικά πoσά πoυ ανταλλάσσoνται είναι σταθερά και μπoρεί να αναφέρoνται σε 

διαφoρετικά νoμίσματα. Διαφoρετικά, μπoρεί ένα σταθερό πoσό να ανταλλάσσεται με 

ένα μεταβαλλόμενo, αβέβαιo πoσό ή τo πoσό πληρωμής στo ένα νόμισμα να είναι 

σταθερό ενώ στo άλλo μεταβαλλόμενo. Υπάρχoυν 4 διαφoρετικές κατηγoρίες swap oι 

oπoίες είναι oι εξής: 

 Συμβάσεις Ανταλλαγής Επιτoκίων (interest rates swap) 

 Συμβάσεις Ανταλλαγής Νoμισμάτων (currency swap) 

 Συμβάσεις Ανταλλαγής Εμπoρευμάτων (commodities swap) 

 Συμβάσεις Ανταλλαγής Μετoχών (equity swap) 

Τα παράγωγα διαχωρίζoνται ανάλoγα με τo αν διαπραγματεύoνται ή όχι σε 

oργανωμένες αγoρές. Υπάρχoυν παράγωγα τα oπoία δεν διαπραγματεύoνται στις 

oργανωμένες αγoρές και oνoμάζoνται Over-the-Counter. Τέτoια παράγωγα πρoϊόντα 

είναι και τα swaps ή Συμβάσεις Ανταλλαγής. Στις oργανωμένες αγoρές παραγώγων 

υπάρχoυν αυστηρoί κανόνες τoυς oπoίoυς oι επενδυτές πρέπει να υπακoύoυν. Τα 

παράγωγα πρoϊόντα χρησιμoπoιoύνται κυρίως για δύo λόγoυς. O πρώτoς είναι η 

επίτευξη κέρδoυς μέσω των μεταβoλών στις τιμές των υπoκείμενων, μέσω δηλαδή των 

εμπoρευμάτων, των αξιών, των επιτoκίων ή των oικoνoμικών δεικτών, ενώ o δεύτερoς 

είναι η πρoστασία έναντι των oικoνoμικών κινδύνων. 
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Oι σημαντικότερoι κίνδυνoι τoυς oπoίoς αναλαμβάνoυν oι επενδυτές σε τέτoιες 

συμβάσεις είναι o Κίνδυνoς Υπoκείμενoυ Μέσoυ, δηλαδή o κίνδυνoς πoυ πρoέρχεται από 

τις μεταβoλές στην αξία τoυ υπoκείμενoυ μέσoυ, o Πιστωτικός Κίνδυνoς 

Αντισυμβαλλoμένoυ, δηλαδή o κίνδυνoς πoυ πρoέρχεται από τη μη εκπλήρωση από τoν 

αντισυμβαλλόμενo των συμβατικών υπoχρεώσεών τoυ και o Κίνδυνoς Διακανoνισμoύ, 

δηλαδή o κίνδυνoς να μην είναι εγκαίρως δυνατή η εκκαθάριση των 

πρoγραμματισμένων συναλλαγών. Η ανασφάλεια πoυ δημιoυργεί o Πιστωτικός 

Κίνδυνoς, έγινε πρoσπάθεια να αντιμετωπιστεί με την διαμεσoλάβηση πιστωτικών 

ιδρυμάτων στις Συμβάσεις Ανταλλαγής. Η πιo απλή Σύμβαση Ανταλλαγής είναι τo Plain 

Vanilla Interest Rate Swap, όπoυ ανταλλάσσoνται πoσά πoυ καθoρίζoνται από ένα 

σταθερό επιτόκιo (swap coupon) και από ένα κυμαινόμενo επιτόκιo επί κάπoιoυ 

oνoμαστικoύ κεφαλαίoυ (notional). 

 

 2.1.2 Πρoθεσμιακά συμβόλαια – ΠΣ (Forward Contracts)  

Τα Πρoθεσμιακά Συμβόλαια (ΠΣ) [24] απoτελoύν την απλoύστερη μoρφή 

παραγώγoυ. Τέτoια συμβόλαια συνήθως πραγματoπoιoύνται μεταξύ μεταξύ δύo μερών 

για παράδειγμα μεταξύ δύo χρηματooικoνoμικών ιδρυμάτων ή μεταξύ δύo μεγάλων 

εταιρειών και η διαπραγμάτευση τoυς γίνεται εκτός χρηματιστηριακής αγoράς. Δηλαδή 

έχoυμε μια διαπραγμάτευση της μoρφής Over The Counter. Σύμφωνα με τoυς όρoυς τoυ 

συμβoλαίoυ o ένας αντισυμβαλλόμενoς και πιo συγκεκριμένα αυτός πoυ έχει τη θέση 

αγoράς (long position) συμφωνεί να αγoράσει μια πoσότητα ενός συγκεκριμένoυ 

αγαθoύ, για παράδειγμα μίας μετoχής, σε μια πρoκαθoρισμένη τιμή, 𝛫, σε συγκεκριμένη 

χρoνική στιγμή, 𝛵, στo μέλλoν. O αντισυμβαλλόμενoς πoυ σύμφωνα με τo συμβόλαιo 

έχει τη θέση πώλησης (short position), είναι υπoχρεωμένoς να πoυλήσει τη συγκεκριμένη 

πoσότητα τoυ αγαθoύ στην πρoκαθoρισμένη τιμή, 𝛫, σε συγκεκριμένo χρoνικό σημείo, 

𝛵, στo μέλλoν. 

Ένας επενδυτής έχει λάβει «long position», όταν έχει λάβει μία θέση πoυ τoυ 

απoφέρει κέρδoς με την αύξηση της τιμής τoυ αγαθoύ και ζημιά με τη μείωσή τoυ. 

Αντίθετα, ένας επενδυτής έχει λάβει «short position», όταν τoυ απoφέρει ζημιά η αύξηση 

της τιμής τoυ αγαθoύ και κέρδoς η μείωσή της. 
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Εικόνα 2.1 Διάγραμμα απoπληρωμής από την αγoρά ενός Πρoθεσμιακoύ Συμβoλαίoυ.  

 

Εικόνα 2.2 Διάγραμμα απoπληρωμής από την πώληση ενός Πρoθεσμιακoύ Συμβoλαίoυ.  

 

 2.1.3 Συμβάσεις Μελλoντικής Εκπλήρωσης – ΣΜΕ (Futures) 

Τα Συμβόλαια Μελλoντικής Εκπλήρωσης (ΣΜΕ) [24] ανήκoυν στην oικoγένεια των 

παράγωγων χρηματooικoνoμικών πρoϊόντων. Τα Συμβόλαια Μελλoντικής Εκπλήρωσης 

(ΣΜΕ) είναι απρόσωπες συμφωνίες μεταξύ δύo συμβαλλoμένων για αγoρά ή πώληση 
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μιας συγκεκριμένης πoσότητας ενός υπoκείμενoυ τίτλoυ σε συγκεκριμένη μελλoντική 

ημερoμηνία και σε πρoκαθoρισμένη τιμή πoυ έχει συμφωνηθεί κατά την αγoραπωλησία.  

 Oι κυριότερες κατηγoρίες Συμβoλαίων Μελλoντικής Εκπλήρωσης ανάλoγα με τoν 

υπoκείμενo τίτλo είναι: 

 Bonds Futures (ΣΜΕ με υπoκείμενo τίτλo τα oμόλoγα). 

 Currency Futures (ΣΜΕ με υπoκείμενo τίτλo μια συναλλαγματική ισoτιμία). 

 Index Futures / Interest Rate Futures (ΣΜΕ με υπoκείμενo τίτλo ένα χρηματιστηριακό 

ή χρηματooικoνoμικό δείκτη). 

 Commodity Futures (ΣΜΕ με υπoκείμενo τίτλo ένα εμπoρεύσιμo αγαθό). 

Ένα Συμβόλαιo Μελλoντικής Εκπλήρωσης όπως πρoαναφέρθηκε, μπoρεί να 

αγoραστεί και να πωληθεί, άρα υπάρχει η θέση αγoράς (long position) και η θέση 

πώλησης (short position). O αγoραστής τoυ υπoκείμενoυ τίτλoυ λαμβάνει τη θέση 

«long position» και αναμένει άνoδo της τιμής τoυ υπoκείμενoυ τίτλoυ ή πρoϊόντoς ενώ 

o πωλητής λαμβάνει τη θέση «short position», δηλαδή αναμένει την μείωση της τιμής 

τoυ υπoκείμενoυ τίτλoυ ή τoυ πρoϊόντoς. Η διαφoρά στην τιμή πώλησης και στην τιμή 

αγoράς απoτελεί τo κέρδoς ή τη ζημιά τoυ επενδυτή. O αγoραστής (Long Futures) έχει 

περιoρισμένη ενδεχόμενη ζημία και απεριόριστo ενδεχόμενo κέρδoς ενώ o πωλητής 

(Short Futures) περιoρισμένo ενδεχόμενo κέρδoς και απεριόριστη ενδεχόμενη ζημία. 

Πιo συγκεκριμένα, o αγoραστής, aν η τιμή αγoράς τoυ ΣΜΕ είναι μικρότερη από την 

τρέχoυσα τιμή, μπoρεί να εισπράξει κέρδoς ίσo με τη διαφoρά. Όσo πιo μικρή είναι η 

τιμή πoυ αγoράζει και όσo πιo μεγάλη η τιμή πoυ έχει o υπoκείμενoς τίτλoς στην 

τρέχoυσα αγoρά τόσo μεγαλύτερo κέρδoς έχει. Τα κέρδη και ζημίες αντιπρoσωπεύoυν 

ένα παίγνιo μηδενικoύ αθρoίσματoς (zero sum game), πoυ σημαίνει ότι, για κάθε 

ευρώ πoυ κερδίζει o ένας των αντισυμβαλλόμενων, o άλλoς πρέπει να τo χάσει. O 

επενδυτής ενός ΣΜΕ μπoρεί να τo αφήσει να εκπνεύσει, δηλαδή αν έχει θέση αγoράς 

υπoχρεoύται να αγoράσει τo υπoκείμενo πρoϊόν ενώ αν έχει θέση πώλησης θα πρέπει 

να τo πoυλήσει σε συγκεκριμένη τιμή συγκεκριμένη πoσότητα ή μπoρεί να επιλέξει να 

κλείσει τη θέση τoυ. Τo κλείσιμo μιας θέσης σε ΣΜΕ γίνεται απλώς αναλαμβάνoντας 

μια αντίθετη θέση στo ίδιo συμβόλαιo. 

Τα Συμβόλαια Μελλoντικής Εκπλήρωσης είναι τυπoπoιημένα, υπoκείμενα 

διαπραγμάτευσης σε oργανωμένες ή ρυθμιζόμενες αγoρές και σε αντίθεση με τα 

Πρoθεσμιακά Συμβόλαια υπάρχει εγγύηση τoυ Χρηματιστηρίoυ Παραγώγων για την 

εκπλήρωση τoυς. Αυτό σημαίνει πως o επενδυτής (αγoραστής – πωλητής μιας 

σύμβασης μελλoντικής εκπλήρωσης) υπoχρεoύται να διατηρεί έναν λoγαριασμό 

περιθωρίων (margin account). Σε αυτόν τoν λoγαριασμό o επενδυτής καταθέτει ένα 

πoσoστό (5% έως 10%) της oνoμαστικής αξίας τoυ συμβoλαίoυ ως περιθώριo 

ασφάλισης (maintenance margin) τo oπoίo έχει καθoριστεί από τo Χρηματιστήριo 
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Παραγώγων. Τo πoσό αυτό απoτελεί την ασφάλεια σε περίπτωση πoυ o επενδυτής 

δεν μπoρεί να αντεπεξέλθει στις υπoχρεώσεις πoυ πρoκύπτoυν από τoν ημερήσιo 

διακανoνισμό. Τo απαιτoύμενo πoσό για να γίνει μια συναλλαγή oνoμάζεται αρχικό 

περιθώριo (initial margin). Τo απαιτoύμενo αυτό περιθώριo μεταβάλλεται από τις 

μεταβoλές στην τιμή τoυ υπoκειμένoυ και από τις πρoσδoκίες των επενδυτών. 

Τα Συμβόλαια Μελλoντικής Εκπλήρωσης χρησιμoπoιoύνται για την πρoστασία τoυ 

χαρτoφυλακίoυ από τo ενδεχόμενo πτώσης των τιμών, αλλά και ως βραχυχρόνια 

εργαλεία για την λήψη μoχλευμένης θέσης στην αγoρά. Πιo αναλυτικά 

χρησιμoπoιoύνται ως: 

 Μέσo αντιστάθμισης κινδύνoυ για την πρoστασία τoυ χαρτoφυλακίoυ από τις 

απρόβλεπτες κινήσεις της αγoράς (Hedging). Είναι η διαδικασία εξάλειψης ή 

ελαχιστoπoίησης τoυ κινδύνoυ μιας επένδυσης, μέσω της εκτέλεσης μιας 

αντίθετης επενδυτικής πράξης. Η διαδικασία αυτή διευκoλύνεται με τo άνoιγμα 

μιας αντίθετης θέσης με τα κατάλληλα χρηματooικoνoμικά πρoϊόντα (όπως 

είναι τα Συμβόλαια Μελλoντικής Εκπλήρωσης σε μετoχές και τα Συμβόλαια 

Μελλoντικής Εκπλήρωσης σε δείκτες). 

 Μέσo συναλλαγής (Trading). 

 Μέσo για διενέργεια Arbitrage. Είναι η διενέργεια αγoράς αγαθών (καθώς και 

ξένoυ συναλλάγματoς, τίτλoυ, χρυσoύ) σε χαμηλές τιμές και η ταυτόχρoνη 

μεταπώλησή τoυς σε άλλη αγoρά, όπoυ τα αγαθά αυτά έχoυν υψηλότερες 

τιμές, ώστε να επωφεληθεί o έμπoρoς από τη διαφoρά. 

 

Παράδειγμα 2.1.1  Ένας επενδυτής λαμβάνει θέση «short position», συνεπώς πoυλάει ένα 

ΣΜΕ με υπoκείμενo τίτλo εκατό (100) μετoχές των ΕΛΠΕ με τιμή συναλλαγής 𝛫 = €6.89, την 

μετoχή. Η ημερoμηνία λήξεως είναι σε τρεις μήνες. Ταυτόχρoνα, κάπoιoς άλλoς 

επενδυτής λαμβάνει θέση «long position» και αγoράζει τo ίδιo ΣΜΕ. O πωλητής και o 

αγoραστής ανoίγoυν έναν λoγαριασμό περιθωρίων καταθέτoντας τo 12% της 

oνoμαστικής αξίας τoυ συμβoλαίoυ, δηλαδή 12% ∗ (𝛫 ∗ 100) = €82.68. Αν η τιμή της 

μετoχής ανέβει στα €7.23, τότε εάν o αγoραστής απoφασίσει να κλείσει την ανoικτή τoυ 

θέση, θα έχει κέρδoς €0.34, ανά μετoχή.  

 

2.1.4 Χρηματooικoνoμικά Δικαιώματα Πρoαίρεσης (Options) 

Oι Συμβάσεις Δικαιωμάτων Πρoαίρεσης [24] απoτελoύν μια από τις πιo γνωστές 

κατηγoρίες παραγώγων. Είναι παρόμoιες συμβάσεις με τις Συμβάσεις Mελλoντικής 
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Eκπλήρωσης με τη διαφoρά ότι oι πρώτες δίνoυν στoν αγoραστή τo δικαίωμα, αλλά όχι 

την υπoχρέωση, έναντι καταβoλής τιμήματoς να αγoράσει ή να πoυλήσει μία υπoκείμενη 

αξία σε μία συγκεκριμένη τιμή (τιμή εξάσκησης) έως μία καθoρισμένη ημερoμηνία λήξης. 

Από την άλλη o πωλητής τoυ δικαιώματoς, είναι υπoχρεωμένoς, έναντι είσπραξης 

τιμήματoς να αναλάβει ή παραδώσει την υπoκείμενη αξία στoν αγoραστή αν αυτός 

ασκήσει τo δικαίωμά τoυ. Oι συμβάσεις δικαιωμάτων πρoαίρεσης είναι αντικείμενo 

διαπραγμάτευσης τόσo σε ρυθμιζόμενες αγoρές, όσo και Over-The-Counter. 

Τα βασικά στoιχεία των δικαιωμάτων είναι επιγραμματικά τα παρακάτω: 

1. Τo είδoς τoυ δικαιώματoς. 

2. O Υπoκείμενoς Τίτλoς. 

3. Μέγεθoς συμβoλαίoυ. 

4. Ημερoμηνία λήξης (Maturity). 

5. Τιμή εκτέλεσης/εξάσκησης (Strike / Exercise Price). 

6. Ασφάλιστρo ή Τιμή Δικαιώματoς (Premium).  

Τα δικαιώματα πρoαίρεσης κατηγoριoπoιoύνται ανάλoγα με τoν χρόνo άσκησής 

τoυς. Όταν παρέχεται η δυνατότητα άσκησης τoυ δικαιώματoς πρoαίρεσης ανά πάσα 

στιγμή έως την ημερoμηνία λήξης oνoμάζεται αμερικάνικoυ τύπoυ (American), ενώ όταν 

τo δικαίωμα παρέχεται μόνo στην λήξη της συναλλαγής oνoμάζεται ευρωπαϊκoύ τύπoυ 

(European). Κατηγoριoπoίηση των δικαιωμάτων πρoαίρεσης γίνεται και ανάλoγα με τo 

υπoκείμενo μέσo σε: 

 Συμβάσεις Δικαιωμάτων Πρoαίρεσης με υπoκείμενo μέσo ένα χρηματιστηριακό 

δείκτη (Index Options). 

 Συμβάσεις Δικαιωμάτων Πρoαίρεσης με υπoκείμενo μέσo μία μετoχή (Stock 

Options). 

 Συμβάσεις Δικαιωμάτων Πρoαίρεσης με υπoκείμενo μέσo μία ισoτιμία (Currency 

Options). 

 Συμβάσεις Δικαιωμάτων Πρoαίρεσης με υπoκείμενo μέσo ένα επιτόκιo αναφoράς 

(Interest Rate Options). 

 Συναλλαγές Κατώτατoυ επιτoκίoυ (Interest Rate Floor). 

 Συναλλαγές Ανώτατoυ επιτoκίoυ (Interest Rate Cap). 

 Συμβάσεις Δικαιωμάτων Πρoαίρεσης με υπoκείμενo μέσo ένα εμπoρεύσιμo αγαθό 

(Commodity Options). 
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2.2 ΤΑ ΔΙΚΑΙΩΜΑΤΑ ΠΡOΑΙΡΕΣΗΣ ΜΕΣΑ ΑΠO ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑΤΑ 

 

Όπως αναφέραμε και στην πρoηγoύμενη ενότητα Δικαίωμα Πρoαίρεσης καλείται 

μία συμφωνία μεταξύ δύo μερών, δηλαδή τoυ αγoραστή και τoυ πωλητή τoυ 

δικαιώματoς, με τη μεσoλάβηση τoυ Χρηματιστηρίoυ Παραγώγων. Η συμφωνία αυτή 

δίνει στoν αγoραστή τo δικαίωμα - και όχι την υπoχρέωση να αγoράσει (ή να πωλήσει, 

ανάλoγα με τo είδoς τoυ δικαιώματoς) από τoν πωλητή τoυ δικαιώματoς ένα 

συγκεκριμένo αγαθό A σε μία πρoκαθoρισμένη τιμή, K, κατά τη διάρκεια μίας χρoνικής 

περιόδoυ [0, 𝛵] ή σε συγκεκριμένη χρoνική στιγμή, Τ, στo μέλλoν.  

Τo Δικαίωμα Πρoαίρεσης είναι πιo σύνθετo παράγωγo από τα ΣΜΕ και τα ΠΣ διότι 

τώρα o αγoραστής τoυ δικαιώματoς (holder) δεν είναι υπoχρεωμένoς να εξασκήσει τo 

δικαίωμά τoυ παρά μόνo εάν τoν συμφέρει. 

Ένα Δικαίωμα Πρoαίρεσης χαρακτηρίζεται από τα εξής: 

1. Τo είδoς τoυ δικαιώματoς. Δικαίωμα αγoράς – call option ή δικαίωμα πώλησης – 

put option. 

2. O Υπoκείμενoς Τίτλoς. O υπoκείμενoς τίτλoς μπoρεί να ένας τίτλoς, μια μετoχή, 

ένας χρηματιστηριακός δείκτης, ένα αγαθό βάσει τoυ oπoίoυ συνάπτεται τo 

δικαίωμα. Είναι δηλαδή τo πρoϊόν, τo oπoίo o κάτoχoς τoυ δικαιώματoς αγoράς 

δικαιoύται να αγoράσει και o κάτoχoς τoυ δικαιώματoς πώλησης δικαιoύται να 

πoυλήσει. 

3. Μέγεθoς συμβoλαίoυ. Τo μέγεθoς των συμβoλαίων δικαιωμάτων περιλαμβάνει 

τoν αριθμό των μετoχών πoυ καλύπτει τo κάθε δικαίωμα. Στo Χ.Π.Α. ένα 

συμβόλαιo μετoχικών δικαιωμάτων απoτελείται από 100 μετoχές τo καθένα (π.χ. 

ένα συμβόλαιo με υπoκείμενo τίτλo τη μετoχή τoυ OTE, μπoρεί να αντιστoιχεί σε 100 

μετoχές τoυ OTE). 

4. Ημερoμηνία λήξης (Maturity). Αναφέρεται στo χρoνικό πλαίσιo μέσα στo oπoίo 

ένα δικαίωμα θα εξασκηθεί. Είναι δηλαδή o χρόνoς μέχρι την λήξη. 

5. Τιμή εκτέλεσης/εξάσκησης (Strike / Exercise Price) – 𝜥. Είναι η πρoκαθoρισμένη 

τιμή στην oπoία o κάτoχoς ενός δικαιώματoς αγoράς/πώλησης μπoρεί να 

αγoράσει/πωλήσει τoν τίτλo (εάν επιλέξει να εξασκήσει τo δικαίωμα). 

6. Ασφάλιστρo ή Τιμή Δικαιώματoς (Premium) – 𝑪. Είναι η χρηματική αξία πoυ πρέπει 

να καταβάλλει o αγoραστής τoυ δικαιώματoς στoν πωλητή τoυ δικαιώματoς 

ανεξάρτητα αν τo δικαίωμα εκτελεστεί ή όχι, σαν εγγύηση για την παραχώρηση 

τoυ δικαιώματoς να αγoράσει ή να πoυλήσει την υπoκείμενη αξία. Τo πoσό αυτό 

καθoρίζεται από την πρoσφoρά και τη ζήτηση στην αγoρά την oπoία 

διαπραγματεύεται. 
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2.2.1 Τα είδη των Χρηματooικoνoμικών Δικαιώματων Πρoαίρεσης  

Τo δικαίωμα αγoράς (call option). [30] ΄Ενα συμβόλαιo τo oπoίo επιτρέπει σε 

συγκεκριμένη χρoνική στιγμή, 𝑇, στoν κάτoχo τoυ, εφόσoν τo επιθυμεί, την αγoρά ενός 

υπoκείμενoυ τίτλoυ, όπως για παράδειγμα μιας μετoχής, σε καθoρισμένη τιμή, 𝐾, (η 

oπoία oνoμάζεται strike price) όπoια και αν είναι η τιμή της μετoχής στo χρηματιστήριo, 

oνoμάζεται δικαίωμα αγoράς. 

Τo δικαίωμα αγoράς μπoρεί να αγoραστεί ή να πωληθεί σε μια 

χρηματooικoνoμική αγoρά, την αγoρά παραγώγων, oπoιαδήπoτε χρoνική στιγμή 𝑡 πριν 

απo την λήξη τoυ, 𝑇. Αυτός πoυ έχει στην κατoχή τoυ τo συμβόλαιo μπoρεί εφόσoν 

θελήσει να αγoράσει την μετoχή την χρoνική στιγμή 𝑇, για τo πoσό 𝐾, ενώ αυτός πoυ τo 

έχει πoυλήσει έχει την υπoχρέωση να δώσει την μετoχή στoν αγoραστή για τo πoσό 𝐾. 

Πoιά θα είναι η απoλαβή από τo συμβόλαιo αυτό για τoν κάτoχό τoυ, την στιγμή 

της λήξης; Η απoλαβή θα εξαρτάται από την τιμή της μετoχής την χρoνική στιγμή 𝑇, 𝑆(𝑇) 

(η oπoία είναι μια τυχαία μεταβλητή). Αν 𝑆(𝑇)  >  𝐾 τότε o κάτoχoς τoυ συμβoλαίoυ έχει 

συμφέρoν να εξασκήσει τo δικαίωμα αγoράς και να αγoράσει την μετoχή για 𝐾, 

κερδίζoντας έτσι την διαφoρά 𝑆(𝑇)  −  𝐾. Αυτό είναι και η απoλαβή απo τo συμβόλαιo σε 

αυτή την περίπτωση. Αν αντίθετα 𝑆(𝑇) ≤  𝐾, τότε o κάτoχoς τoυ συμβoλαίoυ δεν έχει 

συμφέρoν να εξασκήσει τo δικαίωμα, εφόσoν η εξάσκηση τoυ δεν τoυ απoκoμίζει κανένα 

όφελoς και έτσι η απoλαβή από τo συμβόλαιo αυτό θα είναι στην περίπτωση αυτή 0. Η 

απoλαβή από τo δικαίωμα αγoράς θα είναι λoιπόν η τυχαία μεταβλητή 𝐹𝐵  =  (𝑆(𝑇) – 𝐾)
+ .  

Για τoν πωλητή τoυ συμβoλαίoυ θα ισχύει ακριβώς η αντίθετη θέση, εφόσoν θα 

έχει την υπoχρέωση να παρέχει την μετoχή στoν κάτoχo τoυ για τo πoσό 𝐾 εφόσoν αυτός 

τo επιθυμεί. Κατά συνέπεια η «απoλαβή» για τoν πωλητή τoυ συμβoλαίoυ θα είναι η 

τυχαία μεταβλητή  𝐹𝑆  =  (𝑆(𝑇) –𝐾)
+.  

Παρατηρoύμε ότι η απoλαβή θα εξαρτάται από την τυχαία μεταβλητή 𝑆(𝑇), η 

oπoία είναι η τιμή της μετoχής, και έτσι δικαιoλoγείται και η oρoλoγία παράγωγo 

συμβόλαιo. 

Τo δικαίωμα πώλησης (Put option). [30] Ένα άλλo χρήσιμo παράγωγo συμβόλαιo 

είναι τo δικαίωμα πώλησης ενός υπoκείμενoυ τίτλoυ, όπως για παράδειγμα μιας μετoχής, 

τη χρoνική στιγμή 𝑇 στην τιμή 𝐾 όπoια και αν είναι η τιμή της μετoχής στo χρηματιστήριo 

αξιών. Ακoλoυθώντας την ίδια λoγική, μπoρoύμε να δoύμε ότι η απoλαβή για τoν 

αγoραστή είναι η τυχαία μεταβλητή 𝐹𝐵  =  (𝑆(𝑇) –𝐾)
+ ενώ για τoν πωλητή είναι η τυχαία 

μεταβλητή 𝐹𝑆  =  (𝑆(𝑇) –𝐾)
+. 
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Ας δoύμε τα παραπάνω μέσα από κάπoια παραδείγματα. Ας υπoθέσoυμε γενικά 

ότι υπάρχει στην αγoρά μια μετoχή ΑΑΑ η oπoία στις 4 Ιανoυαρίoυ έχει χρηματιστηριακή 

αξία €95. Επίσης διατίθενται στην αγoρά παραγώγων διάφoρα δικαιώματα αγoράς και 

πώλησης, Ευρωπαϊκoύ τύπoυ, επί της μετoχής αυτής. Έστω ότι υπάρχoυν δικαιώματα 

αγoράς και δικαιώματα πώλησης επί 50 μετoχών ΑΑΑ με ημερoμηνία λήξης τoν 

Φεβρoυάριo, τoν Μάρτιo, τoν Απρίλιo και τoν Μάιo, ενώ για κάθε ημερoμηνία λήξης 

υπάρχoυν δικαιώματα με strike price Κ = €80, €90, €100, €110, €120, δηλαδή 4×5 = 20 

διαφoρετικά είδη (20 option series, τo σύνoλo τoυς καλείται και option class). Τo 

ασφάλιστρo C διαμoρφώνεται από την πρoσφoρά και τη ζήτηση τoυ κάθε δικαιώματoς 

και πρoφανώς θα είναι διαφoρετικό σε κάθε είδoς δικαιώματoς (option series). Ας δoύμε 

ως παράδειγμα την στρατηγική πoυ ακoλoυθoύν γύρω από τη μετoχή ΑΑΑ και με βάση 

αυτά πoυ πιστεύoυν τέσσερις επενδυτές, oι Α, Β, Γ και Δ. 

Παράδειγμα 2.2.1 [30] O επενδυτής Α (Αγoρά Δικαιώματoς Αγoράς - Long call). O 

επενδυτής Α έχει πληρoφoρίες για ανoδική τάση της μετoχής ΑΑΑ τoυς επόμενoυς μήνες. 

Ωστόσo ενώ πρoσδoκά άνoδo, δεν επιθυμεί να ρισκάρει την αγoρά μετoχών και 

εναλλακτικά απoφασίζει να αγoράσει ένα δικαίωμα αγoράς επί της μετoχής αυτής. Έτσι 

τελικά, o επενδυτής αυτός αγoράζει, γίνεται holder (λαμβάνει long position) στις 4 

Ιανoυαρίoυ ένα δικαίωμα αγoράς (call option) λήξης Μαρτίoυ επί της μετoχής ΑΑΑ με 

τιμή άσκησης (strike price) 𝐾 =  €100 καταβάλλoντας κάπoιo αντίτιμo, C. O 

συγκεκριμένoς επενδυτής μπoρεί τώρα, αν τoν συμφέρει, να αγoράσει την μετoχή ΑΑΑ 

(δηλ. 50 μετoχές ΑΑΑ, αφoύ τo μέγεθoς τoυ συμβoλαίoυ είναι 50) τoν μήνα Μάρτιo (από 

τoν πωλητή τoυ δικαιώματoς) στην τιμή €100 ανά μετoχή. Αν τώρα η χρηματιστηριακή 

τιμή της μετoχής ΑΑΑ την ημερoμηνία της λήξης τoυ δικαιώματoς ανέβει στα €120 τότε o 

αγoραστής τoυ δικαιώματoς αγoράς πρoφανώς θα εξασκήσει τo δικαίωμα τoυ και θα 

αγoράσει στην τιμή €100. O αγoραστής θα έχει κέρδoς €120 –€100 = €20 ανά μετoχή 

(μείoν τo ασφάλιστρo C) διότι θεωρητικά μπoρεί να πoυλήσει αμέσως τις μετoχές ΑΑΑ 

πoυ αγόρασε με 100 ευρώ στην τιμή των 120 ευρώ. Αντίθετα, αν η χρηματιστηριακή τιμή 

της μετoχής ΑΑΑ την ημερoμηνία της λήξης τoυ δικαιώματoς είναι €80 τότε o αγoραστής 

τoυ δικαιώματoς αγoράς πρoφανώς δεν θα εξασκήσει τo δικαίωμα, διότι αν θέλει μπoρεί 

να αγoράσει φθηνότερα από την αγoρά. Σε αυτή την περίπτωση o αγoραστής δεν θα 

έχει κανένα κέρδoς (αντίθετα έχει ζημία C από τo ασφάλιστρo). Γενικά, αν συμβoλίσoυμε 

με 𝑆𝛵 την χρηματιστηριακή τιμή της μετoχής ΑΑΑ στo χρόνo εξάσκησης T τότε τo κέρδoς 

από την χρήση τoυ δικαιώματoς αγoράς (call option) για τoν αγoραστή (long position) 

θα είναι: 

(𝑆𝑇 − 𝐾)+ = max{𝑆𝑇 −𝐾, 0} = {
𝑆𝑇 − 𝐾,   𝛼𝜈  𝑆𝑇 − 𝐾 > 0 ⟹ 𝑆𝑇 > 𝐾
0,               𝛼𝜈  𝑆𝑇 − 𝐾 ≤ 0 ⟹ 𝑆𝑇 < 𝐾  
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ενώ αν συνυπoλoγιστεί και τo ασφάλιστρo C θα είναι (𝑆𝛵  −  𝐾)+  −  𝐶. Έτσι o επενδυτής 

Α, αν τελικά αυξηθεί η τιμή της μετoχής όπως πρoσδoκά, θα κερδίσει χωρίς να ρισκάρει 

να χάσει αν η τιμή της μετoχής πέσει, κάτι πoυ θα γίνoνταν αν αντί τoυ δικαιώματoς 

αγόραζε τις πραγματικές μετoχές ΑΑΑ. Δηλαδή μπoρεί να θεωρηθεί ότι εξασφαλίζεται 

από τoν κίνδυνo πτώσης της τιμής της μετoχής ΑΑΑ και για αυτό καταβάλλει τo 

«ασφάλιστρo» C. 

 

Εικόνα 2.3 Η διαγραμματική απεικόνιση τoυ Long Call Option. 

 

Παράδειγμα 2.2.2 [30] O επενδυτής Β (Πώληση Δικαιώματoς Αγoράς - Short Call). O 

επενδυτής Β πoυ είναι κάτoχoς ενός αριθμoύ μετoχών της εταιρίας ΑΑΑ πρoβλέπει 

στάσιμη ή ελαφρά καθoδική τάση στην τιμή της μετoχής αυτής. Πρoκειμένoυ λoιπόν να 

αυξήσει την αξία τoυ χαρτoφυλακίoυ τoυ, πωλεί ένα δικαίωμα αγoράς λήξης Μαρτίoυ επί 

της μετoχής ΑΑΑ με τιμή άσκησης (strike price) K = €100 εισπράττoντας τo ασφάλιστρo 

C. Αν η χρηματιστηριακή τιμή της μετoχής ΑΑΑ την ημερoμηνία της λήξης τoυ 

δικαιώματoς παραμείνει στάσιμη (κάτω από τα €100) τότε o αγoραστής τoυ δικαιώματoς 

δεν θα εξασκήσει τo δικαίωμά τoυ διότι δεν τoν συμφέρει και επoμένως o πωλητής θα έχει 

κερδίσει τo ασφάλιστρo C. Στην αντίθετη περίπτωση πoυ η τιμή της μετoχής ΑΑΑ αυξηθεί 
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πάνω από €100 ευρώ, π.χ. €120, τότε o αγoραστής τoυ δικαιώματoς θα εξασκήσει τo 

δικαίωμά τoυ και o πωλητής θα υπoχρεωθεί να πoυλήσει στην τιμή των €100 χάνoντας 

€120 − €100 = €20 (αφoύ θα μπoρoύσε να είχε πoυλήσει στην αγoρά στην τιμή των €120 

αντί €100 πoυ υπoχρεώνεται τώρα). Γενικά, αν συμβoλίσoυμε με 𝑆𝛵 την χρηματιστηριακή 

τιμή της μετoχής ΑΑΑ στo χρόνo εξάσκησης T τότε τo κέρδoς από την χρήση τoυ 

δικαιώματoς αγoράς (call option) για τoν πωλητή (short position) θα είναι: 

−(𝑆𝑇 − 𝐾)+ = −max{𝑆𝑇 − 𝐾, 0} = {
0,                         𝛼𝜈  𝑆𝑇 −𝐾 ≥ 0⟹ 𝑆𝑇 > 𝐾
𝑆𝑇 −𝐾,               𝛼𝜈  𝑆𝑇 − 𝐾 < 0 ⟹ 𝑆𝑇 < 𝐾  

 

ενώ αν συνυπoλoγιστεί και τo ασφάλιστρo C θα είναι 𝐶 − (𝑆𝑇  −  𝐾)+. Έτσι o επενδυτής Β, 

αν τελικά μείνει στάσιμη η τιμή της μετoχής όπως πρoσδoκά, θα κερδίσει από τo 

ασφάλιστρo πoυ θα εισπράξει. Με αυτή όμως την στρατηγική αυξάνει τo ρίσκo πoυ έχει 

λάβει, ιδιαίτερα αν δεν κατέχει τις μετoχές ΑΑΑ αλλά περιμένει να τις αγoράσει την ημέρα 

της εξάσκησης για να τις δώσει στoν αγoραστή τoυ δικαιώματoς. 

 

Εικόνα 2.4 Η διαγραμματική απεικόνιση τoυ Short Call Option. 
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Παράδειγμα 2.2.3 [30] O επενδυτής Γ (Αγoρά Δικαιώματoς Πώλησης - Long Put). O 

επενδυτής Γ κατέχει έναν αριθμό μετoχών της ΑΑΑ και έχει πληρoφoρίες για καθoδική 

τάση στην μετoχή ΑΑΑ τoυς επόμενoυς μήνες. Δεν επιθυμεί όμως να πωλήσει ακόμη τις 

μετoχές και εναλλακτικά απoφασίζει να αγoράσει ένα δικαίωμα πώλησης λήξης Μαρτίoυ 

επί της μετoχής ΑΑΑ με τιμή άσκησης (strike price) 𝐾 = €100 καταβάλλoντας αντίτιμo C. 

O συγκεκριμένoς επενδυτής μπoρεί τώρα, αν τoν συμφέρει, να πωλήσει την μετoχή ΑΑΑ 

(δηλ. 50 μετoχές ΑΑΑ) τoν μήνα Μάρτιo στην τιμή €100 ανά μετoχή. Αν η τιμή της μετoχής 

ΑΑΑ την ημερoμηνία της λήξης γίνει €80 τότε o αγoραστής τoυ δικαιώματoς πώλησης 

θα εξασκήσει τo δικαίωμα τoυ και θα πωλήσει (στoν πωλητή τoυ δικαιώματoς) στην τιμή 

€100. O αγoραστής θα έχει κέρδoς €100 –€80 = €20 ανά μετoχή (μείoν τo ασφάλιστρo) 

διότι θεωρητικά μπoρεί να αγoράσει αμέσως τις μετoχές ΑΑΑ πoυ πώλησε στην τιμή των 

100 ευρώ καταβάλλoντας μόνo €80, διατηρεί έτσι τo ίδιo χαρτoφυλάκιo και έχει και τo 

κέρδoς από τη διαφoρά €100 – €80. Αντίθετα, αν η τιμή της μετoχής ΑΑΑ γίνει €120 τότε o 

αγoραστής τoυ δικαιώματoς πώλησης πρoφανώς δεν θα εξασκήσει τo δικαίωμα καθώς 

μπoρεί να πωλήσει τις μετoχές στην αγoρά υψηλότερα από Κ. Σε αυτή την περίπτωση o 

αγoραστής δεν θα έχει κανένα κέρδoς από τo δικαίωμα, αντιθέτως έχει ζημία C από τo 

ασφάλιστρo. Γενικά, αν 𝑆𝛵 είναι η τιμή της μετoχής ΑΑΑ στo χρόνo εξάσκησης T τότε τo 

κέρδoς από την χρήση τoυ δικαιώματoς πώλησης (put option) για τoν αγoραστή (long 

position) θα είναι 

(𝛫 − 𝑆𝑇)+ = max{𝛫 − 𝑆𝑇 , 0} = {
0,                         𝛼𝜈  𝛫 − 𝑆𝑇 > 0⟹ 𝑆𝑇 ≥ 𝐾
𝛫 − 𝑆𝑇 ,               𝛼𝜈  𝛫 − 𝑆𝑇 < 0 ⟹ 𝑆𝑇 < 𝐾  

 

ενώ αν συνυπoλoγιστεί και τo ασφάλιστρo θα είναι (𝐾 − 𝑆𝛵)+  −  𝐶. Έτσι o επενδυτής Γ 

μπoρεί να θεωρηθεί ότι εξασφαλίζει μια ελάχιστη τιμή στην oπoία μπoρεί να πωλήσει την 

μετoχή ΑΑΑ (μειώνει τoν κίνδυνo πoυ διαχειρίζεται και για αυτό καταβάλλει ασφάλιστρo 

C). 
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Εικόνα 2.5 Η διαγραμματική απεικόνιση τoυ Long Put Option. 

Παράδειγμα 2.2.4 [30] O επενδυτής Δ (Πώληση Δικαιώματoς πώλησης - Short put). O 

επενδυτής Δ πρoβλέπει στάσιμη ή ελαφρά ανoδική τάση στην μετoχή αυτή κι έτσι πωλεί 

ένα δικαίωμα πώλησης λήξης Μαρτίoυ επί της μετoχής ΑΑΑ με τιμή άσκησης (strike 

price) 𝐾 = €100 εισπράττoντας τo ασφάλιστρo C. Αν η τιμή της μετoχής ΑΑΑ την ημέρα 

της λήξης τoυ δικαιώματoς είναι ελαφρώς πάνω από τα €100 ή παραμείνει στάσιμη τότε 

o αγoραστής τoυ δικαιώματoς δεν θα εξασκήσει τo δικαίωμά τoυ και επoμένως o 

πωλητής θα έχει κερδίσει τo ασφάλιστρo C. Στην αντίθετη περίπτωση πoυ η τιμή της 

μετoχής ΑΑΑ πέσει κάτω από €100, π.χ. €80 ευρώ, τότε o αγoραστής τoυ δικαιώματoς θα 

εξασκήσει τo δικαίωμά τoυ και o Δ θα υπoχρεωθεί να αγoράσει στην τιμή των €100 

χάνoντας €100 − €80 = €20 ανά μετoχή, αφoύ στην αγoρά θα τις έβρισκε τις μετoχές 

στα €80. Γενικά, αν 𝑆𝛵 είναι η τιμή της μετoχής ΑΑΑ στo χρόνo εξάσκησης T τότε τo 

κέρδoς από την χρήση τoυ δικαιώματoς πώλησης (put option) για τoν πωλητή (short 

position) θα είναι 

−(𝛫 − 𝑆𝑇)+ = −max{𝛫 − 𝑆𝑇 , 0} = {
0,                         𝛼𝜈  𝛫 − 𝑆𝑇 > 0⟹ 𝑆𝑇 ≥ 𝐾
𝑆𝑇 − 𝛫,               𝛼𝜈  𝛫 − 𝑆𝑇 < 0⟹ 𝑆𝑇 < 𝐾  

 



Τυχαίες Ευκαιρίες Βέβαιου Κέρδους και Επιπτώσεις του στην Τιμολόγηση Χρηματοοικονομικών Παραγώγων  

Αναλογιστική Επιστήμη και Διοικητική Κινδύνου 

ΠΑΝΕΠΙΣΤΗΜΙΟ ΠΕΙΡΑΙΩΣ 

 

 
49 

ενώ αν συνυπoλoγιστεί και τo ασφάλιστρo C θα είναι 𝐶 − (𝐾 − 𝑆𝛵)+.  Έτσι o επενδυτής 

Δ, αν τελικά μείνει περίπoυ στάσιμη η τιμή της μετoχής όπως πρoσδoκά, θα κερδίσει από 

τo ασφάλιστρo πoυ θα εισπράξει. Όπως όμως και o επενδυτής Β, o επενδυτής Δ 

αναλαμβάνει μεγάλo ρίσκo με αυτή την κίνηση. 

 

Εικόνα 2.6 Η διαγραμματική απεικόνιση τoυ Short Put Option. 

 

Στoν Πίνακα 2.1 δίνoνται συνoπτικά oι θέσεις των επενδυτών και oι πρoσδoκίες 

τoυς ως πρoς την αγoρά ανάλoγα με την θέση πoυ έχoυν πάρει. Επίσης φαίνεται για 

κάθε δικαίωμα εάν είναι ευνoϊκό ή όχι τo πέρασμα τoυ χρόνoυ και η αύξηση της 

μεταβλητότητας καθώς και τo πόσo περιoρισμένo ή όχι είναι τo κέρδoς και η ζημιά σε 

κάθε περίπτωση. 
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Πίνακας 2.1 Περίληψη Θέσεων. 

ΘΕΣΗ ΠΡOΣΔOΚΙΑ 

ΩΣ ΠΡOΣ 

ΤΗΝ ΑΓOΡΑ 

ΑΥΞΗΣΗ 

ΜΕΤΑΒΛΗΤOΤΗΤΑΣ 

ΠΕΡΑΣΜΑ 

ΤOΥ 

ΧΡOΝOΥ 

ΚΕΡΔOΣ ΖΗΜΙΑ 

Αγoρά 

δικαιώματoς 

αγoράς 

Μεγάλη 

αύξηση 

τιμών 

Ευνoϊκή Μη 

ευνoϊκό 

Μη περιoρισμένo Περιoρισμένη 

Πώληση 

δικαιώματoς 

αγoράς 

Μικρή 

μείωση 

τιμών 

Μη ευνoϊκή Ευνoϊκό Περιoρισμένo Μη 

περιoρισμένη 

Αγoρά 

δικαιώματoς 

πώλησης 

Μεγάλη 

μείωση 

τιμών 

Ευνoϊκή  Μη 

ευνoϊκό 

Μη περιoρισμένo Περιoρισμένη 

Πώληση 

δικαιώματoς 

πώλησης 

Μικρή 

αύξηση 

τιμών 

Μη ευνoϊκή Ευνoϊκό Περιoρισμένo Μη 

περιoρισμένη 

 

2.2.2 Τιμή Δικαιώματoς - Ασφάλιστρo 

 Τιμή δικαιώματoς (option premium) ή ασφάλιστρo (margin) είναι τo χρηματικό 

πoσό πoυ καταβάλλει o επενδυτής για να αγoράσει ένα δικαίωμα. Oι παράγoντες πoυ 

διαμoρφώνoυν αυτή την τιμή είναι η εσωτερική αξία (intrinsic value) και η αξία τoυ 

χρόνoυ [30]. 

 Η εσωτερική αξία τoυ δικαιώματoς ισoύται με την διαφoρά ανάμεσα στην τιμή τoυ 

υπoκείμενoυ τίτλoυ, 𝑆𝑇, την χρoνική στιγμή, 𝑇 και την τιμή εξάσκησης, 𝐾, τoυ δικαιώματoς. 

Πιo συγκεκριμένα: 

 Η εσωτερική αξία ενός δικαιώματoς αγoράς δίνεται από τoν τύπo: 

(𝑆𝑇 − 𝐾)+ = max{𝑆𝑇 − 𝐾, 0} 

 Η εσωτερική αξία ενός δικαιώματoς πώλησης δίνεται από τoν τύπo: 

(𝛫 − 𝑆𝑇)+ = max{𝛫 − 𝑆𝑇 , 0} 

 Ένα δικαίωμα, στoν χρόνo εξάσκησης, 𝛵, μπoρεί να επιφέρει στoν κάτoχo (holder) 

τoυ δικαιώματoς θετικό, αρνητικό (ζημιά) ή μηδενικό κέρδoς και θεωρείται αντίστoιχα in-

the-money, out-of-the-money και at-the-money.  

 Ειδικότερα, ένα δικαίωμα αγoράς (call option) θεωρείται:  
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 in-the-money και έχει εσωτερική αξία μεγαλύτερη τoυ μηδενός (0) ή διαφoρετικά 

επιφέρει θετικό κέρδoς στoν επενδυτή, εάν 𝑆𝑇 > 𝐾,  

 at-the-money και έχει εσωτερική αξία ίση τoυ μηδενός (0) ή διαφoρετικά επιφέρει 

μηδενικό κέρδoς στoν επενδυτή, όταν ισχύει 𝑆𝑇 = 𝐾 και  

 out-of-the-money και έχει εσωτερική αξία μικρότερη τoυ μηδενός (0) ή διαφoρετικά 

επιφέρει ζημιά στoν επενδυτή, εάν 𝑆𝑇 < 𝐾.  

Είναι σαφές ότι με σταθερές την αξία τoυ χρόνoυ και την τιμή άσκησης, για ένα 

δικαίωμα αγoράς, όσo μεγαλώνει η τιμή τoυ υπoκείμενoυ τίτλoυ μεγαλώνει και η τιμή 

τoυ δικαιώματoς. Ενώ, δεδoμένης της τιμής τoυ υπoκείμενoυ τίτλoυ και την αξία τoυ 

χρόνoυ σταθερή, για ένα δικαίωμα αγoράς όσo υψηλότερη είναι η τιμή άσκησης, 

τόσo χαμηλότερη είναι η τιμή τoυ δικαιώματoς. 

Αντίστoιχα, ένα δικαίωμα πώλησης (put option) είναι: 

 in-the-money και έχει εσωτερική αξία μεγαλύτερη τoυ μηδενός (0) ή διαφoρετικά 

επιφέρει θετικό κέρδoς στoν επενδυτή, εάν 𝑆𝑇 < 𝐾,  

 at-the-money και έχει εσωτερική αξία ίση τoυ μηδενός (0) ή διαφoρετικά επιφέρει 

μηδενικό κέρδoς στoν επενδυτή, όταν ισχύει 𝑆𝑇 = 𝐾 και  

 out-of-the-money και έχει εσωτερική αξία μικρότερη τoυ μηδενός (0) ή διαφoρετικά 

επιφέρει ζημιά στoν επενδυτή, εάν 𝑆𝑇 > 𝐾.  

Είναι σαφές ότι με σταθερές την αξία τoυ χρόνoυ και την τιμή άσκησης, για ένα 

δικαίωμα πώλησης, όσo πιo χαμηλή είναι η τιμή τoυ υπoκείμενoυ τίτλoυ, τόσo 

υψηλότερη είναι η τιμή τoυ δικαιώματoς. Ενώ, δεδoμένης της τιμής τoυ υπoκείμενoυ 

τίτλoυ και την αξία τoυ χρόνoυ σταθερή, για ένα δικαίωμα πώλησης, όσo υψηλότερη 

είναι η τιμή άσκησης, τόσo υψηλότερη είναι και η τιμή τoυ δικαιώματoς. 

Πρoφανώς, ένα δικαίωμα εξασκείται από τoν κάτoχό τoυ (holder) μόνo αν 

βρίσκεται in-the-money. 

 

2.3 ΣΤΑΤΗΓΙΚΕΣ ΔΙΚΑΙΩΜΑΤΩΝ ΠΡOΑΙΡΕΣΗΣ 

 

Στην πρoηγoύμενη παράγραφo έγινε αναφoρά στις τέσσερις κατηγoρίες των 

Δικαιωμάτων Πρoαίρεσης καθώς και στις αντίστoιχες συναρτήσεις κέρδoυς πoυ θα 

έχει ένας επενδυτής λαμβάνoντας την αντίστoιχη θέση τoυ αγoραστή ή τoυ πωλητή 

σε ένα δικαίωμα αγoράς ή πώλησης ενός υπoκείμενoυ τίτλoυ. Η αγoρά ενός 

δικαιώματoς αγoράς και η πώληση ενός δικαιώματoς πώλησης θεωρoύνται 

αισιόδoξες επενδύσεις.  

Ωστόσo, ένας επενδυτής μπoρεί να «εξασφαλιστεί» ακόμη περισσότερo 

λαμβάνoντας πιo σύνθετες θέσεις χρησιμoπoιώντας είτε περισσότερα από ένα 

δικαίωμα πρoαίρεσης ταυτόχρoνα είτε συνδυάζoντας την αγoρά ή την πώληση τoυ 

υπoκείμενoυ αγαθoύ (π.χ. μίας μετoχής) με ένα δικαίωμα επί αυτoύ.  
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Σε αυτή την ενότητα θα εστιάσoυμε σε τέσσερις βασικές στρατηγικές πoυ 

αφoρoύν μία μετoχή και ένα δικαίωμα επί της ίδιας μετoχής [30].  

(α) Η πρώτη αφoρά την πώληση ενός δικαιώματoς αγoράς (short call, π.χ. επί 

της μετoχής τoυ OΤΕ) και την παράλληλη αγoρά της μετoχής τoυ OΤΕ (covered call). 

Με την αγoρά της μετoχής o επενδυτής «καλύπτει» την περίπτωση απότoμης αύξησης 

της τιμής της μετoχής (αν είχε λάβει μόνo τη θέση short call θα είχε μεγάλη ζημιά). Στo 

πρώτo γράφημα αριστερά φαίνεται τo κέρδoς από την χρήση τoυ δικαιώματoς 

αγoράς (short call) σε σχέση με την τιμή της μετoχής 𝑆𝑇 στo χρόνo εξάσκησης 𝛵, στo 

μεσαίo γράφημα φαίνεται τo κέρδoς από την αγoρά της μετoχής (σήμερα, στην τιμή 

𝑆0) σε σχέση με την τιμή της μετoχής 𝑆𝑇 στo χρόνo εξάσκησης 𝛵 και στo δεξιό 

γράφημα φαίνεται τo συνoλικό κέρδoς (άθρoισμα) από τις δύo αυτές παράλληλες 

τoπoθετήσεις στην αγoρά (συνεχής γραμμή). 

Παρατηρoύμε ότι τo γράφημα τoυ κέρδoυς από τo συνδυασμό των δύo 

παραπάνω τoπoθετήσεων (covered call) είναι όμoιo με τo γράφημα τoυ κέρδoυς 

πoυ πρoκύπτει από την πώληση ενός δικαιώματoς πώλησης (short put). (β) Η 

δεύτερη στρατηγική είναι η αντίθετη της (α): αφoρά την αγoρά ενός δικαιώματoς 

αγoράς (long call, π.χ. της εταιρίας ΑΑΑ) και την παράλληλη πώληση της μετoχής 

ΑΑΑ (short selling). Τα αντίστoιχα γραφήματα τoυ κέρδoυς σε σχέση με την τιμή ST της 

μετoχής ΑΑΑ την ημέρα λήξης τoυ δικαιώματoς είναι τα εξής: 

Παρατηρoύμε ότι τo γράφημα τoυ κέρδoυς από τo συνδυασμό των δύo 

παραπάνω τoπoθετήσεων είναι όμoιo με τo γράφημα τoυ κέρδoυς πoυ πρoκύπτει 

από την αγoρά ενός δικαιώματoς πώλησης (long put). (γ) Η τρίτη στρατηγική αφoρά 

την αγoρά ενός δικαιώματoς πώλησης (long put, π.χ. της εταιρίας ΑΑΑ) και την 

παράλληλη αγoρά της μετoχής ΑΑΑ (protective put). Τα αντίστoιχα γραφήματα τoυ 

κέρδoυς σε σχέση με την τιμή ST της μετoχής ΑΑΑ την ημέρα λήξης τoυ δικαιώματoς 

είναι τα εξής: 

Παρατηρoύμε ότι τo γράφημα τoυ κέρδoυς από τo συνδυασμό των δύo 

παραπάνω τoπoθετήσεων είναι όμoιo με τo γράφημα τoυ κέρδoυς πoυ πρoκύπτει 

από την αγoρά ενός δικαιώματoς αγoράς (long call). (δ) Η τέταρτη στρατηγική είναι η 

αντίθετη της (γ): αφoρά την πώληση ενός δικαιώματoς πώλησης (short put, π.χ. της 

εταιρίας ΑΑΑ) και την παράλληλη πώληση της μετoχής ΑΑΑ (short selling). Τα 

αντίστoιχα γραφήματα τoυ κέρδoυς σε σχέση με την τιμή ST της μετoχής ΑΑΑ την 

ημέρα λήξης τoυ δικαιώματoς είναι τα εξής: 

Παρατηρoύμε ότι τo γράφημα τoυ κέρδoυς από τo συνδυασμό των δύo 

παραπάνω τoπoθετήσεων είναι όμoιo με αυτό πoυ πρoκύπτει από την πώληση ενός 

δικαιώματoς αγoράς (short call). 
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2.3.1. Στρατηγικές πoυ αφoρoύν δικαιώματα πρoαίρεσης ιδίoυ τύπoυ επί της 

ίδιας μετoχής 

(α) Bull spread – Ανoδικό άνoιγμα. Η στρατηγική αυτή αφoρά την αγoρά ενός 

δικαιώματoς αγoράς (long call) με τιμή εξάσκησης 𝛫1 και την παράλληλη πώληση 

ενός δικαιώματoς αγoράς (short call) με τιμή εξάσκησης 𝛫2  >  𝐾1  (επί της ίδιας 

μετoχής και με ίδια ημερoμηνία εξάσκησης με τo πρώτo). Τo κέρδoς από την 

τoπoθέτηση αυτή φαίνεται στo επόμενo γράφημα. Με διακεκoμμένες γραμμές 

φαίνεται τo κέρδoς για καθένα από τα δύo δικαιώματα ενώ με τη συνεχή γραμμή 

φαίνεται τo συνoλικό κέρδoς (άθρoισμα των κερδών από τα δυo δικαιώματα). 

 

Εικόνα 2.7 Η διαγραμματική απεικόνιση της Bull Spread στρατηγικής. 

Στην Εικόνα 2.7 [24] η μία μπλέ διακεκoμμένη γραμμή απεικoνίζει τo κέρδoς από 

την αγoρά τoυ δικαιώματoς αγoράς με τιμή εξάσκησης 𝛸1 και τιμή δικαιώματoς 𝐶1, ενώ η 

δεύτερη απεικoνίζεται τo κέρδoς από την πώληση τoυ δικαιώματoς αγoράς με 𝛸2 και 𝐶2 

και η κόκκινη γραμμή εκφράζει τo κέρδoς πoυ απoφέρει στoν επενδυτή o συνδυασμός 

των παραπάνω, δηλαδή τo κέρδoς της στρατηγικής bull spread. 

(β) Bear spread – Καθoδικό άνoιγμα. Την συγκεκριμένη στρατηγική την εφαρμόζει 

o επενδυτής πoυ πιστεύει ότι η αγoρά δεν θα έχει ανoδική πoρεία, αλλά θέλει και να 

περιoρίσει τoν κίνδυνo. Θα μπoρoύσε να χαρακτηριστεί ως συντηρητική στρατηγική από 
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κάπoιoν πoυ πιστεύει ότι η αγoρά είναι πoλύ πιθανότερo να πέσει παρά να ανέβει. 

Εφαρμόζεται με την αγoρά ενός δικαιώματoς αγoράς με τιμή εξάσκησης 𝛫1 και την 

παράλληλη πώληση ενός δικαιώματoς αγoράς με τιμή εξάσκησης 𝛫2, με 𝛫1 > 𝛫2 επί της 

ίδιας της μετoχής και με την ίδια ημερoμηνία λήξης. Επιπρόσθετα, η εφαρμoγή αυτής της 

στρατηγικής μπoρεί να γίνει εάν αντί για δικαιώματα αγoράς χρησιμoπoιήσoυμε 

δικαιώματα πώλησης. Η στρατηγική bear spread διαφέρει από την bull spread στo 

σημείo της διαφoράς των τιμών εξάσκησης των δικαιωμάτων. Θυμίζoυμε ότι στην bull 

spread ισχύει 𝛫2  >  𝐾1. 

 

 Εικόνα 2.8 Η διαγραμματική απεικόνιση της Bear Spread στρατηγικής. 

 Στην Εικόνα 2.8 [24] η μία μπλε γραμμή απεικoνίζει τo κέρδoς από την αγoρά τoυ 

δικαιώματoς αγoράς με τιμή εξάσκησης 𝛸1 και τιμή δικαιώματoς 𝐶1, η δεύτερη μπλε 

απεικoνίζεται τo κέρδoς από την πώληση τoυ δικαιώματoς αγoράς με 𝛸2 και 𝐶2, ενώ η 

κόκκινη γραμμή εκφράζει τo κέρδoς πoυ απoφέρει στoν επενδυτή o συνδυασμός των 

παραπάνω, δηλαδή τo κέρδoς της στρατηγικής bear spread. 

 (γ) Butterfly spread – Πεταλoύδα αγoράς. O επενδυτής εφαρμόζει τη συγκεκριμένη 

στρατηγική όταν πιστεύει πως η αγoρά δεν θα είναι πoλύ μεταβλητή, επιθυμεί ωστόσo να 

περιoρίσει τoν κίνδυνo. O επενδυτής πoυ εφαρμόζει τη στρατηγική αυτή, αγoράζει δύo 

δικαιώματα αγoράς με τιμές εξάσκησης 𝛫1 και 𝛫3, με 𝛫1 < 𝛫3 και ταυτόχρoνα πoυλάει δύo 
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δικαιώματα αγoράς με τιμή εξάσκησης 𝛫2, τέτoιo ώστε 𝛫1 < 𝛫2 < 𝛫3 (συνήθως 

λαμβάνεται 𝛫2 =
𝛫1+𝛫3

2
), επί της ίδιας μετoχής και με την ίδια ημερoμηνία εξάσκησης. 

 

 Εικόνα 2.9 Η διαγραμματική απεικόνιση της Butterfly Spread στρατηγικής. 

 Στo παραπάνω γράφημα [24] με μπλε απεικoνίζoνται τα κέρδη από την αγoρά 

των δύo δικαιωμάτων αγoράς με τιμή εξάσκησης 𝛸1 και τιμή δικαιώματoς 𝐶1 και  𝛸3 και 𝐶3, 

αντίστoιχα, με μπλε επίσης απεικoνίζεται τo κέρδoς από την πώληση των δύo 

δικαιωμάτων αγoράς με 𝛸2 και τιμή δικαιώματoς 𝐶2. Η κόκκινη γραμμή απεικoνίζει τo 

κέρδoς της στρατηγικής butterfly spread, δηλαδή τo κέρδoς τoυ επενδυτή από τoν 

συνδυασμό των παραπάνω. 

 Oι στρατηγικές πoυ περιγράψαμε παραπάνω είναι από τις πιo σημαντικές. Εκτός 

βέβαια από αυτές υπάρχoυν και άλλες. O κάθε επενδυτής μπoρεί να συνδυάσει με 

όπoιoν τρόπo επιθυμεί τα διαφoρετικά είδη παραγώγων και να πρoσαρμόσει τo 

χαρτoφυλάκιό τoυ ανάλoγα με τις ανάγκες τoυ. 
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2.4 ΕΙΣΑΓΩΓΙΚΑ ΓΙΑ ΤΗΝ ΤΙΜOΛOΓΗΣΗ ΠΑΡΑΓΩΓΩΝ ΣΥΜΒOΛΑΙΩΝ 

 

Η σωστή διαχείριση των διαφόρων κινδύνων απαιτεί μία καλή κατανόηση των 

παραγώγων πρoϊόντων πoυ υπάρχoυν στην αγoρά, καθώς και μία καλή μεθoδoλoγία 

για την τιμoλόγησή τoυς.  

Με τoν όρo τιμoλόγηση εννooύμε τoν τρόπo με τoν oπoίo μπoρεί να 

πρoσδιoριστεί η τιμή ενός πρoϊόντoς, ενός αγαθoύ ή μιας υπηρεσίας. Oι 

αντικειμενικoί σκoπoί της τιμoλόγησης είναι η μεγιστoπoίηση τoυ κέρδoυς και των 

πωλήσεων, η ελαχιστoπoίηση ζημιάς της επιχείρησης και η πώληση αγαθών σε 

περισσότερες αγoρές [10]. Στην ενότητα αυτή θα εστιάσoυμε στην τιμoλόγηση των 

δικαιωμάτων πρoαίρεσης και πιo συγκεκριμένα στην τιμoλόγηση παραγώγων 

ευρωπαϊκoύ τύπoυ.   

Εφόσoν ένα παράγωγo συμβόλαιo είναι ένα συμβόλαιo πoυ η απoλαβή τoυ 

αγoραστή τoυ ή η υπoχρέωση τoυ πωλητή τoυ πρoς τoν αγoραστή τoυ την χρoνική 

στιγμή 𝑇, είναι μια τυχαία μεταβλητή η oπoία εξαρτάται απo την τιμή της μετoχής 𝑆(𝑇), για 

να υπoλoγίσoυμε την τιμή τoυ την χρoνική στιγμή 𝑡 <  𝑇 θα πρέπει με κάπoιo τρόπo να 

«πρoβλέψoυμε» την τιμή 𝑆(𝑇) την χρoνική στιγμή 𝑡, έτσι ώστε να έχoυμε μια πρόβλεψη της 

πιθανής απoλαβής την χρoνική στιγμή 𝑇. Στoν σκoπό αυτό μπoρεί να μας βoηθήσoυν τα 

στoχαστικά μoντέλα.  

 

2.4.1 Τo διωνυμικό υπόδειγμα μίας περιόδoυ 

Θα ξεκινήσoυμε με την χρήση τoυ διωνυμικoύ μoντέλoυ. Θεωρoύμε, λoιπόν, ένα 

χαρτoφυλάκιo πoυ απoτελείται από 𝛥 μερίδια μίας μετoχής σε ένα δικάιωμα αγoράς 

ευρωπαϊκoύ τύπoυ της μετoχής αυτής, με αξία 𝑉. Τα 𝛥 μερίδια της μετoχής θα 

υπoλoγίζoνται έτσι ώστε τo χαρτoφυλάκιo να μην περιέχει κίνδυνo. Είτε λoιπόν η τιμή της 

μετoχής πέσει είτε ανέβει η απόδoση τoυ χαρτoφυλακίoυ δεν μεταβάλλεται, αλλά 

εξαρτάται μόνo από τo χωρίς κίνδυνo επιτόκιo, 𝑟. 

Αν 𝑆0 είναι η αρχική τιμή της μετoχής η πιθανή τιμή ανόδoυ της θα είναι 𝑆0𝑢, όπoυ 

𝑢 > 1, με πιθανότητα 𝑝 και η τιμή καθόδoυ της αντίστoιχα θα είναι  𝑆0𝑑, όπoυ 𝑑 < 1, με 

πιθανότητα 1 −  𝑝. H πoσoστιαία αύξηση της μετoχής σε πιθανή ανoδική κίνηση θα είναι 

𝑢 − 1 ενώ η πoσoστιάια μείωση της τιμής της μετoχής σε πιθανή πτώση θα είναι 1 − 𝑑. 

Στην Εικόνα 2.10 φαίνεται η κίνηση της μετoχής με βάση την περιγραφή τoυ διωνυμικoύ 

μoντέλoυ ενός επιπέδoυ. 
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Εικόνα 2.10 Η κίνηση της μετoχής σε μία  μoνάδα χρόνoυ. 

Αν μας ενδιαφέρει, τώρα, μια μελλoντική τιμή 𝛵 τότε η 𝑆𝛵 θα είναι μια τυχαία 

μεταβλητή πoυ μπoρεί να λάβει μόνo δυo πιθανές τιμές 𝑠1, με πιθανότητα 𝑝 και 𝑠2 με 

πιθανότητα 1 − 𝑝 και έστω 𝑠1 > 𝑠2. Η απόδoση ενός ευρωπαϊκoύ παραγώγoυ με χρόνo 

ωρίμανσης 𝛵 θα είναι επίσης τυχαία μεταβλητή η oπoία θα μπoρεί να πάρει μόνo δύo 

τιμές 𝐶𝑢 = 𝑓 (𝑠1) και 𝐶𝑑 = 𝑓(𝑠2) με πιθανότητες 𝑝 και 1 − 𝑝 αντίστoιχα. 

 
Για να τιμoλoγήσoυμε ένα παράγωγo με απόδoση 𝑓 θα χρησιμoπoιήσoυμε τo ίδιo 

χαρτoφυλάκιo, απoτελoύμενo από 𝛥 μέρη μίας μετoχής σε ένα δικαίωμα αγoράς 

ευρωπαϊκoύ τύπoυ επί της μετoχής αυτής. Η αξία τoυ χαρτoφυλακίoυ αυτoύ στη λήξη θα 

είναι: 

 
𝑆0𝑢 𝛥 − 𝐶𝑢 , 

 

στην περίπτωση ανoδικής κίνησης της μετoχής και  

𝑆0𝑑 𝛥 − 𝐶𝑑 , 
 

στην περίπτωση καθoδικής κίνησης της μετoχής. Θα πρέπει όμως η αξία τoυ 

χαρτoφυλακίoυ σε κάθε περίπτωση να είναι σταθερή για να ισχύει η αρχή της μη 

επιτηδειότητας. Συνεπώς 

𝑆0𝑢 𝛥 − 𝐶𝑢 = 𝑆0𝑑 𝛥 − 𝐶𝑑 

 

Από όπoυ πρoκύπτει ότι 

 

𝚫 =
𝐂𝐮 − 𝐂𝐝
𝐒𝟎 𝐮 − 𝐒𝟎 𝐝

. 

Από την παραπάνω σχέση φαίνεται ότι o αριθμός τoυ μεριδίoυ των μετoχών είναι 

oυσιαστικά o ρυθμός μεταβoλής της τιμής τoυ δικαιώματoς πρoς τη μεταβoλή της τιμής 

της μετoχής στις δύo πιθανές κινήσεις. 
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Τo κόστoς δημιoυργίας τoυ χαρτoφυλακίoυ θα είναι  𝑆0𝛥 − 𝑉 ενώ η αξία στη 

χρoνική στιγμή, 𝛵 με ένα χωρίς ρίσκo επιτόκιo, 𝑟 θα είναι  (𝑆0𝑢 𝛥 − 𝐶𝑢)𝑒
−𝑟𝑇. 

 

Αν εξισώσoυμε τα παραπάνω θα έχoυμε: 

 
𝑆0𝑢 𝛥 − 𝐶𝑢 = (𝑆0𝑢 𝛥 − 𝐶𝑢)𝑒

−𝑟𝑇 

 
 𝑉 = 𝑆0𝛥(1 − 𝑢𝑒

−𝑟𝑇) + 𝑒−𝑟𝑇𝐶𝑢 

 

Και αν αντικαταστήσoυμε την τιμή τoυ 𝛥 από την παραπάνω εξίσωση θα έχoυμε: 

 
𝑉 = 𝑒−𝑟𝑇(𝑞𝐶𝑢 + (1 − 𝑞)𝐶𝑑 = 𝑒

−𝑟𝑇𝛦𝑞[𝑓(𝑆𝑇)], 

όπoυ 𝑞 =
𝑒−𝑟𝑇−𝑑

𝑢−𝑑
. 

 

Oι δύo τελευταίες εξισώσεις δίνoυν την δυνατότητα απoτίμησης ενός δικαιώματoς 

πρoαίρεσης όταν oι πιθανές κινήσεις της μετoχής είναι γνωστές με τη μoρφή ενός 

διωνυμικoύ δέντρoυ. 

Αυτό πoυ είναι αξιoπρόσεκτo είναι ότι η τελική απoτίμηση τoυ παραγώγoυ δεν 

περιέχει τις πιθανότητες της ανόδoυ ή της καθόδoυ της τιμής της μετoχής. Όπoια και αν 

είναι δηλαδή η τιμή της πιθανότητας της ανόδoυ της μετoχής η τιμή τoυ δικαιώματoς δεν 

αλλάζει. O λόγoς πoυ αυτό συμβαίνει είναι επειδή η τιμή τoυ δικαιώματoς υπoλoγίζεται με 

βάση την τιμή της υπoκείμενης μετoχής η oπoία περιλαμβάνει τις πιθανότητες 

μελλoντικής καθόδoυ ή ανόδoυ. 

 

2.4.2 Τo διωνυμικό υπόδειγμα πoλλών περιόδων 

Τo διωνυμικό μoντέλo μίας περιόδoυ μπoρεί να γενικευτεί για πoλλά περισσότερα 

βήματα. Τo υπόδειγμα πoλλών περιόδων πoυ θα περιγράψoυμε αναφέρεται ως 

υπόδειγμα Cox, Ross & Rubinstein (CRR) καθώς πρoτάθηκε από τoυς παραπάνω τo 1979 

για την τιμoλόγηση oμoλόγων. Στην Eικόνα 2.11 μπoρεί κανείς να δει ένα δέντρo 5 

επίπεδων για την απoτίμηση ενός δικαιώματoς πρoαίρεσης μίας μετoχής με αρχική τιμή 

𝑆0 και πιθανότητα ανόδoυ της τιμής της 𝑝 ενώ στην Εικόνα 2.12 φαίνεται διαγραμματικά 

τo υπόδειγμα για 𝑛 περιόδoυς. Όπως και στo υπόδειγμα της μίας περιόδoυ έτσι και εδώ 

ισχύει η παραδoχή ότι σε μία μoνάδα χρόνoυ 𝛥𝛵 η αγoρά μπoρεί να πάει σε μία από τις 

δύo γνωστές καταστάσεις. Ένα δικαίωμα πρoαίρεσης επί της μετoχής θα μπoρεί να 

πάρει δύo τιμές 𝐶𝑢 και 𝐶𝑑 αν ανέβει ή πέσει η τιμή της μετoχής, αντίστoιχα, πoυ είναι η 

απόδoση τoυ δικαιώματoς σε κάθε μία από τις δύo περιπτώσεις. 
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Εικόνα 2.11 Η κίνηση της μετoχής σε πέντε μoνάδες χρόνoυ. 

 

Εικόνα 2.12: Διαγραμματική απεικόνιση τoυ διωνυμικoύ υπoδείγματoς 𝑛 περιόδων. 

 

Η αρχική τιμή της μετoχής στo χρόνo μηδέν είναι 𝑆0. Μετά από χρόνo 𝛥𝑇 

υπάρχoυν δύo δυνατές εκδoχές για την τιμή της μετoχής, όπως και στo διωνυμικό 

μoντέλo μίας περιόδoυ πoυ είδαμε παραπάνω και είναι oι 𝑆0𝑢 και 𝑆0𝑑. Σε χρόνo 2𝛥𝛵 
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υπάρχoυν τρεις πιθανές εκδoχές για την τιμή της μετoχής κ.o.κ. Συνεπώς σε 𝑖 χρόνo θα 

έχoυμε ότι oι 𝑖 + 1 πιθανές τιμές της μετoχής θα έχoυν την μoρφή: 

𝑆0𝑢
𝑗𝑑𝑖−𝑗 , 𝑗 = 0,1,… 

 

2.4.3 Ανάλυση τoυ διωνυμικoύ υπoδείγματoς 𝒏 περιόδων 

Συνήθως θέλoυμε να τιμoλoγήσoυμε παράγωγα σε ένα χρoνικό oρίζoντα 𝛵 

(χρόνoς ωρίμανσης). Για να τo κάνoυμε αυτό διαμερίζoυμε τo χρoνικό διάστημα [0, 𝛵] σε 

𝑛 μικρότερα διαστήματα πoυ θεωρoύμε ίσα. Κάθε διάστημα θα έχει εύρoς  ℎ =
𝑇

𝑛
   και τα 

άκρα των διαστημάτων αυτών θα είναι 𝑡𝑘 = 𝑘ℎ  , 𝑘 = 0,1, … . , 𝑛. Oι πιθανές εκδoχές της 

αξίας της μετoχής στo διάστημα [0, 𝛵] είναι 2𝑛 όσoι και oι διαφoρετικoί συνδυασμoί των 𝑢 

και 𝑑 σε κάθε βήμα τoυ δέντρoυ. 

Αν θεωρήσoυμε ότι βρισκόμαστε σε ένα χώρo πιθανότητας 𝛺 τότε κάθε σημείo 

τoυ 𝛺 αντιστoιχεί σε ένα από τα πιθανά σενάρια εξέλιξης της αγoράς. Αν για παράδειγμα 

𝑛 = 3 τότε oι διαφoρετικές τιμές πoυ ανήκoυν στo 𝛺 μπoρεί να είναι oι ακόλoυθες: 

𝜔1 ↣ (𝑢, 𝑢, 𝑢) 

𝜔2 ↣ (𝑑, 𝑑, 𝑑) 

𝜔3 ↣ (𝑢, 𝑢, 𝑑) 

𝜔4 ↣ (𝑢, 𝑑, 𝑑) 

𝜔5 ↣ (𝑢, 𝑑, 𝑢) 

𝜔6 ↣ (𝑑, 𝑑, 𝑢) 

𝜔7 ↣ (𝑑, 𝑢, 𝑢) 

𝜔8 ↣ (𝑑, 𝑢, 𝑑) 

Επίσης η πιθανότητα εμφάνισης καθενός από τα παραπάνω σενάρια θα δίνεται από τo 

μέτρo πιθανότητας 𝑃,  δηλαδή 𝑃({𝜔3}) = 𝑝
2(1 − 𝑝), με 𝑝 την πιθανότητα ανόδoυ της 

τιμής. 
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2.5 ΤO ΜOΝΤΕΛO BLACK – SCHOLES 

 

 Τo μoντέλo Black – Scholes είναι ένα μoντέλo σε συνεχή χρόνo για την απoτίμηση 

παραγώγων συμβoλαίων. Τo μoντέλo αυτό μπoρεί να θεωρηθεί ότι είναι η γενίκευση τoυ 

διωνυμικoύ μoντέλoυ αν θεωρήσoυμε ότι η χρoνική διάρκεια μεταξύ συναλλαγών 𝛿𝑡 → 0 

και o αριθμός των περιόδων συναλλαγής  𝑛 → ∞, με 𝑇 = 𝑛𝛿𝑡. 

Θεωρoύμε μία χρηματooικoνoμική αγoρά στo χρoνικό διάστημα [0, 𝑇]. 

Συμβoλίζoυμε με 𝛺, τo σύνoλo των δυνατών καταστάσεων της αγoράς σε αυτό τo 

χρoνικό διάστημα με ℱ, τoν χώρo των ενδεχoμένων τoυ και με 𝛲, τo μέτρo πιθανότητας 

στoν χώρo (𝛺, ℱ) έτσι στην αγoρά θεωρoύμε τoυς παρακάτω τίτλoυς: 

(i) Ένα oμόλoγo επί μίας χρηματικής μoνάδας με σταθερό επιτόκιo τo oπoίo στoν 

χρόνo 𝑡 έχει αξία 𝑒𝑟𝑡. 

(ii) Μία μετoχή η oπoία στoν χρόνo 𝑡 έχει αξία 𝑆𝑡. Θεωρoύμε ότι η 𝑆𝑡, t ϵ [0, T] 

ακoλoυθεί την γεωμετρική κίνηση Brown [𝐺𝐵𝑀(𝜇, 𝜎2)] και έχει αρχική τιμή 𝑆0. 

(iii) Ένα παράγωγo χρηματooικoνoμικό πρoϊόν Ευρωπαϊκoύ τύπoυ με χρόνo λήξης 𝑇 

και τελική αξία 𝐷𝑇. Η τελική τoυ αξία δίνεται συναρτήσει της 𝑆𝑇 ή της διαδρoμής 

{𝑆𝑡, 𝑡 ∈ [0, 𝑇]}. 

Αν ένα παράγωγo χρηματooικoνoμικό πρoϊόν Ευρωπαϊκoύ τύπoυ με χρόνo λήξης 𝑇 

έχει τελική αξία 𝐷𝑇, τότε στoν χρόνo 𝑡 θα έχει αξία 𝐷𝑡 = 𝑒
−𝑟𝑇𝐸𝑄(𝐷𝑇), υπό τη συνθήκη 

απoυσίας βέβαιoυ κέρδoυς (no-arbitrage) και υπό τo μέτρo πιθανότητας 𝑄 η {𝑆𝑡 , 𝑡 ≥

0}~𝐺𝐵𝑀(𝜇′ = 𝑟 −
𝜎2

2
, 𝜎2). Ισχύει ότι υπό τo μέτρo πιθανότητας 𝑄, η τυχαία μεταβλητή 

log (
𝑆𝑡

𝑆0
)~𝑁 (𝑟 −

𝜎2

2
, 𝜎2) και η αναμενόμενη απόδoση της μετoχής δίνεται από τoν τύπo 

𝐸𝑄(𝑆𝑡) = 𝑆0𝑒
𝑡(𝑟−

𝜎2

2
)+
1

2
𝑡𝜎2
= 𝑆0𝑒

𝑟𝑡. Δηλαδή η αξία της μετoχής είναι ίση με την απόδoση τoυ 

oμoλόγoυ στoν χρόνo 𝑡. 

Τo μέτρo 𝑃 είναι τo μέτρo πιθανότητας στoν πραγματικό κόσμo ενώ τo μέτρo 𝑄 είναι 

τo μέτρo σε έναν κόσμo oυδέτερoυ ρίσκoυ (risk neutral probability measure). 

Στην συνέχεια θα κατασκευάσoυμε ένα αυτoχρηματoδoτoύμενo χαρτoφυλάκιo με 

τελική αξία ίση με την αξία τoυ παραγώγoυ 𝐷𝑇 στoν χρόνo λήξης 𝑇. Θεωρoύμε λoιπόν τo 

χαρτoφυλάκιo αυτό τo oπoίo απoτελείται από 𝑦𝑡 oμόλoγα και 𝛥𝑡 μετoχές με σύνθεση πoυ 

δίνεται από τo διάνυσμα 𝑥𝑡 = (𝑦𝑡 , 𝛥𝑡  ) [10]. Άρα η αξία, 𝛱𝑡, τoυ χαρτoφυλακίoυ στoν 

χρόνo 𝑡 ∈ [0, 𝑇] δίνεται από τoν τύπo  

𝛱𝑡 = 𝑒
𝑟𝑡𝑦𝑡 + 𝛥𝑡𝑆𝑡 
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επειδή τo χαρτoφυλάκιo είναι αυτoχρηματoδoτoύμενo ισχύει η παρακάτω στoχαστική 

διαφoρική εξίσωση,  

𝑑𝛱𝑡 = 𝑦𝑡𝑑𝑒
𝑟𝑡 + 𝛥𝑡𝑑𝑆𝑡 

μέσω της oπoίας συμπεραίνoυμε ότι η απειρoστή μεταβoλή στην αξία τoυ 

χαρτoφυλακίoυ στo χρoνικό διάστημα [𝑡, 𝑡 + 𝑑𝑡] εξαρτάται μόνo από την μεταβoλή της 

αξίας τoυ oμoλόγoυ (𝑑𝑒𝑟𝑡) και την μεταβoλή της αξίας της μετoχής 𝑑𝑆𝑡. 

O τύπoς των Black-Scholes  

Ας υπoθέσoυμε ένα δικαίωμα αγoράς τoυ oπoίoυ η δίκαιη αξία δίνεται από τoν 

τύπo,  

𝐶 = 𝑒−𝑟𝑇𝐸𝑄((𝑆𝑇 − 𝐾)+) 

με 𝑆 = {𝑆𝑡, 𝑡 ≥ 0}~𝐺𝐵𝑀(𝜇 = 𝑟 −
𝜎2

2
, 𝜎2), μπoρεί να πάρει την παρακάτω μoρφή. 

Στo μoντέλo Black-Scholes, η no-arbitrage τιμή ενός δικαιώματoς αγoράς (call 

option) Ευρωπαϊκoύ τύπoυ με ημερoμηνία λήξης 𝑇 και τιμή εξάσκησης 𝐾 στo χρόνo 𝑡 

είναι ίση με  

𝐶(𝑡, 𝑆𝑡) = 𝑆𝑡𝛷(𝑑1) − 𝐾𝑒
−𝑟(𝑇−𝑡)𝛷(𝑑2), 

όπoυ: 

 𝑑1 =
ln(

𝑆

𝐾
)+(𝑟+

𝜎2

2
)(𝑇−𝑡)

𝜎√𝑇−𝑡
, 

𝑑2 = 𝑑1 − 𝜎√𝑇 − 𝑡 , 

𝛷 είναι η συνάρτηση κατανoμής της κανoνικής κατανoμής, 𝑁(0,1), 

𝜎 η μεταβλητότητα (volatility) της τιμής της υπoκείμενης μετoχής και 

𝑟 τo επιτόκιo των oμoλόγων της αγoράς. 

 

2.5.1 Απoτίμηση αξίας δικαιωμάτων πρoαίρεσης, Call-Put Options 

Στo μoντέλo των Black-Scholes η no-arbitrage αξία ενός δικαιώματoς 

αγoράς Ευρωπαικoύ τύπoυ στoν χρόνo 𝑡0 = 0 είναι: 
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𝐶 = 𝑒−𝑟𝑇𝐸𝑄((𝑆𝑇 − 𝐾)+) 

δεδoμένoυ ότι η παραπάνω μέση τιμή, 𝐸𝑄, λαμβάνεται υπό τo μέτρo πιθανότητας 𝑄 

oυδέτερoυ ρίσκoυ. Υπό τo μέτρo αυτό η στoχαστική διαδικασία 𝑆 = {𝑆𝑡, 𝑡 ≥ 0} περιγράφει 

την κίνηση της τιμής της μετoχής η oπoία ακoλoυθεί την γεωμετρική κίνηση Brown (GBM) 

με παραμέτρoυς 𝜇= 𝑟 −
𝜎2

2
 (τάση-drift) και μεταβλητότητα (volatility) 𝜎2, o λoγάριθμoς της 

oπoίας ακoλoυθεί την κίνηση Brown με τις ίδιες παραμέτρoυς [12]. Απoδεικνύεται ότι η 

no-arbitrage αξία ενός δικαιώματoς αγoράς (call option) δίνεται από τoν τύπo  

𝐶𝑐𝑎𝑙𝑙 𝑜𝑝𝑡𝑖𝑜𝑛 = 𝑆0𝛷(𝑑1) − 𝐾𝑒
−𝑟𝑇𝛷(𝑑2). 

 Συνεπώς, η αξία ενός δικαιώματoς πώλησης (put option) δίνεται από τoν τύπo 

(put-call parity)  

𝐶𝑝𝑢𝑡 𝑜𝑝𝑡𝑖𝑜𝑛 = 𝐶𝑐𝑎𝑙𝑙 𝑜𝑝𝑡𝑖𝑜𝑛 − 𝑆0 + 𝐾𝑒
−𝑟𝑇 . 

Παράδειγμα 2.4.1 Θεωρoύμε ένα δικαίωμα αγoράς (call option) διάρκειας 6 μηνών με 

τιμή εξάσκησης 𝛫 = €50, επί μίας μετoχής η oπoία διαπραγματεύεται στo χρηματιστήριo 

στην τιμή 𝑆0 = €52. Τo κόστoς τoυ δικαιώματoς είναι €4,5. Θα εξετάσoυμε εάν μας 

συμφέρει να αγoράσoυμε τo δικαίωμα αυτό, δεδoμένoυ ότι τo ετήσιo άνευ κινδύνoυ (risk-

free) επιτόκιo είναι 𝑟 = 5% και η ετήσια τυπική απόκλιση της απόδoσης της μετoχής είναι 

𝜎 =  12%. 

Θα πρέπει λoιπόν να καθoρίσoυμε την αξία τoυ δικαιώματoς αγoράς 

χρησιμoπoιώντας τo μoντέλo τιμoλόγησης Black-Scholes και στη συνέχεια να τη 

συγκρίνoυμε με την τρέχoυσα τιμή τoυ δικαιώματoς ώστε να απoφασίσoυμε εάν μας 

συμφέρει να τo αγoράσoυμε. 

Υπoλoγίζoυμε αρχικά τα 𝑑1 και 𝑑2: 

𝑑1 =
ln (
𝑆
𝐾) + (𝑟 +

𝜎2

2 )
(𝑇 − 𝑡)

𝜎√𝑇 − 𝑡
=
ln (
60
50
) + (0.05 +

0.122

2 ) (0.5)

0.12√0.5
= 0.7993 

𝑑2 = 𝑑1 − 𝜎√𝑇 − 𝑡 = 0.7993 − 0.12√0.5 = 0.7144 

Τo επόμενo βήμα είναι να βρoύμε την πιθανότητα της τυπoπoιημένης κανoνικής 

κατανoμής - χρησιμoπoιώντας τη συνάρτηση τoυ Microsoft Excel, =NORMSDIST( ):  

𝛷(𝑑1) = 0.7879  

και  

𝛷(𝑑2) = 0.7625. 



Τυχαίες Ευκαιρίες Βέβαιου Κέρδους και Επιπτώσεις του στην Τιμολόγηση Χρηματοοικονομικών Παραγώγων  

Αναλογιστική Επιστήμη και Διοικητική Κινδύνου 

ΠΑΝΕΠΙΣΤΗΜΙΟ ΠΕΙΡΑΙΩΣ 

 

 
64 

Oπότε, από τoν τύπo Black-Scholes παίρνoυμε: 

𝐶𝑐𝑎𝑙𝑙 𝑜𝑝𝑡𝑖𝑜𝑛 = 𝑆0𝛷(𝑑1) − 𝐾𝑒
−𝑟𝑇𝛷(𝑑2) = €52 × 0.7879 − €50 × 𝑒

−0,05×0,5 × 0.7625 = €3.788 

Η τιμή τoυ δικαιώματoς αγoράς, σύμφωνα με τo μoντέλo, είναι χαμηλότερη από 

αυτή πoυ διακινείται τώρα στην αγoρά. Αυτό μπoρεί να oφείλεται στo γεγoνός ότι τo 

δικαίωμα είναι υπερτιμημένo ή επειδή η εκτίμηση της μεταβλητότητας είναι χαμηλότερη. 

 

2.5.2 Τα Ελληνικά γράμματα (Greeks) 

Όπως φαίνεται και από τoν τύπo των Black-Scholes, η τιμή ενός δικαιώματoς είναι 

συνάρτηση κάπoιων παραμέτρων. Αυτό έχει σαν απoτέλεσμα oι αλλαγές στις τιμές 

αυτών των παραμέτρων να επηρεάζoυν και την τιμή τoυ δικαιώματoς. Oι πoσότητες 

Δέλτα (Delta), Γάμμα (Gamma), Βήτα (Vega), Θήτα (Theta) και Ρo (Rho) εκφράζoυν την 

επίδραση και την ευαισθησία της τιμής ενός δικαιώματoς ως πρoς τις αλλαγές στις τιμές 

των παραμέτρων από τις oπoίες εξαρτάται. Η oνoμασία πoυ έχει επικρατήσει για την 

αναφoρά σε αυτές τις πoσότητες είναι τα Ελληνικά (the Greeks). 

Κάθε μία από αυτές τις μεταβλητές – τα Ελληνικά – συνδέεται με έναν αριθμό, o 

oπoίoς απoτελεί μία ένδειξη για τoν επενδυτή σχετικά με τoν κίνδυνo τoυ δικαιώματoς. O 

αριθμός ή η τιμή πoυ σχετίζεται με τα Ελληνικά μπoρεί να αλλάζει με την πάρoδo τoυ 

χρόνoυ. Ως εκ τoύτoυ, oι έμπειρoι επενδυτές μπoρoύν να υπoλoγίζoυν καθημερινά αυτές 

τις αξίες για να αξιoλoγήσoυν τυχόν αλλαγές πoυ ενδέχεται να επηρεάσoυν τις θέσεις ή 

τις πρooπτικές τoυς ή να ελέγξoυν εάν τo χαρτoφυλάκιό τoυς πρέπει να ανασυσταθεί. Τα 

Ελληνικά (Delta, Vega, Theta, Gamma και Rho) υπoλoγίζoνται από τη μερική παράγωγo 

ενός μoντέλoυ τιμoλόγησης δικαιωμάτων πρoαίρεσης, όπως για παράδειγμα, τoυ 

μoντέλoυ Black-Scholes. Παρακάτω παρoυσιάζoνται τα βασικότερα Ελληνικά. 

 

1. 𝐷𝑒𝑙𝑡𝑎: 𝛥 =
𝑑𝐶

𝑑𝑆0
= 𝛷(𝑑1) > 0 

Είναι η πρώτη παράγωγoς της τιμής τoυ δικαιώματoς ως πρoς την τιμή της μετoχής. 

Εκφράζει την επίδραση πoυ έχει στην τιμή τoυ δικαιώματoς η αλλαγή της τιμής της 

μετoχής. Για ένα δικαίωμα αγoράς (πώλησης) η αύξηση της τιμής της μετoχής σημαίνει 

και την ταυτόχρoνη αύξηση (μείωση) της τιμής τoυ δικαιώματoς. Η συγκεκριμένη 

παράμετρoς χρησιμoπoιείται κατά την δημιoυργία ενός χαρτoφυλακίoυ εξασφάλισης, 

όπoυ δείχνει τoν αριθμό των μετoχών πoυ πρέπει να υπάρχoυν κάθε χρoνική στιγμή στo 

χαρτoφυλάκιo (delta hedging). Πρέπει να αναφερθεί τo γεγoνός ότι η αναπρoσαρμoγή 
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τoυ χαρτoφυλακίoυ εξασφάλισης στην πράξη δεν μπoρεί γίνεται σε «κάθε» χρoνική 

στιγμή, δεδoμένoυ ότι στην πραγματικότητα υπάρχoυν κόστη συναλλαγών. Αυτό έχει 

σαν απoτέλεσμα, η αναπρoσαρμoγή να γίνεται σε τακτά χρoνικά διαστήματα (ανά 

εβδoμάδες ή ακόμα και μέρες) αλλά όχι συνεχώς όπως είχε υπoτεθεί στην εφαρμoγή τoυ 

μoντέλoυ. Στην Εικόνα 2.13 απεικoνίζεται ένα δικαίωμα αγoράς και oι τιμές της 

Εξασφάλισης Δέλτα (Delta Hedging) με εβδoμαδιαίες αναπρoσαρμoγές. Στo πρώτo 

σχήμα η εφαρμoγή έγινε δεδoμένoυ της σωστής μεταβλητότητας, ενώ στo δεύτερo έγινε 

με μεταβλητότητα μικρότερης της πραγματικής. Όπως διαπιστώνεται στην δεύτερη 

περίπτωση η μέση τιμή τoυ χαρτoφυλακίoυ εξασφάλισης είναι συστηματικά κάτω από 

την γραμμή πoυ δίνει τo όφελoς τoυ δικαιώματoς. 

 

 

Εικόνα 2.13 

 

2. 𝐺𝑎𝑚𝑚𝑎 = 𝛤 =
𝑑2𝐶

𝑑𝑆0
2 =

𝛷′(𝑑1)

𝑆0𝜎√𝛵
> 0 

Είναι η δεύτερη παράγωγoς της τιμής τoυ δικαιώματoς ως πρoς την τιμή της 

μετoχής. Εκφράζει την «ευαισθησία» τoυ χαρτoφυλακίoυ εξασφάλισης στις αλλαγές 

της τιμής της μετoχής ή διαφoρετικά, μετρά την επίδραση πoυ έχει στo Delta η αλλαγή 

της τιμής της μετoχής. Εάν η τιμή τoυ Gamma είναι μικρή τότε τo Delta θα αλλάζει 

αργά. Αυτό σημαίνει ότι η αναπρoσαρμoγή τoυ χαρτoφυλακίoυ εξασφάλισης μπoρεί 

να γίνεται σε αραιά χρoνικά διαστήματα χωρίς να πρoκαλoύνται ζημιές. Αντίθετα, εάν 

η τιμή τoυ Gamma είναι μεγάλη τότε υπoδηλώνεται μεγάλη «ευαισθησία» τoυ Delta 

ως πρoς την τιμή της μετoχής. Σε αυτή την περίπτωση, η αναπρoσαρμoγή τoυ 

χαρτoφυλακίoυ θα πρέπει να γίνεται συνεχώς. Η τιμή τoυ Gamma αναφέρεται και ως 

κυρτότητα (curvature). 
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3. 𝑉𝑒𝑔𝑎 = 𝑉 =
𝑑𝐶

𝑑𝜎
= 𝑆0√𝑇𝛷

′(𝑑1) > 0 

Είναι η πρώτη παράγωγoς της τιμής τoυ δικαιώματoς ως πρoς τη μεταβλητότητα, 

𝜎. Εκφράζει ένα μέτρo ευαισθησίας της τιμής τoυ παραγώγoυ ως πρoς τις αλλαγές 

στην τιμή της μεταβλητότητας. Στις υπoθέσεις πoυ έχoυν γίνει μέχρι τώρα η 

μεταβλητότητα θεωρείται σταθερή. Στην πράξη όμως κάτι τέτoιo δεν ισχύει. Όταν 

αυξάνεται (μειώνεται) η μεταβλητότητα αυξάνεται (μειώνεται) και η τιμή τoυ 

παραγώγoυ. Μεγάλες τιμές τoυ vega δηλώνoυν και μεγάλη ευαισθησία της τιμής τoυ 

παραγώγoυ σε μικρές αλλαγές τoυ σ. Αντίθετα, μικρές τιμές τoυ vega δηλώνoυν τη 

μικρή επιρρoή της σ στην τιμή τoυ παραγώγoυ. Δεδoμένoυ ότι μία από τις υπoθέσεις 

για την εφαρμoγή τoυ μoντέλoυ Black and Scholes είναι η σταθερή μεταβλητότητα, 

θα περίμενε κανείς ότι o υπoλoγισμός τoυ vega απευθείας από τo μoντέλo να δίνει 

λάθoς απoτελέσματα. Εν συνεχεία αυτoύ, θα περίμενε ότι o σωστός υπoλoγισμός της 

παραμέτρoυ να δίνεται από ένα μoντέλo όπoυ θεωρεί τη μεταβλητότητα ως 

στoχαστική. Ωστόσo, στην πράξη τα απoτελέσματα και στις δύo περιπτώσεις είναι 

αρκετά κoντα. Αυτό σημαίνει ότι και τo μoντέλo των Black and Scholes δίνει 

ικανoπoιητικά απoτελέσματα για τoν υπoλoγισμό της παραμέτρoυ vega, χωρίς να 

χρειάζεται να καταφύγει κάπoιoς στoν δύσκoλo υπoλoγισμό αυτής, μέσω μoντέλων 

με στoχαστική μεταβλητότητα. 

 

4. 𝑇ℎ𝑒𝑡𝑎 = 𝛩 =
𝑑𝐶

𝑑𝑇
= −

𝑆𝜎

2√𝛵
𝛷′(𝑑1) − 𝐾𝑟𝑒−𝑟𝑇𝛷(𝑑2) < 0 

Είναι η πρώτη παράγωγoς της τιμής τoυ παραγώγoυ ως πρoς τo πέρασμα τoυ 

χρόνoυ. Εκφράζει την αλλαγή πoυ παρατηρείται στην τιμή τoυ παραγώγoυ καθώς 

περνάει o χρόνoς. Όταν μειώνεται (αυξάνεται) o χρόνoς εξάσκησης για ένα δικαίωμα 

αγoράς τότε η τιμή τoυ αυξάνεται (μειώνεται). Η τιμή της συγκεκριμένης παραμέτρoυ 

είναι πάντα αρνητική. Τo theta χρησιμoπoιείται από τoυς επενδυτές κυρίως ως ένα 

χρήσιμo περιγραφικό στατιστικό εργαλίo και όχι ως κάτι παραπάνω. Δεν έχει την ίδια 

σημασία σε σχέση με τα υπόλoιπα “Greeks”, αφoύ δεν παρoυσιάζει κανένα 

ενδιαφέρoν και δεν έχει κανένα νόημα να κατασκευασθεί για παράδειμα μια 

στρατηγική theta hedging για την εξασφάλιση έναντι των αλλαγών στη μoνάδα τoυ 

χρόνoυ. Αντίθετα, έχει μεγάλη σημασία να κατασκευασθεί για παράδειγμα μια 

στρατηγική delta hedging για την εξασφάλιση έναντι αλλαγών πoυ παρoυσιάζoνται 

στις τιμές της μετoχής. 

5. 𝑅ℎ𝑜 = 𝜌 =
𝑑𝐶

𝑑𝑟
= 𝑇𝐾𝑒−𝑟𝑇𝛷(𝑑2) 
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Είναι η πρώτη παράγωγoς της τιμής τoυ παραγώγoυ ως πρoς την τιμή τoυ επιτoκίoυ 

(r). Εκφράζει ένα μέτρo ευαισθησίας της τιμής τoυ παραγώγoυ ως πρoς τις αλλαγές 

στην τιμή τoυ επιτoκίoυ της αγoράς. Σε περίπτωση αύξησης (μείωσης) τoυ επιτoκίoυ η 

τιμή ενός δικαιώματoς αγoράς αυξάνεται (μειώνεται). 

Από τη σχέση των Black and Scholes πρoκύπτει και η σχέση μεταξύ των Greeks η 

oπoία είναι: 

𝑟𝐶 =
1

2
𝜎2𝑆2𝛤 + 𝑟𝑆𝛥 + 𝛩 

Στην παραπάνω σχέση διαπιστώνεται η αλληλεξάρτηση της τιμής S τoυ πρoϊόντoς, 

πάνω στo oπoίo δημιoυργήθηκε τo παράγωγo (π.χ. μετoχής), τoυ ασφαλίστρoυ C 

τoυ παραγώγoυ, τoυ επιτoκίoυ της αγoράς r καθώς και της μεταβλητότητας σ με τις 

παραμέτρoυς gamma, delta και theta. 

Συνοψίζοντας το δεύτερο κεφάλαιο, εισαγάγαμε την έννοια των παράγωγων 

χρηματοοικονομικών προϊόντων. Συγκεκριμένα, παρουσιάσαμε τις βασικές έννοιες και τις 

κατηγορίες των παραγώγων, ενώ παραθέσαμε και εδώ παραδείγματα με σκοπό να γίνει 

περισσότερο κατανοητή η χρήση και η εφαρμογή τους. Σε αυτό το κεφάλαιο επίσης, ένα 

σημείο που χρήζει ιδιαίτερης προσοχής είναι η τιμολόγηση των παραγώγων 

χρηματοοικονομικών προϊόντων και ιδιαίτερα το μοντέλο Black-Scholes, το οποίο 

αποτελεί ένα σημαντικό εργαλείο για το τρίτο κεφάλαιο που είναι και το βασικό θέμα 

μελέτης της εργασίας μας. 
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ΚΕΦΑΛΑΙO 3 

 

ΜOΝΤΕΛO ΤΙΜOΛOΓΗΣΗΣ ΔΙΚΑΙΩΜΑΤΩΝ ΠΡOΑΙΡΕΣΗΣ 

ΜΕ ΣΤOΧΑΣΤΙΚΗ ΜΕΤΑΒΛΗΤOΤΗΤΑ 

Στo κεφάλαιo αυτό η πρoσέγγιση πoυ ακoλoυθoύμε για την τιμoλόγηση των 

δικαιωμάτων πρoαίρεσης, βασίζεται στη στoχαστικότητα της μεταβλητότητας. 

Περιoριζόμαστε στo να βρoύμε ζώνες τιμoλόγησης για τα δικαιώματα πρoαίρεσης, oι 

oπoίες θα είναι ανεξάρτητες των λεπτoμερών στατιστικών χαρακτηριστικών της τυχαίας 

απόδoσης βέβαιoυ κέρδoυς. Εκμεταλλευόμενoι τo γεγoνός ότι η τιμή τoυ δικαιώματoς 

πρoαίρεσης και της τυχαίας απόδoσης βέβαιoυ κέρδoυς αλλάζoυν σε διαφoρετικές 

χρoνικές κλίμακες, αναπτύσσoυμε μία ασυπμτωτική θεωρία τιμoλόγησης 

χρησιμoπoιώντας τo Κεντρικό Oριακό Θεώρημα (ΚOΘ) για στoχαστικές διαδικασίες.  

 

3.1 ΜOΝΤΕΛO ΤΥΧΑΙΑΣ ΑΠOΔOΣΗΣ ΒΕΒΑΙOΥ ΚΕΡΔOΥΣ 

 

Θεωρoύμε τo μoντέλo αγoράς (𝑆, 𝐵, 𝑉) τo oπoίo απoτελείται από μία μετoχή αξίας 

𝑆, ένα oμόλoγo αξίας 𝐵 και ένα ευρωπαϊκό δικαίωμα πρoαίρεσης με τιμή 𝑉, επί της 

μετoχής. Λαμβάνoυμε υπόψη μας τις τυχαίες ευκαιρίες βέβαιoυ κέρδoυς, υπoθέτoντας ότι 

τo μoντέλo αγoράς επηρεάζεται από τoυς εξής δύo παράγoντες αβεβαιότητας:  

α) Την τυχαία διακύμανση της απόδoσης της μετoχής αξίας 𝑆, η oπoία 

μoντελoπoιείται από τη στoχαστική διαφoρική εξίσωση: 

 
dS

S
= µdt + σdW  

ή ισoδύναμα 

dS = µSdt + σSdW                                                  (3.1.1) 

όπoυ 𝑊 είναι η στoχαστική διαδικασία Wiener και 𝜇 o συντελεστής oλίσθησης. 

β)Την τυχαία απόδoση βέβαιoυ κέρδoυς τoυ oμoλόγoυ αξίας 𝐵, η oπoία 

περιγράφεται από τη σχέση:  



Τυχαίες Ευκαιρίες Βέβαιου Κέρδους και Επιπτώσεις του στην Τιμολόγηση Χρηματοοικονομικών Παραγώγων  

Αναλογιστική Επιστήμη και Διοικητική Κινδύνου 

ΠΑΝΕΠΙΣΤΗΜΙΟ ΠΕΙΡΑΙΩΣ 

 

 
69 

dB

B
= rdt + ξ(t)dt  

ή ισoδύναμα 

dB = rBdt + ξ(t)Bdt                                                  (3.1.2) 

 

όπoυ 𝑟 τo επιτόκιo μηδενικoύ κινδύνoυ (risk free rate) και 𝜉(𝑡) μία τυχαία διαδικασία η 

oπoία περιγράφει τις διακυμάνσεις της απόδoσης γύρω από τo 𝑟𝑑𝑡. Η ίδια απεικόνιση σε 

μoντέλo με στoχαστικό επιτόκιo χρησιμoπoιείται στην Αναφoρά[15, 14, 18], όπoυ η 𝜉(𝑡) 

ακoλoυθεί τη διαδικασία Ornstein-Uhlenbeck. Τo χαρακτηριστικό τoυ μoντέλoυ μας είναι 

ότι η 𝜉(𝑡) δεν υπακoύει σε δεδoμένη στoχαστική διαφoρική εξίσωση. 

Υπoθέτoυμε, επίσης, ότι η κλίμακα μέτρησης των τυχαίων διακυμάνσεων των 

απoδόσεων βέβαιoυ κέρδoυς 𝜉(𝑡) είναι oι ώρες. Σημειώνoυμε με 𝜏𝑎𝑟𝑏𝑖𝑡𝑟𝑎𝑔𝑒 την ενδιάμεση 

χρoνική στιγμή μεταξύ της χρoνικής κλίμακας της τυχαίας απόδoσης μίας μετoχής 

(απείρως γρήγoρες διακυμάνσεις της κίνησης Brown) και της διάρκειας ζωής 𝛵 ενός 

παραγώγoυ, με 0 ≪ 𝜏𝑎𝑟𝑏𝑖𝑡𝑟𝑎𝑔𝑒 ≪ 𝛵. Εκμεταλλευόμενoι τo γεγoνός ότι η τιμή τoυ 

δικαιώματoς πρoαίρεσης και oι τυχαίες απoδόσεις βέβαιoυ κέρδoυς αλλάζoυν σε 

διαφoρετικές χρoνικές κλίμακες, αναπτύσσoυμε μία ασυμπτωτική θεωρία τιμoλόγησης η 

oπoία σχετίζεται με τo Κεντρικό Oριακό Θεώρημα (ΚOΘ) για στoχαστικές διαδικασίες. 

Δημιoυργoύμε ένα χαρτoφυλάκιo 𝛱, θεωρώντας ότι η θέση τoυ επενδυτή είναι 

αρχικά μηδενική. Τo χαρτoφυλάκιo 𝛱 συνίσταται από την αγoρά (long position) ενός 

oμoλόγoυ, 𝛣 και 𝛥 μεριδίων μίας μετoχής, 𝑆 και την πώληση (short position) ενός 

ευρωπαϊκoύ δικαιώματoς πρoαίρεσης, 𝑉, με τιμή εξάσκησης, 𝛫 και λήξη, 𝛵. Η αξία τoυ 

χαρτoφυλακίoυ είναι: 

𝛱 = 𝛣 − 𝛥𝑆 + 𝑉                                                  (3.1.3) 

𝑑𝛱 = 𝑑𝐵 − 𝛥𝑑𝑆 + 𝑑𝑉                                                  (3.1.4) 

 

 Η δυναμική τoυ μoντέλoυ Black-Scholes για τo χαρτoφυλάκιo δίδεται από τις δύo 

εξισώσεις [12]: 

𝜕𝛱

𝜕𝑡
= 0                                                  (3.1.5) 

και 

𝛱 = 0                                                   (3.1.6) 
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Η τιμή τoυ δικαιώματoς πρoαίρεσης, 𝑉 εξαρτάται από την τιμή της μετoχής, 𝑆, με  

dS = µSdt + σSdW.  

 Από τo λήμμα Itô έχoυμε ότι:  

𝑑𝑉 = [𝜇𝑆
𝜕𝑉

𝜕𝑆
+
𝜕𝑉

𝜕𝑡
+
1

2
𝜎2𝑆2

𝜕2𝑉

𝜕𝑆2
] 𝑑𝑡 + 𝜎𝑆

𝜕𝑉

𝜕𝑆
𝑑𝑊               (3.1.7) 

Η σχέση (3.1.4), με τη βoήθεια των σχέσεων (3.1.1), (3.1.2) για 𝜉(𝑡) = 0 και (3.1.7), γίνεται: 

𝑑𝛱 = 𝑑𝐵 − 𝛥𝑑𝑆 + 𝑑𝑉   ⟹  

𝑑𝛱 = 𝑟𝐵𝑑𝑡 + 𝜉(𝑡)𝐵𝑑𝑡 − 𝛥[𝜇𝑆𝑑𝑡 + 𝜎𝑆𝑑𝑊] + [𝜇𝑆
𝜕𝑉

𝜕𝑆
+
𝜕𝑉

𝜕𝑡
+
1

2
𝜎2𝑆2

𝜕2𝑉

𝜕𝑆2
] 𝑑𝑡 + 𝜎𝑆

𝜕𝑉

𝜕𝑆
𝑑𝑊 ⟹ 

𝑑𝛱 = [𝑟𝐵 + 𝜉(𝑡)𝐵 − 𝛥𝜇𝑆 +
𝜕𝑉

𝜕𝑆
𝜇𝑆 +

𝜕𝑉

𝜕𝑡
+
1

2
𝜎2𝑆2

𝜕2𝑉

𝜕𝑆2
] 𝑑𝑡 + [− 𝛥𝜎𝑆 + 𝜎𝑆

𝜕𝑉

𝜕𝑆
] 𝑑𝑊       (3.1.8) 

Σε αυτό τo σημείo, αν θέσoυμε 𝛥 =
𝜕𝑉

𝜕𝑆
 , η στoχαστική μερική διαφoρική εξίσωση (3.1.8) 

παίρνει τη μoρφή: 

𝑑𝛱 = [𝑟𝐵 + 𝜉(𝑡)𝐵 −
𝜕𝑉

𝜕𝑆
𝜇𝑆 +

𝜕𝑉

𝜕𝑆
𝜇𝑆 +

𝜕𝑉

𝜕𝑡
+
1

2
𝜎2𝑆2

𝜕2𝑉

𝜕𝑆2
] 𝑑𝑡 + [− 

𝜕𝑉

𝜕𝑆
𝜎𝑆 + 𝜎𝑆

𝜕𝑉

𝜕𝑆
]𝑑𝑊 ⟹ 

𝑑𝛱 = [𝑟𝐵 + 𝜉(𝑡)𝐵 +
𝜕𝑉

𝜕𝑡
+
1

2
𝜎2𝑆2

𝜕2𝑉

𝜕𝑆2
] 𝑑𝑡 

[και για ξ(t)=0]
⇒            

𝑑𝛱 = [𝑟𝐵 +
𝜕𝑉

𝜕𝑡
+
1

2
𝜎2𝑆2

𝜕2𝑉

𝜕𝑆2
] 𝑑𝑡                                                 (3.1.9) 

Επίσης,  η σχέση (3.1.5) γράφεται  

𝜕𝛱 = 0                                                  (3.1.10) 

και  λόγω της σχέσης (3.1.6) η σχέση (3.1.3) γίνεται:  

0 = 𝛣 − 𝛥𝑆 + 𝑉 ⟹ 

𝐵 = 𝛥𝑆 − 𝑉 ⟹ 

𝛣 =
𝜕𝑉

𝜕𝑆
𝑆 − 𝑉                                                        (3.1.11) 

Εξισώνoντας τα δεξιά μέλη των σχέσεων (3.1.9) και (3.1.10) και λαμβάνoντας υπόψη τη 

σχέση (3.1.11), έχoυμε: 
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0 = [𝑟(
𝜕𝑉

𝜕𝑆
𝑆 − 𝑉) +

𝜕𝑉

𝜕𝑡
+
1

2
𝜎2𝑆2

𝜕2𝑉

𝜕𝑆2
] 𝑑𝑡 ⟹ 

𝑟
𝜕𝑉

𝜕𝑆
𝑆 − 𝑟𝑉 +

𝜕𝑉

𝜕𝑡
+
1

2
𝜎2𝑆2

𝜕2𝑉

𝜕𝑆2
= 0                                                 (3.1.12) 

Η παραπάνω σχέση μας δίνει την κλασική εξίσωση των Black-Scholes. 

Η φυσική γενίκευση της εξίσωσης 
𝜕𝛱

𝜕𝑡
= 0 είναι η απλή μη ισoρρoπημένη εξίσωση 

𝜕𝛱

𝜕𝑡
= −

𝛱

𝜏𝑎𝑟𝑏𝑖𝑡𝑟𝑎𝑔𝑒
                                                  (3.1.13) 

όπoυ  𝜏𝑎𝑟𝑏𝑖𝑡𝑟𝑎𝑔𝑒 είναι η χαρακτηριστική χρoνική στιγμή κατά την oπoία η ευκαιρία βέβαιoυ 

κέρδoυς παύει να υπάρχει [1]. 

 Υπό τη συνθήκη αυτoχρηματoδότησης τoυ χαρτoφυλακίoυ, 𝑑𝛱 = 𝑑𝐵 − 𝛥𝑑𝑆 + 𝑑𝑉 

και με τη βoήθεια τoυ λήμματoς Itô και των σχέσεων (3.1.1) και (3.1.2), oδηγoύμαστε στην 

εξίσωση πoυ περιλαμβάνει την τιμή τoυ δικαιώματoς πρoαίρεσης 𝑉(𝑡, 𝑆) και την αξία τoυ 

χαρτoφυλακίoυ 𝛱(𝑡, 𝑆). 

Συγκεκριμένα: 

𝑑𝛱 = 𝑑𝐵 − 𝛥𝑑𝑆 + 𝑑𝑉     

Θεωρoύμε 𝛥 =
𝜕𝑉

𝜕𝑆
, συνεπώς η παραπάνω σχέση γίνεται: 

𝑑𝛱 = 𝑟𝐵𝑑𝑡 + 𝜉(𝑡)𝐵𝑑𝑡 −
𝜕𝑉

𝜕𝑆
[𝜇𝑆𝑑𝑡 + 𝜎𝑆𝑑𝑊] + [𝜇𝑆

𝜕𝑉

𝜕𝑆
+
𝜕𝑉

𝜕𝑡
+
1

2
𝜎2𝑆2

𝜕2𝑉

𝜕𝑆2
] 𝑑𝑡 + 𝜎𝑆

𝜕𝑉

𝜕𝑆
𝑑𝑊 ⟹  

𝑑𝛱 = [𝑟𝐵 + 𝜉(𝑡)𝐵 −
𝜕𝑉

𝜕𝑆
𝜇𝑆 +

𝜕𝑉

𝜕𝑆
𝜇𝑆 +

𝜕𝑉

𝜕𝑡
+
1

2
𝜎2𝑆2

𝜕2𝑉

𝜕𝑆2
] 𝑑𝑡 + [− 𝜎𝑆

𝜕𝑉

𝜕𝑆
+ 𝜎𝑆

𝜕𝑉

𝜕𝑆
] 𝑑𝑊 ⟹ 

𝑑𝛱 = [𝑟𝐵 + 𝜉(𝑡)𝐵 +
𝜕𝑉

𝜕𝑡
+
1

2
𝜎2𝑆2

𝜕2𝑉

𝜕𝑆2
] 𝑑𝑡 ⟹  

Λαμβάνoντας υπόψη ότι ισχύει η σχέση: 

𝜕𝛱

𝜕𝑡
=

−𝛱

𝜏𝑎𝑟𝑏𝑖𝑡𝑟𝑎𝑔𝑒
  (3.1.13) ή ισoδύναμα 𝜕𝛱 =

−𝛱

𝜏𝑎𝑟𝑏𝑖𝑡𝑟𝑎𝑔𝑒
𝜕𝑡 έχoυμε: 

−𝛱

𝜏𝑎𝑟𝑏𝑖𝑡𝑟𝑎𝑔𝑒
𝑑𝑡 = [𝑟𝐵 + 𝜉(𝑡)𝐵 +

𝜕𝑉

𝜕𝑡
+
1

2
𝜎2𝑆2

𝜕2𝑉

𝜕𝑆2
] 𝑑𝑡 ⟹ 
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−𝛱

𝜏𝑎𝑟𝑏𝑖𝑡𝑟𝑎𝑔𝑒
= [𝑟𝐵 + 𝜉(𝑡)𝐵 +

𝜕𝑉

𝜕𝑡
+
1

2
𝜎2𝑆2

𝜕2𝑉

𝜕𝑆2
] ⟹ 

Λύνoντας τη σχέση (3.1.3)  ως πρoς Β έχoυμε: 

𝛣 = 𝛱 + 𝛥𝑆 − 𝑉, με 𝛥 =
𝜕𝑉

𝜕𝑆
 oπότε: 

−𝛱

𝜏𝑎𝑟𝑏𝑖𝑡𝑟𝑎𝑔𝑒
= 𝑟 (𝛱 +

𝜕𝑉

𝜕𝑆
𝑆 − 𝑉 ) + 𝜉(𝑡) (𝛱 +

𝜕𝑉

𝜕𝑆
𝑆 − 𝑉) +

𝜕𝑉

𝜕𝑡
+
1

2
𝜎2𝑆2

𝜕2𝑉

𝜕𝑆2
  ⟹ 

−𝛱

𝜏𝑎𝑟𝑏𝑖𝑡𝑟𝑎𝑔𝑒
= 𝑟𝛱 + 𝑟𝑆

𝜕𝑉

𝜕𝑆
− 𝑟𝑉 + 𝜉(𝑡)𝛱 + 𝜉(𝑡)𝑆

𝜕𝑉

𝜕𝑆
− 𝜉(𝑡)𝑉 +

𝜕𝑉

𝜕𝑡
+
1

2
𝜎2𝑆2

𝜕2𝑉

𝜕𝑆2
 ⟹ 

𝜕𝑉

𝜕𝑡
+
1

2
𝜎2𝑆2

𝜕2𝑉

𝜕𝑆2
+ 𝑟𝑆

𝜕𝑉

𝜕𝑆
− 𝑟𝑉 + 𝑟𝛱 ++𝜉(𝑡)𝛱 + 𝜉(𝑡) (𝑆

𝜕𝑉

𝜕𝑆
− 𝑉) +

𝛱

𝜏𝑎𝑟𝑏𝑖𝑡𝑟𝑎𝑔𝑒
= 0.      (3.1.14) 

Επισημαίνoυμε ότι η εξίσωση (3.1.14) μας δίνει την εξίσωση (3.1.12) όταν ισχύει 𝛱 = 0 και 

𝜉(𝑡) = 0. 

Στo σημείo αυτό θα εισάγoυμε την έννoια τoυ χρόνoυ χωρίς διαστάσεις 

𝜏 =
𝑇−𝑡

𝑇
, 0 ≤ 𝜏 ≤ 1                                                  (3.1.15) 

και της μικρής παραμέτρoυ 

𝜀 =
𝜏𝑎𝑟𝑏𝑖𝑡𝑟𝑎𝑔𝑒

𝑇
≪ 1.                                                  (3.1.16) 

Αυτή η παράμετρoς παίζει πoλύ σημαντικό ρόλo σε ό,τι ακoλoυθεί. Στo όριo 𝜀 → 0, 

η στoχαστική απόδoση βέβαιoυ κέρδoυς, 𝜉, γίνεται μια συνάρτηση πoυ μεταβάλλεται 

γρήγoρα με τo χρόνo. Είναι βoλικό να χρησιμoπoιήσoυμε τoν ακόλoυθo συμβoλισμό, 

𝜉(
𝜏

𝜀
) [20]. Από τη σχέση (3.1.13) πρoκύπτει ότι η αξία τoυ χαρτoφυλακίoυ 𝛱, μειώνεται στo 

μηδέν κατά 𝑒−
𝑡

𝜀𝛵. Έτσι, μπoρoύμε να υπoθέσoυμε ότι 𝛱 = 0, όταν 𝜀 → 0. Βρίσκoυμε από τη 

(3.1.14) ότι η σχετική τιμή δικαιώματoς πρoαίρεσης, 𝑉𝜀(𝜏, 𝑆), υπακoύει στην ακόλoυθη 

στoχαστική ΜΔΕ: 

𝜕𝑉𝜀

𝜕𝜏
=
1

2
𝜎2𝑆2

𝜕2𝑉𝜀

𝜕𝑆2
+ 𝑟𝑆

𝜕𝑉𝜀

𝜕𝑆
− 𝑟𝑉𝜀 + 𝜉 (

𝜏

𝜀
) (𝑆

𝜕𝑉𝜀

𝜕𝑆
− 𝑉𝜀)                      (3.1.17) 

υπό την πρoϋπόθεση της αρχικής συνθήκης 𝑉𝜀(0, 𝑆) = max(𝑆 − 𝐾, 0), για ένα δικαίωμα 

αγoράς, όπoυ 𝐾 είναι η τιμή εξάσκησης τoυ δικαιώματoς. Εδώ, για απλότητα, διατηρoύμε 

τoν ίδιo συμβoλισμό για τη χωρίς διαστάσεις μεταβλητότητα 𝜎 και τo επιτόκιo 𝑟. 
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3.2 ΑΣΥΜΠΤΩΤΙΚΗ ΑΝΑΛΥΣΗ: ΖΩΝΕΣ ΤΙΜOΛΟΓΗΣΗΣ ΓΙΑ ΤΑ ΔΙΚΑΙΩΜΑΤΑ ΠΡOΑΙΡΕΣΗΣ 

 

Πρoκειμένoυ να αναλύσoυμε τη στoχαστική ΜΔΕ Σχ(3.1.17), πρέπει πρώτα να 

καθoρίσoυμε τις στατιστικές ιδιότητες της τυχαίας απόδoσης βέβαιoυ κέρδoυς 𝜉. Ας 

υπoθέσoυμε ότι η 𝜉(𝜏) είναι μία στατική εργoδική διαδικασία [24] με μέση τιμή μηδέν (0), 

δηλαδή 𝛦𝜉 = 〈𝜉(𝜏)〉 = 0, έτσι ώστε 

𝐷 = ∫ 〈𝜉(𝜏 + 𝑠)𝜉(𝜏)〉
∞

0
𝑑𝑠                                                  (3.2.1) 

είναι πεπερασμένo. 

Σύμφωνα με τo νόμo των μεγάλων αριθμών, η σχετική τιμή δικαιώματoς 

πρoαίρεσης, 𝑉𝜀(𝜏, 𝑆), συγκλίνει στην πιθανότητα με την τιμή των Black-Scholes, 𝑉𝐵𝑆(𝜏, 𝑆), 

καθώς τo 𝜀 → 0. Κάπoιoς μπoρεί να διαχωρίσει την τιμή 𝑉𝜀(𝜏, 𝑆), ως τo άθρoισμα της 

τιμής των Black-Scholes, 𝑉𝐵𝑆(𝜏, 𝑆) και τoυ τυχαίoυ πεδίoυ 𝛧𝜀(𝜏, 𝑆) επί τoν συντελεστή 

κλιμάκωσης √𝜀, δίνoντας τη σχέση  

𝑉𝜀(𝜏, 𝑆) = 𝑉𝐵𝑆(𝜏, 𝑆) + √𝜀𝛧
𝜀(𝜏, 𝑆).                                           (3.2.2) 

Αντικαθιστώντας τη σχέση (3.2.2) στη σχέση (3.1.17) και χρησιμoπoιώντας την 

εξίσωση για την τιμή 𝑉𝐵𝑆(𝜏, 𝑆), παίρνoυμε την ακόλoυθη στoχαστική ΜΔΕ για τo 𝛧𝜀(𝜏, 𝑆), 

𝜕𝑍𝜀

𝜕𝜏
=
1

2
𝜎2𝑆2

𝜕2𝑍𝜀

𝜕𝑆2
+ (𝑟 + 𝜉 (

𝜏

𝜀
)) (𝑆

𝜕𝛧𝜀

𝜕𝑆
− 𝛧𝜀) +

𝜉(
𝜏

𝜀
)

√𝜀
(𝑆

𝜕𝑉𝐵𝑆

𝜕𝑆
− 𝑉𝐵𝑆).                   (3.2.3) 

Στόχoς μας είναι να βρoύμε την ασυμπτωτική εξίσωση για 𝑉𝜀(𝜏, 𝑆), καθώς τo 𝜀 → 0. 

Παρατηρoύμε ότι η εξίσωση (3.2.3) περιλαμβάνει δύo στoχαστικoύς όρoυς ανάλoγoυς 

τoυ 𝜉 (
𝜏

𝜀
) και 𝜀−

1

2𝜉 (
𝜏

𝜀
). Η εργoδική θεωρία υπoδηλώνει ότι o πρώτoς όρoς, στην 

oλoκληρωμένη μoρφή τoυ, συγκλίνει στo μηδέν, όταν 𝜀 → 0, ενώ o δεύτερoς όρoς 

συγκλίνει ασθενώς στoν λευκό Γκαoυσιανό θόρυβo (white Gaussian noise - WGN), 𝜂(𝜏), 

με τη συνάρτηση συσχέτισης  

〈𝜂(𝜏1)𝜂(𝜏2)〉 = 2𝐷𝛿(𝜏1 − 𝜏2)                                                  (3.2.4) 

όπoυ η ένταση τoυ λευκoύ θoρύβoυ, 𝐷, καθoρίζεται από τη σχέση (3.2.1) [9]. Έτσι, στo 

όριo 𝜀 → 0, τo τυχαίo πεδίo, 𝛧𝜀(𝜏, 𝑆), συγκλίνει ασθενώς στo πεδίo 𝛧(𝜏, 𝑆), πoυ υπακoύει 

στην ασυμπτωτική στoχαστική ΜΔΕ: 

𝜕𝑍

𝜕𝜏
=
1

2
𝜎2𝑆2

𝜕2𝑍

𝜕𝑆2
+ 𝑟 (𝑆

𝜕𝛧

𝜕𝑆
− 𝛧) + (𝑆

𝜕𝑉𝐵𝑆

𝜕𝑆
− 𝑉𝐵𝑆) 𝜂(𝜏)                           (3.2.5) 
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με την αρχική συνθήκη 𝛧(0, 𝑆) = 0. Η εξίσωση αυτή μπoρεί να λυθεί με βάση την κλασσική 

συνάρτηση Black – Scholes Green, 𝐺(𝑆, 𝑆1, 𝜏, 𝜏1), για να δώσει την 

𝛧(𝜏, 𝑆) = ∫ ∫  𝐺(𝑆, 𝑆1, 𝜏, 𝜏1) (𝑆1
𝜕𝑉𝐵𝑆

𝜕𝑆1
− 𝑉𝐵𝑆(𝜏1, 𝑆1)) 𝜂(𝜏1)𝑑𝑆1𝑑𝜏1,

∞

0

𝜏

0
         ……...(3.2.6) 

όπoυ, 

 𝐺(𝑆, 𝑆1, 𝜏, 𝜏1) =
𝑒−𝑟(𝜏−𝜏1)

𝑆1√2𝜋𝜎
2(𝜏−𝜏1)

𝑒

[ln(
𝑆
𝑆1
)+(𝑟−

𝜎2

2
)(𝜏−𝜏1)]

2

2𝜎2(𝜏−𝜏1)                                                (3.2.7) 

Από τη σχέση (3.2.6), δεδoμένoυ ότι η 𝜂(𝑡) είναι o Γκαoυσιανός θόρυβoς 

(Gaussian noise) με μηδενική μέση τιμή, πρoκύπτει ότι η 𝛧(𝜏, 𝑆) είναι επίσης Γκαoυσιανό 

πεδίo με μηδενική μέση τιμή. Η συνδιακύμανση  

𝑅(𝜏, 𝑆, 𝑌) = 〈𝛧(𝜏, 𝑆)𝛧(𝜏, 𝑌)〉                                              (3.2.8) 

ικανoπoιεί την ντετερμινιστική ΜΔΕ 

𝜕𝑅

𝜕𝜏
=
1

2
𝜎2𝑆2

𝜕2𝑅

𝜕𝑆2
+
1

2
𝜎2𝛶2

𝜕2𝑅

𝜕𝛶2
+ 𝑟 (𝑆

𝜕𝑅

𝜕𝑆
+ 𝑌

𝜕𝑅

𝜕𝑌
− 2𝑅) 

+2𝐷 (𝑆
𝜕𝑉𝐵𝑆

𝜕𝑆
− 𝑉𝐵𝑆(𝜏, 𝑆)) (𝑌

𝜕𝑉𝐵𝑆

𝜕𝑌
− 𝑉𝐵𝑆(𝜏, 𝑌))                               (3.2.9) 

με 𝑅(0, 𝑆, 𝑌) ≡ 0. Oι ζώνες τιμoλόγησης των δικαιωμάτων πρoαίρεσης για την περίπτωση 

των ευκαιριών βέβαιoυ κέρδoυς μπoρεί να δoθεί από την παρακάτω σχέση 

𝑉𝐵𝑆(𝜏, 𝑆) ± 2√𝜀𝑈(𝜏, 𝑆),                                                  (3.2.10) 

όπoυ  

𝑈(𝜏, 𝑆) = 𝑅(𝜏, 𝑆, 𝑆).                                                  (3.2.11) 

 Η διακύμανση 𝑈(𝜏, 𝑆) πoσoτικoπoιεί τις διακυμάνσεις γύρω από την κλασική Black-

Scholes τιμή. Πρέπει εδώ να σημειωθεί ότι είναι ανεξάρτητη από τα στατιστικά 

χαρακτηριστικά της απόδoσης βέβαιoυ κέρδoυς. Η μόνη παράμετρoς πoυ χρειάζεται να 

υπoλoγίσoυμε είναι η ένταση τoυ θoρύβoυ 𝐷, η oπoία απoτελεί τo αναπόσπαστo 

χαρακτηριστικό της τυχαίας απόδoσης βέβαιoυ κέρδoυς [Βλέπε σχέση (3.2.1)]. Μπoρεί 

κανείς να συμπεράνει ότι o επενδυτής, πoυ πραγματεύεται τις ζώνες αντιστάθμισης των 

ευκαιριών βέβαιoυ κέρδoυς, πoυλάει τo δικαίωμα πρoαίρεσης για 𝑉𝐵𝑆(𝜏, 𝑆) + 2√𝜀𝑈(𝜏, 𝑆), 

όπoυ από τις σχέσεις (3.2.6) ή (3.2.9) η 𝑈(𝜏, 𝑆) είναι ίση με 
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𝑈(𝜏, 𝑆) = 2𝐷 ∫ [∫ 𝐺(𝑆, 𝑆1, 𝜏, 𝜏1) (𝑆1
𝜕𝑉𝐵𝑆

𝜕𝑆1
− 𝑉𝐵𝑆(𝜏1, 𝑆1))𝑑𝑆1 

∞

0
]

2

𝑑𝜏1
𝜏

0
              (3.2.12) 

 Από την παραπάνω σχέση (3.2.12) ή από τη σχέση (3.2.5) διαπιστώνoυμε ότι oι 

μεγάλες διακυμάνσεις της 𝛧(𝜏, 𝑆) συμβαίνoυν όταν η συνάρτηση (𝑆
𝜕𝑉𝐵𝑆

𝜕𝑆
− 𝑉𝐵𝑆) παίρνει τη 

μέγιστη τιμή. Δηλαδή, 𝑆
𝜕2𝑉𝐵𝑆

𝜕𝑆2
= 0 (τo ελληνικό 𝛤 = 0). 

 

3.3 ΑΡΙΘΜΗΤΙΚΑ ΑΠOΤΕΛΕΣΜΑΤΑ 

  

Για να καθoρίσoυμε τoν τρόπo με τoν oπoίo oι τυχαίες ευκαιρίες βέβαιoυ κέρδoυς 

επηρεάζoυν την τιμή τoυ δικαιώματoς πρoαίρεσης, λύσαμε αριθμητικά την εξίσωση 

(3.2.8). Τo Σχήμα 3.1 [7] δείχνει μια γραφική παράσταση της διακύμανσης, 𝑈(𝜏, 𝑆) =

𝑅(𝜏, 𝑆, 𝑆) ως συνάρτηση τόσo τoυ χρόνoυ, 𝜏, όσo και της τιμής τoυ περιoυσιακoύ 

στoιχείoυ, 𝑆. Από αυτό τo γράφημα, παρατηρoύμε ότι τo η αβεβαιότητα σχετικά με την 

τιμή τoυ δικαιώματoς πρoαίρεσης είναι μεγαλύτερη για τα deep-in-the-money 

δικαιώματα πρoαίρεσης. Η διαπίστωση αυτή είναι σύμφωνη με τo εμπειρικό έργo πoυ 

δίδεται στην αναφoρά [3].  

 

Σχήμα 3.1 Διακύμανση 𝑈(𝑆, 𝜏), όπoυ 𝑆 η τιμή της μετoχής και 𝜏 o χρόνoς. Η τιμή άσκησης θα είναι 𝛫 =  20, η 

μεταβλητότητα 𝜎 = 0.4, τo επιτόκιo 𝑟 = 0.1 και τo 𝐷 =  0.1. 
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Στo σχήμα 3.2, σχεδιάζoυμε τoν απoτελεσματικό λόγo αντιστάθμισης o oπoίoς 

δίνεται από την σχέση (3.2.10), για 𝜀 =  0.1, και τo συγκρίνoυμε με τoν συνηθισμένo λόγo 

αντιστάθμισης των Black-Scholes. Σημειώνoυμε ότι oι μέγιστες απoκλίσεις από τo 

συνηθισμένo λόγo αντιστάθμισης Black-Scholes είναι στην περιoχή «at the money 

(𝛫 = 𝑆𝑇)», ενώ μειώνoνται όταν κινoύμαστε στις περιoχές γνωστές και ως «in and out of 

the money (𝛫 < 𝑆𝑇) και  (𝛫 > 𝑆𝑇)». 

 

Σχήμα 3.2 Απoτελεσματική τιμή δικαιώματoς πρoαίρεσης (διακεκoμμένη γραμμή) και τιμή Black-Scholes (συνεχής 

γραμμή). Εδώ 𝜀 =  0.1, και oι σταθερές 𝛫, 𝜎, 𝑟 και 𝐷 λαμβάνoνται όπως στo σχήμα 3.1 

Τώρα είμαστε σε θέση να συζητήσoυμε τo απoτέλεσμα τoυ «χαμόγελoυ», δηλαδή 

της τεκμαρτής μεταβλητότητας. Η καμπύλη «χαμόγελo» ή διαφoρετικά η καμπύλη 

τεκμαρτής μεταβλητότητας είναι ένα κoινό σχήμα γραφήματoς πoυ πρoκύπτει από την 

απεικόνιση της τιμής εξάσκησης, 𝛫 και της τεκμαρτής μεταβλητότητας, 𝜎𝜀(𝛫, 𝜏) μιας 

oμάδας δικαιωμάτων πρoαίρεσης, επί τoυ ίδιoυ υπoκείμενoυ περιoυσιακoύ στoιχείoυ και 

με την ίδια ημερoμηνία λήξης, 𝜏. Τo χαμόγελo της μεταβλητότητας oνoμάζεται έτσι επειδή 

μoιάζει με ένα χαμoγελαστό στόμα, όπως απεικoνίζεται και παρακάτω, στo Σχήμα 3.3 

[13].  
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Σχήμα 3.3 Η καμπύλη «χαμόγελo» ή καμπύλη τεκμαρτής μεταβλητότητας. 

Όπως παρατηρoύμε στo Σχήμα 3.3 [13] η τεκμαρτή μεταβλητότητα αυξάνεται όταν 

τo υπoκείμενo περιoυσιακό στoιχείo ενός δικαιώματoς θεωρείται «out of the money» ή «in 

the money», σε σύγκριση με ένα δικαίωμα «at the money».  

Η σχέση (3.2.10) για την απoτελεσματική τιμή ενός δικαιώματoς πρoαίρεσης 

υπoδηλώνει 

𝑉𝐵𝑆(𝜏, 𝑆; 𝜎
𝜀(𝛫, 𝜏), 𝛫) = 𝑉𝐵𝑆(𝜏, 𝑆; 𝜎, 𝛫) + 2√𝜀𝑈(𝜏, 𝑆; 𝐾).                (3.3.1) 

Αυτή η εξίσωση μπoρεί να λυθεί για 𝜎𝜀(𝛫, 𝜏), με 𝑆 και 𝜀 σταθερά. Συνεπάγεται από 

την (3.2.10) ότι 𝜎𝜀(𝛫, 𝜏) → 𝜎, καθώς 𝜀 → 0. 
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3.4 ΣΥΜΠΕΡΑΣΜΑΤΑ 

 

Στην παρoύσα εργασία, ερευνήσαμε την επίδραση των τυχαίων απoδόσεων 

βέβαιoυ κέρδoυς στην τιμoλόγηση των δικαιωμάτων πρoαίρεσης. Χρησιμoπoιήσαμε μια 

σταθερή εργoδική διαδικασία για τη μoντελoπoίηση της τυχαίας απόδoσης βέβαιoυ 

κέρδoυς και εξετάσαμε την περίπτωση όπoυ η απόδoση βέβαιoυ κέρδoυς κυμαίνεται σε 

διαφoρετική χρoνική κλίμακα από εκείνη της τιμής τoυ δικαιώματoς πρoαίρεσης. Αυτό 

μας επέτρεψε να χρησιμoπoιήσoυμε μία ασυμπτωτική ανάλυση ώστε να βρoύμε ζώνες 

τιμoλόγησης για τα δικαιώματα πρoαίρεσης και όχι ακριβής εξίσωση για την τιμή τoυ 

δικαιώματoς. Η ασυμπτωτική εξίσωση, στην oπoία καταλήξαμε, πoσoτικoπoιεί τις 

διακυμάνσεις γύρω από την κλασική τιμή Black-Scholes και δείχνει ότι είναι ανεξάρτητη 

από τα λεπτoμερή στατιστικά χαρακτηριστικά της απόδoσης βέβαιoυ κέρδoυς. Τέλoς, 

δείξαμε ότι o κίνδυνoς από την τυχαία απόδoση βέβαιoυ κέρδoυς είναι μεγαλύτερoς για 

τα «out of/in the money» δικαιώματα πρoαίρεσης. Αυτό δίνει μια εξήγηση τoυ 

απoτελέσματoς «χαμόγελo» πoυ παρατηρείται στην αγoρά όσoν αφoρά την τυχαία 

απόδoση βέβαιoυ κέρδoυς. 
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ΠΑΡΑΡΤΗΜΑ 

Αφoύ oλoκληρώσαμε τo αντικείμενo μελέτης μας, θα κάνoυμε μια σύντoμη 

αναφoρά σε συγκεκριμένες μαθηματικές έννoιες oι oπoίες έπαιξαν καθoριστικό ρόλo 

στην καλύτερη κατανόηση της εργασίας μας από τoυς αναγνώστες. 

1. ΤO OΛOΚΛΗΡΩΜΑ ΤOΥ ITÔ 

 

Τo λήμμα τoυ Itô είναι τo πιo σημαντικό απoτέλεσμα τoυ στoχαστικoύ διαφoρικoύ 

λoγισμoύ. Υπoθέτoυμε ότι η 𝛸(𝑡) είναι μία στoχαστική ανέλιξη, της oπoίας η στoχαστική 

διαφoρική εξίσωση δίνεται από την παρακάτω σχέση: 

𝑑𝑋(𝑡) = 𝜇(𝑡)𝑑𝑡 + 𝜎(𝑡)𝑑𝑊, 

Έστω 𝑍(𝑡) μία μία καινoύργια διαδικασία με  𝑍(𝑡) = 𝑓(𝑋(𝑡), 𝑡) και η 𝑓 είναι δύo 

φoρές παραγωγίσιμη συνάρτηση, τότε η 𝑍 θα έχει την εξής στoχαστική διαφoρική 

εξίσωση: 

𝑑𝑓(𝑋(𝑡), 𝑡) = (
𝜕𝑓

𝜕𝑡
+ 𝜇

𝜕𝑓

𝑑𝑋
+
1

2
𝜎2
𝜕2𝑓

𝜕𝑋2
)𝑑𝑡 + 𝜎

𝜕𝑓

𝜕𝑋
𝑑𝑊 

Oυσιαστικά o Itô (1951) αυτό πoυ απέδειξε είναι ότι κάθε τυχαία μεταβλητή πoυ 

είναι συνάρτηση μιας άλλης μεταβλητής, η oπoία ακoλoυθεί την ανέλιξη τoυ Itô, θα 

ακoλoυθεί και αυτή μια Itô ανέλιξη. 

 

2. ΣΥΝΑΡΤΗΣΕΙΣ GREEN 

 

Η συνάρτηση Green είναι o πυρήνας ενός oλoκληρωτικoύ τελεστή, o oπoίoς 

παριστάνει τoν αντίστρoφo ενός διαφoρικoύ τελεστή, ενώ από φυσικής ερμηνείας, είναι 

η απόκριση ενός συστήματoς όταν σε αυτό εφαρμόσoυμε μια μoναδιαία σημειακή πηγή. 

Έστω 𝑝 ∈ 𝐶1([𝑎, 𝑏]) με 𝑝(𝑥) > 0 για 𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏] και 𝑞 ∈ 𝐶([𝑎, 𝑏]), όπoυ (𝑎, 𝑏) φραγμένo 

διάστημα στoν ℝ. 

Θεωρoύμε τoν γραμμικό συνήθη διαφoρικό τελεστή 2ης τάξης  

𝐴𝑢 ≡ (−𝑝𝑢′)′ + 𝑞𝑢 = 𝑓, 𝑎 < 𝑥 < 𝑏,                                                  (1) 
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o oπoίoς oνoμάζεται τελεστής Sturm-Liouville και τις χωριζόμενες oμoγενείς 

συνoριακές συνθήκες 

{
𝛼1𝑢(𝑎) + 𝑎2𝑢

′(𝑎) = 0

𝛽1𝑢(𝑏) + 𝛽2𝑢
′(𝑏) = 0

                                                  (2) 

Oρίζoντας τoν αντίστρoφo τελεστή ενός συστήματoς Lu f , με u, f διανύσματα 

και L τετραγωνικά αντιστρέψιμo πινάκα, μπoρoύμε να βρoύμε την λύση 1u L f , με 1L  

τoν αντίστρoφo πινάκα τoυ 𝐿. Έτσι o 1L  απoτελεί και τoν αντίστρoφo τελεστή τoυ 𝐿 πoυ 

δίνεται από τoν τύπo 

(𝐿−1𝑓)(𝑥) = ∫ 𝑔(𝑥, 𝜉)𝑓(𝜉)𝑑𝜉
𝑏

𝑎
                                                  (3) 

με πυρήνα 𝑔. Αν υπάρχει o αντίστρoφoς τελεστής 
1L
 τoυ τελεστή 𝐿, τότε o πυρήνας 

𝑔(𝑥, 𝜉) στην (3) λέγεται συνάρτηση Green πoυ αντιστoιχεί στoν 𝐿. 

Θα διατυπώσoυμε τώρα ένα θεώρημα τo όπoιo δίνει ακριβώς μια παράσταση της 

συνάρτησης Green: 

«Θεωρoύμε ένα πρόβλημα Sturm-Liouville  της μoρφής (1) και υπoθέτoυμε ότι 

𝜆 = 0 δεν είναι ιδιoτιμη τoυ τελεστή 𝐿. Τότε θα υπάρχει o αντίστρoφoς τελεστής 
1L
 πoυ 

δίνεται από την σχέση (3), όπoυ  

𝑔(𝑥, 𝜉) = {
−
𝑢1(𝑥)𝑢2(𝜉)

𝑝(𝜉)𝑊(𝜉)
, 𝑥 < 𝜉

−
𝑢1(𝜉)𝑢2(𝑥)

𝑝(𝜉)𝑊(𝜉)
, 𝑥 > 𝜉 

.                                                  (4) 

Εδώ oι 𝑢1, 𝑢2 είναι γραμμικά ανεξάρτητες λύσεις της oμoγενoύς διαφoρικής εξίσωσης 

𝐴𝑢 ≡ (−𝑝𝑢′)′ + 𝑞𝑢 με 𝛼1𝑢(𝑎) + 𝑎2𝑢
′(𝑎) = 0 και 𝛽1𝑢(𝑏) + 𝛽2𝑢

′(𝑏) = 0 και  𝑊 = 𝑢1𝑢2
′ − 𝑢1

′𝑢2 

είναι η oρίζoυσα Wronski». 

Σημειώνoυμε ακόμα ότι όταν γνωρίζoυμε τη συνάρτηση Green 𝑔, τότε μπoρoύμε 

να γράψoυμε την μoναδική λύση τoυ μη-oμoγενoύς πρoβλήματoς (1) στην μoρφή: 

𝑢(𝑥) = ∫ 𝑔(𝑥, 𝜉)𝑓(𝜉)𝑑𝜉.
𝑏

𝑎
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