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ΠΕΡΙΛΗΨΗ 
  

Η διπλωματική αυτή έχει ως σκοπό τη μελέτη της αναλογικής αντασφάλισης, 

δυναμικής αναλογικής αντασφάλισης καθώς και στρατηγικές φραγμάτων μερισμάτων υπό το 

πρίσμα ενός δισδιάστατου μοντέλου χρεοκοπίας. Καθώς μια ασφαλιστική εταιρεία σε ένα 

χαρτοφυλάκιό της μπορεί να έχει παραπάνω από μια κλάσεις κινδύνων θα επεκτείνουμε το 

κλασσικό μοντέλο χρεοκοπίας σε παραπάνω διαστάσεις, με την κάθε διάσταση να περιγράφει  

μια κλάση κινδύνου. Επίσης σε πολλές περιπτώσεις οι κλάσεις κινδύνων (υπό-χαρτοφυλάκια) 

μπορεί να συνδέονται μεταξύ τους, οπότε θα προσθέσουμε μια ακόμα στοχαστική διαδικασία 

για την περιγραφή της αλληλεπίδρασή τους. Πιο συγκεκριμένα : 

 Στο κεφάλαιο 1 θα ανακεφαλαιώσουμε το κλασσικό μοντέλο της θεωρίας κινδύνου 

δείχνοντας μερικά βασικά αποτελέσματα για τις στοχαστικές διαδικασίες Poisson, για τις 

ανανεωτικές εξισώσεις, τη συνάρτηση των Gerber-Shiu, μερικά φράγματα και το 

μετασχηματισμό Laplace για τη γενικευμένη διαδικασία Erlang. 

 Στο κεφάλαιο 2 θα ξεκινήσουμε επεκτείνοντας το κλασσικό μοντέλο σε m -διαστάσεις 

δίνοντας και την αντίστοιχη συνάρτηση των Gerber-Shiu. Επιπροσθέτως θα το ειδικεύσουμε 

στο δισδιάστατο που είναι και ο κύριος σκοπός αυτής της διπλωματικής εργασίας, δίνοντας 

και μερικά αποτελέσματα για τις τύπου φάσεων κατανομές και θα καταλήξουμε σε μερικές 

εφαρμογές. 

            Στο κεφάλαιο 3 θα δώσουμε ένα ελαφρώς παραλλαγμένο μοντέλο που εφαρμόζεται 

στη δυναμική αναλογική αντασφάλιση και την αναλογική αντασφάλιση  καθώς και κάποια 

βασικά φράγματα για την πιθανότητα χρεοκοπίας και το μετασχηματισμό Laplace από κοινού 

με το χρόνο χρεοκοπίας. 

Τέλος στο κεφάλαιο 4, μελετάται μια διαδικασία δισδιάστατου κινδύνου στην οποία κάθε 

μεμονωμένη κλάση εφαρμόζει μια στρατηγική φράγματος μερισμάτων. Τα ασφαλιστικά 

χαρτοφυλάκια των δύο ασφαλιστών είναι συσχετισμένα δεδομένου ότι υπόκεινται στα κοινά σοκ 

που προκαλούν τις εξαρτώμενες ζημιές. Για να αναλυθούν τα αναμενόμενα προεξοφλημένα 

μερίσματα μέχρι τον κοινό χρόνο χρεοκοπίας της δισδιάστατης διαδικασίας, προτείνεται με ένα 

διακριτό χρονικά αντίστοιχο του μοντέλου και εφαρμόζεται μια δισδιάστατη επέκταση της 

διακριτοποίησης των  Dickson-Waters (Dickson και Waters (1991)) με τη χρήση δισδιάστατης 

αναδρομής του τύπου  Panjer (Walhin και Paris (2000)). Λεπτομερή αριθμητικά παραδείγματα με 

διάφορες  εξαρτήσεις μέσω κοινών σοκ, θεωρίες πιθανοτήτων (Copulas) και αναλογικές 

αντασφαλίσεις τίθενται υπόψη  και δίνονται βέλτιστες εφαρμογές σε προβλήματα στην 

αντασφάλιση, την κύρια κατανομή και τα μερίσματα. Επίσης διευκρινίζεται ότι το βέλτιστο ζευγάρι 

των φραγμάτων μερισμάτων που μεγιστοποιεί τη συνάρτηση μερισμάτων εξαρτάται από το αρχικό 

επίπεδο πλεονάσματος. Προς το τέλος προτείνεται ο τύπος στρατηγικής φραγμάτων μερισμάτων. 
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ABSTRACT 
 

This diploma aims to study proportional reinsurance, dynamic proportional reinsurance, and 

dividend barrier strategies in the light of a two-dimensional ruin model. As an insurance 

company in one of its portfolios may have more than one risk class, we will expand the 

classic ruin model to more dimensions, with each dimension describing a risk class. Also in 

many cases, the risk classes (sub portfolios) can be linked together, so we will add another 

stochastic process to describe their interaction, in particular. 

  In Chapter 1 we will recapitulate the classic model of risk theory by showing some 

basic results for Poisson's stochastic processes, the rejuvenation equation, the Gerber-Shiu 

function as well as some dams, and the Laplace transformation for the generalized Erlang 

process. 

  In Chapter 2 we will begin by extending the classical model to m-dimensions by 

giving the corresponding function of Gerber-Shiu. In addition, we will specialize it in the 

two-dimensional, which is the main purpose of this diploma thesis, with some results for the 

phase-type distributions for some applications. 

  In Chapter 3 we will give a lightweight different model that applies to dynamic 

proportional reinsurance and proportional reinsurance as well as some key risks for the 

probability of ruin and Laplace transformation of joint ruin time. 

Finally, in chapter 4, a two-dimensional risk process is considered in which each individual 

class applies a dividend barrier strategy. The insurance portfolios of the insurer are related as 

they are subject to the common shocks that cause the claims. In order to analyse the expected 

discounted dividends up to the common time of ruin of the two-dimensional process, it is 

proposed with a distinct temporal counterpart of the model and a two-dimensional extension 

of the Dickson-Waters discretization (Dickson and Waters (1991)) is applied using a two- 

Panjer (Walhin and Paris (2000)). Detailed numerical examples under different dependencies 

through common shocks, probability theories (Copulas) and proportional reinsurance are taken 

into account, and applications are given to optimal problems in reinsurance, main distribution 

and dividends. It is also clarified that the optimal pair of dividend bars maximizing the dividend 

function depends on the original surplus level. Finally, we propose the type of dividend 

strategy.  
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ ΠΡΩΤΟ 
 

1. Εισαγωγή 
 

Ο σκοπός του πρώτου κεφαλαίου είναι να δώσει μια εισαγωγή στο κλασσικό μονοδιάστατο 

μοντέλο χρεοκοπίας καθώς και σε βασικούς ορισμούς που θα ακολουθήσουν στην υπόλοιπη 

διπλωματική. Θα ξεκινήσουμε δίνοντας τον ορισμό της στοχαστικής διαδικασίας Poisson με 

μερικά βασικά θεωρήματα της ανανεωτικής στοχαστικής διαδικασίας, τον ορισμό του 

χρόνου χρεοκοπίας και της πιθανότητας χρεοκοπίας. Αφού τα δούμε όλα αυτά θα 

προχωρήσουμε δίνοντας τη συνάρτηση των Gerber-Shiu και επιλέγοντας κατάλληλες τιμές 

στη συνάρτηση ποινής θα πάρουμε χρήσιμα μέτρα κινδύνων. Θα δούμε την ολόκληρο 

διαφορική εξίσωση που ικανοποιεί η συνάρτηση των Gerber-Shiu και θα τη δούμε κάτω από 

μια γενικευμένη διαδικασία Erlang ώστε να πάρουμε το μετασχηματισμό Laplace της.   

 

1.1 Στοχαστική διαδικασία πλεονάσματος 

Για να ορίσουμε τη στοχαστική διαδικασία πλεονάσματος πρέπει πρώτα να ορίσουμε δύο 
ποσότητες S(t),N(t). 
 

Ορισμός 1.1 

Μια απαριθμήτρια διαδικασία }0),({ ttN  είναι μια διαδικασία Poisson με παράμετρο λ αν  

i. 0)0( N  
ii. )(tN  έχε  ι ανεξάρτητες προσαυξήσεις. 

iii. ))((~)()( stPoissonSNtN    για ts   

Χρήσιμο είναι επίσης να ορίσουμε μια ακόμα στοχαστική διαδικασία, την ανανεωτική 

στοχαστική διαδικασία η οποία είναι ευρέως εφαρμοσμένη στη θεωρία κινδύνου και τη 

θεωρία ουρών.  

Θα την ορίσουμε θεωρώντας τους ενδιάμεσους χρόνους που εμφανίζονται τα γεγονότα που 

απαριθμεί η }0),({ ttN .Έστω },{ NiWi   μια ακολουθία μη αρνητικών ανεξάρτητων και 

ισόνομων τυχαίων μεταβλητών με σ.π.π. )(tfw  σ.κ. )(tFW  μετασχηματισμό Laplace )(ˆ sfw  με 

)(WE όπου iW  είναι ο ενδιάμεσος χρόνος εμφάνισης του i-γεγονότος.  

Ορίζουμε  την ανανεωτική στοχαστική διαδικασία }0),({ ttN  ως: 

Ορισμός 1.2 
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Έστω μια ακολουθία }0,{ iWi μη αρνητικών ισόνομων και ανεξάρτητων τ.μ. Η ακολουθία 

},{ Nnn  με ,00  





nj

j jn W
1

 ονομάζεται ακολουθία ανανεώσεων. Τότε η 

απαριθμήτρια διαδικασία }0),({ ttN με 0)0( N που δίνεται ως ακολούθως:  




 
n

n tn
tN

0 )()(   

Ονομάζεται ανανεωτική στοχαστική διαδικασία. 

Εύκολα παρατηρεί κανείς ότι από τον παραπάνω ορισμό για κάθε ανανεωτική ανέλιξη ισχύει 

η  παρακάτω σχέση. 

N(t)=n αν και μόνο αν }{ 1 nn t       (1.1) 

Θεώρημα 1.1. 

Έστω }0),({ ttN  μία ανανεωτική στοχαστική διαδικασία. Τότε σχεδόν παντού ισχύει ότι:  

)(

1)(
lim

i
t WEt

tN



        

(1.2) 

Απόδειξη 

Από τον ισχυρό νόμο των μεγάλων αριθμών πού δηλώνει ότι ο δειγματικός μέσος συγκλίνει 

με πιθανότητα ένα στην αναμενόμενη τιμή και από το θεώρημα παρεμβολής έχουμε 

)(
)(

1)(

1)(
lim

)(
lim

)(
limlim)(

1)()(

i

tN

tt

t

t

n

t
i WE

tN

tN

tNtN

t

tNn
W 















 

Λήμμα 1.1.  

)1)(()()( 1)(  tNEWEE itN
      

(1.3) 

Απόδειξη 
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0)()(
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tNEWEnNnPWE
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nn

n
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Και αντικαθιστώντας N(t)+1 με N(t) ολοκληρώνουμε την απόδειξη.  

Αφού δείξαμε αυτό το λήμμα θα αποδείξουμε το στοιχειώδεις ανανεωτικό θεώρημα το οποίο 

είναι βασικό για τη θεωρία στοχαστικών ανελίξεων. 

Θεώρημα 1.2   

Για μια στοχαστική διαδικασία }0),({ ttN ισχύει η παρακάτω σχέση. 
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)(

1))((
lim

1WEt

tNE

t



        

(1.4) 

Απόδειξη 

Από λήμμα 1.1 και ξέρουμε ότι 1)(  tNt   έχουμε 

))((1)(()( 11)( tNEWEEt tN    

Λύνοντας ως προς 
t

tNE ))((
έπεται ότι  

)(

1))((
inflim

1WEt

tNE

t



                                                                                            

(1.5 )   

οπότε για να ισχύει η σχέση θα πρέπει το 
)(

1))((
suplim

1WEt

tNE

t



. 

Για να το αποδείξουμε θα ορίσουμε πρώτα την Wi
c = {

W i  αν,W i ≤ c 

c αν,W i > c
 ομοίως ορίζουμε  

                               

 
c

c

i

c dwwFW
0

)(1()(  και ))(()( tNEtM cc  . 

Είναι προφανές ότι c

tN cct
1)( 

   οπότε έχουμε, 

))((1)(()(
1)(

tNEWEEct cc

i

c

tN c 


        (1.6)  

Συνεπάγεται από το i

c

i WW  ότι )()( tNtN c  άρα )()( tMtM c  οπότε και από τη σχέση 

(1.6) έχουμε, 

))(1( tMct c    

Διαιρώντας τη σχέση με t και λύνοντας ως προς 
t

tM )(
έχουμε, 

)1(
11)(


cc

c

tt

tM




ct t

tM



1)(
suplim 


      (1.7) 

Όμως  





c

c

c

c
dwwFdwwF

0 0
))(1())(1(limlim   

Οπότε η (1.7) γίνεται, 



11
lim

)(
suplim 

 cct t

tM
 δηλαδή 

)(

1))((
suplim

1WEt

tNE

t



  

  (1.8) 
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Άρα από (1.7) και (1.8) ολοκληρώνεται η απόδειξη.  

Αφού ορίσαμε τι είναι η στοχαστική απαριθμήτρια διαδικασία την οποία θα τη 

χρησιμοποιήσουμε για να μοντελοποιήσουμε τον αριθμό των ζημιών, μπορούμε τώρα να 

ορίσουμε και τη στοχαστική διαδικασία πλεονάσματος. Η στοχαστική διαδικασία 

πλεονάσματος περιγράφει πώς εξελίσσεται το πλεόνασμα μιας ασφαλιστικής εταιρίας στο 

πέρασμα του χρόνου.  

Ορισμός 1.3 

Ως στοχαστική διαδικασία πλεονάσματος θα ορίσουμε τη  στοχαστική διαδικασία }0),({ ttU

που δίνεται από την παρακάτω σχέση, 

)()( tSctutU          (1.9) 

Όπου u είναι το αρχικό αποθεματικό,c ο ρυθμός είσπραξης τον ασφαλίστρων και S(t) οι 

συνολικές αποζημιώσεις μέχρι το χρόνο t και ορίζετε ως,  

 


)(

1
)(

tN

i iXtS
        

(1.10) 

με S(0)=0 και },{ *iX i ακολουθία από ανεξάρτητες και ισόνομες τυχαίες μεταβλητές που 

μοντελοποιούν το μέγεθος τις i ζημιάς με σ.π.π. f(x), σ.κ.F(x) και )(xE . Θεωρούμε ότι οι 

},{ *iX i και }0),({ ttN είναι ανεξάρτητες. 

 

 

 

 

Ορισμός 1.4 (Χρόνος χρεοκοπίας) 

}0)(:0inf{:  tUtT        (1.11) 

Για 0t ,το οποίο πρακτικά σημαίνει ότι ως χρόνος χρεοκοπίας ορίζεται  ο χρόνος t που η 

στοχαστική διαδικασία πλεονάσματος U(t)  γίνεται μικρότερη ή ίση με μηδέν. 
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Ορισμός 1.5. (Πιθανότητα χρεοκοπίας) 

Για u>0, ορίζουμε ως πιθανότητα χρεοκοπίας το μέτρο, 

))0(0)(())0((:)( uUTUPuUTPu     
(1.12)

 

Η ψ(u) είναι φθίνουσα ως προς u δηλαδή 0)(lim 


u
u

 ενώ η ουρά τις )(u  είναι αύξουσα και 

1)(lim 


u
u

 η οποία ορίζεται αντίστοιχα ως, 

)0)(())0(()(  TUPuUTPu      (1.13) 

Δύο πολύ χρήσιμες τ.μ. είναι οι  )(TU και η U(T-). Η πρώτη περιγράφει το έλλειμμα τη 

στιγμή χρεοκοπίας ενώ η δεύτερη το πλεόνασμα ακριβώς πριν τη χρεοκοπία και ορίζεται ως, 

)(lim)( tUTU
Tt 


        

(1.14) 

Τις δυο αυτές τ.μ. μελέτησαν και μοντελοποίησαν το 1988 σε δημοσίευση τους ο Gerber και 

Shiu στην ομώνυμή τους συνάρτηση. 

 

1.2 Η Ανανεωμένη προεξοφλημένη συνάρτηση ποινής των Gerber και Shiu. 

 

Ορισμός 1.6 

Για u>0 και 0  ορίζουμε την παρακάτω συνάρτηση, 

))0())(),((()( )( uUITUTUweEum T

t  


     

(1.15) 

Όπου δ η ένταση ανατοκισμού,w μία δισδιάστατη  συνάρτηση ),0[),0(),0[: w και 

ονομάζεται προεξοφλημένη συνάρτηση ποινής και για διαφορετικά ορίσματα τις συνάρτησης 

παίρνουμε πολύ χρήσιμα μέτρα κινδύνων. 

Για δ=0 και w(x,y)=1 έχουμε: 

))0(())0((:)( )( uUTPuUIEu T    

Δηλ. η πιθανότητα χρεοκοπίας. 

Για δ>0 και w(x,y)=1 έχουμε: 








 
0

)( )())0(()}({ dtueuUIeEumL t

T

t 


 

Άρα το μετασχηματισμό Laplace του χρόνου χρεοκοπίας . 

Για δ>0 και )()( 21
),( xyxx IIyxw  έχουμε: 

))0((),( )()(21 21
uUIIeEuxxf xyxx

t  


 = ))0(,( 21 uUxYxXPe t 
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Την προεξοφλημένη από κοινού συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας τ.μ. )(,)( TUTU . 

Για δ=0 και )()( 21
),( xyxx IIyxw   έχουμε: 

))0((),( )()(21 21
uUIIEuxxf xyxx   = ))0(,( 21 uUxYxXP   

Την από κοινού συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας των τ.μ. )(,)( TUTU . 

Για δ>0 και )()( 21
),( xyxx IIyxw  έχουμε: 

))0((),( )()(21 21
uUIIeEuxxF xyxx

t  


 = ))0(,( 21 uUxYxXPe t 

 

Την προεξοφλημένη από κοινού συνάρτηση κατανομής των τ.μ. )(,)( TUTU .  

Για δ=0 και )()( 21
),( xyxx IIyxw  έχουμε: 

))0((),( )()(21 21
uUIIEuxxF xyxx   = ))0(,( 21 uUxYxXP   

Την από κοινού συνάρτηση κατανομής των τ.μ. )(,)( TUTU . 

Για δ>0 και )( 1
),( xxIyxw  έχουμε: 

))0(()( )(1 1
uUIeEuxF xx

t  


 = ))0(( 1 uUxXPe t 

 

Την προεξοφλημένη περιθώρια συνάρτηση κατανομής της τ.μ. )(TU . 

Για δ>0 και )( 2
),( xyIyxw  έχουμε: 

))0(()( )(2 2
uUIeEuxF xy

t  


 = ))0(( 2 uUxYPe t 

 

Την προεξοφλημένη περιθώρια συνάρτηση κατανομής της τ.μ. )( TU . 

Για δ=0 και )( 1
),( xxIyxw  έχουμε: 

))0(()( )(1 1
uUIEuxF xx   = ))0(( 1 uUxXP   

Την περιθώρια συνάρτηση κατανομής της τ.μ. )(TU . 

Για δ=0 και )( 2
),( xyIyxw  έχουμε: 

))0(()( )(2 2
uUIEuxF xy   = ))0(( 2 uUxYP   

Την περιθώρια συνάρτηση κατανομής της τ.μ. )( TU . 

Για δ>0 και )( 1
),( xxIyxw  έχουμε: 

))0(()( )(1 1
uUIeEuxf xx

t  


 = ))0(( 1 uUxXPe t 
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Την προεξοφλημένη συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας της τ.μ. )(TU . 

Για δ>0 και )( 2
),( xyIyxw  έχουμε: 

))0(()( )(2 2
uUIeEuxf xy

t  


 = ))0(( 2 uUxYPe t 

 

Την προεξοφλημένη συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας της τ.μ. )( TU . 

Για δ=0 και )( 1
),( xxIyxw  έχουμε: 

))0(()( )(1 1
uUIEuxf xx   = ))0(( 1 uUxXP   

Την περιθώρια συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας της τ.μ. )(TU . 

Για δ=0 και )( 2
),( xyIyxw  έχουμε: 

))0(()( )(2 2
uUIEuxf xy   = ))0(( 2 uUxYP   

Την περιθώρια συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας της τ.μ. )( TU . 

Όπως παρατηρούμε η συνάρτηση των Gerber-Shiu μας δίνει μια πληθώρα πολύ χρήσιμων 

μέτρων για το κλασσικό μοντέλο της θεωρίας κινδύνου αλλά όχι μόνο. Θέτοντας

),0max{),( XKyxw  η συνάρτηση των Gerber-Shiu μας δίνει την αξία ενός 

Αμερικάνικου τύπου put option με τιμή άσκησης Κ και αξία του underlying asset X. 

Οι Gerber και Shiu σε εργασία τους το 1998 απέδειξαν ότι η )(um ικανοποιεί μια ολόκληρο 

-διαφορική εξίσωση τύπου Voltera. Η λύση της δόθηκε μέσω μετασχηματισμών Laplace και 

έδειξαν ότι ικανοποιεί μια ελλειμματική ανανεωτική διαφορική εξίσωση. Οι Lin και Willmot 

έλυσαν την παραπάνω εξίσωση για ζημιές ελευθέρας κατανομής σε όρους της ουράς μιας 

σύνθετης γεωμετρικής κατανομής. 

1.3 Ολόκληρο-διαφορικές εξισώσεις στην Gerber και Shiou. 

Θεώρημα 1.3.   

 Η εξίσωση G-S (Gerber και Shiu) ικανοποιεί την παρακάτω ολόκληρο-διαφορική εξίσωση. 

 Για u>0 : 

)()()()()('
0

uz
c

dxxfxum
c

um
c

um
u

 





    
(1.16) 

με 



u

dxxfuxuwuz .)(),()(               

Παρατήρηση 1.1 

Όπως είδαμε πριν θέτοντας δ=1 και 1),( yxw  η συνάρτηση G-S δίνει την πιθανότητα 

χρεοκοπίας. Άρα έχουμε το ακόλουθο πόρισμα: 

Πόρισμα 1.1 
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Η πιθανότητα χρεοκοπίας ικανοποιεί την ακόλουθη ολόκληρο-διαφορική εξίσωση. 

)()()()()(
0

uF
c

dxxfxu
c

u
c

u΄
u

 









    

(1.17)                     

Χρήσιμο είναι να δώσουμε τον ορισμό τις ανανεωτικής εξίσωσης καθώς η (1.15) ικανοποιεί 

μία τέτοια εξίσωση  

Ορισμός 1.7 

Για u>0, ορίζουμε ως ανανεωτική εξίσωση μία εξίσωση που γράφεται ως ακολούθως 

 
u

ugxdGxuu
0

)()()()( 
      

(1.18) 

Όπου 10   , η g είναι φραγμένη συνάρτηση, η G μία σ.κ και η φ μία άγνωστη 

συνάρτηση. Αν λ<1 τότε η φ ονομάζεται ελλειμματική αν λ=1 τότε κανονική  

 

Θεώρημα 1.3. 

Για 0u η εξίσωση G-S ικανοποιεί την ακόλουθη ελλειμματική ανανεωτική εξίσωση  

 





u

b

uH
xdGxum

b
um

0 1

)(
)()(

1

1
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(1.19) 

Όπου: 
dyyFe

XE
b

y )(

)()1(

0










 με ρ μια συνάρτηση του δ ρ =ρ(δ),













0
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)()(
)(

dyyFe

dyyfeexF
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yrx






 

και 



 




 
 



0
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)()(
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dyyFe

dyyfyxwee
uH

y

u x
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Για την απόδειξη βλέπε Lin-Wilmot(1999).   

Για την λύση της (1.19) πρέπει να ορίσουμε την παρακάτω σ.κ.  

)()
1

1
(

1
)( *

0
uG

bb

b
uK n

n

n


 
           (1.20) 

Και η ουρά της,  

)()
1

1
(

1
)(

*

1
uG

bb

b
uK

nn

n 





        (1.21)  

Η (1.21) είναι εύκολο να δει κανείς ότι είναι η δεξιά ουρά μιας σύνθετης γεωμετρικής 

κατανομής και πιο συγκεκριμένα, 

)()(
1

uLPuK
N

i i   
        (1.22) 

Με την τ.μ. )
1

1
(~

b
GeoN


 και iL ανεξάρτητες και ισόνομες τ.μ με σ.κ G(x) 
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Τώρα θα δώσουμε ένα θεώρημα το οποίο μπορούμε να λύσουμε την (1.16) μέσω άλλων 

εξισώσεων οι οποίες είναι συναρτήσεις της )(uK  

 

Θεώρημα 1.4. 

Μπορούμε να λύσουμε την (1.15) μέσω των παρακάτω εξισώσεων  

)(
1

1
)()(

1
)(

0
uH

b
udKxuH

b
um

u

 
       (1.23) 

Διαφορετικά αν θεωρήσουμε πως η  H(u) είναι τουλάχιστον μια φορά διαφορίσιμη τότε έχουμε, 

  
u

b

uH

b

uKH
udHxuK

b
um

0

)()()0(
)()(

1
)(

    
(1.24) 

Για την απόδειξη βλέπε θεώρημα 2.1 Lin-Willmot (1999). 

 

1.4 Η γενικευμένη διαδικασία Erlang στη συνάρτηση G-S 

Οι G-S (2005) απέδειξαν ότι η ομώνυμη συνάρτησή τους ικανοποιεί μια ολόκληρο-

διαφορική εξίσωση όταν θεωρούμε ότι οι χρόνοι άφιξης των ζημιών είναι μια γενικευμένη  

Erlang διαδικασία. 

Ορισμός 1.5 

Έστω },{ NiX i μια ακολουθία ανεξάρτητων εκθετικά κατανεμημένων τ.μ. με παραμέτρους

nii ,...,2,1,  τότε η κατανομή του αθροίσματος τους  


n

i in XS
1

είναι μια γενικευμένη 

Erlang κατανομή και δίνεται ακολούθως, 

  






n

i

n

ijj

t

i

ij

i ietf
1 ,1

)()(






      

(1.25) 

Και ο μετασχηματισμός Laplace της  


n

i in XS
1

είναι, 













0

1

1)

)(
)()()(ˆ

n

i i

n

i istsS

s
dttfeeEsf n





    

(1.26) 

Αφού ορίσαμε τη κατανομή Erlang τώρα θα δώσουμε την ολόκληρο-διαφορική εξίσωση που 

δώσανε οι G-S 

Θεώρημα 1.5. 

Η εξίσωση G-S ικανοποιεί την ακόλουθη ολόκληρο-διαφορική εξίσωση. Για 0u έχουμε, 

    







n

j

u n

j jj

n

j j uwdxxfxumum
u

c
1 0 11

0)()()()()(  

 
(1.27) 
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Με 

 
 


u

dxuxfxuwdxxfuxuwuw
0

)(),()(),()( (1.15) 

    

Πόρισμα 1.2. 

Για nii ,...,2,1,    έχουμε την ολόκληρο-διαφορική εξίσωση για το ανανεωτικό μοντέλο 

Erlang και η (1.27) γίνεται, 

0)()()()()(
0





  uwdxxfxumum

u
c n

u
nn  

   
(1.28) 

Πόρισμα 1.3. 

Για 1,1  n η (1.27) παίρνει την ακόλουθη μορφή, 

0)()()()()(
)(

0





 uwdxxfxumum

u

um
c

u

 


   
 (1.29) 

Η οποία είναι η ολόκληρο-διαφορική εξίσωση για το κλασσικό μοντέλο. 

Για να μπορέσουμε να λύσουμε την εξίσωση (1.27) θα πρέπει να βρούμε τους 

μετασχηματισμούς Laplace και μετά να τους αντιστρέψουμε, για αυτό το λόγο θα δώσουμε 

το παρακάτω θεώρημα και το λήμμα καθώς και κάποιες ιδιότητες των rT τελεστών. 

Θεώρημα 1.6. 

Για 0,  Cs η γενικευμένη θεμελιώδης εξίσωση Lundberg δίνεται ως, 

 


n

j j sfs
1

0)(ˆ)(~ 
       

(1.30) 

Με, 

 


n

j j css
1

)()(~ 
       

(1.31) 

Πόρισμα 1.4. 

Για 1,1  n  στην (1.30) έχουμε τη θεμελιώδη Lundberg εξίσωση η οποία παίρνει την 

ακόλουθη μορφή, 

cssf  )(ˆ
        (1.32) 

Λήμμα 1.2.  

1. Για 0,0)Re(  s η γενικευμένη θεμελιώδης εξίσωση Lundberg, έχει ακριβώς n ρίζες 

στο θετικό μιγαδικό ημιεπίπεδο. 

2. Για  0,0)Re( s  η γενικευμένη θεμελιώδης εξίσωση Lundberg έχει ρίζα μόνο το 0

και 1n  ρίζες στο θετικό μιγαδικό ημιεπίπεδο.  
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Παίρνοντας το μετασχηματισμό Laplace της (1.27) και στα δύο μέλη της  και 

χρησιμοποιώντας το λήμμα 1.2 βρίσκουμε το μετασχηματισμό Laplace της G-S εξίσωσης   

Θεώρημα 1.6. 

Για 0)Re( s  ο μετασχηματισμός της εξίσωσης των G-S είναι, 
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(1.33) 

Όπου 
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j
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jkk
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j
rr

rs
rwsq

1 ,1
)(ˆ)(  

Και 0)Re(,)(  ii rrr  είναι οι θετικές ρίζες της θεμελιώδους εξίσωσης Lundberg. 

Ορισμός 1.6. 

Έστω f μια ολοκληρώσιμη συνάρτηση. Τότε για r με πραγματικό μέρος θετικό και 0x ,τότε 

ο τελεστής rT εφαρμοσμένος πάνω στην f δίνεται ως, 

 
 

 
x

ruxur

r duxufeduufexfT
0

)( )()()(
    

(1.34) 

 

Πρόταση 1.1. 

Για f ολοκληρώσιμη συνάρτηση ο τελεστής rT έχει τις παρακάτω ιδιότητες, 

1. )(ˆ)()0(
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6. )0()()(ˆ
)( fTTsLxfT rsxfTr r

  

7. )(ˆ)(ˆ)(()(ˆ)(ˆ rfsfsTrssfrsfs r   

8. ))(ˆ)(ˆ)(ˆ)(ˆ)(()(ˆ)(ˆ)(ˆ)(ˆ
21212121 12

sfTrfsfTsfrsrfrfsfsf rr   
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9. Αν kiri ,...,2,1,  είναι διαφορετικοί μεταξύ τους πραγματικοί η μιγαδικοί αριθμοί 

τότε, )()(,
)(

)(
)1(

11 '

1

1  






k

j j

k

j
jk

rkk

j r rss
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Επίσης αν η f είναι σ.π.π τότε έχουμε, 
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Θεώρημα 1.7. 

Για 0)Re( s  ο μετασχηματισμός της εξίσωσης των G-S είναι, 
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)(ˆ
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(1.35) 

Όπου 
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Και  
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Με 0)Re(, ii rr οι ρίζες της (1.33) 

Αντιστρέφοντας την (1.35)ως προς s  έχουμε, 

Θεώρημα 1.8. 

Για 0u  η εξίσωση των G-S ικανοποιεί την ακόλουθη ελλειμματική ανανεωτική εξίσωση, 
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(1.36) 

Όπου 
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Επίσης το  είναι τέτοιο ώστε 1
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0)Re(, ii rr οι ρίζες της (1.33), )()1()( xGxH  , )()1()( xnxz  με )(xz να είναι η 

σ.π.π. της  
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Επίσης αν  0 τότε 
0  τέτοιο ώστε 1
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 cr

. 

Θα ορίσουμε τώρα την ουρά της σύνθετης γεωμετρικής κατανομής καθώς η λύση της 

εξίσωσης (1.36) υπολογίζεται μέσω αυτής . Οπότε για 0u  έχουμε, 
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η νιοστή συνέλιξη της ουράς της )(uN . 

 

Θεώρημα 1.9. 

Η λύση της εξίσωσης (1.36) είναι η ακόλουθη, 
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 (1.37) 

Ισοδύναμα υπολογίζεται ως,  
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(1.39)  

Απόδειξη. 
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Από τις εξίσωσης (1.37),(1.38),(1.39) και από την )(uH παρατηρούμε ότι η λύση της )(um  

εξαρτάται από τον υπολογισμό της )(uK . Ξέροντας από τους Lin-Willmot(1999) ότι η ουρά 

της σύνθετης γεωμετρικής κατανομής για 0u  ικανοποιεί την παρακάτω ελλειμματική 

ανανεωτική εξίσωση, 
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        (1.40) 

Επίσης, επιλέγοντας 1),( yxw η εξίσωση των G-S γίνεται ο μετασχηματισμός Laplace του 

χρόνου χρεοκοπίας, δηλαδή   ))0(()(ˆ uUIeEum T

T

T  


 . Οπότε για 1),( yxw και με 

την ιδιότητα  9 των τελεστών έχουμε, 
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Άρα η (1.37) παίρνει τη μορφή, 
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(1.41) 

Συγκρίνοντάς την με την (1.40) παρατηρούμε ότι ο μετασχηματισμός Laplace του χρόνου 

χρεοκοπίας είναι η δεξιά ουρά μιας σύνθετης γεωμετρικής κατανομής . 

Θεώρημα 1.10. 

Για 0u ισχύει ότι, 

  ))0(()(ˆ)( uUIeEumuK T

T
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Από τα θεωρήματα (1.9) και (1.10) προκύπτει ότι ξέροντας τις )(um T , )(uH μπορούν να 

υπολογιστούν διάφορα μέτρα κινδύνου θεωρώντας διαφορετικές τιμές στη συνάρτηση ποινής 

),( yxw . 

Οπότε για να υπολογίσουμε όλα τα χρήσιμα μέτρα χρεοκοπίας είναι σημαντικό να 

υπολογίσουμε την )(um T , η οποία θα υπολογιστή μέσω του μετασχηματισμού Laplace. 

Οπότε από την (1.35) και για 1),( yxw  έχουμε, 
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(1.42) 

Η οποία βρίσκεται μέσω της ακόλουθης σχέσης για rs  , 
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Η οποία αποδεικνύεται μέσω του λήμματος 1.2 και μέσω των τελεστών rT (βλέπε Lin (2003) 

θεώρημα 2). Επίσης θέτοντας την 1),( yxw  και με την ιδιότητα 5 των τελεστών η 

συνάρτηση )(ˆ sG γίνεται, 
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Και αντικαθιστώντας την (1.30) στην (1.29) έχουμε ότι 
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(1.44) 

Ο μετασχηματισμός Laplace (1.44) αντιστρέφεται μόνο αν έχει πολυωνυμική μορφή. Οπότε 

για να έχει η (1.44) πολυωνυμική μορφή θα πρέπει να έχει η )(ˆ sf  πολυωνυμική μορφή 

συνεπώς επιλέγουμε μια )(xf τέτοια ώστε να ανήκει στην κλασματική οικογένεια 

κατανομών. 

Ορισμός 1.7. 

Έστω η τ.μ. X με σ.π.π. )(xf , θα ανήκει στην οικογένεια κλασματικών κατανομών fR αν ο 

μετασχηματισμός Laplace )(ˆ sf μπορεί να γραφτεί ως πηλίκο δύο πολυωνύμων ως ακολούθως, 
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 (1.45) 

με )0()0( 1 mm QQ , ),()Re(  xhs , Nm , })(:inf{  sXeERs , και )(),( 1 sQsQ mm 

πολυώνυμα m βαθμού και 1))(deg( 1  msQm . 

Οπότε θεωρώντας ότι οι ζημιές ακολουθούν μια κατανομή από τη κλασματική οικογένεια

)(xf ο μετασχηματισμός Laplace υπολογίζεται μέσο της (1.45) και ορίζοντας το παρακάτω 

πολυώνυμο nm  βαθμού, 
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(1.46) 

τότε ο μετασχηματισμός Laplace του χρόνου χρεοκοπίας δίνεται από το παρακάτω θεώρημα. 

Θεώρημα 1.11. 

Αν ο μετασχηματισμός Laplace της σ.π.π. του μεγέθους των ζημιών μπορεί να γραφτεί σαν την 

(1.45) τότε, 
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ ΔΕΥΤΕΡΟ 

 

Φράγμα για της πιθανότητες χρεοκοπίας στο πολυδιάστατο μοντέλο της 

θεωρίας κινδύνου 

 

2.1 Το πολυδιάστατο μοντέλο για την κλασσική θεωρία κινδύνου 

 

Ορισμός 2.1 

Ως στοχαστική διαδικασία πλεονάσματος }0),({ ttUi
 για την i-κλάση με i=1,2,…,m θα 

ορίζεται από την παρακάτω σχέση 

 


)(

1 ,

)(

1 ,)(
tN

k ki

tN

k kiiii

cii

ZXtcutU       (2.1) 

Με }0),({ ttNii  και }0),({ ttNc  απαριθμήτριες στοχαστικές διαδικασίες Poisson με 

εντάσεις ,,..., 2211 mm και c , ic  ο ρυθμός είσπραξης των ασφαλίστρων για την i-κλάση 

κινδύνου και },{ *

, kX kii μια ακολουθία από ανεξάρτητες και ισόνομες τ.μ. για την i-

κλάση κινδύνου, },,...,,{ ,,2,1

kZZZ kmkk  είναι μία ακολουθία από m-διάστατα ανεξάρτητα 

διανύσματα.  

Για να μην είναι σίγουρη η χρεοκοπία, θεωρούμε ότι ο ρυθμός είσπραξης των ασφαλίστρων 

ικανοποιεί την παρακάτω εξίσωση, 

))()()(1( 1,1 iciiiii ZEXEc    

Όπως τόνισε ο Chan στο et al. (2003) στο ‘concept of ruin’ στο πολυδιάστατο μοντέλο 

υπάρχουν διαφορετικοί ορισμοί για το χρόνο χρεοκοπίας με διαφορετικές ερμηνείες. 

 

Ορισμός 2.2 (Χρόνος χρεοκοπίας) 

1ος: }0))(),...,(),(min(:0inf{: 21  tUtUtUtT mOR  

2ος: }0))(),...,(),(max(:0inf{: 21  tUtUtUtT mSIM    
(2.2) 

3ος: },...,max{: 21 mANDT  , }0)(0inf{  tUt ii  

4ος: }0)(:0inf{:
1

  

m

i iSUM tUtT  

Ο πρώτος ορισμός μας λέει ότι χρόνος χρεοκοπίας είναι όταν ένα από τα πλεονάσματα είναι 

αρνητικό. Ο δεύτερος και ο τρίτος ορίζουν ως χρόνο χρεοκοπίας , αυτόν που όλα τα 

πλεονάσματα γίνονται ταυτόχρονα αρνητικά. Ο τέταρτος ορίζει ως χρόνο χρεοκοπίας αυτόν 

που το άθροισμα των πλεονασμάτων γίνονται αρνητικά. Ο τέταρτος ορισμός είναι εύκολος να 

μελετηθεί καθώς ανάγεται σε μονοδιάστατο. 
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2.1.1 Αναδρομική προσέγγιση για την πιθανότητα επιβίωσης για το m-

διάστατο μοντέλο 

 

Θα μελετήσουμε την πιθανότητα επιβίωσης για τον πρώτο ορισμό, δηλαδή  

}0))(),...,(),(min(:0inf{: 21  tUtUtUtT mOR
,  

))(,...,)(,)(()()~( 2211~ mmORORui utUutUutUTPTPu 
 

Και αντίστοιχα η πιθανότητα επιβίωσης )~(1)~( ii uu    

 

Η στρατηγική για να δημιουργήσουμε την αναδρομική σχέση είναι να εξετάσουμε κάθε 

ζημιά ξεχωριστά για n=1,2,… οπότε θα εισάγουμε το χρόνο που γίνεται η n-οστή 

 


n

k kn VS
1

 ζημιά  όπου η },{ kVk είναι ο ενδιάμεσος χρόνος που συμβαίνει η n-οστή 

ζημία και είναι αντίστοιχή σε μια διαδικασία Poisson  


m

i cii ttNtN
1

}0),()({ . Επίσης 

θεωρούμε ότι οι τ.μ. },{ *

, kX kii είναι ανεξάρτητές ισόνομες και εκθετικά κατανεμημένες 

με μέση τιμή 
s

1
με  


m

i ciis 1
 . 

Θεώρημα 2.1 

Δοθέντος της πρώτης ζημιάς και τα προκύπτοντα μεγέθη ζημιών για m κλάσεις η πιθανότητα 

επιβίωσης αναδρομικά δίνεται από το παρακάτω τύπο, 
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     (2.3) 

με 1)~(0 u και )~()~(lim uun
n

 


 

 

2.1.2 Η εξίσωση Gerber-Shiu για το πολυδιάστατο μοντέλο 

Σε αυτή τη παράγραφο θα εξετάσουμε την εξίσωση G-S για το m-διάστατο μοντέλο κάτω 

από το χρόνο ORT η οποία ορίζεται ακολούθως 

Ορισμός 2.3 

Η εξίσωση των G-S για το m-διάστατο μοντέλο θα δίνετε από τον ακόλουθο τύπο : 

)~))(
~

(()~(
)( iT

t uITUweEum
OR 

 
       

 (2.4) 

Είναι σημαντικό να παρατηρήσουμε ότι στο χρόνο ORT  δεν χρεοκοπούν όλες οι κλάσεις 

κινδύνων ταυτόχρονα. Πιο συγκεκριμένα αν χρεοκοπήσει, π.χ. η i-κλάση κινδύνου από  

}0),({ ttNii τότε σε όλες τις κλάσεις το πλεόνασμα θα είναι θετικό. Σε αντίθεση αν η 
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χρεοκοπία συμβεί από το κοινό σοκ }0),({ ttNc
τότε περισσότερες από μία κλάσεις 

κινδύνων χρεοκοπούν ταυτόχρονα. Για αυτό καλό είναι να δώσουμε έναν διαφορετικό 

ορισμό που τα διαχωρίζει ανάλογα με τις περιπτώσεις χρεοκοπίας. Οπότε ορίζουμε τη 

συνάρτηση ποινής ως ακολούθως. 

Ορισμός 2.4 

 Έστω Γ όλα τα υποσύνολα του },...,2,1{ m  εξαιρουμένου του κενού και Α το σύνολο δεικτών 

του Γ και τότε η  συνάρτηση ποινής δίνεται ως εξής, 
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 (2.5) 

           

Παράδειγμα 2.1 

Στην περίπτωση που m=2, παίρνουμε το δισδιάστατο μοντέλο και η συνάρτηση ποινής 

παίρνει την ακόλουθη μορφή  
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Θέτοντας τις κατάλληλες τιμές στη συνάρτηση ποινής και στο δ παίρνουμε πολύ χρήσιμα 

μέτρα κινδύνου όπως και στο μονοδιάστατο μοντέλο. 

Για 1),(),(),( }12{}2{}1{  www και δ>0 έχουμε,








 
0

221)( )())0(,)0()(()}({ dtueuUuUIeEumL t

T

t

OR




  

άρα το μετασχηματισμό 

Laplace της πιθανότητας χρεοκοπίας  

 

Για 1),(),(),( }12{}2{}1{  www και δ=0 έχουμε, 

))0(,)0(())0(,)0((:),( 22112211)(21 uUuUTPuUuUIEuu orTOT
   , άρα την 

πιθανότητα να χρεοκοπήσει μία από της δύο κλάσεις κινδύνων.  

Για 1),(,0),(),( }12{}2{}1{  www και δ=0 έχουμε, 

))0(,)0(0)(;0)(())0(,)0(( 2211212211)( 21
uUuUTUTUPuUuUIE OROR  δηλαδή 

αποτυπώνει την πιθανότητα να χρεοκοπούν και οι δύο κλάσεις κίνδυνων ταυτόχρονα.  
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Για 
2121

}12{

221

}2{

121

}1{ ),(,),(,),( yyyywyyywyyyw  και δ>0 έχουμε,

))0(,)0()(())0(,)0()(( 221122);(221111);( 212

2

121

1 uUuUUIeEuUuUUIeE  





  







δηλαδή εκφράζεται το αναμενόμενο προεξοφλημένο πλεόνασμα το οποίο λαμβάνει υπόψη 

και το αρνητικό πλεόνασμα. 

 

Για 0),(),(,),( 21

}12{

21

}2{

2121

}1{  yywyywyyyyw και δ>0 έχουμε,

))0(,)0())()((( 22112211)( 21

1 uUuUUUIeE 

 


 

Δηλαδή το αναμενόμενο προεξοφλημένο πλεόνασμα στο οποίο η πρώτη κλάση έχει 

χρεοκοπήσει ενώ η δεύτερη είναι θετική. Αυτό είναι ένα ενδιαφέρον μέτρο καθώς δείχνει αν 

είναι συμφέρον να συνεχίσει η ασφαλιστική να έχει και τις δύο κλάσεις κινδύνων ακόμα και 

αν η μία από αυτές έχει χρεοκοπήσει. 

 

2.1.3 Πιθανότητα επιβίωσης για το δισδιάστατο μοντέλο κινδύνου 

Όπως τόνισε ο Chan et al (2003), η θεωρία χρεοκοπίας κάτω από το πολυδιάστατο μοντέλο 

είναι πολύ περίπλοκη. Ακόμα και για δύο διαστάσεις τα προβλήματα που προκύπτουν είναι 

πολύ απαιτητικά. Στο κλασσικό μοντέλο της θεωρίας κινδύνου πολλά ενδιαφέροντα 

αποτελέσματα μπορούν να βρεθούν μέσω των ολόκληρο-διαφορικών εξισώσεων που 

ικανοποιούν. Από την άλλη πλευρά στο πολυδιάστατο μοντέλο μπορούμε μόνο να γράψουμε 

τις ολόκληρο-διαφορικές εξισώσεις για την πιθανότητα χρεοκοπίας χωρίς να πάρουμε 

ακριβείς λύσεις.  

Σε αυτό το σημείο θεωρούμε τη στοχαστική διαδικασία πλεονάσματος όπως την ορίσαμε στο 

πολυδιάστατο μοντέλο αλλά για m=2   

Ορισμός 2.5 

Η δισδιάστατη διαδικασία πλεονάσματος ορίζεται ως, 

 


)(

1 ,)(
tN

k kiiii

i

XtcutU         (2.6) 

Με τους συντελεστές της εξίσωσης όπως τους ορίσαμε στον ορισμό (1.1). Σε αυτό το σημείο 

θεωρούμε ότι η }0),({ 1 ttN και η }0),({ 2 ttN είναι συσχετισμένες. Για απλότητα θα 

ακολουθήσουμε τους Ambagaspitiya (1999)  Cossette  και Marceau (2000) και θα υποθέσουμε 

ότι: 

)()()( 12111 tNtNtN   και )()()( 12222 tNtNtN   

Οι οποίες είναι τρείς ανεξάρτητες διαδικασίες Poisson με εντάσεις 122211 ,,  αντίστοιχα. Αυτό 

σημαίνει ότι 12111   και 12222   . Οπότε οι δύο κλάσεις κινδύνων με κοινό σοκ 

συσχετίζονται. Χρησιμοποιώντας την (2.1) θα επεκτείνουμε το μοντέλο του Chan et al (2003). 
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Ορισμός 2.6 (Χρόνος χρεοκοπίας) 

Χρόνος χρεοκοπίας για την i-κλάση κινδύνου ορίζουμε το 

}0)(:0{:  tUtT ii
        (2.7) 

Με τη σύμβαση ότι )inf(  και ότι ο χρόνος χρεοκοπίας για τον ασφαλιστή ορίζεται ως  

21   

Ορισμός 2.7 (Πιθανότητα χρεοκοπίας) 

Η πιθανότητα χρεοκοπίας ορίζεται  ως, 

})0)}(),(min{:0(inf{))0(),0((),( 212121  tUtUtPUUTPuu  (2.8) 

Αντίστοιχα η πιθανότητα επιβίωσης  

),(1),( 2121 uuuu           (2.9) 

Προκύπτει ότι 0),( 21 uu  αν 01 u  ή 02 u . 

 

2.1.4 Μερική ολόκληρο-διαφορική εξίσωση  

Η μέση αναμενόμενη τιμή των ζημιών iiXE )( , 2,1i και για 0),( 21 uu  όπου

),0[),0[),( 21 uu  θα πρέπει το ασφάλιστρο να ικανοποιεί την παρακάτω συνθήκη  

ii

iii
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c
p




          (2.10) 

Θεώρημα 2.2 

Αν 0, 21 uu και η ),( 21 uu είναι παραγωγίσιμη ως προς 21,uu τότε ικανοποίει την παρακάτω 

εξίσωση, 
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    (2.11) 

Απόδειξη: 

Για την απόδειξη θα πάρουμε το χρόνο σε ένα μικρό διάστημα ],0( h και θα πάρουμε τα τρία 

πιθανά σενάρια όπως ακολουθούν  

– Καμία ζημία στο ],0( h  

– Μόνο μία ζημιά. 

– Και μεγαλύτερο από μία ζημιά. 
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Είναι εύκολο να δει κανείς ότι η πιθανότητα του να συμβεί πάνω από μία ζημιά είναι ο(h) 

καθώς οι ζημιές γίνονται σύμφωνα με μια στοχαστική διαδικασία Poisson. Με βάση το 

θεώρημα ολικής πιθανότητας και της σχέσης (2.9) έχουμε: 

Για ευκολία θέτουμε 122211   , 121111   , 122222   και 221112   . 
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( 2.12) 

Όμως αν γράψουμε το πρώτο όρο της (2.12) ως ανάπτυγμα Taylor έχουμε  
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             (2.13) 

 Και αντικαθιστώντας τη (2.13) στη (2.12) και διαιρώντας με h έχουμε το επιθυμητό 

αποτέλεσμα.           

Μέχρι τώρα υποθέταμε ότι η πιθανότητα επιβίωσης έχει συνεχείς μερικές παραγώγους. Στο 

επόμενο θεώρημα θα αποδείξουμε την εν λόγω πρόταση υπό κάποιες συνθήκες. 

 

Θεώρημα 2.3 

Αν 


iii dxxf
0

)('  τότε η ),( 21 uu έχει συνεχείς μερικές παραγώγους για

),0[),0[),( 21 uu . 

Απόδειξη: 

Για απλότητα θα πάρουμε την περίπτωση που 02211    θεωρούμε ότι 0, 21 uu . Έστω 

1S η πρώτη προσαύξηση της διαδικασίας Poisson }0),({ 12 ttN . 

Παρατηρούμε ότι 0)(),( 21 tUtU για  ),0[ 1St . Και από την ισχυρή Μαρκοβιανή ιδιότητα 

του δισδιάστατου μοντέλου της θεωρίας κινδύνου και της εξίσωσης (2.9) έχουμε, 

Για 1St   
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   (2.14) 
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Όπου  

  
1 2

0 0
212211221121 )()(),(),(

u u

dxdxxfxfxuxuuu 
   

(2.15) 

Αλλάζοντας τις μεταβλητές σε 111 xur   , 222 xur  η (2.15) γίνεται  

  
1 2

0 0
212221112121 )()(),(),(

u u

drdrrufrufrruu 
  

(2.16) 

Η οριοθέτηση της ),( 21 uu και η συνέχεια της )( 11 xf και της )( 22 xf στο ),0[  δείχνουν ότι 

και η φ είναι συνεχής στο ),0[),0[   άρα μαζί με τις εξισώσεις (2.14),(2.16) δείχνουν ότι 

και η ),( 21 uu  είναι συνεχής στο ),0[),0[  . Και με την υπόθεση ότι υπάρχουν τα 

iii dxxf


0
)(' και χρησιμοποιώντας τις (2.14),(2.16) αποδεικνύουμε ότι η ),( 21 uu είναι 

παραγωγίσιμη στο ),0[),0[  .       

Μια άλλη οριακή συνθήκη για να ορίσουμε την ),( 21 uu  είναι  

1),(            (2.17) 

 

Παρατήρηση 2.1 

Για 02211    η εξίσωση (2.15) γίνεται  
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(2.18) 

Η εξίσωση (2.18) δίνει την εξίσωσή (4.4) στη δημοσίευση του Chan et all (2003). 

Επίσης ο Chan στο ίδιο άρθρο συμπεριέλαβε το μετασχηματισμό Laplace για την ),( 21 uu  

που περιέχει τα ολοκληρώματα των )0,( 1u  και ),0( 2u . Αυτό σημαίνει ότι είναι δύσκολο 

να παράγει ακριβή τύπο για την ),( 21 uu  αντιστρέφοντας το μετασχηματισμό Laplace 

ακόμα και στη περίπτωση που οι ζημιές είναι εκθετικά κατανεμημένες. Ακολούθως θα 

δώσουμε έναν αναδρομικό τύπο για την ),( 21 uu  όταν οι ζημιές είναι εκθετικά 

κατανεμημένες. 

2.1.5 Αναδρομική προσέγγιση 

Σε αυτό το κεφάλαιο θεωρούμε ότι οι ακολουθίες τ.μ. },{ ,

kX ik ,i=1,2 

Είναι εκθετικά κατανεμημένες με σ.π.π )( ii xf  και σ.κ )( ii xF  αντίστοιχα οπότε έχουμε , 

{
1111

11)( dxebxdF
xb

  , ≥ 0

, ≥ 0
       (2.19) 

Επίσης ισχύει ότι )(),( 11  TPu  και )(),( 22  TPu . 

1x

2222
22)( dxebxdF

xb
 2x
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Κάτω από την υπόθεση (2.19) από το Gerber(1979) έχουμε, 
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       (2.20) 
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        (2.21) 

Θεώρημα 2.4 

Έστω 0, 21 uu και 02211    και  12  τότε η εξίσωση (2.18) με τις συνθήκες (2.18) η 

),( 21 uu έχει μοναδική παραγωγίσιμη λύση στο ),0[),0[   και αναδρομικά μπορεί να 

υπολογιστή ως ακολούθως, 

1),( 210 uu            (2.22) 
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Για n=1,2,… και η  ),( 21 uu πρέπει να ικανοποιεί τα παρακάτω  

1),(),(...),(),(...0 21021121121   uuuuuuuu nn   

Και , 

),(),(lim 2121 uuuun
n

 


       

Απόδειξη βλέπε Lanfen Dang,Ning Zhu , Haiming Zhang (2009) 
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2.2 Κατανομές τύπου φάσεως  

Πολλές πράξεις με κατανομές τύπου φάσεως γίνονται χρησιμοποιώντας το γινόμενο  

Kronecker  

Ορισμός 2.8 

Για δύο πίνακες A και Β με διαστάσεις mnkl  , το γινόμενο Kronecker  ορίζεται ως 
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                           (2.25) 

Χρήσιμες ιδιότητες είναι οι: 

Αν υπάρχουν τα γινόμενα LU,MV τότε 

MVLUVUML  ))((  

BIIABA   

  

2.2.1 Διακριτές κατανομές τύπου φάσεως  

Μια διακριτή κατανομή φάσης είναι η κατανομή του χρόνου στην απορρόφηση σε μια ορισμένη 

διακριτή χρονική αλυσίδα Markov με μεταβατική μήτρα P με διαστάσεις m +1. Η αλυσίδα 

Markov έχει m μεταβατικές και μία απορροφητική κατάσταση 

 









10

tT
P  

Το αρχικό διάνυσμα πιθανότητας συμβολίζεται με (a, )1ma . Το ζεύγος (a,T) ονομάζεται 

αναπαράσταση του τύπου φάσεως κατανομής. 

Ο πίνακας T δεν είναι σημειακός. Μία από της συνέπειες είναι ότι τουλάχιστον το άθροισμα 

από μία από τις σειρές του πίνακα είναι αυστηρά μικρότερο από ένα. 
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Ορισμός 2.9 

Στοχαστικός είναι ο πίνακας ο  οποίος πληροί την παρακάτω ιδιότητα  

P1=1 με 1=



















1

1

1


 

Οπότε έχουμε T1+t=1 η t=(I-T)1 

𝑷𝑛 = [𝑻
𝑛 (𝑰 − 𝑻)𝟏
𝟎 1

]       (2.26) 

Από το παραπάνω προκύπτει ότι : 

1aTnnXP  )(                                                     (2.27) 

και  

1aTnnXP  1)(         (2.28) 

 

Παράδειγμα 2.2 

Η πιο απλή κατανομή τύπου φάσεως είναι όταν ο T έχει διάσταση m=1 και a=1 οπότε 

έχουμε, 








 


10

1 pp
P                                       

Όπως θα γίνει αντιληπτό αργότερα αυτή η κατανομή είναι μια γεωμετρική κατανομή με 

παράμετρο 1-p. Το άθροισμα τ.μ. που είναι γεωμετρικά κατανεμημένες μας δίνουν αρνητική 

γεωμετρική κατανομή  η οποία σαν τύπου φάσης  εκφράζεται ως ακολούθως. 
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a = (1,0…0). 
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2.2.2 Αθροιστική κατανομή πιθανότητας και πυκνότητα πιθανότητας. 

Τώρα θα δώσουμε ένα επιχείρημα που θα μας οδηγήσει στην εξίσωση (2.28). Πρώτα θα 

θεωρήσουμε τις πιθανότητες για τις μεταβατικές καταστάσεις μετά από n μεταβάσεις. Η 

πιθανότητα αυτή είναι η 

)(
)(

iXPp n

n

i   

Αν συλλέξουμε όλες αυτές τις πιθανότητες σε ένα διάνυσμα έχουμε    

),...,( )()(

1

)(
m

nnn ppp  

Και θεωρώντας διακριτό χρόνο στην αλυσίδα Markov έχουμε 

nnn aTTpp   )1()(

         (2.29) 

Το γεγονός ότι η απορρόφηση συμβαίνει στον χρόνο x μπορεί να χωριστεί  χρησιμοποιώντας 

την ένωση των συμβάντων στην οποία βρίσκεται η αλυσίδα στην κατάσταση i (i = 1, ..., m) 

στο χρόνο x-1, και ότι η απορρόφηση συμβαίνει στο i κατά το χρόνο x. Η πιθανότητα του 

πρώτου είναι 
)1( x

ip ενώ η πιθανότητα του τελευταίου γεγονότος είναι it  Επομένως η 

συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας μπορεί να εκφραστεί για 0x ως, 

taTtp
1)1(

1

)1(
)( 




 xx

i

m

i

x

i tpxf
       

(2.30) 

Η αθροιστική συνάρτηση πιθανότητας μπορεί τώρα να βρεθεί με άθροιση του f (x) ή 

σημειώνοντας ότι η απορρόφηση έχει συμβεί εάν η διαδικασία δεν βρίσκεται πλέον σε μία 

από τις μεταβατικές καταστάσεις κατά το χρόνο x. Η πιθανότητα να βρεθεί σε μία από τις 

μεταβατικές καταστάσεις είναι, 

11)(

1

)( xx

i

m

i

x

i tp aTp           
(2.31) 

Έτσι, η αθροιστική συνάρτηση πιθανότητας για x>0 δίνεται από, 

1aTxxF 1)(          (2.32) 

 

2.2.3 Πιθανογεννήτρια συνάρτηση  

Η Πιθανογεννήτρια συνάρτηση για μια μη αρνητική διακριτή τυχαία μεταβλητή Χ δίνεται 

από  







0
)()()(

x

xx

x txftEtP
       

(2.33) 

Για μια διακριτή κατανομή τύπου φάσεως τ.μ έχουμε 

tTIaataTa
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(2.34) 



Analysis of Bivariate Stochastic Surplus Processes in Ruin Theory                                                      Σελίδα 47 

Στο δεξί μέρος της εξίσωσης έχουμε χρησιμοποιήσει το ανάλογο αποτέλεσμα των 

γεωμετρικών σειρών για x<1 
x

x
i

i






 1

1
0

 για πίνακες, δηλαδή 1

0
)( 


 AIA

i

i για 

1i με 
i οι ιδιοτιμές του A. 

 

2.2.4 Παραγοντικές ροπές  

Οι παραγοντικές ροπές για μια διακριτή τυχαία μεταβλητή μπορούν να ληφθούν με 

διαδοχική διαφόρηση της πιθανογεννήτριας συνάρτησης. 

1

)(
))1()...(1((







t

k

x

k

t

tP
kXXXE

     

(2.35) 

Έτσι για μια τύπου φάσης τ.μ. με αναπαράσταση ),( Ta έχουμε, 

1TTIa 1)(!))1()...(1((  kkkkXXXE      (2.36) 

Ο πίνακας  1)(  TIU έχει ιδιαίτερη σημασία καθώς τα στοιχεία i, j έχουν σημαντική 

πιθανολογική ερμηνεία καθώς ο αναμενόμενος χρόνος που μένει στην κατάσταση j πριν την 

απορρόφηση εξαρτάται από την κατάσταση που ξεκινάει i Μπορούμε να εκφράσουμε τη 

ροπογεννήτρια συνάρτηση του U ως, 

1IUaa 1

1 )
1

()( 

 



t

t
tP mx

       
(2.37)

 

2.2.5 Κλειστές ιδιότητες 

Ένα από τα ελκυστικά χαρακτηριστικά των κατανομών τύπου φάσης είναι ότι οι κλάσεις 

τους είναι κλειστές για μια σειρά από πράξεις. Οι ιδιότητες που τις καθιστούν κλειστές σε 

κάποιες πράξεις είναι ένας κύριος παράγοντας που συμβάλλει στη δημοτικότητα των 

κατανομών τύπου φάσης στην πιθανή διαμόρφωση των τεχνικών συστημάτων. Ιδιαίτερα θα 

δούμε ότι είναι κλειστές  υπό την πρόσθεση, την πεπερασμένη μίξη κατανομών. την άπειρη 

μίξη και την διατεταγμένη στατιστική. 

 

Θεώρημα 2.5 

Έστω δύο διακριτές τ.μ. X,Y με αναπαραστάσεις (α,Τ) και (β,S) αντίστοιχα. Τότε το άθροισμα 

τους Z=X+Y ακολουθεί μια διακριτή τύπου φάσης κατανομής με αναπαράσταση (γ,L) 
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(2.38) 

Με ),...,,,...,,( 1211121 kmmmm  γ  

Και με συμβολισμούς πινάκων 
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.),,( 1111   kmkmm  βαγ  

 

2.2.6 Πεπερασμένες μίξεις κατανομών τύπου φάσης  

Λήμμα 2.1 

Δοθέντος iX τ.μ. τύπου φάσης κατανεμημένες με αναπαραστάσεις ),( ii Tα  και ii XIZ  με 

1
1

 

k

i iI , ii pIP  )1( . Είναι εύκολο να δει κανείς ότι και η Z είναι τύπου φάσης 

κατανεμημένη με αναπαράσταση (γ,L) που δίνεται παρακάτω 
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(2.39) 

 και  

),...,,( 2211 kkppp αααγ   

           

2.2.7 Διατεταγμένη στατιστική 

Αρχικά θα μελετήσουμε τη κατανομή του ελαχίστου U και του μεγίστου V από δύο 

ανεξάρτητες τ.μ. X,Y. Έχουμε U=min(X,Y) και V=max(X,Y) αλλά πρώτα θα δώσουμε ένα 

παράδειγμα  
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Παράδειγμα 2.2 

Έστω X μια τ.μ. με αρνητική διωνυμική κατανομή με παραμέτρους 2xk xp  και έστω Y 

τ.μ. και αυτή με αρνητική διωνυμική κατανομή με παραμέτρους 2yk ,
yp οι πίνακες 

yx TT ,  

είναι, 
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Με )0,1(xa και )0,1(ya . 

Ορίζουμε Z = min (X, Y) και δημιουργούμε μια Markov αλυσίδα που περιγράφει την 

ταυτόχρονη εξέλιξη των αλυσίδων Χ και Υ και έτσι την εξέλιξη της αλυσίδας Ζ. Η 

διαδικασία θα έχει 4 μεταβατικές καταστάσεις που αντιστοιχούν σε όλους τους δυνατούς 

συνδυασμούς των αλυσίδων Χ και Υ. Δηλώνουμε τις τέσσερις καταστάσεις με (1,1), (1,2), 

(2,1), (2,2). Η μετάβαση από το (1,1) στο (1,2) συμβαίνει κάθε φορά που δεν έχουμε 

μεταβολή στην αλυσίδα Χ (πιθανότητα px) και η αλυσίδα Υ αλλάζει (πιθανότητα 1-py). 

Περιληπτικά, η τελική Μarkov chain track μέχρι τη στιγμή που οι πρώτες αρχικές αλυσίδες 

θα επιτύχουν την απορρόφηση. Έτσι, 
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),(minT  

Επίσης έχουμε )0,0,0,1(),min( YXa . Επίσης μπορούμε να γράψουμε 
yxYX TTT ),min(
 

και 
yxYX aaa ),min(
. 

Σε σχέση με την κατανομή του ),max(2 YXZ  πρέπει να συμπεριλάβουμε 4 ακόμα 

καταστάσεις (1,3), (2,3), (3,1), (3,2) που αντιστοιχούν στη δυνατότητα μιας αλυσίδας να 

επιβιώνει από την απορρόφηση της άλλης. Είναι βολικό να τοποθετήσουμε το χώρο 

κατάστασης ως (1,1), (1,2), (2,1), (2,2), (1,3), (2,3), (3,1) , (3,2). Και παίρνουμε τη γεννήτρια 

τύπου φάσης 
),max( YXT  
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Το γενικό αποτέλεσμα είναι ότι αν μια τ.μ X τύπου φάσεως κατανεμημένη με ),( xx aT και μία 

Y επίσης και αυτή τύπου φάσης κατανεμημένη με ),( yy aT η τ.μ Z=min(X,Y) είναι και αυτή 

κατανεμημένη τύπου φάσης με αναπαράσταση ),( γL  με  
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yx TTL   

και 

yx aaγ   

Επίσης η τ.μ. ),max(2 YXZ  είναι κ αυτή κατανεμημένη με τύπου φάσης κατανομή με 

αναπαράσταση ),( γL  
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),,( 1,1, ykxmyxyx aa aaaaγ   

Με τον xT  να έχει διάσταση k και η διάσταση του 
yT να είναι m. Για πληρότητα γράφουμε , 
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Καλό είναι να αναφέρουμε ότι κατανομές με άπειρο στήριγμα (δηλ. 0)( xf για 0xx  ) 

είναι όλες κατανεμημένες τύπου φάσης. 

Επίσης τυχαία αθροίσματα από ανεξάρτητες τ.μ. κατανεμημένες τύπου φάσης, όπου το 

άθροισμα των όρων είναι και αυτό τύπου φάσης κατανεμημένο  τότε το άθροισμα θα είναι 

και αυτό τύπου φάσης κατανεμημένο με αναπαράσταση, 

),( StaITba   

Ένα πρόβλημα των κατανομών τύπου φάσης είναι η μη μοναδικότητα των αναπαραστάσεων 

τους. Στις περισσότερες περιπτώσεις διαφορετικές αναπαραστάσεις καταλήγουν στην ίδια 

κατανοµή. Μόνο σε μερικές ειδικές περιπτώσεις η αναπαράσταση είναι μοναδική.  
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2.2.8 Συνεχείς κατανομές τύπου φάσεως  

Ορισμός 2.10 

Μια κατανομή τύπου φάσης είναι η κατανομή του χρόνου απορρόφησης σε μια πεπερασμένη 

αλυσίδα Markov διάστασης m+1, όπου μια κατάσταση απορροφήθηκε και οι άλλες m είναι 

μεταβατικές. Μια τύπου φάσης κατανομή δίνεται από ένα m-διάστατο διάνυσμα σειρά, ένα 

διάνυσμα α και έναν mm  πίνακα T. Το ζεύγος (α,T) ονομάζεται αναπαράσταση της τύπου 

φάσης κατανομής. 

Τώρα θα θεωρήσουμε τις πιθανότητες ),...,2,1)(( mitpi   της Markov αλυσίδας να βρίσκονται 

στη μεταβατική κατάσταση i στο χρόνο t. Συλλέγουμε αυτές τις πιθανότητες σε ένα διάνυσμα 

p(t). Και ορίζουμε το διάνυσμα ))(),(()( 1 tptt m  pp , το οποίο είναι η κλασσική λύση των 

Chapman –Kolmogorov εξισώσεων, 

Qtt΄ )()(   pp         (2.40) 

Με p(t) τέτοιο ώστε να ικανοποιεί  

Qtt΄ )()( pp           (2.41) 

Η λύση του συστήματος μας δίνει, 

tTαp et )(          (2.42) 

Άρα η πιθανότητα η αλυσίδα να μην έχει απορροφηθεί ακόμα στο χρόνο t είναι, 

)()( tXα1p tT  Pet        (2.43) 

1α TxexFxXP  1)()(  

Χρησιμοποιώντας ότι 
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i
x

i

x
e

TT έχουμε 

T1a TxeXFxf  )(')(        (2.44) 

Και χρησιμοποιώντας ότι 0tT1   έχουμε 

Tta Txexf )( .        (2.45) 

 

Παράδειγμα 2.3 

Έστω η διάσταση του πίνακα T να είναι 1 τότε έχουμε, 











00


Q  

Και η αντίστοιχη αναπαράσταση είναι α=((1),(-λ)) και βρίσκουμε ότι xexF 1)(  και 
xexf  )(  δηλαδή την εκθετική κατανομή. 
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2.2.9 Μετασχηματισμός Laplace 

Ο μετασχηματισμός Laplace για μια συνεχή τ.μ. X ορίζεται ως  
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)()()( dxxfeeEsL sxsX

x
      

(2.46) 

Και για μια συνεχή τ.μ. τύπου φάσης έχουμε, 

tTIa
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(2.47) 

 

Θεώρημα 2.6 

Έστω 1)(  TU , τότε τα 
iju  στοιχεία του πίνακα είναι ο αναμενόμενος χρόνος που περνάει 

στην κατάσταση j δοθέντος την εκ τον προτέρων κατάσταση i  απορρόφησης. 

 

Πρόταση 2.1 

Η αναμενόμενη τιμή μιας τ.μ. X  τύπου φάσης κατανεμημένης με αναπαράσταση ),( Ta  και 

με 1)(  TU είναι, aU1)(xE . 

 

2.2.10 Ιδιότητες συνεχών κατανομών τύπου φάσεως  

Όπως και στις διακριτές κατανομές τύπου φάσεως έτσι και στις συνεχείς είναι κλειστές 

πράξεις οι οποίες εμφανίζονται συχνά στη θεωρία πιθανοτήτων. 

 

Θεώρημα 2.7 

Για δύο ανεξάρτητες τ.μ. ),(~ TaPHX και ),(~ SbPHY τότε ),(~ LγPHYXZ  με 

),( 1baγ  ma = ),..,,,,...,,( 1211121 kmmmm bababaaaa   και
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(2.48) 

 

Παράδειγμα 2.4 

Έστω το άθροισμα  


k

i kXZ
1

με )exp(~ iiX   χρησιμοποιώντας την παραπάνω εξίσωση 

έχουμε , 
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)0,...,0,1(a . Αν  i τότε έχουμε άθροισμα εκθετικών κατανομών με ίδιο λ οπότε έχουμε 

κατανομή Erlang με , 
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2.2.11 Πεπερασμένες μίξεις συνεχών κατανομών τύπου φάσης 

 

Θεώρημα 2.7 

Κάθε κυρτή πεπερασμένη μίξη τύπου φάσης κατανομών ακολουθεί μια τύπου φάσης κατανομή  

και πιο συγκεκριμένα, έστω ),(~ iii PHX Ta τέτοια ώστε ii XZ  με πιθανότητα ip  τότε 

),(~ iii PHZ Lγ με ),...,,( 2211 kkppp aaaγ  και 
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Παράδειγμα 2.4 

Έστω k το πλήθος τ.μ. με )exp(~ iiX  , ki ,...,2,1  και έστω η τ.μ. iXZ  με πιθανότητα ip

τότε η τ.μ.  Z μπορεί να εκφραστεί ως μια μίξη κατανομών των iX τ.μ. και η κατανομή του 

Z  θα είναι 
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Η κατανομή του Z  ονομάζεται υπερεκθετική κατανομή και η τύπου φάσης αναπαράσταση 

της είναι ),( Lγ  με ),...,,( 21 kpppγ και  
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2.2.12 Διατεταγμένη στατιστική 

Η διατεταγμένη στατιστική από πεπερασμένες ανεξάρτητες τύπου φάσης κατανεμημένες τ.μ. 

είναι και αυτή τύπου φάσης κατανεμημένη. Θα επικεντρωθούμε στη κατανομή του 

ελαχίστου και του μεγίστου από δυο τ.μ. X  με αναπαράσταση ),( xx Ta και Y  με 

αναπαράσταση ),( yy Ta αλλά πρώτα θα δώσουμε ένα παράδειγμα.  

 

Παράδειγμα 2.5 

Έστω X  ακολουθεί την γενικευμένη Erlang κατανομή με παραμέτρους 
2,1, , xx  και έστω Y  

ακολουθεί την υπερεκθετική κατανομή με παραμέτρους 
2,2, ,, yyyp  . Πρώτα θα 

μελετήσουμε την κατανομή του ),min( YX οπότε έχουμε, 
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T  

με  

)0,1(xa  και )1,( yyy pp a  

Τώρα μπορούμε να κατασκευάσουμε μια αλυσίδα Markov που να περιγράφει ταυτόχρονα 

την εξέλιξη των δύο αλυσίδων που σχετίζουνε με τις X ,Y . Όπως και στο προηγούμενο 

παράδειγμα η αλυσίδα θα έχει τέσσερεις καταστάσεις που αντιστοιχούν σε όλους τους 

πιθανούς συνδυασμούς από τις δύο αρχικές αλυσίδες. Συμβολίζουμε τις τέσσερεις 

καταστάσεις ως )2,2(),1,2(),2,1(),1,1( . Οι μεταβάσεις από το )1,1(  στο )1,2( και από το )2,1(

στο )2,2( συμβαίνουν με ένταση 
1,x ενώ καμία άλλη μετάβαση δεν είναι δυνατή από αυτές 

τις δύο καταστάσεις. Τις εναπομείνασες καταστάσεις τις βρίσκουμε παρόμοια. Εν κατακλείδι 

παίρνουμε την Markov αλυσίδα που περιγράφει το χρόνο μέχρι οι δύο αλυσίδες να 

απορροφηθούν  από το ),min( YX . Αυτός ο χρόνος προφανώς είναι τύπου φάσης 

κατανεμημένος  με γεννήτορα, 
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και 

)0,0,1,(),min( yyyxYX pp  aaa  

Για να πάρουμε την κατανομή του ),max( YX πρέπει επιπλέον να λάβουμε υπόψη τις 

καταστάσεις )2,3(),1,3(),3,2(),3,1(  που αντιστοιχούν στο ενδεχόμενο μία από τις αλυσίδες να 

έχει φτάσει στη κατάσταση απορρόφησης. Οπότε ο γεννήτορας 
),max( YXT  θα είναι, 
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Θεώρημα 2.8 

Έστω ),(~ xxPHX Ta και ),(~ yyPHY Ta τότε η ),(~),min( LγPHYXZ  με  

yx TIITL 
 
και 

yx aaγ 
      

(2.50) 

Επίσης η ),(~),max( 222 LγPHYXZ  με 
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(2.51) 

και 

),,( 1,1, ykxmyxyx aa aaaaγ   

Η διάσταση του xT είναι k και η διάσταση του 
yT είναι m . Ο l είναι  
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2.3 Μερικά αποτελέσματα για τη πιθανότητα επιβίωσης για το δισδιάστατο 

μοντέλο 

 

Ένα ερώτημα που προκύπτει είναι πως θα υπολογίσουμε την πιθανότητα χρεοκοπίας. Όπως 

είδαμε για τον ορισμό της πιθανότητας χρεοκοπίας μπορούμε να δώσουμε διαφορετικούς 

ορισμούς. Σε αυτό το κεφάλαιο θα μελετήσουμε τρείς από αυτούς τους ορισμούς και τις 

πιθανότητες χρεοκοπίας τους.   Θυμίζουμε ότι  

}0))(),(min(:0inf{: 21  tUtUtTOR      
(2.52) 

}0))(),...,(),(max(:0inf{: 21  tUtUtUtT mSIM     
(2.53) 

}0)(:0inf{:
2

1
  i iSUM tUtT

      
(2.54) 

και οι αντίστοιχες πιθανότητες χρεοκοπίας  

)),())0(),0(((),( 212121 uuUUTPuu OROR 
    

(2.55) 

)),())0(),0(((),( 212121 uuUUTPuu SIMSIM 
    

(2.56) 

)),())0(),0(((),( 212121 uuUUTPuu SUMSUM 
    

(2.57) 

  



Analysis of Bivariate Stochastic Surplus Processes in Ruin Theory                                                      Σελίδα 57 

2.3.1 Μερικά απλά όρια για τις πιθανότητες χρεοκοπίας  

Έστω }0)(inf{ 11  tUtT και }0)(inf{ 22  tUtT να είναι οι χρόνοι χρεοκοπίας των 

)(),( 21 tUtU και έστω )( 11  TP  και )( 22  TP να είναι οι αντίστοιχες πιθανότητες 

χρεοκοπίας τους. Μπορούμε να πούμε τα ακόλουθα  

)(),(max(),( 221121 uuuuOR  
      

(2.58) 

)(),(min(),( 221121 uuuuSIM  
      

(2.59) 

Είναι πιθανό οι παραπάνω ανισότητες να ισχύουν για μη αρνητικά αρχικά αποθέματα, αλλά 

δεν είναι προφανές αν θα ισχύουν όταν τουλάχιστον ένα από τα δυο πλεονάσματα είναι ίσο 

με το μηδέν. 

 

Λήμμα 2.2 

Έστω 2

21 ),( Rxx   , είναι αυστηρά θετικοί αν και μόνο αν για κάθε δύο αυστηρά θετικούς 

πραγματικούς αριθμούς ),( 21 aa ισχύει ότι  


2

1
0

i iixa .      

Επίσης θα θεωρούμε ότι  


2

1
1

i ia
 
οπότε έχουμε  

)0)()(()( 2211  tUatUaPTP OR      (2.60) 

Μια οικογένεια μονοδιάστατων μοντέλων είναι η )}({ tUa με ),( 21    και ορίζεται ως, 

)()()()()(
)(

1

2

1

,221122112211  



tN

j
i

jiia XatcacauauatUatUatU

 

(2.61) 

Είναι εύκολο να δει κανείς ότι από τις υποθέσεις για τις διαδικασίες πλεονάσματος 

}2,1),({ itUi ότι η )}({ tUa  ικανοποίει τη συνθήκη κέρδους με αρχική τιμή 
ii iua 

2

1
. Έστω 

aT ο χρόνος χρεοκοπίας του )}({ tUa και ))0(()( 22112211 uauaUTPuaua aaa 

.έχουμε κάποια στοιχειώδεις αποτελέσματα της θεωρίας του μέτρου όπως, 

)(inf)),(,()( 21  a
a

aOR TPaaTPTP
    

(2.62) 

)(sup)(inf1)(  a
a

a
a

OR TPTPTP
    

(2.63) 

Παρόμοια και για τους άλλους ορισμούς για την πιθανότητα χρεοκοπίας έχουμε, 

)(inf)()0)()((

)0)(),(()(

2211

21





a
a

a

SIM

TPTPtUatUaP

tUtUPTP

   

(2.64) 

και τέλος για την πιθανότητα της (2.57) έχουμε, 

)()( 2/1,2/1(  TPTP SUM       
(2.65) 
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Οπότε η πιθανότητα για το 
SUMT μπορεί να βρεθεί ως ειδική περίπτωση του μονοδιάστατου 

μοντέλου.  

Τέλος κλειστοί τύποι για τις πιθανότητες κάτω από το μοντέλο του λήμματος είναι πολύ 

δύσκολο να βρεθούν (ακόμα και κάτω από την υπόθεση ότι οι ζημιές είναι εκθετικά 

κατανεμημένες) λόγω της πολυπλοκότητας της σχέσης της πιθανότητας χρεοκοπίας και των 

παραμέτρων ., 21 aa  Οπότε τα απλά φράγματα που αναφέραμε παραπάνω αποδεικνύονται 

πολύ χρήσιμα.  

 

2.3.2 Εφαρμογές των κατανομών τύπου φάσης στο δισδιάστατο μοντέλο κινδύνου 

Τα τελευταία χρόνια η διαδικασία πλεονάσματος με τις ζημιές να είναι τύπου φάσης 

κατανεμημένες όπως και ο χρόνος άφιξής τους έχουν ελκύσει πληθώρα μελετών και έχουν 

προσφέρει μια εξαιρετική επανεξέταση σε αυτό το χώρο. 

Όπως είδαμε στο κεφάλαιο 2.2 μία τύπου φάσης κατανομή ορίζεται για συνεχείς χρόνου 

ομογενείς αλυσίδα Markov με πεπερασμένο αριθμό καταστάσεων. Σε αυτό το κεφάλαιο 

ορίζουμε το χώρο καταστάσεων }2,1,0{E  με το 0 να είναι η κατάσταση απορρόφησης, και 

η αλυσίδα Markov είναι μη αναστρέψιμη. Τότε η τ.μ. 

}0)(:0inf{  tXt         (2.66) 

είναι σχεδόν παντού πεπερασμένη και είναι κατανεμημένη με μια τύπου φάσης κατανομή. 

Πρόταση 2.2 

Έστω ότι οι ζημιές είναι κατανεμημένες με μια τύπου φάσης κατανομή για το μονοδιάστατο 

μοντέλο και με αναπαράσταση ),( Ba  με B,00 a μη μοναδικός και με επιβάρυνση κινδύνου 

1
)(


c

xE
  όπου λ και c σταθερές. Έστω τώρα 11* ')(  Baa EX , με ),(' 21 aaa .  

Τότε για όλα τα 0u  η πιθανότητα χρεοκοπίας μπορεί να υπολογιστεί ως ακολούθως, 

)((* *

)( baB
a

  ueu         (2.67) 

            

Πρόταση 2.3 

Ο πίνακας  baBA  έχει αρνητικές δύο ιδιοτιμές όταν οι τ.μ. είναι εκθετικά 

κατανεμημένες. 

Απόδειξη : 

 Έστω οι τ.μ. 2,1, iX i
να είναι εκθετικά κατανεμημένες με παραμέτρους 21, τότε η τ.μ. 

2211 XaXaX  θα είναι τύπου φάσης κατανεμημένη με αναπαράσταση ),( Ba και έστω οι 

ακόλουθες ποσότητες, 

 baBA  , 11* ')(  Baa EX  
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(2.68) 

Κάνοντας τις πράξεις βρίσκουμε, 
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και το χαρακτηριστικό πολυώνυμο του A είναι, 

0))(1()
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(
21
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1

12

2

1

12 
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(2.69) 

Και αφού η παραπάνω εξίσωση έχει τουλάχιστον μία αρνητική ρίζα, και στο αριστερό μέρος 

της εξίσωσης ο τελευταίος όρος είναι θετικός συνεπάγεται ότι και η δεύτερη ρίζα είναι 

αρνητική 

 

2.3.3 Εφαρμογές των κατανομών 

Κάτω από την υπόθεση ότι οι ζημιές ακολουθούν εκθετική κατανομή, συνεπάγεται ότι η 

διαδικασία  όπως ορίστηκε στο κεφάλαιο 2.3.1 είναι ένα μονοδιάστατο μοντέλο με τις ζημιές 

να ακολουθούν μια κατανομή τύπου φάσης. Τώρα ως ειδική περίπτωση θα υπολογίσουμε την 

)( SUMTP , αλλά ακόμα και σε αυτήν την ειδική περίπτωση είναι δύσκολο να 

υπολογίσουμε τις πιθανότητες )( ORTP )( SIMTP . 

Θεωρούμε το σύνολο },{ 21 aa τέτοιο ώστε 0ia και 1
2

1
 i ia . Αν οι τ.μ. 2,1, iX i είναι 

εκθετικά κατανεμημένες με παραμέτρους i ,τότε και οι τ.μ. ii Xa  θα είναι και αυτές 

εκθετικά κατανεμημένες με παράμετρο 
i

i
i

a
b


 . Κάτω από την υπόθεση ότι οι τ.μ. 2,1, iX i

είναι ανεξάρτητες συνεπάγεται ότι η τ.μ. 

2

1i iiaX θα ακολουθεί μία κατανομή τύπου φάσης 

με αναπαράσταση ),( Ba με 

)0,1,0(a  και 













2

11

0 b

bb
B  

Ξέροντας την αναπαράσταση ),( Ba μπορούμε να υπολογίσουμε την πιθανότητα )( SUMTP

θέτοντας 
2

1
21  aa και 2,1,1  ii  και για τη διαδικασία Poisson }0),({ ttN θέτουμε 

1  οπότε για το κάτωθι μοντέλο έχουμε, 
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)()()()(
)(

1 21212121  


tN

i ii XXtccuutUtU
    

(2.70) 

)0,1('a , 













10

11
B ,

5.1

1
 , 1'

2

1   Baa
    

(2.71) 

κάνοντας τις πράξεις βρίσκουμε, 

)'1,1()1,1(
3

1
)()(

)(

21
21 Auu

SUM euuTP


  ,  με     (2.72) 




















3

2

3

1
11

A  

Ο πίνακας A έχει δύο ιδιοτιμές τη 43426,1
6

135
1 


  και 232408,0

6

135
2 




τα αντίστοιχα ιδιοδιανύσματα είναι )'1,30278,2(1  και )'1,30278,1(2  . Τότε του 'A τα 

ιδιοδιανύσματα είναι σειρές και έχουμε )361325,0,277349,0(1  ,

)638675,0,277349,0(2   

 

Πίνακας 1.1 : Μεταβολές στο συντελεστή προσαρμογής aR  

μετά από μερικούς υπολογισμούς έχουμε, 

)(43426,1)(232408,0

21
2121 0364674,0703134,0)()(

uuuu

SUMSUM eeuuTP


   

και για uuu  21 έχουμε, 

)(86852,2)(46481,0 2121 0364674,0703134,0)2()(
uuuu

SUMSUM eeuTP


   

Για το κλασσικό μονοδιάστατο μοντέλο είναι πολύ γνωστό ότι  

u
u

eeu 333333,01 666666,0
1

1
)( 














 . 

 

2.3.4 Συντελεστής προσαρμογής  

0,00 0,33333

0,10 0,36754

0,20 0,40409

0,30 0,43348

0,40 0,45631

0,45 0,46264

0,49 0,46472

0,50 0,46481

1a aR
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Θα χωρίσουμε το πρόβλημα σε δυο περιπτώσεις (α)   21   και (β) 21   . Η ιδέα είναι 

πως αν το supremum του συντελεστή προσαρμογής (Panjer και Willmot, 1992, σελ. 359) της 

διαδικασίας )}({ tUa
 είναι αυστηρά μεγαλύτερος από τους αντίστοιχους συντελεστές των 

)}({ 1 tU και )}({ 2 tU , τότε θα λέμε ότι το πάνω φράγμα της )( SIMTP  είναι ασυμπτωτικά 

καλό. 

Παρόμοια αν το infimum του συντελεστή προσαρμογής )}({ tUa
 είναι αυστηρά μικρότερος 

από τους αντίστοιχους συντελεστές )}({ 1 tU και )}({ 2 tU , τότε θα λέμε ότι το κάτω φράγμα 

της )( ORTP  είναι ασυμπτωτικά καλό. 

Σε συνάρτηση με τα αποτελέσματα του παρακάτω πίνακα η ανισότητα (2.63) είναι ένα καλό 

πάνω φράγμα για τη )( SIMTP , αλλά η ανισότητα (2.64) αποτυγχάνει να δώσει ένα καλό 

κάτω όριο για τη )( ORTP (βλέπε πίνακα 2). 

Η ιδέα για την ασυμπωτική συμπεριφορά της πιθανότητας χρεοκοπίας ξεκινάει με την 

εισαγωγή του συντελεστή προσαρμογής, για παράδειγμα, βλέπε Bowers et al,1997 chapter 13 

για το μονοδιάστατο μοντέλο της θεωρίας κινδύνου. 

Στη συνέχεια θα εξετάσουμε τον συντελεστή προσαρμογής για τη διαδικασία )}({ tUa αλλά 

πρώτα θα δώσουμε ένα αριθμητικό παράδειγμα. 

 

Παράδειγμα 2.6 

Θεωρούμε το προηγούμενο παράδειγμα στο δισδιάστατο μοντέλο χρεοκοπίας της θεωρίας 

κινδύνου , 5,1,1 21  cc οι ζημιές είναι εκθετικά κατανεμημένες με παραμέτρους 

121   και 5,021  . Για διαφορετικές τιμές των 21,aa ο aR μπορεί να υπολογιστεί . 

τα αποτελέσματα φαίνονται στον πίνακα 1 παραπάνω. 
 

Από το πίνακα , παρατηρούμε ότι ο aR παίρνει μέγιστη τιμή αν 5,021  aa . Μπορεί να 

δειχθεί ότι ο aR σαν συνάρτηση των ),( 21 aa φτάνει μέγιστο στο 
3

135
όταν

)5,0,5,0(),( 21 aa και ελάχιστο στο
3

1
 για )1,0(),( 21 aa  ή για )0,1(),( 21 aa αντίστοιχα. 

Πριν δώσουμε ένα γενικό αποτέλεσμα θα αναφέρουμε δύο ανισότητες πρώτα. 

 

Λήμμα 2.3. 

Ανισότητα Holder (Halmos,1978 σελ.175)  

(α) Για οποιεσδήποτε θετικές τ.μ. 0,0 21  ZZ έχουμε, 

  


2

1

2

1

1

)()(
i i

rr

ii
iiZEZE
       

(2.73) 
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όπου 0,0 21  rr και ικανοποιούν τη σχέση 1
11

21


rr

. 

(β) Για δύο θετικούς αριθμούς 0,0 21  xx και 0,0 21  aa  και ικανοποιούν τη σχέση

121  aa  ισχύει η παρακάτω ανισότητα, 

},max{ 21
2

2

1

1
xxxx

aa
 .         (2.74) 

Τώρα θα δώσουμε ένα γενικό αποτέλεσμα. 

 

Πρόταση 2.4 

Έστω    21  για το δισδιάστατο μοντέλο τότε, 

},max{sup 21 RRRa
a


         

(2.75) 

     

a  3,0aR  6,0aR  9,0aR  

0 0,2307769 0,375000 0,473684 

0,05 0,241011 0,392179 0,495862 

0,1 0,248290 0,405522 0,514130 

0,2 0,252459 0,416667 0,532721 

0,3 0,243071 0,403905 0,519529 

0,5 0,201967 0,333333 0,426177 

0,6 0,179883 0,295075 0,375365 

0,9 0,127914 0,207945 0,262743 

0,95 0,121394 0,197284 0,249218 

1 0,115358 0,187500 0,236842 

Πίνακας 1.2 : Συντελεστής προσαρμογής όταν οι ζημιές ακολουθούν εκθετική κατανοµή 

  

2.3.5 Αριθμητικά παραδείγματα.   

Έστω τώρα οι 21, XX να ακολουθούν εκθετική κατανοµή με παραμέτρους 1,
2

1
21    

έτσι ώστε 1)(,2)( 21  XEXE . Ξέρουμε ότι η ροπογεννήτρια μιας τ.μ. εκθετικά 

κατανεμημένης είναι, 
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t
tM






)(  

οπότε για την τ.μ. 
2211 XaXaX a  η ροπογεννήτρια είναι 

tata
eEeEXaXaE

XaXa

22

2

11

1
2211 )()()(exp( 2211











 

Αυτές οι εξισώσεις χρησιμοποιήθηκαν για να υπολογιστούν οι συντελεστές προσαρμογής 

του πίνακα 2. 

Μπορούμε να υπολογίσουμε και τη πιθανότητα )( SUMTP  θεωρώντας ότι   

6,021    οπότε έχουμε, 

)0,1('a ,



















10
2

1

2

1

B ,
6,1

1
 , 1'

3

1   Baa   

και )'1,1()1,2(
8,4

1
)5,05,0()(

)(

21
21 Auu

SUMSUM euuTP


   

με



















8,4

2
2

8,4

4
11

A  

Οι ιδιοτιμές του Α είναι οι 25,21  και 33333,02  . Τα αντίστοιχα ιδιοδιανύσματα 

είναι τα )'780869,0,626495,0(1  και )'5547,0,83205,0(2  . Του πίνακα 1
Α τα 

ιδιοδιανύσματα είναι )83519,0,556793,0(1  και )627052,0,783816,0(2  . Οπότε 

έχουμε, 

uuu eee 21

2211

  A . 

Μετά από υπολογισμούς βρίσκουμε, 

)5,05,0(256,2)5,05,0(33333,0

21
2121 03271739,0652173,0)5,05,0()(

uuuu

SUMSUM eeuuTP


 

Και στη περίπτωση που uuu  21 έχουμε, 

uu

SUMSUM eeuTP 25,233333,0 0271739,0652173,0)()(     

Χρησιμοποιώντας υπολογιστή μπορούμε να βρούμε τα πάνω και κάτω φράγματα των aa,

του aR . Για 6,0 ο aR φτάνει μέγιστο στο 0,41667 όταν το 196965,0a  και ελάχιστο 

0,1875 όταν το 1a  . 

Οπότε μπορούμε να δώσουμε ένα καλό ασυμπτωτικό πάνω φράγμα για τη )( SIMTP . 

Αλλά δεν υπάρχει καλό ασυμπτωτικό κάτω φράγμα για τη )( ORTP για αυτό το 

παράδειγμα και για τον ορισμό του καλού ασυμπτωτικού φράγματος που δώσαμε εδώ. 

Το ασυμπτωτικό πάνω φράγμα για τη )( SIMTP υπολογίζεται ως ακολούθως. 
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723121,0256144,0

53852,253852,2
A  

Οι ιδιοτιμές του Α είναι οι 84497,21  και 416678,02  . Τα αντίστοιχα ιδιοδιανύσματα 

είναι τα )'119847,0,992792,0(1  και )'642317,0,767268,0(2  . Του πίνακα 1
Α τα 

ιδιοδιανύσματα είναι )05299,1,880147,0(1  και )36249,1,164476,0(2  . Οπότε 

έχουμε, 

)803035,0196965(84497,2

)803035,0196965,0(416678,0

2211

21

21

00266103,0

651609,0)()(

uu

uu

SUMSIM

e

euauaTP







 
 

Και στη περίπτωση που uuu  21 έχουμε, 

uu

SUMSIM eeuauaTP 84497,2416678,0

2211 00266103,0651609,0)()(   

 
Για να δοκιμάσουν πόσο καλά είναι τα παραπάνω όρια οι Chan, Ynag και Zhang, εκτέλεσαν 

ένα πείραμα προσομοίωσης με τη χρήση ηλεκτρονικού υπολογιστή. Χωρίσανε το χρόνο

)1000( T  σε )000.100( M διαστήματα. Οπότε το κάθε χρονικό διάστημα θα έχει μήκος 

01,0
M

T
t . Το πλήθος των ζημιών στο i διάστημα iNC έχει προσομοιωθεί με μία 

Poisson κατανομή με παράμετρο t . Οι ζημιές kk XX 21 , είναι ανεξάρτητες και έχουν 

προσομοιωθεί σύμφωνα με εκθετικές κατανομές με παραμέτρους 1,
2

1
αντίστοιχα. Οι 

διαδικασίες πλεονάσματος υπολογιστήκαν με τους παρακάτω τύπους, 

 


iNC

k kXtciUiU
1 111 )()1()( ,      (2.76) 

 


iNC

k kXtciUiU
1 222 )()1()( .      (2.77) 

Επίσης 6,021   , 6,1,2,3 21  cc . Το πείραμα επαναλήφθηκε για 000.100N . 

Η προσημειωμένη πιθανότητα χρεοκοπίας είναι η σχετική συχνότητα  του γεγονότος, όπου οι 

δύο διαδικασίες πλεονάσματος πρέπει να είναι μικρότερες του μηδενός για κάποιο 

}...,2,1{ Mi . Πρέπει να σημειωθεί ότι δεν κατάφεραν να παράγουν την πραγματική 

πιθανότητα χρεοκοπίας λόγω των λίγων για τη μελέτη διαστημάτων χρόνου )000.100( M  

Η πραγματική πιθανότητα χρεοκοπίας ενδεχομένως είναι λίγο μεγαλύτερη από τη 

προσομοιωμένη. Παρόλα αυτά το προηγούμενο πείραμα ρίχνει φως για το πάνω φράγμα. Τα 

αποτελέσματα δίνονται στο πίνακα 3. Οι λόγοι των πάνω φραγμάτων με την προσομοιωμένη 

πιθανότητα έχουν εύρος από 1,49 μέχρι 2,69 για διάφορες τιμές του αρχικού αποθέματος. 

Παρόμοια αποτελέσματα παρατηρήθηκαν για το παράδειγμα 3.1. τα πειράματα υπονοούν ότι 

η μέθοδος που προτάθηκε για τον υπολογισμό του πάνω φράγματος είναι σχετικά καλή. 
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u 
Προσομοιωμένο 

)( uTP SIM   
Upper Bound Ratio 

0 0,436470 0,651609 1,49 

1 0,251630 0,429562 1,71 

2 0,151700 0,283182 1,87 

3 0,093170 0,186683 2,00 

4 0,059050 0,123067 2,08 

5 0,036870 0,081130 2,20 

6 0,022710 0,053484 2,36 

7 0,015030 0,035258 2,35 

8 0,009270 0,023243 2,51 

9 0,006370 0,015323 2,41 

10 0,003760 0,010101 2,69 

20 0,000080 0,000257 1,96 

50 0,000000 0,000000 Ν/Α 

Πίνακας 1.3 : Αποτελέσματα προσημειωμένης πιθανότητας χρεοκοπίας 

Μετά από κάποιες αριθμητικές μελέτες για τη πιθανότητα χρεοκοπίας για το δισδιάστατο 

μοντέλο έδειξαν κάποια αποτελέσματα. 

(α) Κάτω από την υπόθεση   21 , αν η διαφορά μεταξύ των παραμέτρων των ζημιών 

(που είναι εκθετικά κατανεμημένες) είναι μεγάλη τότε τα },max{,sup 21 RRRa
a

γίνονται 

μικρότερα. Επίσης αν 21   τότε η διαφορά μεταξύ των a
a

Rsup και },max{ 21 RR γίνεται 

σημαντική. 

(β) Για τις παραμέτρους σταθερές και το   να μικραίνει , τότε παρατηρήθηκε ότι 

συρρικνώνεται η διαφορά μεταξύ των a
a

Rsup και },max{ 21 RR . 

(γ) Ακόμα έγινε προσομοίωση με τις ζημιές να ακολουθούν κατανομή δυο σημείων τ.μ. δυο 

σημείων, και το πλήθος των ζημιών να ακολουθούν μια κατανομή Poisson. Τα αριθμητικά 

αποτελέσματα ήταν παρόμοια με αυτά όταν οι ζημιές ακολουθούσαν εκθετική κατανομή. 

(δ) Προφανώς αν )0,0())0(),0(( 21 UU  η πιθανότητα χρεοκοπίας στο μονοδιάστατο μοντέλο 

για τη διαδικασία )}({ tUa είναι σταθερά για κάθε },{ 21 aa ,δηλαδή, 



1

1
)( aTP . 

Επίσης είναι πολύ πιθανό να ισχύουν οι παρακάτω ανισότητες  
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)
1

1
,

1

1
max())0,0(),((

21

21
 

 uuTP OR

    

(2.78) 

)
1

1
,

1

1
min())0,0(),((

21

21
 

 uuTP SIM

    

(2.79) 

2.4 Εξαρτημένες ιδιότητες και φράγματα για το πολυδιάστατο μοντέλο της 

θεωρίας κινδύνου 

Έστω ένα ασφαλιστικό επενδυτικό χαρτοφυλάκιο με m υπό χαρτοφυλάκια. Έστω )(tN το 

πλήθος των ζημιών μέχρι το χρόνο t , και 
niX ,

η n -οστή ζημιά του i , mi ,...,1  υπό-

χαρτοφυλακίου. Η στοχαστική διαδικασία πλεονάσματος σε αυτό το υπό κεφάλαιο θα 

οριστεί λίγο διαφορετικά  

















































)(

1 ,

)(

1 1,11

)(

)(

)(
tN

n mnm

tN

n n

m tcX

tcX

tU

tU

t U , 0t      (2.80) 

Όπου  0ic ο ρυθμός είσπραξης των ασφαλίστρων για το i  υπό χαρτοφυλάκιο. Θεωρούμε 

ότι οι ζημιές }1),,...{( ,,1 nXX nmn
είναι μία ακολουθία από ανεξάρτητες και ισόνομες τ.μ.  

Έστω 0iu   το αρχικό κεφάλαιο για το i  υπό χαρτοφυλάκιο. Τότε ορίζουμε τις παρακάτω 

πιθανότητες χρεοκοπίας  

))})({sup(()~(
1 i

m

i i
t

AND utUPu 
        (2.81) 

)0)})(,...,)((sup{max(

)))}({sup(()~(

11

1






mm

m

i ii
t

OR

utUutUP

utUPu 

    

(2.82) 

 
0)})(,...,)({min(sup(

))(,...,)(()~(

11

11





mm
t

mmSIM

utUutUP

utUutUPu
      (2.83) 

Η παράσταση (2.81) μας δίνει την πιθανότητα να συμβεί η χρεοκοπία σε όλα τα υπό-

χαρτοφυλάκια , όχι αναγκαστικά σε όλα τα υπό-χαρτοφυλάκια ταυτόχρονα, η (2.83) μας 

δίνει την πιθανότητα να συμβεί χρεοκοπία ταυτόχρονα σε όλα τα υπό-χαρτοφυλάκια και 

τέλος η παράσταση (2.82) μας δίνει την πιθανότητα να συμβεί χρεοκοπία τουλάχιστον σε ένα 

υπό-χαρτοφυλάκιο. 

Για το πολυδιάστατο μοντέλο της θεωρίας κινδύνου ο Sundt (1999) μελέτησε μία 

αναδρομική μέθοδο για να προσδιορίσει την κατανομή του πλεονάσματος. Ο Chan et al. 

(2003) μελέτησε τις πιθανότητες )~(uOR και )~(uSIM στη περίπτωση που οι ζημιές είναι 

ανεξάρτητες και παρήγαγε ένα κάτω φράγμα για την )~(uAND  και συμπεριέλαβε έναν ρητό 

τύπο για την περίπτωση που η ζημιές είναι κατανεμημένες τύπου φάσης. 
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Σε αυτό το υπό-κεφάλαιο όταν λέμε αύξουσα ή φθίνουσα εννοούμε ότι δεν είναι φθίνουσα 

και ότι δεν είναι αύξουσα αντίστοιχα.  

 

Ορισμός 2.11 

Έστω ),...,( 1 mXXX και ),...,( 1 mYYY δύο τυχαία διανύσματα στον mR τότε, 

(α) θα λέμε ότι το X είναι μεγαλύτερο από το Y κατά στοχαστικό τρόπο και συμβολίζεται ως 

YX st . 

Αν ))(())(( YX fEfE st για όλες τις αύξουσες συναρτήσεις f . 

(b) θα λέμε ότι το X είναι πιο εξαρτημένο από το Y κατά super modular τρόπο και 

συμβολίζεται ως YX sm . 

Αν )()( YX EfEf st για όλες τις super modular συναρτήσεις f . 

Super modular συνάρτηση είναι η συνάρτηση που για όλα τα mRyx,  ικανοποιεί την 

παρακάτω ανισότητα 

)()()()( yxyxyx ffff  . 

Όπου yx συμβολίζει το διάνυσμα του μέγιστου στοιχείου και το yx συμβολίζει το 

διάνυσμα του ελάχιστου στοιχείου. Η περίπτωση (α) του ορισμού 2.11 έχει πολλές χρήσιμες 

ιδιότητες και εφαρμογές. Οι ακόλουθες ιδιότητες θα χρησιμοποιηθούν αργότερα. 

Λήμμα 2.4 

Έστω ),...,( 1 mXXX και ),...,( 1 mYYY δύο τυχαία διανύσματα στον mR τέτοια ώστε 

YX sm  

(1) ))(),...,(()(),...,(( 1111 mmsmmm YfYfXfXf 
 
για οποιεσδήποτε συναρτήσεις 

mff ,...,1  
που είναι αύξουσες ή φθίνουσες. 

 

(2) Αν ii YX , είναι ισόνομες για mi ,...,1 τότε,  

),...,(),...,( 1111 mmmm xYxYPxXxXP 
    

 (2.84) 

),...,(),...,( 1111 mmmm xYxYPxXxXP 
    

 (2.85) 

Για οποιαδήποτε ),...,( 1 mxx  

Επίσης αν YX sm τότε ),(),( jiji YYCovXXCov  για ji  . 

 

Θεώρημα 2.9 
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Αν YX sm τότε για μη αρνητικά 
muu ,...,1

 

(3) )~()~( uu Y

AND

X

AND    

(4) )~()~( uu Y

OR

X

OR    

(5) )~()~( uu Y

SIM

X

SIM    

 

 Απόδειξη βλέπε: Jun Cai και Haijun Li Dependence Properties and Bounds for Ruin 

Probabilities in Multivariate Compound Risk Model. 

2.4.1 Στοχαστικά φράγματα. 

 

Η στρατηγική μας είναι να περιορίσουμε τις πολυδιάστατες πιθανότητες (2.2), (2.4) σε μία 

μονοδιάστατη πιθανότητα χρεοκοπίας, η οποία μπορεί να υπολογιστεί στη περίπτωση που οι 

ζημίες ακολουθούν μια κατανομή τύπου φάσης. 

Θεωρούμε το πολυδιάστατο μοντέλο όπως το ορίσαμε παραπάνω και ορίζουμε, 

},...,min{ ,,1),1( nmnn XXX   },...,max{ ,,1),( nmnnm XXX   

},...,min{ 1)1( mccc   },...,max{ 1)( mm ccc   

},...,min{ 1)1( muuu   },...,max{ 1)( mm uuu   

Επίσης ορίζουμε, 

 


)(

1 )(),1(min )(sup()(
tN

n mn
t

utcXPu
     

(2.86)

 


)(

1 )1(),(max )(sup()(
tN

n nm
t

utcXPu  

  

Είναι προφανές ότι για μη αρνητικά ),...,( 1 muu , 

)()~()~()( )1(max)(min uuuu ORSIMm    

Τώρα έστω το σύνολο, 

}0,,...,1,0:),...,{(
11   

m

j jjm amjaaa Aa  

και 

))(sup()(
)(

1 11 ,  


tN

n

m

j jj

m

j njj
t

a utcaXaPu
    

(2.87) 

))(sup()(
)(

1 11 ,  


tN

n

m

j j

m

j nj
t

SUM utcXPu
    

(2.88) 

Χρησιμοποιώντας τον συμβολισμό της (2.1) παρατηρούμε ότι, 
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0)))(((sup()(
11

  

m

j jjj
t

m

j jj utUaPuaa
    

(2.89) 

Από τη μια έχουμε ότι για κάθε A),...,( 1 maa και για κάθε 0t και από το γεγονός

})(,...,)({ 11 mm utUutU  συνεπάγεται }0))(({
1

 

m

j jjj utUa . Οπότε έχουμε, 

)()~(
1 


m

j jjSIM uau a  

Για κάθε A),...,( 1 maa . 

Από την άλλη μεριά έχουμε, για κάθε A),...,( 1 maa και για κάθε 0t  και από το γεγονός

}0))(({
1

 

m

j jjj utUa συνεπάγεται ότι το γεγονός })({ jj utU  θα ισχύει τουλάχιστον για 

ένα j . 

Οπότε έχουμε, )()~(
1 


m

j jjOR uau a Για κάθε A),...,( 1 maa .  

Στην ακόλουθη πρόταση ανακεφαλαιώνουμε τα προηγούμενα.  

 

Πρόταση 2.5 

Έστω }0,,...,1,0:),...,{(
11   

m

j jjm amjaaa A τότε έχουμε 

(1) )(inf)~()(
1)(min

j

m

j jSIMm uauu  
 a

Aa
  

(2) )(sup)~()(
1max)(

j

m

j jmOR uauu  


 a
Aa

  

 

Πρόταση 2.6 

Έστω δύο πολυδιάστατα μοντέλα 21, με ίδιους ρυθμούς είσπραξης ασφαλίστρων, το 

πλήθος των ζημιών και στις δυο περιπτώσεις να είναι διαδικασία Poisson με ίδια ένταση, αλλά 

τα μεγέθη των ζημιών να είναι διαφορετικά,  ),...,( 1 mXXX και ),...,( 1 mYYY . Αν YX sm

τότε, 

(1) )()( minmin uu YX    

(2) )()( maxmax uu YX    

(3) )()( uu Y

SUM

X

SUM    

Το μονοδιάστατο μοντέλο που δείξαμε στη πρόταση 2.5 ισχύει για κάθε διάνυσμα X αν το 

διάνυσμα ικανοποιεί μια ιδιότητα, τότε μπορούμε να βρούμε ένα  φράγμα. Αλλά πρώτα θα 

δώσουμε τον ορισμό της θετικά συσχετισμένης και της super modular εξάρτησης. 

 

Ορισμός 2.11 
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Έστω ),...,( 1 mXXX να είναι ένα πραγματικό τυχαίο διάνυσμα. 

(1) Θα λέμε ότι το X είναι θετικά συσχετισμένο αν, 

))(())(())()(( XXXX gEfEgfE 
      (2.90) 

για κάθε αύξουσα συνάρτηση gf , ορισμένη mR  . 

(2) Θα λέμε ότι το X είναι super modular εξαρτημένο αν, 

),...,(,...,( 11

I

m

I

smm XXXX 
       

(2.91) 

Όπου τα I

m

I XX ,...,1
είναι ανεξάρτητα, και 

I

jX και 
jX , mj ,...,1 είναι ισόνομες. 

Και η θετική συσχέτιση και η super modular εξάρτηση απορρέουν το ακόλουθο κάτω φράγμα 

γινομένου της από κοινού συνάρτησης κατανομής και της ουράς της. 

 


m

j jjmm xXPxXxXP
111 )(),...,(

     
(2.92) 

 


m

j jjmm xXPxXxXP
111 )(),...,(

     
(2.93) 

Μερικά διανύσματα έχουν και τις δυο ιδιότητες δηλαδή και είναι θετικά συσχετισμένα και 

super modular εξαρτημένα. Όμως αν έχουν τη μια ιδιότητα δεν σημαίνει ότι έχουν και την 

άλλη. 

Θεωρώντας ότι το πλήθος των ζημιών είναι μια στοχαστική διαδικασία Poisson οι Cai και Li 

(2005) έδειξαν ότι το κάτω όριο για την )~(uand , δείχνοντας ότι αν το διάνυσμα των ζημιών 

είναι συσχετισμένο τότε και το ))(sup),...,(sup( 1 tUtU m
tt

είναι επίσης συσχετισμένο. 

Πρόταση 2.6 

Για το πολυδιάστατο μοντέλο της θεωρίας κινδύνου με το πλήθος των ζημιών να είναι μια 

στοχαστική διαδικασία Poisson και το διάνυσμα του μεγέθους των ζημιών να είναι θετικά 

συσχετισμένο τότε έχουμε, 

 


m

j jj

m

j ORandjj uuuu
11

))(1(1)~()~()( 
   

(2.94) 

Για μη αρνητικά muu ,...,1  και ))(sup()( jj
t

j utUPu  με mj ,...,1 . 

Πρόταση 2.7 

Για το πολυδιάστατο μοντέλο της θεωρίας κινδύνου με το πλήθος των ζημιών να είναι μια 

στοχαστική διαδικασία Poisson και το διάνυσμα του μεγέθους των ζημιών να είναι super 

modular εξαρτημένο τότε έχουμε, 

 


m

j jj

m

j ORandjj uuuu
11

))(1(1)~()~()( 
   

(2.95) 

Για μη αρνητικά muu ,...,1  και ))(sup()( jj
t

j utUPu  με mj ,...,1 . 
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2.4.2 Το πολυδιάστατο μοντέλο με πολυδιάστατες τύπου φάσης κατανομές 

Σε αύτη την υποενότητα θα παράγουμε κλειστούς τύπους για τα φράγματα που δώσαμε στο 

προηγούμενο κεφάλαιο θεωρώντας ότι οι ζημιές  ακολουθούν πολυδιάστατες τύπου φάσης 

κατανομές. Μετά θα δείξουμε τα αποτελέσματα χρησιμοποιώντας τη πολυδιάστατη 

κατανομή Marshall-Olikin 

Έστω }0),({ ttX να είναι μια συνεχούς χρόνου αλυσίδα Markov με πεπερασμένο χώρο 

καταστάσεων E και γεννήτορα T ,στον οποίο D  είναι η μόνη απορροφητική κατάσταση και 

όλες οι άλλες είναι μεταβατικές. Έστω miei ,...,1,  να είναι μη κενά στοχαστικά κλειστά 

υποσύνολα του E τέτοια ώστε }{
1

De
m

i i  (ένα υποσύνολο του χώρου καταστάσεων 

ονομάζεται στοχαστικά κλειστό υποσύνολο όταν η στοχαστική διαδικασία }0),({ ttX  

εισχωρήσει σε αυτό και δεν φύγει ποτέ.). Οπότε , 01
)( eeE

m

i i 
  για κάποιο υποσύνολο 

Ee 0 με  jee0
για κάποιο mj 1 . Ακόμα, ο γεννήτορας της αλυσίδας έχει τη 

μορφή, 













AAI

0
T

0

        

(2.95) 

Όπου )0,...,0(0 είναι ένα d -διάστατο διάνυσμα, T)1,...,1(I επίσης ένα d - διάστατο 

διάνυσμα, ο A είναι ένας υπό-γεννήτορας μη μοναδικός πίνακας dd  διαστάσεων, με 

1 Ed . Έστω ),0( ab  να είναι το αρχικό διάνυσμα πιθανότητας στον E τέτοιο ώστε 

0)( Db  

Ορίζουμε, 

})(:0inf{ ii etXtX 
       

(2.96) 

Για απλότητα υποθέτουμε ότι 1)0,...,0( 1  mXXP το οποίο σημαίνει ότι η υποκείμενη 

αλυσίδα Markov ξεκινάει μέσα από το 0e σχεδόν σίγουρα. Η από κοινού κατανομή των

),...,( 1 mXX  ονομάζεται πολυδιάστατη τύπου φάσης κατανομή και συμβολίζεται με MPH με 

αναπαράσταση ),...,,,,( 1 meeEAa . 

 

Λήμμα 2.5 

Έστω ),...,( 1 mXX να ακολουθεί μια πολυδιάστατη τύπου φάσης κατανομή με αναπαράσταση 

),...,,,,( 1 meeEAa με )( ijaA . Για κάποιο }{DES  ,ας συμβολίσουμε με SA τον υπό-

πίνακα του A που περιέχει όλες τις μεταβάσεις από τον S στον S , και με Sa να είναι το υπό-

διάνυσμα του a που περιέχει όλες τις πιθανότητες μετάβασης που οδηγούν στον S . Τότε , 

(1) 
jX  είναι τύπου φάσης κατανεμημένο με αναπαράσταση ),,( jeE

eE

eE
eE

j

j

j





A

Ia

a
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(2) },...,min{ 1)1( mXXX   είναι τύπου φάσης κατανεμημένο με αναπαράσταση 

),,( 00

0

0 ee

e

e
A

Ia

a
 

(3) },...,max{ 1)( mn XXX   είναι τύπου φάσης κατανεμημένο με αναπαράσταση 

)1,,( EAa  

(4)  

n

i iX
1

 είναι τύπου φάσης κατανεμημένο με αναπαράσταση )1,,( ELa , 

όπου )( ijlL και δίνεται από, 
)(

,

,
ik

a
l

ji

ji  με )(ik το πλήθος των δεικτών μέσα από 

}1,:{ mjeij j   

Με τη βοήθεια το λήμματος (2.5) θα δώσουμε κλειστούς τύπους για όλα τα φράγματα των 

προτάσεων (2.5) και (2.6) 

Πρόταση 2.8 

Έστω το πολυδιάστατο μοντέλο με το πλήθος των ζημιών να είναι μια στοχαστική 

διαδικασία Poisson με ένταση , και τις ζημιές να είναι τυχαία διανύσματα τύπου φάσεως 

κατανεμημένα με αναπαράσταση ),...,,,,( 1 meeEAa τότε, 

(1) IA
Ia

a
tAA

Ia

a
})exp{()( 1

0

1

jeE

eE

eE

j

eEeE
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eE
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jj u
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u
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IAt
jeE0  

(2) IA
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a
tAA
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a
})exp{()( )(

1

0

)(

1

)(

)(min 0

0

0

00

0

0

me

e

e

m
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e

e

m

m u
cc

u  


 , με IAt
00 e   

(3) IAtAA
aI

a
})exp{()( )1(

1

0

)1(

1

)1(

)1(max u
cc

u  


  ,με AIt 0  

(4) IaLtaL )})(exp{()(
1

1

0

1

1

1

1




















m

j jm

j j

m

j m

j j

jSUM u
c

L
c

u


   

με LIt 0  

Τώρα θα δείξουμε ένα αποτέλεσμα χρησιμοποιώντας την πολυδιάστατη Marshal Olkin 

κατανομή. 

Έστω λοιπόν }},...,1{,{ mSES  να είναι μια ακολουθία από εκθετικά κατανεμημένες τ.μ. με

SE  

Να έχει μέση τιμή 
S

1
. Ορίζουμε, 

}:min{ SjEX jj 
        

(2.97) 
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Η από κοινού κατανομή των ),...,( 1 mXX ονομάζεται Marshal-Olkin κατανομή με 

παραμέτρους }},...,1{,{ mSS  ( Marshal και Olkin 1967) 

Ως συνέπεια από τη (2.97) έχουμε ότι κάθε Marshal-Olkin κατανομή είναι θετικά 

συσχετισμένη αλλά και super modular εξαρτημένη. Οπότε από τη πρόταση (3.5) έχουμε 

)~()))(
1

exp()
1

1
(

1
:

1
uu and

m

j
SjS

jS

j

jm

j
j













  




, 

)~()))(
1

exp()
1

1
(1

1
:

1
uu and

m

j
SjS

jS

j

jm

j
j













   




 

Για κάθε μη αρνητικά ),...,( 1 muu και με 1)(
:

 
 


j

SjS

Sj

c
. 
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ ΤΡΙΤΟ 

 

3.1 Το δισδιάστατο μοντέλο κινδύνων με αναλογική αντασφάλιση 
 

Αντασφαλιστική είναι μια συμφωνία μεταξύ του ασφαλιστή και το αντασφαλιστή κάτω από 

την οποία οι ζημιές μοιράζονται κατά τα συμφωνηθέντα. Έτσι η ασφαλιστική εταιρία έχει 

εκχωρήσει ένα μέρος του κινδύνου στην αντασφαλιστική εταιρεία. Ένα απλό παράδειγμα 

αντασφάλισης είναι η αναλογική αντασφάλιση, στην οποία η ασφαλιστική εταιρεία πληρώνει 

ένα ποσοστό της ζημιάς έστω a και η αντασφαλιστική εταιρεία a1 , με 1 . Αν το ποσοστό

a μπορεί να αλλάξει ανάλογα με το κίνδυνο που θέλει να αναλάβει η ασφαλιστική εταιρεία 

τότε αυτή ονομάζεται δυναμική αναλογική αντασφάλιση. Πολλοί ερευνητές έχουν ασχοληθεί 

με αυτό το πρόβλημα αλλά στο μονοδιάστατο μοντέλο. 

3.1.1 Δυναμική αναλογική αντασφάλιση 

  

Ορίζεται ένας χώρος πιθανότητας ),,( P και ένα φιλτράρισμα }0,{  tt . Το t

αναπαριστά την διαθέσιμη πληροφορία στο χρόνο t , και κάθε απόφαση παίρνεται πάνω σε 

αυτή. Υποθέτουμε ότι ένα ασφαλιστικό χαρτοφυλάκιο αποτελείται από δύο υπό-

χαρτοφυλάκια }{},{ b

t

a

t YX και έστω },{ nn VU μια ακολουθία από ανεξάρτητες και ισόνομες 

τ.μ. που περιγράφουν το μέγεθος των ζημιών των ),( b

t

a

t YX .  Έστω ),( vuG η από κοινού σ.κ., 

η οποία υποθέτουμε ότι είναι συνεχής.  

Σε οποιαδήποτε στιγμή t  η ασφαλιστική μπορεί να διαλέξει μια στρατηγική αναλογικής 

αντασφάλισης ),( tt ba . Αυτό σημαίνει ότι η ασφαλιστική στο χρόνο t  πληρώνει ),( ntnt VbUa

,και η αντασφαλιστική ))1(,)1(( ntnt VbUa  . }{},{ tt bbaa  αποδεκτές στρατηγικές αν οι 

διαδικασίες είναι στο διάστημα ]1,0[ .  

Με  συμβολίζουμε το σύνολο των αποδεκτών στρατηγικών. Οπότε το μοντέλο είναι, 
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X

n
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(3.1) 

Όπου 21,uu είναι τα αρχικά κεφάλαια των }{},{ b

t

a

t YX αντίστοιχα, )(),( 21 tt bcac είναι ο ρυθμός 

είσπραξης των ασφαλίστρων από την ασφαλιστική για το κάθε υπό-πορτοφόλιο στο χρόνο t . 

Υποθέτουμε ότι τα )(),( 21 tt bcac είναι συνεχείς ως προς ba, αντίστοιχα. Παρατηρήστε ότι αν 

0 ba τότε τα )0(),0( 21 cc είναι αυστηρά αρνητικά. Διαφορετικά η ασφαλιστική θα 

ασφάλιζε όλο το χαρτοφυλάκιο στην αντασφαλιστική οπότε θα υπήρχε βέβαιο κέρδος.  

Έστω 21, cc τα ασφάλιστρα που θα εισέπραττε η ασφαλιστική αν δεν υπήρχε αντασφάλεια, 

τότε 2211 )(,)( ctccac t  . Αν το πλήθος των ζημιών είναι στοχαστική διαδικασία Poisson 

ένταση  και ανεξάρτητη από ),( nn VU . Τότε η συνθήκη καθαρού κέρδους είναι
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)(),( 21 nn VEcUEc   , nn VbUa
nn  , είναι το ποσό που πληρώνει η ασφαλιστική εταιρεία 

στο χρόνο
n (ο χρόνος που θα έρθει η n -οστή απαίτηση). 

Στη πραγματικότητα, αν η ασφαλιστική έχει ένα πολυδιάστατο μοντέλο κινδύνου, τότε 

προσαρμόζει το κεφάλαιο για όλα τα υποχαρτοφυλάκια. Αν το κεφάλαιο προσαρμοστεί καλά 

τότε η ασφαλιστική λειτουργεί ομαλά. Έτσι τους αναλογιστές τους ενδιαφέρει περισσότερο 

πως συσωρευτική ζημιά  επηρεάζει την εταιρεία. Οπότε και εμείς θα επικεντρωθούμε στο 

συσωρευτικό πλεόνασμα. 

)())()((
0

)(

121

,

nn

t tN

n

b

t

a

t

ba

t VbUadsbcacuYXR
nn        

(3.2) 

με 21 uuu  . Ο χρόνος χρεοκοπίας ορίζεται ως, 

}0:0{ ,

,  ba

tba Rt
        

(3.3) 

Ο οποίος δείχνει πότε το άθροισμα θα είναι αρνητικό.  

Η πιθανότητα χρεοκοπίας ορίζεται ως, 

)()( ,

0,, uRPu ba

baba  
      

(3.4) 

Η αντίστοιχη πιθανότητα επιβίωσης είναι, 

)()( ,

0,, uRPu ba

baba  
      

(3.5) 

Το κριτήριο για να βρούμε τη βέλτιστη στρατηγική είναι να μεγιστοποιήσουμε τη 

πιθανότητα επιβίωσης από την πλευρά της ασφαλιστικής δηλαδή, 

)(sup)( ,
),(

uu ba
ba






        

(3.6) 

Συμβολίζουμε με ),(  ba τη βέλτιστη στρατηγική }{ tR η διαδικασία πλεονάσματος κάτω από 

τη βέλτιστη στρατηγική και  ο χρόνος χρεοκοπίας της. 

 

3.1.2 Μερικές ιδιότητες του δ(u) 

 

Πρώτα θα δώσουμε μερικές ιδιότητες του )(u . 

Λήμμα 3.1. 

Για κάθε στρατηγική ),( ba ,με πιθανότητα 1 ήττες συμβαίνει χρεοκοπία είτε 


ba

t
t

R ,lim  

Απόδειξη βλέπε: Yan Li και Guoxin Liu (2012) 

Λήμμα 3.2. 

Η πιθανότητα επιβίωσης )(u είναι αυστηρός αύξουσα. 
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Απόδειξη βλέπε: Yan Li και Guoxin Liu (2012) 

 

3.1.3 HJB Εξισώσεις και θεώρημα επαλήθευσης. 

Σε αυτή την υποενότητα θα δώσουμε την εξίσωση Hamilton-Jacobi-Bellman συσχετισμένη 

με το πρόβλημα μας  και θα δώσουμε την  απόδειξη στο θεώρημα επαλήθευσης. 

Έστω ]1,0[),( ba να είναι δυο αυθαίρετες σταθερές και 0 . Αν το αρχικό κεφάλαιο 0u

υποθέτουμε ότι 0)()( 21  bcac έτσι ώστε να αποφύγουμε την άμεση χρεοκοπία. Αν 0u

,υποθέτουμε 0h και αρκετά μικρό τέτοιο ώστε 0))()(( 21  bcachu . Ορίζουμε, 
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     (3.7) 

Όπου ),( 
tt ba οι στρατηγικές που ικανοποιούν    )(

,
x

tt ba
. Η πρώτη ζημία συμβαίνει με 

πυκνότητα te   και hehP   )( 1
. Δεσμεύοντας στην h

1
έχουμε, 
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(3.8) 

Επειδή το  είναι αυθαίρετο, έστω 0 τότε η 3.8 γίνεται, 

0)(),()))()(((
1

))()(((
1)())()(((

0

/

0

/)(

0
21

21
21









  




uvudGbvaubcactu
h

bcachu
h

e

h

ubcachu

h au baxu

h




 

 

(3.9) 

Και αν υποθέσουμε ότι η )(u είναι παραγωγίσιμη και 0h έχουμε, 

 



au baxu

uyxdGbyaxuubcac
/

0

/)(

0
21 0)(),()()(')()(( 

 
(3.10) 

Για όλα τα ),( ba η 3.10 ισχύει. Πρώτα θεωρούμε μια HJB εξίσωση, 

 
 




0 0

21
]1,0[]1,0[),(

0)(),()()('))()((sup ufyxdGbyaxufufbcac
ba


 

(3.11) 

Προς στιγμήν, δεν είμαστε σίγουροι αν η )(u ικανοποιεί μια HJB εξίσωση και απλά 

εικάζουμε ότι η )(u  είναι μια λύση της και για αυτό την αντικαθιστούμε με την )(uf . 

Καθώς η )(u  είναι μια συνάρτηση επιβίωσης, ενδιαφερόμαστε για μια συνάρτηση )(xf η 
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οποία πρέπει να είναι αυστηρώς αύξουσα, 0)( xf για 0x και 0)0( f .καθώς η 

συνάρτηση της οποίας πήραμε το supremum είναι συνεχής ως προς ba,  και στο ]1,0[]1,0[ 

είναι συμπαγής, για 0u υπάρχουν τιμές )(),( ubua τέτοιες ώστε να φτάνουν το supremum. 

Επίσης για να ισχύει η 3.11 θα πρέπει να ισχύει και 0)()( 21  bcac , επιπλέον για να ισχύει

0)()( 21  bcac  πρέπει να ισχύει και 0)0(  VbaUP nn
.ξαναγράφουμε τη 3.11 

 
 




0 0

21
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0)(),()()('))()((sup ufyxdGbyaxufufbcac
Fba


 

(3.12) 

Όπου }0)()(:]1,0[]1,0[),{( 21  bcacbaF και 0u . Ορίζουμε επίσης 
0

u
 

Από τη 3.12 έχουμε, 
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(3.13) 

Για ),(),(  baba ισχύει η ανισότητα. Τότε η )(uf επίσης θα ικανοποιεί την παρακάτω 

εξίσωση,  
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(3.14) 

Οι εξισώσεις 3.10 και 3.14 είναι ισοδύναμες μόνο για αυστηρά αύξουσες συναρτήσεις. 

 

Θεώρημα 3.1. 

Υπάρχει μια μοναδική λύση για την HJB εξίσωση (3.14) με 1)0( f . Η λύση είναι φραγμένη, 

αυστηρώς αύξουσα και συνεχώς παραγωγίσιμη.  

Απόδειξη βλέπε: Yan Li και Guoxin Liu (2012) 

 

Θεώρημα 3.2.(Θεώρημα επαλήθευσης) 

Έστω )(uf να είναι η μοναδική λύση της HJB εξίσωσης (3.12) με 1)0( f . Τότε 

)0(

)(
)(



 u
uf   . Μια βέλτιστη στρατηγική δίνεται από ),(  ba , η οποία ελαχιστοποιεί την 3.12, 

και }{ tR είναι η διαδικασία κάτω από αυτή τη στρατηγική  

Απόδειξη: 

Έστω ),( ba μια αυθαίρετη στρατηγική με τη στοχαστική της διαδικασία }{ ,ba

t
R .αφού η )(uf

είναι φραγμένη για 0t έχουμε, 




)))(())(((
:

,,

tn

n

ba

n

ba

n

RfRfE




     

(3.15) 
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Έστω A ο γεννήτορας του }{ ,ba

t
R . Από το θεώρημα 11.2.2 Rolski et al.[14], ξέρουμε ότι f

D και Δ(Α) το πεδίο ορισμού του A, τότε, 

 












aR baxR
ba

s

ba

s

t
ba

s

ba

t

ba
t

ba
t

ba

ba

dsRfyxdGbyaxRf

RfbcacRf

/

0

/)(

0

,,

0

,,

, ,

,

,

)))(),()((

)('))()(()(







  
(3.16) 

Είναι ένα martingale. Από την (3.12) ξέρουμε })({ )(

,

, t

ba

t ba
IRf  είναι ένα supermartingale, 

τότε, 

)())(())(( ,

)(

,

,,
ufRfEIRfE ba

t

ba

t tbaba


       
(3.21) 

Αν ),(),(  baba , τότε )}({
t

Rf


είναι ένα martingale οπότε )())((
)(

ufIRfE
tt 


. Έστω 

t  τότε από τη φραγμένη ιδιότητα της )(uf έχουμε  

)()()()()()()()()(
,,,   fuufufPfuf
bababa 

  
(3.22) 

Για 0u , παίρνουμε ότι 
)0(

1
)(


f . Επίσης )0()(

)(

)(
)(  uf

f

uf
u 


 . Άρα η στρατηγική

),(  ba είναι η βέλτιστη. 

 

3.1.4 Φράγματα Lundberg και αλλαγή μέτρου. 

Στην προηγούμενη ενότητα είδαμε, θεωρώντας δυναμική αναλογική αντασφάλεια ότι 

κλειστός τύπος για τη πιθανότητα χρεοκοπίας είναι δύσκολο να παραχθεί. Για αυτό το λόγο 

αυτό οι ασυμπτωτικές βέλτιστες στρατηγικές είναι πολύ σημαντικές. Στη κλασσική θεωρία 

κινδύνου έχουμε τα φράγματα Lundberg και την προσέγγιση Cramer-Lundberg για τη 

πιθανότητα χρεοκοπίας.  

Τα φράγματα Lundberg μας δίνουν το πάνω και το κάτω φράγμα της πιθανότητας 

χρεοκοπίας ενώ η προσέγγιση Cramer-Lundberg την ασυμπτωτική συμπεριφορά της όσο το 

αρχικό απόθεμα τείνει στο άπειρο. Για το δισδιάστατο μοντέλο με δυναμική αντασφάλιση θα 

προσπαθήσουμε να δώσουμε ανάλογα αποτελέσματα. Το κλειδί για την ασυμπτωτική 

συμπεριφορά είναι ο συντελεστής προσαρμογής.  

Υποθέτουμε ότι 0,)( )(  reE VUr . Για σταθερό ),( ba , έστω ),( baR να είναι ο 

συντελεστής προσαρμογής που ικανοποιείται από, 

0))()(()1((:),;( 21

)(   bcacreEbar bVaUr     (3.23) 

Θα επικεντρωθούμε στο ),(sup
]1,0[]1,0[),(

baRR
ba 

 , που είναι ο συντελεστής προσαρμογής στο 

πρόβλημα μας. Από υπόθεση τα )(),( 21 bcac είναι συνεχείς, τότε ),;( bar θα είναι και αυτή 

συνεχείς ως προς ba, , πιο συγκεκριμένα  
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0),),((,0),;0(

0))((
),;( )(2

2

2






 

babaRba

ebVaUE
r

bar bVaUr






     

(3.24) 

Μπορούμε να πούμε ότι η ),;( bar είναι αυστηρώς κυρτή συνάρτηση ως προς r και

0),;( baR . Αν Rr  , τότε υπάρχουν ba,  τέτοια ώστε rbaR ),( και 0),;( baR . 

Επειδή ),;( baR είναι συνεχείς ως προς ba,  και επειδή ]1,0[]1,0[  είναι συμπαγές, υπάρχουν

ba , για τα οποία ισχύει 0),;(  baR . 

 

Λήμμα 3.4. 

Έστω )(),;( )( bVaUreEbarM  , )(),( 21 bcac να είναι δύο φορές παραγωγίσιμες ως προς bar ,, . 

Πιο συγκεκριμένα αν, 

0)('',0)('' 21  bcac         (3.25) 

Τότε η ),( baR έχει ένα μοναδικό μέγιστο. 

Απόδειξη βλέπε: Yan Li και Guoxin Liu (2012) 

 

Θεώρημα 3.3. 

Η ελάχιστη πιθανότητα χρεοκοπίας )(u είναι φραγμένη από το Rue ,δηλαδή Rueu )( . 

Απόδειξη: 

Για σταθερή αναλογική αντασφάλιση ),( ba  , η )(, uba  μπορεί να υπολογιστή όπως και στο 

κλασσικό μοντέλο, οπότε έχουμε, 

RuRubaR

ba eeRREPu
ba

  ))(exp()()( ',')(

',' ','
    

(3.25) 

Άρα η ελάχιστη πιθανότητα είναι φραγμένη από, 
Ru

ba euu  )()( ',' . 

 

Από το θεώρημα 3.3, ο συντελεστής προσαρμογής μπορεί να θεωρηθεί σαν μέτρο κινδύνου 

για να εκτιμήσει τη βέλτιστη πιθανότητα χρεοκοπίας. 

Ορίζουμε μια στρατηγική την οποία θα χρησιμοποιήσουμε παρακάτω. Αν 0u , και θέτουμε 

1)()(   ubua . Για να βρούμε το κάτω όριο, θα αρχίσουμε ορίζοντας τη διαδικασία tM . 

}]1})()(([exp{(

))()((exp{

)))(),(;()(exp(

0

)(

1

0





















t

ss

tN

n

t

sstt

dsVRbURaRE

VRbURaR

dsRbRaRuRRM

nn







   

(3.26) 
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Λήμμα 3.5. 

Η διαδικασία
tM  είναι αυστηρά ένα martingale με αναμενόμενη τιμή ένα. 

Βασισμένοι στο martingale 
tM που ορίσαμε παραπάνω, θα θεωρήσουμε μια οικογένεια από 

νέα μέτρα );( AMEP tt 
,

tA  . Από το θεώρημα επέκτασης του Kolmogorov, υπάρχει 

μέτρο πιθανότητας P  τέτοιο ώστε όταν είναι περιορισμένο στη
t τότε είναι



tP  . Εξάλλου αν 

T  είναι t - χρόνος τερματισμού και }{  TA τέτοιο ώστε tA  , τότε );()( AMEAP T

. Η αλλαγή μέτρου είναι πολύ ισχυρή τεχνική για την έρευνα της πιθανότητας χρεοκοπίας. 

Απόδειξη βλέπε: Yan Li και Guoxin Liu (2012) 

 

Θεώρημα 3.4. 

Κάτω από το νέο μετρό P , η διαδικασία }{ tR είναι μια μερικώς ντετερμινιστική διαδικασία 

Markov(Μ.Ν.Δ.Μ. εν συντομία) με ένταση μεταπήδησης )( ))()(( VxbUxaReE
   

  

και η κατανομή των ζημιών είναι,  

),(
)(

1
),(

0 0

))()((

))()((
srdGe

eE
vuG

u v
sxbrxaR

VxbUxaRx  








 

   

(3.27) 

Οι ρυθμοί είσπραξης των ασφαλίστρων είναι ))(()),(( 21 xbcxac  αντίστοιχα. 

 

Θεώρημα 3.4. 

Έστω  

)(

1
inf

)( zVUeE
C

zVURz 




     

(3.28) 

Με το z να είναι μέσα από το σύνολο }0)(:{  zVUPz τότε RueCu 

)( . 

Απόδειξη βλέπε: Yan Li και Guoxin Liu (2012) 

 

3.1.5 Η προσέγγιση του Cramer-Lundberg 

Σε αυτήν την ενότητα θα μελετήσουμε την ασυμπτωτική συμπεριφορά της Rxex)( , η οποία 

αποκαλείτε προσέγγιση Cramer-Lundberg. Από το θεώρημα του Fubini, μετασχηματίζουμε 

τη παρακάτω συνάρτηση. 

Για διευκόλυνση θέτουμε VxbUxaH )()(    . 
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(3.29) 

 

Και αφού η )(1)( xx   τότε η HJB εξίσωση μπορεί να γραφτεί ως ακολούθως, 

 

 

x

HHH dzzxGzxGxG

xxbcxac

0

21

0))(1)(('))(1)(0()(1(

)('))(())(((





  

(3.30) 

 

Θέτουμε Rxexxf )()(  και )()(')(' xRfxfex Rx  και 

 

 

x

H

Rx

H

Rx dzzxGezfzRfxGe

xRfxfxbcxac

0

21

0))(1())()(()(1()0((

))()('))((())(((


  

(3.31) 

Αφού η )(x είναι αυστηρά φθίνουσα, τότε και η 0)(' Rxex . Έτσι και η )()(' xRfxf  . 

Άρα η )(' xf είναι φραγμένη. Θέτοντας )()(')( xRfxfxg  , παίρνουμε, 

 

 

x

H

Rx

H

Rx dzzxGezgxGe

xgxbcxac

0

21

0))(1()()(1()0((

)())(())(((


   

(3.32) 

Αλλάζοντας τη σειρά ολοκλήρωσης έχουμε, 

 

 

x

H

Ry

H

Rx dyyGeyxgxGe

xgxbcxac

0

21

0))(1()()(1()0((

)())(())(((


   

(3.33) 

Αντικαθιστώντας τα )(),( xbxa   με ',' ba θα πάρουμε την ανισότητα  
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x

VbUa

Ry

VbUa

Rx dyyGeyxgxGe

xgbcac

0
''''

21

0))(1()()(1()0((

)()'()'((


  

(3.34) 

Θέτουμε ως VbUaH '''  . 

 

Παρατήρηση 3.1 





 





 







0
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0
'

0 0

''

)(1(1
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dyyGeR

xdGe

vudGeeE

H

Ry

H

Rx

RHRH

       

(3.35) 

Από τον ορισμό των ',' ba , 

))'()'(()1)(( 21

' bcacReE RH        (3.36) 

Έτσι dyyGebcac H

Ry ))(1(()'()'( '
0

21  


 . Αντικαθιστώντας την στην ανισότητα 3.34 

παίρνουμε, 
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Rx

H

Ry

dyyGeyxgxGe

dyyGexg

0
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0
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0))(1()()(1()0((
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(3.37) 

Μετά από μετασχηματισμούς 

))(1)(0()(1()(

))(1))(()((

''

0
'

xGedyyGexg

dyyGxgyxge

H

Ry

x
H

Ry

x

H

Ry











    

(3.38) 

 

Από το λήμμα Α.12 στον Schmidli [13],ξέρουμε 0))(1(lim ' 


xGe H

Rx

x
. 

Λήμμα 3.6 

1. )(xg είναι φραγμένη. Πιο συγκεκριμένα η )(' xf είναι φραγμένη. 

2. Έστω 
R

xg

x

)(
suplim


 τότε 


)(suplim xf

x
. Επίσης 0 αν 0C   

3. Για κάθε 0,0,0 0   x υπάρχει 0xx  τέτοιο ώστε  )(yf για 

].,[ xxy   

Απόδειξη βλέπε: Yan Li και Guoxin Liu (2012) 
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Θεώρημα 3.5. 

Έστω 0C . Τότε το 0)(lim 


 ueRx

x
. 

 Απόδειξη: 

Διαλέγουμε 0,0   . Υπάρχει 0x τέτοιο ώστε  )(xf για ].,[ 00 xxx  Αν 

02xx    

Ορίζουμε },0inf{ 0xRtT t  τότε, 

)()(

)))((())(((

}))(),(;(exp{

)}))(),(;((exp{(

))}))(),(;((exp{(

})))(),(;((exp{)(

0

)(

0

0

0

0

00























































T

xRx

T

ss

Tsst

Tsst

sst

RxP

ITRfETRfE

dsRbRaR

RdsRbRaRRREE

dsRbRaRRREE

dsRbRaRRRExf

T
 

  (3.39) 

Διαλέγοντας κατάλληλο  , μπορούμε να πάρουμε   1)( 0 TRxP . Οπότε 

)1)(()(  xf .Έτσι, 

)(suplim)(inflim xfxf
xx 


      

(3.40) 

Και με το λήμμα 3.6 ολοκληρώνετε η απόδειξη. 

 

Θεώρημα 3.6. 

Έστω 0C . Τότε 0)('lim 


xf
x

. Επιπλέον αν )','( ba είναι μοναδικά, τότε ')(lim axa
x




 και

'.)(lim bxb
x




 

 

Απόδειξη βλέπε: Yan Li και Guoxin Liu (2012) 
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3.2  Ένα δισδιάστατο μοντέλο της θεωρίας κινδύνου με αναλογική 

αντασφάλιση 

 

Εισαγωγή 

Σε αυτή την ενότητα  θα δούμε μια επέκταση του δισδιάστατου μοντέλου που εισήγαγε ο 

Avram et al (2008a). Μέχρι το τέλος θα θεωρούμε δυο ασφαλιστικές με την πρώτη 

ασφαλιστική οι ζημίες να γίνονται λόγω μιας σύνθετης διαδικασίας Poisson. Δεύτερος θα 

είναι ο αντασφαλιστής και οι ζημιές θα γίνονται σαν ένα ποσοστό του πρώτου. Θα δώσουμε 

το μετασχηματισμό Laplace του χρόνου μέχρι τουλάχιστον ένας από τους δύο χρεοκοπήσει. 

Επίσης θα αναφέρουμε το πλεόνασμα του πρώτου ασφαλιστή όταν ο αντασφαλιστής 

χρεοκοπεί σε συνάρτηση με κάποια ανοιχτά προβλήματα.    

Μαθηματικά η εξέλιξη της δισδιάστατης στοχαστικής διαδικασίας συμβολίζεται ως   

)0},,({ 21 tYY
tt και περιγράφεται ως 















),(),(

)1(

21

21

2

2

1

1

uuYY

dLadtcY

dSadLdtcY

tt

t t

ttt

       

(3.41) 

Η συνθήκη για θετικό κέρδος είναι  

)()(1 SELaEc          (3.42) 

)()1(2 SEac          (3.43) 

Και ο χρόνος χρεοκοπίας  

),min(}0),min(:0inf{ 21

22  
tt

YYt
     

(3.44) 

 

3.2.1 Περιορισμοί μέσω γεωμετρικής ερμηνείας  

 

Θα δώσουμε μια παρόμοια μεθοδολογία με αυτή του Avram et al(2008a) για να μειώσουμε 

το δισδιάστατο μοντέλο στο πιο προσιτό μονοδιάστατο στο οποίο πολλά από τα 

αποτελέσματα είναι είδη γνωστά. Στο διάγραμμα 3.1 παρατηρούμε μια δειγματική γραφική 

παράσταση για την εξέλιξη του δισδιάστατου μοντέλου όπως ορίστηκε στην 3.41. 
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Γράφημα 3.1: Δειγματική γραφική παράσταση για την εξέλιξη του δισδιάστατου μοντέλου  

 

Ο κάθετος άξονας παριστάνει τη διαδικασία πλεονάσματος }0,{ 2 tY
t

και ο οριζόντιος άξονας 

παριστάνει τη διαδικασία πλεονάσματος }0,{ 1 tY
t

. Με 2R συμβολίζουμε την εξίσωση 

που η ευθεία δίνεται από x
a

a
y

)1( 
 , έστω η στοχαστική διαδικασία }0,{ tX t η οποία 

ορίζεται ως  ),(, 21

ttt YYuX


( με  ... συμβολίζουμε το εσωτερικό γινόμενο) όπου 

),1( aau  . Γεωμετρικά η tX μπορεί να ερμηνευτεί σαν την αλγεβρική απόσταση (η οποία 

είναι ανάλογη της ευκλείδειας μετρικής) μεταξύ των 221 ),( RYY tt  και όπως δείχνει και το 

γράφημα και. ικανοποιεί  









21210

21

)1(),(,

)1())1((

ayyayyuX

dSadtaccadX tt


     

(3.45) 

Η ευθεία χωρίζει τον 2R σε δύο μη κοινά σύνολα τα  AA , που ορίζονται ως, 

}0,:{: 2  uxRxA


 

και 

}0,:{: 2  uxRxA


 

Τα σύνολα 0tX είναι ισοδύναμα με  AYY tt ),( 21 και 0tX είναι ισοδύναμο με

 AYY tt ),( 21 . 



Analysis of Bivariate Stochastic Surplus Processes in Ruin Theory                                                      Σελίδα 86 

Επίσης εισάγουμε το χρόνο χρεοκοπίας της νέας μονοδιάστατης διαδικασίας και τη 

συμβολίζουμε με }0:0{:  tX Xt . Χωρίς βλάβη της γενικότητας έτσι ώστε να  

αποφύγουμε ασυνέπειες, αφήνουμε τη δισδιάστατη διαδικασία )0},,({ 21 tYY
tt να ξεκινάει 

από το σύνολο A η ισοδύναμα ορίζουμε 0)1( 210  ayyaX .  

Η διαδικασία )0},,({ 21 tYY
tt κινείται προς τα πάνω όσο δεν συμβαίνει καμία ζημιά σε καμία 

από τις δύο διαδικασίες που την αποτελούν. Όταν συμβεί ζημιά λόγω της }0,{ tLt
θα κάνει 

τη διαδικασία )0},,({ 21 tYY
tt  να κινηθεί προς τα κάτω προς το σημείο )0,0(  παράλληλα με 

τη γραμμή , ενώ ζημιές από την }0,{ tSt  
την κάνουν να κινηθεί προς τα αριστερά προς τον 

κάθετο άξονα.  

Ο χρόνος χρεοκοπίας όπως ορίστηκε μπορεί να εκληφθεί και ως την πρώτη φορά που η 

στοχαστική διαδικασία )0},,({ 21 tYY
tt βγαίνει από το πρώτο τεταρτημόριο. Θεωρώντας ότι η 

διαδικασία ξεκινάει από το A , με μια πιο προσεκτική μάτια στο γράφημα 1, φανερώνεται 

ένας ανταγωνισμός μεταξύ του πρώτου περάσματος των 2, X  .Ο ανταγωνισμός τους είναι 

ότι αν η διαδικασία )0},,({ 21 tYY
tt  περάσει τον οριζόντιο άξονα πριν από το χρόνο X  (δηλ. 

2 X ) τότε η χρεοκοπία στη δισδιάστατη διαδικασία θα οφείλεται μόνο από τη διαδικασία 

}0,{ 2 tY
t

 (δηλ. 2 X ).  

Μια πιο δύσκολη ερώτηση γεννάται όταν 2 X . Κάτω από αυτό το σενάριο έτσι ώστε να 

αναλύσουμε το χρόνο  σχετικά με το δισδιάστατο μοντέλο όπως ορίστηκε στη 3.41, πρέπει 

να εισάγουμε έναν νέο περιορισμό που κάνει το σύνολο A σύνολο απορρόφησης το οποίο 

είναι, 

a

a

c

c 


1

2

1

        

(3.46) 

Τον περιορισμό αυτό θα τον θεωρούμε σε όλη την ενότητα. Γεωμετρικά , η συνθήκη (3.46)  

υποθέτει ότι η κλήση της αύξησης της διαδικασίας )0},,({ 21 tYY
tt  (λόγω της συλλογής 

ασφαλίστρων) ξεπερνάει την κλήση της ευθείας  , διαβεβαιώνοντας ότι αφού η διαδικασία 

εισέλθει στο σύνολο A , δεν θα φύγει ποτέ για να γυρίσει στο A . Ισοδύναμα η συνθήκη 

(3.46) μας εγγυάται ότι η }0{ tX είναι αυστηρώς φθίνουσα, το οποίο είναι εμφανές από τη 

σχέση (3.45) , με τη 3.46 να ικανοποιεί το δισδιάστατο μοντέλο της θεωρίας κινδύνου μπορεί 

να διαιρεθεί σε δύο διακριτά μονοδιάστατα μοντέλα ως ακολούθως :  X 2 συνεπάγει

2  και X 2  συνεπάγει 1  .  

Το παρόν μοντέλο γενικεύει τη μελέτη του Avram et al(2008a).  Μια σημαντική ιδιότητα που 

κάνει αυτό το πρόβλημα προσιτό είναι επειδή οι διαδικασίες }0{ tX  και }0{ 2 
t

Y είναι 

ανεξάρτητες. 
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Θα ανακεφαλαιώσουμε με δύο πρακτικές πραγματικές ερμηνείες για το μοντέλο όπως 

ορίστηκε στην (3.41), μαζί με επιπλέον απλοποιήσεις των περιορισμών (3.42) (3.43) (3.46) . 

I. Οι }0{ 1 
t

Y , }0{ 2 
t

Y μπορούν να θεωρηθούν σαν δύο κλάδους της ίδιας ασφαλιστικής 

εταιρείας, δηλαδή οι δυο κλάδοι μοιράζονται την }0{ tL  αναλογικά, ενώ η }0{ tS είναι 

μόνο στο πρώτο κλάδο. Ο πρώτος κλάδος μπορεί να έχει δυο διαφορετικούς συντελεστές 

επιβάρυνσης στους διαφορετικούς τύπους απαιτήσεων, δηλαδή 

 

)()1()()1( 12111 SELaEc         (3.47) 

 

Ενώ στο δεύτερο κλάδο υποθέτουμε διαφορετικό συντελεστή επιβάρυνσης. 

)()1)(1( 132 LEac  
       

(3.48) 

Καθώς ο δεύτερος κλάδος μοιράζεται ένα ποσοστό της διαδικασίας, υποθέτουμε ότι έχει 

μεγαλύτερο συντελεστή επιβάρυνσης 13   . Το συνολικό ασφάλιστρο που θα 

πληρώσουν οι ασφαλισμένοι για τη διαδικασία της συσωρευτικής ζημιάς }0{ tL  είναι

)()1)(1()1( 131 LEaa   . Οι (3.46),(3.47),(3.48) μας οδηγούν στη συνθήκη, 

)(

1

)(

)(

131

1










aSE

LE

        

(3.49) 

Η (3.49) μας βοηθάει να βρούμε το μετασχηματισμό Laplace του χρόνου χρεοκοπίας  . 

Υπογραμμίζουμε ότι κάτω από την συνθήκη (3.48) η διαδικασία }0{ tL μπορεί να 

θεωρηθεί μεγαλύτερου ρίσκου από την }0{ tS σε όρους μέσης τιμής. Παρατηρήστε ότι 

στην πραγματικότητα στη συνθήκη (3.49) το δεξί μέρος θα είναι μεγαλύτερο της 

μονάδας. 

 

II. Οι }0{ 1 
t

Y , }0{ 2 
t

Y περιγράφουν τη διαδικασία πλεονάσματος  του ασφαλιστή και του 

αντασφαλιστή αντίστοιχα. Υποθέτουμε ότι ο ασφαλιστής εισπράττει ασφάλιστρα με 

συντελεστή επιβάρυνσης 21,  για τις συσσωρευτικές διαδικασίες ζημιών }0{ tL  και 

}0{ tS  αντίστοιχα. Καθώς ο ασφαλιστής αντασφαλίζει ένα ποσοστό των απαιτήσεων

}0{ tL , πληρώνει τον αντασφαλιστή ένα επιβαρυμένο ασφάλιστρο 3  , τότε 

)()1)(1()()1()()1( 1312111 LEaSELEc  
   

(3.50) 

 

Ενώ το 2c είναι το ίδιο με την (3.47) υποθέτουμε ότι 13    , διαφορετικά η ασφαλιστική 

θα αντασφάλιζε όλο το }0{ tL  χαρτοφυλάκιο της με βέβαιο κέρδος. Το ασφάλιστρο που 

πληρώνουν οι ασφαλισμένοι για το }0{ tL  είναι )()1( 11 LE . Από τις (3.42) και (3.50) 

παίρνουμε μια ισοδύναμη συνθήκη, 

 

0))1((
)(

)(
231

1

1   a
SE

LE

       

(3.51) 

Χρησιμοποιώντας τις συνθήκες (3.48) και(3.50), η συνθήκη (3.46) γίνεται  
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13

1

1

1 1

)(

)(










SE

LE

        

(3.52) 

Όπως και στη πρώτη πραγματική ερμηνεία, έτσι και εδώ 1
1

13

1 







ισχύει στις 

περισσότερες περιπτώσεις, το οποίο σημαίνει ότι η συνθήκη (3.52) απαιτεί ότι η 

διαδικασία }0{ tL έχει μεγαλύτερο ρίσκο από την }0{ tS σε όρους μέσης τιμής. Οπότε 

είναι λογικό η ασφαλιστική εταιρεία να αντασφαλίσει ένα ποσοστό της }0{ tL . Η 

συνθήκη της (3.52) είναι αναγκαία για τον προσδιορισμό του μετασχηματισμού Laplace 

του χρόνου χρεοκοπίας χρησιμοποιώντας γεωμετρικά επιχειρήματα.  

Έστω η (3.52). πρέπει να τη διαχωρίσουμε δύο περιπτώσεις ως ακολούθως. 

– Αν 
a


1

1
1

1

3




, τότε η συνθήκη (3.51) ικανοποιείται και μόνο η συνθήκη (3.52) 

απαιτείται. 

– Αν 
a


1

1

1

3




, τότε για να ισχύουν και οι δύο συνθήκες  (3.51), (3.52) θα πρέπει να 

ικανοποιείται η 

 

12

2

1

1

13

1

)1()(

)(1
















aSE

LE
. 

 

3.3 Πρόωρα αποτελέσματα 

 

Αν χρεοκοπήσει η διαδικασία }0{ tX  πριν από τη διαδικασία }0{ tL )( 2 X  τότε η 

γνώση για το πλεόνασμα 
1

X
Y είναι καίριας σημασίας καθώς η χρεοκοπία της δισδιάστατης 

διαδικασίας )0},,({ 21 tYY
tt  θα συμβεί λόγω της }0,{ 1 tY

X
)( 1  . Είναι εμφανές ότι κάτω 

από αυτό το σενάριο έχουμε τη σχέση, 

Xt
X

a
Y

a

a
Yt 

1

1

21 



        

(3.53) 

Η οποία εκφράζει το επίπεδο του πλεονάσματος της διαδικασίας }0,{ 1 tY
X

 συναρτήσει των 

}0{ 2 
t

Y και }0{ tX  στο χρόνο X . 

 

3.3.1 Η από κοινού πυκνότητα του χρόνου και του ελλείμματος χρεοκοπίας στην

}0{ tX . 

Ξεκινώντας από τη (3.45) ξαναγράφουμε την εξίσωση ως, 

a

t dScdtdX 
        

(3.54) 
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Με 0)1( 12  caacc
t

a

t SaS )1(  . Σημειώνουμε ότι η }0{ a

t
S είναι ακόμα μια 

σύνθετη διαδικασία Poisson με παράμετρο 
S ίδιο με τη }0{ tS , αλλά με προσαρμοσμένη 

γενική τυχαία μεταβλητή SSa ZaZ )1(,   και σ.π.π. )(, Saf . Επιπλέον, συμβολίζουμε με 

)( xthC
τη σ.π.π. του X στο t , )0(

c

x
t  για συνεχείς πιθανότητα χρεοκοπίας με xX 0

, και 

με ),( xtzh j την από κοινού σ.π.π. της ),( XX
X  στο ),( tz , )0,0(  z

c

x
t για χρεοκοπία 

από άλματα δοθέντος xX 0 . 

 

Πρόταση 3.1. 

Η διαδικασία }0{ tX που ορίστηκε στη (3.54)με 00  xX η από κοινού κατανομή του 

χρόνου X και του ελλείμματος τη στιγμή της χρεοκοπίας tX αποτελείται από τα ακόλουθα 

χαρακτηριστικά. 

1. Λόγω συνέχειας (δηλ. 0tX ) 

2. Ένα σημείο
c

x
X   έχει πιθανότητα, 

x
c

X

S

X
eX

c

x
P






 )0,(    

3. Η περιθώρια X δίνετε ως, 

 )(
!

)(
)( ,1

ctxf
n

t
ecxth n

San

St

C
S  








     
(3.55) 

Για 
c

x
t 0 . 

4. Λόγω των αλμάτων (δηλ. 0tX )  

dyctxfyzf
n

t
e

ctxzfextzh

ctx
n

SaSan

St

S

Sa

t

Sj

S

S
















0
,,1

,

)()(
!

)(

)(),(










    

(3.56)  

Για 
c

x
t 0 , 0z . 

Απόδειξη βλέπε: Badescu, Rabehasaina (2011) 

3.3.2 Η πυκνότητα του }0{ 2 
t

Y αποφεύγοντας τη χρεοκοπία. 

Με παρόμοιο τρόπο που γράψαμε τη διαδικασία }0{ tX στη (3.54),έχουμε 

a

tdLdtcdY
t

 2

2

        
(3.57) 
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Όπου με t

a

t LaL )1(  , η }0{ a

tL είναι και αυτή μια σύνθετη διαδικασία Poisson με 

παράμετρο 
S ίδιο με τη }0{ tL  αλλά με προσαρμοσμένη γενική τυχαία μεταβλητή

LLa ZaZ )1(,   και σ.π.π )(, Laf . 

 

Πρόταση 3.2.  

Η διαδικασία }0{ 2 
t

Y όπως ορίστηκε στην (3.57), η κατανομή της διαδικασίας πλεονάσματος 

}0{ 2 
t

Y  στο σημείο u στο χρόνο t , αποφεύγοντας τη χρεοκοπία συνίσταται από τις παρακάτω 

περιπτώσεις:  

I. Ένα σημείο με μάζα πιθανότητας δίνεται από , 
t

ts
ts

y
LeuYYP



 ),0inf( 22

2        
(3.58) 

Για tcyu 22  . 

II. Η πυκνότητα δίνεται από, 

duutyduYYP ts
ts

y ),,(),0inf( 2

22

2



     (3.59) 

Για tcyu 22   
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(3.60) 

Με το πρώτο κλάδο να ισχύει για 0,2  tyu  και ο δεύτερος για u
2

2
2 ,

c

yu
tyu


  

  

 
















 

 












221
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   (3.61) 

και 

dvvzfvyfv
nj

n
yzf
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y
zy jn
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y
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   (3.62) 

Απόδειξη βλέπε: Badescu,Rabehasaina (2011) 
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3.3.3 Ο μετασχηματισμός Laplace του από κοινού χρόνου χρεοκοπίας. 

Τα ώρα θα δώσουμε το κύριο αποτέλεσμα αυτής της υποενότητας το μετασχηματισμό 

Laplace του χρόνου χρεοκοπίας , δηλαδή )),(),(( 21

2

0

1

0)( yyYYIeE 






. 

 

Πρόταση 3.3. 

Στο δισδιάστατο μοντέλο )0},,({ 21 tYY
tt  όπως το ορίσαμε στο 3ο κεφάλαιο με 

0)1( 21  ayyax  , ο μετασχηματισμός Laplace του χρόνου χρεοκοπίας δίνεται από, 

 
)),(),((
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2
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  (3.63) 

Το πρώτο μέρος της εξίσωσης μπορεί να υπολογιστεί ως, 

  



 c

x

yXx

t dtPtPeyyYYIeE
0

221

2
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1
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   (3.64) 

και για 
c

x
t 0  
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)( *
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x
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       (3.65) 

Στη συνέχεια, ορίζουμε )),(),(( 21

2

0

1

0)( 1

1 yyYYIeE 






το μετασχηματισμό Laplace για το 

χρόνο χρεοκοπίας του 1 για τη διαδικασία }0,{ 1 tYt , ο οποίος είναι γνωστός ως η ουρά μιας 

σύνθετης γεωμετρικής κατανομής κάτω από την υπόθεση ότι ισχύει 0 ή η συνθήκη 

(3.42). Η εξίσωση (3.64) είναι το άθροισμα έξι περιπτώσεων. 

 

I. Χρεοκοπία της }0{ tX από συνέχεια. 

A. Καμία ζημιά από την }0{ tS και καμία ζημιά από τη }0{ tL στο διάστημα :],0( X

)( )(
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(3.66) 

B. Καμία ζημιά από την }0{ tS και τουλάχιστον μία από τη }0{ tL στο διάστημα

:],0( X duu
c

x
yIeEec

x
cy

u
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a
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x
sS

),,()( 2
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)(22

1
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(3.67) 

C. Τουλάχιστον μια ζημιά από την }0{ tS και καμία από τη }0{ tL στο διάστημα

:],0( X duxthIeEe C
c

x

tcy
a

a

tL )()(
0

)(
)(

1

)(

1

1

22
 










     (3.68) 
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D. Τουλάχιστον μια ζημιά από την }0{ tS και καμία από τη }0{ tL στο διάστημα

:],0( X dtxthduu
c

x
yIeEe C
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(3.69) 

 

II. Χρεοκοπία της }0{ tX από άλματα. 

a) Καμία ζημιά από την }0{ tL στο διάστημα :],0( X
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(3.70) 

b) Τουλάχιστον μία από τη }0{ tL στο διάστημα :],0( X
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(3.71) 

Απόδειξη βλέπε: Badescu,Rabehasaina (2011) 

 

Πρόταση 3.4. 

Για τη δισδιάστατη στοχαστική διαδικασία )0},,({ 21 tYY
tt η πιθανότητα επιβίωσης του 

πλεονάσματος }0,{ 1 tYt όταν η }0,{ 2 tYt χρεοκοπεί από κοινού με το γεγονός }{ 2 X , 

είναι συνεχής ως προς u και δίνεται από, 
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            (3.72) 

Απόδειξη βλέπε: Badescu,Rabehasaina (2011) 
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ  ΤΕΤΑΡΤΟ 

    

Περί διαδικασίας δισδιάστατου κινδύνου με στρατηγική φράγματος 
μερισμάτων 

 

4.1 Εισαγωγή 

 

 

Στο κλασσικό μοντέλο της θεωρίας κινδύνου, η διαδικασία {U∗(t)}t≥0 πλεονάσματος μιας 

ασφαλιστικής επιχείρησης για 0t είναι 

 

 


)(

1
)(

tN

n nXctutU  

 

όπου το 0u είναι το αρχικό πλεόνασμα της ασφαλιστικής, 0c  είναι ο ρυθμός είσπραξης 

των ασφαλίστρων, )(tN είναι μια διαδικασία απαρίθμησης των ζημιών και η nX  περιγράφει 

το μέγεθος της n-οστής ζημιάς. Υποθέτουμε ότι }0),({ ttN  είναι μια διαδικασία Poisson με 

ένταση 0 , και },..,1,{ nX n είναι μια ακολουθία ανεξάρτητων και ισόνομων τυχαίων 

μεταβλητών και ανεξάρτητες από τη τ.μ. )(tN .  

 

Ο χρόνος χρεοκοπίας της διαδικασίας }0),({ ttU  ορίζεται από το }0)(:0inf{  tUtT , 

που είναι η πρώτη στιγμή όπου η διαδικασία πλεονάσματος πέφτει κάτω από μηδέν. Για να  

εξασφαλιστεί ότι το ενδεχόμενο χρεοκοπίας }{ T  δεν είναι σίγουρο, απαιτείται ο θετικός 

όρος φόρτωσης ασφάλειας )( 1XEc   

  

Ένα μειονέκτημα του παραπάνω μοντέλου είναι ότι η διαδικασία }0),({ ttU  τείνει στο 

άπειρο μακροπρόθεσμα, το οποίο οδηγεί στην ιδέα της ανακατανομής τμήματος του 

πλεονάσματος στους μετόχους της ασφαλιστικής εταιρείας (de Finetti (1957)). Μια από τις 

συνηθέστερα μελετημένες στρατηγικές μερισμάτων είναι η στρατηγική φράγματος (βλ. 

π.χ.Gerber (1979)) όπου όλα τα εισπραττόμενα ασφάλιστρα πληρώνονται στους μετόχους ως 

μέρισμα αμέσως, όποτε το πλεόνασμα φθάνει σε ένα επίπεδο φράγματος b (εφ' όσον δεν 

έχουμε χρεοκοπία). Από μαθηματική άποψη, διαδικασία πλεονάσματος }0),({ ttU με το

0)0(  uU και bu  μπορεί να αποδοθεί από την: 
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btUXdcdt
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Η μελέτη της στρατηγικής φραγμάτων είναι μεγάλου ενδιαφέροντος επειδή είναι γνωστό πως 

βελτιστοποιεί τη μεγιστοποίηση των αναμενόμενων προεξοφλημένων μερισμάτων μέχρι τη 

χρεοκοπία όταν η πυκνότητα της 1X είναι απολύτως μονότονη (π.χ. Loeffen (2008, θεώρημα 

3)). Επιπλέον, για οποιαδήποτε κατανομή ζημιάς, το βέλτιστο φράγμα μερισμάτων είναι 

ανεξάρτητο από το αρχικό επίπεδο πλεονάσματος. Αναφέρουμε ενδεικτικά τις αναθεωρήσεις 
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των Albrecher και Thonhauser (2009) και Avanzi (2009) για τις στρατηγικές μερισμάτων. 

  

Πρόσφατα, υπήρξε αυξανόμενο ενδιαφέρον για την πολυδιάστατη θεωρία κινδύνου στην 

οποία οι διαδικασίες πλεονάσματος πολλών επιχειρήσεων αναλύονται από κοινού. Στα 

πολυδιάστατα μοντέλα κινδύνου, οι συχνότητες ή/και η σφοδρότητα των ασφαλιστικών 

ζημιών πληρωτέων από διαφορετικούς ασφαλιστές συσχετίζονται.  

 

Στην ουσία μια τέτοια κατάσταση προκύπτει όταν οι ασφαλιστές υπόκεινται σε «κοινούς 

κλονισμούς» ως αποτέλεσμα καταστροφικών γεγονότων (π.χ. σεισμοί, τσουνάμι) που 

προκαλούν μεγάλες και συσχετισμένες ζημιές σε ίδιες χρονικές στιγμές, ή όταν μεταφέρει 

ένας ασφαλιστής μέρος των ζημιών του σε έναν ή περισσότερους αντασφαλιστές μέσω μιας 

σύμβασης αντασφάλισης.  

 

Σε αυτό το κεφάλαιο, ακολουθούμε την προηγούμενη διατύπωση, αν και εφαρμογές στην 

τελευταία κατάσταση είναι επίσης δυνατές (βλ. παρατήρηση 1 και παράγραφος 3.3). Θα 

εξετάσουμε δύο κλάσεις κινδύνων, κάθε μια τους έχει μια στρατηγική φράγματος 

μερισμάτων. Η δισδιάστατη διαδικασία πλεονάσματος }0)),()({( 21 ttUtU με αρχικά επίπεδα 

πλεονάσματος ))0(),0((),( 2121 UUuu   και φράγματα μερισμάτων ),( 21 bb  (όπου 110 bu 

και 220 bu  ) και για 2,1k είναι, 
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(4.1) 

 

Εδώ ),( 21 cc είναι οι ρυθμοί είσπραξης των ασφαλίστρων για τις δυο κλάσεις κινδύνων και 

}0),({ 11 ttN , }0),({ 22 ttN  και }0),({ 12 ttN είναι αμοιβαία ανεξάρτητες διαδικασίες 

Poisson με τις αντίστοιχες παραμέτρους ¸λ11, ¸λ22 και λ12. Επιπλέον, },..,1,{ 1  nn , 

},..,1,{ 2  nn και },..,1),,{( 21 nZZ nn είναι αμοιβαία ανεξάρτητες ακολουθίες, 

ανεξάρτητες από τις ανωτέρω τρεις διαδικασίες Poisson και κατανεμημένες ως γενικές 

τυχαίες μεταβλητές 21 ,YY  και ),( 21 ZZ  αντίστοιχα. Για το κάθε 2,1k  η διαδικασία

}0),({ ttNkk
 μετρά τον αριθμό ζημιών που αντιμετωπίζονται από την k -οστή κλάση, μόνο 

για τις ζημιές που προκύπτουν από τα «συνηθισμένα» περιστατικά ζημιών με τη σφοδρότητα 

κατανεμημένη ως kY . Αφ' ετέρου, }0),({ 12 ttN μετρά τον αριθμό «κοινών σοκ» που 

οδηγούν ενδεχομένως εξαρτώμενες ζημιές κατανεμημένες ως ),( 21 ZZ στις δύο επιχειρήσεις. 

Υποτίθεται ότι 21 ,YY  και ),( 21 ZZ είναι θετικές συνεχείς τυχαίες μεταβλητές με τις 

συναρτήσεις αθροιστικής κατανομής )(),( 2211  FF  και )(12 F  αντίστοιχα. Θα ήταν βολικό να 

παρουσιαστεί η )(12 F με μορφή πλειάδας (π.χ.Nelsen (2006)) όπως

))(),((),( 212112 zFzFCzzF  , όπου ),( C είναι μια πλειάδα και )(),( 21   FF  είναι οι 

περιθώριες σ.κ. των 21 , ZZ  αντίστοιχα. Ο χρόνος χρεοκοπίας της k -οστής κλάσης είναι

}0)(:0inf{  tUtT kk . 

 

Παρατήρηση 4.1. 
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Αν υποθέσουμε ότι ),( 21 ZZ είναι το αποτέλεσμα του διαχωρισμού μιας ζημιάςW μεταξύ ενός 

ασφαλιστή και ενός αντασφαλιστή μέσω της αναλογικής αντασφάλισης, δηλ. 

))1(,(),( 21 WaaWZZ   για μια θετική συνεχή τυχαία μεταβλητήW με σ.κ. )(WF  και 

σταθερό a  έτσι ώστε 10  a .  Κατόπιν κάποιος μπορεί να εξισώσει )()( 11
a

z
FzF W

 και

)
1

()( 2
22

a

z
FzF W


  και να εφαρμόσει τη συνμοτονικότητα των πλειάδων },min{),( vuvuC 

για 1,0  vu . Οπότε, η διατύπωσή μας, παρέχει μια ενιαία προσέγγιση για τη μελέτη των 

κοινών σοκ και της αναλογικής αντασφάλισης. Τα παραδείγματα σχετικά με την αναλογική 

αντασφάλιση θα εξεταστούν στην παράγραφο 4.3. 

 

Αντίθετα από το κλασσικό μονοδιάστατο μοντέλο της θεωρίας κινδύνου όπου η χρεοκοπία 

ορίζεται όταν το πλεόνασμα πέφτει κάτω από μηδέν, υπάρχουν διάφοροι τρόποι να οριστεί η 

χρεοκοπία  στη διαδικασία του δισδιάστατου μοντέλου. Οι ακριβείς λύσεις είναι σπάνια 

διαθέσιμες και τα υπάρχοντα αποτελέσματα είναι συνήθως υπό μορφή ασυμπτωτικών (βλέπε 

π.χ. Li (2007, παράγραφος 4), Chen (2011), HU και Jiang (2013). Αριθμητικές μέθοδοι για 

να αξιολογηθούν οι πιθανότητες χρεοκοπίας μπορούν να βρεθούν στους Kaishev και 

Dimitrova (2006),  Kaishev (2008, παράγραφος 4), Dimitrova και Kaishev (201), και 

Castaner (2013). Μια περιεκτική επισκόπηση των διαδικασιών πολυδιάστατου κινδύνου 

δίδεται από τους Asmussen και Albrecher (201, Κεφάλαιο XIII.9). 

 

Μια πρόσφατη εργασία των Czarna και Palmowski (2011) έλαβε υπόψη την επίδραση των 

πληρωμών μερισμάτων στο δισδιάστατο μοντέλο με αναλογική αντασφάλιση. Ένα από τα 

προτεινόμενα μοντέλα τους περιλαμβάνει ένα φράγμα της μορφής btUtaU  )()( 21 , το 

οποίο είναι σαφώς διαφορετικό όσο αφορά την (4.1).  

 

Εντούτοις, αυτοί υπέθεσαν ότι υπάρχει μια μεταφορά  κεφαλαίου μεταξύ των δύο κλάσεων 

όποτε η δισδιάστατη διαδικασία είναι στο φράγμα (Γράφημα 1). Αυτό σημαίνει ότι η 

χρεοκοπία (από την άποψη μιας εξόδου από το θετικό τεταρτημόριο) μπορεί πραγματικά να 

εμφανιστεί λόγω της κύριας μεταφοράς, η οποία είναι σχεδόν ανεπιθύμητη. Σε αυτό το 

κεφάλαιο, θα μελετήσουμε το μοντέλο (4.1) και θα ορίσουμε το χρόνο χρεοκοπίας της 

δισδιάστατης διαδικασίας }0)),()({( 21 ttUtU  να είναι 

 

}0))(),(min(:0inf{),min( 2121  tUtUtTTTOR .  

 

Η βασική ποσότητα ενδιαφέροντος μας είναι τα αναμενόμενα προεξοφλημένα μερίσματα 

μέχρι τον κοινό χρόνο χρεοκοπίας για κάθε μια από τις δύο κλάσεις. Για το κάθε 2,1k , 

στοχεύουμε να υπολογίσουμε, για 2211 0;0 bubu  , 

)),()0(),0((),,;,( 2121))((
0

2121 uuUUdtIeEcbbuuV
kk btU

t
t

kk  






 
(4.2) 

όπου δ είναι η ένταση επιτοκίου. Αξίζει να σημειωθεί ότι ακόμα κι αν δεν υπάρχει κανένα 

κοινό σοκ, τα μερίσματα των δύο κλάσεων είναι ακόμα εξαρτώμενα μέσω του κοινού χρόνου 

χρεοκοπίας ORT . Όπως αναφέρεται ανωτέρω, είναι γενικά πολύ δύσκολο να παραχθούν 

ακριβή αποτελέσματα για τις πολυδιάστατες διαδικασίες κινδύνου. Επομένως, οι παρόμοιες 

διαδικασίες όπως σε Dickson και Waters (1991) μπορούν να εφαρμοστούν για να γίνει μια 

σύνδεση ανάμεσα στο συνεχές χρονικά μοντέλο και σε ένα διακριτό, ευκολότερο προς 
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μελέτη. Κατόπιν κάποιος μπορεί να προσεγγίσει την (4.2) χρησιμοποιώντας την αντίστοιχη 

διακριτή της. 

 

Η δομή του παρόντος κεφαλαίου έχει ως εξής: 

 

Η παράγραφος 4.2 αφορά στην αξιολόγηση του αναμενόμενου προεξοφλημένου μερίσματος 

μέχρι τη χρεοκοπία σε μια διαδικασία διακριτού δισδιάστατου κινδύνου. Παρότι στέκεται 

μόνο του αυτό το μοντέλο, θα δείξουμε πως μπορεί να χρησιμοποιηθεί για να προσεγγίσει το 

συνεχές-χρονικά μοντέλο (4.2) μέσω της διακριτοποίησης των Dickson-Waters με τη 

βοήθεια δισδιάστατης αναδρομής τύπου Panjer. Η προσέγγιση υποστηρίζεται έπειτα από 

μερικές προσομοιώσεις.  

 

Η παράγραφος 4.3 αφορά στη σύγκριση για το πως η εξάρτηση μεταξύ των δύο κλάσεων 

επηρεάζει τα μερίσματα, και αριθμητικά παραδείγματα που περιλαμβάνουν τα κοινά σοκ, 

την αναλογική αντασφάλιση και χρήση διαφορετικών θεωριών πιθανοτήτων.  

 

Η παράγραφος 4.4 παρέχει περισσότερα αριθμητικά παραδείγματα που εστιάζουν στο 

ζευγάρι βέλτιστων φραγμάτων μερισμάτων που μεγιστοποιούν τα αναμενόμενα 

προεξοφλημένα μερίσματα.  

 

Τέλος, η παράγραφος 4.5 έχει μερικές τελικές παρατηρήσεις. 

 

4.2 Μια διακριτή διαδικασία δισδιάστατου κινδύνου με φράγματα μερισμάτων 

 

4.2.1 Το μοντέλο και τα μερίσματα 

 

Σε διακριτό πλαίσιο, εξετάζουμε τη δισδιάστατη διαδικασία }0)),()({(
21

ttUtU dd
 με 

φράγματα μερισμάτων ),( 21 bb , 2,1k , και για ,...,2,1n  

nkXbnU

d

k

d

k XInUnU
nkk

d
k

,)0;)1(( ,

1)1()( 
    

(4.3) 

με το αρχικό κεφάλαιο k

d

k uU )0( (όπου kk bu ,...,1,0 ).  

 

Υποτίθεται ότι το ασφάλιστρο είναι 1 σε κάθε περίοδο, και οι ζημιές },..,1),,{( 21 nXX nn

διαμορφώνουν μια ακολουθία δισδιάστατων τυχαίων διανυσμάτων κατανεμημένα όπως (X1, 

X2) με από κοινού σ.π.π. ),( g  Επιπλέον, τα 1X και 2X  είναι κατανεμημένα στο σύνολο μη 

αρνητικών ακέραιων αριθμών. Η (4.3) συνιστά ότι ένα μέρισμα 1 είναι πληρωτέο στους 

μετόχους της κλάσης k στο χρόνο n :  

1) αν το πλεόνασμα της κλάσης k είναι σε επίπεδο b στο χρόνο 1n και  

2) η μονάδα k  δεν έχει καμία ζημιά στο χρόνο n (Dickson και Waters (2004, παράγραφος 5)).  

 

Για 2,1k , το }0)(:,...)2,1(inf{  nUnT d

k

d

k θα γίνει ο χρόνος χρεοκοπίας του 

,...}1,0),({ nnU d

k (παρατήρηση 2). Εντούτοις, για τιμή χρόνου ίση με 0 οι μεμονωμένες 

διαδικασίες ξεκινούν από το επίπεδο μηδέν χωρίς χρεοκοπία. Για το κάθε 2,1k η συνθήκη 

θετικού κέρδους δίνεται από το 1)( kXE . Ο χρόνος χρεοκοπίας για την κοινή δισδιάστατη 

διαδικασία πλεονάσματος ,...}2,1)),()({(
21

nnUnU dd
ορίζεται έπειτα ως },min{ 21

ddd

k TTT  . 

 



Analysis of Bivariate Stochastic Surplus Processes in Ruin Theory                                                      Σελίδα 97 

Παρατήρηση 4.2.  

 

Κατά τη μελέτη του διακριτού χρονικά μοντέλου της θεωρίας κινδύνου, διαφορετικοί  

ερευνητές προτείνουν διαφορετικούς ορισμούς για την χρεοκοπία ως προς το εάν η επίτευξη 

του επιπέδου μηδέν θεωρείται ως γεγονός χρεοκοπίας. Αλλά ο τρέχων ορισμός (ότι 

φτάνοντας στο μηδέν οδηγούμαστε σε χρεοκοπία) αναμένεται να λειτουργήσει καλύτερα, 

ειδικά όταν εφαρμόζεται ένα διακριτό μοντέλο για να προσεγγιστεί ένα συνεχές (χρονικά) 

(βλ. Dickson και Waters (1991, παράγραφος 8)). 

 

Θέτοντας την ένταση επιτοκίου ίση με   ανά περίοδο, ενδιαφερόμαστε για αναμενόμενη 

προεξοφλημένη πληρωμή μερισμάτων μέχρι τον κοινό χρόνο χρεοκοπίας για κάθε μια από 

τις δύο κλάσεις. Για το κάθε 2,1k , ορίζουμε, 2211 ,...,1,0,,...,1,0 bubu  , 

)),()0(),0((),,;,( 2121)0;)1((12121
,

uuUUIeEbbuuV
nkk

d

k

d

k XbnU

t

n

nd 


  (4.4) 

Προκειμένου να μελετηθεί η παραπάνω ποσότητα, μπορούμε να προσαρμόσουμε όλα τα 

πιθανά γεγονότα στο χρόνο 1. Διακρίνονται 4 περιπτώσεις με βάση τα επίπεδα αρχικού 

κεφαλαίου : 

 

1) Για 1,...,1,0;1,...,1,0 2211  bubu το ασφάλιστρο 1.ν.μ και για τις δυο κλάσεις θα 

προστεθεί στο πλεόνασμα και κανένα μέρισμα δεν είναι πληρωτέο στο χρόνο 1. Εάν οι 

ζημιές 11X και 21X δεν είναι μεγαλύτερες από 1u και 2u  αντίστοιχα, τότε η δισδιάστατη 

διαδικασία θα συνεχιστεί και θα υπάρξουν πιθανά μελλοντικά μερίσματα, διαφορετικά 

εμφανίζεται χρεοκοπία και κανένα μέρισμα δεν θα πληρωθεί. Για 2,1k  θα έχουμε 
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  (4.5) 

 

2) Για 1,...,1,0; 2211  bubu , το πρώτο ασφάλιστρο της κλάσης 1k  θα πληρωθεί ως 

μέρισμα εάν δεν υπάρχει ζημιά για αυτήν τη κλάση. Και οι δύο κλάσεις θα επιζήσουν στο 

χρόνο 1 εάν οι αξιώσεις 11X και 21X  δεν είναι μεγαλύτερες από 11 b  και 2u  αντίστοιχα, 

οδηγώντας σε πιθανά μελλοντικά μερίσματα. Αυτό οδηγεί στην 
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3) Για 2211 ;1,...,1,0 bubu  , οι αναλύσεις είναι ίδιες με εκείνες στην περίπτωση 2 εκτός 

από το ότι οι ρόλοι των κλάσεων 1 και 2 αντιστρέφονται. Οπότε έχουμε, 
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    (4.8) 
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  (4.9) 

 

4) 2211 ; bubu  , κάθε κλάση θα πληρώσει το 1 ν.μ. ως μέρισμα εάν δεν είχε καμία ζημιά, 

συν τα πιθανά μελλοντικά μερίσματα εάν και οι δύο κλάσεις επιζήσουν στο χρόνο 1. Αυτό 

οδηγεί 
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(4.1) 
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(4.11) 

 

Καταλήγοντας, για σταθερά 1b  και 2b , οι 21bb εξισώσεις (4.5) για 1k , 2b εξισώσεις (4.6), 

1b εξισώσεις (4.8) και η ενιαία εξίσωση (4.1) διαμορφώνει ένα σύστημα )1)(1( 21  bb

γραμμικών εξισώσεων για το },...,1,0;,...,1,0:),;,({ 22121211 bububbuuV d  μπορεί να λυθεί 

από την (4.5) για 2k , (4.7), (4.9) και (4.11). 

 

4.2.2 Παραγωγή της προσέγγισης 

 

Ο στόχος μας είναι να προσεγγίσουμε τα αναμενόμενα προεξοφλημένα μερίσματα kV που 

ορίστηκαν στην (4.2) για το συνεχές χρονικό πρότυπο (4.1) χρησιμοποιώντας το 
d

k
V  της 

(4.4) για το διακριτό χρονικά πρότυπο (4.3). Για αυτόν τον λόγο, ακολουθούμε παρόμοια 

βήματα με τους Dickson και Waters (1991), οι οποίοι μελέτησαν τις πεπερασμένες χρονικά 

πιθανότητες επιβίωσης. Στα παρόντα δισδιάστατα πλαίσια, υπάρχουν πρόσθετες περιπλοκές 

σχετικά με τη χρήση της θεωρίας πιθανοτήτων καθώς επίσης και δισδιάστατης αναδρομής 

κατά Panjer (βλ. παράγραφος 4.2.3). Η παραγωγή της προσέγγισης αποτελείται από τα 

ακόλουθα τέσσερα βήματα. 
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1) Βήμα 1: Αλλαγή της νομισματικής μονάδας 

 

Κατ' αρχάς, εφαρμόζουμε μια αλλαγή της νομισματικής μονάδας στο συνεχές πρότυπο (4.1). 

Ιδίως, για μερικές θετικές σταθερές 1 και 2  (γνωστά όπως παράγοντες κλίμακας), ορίζουμε 

τις τυχαίες μεταβλητές 1)1(

kkk YY   και kkk ZZ 1  για 2,1k . Εάν το ),;,( 2121

)1( bbuuVk

περιγράφει τα αναμενόμενα προεξοφλημένα μερίσματα για τη κλάση k στο συνεχές μοντέλο 

με τα γενικά άλματα )2(

2

)1(

1 ,YY  και ),( )2(

2

)1(

1 ZZ ,έντασης Poisson 2211, και 2,1 , ένταση 

επιτοκίου δ, ρυθμό είσπραξης ασφαλίστρων ),( 2211 cc  αρχικά επίπεδα πλεονάσματος

),( 21 uu , και επίπεδα φραγμάτων ),( 21 bb , τότε το 
kV στην (4.2) ικανοποιεί την παρακάτω 

σχέση.  

),;,(
1

),;,( 22112211

)1(

2121 bbuuVbbuuV k

k

k 




    

(4.12) 

2) Βήμα 2: Διακριτοποίηση του )2(

2

)1(

1 ,YY , )1(

1Z και )2(

2Z  

 

Οι τυχαίες μεταβλητές )2(

2

)1(

1 ,YY , )1(

1Z και )2(

2Z στο βήμα 1 διακριτοποιούνται στο ,...}1,0{ για 

να δώσουν τις διακριτοποιημένες )2(

2

)2(

1 ,YY , )2(

1Z και )2(

2Z . H κατανομή μάζας πιθανότητας 

του )2(

2Y ,για 2,1k και για ,...1,0i  είναι 

 

 



 k

k

k

k

i

i kk

i

i kkkkk dyyFdyyFih 







 1

1

))()(()(

     

(4.13) 

Για το διακριτοποιημένο τυχαίο διάνυσμα ),( )2(

2

)2(

1 ZZ , εφαρμόζουμε την ίδια θεωρία  

πλειάδων ),( C ,επομένως, η από κοινού σ.π.π. ),( )2(

2

)2(

1 ZZ ,δηλαδή ),(12 jih , μπορεί να 

υπολογιστεί από τη σχετική κοινή αθροιστική συνάρτηση κατανομής. Για ,...1,0, ji  

 

  
 

 
 1

1

2

2

1 1

210 0 112 )()((),( 








i

i

i

i

i

k

j

l
dyyFdyyFClkh

   

(4.14) 

 

Εάν )2(

2

)2(

1 ,YY  και ),( )2(

2

)2(

1 ZZ  είναι καλές προσεγγίσεις του )2(

2

)1(

1 ,YY και ),( )1(

2

)1(

1 ZZ  (δηλ. 

όταν 1 και 2 είναι μεγάλα τιμές), τότε 

),;,(),;,( 2121

)1(

2121

)2( bbuuVbbuuV kk
  

Και από την 4.12 παίρνουμε, 

),;,(
1

),;,( 22112211

)2(

2121 bbuuVbbuuV
k

k

k 




    

(4.15) 

 

3) Βήμα 3: Αλλαγή της χρονικής μονάδας 

 

Αλλάζουμε τώρα τη χρονική μονάδα του συνεχούς μοντέλου με τις διακριτές ζημιές στο 

βήμα 2 τέτοιες ώστε ο ρυθμός είσπραξης των ασφαλίστρων ανά μονάδα χρόνου να είναι 1. 

Για να επιτευχθεί αυτό, τα 1 και 2 που εισήχθηκαν στο βήμα 1, επιλέγονται έτσι ώστε 

2211 cc   . Το μοντέλο στο βήμα 2 είναι ισοδύναμα με ένα μοντέλο στο οποίο τα διακριτά 
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γενικά άλματα είναι )2(

2

)2(

1 ,YY και ),( )2(

2

)2(

1 ZZ , οι εντάσεις Poisson είναι 
11

11

c


, 

11

22

c


και 

11

12

c


, 

η ένταση επιτοκίου είναι 
11c


  , τα ασφάλιστρα είναι )1,1( , τα αρχικά επίπεδα 

πλεονάσματος είναι ),( 21 uu ,και τα επίπεδα φραγμάτων είναι ),( 21 bb . Από τα παραπάνω 

μπορεί εύκολα να προκύψει η 

),;,(),;,( 2121

)2(

2121

)3( bbuuVbbuuV kk
  

και από τη 4.15 οδηγούμαστε στην 

 

),;,(
1

),;,( 22112211

)3(

2121 bbuuVbbuuV
k

k

k 




    

(4.16) 

 

4) Βήμα 4: Αντικατάσταση του συνεχούς-χρονικά προτύπου από διακριτό πρότυπο 

 

Σε αυτό το τελικό βήμα, το συνεχές μοντέλο με διακριτές ζημιές στο βήμα 3 αντικαθίσταται 

από ένα διακριτό (στον οποίο το γεγονός της καταστροφής και η πληρωμή του μερίσματος 

(ενδεχομένως) ελέγχονται μόνο μια φορά ανά περίοδο). Κάποιος μπορεί έπειτα να 

προσεγγίσει το ),;,( 2121

)3( bbuuV
k

ως 

 

),;,(),;,( 2121

)(

2121

)3( bbuuVbbuuV d

kk
       

 (4.17) 

 

όπου ),;,( 2121

)( bbuuV d

k ορίζεται στην (4.4) με ένταση επιτοκίου 
11c


  και για 2,1k  

 

  


kk kkM

n

M

n nknkk ZYX
1 1

)2(

,

)2(

,        
(4.18)  

 

Εδώ το kkM ακολουθεί μια κατανομή Poisson με ένταση 
11c

kk
kk




  ενώ 12M  ακολουθεί μια 

κατανομή Poisson με μέσο 
11

12
12

c


  . Επιπλέον, ,...}1,0),({ )2(

, nnY nk είναι ανεξάρτητη και 

ισόνομη με τη μεταβλητή 2

kY , και ,...}2,1)),(),({( )2()2(

,2,1
nnZnZ

nn
είναι επίσης ανεξάρτητες και 

ισόνομες με το γενικό διάνυσμα )(),(( )2()2(

,2,1
nZnZ

nn
. Επιπλέον, 122211 ,, MMM , 

,...}2,1,{( )2(

,1
nY

n
, ,...}2,1,{( )2(

,2
nY

n
και ,...}2,1)),(),({( )2()1(

,2,1
nnZnZ

nn
είναι όλα αμοιβαία 

ανεξάρτητα. Ως εκ τούτου 1X και 2X  είναι εξαρτημένες σύνθετες τυχαίες μεταβλητές 

Poisson. Όταν το 1 (συνεπώς και το 2 ) είναι «μεγάλα», τα χρονικά διαστήματα μεταξύ των 

σημείων όπου τα επίπεδα πλεονάσματος ελέγχονται είναι μικρά, δεδομένου ότι η μονάδα 

χρόνου στο παρόν βήμα είναι ισότιμη με το 
11

1

c
της χρονικής μονάδας του αρχικού 

συνεχούς μοντέλου (4.1). Τότε η 4.17 θα αποτελεί καλή προσέγγιση. Από την 4.16 έχουμε 
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),;,(
1

),;,( 22112211

)(

2121 bbuuVbbuuV d

k

k k





    

(4.19) 

όπου θα πρέπει 22112211 ,,, bbuu  να είναι ακέραιοι αριθμοί. 

 

Ο τύπος 4.19 προτείνει ότι η αριστερή πλευρά του, δηλαδή τα αναμενόμενα προεξοφλημένα 

μερίσματα 
kV στην (4.2) για το συνεχές μοντέλο (4.1), μπορεί να προσεγγιστεί από τη δεξιά 

πλευρά του που αφορά στο 
d

k
V της (4.4) για το πρότυπο (4.3). Απομένει να αξιολογηθεί η 

από κοινού σ.π.π. ),( 21 XX , προκειμένου να εφαρμοστούν τα αποτελέσματα στην παράγραφο 

4.2.1 για να βρεθεί το 
d

k
V . Αυτό θα είναι το περιεχόμενο της επόμενης υποενότητας, μέσω 

της αναδρομής κατά Ρanjer. 

 

4.2.3 Δισδιάστατη αναδρομή Panjer για τις εξαρτώμενες σύνθετες κατανομές Poisson 

 

Βάσει του τυχαίου διανύσματος ),( 21 XX της (4.18) και με μια ελαφριά τροποποίηση των 

αποτελεσμάτων των Walhin και Paris (2000, παράγραφος 4) που θεώρησαν πως όπου )2(

1Z και
)2(

2Z είναι ανεξάρτητα και κατανεμημένα ως )2(

1Y και )2(

2Y αντίστοιχα, μπορεί να αποδειχθεί 

πως 

 

)),(ˆ1())(ˆ1()(ˆ1(exp(),(ˆ
121222221111 srhshrhsrg    

Όπου )()(ˆ),(ˆ
2202211011 jhsshihrh

j

j

i

i 







 και  










0 12012 ),(),(ˆ
i

j

j

i jihsrsrh  

Και είναι οι πιθανογεννήτριες συναρτήσεις των )(),(),( 122211  hhh οι οποίες έχουν οριστεί 

στην 4.13. και 4.14 στο βήμα 2 και 
11c

ii
ii




  2,1i όπως στο βήμα 4. Παραγωγίζοντας τη 

παραπάνω σχέση ως προς r , πολλαπλασιάζοντας ως προς r και εξισώνοντας τους 

συντελεστές ir καταλήγουμε ότι για ,...1,0,...;2,1  ji , 

   


i

k

i

l

i

k
jkiglkh

i

k
jkigkh

i

k
jig

1 0 12121 1111 )1,(),(),()(),( 
  

(4.20) 

Ομοίως: 

   


i

k

i

l

i

k
jkiglkh

i

k
jkigkh

i

k
jig

1 0 12121 2222 )1,(),(),()(),( 
  

(4.21) 

Με αρχική τιμή 

 

))0,0(1())0(1()0(1(exp()0,0(ˆ
121222221111 hhhg      (4.22) 

 

4.2.3 Αριθμητικές απεικονίσεις της προσέγγισης 

 

Σε αυτή την υποενότητα στοχεύει στην επίδειξη της ποιότητας της προσέγγισης της 

παραγράφου 4.2. Καθώς η ίδια προσέγγιση θα χρησιμοποιηθεί στις διάφορες αριθμητικές 

απεικονίσεις για το υπόλοιπο του κεφαλαίου, τονίζoνται οι προγραμματισμένες εργασίες που 

χρειάζονται για την προσέγγιση του ),;,( 2121 bbuuVk για 2,1k  



Analysis of Bivariate Stochastic Surplus Processes in Ruin Theory                                                      Σελίδα 102 

 

 Ορισμός των παραμέτρων και των υποθέσεων κατανομών του συνεχούς χρονικά 

μοντέλου (4.1).τα οποία περιλαμβάνουν τις εντάσεις είσπραξης των ασφαλίστρων, τις 

εντάσεις Poisson, τις σ.κ., copula ),( C και την ένταση επιτοκίου δ για τη συνάρτηση 

των μερισμάτων (4.2). 

 Επιλογή των παραγόντων κλίμακας  ),( 21   έτσι ώστε τα 22112211 ,,, bbuu  να 

είναι ακέραιοι αριθμοί, και 2211 cc   . 

 Εφαρμογή των (4.13) και (4.14) για την εύρεση των 2,1),(  ihii
 Με 

11

11
11

c


  ,

11

22
22

c


   και 

11

12
12

c


  εύρεση της ),( g αναδρομικά χρησιμοποιώντας (2.18) και 

(4.21) με αρχική τιμή (4.22). 

 Θέτουμε 
11c


  . Εφαρμόζουμε τις (4.5) - (4.11) (αντικαθιστώντας τα 21,bb με 

2211 ,  cc ) 

για να υπολογιστούν τα },...,1,0;,...,1,0:),;,({ 222111221121

)(

1
bububbuuV d    και 

},...,1,0;,...,1,0:),;,({ 222111221121

)(

2
bububbuuV d   .  

 Εφαρμογή της (2.17) για να βρούμε προσεγγιστικά τα ),;,( 2121 bbuuVk για 2,1k  

 

Αξίζει να σημειωθεί ότι όσο οι παράγοντες κλίμακας β1 και β2 αυξάνονται (έτσι ώστε 

β1c1=β2c2), η προσέγγιση της συνεχούς-χρονικά δισδιάστατης διαδικασίας από μιας 

διακριτής γίνεται ακριβέστερη επειδή 1) η διακριτοποίηση στο βήμα 2 στην παράγραφο 4.2.2 

γίνεται λεπτομερέστερη και 2) η διακριτή χρονικά διαδικασία προσέγγισης στο βήμα 4 

ελέγχεται συχνότερα (και έρχεται πιο κοντά στο συνεχές πρότυπο). 

  

Παράδειγμα 1 

 

Σε αυτό το παράδειγμα, υποθέτουμε ότι οι εντάσεις Poisson είναι 1122211   και 

ρυθμοί είσπραξης ασφαλίστρων 8,21 c και 2,42 c Η κλάση 1 υπόκειται σε ζημιές με την  

σ.π.π.  yeyfyf 8,0

111 8,0)()( 

  και οι ζημιές για τη κλάση 2 έχουν σ.π.π. 
yeyfyf 5,0

222 5,0)()( 

  . Με μέσες τιμές να είναι 1.25 και 2 αντίστοιχα. Στην περίπτωση 

ενός κοινού σοκ, υποτίθεται ότι 1 και 2  είναι ανεξάρτητες μεταξύ τους, δηλ. ότι 

εφαρμόζεται uvvuC ),( για 1,0  vu . Οι συνθήκες θετικού κέρδους 

)()(5,28,2 1121111 ZEYEc   και )()(42,4 2122222 ZEYEc   ικανοποιούνται.  

 

Η ένταση επιτοκίου έστω ότι είναι δ= 0.05 και οι τιμές φραγμάτων είναι σταθερές 221  bb

(βλ. παράγραφο 5 για εξήγηση σχετικά με την επιλογή των χαμηλών φραγμάτων). Σύμφωνα 

με τις υπολογιστικές διαδικασίες που περιγράφονται σε αυτή την υποενότητα, απαιτούμε 

2211 cc   , ή ισοδύναμα 21 5,1   . Οι προσεγγισμένες τιμές των αναμενόμενων 

προεξοφλημένων μερισμάτων για τις δύο κλάσεις που χρησιμοποιούν διαφορετικά ζευγάρια 

τιμών ),( 21  δίνονται στους Πίνακες 2.1 (α) και (β). 
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V1 

(β1, β2) = (3, 2)  

V2 

(β1, β2) = (3, 2) 

u1          u2 0 1 2  u1          u2 0 1 2 

0 0,425 0,486 0,507  0 0,957 1,493 2,268 

1 0,832 0,971 1,024  1 1,193 1,869 2,717 

2 1,526 1,721 1,805  2 1,267 2,003 2,886 

(β1, β2) = (6, 4)  (β1, β2) = (6, 4) 

u1          u2 0 1 2  u1          u2 0 1 2 

0 0,417 0,473 0,491  0 0,956 1,496 2,276 

1 0,826 0,958 1,003  1 1,187 1,869 2,725 

2 1,524 1,716 1,79  2 1,253 1,99 2,882 

(β1, β2) = (15, 1)  (β1, β2) = (15, 1) 

u1          u2 0 1 2  u1          u2 0 1 2 

0 0,413 0,467 0,482  0 0,958 1,501 2,285 

1 0,824 0,951 0,991  1 1,184 1,87 2,733 

2 1,526 1,715 1,782  2 1,245 1,984 2,881 

(β1, β2)  = (30, 20)  (β1, β2)  = (30, 20) 

u1          u2 0 1 2  u1          u2 0 1 2 

0 0,412 0,465 0,479  0 0,958 1,503 2,289 

1 0,823 0,949 0,987  1 1,184 1,871 2,736 

2 1,527 1,715 1,78  2 1,243 1,982 2,881 

(β1, β2)  = (60, 40)  (β1, β2)  = (60, 40) 

u1          u2 0 1 2  u1          u2 0 1 2 

0 0,411 0,464 0,478  0 0,959 1,504 2,291 

1 0,823 0,948 0,985  1 1,184 1,872 2,738 

2 1,527 1,715 1,778  2 1,242 1,981 2,881 

Πίνακες 2.1(α) κ (β) Προσεγγισμένες τιμές των αναμενόμενων προεξοφλημένων μερισμάτων 
 
 

V1 

u1               
u2 

0 1 2 
 

V2 

u1             
u2  

0 1 2 

0 0,411 0,463 0,476  0 0,959 1,506 2,292 

1 0,823 0,945 0,983  1 1,182 1,87 2,739 

2 1,527 1,715 1,777  2 1,24 1,979 2,88 

Πίνακες 2.2. (α) κ (β) Προσομοιωμένα μερίσματα για τις δύο κλάσεις 

 

Από τον πίνακα 2.1, είναι σαφές ότι για ένα δεδομένο σύνολο ),( 21  , οι συναρτήσεις 

μερισμάτων και για τις δύο κλάσεις αυξάνονται στα αρχικά επίπεδα πλεονάσματος 1u  και 2u
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όπως και θα ‘πρεπε. Όταν αυξάνουμε τις τιμές ),( 21  για κάθε σταθερό ζευγάρι των 

αρχικών επιπέδων πλεονάσματος ),( 21 uu , οι τιμές μερισμάτων της κλάσης 1 πάντα 

μειώνονται (εκτός από όταν )0,2(),( 21 uu ) εκτιμώντας ότι εκείνοι της κλάσης 2 είτε 

αυξάνονται είτε μειώνονται. Σε όλες τις περιπτώσεις, τα μερίσματα και για τις δύο κλάσεις 

φαίνεται να αλλάζουν όσο τα ),( 21  αυξάνονται.  

 

Για να ελέγξουμε περαιτέρω τα αποτελέσματα, πρέπει επίσης να γίνουν μερικές 

προσομοιώσεις στους πρότυπους πίνακες συνεχούς-χρονικά ρίσκου 2.2 (α) και (b) για το 

μέρισμα της συνάρτησης των δύο κλάσεων. Στον πίνακα 2.2, κάθε ζευγάρι ),( 21 VV

υπολογίζεται χρησιμοποιώντας 1.000.000 δείγματα παραγμένα μέχρι τον κοινό χρόνο 

χρεοκοπίας. Συγκρίνοντας τον πίνακα 2.1 με τον πίνακα 2.2, μπορούμε να δούμε τους 

παράγοντες κλίμακας )40,60(),( 21  να δίνουν καλά αποτελέσματα: οι τιμές μερισμάτων 

είναι πάντα οι ίδιες μέχρι τουλάχιστον δύο δεκαδικά ψηφία.  

 

Εντούτοις, τα αποτελέσματα προσομοίωσης είναι μερικές φορές λίγο μεγαλύτερα ή  λίγο 

μικρότερα από τις διακριτού τύπου προσεγγίσεις. Επομένως, κάποιος δεν μπορεί να 

αποφανθεί αν η προσέγγισή μας τείνει να υποτιμήσει ή να υπερεκτιμήσει την αληθινή αξία 

των μερισμάτων, δηλ. ούτε ο αντίκτυπος των καθυστερημένων μερισμάτων ούτε η 

παρατεταμένη επιβίωση δεν είναι πάντα κυρίαρχα. Εν τούτοις, για κάθε σταθερό ζευγάρι των 

αρχικών επιπέδων πλεονάσματος ),( 21 uu , οι προσεγγισμένες τιμές στον πίνακα 2.1 

πλησιάζουν την αντιστοιχία προσομοιωμένων τιμών στον πίνακα 2.2 είτε προς τα πάνω είτε 

προς τα κάτω, καθώς αυξάνεται το ),( 21  . 

 

4.3 Διαφορετικοί τύποι εξαρτήσεων  

 

Σε αυτό το τμήμα, εξετάζουμε τη δισδιάστατη διαδικασία κινδύνου (4.1) στην οποία οι δύο 

κλάσεις κινδύνων υπάγονται στους διαφορετικούς τύπους εξαρτήσεων μέσω μερικών 

αριθμητικών παραδειγμάτων. Αυτοί περιλαμβάνουν (ι) τα κοινά σοκ (ii) τη θεωρία 

πιθανοτήτων και (iii) αναλογική αντασφάλιση. Σε όλο αυτό το τμήμα, οι τιμές των 

φραγμάτων 221  bb  θα εφαρμοστούν επειδή θα χρησιμοποιηθούν υψηλοί παράγοντες 

κλίμακας ),( 21   (βλ. τελικές παρατηρήσεις στην παράγραφο 4.5). 

 

4.3.1 Διαφορετικά επίπεδα κοινών σοκ 

 

 

Παράδειγμα 2  

 

Σε αυτό το παράδειγμα, στοχεύουμε στην εξέταση του αντίκτυπου των διαφορετικών 

επιπέδων κοινών σοκ στα μερίσματα με ποικιλία των τιμών ¸ 2211,  και 12 κρατώντας 

σταθερά τα 212221211   , δηλ. η κάθε μία κλάση κινδύνου υπόκειται στο ίδιο 

συνολικό ποσοστό άφιξης ζημιών ίσο με 2. Χρησιμοποιούμε τις συναρτήσεις πυκνότητας

)(sin8)()( 22

111 yeyfyf y

  , yy yeyeyfyf 926,02

222 9
4

3
6,0

4

1
)()( 

   .Αυτές οι δύο 

κατανομές έχουν ρητούς μετασχηματισμούς Laplace, και χρησιμοποιήθηκαν από τους 

Cheung και Drekic (2008). Και οι δύο έχουν μέση τιμή 1, και διακύμανση το 0.50 και 1.80 
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αντίστοιχα. Ενώ η )(22 yf  αντιπροσωπεύει μια μίξη 2 κατανομών Erlang, η λιγότερο γνωστή 

)(11 yf είναι η σ.π.π. κατανομής ημιτόνου με χαμηλή μεταβλητότητα.  

 

Οι υπόλοιπες πρότυπες υποθέσεις είναι ίδιες με εκείνες στο παράδειγμα 1: 1Z  και 2Z  είναι 

ανεξάρτητα σε περίπτωση κοινού σοκ, η ένταση επιτοκίου 05,0  είναι, και οι τιμές των 

φραγμάτων είναι 221  bb . Χρησιμοποιώντας παράγοντες κλίμακας (β1,β2) = (60,40), 

ακολουθούμε τις διαδικασίες προσέγγισης που περιγράφονται στην αρχή από την παράγραφο 

2.4 και οι τιμές από τα προκύπτοντα μερίσματα παρατίθενται στους πίνακες 3.1 (α) και (β). 

Οι πίνακες αρχίζουν με ακραία περίπτωση 22211   και 012  . Κατόπιν καθώς 

κινούμαστε κάτω από τους πίνακες, τα 11  και 22  μειώνονται κατά 0.5 ενώ το 12  

αυξάνεται κατά 0.5 κάθε φορά, έως ότου φθάσουμε σε μια άλλη ακραία περίπτωση όπου θα 

είναι 02211   και 212  . Η τελευταία περίπτωση δείχνει ότι οι δύο μονάδες υπόκεινται 

μόνο στα κοινά σοκ. 
 

V1 

λ11 = λ22 = 2, λ12 = 0  

V2 

λ11 = λ22 = 2, λ12 = 0 

u1          u2 0 1 2  u1          u2 0 1 2 

0 0,26 0,303 0,308  0 0,906 1,401 2,113 

1 0,689 0,801 0,816  1 1,637 2,458 3,318 

2 1,404 1,601 1,627  2 1,946 2,91 3,846 

λ11 = λ22 = 1.5, λ12 = 0.5  λ11 = λ22 = 1.5, λ12 = 0.5 

u1          u2 0 1 2  u1          u2 0 1 2 

0 0,305 0,342 0,347  0 1,041 1,538 2,26 

1 0,769 0,873 0,886  1 1,799 2,621 3,483 

2 1,503 1,688 1,712  2 2,092 3,067 4,005 

λ11 = λ22 = 1, λ12 = 1  λ11 = λ22 = 1, λ12 = 1 

u1          u2 0 1 2  u1          u2 0 1 2 

0 0,358 0,387 0,39  0 1,193 1,686 2.417 

1 0,857 0,95 0,962  1 1,971 2,791 3.655 

2 1,609 1,781 1,803  2 2,244 3,231 4.170 

λ11 = λ22 = 0.5, λ12 = 1.5  λ11 = λ22 = 0.5, λ12 = 1.5 

u1          u2 0 1 2  u1          u2 0 1 2 

0 0,419 0,437 0,439  0 1,365 1,845 2,584 

1 0,955 1,035 1,045  1 2,156 2,969 3,834 

2 1,722 1,88 1,9  2 2,402 3,401 4,341 

λ11 = λ22 = 0, λ12 = 2  λ11 = λ22 = 0, λ12 = 2 

u1          u2 0 1 2  u1          u2 0 1 2 

0 0,49 0,493 0,494  0 1,558 2,018 2,763 

1 1,062 1,127 1,135  1 2,352 3,155 4,022 

2 1,842 1,986 2,004  2 2,566 3,578 4,519 

 

Πίνακες 3.1(α) και (β): Προσέγγιση μερισμάτων σε δύο μονάδες για διαφορετικά επίπεδα 

από κοινά σοκ. 
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Από τον πίνακα 3.1 βλέπουμε ότι οι τιμές μερισμάτων και για τις δύο μονάδες αυξάνονται 

όσο αυξάνεται το ποσοστό κοινών κλονισμών. Αυτό μπορεί να ερμηνευθεί ως εξής. Για την 

περίπτωση όπου λ11 = λ22 = 2 και λ12 = 0, οι διαδικασίες πλεονάσματος των δύο μονάδων 

είναι πράγματι ανεξάρτητες, και ο μέσος συνολικός αριθμός των γεγονότων αξίωσης ανά 

χρόνου μονάδων, δηλαδή λ11 + λ22 + λ12, είναι 4.  

 

Καθώς κινούμαστε προς την πιο εξαρτώμενη περίπτωση όπου λ11 = λ22 = 0 και λ12 = 2 όπου 

υπάρχουν μόνο κοινοί κλονισμοί, ο μέσος συνολικός αριθμός των γεγονότων αξίωσης ανά 

χρόνο μονάδων μειώνεται σε 2. 

 

Μια άλλη ερμηνεία των αποτελεσμάτων μας είναι ότι όταν δεν υπάρχει κανένας κοινός 

κλονισμός, μια από τις μονάδες έχει στην πραγματικότητα θετικό πλεόνασμα στον κοινό 

χρόνο Τ καταστροφών αλλά κανένα περαιτέρω μέρισμα δεν πληρώνεται, δηλ. η κατάσταση 

δεν είναι ευνοϊκή. Αντίθετα, όταν κοινοί κλονισμοί είναι συχνότεροι, είναι πιθανότερο ότι 

και οι δύο μονάδες έχουν αρνητικό πλεόνασμα στον κοινό χρόνο Τ καταστροφών ούτως ή 

άλλως, δηλαδή υπάρχει μικρότερη πιθανότητα κατασπατάλησης πόρων. Αυτές οι 

παρατηρήσεις συμπληρώνουν τα αριθμητικά αποτελέσματα του Gong (2012, Γράφημα 1) ο 

οποίος μελέτησε την κοινή πιθανότητα καταστροφών ελλείψει μερισμάτων. 

 

4.3.2 Διαφορετικές θεωρίες πιθανοτήτων (θ.π.) 

 

Σε αυτήν την υποενότητα, εφαρμόζουμε διαφορετικές παραμετρικές θεωρίες πιθανοτήτων 

για να περιγράψουμε την εξάρτηση μεταξύ Z1 και Z2 όταν ένα κοινό σοκ χτυπά και τις δύο 

μονάδες. Τρεις θεωρίες πιθανοτήτων θα εξεταστούν:  

(1) η Ali-Mikhail-Haq (AMH) θεωρία πιθανοτήτων (π.χ. Nelsen (2006, ασκήσεις 2.14 (δ) και 

5.1))  

(2) η θεωρία πιθανοτήτων των Farlie-Gumbel-Morgenstern (FGM) (π.χ. Nelsen (2006, 

παραδείγματα 3.12 και 5.2)) και  

(3) η Γκαουσσιανή (ή κανονική) θεωρία πιθανοτήτων (π.χ. Denuit και λοιποί (2005, 

κεφάλαιο 4.3.3 και άσκηση 5.4.6)). Ο ορισμός κάθε θεωρίας πιθανοτήτων καθώς και του 

συντελεστή βαθμού συσχέτισης του Kendall (ή αλλιώς Kendall’s tau τ) συνοψίζονται στον 

πίνακα 3.2. 
 

Copula C(u, v) for 0 ≤ u, v ≤ 1 Range of θ Kendall’s tau τ Range of τ 

AMH 
uv

1 − θ(1 − u)(1 − v)
 −1 ≤ θ ≤ 1 

3θ−2

3θ
 - 
2(1−θ)2 ln(1−θ)

3θ2
 

−0,18173 ≤ τ ≤ 

0,33333 

FGM uv + θuv(1 − u)(1 − v) −1 ≤ θ ≤ 1 
2

9
 θ 

−0,22222 ≤ τ ≤ 

0,22222 

Gaussian Φθ(Φ−1 (u), Φ −1 (v)) −1 ≤ θ ≤ 1 
2

𝜋
 arcsin θ −1 < τ < 1 

 

Πίνακας 3.2  Θεωρίες πιθανοτήτων και συντελεστές βαθμού συσχέτισης Kendall. 

  

Εξ ορισμού στη Γκαουσσιανή θεωρία πιθανοτήτων )( είναι η κανονική κατανομή, ενώ το 

),(  αντιπροσωπεύει την πολλαπλασιαστική κανoνική κατανομή με τη συνδιακύμανση µ. 

Και στις τρεις θεωρίες πιθανοτήτων, το 0  αφορά στην περίπτωση της ανεξαρτησίας 

(δηλ. uvvuC ),(  για 1,0  vu ), και το προκύπτον tau του Kendall είναι μηδέν. Αξίζει να 

σημειωθεί ότι και οι 3 θεωρίες πιθανοτήτων έχουν μια παράμετρο. Αυτό σημαίνει πως, από 
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την άποψη της βαθμολόγησης, εάν μια από αυτές τις θεωρίες πιθανοτήτων κριθεί ως 

κατάλληλη για ένα δεδομένο σύνολο στοιχείων, τότε η παράμετρος προκύπτει με απλό τρόπο 

μόλις υπολογιστεί ο βαθμός συσχετισμού του Kendall (βλ. π.χ. McNeil (2005, παράγραφος 

5.5.1)).  
 

Η εφαρμογή των θεωριών ως εργαλεία για τη διαχείριση ρίσκου στα οικονομικά και 

ασφαλιστικά συζητήθηκε εκτενώς από διαφόρους, μεταξύ των οποίων οι Embrechts (2002, 

2003), Valdez(1998), Klugman και Parsa (1999)  και Trivedi και Zimmer (2005) για γενικές 

αναλογιστικές εφαρμογές κα την προσαρμογή απωλειών από διμερείς κατανομές με τη 

θεωριών πιθανοτήτων. Οι λόγοι για την επιλογή των ανωτέρω θ.π., περιληπτικά, είναι οι 

ακόλουθοι. Κατ' αρχάς, η θ.π. AMH ανήκει στην κατηγορία αρχιμηδικών θ.π., που είναι 

“δημοφιλείς” για διαμόρφωση μαθηματικών μοντέλων (βλ. π.χ. Genest και MacKay (1986), 

Denuit (2005, Κεφάλαιο 4.5). Δεύτερον, η θ.π. FGM ανήκει στην κατηγορία πολυωνυμικών 

θ.π. και λόγω της απλότητάς της, η θ.π. FGM γίνεται όλο και περισσότερο δημοφιλής στη 

διαμόρφωση των συνολικών ζημιών στα πρότυπα ασφαλιστικού κινδύνου (βλ. π.χ. Cossette 

(201), Cheung (2013, παράγραφος 4), και Χατζηκωνσταντινίδης και Βρόντος (2014)). Ενώ οι 

AMH και FGM επιτρέπουν μόνο τη μέτρια εξάρτηση, η ισχυρότερη εξάρτηση μπορεί να 

διαμορφωθεί από το Γκαουσσιανή θ.π. που χρησιμοποιείται συνήθως για λόγους σύγκρισης 

(βλ. Denuit (2005, σχήμα 4.4)).  
 

Παράδειγμα 3 

Σε αυτό το παράδειγμα, ακολουθούμε τις ίδιες υποθέσεις όπως στο παράδειγμα 2 της 

παραγράφου 3.1, εκτός από το ότι οι τρεις θ.π. στον πίνακα 3.2 εφαρμόζονται στο ζευγάρι 

(Z1,Z2) που προέκυψαν από τα κοινά σοκ. Οι πίνακες 3.3 (α) και (β) συνοψίζουν την κατά 

προσέγγιση μερισματική απόδοση χρησιμοποιώντας τις διαδικασίες στην αρχή της 

παραγράφου 2.4 με παράγοντες κλίμακας )40,60(),( 21  .  
 

Εάν θέσουμε σταθερή τιμή 2,0  για το tau του Kendall, βρίσκουμε 71349,0 9,0

και 30902,0  για τις AMH, FGM και Gauss θ.π. αντίστοιχα, εκτιμώντας η θ.π. AMH δεν 

μπορεί να φθάσει σε ένα τέτοιο tau σύμφωνα με την τελευταία στήλη του πίνακα 3.2. Η 

αντίστοιχες προσεγγιστικές τιμές μερισμάτων δίνονται στους πίνακες 3.4 (α) και (β). 
 

V1 

AMH  

V2 

AMH 

u1          u2 0 1 2  u1          u2 0 1 2 

0 0,369 0,398 0,402  0 1,23 1,727 2,458 

1 0,881 0,975 0,987  1 2,035 2,863 3,729 

2 1,636 1,81 1,831  2 2,307 3,304 4,244 

FGM  FGM 

u1          u2 0 1 2  u1          u2 0 1 2 

0 0,371 0,401 0,404  0 1,236 1,733 2,465 

1 0,885 0,98 0,991  1 2,045 2,876 3,743 

2 1,641 1,815 1,837  2 2,318 3,318 4,258 

Gaussian  Gaussian 

u1          u2 0 1 2  u1          u2 0 1 2 

0 0,372 0,401 0,405  0 1,239 1,736 2,468 

1 0,887 0,982 0,994  1 2,052 2,885 3,752 

2 1,643 1,818 1,84  2 2,327 3,33 4,271 
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Πιν 3.3 (α) και (β). Προσεγγισμένα μερίσματα για 2 κλάσεις κινδύνων για 2 θ.π. για 2,0  

 

V1 

FGM  

V2 

FGM 

u1          u2 0 1 2  u1          u2 0 1 2 

0 0,345 0,374 0,377  0 1,153 1,64 2,371 

1 0,831 0,923 0,935  1 1,901 2,709 3,57 

2 1,578 1,748 1,77  2 2,173 3,148 4,085 

Gaussian  Gaussian 

u1          u2 0 1 2  u1          u2 0 1 2 

0 0,344 0,373 0,376  0 1,152 1,639 2,369 

1 0,83 0,921 0,933  1 1,901 2,708 3,569 

2 1,577 1,746 1,768  2 2,172 3,147 4,084 

Πιν 3.4 (α) και (β). Κατά προσέγγιση μερίσματα στις δύο κλάσεις κινδύνων για διαφορετικές  

θεωρίες πιθανοτήτων για 2,0  

 

Από τους τέσσερις παραπάνω πίνακες, είναι σαφές ότι οι τιμές μερισμάτων είναι αρκετά 

κοντά για διαφορετικές θεωρίες πιθανοτήτων με σταθερό τον συντελεστή συσχέτισης του 

Kendall. Όταν κάποιος συγκρίνει τις τιμές στους Πίνακες 3.1 (δηλ. την περίπτωση με

1122211   ), 3.3 και 3.4, η συνάρτηση μερίσματος για κάθε κλάση κινδύνου 

αυξάνεται καθώς ο συντελεστής συσχέτισης του Kendall αλλάζει από -0,2 σε 0 και μετά σε 

0,2. Η σκέψη που κρύβεται πίσω από αυτό είναι η εξής:  

Για κάθε μία από τα τρείς θεωρίες, για σταθερές ),( vu η τιμή του ),( vuC αυξάνεται με την 

παράμετρο  , η οποία με τη σειρά του αυξάνεται με το συντελεστή συσχετισμού του 

Kendall. Έτσι, για τις σταθερές τιμές των 1z και 2z , η αθροιστική συνάρτηση κοινής 

κατανομής ))(),((),( 22112112 zFzFCzzF   αυξάνει σε σχέση με τον συντελεστή 

συσχετισμού Kendall. Καταλήγοντας, όταν η εξάρτηση είναι θετική, η πιθανότητα το (Z1,Z2) 

να βρεθεί εκτός του διαστήματος ],0(],0( 21 zz  είναι μικρότερη, οδηγώντας σε μικρότερη 

πιθανότητα χρεοκοπίας της δισδιάστατης διαδικασίας από ένα δεδομένο κοινό σοκ και ως εκ 

τούτου περισσότερα μερίσματα. 

 

4.3.3 Αναλογική αντασφάλιση 

 

Σε αυτήν την υποενότητα, επεξηγείται η ερμηνεία και η εφαρμογή του μοντέλου (4.1) σε 

προβλήματα που αφορούν αναλογική αντασφάλιση (βλ. παρατήρηση 1). Καταρχάς, ελλείψει 

οποιασδήποτε αντασφάλισης, υποτίθεται ότι η κλάση κινδύνου 1της επιχείρηση 

αντιμετωπίζει δύο ανεξάρτητες κατηγορίες συνολικών ζημιών με ένταση άφιξης Poisson 11

και και γενικές ζημιές σφοδρότητας  και αντίστοιχα. Επιπλέον, η κλάση κινδύνου 2 

υπόκειται μόνο σε μια συνολική διαδικασία ζημιών με ποσοστό Poisson  και γενική 

ζημιά . Υποθέτουμε ότι η γενική ζημιά είναι πιο επικίνδυνη από την   

(π.χ η έχει βαριά ουρά και  ελαφριά ουρά) και η κλάση κινδύνου 1 θέλει να μειώσει την 

έκθεση σε κίνδυνο με την αγορά αντασφάλισης από τη κλάση κινδύνου 2 για μέρος του 

κινδύνου . Υποθέτουμε μια αναλογική σύμβαση αντασφάλισης έτσι ώστε η κλάση 

12 1Y W

22

2Y W 1Y

W 1Y

W
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κινδύνου 1 να διατηρεί ένα ποσοστό από κάθε ζημιά  (και να αντασφαλίζει το υπόλοιπο

) για  

Στο πλαίσιο των συμφωνιών αντασφάλισης που περιγράφηκαν παραπάνω, το μοντέλο (4.1) 

εφαρμόζεται εφαρμόζοντας . Με το  να είναι η κανονική 

κατανομή της θετικής συνεχούς τυχαίας μεταβλητής , έχουμε και 

. Επειδή τα και είναι συνμονοτονικά, πρέπει να εφαρμοστεί η 

συνμοτονικότητα των Copula  για το .Θεωρείται ότι κλάση 

κινδύνου 1 επιβάλλει τον συντελεστή επιβάρυνσης  και στις ζημιές  και ενώ η 

κλάση κινδύνου 2 επιβάλλει συντελεστή επιβάρυνσης και στα  και . Κατά 

συνέπεια, τα καθαρά εισοδηματικά ποσοστά ασφαλίστρου και δίνονται από τη σχέση: 

  

(4.23) 

Πρακτικά, ο συντελεστής επιβάρυνσης που χρεώνεται από τον αντασφαλιστή δεν είναι 

μικρότερος από τον . Αλλιώς η κλάση κινδύνου 1 μπορεί απλά να αντασφαλίσει 

ολόκληρο το ρίσκο ώστε να έχει κέρδος χωρίς κίνδυνο. Επιπλέον, η κλάση κινδύνου 1 της 

επιχείρησης δεν πρέπει να επιλέξει να δεχτεί τον κίνδυνο εκτός αν μπορεί να παράγει 

θετικό αναμενόμενο καθαρό κέρδος. Αυτό οδηγεί στην συνθήκη: 

 

    (4.24) 

 

Η αριστερή πλευρά της παραπάνω εξίσωσης αντιπροσωπεύει το καθαρό εισόδημα 

ασφαλίστρου της κλάσης κινδύνου 1 με την αποδοχή του ρίσκου και αντασφάλισης μέρος 

του, ενώ η δεξιά πλευρά είναι οι αναμενόμενες καθαρές ζημιές της κλάσης κινδύνου 1 που 

προκύπτουν από το μετά από την αντασφάλιση. 

 

Παράδειγμα 4  
 

Σε αυτό το παράδειγμα, υποθέτουμε , 

, και .  

Σημειώστε ότι τα και έχουν και τα δύο ελαφριά ουρά με μέση τιμή 1 ενώ το έχει 

βαριά ουρά με μέση τιμή 2. 

 

Όπως και στα προηγούμενα παραδείγματα, η ένταση του επιτοκίου υποτίθεται ότι ήταν 

και οι τιμές των φραγμάτων είναι . Επιπλέον, οι συντελεστές 

επιβάρυνσης είναι ,  και  η22 = 1. Εφαρμόζοντας αυτές τις 
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υποθέσεις στην ανισότητα (3.2) παίρνουμε . Κατόπιν, οι τιμές και 

υπολογίζονται σύμφωνα με την (3.1) βασισμένοι σε διαφορετικές επιλογές .  

 

Θα εφαρμόσουμε και πάλι τις διαδικασίες προσέγγισης που αναφέρονται στην Ενότητα 2.4 

για την παραγωγή των μερισμάτων. Ας σημειωθεί πως δεν είναι δυνατό να εφαρμοστούν οι 

ίδιοι παράγοντες κλίμακας  για διαφορετικές τιμές  λόγω του περιορισμού 

. Προκειμένου να γίνει μια δίκαιη σύγκριση των μερισμάτων για διαφορετικά 

, οι τιμές  (ή ) επιλέγονται έτσι ώστε οι προκύπτουσες τιμές  (ή ) να είναι 

συγκρίσιμες για διαφορετικά , έτσι ώστε προσεγγίζοντας διακριτές διαδικασίες να 

ελέγχονται κατά προσέγγιση στην ίδια συχνότητα. Θυμηθείτε ότι μονάδα χρόνου στο 

μοντέλο προσέγγισης διακριτικού χρόνου είναι ισοδύναμη με τη μονάδα χρόνου  στο 

μοντέλο του συνεχούς χρόνου.) Η μελέτη λειτουργεί κάτω από ένα σύνολο τιμών  

των οποίων οι τιμές  των β1c1 είναι όλα περίπου 160. Τα προσεγγισμένα αναμενόμενα 

προεξοφλημένα μερίσματα για τις δύο κλάσεις κινδύνου καθώς επίσης και τα ποσά τους για 

τις διάφορες τιμές  δίνονται στους πίνακες 3.5 (α), (β) και (γ). 

V1 

s1 = 0.55  

V2 

s1 = 0,55 

(β1, β2) = (66, 48), β1c1 = 158.4  (β1, β2) = (66, 48), β1c1 = 158,4 

u1          u2 0 1 2  u1          u2 0 1 2 

0 0,696 0,75 0,757  0 1,642 2,214 2,968 

1 1,361 1,563 1,578  1 2,391 3,399 4,28 

2 2,157 2,481 2,516  2 2,594 3,77 4,732 

s1 = 0.6  s1 = 0.6 

(β1, β2) = (62, 52), β1c1 = 161.2  (β1, β2) = (62, 52), β1c1 = 161.2 

u1          u2 0 1 2  u1          u2 0 1 2 

0 0,829 0,899 0,907  0 1,523 2,085 2,828 

1 1,553 1,778 1,796  1 2,173 3,123 3,995 

2 2,37 2,727 2,758  2 2,342 3,453 4,389 

s1 = 0.65  s1 = 0,65 

(β1, β2) = (58, 56), β1c1 = 162.4  (β1, β2) = (58, 56), β1c1 = 162.4 

u1          u2 0 1 2  u1          u2 0 1 2 

0 0,966 1,053 1,064  0 1,392 1,942 2,673 

1 1,743 1,991 2,012  1 1,95 2,844 3,706 

2 2,579 2,966 2,996  2 2,091 3,131 4,048 

s1 = 0.7  s1 = 0,7 

(β1, β2) = (54, 60), β1c1 = 162  (β1, β2) = (54, 60), β1c1 = 162 

u1          u2 0 1 2  u1          u2 0 1 2 

0 1,14 1,211 1,224  0 1,252 1,788 2,506 

1 1,931 2,202 2,227  1 1,727 2,565 3,416 

2 2,783 3,196 3,229  2 1,843 2,809 3,713 

5,01 s 1c 2c
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s1 = 0,75  s1 = 0,75 

(β1, β2) = (50, 64), β1c1 = 160  (β1, β2) = (50, 64), β1c1 = 160 

u1          u2 0 1 2  u1          u2 0 1 2 

0 1,242 1,372 1,388  0 1,16 1,626 2,331 

1 2,114 2,411 2,44  1 1,505 2,289 3,128 

2 2,982 3,42 3,458  2 1,601 2,494 3,385 

 

Sum 

s1 = 0,55 

(β1, β2) = (66, 48), β1c1 = 158,4 

u1          u2 0 1 2 

0 2,338  2,964 3,725 

1 3,752 4,962 5,858 

2 4,751 6,251 7,248 

s1 = 0.6 

(β1, β2) = (62, 52), β1c1 = 161,2 

u1          u2 0 1 2 

0 2,353 2,984 3,735 

1 3,725 4,901 5,790 

2 4,712 6,181 7,147 

s1 = 0,65 

(β1, β2) = (58, 56), β1c1 = 162,4 

u1          u2 0 1 2 

0 2,358 2,995 3,736 

1 3,693 4,835 5,718 

2 4,669 6,097 7,044 

s1 = 0.7 

(β1, β2) = (54, 60), β1c1 = 162 

u1          u2 0 1 2 

0 2,356 2,999 3,730 

1 3,657 4,768 5,643 

2 4,626 6,005 6,942 

s1 = 0.75 

(β1, β2) = (50, 64), β1c1 = 160 

u1          u2 0 1 2 

0 2,348 2,998 3,719 

1 3,620 4,700 5,568 

2 4,583 5,914 6,843 

 

Πίνακες 3.5: (α), (β) και (γ) Προσεγγισμένα μερίσματα για διαφορετικά  με  

 
1s 16011 c
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Από τον πίνακα 3.5, μπορεί να παρατηρηθεί ότι για κάθε σταθερό ζευγάρι των επιπέδων 

αρχικού κεφαλαίου υπό εξέταση, οι τιμές μερισμάτων για την κλάση κινδύνου 1 αυξάνονται 

ενώ για τη μονάδα 2 μειώνεται καθώς το s1 αυξάνεται με βήμα 0.05 από το 0.55 έως το 0.75. 

(Έχει εξεταστεί επίσης για μεγαλύτερες τιμές μέχρι και ισχύει το ίδιο).  

 

Αν το συμφέρον μας είναι να μεγιστοποιήσουμε το άθροισμα των συναρτήσεων μερίσματος 

των δύο κλάσεων κινδύνου, παρατηρούμε ότι το μέγιστο επιτυγχάνεται σε διαφορετικές τιμές 

του  ανάλογα με τα επίπεδα του αρχικού πλεονάσματος. Μεταξύ των εννέα ζευγών 

επιπέδων αρχικού πλεονάσματος, έξι από αυτά έχουν τα βέλτιστα κοινά μερίσματα που 

επιτεύχθηκαν στο .  

 

Οι εξαιρέσεις περιλαμβάνουν τις περιπτώσεις των  και  για τις 

οποίες η βέλτιστη είναι 0.65 μαζί με την περίπτωση για την οποία το 

βέλτιστο  είναι 0,7. Τα αποτελέσματα δείχνουν ότι προκειμένου να μεγιστοποιηθεί η 

ένωση μερισμάτων σε μια αναλογική σύμβαση αντασφάλισης, το βέλτιστο επίπεδο 

διατήρησης  δεν πρέπει να επιλεγεί  στα άκρα του 0 ή  του 1, π.χ. το ρίσκο θα πρέπει να 

μοιραστεί 

 

4.4 Τα βέλτιστα φράγματα μερισμάτων για τη δισδιάστατη διαδικασία 

 

Στην τυποποιημένη μονοδιάστατη σύνθετη διαδικασία κινδύνου Poisson υπό μια στρατηγική 

φράγματος μερισμάτων, είναι γνωστό (βλ.Gerber κ.ά (2006, παράγραφος 4)) ότι το βέλτιστο 

φράγμα μερισμάτων που μεγιστοποιεί τα αναμενόμενα προεξοφλημένα μερίσματα μέχρι 

την ζημιά (όσον αφορά το επίπεδο φραγμάτων ) είναι ανεξάρτητο από το αρχικό 

πλεόνασμα , εφ' όσον . Εάν , αυτομάτως υποθέτουμε ότι το υπόλοιπο  

πέραν του φράγματος πληρώνεται αμέσως ως εφάπαξ μέρισμα έτσι ώστε η διαδικασία να 

αρχίζει στο .  

 

Υπό αυτήν την ρύθμιση, ο Gerber (2006, παράγραφος 5) διαπίστωσε ότι η συνάρτηση 

μερισμάτων επιτυγχάνεται επίσης για ένα τοπικό μέγιστο ακόμη και για  και 

σχολιάστηκε ότι σε πολλές περιπτώσεις αυτό αναμένεται να είναι το ολικό μέγιστο. Βλέπε 

επίσης Gerber κ.ά (201, Τμήμα 5) για συζήτηση του βέλτιστου φράγματος μερισμάτων σε 

ένα μοντέλο μονοδιάστατου διακριτικού χρόνου 

 

Σε ένα δισδιάστατο μοντέλο ρίσκου, θα υιοθετήσουμε τον κανόνα ότι εάν μια ορισμένη 

κλάση κινδύνου μιας επιχείρησης έχει το αρχικό πλεόνασμα της πάνω από το επίπεδο 

φραγμάτων της, τότε το υπόλοιπο πληρώνεται αμέσως ως μέρισμα. Επομένως, σε ένα 

συνεχές-χρονικά πλαίσιο θα έχουμε: 

 

 

για την κλάση κινδύνου 1. 
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Παρόμοιος ορισμός ισχύει για την κλάση κινδύνου 2 και για το μοντέλο διακριτικού χρόνου 

επίσης. Ενδιαφερόμαστε πρώτιστα για το βέλτιστο ζευγάρι των φραγμάτων μερισμάτων που 

μεγιστοποιούν το σύνολο των συναρτήσεων των μερισμάτων των 2 κλάσεων κινδύνου. 

Εντούτοις, οι τεχνικές που χρησιμοποιούνται για να αναλύσουν το βέλτιστο φράγμα στην 

περίπτωση μίας κλάσης κινδύνου όπως στην περίπτωση Gerber κ.α (2006)) δεν ισχύουν για 

το δισδιάστατο μοντέλο συνεχούς χρόνου. Συνεπώς, θα εργαστούμε με το διακριτικό 

μοντέλο και θα εφαρμόσουμε τις διαδικασίες προσέγγισης της παραγράφου 4.2.4 για να 

δοθούν μερικές αριθμητικές απεικονίσεις που θα δώσουν μια πιο εμπεριστατωμένη εικόνα 

στο πρόβλημα. 

 

4.4.1 Είναι τα βέλτιστα φράγματα ανεξάρτητα από τα αρχικά επίπεδα πλεονάσματος; 

 

Στα δισδιάστατα (ή γενικότερα πολλών μεταβλητών) πλαίσια, δεν αναμένεται το ζευγάρι 

βέλτιστων φραγμάτων μερισμάτων για να είναι ανεξάρτητο από τα αρχικά επίπεδα 

πλεονάσματος. Στο ακόλουθο συνοπτικό παράδειγμα, παρέχεται μια ιδιαίτερη περίπτωση για 

να δικαιολογηθεί ο ισχυρισμός αυτός. 

 

Παράδειγμα 5 

Εξετάζουμε την ιδιαίτερη δισδιάστατη διαδικασία ρίσκου που εισάγεται στην παράγραφο 

4.2.1. Οι γενικές ζημιές και θεωρούνται ανεξάρτητες έτσι ώστε  

για το  .Υποθέτουμε ότι και ακολουθούν διαφορετικές μη τροποποιημένες 

γεωμετρικές κατανομές. Για την κλάση κινδύνου 1, υποθέτουμε το  και 

 για , και έτσι . Για την κλάση κινδύνου 

2, και για , και ως εκ τούτου .  

 

Η ένταση επιτοκίου είναι . Χρησιμοποιώντας τα συστήματα εξισώσεων που 

αναπτύσσονται στην παράγραφο 4.2.1, έχουμε υπολογίσει τις τιμές μερισμάτων για τις 

ακέραιες τιμές φραγμάτων   (τα φράγματα μπορούν να πάρουν μόνο ακέραιες τιμές 

στο μοντέλου συνεχούς χρόνου) και έχουμε αναζητήσει τα βέλτιστα φράγματα που 

μεγιστοποιούν τα συνολικά μερίσματα . Για 

τα βέλτιστα φράγματα δίνονται στον πίνακα 4.1, και το αποτέλεσμα των τιμών 

του βέλτιστου συνολικού μερίσματος δίνονται στον πίνακα 4.2. Είναι σαφές από τον πίνακα 

4.1 ότι αν και τα επίπεδα περισσοτέρων συνδυασμών του αρχικού πλεονάσματος 

μοιράζονται το ίδιο ζευγάρι των βέλτιστων φραγμάτων , γενικά οι τιμές 

 εξαρτώνται από τα αρχικά επίπεδα πλεονάσματος . 

 

u1          

u2 
1 2 3 4 5 6 7 8 9 

1 ( 5,60) ( 5,60) ( 5,50) ( 5,50) ( 5,50) ( 5,50) ( 5,50) ( 5,50) ( 5,50) 

2 ( 5,60) ( 5,60) ( 5,60) ( 5,50) ( 5,50) ( 5,60) ( 5,60) ( 5,60) ( 5,60) 

3 ( 5,60) ( 5,60) ( 5,60) ( 5,60) ( 5,50) ( 5,60) ( 5,60) ( 5,60) ( 5,60) 

4 ( 4,50) ( 5,60) ( 5,60) ( 5,60) ( 5,60) ( 5,60) ( 5,60) ( 5,60) ( 5,60) 

5 ( 4,50) ( 5,60) ( 5,60) ( 5,60) ( 5,60) ( 5,60) ( 5,60) ( 5,60) ( 5,60) 

6 ( 4,50) ( 5,60) ( 5,60) ( 5,60) ( 5,60) ( 5,60) ( 5,60) ( 5,60) ( 5,60) 

7 ( 4,50) ( 5,60) ( 5,60) ( 5,60) ( 5,60) ( 5,60) ( 5,60) ( 5,60) ( 5,60) 
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8 ( 4,50) ( 5,60) ( 5,60) ( 5,60) ( 5,60) ( 5,60) ( 5,60) ( 5,60) ( 5,60) 

9 ( 4,50) ( 5,60) ( 5,60) ( 5,60) ( 5,60) ( 5,60) ( 5,60) ( 5,60) ( 5,60) 

Πίνακας 4.1 Βέλτιστο ζεύγος τιμών φραγμάτων για  

u1          u2 1 2 3 4 5 6 7 8 9 

1 11,248  12,995  14,345 15,501 16,634 17,634 18,634 19,634 20,634 

2 12,918 14,898 16,404 17,660 18,823 19,889 20,889 21,889 22,889 

3 14,16 16,230 17,832 19,145 20,317 21,439 22,439 23,439 24,439 

4 15,187 17,324 18,981 20,329 21,521 22,652 23,652 24,652 25,652 

5 16,187 18,369 20,042 21,401 22,599 23,732 24,732 25,732 26,732  

6 17,187 19,369 21,042 22,401 23,599 24,732 25,732 26,732  27,732 

7 18,187 20,369 22,042 23,401 24,599 25,732 26,732 27,732 28,732 

8 19,187 21,368 23,042 24,401 25,599 26,732 27,732 28,732 29,732 

9 20,187 22,368 24,042 25,401 26,599 27,732 28,732 29,732 30,732 

Πίνακας 4.2 Βέλτιστα συνολικά μερίσματα για  

 
 

4.4.2 Εξέταση του πίνακα των κοινών μερισμάτων 

 

Για το υπόλοιπο της εργασίας, θα εφαρμοστούν οι διαδικασίες προσέγγισης που 

περιγράφονται στο παράδειγμα 2 στην ενότητα 4.3.1 με ένταση Poisson , 

π.χ. η ένταση είσπραξης ασφαλίστρων είναι c1 = 2.2 και η ζημιά της 

συνάρτησης πυκνότητας πιθανότητας είναι και 

με και  να είναι ανεξάρτητα, και η ένταση 

επιτοκίου είναι . Η διαδικασία εκτίμησης που περιγράφεται στο έγγραφο στην αρχή 

της ενότητας  4.2.4 θα εφαρμοστεί καθ' όλη τη διάρκεια. 

 

Επειδή θα εξετάσουμε μεγαλύτερα επίπεδα φραγμάτων, θα εφαρμοστούν παντού μικρότεροι 

παράγοντες κλίμακας   (βλ. τις τελικές παρατηρήσεις στο τμήμα 5). Όπως 

είδαμε στο παράδειγμα 5, έχουμε εξετάσει ότι τα βέλτιστα φράγματα εξαρτώνται από τα 

αρχικά επίπεδα κεφαλαίου. Δεδομένου ότι χρησιμοποιούμε ,τα αρχικά 

επίπεδα πλεονάσματος και τα φράγματα  (και ως εκ τούτου τα βέλτιστα 

φράγματα ) στο μοντέλο συνεχούς χρόνου που εκτιμάται, μπορεί να είναι 

κλασματικής μορφής π.χ. . Εντούτοις, ενδεικτικά, εξετάζουμε μόνο τις τιμές 

ακέραιων αριθμών και  για ευκολία. 
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b1          b2 1 2 3 4 … 9 10 11 12 

1 11.741 1.912 1.045 9.139 … 6.175 5.988 5.859 5.770 

2 12.596 12.158 11.670 11.083 … 7.978 7.568 7.224 6.936 

3 12.638 12.583 12.537 12.396 … 1.144 9.656 9.202 8.786 

4 12.175 12.391 12.704 12.973 … 12.063 11.621 11.167 1.719 

… … … … … … … … … … 

9 1.174 1.567 11.221 12.014 … 14.603 14.641 14.556 14.374 

1 1.029 1.385 11.000 11.765 … 14.500 14.596 14.567 14.435 

11 9.943 1.267 1.845 11.576 … 14.336 14.467 14.473 14.374 

12 9.893 1.193 1.739 11.436 … 14.155 14.303 14.329 14.251 

Πίνακας 4.3 Προσεγγισμένα συνολικά μερίσματα για  
 

b1          b2 1 2 3 4 … 9 10 11 12 

1 12,741 11,912 11,045 1,139 … 6,469 6,197 6,009 5,879 

2 13,596 13,158 12,670 12,083 … 8,567 8,067 7,648 7,297 

3 13,638 13,583 13,537 13,396 … 1,942 1,382 9,861 9,384 

4 13,175 13,391 13,704 13,973 … 13,01 12,519 12,013 11,513 

… … … … … … … … … … 

9 11,174 11,567 12,221 13,014 … 15,726 15,763 15,668 15,469 

1 11,029 11,385 12,000 12,765 … 15,619 15,718 15,681 15,534 

11 1,943 11,267 11,845 12,576 … 15,450 15,584 15,583 15,471 

12 1,893 11,193 11,739 12,436 … 15,264 15,415 15,434 15,343 

Πίνακας 4.4 Προσεγγισμένα συνολικά μερίσματα για  

b1          b2 1 2 3 4 … 9 10 11 12 

1 13,741 12,912 12,045  11,139 … 6,881 6,485 6,212 6,023 

2 14,596 14,158 13,670 13,083 … 9,248 8,641 8,131 7,704 

3 14,638 14,583 14,537 14,396 … 11,786 11,150 1,556 1,012 

4 14,175 14,391 14,704 14,973 … 13,960 13,422 12,864 12,31 

… … … … … … … … … … 

9 12,174 12,567  13,221 14,014 … 16,794 16,831 16,726 16,508 

1 12,029 12,385 13,000 13,765 … 16,686 16,785 16,740 16,577 

11 11,943 12,267 12,845 13,576 … 16,514 16,648 16,640 16,512 

12 11,893 12,193 12,739 13,436 … 16,324 16,475 16,487 16,381 

Πίνακας 4.5 Προσεγγισμένα συνολικά μερίσματα για  

 

Προκειμένου να μελετηθεί ο τρόπος που οι τιμές φραγμάτων επηρεάζουν τα συνολικά 

αναμενόμενα προεξοφλημένα μερίσματα, θέτουμε σταθερές τιμές των ζευγών για να 

είναι (5,5), (5,6) και (5,7) με τη σειρά και έπειτα ταξινομημένες σε πίνακες τις προσεγγισμένες 

συνολικές τιμές μερισμάτων για τις διάφορες επιλογές στους πίνακες 4.3-4.5. Ο 

υπογραμμισμένος αριθμός σε κάθε πίνακα δείχνει τη μεγαλύτερη τιμή μερίσματος  για τον 
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συγκεκριμένο συνδυασμό του . Αρχικά εξετάζουμε τον Πίνακα 4.3 για τον οποίο 

. Εάν ο ένας καθορίσει  ή , τότε η συνολική τιμή του 

μερίσματος μειώνεται στο δηλαδή δίνει τα μεγαλύτερα συνολικά μερίσματα.  

 

Εάν η τιμή του  είναι σταθερή ώστε να είναι μεγαλύτερη, τότε απαιτείται μεγαλύτερη τιμή 

του  για τη μεγιστοποίηση των συνολικών μερισμάτων. Αυτό απεικονίζεται επίσης στο 

γράφημα 4.1, στο οποίο σχεδιάζεται το προσεγγισμένο σύνολο μερισμάτων ως προς την τιμή 

φράγματος  για κάθε σταθερό . Κάτι παρόμοιο παρατηρείται εάν είναι 

σταθερό το και ποικίλλει το , και το ίδιο ισχύει αν κοιτάξουμε τον πίνακα 4.4 και 4.5. Αυτό 

δείχνει ότι προκειμένου να επιτευχθούν υψηλά κοινά μερίσματα, τα φράγματα πρέπει να είναι 

αρκετά κοντά το ένα στον άλλο. Επιπλέον, από τον αριθμό με έντονη γραμματοσειρά (bold) σε 

κάθε πίνακα, διαπιστώνεται ότι η μέγιστη συνολική αξία μερισμάτων επιτυγχάνεται στα 

φράγματα  και για τα τρία εξεταζόμενα ζευγάρια των αρχικών επιπέδων 

πλεονάσματος. Αυτό θα συζητηθεί και παρακάτω στην ενότητα 4.4.3 
 

 
Γράφημα 4.1: Διάγραμμα προσεγγισμένων συνολικών μερισμάτων ως προς  όταν 

 
 

Σημειώστε ότι κάθε ένας από τους πίνακες 4.3-4.5 διαιρείται σε τέσσερα τμήματα: i)  

και  (ii) και  (iii)  και και (#iv) και . Στο 

πρώτο τμήμα, το επίπεδο φράγματος είναι χαμηλότερο από το αρχικό πλεόνασμα για κάθε 

κλάση κινδύνου, και επομένως κάθε κλάση κινδύνου πληρώνει ένα μέρισμα στο χρόνο 0 και 

η δισδιάστατη διαδικασία αρχίζει στην πραγματικότητα στο .  

Πηγαίνοντας από τον πίνακα 4.3 στον πίνακα 4.4, η μόνη αλλαγή είναι πως η κλάση 

κινδύνου 2 κατέχει μια μονάδα περισσότερη από το αρχικό κεφάλαιο, και αυτό εξηγεί το 

γεγονός ότι κάθε αξία μερίσματος στον πίνακα 4.4 είναι ακριβώς μια μονάδα μεγαλύτερη 

από την αντίστοιχη αξία στον πίνακα 4.3 μέσα στο πρώτο τμήμα. Η ίδια παρατήρηση ισχύει 

και για τους πίνακες 4.4 και 4.5.  
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Για το δεύτερο τμήμα, οι τιμές μερισμάτων παρουσιάζουν ίδιες ιδιότητες με εκείνες στο 

πρώτο τμήμα επειδή είναι η κλάση κινδύνου 2 που πληρώνει ένα μέρισμα στο χρόνο 0 και 

έπειτα ξεκινάει η διαδικασία στο . Στο τρίτο τμήμα, η κλάση κινδύνου 1 (αντί της 

κλάσης κινδύνου 2) πρέπει να πληρώσει το  υπόλοιπο του u1 αντί του και έπειτα να 

ξεκινήσει η διαδικασία στο . Στο τέταρτο τμήμα, καμία από τις δύο κλάσεις κινδύνου 

δεν πληρώνει άμεσα μερίσματα στο χρόνο 0.  

Σημειώστε ότι όλες οι τιμές μερισμάτων στον πίνακα 4.5 είναι υψηλότερες από τις 

αντίστοιχες στον πίνακα 4.4, οι οποίες είναι με τη σειρά μεγαλύτερες από εκείνες στον 

πίνακα 4.3. Αυτό είναι αναμενόμενο δεδομένου ότι τα μερίσματα πρέπει να αυξάνονται στο 

αρχικό κεφάλαιο . 

4.4.3 Βέλτιστα φράγματα και περιορισμένα βέλτιστα φράγματα 

 

Σε αυτό το τμήμα, ενδιαφερόμαστε για το ζευγάρι των βέλτιστων φραγμάτων για κάθε 

συνδυασμό (τιμές ακέραιων αριθμών) για  και . Τα βέλτιστα 

φράγματα και οι αντίστοιχες βέλτιστες από κοινού τιμές μερισμάτων δίνονται στους πίνακες 

4.6 και 4.7 αντίστοιχα: 
u1          
u2 

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 

1 ( 3,10) ( 3,10) ( 3,10) ( 3,10) ( 3,10) ( 3,10) ( 3,10) ( 3,10) ( 3,10) ( 3,10) ( 3,10) ( 3,10) 

2 ( 8,90) ( 8,90) ( 7,80) ( 7,80) ( 3,10) ( 3,10) ( 3,10) ( 3,10) ( 3,10) ( 3,10) ( 3,10) ( 3,10) 

3 ( 8,90) ( 8,90) ( 8,90) ( 8,90) ( 8,90) ( 7,80) ( 7,80) ( 7,80) ( 7,80) ( 7,80) ( 7,80) ( 7,80) 

4 ( 8,10) ( 8,10) ( 8,10) ( 8,10) ( 8,90) ( 8,90) ( 8,90) ( 8,90) ( 8,90) ( 8,90) ( 8,90) ( 8,90) 

5 ( 8,10) ( 8,10) ( 8,10) ( 8,10) ( 8,10) ( 8,10) ( 8,10) ( 8,10) ( 8,10) ( 8,10) ( 8,10) ( 8,10) 

6 ( 8,10) ( 8,10) ( 8,10) ( 8,10) ( 8,10) ( 8,10) ( 8,10) ( 8,10) ( 8,10) ( 8,10) ( 8,10) ( 8,10) 

7 ( 6,80) ( 7,90) ( 8,10) ( 8,10) ( 8,10) ( 8,10) ( 8,10) ( 8,10) ( 8,10) ( 8,10) ( 8,10) ( 8,10) 

8 ( 6,80) ( 7,90) ( 7,90) ( 8,10) ( 8,10) ( 8,10) ( 8,10) ( 8,10) ( 8,10) ( 9,10) ( 9,10) ( 9,10) 

9 ( 6,80) ( 7,90) ( 7,90) ( 8,10) ( 8,10) ( 8,10) ( 8,10) ( 8,10) ( 8,10) ( 9,10) ( 9,10) ( 9,10) 

Πίνακας 4.6 Τα βέλτιστα φράγματα για και  

u1          u2 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 

1 4.309 5.309 6.309 7.309 8.309 9.309 1.309 11.309 12.309 13.309 14.309 15.309 

2 5.839 6.752 7.644 8.622 9.622 1.622 11.622 12.622 13.622 14.622 15.622 16.622 

3 7.250 8.400 9.498 1.534 11.521 12.498 13.473 14.460 15.460 16.460 17.460 18.460 

4 8.371 9.701 1.959 12.133 13.241 14.295 15.315 16.318 17.316 18.316 19.316 20.316 

5 9.291 1.766 12.156 13.445 14.641 15.763 16.831 17.863 18.874 19.875 20.875 21.875 

6 1.083 11.672 13.164 14.539 15.807 16.986 18.098 19.160 20.189 21.198 22.198 23.198 

7 11.012 12.537 14.074 15.512 16.831 18.051 19.193 20.276 21.318 22.332 23.332 24.332 

8 12.012 13.537 15.044 16.467 17.81 19.049 20.206 21.300 22.348 23.374 24.383 25.383 

9 13.012 14.537 16.044 17.467 18.81 20.049 21.206 22.300 23.348 24.379 25.390 26.390 

Πίνακας 4.7 Προσεγγισμένα βέλτιστα μερίσματα και  
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Από τον πίνακα 4.6, αν και τα βέλτιστα φράγματα ποικίλουν με το αρχικό επίπεδο 

πλεονάσματος , συχνά παίρνουν την τιμή . Οι ανωμαλίες των 

χαμηλότερων βέλτιστων φραγμάτων συμβαίνουν συνήθως όταν τα ή είναι μικρά.  

 

Συγκεκριμένα, όταν η κλάση κινδύνου 1 έχει χαμηλό αρχικό πλεόνασμα  ή , τα 

βέλτιστα φράγματα είναι κυρίως οι μικρές τιμές του (3,1). Όταν μία από τις δύο 

κλάσεις κινδύνου έχει χαμηλό αρχικό πλεόνασμα, η δισδιάστατη διαδικασία είναι πιθανό να 

προκαλέσει ζημιά νωρίς ούτως ή άλλως. Για να βελτιστοποιηθούν τα κοινά μερίσματα, είναι 

σημαντικό να εξασφαλιστεί ότι κάποια πρώιμα μερίσματα πληρώνονται πριν από την ζημιά 

(με όρους άμεσου μερίσματος στο χρόνο 0 ή φθάνοντας στο φράγμα νωρίς), με αποτέλεσμα 

τα χαμηλότερα βέλτιστα φράγματα . 

Ωστόσο, αυτό το αποτέλεσμα είναι λιγότερο προφανές όταν το u2είναι χαμηλό. Μια πιθανή 

εξήγηση είναι ότι η κλάση κινδύνου 2 έχει υψηλότερο συντελεστή επιβάρυνσης (καθώς έχει 

υψηλότερη ένταση είσπραξης ασφαλίστρων, αλλά το ίδιο αναμενόμενο κόστος ζημιάς σε 

σχέση με την κλάση κινδύνου 1) και επομένως χαμηλότερες πιθανότητες πρόωρης ζημιάς 

από την κλάση κινδύνου 1, ενώ όλα τα άλλα είναι ίσα. Είναι επίσης χρήσιμο να σημειωθεί 

ότι τα βέλτιστα φράγματα είναι και τα δύο πάντα υψηλά είτε χαμηλά, δηλ. δεν είναι βέλτιστο 

για έναν ασφαλιστή να θέσει ένα υψηλό φράγμα εάν κάποιος άλλος έχει ένα χαμηλό φράγμα 

και αντίστροφα. Αυτό μπορεί να αποδοθεί στο γεγονός ότι οι πληρωμές μερισμάτων και για 

τις δύο κλάσεις κινδύνου παύουν στον κοινό χρόνο ζημιάς , και εάν μια από τις κλάσεις 

κινδύνου έχει μεγάλο θετικό πλεόνασμα στο χρόνο θα είχε πληρωθεί καλύτερα ως 

μέρισμα στην αρχή. Βλέπε Ενότητα 4.3.1 για παρόμοια σχόλια. 

Όσο αφορά στον πίνακα 4.7, είναι σαφές ότι το προεξοφλημένο μέρισμα αυξάνεται όσον 

αφορά και στα δύο αρχικά επίπεδα πλεονάσματος. Ο πίνακας μπορεί επίσης να μας βοηθήσει 

να μελετήσουμε ένα βέλτιστο πρόβλημα κατανομής εάν το κριτήριο είναι να 

μεγιστοποιηθούν τα συνολικά μερίσματα των δύο κλάσεων κινδύνου.  (Βλ. π.χ.Loisel (2005, 

Ενότητα 5) ή Gong (2012, Ενότητα 6.3) περί μιας κατανομής κεφαλαίου που ελαχιστοποιεί 

τον κίνδυνο από πολλές μεταβλητές).  

Ας υποθέσουμε ότι και οι δύο επιχειρησιακές κλάσεις κινδύνου ανήκουν σε μια μεγαλύτερη 

εταιρεία που θέλει να επιλέξει για να μεγιστοποιήσει το 

 υπό την επιφύλαξη του περιορισμού (και 

φυσικά και ) για ένα δεδομένο αρχικό κεφάλαιο του .Αυτή μπορεί να 

θεωρηθεί ως μια δισδιάστατη διαδικασία. Πρώτον, τα βέλτιστα ζεύγη φραγμών και 

τα βέλτιστα από κοινού μερίσματα που προκύπτουν προσδιορίζονται σύμφωνα με τους 

πίνακες 4.6 και 4.7. Τότε μπορούμε να δούμε την κλάση κινδύνου στον πίνακα 

4.7 για να βρούμε τον βέλτιστο συνδυασμό του που δίνει την υψηλότερη τιμή 

μερίσματος.  
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Για εύκολη αναφορά, σχεδιάζουμε επιπλέον τα βέλτιστα από κοινού μερίσματα έναντι του 

κεφαλαίου   που βρίσκεται στην κλάση κινδύνου 2 δεδομένου ότι το στο 

Σχήμα 4.2. Για παράδειγμα, αν τότε αποφέρει τα υψηλότερα κοινά μερίσματα 

και γ αυτό , αν τότε  (και στις δύο περιπτώσεις 

)  

Σημειώνεται ότι η βέλτιστη κατανομή φαίνεται να συμβαίνει σε μέρη όπου το 

συνολικό κεφάλαιο Κ είναι περίπου ισομερώς μοιρασμένο. Ο λόγος είναι ότι εάν η κατανομή 

βρίσκεται σε ένα από τα δύο άκρα/ ακραία σημεία, τότε είναι πιο πιθανό ότι μία από τις δύο 

κλάσεις κινδύνου θα έχει θετικό πλεόνασμα στον κοινό χρόνο  και πόροι 

κατασπαταλώνται. (βλ. Ενότητα 4.3.1). 

 

 
 

Γράφημα 4.2: Σχεδίαση προσεγγισμένων βέλτιστων μερισμάτων ως προς για  

 

Μέχρι στιγμής, όταν μεγιστοποιούμε τα κοινά μερίσματα δεν τοποθετούμε κανέναν 

περιορισμό στο εάν τα φράγματα πρέπει να είναι κάτω ή επάνω από τα αντίστοιχα αρχικά 

επίπεδα πλεονάσματος των δύο κλάσεων κινδύνου. Εντούτοις, ξέρουμε ήδη από τον Πίνακα 

4.6 ότι αυτό θα μπορούσε να οδηγήσει στα βέλτιστα φράγματα που είναι πολύ χαμηλότερα 

από τα αρχικά επίπεδα πλεονάσματος, και αυτό να οδηγήσει σε πρόωρη χρεοκοπία από την 

περίπτωση που θα εφαρμόζονταν υψηλότερα φράγματα.  

 

Πρακτικά, πρώιμες χρεοκοπίες δεν είναι επιθυμητές από την μεριά της διαχείρισης κινδύνου 

ακόμη και όταν τα μερίσματα μεγιστοποιούνται. Αυτά οδηγούν στην ιδέα της 

μεγιστοποίησης των μερισμάτων υπό την επιβολή ποινής σε περίπτωση χρεοκοπίας ή σε 

περιορισμό πιθανοτήτων χρεοκοπίας (βλέπε πχ Dickson and Waters (2004), Dickson and 

Drekic (2006), Gerber et al., 2006, Thonhauser and Albrecher (2007). 

 

Στις παρούσες συνθήκες, μπορούμε να καθυστερήσουμε την χρεοκοπία με τη μεγιστοποίηση 

των από κοινού μερισμάτων με τον περιορισμό πως τα επίπεδα φραγμάτων πρέπει να είναι 
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τουλάχιστον τα αντίστοιχα αρχικά επίπεδα πλεονάσματος. Τα προκύπτοντα επίπεδα 

φραγμάτων θα ονομαστούν «περιορισμένα βέλτιστα φράγματα». Ακολουθούν οι πίνακες 4.8 

και 4.9, που δίνουν τα περιορισμένα βέλτιστα φράγματα και τις προκύπτουσες από κοινού  

τιμές μερισμάτων αντίστοιχα. 

 

 

 

Πίνακας 4.8 Περιορισμένα βέλτιστα φράγματα για και  

u1          
u2 

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 

1 4.309 4.906 5.553 6.222  6.899 7.532 8.18 8.634 9.089 9.483 9.812 1.092 

2 5.839 6.752   7.644 8.505  9.397 1.354 11.231 12.037 12.736 13.345 13.854 14.289 

3 7.250  8.400  9.498  1.534 11.521  12.498  13.473   14.460 15.359 16.146 16.804 17.369 

4 8.371  9.701   1.959  12.133  13.241 14.295   15.315 16.318  17.316  18.245 19.026 19.699 

5 9.291   1.766  12.156 13.445   14.641  15.763 16.831  17.863  18.874 19.875 20.751 21.511 

6 1.083  11.672  13.164   14.539 15.807  16.986   18.098 19.160   20.189 21.198 22.143 22.970 

7 1.932  12.537 14.074  15.512  16.831  18.051  19.193   20.276 21.318  22.332 23.324 24.199 

8 11.680 13.395  14.998 16.467   17.81  19.049  20.206 21.300  22.348  23.374 24.383 25.288 

9 12.267  14.068 15.747 17.281  18.678 19.960 21.151 22.273 23.344 24.379 25.390 26.306 

 

Πίνακας 4.9: Προσεγγισμένα περιορισμένα βέλτιστα μερίσματα για και  

Και στους δύο πίνακες 4.8 και 4.9, οι έντονοι αριθμοί αντιστοιχούν στις θέσεις όπου οι τιμές 

είναι ίδιες με εκείνες στους πίνακες 4.6 και 4.7. Αυτές οι θέσεις του πίνακα είναι κυρίως 

όπου τα αρχικά επίπεδα πλεονάσματος έχουν αρκετά ισορροπημένες τιμές. Σε πολλές άλλες 

θέσεις, τα περιορισμένα βέλτιστα φράγματα στον πίνακα 4.8 είναι πολύ υψηλότερα από τα 

συνολικά βέλτιστα φράγματα στον πίνακα 4.6. Αξίζει να σημειωθεί πως εκτός από όταν

, οι τιμές μερισμάτων στον πίνακα 4.9 είναι συγκρίσιμες με εκείνες στον πίνακα 4.7.  

 

Αυτό δείχνει ότι η εφαρμογή των περιορισμένων βέλτιστων φραγμάτων μπορεί πραγματικά 

να καθυστερήσει την ζημιά (λόγω των υψηλότερων φραγμάτων) χωρίς να σπαταληθούν 

πολλά μερίσματα. Εν τούτοις, ο πίνακας 4.8 παρουσιάζει ίδια φαινόμενα με τον πίνακα 4.6, 

91 1  u 121 2  u
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u1          

u2 
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 

1 (3,1) (3,2) (4,3) (5,4) (5,5) (6,6) (7,7) (7,8) (8,9) (8,1) (9,11) (9,12) 

2 (8,9) (8,9) (7,8) (7,8) (5,5) (6,6) (7,7) (7,8) (8,9) (8,1) (9,11) (9,12) 

3 (8,9) (8,9) (8,9) (8,9) (8,9) (7,8) (7,8) (7,8) (8,9) (8,1) (9,11) (9,12) 

4 (8,1) (8,1) (8,1) (8,1) (8,9) (8,9) (8,9) (8,9) (8,9) (8,1) (9,11) (9,12) 

5 (8,1) (8,1) (8,1) (8,1) (8,1) (8,1) (8,1) (8,1) (8,1) (8,1) (9,11) (9,12) 

6 (8,1) (8,1) (8,1) (8,1) (8,1) (8,1) (8,1) (8,1) (8,1) (8,1) (9,11) (9,12) 

7 (7,9) (7,9) (8,1) (8,1) (8,1) (8,1) (8,1) (8,1) (8,1) (8,1) (9,11) (9,12) 

8 (8,1) (7,9) (7,9) (8,1) (8,1) (8,1) (8,1) (8,1) (8,1) (9,11) (9,11) (9,12) 

9 (9,11) (9,11) (9,11) (9,11) (9,11) (9,11) (9,11) (9,11) (9,11) (9,11) (9,11) (9,12) 
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δηλ. ότι τα περιορισμένα βέλτιστα φράγματα δύο κλάσεων κινδύνου έχουν πάντα παρόμοιες 

τιμές.  

 

Ο λόγος είναι παρόμοιος με αυτόν για τα συνολικά βέλτιστα φράγματα. Επιστρέφοντας στο 

πρόβλημα της κατανομής κεφαλαίου με βάση τα περιορισμένα βέλτιστα φράγματα, τα 

αποτελέσματα της βέλτιστης κατανομής είναι ίδια με την περίπτωση όπου τα συνολικά 

βέλτιστα φράγματα χρησιμοποιούνται, τουλάχιστον μέχρι 10K . Αυτό απεικονίζεται στο 

σχήμα 4.3. 

 

 
 

Γράφημα 4.3: Σχεδίαση των προσεγγισμένων περιορισμένων βέλτιστων μερισμάτων ως προς 

2u για Kuu  21  

 

4.4.4 Τροποποιημένος τύπος στρατηγικής φραγμάτων 

 

Εδώ θα μελετήσουμε έναν τροποποιημένο τύπο στρατηγικής φραγμάτων βασισμένο σε 

μερικές παρατηρήσεις από τον πίνακα 4.7 σχετικά με τις τιμές μερισμάτων υπό τα συνολικά 

βέλτιστα φράγματα. Ως τώρα υποτίθεται πάντα πως στο χρόνο 0 οι δύο κλάσεις κινδύνου 

σταθεροποιούν τα επίπεδα φραγμάτων τους ώστε να μην αλλάξουν αργότερα. Αλλά εάν ο 

χρόνος 0 είναι χρόνος απόφασης για να τεθούν τα φράγματα, θα είχε νόημα να επιτρεπόταν 

να πληρωθούν τα άμεσα μερίσματα στο χρόνο 0 έτσι ώστε οι δισδιάστατη διαδικασία να 

κινηθεί προς μια καλύτερη αρχική θέση από την οποία να εφαρμόζονται τα νέα συνολικά 

βέλτιστα φράγματα. 

 

Η ανωτέρω ιδέα μπορεί να διευκρινιστεί με το εξής παράδειγμα:  

Έστω ότι η δισδιάστατη διαδικασία κινδύνου ξεκινά με τα αρχικά επίπεδα πλεονάσματος 

)8,3(),( 21 uu . Από τους πίνακες 4.6 και 4.7, ξέρουμε πως η βέλτιστη από κοινού αξία 

μερισμάτων είναι 14.460 κάτω από τα βέλτιστα φράγματα (7,8). Εντούτοις, εάν η κλάση 

κινδύνου 2 πληρώνει άμεσο μέρισμα 1, τότε η  δισδιάστατη διαδικασία μετατοπίζεται στη 

νέα θέση (3,7) και μπορούν να εφαρμοστούν τα βέλτιστα φράγματα για τα αρχικά επίπεδα 

πλεονάσματος (3,7) (που συμβαίνει να είναι (7,8) επίσης).  
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Αυτό θα έχει αποτέλεσμα υψηλότερα συνολικά κοινά μερίσματα 1+13.473 = 14.473. Αλλά 

εάν η κλάση κίνδυνου 2 συνεχίζει να πληρώνει ένα άμεσο μέρισμα 1, που κινεί τη 

δισδιάστατη διαδικασία προς το (3, 6), τότε τα συνολικά κοινά μερίσματα θα είναι ακόμα 

υψηλότερα στο 14.498. Η διαδικασία συνεχίζεται, και καμία περαιτέρω βελτίωση δεν είναι 

δυνατή επάνω στην επίτευξη της θέσης (3, 4) όπου τα συνολικά κοινά μερίσματα στο 14.534 

έχουν το επιθυμητό αποτέλεσμα. Για να συνοψίσουμε, αρχίζοντας από (u1,u2) = (3,8), η 

γενική στρατηγική θα ήταν για την κλάση κινδύνου 2 να πληρώσει 4 στο χρόνο 0, και να 

εφαρμοστούν έπειτα τα φράγματα (8,9) έτσι ώστε η αναμενόμενη παρούσα αξία των 

μελλοντικών μερισμάτων να είναι 1.534 

 

Βάσει των προαναφερθέντων, έχουν ταξινομηθεί σε πίνακες οι βέλτιστες παράμετροι της 

στρατηγικής τροποποιημένων φραγμάτων στον πίνακα 4.1. Σε κάθε κελί του πίνακα, το 

ανώτερο ζευγάρι είναι η αρχική θέση στόχων ενώ το χαμηλότερο ζευγάρι αντιπροσωπεύει τα 

βέλτιστα φράγματα για τη νέα αρχική θέση. Ο πίνακας 4.11 δίνει τις τιμές μερισμάτων 

αναλόγως. 
 

u1          
u2 

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 

1 
 (1,1) (1,1)  (1,1)  (1,1)  (1,1)  (1,1)  (1,1)   (1,1)  (1,1) (1,1)  (1,1)  (1,1)  

 (3,1) (3,1)  (3,1)  -3,1 (3,1)  (3,1)  (3,1)   (3,1)  (3,1)  (3,1)  (3,1)  (3,1)  

2 
 (2,1)  (2,1)  (2,1)  (2,1)  (2,1)  (2,1)  (2,1)  (2,1)  (2,1) (2,1)  (2,1)  (2,1)  

(8,9)   (8,9) (8,9)  (8,9)  (8,9)   (8,9) (8,9)  (8,9)  (8,9)  (8,9)  (8,9)  (8,9)  

3 
 (3,1)  (3,2) (3,3)  (3,4)  (3,4)   (3,4) (3,4)   (3,4) (3,4)  (3,4)  (3,4)  (3,4)  

(8,9)   (8,9) (8,9)  (8,9)  (8,9)   (8,9) (8,9)  (8,9)  (8,9)  (8,9)  (8,9)  (8,9)  

4 
(4,1)  (4,2)   (4,3)  (4,4)  (4,5)  (4,6)  (4,7)  (4,8)  (4,8)  (4,8) (4,8) (4,8) 

(8,1)   (8,1)  (8,1)  (8,1)  (8,9)   (8,9) (8,9)  (8,9)  (8,9)  (8,9)  (8,9)  (8,9)  

5 
(4,1)   (5,2)   (5,3)  (5,4) (5,5)   (5,6) (5,7)  (5,8)   (5,9) (5,1)  (5,1) (5,1) 

(8,1)   (8,1)  (8,1)  (8,1)  (8,1)   (8,1)  (8,1)  (8,1)  (8,1)   (8,1)  (8,1)  (8,1)  

6 
(4,1)   (5,2)  (6,3)   (6,4) (6,5)   (6,6)  (6,7) (6,8)  (6,9)  (6,1)  (6,1) (6,1)  

(8,1)   (8,1)  (8,1)  (8,1)  (8,1)   (8,1)  (8,1)  (8,1)  (8,1)   (8,1)  (8,1)  (8,1)  

7 
(4,1)   (5,2)  (6,3)   (6,4) (7,5)   (7,6)  (7,7) (7,8)  (7,9)  (7,1)  (7,1)  (7,1)  

(8,1)   (8,1)  (8,1)  (8,1)  (8,1)   (8,1)  (8,1)  (8,1)  (8,1)   (8,1)  (8,1)  (8,1)  

8 
(4,1)   (5,2)  (6,3)   (6,4) (7,5)   (7,6)  (8,7) (8,8)  (8,9)  (8,1)  (8,11) (8,11) 

(8,1)   (8,1)  (8,1)  (8,1)  (8,1)   (8,1)  (8,1)  (8,1)   (8,1)  (9,11)  (9,11)   (9,11) 

9 
(4,1)   (5,2)  (6,3)   (6,4) (7,5)   (7,6)  (8,7) (8,8)  (8,9)  (9,1)  (8,11) (8,11) 

(8,1)   (8,1)  (8,1)  (8,1)  (8,1)   (8,1)  (8,1)  (8,1)   (8,1)  (9,11)  (9,11)   (9,11) 

Πινάκας 4.10 Βέλτιστες παράμετροι στρατηγικής τροποποιημένων φραγμάτων 
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u1          
u2 

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 

1 4.309 5.309 6.309 7.309 8.309 9.309 1.309 11.309 12.309 13.309 14.309 15.309 

2 5.839 6.839 7.839 8.839 9.839 1.839 11.839 12.839 13.839 14.839 15.839 16.839 

3 7.250 8.400 9.498 1.534 11.534 12.534 13.534 14.534 15.534 16.534 17.534 18.534 

4 8.371 9.701 1.959 12.133 13.241 14.295 15.315 16.318 17.318 18.318 19.318 20.318 

5 9.371 1.766 12.156 13.445 14.641 15.763 16.831 17.863 18.874 19.875 20.875 21.875 

6 1.371 11.766 13.164 14.539 15.807 16.986 18.098 19.160 20.189 21.198 22.198 23.198 

7 11.371 12.766 14.164 15.539 16.831 18.051 19.193 20.276 21.318 22.332 23.332 24.332 

8 12.371 13.766 15.164 16.539 17.831 19.051 20.206 21.300 22.348 23.374 24.383 25.383 

9 13.371 14.766 16.164 17.539 18.831 20.051 21.206 22.300 23.348 24.379 25.390 26.390 

Πίνακας 4.11 Προσεγγισμένα βέλτιστα μερίσματα υπό την στρατηγική τροποποιημένων φραγμάτων 
 

Πρώτον, τα κελιά στους πίνακες 4.9-4.1 με το άσπρο φόντο δείχνουν τις θέσεις (ι) όπου δεν 

υπάρχει οποιαδήποτε στρατηγική τροποποιημένου φράγματος που να υπερισχύσει της 

(συνολικά) βέλτιστης στρατηγικής φράγματος στους πίνακες 4.6-4.7  (ii) που δεν είναι οι 

αρχικές θέσεις στόχων για άλλα αρχικά επίπεδα πλεονάσματος υπό εξέταση και (iii) που δεν 

περιλαμβάνει οποιαδήποτε άμεσα μερίσματα στο χρόνο 0.  

 

Δεύτερον, μια στήλη ή μια σειρά με μαύρους αριθμούς και το ίδιο γκρίζο φόντο στους 

πίνακες 4.9-4.1 αντιπροσωπεύουν τις θέσεις που καταρρέουν ως προς το ανώτατο προς τα 

πάνω ή προς τα αριστερά κελί μέσα σε εκείνη τη (μερική) στήλη ή σειρά. Π.χ., εφ' όσον

31 u και 124 2  u , η κλάση 2 πρέπει να πληρώσει ένα μέρισμα της τάξεως του 42 u στο 

χρόνο 0 και έπειτα οι δύο κλάσεις κινδύνου πρέπει να εφαρμόσουν το (8,9) ως φράγμα. Για 

ένα άλλο παράδειγμα, μέσα στο πεδίο όπου 95 1  u και 22 u , η κλάση κινδύνου 1 

αμέσως πληρώνει 51 u και έπειτα οι δύο κλάσεις κινδύνων εφαρμόζουν τα φράγματα (8,1). 

Εκτός από τις θέσεις - στόχους, όλα τα υπόλοιπα κελιά με το γκρίζο υπόβαθρο στον πίνακα 

4.1 έχουν αυστηρά υψηλότερες τιμές μερισμάτων από τις αντίστοιχες της (συνολικά) 

βέλτιστης στρατηγικής φραγμάτων που αφορά στον πίνακα 4.7.  

 

Τέλος, κάθε υπόλοιπο κελί με σκοτεινό φόντο και άσπρο αριθμό έχει στην ουσία την ίδια 

στρατηγική τροποποιημένου φράγματος όπως (συνολικά) η βέλτιστη στρατηγική φράγματος, 

αλλά η ερμηνεία είναι ελαφρώς πιο περίπλοκη. Π.χ. όταν 51 u και 1210 2  u 1, ο πίνακας 

4.6 δείχνει (συνολικά) τα βέλτιστα εμπόδια )10,8(),( 21
 bb . Αφού  22 bu u, αυτό 

ουσιαστικά σημαίνει ότι η κλάση κινδύνου 2 πρέπει να πληρώσει ένα άμεσο μέρισμα u2 – 1 

(που κινεί τη δισδιάστατη διαδικασία στο (5,1)) και συνεχίζει να εφαρμόζει τα φράγματα 

(8,1).  

 

Πάλι από τον πίνακα 4.6, είναι γνωστό ότι τα (συνολικά) βέλτιστα φράγματα που 

αντιστοιχούν στα αρχικά επίπεδα πλεονάσματος )10,5(),( 21 uu  είναι επίσης (8,1). 

Επομένως, η ανωτέρω περιγραφή είναι πράγματι ίδια με την στρατηγική που δίνεται στον 

πίνακα 4.1, με (5,1) όντας η αρχική θέση στόχων και (8,1) τα νέα φράγματα.  

 

Αξίζει να σημειωθεί ότι οι τιμές μερισμάτων στον πίνακα 4.11 δεν είναι μικρότερες από 

εκείνες στον πίνακα 4.7 κάτω από τα (συνολικά) βέλτιστα φράγματα. Το πιο σημαντικό είναι 

πως, σε ορισμένες περιπτώσεις όπου τα (συνολικά) βέλτιστα φράγματα είναι χαμηλά στον 

πίνακα 4.6, η εφαρμογή της προτεινόμενης από εμάς στρατηγικής φράγματος μπορεί να 
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οδηγήσει σε αργότερο χρεοκοπίας επίσης. Π.χ. όταν 21 u  u1 = 2 και 124 2  u , σύμφωνα 

με τις δύο στρατηγικές των πινάκων 4.6 και 4.1, η δισδιάστατη διαδικασία αρχίζει 

ουσιαστικά στα αρχικά επίπεδα πλεονάσματος (2, 1) μετά από την πληρωμή ενός άμεσου 

μερίσματος στο χρόνο 0.  

 

Όμως τα υψηλότερα φράγματα (8, 9) εφαρμοσμένα υπό την στρατηγική τροποποίησης (σε 

σύγκριση με τα φράγματα (3,1) στον πίνακα 4.6) σημαίνει ότι η δισδιάστατη διαδικασία 

μπορεί τώρα να διαρκέσει περισσότερο. Επομένως, η προτεινόμενη στρατηγική 

τροποποίησης θα μπορούσε να έχει το πλεονέκτημα των αυξανόμενων κοινών μερισμάτων 

και του καθυστερημένου χρόνου ζημιάς σε σύγκριση με την τυποποιημένη στρατηγική 

φράγματος. Τέλος, το γράφημα 4.4 δείχνει ότι η στρατηγική τροποποιημένων φραγμάτων 

οδηγεί στην ίδια βέλτιστη διανομή κεφαλαίου όπως στα γραφήματα 4.2 και 4.3 για 

τουλάχιστον μέχρι 10K . 

 

 
Γράφημα 4.4: Προσεγγισμένα βέλτιστα μερίσματα ως προς 1u για Kuu  21 με τη 

στρατηγική τροποποιημένων φραγμάτων. 

 

4.4.5 Τελικές παρατηρήσεις 

 

Σε αυτήν την ενότητα, αναπτύχθηκε μια διαδικασία διακριτοποίησης για να προσεγγιστεί μια 

συνεχής-χρονικά  διαδικασία δισδιάστατου ρίσκου. Οι εφαρμογές σε προβλήματα σχετικά με 

την αντασφάλιση, την κατανομή κεφαλαίου, και τα μερίσματα αναπαρίστανται με 

αριθμητικά παραδείγματα. Προτάθηκε μια στρατηγική τροποποίησης φράγματος μερισμάτων 

που μπορεί να οδηγήσει σε αυξανόμενα μερίσματα και ο πιο περισσότερο χρόνο επιβίωσης. 

 

Υπάρχουν διάφορες κατευθύνσεις για μελλοντική έρευνα: 

 

Κατ' αρχάς, με τα επίπεδα φραγμάτων ),( 21 bb στο μοντέλο συνεχούς χρόνου μαζί με τους 

παράγοντες κλίμακας ),( 21  , πρέπει να λυθεί ένα σύστημα )1)(1( 2211  bb   γραμμικών 

εξισώσεων σύμφωνα με τις διαδικασίες προσέγγισης που περιγράφονται στην αρχή της 

παραγράφου 4.2.4.  
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Σε περιπτώσεις όπου τα ζεύγη τιμών ),( 21 bb και ),( 21  είναι και τα δύο μεγάλα, είναι 

δυνατόν να μην επαρκεί η μνήμη του υπολογιστή (αυτό εξηγεί τις επιλογές χαμηλών 

φραγμάτων στην παράγραφο 3 και χαμηλών συντελεστών κλιμάκωσης στην παράγραφο 4.). 

Πρέπει να αναζητηθούν αποτελεσματικότερες υπολογιστικές μέθοδοι.  

 

Δεύτερον, οι διαδικασίες μας μπορούν να επεκταθούν από δισδιάστατες σε πολυδιάστατες, 

αλλά οι υπολογισμοί θα είναι πολύ πιο κουραστικοί, και θα απαιτηθούν καλύτεροι 

αλγόριθμοι.  

 

Τρίτον, το παρόν πρότυπο μπορεί να τροποποιηθεί έτσι ώστε η μεταφορά κεφαλαίου μεταξύ 

κλάσεων κινδύνου (π.χ. Hult και Lindskog (2006)) να είναι δυνατή όταν είναι μια κλάση 

κινδύνου κινδυνεύει ενώ η άλλη έχει άφθονο κεφάλαιο.  

 

Τέλος, κάποιος μπορεί επίσης να προσπαθήσει να αντλήσει ειδικές πολύπλοκες ερμηνείες 

βγαλμένες από τα αποτελέσματα των απλούστερων μοντέλων όπως εκθετικές ζημιές με 

κοινά σοκ μόνο, ή από την αναλογική αντασφάλιση. Εμείς θέτουμε τα τελευταία ως ανοιχτές 

ερωτήσεις. 
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