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Περίληψη

Στην παρούσα εργασία παρουσιάζεται μία εκτενής μελέτη της κατανομής της δομικής παρα-

μέτρου μίας μεικτής διαδικασίας Poisson. Αρχικά παρουσιάζεται μία συστηματική μελέτη των

μεικτών διαδικασιών Poisson, η σχέση τους με τις διαδικασίες Markov και ένας χαρακτηρισμος

τους μέσω του πολυωνυμικού κριτηρίου. Εν συνεχεία μελετούνται διάφορα παραδείγματα κα-

τανομών της δομικής παραμέτρου και οι ιδιότητες που προκύπτουν για την αντίστοιχη μεικτή

διαδικασία Poisson.

Τέλος παρουσιάζονται διάφορες μέθοδοι εκτίμησης της κατανομής της δομικής παραμέτρου

μίας μεικτής διαδικασίας Poisson, κάθως και κάποια γραφήματα σχετικών παραδειγμάτων.





Abstract

In the present thesis an extensive study of the distribution of a structure parameter of

a mixed Poisson process is presented. First, a systematic investigation of mixed Poisson

processes together with their relation with Markov process, as well as a characterization of

them in term of the multinomial criterion are provided. Next, various examples of the distri-

butions of structure parameters for mixed Poisson processes are studied and the probability

functions as well as some moments of the corresponding counting process are explicitly

computed. Finally, some methods for the estimation of the distribution of the structure

parameter are presented.
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Εισαγωγή

΄Ενα από τα πιο κλασσικά παραδείγματα μίας απαριθμήτριας διαδικασίας είναι η ομογενής δια-

δικασία Poisson. Ωστόσο, σε πολλές εφαρμογές η διαδικασία Poisson είναι τόσο απλή για να

είναι εφαρμόσιμη. Αν παραδείγματος χάριν Nt είναι ο αριθμός των απαιτήσεων μέχρι τον χρόνο

t σε ένα συγκεκριμένο ασφαλιστικό χαρτοφυλάκιο, τότε είναι γνωστό στους αναλογιστές ότι

η μεταβλητότητα στο χαρτοφυλάκιο, που εκφράζεται από την Var(Nt), είναι πολύ μεγαλύτερη

από την θ · t, την τιμή που αντιστοιχεί στην αυστηρή περίπτωση της Poisson. Ο λόγος είναι

οτι, ακόμα και οταν ο αριθμός των απαιτήσεων ακολουθεί μία κατανομή Poisson, οι μέσες τιμές

μεταβάλλονται στο χαρτοφυλάκιο. Αυτό σημαίνει οτι η τιμή θ μίας ατομικής πολιτικής έιναι μία

από τις δυνατές τιμές μίας τ.μ. Θ. Αυτό οδηγεί στην έννοια μίας μεικτής διαδικασίας Poisson

με δομική παράμετρο Θ.

Μερικές από τις πιο δημοφιλείς επιλογές για την δομική παράμετρο είναι :

• Η ομογενής διαδικασία Poisson Η δομική της παράμετρος Θ είναι εκφυλισμένη στο

θ > 0. Είναι η μοναδική μεικτή διαδικασία Poisson (MPP για συντομία ) που είναι συγχρόνως

μία ανανεωτική διαδικασία. (βλ.Ενότητα 5.1 )

• Η διπλη διαδικασία Poisson Η δομική της παράμετρος έχει δύο διαφορετικά σημεία

αλμάτων , τα θ1 και θ2 με αντίστοιχα ύψη αλμάτων p1 ∈ (0, 1) και p2 := 1 − p2, αντίστοιχα

(βλ. Ενότητα 5.2). Αυτό το είδος διαδικασίας θα μπορούσε να χρησιμοποιηθεί αν ο πληθυσμός

ήταν χωρισμένος σε θηλυκά και αρσενικά άτομα.

• Η διαδικασία Pólya-Lundberg ή Pascal (βλ. Ενότητα 5.3 ). Η δομική της παράμε-

τρος Θ ακολουθεί την κατανομή Ga(a, β), όπου a, β > 0 και η σ.π. της Nt είναι εκείνη της

Pascal ή της αρνητικής δυωνυμικής. Οι δύο παράμετροι α και β επιτρέπουν μεγάλη ευελιξία,

όταν κάποιος ταιριάζει με τα πραγματικά δεδομένα εκείνα μιάς θεωρητικής κατανομής.

• Η διαδικασία Sichel Η δομική της παράμετρος Θ ακολουθεί την γενικευμένη αντίστροφη

Γκαουσιανή κατανομή (GIGD για συντομία), που η σ.π.π. της ορίζεται μέσω μίας τροποποι-

ημένης συνάρτησης Bessel τρίτου είδους (βλ. Ενότητα 5.7). Ειδική της περίπτωση έιναι η

αντίστροφη Γκαουσιανή κατανομή (βλ. Ενότητα 5.8).
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Η εισαγωγή μιάς γενικής MPP οφείλεται πιθανόν στον Thyrion [42] για την γενική πε-

ρίπτωση και στον Ammeter [12] για την ειδική περίπτωση διαδικασιών Pólya-Lundberg. Η

πρώτη λεπτομερής και θεμελιώδης μελέτη των MPPs οφείλεται στον Lundberg [33], ο ο-

ποίος έδωσε αποτελέσματα της στενότερης σύνδεσης μεταξύ MPPs και διαδικασιών Markov

συνεχούς χρόνου.

Εδώ μελετάμε τις παραπάνω δομικές παραμέτρους μεικτών διαδικασιών Poisson , καθώς

και κάποιες επιπλέον. Πιο συγκεκριμένα στο Κεφάλαιο 1 παρατίθενται οι βασικές έννοιες

και οι ορισμοί που χρησιμοποιούνται στην παρούσα εργασία. Στο Κεφάλαιο 2 παρουσιάζεται

μία συντομή επισκόπηση βασικών εννοιών της κλασσικής θεωρίας κινδύνου. Στο Κεφάλαιο

3 γίνεται μία προσπάθεια συστηματικής μελέτης απαριθμητριών διαδικασιών, των οποίων οι

πιθανότητες μετάβασης ικανοποιούν τις εξισώσεις Chapman-Kolmogorov και μπορούν να υ-

πολογιστούν μέσω μιάς ακολουθίας εντάσεων. Οι εντάσεις είναι συναρτήσεις του χρόνου , και

δίνεται ιδιαίτερη προσοχή στις περιπτώσεις όπου αυτές είναι ταυτοτικές η σταθερές. Τα κύ-

ρια αποτελέσματα χαρακτηρίζουν απαριθμήτριες διαδικασίες που είναι δυσιολογικές διαδικασίες

Markov με εντάσεις που είναι ταυτοτικές ή όλες σταθερές. Πιο συγκεκριμένα, στην Ενότητα

3.2 αποδεικνύεται ένας χαρακτηρισμός της έννοιας της φυσιολογικότητας (βλ. Ορισμό 3.1.12)

απαριθμητρτριών σ.δ. που ικανοποιούν τις εξισώσεις Chapman-Kolmogorov μέσω διαφορικών

και ολοκληρωτικών εξισώσεων (βλ. Θεώρημα 3.2.1).Στην Ενότητα 3.3 αποδεικνύεται αναλυ-

τικά ένας χαρακτηρισμός μη ομογενών σ.δ. Poisson ( βλ. Θεωρημα 3.3.3). Στην Ενότητα 3.4

αποδεικνύεται αρχικά ένας χαρακτηρισμός της ομογένειας φυσιολογικών απαριθμητριών σ.δ.

που ικανοποιούν τις εξισώσεις Chapman-Kolmogorov μέσω των εντάσεων τους ( βλ. Λήμμα

3.4.1). Ο εν λόγω χαρακτηρισμός μας βοηθάει να δώσουμε ένα χαρακτηρισμό της ομογένειας

φυσιολογικών σ.δ. Markov μέσω της σ.δ. των ενδιάμεσων χρόνων (βλ. θεώρημα 3.4.2). Τα

αποτελέσματα του Κεφαλαίου 3 είναι χρήσιμα για την μελέτη της μεικτής σ.δ. Poisson και των

δομικών κατανομών της.

Στο κεφάλαιο 4 παρατίθενται ο ορισμός και οι βασικές ιδιότητες μίας μεικτής σ.δ. . Δια-

τυπώνεται το πολυωνυμικό κριτήριο, που έιναι χρήσιμο στη Στατιστική,(βλ. Λήμμα 4.2.3), και

αποδεικνύονται οι ιδιότητες μίας μεικτής σ.δ. Poisson, όπως η Markov (βλ. θεώρημα 4.2.4) και

η φυσιολογικότητα (βλ. θεώρημα 4.2.5).

Στο Κεφάλαιο 5 αναλύονται μερικά, επιπλέον εκείνων που αναφέραμε αρχικά, παραδείγματα δο-

μικών κατανομών MPPs. Ιδιαιτέρως στην Ενότητα 5.4 περιγράφονται η διαδικασία Delaporte

δηλαδή εκείνη η MPP με δομική παράμετρο Θ με κατανομή τη μετατοπισμένη (ή γενικευμέ-

νη) κατανομή Ga(a, β, γ). Αποδεικνύεται ότι μία διαδικασία Delaporte {Nt}t∈R+ αναλύεται

σε άθροισμά δύο ανεξάρτητων απαριθμητριών διαδικασιών, μίας ομογενούς Poisson και μιας

διαδικασίας Pólya-Lundberg (βλ. Θεώρημα 5.4.1).
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Συνέπεια αυτού είναι ο ευκολος υπολογισμός της σ.π. της Nt (βλ. Πόρισμα 5.4.2). Στην

Ενότητα 5.5 μελετάται η MPP με δομική παράμετρο Θ που ακολουθεί την γενικευμένη Βήτα

κατανομή. Στην Ενότητα 5.6 περιγράφεται ηMPP με δομική παράμετρο Θ που ακολουθεί την

περικομμένη (truncated) κανονική κατανομή. Στις Ενότητα 5.9 μελετάται η MPP με δομική

παράμετρο Θ που ακολουθεί την λογαριθμοκανονική κατανομή. Στο κεφάλαιο 6 παρουσιάζονται

εκτιμήσεις της δομικής παραμέτρου μίας MPP μέσω τύπων πραγματικής αντστροφής (αντι-

στοφή με χρήση μετασχηματισμών Laplace και αντιστροφή βασισμένη στους χρόνους άφιξης)

και προσομοιώσεις μίας MPP .
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Κεφάλαιο 1

Βασικές ΄Εννοιες και Ορισμοί

Στο συγκεκριμένο κεφάλαιο παρουσιάζονται εισαγωγικές έννοιες και ορισμοί που θα χρησιμο-

ποιηθούν στην παρούσα εργασία. Συμβολίζουμε με: N := {1, 2, 3, ...} το σύνολο των φυσικών
αριθμών, με Z το σύνολο των ακεραίων αριθμών, με Q το σύνολο των ρητών αριθμών και με
R το σύνολο των πραγματικών αριθμών.
Χρησιμοποιούνται επίσης τα εξής σύμβολα: N0 := N ∪ {0}, Z∗ := Z\{0}, Q∗ := Q\{0},
R∗ := R\{0}, R+ := {x ∈ R : x ≥ 0} το σύνολο των μη αρνητικών πραγματικών αριθμών.
΄Ομοια ορίζονται και τα σύνολα: Z+, Z∗+ και Q+, Q∗+. Ακόμη, με Nn συμβολίζουμε το σύνολο

{0, . . . , n} ⊆ N και τέλος με N∗n το σύνολο {1, . . . , n} ⊆ N.
΄Εστω Ω σύνολο και A,B ⊆ Ω. Τότε με Ac ή Ω \ A := {x ∈ Ω : x /∈ A} συμβολίζεται το
συμπλήρωμα του A (σε σχέση με το Ω), με A ] B συμβολίζεται η ένωση δύο ξένων
μεταξύ τους συνόλων και με

⊎
i∈I Ai συμβολίζεται η ένωση μιας μη κενής οικο-

γένειας {Ai}i∈I ξένων ανά δύο υποσυνόλων του Ω.

Για κάθε A ⊆ Ω με χA συμβολίζουμε τη δείκτρια συνάρτηση του A. Η ταυτοτική συνάρ-

τηση από το Ω στον εαυτό του συμβολίζεται με idΩ. Για μία απεικόνιση f : D 7−→ E όπου

D,E 6= ∅, με Rf ή με f(D) συμβολίζεται το σύνολο τιμών της f . Αν ∅ 6= A ⊆ D με f � A

συμβολίζεται ο περιορισμός της f στο A. Αν G είναι κάποιο σύστημα υποσυνόλων του Ω, τότε

η ελάχιστη σ-άλγεβρα υποσυνόλων του Ω που περιέχει το G, συμβολίζεται με σ(G) και ονομά-

ζεται η σ-άλγεβρα η παραγόμενη από το G, ενώ το G ονομάζεται ένας γεννήτορας
της σ(G). Μια σ-άλγεβρα A, είναι αριθμήσιμα παραγόμενη εάν υπάρχει μια αριθμήσιμη

οικογένεια G υποσυνόλων του Ω για την οποία ισχύει A = σ(G). Τέλος, η ελάχιστη σ-άλγεβρα

υποσυνόλων του R (ή του Rn
) που παράγεται από όλα τα ανοικτά υποσύνολα του R (ή του

Rn
), ονομάζεται η Borel σ-άλγεβρα στο R (ή στο Rn

) και συμβολίζεται με B := B(R) (ή

Bn := B(Rn)). Τα στοιχεία μιας Borel σ-άλγεβρας, ονομάζονται σύνολα Borel.

Στη συνέχεια, και εφόσον δε δηλώνεται διαφορετικά, η τριάδα (Ω,Σ, P ) είναι ένας χώρος πι-

θανότητας (χ.π. για συντομία) και το ζευγάρι (Υ, T ) είναι ένας μετρήσιμος χώρος (μ.χ.

για συντομία). Με Σ0 συμβολίζουμε το σύνολο όλων των στοιχείων N ∈ Σ ώστε P (N) = 0.
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Βασικές ΄Εννοιες και Ορισμοί

Για τ.μ. X, Y : Ω → R γράφουμε X = Y P−σχεδόν βέβαια (P − σ.β. για συντομία), αν
{X 6= Y } ∈ Σ0.

Μία τ.μ. f : Ω→ R ονομάζεται ολοκληρώσιμη ως προς το μέτρο P αν
∫
|f |dP < ∞.

Με L1(P ) (L1
+(P ) αντίστοιχα) συμβολίζεται το σύνολο όλων των ολοκληρώσιμων (αντίστοι-

χα μη αρνητικών ολοκληρώσιμων) συναρτήσεων f : Ω→ R. Ακόμη με L2(P ) συμβολίζεται

το σύνολο όλων των τετραγωνικά ολοκληρώσιμων συναρτήσεων (δηλαδή όλων των

f : Ω→ R ώστε
∫
|f |2dP <∞ − συναρτήσεων).

΄Εστω Υ ένα μη κενό σύνολο. Με πΩ και πΥ συμβολίζονται οι κανονικές προβολές

από το Ω × Υ στο Ω και Υ αντίστοιχα. Αν f : Ω × Υ 7−→ R είναι μία συνάρτηση, τότε για
σταθερό ω ∈ Ω η συνάρτηση fω : Υ 7−→ R ώστε fω(y) := f(ω, y) ονομάζεται η ω−τομή
της f . Αντίστοιχα, για σταθερό y ∈ Υ η f y : Ω 7−→ R ώστε f y(ω) := f(ω, y) ονομάζεται η

y-τομή της f .

΄Εστω X ∈ L1(P ) και F μία σ−υποάλγεβρα του Σ. Κάθε συνάρτηση Y ∈ L1(P |F) που

ικανοποιεί για κάθε A ∈ F την ισότητα
∫
A
XdP =

∫
A
Y dP , ονομάζεται μία εκδοχή της

δεσμευμένης μέσης τιμής της X δοθείσης της F και συμβολίζεται με EP [X|F ].

Για X := χE ∈ L1(P ) με E ∈ Σ θέτουμε P (E|F) := EP [χE|F ].

Μία συνάρτηση k : T × Ω → R είναι ένας T − Σ-Μαρκοβιανός πυρήνας (Markov

kernel) όταν ικανοποιούνται οι ακόλουθες συνθήκες:

(k1) Η συνολοσυνάρτηση k(•, ω) είναι ένα μέτρο πιθανότητας στην T για κάθε σταθερό

ω ∈ Ω.

(k2) Η συνάρτηση ω 7−→ k(B,ω) είναι Σ-μετρήσιμη για οποιοδήποτε σταθερό B ∈ T .

΄Ενας T − Σ-Μαρκοβιανός πυρήνας ονομάζεται επίσης τυχαίο μέτρο. (βλ. π.χ. [28,

p. 83]).

΄Εστω Σ − T -μετρήσιμη απεικόνιση X : Ω → Υ και μία σ−υποάλγεβρα F της Σ. Η

δεσμευμένη κατανομή της X επάνω στην F είναι ένας T−F−Μαρκοβιανός πυρήνας
k, ικανοποιώντας για κάθε B ∈ T τη συνθήκη

k(B, •) = P (X−1(B)|F)(•) P � F − σ.β.

΄Ενας τέτοιος Μαρκοβιανός πυρήνας k θα συμβολίζεται με PX|F . Σαφώς, για κάθε T −
Z−Μαρκοβιανό πυρήνα k, η απεικόνιση K(Θ) : T × Ω→ R που ορίζεται ως

K(Θ)(B,ω) := (k(B, •) ◦Θ(ω) για κάθε B ∈ T και ω ∈ Ω

είναι ένας T −σ(Θ)−Μαρκοβιανός πυρήνας. Ιδιαιτέρως, για (Υ, T ) = (R,B) τα σχετικά μέτρα

πιθανότητας k(•, θ) για θ = Θ(ω) με ω ∈ Ω είναι κατανομές στο B και έτσι μπορούμε να

γράψουμε K(θ)(•) αντί για k(•, θ). Αντίστοιχα, τη περίπτωση του K(Θ) τη συμβολίζουμε με

K(Θ).
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Βασικές ΄Εννοιες και Ορισμοί

Για οποιαδήποτε σ−υποάλγεβρα F της Σ, θα λέμε ότι δύο T−F−Μαρκοβιανοί πυρήνες ki,
για i ∈ {1, 2}, είναι P � F−ισοδύναμοι και γράφουμε k1 = k2 P � F − σ.β., αν υπάρχει
P−μηδενικό σύνολο N ∈ F τέτοιο ώστε k1(B,ω) = k2(B,ω) για κάθε B ∈ T και ω /∈ N .
Μια οικογένεια {Σi}i∈I σ−υποαλγεβρών της Σ ονομάζεται P -υπό συνθήκη ανεξάρ-

τητη επάνω στη σ-υποάλγεβρα F ⊆ Σ, αν για κάθε n ∈ N με n ≥ 2 έχουμε:

P (E1 ∩ · · · ∩ En|F) =
n∏
j=1

P (Ej|F) P � F − σ.β.

για κάθε j ≤ n και για κάθε Ej ∈ Σij όπου τα i1, . . . , in είναι διακριτά στοιχεία του I.

Μια οικογένεια Σ− T -μετρήσιμων απεικονήσεων {Χt}t∈R+ από το Ω στο Υ είναι:

• P -υπο συνθήκη ανεξάρτητη επάνω στη σ-υποάλγεβρα F της Σ, αν η οικογένεια

σ({Χt})t∈R+ είναι P -υπο συνθήκη ανεξάρτητη επάνω στην F και

• P -υπο συνθήκη ισόνομη επάνω στη σ-υποάλγεβρα F της Σ, αν

P (F ∩X−1
s (B)) = P ((F ∩X−1

t (B)), για s, t ∈ R+, F ∈ F και Β ∈ Τ.

Επιπλέον, για κάθε τ.μ. X : Ω→ R θέτουμε

σ(X) := X−1(B) := {X−1(B) : B ∈ B}.

Τότε, η σ(X) είναι μια σ-άλγεβρα στο Ω που ονομάζεται η σ-άλγεβρα στο Ω η παρα-

γόμενη από την X και ισχύει σ(X) ⊆ Σ. Γενικότερα, για μια οικογένεια {Xt}t∈R+ τ.μ.,

ορίζουμε:

σ
(
{Xt}t∈R+

)
= σ

( ⋃
t∈R+

σ(Xt)

)
.

Η σ
(
{Xt}t∈R+

)
ονομάζεται η σ-άλγεβρα η παραγόμενη από την οικογένεια {Xt}t∈R+ .

Μία οικογένεια {Xt}t∈R+ τ.μ. ονομάζεται ανεξάρτητη μιας οικογένειας {Σt}t∈R+ σ-υπο-

αλγεβρών της Σ, αν για κάθε {t1, . . . , tm} ⊆ R+, οι σ-άλγεβρες σ(Xt1), . . . , σ(Xtm),Σt1 , . . . ,Σtn

είναι ανεξάρτητες.

Αν οι P,Q είναι κατανομές πιθανότητας επάνω στον μ.χ. (R,B), τότε η κατανομή πιθανό-

τητας με τύπο

(P ∗Q)(B) :=

∫
R
P (B − y)dQ(y) για κάθε B ∈ B,

όπου B−y := {z−y : z ∈ B}, ονομάζεται η συνέλιξη των P,Q. Επίσης για n ∈ N ορίζουμε
ως την n-οστη συνέλιξη της P , την κατανομή πιθανότητας P ∗(n+1) := P n ∗ P , όπου P ∗0

(εκφυλισμένη) κατανομή που ικανοποιεί την P ∗0({0}) = 1. Ομοίως, ορίζεται και η συνέλιξη

δύο σ.κ.π. F,G ή δύο σ.(π.)π. f, g. Τέλος, σημειώνουμε ότι αν n ∈ N και η {Xk}k∈Nn είναι μια
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Βασικές ΄Εννοιες και Ορισμοί

ακολουθία ανεξάρτητων τ.μ. με αντίστοιχες κατανομές πιθανότητας (επάνω στον μ.χ. (R,B))

{PXk}k∈Nn , τότε από τον ορισμό της συνέλιξης άμεσα έχουμε ότι

PX0+···+Xn = PX0 ∗ · · · ∗ PXn = (PX0 ∗ · · · ∗ PXn−1) ∗ PXn .

Για κάθε ενδεχόμενο B ∈ Σ τέτοιο ώστε P (B) 6= 0 και τ.μ. X : Ω −→ R, το ολοκλήρωμα
της τυχαίας μεταβλητής X ως προς τη δεσμευμένη πιθανότητα PB συμβολίζεται με

EB[X] := E[X|B] :=

∫
B

XdPB

και ονομάζεται η δεσμευμένη μέση τιμή της τ.μ. Χ δοθέντος του ενδεχομένου

Β.

Μια οικογένεια {Σt}t∈R+σ-υποαλγεβρών της Σ ονομάζεται διύλιση (filtration) αν για

κάθε s, t ∈ R+ με s < t ισχύει Σs ⊆ Σt.

Μία σ.δ. {Xt}t∈R+ λέμε ότι είναι προσαρμοσμένη σε μία διύλιση {Σt}t∈R+ αν για

κάθε t ∈ R+ η τ.μ. Xt είναι Σt -μετρήσιμη.

Η {Tt}t∈R+ με Tt := σ({Xs : s ≤ t}) για κάθε t ∈ R+, ονομάζεται η κανονική διύλιση

για την {Xt}t∈R+ . Προφανώς, κάθε σ.δ. {Xt}t∈R+ είναι προσαρμοσμένη στη κανονική της

διύλιση.

Μία σ.δ. {Xj}j∈I ονομάζεται ένα martingale ως προς τη διύλιση {Σt}t∈R+ ή ένα

{Σt}t∈R+-martingale αν ισχύουν τα εξής:

(m1) Η {Xt}t∈R+ είναι προσαρμοσμένη στη διύλιση {Σt}t∈R+ ,

(m2) για κάθε t ∈ R+, η Xt ∈ L1(P ),

(m3) για κάθε t, s ∈ R+ με t ≤ s ισχύει E[Xs|Σt] = Xt P � Σt − σ.β.
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Κεφάλαιο 2

Σύντομη Επισκόπηση Εννοιών της

Κλασσικής Θεωρίας Κινδύνου

Στο συγκεκριμένο κεφάλαιο θα γίνει μια σύντομη αναφορά σε βασικές έννοιες και αποτελέ-

σματα της Θεωρίας Κινδύνου. Αρχικά παρουσιάζονται κάποιες ιδιότητες των σ.δ. άφιξης των

απαιτήσεων και του αριθμού των απαιτήσεων. Τέλος αναφέρονται βασικά αποτελέσματα σχετι-

κά με τη διαδικασία Poisson, που αποτελεί τη βάση για τη κατανόηση της μεικτής διαδικασίας

Poisson.

2.1 Η Σ.Δ. ΄Αφιξης των Απαιτήσεων

Στην ενότητα αυτή θα παρατεθούν ορισμοί και λήμματα τόσο για τη στοχαστική διαδικασία

άφιξης απαιτήσεων αλλά και για τη στοχαστική διαδικασία ενδιάμεσων χρόνων άφιξης των

απαιτήσεων.

Ορισμός 2.1.1. Η ακολουθία τυχαίων μεταβλητών {Tn}n∈N0 ονομάζεται στοχαστική

διαδικασία άφιξης απαιτήσεων, εάν υπάρχει σύνολο μηδενικής πιθανότητας ΩT ∈ F
τέτοιο ώστε, για όλα τα ω ∈ Ω\ΩT να ισχύουν τα εξής:

• T0(ω) = 0, και

• Tn−1(ω) < Tn(ω), για όλα τα n ∈ N.

΄Αμεσα προκύπτει πως για όλα τα ω ∈ Ω\ΩT και n ∈ N, η Tn(ω) > 0. Αξίζει να σημειωθεί

επίσης πως, το Ρ-μηδενικό σύνολο ΩT ονομάζεται Ρ-μηδενικό σύνολο εξαίρεσης της

στοχαστικής διαδικασίας άφιξης των απαιτήσεων {Tn}n∈N0 .

Ορισμός 2.1.2. ΄Εστω {Tn}n∈N0 σ.δ. άφιξης απαιτήσεων. Με {Wn}n∈N συμβολίζουμε τη
σ.δ. ενδιάμεσων χρόνων άφιξης απαιτήσεων και ισχύει Wn := Tn − Tn−1, για όλα

τα n ∈ N.
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Σύντομη Επισκόπηση Εννοιών της Κλασσικής Θεωρίας Κινδύνου

Από τους δύο παραπάνω ορισμούς, για κάθε n ∈ N, προκύπτουν τα εξής:

• Wn(ω) > 0 για κάθε ω ∈ Ω \ ΩT ,

• E[Wn] > 0

καθώς και η σχέση:

Tn =
n∑
k=1

Wk. (2.1)

Στο κεφάλαιο αυτό, και αν δε δηλώνεται διαφορετικά, θεωρούμε τη {Tn}n∈N0 ως μια στα-

θερή σ.δ. άφιξης απαιτήσεων, και τη {Wn}n∈N ως σ.δ. ενδιάμεσων χρόνων άφιξης απαιτήσεων
επαγόμενη από τη σ.δ. {Tn}n∈N0 . Χωρίς βλάβη της γενικότητας, υποθέτουμε επίσης πως το Ρ-

μηδενικό σύνολο εξαίρεσης της σ.δ. άφιξης των απαιτήσεων είναι το κενό σύνολο ΩT := ∅ ∈ Σ.

Εφόσον Wn := Tn − Tn−1 και Tn =
∑n

k=1Wk για όλα τα n ∈ N είναι εμφανές πως η σ.δ.
άφιξης, και η σ.δ. ενδιάμεσων χρόνων άφιξης απαιτήσεων, αλληλοκαθορίζονται. Αυτό γίνεται

εμφανέστερο και από τα ακόλουθα αποτελέσματα.

Λήμμα 2.1.3. Για κάθε n ∈ N ισχύουν τα εξής:

σ({Tk}k∈Nn) = σ({Wk}k∈N∗
n
). (2.2)

Αυτό σημαίνει πως η γνώση που έχουμε για τους χρόνους άφιξης των απαιτήσεων από τη

Tn, είναι ίδια με τη πληροφορία που είναι διαθέσιμη από τη γνώση των ενδιάμεσων χρόνων

άφιξης των απαιτήσεων, δηλαδή τη Wn.

Ορισμός 2.1.4. Το ενδεχόμενο {supn∈N Tn <∞} ονομάζεται έκρηξη.

Λήμμα 2.1.5. Αν supn∈N E[Tn] <∞, τότε η πιθανότητα της έκρηξης ισούται με ένα.

Πόρισμα 2.1.6. Αν
∑∞

n=1 E[Wn] <∞, τότε η πιθανότητα της έκρηξης ισούται με ένα.

Για αναλυτικές αποδείξεις των τριών παραπάνω αποτελεσμάτων βλ. π.χ. [4, Λήμματα 3.2.3

(i) και 3.2.6 και Πόρισμα 3.2.7].

Αξίζει να αναφέρουμε στο σημείο αυτό πως κατά την ανάπτυξη ενός υποδείγματος για μια

ασφαλιστική επιχείρηση, μια από τις πρώτες αποφάσεις που πρέπει να ληφθεί έχει να κάνει με

το αν θα πρέπει την πιθανότητα έκρηξης, να τη λάβουμε ίση με το μηδέν ή όχι. Η απόφαση

αυτή αφορά τη σ.δ. άφιξης των απαιτήσεων.

Το λήμμα που ακολουθεί βοηθάει την καλύτερη κατανόηση της σχέσης που υπάρχει μεταξύ

του {Tn}n∈N0 και {Wn}n∈N.
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Σύντομη Επισκόπηση Εννοιών της Κλασσικής Θεωρίας Κινδύνου

Λήμμα 2.1.7. ΄Εστω θ ∈ (0,∞). Αν η σ.δ. {Wn}n∈N είναι ανεξάρτητη, τότε τα παρακάτω
είναι ισοδύναμα:

(i) PWn = Exp(θ) για όλα τα n ∈ N και

(ii) PTn = Ga(n, θ) για όλα τα n ∈ N.

Στην περίπτωση αυτή, E[Wn] = 1/θ και E[Tn] = n/θ για όλα τα n ∈ N, και επιπρόσθετα, η
πιθανότητα της έκρηξης ισούται με μηδέν.

Για την απόδειξη βλ. π.χ. [35, Lemma 1.2.2].

2.2 Η Απαριθμήτρια στοχαστική διαδικασία

Στην προηγούμενη ενότητα συζητήσαμε για τη σ.δ. άφιξης απαιτήσεων καθώς και για τη σ.δ.

ενδιάμεσων χρόνων άφιξης απαιτήσεων. Στην παρούσα ενότητα θα προχωρήσουμε ένα βήμα

παραπάνω, κάνοντας λόγω για τη απαριθμήτρια σ.δ. .

Ορισμός 2.2.1. Μια οικογένεια τυχαίων μεταβλητών {Nt}t∈R+ ονομάζεται σ.δ. του α-

ριθμού των απαιτήσεων ή απαριθμήτρια σ.δ. , αν υπάρχει ένα σύνολο μηδενικής

πιθανότητας ΩN ∈ Σ, τέτοιο ώστε για όλα τα ω ∈ Ω\ΩN να ισχύουν τα εξής:

(n1) N0(ω) = 0,

(n2) Nt(ω) ∈ N0 ∪ {∞}, για όλα τα t ∈ (0,∞),

(n3) Nt(ω) = infs∈(t,∞)Ns(ω), για όλα τα t ∈ R+,

(n4) sups∈[0,t) Ns(ω) ≤ Nt(ω) ≤ sups∈[0,t) Ns(ω) + 1, για όλα τα t ∈ R+ και

(n5) supt∈R+
Nt(ω) =∞.

Το Ρ-μηδενικό σύνολο ΩN , ονομάζεται Ρ-μηδενικό σύνολο εξαίρεσης της απα-

ριθμήτριας σ.δ. {Nt}t∈R+ .

Ερμηνεύοντας τον παραπάνω ορισμό, μπορούμε να θεωρήσουμε πως

• Η τ.μ. Nt δηλώνει το πλήθος των απαιτήσεων που εμφανίζονται στο διάστημα (0, t],

• ΄Ολες οι τροχιές της {Nt}t∈R+ , ξεκινούν από το μηδέν και είναι δεξιά συνεχείς, στα σημεία

ασυνέχειας, το άλμα είναι ύψους ένα, και τέλος τείνουν στο άπειρο.

΄Ενα αρχικό αποτέλεσμα του ορισμού, αποτελεί το ακόλουθο θεώρημα σύμφωνα με το οποίο

κάθε σ.δ. άφιξης απαιτήσεων παράγει μία απαριθμήτρια σ.δ. και αντίστροφα.
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Θεώρημα 2.2.2. Αν {Tn}n∈N0 μια σ.δ. άφιξης απαιτήσεων και για κάθε t ∈ R+ και ω ∈ Ω,

θέσουμε

Nt(ω) :=
∞∑
n=1

χ{Tn≤t}(ω) (2.3)

τότε για την {Nt}t∈R+ ισχύουν τα εξής:

(i) Η {Nt}t∈R+ είναι μια απαριθμήτρια σ.δ. τέτοια ώστε ΩN = ΩT , και

(ii) Για κάθε n ∈ N0 και ω ∈ Ω\ΩT ισχύει

Tn(ω) = inf{t ∈ R+|Nt(ω) = n} (2.4)

Θεώρημα 2.2.3. Αν {Nt}t∈R+ είναι μία απαριθμήτρια σ.δ. και για κάθε n ∈ N0 και ω ∈ Ω,

θέσουμε

Tn(ω) := inf{t ∈ R+|Nt(ω) = n} (2.5)

τότε για την {Tn}n∈N0 ισχύουν τα εξής:

(i) Η {Tn}n∈N0 είναι μια σ.δ. άφιξης απαιτήσεων τέτοια ώστε ΩT = ΩN , και

(ii) Για κάθε t ∈ R+ και ω ∈ Ω\ΩN ισχύει

Nt(ω) =
∞∑
n=1

χ{Tn≤t}(ω) (2.6)

Για την απόδειξη των δύο παραπάνω θεωρημάτων βλ. π.χ. [4, Θεώρημα 3.3.2, Θεώρημα

3.2.3] αντίστοιχα.

Για το υπόλοιπο του παρόντος κεφαλαίου θεωρούμε:

• Την {Nt}t∈R+ , ως μία απαριθμήτρια σ.δ. ,

• {Tn}n∈N0 , ως μια σ.δ. άφιξης απαιτήσεων η οποία παράγεται από την απαριθμήτρια σ.δ.

• {Wn}n∈N, μια σ.δ. ενδιάμεσων χρόνων άφιξης απαιτήσεων η οποία παράγεται από την
απαριθμήτρια σ.δ. .

• Το Ρ-μηδενικό σύνολο εξαίρεσης της απαριθμήτριας σ.δ. ότι είναι το κενό σύνολο, δηλαδή
ισχύει ΩN = ∅.

Κάτω από την τελευταία υπόθεση προκύπτουν δύο εξαιρετικά χρήσιμες ισότητες. Σύμφωνα

με αυτές, ορισμένα από τα γεγονότα (ενδεχόμενα) που καθορίζονται από την απαριθμήτρια σ.δ.

, μπορούν να ερμηνευτούν ως ενδεχόμενα που καθορίζονται από τη σ.δ. άφιξης των απαιτήσεων,

και αντίστροφα.
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Λήμμα 2.2.4. Για κάθε n ∈ N0 και t ∈ R+ ισχύουν:

(a) {Nt ≥ n} = {Tn ≤ t} και

(b) {Nt = n} = {Tn ≤ t}\{Tn+1 ≤ t} = {Tn ≤ t < Tn+1}.

Για την απόδειξη βλ. πχ. [4, Λήμμα 3.3.4].

Το ακόλουθο λήμμα εκφράζει με ένα ιδιαίτερα περιεκτικό τρόπο, το γεγονός πως η απαριθ-

μήτρια σ.δ. και η σ.δ. άφιξης απαιτήσεων παρέχουν την ίδια πληροφορία.

Λήμμα 2.2.5. Ισχύει ότι:

σ({Nt}t∈R+) = σ({Tn}n∈N0) (2.7)

Η απόδειξη του Λήμματος 2.2.5 προκύπτει εύκολα από το Λήμμα 2.2.4.

Στο σημείο αυτό μπορούμε να συνδέσουμε την πιθανότητα έκρηξης με τη απαριθμήτρια σ.δ.

ως εξής:

Λήμμα 2.2.6. Ισχύει ότι:

P [{sup
n∈N

Tn <∞}] = P

[⋃
t∈N

{Nt =∞}

]
= P

 ⋃
t∈(0,∞)

{Nt =∞}

 . (2.8)

Για μία αναλυτική απόδειξη του παραπάνω λήμματος βλ. [4, Λήμμα 3.3.6].

Πόρισμα 2.2.7. Αν η απαριθμήτρια σ.δ. έχει πεπερασμένες αναμενόμενες τιμές, τότε η

πιθανότητα της έκρηξης είναι ίση με μηδέν.

Για μια αναλυτική απόδειξη του πορίσματος βλ. π.χ. [8, Πόρισμα 2.2.7].

Στο σημείο αυτό θα ορίσουμε τις έννοιες της προσαύξησης του αριθμού των απαιτήσεων σε

διάστημα (s, t] καθώς και των ανεξάρτητων προσαυξήσεών της, διότι μέσω αυτών κατανοούμε

παρισσότερο την απαριθμήτρια σ.δ. .

• Για s, t ∈ R+ τέτοια ώστε s ≤ t, η προσαύξηση της απαριθμήτριας σ.δ. {Nt}t∈R+ στο

διάστημα (s, t], ορίζεται από τη σχέση:

Nt −Ns :=
∞∑
n=1

χ{s<Tn≤t}. (2.9)

Επειδή για κάθε n ∈ N, με N0 = 0 και Tn > 0, η σχέση (2.9), συμφωνεί με τον τρόπο

που ορίσαμε τη τ.μ. Nt στο Θεώρημα 2.2.2.

• Για κάθε ω ∈ Ω και για κάθε s, t ∈ R+ με s ≤ t έχουμε ότι:

Nt(ω) = (Nt −Ns)(ω) +Ns(ω), (2.10)

που ισχύει ακόμη και όταν Ns(ω) απειρίζεται.
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2.3 Η στοχαστική διαδικασία Poisson

Ορισμός 2.3.1. Η απαριθμήτρια σ.δ. {Nt}t∈R+ , ονομάζεται (ομογενής) διαδικασία

Poisson με παράμετρο θ ∈ (0,∞), όταν έχει ανεξάρτητες και ισόνομες προσαυξήσεις

τέτοιες ώστε για κάθε t ∈ (0,∞) να ισχύει PNt = P(θt).

Από τους ορισμούς προκύπτει πως μια απαριθμήτρια σ.δ. με ανεξάρτητες προσαυξήσεις, έχει

και στάσιμες προσαυξήσεις, αν για κάθε t, h ∈ R+ ισχύει PNt+h−Nt = PNh (βλ. π.χ. [4, Λήμμα

Α΄1.3]).

Ορισμός 2.3.2. Μια απαριθμήτρια σ.δ. {Ñt}t∈R+ είναι μια τυπική διαδικασία Poisson,

αν για κάθε t ∈ R+, η Ñt ακολουθεί την Poisson με παράμετρο ένα.

Λήμμα (Πολυωνυμικό κριτήριο) 2.3.3. ΄Εστω α ∈ (0,∞). Τότε τα ακόλουθα είναι

ισοδύναμα:

(a) Για κάθε t ∈ (0,∞) η απαριθμήτρια σ.δ. {Nt}t∈R+ ικανοποιεί τη σχέση

PNt = P(αt),

και για κάθε m ∈ N και t0, t1, ..., tm ∈ R+ τέτοια ώστε 0 = t0 < t1 < · · · < tm, και για

κάθε n ∈ N0 και k1, . . . , km ∈ N0 τέτοια ώστε το
∑m

j=1 kj = n ισχύει

P

[
m⋂
j=1

{Ntj −Ntj−1
= kj}|{Ntm = n}

]
=

n!∏m
j=1 kj!

·
m∏
j=1

(
tj − tj−1

tm

)kj
(b) Η απαριθμήτρια σ.δ. {Nt}t∈R+ είναι μια σ.δ. Poisson με παράμετρο α.

Για μια αναλυτική απόδειξη του πορίσματος βλ. [8, Λήμμα 2.3.3].

Λήμμα 2.3.4. ΄Εστω θ ∈ (0,∞). Τα ακόλουθα είναι ισοδύναμα

(i) PTn = Ga(n, θ), για όλα τα n ∈ N

(ii) PNt = P(θt), για όλα τα t ∈ (0,∞).

Στη περίπτωση αυτή, για όλα τα n ∈ N η E(Tn) = n/θ και για όλα τα t ∈ (0,∞) η E(Nt) = θt.

Για την απόδειξη βλ. π.χ. [35, Lemma 2.2.1].

Θεώρημα 2.3.5. ΄Εστω θ ∈ (0,∞). Τότε τα ακόλουθα είναι ισοδύναμα:

(i) Η σ.δ. ενδιάμεσων χρόνων άφιξης απαιτήσεων {Wn}n∈N είναι ανεξάρτητη και ικανοποιεί
τη συνθήκη PWn = Exp(θ), για κάθε n ∈ N.
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(ii) Η απαριθμήτρια σ.δ. {Nt}t∈R+ είναι μια διαδικασία Poisson με παράμετρο θ.

(iii) Η απαριθμήτρια σ.δ. {Nt}t∈R+ έχει ανεξάρτητες προσαυξήσεις, και ικανοποιεί τη συνθήκη

E[Nt] = θt για κάθε t ∈ R+.

(iv) Η σ.δ. {Nt − θt}t∈R+ είναι ένα martingale.

Για την απόδειξη βλ. π.χ. [35, Theorem 2.3.4] και για μια αναλυτική απόδειξη του θεωρή-

ματος βλ. π.χ. [4, Θεώρημα 4.2.4].
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Κεφάλαιο 3

Η απαριθμήτρια διαδικασία ως

διαδικασία Markov

Οι χαρακτηρισμοί της διαδικασίας Poisson που παρουσιάστηκαν στο προηγούμενο κεφάλαιο

δείχνουν ότι η διαδικασία Poisson είναι μια πολύ ιδιαίτερη απαριθμήτρια διαδικασία. Σε πρακτι-

κές περιπτώσεις, ωστόσο, οι προσαυξήσεις της απαριθμήτριας διαδικασίας μπορεί να μην είναι

ανεξάρτητες ή στάσιμες ή να μην κατανέμονται ως Poisson, και σε κάθε μία από αυτές τις

περιπτώσεις η διαδικασία Poisson δεν είναι κατάλληλη ως μοντέλο. Η αποτυχία της διαδικασίας

Poisson, αυξάνει την ανάγκη μελέτης μεγαλύτερων κατηγοριών απαριθμητριών διαδικασιών.

Το παρόν κεφάλαιο παρέχει μια συστηματική συζήτηση για τις απαριθμήτριες διαδικασίες των

οποίων οι πιθανότητες μετάβασης ικανοποιούν τις εξισώσεις Chapman-Kolmogorov και μπο-

ρούν να υπολογιστούν από μια ακολουθία εντάσεων. Οι εντάσεις είναι συναρτήσεις του χρόνου,

και θα δοθεί ιδιαίτερη προσοχή στις περιπτώσεις όπου όλες είναι ίσες ή σταθερές.

3.1 Το υπόδειγμα

Στην παρούσα ενότητα εισάγουμε διάφορες ιδιότητες τις οποίες μπορεί να έχει μια απαριθμή-

τρια διαδικασία και οι οποίες πληρούνται από τη διαδικασία Poisson. Θεωρούμε δύο μεθόδους

για την επέκταση της έννοιας της διαδικασίας Poisson: Η πρώτη βασίζεται στην παρατήρηση

ότι, εξ ορισμού, κάθε διαδικασία Poisson έχει ανεξάρτητες προσαυξήσεις, και αυτό οδηγεί στη

γενικότερη έννοια της απαριθμήτριας διαδικασίας Markov και στην ακόμα γενικότερη απαριθ-

μήτρια διαδικασία, που ικανοποιεί τις εξισώσεις Chapman-Kolmogorov . Η δεύτερη, η οποία

έχει έντονα αναλυτικό χαρακτήρα και είναι αρκετά διαφορετική από την πρώτη, είναι η έννοια

της φυσιολογικής (regular) απαριθμήτριας διαδικασίας. Οι φυσιολογικές απαριθμήτριες σ.δ.

που ικανοποιούν τις εξισώσεις Chapman-Kolmogorov θα παρέχουν το γενικό πλαίσιο για τη

συζήτηση διαφόρων κλάσεων απαριθμητριών διαδικασιών και για έναν άλλο χαρακτηρισμό της

διαδικασίας Poisson.
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Ορισμός 3.1.1. Μία απαριθμήτρια σ.δ. {Νt}t∈R+ ονομάζεταιΜαρκοβιανή ή σ.δ.Markov

ή θα λέμε ότι ικανοποιεί τηνΜαρκοβιανή ιδιότητα, εάν ισχύει

P (Ntm+1 = nm+1|
m⋂
j=1

{Ntj = nj}) = P (Ntm+1 = nm+1|Ntm = nm)

για όλα τα m ∈ N, t1, · · · , tm+1 ∈ R∗+ με t1 < · · · < tm+1 και n1 · · · , nm+1 ∈ N0 με

P (
⋂m
j=1{Ntj = nj}) > 0. Οι συνθήκες έχουν ως συνεπαγωγή ότι n1 ≤ · · · ≤ nm. Επιπλέον αν

η απαριθμήτρια διαδικασία είναι μία διαδικασία Markov, τότε η προηγούμενη ισότητα συνεχίζει

να ισχύει αν t1 = 0 ή nj =∞ για κάποια j ∈ 1, ...,m.

Θεώρημα 3.1.2. Αν η απαριθμήτρια σ.δ. έχει ανεξάρτητες προσαυξήσεις τότε είναι μια δια-

δικασία Markov.

Απόδειξη. Θεωρούμε m ∈ N ,t1, · · · , tm, tm+1 ∈ (0,∞) και n1, · · · , nm, nm+1 ∈ N0 έτσι

ώστε t1 < · · · < tm < tm+1 και P (
⋂m
j=1{Ntj = nj}) > 0 .Ορίζουμε t0 := 0 και n0 := 0. Αφού

P [{N0 = 0}] = 1, έχουμε

P

[
{Ntm+1 = nm+1}|

m⋂
j=1

{Ntj = nj})

]
=

P
[⋂m+1

j=1 {Ntj = nj}
]

P
[⋂m

j=1{Ntj = nj}
]

=
P
[⋂m+1

j=1 {Ntj −Ntj−1
= nj − nj−1}

]
P
[⋂m

j=1{Ntj −Ntj−1
= nj − nj−1

]
=

∏m+1
j=1 P

[
{Ntj −Ntj−1

= nj − nj−1}
]∏m

j=1 P
[
{Ntj −Ntj−1

= nj − nj−1}
]

= P
[
{Ntm+1 −Ntm = nm+1 − nm}

]
,

καθώς και

P
[
{Ntm+1 = nm+1}|{Ntm = nm}

]
= P

[
{Ntm+1 −Ntm = nm+1 − nm}|{Ntm −N0 = nm}

]
= P

[
{Ntm+1 −Ntm = nm+1 − nm}

]
,

και έτσι

P

[
Ntm+1 = nm+1|

m⋂
j=1

{Ntj = nj}] = P [Ntm+1 = nm+1|Ntm = nm

]
.

Πόρισμα 3.1.3. Αν η απαριθμήτρια διαδικασία είναι μία διαδικασία Poisson τότε είναι μία

διαδικασία Markov.
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Η απαριθμήτρια διαδικασία ως διαδικασία Markov

Το αντίστροφο του παραπάνω πορίσματος δεν ισχύει γενικά, αφού υπάρχουν απαριθμήτριες

σ.δ. που είναιMarkov αλλά όχι Poisson όπως π.χ. η σ.δ. του Ψυλε. Στον ορισμό της διαδικασίας

του Markov έχουμε ήδη συναντήσει το πρόβλημα των υπό συνθήκη πιθανοτήτων σε σχέση με

τα μηδενικά σύνολα. Εισάγουμε τώρα μερικές έννοιες που θα μας επιτρέψουν να αποφύγουμε

υπό συνθήκη πιθανότητες σε σχέση με μηδενικά σύνολα.

Ορισμοί 3.1.4. (a) ΄Ενα ζευγάρι (k, r) ∈ N0×R+ ονομάζεται αποδεκτό (admissible) αν

(k, r) = (0, 0) ή (k, r) ∈ N0 × (0,∞).

(b) ΄Εστω A η οικογένεια όλων των τετράδων (k, n, r, t) ∈ N0 × N0 × R+ × R+ ώστε το

(k, r) να είναι αποδεκτό, k ≤ n και r ≤ t. Μία απεικόνιση p : A 7−→ [0, 1] ονομάζεται ένας

κανόνας μετάβασης(transition rule) για την απαριθμήτρια σ.δ. {Nt}t∈R+ , αν ικανοποιεί τη

σχέση
∞∑
n=k

p(k, n, r, t) ≤ 1

για κάθε αποδεκτό ζευγάρι (k, r) και για όλα τα t ∈ [r,∞), οπως και τη σχέση

p(k, n, r, t) = P ({Nt = n}|{Nr = k})

για όλα τα (k, n, r, t) ∈ A ώστε P ({Nr = k}) > 0.

Είναι εύκολο να δούμε ότι ένας κανόνας μετάβασης πάντα υπάρχει αλλά δεν είναι κατ΄

ανάγκη μοναδικός. Ωστόσο, όλοι οι παρακάτω ορισμοί και τα αποτελέσματα που σχετίζονται

με κανόνες μετάβασης θα αποδειχθεί να είναι ανεξάρτητα από την συγκεκριμένη επιλογή του

κανόνα μετάβασης.

(c) Για έναν κανόνα μετάβασης p : A 7−→ [0, 1] και (k, n, r, t) ∈ A ορίζουμε τη συνάρτηση

pk,n : R+ × R+ 7−→ [0, 1]

μέσω του τύπου

pk,n(r, t) := p(k, n, r, t).

Οι pk,n(r, t) ονομάζονται οι πιθανότητες μετάβασης της απαριθμήτριας σ.δ. {Nt}t∈R+ ως

προς τον κανόνα μετάβασης p. Προφανώς ισχύει η ισότητα

pn,n(t, t) = 1

για κάθε αποδεκτό ζεύγος (n, t), που ικανοποιεί P ({Nt = n}) > 0.

(d) Η απαριθμήτρια σ.δ. ικανοποιεί τις εξισώσεις Chapman-Kolmogorov εάν υπάρχει

ένας κανόνας μετάβασης p τέτοιος ώστε να ισχύει η ισότητα

pk,n(r, t) =
n∑

m=k

pk,m(r, s)pm,n(s, t)
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για όλα τα (k, n, r, t) ∈ A και s ∈ [r, t] τέτοιο ώστε P ({Nr = k}) > 0.

Η ισχύς των εξισώσεων Chapman-Kolmogorov είναι ανεξάρτητη από την ιδιαίτερη επιλογή

του κανόνα μετάβασης. Πράγματι, για m ∈ {k, ..., n} τέτοιο ώστε P [{Ns = m}∩{Nr = k}] >
0 έχουμε P [{Ns = m} > 0 και έτσι

pk,m(r, s)pm,n(s, t) = P [{Nt = n}|{Ns = m}] · P [{Ns = m}|{Nr = k}].

Επίσης, για m ∈ {k, ..., n} τέτοιο ώστε P [{Ns = m} ∩ {Nr = k}] = 0, έχουμε pk,m(r, s) =

P [{Ns = m}|{Nr = k} = 0 και έτσι

pk,m(r, s)pm,n(s, t) = 0,

ανεξαρτήτως του ποια ορίστηκε να είναι η τιμή pm,n(s, t).

Θεώρημα 3.1.5. Αν η απαριθμήτρια σ.δ. είναι μια διαδικασια Markov τότε ικανοποιει τις

εξισώσεις Chapman-Kolmogorov

Απόδειξη. Θεωρούμε (k, n, r, t) ∈ A και s ∈ [r, t] τέτοιο ώστε P ({Nr = k}) > 0. Τότε

έχουμε

pk,t([{r, t}) = P [{Nt = n}|{Nr = k}

=
n∑

m=k

P [{Nt = n} ∩ {Ns = m}|{Nr = k}]

=
n∑

m=k

(P [{Nt = n}|{Ns = m} ∩ {Nr = k}] · P [{Ns = m}|{Nr = k}])

=
n∑

m=k

(P [{Nt = n}|{Ns = m}] · P [{Ns = m}|{Nr = k}])

=
n∑

m=k

pk,m(r, s)pm,n(s, t),

όπου το δεύτερο και το τρίτο άθροισμα θα πρέπει να λαμβάνονται μόνο για εκείνα τα m ∈
{k, ..., n} για τα οποία P [{Ns = m} ∩ {Nr = k}] > 0.

Το αντίστροφο του θεωρήματος 3.1.5 δεν ισχύει γενικά, όπως δείχνει το παρακάτω αντιπα-

ράδειγμα

Παράδειγμα 3.1.6. (Stoyanov [39], 20.1(i))

Υποθέτουμε ότι μία κληρωτίδα περιέχει τέσσερις μπάλες αριθμημένες ως 1, 2, 3, 4. Επιλέγουμε

τυχαία μία μπάλα, σημειώνουμε τον αριθμό και την επανατοποθετούμε. Αυτή η διαδικασία

επαναλαμβάνεται πολλές φορές. Συμβολίζουμε με ξn τον αριθμό στην n-οστή επιλεγμένη

μπάλα. Για j = 1, 2, 3 θεωρούμε τα γεγονότα A
(n)
j = {ξn = j} ∪ {ξn = 4}, για m ∈ N και

έστω X3(m−1)+j=1 αν συμβαίνει το ενδεχόμενο A
(m)
j και 0 διαφορετικά. ΄Ετσι έχουμε ορίσει
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Η απαριθμήτρια διαδικασία ως διαδικασία Markov

τη σ.δ. {Xn}n∈N και θέλουμε να διαπιστώσουμε αν ικανοποιεί την Μαρκοβιανή ιδιότητα και τις
εξισώσεις Chapman-Kolmogorov.

Αν καθένα απο τα k1, k2, k3 είναι 1 ή 0, τότε

P [{Xn = k1}] = P [{Xn = k2}|{Xm = k3}] =
1

2
,

για n > m.

Επομένως για l < m < n έχουμε

1

2
= P [{Xn = k2}|{Xl = k1}] = P [{Xn = k2}|{Xm = 0}]P [{Xm = 0}|{Xl = k1}]

+P [{Xn = k2}|{Xm = 1}]P [{Xm = 1}|{Xl = k1}]

=
1

2
· 1

2
+

1

2
· 1

2
=

1

2
.

Αυτό σημαίνει ότι οι πιθανότητες μετάβασης της ακολουθίας {Xn}n∈N ικανοποιούν την εξίσω-
ση Chapman-Kolmogorov . Επιπλέον, το ενδέχόμενο {X3m = 1, X3m−1 = 1} σημαίνει ότι
ξm=4 από το οποίο συνεπάγεται ότι X3m = 1.

΄Ετσι, P [{X3m = 1}|{X3m−2 = 1, X3m−1 = 1}] = 1, για m ∈ N0

Αυτή η σχέση δείχνει ότι η Μαρκοβιανή ιδιότητα δεν ισχύει για την ακολουθία {Xn, n ∈ N0}.
Ως εκ τούτου {Xn}n∈N δεν είναι αλυσίδα Markov παρά το γεγονός ότι οι πιθανότητες μετάβα-

σης του, ικανοποιούν την εξίσωση Chapman-Kolmogorov .

Πόρισμα 3.1.7. Αν η απαριθμήτρια σ.δ. έχει ανεξάρτητες προσαυξήσεις τότε αυτή ικανοποιεί

τις εξισώσεις Chapman-Kolmogorov .

Απόδειξη. Σύμφωνα με το Θεώρημα 3.1.2 ,αν η απαριθμήτρια σ.δ. έχει ανεξάρτητες προσαυ-

ξήσεις, θα είναι Markov. Επομένως το αποτέλεσμα του Πορίσματος 3.1.7 είναι συνέπεια του

Θεωρήματος 3.1.5 .

Πόρισμα 3.1.8. Αν η απαριθμήτρια σ.δ. είναι μία διαδικασία Poisson τότε αυτή ικανοποιεί

τις εξισώσεις Chapman-Kolmogorov .

Απόδειξη. Αν η απαριθμήτρια σ.δ. είναι Poisson , τότε έχει ανεξάρτητες προσαυξήσεις, άρα

σύμφωνα με το Πόρισμα 3.1.7 θα ικανοποιεί τις εξισώσεις Chapman-Kolmogorov .

Ορισμός 3.1.9. Η απαριθμήτρια σ.δ. {Nt}t∈R+ είναι ομογενής εάν υπάρχει ένας κανόνας

μετάβασης p τέτοιος ώστε να ισχύει η ισότητα

pn,n+k(s, s+ h) = pn,n+k(t, t+ h)

για όλα τα n, k ∈ N0 και s, t, h ∈ R+ τέτοια ώστε (n, s) και (n, t) να είναι αποδεκτά και

να ικανοποιούν τις σχέσεις P [{Ns = n}] > 0 και P [{Nt = n}] > 0. Και πάλι, η ιδιότητα
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Η απαριθμήτρια διαδικασία ως διαδικασία Markov

του να είναι η {Nt}t∈R+ ομογενής είναι ανεξάρτητη της συγκεκριμένης επιλογής του κανόνα

μετάβασης.

Θεώρημα 3.1.10. Αν η απαριθμήτρια σ.δ. έχει στάσιμες και ανεξάρτητες προσαυξήσεις,τότε

είναι μία ομογενής διαδικασία Markov .

Απόδειξη. Από το Θεώρημα 3.1.2 η απαριθμήτρια σ.δ. είναι μία διαδικασία Markov. Για να

αποδειχθεί ότι η απαριθμήτρια σ.δ. είναι ομογενής, θεωρούμε k ∈ N0 και h ∈ R+ και ένα

αποδεκτό ζευγάρι (n, t) που ικανοποιεί P [{Nt = n}] > 0. Τότε έχουμε

pn,n+k(t, t+ h) = P [{Nt+h = n+ k}|{Nt = n}]

= P [{Nt+h −Nt = k}|{Nt −N0 = n}]

= P [{Nt+h −Nt = k}]

= P [{Nh −N0 = k}]

= P [{Nh = k}],

όπου η τρίτη ισότητα προκύπτει από την ανεξαρτησία των προσαυξήσεων και η τέταρτη από

την ανεξαρτησία και στασιμότητα των προσαυξησεων. ΄Αρα pn,n+k(t, t+ h) = P [{Nh = k}.

(α) ΄Αρα pn,n+k(t, t+ h) = P [{Nh = k}.

(β) Ομοίως για ένα αποδεκτό ζευγάρι (n, s) που ικανοποιεί την P ({Ns = n}) > 0 προκύπτει

ότι pn,n+k(s, s+ h) = P [{Nh = k}].

Από τις (α) και (β) έχουμε ότι η {Nt}t∈R+ είναι ομογενής.

Πόρισμα 3.1.11. Αν η απαριθμήτρια σ.δ. είναι μια διαδικασία Poisson,τότε αυτή είναι μια

ομογενής διαδικασία Markov.

Απόδειξη. Αφού κάθε σ.δ. Poisson έχει στάσιμες και ανεξάρτητες προσαυξήσεις το αποτέ-

λεσμα του πορίσματος είναι άμεση συνέπεια του Θεωρήματος 3.1.10.

Ορισμός 3.1.12. Η απαριθμήτρια σ.δ. {Nt}t∈R+ ονομάζεται φυσιολογική (regular), αν

υπάρχει ένας κανόνας μετάβασης p και μία ακολουθία {λn}n∈N συνεχών συναρτήσεων λn :

R+ 7−→ (0,∞), ώστε για κάθε αποδεκτό ζευγάρι (n, t) να ισχύουν τα εξής:

(i) P ({Nt = n}) > 0 ,

(ii) η συνάρτηση R+ 7−→ [0, 1] : h 7−→ pn,n(t, t+ h) να είναι συνεχής.

(iii)

lim
h→0

1

h
(1− pn,n(t, t+ h) = λn+1(t)

= lim
h→0

1

h
pn,n+1(t, t+ h).
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Σε αυτήν την περίπτωση λέμε, ότι η {λn}n∈N είναι η ακολουθία των εντάσεων(sequence

of intensities) της απαριθμήτριας σ.δ. .

Παρατηρήσεις 3.1.13. (a) Η συνθήκη (i) μας δείχνει ότι, ανά πάσα στιγμή που το

t ∈ (0,∞) κάθε πεπερασμένος αριθμός απαιτήσεων επιτυγχάνεται με αυστηρά θετική

πιθανότητα.

(b)Η συνθήκη (ii) μας δείχνει ότι, εξαρτώμενη από το γεγονός {Nt = n} η πιθανότητα
μη πραγματοποίησης άλματος σε ένα πεπερασμένο διάστημα μεταβάλλεται ως συνεχής

συνάρτηση του μήκους του διαστήματος.

(c) Η συνθήκη (iii) μας υποδεικνύει ότι, εξαρτώμενη από το γεγονός {Nt = n}, η τάση για
ένα άλμα οποιουδήποτε ύψους σε ένα απειροελάχιστο χρονικό διάστημα ισοδυναμεί με

την τάση ενός αλματος ύψους 1.

Θεώρημα 3.1.14. Αν η απαριθμήτρια σ.δ. είναι μία διαδικασία Poisson με παράμετρο a ,

τότε είναι μία ομογενής φυσιολογική διαδικασία Markov με εντάσεις {λn}n∈N που ικανοποιουν
τη σχέση λn(t) = a για όλα τα n ∈ N και τα t ∈ R+ .

Απόδειξη. Από το Πόρισμα 3.1.11 η απαριθμήτρια σ.δ. είναι μία ομογενής διαδικασίαMarkov.

Για να αποδειχθεί ο ισχυρισμός σχετικά με την κανονικότητα, θεωρούμε ένα αποδεκτό ζεύγος

(n, t).

Πρώτον, εφόσον

P [{Nt = n}] = e−αt
(αt)n

n!
,

έχουμε P [{Nt = n}] > 0, που αποδεικνύει την πρώτη συνθήκη του ορισμού 3.1.12.

Δεύτερον, εφόσον

pn,n(t, t+ h) = e−αh,

η συνάρτηση h 7−→ pn,n(t, t + h) είναι συνεχής, που αποδεικνύει την δεύτερη συνθήκη του

Ορισμού 3.1.12.

Τέλος, έχουμε

lim
h→0

1

h
(1− pn,n(t, t+ h)) = lim

h→0

1

h
(1− e−αh)

= α

καθώς και

lim
h→0

1

h
pn,n+1(t, t+ h) = lim

h→0

1

h
e−αhαh

= α.
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Αυτό αποδεικνύει τη συνθήκη (iii) του Ορισμού 3.1.12.

Επομένως, η σ.δ. {Nt}t∈R+ είναι φυσιολογική με εντάσεις {λn}n∈N όπου λn(t) = α για όλα τα

n ∈ N και τα t ∈ R+.

Το προηγούμενο αποτέλεσμα δείχνει ότι όλες οι ιδιότητες που εισήχθησαν σε αυτή την

ενότητα ικανοποιούνται από την διαδικασία Poisson.

3.2 ΄Ενας χαρακτηρισμός της φυσιολογικότητας.

Το ακόλουθο αποτέλεσμα χαρακτηρίζει την φυσιολογικότητα των απαριθμητριών σ.δ. που ικα-

νοποιούν τις εξισώσεις Chapman-Kolmogorov.

Θεώρημα 3.2.1. ΄Εστω ότι η απαριθμήτρια σ.δ. {Nt}t∈R+ ικανοποιεί τις εξισώσεις Chapman-

Kolmogorov και έστω {λn}n∈N είναι μια ακολουθία συνεχών συναρτήσεων R+ → (0,∞). Τότε

τα παρακάτω είναι ισοδύναμα:

(a) Η {Nt}t∈R+ είναι φυσιολογική με εντάσεις {λn}n∈N.

(b) Υπάρχει ένας κανόνας μετάβασης p τέτοιος ώστε να ισχύουν οι διαφορικές εξισώσεις

d

dt
pk,n(r, t) =

{
−pk,k(r, t)λk+1(t) αν k = n

pk,n−1(r, t)λn(t)− pk,n(r, t)λn+1(t) αν k < n

με αρχικές συνθήκες

pk,n(r, r) =

{
1 αν k = n

0 αν k < n

για όλα τα (k, n, r, t) ∈ A.

(c) Υπάρχει ένας κανόνας μετάβασης p τέτοιος ώστε να ισχύουν οι ολοκληρωτικές εξισώσεις

pk,n(r, t) =

{
e−

∫ t
r λk+1(s)ds

αν k = n∫ t
k
pk,n−1(r, s)λn(s)pn,n(s, t)ds αν k < n

για όλα τα (k, n, r, t) ∈ A.

Απόδειξη. Η απόδειξη θα γίνει σύμφωνα με το ακόλουθο σχήμα:

(a) =⇒ (b) =⇒ (c) =⇒ (a)
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• Υποθέτουμε πρώτα ότι ισχύει το (a) και θεωρώ ένα κανόνα μετάβασης p και (k, n, r, t) ∈
A

(a1) Από τις εξισώσεις Chapman-Kolmogorov, έχουμε:

pk,k(r, t+ h)− pk,k(r, t) = pk,k(r, t)pk,k(t, t+ h)− pk,k(r, t)

= −pk,k(r, t)(1− pk,k(t, t+ h))

και ως εκ τούτου

lim
h→0

1

h
[pk,k(r, t+ h)− pk,k(r, t)] = −pk,k(r, t) lim

h→0

1

h
(1− pk,k(t, t+ h))

= −pk,k(r, t)λk+1(t)

΄Ετσι η δεξιά παράγωγος της συνάρτησης t 7−→ pk,k(r, t) υπάρχει και είναι συνεχής

και από αυτό προκύπτει ότι η παράγωγος της συνάρτησης t 7−→ pk,k(r, t) υπάρχει και

ικανοποιεί την διαφορική εξίσωση

d

dt
pk,n(r, t) = −pk,k(r, t)λk+1(t)

με την αρχική συνθήκη pk,k(r, r) = 1.

Ιδιαιτέρως, έχουμε

pk,k(r, t) = e−
∫ t
r λk+1(s)ds

> 0.

(a2) Υποθέτουμε τώρα ότι k < n. Τότε έχουμε

pk,n(r, t+ h)− pk,n(r, t) =
n∑

m=k

pk,m(r, t)pm,n(t, t+ h)− pk,n(r, t)

=
n−2∑
m=k

pk,m(r, t)pm,n(t, t+ h)

+pk,n−1(r, t)pn−1,n(t, t+ h)

−pk,n(r, t)(1− pn,n(t, t+ h)).
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Για m ∈ {k, ..., n− 2} έχουμε pm,n(t, t+ h)) ≤ 1− pm,m(t, t+ h)− pm,m−1(t, t+ h)

επομένως

lim
h→0

1

h
pm,n(t, t+ h) = 0

και η παραπάνω σχέση μαζί με τη σχέση

lim
h→0

1

h
pn−1,n(t, t+ h) = λn(t)

και

lim
h→0

1

h
(1− pn,n(t, t+ h)) = λn+1(t)

μας δίνει

lim
h→0

1

h
(pk,n(r, t+ h)− pk,n(r, t)) =

n−2∑
m=k

pk,m(r, t) lim
h→0

1

h
pm,n(t, t+ h)

+pk,n−1(r, t) lim
h→0

1

h
pn−1,n(t, t+ h)

−pk,n(r, t) lim
h→0

1

h
(1− pn,n(t, t+ h))

= pk,n−1(r, t)λn(t)− pk,n(r, t)λn+1(t).

΄Ετσι η δεξιά παράγωγος της συνάρτησης t 7−→ pk,n(r, t) υπάρχει και επομένως η συνάρ-

τηση t 7−→ pk,n(r, t) είναι δεξιά συνεχής στο [r,∞). Επιπλέον, για t ∈ (r,∞) από τις

εξισώσεις Chapman-Kolmogorov έπεται ότι για όλα τα s ∈ (r, t) ισχύει

|pk,n(r, s)− pk,n(r, t)| = |pk,n(r, s)−
n∑

m=k

pk,m(r, s)pm,n(s, t)|

≤
n−1∑
m=k

pk,m(r, s)pm,n(s, t) + pk,n(r, s)(1− pn,n(s, t))

≤
n∑

m=k

(1− pm,m(s, t))

≤
n∑

m=k

(
1− pm,m(r, t)

pm,m(r, s)

)

και έτσι

lim
s→t
|pk,n(r, s)− pk,n(r, t)| = 0,

το οποίο σημαίνει ότι η συνάρτηση t 7−→ pk,n(r, t) είναι επίσης και αριστερά συνεχής

στο (r,∞) και επομένως συνεχής στο [r,∞). Αλλά τότε η δεξιά παράγωγος του t 7−→
pk,n(r, t) είναι συνεχής. Αυτό συνεπάγεται ότι η παράγωγος του t 7−→ pk,n(r, t) υπάρχει

και ικανοποιεί την διαφορική συνάρτηση .

d

dt
pk,n(r, t) = pk,n−1(r, t)λn(t)− pk,n(r, t)λn+1(t)
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με αρχική συνθήκη pk,n(r, r) = 0

(a3). Εξαιτίας του (a1) και του (a2), το (a) συνεπάγεται το (b).

• Υποθέτουμε τώρα ότι ισχύει το (b) και θεωρώ ένα κανόνα μετάβασης p που ικανοποιεί

τις διαφορικές εξισώσεις και (k, n, r, t) ∈ A.
(b1). ΄Εχουμε ήδη παρατηρήσει στο προηγούμενο μέρος της απόδειξης πως η διαφορική

εξίσωση

d

dt
pk,k(r, t) = −pk,k(r, t)λk+1(t)

με αρχικη συνθήκη pk,k(r, r) = 0 έχει την μοναδική λύση

pk,k(r, t) = e−
∫ t
r λk+1(s)ds

(b2) Υποθέτουμε τώρα ότι k < n. Τότε η συνάρτηση t 7−→ 0 είναι η μοναδική λύση της

ομογενής διαφορικής συνάρτησης

d

dt
pk,k(r, t) = −pk,n(r, t)λn+1(t)

με αρχική συνθήκη pk,n(r, r) = 0. Αυτό σημαίνει ότι η ανομοιογενής διαφορική συνάρ-

τηση

d

dt
pk,k(r, t) = pk,n−1(r, t)λn(t)− pk,n(r, t)λn+1(t)

με αρχική συνθήκη pk,n(r, r) = 0, έχει το πολύ μία λύση .

Υποθέτουμε ότι η συνάρτηση t 7−→ pk,n−1(r, t) είναι ήδη δοσμένη (που λόγω του (A)

είναι η περίπτωση για n = k + 1) και ορίζεται

p̂k,n(r, t) :=

∫ t

r

pk,n−1(r, s)λn(s)pn,n(s, t)ds.

Εφόσον

d

dt
pk,n(r, t)p̂k,n(r, t) =

∫ t

r

pk,n−1(r, s)λn(s)

(
d

dt
pn,n(s, t)

)
ds+ pk,n−1(r, t)λn(t)

=

∫ t

r

pk,n−1(r, s)λn(s)(−pn,n(s, t)λn+1(t))ds+ pk,n−1(r, t)λn(t)

=

∫ t

r

pk,n−1(r, s)λn(s)pn,n(s, t)ds · (−λn+1(t)) + pk,n−1(r, t)λn(t)

= p̂k,n(r, s)(−λn+1(t)) + pk,n−1(r, t)λn(t)

= pk,n−1(r, t)λn(t)− p̂k,n(r, s)(−λn+1(t))

και p̂k,n(r, r) = 0, η συνάρτηση t 7−→ p̂k,n(r, t) έιναι η μοναδική λύση της διαφορικής

συνάρτησης

d

dt
pk,k(r, t) = pk,n−1(r, t)λn(t)− pk,n(r, t)λn+1(t),
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με αρχική συνθήκη pk,n(r, r) = 0 και έχουμε∫ t

r

pk,n−1(r, s)λn(s)(pn,n(s, t)ds.

(b3). Από το (b1) και το (b2), το (b) συνεπάγεται το (c).

• Υποθέτουμε τέλος ότι ισχύει το (c) και θεωρούμε έναν κανόνα μετάβασης p που ικα-

νοποιεί τις συναρτήσεις ολοκλήρωσης. Για n ∈ N και r, t ∈ R+ τέτοιο ώστε r ≤ t,

ορίζουμε

Λn(r, t) :=

∫ t

r

λn(s)ds.

Τότε έχουμε

pn,n(r, t) = e−
∫ t
r λn+1(s)ds

= e−Λn+1(r,t)

> 0

για κάθε αποδεκτό ζευγάρι (n, r) και όλα τα t ∈ [r,∞) Πρώτον, για όλα τα t ∈ R+,

έχουμε

P [{Nt = n}] = P [{nt = 0}|{N0 = 0}]

= p0,0(0, t)

> 0

Θεωρούμε τώρα, t ∈ (0,∞) και υποθέτουμε ότι p0,n−1(0, t) = P [{Nt = n − 1}] > 0

ισχύει για κάποια n ∈ N και όλα τα t ∈ R+ (η οποία έιναι η υπόθεση για n = 1). Τότε

έχουμε

P [{Nt = n}] = P [{Nt = n}|{N0 = 0}]

= p0,n(0, t)

=

∫ t

0

p0,n−1(0, s)λn(s)pn,n(s, t)ds

> 0

΄Ετσι λοιπόν

P [{Nt = n}] > 0

για κάθε αποδεκτό ζεύγος (n, t), το οποίο αποδεικνύει το (i) του Ορισμού 3.1.12.

Δεύτερον, για κάθε αποδεκτό ζεύγος (n, t),και για όλα τα h ∈ R+, έχουμε

pn,n(t, t+ h) = e−Λn+1(t,t+h),
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Η απαριθμήτρια διαδικασία ως διαδικασία Markov

από το οποίο προκύπτει, ότι η συνάρτηση h 7−→ pn,n(t, t + h) είναι συνεχής. ΄Ετσι

αποδεικνύεται το (ii) του Ορισμού 3.1.12. Τέλος, για κάθε αποδεκτό ζεύγος (n, t),

έχουμε

lim
h→0

1

h
(1− pn,n(t, t+ h)) = lim

h→0

1

h
(1− e−Λn+1(t, t+ h)

= λn+1(t),

και επειδή

pn,n+1(t, t+ h)) =

∫ t+h

t

pn,n(t, u)λn+1(u)pn+1,n+1(u, t+ h)du

=

∫ t+h

t

pn,n(t, u)λn+1(u)e−Λn+2(u,t+h)du

= e−Λn+2(t,t+h)

∫ t+h

t

pn,n(t, u)λn+1(u)eΛn+2(t,u)du

επίσης έχουμε

lim
h→0

1

h
(pn,n+1(t, t+ h) = lim

h→0

1

h

(
e−Λn+2(t,t+h)

∫ t+h

t

pn,n(t, u)λn+1(u)eΛn+2(t,u)du

)
= e−Λn+2(t,t) · pn,n(t, t)λn+1(t)eΛn+2(t,t)

= λn+1(t).

Αυτό αποδεικνύει το (iii) του Ορισμού 3.1.12.

Επομένως, το (c) συνεπάγεται το (a).

Δεδομένου ότι φυσιολογικότητα είναι ανεξάρτητη από την ιδιαίτερη επιλογή του κανόνα

μετάβασης, κάθε κανόνας μετάβασης για μία φυσιολογική απαριθμήτρια σ.δ. ικανοποιεί τις ε-

ξισώσεις Chapman-Kolmogorov πληροί τις διαφορικές και ολοκληρωτικές συναρτήσεις του

θεωρήματος 3.2.1.

3.3 ΄Ενας χαρακτηρισμός των μη ομογενών διαδικα-

σιών Poisson.

Στην παρούσα ενότητα, μελετούμε απαριθμήτριες διδικασίες, που είναι φυσιολογικές διαδικασί-

ες Markov με ίδιες εντάσεις.

Λήμμα 3.3.1. ΄Εστω ότι η απαριθμήτρια σ.δ. {Nt}t∈R+ ικανοποιεί τις εξισώσεις Chapman-

Kolmogorov και είναι φυσιολογική. Τότε τα παρακάτω είναι ισοδύναμα
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Η απαριθμήτρια διαδικασία ως διαδικασία Markov

(a) Ισχύει η

p0,k(t, t+ h) = pn,n+k(t, t+ h)

για όλα τα n, k ∈ N0 και t, h ∈ R+ τέτοια ώστε το (n, t) να είναι αποδεκτό.

(b) Οι εντάσεις της {Nt}t∈R+ είναι όλες ίδιες.

Απόδειξη. • Είναι εμφανές ότι το (a) συνεπάγεται το (b).

• Υποθέτουμε τώρα ότι το (b) ισχύει.

(b1) Για κάθε αποδεκτό ζευγάρι (n, t) και όλα τα h ∈ R+, έχουμε

p0,0(t, t+ h)) = e−
∫ t+h
t λ1(s)ds

= e−
∫ t+h
t λn+1(s)ds

= pn,n(t, t+ h).

(b2) Υποθέτουμε τώρα ότι η εξίσωση

p0,k+1(t, t+ h) = pn,n+k(t, t+ h)

ισχύει για κάποια k ∈ N0 και για κάθε αποδεκτό ζευγάρι (n, t) και όλα τα h ∈ R+(όπου απο

το (Α) έιναι η περίπτωση για k = 0). Τότε έχουμε

p0,k+1(t, t+ h) =

∫ t+h

t

p0,k(t, u)λk+1(u)pk+1,k+1(u, t+ h)du

=

∫ t+h

t

pn,n+k(t, u)λn+k+1(u)pn+k+1,n+k+1(u, t+ h)du

= pn,n+k+1(t, t+ h).

για κάθε αποδεκτό ζευγάρι (n, t) και όλα τα h ∈ R+.

(b3) Από το (b1) και (b2), προκύπτει ότι το (b) συνεπάγεται το (a) .

Ορισμός 3.3.2. ΄Εστω λ : R+ → (0,∞) μία συνεχής συνάρτηση. Η απαριθμήτρια διαδικασία

{Nt}t∈R+ ονομάζεται μη ομογενής διαδικασία Poisson με ένταση λ, εάν έχει ανεξάρτητες

προσαυξήσεις που ικανοποιούν τη σχέση

PNt+h−Nt = P

(∫ t+h

t

λ(s)ds

)
για όλα τα t ∈ R+ και h ∈ (0,∞). ΄Ετσι, η απαριθμήτρια σ.δ. είναι μη ομογενής Poisson με

σταθερή ένταση t 7−→ α αν και μόνο αν είναι μία σ.δ. Poisson με παράμετρο α.
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Θεώρημα 3.3.3. ΄Εστω λ : R+ → (0,∞) μία συνεχής συνάρτηση. Τότε τα παρακάτω είναι

ισοδύναμα:

(a) Η απαριθμήτρια διαδικασία {Nt}t∈R+ είναι μία φυσιολογική σ.δ. Markov με εντάσεις

{λn}n∈N που ικανοποιούν την σχέση λn(t) = λ(t) για όλα τα n ∈ N και τα t ∈ R+.

(b) Η απαριθμήτρια διαδικασία {Nt}t∈R+ έχει ανεξάρτητες προσαυξήσεις και είναι φυσιολογική

με εντάσεις {λn}n∈N που ικανοποιούν την σχέση λn(t) = λ(t) για όλα τα n ∈ N και τα
t ∈ R+.

(c) Η απαριθμήτρια διαδικασία {Nt}t∈R+ είναι μία μη ομογενής διαδικασία Poisson με ένταση

λ.

Απόδειξη. Κάθε μία απο τις παραπάνω συνθήκες δείχνει ότι η απαριθμήτρια διαδικασία ικα-

νοποιεί τις εξισώσεις Chapman-Kolmogorov. Επομένως, το Θεώρημα 3.2.1 ισχύει. Για όλα τα

r, t ∈ R+ τέτοια ώστε r ≤ t, ορίζουμε

Λ(r, t) :=

∫ t

r

λ(s)ds.

Η απόδειξη του θεωρήματος θα γίνει σύμφωνα με το ακόλουθο σχήμα:

(a) =⇒ (c) =⇒ (b) =⇒ (a)

• Υποθέτουμε πρώτα πως ισχύει το (a).

(a1) Για κάθε αποδεκτό ζευγάρι (n, t) και όλα τα t ∈ [r,∞), έχουμε

pn,n(r, t) = e−
∫ t
r λn+1(s)ds

= e−
∫ t
r λ(s)ds

= e−Λ(r,t).

(a2) Υποθέτουμε τώρα ότι ισχύει η εξίσωση

pn,n+k(r, t) = e−Λ(r,t) (Λ(r, t))k

k!

για κάποια k ∈ N0 και για κάθε αποδεκτό ζευγάρι (n, r) και όλα τα t ∈ [r,∞)(όπου λόγω

του (a1) έιναι η περίπτωση για k = 0). Τότε έχουμε

pn,n+k+1(r, t) =

∫ t

r

pn,n+k(r, s)λn+k+1(s)pn+k+1,n+k+1(s, t)ds

=

∫ t

r

e−Λ(r,s) (Λ(r, s))k

k!
λ(s)e−Λ(s,t)ds

= e−Λ(r,t)

∫ t

r

(Λ(r, s))k

k!
λ(s)ds
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?
= e−Λ(r,t) (Λ(r, t))k+1

(k + 1)!

για κάθε αποδεκτό ζευγάρι (n, r) και όλα τα t ∈ [r,∞).

(a3) Από το (a1) και (a2),προκύπτει η εξίσωση

pn,n+k(r, t) = e−Λ(r,t) (Λ(r, t))k

k!

για όλα τα n, k ∈ N0 τέτοια ώστε (n, r) να είναι αποδεκτό και r ≤ t.

(a4) Από το (a3) έχουμε

P [{Nt = n}] = p0,n(0, t)

= e−Λ(0,t) (Λ(0, t))n

n!

για όλα τα t ∈ R+ και n ∈ N0 τέτοια ώστε (n, t) να είναι αποδεκτό. ΄Ετσι έχουμε την

σχέση

PNt = P(Λ(0, t)).

για όλα τα t ∈ (0,∞).

(a5) Ισχύει η ισότητα

PNt−Nr = P(Λ(r, t)).

ισχύει για όλα τα r, t ∈ R+ τέτοια ώστε r < t.

Στην περίπτωση r = 0, ο ισχυρισμός προκύπτει απο το (a4). Στην περίπτωση r > 0,

προκύπτει απο το (a4) ότι η πιθανότητα έκρηξης έιναι ίση με 0 και ότι P [{Nt = n}] > 0

για όλα τα n ∈ N0. Από το (a3), βλέπουμε ότι

P [{Nt −Nr = k}] =
∞∑
n=0

P [{Nt −Nr = k} ∩ {Nr = n}]

=
∞∑
n=0

P [{Nt = n+ k}|{Nr = n}] · P [{Nr = n}]

=
∞∑
n=0

pn,n+k(r, t)p0,n(0, r)

=
∞∑
n=0

e−Λ(r,t) (Λ(r, t))k

k!
e−Λ(0,r) (Λ(0, r))n

n!

= e−Λ(r,t) (Λ(r, t))k

k!

∞∑
n=0

e−Λ(0,r) (Λ(0, r))n

n!

= e−Λ(r,t) (Λ(r, t))k

k!
,

για όλα τα k ∈ N0, και έτσι έχουμε ότι

PNt−Nr = P(Λ(r, t)).
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(a6) Η απαριθμήτρια διαδικασία {Nt}t∈R+ έχει ανεξάρτητες προσαυξήσεις

΄Εστω m ∈ N, t0, t1, ..., tm ∈ R+ τέτοιο ώστε 0 < t0 < t1 < ... < tm και k1, ..., km ∈ N0.

Για j ∈ {0, 1, ...,m} ορίζουμε

nj :=

j∑
i=1

ki.

Αν P [
⋂m−1
j=1 {Ntj −Ntj−1

= kj}]=P [
⋂m−1
j=1 {Ntj = nj}] > 0, τότε η ιδιότητα Markov μαζί

με το (a3) και (a5) μας δίνει,

P

[
{Ntm = nm}|

m−1⋂
j=1

{Ntj = nj}
]

= P [{Ntm = nm}|{Ntm−1 = nm−1}]

= pnm−1,nm(tm−1, tm)

= e−Λ(tm−1,tm) ((Λ(tm−1, tm))nm−nm−1

(nm − nm−1)!

= P [{Ntm −Ntm−1 = nm − nm−1}]

= P [{Ntm −Ntm−1 = km}],

επομένως

P

[ m⋂
j=1

{Ntj −Ntj−1
= kj}

]
= P

[ m⋂
j=1

{Ntj = nj}
]

= P

[
{Ntm = nm}|

m−1⋂
j=1

{Ntj = nj}
]
· P
[m−1⋂
j=1

{Ntj = nj}
]

= P [{Ntm −Ntm−1 = km}] · P
[m−1⋂
j=1

{Ntj = nj}
]

= P [{Ntm −Ntm−1 = km}] · P
[m−1⋂
j=1

{Ntj −Ntj−1
= kj}

]
.

Είναι εμφανές ότι η σχέση

P

[ m⋂
j=1

{Ntj −Ntj−1
= kj}

]
= P [{Ntm −Ntm−1 = km}] · P

[m−1⋂
j=1

{Ntj −Ntj−1
= kj}

]

ισχύει επίσης εάν P [
⋂m−1
j=1 {Ntj −Ntj−1

}] = 0.

Με επαγωγή στο m ∈ N προκύπτει ότι η {Nt}t∈R+ έχει ανεξάρτητες προσαυξήσεις.

(a7) λόγω του (a5) και του (a6), η {Nt}t∈R+ είναι μία μη ομογενής διαδικασία Poisson

με ένταση λ. Συνεπώς από το (a) συνεπάγεται το (c).
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• ΄Εστω τώρα ότι ισχύει το (c). Φυσικά, η διαδικασία {Nt}t∈R+ έχει ανεξάρτητες προσαυ-

ξήσεις. Επιπλέον, για κάθε αποδεκτό ζευγάρι (n, r) και όλα τα k ∈ N0 και t ∈ [r,∞),

έχουμε

pn,n+k(r, t) = P [{Nt = n+ k}|{Nr = n}]

= P [{Nt −Nr = k}|{Nr −N0 = n}]

= P [{Nt −Nr = k}]

= e−Λ(r,t) (Λ(r, t))k

k!
.

όπου η τρίτη ισότητα προκύπτει από την ανεξαρτησία των προσαυξήσεων της {Nt}t∈R+ .

Για k = 0 έχουμε

pn,n(r, t) = e−Λ(r,t)

= e−
∫ t
r λ(s)ds,

και για k ∈ N έχουμε

pn,n+k(r, t) = e−Λ(r,t) (Λ(r, t))k

k!

?
= e−Λ(r,t)

∫ t

r

(Λ(r, s))k−1

(k − 1)!
λ(s)ds

=

∫ t

r

e−Λ(r,s) (Λ(r, s))k−1

(k − 1)!
λ(s)e−Λ(s,t)ds

?
=

∫ t

r

pn,n+k−1(r, s)λ(s)pn+k,n+k(s, t)ds.

Τώρα απο το Θεώρημα 3.2.1 προκύπτει ότι η {Nt}t∈R+ είναι φυσιολογική με εντάσεις

{λn}n∈N που ικανοποιούν την σχέση λn(t) = λ(t) για όλα τα n ∈ N και t ∈ R+.

Επομένως, από το (c) συνεπαγεται το (b).

• Τέλος έστω ότι ισχύει το (b). Αφού η {Nt}t∈R+ έχει ανεξάρτητες προσαυξήσεις, προκύ-

πτει απο το Θεώρημα 3.1.2 ότι {Nt}t∈R+ έιναι μια διαδικασία Markov. Επομένως, από το

(b) συνεπαγεται το (a).

3.4 ΄Ενας Χαρακτηρισμός της Ομογένειας.

Στην παρούσα ενότητα, μελετούμε απαριθμήτριες διαδικασίες, που είναι φυσιολογικές διαδικα-

σίες Markov με εντάσεις που είναι όλες σταθερές.

Λήμμα 3.4.1. ΄Εστω ότι η απαριθμήτρια σ.δ. {Nt}t∈R+ ικανοποιεί τις εξισώσεις Chapman-

Kolmogorov και είναι φυσιολογική. Τότε τα παρακάτω είναι ισοδύναμα:
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(a) Η σ.δ. {Nt}t∈R+ είναι ομογενής.

(b) Οι εντάσεις της {Nt}t∈R+ είναι όλες σταθερές.

Απόδειξη. (a) =⇒ (b): Υποθέτουμε πρώτα ότι ισχύει το (a) και θεωρούμε ότι n ∈ N0. Για

όλα τα s, t ∈ (0,∞), έχουμε

λn+1(s) = lim
h→0

1

h
(pn,n+1(s, s+ h)

= lim
h→0

1

h
(pn,n+1(t, t+ h)

= λn+1(t),

όπου η δεύτερη ισότητα είναι συνέπεια του ορισμού των ομογενών απαριθμητριών διαδικασιών.

΄Ετσι, η λn+1 είναι σταθερή στο (0,∞) επομένως είναι σταθερή στο R+. Συνεπώς το (a)

συνεπάγεται το (b).

(b) =⇒ (a): Υποθέτουμε τώρα ότι ισχύει το (b) και θεωρούμε μια ακολουθία {αn}n∈N στο
(0,∞) τέτοια ώστε, να ισχύει λn(t) = αn για όλα τα n ∈ N και t ∈ R+.

Θα δείξω το (α) με επαγωγή στο k ∈ N.
• k = 0. Για όλα τα n ∈ N0 και s, t, h ∈ R+ τέτοια ώστε (n, s) και (n, t) να είναι αποδεκτά,

έχουμε

pn,n(s, s+ h) = e−
∫ s+h
s λn+1(u)du

= e−
∫ s+h
s αn+1du

= e−αn+1h = pn,n(t, t+ h),

δηλαδή

pn,n(s, s+ h) = pn,n(t, t+ h) (3.1)

΄Αρα ισχύει ο ορισμός 3.1.9 των ομογενών απαριθμητριών σ.δ. για k = 0.

• k −→ k + 1. Υποθέτουμε τώρα ότι για όλα τα n ∈ N0 και s, t, h ∈ R+ τέτοια ώστε (n, s)

και (n, t) να είναι αποδεκτά ισχύει η σχέση

pn,n+k(s, s+ h) = pn,n+k(t, t+ h) (3.2)

για κάποιο k ∈ N0.

Τότε έχουμε

pn,n+k+1(s, s+ h) =

∫ s+h

s

pn,n+k(s, u)λn+k+1pn+k+1,n+k+1(u, s+ h)du
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=

∫ h

0

pn,n+k(s, s+ h1)an+k+1pn+k+1,n+k+1(s+ h1, s+ h1 + h2)dh1

=

∫ h

0

pn,n+k(t, t+ h1)an+k+1pn+k+1,n+k+1(t+ h1, t+ h1 + h2)dh1

=

∫ s+h

s

pn,n+k(t, t− s+ u)an+k+1pn+k+1,n+k+1(t− s+ u, t+ h)du

v:=t−s+u
=

∫ t+h

t

pn,n+k(t, v)an+k+1pn+k+1,n+k+1(v, t+ h)dv

=

∫ t+h

t

pn,n+k(t, v)λn+k+1(v)pn+k+1,n+k+1(v, t+ h)dv

= pn,n+k+1(t, t+ h),

όπου η πρώτη και η τελευταία ισότητα προκύπτει από το Θεώρημα 3.1.14, η δεύτερη και η

τέταρτη ισότητα έιναι συνέπεια του μετασχηματισμού u = s+h1 με 0 ≥ h1 ≥ h και h2 := h−h1,

η τρίτη ισότητα προκύπτει από τη σχέση (3.1) και την υπόθεση της επαγωγής (3.2).

Επομένως ισχύει το (a).

Το κύριο αποτέλεσμα αυτής της ενότητας είναι ο ακόλουθος χαρακτηρισμός των ομογενών

φυσιολογικών διαδικασιών Markov.

Θεώρημα 3.4.2. ΄Εστω ότι {αn}n∈N είναι μια ακολουθία πραγματικών αριθμών στο (0,∞).

Τότε τα παρακάτω είναι ισοδύναμα :

(a) Η απαριθμήτρια σ.δ. {Nt}t∈R+ είναι ειμαι μία φυσιολογική διαδικασία Markov με εντάσεις

{λn}n∈N που ικανοποιούν λn(t) = αn για όλα τα n ∈ N και t ∈ R+.

(b) Η ακολουθία {Wn}n∈N των ενδιάμεσων χρόνων άφιξης είναι ανεξάρτητη και ικανοποιεί τη
σχέση PWn = Exp(αn) για όλα τα n ∈ N.

Απόδειξη. Για n ∈ N , έστω Tn,Wn : Ω 7−→ Rn
τα τυχαία διανύσματα με συντεταγμένες

Ti και Wi αντίστοιχα , και έστω Mn ο (n× n) πίνακας με στοιχεία

mij :=

{
1 αν i ≥ j

0 αν i < j.

Τότε ο Mn είναι αντιστρέψιμος και ικανοποιεί τη σχέση

detMn = 1.

Επιπλέον, έχουμε Tn = Mn ◦Wn και επομένως

Wn = Mn
−1 ◦Tn

36



Η απαριθμήτρια διαδικασία ως διαδικασία Markov

καθώς και Tn
−1 = Wn

−1 ◦ Mn
−1
. Επιπλέον, έστω ln το διάνυσμα στο Rn

με όλες τις

συντεταγμένες ίσες με το 1 και έστω 〈., .〉 το εσωτερικό γινόμενο επάνω στο Rn
.

• Υποθέτουμε πρώτα ότι ισχύει το (a). Δεδομένου ότι η διαδικασία άφιξης των απαιτήσεων
είναι πιο άμεσα συνδεδεμένη με την απαριθμήτρια διαδικασία απο ότι είναι η διαδικασία των

ενδιάμεσων χρόνων αφιξης των απαιτήσεων, θα προσδιορίσουμε πρώτα τις κατανομές πεπαρα-

σμένης διάστασης της διαδικασίας άφιξης των απαιτήσεων και στη συνέχεια θα εφαρμόσουμε

την ισότηταWn = Mn
−1◦Tn, ώστε να πάρουμε τις κατανομές της διαδικασίας των ενδιάμεσων

χρόνων αφιξης.

Θεωρούμε δύο ακολουθίες {rj}j∈N και {tj}j∈N0 πραγματικών αριθμών που ικανοποιούν τις

σχέσεις t0 = 0 και tj−1 ≤ rj < tj για όλα τα j ∈ N. Αρχικά εκμεταλλευόμαστε την φυσιολογι-
κότητα και στη συνέχεια την ιδιότητα Markov προκειμένου να προσδιορισουμε τις κατανομές

πεπαρασμένης διάστασης της διαδικασίας άφιξης των απαιτήσεων.

(a1) Για κάθε αποδεκτό ζεύγος (j, r) και όλα τα t ∈ [r,∞) , έχουμε

pj,j(r, t) = e−αj+1(t−r).

Πράγματι, η φυσιολογικότητα μας δίνει

pj,j(r, t) = e−
∫ t
r λj+1(s)ds

= e−
∫ t
r αj+1ds

= e−αj+1(t−r).

(a2) Για όλα τα j ∈ N και r, t ∈ (0,∞) τέτοια ώστε r ≤ t, έχουμε

pj−1,j(r, t) :=

{
αj

αj+1−αj

(
e−αj(t−r) − e−αj+1(t−r))

αν αj 6= αj+1

αj(t− r)e−αj(t−r) αν αj = αj+1.

Πράγματι, αν αj 6= αj+1, τότε η φυσιολογικότητα σε συνδυασμό με το (a1) μας δίνει

pj−1,j(r, t) =

∫ t

r

pj−1,j−1(r, s)λj(s)pj,j(s, t)ds

=

∫ t

r

e−αj(s−r)αje
−αj+1(t−s)ds

= αje
(αjr−αj+1t)

∫ t

r

e(αj+1−αj)sds

= αje
(αjr−αj+1t)

1

αj+1 − αj
(
e(αj+1−αj)t − e(αj+1−αj)r

)
=

αj
αj+1 − αj

(
e−αj(t−r) − e−αj+1(t−r)) .

Παρόμοια, αν αj = αj+1, τότε
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pj−1,j(r, t) =

∫ t

r

pj−1,j−1(r, s)λj(s)pj,j(s, t)ds

=

∫ t

r

e−αj(s−r)αje
−αj+1(t−s)ds

=

∫ t

r

e−αj(s−r)αje
−αj(t−s)ds

=

∫ t

r

αje
−αj(t−r)ds

= αj(t− r)e−αj(t−r).

(a3) Για όλα τα j ∈ N και h ∈ (0,∞) έχουμε,

pj−1,j−1(h, h+ rj)pj−1,j(rj, tj)pj,j(tj, rj+1)

=

∫ tj

rj

αje
(αj+1−αj)sjdsj · pj,j(h, h+ rj+1).

Πράγματι, αν αj 6= αj+1, τότε η (a1) σε συνδυασμό με την (a2) μας δίνουν

pj−1,j−1(h, h+ rj)pj−1,j(rj, tj)pj,j(tj, rj+1)

= e−αjrj · αj
αj+1 − αj

(
e−αj(tj−rj) − e−αj+1(tj−rj)

)
· e−αj+1(rj+1−tj)

=
αj

αj+1 − αj
(
e(αj+1−αj)tj − e(αj+1−αj)rj

)
· e−αj+1rj+1

=

∫ tj

rj

αje
(αj+1−αj)sjdsj · pj,j(h, h+ rj+1).

Παρόμοια, αν αj = αj+1, τότε

pj−1,j−1(h, h+ rj)pj−1,j(rj, tj)pj,j(tj, rj+1)

= e−αjrj · αj(tj − rj)e−αj(tj−rj) · e−αj+1(rj+1−tj)

= e−αjrj · αj(tj − rj)e−αj(tj−rj) · e−αj(rj+1−tj)

= αj(tj − rj) · e−αjrj+1

=

∫ tj

rj

αjdsj · pj,j(h, h+ rj+1)

=

∫ tj

rj

αje
(αj+1−αj)sjdsj · pj,j(h, h+ rj+1).

(a4) Για όλα τα n ∈ N , έχουμε

P

[
{Nrn = n− 1} ∩

n−1⋂
j=1

{Ntj = j} ∩ {Nrj = j − 1}
]

> 0

και

P

[ n⋂
j=1

{Ntj = j} ∩ {Nrj = j − 1}
]

> 0.
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Αυτό προκύπτει με επαγωγή στο n ∈ N, χρησιμοποιώντας το (a1) και το (a2) και την ιδιότητα

Markov:

Για n = 1, έχουμε

P [{Nr1 = 0}] = P [{Nr1 = 0}|{N0 = 0}]

= p0,0(0, r1)

> 0

και

P [{Nt1 = 1} ∩ {Nr1 = 0}] = P [{Nt1 = 1}|{Nr1 = 0}] · P [{Nr1 = 0}]

= p0,0(0, r1)p0,1(r1, t1)

> 0.

΄Εστω τώρα ότι ισχύει ο ισχυρισμός για κάποια n ∈ N. Τότε έχουμε,

P

[
{Nrn+1 = n} ∩

n⋂
j=1

{Ntj = j} ∩ {Nrj = j − 1}
]

= P

[
{Nrn+1 = n}|

n⋂
j=1

{Ntj = j} ∩ {Nrj = j − 1}
]

·P
[ n⋂
j=1

{Ntj = j} ∩ {Nrj = j − 1}
]

= P [{Nrn+1 = n}|{Ntn = n}]

·P
[ n⋂
j=1

{Ntj = j} ∩ {Nrj = j − 1}
]

= pn,n(tn, rn+1) · P
[ n⋂
j=1

{Ntj = j} ∩ {Nrj = j − 1}
]

> 0

και

P

[ n+1⋂
j=1

{Ntj = j} ∩ {Nrj = j − 1}
]

= P

[
{Ntn+1 = n+ 1}|{Nrn+1 = n} ∩

n⋂
j=1

{Ntj = j} ∩ {Nrj = j − 1}
]

·P
[
{Nrn+1 = n− 1} ∩

n⋂
j=1

{Ntj = j} ∩ {Nrj = j − 1}
]

= P [{Ntn+1 = n+ 1}|{Nrn+1 = n}]
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·P
[
{Nrn+1 = n− 1} ∩

n⋂
j=1

{Ntj = j} ∩ {Nrj = j − 1}
]

= pn,n+1(rn+1, tn+1) · P
[
{Nrn+1 = n} ∩

n⋂
j=1

{Ntj = j} ∩ {Nrj = j − 1}
]

> 0.

(a5) Για όλα τα n ∈ N έχουμε

P

[ n⋂
j=1

{rJ < TJ ≤ tj}
]
=

n−1∏
j=1

∫ tj

rj

aje
(aj+1−aj)sjdsj ·

∫ tn

rn

ane
ansndsn.

Πράγματι, με την χρήση του (a4), της ιδιότητας Markov, του (a3) και του (a1), βρίσκουμε

για όλα τα h ∈ (0,∞),

P

[ n⋂
j=1

{rj < Tj ≤ tj}
]

= P

[ n⋂
j=1

{Nrj < j ≤ Ntj}
]

= P

[
{Ntn ≥ n} ∩ {Nrn = n− 1} ∩

n−1⋂
j=1

{Ntj = j} ∩ {Nrj = j − 1}
]

= P [{Ntn ≥ n}|{Nrn = n− 1}]

·
n−1∏
j=1

(
P [{Nrj+1

= j}|{Ntj = j}] · P [{Ntj = j}|{Nrj = j − 1}]
)

·P [{Nr1 = 0}|{N0 = 0}]

= p0,0(0, r1)
n−1∏
j=1

pj−1,j(rj, tj)pj,j(tj, rj+1)·
(

1− pn−1,n−1(rn, tn)

)

= p0,0(h, h+ r1)
n−1∏
j=1

pj−1,j(rj, tj)pj,j(tj, rj+1)·
(

1− pn−1,n−1(rn, tn)

)

=
n−1∏
j=1

∫ tj

rj

aje
(aj+1−aj)sjdsj · pn−1,n−1(h, h+ rn)·

(
1− pn−1,n−1(rn, tn)

)

=
n−1∏
j=1

∫ tj

rj

aje
(aj+1−aj)sjdsj · e−anrn·

(
1− e−an(tn−rn)

)

=
n−1∏
j=1

∫ tj

rj

aje
(aj+1−aj)sjdsj · e−anrn·

(
e−anrn − e−antn

)

=
n−1∏
j=1

∫ tj

rj

aje
(aj+1−aj)sjdsj ·

∫ tn

rn

ane
ansndsn.
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(a6) Θεωρούμε ένα n ∈ N και ορίζουμε την fn : Rn 7−→ R+ με τύπο

fn(w) :=
n∏
j=1

aje
−ajwjχ(0,∞)(wj).

΄Εστω s0 := 0 και A := (r1, t1]× ...× (rn, tn] . Από το (a5) παίρνουμε

P [{Tn ∈ A}] = P

[ n⋂
j=1

{rj < Tj ≤ tj}
]

=
n−1∏
j=1

∫ tj

rj

aje
(aj+1−aj)sjdsj ·

∫ tn

rn

ane
ansndsn

=
n−1∏
j=1

∫
(rj ,tj ]

aje
(aj+1−aj)sjdλ(sj) ·

∫
(rn,tn]

ane
ansndλ(sn)

=

∫
A

( n−1∏
j=1

aje
(aj+1−aj)sj

)
ane

ansndλn(s)

=

∫
A

( n∏
j=1

aje
(sj−sj−1−aj)sjχ(0.∞)(sj − sj−1)

)
dλn(s)

=

∫
A

fn(M−1
n (s))dλn(s).

(a7) Επειδή η ακολουθία {Tn}n∈N0 είναι γνησίως αύξουσα με T0 = 0, προκύπτει απο το (a6)

ότι ισχύει η ισότητα

P [{Tn ∈ A}] =

∫
A

fn(M−1
n (s))dλn(s)

για όλα τα A ∈ Bn.

(a8) ΄Εστω B1, ..., Bn ∈ B και B := B1 × ...× Bn. Επειδή Wn = Mn
−1 ◦Tn, η ισότητα που

δείχτηκε στην (a7) μας δίνει :

PWn [B] = P [{Wn ∈ B}]

= P [{Mn
−1 ◦Tn ∈ B}]

= P [{Tn ∈Mn(B)}]

=

∫
Mn(B)

fn(M−1
n (s))dλn(s)

=

∫
B

fn(w)d(λn)M−1
n

(w)

=

∫
B

fn(w)
1

|detM−1
n |

dλn(w)

=

∫
B

fn(w)dλn(w)

=

∫
B

( n∏
j=1

aje
−ajwjχ(0,∞)(wj)

)
dλn(w)
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=
n∏
j=1

∫
Bj

aje
−ajwjχ(0,∞)(wj)dλ(wj).

(a9) Από το (a8), η ακολουθία {Wn}n∈N είναι ανεξάρτητη και ικανοποιεί την ισότητα

PWn = Exp(an)

για όλα τα n ∈ N. Επομένως από το (a) συνεπάγεται το (b).

• Υποθέτουμε τώρα ότι ισχύει το (b).
(b1) Για να αποδείξουμε την ιδιότητα Markov, έστω m ∈ N, t1, ..., tm, tm+1 ∈ (0,∞), και

k1, ..., km ∈ N0 τέτοια ώστε t1, ... < tm < tm+1 και P [
⋂m
j=1{Ntj = kj}] > 0.

Στην περίπτωση που km = 0, είναι σαφές πως ισχύει η ισότητα

P

[
{Ntm+1 = km+1}|

m⋂
j=1

{Ntj = kj}
]
= P [{Ntm+1 = l}|{Ntm = km}]

για όλα τα km+1 ∈ N0 τέτοια ώστε km ≤ km+1. Στην περίπτωση όπου το km ∈ N, ορίζουμε
k0 := 0 και n := km, και έστω l ∈ {0, 1, ...,m − 1} ο μοναδικός ακέραιος που ικανοποιεί την
σχέση kl < kl+1 = km = n. Τότε υπάρχει ένα ορθογώνιο B ⊆

∏l
j=0(0, tj+1) τέτοιο ώστε

( l⋂
j=0

{Tkj ≤ tj < Tkj+1
}
)
∩{Tn ≤ tl+1} = T−1

n (B). (3.3)

Παίρνοντας A := M−1
n (B), βρίσκουμε( l⋂

j=0

{Tkj ≤ tj < Tkj+1
}
)
∩{Tn ≤ tl+1} = T−1

n (B)

= W−1
n (M−1

n (B))

= W−1
n (A).

Χρησιμοποιώντας την ανεξαρτησία τουWn και του Wn+1, απο τον τύπο μετασχηματισμού για

ολοκληρώματα και το θεώρημα Fubini, προκύπτει

P

[ m⋂
j=1

{Ntj = kj}
]

= P

[ l⋂
j=1

{Ntj = kj} ∩ {Ntl+1
= n} ∩ {Ntm = n}

]

= P

[( l⋂
j=1

{Tkj ≤ tj < Tkj+1
}
)
∩{Tn ≤ tl+1} ∩ {tm < Tn+1}

]
(3.3)
= P [W−1

n (A) ∩ {tm − Tn < Wn+1}]

= P [W−1
n (A) ∩ {tm − 〈1n,Wn〉 < Wn+1}]
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=

∫
A

(∫
(tm−〈1n,s〉,∞)

PWn+1(dw)

)
PWn(ds)

=

∫
A

(∫
(tm−〈1n,s〉,∞)

an+1e
−an+1wλ(dw)

)
PWn(ds)

v=w+s
=

∫
A

ean+1〈1n,s〉
(∫

(tm,∞)

an+1e
−an+1υλ(dυ)

)
PWn(ds)

=

∫
A

ean+1〈1n,s〉PWn(ds) ·
∫

(tm,∞)

PWn+1(dυ).

Επίσης, χρησιμοποιώντας τα ίδια επιχειρήματα με παραπάνω, βρίσκουμε

P [{Ntm = km}] = P [{Ntm = n}]

= P [{Tn ≤ tm < Tn+1}]

= P [{Tn ≤ tm} ∩ {tm − Tn < Wn+1}]

=

∫
(−∞,tm]

(∫
(tm−s,∞)

PWn+1(dw)

)
PTn(ds)

=

∫
(−∞,tm]

(∫
(tm−s,∞)

an+1e
−an+1wλ(dw)

)
PTn(ds)

=

∫
(−∞,tm]

ean+1s

(∫
(tm,∞)

an+1e
−an+1υλ(dυ)

)
PTn(ds)

=

∫
(−∞,tm]

ean+1sPTn(ds)

∫
(tm,∞)

PWn+1(dυ).

Θεωρούμε τώρα k ∈ N0 τέτοιο ώστε km < k, και ορίζουμε U := Tk−Tn+1 = Tk−Tn−Wn+1.

Τότε έχουμε

P

[
{Ntm+1 ≥ k} ∩

m⋂
j=1

{Ntj = kj}
]

= P

[( l⋂
j=1

{Ntj = kj}
)
∩{Ntl+1

= n} ∩ {Ntm = n} ∩ {Ntm+1 ≥ k}
]

= P

[( l⋂
j=1

{Tkj ≤ tj < Tkj+1
}
)
∩{Tn ≤ tl+1} ∩ {tm < Tn+1} ∩ {Tk ≤ tm+1}

]
(3.3)
= P [W−1

n (A) ∩ {tm − Tn < Wn+1} ∩ {U ≤ tm+1 − Tn −Wn+1}]

= P [W−1
n (A) ∩ {tm − 〈1n,Wn〉 < Wn+1} ∩ {U ≤ tm+1 − 〈1n,Wn〉 −Wn+1}]

=

∫
A

(∫
(tm−〈1n,s〉,∞)

(∫
(−∞,tm+1−〈1n,s〉−w]

PU(du)

)
PWn+1(dw)

)
PWn(ds)

=

∫
A

(∫
(tm−〈1n,s〉,∞)

P [{U ≤ tm+1 − 〈1n, s〉 − w}]PWn+1(dw)

)
PWn(ds)

=

∫
A

(∫
(tm−〈1n,s〉,∞)

P [{U ≤ tm+1 − 〈1n, s〉 − w}]an+1e
−an+1wλ(dw)

)
PWn(ds)
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=

∫
A

ean+1〈1n,s〉
(∫

(tm,∞)

P [{U ≤ tm+1 − υ}]an+1e
−an+1υλ(dυ)

)
PWn(ds)

=

∫
A

ean+1〈1n,s〉PWn(ds) ·
∫

(tm,∞)

P [{U ≤ tm+1 − υ}]PWn+1(dυ).

καθώς και

P [{Ntm+1 ≥ k} ∩ {Ntm = km}]

= P [{Ntm+1 ≥ k} ∩ {Ntm = n}]

= P [{Tn ≤ tm < Tn+1} ∩ {Tk ≤ tm+1}]

= P [{Tn ≤ tm} ∩ {tm − Tn < Wn+1} ∩ {U ≤ tm+1 − Tn −Wn+1}]

=

∫
(−∞,tm]

(∫
(tm−s,∞)

∫
(−∞,tm+1−s−w]

PU(du)

)
PWn+1(dw)

)
PTn(ds)

=

∫
(−∞,tm]

(∫
(tm−s,∞)

P [{U ≤ tm+1 − s− w}]PWn+1(dw)

)
PTn(ds)

=

∫
(−∞,tm]

(∫
(tm−s,∞)

P [{U ≤ tm+1 − s− w}]an+1e
−an+1wλ(dw)

)
PTn(ds)

=

∫
(−∞,tm]

ean+1s

(∫
(tm,∞)

P [{U ≤ tm+1 − υ}]an+1e
−an+1υλ(dυ)

)
PTn(ds)

=

∫
(−∞,tm]

ean+1sPTn(ds) ·
∫

(tm,∞)

P [{U ≤ tm+1 − υ}]PWn+1(dυ).

Αυτό μας δίνει

P

[
{Ntm+1 ≥ k}|

m⋂
j=1

{Ntj = kj}
]

=

P

[
{Ntm+1 ≥ k} ∩

⋂m
j=1{Ntj = kj}

]
P

[⋂m
j=1{Ntj = kj}

]
=

∫
A
ean+1〈1n,s〉PWn(ds) ·

∫
(tm,∞)

P [{U ≤ tm+1 − υ}]PWn+1(dυ)∫
A
ean+1〈1n,s〉PWn(ds) ·

∫
(tm,∞)

PWn+1(dυ)

=

∫
(tm,∞)

P [{U ≤ tm+1 − υ}]PWn+1(dυ)∫
(tm,∞)

PWn+1(dυ)

=

∫
−∞,tm e

an+1sPTn(ds) ·
∫

(tm,∞)
P [{U ≤ tm+1 − υ}]PWn+1(dυ)∫

−∞,tm e
an+1sPTn(ds) ·

∫
(tm,∞)

PWn+1(dυ)

=
P [{Ntm+1 ≥ k} ∩ {Ntm = km}]

P [{Ntm = km}]
= P [{Ntm+1 ≥ k}|{Ntm = km}].
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Επομένως, έχουμε

P

[
{Ntm+1 ≥ k}|

m⋂
j=1

{Ntj = kj}
]
= P [{Ntm+1 ≥ k}|{Ntm = km}]

για όλα τα k ∈ N0 τέτοιο ώστε km < k. Φυσικά, η προηγούμενη σχέση ισχύει επίσης αν

km = k, και αυτό ισχύει έτσι για όλα τα k ∈ N0 τέτοιο ώστε km ≤ k. Αλλά αυτό συνεπάγεται

ότι ισχύει η σχέση

P

[
{Ntm+1 = km+1}|

m⋂
j=1

{Ntj = kj}
]
= P [{Ntm+1 = km+1}|{Ntm = km}]

για όλα τα km+1 ∈ N0 τέτοια ώστε km ≤ km+1 , το οποίο σημαίνει ότι {Nt}t ∈ R+ είναι

μία διαδικασία Markov.

(b2) Για να αποδειχθεί ο ισχυρισμός της φυσιολογικότητας, θεωρούμε ένα αποδεκτό ζευ-

γάρι (n, t). Οπως προηγουμένως βρίσκουμε

P [{Nt+h = n} ∩ {Nt = n}] = P [{Tn ≤ t} ∩ {t+ h ≤ Tn+1}]

= P [{Tn ≤ t} ∩ {t+ h− Tn < Wn+1}]

=

∫
(−∞,t]

(∫
(t+h−s,∞)

PWn+1(dw)

)
PTn(ds)

=

∫
(−∞,t]

(∫
(t+h−s,∞)

an+1e
−an+1wλ(dw)

)
PTn(ds)

=

∫
(−∞,t]

e−an+1(t+h−s)PTn(ds)

= e−an+1(t+h)

∫
(−∞,t]

ean+1sPTn(ds)

για όλα τα h ∈ R+, ως εκ τούτου

P [{Nt = n}] = e−an+1t

∫
(−∞,t]

ean+1sPTn(ds)

> 0,

και έτσι

pn,n(t, t+ h) = P [{Nt+h = n}|{Nt = n}]

=
P [{Nt+h = n} ∩ {Nt = n}]

P [{Nt = n}]
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=
e−an+1(t+h)

∫
(−∞,t] e

an+1sPTn(ds)

e−an+1t
∫

(−∞,t] e
an+1sPTn(ds)

= e−an+1h

για όλα τα h ∈ R+. Από ότι έχουμε δει ως τώρα, έχουμε

P [{Nt = n}] > 0,

που αποδεικνύει το (i) του Ορισμού 3.1.12.

Είναι επίσης σαφές ότι η συνάρτηση h 7−→ pn,n(t, t + h) είναι συνεχής, το οποίο αποδεικνύει

το (ii) του Ορισμού 3.1.12. Επιπλέον, έχουμε

lim
h→0

1

h

(
1− pn,n(t, t+ h)

)
= lim

h→0

1

h
(1− e−an+1h

= an+1.

Επίσης έχουμε

P [{Nt+h = n+ 1} ∩ {Nt = n}]

= P [{Tn ≤ t < Tn+1 ≤ t+ h < Tn+2}]

= P [{Tn ≤ t} ∩ {t− Tn < Wn+1 ≤ t+ h− Tn} ∩ {t+ h− Tn −Wn+1 < Wn+2}]

=

∫
(−∞,t]

(∫
(t−s,t+h−s]

(∫
(t+h−s−w,∞]

PWn+2(du)

)
PWn+1(dw)

)
PTn(ds)

=

∫
(−∞,t]

(∫
(t−s,t+h−s]

(∫
(t+h−s−w,∞]

an+2e
−an+2udλ(u)

)
PWn+1(dw)

)
PTn(ds)

=

∫
(−∞,t]

(∫
(t−s,t+h−s]

e−an+2(t+h−s−w)PWn+1(dw)

)
PTn(ds)

=

∫
(−∞,t]

(∫
(t−s,t+h−s]

e−an+2(t+h−s−w)an+1e
−an+1wλ(dw)

)
PTn(ds)

=

∫
(−∞,t]

(∫
(t,t+h]

e−an+2(t+h−υ)an+1e
−an+1(υ−s)λ(dυ)

)
PTn(ds)

= an+1e
−an+2(t+h)

∫
(−∞,t]

ean+1sPTn(ds)

∫
(t,t+h]

e(an+2−an+1)υλ(dυ),

και έτσι

P [{Nt+h = n+ 1}|{Nt = n}]

=
P [{Nt+h = n+ 1} ∩ {Nt = n}]

P [{Nt = n}]

=
an+1e

−an+2(t+h)
∫

(−∞,t] e
an+1sPTn(ds)

∫
(t,t+h]

e(an+2−an+1)υdλ(υ)

e−an−1t
∫

(−∞,t] e
an+1sPTn(ds)
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= an+1e
an+1te−an+2(t+h)

∫
(t,t+h]

e(an+2−an+1)υdλ(υ)

Στην περίπτωση an+1 6= an+2, βρίσκουμε

pn,n+1(t, t+ h) = P [{Nt+h = n+ 1}|{Nt = n}]

= an+1e
an+1te−an+2(t+h)

∫
(t,t+h]

e(an+2−an+1)υλd(υ)

= an+1e
an+1te−an+2(t+h) e

(an+2−an+1)(t+h)e(an+2−an+1)(t)

an+2 − an+1

=
an+1

an+2 − an+1

(
e−an+1h − e−an+2h

)
,

και έτσι ,

lim
h→0

1

h
pn,n+1(t, t+ h) = lim

h→0

1

h

an+1

an+2 − an+1

(
e−an+1h − e−an+2h

)
= an+1.

Στην περίπτωση an+1 = an+2, βρίσκουμε

pn,n+1(t, t+ h) = P [{Nt+h = n+ 1}|{Nt = n}]

= an+1e
an+1te−an+2(t+h)

∫
(t,t+h]

e(an+2−an+1)υλd(υ)

= an+1e
an+1te−an+2(t+h)

∫
(t,t+h]

λd(υ)

= an+1he
−an+1h,

και έτσι

lim
h→0

1

h
pn,n+1(t, t+ h) = lim

h→0

1

h
an+1he

−an+1h

= an+1.
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΄Ετσι σε κάθε περίπτωση έχουμε

lim
h→0

1

h

(
1− pn,n+1(t, t+ h)

)
= an+1

= lim
h→0

1

h
pn,n+1(t, t+ h),

το οποίο αποδεικνύει το (iii) του Ορισμού 3.1.12.

΄Εχουμε δείξει λοιπόν ότι {Nt}t∈R+ είναι φυσιολογική με εντάσεις {λn}n∈N ικανοποιόντας την
σχέση λn(t) = an για όλα τα n ∈ N και t ∈ R+. Συνεπώς το (b) συνεπάγεται του (a).
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Κεφάλαιο 4

Μεικτές στοχαστικές διαδικασίες

Poisson

Η επιλογή κατάλληλων υποθέσεων για την απαριθμήτρια σ.δ. που περιγράφει ένα χαρτοφυλάκιο,

είναι ένα σοβαρό πρόβλημα. Στο παρόν κεφάλαιο θα συζητηθεί μια γενική μέθοδος αντιμετώ-

πισης του προβλήματος. Η βασική ιδέα είναι να ερμηνεύσουμε ένα ανομοιογενές χαρτοφυλάκιο

ως μείγμα από ομοιογενή χαρτοφυλάκια. Στη περίπτωση αυτή η διαδικασία του αριθμού των

απαιτήσεων ενός ανομοιογενούς χαρτοφυλακίου, ορίζεται ως ένα μείγμα απαριθμητριών στο-

χαστικών διαδικασιών ομοιογενών χαρτοφυλακίων, με τέτοιον τρόπο ώστε η μεικτή κατανομή

τους, να αντιπροσωπεύει τη δομή του ανομοιογενούς χαρτοφυλακίου. Αρχικά θα καθοριστεί

το γενικό μοντέλο, και στη συνέχεια θα μελετηθεί η μεικτή σ.δ. Poisson και μια ενδιαφέρουσα

ειδική περίπτωση, η διαδικασία Pólya-Lundberg.

Τα αποτελέσματα των Ενοτήτων 4.1 και 4.2 υπάρχουν στο [35]. Εδώ παρουσιάζονται με

αναλυτικές αποδείξεις.

4.1 Το υπόδειγμα

Θεωρούμε στο εξής μία απαριθμήτρια σ.δ. {Nt}t∈R+ και μια τυχαία μεταβλητή Θ. Υποθέτουμε

όπως προαναφέρθηκε, πως το ανομοιογενές χαρτοφυλάκιο κινδύνων, είναι ένα μείγμα από ο-

μοιογενή χαρτοφυλάκια ιδίου μεγέθους, τα οποία είναι παρόμοια, αλλά διαφορετικά μεταξύ τους.

Υποθέτουμε επίσης, ότι κάθε ανομοιογενές χαρτοφυλάκιο, μπορεί να προσδιοριστεί με τη πραγ-

ματοποίηση της τυχαίας μεταβλητής Θ. Αυτό σημαίνει πως η κατανομή του Θ αντιπροσωπεύει

τη δομή του ανομοιογενούς χαρτοφυλακίου, υπό όρους. Οπότε οι ιδιότητες της κατανομής της

απαριθμήτριας σ.δ. {Nt}t∈R+ , καθορίζονται από τις ιδιότητες της δεσμευμένης κατανομής ως

προς το Θ, και από τις ιδιότητες της κατανομής του Θ. Για το λόγο αυτό, η τυχαία μεταβλητή

Θ ονομάζεται παράμετρος δόμησης ή δομική παράμετρος (structure parameter),

η κατανομή της ΡΘ ονομάζεται κατανομή δόμησης ή δομική κατανομή (structure
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Μεικτές στοχαστικές διαδικασίες Poisson

distribution), ενώ η απαριθμήτρια σ.δ. {Nt}t∈R+ ονομάζεται μεικτή σ.δ. του αριθμού

των απαιτήσεων (mixed claim number process) ή μεικτή απαριθμήτρια σ.δ.

(mixed counting process) με δομική παράμετρο θ ή με δομική κατανομή PΘ.

Η απριθμήτρια σ.δ. {Nt}t∈R+ έχει:

• υπό συνθήκη ανεξάρτητες προσαυξήσεις ως προς το Θ αν, για κάθε m ∈
N και t0, t1, . . . , tm ∈ R+ τέτοια ώστε 0 = t0 < t1 < · · · < tm, οι προσαυξήσεις

{Ntj −Ntj−1
}j∈{1,...,m} είναι υπό συνθήκη ανεξάρτητες ως προς το Θ, και έχει

• υπό συνθήκη στάσιμες προσαυξήσεις ως προς το Θ αν, για κάθε m ∈ N και
t0, t1, . . . , tm, h ∈ R+ τέτοια ώστε 0 = t0 < t1 < · · · < tm, οι προσαυξήσεις {Ntj+h −
Ntj−1+h

}j∈{1,...,m} έχουν την ίδια υπό συνθήκη κατανομή ως προς το Θ.

΄Αμεσα προκύπτει πως, μια απαριθμήτρια στοχαστική διαδικασία με υπό συνθήκη ανεξάρτητες

προσαυξήσεις ως προς Θ, έχει και υπό συνθήκη στάσιμες προσαυξήσεις ως προς Θ αν η

PNt+h−Nt|Θ = PNh|Θ P |σ(Θ)− σ.β. για όλα τα t, h ∈ R+.

Για την απόδειξη χρησιμοποιούνται παρόμοια επιχειρήματα με εκείνα της απόδειξης του

Λήμματος Α΄1.3 του [4].

Λήμμα 4.1.1. Αν μία απαριθμήτρια σ.δ. έχει υπό συνθήκη στάσιμες προσαυξήσεις ως προς

Θ, τότε έχει και στάσιμες προσαυξήσεις.

Αντίθετα, για μία απαριθμήτρια σ.δ. με υπό συνθήκη ανεξάρτητες προσαυξήσεις ως προς Θ,

συνεπάγεται ότι δεν έχει γενικά ανεξάρτητες προσαυξήσεις όπως θα δούμε και από το Θεώρημα

4.2.8, στη συνέχεια αυτού του κεφαλαίου.

Το λήμμα που ακολουθεί προκύπτει άμεσα από τις ιδιότητες της υπό συνθήκη αναμενόμενης

τιμής.

Λήμμα 4.1.2. Αν η απαριθμήτρια σ.δ. {Nt}t∈R+ έχει πεπερασμένες μέσες τιμές, τότε

E[Nt] = E[E[Nt|Θ]]

και

Var(Nt) = E[Var(Nt|Θ)] + Var(E[Nt|Θ])

για όλα τα t ∈ R+.
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4.2 Η μεικτή σ.δ. Poisson

Στο σημείο αυτό παρουσιάζεται ο ορισμός της μεικτής σ.δ. Poisson.

Ορισμός 4.2.1. Η απαριθμήτρια σ.δ. {Nt}t∈R+ ονομάζεται μεικτή σ.δ. Poisson με παρά-

μετρο Θ ( για συντομία P −MPP (Θ)), εάν

• η Θ είναι μια τ.μ. για την οποία ισχύει ΡΘ[(0,∞)] = 1, και εάν

• η {Nt}t∈R+ έχει υπό συνθήκη στάσιμες και ανεξάρτητες προσαυξήσεις ως προς το Θ,

έτσι ώστε για κάθε t ∈ (0,∞) να ισχύει η σχέση ΡNt|Θ = P(tΘ) P � σ(Θ)− σ.β.

Ιδιαιτέρως, αν η κατανομή της Θ είναι εκφυλισμένη στο θ0 > 0 (δηλαδή PΘ({θ0}) = 1),

τότε η {Nt}t∈R+ είναι μία P-σ.δ. Poisson με παράμετρο θ0.

Στην συνέχεια παρατίθεται μία βασική ιδιότητα της μεικτής σ.δ. Poisson:

Λήμμα 4.2.2. Αν η απαριθμήτρια σ.δ. {Nt}t∈R+ , είναι μία μεικτή σ.δ.

Poisson με παράμετρο Θ, τότε έχει στάσιμες προσαυξήσεις και ικανοποιεί τις σχέσεις:

0 < P [Nt = n] =

∫
R
e−tθ

(tθ)n

n!
PΘ(d(θ)) (4.1)

για όλα τα t ∈ (0,∞) και n ∈ N0.

Απόδειξη. ΄Εχουμε ότι

P [{Nt = n}] =

∫
Ω

P ({Nt = n}|Θ)dP

=

∫
Ω

e−tΘ(ω) (tΘ(ω))n

n!
P (d(ω))

=

∫
R
e−tθ

(tθ)n

n!
PΘ(d(θ)) > 0,

όπου ή πρώτη ισότητα είναι συνέπεια του θεωρήματος Ολικής Πιθανότητας, ή δεύτερη προκύπτει

από τον ορισμό της μεικτής σ.δ. Poisson, ή τρίτη από το θεώρημα αλλαγής μεταβλητής της

Θεωρίας Μέτρου (βλ.π.χ.[7], Θεώρημα 2.4.6) και η ανισότητα προκύπτει από το γεγονός, ότι

το πρώτο μέλος του γινομένου στο ολοκλήρωμα για θ,t > 0 και για κάθε n που ανήκει στο N0

είναι πάντοτε θετικό.

Λήμμα 4.2.3. (Πολυωνυμικό Κριτήριο) Αν η απαριθμήτρια σ.δ. {Nt}t∈R+ είναι μία

μεικτή σ.δ. Poisson, τότε ισχύει η σχέση

P

[
m⋂
j=1

{Ntj −Ntj−1
= kj}|{Ntm = n}

]
=

n!∏m
j=1 kj!

·
m∏
j=1

(
tj − tj−1

tm

)kj
για όλα τα m ∈ N και t0, t1, . . . , tm, h ∈ R+ τέτοια ώστε 0 = t0 < t1 < · · · < tm και για όλα τα

n ∈ N0 και k1 < · · · < km ∈ N0 τέτοια ώστε
∑m

j=1Xk = n.

51



Μεικτές στοχαστικές διαδικασίες Poisson

Για μία αναλυτική απόδειξη του παραπάνω αποτελέσματος βλ.[8] ,Λήμμα 4.2.1

Στην περίπτωση που m = 2, το πολυωνυμικό κριτήριο λέγεται το δυωνυμικό κριτήριο του

το δυωνυμικό κριτήριο του Lundberg.

Το πολυωνυμικό κριτήριο επιτρέπει να ελέγχουμε την υπόθεση ότι η απαριθμήτρια σ.δ.

είναι μία μεικτή σ.δ. Poisson και είναι χρήσιμο στον υπολογισμό των πεπερασμένης διάστασης

κατανομών μιας μεικτής διαδικασίας Poisson.

Μία πρώτη συνέπεια του πολυωνυμικού κριτηρίου, είναι το παρακάτω αποτέλεσμα :

Θεώρημα 4.2.4. Αν η απαριθμήτρια σ.δ. είναι μια μεικτή σ.δ. Poisson, τότε είναι και διαδι-

κασία Markov.

Απόδειξη . ΄Εστω m ∈ N, t1, ..., tm, tm+1 ∈ (0,∞) και n1, ..., nm, nm+1 ∈ N0 τέτοια ώστε

t1 < ... < tm < tm+1 και P [
⋂m
j=1{Ntj = nj} > 0. Ορίζουμε t0 := 0 και n0 := 0 . Από το

πολυωνυμικό κριτήριο έχουμε

P

[
{Ntm+1 = nm+1}

∣∣∣∣ m⋂
j=1

{Ntj = nj}

]

=
P
[⋂m+1

j=1 {Ntj = nj}
]

P
[⋂m

j=1{Ntj = nj}
]

=
P
[⋂m+1

j=1 {Ntj −Ntj−1
= nj − nj−1}

]
P
[⋂m

j=1{Ntj −Ntj−1
= nj − nj−1}

]

=

P

[⋂m+1
j=1 {Ntj −Ntj−1

= nj − nj−1}
∣∣∣∣{Ntm+1 = nm+1}

]
· P [{Ntm+1 = nm+1}]

P

[⋂m
j=1{Ntj −Ntj−1

= nj − nj−1}
∣∣∣∣{Ntm = nm}

]
· P [{Ntm = nm}]

=

nm+1!∏m+1
j=1 (nj−nj−1)!

∏m+1
j=1

(
tj−tj−1

tm+1

)nj−nj−1

· P [{Ntm+1 = nm+1}]

nm!∏m
j=1(nj−nj−1)!

∏m
j=1

(
tj−tj−1

tm

)nj−nj−1

· P [{Ntm = nm}]

=

(
nm+1

nm

)(
tm
tm+1

)nm (tm+1 − tm
tm+1

)nm+1−nm
· P [{Nm+1 = nm+1}]

P [{Nm = nm}]
,

καθώς

P [{Ntm+1 = nm+1}|{Ntm = nm}]

= P [{Ntm = nm}|{Ntm+1 = nm+1}] ·
P [{Nm+1 = nm+1}]
P [{Nm = nm}]

=

(
nm+1

nm

)(
tm
tm+1

)nm (tm+1 − tm
tm+1

)nm+1−nm
· P [{Nm+1 = nm+1}]

P [{Nm = nm}]
,
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και έτσι

P

[
{Ntm+1 = nm+1}

∣∣∣∣ m⋂
j=1

{Ntj = nj}

]
= P [{Ntm+1 = nm+1}|{Ntm = nm}].

Αυτό αποδεικνύει το θεώρημα.

Θεώρημα 4.2.5. Αν η απαριθμήτρια διαδικασία είναι μία μεικτή σ.δ. Poisson με παράμετρο

Θ, έτσι ώστε η Θ να έχει πεπερασμένες ροπές οποιασδήποτε τάξης, τότε η απαριθμήτρια σ.δ.

είναι φυσιολογική και ικανοποιεί

pn,n+k(t, t+ h) =
hk

k!
· E[e−(t+h)ΘΘn+k]

E[e−tΘΘn]

για κάθε αποδεκτό ζευγάρι (n, t) και όλα τα k ∈ N0 και h ∈ (0,∞) και με εντάσεις {λn}n∈N
για τις οποίες ισχύει

λn(t) =
E[e−tΘΘn]

E[e−tΘΘn−1]

για όλα τα n ∈ N και t ∈ R+.

Απόδειξη . ΄Εστω (n, t) ένα αποδεκτό ζευγάρι k ∈ N0 και h ∈ (0,∞) .Από το πολυωνυμικό

κριτήριο έχουμε

pn,n+k(t, t+ h) = P [{Nt+h = n+ k}|{Nt = n}]

= P [{Nt = n}|{Nt+h = n+ k}] · P [{Nt+h] = n+ k}]
P [{Nt = n}

=

(
n+ k

n

)(
t

t+ h

)n(
h

t+ h

)k
·
∫

Ω
e−(t+h)Θ ((t+h)Θ)n+k

(n+k)!∫
Ω
e−tΘ (tΘ)n

n!

=

(
n+ k

n

)(
t

t+ h

)n(
h

t+ h

)k
· (1 + h)n+k · n!

(n+ k)! · tn
· E[e−(t+h)ΘΘn+k]

E[e−tΘΘn]

=

(
n+ k

n

)(
t

t+ h

)n(
h

t+ h

)k
·
(

(t+ h)

t

)n
· 1

k!
· (t+ h)k · E[e−(t+h)ΘΘn+k]

E[e−tΘΘn]

=
(n+ k)!

k!n!k!
· hk · E[e−(t+h)ΘΘn+k]

E[e−tΘΘn]

=
n!

n!k!
· hk · E[e−(t+h)ΘΘn+k]

E[e−tΘΘn]

=
hk

k!
· E[e−(t+h)ΘΘn+k]

E[e−tΘΘn]
.
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Για να έχει έννοια το τελευταίο κλάσμα πρέπει να ισχύει

E[e−tΘΘn] <∞

και το ίδιο να ισχύει και για τον αριθμητή. Αυτό ισχύει διότι

E[e−tΘΘn] ≤ E[Θn] <∞.

Πάμε τώρα να αποδείξουμε τη φυσιολογικότητα της απαριθμήτριας σ.δ. . Πρώτον έστω n ∈ N
και t ∈ R+. Από το Λημμα 4.2.2 έχουμε ότι P [{Nt = n}] > 0, το οποίο αποδεικνύει τη

συνθήκη (i) του Ορισμού 3.1.12.

Δεύτερον εφόσον

pn,n(t, t+ h) =
E[e−(t+h)ΘΘn+k]

E[e−tΘΘn]
,

η συνάρτηση h 7−→ pn,n(t, t + h) είναι συνεχής, το οποίο αποδεικνύει τη συνθήκη (ii) του

Ορισμού 3.1.12.

Τέλος έχουμε

lim
h→0

1

h
(1− pn,n(t, t+ h)) = lim

h→0

1

h

(
1− E[e−(t+h)ΘΘn]

E[e−tΘΘn]

)
=

1

E[e−tΘΘn]
lim
h→0

1

h
(E[e−tΘΘn]− E[e−(t+h)ΘΘn])

=
1

E[e−tΘΘn]
lim
h→0

E[e−tΘΘn − e−(t+h)ΘΘn]

h

=
1

E[e−tΘΘn]
lim
h→0

E
[
e−tΘΘn − e−(t+h)ΘΘn

h

]
=

1

E[e−tΘΘn]
E
[
lim
h→0

e−(t+h)ΘΘn+1
]

=
E[e−tΘΘn+1]

E[e−tΘΘn]

καθώς και

lim
h→0

1

h
pn,n+1(t, t+ h) = lim

h→0

1

h
h
E[e−(t+h)ΘΘn+1]

E[e−tΘΘn]

=
E[e−tΘΘn+1]

E[e−tΘΘn]
.

Αυτό αποδεικνύει τη συνθήκη (iii) του Ορισμού 3.1.12. ΄Ετσι έχουμε δείξει ότι η σ.δ. {Nt}t∈R+

είναι φυσιολογική με εντάσεις {λn}n∈N οι οποίες ικανοποιούν την συνάρτηση

λn(t) =
E[e−tΘΘn]

E[e−tΘΘn−1]

για όλα τα n ∈ N και t ∈ R+.
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Το ακόλουθο αποτέλεσμα μας παρέχει ακόμη μία δυνάτοτητα να ελεχθεί η υπόθεση ότι

η απαριθμήτρια διαδικασία είναι μία μεικτή διαδικασία Poisson, και μπορεί να χρησιμοποιηθεί

για να εκτιμηθεί η διακύμανση και η αναμενόμενη τιμή της δομικής κατανομής μιας μεικτής

διαδικασίας Poisson:

Λήμμα 4.2.6. Αν η απαριθμήτρια σ.δ. {Nt}t∈R+ είναι μια μεικτή σ.δ.

Poisson με παράμετρο Θ, τέτοια ώστε η E[Θ] <∞, τότε για κάθε t ∈ R+ ισχύει

E[Nt] = tE[Θ]

και

Var(Nt) = tE[Θ] + t2Var(Θ).

Ιδιαιτέρως η πιθανότητα έκρηξης ισούται με μηδέν.

Απόδειξη . Από το Λήμμα 4.1.2 έχουμε

E[Nt] = E[E[Nt|Θ]] = E[tΘ] = tE[Θ].

και

Var(Nt) = E[Var(Nt|Θ)] + Var(E[Nt|Θ])

= E[tΘ] + Var(t|Θ)

= tE[Θ] + t2Var(Θ)

για όλα τα t ∈ R+.

Επίσης από την υπόθεση έχουμε ότι E[Θ] <∞, άρα

E[Nt] = tE[Θ] <∞.

Επομένως μπορούμε να εφαρμόσουμε το Πόρισμα 2.2.7 για να διαπιστώσουμε ότι η πιθανότητα

έκρηξης είναι 0.
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Παρατήρηση 4.2.7. Από το Λήμμα 4.2.6 προκύπτει ότι αν η απαριθμήτρια σ.δ. {Nt}t∈R+

είναι μεικτή σ.δ. Poisson με μη εκφυλισμένη δομική τ.μ. Θ με πεπερασμένη μέση τιμή, τότε για

όλα τα t ∈ (0,∞) ισχύει ότι Var(Nt) > E[Nt].

Θεώρημα 4.2.8. Αν η απαριθμήτρια σ.δ. {Nt}t∈R+ είναι μια μεικτή σ.δ. Poisson με παρά-

μετρο Θ, έτσι ώστε το Θ να έχει πεπερασμένη μέση τιμή, τότε τα ακόλουθα είναι ισοδύναμα:

(a) Η κατανομή του Θ, είναι εκφυλισμένη.

(b) Η σ.δ. {Nt}t∈R+ έχει ανεξάρτητες προσαυξήσεις.

(c) Η σ.δ. {Nt}t∈R+ είναι μία μή ομογενής σ.δ. Poisson.

(d) Η σ.δ. {Nt}t∈R+ είναι μία (ομογενής) σ.δ. Poisson.

Απόδειξη . Εύκολα συμπεραίνουμε από ότι έχουμε δει μέχρι τώρα, ότι από το (a) συνεπά-

γεται το (d) ,από το (d) συνεπάγεται το (c) και το (c) έχει ως επακόλουθο το (b).

Από το Λήμμα 4.2.6 και το Θεώρημα 2.3.5, από το (b) συνεπάγεται το (d).

΄Εστω τώρα ότι {Nt}t∈R+ είναι μία διαδικασία Poisson δηλαδή ότι ισχύει το (d). Τότε έχουμε

E[Nt] = Var(Nt)

για όλα τα t ∈ R+ και από το Λήμμα 4.2.6 προκύπτει ότι Var(Θ) = 0, το οποίο σημαίνει ότι η

δομική κατανομή είναι εκφυλισμένη. Επομένως, το (d) συνεπάγεται το (a).

4.3 Παρατηρήσεις

Το υπόβαθρο του μοντέλου που συζητήθηκε σε αυτό το κεφάλαιο μπορεί να γίνει πιο σαφές

αν συμφωνήσουμε να κάνουμε μία διάκριση μεταξύ των χαρτοφυλακίων του ασφαλιστή και

του γενικού χαρτοφυλακίου (abstract portfolios).Ενα χαρτοφυλάκιο ασφάλισης είναι φυσικά,

ένα σύνολο κινδύνων, οι οποίοι είναι ασφαλισμένοι από την ίδια ασφαλιστική εταιρία, σε α-

ντίθεση, ένα γενικό χαρτοφυλάκιο (abstract portfolio) είναι ένα σύνολο κινδύνων, οι οποίοι

κατανέμονται μεταξύ μιας ή περισσοτέρων ασφαλιστικών εταιριών. Ομοιογενή χαρτοφυλάκια

ασφαλίσεων τείνουν να είναι μικρά, ενώ τα ομοιογενή γενικά χαρτοφυλάκια(abstract portfolios)

μπορεί να είναι μεγάλα. Ως εκ τούτου, φαίνεται να είναι λογικό να συνδυάζουμε στοιχεία από

όλες τις ασφαλιστικές εταιρείες που ασχολούνται με τον ίδιο ασφαλιστικό κλάδο προκειμένου

να μοντελοποιήσουμε την απαριθμήτρια σ.δ. των ομοιογενών γενικών χαρτοφυλακίων. Αυτό

δίνει αξιόπιστες πληροφορίες για την υπό συνθήκη κατανομή της απαριθμήτριας σ.δ. για κάθε

χαρτοφυλάκιο ασφαλιστή. Κάθε ασφαλιστική εταιρία επιλέγει, στη συνέχεια, την κατάλληλη

δομική κατανομή του δικού της χαρτοφυλακίου.
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Η ερμηνεία της μεικτής απαριθμήτριας σ.δ. μπορεί να επεκταθεί ως εξής:

Μέχρι τώρα, έχουμε υποθέσει ότι ένα ανομοιογενές χαρτοφυλάκιο ασφαλιστή είναι μία μείξη

γενικών χαρτοφυλακίων που είναι ομοιογενή. Ωστόσο σε ορισμένους κλάδους nonlife ασφα-

λίσεων όπως εταιρικές ασφάλειες πυρός, είναι δύσκολο να φανταστεί κανείς χαρτοφυλάκια

που είναι ομοιογενή και αρκετά μεγάλα ώστε να παρέχουν αξιόπιστες στατιστικές πληροφο-

ρίες. Είναι επομένως σκόπιμο να τροποποιηθεί το μοντέλο με την παραδοχή ότι ένα μάλλον

ανομοιογενές ασφαλιστικό χαρτοφυλάκιο είναι μία μείξη από ομοιογενή γενικά χαρτοφυλάκια.

Τα μαθηματικά της μείξης δεν αλλάζουν καθόλου. Μόλις αυτή η γενίκευση γίνει αποδεκτή,

μπορούμε επίσης να δεχθούμε περισσότερα από δύο επίπεδα της ανομοιογένειας και να κάνου-

με μείξη ομοιογενών χαρτοφυλακίων για να περιγράψουμε όλο και περισσότερα ανομοιογενή

χαρτοφυλάκια. Σε κάθε περίπτωση, το επίπεδο της ανομοιογένειας του χαρτοφυλακίου αντα-

νακλάται από τη διακύμανση της δομικής κατανομής, η οποία είναι ίση με το μηδέν αν και μόνο

αν, το χαρτοφυλάκιο είναι ομοιογενές.

Υπάρχει ακόμα μια άλλη παραλλαγή των ερμηνειών που δίνεται μέχρι τώρα: Η μεικτή απα-

ριθμήτρια σ.δ. μπορεί να ερμηνευθεί ως η απαριθμήτρια σ.δ. ενός κινδύνου, επιλεγμένου τυχαία

από ένα ανομοιογενές χαρτοφυλάκιο κινδύνων που είναι παρόμοιοι αλλά διαφορετικοί και μπο-

ρούν να χαρακτηριστούν από την πραγματοποίηση της δομικής παραμέτρου, η οποία δεν είναι

παρατηρήσιμη. Αυτή η επεξήγηση παρέχει ένα σύνδεσμο μεταξύ των απαριθμητριών σ.δ. ή

σ.δ. συνολικών απαιτήσεων εμπειρικής διαβάθμισης μιας θεωρίας υπολογισμού ασφαλίστρων,

η οποία, στον πυρήνα της, ασχολείται με τη βέλτιστη πρόβλεψη του μελλοντικού αριθμού α-

παιτήσεων ή των σοβαρών απαιτήσεων των μεμονομένων κινδύνων, δεδομένης της προσωπικής

εμπειρίας απόσβεσης στο παρελθόν. Για μια εισαγωγή στην εμπειρική αξιολόγηση, βλ. Sundt

[1984, 1991, 1993] και Schmidt[1992].

Σύμφωνα με τον Seal [1983], η ιστορία της μεικτής σ.δ. Poisson προέρχεται από μία δη-

μοσίευση του Dubourdieu [1938], ο οποίος την παρομοίωσε ως ένα μοντέλο σε μια ασφάλεια

αυτοκινήτου, αλλά δεν την συνέκρινε με στατιστικά δεδομένα. ΄Υστερα από δύο χρόνια, οι

μεικτές σ.δ. Poisson έγιναν κεντρικό θέμα στη γνωστή διδακτορική διατριβή του Lundberg

[1940] που αναπτύχθηκε η μαθηματική θεωρία τους και μελετήθηκαν οι εφαρμογές τους στις

ασφάλειες για αρρώστιες και ατυχήματα. Ακόμη μία εφαρμογή προτάθηκε από τον Hofmann

[1955], ο οποίος μελέτησε τις μεικτές σ.δ. Poisson σαν ένα μοντέλο για ασφαλίσεις εργατικών

αποζημειώσεων.

Για περισσότερες λεπτομέρειες στις μεικτές σ.δ. Poisson, αξίζει να διαβαστεί η εργασία του

Lundberg [1940], όπως και του Albrecht [1981], οι έρευνες των Albrecht [1985] and Pfeifer

[1986], και το πρόσφατο βιβλίο του Grandell [1995].

Προκειμένου να επιλεγεί μια απαριθμήτρια διαδικασία ως μοντέλο για τα δεδομένα, είναι

χρήσιμο να υπενθυμίσουμε ορισμένα κριτήρια που πληρούνται για ορισμένες απαριθμήτριες σ.δ.

, αλλά αποτυγχάνουν για άλλες. Τα ακόλουθα κριτήρια αναφέρονται στην μη ομογενή δια-
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δικασία Poisson και στη μεικτή διαδικασία Poisson, κάθεμία από τις οποίες περιλαμβάνει την

ομογενή διαδικασία Poisson ως ειδική περίπτωση.

- Ανεξάρτητες προσαυξήσεις: Η μη ομογενής διαδικασία Poisson έχει ανεξάρτητες προ-

σαυξήσεις, αλλά η μεικτή διαδικασία Poisson με μη εκφυλισμένη δομική κατανομή δεν έχει.

- Στάσιμες προσαυξήσεις: Η μεικτή διαδικασία Poisson έχει στάσιμες προσαυξήσεις, αλ-

λά η μη ομογενής διαδικασία Poisson με μια μη σταθερή ένταση δεν έχει.

-Πολυωνυμικό κριτήριο: Το Πολυωνυμικό κριτήριο ισχύει για την μεικτή διαδικασία Pois-

son, αλλά όχι για την μη ομογενή διαδικασία Poisson με μια μη σταθερή ένταση.

-Ανισότητα ροπών: Η ανισότητα ροπών,

E[Nt] ≤ Var[Nt]

για όλα τα t ∈ (0,∞) , είναι μια αυστηρή ανισότητα για την μεικτή διαδικασία Poisson μη

εκφυλισμένη δομική κατανομή, αλλά είναι μια ισότητα για την μη ομογενή διαδικασία Poisson.

Αφού ο τύπος της απαριθμήτριας σ.δ. έχει επιλεγεί σύμφωνα με τα προηγούμενα κριτήρια, το

επόμενο βήμα θα πρέπει να είναι η επιλογή παραμέτρων και η εξέταση της καλής προσαρμογής

των θεωρητικών κατανομών στις πεπερασμένης διάστασης κατανομές.

Η ασφάλιση αυτοκινήτων δεν ήταν μόνο ο νονός της μεικτής διαδικασίας Poisson, όταν

εισήχθη στη θεωρία των κινδύνων από τον Dubourdieu [1938] χωρίς αναφορά σε στατιστικά

δεδομένα. Αλλα εξακολουθεί να είναι η πιο σημαντική κλάση ασφάλισης στην οποία η μικτή

σ.δ. Poisson φαίνεται να είναι ένα καλό μοντέλο για τη εμπειρική απαριθμήτρια σ.δ. . Αυτό

υποδεικνύεται στις εργασίες των Thyrion [1960], Delaporte [1960, 1965], Tricklinger [1961],

Derron [1962], Bichsel [1964] kai Ruohonen [1988] ]και στο βιβλίο του Lemaire [1985]. Κα-

τά κανόνα, ωστόσο, αυτοί οι συγγραφείς εξέτασαν δεδομένα από μια μόνο περίοδο και έτσι

συνέκριναν τις θεωρητικές μονοδιάστατες κατανομές με τις εμπειρικές. Για να μοντελοποιηθεί

η εξέλιξη του αριθμού των απαιτήσεων στο χρόνο, θα ήταν απαραίτητο να συγκρίνουμε τις

πεπερασμένης διάστασης κατανομές επιλεγμένων απαριθμητριών σ.δ. με αυτές των εμπειρικών

διαδικασιών.
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Κεφάλαιο 5

Παραδείγματα δομικών κατανομών

Εδώ παρουσιάζουμε ορισμένα παραδείγματα δομικών κατανομών για μία μεικτή σ.δ. Poisson .

5.1 Ομογενής διαδικασία Poisson

Στην ομογενή σ.δ. Poisson, η τυχαία μεταβλητή Θ είναι εκφυλισμένη στο θ0(> 0) δηλαδή

PΘ = δθ0 .

Αυτή είναι η μόνη MPP η οποία είναι ταυτόχρονα και ανανεωτική διαδικασία. Οι χρόνοι

ανάμεσα στις απαιτήσεις είναι ανεξάρτητοι και εκθετικά κατανεμημένοι.

P ({Θ = θ0}) = 1 και FΘ(θ) =

{
1 αν θ ≥ θ0

0 αν θ < θ0

5.2 Μείξη ακολουθίας ομογενών διαδικασίων

Poisson

΄Εστω {θn}n∈N μία ακολουθία θετικών πραγματικών αριθμών με θn < θn+1 για κάθε n ∈ N και
{pn}n∈N ακολουθία μη αρνητικών πραγματικών αριθμών με

∑∞
n=1 pn = 1. Θεωρούμε την τ.μ.

Θ : Ω 7−→ (0,∞), ώστε

P ({Θ = θn}) = pn ∀n ∈ N.

Τότε προκύπτει ότι

FΘ(θ) =
∞∑
n=1

χ{θn≤θ}pn

και

pk(t) := P ({Nt = k}) =
∞∑
n=1

pne
−θnt (θnt)

k

k!
.
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Αυτή η κατανομή μπορεί να χρησιμοποιηθεί αν ο πληθυσμός διαχωριστεί σε ένα αριθμήσιμο

πλήθος κατηγοριών. Για n = 2 προκύπτει η λεγόμενη διπλή διαδικασία Poisson. Η

sigma.π. της Nt είναι

pn(t) = P ({Nt = n}) = p1
e−θ1t(θ1t)

n

n!
+ p2

e−θ2t(θ2t)
n

n!
για κάθε t > 0. (5.1)

Αυτό το είδος της διαδικασίας θα μπορούσε να χρησιμοποιηθεί, αν ένας πληθυσμός χωρι-

ζόταν σε αρσενικά και θυληκά μέλη.

5.3 Η διαδικασία Pólya-Lundberg

Η πιό κοινή επιλογή της κατανομής PΘ για την δομική παράμετρο Θ ειναι κατανομή γάμμα.

Τότε προκύπτει ή σ.δ. Pólya-Lundberg , που θα μελετηθεί παρακάτω .

Ορισμός 5.3.1. Η απαριθμήτρια σ.δ. {Nt}t∈R+ ονομάζεται σ.δ. Pólya-Lundberg με

παραμέτρους α και γ, εάν είναι μεικτή σ.δ. Poisson με παράμετρο Θ ώστε να ισχύει PΘ =

Ga(α, γ).

Θεώρημα 5.3.2. Αν η απαριθμήτρια σ.δ. {Nt}t∈R+ είναι μία σ.δ. Pólya-Lundberg με παρα-

μέτρους α και γ, τότε ισχύει:

P

[
m⋂
j=1

{Ntj = nj}

]
=

Γ(γ + nm)

Γ(γ)
∏m

j=1(nj − nj−1)!

(
α

α + tm

)γ m∏
j=1

(
tj − tj−1

α + tm

)nj−nj−1

για κάθε m ∈ N, t0, t1, . . . , tm ∈ R+ ώστε 0 = t0 < t1 < · · · < tm, και για κάθε

n0, n1, . . . , nm ∈ N ώστε 0 = n0 ≤ n1 ≤ · · · ≤ nm.

Ιδιαιτέρως, η σ.δ. του αριθμού των απαιτήσεων {Nt}t∈R+ έχει στάσιμες και εξαρτημένες προ-

σαυξήσεις και ικανοποιεί τα εξής:

PNt = NB

(
γ,

α

α + t

)
για κάθε t ∈ (0,∞)

και

PNt+h−Nt|Nt = NB

(
γ +Nt,

α + t

α + t+ h

)
για κάθε t, h ∈ (0,∞).

Για μία αναλυτική απόδειξη του παραπάνω Θεωρήματος βλ.[8, Θεώρημα 4.2.9]. �

Οι δύο παράμετροι α, β επιτρέπουν μεγάλη ευελιξία κατά τη διαρκεια της σύγκρισης των πει-

ραματικών δεδομένων με τη θεωρητική καμπύλη.

Για γ = 1 η τ.μ. Θ ακολουθεί την εκθετική κατανομή . Ακόμη, όταν η γ είναι

ακέραιος αριθμός, η Θ είναι ισόνομη με το άθροισμα των γ, οι οποίες είναι ανεξάρτητες τ.μ.

και ακολουθούν την εκθετική κατανομή . Αυτές οι κατανομές Γάμμα συχνά αναφέρονται ως

κατανομές Erlang.
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Από το Θεώρημα 5.3.2, προκύπτει ότι κάθε ακολουθεί την αρνητική διωνυμική κατα-

νομή NB(γ, α
α+t

). Για β=1 προκύπτει η γεωμετρική κατανομή.

Από το Θεώρημα 5.3.2, ο χειρισμός της σ.δ. Pólya-Lundberg δεν είναι πολύ δύσκολος,

αφού οι πεπερασμένης διάστασης κατανομές της είναι γνωστές παρά το ότι οι προσαυξήσεις

της δεν είναι ανεξάρτητες. Ως άμεση συνέπεια του Θεωρήματος 5.3.2, παρατηρούμε πως η σ.δ.

Pólya-Lundberg έχει θετική τάση (contagion):

Πόρισμα 5.3.3. (Θετική Μετάδοση).

Αν η απαριθμήτρια σ.δ. {Nt}t∈R+ είναι μία διαδικασία Pólya-Lundberg, τότε, για όλα τα t, h ∈
(0,∞), η συνάρτηση

n 7−→ P [{Nt+h ≥ n+ 1}|{Nt = n}]

είναι γνησίως αύξουσα.

Απόδειξη . ΄Εχουμε,

P ({Nt+h ≥ n+ 1}|Nt = n) =
∞∑
k=1

P (Nt+h = n+ k|Nt = n)

=
∞∑
k=1

P (Nt+h = n+ k,Nt = n)

P (Nt = n)
.

Από το Θεώρημα 5.3.2 για το παραπάνω έχουμε

∞∑
k=1

P (Nt+h = n+ k,Nt = n)

P (Nt = n)

=

∑∞
k=1

[
Γ(γ+n+k)
Γ(γ)n!k!

](
α

α+t+h

)γ(
t

α+t+h

)n(
h

α+t+h

)k
Γ(γ+n)
Γ(γ)n!

(
α
α+t

)γ(
t

α+t

)n

=
∞∑
k=1

( Γ(γ+n+k)
Γ(γ)n!k!

(
α

α+t+h

)γ(
t

α+t+h

)n(
h

α+t+h

)k
Γ(γ+n)
Γ(γ)n!

(
α
α+t

)γ(
t

α+t

)n )

=
∞∑
k=1

Γ(γ + n+ k)

Γ(γ + n)k!

(
α + t

α + t+ h

)γ(
α + t

α + t+ h

)n(
h

α + t+ h

)k
Στην δεύτερη ισότητα ο παρονομαστής είναι σταθερός και δεν επηρεάζεται απο το k αρα τον βά-

ζουμε μέσα στο άθροισμα, έπειτα απλοποιούμε και φτάνουμε να παρατηρήσουμε την συνάρτηση

πιθανότητας μίας αρνητικής δυωνυμικής

NB

(
γ + n,

α + t

α + t+ n

)
.
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Παρατηρούμε ότι το άθροισμα της συνάρτησης στο στήριγμα της {0, 1, 2, ...} είναι ίσο με 1.
Παίρνουμε το άθροισμα απο k = 0 αφαιρώντας τον πρώτο όρο για k = 0 και τότε έχουμε σε

συνέχεια το προηγούμενου

∞∑
k=1

Γ(γ + n+ k)

Γ(γ + n)k!

(
α + t

α + t+ h

)γ(
α + t

α + t+ h

)n(
h

α + t+ h

)k
=

∞∑
k=0

Γ(γ + n+ k)

Γ(γ + n)k!

(
α + t

α + t+ h

)γ+n(
h

α + t+ h

)k
−
(

α + t

α + t+ h

)γ+n

= 1−
(

α + t

α + t+ h

)γ+n

.

Επειδή ισχύει

0 <
α + t

α + t+ h
< 1

άμεσα έπεται το αποτέλεσμα του πορίσματος.

΄Ετσι, για την σ.δ. Pólya-Lundberg, η υπό συνθήκη πιθανότητα να προκύψει τουλάχιστον

μία απαίτηση στο διάστημα (t, t + h] αυξάνεται με τον αριθμό των απαιτήσεων που έχουν ήδη

συμβεί μέχρι το χρόνο t.

Ολοκληρώνουμε την μελέτη της σ.δ. Pólya-Lundberg δείχνοντας ότι είναι μία φυσιολογική

διαδικασία Markov η οποία δεν είναι ομογενής:

Πόρισμα 5.3.4. Αν η απαριθμήτρια σ.δ. {Nt}t∈R+ είναι μία διαδικασία Pólya-Lundberg με

παραμέτρους α και γ, τότε αυτή είναι μία φυσιολογική διαδικασία Markov που ικανοποιει την

σχέση

pn,n+k(t, t+ h) =

(
γ + n+ k − 1

k

)(
α + t

α + t+ h

)γ+n(
h

α + t+ h

)k
για κάθε αποδεκτό ζευγάρι (n, t) για όλα τα k ∈ N0 και για h ∈ R+ με εντάσεις {λn}n∈N που
ικανοποιουν την σχέση

λn(t) =
γ + n− 1

α + t

για όλα τα n ∈ N και t ∈ R+ ιδιαιτέρως, η απαριθμήτρια σ.δ. {Nt}t∈R+ δεν είναι ομογενής.

Απόδειξη. Από τα Θεωρήματα 4.2.4 και 4.2.5, η Pólya-Lundberg είναι μια φυσιολογική

διαδικασία Markov.

Απο το Θεώρημα 5.3.2, έχουμε

pn,n+k(t, t+ h) = P [{Nt+h = n+ k}|{Nt = n}]

= P [{Nt+h −Nt = k}|{Nt = n}]

=

(
γ + n+ k − 1

k

)(
α + t

α + t+ h

)γ+n(
h

α + t+ h

)k
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έτσι έχουμε

λn+1(t) = lim
h→0

1

h
pn,n+1(t, t+ h)

= lim
h→0

1

h
(γ + n)

(
α + t

α + t+ h

)γ+n
h

α + t+ h

=
γ + n

α + t
,

και έτσι

λn(t) =
γ + n− 1

α + t
.

Δεδομένου ότι οι εντάσεις δεν είναι σταθερές, προκύπτει από το Λήμμα 3.4.1 ότι η απαριθμήτρια

σ.δ. δεν είναι ομογενής.

Εν κατακλείδι, η διαδικασία Pólya-Lundberg είναι μια φυσιολογική διαδικασία Markov η

οποία είναι μη ομογενής και έχει σταθερές εξαρτημένες προσαυξήσεις. ΄Ετσι ολοκληρώνεται

η μελέτη για την διαδικασίαPólya-Lundberg ολοκληρώνοντας έτσι και την διερεύνυση για τον

αριθμό των φυσιολογικών διαδικασιών που ικανοποιούν τις εξισώσεις Chapman-Kolmogorov.

Ο Pfeifer [1982a, 1982b] και ο Gerber [1983] μελέτησαν τις ασυμπτωτικές ιδιότητες των απα-

ριθμητριών σ.δ. που επάγονται απο τις σ.δ. Pólya-Lundberg.

5.4 Μετατοπισμένη κατανομή γάμμα

Η μεικτή σ.δ. Poisson με δομική κατανομή μία μετατοπισμένη γάμμα κατανομή ή μία κατανομή

γάμμα με τρεις παραμέτρους ονομάζεται μεικτή σ.δ. Delaporte, η οποία έχει μελετηθεί

αρχικά από τον Delaporte [16] (1960),[17] (1965) .

΄Ισχύει PΘ = Ga(α, β, γ) με α, β, γ > 0,

δηλαδή η σ.π.π. της Θ δίνεται απο τον τύπο

fΘ(θ) :=
αβ(θ − γ)β−1e−α(θ−γ)

Γ(β)
∀ θ ≥ γ.

Επομένως ισχύει

pk(t) =

∫ ∞
γ

e−θt
(θt)k

k!
· α

β(θ − γ)β−1e−α(θ−γ)

Γ(β)
dθ ∀ t ∈ R+, ∀ k ∈ N0.

Τότε αποδεικνύεται ότι

p0(t) = e−γt
(

1

α + t

)β
(5.2)
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και

mNt(s) = e−(1−s)tγ
(

α

α + (1− s)t

)β
∀ s ∈ (−1, 1). (5.3)

Για μία αναλυτική απόδειξη των τύπων (5.1) και (5.2) βλ.[2, 5.3.11]

Θεώρημα 5.4.1. Μια διαδικασία Delaporte {Nt}t∈R+ με δομική κατανομή Ga(α, β, γ) είναι

ισοδύναμη με το άθροισμα δύο ανεξάρτητων απαριθμητριών διαδικασιών, δηλαδή

Nt
d
= N1,t +N2,t ∀ t ∈ R+,

όπου η {N1,t}t∈R+ είναι μία ομογενής διαδικασία Poisson με PN1,t = P(γt) και η {N2,t}t∈R+

είναι μία σ.δ. Pólya-Lundberg με PN2,t = NB(β, a
a+t

) για κάθε t > 0.

Απόδειξη. ΄Οπως γνωρίζουμε η πιθανογεννήτρια συνάρτηση ορίζει την κατανομή μίας τ.μ.

Από τη σχέση (5.1) προκύπτει, ότι

mNt(s) = mN1,t(s) ·mN2,t(s) ∀ s ∈ (−1, 1) (5.4)

όπου η

mN1,t(s) = e−(1−s)tγ

είναι η πιθανογεννήτρια συνάρτηση μίας ομογενούς σ.δ. Poisson {N1,t}t∈R+ με παράμετρο γ .

Επιπλέον η πιθανογεννήτρια mN2,t της σ.δ. Pólya-Lundberg δίνεται απο τον τύπο

mN2,t =

(
α

(α + (1− s)t

)β
Επομένως, έχουμε ότι

Nt
d
= N1,t +N2,t για κάθε t ∈ R+.

Η απόδειξη του παραπάνω θεωρήματος μπορεί να να βρεθεί αναλυτικά στον Spodanev [40].

Πόρισμα 5.4.2. ΄Εστω {Nt}t∈R+ μία σ.δ. Delaporte. Τότε ισχύει

pk(t) =
k∑

n=0

(γt)k−n

(k − n)!
e−γt

(
β + n− 1

n

)(
α

α + t

)β (
t

α + t

)n
,

για κάθε t ∈ R+ και k ∈ N0.
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Η απόδειξη του παραπάνω πορίσματος είναι αμεση συνέπεια του Θεωρήματος 5.4.1.

Παρατήρηση 5.4.3. Από το Θεώρημα 5.4.1 προκύπτει, ότι αν N,N1, N2 είναι τ.μ., ώστε

PN1 = P(γ) και PN2 = NB(β, p) οι N1 και N2 να έιναι ανεξάρτητες και N
d
= N1 +N2 τότε

Del(γ, β, p) = P(γ) ∗NB(β, p).

Η κατανομήDel(γ, β, p) ονομάζεται κατανομήDelaporte και αντιστοιχεί στην κατανομή {PNt}t∈R+

μίας σ.δ. Delaporte με t = 1 και α := 1−p
p
> 0.

Παρατήρηση 5.4.4. Πολλές φορές είναι ενδιαφέρον, να προσπαθήσουμε να προσδιορίσουμε

την κατανομή Delaporte μέσω ενός αναδρομικού τύπου. ΄Εχουμε

LΘ(υ) = e−γυ(1 +
υ

α
)−β

και έτσι

mNt(s) = e−γt(1−s)
(

1 +
t(1− s)

α

)−β
Μετά από απλούς υπολογισμούς η παραγώγιση των παραπάνω μας οδηγεί στον τύπο,

(α + t− ts)m′N(s) = (βt+ γt(α + t)− γt2s)mNt(s)

για κάθε s ∈ (−1, 1) χρησιμοποιώντας τις

mN(s) =
∞∑
m=0

pm(t)sm και m′N(s) =
∞∑
m=0

(m+ 1)pn+1(t)sm

και εξισώνοντας τους συντελεστες του sm προκύπτει με p−1(t) := 0 ο αναδρομικός τύπος

(α + t)(m+ 1)pm+1(t) = (β + γ(α + t) +m) + pm(t)− γpm−1(t),

για κάθε m ∈ N0.

Εφόσον

p0(t) = mNt(0) = e−γt
(

α

α + t

)β
,

μπορούμε εύκολα να υπολογίσουμε την pm(t) για κάθε m ∈ N0 και t ∈ R+.

Οι μεικτές σ.δ. Poisson με τη δομική παράμετρο που ακολουθεί την κατανομή γαμμα με τρεις

παραμέτρους μελετήθηκαν πρώτα από τον Delaporte [1960, 1965] και αργότερα από τους Troo-

blinger [1961], Kupper [1962], Albrecht [1981], και Gerber [1991]. Οι συγγραφείς αυτοί, όμως

μελέτησαν μόνο τις μονοδιάστατες κατανομές των επαγόμενων απαριθμητριών σ.δ. .
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5.5 Γενικευμένη βήτα κατανομή

Η τ.μ. Θ ακολουθεί τη γενικευμένη βήτα κατανομή, αν ισχύει

fΘ(θ) =
θα−1(θ1 − θ)β−1

B(α, β)θα+β−1
1

, για κάθε θ ∈ (0, θ1), όπου α, β > 0. (5.5)

Στην περίπτωση στην οποία ισχύει θ1 = 1 η κατανομή της Θ ονομάζεται Βήτα κατανομή.

΄Ετσι η σ.π. της Nt για t = 1 δίνεται απο τον τύπο

pn =
θn1
n!

Γ(α + β)

Γ(α)

∞∑
k=0

(−θ1)k

k!

Γ(n+ α + k)

Γ(n+ α + k + β)
. (5.6)

Για μία αναλυτική απόδειξη του παραπάνω τύπου βλ.([2],σελ 41).

Στην ειδική περίπτωση στην οποία το α = 1 έχουμε

pn =
θn1
n!

Γ(1 + β)
∞∑
k=0

(−θ1)k

k!

Γ(n+ 1 + k)

Γ(n+ 1 + k + β)
,

δηλαδή τον τύπο που προκύπτει από τον ορισμό τον οποίο έδωσε ο Willmot για την

fΘ(θ) =
β(θ1 − θ)β−1

θβ
με θ ∈ (0, θ1).

Η κατανομή Poisson-βήτα μελετήθηκε αναλυτικά από τους Johnson and Kotz ([25], p. 227)

και Beall and Rescia ([13]). Μία πιο γενική μείξη βήτα απο την άλλη μελετήθηκε από τους

Willmot and Panjer ([48]). Παρόλα αυτά, η αναδρομική σχέση που λαμβάνεται δεν είναι πολύ

βολική και εύχρηστη για κάποιες αρκέτα ενδιαφέρουσες κατανομές. Η παραπάνω μείξη είναι

χρήσιμη κυρίως στη λήψη αποτελεσμάτων για πιο γενικής σοβαρότητας κατανομές για κάποιες

απο τις τιμές του β.

Χρησιμοποιώντας λοιπον την (5.5) μπορούμε να αποδείξουμε ότι η πιθανογεννήτρια συνάρ-

τηση της Nt δίνεται από τον τύπο

mN(z) = M [1, β + 1, θ1(z − 1)], για κάθε z ∈ [−1, 1] (5.7)

όπου M(•) είναι η συρρέουσα (confluent) υπεργεωμετρική συνάρτηση (βλ. John-

son and Kotz [25], (1969), p. 8), που ορίζεται ως εξής:

M(a, b, z) :=
∞∑
n=0

a(n)zn

b(n)n!
:=1 F1(a, b; z)
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όπου a(0) := 1 και a(n) := a(a + 1) . . . (a + n − 1), a, z ∈ R, b ∈ R \ Z−. Για μία αναλυτική
απόδειξη του παραπάνω τύπου βλ.([2],σελ 42).

5.6 Η περικομμένη κανονική κατανομή

΄Εστω Χ είναι μία κανονικά κατανεμειμένη τ.μ. με μέσο µ ∈ R και διακύμανση σ2 ∈ R∗+.
΄Εστω οτι η Θ ακολουθεί μία περικομμένη κανονική κατανομή ,δηλαδή η FΘ δίνεται

από τον τύπο,

FΘ(θ) := P ({X ≤ θ}|{X ≥ 0}) =
Φ( θ−µ

σ
)− Φ(−µ

σ
)

1− Φ(−µ
σ

)
.

Επομένως η σ.π.π fΘ της θ δίνεται απο τον τύπο

fΘ(θ) =
1
σ
ϕ( θ−µ

σ
)

Φ(µ
σ
)

όπου, ως συνήθως,

ϕ(ω) := 1√
2π
e

−ω2
2 και Φ(ω) :=

∫ ω
−∞ ϕ(z)dz

Ως γνωστόν ισχύει Φ(−ω) = 1− Φ(ω) Από τον Kupper ([31],σελ 126 ) έχουμε

µθ = µ+ fΘ(0)σ2

σΘ
2 = σ2(1− fΘ(0)µ− fΘ(0)2σ2)

= σ2(1− fΘ(0)µΘ)

και έχουμε

LΘ(υ) = Φ(
µ− σ2υ

σ
)Φ(

µ

σ
)exp{−µ+

1

2
σ2υ2}

Για κάθε t ∈ R+ η κατανομή της Nt ονομάζεται περικομμένη κανονικη-Poisson

κατανομή.

Αυτή η κατανομή έχει εισαχθει και μελετηθεί ανεξάρτητα απο της Berljand et al. [14], το

1962 και τον Kupper [30, 31] το 1962 και τον Patil [34] το 1964.

Παρά το ότι οι Kupper και Patil έχουν υπολογίσει την σ.π. pn(t) της Nt ακριβώς μέσω μίας

σειράς, ο αναδρομικός προσδιορισμός είναι πιο ελκυστικός.

Οι αναδρομικοί τύποι, οι οποίοι αποδείχθηκαν από τους Willmot ([47],σελ 126) το 1993 και

Kupper ([31],σελ 462 ) το 1962 είναι οι εξής :

p0(t) = LΘ(t)
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p1(t) = (µ− σ2t)tp0(t) + σ2tfΘ(0)

(m+ 1)pm+1(t) = (µ− σ2t)tpm(t) + σ2t2pm−1(t) για m ≥ 1.

Αυτό συμφωνεί με την αναδρομή του Kupper ([31],σελ 462 ) .

Η αναδρομή είναι σταθερή για µ ≥ s2t.

Στην περίπτωση που µ = s2t έχουμε όπως παρατηρήθηκε απο τον Kupper [31] και τον Patil

[34],

pn(t) =
e−µ

t
2

µtΦ(
√
µt)

(µt
2

)
n
2

+1

Γ(n
2

+ 1)
.

5.7 Γενικευμένη αντίστροφη Γκαουσιανή κατανομή

΄Εστω ότι η Θ ακολουθεί την γενικευμένη αντίστροφη Γκαουσιανή κατανομή (GIGD) με συ-

νάρτηση πυκνότητας πιθανότητας

fΘ(θ) =
(ψ/χ)γ/2

2Kγ(
√
χψ)

θγ−1e−(χθ−1+ψθ)/2
για κάθε θ > 0 (5.8)

όπου Kγ είναι η τροποποιημένη συνάρτηση Bessel τρίτου είδους. Την κατανομή GIGD την

εισήγαγε για πρώτη φορά ο Good [21] το 1953. Το πεδίο ορισμού των παραμέτρων έχει ως

εξής:

γ ∈ R, (χ, ψ) ∈ Θγ

όπου

Θγ =


{(χ, ψ) : χ ≥ 0, ψ > 0, } , αν γ > 0

{(χ, ψ) : χ > 0, ψ > 0, } , αν γ = 0

{(χ, ψ) : χ > 0, ψ ≥ 0, } , αν γ < 0

Η αντίστοιχη σύνθετη διαδικασία Poisson αποτελείται απο τ.μ, που η κατανομή τους ονομά-

ζεται κατανομή Sichel, αφου έχει εισαχθεί απο τον Sichel [37] το 1971. Πριν συζητήσουμε

αυτήν την κατανομή, θα δώσουμε ορισμένα βασικά στοιχεία για την GIGD. Η κλάση των GIGD

είναι ευρεία και περιλαμβάνει πολλές σημαντικές ειδικές περιπτώσεις. Συχνά είναι χρήσιμο να

εισάγουμε τις παραμέτρους ω :=
√
χψ, η :=

√
χ
ψ
. Τότε η συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας

της Θ γράφεται στη μορφή

fΘ(θ) =
η−γ

2Kγ(ω)
θγ−1e−ω(ηθ−1+η−1θ)/2

για κάθε θ > 0 (5.9)

όπου η παράμετρος ω (για σταθερό γ) είναι μία παράμετρος συγκέντρωσης (concentration)

και η παράμετρος η είναι παράμετρος κλίμακας. Για να γίνει πιο κατανοητή η κατανομή GIGD,
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ας δούμε ορισμένες ιδιότητες της συνάρτησης Bessel τρίτου είδους, τις οποίες μελέτησε ο

Jørgensen [27] (1982). Η συνάρτηση Kγ ορίζεται μέσω του τύπου

Kγ(ω) :=
1

2

∞∫
0

xγ−1e−ω(x−1+x)/2dx για κάθε ω > 0.

ο οποίος είναι μια από τις πολλές ολοκληρωτικές παραστάσεις αυτής της συνάρτησης. Είναι

άμεσο ότι

Kγ(ω) = K−γ(ω) (5.10)

και

Kγ+1(ω) =
2γ

ω
Kγ(ω) +Kγ−1(ω) (5.11)

Πράγματι, θέτοντας u = x−1, τότε du = −x−2dx = −u2dx. Επομένως

K−γ(ω) =
1

2

∞∫
0

(u−1)−γ−1e−ω(u+u−1)/2
du

u2

=
1

2

∞∫
0

uγ+1−2e−ω(u+u−1)/2du

= Kγ(ω).

Για μία αναλυτική απόδειξη της (5.11) παραπέμπουμε ([2],σελ 45).

Στην ειδική περίπτωση όπου το γ είναι της μορφής n+ 1
2
έχουμε

Kn+1/2(ω) =

√
π

2ω
e−ω

n∑
i=0

(n+ i)!

(n− i)!i!
(2ω)−i για κάθε n ∈ N0. (5.12)

Αυτή η σχέση απλοποιεί αρκετά τη συνάρτησηKγ Από το Θγ είναι εφικτή η περίπτωση γ, χ > 0.

Τότε η Kγ είναι στενά συνδεδεμένη με την κατανομή Γάμμα, καθώς:

lim
ω→0

ωγKγ(ω) =
1

2

∞∫
0

xγ−1e−ω(x−1+x)/2dx = Γ(γ)2γ−1, για κάθε γ > 0. (5.13)

Γία την απόδειξη βλ. ([2],σελ 70)

Χρησιμοποιώντας αυτό το αποτέλεσμα σε συνδυασμό με την συνάρτηση πυκνότητας της

Θ, βλέπουμε ότι , η Θ ακολουθεί την Ga(γ, χ/2). Στο υπόλοιπο παράδειγμα θα υποτεθεί ότι

χ > 0.

Στην περίπτωση όπου ψ = 0 λόγω του χώρου Θγ συνάγουμε ότι γ < 0, χ > 0. Χρησιμο-

ποιώντας την (5.10) και την (5.12) καταλήγουμε στην συνάρτηση πυκνότητας

fΘ(θ) =
(χ/2)−γ

Ga(−γ)
θγ−1e−x/(2l), για κάθε θ > 0.
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Οι ροπές της τ.μ. Θ δίνονται από τον τύπο:

E[Θk] =


Γ(−γ+k)

Γ(−γ)
(χ/2), αν k < −γ

∞, αν k ≥ −γ

και ο μετασχηματισμός Laplace είναι

LΘ(v) =
2Kγ(

√
2χv)

Γ(−γ)(χv/2)γ/2
.

Αν ψ > 0 τότε όλες οι ροπές υπάρχουν (Jørgensen)[27] με

E(Θk) =
Kγ+k(ω)

Kγ(ω)
ηk

και μετασχηματισμό Laplace

LΘ(v) =
Kγ(ω

√
1 + 2vψ)

Kγ(ω)(1 + 2vψ)γ/2
.

5.8 Αντίστροφη Γκαουσιανή κατανομή

Στην ειδική περίπτωση όπου γ = −1
2
, η κατανομή της Θ ονομάζεται αντίστροφη Γκαου-

σιανή (IGD). Τότε χρησιμοποιώντας τη σχέση Kγ(ω) = K−γ(ω) βρίσκουμε ότι

E(Θ) = η.

και

fΘ(θ) =
η√
πθ3β

e−β(θ−η)2/θ
για κάθε θ > 0

Αν η Θ ακολουθεί την αντίστροφη Γκαουσιανή κατανομή, που πρώτα μελετήθηκε από τον

Holla [24] (1967), τότε η {Nt}t∈R+ ονομάζεται αντίστροφη Γκαουσιανή-Poisson σ.δ.

και λέμε ότι η Nt ακολουθεί την αντίστροφη Γκαουσιανή-Poisson κατανομή. Η

αντίστροφη Γκαουσιανή-Poisson κατανομή μελετήθηκε περαιτέρω από τον Sichel [37] (1971)

και τονWillmot [46] (1987) και επεκτάθηκε για δομικές τ.μ. Θ που ακολουθούν την (GIGD).

Από την (5.8) προκύπτει

pm(t) = (
ψ

ψ + 2t
)γ/2(

χt2

ψ + 2t
)m/2

Kγ+m(
√
χ(ψ + 2t))

m!Kγ(
√
χψ)

.

Παρόλο που ο παραπάνω τύπος μπορεί να απλοποιηθεί αρκετά στην περίπτωση όπου η Θ ακο-

λουθεί την αντίστροφη Γκαουσιανή κατανομή, είναι αρκετά ευκολότερο να προκύψει ο παραπάνω
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τύπος μέσω μιας αναδρομικής σχέσης. Χρησιμοποιώντας τη σχέση (5.10), ο Sichel [37] (1974)

απέδειξε ότι

(ψ + 2t)m(m+ 1)pm+1(t) = 2tm(γ +m)pm(t) + χt2pm−1(t) για κάθε m ∈ N. (5.14)

Είναι επίσης δυνατό να αποδειχθει η (5.14) με τη μέθοδο τουWillmot, ο οποίος κατέληξε στον

αναδρομικό τύπο:

χt2pm−1(t) = −2tm(γ +m)pm(t) + (ψ + 2t)m(m+ 1)pm+1(t).

5.9 Λογαριθμοκανονική

Μια ακόμη σημαντική συνθετη διαδικασία είναι να επιλέξουμε την παράμετρο Θ έτσι, ώστε να

ακολουθεί την λογαριθμοκανονική κατανομή με παραμέτρους µ ∈ R, σ > 0, δηλαδή PlnΘ =

N(µ, σ2) ή PΘ = LN(µ, σ2) . Η μίξη της Poisson με την lognormal προτάθηκε ως το κατάλληλο

μοντέλο περιγραφής των ασφαλιστικών εισφορών. Αν με Nt(ω) συμβολιστεί το πλήθος των

διαφορετικών ασφαλιστικών εισφορών μέχρι τον χρόνο t και με Xi με i ∈ {1, ..., Nt(ω)} το
ύψος μιας ασφαλιστικής εισφοράς (ανεξάρτητη της τυχαίας μεταβλητής Nt) ,τότε οι συνολικές

ασφαλιστικές εισφορές περιγράφονται από το άθροισμα

St(ω) =

Nt(ω)∑
i=1

Xi(ω).

Μια εύλογη επιλογή είναι να επιλέξουμε τις Xi ανεξάρτητες και ισόνομες από την λογαριθμοκα-

νονική κανατομή με άγνωστες παραμέτρους μ,σ2, ενώ η τυχαία μεταβλητή Nt είναι μια Poisson

με παράμετρο θ. Τότε η κατανομή της St είναι μια σύνθετη κατανομή Poisson η οποία είναι

μείξη Poisson με λογαριθμοκανονική. Είναι γνωστό ότι η σ.π.π της Θ δίνεται από τον τύπο

fΘ(θ) =
1√

2πσθ
e−

(ln θ−µ)2

2σ2 για κάθε θ > 0. (5.15)

Τα γινόμενα και τα πηλίκα τυχαίων μεταβλητών, που ακολουθούν την λογαριθμοκανονική

κατανομή, ακολουθούν πάλι την λογαριθμοκανονική κατανομή. Επίσης και οι Θb
και bΘ, για

b 6= 0 ακολουθούν την λογαριθμοκανονική κατανομή, αν η Θ ακολουθεί τη LN(µ, σ2). Ω-

στόσο, η κατανομή του αθροίσματος ανεξάρτητων λογαριθμοκανονικά κατανεμημένων τυχαίων

μεταβλητών, η οποία εμφανίζεται σε πολλά πρακτικά προβλήματα και περιγράφει την κατανομή

της St, δεν ακολουθεί την λογαριθμοκανονική και δεν εμφανίζεται σαν κάποια γνωστή κατανομή

(Slimanc [36]).

Προσεγγίσεις για την κατανομή του αθροίσματος τ.μ. με την λογαριθμοκανονική κατανομή

μελετούνται από τους Levy [32] (1992) και Milevsky and Posner [44].

Για την κατανομή της τυχαίας μεταβλητής Nt ισχύει ότι:
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pk(t) =

∞∫
0

(θt)k

k!
e−θt

1√
2πσθ

e−
(ln θ−µ)2

2σ2 dθ

=
1√
2πσ

∞∫
0

e−
(ln θ−µ)2

2σ2
tkθk−1

(k − 1)!
e−tθdθ

=
1

kσ
√

2π
E[e−

(lnX−µ)2

2σ2 ]

,

όπου η Χ ακολουθεί την κατανομή Ga(t, k). Εάν αναπτύξουμε σε σειρά Taylor την συ-

νάρτηση e−
(lnX−µ)2

2σ2 γύρω από το x0 = E[X] = k
t
, και αγνοήσουμε τις δυνάμεις που είναι

μεγαλύτερες του 2, τότε λαμβάνουμε τη σχέση

f(x) = f(x0)[1 + C1(x− x0) + C2(x− x0)2], όπου

f(x) := e−
(lnx−µ)2

2σ2 , x0 := k
t
, C1 := e

− lnx0−µ
x0σ

2
και C2 := 1

2σ2x20
[ (lnx0−µ)2

σ2 − 1 + lnx0 − µ].

Για μία αναλυτική απόδειξη βλ. [2], 454 − 4611.

Συνεπώς αν πάρουμε μέσες τιμές στη σχέση αυτή θα έχουμε:

E(e−
(logX−µ)2

2σ2 ) ∼= e−
(log kt −µ)

2

2σ2 +
1

2
E
{

d

dx2
e−

(logX−µ)2

2σ2 (
k

t
)

}
Var(X)

Τότε μπορούμε να διαπιστώσουμε ότι για μεγάλες τιμές του φυσικού αριθμού κ, προσεγγι-

στικά θα ισχύει ότι:

pk(t) ∼=
1

t
fΘ(θ)(

k

t
) και P ({N > n}) =

∞∫
0

P ({N > n}|θ)PΘ(dθ) ≈ 1− PΘ(
n

t
).

5.10 Μετασχηματισμένη εκθετική

Στα ασφαλιστικά συμβόλαια (εξαιρούνται τα ασφαλιστικά ζωής), η συνολική απώλεια Sn (από

την μεριά της ασφαλιστικής) ορίζεται ως το άθροισμα των υφιστάμενων απωλειών για κάποιο

συγκεκριμένο χρονικό διάστημα, με τύπο

Sn = X1 +X2 + ...+XNt ,

όπου η τυχαία μεταβλητή Nt εκφράζει το πλήθος των υφιστάμεων απωλειών και Xi είναι η

i−οστή υφιστάμενη απώλεια. Οι τυχαίες μεταβλητές Xi είναι ανεξάρτητες - ισόνομες και

ανεξάρτητες από την τ.μ. Nt.
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Σε αυτή την μείξη θεωρούμε την δομική παράμετρο Θ η οποία ακολουθεί την μετασχημα-

τισμένη εκθετική κατανομή, η οποία έχει συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας

fΘ(θ) =
[
(1− a)ηe−ηθ + 2aηe−2ηθ

]
χ[0,∞)

για κάθε θ ∈ R. Τότε η συνάρτηση πιθανότητας της τυχαίας μεταβλητής Nt μπορεί να υπολο-

γιστεί χρησιμοποιώντας τους τύπους Γ(a) =
∞∫
0

xa−1e−xdx και Γ(n+ 1) = n!. ΄Ετσι προκύπτει

pn(t) = η

(
(1− a)tn

(t+ n)n+1
+

2atn

(t+ 2n)n+1

)
.

Η πιθανογεννήτρια της τυχαίας μεταβλητής Nt δίνεται από τον τύπο

mNt(z) = η

(
1− a

t(1− z) + η
+

2a

t(1− z) + 2η

)
,

για κάθε z ∈ [−1, 1].

Για αναλυτικές αποδείξεις των δύο παραπάνω τύπων παραπέμπουμε στην [2], σελίδες 47-48).

Παραγωγίζοντας την mNt λαμβάνουμε

m′Nt(z) = n

(
(1− α)t

(t(1− z) + η)2
+

2αt

(t(1− z) + 2η)2

)
.

για κάθε z ∈ [−1, 1].

Συνεπώς

E[Nt] = m′Nt(1
−)

= η

(
(1− α)t

η2
+

2αt

(2η)2

)
=

(1− α)t

η
+

2αt

4η

=
(2− 2α + α)t

2η

=
(2− α)t

2η
,

δηλαδή

E[Nt] =
(2− a)t

2η

.

για κάθε t ∈ R+.
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Κεφάλαιο 6

Εκτιμήσεις της δομικής παραμέτρου

μίας μεικτής διαδικασίας Poisson

6.1 Εισαγωγή

΄Ενα από τα πιο κλασσικά παραδείγματα μιας απαριθμήτριας διαδικασίας {Nt}t∈R+ είναι η ομο-

γενής διαδικασία Poisson.

Ωστόσο, σε πολλές εφαρμογές η σ.δ. Poisson είναι τόσο απλή για να είναι εφαρμόσιμη.

Αποδεικνύεται ότι μία πιο χρήσιμη για τις εφαρμογές κατανομή έιναι η κατανομή μίας μεικτής

διαδικασίας Poisson (βλ. Εισαγωγή)

Μερικές από τις πιο δημοφιλείς επιλογές για μια δομική παράμετρο μίας MPP αναφέρονται

στο Κεφάλαιο 5.

Στο παρόν κεφάλαιο παρουσιάζονται εκτιμήσεις της δομικής παραμέτρου μίας MPP .Ε-

κτιμητές ροπών και εκτιμητές μέγιστης πιθανοφάνειας για την δομική κατανομή προέρχονται

από τους Tucker [43] και Simar [38], που έδωσαν αποτελέσματα για διακριτές εκτιμήσεις της

Θ. Επίσης, ο Albrecht[11] μελέτησε εκτιμητές για την περίπτωση της μείξης ενός γνωστού

πεπερασμένου αριθμού συνιστωσών Poisson. Σε όλους αυτούς τους εκτιμητές, χρησιμοποιεί-

ται ο αριθμός των απαιτήσεων σε διαδοχικές επαναλήψεις της διαδικασίας. Μια εναλλακτική

προσέγγιση οφείλεται στον Karr [29], ο οποίος εκτίμησε την δομική παράετρο Θ χρησιμοποιώ-

ντας τον αντίστροφο μετασχηματισμό Laplace. Στην περίπτωση αυτή, μόνο η χρονική εποχή

της πρώτης απαίτησης σε κάθε μία από τις πραγματοποιήσεις του MPP χρησιμοποιείται. Η

προσέγγισή μας είναι περισσότερο στο πνεύμα του Karr.
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6.2 Εκτίμηση της Θ μέσω τύπων πραγματικής αντι-

στροφής

Πριν αρχίσουμε την μελέτη σχέσεων αντιστροφής, θα εισάγουμε μια συντομογραφία. Για

0 ≤ y1 ≤ y2 ≤ ∞ γράφουμε:

H{y1, y2} =
1

2
H({y1}) +H(y1, y2) +

1

2
H({y2}), (6.1)

όπου H := PΘ, H({y}) είναι η σημειακή μάζα του H στο σημείο y , ενώ με το H(y1, y2)

συμβολίζουμε τη μάζα στο ανοιχτό διάστημα (y1, y2).

6.2.1 Εκτιμηση με τη χρήση αντίστροφου μετασχηματισμού

Laplace της Θ

Η μέθοδος αυτή στηρίζεται στην ισότητα:

LΘ(θ) = E[(1− θ

t
)Nt ] (6.2)

όπου LΘ είναι ο μετασχηματισμός Laplace της Θ.

Γνωρίζουμε ότι

E[(1− θ

t
)Nt ] =

∫ ∞
0

e−λt
∞∑
n=0

((1− θ
t
)λt)n

n!
PΘ(dλ)

=

∫ ∞
0

e−λte(1− θ
t
)λtPΘ(dλ) =

∫ ∞
0

e−λθfΘ(λ)dλ = LΘ(θ).

6.2.2 Αντιστροφή με τη χρήση της Poisson

Η παρακάτω σχέση μπορεί να εξαχθεί μελετώντας μια ακολουθία ανεξάρτητων και ισοκατανε-

μημένων μεταβλητών Poisson, Βλ. π.χ. την εργασία [41] του Teugels.

Για κάθε n ∈ N ορίζουμε την συνάρτηση

dn(u, t) :=

[nt]∑
m=0

e−nu
(nu)m

m!
−−−→
n→∞


0, αν t < u
1
2
, αν t = u

1, αν t > u.

(6.3)

Για 0 < y1 < y2 <∞ ορίζουμε την συνάρτηση

In(y1, y2) :=

[ny2]∑
m=1+[ny1]

(−n)m

m!
L

(m)
Θ (n).

Χρησιμοποιώντας τον ορισμό του LΘ, μπορούμε να γράψουμε

In(y1, y2) =

[ny2]∑
m=1+|ny1|

(−n)m

m!
(−1)m

∫ ∞
0

e−λnλmPΘ(dλ)
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=

∫ ∞
0

 [ny2]∑
m=1+|ny1|

(nλ)m

m!
e−λn

PΘ(dλ)

=

∫ ∞
0

[dn(λ, y2)− dn(λ, y1)]PΘ(dλ)

Από την άλλη μεριά η εξίσωση (6.2) μπορεί να γραφεί ως εξής

L
(m)
Θ (θ) = (−t)−mE

[
Nt!

(Nt −m)!
(1− θ

t
)Nt−m

]
.

Ανταλλάσσοντας το άθροισμα με την αναμενόμενη τιμή έχουμε

In(y1, y2) = E

 [ny2]∑
m=1+[ny1]

(
Nt

m

)
(
n

t
)m(1− n

t
)Nt−m

 .
Συνδιάζοντας αυτή τη σχέση με την πρώτη εξίσωση και εφαρμόζοντας το θεώρημα της κυριαρ-

χημένης σύγκλισης του Lebegue καταλήγουμε σε μια πρώτη σχέση αντιστροφής

H{y1, y2} = lim
n→∞

E

 [ny2]∑
m=1+[ny1]

(
Nt

m

)
(
n

t
)m(1− n

t
)Nt−m

 . (6.4)

Για τη μάζα σε ένα σημείο, θα πρέπει να χρησιμοποιήσουμε μια ελαφρώς διαφορετική προσέγ-

γιση από αυτή για n→∞:

e−n(v−1−lnv) →

{
1 v = 1

0 v 6= 1

Εφαρμόζοντας το ίδιο επιχείρημα όπως προηγούμενως καταλήγουμε στη σχέση

H({y}) = lim
n→∞

E
[

Nt!

(Nt − n)!
(1− n

ty
)Nt−m(

e

ty
)n
]
.

6.2.3 Αντιστροφή με τη χρήση της κατανομής Γάμμα

Μια ανάλογη σχέση μπορεί να παραχθεί από μια ακολουθία ανεξάρτητων και ισόνομων εκθετι-

κών μεταβλητών. Για αυτή την περίπτωση για κάθε n ∈ N έχουμε την σχέση

en(u) :=
1

Γ(n)

∫ nu

0

e−vvn−1dv −−−→
n→∞


0 αν u < 1
1
2
αν u = 1

1 αν u > 1.

(6.5)

Ορίζουμε τη συνάρτηση

Jn(y1, y2) :=

∫ y2

y1

(−n)n

Γ(n)
L

(n)
Θ (

n

s
)
ds

sn+1
.
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Από τον ορισμό του LΘ έχουμε

Jn(y1, y2) =

∫ ∞
0

[
en(

λ

y1

)− en(
λ

y2

)

]
PΘ(dλ)

και από την (6.2) βλέπουμε ότι

Jn(y1, y2) = E

[
1

B(n,Nt − n+ 1)

∫ n
ty1

n
ty2

zn−1(1− z)Nt−ndz

]
.

Συνδυάζοντας αυτή τη σχέση με το θεώρημα του Lebegue καταλήγουμε σε ένα δεύτερο τύπο

αντιστροφής

H{y1, y2} = lim
n→∞

E

[
1

B(n,Nt − n+ 1)

∫ n
ty1

n
ty2

zn−1(1− z)Nt−ndz

]
. (6.6)

΄Ενα πλεονέκτημα αυτού του τύπου Nt είναι ότι αν η πυκνότητα fΘ του Θ υπάρχει τότε

fΘ(θ) = lim
n→∞

E
[

1

B(n,Nt − n+ 1)
(
1

y
)(
n

yt
)n(1− n

yt
)Nt−n

]
.

6.2.4 Κανονική προσέγγιση

Και στους δύο τύπους αναστροφής (6.4) και (6.6) μπορούμε να εφαρμόσουμε μία κανονική

προσέγγιση. Θα παρουσιάσουμε αυτή τη μέθοδο για την (6.6).

Στην (6.6) θέτουμε z = anu+ bn, όπου an και bn είναι συναρτήσεις του t οι οποίες πρέπει

να προσδιοριστούν. Ξαναγράφουμε το μη πλήρες βήτα-ολοκλήρωμα στην μορφή∫ n
ty1

n
ty2

zn−1(1− z)Nt−ndz = an

∫ a1(n)

a2(n)

(anu+ bn)n−1(b̄n − anu)Nt−ndu,

με b̄n := 1− bn και

ai(n) :=
1

an

(
n

tyi
− bn

)
, i = 1, 2.

΄Ο,τι υπάρχει μέσα στο σύμβολο της μέσης τιμής στην (6.6) μπορεί να γραφεί ως εξής:

1

B(n,Nt − n+ 1)

∫ n
ty1

n
ty2

zn−1(1− z)Nt−ndz = I1(n)

∫ a1(n)

a2(n)

eI2(n,u)du,

όπου

I1(n) :=
anb

n−1
n b̄Nt−nn Nt!

(n− 1)!(Nt − n)!

και

I2(n, u) := (n− 1) ln

(
1 +

an
bn
u

)
+ (Nt − n) ln

(
1− an

b̄n
u

)
.
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Στη συνέχεια επιλέγουμε τα an και bn έτσι ώστε η e
I2(n,u)

να συγκλίνει στην παράμετρο

κλειδί της κανονικής πυκνότητας. Στη συνέχεια χρειαζόμαστε το Nt , το n αλλά και το Nt−n
να είναι μεγάλα. Αναπτύσσοντας σε σειρά τους λογαρίθμους παίρνουμε για την I2(n, u) την

παρακάτω μορφή:

I2(n, u) = uan

[
n− 1

bn
− Nt − n

b̄n

]
− u2

2
a2
n

[
n− 1

b2
n

− Nt − n
b̄2
n

]
+ o

(
an
bn
u

)3

.

Η προφανής επιλογή για το bn θα είναι αυτή η οποία θα μηδενίσει τον πρώτο όρο. Η

επόμενη επιλογή είναι για το an γίνεται για να αναγάγει τον συντελεστή
u2

2
στο 1. Αυτό δίνει

τις επιλογές :

bn =
n− 1

Nt − 1

b̄n =
Nt − n
Nt − 1

a2
n =

(n− 1)(Nt − n)

(Nt − 1)3

Από αυτές τις σχέσεις και τον τύπο του Stirling μπορούμε εύκολα να δείξουμε ότι I1(n) ∼
(2π)−

1
2 . Εισάγοντας τις παραπάνω τιμές για το an και το bn στο ai παίρνουμε:

ai(n) =
(Nt − 1)

3
2√

(n− 1)(Nt − n)

[
n

tyi
− n− 1

Nt − 1

]
∼
√

n

1− n
Nt

[
Nt

tyi
− 1

]
.

Συνδυάζοντας όλα τα παραπάνω αποτελέσματα καταλήγουμε στην κανονική προσέγγιση:

H{y1; y2} ∼ Φ

[√
n

1− n
Nt

(
Nt

ty1

− 1

)]
− Φ

[√
n

1− n
Nt

(
Nt

ty2

− 1

)]
. (6.7)

6.2.5 Αντιστροφή που βασίζεται στους χρόνους άφιξης

Εναλλακτικά, μπορούμε να ξεκινήσουμε από την συγκεκριμένη σχέση για την κατανομή της ε-

ποχής του n-οστού γεγονότος, Tn, και να την συνδυάσουμε αυτό με την σχέση (6.5). Σύμφωνα

με ένα αποτέλεσμα από τον Lundberg [33] (βλ, εναλλακτικά τον Albrecht [11])έχουμε

fTn(x) =
n

x
pn(x) =

∫ ∞
0

e−θxθn
xn−1

(n− 1)!
PΘ(dθ)

Για την κατανομή έχουμε ότι∫ w

0

fTn(u)du =

∫ ∞
0

PΘ(dλ)

∫ λw

0

e−v
vn−1

(n− 1)!
dv =

∫ ∞
0

en

(
λw

n

)
PΘ(dθ)
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Συνεπώς,

P{y1 ≤
n

Tn
< y2} = P{Tn ≤

n

y1

} − P{Tn ≤
n

y2

}

=

∫ ∞
0

[
en

(
λ

y1

)
− en

(
λ

y2

)]
PΘ(dθ).

Εφαρμόζοντας την (6.5) παίρνουμε τον τέταρτο τύπο αντιστροφής:

H{y1, y2} = lim
n→∞

P

(
{y1 ≤

n

Tn
< y2}

)
. (6.8)

6.3 Προσομοιώσεις

6.3.1 Προσομοίωση μίας μεικτής διαδικασίας Poisson

Μία άλλη σημαντική ιδιότητα μίας MPP είναι ότι οι ενδοιάμεσοι χρόνοι αναμονής Wn =

Tn − Tn−1, είναι εξαρτημένες τ.μ. εκτός εάν έχουμε να κάνουμε με μία αυστηρή διαδικασία

Poisson.

Ο Albrecht [11] έχει δείξει ότι οι τ.μ. Wn είναι ισοκατανεμημένες, ανταλλάξιμες αλλά θετικά

συσχετισμένες. Πιο συγκεκριμένα, έχουμε

Cov(Wn−1,Wn) = Var(
1

Θ
).

Υπάρχουν τουλάχιστον δυο διαφορετικές μεθόδοι για την προσομοίωση των χρονικών εποχών

μίας MPP .

(i) Μία πρώτη μέθοδος προσομοίωσης των χρόνων άφιξης, που χρησιμοποιεί την παραπάνω

συσχέτιση μεταξύ των χρόνων άφιξης και των ενδιάμεσων χρόνων, έχουμε από τον Albrecht

[11] ότι

P (Wn ≥ t|Tn−1 = tn−1) = 1−
(

tn−1

t+ tn−1

)n−1
pn−1(t+ tn−1)

pn−1(tn−1)
.

(ii) Η δεύτερη μέθοδος βασίζεται στην ιδιότητα ομοιομορφίας της MPP . Δοθέντος ότι

Nt = n, οι πρώτες n εποχές, T1, ...Tn, έχουν την ίδια από κοινού κατανομή ως στατιστικά

στοιχεία ενός δείγματος ομοιόμορφης κατανομής στο (0, t). Ξεκινώντας με την προσομοίωση

των n ως τιμή του Nt με μία δοθείσα τιμή του t, και σε συνάρτηση με την κατανομή pn(t).

Τότε προσομοιώνονται n στο πλήθος τυχαίοι αριθμοί στο (0, t). Μετά απο επαναπροσδιορισμό,

αυτές οι τιμές δίνουν ένα δείγμα (T1, ...Tn).
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6.3.2 Γραφικές παράστάσεις

Εκτελούμε προσομοιώσεις για τις εμπειρικές εκδοχές των τύπων που δίνονται στην (6.4) ,(6.7)

και (6.8) σε ομογενή διπλή διαδικασία Poisson, διαδικασία Pólya-Lundberg και μίξεις διαδικασί-

ας Pólya-Lundberg με Poisson. Σε όλες τις περιπτώσεις , θεωρούμε την συνάρτηση κατανομής

παίρνοντας το y1 στο 0 . Από τις προσομειώσεις, μπορούμε να συμπεράνουμε ότι οι εκτιμήσεις

για τις αντιστροφές (6.4) και (6.7) αποδίδουν πολύ καλά ακόμα και για ένα σχετικά μικρό αριθ-

μό υλοποιήσεων . Από την άλλη πλευρά, η κανονική προσεγγιση στην (6.7) φαίνεται να είναι

αρκετά δύσκολη. Γενικά, οι συνεχείς δομικές κατανομές εκτιμώνται καλύτερα απο τους τύπους

αντιστροφής απο ότι οι διακριτές κατανομες. Για την αποσαφήνιση μέσα απο ένα παράδειγμα

τα αποτελέσματα των δύο προσωμοιώσεων φαίνονται στα σχήματα (1) και (2).

Σχήμα (1)

Ο άξονας των τεταγμένων αντιστοιχεί σε H(y) + 5H(y) και των τετμημένων αντιστοιχεί σε y.
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Σχήμα (2)

Ο άξονας των τεταγμένων αντιστοιχεί σε H(y) και των τετμημένων αντιστοιχεί σε y.

Και στις δύο περιπτώσεις, οι εκτιμητές βασίζονται σε 15 προσομοιώμενες πραγματοποιήσεις

με σταθερό t = 20 . Οι συνεχείς έντονες γραμμές αντιπροσωπεύουν τον εκτιμητή για τον τύπο

(6.8) ενώ οι διακεκομμένες γραμμες είναι οι εκτιμητές για τον τύπο αντιστροφής (6.4).

Για το Σχήμα (1), προσομοιώσαμε διπλές διαδικασίες Poisson με παραμέτρους θ1 = 2 , θ2 = 4

και p1 = 0.5.

Η τιμή που δόθηκε στο n για την (6.4) ήταν n = 20. Στην περίπτωση του εκτιμητή για την

(6.8), θεωρήσαμε μέσους για τίς τιμές n από n = 18 σε n = N20. Το Σχήμα (2) αφορά

στις προσομοιώσεις των διαδικασιών Pólya-Lundberg με παραμέτρους a = 21 και b = 10 . Η

τιμή για το n στην (6.4) θεωρήθηκε ότι είναι 18, ενώ για την (6.8) οι μέσοι για το n = 15

θεωρήθηκαν ως n = N20.
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Παράρτημα Αʹ

Στοιχεία Θεωρίας Μέτρου

Στο ακόλουθο παράρτημα, παραθέτουμε κάποιους βασικούς ορισμούς και αποτελέσματα της

Θεωρίας Μέτρου.

Αʹ.1 Χρήσιμοι Ορισμοί

Ορισμοί Αʹ.1.1. Ορίζουμε ως σ-άλγεβρα υποσυνόλων του Ω, μια οικογένεια υποσυνόλων

του Ω τέτοια ώστε:

(σ1) Το ∅ ∈ Σ

(σ2) Για κάθε E ∈ Σ ισχύει Ec ∈ Σ

(σ3) Για κάθε ακολουθία {En}n∈N στο Σ ισχύει
⋃
n∈NEn ∈ Σ.

Τα στοιχεία της Σ ονομάζονται μετρήσιμα σύνολα ή ενδεχόμενα. Το ζευγάρι (Ω,Σ)

ονομάζεται μετρήσιμος χώρος (μ.χ. για συντομία). Μία σ−άλγεβρα F υποσυνόλων του
Ω, ώστε F ⊆ Σ, ονομάζεται σ−υποάλγεβρα της Σ.

Ορισμός Αʹ.1.2. Μια οικογένεια {Bj}j∈I ονομάζεται διαμέριση του Ω αν:

• Bj ∩Bk = ∅ για κάθε j, k ∈ I ώστε j 6= k και

•
⋃
j∈I Bj=Ω.

Θα μπορούσαμε τις δύο τελευταίες ιδιότητες να τις συμβολίζαμε ως:
⊎
j∈I Bj=Ω. Αν

επιπλέον (Ω,Σ) είναι μ.χ. και η {Bj}j∈I είναι μια οικογένεια στο Σ, τότε αυτή ονομάζεται μια

Σ-μετρήσιμη διαμέριση του Ω.
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Αʹ.2 Βασικά Αποτελέσματα

Ορισμός Αʹ.1.3. Μία απεικόνιση f : Ω → Υ ονομάζεται Σ-T -μετρήσιμη ή απλώς με-

τρήσιμη ή τυχαία μεταβλητή (τ.μ.), αν για κάθε B ∈ T ισχύει f−1(B) ∈ Σ. Ειδικά,

για (Υ, B) = (Rd,Bd) η f ονομάζεται (n-διάστατο) τυχαίο διάνυσμα.

Ορισμός Αʹ.1.4. ΄Ενας χώρος μέτρου είναι μία τριάδα (Ω,Σ, µ), όπου

(a) Ω είναι ένα σύνολο

(b) Σ είναι μία σ-άλγεβρα υποσυνόλων του Ω

(c) µ : Σ −→ [0,∞] είναι μία συνολοσυνάρτηση, ώστε

(i) µ(∅) = 0,

(ii) για κάθε ακολουθία {En}n∈N∗ στοιχείων της Σ με Ei∩Ej = ∅ για κάθε i 6= j ∈ N∗

ισχύει µ(
⋃
n∈N∗ En) =

∑∞
n=0 µ(En).

Αν το µ είναι τέτοιο ώστε µ(Ω) = 1 τότε αυτό ονομάζεται μέτρο πιθανότητας ή πιθα-

νότητα και συμβολίζεται συνήθως με P . Επομένως, ο αντίστοιχος χ.μ. ονομάζεται χώρος

πιθανότητας (χ.π.) και συμβολίζεται με (Ω,Σ, P ).

Ορισμός Αʹ.1.5. ΄Εστω (Ω,Σ, µ) ένας χώρος μέτρου. Ως σύνολο μηδενικού μέτρου ή

μ-μηδενικού μέτρου ή μ-μηδενικό σύνολο, ορίζουμε ένα σύνολο N ∈ Σ αν µ(N) = 0.

Ορισμός Αʹ.1.6. ΄Ενα μέτρο πιθανότητας P ονομάζεται τέλειο (και ο χ.π. (Ω,Σ, P )

ονομάζεται τέλειος), αν για κάθε τυχαία μεταβλητή Χ στο Ω υπάρχει ένα σύνολο Borel

B⊆Χ(Ω) := {Χ(ω) : ω ∈ Ω} τέτοιο ώστε, P (Χ−1(B)) = 1.

Αʹ.2 Βασικά Αποτελέσματα

Θεώρημα Radon-Nikodym Αʹ.2.1. ΄Εστω µ, ν πεπερασμένα μέτρα επάνω στον μ.χ.

(Ω,Σ). Αν ν � µ, τότε υπάρχει f ∈ L1
+(µ) ώστε

ν(A) =

∫
A

fdµ για κάθε A ∈ Σ.

Η f ονομάζεται παράγωγος Radon-Nikodym του ν ως προς µ και είναι µ − σ.β.

μοναδική.

Για περισσότερες λεπτομέρειες βλ. π.χ. [3], Θεώρημα 10.12(β).
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Λήμμα Αʹ.2.2. ΄Εστω Ω ένα υποσύνολο και D μία οικογένεια υποσυνόλων του Ω. Τότε τα

ακόλουθα είναι ισοδύναμα

(i) (Dyn1)′ Ω ∈ D

(Dyn2)′ B \ A ∈ D, για A,B ∈ D και A ⊆ B

(Dyn3)′
⋃
n∈NAn ∈ D, για κάθε αύξουσα ακολουθία {An}n∈N υποσυνόλων στο D.

(ii) (Dyn1) ∅ ∈ D

(Dyn2) Ω \ A ∈ D, για κάθε A ∈ D

(Dyn3)
⋃
n∈NAn ∈ D, για κάθε αύξουσα ακολουθία {An}n∈N ξένων ανά δύο υποσυνό-

λων στο D.

Ορισμός Αʹ.2.3. Αν ένα σύνολο D ⊆ P(Ω) ικανοποιεί τις συνθήκες (i) ή (ii) του Λήμμα-

τος Αʹ.1.2 τότε λέγεται κλάση Dynkin υποσυνόλων του Ω.

Θεώρημα Μονότονης Κλάσης Αʹ.2.4. ΄Εστω Ω ένα σύνολο και D μία κλάση Dynkin

υποσυνόλων του Ω. Υποθέτουμε ότι το σύνολο I ⊆ D είναι τέτοιο, ώστε I ∩ J ∈ I για όλα
τα I, J ∈ I. Τότε η D περιέχει την σ(I).

Για την απόδειξη του Λήμματος Αʹ.2.2 και του Θεωρήματος Μονότονης Κλάσης βλ. π.χ.

[;], Lemma 136 A και Theorem 136 B.

Θεώρημα κυριαρχημένης σύγκλισης του Lebesgue Αʹ.2.5. ΄Εστω (Ω,Σ, µ) ένας

χώρος μέτρου και {fn}n∈N μία ακολουθία Σ−μετρησίμων συναρτήσεων fn : Ω −→ R, ώστε
να υπάρχει το όριο f(x) := limn−→∞ fn(x) ∈ R για µ−σχεδόν όλα τα x ∈ Ω. Επί πλέον

υποθέτουμε, ότι υπάρχει g ∈ L1(µ) ώστε |fn| ≤ g μ-σχεδόν παντού για κάθε n ∈ N. Τότε
f ∈ L1(µ), για κάθε n ∈ N ισχύει fn ∈ L1(µ), υπάρχει το limn−→∞

∫
fndµ ∈ R και ισχύει

lim
n−→∞

∫
fndµ =

∫
fdµ.

Για την απόδειξη του παραπάνω Θεωρήματος βλ. π.χ. [7], Θεώρημα κυριαρχημένης σύγκλι-

σης του Lebesgue 2.3.5.

Αʹ.3 Μετασχηματισμοί Laplace

Ορισμός Αʹ.3.1. ΄Εστω μια συνάρτηση m : R+ −→ R+ ή ένα μέτρο µ πάνω στην ημιευθεία

R+. Τότε ο μετασχηματισμός Laplace ορίζεται να είναι η συνάρτηση,

 L(m;λ) :=

∫ ∞
0

e−λtm(t)dt ή L(µ;λ) :=

∫
R+

e−λtµ(dt). (Αʹ.1)

Η συνάρτηση L ορίζεται για όλα τα λ για τα οποία το ολοκλήρωμα συγκλίνει. Προφανώς

Lm = Lµm αν µm(dt) υποδηλώνει το μέτρο m(t)dt.
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Αʹ.3 Μετασχηματισμοί Laplace

Το ακόλουθο λήμμα της πραγματικής ανάλυσης είναι πολύ χρήσιμο για να δειχθεί ότι ένα

πεπερασμένο μέτρο είναι μοναδικά ορισμένο απο τον μετασχηματισμό Laplace.

Λήμμα Αʹ.3.2. Για κάθε t, x ≥ 0 ισχύει

lim
λ→∞

e−λt
∑
k≤λx

(λt)k

k!
= χ[0,x](t). (Αʹ.2)

Απόδειξη. Ας ξαναγράψουμε την (Αʹ.2) με όρους πιθανοτήτων. ΄Εστω (Ω,Σ, P ) ένας χ.π.

και X := Xt μια τ.μ. ώστε PX = P(λt). Είναι γνωστό ότι τέτοιοι χ.π. και τ.μ. υπάρχουν (βλ.

π.χ. [35, Remarks 2.4, p.42]). Τότε η (Αʹ.2) γράφεται

lim
λ→∞

P (X ≤ λx) = χ[0,x](t).

Το ενδεχόμενο {X ≤ λx} ⊆ {|X − λt| ≥ λ(t− x)} διότι ισχύει

|X − λt| ≥ λ(t− x)⇐⇒


X ≥ 2λt− x
ή

X ≤ λx

Επομένως, επειδή E(X) = λt και V ar(X) = E((X − λt)2) = λt θα ισχύει ότι

• Για t > x

P (X ≤ λx) ≤ P (|X − λt| ≥ λ(t− x))

≤ E ((X − λt)2)

λ2(t− x)2

=
λt

λ2(t− x)2
,

όπου η δεύτερη ανισότητα είναι η ανισότητα Chebyshev.

΄Αρα lim
λ→∞

P (X ≤ λx) ≤ lim
λ→∞

λt

λ2(t− x)2
= 0. Επομένως, lim

λ→∞
P (X ≤ λx) = 0 =

χ[0,x](t) για t > x.

• Για t ≤ x

P (X ≤ λx) = 1− P (X − λt > λ(x− t))

≥ 1− P (|X − λt| > λ(x− t))

≥ 1− E ((X − λt)2)

λ2(x− t)2

= 1− λt

λ2(x− t)2

όπου η δεύτερη ανισότητα είναι η ανισότητα Chebyshev.

΄Αρα lim
λ→∞

P (X ≤ λx) ≥ lim
λ→∞

[
1− λt

λ2(x− t)2

]
= 1. Επομένως, lim

λ→∞
P (X ≤ λx) = 1 =

χ[0,x](t) για t ≤ x.
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Πρόταση Αʹ.3.3. ΄Ενα μέτρο µ πάνω στο R+ είναι πεπερασμένο αν, και μόνο αν

L(µ; 0+) <∞. Το μέτρο µ είναι μοναδικά ορισμένο απο τον μετασχηματισμό Laplace του.

Απόδειξη. Το πρώτο συμπέρασμα της Πρότασης αποδεικνύεται από το Θεώρημα της μονό-

τονης σύγκλισης διότι ισχύει

µ(R+) =

∫
R+

1dµ = lim
λ→0

∫
R+

e−λtµ(dt) = L(µ; 0+).

΄Αρα το µ είναι πεπερασμένο αν, και μόνο αν L(µ; 0+) <∞.
Για την μοναδικότητα του µ, σύμφωνα με το Πόρισμα 2.3.7 του [7], ισχύει

(−1)kL(k)(µ;λ) =

∫
R+

e−λttkµ(dt).

Επομένως,

∑
k≤λx

(−1)kL(k)(µ;λ)
λk

k!
=

∑
k≤λx

∫
R+

(λt)k

k!
e−λtµ(dt)

=

∫
R+

∑
k≤λx

(λt)k

k!
e−λtµ(dt).

΄Αρα με την βοήθεια του Λήμματος Αʹ.3.2 και του Θεωρήματος της κυριαρχημένης σύγκλισης

καταλήγουμε στο συμπέρασμα ότι

lim
λ→∞

∑
k≤λx

(−1)kL(k)(µ;λ)
λk

k!
=

∫
R+

χ[0,x](t)µ(dt) = µ[0, x] (Αʹ.3)

Αυτό σημαίνει ότι το µ ορίζεται μοναδικά από όλους τους μετασχηματισμούς Laplace του.
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Παράρτημα Βʹ

Στοιχεία Θεωρίας Πιθανοτήτων

Στο παράρτημα αυτό δίνονται ορισμένοι βασικοί ορισμοί της Θεωρίας Πιθανοτήτων καθώς και

οι κατανομές πιθανότητας που αναφέρθηκαν στην παρούσα εργασία.

Βʹ.1 Χρήσιμοι Ορισμοί

Ορισμοί Βʹ.1.1. ΄Εστω (Ω,Σ, P ) ένας χ.π. Για μια τ.μ Χ: Ω → R η συνολοσυνάρτηση
PX : B→ R με τύπο

PX(B) := P (X−1(B)) για κάθε B ∈ B

είναι ένα μέτρο πιθανότητας και ονομάζεται κατανομή πιθανότητας της τ.μ. Χ. Μάλι-

στα, αν υπάρχει x ∈ R ώστε PX({x}) = 1, τότε η PX ονομάζεται εκφυλισμένη κατανομή

(πιθανότητας)(degenerate (probability) distribution).

Η PX (αντίστοιχα η τ.μ. X) παράγει την συνάρτηση κατανομής (σ.κ.) FX : R→ [0, 1]

της τ.μ. X, που ορίζεται από τον τύπο:

FX(x) := PX
(
(−∞, x]

)
= P (X ≤ x) για κάθε x ∈ R.

Από Πρόταση 1.4.9, [7], αποδεικνύεται πως η FX είναι πράγματι σ.κ. Αξίζει να σημειωθεί

επίσης πως η σ.κ. FX μιας τ.μ. Χ ικανοποιεί τη σχέση:

PX(B) = P (X ∈ B) = λFX (B) για κάθε x ∈ R, B ∈ B.

όπου λFX (B) είναι μέτρο Lebesgue-Stieltjes που επάγεται από την FX (βλ. π.χ [7], Πρόταση

1.4.10).

Μια (σ.κ.) F : R→ R ονομάζεται:

• Διακριτή αν είναι της μορφής

F (x) =
∑

k∈K:k≤x

f(k) για κάθε x ∈ R
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για κάποιο αριθμήσιμο σύνολο K ⊆ R και για κάποια Borel μετρήσιμη συνάρτηση f :

K → R+. Η f ονομάζεται με τη σειρά της συνάρτηση πιθανότητας (σ.π.) της F .

• Συνεχής αν η F είναι συνεχής συνάρτηση.

• Απόλυτα Συνεχής αν είναι της μορφής:

F (x) =

∫ x

−∞
f(t)dt για κάθε x ∈ R,

για κάποια Borel μετρήσιμη συνάρτηση f : R → R+ με την ιδιότητα
∫∞
−∞ f(t)dt = 1. Η

f ονομάζεται με τη σειρά της συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας (σ.π.π.).

Προφανώς, αν η τ.μ. X είναι απόλυτα συνεχής, τότε θα είναι και συνεχής. Επειδή στην παρούσα

εργασία θα ασχοληθούμε μόνο με (διακριτές και) απόλυτα συνεχείς τ.μ., στο εξής γράφοντας

συνεχής τ.μ. θα εννοούμε απόλυτα συνεχής τ.μ. Επίσης θα λέμε ότι η τ.μ. X με σύνολο τιμών

RX ακολουθεί την κατανομή K(θ) με παραμετρικό διάνυσμα θ := (θ1, . . . , θm) ∈ Θ, όπου

m ∈ N∗ και Θ ⊆ Rm
, και θα συμβολίζουμε για το αντίστοιχο μέτρο πιθανότητας PX = K(θ)

αν

PX(B) =

∫
B

fX(x)χRXdν(x) =

∫
B∩RX

fX(x)dν(x) για κάθε B ∈ B

όπου fX η αντίστοιχη σ.(π.)π., και ν το αριθμητικό μέτρο επάνω στο N ή το μέτρο του
Lebesgue λ επάνω στο R ανάλογα με το αν η τ.μ. X είναι συνεχής ή διακριτή.
Αν η τ.μ. X είναι διακριτή, τότε το ολοκλήρωμα γίνεται άθροισμα ή σειρά, ανάλογα με το αν

το RX είναι πεπερασμένο ή αριθμήσιμο, αντίστοιχα.

Ορισμός Βʹ.1.2. Για μια τ.μ. X : Ω→ R το ολοκλήρωμα

E[X] := E[X] :=

∫
XdP =

∫
Ω

X(ω)P (dω) =

∫
Ω

X(ω)dP (ω)

ονομάζεται η μέση τιμή ή αναμενόμενη τιμή ή μαθηματική ελπίδα της τ.μ. X.

Ειδικά αν η τ.μ. X ∈ L1(P ) τότε η E[X] ∈ R, και είναι ένας αριθμός.

Ορισμοί Βʹ.1.3. ΄Εστω (Ω,Σ, P ) και (Υ, T,Q) χ.π. ΄Ενα R ⊆ Ω × Υ ονομάζεται με-

τρήσιμο ορθογώνιο του Ω × Υ αν γράφεται R = A × B, όπου A ∈ Σ και B ∈ T .

Επιπρόσθετα, η σ-άλγεβρα που παράγεται από την οικογένεια των μετρήσιμων ορθογωνίων

λέγεται σ-άλγεβρα-γινόμενο των Σ και T και συμβολίζεται με Σ⊗ T .
΄Εστω επίσης ο χ.π. (Ω × Υ,Σ ⊗ T, ρ). Το μέτρο ρ ονομάζεται μέτρο γινόμενο των

P και Q και συμβολίζεται με P ⊗ Q, αν για κάθε A ∈ Σ και B ∈ T ικανοποιεί την ιδιότητα
ρ(A×B) = P (A)Q(B). Η τριάδα (Ω×Υ,Σ⊗ T, P ⊗Q) ονομάζεται χ.π.-γινόμενο.
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Ορισμός Βʹ.1.4. Εάν I είναι ένα οποιοδήποτε μή κενό σύνολο δεικτών, και {Ωi,Σi, Pi}i∈I
είναι μια οικογένεια χ.π., τότε για κάθε ∅ 6= J ⊆ I συμβολίζουμε με (ΩJ ,ΣJ , PJ) τον χ.π.-

γινόμενο ⊗i∈J(Ωi,Σi, Pi) := (
∏

i∈J Ωi ⊗i∈J Σi ⊗i∈J Pi). Αν (Ω,Σ, P ) είναι ένας χ.π. συμ-
βολίζουμε με P I

την πιθανότητα γινόμενο στον ΩI
και με ΣI

το πεδίο ορισμού του P I
.

Ορισμοί Βʹ.1.5. Τα ενδεχόμενα A1, . . . , An ∈ Σ (n ∈ N : n ≥ 2) ονομάζονται ανε-

ξάρτητα αν P
(⋂k

j=1Aij
)

=
∏k

j=1 P (Aij) για κάθε 1 ≤ i1 ≤ · · · ≤ ik ≤ n και για κάθε

k ∈ N∗. Ομοίως, οι τ.μ. X1, . . . , Xn : Ω → R (n ∈ N : n ≥ 2) ονομάζονται ανεξάρτητες

αν για κάθε ακολουθία {αk}k∈N∗
n
πραγματικών αριθμών, τα ενδεχόμενα {Xk ≤ αk}k∈N∗

n
είναι

ανεξάρτητα. Ισοδύναμα, οι τ.μ. X1, . . . , Xn είναι ανεξάρτητες αν για κάθε ακολουθία {Bk}k∈N∗
n

στοιχείων της B τα ενδεχόμενα {Xk ∈ Bk}k∈N∗
n
είναι ανεξάρτητα (βλ. π.χ.[7], Παρατήρηση

3.2.5(b)) Ακόμη πιο γενικά, μια άπειρη οικογένεια τ.μ. ονομάζεται ανεξάρτητη αν κάθε

πεπερασμένη υποοικογένειά της είναι ανεξάρτητη.

Οι σ-υποάλγεβρες Σ1, . . . ,Σn (n ∈ N : n ≥ 2) της Σ ονομάζονται ανεξάρτητες αν για

κάθε k ∈ N∗n και για κάθε Ak ∈ Σk τα A1, . . . , An είναι ανεξάρτητα ενδεχόμενα. Γενικότερα,

μια άπειρη οικογένεια σ-υποαλγεβρών της Σ ονομάζεται οικογένεια ανεξάρτητων σ-

υποαλγεβρών της Σ αν οποιεσδήποτε και οσεσδήποτε πεπερασμένες στο πλήθος από αυτές,

είναι ανεξάρτητες.

Ορισμοί Βʹ.1.6. Μία οικογένεια {Xt}t∈R+ , τυχαίων μεταβλητών Xt : Ω → Υ ονομάζεται

στοχαστική διαδικασία (σ.δ.) ή στοχαστική ανέλιξη.

Μια σ.δ. {Xt}t∈R+ είναι:

• Μια σ.δ. ανεξάρτητων προσαυξήσεων ή έχει ανεξάρτητες προσαυξήσεις
αν για κάθε m ∈ N∗, t0, t1, . . . , tm ∈ R+ ώστε 0 = t0 < t1 < · · · < tm οι προσαυξή-

σεις Xtj −Xtj−1
(j ∈ N∗m) είναι μεταξύ τους ανεξάρτητες.

• Μια σ.δ. στάσιμων προσαυξήσεων ή έχει στάσιμες προσαυξήσεις αν για
κάθε m ∈ N∗, h ∈ R+ και t0, t1, . . . , tm ∈ R+ τέτοια ώστε 0 = t0 < t1 < · · · < tm

η οικογένεια των προσαυξήσεων {Xtj+h −Xtj−1+h}j∈N∗
m
, έχει την ίδια κατανομή με την

{Xtj −Xtj−1
}j∈N∗

m
.

Βʹ.2 Γενικές έννοιες στις κατανομές

΄Ενα μέτρο πιθανότητας Q : Bn −→ [0, 1] ονομάζεται κατανομή (distribution).

Μια κατανομή ονομάζεται εκφυλίσμένη (degenerate) αν υπάρχει y ∈ Rn
τέτοιο ώστε

Q({y}) = 1.

93



Στοιχεία Θεωρίας Πιθανοτήτων

Στην συνέχεια του παρόντος παραρτήματος θεωρούμε μόνο κατανομές με πεδίο ορισμού το

B.

Για y ∈ R, η κατανομή Dirac δy ορίζεται να είναι η (εκφυλισμένη) κατανομή Q που

ικανοποιεί την

Q({y}) = 1.

Λόγω του ιδιαίτερου ρόλου της κατανομής Dirac, όλες οι παραμετρικές κλάσεις των κατανομών

που μελετούνται παρακάτω ορίζονται ως μη-εκφυλισμένες κατανομές.

Θεωρούμε τις κατανομές Q,R : B −→ [0, 1].

Μέση Τιμή και Ροπές ανώτερης τάξης

Ορισμός Βʹ.2.1. Αν για κάποιο n ∈ N ισχύει∫
R
|x|nQ(dx) <∞,

τότε λέμε ότι η Q έχει πεπερασμένη ροπή τάξης n ή έχει n−οστή ροπή που ορίζεται
από την σχέση

E[Qn] =

∫
R
xnQ(dx).

Η κατανομή Q λέμε ότι έχει πεπερασμένες ροπές τάξης k αν η ανισότητα∫
R
|x|nQ(dx) <∞

ισχύει για όλα τα n ∈ N.
Αποδεικνύεται εύκολα ότι αν η Q έχει πεπερασμένη ροπή τάξης n, τότε έχει πεπερασμένη ροπή

τάξης k για όλα τα k ∈ {1, . . . , n− 1}.

Χαρακτηριστική συνάρτηση

Ορισμός Βʹ.2.2. Η χαρακτηριστική συνάρτηση ή ο μετασχηματισμός Fourier

της κατανομής Q ορίζεται ως η συνάρτηση ϕQ : R −→ C που δίνεται από την

ϕQ(z) :=

∫
R
eizxQ(dx)

με ϕQ(0) = 1.

΄Ενα αποτέλεσμα των μετασχηματισμών Fourier είναι ότι η κατανομή Q είναι μονοσήμαντα

ορισμένη απο την χαρακτηριστική της συνάρτηση ϕQ.

Ροπογεννήτρια συνάρτηση
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Ορισμός Βʹ.2.3. Η ροπογεννήτρια συνάρτηση της κατανομής Q ορίζεται ως η συ-

νάρτηση MQ : R −→ [0,∞] που δίνεται από την

MQ(z) :=

∫
R
ezxQ(dx)

με MQ(0) = 1.

Αν η ροπογεννήτρια συνάρτηση της Q είναι πεπερασμένη σε μια περιοχή γύρω από το μηδέν,

τότε η Q έχει πεπερασμένες ροπές κάθε τάξης και για κάθε n ∈ N ισχύει

dnMQ

dzn
(0) =

∫
R
xnQ(dx).oroi (Βʹ.1)

Πιθανογεννήτρια συνάρτηση

Ορισμός Βʹ.2.4. Αν Q[N0] = 1 τότε η πιθανογεννήτρια συνάρτηση της κατανομής

Q ορίζεται ως η συνάρτηση mQ : [−1, 1] −→ R που δίνεται από την

mQ(z) :=

∫
R
zxQ(dx)

=
∞∑
n=0

znQ[{n}].

Επειδή για κάθε n ∈ N ισχύει
1

n!

dnmQ

dzn
(0) = Q[{n}], (Βʹ.2)

η κατανομή Q είναι μονοσήμαντα ορισμένη απο την πιθανογεννήτρια συνάρτησή της mQ.

Πρόταση Βʹ.2.5. ΄Εστω ότι Q[N0] = 1. Τότε οι δύο πρώτες ροπές της κατανομής Q υπολο-

γίζονται άμεσα από την πιθανογεννήτρια συνάρτηση σύμφωνα με τις σχέσεις

E[Q] =
d

dz
mQ(z)

∣∣∣∣
z=1

(Βʹ.3)

E[Q2] =
d2

dz2
mQ(z)

∣∣∣∣
z=1

+
d

dz
mQ(z)

∣∣∣∣
z=1

(Βʹ.4)

Για μία αναλυτική απόδειξη της πρότασης Βʹ.2.5, (βλ. [1] σελίδες 147-148).

Συνέλιξη

Ορισμός Βʹ.2.6. Αν η + : R2 → R είναι μια απεικόνιση με +(x, y) := x+ y, τότε η

Q ∗R := (Q⊗R)+

είναι μια κατανομή, η οποία ονομάζεται συνέλιξη των Q και R.

Οι παρακάτω δύο προτάσεις είναι άμεσες συνέπειες του Ορισμού ;; και του Θεωρήματος Fubini

για μέτρα (βλ. Θεώρημα ;;!!Fubini).
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Πρόταση Βʹ.2.7. Η ισότητα

(Q ∗R)(B) =

∫
R
Q(B − y)R(dy)

ισχύει για κάθε B ∈ B. Ιδιαιτέρως ισχύει

(Q ∗ δy)(B) = (δy ∗Q)(B) = Q(B − y)

για κάθε y ∈ R και b ∈ B.

Πρόταση Βʹ.2.8. Η συνέλιξη ικανοποιεί τις ισότητες

Q ∗R = R ∗Q

ϕQ∗R = ϕQ · ϕR
MQ∗R = MQ ·MR

Αν Q[N0] = 1 = R[N0], τότε ισχύει

mQ∗R = mQ ·mR.

Πρόταση Βʹ.2.9. Αν οι κατανομές Q και R έχουν πεπερασμένη μέση τιμή τότε ισχύει

E[Q ∗R] = E[Q] + E[R]

και αν επιπλέον έχουν και πεπερασμένες δεύτερες ροπές τότε

V ar[Q ∗R] = V ar[Q] + V ar[R].

Πρόταση Βʹ.2.10. Αν Q =
∫
f dν και R =

∫
g dν για ν ∈ {ξ, λ}, τότε Q∗R =

∫
f ∗ g dν,

όπου η απεικόνιση f ∗ g : R→ R+ ορίζεται

(f ∗ g)(x) :=

∫
R
f(x− y)g(y)ν(dy).

Ορισμός Βʹ.2.11. Για n ∈ N0, η n-οστή συνέλιξη της Q όριζεται από την σχέση

Q∗n :=

{
δ0, αν n = 0

Q ∗Q∗(n−1), αν n ∈ N

Αν η Q =
∫
f dν, για ν ∈ {ξ, λ}, τότε η συνάρτηση πιθανότητας της Q∗n ως προς το μέτρο

ν συμβολίζεται f ∗n.
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Βʹ.3 Χρήσιμες Κατανομές Πιθανότητας

Βʹ.3.1 Διακριτές κατανομές

(i) Αρνητική Διωνυμική Κατανομή (τύπου Ι) (PX = NB(r, p))

• fX(x) =
(
x+r
r

)
pr(1− p)x για κάθε x ∈ N, r ∈ (0,∞), p ∈ (0, 1).

• ϕX(u) =
(
p/[(1− (1− p)eiu]

)r
για κάθε u ∈ R, όπου i η φανταστική μονάδα.

• E[X] = r/p, V(X) = r(1− p)/p2
.

Σημειώνουμε ότι
(
x+r
r

)
:= Γ(x+ r)/[x!Γ(r)] για κάθε x, r ∈ (0,∞).

(ii) Κατανομή Poisson (PX = P(λ))

• fX(x) = e−λ(λx/x!) για κάθε x ∈ N, με λ > 0.

• ϕX(u) = eλ(eiu−1)
για κάθε u ∈ R.

• E[X] = V(X) = λ.

Βʹ.3.2 Συνεχείς κατανομές

(i) Εκθετική Κατανομή (PX = Exp(λ))

• fX(x) = λe−λx για κάθε x ∈ (0,∞), με λ > 0.

• ϕX(u) = λ/(λ− iu) για κάθε u ∈ R.

• E[X] = 1/λ, V(X) = 1/λ2
.

(ii) Κατανομή Γάμμα (PX = Ga(α, β))

• fX(x) = βα

Γ(α)
· xα−1e−βx για κάθε x ∈ (0,∞), με α, β > 0.

• ϕX(u) = [β/(β − iu)]α για κάθε u ∈ R.

• E[X] = α/β, V(X) = α/β2
.

Σημειώνουμε ότι Γ(α) =
∫∞

0
xα−1e−xdx για κάθε α > 0.

(iii) Γενικευμένη Κατανομή Γάμμα (PX = Ga(a, b, c))

• fX(x) =
(c/ab)x(b−1)e−(x/a)c

Γ(d/c)
για κάθε x ∈ (0,∞), με a, b, c > 0.

• E[X] = aΓ((b+1)/c)
Γ(b/c)

, V(X) = a2

(
Γ((b+2)/c)

Γ(b/c)
−
(

Γ((b+1)/c)
Γ(b/c)

)2
)
.

(iv) Αντίστροφη Γκαουσιανή Κατανομή (PX = IG(α))

• fX(x) = (2/α)1/2

π1/2 x−3/2 · e−α/2x για κάθε x > 0, με α > 0.
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