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ΠΕΡΙΛΗΨΗ 

Η παρούσα διπλωματική εργασία έχει ως στόχο την μελέτη των μοντέλων 

παλινδρόμησης στη διοικητική κινδύνου και τον αναλογισμό. Αποτελεί μία βιβλιογραφική 

εργασία, όπου συγκεντρώθηκαν, αρχικά, οι πιο βασικές έννοιες που σχετίζονται με την 

απλή και πολλαπλή γραμμική παλινδρόμηση. Στη συνέχεια, παρουσιάζονται οι βασικοί 

λόγοι για τους οποίους δεν μπορούμε να εφαρμόσουμε τις τεχνικές της απλής 

παλινδρόμησης στην ανάλυση δεδομένων που σχετίζονται με τον αναλογισμό και τη 

διοικητική κινδύνου και τέλος, γίνεται αναφορά στις μεθόδους που χρησιμοποιούνται στην 

πράξη για την ανάλυση των παραπάνω δεδομένων. 
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ABSTRACT 

This master thesis aims to study the regression models that are used in actuarial 

science and risk management. It is a bibliographic study, where the most basic concepts 

associated with simple and multiple linear regressions have been gathered. Subsequently, 

we can understand the main reasons which not allowed us to use the simple regression 

techniques in order to analyze data that are related to the actuarial science and risk 

management. Finally, the thesis includes references regarding the methods that we use to 

analyze the above data. 
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 1: ΕΙΣΑΓΩΓΗ ΣΤΙΣ ΜΕΘΟΔΟΥΣ ΠΑΛΙΝΔΡΟΜΗΣΗΣ 
 

1.1. Εισαγωγή 
 

Η γραμμική στατιστική συμπερασματολογία αποτελεί ένα ευρύ πεδίο της 

στατιστικής ανάλυσης που περιλαμβάνει την προσαρμογή γραμμών και επιπέδων με τη 

μέθοδο των ελαχίστων τετραγώνων, την ανάλυση διακύμανσης, τη συσχέτιση, την 

πολυμεταβλητή ανάλυση και την ανάλυση χρονοσειρών. Στο πρώτο κεφάλαιο, γίνεται μία 

σύντομη αναφορά στην απλή και πολλαπλή  γραμμική παλινδρόμηση καθώς επίσης και στη 

βασική λογική που διέπει τα γραμμικά μοντέλα. Επιπλέον, αναπτύσσεται η στατιστική 

συμπερασματολογία για τις παραμέτρους των μοντέλων αυτών όπως επίσης και η εξέταση 

των καταλοίπων για τον έλεγχο των υποθέσεων που απαιτούνται. Τέλος, παρουσιάζονται 

και οι έννοιες του συντελεστή προσδιορισμού 𝑅2 και του συντελεστή συσχέτισης Pearson 𝑟. 

 

1.2. Απλή γραμμική παλινδρόμηση 
 

Σε πολλές στατιστικές εφαρμογές συναντάμε το πρόβλημα της μελέτης της σχέσης 

δύο ή περισσοτέρων τυχαίων μεταβλητών. Παραδείγματα τέτοιας σχέσης έχουμε στη 

μελέτη του ύψους και του βάρους μιας ομάδας ανθρώπων, του εισοδήματος και 

κατανάλωσης εργαζομένων σε μια εταιρεία κλπ. Το ζήτημα είναι αφ’ ενός να 

αποφασίσουμε αν υφίσταται μια τέτοια σχέση και στην περίπτωση που όντως υφίσταται να 

προσδιορίσουμε τη σχέση. Ένας από τους κύριους λόγους που η μελέτη αυτή είναι 

σημαντική, κυρίως σε εφαρμογές που έχουν σχέση με επιχειρήσεις και με την οικονομία, 

είναι ότι οι σχέσεις αυτές χρησιμοποιούνται συχνά για προβλέψεις. Είναι προφανές ότι 

συχνά, είτε ιδιωτικές εταιρείες είτε κρατικές μονάδες χρειάζεται να προβλέψουν 

ποσότητες/χαρακτηριστικά όπως η ζήτηση, τα επιτόκια, ο πληθωρισμός, οι τιμές πρώτων 

υλών, το εργατικό κόστος κλπ. Ανεξάρτητα, όμως, από τους λόγους για τους οποίους η 

μελέτη της σχέσης δύο ή περισσοτέρων μεταβλητών είναι χρήσιμη, το πρώτο βήμα για να 

πραγματοποιηθεί η μελέτη αυτή είναι η κατασκευή μιας μαθηματικής εξίσωσης (μοντέλου) 

που περιγράφει τη φύση της σχέσης που υφίσταται μεταξύ των υπό μελέτη μεταβλητών. 

 

Η διαδικασία δημιουργίας μιας μαθηματικής εξίσωσης για την περιγραφή ενός 

φαινομένου μπορεί να είναι ιδιαίτερα πολύπλοκη. Αυτό οφείλεται στο γεγονός ότι για την 
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κατασκευή ενός μοντέλου απαιτείται κάποια γνώση της φύσης της σχέσης που έχουν οι 

μεταβλητές μεταξύ τους. Για παράδειγμα, ένας επενδυτής προκειμένου να προβεί στην 

αγορά μετοχών θα ενδιαφερόταν να προβλέψει την μελλοντική τιμή των μετοχών. 

Παράγοντες που μπορούν να επηρεάσουν την τιμή αυτή είναι τα καθαρά έσοδα μιας 

εταιρείας, η ζήτηση κτλ. Έτσι, αν ο επενδυτής υποθέσει ότι υπάρχει θετική γραμμική σχέση 

μεταξύ των μεταβλητών, αυτό θα συνεπάγεται ότι μία αύξηση των καθαρών εσόδων της 

εταιρείας, μπορεί να οδηγήσει και σε αντίστοιχη αύξηση της τιμής της μετοχής.   

 Στα περισσότερα από τα πρακτικά προβλήματα που μας απασχολούν, μας 

ενδιαφέρει να μελετήσουμε πώς μεταβάλλεται μια τυχαία μεταβλητή 𝛶 σε σχέση με μια - ή 

περισσότερες – μεταβλητές 𝛸1 , 𝛸2 , . . . , 𝛸𝑛. Αν το μοντέλο που εξετάζουμε είναι τέτοιας 

μορφής που η τυχαία μεταβλητή 𝛶 είναι γραμμική συνάρτηση των παραμέτρων του 

μοντέλου τότε μιλάμε για ένα γραμμικό μοντέλο (linear model). Η απλούστερη μορφή 

τέτοιας σχέσης είναι η εξής: 

                                                      𝛶 = 𝑎𝑥 + 𝛽  

όπου 𝛼 και 𝛽 είναι παράμετροι. Αξίζει να σημειωθεί ότι ο όρος "γραμμικό" για το 

χαρακτηρισμό του μοντέλου αναφέρεται στις παραμέτρους και όχι στις μεταβλητές. Η 

μελέτη γραμμικών μοντέλων είναι χρήσιμη και για την πρόβλεψη της τιμής της τυχαίας 

μεταβλητής 𝛶 για μια δοθείσα τιμή 𝑥 του 𝛸, όπως επίσης για τον προσδιορισμό του 

βαθμού εξάρτησης μεταξύ των τυχαίων μεταβλητών 𝛸 και 𝛶. 

Σε διάφορες επιστήμες συναντώνται συχνά σχέσεις μεταξύ χαρακτηριστικών. Για 

παράδειγμα, σχέσεις που συναντάμε στη Φυσική είναι, μεταξύ άλλων και οι εξής:  

 𝐸 =  𝑚 ∙ 𝑐2, όπου Ε = ενέργεια, m = μάζα και c = ταχύτητα του φωτός.  

 𝐹 =  𝑚 ∙ 𝛼, όπου F = δύναμη, m = μάζα και α = επιτάχυνση.  

Σε μαθήματα οικονομικού περιεχομένου συναντώνται επίσης σχέσεις όπως οι εξής:  

 Κέρδος = Εισπράξεις – Κόστος 

 Συνολικό κόστος = Σταθερό κόστος + (Μεταβλητό κόστος ∙ αριθμό μονάδων που 

παρήχθησαν).  

Όλα τα παραπάνω παραδείγματα είναι παραδείγματα ντετερμινιστικών μοντέλων 

(deterministic models). Η έννοια ντετερμινιστικό αναφέρεται στο γεγονός ότι εξισώσεις 

επιτρέπουν τον καθορισμό της τιμής της εξαρτημένης μεταβλητής από την τιμή της 

ανεξάρτητης μεταβλητής, με εξαίρεση μικρά λάθη μετρήσεων.  

 

Στην καθημερινή ζωή, ωστόσο, τα πράγματα δεν είναι πάντα ιδεώδη, είναι δηλαδή 

σχεδόν απίθανο να έχουμε δύο μεγέθη που να έχουν μια τέλεια μαθηματική σχέση. Έτσι, 
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στις περισσότερες περιπτώσεις που αναφέρονται σε πρακτικά προβλήματα πρέπει να 

χρησιμοποιηθούν μοντέλα που να περικλείουν το στοιχείο της τυχαιότητας (randomness). 

Τέτοια μοντέλα ονομάζονται μοντέλα πιθανότητας (probabilistic models). Προκειμένου να 

κατασκευάσουμε ένα μοντέλο πιθανότητας ξεκινάμε με ένα ντετερμινιστικό μοντέλο που 

προσεγγίζει ικανοποιητικά τη σχέση την οποία θέλουμε να μελετήσουμε. Στην συνέχεια, 

προσθέτουμε έναν τυχαίο όρο που μετρά τις αποκλίσεις (τα λάθη) του ντετερμινιστικού 

όρου. Ο τυχαίος αυτός όρος αναφέρεται σε όλες τις μεταβλητές, μετρήσιμες και μη 

μετρήσιμες, που δεν είναι μέρος του μοντέλου. Γραμμικά μοντέλα τέτοιας μορφής είναι, 

για παράδειγμα, αυτά που ακολουθούν: 

i. 𝛶 =  𝛼 +  𝛽𝑋 +  𝜀  (απλή γραμμική παλινδρόμηση)  

ii. 𝛶 = 𝛼 + 𝛽1 𝛸1+. . . +𝛽𝜅 𝛸𝜅   +  𝜀  (πολλαπλή παλινδρόμηση). 

Στη συνέχεια του κεφαλαίου αυτού θα επικεντρωθούμε σε μοντέλα που έχουν μια 

μόνο ανεξάρτητη μεταβλητή. Τα μοντέλα αυτά ονομάζονται μοντέλα απλής γραμμικής 

παλινδρόμησης (simple linear regression models). Προκειμένου να συμπεριληφθεί στο 

μοντέλο ο παράγοντας της τυχαιότητας αντί για το ντετερμινιστικό μοντέλο 𝛶 =  𝛼 +  𝛽𝛸,  

χρησιμοποιούμε ένα στοχαστικό μοντέλο 

𝛶𝑖  =  𝛼 +  𝛽𝛸𝑖  +  𝜀𝑖  

όπου το 𝜀𝑖  αντιπροσωπεύει ένα τυχαίο λάθος. Η παραπάνω σχέση συνεπάγεται ότι η τιμή 𝑦 

του 𝛶 που παρατηρήσαμε για ένα συγκεκριμένο 𝛸 = 𝑥 είναι μια τυχαία τιμή από το σύνολο 

των τιμών της τυχαίας μεταβλητής 𝛶 που αντιστοιχούν στο συγκεκριμένο 𝑥. Ουσιαστικά, 

θέλουμε να ερμηνεύσουμε την μεταβλητότητα της τυχαίας μεταβλητής 𝛶 στηριζόμενοι στις 

τιμές μίας άλλης τυχαίας μεταβλητής 𝛸. Ενδιαφερόμαστε δηλαδή, για την μελέτη της 

δεσμευμένης κατανομής της 𝛶|𝛸 = 𝑥. Έτσι, καταφεύγουμε στην προσπάθεια 

μοντελοποίησης της δεσμευμένης μέσης τιμής 𝛦[𝛶|𝛸]. 

 Στα πλαίσια της γραμμικής παλινδρόμησης προβαίνουμε στις εξής υποθέσεις : 

i. 𝛦[𝛶𝑖|𝑥𝑖]  =  𝛼 +  𝛽𝑥𝑖                                                                                                                                                                    ( 1.1) 

Δηλαδή θεωρούμε ότι το γραμμικό μοντέλο μπορεί να περιγράψει τον τρόπο 

μεταβολής της δεσμευμένης μέσης τιμής 𝛦[𝛶|𝛸 = 𝑥] για διάφορες τιμές του 𝑥. Τα 

παραπάνω θα γίνουν με βάση την πληροφορία που αντλούμε από 𝑛 ζεύγη 

παρατηρήσεων (𝑥𝑖  , 𝑦𝑖   ), όπου 𝑖 = 1,2,… , 𝑛. Στην πράξη ωστόσο, δεν αναμένουμε 

για την τυχαία μεταβλητή 𝛶 να παρατηρήσουμε την δεσμευμένη μέση τιμή 

𝛦[𝛶|𝛸 = 𝑥𝑖] , αλλά κάποια ποσότητα 𝑦𝑖   η οποία θα αποτελεί τυχαίο δείγμα από 

την δεσμευμένη κατανομή 𝛶|𝛸 = 𝑥𝑖  . Έτσι, όπως αναφέρθηκε και παραπάνω, οι 

αποκλίσεις αυτές από το γραμμικό συνδυασμό των μέσων μπορούν να ληφθούν 

υπόψη με την προσθήκη του παράγοντα τυχαιότητας 𝜀𝑖. 
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Έτσι, προβαίνουμε σε ακόμη δύο υποθέσεις οι οποίες σχετίζονται με τα σφάλματα 

𝜀𝑖. 

ii. 𝛦[𝜀𝑖]  =  0. Θεωρούμε δηλαδή ότι η μέση τιμή των σφαλμάτων είναι μηδενική, έτσι 

ώστε να μην εισάγουν κάποια μεροληψία στο μοντέλο. 

iii. Τα σφάλματα είναι ανεξάρτητα μεταξύ τους και ανεξάρτητα της μεταβλητής 𝛸. 

 

Με βάση όλα τα παραπάνω το γραμμικό μοντέλο γίνεται 𝒀𝒊  =  𝜶 +  𝜷𝒙𝒊  + 𝜺𝒊  , 

και στόχος μας είναι να εκτιμήσουμε τα 𝛼 και 𝛽 , που αναφέρονται στον πληθυσμό και μας 

είναι άγνωστα, χρησιμοποιώντας τα 𝑛 ζεύγη παρατηρήσεων (𝑥𝑖, 𝑦𝑖).  

Η ευθεία 𝛦[𝛶𝑖|𝑥𝑖] =  𝛼 +  𝛽𝑥𝑖   ονομάζεται ευθεία παλινδρόμησης (regression line) 

και οι συντελεστές 𝛼 και 𝛽 που την προσδιορίζουν ονομάζονται συντελεστές της απλής 

γραμμικής παλινδρόμησης (regression coefficients). Αν χρησιμοποιήσουμε το συμβολισμό 

𝜇𝑌𝑖|𝑥𝑖 =  𝛦[𝛶𝑖|𝑥𝑖], τότε η σχέση (1.1) γράφεται ως εξής  𝜇𝑌𝑖|𝑥𝑖 = 𝛼 + 𝛽𝑥𝑖. 

Οι υποθέσεις που κάνουμε στο στοχαστικό μοντέλο όπου οι τιμές της μεταβλητής 𝑋 

καθορίζονται από τον ερευνητή, ισοδυναμούν με την υπόθεση ότι, για ένα συγκεκριμένο 𝑥, 

η μέση τιμή του 𝑌 (και όχι μια συγκεκριμένη τιμή του 𝛶) είναι σε γραμμική σχέση με το 𝑥. Η 

μεταβλητή 𝛸 (οι τιμές της οποίας καθορίζονται από τον ερευνητή) λέγεται ανεξάρτητη 

μεταβλητή (independent variable) ενώ η τυχαία μεταβλητή 𝛶 λέγεται εξαρτημένη 

(dependent variable).  

Το πρόβλημά μας συνίσταται στον προσδιορισμό της ευθείας παλινδρόμησης 

(regression line) του τύπου (1.1). Επειδή η τιμή 𝑦 της 𝛶 που θα παρατηρήσουμε θα 

αποκλίνει, εν γένει, από την 𝜇𝛶|𝜒 δεν μπορούμε να προσδοκούμε ότι είναι δυνατόν να 

προσδιορίσουμε την ακριβή ευθεία παλινδρόμησης. Θα προσπαθήσουμε λοιπόν να βρούμε 

μια εκτίμηση της ευθείας παλινδρόμησης έστω 𝑦̂  =  𝑎 +  𝑏𝑥, η οποία θα βασίζεται σε ένα 

τυχαίο δείγμα παρατηρήσεων (𝑥1, 𝑦1 ), (𝑥2, 𝑦2), . . . , (𝑥𝑛, 𝑦𝑛). Δοθέντος δηλαδή του τυχαίου 

δείγματος (𝑥1, 𝑦1 ), (𝑥2, 𝑦2), . . . , (𝑥𝑛, 𝑦𝑛) θα προσπαθήσουμε να προσδιορίσουμε τις 

σημειακές εκτιμήσεις 𝛼̂ και 𝛽̂  των 𝛼 και 𝛽  αντίστοιχα. Δηλαδή, μια "τιμή" της 

"εκτιμήτριας" 𝜇̂𝛶𝑖|𝑥𝑖 = 𝑎̂ + 𝛽̂𝑥𝑖 να είναι όσο το δυνατόν πλησιέστερη προς την πραγματική 

ευθεία παλινδρόμησης, της οποίας η συναρτησιακή μορφή είναι 𝜇𝛶𝑖|𝑥𝑖 = 𝑎 + 𝛽𝑥𝑖   , όπου με 

𝛼̂ , 𝛽̂ και 𝜇̂𝛶𝑖|𝑥𝑖  συμβολίζουμε τις εκτιμήτριες των 𝛼, 𝛽 και 𝜇𝛶𝑖|𝑥𝑖  αντίστοιχα.  
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1.2.1. Εκτίμηση της Ευθείας Παλινδρόμησης με τη Μέθοδο των Ελαχίστων 

Τετραγώνων 
 

Μια από τις δημοφιλέστερες μεθόδους εκτίμησης των 𝛼 και 𝛽 είναι η μέθοδος των 

ελαχίστων τετραγώνων (E.T.) ή μέθοδος του Gauss (least-square’s method). Δοθέντων των 

τιμών (𝑥1, 𝑦1 ), (𝑥2, 𝑦2), . . . , (𝑥𝑛, 𝑦𝑛) ενός τυχαίου δείγματος (𝑥1, 𝑌1 ), (𝑥2, 𝑌2), . . . , (𝑥𝑛, 𝑌𝑛), 

από τη σχέση 𝛶𝑖  = 𝛼 +  𝛽𝑥𝑖  + 𝜀𝑖 προκύπτει ότι 𝜀𝑖  =  𝑦𝑖  − (𝛼 +  𝛽𝑥𝑖), 𝑖 =  1,2, . . . , 𝑛 

όπου 𝜀𝑖  είναι η τιμή του "σφάλματος" 𝜀 για το ζεύγος τιμών (𝑥𝑖 , 𝑦𝑖) με 𝑖 = 1,2, . . . , 𝑛 . 

Βεβαίως, οι τιμές 𝜀𝑖  δεν μπορούν να παρατηρηθούν (non-observable) αφού στην 

ουσία οι συντελεστές 𝛼 και 𝛽 δεν μπορούν να παρατηρηθούν. Επομένως, αν με 𝛼̂ και 𝛽̂ 

συμβολίσουμε τις εκτιμήσεις των αγνώστων παραμέτρων α και β αντίστοιχα που 

προκύπτουν από το συγκεκριμένο δείγμα με κάποιο τρόπο , οι παρατηρούμενες τιμές 𝜀𝑖̂  

των 𝜀𝑖   θα δίνονται από τον τύπο  𝜀𝑖̂ = 𝑦𝑖  −  (𝛼̂ + 𝛽̂𝑥𝑖), με  𝑖 =  1,2, . . . , 𝑛. 

Το ερώτημα τώρα είναι πως θα προσδιορισθούν οι τιμές 𝛼̂ και 𝛽̂ ώστε να 

θεωρούνται ικανοποιητικές προσεγγίσεις των α και β. Ένα κριτήριο ικανοποιητικής 

προσέγγισης (εκτίμησης) είναι δυνατόν να προκύψει από την ελαχιστοποίηση μιας 

κατάλληλα επιλεγμένης συνάρτησης της απόκλισης αυτού που παρατηρείται (𝑦𝑖) από αυτό 

που εκτιμάται ότι πρέπει να παρατηρηθεί (𝛼̂  +  𝛽̂𝑥𝑖). 

Όταν ως τέτοια συνάρτηση θεωρηθεί η μέση τετραγωνική απόκλιση του 𝑦𝑖  από το 

α +  𝛽𝑥𝑖, η επιλογή των τιμών 𝛼 και 𝛽 πρέπει να εξασφαλίζει την ελάχιστη τιμή της 

παράστασης: 

∑
𝜀𝑖̂
2

𝑛

𝑛

𝑖=1

  , 

δηλαδή της παράστασης: 

1

𝑛
 ∑ [𝑦𝑖 − (𝛼 + 𝛽𝑥𝑖)]

2𝑛
𝑖=1  . 

Στη διεθνή βιβλιογραφία χρησιμοποιείται συχνά ο συμβολισμός SSE (sum of 

squares of errors) για το∑[𝛶𝑖 − (𝛼̂ + 𝛽̂𝑥𝑖)]
2
. H απαίτηση αυτή ικανοποιείται αν και μόνο αν 

ικανοποιείται το κάτωθι σύστημα εξισώσεων: 

𝜕𝑃

𝜕𝛼
= 0  και  

𝜕𝛲

𝜕𝛽
= 0, όπου  

 

 𝑃 = ∑ [𝑦𝑖 − (𝛼̂ + 𝛽̂ 𝑥𝑖)]
2𝑛

𝑖=1  

Εύκολα μπορεί να επαληθευτεί ότι το ακρότατο που προκύπτει από την επίλυση 

του συστήματος των κανονικών εξισώσεων ως προς 𝛼 και 𝛽 είναι ελάχιστο, δηλαδή ότι οι 
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τιμές 𝛼 και 𝛽 ελαχιστοποιούν την παράσταση 𝑃. Συνεπώς, επειδή η παραπάνω μέθοδος 

στηρίζεται στην ελαχιστοποίηση της παράστασης 𝑃, ονομάζεται μέθοδος ελαχίστων 

τετραγώνων (method of least -squares). 

Οι κανονικές εξισώσεις γράφονται ισοδύναμα στη μορφή: 

𝑦̅ = 𝛼 + 𝛽𝑥̅ 

 

∑𝑥𝑖  𝑦𝑖  = 𝛼 ∑𝑥𝑖 + 

𝑛

𝑖=1

𝛽 ∑𝑥𝑖
2

𝑛

𝑖

𝑛

𝑖=1

 

και επομένως 

𝛼̂ =  𝑌̅ − 𝛽̂𝑥̅ , όπου 

 

𝛽̂ =  
∑(𝑥𝑖 − 𝑥̅)(𝑦𝑖 − 𝑦̅)

∑(𝑥𝑖 − 𝑥̅)2
 

 

Τα 𝛼̂ και 𝛽̂ ονομάζονται εκτιμήτριες ελαχίστων τετραγώνων των συντελεστών 

γραμμικής παλινδρόμησης (least-squares estimates of the coefficients of linear regression). 

Οι εκτιμήτριες 𝛼̂ και 𝛽̂ που βρήκαμε για το α και β είναι προφανώς σημειακές 

εκτιμήτριες. Αν θέλουμε μεγαλύτερη σιγουριά στην εκτίμησή μας θα πρέπει να 

κατασκευάσουμε διαστήματα εμπιστοσύνης. Επίσης, συχνά, χρειάζεται να κάνουμε 

ελέγχους υποθέσεων για τις παραμέτρους του μοντέλου. Τέλος, σε πολλές περιπτώσεις, 

χρησιμοποιούμε το μοντέλο για προβλέψεις. Για να γίνουν τα παραπάνω χρειαζόμαστε την 

κατανομή των τυχαίων μεταβλητών 𝛼̂  και 𝛽̂. 

Έτσι, προβαίνουμε στις ακόλουθες υποθέσεις: 

I. Τα 𝜀𝑖  ακολουθούν την κανονική κατανομή 𝛮(0, 𝜎2) για όλα τα 𝑖 =  1,2, . . . 𝑛 . 

Δηλαδή όλα τα 𝜀𝑖   ακολουθούν την κανονική κατανομή με μέση τιμή μηδέν και την 

ίδια διασπορά. 

II. Τα 𝜀𝑖   είναι ανεξάρτητα μεταξύ τους.  

 

Για τις περισσότερες εφαρμογές, ωστόσο, είναι αρκετό να υποθέσουμε ότι τα 𝜀𝑖   

είναι ασυσχέτιστα μεταξύ τους. Δηλαδή ότι 𝐶𝑜𝑣 (𝜀𝑖 , 𝜀𝑗 )  =  0 , για κάθε 𝑖 ≠  𝑗 ,  𝑖, 𝑗 =

 1,2, . . . 𝑛. 

Οι υποθέσεις αυτές είναι οι απλούστερες που γίνονται συνήθως. Διαφορετικές 

καταστάσεις χρειάζονται διαφορετικές υποθέσεις που, φυσικά, θα οδηγήσουν σε 

διαφορετικά συμπεράσματα. 
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Κάνοντας χρήση της σχέσης 𝛶𝑖  =  𝛼 +  𝛽𝑥𝑖  + 𝜀𝑖   βλέπουμε ότι οι παραπάνω 

υποθέσεις είναι ισοδύναμες με τις υποθέσεις: 

I. Τα 𝛶𝑖  είναι 𝛮(𝛼 + 𝛽𝑥𝑖 , 𝜎
2)𝑖 =  1,2, . .. 

II. Τα 𝛶𝑖   είναι ανεξάρτητα μεταξύ τους. 

Αντίστοιχα, όπως προηγουμένως, τα 𝛶𝑖   είναι ασυσχέτιστα και υποθέτουμε ότι τα 𝑥𝑖  είναι 

προκαθορισμένα. 

Επίσης υποθέτουμε ότι τα 𝜀𝑖  (αντίστοιχα τα 𝛶𝑖   ), 𝑖 =  1,2, . .. έχουν την ίδια 

διακύμανση, είναι δηλαδή ομοσκεδαστικά. Στην αντίθετη περίπτωση τα 𝜀𝑖  (αντίστοιχα τα 

𝛶𝑖   ) λέγονται ετεροσκαδαστικά. 

Η υπόθεση της κανονικότητας απαιτεί ότι οι τιμές των 𝛶 ακολουθούν την κανονική 

κατανομή σε κάθε τιμή του 𝑥. Ωστόσο, η ανάλυση παλινδρόμησης είναι ανθεκτική(robust) 

σε αποκλίσεις από την υπόθεση της κανονικότητας σε περίπτωση που η κατανομή των 

τιμών της 𝛶𝑖  γύρω από κάθε τιμή του 𝑥 δεν διαφέρει πάρα πολύ από την κανονική 

κατανομή. Τότε η συμπερασματολογία που ακολουθείται για την γραμμική παλινδρόμηση 

και τους συντελεστές της γραμμικής παλινδρόμησης δεν θα επηρεασθεί σημαντικά. 

Η υπόθεση της ομοσκεδαστικότητας απαιτεί ότι η μεταβλητότητα γύρω από τη 

γραμμή παλινδρόμησης είναι σταθερή για όλες τις τιμές του 𝑥. Αυτό σημαίνει ότι το 𝛶 

αποκλίνει με τον ίδιο τρόπο όταν το 𝑥 έχει μια μικρή τιμή όπως όταν το 𝑥 έχει μια υψηλή 

τιμή. Η υπόθεση της ομοσκεδαστικότητας είναι σημαντική για την χρησιμοποίηση της 

μεθόδου των ελαχίστων τετραγώνων που ακολουθείται για τον καθορισμό των 

συντελεστών της γραμμικής παλινδρόμησης. Αν υπάρχει μεγάλη απόκλιση από την 

υπόθεση αυτή θα πρέπει ή να γίνει μετασχηματισμός των δεδομένων ή να χρησιμοποιηθεί 

η μέθοδος των σταθμισμένων ελαχίστων τετραγώνων (weighted least-squares) για τη 

συμπερασματολογία. 

Η τρίτη υπόθεση της ανεξαρτησίας των λαθών απαιτεί ότι τα σφάλματα θα πρέπει 

να είναι ανεξάρτητα για κάθε τιμή του 𝛸. Η υπόθεση αυτή συχνά αναφέρεται σε δεδομένα 

που έχουν συλλεγεί κατά τη διάρκεια μιας χρονικής περιόδου. Για παράδειγμα, σε 

οικονομικά δεδομένα, οι τιμές για μια συγκεκριμένη χρονική περίοδο είναι συχνά 

συσχετισμένες με τις τιμές της προηγούμενης χρονικής περιόδου. Τα μοντέλα τέτοιας 

μορφής ανήκουν στην γενική κατηγορία των χρονολογικών σειρών.  
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1.3.  Πολλαπλή Παλινδρόμηση  

 

Σε πολλά πρακτικά προβλήματα είναι απαραίτητο να χρησιμοποιήσουμε δύο ή και 

περισσότερες ανεξάρτητες μεταβλητές προκειμένου να ερμηνεύσουμε με μεγαλύτερη 

ακρίβεια ένα φυσικό φαινόμενο ώστε να βγάλουμε σωστότερα συμπεράσματα. Για 

παράδειγμα, προκειμένου να χρησιμοποιηθεί ένα μοντέλο παλινδρόμησης για να 

προβλεφθεί η ζήτηση ενός προϊόντος μίας εταιρίας σε 25 διαφορετικές πόλεις είναι ίσως 

σκόπιμο να χρησιμοποιηθούν κοινωνικοοικονομικές μεταβλητές (μέσο οικογενειακό 

εισόδημα, μόρφωση του αρχηγού της οικογένειας και μέσος αριθμός χρόνος εκπαίδευσης), 

δημογραφικές μεταβλητές (μέσο μέγεθος οικογενειών, ποσοστό συνταξιούχων) και 

περιβαλλοντολογικές μεταβλητές (μέση ημερήσια θερμοκρασία, δείκτης ατμοσφαιρικής 

ρύπανσης). Μοντέλα παλινδρόμησης που περιέχουν δύο ή περισσότερες ανεξάρτητες 

μεταβλητές ονομάζονται μοντέλα πολλαπλής παλινδρόμησης (multiple regression models). 

 

1.3.1. Μοντέλο με k Ανεξάρτητες Μεταβλητές 
 

Αρχικά, θα μελετήσουμε το μοντέλο με δυο ανεξάρτητες μεταβλητές, το οποίο 

αποτελεί την φυσική επέκταση της απλής γραμμικής παλινδρόμησης ώστε να μελετώνται 

δυο ανεξάρτητες μεταβλητές 𝛸1 και 𝛸2. Έτσι θα έχουμε: 

𝛶𝜄  =  𝛼 + 𝛽1 𝑥𝜄1  + 𝛽2 𝑥𝜄2  +  𝜀𝑖    𝑖 =  1,2, . . . , 𝑛                                                                     (1.2) 

όπου: 

 𝛶𝜄  είναι η τιμή της εξαρτημένης μεταβλητής στην 𝑖 παρατήρηση. 

 𝑥𝜄1, 𝑥𝜄2 είναι οι τιμές των ανεξαρτήτων μεταβλητών 𝑋1και 𝑋2 στην 𝑖 παρατήρηση, οι 

οποίες υποτίθεται ότι είναι γνωστές. 

 𝛼, 𝛽1 και 𝛽2 είναι οι παράμετροι του μοντέλου. 

 𝜀𝑖  είναι ανεξάρτητες τυχαίες μεταβλητές που ακολουθούν την κατανομή  𝛮(0, 𝜎2). 

 

Η συνάρτηση παλινδρόμησης (regression function) ή αλλιώς συνάρτηση 

ανταπόκρισης (response function) του μοντέλου (1.2) είναι 𝛦 (𝛶|𝑥1, 𝑥2)  =  𝛼 + 𝛽1 𝑥1  +

  𝛽2 𝑥2. Σε αυτό το σημείο αξίζει να σημειωθεί ότι η συνάρτηση αυτή ονομάζεται αρκετές 

φορές και επιφάνεια παλινδρόμησης (regression surface) ή επιφάνεια απόκρισης (response 

surface). 
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Όπως και στην απλή γραμμική παλινδρόμηση, έτσι και στην πολλαπλή, οι 

παράμετροι έχουν ανάλογες ερμηνείες. Έτσι, στην επιφάνεια παλινδρόμησης: 

 Το 𝛼 αντιστοιχεί στο σημείο τομής του άξονα του 𝛶 από την επιφάνεια (επίπεδο) 

παλινδρόμησης. 

 Το 𝛽1  δείχνει την μεταβολή της 𝛦(𝛶) όταν το 𝑥1 μεταβάλλεται κατά μια μονάδα 

ενώ το 𝑥2 παραμένει σταθερό. 

 Αντίστοιχα, το 𝛽2 δείχνει την μεταβολή της 𝛦(𝛶) όταν το 𝑥2 μεταβάλλεται κατά μία 

μονάδα ενώ το 𝑥1 παραμένει σταθερό. 

 

Αντίστοιχο του μοντέλου με δύο ανεξάρτητες μεταβλητές, είναι το μοντέλο 

παλινδρόμησης με 𝑘 ανεξάρτητες μεταβλητές 𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑘  . Το μοντέλο αυτό θα έχει τη 

μορφή:  

𝛶𝜄  =  𝛼 + 𝛽1 𝑥𝜄1  + 𝛽2 𝑥𝜄2 + . . . +𝛽𝑘  𝑥𝜄𝑘 + 𝜀𝑖     𝑖 =  1,2, . . . , 𝑛                                              (1.3) 

όπου 

 𝛶𝑖   είναι η τιμή της εξαρτημένης μεταβλητής για την 𝑖 παρατήρηση. 

 𝑥𝑖1 , 𝑥𝑖2 , . . . , 𝑥𝑖𝑘 είναι οι τιμές των ανεξάρτητων μεταβλητών στην 𝑖 παρατήρηση 

(υποτίθενται γνωστές σταθερές). 

 𝜀𝑖  είναι ανεξάρτητες μεταβλητές που ακολουθούν την κατανομή 𝛮(0, 𝜎2). 

Όπως και στο μοντέλο με δύο ανεξάρτητες μεταβλητές, έτσι και στην περίπτωση 

του μοντέλου με 𝑘 ανεξάρτητες μεταβλητές, ισχύει ότι:  𝛼 είναι η 𝛦(𝛶) για 𝑥1  =  𝑥2  =

 . . . =  𝑥𝑘  =  0, ενώ το 𝛽𝑖 (𝑖 =  1,2, . . . , 𝑘) δείχνει την μεταβολή της 𝛦(𝛶) όταν η μεταβλητή 

𝑥𝑖 αυξηθεί κατά μια μονάδα ενώ όλες οι άλλες ανεξάρτητες μεταβλητές παραμένουν 

σταθερές. 

 

1.3.2. Μοντέλο των Ελαχίστων Τετραγώνων 
 

Αντίστοιχα με την απλή γραμμική παλινδρόμηση, για να εκτιμήσουμε τις 

παραμέτρους ενός μοντέλου με 𝑘 ανεξάρτητες μεταβλητές, θα χρησιμοποιήσουμε την 

μέθοδο ελαχίστων τετραγώνων. Έστω ότι θέλουμε να εκτιμήσουμε ένα μοντέλο με δύο 

ανεξάρτητες μεταβλητές. Η εκτιμήτρια της επιφάνειας παλινδρόμησης 𝛦 (𝛶|𝑥1𝑥2)  ≡

𝜇𝛶|𝑥1𝑥2  =  𝛼 + 𝛽1 𝑥1  +  𝛽2 𝑥2  θα είναι η : 

𝜇̂𝛶|𝑥1𝑥2= 𝛼̂ + 𝛽̂1 𝑥1 + 𝛽̂ 2 𝑥2 
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όπου οι  𝛼̂, 𝛽̂1 και 𝛽̂2   είναι οι εκτιμήτριες των 𝛼, 𝛽1, 𝛽2 που προκύπτουν κατά τα γνωστά με 

την μέθοδο των ελαχίστων τετραγώνων. 

Εκτός από την προσαρμογή με την μέθοδο των ελαχίστων τετραγώνων κάποιου 

μοντέλου σε μία σειρά από δεδομένα, στην πολλαπλή παλινδρόμηση υπάρχει επιπλέον το 

πρόβλημα σχετικά με το κατά πόσο μερικοί από τους όρους 𝛽𝑖  𝑥𝑖 στο μοντέλο έχουν 

σημαντική συνεισφορά στην εξήγηση της διακύμανσης που παρατηρείται στην εξαρτημένη 

μεταβλητή 𝛶𝑖. Έτσι ο καθορισμός σχετικά με το κατά πόσο μία μεταβλητή είναι σημαντική ή 

όχι, γίνεται μέσω του παρακάτω ελέγχου υποθέσεων:  

 

𝐻0 ∶  𝛽𝑖  =  0 

𝐻1 ∶  𝛽𝑖  ≠  0, 𝜇𝜀 𝑖 = 1,2, . . . , 𝑘. 

 

Αν η μηδενική υπόθεση 𝐻0 δεν απορριφθεί για κάποια τιμή του 𝑖, συμπεραίνουμε 

ότι δεν υπάρχουν στοιχεία ικανά να μας πείσουν ότι η αντίστοιχη μεταβλητή έχει σημαντική 

συνεισφορά στο μοντέλο. Στην περίπτωση αυτή ο όρος 𝛽𝑖𝑥𝑖  διαγράφεται από το μοντέλο 

απλοποιώντας έτσι τη διαδικασία. 

Σε αυτό το σημείο αξίζει να σημειωθεί ότι η απόφαση σχετικά με το αν μία 

μεταβλητή θα πρέπει να συμπεριληφθεί στο μοντέλο δεν θα πρέπει να ληφθεί με μοναδικό 

κριτήριο τον προηγηθέντα έλεγχο υποθέσεων. Οποιαδήποτε πρόσθετη πληροφορία είναι 

διαθέσιμη στον ερευνητή η οποία μπορεί να θεωρηθεί από αυτόν περισσότερο πειστική 

από ότι ο έλεγχος υποθέσεων δεν θα πρέπει να αγνοείται. 

Ο έλεγχος της υπόθεσης που προαναφέραμε στηρίζεται στην εξής στατιστική 

συνάρτηση: 

𝛵 =
𝛽̂𝑖
𝑆𝛽̂

 

όπου 𝛽𝑖̂ είναι η εκτιμήτρια ελαχίστων τετραγώνων του συντελεστή 𝛽𝑖της μεταβλητής 𝑥𝑖 στο 

γενικό γραμμικό μοντέλο και 𝑆𝛽̂ είναι η εκτιμώμενη τυπική απόκλιση της εκτιμήτριας  𝛽𝑖̂. Η 

τιμή της στατιστικής συνάρτησης 𝛵 συγκρίνεται με τα ποσοστιαία σημεία της κατανομής 𝑡 

με 𝑛 − 𝑘 − 1 βαθμούς ελευθερίας.  

Επειδή ο αριθμός των ελέγχων υποθέσεων της μορφής που προαναφέρθηκε σε ένα 

μοντέλο με πολλούς όρους είναι μεγάλος, αν κάνουμε έλεγχο υποθέσεων για κάθε ένα όρο 

ξεχωριστά η συνολική πιθανότητα λάθους τύπου 𝛪, δηλαδή η πιθανότητα να απορρίψουμε 

την 𝐻0  ενώ είναι σωστή, ίσως καταλήξει να είναι πολύ μεγάλη. Για το λόγο αυτό μιά καλή 

στατιστική προσέγγιση είναι πριν γίνουν οι χωριστοί έλεγχοι υποθέσεων για κάθε μιά από 
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τις παραμέτρους να γίνει ένα συνολικό τεστ του μοντέλου και στη συνέχεια να 

ακολουθήσουν οι ξεχωριστοί έλεγχοι μόνον αν το συνολικό τεστ δώσει στατιστικά 

σημαντικό αποτέλεσμα. 

Ο πλέον συνηθισμένος έλεγχος ο οποίος πραγματοποιείται στην πολλαπλή αλλά 

και στην απλή παλινδρόμηση, είναι έλεγχος της υπόθεσης: 

 

𝐻0  ∶ 𝛽1  =  𝛽2 = . . . =  𝛽𝑘 =  0 έναντι 

𝐻1: τουλάχιστον ένα 𝛽𝑖  ≠ 0 , με 𝑖 = 1, . . . , 𝑘 

 

όπου θεωρούμε ότι έχουμε ένα μοντέλο γραμμικής παλινδρόμησης με 𝑘 ανεξάρτητες 

μεταβλητές. 

Ο έλεγχος γίνεται με την βοήθεια της κατανομής 𝐹 και η ελεγχοσυνάρτηση που 

χρησιμοποιούμε είναι :  

𝐹0 =
𝑀𝑂𝐷𝐸𝐿 𝑀𝐸𝐴𝑁 𝑆𝑄𝑈𝐴𝑅𝐸

𝐸𝑅𝑅𝑂𝑅 𝑀𝐸𝐴𝑁 𝑆𝑄𝑈𝐴𝑅𝐸
 

 

Οι βαθμοί ελευθερίας στον αριθμητή και στον παρονομαστή είναι οι βαθμοί 

ελευθερίας του μοντέλου (MODEL DF) και οι βαθμοί ελευθερίας του σφάλματος 

(𝐸𝑅𝑅𝑂𝑅 𝐷𝐹), αντίστοιχα. Οι βαθμοί ελευθερίας του μοντέλου (𝑀𝑂𝐷𝐸𝐿 𝐷𝐹) αναφέρονται 

πάντοτε στον αριθμό των παραμέτρων 𝛽 του μοντέλου. Ο συνολικός αριθμός βαθμών 

ελευθερίας (𝑇𝑂𝑇𝐴𝐿 𝐷𝐹) αντιστοιχεί στον αριθμό παρατηρήσεων μείον 1, ενώ οι βαθμοί 

ελευθερίας του λάθους, 𝐸𝑅𝑅𝑂𝑅 𝐷𝐹, είναι η διαφορά μεταξύ των δύο προαναφερθέντων 

βαθμών ελευθερίας. Δηλαδή: 

 𝑀𝑂𝐷𝐸𝐿 𝐷𝐹 =  𝑘 

 𝐸𝑅𝑅𝑂𝑅 𝐷𝐹 = 𝑛 − 𝑘 − 1 

 𝑇𝑂𝑇𝐴𝐿 𝐷𝐹 = 𝑛 − 1. 

Τα αθροίσματα των τετραγώνων καθορίζονται ως εξής : 

 𝑀𝑂𝐷𝐸𝐿 𝑆𝑈𝑀 𝑂𝐹 𝑆𝑄𝑈𝐴𝑅𝐸𝑆: 𝑆𝑆𝑇 =  ∑(𝑌𝑖̂ − 𝑌)
2

 

 𝐸𝑅𝑅𝑂𝑅 𝑆𝑈𝑀 𝑂𝐹 𝑆𝑄𝑈𝐴𝑅𝐸𝑆: 𝑆𝑆𝐸 = ∑(𝑌𝑖 − 𝑌𝑖̂)
2

 

 𝑇𝑂𝑇𝐴𝐿 𝑆𝑈𝑀 𝑂𝐹 𝑆𝑄𝑈𝐴𝑅𝐸𝑆: 𝑆𝑆𝑇 =  ∑(𝑌𝑖 − 𝑌̅)
2. 

 

Προφανώς, και πάλι, το συνολικό άθροισμα τετραγώνων προκύπτει ως το άθροισμα 

των δύο άλλων αθροισμάτων τετραγώνων. Τα μέσα τετράγωνα (𝑀𝐸𝐴𝑁 𝑆𝑄𝑈𝐴𝑅𝐸) 
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προκύπτουν ως τα πηλίκα των αθροισμάτων τετραγώνων διαιρεμένα με τους αντίστοιχους 

βαθμούς ελευθερίας.  

Η μηδενική υπόθεση απορρίπτεται στο 𝛼 επίπεδο σημαντικότητας άν 𝐹0 >

𝐹1−𝑎,𝑘−1,𝑛−𝑘   είτε για οποιαδήποτε τιμή p-value μεγαλύτερη από το επίπεδο 

σημαντικότητας που έχουμε ορίσει. Η απόρριψη της 𝐻0 σημαίνει ότι κάποια ή κάποιες από 

τις ανεξάρτητες μεταβλητές έχουν τον αντίστοιχο συντελεστή τους στατιστικά σημαντικά 

διάφορο του μηδενός και όντως το μοντέλο παλινδρόμησης βοηθάει στην επεξήγηση της 

διακύμανσης της εξαρτημένης μεταβλητής 𝑌. 

Σε αυτό το σημείο πρέπει να εισάγουμε την έννοια του συντελεστή προσδιορισμού 

𝑅2 του μοντέλου, δηλαδή το ποσοστό της συνολικής διακύμανσης του 𝛶 που μπορεί να 

εξηγηθεί (να αποδοθεί) από το μοντέλο γραμμικής παλινδρόμησης που χρησιμοποιήθηκε. 

Αυτός δίνεται από τον τύπο: 

 

𝑅2 =
𝑀𝑂𝐷𝐸𝐿 𝑆𝑆

𝑇𝑂𝑇𝐴𝐿 𝑆𝑆
= 1 −

𝐸𝑅𝑅𝑂𝑅 𝑆𝑆

𝑇𝑂𝑇𝐴𝐿 𝑆𝑆
≡ 1 −

𝑆𝑆𝐸

𝑆𝑆𝑇
 . 

 

Αξίζει να αναφέρουμε ότι η σχέση που συνδέει την εξαρτημένη μεταβλητή 𝛶 με την 

ανεξάρτητη 𝛸 μπορεί να μην είναι γραμμική. Ένας τρόπος να καταλάβουμε αν έχει νόημα 

να εξετάσουμε τις μεταβλητές μας μέσω ενός γραμμικού μοντέλου είναι ο συντελεστής  

γραμμικής συσχέτισης 𝑟 του Pearson. Ο εν λόγω δείκτης παίρνει τιμές από – 1 έως 1. Πιο 

συγκεκριμένα παίρνει την τιμή 1 αν οι μεταβλητές μας εμφανίζουν πλήρη θετική γραμμική 

σχέση, την τιμή −1 αν εμφανίζουν πλήρη αρνητική γραμμική σχέση και 0 αν οι δύο 

μεταβλητές είναι ασυσχέτιστες /ανεξάρτητες μεταξύ τους. Ένας εμπειρικός κανόνας είναι 

ότι θεωρούμε πως έχουμε ισχυρή γραμμική σχέση όταν 𝑟 > 0.70. Ο δείκτης του Pearson ο 

οποίος είναι ελεύθερος μονάδων και ποσοτικοποιεί το βαθμό της γραμμικής εξάρτησης 

μεταξύ των δύο μεταβλητών δίνεται από τον τύπο: 

 

𝑟 =  
∑ (𝑥𝑖 − 𝑥̅)(𝑦𝑖 − 𝑦̅)
𝑛
𝑖=1

√∑ (𝑥𝑖 − 𝑥̅)
2 − ∑ (𝑦𝑖 − 𝑦̅)

2𝑛
𝑖=1

𝑛
𝑖=1

=
𝑆𝑥𝑦

𝑆𝑥𝑆𝑦
 

 

Επιπλέον, ο δείκτης προϋποθέτει τα 𝛸, 𝛶 να είναι τυχαίες μεταβλητές και μπορεί να 

χρησιμοποιηθεί ανεξάρτητα κανονικότητας, καθώς προϋποθέτει είτε κανονικότητα είτε 

μεγάλο δείγμα. Αν η σχέση μεταξύ των 𝛸, 𝛶 είναι ισχυρή αλλά μη γραμμική ο δείκτης θα 

μας δείξει πόσο καλά προσεγγίζεται από τη γραμμική σχέση. Ωστόσο ο έλεγχος είναι 



14 
 

σχετικά συντηρητικός δηλαδή ακόμη και μικρά 𝑟 θα μας δώσουν εξάρτηση (κάποιου 

είδους) ειδικά για μεγάλα δείγματα. 

 

 

1.3.3. Ένας Μερικός Έλεγχος του Μοντέλου  
 

Μέχρι τώρα αναφερθήκαμε σε δύο μεθόδους ελέγχου υποθέσεων στην πολλαπλή 

παλινδρόμηση. Ο ένας αναφερόταν στον έλεγχο των συγκεκριμένων όρων του μοντέλου 

όταν ελέγχεται η υπόθεση 𝐻0: 𝛽𝑖 = 0 για κάποια συγκεκριμένη τιμή του 𝑖, 

χρησιμοποιώντας τη στατιστική συνάρτηση 𝛵, και ο άλλος αναφερόταν στην περίπτωση 

που ελέγχεται η υπόθεση 𝐻0 ∶  𝛽1  = 𝛽2 = . . . =  𝛽𝑘 =  0 που περιλαμβάνει όλους τους 

όρους του γενικού γραμμικού μοντέλου, εκτός από τον όρο 𝛽0. Για τον δεύτερο έλεγχο 

χρησιμοποιούμε την στατιστική συνάρτηση 𝐹. 

Υπάρχει, ωστόσο, και μία τρίτη στατιστική μεθοδολογία που βρίσκεται στο 

ενδιάμεσο των δύο προαναφερθεισών μεθοδολογιών. Η μεθοδολογία αυτή επιτρέπει τον 

ταυτόχρονο έλεγχο της σημαντικότητας ενός αριθμού από τους όρους του μοντέλου χωρίς 

ταυτόχρονα να απαιτεί να ελεγχθούν όλοι οι όροι του μοντέλου. Η μεθοδολογία αυτή είναι 

χρήσιμη όταν ο ερευνητής γνωρίζει ότι κάποιοι από τους όρους πρέπει οπωσδήποτε να 

χρησιμοποιηθούν στο μοντέλο, είναι όμως αβέβαιος για τον αριθμό από τους υπόλοιπους 

όρους του μοντέλου και θεωρεί ότι χρειάζεται έναν έλεγχο για να αποφασίσει για όλους 

αυτούς τους υπόλοιπους όρους ταυτόχρονα. 

Πιο συγκεκριμένα αν 𝛽1, 𝛽2, . . . , 𝛽𝑞 είναι οι συντελεστές των όρων για τους οποίους 

είμαστε βέβαιοι ότι θα πρέπει να περιλαμβάνονται στο μοντέλο και 𝛽𝑞+1, 𝛽𝑞+2, . . . , 𝛽𝑘  είναι 

οι συντελεστές των όρων που θέλουμε να ελεγχθούν ταυτόχρονα, η μηδενική υπόθεση που 

μας ενδιαφέρει είναι η εξής: 

𝐻0 ∶  𝛽𝑞+1 = 𝛽𝑞+2  = . . . =  𝛽𝑘 = 0. 

Με την υπόθεση αυτή ελέγχουμε ουσιαστικά το κατά πόσον το πλήρες μοντέλο 

𝛦(𝛶)  =  𝛼 + 𝛽1𝑥1  +  𝛽2𝑥2 + . . . + 𝛽𝑞𝑥𝑞  +  𝛽𝑞+1𝑥𝑞+1 + . . . + 𝛽𝑘𝑥𝑘 

είναι κατάλληλο για να περιγράψει τα δεδομένα. Το άθροισμα των τετραγώνων των λαθών 

του πλήρους μοντέλου συμβολίζεται με 𝑆𝑆𝐸1 και οι βαθμοί ελευθερίας για το 𝑆𝑆𝐸1 

συμβολίζονται με 𝐷𝐹1. Το περιορισμένο μοντέλο που μας ενδιαφέρει να εξετάσουμε είναι 

𝛦(𝛶)  =  𝛼 + 𝛽1 𝑥1  +  𝛽2 𝑥2 + . . . + 𝛽𝑞 𝑥𝑞  𝜇𝜀 𝑞 <  𝑘 

Αντίστοιχα, το άθροισμα τετραγώνων των λαθών για το περιορισμένο μοντέλο 

συμβολίζεται με 𝑆𝑆𝐸2 και οι βαθμοί ελευθερίας του 𝑆𝑆𝐸2 συμβολίζονται με 𝐷𝐹2.  
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Η στατιστική συνάρτηση 𝐹 που χρησιμοποιείται για τον έλεγχο αυτής της υπόθεσης είναι η: 

 

𝐹 =
[𝑆𝑆𝐸2 − 𝑆𝑆𝐸1] [𝐷𝐹2 − 𝐷𝐹1]⁄

𝑆𝑆𝐸1 𝐷𝐹1⁄
 

 

Η τιμή της στατιστικής αυτής συνάρτησης συγκρίνεται με τα εκατοστιαία σημεία της 

κατανομής 𝐹 που δίνονται στους αντίστοιχους πίνακες με (𝐷𝐹2 − 𝐷𝐹1) βαθμούς 

ελευθερίας του αριθμητή και 𝐷𝐹1 βαθμούς ελευθερίας για τον παρονομαστή. 

Αξίζει να σημειωθεί ότι, το άθροισμα τετραγώνων των λαθών 𝑆𝑆𝐸1 για το πλήρες 

μοντέλο θα είναι πάντοτε μια ποσότητα μικρότερη από το άθροισμα των τετραγώνων των 

λαθών 𝑆𝑆𝐸2  για το περιορισμένο μοντέλο. Αυτό οφείλεται στο γεγονός ότι το πλήρες 

μοντέλο περιέχει όλους τους όρους του περιορισμένου μοντέλου μαζί με 𝑘 − 𝑞 πρόσθετους 

όρους. Το δεύτερο μοντέλο είναι της ίδιας μορφής με το πρώτο, με τη διαφορά ότι δεν 

περιέχει τις μεταβλητές που δεν είναι στατιστικά σημαντικές. Επομένως ο αριθμητής της 

στατιστικής συνάρτησης 𝐹 μετρά την ελάττωση στο άθροισμα τετραγώνων των λαθών που 

προκύπτει από τη χρησιμοποίηση 𝑘 − 𝑞 πρόσθετων όρων. Η μείωση αυτή του αθροίσματος 

των τετραγώνων των λαθών διαιρείται με τον αριθμό 𝑘 − 𝑞 των προσθέτων όρων, ενώ, ο 

παρονομαστής της στατιστικής συνάρτησης 𝐹 παραμένει ο ίδιος όπως προηγουμένως. 

Μπορούμε επίσης να παρατηρήσουμε ότι η στατιστική συνάρτηση 𝐹 που 

χρησιμοποιήθηκε στην προηγούμενη ενότητα είναι, στην πραγματικότητα, μια ειδική 

περίπτωση της στατιστικής συνάρτησης 𝐹 που χρησιμοποιούμε εδώ. Αυτό συμβαίνει γιατί 

στην πραγματικότητα ο έλεγχος της υπόθεσης του πλήρους μοντέλου που αναπτύξαμε στην 

προηγούμενη ενότητα είναι ουσιαστικά ένας έλεγχος του πλήρους μοντέλου με 

εναλλακτικό μοντέλο το 𝛦(𝛶)  =  𝛼.  

Το μοντέλο αυτό αντιστοιχεί σε περιορισμένο μοντέλο με 𝑞 = 0. Το άθροισμα 

τετραγώνων των σφαλμάτων για το περιορισμένο αυτό μοντέλο συμπίπτει με το συνολικό 

άθροισμα τετραγώνων 𝑆𝑆𝑇, αφού σε αυτό δεν υπάρχουν μεταβλητές παλινδρόμησης. 

Επομένως η στατιστική συνάρτηση 𝐹 για την περίπτωση αυτή γίνεται: 

 

𝐹 =
(𝑆𝑆𝑇 − 𝑆𝑆𝐸) [(𝑛 − 1) − (𝑛 − 𝑘 − 1)]⁄

𝑆𝑆𝐸 (𝑛 − 𝑘 − 1)⁄
=

𝑆𝑆𝑇𝑟 𝑘⁄

𝑆𝑆𝐸 (𝑛 − 𝑘 − 1)⁄

=
𝑀𝑂𝐷𝐸𝐿 𝑀𝐸𝐴𝑁 𝑆𝑄𝑈𝐴𝑅𝐸

𝐸𝑅𝑅𝑂𝑅 𝑀𝐸𝐴𝑁 𝑆𝑄𝑈𝐴𝑅𝐸
≡
𝑀𝑆𝑇𝑟
𝑀𝑆𝐸

 

 

και ταυτίζεται με την τιμή της 𝐹 της προηγουμένης ενότητας.  
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 2: ΠΡΟΒΛΗΜΑΤΑ ΠΑΛΙΝΔΡΟΜΗΣΗΣ ΣΤΟΝ 

ΑΝΑΛΟΓΙΣΜΟ ΚΑΙ ΤΗ ΔΙΟΙΚΗΤΙΚΗ ΚΙΝΔΥΝΟΥ 
 

2.1. Εισαγωγή 
 

 Στο προηγούμενο κεφάλαιο μελετήσαμε συνοπτικά τις βασικές αρχές που διέπουν 

την απλή και πολλαπλή παλινδρόμηση, τις υποθέσεις που θα πρέπει να ισχύουν 

προκειμένου να θεωρήσουμε τα συμπεράσματά μας  αξιόπιστα, τον τρόπο με τον οποίο 

επιλέγουμε ποιες μεταβλητές θα συμπεριλάβουμε στο μοντέλο μας καθώς επίσης και τον 

τρόπο με τον οποίο ερμηνεύονται οι επιμέρους επεξηγηματικές μεταβλητές. 

 Ο αναλυτής θα πρέπει να δώσει ιδιαίτερη έμφαση στις υποθέσεις που θα 

χρειάζεται να πληρούνται ώστε να εφαρμόζονται οι τεχνικές αυτές, όπως επίσης και στους 

δυνατούς τρόπους που ελέγχονται οι υποθέσεις αυτές. Αυτό διότι, όταν οι μέθοδοι των 

γραμμικών μοντέλων χρησιμοποιούνται ευρύτατα χωρίς ιδιαίτερη προσοχή στις υποθέσεις 

που τις συνοδεύουν, έχει ως αποτέλεσμα να εξάγονται συμπεράσματα που δεν 

ανταποκρίνονται στα δεδομένα από τα οποία έχουν προέλθει. Στο παρόν κεφάλαιο θα 

δούμε τα προβλήματα παλινδρόμησης που εμφανίζονται στην διοικητική κινδύνου και τον 

αναλογισμό και θα αναδειχτεί η ανάγκη γενίκευσης των κλασικών μοντέλων 

παλινδρόμησης όταν τα υπό μελέτη μεγέθη αποκλίνουν από την κανονική κατανομή. 

Επιπλέον, θα παρουσιαστούν συνοπτικά και οι έννοιες του κινδύνου, της αβεβαιότητας και 

της ασφάλισης, καθώς συνδέονται άμεσα με τις έννοιες της διοικητικής κινδύνου και του 

αναλογισμού. 

 

2.2. Αβεβαιότητα, Κίνδυνος και Ασφάλιση 
 

 Οι έννοιες της αβεβαιότητας και του κινδύνου, αν και αρκετές φορές συγχέονται 

μεταξύ τους, είναι απόλυτα διακριτές έννοιες με σαφή και προκαθορισμένα όρια. 

Αβεβαιότητα είναι μία υποκειμενική κατάσταση του ανθρώπινου νου κατά την οποία δεν 

γνωρίζουμε με ασφαλή και σαφή τρόπο για τη  προέλευση, εξέλιξη ή αποτέλεσμα ενός ή 

περισσοτέρων πραγμάτων, καταστάσεων ή φαινομένων. Ο κίνδυνος, χαρακτηρίζεται από τη 

ιδιότητα ότι μπορεί να προκαλέσει κάποια μεταβολή (συνήθως αρνητική) σε μια ισχύουσα 

κατάσταση. Τις περισσότερες φορές, ο κίνδυνος συνδέεται με κάποια στοχαστική 

διαδικασία της οποίας τα ενδεχόμενα και οι σχετικές πιθανότητες είναι εκ των προτέρων 
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γνωστές και καθορισμένες (Ζυμπίδης Α. (2008)). Τα προβλήματα που συνήθως 

αντιμετωπίζουμε στην πράξη, εμπεριέχουν και τις δύο έννοιες, δηλαδή, πρόκειται για 

κινδύνους με μερική αβεβαιότητα. 

 Ο κίνδυνος, αν και ανεπιθύμητη γενικά έννοια, συνυπάρχει (σε μεγάλο ή μικρό 

βαθμό) σχεδόν σε κάθε ανθρώπινη δραστηριότητα. Συνειδητά ή ασυνείδητα, όλοι οι 

άνθρωποι προσπαθούν να αποφύγουν τους κινδύνους, ή γενικά να τους αντιμετωπίσουν 

ελαχιστοποιώντας τα τυχόν αρνητικά αποτελέσματα και τις επιπτώσεις τους. 

 Βέβαια, η αντιμετώπιση των κινδύνων προϋποθέτει προηγουμένως διαδικασίες 

κατανόησης, περιγραφής και ανάλυσής τους, πράγμα που σημαίνει ότι ως πρώτο βήμα 

πρέπει να κατανοήσουμε την ύπαρξη του κινδύνου ανιχνεύοντας τις πιθανές αρνητικές 

συνέπειές του. 

 Ως δεύτερο βήμα, θα πρέπει να προχωρήσουμε στην αναλυτική και προσεκτική 

περιγραφή του κινδύνου και την καταγραφή των σχετικών εμπειρικών δεδομένων και 

άλλων χρήσιμων πληροφοριών. 

 Τέλος, ως τρίτο βήμα, θα πρέπει να προχωρήσουμε στην ανάλυση και αξιοποίηση 

των δεδομένων και πληροφοριών ώστε να αποκτήσουμε μία σαφή και ορθή άποψη για τα 

χαρακτηριστικά και τυχόν συνέπιες του κινδύνου. 

 Για την αντιμετώπιση του κινδύνου έχουμε κυρίως τις παρακάτω τρεις δυνατές 

επιλογές: 

1. Αδιαφορία: Αξιολογώντας τις συνέπιες του κινδύνου ως μη σημαντικές, μπορούμε                  

να αδιαφορήσουμε εντελώς για την εξέλιξη του κινδύνου και να υποστούμε πλήρως 

τις τυχόν συνέπειες. 

2. Θωράκιση: Εάν οι συνέπειες του κινδύνου κρίνονται σημαντικές και επώδυνες 

μπορούμε να προχωρήσουμε στη διαδικασία «θωράκισης». Δηλαδή, να λάβουμε 

κάποια μέτρα προκειμένου να μειώσουμε τις επιπτώσεις του κινδύνου ή να τον 

αποφύγουμε εντελώς. 

3. Εάν δεν μπορούμε να αδιαφορήσουμε ή να θωρακιστούμε έναντι ενός κινδύνου, 

τότε προχωρούμε στη διαδικασία της ασφάλισής του. 

 

Με τον όρο ασφάλιση, εννοούμε τη διαδικασία μεταφοράς ενός ή περισσοτέρων 

κινδύνων από ένα άτομο (που χαρακτηρίζεται ως ο λήπτης της ασφάλισης) προς ένα άλλο 

άτομο ή συνήθως μία ομάδα ατόμων που χαρακτηρίζεται ως ασφαλιστική εταιρεία (ή 

αλλιώς ως ασφαλιστής) έναντι ενός προσυμφωνημένου τιμήματος (χρηματικού ποσού) που 
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ονομάζεται ως «ασφάλιστρο». Η ασφάλιση μπορεί να είναι ολική ή μερική, δηλαδή, ο 

κίνδυνος μπορεί να μεταφερθεί ολικώς ή μερικώς στον ασφαλιστή. 

Πρέπει να επισημάνουμε ότι στην περίπτωση της ασφάλισης πρέπει οι συνέπειες 

του κινδύνου να έχουν εκ των προτέρων «μεταφρασθεί» σε οικονομικά μετρήσιμα μεγέθη 

ώστε να είναι εφικτή η ανάληψη του από τον ασφαλιστή ή την ασφαλιστική εταιρεία. 

Οι ασφαλιστικές εταιρείες είναι χρηματοοικονομικοί οργανισμοί με ιδιαίτερα 

χαρακτηριστικά, όπως, η στοχαστικότητα και η αβεβαιότητα των υποχρεώσεων τους, ο 

μακροπρόθεσμος ορίζοντας σχεδιασμού και ωρίμανσης των προγραμμάτων παροχών κτλ. 

Αυτές οι ιδιαιτερότητες των ασφαλιστικών εταιρειών καθιστούν ιδιαίτερο τον 

τρόπο διαχείρισης των κινδύνων που απειλούν την εύρυθμη και ομαλή λειτουργία τους. 

Παλιότερα, η διαδικασία και μεθοδολογία διαχείρισης των κινδύνων σε μια ασφαλιστική 

εταιρεία μάλλον ήταν ανύπαρκτη ή έργο χαμηλής προτεραιότητας. Όλοι θεωρούσαν ότι το 

συγκεκριμένο πρόβλημα έχει λυθεί εφάπαξ και πλήρως από τον αρχικό σχεδιασμό των 

ασφαλιστικών προγραμμάτων μέσω αναλογιστικών μελετών που πραγματοποιούνταν σε 

συνδυασμό με το επαρκές επίπεδο συντηρητικότητας που είχε ενσωματωθεί σε αυτόν τον 

σχεδιασμό. 

Η παραπάνω άποψη όμως έχει αλλάξει πλέον αφού ο ανταγωνισμός στην 

ασφαλιστική αγορά έχει μειώσει αν όχι εξαφανίσει πλήρως το αρχικό επίπεδο 

συντηρητικότητας. Επίσης, το σύγχρονο χρηματοοικονομικό περιβάλλον με τις έντονες και 

αρκετές  φορές ακραίες τιμές και διακυμάνσεις που παρουσιάζει, υπαγορεύει μία συνεχή 

και συστηματική παρακολούθηση των ασφαλιστικών συστημάτων και των σχετικών 

κινδύνων. Έτσι, ένας καινούριος ρόλος εμφανίζεται ολοένα και πιο συχνά μέσα στη δομή 

και  λειτουργία των ασφαλιστικών επιχειρήσεων ο οποίος αφορά τη διαχείριση κινδύνων.  

Εκτός όμως από τις ασφαλιστικές εταιρείες, η έννοια της διαχείρισης του κινδύνου 

αφορά και χρηματοοικονομικές μελέτες. Κατά την μοντελοποίηση οικονομικών μεγεθών 

ενδιαφερόμαστε τόσο για τις ακραίες τιμές, οι οποίες εκφράζουν τις πιο ασυνήθιστες 

απαιτήσεις, τα ποιο ασυνήθιστα κέρδη και πωλήσεις, όσο και για τις τιμές  που βρίσκονται 

στο κέντρο της κατανομής στην οποία ανήκουν τα δεδομένα που μελετάμε. 
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2.3. Δεδομένα με βαριές ουρές στην Αναλογιστική Επιστήμη 
 

Στην αναλογιστική επιστήμη, οι αναλογιστές έρχονται αντιμέτωποι περισσότερο με 

δεδομένα που ακολουθούν κατανομές με βαριές ουρές  ή που εμφανίζουν εξαιρετικά 

ακραίες τιμές, παρά με δεδομένα που ακολουθούν την κανονική κατανομή. Η παραδοσιακή 

παλινδρόμηση, όπως αναφέρθηκε και στο πρώτο κεφάλαιο, επικεντρώνεται κυρίως στο 

κέντρο της κατανομής των δεδομένων μη δίνοντας την πρέπουσα σημασία στις ακραίες 

τιμές που μπορεί να εμφανίζονται. 

Όταν αναφερόμαστε σε δεδομένα με βαριές ουρές, εννοούμε ότι είναι περισσότερο 

πιθανό να έχουμε στα δεδομένα μας ακραίες τιμές παρά τιμές που κατανέμονται κανονικά. 

Οι κατανομές αυτές λέμε ότι έχουν βαριά ουρά, συγκριτικά πάντα με την κανονική 

κατανομή. Στα χρηματοοικονομικά για παράδειγμα, η θεωρία τιμολόγησης περιουσιακών 

στοιχείων υποθέτει ότι οι αποδόσεις των περιουσιακών στοιχείων κατανέμονται κανονικά. 

Μέσα όμως από εμπειρικές μελέτες καταλήγουμε ότι είναι προτιμότερο να υποθέσουμε ότι 

οι αποδόσεις περιουσιακών στοιχείων ακολουθούν μία κατανομή η οποία εμφανίζει βαριά 

ουρά (Rachev, Menn and Fabozzi (2005)). Επιπλέον, δεδομένα που σχετίζονται με την 

μελέτη ενός συστήματος ιατροφαρμακευτικής περίθαλψης φαίνεται να ακολουθούν 

κατανομές με βαριές ουρές. 

Στόχος, λοιπόν είναι να μελετήσουμε τα παραπάνω σύνολα δεδομένων, έτσι ώστε 

να εντοπίσουμε ποιοι είναι οι βασικοί παράγοντες που τα επηρεάζουν. Θεωρητικά θα 

μπορούσαμε να εφαρμόσουμε τις τεχνικές παλινδρόμησης που αναφέρθηκαν στο πρώτο 

κεφάλαιο, στην πραγματικότητα όμως το γεγονός ότι τα δεδομένα μας ακολουθούν 

κατανομές που εμφανίζουν βαριές ουρές μπορεί να οδηγήσει σε σοβαρά προβλήματα. 

Ειδικότερα αναφέρουμε ενδεικτικά τα παρακάτω: 

 

1. Οι συντελεστές παλινδρόμησης στο κλασικό μοντέλο μπορούν να εκφραστούν ως 

σταθμισμένα αθροίσματα της εξαρτημένης μεταβλητής. Αυτό έχει ως αποτέλεσμα 

οι συντελεστές να επηρεάζονται σε υπερβολικό βαθμό από τις ακραίες 

παρατηρήσεις. 

2. Καθώς τα δεδομένα μας εμφανίζουν βαριά ουρά, είναι επόμενο ότι δεν μπορούμε 

να υποθέσουμε ότι κατανέμονται κανονικά. Συνεπώς, στατιστικοί δείκτες όπως 

είναι το p-value, το οποίο συνδέεται άμεσα με την κανονικότητα, δεν μας παρέχουν 

ασφαλή ένδειξη για το κατά πόσο είναι στατιστικά σημαντικά ή όχι τα 

αποτελέσματα μας. 
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3. Στην κλασική παλινδρόμηση ελαχιστοποιούμε το τετραγωνικό σφάλμα. Σε 

ορισμένες περιπτώσεις όμως που εμφανίζονται στον αναλογισμό και τη διοικητική 

κινδύνου, ενδιαφερόμαστε περισσότερο για τα σφάλματα που μπορεί να 

προκύψουν σε μία μόνο κατεύθυνση (δεξιά ή αριστερά του μέσου της κατανομής). 

4. Σε μία χρηματοοικονομική ανάλυση οι ακραίες (ψηλές) τιμές που εμφανίζονται στα 

δεδομένα μας, μας ενδιαφέρουν περισσότερο από εκείνες τις τιμές που 

εμφανίζονται στο κέντρο της κατανομής, όπως είναι για παράδειγμα τα πολύ ψηλά 

κόστη που μπορεί να προκύψουν κατά τη διάρκεια μιας ασφάλισης που έχει 

ιατροφαρμακευτική κάλυψη. 

 

Οι ακραίες ζημιές που σημειώθηκαν κατά την χρηματοοικονομική κρίση του 2008, 

είχαν ως αποτέλεσμα να δημιουργηθεί το ερώτημα κατά πόσο τα υπάρχοντα μοντέλα, που 

βασίζονται ως επί το πλείστων στην κανονική κατανομή, είναι αρκετά αξιόπιστα ώστε να 

χρησιμοποιούνται στις πρακτικές διαχείρισης κινδύνου. Με το πέρας της κρίσης, ένα εύρος 

από διαφορετικές ιδέες για τη βελτίωση των μεθοδολογιών ξεκίνησε να κάνει την εμφάνιση 

του στη διεθνή βιβλιογραφία.  

Οι εμπειρικές έρευνες πάνω στις ιδιότητες των κατανομών των αποδόσεων των 

στοιχείων του ενεργητικού χρονολογούνται από την εποχή των καινοτόμων ερευνών των 

Mandelbrot (1963) και Fama (1965), στις οποίες γίνεται απόρριψη της υπόθεσης περί 

κανονικότητας, και προτείνεται η χρήση μιας οικογένειας κατανομών τύπου Pareto που θα 

μπορούσαν να λειτουργήσουν ως επέκταση της υπόθεσης περί κανονικότητας. Τις 

δεκαετίες του 1970 και 1980 είχε παρατηρηθεί ότι ακόμα και αν οι αποδόσεις των μετοχών 

εμφανίζουν ουρές παχύτερες από αυτές της κανονικής κατανομής, υπήρχαν πολύ λίγες 

ασυνέπειες ανάμεσα στις παρατηρούμενες κατανομές χρηματοοικονομικών αποδόσεων 

και αυτών που προβλέπονταν από την κατανομή Pareto. Οι εμπειρικές ασυνέπειες που 

είχαν παρατηρηθεί βασίζονταν περισσότερο στο γεγονός ότι το πάχος της ουράς δεν 

αλλάζει με τη συχνότητα των αποδόσεων. 

Αν και οι στατιστικές τεχνικές από τις οποίες προέκυψαν τα εμπειρικά 

αποτελέσματα αμφισβητήθηκαν, με την πάροδο των ετών εμφανίστηκαν νέες οικογένειές 

προτεινόμενων κατανομών. Χαρακτιριστικό παράδειγμα είναι η Student’s T-κατανομή που 

προτάθηκε από τους Blattberg και Gonedes(1974). Πιο πρόσφατα η οικογένεια κατανομών 

Τempered Stable έχει προταθεί ως μοντέλο για τη διερεύνηση των αποδόσεων ενεργητικού. 

Ο λόγος ήταν ότι οι κατανομές που ανήκουν στην οικογένεια αυτή διατηρούσαν κάποιες 
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από τις χρήσιμες ιδιότητες που παρατηρούνται στις κατανομές Pareto, όμως ταυτόχρονα 

είχαν πεπερασμένη διακύμανση. 

Κατά το πέρας της κρίσης και ενώ φαινόταν πως πλέον αποτελούσε γενική αποδοχή 

ότι τα χρηματοοικονομικά προϊόντα ακολουθούν κατανομή με παχιές ουρές και ότι οι 

διαχειριστές κινδύνου πρέπει να λαμβάνουν κατά νου αυτό το γεγονός κατά τις 

καθημερινές τους δραστηριότητες, οι απόψεις που επικρατούν στους ακαδημαϊκούς 

κύκλους διαφέρουν. Γενικά έχουν γίνει πολλές προσπάθειες για να ερευνηθούν οι 

παράγοντες που δημιουργούν τα φαινόμενα παχιών ουρών, έτσι ώστε να μπορεί να γίνει 

ασφάλιση έναντι αυτών. Από στατιστικής άποψης, πιο απλά μοντέλα που μπορούν να 

εξηγήσουν αυτά που ειπώθηκαν παραπάνω είναι προτιμότερα απ’ ότι πιο σύνθετα 

μοντέλα. Αυτό όμως δεν σημαίνει ότι η απλότητα πρέπει να αντικαθιστά την 

αντιπροσωπευτικότητα του μοντέλου.  

Θα μπορούσε να ειπωθεί ότι θα ήταν προτιμότερο κατά την εκτίμηση κινδύνου να 

χρησιμοποιούνται άλλες τεχνικές, ιδιαίτερα όταν εμπλέκονται σε βάθος τα άκρα της 

κατανομής. Τέτοιες μέθοδοι βασίζονται στην υπόθεση ενός μοντέλου με παχιές ουρές που 

θα έχει την ικανότητα να περιγράφει τις ουρές της εμπειρικής κατανομής. Τα μοντέλα με 

παχιές ουρές περιέχουν παραμέτρους που σχετίζονται με την συμπεριφορά της ουράς 

καθώς και με παραμέτρους κλίμακας και ασυμμετρίας. Δηλαδή οι παράμετροι που 

εμπεριέχονται σε ένα μοντέλο με παχιές ουρές υπερβαίνουν κατά πολύ σε αριθμό τους 

παράγοντες ενός μοντέλου κανονικής κατανομής, με αποτέλεσμα να αυξάνουν έτσι την 

πολυπλοκότητα του μοντέλου. Το πιο γνωστό επιχείρημα που έχει εκφραστεί βασίζεται στο 

σκεπτικό ότι τα πιο απλά μοντέλα είναι πάντοτε καλύτερα για το λόγο ότι η πολυπλοκότητα 

μπορεί να καταλήξει να είναι περιττή, και στην περίπτωση που αυτό ισχύει, είναι κάτι που 

δεν μπορεί να εντοπιστεί στο δείγμα την κατάλληλη στιγμή. 

Αυτό αποτελεί ένα φιλοσοφικού τύπου επιχείρημα που δεν έχει κάποια ουσιαστική 

χρηστικότητα αν χρησιμοποιηθεί χωρίς επιπλέον ανάλυση. Επιπλέον περιπλοκότητα μπορεί 

να είναι αναγκαία προκειμένου να μπορούν να δοθούν εξηγήσεις σε ζητήματα 

χρηματοοικονομικού περιεχομένου. Εάν οι παχιές ουρές είναι παρατήρησες υπό 

πραγματικές συνθήκες, τότε είναι φυσικό να πρέπει να γίνει επιλογή μιας οικογένειας 

κατανομών που μπορεί να περικλείει τα εμπειρικά γεγονότα έστω και με το κόστος 

εισαγωγής επιπλέον παραμέτρων.  

Στο επόμενο κεφάλαιο θα δούμε τις πιο γνωστές τεχνικές που χρησιμοποιούμε για 

την ανάλυση δεδομένων που εμφανίζουν βαριές ουρές στην κατανομή τους, καθώς όπως 

αναφέρθηκε και παραπάνω στα συγκεκριμένα δεδομένα δεν μπορούμε να εφαρμόσουμε  
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τις κλασικές τεχνικές παλινδρόμησης λόγω του ότι δεν πληρείται η υπόθεση της 

κανονικότητας. 

 

ΚΕΦΑΛΑΙΟ 3: ΜΟΝΤΕΛΑ ΠΑΛΙΝΔΡΟΜΗΣΗΣ ΓΙΑ ΔΕΔΟΜΕΝΑ ΜΕ ΠΑΧΙΕΣ 

ΟΥΡΕΣ 
 

3.1. Εισαγωγή 
 

  Στο προηγούμενο κεφάλαιο έγινε μια παρουσίαση του φαινομένου των βαριών 

ουρών σε πιο ευρεία επιστημονικά πλαίσια, έτσι, στο κεφάλαιο αυτό θα δούμε πως 

αντιμετωπίζεται το φαινόμενο αυτό στα πλαίσια της οικονομετρικής ανάλυσης. 

   Προκειμένου να διερευνηθεί αν μία κατανομή έχει βαριά ουρά συνήθως 

εξετάζουμε τους αντίστοιχους συντελεστές ασυμμετρίας και κύρτωσης. Ο συντελεστής 

ασυμμετρίας μετράει την έλλειψη συμμετρίας, ή αλλιώς την λοξότητα μιας κατανομής, ενώ 

ο συντελεστής κύρτωσης μετράει το πόσο «βαριά» είναι η ουρά μιας κατανομής. Οι 

κατανομές που εμφανίζουν θετική κύρτωση αποκαλούνται λεπτόκυρτες, ενώ αυτές που 

εμφανίζουν αρνητική κύρτωση ονομάζονται πλατύκυρτες. Οι παραπάνω χαρακτηρισμοί 

προκύπτουν συγκριτικά πάντα με την κανονική κατανομή, η οποία θεωρείται και η βασική 

κατανομή αναφοράς. 

  Όσο αφορά την σύγκριση των ουρών δύο κατανομών που έχουν την ίδια μέση τιμή, 

λέμε ότι μία κατανομή έχει πιο βαριά ουρά από μία άλλη, όταν ο λόγος των συναρτήσεων 

επιβίωσης των κατανομών αυτών αποκλίνει στο άπειρο. Πιο συγκεκριμένα αν 𝑆1(𝑥), 𝑆2(𝑥) 

είναι οι συναρτήσεις επιβίωσης των δύο κατανομών που συγκρίνουμε και θέσουμε: 

lim
𝑥→∞

𝑆1(𝑥)

𝑆2(𝑥)
= lim

𝑥→∞

𝑓1(𝑥)

𝑓2(𝑥)
= 𝑐 

  τότε: 

i. αν 𝑐 = 0, θα λέμε ότι η 𝑓1(𝑥) έχει πιο ελαφριά ουρά από την 𝑓2(𝑥). 

ii. αν 0 < 𝑐 < ∞, θα λέμε ότι η 𝑓1(𝑥) και η 𝑓2(𝑥) έχουν όμοιες ουρές. 

iii. αν 𝑐 = ∞, θα λέμε ότι η 𝑓1(𝑥) έχει πιο βαριά ουρά από την 𝑓2(𝑥). 

 Σαν παράγειγμα ας θεωρήσουμε θεωρήσουμε την κατανομή Γάμμα με συνάρτηση 

πυκνότητας 𝑓1(𝑥) =
𝛽𝛼 𝑥𝛼−1 𝑒−𝑥𝛽

𝛤(𝛼)
, 𝑥, 𝛼, 𝛽 > 0 και ας την συγκρίνουμε με την 

κατανομή Pareto με συνάρτηση πυκνότητας 𝑓
2
(𝑥) = 𝑟𝜃𝑟

(𝑥+𝜃)𝑟+1
 , 𝑟 > 0. 
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lim
𝑥→∞

𝑓
1
(𝑥)

𝑓
2
(𝑥)

= lim
𝑥→∞

𝛽
𝛼
 𝑥𝛼−1 𝑒−𝑥𝛽

𝛤(𝛼)

𝑟𝜃𝑟

(𝑥+ 𝜃)𝑟+1

 =  

𝛽
𝛼

𝛤(𝛼)𝑟𝜃𝑟
 lim
𝑥→∞

[ 𝑥𝛼−1𝑒−𝑥𝛽(𝑥+ 𝜃)𝑟+1] =  

𝛽
𝛼

𝛤(𝛼)𝑟𝜃𝑟
 lim
𝑥→∞

𝑒𝑙𝑛[ 𝑥
𝛼−1𝑒−𝑥𝛽(𝑥+𝜃)𝑟+1] = 

𝛽
𝛼

𝛤(𝛼)𝑟𝜃𝑟
 lim
𝑥→∞

𝑒[(𝑎−1)𝑙𝑛𝑥−𝛽𝑥+(𝑟+1)𝑙𝑛(𝑥+𝜃)] = 
𝛽
𝛼

𝛤(𝛼)𝑟𝜃𝑟
. 0 = 0 

Διότι ισχύει ότι lim
𝑥→∞

𝑒−𝑥 = 0 και αν υποθέσουμε ότι 

𝛢(𝑥) = lim
𝑥→∞

[(𝑎 − 1)𝑙𝑛𝑥 − 𝛽𝑥 + (𝑟 + 1)𝑙𝑛(𝑥+ 𝜃)] ⇒ 

 
𝛢(𝑥)

𝑥
= lim

𝑥→∞
[
(𝑎 − 1)𝑙𝑛𝑥

𝑥
+
(𝑟 + 1)𝑙𝑛(𝑥+ 𝜃)

𝑥
− 𝛽] = −𝛽 ⇒ 𝛢(𝑥) = −∞ 

Πράγμα που σημαίνει ότι η κατανομή Pareto έχει πιο βαριά ουρά από την κατανομή Γάμμα. 

 

  Κατά την μοντελοποίηση οικονομικών ποσοτήτων, ενδιαφερόμαστε τόσο για τις 

τιμές που συγκεντρώνονται στο κέντρο της κατανομής όσο και για τις ακραίες τιμές, καθώς 

οι ακραίες τιμές μπορεί να αντιπροσωπεύουν τις πιο ασυνήθιστες απαιτήσεις, τα κέρδη ή 

τις πωλήσεις. Οι αναλογιστές, συχνά, έρχονται αντιμέτωποι με καταστάσεις όπου τα 

δεδομένα εμφανίζουν μακριές ουρές, ή περιπτώσεις στις οποίες είναι πιο πιθανό τα 

δεδομένα να εμφανίσουν ακραίες τιμές και να μην ακολουθούν την κανονική κατανομή. Η 

παραδοσιακή παλινδρόμηση επικεντρώνεται στο κέντρο της κατανομής και υποβαθμίζει τις 

ακραίες τιμές. Αντίθετα, το κεφάλαιο αυτό επικεντρώνεται στο σύνολο της κατανομής και 

παρουσιάζει τέσσερις διαφορετικές τεχνικές παλινδρόμησης σύμφωνα με τις οποίες 

μπορούμε να μελετήσουμε δεδομένα που εμφανίζουν πλήθος ακραίων τιμών και βαριές 

ουρές στην κατανομή τους : 
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1. Μετασχηματισμός της εξαρτημένης μεταβλητής. 

2. Γενικευμένα γραμμικά μοντέλα. 

3. Μοντέλα που χρησιμοποιούν περισσότερο ευέλικτες, θετικές τυχαίες 

κατανομές, (γενικευμένες κατανομές). 

 

Όπως αναφέρθηκε και προηγουμένως, στην πράξη οι αναλογιστές έρχονται 

αντιμέτωποι με δεδομένα που εμφανίζουν πλήθος ακραίων τιμών και βαριές ουρές. 

Δεδομένα που σχετίζονται με θεωρίες αποτίμησης ή ακόμα και με την εμφάνιση και την 

σφοδρότητα των ζημιών που έχει να αντιμετωπίσει μία ασφαλιστική δεν μπορούν να 

ερμηνευθούν μέσω της κανονικής κατανομής και επομένως δεν μπορούμε να τα 

μελετήσουμε μέσω των κλασικών τεχνικών παλινδρόμησης που γνωρίζουμε.  

Εφαρμόζοντας τις κλασικές τεχνικές παλινδρόμησης και αγνοώντας τις βαριές 

ουρές που εμφανίζουν τα δεδομένα μας, υπάρχει ο κίνδυνος οι συντελεστές 

παλινδρόμησης  𝛽𝑖   , οι οποίοι μπορούν να εκφραστούν και ως σταθμισμένα αθροίσματα 

των εξαρτημένων μεταβλητών, να επηρεάζονται σε πολύ μεγάλο βαθμό από τις ακραίες 

μας παρατηρήσεις. Επιπλέον, επειδή η κατανομή μας εμφανίζει βαριά ουρά, δεν μπορούμε 

να θεωρήσουμε πως τα δεδομένα μας ακολουθούν κανονική κατανομή, παρά το μέγεθος 

του δείγματος. Αυτό έχει ως αποτέλεσμα η στατιστική συνάρτηση t και τα p-values που 

σχετίζονται με τις εκτιμήσεις να μην αποτελούν πλέον ασφαλή ένδειξη για το αν τα 

αποτελέσματα μας είναι ή όχι στατιστικά σημαντικά. Σημαντικό είναι επίσης ότι η κλασική 

παλινδρόμηση ελαχιστοποιεί το τετραγωνικό σφάλμα, ενώ στην πραγματικότητα υπάρχουν 

περιπτώσεις, στις οποίες μας ενδιαφέρουν περισσότερο τα σφάλματα προς μία 

κατεύθυνση. Τέλος, όταν προβαίνουμε στην κλασική παλινδρόμηση, βασιζόμενοι στο 

γεγονός ότι ισχύει η υπόθεση κανονικότητας, θεωρούμε πως είναι καλό να απορρίψουμε 

τις ιδιαίτερα ακραίες τιμές που εμφανίζονται στις παρατηρήσεις μας. Στην πραγματικότητα 

όμως, όταν εξετάζουμε χρηματοοικονομικά δεδομένα, ιατρικά κόστη, τις ζημίες μιας 

ασφαλιστικής κτλ οι ακραίες παρατηρήσεις-μεγάλες ζημιές είναι δεδομένα που δεν 

μπορούμε να παραβλέψουμε. Έτσι, όπως αναφέραμε και παραπάνω, στο κεφάλαιο αυτό 

θα επικεντρωθούμε στο σύνολο της κατανομής και θα μελετήσουμε τέσσερις διαφορετικές 

τεχνικές παλινδρόμησης με τις οποίες μπορούμε να μελετήσουμε δεδομένα που 

εμφανίζουν πλήθος ακραίων τιμών και βαριές ουρές στην κατανομή τους. 
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3.2. Μετασχηματισμός της εξαρτημένης μεταβλητής 
 

Ο πιο εύκολος τρόπος να διαχειριστούμε δεδομένα με παχιά ουρά είναι ο 

μετασχηματισμός της εξαρτημένης μας μεταβλητής, καθώς ένας μετασχηματισμός 

θεωρητικά μπορεί να κάνει την κατανομή των δεδομένων μας πιο συμμετρική από ότι είναι 

στην πραγματικότητα. Συνήθως, οι αναλυτές προβαίνουν στον λογαριθμικό 

μετασχηματισμό της εξαρτημένης μεταβλητής 𝑌 και παρόλο που η εν λόγω τεχνική δεν 

είναι πάντα η πλέον κατάλληλη, έχει αποδειχτεί ιδιαίτερα αποτελεσματική σε πλήθος 

περιπτώσεων. Μετασχηματισμοί του τύπου 𝛶𝜆 χρησιμοποιούνται έτσι ώστε καμία 

παρατήρηση να μην επηρεάσει παραπάνω από όσο πρέπει στην εκτίμηση των παραμέτρων 

μας. Επιπλέον, όταν τα δεδομένα μας είναι συμμετρικά είναι πιθανότερο να πληρούν την 

προϋπόθεση που σχετίζεται με την κανονικότητα. 

Παρόλα αυτά, η τεχνική του μετασχηματισμού της εξαρτημένης μεταβλητής, 

παρουσιάζει τρία βασικά μειονεκτήματα. Αρχικά είναι δύσκολο να ερμηνευθούν τα 

αποτελέσματα των συντελεστών παλινδρόμησης. Ένα δεύτερο μειονέκτημα αυτής της 

τεχνικής σχετίζεται με το γεγονός ότι ένας μετασχηματισμός μπορεί να επηρεάσει και άλλες 

πτυχές του μοντέλου, όπως είναι για παράδειγμα την ετεροσκεδαστικότητα και τη 

συμμετρία. Το τελευταίο μειονέκτημα σχετίζεται με το γεγονός ότι εάν μετασχηματίσουμε 

την εξαρτημένη μεταβλητή, τότε και τα αποτελέσματα-εκτιμήσεις που θα πάρουμε θα είναι 

σε κλίμακα μετασχηματισμού.  

Σε αυτό το σημείο καλό θα ήταν να τονιστεί ότι στην προκειμένη περίπτωση η 

έννοια του μετασχηματισμού αναφέρεται σε μετασχηματισμούς της εξαρτημένης 

μεταβλητής μόνο, και όχι των ανεξάρτητων. Γενικότερα, κατά την ανάλυση δεδομένων 

μέσω της γραμμικής παλινδρόμησης  είναι  σύνηθες φαινόμενο να μετασχηματίζονται και 

οι επεξηγηματικές  μεταβλητές. Άλλωστε ο όρος «γραμμική» στην φράση «γραμμική 

παλινδρόμηση» αναφέρεται στους γραμμικούς συνδυασμούς μεταξύ των παραμέτρων. Οι 

επεξηγηματικές μεταβλητές μπορούν κάλλιστα να είναι μη γραμμικές, αυτό ωστόσο 

ενδέχεται να δημιουργήσει δυσκολίες στην ερμηνεία του μοντέλου. 

Η ανακλιμάκωση αποτελεί άλλο ένα είδος τεχνικής που σκοπό έχει τον χειρισμό 

δεδομένων στα οποία παρουσιάζονται φαινόμενα παχιών ουρών. Σε αυτή τη μέθοδο 

υπολογίζεται ο λόγος της εξαρτημένης μεταβλητής προς την επεξηγηματική μεταβλητή. 

Πολλοί μετασχηματισμοί αποτελούν ειδική περίπτωση της οικογένειας 

μετασχηματισμών Box-Cox. Η οικογένεια μετασχηματισμών Box-Cox ορίζεται από τον τύπο: 
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𝛶(𝜆)  = {   
𝛶𝜆 − 1

𝜆
,      αν 𝜆 ≠ 0 

ln 𝜆  ,    αν 𝜆 = 0     

 

όπου 𝜆 είναι η παράμετρος του μετασχηματισμού (συνήθως  𝜆 ∈ [−2 , 2]).  

Στην περίπτωση που τα δεδομένα μας δεν είναι θετικά, μπορούμε να προσθέσουμε 

μία σταθερά σε κάθε παρατήρηση, έτσι ώστε όλες οι παρατηρήσεις μας να γίνουν θετικές 

πριν από τον μετασχηματισμό. Για παράδειγμα αντί για 𝛶 θα είχαμε 𝑙𝑛 (𝛶 + 1) κοκ. 

Εναλλακτικά, στην περίπτωση που έχουμε αρνητικές παρατηρήσεις μπορούμε να 

χρησιμοποιήσουμε την οικογένεια μετασχηματισμών που ορίζεται από τον τύπο : 

𝛶(𝜆) ={
sin(𝛶){( |𝛶| + 1 )𝜆 − 1} 𝜆 ,           αν 𝜆 ≠ 0⁄

sin(𝛶) ln(|𝛶| + 1 ) ,                           αν 𝜆 = 0
 

Η παραπάνω περίπτωση είναι γνωστή και ως οικογένεια μετασχηματισμών John 

and Draper (1980). Το βασικό μειονέκτημα των μετασχηματισμών John and Draper είναι ότι 

η παράγωγος τους δεν είναι συνεχής στο μηδέν. Την λύση στο παραπάνω πρόβλημα 

έρχονται να δώσουν οι Yeo and Johnson (2000), οι οποίοι προτείνουν την παρακάτω 

τροποποίηση του μετασχηματισμού Box–Cox. 

𝛶(𝜆) =

{
 
 

 
 
(1+𝛶)𝜆    −  1  

𝜆
,                   αν 𝛶 ≥ 0, 𝜆 ≠ 0

ln(1 + 𝑌) ,                  αν 𝛶 ≥  0, 𝜆 = 0
− ln(1 + |𝛶|) ,             αν 𝛶 < 0, 𝜆 = 2

−
(1+|𝑌|)2−𝜆  −1

2−𝜆
,           αν 𝛶 < 0, 𝜆 ≠ 2

     

Για μη αρνητικές τιμές του 𝛶, ο παραπάνω μετασχηματισμός είναι ίδιος με τον 

μετασχηματισμό Box-Cox αν χρησιμοποιήσουμε 1 +  𝛶 στη θέση του 𝛶. Επιπλέον, για 

αρνητικές τιμές η παράμετρος 𝜆 στην παραπάνω σχέση αντικαθίσταται με 2 –  𝜆 έτσι ώστε 

να διατηρηθεί η δεξιά λοξότητα ακόμα και μετά την αλλαγή του πρόσημου.  
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3.3. Γενικευμένα γραμμικά μοντέλα 
 

  Η μέθοδος των γενικευμένων γραμμικών μοντέλων (Generalized Linear Models, 

GLM) είναι ιδιαίτερα διαδεδομένη στην ανάλυση χρηματοοικονομικών και αναλογιστικών 

μεγεθών. Τα Γενικευμένα Γραµµικά Μοντέλα περιλαμβάνουν σαν ειδική περίπτωση, την 

γραµµική παλινδρόμηση, την ανάλυση διασποράς, τα logit και probit μοντέλα, τα 

λογαριθµογραµµικά και τα πολυωνιµικά μοντέλα, καθώς και κάποια μοντέλα της ανάλυσης 

επιβίωσης. Αυτά τα μοντέλα έχουν κάποιες κοινές ιδιότητες και  κοινή μέθοδο εκτίµησης 

παραµέτρων, με αποτέλεσμα να µας επιτρέπουν να μελετήσουμε µέσω των Γενικευµένων 

Γραµµικών Μοντέλων µία ευρεία οµάδα στατιστικών μοντέλων αντί να μελετάμε το καθένα 

από αυτά χωριστά. 

  Η μέθοδος αυτή είναι βασισμένη στην εκθετική οικογένεια κατανομών, η οποία 

περιλαμβάνει την κανονική κατανομή, την κατανομή Γάμμα και την αντίστροφη κατανομή 

Gauss. Σύμφωνα με τον παρακάτω ορισμό, η κατανομή μιας τυχαίας μεταβλητής 𝑌 ανήκει 

στην εκθετική οικογένεια κατανομών όταν η συνάρτηση πυκνότητας της 𝑌 μπορεί να 

γραφτεί στην μορφή: 

 

𝑓(𝑦 ; 𝜃) = exp[𝛴𝑏𝑖(𝜃)𝛵𝑖(𝑦) + 𝑐(𝜃) + ℎ(𝑦)]  

 

όπου 𝑏𝑖,𝛵𝑖, 𝑐, ℎ θεωρούνται γνωστές συναρτήσεις. 

 

  Η 𝑏(𝜃) λέγεται φυσική παράµετρος. Στη συνέχεια θα γίνει φανερό ότι η 

παραµετρικοποίηση της παραπάνω σχέσης µε τη βοήθεια της φυσικής παραμέτρου είναι 

πολύ βολική. Η μορφή η οποία θα µας απασχολήσει εδώ είναι η απλούστερη μορφή : 

 

𝑓 ( 𝑦; 𝜃)  =  𝑒𝑥𝑝[𝑏(𝜃)𝑎( 𝑦)  +  𝑐(𝜃)  +  ℎ( 𝑦)] 

 

Η περίπτωση 𝑎( 𝑦) = 𝑦 οδηγεί στην έκφραση: 

 

𝑓 ( 𝑦; 𝜃)  =  𝑒𝑥𝑝[𝑏(𝜃) 𝑦 +  𝑐(𝜃)  +  ℎ( 𝑦)] 

 

η οποία λέγεται κανονική μορφή, ενώ αν: 

 

𝑓 ( 𝑦; 𝜃) =  𝑒𝑥𝑝 [𝑦𝜃 +  𝑘(𝜃) +  𝑑( 𝑦)] 
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θα λέμε ότι η 𝑌 είναι γραμμένη στην τυπική της μορφή. 

 

Το σύνολο 𝛩 =  {𝜃 ∶ ∫ 𝑓 ( 𝑦; 𝜃)𝑑𝑦   <  ∞} λέγεται παραµετρικός χώρος της f.  

 

  Πολλές γνωστές κατανοµές ανήκουν στην εκθετική οικογένεια κατανοµών. Για 

παράδειγμα η κατανομή Poisson μπορεί να γραφτεί και ως: 

𝑓(𝑦; 𝜆) =
𝜆𝑦𝑒−𝜆

𝑦!
= 𝑒𝑥𝑝[𝑦 ln(𝜆) − 𝜆 − ln(𝑦!)] 

όπου 𝛼(𝑦) = 𝑦, 𝑏(𝜆) = 𝑙𝑛𝜆, 𝑐(𝜆) = −𝜆, ℎ(𝑦) = 𝑦! 

Προφανώς η παραπάνω κατανοµή είναι στην κανονική της µορφή. Αν την 

παραµετρικοποιήσουµε σε σχέση µε τη φυσική παράµετρο 𝜃 =  𝑙𝑛 𝜆 , η κατανομή Poιsson 

μπορεί να γραφτεί στη τυπική μορφή: 

𝑓(𝑦; 𝜆) = 𝑒𝑥𝑝[𝑦𝜃 − exp(𝜃) − log(𝑦)!] 

 µε παραµετρικό χώρο 𝛩 = ℜ. 

 

  Παρακάτω αναφέρονται οι σημαντικότερες ιδιότητες των κατανομών εκθετικής 

μορφής: 

I. Ο παραµετρικός χώρος 𝛩 για τις κατανοµές τυπικής εκθετικής µορφής είναι κυρτός. 

II. Για τις κατανομές της μορφής 𝑓 ( 𝑦; 𝜃)  =  𝑒𝑥𝑝[𝑏(𝜃)𝑎( 𝑦)  +  𝑐(𝜃)  +  ℎ( 𝑦)], ισχύει 

ότι: 

𝐶𝑜𝑣 (𝑇𝑖(𝑥), 𝑇𝑗(𝑥)) = −
𝜕2𝑐(𝜃)

𝜕𝜃𝑖𝜕𝜃𝑗
 

III. Για τις κατανοµές τυπικής εκθετικής μορφής η διακύμανση είναι µια αυστηρώς 

μονότονη συνάρτηση της μέσης τιµής. 

IV. Ο εκτιµητής µέγιστης πιθανοφάνειας για την φυσική παράμετρο θ υπάρχει πάντα 

και είναι µεροληπτικός εκτός από την κανονική κατανομή. 

V. Η κανονική οικογένεια κατανοµών έχει την ιδιότητα του μονότονου λόγου 

πιθανοφάνειας, µια ιδιότητα πολύ σημαντική για τον έλεγχο υποθέσεων. 

 Το γενικευμένο γραμμικό μοντέλο ορίζεται σε σχέση µε ένα σύνολο από 

ανεξάρτητες τυχαίες μεταβλητές 𝑌1,, 𝑌2,…,𝑌𝑛, όπου κάθε µία από αυτές ακολουθεί κατανομή 

εκθετικής μορφής µε τις εξής ιδιότητες: 



29 
 

I. Η κατανομή της κάθε μιας από τις 𝑌𝑖  είναι κανονικής μορφής και εξαρτάται από μία 

μόνο παράμετρο 𝜃𝑖 , έτσι 𝑓𝑌𝑖(𝑦) = exp[𝑏 (𝜃𝑖)𝑦 + 𝑐 (𝜃𝑖) + 𝑑 (𝑦)]. 

II. Η από κοινού πυκνότητα πιθανότητας έχει τη μορφή 𝑓(𝑦1, 𝑦2, … , 𝑦𝑛;  𝜃1, … , 𝜃𝑛 =

𝑒𝑥𝑝[∑ 𝑦𝑖𝑏𝑖(𝜃𝑖) + ∑ 𝑐(𝜃𝑖)
𝑛
𝑖=1

𝑛
𝑖=1 + ∑ 𝑑 (𝑦𝑖)

𝑛
𝑖=1 ]  . 

 Οι παράµετροι που µας ενδιαφέρουν δεν είναι οι 𝜃𝑖 αφού µπορεί να είναι ένα 𝜃 για 

κάθε παρατήρηση. Στα Γενικευμένα Γραμμικά Μοντέλα θεωρούµε το σύνολο  παραµέτρων, 

𝛽𝛵 = (𝛽1, … 𝛽𝑝), όπου 𝑝 < 𝑛. 

 Ενώ στο κλασσικό γραµµικό μοντέλο θεωρούµε ότι ισχύει η σχέση 𝜇𝑖 = 𝛦(𝑌𝑖) =

𝑥𝑖
𝑇𝛽, όπου 𝑥𝑖 = (𝑥𝑖1, 𝑥𝑖2, … , 𝑥𝑖𝑝) το διάνυσµα των ανεξάρτητων μεταβλητών, στο 

Γενικευμένο Γραμμικό Μοντέλο θεωρούµε ότι υπάρχει µια μονότονη και διαφορίσηµη 

συνάρτηση 𝑔, τέτοια ώστε: 𝑔(𝜇𝑡) = 𝑥𝑖
𝑇𝛽. Η συνάρτηση αυτή λέγεται συνάρτηση σύνδεσης 

(link function). 

  Η συνάρτηση σύνδεσης σχετίζει το γραμμικό κομμάτι 𝑥𝑖
𝑇𝛽 με την μαθηματική 

ελπίδα 𝜇𝑡 = 𝐸(𝑌𝑡) μέσω της σχέσης 𝑔(𝜇𝑡) = 𝑥𝑖
𝑇𝛽. Αυτός ο μετασχηματισμός είναι µία 

αναγκαιότητα γιατί σε πολλές εφαρμογές οι δυο αυτές συναρτήσεις δεν έχουν το ίδιο πεδίο 

τιµών. 

 Για παράδειγμα όταν ασχολούμαστε µε απαριθμήσεις η 𝑦𝑖  ακολουθεί την κατανοµή 

Poisson και στην περίπτωση αυτή 𝜇𝑡 = 𝐸(𝑌𝑡) > 0. Έτσι δεν μπορεί να ισχύει η σχέση 

𝜇𝑖 = 𝑥𝑖
𝑇𝛽, αφού στο αριστερό μέλος έχουμε τον περιοροσμό 𝜇𝑡 > 0 και στο δεξί μέλος ο 

περιορισμός αυτός δεν υπάρχει. Στην περίπτωση αυτή η 𝑔 πρέπει να απεικονίζει το 

διάστηµα ℜ + σε όλη την ευθεία ℜ. Μία τέτοια συνάρτηση είναι η 𝑔(µ)  =  𝑙𝑛(µ). 

 Το κλασσικό γραμμικό μοντέλο είναι προφανώς μία απλή περίπτωση του 

Γενικευμένου Γραμμικού Μοντέλου αφού όλα τα 𝑌𝑖  ακολουθούν την κατανομή 𝛮(𝜇𝑖,𝜎
2) 

και 𝜇𝑖 = 𝑥𝑖
𝑇𝛽.  

      

3.4. Γενικευμένες κατανομές  
 

  Ένας επόμενος τρόπος προκειμένου να προβούμε σε παλινδρόμηση δεδομένων 

που παρουσιάζουν βαριές ουρές, είναι να χρησιμοποιήσουμε παραμετρικές κατανομές, 

όπως είναι αυτές που προκύπτουν από τα μοντέλα επιβίωσης. Παρόλο που η ανάλυση 

επιβίωσης επικεντρώνεται σε λογοκριμένα δεδομένα, οι μέθοδοι αυτοί μπορούν να 

εφαρμοστούν και σε πλήρη δεδομένα. Οι πιο γνωστές  κατανομές επιβίωσης είναι οι 

Weibull, η Λογαριθμοκανονική (lognormal) και η Λογαριθμολογιστική (log-logistic). 
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  Προκειμένου να μελετήσουμε δεδομένα με βαριά ουρά στην αναλογιστική 

επιστήμη κάνουμε την εξής υπόθεση : 

 

𝑙𝑛(𝛶)  =  𝜇 +  𝜎 𝑙𝑛(𝛶0) 

  Η κατανομή που σχετίζεται με το 𝛶0  είναι γνωστή, και εμείς ουσιαστικά 

ενδιαφερόμαστε για την κατανομή της τυχαίας μεταβλητής 𝛶. Δύο ιδιαίτερα σημαντικές 

κατανομές, που χρησιμοποιήθηκαν  εκτενώς στην μοντελοποίηση ασφαλιστικών δεδομένων, 

αποτελούν η Γενικευμένη Γάμμα κατανομή και η Γενικευμένη Βήτα κατανομή τύπου ΙΙ. 

  Όταν το 𝛶0 ακολουθεί Γάμμα κατανομή με παράμετρο σχήματος 𝛼 και παράμετρο 

κλίμακας 1, λέμε ότι το 𝛶0 ακολουθεί Γενικεύμένη Γάμμα κατανομή.  

  Όταν η κατανομή του Υ0 προκύπτει από το πηλίκο δύο Γάμμα κατανομών , τότε 

λέμε ότι το Υ0  ακολουθεί τη γενικευμένη Βήτα κατανομή τύπου ΙΙ, γνωστή και με το 

ακρωνύμιο GB2. Πιο συγκεκριμένα υποθέτουμε ότι 

Υ0 =
Gamma1

Gamma2
, 

όπου 𝐺𝑎𝑚𝑚𝑎𝑖 είναι μία Γάμμα κατανομή με παράμετρο σχήματος 𝑎𝜄 και παράμετρο 

κλίμακας 1, 𝑖 =  1,2 και 𝐺𝑎𝑚𝑚𝑎1, 𝐺𝑎𝑚𝑚𝑎2 είναι ανεξάρτητες μεταξύ τους. Για αυτό το 

λόγο η οικογένεια κατανομών 𝐺𝐵2 έχει 4 παραμέτρους (𝛼1, 𝛼2, 𝜇 και 𝜎 ). 

  Η κατανομή της μεταβλητής 𝛶 που ικανοποιεί την εξίσωση  𝑙𝑛(𝛶)  =  𝜇 +

 𝜎 𝑙𝑛(𝛶0)  περιλαμβάνει την παράμετρο θέσης 𝜇, την παράμετρο κλίμακας 𝜎 και 

επιπρόσθετες παραμέτρους οι οποίες περιγράφουν την κατανομή της μεταβλητής 𝛶0. 

Ωστόσο, η παραπάνω αρχή, μπορεί να οδηγήσει σε μεγάλο αριθμό παραμέτρων και κατά 

συνέπεια σε αριθμητικές δυσκολίες, καθώς και σε δυσκολίες στην ερμηνεία των 

αποτελεσμάτων. Έτσι, για να περιοριστεί ο αριθμός των παραμέτρων  συνήθως υποθέτουμε 

ότι οι παράμετροι του 𝛶0  δεν επηρεάζουν τις συμμεταβλητές, όπου με το όρο 

συμμεταβλητές εννοούμε το διάνυσμα των ανεξάρτητων μεταβλητών μας.   

  Η παράμετρος θέσης θα αποτελέσει μια συνάρτηση γραμμικής μορφής έτσι ώστε 

να ισχύει 𝜇 = 𝜇(𝒙) = 𝒙′𝛽, όπου 𝑥 είναι οι επιμέρους συμεταβλητές. Θα μπορούσε μάλιστα 

να είναι και επιτρεπτό η συγκεκριμένη παράμετρος θέσης 𝜎 να εξαρτάται από το 𝒙. Τώρα 

για τιμές του 𝜎 οι οποίες είναι θετικές ισχύει ότι: 𝜎 = 𝜎(𝝌) = exp (𝝌′𝛽𝜎) όπου 𝛽𝜎 είναι οι 

συντελεστές της παλινδρόμισης οι οποίοι σχετίζονται με την παράμετρο θέσης. Συνήθως σε 

αυτές τις περιπτώσεις οι υπόλοιπες παράμετροι διατηρούνται σταθερές.  

  Ένας από τους βασικούς λόγους για τον οποίο οι παράμετροι, οι οποίες δεν 

σχετίζονται με τις παραμέτρους θέσης και κλίμακας, παραμένουν σταθερές είναι η ευκολία 
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ως προς την ερμηνεία τους. Η μορφή που παίρνει τελικά η συνάρτηση της παλινδρόμησης 

είναι η παρακάτω:  

𝛦(𝑌|𝒙) = 𝐶 ∗ 𝑒𝑥𝑝(𝜇(𝒙)) = 𝐶 ∗ 𝑒𝒙′𝛽  

όπου η σταθερά 𝐶 αποτελεί συνάρτηση των υπόλοιπων παραμέτρων του μοντέλου. Έτσι 

μπορούμε να υπολογίσουμε τους συντελεστές παλινδρόμησης από τον τύπο:  

𝜗[𝑙𝑛𝐸(𝑌)]

𝜗𝑥𝑘
= 𝛽𝑘. 

 Ένας άλλος λόγος για να κρατήσουμε τις παραμέτρους σταθερές, είναι γιατί 

βοηθάνε στον υπολογισμό των σφαλμάτων τα οποία με τη σειρά τους βοηθάνε στην 

επιλογή του μοντέλου. Πιο συγκεκριμένα, σύμφωνα με την αρχική εξίσωση που 

παρατέθηκε σε αυτήν την ενότητα, τα σφάλματα που μπορούν να υπολογιστούν είναι της 

μορφής: 

𝑟𝑖 =
ln𝛶𝑖 − 𝜇𝑖̂

𝜎̂
  

όπου το 𝜇̂𝑖 καθώς και το 𝜎̂ είναι εκτιμήτριες μέγιστης πιθανοφάνειας και των 𝜇 και 𝜎 

αντίστοιχα. Για μεγάλα σύνολα δεδομένων μπορούμε να υποθέσουμε και ένα λάθος 

εκτίμησης τέτοιο ώστε 𝑟𝑖 ≈ (𝑙𝑛𝑌𝑖 − 𝜇𝑖)/𝜎 και ότι η δεξιά ούρα των δεδομένων μας 

ακολουθεί μία γνωστή σε εμάς κατανομή. 

 Για παράδειγμα θεωρούμε ότι το 𝑦 ακολουθεί την GB2 κατανομή, σε μια τέτοια 

περίπτωση ισχύει το εξής: 

 

                                         𝑦0 =
𝐺𝑎𝑚𝑚𝑎1

𝐺𝑎𝑚𝑚𝑎2
=

𝛼1

𝛼2
×
𝐺𝑎𝑚𝑚𝑎1/(2𝛼1)

𝐺𝑎𝑚𝑚𝑎2/(2𝛼2)
=

𝛼1

𝛼2
× 𝐹       

όπου το 𝐹 ακολουθεί την κατανομή 𝐹 με 2𝛼1  και 2𝛼2  βαθμούς ελευθερίας. Τότε 

exp(𝑟𝑖) ≈ (
∝1

∝2
)𝐹𝑖  και τελικά τα σφάλματα κατανέμονται κατά προσέγγιση βάση της 𝐹- 

κατανομής. Έτσι μπορούμε να κατασκευάσουμε ένα qq plot, πράγμα που διευκολύνει τη 

διερεύνηση του μοντέλου. 
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 4: ΜΕΛΕΤΗ ΔΕΔΟΜΕΝΩΝ ΑΠΩΛΕΙΑΣ 
 

4.1. Εισαγωγή 
 

Το παρακάτω  κεφάλαιο εισάγει ένα πρότυπο οικονομετρικό εργαλείο, γνωστό ως 

«μοντέλο Τobit». Το μοντέλο Tobit χρησιμοποιείται προκειμένου να μελετήσουμε σύνολα 

δεδομένων, τα οποία διαθέτουν εξαρτημένες μεταβλητές με μεγάλο ποσοστό μηδενικών. 

Πιο συγκεκριμένα, βασίζεται στην μελέτη μιας αριστερά λογοκριμένης εξαρτημένης 

μεταβλητής, όπως είναι για παράδειγμα οι απαιτήσεις σχετικά με την ιατροφαρμακευτική 

περίθαλψη ενός ασφαλισμένου. Σε αυτή την περίπτωση η εξαρτημένη μεταβλητή δεν 

μπορεί να είναι μικρότερη του μηδενός.  

Στην πράξη, πολλά αναλογιστικά σύνολα δεδομένων που διαθέτουν μεγάλο 

ποσοστό μηδενικών εξαρτημένων μεταβλητών, είναι καλύτερα να μελετηθούν ξεχωριστά 

(σε δύο μέρη) όσο αφορά τη συχνότητα και τη σφοδρότητα που εμφανίζουν. Το παρόν 

κεφάλαιο παρουσιάζει το μοντέλο που αναφέρθηκε παραπάνω και επεκτείνεται, σε ένα 

συνολικό μοντέλο απώλειας, όπου η υπό μελέτη μονάδα (όπως ένα ασφαλιστήριο 

συμβόλαιο) μπορεί να οδηγήσει σε περισσότερες από μία απαιτήσεις. 

 

4.2. Οι έννοιες της συχνότητας και της σφοδρότητας 
 

Σύμφωνα με τον Frees Edward W. (2012), oι βάσεις αναλογιστικών δεδομένων στην 

πλειοψηφία τους  αποτελούνται από δύο μέρη. Το πρώτο μέρος αφορά τον αριθμό των 

απαιτήσεων, ενώ το δεύτερο μέρος εστιάζει στο ύψος των απαιτήσεων. Κατά την 

πρόβλεψη ή εκτίμηση της κατανομής των απαιτήσεων, συχνά συσχετίζουμε το κόστος των 

απαιτήσεων με δύο συνιστώσες: την εκδήλωση της απαίτησης και το  ύψος της, εάν φυσικά 

συμβεί. Στην αναλογιστική επιστήμη, ονομάζουμε τις δύο παραπάνω συνιστώσες 

συχνότητα και σφοδρότητα αντίστοιχα. Με βάση τον παραπάνω διαχωρισμό μπορούμε να 

εξετάσουμε σύνολα δεδομένων, όπου οι μηδενικές παρατηρήσεις θεωρούνται αποτέλεσμα 

πολιτικής η οποία δεν επέφερε κάποια απαίτηση. Ωστόσο, ο διαχωρισμός αυτός, 

χρησιμοποιείται χωρίς να ληφθούν υπόψη επιπλέον παράγοντες – συμμεταβλητές που 

μπορούν να εξηγήσουν τη συχνότητα και τη σφοδρότητα. 

Για παράδειγμα, ένα σύνολο δεδομένων υγειονομικής περίθαλψης συχνά μπορεί 

να διαθέτει ένα μεγάλο ποσοστό μηδενικών παρατηρήσεων οι οποίες πρέπει να ληφθούν 
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υπόψη στην μοντελοποίηση. Οι μηδενικές τιμές, ωστόσο, μπορεί να αντιπροσωπεύουν την 

μη χρησιμοποίηση υγειονομικής περίθαλψης ενός ασφαλισμένου ή ακόμη και την αποχή 

του από το πρόγραμμα. Όσον αφορά την υγειονομική περίθαλψη, ο Mullahy (1998) 

παραθέτει τις παρακάτω παρατηρήσεις: 

 Τα αποτελέσματα της έρευνας πρέπει να σχετίζονται με το κατά πόσο 

χρησιμοποιήθηκε η υγειονομική περίθαλψη αλλά και με τις δαπάνες που 

προέκυψαν. 

 Πρέπει να λαμβάνεται υπόψη η ζήτηση για υγειονομική περίθαλψη: δηλαδή το 

ποσό της υγειονομικής περίθαλψης που ζήτησε ο ασφαλισμένος, όπως είναι για 

παράδειγμα, ο αριθμός των επισκέψεων σε ένα γιατρό. 

 Τέλος, πρέπει να ληφθεί υπόψη η τυχόν κατάχρηση ουσιών, όπως είναι το ποσό του 

καπνού ή και του αλκοόλ που καταναλώνονται από τον εκάστοτε ασφαλισμένο. 

Έτσι, λοιπόν η εγγραφή τέτοιων δεδομένων θεωρείται διπλής φύσης καθώς είτε 

καταγράφεται το ποσό της αξίωσης (θετική τιμή), όταν αυτό εμφανίζεται, είτε 

καταγράφεται μηδενική τιμή στην περίπτωση όπου δεν υπάρχει αξίωση. Θα μπορούσε να 

ειπωθεί ότι είναι εύκολο να παραβλέψουμε το μεγαλύτερο ποσοστό των μηδενικών τιμών, 

ιδιαίτερα όταν ο αναλυτής ασχολείται με μεγάλο πλήθος συμμεταβλητών  που μπορούν να 

βοηθήσουν στην ερμηνεία της εξαρτημένης μεταβλητής. Ωστόσο, όπως θα δούμε στη 

συνέχεια, αγνοώντας την διπλή αυτή φύση των δεδομένων μας μπορεί να οδηγηθούμε σε 

σοβαρά μεροληπτικά λάθη.  

Πολλές ασφαλιστικές εταιρείες διατηρούν ξεχωριστά αρχεία δεδομένων όσο 

αφορά τη συχνότητα και τη σφοδρότητα. Για παράδειγμα, οι ασφαλίστηκες διατηρούν ένα 

αρχείο που δημιουργείται όταν  αναληφθεί μία πολιτική. Στο εν λόγω αρχείο εμπεριέχονται 

πληροφορίες για τους ασφαλισμένους όπως η ηλικία, το φύλο, αλλά και δεδομένα σχετικά 

με προηγούμενες απαιτήσεις που μπορεί να έχουν προκύψει. Στο αρχείο εμπεριέχονται 

επίσης πληροφορίες σχετικές με την πολιτική που ακολουθεί η ασφαλιστική  όπως είναι το 

όριο ιδίας κράτησης κλπ.  Ένα ξεχωριστό αρχείο, που σχετίζεται με τις απαιτήσεις, 

καταγράφει τις λεπτομέρειες σχετικά με τις απαιτήσεις κατά του ασφαλιστή, 

συμπεριλαμβανομένου και του ποσού που απαιτείται. Έτσι, σύμφωνα με την παραπάνω 

διαδικασία οι ασφαλιστές μπορούν να μελετήσουν τη συχνότητα και τη σφοδρότητα ως 

δύο ξεχωριστές διαδικασίες. 
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4.3. Μοντέλο Tobit 
 

Ένας τρόπος για την μοντελοποίηση ενός δείγματος που περιέχει μεγάλο αριθμό 

μηδενικών παρατηρήσεων,  είναι να υποθέσουμε ότι η εξαρτημένη μεταβλητή είναι 

(αριστερά) λογοκριμένη στο μηδέν. Στην ενότητα αυτή θα παρουσιάσουμε μία μέθοδο 

παλινδρόμησης μέσω της οποίας μπορούμε να μελετήσουμε αριστερά λογοκριμένα στο 

μηδέν δεδομένα. Θα ξεκινήσουμε με το μοντέλο Tobit, που βασίζεται στην πρωτοποριακή 

εργασία του James Tobin (1958). Στη συνέχεια, ο Goldberger 1964 επινόησε τη φράση 

«μοντέλο Tobit», αναγνωρίζοντας το έργο του Tobin και την ομοιότητά του με το μοντέλο 

probit. 

Τα μοντέλα probit είναι μοντέλα στα οποία η εξαρτημένη μεταβλητή μπορεί να 

πάρει μόνο δύο τιμές, για παράδειγμα καπνιστής ή μη καπνιστής. Ο σκοπός του μοντέλου 

είναι να εκτιμηθεί η πιθανότητα ότι μία παρατήρηση με συγκεκριμένα χαρακτηριστικά θα 

ανήκει σε μία από τις δύο κατηγορίες – μεταβλητές του μοντέλου. Επιπλέον, 

κατατάσσοντας τις παρατηρήσεις με βάση τις προβλεπόμενες πιθανότητες τους, το μοντέλο 

prοbit  μπορεί να θεωρηθεί και ως ένα δυαδικό μοντέλο απόκρισης. Ως εκ τούτου 

χρησιμοποιείται για την επίλυση προβλημάτων όπως αυτά που εμφανίζονται και στη 

λογιστική παλινδρόμηση, χρησιμοποιώντας παρόμοιες τεχνικές. Τέλος, αξίζει να σημειωθεί 

ότι για την εκτίμηση των παραμέτρων του εν λόγω μοντέλου χρησιμοποιούμε τη μέθοδο 

μέγιστης πιθανοφάνειας και όχι την αρχή ελαχίστων τετραγώνων. 

Θεωρούμε ότι η εξαρτημένη μεταβλητή 𝑌𝑖
∗ ακολουθεί ένα γραμμικό μοντέλο 

παλινδρόμησης της μορφής: 

                                                                 𝑌𝑖
∗ = 𝒙𝑖

′𝜷                                                             (4.1) 

Θωρούμε ότι οι μεταβλητές μας  είναι περικομμένες, καθώς παρατηρούμε την  𝑌𝑖
∗ 

με βάση το max( 𝑦𝑖
∗, 𝑑𝑖), όπου το όριο 𝑑𝑖  είναι μια γνωστή ποσότητα. Σε πολλές 

περιπτώσεις θεωρούμε το  𝑑𝑖   = 0, και με αυτόν τον τρόπο αναφερόμαστε στις μηδενικές 

πωλήσεις ή μηδενικά έξοδα, ανάλογα με την περίπτωση. Οι παράμετροι του μοντέλου 

αποτελούνται από τον συντελεστή παλινδρόμησης, 𝛽, και τον όρο μεταβλητότητας 

𝜎2 = 𝑉𝑎𝑟 (𝜀𝑖). Οι συντελεστές παλινδρόμησης εκφράζουν την αναμενόμενη μεταβολή της 

εξαρτημένης μεταβλητής 𝑌 όταν το 𝑥𝑖 αυξηθεί κατά μία μονάδα και οι υπόλοιπες 

ανεξάρτητες μεταβλητές παραμείνουν σταθερές. Η ερμηνεία αυτή μπορεί να είναι 

ικανοποιητική σε ορισμένες εφαρμογές, όπως όταν το 𝑌∗ αντιπροσωπεύει μία ασφαλιστική 

απώλεια. Ωστόσο, στις περισσότερες εφαρμογές, ενδιαφερόμαστε κυρίως  για την 𝛦( 𝑌∗), 

δηλαδή για την αναμενόμενη τιμή της παρατηρούμενης απόκρισης. 
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Για την ερμηνεία της οριακής μεταβολής του 𝛦( 𝑌∗) είναι αναγκαίο να προβούμε 

στην υπόθεση κανονικότητας όσο αφορά την μεταβλητή 𝑌∗. Με βάση την υπόθεση αυτή, 

ισχύει η παρακάτω σχέση:  

                      𝐸( 𝑌∗) = 𝑑𝑖 + 𝛷 (
𝒙𝑖
′𝜷−𝑑𝑖

𝜎
) (𝒙𝑖

′𝜷 − 𝑑𝑖 + 𝜎𝜆𝑖)                          (4.2)                                              

Όπου  𝜆𝑖 =
𝜑[(𝒙𝑖

′𝜷−𝑑𝑖) 𝜎⁄ ]

𝛷[(𝒙𝑖
′𝜷−𝑑𝑖) 𝜎⁄ ]

. 

Με 𝜑(. ) και 𝛷(. )  συμβολίζουμε την συνάρτηση πυκνότητας και τη συνάρτηση 

κατανομής της τυποποιημένης κανονικής κατανομής αντίστοιχα. Για μεγάλες τιμές της 

παράστασης  (𝒙𝑖
′𝜷 − 𝑑𝑖) 𝜎⁄  , το 𝜆𝑖 είναι κοντά στο 0 και το 𝛷[(𝒙𝑖

′𝜷 − 𝑑𝑖) 𝜎⁄ ] είναι κοντά 

στο 1. Αυτό σημαίνει πως για μεγάλες τιμές του  𝒙𝑖
′𝜷 η συνάρτηση παλινδρόμησης 

𝛦(𝑌∗) τείνει να είναι γραμμική.  

Αν αγνοήσουμε τις συνεπείς που προκύπτουν από τα λογοκριμένα δεδομένα έχει 

ως αποτέλεσμα να μην είναι αμερόληπτες οι εκτιμήσεις των συντελεστών. Μία άλλη 

εναλλακτική είναι να αποκλείσουμε τις παρατηρήσεις για τις οποίες ισχύει ότι 𝑦𝑖 = 𝑑𝑖  από 

το σύνολο δεδομένων και να χρησιμοποιήσουμε συνήθη απλή παλινδρόμηση. Ωστόσο, 

υπολογισμοί δείχνουν πως: 

                               𝐸(𝑦𝑖|𝑦𝑖 > 𝑑𝑖) = 𝒙𝑖
′𝜷 + 𝜎

𝜑[(𝒙𝑖
′𝜷−𝑑𝑖) 𝜎⁄ ]

1−𝛷[(𝒙𝑖
′𝜷−𝑑𝑖) 𝜎⁄ ]

                            (4.3) 

 Έτσι, και η διαδικασία αυτή μπορεί να οδηγήσει στην μη αμερόληπτη εκτίμηση των 

συντελεστών παλινδρόμησης. 

Η πιο δημοφιλής μέθοδος που χρησιμοποιούμε για την εκτίμηση των παραμέτρων 

του μοντέλου Tobit είναι η μέθοδος μέγιστης πιθανοφάνειας. Χρησιμοποιώντας την 

υπόθεση της κανονικότητας, υπολογισμοί δείχνουν ότι: 

ln 𝐿 = ∑ 𝑙𝑛 {1 − 𝛷 (
𝒙𝑖
′−𝑑𝑖

𝜎
)}𝑖:𝑦𝑖=𝑑𝑖
−
1

2
∑ {𝑙𝑛2𝜋𝜎2 +

(𝑦𝑖−𝒙𝑖
′𝜷)

2

𝜎2
}𝑖:𝑦𝑖>𝑑𝑖
              (4.4) 

Όπου τα αθροίσματα που συγκεντρώνονται για {𝑖: 𝑦𝑖 = 𝑑𝑖} και {𝑖: 𝑦𝑖 > 𝑑𝑖} αποτελούν το 

άθροισμα των περικομμένων και μη περικομμένων παρατηρήσεων αντίστοιχα και 𝐿 είναι η 

συνάρτηση πιθανοφάνειας. 

Ένα μειονέκτημα του μοντέλου Tobit είναι ότι υποθέτει πως ισχύει η υπόθεση 

κανονικότητας για την εξαρτημένη μεταβλητή. Ένα δεύτερο, και πιο σημαντικό, 

μειονέκτημα σχετίζεται με το γεγονός ότι μία  μεταβλητή υπαγορεύει τόσο το  μέγεθος της 

απόκρισης όσο και της λογοκρισίας. Όπως επισημαίνεται από τον Cragg (1971), υπάρχουν 

πολλές περιπτώσεις στις οποίες η εξαρτημένη μεταβλητή μπορεί να αντιπροσωπεύει μια 

δραστηριότητα που είναι ανεξάρτητη από το μέγεθος.  
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Για παράδειγμα, σε έναν πληθυσμό καπνιστών, η μηδενική κατανάλωση τσιγάρων 

κατά τη διάρκεια μιας εβδομάδας μπορεί απλώς να αντιπροσωπεύει ένα κατώτερο φράγμα 

(ή όριο) και μπορεί να επηρεάζεται από παράγοντες όπως είναι ο διαθέσιμος χρόνος και τα 

χρήματα. Ωστόσο, σε ένα γενικό πληθυσμό, η μηδενική κατανάλωση τσιγάρων που 

καταναλώνονται κατά τη διάρκεια μιας εβδομάδας μπορεί να δείχνει ότι ένα άτομο είναι 

μη καπνιστής.  Ένα άλλο παράδειγμα που σχετίζεται με τη μελέτη των δαπανών 

υγειονομικής περίθαλψης, είναι ότι μία μηδενική τιμή μπορεί να αντιπροσωπεύει την 

απόφαση του ασφαλισμένου να μην  χρησιμοποιήσει την υγειονομική του περίθαλψη κατά 

τη διάρκεια μιας περιόδου. Σε πολλές μελέτες, το ποσό των δαπανών υγειονομικής 

περίθαλψης επηρεάζεται σε μεγάλο βαθμό από τον φορέα παροχής υγειονομικής 

περίθαλψης, την απόφαση του ασφαλισμένου να την χρησιμοποιήσει καθώς επίσης και το 

ποσό της υγειονομικής περίθαλψης, πράγμα που μπορεί να οδηγήσει σε πολύ 

διαφορετικές εκτιμήσεις. 

 

4.4. Μοντέλο που αποτελείται από δύο μέλη 
 

Στην αναλογιστική επιστήμη το ατομικό μοντέλο κινδύνου περιγράφει την 

ασφαλιστική αξίωση με βάση δύο συνιστώσες: την συχνότητα (αριθμός εμφάνισης 

απαιτήσεων) και την σφοδρότητα (ύψος απαιτήσεων). Πιο συγκεκριμένα ας υποθέσουμε 

ότι 𝑟𝑖 είναι μια δυαδική μεταβλητή η οποία εκφράζει αν υπάρχει ασφαλιστική αξίωση για 

την 𝑖 παρατήρηση και 𝑦𝑖  είναι μία μεταβλητή η οποία εκφράζει το ποσό της απαίτησης. 

Τότε το μέγεθος της απώλειας για τον φορέα ασφάλισης περιγράφεται ως εξής: 

(𝛼𝜋𝛼ί𝜏𝜂𝜎𝜂)𝑖  =  𝑟𝑖 × 𝑦𝑖  

Το παραπάνω αποτελεί τη βάση ενός μοντέλου που αποτελείται από δύο μέλη 

(two-part model), στο οποίο χρησιμοποιούμε και επιπλέον ερμηνευτικές μεταβλητές, 

προκειμένου να κατανοήσουμε πως επιδρά η κάθε συνιστώσα.  

Ορισμός: 

 Το «two part model» είναι ένα μοντέλο παλινδρόμησης στο οποίο θεωρούμε  την  

𝑟𝑖 ως την εξαρτημένη μεταβλητή και τις 𝒙1𝑖 ως το σύνολο των επεξηγηματικών μας 

μεταβλητών. Το αντίστοιχο σύνολο των συντελεστών παλινδρόμησης συμβολίζεται με  𝜷1. 

Χαρακτηριστικά μοντέλα περιλαμβάνουν το μοντέλο Poisson και το αρνητικό διωνυμικό 

μοντέλο. 

Αν 𝑟𝑖 = 1, προκύπτει ένα μοντέλο παλινδρόμησης με την 𝑦𝑖  ως εξαρτημένη 

μεταβλητή και 𝒙2𝑖 ως το σύνολο των επεξηγηματικών μεταβλητών.Tο αντίστοιχο σύνολο 
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των συντελεστών παλινδρόμησης συμβολίζεται με  𝜷2. Χαρακτηριστικά μοντέλα 

περιλαμβάνουν τη γραμμική παλινδρόμηση, τη γάμμα παλινδρόμηση και μικτά γραμμικά 

μοντέλα. 

Σε αντίθεση με το μοντέλο Tobit, στο «two-part model» δεν χρειάζεται να έχουμε το 

ίδιο σύνολο επεξηγηματικών μεταβλητών που επηρεάζουν τη συχνότητα και την 

σφοδρότητα. Συνήθως ωστόσο, τα σύνολα των επεξηγηματικών μεταβλητών είναι 

επικαλυπτόμενα, δηλαδή υπάρχουν μεταβλητές που ανήκουν και στα δύο σύνολα 𝒙1 και 

𝒙2. Ωστόσο, υποθέτουμε ότι τα 𝜷1 και  𝜷2 είναι ανεξάρτητα μεταξύ τους έτσι ώστε η κοινή 

πιθανότητα των δεδομένων αυτών να μπορεί να διαχωριστεί σε δύο συνιστώσες. 

Το μοντέλο με τα με τα δύο μέλη αναδείχθηκε στην βιβλιογραφία που σχετίζεται με 

την υγειονομική περίθαλψη μέσω των ερευνητών του «Rand Health Insurance Experiment» 

(Duan et al., 1983, Manning et al., 1987), οι οποίοι χρησιμοποίησαν το μοντέλο αυτό για να 

αναλύσουν την κατανομής του κόστους των ασφαλίσεων υγείας σχετικά με την χρήση και 

τις δαπάνες της υγειονομικής περίθαλψης.  

Το μοντέλο με τα δύο μέλη χρησιμοποιείται σε μεγάλο βαθμό στην ανάλυση 

δεδομένων που σχετίζονται με την υγειονομική περίθαλψη πάρα τις διάφορες κριτικές που 

έχουν ειπωθεί εναντίον του. Για παράδειγμα, ο Maddala (1985) διατύπωσε πώς το μοντέλο 

με τα δύο μέλη δεν είναι κατάλληλο στην περίπτωση που εξετάζουμε πραγματικά 

δεδομένα, καθώς στην πραγματικότητα παίζει ρόλο και η επιλογή των διαφόρων 

προγραμμάτων υγείας που κάνουν οι ασφαλισμένοι (στο «Rand Health Insurance 

Experiment» οι συμμετέχοντες τοποθετήθηκαν τυχαία στα διάφορα προγράμματα 

υγειονομικής περίθαλψης χωρίς να κλιθούν οι ίδιοι να επιλέξουν σε ποιο πρόγραμμα θα 

ενταχθούν). 

Παρόλα αυτά το μοντέλο με δύο μέλη έχει ιδιαίτερη απήχηση στην μοντελοποίηση 

δεδομένων που σχετίζονται με την υγειονομική περίθαλψη, καθώς στην ανάλυση 

περιλαμβάνονται οι δύο παράγοντες που καθορίζουν την χρήση της: τη σφοδρότητα και τη 

συχνότητα. Πιο συγκεκριμένα, η επιλογή ενός ατόμου να χρησιμοποιήσει κάποιο 

πρόγραμμα υγειονομικής περίθαλψης σχετίζεται περισσότερο με προσωπικά 

χαρακτηριστικά του ατόμου, ενώ το κόστος ανά ασφαλισμένο εξαρτάται περισσότερο από 

τα χαρακτηριστικά και τις παροχές του εκάστοτε προγράμματος υγειονομικής κάλυψης.  

 

 

4.5. Μοντέλο Συνολικής Απώλειας 
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Στην ενότητα αυτή θεωρούμε ότι η συχνότητα μπορεί να ξεπεράσει την τιμή της 

μονάδας. Στην περίπτωση, για παράδειγμα, ασφαλειών αυτοκινήτων ο ασφαλισμένος 

μπορεί να έχει περισσότερα από ένα ατυχήματα στη διάρκεια ενός έτους. Για αυτό το λόγο, 

θεωρούμε τα κάτωθι: 

𝑁𝑖  : ο αριθμός  των απαιτήσεων (εκδηλώσεων) 

𝑦𝑖𝑗   με 𝑗 = 1,2,… ,𝑁𝑖  : το ποσό κάθε απαίτησης (ζημία) 

Από τον ορισμό προκύπτει προφανώς ότι το σύνολο {𝑦𝑖𝑗  } είναι κενό όταν 𝑁𝑖   = 0. 

Επίσης, εάν θέσουμε το 𝑁𝑖  ως μία διαδική μεταβλητή τότε το σύνολο {𝑦𝑖𝑗  } παραπέμπει στο 

μοντέλο με δύο μέλη που παρουσιάσαμε παραπάνω. 

Παρά το γεγονός ότι μπορεί να έχουμε λεπτομερή πληροφόρηση για την εκάστοτε 

απώλεια (ζημιά) ανά περίπτωση, συχνά ενδιαφερόμαστε περισσότερο για το σύνολο των 

ζημιών, 𝑆𝑖 = 𝑦𝑖1+. . . . +𝑦𝑖,𝑁𝑖.  Στην παραδοσιακή αναλογιστική θεωρούμε το μοντέλο 

συλλογικού κινδύνου όπου η κατανομή των ζημιών είναι ανεξάρτητη των επαναλήψεων - 

εμφανίσεων 𝑗.  

Υποθέτουμε επίσης ότι τα δεδομένα είναι συνήθως διαθέσιμα σε δύο μορφές: 

1) {𝑁𝑖, 𝑌𝑖1, ..., 𝑌𝑖,𝑁𝑖}, έτσι ώστε να είναι διαθέσιμη η αναλυτική πληροφόρηση για κάθε 

απαίτηση. Για παράδειγμα, όταν εξετάζουμε ατομικές ασφαλίσεις αυτοκινήτων, να 

είναι διαθέσιμη η κάθε απαίτηση που προκύπτει. 

2) {𝑁𝑖, 𝑆𝑖}, έτσι ώστε να είναι διαθέσιμες μόνο οι συνολικές ζημίες. Για παράδειγμα, 

όταν μελετούμε απώλειες σε επίπεδο μιας ολόκληρης πόλης, τότε είναι διαθέσιμες 

μόνο οι συνολικές ζημιές. 

 

Θεωρούμε ότι η από κοινού κατανομή της εξαρτημένης μεταβλητής  είναι το 

γινόμενο της συχνότητας των απαιτήσεων 𝑓(𝛮) , που δηλώνει την πιθανότητα να υπάρξουν 

𝛮 απαιτήσεις, επί τη σφοδρότητα 𝑓(𝑦|𝑁), την συνάρτηση πυκνότητας των απαιτήσεων 𝑦  

δεδομένου του 𝛮. Δηλαδή: 

𝑓(𝑁, 𝑦) = 𝑓(𝛮)  ×  𝑓(𝑦|𝑁) 

Στην περίπτωση όπου μόνο το {𝑆𝑖} είναι διαθέσιμο, μπορούμε να 

χρησιμοποιήσουμε το γενικευμένο γραμμικό μοντέλο Tweedie (Tweedie GLM).  Όταν 

μελετούμε ασφαλιστικές απαιτήσεις συχνά χρησιμοποιούμε την μεικτή κατανομή Tweedie. 

Η κατανομή Tweedie προκύπτει από την σύνθεση μίας Poisson και μίας Gamma 

κατανομής. Πιο συγκεκριμένα θεωρούμε ότι το 𝛮 ακολουθεί την κατανομή Poisson με 

παράμετρο 𝜆 και εφράζει τον αριθμό των απαιτήσεων που προκύπτουν. Το 𝑦 , είναι 
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ανεξάρτητο του 𝛮, ακολουθεί την Gamma κατανομή με παραμέτρους 𝛼 και 𝛾 και εκφράζει 

το ύψος των απαιτήσεων που προκείπτουν. 

Προκειμένου να μελετήσουμε την μεικτή κατανομή Tweedie, αρχικά υπολογίζουμε 

την πιθανότητα οι συνολικές ζημιές 𝑆𝑁 = 𝑌1 +⋯+ 𝑌𝑁 να είναι μηδενικές. Δηλαδή: 

Pr(𝑆𝑁 = 0) = 𝑃𝑟(𝑁 = 0) = 𝑒−𝜆 , 

ενώ η συνάρτηση κατανομής υπολογίζεται ως: 

Pr(𝑆𝑁 ≤ 𝑦) = 𝑒
−𝜆 +∑Pr(𝑁 = 𝑛)Pr(𝑆𝑛 ≤ 𝑦) ,   𝑦 ≥ 0

∞

𝑛=1

 

Η 𝑆𝑛 ως άθροισμα ανεξάρτητων Gamma κατανομών ακολουθεί με τη σειρά της την 

κατανομή Gamma με παραμέτρους 𝑛𝑎 και 𝛾. Έτσι για 𝑦 > 0, η συνάρτηση πυκνότητας της 

κατανομής Tweedie ισούται με: 

                                 𝑓𝑠(𝑦) = ∑ 𝑒−𝜆
𝜆𝑛

𝑛!

𝛾𝑛𝑎

𝛤(𝑛𝑎)
𝑦𝑛𝑎−1𝑒−𝑦𝛾∞

𝑛=1                                            (4.4) 

 και έχει μέση τιμή 𝛦(𝑆𝑁) = 𝜇 και διακύμανση  𝑉𝑎𝑟(𝑆𝑁) = 𝜑𝜇
𝜌. 

 Παρακάτω παρατείθεται ένα διάργαμμα που δείχνει την συνάρτηση πυκνότητας 

της κατανομής Tweedie για τις διάφορες τιμές των παραμέτρων της: 

Διάγραμμα 1: Συνάρτηση πυκνότητας της κατανομής Tweedie 
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 5: ΣΥΜΠΕΡΑΣΜΑΤΑ - ΣΥΝΟΨΗ 
 

Συνοψίζοντας, στο πρώτο κεφάλαιο της  εργασίας μας  παρουσιάσαμε τις βασικές 

αρχές της απλής και πολλαπλής παλινδρόμησης. Μελετήσαμε δηλαδή τις εξισώσεις του 

απλού και πολλαπλού γραμμικού μοντέλου, είδαμε πώς βοηθούν οι συντελεστές 

παλινδρόμησης στην ερμηνεία του μοντέλου και  με ποιον τρόπο μπορούμε να τις 

εκτιμήσουμε αλλά και ποιες είναι οι βασικές υποθέσεις που πρέπει να ισχύουν, έτσι ώστε 

να θεωρήσουμε ότι το μοντέλο μας μάς παρέχει αξιόπιστα συμπεράσματα. 

Από τις υποθέσεις, μας απασχόλησε ιδιαίτερα η υπόθεση της κανονικότητας, και 

αυτό διότι οι στατιστικοί δείκτες που χρησιμοποιούμε, όπως για παράδειγμα το p-value, για 

να δούμε αν είναι στατιστικά σημαντικά ή όχι τα συμπεράσματά μας, βασίζονται στην 

υπόθεση ότι τα δεδομένα που αναλύουμε κατανέμονται κανονικά. 

Στην συνέχεια παρουσιάσαμε τις έννοιες της αβεβαιότητας και του κίνδυνου, οι 

οποίες συνδέονται άμεσα με την αναλογιστική επιστήμη και τη διοικητική κινδύνου. Είδαμε 

πως η διοικητική κινδύνου είναι μία έννοια που αφορά τόσο τις ασφαλιστικές εταιρείες όσο 

και χρηματοοικονομικές μελέτες. Αυτό που υπογραμμίσαμε κυρίως είναι ότι κατά την 

μοντελοποίηση οικονομικών μεγεθών ενδιαφερόμαστε τόσο για τις ακραίες τιμές, οι οποίες 

εκφράζουν τις πιο ασυνήθιστες απαιτήσεις, τα ποιο ασυνήθιστα κέρδη και πωλήσεις, όσο 

και για τις τιμές  που βρίσκονται στο κέντρο της κατανομής στην οποία ανήκουν τα 

δεδομένα που μελετάμε.  

Έπειτα, είδαμε ότι στην αναλογιστική επιστήμη, οι αναλογιστές έρχονται 

αντιμέτωποι περισσότερο με δεδομένα που ακολουθούν κατανομές με βαριές ουρές  ή που 

εμφανίζουν εξαιρετικά ακραίες τιμές, παρά με δεδομένα που ακολουθούν την κανονική 

κατανομή. Στην πράξη, έρχονται αντιμέτωποι με δεδομένα που εμφανίζουν πλήθος 

ακραίων τιμών και βαριές ουρές. Δεδομένα που σχετίζονται με θεωρίες αποτίμησης ή 

ακόμα και με την εμφάνιση και την σφοδρότητα των ζημιών που έχει να αντιμετωπίσει μία 

ασφαλιστική δεν μπορούν να ερμηνευθούν μέσω της κανονικής κατανομής και επομένως 

δεν μπορούμε να τα μελετήσουμε μέσω των κλασικών τεχνικών παλινδρόμησης που 

γνωρίζουμε. Το γεγονός ότι τα αναλογιστικά και χρηματοοικονομικά δεδομένα είναι 

δεδομένα που εμφανίζουν κατανομές με βαριές ουρές μας απασχόλησε ιδιαίτερα, καθώς 

όπως αναφέρθηκε και παραπάνω η εξαγωγή συμπερασμάτων χρησιμοποιώντας τις τεχνικές 

της παραδοσιακής παλινδρόμησης δεν μας παρέχει αξιόπιστα αποτελέσματα, αφού τα 

δεδομένα μας δεν κατανέμονται κανονικά. 
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Στο τρίτο κεφάλαιο είδαμε πως μπορούμε να επικεντρωθούμε στο σύνολο της 

κατανομής και παρουσιάσαμε τρεις διαφορετικές τεχνικές παλινδρόμησης σύμφωνα με τις 

οποίες μπορούμε να μελετήσουμε δεδομένα που εμφανίζουν πλήθος ακραίων τιμών και 

βαριές ουρές στην κατανομή τους, όπως: ο μετασχηματισμός της εξαρτημένης μεταβλητής, 

τα γενικευμένα γραμμικά μοντέλα και τα μοντέλα που χρησιμοποιούν περισσότερο 

ευέλικτες, θετικές τυχαίες κατανομές (γενικευμένες κατανομές). 

Τέλος, είδαμε ότι πολλά αναλογιστικά σύνολα δεδομένων που διαθέτουν μεγάλο 

ποσοστό μηδενικών εξαρτημένων μεταβλητών, είναι καλύτερα να μελετηθούν ξεχωριστά 

(σε δύο μέρη), ένα για τη μελέτη της συχνότητας, δηλαδή την εκδήλωση ή όχι της ζημιάς-

απαίτησης,  και ένα για τη σφοδρότητα, δηλαδή το ύψος της ζημιάς-απαίτησης, που 

εμφανίζουν. Μελετήσαμε το μοντέλο Tobit, το οποίο βασίζεται στην μελέτη μιας αριστερά 

λογοκριμένης εξαρτημένης μεταβλητής, όπως είναι για παράδειγμα οι απαιτήσεις σχετικά 

με την ιατροφαρμακευτική περίθαλψη ενός ασφαλισμένου. Στη συνέχεια, αναλύσαμε ένα 

μοντέλο στο οποίο η απαίτηση προκύπτει από το γινόμενο της συχνότητας εμφάνισης των 

απαιτήσεων επί το ύψος τους. Τέλος, παρουσιάσαμε το μοντέλο συνολικής απώλειας στο 

οποίο ενδιαφερόμαστε κυρίως για το σύνολο των ζημιών παρά για την κάθε ζημιά που 

μπορεί να εμφανιστεί ξεχωριστά. 
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