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ΤΥ ΡΙΣΙ  

 

ΘαΝάγ ζαΝθαΝ εφλΪ πΝ δμΝγ ληΫμΝηκυΝ υξαλδ έ μΝεαδΝ κθΝ ία ησΝηκυΝ κθΝεκΝ υ ΪγδκΝ

Χα αβεπ αθ δθέ β,Ν θαπζβλπ άΝΚαγβΰβ άΝ κυΝΣηάηα κμΝ  α δ δεάμΝ εαδΝ φαζδ δεάμΝ

πδ άηβμΝΰδαΝ βθΝυπκ άλδιβ,Ν θγΪλλυθ β,Νεαγκ άΰβ βΝεαδΝυπκηκθάΝ κυΝεα ΪΝ βΝ δΪλε δαΝ

βμΝ υΰΰλαφάμΝ βμΝ δπζπηα δεάμΝ λΰα έαμέ 

 βΝ υθΫξ δα,ΝγαΝάγ ζαΝθαΝ υξαλδ ά πΝ αΝυπσζκδπαΝηΫζβΝ βμΝ ι α δεάμΝ πδ λκπάμ,Ν βθΝ

εαΝ Γ πλΰέαΝ λλκπκτζκυ,Ν θαπζβλυ λδαΝ Καγβΰά λδαΝ κυΝ Σηάηα κμΝ  α δ δεάμΝ εαδΝ

φαζδ δεάμΝ πδ άηβμΝ εαδΝ κθΝ εκΝ Μδζ δΪ βΝ Ν ε Ϊλδκ,Ν θαπζβλπ άΝ Καγβΰβ άΝ κυΝ

Σηάηα κμΝ α δ δεάμΝεαδΝ φαζδ δεάμΝ πδ άηβμέ 

ΣΫζκμ,ΝθαΝ υξαλδ ά πΝ βθΝκδεκΰΫθ δαΝηκυΝΰδαΝ βθΝ ηπδ κ τθβΝεαδΝ βθΝαΰΪπβΝ κυμΝεαδΝ βθΝ

πκζτ δηβΝ υθ δ φκλΪΝ πθΝΰκθδυθΝηκυΝ βΝησλφπ βΝηκυέ 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 

  



Π ΡΙΛΗΦΗ 

 

εκπσμΝ αυ άμΝ βμΝ δα λδίάμΝ έθαδΝ βΝ η ζΫ βΝ δαφσλπθΝ κξα δευθΝ δα δεα δυθΝ

πζ κθΪ ηα κμΝη Ν έπζ υλαΝΪζηα α (two-sided jumps)Ν σ κΝ Ν δαελδ σΝσ κΝεαδΝ Ν υθ ξάΝ

ξλσθκΝη ΝάΝεαδΝξπλέμΝ βθΝπαλκυ έαΝ θσμΝ υξαέκυΝσλκυΝ δΪξυ βμΝπκυΝπ λδΰλΪφ αδΝαπσΝηέαΝ

κξα δεάΝεέθβ βΝBrown. 

 ΣαΝπλκμΝ αΝπΪθπΝΪζηα αΝ(upward jumps)Νπαλδ κτθΝ αΝ υξαέαΝη ΰΫγβΝ πθΝε λ υθΝ σ πθΝ

θυΝ αΝ πλκμΝ αΝ εΪ πΝ Ϊζηα αΝ (downward jumps)Ν παλδ κτθΝ αΝ η ΰΫγβΝ πθΝ αβηδυθΝ κυΝ

ξαλ κφυζαεέκυέΝ ΩμΝ εΝ κτ κυ,Ν αυ ΪΝ αΝ ηκθ ΫζαΝ ΰδαΝ κΝ πζ σθα ηαΝ π λδΫξκυθΝ πμΝ δ δεΫμΝ

π λδπ υ δμΝαθ έ κδξαΝηκθ ΫζαΝ βμΝΚζα δεάμΝΘ πλέαμΝΚδθ τθκυέ 

Θ πλυθ αμΝ δΪφκλ μΝ εα αθκηΫμΝ ΰδαΝ αΝ τοβΝ πθΝ έπζ υλπθΝ αζηΪ πθΝ εαγυμΝ εαδΝ ΰδαΝ κυμΝ

θ δΪη κυμΝ ξλσθκυμΝ ηφΪθδ βμΝ πθΝ εδθ τθπθ,Ν γαΝ η ζ βγκτθΝ δΪφκλαΝ ηΫ λαΝ ξλ κεκπέαμΝ

ηΫ πΝ βμΝαθαη θση θβμΝπλκ ικφζβηΫθβμΝ υθΪλ β βμΝπκδθάμΝ πθΝGerber-Shiu εαγυμΝ πέ βμΝ

γαΝ κγκτθΝεαδΝα υηπ π δεΪΝαπκ ζΫ ηα αΝΰδαΝ βθ πδγαθσ β αΝξλ κεκπέαμέ 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 

  



ABSTRACT 

 

The purpose of this Thesis is the study of various stochastic processes of surplus with two-

sided jumps happening both in distinct and continuous time, with or without the presence of a 

random diffusion term which is described by a stochastic Brownian motion. 

The upward jumps represent the random gain sizes while the downward jumps represent the 

claim sizes of the portflolio. Therefore, these surplus models include as special cases 

equivalent models of Classical Ruin Theory. 

Considering various distributions for the sizes of the two sided-jumps, as well as for the time 

between risk appearances, various ruin measures will be studied through the expected Gerber-

Shiu discounted penalty function as well as asymptotic results will be given for the ruin 

probability. 
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1 

 

Κ Φ Λ ΙΟΝ1 

 

Ι ΓΧΓΗ 

 

ΣκθΝ βηαθ δεσ λκΝ λσζκΝ ΰδαΝ βθΝ κηαζάΝ ζ δ κυλΰέαΝ θσμΝ α φαζδ δεκτΝ κλΰαθδ ηκτ,Ν κθΝ

εα Ϋξ δΝ βΝ βηδκυλΰέαΝ δεαθκπκδβ δευθΝ απκγ ηα δευθΝε φαζαέπθ,Ν κτ πμΝυ ΝθαΝηπκλ έΝ θαΝ

αθ απ ιΫζγ δΝ δμΝ αθΪΰε μΝ εαδΝ δμΝ υπκξλ υ δμΝ κυΝ απΫθαθ δΝ κυμΝ π ζΪ μ,Ν αζζΪΝ εαδΝ Ν

παΰΰ ζηα δεσΝ πέπ κ,Ν σππμ,Ν πέ βμ,Ν εαδΝ βθΝ εΪζυοβΝ πθΝ ζ δ κυλΰδευθΝ ισ πθΝ κυέΝΣαΝ

απκγ ηα δεΪΝ ε φΪζαδα,Ν η Ν βΝ ξλά βΝ α φαζδ δευθΝ σλπθ,Ν κυ δα δεΪΝ απκ ζκτθΝ κΝ

πζ σθα ηαΝ εαδΝ έθαδΝ βΝ δαφκλΪΝ η αιτΝ κυΝ θ λΰβ δεκτΝ (απαδ ά δμ)Ν εαδΝ κυΝ παγβ δεκτΝ

(υπκξλ υ δμ)Ν βμΝα φαζδ δεάμΝ αδλέαμέ 

ΟΝ υπκζκΰδ ησμΝ βμΝ πδγαθσ β αμΝ ξλ κεκπέαμΝ απκ ζ έΝ ία δεσΝ πλσίζβηαΝ βμΝ Κζα δεάμΝ

Θ πλέαμΝ Κδθ τθπθέΝ Πλσε δ αδΝ ΰδαΝ βθΝ πδγαθσ β αΝ βμΝ αδλέαμΝ θαΝ ηβθΝ ηπκλΫ δΝ θαΝ

αθ απκελδγ έΝ παλευμΝ βθΝεΪζυοβΝ κυΝ υθσζκυΝ πθΝαπκαβηδυ πθΝ πθΝπ ζα υθΝ βμ,ΝζσΰπΝ

αθ πΪλε δαμΝ πθΝ απκγ ηα δευθέΝ ΣκΝ 1λίγ,Ν κΝ κυβ σμΝ ηαγβηα δεσμΝ Filip Lundberg 

εα αφΫλθ δΝθαΝγΫ δΝ αΝγ ηΫζδαΝ βμΝαθΪπ υιβμΝ βμΝηαγβηα δεάμΝΘ πλέαμΝ πθΝΚδθ τθπθ,Νη Ν

βΝ βηκ έ υ βΝ βμΝ δ αε κλδεάμΝ κυΝ δα λδίάμ,Ν βΝ κπκέαΝ Ϋφ λ Ν κθΝ έ ζκΝ «Approximerad 

fremstalning au sannolikheets funktionen»έΝ  βΝ υθΫξ δα,Ν κΝ 1λγί,Ν κΝ Harald Cramer αφκτΝ

ία έ βε Ν βΝ δα λδίάΝ κυΝ Lundberg γΫζβ Ν θαΝ θδ ξτ δΝ βΝ Θ πλέαΝ Κδθ τθκυΝ

βηκ δ τκθ αμΝ ξ δεΫμΝ λΰα έ μ,Ν κδΝ κπκέ μΝ θ πηΪ π αθΝ βΝ Θ πλέαΝ πθΝ  κξα δευθΝ

θ ζέι πθΝ κΝ ά βΝ υπΪλξκθΝ ΫλΰκέΝ Έ δ,Ν η ΪΝ εαδΝ βθΝ αθαθΫπ βΝ πκυΝ πλσ φ λ Ν κΝ Cramer 

κθΝ κηΫα,Ν κΝηκθ ΫζκΝπκυΝπαλκυ δΪα δΝ βΝ υθαηδεάΝ ιΫζδιβΝ κυΝπζ κθΪ ηα κμΝ κΝξλσθκΝ

κθκηΪ βε ΝΚζα δεσΝΜκθ ΫζκΝ βμΝΘ πλέαμΝΚδθ τθκυΝάΝπλκμΝ δηάθΝ κυμΝΜκθ ΫζκΝCramer-

LundbergέΝ ΣκΝ ηκθ ΫζκΝ ία έα αδΝ βθΝ παλα κξάΝ σ δΝ κΝ πζάγκμΝ πθΝ εδθ τθπθΝ θσμΝ

α φαζδ δεκτΝξαλ κφυζαεέκυΝαεκζκυγ έΝ βΝ κξα δεάΝαθΫζδιβΝPoissonέΝΣκΝετλδκΝ κδξ έκΝ

κυΝΚζα δεκτΝΜκθ ΫζκυΝ βμΝΘ πλέαμΝΚδθ τθκυΝ έθαδΝσ δΝκδΝ θ δΪη κδΝξλσθκδΝ ηφΪθδ βμΝ

πθΝεδθ τθπθΝαεκζκυγκτθΝ βθΝ εγ δεάΝεα αθκηάέ 

ΟΝΝκλίβΰσμΝSparre Andersen ά αθΝ ε έθκμΝπκυΝΫφ λ Ν βΝΰ θέε υ βΝ κΝΚζα δεσΝΜκθ ΫζκΝ

βμΝΘ πλέαμΝΚδθ τθκυ,Νσ αθΝ κΝ1ληιΝ υηη έξ Ν κΝ1ηκ
 θαζκΰδ δεσΝυθΫ λδκΝ βμΝΝΫαμΝ

ΤσλεβμΝπαλκυ δΪακθ αμΝ βθΝ λΰα έαΝ κυΝη Ν έ ζκμΝ«On the collective theory of risk in case 

of contagion between the claims»έΝΟΝSparre Andersen Ϋεαθ Ν βθΝυπσγ βΝσ δΝ κΝπζάγκμΝ πθΝ

εδθ τθπθΝ δεαθκπκδ έΝηέαΝαθαθ π δεάΝ κξα δεάΝ δα δεα έαέΝ βζα ά,Ν Ναθ έγ βΝη Ν κυμΝ



2 

 

Cramer-Lundberg κΝία δεσΝΰθυλδ ηαΝ κυΝηκθ ΫζκυΝ κυΝΝκλίβΰκτΝ έθαδΝσ δΝκδΝ θ δΪη κδΝ

ξλσθκδΝ ηφΪθδ βμΝ πθΝ εδθ τθπθΝ θσμΝ α φαζδ δεκτΝ ξαλ κφυζαεέκυΝ έθαδΝ αθ ιΪλ β μΝ εαδΝ

δ σθκη μΝ υξαέ μΝη αίζβ Ϋμ,ΝκδΝκπκέ μΝ θΝαεκζκυγκτθΝαπαλαέ β αΝ βθΝ εγ δεάΝεα αθκηάέΝ

Οπσ ,Ν ΰέθ αδΝεα αθκβ σΝππμΝαυ σΝ κΝηκθ ΫζκΝαπκ ζ έΝΰ θέε υ βΝ κυΝηκθ ΫζκυΝ Cramer-

Lundberg εαγυμΝ κΝ ζ υ αέκΝ απκ ζ έΝ δ δεάΝ π λέπ π βΝ κυΝ πλυ κυΝ εαδΝ κθκηΪ βε Ν

ηκθ ΫζκΝSparre Andersen άΝαθαθ π δεσΝηκθ ΫζκΝ βμΝΘ πλέαμΝΚδθ τθκυέΝΓδαΝπαλΪ δΰηα,ΝηέαΝ

δ δεάΝ π λέπ π βΝ κυΝ αθαθ π δεκτΝ ηκθ ΫζκυΝ έθαδΝ αυ άΝ σπκυΝ κδΝ θ δΪη κδΝ ξλσθκδΝ

ηφΪθδ βμΝ πθΝεδθ τθπθΝαεκζκυγκτθΝ βθΝεα αθκηάΝErlang,ΝβΝκπκέαΝ έθαδΝηέαΝΰ θέε υ βΝ βμΝ

εγ δεάμέΝ 

ΗΝΘ πλέαΝΚδθ τθπθΝ ι ζέξγβε Ν βηαθ δεΪΝεαδΝαπΫε β Ν βηαθ δεάΝυγβ βΝηΫ πΝ κυΝΫλΰκυΝ

πθΝ Gerber εαδΝ Shiu,Ν κδΝ κπκέκδΝ ΫεαθαθΝ ζσΰκΝ ΰδαΝ βθΝ υθΪλ β βΝ αθαη θση θβμΝ πκδθάμΝ

πλκ ισφζβ βμ,ΝβΝκπκέαΝαπκ ζ έΝΰ θέε υ βΝ βμΝπδγαθσ β αμΝαπσζυ βμΝξλ κεκπέαμέ 

 

1.1 ΗΝ κχα δεάΝ δα δεα έαΝΠζ κθΪ ηα κμ. 

 

ΣκΝπλυ κΝίάηαΝΰδαΝ βθΝηκθ ζκπκέβ βΝ βμΝ κξα δεάμΝ δα δεα έαμΝ κυΝπζ κθΪ ηα κμΝηέαμΝ

α φαζδ δεάμΝ αδλέαμΝ έθαδΝκΝπλκ δκλδ ησμΝ κυΝαλδγηκτΝ πθΝεδθ τθπθΝ κυμΝκπκέκυμΝ

ε έγ αδέ 

 

Ολδ ησμΝ1έ1 

Ολέακυη   { , } 
κχα δεά δα δεα έα, β κπκέα παλδ Ϊθ δ κ πζάγκμ ωθ εδθ τθωθ πκυ ηφαθέ βεαθ κ 

χλκθδεσ δΪ βηα [ , ]. H { , } κθκηΪα αδ απαλδγηά λδα κχα δεά αθΫζδιβ, αθ εαδ 

ησθκ αθμ 

i. > , η  =  

ii.  έθαδ δαελδ ά, 

iii. αθ , σ    
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ΟδΝ αθαθ π δεΫμΝ κξα δεΫμΝ δα δεα έ μΝ απκ ζκτθΝ δμΝ πδκΝ δα κηΫθ μΝ απαλδγηά λδ μΝ

κξα δεΫμΝ δα δεα έ μΝ βΝ γ πλέαΝ εδθ τθκυ,Ν αζζΪ,Ν εαδΝ ΰ θδεσ λαΝ βΝ γ πλέαΝ

πδγαθκ ά πθέΝ ΟΝ κλδ ησμΝ κυμΝ ία έα αδΝ κυμΝ θ δΪη κυμΝ ξλσθκυμΝ ηφΪθδ βμΝ πθΝ

θ ξση θπθΝ εδθ τθπθΝ πκυΝ απαλδγη έΝ βΝ απαλδγηά λδαΝ κξα δεάΝ αθΫζδιβΝ { , }. 
Θ πλκτη Ν {��, = , , , … } ηέαΝ αεκζκυγέαΝ απσΝ αθ ιΪλ β μΝ υξαέ μΝ η αίζβ Ϋμ,Ν ΰδαΝ δμΝ

κπκέ μΝδ ξτ δΝ� = ,ΝεαδΝ� ,  υηίκζέακυη Ν βθΝξλκθδεάΝ δΰηάΝσπκυΝ ηφαθέα αδΝ κΝi-

κ σΝ θ ξση θκέΝ βΝ υθΫξ δα,Νγ πλκτη Ν δμΝ  υξαέ μΝη αίζβ Ϋμ,ΝΰδαΝ δμΝκπκέ μΝ δ ξτ δΝ

σ δΝ = − − , . H  εφλΪα δΝ κΝ ξλσθκΝ πκυΝ απαδ έ αδΝ ΰδαΝ βθΝ ηφΪθδ βΝ κυΝ

πλυ κυΝεδθ τθκυ,Ν θυΝβΝ ,  εφλΪα δΝ κΝξλσθκΝπκυΝη κζαί έΝαπσΝ βθΝ ηφΪθδ βΝ κυΝi-

1Ν θ ξκηΫθκυ,ΝηΫξλδΝεαδΝ βθΝ ηφΪθδ βΝ κυ i θ ξκηΫθκυέΝυθ πυμ,Νηπκλκτη ΝθαΝπκτη Νσ δΝ

βΝ { , = , , … } έθαδΝ αεκζκυγέαΝ αθ ιΪλ β πθΝ ηβ-αλθβ δευθΝ υξαέπθΝ η αίζβ υθΝ πκυΝ

παλδ ΪΝ κυμΝ θ δΪη κυμΝ ξλσθκυμΝ ηφΪθδ βμΝ πθΝ εδθ τθπθέΝ ΗΝ αεκζκυγέαΝ πθΝ υξαέπθΝ

η αίζβ υθΝ{ , = , , … } κθκηΪα αδΝαεκζκυγέαΝαθαθ υ πθ,ΝεαδΝσ αθΝΰδαΝ = ,ΝγαΝ

έθαδΝ = ∑ = = + +⋯+ ,                              (1.1) 

Ολέακυη ,Ναεσηβ,Ν βθ = { : < }, 
βΝ κπκέαΝ έθαδΝ βΝ κξα δεάΝ αθΫζδιβΝ κυΝ πζάγκυμΝ πθΝ εδθ τθπθΝ πκυΝ παλκυ δΪακθ αδΝ κΝ

ξλκθδεσΝ δΪ βηαΝ[ , ]. 
 

Ολδ ησμΝ1έ2 

Θ ωλκτη  { , = , , … } ηέα αεκζκυγέα ηβ-αλθβ δευθ, αθ ιΪλ β ωθ εαδ δ σθκηωθ υχαέωθ 

η αίζβ υθ εαδ { , = , ,… } ηέα αεκζκυγέα αθαθ υ ωθ η  = + +⋯+ ,  

εαδ  = = . 

Σσ  β { , } η   έθαδ απαλδγηά λδα δα δεα έα πκυ κλέα αδ απσ βθ 

{ = ∑∞= } 



4 

 

β κπκέα κθκηΪα αδ αθαθ ω δεά κχα δεά δα δεα έα εαδ κυ δα δεΪ πλσε δ αδ ΰδα κ πζάγκμ 

ωθ αθαθ υ ωθ κ χλκθδεσ δΪ βηα [ , ]. 
Γέθ αδΝφαθ λσ,Νσ δΝαπσΝ κθΝκλδ ησ,ΝΰδαΝεΪγ Ναθαθ π δεάΝ κξα δεάΝ δα δεα έαΝ{ ,} γαΝδ ξτ δΝσ δμ { = } 
 αθΝεαδΝησθκΝαθ 

 { < + }. 
πέ βμ,Νΰέθ αδΝφαθ λσΝσ δ: = { : } 

εαδ �[ ] = � . 

ΣκΝ παλαεΪ πΝ γ υλβηαΝ απκ ζ έΝ αιδκ βη έπ βΝ δ δσ β αΝ πθΝ αθαθ π δευθΝ κξα δευθΝ

αθ ζέι πθέ 

 

Θ υλβηαΝ1έ1 

Έ ω { , } ηέα αθαθ ω δεά κχα δεά αθΫζδιβέ Σσ : 

i. η  πδγαθσ β α 1 δ χτ δ σ δ: lim→∞ = , 
ii.  lim→∞ [ ] =  

H (ii) έθαδ ΰθω ά ωμ κδχ δυ μ αθαθ ω δεσ γ υλβηαέ Γδα βθ απσ διβ, ίζέ Rolski et al. 

(1λλθ, ζέ β11)έ 

 

πσΝ κθΝκλδ ησΝ1έβΝπλκετπ δΝσ δΝβΝ κξα δεάΝαθΫζδιβΝPoisson έθαδΝηέαΝ δ δεάΝπ λέπ π βΝ

βμΝ αθαθ π δεάμΝ κξα δεάμΝ δα δεα έαμ,Ν γ πλυθ αμΝ σ δΝ κδΝ θ δΪη κδΝ ξλσθκδΝ ηφΪθδ βμΝ

πθΝεδθ τθπθΝ έθαδΝαθ ιΪλ β μΝεαδΝδ σθκη μΝ υξαέ μΝη αίζβ Ϋμ,ΝκδΝκπκέ μΝαεκζκυγκτθΝ βθΝ

εγ δεάΝεα αθκηάέ 
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φσ κθΝηκθ ζκπκδά αη Ν κθΝαλδγησΝ πθΝεδθ τθπθ,Ν βΝ υθΫξ δαΝγαΝηκθ ζκπκδά κυη Ν δμΝ

αβηδΫμΝεαδΝ δμΝαπκαβηδυ δμΝ κυΝξαλ κφυζαεέκυΝΰδαΝ κθΝεαγκλδ ησΝ κυΝπζ κθΪ ηα κμέΝΈ πΝ{ , = , , … } ηέαΝ αεκζκυγέαΝ ηβ-αλθβ δευθΝ υξαέπθΝ η αίζβ υθ,Ν σπκυΝ βΝ  βζυθ δΝ κΝ

ηΫΰ γκμΝ βμΝαβηδΪμΝαπσΝ βθΝ ηφΪθδ βΝ κυΝ i-κ κτΝ θ ξκηΫθκυΝεαδΝ ,  παλδ ΪΝ δμΝ

υθκζδεΫμΝαπαδ ά δμΝ κυΝξαλ κφυζαεέκυΝ κΝ δΪ βηαΝ[ , ]. 
 

Ολδ ησμΝ1έ3 

Γδα κ ηΫΰ γκμ ωθ υθκζδευθ απκαβηδυ ωθ πκυ εα αίΪζζκθ αδ Ϋωμ κθ χλσθκ t κλέακυη  β 

κχα δεά αθΫζδιβ  = + +⋯+       

ά     

 = {∑ ,   >=,               =  

Όπκυ, { }∞  

 έθαδ ηέα αεκζκυγέα απσ αθ ιΪλ β μ εδ δ σθκη μ υχαέ μ η αίζβ Ϋμ η   θα έθαδ υχαέα 

η αίζβ ά πκυ εφλΪα δ κ ηΫΰ γκμ βμ i-κ άμ αβηδΪμ πκυ πΫλχ αδ απσ βθ ηφΪθδ β κυ n-

κ κτ αβηδκΰσθκυ θ χκηΫθκυέ Θ ωλκτη  σ δ κδ αεκζκυγέ μ { , } 
 εαδ { , } 
απαλ έακθ αδ απσ αθ ιΪλ β μ, δ σθκη μ εαδ γ δεΪ κλδ ηΫθ μ υχαέ μ η αίζβ Ϋμέ 

 

Θ πλκτη Ν �  

ηέαΝ υθΪλ β β,ΝβΝκπκέαΝ εφλΪα δΝ αΝ υθκζδεΪΝ Ϋ κ αΝαπσΝ βθΝ έ πλαιβΝ πθΝα φαζέ λπθΝ

ηδαμΝ α φαζδ δεάμΝ αδλέαμ,Ν εα ΪΝ κΝ ξλκθδεσΝ δΪ βηαΝ [ , ],Ν σπκυΝ �  έθαδΝ ατικυ αΝ
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υθΪλ β βΝ κυΝ ξλσθκυΝ tέΝ  βθΝ εζα δεάΝ γ πλέαΝ εδθ τθκυ,Ν γ πλκτη Ν ππμΝ κΝ λυγησμΝ

έ πλαιβμΝ πθΝα φαζέ λπθΝ έθαδΝ αγ λσμ,ΝΪλα,ΝΰδαΝ βθΝ�  γαΝδ ξτ δ,Νσ δΝ 

                                                                   � = ,                                                          (1.2) 

σπκυ >  

έθαδΝκΝ αγ λσμΝλυγησμΝ έ πλαιβμΝ πθΝα φαζέ λπθ,ΝαθΪΝηκθΪ αΝξλσθκυέΝ βζα ά,Ν έθαδΝβΝ

Ϋθ α βΝα φαζέ λκυέ 

Έ π,Ν υλαΝβΝ υθΪλ β β , , 

βΝκπκέαΝπαλδ ΪΝ κΝπζ σθα ηαΝ βμΝα φαζδ δεάμΝ αδλέαμ,ΝΫπμΝ βΝξλκθδεάΝ δΰηάΝ t εαδΝγαΝ

κλέα αδΝσππμΝπαλαεΪ πμ 

 

Ολδ ησμΝ1έζ  

Η κχα δεά αθΫζδιβ πζ κθΪ ηα κμ κλέα αδ ωμ ιάμμ = + � − = 

                                                               = + − ∑ = ,                                                    (1.3) 

σπκυ, 

 =  έθαδ κ αλχδεσ απσγ ηα,    

  έθαδ κ λυγησμ έ λαιβμ ωθ α φαζέ λωθ, αθΪ ηκθΪ α χλσθκυ εαδ 

  κδ υθκζδεΫμ απκαβηδυ δμ κ χλκθδεσ δΪ βηα [ , ] 
 

Γέθ αδΝ αφΫμΝσ δΝαπσΝ κθΝπαλαπΪθπΝκλδ ησ,ΝβΝ κξα δεάΝ δα δεα έαΝπζ κθΪ ηα κμΝηπκλ έΝ

θαΝπαέλθ δΝεαδΝαλθβ δεΫμΝ δηΫμΝεα ΪΝ δμΝξλκθδεΫμΝ δΰηΫμΝ  ηφΪθδ βμΝ πθΝεδθ τθπθέΝΌ αθΝ

πΫζγ δΝ ΰδαΝ πλυ βΝ φκλΪΝ ξλ κεκπέα,Ν σ Ν βΝ αθΫζδιβΝ πζ κθΪ ηα κμΝ έθαδΝ ΰδαΝ πλυ βΝ φκλΪΝ

αλθβ δεάέΝΓδαΝθαΝκλέ κυη Ν βθΝ πδγαθσ β αΝ ξλ κεκπέαμ,Ν γαΝ πλΫπ δΝ θαΝκλέ κυη Νπλυ αΝ βθΝ

ΫθθκδαΝ κυΝξλσθκυΝξλ κεκπέαμέ 
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Ολδ ησμΝ1έη 

Η χλκθδεά δΰηά T εα Ϊ βθ κπκέα β κχα δεά αθΫζδιβ πζ κθΪ ηα κμ ΰέθ αδ ΰδα πλυ β 

φκλΪ αλθβ δεά κθκηΪα αδ χλσθκμ χλ κεκπέαμ εαδ κλέα αδ ωμ ιάμμ 

= { { : < },∞,  ∀ . 
Όπκυ, 

 �, έθαδ β χλκθδεά δΰηά χλ κεκπέαμ, 

 β η αίζβ ά −  βζυθ δ βθ δηά κυ πζ κθΪ ηα κμ, αηΫ ωμ πλδθ πζβλωγ έ απσ 

βθ α φαζδ δεά πδχ έλβ β β απκαβηέω β πκυ πδφΫλ δ β χλ κεκπέα εαδ δ χτ δ σ δ − < , 

  έθαδ β η αίζβ ά πκυ βζυθ δ κ ηΫΰ γκμ βμ π υ βμ κυ πζ κθΪ ηα κμ εΪ ω 

απσ κ ηβ Ϋθ εαδ γα δ χτ δ σ δ > , 

 β | | εφλΪα δ β φκ λσ β α βμ χλ κεκπέαμ, βζα ά κ ηΫΰ γκμ κυ ζζ έηηα κμ 

β δΰηά βμ χλ κεκπέαμέ 

 

ΣκΝπαλαεΪ πΝΰλΪφβηαΝ έθαδΝαθ δπλκ ππ υ δεσΝ κυΝΟλδ ηκτΝ1έηΝ(σπκυΝ� = ). 
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Οπσ ,Νηπκλκτη ΝθαΝκλέ κυη Ν βθΝπδγαθσ β αΝξλ κεκπέαμΝπμΝ ιάμμ 

 

Ολδ ησμΝ1έθ 

Γδα αλχδεσ απσγ ηα, ΰδα κ κπκέκ γα δ χτ δ, σ δ  

, 

 β πδγαθσ β α χλ κεκπέαμ γα κλέα αδ ωμ ιάμμ 

                                                   = Pr < ∞| = .                                         (1.4) 

Η πδγαθσ β α θα ηβθ πΫλχ αδ χλ κεκπέα κθκηΪα αδ πδγαθσ β α ηβ-χλ κεκπέαμ ά πδγαθσ β α 

πδίέω βμέ Σβ υηίκζέακυη  η   εαδ έθ αδ απσ βθ παλαεΪ ω χΫ βμ 

                                                            = − .                                                    (1.5) 

 

 

1.2 ΣκΝΚζα δεσΝΜκθ ΫζκΝ βμΝΘ ωλέαμΝΚδθ τθκυέ 
 

ΣκΝεζα δεσΝηκθ ΫζκΝαπκ ζ έΝ κΝπδκΝ δα κηΫθκΝεαδΝ υλΫπμΝΰθπ σΝηκθ ΫζκΝ βμΝΘ πλέαμΝ

Κδθ τθκυέΝ Έξ δΝ ξ έΝ η ΰΪζβΝ αθαΰθυλδ β,Ν εαγυμΝ ιυπβλ έΝ βθ τλ βΝ πδκΝ απζυθΝ

ηαγβηα δευθΝυπκζκΰδ ηυθΝ Ν τΰελδ βΝη ΝΪζζαΝηκθ ΫζαέΝ βΝ υθΫξ δα,ΝγαΝεΪθκυη ΝζσΰκΝ

ΰδαΝ αΝ βηαθ δεσ λαΝ απκ ζΫ ηα αΝ κυΝ εζα δεκτΝ ηκθ ΫζκυΝ βμΝ Θ πλέαμΝ Κδθ τθκυ,Ν αΝ

κπκέαΝγαΝηαμΝίκβγά κυθΝ αΝ πση θαΝε φΪζαδαΝθαΝεα αθκά κυη Ν κΝγΫηαΝ βμΝ λΰα έαμέ 

τηφπθαΝ η Ν κΝ εζα δεσΝ ηκθ Ϋζκ,Ν κδΝ θ δΪη κδΝ ξλσθκδΝ ηφΪθδ βμΝ πθΝ αβηδκΰσθπθΝ

θ ξκηΫθπθΝαεκζκυγκτθΝ βθΝ εγ δεάΝεα αθκηάέΝΚκδθυμ,ΝκδΝ υξαέ μΝη αίζβ Ϋμ { , }, 
αεκζκυγκτθΝεκδθάΝ εγ δεάΝεα αθκηάΝ   η ΝπαλΪη λκΝ έΝ βζα ά,ΝγαΝδ ξτ δ σ δμ                                                     Pr = − −� ,     > ,     >                               (1.6) 

Ό κθΝ αφκλΪΝ βΝ κξα δεάΝ αθΫζδιβΝ  κΝ εζα δεσΝ ηκθ ΫζκΝ έθαδΝ ηέαΝ κξα δεάΝ

αθΫζδιβΝPoisson,ΝπκυΝ βηαέθ δΝππμΝβΝπδγαθσ β αΝΪφδιβμΝ θσμΝ θ ξκηΫθκυΝ ΝΫθαΝ δΪ βηαΝ

έθαδΝαθΪζκΰβΝ κυΝηάεκυμΝ κυΝ θΝζσΰπΝ δα άηα κμέΝ 
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Οπσ , 

                                         � = = −� � �! ,     > ,     >                               (1.7) 

ΟδΝ υξαέ μΝη αίζβ ΫμΝ� , � ,… , �  εαδΝ  έθαδΝαθ ιΪλ β μ,Ν θυΝκδΝ υξαέ μΝη αίζβ ΫμΝ�  έθαδΝαθ ιΪλ β μΝεαδΝδ σθκη μΝεαδΝΫξκυθΝαπσΝεκδθκτΝ υθΪλ β βΝεα αθκηάμ, = Pr  

εαδΝ υθΪλ β βΝπυεθσ β αμΝπδγαθσ β αμ, = Pr =  

εαγυμΝεαδΝ υθΪλ β βΝ ιδΪμΝκυλΪμ, ̅ = − F =                      = − Pr = 

                 = −∫∞  

ΣβθΝαθαη θση θβΝ δηάΝ βμΝαβηδΪμΝ βθΝυπκζκΰέακυη ΝαπσΝ κθΝαεσζκυγκΝ τπκμ 

= � � = ∫∞  

άΝαπσΝ κθΝ τπκΝ 

= � � = ∫ ̅∞  

εσηβ,Νη Ν  υηίκζέακυη Ν βΝ υθΪλ β βΝδ κλλκπέαμΝ βμΝ υξαέαμΝη αίζβ άμΝ� ΰδαΝ βθΝ

κπκέαΝΰθπλέακυη Νσ δμ = − ̅ = 

               = ∫ ̅ = 

                                                                              = ∫ ,     >                                      

Όπκυ,Νπλκφαθυμ, 

                                                                        = ̅                                                                .  
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 κΝ υΰε ελδηΫθκΝ ηκθ ΫζκΝ γαΝ γ πλά κυη Ν ηέαΝ αεσηβΝ κξα δεάΝ αθΫζδιβ,Ν αυ άΝ βμΝ

έ πλαιβμΝ πθΝα φαζέ λπθ,Ν βθΝκπκέαΝγαΝ υηίκζέ κυη Νη Ν�  εαδΝΰδαΝ βθΝκπκέαΝδ ξτ δΝ

σ δμ                                                                         � =                                                                        (1.9) 

ΌπκυΝ  έθαδΝκΝλυγησμΝ έ πλαιβμΝ πθΝα φαζέ λπθΝεαδΝ αΝα φΪζδ λαΝ δ πλΪ κθ αδΝ κΝ

ξλκθδεσΝ δΪ βηαΝ[ , ]έΝ έθαδΝαθαΰεαέκΝθαΝδ ξτ δΝβΝ υθγάεβ [ ], 
βζα ά,Ν κΝηΫΰ γκμΝ πθΝα φαζέ λπθΝπκυΝ δ πλΪ κυη Ν κΝ [ , ] θαΝ έθαδΝ παλεά,Νκτ πμΝ

υ ΝθαΝεαζυφγκτθΝκδΝαθαη θση θ μ υθκζδεΫμΝαπκαβηδυ δμέ 

Όππμ,Νά βΝαθαφΫλαη ,Ναφκτ ~� , 
γαΝδ ξτκυθΝ αΝπαλαεΪ πμ 

ΗΝηΫ βΝ δηάΝ βμΝ κξα δεάμΝαθΫζδιβμΝ κυΝαλδγηκτΝ πθΝεδθ τθπθΝγαΝ έθ αδΝαπσΝ κθΝ τπκ,                                                                          [ ] =                                                             .  

ΗΝαθαη θση θβΝ δηάΝ κυΝη ΰΫγκυμΝ πθΝ υθκζδευθΝαπκαβηδυ πθΝγαΝυπκζκΰέα αδΝαπσΝ κθΝ

παλαεΪ πΝ τπκ, [ ] = [ ] [ ] =                                                                             = [ ]                                                                 .  

Οπσ ,Ν ζδεΪ,Ναυ σΝπκυΝγΫζκυη ΝθαΝδ ξτ δΝ έθαδΝ κΝ ιάμμ 

          [ ] ⇒ 

                   [ ] [ ] ⇒ 

         [ ] ⇒                                                                               �[�]                                                      (1.12) 
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Ολδ ησμΝ1έι 

Αεσηβ, γα κλέ κυη  εαδ ηέα παλΪη λκ , β κπκέα γα εφλΪα δ κ π λδγυλδκ α φαζ έαμ, ΰδα κ 

κπκέκ γα Ϋχκυη μ                                                                     = + [ ]                                                         .  

 

Ολδ ησμΝ1έκ 

 κ εζα δεσ ηκθ Ϋζκ βμ γ ωλέαμ εδθ τθκυ κλέακυη  ηέα αεσηβ Ϋθθκδα, ΰθω β ωμ 

υθ ζ άμ πλκ αληκΰάμ, βθ κπκέα υηίκζέακυη  η   εαδ πλσε δ αδ ΰδα β ηκθα δεά γ δεά 

λέαα βμ ιέ ω βμμ                                                          + + � =                                                   .  

σπκυ, 

 , έθαδ κ π λδγυλδκ α φαζ έαμ εαδ 

 , έθαδ β λκπκΰ θθά λδα βμ υχαέαμ η αίζβ άμ Χ κ βη έκ r, πκυ κλέα αδ ωμ 

ιάμμ = =                       = ∫∞  

Μέα ετλδα πλκςπσγ β ΰδα θα Ϋχκυη  β υθα σ β α θα κλέ κυη  κθ υθ ζ ά πλκ αληκΰάμ, 

έθαδ β τπαλιβ λκπκΰ θθά λδαμ βμ υχαέαμ η αίζβ άμ Χέ 

 

1.3 ΗΝ θδ σ β αΝ κυΝLundberg. 

 

ΗΝπδκΝ υλΫπμΝ δα κηΫθβΝαθδ σ β αΝ κΝηκθ ΫζκΝπκυΝη ζ Ϊη Ν έθαδΝαυ άΝ κυΝLundbergέΝΗΝ

αθδ σ β αΝ υ ξ έα δΝ τκΝ Ϋθθκδ μΝπκυΝ Ϋξκυη Νά βΝκλέ δΝ παλαπΪθπ,Ναυ άΝ βμΝπδγαθσ β αμΝ

ξλ κεκπέαμ,Ν η Ν αυ άΝ κυΝ υθ ζ άΝ πλκ αληκΰάμ,Ν υπκζκΰέακθ αμΝ ΪθπΝ φλΪΰηα αΝ ΰδαΝ βθΝ

πδγαθσ β αΝ ξλ κεκπέαμΝ Ν υθΪλ β βΝ η Ν κΝ υθ ζ άΝ πλκ αληκΰάμΝ εαδΝ κΝ αλξδεσΝ

απκγ ηα δεσέ 
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Θ υλβηαΝ1έ2 

 βθ π λέπ ω β πκυ ΰθωλέακυη  σ δ υπΪλχ δ κ υθ ζ άμ πλκ αληκΰάμ , σ  Ϋθα Ϊθω 

φλΪΰηα βμ πδγαθσ β αμ χλ κεκπέαμ η  αλχδεσ ε φΪζαδκ  έθαδ κ ιάμμ                                                                       −�                                                                 .  

ΗΝαθδ σ β αΝ κυΝLundberg Ϋξ αδΝ τκΝ ληβθ έ μμ 

 ΰδαΝ ΰθπ σΝ αλξδεσΝ ε φΪζαδκΝ ,Ν κΝ υθ ζ άμΝ πλκ αληκΰάμΝ έθαδΝ αθ δ λσφπμΝ

αθΪζκΰκμΝ βμΝπδγαθσ β αμΝξλ κεκπέαμ,Νεαδ 

 σ αθΝ κΝ υθ ζ άμΝ πλκ αληκΰάμΝ  έθαδΝ ΰθπ σμ,Ν σ Ν κΝ αλξδεσΝε φΪζαδκΝ έθαδΝ

αθ δ λσφπμΝαθΪζκΰκΝ βμΝπδγαθσ β αμΝξλ κεκπέαμέ 

 

 

1.4 ΗΝΘ η ζδυ βμΝ ιέ ω βΝ κυΝLundberg. 

 

Ολδ ησμΝ1έλ 

Ωμ γ η ζδυ β ιέ ω β κυ Lundberg κλέακυη  βθ ιέ ω β πκυ Ϋχ δ βθ ιάμ ηκλφάμ 

                                                  + ̂ − + =                                                      .  

Όπκυ, β ̂  υπκζκΰέα αδ σπωμ παλαεΪ ω, 

                                                              ̂ = ∫ −                                                     .∞
 

Καδ πλσε δ αδ ΰδα κθ η α χβηα δ ησ δaplace βμ υθΪλ β βμ πυεθσ β αμ πδγαθσ β αμ βμ , 

έ Η γ η ζδυ βμ ιέ ω β κυ Lundberg ΰδα >  Ϋχ δ ηέα γ δεά λέαα, βθ κπκέα 

υηίκζέακυη  η  = . 

 

ΗΝ υΰε ελδηΫθβΝ ιέ π βΝΫξ δΝγ δεΫμΝλέα μΝΰδαΝ > ,Ναθ ιΪλ β αΝαπσΝ κΝαθΝ κΝπ λδγυλδκΝ

α φαζ έαμΝ  παέλθ δΝγ δεΫμΝ δηΫμΝάΝσξδέΝ θυ,ΝΰδαΝ = , 

 αθΝ < ,Ν σ ΝβΝ ιέ π βΝΫξ δΝγ δεΫμΝλέα μ,Νεαδ 

 αθΝ > ,Ν σ ΝΫξ δΝλέα μΝπκυΝ έθαδΝέ μΝη Ν κΝηβ Ϋθέ 
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1.5 ΗΝυθΪλ β βΝ ωθΝGerber-Shiu. 

 

ΗΝ υθΪλ β βΝη Ν βθΝκπκέαΝκδΝGerber εαδΝShiu εα Ϊφ λαθΝθαΝηκθ ζκπκδά κυθ,Ν κΝ1λλκ,Ν κθΝ

ξλσθκΝ εαδΝ αΝ ηΫ λαΝ ξλ κεκπέαμΝ κθκηΪα αδΝ πλκ ικφζβηΫθβΝ υθΪλ β βΝ πκδθάμΝ (Expected 

discounted penalty function)Ν άΝ αζζδυμΝ υθΪλ β βΝ πθΝ Gerber-ShiuέΝ Κα Ϊφ λαθ,Ν βζα ά,Ν

ηΫ αΝ ΝηέαΝ υθΪλ β βΝθαΝ υηπ λδζΪίκυθΝ δμΝ υξαέ μΝη αίζβ ΫμΝ ,ΝπκυΝσππμΝΫξκυη Νά βΝ

κλέ δΝ έθαδΝκΝξλσθκμΝξλ κεκπέαμΝ( βζα ά,ΝβΝξλκθδεάΝ δΰηά,Νεα ΪΝ βθΝκπκέαΝ κΝπζ σθα ηαΝ

παέλθ δΝΰδαΝπλυ βΝφκλΪΝαλθβ δεάΝ δηά),Ν βθΝ| | πκυΝ έθαδΝ κΝΫζζ δηηαΝαελδίυμΝη ΪΝ βΝ

ξλ κεκπέαΝ εαδΝ −  πκυΝ έθαδΝ κΝ πζ σθα ηαΝ πλδθΝ βΝ ξλ κεκπέαέΝ ΗΝ υθΪλ β βΝ αυ ά,Ν

ζκδπσθ,Νκλέα αδΝη Ν κθΝπαλαεΪ πΝ λσπκμ 

 

Ολδ ησμΝ1έ1ί 

Ό αθ  εαδ  β υθΪλ β β ωθ Gerber-Shiu Ϋχ δ β ηκλφάμ                         � = { −� { − , | |} < ∞ | = },                .  

σπκυ, 

 , έθαδ β Ϋθ α β αθα κεδ ηκτ, 

 β ,  έθαδ δ δΪ α β υθΪλ β β κ ℝ  πκυ κθκηΪα αδ υθΪλ β β πκδθάμ εαδ 

β κπκέα παέλθ δ δηΫμ κ δΪ βηα [ ,∞] 
 ∙  έθαδ ηέα έε λδα υθΪλ β β, β κπκέα αθ πΪλ δ βθ δηά 1, βηαέθ δ πωμ Ϋχ δ 

πΫζγ δ χλ κεκπέα, θυ αθ πΪλ δ βθ δηά ί σ  δ χτ δ κ αθ έγ κ, εαδ 

 −�  έθαδ κ η αχβηα δ ησμ Laplace, πκυ ηπκλ έ θα χαλαε βλδ έ εαδ ωμ 

πλκ ικφζβ δεσμ παλΪΰκθ αμέ 

 

ΗΝ υθΪλ β βΝ πθΝ Gerber-Shiu έθαδΝ ΰθπ ά,Ν σππμΝ αθαφΫλαη Ν εαδΝ πμΝ αθαη θση θβΝ

πλκ ικφζβηΫθβΝ υθΪλ β βΝ πκδθάμ,Ν ΰδα έΝ απκ ζ έΝ βθΝ πλκ ικφζβηΫθβΝ πκδθάΝ πκυΝ

πδίΪζζ αδ,Ν σ αθΝ υηί δΝ βΝ ξλ κεκπέαέΝ ΗΝ υθΪλ β βΝ πκδθάμΝ ,  ηπκλ έΝ θαΝ πΪλ δΝ

δαφκλ δεΫμΝ δηΫμΝεαδΝηκλφΫμ,ΝεδΝΫ δ,ΝαπσΝ κθ κλδ ησΝ βμΝ �  πλκετπ κυθΝ δαφκλ δεΪΝ

ηΫ λαΝεδθ τθκυέΝ βΝ υθΫξ δα,ΝπαλαγΫ κυη Ν δμΝπδκΝδ δαέ λ μΝπ λδπ υ δμ: 

1) ΓδαΝ , =  

εαδ 
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> , 

 γαΝΫξκυη μ 

� = { −� ∙ ∙ < ∞ | = } = = { −� < ∞ | = } 
πκυΝ έθαδΝ κΝ η α ξβηα δ ησμΝ Laplace κυΝ ξλσθκυΝ ξλ κεκπέαμ,Ν σ αθΝ πλκετπ δΝ

ξλ κεκπέαέ 

 

2) Γδα , =  

εαδΝ = , 

           παέλθκυη μ = { − ∙ ∙ < ∞ | = } =         =  { ∙ ∙ < ∞ | = } = = { < ∞ | = } =     = � < ∞| = =          =                                            
πκυΝ έθαδΝβΝπδγαθσ β αΝξλ κεκπέαμέ 

 

3) Γδα , =  

εαδΝ > : 

� = { −� − | | < ∞ | = } = = � , |                                                                                 
πκυΝ έθαδΝ βΝ απσΝ εκδθκτΝ πλκ ικφζβηΫθβΝ υθΪλ β βΝ εα αθκηάμΝ πθΝ −  εαδΝ| | βΝ δΰηάΝπκυΝ πΫλξ αδΝξλ κεκπέαέ 

 

4) Γδα , = ,  

εαδ = : = [ − | | < ∞ | = ] =   = � − , | | , < ∞| = = = , |                                                                      
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πκυΝ έθαδΝ βΝ απσΝ εκδθκτΝ υθΪλ β βΝ εα αθκηάμΝ πθ −  εαδΝ | |,Ν βΝ κπκέαΝ

βζυθ δΝ βθΝπδγαθσ β αΝθαΝ πΫζγ δΝξλ κεκπέαΝσ αθΝ κΝαλξδεσΝε φΪζαδκΝ έθαδΝ  εαδΝ

κΝπζ σθα ηαΝπλδθΝ βΝξλ κεκπέαΝ έθαδΝ κΝπκζτΝ ,Ν θυΝ κΝΫζζ δηηαΝ βΝ δΰηάΝ βμΝ

ξλ κεκπέαμΝθαΝ έθαδΝ κΝπκζτΝ . 
 

5) Γδα , = = ,  

εαδΝ > , 

πλκετπ δμ 

� = { −� − = | | = < ∞ | = } = = � , |                                                                                
κΝαπκ Ϋζ ηαΝπκυΝπαέλθκυη Ναπκ ζ έΝ βθΝαπσΝεκδθκτΝπλκ ικφζβηΫθβΝ υθΪλ β βΝ

πυεθσ β αμΝπδγαθσ β αμΝ πθΝ −  εαδΝ| | βΝ δΰηάΝπκυΝ πΫλξ αδΝξλ κεκπέαέ 

 

6) ΓδαΝ , = = ,  

 εαδΝ = , 

Ϋξκυη μ = [ − = | | = < ∞ | = ] = = , |                                                                     
βΝ κπκέαΝ πλσε δ αδΝ ΰδαΝ βθΝ απσΝ εκδθκτΝ υθΪλ β βΝ πυεθσ β αμΝ πδγαθσ β αμΝ πθΝ−  εαδΝ| | βΝ δΰηάΝ βμΝξλ κεκπέαμέ 

 

7) Γδα , =  

εαδΝ > : 

� =  { −� − < ∞ | = } = = � |                                                          
πκυΝ έθαδΝβΝπλκ ικφζβηΫθβΝπ λδγυλδαΝ υθΪλ β βΝεα αθκηάμΝ βμΝ −  βΝ δΰηάΝ

βμΝξλ κεκπέαμέ 

 

8) Γδα  , =  
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 εαδΝ = : = { − < ∞| = } =     = � − , < ∞| = = = |                                                 
σπκυ,ΝΝ |  βζυθ δΝ βθΝπδγαθσ β αΝθαΝ υηί έΝξλ κεκπέα,Νη ΝαλξδεσΝε φΪζαδκΝ  

εαδΝ κΝηΫΰ γκμΝ κυΝπζ κθΪ ηα κμΝπλδθΝ βΝξλ κεκπέαΝθαΝ έθαδΝ κΝπκζτΝ . 

 

9) Γδα , = =  

εαδ = : 

� = { −� − = < ∞| = } = = � |                                                          
γαΝΫξκυη ΝπμΝαπκ Ϋζ ηαΝ βθΝπλκ ικφζβηΫθβΝπ λδγυλδαΝ υθΪλ β βΝπυεθσ β αμΝ βμΝ−  βΝ δΰηάΝπκυΝ πΫλξ αδΝξλ κεκπέαέ 

 

10) Γδα , = =  

εαδ = : = { − = < ∞| = } = = |                                                 
Παέλθκυη Ν βθΝ π λδγυλδαΝ υθΪλ β βΝ πυεθσ β αμΝ βμΝ −  βΝ δΰηάΝ βμΝ

ξλ κεκπέαμέ 

 

11) Γδα , =  

εαδ > : 

� = { −� | | < ∞| = } = = � |                                                         
Έξκυη Ν βθΝπλκ ικφζβηΫθβΝπ λδγυλδαΝ υθΪλ β βΝεα αθκηάμΝ βμΝ| | βΝ δΰηάΝ

βμΝξλ κεκπέαμέ 
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12) Γδα , =  

εαδΝ = : = { | | < ∞| = } =     = � | | , < ∞| = =         = |                                                         
Έξκυη Ν βθΝπ λδγυλδαΝ υθΪλ β βΝεα αθκηάμΝ βμΝ| | βΝ δΰηάΝ βμΝξλ κεκπέαμέΝ

ΠδκΝ υΰε ελδηΫθα,Ν κΝ απκ Ϋζ ηαΝ εφλΪα δΝ βθΝ πδγαθσ β αΝ θαΝ υηί έΝ ξλ κεκπέα,Ν

σ αθΝ κΝαλξδεσΝε φΪζαδκΝ έθαδΝ  εαδΝ κ τοκμΝ ζζ έηηα κμΝ βΝ δΰηάΝ βμΝξλ κεκπέαμΝ

έθαδΝ κΝπκζτΝ . 

 

13) Γδα , = =  

εαδ > : 

� = { −� | | = < ∞| = } = = � |                                                          
Πλκετπ δΝβΝπλκ ικφζβηΫθβΝπ λδγυλδαΝ υθΪλ β βΝεα αθκηάμΝ βμΝ| | βΝ δΰηάΝ

πκυΝ πΫλξ αδΝξλ κεκπέαέ 

 

14) Γδα , = =  

εαδ = : = { | | = < ∞| = } = = |                                                          
Πλκετπ δΝβΝπ λδγυλδαΝ υθΪλ β βΝπυεθσ β αμΝ βμΝ| | βΝ δΰηάΝπκυΝ πΫλξ αδΝ

ξλ κεκπέαέ 

 

15) Γδα , =  άΝ , =  

εαδ = : = { − < ∞| = } 
ά 
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= {| | < ∞| = } 
αθ έ κδξαέ 

 

ΘαΝπλΫπ δΝθαΝ κθέ κυη Νσ δΝβΝ υθΪλ β βΝ πθΝGerber-Shiu θΝπαέα δΝ βηαθ δεσΝλσζκΝησθκΝ

βθΝαθαζκΰδ δεάΝ πδ άηβ,ΝαζζΪΝ έθαδΝδ δαέ λαΝξλά δηβΝεαδΝ βΝξλβηα κκδεκθκηδεάΝ(πέξέΝ

ΰδαΝ βθΝ δηκζσΰβ βΝ θσμΝ η λδεαθδεκτΝ put option)έΝ ΟδΝ Gerber εαδΝ Shiu η ΪΝ απσΝ υλ έαΝ

η ζΫ βΝπκυΝ ΫεαθαθΝ ΰδαΝ βθΝαθαη θση θβΝπλκ ικφζβηΫθβΝ υθΪλ β βΝπκδθάμΝ κΝ εζα δεσΝ

ηκθ ΫζκΝ βμΝ γ πλέαμΝ εδθ τθκυΝ απΫ διαθΝ σ δΝ βΝ  δεαθκπκδ έΝ ηέαΝ κζκεζβλκ δαφκλδεάΝ

ιέ π βΝ τπκυΝVolteraέΝΗΝζτ βΝ βμΝκζκεζβλκ δαφκλδεάμΝ ιέ π βμΝπλκετπ δΝη Ν βΝξλά βΝ

πθΝ η α ξβηα δ ηυθΝ Laplace εαδΝ ηαμΝ κ βΰ έΝ κΝ υηπΫλα ηαΝ σ δΝ βΝ αθαη θση θβΝ

πλκ ικφζβηΫθβΝ υθΪλ β βΝπκδθάμΝδεαθκπκδ έΝηέαΝ ζα πηα δεάΝαθαθ π δεάΝ ιέ π βέΝΟδΝLin 

εαδΝ Willmot (1λλλ)Ν ίλάεαθΝ βΝ ΰ θδεάΝ ζτ βΝ αυ άμΝ Ν σλκυμΝ βμΝ κυλΪμΝ ηέαμΝ τθγ βμΝ

ΰ πη λδεάμΝεα αθκηάμέ 

 

Θ υλβηαΝ1έ3 

Η αεσζκυγβ κζκεζβλκ δαφκλδεά ιέ ω β δεαθκπκδ έ αδ απσ β υθΪλ β β  ωθ Gerber-

Shiu 

                     ′ = + − ∫ − − ,                      .  

σπκυ, 

= ∫ , − .∞
 

Γδα = , , =  

 βΝ υθΪλ β βΝ βμΝ  παέλθ δΝ βΝ ηκλφάΝ βμΝ πδγαθσ β αμΝ ξλ κεκπέαμΝ  εαδΝ Ϋ δΝ

κ βΰκτηα Ν κΝπαλαεΪ πΝπσλδ ηαέ 
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Πσλδ ηαΝ1έ1 

ΗΝπδγαθσ β αΝξλ κεκπέαμΝ  δεαθκπκδ έΝ βθΝκζκεζβλκ δαφκλδεάΝ ιέ π β 

                          ′ = − ∫ − − ̅ ,                         .  

σπκυ, 

̅ = − = ∫∞  

 

Παλα άλβ βΝ1έ1 

πσΝ κΝ πσλδ ηαΝ πκυΝ αθαφΫλαη Ν παλαπΪθπΝ πλκετπ δΝ σ δΝ βΝ  απκ ζ έΝ βΝ ιδΪΝ κυλΪΝ

ηέαμΝ τθγ βμΝΰ πη λδεάμΝεα αθκηάμΝεαδΝδ ξτ δΝσ δμ                                                                   = Pr > ,                                                        .  

σπκυ, = + +⋯+  

σπκυ, ~  

ΰδα 

= � .⇒         
                                                                = +                                                                     .  

πδ βηαέθκυη Νσ δ,ΝκδΝ υξαέ μΝη αίζβ ΫμΝ  έθαδΝαθ ιΪλ β μΝεαδΝ δ σθκη μΝη Ν υθΪλ β βΝ

πυεθσ β αμΝπδγαθσ β αμΝ . 
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πσ διβΝ βμΝΧ1έ22Ψ 

Οζκεζβλυθκθ αμΝ βθΝ(1έβί)Ν κΝ δΪ βηαΝ[ ,∞  Ϋξκυη μ 

             ∫ ′ = ∫ − ∫ ∫ − − ∫ ̅∞∞∞∞
 

     ⇒  ∞ − = ∫ − ∫ ∫ − − ∫ ̅∞∞∞
 

  ∞ =⇒      − = ∫ − ∫ ∫ − − ∫ ̅∞∞∞
 

ζζΪακθ αμΝ αΝσλδαΝ πθΝκζκεζβλπηΪ πθ,Νπαέλθκυη μ 

{ < ∞<  

⇒ { < ∞< ∞      
       − = ∫ − ∫ ∫ − − ∫ ̅∞∞∞∞

 

 ⇒ − = ∫ − ∫ ∫ − − ∫ ̅∞∞∞∞
 

     ⇒ − = ∫ − ∫ ∫ − − ∫ ̅∞∞∞∞
 

ΘΫ κυη Ν:     − =  

⇒ = +  

⇒ =    
oπσ ΝεαδΝ αΝσλδαΝ κυΝκζκεζβλυηα κμΝγαΝΰέθκυθμ < ∞ 

       ⇒ − − < ∞ 

⇒ − < ∞ 
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⇒ < ∞        
Άλα,Ν ζδεΪΝκ βΰκτηα Ν κΝ ιάμμ 

= − ∫ + ∫ ∫∞∞∞ + ∫ ̅∞  

⇒ = − ∫ + ∫ ∫∞∞∞ + ∫ ̅∞       
Όηπμ,Ν∫∞ = ,Νκπσ μ 

= − ∫ + ∫∞∞ ∙ + ∫ ̅∞  

⇒ = − ∫ + ∫∞∞ + ∫ ̅∞            
πέ βμ,Ν∫ =∞

 εαδΝ∫∞ = ,ΝΪλαμ 

= − ∙ + ∙ + ∫ ̅∞  

⇒ = − + + ∫ ̅∞                 
⇒  = + ∫ ̅∞                             
⇒  = ∫ ̅∞                                    

Όπκυ,Ν∫ ̅∞ = � ,Νκπσ Νπαέλθκυη μ 

=  

Όηπμ,ΝαπσΝ(1έ1γ)ΝβΝ ζ υ αέαΝ ξΫ βΝΰέθ αδμ 

= + �  

⇒ = +                                
Οπσ Νεα αζάιαη Ν βθΝ(1έββ)Ν βμΝπαλα άλβ βμΝ(1.1). 
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εσηβ,ΝαπσΝ(1έη)Ν υηπ λαέθκυη ΝεαδΝσ δμ = −  

⇒ = − +     
     ⇒ = ++ − +  

⇒ = + −+     
⇒ = +            

 

1.6 ΗΝΟζκεζβλκ δαφκλδεάΝ ιέ ω βΝπκυΝΙεαθκπκδ έΝβΝυθΪλ β βΝ

Gerber-Shiu. 

 

η τκθ αμΝπμΝπλκμΝ κΝξλσθκΝ  εαδΝ κΝηΫΰ γκμΝ ,Ν βμΝπλυ βμΝαπαέ β βμΝ,Ν βζα ά,Ν� =  

εαδ � = ,ΝαπσΝ κΝθσηκΝκζδεάμΝπδγαθσ β αμ,ΝΫξκυη μ 

= ∫ ∫ | , =∞∞         
       = ∫ ∫ −� | , =∞∞        

                                                  = ∫ −� {∫ | ,∞ }∞                                    .  

Ό αθΝ ηφαθέα αδΝ κΝπλυ κΝclaim,Ν έθαδΝ = + −  κπσ μ 

θ 

{ + , �ό�   �  > + , �ό�  �   

Έ δ,Ν ΰδαΝ παλΪ δΰηα,Ν αθΝ + ,Ν π δ άΝ θΝ ηφαθέα αδΝ ξλ κεκπέαΝ βΝ ξλκθδεάΝ

δΰηάΝ ,ΝβΝ δα δεα έαΝαθαθ υθ αδΝι εδθυθ αμΝη ΝαλξδεσΝε φΪζαδκΝ + − . 
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θυ,ΝαθΝ > + ,Ν σ Ν � < ∞ = , 

ΰδα έΝ ηφαθέα αδΝ έΰκυλαΝξλ κεκπέα,ΝεαδΝ − = + , | | = − − , 
εαδΝ υθ πυμΝαπσΝ βθΝ .  παέλθπμ 

                  = ∫ −� {∫ −� + −+∞
+∫ −� + , − −∞

+ } = 

= − �+� {∫ + − +∫ + , − −∞
+

+ }  .  

ΘΫ κυη ,Ν       = +  

  ⇒ − =  

⇒ = −
 

Οπσ , 

=  

εαδΝαζζΪακθ αμΝ αΝσλδα, < ∞     
⇒ − < ∞ 

⇒ − < ∞ 

⇒ < ∞        
 

 



24 

 

Άλα,ΝαπσΝ βθΝ .  παέλθπ: 

                   = ∫ − �+� − ∫ −        ∞
+ ∫ − �+� − ∫ , −∞∞

 

ΘΫ κυη , 

= ∫ , −∞
 

Οπσ ΝβΝπλκβΰκτη θβΝ ξΫ βΝΰλΪφ αδμ 

= ∫ − �+� − ∫ − + ∫ − �+� −∞∞
 

 ⇒ = ∫ − �+� − ∫ − + ∫ − �+� −∞∞      .  

Έπ δ α,ΝγαΝπαλαΰπΰέ κυη Ν βθΝ .  πμΝπλκμΝ . 

a. ΘΫ κυη , , = − �+� − ∫ −  

Σσ , 

∫ − �+� − ∫ −∞
 

= ∫ ,∞                                                       
                                         = − , + ∫ ,                                                              .  ∞

 

Όπκυ, ,                                                
= [ − �+� − ∫ − ]
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      = ∫ − { [ − �+� − ]} 

                               = ∫ − {− + − − �+� − } 
                 = ∫ − {− + − − �+� − } 

= ∫ − { + − �+� − } 
 = + − �+� − ∫ −       

                                             = + ,                                                                                      .  

πσΝ .  εαδΝ .  παέλθκυη : 

∫ − �+� − ∫ −∞
 

       = − , + ∫ + ,                                ∞
 

= − , + + ∫ ,                         ∞
 

b. Έ π,Ν υλα,Νσ δΝ , = − �+� −
 

Σσ , 

∫ − �+� −∞
 

= ∫ ,∞                         
= − , + ∫ ,∞    
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Μ Ν κθΝέ δκΝ λσπκ,ΝσππμΝ βθ 

 (aέ)Ν πδζτκυη ΝεαδΝίλέ εκυη μ 

= − + + ∫ ,∞
 

Άλα,Ν ζδεΪΝβΝ .  έθ δ: 

′ = {−∫ − + + ∫ − �+� −∞ ∫ − }
+ {− + + ∫ − �+� −∞ }  

    ⇒  ′ = − ∫ − + + ∫ − �+� −∞ ∫ −
− + + ∫ − �+� −∞           

⇒ ′ = − {∫ − + } +                                                                   
                     + + { ∫ − �+� −∞ ∫ − + ∫ − �+� −∞ } 
 .⇒   ′ = − {∫ − + } + +                                         

Οπσ , 

′ = + − {∫ − + }                                                    
⇒ ′ = + − ∫ − − ,                                            .  

υ ά,Νζκδπσθ,Ν έθαδΝβΝκζκεζβλκ δαφκλδεάΝ ιέ π βΝπκυΝδεαθκπκδ έΝβΝ . 

 Όπκυ,ΝΰδαΝ = ,  , =  
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έθαδΝαπσΝ . : =  

εαδ = ̅  

έθαδΝβΝκζκεζβλκ δαφκλδεάΝ ιέ π βΝπκυΝ έιαη ΝπαλπΪθπΝσ δΝδεαθκπκδ έΝβΝ . 

 

1.7 Μ α χβηα δ ησμΝLaplace βμΝυθΪλ β βμΝGerber –Shiu. 

 

ΓδαΝθαΝίλκτη Ν κθΝη α ξβηα δ ησΝLaplace βμΝ ,ΝγαΝπΪλκυη Νη α ξβηα δ ησΝLaplace 

βθΝ . . 

Έ π,Ν 

̂ = ∫ −∞
 

εαδ 

̂ = ∫ −∞
 

Χλβ δηκπκδυθ αμΝ βΝηΫγκ κΝ βμΝπαλαΰκθ δεάμΝκζκεζάλπ βμ,ΝΫξκυη μ 

∫ − ′∞
 

= − | ∞= −∫ − ′∞
 

= − − −∫ − ′∞
 

= − × −∫ − ′∞
 

= − −∫ − −∞
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= − +∫ −∞
 

= ∫ −∞ −  

= ̂ −  

Σσ ΝαπσΝ . ,ΝΫξκυη : 

∫ − ′ = + ∫ −∞∞
− ∫ − − − ∫ −∞

 

⇒ [ ̂ − ] = + ̂ − ̂ ̂ − ̂  

⇒ ̂ − = + ̂ − ̂ ̂ − ̂  

⇒ ̂ − + ̂ + ̂ ̂ = − ̂  

⇒ { − + + ̂ } ̂ = − ̂  

⇒ ̂ = − ̂− + + ̂  

⇒ ̂ = ̂ −+ − − ̂  

ΗΝ ζ αέαΝ ξΫ βΝ βζυθ δΝ κΝη α ξβηα δ ησΝLaplace βμΝ υθΪλ β βμΝGerber-Shiu. 
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Κ Φ Λ ΙΟΝ2 

 

ΣΟΝΚΛ ΙΚΟΝΜΟΝΣ ΛΟΝΣΗΝΘ ΧΡΙ ΝΚΙΝ ΤΝΧΝΝ

Μ Ν Ν ΝΝΟΡΟΝ Ι ΥΤΗ 

 

 Ναυ σΝ κΝε φΪζαδκΝγαΝΰέθ δΝ ζσΰκμΝ ΰδαΝ κΝεζα δεκΝηκθ ΫζκΝ βμΝγ πλέαμΝεδθ τθπθ,Νσ αθΝ

αυ σΝπ λδΫξ δΝεδΝΫθαθΝσλκΝ δΪξυ βμ,ΝκΝκπκέκμΝ πβλ Ϊα δΝ βθΝπκλ έαΝ κυΝξαλ κφυζαεέκυΝ κυΝ

α φαζδ δεκτΝκλΰαθδ ηκτΝπαέακθ αμΝ βηαθ δεσΝλσζκΝ βθΝπδγαθσ β αΝθαΝξλ κεκπά δέΝΣκΝ

ά βΝ υπΪλξκθΝ ηκθ ΫζκΝ π ε έθ αδΝ εαδΝ βΝ πδγαθσ β αΝ ξλ κεκπέαμ,Ν σππμΝ εαδΝ βΝ υθΪλ β βΝ

Gerber-Shiu η αίΪζζκθ αδΝζσΰπΝ βμΝπλκ γάεβμΝ κυΝσλκυΝ δΪξυ βμέΝΠαλαεΪ πΝ ι Ϊακυη Ν

αθαζυ δεΪΝ δμΝ αζζαΰΫμΝ πκυΝ πδ Ϋξκθ αδΝ Ϋθθκδ μΝ εαδΝ ξΫ δμΝ πκυΝ παλκυ δΪ αη Ν κΝ

πλκβΰκτη θκΝε φΪζαδκ,ΝζσΰπΝαυ άμΝ βμΝ πΫε α βμΝ κυΝηκθ Ϋζκυέ 

 

2.1  κχα δεάΝ θΫζδιβΝΠζ κθΪ ηα κμΝη ΝΈθαθΝΌλκΝ δΪχυ βμ. 

 

ΌππμΝ έ αη ΝεαδΝ ι Ϊ αη Ν κΝπλκβΰκτη θκΝε φΪζαδκ,Ν κΝεζα δεσΝηκθ ΫζκΝ βμΝγ πλέαμΝ

εδθ τθπθΝ κΝ πζ σθα ηαΝ θσμΝ α φαζδ δεκτΝ κλΰαθδ ηκτΝ Ν ξλσθκΝ  έθ αδΝ απσΝ βθΝ

παλαεΪ πΝ ξΫ βμ = + − ,      

ΟΝGerber  κΝ1λιί,ΝγΫζβ ΝθαΝ π ε έθ δΝ κΝά βΝυπΪλξκθΝηκθ Ϋζκ,Νπλκ γΫ κθ αμΝΫθαθΝσλκΝ

δΪξυ βμΝ βΝ τθγ βΝ δα δεα έαΝPoisson,Νΰθπ σΝεαδΝπμΝ δα δεα έαΝ κυΝWienerέΝυθ πυμ,ΝβΝ

ξλ κεκπέαΝηπκλ έΝ θαΝ πΫζγ δ,Ν τηφπθαΝη Ν κΝηκθ ΫζκΝπκυΝ ι Ϊακυη ,Ν έ Ν απσΝαπαέ β βΝ

(claim),Ν έ ΝαπσΝ βθΝαθΫζδιβΝWiener (oscillation)έΝΟΝσλκμΝ δΪξυ βμΝ εφλΪα δΝηέαΝ πδπζΫκθΝ

αί ίαδσ β αΝ δμΝ υθκζδεΫμΝαπκαβηδυ δμΝάΝαζζδυμΝπλκ γΫ δΝαί ίαδσ β αΝ αΝΫ κ αΝαπσΝ

αΝα φΪζδ λαέ 
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Ολδ ησμΝ2έ1 

 Έ δ, β κχα δεά αθΫζδιβ κυ πζ κθΪ ηα κμ κ ηκθ Ϋζκ πάλ  β ηκλφάμ                                          = + − + � ,                                                  .  

Όπκυ, 

 =  έθαδ κ αλχδεσ απσγ ηα,    

  έθαδ κ λυγησμ έ λαιβμ ωθ α φαζέ λωθ, αθΪ ηκθΪ α χλσθκυ εαδ 

  κδ υθκζδεΫμ απκαβηδυ δμ κ χλκθδεσ δΪ βηα [ , ] 
 � >  έθαδ β η αίζβ σ β α κυ σλκυ δΪχυ βμ (volatility) 

  έθαδ β εέθβ β Brown (ά κχα δεά αθΫζδιβ κυ Wiener) 

Η �  

 έθαδ αθ ιΪλ β β απσ β τθγ β δα δεα έα Poisson { : }. 
Ι χτ δ σ δ,  

= ∑ = + += …+ , 
σπκυ, � ,� ,… , ��  

έθαδ γ δεΫμ αθ ιΪλ β μ εαδ δ σθκη μ υχαέ μ η αίζβ Ϋμέ 

 

Ολδ ησμΝ2έ2 

Η η αίζβ σ β α κυ σλκυ δΪχυ βμ (volatility) έθαδ α δ δεσ ηΫ λκ βμ δα πκλΪμ ωθ 

δηυθ ωθ απκαβηδυ ωθ εαδ απκ ζ έ παλΪη λκ βμ εέθβ βμ Brownέ Μπκλ έ θα υπκζκΰδ έ 

ηΫ ω βμ υπδεάμ απσεζδ βμ ά βμ δαετηαθ βμ ωθ απκαβηδυ ωθέ 
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2.2 ΗΝΚέθβ βΝBrown. 

 

ΗΝ εέθβ βΝ Brown ίκβγΪΝ βΝ η ζΫ βΝ εαδΝ π ιάΰβ βΝ αλε υθΝ φυ δευθΝ φαδθκηΫθπθέΝ

Χλβ δηκπκδ έ δΝ υλΫπμΝ βΝ Φυ δεά,Ν αΝ Μαγβηα δεΪ,Ν βΝ Χλβηα κκδεκθκηδεάΝ εαδΝ βθΝ

θαζκΰδ δεάΝ πδ άηβέΝΈζαί Ν κΝσθκηαΝ βμΝαπσΝ κθΝίκ αθκζσΰκΝRobert Brown,ΝκΝκπκέκμΝ θΝ

Ϋ δΝ 1κβιΝ η ζΫ β Ν βθΝ εέθβ βΝ θσμΝ ηδελκτΝ υηα κμΝ ηΫ αΝ Ν ΫθαΝυΰλσΝ άΝ αΫλδκΝ υηαέΝΟΝ

η λδεαθσμΝ ηαγβηα δεσμΝ Norbert Wiener ά αθΝ ε έθκμΝ πκυΝ α ξκζάγβε Ν ε θυμΝ η Ν βθΝ

εέθβ βΝBrown εαδΝαπΫ δι ΝπκζζΫμΝαπσΝ δμΝδ δσ β μΝ βμέΝΓδαΝαυ σΝ κθΝζσΰκΝ έθαδΝΰθπ άΝεαδΝ

πμΝαθΫζδιβΝ κυΝWienerέΝΣΫζκμ,Νβ εέθβ βΝBrown Νηπκλ έΝθαΝζΪί δΝαλθβ δεΫμΝ δηΫμέ 

 

Ολδ ησμΝ2έ3 

Η εέθβ β Brown (ά κχα δεά αθΫζδιβ Wiener) έθαδ κχα δεά δα δεα έα  υθ χά χλσθκ 

πκυ χαλαε βλέα αδ απσ δμ ιάμ δ δσ β μμ 

1) κδ υθα Ϋμ δα λκηΫμ έθαδ υθ χ έμ, 

2) = , 

3) Γδα <  γα δ χτ δ − ~ , −  αθ ιΪλ β α απσ βθ δ κλέα ℱ , 

4) ωμ φυ δεσ παεσζκυγκ βμ λέ βμ δ δσ β αμ, ΰδα < < < ⋯ <  κδ υχαέ μ 

η αίζβ Ϋμ ~ , , − ~ , − ,… , � − �− ~ , −
−   έθαδ αθ ιΪλ β μ η αιτ κυμ, 

5) κδ δα λκηΫμ βμ αθΫζδιβμ θ παλαΰωΰέακθ αδ  εαθΫθα βη έκ κυμ, 

6) β    Ϋχ δ β ηαλεκίδαθά δ δσ β α εαδ απκ ζ έ martingale, 

7) β � , , έθαδ αθΫζδιβ Wiener η  υθ ζ ά δΪχυ βμ � (volatility), σπκυ, � = � , 

8) β = � + ,  έθαδ ηέα αθΫζδιβ Wiener η  παλαηΫ λκυμ κθ υθ ζ ά 

κζέ γβ βμ  εαδ κθ υθ ζ ά δΪχυ βμ �έ Γδα δμ παλαηΫ λκυμ γα δ χτκυθ α 

ιάμμ ( ̃ ) =  εαδ ( ̃ ) = � . 

 

Ολδ ησμΝ2έζ 

Ολέακυη  ηέα αθΫζδιβ ,  

 ωμ martingale ωμ πλκμ βθ αθΫζδιβ , αθ ΰδα εΪγ   δ χτ δμ 
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| | < ∞ 

εαδ |ℱ = ,     , 
σπκυ ℱ  έθαδ β δ κλέα βμ αθΫζδιβμ .  
 

2.3 ΟΝΥλσθκμΝΥλ κεκπέαμ,ΝβΝΠδγαθσ β αΝΥλ κεκπέαμΝεαδΝβΝ

Πλκ ικφζβηΫθβΝυθΪλ β βΝ πκαβηέω βμέ 
 

ΓδαΝ κθΝξλσθκΝξλ κεκπέαμ γαΝ δ ξτ δΝκΝέ δκμΝκλδ ησμ,ΝσππμΝεαδΝ κΝπλκβΰκτη θκΝε φΪζαδκ,Ν

βζα άμ 

 

Ολδ ησμΝ2έη 

Η χλκθδεά δΰηά T εα Ϊ βθ κπκέα β κχα δεά αθΫζδιβ πζ κθΪ ηα κμ ΰέθ αδ ΰδα πλυ β 

φκλΪ αλθβ δεά κθκηΪα αδ χλσθκμ χλ κεκπέαμ εαδ κλέα αδ ωμ ιάμμ 

= { { : }, ό  � � � � � � � ∞,  > ∀ .  

Όπκυ, 

 Σ, έθαδ β χλκθδεά δΰηά χλ κεκπέαμ, 

 , , παλδ Ϊ κ πζ σθα ηα βμ α φαζδ δεάμ αδλέαμ, Ϋωμ β χλκθδεά δΰηά 

t. 

τκΝπκζτΝ βηαθ δεΫμΝηβΝαλθβ δεΫμΝ υξαέ μΝη αίζβ ΫμΝπκυΝΫξκυθΝΪη βΝ ξΫ βΝη Ν κθΝ

ξλσθκΝξλ κεκπέαμΝT έθαδΝβΝ| | εαδΝβΝ − . 
Όπκυ, 

 | |,Ν κΝΫζζ δηηαΝ βΝ δΰηάΝ βμΝξλ κεκπέαμΝεαδ 

 − ,Ν κΝπζ σθα ηαΝαελδίυμΝπλδθΝ βΝ δΰηάΝ βμΝξλ κεκπέαμέ 

ΜέαΝαεσηβΝ ξ δεάΝ υξαέαΝη αίζβ άΝ έθαδΝβΝ [| | + − ],ΝπκυΝ έθαδΝ κΝ τθκζκΝ βμΝ

αβηδΪμΝπκυΝπλκεαζ έΝ βΝξλ κεκπέαέΝ 
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ΣαΝπαλαεΪ πΝΰλαφάηα αΝ έθαδΝαθ δπλκ ππ υ δεΪΝ κυΝΟλδ ηκτΝβέηέ 

 

 

Ολδ ησμΝ2έθ 

Οδ Gerber εαδ Shiu ΰδα  σλδ αθ βθ αθαη θση θβ πλκ ικφζβηΫθβ υθΪλ β β 

απκαβηέω βμ, ωμ ιάμμ = [ −� − , | | < ∞ | = ] 
Όπκυ, 

 , , , < ∞ έθαδ ηέα ηβ αλθβ δεά υθΪλ β β, 

 β  έθαδ έε λδα υθΪλ β β, Ϋ κδα υ , { � < ∞ = , � < ∞� < ∞ = , �  

 

Ολδ ησμΝ2έι 

Γδα βθ πδγαθσ β α χλ κεκπέαμ ΰδα κ ηκθ Ϋζκ πκυ η ζ Ϊη  κ υΰε ελδηΫθκ ε φΪζαδκ γα 

δ χτ δ β παλαεΪ ω δ σ β αμ = [ < ∞ | = ] = �  < ∞| = ,      

ΗΝ κπκέαΝ έθαδΝ ηέαΝ δ δεάΝ π λέπ π βΝ βμΝ αθαη θση θβμΝ πλκ ικφζβηΫθβμΝ υθΪλ β βμΝ

απκαβηέπ βμ,Νΰδα , =  
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εαδ = . 

ΟδΝ Gerber εαδΝ Shiu κΝ 1λλκΝ δα τππ αθΝ ηέαΝ ζζ δηηα δεάΝ αθαθ π δεάΝ ιέ π βΝ ΰδαΝ βθΝ

 βΝκπκέαΝία έα αδΝ κΝεζα δεσΝηκθ ΫζκΝ βμΝγ πλέαμΝεδθ τθπθΝεαδΝ έθαδΝβΝαεσζκυγβμ 

                 = ∫ − ∫ −� − �∞
+ � ∫ −� ∫ , − �∞∞ , 

Όπκυ, = ,  

έθαδΝβΝηκθα δεάΝηβΝαλθβ δεάΝλέααΝ βμΝ ιέ π βμΝ κυΝLundberg, ̃ = + −  

η  , = , 
σπκυ,Ν 

̃ = ∫ − � .∞
 

 

2.4 Υλ κεκπέαΝαπσΝ παέ β βΝεαδΝΥλ κεκπέαΝαπσΝ θΫζδιβΝWiener. 

 

 βθΝπ λέπ π βΝ κυΝΚζα δεκτΝΜκθ ΫζκυΝπκυΝη ζ Ϊη ΝυπΪλξκυθΝ τκΝ έ βΝξλ κεκπδυθέΝ

υ ΪΝ έθαδμ 

1) Χλ κεκπέαΝπκυΝπλκετπ δΝαπσΝαπαέ β β,Νεα ΪΝ βθΝκπκέαΝ� < ∞ εαδΝ < ,Νεαδ 

2) Χλ κεκπέαΝπκυΝπλκετπ δΝαπσΝ βθΝαθΫζδιβΝWiener,ΝΝεα ΪΝ βθΝκπκέαΝ� < ∞ εαδΝ= . 

ΟδΝDufresne εαδΝGerber (1λλ1)Νη ζΫ β αθΝ βθΝπδγαθσ β αΝξλ κεκπέαμΝαπσΝ δΪξυ β,Ν , 
βθΝπδγαθσ β αΝξλ κεκπέαμΝαπσΝαπαέ β β,Ν  εαδΝ βθΝπδγαθσ β αΝξλ κεκπέαμ,Νσ αθΝαυ άΝ

πλκεαζ έ αδΝ έ Ν απσΝ δΪξυ βΝ έ ΝαπσΝαπαέ β βΝεαδΝπλσ δθαθΝαθαθ π δεΫμΝ ζζ δηηα δεΫμΝ

ιδ υ δμΝ αθ έ κδξαέΝ ΟδΝ Gerber εαδΝ Landry κΝ 1λλκΝ πλκξυλβ αθΝ βΝ ΰ θέε υ βΝ βμΝ
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πλσ α βμΝ πθΝ Dufresne εαδΝ Gerber,Ν γ πλυθ αμΝ ηέαΝ αγ λΪΝ  εαδΝ ηέαΝ ηβΝ αλθβ δεάΝ

υθΪλ β βΝ − , > . Σσ ΝβΝπκδθάΝαπσΝξλ κεκπέαΝ έθαδΝ , ΪθΝβΝξλ κεκπέαΝ υηίαέθ δΝ

ζσΰπΝ δΪξυ βμΝεαδΝ ( ), ΪθΝπλκετπ δΝζσΰπΝαπαέ β βμέ  

 

Ολδ ησμΝ2έκ 

Έ δ, εα Ϋζβιαθ βθ αθαη θση θβ πλκ ικφζβηΫθβ υθΪλ β β απκαβηέω βμμ = + [ −� < ∞, < | = ], 
Όπκυ, 

 , έθαδ ηέα ηβ αλθβ δεά αγ λΪ, 

 − , > , έθαδ ηέα ηβ αλθβ δεά υθΪλ β β εαδ 

 = [ −� < ∞, = | = ] έθαδ κ η α χβηα δ ησμ Laplace ά β 

αθαη θση θβ παλκτ α αιέα κυ χλσθκυ χλ κεκπέαμ , ζσΰω βμ αθΫζδιβμ Wiener. 

Ι χτ δ, πέ βμ, σ δ σ αθ = , σ  = , βζα ά, β πδγαθσ β α 

χλ κεκπέαμ απσ δΪχυ β έθαδ κ η α χβηα δ ησμ Laplace ά β αθαη θση θβ παλκτ α 

αιέα κυ χλσθκυ χλ κεκπέαμ �. 

 

2.5 Γ θέε υ βΝ βμΝυθΪλ β βμΝ πκαβηέω βμέ 
 

ΟδΝ Tsai εαδΝ Willmot (βίί1)Ν πδξ έλβ αθΝ θαΝ πλκξπλά κυθΝ βΝ ΰ θέε υ βΝ βμΝ υθΪλ β βμΝ

απκαβηέπ βμΝ  ηπ λδΫξκθ αμΝ αυ σξλκθαΝεαδΝ κΝΫζζ δηηαΝ βΝ δΰηάΝ βμΝξλ κεκπέαμΝ| | 
εαδΝ κΝ πζ σθα ηαΝ αελδίυμΝ πλδθΝ βΝ δΰηάΝ βμΝ ξλ κεκπέαμΝ − έΝ Οπσ Ν κΝ τπκμΝ βμΝ

αθαη θση θβμΝπλκ ικφζβηΫθβμΝ υθΪλ β βμΝαπκαβηέπ βμΝΰέθ αδ: = [ −� − , | | < ∞, < | = ] 
Μ ΪΝ απσΝ αυ άΝ βΝ ΰ θέε υ β,Ν πκζζκέΝ τπκδΝ ηπκλκτθΝ θαΝ παθ δα υππγκτθΝ εαδΝ θαΝ ζΪίκυθΝ

δαφκλ δεΫμΝηκλφΫμέ 

Θ πλκτη Ν βθΝ απσΝ εκδθκτΝ ζζ δηα δεάΝ υθΪλ β βΝ πυεθσ β αμΝ πυγαθσ β αμΝ πθΝ − ,| | εαδΝ ,Νσ αθΝξλ κεκπέαΝ υηίαέθ δΝζσΰπΝαπαέ β βμΝεαδΝ βΝ υηίκζέακυη Νη Ν , , ; | , 
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 Όπκυ, 

 = �  

 ,ΝβΝ δηάΝπκυΝπαέλθ δΝβΝ υξαέαΝη αίζβ άΝ − , 

 ,ΝβΝ δηάΝπκυΝπαέλθ δΝβΝ υξαέαΝη αίζβ άΝ| |,Νεαδ 

 ,ΝβΝ δηάΝπκυΝπαέλθ δΝβΝ υξαέαΝη αίζβ άΝ  

 

ΠαλαεΪ πΝ κλέακυη Ν βθΝ απσΝ εκδθκτΝ πλκ ικφζβηΫθβΝ υθΪλ β βΝ πυεθσ β αμΝ πδγαθσ β αμ,Ν

εαγυμΝεαδΝ δμΝπ λδγυλδ μΝ ζζ δηηα δεΫμΝ υθαλ ά δμΝπυεθσ β αμΝπδγαθσ β αμΝ πθΝ −  

εαδΝ | |,Ν αθ έ κδξα,Ν ΰδαΝ κΝ ηκθ ΫζκΝ πκυΝ ι Ϊακυη Ν Ν αυ σΝ κΝ ε φΪζαδκΝ η Ν κθΝ

παλΪΰκθ αΝπλκ ισφζβ βμΝ έΝΈ δ,ΝγαΝΫξκυη μ 

, ; , | = ∫ −�� , , ; |∞ , 
γαΝ έθαδΝβΝαπσΝεκδθκτΝπλκ ικφζβηΫθβΝ υθΪλ β βΝπυεθσ β αμΝπδγαθσ β αμΝ πθΝ −  εαδΝ| |, 

; , | = ∫ , ; , |∞ = 

= ∫ ∫ −�� , , ; |∞∞ , 
γαΝ έθαδΝβΝπ λδγυλδαΝ υθΪλ β βΝπυεθσ β αμΝπδγαθσ β αμΝ βμΝ − ,Νεαδ 

; , | = ∫ , ; , |∞ = 

= ∫ ∫ −�� , , ; |∞∞ , 
γαΝ έθαδΝβΝπ λδγυλδαΝ υθΪλ β βΝπυεθσ β αμΝπδγαθσ β αμΝ βμΝ| |. 
 βθΝ δ δεάΝπ λέπ π β,Νσπκυ = , 

υθ πΪΰ αδΝσ δΝ � = , 

σπκ Ναυ σΝ βηαέθ δΝππμΝβΝαθΫζδιβΝπζ κθΪ ηα κμ, 
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= + − + �  

�=⇒  = + − +  

⇒ = + − +  

⇒ = + −  

παέλθ δΝπΪζδΝ βΝηκλφάΝ βμΝαθΫζδιβμΝπζ κθΪ ηα κμΝ κυΝεζα δεκτΝηκθ ΫζκυΝ βμΝγ πλέαμΝ

εδθ τθκυ,ΝσππμΝ κΝη ζ ά αη Ν κΝπλκβΰκτη θκΝε φΪζαδκέ 

 Ναυ άθΝ βθΝπ λέπ π β,ΝβΝαπσΝεκδθκτΝπλκ ικφζβηΫθβΝ υθΪλ β βΝπυεθσ β αμΝπδγαθσ β αμΝ

πθΝ −  εαδΝ| | γαΝ υηίκζέα αδΝη  , ; , | . 

 H π λδγυλδαΝ υθΪλ β βΝπυεθσ β αμΝπδγαθσ β αμΝ βμΝ −  η  ; , |  

εαδΝβ π λδγυλδαΝ υθΪλ β βΝπυεθσ β αμΝπδγαθσ β αμΝ βμΝΝ| |,Νη  ; , | , 

 αθ έ κδξαέ 
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Κ Φ Λ ΙΟΝ3 

 

ΣΟΝΜΟΝΣ ΛΟΝΣΗΝΘ ΧΡΙ ΝΚΙΝ ΤΝΧΝΝΜ Ν Ν ΝΝ

ΟΡΟΝ Ι ΥΤΗΝΚ ΙΝ ΙΠΛ ΤΡ Ν ΛΜ Σ  

 

ΌππμΝ ι Ϊ αη Ν κΝπλκβΰκτη θκΝε φΪζαδκ,Ν κΝεζα δεσΝηκθ ΫζκΝ βμΝγ πλέαμΝεδθ τθπθΝη Ν

ΫθαθΝσλκΝ δΪξυ βμΝ(Κέθβ βΝBrown)Ν έθ αδΝαπσΝ βθΝπαλαεΪ πΝ ξΫ βΝ(βέ1)μ 

 

3.1 ΗΝ δα δεα έαΝΠζ κθΪ ηα κμΝγδαΝ κΝΜκθ ΫζκΝ βμΝΘ ωλέαμΝ

Κδθ τθωθΝη ΝΈθαθΝΌλκΝ δΪχυ βμΝεαδΝ έπζ υλα Άζηα αέ 

 

Ολδ ησμΝ3έ1 

                                               = + − ∑= + � ,                                                    .  

Σβθ κπκέα Ϋχκυη  κλέ δ εαδ κ Κ ΦΑΛΑΙΟ β, αζζΪ υλα γα δ χτ δ, σ δ κδ δα δεα έ μ { }, { } =∞  εαδ { }  έθαδ αθ ιΪλ β μ η αιτ κυμέ 

Όπκυ, = , 
βζα ά β εέθβ β Brown έθαδ σπωμ Ϋχκυη  ά β αθαφΫλ δ έ β η  βθ αθΫζδιβ Wiener. 

 

ΣκΝ εζα δεσΝ ηκθ ΫζκΝ βμΝ γ πλέαμΝ εδθ τθπθΝ η Ν ΫθαθΝ σλκΝ δΪξυ βμ,Ν δαηκλφυγβε Ν ΰδαΝ θαΝ

π ε έθ δΝ κΝ εζα δεσΝ ηκθ ΫζκΝ βμΝ τθγ βμΝ Poisson, κΝ κπκέκΝ βΝ εέθβ βΝ Brown 

η αφλΪα αδΝπμΝ υξαέαΝη αίζβ άΝ κυΝ δ κ άηα κμΝ πθΝα φαζέ λπθΝάΝ βμΝαβηδΪμΝαπσΝ δμΝ

απαδ ά δμέ πσΝ σ ,Ν πκζζΪΝ πλκίζάηα αΝ ξλ κεκπέαμΝ ξ δεΪΝ η Ν κΝ ηκθ ΫζκΝ ΫξκυθΝ

ι α έέΝΌππμΝ έ αη ,ΝκδΝDufresne εαδΝGerber η ζΫ β αθΝ δμΝπδγαθσ β μΝξλ κεκπέαμΝαπσΝ

δΪξυ βΝάΝαπσΝαπαέ β βέΝΟδΝGerber εαδΝLandry ιΫ α αθΝ βθΝαθαη θση θβΝπλκ ικφζβηΫθβΝ
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υθΪλ β βΝ πκδθάμΝ κυΝ ζζ έηηα κμΝ βΝ δΰηάΝ βμΝ ξλ κεκπέαμέΝ ΟΝ Tsai η ζΫ β Ν η λδεΫμΝ

πλκ ικφζβηΫθ μΝεα αθκηΫμΝ ΰδαΝ βΝ δα δεα έαΝπζ κθΪ ηα κμΝη Ν ΫθαθΝσλκΝ δΪξυ βμέΝΓδαΝ κΝ

έ δκΝηκθ Ϋζκ,Νo Tsai εαδΝκΝWillmot η ζΫ β αθΝ δμΝπλκ ικφζβηΫθ μΝ υθαλ ά δμΝπκδθάμΝεαδΝ

δμΝξλκθδεΫμΝ δΰηΫμ,Ναθ έ κδξαέ 

 Ναυ σΝ κΝε φΪζαδκΝγαΝ ι Ϊ κυη ΝηέαΝ λκπκπκδβηΫθβΝ ε κξάΝ κυΝηκθ ΫζκυΝ κυΝΟλδ ηκτΝ

γέ1έΝΘαΝδ ξτκυθΝ αΝέ δαΝπκυΝέ ξυαθΝεαδΝ αΝπλκβΰκτη θαΝ τκΝε φΪζαδα,Νη Ν βΝ δαφκλΪΝσ δΝ αΝ

Ϊζηα αΝγαΝγ πλκτη ΝππμΝ έθαδΝ έπζ υλαέ 

 

Ολδ ησμΝ3έ2 

Μ  κθ σλκ έπζ υλα Ϊζηα α θθκκτη  σ δ α πΪθω Ϊζηα α γα αθ δπλκ ωπ τκυθ α υχαέα 

εΫλ β βμ αδλέαμ, θυ α εΪ ω Ϊζηα α απκ ζκτθ δμ υχαέ μ απυζ δ μ βμ αδλέαμέ 

 

ΠαλαεΪ π,Ν έθκυη Ν βθΝπυεθσ β αΝ κυΝΪζηα κμΝ , βΝκπκέαΝκλέα αδΝπμΝ ιάμ: 

 

Ολδ ησμΝ3έ3 = + > + − − < , 
Όπκυ, 

 , >  εαδ δ χτ δ σ δ + = , 
  έθαδ ηέα έε λδα υθΪλ β β κυ ΰ ΰκθσ κμ � εαδ 

 +, − έθαδ τκ υθαλ ά δμ πυεθσ β αμ κ δΪ βηα [ ,∞  

Αεσηβ, κδ +, − υπκ βζυθκυθ δμ υθαλ ά δμ εα αθκηάμ εαδ +, − γα έθαδ κδ ηΫ μ δηΫμ 

ωθ +, − αθ έ κδχαέ 

 

ΣκΝηκθ ΫζκΝ βμΝγ πλέαμΝεδθ τθπθΝη Ν έπζ υλαΝΪζηα αΝεαδΝΫθαθΝσλκΝ δΪξυ βμΝΫξ δΝη ζ βγ έΝ

απσΝ πκζζκτμΝ πδ άηκθ μέΝ ΟΝ Perry εέΪέΝ ιΫ α αθΝ βθΝ απσΝ εκδθκτΝ εα αθκηάΝ βμΝ πλυ βμΝ

δΰηάμΝ ισ κυ εαδΝ κυΝη ΰέ κυΝΪθπ Ϊζηα κμΝ(άΝ κυΝ ζαξέ κυΝεΪ πΝΪζηα κμ),Ν κγΫθ κμΝσ δΝ

κδΝεα αθκηΫμΝ πθΝαζηΪ πθΝά αθΝυπ λ εγ δεΫμ άΝηέαΝ δ δεάΝπ λέπ π βΝεα αθκηάμΝCoxian. 

ΟδΝKou εαδΝWang η ζΫ β αθΝ ε θυμΝ κυμΝη α ξβηα δ ηκτμΝLaplace βμΝπλυ βμΝ δΰηάμΝ

δ σ κυΝεαδΝ κυΝη ΰέ κυΝΪθπΝΪζηα κμ ΰδαΝ κΝεζα δεσΝηκθ ΫζκΝ βμΝγ πλέαμΝεδθ τθπθ,ΝσπκυΝ
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αΝΪθπΝΪζηα α,ΝαζζΪΝεαδΝ αΝεΪ πΝΪζηα αΝαεκζκυγκτθΝ βθΝ εγ δεάΝεα αθκηάέ ΟΝXing εέΪέΝ

πΫε δθαθΝ αΝαπκ ζΫ ηα αΝ πθΝKou εαδΝWang βθΝπ λέπ π β,ΝσπκυΝ αΝεΪ πΝΪζηα αΝ έθαδΝ

εα αθ ηβηΫθαΝ τηφπθαΝη Ν βθΝεα αθκηάΝ τπκυΝφΪ βμΝεαδΝ αΝΪθπΝΪζηα αΝαεκζκυγκτθΝηέαΝ

αυγαέλ αΝ κλδ ηΫθβΝ εα αθκηάέ ΟΝ Jacobsen γ υλβ Ν ΫθαΝ πδκΝ ΰ θδε υηΫθκΝ ηκθ ΫζκΝ βμΝ

γ πλέαμΝεδθ τθπθ η Ν έπζ υλαΝΪζηα α εαδΝΫθαθΝσλκΝ δΪξυ βμ,ΝηΫ αΝαπσΝ κΝκπκέκΝη ζΫ β Ν

κΝ η α ξβηα δ ησΝ Laplace βμΝ δΰηάμΝ ξλ κεκπέαμ,Ν κΝ ζΪξδ κΝ εΪ πΝ ΪζηαΝ βΝ δΰηάΝ

ξλ κεκπέαμ,ΝσππμΝ πέ βμΝεαδΝ βθΝπδγαθσ β αΝξλ κεκπέαμέ ΣΫζκμ,ΝκδΝYang εαδΝZhang ΫξκυθΝ

η ζ ά δΝ κΝ ηκθ ΫζκΝ βμΝ γ πλέαμΝ εδθ τθπθΝ η Ν έπζ υλαΝ Ϊζηα α,Ν αθαζτκθ αμΝ βθΝ

πλκ ικφζβηΫθβΝ υθΪλ β βΝπκδθάμέ 

 

3.2 ΗΝΡβ άΝΟδεκγΫθ δαΝΚα αθκηυθ. 

 

 κΝηκθ ΫζκΝπκυΝ ι Ϊακυη Νγ πλκτη Νσ δΝ αΝεΪ πΝΪζηα αΝΫξκυθΝηέαΝαυγαέλ αΝκλδ ηΫθβΝ

υθΪλ β βΝ πυεθσ β αμ,Ν θυΝ αΝ πΪθπΝ Ϊζηα αΝ ΫξκυθΝ η α ξβηα δ ησΝ Laplace βμΝ λβ άμΝ

κδεκΰΫθ δαμΝεα αθκηυθ,ΝκΝκπκέκμΝ έθ αδΝαπσΝ βΝ ξΫ β: 

 

Ολδ ησμΝ3.4 

                                                             −̂ = ∏ +=                                                         .  

Όπκυ, 

 m,  ∈ ℕ+, η  + +⋯+ =  

 > , = , ,… , , η  ≠ , ΰδα i≠  

 β  έθαδ ηέα πκζυωθυηδεά υθΪλ β β ίαγηκτ −  εαδ 

 δ χτ δ σ δ, = ∏ =  

Η λβ ά κδεκΰΫθ δα εα αθκηυθ, β κπκέα χλβ δηκπκδ έ αδ υλΫωμ  φαληκΰΫμ πδγαθκ ά ωθ, 

π λδΫχ δ δμ εα αθκηΫμ Erlang, Coxian εαδ εα αθκηΫμ τπκυ φΪ βμ ωμ δ δεά π λέπ ω β, 

εαγυμ εαδ ηέι δμ αυ υθ ωθ εα αθκηυθέ  
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η έμΝ ι Ϊακυη Ν αθαζυ δεΪΝ δμΝ εα αθκηΫμΝ πκυΝ π λδΫξ δΝ βΝ λβ άΝ κδεκΰΫθ δα,Ν εΪθκθ αμΝ

φαληκΰάΝ κυΝ τπκυΝπκυΝ υ αη Ν κθΝ παλαπΪθπΝκλδ ησΝ ξ δεΪΝη Ν κθΝη α ξβηα δ ησΝ

Laplace βμΝλβ άμΝκδεκΰΫθ δαμέ 

1. ΓδαΝ βθΝ εγ δεάΝεα αθκηά β υθΪλ β βΝπυεθσ β αμΝπδγαθσ β αμΝ έθ αδΝαπσΝ κθΝ

ιάμΝ τπκ: 

− = −� (⇒ − − = � ), 
ΟΝη α ξβηα δ ησμΝLaplace βμΝ εγ δεάμΝεα αθκηάμΝ έθαδΝκΝπαλαεΪ πμ 

−̂ = +  

Άλα,Νΰδα 

 = , 
 = , 
 =  = , 
 = ,  

  

βΝ εγ δεάΝεα αθκηάΝαθάε δΝ βΝλβ άΝκδεκΰΫθ δαΝεα αθκηυθέ 

 

2. ΓδαΝ βΝΓΪηηαΝεα αθκηά,ΝβΝ υθΪλ β βΝπυεθσ β αμΝπδγαθσ β αμΝ έθαδΝβΝπαλαεΪ πμ 

− = −�  

ΟΝη α ξβηα δ ησμΝLaplace βμΝΓΪηηαΝεα αθκηάμΝ έθ αδΝαπσΝ βθΝπαλαεΪ πΝ ξΫ β: 

−̂ = ( + ) = +  

Άλα,Νΰδα 

 = , 
 = , 
 =  = , 
 = ,  

 =  

βΝΓΪηηα εα αθκηάΝαθάε δΝ βΝλβ άΝκδεκΰΫθ δαΝεα αθκηυθ. 

 

3. ΓδαΝ βΝΜ έιβΝ εγ δευθ,ΝβΝ υθΪλ β βΝπυεθσ β αμΝπδγαθσ β αμΝ έθαδΝβΝπαλαεΪ πμ 

− = −� + −�  

Όπκυ, 

 + = , 
 < < , 
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 , >  

ΟΝ η α ξβηα δ ησμΝ Laplace βμΝ Μ έιβμΝ εγ δευθΝ έθ αδΝ απσΝ βθΝ παλαεΪ πΝ

ξΫ β: 

−̂ = + + +  

⇒ −̂ = + + +  

⇒ −̂ = ++ + + ++ +  

⇒ −̂ = + + ++ +  

⇒ −̂ = + + ++ +  

⇒ −̂ = + + ++ +  

Άλα,Νΰδα 

 = , 
 =   =   ≠  

 = =   = + = + =   
 = + + + ,  

 =  

βΝΓΪηηα εα αθκηάΝαθάε δΝ βΝλβ άΝκδεκΰΫθ δαΝεα αθκηυθ. 

 

3.3 Η Πδγαθσ β αΝ Υλ κεκπέαμΝ απσΝ Κέθβ βΝ Brown άΝ απσΝ ΚΪ ωΝ

Άζηα. 

 

Όππμ,Νά βΝαθαφΫλαη ΝβΝ(γέ1)Ναπκ ζ έΝ βΝ κξα δεάΝ δα δεα έαΝπζ κθΪ ηα κμΝη Ν έπζ υλαΝ

Ϊζηα αΝεαδΝεέθβ βΝBrown. ΘαΝδ ξτ δΝσ δ: 

= { { : }, ό  � � � ∞,  > ∀ . , 
Όπκυ,Ν� έθαδΝκΝξλσθκμΝξλ κεκπέαμΝεαδΝβΝπδγαθσ β αΝξλ κεκπέαμΝγαΝ έθ αδΝαπσΝ βΝ ξΫ β: = � < ∞| =  
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εσηβ,ΝγαΝδ ξτ δΝβΝ υθγάεβΝ κυΝεαγαλκτΝεΫλ κυμ,Ν βζα ά:                                                                   + − > +                                                              .  

ΗΝ ξλ κεκπέα,Ν σππμΝ δμΝ πλκβΰκτη θ μΝ ε κξΫμΝ κυΝ ηκθ Ϋζκυ,Ν Ϋ δΝ εδΝ υ,Ν γαΝ υηίαέθ δΝ

απ υγ έαμΝσ αθΝ κΝαλξδεσΝαπσγ ηαΝπΪλ δΝ βθΝ δηάΝί,Ν βζα ά,Νσ αθ, = , �ό�  = . 
 

Παλα άλβ β 

Η χλ κεκπέα  αυ ά βθ ε κχά κυ ηκθ Ϋζκυ ηπκλ έ θα πλκΫζγ δ έ  απσ βθ εέθβ β Brown 

έ  απσ Ϋθα εΪ ω Ϊζηαέ 

 

Ολδ ησμΝ3έη 

Παλκηκέωμ, σπωμ α πλκβΰκτη θα ε φΪζαδα, β πδγαθσ β α χλ κεκπέαμ δ κτ αδ η  κ ιάμ 

Ϊγλκδ ηαμ = + , 
Όπκυ, 

  έθαδ β πδγαθσ β α χλ κεκπέαμ, σ αθ β χλ κεκπέα πλκΫλχ αδ απσ Ϋθα εΪ ω 

Ϊζηα, εαδ 

  έθαδ β πδγαθσ β α χλ κεκπέαμ, σ αθ αυ ά πλκΫλχ αδ απσ βθ εέθβ β Brown. 

 

ΣΫζκμ, γαΝδ ξτκυθΝκδΝπαλαεΪ πΝ υθγάε μ: = = ,   = . 
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3.4 ΗΝυθΪλ β βΝ ωθΝGerber-Shiu. 

 

Ό κθΝαφκλΪΝ βΝ υθΪλ β βΝ πθΝGerber-Shiu: 

 

Ολδ ησμΝ3έθ 

Ολέακυη  ΰδα 

, 

 βθ πλκ ικφζβηΫθβ υθΪλ β β πκδθάμ, ωμ ιάμμ = [ −� − , | | < ∞ | = ], 
Όπκυ,  ,   ,  

έθαδ ηέα ηβ αλθβ δεά υθΪλ β β κυ πζ κθΪ ηα κμ πλδθ β χλ κεκπέα −  εαδ κυ 

ζζ έηα κμ β δΰηά βμ χλ κεκπέαμ | |. 
 

ΠαλσηκδαΝη Ν βθΝπδγαθσ β αΝξλ κεκπέαμ,ΝεαδΝβΝ υθΪλ β βΝ πθΝGerber-Shiu έθαδΝδ κ τθαηβΝ

η Ν κΝπαλαεΪ πΝΪγλκδ ηα: = + , 
Όπκυ, = [ −� − , | | < ∞, < | = ] 
έθαδΝβΝπλκ ικφζβηΫθβΝ υθΪλ β βΝπκδθάμΝ βΝ δΰηάΝ βμΝξλ κεκπέαμ,Νσ αθΝαυ άΝπλκΫλξ αδΝ

απσΝΫθαΝεΪ πΝΪζηα,Νεαδ = [ −� − , | | < ∞, = | = ] 
= , [ −� < ∞, = | = ] 

έθαδΝβΝπλκ ικφζβηΫθβΝ υθΪλ β βΝπκδθάμΝ βΝ δΰηάΝ βμΝξλ κεκπέαμ,Νσ αθΝαυ άΝπλκΫλξ αδΝ

απσΝ βθΝεέθβ βΝBrown. 
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ΪθΝγΫ κυη  , = , 
ξπλέμΝαπυζ δαΝ βμΝΰ θδεσ β αμ,ΝγαΝδ ξτκυθΝκδΝ τκΝπαλαεΪ πΝ υθγάε μ: = = ,   = . 

 

3.5 ΗΝΓ θδε υηΫθβΝ ιέ ω βΝ κυΝLundberg. 

 

 Ν αυ άθΝ βθΝ θσ β αΝ γαΝ α ξκζβγκτη Ν η Ν βθΝ ΰ θδε υηΫθβΝ ε κξάΝ βμΝ ιέ π βμΝ κυΝ

Lundberg, ΰδαΝ κΝηκθ ΫζκΝ κΝκπκέκΝη ζ Ϊη Ν Ναυ σΝ κΝε φΪζαδκέ  

θααβ Ϊη ΝΫθαθΝαλδγησΝ  Ϋ κδκθΝυ ΝβΝ δα δεα έα: { −� + }  

θαΝ έθαδΝmartingale. 

ΗΝ υθγάεβΝmartingale πκυΝ ι Ϊακυη Ν έθαδΝβΝ ιάμ:                                                       + − + + ̂ = ,                                            .  

Όπκυ, 

 = � , 
 , έθαδΝκΝλυγησμΝ έ πλαιβμΝ πθΝα φαζέ λπθ, 

 , έθαδΝβΝπαλΪη λκμΝ βμΝεα αθκηάμΝPoisson, 

 , έθαδΝβΝΫθ α βΝαθα κεδ ηκτΝεαδ 

 ̂ , έθαδΝκΝη α ξβηα δ ησμΝLaplace βμΝ , ΰδαΝ κθΝκπκέκθΝΰθπλέακυη Νσ δ:                                                     ̂ = [ − � ] = +̂ + −̂ −                                       .  

ΗΝ(γέ3)Ναπκ ζ έΝ βΝΰ θδε υηΫθβΝ ιέ π βΝ κυΝLundberg ΰδαΝ κΝηκθ ΫζκΝ βμΝγ πλέαμΝεδθ υθκυΝ

η ΝΫθαθΝσλκΝ δΪξυ βμΝεαδΝ έπζ υλαΝΪζηα αέ 
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Γδα = ,  = , 
 σ , απσΝ(γέ4): ̂ = × +̂ + × −̂ −  

⇒ ̂ = +̂  

Οπσ ,ΝβΝ(3.3),Ναπζκπκδ έ αδΝεαδΝΰέθ αδΝπμΝ ιάμ:                                                     + − + + +̂ = ,                                             .  

πκυΝ έθαδΝ βΝ ιέ π βΝ κυΝ Lundberg πθΝ Gerber εαδΝ Landry. πέ βμ,Ν απκ δεθτ αδΝ ππμΝ βΝ

ιέ π βΝ κυΝLundberg Ϋξ δΝαελδίυμΝηέαΝγ δεάΝλέαα > . 
 

Λάηηα 1 

Ό αθ < , <  

εαδΝ κΝ η α ξβηα δ ησμΝ Laplace −̂  έθ αδΝ απσΝ βΝ ξΫ βΝ (γέβ),Ν σ Ν βΝ ΰ θδε υηΫθβΝ

ιέ π βΝ κυΝLundberg (3.3) Ϋξ δΝαελδίυμΝ +  λέα μ,Ν βζα ά,Ν , , … , + , 

κΝπ έκΝκλδ ηκτ { ∈ ℂ: > }, 
σπκυ, = + , > , 

κΝκπκέκΝ έθαδΝ κΝ εδαΰλαφβηΫθκΝεκηηΪ δΝπαλαεΪ π: 
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πσ διβ 

λε έΝθαΝ έικυη Νσ δΝβΝπαλαεΪ πΝ ιέ π β: 

∏ − [ + − + + +̂ ] + − ==  

Ϋξ δΝαελδίυμΝ +  λέα μ,Νη Νγ δεσΝπλαΰηα δεσΝηΫλκμέΝ 

μΝυπκγΫ κυη Νσ δ >  

έθαδΝΫθαμΝαλε ΪΝη ΰΪζκμΝαλδγησμΝεαδΝη Ν  υηίκζέακυη Ν κΝ ξάηαΝπκυΝαπκ ζ έ αδΝαπσΝ

κθΝφαθ α δεσΝΪικθαΝπκυΝ ε έθ αδΝαπσΝ κΝ− , ΫπμΝ κΝ , εαδΝΫθαΝβηδετεζδκΝη Ναε έθαΝ  

πκυΝ ε έθ αδΝ απσΝ κΝ− , ΫπμΝ κΝ . θΝ κΝ  έθαδΝ ΫθαΝ βη έκΝ πΪθπΝ κΝ βηδετεζδκΝ γαΝ

Ϋξκυη Νσ δ: 

| + − + | →∞, ώ�  → ∞, 
θυ, απσΝ(γέζ), | ̂ | + | −̂ − | 

×�>⇒   | ̂ | + | −̂ − | 
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.⇒  | ̂ | + | − ||∏ −= | → , ώ� | | → ∞ 

π δ ά,ΝβΝ  έθαδΝπκζυπθυηδεάΝ υθΪλ β βΝίαγηκτΝ − .  

ΓδαΝ − < < , 

 γαΝΫξκυη : | + − + | + > | ̂ |. 
Οπσ ,Νσ αθΝ κΝ  έθαδΝαλε ΪΝη ΰΪζκ,ΝγαΝΫξκυη ΝΰδαΝ βθΝ  κΝ , σ δ: 

|∏ − [ + − + ]= | > |∏ − ̂= | 
πσΝ κΝγ υλβηαΝ κυΝRouches,Νΰθπλέακυη Νσ δΝβΝ ιέ π βΝ(γέγ)ΝΫξ δΝ κθΝέ δκΝαλδγησΝλδαυθΝη Ν

βθΝπαλαεΪ πΝ ιέ π β: 

∏ − [ + − + ]= =  

ηΫ αΝ κΝ . φκτΝβΝ ζ υ αέαΝΫξ δΝ +  λέα μΝ κΝ , σ μΝγαΝΫξ δΝεαδΝβΝ(3.3) 
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Κ Φ Λ ΙΟΝζ 

 

Μ Σ ΥΗΜ ΣΙΜΟΙΝLAPLACE Κ ΙΝ

ΛΛ ΙΜΜ ΣΙΚ Ν Ν Ν ΧΣΙΚ Ν ΞΙΧ ΙΝΓΙ Ν

ΣΟΝΜΟΝΣ ΛΟΝΘ ΧΡΙ ΝΚΙΝ ΤΝΟΤΝΜ Ν ΙΠΛ ΤΡ Ν

ΛΜ Σ ΝΚ ΙΝ Ν ΝΝΟΡΟΝ Ι ΥΤΗ 

 

φκτΝπλαΰηα κπκδά αη Ν ε θάΝαθαφκλΪΝ κΝηκθ ΫζκΝ βμΝ γ πλέαμΝ εδθ τθκυΝη Ν έπζ υλαΝ

Ϊζηα αΝ εαδΝ κλέ αη Ν βΝ δα δεα έαΝ πζ κθΪ ηα κμ,Ν βΝ υθΪλ β β Gerber-Shiu,Ν βΝ λβ άΝ

κδεκΰΫθ δαΝ εα αθκηυθ,Ν εαγυμΝ εαδΝ βθΝ ιέ π βΝ Lundberg, Ν αυ σΝ κΝ ε φΪζαδκΝ γαΝ ΰέθ δΝ

αθαφκλΪΝ κυμΝ η α ξβηα δ ηκτμΝ Laplace εαδΝ δμΝ ζζ δηηα δεΫμΝ αθαθ π δεΫμΝ ιδ υ δμΝ

κυΝηκθ ΫζκυΝαυ κτέ  

ΘαΝ ία δ κτη Ν ευλέπμΝ Ν κλδ ηκτμΝ εαδΝ Ϋθθκδ μΝ πκυΝ παλκυ δΪ αη Ν κΝ πλκβΰκτη θκΝ

ε φΪζαδκ,Ν ΰδαΝ θαΝ υ κυη Ν κυμΝ η α ξβηα δ ηκτμΝ Laplace πθΝ πλκ ικφζβηζ θπθΝ

υθαλ ά πθΝπκδθάμ εαδΝ πθΝ ζζ δηηα δευθΝαθαθ π δευθΝ ιδ υ πθΝ κυμέ 

 

4.1 Μ α χβηα δ ηκέΝLaplace γδαΝ δμΝΠλκ ικφζβηΫθ μΝυθαλ ά δμΝ

Πκδθάμέ 

 

Πλυ αΝγαΝ υ κυη Ν δμΝκζκεζβλκ δαφκλδεΫμΝ ιδ υ δμΝΰδαΝ δμΝ  εαδΝ , δμΝκπκδΫμΝ

κλέ αη Ν κΝ πλκβΰκτη θκΝ ε φΪζαδκΝ βΝ υπκ θσ β αΝ «ΗΝ υθΪλ β βΝ Gerber-Shiu». 

Θυηέακυη ,Νσ δΝβΝ  έθαδΝβΝπλκ ικφζβηΫθβΝ υθΪλ β βΝπκδθάμΝσ αθΝ υηίαέθ δΝξλ κεκπέαΝ

εαδΝπλκεαζ έ αδΝαπσΝεΪ πΝΪζηαέΝ θυ,Ν  έθαδΝβΝπλκ ικφζβηΫθβΝ υθΪλ β βΝπκδθάμΝσ αθΝ

υηίαέθ δΝ ξλ κεκπέαΝ εαδΝ αυ άΝ πλκεαζ έ αδΝ απσΝ βθΝ εέθβ βΝ Brown. ΤπκγΫ κυη Ν ππμΝ κδΝ

 εαδΝ  έθαδΝ τκΝφκλΫμΝ υθ ξυμΝπαλαΰπΰέ δηβΝΰδαΝ κΝ  κΝ ,∞ . 

Ξ εδθυθ αμΝη Ν βθΝ , γ πλκτη Ν βθΝℎ, βΝκπκέαΝγαΝ έθαδΝηέαΝηδελάΝ αγ λΪ,Νη  ℎ > . 
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Σσ ,ΝγαΝΫξκυη :                  = − ℎ −�ℎ [ + ℎ + � ℎ ]+ ℎ −�ℎ [ ∫ + ℎ + � ℎ − ++ ℎ+� ℎ
+ ∫ ( + ℎ + � ℎ , − − ℎ − � ℎ ) +∞

+ ℎ+� ℎ+ ∫ + ℎ + � ℎ + −∞ ] + ℎ                                       .  

πσΝ δλΫμΝTaylor, ΰδαΝ βθΝ [ + ℎ + � ℎ ],ΝγαΝΫξκυη :                 [ + ℎ + � ℎ ] = + ′ ℎ + ′′ ℎ + ℎ                       .  

θ δεαγδ υθ αμΝ βθΝ(ζέ1)Ν βθΝ(ζέβ) παέλθκυη , δαδλυθ αμΝεαδΝ αΝ τκΝηΫζβΝ βμΝ ιέ π βμΝ

η Νℎ εαδΝγ πλυθ αμΝππμ 

ℎ → , 

εα αζάΰκυη Ν βΝ ξΫ β: 

′′ + ′ = 

= + − ∫ − + − − ∫ + −∞      .  

σπκυ,Ν 

= ∫ , − + .∞
 

Μ Ν κθΝέ δκΝ λσπκ,ΝΰδαΝ βΝ , εα αζάΰκυη Ν βθΝαθ έ κδξβΝ ξΫ β: 

 ′′ + ′ = 

             = + − ∫ − + − ∫ + −∞           .  

 

 



51 

 

Μ ζ Ϊη Ν ι ξπλδ ΪΝ κΝ κζκεζάλπηαΝ ∫ + −∞
 βμΝ (ζέγ)έΝ Θυηέακυη Ν ππμΝ κΝ

η α ξβηα δ ησμΝLaplace −̂  Ϋξ δΝ βΝηκλφάΝ βμΝ(γέβ) εαδΝηπκλ έΝθαΝΰλαφ έΝεαδΝπμ: 

−̂ =∑∑ ,+ ,==  

σπκυ, 

, = − ! −− { ∏ += , ≠ }| =−�  

Έπ δ α,Νεα αζάΰκυη Ν βθΝπαλαεΪ πΝ ξΫ β: 

                                                            − =∑∑ , − −�− !=                                        .=  

βΝκπκέαΝπλσε δ αδΝΰδαΝ υθΪλ β βΝπυεθσ β αμΝπδγαθσ β αμΝ υθ υα ηκτΝεα αθκηυθΝErlang. 

ΘΫ κυη : 

                                                         , = − −�− ! , > , �ℕ+                                    .  

θαΝ υπκ βζυθ δΝ βΝ υθΪλ β βΝ πυεθσ β αμΝ πδγαθσ β αμΝ βμΝ Erlang η Ν παλΪη λκΝ . Σσ ,Ν

απσΝ(ζέ5)ΝεαδΝ(ζέ6)Νπαέλθκυη : 

∫ + − =∞
= ∫ +∞ ∑∑ , − −�− != ==
= ∫ +∞ ∑∑ ,== , = 

=∑∑ ,== ∫ +∞ , = 

=∑∑ ,== [ + , ], 
σπκυ,ΝβΝ ,  έθαδΝηέαΝ υξαέαΝη αίζβ άΝη Ν υθΪλ β βΝπυεθσ β αμΝπδγαθσ β αμΝ , . 
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ΤπκγΫ κυη Νσ δ 

, , , , … , ,  

έθαδΝ  κθΝαλδγησΝαθ ιΪλ β μΝεαδΝδ σθκη μΝ υξαέ μΝη αίζβ Ϋμ,ΝκδΝκπκέ μΝαεκζκυγκτθΝ βθΝ

εγ δεάΝεα αθκηάΝη ΝηΫ βΝ δηά: 

[ , ] =  

Σσ ,ΝβΝ ,  αεκζκυγ έΝ βθΝέ δαΝεα αθκηάΝη Ν β 

, + , +⋯+ , . 
 Ολέακυη Ν δμΝπαλαεΪ πΝίκβγβ δεΫμΝ υθαλ ά δμ: 

, + = [ , + , + ],  = , , … , − , 
ΰδαΝ δμΝκπκέ μΝγαΝδ ξτ δΝσ δ: 

, =  

εαδ 

, = [ + , ] 
Σσ ,Νπαέλθκυη Νσ δ: 

, + = ∫ , + −�∞
 

ΚΪθκθ αμΝαζζαΰάΝη αίζβ υθΝεαδΝγΫ κθ αμ = + , Ϊλα: = +  

⇒ = −  

⇒ =  

ΚαδΝαζζΪακθ αμΝ αΝσλδαΝ κυΝκζκεζβλυηα κμ: < ∞ 

⇒ + + < ∞ 
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⇒ < ∞ 

Παέλθκυη Ν βθΝπαλαεΪ πΝ ιέ π β: 

, + = ∫ , −� −∞
 

                                           ⇒ , + = ∫ , −� −∞                                          .  

Παλαΰπΰέακθ αμΝεαδΝ αΝ τκΝηΫζβΝ βμΝ(4.7) πμΝπλκμΝ ,ΝγαΝΫξκυη : 

′ , + = [ , −� − ]∞ 

⇒ ′ , + = lim→∞ , −� − − , −� −  

⇒ ′ , + = lim→∞ , −� − − , −� ×  

⇒ ′ , + = lim→∞ , −� − − ,  

⇒ ′ , + = lim→∞ , −� − − , ×  

                                            ⇒ ′ , + = , + − ,                                            .  

πσΝ βθΝ(ζέ8)ΝεαδΝη Ν δα κξδεάΝαθ δεα Ϊ α β,Νεα αζάΰκυη Ν βθμ 

                                                          = ( − �) ,                                                      .  

σπκυ,Ν� έθαδΝκΝ δαφκλδεσμΝ ζ άμΝπμΝπλκμΝ . 

Παλσηκδα,Νσ αθΝαθ δ κέξπμ,Νγ πλκτη Ν βΝίκβγβ δεάΝ υθΪλ β β: 

, + [ + , ], 
σ ,ΝγαΝδ ξτ δΝσ δ: 

                                                 ∫ + − =∑∑ , ,==
∞                            .  
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εαδ 

                                                                = ( − �) ,                                             .  

Θ πλκτη Ν υλα,Νσ δΝℂ+ έθαδΝ κΝ τθκζκΝ πθΝηδΰα δευθΝαλδγηυθΝη ΝηβΝαλθβ δεσΝπλαΰηα δεσΝ

ηΫλκμ,ΝεαδΝγαΝδ ξτ δΝσ δ: ℂ = { : ∈ ℂ+, < }. 
Γδα ∈ ℂ , 

γαΝ φαλησ κυη Νη α ξβηα δ ηκτμΝLaplace δμΝ (ζέγ)ΝεαδΝ (ζέ9),ΝεαδΝγαΝεα αζάικυη Ν βθΝ

παλαεΪ πΝ ξΫ β: 

[ + − + + + ] ̂ = ′ − ̂ − ∑∑ , ̂ ,==     .  

εαδ 

                                        ̂ = ( − ) ̂ , + , , −                                                 .  

σπκυ, 

, , −  

έθαδΝπκζυπθυηδεάΝ υθΪλ β βΝίαγηκτΝ − . 
 βΝ υθΫξ δα,Νγ πλκτη Ν βΝ υθΪλ β β: 

                                                       � =∏ −=                                                           .  

θ δεαγδ υθ αμΝ βθΝ (ζέ11)Ν βθΝ (ζέ10)Ν εαδΝ πκζζαπζα δΪακθ αμΝ εαδΝ αΝ τκΝ ηΫζβΝ η Ν βθΝ

(4.12),Νεα αζάΰκυη ΝΰδαΝ ∈ ℂ  βθΝπαλαεΪ πΝ ιέ π β:                   � [ + − + + ̂ ] ̂ = − � ̂                       .  

σπκυ, 

= ′ � + � ∑∑ , , , −− .==  
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εκζκυγυθ αμΝ αΝέ δαΝίάηα αΝΰδαΝ δμΝ(ζέζ),Ν(ζέ1ί)ΝεαδΝ(ζέ11),ΝΰδαΝ ∈ ℂ  κ βΰκτηα Ν βθΝ

παλαεΪ πΝ ιέ π β: � [ + − + + ̂ ] ̂ = + � + , 
σπκυ, 

= ′ � + � ∑∑ , , , −−== . 
ΗΝ 

, , −  

έθαδΝπκζυπθυηδεάΝ υθΪλ β βΝίαγηκτΝ − , βΝκπκέαΝδεαθκπκδ έΝ βθΝπαλαεΪ πΝ ξΫ β: 

̂ = ( − ) ̂ , + , , − . 
 

Θ υλβηαΝ1 

ΓδαΝ ∈ ℂ+ κδΝ η α ξβηα δ ηκέΝ Laplace πθΝ ̂  εαδΝ ̂  έθκθ αδΝ απσ δμΝ παλαεΪ πΝ

ξΫ δμ: 

                        ̂ = ∑ ∏ −− [� ̂ − � ̂ ]+= , ≠+= � [ + − + + ̂ ]                        .  

                    ̂ = ∑ ∏ −− [� + − � + ]+= , ≠+= � [ + − + + ̂ ]                   .  

 

πσ διβ 

Παλα βλκτη Νσ δΝβΝ ̂  εαδΝ αΝ τκΝηΫζβΝ βμΝ(ζέ1β)Ν έθαδΝαθαζυ δεΫμΝΰδαΝ ∈ ℂ+.  

ΘΫ κυη  = ,  = , , … , + . 
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Σσ Ν κΝαλδ λσΝηΫζκμΝ βμΝ(ζέ1β)Νηβ θέα αδΝζσΰπΝ κυΝΛάηηα κμΝ1ΝεαδΝ υθ πυμΝγαΝΫξκυη : = � ̂ . 
φσ κθΝ  έθαδΝπκζυυθυηκΝίαγηκτΝ , ηπκλ έΝθαΝΰλαφ έΝεαδΝπμ: 

= ∑ ∏ −−+
= , ≠

+
= � ̂  

ζσΰπΝ κυΝγ πλάηα κμΝLagrange. φαλησακθ αμΝ βθΝπαλαπΪθπΝηΫγκ κΝ βθΝ(ζέ1β),ΝηαμΝ έθ δΝ

βθΝ(ζέ1γ)έΝ βθΝ(ζέ1ζ)Νκ βΰκτηα Ναεκζκυγυθ αμΝ αΝέ δαΝίάηα αέ 

 

4.2 ζζ δηηα δεΫμΝ θαθ ω δεΫμΝ ιδ υ δμΝ γδαΝ δμΝ υθαλ ά δμΝ�� �  εαδΝ�� � . 

 

 Ν αυ άΝ βθΝ θσ β αΝ γαΝ α ξκζβγκτη Ν η Ν βθΝ αθΪπ υιβΝ εαδΝ βθΝ παλκυ έα βΝ πθΝ

ζζ δηηα δευθΝ αθαθ π δευθΝ ιδ υ πθΝ πθΝ υθαλ ά πθΝ  εαδΝ . ΘαΝ

εα αζάικυη Ν Ναυ ΫμΝκλέακθ αμΝθΫ μΝΫθθκδ μ,ΝσππμΝαυ άΝ κυΝ ζ άΝDickson-Hipp. 

 

Ολδ ησμ 

Ο ζ άμ Dickson-Hipp ΰδα ηέα πλαΰηα δεά υθΪλ β β ℎ  έθαδ β υθΪλ β β πκυ κλέα αδ 

απσ βθ παλαεΪ ω χΫ βμ 

                                               ℎ = ∫ − − ℎ ,                                            .∞
 

σπκυ,  έθαδ Ϋθαμ ηβ αλθβ δεσμ πλαΰηα δεσμ αλδγησμ (ά Ϋθαμ ηδΰα δεσμ αλδγησμ η  ηβ 

αλθβ δεσ πλαΰηα δεσ ηΫλκμ), Ϋ δ υ  κ παλαπΪθω κζκεζάλωηα θα υΰεζέθ δέ  

Παλα βλκτη Ν τεκζα,Νσ δΝΰδα = , 

βΝ(ζέ1η)Νΰέθ αδ: 

ℎ = ∫ − − ℎ∞
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⇒ ℎ = ∫ − ℎ∞
 

⇒ ℎ = ℎ̂  

βζα ά,Νεα αζάΰκυη Ν κΝη α ξβηα δ ησΝLaplace βμΝ υθΪλ β βμΝℎ. 

ΟΝ ζ άμΝ  αεκζκυγ έΝ βθΝαθ δη αγ δεάΝδ δσ β α,Ν βζα άΝγαΝδ ξτ δΝσ δ: =  

εαδΝ πδζΫκθΝΰθπλέακυη Νσ δ: 

ℎ = ℎ − ℎ− ,    ≠  

Πλκξπλυθ αμ,Ν βΝ η ζΫ βΝ πθΝ ζζ δηηα δευθΝ αθαθ π δευθΝ ιδ υ πθΝ πθΝ  εαδΝ

,Νγ πλκτη ΝΰδαΝ δεάΝηαμΝ δ υεσζυθ βΝ βθΝπαλαεΪ πΝ ξΫ β: 

=∏ − ΄ =+
=  

= ∏ −+
= , ≠  

Έπ δ α,Νηπκλκτη ΝθαΝα ξκζβγκτη Νη Ν βθΝ τλ βΝκζκεζβλπ δευθΝ ιδ υ πθΝΰδαΝ δμΝ  

εαδΝ . 

 

Θ υλβηα 1 

ΟδΝ πλκ ικφζβηΫθ μΝ υθαλ ά δμΝ πκδθάμΝ  εαδΝ  δεαθκπκδκτθΝ δμΝ παλαεΪ πΝ

κζκεζβλπ δεΫμΝ ιδ υ δμ: 

                                                 = ∫ − +                                      .  

                                                 = ∫ − + −�                                     .  
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σπκυ, 

= +∑� ΄ ,+
=  

= ∑ �΄ −� ∗ �� ,+
=  

= ∑ �΄ −� ∗ ��+
=  

εαδΝ∗ έθαδΝ κΝ τηίκζκΝ βμΝ υθΫζδιβμέ 

 

πσ διβ 

φσ κθΝβΝ 

� [ − + + −̂ − ] 
έθαδΝπκζυυθυηκΝίαγηκτΝ +  η Ν υθ Ϋζ β = , 

σ Νβ 

� [ − + + −̂ − ] −  

έθαδΝπκζυυθυηκΝίαγηκτΝ  πκυΝδεαθκπκδ έ αδΝΰδα = , , … , + . 

� [ − + + −̂ − ] − = −� [ + +̂ ] 
ζσΰπΝ κυΝΛάηηα κμΝ1Ν κυΝΚ φαζαέκυΝγ. πσΝ κθΝ τπκΝπαλ ηίκζάμΝ κυΝLagrange παέλθκυη : 

   

� [ − + + −̂ − ] − = − ∑� [ + +̂ ]΄ −+
=  
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Έ δ,ΝγαΝΫξκυη : 

� [ + − + + ̂ ] =
= + � [ + +̂ ] − ∑ � [ + +̂ ]΄ − =+

=  

= [ −∑� [ + +̂ ] − � [ + +̂ ]΄ −+
= ] 

= [ −∑� [ + +̂ ] − � [ + +̂ ]΄ −+
=

+∑ � − �΄ − [ + +̂ ]+
= ] = 

= [ + ∑� +΄ −+
=                                                                 

− ∑ �΄ � + +∑ � − �΄ − [ + +̂ ]+
=

+
= ] , .  

Παλα βλκτη Ν σ δΝ βΝ �  έθαδΝ ηέαΝ πκζυπθυηδεάΝ υθΪλ β βΝ ίαγηκτΝ  εαδΝ σ δΝ βΝ � −� �−�  

έθαδΝπκζυπθυηδεάΝίαγηκτΝ − . Σσ ,Ν τηφπθαΝη Ν αΝπαλαεΪ π: 

∑ −∏ ( − )= , ≠ =+
= { 

                              ,          = −                                                            ,         = , , , … , −  .−∏ −= , = −  

βΝ(4.18)Ναπζκπκδ έ αδΝ βθ: 

                                      [ + − ∑ �΄ � ++
= ]                                     .  

ΠαλκηκέπμΝκΝαλδγηβ άμΝ βμ (4.13)Νΰέθ αδΝσππμΝπαλαεΪ π: 

                  ∑ � ̂ − � ̂΄ −+
= = ∑ �΄ �+

=                 .  

 



60 

 

πσΝ(ζέβί)ΝεαδΝ(ζέβ1),ΝβΝ(ζέ1γ)Νπαέλθ δΝ βθΝπαλαεΪ πΝηκλφά: 

                                          ̂ = ∑ �΄ �++=− ∑ �΄+= � ++                                            .  

ΗΝ(ζέββ)Νηπκλ έΝθαΝΰλαφ έΝεαδΝπμ: 

                ̂ = ̂ ∑ �΄+
= � ++ + ∑ �΄ �++

=                    .  

 βΝ υθΫξ δαΝ ΪθΝαθ δ λ οκυη Ν κυμΝη α ξβηα δ ηκτμΝLaplace βθΝ(ζέβγ)Νκ βΰκτηα Ν

βθΝ(ζέ1θ). 

Ο αλδγηβ άμΝ βμΝ(ζέ1ζ) ηπκλ έΝθαΝΰλαφ έΝεαδΝπμ: 

                                                        ∑ �΄ =+
= ,                                                    .  

ζσΰπΝ βμΝ(ζέ1λ)ΝεαδΝ π δ άΝβΝ�  έθαδΝπκζυυθυηκΝίαγηκτΝ . θ δεαγδ υθ αμΝ δμΝ(ζέβ1)ΝεαδΝ

(4.24) βθΝ(ζέ1ζ)Νπαέλθκυη βθΝ ιάμΝ ξΫ β: 

                                     ̂ = ̂ ∑ �΄ � ++ + ++
=                               .  

θ δ λΫφκθ αμΝ κυμΝη α ξβηα δ ηκτμΝLaplace βθΝ(ζέβη)Νεα αζάΰκυη Ν βθΝ(ζέ1ι). 

Ό αθΝ έθαδ =   � ��  = , 
Ϋξκυη : 

= − +� ∗ � +  

εαδ 

= − +� ∗ �  
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 Ναυ άθΝ βθΝπ λέπ π βΝπαλα βλκτη ΝππμΝκδΝ ιδ υ δμΝ(ζέ1θ)ΝεαδΝ(ζέ1ι)ΝπαέλθκυθΝ βΝηκλφά 

βμΝ ιέ π βμ: 

= ∫ − + = 

                                                          = ∗ ℎ ∗ + ℎ ∗ ,                                  .  

πκυ πλσε δ αδ ΰδα βθ ιέ π β πθ Tsai εαδ Willmot “χΝ generalizedΝ defectiveΝ renewal 

equationΝ forΝ theΝ surplusΝ processΝ perturbedΝ byΝ diffusion”. εσηβ,Ν κδΝ ιδ υ δμΝ (ζέ1θ)Ν εαδΝ

(ζέ1ι)Ναπκ ζκτθΝ ζζ δηηα δεΫμΝαθαθ π δεΫμΝ ιδ υ δμΝσ αθΝ >   . 
υ σ,Ν τεκζα,Ν δαπδ υθ αδ,ΝαθΝ έικυη ΝππμΝ 

∫ <∞
 

άΝαθ έ κδξα, ̂ < . 
πσΝ δμΝ(ζέ1κ)ΝεαδΝ(ζέβ1)Νπαέλθκυη Νσ δ: 

̂ = − � [ + − + + ̂ ]+ , 
σπκυ,ΝΰδαΝ > ,ΝΫξκυη : 

̂ = − ∏ =∏ += <  

ΪθΝγΫ κυη  βθΝ(γέγ), = +  

εαδΝτ λαΝπαλαΰπΰέ κυη ΝΰδαΝ ,Ν σ Νίλέ εκυη : 

΄ + = + − − + > , 
ζσΰπΝ βμΝ υθγάεβμΝ κυΝεαγαλκτΝεΫλ κυμ (3.3). Οπσ ,Νσ αθ = , 
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απσΝ κθΝεαθσθαΝ κυΝL’ΝHospital, παέλθκυη : 

̂ = − ∏ =∏ = × lim�→ + + = 

                                                  = − + − − + ∏ =∏ = <                                  .  

ΪθΝγ πλά κυη Νπυμ 

̂ = + < , 
εαδ 

= + ∫ , 
σ ,Ν βΝ  έθαδΝ ηέαΝ εα αζζάζβΝ εα αθκηάέ Έ δ,Ν κλέακυη Ν βΝ υθΪλ β βΝ βμΝ τθγ βμΝ

ΰ πη λδεάμΝεα αθκηάμΝ = − ̅ , 
η  

�̅ = ∑ + ( + ) ∗̅̅ ̅̅ ̅∞
= , 

σπκυ, 

∗̅̅ ̅̅ ̅ = − ∗  

έθαδΝβΝ -δκ άΝ υθΫζδιβΝ βμΝ υθΪλ β βμΝεα αθκηάμΝ , η Ν κθΝ αυ σΝ βμέ Έ δ,ΝβΝ(ζέ1θ)ΝεαδΝ

βΝ(ζέ1ι)ΝΰλΪφκθ αδΝπμ: 

= + ∫ − + , 
= + ∫ − + −� . 

Σσ  τηφπθα η  κ παλαεΪ π γ υλβηα πθ Lin εαδ Wilmot “χnalysisΝ ofΝ aΝ defectiveΝ

renewalΝequationΝarisingΝinΝruinΝtheory”,Νκδ υθαλ ά δμ  εαδ  έθκθ αδ απσ κυμ 

παλαεΪ π τπκυμ: 
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= + ∫ − + , 
= + ∫ −� − + −� ,    

ΠαλαεΪ πΝπαλαγΫ κυη Ν κΝγ υλβηαΝπκυΝπλκαθαφΫλαη Νη Ν βθΝαπκ διάΝ κυέ 

 

Θ υλβηαΝ2 

Θ πλκτη Ν βθΝπαλαεΪ πΝ ζζ δηηα δεάΝαθαθ π δεάΝ ιέ π β: 

                    = + ∫ − + + ,   ,                                 .  

σπκυ, >  

εαδ = − ̅  

έθαδΝβΝ υθΪλ β βΝεα αθκηάμΝη Ν =  

εαδ  έθαδΝ υθ ξάμ,Ν ΰδαΝ . Ολέακυη Ν βΝ υθΪλ β βΝ εα αθκηάμΝ βμΝ τθγ βμΝ

ΰ πη λδεάμΝπμ: = − ̅ , 
σ αθ 

                                            ̅ = ∑ + ( + ) ∗̅̅ ̅̅ ̅∞
= ,                                    

σπκυ,Ν ∗̅̅ ̅̅ ̅  έθαδΝβΝκυλΪΝ βμΝ -δκ άμΝ υθΫζδιβμΝ βμΝ . 

ΗΝζτ βΝ βμΝ(ζέβκ)Νηπκλ έΝθαΝΰλαφ έΝπμ: 

                                     = ∫ − + +                                        .  
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άΝ θαζζαε δεΪΝπμ: 

                           = − ∫ ̅ − − ̅ +                            .  

ΪθΝβΝ  έθαδΝπαλαΰπΰέ δηβ,Ν σ Νβ  ΰλΪφ αδΝσππμΝπαλαεΪ π: 

                   = − ∫ ̅ − ′ − ̅ + ,                  .  

 

πσ διβ 

ΟΝη α ξβηα δ ησμΝLaplace βμΝ  κλέα αδΝσππμΝπαλαεΪ π: 

̂ = ∫ − .∞
 

Σσ ΝκΝη α ξβηα δ ησμΝδaplaceΝ βμΝ  έθαδΝκ: 

̂ = +∫ − =∞
 

                                                                        = + − ̂                                                         .  

εσηβΝγαΝδ ξτ δΝσ δ: 

̂ = ∫ −∞ , 
ΚαδΝ πέ βμΝΰθπλέακυη Νσ δ: 

̂ = ∫ − .∞
 

Σσ ΝβΝ(ζέβκ)Νΰέθ αδ: 

                                                                ̂ = ̂+ − ̂ ,                                                     .  

πσΝ(ζέγβ)ΝΫξκυη : 

                                                                    ̂ = + − ̂ ,                                                 .  
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κπσ ΝαπσΝ(ζέγγ)ΝεαδΝ(ζέγζ)Νπαέλθκυη : 

 ̂ = ̂ ̂ . 
Μ Ν αθ δ λκφάΝ κυΝ παλαπΪθπΝ η α ξβηα δ ηκτΝ Laplace εα αζάΰκυη  βθΝ (ζέβλ). 

Οζκεζβλυθκθ αμΝ βθΝ(ζέβλ)Νεα ΪΝπαλΪΰκθ μΝίλέ εκυη Ν βθΝ(ζέγί). θαζυ δεΪΝγαΝ έθαδ: 

∫ − = 

= −∫ − ̅ = 

= − − ̅ | + ∫ ̅ − = 

                                      = − ̅ + ̅ −∫ ̅ − .                         .  

πδ βηαέθκυη Νσ δ 

                                                                        ̅ = +                                                             .  

Σσ ΝαπσΝ(ζέβλ),Ν(ζέγη)ΝεαδΝ(ζέγθ)ΝΫξκυη ΝπμΝ ιάμ: 

= [− ̅ + + −∫ ̅ − ] + + = 

= − ̅ + + − ∫ ̅ − + + = 

= − ∫ ̅ − − � ̅ + + + �+ = 

= − ∫ ̅ − − � ̅ + + + + = 

= − ∫ ̅ − − � ̅ + ++ = 

= − ∫ ̅ − − � ̅ + + + = 
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= − ∫ ̅ − − � ̅ +  

πκυΝ έθαδΝβΝ(ζέγί)ΝεαδΝ τεκζαΝη αΝαπκ δεθτ αδΝεδΝβΝ(ζέγ1). 
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Κ Φ Λ ΙΟΝη 

 

ΤΜΠΣΧΣΙΚ Ν ΠΟΣ Λ Μ Σ ΝΚ ΙΝ Ν ΛΤΣΙΚ Ν

ΛΤ ΙΝΓΙ ΝΣΙΝΤΝ ΡΣΗ Ι GERBER-SHIU 

 

5.1 υηπ ω δεΪΝ πκ ζΫ ηα αΝγδαΝ βθΝΠδγαθσ β αΝΥλ κεκπέαμέ 

 

ΟδΝ ζζ δηηα δεΫμΝαθαθ π δεΫμΝ ιδ υ δμΝ(ζέ1θ)ΝεαδΝ(ζέ1ι)ΝπκυΝκλέ αη ΝεαδΝη ζ ά αη Ν κΝ

πλκβΰκτη θκΝ ε φΪζαδκ,Ν ηαμΝ ίκβγκτθΝ θαΝ ιΪΰκυη Ν α υηπ π δεΪΝ απκ ζΫ ηα αΝ ΰδαΝ βθΝ

πδγαθσ β αΝ ξλ κεκπέαμ,Ν βθΝ π λέπ π βΝ σπκυΝ αΝ εΪ πΝ Ϊζηα αΝ αεκζκυγκτθΝ εα αθκηάΝ η Ν

ίαλδΪΝκυλΪέ 

πσΝ υΝεαδΝπΫλαΝγαΝγ πλκτη Νσ δ = . 
εσηβ,ΝγαΝΰλΪφκυη Νσ δ: ~ , 

σ αθ 

lim→∞ = , 
σπκυ,  εαδ  έθαδΝ τκΝ υθαλ ά δμΝΰδαΝ δμΝκπκέ μΝγαΝδ ξτ δ: , > . 
Μέα εα αθκηά  κΝ[ ,∞  γαΝ έθαδΝυπκ εγ δεάΝεαδΝγαΝ υηίκζέα αδΝαπσ ∈ �, 
εαδΝΰδαΝ βθΝκπκέαΝγαΝδ ξτ δΝσ δ: 

∗̅̅ ̅̅̅ ~ ̅ . 
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πέ βμ,ΝηέαΝεα αθκηάΝ  κΝ[ ,∞  γαΝζΫη Νσ δΝΫξ δΝηαελδΪΝκυλΪΝεαδΝγαΝ υηίκζέα αδΝαπσ ∈ ℒ, 
σ αθ, ̅ + ~ ̅ ,   > . 
ΟδΝ Ϊι δμΝ� εαδ ℒ π λδΫξκυθΝεα αθκηΫμΝη ΝίαλδΪΝκυλΪΝεαδΝη αιτΝ κυμΝγαΝδ ξτ δΝσ δ: � ⊂ ℒ. 
Πλσε δ αδΝ θαΝ η ζ ά κυη Ν Ϊι δμΝ εα αθκηυθΝ ηβΝ αλθβ δευθΝ υξαέπθΝ η αίζβ υθ,Ν Ϋ κδ μΝ

υ : ̂ = ∞,   > . 
ΣδμΝαπκεαζκτη ,ΝσππμΝαθαφΫλαη ΝπαλαπΪθπΝεα αθκηΫμΝη ΝίαλδΪΝκυλΪέ ΣΫ κδ μΝεα αθκηΫμΝ

ΰδαΝπαλΪ δΰηαΝ έθαδ κδ: 

 Log Normal, 

 Pareto εαδ 

 Weibull. 

Oλέακυη : 

� = lim→∞ , 
σπκυ, = − log ̅  

ΪθΝβΝ  Ϋξ δΝ υθ ξάΝπυεθσ β α,Ν σ ΝβΝ  έθαδΝ δαφκλδεάΝεαδΝδ ξτ δΝσ δ: 

=  

εσηβ,Νγ πλκτη ΝππμΝΰδαΝ δμΝεα αθκηΫμΝπκυΝη ζ Ϊη Ν έθαδ: ∈ ℝ+ 

εαδ − = . 
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Θ υλβηαΝ1 

ΪθΝΫξκυη Νσ δ: 

� = , 
σ ΝβΝ  Ϋξ δΝίαλδΪΝκυλΪέ 

 

πσ διβ  

ΤπκγΫ κυη Νσ δ: 

� = . 
Σσ , 

lim→∞ = . 
Οπσ , ∀ � >  ∃ ′ >  

Ϋ κδκΝυ  � ,  ό  �  ′. 
Tσ ,ΝΰδαΝεΪπκδκ >  

Ϋξκυη  ̅ −� ,  ό  �   

εαδΝΫ δ 

                                                ∫ ̅ = ∞∞ ,  ό  �  �.                                        .  

Έφσ κθ,Ν κΝ� >  έθαδΝαυγαέλ αΝκλδ ηΫθκ,ΝβΝ(ηέ1)Νδ ξτ δΝΰδαΝσζαΝ α > , 
πλΪΰηαΝ κΝκπκέκΝ βηαέθ δΝππμΝβΝ  έθαδΝεα αθκηάΝη ΝίαλδΪΝκυλΪέ 
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Παλα άλβ β 

ΓδαΝηέαΝεα αθκηά  η ΝίαλδΪΝκυλΪΝΫξκυη : lim→∞ ̅ = ∞ ,  ό  �  > , 
 

Λάηηα 1 

Ολέακυη  

                                                              + = ∫ +̅ +                                                          .  

εαδ 

                                                                     + = +̅+                                                                 .  

θαΝ έθαδΝβΝεα αθκηάΝδ κλλκπέαμΝεαδΝβΝ υθΪλ β βΝαπκ υξέαμΝ βμΝ +. 
Ϊθ 

+ → , ώ� → ∞ 

εαδ 

+ ∈ �, 
σ  ∈ �. 

 

πσ διβ 

ΗΝκυλΪ βμΝεα αθκηάμΝ  έθαδΝβ: ̅ = −  

εαδΝ έθ αδΝαπσΝ κθΝ τπκ: 
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̅ = + ∑ �′ ∫ ∫ −� − � + =∞+
=  

                             = + [∑ �′ ∫ ∫ −� − � +∞
=+∏ =∏ = ∫ ∫ −� − +̅∞ ].                                     .  

Έξκυη ,ΝζκδπσθΝ,ΝαπσΝ(ηέβ)ΝεαδΝ(ηέζ): 

∫ ∫ −� − +̅∞
+̅ = + ∫ ∫ −� − +∞

+̅ , 
κΝκπκέκΝ έθ δΝ κ 

+ , ώ� �  → ∞. 
Γθπλέακυη Νσ δΝσ αθ 

+ → , ώ� → ∞, 
σ  

+ ∈ ℒ. 
πδ βηαέθκυη ,Νσ δΝβΝ +  έθαδΝφλαΰηΫθβ,Νσ αθΝ κΝ  έθαδΝαλε ΪΝη ΰΪζκ,ΝεαδΝσ δ: 

+̅̅ ,  . 
πσΝ κΝγ υλβηαΝ βμΝευλδαλξκτη θβμΝ τΰεζδ βμΝεα αζάΰκυη Ν αΝ ιάμ: 

lim→∞ � ++̅ = 

= lim→∞∫ −� − +∞
+̅ = 

= lim→∞∫ −� + + +̅ ++̅∞ = 

= . 
πσΝ κθΝεαθσθαΝ κυΝL’Hospital Ϋξκυη : 
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lim→∞∫ ∫ −� − � +∞
+̅ = 

                                                   = lim→∞ + ∫ −� �� + −+̅                                               .  

ΘαΝ έικυη Νσ δΝ κΝπαλαπΪθπΝσλδκΝ έθαδΝέ κΝη Νίέ πσΝ(ηέη)ΝεαδΝ π δ ά 

+ ∈ ℒ, 
ΰθπλέακυη Νσ δ ∀�,  < � < , ∃ ,  > , 
Ϋ κδκΝυ ,Νσ αθ − > , 

θαΝ έθαδ: 

| � + −+̅ | = 

                                               = | � + −+̅ − | ∙ | +̅ −+̅ | < � + �                                    .  

πδ βηαέθκυη Νσ δ | � + − | < , 
σ , 

| + ∫ −� � + −+̅ |  

| + ∫ −� � + −−
+̅ | + | + ∫ −� � + −− +̅ | < 

< � + � | +∫ −�− | + | +( −� − − −� )+̅ |. 
ΟΝ τ λκμΝ σλκμΝ βμΝ ζ υ αέαμΝ ΰλαηηάμΝ βμΝ παλαπΪθπΝ ξΫ βμΝ έθ δΝ κΝ ί,Ν εαγυμΝ κΝ→ ∞, π δ άΝβΝ + έθαδΝεα αθκηάΝη ΝίαλδΪΝκυλΪέΝΈ δ,Ν κΝσλδκΝ βθΝ(ηέη)Ν έθαδΝίέ 
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Σ ζδεΪ,ΝαπσΝ(ηέζ)ΝγαΝΫξκυη : 

lim→∞ ̅+̅ = 

= + + ∏ =∏ = , 
κΝκπκέκΝ έθξ δΝσ δΝ ∈ �.    □ 

 

Παλα άλβ β 

πσΝ δμΝ εα αθκηΫμΝ η Ν ίαλδΪΝ κυλΪ,Ν πκζζΫμΝ έθαδΝ αυ ΫμΝ πκυΝ ξλβ δηκπκδκτθ αδΝ υλΫπμΝ βθΝ

Θ πλέαΝΚδθ τθπθΝεαδΝδεαθκπκδκτθΝ δμΝ υθγάε μΝ κυΝπαλαπΪθπΝΛάηηα κμέΝΣΫ κδ μΝ έθαδΝκδ: 

 Pareto, 

 Burr, 

 Log Normal εέαέ 

Μ Ν κΝ γ υλβηαΝ πκυΝ παλαγΫ κυη Ν βΝ υθΫξ δα,Ν γαΝ η ζ ά κυη Ν βθΝ α υηπ π δεάΝ

υηπ λδφκλΪΝ βμΝπδγαθσ β αμΝξλ κεκπέαμέ 

 

Θ υλβηα 

ΤπσΝ δμΝ υθγάε μ κυΝΛάηηα κμΝ1,ΝΫξκυη Νσ δ: 

                                               ~ ~ ++ − − + +̅ .                                   .  

 

Άπσ διβ 

πσ βθΝ(ζέ1θ)ΝΰδαΝ ≡  παέλθκυη : 

                                            = + ∫ − +                                    .  
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σπκυ, 

= [∑ �΄ ∫ −� − � +̅ + +∏ =∏ == ∫ −� − +̅ ]. 
Έπ δ α,Ν γαΝ έικυη Ν σ δΝ βΝ �  έθαδΝ α υηπ π δεΪΝ αθΪζκΰβΝ βθΝ +̅ . ΓδαΝ θαΝ

εα αζάικυη Ν Ν αυ σΝ κΝ υηπΫλα ηα,Ν πλυ αΝ γαΝ πλ π δΝ θαΝ κζκεζβλυ κυη Ν εα ΪΝ

παλΪΰκθ μέΝΟπσ ,ΝγαΝΫξκυη : 

                   ∫ −� − +̅ = [ − ∫ ( − −� − ) + − −� ].              .  

Έπ δ α,Ν δαδλυθ αμΝη ΝΝ +̅  εαδΝ φαλησακθ αμΝ αΝσλδα, εΪθκυη  δΝπλΪι δμΝ βθΝ(ηέλ)Νεαδ 

Ϋξκυη : 

lim→∞  ∫ −� − +̅+̅ = 

= lim→∞ [ − ∫ ( − −� − ) + − −� ]+̅ = 

= lim→∞ − ∫ ( − −� − ) + − −�
+̅ = 

= lim→∞ − ∫ ( − −� − ) ++̅ − lim→∞ −�
+̅ = 

                                                                               = ,                                                                       .  

π δ άΝ + ∈ �. 
φαλησακθ αμΝιαθΪΝκζκεζάλπ βΝεα ΪΝπαλΪΰκθ μΝΫξκυη : 

∫ −� − � +̅ = 

= ∫ −� − ∫ −� − +̅ =∞
 

= ∫ ∫ −� − −� − +̅ +∫ ∫ −� −∞ −� − +̅ = 
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= + [∫ −� − +̅ +∫ −� − +̅ − −� ∫ −� +̅∞∞ ]. 
πσΝ κθΝ εαθσθαΝ κυΝ L’Hospital εαδΝ κΝ γ υλβηαΝ βμΝ ευλδαλξκτη θβμΝ τΰεζδ βμ,Ν βΝ

υθΫξ δαΝγαΝΫξκυη : 

lim→∞∫ −� − +̅∞
+̅ = 

= lim→∞∫ −� +̅ ++̅ =∞
 

= lim→∞ +∫ −� + + +̅ ++̅ =∞
 

                                                                                   =                                                                      .  

Οπσ ,Ν ζδεΪΝγαΝδ ξτ δΝβΝπαλαεΪ πΝ ξΫ β: 

lim→∞∫ −� − +̅+̅ = 

= lim→∞ + [[ − ∫ ( − −� − ) + ] − +̅ ]+̅ = 

                                                                                   = .                                                                    .  

πσΝ δμΝ ξΫ δμΝ(ηέ11)ΝεαδΝ(ηέ1β)Νίλέ εκυη Νσ δ: 

lim→∞∫ −� − �� +̅+̅ = , 
βΝκπκέαΝ Ν υθ υα ησΝεαδΝη Ν βθΝ(ηέ1ί)ΝηαμΝ έθ δΝ βθΝπαλαεΪ πΝ ιέ π β: 

                                                        lim→∞ +̅ = +∏ =∏ = .                                             .  

πσ κ Θ υλβηα 3.1 πθ Yin εαδ ZhaoμΝ “Nonexponential asymptotics for the solutions of 

renewal equations, with applicationsέ”,Ναπσ κ Λάηηα 1 εαδ απσ δμ ξΫ δμ (4.27) εαδ (5.13) 

εα αζάΰκυη Ν αΝπαλαεΪ π: 

~ − + ~ ++ − − + +̅ . 
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Σ ζδεΪ,Ναπκ δεθτκυη Νσ δ: 

~ + −�− + ~ ++ − − + +̅ , 
πκυΝ έθαδΝεδΝβΝ ξΫ βΝ βθΝκπκέαΝγΫζαη ΝθαΝεα ζάικυη έΝΝΝΝ□ 

Παλα άλβ β 

ΗΝ ξΫ βΝ(ηέι)Ναπκ δεθτ δΝσ δΝ αΝεΪ πΝΪζηα αΝπκυΝαεκζκυγκτθΝηέαΝεα αθκηάΝη ΝίαλδΪΝκυλΪ 

πδελα κτθΝ βμΝεέθβ βμΝBrown,Νσ κθΝαφκλΪΝ βΝξλ κεκπέαέ Ό αθΝ = ,  = , 
 βΝ(ηέλ)ΝφΫλ δΝ κΝαθ έ κδξκΝαπκ Ϋζ ηαΝΰδαΝ κΝεζα δεσΝηκθ ΫζκΝ βμΝγ πλέαμΝεδθ τθπθΝη Ν

ΫθαθΝσλκΝ δΪξυ βμ,ΝξπλέμΝΪθπΝΪζηα αέ 

 

5.2 θαζυ δεΫμ Λτ δμΝγδαΝ βΝυθΪλ β βΝGerber-Shiu. 

 

 βΝ υθΫξ δα,Ν γαΝ παλκυ δΪ κυη Ν η λδεΫμΝ αθαζυ δεΫμΝ ζτ δμΝ πκυΝ αφκλκτθΝ βΝ υθΪλ β βΝ

Gerber-Shiu ( υθΪ λ β βΝπλκ ικφζβηΫθβμΝπκδθάμ)έΝΘαΝγ πλά κυη ΝππμΝβΝπυεθσ β αΝ πθΝ

εΪ πΝ αζηΪ πθΝ Ϋξ δ,Ν παλσηκδαΝ η Ν βθΝ πυεθσ β αΝ πθΝ εΪ π αζηΪ πθ,Ν η α ξβηα δ ησΝ

Laplace βμΝλβ άμΝκδεκΰΫθ δαμΝεα αθκηυθ,Ν βζα ά,ΝγαΝ έθαδ: 

+̂ = − ,    ∈ ℕ+, 
σπκυ, 

 −  έθαδΝπκζυπθυηδεάΝ υθΪλ β βΝίαγηκτΝ −  άΝηδελσ λκυ,Ν θυΝβ 

  έθαδΝπκζυπθυηδεάΝ υθΪλ β βΝίαγηκτΝ , βΝκπκέαΝΫξ δΝησθκ αλθβ δεΫμΝλέα μΝεαδΝ

δεαθκπκδ έΝ βΝ ξΫ β = − . 
Φυ δεΪΝγαΝδ ξτ δΝεαδΝκΝΰθπ σμΝ τπκμΝ κυΝη α ξβηα δ ηκτΝLaplace, βζα ά, 

+̂ = ∫ − + .∞
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Ξ εδθΪη Ν απσΝ κυμΝ η α ξβηα δ ηκτμΝ Laplace πθΝ ξΫ πθΝ (ζέ1γ)Ν εαδΝ (ζέ1ζ)έΝ λξδεΪ,Ν

αθ δεαγδ υθ αμΝ βθΝ(ζέββ)Ν βθΝ(ζέ1γ)Νίλέ εκυη Νσ δ: 

̂ = ∑ �΄ �+=� [ + − + + ̂ ] = 

                       = ∑ �΄ �+=� [ + − + + −̂ − ] + � − .                .  

θ έ κδξΪ,Ν ΪθΝαθ δεα α ά κυη Ν βθΝ(ζέβγ)Ν βθΝ(ζέ1ζ),Ναυ σΝηαμΝ έθ δ: 

            ̂ = � [ + − + + −̂ − ] + � − .              .  

ΟΝεκδθσμΝπαλαθκηα άμΝ πθΝ ξΫ πθΝ(5.14)ΝεαδΝ(5.15) υηίκζέα αδΝη  

+ +  

εαδΝ έθαδΝπκζυπθυηδεάΝ υθΪλ β βΝίαγηκτΝ + + , βμΝκπκέαμΝκΝπλυ κμΝσλκμΝ δ κτ αδΝη Ν.  
ΗΝ ιέ π β 

+ + =  

Ϋξ δΝ αελδίυμΝ + +  λέα μΝ κΝ τθκζκΝ πθΝ ηδΰα δευθ,Ν η Ν σζ μΝ δμΝ ηδΰα δεΫμΝ λέα μΝ θαΝ

απκ ζκτθ δα αΰηΫθαΝα υΰΪλδαέ 

πσΝ κΝΛάηηαΝ1Ν κυΝΚ φαζαέκυΝγ,Νΰθπλέακυη Νσ δΝκδΝ , , … , +  έθαδΝ +  λέα μ,Ν σ Ν

βΝ + +  δ κτ αδΝη Ν κΝπαλαεΪ π: 

                                                   + + = ∏( + ).+
=                                              .  

Σκθέακυη Νσ δ,ΝσζαΝ αΝ  ΫξκυθΝπλαΰηα δεσΝγ δεσΝηΫλκμ,Νΰδα έΝ Νπ λέπ π βΝπκυΝ υθΫίαδθ Ν

κΝαθ έγ κ,Ν σ ΝβΝ−  γαΝά αθΝεδΝαυ άΝηέαΝλέααΝ βμΝΰ θδε υηΫθβμΝ ιέ π βμΝLundberg (3.5) 

εΪ δΝ κΝκπκέκΝγαΝαπκ ζκτ Ναθ έελκυ βΝ κυΝΛάηηα κμΝ1Ν κυΝΚ φαζαέκυΝγέ 

ΜΫ πΝ βμΝ ξΫ βμΝ(ηέ1θ),ΝκδΝ(ηέ1ζ)ΝεαδΝ(ηέ1η)ΝπαέλθκυθΝ βθΝπαλαεΪ πΝηκλφά: 
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                                        ̂ = ∑ �΄ �+=∏ ( + )+= ,                                           .  

 

                                                            ̂ = ∏ ( + )+= .                                                      .  

 βθΝ π λέπ π βΝ σπκυ,Ν σζαΝ αΝ  έθαδΝ δαελδ Ϊ,Ν σ Ν αθαζτκθ αμΝ αΝ λβ ΪΝ εζΪ ηα αΝ Ν

αγλκέ ηα αΝαπζυθΝεζα ηΪ πθΝηαμΝ έθ δ: �΄∏ ++= =∑ + ,+=  

∏ ( + )+= =∑ + ,+
=  

σπκυ, 

= − �΄∏ ( − )+= , ≠ , 
                                                                = (− )∏ ( − )+= , ≠ .                                                .  

Οπσ ,Ν ζδεΪ,ΝκδΝ ξΫ δμΝ(ηέ1ι)ΝεαδΝ(ηέ1κ)ΝπαέλθκυθΝ βθΝπαλαεΪ πΝηκλφάΝαθ έ κδξα: 

̂ = ∑∑ + �+
=

+
=  

εαδ 

̂ =∑ + .+
=  

ΣΫζκμ,Ν αθ δ λΫφκθ αμΝ κυμΝ η α ξβηα δ ηκτμΝ Laplace δμΝ πδκΝ πΪθπΝ ξΫ δμ,Ν ίλέ εκυη Ν

τκζαΝ δμΝζτ δμΝΰδαΝ δμΝ υθαλ ά δμΝ  εαδΝ . 
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5.3 λδγηβ δεΪΝ πκ ζΫ ηα αΝγδαΝ εγ δεΪΝΆθωΝΆζηα αέ 

 

Θ υλβηα 

ΪθΝκΝη α ξβηα δ ησμΝLaplace +̂  Ϋξ δΝ βΝηκλφά, 

+̂ = − ,    ∈ ℕ+, 
εαδΝκδΝλέα μΝ− ,− ,… ,− +  έθαδΝσζ μΝ δαελδ Ϋμ,Ν σ ΝκδΝπλκ ικφζβηΫθ μΝ υθαλ ά δμΝ

πκδθάμΝ  εαδΝ  παέλθκυθΝ βθΝπαλαεΪ πΝηκλφάΝαθ έ κδξα: 

                                                     = ∑∑ −� ∗ �+
=

+
=                                      .  

εαδ 

                                                            = ∑ −� ,   +
= .                                           .  

□ 

ΠαλαεΪ π,Ν παλαγΫ κυη Ν αλδγηβ δεΪΝ απκ ζΫ ηα αΝ ΰδαΝ δμΝ πλκ ικφζβηΫθ μΝ υθαλ ά δμΝ

πκδθάμ,Ν θυΝγ πλκτη Νππμ 

+̂ = + , 
−̂ = + + + , 

σπκυ, 

 , , > , 
 < , < , 
 + = . 

 Ναυ άθΝ βθΝπ λέπ π β,Ν αΝεΪ πΝΪζηα αΝαεκζκυγκτθΝ βθΝ εγ δεάΝεα αθκηάΝη Ν υθΪλ β βΝ

πυεθσ β αμΝπδγαθσβ αμ: 

− = −� , 
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ΫθπΝ αΝ ΪθπΝ Ϊζηα αΝ αεκζκυγκτθΝ ηέιβΝ εγ δευθΝ εα αθκηυθΝ εαδΝ βΝ υθΪλ β βΝπυεθσ β αμΝ

πδγαθσ β αμΝγαΝ έθαδ: 

− = −� + −� . 
υθ πυμ,ΝβΝΰ θδε υηΫθβΝ ιέ π βΝLundberg γαΝ έθαδΝ βμΝηκλφάμ: 

                             + − + + + + ( − + − ) =                   .  

εαδΝγαΝΫξ δΝπΫθ ΝπΫθ Νλέα μ,ΝκδΝκπκέ μΝγαΝ έθαδΝκδΝ , , >  

εαδ − ,− < . 
 βθΝ(ηέββ)ΝγΫ κυη : 

 = , 
 = , 
 = . , 
 = , 
 = . , 
 = . , 
 = . , 
 = . , 
 = . , 
 = . , 
 = . . 

δαπδ υθκυη Νσ δ,ΝβΝ υθγάεβΝ κυΝεαγαλκτΝεΫλ κυμ + − > + 

 γαΝδ ξτ δΝΰδαΝ δμΝ δηΫμΝπκυΝ υ αη έ 

θ δεαγδ υθ αμΝ βθ (ηέββ)Ν δμΝ δηΫμΝ πκυΝ υ αη Ν παλαπΪθπΝ εαδΝ ζτθκθ αμΝ βθΝ ιέ π β,Ν

παέλθκυη : 

 = . , 
 = . , 
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 = . , 
 = . , 
 = . . 

ΜΫ πΝ βμΝ(ηέ1λ)Νπαέλθκυη Ν αΝ ιάμΝαπκ ζΫ ηα α: 

 = . , 
 = . , 
 = . , 
 = . , 
 = . , 
 = . , 

εαδ 

 = . , 
 = . . 

ΪθΝαθ δεα α ά κυη Ν αΝαπκ ζΫ ηα αΝπκυΝίλάεαη Ν βθΝ(ηέβ1), σ ΝβΝ  παέλθ δΝ βθΝ

παλαεΪ πΝηκλφά: = . − . + . − . . 
 βΝ υθΫξ δαΝγ πλκτη Ν βθΝκυλΪΝ βμΝεα αθκηάμΝ κυΝπλκ ικφζβηΫθκυΝ ζζ έηηα κμΝεα ΪΝ βΝ

δΪλε δαΝ βμΝ ξλ κεκπέαμ,Ν σ αθΝ βΝ ξλ κεκπέαΝ πλκεαζ έ αδΝ απσΝ ΫθαΝ εΪ πΝ ΪζηαέΝ ΘαΝ βΝ

υηίκζέακυη Νη : | ≔ [ −�� | | > , < ∞ | = ]. 
 βθΝπ λέπ π βΝαυ άΝγαΝ έθαδ: = −� + , 
κπσ ,Ν σ ΝβΝ(ηέβί)ΝγαΝΰέθ αδ: 

| = ∑∑ −� −�+ ( − ) ,+
=

+
=  

απσΝ βθΝκπκέαΝαθΝαθ δεα α ά κυη Ν αΝαπκ ζΫ ηα αΝπκυΝίλάεαη ΝπαλαπΪθπ,Νπαέλθκυη : | = . − . − . − . − . − . ,    , . 
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