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ǼΤΥǹΡΙ΢ΣΙǼ΢ 

 

ΘαΝάγİζαΝθαΝİεφλΪıπΝĲδμΝγİληΫμΝηκυΝİυξαλδıĲέİμΝεαδΝĲκθΝıİίαıησΝηκυΝıĲκθΝεκΝǼυıĲΪγδκΝ

ΧαĲαβεπıĲαθĲδθέįβ,ΝǹθαπζβλπĲάΝΚαγβΰβĲάΝ ĲκυΝΣηάηαĲκμΝ ΢ĲαĲδıĲδεάμΝ εαδΝ ǹıφαζδıĲδεάμΝ

ǼπδıĲάηβμΝΰδαΝĲβθΝυπκıĲάλδιβ,ΝİθγΪλλυθıβ,ΝεαγκįάΰβıβΝεαδΝυπκηκθάΝĲκυΝεαĲΪΝĲβΝįδΪλεİδαΝ

ĲβμΝıυΰΰλαφάμΝĲβμΝįδπζπηαĲδεάμΝİλΰαıέαμέ 

΢ĲβΝıυθΫξİδα,ΝγαΝάγİζαΝθαΝİυξαλδıĲάıπΝĲαΝυπσζκδπαΝηΫζβΝĲβμΝİιİĲαıĲδεάμΝİπδĲλκπάμ,ΝĲβθΝ

εαΝ ΓİπλΰέαΝ Ǻİλλκπκτζκυ,Ν ǹθαπζβλυĲλδαΝ ΚαγβΰάĲλδαΝ ĲκυΝ ΣηάηαĲκμΝ ΢ĲαĲδıĲδεάμΝ εαδΝ

ǹıφαζδıĲδεάμΝ ǼπδıĲάηβμΝ εαδΝ ĲκθΝ εκΝ ΜδζĲδΪįβΝ ΝİεĲΪλδκ,Ν ǹθαπζβλπĲάΝ ΚαγβΰβĲάΝ ĲκυΝ

ΣηάηαĲκμΝ΢ĲαĲδıĲδεάμΝεαδΝǹıφαζδıĲδεάμΝǼπδıĲάηβμέ 

ΣΫζκμ,ΝθαΝİυξαλδıĲάıπΝĲβθΝκδεκΰΫθİδαΝηκυΝΰδαΝĲβθΝİηπδıĲκıτθβΝεαδΝĲβθΝαΰΪπβΝĲκυμΝεαδΝĲβθΝ

πκζτĲδηβΝıυθİδıφκλΪΝĲπθΝΰκθδυθΝηκυΝıĲβΝησλφπıβΝηκυέ 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 

  



ΠǼΡΙΛΗΦΗ 

 

΢εκπσμΝ αυĲάμΝ ĲβμΝ įδαĲλδίάμΝ İέθαδΝ βΝ ηİζΫĲβΝ įδαφσλπθΝ ıĲκξαıĲδευθΝ įδαįδεαıδυθΝ

πζİκθΪıηαĲκμΝηİΝįέπζİυλαΝΪζηαĲα (two-sided jumps)Ν ĲσıκΝıİΝįδαελδĲσΝσıκΝεαδΝıİΝıυθİξάΝ

ξλσθκΝηİΝάΝεαδΝξπλέμΝĲβθΝπαλκυıέαΝİθσμΝĲυξαέκυΝσλκυΝįδΪξυıβμΝπκυΝπİλδΰλΪφİĲαδΝαπσΝηέαΝ

ıĲκξαıĲδεάΝεέθβıβΝBrown. 

 ΣαΝπλκμΝĲαΝπΪθπΝΪζηαĲαΝ(upward jumps)ΝπαλδıĲκτθΝĲαΝĲυξαέαΝηİΰΫγβΝĲπθΝεİλįυθΝİıσįπθΝ

İθυΝ ĲαΝ πλκμΝ ĲαΝ εΪĲπΝ ΪζηαĲαΝ (downward jumps)Ν παλδıĲκτθΝ ĲαΝ ηİΰΫγβΝ ĲπθΝ αβηδυθΝ ĲκυΝ

ξαλĲκφυζαεέκυέΝ ΩμΝ İεΝ ĲκτĲκυ,Ν αυĲΪΝ ĲαΝ ηκθĲΫζαΝ ΰδαΝ ĲκΝ πζİσθαıηαΝ πİλδΫξκυθΝ πμΝ İδįδεΫμΝ

πİλδπĲυıİδμΝαθĲέıĲκδξαΝηκθĲΫζαΝĲβμΝΚζαııδεάμΝΘİπλέαμΝΚδθįτθκυέ 

ΘİπλυθĲαμΝ įδΪφκλİμΝ εαĲαθκηΫμΝ ΰδαΝ ĲαΝ τοβΝ ĲπθΝ įέπζİυλπθΝ αζηΪĲπθΝ εαγυμΝ εαδΝ ΰδαΝ ĲκυμΝ

İθįδΪηİıκυμΝ ξλσθκυμΝ İηφΪθδıβμΝ ĲπθΝ εδθįτθπθ,Ν γαΝ ηİζİĲβγκτθΝ įδΪφκλαΝ ηΫĲλαΝ ξλİκεκπέαμΝ

ηΫıπΝĲβμΝαθαηİθσηİθβμΝπλκİικφζβηΫθβμΝıυθΪλĲβıβμΝπκδθάμΝĲπθΝGerber-Shiu εαγυμΝİπέıβμΝ

γαΝįκγκτθΝεαδΝαıυηπĲπĲδεΪΝαπκĲİζΫıηαĲαΝΰδαΝĲβθ πδγαθσĲβĲαΝξλİκεκπέαμέ 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 

  



ABSTRACT 

 

The purpose of this Thesis is the study of various stochastic processes of surplus with two-

sided jumps happening both in distinct and continuous time, with or without the presence of a 

random diffusion term which is described by a stochastic Brownian motion. 

The upward jumps represent the random gain sizes while the downward jumps represent the 

claim sizes of the portflolio. Therefore, these surplus models include as special cases 

equivalent models of Classical Ruin Theory. 

Considering various distributions for the sizes of the two sided-jumps, as well as for the time 

between risk appearances, various ruin measures will be studied through the expected Gerber-

Shiu discounted penalty function as well as asymptotic results will be given for the ruin 

probability. 
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1 

 

ΚǼΦǹΛǹΙΟΝ1 

 

ǼΙ΢ǹΓΧΓΗ 

 

ΣκθΝ ıβηαθĲδεσĲİλκΝ λσζκΝ ΰδαΝ ĲβθΝ κηαζάΝ ζİδĲκυλΰέαΝ İθσμΝ αıφαζδıĲδεκτΝ κλΰαθδıηκτ,Ν ĲκθΝ

εαĲΫξİδΝ βΝ įβηδκυλΰέαΝ δεαθκπκδβĲδευθΝ απκγİηαĲδευθΝεİφαζαέπθ,Ν κτĲπμΝυıĲİΝθαΝηπκλİέΝ θαΝ

αθĲαπİιΫζγİδΝ ıĲδμΝ αθΪΰεİμΝ εαδΝ ĲδμΝ υπκξλİυıİδμΝ ĲκυΝ απΫθαθĲδΝ ıĲκυμΝ πİζΪĲİμ,Ν αζζΪΝ εαδΝ ıİΝ

İπαΰΰİζηαĲδεσΝ İπέπİįκ,Ν σππμ,Ν İπέıβμ,Ν εαδΝ ıĲβθΝ εΪζυοβΝ ĲπθΝ ζİδĲκυλΰδευθΝ İισįπθΝ ĲκυέΝΣαΝ

απκγİηαĲδεΪΝ εİφΪζαδα,Ν ηİΝ ĲβΝ ξλάıβΝ αıφαζδıĲδευθΝ σλπθ,Ν κυıδαıĲδεΪΝ απκĲİζκτθΝ ĲκΝ

πζİσθαıηαΝ εαδΝ İέθαδΝ βΝ įδαφκλΪΝ ηİĲαιτΝ ĲκυΝ İθİλΰβĲδεκτΝ (απαδĲάıİδμ)Ν εαδΝ ĲκυΝ παγβĲδεκτΝ

(υπκξλİυıİδμ)ΝĲβμΝαıφαζδıĲδεάμΝİĲαδλέαμέ 

ΟΝ υπκζκΰδıησμΝ ĲβμΝ πδγαθσĲβĲαμΝ ξλİκεκπέαμΝ απκĲİζİέΝ ίαıδεσΝ πλσίζβηαΝ ĲβμΝ ΚζαııδεάμΝ

ΘİπλέαμΝ ΚδθįτθπθέΝ ΠλσεİδĲαδΝ ΰδαΝ ĲβθΝ πδγαθσĲβĲαΝ ĲβμΝ İĲαδλέαμΝ θαΝ ηβθΝ ηπκλΫıİδΝ θαΝ

αθĲαπκελδγİέΝİπαλευμΝıĲβθΝεΪζυοβΝĲκυΝıυθσζκυΝĲπθΝαπκαβηδυıİπθΝĲπθΝπİζαĲυθΝĲβμ,ΝζσΰπΝ

αθİπΪλεİδαμΝ ĲπθΝ απκγİηαĲδευθέΝ ΣκΝ 1λίγ,Ν κΝ ΢κυβįσμΝ ηαγβηαĲδεσμΝ Filip Lundberg 

εαĲαφΫλθİδΝθαΝγΫıİδΝĲαΝγİηΫζδαΝĲβμΝαθΪπĲυιβμΝĲβμΝηαγβηαĲδεάμΝΘİπλέαμΝĲπθΝΚδθįτθπθ,ΝηİΝ

ĲβΝ įβηκıέİυıβΝ ĲβμΝ įδįαεĲκλδεάμΝ ĲκυΝ įδαĲλδίάμ,Ν βΝ κπκέαΝ ΫφİλİΝ ĲκθΝ ĲέĲζκΝ «Approximerad 

fremstalning au sannolikheets funktionen»έΝ ΢ĲβΝ ıυθΫξİδα,Ν ĲκΝ 1λγί,Ν κΝ Harald Cramer αφκτΝ

ίαıέıĲβεİΝ ıĲβΝ įδαĲλδίάΝ ĲκυΝ Lundberg γΫζβıİΝ θαΝ İθδıξτıİδΝ ĲβΝ ΘİπλέαΝ ΚδθįτθκυΝ

įβηκıδİτκθĲαμΝ ıξİĲδεΫμΝ İλΰαıέİμ,Ν κδΝ κπκέİμΝ İθıπηΪĲπıαθΝ ĲβΝ ΘİπλέαΝ ĲπθΝ ΢ĲκξαıĲδευθΝ

ǹθİζέιİπθΝ ıĲκΝ άįβΝ υπΪλξκθΝ ΫλΰκέΝ ΈĲıδ,Ν ηİĲΪΝ εαδΝ ĲβθΝ αθαθΫπıβΝ πκυΝ πλσıφİλİΝ κΝ Cramer 

ıĲκθΝĲκηΫα,ΝĲκΝηκθĲΫζκΝπκυΝπαλκυıδΪαİδΝĲβΝįυθαηδεάΝİιΫζδιβΝĲκυΝπζİκθΪıηαĲκμΝıĲκΝξλσθκΝ

κθκηΪıĲβεİΝΚζαııδεσΝΜκθĲΫζκΝĲβμΝΘİπλέαμΝΚδθįτθκυΝάΝπλκμΝĲδηάθΝĲκυμΝΜκθĲΫζκΝCramer-

LundbergέΝ ΣκΝ ηκθĲΫζκΝ ίαıέαİĲαδΝ ıĲβθΝ παλαįκξάΝ σĲδΝ ĲκΝ πζάγκμΝ ĲπθΝ εδθįτθπθΝ İθσμΝ

αıφαζδıĲδεκτΝξαλĲκφυζαεέκυΝαεκζκυγİέΝĲβΝıĲκξαıĲδεάΝαθΫζδιβΝPoissonέΝΣκΝετλδκΝıĲκδξİέκΝ

ĲκυΝΚζαııδεκτΝΜκθĲΫζκυΝĲβμΝΘİπλέαμΝΚδθįτθκυΝİέθαδΝσĲδΝκδΝİθįδΪηİıκδΝξλσθκδΝİηφΪθδıβμΝ

ĲπθΝεδθįτθπθΝαεκζκυγκτθΝĲβθΝİεγİĲδεάΝεαĲαθκηάέ 

ΟΝΝκλίβΰσμΝSparre Andersen άĲαθΝİεİέθκμΝπκυΝΫφİλİΝĲβΝΰİθέεİυıβΝıĲκΝΚζαııδεσΝΜκθĲΫζκΝ

ĲβμΝΘİπλέαμΝΚδθįτθκυ,ΝσĲαθΝĲκΝ1ληιΝıυηηİĲİέξİΝıĲκΝ1ηκ
 ǹθαζκΰδıĲδεσΝ΢υθΫįλδκΝĲβμΝΝΫαμΝ

ΤσλεβμΝπαλκυıδΪακθĲαμΝĲβθΝİλΰαıέαΝĲκυΝηİΝĲέĲζκμΝ«On the collective theory of risk in case 

of contagion between the claims»έΝΟΝSparre Andersen ΫεαθİΝĲβθΝυπσγİıβΝσĲδΝĲκΝπζάγκμΝĲπθΝ

εδθįτθπθΝ δεαθκπκδİέΝηέαΝαθαθİπĲδεάΝıĲκξαıĲδεάΝįδαįδεαıέαέΝǻβζαįά,ΝıİΝαθĲέγİıβΝηİΝ ĲκυμΝ
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Cramer-Lundberg ĲκΝίαıδεσΝΰθυλδıηαΝĲκυΝηκθĲΫζκυΝĲκυΝΝκλίβΰκτΝİέθαδΝσĲδΝκδΝİθįδΪηİıκδΝ

ξλσθκδΝ İηφΪθδıβμΝ ĲπθΝ εδθįτθπθΝ İθσμΝ αıφαζδıĲδεκτΝ ξαλĲκφυζαεέκυΝ İέθαδΝ αθİιΪλĲβĲİμΝ εαδΝ

δıσθκηİμΝĲυξαέİμΝηİĲαίζβĲΫμ,ΝκδΝκπκέİμΝįİθΝαεκζκυγκτθΝαπαλαέĲβĲαΝĲβθΝİεγİĲδεάΝεαĲαθκηάέΝ

ΟπσĲİ,Ν ΰέθİĲαδΝεαĲαθκβĲσΝππμΝαυĲσΝ ĲκΝηκθĲΫζκΝαπκĲİζİέΝΰİθέεİυıβΝ ĲκυΝηκθĲΫζκυΝ Cramer-

Lundberg εαγυμΝ ĲκΝ ĲİζİυĲαέκΝ απκĲİζİέΝ İδįδεάΝ πİλέπĲπıβΝ ĲκυΝ πλυĲκυΝ εαδΝ κθκηΪıĲβεİΝ

ηκθĲΫζκΝSparre Andersen άΝαθαθİπĲδεσΝηκθĲΫζκΝĲβμΝΘİπλέαμΝΚδθįτθκυέΝΓδαΝπαλΪįİδΰηα,ΝηέαΝ

İδįδεάΝ πİλέπĲπıβΝ ĲκυΝ αθαθİπĲδεκτΝ ηκθĲΫζκυΝ İέθαδΝ αυĲάΝ σπκυΝ κδΝ İθįδΪηİıκδΝ ξλσθκδΝ

İηφΪθδıβμΝĲπθΝεδθįτθπθΝαεκζκυγκτθΝĲβθΝεαĲαθκηάΝErlang,ΝβΝκπκέαΝİέθαδΝηέαΝΰİθέεİυıβΝĲβμΝ

İεγİĲδεάμέΝ 

ΗΝΘİπλέαΝΚδθįτθπθΝİιİζέξγβεİΝıβηαθĲδεΪΝεαδΝαπΫεĲβıİΝıβηαθĲδεάΝυγβıβΝηΫıπΝĲκυΝΫλΰκυΝ

ĲπθΝ Gerber εαδΝ Shiu,Ν κδΝ κπκέκδΝ ΫεαθαθΝ ζσΰκΝ ΰδαΝ ĲβθΝ ıυθΪλĲβıβΝ αθαηİθσηİθβμΝ πκδθάμΝ

πλκİισφζβıβμ,ΝβΝκπκέαΝαπκĲİζİέΝΰİθέεİυıβΝĲβμΝπδγαθσĲβĲαμΝαπσζυĲβμΝξλİκεκπέαμέ 

 

1.1 ΗΝ΢ĲκχαıĲδεάΝǻδαįδεαıέαΝΠζİκθΪıηαĲκμ. 

 

ΣκΝπλυĲκΝίάηαΝΰδαΝĲβθΝηκθĲİζκπκέβıβΝĲβμΝıĲκξαıĲδεάμΝįδαįδεαıέαμΝĲκυΝπζİκθΪıηαĲκμΝηέαμΝ

αıφαζδıĲδεάμΝİĲαδλέαμΝİέθαδΝκΝπλκıįδκλδıησμΝĲκυΝαλδγηκτΝĲπθΝεδθįτθπθΝıĲκυμΝκπκέκυμΝ

İεĲέγİĲαδέ 

 

ΟλδıησμΝ1έ1 

Ολέακυηİ  {ߋሺݐሻ, ݐ ൒ Ͳ} 
ıĲκχαıĲδεά įδαįδεαıέα, β κπκέα παλδıĲΪθİδ Ĳκ πζάγκμ Ĳωθ εδθįτθωθ πκυ İηφαθέıĲβεαθ ıĲκ 

χλκθδεσ įδΪıĲβηα [Ͳ, ,ሻݐሺߋ} H .[ݐ ݐ ൒ Ͳ} κθκηΪαİĲαδ απαλδγηάĲλδα ıĲκχαıĲδεά αθΫζδιβ, αθ εαδ 

ησθκ αθμ 

i. ܰሺݐሻ > Ͳ, ηİ ߋሺͲሻ = Ͳ 

ii. ܰሺݐሻ İέθαδ įδαελδĲά, 

iii. αθ ݏ ൑ ሻݏĲσĲİ ܰሺ ,ݐ ൑ ܰሺݐሻ  
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ΟδΝ αθαθİπĲδεΫμΝ ıĲκξαıĲδεΫμΝ įδαįδεαıέİμΝ απκĲİζκτθΝ ĲδμΝ πδκΝ įδαįİįκηΫθİμΝ απαλδγηάĲλδİμΝ

ıĲκξαıĲδεΫμΝ įδαįδεαıέİμΝ ıĲβΝ γİπλέαΝ εδθįτθκυ,Ν αζζΪ,Ν εαδΝ ΰİθδεσĲİλαΝ ıĲβΝ γİπλέαΝ

πδγαθκĲάĲπθέΝ ΟΝ κλδıησμΝ ĲκυμΝ ίαıέαİĲαδΝ ıĲκυμΝ İθįδΪηİıκυμΝ ξλσθκυμΝ İηφΪθδıβμΝ ĲπθΝ

İθįİξσηİθπθΝ εδθįτθπθΝ πκυΝ απαλδγηİέΝ βΝ απαλδγηάĲλδαΝ ıĲκξαıĲδεάΝ αθΫζδιβΝ ,ሻݐሺߋ} ݐ ൒ Ͳ}. 
ΘİπλκτηİΝ {��, ݅ = Ͳ,ͳ,ʹ,… } ηέαΝ αεκζκυγέαΝ απσΝ αθİιΪλĲβĲİμΝ ĲυξαέİμΝ ηİĲαίζβĲΫμ,Ν ΰδαΝ ĲδμΝ

κπκέİμΝδıξτİδΝ�଴ = Ͳ,ΝεαδΝ�௜ , ݅ ൒ ͳ ıυηίκζέακυηİΝĲβθΝξλκθδεάΝıĲδΰηάΝσπκυΝİηφαθέαİĲαδΝĲκΝi-

κıĲσΝİθįİξσηİθκέΝ΢ĲβΝıυθΫξİδα,ΝγİπλκτηİΝĲδμΝ ௜ܹ ĲυξαέİμΝηİĲαίζβĲΫμ,ΝΰδαΝĲδμΝκπκέİμΝ δıξτİδΝ

σĲδΝ ௜ܹ = ௜ܶ − ௜ܶ−ଵ, ݅ ൒ ͳ. H ଵܹ İεφλΪαİδΝ ĲκΝ ξλσθκΝ πκυΝ απαδĲİέĲαδΝ ΰδαΝ ĲβθΝ İηφΪθδıβΝ ĲκυΝ

πλυĲκυΝεδθįτθκυ,ΝİθυΝβΝ ௜ܹ, ݅ ൒ ʹ İεφλΪαİδΝĲκΝξλσθκΝπκυΝηİıκζαίİέΝαπσΝĲβθΝİηφΪθδıβΝĲκυΝi-

1ΝİθįİξκηΫθκυ,ΝηΫξλδΝεαδΝĲβθΝİηφΪθδıβΝĲκυ i İθįİξκηΫθκυέΝ΢υθİπυμ,ΝηπκλκτηİΝθαΝπκτηİΝσĲδΝ

βΝ { ௜ܹ, ݅ = ͳ,ʹ, … } İέθαδΝ αεκζκυγέαΝ αθİιΪλĲβĲπθΝ ηβ-αλθβĲδευθΝ ĲυξαέπθΝ ηİĲαίζβĲυθΝ πκυΝ

παλδıĲΪΝ ĲκυμΝ İθįδΪηİıκυμΝ ξλσθκυμΝ İηφΪθδıβμΝ ĲπθΝ εδθįτθπθέΝ ΗΝ αεκζκυγέαΝ ĲπθΝ ĲυξαέπθΝ

ηİĲαίζβĲυθΝ{ ௡ܶ , ݊ = Ͳ,ͳ, … } κθκηΪαİĲαδΝαεκζκυγέαΝαθαθİυıİπθ,ΝεαδΝσĲαθΝΰδαΝ ଴ܹ = Ͳ,ΝγαΝ

İέθαδΝ 

௡ܶ = ∑ ௜ܹ௡௜=ଵ = ଵܹ + ଶܹ +⋯+ ௡ܹ, ݊ ൒ Ͳ                             (1.1) 

Ολέακυηİ,Ναεσηβ,ΝĲβθ ܰሺݐሻ = :݊}݌ݑݏ ௡ܶ <  ,{ݐ
βΝ κπκέαΝ İέθαδΝ βΝ ıĲκξαıĲδεάΝ αθΫζδιβΝ ĲκυΝ πζάγκυμΝ ĲπθΝ εδθįτθπθΝ πκυΝ παλκυıδΪακθĲαδΝ ıĲκΝ

ξλκθδεσΝįδΪıĲβηαΝ[Ͳ,  .[ݐ
 

ΟλδıησμΝ1έ2 

Θİωλκτηİ { ௜ܹ, ݅ = ͳ,ʹ, … } ηέα αεκζκυγέα ηβ-αλθβĲδευθ, αθİιΪλĲβĲωθ εαδ δıσθκηωθ Ĳυχαέωθ 

ηİĲαίζβĲυθ εαδ { ௜ܶ, ݅ = ͳ,ʹ,… } ηέα αεκζκυγέα αθαθİυıİωθ ηİ 

௜ܶ = ଵܹ + ଶܹ +⋯+ ௜ܹ, ݅ ൒ ͳ 

εαδ  

଴ܶ = ଴ܹ = Ͳ. 

ΣσĲİ β {ܰሺݐሻ, ݐ ൒ Ͳ} ηİ ߋሺͲሻ İέθαδ απαλδγηάĲλδα įδαįδεαıέα πκυ κλέαİĲαδ απσ Ĳβθ 

ሻݐሺߋ} = ∑ ሺܫ ௡ܶ ൑ ∞ሻݐ
௡=ଵ } 
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β κπκέα κθκηΪαİĲαδ αθαθİωĲδεά ıĲκχαıĲδεά įδαįδεαıέα εαδ κυıδαıĲδεΪ πλσεİδĲαδ ΰδα Ĳκ πζάγκμ 

Ĳωθ αθαθİυıİωθ ıĲκ χλκθδεσ įδΪıĲβηα [Ͳ,  .[ݐ
ΓέθİĲαδΝφαθİλσ,ΝσĲδΝαπσΝĲκθΝκλδıησ,ΝΰδαΝεΪγİΝαθαθİπĲδεάΝıĲκξαıĲδεάΝįδαįδεαıέαΝ{ߋሺݐሻ, ݐ ൒Ͳ} γαΝδıξτİδΝσĲδμ {ܰሺݐሻ = ݊} 
 αθΝεαδΝησθκΝαθ 

 { ௡ܶ ൑ ݐ < ௡ܶ+ଵ}. 
Ǽπέıβμ,ΝΰέθİĲαδΝφαθİλσΝσĲδ: ܰሺݐሻ = :݊}ݔܽ݉ ௡ܶ ൑  {ݐ
εαδ �[ܰሺݐሻ ൒ ݊] = �ሺ ௡ܶ ൑  .ሻݐ
ΣκΝ παλαεΪĲπΝ γİυλβηαΝ απκĲİζİέΝ αιδκıβηİέπĲβΝ δįδσĲβĲαΝ ĲπθΝ αθαθİπĲδευθΝ ıĲκξαıĲδευθΝ

αθİζέιİπθέ 

 

ΘİυλβηαΝ1έ1 

ΈıĲω {ߋሺݐሻ, ݐ ൒ Ͳ} ηέα αθαθİωĲδεά ıĲκχαıĲδεά αθΫζδιβέ ΣσĲİ: 

i. ηİ πδγαθσĲβĲα 1 δıχτİδ σĲδ: lim௧→∞ܰሺݐሻݐ = ͳܧሺ ଵܹሻ, 
ii.  lim௧→∞ܧ[ܰሺݐሻ]ݐ = ͳܧሺ ଵܹሻ 

H (ii) İέθαδ ΰθωıĲά ωμ ıĲκδχİδυįİμ αθαθİωĲδεσ γİυλβηαέ Γδα Ĳβθ απσįİδιβ, ίζέ Rolski et al. 

(1λλθ, ıİζέ β11)έ 

 

ǹπσΝĲκθΝκλδıησΝ1έβΝπλκετπĲİδΝσĲδΝβΝıĲκξαıĲδεάΝαθΫζδιβΝPoisson İέθαδΝηέαΝİδįδεάΝπİλέπĲπıβΝ

ĲβμΝ αθαθİπĲδεάμΝ ıĲκξαıĲδεάμΝ įδαįδεαıέαμ,Ν γİπλυθĲαμΝ σĲδΝ κδΝ İθįδΪηİıκδΝ ξλσθκδΝ İηφΪθδıβμΝ

ĲπθΝεδθįτθπθΝİέθαδΝαθİιΪλĲβĲİμΝεαδΝδıσθκηİμΝĲυξαέİμΝηİĲαίζβĲΫμ,ΝκδΝκπκέİμΝαεκζκυγκτθΝĲβθΝ

İεγİĲδεάΝεαĲαθκηάέ 



5 

 

ǼφσıκθΝηκθĲİζκπκδάıαηİΝĲκθΝαλδγησΝĲπθΝεδθįτθπθ,ΝıĲβΝıυθΫξİδαΝγαΝηκθĲİζκπκδάıκυηİΝĲδμΝ

αβηδΫμΝεαδΝĲδμΝαπκαβηδυıİδμΝĲκυΝξαλĲκφυζαεέκυΝΰδαΝĲκθΝεαγκλδıησΝĲκυΝπζİκθΪıηαĲκμέΝΈıĲπΝ{ ௜ܺ, ݅ = ͳ,ʹ, … } ηέαΝ αεκζκυγέαΝ ηβ-αλθβĲδευθΝ ĲυξαέπθΝ ηİĲαίζβĲυθ,Ν σπκυΝ βΝ ௜ܺ įβζυθİδΝ ĲκΝ

ηΫΰİγκμΝĲβμΝαβηδΪμΝαπσΝĲβθΝİηφΪθδıβΝĲκυΝ i-κıĲκτΝİθįİξκηΫθκυΝεαδΝܵሺݐሻ, ݐ ൒ Ͳ παλδıĲΪΝĲδμΝ

ıυθκζδεΫμΝαπαδĲάıİδμΝĲκυΝξαλĲκφυζαεέκυΝıĲκΝįδΪıĲβηαΝ[Ͳ,  .[ݐ
 

ΟλδıησμΝ1έ3 

Γδα Ĳκ ηΫΰİγκμ Ĳωθ ıυθκζδευθ απκαβηδυıİωθ πκυ εαĲαίΪζζκθĲαδ Ϋωμ Ĳκθ χλσθκ t κλέακυηİ Ĳβ 

ıĲκχαıĲδεά αθΫζδιβ  ܵሺݐሻ = ଵܺ + ܺଶ +⋯+ ܺேሺ௧ሻ      
ά     

 ܵሺݐሻ = {∑ ௜ܺ ,   ܰሺݐሻ > Ͳேሺ௧ሻ௜=ଵͲ,               ܰሺݐሻ = Ͳ 

Όπκυ, { ௜ܺ}௜ஹଵ∞  

 İέθαδ ηέα αεκζκυγέα απσ αθİιΪλĲβĲİμ εδ δıσθκηİμ Ĳυχαέİμ ηİĲαίζβĲΫμ ηİ ௜ܺ θα İέθαδ Ĳυχαέα 

ηİĲαίζβĲά πκυ İεφλΪαİδ Ĳκ ηΫΰİγκμ Ĳβμ i-κıĲάμ αβηδΪμ πκυ İπΫλχİĲαδ απσ Ĳβθ İηφΪθδıβ Ĳκυ n-

κıĲκτ αβηδκΰσθκυ İθįİχκηΫθκυέ Θİωλκτηİ σĲδ κδ αεκζκυγέİμ { ௡ܹ, ݊ ൒ ͳ} 
 εαδ {ܺ௡, ݊ ൒ ͳ} 
απαλĲέακθĲαδ απσ αθİιΪλĲβĲİμ, δıσθκηİμ εαδ γİĲδεΪ κλδıηΫθİμ Ĳυχαέİμ ηİĲαίζβĲΫμέ 

 

ΘİπλκτηİΝ �ሺݐሻ 
ηέαΝıυθΪλĲβıβ,ΝβΝκπκέαΝ İεφλΪαİδΝ ĲαΝıυθκζδεΪΝ ΫıκįαΝαπσΝ ĲβθΝ İέıπλαιβΝ ĲπθΝαıφαζέıĲλπθΝ

ηδαμΝ αıφαζδıĲδεάμΝ İĲαδλέαμ,Ν εαĲΪΝ ĲκΝ ξλκθδεσΝ įδΪıĲβηαΝ [Ͳ, Ν,[ݐ σπκυΝ �ሺݐሻ İέθαδΝ ατικυıαΝ
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ıυθΪλĲβıβΝ ĲκυΝ ξλσθκυΝ tέΝ ΢ĲβθΝ εζαııδεάΝ γİπλέαΝ εδθįτθκυ,Ν γİπλκτηİΝ ππμΝ κΝ λυγησμΝ

İέıπλαιβμΝĲπθΝαıφαζέıĲλπθΝİέθαδΝıĲαγİλσμ,ΝΪλα,ΝΰδαΝĲβθΝ�ሺݐሻ γαΝδıξτİδ,ΝσĲδΝ 

                                                                   �ሺݐሻ =  (1.2)                                                          ,ݐܿ

σπκυ ܿ > Ͳ 

İέθαδΝκΝıĲαγİλσμΝλυγησμΝİέıπλαιβμΝĲπθΝαıφαζέıĲλπθ,ΝαθΪΝηκθΪįαΝξλσθκυέΝǻβζαįά,ΝİέθαδΝβΝ

ΫθĲαıβΝαıφαζέıĲλκυέ 

ΈıĲπ,ΝĲυλαΝβΝıυθΪλĲβıβ ܷሺݐሻ, ݐ ൒ Ͳ, 

βΝκπκέαΝπαλδıĲΪΝĲκΝπζİσθαıηαΝĲβμΝαıφαζδıĲδεάμΝİĲαδλέαμ,ΝΫπμΝĲβΝξλκθδεάΝıĲδΰηάΝ t εαδΝγαΝ

κλέαİĲαδΝσππμΝπαλαεΪĲπμ 

 

ΟλδıησμΝ1έζ  

Η ıĲκχαıĲδεά αθΫζδιβ πζİκθΪıηαĲκμ κλέαİĲαδ ωμ İιάμμ ܷሺݐሻ = ݑ + �ሺݐሻ − ܵሺݐሻ = 

                                                               = ݑ + ݐܿ − ∑ ௜ܺேሺ௧ሻ௜=ଵ ,                                                    (1.3) 

σπκυ, 

 ܷሺͲሻ = ݑ ൒ Ͳ İέθαδ Ĳκ αλχδεσ απσγİηα,    

 ܿ ൒ Ͳ İέθαδ κ λυγησμ İέıλαιβμ Ĳωθ αıφαζέıĲλωθ, αθΪ ηκθΪįα χλσθκυ εαδ 

 ܵሺݐሻ κδ ıυθκζδεΫμ απκαβηδυıİδμ ıĲκ χλκθδεσ įδΪıĲβηα [Ͳ,  [ݐ
 

ΓέθİĲαδΝıαφΫμΝσĲδΝαπσΝĲκθΝπαλαπΪθπΝκλδıησ,ΝβΝıĲκξαıĲδεάΝįδαįδεαıέαΝπζİκθΪıηαĲκμΝηπκλİέΝ

θαΝπαέλθİδΝεαδΝαλθβĲδεΫμΝĲδηΫμΝεαĲΪΝĲδμΝξλκθδεΫμΝıĲδΰηΫμΝ ௜ܶ İηφΪθδıβμΝĲπθΝεδθįτθπθέΝΌĲαθΝ

İπΫζγİδΝ ΰδαΝ πλυĲβΝ φκλΪΝ ξλİκεκπέα,Ν ĲσĲİΝ βΝ αθΫζδιβΝ πζİκθΪıηαĲκμΝ İέθαδΝ ΰδαΝ πλυĲβΝ φκλΪΝ

αλθβĲδεάέΝΓδαΝθαΝκλέıκυηİΝ ĲβθΝ πδγαθσĲβĲαΝ ξλİκεκπέαμ,Ν γαΝ πλΫπİδΝ θαΝκλέıκυηİΝπλυĲαΝ ĲβθΝ

ΫθθκδαΝĲκυΝξλσθκυΝξλİκεκπέαμέ 
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ΟλδıησμΝ1έη 

Η χλκθδεά ıĲδΰηά T εαĲΪ Ĳβθ κπκέα β ıĲκχαıĲδεά αθΫζδιβ πζİκθΪıηαĲκμ ΰέθİĲαδ ΰδα πλυĲβ 

φκλΪ αλθβĲδεά κθκηΪαİĲαδ χλσθκμ χλİκεκπέαμ εαδ κλέαİĲαδ ωμ İιάμμ 

ܶ = { :ݐ}݂݊݅ ܷሺݐሻ < Ͳ},∞, ሻݐሺܷ ߥߙ ൒ Ͳ∀ ݐ ൒ Ͳ. 
Όπκυ, 

 �, İέθαδ β χλκθδεά ıĲδΰηά χλİκεκπέαμ, 

 β ηİĲαίζβĲά ܷሺܶ−ሻ įβζυθİδ Ĳβθ Ĳδηά Ĳκυ πζİκθΪıηαĲκμ, αηΫıωμ πλδθ πζβλωγİέ απσ 

Ĳβθ αıφαζδıĲδεά İπδχİέλβıβ β απκαβηέωıβ πκυ İπδφΫλİδ Ĳβ χλİκεκπέα εαδ δıχτİδ σĲδ ܷሺܶ −ሻ < Ͳ, 

 ܷሺܶሻ İέθαδ β ηİĲαίζβĲά πκυ įβζυθİδ Ĳκ ηΫΰİγκμ Ĳβμ πĲυıβμ Ĳκυ πζİκθΪıηαĲκμ εΪĲω 

απσ Ĳκ ηβįΫθ εαδ γα δıχτİδ σĲδ ܷሺܶሻ > Ͳ, 

 β |ܷሺܶሻ| İεφλΪαİδ Ĳβ ıφκįλσĲβĲα Ĳβμ χλİκεκπέαμ, įβζαįά Ĳκ ηΫΰİγκμ Ĳκυ İζζİέηηαĲκμ 

Ĳβ ıĲδΰηά Ĳβμ χλİκεκπέαμέ 

 

ΣκΝπαλαεΪĲπΝΰλΪφβηαΝİέθαδΝαθĲδπλκıππİυĲδεσΝĲκυΝΟλδıηκτΝ1έηΝ(σπκυΝ�ሺݐሻ = ܷሺݐሻ). 
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ΟπσĲİ,ΝηπκλκτηİΝθαΝκλέıκυηİΝĲβθΝπδγαθσĲβĲαΝξλİκεκπέαμΝπμΝİιάμμ 

 

ΟλδıησμΝ1έθ 

Γδα αλχδεσ απσγİηα, ΰδα Ĳκ κπκέκ γα δıχτİδ, σĲδ  ݑ ൒ Ͳ, 

 β πδγαθσĲβĲα χλİκεκπέαμ γα κλέαİĲαδ ωμ İιάμμ 

                                                   ߰ሺݑሻ = Pr ሺܶ < ∞|ܷሺͲሻ =  ሻ.                                         (1.4)ݑ

Η πδγαθσĲβĲα θα ηβθ İπΫλχİĲαδ χλİκεκπέα κθκηΪαİĲαδ πδγαθσĲβĲα ηβ-χλİκεκπέαμ ά πδγαθσĲβĲα 

İπδίέωıβμέ Σβ ıυηίκζέακυηİ ηİ ߮ሺݑሻ εαδ įέθİĲαδ απσ Ĳβθ παλαεΪĲω ıχΫıβμ 

                                                            ߮ሺݑሻ = ͳ − ߰ሺݑሻ.                                                    (1.5) 

 

 

1.2 ΣκΝΚζαııδεσΝΜκθĲΫζκΝĲβμΝΘİωλέαμΝΚδθįτθκυέ 
 

ΣκΝεζαııδεσΝηκθĲΫζκΝαπκĲİζİέΝĲκΝπδκΝįδαįİįκηΫθκΝεαδΝİυλΫπμΝΰθπıĲσΝηκθĲΫζκΝĲβμΝΘİπλέαμΝ

ΚδθįτθκυέΝ ΈξİδΝ įİξĲİέΝ ηİΰΪζβΝ αθαΰθυλδıβ,Ν εαγυμΝ İιυπβλİĲİέΝ ıĲβθ İτλİıβΝ πδκΝ απζυθΝ

ηαγβηαĲδευθΝυπκζκΰδıηυθΝıİΝıτΰελδıβΝηİΝΪζζαΝηκθĲΫζαέΝ΢ĲβΝıυθΫξİδα,ΝγαΝεΪθκυηİΝζσΰκΝ

ΰδαΝ ĲαΝ ıβηαθĲδεσĲİλαΝ απκĲİζΫıηαĲαΝ ĲκυΝ εζαııδεκτΝ ηκθĲΫζκυΝ ĲβμΝ ΘİπλέαμΝ Κδθįτθκυ,Ν ĲαΝ

κπκέαΝγαΝηαμΝίκβγάıκυθΝıĲαΝİπσηİθαΝεİφΪζαδαΝθαΝεαĲαθκάıκυηİΝĲκΝγΫηαΝĲβμΝİλΰαıέαμέ 

΢τηφπθαΝ ηİΝ ĲκΝ εζαııδεσΝ ηκθĲΫζκ,Ν κδΝ İθįδΪηİıκδΝ ξλσθκδΝ İηφΪθδıβμΝ ĲπθΝ αβηδκΰσθπθΝ

İθįİξκηΫθπθΝαεκζκυγκτθΝĲβθΝİεγİĲδεάΝεαĲαθκηάέΝΚκδθυμ,ΝκδΝĲυξαέİμΝηİĲαίζβĲΫμ { ௡ܹ, ݊ ൒ ͳ}, 
αεκζκυγκτθΝεκδθάΝİεγİĲδεάΝεαĲαθκηάΝ݌ݔܧ ሺߣሻ ηİΝπαλΪηİĲλκΝߣέΝǻβζαįά,ΝγαΝδıξτİδ σĲδμ                                                     Prሺ ଵܹ ൑ ሻݔ = ͳ − ݁−�௫,     ݔ > Ͳ,     ߣ > Ͳ                              (1.6) 

ΌıκθΝ αφκλΪΝ ĲβΝ ıĲκξαıĲδεάΝ αθΫζδιβΝ ܰሺݐሻ ıĲκΝ εζαııδεσΝ ηκθĲΫζκΝ İέθαδΝ ηέαΝ ıĲκξαıĲδεάΝ

αθΫζδιβΝPoisson,ΝπκυΝıβηαέθİδΝππμΝβΝπδγαθσĲβĲαΝΪφδιβμΝİθσμΝİθįİξκηΫθκυΝıİΝΫθαΝįδΪıĲβηαΝ

İέθαδΝαθΪζκΰβΝĲκυΝηάεκυμΝĲκυΝİθΝζσΰπΝįδαıĲάηαĲκμέΝ 
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ΟπσĲİ, 

ሻݐሺܰሺݎ�                                          = ݊ሻ = ݁−�௧ ሺ�௧ሻ�௡! ݔ     , > Ͳ,     ߣ > Ͳ                              (1.7) 

ΟδΝĲυξαέİμΝηİĲαίζβĲΫμΝ�ଵ, �ଶ, … , �௡ εαδΝߋሺݐሻ İέθαδΝαθİιΪλĲβĲİμ,ΝİθυΝκδΝĲυξαέİμΝηİĲαίζβĲΫμΝ�௡ İέθαδΝαθİιΪλĲβĲİμΝεαδΝδıσθκηİμΝεαδΝΫξκυθΝαπσΝεκδθκτΝıυθΪλĲβıβΝεαĲαθκηάμ, ܨሺݔሻ = Pr ሺܺ ൑  ሻݔ
εαδΝıυθΪλĲβıβΝπυεθσĲβĲαμΝπδγαθσĲβĲαμ, ݂ሺݔሻ = Prሺܺ =  ሻݔ
εαγυμΝεαδΝıυθΪλĲβıβΝįİιδΪμΝκυλΪμ, ̅ܨሺݔሻ = ͳ − Fሺݔሻ =                      = ͳ − Prሺܺ ൑ ሻݔ = 

                 = ͳ −∫ ݂ሺݔሻ݀ݔ∞
଴  

ΣβθΝαθαηİθσηİθβΝĲδηάΝĲβμΝαβηδΪμΝĲβθΝυπκζκΰέακυηİΝαπσΝĲκθΝαεσζκυγκΝĲτπκμ 

ߤ = �ሺ�ሻ = ∫ ∞ݔሻ݀ݔሺ݂ݔ
଴  

άΝαπσΝĲκθΝĲτπκΝ 

ߤ = �ሺ�ሻ = ∫ ∞ݔሻ݀ݔሺܨ̅
଴  

ǹεσηβ,ΝηİΝܨ௘ሺݔሻ ıυηίκζέακυηİΝĲβΝıυθΪλĲβıβΝδıκλλκπέαμΝĲβμΝĲυξαέαμΝηİĲαίζβĲάμΝ� ΰδαΝĲβθΝ

κπκέαΝΰθπλέακυηİΝσĲδμ ܨ௘ሺݔሻ = ͳ − ሻݔ௘̅ሺܨ = 

               = ∫ ሻݔሺܧሻݕሺܨ̅ ௫ݕ݀
଴ = 

                                                                              = ∫ ௘݂ሺݕሻ௫଴ ݔ     ,ݕ݀ > Ͳ                                     

Όπκυ,Νπλκφαθυμ, 

                                                                        ௘݂ሺݕሻ =  ሻ                                                               ሺͳ.ͺሻݔሺܧሻݕሺܨ̅
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΢ĲκΝ ıυΰεİελδηΫθκΝ ηκθĲΫζκΝ γαΝ γİπλάıκυηİΝ ηέαΝ αεσηβΝ ıĲκξαıĲδεάΝ αθΫζδιβ,Ν αυĲάΝ ĲβμΝ

İέıπλαιβμΝĲπθΝαıφαζέıĲλπθ,ΝĲβθΝκπκέαΝγαΝıυηίκζέıκυηİΝηİΝ�ሺݐሻ εαδΝΰδαΝĲβθΝκπκέαΝδıξτİδΝ

σĲδμ                                                                         �ሺݐሻ =  (1.9)                                                                       ݐܿ

ΌπκυΝܿ İέθαδΝκΝλυγησμΝİέıπλαιβμΝĲπθΝαıφαζέıĲλπθΝεαδΝ ĲαΝαıφΪζδıĲλαΝİδıπλΪĲĲκθĲαδΝıĲκΝ

ξλκθδεσΝįδΪıĲβηαΝ[Ͳ, ݐܿ έΝǼέθαδΝαθαΰεαέκΝθαΝδıξτİδΝβΝıυθγάεβ[ݐ ൒  ,[ሻݐሺܵ]ܧ
įβζαįά,ΝĲκΝηΫΰİγκμΝĲπθΝαıφαζέıĲλπθΝπκυΝİδıπλΪĲĲκυηİΝıĲκΝ [Ͳ, θαΝİέθαδΝİπαλεά,ΝκτĲπμΝ [ݐ

υıĲİΝθαΝεαζυφγκτθΝκδΝαθαηİθσηİθİμ ıυθκζδεΫμΝαπκαβηδυıİδμέ 

Όππμ,ΝάįβΝαθαφΫλαηİ,Ναφκτ ܰሺݐሻ~�ሺݐߣሻ, 
γαΝδıξτκυθΝĲαΝπαλαεΪĲπμ 

ΗΝηΫıβΝĲδηάΝĲβμΝıĲκξαıĲδεάμΝαθΫζδιβμΝĲκυΝαλδγηκτΝĲπθΝεδθįτθπθΝγαΝįέθİĲαδΝαπσΝĲκθΝĲτπκ,                                                                          ܧ[ܰሺݐሻ] =  ሺͳ.ͳͲሻ                                                            ݐߣ
ΗΝαθαηİθσηİθβΝĲδηάΝĲκυΝηİΰΫγκυμΝĲπθΝıυθκζδευθΝαπκαβηδυıİπθΝγαΝυπκζκΰέαİĲαδΝαπσΝĲκθΝ

παλαεΪĲπΝĲτπκ, ܧ[ܵሺݐሻ] = [ܺ]ܧ[ሻݐሺܰ]ܧ =                                                                             =  ሺͳ.ͳͳሻ                                                                 [ܺ]ܧݐߣ
ΟπσĲİ,ΝĲİζδεΪ,ΝαυĲσΝπκυΝγΫζκυηİΝθαΝδıξτİδΝİέθαδΝĲκΝİιάμμ 

ݐܿ           ൒ [ሻݐሺܵ]ܧ ⇒ 

ݐܿ                    ൒ [ܺ]ܧ[ሻݐሺܰ]ܧ ⇒ 

ݐܿ          ൒ [ܺ]ܧݐߣ ⇒                                                                               ܿ ൒  (1.12)                                                      [�]�ߣ
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ΟλδıησμΝ1έι 

Αεσηβ, γα κλέıκυηİ εαδ ηέα παλΪηİĲλκ ߠ, β κπκέα γα İεφλΪαİδ Ĳκ πİλδγυλδκ αıφαζİέαμ, ΰδα Ĳκ 

κπκέκ γα Ϋχκυηİμ                                                                     ܿ = ሺͳ +  ሺͳ.ͳ͵ሻ                                                         [ܺ]ܧߣሻߠ
 

ΟλδıησμΝ1έκ 

΢Ĳκ εζαııδεσ ηκθĲΫζκ Ĳβμ γİωλέαμ εδθįτθκυ κλέακυηİ ηέα αεσηβ Ϋθθκδα, ΰθωıĲβ ωμ 

ıυθĲİζİıĲάμ πλκıαληκΰάμ, Ĳβθ κπκέα ıυηίκζέακυηİ ηİ ܴ εαδ πλσεİδĲαδ ΰδα Ĳβ ηκθαįδεά γİĲδεά 

λέαα Ĳβμ İιέıωıβμμ                                                          ͳ + ሺͳ + ݎሻݔሻ�ሺߠ =  ሻ                                                  ሺͳ.ͳͶሻݎ௫ሺܯ
σπκυ, 

 ߠ, İέθαδ Ĳκ πİλδγυλδκ αıφαζİέαμ εαδ 

 ߊ௫ሺݎሻ, İέθαδ β λκπκΰİθθάĲλδα Ĳβμ Ĳυχαέαμ ηİĲαίζβĲάμ Χ ıĲκ ıβηİέκ r, πκυ κλέαİĲαδ ωμ 

İιάμμ ܯ௫ሺݎሻ = ሺ݁௥௫ሻܧ =                       = ∫ ݁௥௫݂ሺݔሻ∞
଴  ݔ݀

Μέα ετλδα πλκςπσγİıβ ΰδα θα Ϋχκυηİ Ĳβ įυθαĲσĲβĲα θα κλέıκυηİ Ĳκθ ıυθĲİζİıĲά πλκıαληκΰάμ, 

İέθαδ β τπαλιβ λκπκΰİθθάĲλδαμ Ĳβμ Ĳυχαέαμ ηİĲαίζβĲάμ Χέ 

 

1.3 ΗΝǹθδıσĲβĲαΝĲκυΝLundberg. 

 

ΗΝπδκΝİυλΫπμΝįδαįİįκηΫθβΝαθδıσĲβĲαΝıĲκΝηκθĲΫζκΝπκυΝηİζİĲΪηİΝİέθαδΝαυĲάΝĲκυΝLundbergέΝΗΝ

αθδıσĲβĲαΝıυıξİĲέαİδΝ įτκΝΫθθκδİμΝπκυΝ ΫξκυηİΝάįβΝκλέıİδΝ παλαπΪθπ,ΝαυĲάΝ ĲβμΝπδγαθσĲβĲαμΝ

ξλİκεκπέαμ,Ν ηİΝ αυĲάΝ ĲκυΝ ıυθĲİζİıĲάΝ πλκıαληκΰάμ,Ν υπκζκΰέακθĲαμΝ ΪθπΝ φλΪΰηαĲαΝ ΰδαΝ ĲβθΝ

πδγαθσĲβĲαΝ ξλİκεκπέαμΝ ıİΝ ıυθΪλĲβıβΝ ηİΝ ĲκΝ ıυθĲİζİıĲάΝ πλκıαληκΰάμΝ εαδΝ ĲκΝ αλξδεσΝ

απκγİηαĲδεσέ 
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ΘİυλβηαΝ1έ2 

΢Ĳβθ πİλέπĲωıβ πκυ ΰθωλέακυηİ σĲδ υπΪλχİδ κ ıυθĲİζİıĲάμ πλκıαληκΰάμ ܴ, ĲσĲİ Ϋθα Ϊθω 

φλΪΰηα Ĳβμ πδγαθσĲβĲαμ χλİκεκπέαμ ηİ αλχδεσ εİφΪζαδκ ݑ ൒ Ͳ İέθαδ Ĳκ İιάμμ                                                                       ߰ሺݑሻ ൑ ݁−�௨                                                                ሺͳ.ͳͷሻ 
ΗΝαθδıσĲβĲαΝĲκυΝLundberg įΫξİĲαδΝįτκΝİληβθİέİμμ 

 ΰδαΝ ΰθπıĲσΝ αλξδεσΝ εİφΪζαδκΝ Ν,ݑ κΝ ıυθĲİζİıĲάμΝ πλκıαληκΰάμΝ İέθαδΝ αθĲδıĲλσφπμΝ

αθΪζκΰκμΝĲβμΝπδγαθσĲβĲαμΝξλİκεκπέαμ,Νεαδ 

 σĲαθΝ κΝıυθĲİζİıĲάμΝ πλκıαληκΰάμΝܴ İέθαδΝ ΰθπıĲσμ,Ν ĲσĲİΝ ĲκΝ αλξδεσΝεİφΪζαδκΝ İέθαδΝ

αθĲδıĲλσφπμΝαθΪζκΰκΝĲβμΝπδγαθσĲβĲαμΝξλİκεκπέαμέ 

 

 

1.4 ΗΝΘİηİζδυįβμΝǼιέıωıβΝĲκυΝLundberg. 

 

ΟλδıησμΝ1έλ 

Ωμ γİηİζδυįβ İιέıωıβ Ĳκυ Lundberg κλέακυηİ Ĳβθ İιέıωıβ πκυ Ϋχİδ Ĳβθ İιάμ ηκλφάμ 

ݏܿ                                                   + ሻݏሺ݂̂ߣ − ሺߣ + ሻߜ = Ͳ                                                     ሺͳ.ͳ͸ሻ 
Όπκυ, β ݂̂ሺݏሻ υπκζκΰέαİĲαδ σπωμ παλαεΪĲω, 

                                                              ݂̂ሺݏሻ = ∫ ݁−௦௬݂ሺݕሻ݀ݕ                                                    ሺͳ.ͳ͹ሻ∞
଴  

Καδ πλσεİδĲαδ ΰδα Ĳκθ ηİĲαıχβηαĲδıησ δaplace Ĳβμ ıυθΪλĲβıβμ πυεθσĲβĲαμ πδγαθσĲβĲαμ Ĳβμ ݏ, ݂ሺݏሻέ Η γİηİζδυıβμ İιέıωıβ Ĳκυ Lundberg ΰδα ߜ > Ͳ Ϋχİδ ηέα γİĲδεά λέαα, Ĳβθ κπκέα 

ıυηίκζέακυηİ ηİ ߩ =  .ሻߜሺߩ
 

ΗΝıυΰεİελδηΫθβΝİιέıπıβΝΫξİδΝγİĲδεΫμΝλέαİμΝΰδαΝߜ > Ͳ,ΝαθİιΪλĲβĲαΝαπσΝĲκΝαθΝĲκΝπİλδγυλδκΝ

αıφαζİέαμΝߠ παέλθİδΝγİĲδεΫμΝĲδηΫμΝάΝσξδέΝǼθυ,ΝΰδαΝߜ = Ͳ, 

 αθΝߠ < Ͳ,ΝĲσĲİΝβΝİιέıπıβΝΫξİδΝγİĲδεΫμΝλέαİμ,Νεαδ 

 αθΝߠ > Ͳ,ΝĲσĲİΝΫξİδΝλέαİμΝπκυΝİέθαδΝέıİμΝηİΝĲκΝηβįΫθέ 
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1.5 ΗΝ΢υθΪλĲβıβΝĲωθΝGerber-Shiu. 

 

ΗΝıυθΪλĲβıβΝηİΝĲβθΝκπκέαΝκδΝGerber εαδΝShiu εαĲΪφİλαθΝθαΝηκθĲİζκπκδάıκυθ,ΝĲκΝ1λλκ,ΝĲκθΝ

ξλσθκΝ εαδΝ ĲαΝ ηΫĲλαΝ ξλİκεκπέαμΝ κθκηΪαİĲαδΝ πλκİικφζβηΫθβΝ ıυθΪλĲβıβΝ πκδθάμΝ (Expected 

discounted penalty function)Ν άΝ αζζδυμΝ ıυθΪλĲβıβΝ ĲπθΝ Gerber-ShiuέΝ ΚαĲΪφİλαθ,Ν įβζαįά,Ν

ηΫıαΝıİΝηέαΝıυθΪλĲβıβΝθαΝıυηπİλδζΪίκυθΝĲδμΝĲυξαέİμΝηİĲαίζβĲΫμΝܶ,ΝπκυΝσππμΝΫξκυηİΝάįβΝ

κλέıİδΝİέθαδΝκΝξλσθκμΝξλİκεκπέαμΝ(įβζαįά,ΝβΝξλκθδεάΝıĲδΰηά,ΝεαĲΪΝĲβθΝκπκέαΝĲκΝπζİσθαıηαΝ

παέλθİδΝΰδαΝπλυĲβΝφκλΪΝαλθβĲδεάΝĲδηά),ΝĲβθΝ|ܷሺܶሻ| πκυΝİέθαδΝĲκΝΫζζİδηηαΝαελδίυμΝηİĲΪΝĲβΝ

ξλİκεκπέαΝ εαδΝ ܷሺܶ−ሻ πκυΝ İέθαδΝ ĲκΝ πζİσθαıηαΝ πλδθΝ ĲβΝ ξλİκεκπέαέΝ ΗΝ ıυθΪλĲβıβΝ αυĲά,Ν

ζκδπσθ,ΝκλέαİĲαδΝηİΝĲκθΝπαλαεΪĲπΝĲλσπκμ 

 

ΟλδıησμΝ1έ1ί 

ΌĲαθ ݑ ൒ Ͳ εαδ ߜ ൒ Ͳ β ıυθΪλĲβıβ Ĳωθ Gerber-Shiu Ϋχİδ Ĳβ ηκλφάμ                         ݉�ሺݑሻ = ሺܷܶ}ݓ௧�−݁}ܧ −ሻ, |ܷሺܶሻ|}ܫሺܶ < ∞ሻ|ܷሺͲሻ = ݑ     ,{ݑ ൒ Ͳ           ሺͳ.ͳͺሻ 
σπκυ, 

 ߜ, İέθαδ β ΫθĲαıβ αθαĲκεδıηκτ, 

 β ݓሺݔ,  ሻ İέθαδ įδıįδΪıĲαĲβ ıυθΪλĲβıβ ıĲκ ℝଶ πκυ κθκηΪαİĲαδ ıυθΪλĲβıβ πκδθάμ εαδݕ

β κπκέα παέλθİδ ĲδηΫμ ıĲκ įδΪıĲβηα [Ͳ,∞] 
 ߇ሺ∙ሻ İέθαδ ηέα įİέεĲλδα ıυθΪλĲβıβ, β κπκέα αθ πΪλİδ Ĳβθ Ĳδηά 1, ıβηαέθİδ πωμ Ϋχİδ 

İπΫζγİδ χλİκεκπέα, İθυ αθ πΪλİδ Ĳβθ Ĳδηά ί ĲσĲİ δıχτİδ Ĳκ αθĲέγİĲκ, εαδ 

 ݁−�௧ İέθαδ κ ηİĲαχβηαĲδıησμ Laplace, πκυ ηπκλİέ θα χαλαεĲβλδıĲİέ εαδ ωμ 

πλκİικφζβĲδεσμ παλΪΰκθĲαμέ 

 

ΗΝ ıυθΪλĲβıβΝ ĲπθΝ Gerber-Shiu İέθαδΝ ΰθπıĲά,Ν σππμΝ αθαφΫλαηİΝ εαδΝ πμΝ αθαηİθσηİθβΝ

πλκİικφζβηΫθβΝ ıυθΪλĲβıβΝ πκδθάμ,Ν ΰδαĲέΝ απκĲİζİέΝ ĲβθΝ πλκİικφζβηΫθβΝ πκδθάΝ πκυΝ

İπδίΪζζİĲαδ,Ν σĲαθΝ ıυηίİδΝ βΝ ξλİκεκπέαέΝ ΗΝ ıυθΪλĲβıβΝ πκδθάμΝ ,ଵݔሺݓ ଶሻ ηπκλİέΝݔ θαΝ πΪλİδΝ

įδαφκλİĲδεΫμΝĲδηΫμΝεαδΝηκλφΫμ,ΝεδΝΫĲıδ,ΝαπσΝĲκθ κλδıησΝĲβμΝ݉�ሺݑሻ πλκετπĲκυθΝįδαφκλİĲδεΪΝ

ηΫĲλαΝεδθįτθκυέΝ΢ĲβΝıυθΫξİδα,ΝπαλαγΫĲκυηİΝĲδμΝπδκΝδįδαέĲİλİμΝπİλδπĲυıİδμ: 

1) ΓδαΝ ݓሺݔଵ, ଶሻݔ = ͳ 

εαδ 
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ߜ > Ͳ, 

 γαΝΫξκυηİμ ݉�ሺݑሻ = ௧�−݁}ܧ ∙ ͳ ∙ ሺܶܫ < ∞ሻ|ܷሺͲሻ = {ݑ = = ሺܶܫ௧�−݁}ܧ < ∞ሻ|ܷሺͲሻ =  {ݑ
πκυΝ İέθαδΝ κΝ ηİĲαıξβηαĲδıησμΝ Laplace ĲκυΝ ξλσθκυΝ ξλİκεκπέαμ,Ν σĲαθΝ πλκετπĲİδΝ

ξλİκεκπέαέ 

 

2) Γδα ݓሺݔଵ, ଶሻݔ = ͳ 

εαδΝ ߜ = Ͳ, 

           παέλθκυηİμ ݉଴ሺݑሻ = ଴௧−݁}ܧ ∙ ͳ ∙ ሺܶܫ < ∞ሻ|ܷሺͲሻ = {ݑ =         = ͳ}ܧ  ∙ ͳ ∙ ሺܶܫ < ∞ሻ|ܷሺͲሻ = {ݑ = = ሺܶܫ}ܧ < ∞ሻ|ܷሺͲሻ = {ݑ =     = �ሺܶ < ∞|ܷሺͲሻ = ሻݑ =          = ߰ሺݑሻ                                           
πκυΝİέθαδΝβΝπδγαθσĲβĲαΝξλİκεκπέαμέ 

 

3) Γδα ݓሺݔଵ, ଶሻݔ = ଵݔሺܫ ൑ ଶݔሺܫଵሻݕ ൑  ଶሻݕ
εαδΝ ߜ > Ͳ: ݉�ሺݑሻ = ሺܷሺܶܫ௧�−݁}ܧ −ሻ ൑ |ሺ|ܷሺܶሻܫଵሻݕ ൑ ሺܶܫଶሻݕ < ∞ሻ|ܷሺͲሻ = {ݑ = = ,ଵݕሺ�ܨ                                                                                 ሻݑ|ଶݕ
πκυΝ İέθαδΝ βΝ απσΝ εκδθκτΝ πλκİικφζβηΫθβΝ ıυθΪλĲβıβΝ εαĲαθκηάμΝ ĲπθΝ ܷሺܶ −ሻ εαδΝ|ܷሺܶሻ| ĲβΝıĲδΰηάΝπκυΝİπΫλξİĲαδΝξλİκεκπέαέ 

 

4) Γδα ݓሺݔଵ, ଶሻݔ = ଵݔሺܫ ൑ ,ଶݔሺܫଵሻݕ  ଶሻݕ
εαδ ߜ = Ͳ: ݉଴ሺݑሻ = ሺܷሺܶ−ሻܫ]ܧ ൑ |ሺ|ܷሺܶሻܫଵݕ ൑ ሺܶܫଶሻݕ < ∞ሻ|ܷሺͲሻ = [ݑ =   = �ሺܷሺܶ−ሻ ൑ ,ଵݕ |ܷሺܶሻ| ൑ ,ଶݕ ܶ < ∞|ܷሺͲሻ = ሻݑ = = ,ଵݕ଴ሺܨ                                                                      ሻݑ|ଶݕ
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πκυΝ İέθαδΝ βΝ απσΝ εκδθκτΝ ıυθΪλĲβıβΝ εαĲαθκηάμΝ Ĳπθ ܷሺܶ −ሻ εαδΝ |ܷሺܶሻ|,Ν βΝ κπκέαΝ

įβζυθİδΝĲβθΝπδγαθσĲβĲαΝθαΝİπΫζγİδΝξλİκεκπέαΝσĲαθΝĲκΝαλξδεσΝεİφΪζαδκΝİέθαδΝݑ εαδΝ

ĲκΝπζİσθαıηαΝπλδθΝ ĲβΝξλİκεκπέαΝ İέθαδΝ ĲκΝπκζτΝݕଵ,Ν İθυΝ ĲκΝΫζζİδηηαΝĲβΝıĲδΰηάΝ ĲβμΝ

ξλİκεκπέαμΝθαΝİέθαδΝĲκΝπκζτΝݕଶ. 
 

5) Γδα ݓሺݔଵ, ଶሻݔ = ଵݔሺܫ = ,ଶݔሺܫଵሻݕ  ଶሻݕ
εαδΝ ߜ > Ͳ, 

πλκετπĲİδμ ݉�ሺݑሻ = ሺܷሺܶ−ሻܫ௧�−݁}ܧ = |ሺ|ܷሺܶሻܫଵሻݕ = ሺܶܫଶሻݕ < ∞ሻ|ܷሺͲሻ = {ݑ = = �݂ሺݕଵ,                                                                                ሻݑ|ଶݕ
ĲκΝαπκĲΫζİıηαΝπκυΝπαέλθκυηİΝαπκĲİζİέΝĲβθΝαπσΝεκδθκτΝπλκİικφζβηΫθβΝıυθΪλĲβıβΝ

πυεθσĲβĲαμΝπδγαθσĲβĲαμΝĲπθΝܷሺܶ−ሻ εαδΝ|ܷሺܶሻ| ĲβΝıĲδΰηάΝπκυΝİπΫλξİĲαδΝξλİκεκπέαέ 

 

6) ΓδαΝ ݓሺݔଵ, ଶሻݔ = ଵݔሺܫ = ,ଶݔሺܫଵሻݕ  ଶሻݕ
 εαδΝ ߜ = Ͳ, 

Ϋξκυηİμ ݉଴ሺݑሻ = ሺܷሺܶ−ሻܫ]ܧ = |ሺ|ܷሺܶሻܫଵݕ = ሺܶܫଶሻݕ < ∞ሻ|ܷሺͲሻ = [ݑ = = ଴݂ሺݕଵ,                                                                     ሻݑ|ଶݕ
βΝ κπκέαΝ πλσεİδĲαδΝ ΰδαΝ ĲβθΝ απσΝ εκδθκτΝ ıυθΪλĲβıβΝ πυεθσĲβĲαμΝ πδγαθσĲβĲαμΝ ĲπθΝܷሺܶ−ሻ εαδΝ|ܷሺܶሻ| ĲβΝıĲδΰηάΝĲβμΝξλİκεκπέαμέ 

 

7) Γδα ݓሺݔଵ, ଶሻݔ = ଵݔሺܫ ൑  ଵሻݕ
εαδΝ ߜ > Ͳ: ݉�ሺݑሻ = ሺܷሺܶ−ሻܫ௧�−݁}ܧ  ൑ ሺܶܫଵሻݕ < ∞ሻ|ܷሺͲሻ = {ݑ = =                                                          ሻݑ|ଵݕሺ�ܨ
πκυΝİέθαδΝβΝπλκİικφζβηΫθβΝπİλδγυλδαΝıυθΪλĲβıβΝεαĲαθκηάμΝĲβμΝܷሺܶ−ሻ ĲβΝıĲδΰηάΝ

ĲβμΝξλİκεκπέαμέ 

 

8) Γδα  ݓሺݔଵ, ଶሻݔ = ଵݔሺܫ ൑  ଵሻݕ
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 εαδΝ ߜ = Ͳ: ݉଴ሺݑሻ = ሺܷሺܶ−ሻܫ}ܧ ൑ ሺܶܫଵሻݕ < ∞|ܷሺͲሻ = {ሻݑ =     = �ሺܷሺܶ−ሻ ൑ ,ଵݕ ܶ < ∞|ܷሺͲሻ = ሻݑ = =                                                 ሻݑ|ଵݕ଴ሺܨ
σπκυ,ΝΝܨ଴ሺݕଵ|ݑሻ įβζυθİδΝĲβθΝπδγαθσĲβĲαΝθαΝıυηίİέΝξλİκεκπέα,ΝηİΝαλξδεσΝεİφΪζαδκΝݑ 

εαδΝĲκΝηΫΰİγκμΝĲκυΝπζİκθΪıηαĲκμΝπλδθΝĲβΝξλİκεκπέαΝθαΝİέθαδΝĲκΝπκζτΝݕଵ. 

 

9) Γδα ݓሺݔଵ, ଶሻݔ = ଵݔሺܫ =  ଵሻݕ
εαδ ߜ = Ͳ: ݉�ሺݑሻ = ሺܷሺܶ−ሻܫ௧�−݁}ܧ = ሺܶܫଵሻݕ < ∞|ܷሺͲሻ = {ሻݑ = = �݂ሺݕଵ|ݑሻ                                                         
γαΝΫξκυηİΝπμΝαπκĲΫζİıηαΝĲβθΝπλκİικφζβηΫθβΝπİλδγυλδαΝıυθΪλĲβıβΝπυεθσĲβĲαμΝĲβμΝܷሺܶ−ሻ ĲβΝıĲδΰηάΝπκυΝİπΫλξİĲαδΝξλİκεκπέαέ 

 

10) Γδα ݓሺݔଵ, ଶሻݔ = ଵݔሺܫ =  ଵሻݕ
εαδ ߜ = Ͳ: ݉଴ሺݑሻ = ሺܷሺܶ−ሻܫ}ܧ = ሺܶܫଵሻݕ < ∞|ܷሺͲሻ = {ሻݑ = = ଴݂ሺݕଵ|ݑሻ                                                
ΠαέλθκυηİΝ ĲβθΝ πİλδγυλδαΝ ıυθΪλĲβıβΝ πυεθσĲβĲαμΝ ĲβμΝ ܷሺܶ−ሻ ĲβΝ ıĲδΰηάΝ ĲβμΝ

ξλİκεκπέαμέ 

 

11) Γδα ݓሺݔଵ, ଶሻݔ = ଶݔሺܫ ൑  ଶሻݕ
εαδ ߜ > Ͳ: ݉�ሺݑሻ = |ሺ|ܷሺܶሻܫ௧�−݁}ܧ ൑ ሺܶܫଶሻݕ < ∞|ܷሺͲሻ = {ሻݑ = =                                                         ሻݑ|ଶݕሺ�ܨ
ΈξκυηİΝĲβθΝπλκİικφζβηΫθβΝπİλδγυλδαΝıυθΪλĲβıβΝεαĲαθκηάμΝĲβμΝ|ܷሺܶሻ| ĲβΝıĲδΰηάΝ

ĲβμΝξλİκεκπέαμέ 
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12) Γδα ݓሺݔଵ, ଶሻݔ = ଶݔሺܫ ൑  ଶሻݕ
εαδΝ ߜ = Ͳ: ݉଴ሺݑሻ = |ሺ|ܷሺܶሻܫ}ܧ ൑ ሺܶܫଶሻݕ < ∞|ܷሺͲሻ = {ሻݑ =     = �ሺ|ܷሺܶሻ| ൑ ,ଶݕ ܶ < ∞|ܷሺͲሻ = ሻݑ =         =                                                         ሻݑ|ଶݕ଴ሺܨ
ΈξκυηİΝĲβθΝπİλδγυλδαΝıυθΪλĲβıβΝεαĲαθκηάμΝĲβμΝ|ܷሺܶሻ| ĲβΝıĲδΰηάΝĲβμΝξλİκεκπέαμέΝ

ΠδκΝ ıυΰεİελδηΫθα,Ν ĲκΝ απκĲΫζİıηαΝ İεφλΪαİδΝ ĲβθΝ πδγαθσĲβĲαΝ θαΝ ıυηίİέΝ ξλİκεκπέα,Ν

σĲαθΝĲκΝαλξδεσΝεİφΪζαδκΝİέθαδΝݑ εαδΝĲκ τοκμΝİζζİέηηαĲκμΝĲβΝıĲδΰηάΝĲβμΝξλİκεκπέαμΝ

İέθαδΝĲκΝπκζτΝݕଶ. 

 

13) Γδα ݓሺݔଵ, ଶሻݔ = ଶݔሺܫ =  ଶሻݕ
εαδ ߜ > Ͳ: ݉�ሺݑሻ = |ሺ|ܷሺܶሻܫ௧�−݁}ܧ = ሺܶܫଶሻݕ < ∞|ܷሺͲሻ = {ሻݑ = = �݂ሺݕଶ|ݑሻ                                                         
ΠλκετπĲİδΝβΝπλκİικφζβηΫθβΝπİλδγυλδαΝıυθΪλĲβıβΝεαĲαθκηάμΝĲβμΝ|ܷሺܶሻ| ĲβΝıĲδΰηάΝ

πκυΝİπΫλξİĲαδΝξλİκεκπέαέ 

 

14) Γδα ݓሺݔଵ, ଶሻݔ = ଶݔሺܫ =  ଶሻݕ
εαδ ߜ = Ͳ: ݉଴ሺݑሻ = |ሺ|ܷሺܶሻܫ}ܧ = ሺܶܫଶሻݕ < ∞|ܷሺͲሻ = {ሻݑ = = ଴݂ሺݕଶ|ݑሻ                                                         
ΠλκετπĲİδΝβΝπİλδγυλδαΝıυθΪλĲβıβΝπυεθσĲβĲαμΝĲβμΝ|ܷሺܶሻ| ĲβΝıĲδΰηάΝπκυΝİπΫλξİĲαδΝ

ξλİκεκπέαέ 

 

15) Γδα ݓሺݔଵ, ଶሻݔ = ,ଵݔሺݓଵ௞ άΝݔ ଶሻݔ =  ଶ௞ݔ

εαδ ߜ = Ͳ: ݉଴ሺݑሻ = ሺܶܫሺܶ−ሻ௞ܷ}ܧ < ∞|ܷሺͲሻ =  {ሻݑ
ά 
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݉଴ሺݑሻ = ሺܶܫሺܶሻ|௞ܷ|}ܧ < ∞|ܷሺͲሻ =  {ሻݑ
αθĲέıĲκδξαέ 

 

ΘαΝπλΫπİδΝθαΝĲκθέıκυηİΝσĲδΝβΝıυθΪλĲβıβΝĲπθΝGerber-Shiu įİθΝπαέαİδΝıβηαθĲδεσΝλσζκΝησθκΝ

ıĲβθΝαθαζκΰδıĲδεάΝİπδıĲάηβ,ΝαζζΪΝİέθαδΝδįδαέĲİλαΝξλάıδηβΝεαδΝıĲβΝξλβηαĲκκδεκθκηδεάΝ(πέξέΝ

ΰδαΝ ĲβθΝ ĲδηκζσΰβıβΝ İθσμΝ ǹηİλδεαθδεκτΝ put option)έΝ ΟδΝ Gerber εαδΝ Shiu ηİĲΪΝ απσΝ İυλİέαΝ

ηİζΫĲβΝπκυΝ ΫεαθαθΝ ΰδαΝ ĲβθΝαθαηİθσηİθβΝπλκİικφζβηΫθβΝıυθΪλĲβıβΝπκδθάμΝıĲκΝ εζαııδεσΝ

ηκθĲΫζκΝ ĲβμΝ γİπλέαμΝ εδθįτθκυΝ απΫįİδιαθΝ σĲδΝ βΝ݉ሺݑሻ δεαθκπκδİέΝ ηέαΝ κζκεζβλκįδαφκλδεάΝ

İιέıπıβΝĲτπκυΝVolteraέΝΗΝζτıβΝĲβμΝκζκεζβλκįδαφκλδεάμΝİιέıπıβμΝπλκετπĲİδΝηİΝĲβΝξλάıβΝ

ĲπθΝ ηİĲαıξβηαĲδıηυθΝ Laplace εαδΝ ηαμΝ κįβΰİέΝ ıĲκΝ ıυηπΫλαıηαΝ σĲδΝ βΝ αθαηİθσηİθβΝ

πλκİικφζβηΫθβΝıυθΪλĲβıβΝπκδθάμΝδεαθκπκδİέΝηέαΝİζαĲĲπηαĲδεάΝαθαθİπĲδεάΝİιέıπıβέΝΟδΝLin 

εαδΝ Willmot (1λλλ)Ν ίλάεαθΝ ĲβΝ ΰİθδεάΝ ζτıβΝ αυĲάμΝ ıİΝ σλκυμΝ ĲβμΝ κυλΪμΝ ηέαμΝ ıτθγİĲβμΝ

ΰİπηİĲλδεάμΝεαĲαθκηάμέ 

 

ΘİυλβηαΝ1έ3 

Η αεσζκυγβ κζκεζβλκįδαφκλδεά İιέıωıβ δεαθκπκδİέĲαδ απσ Ĳβ ıυθΪλĲβıβ ݉ሺݑሻ Ĳωθ Gerber-

Shiu 

                     ݉′ሺݑሻ = ߣ + ܿߜ ݉ሺݑሻ − ߣܿ ∫ ݉ሺݑ − ݔሻ݀ݔሻ݂ሺݔ − ߣܿ ሻ,௨ݑሺݖ
଴ ݑ      ൒ Ͳ                ሺͳ.ͳͻሻ 

σπκυ, 

ሻݑሺݖ = ∫ ,ݑሺݓ ݔ − ∞.ݔሻ݀ݔሻ݂ሺݑ
௨  

Γδα ߜ = Ͳ, ݓሺݔ, ሻݕ = ͳ 

 βΝ ıυθΪλĲβıβΝ ĲβμΝ ݉ሺݑሻ παέλθİδΝ ĲβΝ ηκλφάΝ ĲβμΝ πδγαθσĲβĲαμΝ ξλİκεκπέαμΝ ߰ሺݑሻ εαδΝ ΫĲıδΝ

κįβΰκτηαıĲİΝıĲκΝπαλαεΪĲπΝπσλδıηαέ 
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ΠσλδıηαΝ1έ1 

ΗΝπδγαθσĲβĲαΝξλİκεκπέαμΝ߰ሺݑሻ δεαθκπκδİέΝĲβθΝκζκεζβλκįδαφκλδεάΝİιέıπıβ 

                          ߰′ሺݑሻ = ߣܿ ߰ሺݑሻ − ߣܿ ∫ ߰ሺ௨
଴ ݑ − ݔሻ݀ݔሻ݂ሺݔ − ߣܿ ݑ     ,ሻݑሺܨ̅ ൒ Ͳ                    ሺͳ.ʹͲሻ 

σπκυ, 

ሻݑሺܨ̅ = ͳ − ሻݑሺܨ = ∫ ݂ሺݔሻ݀ݔ∞
௨  

 

ΠαλαĲάλβıβΝ1έ1 

ǹπσΝ ĲκΝ πσλδıηαΝ πκυΝ αθαφΫλαηİΝ παλαπΪθπΝ πλκετπĲİδΝ σĲδΝ βΝ߰ሺݑሻ απκĲİζİέΝ ĲβΝ įİιδΪΝ κυλΪΝ

ηέαμΝıτθγİĲβμΝΰİπηİĲλδεάμΝεαĲαθκηάμΝεαδΝδıξτİδΝσĲδμ                                                                   ߰ሺݑሻ = Prሺܮ >  ሻ,                                                        ሺͳ.ʹͳሻݑ
σπκυ, ܮ = ଵܮ + ଶܮ +⋯+  ெܮ

σπκυ, ܩ~ߊሺ߰ሺͲሻሻ 
ΰδα 

߰ሺͲሻ = ߣܿ �ሺݔሻ ሺଵ.ଵଷሻ⇒         
                                                                ߰ሺͲሻ = ͳͳ +  ሺͳ.ʹʹሻ                                                                    ߠ
ǼπδıβηαέθκυηİΝσĲδ,ΝκδΝĲυξαέİμΝηİĲαίζβĲΫμΝܮ௜ İέθαδΝαθİιΪλĲβĲİμΝεαδΝ δıσθκηİμΝηİΝıυθΪλĲβıβΝ

πυεθσĲβĲαμΝπδγαθσĲβĲαμΝ ௘݂ሺݔሻ. 
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ǹπσįİδιβΝĲβμΝΧ1έ22Ψ 

ΟζκεζβλυθκθĲαμΝĲβθΝ(1έβί)ΝıĲκΝįδΪıĲβηαΝ[Ͳ,∞ሻ Ϋξκυηİμ 

             ∫ ߰′ሺݏሻ݀ݏ = ∫ߣܿ ߰ሺݏሻ݀ݏ − ∫ߣܿ ∫ ߰ሺݏ − ݏ݀ݔሻ݀ݔሻ݂ሺݔ − ∫ߣܿ ∞ݏሻ݀ݏሺܨ̅
଴

௦
଴

∞
଴

∞
଴

∞
଴  

     ⇒  ߰ሺ∞ሻ − ߰ሺͲሻ = ∫ߣܿ ߰ሺݏሻ݀ݏ − ∫ߣܿ ∫ ߰ሺݏ − ݏ݀ݔሻ݀ݔሻ݂ሺݔ − ∫ߣܿ ∞ݏሻ݀ݏሺܨ̅
଴

௦
଴

∞
଴

∞
଴  

  టሺ∞ሻ=଴⇒      − ߰ሺͲሻ = ∫ߣܿ ߰ሺݏሻ݀ݏ − ∫ߣܿ ∫ ߰ሺݏ − ݏ݀ݔሻ݀ݔሻ݂ሺݔ − ∫ߣܿ ∞ݏሻ݀ݏሺܨ̅
଴

௦
଴

∞
଴

∞
଴  

ǹζζΪακθĲαμΝĲαΝσλδαΝĲπθΝκζκεζβλπηΪĲπθ,Νπαέλθκυηİμ 

{Ͳ ൑ ݏ < ∞Ͳ ൑ ݔ < ݏ  

⇒ {Ͳ ൑ ݔ < ݔ∞ ൑ ݏ < ∞      
       −߰ሺͲሻ = ∫ߣܿ ߰ሺݏሻ݀ݏ − ∫ߣܿ ∫ ߰ሺݏ − ݏ݀ݔሻ݀ݔሻ݂ሺݔ − ∫ߣܿ ∞ݏሻ݀ݏሺܨ̅

଴
∞
଴

∞
௫

∞
଴  

 ⇒ − ߰ሺͲሻ = ∫ߣܿ ߰ሺݏሻ݀ݏ − ∫ߣܿ ∫ ߰ሺݏ − ݔ݀ݏሻ݀ݔሻ݂ሺݔ − ∫ߣܿ ∞ݏሻ݀ݏሺܨ̅
଴

∞
௫

∞
଴

∞
଴  

     ⇒ − ߰ሺͲሻ = ߣܿ ∫ ߰ሺݏሻ݀ݏ − ߣܿ ∫ ݂ሺݔሻሺ∫ ߰ሺݏ − ݔሻ݀ݏሻ݀ݔ − ∫ߣܿ ∞ݏሻ݀ݏሺܨ̅
଴

∞
௫

∞
଴

∞
଴  

ΘΫĲκυηİΝ:     ݏ − ݔ =  ݑ

⇒ ݏ = ݑ +  ݔ

⇒ ݏ݀ =    ݑ݀
oπσĲİΝεαδΝĲαΝσλδαΝĲκυΝκζκεζβλυηαĲκμΝγαΝΰέθκυθμ ݔ ൑ ݏ < ∞ 

       ⇒ ݔ − ݔ ൑ ݏ − ݔ < ∞ 

⇒ Ͳ ൑ ݏ − ݔ < ∞ 
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⇒ Ͳ ൑ ݑ < ∞        
Άλα,ΝĲİζδεΪΝκįβΰκτηαıĲİΝıĲκΝİιάμμ 

߰ሺͲሻ = − ∫ߣܿ ߰ሺݏሻ݀ݏ + ∫ߣܿ ݂ሺݔሻ∫ ߰ሺ∞
଴

∞
଴

∞
଴ ݔ݀ݑሻ݀ݑ + ∫ߣܿ ∞ݏሻ݀ݏሺܨ̅

଴  

⇒߰ሺͲሻ = − ∫ߣܿ ߰ሺݏሻ݀ݏ + ∫ߣܿ ߰ሺݑሻ݀ݑ∫ ݂ሺݔሻ∞
଴

∞
଴

∞
଴ ݔ݀ + ∫ߣܿ ∞ݏሻ݀ݏሺܨ̅

଴       
Όηπμ,Ν∫ ݂ሺݔሻ∞଴ ݔ݀ = ͳ,ΝκπσĲİμ 

߰ሺͲሻ = − ∫ߣܿ ߰ሺݏሻ݀ݏ + ∫ߣܿ ߰ሺݑሻ݀ݑ∞
଴

∞
଴ ∙ ͳ + ∫ߣܿ ∞ݏሻ݀ݏሺܨ̅

଴  

⇒߰ሺͲሻ = − ∫ߣܿ ߰ሺݏሻ݀ݏ + ∫ߣܿ ߰ሺݑሻ݀ݑ∞
଴

∞
଴ + ∫ߣܿ ∞ݏሻ݀ݏሺܨ̅

଴            
Ǽπέıβμ,Ν∫ ߰ሺݏሻ݀ݏ = ͳ∞଴  εαδΝ∫ ߰ሺݑሻ݀ݑ∞଴ = ͳ,ΝΪλαμ 

߰ሺͲሻ = − ߣܿ ∙ ͳ + ߣܿ ∙ ͳ + ∫ߣܿ ∞ݏሻ݀ݏሺܨ̅
଴  

⇒߰ሺͲሻ = − ߣܿ + ߣܿ + ∫ߣܿ ∞ݏሻ݀ݏሺܨ̅
଴                 

⇒  ߰ሺͲሻ = Ͳ + ∫ߣܿ ∞ݏሻ݀ݏሺܨ̅
଴                             

⇒  ߰ሺͲሻ = ∫ߣܿ ∞ݏሻ݀ݏሺܨ̅
଴                                    

Όπκυ,Ν∫ ଴∞ݏሻ݀ݏሺܨ̅ = �ሺݔሻ,ΝκπσĲİΝπαέλθκυηİμ 

߰ሺͲሻ = ߣܿ  ሻݔሺܧ
Όηπμ,ΝαπσΝ(1έ1γ)ΝβΝĲİζİυĲαέαΝıξΫıβΝΰέθİĲαδμ 

߰ሺͲሻ = ሺͳߣ +  ሻݔሺܧሻݔሺ�ߣሻߠ
⇒߰ሺͲሻ = ͳͳ +                                ߠ

ΟπσĲİΝεαĲαζάιαηİΝıĲβθΝ(1έββ)ΝĲβμΝπαλαĲάλβıβμΝ(1.1). 



22 

 

ǹεσηβ,ΝαπσΝ(1έη)ΝıυηπİλαέθκυηİΝεαδΝσĲδμ ߮ሺͲሻ = ͳ − ߰ሺͲሻ 
⇒߮ሺͲሻ = ͳ − ͳͳ +     ߠ

     ⇒ ߮ሺͲሻ = ͳ + ͳߠ + ߠ − ͳͳ +  ߠ

⇒߮ሺͲሻ = ͳ + ߠ − ͳͳ + ߠ     
⇒߮ሺͲሻ = ͳߠ +            ߠ

 

1.6 ΗΝΟζκεζβλκįδαφκλδεάΝǼιέıωıβΝπκυΝΙεαθκπκδİέΝβΝ΢υθΪλĲβıβΝ

Gerber-Shiu. 

 

ǻİıηİτκθĲαμΝπμΝπλκμΝĲκΝξλσθκΝݐ εαδΝĲκΝηΫΰİγκμΝݔ,ΝĲβμΝπλυĲβμΝαπαέĲβıβμΝ,Νįβζαįά,Ν�ଵ =  ݐ
εαδ �ଵ =  ΝαπσΝĲκΝθσηκΝκζδεάμΝπδγαθσĲβĲαμ,ΝΫξκυηİμ,ݔ

݉ሺݑሻ = ∫ ∫ ݉ሺݐ|ݑ, ሻݔ ௫݂భሺݔሻ்݂ భሺݐሻ݀ݐ݀ݔ =∞
଴

∞
଴         

       = ∫ ∫ ,ݐ|ݑ௧݉ሺ�−݁ߣ ݐ݀ݔሻ݀ݔሻ݂ሺݔ =∞
଴

∞
଴        

                                                  = ∫ ௧�−݁ߣ {∫ ݉ሺݐ|ݑ, ∞ݔሻ݀ݔሻ݂ሺݔ
଴ } ∞ݐ݀

଴                                    ሺͳ.ʹ͵ሻ 
ΌĲαθΝİηφαθέαİĲαδΝĲκΝπλυĲκΝclaim,ΝİέθαδΝܷሺݐሻ = ݑ + ݐܿ −  κπσĲİμ ݔ

ǹθ 

{Ͳ ൑ ݔ ൑ ݑ + ,ݐܿ �ό�ߥߙ߮ߤߝ ߥߝߜ ߝɜߨߧߢߧߝߩ߯ ߡߙ�ߝߞɜݔߙ > ݑ + ,ݐܿ �ό�ߥߙ߮ߤߝ ߝɜߨߧߢߧߝߩ߯ ߡߙ�ߝߞɜߙ  

ΈĲıδ,Ν ΰδαΝ παλΪįİδΰηα,Ν αθΝ Ͳ ൑ ݔ ൑ ݑ + Ν,ݐܿ İπİδįάΝ įİθΝ İηφαθέαİĲαδΝ ξλİκεκπέαΝ ĲβΝ ξλκθδεάΝ

ıĲδΰηάΝݐ,ΝβΝįδαįδεαıέαΝαθαθİυθİĲαδΝιİεδθυθĲαμΝηİΝαλξδεσΝεİφΪζαδκΝݑ + ݐܿ −  .ݔ
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Ǽθυ,ΝαθΝݔ > ݑ + �ሺ߇ ΝĲσĲİΝ,ݐܿ < ∞ሻ = ͳ, 

ΰδαĲέΝİηφαθέαİĲαδΝıέΰκυλαΝξλİκεκπέα,ΝεαδΝ ܷሺܶ −ሻ = ݑ + ,ݐܿ |ܷሺܶሻ| = ݔ − ݑ −  ,ݐܿ
εαδΝıυθİπυμΝαπσΝĲβθΝሺͳ.ʹ͵ሻ παέλθπμ 

                  ݉ሺݑሻ = ∫ ௧�−݁ߣ {∫ ݁−�௧݉ሺݑ + ݐܿ − ௨+௖௧ݔሻ݀ݔሻ݂ሺݔ
଴

∞
଴+∫ ݁−�௧ݓሺݑ + ,ݐܿ ݔ − ݑ − ∞ݔሻ݀ݔሻ݂ሺݐܿ
௨+௖௧ ݐ݀{ = 

= ሺ�+�ሻ௧−݁ߣ {∫ ݉ሺݑ + ݐܿ − ݔሻ݀ݔሻ݂ሺݔ + ∫ ݑሺݓ + ,ݐܿ ݔ − ݑ − ∞ݔሻ݀ݔሻ݂ሺݐܿ
௨+௖௧

௨+௖௧
଴  ሺͳ.ʹͶሻ ݐ݀{

ΘΫĲκυηİ,Ν       ݏ = ݑ +  ݐܿ
  ⇒ ݏ − ݑ =  ݐܿ
⇒ ݐ = ݏ − ܿݑ  

ΟπσĲİ, 

ݐ݀ = ͳܿ  ݏ݀
εαδΝαζζΪακθĲαμΝĲαΝσλδα, Ͳ ൑ ݐ < ∞     

⇒ Ͳ ൑ ݏ − ܿݑ < ∞ 

⇒ Ͳ ൑ ݏ − ݑ < ∞ 

ݑ⇒ ൑ ݏ < ∞        
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Άλα,ΝαπσΝĲβθΝሺͳ.ʹͶሻ παέλθπ: 

                   ݉ሺݑሻ = ∫ߣ ݁−ሺ�+�ሻሺ௦−௨ሻ௖ ∫ ݉ሺݏ − ݔሻ݀ݔሻ݂ሺݔ ͳܿ ௦ݏ݀
଴        ∞

௨+ ∫ߣ ݁−ሺ�+�ሻሺ௦−௨ሻ௖ ∫ ,ݏሺݓ ݔ − ݔሻ݀ݔሻ݂ሺݏ ͳܿ ∞ݏ݀
௦

∞
௨  

ΘΫĲκυηİ, 

ሻݔሺߛ = ∫ ,ݔሺݓ ݕ − ∞ݕሻ݀ݕሻ݂ሺݔ
௫  

ΟπσĲİΝβΝπλκβΰκτηİθβΝıξΫıβΝΰλΪφİĲαδμ 

݉ሺݑሻ = ∫ߣ ݁−ሺ�+�ሻሺ௦−௨ሻ௖ ∫ ݉ሺݏ − ݔሻ݀ݔሻ݂ሺݔ ͳܿ ௦ݏ݀
଴ + ∫ߣ ݁−ሺ�+�ሻሺ௦−௨ሻ௖ ሻݏሺߛ ͳܿ ∞ݏ݀

௨
∞
௨  

 ⇒ ܿ݉ሺݑሻ = ∫ߣ ݁−ሺ�+�ሻሺ௦−௨ሻ௖ ∫ ߮ሺݏ − ௦ݏ݀ݔሻ݀ݔሻ݂ሺݔ
଴ + ∫ߣ ݁−ሺ�+�ሻሺ௦−௨ሻ௖ ∞ݏሻ݀ݏሺߛ

௨
∞
௨      ሺͳ.ʹͷሻ 

ΈπİδĲα,ΝγαΝπαλαΰπΰέıκυηİΝĲβθΝሺͳ.ʹͷሻ πμΝπλκμΝݑ. 

a. ΘΫĲκυηİ, ݃ሺݑ, ሻݏ = ݁−ሺ�+�ሻሺ௦−௨ሻ௖ ∫ ݉ሺݏ − ௦ݏ݀ݔሻ݀ݔሻ݂ሺݔ
଴  

ΣσĲİ, ݀݀ݑ ∫ ݁−ሺ�+�ሻሺ௦−௨ሻ௖ ∫ ݉ሺݏ − ௦ݏ݀ݔሻ݀ݔሻ݂ሺݔ
଴

∞
௨  

= ∫ݑ݀݀ ݃ሺݑ, ∞ݏሻ݀ݏ
௨                                                       

                                         = −݃ሺݑ, ሻݑ + ∫ ݀݃ሺݑ, ݑሻ݀ݏ ∞ ሺͳ.ʹ͸ሻ                                                             ݏ݀
௨  

Όπκυ, ݀݃ሺݑ, ݑሻ݀ݏ                                                
= ݀[݁−ሺ�+�ሻሺ௦−௨ሻ௖ ∫ ݉ሺݏ − ௦଴݀[ݔሻ݀ݔሻ݂ሺݔ ݑ  
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      = ∫ ݉ሺݏ − ݔሻ݀ݔሻ݂ሺݔ {݀[݁−ሺ�+�ሻሺ௦−௨ሻ௖ ݑ݀[ }௦
଴  

                               = ∫ ݉ሺݏ − ௦ݔሻ݀ݔሻ݂ሺݔ
଴ {−ሺߣ + ሻሺͲߜ − ͳሻܿ ݁−ሺ�+�ሻሺ௦−௨ሻ௖ } 

                 = ∫ ݉ሺݏ − ௦ݔሻ݀ݔሻ݂ሺݔ
଴ {− ሺߣ + ሻሺ−ͳሻܿߜ ݁−ሺ�+�ሻሺ௦−௨ሻ௖ } 

= ∫ ݉ሺݏ − ௦ݔሻ݀ݔሻ݂ሺݔ
଴ ߣ} + ܿߜ ݁−ሺ�+�ሻሺ௦−௨ሻ௖ } 

 = ߣ + ܿߜ ݁−ሺ�+�ሻሺ௦−௨ሻ௖ ∫ ݉ሺݏ − ௦     ݔሻ݀ݔሻ݂ሺݔ
଴  

                                             = ߣ + ܿߜ ݃ሺݑ,  ሻ                                                                                     ሺͳ.ʹ͹ሻݏ
ǹπσΝሺͳ.ʹ͸ሻ εαδΝሺͳ.ʹ͹ሻ παέλθκυηİ: ݀݀ݑ ∫ ݁−ሺ�+�ሻሺ௦−௨ሻ௖ ∫ ݉ሺݏ − ௦ݏ݀ݔሻ݀ݔሻ݂ሺݔ

଴
∞
௨  

       = −݃ሺݑ, ሻݑ + ∫ ߣ + ܿߜ ݃ሺݑ, ∞                               ݏሻ݀ݏ
௨  

= −݃ሺݑ, ሻݑ + ߣ + ܿߜ ∫ ݃ሺݑ, ∞                        ݏሻ݀ݏ
௨  

b. ΈıĲπ,ΝĲυλα,ΝσĲδΝ ݃ሺݑ, ሻݏ = ݁−ሺ�+�ሻሺ௦−௨ሻ௖  ሻݏሺߛ
ΣσĲİ, ݀݀ݑ ∫ ݁−ሺ�+�ሻሺ௦−௨ሻ௖ ∞ݏሻ݀ݏሺߛ

௨  

= ∫ݑ݀݀ ݃ሺݑ, ∞ݏሻ݀ݏ
௨                         

= −݃ሺݑ, ሻݑ + ∫ ݀݃ሺݑ, ݑሻ݀ݏ ∞ݏ݀
௨    
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ΜİΝĲκθΝέįδκΝĲλσπκ,ΝσππμΝıĲβθ 

 (aέ)ΝİπδζτκυηİΝεαδΝίλέıεκυηİμ 

= ሻݑሺߛ− + ߣ + ܿߜ ∫ ݃ሺݑ, ∞ݏሻ݀ݏ
௨  

Άλα,ΝĲİζδεΪΝβΝሺͳ.ʹͷሻ įέθİδ: 

ܿ݉′ሺݑሻ = ߣ {−∫ ݉ሺݑ − ሻ௨ݔ
଴ ݂ሺݔሻ݀ݔ + ߣ + ܿߜ ∫ ݁−ሺ�+�ሻሺ௦−௨ሻ௖∞

௨ ∫ ݉ሺݏ − ௦ݏ݀ݔሻ݀ݔሻ݂ሺݔ
଴ }

+ ߣ ሻݑሺߛ−} + ߣ + ܿߜ ∫ ݁−ሺ�+�ሻሺ௦−௨ሻ௖∞
௨   {ݏሻ݀ݏሺߛ

    ⇒  ܿ݉′ሺݑሻ = ∫ߣ− ݉ሺݑ − ሻ௨ݔ
଴ ݂ሺݔሻ݀ݔ + ߣ ߣ + ܿߜ ∫ ݁−ሺ�+�ሻሺ௦−௨ሻ௖∞

௨ ∫ ݉ሺݏ − ௦ݏ݀ݔሻ݀ݔሻ݂ሺݔ
଴− ሻݑሺߛߣ + ߣ ߣ + ܿߜ ∫ ݁−ሺ�+�ሻሺ௦−௨ሻ௖∞

௨           ݏሻ݀ݏሺߛ
⇒ ܿ݉′ሺݑሻ = ߣ− {∫ ݉ሺݑ − ሻ௨ݔ

଴ ݂ሺݔሻ݀ݔ + {ሻݑሺߛ +                                                                   
                     + ߣ + ܿߜ ∫ߣ} ݁−ሺ�+�ሻሺ௦−௨ሻ௖∞

௨ ∫ ݉ሺݏ − ௦ݏ݀ݔሻ݀ݔሻ݂ሺݔ
଴ + ∫ߣ ݁−ሺ�+�ሻሺ௦−௨ሻ௖∞

௨  {ݏሻ݀ݏሺߛ
 ሺଵ.ଶହሻ⇒   ܿ݉′ሺݑሻ = ߣ− {∫ ݉ሺݑ − ݔሻ݀ݔሻ݂ሺݔ +௨

଴ {ሻݑሺߛ + ߣ + ܿߜ ܿ݉ሺݑሻ                                        
ΟπσĲİ, 

ܿ݉′ሺݑሻ = ሺߣ + ሻݑሻ݉ሺߜ − ߣ {∫ ݉ሺݑ − ݔሻ݀ݔሻ݂ሺݔ +௨
଴                                                     {ሻݑሺߛ

⇒ܿ݉′ሺݑሻ = ሺߣ + ሻݑሻ݉ሺߜ − ߣ ∫ ݉ሺݑ − ݔሻ݀ݔሻ݂ሺݔ − ሻ,                                            ௨ݑሺߛߣ
଴ ሺͳ.ʹͺሻ 

ǹυĲά,Νζκδπσθ,ΝİέθαδΝβΝκζκεζβλκįδαφκλδεάΝİιέıπıβΝπκυΝδεαθκπκδİέΝβΝ݉ሺݑሻ. 
 Όπκυ,ΝΰδαΝ ߜ = Ͳ,  ݓሺݔ, ሻݕ = ͳ 
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İέθαδΝαπσΝሺͳ.ʹͶሻ: ݉ሺݑሻ = ߰ሺݑሻ 
εαδ ߛሺݑሻ =  ሻݑሺܨ̅
İέθαδΝβΝκζκεζβλκįδαφκλδεάΝİιέıπıβΝπκυΝįİέιαηİΝπαλπΪθπΝσĲδΝδεαθκπκδİέΝβΝ߰ሺݑሻ. 
 

1.7 ΜİĲαıχβηαĲδıησμΝLaplace ĲβμΝ΢υθΪλĲβıβμΝGerber –Shiu. 

 

ΓδαΝθαΝίλκτηİΝĲκθΝηİĲαıξβηαĲδıησΝLaplace ĲβμΝ߮ሺݑሻ,ΝγαΝπΪλκυηİΝηİĲαıξβηαĲδıησΝLaplace 

ıĲβθΝሺͳ.ʹͺሻ. 
ΈıĲπ,Ν 

݂̂ሺݏሻ = ∫ ݁−௦௫݂ሺݔሻ݀ݔ∞
଴  

εαδ 

ሻݏሺߛ̂ = ∫ ݁−௦௫ߛሺݔሻ݀ݔ∞
଴  

ΧλβıδηκπκδυθĲαμΝĲβΝηΫγκįκΝĲβμΝπαλαΰκθĲδεάμΝκζκεζάλπıβμ,ΝΫξκυηİμ 

∫ ݁−௦௫݉′ሺݔሻ݀ݔ∞
଴  

= ݁−௦௫݉ሺݔሻ | ݔ∞ = Ͳ −∫ ሺ݁−௦௫ሻ′݉ሺݔሻ݀ݔ∞
଴  

= Ͳ − ݁−௦଴݉ሺͲሻ − ∫ ሺ݁−௦௫ሻ′݉ሺݔሻ݀ݔ∞
଴  

= −ͳ ×݉ሺͲሻ − ∫ ሺ݁−௦௫ሻ′݉ሺݔሻ݀ݔ∞
଴  

= −݉ሺͲሻ − ∫ ሺ−ݏሻ݁−௦௫݉ሺݔሻ݀ݔ∞
଴  
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= −݉ሺͲሻ + ∫ ∞ݔሻ݀ݔ௦௫݉ሺ−݁ݏ
଴  

= ∫ݏ ݁−௦௫݉ሺݔሻ݀ݔ∞
଴ −݉ሺͲሻ 
= ሻݏሺ̂݉ݏ − ݉ሺͲሻ 

ΣσĲİΝαπσΝሺͳ.ʹͺሻ,ΝΫξκυηİ: 

ܿ ∫ ݁−௦௫݉′ሺݑሻ݀ݑ = ሺߣ + ∫ሻߜ ݁−௦௫݉ሺݑሻ݀ݑ∞
଴

∞
଴ − ∫ߣ ݁−௦௫݉ሺݑ − ݔሻ݀ݔሻ݂ሺݔ −௨

଴ ∫ߣ ݁−௦௫ߛሺݑሻ݀ݑ∞
଴  

⇒ ሻݏሺ̂݉ݏ]ܿ − ݉ሺͲሻ] = ሺߣ + ሻݏሻ݉̂ሺߜ − ሻݏሻ݂̂ሺݏሺ̂݉ߣ −  ሻݏሺߛ̂ߣ
⇒ ሻݏሺ̂݉ݏܿ − ܿ݉ሺͲሻ = ሺߣ + ሻݏሻ݉̂ሺߜ − ሻݏሻ݂̂ሺݏሺ̂݉ߣ −  ሻݏሺߛ̂ߣ
⇒ ሻݏሺ̂݉ݏܿ − ሺߣ + ሻݏሻ݉̂ሺߜ + ሻݏሻ݂̂ሺݏሺ̂݉ߣ = ܿ݉ሺͲሻ −  ሻݏሺߛ̂ߣ

⇒ ݏܿ} − ሺߣ + ሻߜ + ሻݏሻ}݉̂ሺݏሺ݂̂ߣ = ܿ݉ሺͲሻ −  ሻݏሺߛ̂ߣ
⇒ ݉̂ሺݏሻ = ܿ݉ሺͲሻ − ݏሻܿݏሺߛ̂ߣ − ሺߣ + ሻߜ +  ሻݏሺ݂̂ߣ
⇒ ݉̂ሺݏሻ = ሻݏሺߛ̂ߣ − ܿ݉ሺͲሻߣ + ߜ − ݏܿ −  ሻݏሺ݂̂ߣ

ΗΝĲİζİĲαέαΝıξΫıβΝįβζυθİδΝĲκΝηİĲαıξβηαĲδıησΝLaplace ĲβμΝıυθΪλĲβıβμΝGerber-Shiu. 
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ΚǼΦǹΛǹΙΟΝ2 

 

ΣΟΝΚΛǹ΢΢ΙΚΟΝΜΟΝΣǼΛΟΝΣΗ΢ΝΘǼΧΡΙǹ΢ΝΚΙΝǻΤΝΧΝΝ

ΜǼΝǼΝǹΝΝΟΡΟΝǻΙǹΥΤ΢Η΢ 

 

΢İΝαυĲσΝ ĲκΝεİφΪζαδκΝγαΝΰέθİδΝ ζσΰκμΝ ΰδαΝ ĲκΝεζαııδεκΝηκθĲΫζκΝ ĲβμΝγİπλέαμΝεδθįτθπθ,ΝσĲαθΝ

αυĲσΝπİλδΫξİδΝεδΝΫθαθΝσλκΝįδΪξυıβμ,ΝκΝκπκέκμΝİπβλİΪαİδΝĲβθΝπκλİέαΝĲκυΝξαλĲκφυζαεέκυΝĲκυΝ

αıφαζδıĲδεκτΝκλΰαθδıηκτΝπαέακθĲαμΝıβηαθĲδεσΝλσζκΝıĲβθΝπδγαθσĲβĲαΝθαΝξλİκεκπάıİδέΝΣκΝ

άįβΝ υπΪλξκθΝ ηκθĲΫζκΝ İπİεĲİέθİĲαδΝ εαδΝ βΝ πδγαθσĲβĲαΝ ξλİκεκπέαμ,Ν σππμΝ εαδΝ βΝ ıυθΪλĲβıβΝ

Gerber-Shiu ηİĲαίΪζζκθĲαδΝζσΰπΝĲβμΝπλκıγάεβμΝĲκυΝσλκυΝįδΪξυıβμέΝΠαλαεΪĲπΝİιİĲΪακυηİΝ

αθαζυĲδεΪΝ ĲδμΝ αζζαΰΫμΝ πκυΝ İπδįΫξκθĲαδΝ ΫθθκδİμΝ εαδΝ ıξΫıİδμΝ πκυΝ παλκυıδΪıαηİΝ ıĲκΝ

πλκβΰκτηİθκΝεİφΪζαδκ,ΝζσΰπΝαυĲάμΝĲβμΝİπΫεĲαıβμΝĲκυΝηκθĲΫζκυέ 

 

2.1 ΢ĲκχαıĲδεάΝǹθΫζδιβΝΠζİκθΪıηαĲκμΝηİΝΈθαθΝΌλκΝǻδΪχυıβμ. 

 

ΌππμΝİέįαηİΝεαδΝİιİĲΪıαηİΝıĲκΝπλκβΰκτηİθκΝεİφΪζαδκ,ΝıĲκΝεζαııδεσΝηκθĲΫζκΝĲβμΝγİπλέαμΝ

εδθįτθπθΝ ĲκΝ πζİσθαıηαΝ İθσμΝ αıφαζδıĲδεκτΝ κλΰαθδıηκτΝ ıİΝ ξλσθκΝ įέθİĲαδΝ ݐ απσΝ ĲβθΝ

παλαεΪĲπΝıξΫıβμ ܷሺݐሻ = ݑ + ݐܿ − ܵሺݐሻ,     ݐ ൒ Ͳ 

ΟΝGerber  ĲκΝ1λιί,ΝγΫζβıİΝθαΝİπİεĲİέθİδΝĲκΝάįβΝυπΪλξκθΝηκθĲΫζκ,ΝπλκıγΫĲκθĲαμΝΫθαθΝσλκΝ

įδΪξυıβμΝıĲβΝıτθγİĲβΝįδαįδεαıέαΝPoisson,ΝΰθπıĲσΝεαδΝπμΝįδαįδεαıέαΝĲκυΝWienerέΝ΢υθİπυμ,ΝβΝ

ξλİκεκπέαΝηπκλİέΝ θαΝ İπΫζγİδ,ΝıτηφπθαΝηİΝ ĲκΝηκθĲΫζκΝπκυΝ İιİĲΪακυηİ,Ν İέĲİΝ απσΝαπαέĲβıβΝ

(claim),Ν İέĲİΝαπσΝĲβθΝαθΫζδιβΝWiener (oscillation)έΝΟΝσλκμΝįδΪξυıβμΝİεφλΪαİδΝηέαΝİπδπζΫκθΝ

αίİίαδσĲβĲαΝıĲδμΝıυθκζδεΫμΝαπκαβηδυıİδμΝάΝαζζδυμΝπλκıγΫĲİδΝαίİίαδσĲβĲαΝıĲαΝΫıκįαΝαπσΝ

ĲαΝαıφΪζδıĲλαέ 
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ΟλδıησμΝ2έ1 

 ΈĲıδ, β ıĲκχαıĲδεά αθΫζδιβ Ĳκυ πζİκθΪıηαĲκμ ıĲκ ηκθĲΫζκ πάλİ Ĳβ ηκλφάμ                                          ܷሺݐሻ = ݑ + ݐܿ − ܵሺݐሻ + �ܹሺݐሻ,     ݐ ൒ Ͳ                                             ሺʹ.ͳሻ 
Όπκυ, 

 ܷሺͲሻ = ݑ ൒ Ͳ İέθαδ Ĳκ αλχδεσ απσγİηα,    

 ܿ ൒ Ͳ İέθαδ κ λυγησμ İέıλαιβμ Ĳωθ αıφαζέıĲλωθ, αθΪ ηκθΪįα χλσθκυ εαδ 

 ܵሺݐሻ κδ ıυθκζδεΫμ απκαβηδυıİδμ ıĲκ χλκθδεσ įδΪıĲβηα [Ͳ,  [ݐ
 � > Ͳ İέθαδ β ηİĲαίζβĲσĲβĲα Ĳκυ σλκυ įδΪχυıβμ (volatility) 

 ܹሺݐሻ İέθαδ β εέθβıβ Brown (ά ıĲκχαıĲδεά αθΫζδιβ Ĳκυ Wiener) 

Η �ܹሺݐሻ 
 İέθαδ αθİιΪλĲβĲβ απσ Ĳβ ıτθγİĲβ įδαįδεαıέα Poisson {ܵሺݐሻ: ݐ ൒ Ͳ}. 
Ιıχτİδ σĲδ,  

ܵሺݐሻ = ∑ ௜ܺ = ଵܺ + ܺଶ +ேሺ௧ሻ
௜=ଵ …+ ܺேሺ௧ሻ, 

σπκυ, �ଵ, �ଶ, … , ��ሺ௧ሻ 
İέθαδ γİĲδεΫμ αθİιΪλĲβĲİμ εαδ δıσθκηİμ Ĳυχαέİμ ηİĲαίζβĲΫμέ 

 

ΟλδıησμΝ2έ2 

Η ηİĲαίζβĲσĲβĲα Ĳκυ σλκυ įδΪχυıβμ (volatility) İέθαδ ıĲαĲδıĲδεσ ηΫĲλκ Ĳβμ įδαıπκλΪμ Ĳωθ 

Ĳδηυθ Ĳωθ απκαβηδυıİωθ εαδ απκĲİζİέ παλΪηİĲλκ Ĳβμ εέθβıβμ Brownέ Μπκλİέ θα υπκζκΰδıĲİέ 

ηΫıω Ĳβμ Ĳυπδεάμ απσεζδıβμ ά Ĳβμ įδαετηαθıβμ Ĳωθ απκαβηδυıİωθέ 
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2.2 ΗΝΚέθβıβΝBrown. 

 

ΗΝ εέθβıβΝ Brown ίκβγΪΝ ıĲβΝ ηİζΫĲβΝ εαδΝ İπİιάΰβıβΝ αλεİĲυθΝ φυıδευθΝ φαδθκηΫθπθέΝ

ΧλβıδηκπκδİέĲİδΝ İυλΫπμΝ ıĲβΝ Φυıδεά,Ν ĲαΝ ΜαγβηαĲδεΪ,Ν ĲβΝ ΧλβηαĲκκδεκθκηδεάΝ εαδΝ ĲβθΝ

ǹθαζκΰδıĲδεάΝİπδıĲάηβέΝΈζαίİΝĲκΝσθκηαΝĲβμΝαπσΝĲκθΝίκĲαθκζσΰκΝRobert Brown,ΝκΝκπκέκμΝİθΝ

ΫĲİδΝ 1κβιΝ ηİζΫĲβıİΝ ĲβθΝ εέθβıβΝ İθσμΝ ηδελκτΝ ıυηαĲκμΝ ηΫıαΝ ıİΝ ΫθαΝυΰλσΝ άΝ αΫλδκΝ ıυηαέΝΟΝ

ǹηİλδεαθσμΝ ηαγβηαĲδεσμΝ Norbert Wiener άĲαθΝ İεİέθκμΝ πκυΝ αıξκζάγβεİΝ İεĲİθυμΝ ηİΝ ĲβθΝ

εέθβıβΝBrown εαδΝαπΫįİδιİΝπκζζΫμΝαπσΝĲδμΝδįδσĲβĲİμΝĲβμέΝΓδαΝαυĲσΝĲκθΝζσΰκΝİέθαδΝΰθπıĲάΝεαδΝ

πμΝαθΫζδιβΝĲκυΝWienerέΝΣΫζκμ,Νβ εέθβıβΝBrown įİΝηπκλİέΝθαΝζΪίİδΝαλθβĲδεΫμΝĲδηΫμέ 

 

ΟλδıησμΝ2έ3 

Η εέθβıβ Brown (ά ıĲκχαıĲδεά αθΫζδιβ Wiener) İέθαδ ıĲκχαıĲδεά įδαįδεαıέα ıİ ıυθİχά χλσθκ 

πκυ χαλαεĲβλέαİĲαδ απσ Ĳδμ İιάμ δįδσĲβĲİμμ 

1) κδ įυθαĲΫμ įδαįλκηΫμ İέθαδ ıυθİχİέμ, 

2) ଴ܹ = Ͳ, 

3) Γδα Ͳ ൑ ݏ < γα δıχτİδ ௧ܹ ݐ − ௦ܹ~ܰሺͲ, ݐ −  ,ሻ αθİιΪλĲβĲα απσ Ĳβθ δıĲκλέα ℱ௦ݏ
4) ωμ φυıδεσ İπαεσζκυγκ Ĳβμ ĲλέĲβμ δįδσĲβĲαμ, ΰδα Ͳ < ଵݐ < ଶݐ < ⋯ <  ௡ κδ Ĳυχαέİμݐ

ηİĲαίζβĲΫμ ௧ܹభ~ܰሺͲ, ,ଵሻݐ ௧ܹమ − ௧ܹభ~ܰሺͲ, ଶݐ − …,ଵሻݐ , ௧ܹ� − ௧ܹ�−భ~ܰሺͲ, ௡ݐ  ,௡−ଵሻ  İέθαδ αθİιΪλĲβĲİμ ηİĲαιτ Ĳκυμݐ−

5) κδ įδαįλκηΫμ Ĳβμ αθΫζδιβμ įİθ παλαΰωΰέακθĲαδ ıİ εαθΫθα ıβηİέκ Ĳκυμ, 

6) β   ௧ܹ Ϋχİδ Ĳβ ηαλεκίδαθά δįδσĲβĲα εαδ απκĲİζİέ martingale, 

7) β �ܹሺݐሻ, ݐ ൒ Ͳ, İέθαδ αθΫζδιβ Wiener ηİ ıυθĲİζİıĲά įδΪχυıβμ � (volatility), σπκυ, ܸܽݎሺ� ௧ܹሻ = �ଶݐ, 
8) β ௧ܹ = � ௧ܹ + ,ݐߤ ݐ ൒ Ͳ İέθαδ ηέα αθΫζδιβ Wiener ηİ παλαηΫĲλκυμ Ĳκθ ıυθĲİζİıĲά 

κζέıγβıβμ ߤ εαδ Ĳκθ ıυθĲİζİıĲά įδΪχυıβμ �έ Γδα Ĳδμ παλαηΫĲλκυμ γα δıχτκυθ Ĳα 

İιάμμ ܧ(ܹ̃௧) = (௧ܹ̃)ݎܸܽ εαδ ݐߤ = �ଶݐ. 
 

ΟλδıησμΝ2έζ 

Ολέακυηİ ηέα αθΫζδιβ ܼ௧ , ݐ ൒ Ͳ 

 ωμ martingale ωμ πλκμ Ĳβθ αθΫζδιβ ௧ܹ, αθ ΰδα εΪγİ ݐ δıχτİδμ 
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|௧ܼ|ܧ < ∞ 

εαδ ܧሺܼ௧|ℱ௦ሻ = ܼ௦,     Ͳ ൑ ݏ ൑  ,ݐ
σπκυ ℱ௦ İέθαδ β δıĲκλέα Ĳβμ αθΫζδιβμ ௧ܹ .  
 

2.3 ΟΝΥλσθκμΝΥλİκεκπέαμ,ΝβΝΠδγαθσĲβĲαΝΥλİκεκπέαμΝεαδΝβΝ

ΠλκİικφζβηΫθβΝ΢υθΪλĲβıβΝǹπκαβηέωıβμέ 
 

ΓδαΝĲκθΝξλσθκΝξλİκεκπέαμ γαΝ δıξτİδΝκΝέįδκμΝκλδıησμ,ΝσππμΝεαδΝıĲκΝπλκβΰκτηİθκΝεİφΪζαδκ,Ν

įβζαįάμ 

 

ΟλδıησμΝ2έη 

Η χλκθδεά ıĲδΰηά T εαĲΪ Ĳβθ κπκέα β ıĲκχαıĲδεά αθΫζδιβ πζİκθΪıηαĲκμ ΰέθİĲαδ ΰδα πλυĲβ 

φκλΪ αλθβĲδεά κθκηΪαİĲαδ χλσθκμ χλİκεκπέαμ εαδ κλέαİĲαδ ωμ İιάμμ 

ܶ = :ݐ}݂݊݅} ܷሺݐሻ ൑ Ͳ}, ,∞ݎܹ݁݊݁݅ �ߟߦߡߣɚߥߙ �ߟ� �ߟߢɛߠ�ߧߩߨ �ߟ� ߱ߛόߣ ሻݐሺܷ ߥߙ > Ͳ∀ ݐ ൒ Ͳ.  

Όπκυ, 

 Σ, İέθαδ β χλκθδεά ıĲδΰηά χλİκεκπέαμ, 

 ܷሺݐሻ, ݐ ൒ Ͳ, παλδıĲΪ Ĳκ πζİσθαıηα Ĳβμ αıφαζδıĲδεάμ İĲαδλέαμ, Ϋωμ Ĳβ χλκθδεά ıĲδΰηά 

t. 

ǻτκΝπκζτΝıβηαθĲδεΫμΝηβΝαλθβĲδεΫμΝĲυξαέİμΝηİĲαίζβĲΫμΝπκυΝΫξκυθΝΪηİıβΝıξΫıβΝηİΝĲκθΝ

ξλσθκΝξλİκεκπέαμΝT İέθαδΝβΝ|ܷሺܶሻ| εαδΝβΝܷሺܶ −ሻ. 
Όπκυ, 

 |ܷሺܶሻ|,ΝĲκΝΫζζİδηηαΝĲβΝıĲδΰηάΝĲβμΝξλİκεκπέαμΝεαδ 

 ܷሺܶ −ሻ,ΝĲκΝπζİσθαıηαΝαελδίυμΝπλδθΝĲβΝıĲδΰηάΝĲβμΝξλİκεκπέαμέ 

ΜέαΝαεσηβΝıξİĲδεάΝĲυξαέαΝηİĲαίζβĲάΝİέθαδΝβΝ [|ܷሺܶሻ| + ܷሺܶ −ሻ],ΝπκυΝİέθαδΝ ĲκΝıτθκζκΝĲβμΝ

αβηδΪμΝπκυΝπλκεαζİέΝĲβΝξλİκεκπέαέΝ 
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ΣαΝπαλαεΪĲπΝΰλαφάηαĲαΝİέθαδΝαθĲδπλκıππİυĲδεΪΝĲκυΝΟλδıηκτΝβέηέ 

 

 

ΟλδıησμΝ2έθ 

Οδ Gerber εαδ Shiu ΰδα ߜ ൒ Ͳ σλδıαθ Ĳβθ αθαηİθσηİθβ πλκİικφζβηΫθβ ıυθΪλĲβıβ 

απκαβηέωıβμ, ωμ İιάμμ ߮଴ሺݑሻ = ሺܷሺܶݓ௧�−݁]ܧ −ሻ, |ܷሺܶሻ|ሻܫሺܶ < ∞ሻ|ܷሺͲሻ =  [ݑ
Όπκυ, 

 ݓሺݔ, ,ሻݕ Ͳ ൑ ,ݔ ݕ < ∞ İέθαδ ηέα ηβ αλθβĲδεά ıυθΪλĲβıβ, 

 β ܫ İέθαδ įİέεĲλδα ıυθΪλĲβıβ, ĲΫĲκδα υıĲİ, { �ሺ߇ < ∞ሻ = ͳ, � < �ሺ߇∞ < ∞ሻ = Ͳ,  əߢߡ�ߝߩߧ߮ߙߡߜ

 

ΟλδıησμΝ2έι 

Γδα Ĳβθ πδγαθσĲβĲα χλİκεκπέαμ ΰδα Ĳκ ηκθĲΫζκ πκυ ηİζİĲΪηİ ıĲκ ıυΰεİελδηΫθκ εİφΪζαδκ γα 

δıχτİδ β παλαεΪĲω δıσĲβĲαμ ߰଴ሺݑሻ = ሺܶܫ]ܧ < ∞ሻ|ܷሺͲሻ = = [ݑ ሺܶ ݎ� < ∞|ܷሺͲሻ = ݑ     ,ሻݑ ൒ Ͳ 

ΗΝ κπκέαΝ İέθαδΝ ηέαΝ İδįδεάΝ πİλέπĲπıβΝ ĲβμΝ αθαηİθσηİθβμΝ πλκİικφζβηΫθβμΝ ıυθΪλĲβıβμΝ

απκαβηέπıβμ,Νΰδα ݓሺݔ, ሻݕ = ͳ 
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εαδ ߜ = Ͳ. 

ΟδΝ Gerber εαδΝ Shiu ĲκΝ 1λλκΝ įδαĲτππıαθΝ ηέαΝ İζζİδηηαĲδεάΝ αθαθİπĲδεάΝ İιέıπıβΝ ΰδαΝ ĲβθΝ߮଴ሺݑሻ βΝκπκέαΝίαıέαİĲαδΝıĲκΝεζαııδεσΝηκθĲΫζκΝĲβμΝγİπλέαμΝεδθįτθπθΝεαδΝİέθαδΝβΝαεσζκυγβμ 

                 ߮଴ሺݑሻ = ∫ߣܿ ߮଴ሺݑ − ∫ሻݔ ݁−�బሺ௬−௫ሻ݀�ሺݕሻ݀ݔ∞
௫

௨
଴+ ߣܿ ݁�బ௨∫ ݁−�బ௫∫ ,ݔሺݓ ݕ − ∞ݔሻ݀ݕሻ݀�ሺݔ

௫
∞
௨ , 

Όπκυ, ߩ଴ = ,ߜሺߩ Ͳሻ 
İέθαδΝβΝηκθαįδεάΝηβΝαλθβĲδεάΝλέααΝĲβμΝİιέıπıβμΝĲκυΝLundberg, ̃݌ߣሺߦሻ = ߣ + ߜ −  ߦܿ

ηİ ߩሺͲ,Ͳሻ = Ͳ, 
σπκυ,Ν 

ሻݏሺ̃݌ = ∫ ݁−௦௫݀�ሺݔሻ.∞
଴  

 

2.4 ΥλİκεκπέαΝαπσΝǹπαέĲβıβΝεαδΝΥλİκεκπέαΝαπσΝǹθΫζδιβΝWiener. 

 

΢ĲβθΝπİλέπĲπıβΝĲκυΝΚζαııδεκτΝΜκθĲΫζκυΝπκυΝηİζİĲΪηİΝυπΪλξκυθΝįτκΝİέįβΝξλİκεκπδυθέΝ

ǹυĲΪΝİέθαδμ 

1) ΧλİκεκπέαΝπκυΝπλκετπĲİδΝαπσΝαπαέĲβıβ,ΝεαĲΪΝĲβθΝκπκέαΝ� < ∞ εαδΝܷሺܶሻ < Ͳ,Νεαδ 

2) ΧλİκεκπέαΝπκυΝπλκετπĲİδΝαπσΝĲβθΝαθΫζδιβΝWiener,ΝΝεαĲΪΝĲβθΝκπκέαΝ� < ∞ εαδΝܷሺܶሻ = Ͳ. 

ΟδΝDufresne εαδΝGerber (1λλ1)ΝηİζΫĲβıαθΝĲβθΝπδγαθσĲβĲαΝξλİκεκπέαμΝαπσΝįδΪξυıβ,Ν߰ௗሺݑሻ, 
ĲβθΝπδγαθσĲβĲαΝξλİκεκπέαμΝαπσΝαπαέĲβıβ,Ν߰௦ሺݑሻ εαδΝĲβθΝπδγαθσĲβĲαΝξλİκεκπέαμ,ΝσĲαθΝαυĲάΝ

πλκεαζİέĲαδΝ İέĲİΝαπσΝįδΪξυıβΝİέĲİΝαπσΝαπαέĲβıβΝεαδΝπλσĲİδθαθΝαθαθİπĲδεΫμΝ İζζİδηηαĲδεΫμΝ

İιδıυıİδμΝ αθĲέıĲκδξαέΝ ΟδΝ Gerber εαδΝ Landry ĲκΝ 1λλκΝ πλκξυλβıαθΝ ıĲβΝ ΰİθέεİυıβΝ ĲβμΝ
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πλσĲαıβμΝ ĲπθΝ Dufresne εαδΝ Gerber,Ν γİπλυθĲαμΝ ηέαΝ ıĲαγİλΪΝ ଴ εαδΝݓ ηέαΝ ηβΝ αλθβĲδεάΝ

ıυθΪλĲβıβΝݓሺ−ݕሻ, ݕ > Ͳ. ΣσĲİΝβΝπκδθάΝαπσΝξλİκεκπέαΝİέθαδΝݓ଴, İΪθΝβΝξλİκεκπέαΝıυηίαέθİδΝ

ζσΰπΝįδΪξυıβμΝεαδΝݓ(ܷሺܶሻ), İΪθΝπλκετπĲİδΝζσΰπΝαπαέĲβıβμέ  

 

ΟλδıησμΝ2έκ 

ΈĲıδ, εαĲΫζβιαθ ıĲβθ αθαηİθσηİθβ πλκİικφζβηΫθβ ıυθΪλĲβıβ απκαβηέωıβμμ ߮ሺݑሻ = ሻݑ଴߮ௗሺݓ + ሺܶܫሺܷሺܶሻሻݓ்�−݁]ܧ < ∞,ܷሺܶሻ < Ͳ|ܷሺͲሻ =  ,[ݑ
Όπκυ, 

 ݓ଴, İέθαδ ηέα ηβ αλθβĲδεά ıĲαγİλΪ, 

 ݓሺ−ݕሻ, ݕ > Ͳ, İέθαδ ηέα ηβ αλθβĲδεά ıυθΪλĲβıβ εαδ 

 ߮ௗሺݑሻ = ሺܶܫ௧�−݁]ܧ < ∞,ܷሺܶሻ = Ͳ|ܷሺͲሻ =  İέθαδ κ ηİĲαıχβηαĲδıησμ Laplace ά β [ݑ

αθαηİθσηİθβ παλκτıα αιέα Ĳκυ χλσθκυ χλİκεκπέαμ ܶ, ζσΰω Ĳβμ αθΫζδιβμ Wiener. 

Ιıχτİδ, İπέıβμ, σĲδ σĲαθ ߜ = Ͳ, ĲσĲİ ߮ௗሺݑሻ = ߰ௗሺݑሻ, įβζαįά, β πδγαθσĲβĲα 

χλİκεκπέαμ απσ įδΪχυıβ İέθαδ κ ηİĲαıχβηαĲδıησμ Laplace ά β αθαηİθσηİθβ παλκτıα 

αιέα Ĳκυ χλσθκυ χλİκεκπέαμ �. 

 

2.5 ΓİθέεİυıβΝĲβμΝ΢υθΪλĲβıβμΝǹπκαβηέωıβμέ 
 

ΟδΝ Tsai εαδΝ Willmot (βίί1)Ν İπδξİέλβıαθΝ θαΝ πλκξπλάıκυθΝ ıĲβΝ ΰİθέεİυıβΝ ĲβμΝ ıυθΪλĲβıβμΝ

απκαβηέπıβμΝݓ İηπİλδΫξκθĲαμΝĲαυĲσξλκθαΝεαδΝĲκΝΫζζİδηηαΝĲβΝıĲδΰηάΝĲβμΝξλİκεκπέαμΝ|ܷሺܶሻ| 
εαδΝ ĲκΝ πζİσθαıηαΝ αελδίυμΝ πλδθΝ ĲβΝ ıĲδΰηάΝ ĲβμΝ ξλİκεκπέαμΝ ܷሺܶ −ሻέΝ ΟπσĲİΝ κΝ ĲτπκμΝ ĲβμΝ

αθαηİθσηİθβμΝπλκİικφζβηΫθβμΝıυθΪλĲβıβμΝαπκαβηέπıβμΝΰέθİĲαδ: ߮௪ሺݑሻ = ሺܷሺܶݓ்�−݁]ܧ −ሻ, |ܷሺܶሻ|ሻܫሺܶ < ∞,ܷሺܶሻ < Ͳ|ܷሺͲሻ =  [ݑ
ΜİĲΪΝ απσΝ αυĲάΝ ĲβΝ ΰİθέεİυıβ,Ν πκζζκέΝ ĲτπκδΝ ηπκλκτθΝ θαΝ İπαθįδαĲυππγκτθΝ εαδΝ θαΝ ζΪίκυθΝ

įδαφκλİĲδεΫμΝηκλφΫμέ 

ΘİπλκτηİΝ ĲβθΝ απσΝ εκδθκτΝ İζζİδηαĲδεάΝ ıυθΪλĲβıβΝ πυεθσĲβĲαμΝ πυγαθσĲβĲαμΝ ĲπθΝܷሺܶ −ሻ,|ܷሺܶሻ| εαδΝܶ,ΝσĲαθΝξλİκεκπέαΝıυηίαέθİδΝζσΰπΝαπαέĲβıβμΝεαδΝĲβΝıυηίκζέακυηİΝηİΝ ݂ሺݔ, ,ݕ ;ݐ  ,ሻݑ|ܦ
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 Όπκυ, 

 ܦ = ଵଶ�ଶ 
 ݔ,ΝβΝĲδηάΝπκυΝπαέλθİδΝβΝĲυξαέαΝηİĲαίζβĲάΝܷሺܶ −ሻ, 
 ݕ,ΝβΝĲδηάΝπκυΝπαέλθİδΝβΝĲυξαέαΝηİĲαίζβĲάΝ|ܷሺܶሻ|,Νεαδ 

 ݐ,ΝβΝĲδηάΝπκυΝπαέλθİδΝβΝĲυξαέαΝηİĲαίζβĲάΝܶ 

 

ΠαλαεΪĲπΝ κλέακυηİΝ ĲβθΝ απσΝ εκδθκτΝ πλκİικφζβηΫθβΝ ıυθΪλĲβıβΝ πυεθσĲβĲαμΝ πδγαθσĲβĲαμ,Ν

εαγυμΝεαδΝ ĲδμΝπİλδγυλδİμΝ İζζİδηηαĲδεΫμΝıυθαλĲάıİδμΝπυεθσĲβĲαμΝπδγαθσĲβĲαμΝĲπθΝܷሺܶ −ሻ 
εαδΝ |ܷሺܶሻ|,Ν αθĲέıĲκδξα,Ν ΰδαΝ ĲκΝ ηκθĲΫζκΝ πκυΝ İιİĲΪακυηİΝ ıİΝ αυĲσΝ ĲκΝ εİφΪζαδκΝ ηİΝ ĲκθΝ

παλΪΰκθĲαΝπλκİισφζβıβμΝߜ ൒ ͲέΝΈĲıδ,ΝγαΝΫξκυηİμ 

݂ሺݔ, ;ݕ ,ߜ ሻݑ|ܦ = ∫ ݁−��݂ሺݔ, ,ݕ ;ݐ ∞ݐሻ݀ݑ|ܦ
଴ , 

γαΝİέθαδΝβΝαπσΝεκδθκτΝπλκİικφζβηΫθβΝıυθΪλĲβıβΝπυεθσĲβĲαμΝπδγαθσĲβĲαμΝĲπθΝܷሺܶ −ሻ εαδΝ|ܷሺܶሻ|, 
ଵ݂ሺݔ; ,ߜ ሻݑ|ܦ = ∫ ݂ሺݔ, ;ݕ ,ߜ ∞ሻݑ|ܦ

଴ ݕ݀ = 

= ∫ ∫ ݁−��݂ሺݔ, ,ݕ ;ݐ ∞ݕ݀ݐሻ݀ݑ|ܦ
଴

∞
଴ , 

γαΝİέθαδΝβΝπİλδγυλδαΝıυθΪλĲβıβΝπυεθσĲβĲαμΝπδγαθσĲβĲαμΝĲβμΝܷሺܶ −ሻ,Νεαδ 

ଶ݂ሺݕ; ,ߜ ሻݑ|ܦ = ∫ ݂ሺݔ, ;ݕ ,ߜ ∞ݔሻ݀ݑ|ܦ
଴ = 

= ∫ ∫ ݁−��݂ሺݔ, ,ݕ ;ݐ ∞ݔ݀ݐሻ݀ݑ|ܦ
଴

∞
଴ , 

γαΝİέθαδΝβΝπİλδγυλδαΝıυθΪλĲβıβΝπυεθσĲβĲαμΝπδγαθσĲβĲαμΝĲβμΝ|ܷሺܶሻ|. 
΢ĲβθΝİδįδεάΝπİλέπĲπıβ,Νσπκυ ܦ = Ͳ, 

ıυθİπΪΰİĲαδΝσĲδΝ � = Ͳ, 

σπκĲİΝαυĲσΝıβηαέθİδΝππμΝβΝαθΫζδιβΝπζİκθΪıηαĲκμ, 
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ܷሺݐሻ = ݑ + ݐܿ − ܵሺݐሻ + �ܹሺݐሻ 
�=଴⇒  ܷሺݐሻ = ݑ + ݐܿ − ܵሺݐሻ + Ͳܹሺݐሻ 
⇒ܷሺݐሻ = ݑ + ݐܿ − ܵሺݐሻ + Ͳ 

⇒ܷሺݐሻ = ݑ + ݐܿ − ܵሺݐሻ 
παέλθİδΝπΪζδΝĲβΝηκλφάΝĲβμΝαθΫζδιβμΝπζİκθΪıηαĲκμΝĲκυΝεζαııδεκτΝηκθĲΫζκυΝĲβμΝγİπλέαμΝ

εδθįτθκυ,ΝσππμΝĲκΝηİζİĲάıαηİΝıĲκΝπλκβΰκτηİθκΝεİφΪζαδκέ 

΢İΝαυĲάθΝĲβθΝπİλέπĲπıβ,ΝβΝαπσΝεκδθκτΝπλκİικφζβηΫθβΝıυθΪλĲβıβΝπυεθσĲβĲαμΝπδγαθσĲβĲαμΝ

ĲπθΝܷሺܶ −ሻ εαδΝ|ܷሺܶሻ| γαΝıυηίκζέαİĲαδΝηİ ݂ሺݔ, ;ݕ ,ߜ Ͳ|ݑሻ. 
 H πİλδγυλδαΝıυθΪλĲβıβΝπυεθσĲβĲαμΝπδγαθσĲβĲαμΝĲβμΝܷሺܶ −ሻ ηİ 

ଵ݂ሺݔ; ,ߜ Ͳ|ݑሻ 
εαδΝβ πİλδγυλδαΝıυθΪλĲβıβΝπυεθσĲβĲαμΝπδγαθσĲβĲαμΝĲβμΝΝ|ܷሺܶሻ|,Νηİ 

ଶ݂ሺݕ; ,ߜ Ͳ|ݑሻ, 
 αθĲέıĲκδξαέ 
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ΚǼΦǹΛǹΙΟΝ3 

 

ΣΟΝΜΟΝΣǼΛΟΝΣΗ΢ΝΘǼΧΡΙǹ΢ΝΚΙΝǻΤΝΧΝΝΜǼΝǼΝǹΝΝ

ΟΡΟΝǻΙǹΥΤ΢Η΢ΝΚǹΙΝǻΙΠΛǼΤΡǹΝǹΛΜǹΣǹ 

 

ΌππμΝİιİĲΪıαηİΝıĲκΝπλκβΰκτηİθκΝεİφΪζαδκ,ΝĲκΝεζαııδεσΝηκθĲΫζκΝĲβμΝγİπλέαμΝεδθįτθπθΝηİΝ

ΫθαθΝσλκΝįδΪξυıβμΝ(ΚέθβıβΝBrown)ΝįέθİĲαδΝαπσΝĲβθΝπαλαεΪĲπΝıξΫıβΝ(βέ1)μ 

 

3.1 ΗΝǻδαįδεαıέαΝΠζİκθΪıηαĲκμΝγδαΝĲκΝΜκθĲΫζκΝĲβμΝΘİωλέαμΝ

ΚδθįτθωθΝηİΝΈθαθΝΌλκΝǻδΪχυıβμΝεαδΝǻέπζİυλα ΆζηαĲαέ 

 

ΟλδıησμΝ3έ1 

                                               ܷሺݐሻ = ݑ + ݐܿ − ∑ ௜ܺேሺ௧ሻ
௜=ଵ +  ሻ,                                                    ሺ͵.ͳሻݐሺܤ�

Σβθ κπκέα Ϋχκυηİ κλέıİδ εαδ ıĲκ ΚǼΦΑΛΑΙΟ β, αζζΪ Ĳυλα γα δıχτİδ, σĲδ κδ įδαįδεαıέİμ {ߋሺݐሻ}, { ௜ܺ}௜=ଵ∞  εαδ {ܤሺݐሻ}௧ஹ଴ İέθαδ αθİιΪλĲβĲİμ ηİĲαιτ Ĳκυμέ 

Όπκυ, ܤሺݐሻ = ܹሺݐሻ, 
įβζαįά β εέθβıβ Brown İέθαδ σπωμ Ϋχκυηİ άįβ αθαφΫλİδ έıβ ηİ Ĳβθ αθΫζδιβ Wiener. 

 

ΣκΝ εζαııδεσΝ ηκθĲΫζκΝ ĲβμΝ γİπλέαμΝ εδθįτθπθΝ ηİΝ ΫθαθΝ σλκΝ įδΪξυıβμ,Ν įδαηκλφυγβεİΝ ΰδαΝ θαΝ

İπİεĲİέθİδΝ ĲκΝ εζαııδεσΝ ηκθĲΫζκΝ ĲβμΝ ıτθγİĲβμΝ Poisson, ıĲκΝ κπκέκΝ βΝ εέθβıβΝ Brown 

ηİĲαφλΪαİĲαδΝπμΝĲυξαέαΝηİĲαίζβĲάΝĲκυΝİδıκįάηαĲκμΝĲπθΝαıφαζέıĲλπθΝάΝĲβμΝαβηδΪμΝαπσΝĲδμΝ

απαδĲάıİδμέ ǹπσΝ ĲσĲİ,Ν πκζζΪΝ πλκίζάηαĲαΝ ξλİκεκπέαμΝ ıξİĲδεΪΝ ηİΝ ĲκΝ ηκθĲΫζκΝ ΫξκυθΝ

İιİĲαıĲİέέΝΌππμΝİέįαηİ,ΝκδΝDufresne εαδΝGerber ηİζΫĲβıαθΝĲδμΝπδγαθσĲβĲİμΝξλİκεκπέαμΝαπσΝ

įδΪξυıβΝάΝαπσΝαπαέĲβıβέΝΟδΝGerber εαδΝLandry İιΫĲαıαθΝĲβθΝαθαηİθσηİθβΝπλκİικφζβηΫθβΝ
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ıυθΪλĲβıβΝ πκδθάμΝ ĲκυΝ İζζİέηηαĲκμΝ ĲβΝ ıĲδΰηάΝ ĲβμΝ ξλİκεκπέαμέΝ ΟΝ Tsai ηİζΫĲβıİΝ ηİλδεΫμΝ

πλκİικφζβηΫθİμΝεαĲαθκηΫμΝ ΰδαΝĲβΝįδαįδεαıέαΝπζİκθΪıηαĲκμΝηİΝ ΫθαθΝσλκΝįδΪξυıβμέΝΓδαΝ ĲκΝ

έįδκΝηκθĲΫζκ,Νo Tsai εαδΝκΝWillmot ηİζΫĲβıαθΝĲδμΝπλκİικφζβηΫθİμΝıυθαλĲάıİδμΝπκδθάμΝεαδΝ

ĲδμΝξλκθδεΫμΝıĲδΰηΫμ,ΝαθĲέıĲκδξαέ 

΢İΝαυĲσΝĲκΝεİφΪζαδκΝγαΝİιİĲΪıκυηİΝηέαΝĲλκπκπκδβηΫθβΝİεįκξάΝĲκυΝηκθĲΫζκυΝĲκυΝΟλδıηκτΝ

γέ1έΝΘαΝδıξτκυθΝĲαΝέįδαΝπκυΝέıξυαθΝεαδΝıĲαΝπλκβΰκτηİθαΝįτκΝεİφΪζαδα,ΝηİΝĲβΝįδαφκλΪΝσĲδΝĲαΝ

ΪζηαĲαΝγαΝγİπλκτηİΝππμΝİέθαδΝįέπζİυλαέ 

 

ΟλδıησμΝ3έ2 

Μİ Ĳκθ σλκ įέπζİυλα ΪζηαĲα İθθκκτηİ σĲδ Ĳα πΪθω ΪζηαĲα γα αθĲδπλκıωπİτκυθ Ĳα Ĳυχαέα 

εΫλįβ Ĳβμ İĲαδλέαμ, İθυ Ĳα εΪĲω ΪζηαĲα απκĲİζκτθ Ĳδμ Ĳυχαέİμ απυζİδİμ Ĳβμ İĲαδλέαμέ 

 

ΠαλαεΪĲπ,ΝįέθκυηİΝĲβθΝπυεθσĲβĲαΝĲκυΝΪζηαĲκμΝܺ, βΝκπκέαΝκλέαİĲαδΝπμΝİιάμ: 

 

ΟλδıησμΝ3έ3 ݂ሺݔሻ = ݌ +݂ሺݔሻܫሺݔ > Ͳሻ + ݍ −݂ሺ−ݔሻܫሺݔ < Ͳሻ, 
Όπκυ, 

 ݌, ݍ > Ͳ εαδ δıχτİδ σĲδ ݌ + ݍ = ͳ, 
 ܫሺܣሻ İέθαδ ηέα įİέεĲλδα ıυθΪλĲβıβ Ĳκυ ΰİΰκθσĲκμ � εαδ 

 +݂, −݂ İέθαδ įτκ ıυθαλĲάıİδμ πυεθσĲβĲαμ ıĲκ įδΪıĲβηα [Ͳ,∞ሻ 
Αεσηβ, κδ ܨ+, ,+ߤ υπκįβζυθκυθ Ĳδμ ıυθαλĲάıİδμ εαĲαθκηάμ εαδ −ܨ  γα İέθαδ κδ ηΫıİμ ĲδηΫμ −ߤ

Ĳωθ +݂, −݂ αθĲέıĲκδχαέ 

 

ΣκΝηκθĲΫζκΝĲβμΝγİπλέαμΝεδθįτθπθΝηİΝįέπζİυλαΝΪζηαĲαΝεαδΝΫθαθΝσλκΝįδΪξυıβμΝΫξİδΝηİζİĲβγİέΝ

απσΝ πκζζκτμΝ İπδıĲάηκθİμέΝ ΟΝ Perry εέΪέΝ İιΫĲαıαθΝ ĲβθΝ απσΝ εκδθκτΝ εαĲαθκηάΝ ĲβμΝ πλυĲβμΝ

ıĲδΰηάμΝİισįκυ εαδΝĲκυΝηİΰέıĲκυΝΪθπ ΪζηαĲκμΝ(άΝĲκυΝİζαξέıĲκυΝεΪĲπΝΪζηαĲκμ),ΝįκγΫθĲκμΝσĲδΝ

κδΝεαĲαθκηΫμΝĲπθΝαζηΪĲπθΝάĲαθΝυπİλİεγİĲδεΫμ άΝηέαΝİδįδεάΝπİλέπĲπıβΝεαĲαθκηάμΝCoxian. 

ΟδΝKou εαδΝWang ηİζΫĲβıαθΝİεĲİθυμΝĲκυμΝηİĲαıξβηαĲδıηκτμΝLaplace ĲβμΝπλυĲβμΝıĲδΰηάμΝ

İδıσįκυΝεαδΝĲκυΝηİΰέıĲκυΝΪθπΝΪζηαĲκμ ΰδαΝĲκΝεζαııδεσΝηκθĲΫζκΝĲβμΝγİπλέαμΝεδθįτθπθ,ΝσπκυΝ
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ĲαΝΪθπΝΪζηαĲα,ΝαζζΪΝεαδΝĲαΝεΪĲπΝΪζηαĲαΝαεκζκυγκτθΝĲβθΝİεγİĲδεάΝεαĲαθκηάέ ΟΝXing εέΪέΝ

İπΫεĲİδθαθΝĲαΝαπκĲİζΫıηαĲαΝĲπθΝKou εαδΝWang ıĲβθΝπİλέπĲπıβ,ΝσπκυΝĲαΝεΪĲπΝΪζηαĲαΝİέθαδΝ

εαĲαθİηβηΫθαΝıτηφπθαΝηİΝĲβθΝεαĲαθκηάΝĲτπκυΝφΪıβμΝεαδΝĲαΝΪθπΝΪζηαĲαΝαεκζκυγκτθΝηέαΝ

αυγαέλİĲαΝ κλδıηΫθβΝ εαĲαθκηάέ ΟΝ Jacobsen γİυλβıİΝ ΫθαΝ πδκΝ ΰİθδεİυηΫθκΝ ηκθĲΫζκΝ ĲβμΝ

γİπλέαμΝεδθįτθπθ ηİΝįέπζİυλαΝΪζηαĲα εαδΝΫθαθΝσλκΝįδΪξυıβμ,ΝηΫıαΝαπσΝĲκΝκπκέκΝηİζΫĲβıİΝ

ĲκΝ ηİĲαıξβηαĲδıησΝ Laplace ĲβμΝ ıĲδΰηάμΝ ξλİκεκπέαμ,Ν ĲκΝ İζΪξδıĲκΝ εΪĲπΝ ΪζηαΝ ĲβΝ ıĲδΰηάΝ

ξλİκεκπέαμ,ΝσππμΝ İπέıβμΝεαδΝ ĲβθΝπδγαθσĲβĲαΝξλİκεκπέαμέ ΣΫζκμ,ΝκδΝYang εαδΝZhang ΫξκυθΝ

ηİζİĲάıİδΝ ĲκΝ ηκθĲΫζκΝ ĲβμΝ γİπλέαμΝ εδθįτθπθΝ ηİΝ įέπζİυλαΝ ΪζηαĲα,Ν αθαζτκθĲαμΝ ĲβθΝ

πλκİικφζβηΫθβΝıυθΪλĲβıβΝπκδθάμέ 

 

3.2 ΗΝΡβĲάΝΟδεκγΫθİδαΝΚαĲαθκηυθ. 

 

΢ĲκΝηκθĲΫζκΝπκυΝİιİĲΪακυηİΝγİπλκτηİΝσĲδΝĲαΝεΪĲπΝΪζηαĲαΝΫξκυθΝηέαΝαυγαέλİĲαΝκλδıηΫθβΝ

ıυθΪλĲβıβΝ πυεθσĲβĲαμ,Ν İθυΝ ĲαΝ πΪθπΝ ΪζηαĲαΝ ΫξκυθΝ ηİĲαıξβηαĲδıησΝ Laplace ĲβμΝ λβĲάμΝ

κδεκΰΫθİδαμΝεαĲαθκηυθ,ΝκΝκπκέκμΝįέθİĲαδΝαπσΝĲβΝıξΫıβ: 

 

ΟλδıησμΝ3.4 

                                                             ݂̂−ሺݏሻ = ∏ሻݏሺߥ ሺߥ௜ + ሻ௡೔௠௜=ଵݏ                                                         ሺ͵.ʹሻ 
Όπκυ, 

 m, ݊௜ ∈ ℕ+, ηİ ݊ଵ + ݊ଶ +⋯+ ݊௠ = ݊ 

 ߥ௜ > Ͳ, ݅ = ͳ,ʹ,… ,݉, ηİ ߥ௜ ≠ ௝ߥ , ΰδα i≠ ݆ 
 β ߥሺݏሻ İέθαδ ηέα πκζυωθυηδεά ıυθΪλĲβıβ ίαγηκτ ݊ − ͳ εαδ 

 δıχτİδ σĲδ, ߥሺͲሻ = ∏ ௜௡೔௠௜=ଵߥ  

Η λβĲά κδεκΰΫθİδα εαĲαθκηυθ, β κπκέα χλβıδηκπκδİέĲαδ İυλΫωμ ıİ İφαληκΰΫμ πδγαθκĲάĲωθ, 

πİλδΫχİδ Ĳδμ εαĲαθκηΫμ Erlang, Coxian εαδ εαĲαθκηΫμ Ĳτπκυ φΪıβμ ωμ İδįδεά πİλέπĲωıβ, 

εαγυμ εαδ ηέιİδμ αυĲυθ Ĳωθ εαĲαθκηυθέ  
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ǼηİέμΝ İιİĲΪακυηİΝ αθαζυĲδεΪΝ ĲδμΝ εαĲαθκηΫμΝ πκυΝ πİλδΫξİδΝ βΝ λβĲάΝ κδεκΰΫθİδα,Ν εΪθκθĲαμΝ

İφαληκΰάΝ ĲκυΝ ĲτπκυΝπκυΝ įυıαηİΝıĲκθΝ παλαπΪθπΝκλδıησΝıξİĲδεΪΝηİΝ ĲκθΝηİĲαıξβηαĲδıησΝ

Laplace ĲβμΝλβĲάμΝκδεκΰΫθİδαμέ 

1. ΓδαΝ ĲβθΝǼεγİĲδεάΝεαĲαθκηά β ıυθΪλĲβıβΝπυεθσĲβĲαμΝπδγαθσĲβĲαμΝįέθİĲαδΝαπσΝ ĲκθΝ

İιάμΝĲτπκ: 

−݂ሺݔሻ = ௫�−݁ߣ (⇒ −݂ሺ−ݔሻ =  ,(௫�݁ߣ
ΟΝηİĲαıξβηαĲδıησμΝLaplace ĲβμΝİεγİĲδεάμΝεαĲαθκηάμΝİέθαδΝκΝπαλαεΪĲπμ ݂̂−ሺݏሻ = ߣߣ +  ݏ
Άλα,Νΰδα 

 ݉ = ͳ, 
 ߥଵ =  ,ߣ
 ݊ଵ = ͳ ሺ= ݊ሻ, 
 ߥሺݏሻ = ,ߣ  ߡߙߢ
 ݀݁݃ߥሺݏሻ ൑ Ͳ 

βΝǼεγİĲδεάΝεαĲαθκηάΝαθάεİδΝıĲβΝλβĲάΝκδεκΰΫθİδαΝεαĲαθκηυθέ 

 

2. ΓδαΝĲβΝΓΪηηαΝεαĲαθκηά,ΝβΝıυθΪλĲβıβΝπυεθσĲβĲαμΝπδγαθσĲβĲαμΝİέθαδΝβΝπαλαεΪĲπμ 

−݂ሺݔሻ =  ௫�−݁ݔଶߣ

ΟΝηİĲαıξβηαĲδıησμΝLaplace ĲβμΝΓΪηηαΝεαĲαθκηάμΝįέθİĲαδΝαπσΝĲβθΝπαλαεΪĲπΝıξΫıβ: ݂̂−ሺݏሻ = ( ߣߣ + ଶ(ݏ = ߣଶሺߣ +  ሻଶݏ
Άλα,Νΰδα 

 ݉ = ͳ, 
 ߥଵ =  ,ߣ
 ݊ଵ = ʹ ሺ= ݊ሻ, 
 ߥሺݏሻ = ,ଶߣ  ߡߙߢ
 ݀݁݃ߥሺݏሻ = ͳ 

βΝΓΪηηα εαĲαθκηάΝαθάεİδΝıĲβΝλβĲάΝκδεκΰΫθİδαΝεαĲαθκηυθ. 

 

3. ΓδαΝĲβΝΜİέιβΝǼεγİĲδευθ,ΝβΝıυθΪλĲβıβΝπυεθσĲβĲαμΝπδγαθσĲβĲαμΝİέθαδΝβΝπαλαεΪĲπμ 

−݂ሺݔሻ = ଵ݁−�భ௫ߣଵߙ +  ଶ݁−�మ௫ߣଶߙ

Όπκυ, 

 ߙଵ + ଶߙ = ͳ, 
 Ͳ < ௜ߙ < ͳ, 
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 ߣଵ, ଶߣ > Ͳ 

ΟΝ ηİĲαıξβηαĲδıησμΝ Laplace ĲβμΝ ΜİέιβμΝ ǼεγİĲδευθΝ įέθİĲαδΝ απσΝ ĲβθΝ παλαεΪĲπΝ

ıξΫıβ: ݂̂−ሺݏሻ = ଵߙ ଵߣଵߣ + ݏ + ܽଶ ଶߣଶߣ + ⇒ ݏ ݂̂−ሺݏሻ = ଵߣଵߣଵߙ + ݏ + ଶߣଶߣଶߙ + ⇒ ݏ ݂̂−ሺݏሻ = ଶߣଵሺߣଵߙ + ଵߣሻሺݏ + ଶߣሻሺݏ + ሻݏ + ଵߣଶሺߣଶߙ + ଵߣሻሺݏ + ଶߣሻሺݏ + ⇒ ሻݏ ݂̂−ሺݏሻ = ଶߣଵሺߣଵߙ + ሻݏ + ଵߣଶሺߣଶߙ + ଵߣሻሺݏ + ଶߣሻሺݏ + ሻݏ  

⇒ ݂̂−ሺݏሻ = ܽଵߣଵߣଶ + ݏଵߣଵߙ + ܽଶߣଶߣଵ + ଵߣሺݏଶߣଶߙ + ଶߣሻሺݏ + ሻݏ  

⇒ ݂̂−ሺݏሻ = ଵߙଶሺߣଵߣ + ଶሻߙ + ሺߙଵߣଵ + ଵߣሺݏଶሻߣଶߙ + ଶߣሻሺݏ + ሻݏ  

Άλα,Νΰδα 

 ݉ = ʹ, 
 ߥଵ = ଶߥ ߡߙߢ ଵߣ = ଵߣ ߝߤ ଶߣ ≠  ଶߣ
 ݊ଵ = ݊ଶ = ͳ ߡߙߢ ݊ = ݊ଵ + ݊ଶ = ͳ + ͳ = ʹ  
 ߥሺݏሻ = ଵߙଶሺߣଵߣ + ଶሻߙ + ሺߙଵߣଵ + ,ݏଶሻߣଶߙ  ߡߙߢ
 ݀݁݃ߥሺݏሻ = ͳ 

βΝΓΪηηα εαĲαθκηάΝαθάεİδΝıĲβΝλβĲάΝκδεκΰΫθİδαΝεαĲαθκηυθ. 

 

3.3 Η ΠδγαθσĲβĲαΝ ΥλİκεκπέαμΝ απσΝ ΚέθβıβΝ Brown άΝ απσΝ ΚΪĲωΝ

Άζηα. 

 

Όππμ,ΝάįβΝαθαφΫλαηİΝβΝ(γέ1)ΝαπκĲİζİέΝĲβΝıĲκξαıĲδεάΝįδαįδεαıέαΝπζİκθΪıηαĲκμΝηİΝįέπζİυλαΝ

ΪζηαĲαΝεαδΝεέθβıβΝBrown. ΘαΝδıξτİδΝσĲδ: 

ܶ = :ݐ}݂݊݅} ܷሺݐሻ ൑ Ͳ}, ,∞ݎܹ݁݊݁݅ �ߟߦߡߣɚߥߙ �ߟ� ߱ߛόߣ ሻݐሺܷ ߥߙ > Ͳ∀ ݐ ൒ Ͳ. , 
Όπκυ,Ν� İέθαδΝκΝξλσθκμΝξλİκεκπέαμΝεαδΝβΝπδγαθσĲβĲαΝξλİκεκπέαμΝγαΝįέθİĲαδΝαπσΝĲβΝıξΫıβ: ߰ሺݑሻ = ሺܶݎ� < ∞|ܷሺͲሻ =  ሻݑ
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ǹεσηβ,ΝγαΝδıξτİδΝβΝıυθγάεβΝĲκυΝεαγαλκτΝεΫλįκυμ,Νįβζαįά:                                                                   ܿ + −ߤݍߣ >  ሺ͵.͵ሻ                                                              +ߤ݌ߣ
ΗΝ ξλİκεκπέα,Ν σππμΝ ıĲδμΝ πλκβΰκτηİθİμΝ İεįκξΫμΝ ĲκυΝ ηκθĲΫζκυ,Ν ΫĲıδΝ εδΝ İįυ,Ν γαΝ ıυηίαέθİδΝ

απİυγİέαμΝσĲαθΝĲκΝαλξδεσΝαπσγİηαΝπΪλİδΝĲβθΝĲδηάΝί,Νįβζαįά,ΝσĲαθ, ݑ = Ͳ, �ό�ߝ ߰ሺͲሻ = ͳ. 
 

ΠαλαĲάλβıβ 

Η χλİκεκπέα ıİ αυĲά Ĳβθ İεįκχά Ĳκυ ηκθĲΫζκυ ηπκλİέ θα πλκΫζγİδ İέĲİ απσ Ĳβθ εέθβıβ Brown 

İέĲİ απσ Ϋθα εΪĲω Ϊζηαέ 

 

ΟλδıησμΝ3έη 

Παλκηκέωμ, σπωμ ıĲα πλκβΰκτηİθα εİφΪζαδα, β πδγαθσĲβĲα χλİκεκπέαμ δıκτĲαδ ηİ Ĳκ İιάμ 

Ϊγλκδıηαμ ߰ሺݑሻ = ߰௦ሺݑሻ + ߰ௗሺݑሻ, 
Όπκυ, 

 ߰௦ሺݑሻ İέθαδ β πδγαθσĲβĲα χλİκεκπέαμ, σĲαθ β χλİκεκπέα πλκΫλχİĲαδ απσ Ϋθα εΪĲω 

Ϊζηα, εαδ 

 ߰ௗሺݑሻ İέθαδ β πδγαθσĲβĲα χλİκεκπέαμ, σĲαθ αυĲά πλκΫλχİĲαδ απσ Ĳβθ εέθβıβ Brown. 

 

ΣΫζκμ, γαΝδıξτκυθΝκδΝπαλαεΪĲπΝıυθγάεİμ: ߰ሺͲሻ = ߰ௗሺͲሻ = ͳ,   ߰௦ሺͲሻ = Ͳ. 
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3.4 ΗΝ΢υθΪλĲβıβΝĲωθΝGerber-Shiu. 

 

ΌıκθΝαφκλΪΝĲβΝıυθΪλĲβıβΝĲπθΝGerber-Shiu: 

 

ΟλδıησμΝ3έθ 

Ολέακυηİ ΰδα ߜ ൒ Ͳ, 

 Ĳβθ πλκİικφζβηΫθβ ıυθΪλĲβıβ πκδθάμ, ωμ İιάμμ ߮ሺݑሻ = ሺܷሺܶݓ்�−݁]ܧ −ሻ, |ܷሺܶሻ|ሻܫሺܶ < ∞ሻ|ܷሺͲሻ =  ,[ݑ
Όπκυ,  ݓሺݔଵ, ,ଵݔ ߝߤ ଶሻݔ ଶݔ ൒ Ͳ 

İέθαδ ηέα ηβ αλθβĲδεά ıυθΪλĲβıβ Ĳκυ πζİκθΪıηαĲκμ πλδθ Ĳβ χλİκεκπέα ܷሺܶ−ሻ εαδ Ĳκυ 

İζζİέηαĲκμ Ĳβ ıĲδΰηά Ĳβμ χλİκεκπέαμ |ܷሺܶሻ|. 
 

ΠαλσηκδαΝηİΝĲβθΝπδγαθσĲβĲαΝξλİκεκπέαμ,ΝεαδΝβΝıυθΪλĲβıβΝĲπθΝGerber-Shiu İέθαδΝδıκįτθαηβΝ

ηİΝĲκΝπαλαεΪĲπΝΪγλκδıηα: ߮ሺݑሻ = ߮௦ሺݑሻ + ߮ௗሺݑሻ, 
Όπκυ, ߮௦ሺݑሻ = ሺܷሺܶݓ்�−݁]ܧ −ሻ, |ܷሺܶሻ|ሻܫሺܶ < ∞,ܷሺܶሻ < Ͳሻ|ܷሺͲሻ =  [ݑ
İέθαδΝβΝπλκİικφζβηΫθβΝıυθΪλĲβıβΝπκδθάμΝĲβΝıĲδΰηάΝĲβμΝξλİκεκπέαμ,ΝσĲαθΝαυĲάΝπλκΫλξİĲαδΝ

απσΝΫθαΝεΪĲπΝΪζηα,Νεαδ ߮ௗሺݑሻ = ሺܷሺܶݓ்�−݁]ܧ −ሻ, |ܷሺܶሻ|ሻܫሺܶ < ∞,ܷሺܶሻ = Ͳሻ|ܷሺͲሻ = = [ݑ ሺܶܫ்�−݁]ܧሺͲ,Ͳሻݓ < ∞,ܷሺܶሻ = Ͳሻ|ܷሺͲሻ =  [ݑ
İέθαδΝβΝπλκİικφζβηΫθβΝıυθΪλĲβıβΝπκδθάμΝĲβΝıĲδΰηάΝĲβμΝξλİκεκπέαμ,ΝσĲαθΝαυĲάΝπλκΫλξİĲαδΝ

απσΝĲβθΝεέθβıβΝBrown. 
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ǼΪθΝγΫıκυηİ ݓሺͲ,Ͳሻ = ͳ, 
ξπλέμΝαπυζİδαΝĲβμΝΰİθδεσĲβĲαμ,ΝγαΝδıξτκυθΝκδΝįτκΝπαλαεΪĲπΝıυθγάεİμ: ߮ሺͲሻ = ߮ௗሺͲሻ = ͳ,   ߮௦ሺͲሻ = Ͳ. 

 

3.5 ΗΝΓİθδεİυηΫθβΝǼιέıωıβΝĲκυΝLundberg. 

 

΢İΝ αυĲάθΝ ĲβθΝ İθσĲβĲαΝ γαΝ αıξκζβγκτηİΝ ηİΝ ĲβθΝ ΰİθδεİυηΫθβΝ İεįκξάΝ ĲβμΝ İιέıπıβμΝ ĲκυΝ

Lundberg, ΰδαΝĲκΝηκθĲΫζκΝĲκΝκπκέκΝηİζİĲΪηİΝıİΝαυĲσΝĲκΝεİφΪζαδκέ  

ǹθααβĲΪηİΝΫθαθΝαλδγησΝݏ ĲΫĲκδκθΝυıĲİΝβΝįδαįδεαıέα: {݁−�௧+௦௎ሺ௧ሻ}௧ஹ଴ 
θαΝİέθαδΝmartingale. 

ΗΝıυθγάεβΝmartingale πκυΝİιİĲΪακυηİΝİέθαδΝβΝİιάμ:                                                       ݏܦଶ + ݏܿ − ሺߣ + ሻߜ + ሻݏሺ݂̂ߣ = Ͳ,                                            ሺ͵.͵ሻ 
Όπκυ, 

 ܦ = �మଶ , 
 ܿ, İέθαδΝκΝλυγησμΝİέıπλαιβμΝĲπθΝαıφαζέıĲλπθ, 

 ߣ, İέθαδΝβΝπαλΪηİĲλκμΝĲβμΝεαĲαθκηάμΝPoisson, 

 ߜ, İέθαδΝβΝΫθĲαıβΝαθαĲκεδıηκτΝεαδ 

 ݂̂ሺݏሻ, İέθαδΝκΝηİĲαıξβηαĲδıησμΝLaplace ĲβμΝݏ, ΰδαΝĲκθΝκπκέκθΝΰθπλέακυηİΝσĲδ:                                                     ݂̂ሺݏሻ = [௦�భ−݁]ܧ = ሻݏሺ+݂̂݌ +  ሻ                                      ሺ͵.Ͷሻݏ−ሺ−݂̂ݍ
ΗΝ(γέ3)ΝαπκĲİζİέΝĲβΝΰİθδεİυηΫθβΝİιέıπıβΝĲκυΝLundberg ΰδαΝĲκΝηκθĲΫζκΝĲβμΝγİπλέαμΝεδθįυθκυΝ

ηİΝΫθαθΝσλκΝįδΪξυıβμΝεαδΝįέπζİυλαΝΪζηαĲαέ 
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Γδα ݌ = ͳ,  ݍ = Ͳ, 
 ĲσĲİ, απσΝ(γέ4): ݂̂ሺݏሻ = ͳ × ݂̂+ሺݏሻ + Ͳ × ݂̂−ሺ−ݏሻ 

⇒ ݂̂ሺݏሻ = ݂̂+ሺݏሻ 
ΟπσĲİ,ΝβΝ(3.3),ΝαπζκπκδİέĲαδΝεαδΝΰέθİĲαδΝπμΝİιάμ:                                                     ݏܦଶ + ݏܿ − ሺߣ + ሻߜ + ሻݏሺ+݂̂ߣ = Ͳ,                                             ሺ͵.ͷሻ 
πκυΝ İέθαδΝ βΝ İιέıπıβΝ ĲκυΝ Lundberg ĲπθΝ Gerber εαδΝ Landry. Ǽπέıβμ,Ν απκįİδεθτİĲαδΝ ππμΝ βΝ

İιέıπıβΝĲκυΝLundberg ΫξİδΝαελδίυμΝηέαΝγİĲδεάΝλέαα ߩ > Ͳ. 
 

Λάηηα 1 

ΌĲαθ Ͳ < ,݌ ݍ < ͳ 

εαδΝ κΝ ηİĲαıξβηαĲδıησμΝ Laplace ݂̂−ሺݏሻ įέθİĲαδΝ απσΝ ĲβΝ ıξΫıβΝ (γέβ),Ν ĲσĲİΝ βΝ ΰİθδεİυηΫθβΝ

İιέıπıβΝĲκυΝLundberg (3.3) ΫξİδΝαελδίυμΝ݊ + ͳ λέαİμ,Νįβζαįά,Ν ߩଵሺߜሻ, …,ሻߜଶሺߩ ,  ,ሻߜ௡+ଵሺߩ
ıĲκΝπİįέκΝκλδıηκτ {ݖ ∈ ℂ: ܴ݁ሺݖሻ > Ͳ}, 
σπκυ, ݖ = ݔ + ,ݕ݅ ݔ > Ͳ, 

ĲκΝκπκέκΝİέθαδΝĲκΝıεδαΰλαφβηΫθκΝεκηηΪĲδΝπαλαεΪĲπ: 
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ǹπσįİδιβ 

ǹλεİέΝθαΝįİέικυηİΝσĲδΝβΝπαλαεΪĲπΝİιέıπıβ: 

∏ሺߥ௜ − ଶݏܦ]ሻ௡೔ݏ + ݏܿ − ሺߣ + ሻߜ + [ሻݏሺ+݂̂݌ߣ + ሻݏ−ሺߥݍߣ = Ͳ௠
௜=ଵ  

ΫξİδΝαελδίυμΝ݊ + ͳ λέαİμ,ΝηİΝγİĲδεσΝπλαΰηαĲδεσΝηΫλκμέΝ 

ǹμΝυπκγΫıκυηİΝσĲδ ݎ > Ͳ 

İέθαδΝΫθαμΝαλεİĲΪΝηİΰΪζκμΝαλδγησμΝεαδΝηİΝܥ௥ ıυηίκζέακυηİΝĲκΝıξάηαΝπκυΝαπκĲİζİέĲαδΝαπσΝ

ĲκθΝφαθĲαıĲδεσΝΪικθαΝπκυΝİεĲİέθİĲαδΝαπσΝĲκΝ−݅ݎ, ΫπμΝĲκΝ݅ݎ, εαδΝΫθαΝβηδετεζδκΝηİΝαεĲέθαΝݎ 
πκυΝ İεĲİέθİĲαδΝ απσΝ ĲκΝ−݅ݎ, ΫπμΝ ĲκΝ ǹθΝ .ݎ݅ ĲκΝ İέθαδΝ ݏ ΫθαΝ ıβηİέκΝ πΪθπΝ ıĲκΝ βηδετεζδκΝ γαΝ

ΫξκυηİΝσĲδ: 

ଶݏܦ| + ݏܿ − ሺߣ + |ሻߜ →∞, ݎ  �ώߠߙߢ →∞, 
İθυ, απσΝ(γέζ), |݂̂ሺݏሻ| ൑ ݌ +  |ሻݏ−ሺ−݂̂|ݍ

×�>଴⇒   |݂̂ߣሺݏሻ| ൑ ݌ߣ +  |ሻݏ−ሺ−݂̂|ݍߣ
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ሺଷ.ଶሻ⇒  |݂̂ߣሺݏሻ| ൑ ݌ߣ + ݍߣ ∏||ሻݏ−ሺߥ| ሺߥ௜ − ሻ௡೔௠௜=ଵݏ | → ,݌ߣ |ݏ| �ώߠߙߢ →∞ 

İπİδįά,ΝβΝߥሺݏሻ İέθαδΝπκζυπθυηδεάΝıυθΪλĲβıβΝίαγηκτΝ൑ ݊ − ͳ.  

ΓδαΝ −݅ݎ < ݏ <  ,ݎ݅
 γαΝΫξκυηİ: |ݏܦଶ + ݏܿ − ሺߣ + |ሻߜ ൒ ߣ + ߜ > ߣ ൒  .|ሻݏሺ݂̂ߣ|
ΟπσĲİ,ΝσĲαθΝĲκΝݎ İέθαδΝαλεİĲΪΝηİΰΪζκ,ΝγαΝΫξκυηİΝΰδαΝĲβθΝݏ ıĲκΝܥ௥, σĲδ: 

|∏ሺߥ௜ − ଶݏܦ]ሻ௡೔ݏ + ݏܿ − ሺߣ + ሻ]௠ߜ
௜=ଵ | > |∏ሺߥ௜ − ሻ௠ݏሺ݂̂ߣሻ௡೔ݏ

௜=ଵ | 
ǹπσΝĲκΝγİυλβηαΝĲκυΝRouches,ΝΰθπλέακυηİΝσĲδΝβΝİιέıπıβΝ(γέγ)ΝΫξİδΝĲκθΝέįδκΝαλδγησΝλδαυθΝηİΝ

ĲβθΝπαλαεΪĲπΝİιέıπıβ: 

∏ሺߥ௜ − ଶݏܦ]ሻ௡೔ݏ + ݏܿ − ሺߣ + ሻ]௠ߜ
௜=ଵ = Ͳ 

ηΫıαΝıĲκΝܥ௥. ǹφκτΝβΝĲİζİυĲαέαΝΫξİδΝ݊ + ͳ λέαİμΝıĲκΝܥ௥, ĲσıİμΝγαΝΫξİδΝεαδΝβΝ(3.3) 
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ΚǼΦǹΛǹΙΟΝζ 

 

ΜǼΣǹ΢ΥΗΜǹΣΙ΢ΜΟΙΝLAPLACE ΚǹΙΝ

ǼΛΛǼΙΜΜǹΣΙΚǼ΢ΝǹΝǹΝǼΧΣΙΚǼ΢ΝǼΞΙ΢Χ΢ǼΙ΢ΝΓΙǹΝ

ΣΟΝΜΟΝΣǼΛΟΝΘǼΧΡΙǹ΢ΝΚΙΝǻΤΝΟΤΝΜǼΝǻΙΠΛǼΤΡǹΝ

ǹΛΜǹΣǹΝΚǹΙΝǼΝǹΝΝΟΡΟΝǻΙǹΥΤ΢Η΢ 

 

ǹφκτΝπλαΰηαĲκπκδάıαηİΝ İεĲİθάΝαθαφκλΪΝıĲκΝηκθĲΫζκΝ ĲβμΝ γİπλέαμΝ εδθįτθκυΝηİΝ įέπζİυλαΝ

ΪζηαĲαΝ εαδΝ κλέıαηİΝ ĲβΝ įδαįδεαıέαΝ πζİκθΪıηαĲκμ,Ν ĲβΝ ıυθΪλĲβıβ Gerber-Shiu,Ν ĲβΝ λβĲάΝ

κδεκΰΫθİδαΝ εαĲαθκηυθ,Ν εαγυμΝ εαδΝ ĲβθΝ İιέıπıβΝ Lundberg, ıİΝ αυĲσΝ ĲκΝ εİφΪζαδκΝ γαΝ ΰέθİδΝ

αθαφκλΪΝ ıĲκυμΝ ηİĲαıξβηαĲδıηκτμΝ Laplace εαδΝ ıĲδμΝ İζζİδηηαĲδεΫμΝ αθαθİπĲδεΫμΝ İιδıυıİδμΝ

ĲκυΝηκθĲΫζκυΝαυĲκτέ  

ΘαΝ ίαıδıĲκτηİΝ ευλέπμΝ ıİΝ κλδıηκτμΝ εαδΝ ΫθθκδİμΝ πκυΝ παλκυıδΪıαηİΝ ıĲκΝ πλκβΰκτηİθκΝ

εİφΪζαδκ,Ν ΰδαΝ θαΝ įυıκυηİΝ ĲκυμΝ ηİĲαıξβηαĲδıηκτμΝ Laplace ĲπθΝ πλκİικφζβηζİθπθΝ

ıυθαλĲάıİπθΝπκδθάμ εαδΝĲπθΝİζζİδηηαĲδευθΝαθαθİπĲδευθΝİιδıυıİπθΝĲκυμέ 

 

4.1 ΜİĲαıχβηαĲδıηκέΝLaplace γδαΝĲδμΝΠλκİικφζβηΫθİμΝ΢υθαλĲάıİδμΝ

Πκδθάμέ 

 

ΠλυĲαΝγαΝįυıκυηİΝĲδμΝκζκεζβλκįδαφκλδεΫμΝİιδıυıİδμΝΰδαΝĲδμΝ߮௦ሺݑሻ εαδΝ߮ௗሺݑሻ, ĲδμΝκπκδΫμΝ

κλέıαηİΝ ıĲκΝ πλκβΰκτηİθκΝ εİφΪζαδκΝ ıĲβΝ υπκİθσĲβĲαΝ «ΗΝ ΢υθΪλĲβıβΝ Gerber-Shiu». 

Θυηέακυηİ,ΝσĲδΝβΝ߮௦ሺݑሻ İέθαδΝβΝπλκİικφζβηΫθβΝıυθΪλĲβıβΝπκδθάμΝσĲαθΝıυηίαέθİδΝξλİκεκπέαΝ

εαδΝπλκεαζİέĲαδΝαπσΝεΪĲπΝΪζηαέΝǼθυ,Ν߮ௗሺݑሻ İέθαδΝβΝπλκİικφζβηΫθβΝıυθΪλĲβıβΝπκδθάμΝσĲαθΝ

ıυηίαέθİδΝ ξλİκεκπέαΝ εαδΝ αυĲάΝ πλκεαζİέĲαδΝ απσΝ ĲβθΝ εέθβıβΝ Brown. ΤπκγΫĲκυηİΝ ππμΝ κδΝ߮௦ሺݑሻ εαδΝ߮ௗሺݑሻ İέθαδΝįτκΝφκλΫμΝıυθİξυμΝπαλαΰπΰέıδηβΝΰδαΝĲκΝݑ ıĲκΝሺͲ,∞ሻ. 
ΞİεδθυθĲαμΝηİΝĲβθΝ߮௦ሺݑሻ, γİπλκτηİΝĲβθΝℎ, βΝκπκέαΝγαΝİέθαδΝηέαΝηδελάΝıĲαγİλΪ,Νηİ ℎ > Ͳ. 



50 

 

ΣσĲİ,ΝγαΝΫξκυηİ:                  ߮௦ሺݑሻ = ሺͳ − ݑ௦ሺ߮]ܧℎሻ݁−�ℎߣ + ܿℎ + +[ሺℎሻܤ� ܧℎ݁−�ℎߣ ∫݌] ߮௦ሺݑ + ܿℎ + ሺℎሻܤ� − ሻݔ +݂ሺݔሻ݀ݔ௨+௖ℎ+�஻ሺℎሻ
଴+ ∫݌ ݑ)ݓ + ܿℎ + ,ሺℎሻܤ� ݔ − ݑ − ܿℎ − (ሺℎሻܤ� +݂ሺݔሻ݀ݔ∞

௨+௖ℎ+�஻ሺℎሻ+ ∫ݍ ߮௦ሺݑ + ܿℎ + ሺℎሻܤ� + ሻݔ −݂ሺݔሻ݀ݔ∞
଴ ] +  ሺℎሻ                                      ሺͶ.ͳሻ݋

ǹπσΝıİδλΫμΝTaylor, ΰδαΝĲβθΝܧ[߮௦ሺݑ + ܿℎ + ݑ௦ሺ߮]ܧ                 :ሺℎሻ],ΝγαΝΫξκυηİܤ� + ܿℎ + [ሺℎሻܤ� = ߮௦ሺݑሻ + ܿ߮′௦ሺݑሻℎ + ሻℎݑ௦ሺ′′߮ܦ +  ሺℎሻ                      ሺͶ.ʹሻ݋
ǹθĲδεαγδıĲυθĲαμΝıĲβθΝ(ζέ1)ΝĲβθΝ(ζέβ) παέλθκυηİ, įδαδλυθĲαμΝεαδΝĲαΝįτκΝηΫζβΝĲβμΝİιέıπıβμΝ

ηİΝℎ εαδΝγİπλυθĲαμΝππμ 

ℎ → Ͳ, 

εαĲαζάΰκυηİΝıĲβΝıξΫıβ: ߮ܦ′′௦ሺݑሻ + ܿ߮′௦ሺݑሻ = 

= ሺߣ + ሻݑሻ߮௦ሺߜ − ∫݌ߣ ߮௦ሺݑ − ሻݔ +݂ሺݔሻ݀ݔ − ሻݑሺ߱݌ߣ − ∫ݍߣ ߮௦ሺݑ + ሻݔ −݂ሺݔሻ݀ݔ∞
଴

௨
଴      ሺͶ.͵ሻ 

σπκυ,Ν 

߱ሺݑሻ = ∫ ,ݑሺݓ ݔ − ሻݑ +݂ሺݔሻ݀ݔ.∞
௨  

ΜİΝĲκθΝέįδκΝĲλσπκ,ΝΰδαΝĲβΝ߮ௗሺݑሻ, εαĲαζάΰκυηİΝıĲβθΝαθĲέıĲκδξβΝıξΫıβ: 

ሻݑௗሺ′′߮ܦ  + ܿ߮′ௗሺݑሻ = 

             = ሺߣ + ሻݑሻ߮ௗሺߜ − ∫݌ߣ ߮ௗሺݑ − ሻݔ +݂ሺݔሻ݀ݔ − ∫ݍߣ ߮ௗሺݑ + ሻݔ −݂ሺݔሻ݀ݔ∞
଴

௨
଴           ሺͶ.Ͷሻ 
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ΜİζİĲΪηİΝ ιİξπλδıĲΪΝ ĲκΝ κζκεζάλπηαΝ ∫ ߮௦ሺݑ + ሻݔ −݂ሺݔሻ݀ݔ∞଴  ĲβμΝ (ζέγ)έΝ ΘυηέακυηİΝ ππμΝ κΝ

ηİĲαıξβηαĲδıησμΝLaplace ݂̂−ሺݏሻ ΫξİδΝĲβΝηκλφάΝĲβμΝ(γέβ) εαδΝηπκλİέΝθαΝΰλαφĲİέΝεαδΝπμ: 

݂̂−ሺݏሻ =∑∑ ௜ߥ௜௝ሺߥ௜,௝ߚ + ሻ௝ݏ ,௡೔
௝=ଵ

௠
௜=ଵ  

σπκυ, 

௜,௝ߚ = ͳߥ௜௝ሺ݊௜ − ݆ሻ! ݀௡೔−௝݀ݏ௡೔−௝ { ∏ ௞ߥሻሺݏሺߥ + ሻ௡ೖ௠ݏ
௞=ଵ,௞≠௜ }|௦=−�೔ 

ΈπİδĲα,ΝεαĲαζάΰκυηİΝıĲβθΝπαλαεΪĲπΝıξΫıβ: 

                                                            −݂ሺݔሻ ௜,௝ߚ∑∑= ௜௝݁−�೔௫ሺ݆ߥ௝−ଵݔ − ͳሻ!௡೔
௝=ଵ                                        ሺͶ.ͷሻ௠

௜=ଵ  

βΝκπκέαΝπλσεİδĲαδΝΰδαΝıυθΪλĲβıβΝπυεθσĲβĲαμΝπδγαθσĲβĲαμΝıυθįυαıηκτΝεαĲαθκηυθΝErlang. 

ΘΫĲκυηİ: 

                                                         ݇௜,௝ሺݔሻ = ௜௝݁−�೔௫ሺ݆ߥ௝−ଵݔ − ͳሻ! , ݔ > Ͳ, ݆�ℕ+                                    ሺͶ.͸ሻ 
θαΝ υπκįβζυθİδΝ ĲβΝ ıυθΪλĲβıβΝ πυεθσĲβĲαμΝ πδγαθσĲβĲαμΝ ĲβμΝ Erlang ηİΝ παλΪηİĲλκΝߥ௜. ΣσĲİ,Ν

απσΝ(ζέ5)ΝεαδΝ(ζέ6)Νπαέλθκυηİ: 

∫ ߮௦ሺݑ + ሻݔ −݂ሺݔሻ݀ݔ =∞
଴= ∫ ߮௦ሺݑ + ∞ሻݔ

଴ ௜,௝ߚ∑∑ ௜௝݁−�೔௫ሺ݆ߥ௝−ଵݔ − ͳሻ!௡೔
௝=ଵ ݔ݀ =௠

௜=ଵ
= ∫ ߮௦ሺݑ + ∞ሻݔ

଴ ௜,௝௡೔ߚ∑∑
௝=ଵ

௠
௜=ଵ ݇௜,௝ሺݔሻ݀ݔ = 

௜,௝௡೔ߚ∑∑=
௝=ଵ

௠
௜=ଵ ∫ ߮௦ሺݑ + ∞ሻݔ

଴ ݇௜,௝ሺݔሻ݀ݔ = 

௜,௝௡೔ߚ∑∑=
௝=ଵ

௠
௜=ଵ ݑ௦ሺ߮]ܧ + ௜ܻ,௝ሻ], 

σπκυ,ΝβΝ ௜ܻ,௝ İέθαδΝηέαΝĲυξαέαΝηİĲαίζβĲάΝηİΝıυθΪλĲβıβΝπυεθσĲβĲαμΝπδγαθσĲβĲαμΝ݇௜,௝. 
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ΤπκγΫĲκυηİΝσĲδ ܼ௜,ଵ, ܼ௜,ଶ, … , ܼ௜,௝ 
İέθαδΝ݆ ıĲκθΝαλδγησΝαθİιΪλĲβĲİμΝεαδΝδıσθκηİμΝĲυξαέİμΝηİĲαίζβĲΫμ,ΝκδΝκπκέİμΝαεκζκυγκτθΝĲβθΝ

İεγİĲδεάΝεαĲαθκηάΝηİΝηΫıβΝĲδηά: 

[௜,௝ܼ]ܧ = ͳߥ௜ 
ΣσĲİ,ΝβΝ ௜ܻ,௝ αεκζκυγİέΝĲβθΝέįδαΝεαĲαθκηάΝηİΝĲβ ܼ௜,ଵ + ܼ௜,ଶ +⋯+ ܼ௜,௝. 
 ΟλέακυηİΝĲδμΝπαλαεΪĲπΝίκβγβĲδεΫμΝıυθαλĲάıİδμ: ܣ௜,௞+ଵሺݑሻ = ݑ௜,௞ሺܣ]ܧ + ܼ௜,௞+ଵሻ], ݇ ߙߡߛ = Ͳ, ͳ, … , ݆ − ͳ, 
ΰδαΝĲδμΝκπκέİμΝγαΝδıξτİδΝσĲδ: ܣ௜,଴ሺݑሻ = ߮௦ሺݑሻ 
εαδ ܣ௜,௝ሺݑሻ = ݑ௦ሺ߮]ܧ + ௜ܻ,௝ሻ] 
ΣσĲİ,ΝπαέλθκυηİΝσĲδ: 

ሻݑ௜,௞+ଵሺܣ = ∫ ݑ௜,௞ሺܣ + ∞ݔ௜݁−�೔௫݀ߥሻݔ
଴  

ΚΪθκθĲαμΝαζζαΰάΝηİĲαίζβĲυθΝεαδΝγΫĲκθĲαμ ݕ = ݑ + ݕ :Ϊλα ,ݔ = ݑ +  ݔ

⇒ ݔ = ݕ −  ݑ

ݔ݀⇒ =  ݕ݀

ΚαδΝαζζΪακθĲαμΝĲαΝσλδαΝĲκυΝκζκεζβλυηαĲκμ: Ͳ ൑ ݔ < ∞ 

ݑ⇒ + Ͳ ൑ ݑ + ݔ < ∞ 
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⇒ ݑ ൑ ݕ < ∞ 

ΠαέλθκυηİΝĲβθΝπαλαεΪĲπΝİιέıπıβ: 

ሻݑ௜,௞+ଵሺܣ = ∫ ∞ݕ௜݁−�೔ሺ௬−௨ሻ݀ߥሻݕ௜,௞ሺܣ
௨  

ሻݑ௜,௞+ଵሺܣ⇒                                            = ௜ߥ ∫ ∞ݕሻ݁−�೔ሺ௬−௨ሻ݀ݕ௜,௞ሺܣ
௨                                          ሺͶ.͹ሻ 

ΠαλαΰπΰέακθĲαμΝεαδΝĲαΝįτκΝηΫζβΝĲβμΝ(4.7) πμΝπλκμΝݑ,ΝγαΝΫξκυηİ: 

ሻݑ௜,௞+ଵሺ′ܣ =  ∞௨[ሻ݁−�೔ሺ௬−௨ሻݕ௜,௞ሺܣ௜ߥ]

ሻݑ௜,௞+ଵሺ′ܣ⇒ = lim௬→∞ ሻ݁−�೔ሺ௬−௨ሻݕ௜,௞ሺܣ௜ߥ − ⇒ ሻ݁−�೔ሺ௨−௨ሻݑ௜,௞ሺܣ௜ߥ ሻݑ௜,௞+ଵሺ′ܣ = lim௬→∞ ሻ݁−�೔ሺ௬−௨ሻݕ௜,௞ሺܣ௜ߥ − ⇒ ሻ݁−�೔×଴ݑ௜,௞ሺܣ௜ߥ ሻݑ௜,௞+ଵሺ′ܣ = lim௬→∞ ሻ݁−�೔ሺ௬−௨ሻݕ௜,௞ሺܣ௜ߥ − ⇒ ሻ݁଴ݑ௜,௞ሺܣ௜ߥ ሻݑ௜,௞+ଵሺ′ܣ = lim௬→∞ ሻ݁−�೔ሺ௬−௨ሻݕ௜,௞ሺܣ௜ߥ − ሻݑ௜,௞ሺܣ௜ߥ × ͳ 

                                            ⇒ ሻݑ௜,௞+ଵሺ′ܣ = ሻݑ௜,௞+ଵሺܣ௜ߥ −  ሻ                                           ሺͶ.ͺሻݑ௜,௞ሺܣ௜ߥ
ǹπσΝĲβθΝ(ζέ8)ΝεαδΝηİΝįδαįκξδεάΝαθĲδεαĲΪıĲαıβ,ΝεαĲαζάΰκυηİΝıĲβθμ 

                                                          ߮௦ሺݑሻ = ௜ߥ) ௜ߥ�− )௝  ሻ                                                     ሺͶ.ͻሻݑ௜,௝ሺܣ
σπκυ,Ν� İέθαδΝκΝįδαφκλδεσμΝĲİζİıĲάμΝπμΝπλκμΝݑ. 

Παλσηκδα,ΝσĲαθΝαθĲδıĲκέξπμ,ΝγİπλκτηİΝĲβΝίκβγβĲδεάΝıυθΪλĲβıβ: ܤ௜,௝ሺݑሻ + ݑௗሺ߮]ܧ + ௜ܻ,௝], 
ĲσĲİ,ΝγαΝδıξτİδΝσĲδ: 

                                                 ∫ ߮ௗሺݑ + ሻݔ −݂ሺݔሻ݀ݔ ሻ௡೔ݑ௜,௝ሺܤ௜,௝ߚ∑∑=
௝=ଵ

௠
௜=ଵ

∞
଴                            ሺͶ.ͳͲሻ 
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εαδ 

                                                                ߮ௗሺݑሻ = ௜ߥ) ௜ߥ�− )௝  ሻ                                            ሺͶ.ͳͳሻݑ௜,௝ሺܤ
ΘİπλκτηİΝĲυλα,ΝσĲδΝℂ+ İέθαδΝĲκΝıτθκζκΝĲπθΝηδΰαįδευθΝαλδγηυθΝηİΝηβΝαλθβĲδεσΝπλαΰηαĲδεσΝ

ηΫλκμ,ΝεαδΝγαΝδıξτİδΝσĲδ: ℂଵ = ݏ :ݏ} ∈ ℂ+, ܴ݁ሺݏሻ < ݉݅݊ଵஸ௜ஸ௠ߥ௜}. 
Γδα ݏ ∈ ℂଵ, 
γαΝİφαλησıκυηİΝηİĲαıξβηαĲδıηκτμΝLaplace ıĲδμΝ (ζέγ)ΝεαδΝ (ζέ9),ΝεαδΝγαΝεαĲαζάικυηİΝıĲβθΝ

παλαεΪĲπΝıξΫıβ: 

ଶݏܦ] + ݏܿ − ሺߣ + ሻߜ + ݌ߣ +݂ሺݏሻ]߮̂௦ሺݏሻ = ௦ሺͲሻ′߮ܦ − ሻݏሺ̂߱݌ߣ − ሻ௡೔ݏ௜,௝ሺܣ௜,௝̂ߚ∑∑ݍߣ
௝=ଵ

௠
௜=ଵ     ሺͶ.ͻሻ 

εαδ 

                                        ߮̂௦ሺݏሻ = ௜ߥ) − ௜ߥݏ )௝ ሻݏ௜,௝ሺܣ̂ + ݈௦,௜,௝−ଵሺݏሻ                                                ሺͶ.ͳͲሻ 
σπκυ, ݈௦,௜,௝−ଵሺݏሻ 
İέθαδΝπκζυπθυηδεάΝıυθΪλĲβıβΝίαγηκτΝ݆ − ͳ. 
΢ĲβΝıυθΫξİδα,ΝγİπλκτηİΝĲβΝıυθΪλĲβıβ: 

                                                       �ሺݏሻ =∏ ሺݏ − ௜ሻ௡೔௠௜=ଵߥ                                                           ሺͶ.ͳͳሻ 
ǹθĲδεαγδıĲυθĲαμΝ ĲβθΝ (ζέ11)Ν ıĲβθΝ (ζέ10)Ν εαδΝ πκζζαπζαıδΪακθĲαμΝ εαδΝ ĲαΝ įτκΝ ηΫζβΝ ηİΝ ĲβθΝ

(4.12),ΝεαĲαζάΰκυηİΝΰδαΝݏ ∈ ℂଵ ıĲβθΝπαλαεΪĲπΝİιέıπıβ:                   �ሺݏሻ[ݏܦଶ + ݏܿ − ሺߣ + ሻߜ + ሻݏሻ]߮̂௦ሺݏሺ݂̂ߣ = ݈௦ሺݏሻ −  ሻ                      ሺͶ.ͳʹሻݏሻ߱̂ሺݏሺ�݌ߣ
σπκυ, 

݈௦ሺݏሻ = ሻݏ௦ሺͲሻ�ሺ′߮ܦ + ௜,௝ߚ∑∑ሻݏሺ�ݍߣ ௜ߥ ௝݈௦,௜,௝−ଵሺݏሻሺߥ௜ − ሻ௝ݏ .௡೔
௝=ଵ

௠
௜=ଵ  
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ǹεκζκυγυθĲαμΝĲαΝέįδαΝίάηαĲαΝΰδαΝĲδμΝ(ζέζ),Ν(ζέ1ί)ΝεαδΝ(ζέ11),ΝΰδαΝݏ ∈ ℂଵ κįβΰκτηαıĲİΝıĲβθΝ

παλαεΪĲπΝİιέıπıβ: �ሺݏሻ[ݏܦଶ + ݏܿ − ሺߣ + ሻߜ + ሻݏሻ]߮̂ௗሺݏሺ݂̂ߣ = ݈ௗሺݏሻ + �ሺݏሻሺݏܦ + ܿሻ, 
σπκυ, 

݈ௗሺݏሻ = ሻݏௗሺͲሻ�ሺ′߮ܦ + ௜,௝ߚ∑∑ሻݏሺ�ݍߣ ௜ߥ ௝݈ௗ,௜,௝−ଵሺ௦ሻሺߥ௜ − ሻ௝௡೔ݏ
௝=ଵ

௠
௜=ଵ . 

ΗΝ ݈ௗ,௜,௝−ଵሺ௦ሻ 
İέθαδΝπκζυπθυηδεάΝıυθΪλĲβıβΝίαγηκτΝ݆ − ͳ, βΝκπκέαΝδεαθκπκδİέΝĲβθΝπαλαεΪĲπΝıξΫıβ: 

߮̂ௗሺݏሻ = ௜ߥ) − ௜ߥݏ )௝ ሻݏ௜,௝ሺܤ̂ + ݈ௗ,௜,௝−ଵሺݏሻ. 
 

ΘİυλβηαΝ1 

ΓδαΝ ݏ ∈ ℂ+ κδΝ ηİĲαıξβηαĲδıηκέΝ Laplace ĲπθΝ ߮̂௦ሺݏሻ εαδΝ ߮̂ௗሺݏሻ įέθκθĲαδΝ απσ ĲδμΝ παλαεΪĲπΝ

ıξΫıİδμ: 

                        ߮̂௦ሺݏሻ = ∑݌ߣ ∏ ݏ − ௜ߩ௜ߩ − ௝ߩ [�ሺߩ௜ሻ߱̂ሺߩ௜ሻ − �ሺݏሻ߱̂ሺݏሻ]௡+ଵ௝=ଵ,௝≠௜௡+ଵ௜=ଵ�ሺݏሻ[ݏܦଶ + ݏܿ − ሺߣ + ሻߜ + [ሻݏሺ݂̂ߣ                        ሺͶ.ͳ͵ሻ 
                    ߮̂ௗሺݏሻ = ∑ ∏ ݏ − ௜ߩ௜ߩ − ௝ߩ [�ሺݏሻሺݏܦ + ܿሻ − �ሺߩ௜ሻሺߩܦ௜ + ܿሻ]௡+ଵ௝=ଵ,௝≠௜௡+ଵ௜=ଵ �ሺݏሻ[ݏܦଶ + ݏܿ − ሺߣ + ሻߜ + [ሻݏሺ݂̂ߣ                   ሺͶ.ͳͶሻ 
 

ǹπσįİδιβ 

ΠαλαĲβλκτηİΝσĲδΝβΝ߮̂௦ሺݏሻ εαδΝĲαΝįτκΝηΫζβΝĲβμΝ(ζέ1β)ΝİέθαδΝαθαζυĲδεΫμΝΰδαΝݏ ∈ ℂ+.  

ΘΫĲκυηİ ݏ = ௜ߩ , ߡ ߙߡߛ = ͳ, ʹ, … , ݊ + ͳ. 
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ΣσĲİΝĲκΝαλδıĲİλσΝηΫζκμΝĲβμΝ(ζέ1β)ΝηβįİθέαİĲαδΝζσΰπΝĲκυΝΛάηηαĲκμΝ1ΝεαδΝıυθİπυμΝγαΝΫξκυηİ: ݈௦ሺߩ௜ሻ =  .௜ሻߩ௜ሻ߱̂ሺߩሺ�݌ߣ
ǼφσıκθΝ݈௦ሺݏሻ İέθαδΝπκζυυθυηκΝίαγηκτΝ݊, ηπκλİέΝθαΝΰλαφİέΝεαδΝπμ: 

݈௦ሺݏሻ = ∑݌ߣ ∏ ݏ − ௜ߩ௝ߩ − ௝௡+ଵߩ
௝=ଵ,௝≠௜

௡+ଵ
௜=ଵ �ሺߩ௜ሻ߱̂ሺߩ௜ሻ 

ζσΰπΝĲκυΝγİπλάηαĲκμΝLagrange. ǼφαλησακθĲαμΝĲβθΝπαλαπΪθπΝηΫγκįκΝıĲβθΝ(ζέ1β),ΝηαμΝįέθİδΝ

ĲβθΝ(ζέ1γ)έΝ΢ĲβθΝ(ζέ1ζ)ΝκįβΰκτηαıĲİΝαεκζκυγυθĲαμΝĲαΝέįδαΝίάηαĲαέ 

 

4.2 ǼζζİδηηαĲδεΫμΝ ǹθαθİωĲδεΫμΝ ǼιδıυıİδμΝ γδαΝ ĲδμΝ ΢υθαλĲάıİδμΝ��ሺ�ሻ εαδΝ��ሺ�ሻ. 
 

΢İΝ αυĲάΝ ĲβθΝ İθσĲβĲαΝ γαΝ αıξκζβγκτηİΝ ηİΝ ĲβθΝ αθΪπĲυιβΝ εαδΝ ĲβθΝ παλκυıέαıβΝ ĲπθΝ

İζζİδηηαĲδευθΝ αθαθİπĲδευθΝ İιδıυıİπθΝ ĲπθΝ ıυθαλĲάıİπθΝ ߮௦ሺݑሻ εαδΝ ߮ௗሺݑሻ. ΘαΝ

εαĲαζάικυηİΝıİΝαυĲΫμΝκλέακθĲαμΝθΫİμΝΫθθκδİμ,ΝσππμΝαυĲάΝĲκυΝĲİζİıĲάΝDickson-Hipp. 

 

Ολδıησμ 

Ο ĲİζİıĲάμ Dickson-Hipp ΰδα ηέα πλαΰηαĲδεά ıυθΪλĲβıβ ℎሺݔሻ İέθαδ β ıυθΪλĲβıβ πκυ κλέαİĲαδ 

απσ Ĳβθ παλαεΪĲω ıχΫıβμ 

                                               ௦ܶℎሺݔሻ = ∫ ݁−௦ሺ௬−௫ሻℎሺݕሻ݀ݔ   ,ݕ ൒ Ͳ                                         ሺͶ.ͳͷሻ∞
௫  

σπκυ, ݏ İέθαδ Ϋθαμ ηβ αλθβĲδεσμ πλαΰηαĲδεσμ αλδγησμ (ά Ϋθαμ ηδΰαįδεσμ αλδγησμ ηİ ηβ 

αλθβĲδεσ πλαΰηαĲδεσ ηΫλκμ), ΫĲıδ υıĲİ Ĳκ παλαπΪθω κζκεζάλωηα θα ıυΰεζέθİδέ  

ΠαλαĲβλκτηİΝİτεκζα,ΝσĲδΝΰδα ݔ = Ͳ, 

βΝ(ζέ1η)ΝΰέθİĲαδ: 

௦ܶℎሺͲሻ = ∫ ݁−௦ሺ௬−଴ሻℎሺݕሻ݀ݕ∞
଴  
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⇒ ௦ܶℎሺͲሻ = ∫ ݁−௦௬ℎሺݕሻ݀ݕ∞
଴  

⇒ ௦ܶℎሺͲሻ = ℎ̂ሺݕሻ 
įβζαįά,ΝεαĲαζάΰκυηİΝıĲκΝηİĲαıξβηαĲδıησΝLaplace ĲβμΝıυθΪλĲβıβμΝℎ. 

ΟΝĲİζİıĲάμΝ ௦ܶ αεκζκυγİέΝĲβθΝαθĲδηİĲαγİĲδεάΝδįδσĲβĲα,ΝįβζαįάΝγαΝδıξτİδΝσĲδ: 

௦ܶ ௥ܶ = ௥ܶ ௦ܶ 
εαδΝİπδζΫκθΝΰθπλέακυηİΝσĲδ: 

௦ܶ ௥ܶℎሺݔሻ = ௦ܶℎሺݔሻ − ௥ܶℎሺݔሻݎ − ݏ ݎ    , ≠  ݏ
ΠλκξπλυθĲαμ,Ν ıĲβΝ ηİζΫĲβΝ ĲπθΝ İζζİδηηαĲδευθΝ αθαθİπĲδευθΝ İιδıυıİπθΝ ĲπθΝ ߮௦ሺݑሻ εαδΝ߮ௗሺݑሻ,ΝγİπλκτηİΝΰδαΝįδεάΝηαμΝįδİυεσζυθıβΝĲβθΝπαλαεΪĲπΝıξΫıβ: 

ሻݏሺߨ =∏ሺݏ − ௜ሻߩሺ΄ߨ௜ሻߩ =௡+ଵ
௜=ଵ  

= ∏ ሺߩ௜ − ௝ሻ௡+ଵߩ
௝=ଵ,௝≠௜  

ΈπİδĲα,ΝηπκλκτηİΝθαΝαıξκζβγκτηİΝηİΝĲβθΝİτλİıβΝκζκεζβλπĲδευθΝİιδıυıİπθΝΰδαΝĲδμΝ߮௦ሺݑሻ 
εαδΝ߮ௗሺݑሻ. 
 

Θİυλβηα 1 

ΟδΝ πλκİικφζβηΫθİμΝ ıυθαλĲάıİδμΝ πκδθάμΝ ߮௦ሺݑሻ εαδΝ ߮ௗሺݑሻ δεαθκπκδκτθΝ ĲδμΝ παλαεΪĲπΝ

κζκεζβλπĲδεΫμΝİιδıυıİδμ: 

                                                 ߮௦ሺݑሻ = ∫ ߮௦ሺݑ − ݔሻ݀ݔሻ݃ሺݔ + ሻ             ௨ݑሺܪ
଴                         ሺͶ.ͳ͸ሻ 

                                                 ߮ௗሺݑሻ = ∫ ߮ௗሺݑ − ݔሻ݀ݔሻ݃ሺݔ + ݁−�௨௨
଴                                     ሺͶ.ͳ͹ሻ 
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σπκυ, 

ߙ = ܦܿ +∑ �ሺߩ௜ሻߩ௜ߨ΄ሺߩ௜ሻ ,௡+ଵ
௜=ଵ  

݃ሺݔሻ = ܦ݌ߣ ∑ �ሺߩ௜ሻߨ΄ሺߩ௜ሻ ݁−�௫ ∗ ��೔݂ሺݔሻ,௡+ଵ
௜=ଵ  

ሻݑሺܪ = ܦ݌ߣ ∑ �ሺߩ௜ሻߨ΄ሺߩ௜ሻ ݁−�௨ ∗ ��೔߱ሺݑሻ௡+ଵ
௜=ଵ  

εαδΝ∗ İέθαδΝĲκΝıτηίκζκΝĲβμΝıυθΫζδιβμέ 

 

ǹπσįİδιβ 

ǼφσıκθΝβΝ 

�ሺݏሻ ݏ] − ߣ + ܿߜ + ߣܿ  [ሻݏ−ሺ−݂̂ݍ
İέθαδΝπκζυυθυηκΝίαγηκτΝ݊ + ͳ ηİΝıυθĲΫζİıĲβ ߙ = ͳ, 

ĲσĲİΝβ 

�ሺݏሻ ݏ] − ߣ + ܿߜ + ߣܿ [ሻݏ−ሺ−݂̂ݍ −  ሻݏሺߨ
İέθαδΝπκζυυθυηκΝίαγηκτΝ݊ πκυΝδεαθκπκδİέĲαδΝΰδα ݅ = ͳ, ʹ, … , ݊ + ͳ. 

�ሺߩ௜ሻ ௜ߩ] − ߣ + ܿߜ + ߣܿ [௜ሻߩ−ሺ−݂̂ݍ − ௜ሻߩሺߨ = −�ሺߩ௜ሻ ܦܿ] ௜ଶߩ + ߣܿ  [௜ሻߩሺ+݂̂݌
ζσΰπΝĲκυΝΛάηηαĲκμΝ1ΝĲκυΝΚİφαζαέκυΝγ. ǹπσΝĲκθΝĲτπκΝπαλİηίκζάμΝĲκυΝLagrange παέλθκυηİ: 

   

�ሺݏሻ ݏ] − ߣ + ܿߜ + ߣܿ [ሻݏ−ሺ−݂̂ݍ − ሻݏሺߨ = ∑ሻݏሺߨ− �ሺߩ௜ሻ ܦܿ] ௜ଶߩ + ߣܿ ݏ௜ሻሺߩሺ΄ߨ[௜ሻߩሺ+݂̂݌ − ௜ሻ௡+ଵߩ
௜=ଵ  

 



59 

 

ΈĲıδ,ΝγαΝΫξκυηİ: 

�ሺݏሻ ܦܿ] ଶݏ + ݏ − ߣ + ܿߜ + ߣܿ ݂̂ሺݏሻ] =
= ሻݏሺߨ + �ሺݏሻ ܦܿ] ଶݏ + ߣܿ [ሻݏሺ+݂̂݌ − ∑ሻݏሺߨ �ሺߩ௜ሻ ܦܿ] ௜ଶߩ + ߣܿ ݏ௜ሻሺߩሺ΄ߨ[௜ሻߩሺ+݂̂݌ − ௜ሻߩ =௡+ଵ

௜=ଵ  

= ሻݏሺߨ [ͳ −∑ �ሺߩ௜ሻ ܦܿ] ௜ଶߩ + ߣܿ [௜ሻߩሺ+݂̂݌ − �ሺݏሻ ܦܿ] ଶݏ + ߣܿ ݏ௜ሻሺߩሺ΄ߨ[ሻݏሺ+݂̂݌ − ௜ሻ௡+ଵߩ
௜=ଵ ] 

= ሻݏሺߨ [ͳ −∑�ሺߩ௜ሻ ܦܿ] ௜ଶߩ + ߣܿ [௜ሻߩሺ+݂̂݌ − �ሺߩ௜ሻ ܦܿ] ଶݏ + ߣܿ ݏ௜ሻሺߩሺ΄ߨ[ሻݏሺ+݂̂݌ − ௜ሻ௡+ଵߩ
௜=ଵ

+∑ �ሺݏሻ − �ሺߩ௜ሻߨ΄ሺߩ௜ሻሺݏ − ௜ሻߩ ܦܿ] ଶݏ + ߣܿ ሻ]௡+ଵݏሺ+݂̂݌
௜=ଵ ] = 

= ሻݏሺߨ [ͳ + ∑ܦܿ �ሺߩ௜ሻሺߩ௜ + ௜ሻߩሺ΄ߨሻݏ −௡+ଵ
௜=ଵ                                                                 

− ߣܿ ∑݌ �ሺߩ௜ሻߨ΄ሺߩ௜ሻ ௦ܶ �ܶ೔ +݂ሺͲሻ +∑ �ሺݏሻ − �ሺߩ௜ሻߨ΄ሺߩ௜ሻሺݏ − ௜ሻߩ ܦܿ] ଶݏ + ߣܿ ሻ]௡+ଵݏሺ+݂̂݌
௜=ଵ

௡+ଵ
௜=ଵ ] , ሺͶ.ͳͺሻ 

ΠαλαĲβλκτηİΝ σĲδΝ βΝ �ሺݏሻ İέθαδΝ ηέαΝ πκζυπθυηδεάΝ ıυθΪλĲβıβΝ ίαγηκτΝ݊ εαδΝ σĲδΝ βΝ �ሺ௦ሻ−�ሺ�೔ሻሺ௦−�೔ሻ  

İέθαδΝπκζυπθυηδεάΝίαγηκτΝ݊ − ͳ. ΣσĲİ,ΝıτηφπθαΝηİΝĲαΝπαλαεΪĲπ: 

∑ ሺݏ௜ − ∏ሻ௞ݏ ௜ݏ) − ௝)௡௝=ଵ,௝≠௜ݏ =௡+ଵ
௜=ଵ { 

                              ͳ,          ݇ = ݊ − ͳ                                                            Ͳ,         ݇ = Ͳ, ͳ, ʹ, … , ݊ − ʹ ሺͶ.ͳͻሻ− ͳ∏ ሺݏ − ௜ሻ௡௜=ଵݏ , ݇ = −ͳ  

βΝ(4.18)ΝαπζκπκδİέĲαδΝıĲβθ: 

ሻݏሺߨ                                       ܦܿ] ሺݏ + ܽሻ − ߣܿ ∑݌ �ሺߩ௜ሻߨ΄ሺߩ௜ሻ ௦ܶ �ܶ೔ +݂ሺͲሻ௡+ଵ
௜=ଵ ]                                     ሺͶ.ʹͲሻ 

ΠαλκηκέπμΝκΝαλδγηβĲάμΝĲβμ (4.13)ΝΰέθİĲαδΝσππμΝπαλαεΪĲπ: 

∑ሻݏሺߨ݌ߣ                   �ሺߩ௜ሻ߱̂ሺߩ௜ሻ − �ሺݏሻ߱̂ሺݏሻߨ΄ሺߩ௜ሻሺݏ − ௜ሻ௡+ଵߩ
௜=ଵ = ∑ሻݏሺߨ݌ߣ �ሺߩ௜ሻߨ΄ሺߩ௜ሻ ௦ܶ �ܶ೔߱ሺͲሻ௡+ଵ

௜=ଵ                 ሺͶ.ʹͳሻ 
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ǹπσΝ(ζέβί)ΝεαδΝ(ζέβ1),ΝβΝ(ζέ1γ)ΝπαέλθİδΝĲβθΝπαλαεΪĲπΝηκλφά: 

                                          ߮̂௦ሺݏሻ = ܦ݌ߣ ∑ �ሺߩ௜ሻߨ΄ሺߩ௜ሻ ௦ܶ �ܶ೔߱ሺͲሻݏ + ܽ௡+ଵ௜=ଵͳ − ܦ݌ߣ ∑ �ሺߩ௜ሻߨ΄ሺߩ௜ሻ௡+ଵ௜=ଵ ௦ܶ �ܶ೔ +݂ሺͲሻݏ + ܽ                                            ሺͶ.ʹʹሻ 
ΗΝ(ζέββ)ΝηπκλİέΝθαΝΰλαφİέΝεαδΝπμ: 

                ߮̂௦ሺݏሻ = ߮̂௦ሺݏሻ ܦ݌ߣ ∑ �ሺߩ௜ሻߨ΄ሺߩ௜ሻ௡+ଵ
௜=ଵ ௦ܶ �ܶ೔ +݂ሺͲሻݏ + ܽ + ܦ݌ߣ ∑ �ሺߩ௜ሻߨ΄ሺߩ௜ሻ ௦ܶ �ܶ೔߱ሺͲሻݏ + ܽ௡+ଵ

௜=ଵ                    ሺͶ.ʹ͵ሻ 
΢ĲβΝıυθΫξİδαΝİΪθΝαθĲδıĲλİοκυηİΝĲκυμΝηİĲαıξβηαĲδıηκτμΝLaplace ıĲβθΝ(ζέβγ)ΝκįβΰκτηαıĲİΝ

ıĲβθΝ(ζέ1θ). 

Ο αλδγηβĲάμΝĲβμΝ(ζέ1ζ) ηπκλİέΝθαΝΰλαφİέΝεαδΝπμ: 

∑ሻݏሺߨܦ                                                         �ሺߩ௜ሻߨ΄ሺߩ௜ሻ = ሻ௡+ଵݏሺߨܦ
௜=ଵ ,                                                    ሺͶ.ʹͶሻ 

ζσΰπΝĲβμΝ(ζέ1λ)ΝεαδΝİπİδįάΝβΝ�ሺݏሻ İέθαδΝπκζυυθυηκΝίαγηκτΝ݊. ǹθĲδεαγδıĲυθĲαμΝĲδμΝ(ζέβ1)ΝεαδΝ

(4.24) ıĲβθΝ(ζέ1ζ)ΝπαέλθκυηİĲβθΝİιάμΝıξΫıβ: 

                                     ߮̂ௗሺݏሻ = ߮̂ௗሺݏሻ ܦ݌ߣ ∑ �ሺߩ௜ሻߨ΄ሺߩ௜ሻ ௦ܶ �ܶ೔ +݂ሺͲሻݏ + ܽ + ͳݏ + ܽ௡+ଵ
௜=ଵ                               ሺͶ.ʹͷሻ 

ǹθĲδıĲλΫφκθĲαμΝĲκυμΝηİĲαıξβηαĲδıηκτμΝLaplace ıĲβθΝ(ζέβη)ΝεαĲαζάΰκυηİΝıĲβθΝ(ζέ1ι). 

ΌĲαθΝİέθαδ ݍ = Ͳ ሺɛ ߥߙ�ɜ��ߙ߯ߡߧ ݊ = Ͳሻ, 
Ϋξκυηİ: 

݃ሺݔሻ = ܦߣ ݁−ቀ஼஽+�ቁ௫ ∗ �ܶ +݂ሺݔሻ 
εαδ 

ሻݑሺܪ = ܦߣ ݁−ቀ஼஽+�ቁ௫ ∗ �ܶ߱ሺݑሻ 
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΢İΝαυĲάθΝĲβθΝπİλέπĲπıβΝπαλαĲβλκτηİΝππμΝκδΝİιδıυıİδμΝ(ζέ1θ)ΝεαδΝ(ζέ1ι)ΝπαέλθκυθΝĲβΝηκλφά 

ĲβμΝİιέıπıβμ: 

߮௪ሺݑሻ = ∫ ߮௪ሺݑ − ݕሻ݀ݕሻ݃ሺݕ + ݃ఠሺݑሻ =௨
଴  

                                                          = ߮௪ ∗ ℎ ∗ ሻݑሺߛ + ℎ ∗ ݑ    ,ሻݑఠሺߛ ൒ Ͳ                              ሺͶ.ʹ͸ሻ 
πκυ πλσεİδĲαδ ΰδα Ĳβθ İιέıπıβ Ĳπθ Tsai εαδ Willmot “χΝ generalizedΝ defectiveΝ renewal 

equationΝ forΝ theΝ surplusΝ processΝ perturbedΝ byΝ diffusion”. ǹεσηβ,Ν κδΝ İιδıυıİδμΝ (ζέ1θ)Ν εαδΝ

(ζέ1ι)ΝαπκĲİζκτθΝİζζİδηηαĲδεΫμΝαθαθİπĲδεΫμΝİιδıυıİδμΝσĲαθΝ ݍ > Ͳ ሺߙߡߛ ݊ ൒ ͳሻ. 
ǹυĲσ,Νİτεκζα,ΝįδαπδıĲυθİĲαδ,ΝαθΝįİέικυηİΝππμΝ 

∫ ݃ሺݔሻ݀ݔ < ͳ∞
଴  

άΝαθĲέıĲκδξα, ݃̂ሺͲሻ < ͳ. 
ǹπσΝĲδμΝ(ζέ1κ)ΝεαδΝ(ζέβ1)ΝπαέλθκυηİΝσĲδ: 

݃̂ሺݏሻ = ͳ − �ሺݏሻ[ݏܦଶ + ݏܿ − ሺߣ + ሻߜ + ݏሺܦ[ሻݏሺ݂̂ߣ + ܽሻߨሺݏሻ , 
σπκυ,ΝΰδαΝߜ > Ͳ,ΝΫξκυηİ: 

݃̂ሺͲሻ = ͳ − ∏ߜ ሺߥ௜ሻ௡೔௠௜=ଵܽܦ∏ ௜௡+ଵ௜=ଵߩ < ͳ 

ǼΪθΝγΫıκυηİ ıĲβθΝ(γέγ), ݏ =  ሻߜ௡+ଵሺߩ
εαδΝτıĲİλαΝπαλαΰπΰέıκυηİΝΰδαΝߜ,ΝĲσĲİΝίλέıεκυηİ: 

௡+ଵሺͲሻ΄ߩ = ͳܿ + −ߤݍߣ − +ߤ݌ߣ > Ͳ, 
ζσΰπΝĲβμΝıυθγάεβμΝĲκυΝεαγαλκτΝεΫλįκυμ (3.3). ΟπσĲİ,ΝσĲαθ ߜ = Ͳ, 



62 

 

απσΝĲκθΝεαθσθαΝĲκυΝL’ΝHospital, παέλθκυηİ: 

݃̂ሺͲሻ = ͳ − ∏ ∏ܽܦ௜௡೔௠௜=ଵߥ ௜௡௜=ଵߩ × lim�→଴+ ሻߜ௡+ଵሺߩߜ = 

                                                  = ͳ − ሺܿ + −ߤݍߣ − ∏ሻ+ߤ݌ߣ ∏ܽܦ௜௡೔௠௜=ଵߥ ௜௡௜=ଵߩ < ͳ                                 ሺͶ.ʹ͹ሻ 
ǼΪθΝγİπλάıκυηİΝπυμ 

݃̂ሺͲሻ = ͳͳ + ߚ < ͳ, 
εαδ 

ሻݔሺܩ = ሺͳ + ∫ሻߚ ݃ሺݕሻ݀ݕ,௫
଴  

ĲσĲİ,Ν βΝܩሺݔሻ İέθαδΝ ηέαΝ εαĲαζζάζβΝ εαĲαθκηάέ ΈĲıδ,Ν κλέακυηİΝ ĲβΝ ıυθΪλĲβıβΝ ĲβμΝ ıτθγİĲβμΝ

ΰİπηİĲλδεάμΝεαĲαθκηάμΝ ܣሺݔሻ = ͳ −  ,ሻݔሺܣ̅
ηİ 

�̅ሺݔሻ = ∑ ͳߚ + ߚ ( ͳߚ + ௡(ߚ ௡̅̅∗ܩ ̅̅ ̅∞
௞=ଵ ሺݔሻ, 

σπκυ, ܩ∗௡̅̅ ̅̅ ̅ሺݔሻ = ͳ −  ሻݔ௡ሺ∗ܩ
İέθαδΝβΝ݊-δκıĲάΝıυθΫζδιβΝĲβμΝıυθΪλĲβıβμΝεαĲαθκηάμΝܩ, ηİΝĲκθΝİαυĲσΝĲβμέ ΈĲıδ,ΝβΝ(ζέ1θ)ΝεαδΝ

βΝ(ζέ1ι)ΝΰλΪφκθĲαδΝπμ: 

߮௦ሺݑሻ = ͳͳ + ∫ߚ ߮௦ሺݑ − ሻݔሺܩሻ݀ݔ + ሻ௨ݑሺܪ
଴ , 

߮ௗሺݑሻ = ͳͳ + ∫ߚ ߮ௗሺݑ − ሻݔሺܩሻ݀ݔ + ݁−�௨௨
଴ . 

ΣσĲİ ıτηφπθα ηİ Ĳκ παλαεΪĲπ γİυλβηα Ĳπθ Lin εαδ Wilmot “χnalysisΝ ofΝ aΝ defectiveΝ

renewalΝequationΝarisingΝinΝruinΝtheory”,Νκδ ıυθαλĲάıİδμ ߮௦ሺݑሻ εαδ ߮ௗሺݑሻ įέθκθĲαδ απσ Ĳκυμ 

παλαεΪĲπ Ĳτπκυμ: 
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߮௦ሺݑሻ = ͳ + ߚߚ ∫ ݑሺܪ − ሻݔሺܣሻ݀ݔ + ሻ,௨ݑሺܪ
଴  

߮ௗሺݑሻ = ͳ + ߚߚ ∫ ݁−�ሺ௨−௫ሻ݀ܣሺݔሻ + ݁−�௨,   ݑ ൒ Ͳ௨
଴  

ΠαλαεΪĲπΝπαλαγΫĲκυηİΝĲκΝγİυλβηαΝπκυΝπλκαθαφΫλαηİΝηİΝĲβθΝαπκįİδιάΝĲκυέ 

 

ΘİυλβηαΝ2 

ΘİπλκτηİΝĲβθΝπαλαεΪĲπΝİζζİδηηαĲδεάΝαθαθİπĲδεάΝİιέıπıβ: 

                    ߮ሺݑሻ = ͳͳ + ∫ߚ ߮ሺݑ − ሻݔሺܩሻ݀ݔ + ͳͳ + ݑ   ,ሻݑሺܪߚ ൒ Ͳ,௨
଴                                 ሺͶ.ʹͺሻ 

σπκυ, ߚ > Ͳ 

εαδ ܩሺݔሻ = ͳ −  ሻݔሺܩ̅
İέθαδΝβΝıυθΪλĲβıβΝεαĲαθκηάμΝηİΝ ܩሺͲሻ = Ͳ 

εαδ ܪሺݑሻ İέθαδΝ ıυθİξάμ,Ν ΰδαΝ ݑ ൒ Ͳ. ΟλέακυηİΝ ĲβΝ ıυθΪλĲβıβΝ εαĲαθκηάμΝ ĲβμΝ ıτθγİĲβμΝ

ΰİπηİĲλδεάμΝπμ: ܭሺݑሻ = ͳ −  ,ሻݑሺܭ̅
σĲαθ 

ሻݑሺ߈̅                                             = ∑ ͳߚ + ߚ ( ͳͳ + ௡(ߚ ௡̅̅∗ܩ ̅̅ ̅∞
௡=ଵ ሺݑሻ,    ݑ ൒ Ͳ                                

σπκυ,Νܩ∗௡̅̅ ̅̅ ̅ሺݑሻ İέθαδΝβΝκυλΪΝĲβμΝ݊-δκıĲάμΝıυθΫζδιβμΝĲβμΝܩሺݑሻ. 
ΗΝζτıβΝĲβμΝ(ζέβκ)ΝηπκλİέΝθαΝΰλαφİέΝπμ: 

                                     ߮ሺݑሻ = ͳߚ∫ ݑሺܪ − ሻݔሺܭሻ݀ݔ + ͳͳ + ሻ                                       ሺͶ.ʹͻሻ௨ݑሺܪߚ
଴  
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άΝİθαζζαεĲδεΪΝπμ: 

                           ߮ሺݑሻ = − ͳߚ∫ ݑሺܭ̅ − ሻݔሺܪሻ݀ݔ − ߚሺͲሻܪ ሻݑሺ߈̅ + ͳܪߚሺݑሻ                           ሺͶ.͵Ͳሻ௨
଴  

ǼΪθΝβΝܪሺݑሻ İέθαδΝπαλαΰπΰέıδηβ,ΝĲσĲİΝβ ߮ሺݑሻ ΰλΪφİĲαδΝσππμΝπαλαεΪĲπ: 

                   ߮ሺݑሻ = − ͳߚ∫ ݑሺܭ̅ − ݔሻ݀ݔሺ′ܪሻݔ − ߚሺͲሻܪ ሺ௨߈̅
଴ ሻݑ + ͳߚ ݑ    ,ሻݑሺܪ ൒ Ͳ              ሺͶ.͵ͳሻ 

 

ǹπσįİδιβ 

ΟΝηİĲαıξβηαĲδıησμΝLaplace ĲβμΝܩሺݔሻ κλέαİĲαδΝσππμΝπαλαεΪĲπ: 

݃̂ሺݏሻ = ∫ ݁−௦௨݀ܩሺݑሻ.∞
଴  

ΣσĲİΝκΝηİĲαıξβηαĲδıησμΝδaplaceΝĲβμΝܭሺݔሻ İέθαδΝκ: 

݇̂ሺݏሻ = ሺͲሻܭ +∫ ݁−௦௨݀ܭሺݑሻ =∞
଴  

                                                                        = ͳߚ + ߚ − ݃̂ሺݏሻ                                                        ሺͶ.͵ʹሻ 
ǹεσηβΝγαΝδıξτİδΝσĲδ: 

߮̂ሺݏሻ = ∫ ݁−௦௨߮ሺݑሻ݀ݑ∞
଴ , 

ΚαδΝİπέıβμΝΰθπλέακυηİΝσĲδ: 

ሻݏሺܪ̂ = ∫ ݁−௦௨ܪሺݑሻ݀ݑ.∞
଴  

ΣσĲİΝβΝ(ζέβκ)ΝΰέθİĲαδ: 

                                                                ߮̂ሺݏሻ = ሻͳݏሺܪ̂ + ߚ − ݃̂ሺݏሻ,                                                     ሺͶ.͵͵ሻ 
ǹπσΝ(ζέγβ)ΝΫξκυηİ: 

                                                                    ݇̂ሺݏሻߚ = ͳͳ + ߚ − ݃̂ሺݏሻ,                                                 ሺͶ.͵Ͷሻ 
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κπσĲİΝαπσΝ(ζέγγ)ΝεαδΝ(ζέγζ)Νπαέλθκυηİ: 

 ߮̂ሺݏሻ = ͳߚ  .ሻݏሻ݇̂ሺݏሺܪ̂
ΜİΝ αθĲδıĲλκφάΝ ĲκυΝ παλαπΪθπΝ ηİĲαıξβηαĲδıηκτΝ Laplace εαĲαζάΰκυηİ ıĲβθΝ (ζέβλ). 

ΟζκεζβλυθκθĲαμΝĲβθΝ(ζέβλ)ΝεαĲΪΝπαλΪΰκθĲİμΝίλέıεκυηİΝĲβθΝ(ζέγί). ǹθαζυĲδεΪΝγαΝİέθαδ: 

∫ ݑሺܪ − ሻݔሺܭሻ݀ݔ =௨
଴  

= −∫ ݑሺܪ − ሻݔሺܭሻ݀̅ݔ =௨
଴  

= ݑሺܪ− − ሻݔሺܭሻ̅ݔ Ͳݑ| + ∫ ݑሺܪሻ݀ݔሺܭ̅ − ሻݔ =௨
଴  

                                      = ሻݑሺܭሺͲሻ̅ܪ− + ሺͲሻܭሻ̅ݑሺܪ − ∫ ݑሺܭ̅ − ሻ.௨ݔሺܪሻ݀ݔ
଴                          ሺͶ.͵ͷሻ 

ǼπδıβηαέθκυηİΝσĲδ 

ሺͲሻ߈̅                                                                         = ͳͳ +  ሺͶ.͵͸ሻ                                                            ߚ
ΣσĲİΝαπσΝ(ζέβλ),Ν(ζέγη)ΝεαδΝ(ζέγθ)ΝΫξκυηİΝπμΝİιάμ: 

߮ሺݑሻ = ͳߚ ሻݑሺܭሺͲሻ̅ܪ−] + ሻݑሺܪ ͳͳ + ߚ −∫ ݑሺ߈̅ − ሻ௨ݔሺܪሻ݀ݔ
଴ ] + ͳͳ + ሻݑሺܪߚ = 

= ߚሻݑሺܭሺͲሻ̅ܪ− + ሺͳߚሻݑሺܪ + ሻߚ − ∫ ݑሺ߈̅ − ሻ௨଴ݔሺܪሻ݀ݔ ߚ + ͳͳ + ሻݑሺܪߚ = 

= − ͳߚ∫ ݑሺ߈̅ − ሻ௨ݔሺܪሻ݀ݔ
଴ −�ሺͲሻߚ ሻݑሺܭ̅ + ሺͳߚሻݑሺܪ + ሻߚ + �ሺݑሻͳ + ߚ = 

= − ͳߚ∫ ݑሺ߈̅ − ሻ௨ݔሺܪሻ݀ݔ
଴ − �ሺͲሻߚ ሻݑሺܭ̅ + ሺͳߚሻݑሺܪ + ሻߚ + ሺͳߚሻݑሺܪߚ + ሻߚ = 

= − ͳߚ∫ ݑሺ߈̅ − ሻ௨ݔሺܪሻ݀ݔ
଴ −�ሺͲሻߚ ሻݑሺܭ̅ + ሻݑሺܪ + ሺͳߚሻݑሺܪߚ + ሻߚ = 

= − ͳߚ∫ ݑሺ߈̅ − ሻ௨ݔሺܪሻ݀ݔ
଴ −�ሺͲሻߚ ሻݑሺܭ̅ + ሺͳ + ሺͳߚሻݑሺܪሻߚ + ሻߚ = 
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= − ͳߚ∫ ݑሺ߈̅ − ሻ௨ݔሺܪሻ݀ݔ
଴ −�ሺͲሻߚ ሻݑሺܭ̅ + ͳܪߚሺݑሻ 

πκυΝİέθαδΝβΝ(ζέγί)ΝεαδΝİτεκζαΝηİĲαΝαπκįİδεθτİĲαδΝεδΝβΝ(ζέγ1). 
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ΚǼΦǹΛǹΙΟΝη 

 

ǹ΢ΤΜΠΣΧΣΙΚǹΝǹΠΟΣǼΛǼ΢ΜǹΣǹΝΚǹΙΝǹΝǹΛΤΣΙΚǼ΢Ν

ΛΤ΢ǼΙ΢ΝΓΙǹΝΣΙ΢Ν΢ΤΝǹΡΣΗ΢ǼΙ΢ GERBER-SHIU 

 

5.1 ǹıυηπĲωĲδεΪΝǹπκĲİζΫıηαĲαΝγδαΝĲβθΝΠδγαθσĲβĲαΝΥλİκεκπέαμέ 

 

ΟδΝİζζİδηηαĲδεΫμΝαθαθİπĲδεΫμΝİιδıυıİδμΝ(ζέ1θ)ΝεαδΝ(ζέ1ι)ΝπκυΝκλέıαηİΝεαδΝηİζİĲάıαηİΝıĲκΝ

πλκβΰκτηİθκΝ εİφΪζαδκ,Ν ηαμΝ ίκβγκτθΝ θαΝ İιΪΰκυηİΝ αıυηπĲπĲδεΪΝ απκĲİζΫıηαĲαΝ ΰδαΝ ĲβθΝ

πδγαθσĲβĲαΝ ξλİκεκπέαμ,Ν ıĲβθΝ πİλέπĲπıβΝ σπκυΝ ĲαΝ εΪĲπΝ ΪζηαĲαΝ αεκζκυγκτθΝ εαĲαθκηάΝ ηİΝ

ίαλδΪΝκυλΪέ 

ǹπσΝİįυΝεαδΝπΫλαΝγαΝγİπλκτηİΝσĲδ ߜ = Ͳ. 
ǹεσηβ,ΝγαΝΰλΪφκυηİΝσĲδ: ܽሺݔሻ~ܾሺݔሻ, 
σĲαθ 

lim௫→∞ܽሺݔሻܾሺݔሻ = ͳ, 
σπκυ, ߙሺݔሻ εαδ ܾሺݔሻ İέθαδΝįτκΝıυθαλĲάıİδμΝΰδαΝĲδμΝκπκέİμΝγαΝδıξτİδ: ܽሺݔሻ, ܾሺݔሻ > Ͳ. 
Μέα εαĲαθκηά ܨ ıĲκΝ[Ͳ,∞ሻ γαΝİέθαδΝυπκİεγİĲδεάΝεαδΝγαΝıυηίκζέαİĲαδΝαπσ ܨ ∈ �, 
εαδΝΰδαΝĲβθΝκπκέαΝγαΝδıξτİδΝσĲδ: ܨ∗ଶ̅̅ ̅̅̅ሺݔሻ~ʹ̅ܨሺݔሻ. 
 



68 

 

Ǽπέıβμ,ΝηέαΝεαĲαθκηάΝܨ ıĲκΝ[Ͳ,∞ሻ γαΝζΫηİΝσĲδΝΫξİδΝηαελδΪΝκυλΪΝεαδΝγαΝıυηίκζέαİĲαδΝαπσ ܨ ∈ ℒ, 
σĲαθ, ̅ܨሺݔ + ,ሻݔሺܨ̅~ሻݕ ݕ ߝߠəߢ ߙߡߛ > Ͳ. 
ΟδΝĲΪιİδμΝ� εαδ ℒ πİλδΫξκυθΝεαĲαθκηΫμΝηİΝίαλδΪΝκυλΪΝεαδΝηİĲαιτΝĲκυμΝγαΝδıξτİδΝσĲδ: � ⊂ ℒ. 
ΠλσεİδĲαδΝ θαΝ ηİζİĲάıκυηİΝ ĲΪιİδμΝ εαĲαθκηυθΝ ηβΝ αλθβĲδευθΝ ĲυξαέπθΝ ηİĲαίζβĲυθ,Ν ĲΫĲκδİμΝ

υıĲİ: ݂̂ሺݏሻ = ∞, ݏ ߝߠəߢ ߙߡߛ > Ͳ. 
ΣδμΝαπκεαζκτηİ,ΝσππμΝαθαφΫλαηİΝπαλαπΪθπΝεαĲαθκηΫμΝηİΝίαλδΪΝκυλΪέ ΣΫĲκδİμΝεαĲαθκηΫμΝ

ΰδαΝπαλΪįİδΰηαΝİέθαδ κδ: 

 Log Normal, 

 Pareto εαδ 

 Weibull. 

Oλέακυηİ: 

ܽ� = lim௫→∞ ݔሻݔሺܯ݌ݑݏ , 
σπκυ, ߊሺݔሻ = − log  ሻݔሺܨ̅
ǼΪθΝβΝܨ ΫξİδΝıυθİξάΝπυεθσĲβĲα,ΝĲσĲİΝβΝܯሺݔሻ İέθαδΝįδαφκλδεάΝεαδΝδıξτİδΝσĲδ: ݀ܯሺݔሻ݀ݔ = ݉ሺݔሻ 
ǹεσηβ,ΝγİπλκτηİΝππμΝΰδαΝĲδμΝεαĲαθκηΫμΝπκυΝηİζİĲΪηİΝİέθαδ: ܨ ∈ ℝ+ 

εαδ ܨሺͲ −ሻ = Ͳ. 
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ΘİυλβηαΝ1 

ǼΪθΝΫξκυηİΝσĲδ: ܽ� = Ͳ, 
ĲσĲİΝβΝܨ ΫξİδΝίαλδΪΝκυλΪέ 

 

ǹπσįİδιβ  

ΤπκγΫĲκυηİΝσĲδ: ܽ� = Ͳ. 
ΣσĲİ, 

lim௫→∞ܯሺݔሻݔ = Ͳ. 
ΟπσĲİ, ∀ � > Ͳ ∃ ݔ′ > Ͳ 

ĲΫĲκδκΝυıĲİ ߊሺݔሻ ൑ ,ݔ� ݔ ߙ� ߙߣό ߙߡߛ ൒  .′ݔ
TσĲİ,ΝΰδαΝεΪπκδκ ܿ > Ͳ 

Ϋξκυηİ ̅ܨሺݔሻ ൒ ܿ݁−�௫, ݔ ߙ� ߙߣό ߙߡߛ ൒ Ͳ 

εαδΝΫĲıδ 

                                                ∫ ݁௦௫̅ܨሺݔሻ݀ݔ = ∞∞
଴ , ݏ ߙ� ߙߣό ߙߡߛ ൒ �.                                        ሺͷ.ͳሻ 

Έφσıκθ,ΝĲκΝ� > Ͳ İέθαδΝαυγαέλİĲαΝκλδıηΫθκ,ΝβΝ(ηέ1)ΝδıξτİδΝΰδαΝσζαΝĲα ݏ > Ͳ, 
πλΪΰηαΝĲκΝκπκέκΝıβηαέθİδΝππμΝβΝܨ İέθαδΝεαĲαθκηάΝηİΝίαλδΪΝκυλΪέ 
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ΠαλαĲάλβıβ 

ΓδαΝηέαΝεαĲαθκηά ܨ ηİΝίαλδΪΝκυλΪΝΫξκυηİ: lim௫→∞ ݁௦௫̅ܨሺݔሻ = ∞ , ݏ ߙ� ߙߣό ߙߡߛ > Ͳ, 
 

Λάηηα 1 

Ολέακυηİ 

ሻݔ௘ሺ+ܨ                                                               = ∫ ௫଴ݕሻ݀ݕሺ+ܨ̅ +ߤ                                                          ሺͷ.ʹሻ 
εαδ 

ሻݔሺ+ݎ                                                                      = +݂ሺݔሻ̅ܨ+ሺݔሻ                                                                ሺͷ.͵ሻ 
θαΝİέθαδΝβΝεαĲαθκηάΝδıκλλκπέαμΝεαδΝβΝıυθΪλĲβıβΝαπκĲυξέαμΝĲβμΝܨ+. 
ǼΪθ ݎ+ሺݔሻ → Ͳ, ݔ �ώߠߙߢ → ∞ 

εαδ ܨ+௘ ∈ �, 
ĲσĲİ ܩ ∈ �. 
 

ǹπσįİδιβ 

ΗΝκυλΪ ĲβμΝεαĲαθκηάμΝܩሺݔሻ İέθαδΝβ: ̅ܩሺݔሻ = ͳ −  ሻݔሺܩ
εαδΝįέθİĲαδΝαπσΝĲκθΝĲτπκ: 
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ሻݔሺܩ̅ = ሺͳ݌ߣ + ܦሻߚ ∑ �ሺߩ௜ሻߨ′ሺߩ௜ሻ∫ ∫ ݁−�ሺ௭−௬ሻ �ܶ೔ +݂ሺݕሻ݀ݖ݀ݕ௭
଴ =∞

௫
௡+ଵ
௜=ଵ  

                             = ሺͳ݌ߣ + ܦሻߚ [∑ �ሺߩ௜ሻߨ′ሺߩ௜ሻ∫ ∫ ݁−�ሺ௭−௬ሻ �ܶ೔ +݂ሺݕሻ݀ݖ݀ݕ௭
଴

∞
௫

௡
௜=ଵ+∏ ∏௜௡೔௠௜=ଵߥ ௜௡௜=ଵߩ ∫ ∫ ݁−�ሺ௭−௬ሻ̅ܨ+ሺݕሻ݀ݖ݀ݕ௭

଴
∞
௫ ].                                     ሺͷ.Ͷሻ 

Έξκυηİ,ΝζκδπσθΝ,ΝαπσΝ(ηέβ)ΝεαδΝ(ηέζ): 

∫ ∫ ݁−�ሺ௭−௬ሻ̅ܨ+ሺݕሻ݀ݖ݀ݕ௭଴∞௫ ሻݔ௘ሺ+ܨ̅ = ܽ+ߤ ∫ ∫ ܽ݁−�ሺ௭−௬ሻ݀ܨ+௘ሺݕሻ݀ݖ௭଴∞௫ ሻݔ௘ሺ+ܨ̅ , 
ĲκΝκπκέκΝĲİέθİδΝıĲκ ߙ+ߤ , ݔ ߧ� �ώߠߙߢ → ∞. 
ΓθπλέακυηİΝσĲδΝσĲαθ ݎ+ሺݔሻ → Ͳ, ݔ �ώߠߙߢ → ∞, 
ĲσĲİ ܨ+ ∈ ℒ. 
Ǽπδıβηαέθκυηİ,ΝσĲδΝβΝݎ+ሺݔሻ İέθαδΝφλαΰηΫθβ,ΝσĲαθΝĲκΝݔ İέθαδΝαλεİĲΪΝηİΰΪζκ,ΝεαδΝσĲδ: ̅ܨ+ሺݕሻ̅ܨሺݔሻ ൑ ͳ, ݕ ߙߡߛ ൒  .ݔ
ǹπσΝĲκΝγİυλβηαΝĲβμΝευλδαλξκτηİθβμΝıτΰεζδıβμΝεαĲαζάΰκυηİΝıĲαΝİιάμ: 

lim௫→∞ �ܶ೔ +݂ሺݔሻ̅ܨ+ሺݔሻ = 

= lim௫→∞∫ ݁−�೔ሺ௬−௫ሻ +݂ሺݕሻ݀ݕ∞௫ ሻݔሺ+ܨ̅ = 

= lim௫→∞∫ ݁−�೔௦ݎ+ሺݏ + ሻݔ ݏሺ+ܨ̅ + ∞ሻݔሺ+ܨሻ̅ݔ
଴ ݏ݀ = 

= Ͳ. 
ǹπσΝĲκθΝεαθσθαΝĲκυΝL’Hospital Ϋξκυηİ: 
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lim௫→∞∫ ∫ ݁−�ሺ௭−௬ሻ �ܶ೔ +݂ሺݕሻ݀ݖ݀ݕ௭଴∞௫ ሻݔ௘ሺ+ܨ̅ = 

                                                   = lim௫→∞ߤ+ ∫ ݁−�௬��೔ +݂ሺݔ − ௫଴ݕሻ݀ݕ ሻݔ௘ሺ+ܨ̅                                               ሺͷ.ͷሻ 
ΘαΝįİέικυηİΝσĲδΝĲκΝπαλαπΪθπΝσλδκΝİέθαδΝέıκΝηİΝίέ ǹπσΝ(ηέη)ΝεαδΝİπİδįά ܨ+ ∈ ℒ, 
ΰθπλέακυηİΝσĲδ ∀�, Ͳ ߝߤ < � < ͳ, ,଴ݔ ∃ ଴ݔ ߝߤ > Ͳ, 
ĲΫĲκδκΝυıĲİ,ΝσĲαθ ݔ − ݕ >  ,଴ݔ
θαΝİέθαδ: 

| �ܶ೔ +݂ሺݔ − ሻݔሺ+ܨሻ̅ݕ | = 

                                               = | �ܶ೔ +݂ሺݔ − ݔሺ+ܨሻ̅ݕ − ሻݕ | ∙ ݔሺ+ܨ̅| − ሻݔሺ+ܨሻ̅ݕ | < �ሺͳ + �ሻ                                   ሺͷ.͸ሻ 
ǼπδıβηαέθκυηİΝσĲδ | �ܶ೔ +݂ሺݔ − |ሻݕ < ͳ, 
ĲσĲİ, 

+ߤ| ∫ ݁−�௬ �ܶ೔ +݂ሺݔ − ௫଴ݕሻ݀ݕ ሻݔሺ+ܨ̅ | ൑ 

൑ +ߤ| ∫ ݁−�௬ �ܶ೔ +݂ሺݔ − ௫−௫బ଴ݕሻ݀ݕ ሻݔሺ+ܨ̅ | + +ߤ| ∫ ݁−�௬ �ܶ೔ +݂ሺݔ − ௫௫−௫బݕሻ݀ݕ ሻݔሺ+ܨ̅ | < 

< �ሺͳ + �ሻ ∫+ߤ| ݁−�௬݀ݕ௫−௫బ଴ | + ሺ௫−௫బሻ�−݁)+ߤ| − ݁−�௫)ܽ̅ܨ+ሺݔሻ |. 
ΟΝ įİτĲİλκμΝ σλκμΝ ĲβμΝ ĲİζİυĲαέαμΝ ΰλαηηάμΝ ĲβμΝ παλαπΪθπΝ ıξΫıβμΝ ĲİέθİδΝ ıĲκΝ ί,Ν εαγυμΝ ĲκΝݔ → ∞, İπİδįάΝβΝܨ+ İέθαδΝεαĲαθκηάΝηİΝίαλδΪΝκυλΪέΝΈĲıδ,ΝĲκΝσλδκΝıĲβθΝ(ηέη)ΝİέθαδΝίέ 
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ΣİζδεΪ,ΝαπσΝ(ηέζ)ΝγαΝΫξκυηİ: 

lim௫→∞ ሻݔ௘ሺ+ܨሻ̅ݔሺܩ̅ = 

= ሺͳ+ߤ݌ߣ + ∏ሻߚ ∏ܽܦ௜௡೔௠௜=ଵߥ ௜௡௜=ଵߩ , 
ĲκΝκπκέκΝįİέθξİδΝσĲδΝܩ ∈ �.    □ 

 

ΠαλαĲάλβıβ 

ǹπσΝ ĲδμΝ εαĲαθκηΫμΝ ηİΝ ίαλδΪΝ κυλΪ,Ν πκζζΫμΝ İέθαδΝ αυĲΫμΝ πκυΝ ξλβıδηκπκδκτθĲαδΝ İυλΫπμΝıĲβθΝ

ΘİπλέαΝΚδθįτθπθΝεαδΝδεαθκπκδκτθΝĲδμΝıυθγάεİμΝĲκυΝπαλαπΪθπΝΛάηηαĲκμέΝΣΫĲκδİμΝİέθαδΝκδ: 

 Pareto, 

 Burr, 

 Log Normal εέαέ 

ΜİΝ ĲκΝ γİυλβηαΝ πκυΝ παλαγΫĲκυηİΝ ıĲβΝ ıυθΫξİδα,Ν γαΝ ηİζİĲάıκυηİΝ ĲβθΝ αıυηπĲπĲδεάΝ

ıυηπİλδφκλΪΝĲβμΝπδγαθσĲβĲαμΝξλİκεκπέαμέ 

 

Θİυλβηα 

ΤπσΝĲδμΝıυθγάεİμ ĲκυΝΛάηηαĲκμΝ1,ΝΫξκυηİΝσĲδ: 

                                               ߰௦ሺݑሻ~߰ሺݑሻ~ ܿ+ߤ݌ߣ + −ߤݍߣ − +ߤ݌ߣ  ሻ.                                   ሺͷ.͹ሻݑ௘ሺ+ܨ̅
 

Άπσįİδιβ 

ǹπσ ĲβθΝ(ζέ1θ)ΝΰδαΝ߱ ≡ ͳ παέλθκυηİ: 

                                            ߰௦ሺݑሻ = ͳͳ + ∫ߚ ߰௦ሺݑ − ሻݔሺܩሻ݀ݔ + ሻ௨ݑሺܪ
଴                                    ሺͷ.ͺሻ 
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σπκυ, 

ሻݑሺܪ = ܦ݌ߣ [∑ �ሺߩ௜ሻߨ΄ሺߩ௜ሻ∫ ݁−�ሺ௨−௫ሻ �ܶ೔̅ܨ+ሺݔሻ݀ݔ + ∏+ߤ ∏௜௡೔௠௜=ଵߥ ௜௡௜=ଵߩ
௨
଴

௡
௜=ଵ ∫ ݁−�ሺ௨−௫ሻ̅ܨ+௘ሺݔሻ݀ݔ௨

଴ ]. 
ΈπİδĲα,Ν γαΝ įİέικυηİΝ σĲδΝ βΝ �ሺݑሻ İέθαδΝ αıυηπĲπĲδεΪΝ αθΪζκΰβΝ ıĲβθΝ ሻ. ΓδαΝݑ௘ሺ+ܨ̅ θαΝ

εαĲαζάικυηİΝ ıİΝ αυĲσΝ ĲκΝ ıυηπΫλαıηα,Ν πλυĲαΝ γαΝ πλİπİδΝ θαΝ κζκεζβλυıκυηİΝ εαĲΪΝ

παλΪΰκθĲİμέΝΟπσĲİ,ΝγαΝΫξκυηİ: 

                   ∫ ݁−�ሺ௨−௫ሻ̅ܨ+௘ሺݔሻ݀ݔ௨
଴ = ͳܽ [ͳ − ∫ (ͳ − ݁−�ሺ௨−௫ሻ)݀ܨ+௘ሺݔሻ − ݁−�௨௨

଴ ].              ሺͷ.ͻሻ 
ΈπİδĲα,ΝįδαδλυθĲαμΝηİΝΝ̅ܨ+௘ሺݑሻ εαδΝİφαλησακθĲαμΝĲαΝσλδα, εΪθκυηİ ĲδΝπλΪιİδμΝıĲβθΝ(ηέλ)Νεαδ 

Ϋξκυηİ: 

lim௨→∞  ∫ ݁−�ሺ௨−௫ሻ̅ܨ+௘ሺݔሻ݀ݔ௨଴ ሻݑ௘ሺ+ܨ̅ = 

= lim௨→∞ ͳܽ [ͳ − ∫ (ͳ − ݁−�ሺ௨−௫ሻ)݀ܨ+௘ሺݔሻ − ݁−�௨௨଴ ሻݑ௘ሺ+ܨ̅[ = 

= lim௨→∞ͳ − ∫ (ͳ − ݁−�ሺ௨−௫ሻ)݀ܨ+௘ሺݔሻ − ݁−�௨௨଴ ሻݑ௘ሺ+ܨ̅ܽ = 

= lim௨→∞ͳ − ∫ (ͳ − ݁−�ሺ௨−௫ሻ)݀ܨ+௘ሺݔሻ௨଴ ሻݑ௘ሺ+ܨ̅ܽ − lim௨→∞ ݁−�௨ܽ̅ܨ+௘ሺݑሻ = 

                                                                               = ͳܽ ,                                                                       ሺͷ.ͳͲሻ 
İπİδįάΝܨ+௘ ∈ �. 
ǼφαλησακθĲαμΝιαθΪΝκζκεζάλπıβΝεαĲΪΝπαλΪΰκθĲİμΝΫξκυηİ: 

∫ ݁−�ሺ௨−௫ሻ �ܶ೔̅ܨ+ሺݔሻ݀ݔ =௨
଴  

= ∫ ݁−�ሺ௨−௫ሻ∫ ݁−�೔ሺ௬−௫ሻ̅ܨ+ሺݕሻ݀ݔ݀ݕ =∞
௫

௨
଴  

= ∫ ∫ ݁−�ሺ௨−௫ሻ௬
଴

௨
଴ ݁−�೔ሺ௬−௫ሻ̅ܨ+ሺݕሻ݀ݔ݀ݕ + ∫ ∫ ݁−�ሺ௨−௫ሻ௨

଴
∞
௨ ݁−�೔ሺ௬−௫ሻ̅ܨ+ሺݕሻ݀ݔ݀ݕ = 
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= ͳܽ + ௜ߩ [∫ ݁−�ሺ௨−௬ሻ̅ܨ+ሺݕሻ݀ݕ + ∫ ݁−�೔ሺ௬−௫ሻ̅ܨ+ሺݕሻ݀ݕ − ݁−�௨∫ ݁−�೔௬̅ܨ+ሺݕሻ݀ݕ∞
଴

∞
௨

௨
଴ ]. 

ǹπσΝ ĲκθΝ εαθσθαΝ ĲκυΝ L’Hospital εαδΝ ĲκΝ γİυλβηαΝ ĲβμΝ ευλδαλξκτηİθβμΝ ıτΰεζδıβμ,Ν ıĲβΝ

ıυθΫξİδαΝγαΝΫξκυηİ: 

lim௨→∞∫ ݁−�೔ሺ௬−௨ሻ̅ܨ+ሺݕሻ݀ݕ∞௨ ሻݑ௘ሺ+ܨ̅ = 

= lim௨→∞∫ ݁−�೔௬ ݑሺ+ܨ̅ + ሻݑ௘ሺ+ܨሻ̅ݕ ݕ݀ =∞
଴  

= lim௨→∞ߤ+∫ ݁−�೔௬ݎ+ሺݑ + ሻݕ ݑ௘ሺ+ܨ̅ + ሻݑ௘ሺ+ܨሻ̅ݕ ݕ݀ =∞
଴  

                                                                                   = Ͳ                                                                     ሺͷ.ͳͳሻ 
ΟπσĲİ,ΝĲİζδεΪΝγαΝδıξτİδΝβΝπαλαεΪĲπΝıξΫıβ: 

lim௨→∞∫ ݁−�ሺ௨−௬ሻ̅ܨ+ሺݕሻ݀ݕ௨଴ ሻݑ௘ሺ+ܨ̅ = 

= lim௨→∞ߤ+ [[ͳ − ∫ (ͳ − ݁−�ሺ௨−௬ሻ)݀ܨ+௘ሺݕሻ௨଴ ] − ሻݑ௘ሺ+ܨ̅[ሻݑ௘ሺ+ܨ̅ = 

                                                                                   = Ͳ.                                                                    ሺͷ.ͳʹሻ 
ǹπσΝĲδμΝıξΫıİδμΝ(ηέ11)ΝεαδΝ(ηέ1β)ΝίλέıεκυηİΝσĲδ: 

lim௨→∞∫ ݁−�ሺ௨−௫ሻ��೔̅ܨ+ሺݔሻ݀ݔ௨଴ ሻݑ௘ሺ+ܨ̅ = Ͳ, 
βΝκπκέαΝıİΝıυθįυαıησΝεαδΝηİΝĲβθΝ(ηέ1ί)ΝηαμΝįέθİδΝĲβθΝπαλαεΪĲπΝİιέıπıβ: 

                                                        lim௨→∞ ሻݑ௘ሺ+ܨሻ̅ݑሺܪ = ∏+ߤ݌ߣ ∏ܽܦ௜௡೔௠௜=ଵߥ ௜௡௜=ଵߩ .                                             ሺͷ.ͳ͵ሻ 
ǹπσ Ĳκ Θİυλβηα 3.1 Ĳπθ Yin εαδ ZhaoμΝ “Nonexponential asymptotics for the solutions of 

renewal equations, with applicationsέ”,Ναπσ Ĳκ Λάηηα 1 εαδ απσ Ĳδμ ıξΫıİδμ (4.27) εαδ (5.13) 

εαĲαζάΰκυηİΝıĲαΝπαλαεΪĲπ: 

߰௦ሺݑሻ~ ሻͳݑሺܪ − ͳͳ + ~ߚ ܿ+ߤ݌ߣ + −ߤݍߣ − +ߤ݌ߣ  .ሻݑ௘ሺ+ܨ̅
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ΣİζδεΪ,ΝαπκįİδεθτκυηİΝσĲδ: 

߰ሺݑሻ~ܪሺݑሻ + ݁−�௨ͳ − ͳͳ + ߚ ~ ܿ+ߤ݌ߣ + −ߤݍߣ − +ߤ݌ߣ  ,ሻݑ௘ሺ+ܨ̅
πκυΝİέθαδΝεδΝβΝıξΫıβΝıĲβθΝκπκέαΝγΫζαηİΝθαΝεαĲζάικυηİέΝΝΝΝ□ 

ΠαλαĲάλβıβ 

ΗΝıξΫıβΝ(ηέι)ΝαπκįİδεθτİδΝσĲδΝĲαΝεΪĲπΝΪζηαĲαΝπκυΝαεκζκυγκτθΝηέαΝεαĲαθκηάΝηİΝίαλδΪΝκυλΪ 

İπδελαĲκτθΝĲβμΝεέθβıβμΝBrown,ΝσıκθΝαφκλΪΝĲβΝξλİκεκπέαέ ΌĲαθΝ ݌ = ͳ,  ݍ = Ͳ, 
 βΝ(ηέλ)ΝφΫλİδΝĲκΝαθĲέıĲκδξκΝαπκĲΫζİıηαΝΰδαΝĲκΝεζαııδεσΝηκθĲΫζκΝĲβμΝγİπλέαμΝεδθįτθπθΝηİΝ

ΫθαθΝσλκΝįδΪξυıβμ,ΝξπλέμΝΪθπΝΪζηαĲαέ 

 

5.2 ǹθαζυĲδεΫμ ΛτıİδμΝγδαΝĲβΝ΢υθΪλĲβıβΝGerber-Shiu. 

 

΢ĲβΝ ıυθΫξİδα,Ν γαΝ παλκυıδΪıκυηİΝ ηİλδεΫμΝ αθαζυĲδεΫμΝ ζτıİδμΝ πκυΝ αφκλκτθΝ ĲβΝ ıυθΪλĲβıβΝ

Gerber-Shiu (ıυθΪıλĲβıβΝπλκİικφζβηΫθβμΝπκδθάμ)έΝΘαΝγİπλάıκυηİΝππμΝβΝπυεθσĲβĲαΝĲπθΝ

εΪĲπΝ αζηΪĲπθΝ Ϋξİδ,Ν παλσηκδαΝ ηİΝ ĲβθΝ πυεθσĲβĲαΝ ĲπθΝ εΪĲπ αζηΪĲπθ,Ν ηİĲαıξβηαĲδıησΝ

Laplace ĲβμΝλβĲάμΝκδεκΰΫθİδαμΝεαĲαθκηυθ,Νįβζαįά,ΝγαΝİέθαδ: 

݂̂+ሺݏሻ = ௟݂−ଵሺݏሻଵ݂ሺݏሻ ,    ݈ ∈ ℕ+, 
σπκυ, 

 ௟݂−ଵሺݏሻ İέθαδΝπκζυπθυηδεάΝıυθΪλĲβıβΝίαγηκτΝ݈ − ͳ άΝηδελσĲİλκυ,ΝİθυΝβ 

 ଵ݂ሺݏሻ İέθαδΝπκζυπθυηδεάΝıυθΪλĲβıβΝίαγηκτΝ݈, βΝκπκέαΝΫξİδΝησθκ αλθβĲδεΫμΝλέαİμΝεαδΝ

δεαθκπκδİέΝĲβΝıξΫıβ ௟݂ሺͲሻ = ௟݂−ଵሺͲሻ. 
ΦυıδεΪΝγαΝδıξτİδΝεαδΝκΝΰθπıĲσμΝĲτπκμΝĲκυΝηİĲαıξβηαĲδıηκτΝLaplace, įβζαįά, 

݂̂+ሺݏሻ = ∫ ݁−௦௫ +݂ሺݔሻ݀ݔ.∞
଴  



77 

 

ΞİεδθΪηİΝ απσΝ ĲκυμΝ ηİĲαıξβηαĲδıηκτμΝ Laplace ĲπθΝ ıξΫıİπθΝ (ζέ1γ)Ν εαδΝ (ζέ1ζ)έΝ ǹλξδεΪ,Ν

αθĲδεαγδıĲυθĲαμΝĲβθΝ(ζέββ)ΝıĲβθΝ(ζέ1γ)ΝίλέıεκυηİΝσĲδ: 

߮̂௦ሺݏሻ = ∑ሻݏሺߨ݌ߣ �ሺߩ௜ሻߨ΄ሺߩ௜ሻ ௦ܶ �ܶ೔߱ሺͲሻ௡+ଵ௜=ଵ�ሺݏሻ[ݏܦଶ + ݏܿ − ሺߣ + ሻߜ + [ሻݏሺ݂̂ߣ = 

                       = ݌ߣ ଵ݂ሺݏሻߨሺݏሻ∑ �ሺߩ௜ሻߨ΄ሺߩ௜ሻ ௦ܶ �ܶ೔߱ሺͲሻ௡+ଵ௜=ଵ�ሺݏሻ ௟݂ሺݏሻ[ݏܦଶ + ݏܿ − ሺߣ + ሻߜ + [ሻݏ−ሺ−݂̂ݍߣ + ሻݏሺ�݌ߣ ௟݂−ଵሺݏሻ.                ሺͷ.ͳͶሻ 
ǹθĲέıĲκδξΪ,ΝİΪθΝαθĲδεαĲαıĲάıκυηİΝĲβθΝ(ζέβγ)ΝıĲβθΝ(ζέ1ζ),ΝαυĲσΝηαμΝįέθİδ: 

            ߮̂ௗሺݏሻ = ሻݏሺߨܦ ଵ݂ሺݏሻ�ሺݏሻ ௟݂ሺݏሻ[ݏܦଶ + ݏܿ − ሺߣ + ሻߜ + [ሻݏ−ሺ−݂̂ݍߣ + ሻݏሺ�݌ߣ ௟݂−ଵሺݏሻ.              ሺͷ.ͳͷሻ 
ΟΝεκδθσμΝπαλαθκηαıĲάμΝĲπθΝıξΫıİπθΝ(5.14)ΝεαδΝ(5.15) ıυηίκζέαİĲαδΝηİ ܦ௡+௟+ଶሺݏሻ 
εαδΝİέθαδΝπκζυπθυηδεάΝıυθΪλĲβıβΝίαγηκτΝ݊ + ݈ + ʹ, ĲβμΝκπκέαμΝκΝπλυĲκμΝσλκμΝ δıκτĲαδΝηİΝܦ.  
ΗΝİιέıπıβ ܦ௡+௟+ଶሺݏሻ = Ͳ 

ΫξİδΝ αελδίυμΝ ݊ + ݈ + ʹ λέαİμΝ ıĲκΝ ıτθκζκΝ ĲπθΝ ηδΰαįδευθ,Ν ηİΝ σζİμΝ ĲδμΝ ηδΰαįδεΫμΝ λέαİμΝ θαΝ

απκĲİζκτθ įδαĲİĲαΰηΫθαΝαİυΰΪλδαέ 

ǹπσΝĲκΝΛάηηαΝ1ΝĲκυΝΚİφαζαέκυΝγ,ΝΰθπλέακυηİΝσĲδΝκδΝߩଵ, ߩଶ, … , ௡+ଵ İέθαδΝ݊ߩ + ͳ λέαİμ,ΝĲσĲİΝ

βΝܦ௡+௟+ଶሺݏሻ δıκτĲαδΝηİΝĲκΝπαλαεΪĲπ: 

ሻݏ௡+௟+ଶሺܦ                                                    = ݏ)∏ሻݏሺߨܦ + ௝ܴ).௟+ଵ
௝=ଵ                                              ሺͷ.ͳ͸ሻ 

ΣκθέακυηİΝσĲδ,ΝσζαΝĲαΝ ௝ܴ ΫξκυθΝπλαΰηαĲδεσΝγİĲδεσΝηΫλκμ,ΝΰδαĲέΝıİΝπİλέπĲπıβΝπκυΝıυθΫίαδθİΝ

ĲκΝαθĲέγİĲκ,ΝĲσĲİΝβΝ− ௝ܴ γαΝάĲαθΝεδΝαυĲάΝηέαΝλέααΝĲβμΝΰİθδεİυηΫθβμΝİιέıπıβμΝLundberg (3.5) 

εΪĲδΝĲκΝκπκέκΝγαΝαπκĲİζκτıİΝαθĲέελκυıβΝĲκυΝΛάηηαĲκμΝ1ΝĲκυΝΚİφαζαέκυΝγέ 

ΜΫıπΝĲβμΝıξΫıβμΝ(ηέ1θ),ΝκδΝ(ηέ1ζ)ΝεαδΝ(ηέ1η)ΝπαέλθκυθΝĲβθΝπαλαεΪĲπΝηκλφά: 
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                                        ߮̂௦ሺݏሻ = ݌ߣ ଵ݂ሺݏሻ∑ �ሺߩ௜ሻߨ΄ሺߩ௜ሻ ௦ܶ �ܶ೔߱ሺͲሻ௡+ଵ௜=ଵܦ∏ ݏ) + ௝ܴ)௟+ଵ௝=ଵ ,                                           ሺͷ.ͳ͹ሻ 
 

                                                            ߮̂ௗሺݏሻ = ଵ݂ሺݏሻ∏ ݏ) + ௝ܴ)௟+ଵ௝=ଵ .                                                      ሺͷ.ͳͺሻ 
΢ĲβθΝ πİλέπĲπıβΝ σπκυ,Ν σζαΝ ĲαΝ ௝ܴ İέθαδΝ įδαελδĲΪ,Ν ĲσĲİΝ αθαζτκθĲαμΝ ĲαΝ λβĲΪΝ εζΪıηαĲαΝ ıİΝ

αγλκέıηαĲαΝαπζυθΝεζαıηΪĲπθΝηαμΝįέθİδ: 

݌ߣ ଵ݂ሺݏሻ �ሺߩ௜ሻߨ΄ሺߩ௜ሻܦ∏ ሺݏ + ௝ܴሻ௟+ଵ௝=ଵ =∑ ܽ௜௝ݏ + ௝ܴ ,௟+ଵ௝=ଵ  

ଵ݂ሺݏሻ∏ ݏ) + ௝ܴ)௟+ଵ௝=ଵ =∑ ௝ܾݏ + ௝ܴ ,௟+ଵ
௝=ଵ  

σπκυ, 

ܽ௜௝ = ݌ߣ ଵ݂ሺ− ௝ܴሻ �ሺߩ௜ሻߨ΄ሺߩ௜ሻܦ∏ (ܴ௞ − ௝ܴ)௟+ଵ௞=ଵ,௞≠௝ , 
                                                                ௝ܾ = ଵ݂(− ௝ܴ)∏ (ܴ௞ − ௝ܴ)௟+ଵ௞=ଵ,௞≠௝ .                                                ሺͷ.ͳͻሻ 
ΟπσĲİ,ΝĲİζδεΪ,ΝκδΝıξΫıİδμΝ(ηέ1ι)ΝεαδΝ(ηέ1κ)ΝπαέλθκυθΝĲβθΝπαλαεΪĲπΝηκλφάΝαθĲέıĲκδξα: 

߮̂௦ሺݏሻ = ∑∑ ܽ௜௝ݏ + ௝ܴ ௦ܶ �ܶ೔߱ሺͲሻ௟+ଵ
௝=ଵ

௡+ଵ
௜=ଵ  

εαδ 

߮̂ௗሺݏሻ =∑ ௝ܾݏ + ௝ܴ .௟+ଵ
௝=ଵ  

ΣΫζκμ,Ν αθĲδıĲλΫφκθĲαμΝ ĲκυμΝ ηİĲαıξβηαĲδıηκτμΝ Laplace ıĲδμΝ πδκΝ πΪθπΝ ıξΫıİδμ,Ν ίλέıεκυηİΝ

İτκζαΝĲδμΝζτıİδμΝΰδαΝĲδμΝıυθαλĲάıİδμΝ߮௦ሺݑሻ εαδΝ߮ௗሺݑሻ. 
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5.3 ǹλδγηβĲδεΪΝǹπκĲİζΫıηαĲαΝγδαΝǼεγİĲδεΪΝΆθωΝΆζηαĲαέ 

 

Θİυλβηα 

ǼΪθΝκΝηİĲαıξβηαĲδıησμΝLaplace ݂̂+ሺݏሻ ΫξİδΝĲβΝηκλφά, 

݂̂+ሺݏሻ = ௟݂−ଵሺݏሻଵ݂ሺݏሻ ,    ݈ ∈ ℕ+, 
εαδΝκδΝλέαİμΝ−ܴଵ, −ܴଶ, … , −ܴ௟+ଵ İέθαδΝσζİμΝįδαελδĲΫμ,ΝĲσĲİΝκδΝπλκİικφζβηΫθİμΝıυθαλĲάıİδμΝ

πκδθάμΝ߮௦ሺݑሻ εαδΝ߮ௗሺݑሻ παέλθκυθΝĲβθΝπαλαεΪĲπΝηκλφάΝαθĲέıĲκδξα: 

                                                     ߮௦ሺݑሻ = ∑∑ܽ௜௝݁−�ೕ௨ ∗ �ܶ೔௟+ଵ
௝=ଵ

௡+ଵ
௜=ଵ ߱ሺݑሻ                                     ሺͷ.ʹͲሻ 

εαδ 

                                                            ߮ௗሺݑሻ =∑ ௝ܾ݁−�ೕ௨,   ݑ ൒ Ͳ௟+ଵ
௝=ଵ .                                           ሺͷ.ʹͳሻ 

□ 

ΠαλαεΪĲπ,Ν παλαγΫĲκυηİΝ αλδγηβĲδεΪΝ απκĲİζΫıηαĲαΝ ΰδαΝ ĲδμΝ πλκİικφζβηΫθİμΝ ıυθαλĲάıİδμΝ

πκδθάμ,ΝİθυΝγİπλκτηİΝππμ 

݂̂+ሺݏሻ = ݏܽ + ܽ, 
݂̂−ሺݏሻ = ݏଵߥଵ݌ + ଵߥ + ݏଶߥଶ݌ +  ,ଶߥ

σπκυ, 

 ߙ, ,ଵߥ ଶߥ > Ͳ, 
 Ͳ < ,ଵ݌ ଶ݌ < ͳ, 
 ݌ଵ + ଶ݌ = ͳ. 

΢İΝαυĲάθΝĲβθΝπİλέπĲπıβ,ΝĲαΝεΪĲπΝΪζηαĲαΝαεκζκυγκτθΝĲβθΝİεγİĲδεάΝεαĲαθκηάΝηİΝıυθΪλĲβıβΝ

πυεθσĲβĲαμΝπδγαθσβĲαμ: 

−݂ሺݔሻ = ܽ݁−�௫, 
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ΫθπΝ ĲαΝ ΪθπΝ ΪζηαĲαΝ αεκζκυγκτθΝ ηέιβΝ İεγİĲδευθΝ εαĲαθκηυθΝ εαδΝ βΝ ıυθΪλĲβıβΝπυεθσĲβĲαμΝ

πδγαθσĲβĲαμΝγαΝİέθαδ: 

−݂ሺݔሻ = ଵ݁−�భ௫ߥଵ݌ + ଶ݁−�మ௫ߥଶ݌ . 
΢υθİπυμ,ΝβΝΰİθδεİυηΫθβΝİιέıπıβΝLundberg γαΝİέθαδΝĲβμΝηκλφάμ: 

ଶݏܦ                              + ݏܿ − ሺߣ + ሻߜ + ݌ߣ ݏܽ + ܽ + ݍߣ ( ଵߥଵߥଵ݌ − ݏ + ଶߥଶߥଶ݌ − (ݏ = Ͳ                  ሺͷ.ʹʹሻ 
εαδΝγαΝΫξİδΝπΫθĲİΝπΫθĲİΝλέαİμ,ΝκδΝκπκέİμΝγαΝİέθαδΝκδΝ ߩଵ, ,ଶߩ ଷߩ > Ͳ 

εαδ −ܴଵ, −ܴଶ < Ͳ. 
΢ĲβθΝ(ηέββ)ΝγΫĲκυηİ: 

 ܿ = ʹ, 
 ܦ = ͳ, 
 ߜ = Ͳ.͵, 
 ߣ = ͳ, 
 ݌ = Ͳ.͸, 
 ݍ = Ͳ.Ͷ, 
 ݌ଵ = Ͳ.ʹ, 
 ݌ଶ = Ͳ.ͺ, 
 ߥଵ = Ͳ.Ͷ, 
 ߥଶ = Ͳ.ͺ, 
 ߙ = Ͳ.͵. 

ǻδαπδıĲυθκυηİΝσĲδ,ΝβΝıυθγάεβΝĲκυΝεαγαλκτΝεΫλįκυμ ܿ + −ߤݍߣ >  +ߤ݌ߣ

 γαΝδıξτİδΝΰδαΝĲδμΝĲδηΫμΝπκυΝįυıαηİέ 

ǹθĲδεαγδıĲυθĲαμΝ ıĲβθ (ηέββ)Ν ĲδμΝ ĲδηΫμΝ πκυΝ įυıαηİΝ παλαπΪθπΝ εαδΝ ζτθκθĲαμΝ ĲβθΝ İιέıπıβ,Ν

παέλθκυηİ: 

 ߩଵ = Ͳ.ͳ͹Ͳͻͷ, 
 ߩଶ = Ͳ.ͶͶ͵ͳ, 



81 

 

 ߩଷ = Ͳ.ͻͷͺͲͷ, 
 ܴଵ = Ͳ.ͳͷ͹ͺ͵, 
 ܴଶ = ʹ.ͷͳͶʹͻ. 

ΜΫıπΝĲβμΝ(ηέ1λ)ΝπαέλθκυηİΝĲαΝİιάμΝαπκĲİζΫıηαĲα: 

 ܽଵଵ = Ͳ.ͲʹͶ͵ͷ, 
 ܽଵଶ = Ͳ.͵͹ͻʹͲ, 
 ܽଶଵ = Ͳ.ͲͲ͵ͻ͹, 
 ܽଶଶ = Ͳ.Ͳ͸ͳͻͲ, 
 ܽଷଵ = Ͳ.ͲͲ͹ͺͺ, 
 ܽଷଶ = Ͳ.ͳʹʹ͸ͻ, 

εαδ 

 ܾଵ = Ͳ.Ͳ͸Ͳ͵͵, 
 ܾଶ = Ͳ.ͻ͵ͻ͸͹. 

ǼΪθΝαθĲδεαĲαıĲάıκυηİΝĲαΝαπκĲİζΫıηαĲαΝπκυΝίλάεαηİΝıĲβθΝ(ηέβ1), ĲσĲİΝβΝ߮ௗሺݑሻ παέλθİδΝĲβθΝ

παλαεΪĲπΝηκλφά: ߮ௗሺݑሻ = Ͳ.Ͳ͸Ͳ͵͵݁−଴.ଵହ଻଼ଷ௨ + Ͳ.ͻ͵ͻ͸͹݁−ଶ.ହଵସଶଽ௨. 
΢ĲβΝıυθΫξİδαΝγİπλκτηİΝĲβθΝκυλΪΝĲβμΝεαĲαθκηάμΝĲκυΝπλκİικφζβηΫθκυΝİζζİέηηαĲκμΝεαĲΪΝĲβΝ

įδΪλεİδαΝ ĲβμΝ ξλİκεκπέαμ,Ν σĲαθΝ βΝ ξλİκεκπέαΝ πλκεαζİέĲαδΝ απσΝ ΫθαΝ εΪĲπΝ ΪζηαέΝ ΘαΝ ĲβΝ

ıυηίκζέακυηİΝηİ: ܨ௦ሺݑ|ݔሻ ≔ |ሺ|ܷሺܶሻ߇��−݁]ܧ > ,ݔ ܶ < ∞ሻ|ܷሺͲሻ =  .[ݑ
΢ĲβθΝπİλέπĲπıβΝαυĲάΝγαΝİέθαδ: ߱ሺݑሻ = ݁−�ሺ௨+௫ሻ, 
κπσĲİ,ΝĲσĲİΝβΝ(ηέβί)ΝγαΝΰέθİĲαδ: 

ሻݑ|ݔ௦ሺܨ = ∑∑ ܽ௜௝݁−�ೕ௨−�௫ሺߩ௜ + ܽሻ(ܽ − ௝ܴ) ,௟+ଵ
௝=ଵ

௡+ଵ
௜=ଵ  

απσΝĲβθΝκπκέαΝαθΝαθĲδεαĲαıĲάıκυηİΝĲαΝαπκĲİζΫıηαĲαΝπκυΝίλάεαηİΝπαλαπΪθπ,Νπαέλθκυηİ: ܨ௦ሺݑ|ݔሻ = Ͳ.ͶͶͷʹͻͺ݁−଴.ଵହ଻଼ଷ௨−଴.ଷ௫ − Ͳ.ͶͶͷʹͻͺ݁−ଶ.ହଵସଶଽ௨−଴.ଷ௫,    ݑ, ݔ ൒ Ͳ. 
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