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ΠΕΡΙΛΗΨΗ 

Η εξέλιξη των τιμών των συνολικών αποζημιώσεων, η διαδικασία πλεονάσματος και η 

πιθανότητα χρεοκοπίας κατά τη διάρκεια του χρόνου είναι βασικά αντικείμενα μελέτης της 

Θεωρίας Κινδύνου. Σκοπός της παρούσας διπλωματικής εργασίας είναι η μελέτη διαφόρων μο-

ντέλων κινδύνου.  

Στο Κεφάλαιο 1  θα μελετήσουμε το κλασικό μοντέλο της Θεωρίας Κινδύνου και θα 

δώσουμε βασικά αποτελέσματα χρησιμοποιώντας την θεμελιώδη εξίσωση των Gerber και Shiu.  

Στο Κεφάλαιο 2  γίνεται γενίκευση του κλασικού μοντέλου και της ελλειμματικής ανα-

νεωτικής εξίσωσης για την αναμενόμενη προεξοφλημένη συνάρτηση ποινής θεωρώντας την 

προσθήκη ενός παράγοντα διάχυσης (διαδικασία Wiener). Δίνονται αναλυτικές εκφράσεις των 

από κοινού και οριακών συναρτήσεων κατανομών του πλεονάσματος πριν τη στιγμή της χρεο-

κοπίας και του ελλείμματός ακριβώς μετά τη στιγμή της χρεοκοπίας.  

Στο Κεφάλαιο 3 θα μελετήσουμε ένα ανανεωτικό μοντέλο, το μοντέλο Sparre Ander-

sen, το οποίο διαταράσσεται από έναν όρο διάχυσης, με την υπόθεση ότι οι ενδιάμεσοι χρόνοι 

μεταξύ των αφίξεων των απαιτήσεων ακολουθούν μια γενικευμένη Erlang κατανομή. Αυτό ο-

δηγεί σε μια γενίκευση της ελλειμματικής ανανεωτικής εξίσωσης για την αναμενόμενη προε-

ξοφλημένη συνάρτηση ποινής στο χρόνο χρεοκοπίας όπως δίνεται από τους Tsai και Willmot 

(2002a, 2002b) και Gerber και Shiu (2003a, 2003b). 

Στο Κεφάλαιο 4 θα μελετηθεί η στρατηγική πολλαπλών μερισμάτων του κλασικού μο-

ντέλου, επηρεασμένο από έναν όρο διάχυσης και η συμπεριφορά της προεξοφλημένης συνάρ-

τησης ποινής των Gerber και Shiu. 
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ABSTRACT 

The purpose of this thesis is the study of various risk models and the expected dis-

counted dividend payments before ruin for stochastic surplus process. 

In Chapter 1 we give a detailed introduction of the classical risk model and we present 

known results for the Gerber-Shiu function in this model. We studies in detail the solution of a 

defective renewal equation which involves the time of ruin, the surplus immediately before ruin, 

and the deficit at the time of ruin. The analysis is simplified by introduction and analysis of a 

related compound geometric distribution, which is studied in detail. 

In Chapter 2 we derive explicit expressions for the discounted joint and marginal dis-

tribution functions of the surplus immediately prior to the time of ruin and the deficit at the 

time of ruin, and for the discounted distribution function of the amount of the claim causing 

ruin, based on the surplus process of ruin theory with an independent diffusion process. Fur-

thermore, we show that these distribution functions satisfy defective renewal equations. 

In Chapter 3 we consider a Sparre Andersen risk process that is perturbed by an inde-

pendent diffusion process, in which claim inter-arrival times have a generalized Erlang(n) dis-

tribution (i.e. as the sum of n independent exponentials, with possibly different means). This 

leads to a generalization of the defective renewal equations for the expected discounted penalty 

function at the time of ruin given by Tsai and Willmot (2002a, 2002b) and Gerber and Shiu 

(2003a, 2003b). The limiting behavior of the expected discounted penalty function is studied, 

when the dispersion coefficient goes to zero. 

In Chapter 4 we consider a multi-layer compound Poisson surplus process perturbed 

by diffusion and examine the behavior of the Gerber–Shiu discounted penalty function. We 

derive the general solution to a certain second order integro-differential equation. This permits 

us to provide explicit expressions for the Gerber–Shiu function depending on the current sur-

plus level. 
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ ΠΡΩΤΟ 

 

ΤΟ ΚΛΑΣΙΚΟ ΜΟΝΤΕΛΟ ΤΗΣ ΘΕΩΡΙΑΣ  

ΚΙΝΔΥΝΟΥ 

 

Εισαγωγή 

 

    Η θεωρητική θεμελίωση του κλασικού μοντέλου της θεωρίας χρεωκοπίας γνωστή και 

ως μοντέλο Cramer-Lundberg εισήχθη αρχικά το 1903 από τον Σουηδό αναλογιστή Filip 

Lundberg στη διδακτορική διατριβή του “Approximerad fremstallnig au sannolikheets funktio-

nen”. Βασιζόμενος στη διατριβή του Lundberg, ο Harald Cramer το 1930 δημοσίευσε μια σειρά 

από εργασίες πάνω στη θεωρία κινδύνου στις οποίες εισήγαγε τη θεωρία των στοχαστικών δια-

δικασιών. Η βασική παραδοχή στο κλασικό μοντέλο κινδύνου είναι ότι το πλήθος των κινδύνων 

(ζημιών) σε ένα ασφαλιστικό χαρτοφυλάκιο περιγράφεται από τη στοχαστική διαδικασία Pois-

son. Δηλαδή, οι ενδιάμεσοι χρόνοι αφίξεων των κινδύνων είναι ανεξάρτητες και ισόνομες τυ-

χαίες μεταβλητές που ακολουθούν την εκθετική κατανομή.  

     Το 1957 ο Νορβηγός Sparre Andersen γενίκευσε το κλασικό μοντέλο όταν παρουσίασε 

στο 15ο Αναλογιστικό συνέδριο στη Νέα Υόρκη, την Εργασία του με τίτλο “On the collective 

theory of risk in case of contagion between the claims” στην οποία υπέθεσε ότι το πλήθος των 

κινδύνων σε ένα ασφαλιστικό χαρτοφυλάκιο περιγράφεται από μία ανανεωτική στοχαστική 

διαδικασία. Δηλαδή, οι ενδιάμεσοι χρόνοι αφίξεων των κινδύνων είναι ανεξάρτητες και ισόνο-

μες τυχαίες μεταβλητές που δεν ακολουθούν κατ’ ανάγκη την εκθετική κατανομή. Στη συνέχεια 

ακολούθησαν αρκετές γενικεύσεις του κλασικού μοντέλου, χρησιμοποιώντας διάφορες κατα-

νομές για την περιγραφή των ενδιάμεσων χρόνων αφίξεων των κινδύνων. Ενδιαφέρον μεγάλο 

παρουσιάζουν οι μελέτες του μοντέλου μέσω της αναμενόμενης προεξοφλημένης συνάρτησης 

ποινής που εισήγαγαν για πρώτη φορά οι Gerber-Shiu το 1998. 

  

1.1. Η στοχαστική διαδικασία του πλεονάσματος 

    Ένα βασικό πρόβλημα της κλασικής θεωρίας κινδύνου είναι ο υπολογισμός της πι-

θανότητας χρεωκοπίας, δηλαδή της πιθανότητας να μην επαρκούν τα αποθεματικά για την κά-

λυψη των συνολικών αποζημιώσεων. Τα αποθεματικά ορίζονται ως η διαφορά ανάμεσα στο 

ενεργητικό της ασφαλιστικής επιχείρησης και στη βέλτιστη αναλογιστική εκτίμηση των συνο-

λικών υποχρεώσεων. Στην ασφαλιστική ορολογία, τα αποθεματικά χαρακτηρίζονται με τον όρο 

πλεόνασμα.  

    Ο προσδιορισμός του πλήθους των κινδύνων, στους οποίους εκτίθεται η ασφαλι-

στική, είναι το πιο σημαντικό βήμα για τη μοντελοποίηση της στοχαστικής διαδικασίας του 

πλεονάσματος. 

   Έστω  
0)( ttN  μία στοχαστική διαδικασία η οποία παριστά τον αριθμό των κινδύ-

νων (απαιτήσεων) στο χρονικό διάστημα  t0,  . Η 
0)( ttN  ονομάζεται απαριθμήτρια διαδι-

κασία.  
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ΟΡΙΣΜΟΣ 1.1. Μία απαριθμήτρια στοχαστική ανέλιξη  
0)( ttN  καλείται ανέλιξη  Poisson 

αν ισχύουν τα εξής, 

 0)0( N  

 Σε ένα πολύ μικρό διάστημα h μπορεί να συμβεί το πολύ ένα γεγονός και η πιθανότητα 

να συμβεί αυτό το γεγονός είναι ανάλογη του διαστήματος: 

















1,0 αν   ,   )(

0 αν   ,   )(1

1 αν   ,   )(

])(|)([









ho

hoh

hoh

ntNnhtNP   . 

Εδώ το σύμβολο )(ho καλείται παράγοντας διόρθωσης και δηλώνει μια ποσότητα που συγκλίνει 

στο 0 πιο γρήγορα από το h  καθώς  0h και άρα μπορεί να θεωρηθεί κάτι το αμελητέο αν 

συγκριθεί με αυτό. 

 Για κάθε st  , η τυχαία μεταβλητή )()( tNsN  είναι ανεξάρτητη της μεταβλητής

)(tN . Γενικά για δύο διαστήματα ξένα μεταξύ τους, οι τυχαίες μεταβλητές, που πα-

ραστούν τον αριθμό των γεγονότων σε καθένα από αυτά, είναι ανεξάρτητες μεταξύ 

τους. 

   Μια ανέλιξη Poisson, όπως και κάθε απαριθμήτρια ανέλιξη, ορίζει μια ακολουθία τυ-

χαίων μεταβλητών ... ,,, 321 TTT που λέγεται ακολουθία των χρόνων άφιξης (κάποιου γεγονό-

τος) με τον ακόλουθο τρόπο, 

 1)(:min1  tNtT  

 2)(:min2  tNtT  

 3)(:min3  tNtT  

… 

   )(:min tNtT  . 

Έτσι η τυχαία μεταβλητή T  παριστάνει το χρόνο άφιξης του κ-γεγονότος.  

Με βάση αυτή την ακολουθία, μπορούμε να ορίσουμε την ακολουθία ,...2,1: W  

ως εξής, 

11 TW   

122 TTW   

233 TTW   

… 

1  TTW  . 

Οι μεταβλητές W  ονομάζονται ενδιάμεσοι χρόνοι ή χρόνοι αναμονής. 
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Δύο βασικές ιδιότητες μιας ανέλιξης Poisson είναι οι ακόλουθες: 

 Για κάθε (σταθερό) t , η τυχαία μεταβλητή )(tN ακολουθεί την κατανομή Poisson με 

παράμετρο t . Συμβολικά )(tN ~ )( tP  . 

Δηλαδή ... ,2 ,1 ,0   ,
!

)(
])([   







 t

etNP t
  

 Οι ενδιάμεσοι χρόνοι αφίξεων ... ,,, 321 WWW είναι ανεξάρτητες και ισόνομες τυχαίες 

μεταβλητές και καθεμιά ακολουθεί την εκθετική κατανομή με παράμετρο . 

Στην περίπτωση αυτή, η στοχαστική διαδικασία των χρόνων άφιξης nTn  , { ℕ0 } ονομάζεται 

ανανεωτική διαδικασία, διότι με κάθε άφιξη μπορεί να θεωρηθεί πως ξεκινά πάλι από την αρχή 

όσον αφορά τις μελλοντικές αφίξεις. 

Σχηματικά έχουμε, 

 

ΣΧΗΜΑ 1.1. iX τα μεγέθη των απαιτήσεων, iW οι ενδιάμεσοι χρόνοι, iT  οι χρόνοι αφίξεων. 

    Παρακολουθώντας τα έξοδα μιας εταιρείας (αποζημιώσεις), καθώς αυτά εξελίσσονται 

διαρκώς, το κύριο ενδιαφέρον είναι να δούμε αν το πλεόνασμα (έσοδα - έξοδα) γίνει σε κάποια 

χρονική στιγμή αρνητικό. 

    Έστω 
0)( ttN  μια ανέλιξη Poisson που απαριθμεί το πλήθος των κινδύνων στο  t0,

και 1 , iX i  το μέγεθος της i-οστής ζημιάς. Τότε οι συνολικές απαιτήσεις στο  t0,  παριστά-

νονται από τη σύνθετη στοχαστική διαδικασία 0 ),( ttS , όπου: 
















)(

1

0)( αν   ,   

0)( αν   ,   0

)(
tN

i

i tX

tN

tS    . 

   Οι iX  θεωρούνται ανεξάρτητες και ισόνομες και είναι επίσης ανεξάρτητες από τον 

αριθμό των αποζημιώσεων )(tN , σε ένα διάστημα. 

   Έστω )(tP μια συνάρτηση που εκφράζει τα συνολικά έσοδα μιας εταιρείας στο χρο-

νικό διάστημα  t0, . 
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ΟΡΙΣΜΟΣ 1.2. Η στοχαστική διαδικασία πλεονάσματος 0 ),( ttU ορίζεται ως εξής, 

0   ,)()()(  ttStPutU , 

όπου 0)0( Uu είναι το αρχικό απόθεμα. 

   Η )(tP είναι μια γραμμική συνάρτηση της μορφής cttP )(  για κάποιο 0c , όπου 

c  είναι ο ρυθμός είσπραξης ασφαλίστρου στη μονάδα του χρόνου.  

Οπότε, 





)(

1

)(
tN

i

iXctutU  . 

    Μια βασική υπόθεση που κάνουμε πάντοτε στο κλασικό μοντέλο είναι ότι: 

)]([ tSEct   . 

ΘΕΩΡΗΜΑ 1.1. Η σχέση )]([ tSEct   ονομάζεται συνθήκη καθαρού κέρδους και εξασφα-

λίζει ότι τα έσοδα της εταιρίας είναι περισσότερα από τα αναμενόμενα έξοδα.  

Ισχύει,  

)]([ tSEct   

)]([)( tNEXEct   

)(XtEct   

)(XEc   

1c , 

όπου το εκφράζει το αναμενόμενο πλήθος των αποζημιώσεων στη μονάδα του χρόνου και το 

1 τη μέση αποζημίωση. 

Θεωρούμε 
1)1( c το επιβαρυμένο ασφάλιστρο, όπου το θ ονομάζεται περιθώ-

ριο ασφαλείας και ορίζεται από τη σχέση: 

1
1





c

 . 

Είναι προφανές από τη συνθήκη του καθαρού κέρδους ότι το   παίρνει πάντα θετικές τιμές και 

όσο μεγαλώνει τόσο μικραίνει η πιθανότητα χρεοκοπίας (βλέπε ΟΡΙΣΜΟΣ 1.6.). Έτσι, το    

μπορεί να θεωρηθεί ότι εκφράζει το αναμενόμενο ποσοστό κέρδους για τον ασφαλιστή. 

   Από τον ορισμό της συνάρτησης πλεονάσματος, είναι προφανές ότι αυτή μπορεί να 

πάρει και αρνητικές τιμές κατά τις χρονικές στιγμές iT  εμφάνισης των κινδύνων. Όταν η δια-

δικασία πλεονάσματος γίνει για πρώτη φορά αρνητική τότε έχουμε χρεοκοπία. 

ΟΡΙΣΜΟΣ 1.3. Η χρονική στιγμή T κατά την οποία η διαδικασία πλεονάσματος γίνεται για 

πρώτη φορά αρνητική, καλείται χρόνος χρεοκοπίας και ορίζεται από τη σχέση 

 









0   0)( αν   ,   0

                         0)(:inf

ttU

tUt
T


 . 
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   Με βάση τον ορισμό, βλέπουμε ότι ο χρόνος χρεοκοπίας είναι μια ελλειμματική τυ-

χαία μεταβλητή. Με τον όρο ελλειμματική τυχαία μεταβλητή χαρακτηρίζουμε μία τυχαία μετα-

βλητή όταν μπορεί με θετική πιθανότητα να πάρει την τιμή άπειρο, δηλαδή 

0)(   ή   1)(  TPTP  . 

   Δύο τυχαίες μεταβλητές που είναι συναφείς με τη στιγμή της χρεοκοπίας είναι το έλ-

λειμα τη στιγμή της χρεοκοπίας και το πλεόνασμα ακριβώς πριν τη στιγμή της χρεοκοπίας. 

ΟΡΙΣΜΟΣ 1.4. Η τυχαία μεταβλητή η οποία εκφράζει το μέγεθος της πτώσης του πλεονά-

σματος, κάτω από το μηδέν, τη χρονική στιγμή Tt  ονομάζεται έλλειμα (deficit) τη στιγμή 

της χρεοκοπίας και συμβολίζεται με )(TU . 

     Επειδή το )(TU  αναγκαστικά θα παίρνει αρνητική τιμή, συνήθως, το εξετάζουμε κατ’ από-

λυτη τιμή: )( |)(| TUTU  . 

ΟΡΙΣΜΟΣ 1.5. Η τυχαία μεταβλητή η οποία εκφράζει το μέγεθος του πλεονάσματος πριν τη 

χρονική στιγμή Tt   ονομάζεται πλεόνασμα (surplus) πριν τη στιγμή της χρεοκοπίας και συμ-

βολίζεται με )( TU . 

)(lim)( TUTU
Tt 

 . 

Σχηματικά έχουμε, 

 

ΣΧΗΜΑ 1.2. u το αρχικό απόθεμα, το )( TU το πλεόνασμα πριν τη στιγμή της χρεοκοπίας, 

 |)(| TU το έλλειμα τη στιγμή της χρεοκοπίας. 

   Με βάση τους παραπάνω ορισμούς, η πιθανότητα χρεοκοπίας ορίζεται ως εξής. 

ΟΡΙΣΜΟΣ 1.6. Η πιθανότητα χρεοκοπίας (probability of ruin) για αρχικό απόθεμα 0u  

ορίζεται από τη σχέση 

])0(|[)( uUTPu  . 

    Η πιθανότητα να μην εμφανίζεται χρεοκοπία, ονομάζεται πιθανότητα μη-χρεοκοπίας, 

συμβολίζεται με )(u και δίνεται από τη σχέση: )(1)( uu   . 

    Η )(u είναι μια μεικτή κατανομή, αφού 0)0(  , δηλαδή η πιθανότητα μη χρεοκο-

πίας με μηδέν αρχικό αποθεματικό είναι θετική, ενώ η )(u  είναι συνεχής στο  ,0 . Ένα 

πρώτο αποτέλεσμα για τη συνάρτηση μη χρεοκοπίας είναι το παρακάτω.  

   Στο κλασικό μοντέλο, η συνάρτηση )(u ικανοποιεί την ανανεωτική εξίσωση 
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u

dxxfxu
c

u
c

u
0

)()()()(' 





  

η οποία είναι μία ολοκληροδιαφορική εξίσωση για το )(u , όπου η  xf  είναι η συνάρτηση 

πυκνότητας πιθανότητας της  xF  που ορίζεται στο ακόλουθο θεώρημα. 

ΟΡΙΣΜΟΣ 1.7. Κάθε εξίσωση της μορφής  

 
t

xdFxtZtgtZ
0

)()()()(  , 

όπου  μια σταθερά έτσι ώστε 10   , g μία φραγμένη συνάρτηση, F μία αθροιστική συ-

νάρτηση κατανομής και Z μια άγνωστη συνάρτηση, λέγεται εξίσωση ανανεωτικού τύπου ή 

αλλιώς ανανεωτική εξίσωση. 

ΟΡΙΣΜΟΣ 1.8. Οι εξισώσεις ανανεωτικού τύπου για τις οποίες ισχύει 10    ονο-

μάζονται ελλειμματικές ανανεωτικές εξισώσεις (defective renewal equation). 

   Στο κλασικό μοντέλο η )(u ικανοποιεί την εξίσωση 

 
u

dxxFxu
c

u
0

)()()0()( 


 ,                                         (1.1) 

με 0u και )(1)( xFxF  η ουρά της κατανομής των αποζημιώσεων και )(xf η συνάρ-

τηση πυκνότητας - πιθανότητας των αποζημιώσεων. 

   Με βάση το παραπάνω μπορούμε να υπολογίσουμε τη πιθανότητα μη χρεοκοπίας ό-

ταν το αρχικό αποθεματικό είναι μηδέν, δηλαδή το )0( . 

    Παίρνοντας όρια, για u , στα δύο μέλη της (1.1), έχουμε, 

 


u

uu
dxxFxu

c
u

0
)()(lim)0()(lim1 


 .                             (1.2) 

Στη συνέχεια παρατηρούμε ότι: 

1)(lim 


xu
u

  

και  

 





u

u
dxxFdxxF

0 0
1)()(lim  . 

Αλλάζοντας τη σειρά ολοκληρώματος και ορίου στην (1.2), παίρνουμε, 

c

1)0(1


   

c

11)0(


   









1
)0( . 

Κατά συνέπεια, η πιθανότητα χρεοκοπίας με αρχικό αποθεματικό μηδέν δίνεται από 

τη σχέση, 
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1

1
)0(  

Αντικαθιστώντας στην (1.1) τα παραπάνω προκύπτει, 

 



u

dxxFxu
c

u
0

)()(
1

)( 





  

 
u

dxxFxu
cc

u
0

1 )()(1)( 


 ,                                       (1.3) 

η οποία είναι μια ελλειμματική ανανεωτική εξίσωση. 

ΕΦΑΡΜΟΓΗ 1.1. Έστω ότι οι αποζημιώσεις ακολουθούν εκθετική κατανομή με παράμετρο 

0 . Τότε 

0   ,   
1

1
)( 1 


 



ueu
u






 . 

ΑΠΟΔΕΙΞΗ 

Όπως είδαμε προηγούμενα, η )(u  ικανοποιεί την ολοκληροδιαφορική εξίσωση  

 
u

dxxfxu
c

u
c

u
0

)()()()(' 





  




u
xdxexu

c
u

c 0
)()( 





. 

Θέτοντας yxu  , παίρνουμε  




u
yu dyey

c
u

c
u

0

)()()()(' 





  




u
yu dyeye

c
u

c 0
)()(  





, 

uu
u

yu eue
c

dyeye
c

u
c

u  








 )()()(')(''
0

2
    

)()(')()(' u
c

uu
c

u
c


















  

)(')(' uu
c




  

)(' u
c












 . 

Επίσης, ισχύει  

)()1(  c  

ή ισοδύναμα 
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Οπότε, 
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 uu . 

Από την )(' u , για 0u , παίρνουμε 

2)1(1
.

11
.)0()0('
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u

eu 




 




 1

1

1
1)(  

0   ,   
1

1
)( 1 


 



ueu
u






 . 

 

Στη συνέχεια θα ορίσουμε μια ειδική ποσότητα στο κλασικό μοντέλο της θεωρία κιν-

δύνου, τον συντελεστή προσαρμογής R , ο οποίος θα μας βοηθήσει να βρούμε μια εκτίμηση 

της πιθανότητας χρεοκοπίας )(u . 

ΟΡΙΣΜΟΣ 1.9. Έστω R η μοναδική θετική λύση της εξίσωσης 

)()1(1 1 rMr x   ,                                                     (1.4) 

όπου )()( rx

x eErM  η ροπογεννήτρια των αποζημιώσεων. Αν υπάρχει μία τέτοια λύση, τότε 

αυτή καλείται συντελεστής προσαρμογής (Adjustment Coefficient). 

Επειδή, όπως είδαμε, ισχύει 

1)1( c  




c
 1)1( , 

η εξίσωση (1.4) γίνεται, ισοδύναμα, 

)(rMcr x  . 

Στην περίπτωση που η ροπογεννήτρια των αποζημιώσεων δεν υπάρχει (περίπτωση της 

Pareto) τότε χρησιμοποιούνται ασυμπτωτικές προσεγγίσεις για την εκτίμηση της πιθανότητας 

χρεοκοπίας. 

ΣΗΜΕΙΩΣΗ 1.1.  Ο συντελεστής προσαρμογής R είναι ανεξάρτητος της παραμέτρου  

(συχνότητα του κινδύνου) και εξαρτάται μόνο από το περιθώριο ασφαλείας   και από τα χα-

ρακτηριστικά του ύψους της αποζημίωσης, δηλαδή από τη ροπογεννήτρια των αποζημιώσεων 

και από τη μέση τιμή. Επίσης, η (1.4) έχει την τετριμμένη λύση 0r . Αν όμως 0 , τότε 

μπορεί να υπάρχει και θετική λύση, που είναι η τιμή R . 

Μία πολύ σημαντική ανισότητα στο κλασικό μοντέλο είναι η ανισότητα του Lundberg, 

η οποία συνδέει την πιθανότητα χρεοκοπίας με τον συντελεστή προσαρμογής δίνοντας ένα άνω 

φράγμα για τη συνάρτηση χρεοκοπίας. Η ανισότητα του Lundberg είναι σημαντική γιατί μπο-

ρεί να χρησιμοποιηθεί για να εξετασθεί η αλληλεπίδραση μεταξύ του αρχικού αποθεματικού u

και του περιθωρίου ασφαλείας θ , που είναι δύο παράμετροι κάτω υπό τον έλεγχο της ασφαλι-

στικής εταιρείας. 

ΟΡΙΣΜΟΣ 1.10. Όταν γνωρίζουμε την ύπαρξη του συντελεστή προσαρμογής R , ένα άνω 

φράγμα για την πιθανότητα χρεοκοπίας είναι, 

0   ,   )(   ueu Ru . 

Η σχέση αυτή είναι γνωστή ως ανισότητα του Lundberg.  
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Παρατηρούμε ότι όσο μεγαλύτερος είναι ο συντελεστής προσαρμογής, τόσο μικρότερη 

είναι η πιθανότητα χρεοκοπίας για δεδομένο αρχικό αποθεματικό. Επίσης για δεδομένο R , 

όσο μεγαλύτερο αρχικό αποθεματικό έχουμε, τόσο μικρότερη είναι και πάλι η πιθανότητα χρε-

οκοπίας. 

Ένα ακόμα θεμελιώδες αποτέλεσμα στο κλασικό μοντέλο της θεωρίας κινδύνου απο-

τελεί ο ασυμπτωτικός τύπος Cramer – Lundberg.  

ΘΕΩΡΗΜΑ 1.2. Με την προϋπόθεση ότι 



0

)( dxxFxeRx
, η πιθανότητα χρεοκοπίας 

)(u , ικανοποιεί τη σχέση 

RuCeu )(    καθώς u , 

επομένως 

C
e

u
Ruu




)(
lim


, 

όπου η σταθερά 0C   υπολογίζεται από τον τύπο 






0

Rx

1

)(xeR

θμ
C 

dxxF
. 

Η συνάρτηση -RuCe αποτελεί την ασυμπτωτική προσέγγιση της πιθανότητας χρεοκο-

πίας. 

Μια άλλη μεταβλητή με ενδιαφέρων για τη θεωρία κινδύνου είναι το μέγεθος της πτώ-

σης του πλεονάσματος κάτω από το αρχικό αποθεματικό u .  

ΟΡΙΣΜΟΣ 1.11. Το μέγεθος της πτώσης του πλεονάσματος κάτω από το αρχικό αποθεματικό

u  συμβολίζεται με iL , για K ..., 2, 1,i  .  

Αν το αρχικό αποθεματικό είναι u , τότε η πιθανότητα το πλεόνασμα να πέσει κάποια 

στιγμή κάτω από το u  ισούται με ψ(0) (η πιθανότητα χρεοκοπίας όταν ξεκινάω με αρχικό από-

θεμα μηδέν). 

Η πρώτη πτώση του πλεονάσματος κάτω από την τιμή u συμβαίνει την χρονική στιγμή 

1t και το πλεόνασμα τη στιγμή αυτή είναι )(u 11 tU .  

Οπότε, 

11 uuL   . 

Μια άλλη ονομασία που χρησιμοποιείται για τις τυχαίες μεταβλητές iL είναι τα κλιμακωτά 

ύψη.  

ΟΡΙΣΜΟΣ 1.12. Η τυχαία μεταβλητή που δηλώνει το πλήθος των κλιμακωτών υψών ορίζε-

ται ως K .  

ΘΕΩΡΗΜΑ 1.3. Η τυχαία μεταβλητή K ,που δηλώνει το πλήθος των κλιμακωτών υψών, 

ακολουθεί γεωμετρική κατανομή. 

ΑΠΟΔΕΙΞΗ 
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1
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1
)0()]0([)2(

2

2KP . 

Και γενικά, 





















11

1
)0()]0([)(

k

kkKP , 

για ,2 ,1 ,0k δηλαδή η K ακολουθεί τη γεωμετρική κατανομή. 

 

ΟΡΙΣΜΟΣ 1.13. Στο κλασικό μοντέλο, αν θεωρήσουμε τη σύνθετη τυχαία μεταβλητή 





K

i

iK LLLLL
1

21  , 

τότε βλέπουμε ότι η L παριστάνει τη συνολική πτώση του πλεονάσματος κάτω από το αρχικό 

αποθεματικό u . Η L ονομάζεται μέγιστη σωρευτική απώλεια και η κατανομή της συνδέεται με 

την πιθανότητα χρεοκοπίας.  

Παρατηρούμε ότι τα ,,, 321 LLL  είναι ανεξάρτητες και ισόνομες τυχαίες μεταβλητές 

και η κατανομή της L είναι μεικτή, αφού η L μπορεί να πάρει την τιμή μηδέν με θετική πιθα-

νότητα, ενώ η κατανομή της στο ),0(  είναι συνεχής. Εφόσον η μεταβλητή K ακολουθεί γεω-

μετρική κατανομή, η κατανομή της L θα είναι σύνθετη γεωμετρική. 

Η πιθανότητα η L να πάρει την τιμή μηδέν είναι )0()0()0(  KPLP και η 

πιθανότητα η L να υπερβεί μία σταθερή τιμή u  ισούται με την πιθανότητα χρεοκοπίας όταν 

το αρχικό αποθεματικό είναι u , δηλαδή ισχύει 

)()( uuLP   

οπότε και  

)()( uuLP  . 

Επίσης αποδεικνύεται ότι για την ροπογεννήτρια της μέγιστης σωρευτικής απώλειας 

ισχύει 

)()1(
)(

1

1
1

1)(

1

1

rM
rM

rM
L

L

L


















, 

όπου )(
1

rM L η ροπογεννήτρια του κλιμακωτού ύψους και   το περιθώριο ασφαλείας. 
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ΟΡΙΣΜΟΣ 1.14. Στο κλασικό μοντέλο, όταν υπάρχει πτώση του πλεονάσματος, η τυχαία με-

ταβλητή 
1L  ακολουθεί μια συνεχή κατανομή με πυκνότητα )](1[

1

1

xF


, δηλαδή 

 
x

eFdttFxLP
0

1 )](1[)( . 

Η eF ονομάζεται συνάρτηση ισορροπίας και ορίζεται ως μία κατανομή για την ουρά των απο-

ζημιώσεων με πυκνότητα

1

)(
)(



yF
yfe  . 

Σύμφωνα με τα παραπάνω και θεωρώντας 
1Lf την πυκνότητα της 

1L , παίρνουμε 





0

)()(
11

dxxferM L

rx

L  
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1

)](1[ dxxF
erx


 

)(
11

11

rM
rr

x


 , 

όπου )(rM x η ροπογεννήτρια των αποζημιώσεων. 

Επιστρέφοντας στην πιθανότητα χρεοκοπίας, αλλάζοντας τα πρόσημα στην (1.3) και 

προσθέτοντας τη μονάδα παίρνουμε, 
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e dxxfxu
cc

u
0

11 )()()(1 


 .                                     (1.5) 

Συνεπώς, ισχύει 
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.                             (1.6) 

Παίρνοντας μετασχηματισμούς Laplace στα δύο μέλη της (1.6), προκύπτει 

       sfssFs ee
ˆˆ

1

1ˆ

1

1
ˆ 








  

ή ισοδύναμα 

0   ,   

)(ˆ
1

1
1

)(ˆ

1

1

)(ˆ 




 s

sf

sF

s

e

e



 , 



29 
 

όπου    
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 . 

Τέλος, βρίσκουμε την κατανομή της μέγιστης σωρευτικής απώλειας L ,ως συνάρτηση 

της κατανομής ισορροπίας, 











0
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)(

)1(
)(

k

k

ek
sFu




 . 

 

1.2. Η συνάρτηση των Gerber – Shiu 

Η συνάρτηση των Gerber – Shiu εισήχθη το 1998 και αποτελεί μία σημαντική γενί-

κευση της πιθανότητας χρεοκοπίας. Βοηθά στην από κοινού μελέτη τριών ποσοτήτων που 

συνδέονται με τη χρεοκοπία στο κλασικό μοντέλο. Οι ποσότητες αυτές είναι ο χρόνος χρεοκο-

πίας T , το έλλειμμα τη στιγμή της χρεοκοπίας |)(| TU  και το πλεόνασμα ακριβώς πριν τη 

στιγμή της χρεοκοπίας )( TU  . Λόγω της φύσης της ονομάζεται και αναμενόμενη συνάρτηση 

προεξοφλημένης ποινής (expected discounted penalty function).  

ΟΡΙΣΜΟΣ 1.15. Ορίζουμε ως αναμενόμενη συνάρτηση προεξοφλημένης ποινής ή συνάρ-

τηση των Gerber – Shiu την  

])0(|)(|))(|),(([)(  uUTIeTUTUwEu T  

  

όπου 0 ο συντελεστής προεξόφλησης (ένταση επιτοκίου) ή μεταβλητή του μετασχηματι-

σμού Laplace, ),( yxw μία μη αρνητική διδιάστατη συνάρτηση που ονομάζεται συνάρτηση ποι-

νής και δηλώνει το χρηματικό πρόστιμο (ποινή) που θα πληρώσει ο ασφαλιστής τη στιγμή της 

χρεοκοπίας, αν αυτή συμβεί σε κάποια χρονική στιγμή T και )( TI  η δείκτρια συνάρ-

τηση η οποία μας πληροφορεί για το εάν έχει επέλθει χρεοκοπία, παίρνοντας την τιμή 1  ή 0  αν 

έχει συμβεί χρεοκοπία ή όχι αντίστοιχα.  

   Για διάφορες τιμές της συνάρτησης ποινής και από τον ορισμό της )(u προκύπτουν κάποια 

μέτρα κινδύνου. Ενδεικτικά αναφέρονται οι παρακάτω ειδικές περιπτώσεις, 

 Για 0  και 1),( yxw , προκύπτει η πιθανότητα χρεοκοπίας, 

)(])0(|[])0(|)([)(0 uuUTPuUTIEu   . 

 Για 0  και yyxw ),( , προκύπτει η μέση τιμή του ελλείμματος τη στιγμή της χρε-

οκοπίας. 

 Για 0  και xyxw ),( , προκύπτει η μέση τιμή του πλεονάσματος ακριβώς πριν 

τη στιγμή της χρεοκοπίας. 

 Για 0  και 1),( yxw , προκύπτει ο μετασχηματισμός Laplace του χρόνου χρεο-

κοπίας, 

])0(|)([)(  uUTIeEu T  

 . 

 Για 0  και )()(),( 11 yyIxxIyxw  , προκύπτει η από κοινού προεξοφλη-

μένη συνάρτηση κατανομής των |)(|),( TUTU  τη στιγμή της χρεοκοπίας, 
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)|,()])0(|())((|))(([)( 1111

 uyxFuUTIyTUIxTUIeEu T





  
. 

       Η )|,( 11 uyxF  εκφράζει την πιθανότητα να επέλθει χρεοκοπία, με αρχικό αποθεμα-

τικό u , ενώ το πλεόνασμα πριν τη χρεοκοπία να είναι το πολύ
1x και το έλλειμμα τη στιγμή 

της χρεοκοπίας να είναι το πολύ
1y . 

 Για 0  και )()(),( 11 yyIxxIyxw  προκύπτει η από κοινού συνάρτηση κα-

τανομής των |)(|),( TUTU  τη στιγμή της χρεοκοπίας,  

)|,()])0(|())((|))(([)( 110110 uyxFuUTIyTUIxTUIEu  . 

 Για 0  και )()(),( 11 yyIxxIyxw  , προκύπτει η από κοινού προεξοφλη-

μένη συνάρτηση πυκνότητας των |)(|),( TUTU  τη στιγμή της χρεοκοπίας, 

)|,()])0(|())((|))(([)( 1111

 uyxfuUTIyTUIxTUIeEu T





  
. 

 Για 0  και )()(),( 11 yyIxxIyxw  , προκύπτει η από κοινού συνάρτηση πυ-

κνότητας των |)(|),( TUTU  τη στιγμή της χρεοκοπίας, 

)|,()])0(|())((|))(([)( 110110 uyxfuUTIyTUIxTUIEu  . 

 Για 0  και )(),( 1xxIyxw  , προκύπτει η προεξοφλημένη περιθώρια συνάρ-

τηση κατανομής της )( TU ,τη στιγμή της χρεοκοπίας, 

)|()])0(|())(([)( 11

 uxFuUTIxTUIeEu T





  
. 

       Η )|,( 1 uxF  εκφράζει την πιθανότητα να επέλθει χρεοκοπία, με αρχικό αποθεματικό

u , ενώ το πλεόνασμα πριν τη χρεοκοπία να είναι το πολύ
1x . 

 Για 0  και )(),( 1xxIyxw  , προκύπτει η περιθώρια συνάρτηση κατανομής 

της )( TU , τη στιγμή της χρεοκοπίας, 

)|()])0(|())(([)( 1010 uxFuUTIxTUIEu  . 

 Για 0  και )(),( 1xxIyxw  , προκύπτει η προεξοφλημένη περιθώρια συνάρ-

τηση πυκνότητας της )( TU , τη στιγμή της χρεοκοπίας, 

)|()])0(|())(([)( 11

 uxfuUTIxTUIeEu T





  
. 

 Για 0  και )(),( 1xxIyxw  , προκύπτει η περιθώρια συνάρτηση πυκνότητας 

της )( TU , τη στιγμή της χρεοκοπίας, 

)|()])0(|())(([)( 1010 uxfuUTIxTUIEu  . 

 Για 0  και )(),( 1yyIyxw  , προκύπτει η προεξοφλημένη περιθώρια συνάρ-

τηση κατανομής της |)(| TU ,τη στιγμή της χρεοκοπίας, 

)|()])0(|())((|[)( 11

 uyFuUTIyTUIeEu T





  
. 

       Η )|,( 1 uyF  εκφράζει την πιθανότητα να επέλθει χρεοκοπία, με αρχικό αποθεματικό 

u , ενώ το έλλειμμα τη στιγμή της χρεοκοπίας να είναι το πολύ
1y . 
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 Για 0  και )(),( 1yyIyxw  , προκύπτει η περιθώρια συνάρτηση κατανομής 

της |)(| TU , τη στιγμή της χρεοκοπίας, 

)|()])0(|())((|[)( 1010 uyFuUTIyTUIEu  . 

 Για 0  και )(),( 1yyIyxw  , προκύπτει η προεξοφλημένη περιθώρια συνάρ-

τηση πυκνότητας της |)(| TU , τη στιγμή της χρεοκοπίας, 

)|()])0(|())((|[)( 11

 uyfuUTIyTUIeEu T





  
. 

 Για 0  και )(),( 1yyIyxw  , προκύπτει η περιθώρια συνάρτηση πυκνότητας 

της |)(| TU , τη στιγμή της χρεοκοπίας, 

)|()])0(|())((|[)( 1010 uyfuUTIyTUIEu  . 

 Για 0  και 
kxyxw ),( ή

kyyxw ),( , προκύπτει η προεξοφλημένη ροπή k – τά-

ξης του πλεονάσματος πριν τη χρεοκοπία ή του ελλείμματος τη στιγμή της χρεοκοπίας 

αντίστοιχα, δηλαδή  

)])0(|()([)(  uUTITUeEu kT  

  

ή 

)])0(|(|)(|[)(  uUTITUeEu kT  

 . 

 Για 0  και 
kxyxw ),(  ή 

kyyxw ),( , προκύπτει η ροπή k – τάξης του πλεονά-

σματος πριν τη χρεοκοπία ή του ελλείμματος τη στιγμή της χρεοκοπίας αντίστοιχα, δη-

λαδή  

)])0(|()([)(0 uUTITUEu k   

ή 

)])0(|(|)([|)(0 uUTITUEu k  . 

ΘΕΩΡΗΜΑ 1.4. Για 0u , η )(u  ικανοποιεί την ολοκληροδιαφορική εξίσωση 

 
u

udxxfxuuuc
0

)()()()()()('   .                          (1.7) 

ΑΠΟΔΕΙΞΗ  

Δεσμεύοντας ως προς το χρόνο t και το μέγεθος  x  της πρώτης απαίτησης και δεδομένου ότι οι 

ενδιάμεσοι χρόνοι ακολουθούν εκθετική κατανομή με παράμετρο , από το νόμο ολικής πι-

θανότητας, έχουμε 

 
 


0 0

)()(),|()(
11

dxdttfxfxtuu Tx   

 
 


0 0

)(),|(
1

dxdtxfxtue x

t



   

  
 


0 0

 )(),|( 
1

dtdxxfxtue x

t



  .                                           (1.8) 

Για τη χρονική στιγμή t , εμφάνισης της πρώτης απαίτησης έχουμε xctutU )(  

και επομένως αν 









χρεοκοπίαι εμφανίζετα   ,

 χρεοκοπίαι εμφανίζετα δεν   ,0

ctux

ctux
 . 
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Έτσι, αν ctux 0 , επειδή δεν εμφανίζεται χρεοκοπία τη χρονική στιγμή t , η δια-

δικασία ανανεώνεται ξεκινώντας με αρχικό κεφάλαιο xctu  . Αν ctux  , τότε 

1)( TI  γιατί εμφανίζεται σίγουρα χρεοκοπία και ισχύει ότι ctuTU )( , 

ctuxTU |)(| , οπότε, από την (1.8) παίρνουμε 

 dtdxxfctuxctuwedxxfxctueeu
ctu

x

t
ctu

x

tt  )(),()()( )(
0 0 11 
 






  





 

 

   
  



 
0 0

)(  )(),()()( 
11

dtdxxfctuxctuwdxxfxctue
ctu

ctu
xx

t



  . 

Θέτουμε 
c

us
tctus


  και ds

c
td

1
)(  , και για  sut0 , 

οπότε, από την (1.8) παίρνουμε 

 



 s

u

c

us

ds
c

dxxfxseu
0

))((
1

)()()( 



   

.
1

)(),(

))((








su

c

us

ds
c

dxxfsxswe



  

Θέτοντας, 



x

dyyfxyxwx )(),()( , η προηγούμενη σχέση γράφεται 

dssedxdsxfxseuc
s

u

c

us

u

c

us

)()()()(
0

))(())((








  








 .      (1.9) 

Στη συνέχεια, θα παραγωγίσουμε την (1.9) ως προς u . 

(i) Έστω  


 s

c

us

dxxfxsesug
0

))((

)()(),( 



 .  

Τότε, 

  
 





s

u uu

c

us

ds
du

sudg
uugdssug

du

d
dxdsxfxse

du

d

0

))((
),(

),(),()()(



  





u

u

dssug
c

dxxfxu ),(
)(

)()(
0


 . 

(ii) Έστω )(),(

))((

sesug c

us


 



 .  

Τότε, 

 
 





u uu

c

us

ds
du

sudg
uugdssug

du

d
dsse

du

d ),(
),(),()(

))((




 





u

dssug
c

u ),()(


 . 

   Οπότε η (1.9) γίνεται, 
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u
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dxxfxse
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us

dsse
c

u )()(

))((







 

  )()()()()('
0

)9.1(

uc
c

udxxfxuuc
u

 





   

 
u

udxxfxuuuc
0

)()()()()()('   . 

(1.7) είναι η ολοκληροδιαφορική εξίσωση που ήδη είδαμε για την )(u . 

 

Στη συνέχεια, θα εφαρμόσουμε μετασχηματισμό Laplace στην σχέση (1.7), ώστε να 

βρούμε τον μετασχηματισμό Laplace της πιθανότητας χρεοκοπίας και έπειτα την συνάρτηση 

των Gerber-Shiu )(u .  

Έστω, 







 
00

)()(ˆ   ,   )()(ˆ dxxesdxxfesf sxsx  . 

ΘΕΩΡΗΜΑ 1.5. Ο μετασχηματισμός Laplace της συνάρτησης των Gerber-Shiu δίνε-

ται από τον τύπο 

)(ˆ

)0()(ˆ
)(ˆ

sfcs

cs
s




 





 . 

ΑΠΟΔΕΙΞΗ 











 
0

0
0

)()'(|)()(' dxxexedxxe sx

x

sxsx

   





0

)()0( dxxse sx

   

)0()(ˆ
   ss . 

   Άρα, εφαρμόζοντας μετασχηματισμό Laplace στην (1.7),  

)(ˆ)(ˆ)(ˆ)(ˆ)()]0()(ˆ[ ssfssssc     

  )(ˆ)0()(ˆ)(ˆ)( scssfcs     

)(ˆ)(

)(ˆ)0(
)(ˆ

sfcs

sc
s




 





                                                  (1.10) 

ή 
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)(ˆ

)0()(ˆ
)(ˆ

sfcs

cs
s




 





  .                                                 (1.11) 

 

Έπειτα, θα εξετάσουμε τον παρονομαστή της (1.11).  

Όπως αναφέραμε παραπάνω, ο συντελεστής προσαρμογής R είναι η θετική λύση της εξίσω-

σης 

)()1(1 1 rMr x   

και από τη συνθήκη καθαρού κέρδους γνωρίζουμε ότι ισχύει, 

1)1( c  

ή ισοδύναμα 

)(rMcr x  . 

Για sr  , όπου 0s , η παραπάνω εξίσωση γράφεται, 

)( sMcs x   

ή ισοδύναμα 

)(ˆ sfcs   . 

Άρα, βλέπουμε ότι για 0 , ο παρονομαστής της (1.11) είναι η εξίσωση του Lundberg.  

Στη συνέχεια, θα δείξουμε ότι έχει μοναδική θετική ρίζα.  

ΟΡΙΣΜΟΣ 1.16. Για 0 , ορίζουμε ως γενικευμένη εξίσωση του Lundberg την εξίσωση 

0)(ˆ  sfcs                                                       (1.12) 

ή ισοδύναμα 

)(ˆ)( sfsl  , 

όπου, cssl  )( .  

Τότε,  )0(l  και  )0(f̂ , οπότε ισχύει )0(ˆ)0( fl   και επίσης η κλίση της

)(sl είναι αρνητική. Η συνάρτηση )(ˆ sf είναι φθίνουσα ως προς s  και ισχύει 0)(lim
0







, 

όπου )(  μία ρίζα της (1.12).  

Οπότε, η γενικευμένη εξίσωση του Lundberg έχει μοναδική θετική ρίζα 0 . 

Η σχέση (1.10) μπορεί να γραφεί ως, 

)(

)(
)(ˆ

sB

sA
s  . 
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Επειδή )(ˆ s  και 0)( B  έπεται ότι και 0)( A . Διαφορετικά, αν ίσχυε 

0)( A τότε θα ίσχυε ότι )(ˆ s  το οποίο είναι άτοπο. 

)()()( BsBsB   

)](ˆ)([)(ˆ)(  fcsfcs   

)](ˆ)(ˆ[)( sffsc    























s

sff
cs

)(ˆ)(ˆ
)(  

και 

0)( A  

)(ˆ)0(  c . 

Άρα, 











s

s
sssc

)(ˆ)(ˆ
)()(ˆ)(ˆ)(ˆ)0( . 

Με αντικατάσταση στην (1.10), 
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)(ˆ  
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)(ˆ)(ˆ

)(ˆ)(ˆ

)(ˆ
.                                               (1.13) 

 Στη συνέχεια δίνεται ο ορισμός του τελεστή Dickson – Hipp, ο οποίος θα μας βοη-

θήσει να προσδιορίσουμε το μετασχηματισμό Laplace της συνάρτησης των Gerber-Shiu. 

ΟΡΙΣΜΟΣ 1.17. Για μια δοθείσα ολοκληρώσιμη συνάρτηση f και Rr , ορίζουμε τον τε-

λεστή Dickson – Hipp, που συμβολίζεται fTr
, ως 





x

xyr

r dyyfexfT )()( )(
. 

Ιδιότητες  

 )(ˆ)0( rffTr  . 

 )()(0 xFxfT  . 
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 )()(0 xFTxfTT rr  . 

     
u

rrr uyFTyFTdxyxfT
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 21
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    0ˆ fTTsfT rsr  . 

           rfsfsTrsrfrsfs r
ˆˆˆˆ  . 

                   sfrfTsfTsfrsrfrfsfsf rr 21212121
ˆˆˆˆˆˆˆ

12
 , 

για rs   και 
21, ff  ολοκληρώσιμες συναρτήσεις. 

 
   
















 







0
2

2

1

1

12

ˆ1ˆ11
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21 r
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0 0
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)()()( dxdyyfeedxxfTesfT
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xyrsx

r

sx

r . 

ΑΠΟΔΕΙΞΗ (βλέπε Lin και Willmot (1999), Dickson και Hipp (2001), Li και Carrido 

(2004a). 

 

Για  yxx    ,   0 , ισχύει yxy  0   ,   0  οπότε, με αλλαγή των ορίων, 

dydxyfeesfT xyr
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sx
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Σύμφωνα με το παραπάνω αποτέλεσμα, η (1.13) δίνει 

)(

)(
)(ˆ

^

^

sfTc

sT
s












 ,                                                      (1.14) 
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η ισοδύναμα 

)()()(ˆ)(ˆ ^^ sTsfTssc    . 

Εφαρμόζοντας στη συνέχεια αντίστροφο μετασχηματισμό Laplace, 

0   ,   )()()()(
0

  uuT
c

dxXfTxu
c

u
u







 
                         (1.15) 

Αν θέσουμε )()( xzxfT
c




έχουμε 
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. 

Όμως από την εξίσωση του Lundberg παίρνουμε 

    cffcp )(ˆ1)(ˆ , 

άρα, 








0

11)(








cc

c
dxxz . 

Θέτοντας τώρα 





0 1

1
)(


dxxz , όπου  το αντίστοιχο περιθώριο ασφαλείας και 

έστω )(uG η συνάρτηση κατανομής, τέτοια ώστε 
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με συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας 

)()1(
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0

uz
dxxz
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uGug  


 . 

Αν θέσουμε )()1()( uTuH    , αντικαθιστώντας στην (1.15) παίρνουμε 
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           (1.16) 

η οποία είναι μία ελλειμματική ανανεωτική εξίσωση (defective renewal equation), όπου 

o 
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1
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1
με  0 . 

o )(   η θετική ρίζα της εξίσωσης του Lundberg. 
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o )(
)1(

)( uT
c

uH 










 . 

Όμως, επειδή για τον μετασχηματισμό Laplace, της συνάρτησης δεξιάς ουράς, της F , ισχύει 
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έπεται ότι, 
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και από τη συνθήκη καθαρού κέρδους παίρνουμε 
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η ισοδύναμα 
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οπότε, 
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.                                                      (1.17) 

   Όμως 
)(

)(
)(

xE

xF
xfe  , άρα χρησιμοποιώντας μετασχηματισμό Laplace, 
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 . 

Με αντικατάσταση στην (1.17) παίρνουμε 
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Στη συνέχεια, επειδή )(
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, παίρνουμε 
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και για την ουρά της G , 
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ΟΡΙΣΜΟΣ 1.18. Ορίζουμε τη συνάρτηση δεξιάς ουράς )(1)( uKuK   της σύνθετης γε-

ωμετρικής κατανομής για τα κλιμακωτά ύψη, ως 

)(
1

1

1
)( *

1

xGuK n

n



























. 

Τότε, η )(u  δίνεται από τη σχέση 

 


u

uHxdKxuHu
0

)(
1

1
)()(

1
)( 










 . 

Επομένως η δεξιά ουρά )(uK της σύνθετης γεωμετρικής είναι ο μετασχηματισμός 

Laplace του χρόνου χρεοκοπίας.  

Οπότε ο υπολογισμός της συνάρτησης των Gerber – Shiu ανάγεται στον υπολογισμό 

της )(uK  που εξαρτάται κυρίως από τον υπολογισμό της συνάρτησης κατανομής )(uG . 

Για 0  παίρνουμε )()(0 uuK  , που είναι η πιθανότητα χρεοκοπίας. 

ΕΦΑΡΜΟΓΗ 1.2.  

Έστω ότι οι αποζημιώσεις ακολουθούν εκθετική κατανομή με παράμετρο  . Αν θέσουμε 

1),( yxw  και 0 παίρνουμε 

)(
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1
)()()(
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0
00 uGuKuu

n

n
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Όμως, για 0 ισχύει ότι   0  οπότε, 
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0 uGu
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Γνωρίζουμε ότι, 

0,,)(   xexf x  
 και 

xexF )( , 

άρα, 
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Επομένως, 
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ ΔΕΥΤΕΡΟ 

 

ΤΟ ΚΛΑΣΙΚΟ ΜΟΝΤΕΛΟ ΤΗΣ ΘΕΩΡΙΑΣ  

ΚΙΝΔΥΝΟΥ ΜΕ ΕΝΑΝ ΟΡΟ ΔΙΑΧΥΣΗΣ 

 

Η επέκταση του κλασικού μοντέλου της θεωρίας κινδύνου, που έγινε με την εισαγωγή 

ενός όρου διάχυσης στη στοχαστική διαδικασία του πλεονάσματος, έγινε από τον Gerber και 

Landry το 1999. Οι συγγραφείς μελέτησαν την πιθανότητα χρεοκοπίας και έκτοτε, η μελέτη 

διαφόρων μέτρων κινδύνου ή ακόμη και η μελέτη της συνάρτησης των Gerber-Shiu τόσο για 

το κλασικό, όσο και για το ανανεωτικό μοντέλο της θεωρίας κινδύνου με έναν όρο διάχυσης 

αποτελούν ένα δημοφιλές αντικείμενο έρευνας. Αυτό οδήγησε σε μια γενίκευση των ελλειμμα-

τικών ανανεωτικών εξισώσεων, για την αναμενόμενη προεξοφλημένη συνάρτηση ποινής, τη 

στιγμή της χρεοκοπίας. 

 

2.1 Η Κίνηση Brown 

Στα μαθηματικά, η κίνηση Brown περιγράφεται από μία διαδικασία Wiener, η οποία 

είναι μία συνεχούς χρόνου στοχαστική διαδικασία που πήρε το όνομά τη προς τιμήν του 

Norbert Wiener. Είναι μία από τις πιο γνωστές διαδικασίες Levy και εμφανίζεται συχνά στα 

εφαρμοσμένα και μη μαθηματικά, στην οικονομία και στη φυσική.  

 Η διαδικασία Wiener χαρακτηρίζεται από τέσσερεις βασικές ιδιότητες. 

 00 B  σχεδόν παντού. 

 Η tB είναι σχεδόν παντού συνεχής. 

 Η tB  έχει ανεξάρτητες προσαυξήσεις. 

 Η st BB   ακολουθεί κανονική κατανομή, με μέσο μηδέν και διακύμανση st   για 

ts 0 . 

Ότι η tB έχει ανεξάρτητες προσαυξήσεις σημαίνει ότι εάν 
22110 tsts  τότε οι 

11 st BB  και 
22 st BB  είναι ανεξάρτητες τυχαίες μεταβλητές. 

 Η κίνηση Brown μπορεί να θεωρηθεί ως ένας τυχαίος περίπατος ή ως άλλες διακρι-

τού χρόνου στοχαστικές διαδικασίες με σταθερές ανεξάρτητες προσαυξήσεις. 

 

2.2 Η Στοχαστική Διαδικασία Πλεονάσματος 

 Στη συνέχεια δίνεται ο ορισμός της διαδικασίας του πλεονάσματος, που συναντήσαμε 

στο κλασικό μοντέλο της θεωρίας κινδύνου, συμπεριλαμβάνοντας τώρα τη διαδικασία Wiener 

που αποτελεί τον παράγοντα τυχαιότητας στη διαμόρφωση του πλεονάσματος στην πορεία 

του χρόνου. 

ΟΡΙΣΜΟΣ 2.1. Η στοχαστική διαδικασία πλεονάσματος 0 ),( ttU  ορίζεται τώρα ως εξής, 
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0   ,   )()()(  ttBtSctutU                                          (2.1) 

όπου 0 και 0:)( ttB είναι μία διαδικασία Wiener ανεξάρτητη από τη σύνθετη Poisson 

διαδικασία 0:)( ttS . 

Στην περίπτωση αυτή ο χρόνος χρεοκοπίας ορίζεται ως  0)(:inf  tUtT λόγω του 

όρου διάχυσης της διαδικασίας Wiener που προστέθηκε. Με βάση την (2.1), οι Dufresne και 

Gerber το 1991 μελέτησαν την )(ud , την πιθανότητα χρεοκοπίας που προκαλείται λόγω του 

όρου διάχυσης, την )(us , την πιθανότητα χρεοκοπίας που προκαλείται από την εμφάνιση α-

παίτησης και την )(u , την πιθανότητα χρεοκοπίας που προκαλείται είτε από τον όρο διάχυ-

σης είτε από την εμφάνιση απαίτησης και παρουσίασαν τις αντίστοιχες ελλειμματικές ανανε-

ωτικές εξισώσεις.  

Ο Wang το 2001 απέδειξε ότι οι )(ud και )(us είναι δύο φορές συνεχώς διαφορίσι-

μες εάν η )(' XF είναι συνεχής και έδωσε αναλυτικές εκφράσεις για τις )(ud και )(us  όταν 

τα ύψη των απαιτήσεων είναι εκθετικά κατανεμημένα. 

Οι Gerber και Landry το 1997 γενίκευσαν τα αποτελέσματα των Dufresne και Gerber 

(1991) βάση της (2.1) θεωρώντας ένα σύστημα επιβολής ποινής, το οποίο καθορίζεται από ένα 

σταθερό 0w  και από μία μη αρνητική συνάρτηση 0 , )(  yyw . Η ποινή στην περίπτωση που 

η χρεοκοπία οφείλεται σε ταλάντωση συμβολίζεται 0w  και η ποινή στην περίπτωση που η χρε-

οκοπία οφείλεται στην εμφάνιση κάποιας απαίτησης συμβολίζεται ))(( TUw . 

ΟΡΙΣΜΟΣ 2.2. Η αναμενόμενη προεξοφλημένη συνάρτηση ποινής )(u δίνεται από τη 

σχέση 

)()()( 0 uuwu wd   ,                                                      (2.2) 

όπου 

 uUTUTIeEu T

d   )0(|0)( ,()(                                   (2.3) 

είναι ο μετασχηματισμός Laplace ή η αναμενόμενη παρούσα αξία του χρόνου χρεοκοπίας T , 

λόγω του όρου διάχυσης και 

 uUTUTITUTUweEu T

w   )0(|0)( ,(|))(|),(()(  .              (2.4) 

ΠΡΟΤΑΣΗ 2.1.  

Αν 0 τότε )(])0(|0)(,( [)( uuUTUTIEu dd   . 

 

Στη συνέχεια μπορεί να αποδειχτεί ότι η )(ud ικανοποιεί την ελλειμματική ανανεω-

τική εξίσωση (βλέπε Gerber και Landry 1998) 

0u   ,   )()()(
0

 


bu

u

dd edyygyuu  ,                            (2.5) 

όπου, 
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dsxdFee
D

yg
s

sx
y

syb )()( )(

0

)(




 
,                                       (2.6) 

2

2

1
 ,   D

d

c
b  και ),( D   είναι η μοναδική, μη αρνητική ρίζα της γενικευμένης 

εξίσωσης του Lundberg 
2)(ˆ  Dcf   με 0),0( D . 

Η )( yg  είναι η προεξοφλημένη πιθανότητα η πρώτη καταγεγραμμένη πτώση του πλε-

ονάσματος κάτω από το αρχικό αποθεματικό  u , που οφείλεται στην εμφάνιση κάποιας απαί-

τησης, να βρίσκεται μεταξύ yu   και dyyu  .  

Επίσης αποδεικνύεται ότι η )(u στην (2.2) ικανοποιεί την ελλειμματική ανανεωτική 

εξίσωση 

 


 
u

bubu dyygywedyygyuwewdyygyuu
0 00

0 )()()()()()()(  . (2.7) 

Ο πρώτος όρος στην δεξιά πλευρά της εξίσωσης είναι για την περίπτωση όπου το πλεόνασμα 

μετά την πρώτη πτώση, που οφείλεται σε άλμα, κάτω από το αρχικό αποθεματικό u, είναι θε-

τικό. Ο δεύτερος όρος είναι για την περίπτωση που συμβαίνει χρεοκοπία πριν από την πρώτη 

πτώση του πλεονάσματος που οφείλεται σε άλμα. Ο τρίτος και ο τέταρτος όρος είναι για την 

περίπτωση που συμβαίνει χρεοκοπία με την πρώτη πτώση του πλεονάσματος. Σημειώνεται ότι 

στον τρίτο όρο συμπεριλαμβάνεται και η περίπτωση όπου συμβαίνει χρεοκοπία από ταλά-

ντωση πριν την πρώτη πτώση του πλεονάσματος και ο τέταρτος όρος είναι η αντίστοιχη απο-

ζημίωση. 

Παρατηρείται, ότι η )( yg μπορεί να γραφεί ως 

)()()()(
0

yhdsssyhyg
y

   , 

που είναι η συνέλιξη των συναρτήσεων h  και  , με  

bye
D

c
yh )(  

και 





y

yx xdFe
c

y )()( )(
 . 

Στη συνέχεια θα προχωρήσουμε σε περαιτέρω γενίκευση της αναμενόμενης προεξο-

φλημένης συνάρτησης ποινής (2.2) που βασίζεται στο μοντέλο της (2.1) συμπεριλαμβάνοντας 

τις τυχαίες μεταβλητές )(|,)(| TUTU , που είναι το έλλειμα τη στιγμή της χρεοκοπίας και το 

πλεόνασμα ακριβώς πριν τη χρεοκοπία και θα υπολογιστεί η αντίστοιχη ελλειμματική ανανεω-

τική εξίσωση. 

Αρχικά θα ασχοληθούμε με την απλούστερη περίπτωση )(uw όπου η ποινή στη χρεο-

κοπία είναι |))(|),(( TUTUw  εάν η χρεοκοπία προκληθεί από άλμα.  

Για να προκύψει η ελλειμματική ανανεωτική εξίσωση για την )(uw  της (2.4), θεω-

ρούμε το απειροελάχιστο χρονικό διάστημα μεταξύ 0 και t . Ο παράγοντας προεξόφλησης για 

το διάστημα ],0[ t  είναι )(1 tote t  
, με 0

)(
lim

0






 t

to
. Η διαδικασία 
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 0:)(0 ttS  θα έχει μία απαίτηση με πιθανότητα t , καμία απαίτηση με πιθανότητα

t1 και περισσότερες από μία απαιτήσεις με πιθανότητα )( to  .  

                  Συμπεριλαμβάνοντας και το ποσό της απαίτησης (αν υπάρξει) και την αξία της 

)( tW  , παίρνουμε 

 ))(())(1)(1()( tBtcuEtottu ww    


  

 )(

0
)())(())(1(

tBtcu

w xdFxtBtcutott


  

)()()(),((
)(

toxdFtBtcuxtBtcuw
tBtcu



 



 
          (2.8) 

Αντίστοιχα η )(ud ικανοποιεί την ολοκληροδιαφορική εξίσωση  

 ))(())(1)(1()( tBtcuEtottu dd    

)()())(())(1(
)(

0
toxdFxtBtcutott

tBtcu

d  
 

 . 

Αναλύοντας τώρα, την ))(( tBtcuw   σε σειρά Taylor για  u , σε όρους της 

)(" uw προκύπτει,  

   



2

0

3)3()( )(*)(
!3

1
)()(

!

1
))((

k

w

kk

ww tBtcutBtcu
k

tBtcu   

όπου, )()( uk

w είναι η k-οστή παράγωγος της )(uw και το *u  είναι μεταξύ του  u  και του

)( tBtcu   . Επειδή ισχύει     0)()( , 
2

1 32  tBEtBD   και 

    ttBVartBE  )()(2
, παίρνουμε 

    )()(")(')())(( totuDucutBtcuE wwww   . 

Αντικαθιστώντας το στην (2.8), διαιρώντας με t και αφήνοντας το 0t παίρνουμε 

)()()(),()()()(')("
0

uxdFuxuwxdFxuucuD w
u

u

www  




  



.    (2.9) 

ΕΦΑΡΜΟΓΗ 2.1. Η πιθανότητα χρεοκοπίας που οφείλεται σε ταλάντωση )(ud  ικανο-

ποιεί την ολοκληροδιαφορική εξίσωση  

 
u

dddd uxdFxuuucuD
0

0   ,   )()()()(')("  . 

ΛΥΣΗ  

Για την )(ud είδαμε ότι ισχύει 
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 ))(())(1)(1()( tWtcuEtottu dd    

)()())(())(1(
)(

0
toxdFxtWtcutott

tWtcu

d  
 

  

ή ισοδύναμα 

 
u

dddd uxdFxuuucuD
0

0   ,   )()()()()(')("  . 

Όμως για 0 και 1w ισχύει ότι )()( uu dd   . Οπότε έχουμε το ζητούμενο. 

 

                  Εφαρμόζοντας, στη συνέχεια, μετασχηματισμούς Laplace και στις δύο πλευρές της 

εξίσωση (2.9), 

)(
~

)()(~)(ˆ)(
~

)(')("
00

 

www

u

w

u fduuecduueD  






,    (2.10) 

όπου, duueduue u

w

u

w )()(~  ,)()(
~

00
 







   και  





0

)(),()(),()( yxdFyxwydFxyxwx
x

  με  )()( xFx  εάν 1),( yxw . 

Ωστόσο, ισχύει 0)('lim  ,0)(lim  






ueue w

u

u
w

u

u
   και 0)0( w , οπότε η (2.10) γίνεται 

    )(
~

)( )(')('
000

 
ww

u

w

u

w

u uecduueueD 




 






  

)(
~

)()(~)(ˆ)(
~

 ww f   

ή ισοδύναμα 

    )(
~

)()(~)(ˆ)(
~

)(
~

)(
~

)0(' 2  wwwww fcD   

  )(~)0(')(
~

 )()(ˆ2   ww DfcD .                      (2.11) 

                  Επειδή το   ικανοποιεί την γενικευμένη εξίσωση του Lundberg, θέτοντας    

στην (2.11) έχουμε ότι )(~)0('  wD . Αντικαθιστώντας τώρα το   με 

)(ˆ2  fcD  , η (2.11) γράφεται, 

   )(~)(~)(
~

)(ˆ)(ˆ 22   wfcDfcD . 

Δεδομένου ότι ))((22   bDcDcD , παίρνουμε 

   
))((

)(~)(~
)(

~

))((

)(ˆ)(ˆ
1
































bDbD

ff
w

. 
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Η προηγούμενη εξίσωση μας δίνει έμμεσα τον μετασχηματισμό Laplace της 

 
u

ww ugdyygyuu
0

)()()()(  , όπου,  





s

sx
u

sub dxdsxee
D

uhug )()(*)( )(

0

)( 


 


                         (2.12) 

και 





s

sx dxxe
c

u )()( )( 


 


.                                               (2.13) 

         Η μοναδικότητα του μετασχηματισμού Laplace μας οδηγεί στο επόμενο θεώρημα. 

ΘΕΩΡΗΜΑ 2.1. Για 0)(lim , 0  


ueD w

u

u
  και 0)('lim 


ue w

u

u
 , ισχύει ότι η συ-

νάρτηση )(uw  ικανοποιεί την ελλειμματική ανανεωτική εξίσωση 

0   ,   )()()()()()(
0

  uuhuhugdyygyuu w

u

ww   .      (2.14) 

                  Να σημειώσουμε ότι χρησιμοποιούμε την προσέγγιση του μετασχηματισμού Laplace 

με την υπόθεση ότι  0)(lim 


ue w

u

u
  και 0)('lim 


ue w

u

u
  για κάθε 0  για να απο-

δείξουμε το θεώρημα (2.1). Ωστόσο, το θεώρημα (2.1) μπορεί επίσης να αποδειχθεί χρησιμο-

ποιώντας μια εναλλακτική προσέγγιση (βλέπε Gerber και Landry 1998 ή Gerber και Shiu 1998) 

με την ελάχιστη υπόθεση ότι 0)(lim 


ue w

u

u
  και 0)('lim 


ue w

u

u
 . Στην πραγματικό-

τητα, η ),( yxw  είναι ανεξάρτητη από το αρχικό απόθεμα u  στις περισσότερες εφαρμογές, από 

το οποίο συνεπάγεται ότι και 0)('lim 


ue w

u

u
 .  

                  Τώρα συνδυάζοντας την (2.14) με την (2.5) οδηγούμαστε στη ακόλουθη ελλειμματική 

ανανεωτική εξίσωση για την (2.2), η οποία αποτελεί γενίκευση της (2.7). 

ΘΕΩΡΗΜΑ 2.2. Για 0)(lim , 0  


ueD w

u

u
  και 0)('lim 


ue w

u

u
 , ισχύει ότι η συ-

νάρτηση )(u  ικανοποιεί την ελλειμματική ανανεωτική εξίσωση 

0   ,   )()()()( 0
0

 

 uugewdyygyuu bu
u

w  .                        (2.15) 

                 Επιπλέον οι )( yg  και )(ug
μπορούν να πάρουν την μορφή που ακολουθεί, για πε-

ραιτέρω εφαρμογές, συγκεκριμένα αν περιορίζαμε την )(u  της (2.15) για 0D .  

ΛΗΜΜΑ 2.1. Για 0D , η συνάρτηση )( yg  μπορεί να εκφραστεί ως 





 


 





 )()()(
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)( xdFeexdFexdFe
Dc

yg xby
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xyb 




    (2.16) 

και ο μετασχηματισμός Laplace της,  

   
Db

cDf

Db

ff
dyygeg y

))((

1)(ˆ

))((

)(ˆ)(ˆ
)(),(~

2

0 






 









 




.     (2.17) 

Οπότε για 0y , όταν 0D , 
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)()()()(
)(

0
0 xdFe

c
yyhyg

y

yx








 ,                             (2.18) 

όπου 
0

|)()(0   yy . 

ΑΠΟΔΕΙΞΗ  

Αλλάζοντας τη σειρά ολοκλήρωσης και για 
D

c
b  παίρνουμε, 
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xby xdsdFeexdsdFeee
D
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 )()()(

2 0

)(

0

)( xdFeexdFexdFe
Dc

xby

y

yx
y

xyb 




. 

Όταν 0D , τότε 
0   από την γενικευμένη εξίσωση του Lundberg, όπου )0,(0    

η μοναδική μη αρνητική ρίζα της εξίσωσης του Lundberg,  
D

c
bcDc  , 2  

και ο πρώτος και τρίτος όρος της αγκύλης εξαφανίζονται για 0y . Ως εκ τούτου, για 0y  

έχουμε )()()( 0

)(0 yxdFe
c

yg
y

yx 
 

 


  όταν 0D . 

                Ομοίως, αντιστρέφοντας τη σειρά ολοκλήρωσης παίρνουμε, 
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ff
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 . 

Και επειδή το  ικανοποιεί την γενικευμένη εξίσωση του Lundberg, ο αριθμητής μπορεί να 

εκφραστεί ως     cDf 21)(ˆ . 

 

                  Συγκρίνοντας την (2.12)  με την (2.6) παρατηρούμε ότι η )(ug
 έχει την ίδια μορφή 

με την )(yg  με τη διαφορά ότι τα εσωτερικά τους ολοκληρώματα ολοκληρώνουν για dxx)(  

και )(xdF  αντίστοιχα. Οπότε έχουμε το ακόλουθο πόρισμα. 

ΠΟΡΙΣΜΑ 2.1 Για 0D , η συνάρτηση )(ug
 από την (2.12) μπορεί να εκφραστεί ως 

)(ug 



 


 





 dxxeedxxedxxe

Dc

xbu

u

ux
u

xub )()()(
2 0

)(

0

)( 


 
    (2.19) 

και ο μετασχηματισμός Laplace της, 

 
Db

duugeg u

))((

)(~)(~
)(),(~

0 


 







 




,                            (2.20) 
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όπου 



0

)()(~ dxxes sx  με το  
 


x

yxdFyxwydFxyxwx
0

)(),()(),()( .  

                   Οπότε για 0u , όταν 0D  παίρνουμε, 

dxxe
c

uuhug
u

ux
)()()()(

)(

0,
0 


 

 



 ,                         (2.21) 

όπου
0

|)()(0,    uu .  

                  Διαισθητικά, μπορεί κανείς να αντιληφθεί ότι όταν 0D , τότε η )(tW τείνει σε 

μία εκφυλισμένη τυχαία μεταβλητή με μηδενική τιμή, δεδομένου ότι )(tW ~

)2,0(),0( 2 DtNN  . Έτσι η διαδικασία του πλεονάσματος (2.1) που εμπεριέχει έναν παρά-

γοντα διάχυσης (ή διαδικασία Wiener) προσεγγίζει την κλασική διαδικασία πλεονάσματος και 

ικανοποιεί την αντίστοιχη ελλειμματική ανανεωτική εξίσωση. 

ΘΕΩΡΗΜΑ 2.3. Για 0u , όταν 0D  ισχύει,  

 για σταθερό t , η )(tB ~ )2,0( DtN  τείνει σε μία εκφυλισμένη τυχαία μεταβλητή με 

μηδενική τιμή. 

 )()()()()( tSctutUtBtSctutU   . 

  cfDcf  )(ˆ)(ˆ 2
, η εξίσωση του Lundberg. 

 
0  . 

 )()()()())(()( 0,000 uuuuhuhu ww    . 

 )()()()( 00 uuuwu wd   , ανεξάρτητη από το 
0w . 

 

2.3 Ασυμπτωτικός τύπος για την )(u και η αντίστοιχη κα-

τανομή του ύψους απαιτήσεων 

                  Σε αυτή την ενότητα θα μελετήσουμε τον συντελεστή προσαρμογής και τον ασυ-

μπτωτικό τύπο που ικανοποιεί η )(u της (2.15). Θυμίζουμε ότι η 0  ικανοποιεί την γενι-

κευμένη εξίσωση του Lundberg 
2)(ˆ  Dcf  . Εάν ορίσουμε, 

 









D

c

D

c
DDc

42
)(

22

2 , 

τότε ισχύει 

)()(ˆ  f .                                                           (2.22) 

                  Επειδή   0)('ˆ
0

 


 xdFxef x  και   0)(''ˆ
0

2  


 xdFexf x , έ-

χουμε ότι η  f̂  είναι φθίνουσα, κυρτή συνάρτηση με    0f̂ , ενώ λόγω του αρνητικού 

συντελεστή  D  του όρου 
2  της   , η    είναι κοίλη παραβολή με    0  και 

μέγιστη τιμή  
D

c

4

2

 για 
D

c

2
 . Ως εκ τούτο, η (2.22) έχει ακριβώς δύο ρίζες, μία μη 
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αρνητική, συμβολίζεται 
1 , που είναι η  D,  και μία αρνητική (αν υπάρχει), συμβολίζεται 

 D,2    όπου   0, D .  

                  Διαφορίζοντας την (2.22) ως προς D  παίρνουμε, 

22)('ˆ 





 
dD

d
D

dD

d
c

dD

d
f  

Αφού και τα δύο  D,  και  D,  ικανοποιούν την (2.22), παίρνουμε 

  DcfdD

d





2'ˆ

2


  

και  

  DcfdD

d





2'ˆ

2


 . 

                  Επιπλέον, όταν η κοίλη παραβολή    βρίσκεται κάτω από την φθίνουσα ευθεία 

 c , παίρνουμε ότι:      0,,0,)0,(   DD . Παρατηρούμε ότι 

 Db ,  όταν        DDb ,,   . 

                  Όταν 0 , το  D,1    τείνει στο μηδέν και το  D,  επίσης. Επιπλέον, 

εάν 0 , το οποίο σημαίνει ότι το   0,  D , τότε από την γενικευμένη εξίσωση 

του Lundberg έχουμε 

    


 
0

1
ˆ1 








  cdxxFecDfcD x
.            (2.23) 

                  Γνωρίζοντας ότι   



0

)(,
~

duue w

u

w  
, αν πολλαπλασιάσουμε την (2.14) με 

ue   και στη συνέχεια ολοκληρώσουμε από 0u  έως  , θα πάρουμε 

         ,,,
~

,
~

ggw   

η ισοδύναμα 

 
 
 


 

,~1

,
,

~

g

g
w


 .                                                 (2.24) 

                  Από την (2.17) παίρνουμε, 

        
   2

2 21ˆ'ˆ
),('~

Db

DbDDcDfDbf
g









  

 

  Db

gDD
D

c
Df




























,~2)'(ˆ

 

   
  Db

gDcf










,~2)'(ˆ
                                              (2.25) 
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και  

 
  
  

1
1ˆ

1,~
2







Db

cDf
g




  

     
  Db

DbcDf










21ˆ
 

 
  Db

DDDbDbcDf










22ˆ
 

 

  Db

DDD
D

c
D

D

c
cDf




























22ˆ

 

 
  

   
  Db

f

Db

cDf



















ˆˆ 2

                            (2.26) 

   Συνδυάζοντας αυτό με την (2.20), η (2.24) γίνεται 

 
 
 

    
  

   
  Db

f

Db

g

g
w












 













ˆ

~~

,~1

,
,

~
 

    
   



f̂

~~




 . 

                  Για τον ασυμπτωτικό τύπο της )(u  η οποία ικανοποιεί την (2.15) ζητάμε 0 , το 

οποίο θα καλείται συντελεστής προσαρμογής, τέτοιο ώστε     1,~
0




 gdxxge x
 , ή ι-

σοδύναμα     f̂  από την (2.26). Έτσι,  D,   είναι ακριβώς η 
2 , η μο-

ναδική αρνητική ρίζα της (2.22), η οποία αναφέρεται και στους Gerber και Landry (1998). 

ΘΕΩΡΗΜΑ 2.4. Για 0D , ο ασυμπτωτικός τύπος που ικανοποιεί η  u  είναι 

 
       

 
,    ,   

2'ˆ

, 0
0 




 





ue

Dcf

DwdxydFxyxwee
u ux

xx








   (2.27) 

όπου    



0

'ˆ xdFxef x  και   η μοναδική αρνητική ρίζα της (2.22). 

ΑΠΟΔΕΙΞΗ  

Όταν η  u  ικανοποιεί την ελλειμματική ανανεωτική εξίσωση (2.15), τότε από το ανανεωτικό 

θεώρημα (βλέπε Feller 1971, σελ. 362) συνεπάγεται ότι 
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ue

g

b

w
g

e
dxxgxe

dxewxge
u uu

x

bxx

   ,   
,'~

,~ 0

0

0
0 













 . 

Στη συνέχεια, αντικαθιστώντας το   ,~ g από την (2.20) και το   ,'~ g  από την (2.25) 

με   1,~  g παίρνουμε, 

 
      

 
ue

Dcf

Dw
u 




 






2'ˆ

~~
0

, 

το οποίο μας δίνει την (2.27). 

 

ΠΟΡΙΣΜΑ 2.2. Για 0D , αν   1, yxw , τότε ο ασυμπτωτικός τύπος που ικανοποιεί η 

 u  είναι 

 
   

  





 u   ,   

2'ˆ

10 ue
Dcf

Dw
u 




 ,                            (2.28) 

όπου    



0

'ˆ xdFxef x  και   η μοναδική αρνητική ρίζα της (2.22). 

ΑΠΟΔΕΙΞΗ  

Αν   1, yxw , ο πρώτος όρος του αριθμητή της (2.27) γίνεται 

   
     




 






0

1ˆ1ˆ








  ff

dxxFee xx
 







 22 DcDc 



 , 

για   και   να ικανοποιούν την (2.22). Μετά από μικρή αναδιάταξη λαμβάνουμε την 

(2.28). 

 

                  Από τη λύση της ελλειμματικής ανανεωτικής εξίσωσης προκύπτουν ιδιότητες, οι ο-

ποίες εξαρτώνται σε μεγάλο βαθμό από τις ιδιότητες της αντίστοιχης κατανομής του ύψους των 

απαιτήσεων. 

                  Υπενθυμίζουμε ότι η  yg  των σχέσεων (2.3), (2.14) και (2.15) είναι η προεξοφλημένη 

πιθανότητα, η πρώτη πτώση του πλεονάσματος κάτω από το αρχικό αποθεματικό, που οφείλε-

ται στην εμφάνιση κάποιας απαίτησης, να βρίσκεται μεταξύ yu   και dyyu  . 

Θέτοντας 0  στην (2.17) παίρνουμε, 

  1
2

2

0

2




















cD

cD

Db

cD
dyyg . 
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                  Οπότε αν θέσουμε   0   ,   
1

1

0










dyyg  , αφού η   ικανοποιεί την γενικευ-

μένη εξίσωση του Lundberg,προκύπτει ότι, 

 
  

 
  

 















 0 02

2 ˆ1

1

1
dyyFe

DcDc

f

cD

cD
dyyg y














,    (2.29) 

ή ισοδύναμα  

 
1

0

2











 dyyFe

Dc

cD y






  

με 


  1
1

c
 όταν 0 . Επιπλέον για την περίπτωση όπου 0D  συμβολίζουμε με 

0 το  

 
1

0
0

0
0










dyyFe

c

c y


 , 

ή ισοδύναμα 

 
  











 0

0

0

0

0
0

0

ˆ1

1

1

cc

f

c

c
dyy













. 

Από αυτό και την (2.29), παίρνουμε 

 

 
 0

0

0 1.1

0
























dyyFe

dyyFe

c

Dc

y

y

. 

ΟΡΙΣΜΟΣ 2.3. Ορίσουμε  xG  να είναι η συνάρτηση κατανομής του ύψους των απαιτή-

σεων με  

 
 

 






0

0

dyyg

dyyg
xG

x

. 

                  Αφού    xhxg  , η  xG  γίνεται 

        
x

xHydyxHxG
0

,                                       (2.30) 

όπου    xHxH 1  είναι μία εκθετική συνάρτηση κατανομής με 

 
 

 

 
b

xH
e

dssh

dssh
xH bxx

'

0

 








,                                           (2.31) 
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όπου   bxbexH '  η συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας και    xx  1  επίσης μία συ-

νάρτηση κατανομής με 

   
 

 

 

 

   

 

































000

1
dyyFe

dyyFe

dsydFee

dsydFee

dss

dss
xx

y

x

sy

s
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s
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x

s

x












. 

Από την (2.6) και (2.29) παίρνουμε 

 
 

 

     

 














0

0

0

1
'

dyyFe
b

dsydFee

dyyg

xg
xG

y

s

sy
x

sxb





. 

                  Οι Lin και Willmot (1999) χρησιμοποίησαν την παρακάτω σχέση, 

 
 

 












0

0

0

0

000

ˆ1
dyyFe

f
dsydFee

y

s
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,                        (2.32) 

για να δείξουν ότι 
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0

0

0
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0
|

dyyFe

dyyxFe

dyyFe

dyyFee
xx

y

y
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x
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                 (2.33) 

Και 

 
 

 











0

0
0

00

'

dyyFe

ydFee
x

y

x

yx





.                                               (2.34) 

                  Προφανώς, όταν 0  τότε 00   , το οποίο μας δίνει ότι 

   
 

 xf
xF

xx e
1

0
''


 και      xFxx e 0 . Ως εκ τούτου, η   (ή η 0 ) μπορεί 

να θεωρηθεί ως μία γενίκευση της κατανομής ισορροπίας. 

                  Ο μετασχηματισμός Laplace της  x'  είναι (βλέπε Lin και Willmot 1999, σχέση 

(3.1)), 

 
   

 

   

 


































0

0

0

ˆ1

ˆˆ
.













f

fsf

sdyyFe

dxydFee
xde

y

x

yxs

sx
. 

Από την (2.30) παίρνουμε ότι     
 

 



0 0

xde
sb

b
xdGe sxsx .  

                  Επιπλέον, αν διαφορίσουμε την (2.30) παίρνουμε,      xHbxHxG  ''  

από την (2.31).  

Εφόσον,        xHxxHxG   παίρνουμε 
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b

xG
xxHxxGxG

'
1  .                           (2.35) 

                  Ομοίως,          xHxHxHxG  1  από την (2.30) και την αντιμετα-

θετική ιδιότητα της συνέλιξης. Μια εναλλακτική μορφή για την  xG  είναι 

           
x

yxbbx dyyebexHxHxG
0

. 

Παρατηρούμε ότι όταν 0D  τότε    yyg 0  από την (2.18), έτσι παίρνουμε 

 
 

 

 

 
  0   ,   0

0
0

0
0

0

0 










xx
dyy

dyy

dyyg

dyyg
xG

xx




. 

Με τον ορισμό της  yG  η (2.14) γίνεται 

        






u

ww uydGyuu
0 1

1

1

1





 ,                               (2.36) 

όπου  

            


 
u

xs

sxsub dxdsydFxyxwee
D

u
0

,1 


.                 (2.37) 

ΕΦΑΡΜΟΓΗ 2.2. (Μείξη εκθετικών κατανομών) Υποθέτουμε ότι 

  0   ,   '
1





xeqxF

r

k

x

kk
k , όπου 1...

21  rqqq . Εάν 0kq  για κάθε k  τότε η 

 xF '  είναι μία μείξη εκθετικών κατανομών. Είναι εύκολο να δείξουμε ότι ισχύει 

  





r

k

x

k
keqxF

1


 και    







 



r

k

x

k

k

x

y xe
q

dyyFe k

1

0   ,   



. 

Όπως αποδεικνύεται από τους Lin και Willmot (1999),  

  0   ,   
1

0,0  


 xeqx
r

k

x
k

k , 

όπου 
0

|0, 

  kk qq και 

rk
q

q

q
r

j j

j

k

k

k ,...,2,1   ,   

1
















. 

Προφανώς, η  x0 είναι επίσης η ουρά μίας μείξης εκθετικών κατανομών με νέα βάρη 

 r

kkq
10, 


. Επιπλέον,  
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είναι επίσης η ουρά μίας μείξης εκθετικών κατανομών (υποθέτουμε ότι 

rkb k ,...,2,1   ,     ) όπου 





















r

j j

j

b

q
q
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 και
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q
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k
k ,...,2,1   ,   










. 

                  Στην περίπτωση όπου 1r , τότε η  xF  είναι μία εκθετική συνάρτηση κατανομής 

με παράμετρο   και    xFx  . Εάν b , τότε η  
b

bee
xG

xbx










 

 είναι συνδυα-

σμός δύο εκθετικών. 

 

                  Οι Lin και Willmot (1999) απέδειξαν ότι οποιαδήποτε συνάρτηση  uw  ικανοποιεί 

την (2.36) με αυθαίρετη  uB  και συνάρτηση κατανομής  uG  μπορεί να εκφραστεί ως, 

           uKBuBxdBxuKu
u

w 0
111

0 
   .                      (2.38) 

Εδώ η       0   ,   
1

1
.

1
1

1











 





 uuGuKuK
n

n

n




, είναι μία σύνθετη γεωμετρική 

συνάρτηση κατανομής, με  



1

1
0K , η οποία ικανοποιεί την ελλειμματική ανανεωτική ε-

ξίσωση  

        






u

uuGxdGxuKuK
0

0   ,   
1

1

1

1


.                      (2.39) 

Για 0D , οι Tsai και Willmot (2001) έδειξαν ότι     000  ,  ,   uuG  και  
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1
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t uuoUTIeEuKuK



, 

η οποία ικανοποιεί την ελλειμματική ανανεωτική εξίσωση  

        






u
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0 0   ,   
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                  (2.40) 

με  
0

0
1

1
0


K , όπου    

0
|0  uu  και  0,0    η μοναδική, μη αρνητική ρίζα 

της εξίσωσης του Lundberg    


 
0

ˆ csxdFesf sx   με 00   όταν 0 . 
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2.4 Από κοινού, προεξοφλημένες συναρτήσεις κατανο-

μής και πυκνότητας πιθανότητας των  TU  και 

  || U  

 

                  Μελετώντας την προεξοφλημένη ελλειμματική από κοινού συνάρτηση κατανομής 

των )( TU  και   || U  μπορούμε να οδηγηθούμε στις οριακές προεξοφλημένες ελλειμματι-

κές συναρτήσεις κατανομής των )( TU  και   || U . Πρώτα απ’ όλα, με κατάλληλη επιλογή 

της συνάρτησης ποινής  yxw , , παίρνουμε ότι η προεξοφλημένη ελλειμματική από κοινού 

συνάρτηση κατανομής των )( TU  και   || U  είναι η  uw . Έπειτα, από τις (2.36) και 

(2.38) μπορούμε να πάρουμε μια αναλυτική έκφραση των προεξοφλημένων ελλειμματικών από 

κοινού συναρτήσεων κατανομών των )( TU  και   || U . 

 Όταν η χρεοκοπία οφείλεται στην εμφάνιση κάποιας απαίτησης, θεωρούμε 

 uDtyxf |;,,  (όπου 2

2

1
 D ) την από κοινού ελλειμματική συνάρτηση πυκνότητας, πι-

θανότητας των     ||, TUTU   και T . Ορίζουμε επίσης, τις από κοινού, προεξοφλημένες, 

περιθώριες συναρτήσεις πυκνότητας, πιθανότητας των     ||  , TUTU  , βασισμένες στην 

(2.1), με συντελεστή προεξόφλησης 0  ως ακολούθως, 

   



0

|;,,|,;, dtuDtyxfeuDyxf t , 

      
 





0 00

1 |;,,|,;,,|,; dtdyuDtyxfedyuDyxfuDxf t , 

και 

       
  


0 0 0

2 |;,,|,;,|,; dtdxuDtyxfedxuDyxfuDyf t . 

ΟΡΙΣΜΟΣ 2.4. Για κάθε σταθερό yx  ,  ορίζουμε τη συνάρτηση ποινής  21, xxw  να δίνεται 

από τον τύπο  

 


 


.αλλιώς   ,   0

,  , εάν   ,   1
,

21

21

yxxx
xxw  

                  Από την    



0

|;,,|,;, dtuDtyxfeuDyxf t , η  uw  της (2.4) γίνεται,  

       


 
x y

t

w uDy΄xFdxdtdxuDtxxfeu
0 0 0

2121 |,,|;,,  
, 

που είναι η προεξοφλημένη από κοινού συνάρτηση κατανομής των )( TU  και   || U . Η 

συνάρτηση  uB  της (2.37) μπορεί να γραφεί χρησιμοποιώντας την (2.29) και τη σχέση 

 
   

 











0
dyyFe

dyyFe
x
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sy





 ως ακολούθως. 
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Εάν xu 0 , 

          



u yx

x

x

s

sxsub dsdxdxxfee
D

uB
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122
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              yxxeee
a

b
yGuHyuGuG buux    .        (2.41) 

Και για 0u , 

          udHyGudGyxdGudB  

      duyxxbeee
a

b buux      ,                                 (2.42) 

όπου  2
D

c
ba . 

Εάν ux 0 , 

            



x yx
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sxsub dsdxdxxfee
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                 yxxeee
a

b
yGuHyxGxGxuH xbxbu    .    (2.43) 

Και  

             udHyGxudHyxGxGudB  

        udHyxxee
a

d xbx   .                                   (2.44) 

Όταν 0D , τότε    xxG
a

b
00  ,   ,  1    και   0 bueuH  για 0u .  

Οπότε το  uB  γίνεται 

 
           












.0 αν   ,   0

,0 αν   ,   0000
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0

ux

xuyxxeyuu
uB

ux

     (2.45) 

Παρατηρούμε ότι η παραπάνω έκφραση για το  uB0 , xu 0 , μπορεί να ληφθεί και για 

0u , όμως όχι για 0D , αλλά από παράγωγες εκφράσεις όμοιες με την συνάρτηση (2.41), 

όπου  

         





1

10

12212100 ,1
xu

ux
dxdxxfxxxwe

c
uB




.                  (2.46) 

Στη συνέχεια, οδηγούμαστε στα ακόλουθα αποτελέσματα. 

ΘΕΩΡΗΜΑ 2.5. (Tsai C. C. L., 2001, Θεώρημα 1) Για 0D , η προεξοφλημένη ελλειμμα-

τική από κοινού συνάρτηση κατανομής των  TU  και   || TU  δίνεται από τον τύπο 
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με   00|,;, DyxF  , όπου 

     uHKuHuHK 1 .                                         (2.48) 
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με  
        yxeyxe

yxF
xx
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1
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 . 

Για 0D  και 0 , 
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       (2.50) 

με  
        yxFyFxF

yxF



1111

1
0|0,0;,


, όπου  

  





x dyyF
xF

0
1

1

1


. 

ΑΠΟΔΕΙΞΗ  

Αν xu 0 , αποδεικνύεται ότι η (2.38) είναι η 

       uBtdBtuKuDyxF
u




11
|,;,

0
   

όταν   00 B .  

                  Στη συνέχεια αντικαθιστώντας τις  uB  και  tB'  των (2.41) και (2.42), αντίστοιχα, 

παίρνουμε την (2.47) μέσω της (2.39) για την περίπτωση που xu 0 . Για 0u , από την 

(2.39), παίρνουμε 

             



y

tdGtyKyGyKKDyxF
0

0
11

0
1

0|,;,



   

και  



1

1
0K . 

Ομοίως, αν ux 0 , η (2.38) γίνεται 

           uBtdBtuKtdBtuKuDyxF
u

x

x




111
|,;,

0
  . 

                   Αντικαθιστώντας τις  uB  και  tdB  των (2.41) και (2.42), αντίστοιχα, με τη βοήθεια 

της (2.39) οδηγούμαστε στην (2.47), για την περίπτωση όπου ux 0 . 

                  Όταν 0D , τότε        uKuKyyG
a

b
0000  ,  ,  , 1 ,    και για 

    uKuHKu 01 , 0  . Ως εκ τούτου, όταν 0D , η (2.47) απλοποιείται στην (2.49) 

για 0u . Για 0u  το αποτέλεσμα μπορεί να προκύψει μέσω παράγωγων συναρτήσεων, 

παρόμοιων της (2.47) από την 
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           uKuBuBtdBtuKuyxF
u
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0

0

0
0

00

0

111
|0,;,


   , 

Με το  uB0  να δίνεται στην (2.45). Εάν 0u , η (2.49) γίνεται 

        yxeyxeyxF xx 


  




01

1
0|0,;, , 

από την (2.40) και  
0

0
1

1
0


K . 

                  Εάν 0 , τότε        xFxuu 1000000  , | ,  ,      και 

 
 

1

dxxF
xd  . Στην περίπτωση αυτή, η (2.50) προκύπτει εύκολα μέσω της (2.49). 

 

                     Ο Tsai (2001) έδειξε ότι η   uHK 1  είναι ίση με  

             uUTUTIeEuUTUTIeEu TT

t   0|0,0|0,  , 

το άθροισμα δύο αναμενόμενων παρουσών αξιών του χρόνου χρεοκοπίας T , όταν η χρεοκοπία 

οφείλεται στην εμφάνιση κάποιας απαίτησης και σε ταλάντωση. Για 0 , η  ut  γίνεται 

           uUTUTuUTUTut  0|0,Pr0|0,Pr  που είναι η πιθα-

νότητα χρεοκοπίας. 

ΠΟΡΙΣΜΑ 2.3. Για 0D , η προεξοφλημένη ελλειμματική από κοινού συνάρτηση πυκνό-

τητας πιθανότητας των  TU  και   || TU  δίνεται από τον τύπο 
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      (2.51) 

με   00|,;, Dyxf  . 

Για 0D , 
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με    yxfe
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 . 

Για 0D  και 0 , 
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uyxf             (2.53) 

με    yxf
c

uyxf 


|0,0;, . 

ΑΠΟΔΕΙΞΗ 

Δεδομένου ότι  
 

yx

uDyxF
uDyxf






|,;,
|,;,

2 
 , αν xu 0 , από την (2.47) παίρ-

νουμε 
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Από την (2.29) και τη σχέση  
   

 











0
dyyFe

dyyFe
x

y

x

sy
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Οπότε, 
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yxe xxx
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   yxf
bD

e x   
 1 , 

το οποίο αποδεικνύει την (2.51) για xu 0  . 

Εάν ux 0 , από την (2.47) παίρνουμε 
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Όταν          


u
xub
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dxxKebdxxuHxKuHK
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' , ισχύει ότι  

            uKuHKbuHKuKbuHK  1' . 

Τότε, 
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Δεδομένου ότι    
 
b

xG
xxG

'
  και  ba , ο πρώτος όρος της δεξιάς μεριάς εξαφα-

νίζεται και ο δεύτερος όρος αποδεικνύεται, μέσω της (2.54), ότι είναι  

       
 

    xuHKyxf
aD

xuHKyxyx
a

b



 1

1
1'''.1







. 

Συνδυάζοντάς το με το τρίτο όρο παίρνουμε την (2.51) για ux 0 . 

                  Ομοίως, αποδεικνύεται μέσω της (2.49) η (2.52). Εάν 0 , τότε 

   uuK 0000 |  , 0     , και η (2.52) ανάγεται στην (2.53). 

 

 

2.5 Προεξοφλημένη συνάρτηση κατανομής και πυκνότη-
τας πιθανότητας του   || U  

                  Όταν προκαλείται χρεοκοπία εξαιτίας της εμφάνισης κάποιας απαίτησης, ενδιαφέ-

ρον έχει η μελέτη του ελλείματος,   || U , τη στιγμή της χρεοκοπίας και της συνάρτησης κα-

τανομής του. Γνωρίζοντας την συνάρτηση κατανομής του   || U  μπορούμε να αξιολογήσουμε 

το μέγεθος της καταστροφής που προκλήθηκε από μία απαίτηση. Με την από κοινού προεξο-

φλημένη συνάρτηση κατανομής των  U  και   || U , η προεξοφλημένη οριακή συνάρ-

τηση κατανομής του   || U ,  uDyF |,;2  , μπορεί τώρα να προκύψει μέσω της 

 uDyxF |,;,   αφήνοντας το x . 

ΠΟΡΙΣΜΑ 2.4. Για 0D , η προεξοφλημένη ελλειμματική οριακή συνάρτηση κατανομής 

του   || U  δίνεται από τον τύπο 

           


 uHKyGyuKuKuDyF 1
11

|,;2



  

    
y

tdGtyuK
0

1


,                                                (2.55) 

με   00|,;2 DyF   και  

        uHKuKuDyFuDF
y







1
1
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1
|,;lim|,; 22


 . 

Για 0D , 
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,                                                (2.56) 

με    yyF 0
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2
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1
0|0,; 





  και      uKuyFuF

y
022 |0,;lim|0,; 


 . 
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Για 0D  και 0 , 

          


 uyFyuuuyF 01002

11
|0,0; 
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dttFtyu
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1

1



,                                            (2.57) 

με      



y

dttF
c

yFyF
0

12
1

1
0|0,0;




και      uuyFuF

y
022 |0,0;lim|0,0; 


. 

ΑΠΟΔΕΙΞΗ 

Αφήνοντας το x στην περίπτωση που xu 0  (όταν το u  είναι σταθερό), με την υπό-

θεση ότι   0 x  και   0 yx , από την (2.47) προκύπτει η (2.55). Ομοίως από τις 

(2.49) και (2.50) προκύπτουν οι (2.56) και (2.57). 

Όταν το y , τότε   0 yuK  και 

        



y

tdGtyuKtdGtyuK
0 0

0 , 

από το οποίο προκύπτει ότι       uHKuKuDyF
y










1
1

11
|,;lim 2




 . 

 

                Ο Tsai (2001) έδειξε ότι το       uHKuKuDyF
y










1
1

11
|,;lim 2




  

είναι ίσο με        uUTUTIeEu T

s   0|0, , δηλαδή ίσο με την αναμενόμενη 

παρούσα αξία του χρόνου χρεοκοπίας T , όταν η χρεοκοπία οφείλεται στην εμφάνιση κάποιας 

απαίτησης. 

ΠΟΡΙΣΜΑ 2.4. Για 0D , η προεξοφλημένη ελλειμματική συνάρτηση πιθανότητας πυκνό-

τητας του   || U  δίνεται από τον τύπο 

       


 uKHyGyuKuDyf '
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'
1
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0

'
1


,                                                (2.58) 

με   00|,;2 Dyf  . 

Για 0D , 
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 ,             (2.59) 
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με    yyf 0

0

2
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1

1
0|0,; 





 . 

Για 0D  και 0 , 
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1
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,                (2.60) 

με      yF
c

yFyf






 '

1

1
0|0,0; 12

. 

ΑΠΟΔΕΙΞΗ 

Παραγωγίζοντας την (2.55), ως προς y , παίρνουμε  

           


 uKuHKyGyuKuDyf 1'
1

'
1

|,;2





    
y

tdGtyuK
0

'
1


 

και ισχύει ότι       uKHuKuHK 1 . Συνδυάζοντας τις δύο σχέσεις παίρ-

νουμε την (2.58). 

Ομοίως, παραγωγίζοντας τις (2.56) και (2.57) προκύπτουν οι (2.59) και (2.60), αντί-

στοιχα.  

 

ΘΕΩΡΗΜΑ 2.6. (Tsai C. C. L., 2001, Θεώρημα 2)  Για 0D , η προεξοφλημένη ελλειμμα-

τική συνάρτηση κατανομής του   || U ικανοποιεί την ελλειμματική ανανεωτική εξίσωση 
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0

22 |,;
1

1
|,; 


  

        uHyGyuGuG 



1

1
.                                     (2.61) 
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 .     (2.62) 

Για 0D  και 0 , 

          yuFuFxFxuyFuyF
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1
|0,0;
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1
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.      (2.63) 

ΠΟΡΙΣΜΑ 2.5. Για 0D , η προεξοφλημένη ελλειμματική συνάρτηση πιθανότητας πυκνό-

τητας του   || U  ικανοποιεί την ελλειμματική ανανεωτική εξίσωση  
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Για 0D , 

       yuxdxuyfuyf
u







  0

0
0

02

0

2
'

1

1
|0,;

1

1
|0,;





 .         (2.65) 
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  .             (2.66) 

ΑΠΟΔΕΙΞΗ 

Παραγωγίζοντας τις σχέσεις (2.61), (2.62) και (2.63) προκύπτουν οι σχέσεις (2.64), (2.65) και 

(2.66), αντίστοιχα. 

 

                  Στη συνέχεια είναι χρήσιμο να ορίσουμε την προεξοφλημένη συνάρτηση κατανομής 

 DyF u ,;,2  , ως ακολούθως.  
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Τότε, παίρνουμε 
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  . 

ΘΕΩΡΗΜΑ 2.7. (Tsai C. C. L., 2001, Θεώρημα 3)  Η    DyFDyF u
u

,;lim,; ,2,2 
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κανοποιεί τη σχέση 
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 , 

όπου το   είναι θετικό και ικανοποιεί τη σχέση  

 



0

1  xdGe x
. 

ΑΠΟΔΕΙΞΗ 

Ο Tsai (2001) απέδειξε ότι η  us  ικανοποιεί τη σχέση 
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και από την (2.61) η  uDyF |,;2   ικανοποιεί τη σχέση 
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Από το ανανεωτικό θεώρημα, που δόθηκε από τον Feller to 1971, ισχύει, 
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Οπότε, 
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                  Σημειώνεται επίσης, ότι όταν    
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dxxHe x , για b  και  
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 dxxGe x παίρνουμε 
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2.6 Προεξοφλημένη συνάρτηση κατανομής και πυκνότη-
τας πιθανότητας του  TU  

Όταν προκαλείται χρεοκοπία εξαιτίας της εμφάνισης κάποιας απαίτησης μία σημαντική ποσό-

τητα για μελέτη είναι το πλεόνασμα ακριβώς πριν την στιγμή της χρεοκοπίας,  TU . Γνωρί-

ζοντας την προεξοφλημένη από κοινού συνάρτηση κατανομής των  TU  και   || TU , η προ-

εξοφλημένη συνάρτηση κατανομής του  TU ,  uDxF |,;1  , προκύπτει μέσω της 
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 uDyxF |,;,   αν αφήσουμε το y . Επιπλέον, υπάρχει μία σχέση που συνδέει τις 

 uDxF |,;1   και  uDxF |,;2  . 

ΠΟΡΙΣΜΑ 2.6. Για 0D , η προεξοφλημένη ελλειμματική οριακή συνάρτηση κατανομής 

του  TU  δίνεται από τον τύπο 
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      (2.69) 

με    xFxF 11
1

1
0|0,0;


  και      uuxFuF

x
011 |0,0;lim|0,0; 


. 

ΑΠΟΔΕΙΞΗ 

Αφήνοντας στην(2.47) το y , παίρνουμε ότι  

     , 0 , 0  yxyuK    0 yxG  και     0 , 0  yGtydG  και 

        



y

tdGtyuKtdGtyuK
0 0

0 , από τα οποία προκύπτει η (2.67). όταν 

x , τότε       uHKuKuDxF 


 1
1

1

1
|,;1


 . Ομοίως, μέσω των (2.49) και 

(2.50) αποδεικνύονται οι σχέσεις (2.68) και (2.69). 

 

ΠΟΡΙΣΜΑ 2.7. Για 0D , η προεξοφλημένη ελλειμματική συνάρτηση πιθανότητας πυκνό-

τητας του  TU  δίνεται από τον τύπο 
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      (2.70) 

με   00|,;1 Dxf  . 

Για 0D , 
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      (2.71) 

με    xFe
c

xf
x00|0,;1


 

 . 

Για 0D  και 0 , 
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                (2.72) 

ΑΠΟΔΕΙΞΗ 

Από την (2.54) και το  



1

1
0K , αν παραγωγίσουμε την (2.67) ως προς x  προκύπτει η 

(2.70) για xu 0 . 

Αν ux 0 , τότε από την (2.54) και το         uKuHKbuHK  11 , παίρ-

νουμε  
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b
xG 1''
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2

0

K

dttuKeuHK
xFe

Dc

x
t
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. 

Επειδή    
 
b

xG
xxG

'
  και  ba , ο πρώτος όρος στην δεξιά πλευρά εξαφανίζεται 

και ο δεύτερος όρος γίνεται, μέσω της (2.54), 

            xuHKxF
Dc

xuHKxx
a

b





 1

1.
2

1'.1











. 

Συνδυάζοντας αυτά με τον τρίτο όρο προκύπτει η (2.70) για ux 0 . 

Ομοίως, προκύπτει και η (2.71) μέσω της (2.68). 

Για 0 ,    uuK 000 |    οπότε από την (2.71) παίρνουμε την (2.72). 

 

                  Σημειώνεται επίσης, αν εξισώσουμε τις σχέσεις (6.5) και (6.6) των Gerber και Shiu 

(1998) και την (2.71), παίρνουμε  

 
 

 
   





 




  dttuKeuKe

K

K
euK

u
tuu

0
0

00

0

0000

0 01

01


  , 

όπου το  uK
0

 ορίζεται από τη σχέση 

         0 όταν   ,   0|
||0

0



uuUTIeEuK

TUT 

 , 

με      uuKuK 0000 ||
0

   . 

ΘΕΩΡΗΜΑ 2.8. (Tsai C. C. L., 2001, Θεώρημα 4)  Η προεξοφλημένη ελλειμματική συνάρ-

τηση κατανομής του  TU , για την περίπτωση που 0D  και xu 0 , ικανοποιεί την 

ελλειμματική ανανεωτική εξίσωση  

     


 
u

ydGyuDxFuDxF
0

11 |,;
1

1
|,; 


  

    










  buuu eexe

a

b
uH 

1

1
.                                (2.73) 

Για 0D , 
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            ueuydyuxFuxF
ux

u

00

0
0
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0

1
0

1

1
|0,;

1

1
|0,; 
















 .   (2.74) 

Για 0D  και 0 , 

          xFuFydFyuxFuxF
u

111
0

11
1

1
|0,0;

1

1
|0,0; 





  

.         (2.75) 

ΑΠΟΔΕΙΞΗ 

Για κάθε x σταθερό, θεωρούμε τη συνάρτηση ποινής  yzw ,  να δίνεται από τον τύπο 

 


 


 . αλλιώς   ,   0

  αν   ,   1
,

xz
yzw  

Επίσης, ισχύει 

       
 

 
x

t

w uDxFdtdydzuDtyzfeu
0 0 0

1 |,;|;,,  
, 

η οποία είναι η προεξοφλημένη συνάρτηση κατανομής του  TU . 

Οι Tsai και Willmot (2001), έδειξαν ότι η  uDxF |,;1   ικανοποιεί την ελλειμματική ανανεω-

τική εξίσωση  

          


u u
sub dsse

D

c
dyygyuDxFuDxF

0 0
11 |,;|,;  ,         (2.76) 

όπου         
 

 
s

sz dydzyzfyzwe
c

s
0

,



 . 

Οπότε, από τον ορισμό του  yzw ,  παίρνουμε 
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Από τη (2.29), 
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 .  

Συνδυάζοντας αυτό με τη σχέση  
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 παίρνουμε 
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    buux eexe
a

b
uH  

 . 

Για  





1

1

0
dzzg  και  

 

 




0

'

zdzg

xg
xG , πολλαπλασιάζοντας τη δεξιά πλευρά της 

(2.76) με 

 




0

1

1

dzzg


 προκύπτει η (2.73). 

Ομοίως προκύπτουν και οι εξισώσεις (2.74) και (2,75) . Διαφορετικά, όταν 0D , τότε 

   uuH
a

b
000 Γ , 1 ,  ,    και   0 bueuH  για 0u , οπότε η (2.73) 

μετατρέπεται στην (2.74), για 0u . Όταν 0 , τότε  0 , 00   και    xFx 10  , 

οπότε η (2.74) μετατρέπεται στην (2.75). 

 

ΠΟΡΙΣΜΑ 2.8. Η προεξοφλημένη ελλειμματική συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας του 

 TU  για 0D , στην περίπτωση που xu 0 , ικανοποιεί την ελλειμματική ανανεωτική 

εξίσωση 

     


  ydGyuDxfuDxf
u

0
11 |,;

1

1
|,; 


  

  buux eexFe
Dc

 


 





2
.                                            (2.77) 

Για 0D , 

         xFe
c

ydyuxfuxf
ux

u





  0

0
01

0

1 |0,;
1

1
|0,;





 .            (2.78) 

Για 0D  και 0 , 

       xF
c

ydFyuxfuxf
u 





 0 111 |0,0;

1

1
|0,0; .                     (2.79) 

ΑΠΟΔΕΙΞΗ 

Παραγωγίζοντας τις σχέσεις (2.73), (2.74) και (2.75) ως προς x  προκύπτουν αντίστοιχα οι 

(2.77), (2.78) και (2.79), με χρήση της (2.54). 

 

                  0 Dickson το 1992 πρότεινε μια σχέση μεταξύ του  uxF |0,0;1
, που είναι η πιθανό-

τητα χρεοκοπίας με αρχικό αποθεματικό u  και πλεόνασμα, ακριβώς πριν την απαίτηση που 

προκάλεσε την χρεοκοπία, να είναι το πολύ x και του  uyF |0,0;2
, που είναι η πιθανότητα 
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χρεοκοπίας με αρχικό αποθεματικό u  και έλλειμα ακριβώς μετά την απαίτηση που προκάλεσε 

την χρεοκοπία, να είναι το πολύ y , ως ακολούθως. 

   
 

     uxuxu
xF

xuxFuxF 






 
 0   ,   

1
|0,0;|0,0; 00

1
21 


.     (2.80) 

Στη συνέχεια, παρουσιάζονται αντίστοιχες σχέσεις μεταξύ του  uDxF |,;1   και του 

 uDyF |,;2   και μεταξύ του  uxF |0,;1   και του  uyF |0,;2  . 

ΛΗΜΜΑ 2.2. Όταν ux 0 , για 0D , 

         uKxuKxuDxFuDxF |,;|,; 21   

           







 

 xuHKxuKx
a

b
tuKdexe

a

b x
tx 11

1.1
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       uHKuKxe
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b x
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1 


.                                (2.81) 

Για 0D , 

         uKxuKxuxFuxF 0021 |0,;|0,;   

   tuKdexe
x

tx
 



0
0

0

0

00
1 


.                                           (2.82) 

Για 0D  και 0  προκύπτει η (2.80). 

ΑΠΟΔΕΙΞΗ  

Από την (2.55), παίρνουμε  

           


 xuHKyGuKxuKxuDyF 1
11

|,;2





    
x

tdGtuK
0

1


. 

Αφαιρώντας αυτό από την (2.67),  για ux 0 , παίρνουμε 

        


 uKxuKxuDxFuDxF





1
|,;|,; 21  

            xuHKx
a

b
uHKxuHK 1.1

11
1


 

      






 
 uHKdttuKexe

a

b x
tx 1.1

0

 


. 

Με ολοκλήρωση κατά μέρη, ο τελευταίος όρος της δεξιάς πλευράς γίνεται  
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 uHKtuKdeuKxuKexe

a

b x
txx 1.1

0




. 

Με αντικατάσταση προκύπτει η (2.81). 

Όταν 0D , τότε    uKuK
a

b
000  ,  ,  , 1    και    uKuHK 01  , οπότε 

η (2.81) μετατρέπετε στην (2.82). 

Εάν 0 , τότε    xFx 1000  , 0 ,    και    uuK 000 |   , οπότε από την 

(2.82) προκύπτει η (2.80). 
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ ΤΡΙΤΟ 

 

ΤΟ ΑΝΑΝΕΩΤΙΚΟ ΜΟΝΤΕΛΟ ΤΗΣ ΘΕΩΡΙΑΣ  

ΚΙΝΔΥΝΟΥ ΜΕ ΕΝΑΝ ΟΡΟ ΔΙΑΧΥΣΗΣ 

 

Στο κεφάλαιο αυτό, εξετάζουμε την αναμενόμενη προεξοφλημένη συνάρτηση ποινής για το 

μοντέλο κινδύνου του Sparre Andersen, το οποίο διαταράσσεται από έναν παράγοντα διάχυ-

σης. Όπως και στους Gerber και Shiu, 2003a και 2003b, υποθέτουμε ότι οι ενδιάμεσοι χρόνοι 

μεταξύ των αφίξεων των απαιτήσεων ακολουθούν μία γενικευμένη Erlang(n) κατανομή.  

ΟΡΙΣΜΟΣ 3.1. Η τυχαία μεταβλητή X  ακολουθεί την γενικευμένη Erlang κατανομή με 

παραμέτρους nn  ,,,, 21  , αν n

d
XXXX  21 , όπου οι τυχαίες μεταβλητές 

nXXX ,,, 21  είναι αμοιβαία ανεξάρτητες με κάθε iX  να ακολουθεί Exp   i , για 

ni  ,  , 2 , 1  . 

Συμβολικά γράφουμε X ~  nnGerl  ,,,, 21  . 

Αν   n21 , τότε προφανώς η τυχαία μεταβλητή X ~  ,nErl . 

ΟΡΙΣΜΟΣ 3.2. Η συνεχούς χρόνου, Sparre Andersen διαδικασία πλεονάσματος, επηρεα-

σμένη από έναν παράγοντα διάχυσης, δίνεται από τον τύπο 

 
 

  0   ,   
1

 


ttBXctutU
tN

i

i  , 

όπου 0u το αρχικό αποθεματικό. Τα iX είναι ανεξάρτητες, ομοιόμορφα κατανεμημένες, τυ-

χαίες μεταβλητές με κοινή συνάρτηση κατανομής F  και συνάρτηση πυκνότητας f  και το 

καθένα από αυτά αντιπροσωπεύει το ύψος της i -οστής απαίτησης. Με  k

k XE  συμβολί-

ζουμε την k -οστή ροπή και με    



0

ˆ dxxfesf sx
 το μετασχηματισμό Laplace της f . 

Η συνήθης ανανεωτική διαδικασία   0, ttN  απαριθμεί τον αριθμό των απαιτήσεων σε 

χρόνο t , με    kWWktN  1:1max , όπου οι ενδιάμεσοι χρόνοι μεταξύ των αφί-

ξεων των απαιτήσεων iW έχουν κοινή γενικευμένη Erlang(n) κατανομή, δηλαδή τα iW  αποτε-

λούν το άθροισμα n  ανεξάρτητων και εκθετικά κατανεμημένων τυχαίων μεταβλητών, 

nn VVVS  21: ,                                                        (3.1) 

όπου τα iV  μπορεί να έχουν διαφορετικούς παραμέτρους εκθετικής 0i . 
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Επίσης, η   0: ttB  είναι μία διαδικασία Wiener, ανεξάρτητη από την σύνθετη ανανεωτική 

διαδικασία  
 





tN

i

iXtS
1

:  και 0  είναι η παράμετρος διασποράς. 

ΟΡΙΣΜΟΣ 3.3. Η συνθήκη καθαρού κέρδους, αν υποθέσουμε ότι τα  
1iiW  και  

1iiX  

είναι ανεξάρτητα, δίνεται από τον τύπο 

   ii XEWcE   

ή ισοδύναμα 





n

i i

c
1

1

1



                                                                (3.2) 

και ο χρόνος χρεοκοπίας ορίζεται να είναι 

  










αλλιώς.   ,   

0:0inf tUt
T                                                      (3.3) 

ΟΡΙΣΜΟΣ 3.4. Η πιθανότητα απόλυτης χρεοκοπίας  u  ορίζεται ως, 

     0   ,   0|  uuUTPu . 

Η πιθανότητα χρεοκοπίας που προκαλείται από ταλάντωση στο  tU , λόγω της διαδικασίας 

Wiener  tB , δίνεται από τον τύπο 

      uUTUTPud  0|0, . 

Η πιθανότητα χρεοκοπίας που προκαλείται από την εμφάνιση κάποιας απαίτησης δίνεται από 

τον τύπο 

      uUTUTPus  0|0, . 

Ο μετασχηματισμός Laplace του χρόνου χρεοκοπίας T , λόγω του όρου διάχυσης ορίζεται ως, 

          10 με   ,   0|0,  

d

T

d uUTUTIeEu  
.                  (3.4) 

Η αναμενόμενη προεξοφλημένη συνάρτηση ποινής, όταν η χρεοκοπία οφείλεται στην εμφά-

νιση κάποιας απαίτησης, ορίζεται ως, 

            uUTUTITUTUweEu T

s   0|0,||, ,                (3.5) 

με   , yxw , για 0, yx , να είναι η συνάρτηση ποινής για μη αρνητικές τιμές. 

ΟΡΙΣΜΟΣ 3.5. Η αναμενόμενη προεξοφλημένη συνάρτηση ποινής των Gerber-Shiu είναι η 

     uuu sd   .                                                         (3.6) 

                  Στη συνέχεια, θα δούμε ολοκληροδιαφορικές εξισώσεις που ικανοποιούν οι  ud  

και  us . 
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3.1 Ολοκληροδιαφορικές εξισώσεις για τα  u
d
 ,  u

s
  

Αρχικά, θεωρούμε ότι κάθε ξεχωριστή Gerber-Shiu συνάρτηση λαμβάνεται από δια-

φορετικές γενικευμένες Erlang κατανομές. 

Στη συνέχεια σταθεροποιούμε το nj ,,0  , των εκθετικών τυχαίων μεταβλητών 

του αθροίσματος jj VVVS  21:  από την (3.1), με 00 S . 

ΟΡΙΣΜΟΣ 3.6. Ορίζουμε τη συνάρτηση  ujs,  να δίνεται από τον τύπο 

              utUtSTUTITUTUweEu j

tT

js   ,|0,||,,

 ,      (3.7) 

με      uuu snss   ,0,  και   00, js , για nj ,,0  . 

Ομοίως, ορίζουμε, για nj ,,0  , την συνάρτηση  ujd ,  να δίνεται από τον τύπο 

         utUtSTUTIeEu j

tT

jd   ,|0,,

 ,                      (3.8) 

με      uuu dnsd   ,0,  και   10, jd . 

 Υπό ορισμένες συνθήκες κανονικότητας της συνάρτησης πυκνότητας f  των απαιτή-

σεων και του ολοκληρώματος της συνάρτησης ποινής  , μπορούμε να δείξουμε ότι οι συναρ-

τήσεις  ujs,  και  ujd ,  είναι και οι δύο, δύο φορές συνεχώς διαφορίσιμες για όλα τα 

1,,1,0  nj  . 

ΘΕΩΡΙΜΑ 3.1. (Li, S. Και Garrido, J., 2005, Θεώρημα 1)  Εάν τα f  και   είναι δύο φορές 

συνεχώς διαφορίσιμα, τότε η  us  είναι n2  φορές συνεχώς διαφορίσιμη και ικανοποιεί την 

ακόλουθη εξίσωση, για 0u , 

       udxxfxuuDD
c

I
u

ss

n

j jjj
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1

2
2

2
1 ,        (3.9) 

όπου      



u

dxxfuxuwu , ,   00 s  και DI  ,  ο ταυτοτικός και ο διαφορικός τελε-

στής, αντίστοιχα. 

Αν η f  είναι δύο φορές συνεχώς διαφορίσιμη στο ),0[  , τότε η  ud  είναι n2  φορές συνε-

χώς διαφορίσιμη και ικανοποιεί την ακόλουθη, όμοια με την προηγούμενη, εξίσωση, για 0u
, 
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j jjj
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1 








,             (3.10) 
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με   10 d . 

ΑΠΟΔΕΙΞΗ 

Θεωρούμε το απειροελάχιστο διάστημα από το jS  στο dtS j  . Για 2,,1,0  nj  , παίρ-

νουμε 

       

 dtBcdtuEdtVPe jsj

dt

js  

,1,  

     dtBcdtuEdtVP jsj    1,1 .                                    (3.11) 

Επίσης, ισχύει ότι  dtodte dt   1 , ενώ 

       dtodtdtdtodtdtVP jjj   11j11 VP , 1  . 

Οπότε, από την επέκταση του Taylor, παίρνουμε  

           dtodtuucudtBcdtuE jsjsjsjs 







 ,

2

,,,
''

2
' 


 . 

Με αντικατάσταση στην (3.11), αφαιρώντας το  ujs,  και από τις δύο πλευρές, για 0dt  

και 2,,1,0  nj  , παίρνουμε 

            uucuu jsjsjsjjsj ,

2

,,11,1
''

2
' 


  

   uDcD jsj ,

2
2

1
2




 







 

,                                        (3.12) 

Ομοίως, για 1 nj , παίρνουμε  

         




 








  udxxfxuuDcD

u

snnsn 



0

0,1,

2
2

2
.         (3.13) 

Μετά από κατάλληλες αντικαταστάσεις προκύπτει ότι η  us 0,  είναι m2  φορές συνεχώς 

διαφορίσιμη για 11  nm  και ότι 

   uDD
c

Iu s

m

j jjj

ms 0,

1

2
2

,
2

1 



















































 



.                        (3.14) 

Στη συνέχεια, αν θέσουμε 1 nm  στην (3.14), παρατηρώντας ότι η  uns 1,   είναι δύο φο-

ρές συνεχώς διαφορίσιμη, είναι εύκολο να δείξουμε ότι η  us 0,  είναι n2  φορές συνεχώς δια-

φορίσιμη. Επιπλέον, χρησιμοποιώντας την (3.13) και παρατηρώντας ότι    uu ss  0, , παίρ-

νουμε  
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       udxxfxuuDD
c

I
u
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j jjj
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2

2
1 . 

Τέλος, παρατηρείται ότι   00 s , όταν      000|0,  UTUTP . 

 Για την επαλήθευση της ομογενούς εξίσωσης για το  ud , χρησιμοποιώντας παρό-

μοιους ισχυρισμούς με αυτούς που χρησιμοποιήσαμε για την σχέση (3.12) και (3.13), για 

2,,1,0  nj  , παίρνουμε 
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Οπότε, έχουμε ότι η  ud  είναι n2  φορές συνεχώς διαφορίσιμη και ικανοποιεί την εξίσωση 
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Επίσης, όταν      100|0,  UTUTP  τότε   10 d . 

(βλέπε και Cai 2004, για ένα διαφορετικό μοντέλο κινδύνου που επίσης επηρεάζεται από έναν 

όρο διάχυσης) 

 

3.2 Μία γενικευμένη εξίσωση του Lundberg 

Θεωρούμε το χρόνο άφιξης την k-οστής απαίτησης να είναι 



k

j

jk W
1

  και το πλεό-

νασμα ακριβώς μετά την έλευση της k-0στής απαίτησης να είναι  kk UU  . Θεωρούμε, ε-

πίσης, ότι για 00   παίρνουμε uU 0  και για ,2,1k , παίρνουμε 
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j

kjkkk BXcuUU
1

  

     



k

j

jjjj BBXcWu
1

1 . 

Ψάχνουμε έναν αριθμό s  τέτοιο ώστε η διαδικασία  ,2,1,0; 


ke kk sU
 να σχηματίζει ένα 

martingale. Εδώ, αυτό είναι ισοδύναμο με 

          11111111 
 sXWBsWcssXWBscsWW

eEeEeE


.                      (3.17) 
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Όταν  

          
 

















 1

22

1
1111 2

1|
W

s
Wcs

WBsWcsWBsWcs
eEWeEEeE





 

και το 1W  ακολουθεί γενικευμένη Erlang(n) κατανομή, τότε η (3.17) ικανοποιεί την εξίσωση 
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Αν θέσουμε  
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τότε η (3.18) είναι ισοδύναμη με 

   sfs ˆ ,                                                                (3.19) 

για  n , 0 ℕ και s ℂ, η οποία είναι μία γενικευμένη θεμελιώδης εξίσωση Lundberg. 

ΘΕΩΡΙΜΑ 3.2. (Li, S. Και Garrido, J., 2005, Θεώρημα 2)  Για 0  και  ℕ+, η εξίσωση 

του Lundberg (3.19) έχει ακριβώς  n  ρίζες,       ,,,, ,, 21 n , με ένα θετικό 

πραγματικό μέρος ℛ   0j . 

ΑΠΟΔΕΙΞΗ  

Δεδομένου ότι το 0
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  έχει ακριβώς n  θετικές ρίζες. 

 Από το ημικύκλιο των μιγαδικών αριθμών έχουμε rz ||  (για 0r  σταθερό) και ℛ

  0z , από το οποίο προκύπτει ότι   1|| s , εάν το r  είναι αρκετά μεγάλο. Ενώ, για το s  

στον φανταστικό άξονα ℛ   0s , οπότε   






n

j j

j
s

1

1||



 . Στη συνέχεια, από το θεώ-

ρημα του Rouche, παίρνουμε ότι στο δεξιό ημιεπίπεδο ο αριθμός των ριζών της εξίσωσης του 

Lundberg ισούται με τον αριθμό των ριζών της   0s . Δεδομένου ότι η τελευταία έχει α-

κριβώς n  ρίζες, μπορούμε να πούμε ότι οι       ,,,, ,, 21 n  είναι οι μοναδικές 
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ρίζες της εξίσωσης του Lundberg που έχουν ένα θετικό πραγματικό μέρος, μπορεί να υπάρχουν 

και από τις άλλες. 

 

ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΕΙΣ 

1. Ορίζουμε      ssfsl  ˆ: . Όταν   00 l  και   


sl
s
lim , τότε υπάρχει μία 

αρνητική ρίζα,   ,R , του   0sl . Η   ,R  καλείται γενικευμένος συντελε-

στής προσαρμογής. 

2. Όταν  0  τότε     ,0, RR   και     ,0, jj  , για nj 1

, όπου τα  ,0R  και   ,0j  είναι ρίζες της εξίσωσης 
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  ℂ.                  (3.20) 

3. Όταν 02  τότε    0,,  RR   και    0,,  jj  , για nj 1

, όπου τα  0,R  και  0, j  είναι ρίζες της εξίσωσης  
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j jj
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   ℂ.                    (3.21) 

4. Για λόγους ευκολίας γράφουμε R  και j  αντί για   ,R  και   ,j , για 

nj 1 , όταν 0  και 0 . 

 

3.3 Κύρια αποτελέσματα 

Μπορούμε τώρα να λύσουμε τις ολοκληροδιαφορικές εξισώσεις (3.9) και (3.10).  

Πρώτα, θα χρησιμοποιήσουμε την έννοια των διαιρούμενων διαφορών.  

ΟΡΙΣΜΟΣ 3.7. Για διακριτούς αριθμούς krrr  ,  ,  , 21  , η διαιρετή διαφορά 

 srrrh k , ,  ,  , 21   μιας συνάρτησης h  δίνεται από τον ακόλουθο αναδρομικό τύπο, 

       srhrsrhsh ,111  , 

       srrhrsrrhsrh ,,,, 212211  , 

       srrrhrsrrrhsrrrh kkkk ,,,,,,,,,,, 2121121   . 

Σημειώνεται ότι αν η  sh  είναι ένα πολυώνυμο βαθμού  n , τότε η  srrrh k , ,  ,  , 21   είναι ένα 

πολυώνυμο βαθμού kn , ενώ η  srrrh n , ,  ,  , 21  είναι ο συντελεστής του ns της  sh . 

Επίσης ισχύει ότι, 
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,                                   (3.22) 

όπου    



k

i

ikk rsrrrs
1

21 ,,,;   είναι ένα πολυώνυμο.  

 Αν δύο συναρτήσεις έχουν τις ίδιες τιμές στα σημεία krrr  ,  ,  , 21  , τότε πρέπει να 

έχουν και τις ίδιες m-οστές διαιρετές διαφορές για km . 

 Παρατηρείτε ότι υπάρχει μια στενή σύνδεση μεταξύ των διαιρετών διαφορών και του 

τελεστή Dickson – Hipp, 
rT , που ορίσαμε στο πρώτο κεφάλαιο (ΟΡΙΣΜΟΣ 1.17) . Συγκεκρι-

μένα, αν krrr  ,  ,  , 21   είναι διακριτοί μιγαδικοί αριθμοί, τότε παίρνουμε 
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.                          (3.23) 

 Χρησιμοποιώντας τον τελεστή 
rT  και τις διαιρετές διαφορές, προκύπτουν οι ακόλου-

θες σχέσεις για τις ρίζες της εξίσωσης Lundberg. 

ΘΕΩΡΗΜΑ 3.3. Για 0u υπάρχει ένα πολυώνυμο  , τέτοιο ώστε  

           uGdyyyuuD
u

ssn

n
 021 ,,,,1                    (3.24) 

και  

          0   ,   ,,,,1
0

21   udyyyuuD
u

ddn

n
  ,              (3.25) 

όπου n ,,, 21   είναι οι n  ρίζες της γενικευμένης εξίσωσης Lundberg (3.19) με θετικά 

πραγματικά μέρη,    yfTTTy
nn 11  


  και    uTTuG
n

 1
 , όπου το   είναι το 

ίδιο της (3.9). 

ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΗ  

Οι εξισώσεις (3.24) και (3.25) είναι ολοκληροδιαφορικές εξισώσεις τάξης  n  των s  και d , 

αντίστοιχα, δεδομένου ότι από την (3.22) το 
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j nnjnjn
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s

s
s

1 2121

21
,,,;,,;'

,,,,










  

είναι ένα πολυώνυμο βαθμού  n . 

ΑΠΟΔΕΙΞΗ (βλέπε Gerber και Shiu, 2003b, ενότητα 10) 
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 Για να λύσουμε τις εξισώσεις (3.24) και (3.25) εφαρμόζουμε μετασχηματισμούς La-

place και στις δύο πλευρές της (3.24) και προκύπτει  

               s   ,   ˆˆˆ;,,,1 121 sqsGsss nsn

n
  ℂ,             (3.26) 

όπου      00ˆ
1
fTTTTs

nss    και      00ˆ
1
 TTTGTsG

nss   είναι μετα-

σχηματισμοί Laplace του   και του G , αντίστοιχα και  sqn 1  είναι ένα πολυώνυμο βαθμού 

1n  ή μικρότερου, με συντελεστές των όρων τα iic  ,,,  για ni ,,2,1   και παράγωγα 

της s  στο 0  τα  0)(k

s , για 1,,2,1,0  nk  . 

 Δεδομένου ότι  sn ,,,, 21    είναι ένα πολυώνυμο βαθμού n  και ο συντελεστής 

του ns  είναι ίσος με τον συντελεστή του ns 2  στην  s , ο οποίος είναι ο    nn

n
n





2
1

2

 , με 
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1

 , μπορούμε να υπολογίσουμε την  sn ,,,, 21    ως  
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  ℂ,         (3.27) 

όπου τα naaa ,,, 21   έρχονται σε ζεύγη συζυγών μιγαδικών αριθμών. 

 Σύμφωνα με τα παραπάνω, η εξίσωση (3.26) μπορεί να γραφεί  
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 ℂ,                    (3.28) 

όπου οι συντελεστές ib  δίνονται από τον τύπο 

   

 









n

ijj

ij

n

in

nn

i

aa

aq
b

,1

2

12




, 

για ni ,,2,1  . 

Ομοίως, εφαρμόζοντας μετασχηματισμούς Laplace και στις δύο πλευρές της (3.25), παίρνουμε 

             s   ,   ˆˆ;,,,1 121 sQsss ndn

n
  ℂ,                   (3.29) 
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όπου  sQn 1  είναι ένα πολυώνυμο βαθμού 1 n , με συντελεστές των όρων τα iic  ,,,  

για ni ,,2,1   και παράγωγα της d  στο 0  τα  0)(k

d , για 1,,2,1,0  nk  . 

Οπότε,  
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 ℂ,                                                   (3.30) 

όπου οι συντελεστές ic  δίνονται από τον τύπο  
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για ni ,,2,1  . 

Τα s  και d  προκύπτουν εφαρμόζοντας αντίστροφους μετασχηματισμούς Laplace. 

ΘΕΩΡΗΜΑ 3.4. (Li, S. Και Garrido, J., 2005, Θεώρημα 4)  Τα s , d  και   ικανοποιούν 

τις ακόλουθες ανανεωτικές εξισώσεις, 
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      0  ,   
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i ,                           (3.32) 

          0  ,   
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u
i ,               (3.33) 

όπου      yhhyhyg n   1:: ,      uGhhuGhuH n  1: , με 

  yai
i

ieyh




2

2


, για ni ,,2,1   και ,,, iii cba  και G είναι αυτά που είδαμε παραπάνω. 

ΑΠΟΔΕΙΞΗ 

Εφαρμόζοντας αντίστροφους μετασχηματισμούς Laplace στις σχέσεις (3.28) και (3.30) προκύ-

πτουν οι σχέσεις (3.31) και (3.32). Εφόσον ισχύει ότι      uuu ds   , προσθέτοντας την 

3.31) με την (3.32) προκύπτει η (3.33). 
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ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΗ 

Όταν   0us  και   0ud  ενώ u , μπορούμε να συμπεράνουμε ότι ℛ   0ia , 

για ni ,,2,1  . 

Επιπλέον, το επόμενο λήμμα μας δίνει εκφράσεις των g  και H , οι οποίες είναι χρήσιμες σε 

εφαρμογές, όπως είναι η μελέτη της οριακής συμπεριφοράς των s  και d , όταν 02  . 

ΛΗΜΜΑ 3.1. Για 02  , η συνάρτηση g  μπορεί να εκφραστεί ως 
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,                  (3.34) 

ενώ ο μετασχηματισμός Laplace δίνεται από τον τύπο  

   
    

   


















ss

sfs
sg

n

n

i

i

n

,,,,

ˆ
11ˆ

21

1






                         (3.35) 

      
   




























s

ass

sfs
n

i

i

n

i

in

n

n

   ,   
ˆ

.

2

1

11

2








 ℂ.                           (3.36) 

Οπότε, για 0y  
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ΑΠΟΔΕΙΞΗ 
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Επίσης,  
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οπότε, 
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Ο μετασχηματισμός Laplace της g  δίνεται από τον τύπο 

     
 

 
)23.3(

1
2

0
2

ˆˆˆ
1











 



fTTT
as

sshsg
ns

n

i i

i





   

 
 

 









 



sf
as

n

n

i i

in
,,,,ˆ2

1 21

1
2





  

 
 

     









 



sfs
as

nn

n

i i

in
,,,,ˆ,,,,

2
1 2121

1
2





  

 
    
 

 
      

   




















 s   ,   

,,,,

ˆ1
1

,,,,

ˆ
,,,,

1

21
21

1

21

n

i

ni

n

n

n

i

i

n

ss

sfs

s

s

ssf
s

















 ℂ, 

που αποδεικνύει την (3.35). Ομοίως με χρήση της (2.27) αποδεικνύεται η (3.36). 

Τέλος, για 02  , 
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Τα δύο πρώτα όρια προκύπτουν από τη σχέση (3.21). 

 Αναλόγως, ισχύει 
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οπότε, παίρνουμε 
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το οποίο ολοκληρώνει την απόδειξη.  

 

ΛΗΜΜΑ 3.2. Για 02  , η συνάρτηση H  μπορεί να εκφραστεί ως 
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,                  (3.39) 

ενώ ο μετασχηματισμός Laplace δίνεται από τον τύπο  
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 ℂ.                        (3.40) 

Οπότε, για 0u  
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όταν 02  . 

ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΕΙΣ 
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1. Εφόσον  
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οι εξισώσεις (3.31), (3.32) και (3.33) είναι ελλειμματικές ανανεωτικές εξισώσεις.  

2. Όταν 02  , τότε   
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21 ,,,,


   οπότε   01  sqn  και 

  01  sQn . 

Αυτό σημαίνει ότι 0ib  και 0ic , για ni ,,2,1  , οπότε    uus 0  , όπου 

η 0  ικανοποιεί την ελλειμματική ανανεωτική εξίσωση 

        0   ,   0
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000   uuHdyygyuu
u

 , 

 ενώ 

      0
1
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n
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ua
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u

dd
iecdyygyuu  . 

Επομένως, παίρνουμε  

       uuuu sd 0  , 

όταν 02  , όπου  u0  είναι η αναμενόμενη προεξοφλημένη συνάρτηση ποινής 

μιας Sparre Andersen διαδικασίας κινδύνου με ενδιάμεσους χρόνους μεταξύ των αφί-

ξεων των απαιτήσεων να ακολουθούν Erlang(n), δηλαδή το άθροισμα από n ανεξάρτη-

τες εκθετικές με παραμέτρους n ,,, 21  . 

 

3.4 Καθορισμός αρχικών συνθηκών 

Τα  us  και  ud  έχουν οριστεί με μοναδικό τρόπο από τις n-οστής τάξης ολοκλη-

ροδιαφορικές εξισώσεις (3.9) και (3.10), εάν οι αρχικές συνθήκες για τα 
  0
k

s  και 
  0
k

d  
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δίνονται για 12,,2,1,0  nk  . Ουσιαστικά, χρειάζεται να γνωρίζουμε τις αρχικές συνθήκες 

για 1,,2,1,0  nk   ώστε να λύσουμε τις εξισώσεις (3.24) και (3.25). 

 Εφαρμόζοντας μετασχηματισμούς Laplace και στις δύο πλευρές την ολοκληροδιαφο-

ρικής εξίσωσης (3.9) παίρνουμε  

 
   
   





 s

sfs

sqs
us    ,   

ˆ

ˆˆ




  ℂ, 

όπου  

  

































n

k

k

k

n

j jjj

sess
c

s
2

01

2
2

2
1








  

και 

      







sessq
n

jk

jk

sk

n

j

j    ,   0
2

1

1
12

0

  ℂ, 

είναι ένα πολυώνυμο βαθμού 12 n .  

Εφόσον το  sŝ  είναι πεπερασμένο για κάθε s  μιγαδικό τέτοιο ώστε ℛ   0s , παίρνουμε  

    niq ii ,,2,1   ,   ˆ   .                                           (3.42) 

Στην συνέχεια, με αλλαγή στα όρια του αθροίσματος, παίρνουμε 

     nie i

n

mk

mk

ik

n

m

m

s ,,2,1   ,   ˆ0
2

1

1
12

0









 .                          (3.43) 

Για τον προσδιορισμό των τιμών της 
  0k

s  για 12,,2,1,0  nk  , χρειάζονται, επιπλέον, 

ακόμα n   συνθήκες.  

Θέτοντας 0u  στην (3.14) παίρνουμε 

  1,,2,1   ,   0|
2

1 0

1

2
2
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j jjj









.       (3.44) 

Η (3.43) και η (3.44) μαζί με την   00 s  οδηγούν σε ένα nn 22   σύστημα γραμμικών εξι-

σώσεων που μπορεί να λυθεί για να βρεθούν οι άγνωστοι 
  0k

s , για 12,,1,0  nk  . 

 Ομοίως, οι τιμές των 
  0k

d , για 12,,1,0  nk   και   10 d , ικανοποιούν το 

γραμμικό σύστημα  

   nie
n

mk

mk

ik

n

m

m

d ,,2,1   ,   00
2

1

1
12

0









                                 (3.45) 

και  
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  1,,2,1   ,   1|
2

1 0

1

2
2
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.        (3.46) 

ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 3.1. Τα παραπάνω αποτελέσματα στην ειδική περίπτωση που 2n . 

Όταν  
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2
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k

k sescsscss








 , 

όπου  

    
 , 2
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 , 
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 , 
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2122

2
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1

21
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c

e
c

ee  

21

2

3


c
e   και 

21

4

4
4 


e , 

τότε το  s,, 21   μπορεί να απλοποιηθεί σε 

         2

221

2

1421321243

2

421 ,,  eeeseeses  

  214 asase  , 

όπου 
1  και 

2  οι μοναδικές θετικές ρίζες της εξίσωσης     0ˆ  sfs , ενώ 
1a  και 

2a  είναι 

οι ρίζες όπως ορίστηκαν στην (3.27). 

 Από την (3.43) και την (3.44), η 
  0k

s , για 3 , 2 , 1 , 0k , ικανοποιεί το ακόλουθο 

σύστημα γραμμικών εξισώσεων. 

 00 s , 

           43

143

2

1413

2

1 00''0'ˆ eeeeee sss   , 

           43

243

2

2423

2

2 00''0'ˆ eeeeee sss   , 

   0''
2

0'0
2

ssc 


  . 

Από τη λύση του συστήματος προκύπτει ότι   00 s  και  

 
   

 21

42
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22143

2

04

2

0
0' 1212



























c

TT

c
ee

TT
s

. 

Ως εκ τούτου,  
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41 2

0
0' 12












c

TT
esq s , 

ενώ  

 

   1221

42
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1
2

04
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TT
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και  

21

12
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 . 

Οπότε, η ελλειμματική ανανεωτική εξίσωση (3.31) απλοποιείται σε  

       
  

    





u

uaua

ss
c

eeTT
uHdyygyuu

0
1221

42

21

2

04 21

12







. 

 Ομοίως, η ελλειμματική ανανεωτική εξίσωση για το d  προκύπτει ως λύση του ακό-

λουθου γραμμικού συστήματος. 

 01 d , 

           43
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2

1413

23
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2

13121 00''0' eeeeeeeeee ddd   , 

           43
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2

2423
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2

23221 00''0' eeeeeeeeee ddd   , 

   0''
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2
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  . 

Από τη λύση του συστήματος προκύπτει ότι   10 d  και  
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Ως εκ τούτου,  
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21

21112
2

aa

aacaa
c




 . 

Οπότε, η ελλειμματική ανανεωτική εξίσωση (3.32) απλοποιείται σε  

      








12

12

0

12

aa

eaea
dyygyuu

uaua
u

dd   

     
   1221

42

21

4

21

2

21

22

2

224 21

aac

eecc
uaua
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ ΤΕΤΑΡΤΟ 

 

ΤΟ ΚΛΑΣΙΚΟ ΜΟΝΤΕΛΟ ΤΗΣ ΘΕΩΡΙΑΣ ΚΙΝΔΥ-

ΝΟΥ ΜΕ ΕΝΑΝ ΟΡΟ ΔΙΑΧΥΣΗΣ ΚΑΙ ΣΤΡΑΤΗ-

ΓΙΚΗ ΠΟΛΛΑΠΛΩΝ ΜΕΡΙΣΜΑΤΩΝ 

 

Στο κεφάλαιο αυτό, θεωρούμε ότι η διαδικασία του πλεονάσματος ακολουθεί μία σύν-

θετη Poisson κατανομή, πολλών στρωμάτων που αποδίδει μερίσματα και επηρεάζεται από έ-

ναν όρο διάχυσης. Αποδεικνύεται ότι η  u  ικανοποιεί μια ολοκληροδιαφορική εξίσωση τύ-

που Voltera. Η λύση της συγκεκριμένης ολοκληροδιαφορικής εξίσωσης γίνεται με τη βοήθεια 

των μετασχηματισμών Laplace, αποδεικνύοντας ότι η αναμενόμενη προεξοφλημένη συνάρ-

τηση ποινής ικανοποιεί μια ελλειμματική ανανεωτική εξίσωση. Γίνεται μελέτη της προεξοφλη-

μένης συνάρτησης ποινής των Gerber-Shiu και δίνονται αναλυτικές εκφράσεις της συνάρτησης 

ανάλογα, με το τρέχων επίπεδο του πλεονάσματος. Ένα πολυστρωματικό  μοντέλο παρέχει τη 

δυνατότητα στον ασφαλιστή να δίνει μερίσματα αλλά και να μεταβάλει το ποσοστό του μερί-

σματος, ανάλογα με την ποσότητα του τρέχοντος πλεονάσματος που έχει την κάθε χρονική 

στιγμή η εταιρία. Οι πιο πρόσφατες εξελίξεις σχετικά με την στρατηγική πολλαπλών μερισμά-

των δίνονται από τους Albrecher και Hartinger (2007), Yang και Zhang (2008) και Yang et al. 

(2008). 

 Υποθέτουμε ότι τα ύψη των απαιτήσεων  ,, 21 YY  είναι ανεξάρτητες και ομοιό-

μορφα κατανεμημένες τυχαίες μεταβλητές με κοινή αθροιστική συνάρτηση κατανομής 

    0 , 1  yyFyF , με   00 F  και μετασχηματισμό Laplace    



0

ˆ ydFesf sy
. 

Θεωρούμε την απαριθμήτρια διαδικασία   0| ttN  να είναι μία διαδικασία Pois-

son με παράμετρο  . Οι ενδιάμεσοι χρόνοι μεταξύ των αφίξεων  ,, 21 VV  είναι ανεξάρτη-

τες, ομοιόμορφα κατανεμημένες τυχαίες μεταβλητές που ακολουθούν εκθετική κατανομή με 

μέσο 


1
. Επίσης υποθέτουμε ότι είναι και ανεξάρτητοι από τα iY . 

Στη συνέχεια ορίζουμε τη διαδικασία των συνολικών απαιτήσεων 

 
 












tN

i

i tYtS
1

0|  να είναι το άθροισμα όλων των απαιτήσεων που εμφανίζονται μέχρι τη 

χρονική στιγμή t , με   0tS  αν   0tN . Θεωρούμε την διαδικασία   0| ttW , ανε-

ξάρτητη από την   0| ttS , να είναι μία κλασική Wiener διαδικασία, με συντελεστή ολίσθη-

σης 0  και παράμετρο διακύμανσης 1 . Η  tW  είναι κανονικά κατανεμημένη με μέσο 0  και 

διακύμανση t  για κάθε σταθερό 0t . 

ΟΡΙΣΜΟΣ 4.1. Η σύνθετη διαδικασία κινδύνου Poisson πολλαπλών μερισμάτων που επη-

ρεάζεται από ένα όρο διάχυσης δίνεται από τον τύπο 

        1,,1 ,  , 1   nitUtdStdWdtctdU iiii   ,             (4.1) 

όπου 0i , με τον διανυσματικό παράγοντα  110 ,,,  n   να δηλώνει το φράγμα 

σε κάθε επίπεδο και ισχύει  1100 n  . 
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 Όταν το τρέχων πλεόνασμα βρίσκεται στο διάστημα ),[ 1 ii   , 1,,1  ni  , η ασφαλιστική 

εταιρία χρεώνει ασφάλιστρα με ρυθμό ic . Επίσης, ισχύει η αρχική συνθήκη   uU 0  για 

0u . 

ΟΡΙΣΜΟΣ 4.2. Η προεξοφλημένη συνάρτηση ποινής των Gerber-Shiu δίνεται από τον τύπο 

            0   ,   0|||,; 


uuUTITUTUweEum
T



        (4.2) 

όπου 0  είναι ο παράγοντας προεξόφλησης,   0|),0[inf  tUtT   είναι ο χρό-

νος χρεοκοπίας,   TU  είναι το πλεόνασμα ακριβώς πριν τη στιγμή της χρεοκοπίας και 

 ||  TU  είναι το έλλειμα τη στιγμή της χρεοκοπίας. 

Για ευκολία θα συμβολίζουμε με  u  τη συνάρτηση  

      0   ,   ,  


uydFuyuwu
u

 .                                         (4.3) 

Γνωρίζουμε ότι για τον τελεστή      



x

xys

s dyyfexfT  ισχύει, 

   
   

rs
sr

xfTxfT
xfTTxfTT rs

srrs 



    ,   .                              (4.4) 

Όταν 0x , τότε ο      sfdyyfefT sy

s
ˆ0

0
 




 είναι ο μετασχηματισμός Laplace της 

συνάρτησης f . 

Θεωρούμε ότι για 1,,2,1  ni   ισχύει 
2

2

i
iD


  και i

i

i
i

D

c
a   όπου i  είναι η μη αρ-

νητική ρίζα της θεμελιώδους εξίσωσης του Lundberg  

 sfsDsc ii
ˆ2   .                                                   (4.5) 

 Για μία επαρκώς κανονική κατανομή του ύψους των απαιτήσεων, η (4.5) έχει όχι μόνο 

μία αλλά δύο ρίζες, τις οποίες συμβολίζουμε με 0i  και 0 iR . 

ΟΡΙΣΜΟΣ 4.3. Ορίζουμε την συνάρτηση δεξιάς ουράς,  xAi , να δίνεται από τον τύπο 

   
 

 

 

 
0   ,   

0
1

0










x
FT

xFT

dyyfT

dyyfT
xAxA

i

i

i

ix
ii








,                         (4.6) 

η οποία είναι ουρά πιθανότητας. 

Επίσης, ορίζουμε , 

         





x
yxa

i

iii

x
yxa

i

i dyyfTea
Dc

dyyfTe
D

xg
i

i

i

i

00





,              (4.7) 
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0

dxxg ii  

και  

   
 

i

x
i

ii

dyyg
xGxG






1 , 

όπου  xGi  η αντίστοιχη συνάρτηση κατανομής.  

Αλλάζοντας τα όρια της ολοκλήρωσης, παίρνουμε  

      






dxdyeyfTe

D
dydxyfTe

D y

xaya

i

i

x
ya

i

i
i

i

ii

00 0






  

 
 

iiii aD

FT
dyyfT

aD

i

i
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                                             (4.8) 

(βλέπε Tsai και Willmot, 2002, εξίσωση (4.1)) και  

 
 

   

 
   

 




x

i

yxa

i

x
yxa

i

i

i
i ydAea

FT

dyyfTeaxg
xG i

i

i

i

0

0

0
'






.                   (4.9) 

Σημειώνεται ότι το  1,0i . 

ΟΡΙΣΜΟΣ 4.4. Ορίζουμε τη συνάρτηση δεξιάς ουράς  xKi  να δίνεται από τον τύπο  

       




 
1

0   ,   11
j

j

i

j

iiii xxGxKxK  ,                           (4.10) 

όπου    xGxG j

i

j

i
 1  είναι η ουρά της κατανομής της j-οστής συνέλιξης του iG  με τον 

εαυτό του. 

Τέλος συμβολίζουμε με ir  την μη αρνητική ρίζα της θεμελιώδους εξίσωσης του 

Lundberg, για το κλασικό μοντέλο της σύνθετης Poisson, 

 sfsci
ˆ  .                                                         (4.11) 

 

4.1    Καθορισμός αρχικών συνθηκών 

 Αρχικά, θα αποδείξουμε δύο απλά αποτελέσματα που θα είναι χρήσιμα στην αντι-

στροφή των μετασχηματισμών παρακάτω. Στη συνέχεια θα δείξουμε κάποια γενικά αποτελέ-

σματα που σχετίζονται με μία δεύτερης τάξης ολοκληροδιαφορική εξίσωση, η οποία συνδέεται 

άμεσα με αυτά που θα μελετήσουμε σε αυτό το κεφάλαιο.  

 Θεωρούμε τα 0 , 0  και 0  ως παραμέτρους.  



98 
 

ΟΡΙΣΜΟΣ 4.5. Ορίζουμε τη συνάρτηση  );[:  ℝ να είναι μία συνάρτηση δύο φορές 

διαφορίσιμη, συνεχής στο  ,  και δεξιά συνεχής στο  . 

ΛΗΜΜΑ 4.1. Για 0x , εφαρμόζοντας μετασχηματισμό Laplace στο 

      



x tx

ytx dydtyfTetl
0 0




, 

παίρνουμε  

     0   ,   
~

0
1




sslfTT
s

s 


, 

όπου το  sl  ορίζεται παρακάτω (θεώρημα 4.1.). 

Επίσης ο μετασχηματισμός Laplace του  tt ee  





1
είναι 

    ss

s
,                                                             (4.12) 

και ο μετασχηματισμός Laplace του  tt ee 






1
 είναι  

    ss

1
.                                                             (4.13) 

 

Στη συνέχεια αυτής της ενότητας, υποθέτουμε ότι όπου υπήρχε προηγούμενα ο δείκτης 

i , παραλείπεται. Για παράδειγμα, υποθέτουμε ότι η   ικανοποιεί την εξίσωση (4.5) όπου τα 

ic  και iD  αντικαθίστανται από τα c  και D , αντίστοιχα. Επίσης θεωρούμε ότι η   ικανο-

ποιεί και ακολουθεί την δεύτερης τάξης, μη ομογενή, ολοκληροδιαφορική εξίσωση (βλέπε Lin 

και Sendova, 2008, για την περίπτωση που 0D ) 

              







  



uuydFyuuDucu
u

   ,   '''
0

.     (4.14) 

 Χρησιμοποιώντας το μετασχηματισμό xu    και    ux  , η εξίσωση (4.14) 

γίνεται 

              0   ,   '''
0






   xxydFyxxDxcx

x

 ,       (4.15) 

όπου       xx . 

 Μπορούμε τώρα να μετασχηματίσουμε την εξίσωση (4.15) σε μία ολοκληρωτική εξί-

σωση, τύπου Volterra και να λύσουμε την τελευταία με χρήση μετασχηματισμών Laplace. 

ΘΕΩΡΗΜΑ 4.1. (Mitric I.-R., Sendova K. P., Tsai C. C. L., 2010, Θεώρημα 3.1.)  Η λύση της 

εξίσωσης (4.15) μπορεί να γραφεί στη μορφή  
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x

dttltxxx
0

0'0 ,                                      (4.16) 

όπου  

       xtdKtxuxl
x







 01

1
,                                          (4.17) 

με την   και την  tK  όπως ορίστηκαν στις (4.8) και (4.10), αντίστοιχα, με τον δείκτη i  να 

παραλείπεται και  
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.      (4.18) 

ΑΠΟΔΕΙΞΗ  

Θέτουμε    xxl '' . Ολοκληρώνοντας κατά μέρη, παίρνουμε  

              
x tx

dsdtslxdttx
0 00

0'0'0  

        
x

dttltxx
0

0'0 . 

Στη συνέχεια, με αντικατάσταση στην (4.15), παίρνουμε 

                  
x

dttlctxxDlcx
0

0'0   

               xydtdFtltyxydFyx
x yxx

   


0 00
0'0 . 

Αλλάζοντας τα όρια της ολοκλήρωσης προκύπτει ότι 

             



x x txyx

dttlydFtyxydtdFtltyx
0 0 00

, 

το οποίο επιβεβαιώνει ότι με τη βοήθεια της ταυτότητας (4.16), η (4.15) μπορεί να γραφεί ισο-

δύναμα στη μορφή της ακόλουθης ολοκληρωτικής εξίσωσης, τύπου Volterra,  

       xpdttltxxl
x

 0  ,                                              (4.19) 

όπου  
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                                    (4.20) 

και  
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 0 0'0 .                                (4.21) 

Στη συνέχεια, πρέπει να αποδείξουμε ότι η εξίσωση τύπου Volterra (4.19) έχει λύση της μορφής 

της (4.17). Εφαρμόζοντας μετασχηματισμούς Laplace στην (4.19), με χρήση των (4.20) και 

(4.21), προκύπτει 
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      (4.22) 

Με αντικατάσταση του    από τις (4.5) και (4.11) με   fcD ˆ2   στον παρονομαστή 

και με  rfcr ˆ  στον αριθμητή, αντίστοιχα, παίρνουμε 
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αφού, εξ ορισμού ισχύει ότι  
D

c
 άρα     ssDcDcsDs 22

. 

 Στη συνέχεια, χρησιμοποιώντας την ταυτότητα (4.4) προκύπτει 
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Δεδομένου ότι 
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μπορούμε να εφαρμόσουμε αντίστροφους μετασχηματισμούς Laplace με τη βοήθεια του Λήμ-

ματος 4.1. και των σχέσεων (4.12), (4.13) και να πάρουμε 

          




  


 xdttldyyfTe

D
xl

x tx
ytx 






0 0
 

      
x

xtdGtxl
0

 , 

με το  tG  να ορίζεται στην (4.9), χωρίς τον δείκτη i . Η τελευταία ταυτότητα είναι μία ανανε-

ωτική εξίσωση της οποίας η λύση (4.17) παρουσιάζεται στο θεώρημα 2.1 των Lin και Willmot 

(1999). 

 

 Η εξίσωση (4.14) είναι στενά συνδεδεμένη με μία εξίσωση που ικανοποιεί η συνάρτηση 

των Gerber και Shiu, κάτω υπό το (4.1) μοντέλο διάχυσης. Όταν η παράμετρος της διάχυσης 

  τείνει στο μηδέν, το μοντέλο αυτό θα μπορούσε να αναχθεί σε ένα μοντέλο σύνθετης Pois-

son πολλαπλών μερισμάτων (βλέπε Lin και Sendova 2008), αν ισχύουν οι ίδιες αρχικές συνθή-

κες. Στην πραγματικότητα αυτό δεν ισχύει. Ωστόσο από μαθηματικής απόψεως είναι χρήσιμο 

να μελετήσουμε τη σύγκλυση, έχοντας ότι    00 * . Η εξίσωση που ικανοποιείται από 

την συνάρτηση των Gerber και Shiu γίνεται, για 0D ,  
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.            (4.23) 

Θέτοντας xu   ,    xu **   και    xx   , παίρνουμε  

            0   ,   '
0

*** 




   xxydFyxxcx
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 .              (4.24) 

Θα δείξουμε ότι η λύση ικανοποιεί, επίσης, το    xx
D

*
0

lim 


. 

Θέτουμε    xxl '
**  . Τότε,  

     
x

dttlx
0

*** 0 .                                                  (4.25) 

Όταν           
 







x yx x tx

dttlydFydtdFtl
0 0 0

*
0

*
, η εξίσωση (3.24) μπορεί να γραφεί ως εξί-

σωση τύπου Volterra στη μορφή  
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****  ,                                            (4.26) 

όπου  
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Όπως και στη απόδειξη του θεωρήματος 4.1. προκύπτει  
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από το οποίο παίρνουμε  
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Εφαρμόζοντας αντίστροφους μετασχηματισμούς Laplace, προκύπτει 
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Δεδομένου ότι, ολοκληρώνοντας κατά μέρη, μπορούμε να δείξουμε ότι 

     ydGFTdyyfT rr *0 , η τελευταία εξίσωση μπορεί να γραφεί στην παρακάτω μορφή α-

νανεωτικής εξίσωσης.  
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Από το θεώρημα 2.1 των Lin και Willmot (1999)  η εξίσωση (4.28) έχει λύση  
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 Υποθέτουμε ότι τα δύο μοντέλα ικανοποιούν τις ίδιες αρχικές συνθήκες. Στη συνέχεια 

θα αποδείξουμε ότι η συνάρτηση των Gerber και Shiu υπό του επηρεασμένου μοντέλου συγκλί-

νει στη συνάρτηση των Gerber και Shiu κάτω υπό το σύνηθες μοντέλο σύνθετης Poisson, για 

0D . Παρατηρούμε ότι η σύγκλιση    uu *  όταν 0D  είναι ισοδύναμη με  

                
xx

xdttldttltxxx
0

***
0

00'0 , όταν 0D . 

Όταν      00 *   και      0''0'
*  , για 0D , μένει να δείξουμε ότι 

        
xx

dttldttltxx
0

*
0

0' , όταν 0D . 

Εφαρμόζοντας μετασχηματισμούς Laplace και στις δύο πλευρές της τελευταίας εξίσωσης, το 

πρόβλημα ανάγεται στο να αποδείξουμε  

 
   sl

s
sl

ss
*22

~1~10'



, για 0D . 

Αν αντικαταστήσουμε το  sl
~

 από την (4.22) και το  sl*
~

 από την (4.27), παίρνουμε ισοδύναμα 
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, για 0D , 

το οποίο είναι τετριμμένο για      00 *  . 

 

4.2 Αναλυτικές εκφράσεις για την αναμενόμενη προεξο-
φλημένη συνάρτηση ποινής 

Στην ενότητα αυτή γίνεται μελέτη της προεξοφλημένης συνάρτησης ποινής των Gerber 

και Shiu και γίνεται λεπτομερής περιγραφή της αναζήτησης της λύσης της. 

 Το πρώτο αποτέλεσμα που αναφέρεται συμπίπτει με το θεώρημα 1 των Yang και Zhang 

(2009).  

ΘΕΩΡΗΜΑ 4.2. Η προεξοφλημένη συνάρτηση ποινής m  των Gerber και Shiu, κάτω υπό 

το μοντέλο που επηρεάζεται από έναν όρο διάχυσης με στρατηγική πολλαπλών μερισμάτων, 

ικανοποιεί την εξίσωση  

         ;";'; umDumcum ii  

      ii

u

uuydFyum  




   1

0
   ,   ; ,                           (4.30) 

όπου  το i  παίρνει τιμές 1,,2,1 n , ανάλογα με το σε πιο διάστημα  ii  ,1  ανήκει το 

αρχικό πλεόνασμα. 
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 Παρατηρούμε ότι όταν 0i , 1,,2,1  ni   το μοντέλο (4.1) ανάγεται στο αντί-

στοιχο μοντέλο πολλαπλών κατωφλίων που μελετήθηκε από τους Lin και Sendova (2008). Ε-

πιπλέον, η δεύτερης τάξης ολοκληροδιαφορική εξίσωση (4.30) για 0i  συμπίπτει με την 

πρώτης τάξης ολοκληροδιαφορική εξίσωση (3.2) των Lin και Sendova (2008).  

 Η εξίσωση (4.30) μπορεί να μετατραπεί σε μία εξίσωση του τύπου της (4.14) και να 

λυθεί για κάθε επίπεδο με αναδρομικό τρόπο. Συμβολίζουμε με  umi  τη συνάρτηση των Ger-

ber και Shiu  ;um  περιορισμένη στο διάστημα ii u  1 . 

ΘΕΩΡΗΜΑ 4.3. (Mitric I.-R., Sendova K. P., Tsai C. C. L., 2010, Θεώρημα 4.2.)   

(i) Η συνάρτηση των Gerber και Shiu  ;um , 1,,2,1 , 1  niu ii   μπορεί 

να ληφθεί αναδρομικά, ως ακολούθως, 

     1 iiii uuum  ,                                           (4.31) 

όπου το   ui  ορίζεται στην (4.16) με τη βοήθεια των (4.8), (4.10), (4.17) και 

(4.18), με την προσθήκη του δείκτη i , όταν ενδείκνυται. Ειδικότερα, το   αντι-

καθίσταται από το 1i  και το  u  στην (4.18) από το 

     







 






1

1

1 1

11

1
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r
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u
ir uydFyum

i

ri

ri





 , 1,,2,1  ni  . 

(ii) Τα  0i  και  0'
i  καθορίζονται με μοναδικό τρόπο από τις αρχικές και οριακές 

συνθήκες 

    10;0 1 mm  , 

    1,,3,2   ,   111   nimm iiii  , 

     111111
"'

iiiiii mDmc   

    1,,3,2   ,   '''
11   nimDmc iiiiii  , 

    0lim;lim 1  


umum n
uu

 . 

ΑΠΟΔΕΙΞΗ  

(i) Για 100   u  η εξίσωση (4.30) είναι του τύπου της (4.14), όπου 

00   . Σύμφωνα με το θεώρημα 4.1., η γενική της λύση έχει τη μορφή της 

(4.31), ορισμένη για 0u . Περιορίζοντας αυτή τη λύση στο διάστημα ),0[ 1  

παίρνουμε την  um1 . Υποθέτουμε ότι έχουμε βρει τις    umum i 11 ,,  . Για 

ii u  1 , ni ,3,2 , η εξίσωση (4.30) μπορεί να γραφεί στη μορφή  
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; .            (4.32) 

Αυτό δείχνει ότι η λύση m  ανάμεσα σε δύο φράγματα 1i  και i  εξαρτάται από 

τις εκφράσεις για το m , που προκύπτουν για όλα τα επίπεδα ανάμεσα σε κάθε 

ζεύγος δύο διαδοχικών φραγμάτων κάτω από το 1i . Η εξίσωση (4.32) είναι της 

μορφής της (4.14) , όπου 1 i  και το  u  αντικαθίστανται από το 

     










1

1

1
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r

u

u
r uydFyum

r

r





 όπως ορίζεται στο μέρος (i) του θεωρήματος. 

Το θεώρημα 4.1. δείχνει ότι η λύση είναι της μορφής (4.31) , ορισμένη για 1 iu 

. Περιορίζουμε αυτή τη λύση στο διάστημα )[ 1 ii    και παίρνουμε την  umi . 

(ii) Όπως παρατηρείται και στους Yang και Zhang (2009, p. 2),   1;0 m . Αυτή είναι 

η πρώτη αρχική συνθήκη που πρέπει το m  να ικανοποιεί. Επομένως, πρέπει να 

επεκτείνουμε συνεχώς το m , για 0u .  

Στη συνέχεια, ένα επιχείρημα παρόμοιο με αυτό που ακολουθεί την εξίσωση 

(2.6) του Wan (2006) μπορεί να χρησιμοποιηθεί για να αποδείξουμε ότι ισχύει η 

ακόλουθη αρχική συνθήκη.  

    numum
ii uu

,,2,1   ,   ;lim;lim 





.                                (4.33) 

Αυτή η δεύτερη αρχική συνθήκη δίνει την συνεχή επέκταση του m  για iu  , 

ni ,,2,1  , δηλαδή πράγματι έχουμε ότι      111 iiii mm  . Θέτοντας u

όπου 1i , 1,,3,2  ni  , στην (4.30) παίρνουμε  

     111111
"'

iiiiii mDmc   

     11
'''

iiiiii mDmc   

από τη συνέχεια του m  στο 1i . Εξ ορισμού, η συνάρτηση των Gerber και Shiu 

στο άπειρο πρέπει να κάνει μηδέν, το οποίο αποδεικνύει την τελευταία αρχική συν-

θήκη του θεωρήματος. Ως εκ τούτου, έχουμε 22 n  εξισώσεις για να προσδιορί-

σουμε με μοναδικό τρόπο τα  0i  και  0'
i , 1,,2,1  ni   και η συνάρτηση 

των Gerber και Shiu είναι πλήρως καθορισμένη.  

 

ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 4.1. (Πιθανότητα χρεοκοπίας όταν τα ύψη των απαιτήσεων ακολουθούν 

εκθετική κατανομή) 
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Η πιθανότητα χρεοκοπίας   ;u είναι μια ιδική περίπτωση της συνάρτησης των 

Gerber και Shiu, στην οποία η συνάρτηση ποινής είναι   1, 21 xxw , 01 x , 02 x  και ο 

παράγοντας προεξόφλησης 0 . Επομένως 0 iir  , 1,,2,1  ni  . Επίσης, 

i

i






1

1
*

. Κάτω υπό το μοντέλο που δεν υπάρχει όρος διάχυσης το iG  ανάγεται στην 

πρώτης τάξης συνάρτηση ισορροπίας  
 
  

x

e ydt
YE

tF
xF

0
1

0 , , της  xF . Επιπλέον, όπως 

έχουν δείξει οι Lin και Sendova (2008, p.622) η  uK i  συμπίπτει με την πιθανότητα χρεοκο-

πίας του κλασικού μοντέλου σύνθετης Poisson. 

Όταν οι απαιτήσεις ακολουθούν εκθετική κατανομή,   xexF 1 , τότε ισχύει 
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1 1
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.                                             (4.34) 

 Υποθέτουμε, ότι έχουμε ένα μοντέλο με εκθετικά κατανεμημένα ύψη απαιτήσεων, με 

μέσο 100
1



 και δύο φράγματα τέτοια ώστε 20.0101.0


 

e  και 05.0201.0


 
e , με 

9437912.1601   και 5732274.2992  . Υποθέτουμε ότι 5.01  , 4.02   και 

3.03  . Το παράδειγμα αυτό υπάρχει στην ενότητα 5 των Lin και Sendova (2008) για το 

μοντέλο χωρίς διάχυση. Χρησιμοποιούμε τις ίδιες τιμές παραμέτρων, όπως σε εκείνο το παρά-

δειγμα, για να επαληθεύσουμε τη μέθοδό μας για το κλασικό μοντέλο.  

Πράγματι για 0ir , 3,2,1i , η iu
*  απλοποιείται σε  
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. Με χρήση τη σχέσης (4.26), (4.29) και (4.34) για ii u  1 , η πιθανότητα χρεοκοπίας γί-

νεται 
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 Με αντικατάσταση των τιμών των  , i  και i , 3,2,1i  με την προϋπόθεση ότι 

   111*   iiii  , 3,2i  και με οριακή συνθήκη   0lim 3*
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 , παίρνουμε 
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όπως  παρατηρείται και στους Lin και Sendova (2008). 

 Ομοίως, εργαζόμαστε και στο μοντέλο με διάχυση. Για 0 iir  , 3,2,1i  παίρ-

νουμε 
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Επίσης,  

    ,2,1   ,   1* 






 jeexGxG

x

i

x

i

ij

ii
i








 . 



108 
 

Οπότε, το  xGi  είναι ο συνδυασμός δύο εκθετικών και η αντίστοιχη  xK i  έχει τη μορφή ( 

βλέπε παράδειγμα 4.1 των Lin και Willmot, 1999 ) 
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Περαιτέρω υπολογισμοί δείχνουν ότι η πιθανότητα χρεοκοπίας παίρνει τη μορφή 
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Μπορεί εύκολα να δειχθεί ότι όταν το 0iD , η πιθανότητα χρεοκοπίας  x  συγκλίνει στην 

πιθανότητα χρεοκοπίας που έχουμε για το μοντέλο χωρίς διάχυση  x* , εάν ικανοποιούν τις 

ίδιες αρχικές συνθήκες. 

 Θεωρούμε ξανά, ένα μοντέλο με δύο φράγματα και εκθετική κατανομή αποζημιώ-

σεων. Θέτουμε τα 21  ,  ,   και i , 3,2,1i  να είναι τα ίδια με πριν και επιπλέον 3.0

, 5.11 D , 2.12 D  και 13 D . Χρησιμοποιώντας τις αρχικές συνθήκες και τις συνθήκες 

συνέχειας από το θεώρημα 4.3., παίρνουμε 
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 Υποθέτουμε τώρα ότι η αρχική συνθήκη είναι   723783977.00   και θέτουμε 

0015.01 D , 0012.02 D  και 001.03 D , των οποίων οι τιμές έχουν σκόπιμα επιλεγεί 

να είναι μικρές. Οπότε η πιθανότητα χρεοκοπίας γίνεται 

 
 

 








































. ,                             10088.0

7232523145.0

, ,                   10164.0.0

639599021.0090508993.0

,0 ,                              10805.0

552223330.0171560727.0

2

00769.390007

00231.0
21

00714.350007

00286.0
1

00666.300007

00334.0

0

2

1

ue

e

ue

e

ue

e

u

u

u

u

u

u

u











  

η οποία είναι κοντά στη  u* . 

 



110 
 

  



111 
 

ΒΙΒΛΙΟΓΡΑΦΙΑ 

Ελληνική 

 Πολίτης, Κ. (2012). Εισαγωγή στη Θεωρία Συλλογικού Κινδύνου. Εκδόσεις Αθ. Στα-

μούλης. 

 

 Πολίτης, Κ. (2015). Θεωρία Χρεοκοπίας, Πανεπιστημιακές Σημειώσεις, Τμήμα Στατι-

στικής και Ασφαλιστικής Επιστήμης, Πανεπιστήμιο Πειραιώς.  

 

 Χατζηκωνσταντινίδης Ε. (2015). Θεωρία Κινδύνου, Πανεπιστημιακές Σημειώσεις,                                                                       

Τμήμα Στατιστικής και Ασφαλιστικής Επιστήμης, Πανεπιστήμιο Πειραιώς. 

 

 Απόστολος Δ, Παπαϊωάννου (2011). Μελέτη μη ανανεωτικών στοχαστικών μοντέλων 

στη θεωρία κινδύνου. Διδακτορική Διατριβή. Τμήμα Στατιστικής και Ασφαλιστικής Ε-

πιστήμης, Πανεπιστήμιο Πειραιώς. 

 

Ξένη 

 Albrecher, H., Hartinger, J., 2007. A risk model with multi-layer dividend strategy. 

North American Actuarial Journal 11(2), 43–64. 

 

 Cai, J., 2004, Ruin probabilities and penalty functions with stochastic rates of interest. 

Stochastic Processes and their Applications, 112, 53/78. 

 

 Dickson, D.C.M., 1992. On the distribution of the surplus prior to ruin. Insurance: 

Mathematics and Economics 11, 191–207. 

 

 Dickson, D.C.M., Hipp, C., (2001). On the time to ruin for Erlang(2) risk processes. 

Insurance: Mathematics and Economics 29, 333-344. 

 

 Dufresne, F., Gerber, H.U., 1991. Risk theory for the compound Poisson process that is 

perturbed by diffusion. Insurance: Mathematics and Economics 10, 51–59. 

 

 Feller, W., 1971. An Introduction to Probability Theory and its Applications, Vol. 2, 2nd 

Edition. Wiley, New York. 

 

 Gerber, H.U., Landry, B., 1998. On the discounted penalty at ruin in a jump-diffusion 

and the perpetual put option. Insurance: Mathematics and Economics 22, 263–276. 

 

 Gerber, H.U., Shiu, E.S.W., 1998. On the time value of ruin. North American Actuarial 

Journal 2 (1), 48–78. 

 

 Gerber, H.U. and Shiu, E.S.W., 2003a, Discussion of Yebin Cheng and Qihe Tang’s 

‘‘Moments of the surplus before ruin and the deficit at ruin’’. North American Actuarial 

Journal, 7 (3), 117/119. 

 

 Gerber, H.U. and Shiu, E.S.W., 2003b, Discussion of Yebin Cheng and Qihe Tang’s 

‘‘Moments of the surplus before ruin and the deficit at ruin’’. North American Actuarial 

Journal, 7 (4), 96/101. 

 

 Li, S., Garrido, J., (2004a). On the ruin for the Erlang(n) risk process. Insurance 

Mathematics and Economics, 34, 193-225. 

 

 Li, S. and Garrido, J. (2005). On the Gerber-Shiu function for a Sparre Andersen risk 

process perturbed by diffusion. Scandinavian Actuarial Journal (3), 161-186. 

 



112 
 

 Lin, X., Willmot, G.E., 1999. The moments of the time of ruin, the surplus before ruin 

and the deficit at ruin, in preparation. 

 

 Lin, X., Willmot, G.E., 1999. Analysis of a defective renewal equation arising in ruin 

theory. Insurance: Mathematics and Economics 25, 63–84. 

 

 Lin, X.S., Sendova, K.P., 2008. The compound Poisson risk model with multiple 

thresholds. Insurance: Mathematics and Economics 42, 617–627. 

 

 Mitric, I.-R., Sendova, K.P., Tsai, C.C.-L, 2010. On a multi-threshold compound Pois-

son process perturbed dy diffusion. Statistics and Probability Letters 80, 366-375. 

 

 Tsai, C.C.L., 2001. On the expectation of the present value of the time of ruin perturbed 

by diffusion, submitted for publication. 

 

 Tsai, C.C.L., Willmot, G.E., 2001. A generalized defective renewal equation for the sur-

plus process perturbed by diffusion, submitted for publication. 

 

 Tsai, C.C.L., 2001, On the discounted distribution functions of the surplus process per-

turbed by diffusion. Insurance: Mathematics and Economics, 28, 401/419. 

 

 Tsai, C.C.-L., Willmot, G.E., 2002. A generalized defective renewal equation for the sur-

plus process perturbed by diffusion. Insurance: Mathematics and Economics30,51–66. 

 

 Wang, G., 2001. A decomposition of the ruin probability for the risk process perturbed 

by diffusion. Insurance: Mathematics and Economics 28, 49–59. 

 

 Wan, N., 2006. Dividend payments with a threshold strategy in the compound poisson 

risk model perturbed by diffusion. Insurance: Mathematics and Economics40,509–

523. 

 

 Yang, H., Zhang, Z., 2008. Gerber–Shiu discounted penalty function in a Sparre An-

dersen model with multi-layer dividend strategy. Insurance: Mathematics  and Eco-

nomics 42, 984–991. 


