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                                        Πεξίιεςε 

Εάλ αλαξσηεζνύκε πνηνο είλαη ν νξηζκόο ηεο έλλνηαο «ρξενθνπία» ζα ηελ νξίδακε σο ηελ 

αδπλακία ελόο νξγαληζκνύ λα απνπιεξώζεη ηηο ππνρξεώζεηο ηνπ. Εάλ απαληεζεί ην εξώηεκα απηό 

από ηελ πιεπξά ελόο Αλαινγηζηή ζα όξηδε σο «ρξενθνπία» ηελ πεξίπησζε πνπ ην αξρηθό θεθάιαην 

γίλεη αξλεηηθό ρσξίο απηό λα ζεκαίλεη όηη ε εηαηξία ζα ρξενθνπήζεη ζηελ πξαγκαηηθόηεηα αιιά  όηη 

ην αζθαιηζηηθό ραξηνθπιάθην δελ ζρεδηάζηεθε ζσζηά.  Ο ξόινο ηεο Αλαινγηζηηθήο επηζηήκεο  είλαη 

λα κειεηήζεη εηο βάζνο ηα κέηξα εθείλα ηεο ρξενθνπίαο πνπ κπνξνύλ λα θαηαζηήζνπλ έλαλ 

νξγαληζκό λα βξεζεί αληηκέησπνο κε ηηο ζνβαξέο ηεο επηπηώζεηο. Η κέηξεζε ηεο ρξενθνπίαο ινηπόλ 

είλαη έλα πνιύ ζεκαληηθό θαη ρξήζηκν εξγαιείν ζηελ Αλαινγηζηηθή επηζηήκε. Ιδηαίηεξα έλαο 

νξγαληζκόο, όπσο  γηα παξάδεηγκα κία αζθαιηζηηθή εηαηξία, πνζνηηθνπνηώληαο θαη 

κνληεινπνηώληαο ηα κέηξα απηά κπνξεί λα αληηκεησπίζεη κηα επεξρόκελε ρξενθνπία θαη λα 

απνθύγεη ηηο ζνβαξόηεξεο επηπηώζεηο πνπ ζα έρνπλ αληίθηππν ζηελ νηθνλνκηθή ηεο ππόζηαζε θαη 

αθεξαηόηεηα. 

Τν 1998, ζην άξζξν “on the time value of ruin” νη Gerber – Shiu θαηάθεξαλ λα 

ελζσκαηώζνπλ ζε κία κόλν ζπλάξηεζε ηα κέηξα εθείλα πνπ ελδηαθέξνπλ έλαλ αζθαιηζηηθό 

νξγαληζκό δειαδή ην ρξόλν ρξενθνπίαο, ην έιιεηκκα θαη ην πιεόλαζκα αθξηβώο πξηλ ζπκβεί ε 

ρξενθνπία. Η ζπλάξηεζε απηή νλνκάζηεθε αλακελόκελε πξνεμνθιεηηθή ζπλάξηεζε ή γλσζηή θαη 

σο ζπλάξηεζε ησλ Gerber – Shiu. 

Σηελ παξνύζα δηπισκαηηθή εξγαζία ζα νξίζνπκε ηα ζεκαληηθόηεξα κέηξα ρξενθνπίαο πνπ 

πξνθύπηνπλ από ηε κειέηε ηόζν ηεο θιαζζηθήο όζν θαη ηεο γεληθεπκέλεο πξνεμνθιεκέλεο 

ζπλάξηεζεο ησλ Gerber- Shiu. Σηε ζπλέρεηα παξνπζηάδνπκε νξηζκέλεο πεξηπηώζεηο δηαθνξεηηθώλ 

κνληέισλ ώζηε λα κειεηήζνπκε ζηνραζηηθέο δηαδηθαζίεο ηνπ πιενλάζκαηνο.  

              Αξρηθά ζην Κεθάιαην 1, πεξηγξάθνπκε θάπνηεο ζηνραζηηθέο δηαδηθαζίεο όπσο ηε ζηνραζηηθή 

δηαδηθαζία ηνπ αξηζκνύ ησλ θηλδύλσλ, ησλ ζπλνιηθώλ απνδεκηώζεσλ θαη ηνπ πιενλάζκαηνο θαζώο 

απνηεινύλ βαζηθέο ελαζρνιίεο ελόο αζθαιηζηηθνύ νξγαληζκνύ αιιά θαη γηα λα είλαη ζε ζέζε ν 

αλαγλώζηεο λα αληηιεθζεί κε πεξηζζόηεξε επθνιία ηνλ ζηόρν θαη ηε ξνή ηεο ζπγθεθξηκέλεο 

δηπισκαηηθήο. Επηπιένλ παξνπζηάδνπκε ηελ θιαζζηθή ζπλάξηεζε ησλ Gerber - Shiu. Η αμία ηεο 

ζπλάξηεζεο  )(12, um  εμεηάδεηαη σο έλα κέζν αλαγλώξηζεο ησλ πνζνηήησλ εθείλσλ πνπ 

ζρεηίδνληαη κε ηε ρξενθνπία, ιακβάλνληαο ππόςε εηδηθέο πεξηπηώζεηο γηα ηελ ζπλάξηεζε πνηλήο 

θαη ηελ έληαζε αλαηνθηζκνύ  . 

               Σην Κεθάιαην 2 παξνπζηάδνληαη νη δύν εμηζώζεηο πνπ πξνέξρνληαη από ηε κειέηε ηεο 

πξώηεο πηώζεο ηνπ πιενλάζκαηνο θάησ από ην αξρηθό απνζεκαηηθό θαη ηε κειέηε ηνπ ρξόλνπ θαη 

ηνπ κεγέζνπο ηεο πξώηεο απαίηεζεο. Ωο απνηέιεζκα πξνθύπηεη όηη ε κειέηε ηεο πξώηεο πηώζεο 

ηνπ πιενλάζκαηνο ηθαλνπνηεί κηα ειιεηκκαηηθή αλαλεσηηθή εμίζσζε ελώ ε κειέηε ηνπ ρξόλνπ θαη 

ηνπ κεγέζνπο ηεο πξώηεο απαίηεζεο  καο πξνζδηνξίδεη ηε ζρέζε κεηαμύ ηεο ζπλάξηεζεο )(12, um   

κε ηελ ππθλόηεηα ησλ ελδηάκεζσλ ρξόλσλ θαη ηελ ππθλόηεηα ηνπ κεγέζνπο ηεο απαίηεζεο. Σηε 

ζπλέρεηα παξνπζηάδνληαη νη αξηζκεηηθέο καο εθαξκνγέο γηα ην θιαζζηθό κνληέιν ηεο ζεσξίαο 

θηλδύλνπ θαζώο θαη γηα ηελ πεξίπησζε πνπ νη ελδηάκεζνη ρξόλνη θαηαλέκνληαη εθζεηηθά. 
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              Σην Κεθάιαην 3 παξνπζηάδνπκε ην κνληέιν κε πζηέξεζε ζην νπνίν βαζηθή παξαδνρή είλαη 

όηη ν ελδηάκεζνο ρξόλνο κέρξη λα εκθαληζηεί ε πξώηε απαίηεζε θαηαλέκεηαη δηαθνξεηηθά από όηη νη 

κεηαγελέζηεξνη ελδηάκεζνη ρξόλνη.  

             Τέινο ζην Κεθάιαην 4 εηζάγνπκε ηε γεληθεπκέλε κνξθή ηεο ζπλάξηεζεο ησλ Gerber-Shiu 

όπνπ ε ζπλάξηεζε πνηλήο πεξηιακβάλεη δύν επηπιένλ ηπραίεο κεηαβιεηέο: ην ειάρηζην επίπεδν 

πιενλάζκαηνο πξηλ ζπκβεί ε ρξενθνπία 
tX  θαη ην πιεόλαζκα ακέζσο κεηά ηελ εκθάληζε ηεο 

απαίηεζεο πνπ πξνθαιεί ηε ρξενθνπία 1tNR . Απηή ε γεληθεπκέλε ζπλάξηεζε ησλ Gerber-Shiu καο 

επηηξέπεη ηε κειέηε ησλ ηπραίσλ κεηαβιεηώλ όπσο ηνλ ηειεπηαίν ελδηάκεζν ρξόλν θαη ηνπ 

ηειεπηαίνπ θιηκαθσηνύ ύςνπο. Σηε ζπλέρεηα εθαξκόδνπκε ηε κεζνδνινγία όπσο θάλακε ζην 

θεθάιαην 2 θαη παξαηεξνύκε όηη παξά ην γεγνλόο όηη ε ζπλάξηεζε πνηλήο πεξηέρεη 4 κεηαβιεηέο 

απνδεηθλύεηαη όηη ε )(um   ηθαλνπνηεί κηα ειιεηκκαηηθή αλαλεσηηθή εμίζσζε ε νπνία εμαξηάηαη 

κόλν από ηελ ππθλόηεηα ησλ 3 κεηαβιεηώλ )( TU , |)(| TU  , θαη 1tNR  ε νπνία δελ 

πεξηιακβάλεη  
tX . Φξεζηκνπνηώληαο ηελ ηδηόηεηα ηεο κνλαδηθόηεηαο ησλ κεηαζρεκαηηζκώλ 

Laplace πξνζδηνξίδεηαη ε από θνηλνύ πξνεμνθιεκέλε ππθλόηεηα ησλ κεηαβιεηώλ 

),|)(|,)(,( 1
tNRTUTUT  , θαζώο θαη ην θιηκαθσηό ύςνο . Τέινο παξνπζηάδνπκε ζε 

εθαξκνγέο ηα απνηειέζκαηα πνπ πξνέθπςαλ , όπσο εθαξκόζακε θαη ζηηο αξηζκεηηθέο εθαξκνγέο 

ζην θεθάιαην 2 , αιιά απηή ηε θνξά γηα ηε γεληθεπκέλε κνξθή ηεο ζπλάξηεζεο ησλ Gerber-Shiu. 
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                                                                           Abstract 

If we are asked to give the definition of «ruin», we would probably answer that is the 

organization’s incapability of paying its liabilities.  However from an Actuary’s point of view, we 

would say that is the case when the initial surplus becomes negative without this fact leading 

necessarily to the ruin of the organization but the insurance portfolio did not designed in the right 

way.   Specifically, the role of Actuarial Science is that it has to study more deeply these measures of 

ruin which can bring terrible consequences and disasters to an organization.  As we can observe 

though   , the measure of ruin is a very useful and significant tool for the Actuarial Science.  In 

particular, an organization for example an insurance company, when quantifies and models the 

measures which can be faced in a future ruin, the company is able to avoid them and save its 

economic stability and occurrence. 

               In 1998, the team Gerber and Shiu  , in their article named “On the time value of ruin”, 

revealed only one function which contains all these measures which are at the same time interesting 

and important for an insurance company ,namely the time of ruin ,the deficit at ruin and the surplus 

immediately prior to ruin.  The name of this function is the Gerber – Shiu expected discounted 

penalty function or else known as Gerber – Shiu function in short. 

In this thesis, we will present the most important ruin measures and we will analyze them 

from the point of the classical and the general way of the Gerber – Shiu function.  Then we will 

illustrate a variety of different models in order to analyze the surplus from a stochastically point of 

view. 

In Chapter 1, we describe some stochastic processes such as the stochastic process of the 

number of the aggregate claims, the number of claims process and the insurer’s surplus process in 

order first of all, the reader be able to understand easier the meanings without missing the flow and 

the consistency of this thesis and secondly because these stochastic processes are necessary activities 

for an organization. In addition we introduce the classical Gerber-Shiu function .The function’s value 

)(12, um   is examined as a unified means of identifying ruin-related quantities by considering 

special cases of the penalty function and the force of discount . 

In Chapter 2, we present the two equations which are derived by conditioning on the first 

drop in surplus below its initial value, and by conditioning on the time and amount of the first claim. 

As a result , we obtain that the the first drop in surplus below its initial satisfies a defective renewal 

equation whereas the time and amount of the first claim gives important information about the 

relationship between )(12, um   with the interclaim time density and claim size density. At the end 

of the Chapter, we illustrate some examples where we consider fistly interclaim times are 

exponentially distributed and secondly an exponential claim size density and an arbitrary interclaim 

time. 

In Chapter 3, we introduce the delayed renewal model which allows the time until the first 

claim to be distributed differently than subsequent  interclaim times.  
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             Final in Chapter 4 we introduce the generalized Gerber-Shiu function where the penalty 

function includes two additional random variables: the minimum surplus level before ruin
tX , and 

the surplus immediately after the claim before the claim causing ruin 1tNR . This generalized 

function, allows us to study   random variables such as the last interclaim time and the last ladder 

height. Additionally, we apply the same methodology as we did in Chapter 2 and we observe that 

despite the fact that the penalty function obtains 4 variables , by conditioning on the first drop in 

surplus, it is demonstrated that )(um   satisfies a defective renewal equation that is only dependent 

on the density of the 3 variables )( TU , |)(| TU  and 1tNR  which does not involve 
t

X . Using 

the uniqueness property of Laplace transforms, the form of the joint discounted densities of the 4-

variables ),|)(|,)(,( 1
tNRTUTUT , as well as the last ladder height are determined. Finally we 

revisite the examples of Chapter 2 but we use this time the generalized. 
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ΚΔΦΑΛΑΙΟ 1 : Δηζαγσγηθέο έλλνηεο ζηε ζεσξία θηλδύλνπ 

 

1.1 Δηζαγσγή 

 

               Μία από ηηο βαζηθόηεξεο ελαζρνιίεο ελόο αζθαιηζηηθνύ νξγαληζκνύ είλαη ε παξαθνινύζεζε 

ησλ απνζεκαηηθώλ ηνπ θεθαιαίσλ. Σπγθεθξηκέλα όηαλ ηα απνζεκαηηθά θεθάιαηα είλαη επαξθή , ε 

αζθαιηζηηθή κπνξεί λα αληαπνθξηζεί ζηηο ππνρξεώζεηο ηεο όπσο γηα παξάδεηγκα ζηελ θάιπςε ησλ 

απνδεκηώζεσλ πξνο ηνπο αζθαιηδόκελνπο ηεο ή ησλ ιεηηνπξγηθώλ ηεο εμόδσλ αιιά θαη ζηελ αλάγθε 

ηεο λα πξνβεί ζε επελδπηηθέο επεθηάζεηο. Με ηνλ όξν «απνζεκαηηθά θεθάιαηα» ινηπόλ ζηελ 

αζθαιηζηηθή νξνινγία αλαθεξόκαζηε ζην πιεόλαζκα κε ην νπνίν εμεηάδνπκε ηε δηαθνξά πνπ ππάξρεη 

αλάκεζα ζηνλ ελεξγεηηθό ηεο εηαηξίαο θαη ζην παζεηηθό δειαδή ζηηο ππνρξεώζεηο ηεο.  

              Σηε ζπγθεθξηκέλε δηπισκαηηθή κειεηάκε έλα από ηα βαζηθόηεξα κέηξα ηεο ρξενθνπίαο, ηε 

πηζαλόηεηα ρξενθνπίαο. Σηε θιαζζηθή ζεσξία θηλδύλνπ, ε πηζαλόηεηα ρξενθνπίαο απνηειεί από ηα 

ζεκαληηθόηεξα πξνβιήκαηα θαζώο ε εύξεζή ηεο είλαη δύζθνιε , ζπλεπώο νη αζθαιηζηηθέο εηαηξίεο 

δελ κπνξνύλ λα  γλσξίδνπλ πόηε θαη κε ηη πνζνζηό πξόθεηηαη λα βξεζνύλ ζηε ζέζε ώζηε  λα κελ 

κπνξνύλ λα αληαπεμέιζνπλ ζηελ θάιπςε ησλ εμόδσλ ηνπο. Τν 1903 ν Σνπεδόο Filip Lundberg έζεζε 

ηα ζεκέιηα ηεο αλάπηπμεο ηεο καζεκαηηθήο ζεσξίαο ησλ θηλδύλσλ θαη αξγόηεξα ην 1930 ν Harald 

Cramér βαζηδόκελνο ζηε δηδαθηνξηθή δηαηξηβή ηνπ Lundberg, ελζσκάησζε ηε ζεσξία ησλ 

ζηνραζηηθώλ δηαδηθαζηώλ ή αιιηώο ζηνραζηηθώλ αλειίμεσλ ζηε ζεσξία θηλδύλνπ. Μάιηζηα ν 

ζπλδπαζκόο ησλ δύν εξγαζηώλ είρε σο απνηέιεζκα ηελ εηζαγσγή ελόο κνληέινπ ην νπνίν πεξηγξάθεη 

ηε δπλακηθή εμέιημε ηνπ πιενλάζκαηνο ζην ρξόλν θαη είλαη γλσζηό σο ην θιαζζηθό κνληέιν ηεο 

ζεσξίαο θηλδύλνπ ή κνληέιν ησλ Cramér -  Lundberg.  Μηα ζεκαληηθή παξαδνρή πνπ πξνέθπςε από ην 

ζπγθεθξηκέλν κνληέιν είλαη όηη ην αξηζκόο ησλ θηλδύλσλ ζηνπο νπνίνπο είλαη εθηεζεηκέλν ην 

αζθαιηζηηθό ραξηνθπιάθην πξνζδηνξίδεηαη από ηε ζηνραζηηθή δηαδηθαζία Poisson.  Ιδηαίηεξα, ην 

ραξαθηεξηζηηθό ηνπ θιαζζηθνύ κνληέινπ ηεο ζεσξίαο θηλδύλνπ είλαη όηη νη ελδηάκεζνη ρξόλνη 

εκθάληζεο ησλ θηλδύλσλ ηνπ αζθαιηζηηθνύ ραξηνθπιαθίνπ είλαη αλεμάξηεηεο θαη ηζόλνκεο ηπραίεο 

κεηαβιεηέο πνπ αθνινπζνύλ ηελ εθζεηηθή θαηαλνκή. 

            Τν 1957 αθνινύζεζε ε γελίθεπζε ηνπ θιαζζηθνύ κνληέινπ ηεο ζεσξίαο θηλδύλνπ γηα ην 

πιεόλαζκα ελόο αζθαιηζηηθνύ ραξηνθπιαθίνπ από ηνλ Ννξβεγό Sparre Andersen ν νπνίνο 

παξνπζίαζε ζην 15ν Αλαινγηζηηθό ζπλέδξην ζηε Νέα Υόξθε ηελ εξγαζία κε ηίηιν «On the collective 

theory of risk in case of contagion between the claims». Σπγθεθξηκέλα ν Sparre Andersen ππέζεζε όηη ν 

αξηζκόο ησλ θηλδύλσλ ελόο αζθαιηζηηθνύ ραξηνθπιαθίνπ πεξηγξάθεηαη από κία αλαλεσηηθή 

ζηνραζηηθή δηαδηθαζία θαη όρη από κία ζηνραζηηθή δηαδηθαζία Poisson όπσο είδακε γηα ην θιαζζηθό 

κνληέιν.  Ιδηαίηεξα , βαζηθό ραξαθηεξηζηηθό ηνπ ελ ιόγσ κνληέινπ είλαη όηη νη ελδηάκεζνη ρξόλνη 

εκθάληζεο ησλ θηλδύλσλ ηνπ αζθαιηζηηθνύ ραξηνθπιαθίνπ είλαη αλεμάξηεηεο θαη ηζόλνκεο ηπραίεο 

κεηαβιεηέο αιιά πιένλ δελ αθνινπζνύλ θαη’ αλάγθε ηελ εθζεηηθή θαηαλνκή αιιά όπσο γηα 

παξάδεηγκα ηελ θαηαλνκή Erlang. 
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            Όπσο δηαπηζηώλνπκε παξαπάλσ ινηπόλ, ε κνξθή ησλ αλαλεσηηθώλ κνληέισλ ζηε ζεσξία 

θηλδύλνπ εμαξηώληαη άκεζα από ηελ επηινγή ηεο θαηαλνκήο ησλ ελδηάκεζσλ ρξόλσλ εκθάληζεο ησλ 

θηλδύλσλ.  Τα δηάθνξα κνληέια πνπ πξνθύπηνπλ ινηπόλ, εηζήρζεζαλ γηα ηελ κνληεινπνίεζε ηεο 

ζηνραζηηθήο δηαδηθαζίαο πιενλάζκαηνο ην νπνίν εμαξηάηαη άκεζα όπσο πξνθύπηεη από ηε ζηνραζηηθή 

δηαδηθαζία πνπ επηιέγεηαη γηα ηελ πεξηγξαθή ηνπ αξηζκνύ ησλ θηλδύλσλ πνπ αληηκεησπίδεη έλα 

αζθαιηζηηθό ραξηνθπιάθην.              

             Σην θεθάιαηα πνπ αθνινπζνύλ πεξηγξάθνληαη αλαιπηηθόηεξα νη έλλνηεο πνπ πξναλαθέξακε 

έηζη ώζηε ν αλαγλώζηεο λα είλαη ζε ζέζε λα εληαρζεί πην εύθνια ζηε ξνή ηεο εξγαζίαο. Εηδηθόηεξα 

πεξηγξάθνπκε ζηνραζηηθέο δηαδηθαζίεο όπσο ηε ζηνραζηηθή δηαδηθαζία ηνπ αξηζκνύ ησλ θηλδύλσλ, 

ησλ ζπλνιηθώλ απνδεκηώζεσλ θαη ηνπ πιενλάζκαηνο θαζώο απνηεινύλ βαζηθέο ελαζρνιίεο ελόο 

αζθαιηζηηθνύ νξγαληζκνύ. Σπγθεθξηκέλα, κία αζθαιηζηηθή εηαηξία αξρηθά πξνζδηνξίδεη ηνλ αξηζκό 

ησλ θηλδύλσλ ζηνπο νπνίνπο είλαη εθηεζεηκέλε, ζηε ζπλέρεηα ην ύςνο ησλ ζπλνιηθώλ απνδεκηώζεσλ 

ώζηε λα κπνξεί λα θαηαβάιιεη ηελ απνδεκίσζε ζηνλ αζθαιηδόκελν θαη ηέινο ην πιεόλαζκα ηεο ώζηε 

λα ειέγρεη εάλ ηα έζνδα ηεο είλαη πεξηζζόηεξα από ηα έμνδα γηα λα κπνξεί λα απνθύγεη ην ελδερόκελν 

κηαο επεξρόκελεο ρξενθνπίαο. 

1.2 Η ζηνραζηηθή δηαδηθαζία αξηζκνύ θηλδύλσλ 

 

Αξρηθά νξίδνπκε ηη είλαη ε ζηνραζηηθή δηαδηθαζία θαη ζηε ζπλέρεηα  αλαιύνπκε ηηο παξαπάλσ έλλνηεο 

ιεπηνκεξώο. 

ΟΡΙΜΟ 1.1 

Με ηνλ όξν ζηνραζηηθή δηαδηθαζία (αλέιημε) ελλννύκε κία νηθνγέλεηα ηπραίσλ κεηαβιεηώλ 

 TtX t :  όπνπ T  είλαη έλα ζύλνιν.  Φξεζηκνπνηνύκε ηελ έλλνηα απηή όηαλ κειεηάκε ηπραίεο 

πνζόηεηεο νη νπνίεο κεηαβάιινληαη ζην ρξόλν. 

Όπσο πξναλαθέξακε κία αζθαιηζηηθή εηαηξία γηα λα είλαη ζε ζέζε λα κνληεινπνηήζεη ην πιεόλαζκα 

ζα πξέπεη πξώηα λα πξνζδηνξίζεη ηνλ αξηζκό ησλ θηλδύλσλ ζηνπο νπνίνπο είλαη εθηεζεηκέλε. 

ΟΡΙΜΟ 1.2  

 Έζησ  }0,)( ttN  κηα ζηνραζηηθή δηαδηθαζία ε νπνία εθθξάδεη ηνλ αξηζκό ησλ θηλδύλσλ ζην 

ρξνληθό δηάζηεκα  t,0  θαη νλνκάδεηαη απαξηζκήηξηα δηαδηθαζία ηνπ αξηζκνύ ησλ θηλδύλσλ ,γηα ηελ 

νπνία ηζρύνπλ ηα εμήο: 

 

► 0)( tN , κε 0)0( N ,  

►  )(tN είλαη δηαθξηηή,  

►   αλ ts   ηόηε   )()( tNsN   . 
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                                   τήκα 1.1 : Οη θίλδσλοη θαη οη τρόλοη εκθάληζες ηοσς. 

1.3 Η ζηνραζηηθή δηαδηθαζία ησλ ζπλνιηθώλ απνδεκηώζεσλ 

 

Έπεηηα είλαη απαξαίηεην λα κπνξνύκε λα κνληεινπνηήζνπκε ην ύςνο ησλ ζπλνιηθώλ απνδεκηώζεσλ 

έηζη ώζηε ε αζθαιηζηηθή εηαηξία λα θαηαβάιιεη ηελ απνδεκίσζε ζηνλ αζθαιηδόκελν πνπ δηθαηνύηαη 

όηαλ επέιζεη κηα δεκία. Σπλεπώο νη ζπλνιηθέο απνδεκηώζεηο εμαξηώληαη : 

 

► από ην πλήθος ησλ δεκηνγόλσλ ελδερνκέλσλ πνπ κπνξνύλ λα ζπκβνύλ ζε θάπνην 

ζπγθεθξηκέλν ρξνληθό δηάζηεκα , 

► ην μέγεθος ησλ δεκηώλ πνπ πξνθαινύληαη 

► θαη ην τρονικό διάζηημα αναθοράς. 

 

Έζησ  1, nV n : αθνινπζία ηπραίσλ κεηαβιεηώλ πνπ εθθξάδεη ηνπο ελδηάκεζνπο ρξόλνπο άθημεο 

ησλ δεκηνγόλσλ ελδερνκέλσλ θαη nT  ν ρξόλνο εκθάληζεο ηνπ n-νζηνύ δεκηνγόλνπ ελδερνκέλνπ.  

Επνκέλσο ηζρύεη  :         



n

in

i

VT

1

 

Επίζεο ζεσξνύκε όηη  tTntN n  :sup)(
 
είλαη ε ζηνραζηηθή δηαδηθαζία ηνπ πιήζνπο ησλ 

δεκηνγόλσλ ελδερνκέλσλ ζην  t,0  ρξνληθό δηάζηεκα όπνπ )(tN ην πιήζνο ησλ απαηηήζεσλ. 

 

ΟΡΙΜΟ 1.3  

 Τν κέγεζνο ησλ ζπλνιηθώλ απνδεκηώζεσλ πνπ θαηαβάιινληαη έσο ην ρξόλν t  νξίδεηαη ε ζηνραζηηθή 

δηαδηθαζία  

      )(21)( tNYYYtS              ή          
















0)(,0

1)(,
)(

)(

1

tN

tNY
tS

tN

i

i                                      (1.3.1) 

 

 

όπνπ  1, nY n  
κηα αθνινπζία αλεμάξηεησλ θαη ηζόλνκσλ ηπραίσλ κεηαβιεηώλ κε nY    ηπραία 

κεηαβιεηή πνπ εθθξάδεη ην κέγεζνο ηεο n-νζηήο δεκηάο πνπ πξνθαιείηαη από  ηελ επέιεπζε ηνπ n-

νζηνύ δεκηνγόλνπ ελδερνκέλνπ.  
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Επίζεο νη  1, nV n  θαη  1, nY n είλαη αλεμάξηεηεο αθνινπζίεο νη νπνίεο απνηεινύληαη από 

ηζόλνκεο, αλεμάξηεηεο θαη ζεηηθά νξηζκέλεο ηπραίεο κεηαβιεηέο. 

 

                                     τήκα 1.2 : Η ζηοταζηηθή δηαδηθαζία ηφλ αποδεκηώζεφλ  

 

 

Από ηελ παξαπάλσ γξαθηθή παξάζηαζε δηαπηζηώλνπκε πσο νη ζπλνιηθέο απνδεκηώζεηο )(tS  είλαη 

κεδεληθέο κέρξη ηελ εκθάληζε ηνπ πξώηνπ δεκηνγόλνπ ελδερνκέλνπ.  Σηε ζπλέρεηα εκθαλίδνληαη 

«άικαηα» ύςνπο ίζνπ κε ην κέγεζνο ηεο αηνκηθήο δεκηάο ελώ παξακέλεη ζηαζεξή όηαλ δελ 

εκθαλίδνληαη θίλδπλνη.  Σε νπνηαδήπνηε κεηαβνιή ηνπ ύςνπο ησλ απνδεκηώζεσλ επέξρεηαη θαη 

κεηαβνιή ζηε ηηκή ηνπ πιενλάζκαηνο. 

 

   όπνπ   
iY  : ην κέγεζνο i-νζηήο απαίηεζεο 

                
iV  : ν ελδηάκεζνο ρξόλνο εκθάληζεο ηνπ i-νζηνύ δεκηνγόλνπ ελδερνκέλνπ. 
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1.4 Η ζηνραζηηθή δηαδηθαζία πιενλάζκαηνο 

 

 

                                  τήκα 1.3 : Η ζηοταζηηθή δηαδηθαζία πιεολάζκαηος U(t) 

 

ΟΡΙΜΟ 1.4 

 Ωο δηαδηθαζία πιενλάζκαηνο  0,)( ttU νξίδεηαη ε ζηνραζηηθή δηαδηθαζία 

                                                       )()( tSctutU                                                                            (1.4.1) 

όπνπ:  

► u : ην αξρηθό απόζεκα δειαδή uU )0( , γηα 0,0  ut , 

► 0c  : ν ξπζκόο είζπξαμεο ησλ αζθαιίζηξσλ αλά κνλάδα ρξόλνπ θαη νλνκάδεηαη έληαζε 

αζθαιίζηξνπ, 

► }0)(:0inf{  tUtT : ν ρξόλνο ρξενθνπίαο, 

► )( TU : ην πιεόλαζκα ιίγν πξηλ ηε ρξενθνπία, 

► |)(| TU : ην έιιεηκκα ηε ζηηγκή ηεο ρξενθνπίαο, 

► iY : ην κέγεζνο ηεο i-νζηήο απαίηεζεο  

► iV  : ν ελδηάκεζνο ρξόλνο εκθάληζεο ηνπ i-νζηνύ δεκηνγόλνπ ελδερνκέλνπ. 

 Από ηελ παξαπάλσ γξαθηθή παξάζηαζε παξαηεξνύκε όηη ε δεηγκαηνζπλάξηεζε )(tU  εκθαλίδεη 

«άικαηα» πξνο ηα θάησ θαηά ηηο ρξνληθέο ζηηγκέο επέιεπζεο ησλ δεκηνγόλσλ γεγνλόησλ iV  .  Τα 

«άικαηα» απηά  είλαη ηνπ ίδηνπ κεγέζνπο κε ηα αληίζηνηρα πξνο ηα πάλσ «άικαηα» ηεο δηαδηθαζίαο 

ησλ ζπλνιηθώλ απνδεκηώζεσλ )(tS  κε ηε κόλε δηαθνξά όηη κεηαμύ δύν δηαδνρηθώλ  ρξνληθώλ 
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ζηηγκώλ ε δεηγκαηνζπλάξηεζε )(tS έρεη ζηαζεξή ηηκή ελώ ε δεηγκαηνζπλάξηεζε  )(tU είλαη 

επζύγξακκν ηκήκα κε ζεηηθή θιίζε c .  Σπλεπώο ην ύςνο ηνπ πιενλάζκαηνο είλαη ίζν κε απηό ησλ 

απνδεκηώζεσλ. Οξίδνπκε σο T ην ρξόλν ρξενθνπίαο , ηε ζηηγκή δειαδή πνπ ην πιεόλαζκα γίλεηαη γηα 

πξώηε θνξά αξλεηηθό θαη ηε TN -νζηή απαίηεζε ε νπνία πξνθαιεί ρξενθνπία. 

Σεκεηώλνπκε πσο όηαλ ε απαίηεζε 
TNY

 
πξνθαιέζεη ρξενθνπία , ην κέγεζνο ηεο απαίηεζεο δίλεηαη 

από |)(|)( TUTU  . Επηπιένλ ζεσξνύκε πσο ην πεξηζώξην αζθαιείαο    ηθαλνπνηεί ηε ζπλζήθε 

θαζαξνύ θέξδνπο   

                                                    )()( YEVcE  ,                                                                             (1.4.2)  

ε νπνία εμαζθαιίδεη όηη ηα έζνδα ηεο εηαηξίαο ππεξβαίλνπλ ηα αλακελόκελα έμνδα, έηζη ώζηε 

1)( u .  Επνκέλσο , 
)(

)()1(

VE

YE
c


  , 0 .                                                                                 

1.5 Υξόλνο θαη πηζαλόηεηα ρξενθνπίαο 

 

Σηελ παξάγξαθν απηή ζα νξίζνπκε ηα βαζηθόηεξα κέηξα ηεο ρξενθνπίαο ηα νπνία απνηεινύλ ν 

ρξόλνο ρξενθνπίαο θαη ε πηζαλόηεηαο ρξενθνπίαο. 

       Υξόλνο ρξενθνπίαο  

ΟΡΙΜΟ 1.5 

 Γηα  0t νξίδνπκε  

                                                     }0)(:0inf{  tUtT  κε inf     

όπνπ T  ν ρξόλνο θαηά ηνλ νπνίν γίλεηαη γηα πξώηε θνξά ε δηαδηθαζία πιενλάζκαηνο αξλεηηθή.  

Παξαηήξεζε : Ο ρξόλνο ρξενθνπίαο  T  δείρλεη όηη ην ραξηνθπιάθην ηεο αζθαιηζηηθήο εηαηξίαο δελ 

ζρεδηάζηεθε ζσζηά θαη όρη όηη ε εηαηξία ρξενθόπεζε νηθνλνκηθά! 

     

   Πηζαλόηεηα ρξενθνπίαο  

ΟΡΙΜΟ 1.6  

Ωο πηζαλόηεηα ρξενθνπίαο νξίδνπκε κία πνζόηεηα πνπ ζπλδέεηαη άκεζα κε ηε ζηνραζηηθή δηαδηθαζία 

πιενλάζκαηνο γηα ηελ νπνία γηα αξρηθό απνζεκαηηθό 0u ηζρύεη : 

                            ))0(|0)(())0(|)()( uUtUPuUTPu           0t  .             (1.5.1) 
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όπνπ   

► u  : αξρηθό απόζεκα (θεθάιαην) 

► )(tU : δηαδηθαζία πιενλάζκαηνο 

 

Γηα ηελ πηζαλόηεηα ρξενθνπίαο ζα πξέπεη : 

 Ο ρξόλνο ρξενθνπίαο λα είλαη πεπεξαζκέλνο  δειαδή θάπνηα ζηηγκή λα επέξρεηαη ε 

ρξενθνπία. 

 Η πηζαλόηεηα πηώζεο ηνπ πιενλάζκαηνο λα είλαη θάησ από ην αξρηθό θεθάιαην. 

Παξαηεξνύκε ινηπόλ όηη ηα ζπγθεθξηκέλα κέηξα απνηεινύλ κέηξα ρξενθνπίαο θαζώο ε αζθαιηζηηθή 

κπνξεί λα πξνβεί ζε αιιαγέο ζηελ πνιηηηθή ηεο όπσο γηα παξάδεηγκα εάλ ζα πξνβεί ζε αύμεζε ηνπ 

πεξηζσξίνπ αζθαιείαο , αύμεζε ηνπ αξρηθνύ απνζέκαηνο ή αιιαγή ζηελ αληαζθαιηζηηθή ηεο πνιηηηθή 

θηι. 

ΟΡΙΜΟ 1.7   

Ωο πηζαλόηεηα κε ρξενθνπίαο νξίδνπκε κία πνζόηεηα πνπ ζπλδέεηαη άκεζα κε ηε ζηνραζηηθή 

δηαδηθαζία πιενλάζκαηνο γηα ηελ νπνία γηα αξρηθό απνζεκαηηθό 0u ηζρύεη : 

                      ))0(|0)(())0(|)()( uUtUPuUTPu            0t .                  (1.5.2) 

1.6 Η θιαζζηθή ζπλάξηεζε ησλ Gerber – Shiu θαη κέηξα ρξενθνπίαο  

 

To 1998 νη Αλαινγηζηέο επηζηήκνλεο Hans U. Gerber θαη Elias S.W Shiu θαηάθεξαλ λα 

κνληεινπνηήζνπλ ζε κία κόλν ζπλάξηεζε ηηο ηξείο ηπραίεο κεηαβιεηέο, 

1. T  : ηο τρόνο τρεοκοπίας ( δειαδή ηε ρξνληθή ζηηγκή αθξηβώο θαηά ηελ νπνία ην 

πιεόλαζκα παίξλεη γηα πξώηε θνξά αξλεηηθή ηηκή), 

2. |)(| TU : ηο έλλειμμα αθξηβώο ηε ρξνληθή ζηηγκή πνπ ζπκβαίλεη ε ρξενθνπία, 

3. )( TU : θαη ηο πλεόναζμα πξηλ ζπκβεί ε ρξενθνπία. 

Η ζπλάξηεζε απηή νλνκάδεηαη αλακελόκελε πξνεμνθιεκέλε ζπλάξηεζε πνηλήο (expected discounted 

penalty function)  , κέζσ ηεο νπνίαο κειεηώληαη ηαπηόρξνλα ηα κέηξα θηλδύλνπ πνπ πξνζεγγίδνληαλ 

κεκνλσκέλα κέρξη ηόηε. 

ΟΡΙΜΟ 1.8 

 Γηα  0u , 0 ε ζπλάξηεζε νξίδεηαη σο 

       

                  ,)0(|(|)(|,)()( uUTITUTUweEum
t




 0u                    (1.6.1)                                          
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όπνπ 

►   : ε έληαζε αλαηνθηζκνύ ή ε παξάκεηξνο κεηαζρεκαηηζκνύ Laplace. 

►  ),(0 yxw  : ε ζπλάξηεζε πνηλήο νξηζκέλε ζην  
2 κε 0, yx . 

►  I  
: ε δείθηξηα ζπλάξηεζε πνπ καο πιεξνθνξεί γηα ην γεγνλόο δειαδή γηα ηνλ αλ έρεη 

επέιζεη ρξενθνπία. 

► 
T

e


: ν πξνεμνθιεηηθόο παξάγνληαο ή ν κεηαζρεκαηηζκόο Laplace κε  0 λα παίξλεη 

απζηεξά ζεηηθέο ηηκέο. 

 

Παξαηεξνύκε ινηπόλ από ηνλ παξαπάλσ νξηζκό όηη ε ζπλάξηεζε κπνξεί λα ιάβεη δηαθνξεηηθέο 

κνξθέο δίλνληαο θάζε θνξά δηαθνξεηηθέο ηηκέο ζηε ζπλάξηεζε  πνηλήο ),( yxw  θαη ζηελ έληαζε 

αλαηνθηζκνύ  .  Σπγθεθξηκέλα : 

 
ΠΙΘΑΝΟΣΗΣΑ ΥΡΕΟΚΟΠΙΑ 

 

),( yxw    )(12, um    

Πηζαλόηεηα 

ρξενθνπίαο 1  0  )(})0(|)({ uuUTIE   

 

 

ΡΟΠΕ j , k ΣΑΞΗ 
 

 

kj
yx  

 

0  

 

 uUTITUTUE kj
 )0(|)(|))((|)(  

j-νζηή ξνπή 
πιενλάζκαηνο 

αθξηβώο πξηλ ηε 
ρξενθνπία θαη 
θ-νζηή ξνπή 
ειιείκκαηνο 

όηαλ ζπκβαίλεη 
ε ρξενθνπία 

 

j
x  

 

0  

 

 uUTITUE
j

 )0(|)()(  

j-νζηή ξνπή 

πιενλάζκαηνο 

αθξηβώο πξηλ ηε 

ρξενθνπία 
 

ky  

 

0  

 

  uUTITUE
k

 )0(|)(|)(|  

θ-νζηή ξνπή 

ειιείκκαηνο 

όηαλ ζπκβαίλεη 

ε ρξενθνπία 

 

ky  

 

0  

 

  uUTITUeE kT



)0(|)(|)(|


 

Πξνεμνθιεκέλε 

θ-νζηή ξνπή 

ειιείκκαηνο 

όηαλ ζπκβαίλεη 

ε ρξενθνπία 
 

  j
yx   

 

0  

 

  uUTITUTUE
j

 )0(|)(|)(|)(  

j-νζηή ξνπή 

απαίηεζεο πνπ 

πξνθαιεί ηε 

ρξενθνπία 
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ΤΝΑΡΣΗΕΙ ΚΑΣΑΝΟΜΩΝ 

 

 

),( yYxXI 
 

 

0  

 

 uUTIyTUxTUIE  )0(|)()|)(|,)((
 

πλάξηεζε 

ππθλόηεηαο 

πιενλάζκαηνο 

θαη ειιείκκαηνο 

 

)( yYI 
 

 

0  

 

 uUTIyTUIE  )0(|)()|)(|(  

πλάξηεζε 

ππθλόηεηαο 

ειιείκκαηνο ηε 

ζηηγκή 

ρξενθνπίαο 

 

)( xXI 
 

 

0  

 

 uUTIxTUIE  )0(|)())((  

πλάξηεζε 

ππθλόηεηαο 

πιενλάζκαηνο 

αθξηβώο πξηλ ηε 

ζηηγκή 

ρξενθνπίαο 

 

)( zYXI 
 

 

0  

 

 uUTIzTUTUIE  )0(|)()|)(|)((  

πλάξηεζε 

ππθλόηεηαο ηεο 

απαίηεζεο πνπ 

πξνθαιεί ηε 

ρξενθνπία 

 

 

 

ΜΕΣΑΥΗΜΑΣΙΜΟ LAPLACE 

 
 

ysxs
e 21



 

 

0  

 

        

             uUTIeE
TUsTUsT




)0(|)(
|)(|

2
)(

1


 

LT ηεο ζ.π ηνπ 
ρξόλνπ 
ρξενθνπίαο, ηνπ 
πιενλάζκαηνο 
θαη ηνπ 
ειιείκκαηνο 

 

)( yxs
e


 

 

0  

 

            
 uUTIeE

TUTUs



)0(|)(

|))(|)((
 

LT ηεο ζ.π ηεο 
απαίηεζεο πνπ 
πξνθαιεί ηε 
ρξενθνπία 

 

1  

 

0  

 

 uUTIeE
TUTUs




)0(|)(
|))(|)((

 

LT ηεο ζ.π ηνπ 

ρξόλνπ 

ρξενθνπίαο 

 

Είλαη πξνθαλέο όηη ε ζπλάξηεζε ησλ Gerber – Shiu είλαη έλα ρξήζηκν εξγαιείν ζηελ θαηαλόεζε ηεο 

ρξενθνπίαο θαη «δξά» σο έλα κέζν από ην νπνίν πξνθύπηνπλ δηάθνξα κέηξα ρξενθνπίαο.   

                         

1.7 Σειεζηήο Dickson – Hipp  

 

Ο ηειεζηήο  νξίδεηαη γεληθά σο κία ζπλάξηεζε πνπ δξα πάλσ ζε θάπνηα άιιε ζπλάξηεζε, 

κεηαζρεκαηίδνληάο ηελ θαηά έλα θαζνξηζκέλν ηξόπν. Μάιηζηα , ην 2001 νη Dickson θαη Hipp  

https://el.wikipedia.org/wiki/%CE%A3%CF%85%CE%BD%CE%AC%CF%81%CF%84%CE%B7%CF%83%CE%B7
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εηζήρζεζαλ ηνπο ηειεζηέο ζηε ζεσξία θηλδύλνπ νη νπνίνη απνηεινύλ έλα πνιύ ρξήζηκν εξγαιείν. 

[Dickson and Hipp (2001)] 

 

ΟΡΙΜΟ 1.9  

Γηα κηα νινθιεξώζηκε ζπλάξηεζε f  θαη 0,0  xr  νξίδνπκε σο ηειεζηή  rT
 
λα δίλεηαη από ηε 

ζρέζε: 

  

                                                





x

yrxr

r dyyfeexfT )()(                                                                   (1.7.1) 

                                                              





0

)( dyyxfe
yr

, 

όπνπ ην r  ηθαλνπνηεί |)(ˆ| rf . 

Είλαη πξνθαλέο όηη ν κεηαζρεκαηηζκόο Dickson – Hipp είλαη έλαο γξακκηθόο ηειεζηήο γηα ζηαζεξέο 

ia θαη γηα δηαθνξίζηκεο ζπλαξηήζεηο )(xf i , ni ,,2,1   

                                          )()(
11

xfTaxfaT ir

n

i

n

iir

ii


















  .                                                         (1.7.2) 

Επηζεκαίλνπκε όηη )0()(ˆ fTsf s  , επνκέλσο ν κεηαζρεκαηηζκόο Dickson – Hipp είλαη κηα 

γελίθεπζε ηνπ κεηαζρεκαηηζκνύ Laplace. Επηπιένλ κπνξνύκε λα γξάςνπκε ηελ νπξά 





x

dttfxF )()( σο )(0 xfT . 

Υπνζέηνπκε όηη νη ελδηάκεζνη ρξόλνη αθνινπζνύλ κηα θαηαλνκή Cox [Willmot and Woo (2010)] θαη γηα 

ηελ δηεπθόιπλζή καο  , ζεσξνύκε όηη ν κεηαζρεκαηηζκόο Laplace ηεο )(xfTr
δίλεηαη από 

                                     





 


x

yr

r

xs
dydxyfeedxxfTe

xrs
)())((

00

)(
 

                                                                    



















0 0

)(
)(

dyyfdxee

y
xrsyr

 

                                                                   dyyf
rs

e
e

yrs
yr

)(
1

)(

0

























 

                                                                   
rs

dyyfedyyfe
ysyr










 
)()(

00
 

                                                                   
rs

sfrf






)(ˆ)(ˆ
 ,                                                                     (1.7.3) 

γηα rs  . 
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Επηζεκαίλνπκε όηη ν κεηαζρεκαηηζκόο Laplace ηεο )(xF δίλεηαη από ηε ζρέζε (1.7.3) αλ ζέζνπκε γηα 

0r θαη έηζη πξνθύπηεη 

 

                                             








00

)()( 0 dxxfTedxxFe
xsxs

 

                                                                             
s

sf )(ˆ1
  .                                                                  (1.7.4) 

Θεσξνύκε όηη Y είλαη κηα ηπραία κεηαβιεηή κε ζπλάξηεζε ππθλόηεηαο πηζαλόηεηαο )()( yFyf 

θαη γηα )(/)()( xFyxFyFx  λα είλαη ε νπξά ηεο θαηαλνκήο απώιεηαο. Θεσξνύκε όηη ε 

παξαθάησ ζπλάξηεζε είλαη ε γεληθεπκέλε θαηαλνκή ηζνξξνπίαο ηεο )(yF γηα r  

                                               

dxxFe

dxyFxFe

ryF
xr

x

xr

ge

)(

)()(

),(

0

0











  , 

όπνπ )(yFx είλαη κία ζύλζεηε θαηαλνκή.  

Επηζεκαίλνπκε πσο γηα 0r  , ηόηε 

 

                         












0

0

)(

)(

)0,(

dxxF

dxyxF

yFge  

                                            
][

)(

YE

dxxF
y



   , 

ε νπνία είλαη ε ζπλάξηεζε ηζνξξνπίαο ηεο )(yF . Επνκέλσο ε γεληθεπκέλε ζπλάξηεζε ηζνξξνπίαο 

ππθλόηεηαο ηεο )(yf νξίδεηαη σο 

                      ),(),( ryFryf gege
  

                                          













0

)(

)(

dxxFe

dxxfee

xr

y

xryr

 .                                                      (1.7.5) 
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Επεηδή ν αξηζκεηήο είλαη ν ηειεζηήο Dickson – Hipp ηεο )(xf θαη ν παξνλνκαζηήο είλαη ν 

κεηαζρεκαηηζκόο Laplace ηεο )(xF , ηόηε ρξεζηκνπνηώληαο ηε ζρέζε (1.7.4) 

                               

r

rf

yfT
ryf r

ge

)(ˆ1

)(
),(



   

θαη ρξεζηκνπνηώληαο ηε (1.7.3) , ν κεηαζρεκαηηζκόο Laplace δίλεηαη από 

 

                             

)(ˆ1

)(ˆ)(ˆ
),(ˆ

rf

sfrf

rs

r
rsf ge






  ,                                                   (1.7.6) 

ν νπνίνο είλαη ρξήζηκν εξγαιείν γηα ηελ κεηέπεηηα αλάιπζή καο. 

1.8 Η ζεκειηώδεο εμίζσζε ηνπ Lundberg 

 

Θεσξνύκε όηη ε ζεκειηώδεο εμίζσζε ηνπ Lundberg δίλεηαη από ηελ παξαθάησ εμίζσζε: 

                                                            01 )(   VcssY
e

 ,                                                                  (1.8.1) 

όπνπ γηα ηηο ηπραίεο κεηαβιεηέο Y θαη V ζεσξνύκε όηη είλαη ηπραία κεγέζε απαηηήζεσλ θαη ηπραίνη 

ελδηάκεζνη ρξόλνη αληίζηνηρα. Σπλεπώο εθόζνλ νη Y θαη V είλαη αλεμάξηεηεο ηπραίεο κεηαβιεηέο , 

ηόηε ε ζρέζε (1.8.1) κπνξεί λα γξαθηεί ηζνδύλακα σο 

                                                         .0)(ˆ)(ˆ1  csksp                                                                        (1.8.2) 

Παξαηεξνύκε επνκέλσο πσο ε ζεκειηώδεο εμίζσζε ηνπ Lundberg θαη ζπγθεθξηκέλα νη ζεηηθέο ηεο 

ξίδεο έρνπλ πνιύ ζεκαληηθό ξόιν ζηελ αλάιπζε ηεο ζπλάξηεζεο ησλ Gerber – Shiu γεγνλόο πνπ ζα 

απνδεηρηεί ζηα επόκελα θεθάιαηα. Είλαη πξνθαλέο πσο γηα 0 ηόηε 0s πξνθύπηεη κηα κε 

αξλεηηθή ξίδα. 

 

ΘΕΩΡΗΜΑ 1.1  

Θεσξνύκε όηη ε ζπλάξηεζε ησλ ελδηάκεζσλ ρξόλσλ αθνινπζεί ηελ εθζεηηθή θαηαλνκή 
tetk  )(

θαη  γηα 0 ππάξρεη κία κνλαδηθή θαη ζεηηθή ξίδα s
  
ζηε ζεκειηώδε εμίζσζε ηνπ Lundberg ε 

νπνία δίλεηαη από  

                                                               0)(ˆ1 



cs

s



  ,                                                             (1.8.3) 
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ελώ γηα 0 , ηόηε 00  s είλαη ε κία θαη κνλαδηθή κε αξλεηηθή ξίδα. 

ΑΠΟΔΕΙΞΗ: 

Η ζεκειηώδεο εμίζσζε ηνπ Lundberg δίλεηαη από ηε ζρέζε (1.8.3) θαη κπνξεί λα γξαθηεί σο εμήο: 

                                                 )(ˆ scs   .                                                                              (1.8.4) 

Θέηνπκε,   css  )(1  
. Επνκέλσο γηα 0s πξνθύπηεη όηη   )0(1 .

   

Παίξλνληαο ηελ πξώηε παξάγσγν πξνθύπηεη όηη    0)0(1 


 c  .  

Σηε ζπλέρεηα ζέηνπκε , 

                   ][)(ˆ)(2

 sess   . Γηα 0s πξνθύπηεη όηη   )0(ˆ)0(2
. 

Η πξώηε παξάγσγνο είλαη          0][)(2 


 ses   

θαη γηα 0s                                  ][)0(2 


  . 

Επηπιένλ ε δεύηεξε παξάγσγνο είλαη 0][)( 2

2 


 ses   . 

Παξαηεξνύκε ινηπόλ όηη ε ζρέζε (1.8.4) είλαη ηζνδύλακε κε 

                                                                     )()( 21 ss   . 

► Γηα 0 , ζεσξνύκε ηελ παξαθάησ γξαθηθή παξάζηαζε ησλ )(1 s  θαη )(2 s . 

 

                                                   τήκα 1.4 : Γηα 0 ,  )()( 21 ss     
 

Είλαη πξνθαλέο από ηε γξαθηθή παξάζηαζε όηη γηα 0 , ππάξρεη κία κνλαδηθή ζεηηθή ξίδα s
   

ζηε ζεκειηώδε εμίζσζε ηνπ Lundberg.  
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► Γηα 0 , ηνλίδνπκε από ηε ζπλζήθε θαζαξνύ θέξδνπο (1.4.2) όηη     )(
1




c . Επνκέλσο, 

][ c  , νπόηε ε παξάγσγνο c


 )0(1 είλαη πεξηζζόηεξν αξλεηηθή από ηελ 

παξάγσγν ][)0(2 


   . Σπλεπώο ε ηπραία κεηαβιεηή )(1 s έρεη πην απόηνκε 

αξλεηηθή θιίζε από ηε )(2 s  ζην ζεκείν 0s . 

 

      

                                                    τήκα 1.5 : Γηα 0 ,  )()( 21 ss     
 

Είλαη πξνθαλέο από ηε παξαπάλσ γξαθηθή παξάζηαζε όηη γηα 0 , 00  s  είλαη ε κνλαδηθή 

κε αξλεηηθή ξίδα ηεο ζεκειηώδεο εμίζσζεο ηνπ Lundberg.   

 

1.9 Μεηαζρεκαηηζκόο Laplace κηαο νινθιεξσηηθήο εμίζσζεο 

  

Ο κεηαζρεκαηηζκόο Laplace είλαη κηα γξακκηθή απεηθόληζε κηαο ζπλάξηεζεο )(tf  κε πξαγκαηηθό 

πεδίν νξηζκνύ 0t  πνπ ηε κεηαηξέπεη ζε κηα ζπλάξηεζε )(sF  κε όξηζκα έλα κηγαδηθό αξηζκό s . 

 

ΟΡΙΜΟ 1.10  

 Ο κεηαζρεκαηηζκόο Laplace κηαο ζπλάξηεζεο )(xf  γηα 0x , είλαη ε ζπλάξηεζε ηεο κνξθήο : 

                                                           





0

)()(ˆ dxxfesf
ts

 

Σηελ αλάιπζε ηεο ζπλάξηεζεο ησλ Gerber – Shiu ζπρλά ζπλαληάκε κηα ζπλάξηεζε ηεο  κνξθήο :         

https://el.wikipedia.org/w/index.php?title=%CE%93%CF%81%CE%B1%CE%BC%CE%BC%CE%B9%CE%BA%CE%AE_%CE%B1%CF%80%CE%B5%CE%B9%CE%BA%CF%8C%CE%BD%CE%B9%CF%83%CE%B7&action=edit&redlink=1
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0

)()()( dttkctuweu t

t
                                                  (1.9.1) 

 

θαη ελδηαθεξόκαζηε γηα ηνλ κεηαζρεκαηηζκό Laplace απηήο ηεο νινθιεξσηηθήο εμίζσζεο ε νπνία 

πξνθύπηεη σο εμήο : 

                              dudttkctuweeu t

tus














 




)()()(ˆ

00


  

                                           dttkductuwee t
ctustct

)()(
00

)()(














 


 

 

                                            dttkdxxweswe

ct

tt

xstcs
)()()(ˆ

00

)(














 





 

                                             





0

* )(ˆ)()(ˆ
)(

cswdttkswe t

tcs



                                                (1.9.2) 

όπνπ  

                                           
  

dxdttkxwesw t

ct
xctsx

c )()()(ˆ
0 0

*
1

 







 .                                       (1.9.3) 

Αλ )()( xwxwt   είλαη κηα ζπλάξηεζε αλεμάξηεηε ηνπ ρξόλνπ , ηόηε 

                                        )(ˆ)(ˆ)(ˆ)(ˆ * cswcsksws    ,                                                           (1.9.4) 

όπνπ  

                                           
  

dxdttkxwesw

ct
xctsx

c )()()(ˆ
0 0

*
1

 







 . 

1.10 Η ειιεηκκαηηθή αλαλεσηηθή εμίζσζε  

           

            Αξρηθά πξέπεη λα επηζεκάλνπκε όηη νη αλαλεσηηθέο εμηζώζεηο ρξεζηκνπνηνύληαη γηα ηελ 

αλάιπζε ηεο δηαδηθαζίαο ηνπ πιενλάζκαηνο ζην θιαζζηθό κνληέιν ηεο ζεσξίαο ρξενθνπίαο.  Οη 

αλαλεσηηθέο εμηζώζεηο πξνέξρνληαη από ηηο αλαλεσηηθέο αλειίμεηο.  Είλαη δειαδή νινθιεξσηηθέο 

εμηζώζεηο σο πξνο κηα άγλσζηε ζπλάξηεζε νη νπνίεο έρνπλ εθαξκνγέο ζε πνιινύο θιάδνπο. 

 

ΟΡΙΜΟ 1.11 

 Μηα εμίζσζε ζα ιέγεηαη αλαλεσηηθή εμίζσζε όηαλ ζα είλαη ηεο κνξθήο :  

                                      )()()()(
0

xvydFyxmxm

x
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όπνπ  v  : κηα θξαγκέλε ζπλάξηεζε θαη )(xv είλαη ζπλερή γηα  0x   

           F :  κηα αζξνηζηηθή ζπλάξηεζε θαηαλνκήο κε  0)0( F  θαη 

           m :  κηα άγλσζηε ζπλάξηεζε . 

 

ΟΡΙΜΟ 1.12 

Ωο ειιεηκκαηηθή αλαλεσηηθή εμίζσζε νξίδνπκε κηα εμίζσζε ηεο κνξθήο : 

                                     )()()()(
0

xvdyyfyxmxm

x

  , 0x                                                         (1.10.1) 

όπνπ   κηα ζηαζεξά ηέηνηα ώζηε 10    θαη )(')( yFyf  . 

Παίξλνληαο ηνλ κεηαζρεκαηηζκό Laplace ηεο (1.9.1) , ζα βξνύκε κηα γεληθή ιύζε ηεο )(xm . Σπλεπώο , 

                                                     ),(ˆ)(ˆ)(ˆ)(ˆ svsfsmsm   

ιύλνληαο σο πξνο )(ˆ sm , έρνπκε 

                                                              
)(ˆ1

)(ˆ
)(ˆ

sf

sv
sm


 .                                                                        (1.10.2) 

                                      






1

)())(1()(
*

n

xfxg
nn ,    (1.10.3)                                                            



y

dxxgyGyG
0

)(1)(1)(    .                                                                                                   (1.10.4) 

Θεσξνύκε όηη ν κεηαζρεκαηηζκόο Laplace ηεο )(')( xGxg   δίλεηαη από :  

                                                     





0

)()(ˆ dxxgesg
xs

  

                                                                 






1

)(ˆ))(1(

n

nn sf  

                                                                 )1(
)(ˆ1

1












sf
 .                                                              (1.10.5) 

 

Λύλνληαο ηελ (1.9.5) σο πξνο )(ˆ sf  θαη αληηθαζηζηώληαο ηελ ζηε ζρέζε (1.9.2) πξνθύπηεη ην εμήο : 

                                                         ))(ˆ1(
1

)(ˆ
)(ˆ sg

sv
sm 


 


 

                                                                   



1

)(ˆ)(ˆ
)(ˆ

sgsv
sv  , 

θαη θάλνληαο ηελ αληηζηξνθή θαηαιήγνπκε όηη 

                                                 




x

dyyxgyvxvxm
0

)()(
1

1
)()(


,                                                 (1.10.6) 
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όπνπ ε παξαπάλσ ζρέζε είλαη κηα γεληθή ιύζε ηεο ειιεηκκαηηθήο αλαλεσηηθήο εμίζσζεο (1.10.1). 

Παξαηεξνύκε ινηπόλ όηη ππάξρεη κηα άκεζε ζρέζε κεηαμύ ηεο ειιεηκκαηηθήο αλαλεσηηθήο εμίζσζεο 

θαη ηεο ζύλζεηεο γεσκεηξηθήο θαηαλνκήο )(xG . 

Φξεζηκνπνηώληαο ηε ζρέζε (1.10.5) , ν κεηαζρεκαηηζκόο Laplace ηεο 

x

dyygxG
0

)()(  , ε νπνία 

πξνθύπηεη από ηε ζρέζε (1.10.4) , δίλεηαη από: 

                                                       
s

sg

s
sG

)(ˆ
)(

ˆ



 

                                                                  


















 )1(

)(ˆ1

11






sfss
 

 

                                                                  



















)(ˆ1

1
1

1

sfs 


 

                                                                  
)(ˆ1

)(ˆ1

sf

sf

s 






  , 

θαη ιύλνληαο σο πξνο )(
ˆ

sG πξνθύπηεη όηη : 

                                                      
s

sf
sfsGsG

)(ˆ1
)(ˆ)(

ˆ
)(

ˆ 
   . 

Τέινο θάλνληαο ηελ αληηζηξνθή θαηαιήγνπκε όηη : 

                                               
x

xFdyyfyxGxG
0

)()()()(   , 0x                                    (1.10.7) 

Επίζεο παξαηεξνύκε όηη ε νπξά ηεο ζύλζεηεο γεσκεηξηθήο θαηαλνκήο νκνίσο ηθαλνπνηεί κηα 

ειιεηκκαηηθή αλαλεσηηθή εμίζσζε ε νπνία δίλεηαη ζηε ζρέζε (1.10.7). 
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ΚΔΦΑΛΑΙΟ 2 : Σν αλαλεσηηθό κνληέιν ηεο θιαζζηθήο ζεσξίαο θηλδύλνπ θαη ε 

θιαζζηθή ζπλάξηεζε ησλ Gerber – Shiu 

 

2.1 Δηζαγσγή  

 

Σην θεθάιαην απηό ζα κειεηήζνπκε ην αλαλεσηηθό κνληέιν , γλσζηό θαη σο κνληέιν ηνπ Sparre 

Andersen .  Τν 1957, ν Sparre Andersen ζην δηεζλέο ζπλέδξην αλαινγηζηώλ ζηε Νέα Υόξθε πξόηεηλε 

κία γελίθεπζε ηνπ θιαζζηθνύ κνληέινπ ηεο Θεσξίαο Κηλδύλνπ κε ηελ εξγαζία ηνπ «On the collective 

theory of risk in case of contagion between the claims».  Αληί λα ππνζέζεη όηη νη αλεμάξηεηνη 

ελδηάκεζνη ρξόλνη είλαη θαηαλεκεκέλνη εθζεηηθά , εηζήγαγε κία πην γεληθή ζπλάξηεζε θαηαλνκήο αιιά 

δηαηήξεζε ηελ ππόζεζε ηεο αλεμαξηεζίαο.  Κύξην ραξαθηεξηζηηθό ηνπ κνληέινπ Sparre Andersen ή 

ηνπ αλαλεσηηθνύ κνληέινπ ηεο ζεσξίαο θηλδύλνπ είλαη όηη ν αξηζκόο ησλ δεκηώλ ελόο ραξηνθπιαθίνπ 

θηλδύλσλ πεξηγξάθεηαη από κηα αλαλεσηηθή δηαδηθαζία.  Παξαηεξνύκε ινηπόλ παξαθάησ όηη ην 

ζπγθεθξηκέλν κνληέιν πιένλ δελ αθνινπζεί ηελ εθζεηηθή θαηαλνκή όπσο ην θιαζζηθό κνληέιν, αιιά 

θάπνηα άιιε ζπλερή θαη ζεηηθή θαηαλνκή όπσο γηα παξάδεηγκα κηα Pareto , Lognormal, Weibull, θηι.  

Σπλεπώο ε ζηνραζηηθή αλέιημε   δελ αθνινπζεί ηε γλσζηή αλέιημε Poisson όπσο ζην θιαζζηθό κνληέιν 

αιιά κηα ζηνραζηηθή αλέιημε ε νπνία νλνκάδεηαη αλαλεσηηθή.  

Έζησ όηη ε γελίθεπζε ηνπ θιαζζηθνύ κνληέινπ κε αλέιημε πιενλάζκαηνο δίλεηαη από:  

                                                      



)(

1

)(
tN

i

i

YctutU                                                                          (2.1.1)

 

όπνπ 0u  ην αξρηθό απνζεκαηηθό θαη 0c ε έληαζε αζθαιίζηξνπ. 

Η ζηνραζηηθή δηαδηθαζία απνδεκηώζεσλ/απαηηήζεσλ  0,)( ttN ζεσξείηαη κηα αλαλεσηηθή 

αλέιημε ε νπνία νξίδεηαη από κία αθνινπζία ζεηηθώλ , αλεμάξηεησλ θαη ηζόλνκσλ θαηαλεκεκέλσλ 

ελδηάκεζσλ ρξόλσλ   
1iiV   .  Επηπιένλ , 

1V  είλαη ν ρξόλνο ηεο πξώηεο απαίηεζεο θαη 
iV  γηα 

,3,2i  είλαη ν ρξόλνο κεηαμύ ηεο  1i  θαη i-νζηήο απαίηεζεο . Η ζπλάξηεζε θαηαλνκήο ησλ 

ελδηάκεζσλ ρξόλσλ νξίδεηαη σο )()(1)( tVPtKtK r   θαη ε ζπλάξηεζε ππθλόηεηαο 

πηζαλόηεηαο σο )(')( tKtk  , 0t  . Επηπξνζζέησο , ζεσξνύκε όηη   
1iiY  είλαη κία αθνινπζία 

ζεηηθώλ, αλεμάξηεησλ θαη ηζόλνκσλ θαηαλεκεκέλσλ κεγεζώλ απαηηήζεσλ κε ζπλάξηεζε θαηαλνκήο 

θαη ζπλάξηεζε ππθλόηεηαο πηζαλόηεηαο )()( yYPyP r  , )(')( yPyp   αληίζηνηρα.  

Σπγθξίλνληαο ινηπόλ  ην κνληέιν ηνπ Sparre Andersen κε ην θιαζζηθό κνληέιν ηεο Θεσξίαο Κηλδύλνπ 

θαηαιήγνπκε ζηα παξαθάησ ζπκπεξάζκαηα. 
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Σο μονηέλο Sparre Andersen 

 

 
Σο Κλαζζικό μονηέλο ηης  Θεφρίας 

Κινδύνοσ 

1.  

 
 

Η απαξηζκήηξηα )(tN  δελ αθνινπζεί κηα 

αλέιημε Poisson αιιά από κηα 

αλαλεσηηθή αλέιημε. 

 

Η  )(tN αθνινπζεί κηα αλέιημε 

Poisson κε παξάκεηξν ι , όπνπ 

εθθξάδεη ηνλ αλακελόκελν αξηζκό 

άθημεο δεκηώλ ζηε κνλάδα ηνπ 

ρξόλνπ. 

2.   

Οη ζηνραζηηθέο δηαδηθαζίεο   

}1,{ nYn ,
}0:)({ ttN

 

είλαη αλεμάξηεηεο κεηαμύ ηνπο.
 

 

Οη ζηνραζηηθέο δηαδηθαζίεο   

}1,{ nYn ,
}0:)({ ttN

 

είλαη αλεμάξηεηεο κεηαμύ ηνπο.
 

     

3.  

 

 

 

Η ζπλζήθε θαζαξνύ θέξδνπο είλαη:  

               

)()( YEVEc   

όπνπ )(VE : ε κέζε ηηκή ησλ  

ελδηάκεζσλ ρξόλσλ , )(YE  :ε κέζε ηηκή 

ησλ απαηηήζεσλ θαη c ε έληαζε 

αζθαιίζηξνπ. 

 

        Η ζπλζήθε θαζαξνύ θέξδνπο 

είλαη:  

       
1c  ώζηε 1)( u

, 

όπνπ )(1 YE  :ε κέζε ηηκή ησλ 

απαηηήζεσλ θαη c ε έληαζε 

αζθαιίζηξνπ. 

4.  Τν 0c θαιείηαη έληαζε αζθαιίζηξνπ 

θαη ηθαλνπνηεί ηε ζρέζε  
)(

)()1(

VE

YE
c


  

όπνπ 0 ην πεξηζώξην αζθαιείαο. 

Τν 0c θαιείηαη έληαζε 

αζθαιίζηξνπ θαη ηθαλνπνηεί ηε ζρέζε  

)1(1  c  

όπνπ 0 ην πεξηζώξην αζθαιείαο. 

 
5.  

   

      






1

1
)0(   θαη 









1
)0(  

 

   






1

1
)0(   θαη     









1
)0(    

 

6.  

     

 

Τα θιηκαθσηά ύςε 
iL αθνινπζνύλ ηελ 

θαηαλνκή ηζνξξνπίαο )(xFe .
 

 

Τα θιηκαθσηά ύςε 
iL αθνινπζνύλ κία 

άγλσζηε θαηαλνκή ε νπνία είλαη δύζθνιν 

λα βξεζεί. 

  

σμπεράζμαηα: 

 Τν πεξηζώξην αζθαιείαο  είλαη  1
)(

)(


YE

VEc
  ην νπνίν πξνθύπηεη εάλ νξίζνπκε ηα 

αλακελόκελα έζνδα από ηα εηζπξαρζέληα αζθάιηζηξα λα μεπεξλνύλ ηα αλακελόκελα 

έμνδα από ηηο απνδεκηώζεηο.  
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 Η  ζηνραζηηθή αλέιημε )(tN  δελ αθνινπζεί ηε γλσζηή αλέιημε Poisson όπσο ζην 

θιαζζηθό κνληέιν αιιά κηα ζηνραζηηθή αλέιημε ε νπνία νλνκάδεηαη αλαλεσηηθή αλέιημε. 

 Τν αλαλεσηηθό κνληέιν ή ην κνληέιν Sparre Andersen δελ αθνινπζεί πιένλ ηελ εθζεηηθή 

θαηαλνκή όπσο ην θιαζζηθό κνληέιν αιιά θάπνηα άιιε ζπλερή θαη ζεηηθή θαηαλνκή όπσο 

γηα παξάδεηγκα Pareto ,Lognormal, Weibull,  θηι. 

 Η πηζαλόηεηα ρξενθνπίαο είλαη κηα νπξά ζύλζεηεο γεσκεηξηθήο θαηαλνκήο κε κνξθή :  

                                                 





1

)()()1()(
*

n

uFu
nn  

 

 όπνπ 






1

1
)0(    θαη   F : κηα άγλσζηε θαηαλνκή ηζνξξνπίαο. 

2.2 H από θνηλνύ ζπλάξηεζε ππθλόηεηαο ησλT , )( TU , |)(| TU  

 

Σηελ παξάγξαθν απηή νξίδνπκε ηελ από θνηλνύ ζπλάξηεζε ππθλόηεηαο ησλ ηπραίσλ κεηαβιεηώλ 

)( TU , |)(| TU  θαη T όηαλ ην αξρηθό θεθάιαην είλαη u .  Πξέπεη λα επηζεκάλνπκε όηη ζέηνπκε σο 

)|,,(12 uyxth ηελ από θνηλνύ ζπλάξηεζε θαηαλνκήο θαη όηη ν δείθηεο «1» ππνδειώλεη ηελ 

πνζόηεηα ηνπ πιενλάζκαηνο πξηλ ηε ρξενθνπία )( TU  ελώ κε δείθηε «2» ηελ πνζόηεηα ηνπ 

ειιείκκαηνο ηε ζηηγκή ηεο ρξενθνπίαο  |)(| TU .  Επηπιένλ  εθόζνλ ζεσξνύκε πσο ζπκβαίλεη ε 

ρξενθνπία ( δειαδή T ) , ε από θνηλνύ ζπλάξηεζε θαη ε ππθλόηεηα ησλ  |)(|,)(, TUTUT   

ζπγθιίλνπλ ζηελ πηζαλόηεηα ρξενθνπίαο (δειαδή 1 ) θαη σο απνηέιεζκα έρεη λα είλαη ειιεηκκαηηθέο 

ππθλόηεηεο. 

 

Αξρηθά , ζπκβνιίδνπκε κε x  ην πιεόλαζκα αθξηβώο ηε ζηηγκή πξηλ ζπκβεί ε ρξενθνπία θαη ην ρξόλν 

ρξενθνπίαο κε t .  Γηα λα εμαζθαιίζνπκε πσο ζα ζπκβεί ε ρξενθνπία ηε ζηηγκή πνπ ην πιεόλαζκά καο 

βξίζθεηαη ζε ύςνο x ηε ζηηγκή t  , ζεσξνύκε ηελ πηζαλόηεηα )(xP .  Επηπξνζζέησο, εάλ ζεσξήζνπκε 

πσο ην κέγεζνο ηνπ ειιείκκαηνο είλαη y ηόηε ην κέγεζνο ηεο απαίηεζεο ζα είλαη yx  θαη θαη’ 

επέθηαζε κε ππθλόηεηαο πηζαλόηεηαο )( yxp  .  Δνζέληνο όηη xTU )(  θαη tT  , ε ππθλόηεηα 

ηεο |)(| TU  δίλεηαη από  

                                                     0,0,
)(

)(
)( 


 xy

xP

yxp
yp x                                                       (2.2.1) 

ε νπνία είλαη ε θαηαλνκή απώιεηαο ηεο )(yp θαη δελ εμαξηάηαη από ηε ζηηγκή ρξενθνπίαο tT  . 

 

► Θεσξνύκε όηη ε ρξενθνπία ζπκβαίλεη ζηελ πξώηε απαίηεζε.  Υπνζέηνπκε πσο ν 

αζθαιηζηηθόο νξγαληζκόο  μεθηλάεη κε έλα αξρηθό απόζεκα ύςνπο u  θαη έληαζε αζθαιίζηξνπ c  ηε 
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ρξνληθή ζηηγκή t  , ηε ζηηγκή δειαδή πνπ ζπκβαίλεη ε ρξενθνπία.  Σπλεπώο ην πιεόλαζκα αθξηβώο ηε 

ζηηγκή πξηλ ζπκβεί ε ρξενθνπία ζα ηζνύηαη κε ctux   ελώ ν ρξόλνο ρξενθνπίαο ζα ζπκβαίλεη ηε 

ρξνληθή ζηηγκή 
c

ux
t


  . Επηπξνζζέησο , ην έιιεηκκα y ζπκβαίλεη όηαλ ην κέγεζνο ηεο πξώηεο 

απαίηεζεο είλαη ύςνπο yx  .Τόηε ε από θνηλνύ ζπλάξηεζε ησλ  |)(|,)(, TUTUT   κε 

αληίζηνηρεο κεηαβιεηέο  yxt ,,  όηαλ ε ρξενθνπία ζπκβαίλεη ζηελ πξώηε απαίηεζε ηζνύηαη κε 

)()( yxptk   όπνπ 
c

ux
t


 .  Σπλεπώο ε από θνηλνύ ζπλάξηεζε ππθλόηεηαο ηζνύηαη κε  : 

                                      )(
1

)|,(*
12 yxp

c

ux
k

c
uyxh 







 
                                                    (2.2.2) 

όπνπ 
c

ux
t


 , ux  θαη 0y . 

Παξαηήξεζε : Επηζεκαίλνπκε όηη ν δείθηεο «*» πνπ εκθαλίδεηαη ζηε κεηαβιεηή « h » ππνδειώλεη ηελ 

ζπλάξηεζε ππθλόηεηαο πηζαλόηεηαο όηαλ ε ρξενθνπία ζπκβαίλεη ζηελ πξώηε απαίηεζε. 

 

Κάλνληαο ρξήζε ησλ παξαπάλσ ηύπσλ πξνθύπηεη όηη ε ζπλάξηεζε ηεο πεξηζώξηαο ππθλόηεηαο 

πηζαλόηεηαο ηνπ πιενλάζκαηνο )( TU  γηα ηε ζηηγκή πνπ ε ρξενθνπία ζπκβαίλεη ζηελ πξώηε 

απαίηεζε δίλεηαη από : 

                                                                 )(
1

)|(*
1 xP

c

ux
k

c
uxh 







 
 . 

 

ΟΡΙΜΟ 2.1 

 Οξίδνπκε σο  από θνηλνύ ζπλάξηεζε ππθλόηεηαο πηζαλόηεηαο ηνπ πιενλάζκαηνο πξηλ ηε ρξενθνπία 

)( TU  , ηνπ ειιείκκαηνο αθξηβώο ηε ζηηγκή ηεο ρξενθνπίαο |)(| TU  θαη ηνπ ρξόλνπ ρξενθνπίαο T

δνζέληνο όηη ην αξρηθό θεθάιαην είλαη 0u , ηε ζπλάξηεζε  

                                                                        )|,,(12 uyxth  .  

 

► Έπεηηα, ζεσξνύκε όηη ε ρξενθνπία δελ ζπκβαίλεη ζηελ πξώηε απαίηεζε αιιά ζε θάπνηα 

κεηαγελέζηεξε. Σε απηή ηελ πεξίπησζε δελ ππάξρεη θάπνηα άκεζε ζρέζε κεηαμύ ησλ κεηαβιεηώλ t , 

x , θαη y . Τν κόλν πνπ γλσξίδνπκε είλαη όηη ην x ζα πξέπεη λα είλαη ιηγόηεξν από ctu   ώζηε λα 

επέιζεη ε ρξενθνπία. Σπκβνιίδνπκε σο )|,,(**
12 uyxth ηελ από θνηλνύ ζπλάξηεζε ππθλόηεηαο 

πηζαλόηεηαο ησλ  |)(|,)(, TUTUT   δνζέληνο όηη ε ρξενθνπία ζπκβαίλεη ζε θάπνηα δηαδνρηθή 

απαίηεζε ηεο πξώηεο. Ο δείθηεο «**» δειώλεη ηελ ππθλόηεηα ηεο ρξενθνπίαο πνπ ζπκβαίλεη ζε 

θάπνηα δηαδνρηθή απαίηεζε εθηόο ηεο πξώηεο. 

Επηπιένλ, ε   από θνηλνύ ζπλάξηεζε ππθλόηεηαο πηζαλόηεηαο ησλ  |)(|,)(, TUTUT   ε νπνία 

ππνδειώλεηαη σο )|,,(12 uyxth  κπνξεί λα νξηζηεί δηαθνξεηηθά αλαιόγσο πόηε ζπκβαίλεη ε 
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ρξενθνπία , δειαδή αλ ζα ζπκβεί ζηελ πξώηε απαίηεζε  ctux   ή ζε επόκελεο απαηηήζεηο 

 ctux   .  Σπγθεθξηκέλα : 

 

          





















 




.0,0,0,)|,,(

0,,,)(
1

)|,(
)/,,(

**
12

**
12

12

yctuxtuyxth

yux
c

ux
tyxp

c

ux
k

c
uyxh

uyxth  

 

Θα εηζάγνπκε κηα θαηεγνξία ππθλνηήησλ ζηηο νπνίεο ζα αλαθεξόκαζηε σο "πξνεμνθιεκέλεο" 

ππθλόηεηεο επεηδή θαίλεηαη λα «πξνεμνθινύκε» ηελ ππθλόηεηα ησλ κεηαβιεηώλ 

 |)(|,)(, TUTUT   από ηε ζηηγκή ηεο ρξενθνπίαο, ρξεζηκνπνηώληαο ηνλ πξνεμνθιεηηθό 

παξάγνληα  . 

Απηέο νη πξνεμνθιεκέλεο ππθλόηεηεο δελ έρνπλ θάπνηα νπζηαζηηθή εξκελεία θαη γηα απηό ζπρλά 

ζέηνπκε 0 . Ωζηόζν, απηέο νη πξνεμνθιεκέλεο ππθλόηεηεο ζα είλαη πνιύ ρξήζηκεο ζηηο αθόινπζεο 

ελόηεηεο.  Καη 'αξράο,  ρξεζηκνπνηώληαο ηηο ζρέζεηο (2.2.2) θαη (2.2.3), ππνζέηνπκε όηη ε από θνηλνύ 

πξνεμνθιεκέλε ππθλόηεηα ηνπ πιενλάζκαηνο αθξηβώο πξηλ ζπκβεί ε ρξενθνπία θαη ην έιιεηκκα ηε 

ζηηγκή ηεο ρξενθνπίαο ε νπνία ζπκβαίλεη ζηελ εκθάληζε ηεο πξώηεο απαίηεζεο δίλεηαη από 

                                          )|,()|,( *
12

*
12, uyxheuyxh c

ux





                                                         
(2.2.4) 

                                                                        )()(
1

yxp
c

ux
k

c
e c

ux









                                                  

                                                                        )()|(*
1, ypuxh x

,
 

όπνπ  )()(
1

)|(*
1, xP

c

ux
k

c
euxh c

ux







 , 

είλαη ε πξνεμνθιεκέλε πεξηζώξηα ζπλάξηεζε ηνπ πιενλάζκαηνο )( TU  γηα ηε ζηηγκή πνπ ε 

ρξενθνπία ζπκβαίλεη ζηελ πξώηε απαίηεζε. Ο δείθηεο " " πνπ εκθαλίδεηαη ζην « h » ππνδειώλεη όηη 

είλαη πξνεμνθιεκέλε ππθλόηεηα. Επίζεο, ππνζέηνπκε όηη ε από θνηλνύ πξνεμνθιεκέλε ππθλόηεηα 

ηνπ πιενλάζκαηνο αθξηβώο πξηλ ζπκβεί ε ρξενθνπία θαη ην έιιεηκκα ηε ζηηγκή ηεο ρξενθνπίαο ε 

νπνία δελ ζπκβαίλεη ζηελ εκθάληζε ηεο πξώηεο απαίηεζεο αιιά ζε θάπνηα κεηαγελέζηεξε δίλεηαη 

από 

                                                 





0

**
12,

*
12, )|,,()|,( dtuyxtheuyxh

t



.                                       (2.2.5) 



Σ ε λ ί δ α  | 23 

  
Οκνίσο ζηε (2.2.3), 

                                                   )()|,()|,,( **
1

**
12 ypuxthuyxth x   ,                                              (2.2.6) 

όπνπ ε )|,(**
1 uxth είλαη ε από θνηλνύ ππθλόηεηα ησλ T θαη )( TU ζε κεηαγελέζηεξεο απαηηήζεηο 

κεηά ηελ πξώηε απαίηεζε. Έπεηηα ρξεζηκνπνηώληαο ηε ζρέζε (2.2.5) 

                                                             )()|()|,( **
1,

**
12, ypuxhuyxh x  , 

όπνπ    





0

**
1

**
1, )|,()|( dtuxtheuxh

t

  είλαη ε πεξηζώξηα πξνεμνθιεκέλε ππθλόηεηα ηνπ 

πιενλάζκαηνο )( TU κε ηε ρξενθνπία λα κελ ζπκβαίλεη ζηελ εκθάληζε ηεο πξώηεο απαίηεζεο αιιά 

ζε θάπνηα κεηαγελέζηεξε απαίηεζε. 

Έπεηηα ρξεζηκνπνηώληαο ηηο ζρέζεηο (2.2.3) θαη (2.2.6), ππνζέηνπκε 

                     )|,()|,()|,( **
12,

*
12,12, uyxhuyxhuyxh                                                           (2.2.7) 

                                                   )()|()()|( **
1,

*
1, ypuxhypuxh xx    

                                                    )()|(1, ypuxh x  ,                                                                               (2.2.8) 

είλαη ε από θνηλνύ πξνεμνθιεκέλε ππθλόηεηα ησλ  |)(|,)( TUTU   όπνπ 

                                                     )|()|()|( **
1,

*
1,1, uxhuxhuxh    

είλαη ε πξνεμνθιεκέλε πεξηζώξηα ζπλάξηεζε ηνπ πιενλάζκαηνο )( TU . 

Δεδνκέλνπ όηη ε ζπλάξηεζε ησλ Gerber-Shiu )(12, um  , δίλεηαη από (2.1.1) ,κπνξνύκε λα γξάςνπκε 

ηε ζπλάξηεζε )(12, um   σο άζξνηζκα ησλ απνηειεζκάησλ πνπ πξνθύπηνπλ από ηελ εκθάληζε ηεο 

ρξενθνπίαο ζηελ πξώηε απαίηεζε 










 0,, yux

c

ux
t , ζε κεηαγελέζηεξεο απαηηήζεηο κεηά 

ηελ πξώηε  0,0,0  yctuxt , θαη 0 δηαθνξεηηθά όπσο αθνινπζεί παξαθάησ. 

Κάλνληαο ρξήζε ησλ παξαπάλσ ζρέζεσλ (2.2.4), (2.2.5) θαη (2.2.7) πξνθύπηεη ε εμήο ζρέζε 

                                   
  







 



0

)|,(),()( *

121212,

u

dxdyuyxhyxweum c

ux


  

                                                      
  




0 0 0

**
1212 )|,(),(

ctu
t

dtdydxuyxhyxwe
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                                                       dydxuyxhuyxhyxw 
 


0 0

**
12,

*
12,12 )|,()|,(),(   

                                                      
 


0 0

12,12 )|,(),( dydxuyxhyxw      .                                      (2.2.9) 

2.3 Η κειέηε ηεο πξώηεο πηώζεο ηνπ πιενλάζκαηνο  

 

           Σηε ζπγθεθξηκέλε παξάγξαθν παίξλνληαο δηαθνξεηηθέο πεξηπηώζεηο γηα ην πνπ ζπκβαίλεη ε 

πξώηε πηώζε ηνπ πιενλάζκαηνο θαζώο θαη αλ ζηε πξώηε απαίηεζε νδεγείηαη ζε ρξενθνπία ην 

ραξηνθπιάθην ή όρη , ζα εθθξάζνπκε ηε ζπλάξηεζε  )(12, um   σο κία ειιεηκκαηηθή αλαλεσηηθή 

εμίζσζε.  Αμηνπνηώληαο  ηε ζπλεηζθνξά ηεο ζπλάξηεζεο : 

 

                    
                

  ])0(|)(|)(|,)([)( 1212, uUTITUTUweEum
T




  

 

κπνξνύκε λα θαηαιήμνπκε ζε ζπκπεξάζκαηα ηα νπνία παξνπζηάδνπκε ιεπηνκεξώο ζηηο παξαθάησ 

πεξηπηώζεηο. 

 

Πεξίπησζε 1 : Η πξώηε πηώζε ηνπ πιενλάζκαηνο ζπκβαίλεη ζηελ πξώηε απαίηεζε θαη πξνθαιεί ηε 

ρξενθνπία. 

► Η πξώηε πηώζε ηνπ πιενλάζκαηνο ζπκβαίλεη ζηελ πξώηε απαίηεζε θαη πξνθαιεί ηε ρξενθνπία 

όηαλ ην κέγεζνο ηνπ είλαη u , ην νπνίν ζπζζσξεύεηαη κε έληαζε c κέρξη λα θηάζεη ζε κηα 

πνζόηεηα ctx   πάλσ από ην επίπεδν ηνπ u . Τε ρξνληθή ζηηγκή 
c

x
t   εκθαλίδεηαη ε πξώηε 

απαίηεζε ε νπνία πξνθαιεί κηα πηώζε ηνπ πιενλάζκαηνο θάησ από ην αξρηθό απνζεκαηηθό u  

,κεγέζνπο y ην νπνίν
 

ππεξβαίλεη ην u  έηζη ώζηε λα είλαη βέβαηε ε ρξενθνπία. Σπλεπώο ην 

πιεόλαζκα αθξηβώο πξηλ ζπκβεί ε ρξενθνπία είλαη ύςνπο xu   θαη ην έιιεηκκα ηε ζηηγκή ηεο 

ρξενθνπίαο ηζνύηαη κε uy  . 
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                  τήκα 2.1 : Η τρεοθοπία ζσκβαίλεη όηαλ ηο πιεόλαζκα πέθηεη ζηελ πρώηε απαίηεζε. 

 

Η παξαπάλσ πεξίπησζε ζπκβαίλεη όηαλ ε ππθλόηεηα ηζνύηαη κε )0|,(*
12 yxh  όπσο είδακε ζε 

πξνεγνύκελε παξάγξαθν , όπνπ 0x θαη 0y . Επνκέλσο από ηνλ νξηζκό ηεο κέζεο ηηκήο γηα 

0  θαη 0u πξνθύπηεη όηη 

                                     
 
 




u

dydxyxhuyxuweum c

x

0

*
1212 )0|,(),()(12,





 

                                                        
 


u

dydxyxhuyxuw
0

*
12,12 .)0|,(),(                               (2.3.1) 

Πεξίπησζε 2: Η πξώηε πηώζε ηνπ πιενλάζκαηνο  ζπκβαίλεη ζηελ πξώηε απαίηεζε ρσξίο σζηόζν 

λα νδεγεί ζε ρξενθνπία. 

 

► Η πεξίπησζε απηή είλαη αθξηβώο ε ίδηα κε ηελ πεξίπησζε 1 κε ηε κόλε δηαθνξά όηη ε πηώζε ηνπ 

πιενλάζκαηνο y πξέπεη λα είλαη ιηγόηεξε από u έηζη ώζηε λα κελ ζπκβεί ε ρξενθνπία.  Επηπιένλ 

, ε ππθλόηεηα ηζνύηαη κε )0|,(*
12 yxh  αιιά κε 0x θαη uy  . Παξαηεξνύκε ινηπόλ όηη ε 

δηαδηθαζία ζα αλαλεσζεί κε αξρηθό απνζεκαηηθό yu   θαζώο ππνζέζακε πσο δελ ζα ζπκβεί ε 

ρξενθνπία , ζπλεπώο ε ζηνραζηηθή δηαδηθαζία πιενλάζκαηνο αλαλεώλεηαη έπεηηα από θάζε 

απαίηεζε. 
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τήκα 2.2 : Η τρεοθοπία ζσκβαίλεη όηαλ ηο πιεόλαζκα πέθηεη ζηελ πρώηε απαίηεζε τφρίς λα ζσκβεί 

τρεοθοπία. 

 

Σπλεπώο: 

                                    

 





u

dydxyxhyumeum c
x

0 0

*
1212,12, )0|,()()( 



 

                                                          














u

dydxyxhyum
0 0

*
12,12, .)0|,()(                                  (2.3.2) 

 

Πεξίπησζε 3 : Η πξώηε πηώζε ηνπ πιενλάζκαηνο ζπκβαίλεη ζε κεηαγελέζηεξε απαίηεζε θαη όρη 

ζηελ πξώηε θαη πξνθαιεί ηε ρξενθνπία. 

 

►  Σηελ πεξίπησζε απηή ε πξώηε πηώζε ηνπ πιενλάζκαηνο ζπκβαίλεη ζε κεηαγελέζηεξε απαίηεζε 

θαη πξνθαιεί ρξενθνπία. Η ζηνραζηηθή δηαδηθαζία πιενλάζκαηνο μεθηλά κε αξρηθό απνζεκαηηθό 

u   θαη ε πνζόηεηα x είλαη ην ύςνο πνπ θηάλεη ην πιεόλαζκα όηαλ παξαηεξείηαη ε πηώζε πνπ 

νδεγεί ζε ρξενθνπία κε uy  ( ώζηε λα νδεγεζεί ζε βέβαηε ρξενθνπία). Τν πιεόλαζκα πξηλ 

ζπκβεί ε ρξενθνπία ινηπόλ είλαη ύςνπο xu   θαη ην έιιεηκκα ηε ζηηγκή ρξενθνπίαο είλαη uy   . 
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     τήκα 2.3: Πρώηε πηώζε πιεολάζκαηος ζε κεηαγελέζηερε απαίηεζε ποσ οδεγεί ζε τρεοθοπία. 

 

Η πεξίπησζε απηή ζπκβαίλεη κε ππθλόηεηα )0|,,(**
12 yxth  όπνπ 0,0  xt  θαη uy  . Σπλεπώο,  

                      
  





u

dydxdtyxthuyxuweum
t

0 0

**
121212, )0|,,(),()(




 

                                             
 


u

dydxyxhuyxuw
0

.)0|,(),( *
12,12                                           (2.3.3) 

Πεξίπησζε 4 : Η πξώηε πηώζε ηνπ πιενλάζκαηνο ζπκβαίλεη ζε κεηαγελέζηεξε απαίηεζε θαη όρη 

   ζηελ πξώηε ρσξίο σζηόζν λα πξνθαιεί ηε ρξενθνπία. 

 

► Η πεξίπησζε απηή είλαη αθξηβώο ε ίδηα κε ηελ πεξίπησζε 3 κε ηε κόλε δηαθνξά όηη ε πηώζε ηνπ 

πιενλάζκαηνο y πξέπεη λα είλαη ιηγόηεξε από u έηζη ώζηε λα κελ ζπκβεί ε ρξενθνπία.  Επηπιένλ , 

ε ππθλόηεηα ηζνύηαη κε )0|,,(*
12 yxth  αιιά κε 0t , 0x θαη uy  . H δηαδηθαζία 

αλαλεώλεηαη κε αξρηθό απνζεκαηηθό yu   θαζώο ππνζέζακε πσο δελ ζα ζπκβεί ε ρξενθνπία, 

επνκέλσο ε δηαδηθαζία πιενλάζκαηνο αλαλεώλεηαη έπεηηα από θάζε απαίηεζε. 
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τήκα 2.4 : Πρώηε πηώζε πιεολάζκαηος ζε κεηαγελέζηερε απαίηεζε ποσ δελ οδεγεί ζε τρεοθοπία. 

 

Σπλεπώο : 

                               
  





u
t

dydxdtyxthyumeum
0 0 0

**
1212,12, )0|,,()()( 




 

                                                   














u

dydxyxhyum
0 0

**
12,12, .)0|,()(                                         (2.3.4) 

 

Σεκείσζε : Από ηνλ παξάγνληα 
T

e


 ηεο ζπλάξηεζεο ησλ Gerber – Shiu , δίλνληαο δηάθνξεο ηηκέο 

ζηελ κεηαβιεηή T  πξνθύπηνπλ νη παξαπάλσ πνζόηεηεο c

x

e


 θαη 
t

e


νη νπνίεο δειώλνπλ ην 

ρξόλν κέρξηο όηνπ ζπκβεί ε ρξενθνπία. 

 

Σπλνςίδνληαο θαη πξνζζέηνληαο ηηο 4 πεξηπηώζεηο (2.3.1) , (2.3.2) , (2.3.3) θαη (2.3.4) θαηαιήγνπκε 

ζην εμήο απνηέιεζκα : 

                                            




u

dydxyxhyumum
0 0

12,12,12, )0|,()()(   

                                                              
 


u

dydxyxhuyxuw
0

12,12 )0|,(),(    ,                 (2.3.5) 

 

όπνπ  )0|,()0|,()0|,( **
12,

*
12,12, yxhyxhyxh   . 
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Οξίδνπκε ηε ζεηηθή ζηαζεξά , 

                                                    
 


0 0

12, )0|,( dxdyyxh                                                                 ( 2.3.6) 

                                                          dxdyypxh x 
 
















0 0

1, )()0|(  

                                                          



0

1, )0|( dxxh  .                                                                              (2.3.7 ) 

Σεκεηώλνπκε από ηε ζρέζε (2.2.9) όηη  )0(12,m  όηαλ 1),(12 yxw . Κάλνληαο ρξήζε ηε ζρέζε 

(2.1.1) , 

                                               ]0)0(|)([0 


UTIe
T

  

                                                              )0()0)0(|(]0)0(|)([  UTPUTI r  

                                                               1 .                                                                                                    (2.3.8 ) 

ΘΕΩΡΗΜΑ 2.1  

 Θεσξώληαο όηη ε ζπλάξηεζε ησλ απαηηήζεσλ αθνινπζεί ηελ εθζεηηθή θαηαλνκή 
y

ey





)(

,ππάξρεη κηα πξαγκαηηθή ξίδα  1,0 x  ηεο εμίζσζεο  

                                                    ))1((ˆ xckx   .                                                                            (2.3.9) 

Σπγθεθξηκέλα όηη, )(ˆ0  k . 

 

ΑΠΟΔΕΙΞΗ: 

Αξρηθά νξίδνπκε σο )1( xt   . Έπεηηα ε ζρέζε (2.3.9) γίλεηαη 

                                                                     
)(ˆ1 ctk

t
 

 .                                                                 (2.3.10) 

Εθόζνλ 


t
x 1 , ηόηε γηα ),0( x . Έηζη ζα αζρνιεζνύκε κε ηηο ηηκέο ηνπ ),0( t  νη νπνίεο 

ηθαλνπνηνύλ ηε ζρέζε (2.3.10 ).
 

Θεσξνύκε όηη 


t
t  1)(1  θαη 





  Vct
ectkt )()(ˆ)(2

  θαη έηζη ε ζρέζε (2.3.10 ) 

είλαη ηζνδύλακε κε ηελ εμίζσζε )()( 21 tt  .  
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Σεκεηώλνπκε όηη )(1 t είλαη κηα θζίλνπζα γξακκηθή ζπλάξηεζε κε ζηαζεξό παξάγνληα 1  θαη 

ζπληειεζηή θιίζεο   . 

Επηπιένλ ζεσξνύκε, 0)(2  t  . 

Παίξλνληαο ηελ πξώηε θαη δεύηεξε παξάγσγν πξνθύπηεη αληίζηνηρα όηη 

                                                                   0][)(
)(

2 



 Vct

Vect


  

                                                       θαη       0][)(
)(22

2 



 Vct

eVct


. 

Επνκέλσο πξνθύπηεη όηη ε )(2 t είλαη  κηα ζεηηθή , θζίλνπζα θαη θπξηή ζπλάξηεζε ( αθνύ 

0)(2 


 t ). Επηπξνζζέησο , ζεσξνύκε όηη όηαλ ))(ˆ1(  kt  ηόηε 

                                                       )(ˆ
))(ˆ1(

1)))(ˆ1((1 



 k

k
k 


 . 

 Γηα 0 , ζεσξνύκε ηελ παξαθάησ γξαθηθή παξάζηαζε ησλ )(1 t  θαη )(2 t  όπνπ t  

είλαη ε ξίδα ηεο εμίζσζεο )()( 21 tt   . 

              

                                            τήκα 2.5 : Γηα 0 , )()( 21 tt   

 

 Γηα 0  , ηόηε 

                                           1)0()0( 21    

                       θαη               ][)(ˆ)(2

ctVectkt  . 
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  Επνκέλσο γηα ηελ πξώηε παξάγσγν θαη γηα 0t πξνθύπηεη όηη   ][)0(2 Vc


 . 

                                                         Οκνίσο  


t
t  1)(1    

                                          θαη γηα 0t έρνπκε όηη  ][
1

)0(1 





. 

Από ηελ ζπλζήθε θαζαξνύ θέξδνπο ][)(  Vc , πξνθύπηεη όηη )0()0( 12





 ε νπνία 

ππνδειώλεη όηη ε )(2 t  έρεη κεγαιύηεξε αξλεηηθή θιίζε από ηε )(1 t ζην ζεκείν γηα 0t . 

Θεσξνύκε όηη ε παξαθάησ γξαθηθή παξάζηαζε ησλ )(1 t  θαη )(2 t  όπνπ 
0t  είλαη ε ξίδα ηεο 

εμίζσζεο )()( 21 tt   . Τνλίδνπκε όηη  0 . 

            

                                             τήκα 2.6 : Γηα 0 , )()( 21 tt   

 

Από ηηο παξαπάλσ γξαθηθέο παξαζηάζεηο είλαη πξνθαλέο όηη γηα 0 , ππάξρεη κία πξαγκαηηθή θαη 

ζεηηθή ξίδα t  ζηε (2.3.10 ) θαη    ))(ˆ1( k . Επηπιένλ από ηε ζρέζε (2.3.10 )  

                                                                )(ˆ1 
 



ck   , 

ή ηζνδύλακα, 
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                                                                 .1)(ˆ 









ck

                                                   

     ( 2.3.11) 

Από ηελ ζεκειηώδε εμίζσζε ηνπ Lundberg  ε νπνία δίλεηαη από ηε ζρέζε (1.8.2) όηαλ 
y

ey





)(

ε νπνία κπνξεί λα ηξνπνπνηεζεί ζε 

                                                                   1)(ˆ 


csk
s





,                                                               ( 2.3.12) 

θαη ζπγθξίλνληαο ηηο ζρέζεηο ( 2.3.11) θαη ( 2.3.12) , ζεκεηώλνπκε όηη s είλαη ε κνλαδηθή θαη 

ζεηηθή ξίδα ηεο ζεκειηώδεο εμίζσζεο ηνπ Lundberg . 

Σεκεηώλνπκε όηη επεηδή θάλακε πξνεγνπκέλσο αιιαγήο κεηαβιεηήο ηα απνηειέζκαηα πνπ 

πξνθύπηνπλ επνκέλσο είλαη όηη ππάξρεη κηα κνλαδηθή πξαγκαηηθή ξίδα  )1,0( x  ζηε (2.3.9 ) 

θαη κηαο θαη ηζρύεη    ))(ˆ1( k  , ηόηε )(ˆ0  k .    

Επηπξνζζέησο , πξέπεη λα επηζεκάλνπκε όηη ε ζπλάξηεζε ππθλόηεηαο ηνπ θιηκαθσηνύ ύςνπο δίλεηαη 

από :  

                                   



0

12, )0|,(
1

)( dxyxhyf 





 , 0y  ,  10                                   (2.3.13)  

θαη ρξεζηκνπνηώληαο ηε ζρέζε (2.2.8) , κπνξνύκε λα εθθξάζνπκε ηελ παξαπάλσ ζρέζε σο εμήο 

                                                           dx
xh

ypyf x











0

1, )0|(
)()(








,                                             (2.3.14)                                                           

ζπλεπώο από ηελ (2.3.5) θαη (2.3.13) πξνθύπηεη όηη ε )(12, um  κπνξεί λα γξαθηεί σο κία ειιεηκκαηηθή 

αλαλεσηηθή εμίζσζε ηεο κνξθήο  

                                          
 

u

uvdyyfyumum
0

12,12,12, )()()()(  

                              (2.3.15)

 

όπνπ                     
 


u

dydxyxhuyxuwuv
0

12,1212, .)0|,(),()(                                    (2.3.16) 

Υπελζπκίδνπκε από ηηο εηζαγσγηθέο έλλνηεο (1.10.6 ) όηη ε γεληθή ιύζε ηεο )(12, um   κπνξεί λα 

εθθξαζηεί σο : 

                                        
 




u

dyyugyuum
0

12,12,12, )()(
1

1
)()( 


 


 ,                         (2.3.17) 
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όπνπ 

                                                  







1

)()()1()()(
*

n

ufuGug
nn

      ,                         (2.3.18) 

είλαη ε ζπλάξηεζε ππθλόηεηαο πηζαλόηεηαο κηαο ζρεηηδόκελεο ζύλζεηεο γεσκεηξηθήο ηπραίσλ 

κεηαβιεηώλ γηα 0u  όπνπ ε ζηαζεξά  νξίδεηαη ζηε ζρέζε (2.3.6) θαη )(
*

yf
n

  είλαη ε n-νζηή 

ζπλέιημε ηεο )( yf ε νπνία νξίδεηαη ζηε ζρέζε (2.3.13). 

Είκαζηε ζε ζέζε λα απινπνηήζνπκε ηε )(12, um   παίξλνληαο εηδηθέο πεξηπηώζεηο γηα ηε ζπλάξηεζε 

πνηλήο ),(12 yxw . 

Γηα παξάδεηγκα αλ )(),( 212 ywyxw  , ηόηε ε ζρέζε (2.3.15 ) απινπνηείηαη ζε 

                                                
 

u

udyyfyumum
0

2,2,2, )()()()(    ,                          (2.3.19) 

όπνπ ρξεζηκνπνηώληαο ηηο ζρέζεηο (2.3.16) θαη (2.3.13) 

                                                        
 


u

dydxyxhuywu
0

12,22, )0|,()()(   

                                                                       



u

dyyfuyw )()(2    ,                                           (2.3.20) 

ε νπνία είλαη κηα πνιύ αμηνζεκείσηε απινπνίεζε  δηόηη ζε αληίζεζε κε )(12, u , ε )(2, u είλαη κηα 

ζπλάξηεζε ηεο  θαη ηνπ θιηκαθσηνύ ύςνπο )(yf θαη δελ εμαξηάηαη από ην )0|,(12, yxh  . 

Επίζεο, ρξεζηκνπνηώληαο ηε ζρέζε (2.3.17) , ε γεληθή ιύζε ηεο )(12, um  απινπνηείηαη ζε  

                                                
 




u

dyyugyuum
0

2,2,2, )()(
1

1
)()( 


 


                      (2.3.21) 

όπνπ ε )(yg δίλεηαη από ηε ζρέζε (2.3.18). 

Έπεηηα ζεσξνύκε όηη 1)(),( 212  ywyxw . Τόηε ]0)0(|)([)(12, 


UTIeum
T

  θαη  

ρξεζηκνπνηώληαο ηε (2.3.20) , ε )(2, u απινπνηείηαη ζε )(uF  όπνπ 



u

dyyfuF )()(  . 
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Επνκέλσο από ηηο εηζαγσγηθέο έλλνηεο (1.10.8) πξνθύπηεη όηη ε )(12, um  δίλεηαη από ηελ νπξά ηεο 

ζύλζεηεο γεσκεηξηθήο θαηαλνκήο 

                                                               





1

)()()1()(
*

n

uFuG
nn

  , 

όπνπ 



u

nn
dyyfuF )()(

**

 . Έηζη ε (2.3.16) απινπνηείηαη ζε 

                                                

u

uFdyyfyuGuG
0

)()()()(      .                                 (2.3.22) 

Σπκπεξαίλνπκε όηη ]0)0(|)([)( 


UTIeuG
T

 , γηα 0 , )()(0 uuG  . Επηπιένλ 

)0(]0)0(|)([ 



 GUTIe
T




. 

 

2.4 Η κειέηε ηνπ ρξόλνπ θαη ηνπ κεγέζνπο ηεο πξώηεο απαίηεζεο 

                                 

 

Πεξίπησζε 1 : Σηελ πξώηε απαίηεζε ζπκβαίλεη ε ρξενθνπία. 

 

Σηελ πεξίπησζε πνπ ε ρξενθνπία ζπκβαίλεη ζηελ πξώηε απαίηεζε , ζεσξνύκε όηη ην αξρηθό 

απνζεκαηηθό είλαη u θαη όηη ην πιεόλαζκα αθξηβώο πξηλ ζπκβεί ε ρξενθνπία είλαη ύςνπο .ctu    

Επηπιένλ γηα λα είλαη βέβαηε ε ρξενθνπία ζεσξνύκε όηη ην ύςνο ηεο πξώηεο απαίηεζεο y πξέπεη λα 

πέζεη θάησ από ηνλ νξηδόληην άμνλα , δειαδή λα πάξεη αξλεηηθή ηηκή ηε ρξνληθή ζηηγκή t .  

Επηζεκαίλνπκε όηη ε ζπλάξηεζε ππθλόηεηαο ώζηε λα ζπκβεί ε πξώηε απαίηεζε ύςνπο y  είλαη 

)()( tkyp . 
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        τήκα 2.7 : Μειέηε ηοσ κεγέζοσς ηες πρώηες απαίηεζες ποσ οδεγεί ζε τρεοθοπία. 

 

Σπλεπώο νκνίσο από ηνλ νξηζκό ηεο κέζεο ηηκήο θαηαιήγνπκε ζην εμήο απνηέιεζκα (γηα ιόγνπο 

δηεπθόιπλζεο ζα νξίζνπκε ζε απηή ηελ πεξίπησζε ην )(12, um   σο )(12, u ) : 

                                  
 
 






0

1212, )()(),()(
ctu

t
dtdytkypctuyctuweu



                                                

                                                     





0

12 )()( dttkctue
t



.                                                                (2.4.1) 

 

Πεξίπησζε 2 : Σηελ πξώηε απαίηεζε δελ ζπκβαίλεη ε ρξενθνπία. 

 

Σηελ πεξίπησζε απηή εμεηάδνπκε ην ελδερόκελν πνπ ε ρξενθνπία δελ ζπκβαίλεη ζηελ πξώηε 

απαίηεζε.  Θεσξνύκε όηη ην αξρηθό απνζεκαηηθό είλαη u θαη όηη γηα λα είλαη βέβαην όηη δελ ζα ζπκβεί 

ε ρξενθνπία, πξέπεη ην ύςνο ηεο πξώηεο απαίηεζεο y  λα είλαη ιηγόηεξν από ctu  ώζηε λα παίξλεη 

κόλν ζεηηθέο ηηκέο ηε ρξνληθή ζηηγκή t .  Επηζεκαίλνπκε όηη ε ζπλάξηεζε ππθλόηεηαο ώζηε λα ζπκβεί 

ε πξώηε απαίηεζε ύςνπο y  είλαη )()( tkyp θαη όηη ε δηαδηθαζία αλαλεώλεηαη κε αξρηθό απνζεκαηηθό 

yctu  αθνύ μεπεξάζεη ηε ρξνληθή ζηηγκή t . 
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               τήκα 2.8 : Μειέηε κεγέζοσς ηες πρώηες απαίηεζες ποσ δελ οδεγεί ζε τρεοθοπία. 

 

Οκνίσο ε )(12, um   δίλεηαη από :  

                                          
 
 




0 0

12,12, )()()()(

ctu
t

dtdytkypyctumeum 



                                  

                                                             





0

12, )()( dttkctue
t




   .                                                 (2.4.2) 

Σεκεηώλνπκε όηη  )(12, x είλαη ζπλέιημε ηεο )(12, um  θαη )(yp , ν κεηαζρεκαηηζκόο Laplace 

δίλεηαη από 

                                                                    )(ˆ)(ˆ)(ˆ
12,12, spsms   .                                                    (2.4.3) 

Σπλνςίδνληαο ηηο παξαπάλσ ζρέζεηο πνπ πξνθύπηνπλ (2.4.1) θαη (2.4.2) ηνπ )(12, um  γηα θάζε κία 

από ηηο δύν πεξηπηώζεηο παίξλνπκε ηελ παξαθάησ κνξθή: 

                                           





0

12,12,12, )()()()( udttkctueum
t





  .                             (2.4.4) 

Σεκεηώλνπκε όηη ν πξώηνο όξνο ζην δεμηό κέινο ηεο (2.4.4) είλαη από ηνλ ηύπν (1.9.1)  από ηηο 

εηζαγσγηθέο έλλνηεο κε ην )(xwt λα αληηθαηαζηάζεθε κε )(12, x , θαη έηζη  ε )(12, x  δελ είλαη 

ζπλαξηήζεη ηνπ t  , ρξεζηκνπνηώληαο ηηο ζρέζεηο (1.9.4) θαη (2.4.3), ν κεηαζρεκαηηζκόο Laplace δίλεηαη 

παξαθάησ : 

                                                              
 




0 0

12, )()( dudttkctuee
tus




                                      (2.4.5) 
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                                                       )(ˆ)(ˆ)(ˆ *
12,12, cscsks                                                (2.4.6) 

                                                       )(ˆ)(ˆ)(ˆ)(ˆ *
12,12, cscskspsm       

όπνπ         
 

 





0 0

12,
*

12, )()()(ˆ
)(

1ct

dtdxtkxes
xctsx

c
 


 .                                                      (2.4.7) 

Επηπιένλ , ν κεηαζρεκαηηζκόο Laplace ηεο (2.4.4) δίλεηαη από: 

                                   
)(ˆ)(ˆ)(ˆ)(ˆ)(ˆ)(ˆ

12,
*

12,12,12, scscskspsmsm     ,  

θαη ιύλνληαο σο πξνο )(ˆ
12, sm   παίξλνπκε ,  

                                   
)(ˆ)(ˆ))(ˆ)(ˆ1()(ˆ *

12,12,12, csscskspsm    .                      (2.4.8) 

Θέηνληαο ην δεμηό κέινο κεδέλ πξνθύπηεη όηη  

                                                           )(ˆ)(ˆ
12,

*
12,    c .                                                     (2.4.9) 

Σεκεηώλνπκε όηη ν ζπληειεζηήο ηνπ )(ˆ
12, sm  είλαη ίζνο κε 0 όηαλ s , όπνπ  είλαη ε ξίδα ηεο 

ζεκειηώδεο εμίζσζεο ηνπ Lundberg ε νπνία δίλεηαη ζηηο εηζαγσγηθέο έλλνηεο (1.8.2).  

2.5 Δθαξκνγή 1: Σν θιαζζηθό κνληέιν ηεο ζεσξίαο θηλδύλνπ 

 

Τν θιαζζηθό κνληέιν ηεο ζεσξίαο θηλδύλνπ ραξαθηεξίδεηαη από έλα αλαλεσηηθό κνληέιν ζην νπνίν ε 

ππθλόηεηα ηνπ κεγέζνπο ησλ απαηηήζεσλ )(yp ππνζέηνπκε όηη αθνινπζεί νπνηαδήπνηε θαηαλνκή 

ελώ ε ππθλόηεηα ησλ ελδηάκεζσλ ρξόλσλ αθνινπζεί ηελ εθζεηηθή θαηαλνκή. [Willmot ,G.E. (2011)]. 

Σπλεπώο ζεσξνύκε όηη 
t

etk





)( ε νπνία θαηαλνκή έρεη κεηαζρεκαηηζκό Laplace 
s

sk






)(ˆ  

θαη θάλνληαο ρξήζε ηεο ζρέζεο (2.4.7) πξνθύπηεη όηη 

                                           
 

dtdxexes
txctsx

c
ct


 



 


 )()(ˆ
12,

0 0

*
12,

)(
1

                     (2.5.1) 

                                                               dxdtexe

c

x

tsxs
c

 
 













0
12,

)()(
1

)(


   

                                                               







0

12,

)(
1

)(
1

)( dxe
s

xe
xs

c
xs

c





   

                                                                














 





0
12, )( dxxe

s

x
c
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cs







 12,

ˆ .                                                               (2.5.2) 

Σπλεπώο ε (2.4.8) γίλεηαη 

                          






 















ccs
ssm

cs
sp












 12,12,12,

ˆ)(ˆ)(ˆ)(ˆ1  .         (2.5.3) 

Έπεηηα από (2.4.9) θαη θάλνληαο ρξήζε ηε (2.5.2) , πξνθύπηεη όηη (βι. Θεώξεκα 1.1) 

                                                        )(ˆˆ
12,12, 


















 

 cc
, 

όπνπ   
είλαη ε κνλαδηθή ζεηηθή ξίδα ηεο ζεκειηώδεο εμίζσζεο ηνπ Lundberg θαη ιύλνληαο σο πξνο 








 




  12,
ˆ παίξλνπκε , 

                                                          )(ˆˆ
12,12, 








 

c








 
, 

θαη θάλνληαο αληηθαηάζηαζε ζηε (2.5.3) πξνθύπηεη 

                                 )(ˆ)(ˆ)(ˆ)(ˆ1 12,12,12, 
 









 

cs

c
ssm

cs
s















 , 

θαη πνιιαπιαζηάδνληαο θαη ηηο δύν πιεπξέο κε ηνλ όξν 






 


c

cs
, πξνθύπηεη 

 )(ˆ)()(ˆ)(
1

)(ˆ)(ˆ 12,12,12, scsc
c

sms
cc

s  


 










 .       (2.5.6) 

Φξεζηκνπνηώληαο ηε (2.4.1) , ν κεηαζρεκαηηζκόο Laplace ηεο )(12, u δίλεηαη από 

                                                 dudtectuees
ttus 

 


 


  
0 0

1212, )()(ˆ , 

θαη όπσο παξαηεξνύκε ε κνξθή πνπ πξνθύπηεη είλαη ίδηα κε ηε ζρέζε (2.4.5) κε ην )(12, x λα έρεη 

αληηθαηαζηαζεί κε ην )(12 x θαη ην )(tk λα έρεη αληηθαηαζηαζεί κε ην 
t

e





. Έπεηηα 

ρξεζηκνπνηώληαο ηηο ζρέζεηο (2.4.6) θαη (2.4.7) , πξνθύπηεη όηη 

                                           )(ˆ)(ˆ)(ˆ *
12,1212, cs

cs
ss 
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ην νπνίν έρεη ίδηα κνξθή όπσο ε (2.5.1) κε ην )(12, x λα έρεη αληηθαηαζηαζεί κε ην )(12 x θαη έηζη 

λα πξνθύπηεη όηη 
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   .                                                                                  (2.5.8) 

Θεσξνύκε όηη ε ζεκειηώδεο εμίζσζε ηνπ Lundberg ε νπνία δίλεηαη από ηε ζρέζε (2.5.4) κε s ε 

νπνία κπνξεί λα ιπζεί σο πξνο )(ˆ  
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                                                                          dyyPe
c

y
)(
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  ,                                                 (2.5.10) 

θαη επεηδή ηζρύεη όηη 
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   ε νπνία πνζόηεηα είλαη κηθξόηεξε ηνπ 1  θαζώο ηζρύεη ε ζπλζήθε ηνπ θαζαξνύ θέξδνπο 

(2.1.2) . Επίζεο ηζρύεη  
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ηελ νπνία ζρέζε ρξεζηκνπνηήζακε ζηηο εηζαγσγηθέο έλλνηεο (1.7.6)  θαη είλαη ν κεηαζρεκαηηζκόο 

Laplace ηεο γεληθεπκέλεο θαηαλνκήο ηζνξξνπίαο ηεο )(yp . Επνκέλσο , ρξεζηκνπνηώληαο ηε (1.7.5) , 

πξνθύπηεη όηη 

                                                       

dxxPe

dxxpee

yf
x

xy

y

)(

)(

)(

0

















  .                                                     (2.5.11) 

Επηζεκαίλνπκε όηη γηα 0 , ηόηε 00  θαη ][/)()(0 YEyPyf   ε νπνία είλαη ε θαηαλνκή 
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  ,                                    (2.5.12) 

θαη θάλνληαο ρξήζε ησλ ζρέζεσλ (2.5.8) θαη (2.5.6) παίξλνπκε όηη 
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Φξεζηκνπνηώληαο ηε (1.7.3) , παίξλνληαο ηελ αληηζηξνθή ηνπ κεηαζρεκαηηζκνύ πξνθύπηεη όηη 
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ε νπνία είλαη κία ειιεηκκαηηθή αλαλεσηηθή εμίζσζε πνπ ηθαλνπνηεί ηε )(12, um  θαη έηζη 

ρξεζηκνπνηώληαο ηε (2.3.17) , ε γεληθή ηεο ιύζε δίλεηαη από 
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   .                                                (2.5.13) 

Με  θαη )(yf λα δίλνληαη από ηηο ζρέζεηο (2.5.10) θαη (2.5.11) . Πξέπεη λα επηζεκάλνπκε όηη όηαλ 

νη ελδηάκεζνη ρξόλνη θαηαλέκνληαη εθζεηηθά , ρξεηαδόκαζηε κόλν ηα απνηειέζκαηα από ηε κειέηε ηνπ 

ρξόλνπ θαη ηνπ κεγέζνπο ηεο πξώηεο απαίηεζεο ώζηε λα ιύζνπκε σο πξνο )(12, um  . Θα 

αζρνιεζνύκε κε ην θιαζζηθό κνληέιν ηεο ζεσξίαο θηλδύλνπ ζηελ παξάγξαθν 4.6 όπνπ ζα 

κειεηήζνπκε ηε γεληθεπκέλε κνξθή ηεο ζπλάξηεζεο ησλ Gerber – Shiu . 

 

2.6 Δθαξκνγή 2: Σν κέγεζνο ησλ απαηηήζεσλ αθνινπζεί ηελ εθζεηηθή 

θαηαλνκή 

 

Σηε ζπγθεθξηκέλε εθαξκνγή ζεσξνύκε ην κέγεζνο ησλ απαηηήζεσλ αθνινπζεί ηελ εθζεηηθή θαηαλνκή 

θαη ε θαηαλνκή ησλ ελδηάκεζσλ ρξόλσλ κηα νπνηαδήπνηε ηπραία θαηαλνκή )(tk . [Willmot , G.E. 

(2011)].  
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Φξεζηκνπνηώληαο ηηο ζρέζεηο (2.3.14) θαη (2.3.7) , ην θιηκαθσηό ύςνο δίλεηαη από 
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ην νπνίν επίζεο θαηαλέκεηαη εθζεηηθά. 

Υπελζπκίδνπκε πσο όηαλ 1),(12 yxw , ην )(12, um  δίλεηαη από )(uG ε νπνία είλαη ε νπξά κηαο 

ζύλζεηεο γεσκεηξηθήο θαηαλνκήο , κε ηε βνήζεηα ησλ ζρέζεσλ (2.3.22) θαη (2.6.2) ηθαλνπνηεί  
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Παίξλνληαο ην κεηαζρεκαηηζκό Laplace , 
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Γηα λα ππνινγίζνπκε ην  , ζα ρξεζηκνπνηήζνπκε ηε ζπλάξηεζε ηεο )(12, um  πνπ δίλεηαη από ηε 

ζρέζε (2.4.4) ζηελ νπνία θαηαιήμακε κειεηώληαο ην ρξόλν θαη ην κέγεζνο ηεο πξώηεο απαίηεζεο. 

Θεσξώληαο όηη 1),(12 yxw  ηέηνην ώζηε ην )(12, um   λα δίλεηαη από ηε )(uG , ηόηε ην 

)(12, ctu   ζηε ζρέζε (2.4.2) γηα ctux   γίλεηαη 
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Aπό ηε ζρέζε (2.6.3), αληηθαζηζηώληαο ην u κε ctu  θαη δηαηξώληαο θαη ηηο δύν πιεπξέο ηεο 
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Κάλνληαο αληηθαηάζηαζε ηεο ζρέζεο (2.6.6) ζηε (2.6.5)  έρνπκε σο απνηέιεζκα όηη 
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 ,                                                   (2.6.7) 

θαη δηαηξώληαο κε )(uG θαη ηα δύν κέιε πξνθύπηεη όηη ε   ηθαλνπνηεί  

                                                                 ))1((ˆ    ck .                                                         (2.6.8) 

Yπελζπκίδνπκε από ηε (2.3.8) όηη 10   . 

Φξεζηκνπνηώληαο ηε (2.3.15) , ε ειιεηκκαηηθή αλαλεσηηθή εμίζσζε ηεο )(12, um  όηαλ ηα κεγέζε ησλ 

απαηηήζεσλ είλαη εθζεηηθά θαηαλεκεκέλα (βι. Θεώξεκα 2.1) δίλεηαη από 
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Σηελ παξάγξαθν 4.7 ζα εμεηάζνπκε μαλά ηελ ππόζεζε όηη ηα κεγέζε ησλ απαηηήζεσλ είλαη εθζεηηθά 

θαηαλεκεκέλα όκσο γηα ηε γεληθεπκέλε κνξθή ηεο ζπλάξηεζεο ησλ Gerber – Shiu. 
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ΚΔΦΑΛΑΙΟ 3 : Έλα κε – αλαλεσηηθό  κνληέιν κε πζηέξεζε θαη ε θιαζζηθή 

ζπλάξηεζε ησλ Gerber – Shiu 

 

3.1 Δηζαγσγή 

 

              Σηελ παξάγξαθν απηή ζα αλαιύζνπκε έλα  κε- αλαλεσηηθό κνληέιν κε πζηέξεζε ην νπνίν 

όπσο ζα παξαηεξήζνπκε είλαη έλα κνληέιν πεξηζζόηεξν θαηάιιειν γηα παξαγκαηηθέο ζπλζήθεο. Σην 

πξνεγνύκελν θεθάιαην κειεηήζακε ην κνληέιν ηνπ Sparre Andersen ζην νπνίν ππνζέηνπκε όηη νη 

απαηηήζεηο ζπκβαίλνπλ ηε ρξνληθή ζηηγκή 0t  θαη επνκέλσο νη θαηαλνκέο ησλ ελδηάκεζσλ ρξόλσλ 

είλαη ηζόλνκεο. Ωζηόζν ην ραξηνθπιάθην ηεο αζθαιηζηηθήο εηαηξίαο κπνξεί λα ππάξρεη πξηλ 

αξρίζνπκε λα ην παξαηεξνύκε ηε ρξνληθή ζηηγκή 0t θαη ζπλεπώο ν πξώηνο ελδηάκεζνο ρξόλνο 
1V  

αθνινπζεί δηαθνξεηηθή θαηαλνκή από ηνπο ππόινηπνπο δηαδνρηθνύο ελδηάκεζνπο ρξόλνπο 

 ,, 32 VV  .  

Σπγθεθξηκέλα  ζην κε- αλαλεσηηθό κνληέιν ζεσξνύκε όηη ε 
1V  αθνινπζεί κηα δηαθνξεηηθή ζπλάξηεζε 

ππθλόηεηαο πηζαλόηεηαο ηελ νπνία νξίδνπκε σο )(tkd έλαληη ηεο ππθλόηεηαο )(tk ε νπνία 

αθνινπζείηαη από ηηο ηπραίεο κεηαβιεηέο  ,, 32 VV .  Παξαηεξνύκε ινηπόλ όηη ην κε-αλαλεσηηθό 

κνληέιν είλαη παλνκνηόηππν κε ην αλαλεσηηθό θαζώο νη ηπραίεο κεηαβιεηέο  ,, 32 VV  

παξακέλνπλ αθόκε αλεμάξηεηα θαη ηζόλνκα θαηαλεκεκέλεο ζεηηθά κε ζπλάξηεζε ππθλόηεηαο )(tk  

θαη  ε η.κ 
1V  είλαη αλεμάξηεηε ησλ  ,, 32 VV , κε ηε κόλε δηαθνξά πσο ε 

1V έρεη πιένλ 

ζπλάξηεζε ππθλόηεηαο )(tkd  .   

 Σην κε-αλαλεσηηθό κνληέιν ε ζπλάξηεζε ησλ Gerber – Shiu νξίδεηαη σο εμήο :  

                                 
])0(|)()|)(|,)(([)(12, uUTITUTUweEum ddd

dd 


  

όπνπ dT  ν ρξόλνο ρξενθνπίαο, )( dTU ην πιεόλαζκα πξηλ ζπκβεί ε ρξενθνπία θαη |)(| dTU  ην 

έιιεηκκα αθξηβώο ηε ζηηγκή ηεο ρξενθνπίαο . Υπνζέηνπκε όηη ε ζπλάξηεζε πνηλήο είλαη  1),( yxw  

επνκέλσο πξνθύπηεη όηη  uUTIeEum d

d dT



)0(|)()(12,



  ελώ γηα έληαζε αλαηνθηζκνύ 

0  πξνθύπηεη ε πηζαλόηεηα ρξενθνπίαο γηα ην κε-αλαλεσηηθό κνληέιν κε 

))0(|()( uUTPu dr
d  . 

Σηηο παξαθάησ γξαθηθέο παξαζηάζεηο απεηθνλίδνληαη νη ηέζζεξεηο κεηαβιεηέο ηεο γεληθεπκέλεο 

κνξθήο ηεο ζπλάξηεζεο πνηλήο θαζώο θαη θάπνησλ πνζνηήησλ πνπ ζπλδένληαη άκεζα , ηόζν ζην 

αλαλεσηηθό ( Sparre Andersen model) όζν θαη ζην κε- αλαλεσηηθό κνληέιν κε πζηέξεζε . 
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                     τήκα 3.1: Η εκθάληζε τρεοθοπίας ζηο αλαλεφηηθό κοληέιο ηες ζεφρίας θηλδύλοσ. 

 

 

              τήκα 3.2 : Η εκθάληζε τρεοθοπίας ζηο κε- αλαλεφηηθό κοληέιο ηες ζεφρίας θηλδύλοσ. 
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όπνπ )()()( 1212, xaxx   
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                                                                                                          (3.1.2) 

Δεδνκέλνπ όηη ε ην κνληέιν κε πζηέξεζε επαλέξρεηαη πίζσ ζε έλα ζπλεζηζκέλν κνληέιν κεηά ηελ 

εκθάληζε ηεο πξώηεο απαίηεζεο, ρξεηαδόκαζηε κόλν λα αληηθαηαζηήζνπκε ην )(tk κε )(tkd ζηε 

(3.1.1) ώζηε λα πάξνπκε κηα ζρέζε γηα ην )(12, um d
 ε νπνία δίλεηαη από 
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3.2 Δθαξκνγή 3 : )(12, um
d
  γηα κηα εηδηθή θαηεγνξία )(tkd  

 

Θεσξνύκε όηη )(12, um d
 , όηαλ ε ππθλόηεηα ηνπ πξώηνπ ελδηάκεζνπ ρξόλνπ )(tkd  είλαη έλαο 

ζηαζκηζκέλνο κέζνο όξνο ηεο γεληθεπκέλεο ππθλόηεηαο ηζνξξνπίαο )(tk παξόκνηα κε (1.7.5), θαη κηαο 

εθζεηηθήο θαηαλνκήο [Willmot, GE (2004b)]. Δειαδή, 
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όπνπ ην r ηθαλνπνηεί )(ˆ rk  θαη αλ 10  q , ηόηε 0r , θαη εάλ ην 1q , ηόηε  r . 

Επηζεκαίλνπκε όηη όηαλ ην 1q  θαη 0r , )()( tktk ed     ε αλαλεσηηθή δηαδηθαζία κε πζηέξεζε 

γίλεηαη ζηαηηθή δηαδηθαζία. Επίζεο, όηαλ ην 0q , )(tkd είλαη κηα εθζεηηθή ππθλόηεηα.  
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ρξεζηκνπνηώληαο ηηο ζρέζεηο (3.2.3) , (3.1.1) θαη (3.1.3) πξνθύπηεη όηη 
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Θέινπκε λα πξνζδηνξίζνπκε ην κεηαζρεκαηηζκό Laplace ηεο (3.2.4). Αιιά πξώηα ζα εμεηάζνπκε ην 

κεηαζρεκαηηζκό Laplace ηνπ ηειεπηαίνπ όξνπ ηεο ζρέζεο θαη ρξεζηκνπνηώληαο (2.4.3), πξνθύπηεη όηη 

                              ))(ˆ1()(ˆ
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k
ssm
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                         (3.2.5) 

Θεσξνύκε κία ζπλάξηεζε ε νπνία νξίδεηαη σο εμήο 

                                                       

u

dyypyumu e
e

0

12,12, )()()(     ,                                            (3.2.6) 

όπνπ ][/)()( YEyPype   είλαη ε ππθλόηεηα ηζνξξνπίαο ηνπ )(yp . Παίξλνληαο ηνλ 

κεηαζρεκαηηζκό Laplace πξνθύπηεη, 
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   .                                                        (3.2.7) 

Επηπιένλ, ρξεζηκνπνηώληαο ηηο ζρέζεηο (3.2.5) θαη (3.2.7), ν κεηαζρεκαηηζκόο Laplace ηεο (3.2.4) 

δίλεηαη από 
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θάλνληαο αξηζκεηηθέο πξάμεηο παίξλνπκε , 
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θαη θάλνληαο αληηθαηάζηαζε ζηε (3.2.8) πξνθύπηεη 
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][)0( 12,12,

.                                                    (3.2.9) 

Θπκίδνπκε ηε κνξθή ηνπ κεηαζρεκαηηζκνύ Laplace ησλ ηειεζηώλ Dickson-Hipp (1.7.3) καδί κε (3.2.6), 

κπνξνύκε λα ηνλ αληηζηξέςνπκε (3.2.9) θαη λα πξνθύςεη 

                               

u
ddd uvdyypyum

c

YEk
um e
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12,12,12, )()()(
][)0(

)(                          (3.2.10) 

όπνπ ][/)()( YEyPype   θαη ρξεζηκνπνηώληαο ηε ζρέζε (1.7.2) , πξνθύπηεη 
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 .      (3.2.11) 

Τνλίδνπκε όηη ε (3.2.10) δείρλεη ηε ζρέζε κεηαμύ ησλ )(12, um d
  θαη )(12, um  . Φξεζηκνπνηώληαο ηε 

(3.2.2), παξαηεξνύκε όηη αλ ][/1)0( VEkd   θαη 0r , ηόηε )()( tktk ed   θαη ε (3.2.10) 

απινπνηείηαη ζε 
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όπνπ ρξεζηκνπνηώληαο ηε ζρέζε (3.2.11) παίξλνπκε 
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θαη ρξεζηκνπνηνύκε ηε ζπλζήθε θαζαξνύ θέξδνπο ][)1(][ YEVcE   από ηε (1.4.2) .     
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ΚΔΦΑΛΑΙΟ 4 : Έλα γεληθό κνληέιν ηεο ζεσξίαο θηλδύλνπ κε εμάξηεζε θαη ε 

γεληθεπκέλε ζπλάξηεζε ησλ Gerber – Shiu 

 

4.1 Η γεληθεπκέλε ζπλάξηεζε ησλ Gerber- Shiu 

 

               Η γεληθεπκέλε κνξθή ηεο ζπλάξηεζεο ησλ Gerber – Shiu πεξηέρεη ηελ εηζαγσγή δύν λέσλ 

κεηαβιεηώλ ζε ζρέζε κε ηελ θιαζζηθή αλακελόκελε πξνεμνθιεηηθή ζπλάξηεζε ε νπνία όπσο είδακε 

πξνεγνπκέλσο πεξηιακβάλεη ην πιεόλαζκα πξηλ ηε ρξενθνπία )( TU θαη ην έιιεηκκα κεηά ηε 

ρξενθνπία |)(| TU .  Απηέο νη λέεο κεηαβιεηέο πνπ αλαθέξακε είλαη ην ειάρηζην πιεόλαζκα πξηλ ηε 

ρξενθνπία 
tX  θαη ην πιεόλαζκα αθξηβώο πξηλ ζπκβεί ε ρξενθνπία 

1tNR .  Αλ θαη απηέο νη δύν 

πνζόηεηεο δελ κπνξνύλ λα κειεηεζνύλ πξηλ ζπκβεί ε ρξενθνπία κπνξνύκε λα ππνινγίζνπκε ηηο 

θαηαλνκέο ηνπο θαζώο νη ζπλαξηήζεηο ηνπο δελ βαζίδνληαη ζην ρξόλν ρξενθνπίαο αιιά εμαξηώληαη 

κόλν από γλσζηέο πνζόηεηεο όπσο γηα παξάδεηγκα ην αξρηθό πιεόλαζκα ηεο επηρείξεζεο. 

ΟΡΙΜΟ 4.1 

 Οξίδνπκε σο γεληθεπκέλε ζπλάξηεζε ησλ Gerber - Shiu , ηε ζπλάξηεζε ηεο κνξθήο : 

                  0,])0(|)(},|,)(|),({[)( 1  


uuUTIRXTUTUweEum Ntt


  

► Υπελζπκίδνπκε όηη ε θιαζζηθή ζπλάξηεζε ησλ Gerber  -  Shiu είλαη ηεο κνξθήο:  

                            0,])0(|)(}|)(|),({[)( 


uuUTITUTUweEum


   . 

Τνλίδνπκε όηη νη λέεο πνζόηεηεο καο επηηξέπνπλ λα αλαιύζνπκε ην ηειεπηαίν θιηκαθσηό πξηλ ηε 

ρξενθνπία |)(| TUX t   θαη ηεο ηειεπηαίαο θιηκαθσηήο ζηηγκήο  πξηλ ηε ρξενθνπία 

c

RTU
U

tN

tN

1)( 
 . 

Επηζήκαλζε: 

► Ωο κλιμακφηό ύυος (ladder height) νξίδνπκε ην κέγεζνο ηεο πηώζεο ηνπ πιενλάζκαηνο 

θάησ από ην αξρηθό απνζεκαηηθό , δνζέληνο όηη εκθαλίδεηαη πηώζε. Τε ζπγθεθξηκέλε 

ζεκαληηθή ηπραία κεηαβιεηή ηε ζπκβνιίδνπκε κε ,3,2,1, iLi  θαη παίξλεη ζεηηθέο ηηκέο 

θαζώο κειεηάκε ηε πηώζε ηνπ πιενλάζκαηνο ζε απόιπηε ηηκή. 

► Ωο  κλιμακφηές ζηιγμές (ladder epoches) νλνκάδνπκε ηηο ρξνληθέο ζηηγκέο θαηά ηηο νπνίεο 

εκθαλίδεηαη ην θιηκαθσηό ύςνο θαη είλαη αλεμάξηεηεο θαη ηζόλνκεο ηπραίεο κεηαβιεηέο. 

Σπκβνιίδνληαη κε Niti ,,2,1,  θαη ηζρύεη γηα ηελ πξώηε θιηκαθσηή ζηηγκή όηη   

                      0)(:min0)(:min1  cttSttUutt .
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ΟΡΙΜΟ 4.2 

 Η αθνινπζία ησλ θιηκαθσηώλ πςώλ 
iL  νξίδεηαη σο εμήο : 

 

                                           
 










1)1()(,0

,1,)()1(

ii

iiii

i
tttUtU

tttUtU
L . 

 

► Οη nLLLL ,,,, 321   είλαη αλεμάξηεηεο θαη ηζόλνκεο ηπραίεο κεηαβιεηέο κε θνηλή 

ζπλάξηεζε θαηαλνκήο )(xFe . Όπνπ N  είλαη ε ηπραία κεηαβιεηή ε νπνία δειώλεη ηνλ 

αξηζκό ησλ θαηαγξακκέλσλ πηώζεσλ θαη )(xFe  ζπκβνιίδνπκε ηελ θαηαλνκή ηζνξξνπίαο ησλ 

απνδεκηώζεσλ ε νπνία ηζνύηαη  

 

                                             

1

1

)(

)()( 0



dttF

xFyLP

x

er


  

 

κε )(1)( tFtF   ε δεμηά νπξά ησλ απνδεκηώζεσλ. 

Σπγθεθξηκέλα ζηελ παξαθάησ γξαθηθή παξάζηαζε είκαζηε ζε ζέζε λα θαηαλνήζνπκε θαιύηεξα ηηο 

παξαπάλσ έλλνηεο θαη δηαθνξέο. 

 

           τήκα4.1: Η ζηοταζηηθή δηαδηθαζία πιεολάζκαηος )(tU  κε ηης θιηκαθφηές ζηηγκές θαη ηα           

θιηκαθφηά ύυε. 
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4.2 Η από θνηλνύ ζπλάξηεζε ππθλόηεηαο ησλ 1|,)(|),(, 
tNRTUTUT   

 

Σηελ παξάγξαθν απηή εμεηάδνπκε ηελ από θνηλνύ ζπλάξηεζε ππθλόηεηαο  ηεο γεληθεπκέλεο κνξθήο 

ηεο ζπλάξηεζεο ησλ Gerber – Shiu . Όπσο είδακε ζηελ πεξίπησζε ηεο θιαζζηθήο κνξθήο , ζα δνύκε 

πσο θαη ε γεληθεπκέλε κνξθή ηεο ζπλάξηεζεο ησλ Gerber – Shiu κπνξεί λα γξαθηεί σο κηα 

ειιεηκκαηηθή αλαλεσηηθή εμίζσζε. Αξρηθά εηζάγνπκε ηελ από θνηλνύ ζπλάξηεζε ππθλόηεηαο ησλ 

),|)(|,)(,( 1
tNRTUTUT  κε αληίζηνηρεο κεηαβιεηέο ),,,( vyxt  θαη θάπνηεο άιιεο ρξήζηκεο 

ππθλόηεηεο.  Τνλίδνπκε όηη ν δείθηεο «3» ππνδειώλεη ηελ πνζόηεηα TX  ελώ ν δείθηεο «4» ηελ 

πνζόηεηα 1tNR . 

Υπνζέηνπκε όηη ην κέγεζνο ησλ απαηηήζεσλ εμαξηάηαη άκεζα από ηνπο ελδηάκεζνπο ρξόλνπο πξηλ 

ζπβεί ε απαίηεζε δειαδή ε η. κ Y δελ είλαη αλεμάξηεηε ηεο η.κ V . Θεσξνύκε ινηπόλ όηη ε 

),()|( tVyYPtyP r  είλαη ε ζπλάξηεζε θαηαλνκήο ηνπ κεγέζνπο ηεο απαίηεζεο ύςνπο t .  

Τνλίδνπκε όηη ε από θνηλνύ ζπλάξηεζε ππθλόηεηαο πηζαλόηεηαο ησλ  ii YV ,  γηα ,2,1i  δίλεηαη 

από )()|( tktyp  θαη ππνζέηνπκε όηη νη   },2,1:,{ iYV ii είλαη αλεμάξηεηα ηζόλνκα 

θαηαλεκεκέλεο ηπραίεο κεηαβιεηέο όπσο ζπκβαίλεη θαη ζην αλαλεσηηθό κνληέιν ηεο ζεσξίαο θηλδύλνπ 

, ην νπνίν κειεηάκε ζηελ επόκελε παξάγξαθν.  

 

► Έζησ ε ρξενθνπία ζπκβαίλεη ζηελ πξώηε απαίηεζε.  Τόηε 1TN  θαη 

uRRN  01  Φξεζηκνπνηώληαο ηηο ίδηεο ππνζέζεηο όπσο ζηελ παξάγξαθν 3.4 πνπ κειεηήζακε ηελ 

θιαζζηθή κνξθή ηεο ζπλάξηεζεο ησλ Gerber – Shiu έρνπκε όηη .
c

ux
t


  

Σπλεπώο ε από θνηλνύ ζπλάξηεζε ππθλόηεηαο πηζαλόηεηαο ησλ ),|)(|,)(,( 1
tNRTUTUT κε 

αληίζηνηρεο κεηαβιεηέο ),,,( vyxt , όηαλ ε ρξενθνπία ζπκβεί ζηελ πξώηε απαίηεζε είλαη ίδηα όπσο 

ζηελ πεξίπησζε ηεο θιαζζηθήο ,αληηθαζηζηώληαο ηελ πηζαλόηεηα )(yp  κε )|( typ πξνθύπηεη όηη :  

         
)|()(

1
)|,(*

12
c

ux
yxp

c

ux
k

c
uyxh





   όπνπ uvyux

c

ux
t 


 ,0,, .        (4.2.1) 

 

► Όηαλ ε ρξενθνπία ζπκβεί ζε κεηαγελέζηεξε απαίηεζε, αθόκα δελ ππάξρεη άκεζε 

ζρέζε κεηαμύ ησλ κεηαβιεηώλ t, x, y, θαη v . Γλσξίδνπκε κόλν όηη ctux   θαη xv   κηαο θαη ην 

πιεόλαζκα απμάλεηαη από v ζε x κε έληαζε c θαηά ηε δηάξθεηα ηεο ηειεπηαίαο απαίηεζεο. 

Σπκβνιίδνπκε ηελ από θνηλνύ ζπλάξηεζε ππθλόηεηαο πηζαλόηεηαο ησλ 

),|)(|,)(,( 1
tNRTUTUT  κε αληίζηνηρεο κεηαβιεηέο ),,,( vyxt , δνζέληνο όηη ε ρξενθνπία 

ζπκβαίλεη ζε κεηαγελέζηεξεο απαηηήζεηο εθηόο ηεο πξώηεο , σο )|,,,(**
124 uvyxth . Σπλνςίδνπκε 

ηελ )|,,,(124 uvyxth  σο εμήο : 
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0,0,,0)/,,,(

,0,,)/,(
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**
124

*
12

124

vyctuxvtuvyxth

uvyux
c

ux
tuyxh

uvyxth            (4.2.2)     
   

 

 

Παξαηήξεζε: Δηαπηζηώλνπκε πσο ε ζπλάξηεζε ππθλόηεηαο ιακβάλεη δηαθνξεηηθέο ηηκέο αλαιόγσο 

ην πόηε ζπκβαίλεη ε ρξενθνπία , δειαδή αλ ζπκβαίλεη ζηελ πξώηε uvyux
c

ux
t 


 ,0,,

 

ή ζε 

θάπνηα κεηαγελέζηεξε απαίηεζε 0,0,,0  vyctuxvt  . 

 

Σπλεπώο ε πξνεμνθιεκέλε από θνηλνύ ζπλάξηεζε ππθλόηεηαο πηζαλόηεηαο ησλ )( TU  , |)(| TU θαη 

1tNR  ηζνύηαη κε :  

                        

dtuvyxtheuvyxh
t

)|,,,()|,,( **
124

0

**
124, 







 .                                    (4.2.3)

                                  

                          

Αμηνπνηώληαο ηηο ππθλόηεηεο θαη ηηο λέεο πνζόηεηεο πνπ εηζήρζεζαλ παξαπάλσ, ζέηνληαο γηα 0u , 

είκαζηε ζε ζέζε λα κειεηήζνπκε δηάθνξεο πεξηπηώζεηο γηα ην πόηε ζπκβαίλεη ε πξώηε πηώζε ηνπ 

πιενλάζκαηνο όπσο αθξηβώο αλαιύζακε θαη ζε πξνεγνύκελε παξάγξαθν. 

 

 

4.3 Η κειέηε ηεο πξώηεο πηώζεο ηνπ πιενλάζκαηνο  

 

             Οκνίσο όπσο ζηελ παξάγξαθν 2.3 κειεηήζακε ηελ θιαζζηθή ζπλάξηεζε ησλ Gerber – Shiu 

ώζηε λα εθθξάζνπκε ηε )(um   σο κηα ειιεηκκαηηθή αλαλεσηηθή εμίζσζε , ζα εθαξκόζνπκε ηελ ίδηα 

αθξηβώο δηαδηθαζία θαη ηελ γεληθεπκέλε ηεο κνξθή.  Επεηδή ζηε γεληθεπκέλε κνξθή ηεο ζπλάξηεζεο 

εκπεξηέρεηαη ν όξνο TX , ζα θάλνπκε ρξήζε κόλν ηελ από θνηλνύ ππθλόηεηα ησλ 

 1,|)(|,)( 
TNRTUTU  θαζώο είλαη αλεμάξηεηε ηεο κεηαβιεηήο TX .  

 

Πεξίπησζε 1 : Η πξώηε πηώζε ηνπ πιενλάζκαηνο ζπκβαίλεη ζηελ πξώηε απαίηεζε θαη πξνθαιεί ηε 

ρξενθνπία. 

► Όηαλ ζπκβεί ε πξώηε πηώζε ηνπ πιενλάζκαηνο ηόηε ν αξηζκόο ησλ απαηηήζεσλ ηζνύηαη κε 

1TN  θαη  ην ύςνο ηνπ ηειεπηαίνπ πιενλάζκαηνο ηζνύηαη κε uRR
TN  01 .  
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                    τήκα 4.2 : Η τρεοθοπία ζσκβαίλεη όηαλ ηο πιεόλαζκα πέθηεη ζηελ πρώηε απαίηεζε. 

 

Σπλεπώο από ηνλ νξηζκό ηεο κέζεο ηηκήο γηα 0  θαη 0u πξνθύπηεη ην εμήο : 

                           
 





u

dydxyxhuuuyxuweum c
x

0

*
12 )0|,(),,,()(





 

                                        
 


u

dydxyxhuuuyxuw
0

*
12, .)0|,(),,,(                                    (4.3.1) 

 

 

Πεξίπησζε 2: Η πξώηε πηώζε ηνπ πιενλάζκαηνο  ζπκβαίλεη ζηελ πξώηε απαίηεζε ρσξίο σζηόζν 

λα νδεγεί ζε ρξενθνπία. 

 

► Όηαλ ζπκβεί ε πξώηε πηώζε ηνπ πιενλάζκαηνο ύςνπο y θαη δελ ζπκβεί ε ρξενθνπία , ηόηε 

ηζρύεη uy  θαη ε δηαδηθαζία πιενλάζκαηνο μεθηλά μαλά κε αξρηθό απνζεκαηηθό ύςνπο yu  . 
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τήκα 4.3 : Η τρεοθοπία ζσκβαίλεη όηαλ ηο πιεόλαζκα πέθηεη ζηελ πρώηε απαίηεζε τφρίς λα ζσκβεί 

τρεοθοπία.  

 

Παξαηεξνύκε ινηπόλ όηη ε )(um   πνπ πξνθύπηεη είλαη ίδηα κε ηελ αληίζηνηρε πεξίπησζε πνπ 

κειεηήζακε ζε πξνεγνύκελε παξάγξαθν γηα ηελ θιαζζηθή κνξθή ηεο ζπλάξηεζεο. 

                                           

 






u

c

x

dydxyxhyumeum
0 0

*
12 )0|,()()( 





  

                                                        

.)0|,()(
0 0

*
12, dydxyxhyum

u

  


















                                      (4.3.2)  

 

 

Πεξίπησζε 3 : Η πξώηε πηώζε ηνπ πιενλάζκαηνο ζπκβαίλεη ζε κεηαγελέζηεξε απαίηεζε θαη όρη 

ζηελ πξώηε θαη πξνθαιεί ηε ρξενθνπία. 

 

►  Σηελ πεξίπησζε απηή όηαλ ζπκβεί ε πξώηε πηώζε ηνπ πιενλάζκαηνο ζε κεηαγελέζηεξε 

απαίηεζε θαη πξνθαιέζεη ηε  ρξενθνπία , ηόηε ην ειάρηζην πιεόλαζκα πξηλ ζπκβεί ε ρξενθνπία είλαη 

ύςνπο u θαη ην πιεόλαζκα αθξηβώο κεηά ηε δεύηεξε ηειεπηαία απαίηεζε πξηλ ζπκβεί ε ρξενθνπία 

πξέπεη λα είλαη πάλσ από u , ύςνπο v  έηζη ώζηε λα ηζρύεη xv  .  
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       τήκα 4.4:  Πρώηε πηώζε πιεολάζκαηος ζε κεηαγελέζηερε απαίηεζε ποσ οδεγεί ζε τρεοθοπία. 

 

Σπλεπώο πξνθύπηεη όηη: 

                                         

   
 




u

x

dydxdvdtvyxthvuuuyxuweum
t

0 0 0

**
124 )0|,,,(),,,()(




 

                                        
  


u

dydxdvvyxhvuuuyxuw
0

**
124,

0

)0|,,(),,,(        (4.3.3) 

 

Πεξίπησζε 4 : Η πξώηε πηώζε ηνπ πιενλάζκαηνο ζπκβαίλεη ζε κεηαγελέζηεξε απαίηεζε θαη όρη 

ζηελ πξώηε ρσξίο σζηόζν λα πξνθαιεί ηε ρξενθνπία. 

► Σηε ζπγθεθξηκέλε πεξίπησζε κειεηάκε ηε πξώηε πηώζε ηνπ πιενλάζκαηνο ύςνπο y ε νπνία 

ζπκβαίλεη ζε θάπνηα κεηαγελέζηεξε απαίηεζε θαη όρη ζηελ πξώηε θαη δελ νδεγεί ζε ρξενθνπία.  Τόηε 

ηζρύεη όηη uy  θαη όηη ε δηαδηθαζία αλαλεώλεηαη κε αξρηθό απνζεκαηηθό ύςνπο yu  .  

Επηπξνζζέησο ην πιεόλαζκα αθξηβώο κεηά ηε δεύηεξε ηειεπηαία απαίηεζε πξηλ ζπκβεί ε ρξενθνπία 

πξέπεη λα κεγαιύηεξν από u , ύςνπο δειαδή v  όπνπ xv  . 
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τήκα 4.5 : Πρώηε πηώζε πιεολάζκαηος ζε κεηαγελέζηερε απαίηεζε ποσ δελ οδεγεί ζε τρεοθοπία. 

 

Επνκέλσο :  

                                  
   





u

dydxdvdtvyxthyumeum
t

0 0 0 0

**
124 )0|,,,()()( 


 

                                                   




u x

dydxdvvyxhyum
0 0 0

**
124, .)0|,,()( 

                                  (4.3.4) 

 

Σπλνςίδνληαο θαη πξνζζέηνληαο ηηο 4 πεξηπηώζεηο (4.3.1) , (4.3.2) , (4.3.3) θαη (4.3.4) θαηαιήγνπκε ζε 

κηα κνξθή ε νπνία ππνδειώλεη ηελ ειιεηκκαηηθή αλαλεσηηθή εμίζσζε :  

  
    
















 u x

uvdydxdvvyxhdxyxhyumum
0 0 0 0

**
124,12, )()0|,,()0|,()()( 

         (4.3.5) 

όπνπ  

                              



u

dydxyxhuuuyxuwuv
0

*
12, )0|,(),,,()(   

                                          
 


u

x

dydxdvvyxhvuuuyxuw
0 0

**
124, )0|,,(),,,(                    (4.3.6)

 

                                       
 
 


















0 0

)()|(),,,( dttkdytyctupuuyctuwe
t

 

                                       
  
 


u

x

dydxdvvyuxhvuuyxuw
0 0

**
124, )0|,,(),,,( 

                 (4.3.7) 
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Φξεζηκνπνηνύκε ηε ζρέζε  (4.1.4) θαη αιιάδνπκε ηηο κεηαβιεηέο. Επηπξνζζέησο ρξεζηκνπνηώληαο ηε 

ζρέζε (4.1.6), ε (4.2.5) κπνξεί λα εθθξαζηεί σο 

                                           















u

uvdydxyxhyumum
0 0

12, )()0|,()()(   

θαη σο εθ ηνύηνπ, κε ηε ρξήζε ησλ ζρέζεσλ (4.1.7) θαη (4.1.8), κπνξνύκε λα γξάςνπκε ηε )(um    σο 

ηελ αθόινπζε ειιεηκκαηηθή αλαλεσηηθή εμίζσζε  

                                  

u

uvdyyfyumum
0

)()()()(   .                                                     (4.3.8) 

Επνκέλσο  πξνθύπηεη από ηε (1.10.6) από ην θεθάιαην κε ηηο Εηζαγσγηθέο έλλνηεο όηη ε γεληθή ιύζε 

γηα )(um   δίλεηαη από 

                                       




u

dyyugyvuvum
0

)()(
1

1
)()( 





 ,                                          (4.3.9) 

όπνπ κε ηε ρξήζε (1.3.15), 





1

)()()1()(
*

n

xfug
nn

   κε  θαη )(yf λα δίλνληαη από ηηο 

ζρέζεηο (4.1.7) θαη (4.1.8) αληίζηνηρα. Επηζεκαίλνπκε όηη, παξά ην γεγνλόο όηη ε πνζόηεηα )(um   

είλαη ζπλαξηήζεη ηνπ u θαη πεξηέρεη κηα ζπλάξηεζε πνηλήο κε 4-κεηαβιεηέο , ζπκπεξηιακβαλνκέλνπ 

ηεο κεηαβιεηήο TX , ε γεληθή ηεο ιύζε εμαξηάηαη κόλν από ηελ από θνηλνύ πξνεμνθιεκέλε  

ππθλόηεηα 3 κεηαβιεηώλ )( TU , |)(| TU  , θαη 1tNR  δνζέληνο 0u . 

Τώξα ζα εμεηάζνπκε εηδηθέο πεξηπηώζεηο ηεο )(um   γηα δηάθνξεο κνξθέο ηεο ζπλάξηεζεο πνηλήο.  

►  ),,(),,,( 124 vyxwvzyxw  , ηόηε ε (4.2.8) απινπνηείηαη ζε  

                                              

u

uvdyyfyumum
0

124,124,124, )()()()(    , 

θαη ρξεζηκνπνηώληαο ηε (4.2.6) 

                    
 


u

dydxyxhuuyxuwuv
0

*
12,124124, )0|,(),,()(   

                                    
 


u

x

dydxdvvyxhvuuyxuw
0 0

**
124,124 )0|,,(),,(   .                 (4.3.10) 

► ),,()(),,,( 1243 vyxwzwvzyxw  , ηόηε ε (4.2.8) απινπνηείηαη ζε  

                                 

u

uvdyyfyumum
0

124,3,124,3,124,3, )()()()(                               (4.3.11) 
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όπνπ κε ηε ρξήζε ησλ (4.2.6) θαη (4.2.10), 

                                                 )()()( 124,3124,3, uvuwuv   .                                                              (4.3.12) 

► ),,(),,,( 123 zyxwvzyxw   ηόηε ε (4.2.8) απινπνηείηαη ζε  

                                

u

uvdyyfyumum
0

123,123,123, )()()()(                                        (4.3.13) 

           
 


u

dydxyxhuuyxuwuv
0

12,123123, )0|,(),,()(                                                 (4.3.14) 

Οκνίσο νη αληίζηνηρεο πεξηπηώζεηο γηα ηελ αλάιπζε ηνπ ηειεπηαίνπ θιηκαθσηνύ ύςνπο ηζρύνπλ σο 

εμήο: 

► ),(),,,( 23 zywvzyxw   ηόηε ε (4.3.13) απινπνηείηαη ζε 

                        

u

uvdyyfyumum
0

23,23,23, )()()()(                                                    (4.3.15) 

           



u

dyyfuuywuv )(),()( 2323,                                                                                    (4.3.16) 

► )(),( 523 zywzyw   ηόηε ε (4.3.15) γίλεηαη 

                             

u

uvdyyfyumum
0

5,5,5, )()()()(                                                    (4.3.17) 

            



u

dyyfywuv )()()( 55,    .                                                                                               (4.3.18) 

 

4.4 Η κειέηε ηνπ ρξόλνπ θαη ηνπ κεγέζνπο ηεο πξώηεο απαίηεζεο 

 

Πεξίπησζε 1 : Σηελ πξώηε απαίηεζε ζπκβαίλεη ε ρξενθνπία.  

 

Σηελ πεξίπησζε πνπ ε ρξενθνπία ζπκβαίλεη ζηελ πξώηε απαίηεζε , ηόηε ηζρύεη όηη 1TN θαη 

uRR
TN  01  ην ύςνο ηεο πξώηεο απαίηεζεο y πξέπεη λα είλαη κεγαιύηεξν από .ctu   
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              τήκα 4.6 : Μειέηε ηοσ κεγέζοσς ηες πρώηες απαίηεζες ποσ οδεγεί ζε τρεοθοπία. 

 

Σπλεπώο πξνθύπηεη όηη : 

                               





0

124,124, )(),()( dttkuctueu t

t




                                                         (4.4.1) 

                                                    dx
c

ux
kuxe

c
t

u

c

ux








 
 

 










),(
1

124,


 ,                                       (4.4.2) 

όπνπ  

                                



x

t dytypuxyxwux )|(),,(),( 124124, .                                                (4.4.3) 

Πεξίπησζε 2: Σηελ πξώηε απαίηεζε δελ ζπκβαίλεη ε ρξενθνπία. 

 

Σηελ πεξίπησζε απηή εμεηάδνπκε ην ελδερόκελν πνπ ε ρξενθνπία δελ ζπκβαίλεη ζηελ πξώηε 

απαίηεζε.  Θεσξνύκε όηη ην ύςνο ηεο πξώηεο απαίηεζεο y  λα είλαη ιηγόηεξν από ctu θαη ε 

δηαδηθαζία αλαλεώλεηαη κε αξρηθό απνζεκαηηθό yctu  αθνύ μεπεξάζεη ηε ρξνληθή ζηηγκή .t  
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      τήκα 4.7 : Μειέηε ηοσ κεγέζοσς ηες πρώηες απαίηεζες ποσ δελ οδεγεί ζε τρεοθοπία. 

 

Επνκέλσο πξνθύπηεη : 

                                          






0

124,,124, )()()( dttkctueum t

t





 

                                              (4.4.4) 

όπνπ 

                                           
 

x

t dytypyxmx
0

124,124,, )|()()( 

                                                   (4.4.5) 

 Αζξνίδνληαο ηηο παξαπάλσ κνξθέο ησλ ζρέζεσλ (4.4.2) θαη (4.4.4) , παίξλνπκε 

                                   






0
124,

124,,124, )()()()( udttkctueum t

t





 

                              (4.4.6) 

θαη επηζεκαίλνπκε όηη έρεη ηελ ίδηα κνξθή κε ηε ζρέζε (2.4.4) όπνπ ηε )(12, x αληηθαηέζηεζε ε

)(124,, xt  ελώ ηε )(12 x αληηθαηέζηεζε ε ),(124, uxt . Θέινπκε λα βξνύκε ην κεηαζρεκαηηζκό 

Laplace ηνπ πξώηνπ όξνπ ηεο ζρέζεο (4.4.6), επνκέλσο ρξεζηκνπνηνύκε ηε ζρέζε  

(1.9.2) από ηηο Εηζαγσγηθέο έλλνηεο έηζη ώζηε 

            
  
  






0 0 0

*
124,124,,124,, )(ˆ)()(ˆ)()(

)(
csdttksedudttkctuee tt

tus tcs
 

 

  

όπνπ θάλνληαο ρξήζε ηεο ζρέζεο (1.9.3) , παίξλνπκε 
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0 0

124,,
*

124, )()()(ˆ
)(

1ct

t dtdxtkxes
xctsxc

 


.                                      (4.4.7) 

Εθόζνλ )|(ˆ)(ˆ)(ˆ
124,124,, tspsmst   , ν κεηαζρεκαηηζκόο Laplace ηεο (4.4.6) δίλεηαη από 

                 





0

124,
*

124,124,124, )(ˆ)(ˆ)()|(ˆ)(ˆ)(ˆ
)(

scsdttktspesmsm
tcs

 


,    (4.4.8) 

θαη επεηδή γλσξίδνπκε όηη  





0

)()(
)()|(ˆ

YcssYtcs
eEdttktspe


 , θάλνληαο αληηθαηάζηαζε 

θαη ιύλνληαο σο πξνο )(ˆ
124, sm  , παίξλνπκε 

                               )(ˆ)(ˆ)(ˆ1 *
124,124,124,

)(
csssmeE

YcssY



 



.     
               (4.4.9) 

Δεδνκέλνπ όηη ην αξηζηεξό κέξνο ηεο (4.4.9) είλαη 0 όηαλ s , όπνπ   είλαη νπνηαδήπνηε ξίδα 

κε ζεηηθό πξαγκαηηθό κέξνο ηεο ζεκειηώδεο εμίζσζεο ηνπ Lundberg (1.8.1), ηόηε είκαζηε ζε ζέζε λα 

πξνζδηνξίζνπκε ηηο άγλσζηεο ζηαζεξέο ζηε ζρέζε )(ˆ *
124, cs  ρξεζηκνπνηώληαο , 

                                                             )(ˆ)(ˆ
124,

*
124,     c  , 

θαη όπσο αλαθέξεηαη ζηελ παξάγξαθν 2.4 γηα ηελ θιαζζηθή πεξίπησζε ηεο ζπλάξηεζεο ησλ Gerber - 

Shiu, είλαη απαξαίηεηε ε αληηζηξνθή ηνπ κεηαζρεκαηηζκνύ Laplace ηεο )(124, sm  θάλνληαο θάπνηεο 

επηπξόζζεηεο ππνζέζεηο γηα ηηο ζπλαξηήζεηο )(tk  θαη / ή )(yp . 

Σηηο αθόινπζεο εθαξκνγέο ζα ππνζέζνπκε όηη ην κέγεζνο ησλ απαηηήζεσλ Y  θαη νη ελδηάκεζνη ρξόλνη 

V  είλαη αλεμάξηεηνη. Καη σο εθ ηνύηνπ, ζα αληηθαηαζηήζνπκε ηελ ππθλόηεηα )|( typ  κε )(yp έηζη 

ώζηε ε (4.4.6) λα γίλεη 

                                                





0

124,124,124, )()()()( udttkctueum
t





  , 

όπνπ )(124, x είλαη ηζνδύλακν κε )(124,, xt  κε ην )|( typ λα έρεη αληηθαηαζηαζεί από ην )(yp . 
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4.5 πζρεηηδόκελεο ειιεηκκαηηθέο ππθλόηεηεο 

 

Γηα λα πξνζδηνξίζνπκε ηελ από θνηλνύ πξνεμνθιεκέλε ειιεηκκαηηθή  ππθλόηεηα ησλ κεηαβιεηώλ 

 1,,|)(|,)( 
TNT RXTUTU  από )(um  , επηιέγνπκε ηε ζπλάξηεζε πνηλήο 

vszsysxs

evzyxw
4321

),,,(


 ε νπνία κπνξεί λα μαλαγξαθεί σο

),,()(),,,( 1243 vyxwzwvzyxw  όπνπ 
zs

ezw 3)(3


 θαη 

vsysxs
evyxw 421),,(124


 . 

Έηζη, ε )(um  αθνινπζεί κηα ειιεηκκαηηθή αλαλεσηηθή εμίζσζε ε νπνία δίλεηαη από (4.2.11) θαη από 

ηελ (4.2.12), )()( 124,124,3,

3
uveuv

us





 , όπνπ κε ηε ρξήζε (4.2.10) 

                                            
 
 




u

dydxyxheuv
usuysxus

0

*
12,124, )0|,()( 4)(2)(1

  

                                                                
  




u

dydxdvvyxhe
vusuysxus

0 0

**
124, )0|,,(

)(
4

)(
2

)(
1



.

 

Με αιιαγή ζηηο κεηαβιεηέο πξνθύπηεη όηη 

                         
 
 




0

*
12,124, )0|,()( 421

u

dydxyuuxheuv
usysxs

  

                                           
 




0

**
124, )0|,,(421

u

x

u

dydxdvuvyuuxhe
usysxs

 .        (4.5.1) 

Φξεζηκνπνηώληαο ηε ζρέζε (4.3.9) , ε γεληθή ιύζε ηεο )(um  όηαλ 

vszsysxs
evzyxw 4321),,,(


  δίλεηαη από 

                                       





u

dzzugzveuveum
zsus

0

124,124,124,3, )()(
1

1
)()( 33







.

 

Κάλνληαο αληηθαηάζηαζε ηελ (4.5.1) 

                     
 




0

*
12,124,3, )0|,()(

4321

u

dydxyuuxheum
ususysxs
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0

**
124, )0|,,(4321

u

x

u

dydxdvuvyuuxhe
vsusysxs



 

                                                                            

dzdydx
zug

yzzxhe

u

z

vsusysxs

  
 






















0 0

*
12,

1

)(
)0|,(

4321







 

                                              
 




u

z

x

z

vszsysxs
e

0 0

4321  

                                           dzdydxdv
zug

zvyzzxh 























1

)(
)0|,,(**

124, .                   (4.5.2) 

Σεκεηώλνπκε όηη αλ 
vszsysxs

evzyxw
4321

),,,(


  , ηόηε ζπκίδνπκε από ηε ζρέζε (4.1.1) όηη 

ε )(um   δίλεηαη από  

                         ])0(|)([)(
1

|)(|)( 4321

124,3, uUTIeum TN
RsTXsTUsTUsT






  

ε νπνία είλαη ίζε κε ην κεηαζρεκαηηζκό Laplace ηεο από θνηλνύ πξνεμνθιεκέλεο ππθλόηεηαο ησλ 

κεηαβιεηώλ   1,,|)(|,)( 
TN

T
RXTUTU  ,δειαδή αλ )|,,,( uvzyxh   είλαη ε από θνηλνύ 

πξνεμνθιεκέλε ησλ κεηαβιεηώλ  1,,|)(|,)( 
TNT RXTUTU  ζην ζεκείν ),,,( vzyx , ηόηε 

                             
 




0 0 0 0

124,3, )|,,,()( 4321
u x

dxdydzdvuvzyxheum
vszsysxs

  , 

θαη σο εθ ηνύηνπ, ρξεζηκνπνηώληαο ηελ κνλαδηθόηεηα ηνπ κεηαζρεκαηηζκνύ Laplace, κπνξνύκε λα 

νξίζνπκε )|,,,( uvzyxh  από ηε ζρέζε (4.5.2). Παξαθάησ ζπλνςίδνπκε ηηο δηαθνξεηηθέο 

ππθλόηεηεο νη νπνίεο ζπλζέηνπλ ηε )|,,,( uvzyxh  . 
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Τνλίδνπκε όηη όηαλ 0 , κπνξνύκε λα εξκελεύζνπκε ην 





1

)(0 zug
 σο ηελ ππθλόηεηα ηεο 

ζηνραζηηθήο δηαδηθαζίαο πιενλάζκαηνο ε νπνία πέθηεη ζην ρακειόηεξν επίπεδν z ρσξίο πξώηα λα 

ζπκβεί ρξενθνπία. 

Τώξα ζεσξνύκε όηαλ ε ζπλάξηεζε πνηλήο δίλεηαη από  

zsysxs
evyxwzwvzyxw 321),,()(),,,( 1243


 , ηόηε ε )(um   ηθαλνπνηεί κηα 

ειιεηκκαηηθή αλαλεσηηθή εμίζσζε ε νπνία δίλεηαη από ηε ζρέζε (4.3.13) θαη από (4.3.14) 

                                         
 




u

dydxyxheuv
usuysxus

0

12,123, )0|,()( 3)(2)(1
  

                                                           
 




0

12, )0|,(321

u

dydxyuuxhe
usysxs

  

θαη ρξεζηκνπνηώληαο ηε ζρέζε (4.2.9), θάλνπκε αληηθαηάζηαζε ζηε γεληθή ιύζε γηα )(123, um   

πξνθύπηεη 

                                       
 




u

dzzugzvuvum
0

123,123,123, )()(
1

1
)()( 





 

                                                           
 




0

12, )0|,(321

u

dydxyuuxhe
usysxs
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Φξεζηκνπνηώληαο πάιη ηε κνλαδηθόηεηα ησλ κεηαζρεκαηηζκώλ Laplace, κπνξνύκε λα νξίζνπκε 

)|,,(123, uzyxh  , ηελ από θνηλνύ πξνεμνθιεκέλε ππθλόηεηα ησλ κεηαβιεηώλ 

 TXTUTU ,|)(|,)(   ζην ζεκείν ),,( zyx  ε νπνία ζπλνςίδεηαη παξαθάησ: 

 

Είκαζηε ζε ζέζε λα ρξεζηκνπνηήζνπκε ηελ ίδηα κέζνδν γηα ηνλ πξνζδηνξηζκό ηεο ππθλόηεηαο ηνπ 

ηειεπηαίνπ θιηκαθσηνύ ύςνπο |)(| TUXT   επηιέγνληαο ηε ζπλάξηεζε πνηλήο 

)(5)(),,,( 5

zys
ezywvzyxw


  θαη ρξεζηκνπνηώληαο ηε ζρέζε (4.3.17). 

Σηε ζπλέρεηα, εθόζνλ ε ζρέζε (4.3.18) είλαη δηαθνξίζηκε, είλαη βνιηθό λα ρξεζηκνπνηήζνπκε ηνλ ηύπν 

ηεο γεληθήο  ιύζεο ε νπνία δίλεηαη από (1.10.7) από ηηο Εηζαγσγηθέο έλλνηεο θαη γίλεηαη 
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Από ηε κνλαδηθόηεηα ησλ κεηαζρεκαηηζκώλ Laplace, ην ηειεπηαίν θιηκαθσηό ύςνο έρεη κηα 

πξνεμνθιεκέλε  ππθλόηεηα ε νπνία δίλεηαη από  
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4.6 Δθαξκνγή 4 : Σν θιαζζηθό κνληέιν ηεο ζεσξίαο θηλδύλνπ 

 

Σε απηή ηελ εθαξκνγή ζα αζρνιεζνύκε μαλά κε ην θιαζζηθό κνληέιν ηεο ζεσξίαο θηλδύλνπ όπσο 

κειεηήζακε ζηελ Εθαξκνγή 1 ζηελ νπνία ππνζέζακε όηη νη ελδηάκεζνη ρξόλνη θαηαλέκνληαη εθζεηηθά 

π.ρ 
t

etk





)(  [Cheung et al. (2010b)]. Σην θεθάιαην 4.2 , παξαηεξήζακε όηη παξόιν πνπ ε 

)(um  απνηειείηαη από κηα ζπλάξηεζε πνηλήο ε νπνία πεξηιακβάλεη 4 κεηαβιεηέο 

ζπκπεξηιακβαλνκέλνπ TX , ε )(um  κπνξεί λα εθθξαζηεί ζπλαξηήζεη ηεο από θνηλνύ 

πξνεμνθιεκέλεο ππθλόηεηαο πηζαλόηεηαο ησλ  1,|)(|,)( 
TNRTUTU ε νπνία δελ εκπεξηέρεη ηελ 

TX . 

Αξρηθά επηζεκαίλνπκε όηη ε )(ˆ *
124, s δίλεηαη από ηε ζρέζε (4.4.7) , είλαη ηζνδύλακε ηεο )(ˆ *

12, s ε 

νπνία δίλεηαη από (2.5.1) κε ηελ )(12, x λα έρεη αληηθαηαζηαζεί από ηελ )(124,, xt  ε νπνία ζε 

απηή ηελ εθαξκνγή όπνπ νη κεηαβιεηέο V θαη  είλαη αλεμάξηεηεο , είλαη ηζνδύλακε ηεο )(124, x . 

Φξεζηκνπνηώληαο ινηπόλ ηε ζρέζε (2.5.2) πξνθύπηεη όηη : 

                                                                 )(ˆ)(ˆ
124,

*
124,

cs
s







 




  , 

θαη αληηθαζηζηώληαο ηεο ζηελ (4.4.9) , παίξλνπκε 

                   








 















ccs
ssm

cs
sp












 124,124,124,

ˆ)(ˆ)(ˆ)(ˆ1

. 

         (4.6.1) 

Φξεζηκνπνηώληαο ηε (4.4.2) , 

                                         








u

dxuxe
c

u
ux

c ),()( 124124,

)()(







    ,                                      (4.6.2) 

όπνπ ),(124 ux θαη )(124, x δίλνληαη από ηηο ζρέζεηο (4.4.3) θαη (4.4.5) αληίζηνηρα κε ην )|( typ

λα έρεη αληηθαηαζηαζεί από ην )(yp . Αθνύ ε (4.6.1) είλαη ηζνδύλακε ηεο (2.5.3) ,κε )(ˆ
12, s λα έρεη 
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αληηθαηαζηαζεί από ηε )(ˆ
124, s , ε )(ˆ

12, sm   λα έρεη αληηθαηαζηαζεί από ηε )(ˆ
124, sm  θαη ε 

)(ˆ
12, s  λα έρεη αληηθαηαζηαζεί από ηε )(ˆ

124, s , πξνθύπηεη από ηε ζρέζε (2.5.6) όηη : 

            

 )(ˆ)()(ˆ)(
1

)(ˆ)(ˆ 124,124,124, scsc
c

smsp
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                                                                       )(ˆ)(ˆ
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cc
 





 























  

                                                                                                        

                                                           ))(ˆ)(ˆ()(ˆ
124,124,124, s

c
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 , 

όπνπ από ην Θεώξεκα 1.1 απνδείμακε όηη  είλαη ε κνλαδηθή θαη ζεηηθή ξίδα ηεο ζεκειηώδεο 

εμίζσζεο ηνπ Lundberg . Φξεζηκνπνηώληαο ηε ζρέζε (2.5.12) κπνξνύκε λα εθθξάζνπκε ηελ 

παξαπάλσ εμίζσζε σο εμήο : 

  ))(ˆ)(ˆ()(ˆ)(ˆ))(ˆ1()( 124,124,124,124, s
c

sssmsfs  


  












όπνπ   θαη )(yf δίλνληαη από ηηο ζρέζεηο (2.5.10) θαη (2.5.11) αληίζηνηρα. 

Λύλνληαο σο πξνο )(ˆ
124, sm  παίξλνπκε, 

           






























s

s

c
ssfsmsm

)(ˆ)(ˆ
)(ˆ)(ˆ)(ˆ)(ˆ

124,124,

124,124,124, , 

από ηελ νπνία παίξλνπκε ην αληίζηξνθν ηνπ κεηαζρεκαηηζκνύ Laplace έηζη ώζηε λα πξνθύςεη ε 

παξαθάησ ειιεηκκαηηθή αλαλεσηηθή εμίζσζε 

                                              
 

u

udyyfyumum
0

124,124,124, )()()()(   . 

Φξεζηκνπνηώληαο ηηο ζρέζεηο (1.7.3) θαη (1.7.1) 

                                    
















u

uv
dvve

c
uuv )()()( 124,
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124,124, 



 


 
   .       (4.6.3) 

Έπεηηα ε γεληθή ιύζε ηεο )(124, um   δίλεηαη από 
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u

dvvugvuum
0

124,124,124, )()(
1

1
)()( 


 


 , 

όπνπ )(yg δίλεηαη από ηε ζρέζε (2.5.13) θαη θάλνληαο αληηθαηάζηαζε ηεο (4.6.3) έρνπκε σο 

απνηέιεζκα  
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 .       (4.6.4) 

Αιιάδνληαο κεηαβιεηέο ζην ηειεπηαίν νινθιήξσκα πξνθύπηεη , 

                                               

dvvugdtte
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   . 

Γηα ιόγνπο επθνιίαο ζα αληηθαηαζηήζνπκε ηε κεηαβιεηή v κε t , θαη ηε κεηαβιεηή t  κε v ζηελ 

παξαπάλσ εμίζσζε , 

                                            

dttugdvve
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Κάλνληαο αληηθαηάζηαζε ζηελ (4.6.4) πξνθύπηεη 
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(4.6.6) 

Σεκεηώλνπκε όηη αλ 0 , ηόηε όπσο δείρζεθε ζηελ Εθαξκνγή 1 όηη 00 p , θαη ζπκίδνπκε όηη 

)()()( 00 uuGug    θαη )0()0(00  G . Τόηε γηα 0 , ε ζρέζε (4.6.6) γίλεηαη  
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    .                             (4.6.7) 

Θεσξνύκε 
vsysxs

evyxw 421),,(124


 ηέηνην ώζηε 

              
]0)0(|)([)(

14
|)(|

2
)(

1

124, 




UTIeum TN
RsTUsTUsT

 ,                      (4.6.8) 

είλαη ν κεηαζρεκαηηζκόο Laplace ηεο )|,,(124, uvyxh  , ε από θνηλνύ ππθλόηεηα πηζαλόηεηα ησλ 

 1,|)(|,)( 
TNRTUTU . 

Έπεηηα ρξεζηκνπνηώληαο ηε ζρέζε (4.4.3) κε )|( typ λα έρεη αληηθαηαζηαζεί κε )(yp , ε 

),(124 ux γίλεηαη 

                                          





x

dyypeux
usxysxs

)(),( 4)(21
124  

                                                               





0

)(241 dyyxpee
ysusxs

  .                                        (4.6.9) 

Φξεζηκνπνηώληαο ηε (4.2.1) κε )|( typ λα έρεη αληηθαηαζηαζεί κε )(yp , ε (4.6.2) γίλεηαη 
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  .                          (4.6.10) 

Σπκπεξαίλνπκε από ηε ζρέζε (4.6.8) όηη ε )(124, um  είλαη νπζηαζηηθά ε ζπλάξηεζε 

)(
14

|)(|
2

)(
1






TIe TN
RsTUsTUsT

. Έπεηηα κπνξνύκε λα γξάςνπκε ηελ )(124, um   σο 

άζξνηζκα ησλ κνξθώλ πνπ πξνθύπηνπλ από ηε κειέηε ηεο ρξενθνπίαο ζηελ πξώηε απαίηεζε (όπνπ 

c

ux
t


 , 0,  yux θαη uRR

TN  01 ) θαη από ηε ρξενθνπία ζε κεηαγελέζηεξε απαηηήζεηο ( 

0,,0  yctuxvt  θαη 0v ).  Καη ρξεζηκνπνηώληαο ηελ ππθλόηεηα ησλ 

 1,|)(|,)(, 
TNRTUTUT  πνπ ζπλνςίδεηαη ζηελ (4.2.2),  ε )(124, um  κπνξεί λα γξαθηεί σο 

εμήο : 

                           
 
 


 










u

dxdyuyxhem
usysxs
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124 )|,,,(421

x

dxdvdydtuvyxthe
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124,124, )|,,()( 421
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dxdvdyuvyxheu
vsysxs

 .      (4.6.11) 

Λύλνληαο ηελ παξαπάλσ εμίζσζε σο πξνο ην νινθιήξσκα θαη ρξεζηκνπνηώληαο ηε ζρέζε (4.6.5) 

παίξλνπκε , 

             

)()()|,,( 124,124,
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x
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                                                 dxdydvvyxhvue

x
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0 0 0

*
12, )|,(),(421

           (4.6.12) 

ρξεζηκνπνηώληαο ηηο ζρέζεηο  (4.6.10) θαη (4.2.3) κε )|( typ λα έρεη αληηθαηαζηαζεί κε )(yp . 

Κάλνληαο αληηθαηάζηαζε ηηο ζρέζεηο (4.6.10) θαη (4.6.12) ζηελ (4.6.11) πξνθύπηεη 

                                              
 




u

dxdyuyxhem
usysxs

)|,(*
12

0

124,
421

  

                                                           dxdydvvyxhvue

x
vsysxs

  
 




0 0 0

*
12, )|,(),(421

  . 

Φξεζηκνπνηώληαο ηε κνλαδηθόηεηα ηνπ κεηαζρεκαηηζκνύ Laplace , ε από θνηλνύ πξνεμνθιεκέλε 

ππθλόηεηα πηζαλόηεηα ησλ   1,|)(|,)( 
TNRTUTU  ζηα ζεκεία  vyx ,, δίλεηαη από 

                              











uvyvxvyxhvu

uvyvxuyxh
uvyxh

,0,,)|,(),(
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όπνπ )()|,(
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*
12, yxpe

c
uyxh

ux
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  θαη ),( vu λα δίλεηαη από ηε ζρέζε (4.6.6). 

Είκαζηε ζε ζέζε ινηπόλ λα ππνινγίζνπκε πεξηζώξηεο πξνεμνθιεκέλεο ππθλόηεηεο ησλ )( TU , 

|)(| TU  θαη 1TNR νινθιεξώλνληαο βάζε ζπγθεθξηκέλσλ κεηαβιεηώλ όπσο γίλεηαη ζην [Cheung et 

al. (2010b)]. 

Τώξα ζέινπκε λα βξνύκε ηελ από θνηλνύ ππθλόηεηα ηεο ηειεπηαίαο ελδηάκεζεο απαίηεζεο 
TNV θαη 

ηεο ηειεπηαίαο απαίηεζεο πνπ πξνθαιεί ηε ρξενθνπία 
TNY . Γλσξίδνπκε όηη 

c

RTU
V TN

TN

1)( 


  

θαη |)(|)( TUTUY
TN   επνκέλσο  , 
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|)(|)(
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Έηζη, ε )(124, um   είλαη ηζνδύλακε κε ηε ]0)0(|)([ 


UTIe TNYs
TNVz

, αλ 
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z
ss1 , ss 2

, 
v

z
s 4 θαη 0 . Τόηε ε ),(124 ux από ηε ζρέζε (4.6.9) γίλεηαη 
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Γηα 0 , ε (4.6.2) θάλνληαο αιιαγή ζηηο κεηαβιεηέο γίλεηαη 
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Κάλνληαο αληηθαηάζηαζε ζηε (4.6.5) πξνθύπηεη 
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. 

Από ηε κνλαδηθόηεηα ηνπ κεηαζρεκαηηζκνύ Laplace πξνθύπηεη όηη ε από θνηλνύ ππθλόηεηα ηνπ 

ηειεπηαίνπ ελδηάκεζνπ ρξόλνπ θαη ηεο απαίηεζεο πνπ πξνθαιεί ηε ρξενθνπία  
TNTN YV ,  δίλεηαη 

από 
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όπνπ ),(0 vu δίλεηαη από ηε ζρέζε (4.6.7). 

4.7 Δθαξκνγή 5 : Σν κέγεζνο ησλ απαηηήζεσλ αθνινπζεί ηελ εθζεηηθή 

θαηαλνκή 

 

Θα ζπλερίζνπκε λα ππνζέηνπκε όηη νη ηπραίεο κεηαβιεηέο V  θαη Y είλαη αλεμάξηεηεο, δειαδή 

)()|( yptyp   θαη ζα εμεηάζνπκε πόηε νη απαηηήζεηο είλαη εθζεηηθά θαηαλεκεκέλεο  δειαδή 

y
eyp





)(  όπσο ππνζέζακε θαη ζηελ Εθαξκνγή 2 όπνπ αλαιύζακε ηελ )(12, um   ε νπνία 

εκπεξηείρε ε ζπλάξηεζε πνηλήο ηεο  2-κεηαβιεηέο [Cheung et al. (2010a)]. Σε απηή ηελ εθαξκνγή , 

ζεσξνύκε κηα γεληθεπκέλε ζπλάξηεζε πνηλήο ),,,( vzyxw  θαη κάιηζηα ζεσξνύκε όηη 

vszsysxs
evzyxw 4321),,,(


  έηζη ώζηε ε )(12, um  λα γίλεηαη 
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              (4.7.1) 

ε νπνία όπσο αλαθέξακε πξνεγνπκέλσο είλαη ν κεηαζρεκαηηζκόο Laplace ηεο από θνηλνύ 

πξνεμνθιεκέλεο ππθλόηεηαο πηζαλόηεηαο ησλ  1,,|)(|,)( 
TNT RXTUTU . 
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Φξεζηκνπνηώληαο ηε ζρέζε (4.3.7) , πξνθύπηεη 
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  .                                      (4.7.2) 

Δεδνκέλνπ όηη ην θιηκαθσηό ύςνο )(yf  είλαη αλεμάξηεηε από ηελ επηινγή ηεο ζπλάξηεζεο πνηλήο, 

ρξεζηκνπνηώληαο (2.6.2), 
y

eyf


 


)( .  Καη επεηδή ε )(um   είλαη γλσζηό όηη ηθαλνπνηεί κηα 

ειιεηκκαηηθή αλαλεσηηθή εμίζσζε αλαλέσζε, ρξεζηκνπνηώληαο ηε (4.2.8) έρνπκε, 
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όπνπ )(uv δίλεηαη από ηε ζρέζε (4.7.2) θαη από ην ζεώξεκα 2.1 , ην  είλαη κηα πξαγκαηηθή ξίδα  

)1,0( πνπ ηθαλνπνηεί ηε (2.6.8). Παίξλνληαο ηνλ κεηαζρεκαηηζκό Laplace ηεο ειιεηκκαηηθήο 

αλαλεσηηθήο εμίζσζεο πξνθύπηεη, 

                                         

1

431

2

41 )(
),(

)(ˆ)(ˆ 





 zsss
s

ss

z
zmzm 








 



.

 

Λύλνληαο σο πξνο )(ˆ zm  , παίξλνπκε 

                                                
1

1

431

2

41

)(1

)(),(
)(ˆ












z

zsss

s

ss
zm












  

                           



















zzsss

sss

ssss

ss
zm

)1()()(

),(
)(ˆ

431

431

4312

41


















.

 



Σ ε λ ί δ α  | 77 

  
Φξεζηκνπνηώληαο ηε (2.6.4) , παίξλνπκε ηελ αληηζηξνθή 
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.        (4.7.3) 

Πξνθεηκέλνπ λα εθθξάζνπκε ην ),( 41 ss ζπλαξηήζεη ηνπ )(ˆ k , ζεσξνύκε όηη ε )(um   δίλεηαη 

από (4.4.6) ε νπνία πξνέθπςε από ηε κειέηε ηνπ ρξόλνπ θαη ηνπ κεγέζνπο ηεο πξώηεο απαίηεζεο. 

Δεδνκέλνπ όηη ε ),( 41 ss  δελ είλαη ζπλαξηήζεη ησλ 
2s ή 

3s ,ππνζέηνπκε όηη 032  ss  θαη έηζη ε  

)(ˆ zm  από ηε (4.7.3) απινπνηείηαη ζε 
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.                                                         (4.7.6) 

Φξεζηκνπνηώληαο ηηο ζρέζεηο (4.4.5) θαη (4.7.4) 
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επνκέλσο έρνπκε 
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Επηπιένλ ρξεζηκνπνηώληαο ηηο ζρέζεηο (4.7.6), (4.7.7) θαη (2.6.7) , ε (4.7.5) γίλεηαη 
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.                                                                                 (4.7.8) 

Εμηζώλνληαο ηηο (4.7.4) θαη (4.7.8) ζπλαξηήζεη ηνπ )(uG  απινπνηώληαο θαη δηαηξώληαο θαη ηηο δύν 

πιεπξέο κε ηνλ όξν 
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e
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41
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πξνθύπηεη όηη 
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Λύλνληαο σο πξνο ),( 41 ss παίξλνπκε , 
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   , 

ε νπνία είλαη κηα εμίζσζε ζπλαξηήζεη ηνπ )(ˆ sk . Επηπιένλ ρξεζηκνπνηώληαο ηε ζρέζε (4.7.3) 
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θαη )(uG λα δίλεηαη από (2.6.4). 
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Υπελζπκίδνπκε όηη, αλ ζέινπκε λα κειεηήζνπκε ηελ ππθλόηεηα ηνπ ηειεπηαίνπ ελδηάκεζνπ ρξόλνπ  

πξηλ ζπκβεί ε ρξενθνπία , νπνία δίλεηαη από ηε ζρέζε 
c

RTU
V TN

TN

1)( 
 , ηόηε επηιέγνπκε ηε 

ζπλάξηεζε πνηλήο 
v

c

s
x

c

s
c

vx
s

eevzyxw






















),,,( .  Έηζη, αλ νξίδνπκε ηελ ππθλόηεηα ηνπ 

ηειεπηαίνπ ελδηάκεζνπ ρξόλνπ πξηλ ζπκβεί ε ρξενθνπία σο )|()|( utKutk TT


 , ηόηε ν 

κεηαζρεκαηηζκόο Laplace ηεο )|( utkT   δίλεηαη από ηελ ])0(|)([ uUTIe TNVs




 ε νπνία 

κπνξεί λα δνζεί από ηελ (4.7.9) κε 0 , css /1  , 032  ss θαη css /4  . Καη έηζη, 

ζπκίδνπκε όηη )()(0 uuG   παίξλνπκε, 

                                                )(
)(ˆ

)(ˆ
])0(|)([ u

ck

sck
uUTIe TNVs




 




 , 

ηελ νπνία αληηζηξέθνπκε ώζηε λα πάξνπκε ηελ ππθλόηεηα ηνπ ηειεπηαίνπ ελδηάκεζνπ ρξόλνπ  

                                                             )(
)(ˆ
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 . 

Η θαηαλνκή ηεο TV
TN | δίλεηαη από 
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 , 

ε νπνία ζεκεηώλνπκε δελ εμαξηάηαη από ην αξρηθό πιεόλαζκα u  θαη εύθνια αμηνινγνύληαη γηα πνιιέο 

κνξθέο )(tk . Έρεη απνδεηρζεί ζην [Cheung et al. (2010a)] όηη ν ηειεπηαίνο ελδηάκεζνο ρξόλνο 
TNV  

είλαη ζηνραζηηθά δνκεκέλνο από ην γεληθό ελδηάκεζν ρξόλν V δειαδή )()|( tKutKT  . Απηό 

νθείιεηαη ζην γεγνλόο όηη έλαο  κηθξόηεξνο ελδηάκεζνο ρξόλνο ζεκαίλεη ιηγόηεξνο ρξόλνο λα 

ζπιιερζεί ην αζθάιηζηξν ην νπνίν απμάλεη ηηο πηζαλόηεηεο κηαο απαίηεζεο λα ζπκβεί ε νπνία είλαη 

αξθεηά κεγάιε ώζηε λα πξνθαιέζεη ρξενθνπία. 

Τώξα ππνζέηνπκε όηη 043  ss , ηέηνην ώζηε )(um  λα απινπνηείηαη ζε )(12, um   θαη 

ρξεζηκνπνηώληαο ηε ζρέζε (4.7.9) 
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ε νπνία είλαη εθηελέζηεξε ιύζε ηεο (2.6.12) ζπλαξηήζεη ηνπ )(ˆ sk όηαλ 
ysxs

eyxw 21),(12


 . 

Τώξα  ελδηαθεξόκαζηε λα  πξνζδηνξίζνπκε ηελ )|,(12, uyxh   , ηελ από θνηλνύ πξνεμνθιεκέλε 

ππθλόηεηα ηνπ πιενλάζκαηνο αθξηβώο πξηλ ζπκβεί ε ρξενθνπία  θαη ην έιιεηκκα ηε ζηηγκή ηεο 

ρξενθνπίαο [Willmott,  G.E (2011)]. Καη δεδνκέλνπ όηη 
y

euxhuyxh


 )|()|,( 1,12,   από 

(4.1.10) όπνπ ε )|(1, uxh   είλαη ε πξνεμνθιεκέλε ππθλόηεηα ηνπ πιενλάζκαηνο ακέζσο πξηλ ζπκβεί 

ε ρξενθνπία, ρξεηαδόκαζηε κόλν λα εζηηάζνπκε ηελ πξνζνρή καο ζηνλ εληνπηζκό ηεο )|(1, uxh   γηα 

ηνλ πξνζδηνξηζκό ηεο )|,(12, uyxh   . Έηζη, ππνζέηνπκε 0432  sss  ηέηνην ώζηε ε ζρέζε 

(4.7.1) λα γίλεηαη 
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11, ush  είλαη ν κεηαζρεκαηηζκόο Laplace ηνπ )|(1, uxh  . Έπεηηα ππνζέηνπκε όηη 02 s  

θαη ρξεζηκνπνηώληαο ηε ζρέζε (4.7.10) , πξνθύπηεη 
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Έπεηηα κπνξνύκε λα γξάςνπκε όηη 
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Έζησ όηη νξίδνπκε κηα απζαίξεηε ζπλάξηεζε )(xh θαη κηα ζηαζεξά a , ζεσξώληαο όηη ν 

κεηαζρεκαηηζκόο Laplace ηεο )(ˆ she
sa

λα δίλεηαη από 
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είλαη ν κεηαζρεκαηηζκόο Laplace ηνπ )()( axIaxh  . 

Αληηζηξέθνληαο ηελ (4.7.12) πξνθύπηεη 
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 ,                          (4.7.13) 

ε νπνία είλαη κηα εμίζσζε γηα )|(1, uxh   ζπλαξηήζεη ηνπ )0|(1, xh  . Θπκίδνπκε από ηε ζρέζε 

(4.7.11) κε 
1s λα έρεη αληηθαηαζηαζεί κε s  όηη 
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Θπκίδνπκε από ηελ Εθαξκνγή 2 όηη γηα )1(    , δείμακε όηη  είλαη ε κνλαδηθή ζεηηθή 

ξίδα ηεο ζεκειηώδεο εμίζσζεο ηνπ Lundberg θαη έηζη ηθαλνπνηεί ηε ))(ˆ1(   ck  . Έηζη 

πξνζζεην-αθαηξώληαο ηνλ όξν  , πξνθύπηεη όηη 
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Οξίδνπκε ηελ ππθλόηεηα  
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  ,                                                                 (4.7.15) 

ε νπνία έρεη κεηαζρεκαηηζκό Laplace 
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όπνπ )(ˆ)(ˆ)(ˆ * snksv   , 
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 ,                                              (4.7.17) 

θαη από (1.7.6), (4.7.17) είλαη ν κεηαζρεκαηηζκόο Laplace ηεο γεληθεπκέλεο ππθλόηεηα ηζνξξνπίαο ηνπ 
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Από ηε ζρέζε (4.7.16) πξνθύπηεη 
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ην νπνίν είλαη κηα ειιεηκκαηηθή αλαλεσηηθή εμίζσζε γηα )0|(1, xhe
x




 γηα 0 )0(  . Ωο εθ 

ηνύηνπ, κε ηε ρξήζε (1.10.6) από ηηο Εηζαγσγηθέο έλλνηεο, ε γεληθή ιύζε απηήο ηεο ειιεηκκαηηθήο 

αλαλεσηηθήο εμίζσζεο γηα 0  δίλεηαη από 
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4.8 Δθαξκνγή 6: Μηα κνξθή εμάξηεζεο κεηαμύ ηνπ κεγέζνπο ησλ 

απαηηήζεσλ θαη ησλ ελδηάκεζσλ ρξόλσλ 

 

Σε απηή ηελ παξάγξαθν , ζεσξνύκε κηα δνκή εμάξηεζεο κεηαμύ ηνπ κεγέζνπο ησλ απαηηήζεσλ X θαη 

ησλ ελδηάκεζσλ ρξόλσλ V . Θεσξνύκε όηη ε ηπραία κεηαβιεηή V  αθνινπζεί ηελ Erlang θαηαλνκή 

δειαδή ),(~ nErlV , 0  κε ζπλάξηεζε ππθλόηεηαο πηζαλόηεηαο , ζπλάξηεζε θαηαλνκήο θαη 

κεηαζρεκαηηζκό Laplace  
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Η από θνηλνύ ζπλάξηεζε ππθλόηεηαο πηζαλόηεηαο ησλ κεηαβιεηώλ  VX ,  νξίδεηαη σο VXf ,  ελώ ε 

ζπλάξηεζε θαηαλνκήο σο VXF , . Φξεζηκνπνηνύκε ηε ζύδεπμε FGM ώζηε λα νξίδνπκε ηελ από θνηλνύ 

θαηαλνκή ησλ  VX ,  θαη θαη’επέθηαζε ηε δνκή εμάξηεζεο κεηαμύ ηνπ κεγέζνπο ησλ απαηηήζεσλ 

θαη ησλ ελδηάκεζσλ ρξόλσλ. Η ζύδεπμε FGM γηα ηνλ πξνζδηνξηζκό ηεο ζπλάξηεζεο θαηαλνκήο 

νξίδεηαη σο εμήο 

                                              )1()1(),( 21212121 uuuuuuuuCFGM    

θαη αληίζηνηρα γηα ηνλ πξνζδηνξηζκό ηεο ζπλάξηεζεο ππθλόηεηαο πηζαλόηεηαο  

                                       )21()21(1),( 21

21

2

21 uuC
uu

uuc FGMFGM  



 , 

κε    1,01,0),( 21 uu   θαη 11   . 

Σπλεπώο ε δηδηάζηαηε ζπλάξηεζε θαηαλνκήο ηεο VXF ,  είλαη ηεο κνξθήο  

     
 txtFtFxFxFtFxFtFxFCtyF VVXXVXVXVX

FGM ,),()()()()()())(),((),(,   

θαη αληίζηνηρα ε δηδηάζηαηε ζπλάξηεζε ππθλόηεηαο πηζαλόηεηαο VXf ,  δίλεηαη από ηελ αθόινπζε 

ζρέζε  
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                                 txtFxhtftfxftxf VVVXVX ,,1)(2)()()()(),(,  ,                 (4.8.4) 

όπνπ   )(21)()( xFxfxh XX  . 

Κάλνληαο ρξήζε ησλ ζρέζεσλ (4.8.1) , (4.8.2) ε (4.8.4) κπνξεί λα γξαθηεί σο εμήο 
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Σηε ζπλέρεηα ζα νξίζνπκε ηε γεληθεπκέλε εμίζσζε ηνπ Lundberg, πξνζαξκνζκέλε κε ην κνληέιν καο, 

ε νπνία δίλεηαη από ηελ αθόινπζε ζρέζε  

                                                    
      1  sXVcsXcVsV eeEeeE 
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► Γηα 0 θαη 0  ε γεληθεπκέλε εμίζσζε ηνπ Lundberg έρεη αθξηβώο 13 n  ξίδεο, έζησ 

)(),...,(,)( 1321  n  ζην κηγαδηθό επίπεδν κε 13,...,2,1,0))(Re(  nii  .   

► Γηα 0 θαη 0 , ε γεληθεπκέλε εμίζσζε ηνπ Lundberg έρεη αθξηβώο 23 n ξίδεο ζην ζεηηθό 

εκηάμνλα κε ζεηηθό πξαγκαηηθό κέξνο θαη κία ξίδα ίζε κε ην κεδέλ.      

 

Γηα ηελ Erlang(n) δηαδηθαζία θηλδύλνπ κε δνκή εμάξηεζεο βαζηζκέλε ζηελ ζύδεπμε FGM, ν 

κεηαζρεκαηηζκόο Laplace  ηεο ζπλάξηεζεο ησλ Gerber –Shiu   δίλεηαη από ηελ αθόινπζε ζρέζε 
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                                                             (4.8.5) 
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(4.8.7)      
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(4.8.8) 

όπνπ  


 
0

2,1,)()(ˆ iduues i
su

i   θαη ε )(ˆ
,2 s είλαη έλα πνιπώλπκν 13 n βαζκνύ ην νπνίν 

δίλεηαη από ηε ζρέζε 
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Φξεζηκνπνηώληαο ηελ πνιπσλπκηθή παξεκβνιή Lagrange γηα ην πνιπώλπκν )(ˆ
,1 sh  , πνπ είλαη 

βαζκνύ 13 n , ζηα ζεκεία      13,,1,ˆ,)0(ˆ,0 ,1,1  njhh jj   , πξνθύπηεη όηη 
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  (4.8.9) 

όπνπ 
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13 )()(
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in ss  . 

Ιζνδύλακα , θάλνληαο ρξήζε ησλ ηειεζηώλ Dickson – Hipp , ε παξαπάλσ ζρέζε (4.8.9) γίλεηαη  

       01)()1()(ˆ)(ˆ
,2131

13
13

,2,1   hTTTsshsh
nsn

n





  .                              (4.8.10) 

Έζησ )0|(,2 yf   ε πξνεμνθιεκέλε ζπλάξηεζε ππθλόηεηαο ηνπ ειιείκκαηνο ηε ζηηγκή ηεο 

ρξενθνπίαο γηα αξρηθό απνζεκαηηθό 0u  θαη dyyfesf
ys







0

,2,2 )0|()(ˆ
 ν αληίζηνηρνο 

κεηαζρεκαηηζκόο Laplace. Τόηε, είλαη 
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  ,                                                               (4.8.11) 

oπόηε από ηηο ζρέζεηο (4.8.10) θαη (4.8.11) πξνθύπηεη όηη 

  
  

)()1(

01)()1(
1

)(

)(ˆ)(ˆ
1)(ˆ

13
13

131
13

13

13

1

,2,1

,2

,2

s

hTTTs

s

shsh
sf

n
n

nsn
n

n

i

i

































   

                    0,2131  hTTT
ns 

   .                                                                                                  (4.8.12) 

Επνκέλσο , παίξλνληαο αληίζηξνθνπο κεηαζρεκαηηζκνύο Laplace , έπεηαη όηη 

                                                 yhTTyf
n  ,2131

,2 )0|(


  . 

Δεζκεύνληαο σο πξνο ηελ πξώηε πηώζε ηνπ πιενλάζκαηνο θάησ από ην αξρηθό απόζεκα 0u  θαη 

εμεηάδνληαο αλ ζπκβαίλεη ρξενθνπία ή όρη γηα ηελ πξώηε απαίηεζε , παίξλνπκε όηη 

                                           
 

u

uGdyyfyumum
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,2 )()0|()()( 

 

όπνπ  

 uTTuG
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  . 

Γηα 1),( yxw  , ε αλακελόκελε πξνεμνθιεκέλε ζπλάξηεζε πνηλήο )(um   αλάγεηαη ζην 

κεηαζρεκαηηζκό Laplace ηνπ ρξόλνπ ρξενθνπίαο , έζησ )(um T  .

 

Τόηε, ν κεηαζρεκαηηζκόο Laplace ηνπ ρξόλνπ ρξενθνπίαο ηθαλνπνηεί ηελ παξαθάησ ειιεηκκαηηθή 

αλαλεσηηθή εμίζσζε , 
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             (4.8.13) 

Η ιύζε ηεο παξαπάλσ εμίζσζεο , είλαη 
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 είλαη ε j-νζηή ζπλέιημε ηεο 

ζπλάξηεζεο επηβίσζεο )(u . Παίξλνληαο ηνλ κεηαζρεκαηηζκό Laplace ζηελ πξώηε από ηηο ζρέζεηο 

πνπ δίλνληαη ζηελ (4.8.13) πξνθύπηεη όηη , 
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                          (4.8.14) 

Από ηηο ζρέζεηο (4.8.10) θαη (4.8.12) πξνθύπηεη 
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θαη έηζη ε ζρέζε (4.8.14) γίλεηαη,
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                         (4.8.15) 

Σηε ζπλέρεηα ζεσξνύκε όηη ε ηπραία κεηαβιεηή X  αθνινπζεί ηελ εθζεηηθή θαηαλνκή κε παξάκεηξν 

0 , έηζη ώζηε 0,)( 


xexf
x

X


  θαη κε κεηαζρεκαηηζκό Laplace 

s
xf X






)(ˆ . 

 

Γηα 0,)( 


xexf
x

X


 , από ηηο ζρέζεηο (4.8.6) θαη (4.8.7) πξνθύπηεη όηη,
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 ,   (4.8.17) 

είλαη πνιπώλπκν βαζκνύ . 
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Επεηδή ε εμίζσζε 0)(13  sQ n είλαη ε εμίζσζε )(ˆ)(ˆ
,2,1 shsh   , πνπ είλαη ε γεληθεπκέλε εμίζσζε 

Lundberg , έπεηαη όηη ε εμίζσζε 0)(13  sQ n  έρεη 13 n  ξίδεο , έζησ ηηο 13,...,, 21 n , κε 

ζεηηθό πξαγκαηηθό κέξνο θαη δύν αξλεηηθέο ξίδεο , έζησ ηηο .2,1,)(  iRR ii  . Τόηε , ην 

πνιπώλπκν )(13 sQ n γξάθεηαη ζηε κνξθή  

                     




 


13

1

)()()()()( 21

13
13

n

i

i
n

n sRsRscsQ   

                                        




 
13

1

)()()( 21

13
n

i

sRsRsc i
n  . 

Από ηηο ζρέζεηο (4.8.16) θαη (4.8.17) , ε ζρέζε (4.8.15) γίλεηαη 
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Επεηδή )(ˆ smT γηα 0s , ηόηε ν αξηζκεηήο ηεο ζρέζεο (4.8.18) πξέπεη λα είλαη ίζνο κε κεδέλ γηα 

0s . Τόηε, παίξλνπκε όηη  ,
2
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νπόηε  ε ζρέζε (4.8.18) γίλεηαη , 
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Υπνζέηνληαο όηη νη 1R , 2R  είλαη δηαθξηηέο ξίδεο  θαη ρξεζηκνπνηώληαο ηελ ηερληθή ησλ κεξηθώλ 

θιαζκάησλ, παίξλνπκε όηη  
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Αληηζηξέθνληαο ηνλ παξαπάλσ κεηαζρεκαηηζκό Laplace πξνθύπηεη ηειηθά , όηη 

                                                        ,0,)( 2
,2

1
,1 


ueeum

uRuR

T    

θαη ε πηζαλόηεηα ρξενθνπίαο )(u εύθνια πξνθύπηεη γηα 0 . 

 

                                                                 Αξηζκεηηθή Δθαξκνγή 

Έζησ όηη ε ζπλάξηεζε θαηαλνκήο ησλ απαηηήζεσλ αθνινπζεί ηελ εθζεηηθή θαηαλνκή κε κέζε ηηκή 1  , 

δειαδή )1(~ ExpX  ελώ ε ζπλάξηεζε θαηαλνκήο ησλ ελδηάκεζσλ ρξόλσλ αθνινπζεί Erlang , 

)2,2(~ ErlV , έηζη ώζηε 
t

ettfV

2
4)(


 . Επηπιένλ  ν ξπζκόο είζπξαμεο αζθαιίζηξσλ 5.1c , 

επνκέλσο ην ζρεηηθό πεξηζώξην αζθαιείαο είλαη %50 .  

Γηα 0 , είλαη )()( uumT  πνπ είλαη ε πηζαλόηεηα ρξενθνπίαο. Τόηε , είλαη 

                                                   
.0,)(

)0(2
0,2

)0(1
0,1 


ueeu

uRuR


 

Έηζη γηα 0u  θαη γηα ηηο ηηκέο ηεο παξακέηξνπ  1,5.0,5.0,1  ρξεζηκνπνηώληαο ην 

Mathematica , βξήθακε όηη : 

► γηα 1  

                       
uu eeu 1517194000.23487732254.0 0169012248.06416701672.0)(    

                       

► γηα 5.0  

                        
uu eeu 0792454120.23833132642.0 0096651749.06111640019.0)(    

                       

 

► γηα 5.0  

                        
uu eeu 911908905.14762087115.0 20133225404.05314436215.0)(    

                       

 

► γηα 1  

                        
uu eeu 811552947.15409429369.0 00325548273.04774717870.0)(    , 

                       

είλαη εκθαλέο όηη ε παξάκεηξνο εμάξηεζεο   έρεη επηξξνή ζηηο πηζαλόηεηεο ρξενθνπίαο. 

Σπγθεθξηκέλα όζν κεγαιύηεξε είλαη ε παξάκεηξνο εμάξηεζεο ηόζν κηθξόηεξε ζα είλαη ε πηζαλόηεα 

ρξενθνπίαο. Απηό ζπκβαίλεη όηαλ γηα παξάδεηγκα ε ζρέζε εμάξηεζεο είλαη ζεηηθή, ε πηζαλόηεηα λα 
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παξνπζηαζηεί κηα ζεκαληηθή απαίηεζε απμάλεηαη, θαζώο  ν ρξόλνο πνπ παξέξρεηαη από ηελ ηειεπηαία 

απαίηεζε απμάλεηαη.  

 

Σηε ζπλέρεηα, δίλνληαη αλαιπηηθά απνηειέζκαηα θαη γηα ηνλ κεηαζρεκαηηζκό Laplace ηνπ ρξόλνπ 

ρξενθνπίαο , ππνζέηνληαο όηη 05.0  γηα δηάθνξεο ηηκέο ηεο παξακέηξνπ εμάξηεζεο  : 

 

► γηα 1  

                 

uu eeumT
150382538.24015607208.0 1955280198616515.0420465881070705.0)(    

► γηα 5.0  

                 

uu eeumT
078539964.24358563215.0 9905072011237930.0590616558265539.0)(    

► γηα 0  

                                                 
u

T eum 4769694444.05230305556.0)(   

► γηα 5.0  

                 

uu

T eeum 912699668.15272636613.0 8232710151619535.0918654805895314.0)(    

► γηα 1  

               
uu

T eeum 813223037.15905527687.0 2783720366819441.0866774279161134.0)(    

 

Όπσο κπνξνύκε λα παξαηεξήζνπκε , ππάξρεη ζαθήο εμάξηεζε κεηαμύ ηεο παξακέηξνπ   θαη ηνπ 

κεηαζρεκαηηζκνύ Laplace ηνπ ρξόλνπ ρξενθνπίαο θαη κάιηζηα όζν κεγαιώλεη ε παξάκεηξνο   ηόζν 

κηθξαίλεη ε ηηκή ηνπ κεηαζρεκαηηζκνύ Laplace ηνπ ρξόλνπ ρξενθνπίαο.  
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ΚΔΦΑΛΑΙΟ 5 : πκπεξάζκαηα 

 

                   Σε απηή ηε δηπισκαηηθή εξγαζία, παξνπζηάζακε ηα κέηξα ηεο ρξενθνπίαο πνπ πξνθύπηνπλ 

ηόζν από ηε θιαζζηθή όζν θαη από ηε γεληθεπκέλε εμίζσζε ησλ Gerber – Shiu γηα δηάθνξα κνληέια 

θηλδύλνπ. Η γελίθεπζε ηεο εμίζσζεο πεξηιακβάλεη ηελ εηζαγσγή δύν λέσλ κεηαβιεηώλ ζηελ 

ζπλάξηεζε πνηλήο, ζηελ νπνία ήδε εκπεξηέρνληαη ην πιεόλαζκα πξηλ ζπκβεί ε ρξενθνπία )( TU θαη 

ην έιιεηκκα ηε ζηηγκή ηεο ρξενθνπίαο |)(| TU . Απηέο νη λέεο κεηαβιεηέο είλαη ην ειάρηζην επίπεδν 

πιενλάζκαηνο πξηλ ζπκβεί ε ρξενθνπία TX  θαη ην πιεόλαζκα ακέζσο κεηά ηελ εκθάληζε ηεο 

απαίηεζεο πνπ πξνθαιεί ηε ρξενθνπία 
1TNR . Παξά ην γεγνλόο όηη νη πνζόηεηεο απηέο δελ είλαη 

δπλαηό λα παξαηεξεζνύλ κέρξη λα ζπκβεί ε ρξενθνπία, κπνξνύκε όκσο λα πξνζδηνξίζνπκε ηηο 

θαηαλνκέο ηνπο θαζώο δελ εμαξηώληαη άκεζα από ηε ρξνληθή ζηηγκή πνπ ζπκβαίλεη ε ρξενθνπία αιιά 

από ην αξρηθό απνζεκαηηθό u  πνπ δηαζέηεη ε επηρείξεζε.  

                     Αξρηθά ζην θεθάιαην 2, εηζάγνπκε ηελ από θνηλνύ ππθλόηεηα ησλ κεηαβιεηώλ 

 |)(|,)(, TUTUT   θαη νξίζηεθε κε ηέηνην ηξόπν έηζη ώζηε λα μερσξίδεη ε αληίζηνηρε γηα ην πόηε 

ζπλέβε ε ρξενθνπία ζηελ πξώηε ή ζε κεηαγελέζηεξε απαίηεζε. Σηε ζπλέρεηα κειεηήζακε γξαθηθά 

παίξλνληαο πεξηπηώζεηο γηα ην πόηε ζπκβαίλεη ε ρξενθνπία θαη ζηελ πεξίπησζε πνπ ε πξώηε πηώζε 

ηνπ πιενλάζκαηνο θηάλεη θάησ από ην αξρηθό απνζεκαηηθό , δείμακε όηη ηθαλνπνηεί κηα ειιεηκκαηηθή 

αλαλεσηηθή εμίζσζε. Γηα λα νξίζνπκε ηε ζρέζε κεηαμύ )(12, um  κε )(yk θαη )(yp , κειεηήζακε ην 

ρξόλν θαη ην κέγεζνο ηεο πξώηεο απαίηεζεο ώζηε λα παξάγνπκε κηα νινθιεξνδηαθνξηθή εμίζσζε ε 

νπνία ηθαλνπνηείηαη από )(12, um . Επηπξνζζέησο απνδείμακε όηη ε ζεκειηώδεο εμίζσζε ηνπ 

Lundberg, θαη ηδηαίηεξα νη ζεηηθέο ηεο ξίδεο επηηξέπνπλ ηελ αλαγλώξηζε θάπνηνλ άγλσζησλ 

πνζνηήησλ , ε νπνία  γεληθά είλαη απαξαίηεηε γηα λα αληηζηξνθή ηεο )(12, um  θάησ από ηε κειέηε 

ησλ πξόζζεησλ ππνζέζεσλ γηα ηηο ππθλόηεηεο )(tk θαη )(yp . Τέινο εθαξκόζακε ηα ζπκπεξάζκαηά 

καο από ηε κειέηε ηνπ πιενλάζκαηνο ζηελ Εθαξκνγή 1, ζεσξώληαο όηη νη ελδηάκεζνη ρξόλνη 

αθνινπζνύλ ην θιαζηθό κνληέιν Poisson ελώ ζηελ Εθαξκνγή 2, ζεσξήζακε όηη νη ελδηάκεζνη ρξόλνη 

θαηαλέκνληαη εθζεηηθά. 

                    Σην θεθάιαην 3 , παξνπζηάδνπκε έλα κνληέιν κε πζηέξεζε ην νπνίν επηηξέπεη ην ρξόλν 

κέρξη λα ζπκβεί ε πξώηε απαίηεζε λα αθνινπζεί κηα δηαθνξεηηθή ζπλάξηεζε ππθλόηεηαο 

πηζαλόηεηαο )(tkd  από ηελ γλσζηή ππθλόηεηα )(tk  ε νπνία αθνινπζείηαη από κεηαγελέζηεξνπο 

ελδηάκεζνπο ρξόλνπο. Σην κνληέιν απηό ζεσξνύκε σο βαζηθή παξαδνρή όηη κηα απαίηεζε κπνξεί λα 

ζπκβεί πξηλ ην ρξόλν 0  κε κηα πζηέξεζε δειαδή, ζε αληίζεζε κε ην κνληέιν ηνπ Sparre Andersen (ην 

νπνίν παξνπζηάζηεθε ζην Κεθάιαην 2).  

                   Σην θεθάιαην 4, εηζάγνπκε ηελ γεληθεπκέλε ζπλάξηεζε ησλ Gerber-Shiu όπνπ ε ζπλάξηεζε 

πνηλήο πεξηιακβάλεη 2 επηπιένλ κεηαβιεηέο όπσο αλαθέξακε αξρηθά. Η γεληθεπκέλε κνξθή ηεο 

ζπλάξηεζεο ησλ Gerber-Shiu επηηξέπεη ηε κειέηε ησλ κεηαβιεηώλ όπσο ηνπ ηειεπηαίνπ ελδηάκεζνπ 
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ρξόλνπ θαη ηνπ ηειεπηαίνπ θιηκαθσηνύ ύςνπο , νη νπνίεο δελ ζα κπνξνύζαλ δηαθνξεηηθά λα 

κειεηεζνύλ κε ηε ρξήζε ηεο θιαζζηθήο ζπλάξηεζεο ησλ Gerber-Shiu. 

                       Σηε ζπλέρεηα, εθαξκόζακε ηελ ίδηα κεζνδνινγία όπσο ζην θεθάιαην 2, δειαδή νξίζακε 

ηελ από θνηλνύ ππθλόηεηα ησλ κεηαβιεηώλ  
TNRTUTUT ,|)(|,)(,   θαη κειεηήζακε γξαθηθά 

παίξλνληαο πεξηπηώζεηο γηα ην πόηε ζπκβαίλεη ε ρξενθνπία , ζηελ εκθάληζε ηεο πξώηεο ή ζε 

κεηαγελέζηεξε απαίηεζε δειαδή. Οκνίσο θαηαιήμακε όηη ζηε κειέηε ηεο πξώηεο πηώζεο ηνπ 

πιενλάζκαηνο ε )(um  ηθαλνπνηεί κηα ειιεηκκαηηθή αλαλεσηηθή εμίζσζε ε νπνία εμαξηάηαη κόλν 

από ηηο ηξείο κεηαβιεηέο  
TNRTUTU ,|)(|,)(  . Δεδνκέλνπ όηη ε αλάιπζε πνπ παξνπζηάδεηαη ζηε 

κειέηε ηεο πξώηεο πηώζεο ηνπ πιενλάζκαηνο παξέρεη ελδείμεηο γηα ηε καζεκαηηθή δνκή ηεο )(um , 

αιιά δελ παξέρεη πιεξνθνξίεο ζρεηηθά κε ηε ζρέζε ησλ ππθλνηήησλ )(tk  θαη )(yp  όπσο ζπλέβε ζην 

θεθάιαην 2, εκείο κειεηάκε ην ρξόλν θαη ην κέγεζνο ηεο πξώηεο απαίηεζεο ώζηε λα απνθηήζνπκε 

απηέο ηηο πιεξνθνξίεο. Ωζηόζν, επεηδή ε )(um  εκπεξηέρεη ζηε ζπλάξηεζε πνηλήο ηε κεηαβιεηή TX

, δελ είλαη εύθνιν λα ρξεζηκνπνηήζνπκε ηε κεζνδνινγία απηή. Επεηδή όκσο ζηελ παξάγξαθν 4.2 

απνδείρζεθε όηη )(um  κπνξεί λα εθθξαζηεί ζπλαξηήζεη ηεο πξνεμνθιεκέλεο από θνηλνύ 

ππθλόηεηαο  
TNRTUTU ,|)(|,)(   δνζέληνο όηη 0u ,ε νπνία δελ πεξηιακβάλεη ηε κεηαβιεηή 

TX , αξθεί λα κειεηήζνπκε ην ρξόλν θαη ην κέγεζνο ηεο πξώηεο απαίηεζεο γηα ηελ πεξίπησζε

),,(),,,( 124 vyxwvzyxw  . Οκνίσο θαηαιήμακε ζην ζπκπέξαζκα όηη νη ζεηηθέο ξίδεο ηεο  

ζεκειηώδεο εμίζσζεο ηνπ Lundberg, καο επηηξέπεη λα αλαγλσξίζνπκε ηηο άγλσζηεο πνζόηεηεο ώζηε 

λα πξνβνύκε ζηελ αληηζηξνθή ηεο )(12, um   , θάησ από ηε κειέηε ησλ επηπξόζζεησλ ππνζέζεσλ γηα 

ηηο ππθλόηεηεο )(tk θαη )(yp . Σηε ζπλέρεηα, εθαξκόζακε ηα ζπκπεξάζκαηα καο γηα ηε γεληθεπκέλε 

κνξθή ηεο ζπλάξηεζεο ησλ Gerber-Shiu , ζεσξώληαο ζηελ πξώηε εθαξκνγή όηη νη ελδηάκεζνη ρξόλνη 

αθνινπζνύλ ην θιαζζηθό κνληέιν Poisson θαη ζηε δεύηεξε εθαξκνγή όηη θαηαλέκνληαη εθζεηηθά. 

Τέινο ζηελ ηειεπηαία εθαξκνγή παξαηεξήζακε όηη ππάξρεη κηα ζαθήο εμάξηεζε κεηαμύ ηεο 

παξακέηξνπ   θαη ηεο πηζαλόηεηαο ρξενθνπίαο. 
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