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Abstract

In the following work we will give definitions on risk theory stochastic
models such as Clasic risk model, Erlang2 and Phase-type2, we study
some very usefull properties when claims are distributed with inverse
gaussian through generalized Gamma function and auxiliary function
error and then cite some barriers of probability of ruin giving some

useful conclusions with interesting numerical results.

viii



Περιεχόμενα

1 Περιγραφή στοχαστικών μοντέλων πιθανότητας χρεο-
κοπίας 3
1.1 Εισαγωγή στη θεωρία χρεοκοπίας . . . . . . . . . . . . . . . 3
1.2 Η στοχαστική ανέλιξη του πλεονάσματος . . . . . . . . . . 5
1.3 Το κλασικό μοντέλο . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 8

1.3.1 Συνθήκη του καθαρού κέρδους . . . . . . . . . . . . . 8
1.3.2 Η πιθανότητα χρεοκοπίας σε άπειρο χρόνο . . . . . 9
1.3.3 Περιθώριο ασφαλείας . . . . . . . . . . . . . . . . . . 9
1.3.4 Η πιθανότητα χρεοκοπίας σε πεπερασμένο χρόνο . 10
1.3.5 Πιθανότητα μή-χρεοκοπίας . . . . . . . . . . . . . . . 10
1.3.6 Κλιμακωτά ύψη . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 11
1.3.7 Μέγιστη συσσωρευτική απώλεια . . . . . . . . . . . 11
1.3.8 Η εξίσωση του Lundberg . . . . . . . . . . . . . . . . 12
1.3.9 Χρόνος χρεοκοπίας . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 13
1.3.10Έλλειμμα . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 14

1.4 Erlang(2) μοντέλο . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 14
1.5 Phase type 2 μοντέλο . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 16

2 Μελέτη Γενικευμένης Γάμμα και αντίστροφης γκαουσια-
νής κατανομής 19
2.1 Γενικευμένη Γάμμα συνάρτηση . . . . . . . . . . . . . . . . 19
2.2 Αντίστροφη Γκαουσιανή Κατανομή . . . . . . . . . . . . . . 24
2.3 Σύνδεση αντίστροφης γκαουσιανής με την μη πλήρη γάμ-

μα μέσω της συμπληρωματικής συνάρτησης σφάλματος . 28
2.4 Μελέτη συνάρτησης πυκνότητας κλιμακωτών υψών . . . 29

2.4.1 Κλασικό μοντέλο . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 30
2.4.2 Erlang 2 μοντέλο . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 30

ix



2.4.3 Phase type 2 μοντέλο . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 30

3 Φράγματα και ασυμπτωτικοί τύποι 32
3.1 Γενικά φράγματα . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 32

3.1.1 Το κάτω φράφμα των De Vylder και Goovaerts . . . 33
3.1.2 Το άνω φράγμα του Dickson (1994) . . . . . . . . . . 33

3.2 Άνω φράγματα και ασυμπτωτικοί τύποι στο κλασικό μο-
ντέλο . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 34
3.2.1 Ανισότητα του Lundberg . . . . . . . . . . . . . . . . 34
3.2.2 Φράγματα για τον συντελεστή προσαρμογής . . . . 34
3.2.3 Ασυμπτωτικός τύπος των Cramer-Lundberg . . . . 35

3.3 Το διπλό φράγμα των Cai-Garrido . . . . . . . . . . . . . . . 36
3.3.1 Ασσυμπτωτικός τύπος για την ανέλιξη του πλεονά-

σματος . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 38
3.4 Προσεγγίσεις πιθανότητας χρεοκοπίας . . . . . . . . . . . 38

3.4.1 Προσέγγιση Beekman-Bowers . . . . . . . . . . . . . 39
3.4.2 Προσέγγιση De Vylder . . . . . . . . . . . . . . . . . . 39
3.4.3 Προσέγγιση Tijms . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 40

4 Παραδείγματα κι εφαρμογές 41
4.1 Φράγματα πιθανότητας χρεοκοπίας . . . . . . . . . . . . . . 41
4.2 Εφαρμογές μεσω της ercf για την πιθανότητα χρεοκοπίας 49

Βιβλιογραφία 55

x



ΕΙΣΑΓΩΓΗ
Κίνητρο της παρακάτω εργασίας αποτελεί η παραδοχή ότι η κατα-

νομή του ύψους των απαιτήσεων είναι μέλος μιας οικογένειας κατα-
νομών με δύο παραμέτρους όπως η Γάμμα ή η αντίστροφη Γκαουσιανή
(Βλέπε Hans Gerber). Δοθέντος ενός σχετικού περιθωρίου ασφαλείας
η πιθανότητα χρεοκοπίας θα αποτελεί μία μονότονη συνάρτηση που
ανήκει στις προαναφερθείσες οικογένειες κατανομών συναρτήσει κά-
ποιου αρχικού αποθεματικού και μπορούμε εύκολα να πάρουμε κάποια
πολύ χρήσιμα φράγματα, (βλέπε Gerber (1992)).
Στο Κεφάλαιο 1 θα κάνουμε μια γενική εισαγωγή στην θεωρία χρεο-

κοπίας που πρώτος εισήγαγε ως έννοια ο Σουηδός μαθηματικός Lundberg
και ττην χρησιμότητα της στην ασφαλιστική αγορά. Στη συνέχεια θα
ορίσουμε την στοχαστική ανέλιξη του πλεονάσματος που αποτελεί το
βασικότερο κομμάτι της θεωρίας κινδύνου αφου περιγράφει την πορεί-
α των συνολικών εσόδων και εξόδων με την πάροδο του χρόνου. Ακο-
λουθεί η περιγραφή του κλασικού μοντέλου χρεοκοπίας και δίνονται οι
ορισμοί της συνθήκης καθαρού κέρδους, της πιθανότητας χρεοκοπίας
και μη-χρεοκοπίας σε άπειρο και πεπερασμένο χρόνο, του περιθωρίου
ασφαλείας, των κλιμακωτών υψών, της μέγιστης συσσωρευτικής απώ-
λειας, της εξίσωσης του Lundberg και του συντελεστή προσαρμογής
που σχετίζεται με αυτή, του χρόνου χρεοκοπίας και του ελλείματος
και παραθέτονται οι μαθηματικοί τύποι που περιγράφουν τις έννοιες
αυτές. Στη συνέχεια ακολουθεί η μελέτη του στοχαστικού μοντέλου
Erlang2 και Phase-type2 που αποτελούν δύο ειδικές περιπτώσεις του
ανανεωτικού μοντέλου Sparre-Andersen.
Στο Κεφάλαιο 2 γίνεται μελέτη της γενικευμένης ή μη-πλήρους Γάμ-

μα συνάρτησης κατανομής μια ειδική περίπτωση της οποίας αποτελεί
η αντίστροφη γκαουσιανή κατανομή που θα μελετήσουμε ακολούθως
και ακολουθούν οι αποζημιώσεις στην εργασία αυτή. Θα δοθούν κά-
ποια πολύ σημαντικά θεωρήματα όπως τα μελέτησαν οι Chaudhry,
Zubair (1994) καθώς επίσης θα δείξουμε και το πως συνδέεται η α-
ντίστροφη γκαουσιανή κατανομή με την γενικευμένη Γάμμα με την
χρήση της συμπληρωματικής συνάρτησης σφάλματος (Erfc). Τέλος θα
δοθούν κάποιοι κλειστοί τύποι για την συνάρτηση πυκνότητας πιθα-
νότητας των κλιμακωτών υψών σε κάθε ένα απο τα τρία μοντέλα της
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θεωρίας κινδύνων που αναφέραμε προηγουμένως.
Στο Κεφάλαιο 3 παρουσιάζουμε κάποια σημαντικά φράγματα τα ο-

ποία δίνουν μια πολυ καλή εικόνα του πως μεταβάλλεται η πιθανότη-
τα χρεοκοπίας ανάλογα με κάποιο αρχικό αποθεματικό ιδιαίτερα απο
την στιγμή που δεν μπορούν να χρησιμοποιηθούν άλλες μέθοδοι να
εκμαιεύσουμε την πιθανότητα χρεοκοπίας είτε γιατί δεν υπάρχει η Ρο-
πογεννήτρια, είτε γιατί υπάρχει αλλά δεν υπάρχει ο συντελεστής προ-
σαρμογής. Επίσης θα δοθεί ένας ασυμπτωτικός τύπος για την ανέλιξη
του πλεονάσματος με χρήση της κατανομή των κλιμακωτών υψών κι
ενός χρήσιμου τελεστή του οποίου έχει δοθεί ο ορισμός.
Στο κεφάλαιο 4 που αποτελεί το τελευταίο μέρος της εργασίας αυ-

τής, δίνουμε συγκεκριμένα αριθμητικά παραδείγματα και λαμβάνουμε
αποτελέσματα για την πιθανότητα χρεοκοπίας σε περιπτώσεις που οι
αποζημιώσεις ακολουθούν αντίστροφη γκαουσιανή κατανομή με συ-
γκεκριμένες παραμέτρους και διαφοροποιώντας ορισμένα χαρακτηρι-
στηκά όπως το περιθώρειο ασφαλείας, παρατίθενται συγκεντρωτικοί
πίνακες καθώς γίνεται κι εξαγωγή συμπερασμάτων
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Κεφάλαιο 1

Περιγραφή στοχαστικών
μοντέλων πιθανότητας
χρεοκοπίας

1.1 Εισαγωγή στη θεωρία χρεοκοπίας

Στο κεφάλαιο αυτό, γίνεται αρχικά μια εισαγωγή στη θεωρία χρεο-
κοπίας σχετικά με το κλασσικό μοντέλο κινδύνου. Στην συνέχεια με-
λετάμε τα μοντέλα Erlang(2) και Phase Type 2 τα οποία και αποτελούν
ειδικές περιπτώσεις του ανανεωτικού μοντέλου (Sparre-Andersenmodel).
Παρουσιάζουμε συνοπτικά ορισμένες βασικές έννοιες της θεωρίας χρε-
οκοπίας, όπως είναι η στοχαστική ανέλιξη του πλεονάσματος, το περι-
θώριο ασφαλείας, ο συντελεστής προσαρμογής, η πιθανότητα χρεοκο-
πίας, καθώς και γνωστά βασικά θεωρητικά αποτελέσματα που έχουν
βρεθεί σχετικά με την πιθανότητα χρεοκοπίας, όπως είναι η ανισότη-
τα του Lundberg και ο ασυμπτωτικός τύπος των Cramer-Lundberg.
Η θεωρία κινδύνου είναι ένα σχετικά σύγχρονο επιστημονικό πεδίο
που μελετά πιθανοθεωρητικά την εξέλιξη των συνολικών αποζημιώ-
σεων που προβλέπεται να καταβάλλει μία ασφαλιστική εταιρία στους
ασφαλισμένους της, με συγκεκριμένα χαρακτηριστικά στο χαρτοφυ-
λάκιο των ασφαλιστικών κινδύνων της, σε ένα συγκεκριμένο μελλο-
ντικό χρονικό διάστημα. Οι δύο βασικές τυχαίες μεταβλητές που ε-
ξετάζονται, για ένα συγκεκριμένο ασφαλιστικό χαρτοφυλάκιο και για
συγκεκριμένο μελλοντικό χρονικό διάστημα, είναι ο αριθμός των απο-
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ζημιώσεων που θα απαιτηθούν να πληρωθούν (που είναι μία διακριτή
τ.μ. με μη-αρνητικές ακέραιες τιμές) και το μέγεθος (ύψος ζημιάς) που
θα έχει η καθεμία από αυτές τις μελλοντικές αποζημιώσεις (που είναι
μία συνεχής τ.μ. με μη-αρνητικές τιμές). Για να γίνει εφικτή η μελέ-
τη των ποσοτήτων που μας ενδιαφέρουν στην θεωρία χρεοκοπίας, και
για λόγους απλοποίησης του προβλήματος, είναι απαραίτητο να γίνου
κάποιες παραδοχές.

• Τα μεγέθη των αποζημιώσεων, είναι ανεξάρτητες τυχαίες μετα-
βλητές, δηλαδή η μία αποζημίωση δεν επηρεάζει καθόλου την άλ-
λη,

• Ο αριθμός των αποζημιώσεων, ως διακριτή και μη-αρνητική τυ-
χαία μεταβλητή, είναι ανεξάρτητος από τα μεγέθη των αποζημιώ-
σεων, δηλαδή το συνολικό πλήθος των αποζημιώσεων δεν επηρε-
άζεται από τα μεγέθη τους,

• Τα μεγέθη των μελλοντικών αποζημιώσεων, είναι ισόνομες τυ-
χαίες μεταβλητές, δηλαδή έχουν όλα την ίδια κατανομή.

Αρχικά, η θεωρητική και εφαρμοσμένη μελέτη της θεωρίας κινδύ-
νου χρησιμοποιούσε την παραδοχή ότι το πλήθος των μελλοντικών
αποζημιώσεων, που θα πληρωθούν στο ασφαλιστικό χαρτοφυλάκιο,
ακολουθεί μία στοχαστική ανέλιξη Poisson, με όλες τις χαρακτηριστι-
κές θεωρητικές ιδιότητές της (π.χ. ιδιότητα της έλλειψης μνήμης, των
ομογενών προσαυξήσεων, των ανεξάρτητων προσαυξήσεων, κ.λ.π.).
Με άλλα λόγια, γινόταν η υπόθεση ότι οι ενδιάμεσοι χρόνοι που μεσο-
λαβούν ανάμεσα στις διαδοχικές αποζημιώσεις που πληρώνονται, ως
συνεχείς και μη-αρνητικές τ.μ., ακολουθούν την εκθετική κατανομή
(Exponential Distribution), με παράμετρο, την ένταση της απαριθμή-
τριας στοχαστικής ανέλιξης Poisson. Τα μοντέλα που βασίζονται στις
παραπάνω προϋποθέσεις, ονομάζονται «κλασσικά μοντέλα» της θεω-
ρίας κινδύνου. Μελετήθηκαν για πρώτη φορά και προτάθηκαν, στις
αρχές του 20ού αιώνα, από τον Σουηδό μαθηματικό F. Lundberg .Πά-
νω στην παραδοχή της ανέλιξης Poisson, για το πλήθος των μελλοντι-
κών ασφαλιστικών αποζημιώσεων, στηρίζεται το μεγαλύτερο μέρος
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της σύγχρονης διεθνούς βιβλιογραφίας, σχετικά με τα αντικείμενα της
θεωρίας κινδύνου και της θεωρίας χρεοκοπίας.
Στην πράξη όμως, έχει παρατηρηθεί ότι η παραδοχή αυτή της ανέ-

λιξης Poisson δεν είναι ρεαλιστική και έτσι το πλήθος των αποζημιώ-
σεων δεν περιγράφεται ικανοποιητικά από το κλασικό μοντέλο και
προτείνεται εναλλακτικά μια άλλη ανανεωτική ανέλιξη η οποία και
θα είναι περισσότερο ρεαλιστική. Το πρόβλημα σε αυτήν την περίπτω-
ση ξεκινάει από το γεγονός ότι οι ενδιάμεσοι χρόνοι (χρόνοι μεταξύ
των μελλοντικών διαδοχικών απαιτήσεων) δεν είναι εκθετικά κατα-
νεμημένοι. αλλά ακολουθούν κάποια άλλη, συνεχή και μη-αρνητική
κατανομή (όπως για παράδειγμα, κατανομή Weibull, Pareto, Λογαριθ-
μοκανονική, Γάμμα, κ.λ.π.). Σε αυτές τις περιπτώσεις λοιπόν, χρησι-
μοποιούνται τα λεγόμενα «ανανεωτικά μοντέλα» της θεωρίας κινδύ-
νου, σχετικά με την διακριτή κατανομή του πλήθους των μελλοντικών
αποζημιώσεων, τα οποία αποτελούν μία ευρεία επέκταση της στοχα-
στικής ανέλιξης Poisson και των αντίστοιχων κλασσικών μοντέλων.
Οι δύο βασικές τυχαίες μεταβλητές που συμμετέχουν στα ανανεωτικά
μοντέλα της θεωρίας κινδύνου, είναι οι ακόλουθες:

• Ο χρόνος χρεοκοπίας, συμβολίζεται με T και είναι μία συνεχής
και μη-αρνητική τ.μ.

• Ο αριθμός των αποζημιώσεων, που θα πληρωθούν στο ασφαλι-
στικό χαρτοφυλάκιο, μέχρι τη στιγμή που θα επέλθει η χρεοκοπία
συμβολίζεται με N και είναι μία διακριτή, μη-αρνητική και ακέ-
ραιη τ.μ., με σύνολο τιμών της τους φυσικούς αριθμούς {1, 2, 3, ...}.

1.2 Η στοχαστική ανέλιξη του πλεονάσμα-
τος

Το βασικότερο αντικείμενο μελέτης της θεωρίας χρεοκοπίας, είναι η
μελέτη της στοχαστικής ανέλιξης των συνολικών εσόδων (ασφαλί-
στρων) και των συνολικών εξόδων (αποζημιώσεων) της ασφαλιστικής
εταιρίας, στην εξέλιξη του χρόνου, στο ασφαλιστικό χαρτοφυλάκιο
των κινδύνων. Σχετικά με τα συνολικά έσοδα στο κλασσικό μοντέλο,
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γίνονται, βλέπε Πολίτης (2005), οι ακόλουθες υποθέσεις και παραδο-
χές:

1. Τα ασφάλιστρα είναι σταθερά στην μονάδα του χρόνου και ισού-
νται με ένα συγκεκριμένο και προκαθορισμένο ποσό c,

2. Το συνολικό ποσό των ασφαλίστρων, που θα έχει συσσωρευτεί,
έως κάποια συγκεκριμένη μελλοντική στιγμή t, είναι γραμμική
συνάρτηση αυτής της μελλοντικής στιγμής t, και είναι της μορφής
u + ct, όπου u είναι το αρχικό απόθεμα που κρατά η ασφαλιστική
εταιρία (ως απόθεμα «ασφαλείας»), κατά την έναρξη του χρόνου
που εξελίσσονται τα ασφάλιστρα και οι αποζημιώσεις.

Υπό τις παραπάνω προϋποθέσεις που αναφέρθηκαν, το πλεόνασμα
U(t) της ασφαλιστικής εταιρίας, σε συγκεκριμένη μελλοντική στιγμή
t, ορίζεται ως η διαφορά των συνολικών εσόδων P (t) που θα έχουν
εισπραχθεί μελλοντικά από τα συνολικά ασφάλιστρα, μείον τα συνο-
λικά έξοδα S(t) των αποζημιώσεων, μέχρι το t. Δηλαδή:

U(t) = P (t)− S(t), t ≥ 0,

όπου U(0) = u, είναι το αρχικό απόθεμα που υπάρχει, κατά την έναρ-
ξη του χρόνου. Σύμφωνα λοιπόν με τα παραπάνω, για τη στοχαστική
ανέλιξη των συνολικών εσόδων (ασφαλίστρων) {P (t), t ≥ 0} , θα ισχύει
ότι:

P (t) = u+ ct, ∀t ≥ 0.

Επίσης, η στοχαστική ανέλιξη των συνολικών αποζημιώσεων {S(t), t ≥
0} που θα πληρωθούν, μέχρι κάποια μελλοντική στιγμή t, θα περιγρά-
φεται από μία σύνθετη τ.μ. (κατανομή τυχαίου αθροίσματος), ως εξής:

S(t) = X1 +X2 +…+XN(t) =

N(t)∑
i=1

Xi, αν {N(t) ≥ 1},

S(t) = 0, αν {N(t) = 0}

και
S(0) = 0, αν t = 0.

όπου:
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N(t) , για σταθερό t > 0, είναι η διακριτή, θετική και ακέραιη τυχαί-
α μεταβλητή, που δηλώνει τον συνολικό αριθμό των αποζημιώσεων
που θα έχουν πληρωθεί, μέχρι και τη μελλοντική χρονική στιγμή t και
Xi , είναι η μη-αρνητική τυχαία μεταβλητη (διακριτή ή συνεχής), που
δηλώνει το οικονομικό μέγεθος που έχει η καθεμία αποζημίωση που
καταβάλλεται. Επίσης, τα μεγέθη Xi των αποζημιώσεων, θεωρούνται
ανεξάρτητες και ισόνομες τ.μ. (δηλαδή, ακολουθούν την ίδια κατανο-
μή, διακριτή ή συνεχή και δεν επηρεάζονται μεταξύ τους) και θεωρού-
νται ανεξάρτητα από το συνολικό πλήθος N(t) των αποζημιώσεων που
καταβάλλονται.

Επιπλέον, αναφέρεται εδώ ότι, για σταθερό t > 0, η σύνθετη κα-
τανομή των συνολικών (αθροιστικών) αποζημιώσεων S(t) , στην περί-
πτωση που τα μεγέθη των αποζημιώσεων Xi ακολουθούν κάποια συ-
νεχή κατανομή με συνάρτηση πυκνότητας, θα είναι μία κατανομή μι-
κτού τύπου (βλέπε Dickson, Hipp (1998)). Συγκεκριμένα, η σύνθετη
τυχαία μεταβλητη S(t) , θα έχει μία μάζα πιθανότητας στο σημείο 0,
αν N(t) = 0, δηλαδή αν δεν υπάρξει καμία απαίτηση για αποζημίωση
στο χαρτοφυλάκιο της ασφαλιστικής εταιρίας και θα είναι συνεχής,
στο αυστηρά θετικό διάστημα (0,∞) των συνεχών τιμών της, αν ισχύει
N(t) = 1, 2, 3, .... Όμως, αν τα ξεχωριστά μεγέθη Xi των αποζημιώσεων,
ακολουθούν κάποια διακριτή κατανομή πιθανότητας, τότε σε αυτήν
την περίπτωση και η σύνθετη τυχαία μεταβλητή S(t) , θα ακολουθεί
επίσης κάποια διακριτή κατανομή, δηλαδή με διακριτό σύνολο τιμών
τότε.

Σύμφωνα λοιπόν με όλα τα παραπάνω, η στοχαστική ανέλιξη {U(t), t ≥
0} για κάποια μελλοντική χρονική στιγμή t, θα μπορεί να εκφραστεί ως
εξής:

U(t) = u+ ct− S(t), t ≥ 0,

όπου u, είναι το αρχικό απόθεμα που υπάρχει στο ασφαλιστικό χαρ-
τοφυλάκιο, κατά την έναρξη του χρόνου, δηλαδή για t = 0.

Από τα προηγούμενα, συνεπάγεται ότι, η στοχαστική ανέλιξη {U(t), t ≥
0} του πλεονάσματος, θα εξαρτάται κυρίως από την (συνήθως σύνθε-
τη) κατανομή S(t) των συνολικών μελλοντικών αποζημιώσεων, αλλά
θα εξαρτάται επίσης και από τις τιμές των σταθερών παραμέτρων u
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(αρχικό απόθεμα) και c (σταθερό ασφάλιστρο που εισπράττεται στη
μονάδα του χρόνου).

1.3 Το κλασικό μοντέλο

Το κλασικό μοντέλο, που αποτελεί τα θεμέλια της θεωρίας χρεοκοπίας,
παρουσιάστηκε για πρώτη φορά το 1903 από τον Σουηδό αναλογιστή
Fillip Lundberg. Αργότερα το μοντέλο αυτό γενικεύτηκε τροποποιώ-
ντας τις υποθέσεις σχετικά με την κατανομή των ενδιάμεσων χρόνων
καθώς και την κατανομή που ακολουθούν οι αποζημιώσεις. Στις πε-
ρισσότερες περιπτώσεις το ενδιαφέρον είναι στραμμένο στη μελέτη
της συνάρτησης της πιθανότητας χρεοκοπίας.
Η Θεωρία χρεοκοπίας δέχθηκε τεράστια ώθηση μετά τα άρθρα των

Gerber, Shiu (1998) , οι οποίοι εισήγαγαν την ποσότητα της αναμενό-
μενης προεξοφλημένης συνάρτησης ποινής, μία γενίκευση της συνάρ-
τησης πιθανότητας χρεοκοπίας.
Στο κλασικό μοντέλο η στοχαστική ανέλιξη του πλεονάσματος {U(t) :

t ≥ 0} ορίζεται για κάθε t ≥ 0 απο την σχέση

U(t) = u+ P (t)− S(t),

όπου

• u το αρχικό αποθεματικό

• P (t) μια πραγματική συνάρτηση που εκφράζει τα συνολικά ασφά-
λιστρα που έχουν εισπραχθεί στο [0, t]

• S(t) μια σύνθετη ανέλιξη Poisson και εκφράζει τις συνολικές απο-
ζημιώσεις που έχουν απαιτηθεί στο [0, t].

1.3.1 Συνθήκη του καθαρού κέρδους

Για να έχουμε ένα βιώσιμο χαρτοφυλάκιο (για παράδειγμα σε μια α-
σφαλιστική εταιρία) θα πρέπει τα έσοδα να είναι μεγαλύτερα απο τα
αναμενόμενα έξοδα στην μονάδα του χρόνου. Δηλαδή

c > λµ1,
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όπου c είναι στα συνολικά έσοδα στην μονάδα του χρόνου, λ η ένταση
της ανέλιξης Poisson και µ1 η μέση τιμή της κατανομής των αποζη-
μιώσεων. Αν δεν ισχύει η συνθήκη καθαρού κέρδους τότε η χρεοκοπία
είναι βέβαιη.

1.3.2 Η πιθανότητα χρεοκοπίας σε άπειρο χρόνο

Η πιθανότητα χρεοκοπίας σε άπειρο χρόνο με αρχικό αποθεματικο u
ορίζεται απο την σχέση

ψ(u) = Prob[U(t) < 0 για κάποιο t ≥ 0|U(0) = 0].

Είναι δηλαδή η πιθανότητα η ανέλιξη του πλεονάσματος να πάρει αρ-
νητική τιμή σε κάποια χρονική στιγμή δοθέντος ότι το αρχικό αποθε-
ματικό είναι u. H ψ(u) είναι φθίνουσα συνάρτηση του u και ισχύει οτι

lim
u→∞

ψ(u) = 0.

Ο όρος χρεοκοπία είναι τεχνικός όρος και χρησιμοποιείται για να
ελεγξουμε την φερεγγυότητα ενός χαρτοφυλακίου και όχι με την αυ-
στηρή σημασία του στην καθημερινότητα.
Η πιθανότητα χρεοκοπίας όπως την ορίσαμε παραπάνω αναφέρε-

ται σε άπειρο χρόνο, δηλαδή οτι το χαρτοφυλάκιο λειτουργεί κάτω
απο τις ίδιες συνθήκες για πολύ μεγάλο χρονικό διάστημα. Πρακτικά
κάτι τέτοιο είναι απίθανο να συμβεί.Επειδή όμως ο ασφαλιστής θέλει
να γνωρίζει ανα πάσα στιγμή την πιθανότητα χρεοκοπίας μέσα σε ένα
συγκεκριμένο (πεπερασμένο) χρονικό διάστημα θα δόσουμε τον ακό-
λουθο ορισμό που ισχύει σε όλα τα στοχαστικά μοντέλα.

1.3.3 Περιθώριο ασφαλείας

Το περιθώρειο ασφαλείας ή συντελεστής ασφάλειας θ στο κλασικό μο-
ντέλο ορίζεται απο την σχέση

θ =
c

λµ1

− 1.

Όσο μεγαλύτερο είναι το περιθώριο ασφαλείας σε ένα μοντέλο τόσο
μικρότερη είναι η πιθανότητα χρεοκοπίας σε αυτό. Διαισθητικά ο συ-
ντελεστής αυτός εκφράζει σε τι βαθμό τα έσοδα υπερβαίνουν τα έξοδα
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της εταιρίας κατά μέσο όρο σε ένα χαρτοφυλάκιο. Το θ στην ουσία, εκ-
φράζει το ποσοστό κέρδους ενός χαρτοφυλακίου μιας ασφαλιστικής.
Για τον λόγο αυτό οι τιμές που παίρνει είναι συνήθως μεταξύ 0 και 1,
ωστόσο δεν αποκλείεται να τις υπερβαίνει σε περίπτωση μη ανταγω-
νιστικού χαρτοφυλακίου ή ειδικών συνθηκών (έλλειψη ανταγωνισμού
στην αγορά σε συγκεκριμένο τομέα ασφάλισης).

1.3.4 Η πιθανότητα χρεοκοπίας σε πεπερασμένο χρό-
νο

ψ(u, t) = Prob[U(t) < 0 για κάποιο 0 < t ≤ τ ]

H ψ(u, t)ως συνάρτηση του χρόνου είναι αύξουσα και ως συνάρτηση
του u φθίνουσα. Δηλαδή

u1 ≤ u2 ⇒ ψ(u1, t) ≥ ψ(u2, t)

και
t1 ≤ t2 ⇒ ψ(u, t1) ≤ ψ(u, t2).

Προφανώς ισχύει ότι για κάθε u ≥ 0 το limt→∞ ψ(u, t) = ψ(u).

1.3.5 Πιθανότητα μή-χρεοκοπίας

Ορίζουμε ως πιθανότητα μή- χρεοκοπίας την δ(u) = 1−ψ(u). Η δ(u) είναι
μια αύξουσα συνάρτηση ως προς u με limu→∞ δ(u) = 1. H συνάρτηση δεν
είναι ούτε συνεχής ούτε διακριτή αλλά είναι μία μεικτή κατανομή,
αφού δ(0) > 0 και έχει πυκνότητα στο (0,∞).
Στο κλασικό μοντέλο η συνάρτηση δ(u) ικανοποιεί την ολοκληρο-

διαφορική εξίσωση

δ′(u) =
λ

c
δ(u)− λ

c

u∫
0

δ(u− x)f(x)dx

ή

δ(u) = δ(0) +
λ

c

u∫
0

δ(u− x)[1− F (x)]dx, u ≥ 0.

Η λύση της παραπάνω εξίσωσης για u = 0 είναι
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δ(0) =
θ

1 + θ

και συνεπώς
ψ(0) =

1

1 + θ
.

1.3.6 Κλιμακωτά ύψη

Τα κλιμακωτά ύψη είναι μια ακολουθία από τυχαίες μεταβλητές έστω

{L1, L2,…, Lk}

με την L1 να εκφράζει την πτώση του πλεονάσματος κάτω από το αρ-
χικό αποθεματικό u, την L2 να εκφράζει την πτώση του πλεονάσματος
κάτω το u1 = u− L1 και την Lk να εκφράζει την πτώση του πλεονάσμα-
τος κάτω το uk = u− Lk.
Μια πολύ σημαντική ποσότητα είναι η κατανομή ισορροπίας

H(x) =
1

µ1

x∫
0

[1− F (t)]dt.

Αποδεικνύεται ότι η παραπάνω συνάρτηση είναι η συνάρτηση κα-
τανομής της τυχαίας μεταβλητής L1, όταν βρισκόμαστε στο κλασσικό
μοντέλο.

1.3.7 Μέγιστη συσσωρευτική απώλεια

Στη συνέχεια θα δώσουμε τον ορισμό μιας τυχαίας μεταβλητής πολύ
χρήσιμης για να εκμαιεύσουμε την πιθανότητα χρεοκοπίας σε αρκετά
στοχαστικά μοντέλα.
Έστω οι τ.μ. Li οι οποίες δηλώνουν το μέγεθος της πτώσης του

πλεονάσματος κάτω απο το αρχικό αποθεματικό και ονομάζονται κλι-
μακωτά ύψη (Ladder heights).
Έστω K το πλήθος των κλιμακωτών υψών στο κλασικό μοντέλο το

οποίο ακολουθεί την γεωμετρική κατανομή. Συνεπώς αν θεωρήσου-
με ”αποτυχία” την εμφάνιση ενός Li, δηλαδή μιάς πτώσης κάτω απο
το αρχικό αποθεματικό, η μεταβλητή K μετρά τον αριθμών αποτυχιών
μέχρι την πρώτη επιτυχία και η συνάρτηση πιθανότητας αυτής της κα-
τανομής δίνεται απο την σχέση
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Prob(K = k) = [ψ(0)]kδ(0) =
[ 1

1 + θ

]k θ

1 + θ
.

L = L1 + L2 + ...+ Lk =
k∑
i=1

Li

Η L παριστάνει την συνολική πτώση του πλεονάσματος κάτω απο
το αρχικό αποθεματικό u και η κατανομή της συνδέεται με την πιθα-
νότητα χρεοκοπίας.
Η κατανομή της είναι μεικτή, αφού μπορεί να πάρει την τιμή 0 με

θετική πιθανότητα, ενώ έχει πυκνότητα στο (0,∞)
P (L = 0) = P (K = 0) = δ(0), k = 0

P (L > u) = ψ(u),

P (L ≤ u) = δ(u).

Στο κλασικό μοντέλο, όταν υπάρχει πτώση του πλεονάσματος, η
τυχαία μεταβλητή L1 ακολουθεί μια συνεχή κατανομή με πυκνότητα
1
µ1
F̄ (x), δηλαδή

P (L1 ≤ x) =

x∫
0

1

µ1

F̄ (t)dt.

Παρατηρούμε ότι η κατανομή του κλιμακωτού ύψους L1 δεν εξαρ-
τάται απο το αρχικό αποθεματικό u.
ΑνMX(r) είναι η ροπογεννήτρια των αποζημιώσεων, τότε ισχύει ότι

ML1(r) =
1

µ1r
(MX(r)− 1).

Όταν το αρχικό αποθεματικό u είναι 0, τότε η κατανομή που έχει
το έλλειμμα τη στιγμή της χρεοκοπίας, δοθέντος οτι θα συμβεί χρεο-
κοπία, είναι η κατανομή H. Αν,δηλαδή, |U(t)| η τυχαία μεταβλητή που
εκφράζει (σε απόλυτη τιμή) το έλλειμα τη στιγμή της χρεοκοπίας, τότε

P (|U(t)| ≤ x|T <∞, U(0) = 0) = H(u) =
1

µ1

x∫
0

F̄ (y)dy.

1.3.8 Η εξίσωση του Lundberg

Μία ποσότητα με ιδιαίτερη σημασία στην θεωρία κινδύνων είναι ο συ-
ντελεστής προσαρμογής R,τον οποίο λαμβάνουμε απο την θετική λύση
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της εξίσωσης

∞∫
0

erxdH(x) =
c

λµ1

= 1 + θ =
1

ψ(0)
(1.1)

ως προς r.
Οι λόγοι που η ποσότητα αυτή είναι σημαντική είναι κυρίως δύο:

1. Η ανισότητα του Lundberg:

ψ(u) ≤ eRu

2. Ο ασσυμπτωτικός τύπος των Cramer-Lundberg:

ψ(u) ∼ CeRu

Μία απο τις σημαντικότερες έννοιες στην θεωρία χρεοκοπίας είναι
η εξίσωση του Lundberg, μέσω της οποίας μπορούμε να υπολογίσουμε
την πιθανότητα χρεοκοπίας καθώς και να βρούμε προσεγγίσεις και
φράγματα. Η συνθήκη που πρέπει να ικανοποιείται είναι η παρακάτω

∞∫
0

eRxdH(x) =
c

λµ1

= 1 + θ =
1

ψ(0)

Στην συνέχεια θα μελετήσουμε κάποιες τυχαίες μεταβλητές που
σχετίζονται με την πιθανότητα χρεοκοπίας.

1.3.9 Χρόνος χρεοκοπίας

Είναι η στιγμή που το πλεόνασμα γίνεται για πρώτη φορά αρνητικό.
Είναι μια ελλειμματική τυχαία μεταβλητή γιατί μπορεί με θετική πι-
θανότητα να πάρει την τιμή ∞. ’Οταν ισχύει η συνθήκη του καθαρού
κέρδους η εταιρία μπορεί να μην χρεοκοπήσει ποτέ. Δηλαδή

Prob( T = ∞) = Pr(U(t) > 0 για κάθε t > 0) = 1− ψ(u) = δ(u).

Είναι προφανές οτι η κατανομή του χρόνου χρεοκοπίας , εξαρτάται
απο την τιμή του αρχικού αποθεματικού u. Συνεπώς ένας πληρέστερος
συμβολισμός του, θα ήταν

Tu = inf
{
t : U(t) < 0|U(0) = u

}
.
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1.3.10 Έλλειμμα

Ένα ενδιαφέρον ερώτημα, στην περίπτωση που συμβεί χρεοκοπία, εί-
ναι ποιό θα είναι το έλλειμα την στιγμή της χρεοκοπίας. Επειδή το
πλεόνασμα τη χρονική στιγμή t δηλώνεται με U(t),το έλλειμμα θα ι-
σούται κατά απόλυτη τιμή με την τυχαία μεταβλητή −U(t) που δηλώνει
την οξύτητα της χρεοκοπίας.

1.4 Erlang(2) μοντέλο

Στην ενότητα αυτή θα ασχοληθούμε με μία ειδική περίπτωση του ανα-
νεωτικού μοντέλου (Sparre Andersen) και συγκεκριμένα όταν οι εν-
διάμεσοι χρόνοι των απαιτήσεων ακολουθούν την κατανομή Erlang(2).
Θα μελετήσουμε αυτό το στοχαστικό μοντέλο και θα δούμε πως δια-
μορφώνονται οι ποσότητες που μας ενδιαφέρουν σύμφωνα με αυτό
(βλέπε Dickson, Hipp (1998).
Συμβολίζουμε με:

1.
{
Ti
}∞
i=1
: τους ενδιάμεσους χρόνους των απαιτήσεων

2. k(t) = β2te−βt, t > 0, την συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας της
Erlang(2,β)

3.
{
Xi

}∞
i=1
: το ύψος των απαιτήσεων.

Στο ανανεωτικό πρότυπο η συνθήκη καθαρού κέρδους παίρνει την
μορφή

cE(Ti) > E(Xi).

Η πιθανότητα χρεοκοπίας με αρχικό αποθεματικό u, δίνεται απο
την σχέση:

ψ(u) = Pr

[
u+

N(t)∑
i=1

(cTi −Xi) < 0

]
, N(t) = 1, 2, ...

Εάν υπάρχει η ροπογεννήτρια της Xi, τότε ο συντελεστής προσαρ-
μογής είναι η μοναδική θετική λύση της παρακάτω εξίσωσης:

E(e−cRTi)E(eRXi) = 1
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Η πιθανότητα μη-χρεοκοπίας δ(u) ικανοποιεί την σχέση:

δ(u) =

∞∫
0

k(t)

u+ct∫
0

δ(u+ ct− x)dF (x)dt

Ο μετασχηματισμός Laplace της δ(u) είναι

δ̂(s) =

∞∫
0

e−suδ(u)du,

και ο μετασχηματισμός Laplace Stieljes της F (x)

f ∗(s) =

∞∫
0

e−sxdF (x).

οπότε χρησιμοποιώντας την σχέση

δ(u) =

∞∫
0

k(t)

u+ct∫
0

δ(u+ ct− x)dF (x)dt

και αντικαθιστώντας τις δύο παραπάνω σχέσεις, προκύπτει

δ̂(s) =
c2sδ(0) + β2µ1 − 2βc

c2s2 − 2βcs+ β2(1− f ∗(s))
.

Έχοντας ορίσει προηγουμένως [1.3.7] την μέγιστη σωρευτική απώ-
λεια L έτσι ώστε:

δ(u) = Pr(L ≤ u)

ο μετασχηματισμός Laplace Stieljes της δ(u) παίρνει την μορφή:

δ∗(s) = E[e−sL] =
c2s2δ(0) + (β2µ1 − 2βc)s

c2s2 − 2βcs+ β2(1− f ∗(s))

Ωστόσο, όπως και στο κλασικό μοντέλο,έτσι κι εδώ η L ακολουθεί
μία σύνθετη γεωμετρική κατανομή, έτσι μπορούμε να εκφράσουμε τον
μετασχηματισμό Laplace Stieljes ως:

δ∗(s) =
δ(0)

1− ψ(0)h∗(s)
,

όπου
h∗(s) =

∞∫
0

e−sxdH(s) και q∗(s) =
∞∫
0

e−sxdQ(x) = 1−f∗(s)
µ1s

, H η κατανομή των

κλιμακωτών υψών.
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Συνεπώς,αντικαθιστώντας καταλήγουμε ότι:

δ∗(s) =
c2sδ(0) + β2µ1 − 2βc

c2s− 2βc+ β2µ1q∗(s)

’Ετσι τώρα θα προσπαθήσουμε να βρούμε τον συντελεστή προσαρ-
μογής και να δώσουμε κάποιες κλειστές εκφράσεις για τα δ(0), ψ(0).
Λύνοντας την εξίσωση της προτάσεως [1.3.1] καταλήγουμε ότι

δ(0) =
2βc− β2µ1

c2s0

ψ(0) =
c2s0 + β2µ1 − 2βc

c2s0

όπου s0 ο συντελεστής προσαρμογής.

1.5 Phase type 2 μοντέλο

Στην ενότητα αυτή θα ασχοληθούμε με μία ακόμα ειδική περίπτωση
του ανανεωτικού μοντέλου (Sparre Andersen). Στην περίπτωση αυ-
τή οι ενδιάμεσοι χρόνοι των απαιτήσεων ακολουθούν την κατανομή
Phase-type(2) (βλέπε Dickson, Hipp (2000)).
Η διαφορά με το προηγούμενο μοντέλο είναι ότι εδώ δεν έχουμε

κλειστό τύπο για την συνάρτηση πυκνότητας των ενδιάμεσων χρόνων
αλλά μια οικογένεια συναρτήσεων πυκνότητας με την ιδιότητα

k(t) + A1k
′(t) + A2k”(t) = 0, t > 0.

Γενικά, τις κατανομές phase-type της εισήγαγε ο Neuts(1975) και
τίς όρισε μέσω μίας συνεχούς ομογενούς αλυσίδας Markov σε πεπερα-
σμένο διάστημα {0, 1, ..., I}, I ≤ 1. ’Οταν η κατάσταση 0 είναι απορροφή-
σιμη και η Μαρκοβιανή αλυσίδα θεωρείται ότι είναι μη-αναστρέψιμη,
(δλδ είναι δυνατό να πάμε απο κάθε κατάσταση σε κάθε άλλη κατά-
σταση), τότε η τυχαία μεταβλητή, (βλέπε Dickson, Hipp (2000)

T = inf
{
t ≥ 0 : X(t) = 0

}
είναι πεπερασμένη σχεδόν παντού και η κατανομή της καλείται phase-
type με παραμέτρους

16



π∗ = (π0, ..., πI) και B = (bij)i,j=1,...,I .

Στην περίπτωση μας θα ασχοληθούμε με κατανομές phase-type με
I = 2 και π0 = 0.Τότε ο πίνακας παίρνει τη μορφή:

B =

−λ αλ

βµ −µ


όπου λ, µ > 0 και 0 ≤ α, β ≤ 1, αβ < 1.

Κάθε phase-type(2) κατανομή με παραμέτρους π και B, όπου το B

ικανοποιεί τις παραπάνω συνθήκες, είναι είτε γραμμικός συνδυασμός
δύο εκθετικών κατανομών είτε γραμμικός συνδυασμός μίας εκθετικής
και μίας κατανομής Erlang (2) με της ίδιας κλίμακας παραμέτρους.

Θεώρημα 1.5.1. Έστω k η πυκνότητα μιας κατανομής phase-type (2)
με παραμέτρους π και B, όπου το B ικανοποιεί τις συνθήκες όπως
προηγουμένως. Εαν η f είναι πυκνότητα μιας εκθετικής τότε η k ικα-
νοποιεί την

k(t) + A1k
′(t) + A2k”(t) = 0, ∀t > 0

με A2 > 0.

Στο μοντέλο αυτό ισχύουν οι ίδιες υποθέσεις με το μοντέλο Erlang
(2) ως προς τον συμβολισμό των ενδιάμεσων χρόνων,τις αποζημιώ-
σεις, τη συνθήκη καθαρού κέρδους και της πιθανότητας χρεοκοπίας.

1.
{
Ti
}∞
i=1

: οι χρόνοι μεταξύ των απαιτήσεων

2.
{
Xi

}∞
i=1
: ακολουθία ανεξάρτητων και ισόνομων τ.μ. που δηλώ-

νουν το μέγεθος της i-οστής απαίτησης

3. η συνθήκη καθαρού κέρδους: ρ = cE(Ti) > E(Xi)

4. Η πιθανότητα χρεοκοπίας με αρχικό αποθεματικό u, δίνεται απο
την σχέση

ψ(u) = Pr(u+
n∑
i=1

(cTi −Xi) < 0), n = 1, 2, ...

5. H πιθανότητα μη-χρεοκοπίας: δ(u) = 1− ψ(u).
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Ο μετασχηματισμός Laplace της δ(u) είναι

δ∗(s) =

∞∫
0

e−sudu =
A2c

2(sδ(0) + δ′(0))− A1cδ(0)

A2c2s2 − A1cs+ 1− f ∗(s) + A2ck(0)sf ∗(s)

όπου f ∗(s) =
∞∫
0

e−sxf(x)dx.

Έχοντας ορίσει την μέγιστη σωρευτική απώλεια L έτσι ώστε: δ(u) =
Pr(L ≤ u), τότε o μετασχηματισμός Laplace της L δίνεται απο την σχέ-
ση

ϕ∗(s) = E[e−sL] = sδ∗(s) =
µ1 − A1c+ A2ck(0) + A2c

2δ(0)

µ1q∗(s)− A1c+ A2c2s+ f ∗(s)A2ck(0)
.

Η πιθανότητα μη-χρεοκοπίας με αρχικό αππθεματικό 0 είναι:

δ(0) =
ρ

A2c2s0
,

όπου s0 είναι η μοναδική θετική λύση της εξίσωσης

µ1q
∗(s0)− A1c+ A2c

2s0 + f ∗(s0)A2ck(0) = 0.

Η σ.π.π. h της κατανομής των κλιμακωτών υψών δίνεται από την

h(y) = σ[µ1q̂(y) + A2ck(0)f̂(y)], y > 0,

όπου
σ =

s0
A2c2s0 − ρ

και όταν έχουμε συνάρτηση κερδοσκοπίας G,

ĝ(y) =

∞∫
y

e−s0(x−y)dG(x), y > 0.
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Κεφάλαιο 2

Μελέτη Γενικευμένης Γάμμα
και αντίστροφης
γκαουσιανής κατανομής

Εισαγωγή

Όπως έχουμε προαναφέρει,οι αποζημιώσεις στην εργασία αυτή θα α-
κολουθούν την αντίστροφη Γκαουσιανή κατανομή,μια ιδίαιτερα ευέ-
λικτη κατανομή στην θεωρία χρεοκοπίας.Παρακάτω θα μελετήσουμε
την γενικευμένη Γάμμα κατανομή μέσω της οποίας εκφράζεται η αντί-
στροφη γκαουσιανή καθώς και κάποια χρησιμα θεωρήματα και προτά-
σεις πάνω σε αυτή.

2.1 Γενικευμένη Γάμμα συνάρτηση

Οι συνεχείς λύσεις σε ένα σημαντικό αριθμό προβλημάτων στα εφαρ-
μοσμένα μαθηματικά και την στατιστική μπορούν να εκφραστούν με
όρους της γενικευμένης γαμμα συνάρτησης.

γ(α, x) =

x∫
0

tα−1e−tdt , Re α > 0

και
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Γ(α, x) =

∞∫
x

tα−1e−tdt , x ανήκει στο R

όπου προκύπτει ότι

Γ(α) = γ(α, x) + Γ(α, x)

Αυτές οι συναρτήσεις αρχικά μελετήθηκαν, για κάποιο πραγματικό
αριθμό x, απο τον Legendre. Πρόσφατα απεδείχθη οτι οι κλειστού τύ-
που λύσεις (closed-forms solutions) σε πολλά προβλήματα μπορούν να
εκφραστούν με όρους γενικευμένης αναπαράστης μη-πλήρους γάμμα
συνάρτησης. Δηλαδή:

γ(α, x; b) =

x∫
0

tα−1e−t−bt
−1

dt , για b = 0, Re α > 0

και

Γ(α, x; b) =

∞∫
x

tα−1e−t−bt
−1

dt , x ανήκει στο R.

Χωρίς βλάβη της γενικότητας, θα υποθέσουμε ότι b ̸= 0 . Οι Ahmad,
Chaudry (1992) προσδιόρησαν την συνάρτηση πυκνότητας πιθανότη-
τας ως

f(x) = 2

√
α

π
exp(−(

√
αx−

√
βx−1)2), α > 0, β > 0, x > 0.

και

F (x) = 1− 1√
π
Γ(

1

2
, α

√
x;αβ), α > 0, β > 0, x > 0.

O Ahmad ωστόσο μελέτησε μία τάξη συναρτήσεων πυκνότητας πι-
θανότητας με τρείς παραμέτρους κι έτσι προέκυψε εκ νέου ότι:

f(x) = cxα−1e−αx−βx
−1

, α > 0, β > 0 , c−1 = 2
(β
α

)α
2
Kα(2

√
αβ)

και

F (x) = 1− cα−α Γ(α, αx;αb), α > 0, β > 0

όπου
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c−1 = 2(
b

α
)
α
2Kα(2

√
αb)

Αποδείχθηκε ότι μερικές απο τις πιο γνωστές πυκνότητες πιθανο-
τήτων όπως οι Weibull, log-normal, Γάμμα, x2 και η Αντίστροφη Γκα-
ουσιανή που μας απασχολεί για την εργασία αυτή, είναι ειδικές περι-
πτώσεις της παραπάνω συνάρτησης πυκνότητας πιθανότητας.
Παρακάτω θα δούμε κάποιες πολύ σημαντικές ιδιότητες των συ-

ναρτήσεεων αυτών όπως Ασυμπτωτικές συμπεριφορές, μετασχηματι-
σμούς Laplace , συνελίξεις και άλλες μορφές. Παρακάτω παραθέτου-
με κάποια πολύ σημαντικά αποτελέσματα όπως τα παρουσίασαν οι
Chaudhry, Zubair (1994)

Θεώρημα 2.1.1. Θεώρημα Αποσυνθέσης

γ(α, x; b) + Γ(α, x; b) = 2b
α
2Kα(2

√
b).

Θεώρημα 2.1.2. Για κάθε α > 0 ισχύει
∞∫
x

tα−1e−αt−bt
−1

dt = α−αΓ(α, αx;αb).

Θεώρημα 2.1.3. Έστω L, ομετασχηματισμός Laplace, τότε προκύπτει
ότι

L{(t+ x)α−1e−
b

x+t ; s} = s−αesxΓ(α, sx; bs), s > 0).

Θεώρημα 2.1.4. Αναδρομικός τύπος

Γ(α + 1, x; b) = αΓ(α, x; b) + bΓ(α− 1, x; b) + xαe−x−bx
−1

.

Πόρισμα 2.1.1. Απο το Θεώρημα 2.1.4. θέτοντας όπου β = 0 προκύ-
πτει

Γ(α + 1, x) = αΓ(α, x) + xαe−x.

Θεώρημα 2.1.5.
d

dx

(
Γ(α, x; b)

)
= −xα−1e−x−bx

−1

και θέτοντας β = 0 προκύπτει

d

dx

(
Γ(α + 1, x)

)
= −xα−1e−x.
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Θεώρημα 2.1.6.
d

db

(
Γ(α, x; b)

)
= −Γ(α− 1, x; b).

Θεώρημα 2.1.7. Για α = 1/2 προκύπτει

Γ(
1

2
, x; b) =

1

2

√
π
[
e−2

√
bErfc

(√
x−

√
b√
x

)
+ e2

√
bErfc

(√
x+

√
b√
x

)]
.

Ομοίως αν α = −1/2 έχουμε

Γ(−1

2
, x; b) =

√
π

2
√
b

[
e−2

√
bErfc

(√
x−

√
b√
x

)
− e2

√
bErfc

(√
x+

√
b√
x

)]
.

Θεώρημα 2.1.8. Έστω L ο μετασχηματισμός Laplace, τότε προκύπτει
ότι

L{Γ(a, t; b); p} =
2

p
b

α
2

[
Kα(2

√
b− (p+ 1)−

α
2Kα(2

√
b(p+ 1)

]
.

Πρόταση 2.1.1. Ως συνέπεια του Θεωρήματος 2.1.8. έπεται ότι

L{e−2
√
bErfc(

√
t−

√
b√
t
)− e2

√
bErfc(

√
t+

√
b√
t
); p} =

2

p
[e−2

√
b − e−2

√
b(p+1)

√
p+ 1

]

και

L{e−2
√
bErfc(

√
t−

√
b√
t
)− e2

√
bErfc(

√
t+

√
b√
t
); p} =

2

p
[e−2

√
b − e−2

√
b(p+1)].

Θεώρημα 2.1.9. Για κάθε p > −β, ο μετασχηματισμός Laplace παίρνει
την ακόλουθη μορφή

L{Γ(a, 1
t
; b); p} =

2

p
(p+ b)

a
2Kα(2

√
b+ p).

Πρόταση 2.1.2. Απο το προηγούμενο Θεώρημα αν θέσουμε β = 0, ο
μετασχηματισμός Laplace γίνεται

L{Γ(a, 1
t
); p} = 2p

a
2
−1Kα(2

√
p).
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Πρόταση 2.1.3. Για κάθε β > 0 ,p > −1 ισχύουν οι παρακάτω σχέσεις

L{e−2
√
bErfc(

1√
t
−
√
bt) + e2

√
bErfc(

1√
t
+
√
bt); p} =

2

p
[e−2

√
b − e−2

√
p+b

√
p+ 1

]

και

L{e−2
√
bErfc(

1√
t
−
√
bt)− e2

√
bErfc(

1√
t
+
√
bt); p} =

2

p
[e−2

√
b − e−2

√
p+b].

Θεώρημα 2.1.10. Ορισμένο Ολοκλήρωμα
t∫

0

e(b−λ)xΓ(α,
1

x
; b)dx =

e−λt

b− λ
[ebtΓ(α,

1

t
; b)− e−λtΓ(α,

1

t
;λ)].

Πρόταση 2.1.4. Απο το παραπάνω θεώρημα, θέτοντας λ = 0, προκύ-
πτει

t∫
0

ebxΓ(α,
1

x
; b)dx =

1

b
[ebtΓ(α,

1

t
; b)− Γ(α,

1

t
)].

Πρόταση 2.1.5. Για κάθε β ≥ 0,x > 0, ισχύουν τα παρακάτω

ebxΓ(a,
1

x
; b) ≥ Γ(a,

1

x
)

και

ebxΓ(a,
1

x
; b) ≤ Γ(a,

1

x
).

Πρόταση 2.1.6.
t∫

0

Γ(a,
1

x
;λ)dx = tΓ(a,

1

t
;λ)− Γ(α− 1,

1

t
;λ).

Παρατήρηση 2.1.1. Αξίζει να αναφερθεί ότι η παραπάνω πρόταση
είναι ιδιαίτερα χρήσιμη για πρακτικούς λόγους. Αρκετές απο τις ει-
δικές περιπτώσεις μπορούν να εκφραστούν εαν δώσουμε τιμές στις
παραμέτρους α, λ. Ειδικότερα όταν λ = 0 προκύπτει ότι:

t∫
0

Γ(a,
1

x
)dx = tΓ(a,

1

t
)− Γ(α− 1,

1

t
).
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Θεώρημα 2.1.11. Για α ≤ −1 και β < 0 ισχύει ότι

Γ(α, x; b) < eβΓ(α, β + x), x > 0.

Θεώρημα 2.1.12. Ασυμπτωτικός τύπος για b > 0 και κάποιο α.

Γ(a, x; b) ∼ 2b
α
2Kα(2

√
b)− xαe−x−bx

−1

, x→ 0+.

Θεώρημα 2.1.13.

Kα(2
√
p+ b) = p

α
2 (p+ b)−

α
2

∞∑
n=1

−bn

(n!)
p−

n
2Ka−n(2

√
p), p > 0, b > 0.

2.2 Αντίστροφη Γκαουσιανή Κατανομή

Η επιλογή κατανομής για την περιγραφή δεδομένων συχνά γίνεται υπό
το πρίσμα του πόσο καλά τα ίδια τα δεδομένα φαίνεται να προσαρμό-
ζονται από τη συγκεκριμένη κατανομή. Αντιθέτως, στη Στατιστική
μοντελοποίηση, η επιλογή της κατανομής γίνεται υπό το πρίσμα του
πόσο καλά έχουμε καταφέρει να εξηγήσουμε το μηχανισμό της αποτυ-
χίας ή επιτυχίας ενός φαινομένου. Παραδείγματος χάρη, είναι λογικό
να θεωρήσουμε έναν αυξανόμενο ρυθμό αποτυχίας για την αναπαρά-
σταση της διάρκειας ζωής σε μία κατάσταση που κυρίως σχετίζεται
με τη γήρανση ή τη διαδικασία φθοράς. Ωστόσο, μία πρόωρη αποτυχί-
α μπορεί να προκληθεί από πληθώρα άλλων λόγων, όπως τεχνολογικό
ελάττωμα, λάθος χρήση, στιγμιαίος τραυματισμός κ.α.. Για το λόγο
αυτό, είναι επιθυμητό να χρησιμοποιήσουμε τη φυσική περιγραφή ενός
φαινομένου προκειμένου να επιλέξουμε την κατανομή που θα το περι-
γράψει. Περιπτώσεις δεδομένων στα οποία συμβαίνουν συχνά πρό-
ωρα γεγονότα όπως θάνατος ή επιδιόρθωση αποτελούν συνηθισμένο
φαινόμενο σε δεδομένα διάρκειας ζωής. Μία κατανομή που είναι κα-
τάλληλη για την περιγραφή δεδομένων με τέτοια συμπεριφορά είναι η
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αντίστροφη Γκαουσιανή κατανομή. Στην παράγραφο αυτή, περιγράφε-
ται η γέννηση της αντίστροφης Γκαουσιανής κατανομής ως κατανομής
του χρόνου πρώτης μετάβασης σε ανέλιξη Wiener.

Το βασικό χαρακτηριστικό των ανελίξεων με διακριτό χώρο κατα-
στάσεων σε συνεχή χρόνο (ανέλιξη Poisson) είναι ότι σε ένα μικρό
χρονικό διάστημα είτε παρατηρείται ριζική αλλαγή είτε δεν παρατη-
ρείται καμία αλλαγή της κατάστασης της ανέλιξης. Πολύ συχνά στις
εφαρμογές προκύπτει η ανάγκη να μελετήσουμε ανελίξεις με συνεχή
χώρο καταστάσεων. Μέσα σε ένα μικρό χρονικό διάστημα μία τέτοια
ανέλιξη μπορεί να υποστεί μικρές μόνο μεταβολές της κατάστασής
της. Οι τροχιές τέτοιων ανελίξεων αναμένεται να είναι συνεχείς συ-
ναρτήσεις. Παράδειγμα μίας τέτοιας ανέλιξης αποτελούν μόρια που
αποβάλλονται μέσα σε κάποιο υγρό και κινούνται λόγω των γρήγο-
ρων, τυχαίων, βίαιων και διαδοχικών συγκρούσεων με τα γειτονικά
μόρια. Αν προχωρούσαμε σε γράφημα της αλλαγής της πορείας ενός
τέτοιου μορίου με το χρόνο θα περιμέναμε ένα συνεχές, ακανόνιστο
και αλλοπρόσαλλο γράφημα, το οποίο θα αποτελούσε στην πραγμα-
τικότητα την τροχιά μίας στοχαστικής ανέλιξης σε συνεχή χρόνο με
συνεχή χώρο καταστάσεων. Το φυσικό αυτό φαινόμενο είναι γνωστό
ως κίνηση Brown από τον βοτανολόγο Robert Brown, που το παρατή-
ρησε για πρώτη φορά το 1827. Στον απλό τυχαίο περίπατο, μεταβιβά-
σεις ενός βήματος επιτρέπεται να καταλήγουν μόνο στις κοντινότε-
ρες γειτονικές καταστάσεις. Τέτοιου είδους τοπικές αλλαγές μπορεί
να θεωρηθούν ως το ανάλογο των διακριτών καταστάσεων του φαινο-
μένου των συνεχών αλλαγών για την περίπτωση του συνεχούς χώρου
καταστάσεων. Έτσι, αν θεωρήσουμε μικρά βήματα ενός μεγέθους Δ
να συμβαίνουν σε μικρά χρονικά διαστήματα μεγέθους τ, τότε παίρ-
νοντας τα όρια καθώς Δ και τ πηγαίνουν στο μηδέν, περιμένουμε να
πάρουμε μία ανέλιξη της οποίας οι τροχιές είναι συνεχείς συναρτήσεις
του χρόνου.

Θεώρημα 2.2.1. Έστω Χ τυχαία μεταβλητή που ακολουθεί Αντίστρο-
φη Γκαουσιανή κατανομή με παραμέτρους β,µ, X ∼ IG(β, µ). Τότε η
συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας είναι
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f(x) = µ(2πβx3)−
1
2 e−

(x−µ)2

2βx

με

Μέση Τιμή E(X) = µ

Διακύμανση V ar(x) = µβ

και Ροπογεννήτρια συνάρτηση Mx(t) = e
µ
β
(1−

√
1−2βt)

Παράδειγμα 1. Γραφική παράσταση πυκνότητας αντίστροφης γκα-
ουσιανής με μ=1

Παράδειγμα 2. Γραφική παράσταση πυκνότητας αντίστροφης γκα-
ουσιανής με μ=4
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Παράδειγμα 3. Γραφική παράσταση αντίστροφης γκαουσιανής με
μ=3
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2.3 Σύνδεση αντίστροφης γκαουσιανής με
την μη πλήρη γάμμα μέσω της συμπλη-
ρωματικής συνάρτησης σφάλματος

Σ αυτήν την ενότητα θα μελετήσουμε με ποιον τρόπο η Αντίστροφη
Γκαουσιανή κατανομή μπορεί να εκφραστεί μέσω της συμπληρωμα-
τικής συνάρτησης λάθους χρησιμοποιώντας χρήσιμα θεωρήματα απο
την Ενότητα 2.1. και θα βρούμε κάποιους τύπους για την ουρά της κα-
τανομής,την συναρτηση ισορροπίας και κάποιους μετασχηματισμούς
Laplace τα οποία είναι απαραίτητα για τον υπολογισμό των ποσοτή-
των που μας ενδιαφέρουν και να γίνει η παράθεση παραδειγμάτων που
θα μας οδηγήσουν σε χρήσιμα συμπεράσματα.

Ορισμός 2.3.1. Ουρά Αντίστροφης Γκαουσιανή Κατανομής

F̄ (x) =

∞∫
x

f(x)dx =
µe

µ
β

2β
√
π
Γ(−1

2
,
x

2β
;
µ2

4β2
)

=
e

µ
β

2
[e−

µ
βErfc(

√
x

2β
− µ√

2βx
)− e

µ
βErfc(

√
x

2β
+

µ√
2βx

)]

(Βλέπε Pssarakos (2014))

Ορισμός 2.3.2. Συνάρτηση Ισορροπίας

H̄(x) =

∞∫
x

F̄ (x)dt

µ

όπου

µ =

∞∫
0

F̄ (t)dt <∞

Συνεπώς προκύπτει ότι

H̄(x) =
e

µ
β

√
π

[
Γ
(1
2
,
x

2β
;
µ2

4β2

)
− x

2β
Γ
(
− 1

2
,
x

2β
;
µ2

4β2

)]

=
e

µ
β

2

[(
1− x

µ

)
e−

µ
βErfc

(√ x

2β
− µ√

2βx

)
+
(
1 +

x

µ

)
e

µ
βErfc

(√ x

2β
− µ√

2βx

)]
(Βλέπε Pssarakos (2014))
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Ορισμός 2.3.3. Τελεστής Dickson-Hipp της F̄ (x)

TrF̄ (x) =

∞∫
x

er(x−t)F̄ (t)dt

Θεώρημα 2.3.1. Για 0 < r < 1
2b
προκύπτει ότι

TrF̄ (x) =
µe

µ
β

r
√
2βπ

[
er(x−t)

√
1− 2βr√

2β
Γ
(
−1

2
,
1− 2βr

2β
x;
µ2(1− 2βr)

4β2

)
− 1√

2β
Γ
(
−1

2
.
x

β
;
µ2

4β2

)]

=
e

µ
β

2r

{
e−rx

[
e−

µ
β

√
1−2βrErfc

(√1− 2βr

2β
x− µ√

2βx

)
−e

µ
β

√
1−2βrErfc

(√1− 2βr

2β
x+

µ√
2βx

)]

−
[
e−

µ
βErfc

(√
x
2β

− µ√
2βx

)
− e

µ
βErfc

(√
x
2β

+ µ√
2βx

)]}
(Βλέπε Pssarakos

(2014))

Θεώρημα 2.3.2. Για 0 < r < 1
2b
η συνάρτηση TrF̄e(x) δίνεται απο

TrF̄e(x) =
1

rµ
TrF̄ (x)− 1

r
F̄e(x)

= e
µ
β

r2
√
2βπ

[
e−rx

√
1−2βr√
2β

Γ
(
− 1

2
, 1−2βr

2β
x; µ

2(1−2βr)
4β2

)
− 1√

2β
Γ
(
− 1

2
, x
2β
; µ2

4β2

)]
− e

µ
β

r
√
π

[
Γ
(

1
2
, x
2β
; µ2

4β2

)
− x

2β
Γ
(
− 1

2
, x
2β
; µ2

4β2

)]
(Βλέπε Pssarakos (2014))

2.4 Μελέτη συνάρτησης πυκνότητας κλι-
μακωτών υψών

Έχοντας περιγράψει τον τρόπο που εκφράζεται η αντίστροφη γκαου-
σιανή κατανομή μέσω της γενικευμένης Γάμμα συνάρτησης και της συ-
μπληρωματικής συνάρτησης σφάλματος θα προχωρήσουμε σε μια συ-
νοπτική περιγραφή των πυκνοτήτων των κλιμακωτών υψών, για κάθε
ένα στοχαστικό μόντελο όταν οι αποζημιώσεις ακολουθούν αντίστρο-
φη γκαουσιανή κατανομή, μια πολύ χρήσιμη ποσότητα στην θεωρία
χρεοκοπίας που μας βοηθάει στην εξαγωγή πολλών συμπερασμάτων
και αποτελεσμάτων.
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2.4.1 Κλασικό μοντέλο

Όπως έχουμε αναφέρει προηγουμένως στο κλασικό μοντέλο ισχύει ότι

• Ενδιάμεσοι χρόνοι T1, T2, ... ∼ Exp(λ > 0) με σ.π.π. k(t) = λe−λt, t >

0

• Απαιτήσεις x1, x2, ... ∼ IG(β, µ) με σ.π.π. f(x) = µ(2πβx3)−
1
2 e−

(x−µ)2

2βx

Συνεπώς τα κλιμακωτά ύψη έστω H1, H2, ... έχουν πυκνότητα

h(y) = fe(y) =
F̄ (y)

µ
=

e
µ
β

2β
√
π
Γ
(
− 1

2
,
x

2β
;
µ2

4β2

)

2.4.2 Erlang 2 μοντέλο

• Ενδιάμεσοι χρόνοι T1, T2, ... ∼ Erlang(2, b > 0) με k(t) = b2te−βt, t > 0

• Απαιτήσεις x1, x2, ... ∼ IG(β, µ) με σ.π.π. f(x) = µ(2πβx3)−
1
2 e−

(x−µ)2

2βx

Συνεπώς τα κλιμακωτά ύψη έστω H1, H2, ... έχουν πυκνότητα

h(y) =
b2s0

c2s0 − 2bc+ b2µ
T − s0F̄ (y)

= b2s0
c2s0−2bc+b2µ

µe
µ
β

√
2βπ

[
1√
β
Γ
(
− 1

2
, x
2β
; µ2

4β2

)
− e−s0

√
1+2βs0√

2β
Γ
(
− 1

2
, 1+2βs0

2β
x; mu

2(1+2βs0
4β2

)]

2.4.3 Phase type 2 μοντέλο

• Ενδιάμεσοι χρόνοι T1, T2, ... ∼ Exp(λ > 0) με πυκνότητα k(t) η οποία
ικανοποιεί την διαφορική εξίσωση k(t) +A1k

′(t) +A2k”(t) = 0, t > 0

• Απαιτήσεις x1, x2, ... ∼ IG(β, µ) με σ.π.π. f(x) = µ(2πβx3)−
1
2 e−

(x−µ)2

2βx

Συνεπώς τα κλιμακωτά ύψη έστω H1, H2, ... έχουν πυκνότητα

h(y) =
s0

A2c2s0 − c(A1 − A2k(0)) + µ
[T − s0F̄ (y) + A2ck(0)T − s0f(y)]

Οπου το s0 προκύπτει απο την λύση της εξίσωσης

T − sF̄ (0)− A1c+ A2c
2s+ A2ck(0)T − sf(0) = 0

και
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• T−s0F̄ (x) = µe
µ
β

√
2βπ

[
1√
β
Γ
(
−1

2
, x
2β
; µ2

4β2

)
−e−s0

√
1+2βs0√

2β
Γ
(
−1

2
, 1+2βs0

2β
x; mu

2(1+2βs0
4β2

)]
• T − s0f(x) =

µ
β

(
1+2βs0

π

) 1
2
e

µ
β es0xΓ

(
− 1

2
, 1+2βs0

2β
x; mu

2(1+2βs0
4β2

)]
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Κεφάλαιο 3

Φράγματα και ασυμπτωτικοί
τύποι

Εισαγωγή

Αφού έχουμε αναλύσει παραπάνω τα στοχαστικά μοντέλα που θα μας
απασχολήσουν, στη συνέχεια θα προσπαθήσουμε να μελετήσουμε κά-
ποια φράγματα και προσεγγίσεις που αφορούν κυρίως την πιθανοτητα
χρεοκοπίας και επιπλέον θα βγάλουμε και κάποια πιο γενικά συμπε-
ράσματα για οποιαδήποτε κατανομή στον θετικό ημιάξονα.

3.1 Γενικά φράγματα

Στο κλασσικό μοντέλο της θεωρίας χρεοκοπίας, η ανισότητα του Lundberg
χρησιμοποιείται τόσο για τον προσδιορισμό ενός άνω φράγματος για
την πιθανότητα χρεοκοπίας όσο και για την προσέγγισή της. Το αποτέ-
λεσμα αυτό μπορεί να εφαρμοστεί μόνο όταν υπάρχει η ροπογενήτρια
συνάρτηση της τυχαίας μεταβλητής που παριστάνει το μέγεθος της ζη-
μιάς. Ο Dickson (1994) πρότεινε ένα άνω φράγμα για την πιθανότητα
χρεοκοπίας όταν η ροπογενήτρια συνάρτηση της τυχαίας μεταβλητής
που παριστάνει το μέγεθος της ζημιάς δεν υπάρχει.
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3.1.1 Το κάτωφράφμα τωνDe Vylder και Goovaerts

Οι De Vylder, Goovaerts (1984) ένα γενικό κάτω φράγμα για την πιθα-
νότητα χρεοκοπίας. Για κάθε t > 0 ισχύει ότι

ψ(t) ≥ Ḡ(t)

θ + Ḡ(t)

όπου

G(t) =
1

µ

x∫
0

F̄ (y)dy.

3.1.2 Το άνω φράγμα του Dickson (1994)

Ο Dickson (1994) πρότεινε το εξής άνω φράγμα για την πιθανότητα
χρεοκοπίας. Για καθε 0 ≤ x ≤ t ισχύει ότι:

ψ(x) ≤ e−xr(t) +
Ḡ(t)

θ + Ḡ(t)

για x = t

ψ(t) ≤ e−tr(t) +
Ḡ(t)

θ + Ḡ(t)

όπου
r(t) ένας περικεκωμένος συντελεστής προσαρμογής όπως προκύπτει

απο την λύση της εξίσωσης
t∫
0

er(t)xdH(x) = c
λµ1

= 1 + θ.

Από το παραπάνω φράγμα, προκύπουν κάποιες πολύ σημαντικές ι-
διότητες.

1. ∀t > 0, r(t) > 0 και φθίνουσα ως προς t.

2. Η συνθήκη Cramer-Lundberg έχει μοναδική λύση στο (0,∞).

3. Όταν υπάρχει ο συντελεστής προσαρμογής r, ∀t > 0 r(t) ≥ r και
limt→∞ r(t) = r.

Παρατήρηση 3.1.1. Όταν η F ανήκει στην οικογένεια των υποεκθε-
τικών κατανομών, δηλαδή Mx(t) = ∞, δεν υπάρχει ο συντελεστής r,
τότε
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ψ(t) ∼ H̄(t)

θ
∼ Ḡ(t)

θ + Ḡ(t)
.

Η παραπάνω προσέγγιση είναι ιδιαιτέρως σημαντική, διότι γνω-
ρίζοντας μόνο την κατανομή των αποζημιώσεων και το περιθώριο α-
σφαλείας μπορούμε να έχουμε μία καλή απεικόνιση της πιθανότητας
χρεοκοπίας ανεξαρτήτως στοχαστικού μοντέλου.

3.2 Άνω φράγματα και ασυμπτωτικοί τύ-
ποι στο κλασικό μοντέλο

Αναφέρουμε πάλι την ανισότητα του Lundberg σαν ένα πάνω φράγμα
για την πιθανότητα χρεοκοπίας, παραθέτουμε άνωφράγματα-προσεγγίσεις
για τον συντελεστή προσαρμογής και μελετάμε την προσέγγιση της
πιθανότητας χρεοκοπίας μέσω του ασυμπτωτικού τύπου των Cramer-
Lundberg.

3.2.1 Ανισότητα του Lundberg

ψ(u) ≤ e−Ru

Η παραπάνω ανισότητα αποτελεί βασικό άνω φράγμα της πιθανό-
τητας χρεοκοπίας όταν υπάρχει ο συντελεστής προσαρμογής R.

3.2.2 Φράγματα για τον συντελεστή προσαρμογής

Γνωρίζοντας ότι ο R ικανοποιεί την σχέση:

λ+ cR = λMX(R)

και οι αποζημιώσεις έχουν πυκνότητα :

f(x) = λ+ cR = λ

∞∫
0

eRxf(x)dx.

Κάνοντας χρήση του αναπύγματος του Taylor για την συνάρτηση
eRx παίρνουμε ότι
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λ+cR > λ
[ ∞∫

0

f(x)dy+

∞∫
0

Rxf(x)dx+

∞∫
0

1

2
R2x2f(x)dy

]
= λ[1+RE(X)+

1

2
R2E(X2)].

Συνεπώς λύνοντας ως προς R και χρησιμοποιώντας την σχέση c =
(1 + θ)λE(X) καταλήγουμε

R <
2θE(X)

E(X2)
.

Μπορόυμε να παράξουμε και άλλα φράγματα για τον συντελεστή
προσαρμογής αν χρησιμοποιήσουμε κατάλληλα το ανάπτυγμα Taylor
και μάλιστα πιο ακριβή. Για παράδειγμα αν χρησιμοποιήσουμε έναν
παραπάνω όρο στο ανάπτυγμα Taylor, δηλαδή eRx > 1 +Rx+ R2x2

2
+ R3x3

6
,

τότε βρίσκουμε

R <
12θE(X)√

9µ2
2 + 24θµ1 + 3µ2

2

.

Επίσης μπορούμε το εν λόγω φράγμα να το κάνουμε ακόμα πιο γε-
νικό, θέτοντας όπου θ = δ(0)

ψ(0)
. Πράγματι η μορφή που παίρνει είναι

R <
2δ(0)E(X)

ψ(0)E(X2)

και μπόρει να χρησιμοποιηθεί για όλες τις κατανομές στις οποίες υ-
πάρχει η ροπογεννήτρια συνάρτηση.
Ένας ακόμη σημαντικός τύπος για την προσέγγιση της πιθανότητας

χρεοκοπίας,είναι ο ασυμπτωτικός τύπος των Cramer-Lundberg.

3.2.3 Ασυμπτωτικός τύπος των Cramer-Lundberg

Υπό την προυπόθεση ότι ισχύει
∞∫
0

xeRxF̄ (x)dx <∞, τότε:

ψ(u) ∼ Ce−Ru

όπου

C =
θE(X)

R
∞∫
0

xeRxF̄ (x)dx

και
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lim
u→∞

ψ(u)

Ce−Ru
= 1.

Εύκολα μπορεί να διαπιστωθεί ότι ο τύπος των Cramer-Lundberg
είναι, όχι απλά ασυμπτωτικός, αλλά ακριβής, όταν η κατανομή των
αποζημιώσεων είναι η εκθετική.
Πολλές φορές ο υπολογισμός της πιθανότητας χρεοκοπίας είναι

είτε πολύ δύσκολος είτε δεν είναι δυνατός. Έτσι έχουν αναπτυχθεί
κάποιες προσεγγιστικές μεθόδοι προς διευκόλυνση των διαδικασιών.
Παρακάτω θα αναφερθούμε σε κάποιες προσεγγίσεις πολύ γνωστές
αλλά και σε ένα πολύ χρήσιμο διπλό φράγμα για την πιθανότητα χρε-
οκοπίας.

3.3 Το διπλό φράγμα των Cai-Garrido

Οι Cai, Garrido (1999), βρήκαν ένα διπλό φράγμα,το οποίο περιορίζει
την πιθανότητα χρεοκοπίας υπό την περικοπή της συνθήκης Cramer-
Lundebrg,το οπόιο οδηγεί σε χρήσιμα συμπεράσματα.Το άνω φράγμα
είναι πιο αυστηρό απο αυτό του Dickson(1994) και το κάτω φράγμα
πιο αυστηρό από την προσέγγιση του De Vylder.Αυτό το διπλό φράγμα
εφαρμόζεται σε κάθε θετική συνάρτηση κατανομής.

Λήμμα 3.3.1. Εάν υπάρχει ο συνελεστής προσαρμογής R ώστε να ι-
σχύει η συνθήκη Cramer-Lundberg,τότε:

C1(x)e
−Rx ≤ ψ(x) ≤ C2(x)e

−Rx

όπου

C1(x) = inf
0≤z≤x

eRzḠ(z)
∞∫
0

eRydG(y)

και C2(x) = sup
0≤z≤x

eRzḠ(z)
∞∫
0

eRydG(y)

.

Θεώρημα 3.3.1. ∀ t ≥ 0, εάν υπάρχει r(t) ώστε να ισχύει η συνθήκη
C-L, ∀ 0 ≤ x ≤ t

θα1(x, t)e
−xr(t) + Ḡ(t)

θ + Ḡ(t)
≤ ψ(t) ≤ θα2(x, t)e

−xr(t) + Ḡ(t)

θ + Ḡ(t)

όπου
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α1(x, t) = inf
0≤z≤x

α(z, t), α2(x, t) = sup
0≤z≤x

α(z, t)

και

α(z, t) =
ezr(t)[Ḡ(z)− Ḡ(t)]

t∫
z

eyr(t)dG(y)

.

Πόρισμα 3.3.1. Θέτοντας στο προηγούμενο θεώρημα όπου x = t προ-
κύπτει:

∀t > 0 εάν υπάρχει r(t) τότε:

θα1(t)e
−tr(t) + Ḡ(t)

θ + Ḡ(t)
≤ ψ(t) ≤ θα2(t)e

−tr(t) + Ḡ(t)

θ + Ḡ(t)
.

όπου

α1(t) = α(t, t) και α2(t) = α(t, t).

Πρόταση 3.3.1. ∀0 ≤ x ≤ t

θe−(x+t)r(t) + Ḡ(t)

θ + Ḡ(t)
≤ ψ(t) ≤ θe−xr(t) + Ḡ(t)

θ + Ḡ(t)
.

Πρόταση 3.3.2. ∀t > 0

θe−2tr(t) + Ḡ(t)

θ + Ḡ(t)
≤ ψ(t) ≤ θe−tr(t) + Ḡ(t)

θ + Ḡ(t)
.

Πρόταση 3.3.3. Όταν η G ανήκει στην οικογένεια τών υποεκθετικών
κατανομών,τότε δεν υπάρχει συντελεστής προσαρμογής και η πιθανό-
τητα χρεοκοπίας πρσεγγίζεται από:

ψ(t) ∼ θα1e
tr(t) + Ḡ(t)

θ + Ḡ(t)
∼ θe−2tr(t) + Ḡ(t)

θ + Ḡ(t)
∼ Ḡ(t)

θ + Ḡ(t)
.

Παρατήρηση 3.3.1. 1. Ώς εκ τούτου, οι όροι της εκθετικής κατα-
νομής στις Προτάσεις 3.3.2 και 3.3.2 συγκλίνουν (φθίνουν) γρη-
γορότερα απο της H̄. Έτσι τα κατώτερα φράγματα, αντίστοιχα,
αποφέρουν την σωστή ασυμπτωτική συμπεριφορά της πιθανότη-
τας χρεοκοπίας.
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2. Θέτοντας L(t) = θe−2tr(t)+Ḡ(t)

θ+Ḡ(t)
και U(t) = θe−tr(t)+Ḡ(t)

θ+Ḡ(t
, τα αντίστοιχα

φράγματα της Πρότασης 3.1.6, μας δίνει την παρακάτω τιμή της
πιθανότητας χρεοκοπίας για μικρές τιμές του x:

lim
t→∞

L(t) = lim
t→0

U(t) = ψ(0) =
1

1 + θ
.

3.3.1 Ασσυμπτωτικός τύπος για την ανέλιξη του
πλεονάσματος

Έστω Gu(y) = P (|U(t)| ≤ y|T <∞, U(0) = u), η ανέλιξη του πλεόνασματος
συναρτήσει του χρόνου δοθέντος οτι θα συμβεί χρεοκοπία.Τότε προκύ-
πτει

limu→∞Ḡu(y) =

∫∞
0
ertH̄(t+ y)dt∫∞
0
ertH̄(t)dt

=
TkH̄(y)

TkH̄(0)

όπου
H η συνάρτηση κατανομής των κλιμακωτών υψών και r ο συντε-

λεστής προσαρμογής όπως προκύπτει απο την λύση της εξίσωσης του
Lundberg, (βλέπε Pssarakos (2014)).

3.4 Προσεγγίσεις πιθανότητας χρεοκοπί-
ας

Η δυσκολία που εμφανίζεται τις περισσότερες φορές που προσπαθού-
με να υπολογίσουμε την πιθανότητα χρεοκοπίας έχει οδηγήσει στην
χρήση κάποιων ευραίως γνωστών προσεγγίσεων. Τρείς από τις πιο
σημαντικές προσεγγίσεις που υπάρχουν στην βιβλιογραφία τις ανα-
φέρουμε συνοπτικά στην συνέχεια.
Στην προσέγγιση Beekman-Bowers υποθέττουμε ότι η πιθανότητα

χρεοκοπίας είναι μια μικτή κατανομή Γάμμα. Χρησιμοποιούμε τον όρο
μικτή διότι η κατανομή αυτή έχει μάζα πιθανότητας θ

1+θ
στο 0 και την

ουρά μιας κατανομής Γάμμα σταθμισμένη με 1
1+θ
στο (0,∞).
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3.4.1 Προσέγγιση Beekman-Bowers

ψ(u) ∼=
1

1 + θ
[1−M(x)]

όπου M ∼ Gamma(α, β) και τα α, β υπολογίζονται λύνοντας το σύ-
στημα με τις εξής εξισώσεις:

E[X2]

2θE[X]
=

1

1 + θ

α

β

E[X3]

3θE[X]
+
( E[X2]

2θE[X]

)2

=
( 1

1 + θ

)2 α
β2
.

Δηλαδή,στην μέθοδο αυτή χρησιμοποιούμε την ουρά μιας κατανο-
μής Γάμμα ώστε να προσεγγίσουμε την παραμέτρους (Βλέπε Πολίτης
(2005)).

3.4.2 Προσέγγιση De Vylder

Στην προσέγγιση αυτή αντικαθιστούμε την ανέλιξη {U(t) : t > 0} με
μία ανέλιξη έστω {Ũ(t) : t ≥ 0}, με περιθώριο ασφαλείας θ̃, ένταση
Poison λ̃, για την οποία όμως οι αποζημιώσεις είναι εκθετικές. Για
τον υπολογισμό των Ẽ(X), θ̃, λ̃ πρέπει να ισχύει η συνθήκη

E[U(t)k] = E[ ˜U(t)
k
].

Από την παραπάνω παίρνουμε:

• Ẽ(X) = E[X3]
3E[X2]

• λ̃ = 9λ[E[X2]3]
2[E(X3)]2

• θ̃ = 2E[X]E[X3]
3[E(X2)]3

για k = 1, 2, 3...

Έτσι λοιπόν μπορούμε να υπολογίσουμε την πιθανότητα χρεοκοπί-
ας ψ̃(u) αφού γνωρίζουμε ότι οι αποζημιώσεις είναι εκθετικά κατανε-
μημένες. Ο υπολογισμός αυτής της πιθανότητας χρεοκοπίας αποτελεί
μια προσέγγιση της αρχικής πιθανότητας χρεοκοπίας ψ(u).

ψ̄(u) =
1

1 + θ̃
e−R̃u =

1

1 + θ̃
e
− θ̃

(1+θ̃) ˜E(X) .

(Βλέπε Πολίτης (2005)).
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3.4.3 Προσέγγιση Tijms

Ο Tijms πρότεινε την εξής προσέγγιση για την πιθανότητα χρεοκοπίας:

ψT (u) =
( 1

1 + θ
− C

)
e−γu + Ce−Ru

όπου

γ =
( 1

1 + θ
− C

)( 1

θE(X2)

∞∫
0

xF̄ (x)dx− C

R

)−1

.

(Βλέπε Πολίτης (2005)).

Παρατήρηση 3.4.1. Μία χρήσιμη σχέση που θα μας βοηθήσει να συν-
δέσουμε το κλασικό μοντέλο με τα άλλα δύο είναι η εξής:

θ =
δ(0)

ψ(0)
.

40



Κεφάλαιο 4

Παραδείγματα κι εφαρμογές

4.1 Φράγματα πιθανότητας χρεοκοπίας

Παράδειγμα 4. Έστω οτι οι αποζημιώσεις ακολουθούν αντίστροφη
γκαουσιανή κατανομή με μέση τιμή 1 , β=5 και περιθώριο ασφαλείας
θ=2.5 . Στον παρακάτω πίνακα παρουσιάζονται κάποια φράγματα για
την πιθανότητα χρεοκοπίας.

Τώρα χρησιμοποιώντας τις ίδιες παραμέτρους για την αντίστροφη
γκαουσιανή αλλά αλλάζοντας το περιθώριο ασφαλείας θα δούμε να
προκύπτουν οι παρακάτω πίνακες

• θ = 0.25
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• θ = 1

Όπως παρατηρούμε το κάτω των Goovaerts και De Vylder L1(x) είναι
πιο οξύ σε σχέση με αυτό των Cai and Garrido (L(x), όμως το άνω
φραγμά των Cai and Garrido U(x) είναι πιο οξύ απο το άνω φράγμα
του Dickson U1(x)

Παράδειγμα 5. Έστω οτι οι αποζημιώσεις ακολουθούν αντίστροφη
γκαουσιανή κατανομή με μέση τιμή 1 , β=4 και περιθώριο ασφαλείας
θ=0.1 . Στον παρακάτω πίνακα παρουσιάζονται κάποια φράγματα για
την πιθανότητα χρεοκοπίας.
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Στην παρίπτωση μας λύνωντας την εξίσωση του Lundberg παρατη-
ρούμε οτι υπ’αρχει ο συντελεστής προσαρμογής και είναι R = 0.03422,
έτσι μπορούμε να δούμε οτι η ανισότητα του Lundberg δίνει τις παρα-
κάτω τιμές

Τώρα χρησιμοποιώντας τις ίδιες παραμέτρους για την αντίστροφη
γκαουσιανή αλλά αλλάζοντας το περιθώριο ασφαλείας θα δούμε να
προκύπτουν οι παρακάτω πίνακες

• θ = 0.3

• θ = 1

Εύκολα γίνεται αντιπληπτό ότι όσο αυξάνεται το περιθώριο ασφα-
λείας τόσο μειώνονται οι τιμές της των φραγμάτων (κάτω και άνω)
της πιθανότητας χρεοκοπίας, κάτι το οποίο είναι πολύ λογικό αφου το
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περιθώριο ασφαλείας εκφράζει το πόσο μεγαλύτερα θέλουμε να είναι
τα έσοδα μας απο τα έξοδα. Όσο επίσης αυξάνονται οι τιμές του x, τό-
σο πιο ακριβείς είναι οι τιμές που παίρνουμε απο τα φράγματα επίσης
κάτι το αναμενόμενο δοθέντος οτι το x εκφράζει το αρχικό αποθεμα-
τικό στα παραδείγματα μας.

Επίσης στην περίπτωση που υπάρχει ο συντελεστής προσαρμογής
και το φράγμα του Lundberg δίνει κάποιες τιμές παρατηρούμε οτι η
πιθανότητα χρεοκοπίας φράσεται καλύτερα απο ότι με το φράγμα του
Dickson αλλά χειρότερα απο το άνω φράφμα των Cai-Garrido. Ωστόσο
κι εδώ παρατηρούμε ότι όσο μεγαλώνει το αρχικό αποθεματικό τόσο
οι τιμές των φραγμάτων συγκλίνουν και μετά απο ένα σημείο δίνουν
σχεδόν τις ίδιες τιμές.

Παράδειγμα 6. Στην περίπτωση που έχουμε μια αντίστροφη γκαου-
σιανή κατανομή με ελαφριά ουρά έχει ενδιαφέρον να κάνουμε μία σύ-
γκριση στα αποτελέσματα που δίνει το άνω φράγμα του Lundberg ό-
ταν οι χρόνοι ακολουθούν την εκθετική κατανομή(Κλασικό μοντέλο)
και όταν ακολουθούν την Erlang2 κατανομή. Για να μπορέσει να γίνει
αυτό και να βγεί κάποιο συμπέρασμα θα πρέπει η μέση τιμή της κα-
τανομής των χρόνων άφικης των αποζημιώσεων σε κάθε μοντέλο να
είναι ίσες. Στο παρακάτω παράδειγμα θεώρησαμε μια IG(β=1,μ=2),
μια Eκθετική κατανομή με λ=1 και μία Erlang(2,b=2). Και στα δύο
μοντέλα το c=1.1 .
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Αν τώρα αυξήσουμε το περιθώριο κέρδους απο 1.1 σε 1.5 προκύπτει
το παρακάτω γράφημα

Παρατηρούμε ότι η πιθανότητα χρεοκοπίας όπως την περιγράφει
το φράγμα του Lundberg είναι πάντα μεγαλύτερη (ή ίση) στο μοντέ-
λο χρόνων Erlang2 απο ότι στο κλασικό μοντέλο. Επιπροσθέτως όσο
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μειώνουμε το c βλέπουμε οτι οι πιθανότητες συγκλίνουν περισσότερο
αλλά και πάλι δεν αλλάζει η διάταξη τους.

Παράδειγμα 7. Έστω οτι οι αποζημιώσεις ακολουθούν αντίστροφη
γκαουσιανή κατανομή με μέτρια ουρά με παραμέτρους μέση τιμή μ=1
, β=12 και περιθώριο ασφαλείας θ=1.1 . Στον παρακάτω πίνακα πα-
ρουσιάζονται κάποια φράγματα για την πιθανότητα χρεοκοπίας.

Τώρα χρησιμοποιώντας τις ίδιες παραμέτρους για την αντίστροφη
γκαουσιανή αλλά αλλάζοντας το περιθώριο ασφαλείας θα δούμε να
προκύπτουν οι παρακάτω πίνακες

• θ = 0.1

• θ = 0.5
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Παράδειγμα 8. Έστω οτι οι αποζημιώσεις ακολουθούν αντίστροφη
γκαουσιανή κατανομή με βαριά ουρά με παραμέτρους μέση τιμή μ=2
, β=12 και περιθώριο ασφαλείας θ=0.2 . Στον παρακάτω πίνακα πα-
ρουσιάζονται κάποια φράγματα για την πιθανότητα χρεοκοπίας.

Τώρα χρησιμοποιώντας τις ίδιες παραμέτρους για την αντίστροφη
γκαουσιανή αλλά αλλάζοντας το περιθώριο ασφαλείας θα δούμε να
προκύπτουν οι παρακάτω πίνακες

• θ = 0.5
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• θ = 1.5

Παράδειγμα 9. Έστω οτι οι αποζημιώσεις ακολουθούν αντίστροφη
γκαουσιανή κατανομή με ακόμα πιο βαριά ουρά με παραμέτρους μέση
τιμή μ=4 , β=12 και περιθώριο ασφαλείας θ=0.2 . Στον παρακάτω
πίνακα παρουσιάζονται κάποια φράγματα για την πιθανότητα χρεο-
κοπίας.
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Τώρα χρησιμοποιώντας τις ίδιες παραμέτρους για την αντίστροφη
γκαουσιανή αλλά αλλάζοντας το περιθώριο ασφαλείας θα δούμε να
προκύπτουν οι παρακάτω πίνακες

θ = 1.5

4.2 Εφαρμογές μεσω της ercf για την πι-
θανότητα χρεοκοπίας

Παράδειγμα 10. Στο παράδειγμα που ακολουθεί θα προσπαθήσουμε
να μελετήσουμε την ανέλιξη του πλεονάσματος βάσει του ασυμπτω-
τικού τύπου που δώσαμε στην ενότητα 3.3.1. όταν οι αποζημιώσεις
ακολουθούν αντιστροφη γκαουσιανή με παραμέτρους β=0.5 και μ=2
στο κλασικό μοντέλο με c=3 και μέση τιμή των χρόνων άφιξης 1.

Στο παρακάτω γράφημα απεικονίζονται οι γραφικές παραστάσεις
της ουράς της κατανομής των αποζημιώσεων, της συναρτησης ισορρο-
πίας της κατανομής των αποζημιώσεων και οι γραφικες παραστάσεις
των τελεστών για τις προαναφερθείσες συναρτήσεις.
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Παρατηρούμε ότι

lim
y→∞

F̄ (y − 2)

F̄ (y)
= lim

y→∞

F̄e(y − 2)

F̄e(y)
= lim

y→∞

TrF̄ (y − 2)

TrF̄ (y)
= lim

y→∞

TrF̄e(y − 2)

TrF̄e(y)
= e2

όπως έδειξε η Kluppelberg (1989) ,

lim
y→∞

F̄ (y − x)

F̄ (y)
= eγx, όπου γ = lim

y→∞

f(y)

F̄ (y)
=

1

2β

και συνεπώς τα παρακάτω διαγράμματα επαληθεύουν την θεωρία
αυτή
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όπου

• TrF̄e(y−2)

TrF̄e(y)
με πράσινο χρώμα

• TrF̄ (y−2)

TrF̄ (y)
με μπλέ χρώμα

• F̄e(y−2)

F̄e(y)
με καφέ χρώμα

• F̄ (y−2)

F̄ (y)
με κόκκινο χρώμα
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Τώρα αλλάζοντας τις παραμέτρους της αντίστροφης γκαουσιανής
σε β=2 και μ=1 καθώς και τις παραμέτρους του στοχαστικού μοντέλου
σε c=1.1 και λ=1 προκύπτουν εκ νέου τα παρακάτω αποτελέσματα

Με την βοήθεια του τύπου της Klupperlberg παρατηρούμε ότι
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lim
y→∞

F̄ (y − 3)

F̄ (y)
= lim

y→∞

F̄e(y − 3)

F̄e(y)
= lim

y→∞

TrF̄ (y − 3)

TrF̄ (y)
= lim

y→∞

TrF̄e(y − 3)

TrF̄e(y)
= e

3
4

όπου

• TrF̄e(y−3)

TrF̄e(y)
με πράσινο χρώμα

• TrF̄ (y−3)

TrF̄ (y)
με μπλέ χρώμα

• F̄e(y−3)

F̄e(y)
με καφέ χρώμα

• F̄ (y−3)

F̄ (y)
με κόκκινο χρώμα
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Μερικές εντολές στο Mathematica που χρησιμοποιήσαμε για την
παραγωγή αποτελέσματων στα παραδείγμα τα μας είναι:

• για τα παραδείγματα 4,5,7,8 και 9
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• για το παραδείγμα 6

• για το παραδείγμα 10
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