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Πεξίιεςε 

 

Η κεηαπηπρηαθή δηαηξηβή ζα πξνζπαζήζεη λα αλαπηχμεη, λα πεξηγξάςεη θαζψο θαη λα επεμεξγαζηεί, κε ηε 

βνήζεηα ησλ Γεζκεπκέλσλ Πηζαλνηήησλ, θάπνηα πξνβιήκαηα πνπ πεγάδνπλ απφ ηε Θεσξία Παηγλίσλ. 

Σν παίγλην ζπλεξγαζίαο πνπ θαιείηαη «Γίιεκκα ηνπ Φπιαθηζκέλνπ – Prisoner’s Dilemma», ηεο 

θαηεγνξίαο ησλ Παηγλίσλ πνπ νδεγνχληαη θαη ζε αδηέμνδν, ζα πξνζπαζήζνπκε λα ην δνχκε απφ κηα 

άιιε νπηηθή γσλία απαληψληαο ζε θάπνηα εξσηήκαηα κέζσ ηεο ζεσξίαο ησλ Γεζκεπκέλσλ Πηζαλνηήησλ 

θαη ηνπ Θεσξήκαηνο ηνπ Bayes. ΢ηε ζπλέρεηα, αθνχ ιάβνπκε ηα ζπκπεξάζκαηά καο, ζα ελζσκαηψζνπκε 

ζην πξφβιεκά καο ην ζρήκα δηαηηεζίαο θαηά Nash θαη ζα δψζνπκε κηα ιχζε ηζνξξνπίαο. Έπεηηα, 

αζρνιεζνχκε κε κηα εθαξκνγή δηαηηεζίαο-δηνίθεζεο ηνπ εξγαηηθνχ δπλακηθνχ θαη ζα ζπλερίζνπκε κε κηα 

εθηεηακέλε κειέηε ηνπ παηγλίνπ Markov θαη ηηο δηάθνξεο πηπρέο ηνπ ζε ζπλδπαζκφ κε ηα ζεηξηαθά 

παίγληα. Καηαιήγνληαο, παξαζέηεηαη θαη έλα θεθάιαην γηα ηε δηαδηθαζία δηαπξαγκαηεχζεσλ κέζα απφ ηελ 

νπηηθή γσλία ηνπ Ariel Rubinstein. Η επεμεξγαζία δεδνκέλσλ θαη κειέηε γεληθφηεξα ηεο Θεσξίαο 

Παηγλίσλ κε Μαζεκαηηθά θαη ζπγθεθξηκέλα εδψ κε ηηο Γεζκεπκέλεο Πηζαλφηεηεο απνηεινχλ κηα ηδηαίηεξε 

δξαζηεξηφηεηα κε πνιιέο πηπρέο πνπ παξακέλνπλ κέρξη ζήκεξα άγλσζηεο. 

 

 

 

 

Λέμεηο Κιεηδηά 

Γίιεκκα ηνπ Φπιαθηζκέλνπ, ηχπνο Βayes, Γεζκεπκέλε Πηζαλφηεηα, ηζνξξνπία Nash, αζπκβίβαζηα 

παίγληα, αδηέμνδν, ζρήκα δηαηηεζίαο Nash, δηαπξαγκάηεπζε, ζηξαηεγηθή, ζεηξηαθά παίγληα , Markov , 

Rubinstein 

 

 

 

 

 

 

 

 



Μεηαπηπρηαθή Γηαηξηβή   Κνζκίδεο Παλαγηψηεο 

΢πκβνιή ηεο δεζκεπκέλεο πηζαλφηεηαο ζηε ζεσξία παηγλίσλ  
θαη εθαξκνγέο ζηηο δηαπξαγκαηεχζεηο  ΢ειίδα 6 

 

 

Abstract 

 

The thesis will attempt to develop, describe and edit, using the conditional probability, some problems 

arising from game theory. The game co-called «Prisoner's Dilemma» which is referred to the category of 

games that are driven at an impasse, we will try to see it from another angle answering some questions 

via the theory of Conditional Probability and the theorem of Bayes. Then, once we receive our 

conclusions, we will incorporate in our problem the Nash arbitration scheme and will give an equilibrium 

solution. Then, we will deal with an application-management arbitration of labor and we will continue with 

an extensive study of Markov game and its various aspects in combination with sequential games. In 

conclusion, we present a chapter on the negotiating process through the perspective of Ariel Rubinstein. 

Data processing and general study of Game Theory with Mathematics and specifically here with the 

conditional probability is a great activity as it has many aspects remain unknown to date. 
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1. Εισαγωγή – Σύντομη Περιγραφή Προβλήματος/Αντικειμένου 

 

 

1.1 Θεωρία Παιγνίων – Συνοπτική αναφορά 

 

Η ζεκειίσζε ηεο ζεσξίαο παηγλίσλ νθείιεηαη ζηνλ John von Neuman θαη Oskar Morgenstern.  Σν 1944 

ζην βηβιίν ηνπο «Theory of Games and economic Behavior» πνπ αθνξά παίγληα κεδεληθνχ αζξνίζκαηνο, 

φξηζαλ ηε ζεσξία ηεο ρξεζηκφηεηαο, κειέηεζαλ ηηο βέιηηζηεο ιχζεηο ζε παίγληα κεδεληθνχ αζξνίζκαηνο 

θαη εηζήγαγαλ ηα ζπλεξγαηηθά παίγληα (cooperative games). 

Απφ ην 1950 κέρξη ην 1953 ν John Nash ζπλεηζθέξεη ζεκαληηθφηαηα, ζηε ζεσξία παηγλίσλ, εηζάγνληαο 

ηελ έλλνηα ηεο ηζνξξνπίαο.  ΢ηα πξνβιήκαηα κε κεδεληθνχ αζξνίζκαηνο πξφηεηλε ηε ιχζε ηζνξξνπία 

θαηά Nash (Nash equilibration). 

Η ζεσξία ησλ παηγλίσλ έρεη αληηθείκελν κειέηεο ηηο αληηζέζεηο πνπ παξνπζηάδνληαη ζην αλζξψπηλν είδνο. 

Έρεη επξχηαηεο εθαξκνγέο ζηνπο θιάδνπο ηεο νηθνλνκίαο, ηεο βηνκεραλίαο αιιά θαη ζηελ επηζηήκε ηεο 

ςπρνινγίαο, ηεο θνηλσληνινγίαο θαη ζηελ εμειηθηηθή βηνινγία [4]. 

 

1.2 Θεμελιώδεις έννοιες 

 

Η ζεσξία ησλ παηγλίσλ επηηξέπεη ηε κειέηε, αλάιπζε θαη ιήςε απνθάζεσλ ζε θαηαζηάζεηο 

ζπγθξνχζεσο θαη ζπκθεξφλησλ.  Οη ζπκκεηέρνληεο ζε έλα παίγλην νλνκάδνληαη παίθηεο.  Έλαο παίθηεο 

κπνξεί λα είλαη έλα άηνκν, κηα νκάδα αηφκσλ, κηα εηαηξεία ή αθφκα θαη έλα θξάηνο. 

Η ζεσξία ησλ παηγλίσλ έρεη δχν δηαθνξεηηθνχο ξφινπο:  Ο πξψηνο εξκελεχεη ηελ πξαγκαηηθφηεηα 

δειαδή πσο ζε θαηαζηάζεηο ζπγθξνχζεσλ ζπκθεξφλησλ νη παίθηεο πξνθαινχλ έλαλ νξηζκέλν αξηζκφ 

ζηξαηεγηθψλ θαη ηαθηηθψλ θηλήζεσλ.  ΢ην δεχηεξν ξφιν θαζνξίδνληαη νη θαηαζηάζεηο ηζνξξνπίαο πνπ 

κπνξνχλ (ή δε κπνξνχλ) λα ηθαλνπνηεζνχλ σο απνηέιεζκα ηεο αιιειεπίδξαζεο κεηαμχ ησλ παηθηψλ. 
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΢ηε ζεσξία ησλ παηγλίσλ ιακβάλνληαη ππφςε νη παξαθάησ παξάγνληεο: 

α) Ο αξηζκόο ηωλ παηθηώλ. Αλ ην παίγλην εμειίζζεηαη κφλν κεηαμχ δχν παηθηψλ, ηφηε νλνκάδεηαη παίγλην 

δχν αηφκσλ (two-person game).  Αλ ν αξηζκφο ησλ παηθηψλ είλαη κεγαιχηεξνο απφ δχν, ηφηε ην παίγλην 

νλνκάδεηαη n-αηφκσλ (n-person game). 

β)  Άζξνηζκα θεξδώλ θαη δεκηώλ.  Αλ ζε έλα παίγλην ηα θέξδε ηνπ ελφο παίθηε ηζνχηαη κε ηηο δεκηέο ηνπ 

άιινπ, ηφηε απηφ νλνκάδεηαη παίγλην κεδεληθνχ-αζξνίζκαηνο (zero-sum game).  ΢ε αληίζεηε πεξίπησζε 

ην παίγλην νλνκάδεηε κε-κεδεληθνχ αζξνίζκαηνο (non-zero sum game). 

γ)  Σηξαηεγηθή.  Δίλαη ε δπλαηφηεηα επεκβάζεσο πνπ πξνζθέξνπλ ζε θάζε παίθηε νη θαλφλεο ηνπ 

παηγλίνπ. 

 

Η ζεσξία παηγλίσλ δηεξεπλά εθείλεο ηηο ζηξαηεγηθέο πνπ κεγηζηνπνηνχλ  ή ειαρηζηνπνηνχλ ηελ 

αληηθεηκεληθή ζπλάξηεζε ηνπ παίθηε.  Γεληθά, ππάξρνπλ δχν είδε ζηξαηεγηθψλ ζε έλα παίγλην. 

1) Η θαζαξή ζηξαηεγηθή (pure strategy) 

΢ε απηή ν παίθηεο επηιέγεη κία κφλν απφ ηηο επηινγέο ηνπ , κε πηζαλφηεηα ίζε κε ηε κνλάδα ελψ δελ 

επηιέγεη θακία απφ ηηο ππφινηπεο. 

2) Η κηθηή ζηξαηεγηθή (mixed strategy) 

΢ε απηή ηε ζηξαηεγηθή πεξηιακβάλνληαη ζπλδπαζκνί ζηξαηεγηθψλ, θαζεκηά απφ ηηο νπνίεο επηιέγεηαη κε 

πηζαλφηεηα κηθξφηεξε ηεο κνλάδαο. 

 

Απφ καζεκαηηθήο άπνςεο, κηα κηθηή ζηξαηεγηθή γηα έλα παίθηε κε δχν ή πεξηζζφηεξεο δπλαηφηεηεο 

επηινγήο είλαη έλα ζχλνιν S κε n κε αξλεηηθνχο αθεξαίνπο αξηζκνχο (πηζαλφηεηεο) πνπ ην άζξνηζκά ηνπο 

ηζνχηαη κε ηε κνλάδα ελψ n είλαη ν αξηζκφο ησλ θαζαξψλ ζηξαηεγηθψλ ηνπ παίθηε [4]. 

  

 Αλ Pj,  j=1,2,…,n  είλαη νη πηζαλφηεηεο κε ηηο νπνίεο ζα επηιεγεί ε θαζαξή ζηξαηεγηθή ηφηε 

έρνπκε: 

 S = {P1,P2,…,Pn}  κε P1+P2+…+Pn = 1 

θαη 

Pj 0 j                  
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1.3 Παίγνια δύο ατόμων μηδενικού-αθροίσματος 

 

 

Έλα παίγλην κε κφλν δχν άηνκα, Α θαη Β, νλνκάδεηαη δχν-αηφκσλ κεδεληθνχ-αζξνίζκαηνο, αλ ηα θέξδε 

ηνπ παίθηε Α ηζνχληαη κε ηηο δεκηέο ηνπ παίθηε Β, έηζη ψζηε ην νιηθφ άζξνηζκα λα ηζνχηαη κε κεδέλ. 

Σα θέξδε (ή δεκηέο), φηαλ νη παίθηεο επηιέγνπλ ζπγθεθξηκέλεο ζηξαηεγηθέο κπνξνχλ λα παξαζηαζνχλ 

κέζσ κηαο κήηξαο ε νπνία νλνκάδεηαη Μήηξα παηγλίνπ ή Μήηξα απνηειεζκάησλ (payoff matrix). 

Αλαιπηηθφηεξα, ε κήηξα πεξηγξάθεη ην απνηέιεζκα ηνπ παηγλίνπ γηα θάζε ζπλδπαζκφ ζηξαηεγηθψλ ησλ 

παηθηψλ.  Η ιχζε ηνπ παηγλίνπ πξνζδηνξίδεηαη απφ ηελ εχξεζε ηεο βέιηηζηεο ζηξαηεγηθήο φισλ ησλ 

παηθηψλ [4]. 

Έζησ S1,S2,…,Sm  είλαη νη ζηξαηεγηθέο ηνπ παίθηε Α ελψ ζ1,ζ2,…,ζn είλαη νη ζηξαηεγηθέο ηνπ παίθηε Β.  Οη 

αξηζκνί m θαη n δελ απαηηείηαη λα είλαη ίζνη. 

Αλ aij είλαη ηα θέξδε ηνπ παίθηε Α κε ηελ πξνυπφζεζε φηη ν παίθηεο Α επέιεμε ηε ζηξαηεγηθή si ελψ ν 

παίθηεο Β ηε ζηξαηεγηθή ζj, ηφηε ε κήηξα απνηειεζκάησλ δίδεηαη απφ ηνλ επφκελν πίλαθα: 

                            

 

                     ΢ηξαηεγηθέο ηνπ παίθηε Β 

                                                       n21  

 ΢ηξαηεγηθέο ηνπ παίθηε Α  

mnnn

n

n

m aaa

aaa

aaa

s

s

s











21

22221

11211

2

1

 

 

                  Μήηξα απνηειεζκάησλ 
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1.4 Στρατηγική Minimax και Maxmin 

 

 

Η επηινγή ηεο βέιηηζηεο ζηξαηεγηθήο είλαη ην βαζηθφηεξν πξφβιεκα ζε έλα παίγλην. 

Γηα έλα δνζκέλν παίγλην είλαη απαξαίηεηε ε κήηξα απνηειεζκάησλ πνπ ζα πεξηιακβάλεη ηηο ζηξαηεγηθέο 

ηνπ θάζε παίθηε.  Ο αληηθεηκεληθφο ζθνπφο είλαη πνηεο ζηξαηεγηθέο πξέπεη λα επηιέμνπλ νη παίθηεο έηζη 

ψζηε νη αληακνηβέο ηνπο λα είλαη βέιηηζηεο.  Απηή είλαη ε ζηξαηεγηθή  Minimax - Maxmin. 

Αλ ν παίθηεο Α επηιέμεη ηε ζηξαηεγηθή i, ηφηε ηα θέξδε ηνπ ζα είλαη ην ειάρηζην ηνπ πίλαθα αληακνηβψλ, 

min aij, ηα νπνία ζα αληηζηνηρνχλ ζην ειάρηζην ηεο i-νζηήο γξακκήο ζηε κήηξα απνηειεζκάησλ.  Δπεηδή ν 

αληηθεηκεληθφο ζθνπφο είλαη λα κεγηζηνπνηήζεη ηα θέξδε ην ηφηε, ν παίθηεο Α, ζα επηιέγεη πάληνηε ην 

κέγηζην ησλ ειαρίζησλ ζηνηρείσλ ησλ γξακκψλ ηνπ πίλαθα απνηειεζκάησλ.  Σα θέξδε απηά δελ πξέπεη 

λα είλαη κηθξφηεξα απφ  

 

max
1 mi

min
1 nj

ija  

 

Οκνίσο ν παίθηεο Β ζα επηιέγεη ηα ζηνηρεία ηε  j-νζηήο ζηήιεο γηα ηα νπνία ε δεκία δε πξέπεη λα είλαη 

κεγαιχηεξε απφ  

 

min
1 nj

max
1 mi

ija  

 

δειαδή ν παίθηεο Β ζα επηιέγεη πάληνηε ην ειάρηζην ησλ κεγίζησλ ζηνηρείσλ ησλ ζηειψλ. 

Αλ ε maxmin ηηκή γηα έλα παίθηε ηζνχηαη κε ηε minimax ηηκή ηνπ άιινπ παίθηε: 

 

max
1 mi

min
1 nj

ija  = u = min
1 nj

max
1 mi

ija  

Σφηε ην παίγλην έρεη έλα ζαγκαηηθφ (ηζνξξνπία) ζεκείν θαη θαζνξίδεη ηε βέιηηζηε ζηξαηεγηθή, ελψ U  είλαη 

ε ηηκή ηνπ παηγλίνπ.  Έλα παίγλην κπνξεί λα έρεη πεξηζζφηεξα απφ έλα ζαγκαηηθφ ζεκείν.  Έλα παίγλην 

πνπ δελ έρεη ζαγκαηηθφ ζεκείν ιχλεηαη κε κηθηέο ζηξαηεγηθέο [4]. 
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1.5   Κυρίαρχη στρατηγική 

 

΢ηελ πεξίπησζε πνπ κία ζηξαηεγηθή θπξηαξρεί κηα άιιεο είλαη δπλαηή ε κείσζε ηεο κήηξαο ησλ 

απνηειεζκάησλ.  Απηφ γίλεηαη απαιείθνληαο ηηο ππνδεέζηεξεο ζηξαηεγηθέο, δειαδή εθείλεο πνπ έλαο 

παίθηεο δελ ζα επέιεγε πνηέ. 

 

1.6   Μικτή στρατηγική 

 

Σα παίγληα κεδεληθνχ αζξνίζκαηνο δχν αηφκσλ, ζηα νπνία δελ ππάξρεη ζεκείν ηζνξξνπίαο νλνκάδνληαη 

παίγληα κηθηήο ζηξαηεγηθήο.  Κάζε παίθηεο πξέπεη λα πξνζδηνξίζεη ηελ πηζαλφηεηα κε ηελ νπνία ζα 

επηιέμεη θάζε ζηξαηεγηθή ηνπ ψζηε λα κεγηζηνπνηήζεη ην ειάρηζην αλακελφκελν θέξδνο (ή λα 

ειαρηζηνπνηήζεη ηε κέγηζηε αλακελφκελε δεκηά) αλεμάξηεηα απφ ηηο επηινγέο ηνπ άιινπ παίθηε [4]. 

 

Έζησ ija mxn  ε κήηξα ελφο παίθηε θαη νη κήηξεο-γξακκέο ησλ πηζαλνηήησλ: 

p  (p1,p2,…pm)  

θαη 

q  (q1,q2,…qn) 

κε αληίζηνηρεο ζηξαηεγηθέο: 

s  (s1,s2,…sm) 

θαη 

ζ  (ζ1,ζ2,…ζn) 

 

  ΢πκβνιίδνπκε κε Δ(p,q) ην αλακελφκελν θέξδνο γηα έλαλ παίθηε Α, γηα ην νπνίν ηζρχεη: 

jij

m

u

n

j

i qapqpE
1 1

),(
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1.6.1 Κριτήριο Mimimax (Maxmin) 

 

Έζησ p1,p2,…pm, (pi 0) είλαη νη πηζαλφηεηεο ηνπ παίθηε Α λα επηιέμεη ηηο κηθηέο ζηξαηεγηθέο s1,s2,…sm 

ελψ κε q1,q2,…qn, (qj 0) ζπκβνιίδνληαη νη πηζαλφηεηεο κε ηη νπνίεο ν παίθηεο Β επηιέγεη ηηο κηθηέο 

ζηξαηεγηθέο ζ1,ζ2,…ζn, 

Δίλαη: 

1
1

i

m

i

p  θαη  1
1

n

j

jq  

 

Αλ ε κήηξα απνηειεζκάησλ γηα ηνπο παίθηεο Α θαη Β είλαη [aij]mxn, ηφηε ην θέξδνο ηνπ παίθηε Α (ζπλάξηεζε 

σθειηκφηεηαο ηνπ Α) δίδεηαη απφ ηελ ηζφηεηα: 

E(p,q)= jij

m

i

n

j

i qap
1 1

 

 

Αλ εθαξκνζηεί ην minimax θαη maxmin θξηηήξην ζηε ζπλάξηεζε E(p,q), ζηελ πεξίπησζε ελφο παηγλίνπ 

κηθηήο ζηξαηεγηθήο, ηφηε γηα ηνπο παίθηεο Α θαη Β έρνπκε αληίζηνηρα: 

 

Παίθηεο Α 

 u = max
p

min
q

 E(p,q) 

 

  =

m

i
iji

j

ap

j

p 1
minmax   

 = max
p

m

i

m

i

iniiii

m

i

i
j

apapap
1 1

21

1

,...,,min  
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Ο παξάγνληαο min
j

m

i

iji ap
1

 δειψλεη ην αλακελφκελν θέξδνο ηνπ παίθηε Α φηαλ ν παίθηεο Β 

αθνινπζεί ηε j-ζηε θαζαξή ζηξαηεγηθή. 

 

 

Παίθηεο Β 

Δίλαη 

 

 u = min
q

n

j

n

j

n

j
mjjjjjj aqaqaq

i

1 1 1
21 ,...,,max  

Ο παξάγνληαο max
i

n

j

ijj aq
1

 δειψλεη ηελ αλακελφκελε δεκία ηνπ παίθηε Β φηαλ ν παίθηεο Α 

αθνινπζεί ηε i-ζηε θαζαξή ζηξαηεγηθή. 

Η ζρέζε uu  νδεγεί ζε θαιά απνηειέζκαηα ζηελ πεξίπησζε παηγλίσλ θαζαξήο ζηξαηεγηθήο. ΋ηαλ pi 

θαη qi αληηζηνηρνχλ ζε κία βέιηηζηε ιχζε ελφο παηγλίνπ, ηφηε ε ζρέζε νδεγεί πξνο ηελ θαηεχζπλζε ηεο 

«ηζφηεηαο» θαη νη αλακελφκελεο ηηκέο γηα ηνπο παίθηεο γίλνληαη ίζεο κε ηε βέιηηζηε αλακελφκελε ηηκή ηνπ 

παηγλίνπ. 

Έλα δεχγνο ζηξαηεγηθψλ γηα ηηο νπνίεο ηζρχεη uu  νλνκάδεηαη ζαγκαηηθφ ζεκείν ηεο ζπλάξηεζεο Δ(p,q) 

E(p,q)  [4]. 

 

Θεώξεκα 

  Γηα έλα παίγλην δχν αηφκσλ κηθηήο ζηξαηεγηθήο 2 x 2 πνπ δίδεηαη απφ ηνλ αθφινπζν πίλαθα πιεξσκψλ: 

         Β 

              

21

21 qq
 

 

Α 

22

11

,

,

sp

sp
   

2221

1211

aa

aa
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Οη πηζαλφηεηεο p1 θαη  p2 γηα ηηο ζηξαηεγηθέο  s1 θαη s2 ηνπ παίθηε Α θαζψο θαη ηε κέγηζηε ηηκή U ηνπ 

παηγλίνπ δίδνληαη απφ ηηο ζρέζεηο: 

 

p1 = 

21122211

2122

aaaa

aa
,   p2=

21122211

1211

aaaa

aa
 

 

θαη 

 

 u = 

21122211

21122211

aaaa

aaaa
 

 

  ΋κνηα νη πηζαλφηεηεο q1 θαη q2 γηα ηηο ζηξαηεγηθέο ζ1 θαη ζ2 γηα ηνλ παίθηε Β, δίδνληαη: 

 

q1 = 

21122211

1222

aaaa

aa
,   q2 = 

21122211

2111

aaaa

aa
 

 

  Έηζη γηα ηε κήηξα πιεξσκψλ: 

 

                       Β 

 

                              

21

21 qq
 

 

Α      

22

11

,

,

sp

sp
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31
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έρνπκε 

 

p  (p1,p2) = 
3

2
,

2

1
,   q  (q1,q2) = 

3

1
,

3

2
 

 

θαη 

u = 
3

5
 = 1,6                              

 

 

1.7 Κόστος Αναρχίας – Εγωιστική Δρομολόγηση (Selfish Routing) 

 

Πνηά δηαδξνκή ζα έπξεπε λα πάξνπκε γηα λα θηάζνπκε ζηε δνπιεηά καο αχξην ην πξσί ; Παξφιν πνπ 

θαηλνκεληθά νη  δηαζέζηκεο δηαδξνκέο είλαη πεξίπνπ ίδηεο, νη πεξηζζφηεξνη απφ εκάο ζα επηιέγακε εθείλε 

ηε δηαδξνκή πνπ ζα ήηαλ θνληηλφηεξε, εθείλε ηε δηαδξνκή πνπ ζα καο έδηλε πεξηζζφηεξα ιεπηά χπλνπ, 

εθείλε ηε δηαδξνκή πνπ ηειηθά δελ ζα καο αλάγθαδε λα ζεθσζνχκε απφ ηα ραξάκαηα γηα λα θηάζνπκε 

εγθαίξσο ζηνλ πξννξηζκφ καο. ΋πσο είλαη γλσζηφ, ν ρξφλνο πνπ ρξεηαδφκαζηε γηα ηε δηαδξνκή καο, 

εμαξηάηαη θπξίσο απφ ηε θπθινθνξηαθή ζπκθφξεζε πνπ ζα ζπλαληήζνπκε θαζψο θαη ηνλ αξηζκφ ησλ 

αηφκσλ πνπ επέιεμαλ ηελ ίδηα δηαδξνκή κε εκάο θαη ζα παξεκβάιινληαη ζηελ πνξεία καο. ΢ηελ επηινγή 

ηεο δηαδξνκήο, απφ ην ζπίηη ζηελ δνπιεηά, ινγαξηάδνπκε ηελ πξφζζεηε ζπκθφξεζε πνπ πξνθαινχκε 

εκείο ζηνπο άιινπο θαηά ηελ κεηαθίλεζε καο; Πηζαλφηαηα, φρη. ΢ρεδφλ, ην πην ζίγνπξν είλαη φηη 

επηιεγνχκε ηελ δηαδξνκή  καο εγσηζηηθά (selfishly), ζηνρεχνληαο λα θηάζνπκε ζηε δνπιεηά καο φζν ην 

δπλαηφλ ηαρχηεξα, ρσξίο λα ινγαξηάδνπκε ηηο ζπλέπεηεο πνπ έρεη ε επηινγή καο (θόζηνο αλαξρίαο) γηα 

ηνπο άιινπο. Φπζηθά, είλαη γλσζηφ φηη θαη εκείο κε ηε ζεηξά καο ζα πξέπεη λα πεξηκέλνπκε απφ ηνπο 

άιινπο λα δξνπλ παξφκνηα. Ση ζα ζπκβεί, ινηπφλ, εάλ ν θαζέλαο ζπλεξγαζηεί κε ην ζπληνληζκφ ησλ 

δηαδξνκψλ; Δίλαη πηζαλφλ λα πεξηνξηζηεί ε παξέκβαζε άιισλ κεηαμχ ησλ δηαδξνκψλ κε απηφλ ηνλ 

ηξφπν θαη επηπιένλ λα βειηησζεί ν παξάγνληαο ρξφλνο;  Αλ λαη, κε πνηνλ ηξφπν; 

 

΢ε απηή ηελ ελφηεηα ζα παξαζέζνπκε δχν ζεκαληηθά παξαδείγκαηα ηεο βηβιηνγξαθίαο απηνχ ηνπ ηνκέα 

ηεο Θεσξίαο Παηγλίσλ πνπ δξαζηεξηνπνηνχληαη κε  ηελ εγσηζηηθή δξνκνιφγεζε  θαη ην θφζηνο ηεο 

αλαξρίαο. Δδψ, γίλεηαη κηα απιή πεξηγξαθή. Σν πξψην παξάδεηγκα αλαθαιχθζεθε θαη παξνπζηάζηεθε 

απφ ηνλ Pigou ην 1920 θαη ην δεχηεξν απφ ηνλ Braess ην 1968 [5]. 
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1.7.1 Το παράδειγμα του Pigou 

 

Αο ππνζέζνπκε πσο έρνπκε έλα πξνάζηην (s) θαη έλαλ θνληηλφ ζηδεξνδξνκηθφ ζηαζκφ (t). Σα s θαη t 

ζπλδένληαη κεηαμχ ηνπο κε δχν κνλνπάηηα (εζληθέο νδνί) ηα νπνία δελ έρνπλ άιιεο  παξεκβνιέο. 

Δπηπιένλ, ζεσξνχκε έλαλ ζηαζεξφ αξηζκφ νδεγψλ πνπ επηζπκνχλ λα κεηαθεξζνχλ απφ ην πξνάζηην s 

ζην ζηαζκφ t, θαηά πξνζέγγηζε, ζηνλ ίδην ρξφλν. Σν πξψην κνλνπάηη είλαη θνληηλφ αιιά ζηελφ θαη είλαη 

αξθεηά αηζζεηή ε αχμεζε ηνπ ρξφλνπ γηα λα ην δηαζρίζεηο θαζψο απμάλεηαη ε ρξήζε ηνπ απφ ηνπο 

νδεγνχο. Σν δεχηεξν κνλνπάηη είλαη αξθεηά θαξδχ γηα λα απνθεπρζεί ε θπθινθνξηαθή ζπκθφξεζε αιιά 

ζεσξείηαη ζαλ παξαθακπηήξηνο δηαδξνκή θαη είλαη κεγάιε. 

 

Δηθόλα 1.1 : Σν παξάδεηγκα ηνπ Pigou κε ηε ρξήζε ζπλάξηεζεο θόζηνπο c(x) 

Αο ππνζέζνπκε ηψξα φηη φινη νη νδεγνί ζε απηφ ην κνλνπάηη ρξεηάδνληαη κία ψξα γηα λα δηαζρίζνπλ ηε 

δηαδξνκή s - t, αλεμαξηήησο ηνπ αξηζκνχ ησλ άιισλ νδεγψλ πνπ βξίζθνληαη ζε απηφ {c(x)=1}. 

Δπηπξφζζεηα, ππνζέηνπκε πσο ν ρξφλνο γηα λα δηαζρίζνπκε ην ζχληνκν κνλνπάηη είλαη ίζνο, ζε ψξεο,  

κε ηε ζπλνιηθή θαζπζηέξεζε πνπ δεκηνπξγείηαη απφ ηνπο νδεγνχο πνπ ην επηιέγνπλ {c(x)=x}. Γειαδή, 

ζηελ θάησ αθκή απμάλεηαη ε θαζπζηέξεζε κε ηελ αχμεζε ηνπ θνξηηνχ ησλ απηνθίλεησλ, ελψ ε πάλσ 

αθκή έρεη κηα ζηαζεξή θαζπζηέξεζε. ΢ηελ Δηθόλα 1.1 παξαηεξνχκε ην ζπγθεθξηκέλν δίθηπν. Οη 

ζπλαξηήζεηο ηεο κνξθήο c(·) νλνκάδνληαη ζπλαξηήζεηο θφζηνπο θαη εδψ ζην παξάδεηγκά καο ε c(x) 

πεξηγξάθεη ην ρξφλν κεηαθνξάο ησλ νδεγψλ απφ ην s ζην t ζπλαξηήζεη κε ηελ θαζπζηέξεζε θαηά ηελ 

αχμεζε ηνπ θνξηηνχ ησλ απηνθίλεησλ πάλσ ζην κνλνπάηη. Η επάλσ θακπχιε αληηπξνζσπεχεη ην καθξχ 

θαη θαξδχ κνλνπάηη, ελψ ε θάησ ην θνληηλφ θαη ζηελφ. 

Αλ ζεσξήζνπκε πσο φινη νη νδεγνί δξνπλ αλεμάξηεηα θαη έρνπλ σο ζηφρν λα ειαρηζηνπνηήζνπλ ην 

ρξφλν νδήγεζεο απφ ην s ζην t, έρνπκε έλαλ θαιφ ιφγν λα πηζηεχνπκε πσο φινη νη ρξεζηέο (νπφηε θαη 

φιε ε θίλεζε) ζα δηαιέμνπλ ηελ θάησ αθκή, πνπ δελ είλαη πνηέ ρεηξφηεξε απφ ηελ πάλσ γηα ξνή κέρξη 1. 

Αληίζεηα, κπνξεί λα είλαη θαη θαιχηεξε αλ θάπνηνη νδεγνί είλαη αξθεηά αθειείο ψζηε λα επηιέμνπλ ηελ 

πάλσ αθκή. Έηζη, κε απηφ ην «εγσηζηηθό παηρλίδη», πεξηκέλνπκε φιε ε ξνή λα δξνκνινγεζεί κε κηα 

κνλάδα θαζπζηέξεζεο. 

Σψξα, αο ππνζέζνπκε πσο έρνπκε κηα θεληξηθή αξρή κε ηε δπλαηφηεηα λα δηαιέμνπκε πνπ ζα θηλεζεί 

θάζε νδεγφο, δειαδή πνην κνλνπάηη  ζα νδεγήζεη. Απηφο ν έιεγρνο ησλ θηλήζεσλ είλαη ηθαλφο λα 

βνεζήζεη ζην γεληθφηεξν απνηέιεζκα ηεο εγσηζηηθήο δξνκνιφγεζεο. Αλ ε αξρή απηή αλαγθάζεη ηνπο 

κηζνχο νδεγνχο λα ρξεζηκνπνηήζνπλ ηελ πάλσ αθκή, ηφηε ε κελ ξνή δξνκνινγείηαη απφ πάλσ, έρεη πάιη 

θαζπζηέξεζε 1, φπσο θαη πξηλ, ελψ ε ξνή πνπ δξνκνινγείηαη απφ θάησ έρεη ηψξα θαζπζηέξεζε 1/2, 

δειαδή νη νδεγνί ζα θηάζνπλ ζην t ζε 30 ιεπηά. Με ηελ παξνχζα θαηάζηαζε επσθεινχληαη θαη είλαη 

επραξηζηεκέλνη νη κηζνί νδεγνί. Πιένλ, ν κέζνο ρξφλνο γίλεηαη 3/4 ηνπ αξρηθνχ πνπ ήηαλ 1 {( 60 + 30) / 2 
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= 45 ιεπηά}. Σειηθά, ην παξάδεηγκα απηφ ζέιεη λα καο επηβεβαηψζεη πσο ε εγσηζηηθή ζπκπεξηθνξά 

νδεγεί ζε απνηειέζκαηα πνπ ππνιείπνληαη ηνπ βέιηηζηνπ [5]. 

 

1.7.2 Το παράδοξο του Braess 

 

Ξεθηλψληαο κε ηελ ίδηα ινγηθή, ζεσξνχκε έλα πξνάζηην (s), έλαλ ζηδεξνδξνκηθφ ζηαζκφ (t) θαη έλαλ 

ζηαζεξφ αξηζκφ νδεγψλ πνπ ζέινπλ λα πξαγκαηνπνηήζνπλ ηε δηαδξνκή s – t . Τπάξρνπλ 2 μέλα 

κνλνπάηηα απφ ην s ζην t. Σν θαζέλα πεξηιακβάλεη έλα καθξχ-θαξδχ κνλνπάηη θαη έλα ζχληνκν-ζηελφ 

κνλνπάηη, φπσο θαίλεηαη θαη ζηελ Δηθόλα 1.2(α). Δπηπιένλ, έρεη θφζηνο 1+x, νπνχ x είλαη ην θνξηίν ησλ 

απηνθηλήησλ θάζε αθκήο. Δπεηδή ηα δπν κνλνπάηηα είλαη παλνκνηφηππα ε θίλεζε ζα κνηξαζηεί ζηε κέζε 

θαη θάζε κνλνπάηη ζα κεηαθέξεη 1/2 ξνή. Έηζη, ζηελ πεξίπησζε απηή ε κέζε θαζπζηέξεζε ζα είλαη 3/2 (1 

+ 1/2 = 3/2) , δειαδή νη νδεγνί ζα θηάλνπλ ζην t ζε 90 ιεπηά. 

 

               Δηθόλα 1.2  : Σν παξάδεηγκα ηνπ Braess 

Τπνζέηνπκε ηψξα, φηη, ζε κηα πξνζπάζεηα λα βειηηψζνπκε ηελ απφδνζε ηνπ ζεσξεηηθνχ «δηθηχνπ» 

απηνθηλήησλ, πξνζζέηνπκε κηα πνιχ γξήγνξε αθκή {κε c(x)=0} κεηαμχ ησλ θφκβσλ v θαη w –Δηθόλα 

1.2(β). Πψο ζα αληηδξνχζαλ νη ηδηνηειείο νδεγνί; ΋πσο θαη ζην παξάδεηγκα ηνπ Pigou, ην κνλνπάηη s  v 

 w  t δελ είλαη πνηέ ρεηξφηεξν απφ ηα 2 αξρηθά κνλνπάηηα, γηα κέρξη 1 κνλάδα ξνήο θαη είλαη θαιχηεξν 

αλ θάπνηνο νδεγφο επηιέμεη απεξίζθεπηα θάπνην απφ ηα αξρηθά κνλνπάηηα. Με ην ζθεπηηθφ απηφ, 

πεξηκέλνπκε φινπο ηνπο ηδηνηειείο ρξήζηεο λα επηιέμνπλ ην λέν κνλνπάηη, κε απνηέιεζκα φιε ε ξνή 

ηψξα λα έρεη κέζε θαζπζηέξεζε 2. Έηζη ην θφζηνο – θαζπζηέξεζε ηεο ξνήο απμήζεθε θαηά έλα 

παξάγνληα 4/3 ζηελ πξνζπάζεηά καο λα βειηηψζνπκε ηελ πνηφηεηα ηνπ «δηθηχνπ». 

Σν πξψην εζηθφ δίδαγκα απηήο ηεο παξαγξάθνπ, φηη, δειαδή, ε εγσηζηηθή ζπκπεξηθνξά δελ ρξεηάδεηαη 

λα απνθέξεη έλα θνηλσληθά βέιηηζην απνηέιεζκα, είλαη αλακθηζβήηεηα πάξα πνιχ παιηφ. ΢ηε γιψζζα 

ηεο νηθνλνκίαο, απηή ε εζηθή νξίδεη φηη απηφ ην εγσηζηηθφ απνηέιεζκα κπνξεί λα είλαη αλεπαξθέο θαηά 

Pareto (Pareto-inefficient) - κπνξεί λα ππάξμεη κηα δηαθνξεηηθή θαηάζηαζε θαηά ηελ νπνία θάπνηνο είλαη 

ζε θαιχηεξε ζέζε, ελψ θαλείο δελ είλαη ζε ρεηξφηεξε θαηάζηαζε. Ίζσο ην πην θαλνληθφ παξάδεηγκα ζηελ 

ζεσξία ησλ παηγλίσλ ηνπ αλεπαξθνχο θαηά Pareto ηεο εγσηζηηθήο ζπκπεξηθνξάο είλαη ην δίιεκκα ηνπ 

θπιαθηζκέλνπ πνπ ζα επηθεληξσζεί αξγφηεξα ε δηαηξηβή καο [5]. 
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2. Δεσμευμένη Πιθανότητα – Παίγνια Συνεργασίας 

 

 

΢ην θεθάιαην απηφ εηζάγνπκε δχν απφ ηηο βαζηθφηεξεο έλλνηεο ηεο ζεσξίαο πηζαλνηήησλ: ηε δεζκεπκέλε 

πηζαλφηεηα θαη ηελ αλεμαξηεζία ελδερνκέλσλ. 

Η ρξεζηκφηεηα ησλ δεζκεπκέλσλ πηζαλνηήησλ είλαη δηπιή.  Πξψηνλ, θξίλεηαη απαξαίηεηε ε ρξήζε ηνπο 

φηαλ καο ελδηαθέξεη ν ππνινγηζκφο πηζαλνηήησλ ζηελ πεξίπησζε πνπ δηαζέηνπκε θάπνηεο πξφζζεηεο 

πιεξνθνξίεο ζρεηηθά κε ηελ έθβαζε ηνπ απνηειέζκαηνο ην νπνίν κειεηάκε.  Γηα παξάδεηγκα θάπνηνο ζα 

κπνξνχζε λα καο πιεξνθνξήζεη φηη έλα ζπγθεθξηκέλν ελδερφκελν έρεη ζπκβεί, πεξηνξίδνληαο έηζη ην 

πιήζνο ησλ δπλαηψλ απνηειεζκάησλ ηνπ πεηξάκαηνο.  Δπνκέλσο ζα πξέπεη λα  «ηξνπνπνηήζνπκε 

θαηάιιεια» ηηο «αξρηθέο καο πηζαλφηεηεο» ιακβάλνληαο ππφςε ηελ πξφζζεηε πιεξνθνξία πνπ καο 

δφζεθε.  Οη λέεο απηέο πνζφηεηεο ιέγνληαη δεζκεπκέλεο πηζαλφηεηεο. 

Μηα δεχηεξε πεξίπησζε φπνπ ε ρξήζε ηεο δεζκεπκέλεο πηζαλφηεηαο απνδεηθλχεηαη ηδηαίηεξα ρξήζηκε 

είλαη ε εμήο: αξθεηά ζπρλά, παξφηη δε δηαζέηνπκε πξφζζεηεο πιεξνθνξίεο γηα έλα πείξακα, ε εηζαγσγή 

θαηάιιεισλ δεζκεπκέλσλ πηζαλνηήησλ κπνξεί λα απνηειέζεη ζεκαληηθφ εξγαιείν γηα ηνλ ππνινγηζκφ 

(κε δεζκεπκέλσλ) πηζαλνηήησλ. 

Αο ππνζέζνπκε ηψξα φηη ε εκθάληζε (ή ε κε εκθάληζε) ελφο ελδερφκελνπ Α δελ επεξεάδεη θαζφινπ ηελ 

εκθάληζε ελφο δεχηεξνπ ελδερφκελνπ Β.  Θα  ιέκε ηφηε φηη ηα ελδερφκελα Α θαη Β είλαη αλεμάξηεηα.  Η 

έλλνηα ηεο αλεμαξηεζίαο, ε νπνία πξνθαλψο ζπκθσλεί θαη κε ηε δηαηζζεηηθή αληίιεςε πνπ έρνπκε γη’ 

απηήλ απφ ηελ θαζεκεξηλή δσή, δηαδξακαηίδεη πξσηαξρηθφ ξφιν ζηε ζεσξία πηζαλνηήησλ.  Καη ηνχην 

γηαηί, ζηηο πεξηπηψζεηο πνπ εκθαλίδνληαη ζην πξφβιεκά καο αλεμάξηεηα ελδερφκελα, πξνθχπηνπλ 

ζεκαληηθέο απινπνηήζεηο ζηνπο ππνινγηζκνχο ησλ πηζαλνηήησλ ζχλζεησλ ελδερνκέλσλ πνπ 

πεξηγξάθνληαη κέζσ απηψλ [1],[2]. 

 

2.1  Δεσμευμένη πιθανότητα 

 

Αο μεθηλήζνπκε κε έλα απιφ παξάδεηγκα ην νπνίν ζα καο βνεζήζεη λα θαηαλνήζνπκε ηελ αλαγθαηφηεηα 

πνπ ππάξρεη γηα ηελ εηζαγσγή ηεο έλλνηαο ηεο δεζκεπκέλεο πηζαλφηεηαο. 

Θεσξνχκε έλα δνρείν ην νπνίν πεξηέρεη ηέζζεξηο κπιε θαη έμη άζπξεο ζθαίξεο.  Δμάγνπκε ηπραία κηα απφ 

ηηο 10 ζθαίξεο θαη ζηε ζπλέρεηα, ρσξίο λα επηζηξέςνπκε ζην δνρείν ηε ζθαίξα πνπ βγάιακε*, εμάγνπκε 

κηα δεχηεξε. 
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Αο νξίζνπκε ηα ελδερφκελα 

  Α1: ζηελ  i εμαγσγή δηαιέγνπκε άζπξε ζθαίξα 

  Β1: ζηελ  i εμαγσγή δηαιέγνπκε κπιε ζθαίξα 

Γηα i=1,2.  Αθνχ ε εμαγσγή ηεο πξψηεο ζθαίξαο γίλεηαη εληειψο ηπραία είλαη θαλεξφ φηη 

P (A1)  =  
10

6
,  P(B1) = 

10

4
 

Θέινληαο λα ππνινγίζνπκε ζηε ζπλέρεηα ηηο πηζαλφηεηεο Ρ(Α2), Ρ(Β2) αληηκεησπίδνπκε ην εμήο 

πξφβιεκα.  Σε ζηηγκή ηεο δεχηεξεο εμαγσγήο, ελψ γλσξίδνπκε ην πιήζνο ησλ δπλαηψλ απνηειεζκάησλ 

(9, φζεο θαη νη ζθαίξεο πνπ απέκεηλαλ ζην δνρείν), δε κπνξνχκε λα πξνζδηνξίζνπκε αθξηβψο ην πιήζνο 

ησλ επλντθψλ απνηειεζκάησλ, αθνχ απηφ εμαξηάηαη απφ ην απνηέιεζκα ηεο πξψηεο εμαγσγήο. 

Μπνξνχκε σζηφζν λα δηαηππψζνπκε ηνπο αθφινπζνπο ηζρπξηζκνχο: 

α) αλ ζηελ πξψηε εμαγσγή επηιέρηεθε άζπξε ζθαίξα, ε πηζαλφηεηα λα επηιεγεί ζηε   δεχηεξε εμαγσγή 

άζπξε είλαη 5/9, ελψ ε πηζαλφηεηα λα επηιεγεί πξάζηλε είλαη 4/9. 

β) αλ ζηελ πξψηε εμαγσγή επηιέρηεθε κπιε ζθαίξα, ε πηζαλφηεηα λα επηιεγεί ζηε δεχηεξε εμαγσγή 

άζπξε είλαη 6/9, ελψ ε πηζαλφηεηα λα επηιεγεί πξάζηλε είλαη 3/9. 

 

Οη πξνεγνχκελεο πηζαλφηεηεο ιέγνληαη δεζκεπκέλεο πηζαλφηεηεο, αθνχ αλαθέξνληαη ζηελ εκθάληζε ή κε 

ελφο ελδερνκέλνπ δνζέληνο  (ππφ ηελ πξνυπφζεζε) φηη ζπλέβε θάπνην άιιν ελδερφκελν.  Πην 

ζπγθεθξηκέλα ζα γξάθνπκε 

 

Ρ(Α2/Α1) = 
9

5
 ,  Ρ(Β2/Α1) = 

9

4
, 

 

 

Ρ(Α2/Β1) = 
9

6
,  Ρ(Β2/Β1) = 

9

3
 

 

___________________________________________________________________________ 

*  Η δηαδηθαζία απηή ιέγεηαη δεηγκαηνιεςία ρσξίο επαλάζεζε.  ΋ηαλ ε ζθαίξα επηζηξέθεηαη ζην δνρείν 

πξηλ ηελ επφκελε εμαγσγή ζθαίξαο, ζα ιέκε φηη έρνπκε δεηγκαηνιεςία κε επαλάζεζε. 
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΋πσο ζα δνχκε ζε επφκελε παξάγξαθν, κπνξεί θαλείο λα ρξεζηκνπνηήζεη ηηο ηέζζεξηο παξαπάλσ 

δεζκεπκέλεο πηζαλφηεηεο γηα λα ππνινγίζεη ηηο (κε δεζκεπκέλεο) πηζαλφηεηεο Ρ(Α2), Ρ(Β2). 

Με ζηφρν λα δηεξεπλήζνπκε πεξαηηέξσ ηε ζρέζε κεηαμχ δεζκεπκέλεο θαη κε δεζκεπκέλεο πηζαλφηεηαο 

αο εμεηάζνπκε πξνζεθηηθά ην επφκελν παξάδεηγκα.  Έλαο θίινο καο ξίρλεη έλα λφκηζκα 3 θνξέο ρσξίο 

εκείο λα βιέπνπκε ηα απνηειέζκαηα θαη έζησ ην ελδερφκελν:  

Α :  ην απνηέιεζκα ηεο ηξίηεο ξίςεο είλαη «Γξάκκαηα». 

Ο δεηγκαηηθφο ρψξνο Ω ηνπ πεηξάκαηνο απνηειείηαη απφ 8 ζηνηρεηψδε ελδερφκελα, εθ ησλ νπνίσλ ηα 

ηέζζεξα αλήθνπλ ζην ελδερφκελν Α (επλντθά απνηειέζκαηα).  Δπνκέλσο 

 

Ρ(Α) =  = 
8

4
 = 
2

1
 

 

 

 

 

 

 

α. Ο «αξρηθφο»  δεηγκαηηθφο                    β. Σα ελδερφκελα Α θαη Β                     γ. Ο «λένο» δεηγκαηηθφο 

ρψξνο θαη ηα επλντθά απνηειέ-                                                                             ρψξνο θαη ηα επλντθά  

ζκαηα γηα ην Α                                                                                                       απνηειέζκαηα γηα ην Α 

 

Ρσηάκε ζηε ζπλέρεηα ην θίιν καο πφζεο θνξέο έθεξε «Γξάκκαηα» ζηηο 3 ξίςεηο θαη κα απαληάεη φηη έθεξε 

2 θνξέο.  Πνηα είλαη ηψξα ε πηζαλφηεηα ε Σξίηε ξίςε λα έδσζε «Γξάκκαηα»; 

Μεηά ηελ απάληεζε ηνπ θίινπ καο, ν δεηγκαηηθφο ρψξνο πεξηνξίδεηαη ζε έλα ππνζχλνιν ηνπ Ω θαη πην 

ζπγθεθξηκέλα ζην ππνζχλνιν πνπ αληηζηνηρεί ζην ελδερφκελν Β: ζηηο 3 ξίςεηο, νη δχν (αθξηβψο) έδσζαλ 

«Γξάκκαηα». 

Σν πιήζνο ησλ δπλαηψλ απνηειεζκάησλ είλαη ηψξα 3, ελψ ησλ επλντθψλ 2.  Δπνκέλσο, ε πηζαλφηεηα  ε 

ηξίηε ξίςε λα είλαη «Γξάκκαηα» ηζνχηαη πιένλ κε 2/3 (αληί γηα 1/2 πνπ ήηαλ αξρηθά). 

Δίλαη θαλεξφ φηη ε ηειεπηαία ηηκή είλαη ε «δηνξζσκέλε» πηζαλφηεηα γηα ην ελδερφκελν Α φπνπ έρνπκε 

ιάβεη ππφςε φηη έρεη ζπκβεί ην γεγνλφο Β, δειαδή ε δεζκεπκέλε πηζαλφηεηα Ρ(Α/Β). 
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 Με βάζε ηα  πξνεγνχκελα κπνξνχκε λα γξάςνπκε 

Ρ(Α/Β)= 
3

2
= = , 

 δειαδή, 

Ρ(Α/Β)=
)(

)(
. 

Ο ηειεπηαίνο ηχπνο κπνξεί λα επαιεζεπηεί θαη ζε πνιιά άιια παξαδείγκαηα ζηα νπνία ππάξρεη ε 

δπλαηφηεηα απ’ επζείαο ππνινγηζκνχ ηεο δεζκεπκέλεο πηζαλφηεηαο Ρ(Α/Β) θαη ησλ κε δεζκεπκέλσλ 

πηζαλνηήησλ Ρ(ΑΒ), Ρ(Β).  ΢πκθσλεί κε ηε δηαηζζεηηθή έλλνηα πνπ έρνπκε ζρεηηθά κε ηελ 

πξαγκαηνπνίεζε ηνπ ελδερνκέλνπ Α δνζέληνο φηη έρεη ήδε ζπκβεί ην Β, θαζψο επίζεο θαη κε ηελ 

εξκελεία ηεο πηζαλφηεηαο σο (νξηαθφ) πνζνζηφ θνξψλ πξαγκαηνπνίεζεο ελφο ελδερνκέλνπ ζε πνιχ 

κεγάιν αξηζκφ επαλαιήςεσλ ηνπ πεηξάκαηνο.  Γηα ηνπο ιφγνπο απηνχο ρξεζηκνπνηείηαη σο ηχπνο 

νξηζκνχ ηεο δεζκεπκέλεο πηζαλφηεηαο. 

 

 

ΟΡΙ΢ΜΟ΢ 

Γεζκεπκέλε πηζαλόηεηα 

Έζησ Ω έλαο δεηγκαηηθφο ρψξνο θαη Β Ω έλα ελδερφκελν ηνπ Ω κε Ρ(Β) 0.  Σφηε, γηα θάζε ελδερφκελν 

Α ηνπ Ω, η δεζμεςμένη πιθανόηηηα ηος Α δοθένηορ ηος Β δίλεηαη απφ ηνλ ηχπν 

 

Ρ(Α/Β) = 
)(

)(
 . 

Αλ Ρ(Β) = 0, 0 πξνεγνχκελνο ηχπνο δελ έρεη λφεκα, νπφηε δελ νξίδνπκε θαζφινπ ηε δεζκεπκέλε 

πηζαλφηεηα ηνπ Α δνζέληνο ηνπ Β.  Αμίδεη λα ζεκεησζεί φηη, ν ηχπνο πνπ αλαθέξζεθε γηα ηελ εηζαγσγή 

ηεο δεζκεπκέλεο πηζαλφηεηαο, δελ είλαη νχηε αμίσκα νχηε ζεψξεκα.  Απνηειεί νξηζκφ ν νπνίνο είλαη 

ζπκβαηφο κε ηε δηαίζζεζή καο θαη δηθαηνινγείηαη απφ ηε ζπδήηεζε ηνπ παξαδείγκαηνο πνπ πξνεγήζεθε. 

Ιζηνξηθά, νη αζρνινχκελνη κε ηα ηπρεξά παηρλίδηα, ρξεζηκνπνηνχζαλ έκκεζα ηνλ ηχπν απηφ, πνιχ πξηλ 

νξηζηεί ε έλλνηα απζηεξά απφ ηνλ Abraham de Moivre ζην βηβιίν ηνπ The Boctrime of Chance (1730).  

Απφ ηηο δχν πηζαλφηεηεο Ρ(Α) θαη Ρ(Α/Β), ε πξψηε νλνκάδεηαη εθ ησλ πξνηέξσλ πηζαλφηεηα, ελψ ε 
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δεχηεξε εθ ησλ πζηέξσλ πηζαλφηεηα (δηφηη πξνθχπηεη σο ζπλέπεηα κηαο πξφζζεηεο γλψζεο πνπ έρνπκε 

γηα ηελ έθβαζε ηνπ πεηξάκαηνο) [4],[5]. 

΢ε αληηζηνηρία κε ηε δεζκεπκέλε πηζαλφηεηα ηνπ Α δνζέληνο ηνπ Β, νξίδνπκε επίζεο ηε δεζκεπκέλε 

πηζαλφηεηα ηνπ Β δνζέληνο ηνπ Α (κε ηελ πξνυπφζεζε φηη ηζρχεη Ρ(Α) 0 απφ ηνλ ηχπν 

 

Ρ(Β/Α) = 
)(

)(
. 

 

ΠΑΡΑΓΔΙΓΜΑ 

΢ε κηα ρψξα, ε πηζαλφηεηα λα δήζεη ν άληξαο ηνπιάρηζηνλ 70 ρξφληα είλαη 0.85, ελψ ε πηζαλφηεηα λα 

δήζεη ηνπιάρηζηνλ 75 ρξφληα είλαη 0.80.  Αλ δηαιέμνπκε ηπραία έλαλ 70-ρξνλν άληξα απφ ηε ρψξα απηή, 

πνηα είλαη ε πηζαλφηεηα λα δήζεη ηνπιάρηζηνλ άιια 5 ρξφληα (ψζηε λα μεπεξάζεη ην 75ν έηνο ζε ειηθία); 

 

Απάληεζε 

Έζησ Α,Β ηα ελδερφκελα έλαο άληξαο ν νπνίνο επηιέγεηαη ηπραία απφ ηνλ πιεζπζκφ, λα δήζεη 

πεξηζζφηεξν απφ 75,70 ρξφληα αληίζηνηρα.  Σφηε ζα έρνπκε 

Ρ(Α) = 0.80,   Ρ(Β) = 0.85 

 

Καη ΑΒ = Α (γηαηί Α Β).  Η πηζαλφηεηα πνπ δεηάκε λα ππνινγίζνπκε, είλαη ε δεζκεπκέλε πηζαλφηεηα 

Ρ(Α/Β) θαη πξνθχπηεη εχθνια σο εμήο 

Ρ(Α/Β)=
)(

)(
= 

)(

)(
=
85.0

80.0
= 94.0  

 

 

2.2 Θεώρημα Bayes 

 

Έλα πνιχ ζπλεζηζκέλν θαη βαζηθφ πξφβιεκα ηεο ζεσξίαο πηζαλνηήησλ είλαη ν ππνινγηζκφο ησλ εθ ησλ 

πζηέξσλ πηζαλνηήησλ Ρ(Β1/Α) απφ ηηο εθ ησλ πξνηέξσλ (ή κε δεζκεπκέλεο) πηζαλφηεηεο Ρ(Β1) θαη ηηο 

δεζκεπκέλεο πηζαλφηεηεο Ρ(Α/Β1).  Η γεληθή  έθθξαζε ππνινγηζκνχ είλαη ζηελ πξαγκαηηθφηεηα κε απιή 
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εθαξκνγή ηνπ πνιιαπιαζηαζηηθνχ ηχπνπ θαη ηνπ ζεσξήκαηνο νιηθήο πηζαλφηεηαο θαη απνδίδεηαη ζηνλ 

αηδεζηκφηαην Thomas Bayes, ν νπνίνο έδεζε ηνλ 18ν αηψλα. 

 

Θεώξεκα Bayes 

 

Έζησ {Β1,Β2,….,Βλ} κηα δηαίξεζε ηνπ δεηγκαηηθνχ ρψξνπ Ω, ηέηνηα ψζηε            Ρ(Β)   0 γηα φια ηα 

i=1,2,…,λ.  Σφηε, γηα θάζε ελδερφκελν Α ηνπ ίδηνπ δεηγκαηηθνχ ρψξνπ κε Ρ(Α)   0, ηζρχεη 

 

Ρ(Β1/Α) = 
)()/(....)2()2/()1()1/(

)()i/( i  = 

 

)()j/(

)()/(
ν

1

j

ii

j

,               i=1,2,…λ. 

 

Απόδεημε 

Πξνθχπηεη άκεζα, αλ ζηελ έθθξαζε 

Ρ(Βi/Α) = 
P(A)

P(ABi)
 

 

αληηθαηαζηήζνπκε ηνλ αξηζκεηή κε βάζε ηνλ πνιιαπιαζηαζηηθφ ηχπν, δειαδή 

 

Ρ(ΑΒi) = Ρ(Α/Βi)Ρ(Βi),   i=1,2,….λ 

 

θαη ηνλ παξαλνκαζηή κε βάζε ην ζεψξεκα νιηθήο πηζαλφηεηαο. 

Η πξφηαζε κε ηε κνξθή πνπ δίλεηαη εδψ, νθείιεηαη ζηνλ Pierre-Simon Laplace (1749-1827), ν νπνίνο 

φκσο ηεο έδσζε ηελ νλνκαζία ζεψξεκα ηνπ Bayes, πξνο ηηκή ηνπ Άγγινπ θηιφζνθνπ θαη ηεξέα Thomas 

Bayes (1701-1761).  Ο ηειεπηαίνο είρε επηρεηξήζεη κηα ζπζηεκαηηθή κειέηε γηα ηξφπνπο ππνινγηζκνχ ηεο 

δεζκεπκέλεο πηζαλφηεηαο Ρ(Β/Α) κέζσ ηεο δεζκεπκέλεο πηζαλφηεηαο Ρ(Α/Β).   Η δνπιεηά ηνπ Bayes 

ζπλερίζηεθε αξγφηεξα απφ άιινπο ζεκαληηθνχο καζεκαηηθνχο φπσο ν Laplace, Gauss θ.ά. 
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Σν ζεψξεκα Bayes έρεη πάξα πνιιέο εθαξκνγέο ζηε ΢ηαηηζηηθή, γηα ην ιφγν απηφ πξνθάιεζε δσεξφ 

ελδηαθέξνλ αιιά θαη αληηδηθίεο κεηαμχ ησλ ζηαηηζηηθψλ.  Αλαπηχρζεθε κάιηζηα έλαο ηδηαίηεξνο θιάδνο ηεο 

΢ηαηηζηηθήο κε ηελ νλνκαζία Μπευδηαλή ΢ηαηηζηηθή. Αθφκε θαη ζήκεξα ππάξρεη δηακάρε κεηαμχ ηεο 

ιεγφκελεο Μπευδηαλήο ζρνιήο θαη ηεο θιαζηθήο (κε Μπευδηαλήο) ζρνιήο. 

΢ηελ εηδηθή πεξίπησζε λ=2, Β1=Β, Β2=Β΄, ην ζεψξεκα ηνπ Bayes παίξλεη ηελ απινχζηεξε κνξθή 

 

Ρ(Β/Α)=
)()/()()/(

)()/(

΄΄
 

Ρ(Β΄/Α)=
)()/()()/(

)()/(

΄΄

΄΄
 

 

Απηνί νη ηχπνη ρξεζηκνπνηνχληαη φηαλ γλσξίδνπκε (ή κπνξνχκε λα ππνινγίζνπκε εχθνια) ηηο πνζφηεηεο 

Ρ(Α/Β), Ρ(Α/Β΄), Ρ(Β) θαη καο ελδηαθέξεη ν ππνινγηζκφο ησλ δεζκεπκέλσλ πηζαλνηήησλ Ρ(Β/Α), Ρ(Β΄/Α), 

φπνπ ε δέζκεπζε έρεη αληηζηξαθεί. 

΢ηηο πην ζπλεζηζκέλεο εθαξκνγέο ηνπ ηχπνπ ηνπ Bayes, ην ελδερφκελν Α κπνξεί λα ζπκβεί (ινγηθά ή 

ρξνληθά) κεηά απφ ην ελδερφκελν Β.  Έηζη, φηαλ γλσξίδνπκε ηε δεζκεπκέλε πηζαλφηεηα λα ζπκβεί ην πην  

πξφζθαην γεγνλφο Α δνζέληνο φηη, ζπλέβε ην ρξνληθά πξνγελέζηεξν γεγνλφο Β, ν ηχπνο ηνπ Bayes, καο 

δίλεη ηε δπλαηφηεηα λα ππνινγίζνπκε ηε δεζκεπκέλε πηζαλφηεηα λα είρε ζπκβεί ην (πξνγελέζηεξν) 

γεγνλφο Β ηνπ δνζέληνο φηη εκθαλίζηεθε ην γεγνλφο Α.   

Με άιια  ιφγηα, ν ηχπνο ηνπ Bayes, έρεη πξαθηηθή αμία φηαλ γλσξίδνπκε ην απνηέιεζκα (Α) θαη ζέινπκε 

λα δηαηππψζνπκε θάπνηα ινγηθά ζπκπεξάζκαηα γηα ηελ αηηία (Β) πνπ ην πξνθάιεζε.  Σα παξαδείγκαηα 

πνπ αθνινπζνχλ δηαζαθελίδνπλ θαιχηεξα ηηο παξαπάλσ ζθέςεηο. 

 

 

ΠΑΡΑΓΔΙΓΜΑ 1 

Δξσηήζεηο πνιιαπιήο επηινγήο 

Έλαο θνηηεηήο απαληάεη ζε εξσηήζεηο ελφο δηαγσλίζκαηνο πνιιαπιήο επηινγήο κε 4 απαληήζεηο αλά 

εξψηεζε (εθ ησλ νπνίσλ ε κία είλαη ζσζηή θαη νη άιιεο  ηξεηο ιαλζαζκέλεο).  Η πηζαλφηεηα λα γλσξίδεη ν 

θνηηεηήο ηελ απάληεζε κηαο εξψηεζεο, είλαη 70%.  ΢ηηο πεξηπηψζεηο πνπ ν θνηηεηήο δελ γλσξίδεη ηελ 

απάληεζε ζε κηα εξψηεζε, απαληάεη εληειψο ηπραία δηαιέγνληαο κηα απφ ηηο 4 απαληήζεηο πνπ δίλνληαη.  

Αλ ν θνηηεηήο απαληήζεη ζσζηά ζε κηα εξψηεζε, πνηα είλαη ε πηζαλφηεηα λα γλψξηδε ηελ απάληεζε;  
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Απάληεζε 

Αο νξίζνπκε ηα ελδερφκελα 

 Α: ν θνηηεηήο απαληάεη ζσζηά ζηελ εξψηεζε, 

 

 Β: ν θνηηεηήο γλσξίδεη ηε ζσζηή απάληεζε ηεο εξψηεζεο. 

 

 Σν δεηνχκελν είλαη ε δεζκεπκέλε πηζαλφηεηα Ρ(Β/Α) ελψ, ζχκθσλα κε ηελ εθθψλεζε, 

γλσξίδνπκε ηα εμήο : 

 

Ρ(Β) = 0.7,   Ρ(Β΄)=1 – Ρ(Β) = 0.3 

Ρ(Α/Β)=1,   Ρ(Α/Β΄) = 
4

1
 = 0.25 

 

Αληηθαζηζηψληαο ζηνλ ηχπν  

Ρ(Β/Α) = 
)()/()()/(

)()/(

΄΄
 

βξίζθνπκε 

Ρ(Β/Α) = 
)3.0()25.0()7.0(1

)7.0(1
 90%. 

 

΢ηελ πεξίπησζε απηή παξαηεξνχκε (έρνπκε σο δεδνκέλν) θάπνην απνηέιεζκα, πην ζπγθεθξηκέλα ηε 

ζσζηή απάληεζε ηνπ θνηηεηή.  Ο ηχπνο ηνπ Bayes καο βνεζάεη λα βγάινπκε θάπνην ζπκπέξαζκα γηα 

ηελ αηηία πνπ πξνθάιεζε ην απνηέιεζκα απηφ.  Πξάγκαηη, ην πνζνζηφ πνπ βξέζεθε, καο πιεξνθνξεί φηη 

ππάξρεη πηζαλφηεηα 90%, ε εξψηεζε λα απαληεζεί ζσζηά γηαηί ν θνηηεηήο γλψξηδε ηε ζσζηή απάληεζε 

θαη πηζαλφηεηα κφιηο 10% ν θνηηεηήο λα ήηαλ «αξθεηά ηπρεξφο» ψζηε, απαληψληαο εληειψο ηπραία, λα 

βξήθε ηε ζσζηή απάληεζε. 
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ΠΑΡΑΓΔΙΓΜΑ 2 

Πνιιαπιέο γξακκέο παξαγσγήο 

Αο ππνζέζνπκε φηη ηα πξντφληα ησλ ηξηψλ γξακκψλ παξαγσγήο, αλακηγλχνληαη δεκηνπξγψληαο κηα 

εληαία ζεηξά θαη ζηε ζπλέρεηα πξνσζνχληαη ζην ηκήκα ειέγρνπ πνηφηεηαο ηνπ εξγνζηαζίνπ.  Αλ ν εθεί 

ππεχζπλνο δηαιέμεη έλα πξντφλ ζηε ηχρε θαη δηαπηζηψζεη φηη είλαη ειαηησκαηηθφ, ε πηζαλφηεηα λα 

πξνέξρεηαη απηφ απφ ηελ πξψηε γξακκή παξαγσγήο ζα είλαη ίζε κε 

 

Ρ(Β/Α) = 
)()/()()/()()/(

)()/(

332211

11

BPBAPBPBAPBPBAP

BPBAP
 = 

0024.00018.00020.0

)004.0)(50.0(
 = 

0062.0

002.0
 0,32 = 32% 

 

Οη αληίζηνηρεο πηζαλφηεηεο γηα ηηο άιιεο δχν γξακκέο βξίζθνληαη φκνηα θαη είλαη ίζεο κε  

 

Ρ(Β2/Α) = 
0062.0

)006.0)(30.0(
 0,29 = 29% 

 

Ρ(Β3/Α) = %3939.0
)0062.0(

)012.0)(20.0(
 

 

Οη πηζαλφηεηεο 32%, 29%, 39% είλαη νη εθ ησλ πζηέξσλ πηζαλφηεηεο γηα ην ελδερφκελν λα δηαιερηεί 

αληηθείκελν απφ θαζεκία απφ ηηο ηξεηο γξακκέο παξαγσγήο, αλ γλσξίδνπκε φηη απηφ είλαη ειαηησκαηηθφ.  

Οη αληίζηνηρεο εθ ησλ πξνηέξσλ (αξρηθέο) πηζαλφηεηεο ήηαλ 50%, 30% θαη 20%. 

Η ζεκαληηθή «δηφξζσζε» πνπ παξαηεξείηαη ζηελ πηζαλφηεηα λα πξνέξρεηαη ην πξντφλ απφ ηελ πξψηε 

γξακκή παξαγσγήο (κεηψζεθε ζην 32% απφ ηελ αξρηθή ηηκή 50%) νθείιεηαη ζην γεγνλφο φηη ην πξντφλ 

βξέζεθε ειαηησκαηηθφ, ελψ ε πξψηε γξακκή παξαγσγήο παξάγεη κηθξφ πνζνζηφ ειαηησκαηηθψλ ζε 

ζρέζε κε ηηο άιιεο δχν.    Σν θαηλφκελν θπζηθά αληηζηξέθεηαη γηα ηελ ηξίηε γξακκή παξαγσγήο (αχμεζε 

ζην 39% απφ ηελ αξρηθή ηηκή 20%) ε νπνία έρεη ην κεγαιχηεξν πνζνζηφ ειαηησκαηηθψλ αληηθεηκέλσλ 

[2],[3],[4]. 
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Γελδξνδηάγξακκα γηα ηξεηο γξακκέο παξαγσγήο 

 

             

             

             

             

             

             

             

             

             

             

             

             

             

             

             

             

             

             

             

             

         

 

     

Ο ππνινγηζκφο ησλ εθ ησλ πζηέξσλ πηζαλνηήησλ δνζέληνο φηη ζπλέβε ην ελδερφκελν Α κπνξεί λα γίλεη 

επάλσ ζην δελδξνδηάγξακκα ηνπ παξαπάλσ ζρήκαηνο σο εμήο : 

 Τπνινγίδνπκε ηα ηξία γηλφκελα (0.002, 0.0018 θαη 0.0024) πνπ πξνθχπηνπλ 

αθνινπζψληαο ηηο ηξεηο δηαδξνκέο πνπ νδεγνχλ ζην ελδερφκελν Α. 

 Αζξνίδνπκε ηα ηξία γηλφκελα πνπ ππνινγίζακε (νπφηε πξνθχπηεη ε πηζαλφηεηα P(A) = 

0.0062). 

 Γηαηξνχκε θάζε γηλφκελν κε ην άζξνηζκα, παίξλνληαο έηζη ηελ εθ ησλ πζηέξσλ 

πηζαλφηεηα πνπ αληηζηνηρεί ζε θάζε γξακκή παξαγσγήο. 

 

 

 

 

          

0.50 

          

0.30 

          

0.20 

γξακκή παξαγσγήο I γξακκή παξαγσγήο II          γξακκή παξαγσγήο III 

           

0.004 

           

0.996 

           

0.006 

           

0.994 

           

0.012 

           

0.988 

           

ΑΒ1 

                   

            Α’Β1 

              

               ΑΒ2  

           

Α’Β2 

           

ΑΒ3 

            

Α’Β3 

(0.50)(0.004)=0.002           (0.30)(0.006)=0.0018          (0.20)(0.012)=0.0024 

                                     Α 

        0.002 + 0.0018 + 0.0024 = 0.0062 
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2.3  Παίγνια Συνεργασίας – Σχήμα διαιτησίας κατά Nash 

 
 
Θεσξνχκε έλα παίγλην φπνπ δχν παίρηεο δέρνληαη λα απνθαζίζνπλ κηα δίθαηε θαη ινγηθή έθβαζε ηνπ 
παηγλίνπ θαη ζηε ζπλέρεηα ζπκθσλνχλ λα ηελ εθαξκφζνπλ. Γηα λα εθαξκνζηνχλ νη θαλφλεο ηνπ παηγλίνπ 
ζπκθσλνχλ λα θαιέζνπλ έλαλ ακεξφιεπην δηαηηεηή. 
 
Τπάξρεη έλα ζχλνιν ιχζεσλ θαη γηα ηνπο δχν παίρηεο πνπ θαινχκαζηε λα απνθαζίζνπκε. Μέζα απφ 
απηφ ην ζχλνιν ησλ ιχζεσλ ππάξρεη κφλνλ έλα απνηέιεζκα πνπ λα είλαη ινγηθφ θαη δίθαην θαη γηα ηνπο 
δχν παίθηεο; 
 
Σελ απάληεζε ζε απηφ ην εξψηεκα έδσζε ν J. Nash πξνηείλνληαο, κάιηζηα, κηα πνιχ θαιή ιχζε ε νπνία 
νλνκάδεηαη «ζρήκα δηαηηεζίαο θαηά Nash». ΢πγθεθξηκέλα, νη δηαπξαγκαηεπφκελνη παίρηεο πξέπεη λα 
ζπκθσλήζνπλ ζε θάπνην απνηέιεζκα απφ ην ζχλνιν ησλ ιχζεσλ. Σα απνηειέζκαηα ηεο 
δηαπξαγκάηεπζεο απηήο, ν J. Nash ηα ηνπνζέηεζε ζην επίπεδν θαη εηδηθά ζηηο θνξπθέο ελφο 
πνιχπιεπξνπ. Αλ νη δηαπξαγκαηεπφκελνη παίρηεο δελ ζπκθσλήζνπλ, ηφηε νθείινπλ λα απνδερηνχλ έλα 
πξνθαζνξηζκέλν απνηέιεζκα απφ ην πνιχπιεπξν, ην νπνίν νλνκάδεηαη status quo (sq). 
 
Γηα λα είλαη ινγηθφ θαη δίθαην έλα ζρήκα δηαηηεζίαο ν J. Nash δηαηχπσζε ηα παξαθάησ αμηψκαηα: 
 
α)   Αμίσκα ινγηθόηεηαο: Η απνδεθηή ιχζε πξέπεη λα βξίζθεηαη ζην πνιχπιεπξν δηαπξαγκάηεπζεο,  
 
β)   Αμίσκα γξακκηθόηεηαο: Αλ νη σθέιεηεο ησλ δηαπξαγκαηεπφκελσλ παηρηψλ κεηαβάιινληαη ζχκθσλα 
κε κηα γξακκηθή ζπλάξηεζε (ζεηηθή) ηφηε ε εθηθηή ιχζε ηνπ παηγλίνπ αιιάδεη ζχκθσλα κε ηελ ίδηα 
ζπλάξηεζε. 
 
γ) Αμίσκα ζπκκεηξίαο: Αλ ην πνιχπιεπξν δηαπξαγκάηεπζεο είλαη ζπκκεηξηθφ σο πξνο ηελ επζεία κε 
θιίζε +1, ηφηε ε εθηθηή ιχζε πξέπεη λα βξίζθεηαη πάλσ ζηελ επζεία απηή. 
 
δ) Αμίσκα αλεμαξηεζίαο: Απηφ αθνξά ηηο κε εθηθηέο ελαιιαθηηθέο ιχζεηο, θαη πξνζδηνξίδεη ηε κνλαδηθή 

ιχζε θαηά J. Nash. 

 

 

Δηθόλα 2.1  : Σα αμηώκαηα ηνπ Nash 
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Θεώξεκα Nash 
 
Η κνλαδηθφηεηα ηνπ ζρήκαηνο δηαηηεζίαο ηθαλνπνηείηαη θαη απφ ηα ηέζζεξα αμηψκαηα. Γηα ην SQ = (x0,y0) ε 
εθηθηή ιχζε είλαη ην ζεκείν (x,y) κέζα ζην πνιχπιεπξν ην νπνίν κεγηζηνπνηεί ην γηλφκελν (x-x0)(y-y0) κε 
ρ≥0 θαη y≥y0. 
 
Γίδνπκε έλα πξφβιεκα επαθήο γηα ηελ θαηαλφεζε ηνπ ζρήκαηνο δηαηηεζίαο θαηά Nash. 
 
Γχν αληαγσληζηηθέο εηαηξίεο Δ, θαη Δ2 αληίζηνηρα πξέπεη λα ζπκθσλήζνπλ ζε έλα απφ ηα αθφινπζα 

απνηειέζκαηα α1 Ξ (0,0), α2 Ξ(3,0), α4 Ξ(2,6) θαη α3 Ξ(3,3) ή ζε θάπνην ζπλδπαζκφ απηψλ. Αλ δελ 

ζπκθσλήζνπλ ηφηε πξέπεη αλ απνδερηνχλ σο απνηέιεζκα ην SQ Ξ(3,2). Να επξεζεί ε βέιηηζηε ιχζε, κε 

ηε βνήζεηα ηνπ ζρήκαηνο δηαηηεζίαο ηνπ Nash, ψζηε ην απνηέιεζκα λα είλαη δίθαην. 

 
1

η
 ΛΥΣΗ 

 
 
Σν πνιχπιεπξν απνιαβψλ απεηθνλίδεηαη ζην αθφινπζν ζρήκα. 

 

 

Σν ζχλνιν δηαπξαγκάηεπζεο, κέζα ζην νπνίν πξέπεη λα βξίζθεηαη ην ζεκείν Nash, αλήθεη ζην 
επζχγξακκν ηκήκα πνπ νξίδεηαη απφ ηα ζεκεία (3,5),(5,3). 
 
΢χκθσλα κε ην ζεψξεκα ηνπ Nash ην ζεκείν πνπ κεγηζηνπνηεί ηε ζπλάξηεζε: 
 

f Ξ (x - x0 )(y - y0),     (x0,y0) Ξ (3,2) 
 

δειαδή ηελ f Ξ (x—3)(y—2), βξίζθεηαη πάλσ ζην επζχγξακκν ηκήκα A Ξ (3,5), α3 Ξ (5,3), πνπ έρεη 
εμίζσζε: 
 

  y = -x+8,    3 ≤ x ≤ 5 

 

Αληηθαζηζηνχκε ζην γηλφκελν πνπ πξέπεη λα κεγηζηνπνηεζεί ην y = -x + 8: 
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(x-3)(-x + 8-2) = -x
2 
+ 9x -18 

 
 
Σν ηξηψλπκν θ(x) = -x

2
 + 9x -18 επεηδή ην α = -1 < 0, απηφ γίλεηαη κέγηζην φηαλ: 

 
x = -β / 2α = 9/2 = 4,5 

 
θαη επεηδή y = -x + 8 είλαη 
 

y = 3,5 
 
 

Οπφηε ε βέιηηζηε ιχζε θαηά Nash είλαη Ν(4,5,3,5). ΢εκεηψλνπκε, φηη νη παίθηεο πξέπεη λα επηιέγνπλ ην 
πιεζηέζηεξν πξνο ην ζεκείν ηζνξξνπίαο θαηά Nash, δπλαηφ απνηέιεζκα. Απηφ έρεη θαζνξηζηηθή ζεκαζία 
γηα ηηο ιχζεηο. 
 
 
 
2

η
 ΛΥΣΗ 

 
Δπεηδή ην άζξνηζκα ησλ παξαγφλησλ ηνπ γηλνκέλνπ (x-3)(y-2) είλαη ζηαζεξφ, απηφ ην γηλφκελν γίλεηαη 
κέγηζην φηαλ: 

y-2 = x-3 
 
δειαδή φηαλ 

y = x - 1…………………………………….......................(1) 
 
 
΢ηελ αλαιπηηθή ηνπ επηπέδνπ, ε εμίζσζε (1) παξηζηά επζεία κε θιίζε +1, ε νπνία δηέξρεηαη απφ ην SQ, 
δειαδή απφ ζεκείν (3,2). 
 
Άξα, ε βέιηηζηε ιχζε πξνζδηνξίδεηαη απφ ηελ ηνκή απηήο ηεο επζείαο κε κηα πιεπξά ηνπ πνιχπιεπξνπ 
απνιαβψλ. Η επζεία (1) φπσο παξαηεξνχκε απφ ην ζρήκα, ηέκλεη ηελ πιεπξά α3α4 ζην ζεκείν N(x,y) ην 
νπνίν ζα πξνζδηνξηζηεί θαη αιγεβξηθά. 
 
Πξάγκαηη, έρνπκε:  
 

y = x - 1............................................................................................................................(ℓsq) 
 y = -x + 8......................................................................................................................(ℓ α3α4) 

νπφηε ηζρχεη: 
 
x – 1 = -x + 8,  
 
 
δειαδή 
 

x = 9/2 = 4,5 θαη y = 7/2 = 3,5 

 

 

 

 



Μεηαπηπρηαθή Γηαηξηβή   Κνζκίδεο Παλαγηψηεο 

΢πκβνιή ηεο δεζκεπκέλεο πηζαλφηεηαο ζηε ζεσξία παηγλίσλ  
θαη εθαξκνγέο ζηηο δηαπξαγκαηεχζεηο  ΢ειίδα 36 

 

Γιαγπαμμαηική παποςζίαζη ηος πποβλήμαηορ  
 
 
Δπεηδή f Ξ (X-3)(y-2) = 8, ηζρχεη: 
 
y-2 = 8/x-3 θαη y = 2x+2/1x-3 
 
κε αληίζηνηρνπο θιάδνπο ησλ ππεξβνιηθψλ ηξνρηψλ πνπ θαίλνληαη ζην αθφινπζν ζρήκα: 

 

 

 

Σσόλιο :        Παξαηεξνχκε φηη νη αζχκπησηεο ησλ ππεξβνιηθψλ ηξνρηψλ είλαη νη ζπληεηαγκέλεο ηνπ, θαηά 
Nash, SQ. 
 
 
Ππόηαζη 
 
«΋ηαλ ην ζχλνιν δηαπξαγκάηεπζεο είλαη επζχγξακκν ηκήκα θιίζεο —1, ηφηε ε άξηζηε ιχζε, θαηά Nash, 

είλαη ην ζεκείν ηνκήο απηνχ ηνπ επζχγξακκνπ ηκήκαηνο κε ηελ επζεία πνπ δηέξρεηαη απφ ην SQ θαη έρεη 

θιίζε +1». 

 

Απόδειξη 
 
Έζησ A0A1A2...Ak έλα πνιχπιεπξν ηνπ νπνίνπ νη θνξπθέο A0,A1,A2,..,Ak είλαη ηα δπλαηά απνηειέζκαηα 

ηεο δηαπξαγκάηεπζεο κε SQ(x0 , y0) ην Status quo: 
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Έζησ ην επζχγξακκν ηκήκα Αℓ-1Αℓ-2 έρεη θιίζε -1, δειαδή ε εμίζσζε ηεο επζείαο ηνπ είλαη: 
 

y–yA ℓ-1  = -1 ( x-xA ℓ-1 )…....................................................................................(1) 

Η εμίζσζε ηεο επζείαο πνπ δηέξρεηαη απφ ην SQ θαη έρεη θιίζε +1, 

y = x-(x0 -y0)…………………………………………………………………………………(2) 

Απφ ηηο (1) θαη (2) πξνθχπηνπλ νη ιχζεηο θαηά Nash: 
 

x N  = ( xA ℓ-1  + yA ℓ-1 ) + (x0 -y0) /  2 

y N  = ( xA ℓ-1  + yA ℓ-1 ) -  (x0 -y0) /  2 ………………………………………………….…….(3) 

Αλ ζέζνπκε ζηηο (3) ηα δεδνκέλα ηνπ πξνβιήκαηνο πνπ κειεηάκε, δειαδή x0 = 2, y0 = 3 (ζπληεηαγκέλεο 
ηνπ SQ)  θαη  xA ℓ-1  = 2, yA ℓ-1  = 6  (ζπληεηαγκέλεο ηνπ Αℓ-1 , αξρή ηνπ επζχγξακκνπ ηκήκαηνο κε αξλεηηθή 
θιίζε -1), πξνθχπηεη φηη ε άξηζηε ιχζε θαηά Nash είλαη: 
 

N(x , y) = (4,5 , 3,5) 
 
Παπαηήπηζη: Αλ ην SQ ζπκπίπηεη κε ην ζεκείν (0,0) ηφηε ην xN = yN, δειαδή είλαη ην ζεκείν 
αιιεινηνκήο ηεο επζείαο y = ρ κε ην επζχγξακκν ηκήκα αξλεηηθήο θιίζεο -1. Απηφ πξνθχπηεη, εχθνια, 
απφ ηηο (3). Άιισζηε ζε απηή ηελ παξαηήξεζε ζηεξίρηεθε θαη ν Nash γηα λα απνδείμεη ην ζεψξεκα ηνπ. 
 
Μηα γεληθεπκέλε απόδεημε ηεο ηζνξξνπίαο θαηά Nash (με ηη βοήθεια ηηρ μεθοδολογίαρ Lagrange) 
 
 
Απφ ην ζεψξεκα ηνπ Nash πξέπεη λα κεγηζηνπνηεζεί ε ζπλάξηεζε δχν κεηαβιεηψλ: 
 
f Ξ (x-x0)(y-y0) κε x≥x0, y≥y0  φηαλ x + y = a είλαη ε πιεπξά ηνπ πνιχπιεπξνπ ησλ δηαπξαγκαηεχζεσλ, κε 
θιίζε -1.  
Η ζπλάξηεζε θαηά Lagrange είλαη: L = f + ιθ φπνπ f ε αληηθεηκεληθή ζπλάξηεζε, ι ν πνιιαπιαζηαζηήο 
ηνπ Lagrange. 

Φ Ξ x + y – a 
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Οη αλαγθαίεο ζπλζήθεο θαηά Lagrange είλαη: 
 
 

   νπφηε     

Έρνπκε : 

  

 ή   

  

Δίλαη  

  

νπφηε  

 ……………………………………………………………………………………(ζΝ) 

 

Οη (ζΝ) είλαη ίδηεο κε ηηο πξνεγνχκελεο ζπλζήθεο (3). 

Θα πξέπεη, φκσο, λα απνδεηρζεί ε ηθαλή ζπλζήθε, ηεο ζπλζήθεο Lagrange, θαηά ηελ νπνία ε νξίδνπζα: 

Γ1   Ξ  > 0 

Οη κεξηθνπαξάγσγνη ησλ ζπλαξηήζεσλ L θαη θ αληηζηνηρνχλ ζηηο αξηζκεηηθέο ηηκέο ησλ ιχζεσλ ηνπ 

πξνεγνχκελνπ ζπζηήκαηνο. Πξάγκαηη, είλαη: 

, , , , ,  
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θαη    

   Γ1   Ξ  = 2 > 0 

 

Δπεηδή Γ1 > Ο, θαη n = 2 (αξηζκφο κεηαβιεηψλ) είλαη άξηηνο, ηφηε ε ιχζε xΝ θαη yN πνπ έρνπκε βξεη 
αληηζηνηρεί ζε ηνπηθφ κέγηζην, ην νπνίν είλαη: 
 

 

 

Απφ ηε ιχζε N(xN,yN), επεηδή: 
 
    xN ≥ x0, θαη yN ≥ y0 ζα πξέπεη: 
 
                                                      a ≥ x0 - y0 

 

 

Σσόλιο: Πξέπεη λα γίλνπλ θηήκα καο νη ηέζζεξεηο πεξηπηψζεηο δηεξεχλεζεο κεγίζηνπ θαη ειαρίζηνπ θαηά 
Lagrange κε πεξηνξηζηηθέο ζπλζήθεο. ΢ηε ζπγθεθξηκέλε πεξίπησζε είλαη n = 2, άξηηνο αξηζκφο 

κεηαβιεηψλ, m = 1 αξηζκφο πεξηνξηζηηθψλ  ζπλζεθψλ,       θαη       (-1)
 i  

Γ( < 0       κε 

i=n—m=2—1=1, άξα (—1) Γ,<0 θαη Γ,>0, πξάγκα πνπ πξνέθπςε. 

 

3" ΛΥΣΗ 
 
Σν γηλφκελν θαηά Nash (x-3)(y-2) πνπ πξέπεη λα κεγηζηνπνηεζεί ην ζεσξνχκε σο ζπλάξηεζε δχν 
κεηαβιεηψλ x θαη y θαη ην ζπκβνιίδνπκε: 
 
 

f Ξ  f (x, y) = (x-3)(y-2) , 
 

απφ φιεο ηηο πιεπξέο ηνπ πνιππιεχξνπ επηιέγνπκε ηελ πιεπξά x + y = 8 (γηαηί έρεη θιίζε -1) ε νπνία 
ζεσξείηαη σο ζπλάξηεζε δχν κεηαβιεηψλ a θαη y  
 

θ Ξ θ(x,y) = x + y - 8=0 
 
Οπφηε, ην πξφβιεκα αλάγεηαη ζε πξφβιεκα κεγηζηνπνίεζεο ζπλάξηεζεο δχν κεηαβιεηψλ κε 
πεξηνξηζκφ, θαη πξέπεη λα αθνινπζήζνπκε ηε κεζνδνινγία Lagrange: 
 
   maxf = (x-3)(y-2).....................................................................................................................................(α) 
φηαλ 

    .........................................................................................................................................( ) 

 
Θεσξνχκε ηε ιαγθξαλδηαλή ζπλάξηεζε: 

 
L = f + ιθ  Ξ  (Υ-3)(Y-2) + ι(x+y-8) 
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Έρνπκε : 

   = y – 2 + ι = 0…………………………………………………………………………………………………(1) 

   = x– 3 + ι = 0…………………………………………………………………………………………………(2) 

θαη  

θ = x + y – 8 = 0……………………………….……………………………………………..……………………(3) 

 

Απφ ηηο (1), (2) θαη (3) πξνθχπηνπλ: 

                                                         

δειαδή x =4,5, y = 3,5 θαη ι = 1,5 

 

Θα απνδείμνπκε όηη ε ιύζε θαηά Nash ηθαλνπνηεί ηηο ζπλζήθεο Κ-Σ θαη ηε ζπλζήθε θαλνληθόηεηαο 
 
 
α)   Πξψηα ζα δείμνπκε φηη ηθαλνπνηνχληαη νη ζπλζήθεο (Κ-Σ), δειαδή πξέπεη λα ππάξρνπλ πξαγκαηηθνί 

αξηζκνί k1, k2 θαη k3 κε αξλεηηθνί έηζη ψζηε λα ηζρχνπλ νη ηζφηεηεο:  

k1θ1 = k2θ2 = k3θ3  = 0 

θαη  

 

 +  k1  +  k2  +  k3  = 0 

 

 +  k1  +  k2  +  k3  = 0 

 

φπνπ φιεο νη ζπλαξηήζεηο απηέο ζεσξνχληαη κε ηηο αξηζκεηηθέο ηνπο ηηκέο. 

 

     θ1 Ξ 8 –x –y                                  ,δειαδή  θ1 (9/2,7/2) = 0 

     θ2 Ξ x                                           ,δειαδή  θ2 (9/2,7/2) = ½ 
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θ3 Ξ y                                                 ,δειαδή  θ3(9/2,7/2) = 7/2 

 = -1                                                  ,               (9/2,7/2) = -1 

 = -1                                                  ,               (9/2,7/2) = -1 

 = 1                                                   ,               (9/2,7/2) = 1 

 = 0                                                   ,               (9/2,7/2) = 0 

 = 0                                                   ,               (9/2,7/2) = 0 

 = 1                                                   ,               (9/2,7/2) = 1 

 = y-2                                                   ,               (9/2,7/2) = 3/2 

 = x-3                                                   ,               (9/2,7/2) = 3/2 

 

νπφηε νη ζπλζήθεο (K-T) γξάθνληαη: 

k1  + k2  + k3  = 0……………………………………………………………………………………(1) 

k1  + k2  + k3  = 0……………………………………………………………………………………(2) 

k1  + k2  + k3  = 0……………………………………………………………………………………(3) 

Απφ ηελ (1) παίξλνπκε  k1 ·0 = 0, k2 = k3 = 0, νπφηε απφ ηηο (2) θαη (3) πξνθχπηεη k1 = 3/2 
 
 
β)   Θα δείμνπκε αλ ε ιύζε απηή ηθαλνπνηεί ηε ζπλζήθε θαλνληθόηεηαο. 
 
Πξάγκαηη, νη θιίζεηο ησλ πεξηνξηζηηθψλ ζπλαξηήζεσλ  θ1, θ2 θαη θ3 είλαη: 
 

 = (-1,1),     = (1,0),     = (0,1),     

 
Θα απνδείμνπκε ηε γξακκηθή αλεμαξηεζία ησλ θιίζεσλ απηψλ. Γηα λα απνδεηρζεί φηη δχν δηαλχζκαηα 

θαη  είλαη γξακκηθψο αλεμάξηεηα, αξθεί λα ππάξρνπλ αξηζκνί ι θαη κ έηζη ψζηε: 
 

ι + κ  = 0 ηφηε θαη κφλνλ ηφηε ι = κ = 0. 
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Πξάγκαηη, γηα ηα δηαλχζκαηα , θαη  ηζρχεη: 

 

ι (-1,-1) + κ (1,0) = (0,0)  

δειαδή 
 
 

    νπφηε  ι = κ = 0 

 
Οκνίσο απνδεηθλχεηαη θαη ε γξακκηθή αλεμαξηεζία φισλ ησ\ ζπλδπαζκψλ ησλ δηαλπζκάησλ [4]. 
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Κεφάλαιο 3 
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3. Εφαρμογή «Δίλημμα του Φυλακισμένου – Prisoner’ s Dilemma»  

 

 

Η κεηαπηπρηαθή δηαηξηβή ζα πξνζπαζήζεη λα αλαπηχμεη θαη λα επεμεξγαζηεί, κε ηε βνήζεηα ησλ 

Γεζκεπκέλσλ Πηζαλνηήησλ, έλα θνηλφ πξφβιεκα ηεο Θεσξίαο Παηγλίσλ πνπ αλαθέξακε ζην Κεθάιαην 

1. Σν παίγλην ζπλεξγαζίαο πνπ θαιείηαη «Γίιεκκα ηνπ Φπιαθηζκέλνπ – Prisoner’ s Dilemma», ηεο 

θαηεγνξίαο ησλ Παηγλίσλ πνπ νδεγνχληαη θαη ζε αδηέμνδν, ζα πξνζπαζήζνπκε λα ην δνχκε απφ κηα 

άιιε νπηηθή γσλία ελζσκαηψλνληαο ζε απηφ θάπνηα ελδερφκελα θαη θάπνηεο πηζαλφηεηεο. ΢ηε ζπλερεία, 

έρνπκε θαηαιήμεη ζε θάπνηα εξσηήκαηα πάλσ ζε απηφ ην ζέκα θαη ζα βξεζνχκε ζε ζέζε λα ηα 

απαληήζνπκε κέζσ ηεο ζεσξίαο ησλ Γεζκεπκέλσλ Πηζαλνηήησλ θαη ηνπ Θεσξήκαηνο ηνπ Bayes. Σέινο, 

αθνχ ιάβνπκε ηα ζπκπεξάζκαηά καο, ζα ελζσκαηψζνπκε ζην πξφβιεκά καο ην ζρήκα δηαηηεζίαο θαηά 

Nash, πνπ αλαπηχρζεθε ζην Κεθάιαην 2 θαη ζα δψζνπκε κηα ιχζε ηζνξξνπίαο θαηά Nash ζην επφκελν 

θεθάιαην. 

 

Πξόβιεκα 

 

Γίιεκκα Φπιαθηζκέλνπ – Prisoner’s Dilemma : Πίλαθαο Σηκψλ-Πνηλψλ 

Σν «δίιεκκα ηνπ θπιαθηζκέλνπ» είλαη έλα απιφ, αιιά ραξαθηεξηζηηθφ παξάδεηγκα ηεο ζεσξίαο παηγλίσλ, 

ηνπ θιάδνπ ησλ καζεκαηηθψλ πνπ εμεηάδεη ηηο ζηξαηεγηθέο επηινγέο ινγηθά ζθεπηφκελσλ παηθηψλ πνπ 

εκπιέθνληαη ζε αληαγσληζηηθέο θαηαζηάζεηο. 

Γχν άηνκα ζπιιακβάλνληαη απφ ηελ αζηπλνκία ζαλ χπνπηνη δηάπξαμεο θάπνησλ εγθιεκάησλ. H 

αζηπλνκία δελ έρεη φια ηα απαηηνχκελα ζηνηρεία γηα λα ηνπο θαηεγνξήζεη, νπφηε ηνπο βάδεη ζε ρσξηζηά 

δσκάηηα, εκπνδίδνληάο ηνπο λα έρνπλ νπνηαδήπνηε επηθνηλσλία. O εηζαγγειέαο επηζθέπηεηαη θαη ηνπο 

δχν, ηνλ θαζέλα ρσξηζηά, θαη θάλεη ζηνλ θαζέλα ηελ εμήο πξφηαζε: 

 

 αλ θαηαζέζεη ελαληίνλ ηνπ άιινπ (θαη ν άιινο δελ κηιήζεη) ηφηε ε ζπλεξγαζία ακείβεηαη κε 

άκεζε απειεπζέξσζε, ελψ ν «άιινο»  θπιαθίδεηαη κε 12 ρξφληα (min πνηλήο). 

 αλ δε κηιήζεη νχηε απηφο νχηε ν άιινο, θπιαθίδνληαη 1 ρξφλν έθαζηνο γηα φζν αδηθήκαηα έρεη 

ε αζηπλνκία απνδείμεηο 

 αλ θαηαζέζνπλ θαη νη δχν ν έλαο ελαληίνλ ηνπ άιινπ ηφηε θπιαθίδνληαη 4 ρξφληα ν θαζέλαο 

(max πνηλήο). 

 

 



Μεηαπηπρηαθή Γηαηξηβή   Κνζκίδεο Παλαγηψηεο 

΢πκβνιή ηεο δεζκεπκέλεο πηζαλφηεηαο ζηε ζεσξία παηγλίσλ  
θαη εθαξκνγέο ζηηο δηαπξαγκαηεχζεηο  ΢ειίδα 45 

 

 

Έηζη : 

-Φπιαθηζκέλνο- B  δελ κηιάεη B κηιάεη  

      A  δελ κηιάεη (1,1) (12,0) 

      Α    κηιάεη (0,12) (4,4) 

 

 Η ελζσκάησζε ελδερνκέλσλ θαη πηζαλνηήησλ, ζπγθεθξηκέλα, ζην παξαπάλσ πξφβιεκα, πνπ 

ζα απνηειέζνπλ δεδνκέλα ζηνλ πνιιαπιαζηαζηηθφ ηχπν ηνπ Bayes δελ πθίζηαηαη. Σα 

ελδερφκελα πνπ πηζαλψο λα νξίζνπκε γηα ηνπο θπιαθηζκέλνπο δελ κπνξνχλ λα είλαη απνιχησο 

αζπκβίβαζηα (γηα παξάδεηγκα, ππάξρεη ε πεξίπησζε νκνινγία Α – νκνινγία Β) θαη έηζη δελ 

κπνξνχκε λα εθαξκφζνπκε ηα ιεγφκελα ηνπ Bayes.  

 

Παξφια απηά, ην πξφβιεκά καο κπνξεί λα εξκελεπζεί κε ηελ εθδνρή ηεο ζηξαηεγηθήο αχμεζεο ηεο 

πηζαλφηεηαο επηηπρίαο (ζηε ζπγθεθξηκέλε πεξίπησζε ε ΔΛΔΤΘΔΡΙΑ ηνπ θξαηνχκελνπ) σο εμήο:  

 
Τπάξρεη έλαο πξνζάιακνο πνπ θαιείηαη ΠΡΟΘΑΛΑΜΟ΢ ΓΔΤΣΔΡΗ΢ ΔΤΚΑΙΡΙΑ΢ έμσ απφ ηηο θπιαθέο 
φπνπ ππάξρνπλ ηξεηο θνπξηίλεο Κ1, Κ2 θαη Κ3, απφ ηηο νπνίεο κηα θνπξηίλα θξχβεη πίζσ ηεο έλα πνξηξαίην 
πνπ γξάθεη ΔΛΔΤΘΔΡΙΑ. Ο θπιαθηζκέλνο πνπ καληεχεη ζσζηά πνηα θνπξηίλα θξχβεη ην πνξηξαίην 
θεξδίδεη απεπζείαο ηελ ειεπζεξία ηνπ θαη παξαγξάθνληαη φια ηνπ ηα εγθιήκαηα.  
 
Έζησ φηη έλαο παίθηεο επηιέγεη ηπραία ηελ θνπξηίλα Κ1. Έλαο αζηπλνκηθφο, πξηλ αλνίμεη ηελ θνπξηίλα θαη 
απνθαιπθζεί ηη θξχβεηαη πίζσ απ' απηήλ, αλνίγεη κηα απφ ηηο δχν άιιεο θνπξηίλεο, έζησ ηελ Κ2, 
απνθαιχπηνληαο φηη ηίπνηα δελ ππάξρεη πίζσ απ' απηήλ. Μεηά ηελ απνθάιπςε απηή, ν αζηπλνκηθφο 
πξνζθέξεη ζην θπιαθηζκέλν ηε δπλαηφηεηα λα αιιάμεη ηελ αξρηθή ηνπ επηινγή (επηιέγνληαο αληί ηεο Κ1 
ηελ Κ3). 
 
Σί ζα κπνξνύζακε εκείο λα ζπκβνπιεύζνπκε ζην θπιαθηζκέλν: λα παξακείλεη ζηε αξρηθή ηνπ 
επηινγή ή λα αιιάμεη ηελ ηειεπηαία ζηηγκή; 
 
 

Η θνηλή πεπνίζεζε είλαη φηη ζην ζηάδην απηφ είηε ν θπιαθηζκέλνο παξακείλεη ζηελ αξρηθή ηνπ επηινγή είηε 
ηελ αιιάμεη ε πηζαλφηεηα λα θεξδίζεη ηελ ειεπζεξία ηνπ είλαη ε ίδηα θαη ίζε κε 1 /2. 
Δκείο ζα πξνζπαζήζνπκε κε ηε βνήζεηα ηνπ Βayes (αζπκβίβαζηα ελδερφκελα δηφηη ε απάληεζε είλαη 
ΔΛΔΤΘΔΡΙΑ Ή ΦΤΛΑΚΙ΢Η κφλνλ) λα ππνινγίζνπκε πην πξνζεθηηθά ηηο  παξαθάησ πηζαλφηεηεο : 
 
 
(α) ηνπ ελδερνκέλνπ λα ειεπζεξσζεί ηειηθά ν θπιαθηζκέλνο αλ παξακείλεη ζηελ αξρηθή 
ηνπ επηινγή θαη 
(β) ηνπ ελδερνκέλνπ λα ειεπζεξσζεί αλ αιιάμεη επηινγή. 
 
 
Έζησ Α1, Α2 θαη A3 ηα ελδερφκελα ην κεγάιν δψξν λα βξίζθεηαη πίζσ απφ ηελ θνπξηίλα Κ1, Κ2 θαη Κ3 
αληίζηνηρα. Δπίζεο, έζησ Β ην ελδερφκελν ν αζηπλνκηθφο λα αλνίμεη ηελ θνπξηίλα Κ2 (απνθαιχπηνληαο φηη 
ηίπνηα δελ ππάξρεη πίζσ απ' απηήλ). Σφηε, Ρ(Α1 | Β) θαη Ρ(Α3 | Β) είλαη νη πηζαλφηεηεο λα ειεπζεξσζεί ν 
θπιαθηζκέλνο αλ παξακείλεη ζηελ αξρηθή ηνπ επηινγή ή αλ αιιάμεη επηινγή 
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 ΢χκθσλα κε ηνλ ηχπν ηνπ Bayes, 
 

Ρ(Α1 | Β) =   

= (1/3)(1/2) / (1/3)(1/2) + (1/3) ⋅ 0  + (1/3) ⋅ 1 = 1/3 

  θαη επεηδή, πξνθαλψο,  Ρ(Α2 | Β) = 0, 

Ρ(Α3 | Β) = 1 - Ρ(Α1 | Β) =   2/3  

 

Δπνκέλσο, αλ ν παίθηεο αθνινπζήζεη ηε ζπκβνπιή ελφο πξνζεθηηθνύ καζεκαηηθνχ θαη αιιάμεη ηελ 

αξρηθή επηινγή ηνπ απμάλεη ηελ πηζαλφηεηα ηνπ λα θεξδίζεη ηελ ειεπζεξία ηνπ. 
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Κεφάλαιο 4 
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4. Ισορροπία κατά Νash στο «Δίλημμα του Φυλακισμένου»  – Εφαρμογή  

«Διαιτησία Διοίκησης - Εργατικού Δυναμικού » 

 

4.1 Ισορροπία κατά Νash στο «Δίλημμα του Φυλακισμένου 

 

Γίιεκκα Φπιαθηζκέλνπ – Prisoners Dilemma : Πίλαθαο Σηκψλ-Πνηλψλ  

 

-Φπιαθηζκέλνο- B  δελ κηιάεη B κηιάεη  

      A  δελ κηιάεη (1,1) (12,0) 

      Α    κηιάεη (0,12) (4,4) 

 

΢ε απηφ ην θεθάιαην ζα πξνζπαζήζνπκε λα δψζνπκε κηα ιχζε ηζνξξνπίαο θαηά Nash κε 2 ηξφπνπο. Γηα 

λα είλαη ινγηθφ θαη δίθαην έλα ζρήκα δηαηηεζίαο ρξεζηκνπνηνχληαη 4 αμηψκαηα φπσο είδακε ζηε ζεσξία. 

Με δεδνκέλν, ινηπφλ, ηνλ παξαπάλσ γλσζηφ καο πίλαθα γηα ηα ρξφληα θπιάθηζεο θαη ζεσξψληαο ην SQ 

(4,2) σο έλα απνηέιεζκα πνπ πξέπεη λα απνδερηνχλ νη 2 θπιαθηζκέλνη φπσο πξνθχπηεη απφ ην πνηληθφ 

παξειζφλ ηνπο, δεκηνπξγνχκε ην παξαθάησ πνιχπιεπξν δηαπξαγκάηεπζεο  

 

Δηθόλα 4.1  : Πνιχπιεπξν δηαπξαγκάηεπζεο 
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1ε ΛΤ΢Η 

΋πσο παξαηεξνχκε ην SQ βξίζθεηαη κέζα ζην πνιχπιεπξν δηαπξαγκάηεπζεο θαη ην ζχλνιν κέζα ζην 

νπνίν βξίζθεηαη ην ζεκείν Nash, αλήθεη ζην επζχγξακκν ηκήκα πνπ νξίδεηαη απφ ηα ζεκεία c(0,12) θαη 

b(12,0).  

Σν επζχγξακκν ηκήκα c Ξ (0,12), b Ξ (12,0)  έρεη εμίζσζε  y = -x + 12 , 0 ≤ x ≤ 12. 

΢χκθσλα κε ηo ζεψξεκα ηνπ Nash, ην ζεκείν πνπ κεγηζηνπνηεί ηε ζπλάξηεζε  f Ξ ( x – xo ) ( y – yo ) , 

 ( xo , yo ) Ξ (4,2), δειαδή f Ξ ( x – 4 ) ( y – 2),  βξίζθεηαη πάλσ ζε απηή ηελ εμίζσζε. 

 

Αληηθαζηζηνχκε ζην γηλφκελν πνπ πξέπεη λα κεγηζηνπνηεζεί ην y = -x + 12. 

Έηζη,  

( x – 4 )( -x + 12 -2 ) = ( x – 4 ) ( -x + 10 ) = -x
2 
+ 10x +4x -40 = -x

2
 + 14x -40 

 

Σν ηξηψλπκν θ(x) =  -x
2
 + 14x -40 επεηδή ην α = -1 <0, γίλεηαη κέγηζην φηαλ  : 

 

x = -β / 2α   →   x = -14 / -2   →   x = 7 

θαη επεηδή  y = -x + 12  είλαη  y = -7 + 12  →   y = 5 

 

Οπφηε ε βέιηηζηε ιχζε θαηά Nash είλαη Ν(7, 5) 

 

2ε ΛΤ΢Η 

Δπεηδή ην άζξνηζκα ησλ παξαγφλησλ ηνπ γηλνκέλνπ (x - 4)(y - 2) είλαη ζηαζεξφ, απηφ ην γηλφκελν γίλεηαη 
κέγηζην φηαλ: 
 

 x - 4 = y – 2 δειαδή φηαλ y = x - 2 

Άξα ε βέιηηζηε ιχζε πξνζδηνξίδεηαη απφ ηελ ηνκή ηεο επζείαο κε κηα πιεπξά ηνπ πνιππιεχξνπ. Η επζεία 

καο έρεη εμίζσζε y = -x + 12. Απηή ηέκλεη ηελ πιεπξά –cb- ζην ζεκείν Ν(x,y) ην νπνίν ζα ππνινγηζζεί 

αιγεβξηθά. 

y = -x + 12 & y = x – 2  →  -x + 12 = x – 2 →  2x = 14  →  x = 7    

επνκέλσο, νκνίσο :   y = 7 – 2 → y = 5  
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4.2 Εφαρμογή  «Διαιτησία Διοίκησης - Εργατικού Δυναμικού » 

 
Η παξαθάησ εθαξκνγή απνδίδεηαη ζηα ειιεληθά απφ κεηάθξαζε ηνπ αγγιηθνχ πξσηνηχπνπ. 

Η δηνίθεζε κίαο βηνκεραλίαο δηαπξαγκαηεχεηαη κία λέα ζχκβαζε κε ην ζπλδηθάην πνπ εθπξνζσπεί ηνπο 

εξγάηεο ηνπ. Σν ζπλδηθάην έρεη απαηηήζεη λέα κέηξα γηα ηα κέιε ηνπ: αχμεζε ελφο δνιαξίνπ αλά ψξα ζε 

φινπο ηνπο ηνκείο θαη απμεκέλα ζπληαμηνδνηηθά νθέιε. Με ηε ζεηξά ηεο, ε δηνίθεζε απαίηεζε 

παξαρσξήζεηο απφ ην ζπλδηθάην. Η δηνίθεζε ζα ήζειε λα εμαιείςεη ην δηάιεηκκα γηα θαθέ ησλ 10:00πκ, 

ην νπνίν έρεη απνδεηρζεί λα είλαη εμαηξεηηθά δαπαλεξφ θαζψο νη εξγάηεο επηζηξέθνπλ αξγά πίζσ ζηε 

γξακκή ζπλαξκνιφγεζεο, θαη λα απηνκαηνπνηήζεη έλα ζεκείν ειέγρνπ ηεο γξακκήο παξαγσγήο. Σν 

ζπλδηθάην αληηηίζεηαη θαη ζηα δχν ηα αηηήκαηα, εηδηθά ζηελ απηνκαηνπνίεζε ε νπνία ζα εμαιείςεη 

εξγαηηθέο ζέζεηο. Η δηακάρε δελ έρεη επηιπζεί, αιιά θαη νη δχν πιεπξέο είλαη πξφζπκεο λα δνθηκάζνπλ κία 

δηαηηεζία πξνηνχ θαηαθχγνπλ ζε ηζρπξφηεξα κέηξα. Δζείο έρεηε πξνζθιεζεί σο δηαηηεηήο. Θα 

κπνξνχζαηε λα βξείηε κία ιχζε, ε νπνία ζα ήηαλ δίθαηε θαη ζα επραξηζηνχζε θαη ηηο δχν πιεπξέο; 

΢ε απηφ ην θεθάιαην, αθνινπζψληαο ηνλ [Allen, 1956], ζα εμεηάζνπκε πσο ην ζχζηεκα δηαηηεζίαο ηνπ 

Nash ζα κπνξνχζε λα ρξεζηκνπνηεζεί γηα ηελ επίιπζε ελφο ηέηνηνπ πξνβιήκαηνο. Σν πξψην βήκα ζα 

ήηαλ λα θαζίζεηε θάησ κε ηε δηνίθεζε θαη ην εξγαηηθφ δπλακηθφ μερσξηζηά θαη λα θαζνξίζηε ηελ 

ρξεζηκφηεηα ησλ δηαθφξσλ ππφ εμέηαζε πξνηάζεσλ: 

Α: Απηνκαηνπνίεζε ηνπ ζεκείνπ ειέγρνπ 

C: εμάιεηςε ηνπ δηαιείκκαηνο γηα θαθέ 

R: αχμεζε ελφο δνιαξίνπ ηελ ψξα γηα ηνπο εξγάηεο 

P: απμεκέλα ζπληαμηνδνηηθά νθέιε 

SQ: ε πθηζηάκελε θαηάζηαζε 

Γηα δηεπθφιπλζε, κπνξνχκε λα δηαιέμνπκε ηελ θιίκαθα ρξεζηκφηεηαο νχησο ψζηε ην SQ λα έρεη κεδέλ θαη 

γηα ηηο δχν πιεπξέο. Μπνξνχκε λα ππνζέζνπκε πσο ε δηνίθεζε ζα έρεη ζεηηθή ρξεζηκφηεηα γηα ην Α θαη 

ην C θαη αξλεηηθή ρξεζηκφηεηα γηα ην R θαη ην Ρ, ελψ νη ρξεζηκφηεηεο ηνπ εξγαηηθνχ δπλακηθνχ ζα έρνπλ 

ηα αληίζεηα πξφζεκα. Μπνξεί φκσο λα αλαθαιχςνπκε φηη νη πξνηηκήζεηο δελ βξίζθνληαη απαξαίηεηα ζε 

αληηδηαζηνιή, επνκέλσο δελ ζα είκαζηε ζε θαηάζηαζε κεδεληθνχ αζξνίζκαηνο. Πην ζπγθεθξηκέλα, κπνξεί 

λα ππάξρνπλ «ζπλαιιαγέο» νη νπνίεο λα είλαη θαιχηεξεο απφ ηελ SQ θαη γηα ηηο δχν πιεπξέο. Θα ζέιακε 

λα βξνχκε κία ηέηνηα ζπλαιιαγή ε νπνία είλαη επηπιένλ δίθαηε θαη γηα ηηο δχν πιεπξέο. 

Πξψηα δεηάκε απφ ηε δηνίθεζε λα θαηαηάμεη ηηο ελαιιαθηηθέο πξνηάζεηο. Τπνζέηνπκε πσο αμηνινγνχλ 

ηελ Α θαη ηε C ην ίδην, θαη ζα πξνηηκνχζαλ λα ελδψζνπλ ζηα ζπληαμηνδνηηθά νθέιε παξά ζηελ αχμεζε, 

νχησο ψζηε λα έρνπκε κία αξηζκεηηθή θαηάηαμε ρξεζηκφηεηαο ηεο κνξθήο Α = C, SQ, P, R. Έπεηηα 

ξσηάκε πεξαηηέξσ πξνθεηκέλνπ λα θαζνξίζνπκε ηε ζηαζκηθή ρξεζηκφηεηα. Απηή ε δηαδηθαζία κπνξεί λα 

πάξεη ηε κνξθή ηπραίσλ εξσηήζεσλ φπσο ζην Κεθάιαην 9, αιιά κπνξεί λα ππάξρνπλ άιινη πην θπζηθνί 

ηξφπνη κε ηνπο νπνίνπο λα ηεζνχλ νη εξσηήζεηο. Γηα παξάδεηγκα, κπνξεί λα θαζνξίζνπκε φηη ε δηνίθεζε 

ζα ήηαλ αδηάθνξε αλάκεζα ζην λα ρνξεγήζεη ηα ζπληαμηνδνηηθά νθέιε θαη ζην λα δψζεη κία αχμεζε ηεο 

ηάμεο ησλ 0,67$ αλά ψξα θαη επίζεο φηη ε δηνίθεζε ζα ήηαλ πξφζπκε λα αληαιιάμεη ηελ πιήξε αχμεζε 

ηνπ ελφο δνιαξίνπ θαη ηα κηζά ζπληαμηνδνηηθά νθέιε γηα ηελ εμάιεηςε ηνπ δηαιείκκαηνο γηα θαθέ. Απηφ πα 

έδηλε ηηο αθφινπζεο ζηαζκηθέο ρξεζηκφηεηεο 

 



Μεηαπηπρηαθή Γηαηξηβή   Κνζκίδεο Παλαγηψηεο 

΢πκβνιή ηεο δεζκεπκέλεο πηζαλφηεηαο ζηε ζεσξία παηγλίσλ  
θαη εθαξκνγέο ζηηο δηαπξαγκαηεχζεηο  ΢ειίδα 51 

 

    R     P       SQ      A,C                                   Υξεζηκφηεηεο δηνίθεζεο 

   -3   -2         0        4 

  Έπεηηα θάλνπκε παξφκνηεο εξσηήζεηο γηα ην ζπλδηθάην, θαη αο ππνζέζνπκε φηη ζα έρνπκε  

 

    A     C     SQ       P    R                             Υξεζηκφηεηεο εξγαηηθνχ δπλακηθνχ 

   -2   -1       0        2    3 

Φπζηθά νη θιίκαθεο είλαη απζαίξεηεο γξακκηθέο ζπλαξηήζεηο θαη δελ ζα επεξεάζνπλ ηελ πεξαηηέξσ 

αλάιπζε καο απφ ηε ζηηγκή πνπ ην ζχζηεκα δηαηηεζίαο ηνπ Nash είλαη ακεηάβιεην θαηά ηηο γξακκηθέο 

ζπλαξηήζεηο. 

Έπεηηα ρξεζηκνπνηνχκε απηήλ ηελ πιεξνθνξία γηα λα αμηνινγήζνπκε ηηο ρξεζηκφηεηεο ηεο δηνίθεζεο θαη 

ησλ εξγαηψλ γηα φιεο ηηο πηζαλέο «ζπλαιιαγέο». Η απινχζηεξε ππφζεζε είλαη φηαλ νη ρξεζηκφηεηεο είλαη 

πξνζζεηηθέο, νχησο ψζηε εάλ νη ηηκέο ηνπ εξγαηηθνχ δπλακηθνχ γηα ην Ρ είλαη 2 θαη γηα ην R είλαη 3, ζε 

πεξίπησζε πνπ πεηχρνπλ ηφζν ην  Ρ φζν θαη ην R ζα ηζρχεη 2 + 3 = 5. Θα ππνζέζνπκε φηη απηφ είλαη 

αιεζέο αλ θαη ππάξρνπλ πεξηπηψζεηο φπνπ νθέιε ή παξαρσξήζεηο δελ ζα ζπκπεξηθέξνληαλ κε απηφλ 

ηνλ ηξφπν. Γηα παξάδεηγκα, πεηπραίλνληαο ην Ρ ζα ήηαλ πην πνιχηηκν (ή ιηγφηεξν πνιχηηκν) εάλ ην 

εξγαηηθφ δπλακηθφ πεηχρεη ην R απφ ην λα κελ ην πεηχρεη. Απηέο νη πεξηπηψζεηο ζα κπνξνχζαλ λα 

αληηκεησπηζηνχλ θάλνληαο μερσξηζηέο εξσηήζεηο ρξεζηκφηεηαο γηα ζπλαιιαγέο κε ζεκαληηθέο 

δηαζπλδέζεηο. Δδψ παξνπζηάδνληαη νη ρξεζηκφηεηεο ησλ αληαιιαγψλ ζην παξάδεηγκα καο: 

 

                                                        Παξαρσξήζεηο εξγαηηθνχ δπλακηθνχ 

                           Σίπνηα       C           A           CA 

   Παξαρσξήζεηο Γηνίθεζεο      Σίπνηα       (0,0)     (4,-1)     (4,-2)      (8,-3) 

 Ρ            (-2,2)      (2,1)       (2,0)       (6,-1) 

 R            (-3,3)      (1,2)       (1,1)       (5,0) 

 PR         (-5,5)      (-1,4)      (-1,3)      (3,2) 

 

΢ρεδηάδνπκε ην αληαπνδνηηθφ πνιχγσλν γηα απηά ηα απνηειέζκαηα. Έπεηηα θαζνξίδνπκε ην ζεκείν 

δηαηηεζίαο ηνπ Nash, ρξεζηκνπνηψληαο ην ζεκείν (0,0) σο ην ζεκείν ηεο πθηζηάκελεο θαηάζηαζεο. Η 

ιχζε ζε απηήλ ηελ πεξίπησζε είλαη (3,2), ζε αληηζηνηρία κε ηελ αληαιιαγή PRCA φπνπ θάζε πιεπξά 

παξαρσξεί θαη ηηο δχν απαηηήζεηο ηεο άιιεο πιεπξάο. Καη νη δχν πιεπξέο είλαη ζε θαιχηεξε ζέζε ζε 

ζρέζε κε ηελ πθηζηάκελε θαηάζηαζε θαη ηα αμηψκαηα Nash δηθαηνινγνχλ ην απνηέιεζκα σο δίθαην. 

Η δηαδηθαζία θαίλεηαη ειθπζηηθή, έηζη δελ είλαη; Φπζηθά, ππάξρνπλ πξνβιήκαηα κε απηήλ, θάπνηα απφ ηα 

νπνία κπνξεί λα ππέπεζαλ θαη ζηελ αληίιεςε ζαο. Έρνπκε ήδε αλαθέξεη φηη νη κε γξακκηθφηεηεο ηεο 

ρξεζηκφηεηαο κπνξεί λα πεξηπιέμεη ηελ αλάιπζε. Δίλαη επίζεο αιεζηλφ φηη απμάλνληαο ηνλ αξηζκφ ησλ 

δεηεκάησλ κεηαμχ δηνίθεζεο θαη εξγαηψλ απμάλεηαη ε δξακαηηθά ε πνιππινθφηεηα ηνπ πξνβιήκαηνο, ζε 
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ζεκείν φπνπ έλαο ειεθηξνληθφο ππνινγηζηήο ζα ήηαλ ρξήζηκνο. Θα θιείζνπκε εμεηάδνληαο ηέζζεξα 

πξνβιήκαηα πην νπζηαζηηθήο θχζεσο.  

 

ΓΙΑΠΡΟ΢ΩΠΙΚΑ ΜΗ ΜΗΓΔΝΙΚΟΤ ΑΘΡΟΙ΢ΜΑΣΟ΢ ΠΑΙΓΝΙΑ 

 

                                       Υξεζηκφηεηα εξγαηψλ 

   

 PR  PRC         5 

 R  PRA   ΢εκείν Nash PRCA 

 P RC  PRCA   

  2 1 RCA                 Υξεζηκφηεηα δηνίθεζεο 

                              -5                                                                          

 SQ C PCA 

 A CA 

 

 

Δηθόλα 4.2  : Πνιχγσλν αληαπνδνηηθφηεηαο γηα δηαηηεζία εξγαηηθνχ δπλακηθνχ – δηνίθεζεο. 

 

1) Ση γίλεηαη ζε πεξίπησζε πνπ ην ζεκείν Nash είλαη έλα κηθηφ απνηέιεζκα; Γηα παξάδεηγκα, ππνζέηνπκε φηη 

ε ιχζε Nash ζην παξάδεηγκα καο ήηαλ ζην (2,2 ½)  = ¼ PRC + ¾ PRCA. Θα πξνηείλακε λα δνζνχλ ηα 

ζπληαμηνδνηηθά νθέιε, ε αχμεζε θαη λα εμαιεηθζεί ην δηάιεηκκά γηα θαθέ, αιιά πσο ζα παξέρνληαλ ηα ¾ 

ηεο απηνκαηνπνίεζεο; Μία απάληεζε κπνξεί λα είλαη λα ρνξεγεζεί ε απηνκαηνπνίεζε αιιά ζην ¼ ησλ 

εληνπηδφκελσλ εξγαηψλ λα εγγπεζνχλ άιιεο εξγαζίεο. Κάπνηεο απαηηήζεηο είλαη δηαηξεηήο θχζεο, φπσο 

απμήζεηο θαη ζπληαμηνδνηηθά νθέιε. Άιιεο κπνξεί λα είλαη δπζθνιφηεξν λα δηαηξεζνχλ: κηζφ δηάιεηκκα 

θαθέ δελ ζα ηθαλνπνηνχζε θακία πιεπξά. ΋κσο, πηζαλφλ ζα κπνξνχζακε λα εμαιείςνπκε ην δηάιεηκκα 

γηα θαθέ θαη λα επηκεθχλνπκε ην ηελ ψξα ηνπ γεχκαηνο. Πξνβιήκαηα απηνχ ηνπ ηχπνπ ζπρλά κπνξνχλ 

λα αληηκεησπηζηνχλ κε ηελ εθαξκνγή θάπνηαο δηαθξηηηθφηεηαο.  

2) Ση θάλνπκε εάλ ππάξρνπλ απνηειέζκαηα πνπ είλαη θαηά Pareto αλψηεξα απφ ηελ πθηζηάκελε θαηάζηαζε; 

Λνηπφλ ζα κπνξνχζακε απιψο λα πξνηείλνπκε  ηελ πθηζηάκελε θαηάζηαζε. ΋κσο, κία πην δεκηνπξγηθή 

ιχζε ζα ήηαλ λα δηεπξχλνπκε ηε ζπιινγή ησλ ππφ εμέηαζε πξνηάζεσλ. ΋ζν πην πνιιέο ελαιιαθηηθέο 

έρνπκε λα εμεηάζνπκε, ηφζν κεγαιχηεξε ε πηζαλφηεηα λα ππάξρνπλ αξθεηέο ελαιιαθηηθέο ηηο νπνίεο νη 

πιεπξέο αμηνινγνχλ δηαθνξεηηθά πξνθεηκέλνπ λα θαλνλίζνπκε ακνηβαίσο θεξδνθφξεο ζπλαιιαγέο. 

[Allen, 1956] πξνηείλεη φηη ην πξψην βήκα ηνπ δηαηηεηή ζα έπξεπε λα είλαη ε νξγάλσζε ζπλαληήζεσλ 

«θαηαηγηζκνχ ηδεψλ» κε ην εξγαηηθφ δπλακηθφ θαη ηε δηνίθεζε πξνθεηκέλνπ λα εμαρζνχλ πξφζζεηεο 

πξνηάζεηο. Η δηνίθεζε κπνξεί λα πξνζθέξεη κία ζρνιηθή ππνηξνθία γηα ηα παηδηά ησλ εξγαδνκέλσλ 
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(θεξδίδνληαο θαη ηελ επηζπξφκελε θνξνινγηθή απαιιαγή). Σν εξγαηηθφ δπλακηθφ κπνξεί λα πξνζθέξεη 

ηελ ηξνπνπνίεζε ηεο δηαδηθαζίαο παξαπφλσλ ε νπνία ελνριεί ηε δηνίθεζε. Απηέο νη λέεο ηδέεο ζα 

έκπαηλαλ έπεηηα ζηελ ίδηα δηαδηθαζία κε ηα αξρηθά δεηήκαηα. Η ηδέα δηεχξπλζεο ηεο δηαπξαγκάηεπζεο γηα 

ηελ αχμεζε ηεο πηζαλφηεηαο ακνηβαίσο επσθειψλ ζπκθσληψλ έρεη ππνζηεξηρζεί ζζελαξά απφ πνιινχο 

αλαιπηέο, γηα παξάδεηγκα απφ ηνπο Fisher θαη Ury ζε έλα εκπνξηθά επηηπρεκέλν βηβιίν ζρεηηθά κε ηηο 

ηερληθέο δηαπξαγκάηεπζεο [1981].  

3) Δίλαη ε παξνχζα θαηάζηαζε ην θαηάιιειν ζεκείν αξρηθήο θαηάζηαζεο γηα ηε δηαδηθαζία Nash; Γηα λα 

ππνζέζνπκε απηφ, πξέπεη λα ππνζέζνπκε φηη νη δηαπξαγκαηεχζεηο είλαη θηιηθέο πξνζπάζεηεο κε θαιή 

πίζηε. ΢ηελ πξαγκαηηθφηεηα, νη δηαπξαγκαηεχζεηο εξγαηηθνχ δπλακηθνχ θαη δηνίθεζεο ιακβάλνπλ ρψξα 

ζε αηκφζθαηξα απεηιψλ, κε ζπδεηήζεηο γηα απεξγίεο θαη αληαπεξγίεο. Σέηνηεο ελέξγεηεο ζα θφζηηδαλ θαη 

ζηηο δχν πιεπξέο, αιιά κπνξεί λα ζεσξεζνχλ σο πξνζπάζεηεο κεηαβνιήο ηεο θαηάζηαζεο αξρηθήο 

θαηάζηαζεο Nash πξνο φθεινο ηεο κίαο πιεπξάο. Έλαο δηαηηεηήο κπνξεί λα πξέπεη λα εμεηάζεη εάλ θαη 

πσο ζα αληηδξάζεη ζε ηέηνηεο απφπεηξεο. Γελ ζα είλαη εχθνιν. 

4) Γελ ζα ήηαλ θπζηθφ θαη γηα ηηο δχν πιεπξέο λα δψζνπλ εζθαικέλεο πιεξνθνξίεο ζρεηηθά κε ηηο 

ρξεζηκφηεηεο ηνπο, επνκέλσο θαζηζηψληαο νιφθιεξε ηελ αλάιπζε αλψθειε; Απηφο ν πεξηνξηζκφο είλαη 

βαξπζήκαληνο θαη ζα έπξεπε λα ηνλ εμεηάζνπκε πξνζεθηηθά. Δάλ κία ή δχν πιεπξέο γλψξηδαλ φηη ζα 

απνθηνχζαλ έλα πην επλντθφ απνηέιεζκα ιέγνληαο ςέκαηα γηα ηηο ρξεζηκφηεηεο ηνπο, ε δηαδηθαζία ζα 

ήηαλ πξάγκαηη αλψθειε ζε πξαθηηθέο θαηαζηάζεηο. ΋κσο ε θαηάζηαζε είλαη πην ιεπηή απφ απηφ: δελ 

είλαη θαζφινπ βέβαην φηη ηα ςέκαηα ζα είλαη επηθεξδή θαη εάλ ζα είλαη ή φρη εμαξηάηαη απφ ην ηη πξάηηεη ε 

άιιε πιεπξά. 

  Γηα λα παξνπζηάζνπκε ηα δηαθξηηηθά ζεκεία πνπ εκπιέθνληαη, αο εμεηάζνπκε θάπνηα πηζαλά 

απνηειέζκαηα παξαπνίεζεο ησλ ρξεζηκνηήησλ ζην παξάδεηγκα καο. Αο ππνζέζνπκε φηη ε δηνίθεζε 

εμεηάδεη ην ελδερφκελν λα πεη ςέκαηα γηα ηηο ρξεζηκφηεηεο ηεο. Πνην ςέκα ζα ήηαλ επσθειέο; Μία 

ππνζρφκελε ηερληθή κπνξεί λα είλαη λα δψζεη ζσζηή θιηκαθσηή ζπζρέηηζε γηα ηα δεηήκαηα ζεηηθήο 

ρξεζηκφηεηαο θαη ζσζηή θιηκαθσηή ζπζρέηηζε γηα ηα δεηήκαηα αξλεηηθήο ρξεζηκφηεηαο, αιιά λα 

παξαπνηήζεη ηε ζπζρέηηζε κεηαμχ ησλ δχν απαληψληαο ζε εξσηήζεηο ζπλαιιαγψλ εζθαικέλα. Η 

δηνίθεζε αλαθέξεη φηη ζα απαηηνχζε πνιιέο παξαρσξήζεηο απφ ηελ άιιε πιεπξά πξηλ ελδψζεη ζε 

θάπνηεο απαηηήζεηο. Απηφο ν ηχπνο παξαπνίεζεο είλαη ζπρλά απηφ πνπ έρνπκε ππφςε φηαλ ζπδεηάκε γηα 

πνιχ ζθιεξέο δηαπξαγκαηεχζεηο. Γηα παξάδεηγκα, ε δηνίθεζε κπνξεί λα δηπιαζηάζεη φια ηα αξλεηηθά 

λνχκεξα θαη λα αλαθέξεη εζθαικέλεο αξλεηηθέο ρξεζηκφηεηεο.  

 

      R        P         SO       A,C Δζθαικέλεο ρξεζηκφηεηεο δηνίθεζεο 

           -6        -4           0           4 

 

  Γηα λα εμεηάζνπκε ηη επίδξαζε απηή ε παξαπνίεζε ζα είρε ζην απνηέιεζκα ηεο δηαηηεζίαο, 

επαλαιακβάλνπκε ηελ αλάιπζε καο κε ηηο εζθαικέλεο ρξεζηκφηεηεο ηεο δηνίθεζεο.  
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Παξαρσξήζεηο εξγαηηθνχ δπλακηθνχ 

                                  Σίπνηα        C             A          CA 

   Παξαρσξήζεηο Γηνίθεζεο      Σίπνηα       (0,0)       (4,-1)      (4,-2)      (8,-3) 

 Ρ              (-4,2)      (0,1)       (0,0)       (4,-1) 

 R              (-6,3)      (-2,2)      (-2,1)      (2,0) 

 PR            (-10,5)    (-6,4)     (-6,3)      (-2,2) 

 

                  ΓΙΑΠΡΟ΢ΩΠΙΚΑ ΜΗ ΜΗΓΔΝΙΚΟΤ ΑΘΡΟΙ΢ΜΑΣΟ΢ ΠΑΙΓΝΙΑ 

 

                                       Υξεζηκφηεηα εξγαηψλ 

PR  5 

 PRC            

       

 R PRA PRCA RC      

 P RA PC    ΢εκείν Nash               Υξεζηκφηεηα δηνίθεζεο 

                              -5                                                                          

 SQ PA RCA              PCA  

 A  

 CA 

 

Δηθόλα 4.3  : Πνιχγσλν αληαπνδνηηθφηεηαο φηαλ ςεχδεηαη ε δηνίθεζε 

Σν πνιχγσλν αληαπνδνηηθφηεηαο παξνπζηάδεηαη ζηελ Δηθφλα 3. Η αιιαγή απφ ηελ Δηθφλα 2 είλαη φηη ε 

παξαπνίεζε ηεο δηνίθεζεο έρεη κεηαθηλήζεη θάπνηα ζεκεία πξνο ηα αξηζηεξά, θαζηζηψληαο ηελ πεξηνρή 

ησλ ακνηβαίσο επσθειψλ ζπκθσληψλ κηθξφηεξε. Σν λέν ζεκείν Nash βξίζθεηαη ζην (1,1/2), ην νπνίν 

κπνξεί λα εξκελεπηεί κε αξθεηνχο δηαθνξεηηθνχο ηξφπνπο. Θα κπνξνχζε γηα παξάδεηγκα λα εξκελεπηεί 

σο ½ PC + ½ RCA. Δάλ θνηηάμνπκε πίζσ ζηηο εηιηθξηλείο ρξεζηκφηεηεο, ην ζεκείν απηφ είλαη ην (3 ½ , 

1/2), παξνπζηαδφκελν σο ζεκείν #1 ζηελ Δηθφλα 2. Απηφ ην ζεκείν δελ είλαη βέιηηζην Pareto, αιιά είλαη 

θαιχηεξν γηα ηε δηνίθεζε απφ ην εηιηθξηλέο ζεκείν Nash (3,2). Η δηνίθεζε θέξδηζε απφ ην ςέκα.  

Απφ ηελ άιιε, ην αλεηιηθξηλέο ζεκείν Nash (1,1/2) κπνξεί λα εξκελεπηεί σο ¾ Pc + ¼ C. Οη εηιηθξηλείο 

ρξεζηκφηεηεο απηήο ηεο εξκελείαο είλαη (2 ½, ½), ζπκβνιηζκέλεο κε ην ζεκείν #2 ζηελ Δηθφλα 2. Απηφ 

είλαη ρεηξφηεξν γηα ηε δηνίθεζε απφ ην εηιηθξηλέο ζεκείν Nash. Με άιια ιφγηα, ηα ςέκαηα κπνξεί λα 

επλνήζνπλ ηε δηνίθεζε αιιά κπνξεί επίζεο λα ηελ βιάςνπλ. 
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Δπηπιένλ, κπνξεί θαλείο λα δεη φηη εάλ ην εξγαηηθφ δπλακηθφ πεη ςέκαηα δηπιαζηάδνληαο ηηο αξλεηηθέο ηνπ 

ρξεζηκφηεηεο, ελψ ε δηνίθεζε ιέεη ηελ αιήζεηα, ε πξνθχπηνπζα ιχζε κπνξεί λα εξκελεπηεί σο ην ζεκείν 

RC, ην νπνίν είλαη ην ζεκείν (1,2) ζηηο εηιηθξηλείο ρξεζηκφηεηεο. ΢ε απηήλ ηελ πεξίπησζε, ε παξαπνίεζε 

ηνπ εξγαηηθνχ δπλακηθνχ δελ έρεη επίδξαζε ζηελ αληαπφδνζε ηνπ εξγαηηθνχ δπλακηθνχ. Αλ θαη βιάπηεη 

ηε δηνίθεζε θαη θαηαζηξέθεη ηε βειηηζηνπνίεζε Pareto. Σέινο, κπνξνχκε λα εμεηάζνπκε  εάλ ην εξγαηηθφ 

δπλακηθφ θαη ε δηνίθεζε επηιέμνπλ λα πνπλ ςέκαηα, ην ζχζηεκα δηαηηεζίαο ηνπ Nash κπνξνχζε λα 

πξνηείλεη ηελ ηζρχνπζα θαηάζηαζε, θαη νη δχν πιεπξέο ζα έραλαλ ηελ επθαηξία λα θηάζνπλ ζε κία 

ακνηβαίσο επσθειή ζπκθσλία.  

Η γεληθή θαηάζηαζε είλαη φηη ιέγνληαο ςέκαηα ε κία πιεπξά επηθέξνληαη θαηψηεξα ηνπ Pareto 

απνηειέζκαηα, αιιά εάλ ζα σθειήζεη ή ζα βιάςεη ηνλ ςεχηε απηφ είλαη έλα ακθηιεγφκελν δήηεκα. ΢ε 

πεξίπησζε πνπ ςεχδνληαη θαη νη δχν πιεπξέο, ζα ππνζηνχλ δεκία γεληθά θαη νη δχν πιεπξέο. Μπνξεί λα 

ππάξρεη φθεινο ζε πεξίπησζε παξαπνίεζεο ησλ ρξεζηκνηήησλ, αιιά δελ είλαη εχθνιν ή ζίγνπξν 

φθεινο. 
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Κεφάλαιο 5 
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5. Ανάλυση αποφάσεων με πολλούς παράγοντες 

 
 
 

 

5.1  Παίγνια σε εκτεταμένη μορφή  

 
Έλα παίγλην ζε εθηεηακέλε κνξθή είλαη κία γξαθηθή παξάζηαζε (δειαδή έλα ζχλνιν θφκβσλ θαη κία 
ζεηξά ηφμσλ), ε νπνία έρεη ηελ δνκή ελφο δέληξνπ

1
 θαη ε νπνία αληηπξνζσπεχεη ηελ πηζαλή αθνινπζία 

ελεξγεηψλ θαη ηπραίεο δηαηαξαρέο πνπ επεξεάδνπλ ην απνηέιεζκα ελφο παηγλίνπ πνπ παίδεηαη απφ έλα 
ζχλνιν παηθηψλ. 

 

 

5.1.1 Περιγραφή των κινήσεων, των πληροφοριών και της τύχης  

 

 
Έλα παίγλην ζε εθηεηακέλε κνξθή πεξηγξάθεηαη απφ έλα ζχλνιν παξαγφλησλ, κεηαμχ ησλ νπνίσλ έλαο 
ζπγθεθξηκέλνο παίθηεο πνπ νλνκάδεηαη «θχζε», θαη κία ζεηξά απφ ζέζεηο πνπ πεξηγξάθνληαη σο θφκβνη 
ζε κία δνκή δέληξνπ. ΢ε θάζε θφκβν έλαο ζπγθεθξηκέλνο παίθηεο έρεη ην δηθαίσκα λα θηλείηαη, δειαδή, 
έρεη λα επηιέμεη κία πηζαλή δξάζε ζε έλα παξαδεθηφ ζχλνιν πνπ εθπξνζσπείηαη απφ ηα ηφμα πνπ 
πξνέξρνληαη απφ ηνλ θφκβν. 
 
Οη πιεξνθνξίεο ζηε δηάζεζε ηνπ θάζε παίθηε ζηνπο θφκβνπο φπνπ έρεη λα επηιέμεη κία ελέξγεηα 
πεξηγξάθνληαη απφ ηε δνκή πιεξνθνξηψλ ηνπ παηγλίνπ. ΢ε γεληθέο γξακκέο ν παίθηεο δελ κπνξεί λα 
γλσξίδεη αθξηβψο ζε πνηνλ θφκβν ηεο δνκήο ηνπ δέληξνπ ην παίγλην βξίζθεηαη επί ηνπ παξφληνο. Οη 
πιεξνθνξίεο ηνπ έρνπλ ηελ αθφινπζε κνξθή: 
 
Γλσξίδεη φηη ε ζέζε ηνπ παηγλίνπ επί ηνπ παξφληνο είλαη έλα ζηνηρείν ζε έλα δεδνκέλν ππνζχλνιν ησλ 
θφκβσλ. Γελ μέξεη ζε πνηφλ βξίζθεηαη ζπγθεθξηκέλα.  
 
΋ηαλ ν παίθηεο επηιέγεη κία θίλεζε, απηφ αληηζηνηρεί ζην λα επηιέμεη έλα ηφμν απφ ην γξάθεκα πνπ 
θαζνξίδεη κία κεηάβαζε ζε έλα λέν θφκβν, φπνπ έλαο άιινο παίθηεο πξέπεη λα επηιέμεη ηελ θίλεζή ηνπ, 
θιπ. Μεηαμχ ησλ παηθηψλ, ε «θχζε» παίδεη ηπραία, δειαδή νη θηλήζεηο ηεο «θχζεο» επηιέγνληαη ηπραία. 
Σν παίγλην έρεη έλαλ θαλφλα δηαθνπήο πνπ πεξηγξάθεηαη απφ ηνπο ηεξκαηηθνχο θφκβνπο ηνπ δέληξνπ. 
Σφηε νη παίθηεο παξαιακβάλνπλ ηηο αληακνηβέο ηνπο, πνπ νλνκάδνληαη επίζεο απνδφζεηο. 
 
Σν ζρήκα 5.1 δείρλεη ηελ εθηεηακέλε κνξθή ελφο ζηνραζηηθνχ παηγλίνπ δχν παηθηψλ, ελφο ζηαδίνπ κε 
ηαπηφρξνλεο θηλήζεηο. Μπνξνχκε επίζεο λα πνχκε φηη απηφ ην παίγλην έρεη ηελ δνκή ηαπηφρξνλεο 
θίλεζεο πιεξνθνξηψλ. Αληηζηνηρεί ζε κία θαηάζηαζε φπνπ ν παίθηεο 2 δελ γλσξίδεη πνηα δξάζε έρεη 
επηιεγεί απφ ηνλ παίθηε 1 θαη ην αληίζηξνθν. ΢ην ζρήκα απηφ ν θφκβνο πνπ ζεκεηψλεηαη D1 αληηζηνηρεί 
ζηελ θίλεζε ηνπ παίθηε 1, νη θφκβνη πνπ ζεκεηψλνληαη D2 αληηζηνηρνχλ ζηελ θίλεζε ηνπ παίθηε 2. 
 

                                                           
1
 Δζντρο είναι ζνα γράφθμα, όπου ςυνδζονται όλοι οι κόμβοι, αλλά δεν υπάρχουν κφκλοι. Σε ζνα δζντρο υπάρχει 

ζνασ κόμβοσ  χωρίσ "γονείσ", που ονομάηεται "ρίηα" και ζνα ςφνολο κόμβων, χωρίσ απογόνουσ, που ονομάηονται 
"φφλλα". Υπάρχει πάντα μια μοναδικι διαδρομι από τθ ρίηα ςε κάκε φφλλο. 
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Δηθόλα 5.1  : Έλα παηρλίδη ζε εθηεηακέλε κνξθή 
 

 
Οη πιεξνθνξίεο ηνπ δεχηεξνπ παίθηε αληηπξνζσπεχνληαη απφ ην νβάι θνπηί. Ωο εθ ηνχηνπ ν παίθηεο 2 
δελ γλσξίδεη πνηα ήηαλ ε δξάζε πνπ επέιεμε ν παίθηεο 1. Οη θφκβνη κε ηελ ζήκαλζε Δ αληηζηνηρνχλ ζε 
θίλεζε ηεο «θχζεο». ΢ε απηή ηελ ζπγθεθξηκέλε πεξίπησζε, ζεσξνχκε φηη ηα ηξία πηζαλά ζηνηρεηψδε 
γεγνλφηα είλαη ηζνπίζαλα. Οη θφκβνη πνπ εθπξνζσπνχληαη απφ καχξνπο θχθινπο είλαη ηεξκαηηθνί θφκβνη 
φπνπ ην παίγλην ζηακαηάεη θαη εηζπξάηηνληαη νη απνδφζεηο. 
 
Απηή ε αλαπαξάζηαζε ησλ παηγλίσλ είλαη πξνθαλψο εκπλεπζκέλε απφ ηα παίγληα ζπλαλαζηξνθήο 
φπσο ην ΢θάθη, ην Πφθεξ, ην Μπξηηδ, θιπ. ηα νπνία κπνξεί, ηνπιάρηζηνλ ζεσξεηηθά, λα πεξηγξάθνληαη 
ζσζηά ζην παξφλ πιαίζην. ΢ε έλα ηέηνην πιαίζην, ε ηπραία θίλεζε ηεο «θχζεο» είλαη ε αληηπξνζψπεπζε 
ησλ ραξηηψλ ή ηνπ ξημίκαηνο ησλ δαξηψλ πνπ πξαγκαηνπνηήζεθαλ θαηά ηε δηάξθεηα ηνπ παηγλίνπ. 
 
Η εθηεηακέλε κνξθή παξέρεη πξάγκαηη κία πνιχ ιεπηνκεξή πεξηγξαθή ηνπ παηγλίνπ. Δίλαη παξφια απηά 
κάιινλ κε πξαθηηθή επεηδή ην κέγεζνο ηνπ δέληξνπ γίλεηαη πνιχ γξήγνξα, αθφκα θαη γηα απιά παίγληα, 
αλακθηζβήηεηα ηεξάζηην. Μία πξνζπάζεηα λα δψζνπκε κία πιήξε πεξηγξαθή ελφο πεξίπινθνπ παηγλίνπ 
φπσο ην Μπξηηδ, ρξεζηκνπνηψληαο ηελ εθηεηακέλε κνξθή, ζα νδεγνχζε ζε κία ζπλδπαζηηθή έθξεμε. Έλα 
άιιν κεηνλέθηεκα ηεο πεξηγξαθήο ηεο εθηεηακέλεο κνξθήο είλαη φηη νη θαηαζηάζεηο (θφκβνη) θαη νη δξάζεηο 
(ηφμα) είλαη νπζηαζηηθά πεπεξαζκέλεο ή αξηζκήζηκεο. ΢ε πνιιά κνληέια πνπ ζέινπκε λα 
αληηκεησπίζνπκε, νη δξάζεηο θαη νη θαηαζηάζεηο ζα είλαη ζπρλά ζπλερείο κεηαβιεηέο. Γηα απηά ηα κνληέια, 
ζα ρξεηαζηνχκε κία δηαθνξεηηθή κέζνδν πεξηγξαθήο ηνπ πξνβιήκαηνο.  
 
Παξφια απηά ε εθηεηακέλε κνξθή είλαη ρξήζηκε κε πνιινχο ηξφπνπο. ΢πγθεθξηκέλα, παξέρεη ηε 
ζεκειηψδε εηθφλα ηεο δπλακηθήο δνκήο ηνπ παηγλίνπ. Η ζεηξά ηεο αθνινπζίαο ησλ θηλήζεσλ, ε νπνία 
ηνλίδεηαη κε ηελ εθηεηακέλε κνξθή, είλαη παξνχζα ζηα πεξηζζφηεξα παίγληα. Η ζεσξία ησλ δπλακηθψλ 
παηγλίσλ ζρεηίδεηαη κε ηελ αιιεινπρία ησλ δξάζεσλ θαη αληηδξάζεσλ. Δδψ, σζηφζν, δηαθνξεηηθά 
καζεκαηηθά εξγαιεία ρξεζηκνπνηνχληαη γηα ηελ αλαπαξάζηαζε ησλ δπλακηθψλ ηνπ παηγλίνπ. 
΢πγθεθξηκέλα, νη δηαθνξηθέο εμηζψζεηο θαη/ή νη εμηζψζεηο δηαθνξάο ρξεζηκνπνηνχληαη γηα ην ζθνπφ απηφ. 
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5.1.2 Σύγκριση τυχαίων προοπτικών  

 

 
Λφγσ ηεο ηπραηφηεηαο ηεο «θχζεο», νη παίθηεο ζα πξέπεη λα ζπγθξίλνπλ θαη λα επηιέμνπλ αλάκεζα ζε 
δηαθνξεηηθέο ηπραίεο πξννπηηθέο ζηε ιήςε ησλ απνθάζεψλ ηνπο. Η βαζηθή δνκή απφθαζεο 
πεξηγξάθεηαη ζην ζρήκα 5.2. Δάλ ν παίθηεο επηιέμεη ηε δξάζε α1 αληηκεησπίδεη κία ηπραία πξννπηηθή ηεο 
αλακελφκελεο ηηκήο 100. Αλ επηιέμεη ηελ δξάζε α2 αληηκεησπίδεη κία ζίγνπξε απφδνζε 100. Δάλ ν 
παίθηεο είλαη νπδέηεξνο ξίζθνπ ζα είλαη αδηάθνξνο κεηαμχ ησλ δχν δξάζεσλ. Δάλ είλαη αληίζεηνο ηνπ 
ξίζθνπ ζα επηιέμεη ηελ α2 δξάζε, αλ ιαηξεχεη ην ξίζθν ζα επηιέμεη ηε δξάζε α1. Γηα λα αλαπαξαζηήζνπλ 
ηελ ζηάζε απέλαληη ζην ξίζθν κίαο απφθαζεο ν Von Neumann θαη ν Morgenstern εηζήγαγαλ ηελ έλλνηα 
ηεο πξσηαξρηθήο ρξεζηκφηεηαο [Von Neumann & Morgenstern 1944]. Δάλ θάπνηνο απνδέρεηαη ηα 
αμηψκαηα ηεο ζεσξίαο ρξεζηκφηεηαο ηφηε έλαο ινγηθφο παίθηεο ζα έπξεπε λα πάξεη ηε δξάζε πνπ νδεγεί 
πξνο ηπραία πξννπηηθή κε ηελ αλακελφκελε κεγαιχηεξε ρξεζηκφηεηα. 

 
Δηθόλα 5.2   

 
 
Απηφ ιχλεη ην πξφβιεκα ηεο ζχγθξηζεο ησλ ηπραίσλ πξννπηηθψλ. Ωζηφζν απηφ επίζεο εηζάγεη έλα λέν 
ηξφπν γηα λα παηρηεί ην παίγλην. Έλαο παίθηεο κπνξεί λα νξίζεη έλα ηπραίν πείξακα πξνθεηκέλνπ λα 
δεκηνπξγήζεη ηελ απφθαζή ηνπ. Απφ ηελ ζηηγκή πνπ ρξεζηκνπνηεί ζπλαξηήζεηο ρξεζηκφηεηαο ε αξρή ηεο 
κεγηζηνπνίεζεο ηεο αλακελφκελεο ρξεζηκφηεηαο επηηξέπεη ζε απηφλ λα ζπγθξίλεη επηινγέο 
ληεηεξκηληζηηθήο δξάζεο κε ηπραίεο επηινγέο. 
 
Ωο ηειεπηαία ππελζχκηζε ησλ ζεκειίσλ ηεο ζεσξίαο ρξεζηκφηεηαο αο αλαθαιέζνπκε ζηε κλήκε φηη ε Von 
Neumann - Morgenstern ζπλάξηεζε ρξεζηκφηεηαο νξίδεηαη κέρξη έλα ζπζρεηηζκέλν κεηαζρεκαηηζκφ. 
Απηφ ιέεη φηη νη επηινγέο ηνπ παίθηε δελ ζα επεξεαζηνχλ εάλ νη ρξεζηκφηεηεο ηξνπνπνηεζνχλ κε έλαλ 
ζπζρεηηζκέλν κεηαζρεκαηηζκφ. 
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5.2 Πρόσθετες έννοιες σχετικά με την πληροφόρηση 

 
Απηφ πνπ είλαη γλσζηφ απφ ηνπο παίθηεο πνπ αιιειεπηδξνχλ ζε έλα παίγλην είλαη πςίζηεο ζεκαζίαο. 
Αλαθεξφκαζηε ζχληνκα ζηηο έλλνηεο ηεο πιήξνπο θαη ηέιεηαο πιεξνθφξεζεο. 

 

5.2.1 Ολοκληρωμένη και τέλεια πληροφόρηση  

 
Η δνκή πιεξνθνξηψλ ελφο παηγλίνπ δείρλεη ηη είλαη γλσζηφ απφ ηνλ θάζε παίθηε θαηά ηε ζηηγκή πνπ ην 
παίγλην μεθηλάεη θαη ζε θάζε κία απφ ηηο θηλήζεηο ηνπ. 
 
 

 Πιήξεο έλαληη ειιηπνύο πιεξνθόξεζεο 
 
Αο εμεηάζνπκε πξψηα ηηο πιεξνθνξίεο πνπ δηαζέηνπλ νη παίθηεο, φηαλ κπαίλνπλ ζε έλα παίγλην. Έλαο 
παίθηεο έρεη πιήξε ζηνηρεία εάλ μέξεη 
 

 πνηνί είλαη νη παίθηεο 

 ην ζχλνιν ησλ δξάζεσλ δηαζέζηκν ζε φινπο ηνπο παίθηεο 

 φια ηα πηζαλά απνηειέζκαηα ζε φινπο ηνπο παίθηεο. 
 
Έλα παίγλην κε πιήξε πιεξνθφξεζε θαη θνηλή γλψζε είλαη έλα παίγλην φπνπ φινη νη παίθηεο έρνπλ 
πιήξε πιεξνθφξεζε θαη φινη νη παίθηεο μέξνπλ φηη νη άιινη παίθηεο έρνπλ πιήξε πιεξνθφξεζε. 
 

 Σέιεηα έλαληη αηεινύο πιεξνθόξεζεο 
  
Θεσξνχκε ηψξα δηαζέζηκεο ηηο πιεξνθνξίεο ζε έλαλ παίθηε φηαλ απνθαζίδεη γηα κία ζπγθεθξηκέλε 
θίλεζε. ΢ε έλα παίγλην πνπ νξίδεηαη ζηελ εθηεηακέλε κνξθή ηνπ, εάλ θάζε ζχλνιν πιεξνθνξηψλ 
απνηειείηαη απφ κφιηο έλαλ θφκβν, ηφηε ιέκε φηη νη παίθηεο έρνπλ ηέιεηα πιεξνθφξεζε. Αλ απηφ δελ 
ζπκβαίλεη, ην παίγλην είλαη αηεινχο πιεξνθφξεζεο. 
 
Παξάδεηγκα 2.3.1 Έλα παίγλην κε ηαπηφρξνλεο θηλήζεηο, φπσο π.ρ. απηφ πνπ θαίλεηαη ζην  ζρήκα 2.1, 
είλαη αηεινχο πιεξνθφξεζεο. 
 

 Σέιεηα αλάθιεζε 
 
Αλ ε δνκή πιεξνθνξηψλ είλαη ηέηνηα πνπ έλαο παίθηεο κπνξεί λα ζπκάηαη πάληα φιεο ηηο πεξαζκέλεο 
θηλήζεηο πνπ ν ίδηνο έρεη επηιέμεη, θαη ηηο πιεξνθνξίεο πνπ έρεη ιάβεη, ηφηε ην παίγλην είλαη έλα απφ ηα 
ηέιεηαο αλάθιεζεο. Γηαθνξεηηθά, είλαη έλα απφ ηα αηειήο αλάθιεζεο. 

 
 

5.2.2 Δέσμευση 

 
Η δέζκεπζε είλαη κία δξάζε πνπ αλαιακβάλεηαη απφ έλαλ παίθηε πνπ είλαη δεζκεπηηθή γηα ηνλ ίδην θαη 
είλαη γλσζηή ζηνπο άιινπο παίθηεο. Αλαιακβάλνληαο ηελ δέζκεπζε έλαο παίθηεο κπνξεί λα πείζεη ηνπο 
άιινπο παίθηεο λα αλαιάβνπλ δξάζεηο νη νπνίεο είλαη επλντθέο γη’ απηφλ. Γηα λα είλαη απνηειεζκαηηθέο νη 
δεζκεχζεηο πξέπεη λα είλαη αμηφπηζηεο. Μία ηδηαίηεξε θαηεγνξία ησλ δεζκεχζεσλ απνηεινχλ νη απεηιέο. 
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5.2.3 Δεσμευτική συμφωνία 

 
Οη δεζκεπηηθέο ζπκθσλίεο είλαη πεξηνξηζκνί πνπ αθνξνχλ ηηο πηζαλέο ελέξγεηεο πνπ απνθαζίδνληαη απφ 
δχν ή πεξηζζφηεξνπο παίθηεο, κε κία δεζκεπηηθή ζχκβαζε πνπ αλαγθάδεη ηελ εθαξκνγή ηεο ζπκθσλίαο. 
΢πλήζσο, γηα λα είλαη δεζκεπηηθή κία ζπκθσλία απαηηεί κία εμσηεξηθή αξρή πνπ κπνξεί λα παξαθνινπζεί 
ηελ ζπκθσλία ρσξίο θφζηνο θαη λα επηβάιιεη θπξψζεηο ζηνπο παξαβάηεο ηφζν ζνβαξέο ψζηε ε 
εμαπάηεζε λα απνηξέπεηαη. 
 
 
 

5.3 Παίζοντας παίγνια μέσω στρατηγικών 

 
 
Έζησ M = {1,...,m} είλαη ην ζχλνιν ησλ παηθηψλ. Μία θαζαξή ζηξαηεγηθή γj γηα ηνλ παίθηε j είλαη κία 
αληηζηνίρεζε πνπ κεηαηξέπεη ηηο πιεξνθνξίεο πνπ δηαζέηεη ν παίθηεο j ζε έλαλ θφκβν απφθαζεο φπνπ 
θάλεη κία θίλεζε, ζην ζχλνιν ησλ παξαδεθηψλ δξάζεψλ ηνπ. Καινχκε δηάλπζκα ζηξαηεγηθήο ηελ m-
πιεηάδα γ = (γ)j=1,…,m. ΋ηαλ κία ζηξαηεγηθή επηιεγεί απφ θάζε παίθηε, ην δηάλπζκα ζηξαηεγηθήο γ 
θαζνξίδεηαη θαη ην παίγλην παίδεηαη ζαλ λα ειεγρφηαλ απφ έλα απηφκαην.

2
  

 
Έλα απνηέιεζκα (εθθξαζκέλν ζε αλακελφκελε ρξεζηκφηεηα γηα θάζε παίθηε, αλ ην παίγλην πεξηιακβάλεη 
θφκβνπο επθαηξίαο) ζπλδέεηαη κε ην δηάλπζκα ζηξαηεγηθήο γ. Γειψλνπκε κε Γj ην ζχλνιν ησλ 
ζηξαηεγηθψλ γηα ηνλ παίθηε j. ΢ηε ζπλέρεηα, ην παίγλην κπνξεί λα εθπξνζσπείηαη απφ ηηο m αληηζηνηρίεο:  
 

 
 

πνπ ζπλδένπλ έλα κνλαδηθφ (αλακελφκελεο ρξεζηκφηεηαο) απνηέιεζκα Vj(γ) γηα θάζε παίθηε j ∈ M κε έλα 
δεδνκέλν δηάλπζκα ζηξαηεγηθήο ζην γ ∈ Γ1 x … Γj  x … Γm. Κάπνηνο κπνξεί λα πεη ηφηε φηη ην παίγλην 
νξίδεηαη ζηελ θαλνληθή ηνπ κνξθή. 

 

 

5.3.1 Από την εκτεταμένη μορφή στη στρατηγική ή κανονική μορφή  

 

Θεσξνχκε έλα απιφ παίγλην δχν παηθηψλ, πνπ νλνκάδεηαη «ηαηξηαζκέλα ζεληο». Οη θαλφλεο είλαη νη εμήο: 
 
Σν παίγλην παίδεηαη ζε δχν ζηάδηα. ΢ην πξψην ζηάδην θάζε παίθηεο επηιέγεη θνξψλα (H) ή γξάκκαηα (Σ) 
ρσξίο λα γλσξίδεη ηελ επηινγή ηνπ άιινπ παίθηε. ΢ηε ζπλέρεηα απνθαιχπηνπλ ηηο επηινγέο ηνπο ν έλαο 
ζηνλ άιιν. Δάλ ηα λνκίζκαηα δελ ηαηξηάδνπλ, ν παίθηεο 1 θεξδίδεη $5 θαη ν πιεξσηήο 2 θεξδίδεη -$5. Δάλ 
ηα λνκίζκαηα ηαηξηάδνπλ, ν παίθηεο 2 θεξδίδεη $5 θαη ν πιεξσηήο 1 θεξδίδεη -$5. ΢ην δεχηεξν ζηάδην, ν 
παίθηεο πνπ έραζε ζην πξψην ζηάδην  έρεη ηελ επηινγή είηε λα ζηακαηήζεη ην παίγλην ή λα παίμεη έλα 
αθφκα «ηαηξηαζκέλα ζεληο» κε ηνλ ίδην ηχπν απνδφζεσλ, φπσο ζην πξψην ζηάδην (Q, H, T). 
 

                                                           
2
 Η ιδζα του να παίηονται παιχνίδια με τθ χριςθ των αυτομάτων κα ςυηθτθκεί με περιςςότερεσ λεπτομζρειεσ, 

όταν κα παρουςιάςει το λαϊκό κεώρθμα για επαναλαμβανόμενα παιχνίδια. 
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 Η εθηεηακέλε κνξθή δέληξνπ 

 
Απηφ ην παίγλην αλαπαξίζηαηαη ζηελ εθηεηακέλε ηνπ κνξθή ζην  ζρήκα 2.3. Οη ηεξκαηηθέο  απνδφζεηο 
αληηπξνζσπεχνπλ ηη θεξδίδεη ν παίθηεο 1. Ο παίθηεο 2 ιακβάλεη ηηο αληίζεηεο ηηκέο. Έρνπκε παξνπζηάζεη 
ηε δνκή ησλ πιεξνθνξηψλ κε έλαλ ειαθξψο δηαθνξεηηθφ ηξφπν εδψ. Μία δηαθεθνκκέλε γξακκή ζπλδέεη 
ηνπο δηαθνξεηηθνχο θφκβνπο πνπ απνηεινχλ έλα ζχλνιν πιεξνθνξηψλ γηα έλαλ παίθηε. Ο παίθηεο πνπ 
έρεη ηελ θίλεζε αλαγξάθεηαη ζην πάλσ κέξνο ηνπ γξαθήκαηνο. 
 
 

 
Δηθόλα 5.3 :  Η εθηεηακέλε κνξθή ηνπ δέληξνπ 

 
 

 Σνπνζεηώληαο ζε ιίζηα όιεο ηηο ζηξαηεγηθέο 
 
΢ηνλ παξαθάησ πίλαθα 1 έρνπκε εληνπίζεη ηηο 12 δηαθνξεηηθέο ζηξαηεγηθέο πνπ κπνξνχλ λα 
ρξεζηκνπνηεζνχλ απφ θαζέλα απφ ηνπο δχν παίθηεο ζην παίγλην ησλ «ηαηξηαζκέλσλ ζεληο». Κάζε 
παίθηεο θηλείηαη δχν θνξέο. ΢ηελ πξψηε θίλεζε νη παίθηεο δελ έρνπλ θακία πιεξνθνξία. ΢ηε δεχηεξε 
θίλεζε γλσξίδνπλ πνηεο επηινγέο έρνπλ γίλεη ζην πξψην ζηάδην. Μπνξνχκε εχθνια λα αλαγλσξίζνπκε 
νιφθιεξν ην ζχλνιν ησλ πηζαλψλ ζηξαηεγηθψλ. 
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Πίλαθαο 1 

 
 

 Πίλαθαο απνδόζεσλ 
 
΢ηνλ πίλαθα 2 έρνπκε παξνπζηάζεη ηηο  απνδφζεηο πνπ ιακβάλνληαη απφ ηνλ παίθηε 1 φηαλ θαη νη δχν 
παίθηεο επηιέγνπλ κία απφ ηηο 12 πηζαλέο ζηξαηεγηθέο. 
 

 
Πίλαθαο 2 

5.3.2  Μικτές στρατηγικές και στρατηγικές συμπεριφοράς  

 
 Αλάκημε ζηξαηεγηθώλ 

 
Γεδνκέλνπ φηη έλαο παίθηεο αμηνινγεί ηα απνηειέζκαηα ζχκθσλα κε ηηο VNM- ζπλαξηήζεηο ρξεζηκφηεηάο 
ηνπ κπνξεί λα νξακαηίδεηαη ηε κίμε ζηξαηεγηθψλ, επηιέγνληαο κία απφ απηέο ηπραία, ζχκθσλα κε κία 
θιήξσζε πνπ απηφο ζα θαζνξίζεη. Απηφ εηζάγεη κία ζπκπιεξσκαηηθή θίλεζε επθαηξίαο ζηελ πεξηγξαθή 
ηνπ παηγλίνπ. 
 
Γηα παξάδεηγκα, εάλ ν παίθηεο j έρεη p θαζαξέο ζηξαηεγηθέο γjk, k=1,….,p κπνξεί λα επηιέμεη ηελ 
ζηξαηεγηθή πνπ ζα παίμεη κέζσ κίαο θιήξσζεο πνπ δίλεη κία πηζαλφηεηα xjk ζηελ θαζαξή ζηξαηεγηθή γjk, 
k=1,…,p. Σψξα νη πηζαλέο επηινγέο δξάζεο ηνπ παίθηε j είλαη ζηνηρεία ηνπ ζπλφινπ φισλ ησλ θαηαλνκψλ 
πηζαλνηήησλ: 
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  ΢εκεηψλνπκε φηη ην ζχλνιν Υj είλαη ζπκπαγέο θαη θπξηφ ζην ℝ
p
. 

 
 

 ΢ηξαηεγηθέο ζπκπεξηθνξάο 
 
Μία ζηξαηεγηθή ζπκπεξηθνξάο νξίδεηαη σο κία ραξηνγξάθεζε πνπ ζπλδέεη ηηο πιεξνθνξίεο πνπ είλαη ζηε 
δηάζεζε ηνπ παίθηε j ζε έλαλ θφκβν απφθαζεο φπνπ θάλεη κία θίλεζε, κε κία θαηαλνκή πηζαλνηήησλ 
πάλσ ζην ζχλνιν ελεξγεηψλ ηνπ. 
 
Η δηαθνξά κεηαμχ ησλ κηθηψλ ζηξαηεγηθψλ θαη ζηξαηεγηθψλ ζπκπεξηθνξάο είλαη ιεπηή. ΢ε κία κηθηή 
ζηξαηεγηθή, ν παίθηεο ζθέθηεηαη ην ζχλνιν ησλ πηζαλψλ ζηξαηεγηθψλ θαη δηαιέγεη κία, ηπραία, ζχκθσλα 
κε κία πξνζεθηηθά ζρεδηαζκέλε θιήξσζε. ΢ε κία ζηξαηεγηθή ζπκπεξηθνξάο ν παίθηεο ζρεδηάδεη κία 
ζηξαηεγηθή ε νπνία ζπλίζηαηαη ζηε ιήςε απνθάζεσλ ζε θάζε θφκβν απφθαζεο, ζχκθσλα κε κία 
πξνζεθηηθά ζρεδηαζκέλε θιήξσζε, έηζη ψζηε απηφ ην ζρέδην λα είλαη εμαξηψκελν απφ ηηο δηαζέζηκεο 
πιεξνθνξίεο ζηνλ θφκβν απηφ. ΢πλνςίδνληαο κπνξνχκε λα πνχκε φηη κία ζηξαηεγηθή ζπκπεξηθνξάο είλαη 
κία ζηξαηεγηθή πνπ πεξηιακβάλεη ηελ ηπραηφηεηα ζε θάζε θφκβν απφθαζεο. Έλα δηάζεκν ζεψξεκα 
[Kuhn, 1953], πνπ δίλεηαη ρσξίο απφδεημε, νξίδεη φηη απηνί νη δχν ηξφπνη παξνπζίαζεο ηεο ηπραηφηεηαο 
ζηελ επηινγή ησλ δξάζεσλ είλαη ηζνδχλακνη ζε κία κεγάιε θαηεγνξία παηγλίσλ. 
 
 
 
Θεώξεκα ΢ε έλα εθηεηακέλν παίγλην ηέιεηαο αλάθιεζεο φιεο νη κηθηέο ζηξαηεγηθέο κπνξνχλ λα 
αλαπαξίζηαληαη σο ζηξαηεγηθέο ζπκπεξηθνξάο. 
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Κεφάλαιο 6 
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6. Παίγνιο Markov με μηδενικό άθροισμα του Shapley 

 
 
 
 
 
 

6.1 Δυναμική λειτουργίας και ανταμοιβών  

 

 
Η έλλνηα ηνπ παηγλίνπ Markov έρεη παξνπζηαζηεί, ζε κία δνκή παηγλίνπ κεδεληθνχ αζξνίζκαηνο, ζην 
[Shapley, 1953]. Η δνκή απηνχ ηνπ παηγλίνπ κπνξεί επίζεο λα πεξηγξαθεί ζαλ κία ειεγρφκελε αιπζίδα 
Markov κε δχν αληαγσληζηηθνχο παξάγνληεο. 
 
Αο πνχκε φηη ηo S = {1, 2, …, n} είλαη ην ζχλνιν ησλ πηζαλψλ θαηαζηάζεσλ κίαο δηαθξηηνχ ρξφλνπ 
ηπραίαο δηαδηθαζίαο {x(t) : t = 0, 1, … }. Αο πνχκε φηη ηα Uj = {1, 2, … ιj}, j = 1, 2, είλαη ηα ζχλνια 
πεπεξαζκέλσλ ελεξγεηψλ δχν παηθηψλ. Η δπλακηθή δηαδηθαζίαο πεξηγξάθεηαη απφ ηηο πηζαλφηεηεο 
κεηάβαζεο: 
 

 
 

νη νπνίεο ηθαλνπνηνχλ, γηα φια ηα u ∈ U1 x U2: 
 

 
 
  ΋ζν νη πηζαλφηεηεο κεηάβαζεο εμαξηψληαη απφ ηηο ελέξγεηεο ησλ παηθηψλ κηιάκε γηα κία ειεγρφκελε 
αιπζίδα Markov. Μία ζπλάξηεζε αληακνηβήο κεηάβαζεο: 
 

 
 
νξίδεη ην θέξδνο ηνπ παίθηε 1 φηαλ ε δηαδηθαζία είλαη ζηελ θαηάζηαζε s θαη νη παίθηεο αλαιακβάλνπλ ην 
δεχγνο δξάζεο u. Η αληακνηβή ηνπ παίθηε 2 δίλεηαη απφ ην –r(s, u), αθνχ ην παίγλην ππνηίζεηαη φηη είλαη 
κεδεληθνχ αζξνίζκαηνο. 
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6.2 Δομή της πληροφορίας και στρατηγικές 

 
 

 

6.2.1 Η εκτεταμένη μορφή του παιγνίου  

 
 
 
Σν παίγλην πνπ νξίζηεθε αλσηέξσ αληηζηνηρεί ζε έλα παίγλην ζε εθηεηακέλε κνξθή κε έλαλ άπεηξν 
αξηζκφ θηλήζεσλ. Θεσξνχκε κία δνκή πιεξνθφξεζεο φπνπ νη παίθηεο επηιέγνπλ ζεηξηαθά θαη 
ηαπηφρξνλα, κε ηέιεηα αλάθιεζε, ηηο δξάζεηο ηνπο. Απηφ απεηθνλίδεηαη ζηελ εηθφλα 6.1. 
 

 
Δηθόλα 6.1 :  Έλα παίγλην Markov ζε εθηεηακέλε κνξθή  
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6.2.2 Στρατηγικές  

 
 
Μία ζηξαηεγηθή είλαη κία ζπζθεπή ε νπνία κεηαηξέπεη ηηο πιεξνθνξίεο ζε ελέξγεηεο. Αθνχ νη παίθηεο 
κπνξνχλ λα αλαθαιέζνπλ ζηελ κλήκε ηηο παιηέο παξαηεξήζεηο, ε γεληθή κνξθή κίαο ζηξαηεγηθήο κπνξεί 
λα γίλεη εληειψο ζχλζεηε. 
 
΢ηξαηεγηθέο Markov: Απηέο νη ζηξαηεγηθέο νλνκάδνληαη επίζεο ζηξαηεγηθέο αλάδξαζεο. Η ππνηηζέκελε 
δνκή πιεξνθφξεζεο επηηξέπεη ηελ ρξήζε ησλ ζηξαηεγηθψλ πνπ νξίδνληαη σο ραξηνγξαθήζεηο: 
 

 
 
΋πνπ ην P(Uj) είλαη ε θαηεγνξία ησλ θαηαλνκψλ πηζαλνηήησλ πάλσ ζην ζχλνιν δξάζεσλ Uj. Αθνχ νη 
ζηξαηεγηθέο βαζίδνληαη κφλν ζηηο πιεξνθνξίεο πνπ εθθξάδνληαη απφ ηελ ηξέρνπζα θαηάζηαζε ηεο 
δηαδηθαζίαο x, θαινχληαη ζηξαηεγηθέο Markov. 
 
΋ηαλ νη δχν παίθηεο έρνπλ επηιέμεη ηηο αληίζηνηρεο ζηξαηεγηθέο ηνπο ε δηαδηθαζία θαηαζηάζεσλ γίλεηαη κία 
αιπζίδα Markov κε πηζαλφηεηεο κεηάβαζεο: 
 

 
 

φπνπ έρνπκε ζπκβνιίζεη , k = 1, …, ι1, θαη , ℓ = 1, …, ι2 ηηο θαηαλνκέο πηζαλνηήησλ πνπ 
πξνθαινχληαη ζηα U1 θαη U2 απφ ηα γ1(s) θαη γ2(s) αληίζηνηρα. Γηα λα ζρεκαηίζνπκε ηελ θαλνληθή κνξθή 
ηνπ παηγλίνπ, κέλεη λα νξίζνπκε ηηο  απνδφζεηο πνπ ζπζρεηίδνληαη κε ηηο παξαδεθηέο ζηξαηεγηθέο ησλ δχν 

παηθηψλ. Αο πνχκε φηη ην β ∈[0, 1) είλαη έλαο δεδνκέλνο παξάγνληαο πξνεμφθιεζεο. Η απφδνζε ηνπ 
παίθηε 1, φηαλ ην παίγλην μεθηλά ζηελ θαηάζηαζε s0, νξίδεηαη σο ην πξνεμνθινχκελν άζξνηζκα πάλσ 
ζηνλ άπεηξν νξίδνληα ησλ αλακελφκελσλ αληακνηβψλ κεηαβάζεσλ, δειαδή: 
 

 
 

Η απφδνζε ηνπ παίθηε 2 είλαη ίζε κε  
 
Οξηζκόο Έλα δεχγνο ζηξαηεγηθψλ (γ1*, γ2*) είλαη έλα ζαγκαηηθφ ζεκείν εάλ, γηα φιεο ηηο ζηξαηεγηθέο γ1 

θαη γ2 ησλ παηθηψλ 1 θαη 2 αληίζηνηρα, γηα φια ηα s ∈ S: 
 

(6.1) 
 
 
Ο αξηζκφο: 

 
 
νλνκάδεηαη ε ηηκή ηνπ παηγλίνπ ζηελ θαηάζηαζε s. 
 
΢ηξαηεγηθέο κλήκεο: Αθνχ ην παίγλην είλαη ηέιεηαο αλάθιεζεο, νη πιεξνθνξίεο ζηηο νπνίεο έλαο παίθηεο 
κπνξεί λα βαζίζεη ηελ απφθαζή ηνπ ηελ πεξίνδν t είλαη νιφθιεξν ην ηζηνξηθφ θαηαζηάζεσλ: 
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Παξαηεξήζηε φηη δελ ππνζέηνπκε φηη νη παίθηεο έρνπλ άκεζε πξφζβαζε ζηηο δξάζεηο πνπ 
ρξεζηκνπνηήζεθαλ ζην παξειζφλ απφ ηνλ αληίπαιφ ηνπο. Μπνξνχλ κφλν λα παξαηεξήζνπλ ην ηζηνξηθφ 
θαηαζηάζεσλ. Ωζηφζν, φπσο ζηελ πεξίπησζε ησλ δηαδηθαζηψλ απφθαζεο Markov ελφο παίθηε, κπνξεί 
λα δεηρζεί φηη ε βειηηζηνπνίεζε δελ απαηηεί πεξηζζφηεξα απφ ηε ρξήζε ησλ Markov ζηξαηεγηθψλ. 
 

 

 

6.3 Η διατύπωση τελεστή των Shapley – Denardo 

 
 
Παξνπζηάδνπκε, ζε απηή ηελ ελφηεηα ηελ ηζρπξή δηαηχπσζε ησλ ηειεζηψλ δπλακηθνχ πξνγξακκαηηζκνχ 
πνπ έρεη επίζεκα εηζαρζεί ζην [Denardo, 1967] αιιά ήηαλ ήδε ππνλννχκελε ζηελ εξγαζία ηνπ Shapley. 
Η ιχζε ησλ εμηζψζεσλ δπλακηθνχ πξνγξακκαηηζκνχ γηα ην ζηνραζηηθφ παίγλην απνθηηέηαη σο έλα 
ζηαζεξφ ζεκείν ελφο ηειεζηή πνπ δξα ζην ρψξν ησλ ζπλαξηήζεσλ ηηκψλ. 

 

 

6.3.1 Τελεστές δυναμικού προγραμματισμού 

 

 
΢ε κία ζεκαίλνπζα εξγαζία [Shapley, 1953] ε χπαξμε βέιηηζησλ ζηαζεξψλ Markov ζηξαηεγηθψλ έρεη 
θαζηεξσζεί κέζσ ελφο επηρεηξήκαηνο ζηαζεξνχ ζεκείνπ, πνπ ζπκπεξηιακβάλεη έλαλ ζπκβαηηθφ ηειεζηή. 
Γίλνπκε εδψ κία ζχληνκε πεξηγξαθή ηεο κεζφδνπ, παίξλνληαο ηελ έκπλεπζή καο απφ ηα [Denardo, 

1967] θαη [Filar & Vrieze, 1997]. Αο πνχκε φηη ην π(·) = (V(s) : s ∈ S) είλαη κία αθεξεκέλε ζπλάξηεζε κε 
πξαγκαηηθέο ηηκέο, πνπ νξίδεηαη ζην S. Αθνχ ππνζέηνπκε φηη ην S είλαη πεπεξαζκέλν απηφ είλαη επίζεο 

έλα δηάλπζκα. Γλσξίζηε, γηα θάζε s ∈ S ηηο επνλνκαδφκελεο ηνπηθέο ζπλαξηήζεηο αληακνηβψλ: 
 

 
 

Οξίζηε ηψξα, γηα θάζε s ∈ S, ην παίγλην πίλαθα κεδεληθνχ αζξνίζκαηνο κε θαζαξέο ζηξαηεγηθέο U1 θαη U2 

θαη κε απνδφζεηο: 
 

 
 
΢πκβνιίζηε ηελ ηηκή θαζελφο απφ απηά ηα παίγληα κε: 
 

 
 

…θαη πείηε φηη T(π(·)) = T(π(·), s) : s ∈ S). Απηφ νξίδεη κία ραξηνγξάθεζε T: ℝ
n 

 ℝ
n
. Απηή ε 

ραξηνγξάθεζε θαιείηαη επίζεο ν ηειεζηήο δπλακηθνχ πξνγξακκαηηζκνχ ηνπ παηγλίνπ Markov. 
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6.3.2 Ύπαρξη διαδοχικών σαγματικών σημείων 

 

 
Λήκκα (α) Δάλ ην A θαη B είλαη δχν πίλαθεο ίδησλ δηαζηάζεσλ, ηφηε: 
 

(6.2) 
 
 

Λήκκα (β) Δάλ ηα π(·), γ1 θαη γ2 είλαη ηέηνηα ψζηε, γηα φια ηα s ∈ S: 
 

(6.3) 
 
 
ηφηε  

(6.4) 
 
 
Απόδεημε: Η απφδεημε είλαη ζρεηηθά απιή θαη απνηειείηαη απφ επαλάιεςε ηεο αληζφηεηαο (6.3). 
Μπνξνχκε ηψξα λα απνδείμνπκε ην παξαθάησ απνηέιεζκα. 
 
Θεώξεκα Η ραξηνγξάθεζε T ζπξξηθλψλεηαη ζηνλ θαλφλα ηνπ «κέγηζηνπ»: 
 

 
 
θαη εηζάγεη ηελ ζπλάξηεζε ηηκψλ πνπ παξνπζηάζηεθε ζε πξνεγνχκελν νξηζκφ σο ην κνλαδηθφ ζηαζεξφ 
ζεκείν ηνπ: 
 

 
 
Δπηπιένλ νη βέιηηζηεο (ζαγκαηηθψλ ζεκείσλ) ζηξαηεγηθέο νξίδνληαη σο νη κηθηέο ζηξαηεγηθέο πνπ 
απνδίδνπλ απηή ηελ ηηκή, δειαδή: 
 

(6.5) 

 
 
Απόδεημε: Πξψηα απνδεηθλχνπκε ηελ ηδηφηεηα ηεο ζπζηνιήο. Υξεζηκνπνηνχκε ην παξαπάλσ ιήκκα θαη 
ηηο ηδηφηεηεο ησλ πηζαλνηήησλ κεηάβαζεο γηα λα απνδείμνπκε ηηο αθφινπζεο αληζφηεηεο: 
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΢πλεπψο ην T είλαη κία ζπζηνιή, αθνχ 0 ≤ β < 1. Απφ ην ζεψξεκα ζπζηνιήο Banach, απηφ ππνλνεί φηη 
ππάξρεη έλα κνλαδηθφ ζηαζεξφ ζεκείν π*(·) ζηνλ ηειεζηή T. 
 
Σψξα δείρλνπκε φηη ππάξρνπλ ζηαζεξέο ζηξαηεγηθέο Markov γ1*, γ2*, γηα ηηο νπνίεο ε ζπλζήθε 
ζαγκαηηθψλ ζεκείσλ αιεζεχεη: 
 

(6.6) 
 
 
Αο πνχκε φηη ηα γ1*(s), γ2*(s) είλαη νη ζηξαηεγηθέο ζαγκαηηθψλ ζεκείσλ γηα ην ηνπηθφ παίγλην πίλαθα κε  
απνδφζεηο: 
 

(6.7) 
 
 
Θεσξείζηε θάζε ζηξαηεγηθή γ2 γηα ηνλ παίθηε 2. Σφηε, εμ’ νξηζκνχ: 
 

(6.8) 
 
 

Απφ ην ιήκκα (β) ε αληζφηεηα (6.8) ππνλνεί φηη γηα φια ηα s ∈ S: 
 

(6.9) 
 
 

Παξνκνίσο ζα επηηπγράλακε γηα θάζε ζηξαηεγηθή γ1 θαη γηα φια ηα s ∈ S: 
 

(6.10) 
 
θαη  

 (6.11) 
 
Απηφ θαζηζηά ηελ ηδηφηεηα ζαγκαηηθψλ ζεκείσλ.  
 



Μεηαπηπρηαθή Γηαηξηβή   Κνζκίδεο Παλαγηψηεο 

΢πκβνιή ηεο δεζκεπκέλεο πηζαλφηεηαο ζηε ζεσξία παηγλίσλ  
θαη εθαξκνγέο ζηηο δηαπξαγκαηεχζεηο  ΢ειίδα 72 

 

΢ηελ πεξίπησζε ελφο παίθηε (MDP ή δηαδηθαζία απφθαζεο Markov) ε ζπζηνιή θαη ε κνλνηνλία ηνπ 
ηειεζηή δπλακηθνχ πξνγξακκαηηζκνχ απνδίδνπλ άκεζα έλαλ ζπγθιίλνληα αξηζκεηηθφ αιγφξηζκν γηα ηνλ 
ππνινγηζκφ ησλ βέιηηζησλ ζηξαηεγηθψλ [Howard, 1960]. ΢ηελ πεξίπησζε δχν παηθηψλ θαη κεδεληθνχ 
αζξνίζκαηνο, αθφκα θαη αλ ην ζεψξεκα χπαξμεο κπνξεί επίζεο λα κεηαθξαζηεί ζε έλαλ ζπγθιίλνληα 
αιγφξηζκν, θάπνηεο δπζθνιίεο δεκηνπξγνχληαη (δεο παξάδεηγκα [Filar & Tolwinski, 1991] γηα έλαλ 
πξφζθαηα πξνηεηλφκελν ζπγθιίλνληα αιγφξηζκν). 
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Κεφάλαιο 7 
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7. Παίγνια Markov με μη μηδενικό άθροισμα και σειριακά παίγνια 

 
 
 
 
 
 

7.1 Σειριακό παίγνιο με διακριτή κατάσταση και σύνολα δράσης 

 

 
΢ε απηφ ην θεθάιαην εμεηάδνπκε ηελ πηζαλή επέθηαζε ηεο δηαηχπσζεο ηνπ παηγλίνπ Markov ηνπ Shapley 
ζε κε κεδεληθνχ αζξνίζκαηνο παίγληα. Θα ζεσξήζνπκε δχν βήκαηα ζε απηέο ηηο επεθηάζεηο: (i) ζα 
ρξεζηκνπνηήζνπκε ηελ δηαηχπσζε ησλ ίδησλ πεπεξαζκέλσλ θαηαζηάζεσλ θαη πεπεξαζκέλσλ δξάζεσλ 
φπσο ζηνλ Shapley θαη ζα εηζάγνπκε δηαθνξεηηθέο ζπλαξηήζεηο αληακνηβψλ γηα ηνπο δηαθνξεηηθνχο 
παίθηεο. (ii) ζα εηζάγνπκε έλα πην γεληθφ πιαίζην φπνπ ε θαηάζηαζε θαη νη ελέξγεηεο κπνξνχλ λα γίλνπλ 
ζπλερείο κεηαβιεηέο. 
 
Θεσξνχκε έλα ζηνραζηηθφ παίγλην πνπ παίδεηαη κε κε ζπλεξγαηηθφ ηξφπν απφ παίθηεο πνπ δελ είλαη ζε 
θαζαξψο αληαγσληζηηθή θαηάζηαζε. Η δηαηχπσζε ηνπ Shapley επεθηείλεηαη ρσξίο δπζθνιία ζε έλα ρψξν 
κε κεδεληθνχ αζξνίζκαηνο. 

 

 

7.1.1 Δυναμικές παιγνίων Markov 

 
 
Θεσξείζηε S = {1, 2, …, n}, ην ζχλνιν ησλ πηζαλψλ θαηαζηάζεσλ, Uj(s) = {1, 2, …, ιj(s)}, j = 1, …, m ηα 
ζχλνια δξάζεσλ ζηελ θαηάζηαζε s ησλ m παηθηψλ θαη ηηο πηζαλφηεηεο κεηάβαζεο: 
 

 
 
Οξίζηε ηελ απφδνζε κεηάβαζεο ηνπ παίθηε j φηαλ ε δηαδηθαζία είλαη ζηελ θαηάζηαζε s θαη νη παίθηεο 
παίξλνπλ ην δεχγνο δξάζεσλ u απφ: 
 

 
 
Παξαηήξεζε Παξαηεξείζηε φηη επηηξέπνπκε ζηα ζχλνια δξάζεσλ ησλ δηαθνξεηηθψλ παηθηψλ λα 
εμαξηψληαη απφ ηελ ηξέρνπζα θαηάζηαζε s ηνπ παηγλίνπ. Η ζεσξία ηνπ Shapley παξακέλεη έγθπξε θαη ζε 
απηήλ ηελ πεξίπησζε. 
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7.1.2 Markov στρατηγικές 

 

Οη ζηξαηεγηθέο Markov νξίδνληαη φπσο ζηελ πεξίπησζε κεδεληθνχ αζξνίζκαηνο. ΢πκβνιίδνπκε  
ηελ πηζαλφηεηα πνπ δίλεηαη ζηελ δξάζε uj

k 
απφ ηνλ παίθηε j φηαλ ρξεζηκνπνηεί ηελ ζηξαηεγηθή γj θαη ε 

ηξέρνπζα θαηάζηαζε είλαη x. 

 

 

7.1.3 Ανάδραση ισορροπίας Nash 

 

 
Οξίδνπκε ηηο ζηξαηεγηθέο Markov φπσο αλσηέξσ, δειαδή σο ραξηνγξαθήζεηο απφ ην S ζηηο κηθηέο 
δξάζεηο ησλ παηθηψλ. Η απφδνζε ηνπ παίθηε j νξίδεηαη έηζη, σο: 
 

 
 
  Οξηζκόο Μία m-πιεηάδα Markov ζηξαηεγηθψλ (γ1*, …, γm*) είλαη κία αλάδξαζε ηζνξξνπίαο Nash εάλ 

γηα φια ηα s ∈ S: 
 

 
 

γηα φιεο ηηο ζηξαηεγηθέο γj ηνπ παίθηε j, j ∈ M. Ο αξηζκφο: 
  

 
 
ζα θαιείηαη ε ηηκή ηζνξξνπίαο ηνπ παηγλίνπ ζηελ θαηάζηαζε s γηα ηνλ παίθηε j. 

 

 

7.1.4 Διατύπωση τελεστή των Sobel – Whitt 

 

 
Ο πξψηνο ζπγγξαθέαο πνπ επέθηεηλε ηελ εξγαζία ηνπ Shapley ζε έλα κε κεδεληθνχ αζξνίζκαηνο 
πιαίζην είλαη ν Sobel. Μία πην πξφζθαηε αληηκεηψπηζε ησλ κε κεδεληθνχ αζξνίζκαηνο ζεηξηαθψλ 
παηγλίσλ κπνξεί λα βξεζεί ζην [Whitt, 1980]. Παξνπζηάδνπκε ηηο ηφζν γλσζηέο ηνπηθέο ζπλαξηήζεηο 
αληακνηβψλ: 
 

 (7.1) 
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φπνπ νη ζπλαξηήζεηο πj(·) : S   ℝ είλαη ζπλαξηήζεηο δνζκέλσλ αληακνηβψλ (ζε απηή ηελ πεξίπησζε 
είλαη δηαλχζκαηα ηεο δηάζηαζεο n = ραξηί(S)) πνπ νξίδεηαη γηα θάζε παίθηε j. Η ηνπηθή αληακνηβή (6.1) 
είλαη ην άζξνηζκα ηεο αληακνηβήο κεηάβαζεο γηα ηνλ παίθηε j θαη ησλ πξνεμνθινχκελσλ αλακελφκελσλ 
αληακνηβψλ απφ ηε λέα θαηάζηαζε πνπ βξέζεθε κεηά ηελ κεηάβαζε. Γηα έλα δνζκέλν s θαη έλα δνζκέλν 

ζχλνιν ησλ ζπλαξηήζεσλ αληακνηβψλ πj(·), j∈M, νη ηνπηθέο αληακνηβέο (6.1) νξίδνπλ έλα παίγλην πίλαθα 

πάλσ ζηα ζχλνια θαζαξψλ ζηξαηεγηθψλ Uj(s), j ∈ M. 
 
Σψξα νξίδνπκε, γηα θάζε δνζκέλν δηάλπζκα Markov ηαθηηθήο γ = {γj} j ∈ M, έλαλ ηειεζηή Hγ, πνπ ελεξγεί 
ζηνλ ρψξν ησλ ζπλαξηήζεσλ αληακνηβψλ, (δειαδή ζε δηαλχζκαηα n-δηαζηάζεσλ) θαη νξίδεηαη σο: 
 

 (7.2) 
 
 
 
 
  Δπίζεο εηζάγνπκε ηνλ ηειεζηή Fγ πνπ νξίδεηαη σο: 
 

 (7.3) 
 

 

φπνπ   είλαη ην ηπραίν δηάλπζκα δξάζεο θαη γ
(j)

 είλαη ε ηαθηηθή Markov πνπ έρεη επηηεπρζεί φηαλ κφλν ν 
παίθηεο j πξνζαξκφδεη ηελ ηαθηηθή ηνπ, ελψ νη άιινη παίθηεο δηαηεξνχλ ηηο γ-ηαθηηθέο ηνπο ζηαζεξέο. Με 
άιια ιφγηα ε εμίζσζε 6.3 νξίδεη ηελ βέιηηζηε απάληεζε θάζε παίθηε j ζηηο Markov ζηξαηεγηθέο πνπ 
επηιέρζεθαλ απφ ηνπο άιινπο παίθηεο. 

 

 

7.1.5 Ύπαρξη ισορροπιών Nash 

 

 
Η δηαηχπσζε δπλακηθνχ πξνγξακκαηηζκνχ πνπ παξνπζηάζηεθε αλσηέξσ, νδεγεί ζηα επφκελα ηζρπξά 
απνηειέζκαηα (δεο [Whitt, 1980] γηα κία πξφζθαηε απφδεημε): 
 
Θεώξεκα Θεσξείζηε ην ζεηξηαθφ παίγλην πνπ νξίζηεθε παξαπάλσ, ηφηε 
 

1 Σν δηάλπζκα ηεο αλακελφκελεο απφδνζεο πνπ ζπζρεηίδεηαη κε κία ζηαζεξή ηαθηηθή Markov 
δίλεηαη απφ ην κνλαδηθφ ζηαζεξφ ζεκείν vγ(·) ηνπ ηειεζηή ζπζηνιήο Hγ. 

2 Ο ηειεζηήο Fγ είλαη επίζεο ζπζηνιήο θαη έηζη εηζάγεη έλα κνλαδηθφ ζηαζεξφ ζεκείν f
γ
(·). 

3 Η ζηαζεξή ηαθηηθή Markov γ* είλαη κία ζηξαηεγηθή ηζνξξνπίαο αλ θαη κφλν αλ 
 

(7.4) 
 
 

4 Τπάξρεη κία ηζνξξνπία πνπ νξίδεηαη απφ κία ζηαζεξή ηαθηηθή Markov. 
 
Παξαηήξεζε ΢ηελ κε κεδεληθνχ αζξνίζκαηνο πεξίπησζε ην ζεψξεκα χπαξμεο δελ βαζίδεηαη ζε κία 
ηδηφηεηα ζπζηνιήο ηνπ ηειεζηή ηζνξξνπίαο δπλακηθνχ πξνγξακκαηηζκνχ. Ωο ζπλέπεηα, ην απνηέιεζκα 
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χπαξμεο δελ κεηαθξάδεηαη εχθνια ζε έλαλ ζπγθιίλνληα αιγφξηζκν γηα ηελ αξηζκεηηθή ιχζε απηψλ ησλ 
παηγλίσλ. 
 

7.2 Σειριακά παίγνια σε χώρους Borel 

 
 
Η ζεσξία ησλ κε ζπλεξγαηηθψλ παηγλίσλ Markov έρεη επεθηαζεί απφ πνιινχο ζπγγξαθείο ζηελ 
πεξίπησζε φπνπ ε θαηάζηαζε θαη νη ελέξγεηεο είλαη ζε ζπλερή ζχλνια. Αθνχ αληηκεησπίδνπκε 
ζηνραζηηθέο δηαδηθαζίεο, ην ζχζηεκα ηεο ζεσξίαο κέηξεζεο ηψξα είλαη νπζηψδεο. 

 

 

7.2.1 Περιγραφή του παιγνίου  

 
 
Έλα ζεηξηαθφ παίγλην m-παηθηψλ νξίδεηαη απφ ηα αθφινπζα αληηθείκελα: 
 

 
 
φπνπ: 
 

1 (S, ΢) είλαη έλαο κεηξήζηκνο ρψξνο θαηαζηάζεσλ κε κία κεηξήζηκα παξαγφκελε ζ-άιγεβξα ησλ ΢ 
ππνζπλφισλ ηνπ S. 
 

2 Σν Uj είλαη έλαο ζπκπαγήο κεηξηθφο ρψξνο ησλ δξάζεσλ ηνπ παίθηε j. 
 

3 To Γj είλαη έλαο θαηψηεξνο κεηξήζηκνο ράξηεο απφ ην S ζηα κε θελά ζπκπαγή ππνζχλνια ηνπ Uj. 
 

4 Σν rj(·,·) : S x U ℝ είλαη κία νξηαθή κεηξήζηκε ζπλάξηεζε αληακνηβψλ κεηαβάζεσλ γηα ηνλ 

παίθηε j. Απηέο νη ζπλαξηήζεηο ππνηίζεηαη φηη είλαη ζπλερείο ζην U, γηα θάζε s ∈ S. 
 

5 Σν Q(·,·) είλαη κία κεηξήζηκε πηζαλφηεηα κεηαβάζεσλ γηλνκέλνπ απφ ην S x U ζην S. Τπνηίζεηαη 
φηη ην Q(·,·) ηθαλνπνηεί κεξηθέο ζπλζήθεο θαλνληθφηεηαο πνπ είλαη πνιχ ηερληθέο γηα λα 
αλαθεξζνχλ εδψ. [Nowak, 1999]. 
 

 
Μία ζηαζεξή ζηξαηεγηθή Markov γηα ηνλ παίθηε j είλαη έλαο κεηξήζηκνο ράξηεο γj(·) απφ ην S ζην ζχλνιν 

P(Uj) ηεο κέηξεζεο πηζαλνηήησλ ζην Uj ηέηνηνο ψζηε γj(s) ∈ P(Γj(s)) γηα θάζε s ∈ S. 
 
 
 

7.2.2 Διατύπωση δυναμικού προγραμματισμού  

 

 
Ο νξηζκφο ησλ ηνπηθψλ ζπλαξηήζεσλ αληακνηβψλ πνπ δφζεθε ζην 6.1 ζηελ πεξίπησζε μερσξηζηήο 
θαηάζηαζεο πξέπεη λα πξνζαξκνζηεί ζηελ κνξθή ζπλερνχο θαηάζηαζεο, γίλεηαη: 
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 (7.5) 
 
 
 
Οη ηειεζηέο Hγ θαη Fγ νξίδνληαη φπσο αλσηέξσ. Η χπαξμε ηζνξξνπηψλ είλαη δχζθνιν λα εγθαζηδξπζεί γηα 
απηή ηε γεληθή θαηεγνξία ησλ ζεηξηαθψλ παηγλίσλ. ΢ην [Whitt, 1980], ε χπαξμε ησλ ε-ηζνξξνπηψλ 
απνδεηθλχεηαη, ρξεζηκνπνηψληαο κία πξνζεγγηζηηθή ζεσξία ζηνλ δπλακηθφ πξνγξακκαηηζκφ. Η χπαξμε 
ηζνξξνπηψλ έρεη επηηεπρζεί κφλν γηα εηδηθέο πεξηπηψζεηο. 
 
 
 
 

7.3 Εφαρμογή σε ένα στοχαστικό μοντέλο δυοπωλίου 

 

 

7.3.1 Ένα στοχαστικό επαναλαμβανόμενο δυοπώλιο 

 
 
Θεσξείζηε έλα ηπραίν κνληέιν δπνπσιίνπ πνπ νξίδεηαη απφ ηελ αθφινπζε γξακκηθή εμίζσζε 
απαηηήζεσλ: 
 

 
 
πνπ πξνζδηνξίδεη ηελ ηηκή x(t+1) ελφο αγαζνχ ηελ πεξίνδν t + 1 δνζκέλεο ηεο πιήξνπο πξνκήζεηαο u1(t) 
+ u2(t) πνπ απνθαζίζηεθε ζην ηέινο ηεο πεξηφδνπ t απφ ηνπο παίθηεο 1 θαη 2. Θεσξείζηε έλα κνλαδηαίν 
θφζηνο παξαγσγήο ίζν κε ην γ. Οη απνδφζεηο, ζην ηέινο ηεο πεξηφδνπ t απφ ηνπο δχν παίθηεο (εηαηξίεο) 
πξνζδηνξίδνληαη κεηά σο: 

 
 
Τπνζέζηε φηη νη δχν εηαηξίεο έρνπλ ηνλ ίδην ξπζκφ πξνεμφθιεζεο β, ηφηε πάλσ ζε έλαλ απείξνπ ρξφλνπ 
νξίδνληα, ε απφδνζε ζηνλ παίθηε j ζα δίλεηαη απφ: 
 

 
 
Απηφ ην παίγλην επαλαιακβάλεηαη, ζπλεπψο κία πξνθαλήο ιχζε ηζνξξνπίαο ζπληζηά λα παηρηεί 
επαλαιακβαλφκελα ε (ζηαηηθή) ιχζε Cournot: 
 

 (7.6) 
 
 
 
ε νπνία παξάγεη ηηο  απνδφζεηο: 
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 (7.7) 
 
 
 
 
Μία ζπκκεηξηθή Pareto (κε θπξηαξρνχκελε) ιχζε δίλεηαη απφ ηηο επαλαιακβαλφκελεο ελέξγεηεο: 

 
 
θαη ηηο ζπζρεηηζκέλεο  απνδφζεηο: 
 

 
΋πνπ δ = α – γ. 
 
Σν απνηέιεζκα Pareto θπξηαξρεί ζηελ ηζνξξνπία Cournot αιιά δελ αλαπαξηζηά κία ηζνξξνπία. Η 
εξψηεζε είλαη ε αθφινπζε: 
 
Δίλαη πηζαλφλ λα θαηαζθεπάζνπκε έλα δεχγνο ζηξαηεγηθψλ κλήκεο πνπ ζα θαζφξηδε κία ηζνξξνπία κε 
έλα απνηέιεζκα πνπ ζα θπξηαξρνχζε ζην επαλαιακβαλφκελν απνηέιεζκα ζηξαηεγηθήο Cournot θαη ην 
νπνίν ζα ήηαλ ηφζν θνληά φζν είλαη πηζαλφ ζηελ κε θπξηαξρνχκελε ιχζε Pareto; 

 

 

7.3.2 Μία τάξη στρατηγικών πυροδότησης που βασίζεται σε μία συσκευή 

παρακολούθησης 

 

 
Οη ηπραίεο δηαηαξάμεηο πνπ επηδξνχλ ζηνλ κεραληζκφ ηηκψλ δελ επηηξέπνπλ κία απεπζείαο επέθηαζε ηεο 
πξνζέγγηζεο πνπ πεξηγξάθεθε ζε έλα ληεηεξκηληζηηθφ επξχηεξν πιαίζην. Αθνχ ππνηίζεηαη φηη νη δξάζεηο 
ησλ παηθηψλ δελ είλαη άκεζα παξαηεξνχκελεο, ππάξρεη κία αλάγθε λα ζπλερίζνπλ ζε θάπνην 
θηιηξάξηζκα ηεο ζεηξάο ησλ παξαηεξνχκελσλ θαηαζηάζεσλ ψζηε λα παξαθνινπζνχλ ηηο πηζαλέο ξήμεηο 
ηεο ζπκθσλίαο. 
 
΢ην [Green & Porter, 1985] κία θπξίαξρε ηζνξξνπία ζηξαηεγηθψλ κλήκεο θαηαζθεπάδεηαη, βαζηζκέλε ζε 
έλα  ζρήκα κλήκεο ελφο βήκαηνο. Πξνηείλνπκε παξαθάησ έλα άιιν  ζρήκα, ρξεζηκνπνηψληαο κία κλήκε 
πνιιψλ βεκάησλ, πνπ παξαδίδεη έλα απνηέιεζκα πνπ βξίζθεηαη πην θνληά ζηε ιχζε Pareto.  
 
Η βαζηθή ηδέα ζπληζηά ζην λα επεθηείλνπκε ηνλ ρψξν θαηαζηάζεσλ εηζάγνληαο κία λέα κεηαβιεηή 
θαηάζηαζεο, ζπκβνιηζκέλε κε π ε νπνία ρξεζηκνπνηείηαη γηα λα παξαθνινπζνχκε κία ζπλεξγαηηθή 

ηαθηηθή πνπ φινη νη παίθηεο έρνπλ ζπκθσλήζεη λα παίμνπλ θαη ε νπνία νξίδεηαη σο θ: π  uj = θ(π). Η 
εμίζσζε θαηαζηάζεσλ πνπ δηέπεη ηελ αλάπηπμε απηήο ηεο κεηαβιεηήο θαηαζηάζεσλ ζρεδηάδεηαη σο 
αθνινχζσο: 
 

 (7.8) 
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φπνπ x
e
 είλαη ην αλακελφκελν απνηέιεζκα εάλ νη δχν παίθηεο ρξεζηκνπνηνχλ ηελ ζπλεξγαηηθή ηαθηηθή, 

δειαδή: 
 

 
 
 
Θα έπξεπε λα είλαη ζαθέο φηη ε λέα κεηαβιεηή θαηάζηαζεο π παξέρεη έλα ζπζζσξεπηηθφ κέηξν ησλ 
ζεηηθψλ δηαθνξψλ κεηαμχ ησλ αλακελφκελσλ ηηκψλ x

e 
θαη ησλ ζπλεηδεηνπνηεκέλσλ x(t). Η παξάκεηξνο –

Κ νξίδεη έλα ρακειφηεξν φξην γηα ην π. Απηφ παξνπζηάδεηαη γηα λα απνηξέςεη ηελ επαλφξζσζε ησλ 
ζεηηθψλ δηαθνξψλ απφ ηηο αξλεηηθέο. Μία ζεηηθή δηαθνξά ζα κπνξνχζε λα ήηαλ κία έλδεημε παξαπάλσ 
πξνκήζεηαο, δειαδή κία έλδεημε φηη ηνπιάρηζηνλ έλαο παίθηεο δελ ζέβεηαη ηελ ζπκθσλία θαη πηζαλφλ 
πξνζπαζεί λα εθκεηαιιεπηεί ηνλ άιινλ παίθηε. 
 
Δάλ απηέο νη δηαθνξέο ζπζζσξεπηνχλ πνιχ γξήγνξα, ε απφδεημε ηεο απάηεο αλέξρεηαη θαη έηζη έπξεπε 
λα αλακέλεηαη θάπνηα αληεπίζεζε. Γηα λα κνληεινπνηήζνπκε ηελ δηαδηθαζία αληεπίζεζεο εηζάγνπκε κία 

άιιε κεηαβιεηή θαηάζηαζεο, πνπ ζπκβνιίδεηαη y, ε νπνία είλαη κία δπαδηθή κεηαβιεηή δειαδή y ∈ {0, 1}. 
Απηή ε λέα κεηαβιεηή θαηάζηαζεο ζα είλαη έλαο δείθηεο ηεο θπξίαξρεο δηάζεζεο παημίκαηνο. Δάλ ην y = 1 
ηφηε ην παίγλην παίδεηαη ζπλεξγαηηθά, εάλ ην y = 0, ηφηε ην παίγλην παίδεηαη κε έλαλ κε ζπλεξγαηηθφ 
ηξφπν, πνπ εξκελεχεηαη σο κία πνηληθή ή αληίπνηλε δηάζεζε παημίκαηνο. 
 
Απηή ε κεηαβιεηή θαηάζηαζεο ζεσξείηαη φηη αλαπηχζζεηαη ζχκθσλα κε ηελ αθφινπζε εμίζσζε 
θαηαζηάζεσλ: 
 

 (7.9) 
 
 
 

΋πνπ ε ζεηηθήο ηηκήο ζπλάξηεζε ζ : π  ζ(π) είλαη κία ζρεδηαζηηθή παξάκεηξνο απηνχ ηνπ  ζρήκαηνο 
παξαθνινχζεζεο. 
 
΢χκθσλα κε απηήλ ηελ εμίζσζε θαηαζηάζεσλ, ε ζπλεξγαηηθή δηάζεζε παημίκαηνο ζα δηαηεξείηαη ππφ ηνλ 
φξν φηη νη ζπζζσξεπηηθέο ζεηηθέο δηαθνξέο δελ απμάλνληαη ηφζν γξήγνξα απφ ηε κία πεξίνδν ζηελ άιιε. 
Δπίζεο, απηή ε εμίζσζε θαηαζηάζεσλ καο ιέεη φηη, φηαλ y(t) = 0, ηφηε y(t΄) ≡ 0 γηα φιεο ηηο πεξηφδνπο t΄ > 
t, δειαδή κία πνηληθή δηάζεζε παημίκαηνο δηαξθεί γηα πάληα. ΢ηα κνληέια πνπ ζπδεηνχληαη αξγφηεξα ζα 
ραιαξψζνπκε απηή ηελ ππφζεζε ηεο πνηλήο πνπ δηαξθεί γηα πάληα. 
 
΋ηαλ ε δηάζεζε παημίκαηνο είλαη κε ζπλεξγαηηθή, δειαδή φηαλ y = 0 θαη νη δχν παίθηεο ρξεζηκνπνηνχλ σο 
πνηλή (ή αληεπίζεζε) ηελ ζηαηηθή ιχζε Cournot γηα πάληα. Απηφ παξάγεη ηηο αλακελφκελεο απνδφζεηο 

 πνπ νξίζηεθαλ ζηελ εμίζσζε (6.7). Αθνχ νη δχν παίθηεο είλαη ηαπηφζεκνη δελ ζα 
ρξεζηκνπνηήζνπκε ηνλ δείθηε j πηα. 
 
΋ηαλ ε δηάζεζε παημίκαηνο είλαη ζπλεξγαηηθή, δειαδή φηαλ y = 1 θαη νη δχν παίθηεο ρξεζηκνπνηνχλ κία 
ζπκθσληθή ηαθηηθή πνπ πξνζδηνξίδεη ηνπο αληίζηνηρνπο ειέγρνπο ηνπο σο κία ζπλάξηεζε ηεο κεηαβιεηήο 
θαηαζηάζεσλ π. Απηή ε ηαθηηθή ζπκθσλίαο νξίδεηαη απφ ηελ ζπλάξηεζε θ(π). Η αλακελφκελε απφδνζε 
είλαη ηφηε κία ζπλάξηεζε W(π) απηήο ηεο κεηαβιεηήο θαηαζηάζεσλ π. 
 
Γηα λα είλαη ζηαζεξή απηή ε ζπκθσλία, δειαδή λα κελ παξέρεη έλαλ πεηξαζκφ γηα απάηε ζε θαλέλαλ 
παίθηε, θάπνηνο επηβάιιεη απηή λα είλαη κία ηζνξξνπία. ΢εκεηψζηε φηη ην παίγλην είλαη ηψξα έλα ζεηξηαθφ 
παίγλην Markov κε έλαλ ζπλερή ρψξν θαηαζηάζεσλ. Η εμίζσζε δπλακηθνχ πξνγξακκαηηζκνχ πνπ 
ραξαθηεξίδεη κία ηζνξξνπία δίλεηαη παξαθάησ: 
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 (7.10) 
 

 

φπνπ έρνπκε ζπκβνιίζεη: 
 

 
 
ηελ ηπραία ηηκή ηεο κεηαβιεηήο θαηαζηάζεσλ π αθνχ ε κεηάβαζε παξήρζε απφ ηνπο ειέγρνπο (u, θ(π)). 
 
΢ηελ εμίζσζε (7.10) αλαγλσξίδνπκε ηελ άκεζε αληακνηβή [α – δ – ξ(θ(π) + u]u ηνπ παίθηε 1 φηαλ παίδεη u 
ελψ ν αληίπαινο εκκέλεη ζην θ(π). Απηή πξνζηίζεηαη ζηηο ππφ φξνπο αλακελφκελεο  απνδφζεηο κεηά ηε 
κεηάβαζε είηε ζηελ πνηληθή δηάζεζε παημίκαηνο, πνπ αληηζηνηρεί ζηηο ηηκέο y = 0 είηε ζηελ ζπλεξγαηηθή 
δηάζεζε παημίκαηνο πνπ αληηζηνηρεί ζηα y = 1. 
 
Μία ιχζε απηψλ ησλ DP εμηζψζεσλ κπνξεί λα βξεζεί ιχλνληαο έλα ζπζρεηηζκέλν πξφβιεκα ζηαζεξνχ 
ζεκείνπ, φπσο δείρηεθε ζην [Haurie & Tolwinski, 1990]. Γηα λα ζπλνςίζνπκε ηελ πξνζέγγηζε εηζάγνπκε 
ηνλ ηειεζηή: 
 

  (7.11) 
 
 
 
φπνπ ηα F(·) θαη f(·) είλαη ε αζξνηζηηθή ζπλάξηεζε θαηαλνκήο θαη ε ζπλάξηεζε ππθλφηεηαο πηζαλφηεηαο 
αληίζηνηρα ηεο ηπραίαο δηαηάξαμεο ε. Δπίζεο έρνπκε ρξεζηκνπνηήζεη ηελ αθφινπζε ζεκείσζε: 
 

 
 
Μία ιχζε ηζνξξνπίαο είλαη έλα δεχγνο ζπλαξηήζεσλ (σ(·), θ(·)) ηέηνην ψζηε: 
 

  (7.12) θαη (7.13) 
 
 
΢ην [Haurie & Tolwinski, 1990] δείρλεηαη πψο κία πξνζαξκνγή ηνπ βειηησηηθνχ αιγφξηζκνπ ηεο ηαθηηθήο 
Howard επηηξέπεη ηνλ ππνινγηζκφ ηεο ιχζεο απηνχ ηνπ είδνπο ησλ πξνβιεκάησλ ζηαζεξνχ ζεκείνπ. Η 
πεξίπησζε πνπ αληηκεησπίζηεθε ζην [Haurie & Tolwinski, 1990] αληηζηνηρεί ζηελ ρξήζε κίαο 
ηεηξαγσληθήο ζπλάξηεζεο ζ(·) θαη ελφο λφκνπ Γθανπζηαλήο θαηαλνκήο γηα ην ε. Σα αξηζκεηηθά πεηξάκαηα 
πνπ αλαθέξζεθαλ ζην [Haurie & Tolwinski, 1990] δείρλνπλ φηη θάπνηνο κπνξεί λα νξίζεη, 
ρξεζηκνπνηψληαο απηή ηελ πξνζέγγηζε, κία ηζνξξνπία ηέιεηνπ ππνπαηγλίνπ ε νπνία θπξηαξρεί ζηελ 
επαλαιακβαλφκελε ιχζε Cournot.  
 



Μεηαπηπρηαθή Γηαηξηβή   Κνζκίδεο Παλαγηψηεο 

΢πκβνιή ηεο δεζκεπκέλεο πηζαλφηεηαο ζηε ζεσξία παηγλίσλ  
θαη εθαξκνγέο ζηηο δηαπξαγκαηεχζεηο  ΢ειίδα 82 

 

΢ην [Porter, 1983], απηφ ην πξφβιεκα έρεη κειεηεζεί ζηελ πεξίπησζε φπνπ ν (αληίζηξνθνο) λφκνο 
απαηηήζεσλ είλαη αληηθείκελν ζε έλαλ πνιιαπιαζηαζηηθφ ζφξπβν. Σφηε θάπνηνο απνθηά κία απφδεημε 
χπαξμεο γηα κία θπξίαξρε ηζνξξνπία πνπ βαζίδεηαη ζε έλα απιφ  ζρήκα κλήκεο ελφο βήκαηνο φπνπ ε 
κεηαβιεηή π ηθαλνπνηεί ηελ αθφινπζε εμίζσζε: 
 

 
 
Απηή είλαη ε πεξίπησζε φπνπ θάπνηνο δελ ειέγρεη ηελ ζπλεξγαηηθή ηαθηηθή κέζσ ηεο ρξήζεο κίαο 
ζπζζσξεπκέλεο ζπλάξηεζεο δηαθνξάο αιιά θαηά πξνηίκεζε ζηελ βάζε επαλαιακβαλφκελσλ 
παλνκνηφηππσλ ηεζη. Δπίζεο ζηελ πξνζέγγηζε ηνπ Porter ε  πεξίνδνο πνηλήο είλαη πεπεξαζκέλε. 
 
΢ην [Haurie & Tolwinski, 1990] δείρλεηαη φηη ε πξνζέγγηζε ζα κπνξνχζε λα επεθηαζεί ζε έλα πιήξσο 
πηεξσκέλν παίγλην Markov, δειαδή έλα ζεηξηαθφ παίγλην αληί έλα επαλαιακβαλφκελν παίγλην. Έλα απιφ 
παίγλην ηεο δηνίθεζεο αιηείαο ρξεζηκνπνηήζεθε ζε απηή ηελ εξγαζία γηα λα απεηθνλίζεη απηφλ ηνλ ηχπν 
ηεο ζπλεξγαηηθήο ηζνξξνπίαο ζεηξηαθνχ παηγλίνπ.  

 

 

7.3.3 Ερμηνεία ως συσκευή επικοινωνίας  

 
΢ηελ πξνζέγγηζή καο, επεθηείλνληαο ηελ πεξηγξαθή ηνπ ρψξνπ θαηαζηάζεσλ (δειαδή παξνπζηάδνληαο 
ηηο λέεο κεηαβιεηέο π θαη y), δηαηεξήζακε κία δηαηχπσζε παηγλίνπ Markov γηα έλα εθηεηακέλν παίγλην θαη 
απηφ καο έρεη επηηξέςεη λα ρξεζηκνπνηήζνπκε δπλακηθφ πξνγξακκαηηζκφ γηα ηνλ ραξαθηεξηζκφ ησλ 
ηζνξξνπηψλ ηέιεησλ ππνπαηγλίσλ. Απηφ ζπκίδεη θπζηθά ηελ ηδέα ηεο ζπζθεπήο επηθνηλσλίαο πνπ 
εμεηάζηεθε ζην [Forges 1986] γηα επαλαιακβαλφκελα παίγληα. Μία εχθνιε επέθηαζε ηεο πξνζέγγηζεο 
πνπ πεξηγξάθεθε αλσηέξσ ζα νδεγνχζε ζε ηπραίεο κεηαβάζεηο κεηαμχ ησλ δχν δηαζέζεσλ παημίκαηνο, 
κε πηζαλφηεηεο κεηαβάζεσλ πνπ εμαξηψληαη απφ ηελ ζηαηηζηηθή παξαθνινχζεζεο π. Δπίζεο κία πνηλή 
ηπραίαο δηάξθεηαο είλαη πηζαλή ζε απηφ ην κνληέιν. ΢ηελ επφκελε ελφηεηα απεηθνλίδνπκε απηέο ηηο 
δπλαηφηεηεο φηαλ πξνηείλνπκε έλα κνληέιν δηαθνξηθνχ παηγλίνπ κε ηπραίεο δηαζέζεηο παημίκαηνο. 
 
Σν ζρήκα παξαθνινχζεζεο είλαη κία ζπζθεπή επηθνηλσλίαο ε νπνία ιακβάλεη σο είζνδν ηελ 
παξαηήξεζε ηεο θαηάζηαζεο ηνπ ζπζηήκαηνο θαη ζηέιλεη σο έμνδν έλα δεκφζην ζήκα ην νπνίν πξνηείλεη 
λα παίδνπλ ζχκθσλα κε δχν δηαθνξεηηθέο δηαζέζεηο παημίκαηνο.  
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8. Ο Ariel  Rubinstein και η διαδικασία διαπραγμάτευσης 

 

 
 

8.1 Η λύση Rubinstein στο διαπραγματευτικό πρόβλημα 

 

Ο Ariel Rubinstein πξνζπάζεζε εθείλν πνπ ν Nash είρε επηηήδεηα απνθχγεη: Να αλαιχζεη ηελ δηαδηθαζία 
ηεο δηαπξαγκάηεπζεο ζηάδην-πξνο-ζηάδην, πξνζθνξά-πξνο- πξνζθνξά, απεηιή-πξνο-απεηιή. Ο Ariel 
Rubinstein 3, «έιπζε» κηα δπλακηθή κνξθή ηνπ δηαπξαγκαηεπηηθνχ παηγλίνπ απνδεηθλχνληαο φηη δηαζέηεη 
κνλαδηθή ΤΣΙΝ (Τπνπαηγληαθά ηέιεηα ηζνξξνπία). Η απφδεημή ηνπ θαηαδεηθλχεη κία κνλαδηθή ζπκθσλία 
(ζην πιαίζην ηεο κνλαδηθήο ΤΣΙΝ) πνπ ζα ζέιεη λα πξνηείλεη ν δηαπξαγκαηεπηήο ν νπνίνο αλνίγεη ηνλ 
πξψην γχξν ησλ δηαπξαγκαηεχζεσλ. Μάιηζηα, ε πξνηεηλφκελε ζπκθσλία είλαη ηέηνηα πνπ ε άιιε πιεπξά 
ζα ηελ απνδεηρζεί ακέζσο, εθφζνλ ε θαζπζηέξεζε επίηεπμεο ζπκθσλίαο θνζηίδεη ζηνπο δηαπξαγκαηεπηέο 
(φζν κηθξφ θη αλ είλαη ην θφζηνο απηφ). 

Μεξηθά ρξφληα αξγφηεξα, νη Binmore, Rubinstein and Wolinsky (1986) απνδεηθλχνπλ φηη ε ιχζε ηνπ 
Rubinstein είλαη αλαιπηηθά ηζνδχλακε κε ηε ιχζε ηνπ Nash. Άιιε κηα θνξά  ε αλάιπζε ηνπ 
δηαπξαγκαηεπηηθνχ πξνβιήκαηνο καο νδεγεί, κέζα απφ εληειψο δηαθνξεηηθά κνλνπάηηα, ζηελ ιχζε πνπ 
ν Nash δεκνζίεπζε ην 1950. Δίηε πξνζεγγίδνπκε ην πξφβιεκα αμησκαηηθά, είηε βξίζθνπκε ηελ ιχζε ηνπ 
σο ηζνξξνπία θφβνπ, είηε (φπσο ζα δνχκε παξαθάησ) επηζηξαηεχνπκε ηα εξγαιεία ηνπ ΢ρεδίνπ 
Δθιέπηπλζεο ηεο ηζνξξνπίαο Nash, πάιη ζηελ ιχζε ηνπ Nash θαηαιήγνπκε! Δίλαη εληππσζηαθφ, 
αλεμάξηεηα ηνπ αλ καο πείζεη ή φρη ε ιχζε απηή. 

Θα μεθηλήζσ ηελ παξνπζίαζε ηνπ ππνδείγκαηνο ηνπ Rubinstein επηζηξέθνληαο ζην Παξάδεηγκα ηεο 
Μαξίαο θαη ηνπ Γηψξγνπ πνπ αλαθέξακε θαη πξνεγνπκέλσο. Η Μαξία πξέπεη λα πξνηείλεη ζην Γηψξγν 
κηα κνηξαζηά ησλ 100 επξψ. Αλ ν Γηψξγνο απνξξίςεη ηελ πξφηαζή ηεο, ηα 100 επξψ κεηψλνληαη ζην 
αζήκαλην πνζφ ηνπ 1 κφιηο επξψ. Καη ηψξα είλαη ε ζεηξά ηνπ Γηψξγνπ λα πξνηείλεη ζηε Μαξία θάπνην 
κεξίδην απφ ην 1 επξψ πνπ απέκεηλε. Αλ ε Μαξία απνξξίςεη ηελ πξφηαζή ηνπ, ηφηε δελ παίξλεη θαλείο 
ηνπο ηίπνηα. Η ινγηθή ηεο πξνο ηα πίζσ επαγσγήο, ζε ζπλδπαζκφ κε ΚΓΟ (Κνηλή Γλψζε Οξζνινγηζκνχ) 
1εο ηάμεο, καο νδεγεί ζην ζπκπέξαζκα φηη ε Μαξία ζα ππνβάιεη ζην Γηψξγν κηα πξνζθνξά πνπ δελ 
κπνξεί εθείλνο λα απνξξίςεη (ρσξίο λα δεκησζεί πεξηζζφηεξν): «Θα πάξεηο 1 δνιάξην θαη ζα θξαηήζσ ηα 
99!». 

Αο δνχκε ηψξα κηα ζπλζεηφηεξε πεξίπησζε. Καη πάιη ε Μαξία θαη ν Γηψξγνο έρνπλ ηελ επθαηξία λα 
κνηξαζηνχλ 100 επξψ, κε ηε Μαξία λα θάλεη ηελ πξψηε «θίλεζε». Ο Γηψξγνο ή ζα απνδερζεί ηελ 
πξφηαζε ηεο Μαξίαο ή ζα αληηπξνηείλεη κηα άιιε ζπκθσλία. Ωζηφζν, γηα λα γίλεη πην ξεαιηζηηθή ε πίεζε 
ηνπ ρξφλνπ ζηνπο δηαπξαγκαηεπηέο, αο ππνζέζνπκε φηη, αλ ν Γηψξγνο απνξξίςεη ηελ αξρηθή πξνζθνξά 
ηεο Μαξίαο, απηφκαηα ηίζεηαη ζε ιεηηνπξγία έλα ρξνλφκεηξν, θαη κε θάζε δεπηεξφιεπην πνπ θεχγεη ρσξίο 
λα έρεη επηηεπρζεί ζπκθσλία, ην πνζφ ησλ 100 επξψ κεηψλεηαη θαηά έλα ιεπηφ. Γειαδή, αλ ρξεηαζηνχλ  

ιεπηά γηα λα θζάζνπλ ζε ζπκθσλία, ην πνζφ ησλ 100 επξψ ζα έρεη κεησζεί ζε (100-0,6 )€. 

Πψο ζα έπξεπε λα παίμεη θαλείο ην παίγλην απηφ; Η Μαξία ζα πξέπεη ηψξα λα εμηζνξξνπήζεη (α) ηελ 
πίεζε ηνπ ρξφλνπ λα πξνηείλεη ζηνλ Γηψξγν κηα ζπκθσλία ηελ νπνία δελ ζα κπνξεί εθείλνο λα απνξξίςεη, 
θαη (β) ηελ δηθή ηεο θηινδνμία γηα φζν ην δπλαηφλ κεγαιχηεξν κεξίδην γηα ηνλ εαπηφ ηεο. Τπελζπκίδσ φηη 
ζε φια ηα δηαπξαγκαηεπηηθά παίγληα, θάζε απνηειεζκαηηθή ζπκθσλία είλαη εθινγηθεχζηκε (επηπιένλ, είλαη 
θαη ηζνξξνπία Nash). Αλ, παξαδείγκαηνο ράξε, ε Μαξία πξνβιέπεη φηη ν Γηψξγνο ζα απαηηήζεη κεξίδην  

ηνπ πνζνχ, ε δηθή ηεο βέιηηζηε απαίηεζε είλαη ην  ηνπ πνζνχ. Παξάιιεια, αλ ν Γηψξγνο αλακέλεη 
φηη ε Μαξία πεξηκέλεη απφ εθείλνλ λα απαηηήζεη κεξίδην  ηνπ πνζνχ, ηφηε ε βέιηηζηε απαίηεζή ηνπ είλαη 

φλησο ην κεξίδην  (κηαο θαη πξνζδνθά φηη, γηα ιφγνπο πνπ έδσζε ε πξνεγνχκελε πξφηαζε, ε Μαξία ζα 

απαηηήζεη ειάρηζην κεξίδην  γηα ηνλ εαπηφ ηεο). Απηφ κάιηζηα ηζρχεη γηα θάζε κεξίδην  (φπνπ 
). Πξνθαλψο, θάζε ζπκθσλία  είλαη εθινγηθεχζηκε. Σφηε, πσο ζα βξνχκε ην  ζην νπνίν ζα 

θαηαιήμνπλ; Η ιχηξσζή έξρεηαη απφ ηελ ινγηθή ηεο πξνο ηα πίζσ επαγσγήο θαηά Nash. 
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Αο πάξνπκε γηα παξάδεηγκα ηελ εμήο ζηξαηεγηθή ηνπ Γηψξγνπ: «Θα αξλνχκαη θάζε πξνζθνξά ηεο 
Μαξίαο πνπ κνπ δίλεη ιηγφηεξν απφ ην 80%». Δίλαη εθινγηθεχζηκε απηή ε ζηξαηεγηθή; Δίλαη εθφζνλ ν 
Γηψξγνο έρεη ιφγν λα πηζηέςεη πσο ε Μαξία πείζεηαη πσο εθείλνο δελ ζα δερζεί νηηδήπνηε ιηγφηεξν απφ 
80%. Γελ έρεη φκσο ηέηνην ιφγν! Αο δνχκε γηαηί. Έζησ φηη ε Μαξία πξνζθέξεη ζην Γηψξγν 79,9% ηνπ 
πνζνχ ( ). Αλ ν Γηψξγνο είλαη απνθαζηζκέλνο λα επηκείλεη ζηε ζηξαηεγηθή ηνπ «λα δεηά πάληνηε 

ην 80% ( )», ζα πξέπεη λα απνξξίςεη ηελ πξφηαζε. Ωζηφζν, ε απφξξηςε ζα ηνπ θνζηίζεη, αθνχ 
ε θαζπζηέξεζε επίηεπμεο ζπκθσλίαο ζπξξηθλψλεη ην πνζφλ. Αθφκε θη αλ ε αλέλδνηε ζηξαηεγηθή ηνπ 
απέδηδε θαξπνχο, δειαδή αθφκε θαη αλ ε Μαξία ππνρσξνχζε θαη αλέβαδε ηε πξνζθνξά ηεο απφ ην 
79,9% ζην 80%, ζα πέξλαγαλ έζησ  ιεπηά κέρξη λα επηηεπρζεί ε ηειηθή ζπκθσλία (κεηά ηελ απφξξηςε 
απφ ηνλ Γηψξγν ηεο αξρηθήο πξφηαζή ηεο λα πάξεη 79,9%). Ναη κελ ν Γηψξγνο ζα πάξεη ην κεξίδην πνπ 
δεηνχζε, αιιά ηψξα ζα είλαη ην 80% ελφο κηθξφηεξνπ ρξεκαηηθνχ πνζνχ. 

Σν πφζν κηθξφηεξν ζα είλαη ην πνζφ απηφ εμαξηάηαη, θπζηθά, απφ ην , δει. απφ ην ρξνληθφ δηάζηεκα 
πνπ απαηηείηαη κέρξη ε Μαξία λα αθνχζεη ηελ απαίηεζε ηνπ Γηψξγνπ, λα ηελ επεμεξγαζηεί θαη λα ηελ 
απνδερζεί. Αλ ην ρξνληθφ δηάζηεκα απηφ είλαη κεγαιχηεξν ησλ  δεπηεξνιέπησλ, ν Γηψξγνο ζα 
πάξεη ιηγφηεξα απφ φ,ηη ζα έπαηξλε αλ είρε απνδερζεί ηελ αξρηθή πξνζθνξά ηεο Μαξίαο (ην 79,9%). Αλ, 
ινηπφλ, είλαη θνηλά γλσζηφ φηη κεζνιαβνχλ πάλσ απφ δέθα δεπηεξφιεπηα γηα λα απαληήζεη ν έλαο 
δηαπξαγκαηεπηήο ζε απαίηεζε ηνπ άιινπ, ηφηε ν Γηψξγνο δελ έρεη θίλεηξν λα επηκείλεη ζηε ζηξαηεγηθή 
ηνπ «λα δεηά πάληνηε ην 80%». Έηζη, αλ ζηε δηάξθεηα ησλ δηαπξαγκαηεχζεσλ ν Γηψξγνο απεηιεί λα 
απνξξίςεη νπνηαδήπνηε πξνζθνξά κηθξφηεξε απφ ην 80% ηνπ θέξδνπο, ε Μαξία ζα πξέπεη λα ακθηβάιεη 
γηα ηελ εηιηθξίλεηά ηνπ θαη, αλ ρξεηάδεηαη πεξηζζφηεξα απφ 10 δεπηεξφιεπηα γηα λα γίλεη απνδεθηή κηα 
αληηπξνζθνξά, ζα πξέπεη λα ακθηβάιεη πνιχ. 

Βαζηδφκελνη ζηελ πην πάλσ ζθέςε, θαη κε ηε βνήζεηα ηεο ινγηθήο ηεο πξνο ηα πίζσ επαγσγήο θαηά 
Nash, κπνξνχκε λα απνξξίςνπκε έλα πνιχ κεγάιν αξηζκφ πηζαλψλ δηαπξαγκαηεπηηθψλ ζηξαηεγηθψλ σο 
κε ζπκβαηέο κε ηηο ππνπαηγληαθά ηέιεηεο ηζνξξνπίεο Nash (ΤΣΙΝ). Σν ζεσξεηηθφ επίηεπγκα ηνπ 
Rubinstein (1982) ήηαλ πσο απέδεημε, σο ζεψξεκα, φηη ππάξρεη κφλν κία ΤΣΙΝ ε νπνία δελ πξνυπνζέηεη 
ηε ρξεζηκνπνίεζε αλαμηφπηζησλ απεηιψλ (φπσο εθείλε ηνπ Γηψξγνπ ζηε πξνεγνχκελε παξάγξαθν). Η 
ιακπξφηεηα απηήο ηεο ζθέςεο δελ πζηεξεί πνιχ απφ εθείλε ηεο ιχζεο ηνπ Nash ζην δηαπξαγκαηεπηηθφ 
πξφβιεκα. Μάιηζηα, φπσο έδεημαλ νη Binmore, Rubinstein θαη Wolinsky (1986), φηαλ ν ρξφλνο πνπ 
κεζνιαβεί αλάκεζα ζηηο πξνζθνξέο θαη ηηο απαηηήζεηο ησλ δηαπξαγκαηεπηψλ (ην  δειαδή) ηείλεη ζην 

κεδέλ, ε ιχζεηο Rubisntein θαη Nash απνδεηθλχνληαη παλνκνηφηππεο. 

 

8.2 Μια απόδειξη του θεωρήματος του Rubinstein 

 

Η ζπγθεθξηκέλε δηαδηθαζία δηαπξαγκάηεπζεο ηελ νπνία εμέηαζε ν Rubinstein είλαη παξφκνηα κε εθείλε 
πνπ εμεηάζακε ζην πξνεγνχκελν παξάδεηγκα. Ο Γηψξγνο θαη ε Μαξίαο πξέπεη λα κνηξαζηνχλ έλα 
πνζφλ, θαη ε Μαξία είλαη εθείλε πνπ μεθηλά ηε δηαδηθαζία πξνηείλνληαο κηα ζπκθσλία ζην Γηψξγν. Ο 
Γηψξγνο ή απνδέρεηαη ηελ πξφηαζε ηεο Μαξίαο ή ηελ απνξξίπηεη. Αλ ηελ απνξξίςεη, ηφηε ζα πξέπεη 
απηφο λα θάλεη κηα αληη-πξνζθνξά ζηε Μαξία. Αλ, κε ηε ζεηξά ηεο, ε Μαξία απνξξίςεη ηελ πξφηαζε ηνπ 
Γηψξγνπ, πξέπεη λα ππνβάιεη απηή λέα πξνζθνξά, θ.ν.θ. Κάζε θνξά, φκσο, πνπ κηα πξνζθνξά 
απνξξίπηεηαη, ην πνζφλ πνπ ζα πάξεη ν θάζε παίθηεο ζπξξηθλψλεηαη θαηά έλα νξηζκέλν πνζνζηφ, πνπ 
νλνκάδεηαη πνζνζηφ ζπξξίθλσζεο ηεο αμίαο (Π΢Α) (discount rate). 

Αλαιπηηθά, είλαη πνιχ απιφ λα ηζρχεη δηαθνξεηηθφ Π΢Α γηα θάζε δηαπξαγκαηεπηή, πξάγκα πνπ επηηξέπεη 
λα εηζαγάγνπκε δηαθνξέο κεηαμχ ησλ δηαπξαγκαηεπηψλ, δηαθνξέο ηζνδχλακεο κε ηνπο ξπζκνχο 
κεηαβνιήο ησλ ζπλαξηήζεσλ σθέιεηάο ηνπο (ή ηεο απνζηξνθήο γηα ηνλ θίλδπλν) πνπ εμεηάζακε πην 
πάλσ, ζην πιαίζην ηεο ιχζεο Nash. Σν ζεψξεκα ηνπ Rubinstein επηβεβαηψλεη φηη νη νξζνινγηθνί 
δηαπξαγκαηεπηέο ζα ζπκπεξηθέξνληαη σο εμήο: Ο Γηψξγνο ζα πξνηείλεη ζηελ Μαξία κηα ζπκθσλία ηελ 
νπνία εθείλε δελ ζα ζέιεη λα απνξξίςεη (ε, αθξηβέζηεξα, δελ ζα ζέιεη λα απνξξίςεη αλεμάξηεηα απφ 
πφζν ηεο αξέζεη ή φρη ε ζπκθσλία απηή). 
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Έηζη, δελ ζα ππάξμεη θαζπζηέξεζε ζηελ επίηεπμε ζπκθσλίαο, θαη νη παίθηεο ζα κνηξαζηνχλ ηελ «πίηα» 
πξηλ ην πέξαζκα ηνπ ρξφλνπ κεηψζεη ηελ αμία ηεο. Δπηπιένλ, ε ζπκθσλία πνπ πξνηείλεη ν Rubinstein 
αληαλαθιά: 

(α) ην πιενλέθηεκα ηεο πξψηεο θίλεζεο ηεο Μαξίαο, θαη 
(β) ηε ζρεηηθή αλππνκνλεζία ηεο Μαξίαο λα επηηεπρζεί ζπκθσλία (δειαδή ηα ζρεηηθά Π΢Α ησλ 
δηαπξαγκαηεπηψλ). 
 
Σν ραξαθηεξηζηηθφ (α) ζεκαίλεη φηη, ζηελ πεξίπησζε πνπ νη παίθηεο έρνπλ ίδηα Π΢Α, ε Μαξία ζα θξαηήζεη 
γηα ηνλ εαπηφ ηεο κεγαιχηεξν κεξίδην απφ ην Γηψξγν, επεηδή έρεη έλα πιενλέθηεκα ην νπνίν πεγάδεη απφ 
ην γεγνλφο φηη είλαη εθείλε πξψηε πξνηείλεη ηε δηαλνκή ηνπ θέξδνπο (έλα πιενλέθηεκα φπσο απηφ ηνπ 
ζθαθηζηή πνπ παίδεη κε ηα ιεπθά). Απηφ φκσο ην πιενλέθηεκα (ζην φξην) εμαθαλίδεηαη φηαλ νη πξνζθνξέο 
ελαιιάζζνληαη ε κία ηελ άιιε πνιχ γξήγνξα. Σν ραξαθηεξηζηηθφ (β) επαιεζεχεη πσο ε αλππνκνλεζία, 
θνζηίδεη, θαζψο ν ζρεηηθά αλππφκνλνο δηαπξαγκαηεπηήο (δειαδή ν παίθηεο κε ην κεγαιχηεξν Π΢Α) 
ακείβεηαη κε ην κηθξφηεξν κεξίδην. Η ινγηθή ηνπ (β) είλαη πεηζηηθή: Αλ ν Γηψξγνο επείγεηαη πεξηζζφηεξν 
απφ ηε Μαξία λα επηηεπρζεί ζπκθσλία, ηφηε ζα πξέπεη λα απνηηκά έλα κηθξφ θέξδνο ηψξα (ζε ζχγθξηζε 
κε έλα κεγαιχηεξν θέξδνο αξγφηεξα) πεξηζζφηεξν απφ φηη ε Μαξία. Άξα, ζα είλαη πεξηζζφηεξν 
ππνρσξεηηθφο θαη ζα απνδερζεί έλα κεξίδην αληίζηνηρα κηθξφηεξν εθείλεο. 

Αο ζπκεζνχκε φηη ε ιχζε Nash ηηκσξεί ηελ απνζηξνθή γηα ηνλ θίλδπλν. ΢ην βαζκφ πνπ ε απνζηξνθή γηα 
ηνλ θίλδπλν θαη ε αλππνκνλεζία λα επηηεπρζεί ζπκθσλία είλαη παξφκνηεο έλλνηεο, ε ιχζε ηνπ Nash θαη ε 
ιχζε ηνπ Rubinstein είλαη ζπγγελείο. Μάιηζηα, φπσο απέδεημαλ αλαιπηηθά νη Binmore, Rubisntein θαη 
Wolinsky (1986), δελ είλαη απιά ζπγγελείο: είλαη, αλαιπηηθά, παλνκνηφηππεο. Πην ζπγθεθξηκέλα, 
απέδεημαλ φηη φηαλ νη δηαπξαγκαηεπηέο έρνπλ ηελ δπλαηφηεηα λα ππνβάιινπλ ε κία ζηνλ άιινλ 
πξνζθνξέο θαη αληηπξνζθνξέο ελ ξηπή νθζαικνχ (ή κε ηελ ηαρχηεηα ηνπ θσηφο), θαη ηα Π΢Α ηνπο 
αληαλαθινχλ ηελ απνζηξνθή γηα ηνλ θίλδπλν λα λαπαγήζνπλ νη δηαπξαγκαηεχζεηο, ε ιχζε ηνπ Rubinstein 
είλαη ηαπηφζεκε κε εθείλε ηνπ Nash. 

Σν φηη κπνξεί θαλείο λα «επαιεζεχζεη» ηελ ιχζε Nash δείρλνληαο φηη απνηειεί ηελ ΤΣΙΝ ελφο δπλακηθνχ 
δηαπξαγκαηεπηηθνχ παηγλίνπ, ήηαλ γλσζηφ θάκπνζν θαηξφ πξνηνχ ν Rubinstein παξνπζηάζεη ην 
ζεκαληηθφ ζεψξεκά ηνπ. Αο πάξνπκε, παξαδείγκαηνο ράξε, έλα παίγλην, ην 8.1 πνπ έρνπκε παξαθάησ. 
΢ην παίγλην απηφ ππάξρεη κηα κνλαδηθή ΤΣΙΝ, ε νπνία ζπκπίπηεη κε ηε ιχζε Nash. Ωζηφζν, ηέηνηεο 
«απνδείμεηο» δελ εληππσζίαδαλ ζηελ πξν-Rubinstein επνρή επεηδή ηα δπλακηθά παίγληα ζηα νπνία 
βαζίδνληαλ ζηεξνχληαλ ξεαιηζκνχ θαη γεληθφηεηαο. Π.ρ. ην δηαπξαγκαηεπηηθφ παίγλην ζην Πιαίζην 8.1 
πεξηιακβάλεη κφλν ηξία ζηάδηα. Γηαηί, φκσο, ηξία θαη φρη ηέζζεξα; Καη πνηνο νξίδεη ηνπο θαλφλεο κε ηέηνην 
ηξφπν ψζηε ε Μαξία λα κελ κπνξεί λα επαλέιζεη κεηά ην ηξίην ζηάδην (ζην , ιφγνπ ράξε) κε κηα λέα 
πξνζθνξά ή αμίσζε; ΢ηελ πξαγκαηηθφηεηα θαλείο δελ επηβάιεη ζηνπο δηαπξαγκαηεπηέο ηνλ κέγηζην 
αξηζκφ πξνζθνξψλ, πξνηάζεσλ θαη απεηιψλ πνπ κπνξνχλ λα ρξεζηκνπνηήζνπλ. 

Βέβαηα, εκείο θαηαιαβαίλνπκε γηαηί είλαη ρξήζηκε ε ππφζεζε ησλ πεπεξαζκέλσλ ζηαδίσλ: ρσξίο έλα 
νξηζκέλν ηέινο ζηε δηαπξαγκαηεπηηθή δηαδηθαζία, ε ινγηθή ηεο πξνο ηα πίζσ επαγσγήο θαηά Nash δελ 
κπνξεί λα εθαξκνζηεί (δεδνκέλνπ φηη απαηηείηαη έλα ηειεπηαίν ζηάδην ζην νπνίν λα «ξίμεη άγθπξα», 
πξνηνχ αξρίζεη λα μεδηπιψλεηαη πξνο-ηα-πίζσ). Καη ρσξίο ηε ινγηθή ηεο πξνο ηα πίζσ επαγσγήο θαηά 
Nash πξνο ηα πίζσ, θακία ΤΣΙΝ δελ κπνξεί λα πξνθχςεη. 
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8.3 Δυναμικό Παίγνιο Διαπραγμάτευσης Τριών Σταδίων στο οποίο η λύση Nash 

είναι η μοναδική ΥΤΙΝ 

 

 
Έζησ ην εμήο δηαπξαγκαηεπηηθφ παίγλην ηξηψλ ζηαδίσλ κεηαμχ Μαξίαο θαη Γηψξγνπ πνπ πξνζπαζνχλ λα 
ζπκθσλήζνπλ γηα ην πψο ζα κνηξαζηνχλ κηα «πίηα»: 

  Η Μαξία επηιέγεη ηε ζπκθσλία  επί ηεο ΚΑΩ ηνπο θαη ηελ πξνηείλεη ζηνλ Γηψξγν (ζθεθζείηε ην  
ζαλ ηελ πξφηαζε πνπ θάλεη ζην Γηψξγν).  

 Ο Γηψξγνο (αληη-)πξνηείλεη ηε ζπκθσλία  ζηελ ΚΑΩ ηνπο θαη, επηπιένλ, ηελ πηζαλφηεηα  λα 
ηειεηψζεη ην παίγλην άδνμα. Πξνθαλψο, αλ  θαη , έρεη επηηεπρζεί άκεζε ζπκθσλία. Αλ, 

φκσο,   θαη , κπνξνχκε λα ζθεθζνχκε ην  ζαλ ηελ αληη-πξφηαζε ηνπ Γηψξγνπ θαη ην 

 ζαλ ηελ πηζαλφηεηα ζχγθξνπζεο κε ηελ νπνία απεηιεί ηελ Μαξία γηα λα ηεο επηβάιεη ηε 
ζέιεζή ηνπ). 

 
Μεηά ηελ επηινγή ηνπ Γηψξγν ζην ζηάδην απηφ, αλ  ην παίγλην ηειεηψλεη (θαη νη παίθηεο δελ θεξδίδνπλ 

απνιχησο ηίπνηα) κε πηζαλφηεηα . Γηαθνξεηηθά (κε πηζαλφηεηα ) πξνρσξνχλ ζην ζηάδην  
 

 ΢ην ηειεπηαίν απηφ ζηάδην, ε Μαξία έρεη ην εμήο δίιεκκα: Δίηε λα απνδερζεί ηελ θαηαλνκή  πνπ 

πξφηεηλε ν Γηψξγνο ζην , απνθεχγνληαο ηνλ θίλδπλν λα κείλεη κε κεδεληθφ φθεινο, είηε λα 

ξηζθάξεη επηκέλνληαο ζηελ αξρηθή ζπκθσλία πνπ πξφηεηλε ζην , ηελ . ΢ηελ δεχηεξε 
πεξίπησζε, δχν είλαη ηα πηζαλά απνηειέζκαηα: (α) κε πηζαλφηεηα  ζα κνηξαζηνχλ ηελ πίηα 

φπσο εθείλε πξφηεηλε αξρηθά (ζχκθσλα κε ηελ θαηαλνκή ), θαη (β) κε πηζαλφηεηα  ζα 
έρνπκε πιήξεο δηαπξαγκαηεπηηθφ λαπάγην θαη θαλείο ηνπο δελ ζα πάξεη ηίπνηα.  

 
Ο Howard (1972) επηλφεζε ην δπλακηθφ απηφ παίγλην ησλ ηξηψλ ζηαδίσλ θαη απέδεημε φηη δηαζέηεη κηα 
κνλαδηθή ΤΣΙΝ: ΢ην ζηάδην , ε Μαξία πξνηείλεη ζηνλ Γηψξγν σο  ηε ιχζε Nash (θαη ν Γηψξγνο ζα 

απνδερζεί ηελ πξνζθνξά απηή ζην ζηάδην , ζέηνληαο θαη ). Με άιια ιφγηα, ε Μαξία ζα 

επηιέμεη ηελ ζπκθσλία , ε νπνία κεγηζηνπνηεί ην γηλφκελν ησλ ζπλαξηήζεψλ ηνπο σθέιεηαο. Καη ν 
Γηψξγνο ζα ηελ απνδερζεί ακέζσο. 

Λνγηθή εμήγεζε: Αο ζεκεησζεί φηη ε δνκή ηνπ παηγλίνπ απηνχ καο ζπκίδεη ηελ ιχζε Nash σο ηζνξξνπία 
θφβνπ. Δίλαη ζπγθξνηεκέλν κε ηέηνην ηξφπν ψζηε λα εμαζθαιίδεηαη φηη ε απφξξηςε απφ ην Γηψξγν (ζην 

) ηεο πξνζθνξάο ηεο Μαξίαο  ζπλνδεχεηαη απφ κηα αμηφπηζηε απεηιή δηαπξαγκαηεπηηθνχ 

λαπαγίνπ (κε πηζαλφηεηα ). Απφ ηε ζηηγκή πνπ ν Γηψξγνο νξίδεη ηελ πηζαλφηεηα , δελ ππάξρεη 

ηξφπνο λα ηελ αλαθαιέζεη (εμ νπ θαη ε πεηζηηθφηεηα ηεο απεηιήο). ΢ε ηζνξξνπία (ΙΝΜ΢), ζην ζηάδην 
, ν Γηψξγνο πξέπεη λα θάλεη κηα πξνζθνξά πνπ ζα αθήλεη ηελ Μαξία αδηάθνξε κεηαμχ ηνπ λα ηελ 

απνδερζεί ή λα πξνηηκήζεη κηα πην ξηςνθίλδπλε επηινγή. Η Μαξία ην πξνβιέπεη απηφ ζην ζηάδην , 
θαη ππνβάιιεη ζηνλ Γηψξγν κηα πξνζθνξά πνπ εθείλνο δελ έρεη θαλέλα θίλεηξν λα απνξξίςεη (ή δελ έρεη 
θίλεηξν λα επηιέμεη ). Ο Howard (1972) απνδεηθλχεη ηφηε φηη ε κφλε πξνζθνξά πνπ ζέβεηαη απηέο ηηο 
ζπλζήθεο ηζνξξνπίαο (δειαδή ηελ ινγηθή ηεο πξνο ηα πίζσ επαγσγήο ζε ζπλδπαζκφ κε ηελ ΚΓΟ) είλαη ε 
ιχζε Nash. 

Η ζεκαληηθή ζπκβνιή ηνπ Rubinstein (1982) ήηαλ ε επέθηαζε ηεο ηδέαο ηνπ Howard (1972) ζε 
δηαπξαγκαηεπηηθά παίγληα κε πεπεξαζκέλεο δηάξθεηαο, φπνπ δειαδή νη δηαπξαγκαηεπηέο, αλ ζέινπλ, 
κπνξνχλ λα αληαιιάζνπλ πξνηάζεηο θαη αμηψζεηο γηα  ζηάδηα φπνπ . Η καζεκαηηθή απφδεημε ηνπ 
ζεσξήκαηνο Rubinstein είλαη πξαγκαηηθά εμαηξεηηθή φζν θαη δχζθνιε αιιά ππάξρεη κηα ελαιιαθηηθή 
απφδεημε πνπ δελ απαηηεί ηίπνηα πην πεξίπινθν απφ καζεκαηηθά Γπκλαζίνπ. Σν κφλν πξφβιεκα κε απηή 
ηελ απφδεημε είλαη φηη ε ινγηθή ηεο είλαη ζχλζεηε  θαη απαηηεί αξθεηή ππνκνλή. Αο αξρίζνπκε ηελ 
παξνπζίαζε ηεο απφδεημεο κε ηνλ (επίζεκν) νξηζκφ ησλ Π΢Α (πνζνζηψλ ζπξξίθλσζεο ηεο αμίαο) ηνπ 
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θάζε παίθηε θαζψο θαη κε ηε δηαηχπσζε ηνπ ζεσξήκαηνο. Αθνινχζσο ζα παξνπζηάζνπκε ηελ «απιή» 
απφδεημε. 

Οξηζκόο: Πνζνζηά ΢πξξίθλσζεο ηεο Αμίαο (Π΢Α) θαη ε ζρέζε ηνπο κε ηελ απνζηξνθή γηα ηνλ 
θίλδπλν 
 
Κάζε θνξά πνπ απνξξίπηεηαη κηα πξνζθνξά, ην ηειηθφ φθειφο ηεο, φπσο ην απνηηκά ε ίδηα ε Μαξία, 
ράλεη έλα κέξνο πνπ δίδεηαη απφ ην  (φπνπ ην  θείηαη κεηαμχ 0 θαη 1). Δίλαη σο εάλ, ζηα κάηηα ηεο, 

λα έρεη ραζεί ην κέξνο  ηεο πίηαο. Οκνίσο, κε θάζε απφξξηςε πξφηαζεο, ην φθεινο γηα ηνλ Γηψξγν 

(φπσο ην απνηηκά ν ίδηνο) κεηψλεηαη θαηά . Παξαδείγκαηνο ράξε, αλ , ηφηε, θάζε θνξά 
πνπ απνξξίπηεηαη κηα πξνζθνξά (είηε απφ ηνλ έλαλ είηε απφ ηελ άιιε), απνκέλεη κφλν ην 80% ηνπ ελ 
δπλάκεη νθέινπο ζηνλ επφκελν γχξν ησλ δηαπξαγκαηεχζεσλ. Έηζη, αλ ε Μαξία θαη ν Γηψξγνο 
θαηαιήμνπλ ζε ζπκθσλία ζην ζηάδην , ην φθεινο πνπ ζα κνηξαζηνχλ ζα έρεη ζπξξηθλσζεί δχν 

θνξέο. Η έθηαζε ηεο «ζπξξίθλσζήο» ηνπ εμαξηάηαη απφ ηα  θαη . Οη παξάκεηξνη απηνί (  θαη ) 
κπνξνχλ λα νξηζηνχλ σο πνζνζηά ζπξξίθλωζεο ηεο αμίαο (Π΢Α) (discount rates) θαη ζπλδένληαη κε ηελ 
νηθνλνκηθή έλλνηα ησλ πξνεμνθιεηηθώλ επηηνθίωλ. Πην ζεκαληηθή είλαη ε λνεκαηηθή ζχλδεζή ηνπο κε ηελ 
απνζηξνθή γηα ηνλ θίλδπλν (risk aversion) ησλ παηθηψλ. 

Π.ρ. δηαπξαγκαηεπηήο απνθαζίδεη, ζε θάπνην ζηάδην, αλ ζα απνδερζεί ηελ πξνζθνξά ηνπ άιινπ. Έρεη 
ηελ επηινγή είηε λα δερζεί ην ζπγθεθξηκέλν κεξίδην ηεο πίηαο πνπ ηνπ πξνηείλεηαη ηψξα ( ) ή λα απνξξίςεη 

ηελ πξνζθνξά θαη λα επαλα-δηαπξαγκαηεπζεί ηε δηαλνκή ηεο πίηαο ζηελ επφκελε ρξνληθή πεξίνδν (
). Σν απνηέιεζκα ηεο δηαπξαγκάηεπζεο ζηελ πεξίνδν  είλαη αβέβαην, ελψ ε απνδνρή ηεο 

πξνζθνξάο πίηαο ηψξα ( ) ζα ηνπ απνδψζεη έλα ζίγνπξν φθεινο (ρσξίο θίλδπλν). Ο ξπζκφο 
«ζπξξίθλσζεο ηεο πίηαο» (πνπ εμαξηάηαη απφ ην Π΢Α ηνπ δηαπξαγκαηεπηή καο), ιφγσ ηεο απφθαζήο ηνπ 
λα κελ ζπκθσλήζεη ηψξα ( ) ζηελ πξνζθνξά πνπ ηνπ έγηλε, κπνξεί λα νθείιεηαη ζε δχν ιφγνπο: (α) ν 
ρξφλνο είλαη ρξήκα (θαη ε θαζπζηέξεζε κέρξη ηνπιάρηζηνλ ηελ επφκελε ρξνληθή ζηηγκή ( ) 
ζπξξηθλψλεη απφ κφλε ηεο ηελ σθέιεηα ηνπ παίθηε), θαη (β) ν θίλδπλνο λα λαπαγήζνπλ νη 
δηαπξαγκαηεχζεηο κε πηζαλφηεηα  εμ αηηίαο ηεο απφθαζήο ηνπ λα απνξξίςεη ηελ πξφηαζε πνπ ηνπ έγηλε 

ζην ρξφλν , ηξαβψληαο έηζη ηελ δηαπξαγκάηεπζε ζηελ επφκελε πεξίνδν ( ), ζπξξηθλψλεη ηελ 

πξνζδνθψκελε σθέιεηά ηνπ φπσο εθείλνο ηελ απνηηκά ζηελ πεξίνδν . 

Με ηνλ έλαλ ή ηνλ άιινλ ηξφπν, ε απφξξηςε κηα πξφηαζεο-ζπκθσλίαο ζπξξηθλψλεη ηελ πξνζδνθψκελε 
σθέιεηα ησλ δηαπξαγκαηεπηψλ απφ έλα ζπγθεθξηκέλν θνκκάηη ηεο πίηαο. Γηα λα ην πσ δηαθνξεηηθά, αλ 
πξνηηκάο έλα ζπγθεθξηκέλν θνκκάηη πίηαο ηώξα  δχν θνξέο πεξηζζφηεξν απφ ην δηπιάζην θνκκάηη 

πίηαο ζηελ επφκελε πεξίνδν , ηφηε ην Π΢Α ζνπ ηζνχηαη κε . Ο ιφγνο κπνξεί λα είλαη είηε φηη ν 
ρξφλνο θνζηίδεη είηε φηη θνβάζαη πσο ε παξάηαζε ησλ δηαπξαγκαηεχζεσλ θαηά κηα πεξίνδν κπνξεί λα ηηο 
νδεγήζνπλ ζε λαπάγην. 

Σα Π΢Α ησλ παηθηψλ  θαη  είλαη, επίζεο, γλσζηά σο νη ρξνληθέο πξνηηκήζεηο (time preferences) ησλ 
δηαπξαγκαηεπηψλ, θαη αλαθέξνληαη ζηελ ζπγθξηηηθή απνηίκεζε απφ ηνπο δηαπξαγκαηεπηέο κηαο 
κεγαιχηεξεο απξηαλήο απνδεκίσζεο ζε ζχγθξηζε κε κηα κηθξφηεξε ζεκεξηλή. (Απηή είλαη θαη ε ζρέζε ησλ 
Π΢Α κε ηα ιεγφκελα πξνεμνθιεηηθά επηηφθηα.) ΢πγθξίλνληαο ηα Π΢Α ησλ δηαπξαγκαηεπηψλ κεηξνχκε ηε 
ζρεηηθή αλππνκνλεζία ηνπο λα θηάζνπλ ζηελ ζπκθσλία. Π.ρ. αλ , ε Μαξία ζαθψο αλππνκνλεί 
ιηγφηεξν λα επηηχρεη ζπκθσλία απφ φηη ν Γηψξγνο (δεδνκέλνπ φηη ην φθεινο ηεο ζπξξηθλψλεηαη, κε θάζε 
πξνζθνξά πνπ απνξξίπηεηαη, πην αξγά απφ ηνπ Γηψξγνπ). ΢ε θάζε πεξίπησζε, φκσο, είλαη πξνθαλέο φηη 
ν ιφγνο  είλαη έλα θαιφ κέηξν ηνπ ζρεηηθνχ θφβνπ πνπ αηζζάλεηαη ε Μαξία (ζε ζχγθξηζε κε ην 

ζρεηηθφ θφβν πνπ αηζζάλεηαη ν Γηψξγνο). Γηφηη, αλ , ε Μαξία ράλεη ιηγφηεξν απφ θάζε απφξξηςε 
(θαη, άξα, απφ θάζε θαζπζηέξεζε ζηελ επίηεπμε ζπκθσλίαο) ζε ζχγθξηζε κε ην Γηψξγν. Μπνξνχκε, 
επνκέλσο, λα αλακέλνπκε, εθφζνλ νη ινηπνί παξάγνληεο κέλνπλ ακεηάβιεηνη, φηη ε «επηζεηηθφηεηα» θαηά 
ηηο δηαπξαγκαηεχζεηο ηεο Μαξίαο ζε ζρέζε κε εθείλε ηνπ Γηψξγνπ ζα είλαη αλάινγε ηνπ θιάζκαηνο , 
ην νπνίν δελ δηαθέξεη αλαιπηηθά θαζφινπ απφ ηελ έλλνηα ηεο ζρεηηθήο απνζηξνθήο γηα ηνλ θίλδπλν ζηελ 
νπνία ζηεξίδεηαη ε ιχζε Nash (1950). 
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Η κφλε (επνπζηψδεο) δηαθνξά είλαη φηη, ελψ ζηνλ Nash ηα άηνκα πξνζδηνξίδνληαη σο πξνο ηηο 
ζπλαξηήζεηο σθέιεηάο ηνπο (θαη ηελ απνζηξνθή θηλδχλνπ πνπ νξίδεηαη απφ ηνλ ξπζκφ αχμεζεο ηεο 
σθέιεηαο σο πξνο ην θνκκάηη ηεο πίηαο πνπ παίξλεη ηειηθά ην άηνκν), ζηελ αλάιπζε ηνπ Rubisntein νη 
δηαπξαγκαηεπηέο δηαθέξνπλ κεηαμχ ηνπο κφλν σο πξνο ηα Π΢Α ηνπο. Έηζη, φπσο ζηνλ Nash ε ιχζε ηνπ 
δηαπξαγκαηεπηηθνχ παηγλίνπ εμαξηάηαη απφ ηνλ ιφγν ησλ πξψησλ παξαγψγσλ ησλ ζπλαξηήζεσλ 
σθέιεηαο, δειαδή ηεο ζρεηηθήο απνζηξνθήο γηα ηνλ θίλδπλν, ζηνλ Rubinstein ε ιχζε (φπσο ζα δνχκε 

παξαθάησ) ζηεξίδεηαη ζηνλ αληίζηξνθν ιφγν ησλ Π΢Α ή ζηνλ ιφγν . 

 

Θεώξεκα: Η ιύζε ηνπ Rubinstein ζην δηαπξαγκαηεπηηθό πξόβιεκα 
 
Σν δηαπξαγκαηεπηηθφ παίγλην: Η Μαξία θαη ν Γηψξγνο δηαηππψλνπλ δηαδνρηθέο πξνηάζεηο γηα ην πψο ζα 
δηαλείκνπλ κεηαμχ ηνπο κηα πίηα κεγέζνπο 1. Η Μαξία μεθηλά ζην ζηάδην  θαηαζέηνληαο ηελ πξφηαζή 
ηεο. Αλ ν Γηψξγνο ηελ απνδερζεί, ην δηαπξαγκαηεπηηθφ παίγλην ιήγεη θαη ε ζπκθσλία έρεη επηηεπρζεί ζην 
πξψην θηφιαο ζηάδην. Αλ φκσο απνξξίςεη ηελ πξνζθνξά ηεο Μαξίαο, πεξλάκε ζην  φπνπ ν Γηψξγνο 
ππνβάιιεη κηα δηθή ηνπ αληηπξνζθνξά. Αλ ε Μαξία, κε ηε ζεηξά ηεο, απνδερζεί ηελ πξνζθνξά ηνπ 
έρνπκε ζπκθσλία ζην δεχηεξν ζηάδην. Γηαθνξεηηθά, πεξλάκε ζην ζηάδην  φπνπ δηαηππψλεη ηελ δηθή 
ηεο αληη-αληηπξνζθνξά. Η δηαδηθαζία απηή ζπλερίδεηαη ρσξίο ρξνληθφ πεξηνξηζκφ κέρξηο φηνπ νη δχν 
θαηαιήμνπλ ζε ζπκθσλία. 

΢ε απηφ ην ππφδεηγκα δηαπξαγκάηεπζεο ηνπ Rubinstein (1982) νη δηαπξαγκαηεπηέο έρνπλ θίλεηξν λα 
επηζπεχζνπλ ηελ επίηεπμε ζπκθσλίαο, φρη επεηδή θνβνχληαη φηη μάθλνπ ζα λαπαγήζνπλ νη 
δηαπξαγκαηεχζεηο, αιιά επεηδή θάζε θαζπζηέξεζε (ή απφξξηςε πξφηαζεο) θνζηίδεη θαη ζηνπο δχν. Σν 
θφζηνο απηφ νξίδεηαη απφ ηα πνζνζηά ζπξξίθλσζεο ηεο αμίαο (Π΢Α) ησλ δχν δηαπξαγκαηεπηψλ, ηα νπνία 
(φπσο αθξηβψο θαη ζηνλ πην πάλσ νξηζκφ) δίδνληαη, αληίζηνηρα γηα ηελ Μαξία θαη ηνλ Γηψξγν, σο  
θαη  (φπνπ , ). Σν ζεψξεκα: ΢ην ζηάδην , ε Μαξία ζα πξνηείλεη ζην Γηψξγν ηελ 

αθφινπζε δηαλνκή: 

Να θξαηήζεη ε Μαξία ην κεξίδην  θαη ν Γηψξγνο ην κεξίδην . Ο Γηψξγνο 

απνδέρεηαη ακέζσο ηελ πξφηαζε απηή! 

Η νπζία: (α) Γελ πξνβιέπεηαη θαζπζηέξεζε, ζχγθξνπζε θιπ. Η ζπκθσλία είλαη απηφκαηε. (β) ΋ζν 
κηθξφηεξν ην Π΢Α ηνπ δηαπξαγκαηεπηή, ζε ζρέζε κε ηνλ αληίπαιν, ηφζν κεγαιχηεξν ην κεξίδηφ ηνπ/εο. (γ) 
Πξνβιέπεηαη πσο ππάξρεη έλα πιενλέθηεκα γηα απηήλ/φλ πνπ μεθηλά πξψηε/νο. (δ) Η δηαλνκή απηή 
απνηειεί ηελ κνλαδηθή ΤΣΙΝ ηνπ ζπγθεθξηκέλνπ δπλακηθνχ δηαπξαγκαηεπηηθνχ παηγλίνπ. 

Σν κέγα εξσηεκαηηθφ γηα θάπνηνλ πνπ πξσην-πξνζεγγίδεη ην ζεψξεκα ηνπ Rubinstein (1982), είλαη ην 
εμήο: Γεδνκέλνπ φηη ην δηαπξαγκαηεπηηθφ παίγλην πνπ κειεηά δελ έρεη πεπεξαζκέλν ηέινο (δειαδή, νη 
δηαπξαγκαηεχζεηο, δπλεηηθά, κπνξνχλ λα ζπλερίδνληαη γηα  πεξηφδνπο), πσο θαηαθέξλεη ν 
Rubinstein λα πξνζδηνξίζεη κηα ΤΣΙΝ ηνπ παηγλίνπ, ρξεζηκνπνηψληαο ηελ ινγηθή ηεο πξνο ηα πίζσ 
επαγσγήο θαηά Nash; Η ηειεπηαία απαηηεί ην παίγλην λα έρεη φρη κφλν ηέινο (έλα ηειηθφ ζηάδην) αιιά θαη 
νη παίθηεο λα ηεινχλ ππφ θνηλή γλψζε απηνχ ηνπ ζηαδίνπ εμ αξρήο! 

Η απάληεζή είλαη ιίγν απνγνεηεπηηθή: κε ηε βνήζεηα κηα θξπθήο ππόζεζεο. Δλψ ν Rubinstein (1982) 

δέρεηαη φηη ν δηαπξαγκαηεπηηθφο νξίδνληαο είλαη κε πεπεξαζκέλνο (δειαδή φηη ελ δπλάκεη ), 

ππνζέηεη (ρσξίο λα ην δειψλεη ξεηά ζην δνθίκηφ ηνπ) φηη ζα ππάξμεη έλα ζηάδην, ιφγνπ ράξε ην , 
ζην νπνίν νη πεπνηζήζεηο ηεο Μαξίαο θαη ηνπ Γηψξγνπ (φζνλ αθνξά ην κέγηζην κεξίδην πνπ θαζέλαο ηνπο 
πξνζδνθά λα απνθνκίζεη) ζα έρνπλ ζπγθιίλεη απφιπηα. Δπηπιένλ, ε θξπθή ππφζεζε ηνπ Rubinstein 
δέρεηαη φηη ε Μαξία θαη ν Γηψξγνο έρνπλ εμ αξρήο θνηλή γλψζε (δειαδή ζηελ πεξίνδν ) απηνχ ηνπ 

απνκαθξπζκέλνπ γχξνπ . 
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Απηή ε θξπθή ππφζεζε είλαη ην ηέρλαζκα πνπ εμαζθαιίδεη ζηνλ Rubinstein ηε δπλαηφηεηα ρξήζεο ηεο 
ινγηθήο ηεο πξνο ηα πίζσ επαγσγήο θαηά Nash. Η ηειεπηαία μεθηλά απφ ην ζηάδην , πεξλά θαηφπηλ 

ζην ζηάδην  θαη, ηειηθά, ζην , φπνπ ππνινγίδεηαη ε κνλαδηθή πξνζθνξά ΤΣΙΝ πνπ ζα 
απεπζχλεη ε Μαξία ζην Γηψξγν. Καη επεηδή είλαη ε κνλαδηθή πξνζθνξά ηζνξξνπίαο, ν Γηψξγνο απιψο 
ηελ απνδέρεηαη. Η απφδεημε πνπ αθνινπζεί ζπλίζηαηαη απφ ηέζζεξα βήκαηα: 

(Α) Γηαηππψλνπκε ηελ Κξπθή Τπφζεζε πνπ δίλεη ζηελ ινγηθή ηεο πξνο ηα πίζσ επαγσγήο θαηά Nash ην 
ζηήξηγκά ηεο. 

(Β) Δμεηάδνπκε ηηο ειάρηζηεο πξνζθνξέο ηηο νπνίεο ζα θάλνπλ ε Μαξία θαη ν Γηψξγνο ζηηο πεξηφδνπο 
. [Απνδεηθλχνπκε, επίζεο, φηη δελ έρνπλ θίλεηξν λα πξνζθέξνπλ 

ιηγφηεξν απφ απηέο ηηο ειάρηζηεο πξνζθνξέο (δειαδή, φηη νη ειάρηζηεο πξνζθνξέο ηνπο είλαη ίζεο κε 
ηηο κέγηζηεο πξνζθνξέο ηνπο)]. 

(Γ) Έρνληαο εθθξάζεη ηελ κνλαδηθή ειάρηζηε (θαη ηαπηφρξνλα κέγηζηε) πξνζθνξά πνπ ζα απεπζχλεη ζην 
ζηάδην  ε Μαξία ζηνλ Γηψξγν σο πξνο ην ειάρηζην κεξίδην πνπ ζα πεξηκέλεη ε ίδηα ζηελ πεξίνδν 

, ζα ρξεζηκνπνηήζνπκε ηελ Κξπθή Τπφζεζε (ζε ζπλδπαζκφ κε ηελ ινγηθή ηεο πξνο ηα πίζσ 
επαγσγήο θαηά Nash) γηα λα δηαηππψζσ ηελ επφκελε ππφζεζε: Σελ Τπφζεζε ησλ Γηαρξνληθά 
΢πλεπψλ Πξνζδνθηψλ ζχκθσλα κε ηελ νπνία ε Μαξία πξέπεη λα πξνηείλεη κηα δηαλνκή ζην ζηάδην 

 ηαπηφζεκε κε εθείλε ζηελ νπνία ζα ζπκθσλνχζαλ (κε πνιχ κεγαιχηεξν θφζηνο) ζην ζηάδην 

. Απηή ε ππφζεζε κνπ επηηξέπεη λα ππνινγίζσ επαθξηβψο ηελ αξρηθή ( ) πξνζθνξά ηεο 
Μαξίαο ζην Γηψξγν. Μάιηζηα, απφ ηε ζηηγκή πνπ ηα κεξίδηα θαη ησλ δχν είλαη ηα ίδηα ζηνλ ρξφλν 
( ) κε απηά πνπ ζα ιάκβαλαλ ζηνλ ρξφλν ( ), θαη δεδνκέλνπ φηη νη θαζπζηεξήζεηο θνζηίδνπλ 

θαη ζηνπο δχν, πξνθαλψο ζα ζπκθσλήζνπλ αθαξηαία (ζηελ πεξίνδν ). 

(Γ) Απνδεηθλχσ φηη ε αξρηθή επηινγή ηεο πεξηφδνπ  δελ έρεη ζεκαζία φζνλ αθνξά ηελ ζπκθσλία 
ηζνξξνπίαο ΤΣΙΝ. Απηφ πνπ έρεη ζεκαζία είλαη φηη, ζχκθσλα κε ηελ θξπθή ππφζεζε, δερφκαζηε φηη 
ζην αξρηθφ ζηάδην  νη δηαπξαγκαηεπηέο έρνπλ θνηλή γλψζε ηνπ ζηαδίνπ  (φπνην θαη αλ είλαη 
απηφ). 

 
Βήκα Α: Η Κξπθή Τπόζεζε 
 
Η ππφζεζε απηή απνηειείηαη απφ δχν κέξε: (α) Τπάξρεη θάπνηνο κειινληηθφο γχξνο ησλ 
δηαπξαγκαηεχζεσλ, έζησ , ζηνλ νπνίν νη πεπνηζήζεηο ησλ δηαπξαγκαηεπηψλ ζα έρνπλ 

επζπγξακκηζηεί κε ζπλέπεηα ζε θάπνηα δηαλνκή ( ) κεηαμχ ηεο Μαξίαο θαη ηνπ Γηψξγνπ. (β) Η 

Μαξία θαη ν Γηψξγνο έρνπλ θνηλή γλψζε ηνπ  ζην . 

Η Κξπθή Τπφζεζε είλαη, θπζηθά, κηα εθ λένπ ελζάξθσζε ηεο ππφζεζεο ησλ επζπγξακκηζκέλσλ κε 
ζπλέπεηα πεπνηζήζεσλ (Δ΢Π), ε νπνία καο απαζρφιεζε επαλεηιεκκέλσο έσο ηψξα. Σν πην 
δπζθνινρψλεπην θνκκάηη ηεο είλαη, βέβαηα, ην κέξνο (β). Σν κέξνο (α) απιψο εηθάδεη πσο θάπνηα ζηηγκή 
ζην κέιινλ ( ), νη πξνζδνθίεο ησλ δηαπξαγκαηεπηψλ ζα έρνπλ ζπγθιίλεη. Γελ μελίδεη ηδηαίηεξα απηή ε 
ππφζεζε. Σν κέξνο (β) φκσο «βγάδεη κάηη»: επηκέλεη πσο νη παίθηεο ηεινχλ ππφ θνηλή γλψζε ηνπ  

απφ ηελ αξρή ηεο δηαπξαγκάηεπζεο.  

Ο Rubinstein πξεζβεχεη φηη ππάξρεη κηα άγλσζηε κειινληηθή ρξνληθή ζηηγκή, ε , ηελ νπνία νη εμίζνπ 
νξζνινγηζηέο θαη θαιά πιεξνθνξεκέλνη δηαπξαγκαηεπηέο γλσξίδνπλ απφ θνηλνχ, ζαλ λα ήηαλ κηα απιή 
παξάκεηξνο (π.ρ. ε ηηκή ηνπ π=3,1415...) πάλσ ζηελ νπνία έρνπλ θνηλή γλψζε. Έηζη, έρνληαο νξίζεη 
ηερλεέλησο ην θνηλά γλσζηφ «Σέινο ηεο Γηαπξαγκάηεπζεο», ηελ πεξίνδν , ν Rubinstein βξίζθεη ηελ 
ΤΣΙΝ απηνχ ηνπ πεπεξαζκέλνπ (πιένλ) δπλακηθνχ παηγλίνπ, ρξεζηκνπνηψληαο ηελ ινγηθή ηεο πξνο ηα 
πίζσ επαγσγήο θαηά Nash. Πξφθεηηαη γηα ζθαλδαιψδε ππφζεζε. 

 
Βήκα Β: Τπνινγίδνληαο ηηο πξνζθνξέο ησλ δηαπξαγκαηεπηώλ πξνο ηα πίζσ 
 

΢χκθσλα κε ηελ Κξπθή Τπφζεζε (Βήκα Α) ε Μαξία θαη ν Γηψξγνο γλσξίδνπλ θαη νη δχν ζην ζηάδην  

φηη ζην ζηάδην  ζα δηαθξίλνπλ ηελ ίδηα ιχζε-ζπκθσλία, ιφγνπ ράξε ηελ δηαλνκή ( ). Απηφ, 
θπζηθά, δελ ζεκαίλεη φηη ζην  γλσξίδνπλ ηελ αμία ηνπ , ηνπ κεξηδίνπ ηεο Μαξίαο πνπ ζα έιζεη ζηελ 

επηθάλεηα ζην . ΢εκαίλεη απιψο ζην , ε Μαξία θαη ν Γηψξγνο πξνβιέπνπλ πσο, έσο λα 

θηάζνπλ ζην ζηάδην , ζα ππάξμεη θάπνην κεξίδην ηεο πίηαο, ιφγνπ ράξε , ην νπνίν (ζηα κάηηα ηφζν 
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ηνπ Γηψξγνπ φζν θαη ηεο Μαξίαο) ε Μαξία δελ ζα κπνξεί (ή δελ ζα ζέιεη) λα βειηηψζεη (δηά κέζνπ 
πεξαηηέξσ δηαπξαγκαηεχζεσλ). 

 

Γηα επθνιία ζα νξίζσ ην . Ο παξαθάησ πίλαθαο παξαζέηεη ηα παξαπάλσ ζηελ πξψηε ζεηξά 

ηνπ: ζηελ πεξίνδν  πξνβιέπεηαη πσο ε Μαξία ζα πάξεη κεξίδην  θαη ν Γηψξγνο . 
Τπελζπκίδσ, μαλά, νχηε εκείο (σο ζεσξεηηθνί) νχηε νη δηαπξαγκαηεπηέο καο, έρνπκε θάπνην ηξφπν (ζην 
ζηάδην απηφ ηεο απφδεημεο ηνπ ζεσξήκαηνο) λα γλσξίδνπλ ην κεξίδην . Απιψο έρνπλ θαηά λνπ πσο φηαλ 

έιζεη ην ζηάδην  ζα έρνπλ θαη νη δχν ζην κπαιφ ηνπο θάπνηα αμία , ε νπνία ζα είλαη κηα θνηλά 

γλσζηή εθηίκεζε ηνπ ηειηθνχ κεξηδίνπ ηεο Μαξίαο. ΢ηφρνο καο ηψξα είλαη λα ππνινγίζνπκε ηελ αμία απηή: 

 
 
Γηάγξακκα 8.1 : Η πξνο ηα πίζσ επαγσγή ησλ βέιηηζησλ πξνζθνξψλ ζηε βάζε ηεο Κξπθήο Τπφζεζεο 
 
 
 
Η Κξπθή Τπφζεζε επηβάιεη ηελ χπαξμε θνηλά γλσζηνχ κειινληηθνχ γχξνο ( ), ζηε δηάξθεηα ηνπ 

νπνίνπ ε Μαξία θαη ν Γηψξγνο ζα πηζηέςνπλ φηη ε πίηα ζα κνηξαζηεί ζε κεξίδηα ( ). Ο γχξνο  
είλαη θνηλά γλσζηφο ζε φια ηα ζηάδηα. Η ινγηθή ηεο πξνο ηα πίζσ επαγσγήο θαηά Nash πεξηγξάθεηαη 
απφ ηελ θαηεχζπλζε ησλ βειψλ. Τπνζέησ φηη . ΢ην ζηάδην  (αλ νη δηαπξαγκαηεχζεηο 

δηαξθέζνπλ ηφζν πνιχ) ε Μαξία ζα πάξεη κεξίδην . Έηζη, ζην , ν Γηψξγνο πξέπεη λα ηεο πξνζθέξεη 

γηα λα απνθχγεη ηε ζχγθξνπζε, θξαηψληαο γηα ηνλ εαπηφ ηνπ κεξίδην . ΢ην , ινηπφλ, ε 
Μαξία πξέπεη λα πξνζθέξεη ζην Γηψξγν ηνπιάρηζηνλ , ψζηε λα απνθεπρζεί κηα απφξξηςε, ε 
νπνία ζα θαζπζηεξνχζε ηε ζπκθσλία. Αλ θάλεη απηή ηελ πξνζθνξά ζηνλ Γηψξγν, ηφηε ε ίδηα ζα θξαηήζεη 

. 
 
 
Αο πάκε λνεηηθά ζην ζηάδην  φπνπ είλαη ε ζεηξά ηνπ Γηψξγνπ λα αληη-πξνηείλεη ζηελ Μαξία κηα 

δηαλνκή (αθνχ εθείλνο απέξξηςε ηελ δηθή ηεο πξφηαζε ζην ζηάδην ). Ση αληη-πξφηαζε πξέπεη λα 

θαηαζέζεη; Γλσξίδεη (απφ ηελ Κξπθή Τπφζεζε, κε ) φηη, αλ νη δηαπξαγκαηεχζεηο πξνρσξήζνπλ 

ζην , ε Μαξία ζα πξνζδνθά κεξίδην . 

Έηζη, ν Γηψξγνο γλσξίδεη φηη αλ ηεο πξνζθέξεη, ζην , κεξίδην ηεο πίηαο, εθείλε δελ ζα έρεη ιφγν 

λα απνξξίςεη ηελ πξφηαζή ηνπ. Ο ιφγνο, θπζηθά, είλαη φηη ε Μαξία απνηηκά ζην ζηάδην  ηελ 

πξννπηηθή λα ιάβεη κεξίδην  ζην ζηάδην  αθξηβψο φζν απνηηκά ηελ αμία ηνπ κεξηδίνπ  ζην ζηάδην 

. (Θπκήζνπ πσο, εμ νξηζκνχ, 1 κνλάδα σθέιεηαο ζην επφκελν ζηάδην έρεη γηα ηελ Μαξία ηελ ίδηα 
αμία κε  κνλάδεο σθέιεηαο ζην παξφλ ζηάδην, ε θάζε απφξξηςε-θαζπζηέξεζε ηεο «θνζηίδεη» 

πνζνζηφ  ηνπ ηειηθνχ ηεο κεξηδίνπ). Με άιια ιφγηα, ε Μαξία νθείιεη (εμ νξηζκνχ) λα είλαη αδηάθνξε 

κεηαμχ  ζην ζηάδην  θαη  ζην ζηάδην . Κάζε πξνζθνξά ηνπ Γηψξγνπ (πξνο ηε Μαξία) ζην 

ζηάδην  θάησ απφ  ζα πξνθαιέζεη ηελ απφξξηςε. 
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Να ινηπφλ πνπ ππνινγίζακε ηελ ειάρηζηε πξνζθνξά πνπ πξέπεη λα θάλεη ν Γηψξγνο ζηε Μαξία ζην 
ζηάδην  αλ ζέιεη λα απνθχγεη ηελ απφξξηςε ηεο πξνζθνξάο ηνπ απφ ηε Μαξία: Δίλαη ε πξνζθνξά 

ηνπ κεξηδίνπ . Σν εξψηεκα ηψξα ηίζεηαη: Θέιεη ν Γηψξγνο λα απνηξέςεη κηα απφξξηςε ζην ζηάδην 
; Η απάληεζε είλαη θαηαθαηηθή. Αο δνχκε γηαηί: Αλ πξνζθέξεη ζηε Μαξία κεξίδην κηθξφηεξν απφ , ε 

Μαξία ζα απνξξίςεη ηελ πξφηαζή ηνπ θαη ε δηαπξαγκάηεπζε ζα ζπλερηζηεί κέρξη ην ζηάδην , φπνπ ε 

Μαξία ζα πάξεη κεξίδην  θαη ν Γηψξγνο . Ο Γηψξγνο ην γλσξίδεη απηφ ζην ζηάδην . Γλσξίδεη, 
ινηπφλ, φηη αλ πξνζθέξεη ζηε Μαξία ιηγφηεξν απφ , ην πεξηζζφηεξν πνπ κπνξεί λα πάξεη ζην ζηάδην 

 είλαη . Ση αμίδεη γηα ηνλ Γηψξγν ε πξννπηηθή λα ιάβεη κεξίδην  ζην επφκελν ζηάδην ( ) 

ηψξα (ζην ζηάδην ); Η απάληεζε είλαη: αμίδεη φζν έλα κεξίδην  ηψξα (δειαδή, ζην ζηάδην 

). 

Με ιίγα ιφγηα, ν Γηψξγνο έρεη κηα μεθάζαξε επηινγή ζην ζηάδην : (α) Να πξνζθέξεη ζηε Μαξία  

ακέζσο (δειαδή ζην ), πξνζθνξά πνπ γλσξίδεη φηη ε Μαξία δελ έρεη ιφγν λα απνξξίςεη, θαη ε νπνία 

ζα ηνπ αθήζεη, ζην ζηάδην , κεξίδην  ηεο πίηαο. Ή, (β) λα ηεο πξνζθέξεη ηψξα ιηγφηεξν απφ 

, θάηη πνπ ζα νδεγήζεη ζηε απφξξηςε ηεο πξνζθνξάο ηνπο, θαη ηελ επέθηαζε ησλ δηαπξαγκαηεχζεσλ 
ζην ζηάδην . ΢ε απηή ηελ δεχηεξε πεξίπησζε, ν Γηψξγνο ζα ιάβεη κεξίδην  κε θαζπζηέξεζε 

κηαο πεξηφδνπ (ζηελ πεξίνδν ), κηα πξννπηηθή πνπ, ζηα κάηηα ηνπ Γηψξγνπ, ζηελ πεξίνδν  έρεη 

αμία ίζε κε . ΢πλνπηηθά, ζηελ πεξίνδν  είηε ηεο πξνζθέξεη κεξίδην  θαη εθείλνο ιακβάλεη 
σθέιεηα ίζε κε  είηε ηεο πξνζθέξεη ιηγφηεξν απφ πξνζδνθψληαο ζηελ πεξίνδν  κεξίδην 

ηνπ νπνίνπ ε ησξηλή αμία ηζνχηαη κε ). Σν δίιεκκα ιχζεθε. Ο Γηψξγνο ζα επηιέμεη λα πξνθαιέζεη 

δηαθσλία ζηελ πεξίνδν  (πξνζθέξνληαο ζηελ Μαξία κεξίδην κηθξφηεξν ηνπ ) αλ θαη κφλν εάλ 
. Παξαηήξεζε πσο απηή ε αληζφηεηα δελ κπνξεί λα ηζρχεη πνηέ (θαζψο φιεο απηέο νη 

παξάκεηξνη (α, β θαη V) θείληαη κεηαμχ 0 θαη 1). Άξα, ζην ζηάδην , ν Γηψξγνο ζα πξνζθέξεη ζηελ 

Μαξία κεξίδην  ην νπνίν εθείλε (φπσο είδακε παξαπάλσ) δελ έρεη ιφγν λα κελ απνδερζεί. Σν 
ζπκπέξαζκα απηφ θαηαγξάθεηαη ζηε δεχηεξε ζεηξά ηνπ Γηαγξάκκαηνο 8.1. 

Αο πάκε ηψξα ζηελ αξρή ησλ δηαπξαγκαηεχζεσλ , φπνπ ε Μαξία ππνβάιεη ηελ πξψηε πξνζθνξά. 
Η Μαξία γλσξίδεη (βι. πην πάλσ) φηη αλ ε πξνζθνξά ηεο απνξξηθζεί, ε δηαπξαγκάηεπζε ζα πξνρσξήζεη 
ζην , νπφηε ζα ηεο πξνζθεξζεί απφ ην Γηψξγν κεξίδην  κηα πξνζθνξά ηελ νπνία ζα απνδερζεί. 

Δπηπιένλ, γλσξίδεη φηη ν Γηψξγνο κπνξεί λα πξνζδνθά, ζην επφκελν ζηάδην ( ), ην ζίγνπξν κεξίδην 

. Πνηα αμία δίλεη ν Γηψξγνο ηψξα (ζην αξρηθφ ζηάδην ) ζηελ πξννπηηθή λα ιάβεη ζην επφκελν 
ζηάδην ( ) κεξίδην ίζν κε . Η απιή απάληεζε είλαη: . Δπνκέλσο, γλσξίδνπκε (θαη καδί 

κε εκάο γλσξίδεη θαη ε Μαξία) φηη αλ πξνζθεξζεί ζην Γηψξγν κεξίδην  ζην , ζα ην 
απνδερζεί (κηαο θαη δελ έρεη ιφγν λα ην απνξξίςεη). Κάζε πξνζθνξά κηθξφηεξε απφ ην κεξίδην απηφ ζα 
πξνθαιέζεη δηαθσλία θαη ηελ θαηάζεζε αληηπξνζθνξάο απφ ηελ πιεπξά ηνπ Γηψξγνπ ζην ζηάδην . 
Σν εξψηεκα, ινηπφλ, πνπ ινγηθά αλαθχπηεη είλαη: Θέιεη ε Μαξία λα επηηχρεη ζπκθσλία κε ην Γηψξγν ζην 
ζηάδην t=1; 

Καη πάιη κπνξεί λα απνδεηρζεί εχθνια πσο ε απάληεζε είλαη θαηαθαηηθή: Αλ ε Μαξία πξνζθέξεη ζην 
Γηψξγν κεξίδην κηθξφηεξν απφ , ν Γηψξγνο ζα απνξξίςεη ηελ πξνζθνξά ηεο θαη ζα επηζηξέςεη 

ζην ηξαπέδη ησλ δηαπξαγκαηεχζεσλ πξνζθέξνληαο ζηε Μαξία κεξίδην , κηα πξνζθνξά ηελ νπνία, 
φπσο έρνπκε ήδε απνδείμεη, ζα απνδερζεί ε Μαξία ζην ζηάδην . Σν δήηεκα, επνκέλσο, είλαη αλ ε 

Μαξία πξνηηκά  ακέζσο (δειαδή ζην ) ή ηελ πξννπηηθή ηνπ κεξηδίνπ ζην επφκελν 

ζηάδην ( ). ΢εκείσζε φηη ζην ζηάδην  ε αμία γηα ηελ Μαξία ηεο πξννπηηθήο κεξηδίνπ  ζην 

επφκελν ζηάδην είλαη ίζε κε ηελ αμία ελφο κεξηδίνπ  ηψξα (ζην ζηάδην ). Άξα, ζα πξνζθέξεη ζηνλ 

Γηψξγν κεξίδην  ακέζσο (σζψληαο ηνλ ζηελ άκεζε ζπκθσλία) εθφζνλ (ζην ) ηζρχεη ε 

αληζφηεηα . ΋κσο, απηή ε αληζφηεηα απηή ηζρχεη πάληνηε! ΢πκπεξαίλνπκε ινηπφλ 

φηη ζην ζηάδην  ε Μαξία ζα πξνηηκά πάληνηε λα πξνζθέξεη ζην Γηψξγν ην κεξίδην πνπ 
εθείλνο δελ έρεη θαλέλα θίλεηξν λα απνξξίςεη. Καηαιήμακε έηζη ζην απιφ ζπκπέξαζκα φηη ζηελ αξρή ησλ 
δηαπξαγκαηεχζεσλ, ζην ζηάδην , ε Μαξία ζα πξνηείλεη ζην Γηψξγν ηε δηαλνκή 

. Καη φηη ν Γηψξγνο ζα ηελ απνδερζεί! 
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Βήκα Γ: Γηαρξνληθά ζπλεπείο πξνζδνθίεο 
 
Πξηλ πξνρσξήζνπκε, αο θαληαζηνχκε κηα νπνηαδήπνηε πεξίπησζε ζχγθξνπζεο κεηαμχ δχν πξνζψπσλ, 
επηρεηξήζεσλ, ρσξψλ, θ.ιπ. Αλ γλψξηδαλ απφ ηελ αξρή πνηα ζα ήηαλ ε έθβαζε ηνπ κεηαμχ ηνπο 
«πνιέκνπ», δελ ζα ήηαλ ηφηε ινγηθφ λα ζπκθσλήζνπλ απφ ηελ αξρή ζε κηα ξχζκηζε αλάινγε κε ηελ 
ηειηθή έθβαζε, απνθεχγνληαο έηζη ηε δαπαλεξή ζχγθξνπζε; Πξφθεηηαη γηα απηφ πνπ ζηα Πξνιεγφκελα 
νλφκαζα ην Παξάδνμν ησλ Οξζνινγηθψλ ΢πγθξνχζεσλ. ΢ηελ πεξίπησζή καο, απηφ ζα ζήκαηλε φηη ε 
Μαξία ζα έιεγε ζην Γηψξγν: «Γλσξίδνπκε θαη νη δχν (ζπκήζνπ ηελ Κξπθή Τπφζεζε) φηη, αλ πεξηκέλνπκε 
κέρξη , ζα πάξσ κεξίδην  ηεο πίηαο. Γηαηί, ινηπφλ, λα πεξηκέλνπκε κέρξη ηφηε; Γηαηί λα κελ 
ζπκθσλήζεηο, ινηπφλ, λα πάξσ απφ ηψξα ην κεξίδην  θαη, κε ηνλ ηξφπν απηφ, λα κελ ραζεί θαλέλα 

κέξνο ηεο πίηαο (κέζα απφ ηελ θαζπζηέξεζε ηεο επίηεπμεο ζπκθσλίαο) γηα θαλέλαλ απφ ηνπο δηφ καο;». 

Ο Rubinstein ππνζέηεη φηη ν Γηψξγνο, εθφζνλ είλαη εξγαιεηαθά νξζνινγηζηήο, δελ έρεη ιφγν λα 
δηαθσλήζεη' πξφθεηηαη γηα ηελ ππφζεζε ησλ δηαρξνληθά ζπλεπψλ πξνζδνθηψλ (intertemporally consistent 
beliefs). Σν κφλν πξφβιεκα είλαη φηη νη δηαπξαγκαηεπηέο δελ γλσξίδνπλ ην κεξίδην . Ωζηφζν, κπνξνχλ 
λα ην ππνινγίζνπλ σο εμήο ζηελ βάζε ηεο ακέζσο πξνεγνχκελεο αλάιπζεο: Παξαπάλσ (Βήκα Β) 
ζπκπεξάλακε πσο ε Μαξία ζα πξνηείλεη ζηνλ Γηψξγν λα θξαηήζεη εθείλε κεξίδην ίζν κε , 

θαη εθείλνο λα θξαηήζεη ην ππφινηπν κεξίδην . Σα κεξίδηα απηά ππνινγίζηεθαλ βάζεη κηαο απιήο 

ππφζεζεο: φηη αλ νη δηαπξαγκαηεχζεηο «ηξαβνχζαλ» (κε θφζηνο θαη γηα 

ηνπο δχν) έσο ζην ζηάδην , ηφηε ε Μαξία ζα έπαηξλε κεξίδην  θαη ν Γηψξγνο . Αθνχ ε Μαξία 

βιέπεη φηη ζην ζηάδην  ζα αλαγθαζηεί λα αθήζεη ζηνλ Γηψξγν κεξίδην , θαη δεδνκέλνπ φηη ζην 
ζηάδην  ε ηδαληθή ηεο πξνζθνξά ζηνλ Γηψξγν ηζνχηαη κε κεξίδην , γηαηί δελ ηνπ πξνζθέξεη 

ηψξα απηφ πνπ ζα ηνπ πξνζέθεξε ζην ζηάδην , απνθεχγνληαο έηζη ην θφζηνο ηεο θαζπζηέξεζεο; Με 

άιια ιφγηα, ε ππφζεζε ησλ δηαρξνληθά ζπλεπψλ πξνζδνθηψλ ζπληζηά ζηελ Μαξία λα ζέζεη 

. 

Λχλνληαο ηελ απιή απηή εμίζσζε σο πξνο , βξίζθνπκε  θαη . 

Δδψ νινθιεξψλεηαη ε απφδεημε ηνπ ζεσξήκαηνο ηνπ Rubinstein , ζχκθσλα κε ην νπνίν ε Μαξία θαη ν 
Γηψξγνο ζα θαηαιήμνπλ ζε άκεζε ζπκθσλία ζην γχξν  (επηβεβαηψλνληαο ην Παξάδνμν ησλ 
Οξζνινγηθψλ ΢πγθξνχζεσλ). 

 

Βήκα Γ: Σν m δελ έρεη θακία ζεκαζία 
 

Η παξαπάλσ απφδεημε ζηεξίδεηαη ζηελ ππφζεζε φηη , δειαδή φηη είλαη γλσζηφ θαη ζηε Μαξία θαη 

ζην Γηψξγν (ζην πξψην ζηάδην, ), φηη νη πξνζδνθίεο ηνπο ζα έρνπλ επζπγξακκηζηεί κε ζπλέπεηα 
κέζα ζε ηξεηο ην πνιχ γχξνπο. Μέλεη λα απνδείμνπκε πσο ε ππφζεζε απηή έγηλε κφλν γηα ιφγνπο 
επθνιίαο, αθνχ ε απφδεημε ηνπ ζεσξήκαηνο ηνπ Rubinstein ηζρχεη γηα θάζε πεπεξαζκέλε ηηκή ηνπ . Αο 

εμεηάζνπκε ηελ πεξίπησζε  γηα λα δηαπηζηψζνπκε πσο δελ αιιάδεη ηίπνηα. Σν Γηάγξακκα 8.1 
αληηθαζίζηαηαη ηψξα απφ ην Γηάγξακκα 8.2, κε ηελ πξνζζήθε δχν αθφκε ζεηξψλ, θαη ηελ ινγηθή ηεο πξνο 
ηα πίζσ επαγσγήο θαηά Nash λα αξρίδεη απφ ην ζηάδην . Καηά ηα άιια, νη ηξεηο πξψηεο ζεηξέο 
ηνπ Γηαγξάκκαηνο 8.2 είλαη ίδηεο κε εθείλεο ηνπ Γηαγξάκκαηνο 8.1. 
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Γηάγξακκα 8.2 : Η πεξίπησζε ηνπ m=5 

 
 
Αξρίδνπκε απφ ην ηειεπηαίν ζηάδην ( ), φπνπ ε Μαξία παίξλεη κεξίδην V. Καηφπηλ θηλνχκαζηε ζην 

ζηάδην , φπνπ ν Γηψξγνο πξνζθέξεη ζηε Μαξία  θαη θξαηά γηα ηνλ εαπηφ ηνπ . Αθνινχζσο 

πξνρσξνχκε ζην ζηάδην , φπνπ ε Μαξία πξνζθέξεη ζην Γηψξγν , δηεθδηθψληαο γηα ηνλ 
εαπηφ ηεο , Ακέζσο κεηά εξρφκαζηε ζην ζηάδην , φπνπ ν Γηψξγνο πξνζθέξεη ζηε 

Μαξία  γηα λα ηελ πείζεη λα ζπκθσλήζεη, δηεθδηθψληαο γηα ηνλ εαπηφ ηνπ 

  θαη, ηέινο, θζάλνπκε ζην ζηάδην , φπνπ ε Μαξία πξνζθέξεη ζην Γηψξγν 

, αμηψλνληαο γηα ηνλ εαπηφ ηεο . Θέηνληαο V 

 θαη ιχλνληαο σο πξνο  έρνπκε ηελ ίδηα ιχζε φπσο απηή ηνπ Γηαγξάκκαηνο 8.1: 
 

 

Δθαξκφδνληαο ηε ινγηθή ησλ δηαρξνληθά ζπλεπψλ πξνηηκήζεσλ (φπσο θάλακε ζην πξνεγνχκελν ζηάδην 
ηεο απφδεημεο), ε Μαξία ππνηίζεηαη φηη πξνβάιιεη ηελ αμίσζε, ζην ζηάδην , λα πάξεη ην κεξίδην ηεο 

πίηαο πνπ πξνζδνθά φηη ζα έπαηξλε ζην ηειεπηαίν ζηάδην ( ). Με άιια ιφγηα, 

. Λχλνληαο σο πξνο  βξίζθνπκε ηε βέιηηζηε αξρηθή αμίσζε ηεο Μαξίαο ηνπ . 

Πξφθεηηαη γηα ηελ ίδηα αθξηβψο πξνζθνξά πνπ είρακε φηαλ . Γεληθφηεξα, γηα θάζε ηηκή ηνπ , ην 

Βήκα  δίλεη ηελ αθφινπζε εμίζσζε: 

 
 

Λχνληαο σο πξνο  παίξλνπκε, φπσο πξηλ, αλεμάξηεηα απφ πφζν πνιιά πξφζζεηα «ζηάδηα» 

ππνδειψλνπλ νη θνπθίδεο (...). ΢πκπεξαίλνπκε, ινηπφλ, φηη, εθφζνλ ηζρχεη ε Κξπθή Τπφζεζε, ε 

πξαγκαηηθή ηηκή ηνπ  δελ έρεη θακία ζεκαζία γηα ηε ιχζε ηνπ ζεσξήκαηνο ηνπ Rubinstein. 

Αλαθεθαιαηψλνληαο, ην ζεψξεκα Rubinstein πνπ κφιηο απνδείμακε δείρλεη φηη, ζην πιαίζην ησλ 
ζεκειησδψλ ηνπ ππνζέζεσλ, ππάξρεη κφλν κία νξζνινγηθή δηαπξαγκαηεπηηθή ζηξαηεγηθή. Άξα, ε άκεζε 
ζπκθσλία είλαη αλαπφθεπθηε. Απφ παηγληνζεσξεηηθήο ζθνπηάο, είλαη ζαλ λα ιέκε πσο ην ζχλνιν ησλ 
αμηφπηζησλ, νξζνινγηθψλ, δηαπξαγκαηεπηηθψλ ζηξαηεγηθψλ απνηειείηαη απφ… κηα κφλν ζηξαηεγηθή: ηελ 
κνλαδηθή ππνπαηγληαθά ηέιεηα ηζνξξνπία Nash (ΤΣΙΝ) ηνπ δπλακηθνχ δηαπξαγκαηεπηηθνχ απηνχ παηγλίνπ. 
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Φπζηθά, ην ζπκπέξαζκα απηφ είλαη ηφζν πεηζηηθφ φζν θαη νη ππνζέζεηο ζηηο νπνίεο ζηεξίδεηαη, π.ρ. ε 
Κξπθή Τπφζεζε ή ε Τπφζεζε ησλ Γηαρξνληθά ΢πλεπψλ Πξνηηκήζεσλ ή ε ρξήζε ηεο ινγηθήο ηεο πξνο ηα 
πίζσ επαγσγήο θαηά Nash.  

 

8.4 Αντιρρήσεις στον Rubinstein 

 
Σν κφλν πνπ ρξεηάδεηαη λα πνχκε είλαη έλα ζρφιην γηα ηνλ θαηλνηφκν ηξφπν κε ηνλ νπνίν ν Rubinstein 
ρξεζηκνπνηεί ηηο Δ΢Π γηα λα ιχζεη ην δπλακηθφ δηαπξαγκαηεπηηθφ παίγλην κε ηξφπν πνπ, νπζηαζηηθά, 
επαιεζεχεη ηελ ιχζε Nash. Απηή ε θαηλνηφκα κεηακθίεζε ησλ Δ΢Π παίξλεη ηελ κνξθή ηξηψλ έληνλα 
ακθηζβεηήζηκσλ ππνζέζεσλ: 

(α) Κξπθή Τπφζεζε: Μηα αθφκα εθαξκνγή ηεο ππφζεζεο ησλ επζπγξακκηζκέλσλ κε ζπλέπεηα 
πεπνηζήζεσλ Δ΢Π (ή ησλ θνηλψλ αξρηθψλ θαηαλνκψλ) ζχκθσλα κε ηελ νπνία θαη νη δχν νη παίθηεο 
γλσξίδνπλ φηη, ζε κηα θνηλά γλσζηή ρξνληθή ζηηγκή , ζα θαηαιήμνπλ ζε ζπκθσλία γηα  θαη  
αληίζηνηρα.  

(β) Σελ Τπφζεζε ησλ Γηαρξνληθά ΢πλεπψλ Πξνζδνθηψλ, πνπ ηνπο θαζηζηά ηθαλνχο αιιά θαη πξφζπκνπο 
(α) λα εθκαηεχζνπλ κέζσ ηεο ινγηθήο ηεο πξνο- ηα-πίζσ επαγσγήο θαηά Nash ηα κεξίδηα πνπ 
πξέπεη λα απνδερζνχλ εμ αξρήο, (β) λα απνδερζνχλ φηη ηα κεξίδηα απηά δελ ζα είλαη δηαθνξεηηθά 
απφ εθείλα ζηα νπνία ζα ζπκθσλνχζαλ κεηά απφ  γχξνπο (επίπνλσλ) δηαπξαγκαηεχζεσλ (  θαη 

 αληίζηνηρα), (γ) λα ζπκθσλήζνπλ φηη είλαη θαιχηεξα θαη γηα ηνπο δχν λα απνδερζνχλ απηά ηα 

κεξίδηα ακέζσο ( ), απνθεχγνληαο έηζη ην θφζηνο ηεο θαζπζηέξεζεο-ζχγθξνπζεο.  
(γ) Σελ ππφζεζε φηη ηα Π΢Α ησλ δηαπξαγκαηεπηψλ παξακέλνπλ ζηαζεξά δηαρξνληθά. 
 
Με ηελ Κξπθή Τπφζεζε πεξί επζπγξακκηζκέλσλ κε ζπλέπεηα πεπνηζήζεσλ, φζνλ αθνξά ην κειινληηθφ 
ζηάδην ( ) φπνπ νη δηαπξαγκαηεπηέο καο ζα δηακνξθψζνπλ ζπλεπείο πξνζδνθίεο γηα ηελ κεηαμχ ηνπο 

ζπκθσλία (δειαδή, γηα ηε δηαλνκή  θαη ), o Rubinstein εηζήγαγε, πνλεξά, έλα «ηειηθφ» ζηάδην ζην 
δηαπξαγκαηεπηηθφ παίγλην (ζηάδην m), ην νπνίν δίλεη ζηελ ινγηθή ηεο πξνο ηα πίζσ επαγσγήο θαηά Nash 
ην ζηήξηγκα πνπ ρξεηάδεηαη ζε κηα κειινληηθή ρξνληθή ζηηγκή πξνηνχ αξρίζεη λα μεδηπιψλεηαη πξνο ηα 

πίζσ (απφ  ζε , ζε , ... ζε ) (βι. Γηαγξάκκαηα 8.1 & 8.2) 

Η ζπγθεθξηκέλε «θαηλνηνκία», ιίγν δηαθνξεηηθά δηαηππσκέλε, είλαη φηη ν Rubinstein ρξεζηκνπνηεί ηελ πην 
αθξαία κνξθή Δ΢Π γηα λα επηβάιεη έλα πεπεξαζκέλν «ηέινο» ( ) ζε έλα δπλακηθφ παίγλην ην νπνίν 
πνιχ-δηαθεκίζηεθε σο κε πεπεξαζκέλν (φζνλ αθνξά ηνλ αξηζκφ ησλ ζηαδίσλ πνπ κπνξεί λα ρξεηαζηεί ε 
δηαπξαγκάηεπζε). ΢χγθξηλε ηελ «θαηλνηνκία» απηή κε ηελ παξνπζίαζε ηεο ΤΣΙΝ ζηελ είρακε ππνζέζεη 
έλα εμσηεξηθά θαζνξηζκέλν ηέινο ηνπ παηγλίνπ νπφηε θαη ζπλδπάζακε ηελ ΚΓΟ κε ηελ ινγηθή ηεο πξνο ηα 
πίζσ επαγσγήο γηα λα πξνθχςεη ε ινγηθή ηεο πξνο ηα πίζσ επαγσγή θαηά Nash θαη ε επαθφινπζε 
ΤΣΙΝ.  

Ο Rubinstein, αληίζεηα, καο επηθπιάζζεη δηπιή δφζε Δ΢Π: Πξψηνλ, ρξεζηκνπνηεί ηηο Δ΢Π γηα λα 
ππνζέζεη πσο, αλ θαη ε δηαπξαγκαηεπηηθή δηαδηθαζία κπνξεί λα ζπλερίδεηαη επ' άπεηξνλ, είλαη νπζηαζηηθά 
πεπεξαζκέλε! Σν κηθξφ απηφ ζαχκα επηηπγράλεηαη ππνζέηνληαο φηη ππάξρνπλ επζπγξακκηζκέλεο κε 
ζπλέπεηα πεπνηζήζεηο (Δ΢Π) φζνλ αθνξά ην κειινληηθφ ζηάδην  ζην νπνίν νη πξνζδνθίεο ησλ παηθηψλ 
ζα ζπγθιίλνπλ θαη άξα ζα επέιζεη ζπκθσλία. Γεχηεξνλ, κε «δεδνκέλν» ζην ζηάδην , ζέηεη ζε ιεηηνπξγία 
ηελ ινγηθή ηεο πξνο ηα πίζσ επαγσγή θαηά Nash κε ηνλ παξαδνζηαθφ, άθξσο πξνβιεκαηηθφ, ηξφπν) θαη 
κε κνλαδηθφ ζηφρν λα κελ αθήζεη ηηο πεπνηζήζεηο λα πεξηπιαλψληαη πέξα απφ ηελ ηξνρηά θάπνηαο 
ηζνξξνπίαο ηχπνπ Nash (ΤΣΙΝ, πην ζπγθεθξηκέλα). Με φια απηά ηα αμηψκαηα σο βάζε, απνδεηθλχεη 
έμνρα πσο ππάξρεη κφλν κηα ΤΣΙΝ, πσο ε ζπκθσλία ζα είλαη αθαξηαία, θαη πσο ν Nash (1950) (πνπ, δελ 
πξέπεη λα μερλάκε, ήηαλ ν πξψηνο δηδάμαο φζνλ αθνξά ην αμίσκα ησλ Δ΢Π) είρε βξεη ηελ ζσζηή ιχζε. 
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Αο έιζνπκε ηψξα ζηηο δχν άιιεο ππνζέζεηο ζηηο νπνίεο ζηεξίδεηαη ε ιχζε Rubinstein [(β) θαη (γ), πην 
πάλσ]. Μνηάδνπλ λα είλαη απιέο ζπλζήθεο ινγηθήο ζπλέπεηαο, θαη, ζπλεπψο, επινγνθαλείο. Γελ είλαη 
φκσο έηζη. Αλ ελδηαθεξφκαζηε πξαγκαηηθά λα θαηαλνήζνπκε ηελ δηαπξαγκαηεπηηθή δηαδηθαζία, αμίδεη λα 
ζηαζνχκε ζηελ έλλνηα ησλ (β) θαη (γ). Σα πξάγκαηα δελ είλαη ηφζν απιά φζν ηα παξνπζηάδεη ν 
Rubinstein, ηνπιάρηζηνλ ζηελ πξάμε. ΋πνηνο έρεη εκπιαθεί ζε έληνλεο δηαπξαγκαηεχζεηο (αθφκα θαη 
ελδννηθνγελεηαθέο) γλσξίδεη απφ πξψην ρέξη φηη ζπρλά απνθηνχλ κηα δηθή ηνπο δπλακηθή, ε νπνία 
αιιειεπηδξά κε ηελ ςπρνινγία καο. Η πνξεία ησλ δηαπξαγκαηεχζεσλ ζπρλά αιιάδεη ηηο αξρηθέο 
πξνζέζεηο καο. Οη ππνζέζεηο (β) θαη (γ) αγλννχλ ηελ πηζαλφηεηα νη παίθηεο λα απνδίδνπλ θζίλνπζα 
ζεκαζία ζηηο πιηθέο (δει. ρξεκαηηθέο) απνδφζεηο θαζψο ε δηαπξαγκάηεπζε πξνρσξεί (ηδίσο φηαλ νη 
αληίπαινη απνδεηθλχνληαη πεξηζζφηεξν δχζηξνπνη απφ φ,ηη αλακελφηαλ) θαη, αληίζεηα, λα δίλνπλ φιν θαη 
κεγαιχηεξε έκθαζε ζηελ επηζπκία λα ηνπο δηδάμνπλ ηνλ αληίπαιν έλα «κάζεκα» (ζε αθξαίεο 
πεξηπηψζεηο, λα ηνπο «ηζαθίζνπλ»). Αγλνεί αθφκα ηελ πηζαλφηεηα νη παίθηεο λα κπινθάξνπλ, 
απνθιίλνληαο ζπλεηδεηά απφ ηεο ζπκπεξηθνξά ηζνξξνπίαο. 

Η ςπρνινγηθή αιιειεπίδξαζε απνθιείεηαη, πξάγκαηη, απφ ηνλ Rubinstein θαη ηελ Θεσξία Παηγλίσλ 
γεληθφηεξα. Δίλαη θαηαλνεηφ φηη νη Nash θαη Rubinstein ζέιεζαλ λα ιχζνπλ ην δηαπξαγκαηεπηηθφ 
πξφβιεκα ζηε απινχζηεξε ηνπ κνξθή, απαιιαγκέλν απφ ςπρνινγηθέο δηαζηάζεηο ηέηνηνπ είδνπο. Γηα 
απηφ, ππνζέζεηο φπσο ε (γ) παξαπάλσ δελ επηδέρνληαη ηδηαίηεξεο θξηηηθήο (αλ θαη ζηελ πξάμε κπνξεί 
θάιιηζηα ηα Π΢Α ησλ παηθηψλ λα αιιάδνπλ απφ ζηάδην ζε ζηάδην). Σν θσο ηεο θξηηηθήο πέθηεη ινηπφλ 
έληνλν ζηηο ππνζέζεηο (α) θαη (β). 

Με ηελ ππφζεζε (α) δελ ζα αζρνιεζνχκε άιιν. Αξθεί λα ηελ «μεζθεπάζεη» θαλείο, λα πάςεη λα είλαη 
Κξπθή Τπφζεζε γηα λα δεη ν αλαγλψζηεο φηη ινγηθά είλαη. παξαηξαβεγκέλε. Θα ζηξαθνχκε ινηπφλ ζηελ 
ππφζεζε (β) κε έλα παξάδεηγκα πνπ αλαδεηθλχεη ην κέγα πξφβιεκα πνπ δεκηνπξγεί ζηελ αλάιπζε 
δηαπξαγκαηεπηηθήο ζπκπεξηθνξάο. ΢πγθεθξηκέλα, ζα αλαθεξζνχκε ζην ηη ζα ζπκβεί αλ νξζνινγηζηήο 
δηαπξαγκαηεπηήο απνθαζίζεη λα απνθιίλεη απφ ηελ δηαπξαγκαηεπηηθή ζπκπεξηθνξά ηζνξξνπίαο ΤΣΙΝ 
ηελ νπνία πξνθξίλεη ν Rubinstein. Έηζη ψζηε λα εζηηάζνπκε απνθιεηζηηθά ζηα ινγηθά πξνβιήκαηα πνπ 
πξνθχπηνπλ απφ ηελ ππφζεζε (β), ζα απνδερηνχκε γηα ηψξα ηηο ππνζέζεηο (α) θαη (γ). 

Έζησ φηη . Βέιηηζηε ζηξαηεγηθή ηνπ Γηψξγνπ (ζχκθσλα κε ηε ζεσξία ηνπ Rubinstein) είλαη λα 
απνδερζεί ην 40% ηεο πίηαο πνπ ζα ηνπ πξνηείλεη ε Μαξία ζην πξψην ζηάδην. Ση ζα ζπκβεί φκσο αλ ν 
Γηψξγνο απνξξίςεη ηελ πξνζθνξά ηεο Μαξίαο απαηηψληαο, ιφγνπ ράξε, 60% ζην γχξν ; Γηα λα έρεη 
λφεκα απηή ε δηαπξαγκαηεπηηθή ζηξαηεγηθή ζα πξέπεη λα ηθαλνπνηνχληαη δχν ζπλζήθεο: (α) πξέπεη λα 
ππάξρεη κεξίδην  ηεο πίηαο ην νπνίν, ζην ζηάδην , λα αμίδεη γηα ην Γηψξγν πεξηζζφηεξν 

απφ ην 40% ηεο πίηαο ζην ζηάδην . Καη (β) ν Γηψξγνο πξέπεη λα έρεη έλα ηζρπξφ επηρείξεκα λα 

πηζηεχεη φηη είλαη δπλαηφλ λα απνζπάζεη ηνπιάρηζηνλ  ζην , αλ απνξξίςεη ηελ πξνζθνξά  ζην 

ζηάδην  θαη αληηπξνηείλεη ζηε Μαξία λα θξαηήζεη απηφο ην 60%. 

Η ζπλζήθε (α) είλαη εχθνιν λα ηθαλνπνηεζεί, ππφ ηνλ φξν φηη ην Π΢Α ηνπ Γηψξγνπ δελ είλαη πνιχ πςειφ. 
Η ζπλζήθε (β), φκσο, είλαη πνιχ πην πεξίπινθε. ΢πγθεθξηκέλα, πξνυπνζέηεη φηη ε απξνζδφθεηε 
απφξξηςε απφ ην Γηψξγν ηεο πξνζθνξάο ηεο είλαη, σο εκπεηξία, αξθεηή γηα λα πξνθαιέζεη ζηε Μαξία 
ηελ «αλαζηάησζε» εθείλε (ίζσο ηνλ παληθφ) πνπ ζα ηελ σζήζεη ζε ππνρσξήζεηο πνπ δελ πξνβιέπνληαη 
απφ ην ππφδεηγκα Rubinstein. Η εμέιημε απηή ζπκίδεη ηελ ηαθηηθή ππνρψξεζε ελφο ζηξαηνχ πνπ, αίθλεο, 
θαη παξά ηελ αλσηεξφηεηά ηνπ, αληηιακβάλεηαη φηη ν ερζξφο είλαη απνθαζηζκέλνο λα πεζάλεη παξά λα 
ππνρσξήζεη (φπσο ππαγνξεχεη ν νξζνινγηζκφο). Αλ ε απφξξηςε απφ ην Γηψξγν ηεο πξνζθνξάο 

ζην ζηάδην  κπνξεί λα εκπλεχζεη απηφ ην είδνο θφβνπ ζηε Μαξία, θαη ηελ νδεγήζεη ζε αλάινγε 
ππνρψξεζε, ηφηε δελ είλαη θαζφινπ παξάινγν ν Γηψξγνο λα απνθιίλεη απφ ηελ πνξεία ηζνξξνπίαο ηεο 
ΤΣΙΝ ηνπ Rubinstein. 
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Ξεθηλήζακε ηελ πξν-πξνεγνχκελε παξάγξαθν κε ηελ ππφζεζε φηη νη δηαπξαγκαηεπηέο ηεινχλ ππφ θνηλή 
γλψζε ηνπ . Πξνρψξεζα ζην επηρείξεκα πσο ν Γηψξγνο δχλαηαη νξζνινγηθά λα απνξξίςεη ηελ 

πξνζθνξά  πνπ ζπλάδεη κε απηή ηελ θνηλή γλψζε. Οπζηαζηηθά, εηζήγαγα ηελ έλλνηα ηεο 
κπιφθαο. Απφ θαζαξά ηερληθήο πιεπξάο, ην επηρείξεκα απηφ εγείξεη αληηξξήζεηο ζηελ ππφζεζε (β) 
παξαπάλσ (ζηελ Τπφζεζε ησλ Γηαδνρηθά ΢πλεπψλ Πξνζδνθηψλ). Με ην λα απνθιίλεη απφ ηελ πνξεία 
ηεο ηζνξξνπίαο ΤΣΙΝ, ν Γηψξγνο «ζπξψρλεη» ην παίγλην ζε κηα πνξεία ζπκπεξηθνξάο γηα ηελ νπνία ε 
ΤΣΙΝ δελ έρεη ηη λα πεη. Γηαηί είλαη αλαγθαζηηθά αλνξζνινγηθή απηή ζηξαηεγηθή ηνπ Γηψξγνπ; Αλ ηνλ 
βνεζήζεη λα πείζεη ηελ Μαξία λα ηνπ δψζεη αξθεηά πεξηζζφηεξν κεξίδην απφ ην 0,4 πνπ ηνπ εμαζθαιίδεη 
ε ΤΣΙΝ, ε απνθιίλνπζα ηεο ΤΣΙΝ ζηξαηεγηθή είλαη απφιπηα ινγηθή. Σν γεγνλφο φηη δελ κπνξεί θαλείο λα 
ηνπ εγγπεζεί πσο ε ζηξαηεγηθή απηή ζα πεηχρεη ηνλ ζηφρν ηεο, δελ ζεκαίλεη φηη πξέπεη λα απνθιεηζηεί. 

Γελ ρξεηάδεηαη λα πξνζζέζσ πεξηζζφηεξα. Σν κφλν επί πιένλ ζρφιην είλαη πσο ε Τπφζεζε ησλ 
Γηαδνρηθά ΢πλεπψλ Πξνζδνθηψλ, φπσο κφιηο θάλεθε, καο επηζηξέθεη ζηελ θξηηηθή πνπ ππέζηε ε  ΤΣΙΝ. 
Καη πσο ε θξηηηθή απηή,  απαληήζεθε κε ηα «ηξέκνπια» ηνπ Selten. Έηζη θη εδψ ε θξηηηθή ζηνλ Rubinstein 
απαληάηαη θαη πάιη κε επηρεηξήκαηα πνπ επηζηξαηεχνπλ ηα ίδηα «ηξέκνπια». 

 

 
 

8.5 Η υπεράσπιση της λύσης Rubinstein βάσει των «τρέμουλων» 

 

 

Η παξαπάλσ θξηηηθή ζηνλ Rubinstein πξνθαιεί ηελ ππεξάζπηζή ηνπ ζηε βάζε ησλ «ηξέκνπισλ». Έζησ 
πσο ηα Π΢Α ησλ δηαπξαγκαηεπηψλ καο δίδνληαη σο . Σν ππφδεηγκα Rubinstein πξνβιέπεη, 

ζε απηή ηελ πεξίπησζε, φηη ε Μαξία ζα απαηηήζεη  ηεο πίηαο θαη ν Γηψξγνο ζα απνδερζεί ακέζσο 
ηελ απαίηεζή ηεο, θξαηψληαο γηα ηνλ εαπηφ ηνπ ην ππφινηπν έλα ηξίην. Αο εμεηάζνπκε πξνζεθηηθά ηελ 
«αλαηξεπηηθή» ζηξαηεγηθή ηνπ Γηψξγνπ λα απνξξίςεη ηε ζπκβνπιή ηνπ Rubinstein θαη, αληί απηήο, λα 
επηρεηξεκαηνινγήζεη σο εμήο; 

 
΢θέθηνκαη λα απνξξίςσ ην 1/3 ηεο πίηαο, θαη λα επηκέλσ αλππνρψξεηα ζηελ ηζφηηκε (50-50) 
δηαλνκή ηεο πίηαο. Κάπνηα ζηηγκή ε Μαξία ζα θαηαιάβεη φηη δελ είκαη δηαηεζεηκέλνο λα δερζψ 
ιηγφηεξν απφ ην 50% ηεο πίηαο θαη ζα αλαζεσξήζεη ηελ ηηκή ηνπ 1-V απφ 1/3 ζε 1/2 αθνχ απηή είλαη 
ε βέιηηζηε απάληεζε ηεο ζην κήλπκα πνπ ηεο ζηέιλσ. 

 
΢χκθσλα κε ηελ ΤΣΙΝ ηνπ παηγλίνπ, ην πην πάλσ είλαη επζεβήο πφζνο. Ο ιφγνο είλαη φηη ε ζεσξία 
απνθιίζεσλ απφ ηελ ΤΣΙΝ, ε νπνία ππν-ζηεξίδεη ηελ ΤΣΙΝ, ππνζέηεη πσο θάζε απφθιηζε απφ ηελ ΤΣΙΝ 
(δειαδή απφ ηε ζηξαηεγηθή Rubinstein) πξέπεη λα νθείιεηαη ζε κηθξά ζθάικαηα ή «ηξέκνπια». Αλ είλαη 
έηζη, θαη κάιηζηα ηα «ηξέκνπια» είλαη ζηαηηζηηθά αζπζρέηηζηα κεηαμχ ηνπο, ηφηε απνηειεί θνηλή γλψζε φηη 
θακία απφθιηζε δελ κπνξεί λα είλαη πξντφλ ινγηθήο ζθέςεο' θαη φηαλ παξαηεξνχληαη ηέηνηεο απνθιίζεηο, 
απηέο απνδίδνληαη ζε «θάπνηνλ απξνζδηφξηζην ςπρνινγηθφ κεραληζκφ» (Selten, 1975,). 

΢ηελ παξνχζα πεξίπησζε, ε νπζία είλαη πσο ηα «ηξέκνπια» εηζαγάγνπλ ηελ ηδέα πσο δελ ππάξρεη 
απξφβιεπηε δηαπξαγκαηεπηηθή θίλεζε, αθνχ θάζε θίλεζε έρεη θάπνηα πηζαλφηεηα λα επηιεγεί εζθαικέλα 
απφ έλαλ δηαπξαγκαηεπηή. Απηφ ζεκαίλεη πσο φηαλ ν Γηψξγνο απνξξίπηεη ηελ πξνζθνξά ηεο Μαξίαο, 
πνπ ηνπ δίλεη ην  ηεο πίηαο, ε Μαξία κπνξεί λα ζεσξεί ηελ απφξξηςε απηή σο απξνζδφθεηε, αιιά φρη 
αλεμήγεηε. «Ο αληαγσληζηήο κνπ», ζθέπηεηαη ε Μαξία, «πξέπεη λα έρεη δηαπξάμεη έλα απφ απηά ηα 
ζθάικαηα. Θα ην αγλνήζσ, ινηπφλ, επεηδή ε πηζαλφηεηα ζθάικαηνο είλαη πνιχ κηθξή θαη δελ 
ζπζρεηίδεηαη κεηαμχ ησλ ζηαδίσλ ηεο δηαδηθαζίαο. Σελ επφκελε θνξά ζα δερζεί ην  αλ θαη κηαο 

κηθξφηεξεο πίηαο». 
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Τπφ απηέο ηηο ζπλζήθεο, ν Γηψξγνο δελ ζα δηαλνεζεί λα απνξξίςεη ην  ηεο πίηαο πνπ ηνπ πξνζθέξεη ν 
Rubinstein (1982) ν νπνίνο, έηζη, επηθαιείηαη ηελ ηζνξξνπία Nash ηξεκάκελνπ ρεξηνχ (ΙΝΣΥ) ηνπ Selten 
(1975) γηα λα ππεξαζπηζηεί ηελ ιχζε ηνπ δηαπξαγκαηεπηηθνχ πξνβιήκαηνο ηελ νπνία έθηηζε πάλσ ζηελ 
ζπγθεθξηκέλε ΤΣΙΝ. Ωο άζθεζε (ίζσο σο επαλάιεςε ηεο έλλνηαο ησλ ΙΝΣΥ) αμίδεη λα δνχκε ηελ ζρέζε 
ΙΝΣΥ κε ΤΣΙΝ απηή ηε θνξά ζην δηαπξαγκαηεπηηθφ παίγλην ηνπ Rubinstein. Η πιήξεο ππεξάζπηζε ηεο 
ιχζεο Rubinstein βάζεη ηεο ΙΝΣΥ έρεη σο εμήο: Έζησ φηη ( ) είλαη ην κεξίδην ηεο πίηαο ην νπνίν 

παίξλεη ε Μαξία. Αο δνχκε ην πην θάησ δεχγνο ζηξαηεγηθψλ: 

 

΢ηξαηεγηθή ηεο Μαξίαο: ΢ηηο πεξηφδνπο 1, 3, 5, ..., απαηηεί κεξίδην . ΢ηηο πεξηφδνπο 2, 4, 6, ..., 
απνδέρεηαη ηελ πξφηαζε ηνπ Γηψξγνπ κφλνλ εάλ απηή δελ είλαη κηθξφηεξε απφ 

 
΢ηξαηεγηθή ηνπ Γηώξγνπ: ΢ηηο πεξηφδνπο 1, 3, 5, ..., απνδέρεηαη θάζε αμίσζε ηεο Μαξίαο εάλ απηή δελ 

είλαη κεγαιχηεξε απφ . ΢ηηο πεξηφδνπο 2, 4, 6, ..., πξνηείλεη ζηε Μαξία λα 

πάξεη  
 
Οη ζηξαηεγηθέο απηέο είλαη ζε ηζνξξνπία Nash (αλεμάξηεηα απφ ηελ ηηκή ηνπ ), θαζψο ε κηα είλαη 
βέιηηζηε απάληεζε ζηελ άιιε. Τπφβαζξφ ηνπο είλαη ε απεηιή φηη θάζε απαίηεζε ηεο Μαξίαο λα πάξεη 
πεξηζζφηεξν απφ  ζα απνξξηθζεί, θαη φηη θάζε πξνζπάζεηα ηνπ Γηψξγνπ λα κεηψζεη ην κεξίδην ηεο 

Μαξίαο θάησ απφ , επίζεο, ζα απνξξηθζεί. Σν εξψηεκα είλαη: Δίλαη αμηφπηζηεο νη απεηιέο απηέο; 

Ο Rubinstein ππεξαζπίζηεθε ηε ιχζε ηνπ βάζεη ηεο ΙΝΣΥ δείρλνληαο φηη κφλν ην κεξίδην  

ζπλάδεη κε κηα αμηφπηζηε απεηιή. Γηα λα θαηαλνεζεί θαιχηεξα ην ζεκείν απηφ, αο ππνζέζνπκε φηη έρεη 
πξάγκαηη πηνζεηεζεί ην δεχγνο ησλ πην πάλσ ζηξαηεγηθψλ, αιιά φηη θάπνην «ζθάικα» ζην γχξν  

νδεγεί ηελ Μαξία λα απαηηήζεη, ρσξίο λα ην ζέιεη) κεξίδην  (φπνπ  είλαη θάπνηνο πνιχ κηθξφο 

ζεηηθφο αξηζκφο, ην «ηξέκνπιν») αληί ηνπ . Αλ ην δεχγνο ησλ αλσηέξσ ζηξαηεγηθψλ είλαη ζε ΙΝΣΥ, απηφ 

ζεκαίλεη φηη κπνξνχλ λα αληέμνπλ κηθξά «ηξέκνπια» (δειαδή, κηθξέο ηηκέο ηνπ ), νπφηε ν Γηψξγνο ζα 
κείλεη ακεηαθίλεηνο ζηε ζέζε ηνπ, θαη δελ ζα ππνρσξήζεη ζηελ απαίηεζε ηεο Μαξίαο λα πάξεη . Αλ, 
φκσο, νη ζηξαηεγηθέο δελ είλαη ζε ΙΝΣΥ, ηφηε ζα θαηαξξεχζνπλ (θαη ζα εγθαηαιεηθζνχλ απφ ηνπο 
δηαπξαγκαηεπηέο) ακέζσο κφιηο εκθαληζηεί ε πηζαλφηεηα ζθαικάησλ (δει. ). Ο Rubinstein 
ππνζηεξίδεη φηη κηα «θαιή» δηαπξαγκαηεπηηθή ιχζε πξέπεη λα είλαη ηζνξξνπία Nash ηξεκάκελνπ ρεξηνχ 
(ΙΝΣΥ) θαη απνδεηθλχεη φηη ε ιχζε ηνπ είλαη ε κφλε πνπ πξάγκαηη απνηειεί ΙΝΣΥ! 

Αο δνχκε ηελ απφδεημε: Μεηά ηελ απαίηεζε ηεο Μαξίαο λα πάξεη  (φηαλ απηή είρε πξφζεζε λα 

δεηήζεη κφλν ), ν Γηψξγνο κπνξεί λα απνξξίςεη ηελ απαίηεζή ηεο, ειπίδνληαο φηη ζην επφκελν ζηάδην ζα 

απνδερζεί ηελ απαίηεζε ηεο Μαξίαο πνπ ζα είλαη αθξηβψο . Πξάγκαηη, ν Γηψξγνο έρεη βάζηκνπο ιφγνπο 
λα αλακέλεη απηή ηελ αλαζεψξεζε ηεο ζηάζεο ηεο Μαξίαο, κηαο θαη ε ησξηλή απαίηεζή ηεο γηα κεξίδην 

 είλαη απνηέιεζκα παξνδηθνχ «ηξέκνπινπ» ή ζθάικαηνο ην νπνίν ζα επαλαιεθζεί ζην επφκελν 
ζηάδην κε απεηξνειάρηζηε πηζαλφηεηα (ζπκήζνπ πσο ηα «ηξέκνπια» είλαη ζηαηηζηηθά αζπζρέηηζηα απφ 

έλα ζηάδην ζην άιιν). Άξα, ζην επφκελν ζηάδην ε Μαξία ζα απαηηήζεη   θαη φρη  . 

΋κσο, δελ πξέπεη λα μερλάκε πσο ε θαζπζηέξεζε επίηεπμεο ζπκθσλίαο θνζηίδεη θαη, ζπλεπψο, ε 
απνηίκεζε ηνπ κεξηδίνπ  απφ ηνλ Γηψξγν ζην ζηάδην  είλαη κηθξφηεξε απφ εθείλε ηνπ 
κεξηδίνπ  ζην ζηάδην . Γηα ηελ αθξίβεηα, . Έηζη, αλ ην «ηξέκνπιν» ε 
είλαη αξθεηά κηθξφ, ε θαιχηεξε απάληεζε ηνπ Γηψξγνπ είλαη λα απνδερζεί ηελ ειαθξά θνπζθσκέλε 
αμίσζε ηεο Μαξίαο ζην ζηάδην . Η ζηξαηεγηθή, επνκέλσο, ηνπ Γηψξγνπ λα απεηιήζεη ηε Μαξία φηη ζα 

είλαη θαηεγνξεκαηηθά αληίζεηνο κε θάζε απαίηεζή ηεο λα πάξεη κεξίδην ηεο πίηαο κεγαιχηεξν απφ  δελ 
είλαη αμηφπηζηε. Σν δεχγνο ησλ πην πάλσ ζηξαηεγηθψλ, επνκέλσο, δελ απνηειεί ΙΝΣΥ. Η ππεξάζπηζε ηνπ 
Rubinstein νινθιεξψλεηαη κε ηελ απφδεημε φηη ην κφλν δεχγνο ζηξαηεγηθψλ πνπ είλαη ζε ηζνξξνπία 

ηξεκάκελνπ ρεξηνχ είλαη εθείλν πνπ ππνδεηθλχεη ε δηαπξαγκαηεπηηθή ιχζε ηνπ, δειαδή,   . 
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Σν φηη απηέο νη απνδείμεηο είλαη αηζζεηηθά φκνξθεο θαη ινγηθά άξηηεο δελ ην ακθηζβεηεί θαλείο. Απηφ πνπ 
ζπζηεκαηηθά ακθηζβεηνχκε είλαη πσο ζεκειηψλνπλ ηελ άπνςε φηη νη νξζνινγηζηέο πξέπεη αλαγθαζηηθά 
λα ζθέθηνληαη έηζη. Ναη, είλαη αιήζεηα πσο ε ιχζε Rubinstein ζην δηαπξαγκαηεπηηθφ πξφβιεκα είλαη 
εζσηεξηθά ζπλεπήο. Η ιέμε-θιεηδί εδψ είλαη ην «εζσηεξηθά». Η ζπλέπεηα ηεο ινγηθήο ηνπ Rubinstein 
εμαξηάηαη πιήξσο απφ ηελ ππφζεζε πσο ε εθηφο ηζνξξνπίαο (ΤΣΙΝ) ζπκπεξηθνξά νθείιεηαη ζε ηπραία, 
ζηαηηζηηθά «αζπζρέηηζηα» ηξέκνπια. Πξφθεηηαη γηα κηα ππφζεζε πνπ αλ ηελ θάλνπκε ζα θαηαιήμνπκε, 
ζέινληαο θαη κε, ζηελ αγθαιηά ηνπ Rubinstein. ΋κσο, θαη εδψ έγθεηηαη ε αληίξξεζή ηφζν ζηνλ Rubinstein 
φζν θαη ζηνλ πξψην δηδάμαληα, ζηνλ Nash: πξφθεηηαη γηα κηα ππφζεζε πνπ ζε θακία πεξίπησζε δελ καο 
ηελ ζπληζηά ν νξζνινγηζκφο. Γελ ηελ απνξξίπηεη αιιά θαη δελ ηε επηβάιιεη. 

Πην ζπγθεθξηκέλα, ζε πεξίπησζε απφθιηζεο ηνπ Γηψξγνπ απφ ηελ ΤΣΙΝ (π.ρ., ε απφξξηςε απφ ην 
Γηψξγν, ζην ζηάδην , ηεο απαίηεζεο ηεο Μαξίαο λα πάξεη κεξίδην  απφ ηελ πίηα) ν νξζνινγηζκφο 
δελ καο ιέεη γηαηί ζψλεη θαη θαιά είλαη ππνρξεσηηθφ φηη ε Μαξία ζα εθιάβεη ηελ ζπκπεξηθνξά ηνπ Γηψξγνπ 
σο «ζθάικα» ην νπνίν κάιηζηα δελ πξντδεάδεη γηα αληίζηνηρα παξφκνηα «ζθάικαηα» ζε κειινληηθά 
ζηάδηα ηεο δηαπξαγκάηεπζεο. Φπζηθά, ε Μαξία κπνξεί θάιιηζηα λα αγλνήζεη (φπσο ππνζέηεη ν 
Rubinstein) ηελ άξλεζε ηνπ Γηψξγνπ λα δερζεί ην κεξίδην , ζην ζηάδην , λα κελ αλαγλσξίζεη ζε 
απηήλ θάπνην ζεκάδη πνπ ζεκαηνδνηεί κειινληηθή ζθιήξπλζε ηεο δηαπξαγκαηεπηηθήο ηνπ ζέζεο. Απηφ 
φκσο δελ αξθεί ζηνλ Rubinstein! Υξεηάδεηαη θάηη παξαπάλσ: Να ζπκθσλήζνπκε καδί ηνπ πσο ε Μαξία 
πάληα ζα αγλνεί ηέηνηεο αξλήζεηο θαη πσο ζα ηηο εξκελεχεη ζπζηεκαηηθά σο αζπζρέηηζηα «ηξέκνπια». Με 
απηφ είλαη δχζθνιν λα ζπκθσλήζνπκε γηα έλαλ απινχζηαην ιφγν: Μηα ηέηνηα παξαδνρή (απφ ηελ πιεπξά 
ηφζν ηεο Μαξίαο φζν θαη ηελ δηθή καο) γηα λα είλαη ζπζηεκαηηθή πξέπεη λα ππαγνξεχεηαη απφ θάπνηα 
αξρή ηνπ νξζνινγηζκνχ (φπσο ην ππαγνξεχεηαη ζπζηεκαηηθά απφ ηηο αξρέο ηεο 
αξηζκεηηθήο). Σέηνηα αξρή ζηελ πεξίπησζε ησλ αλαηξεπηηθψλ δηαπξαγκαηεπηηθψλ ζπκπεξηθνξψλ δελ 
πθίζηαηαη! 

Πξάγκαηη, δελ είλαη θαζφινπ ελάληηα ζηνλ νξζνινγηζκφ ε εμήο πξννπηηθή: Η Μαξία παξαηεξεί ηελ 
απφξξηςε απφ ην Γηψξγν ηεο πξνζθνξάο ηνπ  ζην ζηάδην  θαη ηελ εξκελεχεη ζαλ κηα έλδεημε 
«ππνδεηγκαηηθήο» απφθιηζεο απφ ηελ ΤΣΙΝ ηνπ Rubinstein κε ηελ νπνία ν Γηψξγνο «θάηη ζέιεη λα ηεο 
ζεκαηνδνηήζεη». ΢ε απηή ηελ πεξίπησζε, ε Μαξία νξζνινγηθφηαηα ζα επηιέμεη λα παξαρσξήζεη 
κεγαιχηεξν κεξίδην ζην Γηψξγν απφ ην  πνπ πξνβιέπεη ν Rubinstein. Καη αλ ν Γηψξγνο έρεη 

πξνβιέςεη θάηη ηέηνην, ζα έρεη νξζνινγηθφηαηα απνξξίςεη ην κεξίδην  ζην ζηάδην . 
΢πκπεξαζκαηηθά, κηα ιχζε ΤΣΙΝ (φπσο απηή ηνπ Rubinstein) κπνξεί λα ηζρχεη ή λα κελ ηζρχεη ... 
νξζνινγηθά. Σν αλ ζα ηζρχεη ή φρη είλαη έλα δήηεκα πνπ ιχλεηαη ζηελ πξάμε θαη δελ απνηειεί έλα 
πξφβιεκα πνπ κπνξεί λα ιπζεί αλαιπηηθά κε ηελ απηαξρηθή επηβνιή ηνπ ελφο ή ηνπ άιινπ «ζελαξίνπ» 
(δειαδή, ηεο ηζνξξνπίαο ΙΝΣΥ-ΤΣΙΝ απφ ηελ κηα ή ηνπ αλαηξεπηηθνχ ζθεπηηθνχ ηνπ Γηψξγνπ απφ ηελ 
άιιε). 

Βιέπνπκε φηη, αλαγθαζηηθά, ε ζπδήηεζε επηζηξέθεη ζην γλσζηφ ζέκα ησλ Δ΢Π (θαη ησλ αζπζρέηηζησλ 
ηπραίσλ «ηξέκνπισλ») θαη ηεο πξνβιεκαηηθήο ηνπο ζρέζεο κε ηνλ εξγαιεηαθφ νξζνινγηζκφ ν νπνίνο, 
ηειηθά, δελ κπνξεί λα ηηο ζηεξίμεη. Η νπζία είλαη απιή: Γηα λα απνθχγνπκε ηελ Απξνζδηνξηζηία θαη λα 
«ιχζνπκε» ην δηαπξαγκαηεπηηθφ πξφβιεκα, πξέπεη λα πξνβνχκε ζε εξσηθέο ππνζέζεηο (ή αμηψκαηα) 
πνπ, φζν θαη λα ην ζέινπκε, δελ ππνζηεξίδνληαη απφ ηνλ εξγαιεηαθφ νξζνινγηζκφ. Σν έληηκν 
ζπκπέξαζκα είλαη πσο ην δηαπξαγκαηεπηηθφ πξφβιεκα δελ ιχζεθε. Απιψο θαηαγξάςακε (θαη απηφ δελ 
είλαη ιίγν) ηη ζα έπξεπε λα καο εμαζθαιίδεη ν νξζνινγηζκφο γηα λα ππάξρεη ιχζε. Βέβαηα, γηα λα 
παξαδερζνχλ νη ζεσξεηηθνί ησλ παηγλίσλ θάηη ηέηνην, ηελ ζηηγκή πνπ ην πιαηχ θνηλφ έρεη πηζηέςεη πσο 
έρνπλ βξεη ηελ «ιχζε», ρξεηάδεηαη πεξηζζφηεξνο εξσηζκφο απφ εθείλνλ πνπ απαηηεί ε ππνζηήξημε ησλ 
αμησκάησλ ηνπο (π.ρ. ησλ Δ΢Π)! 
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