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1 ∆ιαφορίσιµες Καµπύλες 
 

Εισαγωγή 
 

Καµπύλες όπως ο κύκλος, οι κωνικές τοµές, οι έλικες και οι σπείρες είχαν 

απασχολήσει τους αρχαίους ΄Ελληνες. Με σχετικά προβλήµατα είχαν ασχοληθεί ο 

Πλάτωνας, ο Μέναιχµος, ο Απολλώνιος, ο Αρχιµήδης, κ.α. Επίσης για την 

αντιµετώπιση των περίφηµων άλυτων (µε κανόνα και διαβήτη) προβληµάτων είχαν 

ανακαλυφθεί και µελετηθεί η κισσοειδής του ∆ιοκλέους, η κογχοειδής του Νικοµήδους 

και η τετραγωνίζουσα του ∆εινοστράτου. 

Ενα σηµαντικό πρόβληµα που απασχόλησε τους Μαθηµατικούς από την εποχή της 

αρχαιότητας, ήταν και η χάραξη της εφαπτοµένης σε ένα σηµείο µίας καµπύλης. Το 

πρόβληµα αντιµετωπίστηκε ϕυσικά στο πλαίσιο της γνωστής τότε (συνθετικής) 

Ευκλείδειας Γεωµετρίας. Οι απαντήσεις που δόθηκαν ήσαν µόνον µερικές και 

αφορούσαν συγκεκριµένες καµπύλες. Μια καλλίτερη προσέγγιση έγινε δυνατή στο 

πλαίσιο της Αναλυτικής Γεωµετρίας. Παρά τις σηµαντικές προόδους που 

σηµειώθηκαν στην κατεύθυνση αυτή από τους R. Descartes, P. Fermat και C. 

Huygens, και πάλι η γενική µέθοδος επίλυσης του προβλήµατος σταµατούσε όταν 

επρόκειτο να αντιµετωπιστούν εξισώσεις βαθµού ανωτέρου του 3. 

Το πρόβληµα του προσδιορισµού της εφαπτοµένης επιλύθηκε στη γενικότητά του µε 

την χρήση του ∆ιαφορικού Λογισµού, που µαζί µε τον Ολοκληρωτικό Λογισµό 

άσκησαν τεράστια επίδραση στην εξέλιξη της µαθηµατικής επιστήµης. 

Η χρήση του ∆ιαφορικού Λογισµού στη µελέτη της Γεωµετρίας οδήγησε στην 

δηµιουργία ενός νέου κλάδου, της ∆ιαφορικής Γεωµετρίας. Στην ανάπτυξη της 

∆ιαφορικής Γεωµετρίας των καµπυλών είχαν θεµελιώδη συµβολή οι I. Newton, G. W. 

Leibniz, L. Euler, G. Monge, J. Bernoulli, A. C. Clairaut, F. Frenet, J. A. Serret, J. 

Bertrand, Ch. Dupin, και πολλοί άλλοι. Μερικά άλλα σηµαντικά ονόµατα θα 

αναφερθούν στη θεωρία των επιφανειών. 

Η µελέτη των καµπυλών, εκτός από το καθ’  αυτό µαθηµατικό ενδιαφέρον της, έχει 

σηµαντικές εφαρµογές στη µηχανική, στη ναυσιπλοΐα, στον προσδιορισµό των 

τροχιών ουρανίων σωµάτων ή συστηµάτων δορυφόρων, κ.α. 

Εδώ θα γνωρίσουµε µερικές βασικές έννοιες και συµπεράσµατα της λεγόµενης 

"τοπικής" θεωρίας των καµπυλών. 

 

1.1 ∆ιαφορίσιµες καµπύλες 
 

Στην Αναλυτική Γεωµετρία λέγοντας καµπύλη εννοούµε ένα σύνολο X σηµείων (του 

χώρου ή του επιπέδου) που ικανοποιούν ορισµένες συνθήκες. Για παράδειγµα, 

µπορεί να είναι ο γεωµετρικός τόπος σηµείων που ικανοποιούν µια συγκεκριµένη 



ιδιότητα (κύκλος, έλλειψη, κλπ.), το γράφηµα µιας συνάρτησης , η τροχιά 

ενός κινητού, κ.ο.κ. Σκοπός µας είναι να εφαρµόσουµε µεθόδους του ∆ιαφορικού 

Λογισµού στην µελέτη του X, και για να γίνει αυτό θα πρέπει να δούµε τις καµπύλες 

ως εικόνες κατάλληλων συναρτήσεων. Ετσι, δίνουµε τον επόµενο ορισµό: 

Μια παραµετρηµένη καµπύλη στο χώρο (parametrized curve), ή απλώς καµπύλη 

στο χώρο (space curve) είναι µια συνεχής απεικόνιση α: , όπου  είναι 

ένα διάστηµα. 

Ο όρος "παραµετρηµένη" (που συνήθως θα παραλείπεται στη συνέχεια) σηµαίνει ότι 

η καµπύλη περιγράφεται µε την βοήθεια µιας µεταβλητής (παραµέτρου)  . 

Επειδή, για κάθε , είναι , η α είναι µία τριάδα της µορφής  

(1.1.1)  

Κάθε συνιστώσα (ή συντεταγµένη) 

 

όπου η  συµβολίζει την κανονική προβολή στην i -συντεταγµένη, είναι 

µια πραγµατική συνάρτηση µιας πραγµατικής µεταβλητής. Η συνέχεια της α 

ισοδυναµεί µε την συνέχεια κάθε µιας από τις  . 

Αν η εικόνα  µιάς καµπύλης περιέχεται σε ένα επίπεδο του , λέµε ότι η α είναι 

επίπεδη καµπύλη (plane curve). Σ’ αυτήν την περίπτωση, µε µια αλλαγή του 

συστήµατος συντεταγµένων µπορούµε να θεωρούµε ότι . 

Ενδιαφερόµαστε όχι για την απεικόνιση α (παραµετρηµένη καµπύλη), αλλά για τις 

γεωµετρικές ιδιότητες της εικόνας, δηλαδή του συνόλου X = . Η απεικόνιση α είναι 

απλώς το εργαλείο για την µελέτη του  

 

Εδώ πρέπει να παρατηρήσουµε ότι οι καµπύλες 

 

έχουν την ίδια εικόνα , δηλαδή την διαγώνιο του  

(βλ. και το επόµενο σχήµα). 

 



 

 

Απ’αυτές, 

– η  είναι διαφορίσιµη, µε , για κάθε , 

– η  είναι διαφορίσιµη, µε β′(t) 6= 0, για κάθε , 

– η  είναι διαφορίσιµη και υπάρχει ένα σηµείο, το 0, όπου ′(0) = (0, 0), 

– ενώ η  δεν είναι διαφορίσιµη. 

 

Από τα προηγούµενα παραδείγµατα προκύπτει ότι : (1) η ίδια καµπύλη  µπορεί να 

περιγραφεί ως εικόνα διαφορετικών (παραµετρηµένων) καµπυλών και (2) η 

ανυπαρξία παραγώγου ή ο µηδενισµός της (για µια παραµέτρηση) δεν συνδέονται 

κατ’ ανάγκην µε κάποια ανωµαλία στο σχήµα της εικόνας .  

∆ηµιουργούν όµως τεχνικές δυσκολίες, γι’ αυτό θα θεωρήσουµε καµπύλες που 

διαγράφουν την εικόνα µε τον καλλίτερο δυνατό τρόπο, έτσι ώστε να δίνουν 

αµεσώτερα τα ητούµενα συµπεράσµατα. 

΄Εστω  µια διαφορίσιµη καµπύλη και έστω ότι σε ένα σηµείο  είναι 

. Τότε υπάρχει η εφαπτοµένη ευθεία (tangent line) της α στο σηµείο , 

που δίνεται από την εξίσωση. 

(1.1.2)  



 

Η ανυπαρξία ή ο µηδενισµός της παραγώγου  στο σηµείο  δεν επιτρέπουν 

την προηγούµενη έκφραση της εφαπτοµένης. Γι’ αυτό στα επόµενα θεωρούµε µόνο 

διαφορίσιµες καµπύλες, των οποίων η παράγωγος δεν µηδενίζεται πουθενά. Μια 

καµπύλη µ’ αυτήν την ιδιότητα ονοµάζεται κανονική ή οµαλή (regular), ενώ σε µια 

καµπύλη α που δεν είναι οµαλή, κάθε σηµείο όπου µηδενίζεται η παράγωγος λέγεται 

σηµείο ανωµαλίας (της α). 

 

Στη συνέχεια θα υποθέτουµε ότι οι καµπύλες µας έχουν τάξη διαφορισιµότητας 

αρκετά µεγάλη (συνήθως ≥ 3), ώστε να εξασφαλίζεται η ύπαρξη όσων παραγώγων 

χρειάζονται. Επίσης, θα υποθέτουµε ότι οι καµπύλες µας είναι και απλές, δηλαδή 

είναι απεικονίσεις 1 – 1. Εποµένως, για να αποφύγουµε τις περιττές επαναλήψεις, µε 

τον όρο "κανονική καµπύλη" θα εννοούµε µια απλή κανονική καµπύλη, -

διαφορίσιµη, µε . 

 

Για µια διαφορίσιµη καµπύλη , η παράγωγος 

 

(1.1.3)  

 



 

ονοµάζεται εφαπτόµενο διάνυσµα (tangent vector) ή διάνυσµα ταχύτητας 

(velocity) της  στο  ενώ το µήκος του ανωτέρω διανύσµατος 

 

ονοµάζεται µέτρο της ταχύτητας (speed) της  στο  

Αν και η  είναι διαφορίσιµη, τότε η δεύτερη παράγωγος 

(1.1.4)  

ονοµάζεται επιτάχυνση (acceleration) της  στο . 

Για µια διαφορίσιµη καµπύλη , ονοµάζουµε µήκος (length) της το 

ολοκλήρωµα 

(1.1.5)  

Για δύο καµπύλες , συµβολίζουµε µε  την διαφορίσιµη 

συνάρτηση 

(1.1.6)   

και µε  την διαφορίσιµη καµπύλη 

(1.1.7)  . 

Από την διγραµµικότητα του εσωτερικού και του εξωτερικού γινοµένου προκύπτουν 

οι παρακάτω κανόνες παραγώγισης 

 

(1.1.8) (1.1.9)  

Η απόδειξη των τύπων αυτών προκύπτει επίσης στοιχειωδώς : αν γράψουµε τις 

καµπύλες µε τις συνιστώσες τους [βλ. σχέση (1.1.1)] και εφαρµόσουµε τον ορισµό 

του εσωτερικού και εξωτερικού γινοµένου, έχουµε τις αντίστοιχες σχέσεις 



 

οπότε παραγωγίζουµε τις τελευταίες µε το συνήθη τρόπο. 

 

Οι παράγωγοι και το µήκος της  µας δίνουν πολλές πληροφορίες για την  

όπως γίνεται ϕανερό από τα επόµενα 

1.1.1 Παραδείγµατα. (1) ΄Εστω  µια διαφορίσιµη καµπύλη. Αν , 

για κάθε , η  είναι ευθεία. 

 

Πράγµατι, 

 

Προφανώς ισχύει και το αντίστροφο. 

(2) ΄Εστω  µια διαφορίσιµη καµπύλη που δεν περνά από το 0. Αν είναι το 

σηµείο της εικόνας το πλησιέστερο στο 0 και , τότε το είναι κάθετο 

στο . 

 

Πράγµατι, ας θεωρήσουµε την συνάρτηση που σε κάθε  αντιστοιχεί το 

τετράγωνο της απόστασης του  από το 0, δηλαδή την 

 

 

Αφού η παρουσιάζει ελάχιστο στο , ϑα είναι  άρα, βάσει της (1.1.8), 

έχουµε ότι 

 

Απ’ όπου συνάγεται ότι . 

 

1.2 Αναπαραµέτρηση καµπύλης 
 



Αν  είναι µια καµπύλη, τότε µια καµπύλη  λέγεται 

αναπαραµέτρηση (reparametrization) της , αν υπάρχει µια αµφιδιαφόριση 

, µε  (βλ. και το επόµενο σχετικό διάγραµµα). 

 

Υπενθυµίζουµε ότι η έκφραση "η  είναι αµφιδιαφόριση" σηµαίνει ότι η  είναι 

διαφορίσιµη απεικόνιση  και επί µε διαφορίσιµη αντίστροφη. Κατά το Θεώρηµα 

της Αντίστροφης Συνάρτησης, η  είναι αµφιδιαφόριση τότε και µόνον τότε αν είναι 

 και επί µε , για κάθε . 

Είναι ϕανερό ότι κάθε αναπαραµέτρηση της  έχει την ίδια εικόνα µε την . Είναι 

επίσης ϕανερό ότι αν η  είναι κανονική, τότε και κάθε αναπαραµέτρησή της είναι 

κανονική. 

Θα αναζητήσουµε εκείνες τις ιδιότητες της εικόνας  που δεν 

εξαρτώνται από την καµπύλη µε την οποία διατρέχουµε το . Μια τέτοια ιδιότητα 

µας δίνει το επόµενο 

1.2.1 Θεώρηµα. Αν  είναι µια αναπαραµέτρηση της , τότε .  

Απόδειξη. ΄Εστω  και  αναπαραµέτρησή της  µε 

, όπου  αµφιδιαφόριση. Είναι 

 

 

Για , δηλαδή για  γνησίως αύξουσα, έχουµε 



 

 

Για , δηλαδή για  γνησίως ϕθίνουσα, έχουµε 

 

που ολοκληρώνει την απόδειξη. 

Αξίζει να παρατηρήσουµε εδώ ότι η  µας δείχνει πώς αλλάζει η . Η αλλαγή αυτή 

µπορεί να αφορά σε αλλαγή του µέτρου της , ή σε αλλαγή της διεύθυνσης. 

Σταθεροποιώντας το µέτρο, παίρνουµε επιτάχυνση που δείχνει µόνο την αλλαγή της 

διεύθυνσης, άρα την καµπύλωση του χώρου . Ετσι, ανάµεσα σε όλες τις 

καµπύλες που έχουν την ίδια εικόνα, αυτή που µας δίνει ευκολότερα τα ητούµενα 

συµπεράσµατα για την κοινή εικόνα είναι η καµπύλη που έχει ταχύτητα µε σταθερό 

µέτρο, ίσο µε 1. 

 

Ισχύει το επόµενο βασικό 

1.2.2 Θεώρηµα. Κάθε κανονική καµπύλη    δέχεται αναπαραµέτρηση 

 µε , για κάθε . 

 

Απόδειξη. ΄Εστω Θεωρούµε την απεικόνιση 

 

Αυτή είναι γνησίως αύξουσα και διαφορίσιµη, µε 

 

άρα (βλ. Θεώρηµα Αντίστροφης Απεικόνισης), έχει διαφορίσιµη αντίστροφη 



 

της οποίας η παράγωγος δίνεται από την σχέση 

(1.2.1)  

 

Θέτοντας , έχουµε ότι 

 

που αποδεικνύει τον ισχυρισµό. 

Μια καµπύλη  µε , για κάθε , ονοµάζεται καµπύλη 

µοναδιαίας ταχύτητας. Αν  είναι µια τυχαία κανονική καµπύλη, λέµε ότι η 

αναπαραµέτρηση  που κατασκευάστηκε στο προηγούµενο θεώρηµα, είναι η 

αναπαραµέτρηση µέσω (του) µήκους τόξου ή ότι έχει παράµετρο το µήκος 

τόξου. Επίσης το µήκος τόξου λέγεται και ϕϕϕϕυσική παράµετρος. 

 

1.3 Καµπυλότητα και στρέψη 
 

Σκοπός µας είναι να ορίσουµε κάποια αριθµητικά µεγέθη που χαρακτηρίζουν το 

σύνολο , όπου  είναι µια κανονική καµπύλη. Οπως σηµειώσαµε και 

νωρίτερα, τα ητούµενα συµπεράσµατα για το  τα παίρνουµε ευκολότερα αν η 

καµπύλη έχει µοναδιαία ταχύτητα. Γι΄ αυτό, αν η αρχική  δεν έχει µοναδιαία 

ταχύτητα, θεωρούµε την αντίστοιχη αναπαραµέτρηση µέσω του µήκους τόξου. 

΄Εστω λοιπόν , , µια καµπύλη µοναδιαίας ταχύτητας. Θέτουµε 

(1.3.1)  

Εποµένως, το  είναι το εφαπτόµενο διάνυσµα ή διάνυσµα ταχύτητας της  στο 

σηµείο . Εφ’ όσον  για κάθε , τα εφαπτόµενα διανύσµατα  

είναι στοιχεία της µοναδιαίας σφαίρας του . 

Μεταβάλλοντας το  στο παίρνουµε µία διαφορίµη συνάρτηση 

 (1.3.1’)   



Ισχύει το επόµενο 

 

1.3.1 Λήµµα. Αν , , είναι καµπύλη µοναδιαίας ταχύτητας, τότε 

 

∆ηλαδή 

 

 

Απόδειξη. Το µήκος του διανύσµατος  είναι σταθερό, άρα και η συνάρτηση 

 είναι σταθερή, δηλαδή έχει µηδενική παράγωγο 

 

Απ’ όπου προκύπτει το ζητούµενο. 

Επειδή το µήκος του  (ταχύτητα) είναι σταθερά 1, η παράγωγος 

(επιτάχυνση) δείχνει την αλλαγή της διεύθυνσης του διανύσµατος 

 

 

Το µήκος του διανύσµατος  συµβολίζεται µε 

(1.3.2)  

και ονοµάζεται καµπυλότητα της  στο  Η  είναι ένας µη αρνητικός 

πραγµατικός αριθµός. Αν , λέµε ότι το σηµείο  είναι ιδιάζον σηµείο 

τάξης 1. Προφανώς ορίζεται και η διαφορίσιµη συνάρτηση (καµπυλότητας) 

(1.3.2’)   

΄Οπως θα δούµε στο Θεώρηµα 1.3.4, η καµπυλότητα µετράει το κατά πόσον η 

καµπύλη διαφέρει από την ευθεία. 

Για τα επόµενα χρειάζεται η να µην έχει ιδιάζοντα σηµεία τάξης 1, άρα έχει παντού 

µη µηδενική καµπυλότητα. Για , το αντίστροφο της καµπυλότητας, δηλαδή ο 

αριθµός 



(1.3.3)   

καλείται ακτίνα καµπυλότητας. Μέσω της τελευταίας, για κάθε , ορίζουµε το 

διάνυσµα 

(1.3.4)   

που ονοµάζεται πρώτο κάθετο ή πρωτεύον κάθετο διάνυσµα (normal vector) της 

 στο  Το διάνυσµα αυτό είναι ένα µοναδιαίο και (σύµφωναµε το Λήµµα 1.3.1) 

κάθετο στο εφαπτόµενο διάνυσµα. Ορίζεται επίσης και η αντίστοιχη διαφορίσιµη 

απεικόνιση 

 

(1.3.4’)   

Τέλος, για κάθε , ορίζουµε και το διάνυσµα 

(1.3.5)    

και την αντίστοιχη διαφορίσιµη απεικόνιση 

(1.3.5’)    

Το  καλείται δεύτερο κάθετο διάνυσµα (binormal vector) της  στο  

Προφανώς είναι κάθετο στα  και µοναδιαίο. 

Από τα προηγούµενα συνάγεται ότι, γιά κάθε , η τριάδα 

 

αποτελεί µία ορθοκανονική βάση του , και ονοµάζεται συνοδεύον τρίεδρο 

(moving frame) ή τρίεδρο Frenet (Frenet frame) στο σηµείο  της  



 

Αντιστοίχως, η τριάδα των συναρτήσεων 

 

καλείται συνοδεύον τρίεδρο ή τρίεδρο Frenet κατά µήκος της . 

Πολλές ϕορές, για διευκόλυνση αλλά και για την παραστατικότερη απεικόνιση των 

πραγµάτων, θεωρούµε ότι τα τρία προηγούµενα διανύσµατα έχουν µεταφερθεί 

παραλλήλως κατά το διάνυσµα  οπότε έχουν ως αρχήν το σηµείο  της 

καµπύλης. ΄Ετσι σχηµατίζεται η εικόνα ενός τριέδρου, που συνοδεύει τα σηµεία της 

καµπύλης. Αυτό δικαιολογεί και την παραπάνω ορολογία. Σχετικώς παραθέτουµε το 

Σχήµα 1.3. 

Μέσω των παραπάνω βασικών διανυσµάτων, ορίζουµε τρία χαρακτηριστικά 

επίπεδα, που επίσης συνοδεύουν την καµπύλη. Ακριβέστερα, για κάθε σηµείο , 

τα κάθετα µεταξύ τους διανύσµατα  και  ορίζουν ένα επίπεδο . Το 

(µοναδικό) επίπεδο που περνά από το σηµείο  και είναι παράλληλο προς το 

(άρα και προς τα διάνύσµατα  ονοµάζεται εγγύτατο επίπεδο 

(osculating plane) της  στο . Το επίπεδο, που διέρχεται από το  και είναι 

παράλληλο προς το επίπεδο των  και  καλείται κάθετο επίπεδο (normal 

plane) της στο σηµείο, ενώ το επίπεδο που διέρχεται από το  και είναι 



παράλληλο προς το επίπεδο των  και  καλείται ευθειοποιούν επίπεδο 

(rectifying plane) της  στο σηµείο. 

 

Προφανώς, το εγγύτατο επίπεδο (στο ) είναι κάθετο στο διάνυσµα , το 

κάθετο επίπεδο είναι κάθετο στο  και το ευθειοποιούν επίπεδο είναι κάθετο στο 

 Οι τελευταίες ιδιότητες χρησιµοποιούνται για τον προσδιορισµό των 

αντιστοίχων εξισώσεων των επιπέδων αυτών, όπως εξηγούµε στις ασκήσεις του 

παρόντος κεφαλαίου. 

Στα Σχήµατα 1.3 και 1.4 απεικονίζονται τα προηγούµενα επίπεδα. Σηµειώνουµε ότι 

και στα δύο έχουµε µεταθέσει τα διανύσµατα  στο σηµείο  

οπότε το εγγύτατο επίπεδο ταυτίζεται µε το επίπεδο των  κ.ο.κ. 

Στη συνέχεια ϑα ορίσουµε και ένα άλλο βασικό, για την µελέτη µιας καµπύλης, 

µέγεθος. Επειδή , για κάθε , παραγωγίζοντας τη συνάρτηση 

 [βλ. και τις ανάλογες σχέσεις (1.1.6), (1.1.8)] βρίσκουµε ότι 

 

Τον πραγµατικό αριθµό 

(1.3.6)  

 

ονοµάζουµε στρέψη (torsion) της καµπύλης στο σηµείο  Προφανώς ορίζεται 

και η διαφορίσιµη συνάρτηση 



(1.3.6’)  

Από την (1.3.6) προκύπτει ότι η στρέψη, αφού περιέχει την παράγωγο  µετρά 

κατά κάποιον τρόπο την µεταβολή του δευτέρου καθέτου διανύσµατος, άρα και τη 

µεταβολή του εγγυτάτου επιπέδου. Η µεταβολή του τελευταίου ουσιαστικά καθορίζει 

τη θέση της καµπύλης στο χώρο, δηλαδή το κατά πόσον η καµπύλη αποµακρίνεται 

από το επίπεδο, άρα διαφέρει από µια επίπεδη καµπύλη. Την ακριβή σηµασία της 

στρέψης (όπως και της καµπυλότητας) θα δούµε στο Θεώρηµα 1.3.5. 

Ερχόµαστε τώρα στην απόδειξη των τύπων (εξισώσεων) FrenetSerret, οι οποίοι 

εκφράζουν τις παραγώγους  ως γραµµικούς συνδυασµούς των 

βασικών διανυσµάτων µε συντελεστές την καµπυλότητα και στρέψης. Αποδείχτηκαν 

(ανεξαρτητα) από τους F. Frenet και J. Serret. 

1.3.4 Θεώρηµα. ΄Εστω  µια καµπύλη µοναδιαίας ταχύτητας, µε  και 

 το αντίστοιχο τρίεδρο του Frenet κατά µήκος της . Τότε ισχύουν οι σχέσεις 

(τύποι FrenetSerret): 

 

 

Απόδειξη. Η  προκύπτει από τον ορισµό του  [βλ. σχέση (1.3.4)]. Για την 

 προχωρούµε ως εξής : Επειδή, για κάθε , τα διανύσµατα  και 

 αποτελούν ορθοκανονική _άση, υπάρχουν µονοσήµαντα ορισµένες 

συναρτήσεις , έτσι ώστε 

(1.3.7)   

 

Για να προσδιορίσουµε τις συναρτήσεις  θα σχηµατίσουµε το εσωτερικό 

γινόµενο της (1.3.7) διαδοχικά µε τα διανύσµατα  Στην πρώτη 

περίπτωση έχουµε ότι 

 

Απ’ το άλλο µέρος, η παραγώγιση της σχέσης  δίνει ότι 



 

άρα, µαζί µε την  

 

Εποµένως καταλήγουµε στη σχέση 

 

οπότε η (1.3.7) παίρνει την µορφή 

(1.3.8)   

 

Πολλαπλασιάζοντας την τελευταία "εσωτερικά" µε  έχουµε 

 

Η σχέση  οδηγεί στην  

 

άρα 

 

 

µέσω της οποίας η (1.3.8) µετασχηµατίζεται στην 

(1.3.9)  

 

Τέλος, από την προηγούµενη σχέση έχουµε ότι 



 

Αλλά η  δίνει ότι 

 

άρα, σύµφωνα µε την (1.3.6), 

 

Οπότε 

 

και η (1.3.9) µετασχηµατίζεται στην 

 

δηλαδή καταλήγουµε στην  

Για την  αρκεί να παραγωγίσουµε την  λαµβάνοντας υπόψιν τις 

 και τις σχέσεις του Πορίσµατος 1.3.3. Πράγµατι, 

 

 

Οι τύποι FrenetSerret συνοψίζονται και στην επόµενη µορφή: 

(1.3.10)  



Απο εδώ ϕαίνεται και ο µνηµονοτεχνικός κανόνας, µέσω του οποίου βρίσκουµε 

αµέσως τους συντελεστές των  εµφανίζονται µόνον η καµπυλότητα και 

η στρέψη (κατά σειράν), στην 2η γραµµή και την 2η στήλη, µε την σηµειούµενη 

εναλλαγή προσήµων. 

Το επόµενα αποτελέσµατα διαφωτίζουν το ρόλο της καµπυλότητας και της στρέψης 

µιας καµπύλης. 

1.3.5 Θεώρηµα. ΄Εστω  µια καµπύλη µοναδιαίας ταχύτητας. Τότε ισχύουν 

οι επόµενοι χαρακτηρισµοί : 

(i)  εάν και µόνον εάν η  είναι ευθεία. 

(ii) Αν , τότε  εάν και µόνον εάν η είναι επίπεδη. 

 

Απόδειξη.  [βλ. και 

Παράδειγµα 1.1.1(1)]. Προφανώς, για να είναι η καµπύλη µοναδιαίας ταχύτητας, θα 

πρέπει . 

Από τις σχέσεις  και συνάγεται ότι 

 εάν και µόνον εάν , που µε τη σειρά του ισοδυναµεί µε το ότι η 

απεικόνιση  είναι σταθερή, δηλαδή για ένα  

 

Ετσι έχουµε 

 

 

Η τελευταία σχέση σηµαίνει ότι  ανήκει στο επίπεδο  των  και 

 δηλαδή το  ανήκει στο εγγύτατο επίπεδο , για κάθε . 



Αντιστρόφως, έστω ότι , για κάποιο επίπεδο , και έστω  το επίπεδο 

(υπόχωρος του , διάστασης 2) που είναι παράλληλο µε το  και περιέχει το 0. 

Τότε, 

 

Σταθεροποιώντας ένα  , παίρνουµε ότι 

 

Αν το  παράγεται από µία ορθοκανονική βάση , τότε 

(1.3.11)   

όπου  είναι διαφορίσιµες συναρτήσεις. Πραγµατικά, η διαφορισιµότητα 

της ελέγχεται ως εξής : Από την (1.3.11) έχουµε ότι 

 

οπότε, παίρνοντας το εσωτερικό γινόµενο και των δύο µελών της τελευταίας µε το 

βρίσκουµε την 

 

δηλαδή  που αποδεικνύει τον ισχυρισµό. Παρόµοια 

αποδεικνύεται και η διαφορισιµότητα της . 

Παραγωγίζοντας τώρα την σχέση (1.3.11) έχουµε ότι 

 

 

η παραγώγιση της οποίας οδηγεί στην 

 

 



΄Αρα, το επίπεδο των  και είναι σταθερά το και το διάνυσµα  

είναι σταθερά το ένα από τα δύο µοναδιαία διανύσµατα που είναι κάθετα στο . 

Εποµένως, λόγω της σταθερότητας του  και της (1.3.6), προκύπτει ότι . 

 

1.3.6 Θεώρηµα. ΄Εστω  µια επίπεδη καµπύλη µοναδιαίας ταχύτητας. Τότε η  είναι 

τµήµα κύκλου εάν και µόνον εάν έχει σταθερή καµπυλότητα . 

Απόδειξη. Αν η  είναι τµήµα κύκλου κέντρου  και ακτίνας , τότε δίνεται 

από τον τύπο 

 

απ’ όπου παίρνουµε τις σχέσεις  

 

Και 

 

Αντιστρόφως, έστω ότι η  έχει σταθερή καµπυλότητα  και µηδενική στρέψη. 

Θεωρούµε την απεικόνιση 

 

Η  είναι προφανώς διαφορίσιµη και 

 

δηλαδή η  είναι σταθερή. Αν  είναι η σταθερή τιµή της , τότε 



 

 

δηλ. τα σηµεία  ανήκουν στην σφαίρα µε κέντρο και ακτίνα  Επειδή η 

είναι επίπεδη, ολοκληρώνεται η απόδειξη. 

 

1.3.7 Παρατηρήσεις. 1) Από την προηγούµενη απόδειξη ϕαίνεται ότι η ακτίνα του 

κύκλου είναι ακριβώς η ακτίνα καµπυλότητας της  [βλ. σχέση (1.3.3)], ενώ το 

κέντρο είναι το σηµείο  

2) Από τα Θεωρηµατα 1.3.5 και 1.3.6 συνάγεται ότι η καµπυλότητα µετρά το πόσο 

αποκλίνει η καµπύλη από το να είναι ευθεία, ενώ η στρέψη µετρά την απόκλιση από 

το να είναι η καµπύλη επίπεδη. 

 

1.4 Καµπυλότητα και στρέψη τυχαίας κανονικής καµπύλης 
 

Το τρίεδρο Frenet καθώς η καµπυλότητα και η στρέψη µιας καµπύλης ορίστηκαν 

προηγουµένως µε την προϋπόθεση ότι η  είναι καµπύλη µοναδιαίας ταχύτητας. Ας 

υποθέσουµε τώρα ότι έχουµε µια τυχαία κανονική καµπύλη  Σύµφωνα µε 

όσα είπαµε στην προηγούµενη παράγραφο, τα παραπάνω µεγέθη αναφέρονται σε 

ιδιότητες του συνόλου  και όχι της παραµέτρησης (απεικόνισης) α. 

Εποµένως, ο επόµενος ορισµός είναι εντελώς ϕυσιολογικός. 

1.4.1 Ορισµός. ΄Εστω µια τυχαία κανονική καµπύλη και  η παραµέτρησή της 

µέσω του µήκους τόξου (βλ. Θεώρηµα 1.2.2). Αν , ,  είναι το τρίεδρο Frenet, 

η καµπυλότητα και η στρέψη της , τότε ορίζουµε τα αντίστοιχα µεγέθη  

της µέσω των τύπων 

 

1.4.2 Θεώρηµα. Αν  είναι µια (τυχαία) κανονική καµπύλη, τότε 



 

Απόδειξη. ΄Εστω  µια κανονική καµπύλη και  η αναπαραµέτρησή της 

µέσω του µήκους τόξου, όπου  και s το µήκος τόξου. Τότε , οπότε, 

για κάθε , έχουµε τις σχέσεις 

(1.4.1), (1.4.2)  

 

Οπότε 

 

ή 

(1.4.3)  ΄Αρα 

 

Απ’ όπου προκύπτει η 

 

δηλαδή η ητούµενη σχέση. 

 

1.4.3 Θεώρηµα. Αν η  είναι µια κανονική καµπύλη µε , τότε 



 

Απόδειξη. Οπως προηγουµένως, θεωρούµε την αναπαραµέτρηση  της  µέσω 

του µήκους τόξου. Από την σχέση (1.4.2) βρίσκουµε ότι 

 

όπου θέσαµε 

 

Λαµβάνοντας υπ> όψιν την (1.4.3) και ότι το  είναι κάθετο προς τα  και 

, έχουµε : 

 

Απ’ όπου παίρνουµε την 

 

µε την οποίαν ολοκληρώνεται η απόδειξη. 

 



1.5 Το τρίεδρο Frenet µιας τυχαίας καµπύλης 
 

Θα υπολογίσουµε τώρα τα διανύσµατα  και  (βλ. Ορισµό 1.4.1), για µία 

τυχαία κανονική καµπύλη  µε µη µηδενική καµπυλότητα. 

1.5.1 Θεώρηµα. ΄Εστω  µια κανονική καµπύλη, όχι κατ’ ανάγκη 

µοναδιαίας ταχύτητας, µε µη µηδενική καµπυλότητα, και  το 

αντίστοιχο τρίεδρο Frenet. Τότε 

 

 

Απόδειξη. ΄Εστω   η αντίστοιχη καµπύλη µοναδιαίας ταχύτητας (βλ. 

Θεώρηµα 1.2.2), όπου  και  το µήκος τόξου. Τότε 

 

 

Ανάλογα, από την σχέση  παίρνουµε την   εποµένως 

 



 

Από την παραπάνω ισότητα, έχουµε ότι  και  είναι συγγραµµικά. Επειδή 

 είναι και . Επίσης προφανώς  

΄Αρα, εφαρµόζοντας το Λήµµα 1.3.2 για  και  παίρνουµε 

 

Λαµβάνοντας υπ’ όψιν ότι   [βλ. σχέση (1.5.1)] και 

 

βρίσκουµε ότι 

 

 

Απ’ όπου προκύπτει η  

 

Τέλος, 

 



1.5.2 Θεώρηµα. ΄Εστω  µια κανονική καµπύλη, όχι κατ΄ ανάγκη 

µοναδιαίας ταχύτητας, µε µη µηδενική καµπυλότητα, και  το αντίστοιχο 

τρίεδρο Frenet (κατά µήκος της ). Τότε ισχύουν οι (γενικευµένοι) τύποι 

FrenetSerret: 

 

όπου  το µέτρο της ταχύτητας της  στο . 

Απόδειξη. Θεωρούµε την αναπαραµέτρηση   της  µέσω του µήκους 

τόξου και το τρίεδρο Frenet  κατά µήκος της . Για κάθε , είναι 

 

οπότε η απόδειξη των τύπων είναι πλήρης. 

 

1.6 Κανονική µορφή καµπύλης 
 

΄Εστω  µια διαφορίσιµη καµπύλη µοναδιαίας ταχύτητας και . 

Επιλέγουµε ένα σύστηµα συντεταγµένων, τέτοιο ώστε το  να συµπίπτει µε την 

αρχή των αξόνων, δηλαδή , και εφαρµόζουµε την στροφή που κάνει το 

 να συµπέσει µε το  και το  να συµπέσει µε το . Τότε κατ’ ανάγκην 

 

Γνωρίζουµε ότι, για ένα τυχαίο  είναι 

 



 

΄Αρα, ιδιαιτέρως για το σηµείο , έχουµε 

 

Απ’ το άλλο µέρος, λόγω του Θεωρήµατος του Taylor, είναι 

 

 

Αντικαθιστώντας τα παραπάνω δεδοµένα στο προηγούµενο αναπτυγµα, κατα 

λήγουµε στη σχέση 

 

 

Η τελευταία καλείται κανονική µορφή ή παράσταση (canonical representation) της 

καµπύλης  στο  Παραλείποντας σε κάθε συντεταγµένη τους όρους µε την 

µεγαλύτερη δύναµη του ( ) (που συγκλίνουν ταχύτερα στο 0, καθώς  

παίρνουµε την επόµενη προσέγγιση (approximation) της  (κοντά στο ): 



 

(1.6.1)  

 

Ισοδύναµα, έχουµε ότι 

 

(1.6.1’)  

 

Θα προσπαθήσουµε να προσδιορίσουµε την µορφή που έχει η (τυχαία) καµπύλη  

κοντά στο , ≪ ϕωτογραφίζοντάς την από τρεις πλευρές ≫, δηλαδή προβάλοντάς 

την στα επίπεδα που σχηµατίζουν οι άξονες του συστήµατος συντεταγµένων. Εδώ το 

επίπεδο των  (δηλαδή το επίπεδο των ,  =  είναι το εγγύτατο επίπεδο· 

το επίπεδο των  (: των  =   =  είναι το ευθειοποιούν, ενώ αυτό 

των  (: των  =   =  είναι το κάθετο επίπεδο. 

 

΄Ετσι, η προβολή της  στο επίπεδο των  (: εγγύτατο επίπεδο) είναι η 

, οποτε, για  και , καταλήγουµε 

στην 

 

που είναι σχέση δευτέρου βαθµού και παριστάνει µία παραβολή [βλ. Σχήµα 1.5(a)]. 

 



 

Σχήµα 1.5 

 

Η προβολή της  στο επίπεδο των  (: ευθειοποιούν επίπεδο) είναι η 

 . Θέτοντας  και  

βρίσκουµε την σχέση τρίτου βαθµού (κυβική) 

 

 

για την οποίαν έχουµε την εικόνα του Σχήµατος 1.5(b). 

Τέλος, η προβολή της  στο επίπεδο των  (: κάθετο επίπεδο) είναι η 

, η οποία, για   και 

, οδηγεί στην 

 

Η προηγούµενη καµπύλη είναι γνωστή ως παραβολή Neil και την εικόνα της αποδίδει 

το Σχήµα 1.5(c). Εδώ πρέπει να παρατηρήσουµε ότι η τελευταία εξίσωση έχει έννοια 

επειδή  (διαφορετικά η  θα ήταν ευθεία, οπότε η ανάλυση κατά Taylor 



είναι τετριµµένη και οι προβολές της καµπύλης στα τρία επίπεδα είναι ευθείες, άρα η 

προηγούµενη διαδικασία δεν δίνει καµιά ιδιαίτερη πληροφορία). 

Μια συνολική εικόνα και των τριών προβολών µας δίνει το επόµενο σχήµα. 

 

Σχήµα 1.6 

1.6.1 Εφαρµογή. ΄Εστω  καµπύλη µοναδιαίας ταχύτητας και σηµείο 

 τέτοιο ώστε, σε µια περιοχή  του , η καµπύλη να µην 

έχει συνευθειακά σηµεία. Θεωρούµε και τα σηµεία . 

Επειδή τα A  και  δεν είναι συνευθειακά, 

ορίζουν ένα επίπεδο  Ζητάµε να προσδιορίσουµε την οριακή θέση του 

 όταν τα  και  συγκλίνουν στο . 

 

Το επίπεδο  περνά από το και είναι παράλληλο προς το επίπεδο των 

 και  

Θεωρούµε την ανάλυση Taylor της  

 

διαδοχικά για  οπότε 



 

Θέτουµε 

 

Θεωρούµε και το διάνυσµα 

 

Τα διανύσµατα  είναι γραµµικοί συνδυασµοί των και  άρα ορίζουν το ίδιο 

επίπεδο, εποµένως 

 

δηλαδή, στην οριακή του θέση το  συµπίπτει µε το εγγύτατο επίπεδο. 

 

 

 

1.7 Ο εγγύτατος κύκλος 
 

Ο εγγύτατος κύκλος, που θα µελετηθεί στη συνέχεια, ορίστηκε από τον G. W. 

Leibniz, αναπτύχθηκε περαιτέρω από τους Jakob και Johann Bernoulli, και 

χρησιµοποιήθηκε συστηµατικά από τον L. Euler για τον ορισµό της καµπυλότητας. 

΄Εστω  καµπύλη µοναδιαίας ταχύτητας και  σηµείο, τέτοιο ώστε η 

καµπύλη να µην έχει συνευθειακά σηµεία σε µια περιοχή Jo του so. Θεωρούµε δύο 

σηµεία , . Επειδή τα  και  δεν είναι 

συνευθειακά, ορίζουν ένα κύκλο C(K, r) [που _ρίσκεται πάνω στο επίπεδο P(A,B, Γ) 



(βλ. Εφαρµογή 1.6.1)]. Θα προσδιορίσουµε την οριακή θέση  του ανωτέρω 

κύκλου, όταν τα ,  συγκλίνουν στο . 

 

Σχήµα 1.7 

Αρχικά σηµειώνουµε ότι, αφού κάθε κύκλος  ανήκει στο αντίστοιχο επίπεδο 

 ο οριακός κύκλος  θα ανήκει στο οριακό επίπεδο, δηλαδή στο 

εγγύτατο της  στο σηµείο  

 

Θεωρούµε την διαφορίσιµη συνάρτηση 

 

για την οποία είναι 

(1.7.1)  

 

Και 

(1.7.2)  

Εφ’ όσον 

 



από το θεώρηµα του Rolle προκύπτει ότι υπάρχει σηµείο  µεταξύ των  και , 

καθώς και σηµείο  µεταξύ των  και , έτσι ώστε 

(1.7.3)  

οπότε η (1.7.1) δίνει ότι 

 

Από τις προηγούµενες ισότητες έχουµε ότι 

(1.7.4)  

Επίσης, πάλι από το θεώρηµα του Rolle και τις (1.7.3), υπάρχει  µεταξύ των  και 

 µε , άρα η (1.7.2) συνεπάγεται ότι 

(1.7.5)  

Παρατηρούµε ότι όταν , οπότε  και , τότε και 

 Εποµένως η σχέση (1.7.4) δίνει οριακά την 

 

 

Άρα το διάνυσµα  ανήκει στο επίπεδο  Οµως, όπως 

παρατηρήσαµε στην αρχή, το  ανήκει και στο εγγύτατο επίπεδο 

 άρα ανήκει στην ευθεία (τοµή των δύο προηγουµένων επιπέδων) 

που παράγεται από το  δηλαδή 

(1.7.6)  

 

Για κάποιο  Επίσης η (1.7.5) δίνει οριακά 

 

 

Συνδυάζοντας τις (1.7.6) και (1.7.7) παίρνουµε 



 

Απ’ όπου 

 

Αντικαθιστώντας την τελευταία στην (1.7.6) βρίσκουµε ότι 

(1.7.8)  

Και 

(1.7.9)  

Ο κύκλος  λέγεται εγγύτατος κύκλος (osculating circle) της  στο  

 

1.7.1 Παρατηρήσεις. 1) Από την (1.7.9) προκύπτει ότι η καµπυλότητα της καµπύλης 

 στο σηµείο  είναι το αντίστροφο του µήκους της ακτίνας του εγγύτατου 

κύκλου, άρα η ακτίνα καµπυλότητας της καµπύλης συµπίπτει µε το µήκος της 

ακτίνας του κύκλου αυτού. 

2) Ερµηνεύοντας την εικόνα  µιάς καµπύλης  ως τροχιά ενός κινητού, από την 

σχέση 

 

Προκύπτει ότι το  κατεύθυνεται προς το κοίλο µέρος της καµπύλης, αφού η 

επιτάχυνση έχει µια τέτοια κατεύθυνση. 

Το ίδιο συµπέρασµα προκύπτει "γεωµετρικά" µέσω του εγγύτατου κύκλου. 

 

Πράγµατι, από την (1.7.8) έχουµε ότι 

 

άρα το  κατεύθυνεται προς το κέντρο του εγγυτάτου κύκλου, που βρίσκεται στο 

κοίλο µέρος της καµπύλης. 



 

 

1.8 Το Θεµελιώδες Θεώρηµα των Καµπυλών 
 

Τα δύο αριθµητικά µεγέθη, η καµπυλότητα και η στρέψη, που αντιστοιχίσαµε σε µια 

κανονική καµπύλη, καθορίζουν ουσιαστικά µονοσήµαντα την καµπύλη. Πιό 

συγκεκριµµένα, δύο καµπύλες µε την ίδια καµπυλότητα και την ίδια στρέψη 

διαφέρουν µόνο ως προς την θέση τους στο χώρο, και αντιστρόφως. 

Υπενθυµίζουµε ότι µεταφορά (translation) κατά  ονοµάζεται η απεικόνιση 

 

και στροφή (rotation) ονοµάζεται κάθε ορθογώνιος µετασχηµατισµός του  µε 

θετική ορίζουσα, µε άλλα λόγια κάθε γραµµική απεικόνιση 

 

που διατηρεί τα εσωτερικά γινόµενα, δηλαδή 

 

 

και ο πίνακας της έχει θετική ορίζουσα (άρα διατηρεί τον προσανατολισµό των 

βάσεων). Εποµένως, η  διατηρεί τις αποστάσεις, αντιστρέφεται (δηλαδή είναι 

γραµµικός ισοµορφισµός) και διατηρεί τα εξωτερικά γινόµενα µε την έννοιαν ότι 

ισχύει η σχέση  

 

Παρατηρούµε ότι οι µεταφορές και οι στροφές είναι διαφορίσιµες απεικονίσεις. Επί 

πλέον είναι αντιστρέψιµες : η αντίστροφη της  είναι η , δηλαδή είναι επίσης µία 

µεταφορά, ενώ η αντίστροφη µιάς στροφής είναι και αυτή στροφή. Εποµένως 

µεταφορές και στροφές είναι αµφιδιαφορίσεις µε αντίστροφες απεικονίσεις του ίδιου 

τύπου. ∆ιαπιστώνεται εύκολα ότι 

 

Η σύνθεση µια µεταφοράς και µια στροφής ονοµάζεται στερεά κίνηση (rigid motion). 



1.8.1 Πρόταση. ΄Εστω  µια καµπύλη µοναδιαίας ταχύτητας, και  η 

καµπύλη που προκύπτει από µια στροφή  της  και µια µεταφορά , δηλ. 

 

Τότε η  είναι καµπύλη µοναδιαίας ταχύτητας, έχει ίδια καµπυλότητα και στρέψη µε 

την , και το τρίεδρο Frenet της είναι εικόνα του αντίστοιχου τριέδρου της  µέσω 

της στροφής  

Απόδειξη. Συµβολίζουµε µε  και  (αντιστ. 

 και ) την καµπυλότητα, την στρέψη και 

το τρίεδρο Frenet της (αντιστ. της ). Τότε, λόγω της γραµµικότητας της , της 

διατήρησης εσωτερικών / εξωτερικών γινοµένων και αποστάσεων, βρίσκουµε 

διαδοχικά: 

 

Οπότε αποδεικνύονται οι ισχυρισµοί της πρότασης. 

1.8.2 Παρατήρηση. Ας εξηγήσουµε την σχέση  (και τις άλλες 

ανάλογες), που χρησιµοποιήσαµε στην προηγούµενη απόδειξη. 

Α′ τρόπος: Σύµφωνα µε όσα αναφέρουµε στο Παράρτηµα Β′, έχουµε : 



 

Β′ τρόπος: Αν  είναι ο πίνακας της (ως προς την ϕυσική βάση του ), θα είναι 

, όπου ο εκθέτης  συµβολίζει τον 

ανάστροφο πίνακα. Εποµένως, η διγραµµικότητα του πολλαπλασιασµού πινάκων, 

δίνει ότι * 

 

Ερχόµαστε τώρα στη διατύπωση και απόδειξη του Θεµελιώδους Θεωρήµατος των 

Καµπυλών 

1.8.3 Θεώρηµα. ΄Εστω  και ,  δύο διαφορίσιµες 

πραγµατικές συναρτήσεις. Τότε υπάρχει µια καµπύλη  µοναδιαίας 

ταχύτητας µε καµπυλότητα  και στρέψη  . Επιπλέον, η  είναι µια άλλη κανονική 

καµπύλη µε τις ίδιες ιδιότητες, εάν και µόνον εάν η  διαφέρει από την  κατά µία 

στερεά κίνηση. 

 

Σχήµα 1.8 



*Φυσικά, στο ίδιο αποτέλεσµα καταλήγουµε και στοιχειωδώς : Αν 

, αρκεί να παραγωγίσουµε τον πίνακα 

 

Απόδειξη. (1) Υπαρξη: Θεωρούµε το σύστηµα των εννέα διαφορικών εξισώσεων 

 

µε αρχικές συνθήκες 

 

Αυτό είναι ένα σύστηµα γραµµικών οµογενών διαφορικών εξισώσεων µε 

διαϕορίσιµους συντελεστές, και η γενική θεωρία των ∆ιαφορικών Εξισώσεων µας 

εξασφαλίζει την ύπαρξη λύσης 

 

µοναδικής για τις δεδοµένες αρχικές συνθήκες. Θέτουµε 

 

∆ιαπιστώνουµε αµέσως ότι η τριάδα  ικανοποιεί τις εξισώσεις 

 

και τις συνθήκες 

 

 

Θα αποδείξουµε ότι  είναι µια θετικά προσανατολισµένη βάση 

του , για κάθε . Θεωρούµε το γραµµικό οµογενές σύστηµα των 

διαφορικών εξισώσεων 



 

µε αρχικές συνθήκες 

 

Παρατηρούµε ότι η εξάδα των σταθερών συναρτήσεων 

 

είναι λύση του ανωτέρω συστήµατος, αλλά το ίδιο συµβαίνει και µε την εξάδα 

 

Από το µονοσήµαντο των λύσεων συνάγεται ότι 

 

εποµένως η τριάδα  είναι ορθοκανονική Βάση του , για κάθε 

. Η βάση αυτή είναι θετικά προσανατολισµένη: Πράγµατι, η απεικόνιση 

 

είναι συνεχής, παντού διάφορη του µηδενός και . ΄Αρα είναι παντού γνήσια 

θετική. 

 



Ορίζουµε τώρα την καµπύλη 

 

 

Προφανώς η  είναι τάξης . Επίσης, , δηλ. η καµπύλη  είναι 

µοναδιαίας ταχύτητας. Επειδή , µε , η k είναι η καµπυλότητα της 

. Επίσης, το  είναι µοναδιαίο, κάθετο στα  και  και  είναι θετικά 

προσανατολισµένη βάση, άρα , ενώ 

 

άρα η  είναι η στρέψη της . Παρατηρούµε ότι για την , που κατασκευάστηκε 

προηγουµένως, είναι  

(2) Μονοσήµαντο: Αν  είναι µια άλλη καµπύλη µοναδιαίας 

ταχύτητας, µε την ίδια καµπυλότητα  και στρέψη  , θα δείξουµε ότι οι  και 

διαφέρουν µόνο κατά την θέση στο χώρο. Πράγµατι : Συµβολίζουµε µε 

 και   τα τρίεδρα Frenet των  και , αντιστοίχως, και 

θεωρούµε την απεικόνιση 

 

Η  είναι ένας γραµµικός ισοµορφισµός που στέλνει την ορθοκανονική βάση 

 στην ορθοκανονική βάση , δηλ. είναι µια 

στροφή. Θέτουµε  Τότε η στερεά κίνηση  στέλνει το 

 στο  ταυτίζοντας συγχρόνως τα τρίεδρα Frenet των 

δύοκαµπυλών  και  στο 0. Συµβολίζουµε µε  το τρίεδρο 

Frenet της  και θεωρούµε τις παραγώγους (βλ. Προηγούµενη 

Πρόταση 1.8.1) 

 



 

 

Προσθέτοντας κατά µέλη έχουµε 

 

Απ’ την οποίαν προκύπτει η 

 

Επειδή 

 

θα είναι  

 

άρα και 

 

Οµως, για οποιαδήποτε , είναι  

Στην σχέση (1.8.1) όλα τα διανύσµατα έχουν µήκος 1, άρα κάθε εσωτερικό γινόµενο 

πρέπει να παίρνει την µέγιστη τιµή του 1, πράγµα που συµβαίνει όταν , 

οπότε  και , για κάθε  Η ταύτιση 

των παραπάνω τριέδρων Frenet συνεπάγεται και την ταύτιση των καµπυλών  

και , αφού  και 



 

για κάθε  

Κλείνοντας, σηµειώνουµε ότι οι εξισώσεις  και  καλούνται 

ϕϕϕϕυσικές ή εσωτερικές εξισώσεις (natural or intrinsic equations) µιάς καµπύλης 

στον χώρο, επειδή προσδιορίζουν πλήρως την καµπύλη (εκτός από την θέση της). 

 

1.9 Επίπεδες καµπύλες 
 

Στην παράγραφο αυτή θα µελετήσουµε τις ιδιαίτερες ιδιότητες που έχουν οι επίπεδες 

καµπύλες. Ηδη γνωρίζουµε ότι µια καµπύλη είναι επίπεδη εάν και µόνον εάν η 

στρέψη της είναι µηδέν. Μπορούµε πάντα να επιλέξουµε σύστηµα συντεταγµένων 

ώστε η καµπύλη να παίρνει τιµές στο επίπεδο των  και . 

΄Εστω λοιπόν µια επίπεδη καµπύλη , µοναδιαίας ταχύτητας. Τότε 

 οπότε 

 

Και 

 

 

Απ’ το άλλο µέρος, το κάθετο διάνυσµα  (όπως το γνωρίζουµε από την 

προηγούµενη γενική θεωρία) θα βρίσκεται και αυτό στο επίπεδο της καµπύλης, αφού 

 

και τα  βρίσκονται στο ίδιο επίπεδο. ΄Ετσι, ενώ στον χώρο υπάρχουν 

άπειρα µοναδιαία διανύσµατα κάθετα στο  στο επίπεδο υπάρχουν µόνο δύο: το 

 και το αντίθετό του  Αυτές είναι και οι µόνες δυνατές 

τιµές του πρώτου κάθετου διανύσµατος  (βλ. Σχήµα 1.9). Παρατηρούµε ότι αν 

, το εύγος  είναι θετικά προσανατολισµένη βάση 

του , ενώ για  είναι αρνητικά προσανατολισµένη. Θέτουµε 



 

εξασφαλίζοντας µε αυτόν τον τρόπο τον θετικό προσανατολισµό κάθε εύγους 

 Τότε 

 

Σχήµα 1.9 

Προσαρτώντας το πρόσηµο στην καµπυλότητα , παίρνουµε την προσηµασµένη ή 

επίπεδη καµπυλότητα , δηλαδή 

     οπότε   

 

Εποµένως, 

 

 

Απ’ όπου προκύπτει η ανάλογη της  [βλ. Θεώρηµα 1.3.4]. 

(1.9.1)  



Για να βρούµε την ανάλογη της , εργαζόµαστε όπως και στο Θεώρηµα 1.3.4. 

Συνοπτικά έχουµε : Αφού  είναι (ορθοκανονική) βάση του , για το 

' (s) θα υπάρχουν µονοσήµαντα ορισµένα , ώστε 

 για κάθε , άρα  Συνεπώς, 

 

και ανάλογα 

 

άρα καταληγουµε στην  

(1.9.2)  

Οι σχέσεις (1.9.1) και (1.9.2) αποτελούν το ανάλογο των τύπων Frenet-Serret µιας 

επίπεδης καµπύλης µοναδιαίας ταχύτητας. 

Από την (1.9.1) προκύπτει ότι , δηλαδή 

(1.9.2’)  

Αντικαθιστώντας στην τελευταία ισότητα τα  και  

βρίσκουµε την επόµενη έκφραση της προσηµασµένης καµπύλότητας µέσω των 

συντεταγµένων της καµπύλης (µοναδιαίας ταχύτητας)  

(1.9.3)  

Θα δούµε τώρα την γεωµετρική σηµασία της προσηµασµένης καµπυλότητας : Ας 

υποθέσουµε πρώτα ότι . Στην περίπτωση αυτή είναι  και 



 

Εποµένως, όταν διατρέχουµε την καµπύλη κατά την ϕορά που αντιστοιχεί στην 

αύξηση της παραµέτρου (χρόνου), το κοίλον µέρος της καµπύλης βρίσκεται πρός το 

"αριστερό" µέρος του εφαπτοµένου διανύσµατος, όπως ϕαίνεται και στο πρώτο από 

τα Σχήµατα 1.10. 

 

 

Σχήµατα 1.10 

Αν υποθέσουµε ότι , τότε  και . Εποµένως, διατρέχοντας 

την καµπύλη µε τον ίδιο τρόπο, όπως πριν, το κοίλον µέρος της καµπύλης βρίσκεται 

πρός το "δεξιό" µέρος του εφαπτοµένου διανύσµατος (βλ. το δεύτερο από τα 

Σχήµατα 1.10). 

 

Στη συνέχεια θα υπολογίσουµε το εφαπτόµενο διάνυσµα, το πρώτο κάθετο διάνυσµα 

και την καµπυλότητα µιάς τυχούσας επίπεδης καµπύλης, µέσω των συντεταγµένων 

της. Ακριβέστερα έχουµε την 

 

1.9.1 Πρόταση. ΄Εστω  µια τυχαία επίπεδη κανονική καµπύλη (όχι κατ’ 

ανάγκην µοναδιαίας ταχύτητας). Τότε ισχύουν οι σχέσεις 



(1.9.4), (1.9.5), (1.9.6)  

Απόδειξη. ΄Εστω  η αναπαραµέτρησή της  µέσω του µήκους 

τόξου. Σύµφωνα µε την (1.5.1), έχουµε ότι 

 

∆ηλαδή παίρνουµε την (1.9.4). 

Η (1.9.5) είναι συνέπεια της (1.9.4) και του ορισµού του  [ισχύει ό,τι και για το 

]. 

Για τον υπολογισµό της καµπυλότητας προχωρούµε ως εξής : Αν συµβολίσουµε µε 

 την προσηµασµένη καµπυλοτητα της , τότε, σύµφωνα µε την (1.9.3) και την 

σχέση (iv) του Ορισµού 1.4.1 (για   ), έχουµε ότι 

 

όπου  η συνάρτηση µήκους τόξου. Επειδή  θα είναι 

(1.9.7)  

για κάθε  (βλ. σχετικώς και το Θεώρηµα 1.2.2). Από την προηγούµενη 

προκύπτει ότι 

(1.9.8)  

Η παραγώγιση της τελευταίας δίνει ότι 



(1.9.9)  

 

Αντικαθιστώντας τις (1.9.8) και (1.9.9) στην (1.9.7) βρίσκουµε ότι 

 

όπως ακριβώς αναφέρεται στην εκφώνηση της πρότασης. 

Ας δούµε τώρα πώς επηρεάζει η ϕορά διαγραφής της καµπύλης τα µεγέθη που 

σχετίζονται µε αυτήν. 

 

1.9.2 Πρόταση. Υποθέτουµε ότι  είναι µια επίπεδη καµπύλη και 

 µια αναπαραµέτρηση της  αντίθετου προσανατολισµού. 

Τότε το εφαπτόµενο διάνυσµα, το (πρώτο) κάθετο διάνυσµα, και η καµπυλότητα 

αντιστρέφονται, δηλαδή ισχύουν οι σχέσεις 

(1.9.10), (1.9.11), (1.9.12)  

 

Απόδειξη. Αφού η  αλλάζει τον προσανατολισµό, είναι . Εποµένως 



 

Αναλόγως, 

 

 

Τέλος, λαµβάνοντας υπ’ όψιν ότι  για κάθε  και 

έχουµε διαδοχικά ότι 

 

Εποµένως, βάσει της (1.9.6), 

 

µε την οποίαν και κλείνει η απόδειξη. 

 

Η ακόλουθη πρόταση µας προσφέρει µια γεωµετρική ερµηνεία της επίπεδης 

καµπυλότητας. 

 

1.9.3 Πρόταση. ΄Εστω  µια επίπεδη καµπύλη µοναδιαίας ταχύτητας. Τότε 

ισχύει η σχέση 

(1.9.13)  



όπου  είναι η γωνία που σχηµατίζουν τα διανύσµατα  και   

Σχετικώς παραθέτουµε το επόµενο σχήµα: 

 

Σχήµα 1.11 

Απόδειξη. Επειδή, για κάθε  το διάνυσµα  είναι στοιχείο του µοναδιαίου 

κύκλου, θα είναι  όπου  διαφορίσιµη 

απεικόνιση. Τότε 

 

οπότε η (1.9.2′) συνεπάγεται ότι 

 

που αποδεικνύει το ητούµενο. 

 

∆εδοµένης της µηδενικής στρέψης µιας επίπεδης καµπύλης, αρκεί η καµπυλότητά 

της για να την χαρακτηρίσει. Εποµένως, το Θεµελιώδες Θεώρηµα των Καµπυλών 

παίρνει την επόµενη ειδική µορφή, µε την οποίαν κλείνουµε την παράγραφο αυτή 

1.9.4 Θεώρηµα. ΄Εστω  µια διαφορίσιµη συνάρτηση. Τότε 

υπάρχει επίπεδη καµπύλη µοναδιαίας ταχύτητας , της οποίας η επίπεδη 



καµπυλότητα είναι η  Επίσης, αν  είναι καµπύλη µε τις ίδιες ιδιότητες, 

τότε υπάρχει στερεά κίνηση  του επιπέδου, τέτοια ώστε .  

 

Απόδειξη. Θέτουµε. 

 

Και 

 

Επαληθεύεται αµέσως ότι η  είναι διαφορίσιµη καµπύλη µοναδιαίας ταχύτητας και, 

βάσει της (1.9.3), ότι η επίπεδη καµπυλότητά της είναι ακριβώς η δοθείσα  

΄Εστω τώρα  µια άλλη καµπύλη µε τις ίδιες ιδιότητες. Αν  είναι η ταχύτητα της  

και  είναι η γωνία που σχηµατίζει η  µε το , από την σχέση (1.9.13) έχουµε 

(1.9.14)  

Οπότε 

(1.9.15)  

όπου µε  συµβολίζουµε την γραµµική απεικόνιση, που αντιστοιχεί στον αµέσως 

προηγούµενο 2 × 2 πίνακα, και ορίζει την στροφή του επιπέδου κατά την γωνία , 

δηλαδή 

 

 

Στη συνέχεια, η σχέση 



 

δίνει ότι 

 

όπου  σταθερές. ΄Αρα, χρησιµοποώντας τις πρώτες ισότητες από τις (1.9.15), η 

παραπάνω σχέση για το  µετασχηµατίζεται στην 

 

που αποδεικνύει το ητούµενο. 

 

2 Κανονικές Επιφάνειες 
 

Εισαγωγή 
 

Οι επιφάνειες είναι αντικείµενα του χώρου  (όπως η σφαίρα, ο κύλινδρος κ.α.), τα 

οποία τοπικά "µοιάζουν" µε το , όπως θα ορίσουµε αυστηρά πιό κάτω. Οι 

επιφάνειες είχαν απασχολήσει και τους αρχαίους µαθηµατικούς. Κατά τον Ευκλείδη 

≪επιφάνεια [δέ] είναι ό,τι έχει µόνον µήκος και πλάτος≫, πράγµα που υποδηλώνει 

τον διδιάστατο χαρακτήρα αυτών των αντικειµένων. 

΄Ενα βασικό γεωµετρικό πρόβληµα είναι η απεικόνιση της σφαίρας επί ενός 

επιπέδου. Η πρώτη απάντηση δόθηκε από τον ΄Ιππαρχο µέσω της στερεογραφικής 



προβολής. Την µέθοδο αυτή ακολούθησε και ο Πτολεµαίος για να κατασκευάσει 

χάρτες του ουρανίου θόλου. Σε πολύ νεώτερους χρόνους, οι µεγάλες εξερευνήσεις 

και οι συνακόλουθες ανάγκες της ναυσιπλοΐας έκαναν επιτακτική την κατασκευή 

(ακριβών) χαρτών, οπότε χρησιµοποιήθηκαν κι άλλες προβολές, όπως αυτές του 

Mercator, του Lambert, η αζιµουθιακή κ.α. Προφανώς, η κατασκευή χαρτών ανάγεται 

στο γενικότερο πρόβληµα της απεικόνισης µιας επιφάνειας σε µίαν άλλη. Για 

περισσότερες λεπτοµέρειες, σχετικές µε τα µαθηµατικά προβλήµατα της 

χαρτογραφίας (και των απεικονίσεων µεταξύ επιφανειών) παραπέµπουµε στα βιβλία 

[8, σελ. 116–130] και [9, σελ. 124–159]. Στο τελευταίο (βλ. σελ. 536–542) περιέχονται 

και αρκετά ιστορικά στοιχεία, αναφερόµενα στην εξέλιξη της Θεωρίας των 

Επιφανειών. 

Με τον όρο Θεωρία των Επιφανειών εννοούµε εδώ την µελέτη των επιφανειών µε 

την βοήθεια του ∆ιαφορικού Λογισµού (όπως έγινε στο Κεφάλαιο 1 για τις καµπύλες). 

Στη διαµόρφωση και ανάπτυξη του σηµαντικότατου αυτού κλάδου της γεωµετρίας 

συνέβαλαν αποφασιστικά ο L. Euler, ο G. Monge, καιιδιαίτερα ο C. F. Gauss. Ο 

τελευταίος, το 1827 παρουσίασε στη Βασιλική Επιστηµονική Εταιρεία του G¨ottingen 

το θεµελιώδες έργο του Disquisitiones Generales circa Superficies Curvas ("Γενικες 

΄Ερευνες επί των Καµπυλωµένων Επιφανειών"), στην οποίαν η µελέτη των 

επιφανειών παίρνει την µορφή που γνωρίζουµε σήµερα. Μεταξυ των πολλών άλλων 

γεωµετρών, που επίσης συνέβαλαν στην ανάπτυξη της Θεωρίας Επιφανειών, 

αναφέρουµε κυρίως τους O. Bonnet, E. B. Christoffel, D. Codazzi, G. Darboux, Ch. 

Dupin, T. LeviCivit `a, J. B. Meusnier, F. Mindig, A. F. M¨obius, J. Pl ¨ucker, O. 

Rodrigues, H. Poincar´e, J. Weingarten. 

Παρά το γεγονός ότι, όπως και ο Gauss, ξεκινάµε την µελέτη των επιφανειών 

χρησιµοποιώντας συστηµατικά την υπόθεση ότι αυτές είναι διδιάστατα αντικείµενα 

εµβαπτισµένα στον τριδιάστατο χώρο, το περίφηµο Θεώρηµα Egregium ("Εξοχο 

Θεώρηµα") του ίδιου έδειξε ότι οι επιφάνειες διαθέτουν µια "εσωτερική γεωµετρία", 

ανεξάρτητη από τον περιβάλλοντα χώρο . Αυτό σηµαίνει ότι αν στη γήινη σφαίρα 

κατοικούσαν διδιάστατα ευφυή όντα µε ανεπτυγµένες µαθηµατικές γνώσεις, θα 

µπορούσαν να αντιληφθούν τη γεωµετρία της σφαίρας χωρίς να έχουν την αίσθηση 

της τρίτης διάστασης (του ύψους). Η προηγούµενη ανακάλυψη οδήγησε τον B. 

Riemann στη θεώρηση της αντίστοιχης µη ευκλείδειας γεωµετρίας που ϕέρει το 

όνοµά του, και στην έννοια της διαφορικής πολλαπλότητας (η οποία µελετάται σε 

άλλο εξάµηνο σπουδών). 

 

2.1  Βασικοί Ορισµοί 
 

2.1.1 Ορισµός. Μια παραµέτρηση επιφανείας (surface parametrization) ή 2-διάστατο 

σύστηµα συντεταγµένων (coordinate system) ή 2-διάστατος χάρτης (chart or patch), 

ή και παραµετρηµένη επιφάνεια (parametrized surface) είναι µια τριάδα  

όπου  ανοιχτό,  διαφορίσιµη απεικόνιση και , µε τις 

ιδιότητες : 



(1)  είναι οµοιοµορφισµός· 

(2) Για κάθε , το διαφορικό .  είναι  

Στην επόµενη σελίδα παραθέτουµε το σχετικό Σχήµα 2.1. 

2.1.2 Παρατηρήσεις. 1) Στην συνθήκη (1), το  θεωρείται εφοδιασµένο µε την 

σχετική τοπολογία που έχει ως υποσύνολο του . 

2) Επειδή  , µπορούµε να γράψουµε ότι 

 

όπου  είναι οι 

συντεταγµένες της . ΄Αρα 

 

 

 

Σχήµα 2.1 

Εφ’ όσον η  είναι διαφορίσιµη, υπάρχουν όλες οι µερικές παράγωγοι, όλων των 

τάξεων. Εποµένως, για κάθε , ορίζεται ο αντίστοιχος πίνακας 

Jacobi (βλ. Παράρτηµα, §Α΄.15) 



(2.1.1)  

Συνεπώς, η συνθήκη (2) του Ορισµού 2.1.1 ισοδυναµεί µε το ότι η τάξη του  είναι 

2, που µε την σειρά του ισοδυναµεί µε το ότι µία από τις υποορίζουσες 

 

δεν µηδενίζεται, ή ισοδύναµα, 

(2.1.2)  

3) Ας παρατηρήσουµε ακόµη ότι η τελευταία σχέση σηµαίνει ότι τα διανύσµατα 

(2.1.3)  

Και 

(2.1.4)  

είναι γραµµικώς ανεξάρτητα, άρα ορίζουν ένα διδιάστατο υπόχωρο (επίπεδο) µέσα 

στο , που αν µεταφερθεί κατά  ορίζει το εφαπτόµενο επίπεδο του χώρου  

στο  Θα µελετήσουµε το εφαπτόµενο επίπεδο λεπτοµερέστερα στην 

Παράγραφο 2.6. 



4) Με τους συµβολισµούς της προηγούµενης παρατήρησης, η (2.1.2) ισοδυναµεί µε 

την συνθήκη 

(2.1.2’)  

Πολλές ϕορές, ο ελεγχος της τελευταίας είναι πρακτικά πιό εύκολος απ’ αυτόν των 

άλλων ισοδύναµων συνθηκών. 

5) Συχνά, λέµε και γράφουµε απλά << η παραµέτρηση r >>, παραλείποντας το 

πεδίο ορισµού  και το πεδίο τιµών  του χάρτη. Στη συνέχεια θα χρησιµοποιούµε 

αδιακρίτως τους όρους παραµέτρηση (επιφανείας), σύστηµα συντεταγµένων, χάρτης, 

και παραµετρηµένη επιφάνεια. 

2.1.3 Πρόταση. ΄Εστω  µια παραµέτρηση επιφανείας. Τότε ισχύουν τα 

επόµενα συµπεράσµατα: 

(1) Η  δεν είναι σταθερά. 

(2) Η  δεν είναι ανεξάρτητη του  ή του . 

Εποµένως, η εικόνα  µιας παραµέτρησης επιφανείας δεν είναι ούτε σηµείο, ούτε 

καµπύλη. 

 

Απόδειξη. (1) , τότε  , για κάθε , άτοπο 

(2) Αν η  είναι ανεξάρτητη του , τότε , οπότε και  

επίσης άτοπο. Ανάλογα για το . 

Ας πάρουµε και πάλι µια παραµέτρηση επιφανείας  Θα ερµηνεύσουµε 

γεωµετρικά τα διανύσµατα  και , για τυχόν . 

Θεωρούµε ένα σηµείο  και την απεικόνιση 

(2.1.5)  

Η  είναι µια διαφορίσιµη καµπύλη µε τιµές στο , για την οποία 

(2.1.6)  

∆ηλαδή  

Το  είναι το εφαπτόµενο διάνυσµα, στο σηµείο , της 

διαφορίσιµης καµπύλης  Ανάλογα, το 



 είναι το εφαπτόµενο διάνυσµα, στο σηµείο , της 

διαφορίσιµης καµπύλης . 

Επαναλαµβάνοντας την ίδια διαδικασία για όλα τα , _λέπουµε ότι η 

εικόνα  σαρώνεται από καµπύλες της µορφής 

 

των οποία τα αντίστοιχα εφαπτόµενα διανύσµατα είναι τα 

 

Για κάθε  (βλ. επίσης και το Σχήµα 2.1). 

Οι καµπύλες  και , που ορίστηκαν προηγουµένως (µέσω της παραµέτρησης) 

καλούνται καµπύλες συντεταγµένων (coordinate curves) ή παραµετρικές 

καµπύλες (parameter curves) της . 

2.1.4 Ορισµός. Μια κανονική επιφάνεια (regular surface) είναι ένα υποσύνολο  

του  για το οποίο υπάρχει µια οικογένεια  2-διάστατων χαρτών 

(παραµετρήσεων), έτσι ώστε  ανοιχτό (στο  µε την σχετική τοπολογία) και 

 

 

Ισοδύναµα, για κάθε , υπάρχει 2-διάστατος χάρτης , µε  

και  ανοιχτό. Το σύνολο των 2-διάστατων χαρτών του  λέµε ότι αποτελεί 

έναν (2-διάστατο) άτλαντα. 

Υπενθυµίζουµε εδώ ότι (σύµφωνα µε την σχετική τοπολογία του , ως υποχώρου 

του ) ένα  είναι ανοιχτό στο , εάν , όπου  

ανοιχτό. 

Από τον προηγούµενο ορισµό προκύπτει ότι αν  είναι παραµέτρηση 

επιφανείας, τότε το  είναι µία κανονική επιφάνεια, που καλύπτεται ολόκληρη 

από τον δοσµένο χάρτη. Προφανώς το  είναι ανοιχτό στον εαυτό του, αφού 

 

 



2.2 Παραδείγµατα  
 

Παράδειγµα 1. Τα ανοιχτά υποσύνολα του . 

΄Εστω  ανοιχτό. Παρατηρούµε ότι η κανονική εµφύτευση 

 

Είναι απεικόνιση 1–1 και επί, συνεχής µε συνεχή αντίστροφη την 

 

(άρα οµοιοµορφισµός) και ο πίνακας 

 

είναι τάξης 2, σε κάθε . Εποµένως η τριάδα  είναι 2-διάστατη 

παραµέτρηση και το  κανονική επιφάνεια, που καλύπτεται όλη από µία 

παραµέτρηση. Ταυτίζοντας τώρα το  µε το  (µέσω της ) µπορούµε να 

θεωρήσουµε και το  κανονική επιφάνεια. 

 

Παράδειγµα 2. Τα επίπεδα του . 

Ας θεωρήσουµε ένα επίπεδο 

 

 

Το  είναι εικόνα ενός 2-διάστατου χάρτη: Επειδή για να ορίζεται επίπεδο πρέπει να 

είναι , µπορούµε χωρίς βλάβη της γενικότητας να υποθέσουµε ότι 

 και να θεωρήσουµε την απεικόνιση 

 

Προφανώς η  είναι , επί του  και συνεχής. Εποµένως υπάρχει η αντίστροφη 

 



Η  είναι συνεχής, ως περιορισµός της συνεχούς απεικόνισης 

 

στο , άρα η  είναι οµοιοµορφισµός. Επιπλέον, η  είναι διαφορίσιµη 

και µπορεί να γραφτεί µε την µορφή 

 

Όπου  

 

Οπότε  

 

που είναι πίνακας τάξης 2. ΄Αρα ισχύουν οι συνθήκες του Ορισµού 2.1.1. Επιπλέον, 

το  είναι κανονική επιφάνεια που καλύπτεται από µία παραµέτρηση. 

 

2.3 Βασικές ιδιότητες 
 

Θα αποδείξουµε την τοπική ύπαρξη παραµετρήσεων (τύπου) Monge σε µια κανονική 

επιφάνεια. Ακριβέστερα έχουµε την 

2.3.1 Πρόταση. ΄Εστω  κανονική επιφάνεια. Τότε για τυχόν   υπάρχει 

ανοιχτή περιοχή  του  στην , έτσι ώστε το  να είναι το γράφηµα 

κατάλληλης διαφορίσιµης συνάρτησης . Εποµένως, για κάθε 

σηµείο µιας κανονικής επιφάνειας, υπάρχει παραµέτρηση (τύπου) Monge που 

περιέχει το σηµείο. 

Απόδειξη. Επειδή η  είναι κανονική επιφάνεια, υπάρχει παραµέτρηση  

µε  και  ανοιχτό. Για την παραµέτρηση αυτή, σύµφωνα µε τις 

Παρατηρήσεις 2.1.2, τουλάχιστον µία από τις ορίζουσες 

 



 

είναι µη µηδενική, για κάθε . Θέτουµε  και 

υποθέτουµε ότι, χωρίς βλαβη της γενικότητας, 

 

Θεωρούµε τώρα την απεικόνιση (προβολή στον 1ο και 2ο παράγοντα) 

 

και την σύνθεση  που έχει την µορφή 

 

∆ιάγραµµα 2.1 

Ο πίνακας Jacobi της  στο  έχει ορίζουσα 

 

(που σηµαίνει ότι, ισοδύναµα, το διαφορικό  είναι γραµµικός 

ισοµορφισµός). Εποµένως, από το Θεώρηµα της Αντίστροφης Απεικόνισης, η  

είναι τοπική αµφιδιαφόριση στο , δηλαδή υπάρχουν ανοιχτές περιοχές  

του  και  του  έτσι ώστε η 

 

να είναι αµφιδιαφόριση. Θέτουµε  Το  είναι ανοιχτό υποσύνολο του 

, αφού η  είναι οµοιοµορφισµός και  ανοιχτό. 



Θα δείξουµε ότι , για κατάλληλη  Για τον σκοπό αυτό θεωρούµε την 

απεικόνιση (βλ. και Σχήµα 2.6) 

 

(θυµίζουµε ότι ). Ισχυριζόµαστε ότι  . Πράγµατι, 

 

Επειδή σε κάθε  αντιστοιχεί ακριβώς ένα  τέτοιο ώστε 

 έχουµε ότι 

 

 

Σχήµα 2.6 

Εποµένως (βλ. Παράδειγµα 4 της Παραγράφου 2.2), η τρίαδα , όπου 

, ορίζει µία παραµέτρηση Monge µε . 

Σηµειώνουµε ότι η αντίστροφη της   είναι η   . 

 



2.3.2 Πρόταση. ΄Εστω  κανονική επιφάνεια. Υποθέτουµε ότι  ανοιχτό και 

  είναι µία  διαφορίσιµη απεικόνιση, τέτοια ώστε  ανοιχτό και 

, για κάθε . Τότε η  είναι επίσης συνεχής, άρα η  

είναι οµοιοµορφισµός και η τριάδα  αποτελεί ένα σύστηµα συντεταγµένων 

της . 

Απόδειξη. ΄Εστω τυχόν  και   Υποθέτουµε ότι, χωρίς 

βλάβη της γενικότητας,  . Ακολουθώντας τα βήµατα 

της προηγούµενης απόδειξης, κατασκευάζουµε την απεικόνιση 

 η οποία, ως αµφιδιαφόριση, είναι οµοιοµορφισµός. 

Θυµίζουµε ότι  ανοιχτό και , ενώ από την κατασκευή 

της παραµέτρησης Monge  έχουµε ότι  (όπου, ϕυσικά, 

η  είναι οµοιοµορφισµός). Επειδή  

 

συνάγεται ότι η  είναι οµοιοµορφισµός ως σύνθεση οµοιοµορφισµών. 

Εποµένως δείξαµε ότι η  είναι οµοιοµορφισµός σε µια περιοχή του , δηλαδή 

τοπικός οµοιοµορφισµός στο . Παρόµοια, δείχνουµε ότι η  είναι τοπικός 

οµοιοµορφισµός παντού, άρα και οµοιοµορφισµός, οπότε έχουµε το συµπέρασµα. 

Σύµφωνα µε την προηγούµενη πρόταση, αν είναι γνωστόν ότι  είναι κανονική 

επιφάνεια, για να διαπιστωθεί ότι το  είναι σύστηµα συντεταγµένων της  

δεν χρειάζεται να ελεγχθεί αν η είναι οµοιοµορφισµός· αρκεί µόνον ο έλεγχος της 

συνεχείας της. 

2.3.3 Θεώρηµα. ΄Εστω  µια κανονική επιφάνεια και  δύο 

συστήµατα συντεταγµένων της . Αν  τότε η απεικόνιση 

αλλαγής συντεταγµένων (change of coordinates) ή απεικόνιση µεταφοράς 

(χαρτών) (transition map) 

 

είναι αµφιδιαφόριση (βλ. και Σχήµα 2.7). 

Απόδειξη. Θεωρούµε τυχόν και θέτουµε . 

Θα δείξουµε ότι η  είναι διαφορίσιµη στο . 

Επειδή  είναι σύστηµα συντεταγµένων, µπορούµε να υποθέσουµε, 

χωρίς βλάβη της γενικότητας, ότι  



Θεωρούµε την παραµέτρηση Monge  που κατασκευάζεται στην Απόδειξη 

της Πρότασης 2.3.1 µε . Τότε  , για µια διαφορίσιµη 

 και 

 

Επίσης, για κάποιο ανοιχτό  µε  η απεικόνιση 

 

είναι αµφιδιαφόριση. 

 

 

Σχήµα 2.7 

Τώρα περιορίζοντας την απεικόνιση  στο σύνολο  έχουµε 

 

που είναι σύνθεση διαφορίσιµων. 



 

2.4 Επιφάνειες εκ περιστροφής 
 

∆ίνεται ένα επίπεδο  και µία παραµετρηµένη επίπεδη απλή καµπύλη 

, της οποίας η εικόνα  περιέχεται στο επίπεδο 

. Υποθέτουµε ακόµη ότι δίνεται και µία ευθεία  του , η οποία δεν τέµνει την . 

Αν περιστρέψουµε το  περί την , τότε η καµπύλη  παράγει ένα υποσύνολο  

του  που καλείται επιφάνεια εκ περιστροφής (surface of revolution). Η  

καλείται καµπύλη κατατοµής (profile curve) ή γενέτειρα (generating curve) και η 

ευθεία  άξονας περιστροφής (axis) της . 

Τα σηµεία της , κατά την περιστροφή της, διαγράφουν κύκλους, τους οποίους 

καλούµε παραλλήλους της  (parallels of ), ενώ η  και οι νέες θέσεις της (κατά 

την ίδια περιστροφή) αποτελούν τους µεσηµβρινους (meridians) της . 

Για ευκολία θα θεωρήσουµε ότι  είναι το επίπεδο  και  ο άξονας . 

Επίσης, αφού η  δεν τέµνει τον , υποθέτουµε ότι βρίσκεται όλη σε ένα από τα 

δύο ηµιεπίπεδα, π.χ. σε αυτό µε . Θέτουµε . 

Σχετικώς παραθέτουµε το παρακάτω Σχήµα 2.8. 

΄Εστω  και . ΄Οπως 

αναφέραµε παραπάνω, καθώς το επίπεδο  περιστρέφεται περί τον άξονα των 

, το  διαγράφει ένα κύκλο ακτίνας  που βρίσκεται σε ένα επίπεδο 

παράλληλο µε το επίπεδο , σε ύψος . Τα σηµεία αυτού του κύκλου είναι οι 

τριάδες  όπου  

 



 

Σχήµα 2.8 

 

Άρα η επιφάνεια εκ περιστροφής  είναι το σηµειοσύνολο 

 

Θα κατασκευάσουµε κατάλληλες παραµετρήσεις από τέτοιες τριάδες. Πριν απ’ αυτό 

χρειαζόµαστε το εξής βοηθητικό συµπέρασµα [που ισχύει για κάθε κανονική (απλή) 

καµπύλη αλλά, για την οικονοµία της έκθεσης, θα περιοριστούµε στην δοσµένη ]: 

Για κάθε  υπάρχει ανοιχτό , έτσι ώστε  και η  να είναι 

γράφηµα κατάλληλης συνάρτησης  , δηλαδή  

 

 

Πράγµατι, εφ’ όσον η  είναι κανονική, , οπότε 

τουλάχιστον µία από τις δύο συντεταγµένες δεν µηδενίζεται. Ας υποθέσουµε ότι 

. Τότε, κατά το Θεώρηµα της Αντίστροφης Συνάρτησης, υπάρχει ανοιχτό 

 και ανοιχτό , έτσι ώστε  και η  να είναι 

αµφιδιαφόριση. Ορίζουµε την απεικόνιση 

 



Αν τώρα  είναι τυχόν σηµείο της , οπότε , θα υπάρχει 

µοναδικό  µε . Εποµένως, 

 

µε την οποίαν αποδεικνύεται ο ισχυρισµός µας. 

Σύµφωνα µε το προηγούµενο συµπέρασµα, τοπικά θα είναι 

 

Τότε όµως 

 

Πράγµατι, αν   και θέσουµε , θα έχουµε ότι  

και (βλ. και τη σχετική συζήτηση πριν την 

απόδειξη του Θεωρήµατος 2.2.1). Και αντιστρόφως : Αν υποθέσουµε ότι  

µε , τότε . Αν, για παράδειγµα,  τότε, κατά το 

Θεώρηµα της Πεπλεγµένης Συνάρτησης,  κατά τρόπο µοναδικό. 

Για διευκόλυνση, στη συνέχεια θα υποθέσουµε (όπως συµβαίνει στα περισσότερα 

παραδείγµατα) ότι η καµπύλη  δίνεται από την ισότητα , µε 

, για κάθε . Αυτό δεν αποτελεί ιδιαίτερο περιορισµό της 

γενικότητας γιατί, όπως θα δούµε στη συνέχεια, οι παραµετρήσεις κατασκευάζονται 

µε τον ίδιο τρόπο, απλώς αντί το  να µεταβάλλεται στο  θα µεταβάλλεται σε 

µικρότερα διαστήµατα, όπως το , και οι παραµετρήσεις θα καλύπτουν µικρότερα 

τµήµατα της επιφάνειας. ΄Ετσι, 

 

 

Θεωρούµε την διαφορίσιµη απεικόνιση 

 

Είναι προφανές ότι 

 



Χρησιµοποιώντας το Θεώρηµα 2.2.1, θα δείξουµε ότι η  είναι κανονική επιφάνεια: 

Για κάθε , το διαφορικό  είναι επί (ισοδύναµα ), 

αφού  

Πράγµατι, µπορούµε να γράψουµε ότι , όπου 

. Εποµένως, θέτοντας , έχουµε για τους 

αντίστοιχους πίνακες Jacobi, 

 

Αφού εξασφαλίσαµε ότι η  είναι κανονική επιφάνεια, ας κατασκευάσουµε µερικές 

εύχρηστες παραµετρήσεις. Για το σκοπό αυτό θεωρούµε την τριάδα  όπου 

 είναι η απεικόνιση 

 

και . Προφανώς το  είναι ανοιχτό υποσύνολο του  και η  είναι 

διαφορίσιµη (άρα και συνεχής). 

Η  είναι και 1–1: αν , τότε προκύπτει αµέσως ότι  

και . Λόγω της υπόθεσης ότι , είναι , άρα 

 

 

Επειδή η  είναι απλή, δηλαδή η  είναι 1–1, παίρνουµε , οπότε, 

από την ισότητα , προκύπτει ότι τα τόξα  έχουν 

ίσα  και , άρα . 

 

Επίσης το  είναι 1–1, για κάθε . Πράγµατι, 

 

Άρα 



 

Απ’ όπου προκύπτει ότι  

 

 

Επειδή από την υπόθεση , η ισότητα  δίνει 

, για κάθε , πράγµα που είναι άτοπο, γιατί τότε η 

 θα ήταν σταθερή και η εικόνα  ένα σηµείο. ΄Αρα   και 

. 

Παρατηρούµε ακόµη ότι η εικόνα  είναι ανοιχτό υποσύνολο του , αφού 

το  καλύπτει όλο το  πλήν των σηµείων της αρχικής καµπύλης. ΄Αρα η τριάδα 

 ικανοποιεί τις υποθέσεις της Πρότασης 2.3.2, οπότε είναι παραµέτρηση της 

. Σηµειώνουµε ότι για  σταθερά, οι αντίστοιχες παραµετρικές καµπύλες 

αποτελούν τους µεσηµβρινούς, ενώ για  σταθερά παίρνουµε τους παράλληλους 

(κύκλους). 

Με αλλαγή του διαστήµατος που περιέχει το τόξο , π.χ. παίρνοντας  

 και  κατασκευάζουµε µια 

δεύτερη παραµέτρηση της , έτσι ώστε οι δύο παραµετρήσεις να καλύπτουν όλη την 

 

Κλείνοντας θα πρέπει να παρατηρήσουµε ότι υπάρχουν επιφάνειες, οι οποίες 

προκύπτουν από την περιστροφή κλειστής καµπύλης (όπως η σπείρα στο επόµενο 

παράδειγµα), ή από καµπύλες που έχουν κοινά σηµεία µε τον άξονα των  (όπως η 

σφαίρα, η οποία προκύπτει από περιστροφή ενός ηµικυκλίου µε διάµετρο τον ίδιο 

τον άξονα περιστροφής), καθώς επίσης και από καµπύλες συµµετρικές ως προς τον 

άξονα. Τέτοιες επιφάνειες, επειδή δεν εµπίπτουν στον αρχικό ορισµό της επιφάνειας 

εκ περιστροφής, καλούνται γενικευµένες επιφάνειες εκ περιστροφής. Η µελέτη αυτών 

των επιφανειών γίνεται µε παρόµοιες µεθόδους, αν και υπάρχουν συχνά κάποια 

λεπτά προβλήµατα. ∆εν θα προχωρήσουµε περισσότερο στην κατεύθυνση αυτή και 

θα περιοριστούµε σε µερικά παραδείγµατα, εδώ και στις ασκήσεις. 

 

 



 

Παράδειγµα: Η σπείρα-τόρος (σαµπρέλα - torus) . 

Είναι η επιφάνεια εκ περιστροφής που προκύπτει εάν περιστρέψουµε περί τον άξονα 

των  έναν κύκλο (που βρίσκεται στο επίπεδο ) µε κέντρο  και ακτίνα , 

µε   

Η καµπύλη που περιγράφει τον κύκλο είναι η 

 

΄Αρα η σπείρα είναι το σηµειοσύνολο 

 

 

Σχήµα 2.9 

Μια παραµέτρηση δίνεται από την απεικόνιση 

 

η οποία βέβαια δεν καλύπτει όλο το , αλλά αφήνει έξω ένα "κατακόρυφο" κύκλο 

(µεσηµβρινό) και ένα "οριζόντιο" (παράλληλο). Για να καλυφθεί το  πλήρως, αρκεί 

να πάρουµε παρόµοιες παραµετρήσεις αλλάζοντας τα άκρα των διαστηµάτων, για 

παράδειγµα, σε  



 

3 Η καµπυλότητα Gauss 

 

Εισαγωγή 
 

Στο κεφάλαιο αυτό θα µελετήσουµε µία από τις σηµαντικότερες γεωµετρικές έννοιες, 

αυτήν της καµπυλότητας, η οποία περιγράφει κατά κάποιον τρόπο το ≪σχήµα≫ µιας 

επιφάνειας, δηλαδή το πόσο ≪καµπυλώνεται≫ η επιφάνεια στον χώρο. 

Μια πρώτη συστηµατική προσέγγιση της καµπυλότητας οφείλεται στον L. Euler και 

βασίζεται στον υπολογισµό της καµπυλότητας διαφόρων καµπυλών επί µιας 

επιφάνειας. 

΄Οµως, όπως σε µια καµπύλη, η καµπυλότητα υπολογίζεται µέσω της µεταβολής του 

πρώτου καθέτου διανύσµατος, έτσι και στην περίπτωση µιας επιφάνειας, µπορούµε 

να προσδιορίσουµε την καµπυλότητά της µέσω της µεταβολής του αντιστοίχου του 

καθέτου διανύσµατος, δηλαδή του µοναδικού διανύσµατος του χώρου, το οποίον 

είναι κάθετο στον εφαπτόµενο χώρο ενός σηµείου της επιφάνειας. Η µέθοδος αυτή 

οφείλεται στον C. F. Gauss και εκτίθεται στο θεµελιώδες έργο του Disquisitiones 

Generales circa Superficies Curvas, στο οποίον αναφερθήκαµε πολύ σύντοµα στην 

εισαγωγή του Κεφαλαίου 2. 

Εδώ δεν θα ακολουθήσουµε την ιστορική εξέλιξη. Πρώτα θα µελετήσουµε την 

καµπυλότητα µε την (µεταγενέστερη) µέθοδο του Gauss, αλλά µε πιό σύγχρονο 

τρόπο, και κατόπιν, για την πληρότητα, θα δούµε και την προσέγγιση του Euler.     

 

3.1 Κάθετα διανύσµατα 
 

Υποθέτουµε ότι δίνεται µια κανονική επιφάνεια  και παραµέτρηση  της  

στο σηµείο , δηλαδή . Θέτουµε .  

Αν θεωρήσουµε τον εφαπτόµενο χώρο , γνωρίζουµε ότι το 



 

είναι διάνυσµα του , κάθετο προς το επίπεδο των  και , δηλαδή κάθετο 

προς τον εφαπτόµενο χώρο  καθώς και στο κάθετο επίπεδο . Υπενθυµίζουµε 

ότι η ϕορά του  είναι τέτοια, ώστε η τριάδα 

 

να αποτελεί θετικά προσανατολισµένη βάση του . 

3.1.1 Ορισµός. Το διάνυσµα 

 

καλείται µοναδιαίο κάθετο διάνυσµα της  στο  (unit normal vector at ). Η 

ευθεία που διέρχεται από το  και είναι κάθετη στο επίπεδο  λέγεται κάθετη 

ευθεία στο . 

 Σύµφωνα µε τον προηγούµενο ορισµό, επί του συνόλου  ορίζεται µια 

απεικόνιση 

 

η οποία, επιπλέον, είναι διαφορίσιµη ως σύνθεση διαφορίσιµων απεικονίσεων. 

3.1.2 Ορισµός. Κάθε απεικόνιση της µορφής  καλείται διανυσµατικό 

πεδίο επί της  (vector field). 

Από τον τελευταίο ορισµό συνάγεται ότι η απεικόνιση  είναι ένα διαφορίσιµο 

µοναδιαίο κάθετο διανυσµατικό πεδίο επί του . 

Ας θεωρήσουµε τώρα µια παραµέτρηση  της επιφάνειας  και την 

απεικόνιση συµµετρίας (symmetry) 

 

Η ρ είναι γραµµικός ισοµορφισµός, εποµένως οµοιοµορφισµός και αµφιδιαϕόριση 

του επιπέδου στον εαυτό του, µε , άρα το σύνολο 

 



είναι ανοιχτό υποσύνολο  του . Ορίζουµε και την απεικόνιση 

 

που είναι οµοιοµορφισµός ως σύνθεση τέτοιων, και διαφορίσιµη µε σηµειακό 

διαφορικό τάξης 2, σε κάθε σηµείο του πεδίου ορισµού της. Άρα η  ορίζει µία (2-

διάστατη) παραµέτρηση της ίδιας επιφάνειας . ΄Εστω  και  

Θέτουµε  Για την νέα παραµέτρηση είναι 

 

και ανάλογα, 

 

άρα το µοναδιαίο κάθετο διάνυσµα στο , που ορίζει η παραµέτρηση  είναι 

αντίθετο του αρχικού  

Από τα προηγούµενα προκύπτει ότι κάθε παραµέτρηση  ορίζει πάντοτε στην 

εικόνα  ένα διαφορίσιµο µοναδιαίο κάθετο διανυσµατικό πεδίο. 

Περιφραστικά, ένα τέτοιο πεδίο καθορίζει ποιά πλευρά της επιφάνειας είναι η "πάνω" 

και ποιά η "κάτω". 

΄Ενα βασικό ερώτηµα είναι αν εξασφαλίζεται η ύπαρξη ενός τέτοιου πεδίου ολικά, 

δηλαδή σε ολόκληρη την επιφάνεια . Αυτό άλλοτε είναι δυνατόν, όπως στην 

περίπτωση της σφαίρας, και άλλοτε όχι, όπως στην ταινία του Mobius (Mobius 

band), που απεικονίζεται στο Σχήµα 3.1 της επόµενης σελίδας. Ας δούµε τι συµβάινει 

σ’ αυτήν την επιφάνεια: αν ξεκινήσουµε από ένα σηµείο  της ταινίας και την 

διατρέξουµε κινούµενοι κυκλικά, διαισθητικά βλέπουµε ότι, επανερχόµενοι στο , το 

αρχικό κάθετο διάνυσµα  θα έχει αλλάξει ϕορά και θα έχει γίνει . Αυτό 

σηµαίνει ότι δεν υπάρχει ολικό διαφορίσιµο πεδίο , αφού η συνέχειά του (λόγω 

διαφορισιµότητας) δεν επιτρέπει αλλαγή του προσήµου. Περιφραστικά, θα λέγαµε ότι 

σ’ αυτήν την επιφάνεια δεν µπορούµε να επιλέξουµε την "πάνω" ή "κάτω" πλευρά 

της επιφάνειας. 

 

Αν υπάρχει ένα ολικό µοναδιαίο κάθετο διαφορίσιµο διανυσµατικό πεδίο 

 



λέµε ότι η επιφάνεια  είναι προσανατολίσιµη (orientable), και το ολικό πεδίο  

είναι ένας προσανατολισµός (orientation). Αξίζει να σηµειωθεί ότι αν υπάρχει ένας 

προσανατολισµός όπως ο ανωτέρω, τότε και η αντίθετη απεικόνιση 

 

είναι επίσης προσανατολισµός της . 

 

Σχήµα 3.1 

 

3.1.3 Παραδειγµα. Στη µοναδιαία σφαίρα  θεωρούµε την παραµέτρηση 

.  

Για κάθε  και , είναι 

 

 

Οπότε 



 

Ο προηγούµενος τοπικός προσανατολισµός επεκτείνεται σε µια ολική διαφορίσιµη 

απεικόνιση 

 

άρα η  είναι προσανατολίσιµη. Συχνά, για τεχνικούς λόγους, επιλέγουµε τον 

προσανατολισµό  της σφαίρας. 

 

3.2 Η πρώτη θεµελιώδης µορφή 
 

Είδαµε ότι ο εφαπτόµενος χώρος  της  στο  είναι ένας γραµµικός 

χώρος, υπόχωρος του , διάστασης 2. Εποµένως, ο περιορισµός του συνήθους 

εσωτερικού γινοµένου  του  επί του  είναι ένα εσωτερικό γινόµενο του 

, που θα συµβολίζουµε µε . Εποµένως, 

 

Από το εσωτερικό γινόµενο 

 

κατασκευάζεται η τετραγωνική µορφή 

 

3.2.1 Ορισµός. Η τετραγωνική µορφή  λέγεται πρώτη ϑϑϑϑεµελιώδης 

(τετραγωνική) µορφή της  στο  (first fundamental form). 

Ας θεωρήσουµε τώρα µια παραµέτρηση  της  µε  και . 

΄Ηδη γνωρίζουµε ότι τα διανύσµατα 

 

αποτελούν βάση του . Αν πάρουµε δύο οποιαδήποτε εφαπτόµενα διανύσµατα 

 



 

τότε θα είναι 

 

Ιδιαιτέρως, αν , βρίσκουµε οτι 

 

Αν θέσουµε 

 

παίρνουµε τις εκφράσεις 

 

Εποµένως, η πρώτη θεµελιώδης µορφή  και το εσωτερικό γινόµενο  

καθορίζονται πλήρως από τις ποσότητες  και  

3.2.2 Ορισµός. Καλούµε θεµελιώδη µεγέθη 1ης τάξης της  στο  (first 

fundamental coefficients) τις ποσότητες  και  

Παρατηρούµε ότι η 1η θεµελιώδης µορφή είναι ανεξάρτητη της θεωρούµενης 

παραµέτρησης, ενώ τα θεµελιώδη µεγέθη εξαρτώνται από την . Επιπλέον, 

αν αφήσουµε το  να µεταβάλλεται µέσα στο , τα θεµελιώδη µεγέθη 

 και  ορίζουν διαφορίσιµες συναρτήσεις 

 

Θα δούµε τώρα µιαν άλλη έκφραση του , η οποία είναι χρήσιµη σε πολλές 

περιπτώσεις. Γνωρίζουµε ότι ένα εφαπτόµενο διάνυσµα  µπορεί να γραφτεί 

µε την µορφή 



 

 

για κάποιο  και µε , όπου , για  

κατάλληλα µικρό έτσι ώστε . Εποµένως, 

 

Επειδή η  παίρνει τιµές στο , µπορούµε να γράψουµε ότι  

άρα . Συνεπώς, 

 

οπότε ο τύπος (3.2.1) παίρνει την µορφή 

(3.2.3)  

Από την προηγούµενη σχέση παίρνουµε την συµβολική έκφραση 

 

που σχετίζεται µε το στοιχειώδες µήκος (βλ. πιό κάτω την έννοια του µήκους). Θα 

αποφύγουµε όµως την χρήση της γιατί µπορεί να οδηγήσει σε παρανοήσεις ή λάθη. 

3.2.3 Πρόταση. Ισχύουν οι σχέσεις : 

 

 



Απόδειξη. Η  είναι αποτέλεσµα της γνωστής σχέσης 

 

και του ορισµού των µεγεθών . 

Επειδή ,  και  είναι διάφορα του , προκύπτουν οι γνήσιες ανισότητες της 

. 

Μέσω των θεµελιωδών µεγεθών µπορούµε να υπολογίζουµε µήκη, γωνίες και 

εµβαδά πάνω σε επιφάνειες. 

΄Εστω ότι  είναι µία διαφορίσιµη καµπύλη. Θα εκφράσουµε τα 

εφαπτόµενα διανύσµατά της ως στοιχεία αντιστοίχων εφαπτοµένων χώρων της 

επιφάνειας. ΄Ετσι, επειδή , όπου 

 

είναι διαφορίσιµη επίπεδη καµπύλη, έχουµε 

 

δηλαδή, καταλήγουµε στη σχέση 

 

από την οποία συµπεραίνουµε ότι 

(3.2.4)  

άρα [βάσει της (3.2.3)] 

(3.2.5)  

Βάσει των ανωτέρω, το µήκος (τόξου) µιας διαφορίσιµης (κανονικής) καµπύλης 

 δίνεται από την σχέση 



(3.2.6)  

Για δύο διανύσµατα , η γωνία  που σχηµατίζουν υπολογίζεται, ως 

συνήθως, από την σχέση 

(3.2.7)  

Αν έχουµε δύο κανονικές διαφορίσιµες καµπύλες  και  που 

τέµνονται στο , δηλαδή υπάρχουν  και  τέτοια ώστε 

, τότε ορίζεται η γωνία θ των καµπυλών αυτών, στο εν λόγω 

σηµείο, µέσω της γωνίας των ταχυτήτων τους, δηλαδή µέσω της σχέσης 

(3.2.8)  

Ιδιαιτέρως, αν οι  και  είναι οι καµπύλες συντεταγµένων της δοσµένης 

παραµέτρηση , τότε 

(3.2.9)  

Παρατηρούµε ότι 

 

Μιά παραµέτρηση µε  καλείται ορθογώνια (orthogonal parametrization). 

 

΄Εστω τώρα  ένας ϕραγµένος τόπος υποσύνολο της . Το εµβαδόν του 

 (area) δίνεται από τον τύπο 

 

 



Λόγω της σχέσης  της Πρότασης 3.2.3, τελικά το εµβαδόν του  δίνεται από τον 

τύπο 

(3.2.10)  

3.2.4 Παρατηρήσεις. 1) Αν η εικόνα  µιας παραµέτρησης  καλύπτει 

ολόκληρη την επιφάνεια  πλην ενός συνόλου µηδενικού εµβαδού (π.χ. πλην µιας 

γραµµής ή µεµονωµένων σηµείων), τότε το εµβαδόν του  συµπίπτει µε το 

εµβαδόν όλης της . 

2) Αν το σύνολο  δεν περιέχεται ολόκληρο σε ένα σύστηµα συντεταγµένων, το 

διαµερίζουµε σε υποσύνολα που έχουν αυτή την ιδιότητα, και υπολογίζουµε τα 

επιµέρους εµβαδά. 

3.2.5 Παραδείγµατα. (1) Ας θεωρήσουµε την επιφάνεια του κατακόρυφου (ή 

ορθού) κυλίνδρου (cylinder) ακτίνας 1 

 

Μια παραµέτρηση του  δίνεται από την τριάδα  µε 

 

που τον καλύπτει όλόκληρο, εκτός από µία γενέτειρα. Αµέσως βλέπουµε ότι 

 

Εποµένως, για κάθε , έχουµε 

 

 

Οι τιµές αυτές προκύπτουν για κάθε , άρα 



 

(σταθερώς), άρα η παραπάνω παραµέτρηση του κυλίνδρου είναι ορθογώνια. 

 

2) Ας πάρουµε το επίπεδο  του Παραδείγµατος 2, §2.2. Παραγωγίζοντας µερικώς 

την παραµέτρησή του, έχουµε ότι 

 

Οπότε 

 

και τελικά 

 

 

Στην ιδιαίτερη περίπτωση του επιπέδου , είναι  και 

, άρα 

 

δηλαδή το επίπεδο αυτό έχει τα ίδια θεµελιώδη µεγέθη µε τον κύλινδρο. Αυτό µας 

οδηγεί στην επόµενη βασική παρατήρηση: 

Τα θεµελιώδη µεγέθη 1ης τάξης δεν προσδιορίζουν, από µόνα τους, την επιφάνεια. 

 

3.3 Η απεικόνιση Gauss 
 

Θεωρούµε µια προσανατολισµένη επιφάνεια  και τον προσανατολισµό της 

. Επειδή κάθε  είναι µοναδιαίο διάνυσµα, µπορούµε να 

θεωρήσουµε ότι η  είναι απεικόνιση της µορφής 

(3.3.1)  



3.3.1 Ορισµός. Η απεικόνιση (3.3.1) καλείται απεικόνιση Gauss (Gauss map) της 

. 

3.3.2 Πρόταση. Η απεικόνιση Gauss είναι διαφορίσιµη. 

Απόδειξη. Αρκεί να δείξουµε ότι για κάθε παραµέτρηση  της , η τοπική 

παράσταση 

 

 

είναι διαφορίσιµη. Πράγµατι, για κάθε , είναι 

 

η οποία είναι προφανώς διαφορίσιµη απεικόνιση. 

Εφ’ όσον η  είναι διαφορίσιµη, ορίζεται και το διαφορικό της 

(3.3.2)  

σε κάθε σηµείο . Ο εφαπτόµενος χώρος  είναι ο (µοναδικός) 2-διάστατος 

υπόχωρος του , που είναι κάθετος στο διάνυσµα . Από το άλλο µέρος, από 

κατασκευή, και ο εφαπτόµενος χώρος  είναι 2- διάστατος υπόχωρος του , 

και είναι κάθετος στο διάνυσµα θέσης (ακτίνα) του σηµείου . Εποµένως οι 

χώροι  και  είναι δύο επίπεδα παράλληλα µεταξύ τους (ως κάθετα προς 

το  και έχουν κοινό σηµείο το 0, άρα συµπίπτουν, δηλαδή 

(3.3.3  

Οπότε η (3.3.2) µπορεί να θεωρηθεί ότι είναι απεικόνιση της µορφής 

(3.3.4)  

Το προηγούµενο διαφορικό ουσιαστικά εκφράζει τον τρόπο µεταβολής του , 

εποµένως, κατά κάποιον τρόπο, περιγράφει το "σχήµα" της επιφάνειας. 

3.3.3 Ορισµός. Η αντίθετη της απεικόνισης (3.3.4), δηλαδή ο τελεστής 

 

καλείται τελεστής σχήµατος της  στο  (shap  



΄Εστω τώρα µια παραµέτρηση της µε . Για να υπολογίσουµε τις 

εικόνες των  µέσω της , αρκεί να βρούµε τις εικόνες των βασικών 

διανυσµάτων , όπου . Για το σκοπό αυτό χρησιµοποιούµε τις καµπύλες 

  και  , όπου 

 

αντιστοίχως, µε ( , .  

Ανάλογα βρίσκουµε ότι 

 

Συµβολικά θέτουµε 

(3.3.5)  

 

οπότε, τελικά, 

(3.3.6)  

 

3.3.4 Θεώρηµα. Ο τελεστής σχήµατος είναι αυτοσυζυγής (ή συµµετρικός) 

(selfadjoint), δηλαδή, για οποιαδήποτε διανύσµατα  , ισχύει η σχέση 

 

Απόδειξη. Προφανώς, αρκεί να δειχθεί ότι 

 

δηλαδή ότι ο αντίθετός του  είναι αυτοσυζυγής. Επίσης, αρκεί να αποδειχθεί η 

ανωτέρω σχέση για τυχούσα βάση  του . Εποµένως, αρκεί να 

αποδειχθεί ότι 

 



ή, σύµφωνα µε την (3.3.6), 

(3.3.7)  

 

Επειδή 

(3.3.8)  

για τις συναρτήσεις  και  ισχύει ότι 

 

 

Παραγωγίζοντας την  ως προς , έχουµε : 

 

 

Θέτοντας 

(3.3.9)  

 

και χρησιµοποιώντας τις (3.3.5), η σχέση πριν την (3.3.9) δίνει την 

(3.3.10)  

Ανάλογα, παραγωγίζοντας την  ως προς , βρίσκουµε ότι 

(3.3.11)  

Επειδή 



(3.3.11)  

οι (3.3.10) και (3.3.11) οδηγούν στην 

 

που είναι η ζητούµενη. 

 

Σύµφωνα µε την γενική θεωρία των αυτοσυζυγών τελεστών, υπάρχει µια 

ορθοκανονική βάση   του , τέτοια ώστε 

(3.3.13)  

µε . Προφανώς τα  είναι ιδιοδιανύσµατα του  και ,  οι 

αντίστοιχες ιδιοτιµές. Εποµένως, ο πίνακας του , ως προς την ορθοκανονική 

βάση  είναι ο 

(3.3.14)  

 

3.3.5 Ορισµός. Οι ιδιοτιµές ,  καλούνται κύριες καµπυλότητες της  στο  

(principal curvatures), ενώ οι κατευθύνσεις που προσδιορίζονται από τα 

ιδιοδιανύσµατα  καλούνται κύριες κατευθύνσεις της  στο  (principal 

directions). Ιδιαιτέρως, καλείται καµπυλότητα Gauss της  στο  (Gaussian 

curvature) η ποσότητα 

 

και µέση καµπυλότητα  της  στο  (mean curvature) η ποσότητα 

 

3.3.6 Παρατήρηση. Αν αντί του προσανατολισµού  πάρουµε τον , τότε ο 

τελεστής σχήµατος είναι ο  µε ιδιοτιµές  και . Συνεπώς η καµπυλότητα 

του Gauss θα µείνει ίδια, αλλά η µέση καµπυλότητα θα αλλάξει σηµείο. 



 

3.3.7 Ορισµός. Ενα σηµείο  λέγεται 

−ελλειπτικό, αν  

−υπερβολικό, αν  

−παραβολικό, αν  µε  

−επιπεδικό, αν . 

 

Η µελέτη των σηµείων των προηγουµένων µορφών έχει ιδιαίτερη σηµασία για την 

µελέτη της επιφάνειας, ξεφεύγει όµως από τους σκοπούς του παρόντος. 

3.4 Η δεύτερη θεµελιώδης µορφή 
 

3.4.1 Ορισµός. ΄Εστω  µία προσανατολίσιµη κανονική επιφάνεια και  ένας 

προσανατολισµός της. Ονοµάζουµε δεύτερη θεµελιώδης µορφή της  στο  

(second fundamental form) την τετραγωνική µορφή που αντιστοιχεί στον αυτοσυζυγή 

τελεστή , δηλαδή την τετραγωνική µορφή 

(3.4.1)  

 

Θεωρούµε την ορθοκανονική βάση  και τις ιδιοτιµές ,  του 

αυτοσυζυγούς τελεστή  . Τότε, αν πάρουµε τυχόν διάνυσµα  µε 

, µπορούµε να το εκφράσουµε µε την µορφή 

 

 

 

Εποµένως, υπολογίζοντας την  στο , βρίσκουµε ότι 



 

δηλαδή καταλήγουµε στην 

(3.4.2)  

Η σχέση (3.4.2) είναι γνωστή ως τύπος του Euler (Euler’s formula) και προσδιορίζει 

την τιµή της  επί του µοναδιαίου κύκλου. Από την µορφή αυτή είναι ϕανερόν ότι 

οι  και  είναι οι ακρότατες τιµές της  στα µοναδιαία διανύσµατα. 

Μιά άλλη έκφραση του  προκύπτει µε τον ακόλουθο τρόπο: ΄Εστω τυχόν 

. Επειδή , έχουµε ότι 

 

 

Λόγω της (3.3.8), η προηγούµενη µετασχηµατίζεται στην 

(3.4.3)  

 

Θέτοντας τώρα 



(3.4.4)  

η (3.4.3) παίρνει την τελική µορφή 

(3.4.5)  

 

Οι διαφορίσιµες απεικονίσεις  καλούνται θεµελιώδη µεγέθη 2ης 

τάξης της  (second fundamental coefficients) και εξαρτώνται από την 

παραµέτρηση  

 

Για την πληρότητα θα αναφέρουµε και κάποιες άλλες εκφράσεις των  και , που 

είναι πολλές ϕορές πιο εύχρηστες από αυτές των (3.4.4). Για τον σκοπό αυτό 

παραγωγίζουµε την  ως προς , οπότε παίρνουµε την 

 

Θέτοντας 

 

έχουµε ότι 

(3.4.6)  

Παρόµοια, παραγωγίζοντας την  ως προς , παίρνουµε 

 

 

Λαµβάνοντας υπ’ όψιν την (3.3.12) βρίσκουµε την 



(3.4.7)  

 

Τέλος, παραγωγίζοντας την  ως προς , παίρνουµε 

 

Θέτοντας 

 

βρίσκουµε ότι 

(3.4.8)  

 

Επειδή το  είναι το (κανονικοποιηµένο) εξωτερικό γινόµενο των  και , 

τα εσωτερικά γινόµενα τα οποία εµφανίζονται στους παραπάνω τύπους (3.4.6)–

(3.4.8) είναι µικτά γινόµενα, άρα καταλήγουµε στην επόµενη µορφή των θεµελιωδών 

µεγεθών 2ης τάξης (όπου παραλείπουµε την µεταβλητή ): 

(3.4.9)  

 

Η διαφορά των τύπων (3.4.4) από τους (3.4.9) είναι προφανής : οι πρώτοι 

εµφανίζουν τις µερικές παραγώγους (1ης τάξης) του  και της , ενώ οι τελευταίοι 

εµφανίζουν τις µερικές παραγώγους (1ης και 2ης τάξης) µόνο της . Η προτίµηση 

για την χρήση της µιας ή της άλλης οµάδας εξαρτάται από το πόσο πολύπλοκη είναι 

η µορφή του  και των ,  (οπότε και ο υπολογισµός των αντιστοίχων 

παραγώγων τους είναι επίσης πολύπλοκος). Εποµένως, θα επιλέξουµε τους τύπους 

εκείνους που προκύπτουν µε την ευκολότερη δυνατή παραγώγιση. 

 



Οι θεµελιώδεις µορφές ουσιαστικά προσδιορίζουν τοπικά την επιφάνεια. Πιό 

συγκεκριµµένα (χωρίς να προχωρήσουµε σε λεπτοµέρειες), ισχύει το Θεµελιώδες 

Θεώρηµα των Επιφανειών, σύµφωνα µε το οποίο αν δίνονταιτρεις συναρτήσεις 

 τάξης τουλάχιστον  και τρεις συναρτήσεις  τάξης τουλάχιστον , µε 

πεδίο ορισµού ένα ανοιχτό , έτσι ώστε 

  

τα   ικανοποιούν κατάλληλες σχέσεις συµβιβαστότητας (τις 

λεγόµενες εξισώσεις Gauss και MainardiCodazzi), 

τότε υπάρχει σύστηµα συντεταγµένων , µε  τάξης τουλάχιστον , τέτοιο 

ώστε τα  να είναι τα θεµελιώδη µεγέθη της 1ης και 2ης τάξης, 

αντιστοίχως, που ορίζονται από την . Η εικόνα  είναι µονοσήµαντα ορισµένη, 

εκτός από την θέση της στον χώρο. 

Για λεπτοµέρειες παραπέµπουµε στη βιβλιογραφία. 

 

3.5 Η καµπυλότητα µέσω των θεµελιωδών µεγεθών 
 

Σκοπός µας στα επόµενα είναι να προσδιορίσουµε την καµπυλότητα µέσω των 

θεµελιωδών µεγεθών. Είδαµε προηγουµένως ότι αν θεωρήσουµε τον πίνακα του 

αυτοσυζυγούς τελεστή  ως προς την ορθοκανονική βάση 

  των ιδιοδιανυσµάτων του, τότε έχει την διαγώνια µορφή (3.3.14), ενώ η 

καµπυλότητα Gauss και η µέση καµπυλότητα παίρνουν αντιστίχως τη µορφή 

 

Αν αλλάξουµε την βάση του , αλλάζει η µορφή του πίνακα (3.3.14) αλλά δεν 

επηρεάζεται η ορίζουσα , ούτε το ίχνος 

. Θεωρούµε λοιπόν τον πίνακα  του  ως προς την 

βάση , που εισάγεται από µια παραµέτρηση . ΄Εστω 

(3.5.1)  

Οι συντεταγµένες του πίνακα ορίζονται από τις ισότητες [βλ. σχέσεις (3.3.6)] 

 



 

Αφήνοντας το  να µεταβάλλεται µέσα στο , παίρνουµε ότι 

 

Οι προηγούµενες ισότητες αποτελούν ένα σύστηµα τεσσάρων εξισώσεων µε 

τέσσερεις αγνώστους, που έχει ακριβώς µία λύση [βλ. και Πρόταση 3.2.3(ii)] 

 

 

΄Ενας απλός υπολογισµός αποδεικνύει ότι 

(3.5.2)  

Από την µορφή (3.5.2) του  προκύπτει αµέσως ότι 

 

δηλαδή έχουµε την επόµενη εκφραση της καµπυλότητας Gauss 

(3.5.3)  

Παρόµοια, 



 

δηλαδή η µέση καµπυλότητα παίρνει τη µορφή 

(3.5.4)  

 

Αφού είναι γνωστή η µορφή των , µπορεί κανείς να επανέλθει στις εξισώσεις του 

ορισµού τους, και να πάρει τις σχέσεις 

(3.5.5), (3.5.6)  

Οι τελευταίες είναι γνωστές ως εξισώσεις Weingarten. 

Ας παρατηρήσουµε εδώ ότι, αν είναι γνωστές οι  και , οι κύριες καµπυλότητες 

µπορούν να υπολογιστούν ως ρίζες της δευτεροβάθµιας εξίσωσης 

 

 

Ανακεφαλαιώνοντας, βλέπουµε ότι µπορούµε να προσδιορίσουµε την καµπυλότητα 

Gauss  και την µέση καµπυλότητα , χρησιµοποιώντας τους τύπους (3.5.3) 

και (3.5.4), που εκφράζουν τα  και  µέσω των θεµελιωδών µεγεθών. 
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