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Περίληυη 

Με ηελ έιεπζε ηνπ εηθνζηνχ πξψηνπ αηψλα έκειιε λα πέζεη έλα αθφκα θξάγκα ζην πεδίν ησλ 

Μαζεκαηηθψλ. Πξφθεηηαη γηα ηελ απφδεημε ηνπ γλσζηνχ ζεσξήκαηνο ηνπ Fermat, ελφο ζεκαληηθνχ θαη 

παξάιιεια κπζηεξηψδνπο αληηθεηκέλνπ κειέηεο πνπ ηαιαηπψξεζε γηα πνιιά ρξφληα πάξα πνιινχο 

εξεπλεηέο αιιά παξάιιεια γέλλεζε ζεκαληηθέο κεζφδνπο θαη ζεσξίεο. 

Αλάγθεο γηα ιχζεηο ζε πξαγκαηηθά πξνβιήκαηα αλέδεημαλ έλα ζεκαληηθφ ηνκέα ησλ 

Μαζεκαηηθψλ: ηηο δηνθαληηθέο εμηζψζεηο. Οη εθαξκνγέο απηψλ ζε άιιεο επηζηήκεο είλαη θαζνξηζηηθέο. 

Οη ιχζεηο πνπ πεγάδνπλ απ’ απηέο είλαη ζαθείο θαη αθέξαηεο. Ζ ρξήζε ηνπο ζε πξνγξακκαηηζηηθέο 

κεζφδνπο δίλεη πξαθηηθέο ιχζεηο ζε θαζεκεξηλά πξνβιήκαηα, απφ ηα πην απιά κέρξη ηα πην πνιχπινθα 

πνπ κε ηε βνήζεηα ησλ ειεθηξνληθψλ ππνινγηζηψλ δελ είλαη πιένλ αλππέξβιεηα. 

Απιέο ή θαη πνιχπινθεο κέζνδνη, έμππλνη αιιά θαη «άπιεζηνη» αιγφξηζκνη, πξνζθέξνπλ ιχζεηο 

ζε πξνβιήκαηα πνπ βαζίδνληαη ζηε ζεσξία επίιπζεο δηνθαληηθψλ εμηζψζεσλ. Σν παξειζφλ ήηαλ γεκάην 

ζπγθηλήζεηο· πνηνο κπνξεί λα πεη γηα ην ηη καο επηθπιάζζεη ην κέιινλ; 

Abstract 

With the advent of the twentyfirst century another barrier in the field of Mathematics was destined to be 

overcome. Concerning the proof of Fermat’s famous theorem, an important and mysterious object of 

study which troubled many researchers for many years but also gave birth to important methods and 

theories. 

The need for solutions to real problems highlighted an important area of mathematics: the 

diophantine equations. Their applications to other sciences are crucial and the deriving solutions are clear 

and intact. Their use in programming methods provides practical solutions to everyday problems, from 

the simplest to the complex one, which due to computers are no longer insuperable. 

Simple or complex methods, intelligent and “greedy” algorithms, offer solutions to problems 

based on the theory of solving diophantine equations. The past was full of emotions. Who shall tell what 

the future holds? 



 

 

Πίνακας περιετομένφν 

0. Δηζαγσγή ............................................................................................................................................. 6 

1. Γηνθαληηθέο Δμηζψζεηο θαη Δμηζψζεηο Γηαθνξψλ ............................................................................... 7 

1.1. Δμηζψζεηο κε έλαλ άγλσζην ........................................................................................................ 7 

1.2. Γξακκηθέο εμηζψζεηο κε δχν αγλψζηνπο ..................................................................................... 7 

1.3. Δμηζψζεηο δεπηέξνπ βαζκνχ κε ηξεηο αγλψζηνπο (παξαδείγκαηα) ........................................... 12 

1.4. Δμηζψζεηο ηνπ ηχπνπ         . Δχξεζε φισλ ησλ ιχζεσλ απηήο ηεο εμίζσζεο ............ 15 

1.5. Δμηζψζεηο Γεπηέξνπ Βαζκνχ κε Γχν Αγλψζηνπο: ε Γεληθή Πεξίπησζε ................................. 21 

1.6. Δμηζψζεηο κε Γχν Αγλψζηνπο θαη Βαζκνχ Άλσ ηνπ Γχν ........................................................ 26 

1.7. Αιγεβξηθέο Δμηζψζεηο κε Σξεηο Αγλψζηνπο θαη Βαζκνχ Άλσ ηνπ Γχν. 

 Μεξηθέο Δθζεηηθέο Δμηζψζεηο .................................................................................................. 29 

2. ΢χγρξνλε Μέζνδνο γηα Πξφηππα Δπίιπζεο ζηνλ Ακηγή Αθέξαην Πξνγξακκαηηζκφ........................ 34 

2.1. Δηζαγσγή .................................................................................................................................. 34 

2.2. Ζ Μέζνδνο ................................................................................................................................ 34 

2.3. Παξαδείγκαηα ........................................................................................................................... 35 

2.3.1. Πεξίπησζε "Α(1)" ............................................................................................................ 35 

2.3.2. Πεξίπησζε "Α(2)" ............................................................................................................ 37 

2.3.3. Πεξίπησζε "Β(1)" ............................................................................................................ 38 

2.3.4. Πεξίπησζε "Β(2)" ............................................................................................................ 39 

2.3.5. ΢πκπέξαζκα ..................................................................................................................... 40 

3. Πξνβιήκαηα Διαρίζησλ Γελλεηηθψλ Γέληξσλ ................................................................................. 41 

3.1. Έλα παξάδεηγκα: Σν πξφβιεκα ηεο Modern Corp.................................................................... 41 

3.2. Τπνζέζεηο ελφο πξνβιήκαηνο ειαρίζηνπ γελλεηηθνχ δέληξνπ. ................................................ 42 

3.3. Έλαο εληππσζηαθά απιφο αιγφξηζκνο ...................................................................................... 43 

3.4. Μεξηθέο εθαξκνγέο ................................................................................................................... 47 

3.5. Δξσηήζεηο αλαζθφπεζεο .......................................................................................................... 47 

3.6. Γισζζάξην ................................................................................................................................ 47 

3.7. Πξνβιήκαηα .............................................................................................................................. 47 

4. ΢πκπεξάζκαηα ................................................................................................................................... 51 

5. Βηβιηνγξαθία ..................................................................................................................................... 52 

 

 



Μεηαπηςσιακή Διαηπιβή Παπάζσορ Καμπαγεωπγίος 

Ειδικέρ Μοπθέρ Εξιζώζεων και Εθαπμογέρ Αςηών 6 

0. Εισαγωγή 

Σα Μαζεκαηηθά ζεσξνχληαη σο ε κφλε επηζηήκε πνπ κπνξεί λα ηεζεί αξσγφο φισλ ησλ ππφινηπσλ 

επηζηεκψλ αθνχ νη κέζνδνί ηεο κπνξνχλ λα βνεζήζνπλ ζηελ επίιπζε νπνησλδήπνηε πξνβιεκάησλ. Καη 

αλ απηφ δελ είλαη εθηθηφ, ε καζεκαηηθή ζθέςε νδεγεί ζηε γέλεζε λέσλ επαλαζηαηηθψλ κεζφδσλ. Έλα 

απ’ ηα πην άκεζα εθαξκφζηκα ηκήκαηα ησλ Μαζεκαηηθψλ ζρεηίδεηαη κε ηελ επίιπζε δηνθαληηθψλ 

εμηζψζεσλ. Δθαξκνγέο ηνπο πξαγκαηνπνηνχληαη ζε θιάδνπο ηεο Δπηρεηξεζηαθήο Έξεπλαο, ζε ζρεδηαζκφ 

δηθηχσλ, ζηε ζεσξία παηγλίσλ, θ.α. 

΢ηελ πξψηε ελφηεηα ηεο παξνχζαο εξγαζίαο δίλνληαη ζπγθεθξηκέλα απνηειέζκαηα απ’ ηα 

θπξηφηεξα ηεο ζεσξίαο επίιπζεο εμηζψζεσλ ζηνπο αθέξαηνπο, ζε κία πξνζπάζεηα εμνηθείσζεο κ’ απηήλ, 

μεθηλψληαο απ’ ηηο πην απιέο κνξθέο εμηζψζεσλ θαη θαηαιήγνληαο ζε ελδηαθέξνληα ζεκεία θαη 

ζπκπεξάζκαηα πνπ αθνξνχλ ην ζεψξεκα ηνπ Fermat θαη ζρεηηθέο κ’ απηφ κεζφδνπο. Αλαιχνληαη νη 

πεξηπηψζεηο επίιπζεο εμηζψζεσλ ελφο αγλψζηνπ, γξακκηθψλ εμηζψζεσλ κε δχν αγλψζηνπο, εμηζψζεσλ 

δεπηέξνπ βαζκνχ κε δχν αγλψζηνπο (κε παξαδείγκαηα εμηζψζεσλ ηνπ ηχπνπ         ), 

ζπγθεθξηκέλσλ ηχπσλ εμηζψζεσλ δεπηέξνπ βαζκνχ κε ηξεηο αγλψζηνπο, εμηζψζεσλ κε δχν αγλψζηνπο 

θαη βαζκνχ άλσ ηνπ δχν θαη, ηέινο, αλαθνξέο ζε αιγεβξηθέο εμηζψζεηο κε ηξεηο αγλψζηνπο θαη βαζκνχ 

άλσ ηνπ δχν (ζεψξεκα ηνπ Fermat, εθζεηηθέο εμηζψζεηο). 

Οη δηνθαληηθέο εμηζψζεηο (εμηζψζεηο κε αθέξαηνπο ζπληειεζηέο) ζπλδένληαη ζηελά κε αξθεηά 

πξνβιήκαηα ηεο ζεσξίαο αξηζκψλ. Δκθαλίδνληαη κάιηζηα κεξηθέο θνξέο θαη ζηε Φπζηθή. ΢θνπφο είλαη ε 

αλάπηπμε κεζφδσλ αθέξαηαο επίιπζεο απηψλ ησλ εμηζψζεσλ. ΢πγθεθξηκέλα, ζηε δεχηεξε ελφηεηα 

γίλεηαη αλαθνξά ζηνλ ακηγή αθέξαην πξνγξακκαηηζκφ (έλαλ απφ ηνπο ζεκαληηθφηεξνπο θιάδνπο ηεο 

Δπηρεηξεζηαθήο Έξεπλαο) ν νπνίνο απνζθνπεί ζηε κεγηζηνπνίεζε ή ειαρηζηνπνίεζε κίαο ζπλάξηεζεο 

φπνπ νη κεηαβιεηέο ηεο ζα πξέπεη λα ηθαλνπνηνχλ έλα πιήζνο πεξηνξηζκψλ (αληζψζεσλ) ελψ νη 

επηηξεπηέο ηηκέο ηνπο είλαη αθέξαηεο θαη ζεηηθέο. ΢ηελ ελφηεηα απηή παξνπζηάδεηαη κία απιή κέζνδνο 

επίιπζεο ηέηνησλ πξνβιεκάησλ. Γίλεηαη ην ζεσξεηηθφ πιαίζην θαη αλαπηχζζνληαη θαηάιιεια 

παξαδείγκαηα γηα φιεο ηηο δπλαηέο πεξηπηψζεηο ηεο πνπ βνεζνχλ ζηελ θαηαλφεζε ηεο κεζφδνπ. 

Σέινο, ζηελ ηξίηε ελφηεηα γίλεηαη αλαθνξά ζε κία πνιχ γλσζηή θαηεγνξία πξνβιεκάησλ πνπ 

έρνπλ σο ζηφρν ην ζρεδηαζκφ δηθηχσλ. ΢’ απηνχ ηνπ είδνπο ηα πξνβιήκαηα δίλνληαη νη θφκβνη θαη 

δεηνχληαη νη ζπλδέζεηο εθείλεο (απφ έλα ζχλνιν ζπλδέζεσλ) πνπ ζα πξέπεη φηαλ εηζαρζνχλ ζην δίθηπν 

λα ειαρηζηνπνηήζνπλ ην θφζηνο αιιά ηαπηφρξνλα λα ην εθνδηάζνπλ κ’ έλα κνλνπάηη κεηαμχ δχν 

νπνησλδήπνηε θφκβσλ ηνπ. Με ιίγα ιφγηα ζα αζρνιεζνχκε κε ην πξφβιεκα ειαρίζηνπ γελλεηηθνχ 

δέληξνπ (minimum spanning tree) θαη ηελ παξνπζίαζε ελφο «άπιεζηνπ» αιγφξηζκνπ αιιά αξθεηά απινχ 

θαη απνηειεζκαηηθνχ. Αλαπηχζζεηαη θαηάιιειν παξάδεηγκα πνπ αλαδεηθλχεη ηελ απιφηεηα θαη 

απνηειεζκαηηθφηεηά ηνπ αθφκα θαη ζηηο πεξηπηψζεηο πνπ θαηλνκεληθά θαηαιήγνπκε ζε αδηέμνδν. 
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1. Διοφαντικές Εξισώσεις και Εξισώσεις Διαφορών 

Ζ ζεσξεηηθή ζεκαζία ησλ εμηζψζεσλ κε αθέξαηνπο ζπληειεζηέο (δηνθαληηθέο εμηζψζεηο) είλαη αξθεηά 

κεγάιε θαζψο ζπλδένληαη ζηελά κε αξθεηά πξνβιήκαηα ηεο ζεσξίαο αξηζκψλ. Δμ άιινπ, απηέο νη 

εμηζψζεηο εκθαλίδνληαη κεξηθέο θνξέο θαη ζηε Φπζηθή γη’ απηφ είλαη ηφζν ζεκαληηθέο ζηελ πξάμε. 

Σέινο, ηα ζηνηρεία ηεο ζεσξίαο ησλ εμηζψζεσλ κε αθέξαηνπο ζπληειεζηέο φπσο παξνπζηάδνληαη ζηελ 

παξνχζα εξγαζία είλαη θαηάιιεια γηα ηε δηεχξπλζε ηνπ καζεκαηηθνχ νξίδνληα ησλ ζπνπδαζηψλ 

ιπθείσλ θαη παηδαγσγηθψλ ηλζηηηνχησλ. 

Δδψ δίλνληαη ζπγθεθξηκέλα απνηειέζκαηα απ’ ηα θπξηφηεξα ηεο ζεσξίαο επίιπζεο εμηζψζεσλ 

ζηνπο αθέξαηνπο. Απνδείμεηο πεξίπινθσλ ζεσξεκάησλ ζπκπεξηιακβάλνληαη φηαλ είλαη αξθεηά απιέο. 

1.1. Εξισώσεις με έναν άγνωστο 

Έζησ ε γξακκηθή εμίζσζε κε έλαλ άγλσζην 

          (1) 

κε αθέξαηνπο ζπληειεζηέο    θαη   . Ζ ιχζε απηήο ηεο εμίζσζεο 

   
  

  

 

είλαη αθέξαηα κφλν φηαλ ν    είλαη δηαηξεηφο κε ηνλ   . Γηα ην ιφγν απηφ ε εμίζσζε (1) δελ είλαη πάληα 

επηιχζηκε ζηνπο αθέξαηνπο. Γηα παξάδεηγκα, ε εμίζσζε         έρεη κία αθέξαηα ιχζε    , ελψ 

ε εμίζσζε         δελ έρεη αθέξαηα ιχζε. 

Σν ίδην ηζρχεη θαη γηα εμηζψζεηο βαζκνχ άλσ ηνπ έλα. Γηα παξάδεηγκα, ε ηεηξαγσληθή εμίζσζε 

         έρεη αθέξαηεο ιχζεηο ηηο      θαη      , ελψ ε εμίζσζε           δελ είλαη 

επηιχζηκε ζηνπο αθέξαηνπο· νη ξίδεο ηεο           είλαη άξξεηνη αξηζκνί. 

Ο πξνζδηνξηζκφο ησλ αθέξαησλ ξηδψλ ηεο εμίζσζεο  -νζηνχ βαζκνχ 

    
       

                       (2) 

κε αθέξαηνπο ζπληειεζηέο δελ είλαη δχζθνινο. Πξάγκαηη, έζησ     κία αθέξαηα ξίδα απηήο ηεο 

εμίζσζεο. Σφηε 

   
       

               

         
         

          

Ζ ηειεπηαία ηζφηεηα ζεκαίλεη φηη ν    είλαη δηαηξεηφο κε ηνλ  . ΢πλεπψο, θάζε αθέξαηα ξίδα ηεο 

εμίζωζεο (2) είλαη δηαηξέηεο ηνπ ζηαζεξνύ όξνπο   . 

Διέγμηε φινπο ηνπο δηαηξέηεο ηνπ    έλαλ πξνο έλαλ· απηνί πνπ κεηαηξέπνπλ ηελ εμίζσζε (2) ζε 

ηαπηφηεηα είλαη νη αθέξαηεο ιχζεηο ηεο. Γηα παξάδεηγκα, νη δηαηξέηεο ηνπ ζηαζεξνχ φξνπ ηεο εμίζσζεο 

               

είλαη νη  ,   ,   θαη   . Μφλν έλαο δηαηξέηεο, ν   , είλαη ξίδα ηεο εμίζσζεο· άξα απηή ε εμίζσζε έρεη 

κφλν κία αθέξαηα ξίδα      . 

Δθαξκφδνληαο ηελ ίδηα κέζνδν, είλαη εχθνιν λα δείμνπκε φηη ε εμίζσζε 

                   

δελ έρεη αθέξαηεο ιχζεηο. 

Ζ ιχζε ζηνπο αθέξαηνπο ησλ εμηζψζεσλ κε πεξηζζφηεξνπο αγλψζηνπο είλαη πνιχ πεξηζζφηεξν 

ελδηαθέξνπζα. 

1.2. Γραμμικές εξισώσεις με δύο αγνώστους 

Έζησ ε γξακκηθή εμίζσζε κε 2 αγλψζηνπο 

           (3) 

φπνπ νη   θαη   είλαη κε κεδεληθνί αθέξαηνη θαη   απζαίξεηνο αθέξαηνο. Θα ππνζέζνπκε φηη νη 

ζπληειεζηέο   θαη   δελ έρνπλ θνηλνχο δηαηξέηεο (εθηφο θπζηθά απ’ ηε κνλάδα), δειαδή είλαη πξψηνη 

κεηαμχ ηνπο, ή αιιηψο        , φπνπ ν ζπκβνιηζκφο       αλαθέξεηαη ζην κέγηζην θνηλφ δηαηξέηε 

(Μ.Κ.Γ.) ησλ   θαη  . Πξάγκαηη· αλ ν Μ.Κ.Γ. απηψλ ησλ ζπληειεζηψλ,        , δελ είλαη κνλάδα, 

ηφηε      ,      , θαη ε εμίζσζε (3) κπνξεί λα γξαθηεί σο 
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Απηή ινηπφλ ζα έρεη αθέξαηεο ιχζεηο κφλνλ φηαλ ν   είλαη δηαηξεηφο κε ηνλ  . Με άιια ιφγηα, 

ζηελ πεξίπησζε φπνπ          , φινη νη ζπληειεζηέο ηεο εμίζσζεο (3) πξέπεη λα είλαη δηαηξεηνί απ’ 

ηνλ  . Απαιείθνληαο ηνλ   απ’ ηελ εμίζσζε, θαηαιήγνπκε ζηελ εμίζσζε 

                   
 

 
  

φπνπ νη ζπληειεζηέο    θαη    είλαη πξψηνη κεηαμχ ηνπο. 

Θα εμεηάζνπκε πξψηα ηελ πεξίπησζε    . Ζ εμίζσζε (3) γίλεηαη 

         (3') 

Λχλνληάο ηελ σο πξνο  , παίξλνπκε 

   
 

 
  

Πξνθαλψο, ν   ζα είλαη αθέξαηνο αλ θαη κφλνλ αλ ν   είλαη δηαηξεηφο κε ηνλ  , ή, κε άιια ιφγηα, 

αλ ν   είλαη πνιιαπιάζην ηνπ  , 

     

φπνπ ν   είλαη έλαο απζαίξεηνο αθέξαηνο (           ). Αληηθαζηζηψληαο ηε ηηκή απηή ηνπ   ζηελ 

πξνεγνχκελε εμίζσζε, παίξλνπκε 

   
 

 
       

θαη νη ηχπνη 

                              

δίλνπλ φιεο ηηο αθέξαηεο ιχζεηο ηεο εμίζσζεο (3'). 

Αο εμεηάζνπκε ηψξα ηελ πεξίπησζε    . Θα δείμνπκε πξψηα απ’ φια φηη πξνθεηκέλνπ λα 

βξνχκε φιεο ηηο αθέξαηεο ιχζεηο ηεο εμίζσζεο (3), είλαη αξθεηφ λα βξνχκε κία νπνηαδήπνηε ιχζε, 

δειαδή είλαη αξθεηφ λα βξνχκε αθέξαηνπο   ,    γηα ηνπο νπνίνπο ηζρχεη 

            

ΘΕΩΡΗΜΑ Ι. Έζησ   θαη   πξψηνη κεηαμχ ηνπο θαη         κία νπνηαδήπνηε ιχζε ηεο εμίζσζεο 

          
Σφηε νη ηχπνη  

                    (4) 

φπνπ            , δίλνπλ φιεο ηηο ιχζεηο ηεο εμίζσζεο. 

Απόδεημε. 

Έζησ       κία ηπραία ιχζε ηεο εμίζσζεο (3). Σφηε νη ηζφηεηεο 

                         
δίλνπλ 

                

     
       

 
 

Καζψο ν      είλαη αθέξαηνο θαη νη   θαη   είλαη πξψηνη κεηαμχ ηνπο, ν      πξέπεη λα είλαη 

δηαηξεηφο κε ηνλ  , δειαδή ν      έρεη ηε κνξθή 

        

φπνπ ν   είλαη αθέξαηνο. Αιιά ηφηε 

     
   

 
    

θαη παίξλνπκε 

                   

Έηζη απνδείρηεθε φηη θάζε ιχζε       έρεη ηε κνξθή (4). Παξακέλεη λα ειέγμνπκε φηη θάζε 

δεχγνο αξηζκψλ         πνπ παίξλνπκε απφ ηνπο ηχπνπο (4) γηα έλαλ αθέξαην      ζα είλαη θαη ιχζε 

ηεο εμίζσζεο (3). Γηα λα ην θάλνπκε απηφ, αληηθαζηζηνχκε ηα    θαη    κε ηα       θαη      , 

αληίζηνηρα, ζην αξηζηεξφ κέινο ηεο εμίζσζεο (3): 

                                      

Δπεηδή ην         είλαη ιχζε ηεο εμίζσζεο, ηφηε             θαη ζπλεπψο           0, 

δειαδή ην         είλαη ιχζε ηεο εμίζσζεο. Ζ απφδεημε ηνπ ζεσξήκαηνο ηψξα νινθιεξψζεθε. ■ 

  



Μεηαπηςσιακή Διαηπιβή Παπάζσορ Καμπαγεωπγίος 

Ειδικέρ Μοπθέρ Εξιζώζεων και Εθαπμογέρ Αςηών 9 

Άξα, αλ είλαη γλσζηή κία ιχζε ηεο εμίζσζεο          , ηφηε φιεο νη άιιεο ιχζεηο 

κπνξνχλ λα πξνζδηνξηζηνχλ απ’ ηηο αξηζκεηηθέο πξνφδνπο ησλ νπνίσλ νη γεληθνί φξνη είλαη νη 

                                   

΢εκεηψλεηαη φηη ζηελ εηδηθή πεξίπησζε    , νη ηχπνη πνπ βξέζεθαλ πξνεγνπκέλσο 

                              

κπνξνχλ λα πξνέιζνπλ απφ ηνπο γεληθνχο ηχπνπο ζέηνληαο        . Απηφ είλαη ζεκηηφ επεηδή νη 

ηηκέο            είλαη ιχζε ηεο εμίζσζεο        . 

Αιιά πψο κπνξεί θάπνηνο λα βξεη κία ιχζε         ηεο εμίζσζεο (3) ζηε γεληθή πεξίπησζε φηαλ 

   ; Αο ζεσξήζνπκε ηελ εμίζσζε 

             

Αο κεηαζρεκαηίζνπκε ην ιφγν ησλ ζπληειεζηψλ ησλ αγλψζησλ, μεθηλψληαο κε ηελ απνκφλσζε 

ηνπ αθέξαηνπ κέξνπο ηνπ θαηαρξεζηηθνχ θιάζκαηνο 
   

  
   

  

  
 

Σν γλήζην θιάζκα       είλαη βεβαίσο ίζν κε ην αληίζηξνθν ηνπ αληηζηξφθνπ ηνπ, νπφηε 
   

  
   

 

     
 

Σψξα ζα εθαξκφζνπκε ηνλ ίδην κεηαζρεκαηηζκφ ζην θαηαρξεζηηθφ θιάζκα       πνπ είλαη κέζα ζηνλ 

παξνλνκαζηή ηεο ηειεπηαίαο ηζφηεηαο 
  

  
   

 

  
   

 

    
 

Έηζη, ην αξρηθφ θιάζκα είλαη ίζν κε 
   

  
   

 

  
 

    

 

Αο επαλαιάβνπκε θαη πάιη ηελ ίδηα δηαδηθαζία γηα ην θιάζκα     : 
  

 
   

 

 
   

 

   
 

Οπφηε 
   

  
   

 

  
 

  
 

   

 

Σέινο, ζα απνκνλψζνπκε ην αθέξαην κέξνο ηνπ θαηαρξεζηηθνχ θιάζκαηνο    :  
 

 
   

 

 
 

Σν ηειηθφ απνηέιεζκα είλαη 
   

  
   

 

  
 

  
 

  
 
 

 

Απηή ε έθθξαζε είλαη έλα πεξαηνύκελν ζπλερέο θιάζκα. Αλ παξαιείςνπκε ηνλ ηειεπηαίν φξν, ηνλ 

   , θαη κεηαζρεκαηίζνπκε ην λέν ζπλερέο θιάζκα κέρξη λα θαηαιήμνπκε ζ’ έλα θνηλφ θιάζκα θαη ην 

αθαηξέζνπκε απφ ην αξρηθφ θιάζκα       , ζα πάξνπκε 

  
 

  
 

  
 
 

   
 

  
 
 

   
 

 
 

  

 
 

   

  
 

  

 
 

         

    
  

 

    
 

Αλάγνληαο ηελ έθθξαζε απηή κε ηνλ θνηλφ παξνλνκαζηή θαη απαιείθνληάο ηνλ παίξλνπκε 

                
Μία ζχγθξηζε απηήο ηεο ηζφηεηαο κε ηελ 

             

δείρλεη φηη νη             είλαη ιχζε ηεο εμίζσζεο θαη, ζχκθσλα κε ην ζεψξεκα, φιεο νη ιχζεηο ηεο 
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πεξηέρνληαη ζηηο αξηζκεηηθέο πξνφδνπο 

                                     

Σν απνηέιεζκα απηφ δείρλεη φηη ζηε γεληθή πεξίπησζε ηεο εμίζσζεο           ε ιχζε κπνξεί 

επίζεο λα πξνέιζεη επεθηείλνληαο ην ιφγν ησλ ζπληειεζηψλ ησλ αγλψζησλ ζε έλα ζπλερέο θιάζκα, 

παξαιείπνληαο ηνλ ηειεπηαίν φξν, θαη ζπλερίδνληαο ηνπο ππνινγηζκνχο φπσο θάλακε πξνεγνπκέλσο. 

Γηα λα απνδείμνπκε απηή ηελ ππφζεζε ζα ρξεηαζηνχκε κεξηθέο ηδηφηεηεο ησλ ζπλερψλ 

θιαζκάησλ. Θεσξνχκε έλα κε αλαγψγηκν θιάζκα    . Αο δηαηξέζνπκε ηνλ   κε ηνλ   θαη 

ζπκβνιίζνπκε κε    ην πειίθν θαη κε    ην ππφινηπν: 

                 

Αο δηαηξέζνπκε ηψξα ηνλ   κε ηνλ   , ζπκβνιίδνληαο κε    ην πειίθν θαη κε    ην ππφινηπν. Σφηε 

                   

΢πλερίδνληαο απηή ηε δηαδηθαζία ζα πάξνπκε 

                    

                    

  

Οη πνζφηεηεο            θαινχληαη κεξηθά πειίθα θαη ε δηαδηθαζία ησλ ππνινγηζκψλ ηνπο πνπ 

κφιηο πεξηγξάθεθε είλαη γλσζηή σο Επθιείδεηνο αιγόξηζκνο. Όπσο ζεκεηψζεθε παξαπάλσ, ηα ππφινηπα 

           ηθαλνπνηνχλ ηηο αληζφηεηεο 

                (5) 

θαη έηζη δεκηνπξγείηαη κία θζίλνπζα αθνινπζία κε αξλεηηθψλ αξηζκψλ. 

Δθφζνλ ην πιήζνο ησλ κε αξλεηηθψλ αθέξαησλ πνπ δελ ππεξβαίλνπλ ηνλ   δε κπνξεί λα είλαη 

άπεηξνο, ην ππφινηπν   ζα κεδεληζηεί ζε θάπνην βήκα θαη ε δηαδηθαζία ζρεκαηηζκνχ ησλ κεξηθψλ 

πειίθσλ ζα ηεξκαηηζηεί. Έζησ    ην ηειεπηαίν κε κεδεληθφ ππφινηπν ηεο αθνινπζίαο (5).Σφηε        

θαη ν Δπθιείδεηνο αιγφξηζκνο γηα ηνπο αξηζκνχο   θαη   ζα είλαη 

  

             
              
              
           
                
          

 
 

 
 

 (6) 

Αο γξάςνπκε απηέο ηηο ηζφηεηεο ζηελ παξαθάησ κνξθή 

 

     
 

 
    

 

    

    
 

  
    

 

     

    
  
  

    
 

     
           
    

    

      
 

       
    

  
    

 
 
 
 
 

 
 
 
 
 

 

Αληηθαζηζηψληαο ην ηζνδχλακν ηνπ      απφ ηε δεχηεξε ηζφηεηα ζηελ πξψηε ηζφηεηα, ην 

ηζνδχλακν ηνπ       απφ ηελ ηξίηε ηζφηεηα ζηε δεχηεξε ηζφηεηα, θ.ν.θ., παίξλνπκε ηελ επέθηαζε ηνπ 

    σο έλα ζπλερέο θιάζκα: 
 

 
    

 

   
 

   

 

 
 

     
 
  

 

Ζ έθθξαζε πνπ πξνέξρεηαη παξαιείπνληαο φινπο ηνπο φξνπο ηνπ ζπλερνχο θιάζκαηνο πνπ 

μεθηλνχλ κε ζπγθεθξηκέλν φξν νλνκάδεηαη ζπγθιίλωλ. Ο πξψηνο ζπγθιίλσλ    απνθηηέηαη παξαιείπνληαο 

φινπο ηνπο φξνπο πνπ μεθηλνχλ κε     : 
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ν δεχηεξνο ζπγθιίλσλ    απνθηηέηαη παξαιείπνληαο φινπο ηνπο φξνπο πνπ μεθηλνχλ κε     : 

      
 

  

 
 

 
 

Οκνίσο, 

      
 

   
 
  

 
 

 
 

      
 

   
 

   
 
  

 
 

 
 

  

Δμαηηίαο ηεο κεζφδνπ ζρεκαηηζκνχ, νη ζπγθιίλνληεο ηθαλνπνηνχλ ηηο παξαθάησ αληζφηεηεο: 

                
 

 
 

              
 

 
 

Αο γξάςνπκε ηνλ  -νζηφ ζπγθιίλνληα    σο θιάζκα: 

   
  

  

           

θαη αο βξνχκε ηνλ θαλφλα ζρεκαηηζκνχ ησλ αξηζκεηψλ θαη παξνλνκαζηψλ ησλ ζπγθιηλφλησλ. Ξεθηλάκε 

κε ηνπο πξψηνπο ηξεηο ζπγθιίλνληεο   ,   , θαη   : 

      
  

 
 

  

  

                  

      
 

  

 
      

  

 
  

  

                       

      
 

   
 
  

 
            

      
 

  

  

                                 

Απφ απηέο παίξλνπκε 

                         

Δθαξκφδνληαο καζεκαηηθή επαγσγή κπνξνχκε λα απνδείμνπκε φηη παξφκνηεο ζρέζεηο 

                                  (7) 

ηζρχνπλ γηα φια ηα    . 

Πξάγκαηη· έζησ φηη νη ηζφηεηεο (7) ηζρχνπλ γηα θάπνην    . Απφ ηνλ νξηζκφ ησλ ζπγθιηλφλησλ 

ζπλεπάγεηαη άκεζα φηη, αλ κέζα ζηελ έθθξαζε ηνπ    ην    αληηθαηαζηαζεί κε ην          , ηφηε ην 

   γίλεηαη     . Απφ ηελ ππφζεζε ηεο επαγσγήο, 

   
  

  

 
           

           

 

Ζ αληηθαηάζηαζε ηνπ    κε ην           ζηελ έθθξαζε ηνπ    αιιάδεη ηελ πξνεγνχκελε ζε      

έηζη ψζηε 

     
        

 
    

      

        
 

    
      

 
   

 
    

    

   
 

    
    

 
           

           

 

Έηζη, κε               , έρνπκε 

                                     

Άξα, αλ νη ηζφηεηεο (7) ηζρχνπλ γηα θάπνην    , ηφηε ζα ηζρχνπλ θαη γηα    . Γηα     νη 

ηζφηεηεο (7) φλησο ηζρχνπλ, νπφηε ηζρχνπλ γηα θάζε    . 

Αο δείμνπκε ηψξα φηη ε δηαθνξά κεηαμχ δχν δηαδνρηθψλ ζπγθιηλφλησλ         ηθαλνπνηεί ηε 

ζρέζε 

        
     

      

         (8) 
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Πξάγκαηη 

        
  

  

 
    

    

 
             

      

 

Υξεζηκνπνηψληαο ηνπο ηχπνπο (7) κπνξνχκε λα κεηαζρεκαηίζνπκε ηνλ αξηζκεηή απηνχ ηνπ θιάζκαηνο 

                                                                       

Ζ έθθξαζε κέζα ζηηο παξελζέζεηο πξνήιζε απφ ηελ αξρηθή αληηθαζηζηψληαο ην   κε    . 

Δπαλαιακβάλνληαο παξφκνηνπο κεηαζρεκαηηζκνχο παίξλνπκε κία αιπζίδα απφ ηζφηεηεο 

                                       
                            

                      
                              

απφ φπνπ έπεηαη φηη 

        
             

      

 
       

      

 
     

      

 

Αλ ε επέθηαζε ηνπ     ζε ζπλερέο θιάζκα πεξηέρεη   φξνπο, ηφηε ν  -νζηφο ζπγθιίλσλ    ζα 

ηαπηηζηεί κε ην    . Δθαξκφδνληαο ηελ ηζφηεηα (8) γηα    , παίξλνπκε 

        
     

      

 

 

 
      

     

     

 

(9) 

Δπηζηξέθνπκε ηψξα ζηε ιχζε ηεο εμίζσζεο 

                      (10) 

Ξαλαγξάθνπκε ηελ ζρέζε (9) ζηε κνξθή 
 

 
 

    

    

 
     

     

 

Αλάγνληαο ηα θιάζκαηα ζε θνηλφ παξνλνκαζηή θαη απινπνηψληαο ηα, παίξλνπκε 

                  

                         

Αο πνιιαπιαζηάζνπκε απηή ηελ έθθξαζε κε         . Σφηε  

                                  

Έηζη, ην δεύγνο ηωλ αξηζκώλ        , ηέηνηα ώζηε 

                                  (11) 

είλαη ιύζε ηεο εμίζωζεο (10)· ζύκθωλα κε ην Θεώξεκα Ι, όιεο νη ιύζεηο απηήο ηεο εμίζωζεο είλαη ηεο 

κνξθήο 

                                                     

Απηφ ιχλεη πιήξσο ην πξφβιεκα πξνζδηνξηζκνχ φισλ ησλ αθέξαησλ ιχζεσλ ησλ γξακκηθψλ 

εμηζψζεσλ κε δχν αγλψζηνπο. 

1.3. Εξισώσεις δευτέρου βαθμού με τρεις αγνώστους (παραδείγματα) 

ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 1. Έζησ ε εμίζσζε 

          (12) 

Απφ γεσκεηξηθή άπνςε, ν πξνζδηνξηζκφο ησλ αθέξαησλ ιχζεσλ απηήο ηεο εμίζσζεο επαθίεηαη ζηελ 

εχξεζε φισλ ησλ Ππζαγφξεησλ ηξηγψλσλ, δειαδή φισλ ησλ νξζνγσλίσλ ηξηγψλσλ ησλ νπνίσλ νη 

θάζεηεο πιεπξέο  ,   θαη ε ππνηείλνπζα   αληηπξνζσπεχνληαη κε αθέξαηνπο. 

Δχθνια απνδεηθλχεηαη φηη νη   θαη   πξέπεη λα είλαη πξψηνη κεηαμχ ηνπο, δειαδή        , θαη 

ηνπιάρηζηνλ έλαο απ’ ηνπο δχν πεξηηηφο αξηζκφο. 

Αο ζπκβνιίζνπκε ην Μ.Κ.Γ. ησλ αξηζκψλ   θαη   σο  :        . Σφηε 

               

θαη ε εμίζσζε (12) γίλεηαη 

  
      

       

Απηφ ζεκαίλεη φηη ν    είλαη δηαηξεηφο κε ηνλ   , θαη έηζη ν   είλαη πνιιαπιάζην ηνπ  :      . 

Ζ εμίζσζε (12) κπνξεί ηψξα λα γξαθηεί σο 

  
      

      
    



Μεηαπηςσιακή Διαηπιβή Παπάζσορ Καμπαγεωπγίος 

Ειδικέρ Μοπθέρ Εξιζώζεων και Εθαπμογέρ Αςηών 13 

Απαιείθνληαο ηνλ    παίξλνπκε 

  
    

    
  

Απηή είλαη κία εμίζσζε ηνπ ίδηνπ ηχπνπ κε ηελ αξρηθή (12), κφλν πνπ νη    θαη    δελ έρνπλ 

θνηλνχο δηαηξέηεο (εθηφο βεβαίσο απφ ηε κνλάδα). Οπφηε φηαλ ιχλνπκε ηελ εμίζσζε (12) κπνξνχκε λα 

πεξηνξηζηνχκε ζηελ πεξίπησζε φπνπ νη   θαη   είλαη πξψηνη κεηαμχ ηνπο. 

Άξα κπνξνχκε λα ππνζέζνπκε φηη        . Σφηε ηνπιάρηζηνλ κία απφ ηηο πνζφηεηεο,   θαη   

(έζησ  ), είλαη πεξηηηφο. Μεηαθέξνληαο ηνλ    ζην δεμί κέινο ηεο εμίζσζεο (12) παίξλνπκε 

                           (13) 

Θα ζπκβνιίζνπκε ην Μ.Κ.Γ. ησλ εθθξάζεσλ     θαη     σο   . Σφηε 

                    (14) 

φπνπ νη   θαη   είλαη πξψηνη κεηαμχ ηνπο. Αληηθαζηζηψληαο ηψξα ηηο ηηκέο ησλ     θαη     κέζα 

ζηελ (13) παίξλνπκε 

       
  

Δπεηδή νη   θαη   δελ έρνπλ θνηλνχο δηαηξέηεο, ε ηειεπηαία ηζφηεηα είλαη πηζαλή κφλν αλ απηνί νη 

αξηζκνί είλαη ηέιεηα ηεηξάγσλα: 

             

Αιιά ηφηε 

         
  

θαη 

        (15) 

Πξνζδηνξίδνπκε ηψξα ηνπο   θαη   απφ ηηο ηζφηεηεο (14). Πξνζζέηνληαο απηέο κεηαμχ ηνπο 

παίξλνπκε 

                          
     

 
   (16) 

ελψ αθαηξψληαο ηε δεχηεξε ησλ εμηζψζεσλ (14) απφ ηελ πξψηε παίξλνπκε 

                          
     

 
   (17) 

Απφ ηελ (15) έπεηαη φηη, κε ηνλ   πεξηηηφ, νη  ,   θαη    είλαη επίζεο πεξηηηνί. Δπίζεο,     , 

αθνχ δηαθνξεηηθά απφ ηηο εμηζψζεηο 

            
     

 
   

ζα επαθνινπζνχζε φηη νη   θαη   έρνπλ θνηλφ δηαηξέηε     , ην νπνίν έξρεηαη ζε αληίζεζε κε ηελ 

ππφζεζε φηη είλαη πξψηνη κεηαμχ ηνπο. Οη αξηζκνί   θαη   ζπλδένληαη κε ηνπο πξψηνπο κεηαμχ ηνπο 

αξηζκνχο   θαη   κέζσ ησλ εμηζψζεσλ 

             

νπφηε είλαη θαη νη ίδηνη πξψηνη κεηαμχ ηνπο·     θαζψο    , φπσο θαίλεηαη απφ ηηο (14). 

Αληηθαζηζηψληαο      ζηηο ηζφηεηεο (15)-(17) παίξλνπκε ηνπο ηύπνπο 

          
     

 
      

     

 
 (18) 

πνπ, κε ηνπο αθέξαηνπο   θαη         πεξηηηνύο θαη πξώηνπο κεηαμύ ηνπο, δίλνπλ όιεο ηηο ηξηάδεο 

ζεηηθώλ αθέξαηωλ       νη νπνίνη δελ έρνπλ θνηλνύο δηαηξέηεο θαη ηθαλνπνηνύλ ηελ εμίζωζε (12). Με 

αληηθαηάζηαζε ησλ αληίζηνηρσλ εθθξάζεσλ γηα ηνπο  ,   θαη   ζηελ εμίζσζε (12), είλαη εχθνιν λα 

επηβεβαησζεί φηη γηα ηπραίνπο   θαη   νη αξηζκνί (18) ηθαλνπνηνχλ απηήλ ηελ εμίζσζε. 

Γηα ηηο αξρηθέο ηηκέο ησλ πξψησλ κεηαμχ ηνπο   θαη  , νη ηχπνη (18) δίλνπλ ηηο παξαθάησ πνιχ 

ζπρλέο ηζφηεηεο 

                       

                       

                       

Όπσο ζεκεηψζακε παξαπάλσ, νη ηχπνη (18) δίλνπλ κφλν εθείλεο ηηο ιχζεηο ηεο εμίζσζεο 

         

ζηελ νπνία νη αξηζκνί  ,   θαη   δελ έρνπλ θνηλνχο δηαηξέηεο. Όιεο νη ππφινηπεο αθέξαηεο ιχζεηο απηήο 

ηεο εμίζσζεο κπνξνχλ λα πξνθχςνπλ πνιιαπιαζηάδνληαο ηηο ιχζεηο (18) κε έλαλ ηπραίν θνηλφ 

παξάγνληα  . Ζ κέζνδνο πνπ ρξεζηκνπνηήζεθε γηα ηνλ πξνζδηνξηζκφ φισλ ησλ ιχζεσλ ηεο εμίζσζεο 

(12) κπνξεί επίζεο λα εθαξκνζηεί γηα ηελ εχξεζε φισλ ησλ ιχζεσλ άιισλ εμηζψζεσλ παξφκνηνπ ηχπνπ. 
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ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 2. Να βξεζνχλ φιεο νη ζεηηθέο αθέξαηεο ιχζεηο ηεο εμίζσζεο 

           (19) 

αλ νη αξηζκνί  ,   θαη   είλαη πξψηνη κεηαμχ ηνπο θαηά δεχγε. 

Να ζεκεησζεί φηη αλ ε ηξηάδα  ,  ,   είλαη ιχζε ηεο εμίζσζεο (19) θαη νη αξηζκνί  ,   θαη   δελ 

έρνπλ θνηλνχο δηαηξέηεο (εθηφο βεβαίσο απφ ηε κνλάδα), ηφηε είλαη θαη πξψηνη κεηαμχ ηνπο θαηά δεχγε. 

Πξάγκαηη, έζησ   θαη   πνιιαπιάζηα ηνπ πξψηνπ αξηζκνχ        . Σφηε απφ ηελ ηζφηεηα 

 
 

 
 
 

   
 

 
 
 

  
 

 
 
 

 

κε αθέξαην ην αξηζηεξφ κέινο έπεηαη φηη ν   είλαη πνιιαπιάζην ηνπ  . Σν ίδην ηζρχεη θαη αλ νη   θαη  , ή 

νη   θαη   είλαη πνιιαπιάζηα ηνπ  . 

Δπηζεκαίλεηαη φηη ν   πξέπεη λα είλαη πεξηηηφο αξηζκφο ψζηε ν Μ.Κ.Γ. ησλ  ,   θαη   λα είλαη 

ίζνο κε ηε κνλάδα. Γηαηί εάλ ν   είλαη άξηηνο, ηφηε ην αξηζηεξφ κέινο ηεο εμίζσζεο (19) είλαη άξηηνο 

αξηζκφο νπφηε θαη ν   είλαη επίζεο άξηηνο. Αιιά ηφηε νη    θαη    είλαη πνιιαπιάζηα ηνπ 4. Απφ απηφ 

έπεηαη φηη ν     είλαη δηαηξεηφο κε ην 4, κε άιια ιφγηα φηη ν   πξέπεη επίζεο λα είλαη άξηηνο αξηζκφο. 

Άξα, αλ ν   είλαη άξηηνο ηφηε θαη νη ηξεηο αξηζκνί  ,  ,   πξέπεη λα είλαη άξηηνη. Άξα, ζε ιχζε πνπ δελ 

έρεη θνηλφ δηαηξέηε δηαθνξεηηθφ απφ ηε κνλάδα ν   πξέπεη λα είλαη πεξηηηφο. Απφ απηφ άκεζα έπεηαη φηη 

ν   πξέπεη λα είλαη άξηηνο. Μεηαθέξνληαο ηνλ    ζην δεμί κέινο ηεο εμίζσζεο (19) παίξλνπκε 

                     

Αιιά νη     θαη     έρνπλ θνηλφ δηαηξέηε ην 2. Έζησ   ν Μ.Κ.Γ. ηνπο. Σφηε 

                 

φπνπ νη   θαη   είλαη αθέξαηνη. Πξνζζέηνληαο θαηά κέιε απηέο ηηο ηζφηεηεο, θαη κεηά αθαηξψληαο ηε 

δεχηεξε απφ ηελ πξψηε θαηαιήγνπκε ζηηο 

                       

Αιιά νη   θαη   είλαη πεξηηηνί θαη πξψηνη κεηαμχ ηνπο. Δπνκέλσο ν Μ.Κ.Γ. ησλ    θαη    πξέπεη 

λα ηζνχηαη κε ην 2, ήηνη    . Άξα, είηε ν         είλαη πεξηηηφο ή ν         είλαη πεξηηηφο. 

Δπνκέλσο είηε νη     θαη         είλαη πξψηνη κεηαμχ ηνπο ή νη         θαη     είλαη πξψηνη 

κεηαμχ ηνπο. 

΢ηελ πξψηε πεξίπησζε ε ηζφηεηα 

     
   

 
    

νδεγεί ζηηο 

                  
ελψ ζηε δεχηεξε πεξίπησζε απφ ηελ 

   

 
         

έπνληαη νη 

                  

φπνπ νη   θαη   είλαη ζεηηθνί αθέξαηνη θαη ν   είλαη πεξηηηφο. Λχλνληαο απηά ηα δχν ζπζηήκαηα 

εμηζψζεσλ σο πξνο   θαη  , θαη βξίζθνληαο ην  , πξνθχπηνπλ είηε νη 

  
 

 
              

 

 
                 

ή νη 

  
 

 
              

 

 
                 

αληίζηνηρα, φπνπ ν   είλαη πεξηηηφο. ΢πλδπάδνληαο απηέο ηηο δχν εθθξάζεηο θαηαιήγνπκε ζηνπο 

γεληθνχο ηχπνπο 

   
 

 
                      

 

 
         (19') 

φπνπ ν   είλαη πεξηηηφο. Αιιά γηα λα είλαη νη   θαη   αθέξαηνη, ν   πξέπεη λα είλαη άξηηνο. Θέηνληαο 

     θαη    , πξνθχπηνπλ ηειηθά γεληθνί ηύπνη νη νπνίνη δίλνπλ όιεο ηηο ηξηάδεο ζεηηθώλ αθέξαηωλ 

      νη νπνίνη δελ έρνπλ θνηλνύο δηαηξέηεο κεγαιύηεξνπο ηεο κνλάδαο θαη ηθαλνπνηνύλ ηελ εμίζωζε (19): 

                                 

όπνπ νη   θαη   είλαη ζεηηθνί αθέξαηνη πξώηνη κεηαμύ ηνπο θαη ν   πεξηηηόο. Άιινη πεξηνξηζκνί δελ 

επηβάιινληαη γηα ηνπο   θαη   εθηφο ηνπ φηη ν   ζα πξέπεη λα είλαη ζεηηθφο. Οη ηχπνη (19') φλησο δίλνπλ 

φιεο ηηο αθέξαηεο ιχζεηο ησλ πξψησλ κεηαμχ ηνπο  ,   θαη  , εθφζνλ απφ ηε κία πιεπξά έρνπκε 

απνδείμεη φηη ζ’ απηήλ ηελ πεξίπησζε νη  ,  ,   πξέπεη λα αλαπαξίζηαληαη απφ ηνπο ηχπνπο (19'), ελψ 
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απφ ηελ άιιε θάζε δεχγνο αξηζκψλ   θαη   πνπ ζπκκνξθψλνληαη ζηνπο πξναλαθεξζέληεο πεξηνξηζκνχο 

δίλεη ηέηνηνπο πξψηνπο κεηαμχ ηνπο αξηζκνχο  ,  ,   ψζηε λα απνηεινχλ ιχζε ηεο εμίζσζεο (19). 

1.4. Εξισώσεις του τύπου         . 

Εύρεση όλων των λύσεων αυτής της εξίσωσης 

Σψξα εξρφκαζηε ζηηο αθέξαηεο ιχζεηο ησλ εμηζψζεσλ δεπηέξνπ βαζκνχ κε δχν αγλψζηνπο ηνπ ηχπνπ 

          (20) 

φπνπ   ζεηηθφο αθέξαηνο πνπ δελ είλαη ηέιεην ηεηξάγσλν. Γηα λα βξνχκε κία πξνζέγγηζε ηεο ιχζεο 

ηέηνησλ εμηζψζεσλ, αο επεθηείλνπκε ηνπο άξξεηνπο αξηζκνχο, φπσο ηνλ   , ζε ζπλερή θιάζκαηα. Απφ 

ηνλ Δπθιείδεην αιγφξηζκν πξνθχπηεη φηη έλαο νπνηνζδήπνηε ξεηφο αξηζκφο κπνξεί λα επεθηαζεί ζε 

ζπλερέο θιάζκα κέζσ ελφο πεπεξαζκέλνπ αξηζκνχ βεκάησλ. Γηα άξξεηνπο αξηζκνχο ε θαηάζηαζε είλαη 

δηαθνξεηηθή: ε επέθηαζή ηνπο ζε ζπλερή θιάζκαηα είλαη κε-πεπεξαζκέλε. 

Αο βξνχκε, γηα παξάδεηγκα, ηελ επέθηαζε ζε ζπλερέο θιάζκα ηνπ άξξεηνπ αξηζκνχ   . 

Θεσξήζηε ηελ πξνθαλή ηδηφηεηα: 

               

ή 

     
 

    
 

     
 

        
 

Αληηθαζηζηψληαο ηε δηαθνξά      ζηνλ παξνλνκαζηή ηεο ηειεπηαίαο ηαπηφηεηαο κε ηελ 

έθθξαζε 
 

        
 

πνπ είλαη πξνθαλψο ίζε κε απηήλ, παίξλνπκε 

     
 

  
 

        

         
 

  
 

        

 

Αληηθαζηζηνχκε μαλά ηνλ φξν εληφο ηεο παξέλζεζεο, ζηνλ παξνλνκαζηή ηεο ηειεπηαίαο ηζφηεηαο, κε ην 

ηζνδχλακν θιάζκα απφ ηελ ίδηα ηαπηφηεηα. Σφηε 

     
 

  
 

  
 

        

 

΢πλερίδνληαο απηή ηε δηαδηθαζία, θαηαιήγνπκε ζηελ αθφινπζε επέθηαζε ηνπ    ζε 

κε-πεπεξαζκέλν ζπλερέο θιάζκα 

     
 

  
 

  
 

  
 

  
 

 

(21) 

΢εκεηψζηε φηη ε κέζνδνο ηεο επέθηαζεο πνπ βαζίδεηαη ζε ηαπηφηεηεο ηνπ ηχπνπ 

                     

δελ είλαη εθαξκφζηκε ζε φινπο ηνπο άξξεηνπο αξηζκνχο   . Μπνξεί πξνθαλψο λα ρξεζηκνπνηεζεί φηαλ 

ν αθέξαηνο   κπνξεί λα εθθξαζηεί σο        φπνπ ν   είλαη έλαο κε-κεδεληθφο αθέξαηνο. 

(΢πγθεθξηκέλα, ε πεξίπησζε     νδεγεί ζηελ επέθηαζε γηα    , ε     αληηζηνηρεί ζην    , 

θ.ν.θ.). Ωζηφζν, ζπγθξηηηθά απιέο κέζνδνη ππάξρνπλ θαη γηα ηελ γεληθή πεξίπησζε επέθηαζεο ηνπ    ζε 

ζπλερή θιάζκαηα. 

Όπσο θαη πξηλ, ζηελ πεξίπησζε ησλ πεπεξαζκέλσλ ζπλερψλ θιαζκάησλ, ζα δηακνξθψζνπκε γηα 

ηα κε-πεπεξαζκέλα ζπλερή θιάζκαηα (21) κία αθνινπζία ζπγθιηλφλησλ   ,   ,   , … 
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(22) 

θ.ν.θ. 

Απφ ηνλ ηξφπν πνπ νη ζπγθιίλνληεο απηνί δηακνξθψζεθαλ, έπεηαη φηη 

           

           

Γεληθά, αλ καο δφζεθε ε επέθηαζε ζε ζπλερέο θιάζκα ελφο άξξεηνπ αξηζκνχ   

     
 

   
 

   

 

 

ηφηε νη ζπγθιίλνληεο ηθαλνπνηνχλ ηηο αληζφηεηεο 

                                 (23) 

Αο γξάςνπκε ηνλ ζπγθιίλνληα    σο 

   
  

  

 

Οη εθθξάζεηο (7) 

                                 
πνπ πξνέθπςαλ ζηελ ελφηεηα 1.2 γηα ηελ πεξίπησζε ηνπ πεπεξαζκέλνπ ζπλερνχο θιάζκαηνο είλαη 

έγθπξεο θαη γηα ηα κε-πεπεξαζκέλα θιάζκαηα, αθνχ ζηελ παξαγσγή ησλ (7) δελ θάλακε ρξήζε ηνπ 

γεγνλφηνο φηη ηα ζπλερή θιάζκαηα ήηαλ πεπεξαζκέλα. 

΢πλεπψο ε ζρέζε (8) κεηαμχ δχν δηαδνρηθψλ ζπγθιηλφλησλ 

        
     

      

 (24) 

παξακέλεη επίζεο έγθπξε. 

Αο ππνζέζνπκε γηα παξάδεηγκα φηη      θαη      θαη επεθηείλνπκε ηνλ    ζε ζπλερέο 

θιάζκα. Οη ηζφηεηεο (22) ζα νδεγήζνπλ ζηηο 

      
 

 
 

 

 
 

  

  
 

      
  

  
 

 

 
 

 

  
 

νη νπνίεο ζπκπίπηνπλ κε ηα απνηειέζκαηα πνπ δίλεη ν ηχπνο (24). 

Τπνινγίδνπκε ηνλ ηχπν (24) γηα δείθηε    

                        
        

        

 
 

        

 

Θα απνδείμνπκε ηψξα ηελ εγθπξφηεηα ηεο αληζφηεηαο 

           
 

     

 (25) 

Ζ αξηζηεξή αληζφηεηα είλαη πξνθαλήο, θαζψο, ζχκθσλα κε ηηο αληζφηεηεο (23), 

      
   

   

                           

Ζ επαγσγή ηεο άιιεο αληζφηεηαο (25) είλαη θαη απηή κηα ζρεηηθά απιή δηαδηθαζία. Απφ ηελ (23), 

            

νπφηε 
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Αληηθαζηζηψληαο ην     κε        , παίξλνπκε 
   

   

   
 

        

 

Πνιιαπιαζηάδνληαο απηή ηελ αληζφηεηα κε     θαηαιήγνπκε ζην επηζπκεηφ απνηέιεζκα 

         
 

     

 

Δθαξκφδνπκε ηψξα ηα απνηειέζκαηα απηά ζηε ιχζε ηεο εμίζσζεο 

          (26) 

Αο κεηαζρεκαηίζνπκε ην αξηζηεξφ κέινο απηήο ηεο εμίζσζεο: 

                      

θαη ππνζέζνπκε       θαη      , φπνπ νη     θαη     είλαη ν αξηζκεηήο θαη ν παξνλνκαζηήο, 

αληίζηνηρα, ηνπ ηζνδχλακνπ ζπγθιίλνληα ζηελ επέθηαζε ηνπ   . Σφηε 

    
      

                         (27) 

Σν αξηζηεξφ κέινο απηήο ηεο εμίζσζεο, θαη θαηά ζπλέπεηα ην δεμί κέινο επίζεο, είλαη έλαο 

αθέξαηνο. Θα δείμνπκε φηη απηφο ν αθέξαηνο είλαη κεγαιχηεξνο απφ ην κεδέλ αιιά κηθξφηεξνο απφ ην 

δχν θαη επνκέλσο είλαη ίζνο κε ηε κνλάδα. Γηα λα ην θάλνπκε απηφ γξάθνπκε ηελ αληζφηεηα (25) γηα 

    : 

            
 

     

 (28) 

Απφ απηφ είλαη μεθάζαξν φηη θαη νη δχν παξάγνληεο ηνπ δεμηνχ κέινπο ηεο (27) είλαη ζεηηθνί, θαη 

επνκέλσο 

   
      

    

Απφ ηελ άιιε πιεπξά, 

          
 

     

 
 

              

 
 

          

 
 

    

 

Αιιά, εμαηηίαο ησλ αληζνηήησλ (23), 

    
   

   

    

΢πλεπψο 

          

               

θαη νη παξάγνληεο ζην δεμί κέινο ηεο (27) ηθαλνπνηνχλ ηηο αληζφηεηεο 

          
 

    

 

               

Πνιιαπιαζηάδνληαο απηέο ηηο αληζφηεηεο θαηά κέιε πξνθχπηεη 

   
      

  
   

   

 

Υξεζηκνπνηψληαο ηελ αληζφηεηα (28) θαηαιήγνπκε ζηελ 

   
      

  
      

 
     

   

    
 

        

 

Γηα θάζε     
 

        

 
 

    

 
 

  
 

επνκέλσο 

   
      

     
 

  
   

Άξα έρνπκε απνδείμεη φηη γηα θάζε     ν αθέξαηνο    
      

  ηθαλνπνηεί ηηο αληζφηεηεο 

     
      

    

΢πλεπψο 
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Απηφ ζεκαίλεη φηη γηα θάζε     νη αξηζκνί      ,       δίλνπλ ηε ιχζε ηεο εμίζσζεο 

         

Γε γλσξίδνπκε αθφκα θαηά πφζν νη ιχζεηο ηεο εμίζσζεο (26) πνπ βξέζεθαλ παξαπάλσ είλαη φιεο 

νη ιχζεηο απηήο ηεο εμίζσζεο. 

Σν εξψηεκα πνπ ηψξα θπζηνινγηθά απνξξέεη είλαη πψο βξίζθνπκε φιεο ηηο ιχζεηο ηεο εμίζσζεο 

          (29) 

κε αθέξαηνπο   θαη   γηα αθέξαην   θαη άξξεην   ; Θα δείμνπκε φηη κπνξνχκε λα ην πεηχρνπκε απηφ αλ 

κπνξέζνπκε λα βξνχκε ηνπιάρηζηνλ κία ιχζε ηεο εμίζσζεο (29). Όπσο απνδείρηεθε απ’ ηελ εμίζσζε 

(26) ηέηνηεο εμηζψζεηο έρνπλ φλησο ιχζεηο. Έηζη ζα ζεσξήζνπκε ηψξα ην πξφβιεκα ηνπ πψο ζα 

απνθηήζνπκε φιεο ηηο ιχζεηο ηε εμίζσζεο (29) απφ κία ζπγθεθξηκέλε ιχζε ηελ νπνία ζα θαινχκε 

θαηψηαηε ή ειάρηζηε ιχζε αθήλνληαο αλνηθηή πξνο ην παξφλ ηελ εξψηεζε θαηά πφζν ε εμίζσζε (29) 

έρεη πάληα ηνπιάρηζηνλ κία αθέξαηα ιχζε δηαθνξεηηθή απφ ηελ ηεηξηκκέλε     θαη    . 

Αο ππνζέζνπκε φηη ε εμίζσζε (29) δελ έρεη κηα κε-ηεηξηκκέλε ιχζε        ,     ,     , θαη 

   
     

    (30) 

(Θπκεζείηε φηη κία ιχζε είλαη έλα δεχγνο αθέξαησλ         πνπ ηθαλνπνηεί ηελ εμίζσζε.) Θα θαινχκε 

απηή ηε ιχζε ελατιζηοηική (minimal) αλ γηα      θαη      ην δηψλπκν      ,     , παίξλεη 

ηελ ειάρηζηε δπλαηή ηηκή κεηαμχ φισλ ησλ πηζαλψλ ηηκψλ πνπ κπνξεί λα πάξεη φηαλ φιεο νη πηζαλέο 

ζεηηθέο αθέξαηεο ιχζεηο ηεο εμίζσζεο (29) αληηθαηαζηήζνπλ ηα   θαη  . Γηα παξάδεηγκα, ε ειάρηζηε 

ιχζε ηεο εμίζσζεο (26) είλαη    ,     επεηδή γηα απηέο ηηο ηηκέο ησλ   θαη   ην δηψλπκν       

παίξλεη ηελ ηηκή      . Πξάγκαηη, ε εμίζσζε (26) δελ επηδέρεηαη άιιεο ιχζεηο κε κηθξνχο ζεηηθνχο 

αθέξαηνπο   θαη  · νη κηθξφηεξεο ηηκέο ησλ   θαη   πνπ ζπγθξνηνχλ ηελ επφκελε ιχζε είλαη νη     , 

     θαη είλαη θαλεξφ φηη ν         είλαη κεγαιχηεξνο απφ ηνλ      . ΢εκεηψζηε φηη ε εμίζσζε 

(29) δελ έρεη δχν ειαρηζηνηηθέο ιχζεηο. Αο πάξνπκε ηηο ιχζεηο         θαη         νη νπνίεο δίλνπλ ηελ 

ίδηα ηηκή ζην δηψλπκν      . Σφηε 

                 (31) 

Όκσο, ν    είλαη έλαο άξξεηνο αξηζκφο ελψ νη   ,   ,   ,    είλαη αθέξαηνη. Άξα, φπσο άκεζα έπεηαη 

απφ ηελ εμίζσζε (31) 

                

ην νπνίν είλαη απίζαλν επεηδή ν       είλαη αθέξαηνο θαη ν          , σο έλα γηλφκελν ελφο 

αθέξαηνπ θαη ελφο άξξεηνπ αξηζκνχ, είλαη άξξεηνο. Καη γλσξίδνπκε φηη έλαο αθέξαηνο δε κπνξεί λα είλαη 

άξξεηνο. Ζ αληίθαζε εμαθαλίδεηαη αλ       θαη      , δειαδή αλ πάξνπκε φρη δχν δηαθνξεηηθέο 

ιχζεηο, αιιά κία. Άξα, αλ ε ειάρηζηε ιχζε φλησο ππάξρεη, ηφηε είλαη κνλαδηθή. 

Παξαηεξήζηε ηψξα άιιε κία πνιχ ζεκαληηθή ηδηφηεηα ησλ ιχζεσλ ηεο εμίζσζεο (29). Έζησ 
        κία ιχζε ηεο εμίζσζεο. Σφηε 

  
     

    
ή 

                      (32) 

Σψξα πςψζηε θαη ηνπο δχν φξνπο ηεο ηζφηεηαο (32) ζε δχλακε κε εθζέηε ηνλ ζεηηθφ αθέξαην  : 

          
 
         

 
   (33) 

Τςψλνληαο ηνλ παξάγνληα ηνπ αξηζηεξνχ κέινπο ζηε δχλακε ηνπ   ζχκθσλα κε ην ζεψξεκα ηνπ 

δησλχκνπ, παίξλνπκε 

         
 

   
     

        
      

 
  

      
        

 
  

          (34) 

φπνπ νη    θαη    ζα είλαη αθέξαηνη αθνχ ν πξψηνο φξνο, ν ηξίηνο φξνο θαη, γεληθά, νη πεξηηηνί φξνη ηεο 

δησλπκηθήο επέθηαζεο είλαη αθέξαηνη ελψ νη άξηηνη φξνη είλαη αθέξαηνη πνιιαπιαζηαδφκελνη κε ηνλ   . 

΢πιιέγνληαο ρσξηζηά ηνπο πεξηηηνχο θαη ηνπο άξηηνπο φξνπο ηεο επέθηαζεο απνθηνχκε ηελ (34). Θα 

απνδείμνπκε ηψξα φηη νη αξηζκνί    θαη    ζα είλαη επίζεο κία ιχζε ηεο εμίζσζεο (29). Ζ απφδεημε είλαη 

απιή: αιιάδνληαο ην πξφζεκν ηνπ    ζηελ ηζφηεηα (34), απνθηνχκε ηελ 

          
 

         (35) 

Πνιιαπιαζηάδνληαο ηηο (34) θαη (35) θαηά κέιε θαη ρξεζηκνπνηψληαο ηελ έθθξαζε (33) έρνπκε ηειηθά 

ηελ 

          
 
         

 
                      

     
    (36) 

ή, κε άιια ιφγηα, ε         είλαη επίζεο κία ιχζε ηεο (29). 
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Σψξα κπνξνχκε λα απνδείμνπκε ην βαζηθφ ζεψξεκα πνπ αθνξά ηηο ιχζεηο ηεο εμίζσζεο (29): 

Θεώρημα ΙΙ. Κάζε ιχζε ηεο εμίζσζεο (29) 

         

κε ζεηηθφ αθέξαην   θαη άξξεην    είλαη ηεο κνξθήο          , φπνπ 

 
 

    
 

 
          

 
          

 
 

   
 

   
          

 
          

 
 

  (37) 

θαη         είλαη ε ειάρηζηε ιχζε ηεο εμίζσζεο. 

Απόδεημε. 

Τπνζέζηε ην αληίζεην, δειαδή, φηη ππάξρεη κία ζεηηθή αθέξαηα ιχζε         ηεο εμίζσζεο (29) 

ηέηνηα ψζηε ε ηζφηεηα 

                  
 

 (38) 

δελ πθίζηαηαη γηα θάζε αθέξαην αξηζκφ  . Θεσξήζηε κία αθνινπζία αξηζκψλ 

                 
 
          

 
   

Δίλαη αθνινπζία ζεηηθψλ θαη απείξσο απμαλφκελσλ αξηζκψλ, αθνχ     ,      θαη          . 

Δμ νξηζκνχ ηεο         σο ειάρηζηεο ιχζεο, 

                

πάληα ππάξρεη έλαο αθέξαηνο     ηέηνηνο ψζηε 

          
 

                  
   

 (39) 

Αιιά           επεηδή 

                     
     

      

΢πλεπψο, φηαλ φινη νη φξνη ησλ αληζνηήησλ (39) πνιιαπιαζηαζηνχλ κε ηνλ ίδην ζεηηθφ αξηζκφ 

         
 

 νη ηειεζηέο αληζφηεηαο παξακέλνπλ, θαη ζα έρνπκε 

          
 
         

 
                   

 
          

   
         

 
 (40) 

Δθφζνλ 

          
 
         

 
    

     
      (41) 

ζα έρνπκε 

          
   

         
 

         (42) 

Δπηπξνζζέησο 

                  
 

                     

                                  (43) 

φπνπ νη    θαη    είλαη αθέξαηνη θαη 

                 
 

 

Κάλνληαο ρξήζε ησλ ζρέζεσλ (41)-(43) θαη ησλ αληζνηήησλ (40), απνθηνχκε ηηο αληζφηεηεο 

                   (44) 

Θα δείμνπκε φηη ην δεχγνο ησλ αθέξαησλ    θαη    είλαη κία ιχζε ηεο εμίζσζεο (29). Γηα λα ην θάλνπκε 

απηφ, πνιιαπιαζηάδνπκε θαηά κέιε, ηελ εμίζσζε (43), δειαδή ηελ εμίζσζε 

                           
 

 (45) 

θαη ηελ εμίζσζε 

                           
 

 (46) 

νη νπνία πξνθχπηεη άκεζα απφ ηελ (43) κε αιιαγή ηνπ πξφζεκνπ ηνπ   . Αθνχ νη         θαη         
είλαη ιχζεηο ηεο εμίζσζεο (29), ην απνηέιεζκα ζα είλαη 

                             

                            
 
         

 
  

              
     

      (47) 

Σν ηειεπηαίν βήκα είλαη λα απνδείμνπκε φηη νη    θαη    είλαη ζεηηθνί. Πξψηα απ’ φια, ζεκεηψζηε 

φηη     , αιιηψο ε (47) ζα καο έδηλε 

    
    



Μεηαπηςσιακή Διαηπιβή Παπάζσορ Καμπαγεωπγίος 

Ειδικέρ Μοπθέρ Εξιζώζεων και Εθαπμογέρ Αςηών 20 

ην νπνίν είλαη αδχλαην επεηδή    . Δπηπιένλ, αλ     ε ίδηα ηζφηεηα (47) δίλεη      , αιιά νη 

αληζφηεηεο (44) δίλνπλ     · άηνπν. Σειηθά, ζεκεηψζηε φηη ηα πξφζεκα ησλ    θαη    ζπκπίπηνπλ. Γηαηί 

αλ ππνζέζνπκε φηη ηα πξφζεκα ησλ    θαη    είλαη αληίζεηα, ηφηε απηά ησλ    θαη     είλαη φκνηα. Αο 

ζπγθξίλνπκε ην κέηξν ησλ αξηζκψλ         θαη        . Σν κέηξν ηνπ πξψηνπ πξέπεη λα είλαη 

κηθξφηεξν ηνπ δεχηεξνπ επεηδή, ζηελ πξψηε πεξίπησζε, δχν αξηζκνί κε ην ίδην πξφζεκν αθαηξνχληαη 

κεηαμχ ηνπο ελψ ζηε δεχηεξε πεξίπησζε πξνζηίζεληαη κεηαμχ ηνπο. Αιιά ήδε μέξνπκε φηη 

          

νπφηε θαη ν         είλαη κεγαιχηεξνο απ’ ηε κνλάδα θαηά απφιπηε ηηκή. Αιιά 

                              

θαη έρνπκε θαηαιήμεη ζε αληίθαζε, επεηδή ην γηλφκελν δχν αξηζκψλ, ν θαζέλαο κε κέηξν κεγαιχηεξν ηεο 

κνλάδαο, πξέπεη επίζεο λα είλαη κεγαιχηεξν απ’ ηε κνλάδα θαηά απφιπηε ηηκή. Άξα ηα πξφζεκα ησλ δχν 

αξηζκψλ,    θαη   , είλαη φκνηα θαη     ,     . Οη αληζφηεηεο (44) θαηαιήγνπλ ηφηε θαηεπζείαλ ζην 

ζπκπέξαζκα φηη      θαη     . Καη έηζη, ππνζέηνληαο φηη ππάξρεη κία ιχζε         ηεο εμίζσζεο (29) 

                

ηέηνηα ψζηε ε (38) λα κελ πθίζηαηαη γηα νπνηνδήπνηε ζεηηθφ αθέξαην  , έρνπκε θαηαθέξεη λα 

θαηαζθεπάζνπκε αθφκα κία ζεηηθή αθέξαηα ιχζε         ηεο ίδηαο εμίζσζεο (   ,     είλαη αθέξαηνη) 

πνπ ηθαλνπνηεί ηηο αληζφηεηεο (44), θάηη πνπ αληηηίζεηαη ζηνλ νξηζκφ ηεο ειάρηζηεο ιχζεο        . Καηά 

ζπλέπεηα έρνπκε απνδείμεη φηη ε ππφζεζή καο φηη ππάξρνπλ ιχζεηο πνπ δε δίλνληαη απφ ηνλ ηχπν (38) καο 

νδεγεί ζε κία αληίθαζε. Με άιια ιφγηα έρνπκε απνδείμεη φηη φιεο νη ιχζεηο ηεο εμίζσζήο καο κπνξεί λα 

απνθηεζνχλ απ’ ηνλ ηχπν (38). 

Δπνκέλσο θάζε ιχζε       ηεο εμίζσζεο (29) κπνξεί λα πξνέιζεη απφ ηελ έθθξαζε 

                
 
        (48) 

φπνπ ε         είλαη ε ειάρηζηε ιχζε. Αιιάδνληαο ην πξφζεκν ηνπ    ζηελ ηζφηεηα (48), παίξλνπκε 

επίζεο ηελ ηζφηεηα 

                
 
        (49) 

Πξνζζέηνληαο ηηο δχν παξαπάλσ ηζφηεηεο, θαηφπηλ αθαηξψληαο ηε δεχηεξε απ’ ηελ πξψηε, θαη ηειηθψο 

δηαηξψληαο ην άζξνηζκα κε ην 2 θαη ηελ δηαθνξά κε ηνλ    , απνθηνχκε ηηο 

 
 

      
 

 
          

 
          

 
 

     
 

   
          

 
          

 
 

  (50) 

Απηέο είλαη νη αλαιπηηθέο εθθξάζεηο γηα θάζε αθέξαηα ιχζε      . Κάζε ιχζε κπνξεί λα πξνέιζεη απ’ 

απηέο κε κία ηπραία επηινγή ησλ πξνζήκσλ ησλ    θαη   .  ■ 

Γηα παξάδεηγκα, απφ ηε ζηηγκή πνπ είδακε παξαπάλσ φηη ε ειάρηζηε ιχζε ηεο εμίζσζεο 

         είλαη νη    ,    , φιεο νη ιχζεηο απηήο ηεο εμίζσζεο πεξηέρνληαη ζηνπο ηχπνπο 

   
 

 
        

 
        

 
  

   
 

   
        

 
        

 
  

Ζ ειάρηζηε ιχζε       αληηζηνηρεί ζην    · γηα     θαη     νη ιχζεηο είλαη νη         θαη         
αληίζηνηρα, θ.ν.θ. 

΢εκεηψζηε φηη νη αξηζκνί    θαη    απμάλνληαη κε ην   ζαλ ηνπο φξνπο γεσκεηξηθήο πξνφδνπ κε 

έλα κέζν ιφγν        . Πξάγκαηη 

            

επεηδή 

                     

΢πλεπψο, ν          
 

 ηείλεη ζην κεδέλ φζν ην   απμάλεη. 

΢εκεηψζηε επίζεο φηη αλ ε εμίζσζε (29) έρεη ηνπιάρηζηνλ κία κε-ηεηξηκκέλε ιχζε, ή, κε άιια 

ιφγηα, ηνπιάρηζηνλ κία ιχζε κε    , ηφηε ζα έρεη θαη κία ειάρηζηε ιχζε θαη, επνκέλσο, φιεο νη ιχζεηο 

ηεο κπνξνχλ λα πξνέιζνπλ απφ ηνπο ηχπνπο (50). Ζ χπαξμε κίαο κε-ηεηξηκκέλεο ιχζεο γηα θάζε ζεηηθφ 

αθέξαην   κε ηνλ    άξξεην ζα ζπδεηεζεί ζηελ ελφηεηα 1.5. 
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1.5. Εξισώσεις Δευτέρου Βαθμού με Δύο Αγνώστους: η Γενική 

Περίπτωση 

Θα απνδείμνπκε ζ’ απηήλ ηελ ελφηεηα φηη γηα έλα ηπραίν ζεηηθφ αθέξαην   κε ηνλ    άξξεην, ε εμίζσζε 

          (51) 

έρεη πάληα κία κε-ηεηξηκκέλε ιχζε· κε άιια ιφγηα, ππάξρεη έλα δεχγνο κε-κεδεληθψλ αθέξαησλ    θαη 

   πνπ ηθαλνπνηνχλ ηελ εμίζσζε. Θα πεξηγξάςνπκε πξψηα κία κέζνδν γηα επέθηαζε ελφο ηπραίνπ 

ζεηηθνχ αξηζκνχ ζε έλα ζπλερέο θιάζκα. (Πξνεγνπκέλσο, φηαλ επεθηείλακε ηνλ    ζε ζπλερέο θιάζκα 

(βι. ελφηεηα 1.4), θάλακε ρξήζε ησλ εηδηθψλ ηδηνηήησλ απηνχ ηνπ αξηζκνχ.) Έζησ   έλαο νπνηνζδήπνηε 

ζεηηθφο αξηζκφο. Σφηε ππάξρεη πάληα έλαο αθέξαηνο κηθξφηεξνο ηνπ ή ίζνο κε ηνλ  , θαη κεγαιχηεξνο ηνπ 

   . Απηφο ν αθέξαηνο θαιείηαη ην ακέραιο μέρος ηνπ   θαη ζπκβνιίδεηαη σο    . Ζ δηαθνξά κεηαμχ 

ηνπ   θαη ηνπ αθέξαηνπ κέξνπο ηνπ θαιείηαη ην κλαζμαηικό μέρος ηνπ   θαη ζπκβνιίδεηαη σο    . Ζ 

ζρέζε κεηαμχ απηψλ ησλ δχν πνζνηήησλ 

          
ή 

           (52) 

είλαη κία άκεζε ζπλέπεηα ησλ νξηζκψλ ηνπο. 

΢εκεηψζηε επίζεο φηη ην θιαζκαηηθφ κέξνο ηνπ αξηζκνχ, φληαο ε δηαθνξά κεηαμχ ελφο ζεηηθνχ 

αξηζκνχ θαη ηνπ κεγαιχηεξνπ αθέξαηνπ πνπ δελ ηνλ ππεξβαίλεη, είλαη κε-αξλεηηθφ θαη πάληα κηθξφηεξν 

ηεο κνλάδαο. Γηα παξάδεηγκα, ην αθέξαην κέξνο ηνπ      είλαη 5 θαη ην θιαζκαηηθφ ηνπ κέξνο είλαη 

   · γηα ηνλ    νη αληίζηνηρνη αξηζκνί είλαη ν   θαη ν     , γηα ηνλ    
 

 νη   θαη ν    
 

  , θ.ν.θ. 

Οη έλλνηεο πνπ κφιηο παξνπζηάζηεθαλ κπνξνχλ λα ρξεζηκνπνηεζνχλ γηα ηελ επέθηαζε ζεηηθψλ 

αθέξαησλ ζε ζπλερή θιάζκαηα. Τπνζέηνπκε φηη 

              
 

  

 

Σφηε 

     
 

  

 (53) 

Όπσο ν     είλαη πάληα κηθξφηεξνο ηεο κνλάδαο, έηζη θαη ν    είλαη πάληα κεγαιχηεξνο ηεο κνλάδαο. Αλ 

ν   ήηαλ έλαο αθέξαηνο ηφηε ην θιαζκαηηθφ κέξνο ηνπ ζα ήηαλ ίζν κε ην κεδέλ έηζη θαη ν    ζα ήηαλ 

άπεηξνο θαη ζα είρακε     . Παξ’ φια απηά, φζν ζα ζπδεηάκε ηελ επέθηαζε ζε ζπλερέο θιάζκα ησλ 

άξξεησλ αξηζκψλ, κπνξνχκε λα αθήζνπκε θαηά κέξνο απηή ηε ζπγθεθξηκέλε πεξίπησζε θαη λα πνχκε 

φηη ν    είλαη έλαο ζεηηθφο αξηζκφο κεγαιχηεξνο ηεο κνλάδαο. Με απηφλ ηνλ αξηζκφ    κπνξνχκε λα 

πξνρσξήζνπκε φπσο θάλακε θαη κε ηνλ  , θαη λα γξάςνπκε 

      
 

  

               
 

  

      

Δπαλαιακβάλνληαο απηή ηε δηαδηθαζία, απνθηνχκε ηελ παξαθάησ αιιεινπρία 

 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
      

 

  

          

      
 

  

           

      
 

  

           

 

        
 

  

             

 

  (54) 

Γηα ξεηνχο αξηζκνχο   (ή, νκνίσο, γηα      , φπνπ νη   θαη   είλαη ζεηηθνί αθέξαηνη) απηφο ν 

αθνινπζηαθφο ππνινγηζκφο δίλεη ην ίδην απνηέιεζκα φπσο ν Δπθιείδεηνο αιγφξηζκνο κε ηνπο αθέξαηνπο 

  ,   ,   , …,   , … λα είλαη ηα κεξηθά πειίθα (βι. ηχπνη (6) ζηελ ελφηεηα 1.2). Δδψ, φπσο επίζεο θαη 

ζηελ ελφηεηα 1.2, ε δηαδηθαζία πξέπεη λα δηαθνπεί. Αθ’ εηέξνπ, φηαλ ν   είλαη άξξεηνο απηή ε 

δηαδηθαζία πξέπεη λα είλαη άπεηξε. Αθνχ αλ ν    ήηαλ έλαο αθέξαηνο γηα θάπνην  , ηφηε ν      ζα ήηαλ 

ξεηφο, ην ίδην θαη νη     ,     , … θαη, ηειηθά, ν    ζα ήηαλ ξεηφο. Αιιεπάιιειεο αληηθαηαζηάζεηο πνπ 

εμαιείθνπλ ηνπο   ,   , …,      απφ ηνπο ηχπνπο (54) νδεγνχλ ζε έλα ζπλερέο θιάζκα 
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(55) 

ή, εθφζνλ ν   κπνξεί λα πάξζεθε απζαίξεηα κεγάινο, κπνξνχκε λα ηνλ γξάςνπκε ζηε κνξθή ελφο 

κε-πεπεξαζκέλνπ ζπλερνχο θιάζκαηνο 

     
 

   
 

   

 

 
 

   

 

 

Όπσο αλαθέξζεθε ζηελ ελφηεηα 1.4, ε ζρέζε (8) κεηαμχ ησλ ζπγθιηλφλησλ δελ εμαξηάηαη απ’ ην 

πεπεξαζκέλν ή ην άπεηξν ηνπ ζπλερνχο θιάζκαηνο θαη ην ίδην ηζρχεη θαη ζ’ απηήλ ηελ πεξίπησζε. Απ’ 

ηελ έθθξαζε (8), φπσο έρνπκε δεη, έπεηαη ε αληζφηεηα (25) γηα άξηηνπο ζπγθιίλνληεο. Απηή ε αληζφηεηα 

ζα ρξεζηκνπνηεζεί θαη πάιη γηα λα απνδείμνπκε ηελ χπαξμε κίαο ιχζεο ηεο εμίζσζεο (51), αιιά ε 

δηθαηνιφγεζε ζα είλαη πην πνιχπινθε απ’ ηελ ζπγθεθξηκέλε πεξίπησζε φπνπ    . 

Θεώρημα ΙΙΙ. Γηα νπνηνδήπνηε ζεηηθφ αθέξαην   θαη άξξεην   , ε εμίζσζε  

         

έρεη κία κε-ηεηξηκκέλε ζεηηθή ιχζε        . 

Απόδεημε. 

Δμαηηίαο νξηζκέλσλ πεξηπινθψλ ζηελ απφδεημε ηεο χπαξμεο ησλ ιχζεσλ ηεο εμίζσζεο (51) ζα 

δηαρσξίζνπκε ηελ απφδεημε ζε αξθεηά βήκαηα. 

΢ην πξψην βήκα ζα απνδείμνπκε ηελ χπαξμε ελφο αθέξαηνπ   ηέηνηνπ ψζηε ε εμίζσζε 

          (56) 

λα έρεη έλα άπεηξν αξηζκφ ζεηηθψλ αθέξαησλ ιχζεσλ. Αο ζεσξήζνπκε ην δηψλπκν       . Θα 

αληηθαηαζηήζνπκε αληίζηνηρα ηα   θαη   κε ηνπο αξηζκεηέο θαη παξνλνκαζηέο ησλ δηαδνρηθψλ άξηησλ 

ζπγθιηλφλησλ ηνπ άξξεηνπ αξηζκνχ     . Σφηε 

        
      

                       (57) 

Αιιά αθνχ 

           
 

     

 

άκεζα έπεηαη φηη 

                                
 

     

 

Αο ρξεζηκνπνηήζνπκε ηηο ηειεπηαίεο δχν αληζφηεηεο γηα λα πξνζεγγίζνπκε ηνλ    . 

Αληηθαζηζηψληαο κε κεγαιχηεξεο πνζφηεηεο θαη ηνπο δχν παξάγνληεο ηνπ δεμηνχ κέινπο ηεο (57) 

παίξλνπκε γηα ηνλ     ηελ αληζφηεηα 

      
 

     

       
 

     

       (58) 

αθνχ ν     είλαη κηθξφηεξνο απ’ ηνλ      . Αλ αληηθαηαζηήζνπκε ηνπο   θαη   κε ηνπο     θαη     

αληίζηνηρα ζην δηψλπκν 

         

ζα ππνζέζνπκε φηη ν   παίξλεη ζεηηθή αθέξαηα ηηκή. Έηζη, φινη νη αξηζκνί               ζα είλαη 

ζεηηθνί αθέξαηνη, θαλέλαο απφ ηνπο νπνίνπο δε μεπεξλά ηνλ ίδην αξηζκφ     . Αιιά αθνχ ν      

είλαη άξξεηνο, φπσο ην ζπλερέο θιάζκα ηνπ είλαη άπεηξν θαη έηζη θαη ε αθνινπζία ησλ δεπγψλ ησλ 

αξηζκψλ     θαη     είλαη άπεηξε. Αθνχ ηψξα δελ ππάξρνπλ πεξηζζφηεξνη απφ        αθέξαηνη 

κεηαμχ ηνπ   θαη ηνπ αξηζκνχ      (ν νπνίνο είλαη πεπεξαζκέλνο θαη δελ εμαξηάηαη απφ ηνλ  ), ε 

άπεηξε αθνινπζία ησλ ζεηηθψλ αθέξαησλ               είλαη θηηαγκέλε απφ έλα πεπεξαζκέλν αξηζκφ 

δηαθνξεηηθψλ φξσλ. Με άιια ιφγηα, ε άπεηξε αθνινπζία αθέξαησλ               είλαη απιά ε 



Μεηαπηςσιακή Διαηπιβή Παπάζσορ Καμπαγεωπγίος 

Ειδικέρ Μοπθέρ Εξιζώζεων και Εθαπμογέρ Αςηών 23 

αξηζκεηηθή πξφνδνο                επαλαιακβαλφκελε θαηά θάπνην ηξφπν θαη δελ είλαη θαλ 

απαξαίηεην λα εκθαλίδνληαη φινη απηνί νη αθέξαηνη ζηελ πξφνδν. ΢εκεηψζηε επίζεο φηη εθφζνλ ε 

πνζφηεηα ησλ δηαθνξεηηθψλ φξσλ ηεο άπεηξεο πξνφδνπ               είλαη πεπεξαζκέλε, ηνπιάρηζηνλ 

έλαο φξνο (έλαο αξηζκφο),                , επαλαιακβάλεηαη άπεηξεο θνξέο. Με άιια ιφγηα, 

κεηαμχ ησλ δεπγψλ αξηζκψλ                               ππάξρεη έλα άπεηξν ζχλνιν δεπγψλ γηα ην 

νπνίν ν          παίξλεη ηελ ίδηα ηηκή   θαηά ηελ αληηθαηάζηαζε ησλ   θαη   κε ηνπο αξηζκνχο 

απηνχο. ΢πλεπψο, έρνπκε απνδείμεη ηελ χπαξμε ελφο ζεηηθνχ αθέξαηνπ αξηζκνχ   γηα ηνλ νπνίν ε 

εμίζσζε (56) έρεη έλα άπεηξν πιήζνο αθέξαησλ ιχζεσλ      . Αο απαξηζκήζνπκε γηα άιιε κία θνξά 

απηά ηα δεχγε αξηζκψλ ηα νπνία είλαη ιχζεηο ηεο εμίζσζεο (56) γηα δνζέλ   ζπκβνιίδνληάο ηα σο 
                           . Θα έρνπκε ηφηε 

   
     

    (59) 

Ζ αθνινπζία ησλ δεπγψλ                             ζα είλαη επίζεο ηκήκα ηεο αθνινπζίαο ησλ 

αξηζκεηψλ θαη παξνλνκαζηψλ ησλ άξηησλ ζπγθιηλφλησλ ηνπ  . Αλ κπνξέζνπκε λα δηαβεβαηψζνπκε φηη 

   , ηφηε ζα έρνπκε απνδείμεη φηη ε εμίζσζε (51) έρεη έλα άπεηξν πιήζνο αθέξαησλ ιχζεσλ. Απφ ηε 

ζηηγκή πνπ δε κπνξνχκε λα ην δηαβεβαηψζνπκε απηφ, αο ππνζέζνπκε φηη     (ζηελ αληίζεηε 

πεξίπησζε φηαλ     είλαη φια απνδεδεηγκέλα), θαη αο πξνρσξήζνπκε ζην επφκελν βήκα ηεο απφδεημήο 

καο. 

΢ην δεχηεξν βήκα ζα απνδείμνπκε φηη κεηαμχ ησλ δεπγψλ αξηζκψλ                             

ζα ππάξρνπλ απείξσο αξθεηά δεχγε πνπ ζα δίλνπλ ηα ίδηα ππφινηπα φηαλ ζα δηαηξνχληαη κε ην  . Γηα λα 

ην ζέζνπκε αιιηψο, ζα απνδείμνπκε φηη ππάξρνπλ δχν κε-αξλεηηθνί αθέξαηνη,   θαη  , θαη νη δχν 

κηθξφηεξνη ηνπ  , ηέηνηνη ψζηε γηα θάζε έλα άπεηξν πιήζνο δεπγψλ                             νη 

ηζφηεηεο 

                      (60) 

ηζρχνπλ, φπνπ νη    θαη    είλαη ηα πειίθα ηεο δηαίξεζεο ησλ    θαη    κε ηνλ  , θαη νη   θαη   είλαη ηα 

ππφινηπα. Γειαδή, αλ δηαηξέζνπκε ηνπο    θαη    κε ηνλ αθέξαην  ,    , ηφηε απνθηνχκε ζρέζεηο ηεο 

κνξθήο (60), φπνπ φπσο πάληα ηα ππφινηπα ηεο δηαίξεζεο θείηνληαη κεηαμχ ηνπ κεδελφο θαη ηνπ    . 

Δθφζνλ ηα κφλα ππφινηπα ηεο δηαίξεζεο ησλ αξηζκψλ    κε ηνλ   είλαη νη αξηζκνί            , θαη 

νκνίσο ηα ππφινηπα ηεο δηαίξεζεο ησλ αξηζκψλ    κε ηνλ   κπνξεί λα είλαη κφλν νη ίδηνη αξηζκνί 

           , ηφηε ην πιήζνο ησλ πηζαλψλ δεπγψλ ππνινίπσλ ησλ δηαηξέζεσλ ησλ αξηζκψλ    θαη    

κε ηνλ   ζα είλαη       . Απηφ επίζεο είλαη πξνθαλέο δηφηη έλα δεχγνο ππνινίπσλ         
αληηζηνηρεί ζε θάζε δεχγνο         θαη ην πιήζνο ησλ δηαθνξεηηθψλ ηηκψλ πνπ παίξλνπκε απφ ηνπο 

αξηζκνχο    θαη    ρσξηζηά δελ είλαη κεγαιχηεξν απφ ηνλ  . Δπνκέλσο, ην πιήζνο ησλ δηαθνξεηηθψλ 

δεπγψλ ππνινίπσλ δελ είλαη κεγαιχηεξν απφ ηνλ   . Έηζη ζε θάζε δεχγνο αθέξαησλ         αληηζηνηρεί 

έλα δεχγνο ππνινίπσλ         θαηά ηε δηαίξεζε κε ηνλ  . Αιιά ην πιήζνο ησλ δηαθνξεηηθψλ δεπγψλ 

ππνινίπσλ είλαη πεπεξαζκέλν, δελ μεπεξλά ηνλ   , ελψ ην πιήζνο ησλ δεπγψλ         είλαη άπεηξν. 

Απηφ ζεκαίλεη φηη εθφζνλ ην πιήζνο ησλ δηαθνξεηηθψλ δεπγψλ ζηελ αθνινπζία 
                            είλαη πεπεξαζκέλν, ηνπιάρηζηνλ έλα δεχγνο ππνινίπσλ επαλαιακβάλεηαη 

άπεηξεο θνξέο. ΢πκβνιίδνληαο απηφ ην δεχγνο ππνινίπσλ σο      , βιέπνπκε φηη ππάξρεη έλα άπεηξν 

ζχλνιν δεπγψλ         γηα ην νπνίν νη ζρέζεηο (60) ηζρχνπλ. Δθφζνλ δελ ηθαλνπνηνχλ φια ηα δεχγε ηηο 

ζρέζεηο (60) γηα ζπγθεθξηκέλνπο πεπεξαζκέλνπο   θαη  , ησλ νπνίσλ ηελ χπαξμε κφιηο ηψξα 

απνδείμακε, ζα επαλαξηζκήζνπκε φια απηά ηα δεχγε         πνπ ηθαλνπνηνχλ ηηο ζρέζεηο (60) 

ζπκβνιίδνληάο ηα        . Καη άξα, ε άπεηξε αθνινπζία δεπγψλ                             είλαη 

ππαθνινπζία ηεο αθνινπζίαο         ε νπνία, κε ηε ζεηξά ηεο, είλαη ππαθνινπζία ηεο αθνινπζίαο ησλ 

αξηζκεηψλ θαη παξνλνκαζηψλ ησλ άξηησλ ζπγθιηλφλησλ ηνπ  . Σα δεχγε ησλ αξηζκψλ 
                            ηθαλνπνηνχλ ηελ εμίζσζε (59) θαη δίλνπλ ηα ίδηα ππφινηπα,   θαη  , θαηά 

ηε δηαίξεζε κε ηνλ  . 

Σψξα πνπ έρνπκε ηεθκεξηψζεη ηελ χπαξμε ελφο άπεηξνπ ζπλφινπ ηέηνησλ δεπγψλ ζεηηθψλ 

αθέξαησλ    θαη   , κπνξνχκε λα πξνρσξήζνπκε ζην ηξίην θαη ηειεπηαίν βήκα ηεο απφδεημήο καο. 

΢εκεηψζηε πξψηα απ’ φια φηη ηα δεχγε        , φληαο νη αξηζκεηέο θαη παξνλνκαζηέο ησλ 

ζπγθιηλφλησλ, πξέπεη λα είλαη πξψηνη κεηαμχ ηνπο αξηζκνί, δειαδή δεχγε αξηζκψλ πνπ δελ έρνπλ 

θνηλνχο δηαηξέηεο. Πξάγκαηη, αλ αληηθαηαζηήζνπκε ηνλ   κε ηνλ    ζηε ζρέζε (24) θαη ζέζνπκε 

            θαη                  , ηφηε απφ ηελ εμίζσζε 
   

   

 
     

     

 
 

        

 

πνιιαπιαζηάδνληαο θαη ηα δχν κέιε κε ην         , παίξλνπκε 

                     (61) 
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Απηή ε ζρέζε κεηαμχ ηεζζάξσλ αθέξαησλ,    ,    ,      , θαη      , δείρλεη φηη αλ νη     θαη 

    έρνπλ έλα θνηλφ δηαηξέηε κεγαιχηεξν ηεο κνλάδαο, ηφηε νιφθιεξν ην αξηζηεξφ κέινο ηεο πξέπεη λα 

είλαη δηαηξεηφ κε απηφλ ηνλ θνηλφ δηαηξέηε. Αιιά ην δεμί κέινο ηεο ηζφηεηαο (61) είλαη ε κνλάδα, ε νπνία 

δε κπνξεί λα δηαηξεζεί κε θάπνην αθέξαην κεγαιχηεξν απφ ηε κνλάδα. Έηζη έρεη ηεθκεξησζεί φηη νη 

αξηζκνί    θαη   , νη νπνίνη κπνξεί λα είλαη κφλν νη αξηζκεηέο θαη παξνλνκαζηέο ησλ ζπγθιηλφλησλ, 

είλαη πξψηνη κεηαμχ ηνπο. Απφ ηε ζρέζε (7) επίζεο έπεηαη άκεζα φηη 

              

Απφ ην γεγνλφο φηη νη αξηζκνί    θαη    είλαη πξψηνη κεηαμχ ηνπο θαη απφ ην γεγνλφο φηη νη αξηζκνί 

            , νη νπνίνη πάξζεθαλ απ’ ηελ αθνινπζία ησλ δηαθνξεηηθψλ κεηαμχ ηνπο αξηζκψλ    , 

είλαη φινη δηαθνξεηηθνί κεηαμχ ηνπο, έπεηαη ακέζσο φηη κέζα ζηελ άπεηξε αθνινπζία θιαζκάησλ 
  

  

 
  

  

   
  

  

   

δελ ππάξρνπλ αξηζκνί πνπ λα είλαη ν έλαο ίζνο κε ηνλ άιινλ. Αο γξάςνπκε δχν ηζφηεηεο πνπ έπνληαη απφ 

ηνλ νξηζκφ ησλ αξηζκψλ    θαη   : 

   
     

                     (62) 

θαη 

   
     

                     (63) 

φπνπ, φπσο παξαπάλσ,     . 

Δπίζεο, 

                                          (64) 

αθνχ     . Οκνίσο 

                                          (65) 

Όηαλ δηαηξνχληαη κε ηνλ  , νη    θαη    αθήλνπλ ππφινηπα   θαη   αλεμάξηεηα ηνπ  . Δπνκέλσο, 

εμαηηίαο ησλ ζρέζεσλ (60), 

                      (66) 

Μία ζεηξά απφ κεηαζρεκαηηζκνχο θαη αληηθαηαζηάζεηο νδεγνχλ ζην 

                                 
                                         
                                   
                           

     
   

                               

φπνπ ν    είλαη αθέξαηνο δηφηη   
     

   . Αλαινγηθά 

                                                 
                                  
                            

φπνπ ν    είλαη θαη απηφο αθέξαηνο. Μπνξνχκε λα ππνζηεξίμνπκε φηη ν    δελ είλαη ίζνο κε ην κεδέλ. 

Γηαηί αλ ππνζέζνπκε φηη     , ηφηε 

                

απφ φπνπ 
  

  

 
  

  

 

ην νπνίν είλαη αδχλαην θαζψο ηεθκεξηψζακε φηη φια ηα θιάζκαηα       είλαη δηαθνξεηηθά. 

Οη ηζφηεηεο (67) θαη (68) δείρλνπλ φηη 

                                     (69) 

θαη 

                                     (70) 

Πνιιαπιαζηάδνληαο ηηο (62) θαη (63) θαηά κέιε θαη ιακβάλνληαο ππφςε ηηο εθθξάζεηο (69) θαη (70), 

θαηαιήγνπκε ζηελ 

      
     

     
     

                                     
                         

     
   

Απαιείθνληαο ηνλ    απ’ ην απνηέιεζκα, παίξλνπκε ηειηθά 

   
     

    (72) 

Αιιά      ην νπνίν ζεκαίλεη φηη     , αιιηψο ην αξηζηεξφ κέινο ζα ήηαλ αξλεηηθφ ελψ ην δεμί 

κέινο ζα ήηαλ ίζν κε ηε κνλάδα. Έηζη, αθφκα θαη φηαλ    , έρνπκε πξνζδηνξίζεη δχν κε-κεδεληθνχο 

αθέξαηνπο,    θαη   , νη νπνίνη ηθαλνπνηνχλ ηελ εμίζσζε (51). Ζ ζεσξία ησλ εμηζψζεσλ απηνχ ηνπ ηχπνπ 

έρεη ηψξα νινθιεξσζεί εθφζνλ μέξνπκε φηη φλησο έρνπλ κία ιχζε γηα θάζε ζεηηθφ αθέξαην   θαη άξξεην 
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  · θαη γλσξίδνπκε πσο λα θαηαζθεπάζνπκε φιεο ηηο ιχζεηο κε ηε βνήζεηα ηεο ειάρηζηεο ιχζεο, ε 

χπαξμε ηεο νπνίαο έρεη ήδε απνδεηρζεί.   ■ 

΢ηελ πξάμε, ε ειάρηζηε ιχζε ζα κπνξνχζε λα εκθαληζηεί κε ηε κέζνδν δνθηκήο θαη ζθάικαηνο, 

επηιέγνληαο ηηκέο γηα ηα    θαη   . 

Έρνπκε επεμεξγαζηεί πιήξσο ηελ εμίζσζε 

         

φηαλ      θαη ν      είλαη άξξεηνο. 

Αλ      θαη ν      είλαη αθέξαηνο, ηφηε απηή ε εμίζσζε κπνξεί λα γξαθηεί ζηε κνξθή 

                       

θαη εθφζνλ ν   είλαη έλαο αθέξαηνο θαη νη   ,    είλαη αθέξαηνη πνπ ηθαλνπνηνχλ ηελ εμίζσζε, πξέπεη λα 

έρνπκε 

                     

ή 

                       

επεηδή ην γηλφκελν δχν αθέξαησλ είλαη κνλάδα αλ θαη κφλν αλ θάζε έλαο απ’ απηνχο ηνπο αθέξαηνπο 

είλαη είηε    ή   . Κάζε έλα απφ ηα ζπζηήκαηα δχν εμηζψζεσλ κε δχν αγλψζηνπο    θαη    επηδέρεηαη 

κία κφλν ηεηξηκκέλε αθέξαηα ιχζε,           θαη            αληίζηνηρα. 

Άξα, φηαλ ν   είλαη ίζνο κε ην ηεηξάγσλν ελφο αθέξαηνπ, ε εμίζσζε (51) έρεη κφλν ηεηξηκκέλεο αθέξαηεο 

ιχζεηο           . Όηαλ ν   είλαη έλαο αξλεηηθφο αθέξαηνο, ε εμίζσζε (51) έρεη ηηο ίδηεο 

ηεηξηκκέλεο αθέξαηεο ιχζεηο. (Όηαλ     , έρεη επηπιένλ ηηο (ζπκκεηξηθέο) ηεηξηκκέλεο ιχζεηο 

          .) 

Αο εμεηάζνπκε ηψξα κία πην γεληθή εμίζσζε 

          (73) 

φπνπ νη   θαη   είλαη αθέξαηνη, ν   είλαη ζεηηθφο θαη ν      είλαη άξξεηνο. Έρνπκε ήδε δεη φηη φηαλ 

    απηή ε εμίζσζε δίλεη πάληα έλα άπεηξν πιήζνο αθέξαησλ ιχζεσλ (δεο Θεψξεκα ΗΗΗ). Αιιά γηα 

ηπραίεο ηηκέο ησλ    θαη  , απηή ε εμίζσζε κπνξεί λα κελ έρεη θαλ ιχζε. 

ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ. Δείμηε όηη ε εμίζωζε 

           (74) 

δελ έρεη αθέξαηεο ιύζεηο. Πξψηα ζεκεηψζηε φηη ην ηεηξάγσλν ελφο πεξηηηνχ αξηζκνχ, φηαλ δηαηξεζεί κε ην 

 , αθήλεη πάληα έλα ππφινηπν ίζν κε  . Πξάγκαηη, εθφζνλ θάζε πεξηηηφο αξηζκφο   κπνξεί λα γξαθηεί 

σο       , φπνπ ν   είλαη αθέξαηνο, ζα έρνπκε 

                                    (75) 

φπνπ ν   είλαη αθέξαηνο, αθνχ είηε ν   ή ν     πξέπεη λα είλαη άξηηνο. Τπνζέζηε ηψξα φηη ην         
είλαη κία ιχζε ηεο εμίζσζεο (74). Σφηε νη δχν αξηζκνί,    θαη   , δελ πξέπεη λα έρνπλ ηελ ίδηα ηζνηηκία, 

δειαδή, ν έλαο πξέπεη λα είλαη άξηηνο, θαη ν άιινο πεξηηηφο. Αλ νη    θαη    ήηαλ θαη νη δχν είηε άξηηνη ή 

πεξηηηνί, ηφηε ν   
     

  ζα ήηαλ έλαο άξηηνο αξηζκφο θαη δε ζα κπνξνχζε λα είλαη ίζνο κε ην  . Αλ ν    

ήηαλ πεξηηηφο, θαη ν    άξηηνο, ηφηε ν   
  δηαηξεκέλνο κε ην   ζα άθελε ππφινηπν  , ελψ ν     

  ζα ήηαλ 

δηαηξεηφο κε ην  . Άξα ην ππφινηπν ηεο δηαίξεζεο ηνπ   
     

  κε ην   ζα ήηαλ κνλάδα. Απηφ φκσο 

είλαη αδχλαην επεηδή ην δεμί κέινο ηεο εμίζσζεο (74), φηαλ δηαηξεζεί κε ην  , αθήλεη ππφινηπν    ή 

     . Σέινο, αλ ν    είλαη άξηηνο θαη ν    πεξηηηφο, ηφηε ν   
  είλαη δηαηξεηφο κε ην  , θαη, ζχκθσλα 

κε ηελ (75), ν     
  κπνξεί λα γξαθηεί ζηε κνξθή 

    
                             

θαη έηζη δίλεη ππφινηπν   φηαλ δηαηξεζεί κε ην  . Άξα γηα αθφκα κία θνξά ην ππφινηπν ηεο δηαίξεζεο ηνπ 

  
     

  κε ην   πξέπεη λα είλαη  , ην νπνίν είλαη αδχλαην, φπσο έρνπκε δεη. Άξα, δελ ππάξρνπλ 

αθέξαηνη   ,    πνπ λα κπνξνχλ λα ηθαλνπνηήζνπλ ηελ εμίζσζεο (74). ■ 

Γε ζα κειεηήζνπκε ην πξφβιεκα θαζνξηζκνχ ζπλζεθψλ, πνπ πξέπεη λα επηβιεζνχλ ζηνπο   θαη 

 , θάησ απ’ ηηο νπνίεο ε εμίζσζε (73) ζα έρεη ιχζεηο. Δίλαη έλα δχζθνιν πξφβιεκα θαη επηιχεηαη κε ηε 

βνήζεηα ηεο γεληθήο ζεσξίαο ησλ ηεηξαγσληθψλ άξξεησλ πνζνηήησλ (quadratic irrationalities) ε νπνία 

αλήθεη ζηε ζεσξία αιγεβξηθψλ αξηζκψλ. Θα ζπδεηήζνπκε κφλν ηελ πεξίπησζε φηαλ ε εμίζσζε (73) έρεη 

κε-ηεηξηκκέλεο ιχζεηο. Όπσο παξαπάλσ, ζα θαινχκε κία ιχζε         κε-ηεηξηκκέλε αλ        . 

Δπνκέλσο, ππνζέζηε φηη ε εμίζσζε (73) επηδέρεηαη κε-ηεηξηκκέλεο ιχζεο        , κε άιια ιφγηα, 

ππνζέζηε φηη 

            (76) 

Θεσξήζηε γηα ηνλ ίδην   ηελ εμίζσζε 

          (77) 
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Γηα     θαη      άξξεην ε ηειεπηαία εμίζσζε έρεη έλα άπεηξν πιήζνο αθέξαησλ ιχζεσλ        , ε 

θάζε κία απ’ ηηο νπνίεο κπνξεί λα πξνζδηνξηζηεί απφ ηηο 

                 

φπνπ νη    θαη    πξνζδηνξίδνληαη απφ ηνπο ηχπνπο (50) ηεο ελφηεηαο 1.4. Δθφζνλ ε         είλαη κία 

ιχζε ηεο εμίζσζεο (77), 

                            
Με ηε ζεηξά ηεο, ε εμίζσζε (76) κπνξεί λα γξαθηεί σο 

                   

Πνιιαπιαζηάδνληαο θαηά κέιε ηηο δχν ηειεπηαίεο εμηζψζεηο παίξλνπκε 

                                    (78) 

Αιιά 

                                         
θαη, νκνίσο 

                                         

Υξεζηκνπνηψληαο απηά ηα δχν απνηειέζκαηα, κπνξνχκε λα μαλαγξάςνπκε ηελ (78) ζηε κνξθή 

                                                     
ή 

                              

Έρνπκε έηζη απνδείμεη φηη αλ ε         είλαη κία ιχζε ηεο εμίζσζεο (73) ηφηε απηή ε εμίζσζε 

ηθαλνπνηείηαη θαη κε ην δεχγνο ησλ αξηζκψλ      , 
                             (79) 

φπνπ ε         είλαη κία ηπραία ιχζε ηεο εμίζσζεο (77). ΢πλεπψο έρνπκε απνδείμεη φηη αλ ε εμίζσζε (73) 

έρεη ηνπιάρηζηνλ κία ιχζε ηφηε έρεη άπεηξν πιήζνο ιχζεσλ. 

Γελ πξέπεη θπζηθά λα ππνζηεξίμνπκε φηη νη ηχπνη (79) δίλνπλ φιεο ηηο ιχζεηο ηεο εμίζσζεο (73). 

΢ηε ζεσξία ησλ αιγεβξηθψλ αξηζκψλ απνδείρηεθε φηη φιεο νη αθέξαηεο ιχζεηο ηεο εμίζσζεο (73) 

κπνξνχλ λα απνθηεζνχλ παίξλνληαο έλα ζπγθεθξηκέλν πεπεξαζκέλν πιήζνο ιχζεσλ, εμαξηψκελσλ απ’ 

ηνπο   θαη  , θαη γεληθεχνληάο ηνπο κε ηε βνήζεηα ησλ ηχπσλ (79). Όηαλ ν   είλαη αξλεηηθφο ή ίζνο κε 

ην ηεηξάγσλν ελφο αθέξαηνπ, ε εμίζσζε (73) δε κπνξεί λα έρεη παξαπάλσ απφ έλα πεπεξαζκέλν πιήζνο 

ιχζεσλ. Ζ απφδεημε απηήο ηεο πξφηαζεο είλαη απιή θαη αθήλεηαη ζηνλ αλαγλψζηε. Οη αθέξαηεο ιχζεηο 

ηεο πην γεληθεπκέλεο εμίζσζεο δεπηέξνπ βαζκνχ κε δχν αγλψζηνπο 

                       (80) 

φπνπ νη           θαη   είλαη αθέξαηνη, κπνξεί λα ππνβηβαζηνχλ, κε αιιαγή ησλ κεηαβιεηψλ, ζηε 

ιχζε ησλ εμηζψζεσλ ηνπ ηχπνπ (73) κε ζεηηθφ ή αξλεηηθφ  . Δπνκέλσο, ε ζπκπεξηθνξά ησλ ιχζεσλ, αλ 

ππάξρνπλ, είλαη ίδηα κ’ απηή ησλ εμηζψζεσλ ηνπ ηχπνπ (73). 

Αζξνίδνληαο απηά πνπ έρνπλ απνδεηρζεί, κπνξνχκε λα πνχκε φηη εμηζώζεηο δεπηέξνπ βαζκνύ κε 

δύν αγλώζηνπο ηνπ ηύπνπ (80) κπνξεί λα κελ έρνπλ θάπνηα αθέξαηα ιύζε, ή λα έρνπλ έλα πεπεξαζκέλν 

πιήζνο ιύζεωλ, ή κπνξεί λα έρνπλ έλα άπεηξν πιήζνο ιύζεωλ. Σηελ ηειεπηαία πεξίπηωζε όιεο νη ιύζεηο 

κπνξνύλ λα απνθηεζνύλ από έλα πεπεξαζκέλν πιήζνο γεληθεπκέλωλ γεωκεηξηθώλ πξνόδωλ (79). Μία 

ζχγθξηζε ηεο ζπκπεξηθνξάο ησλ αθέξαησλ ιχζεσλ ησλ εμηζψζεσλ δεπηέξνπ βαζκνχ κε δχν αγλψζηνπο 

κε ηε ζπκπεξηθνξά ησλ ιχζεσλ ησλ γξακκηθψλ εμηζψζεσλ απνθαιχπηεη έλα άθξσο ζεκαληηθφ γεγνλφο. 

Δλψ νη ιχζεηο ησλ γξακκηθψλ εμηζψζεσλ, αλ ππάξρνπλ, ζρεκαηίδνπλ αξηζκεηηθέο πξνφδνπο, νη ιχζεηο 

ησλ εμηζψζεσλ δεπηέξνπ βαζκνχ, φηαλ είλαη άπεηξεο ζε πιήζνο, πξνέξρνληαη απφ έλα πεπεξαζκέλν 

πιήζνο γεληθεπκέλσλ γεσκεηξηθψλ πξνφδσλ. Με άιια ιφγηα, δεχγε αθέξαησλ πνπ δίλνπλ ιχζεηο κίαο 

εμίζσζεο δεπηέξνπ βαζκνχ ζπκβαίλνπλ ιηγφηεξν ζπρλά απ’ φηη ζηελ πεξίπησζε γξακκηθψλ εμηζψζεσλ. 

Απηφ δελ είλαη ηπραίν. Φαίλεηαη φηη εμηζψζεηο κε δχν αγλψζηνπο θαη βαζκνχ άλσ ηνπ δχν, γεληθά, έρνπλ 

κφλν έλα πεπεξαζκέλν πιήζνο ιχζεσλ. Δμαηξέζεηο απηνχ ηνπ θαλφλα είλαη εληειψο ζπάληεο. 

1.6. Εξισώσεις με Δύο Αγνώστους και Βαθμού Άνω του Δύο 

Δμηζψζεηο κε δχν αγλψζηνπο θαη βαζκνχ άλσ ηνπ δχν ζρεδφλ πάληα, εθηφο ζπάλησλ εμαηξέζεσλ, έρνπλ 

κφλν έλα πεπεξαζκέλν πιήζνο αθέξαησλ ιχζεσλ σο πξνο   θαη  . Αο κειεηήζνπκε πξψηα απ’ φια ηελ 

εμίζσζε 

    
     

        
              

       
    (81) 

φπνπ ν   είλαη έλαο αθέξαηνο άλσ ηνπ δχν θαη φινη νη αξηζκνί                    θαη   είλαη αθέξαηνη. 

  



Μεηαπηςσιακή Διαηπιβή Παπάζσορ Καμπαγεωπγίος 

Ειδικέρ Μοπθέρ Εξιζώζεων και Εθαπμογέρ Αςηών 27 

΢ηηο αξρέο ηνπ εηθνζηνχ αηψλα, ν A. Thue απέδεημε φηη απηή ε εμίζωζε έρεη κόλν έλα πεπεξαζκέλν 

πιήζνο αθέξαηωλ ιύζεωλ ωο πξνο   θαη  , κε πηζαλή εμαίξεζε ηηο πεξηπηώζεηο όηαλ ην νκνγελέο ηνπ 

αξηζηεξνύ κέινπο είλαη κία δύλακε 

(α) ελόο νκνγελνύο γξακκηθνύ δηωλύκνπ 

            

ή (β) ελόο νκνγελνύο δεπηεξνβάζκηνπ ηξηωλύκνπ 

                  

΢ε θάζε κία απ’ απηέο ηηο πεξηπηψζεηο, αθέξαηεο ιχζεηο κπνξνχλ λα ππάξμνπλ κφλν αλ ν    είλαη ε 

 -νζηή δχλακε θάπνηνπ αθέξαηνπ θαη, θαη’ επέθηαζε, αλ ε εμίζσζε (81) ππνβηβάδεηαη ζε κία εμίζσζε 

πξψηνπ ή δεπηέξνπ βαζκνχ αληίζηνηρα. 

Ζ κέζνδνο ηνπ Thue είλαη ηφζν πνιχπινθε γηα καο ψζηε λα πεξηγξαθεί εδψ. Θα πεξηνξηζηνχκε ζε 

κεξηθέο ζεκεηψζεηο πνπ επεμεγνχλ πψο απνδείρηεθε ην πεπεξαζκέλν ηνπ πιήζνπο ησλ ιχζεσλ ηεο 

εμίζσζεο (81). 

Γηαηξέζηε θαη ηα δχν κέιε ηεο εμίζσζεο (81) κε ην   , νπφηε 

   
 

 
 
 

    
 

 
 
   

        
 

 
     

 

  
 (82) 

Γηα ιφγνπο απινπνίεζεο ζα ππνζέζνπκε φηη φρη κφλν φιεο νη ξίδεο ηεο εμίζσζεο 

    
     

       
                 (83) 

είλαη δηαθνξεηηθέο κεηαμχ ηνπο θαη       , αιιά θαη φηη απηέο νη ξίδεο δε κπνξνχλ λα είλαη νη ιχζεηο 

νπνησλδήπνηε εμηζψζεσλ ρακειφηεξνπ βαζκνχ κε αθέξαηνπο ζπληειεζηέο. Απηή ε πεξίπησζε είλαη ε 

νπζηψδεο γηα ηε ζπδήηεζή καο. 

΢ε καζήκαηα αλψηεξεο άιγεβξαο απνδείρηεθε φηη νπνηαδήπνηε αιγεβξηθή εμίζσζε έρεη 

ηνπιάρηζηνλ κία ξίδα, απ’ φπνπ, εθφζνλ θάζε πνιπψλπκν ηνπ   είλαη δηαηξεηφ κε ην     αλ ν   είλαη 

ξίδα ηνπ, έπεηαη πνιχ απιά φηη θάζε πνιπψλπκν κπνξεί λα αλαπαξαζηαζεί σο 

   
     

       
                  

 

 
     

 

 
      

 

 
     (84) 

φπνπ νη            είλαη νη   (δηαθνξεηηθέο) ξίδεο ηεο. Υξεζηκνπνηψληαο απηήλ ηελ έθθξαζε γηα έλα 

πνιπψλπκν ζε κνξθή ελφο γηλνκέλνπ, κπνξνχκε λα μαλαγξάςνπκε ηελ εμίζσζε (82) ζηε κνξθή 

   
 

 
     

 

 
      

 

 
     

 

  
 (85) 

Τπνζέζηε φηη ππάξρεη έλα άπεηξν πιήζνο αθέξαησλ ιχζεσλ         ηεο εμίζσζεο (85). Απηφ 

ζεκαίλεη φηη ππάξρνπλ ιχζεηο κε ην    απζαίξεηα κεγάιν θαη’ απφιπηε ηηκή. Αλ ππήξρε έλα άπεηξν 

πιήζνο δεπγψλ κε ην    θξαγκέλν, κηθξφηεξν θαη’ απφιπηε ηηκή απφ θάπνηνλ πεπεξαζκέλν αξηζκφ, θαη 

κε ην    απζαίξεηα κεγάιν, ηφηε ζα ππήξρε κία αληίθαζε, θαζψο κε ηέηνην    ην αξηζηεξφ κέινο ζα ήηαλ 

απζαίξεηα κεγάιν, ελψ ην δεμί κέινο ζα παξέκελε θξαγκέλν. Τπνζέζηε ηψξα φηη ν    είλαη έλαο πνιχ 

κεγάινο αξηζκφο. Σφηε, ην δεμί κέινο ηεο εμίζσζεο (85) ζα είλαη κηθξφ θαη απηφ ζεκαίλεη φηη θαη ην 

αξηζηεξφ κέινο πξέπεη λα είλαη κηθξφ. Αιιά ην αξηζηεξφ κέινο ηεο εμίζσζεο είλαη έλα γηλφκελν   

παξαγφλησλ ζπκπεξηιακβαλνκέλσλ θαη ησλ       θαη   , ν νπνίνο, φληαο αθέξαηνο, δελ είλαη 

κηθξφηεξνο ηεο κνλάδαο. ΢πλεπψο, ην αξηζηεξφ κέινο κπνξεί λα γίλεη κηθξφ κφλν αλ ηνπιάρηζηνλ έλαο 

απ’ ηνπο παξάγνληεο 
  

  

    

έρεη κηθξφ κέηξν. Δίλαη μεθάζαξν φηη απηή ε δηαθνξά κπνξεί λα είλαη κηθξή κφλν φηαλ ν    είλαη 

πξαγκαηηθφο, κε άιια ιφγηα, φηαλ ε ζρέζε        ,    , δελ ηζρχεη. ΢ηελ αληίζεηε πεξίπησζε ην 

κέηξν ηεο δηαθνξάο καο δε κπνξεί λα είλαη απζαίξεηα κηθξφ, θαζψο 

 
  

  

         
  

  

   
 

        

Γχν δηαθνξέο, δειαδή δχν παξάγνληεο ηνπ αξηζηεξνχ κέινπο ηεο εμίζσζεο (85), δε κπνξνχλ λα έρνπλ 

ηαπηφρξνλα κηθξφ κέηξν επεηδή 

  
  

  

      
  

  

                (86) 

θαζψο νη αξηζκνί    είλαη φινη δηαθνξεηηθνί. Αλ έλαο απ’ ηνπο δχν παξάγνληεο έρεη κέηξν κηθξφηεξν 

απφ          , ηφηε, εμαηηίαο ηεο ζρέζεο (86), ν άιινο πξέπεη λα είλαη κεγαιχηεξνο απφ          . 

Απηφ είλαη κία ζπλέπεηα ηνπ γεγνλφηνο φηη ε απφιπηε ηηκή ελφο αζξνίζκαηνο δε μεπεξλά ην άζξνηζκα 

ησλ απνιχησλ ηηκψλ. Καζψο νη αξηζκνί    είλαη φινη δηαθνξεηηθνί, ε κηθξφηεξε ηηκή ζε απφιπηεο ηηκέο, 
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       , ζα είλαη κεγαιχηεξε ηνπ κεδελφο (   ). ΢πκβνιίδνληάο ηελ κε   , ζα έρνπκε φηη, αλ γηα 

θάπνηνπο ηθαλνπνηεηηθά κεγάινπο    (ην νπνίν κπνξνχκε λα ην ππνζέζνπκε θαζψο ν    απμάλεη επ’ 

άπεηξν) 

 
  

  

       

ηφηε 

 
  

  

                           (87) 

Σφηε, θαζψο ην κέηξν ελφο γηλνκέλνπ είλαη ίζν κε ην γηλφκελν ησλ κέηξσλ ησλ παξαγφλησλ ηνπ, 

έπεηαη απ’ ηελ εμίζσζε (85) φηη 

     
  

  

      
  

  

       
  

  

     
  

  

        
  

  

     
   

    
 

 (88) 

Αλ ζ’ απηήλ ηελ εμίζσζε αληηθαηαζηήζνπκε θάζε κία απ’ ηηο δηαθνξέο           ,    , κε ηε 

κηθξφηεξε πνζφηεηα   θαη αληηθαηαζηήζνπκε ηνλ      κε ηε κνλάδα, ν νπνίνο πξέπεη λα είλαη 

κηθξφηεξνο απ’ ηνλ αθέξαην     , ηφηε ην αξηζηεξφ κέινο ηεο εμίζσζεο (88) ζα γίλεη κηθξφηεξν απ’ ην 

δεμί κέινο, θαη παίξλνπκε ηελ αληζφηεηα 

     
  

  

     
   

    
 

 

ή 

 
  

  

     
  

    
 
       

   

    
 (89) 

φπνπ ν    δελ εμαξηάηαη απ’ ηνπο    θαη   . Γελ ππάξρνπλ πεξηζζφηεξνη απφ   αξηζκνί   , ελψ ην 

ζχλνιν ησλ δεπγψλ         πνπ ηθαλνπνηνχλ ηελ αληζφηεηα (89) γηα θάπνην   είλαη άπεηξν. Άξα, 

ππάξρεη έλα ζπγθεθξηκέλν   γηα ην νπνίν, κε ην αληίζηνηρν   , απηή ε αληζφηεηα είλαη έγθπξε άπεηξεο 

θνξέο. Με άιια ιφγηα, αλ ε εμίζσζε (81) έρεη άπεηξν πιήζνο αθέξαησλ ιχζεσλ, ηφηε ε αιγεβξηθή 

εμίζσζε (83) κε αθέξαηνπο ζπληειεζηέο έρεη κία ξίδα   γηα ηελ νπνία ε αληζφηεηα 

   
 

 
  

 

  
 (90) 

ηζρχεη γηα απζαίξεηα κεγάιεο ηηκέο ηνπ  . Δδψ, νη   θαη   είλαη αθέξαηνη, ν   είλαη κία ζηαζεξά, 

αλεμάξηεηή ηνπο, θαη ν   είλαη ν βαζκφο κηαο εμίζσζεο ηεο νπνίαο ν   είλαη κία ξίδα ηεο. 

Αλ ν   ήηαλ έλαο απζαίξεηνο πξαγκαηηθφο αξηζκφο, ηφηε ζα ήηαλ πηζαλφ λα ηνλ επηιέμνπκε 

θαηάιιεια έηζη ψζηε λα ππήξρε φλησο έλα άπεηξν πιήζνο αθέξαησλ ιχζεσλ ηεο αληζφηεηαο σο πξνο   

θαη  . Αιιά ζηελ πεξίπησζή καο ν   είλαη ξίδα κίαο αιγεβξηθήο εμίζσζεο κε αθέξαηνπο ζπληειεζηέο. 

Σέηνηνη αξηζκνί θαινχληαη αλγεβρικοί θαη έρνπλ εηδηθέο ηδηφηεηεο. Ο βαθμός ελφο αιγεβξηθνχ αξηζκνχ 

είλαη ν ειάρηζηνο βαζκφο αιγεβξηθήο εμίζσζεο κε αθέξαηνπο ζπληειεζηέο πνπ ηελ ηθαλνπνηεί ν αξηζκφο 

απηφο. 

Ο A. Thue απέδεημε φηη γηα έλαλ αιγεβξηθφ αξηζκφ   βαζκνχ   ε αληζφηεηα 

   
 

 
  

 

 
 
 
  

        (91) 

κπνξεί λα έρεη κφλν έλα πεπεξαζκέλν πιήζνο αθέξαησλ ιχζεσλ      . Αιιά, αλ    , ην δεμί κέινο ηεο 

αληζφηεηαο (90) γηα ηθαλνπνηεηηθά κεγάιν   ζα γίλεη κηθξφηεξν απ’ ην δεμί κέινο ηεο αληζφηεηαο (91) 

εθφζνλ        . Δπνκέλσο, αλ ε αληζφηεηα (91) κπνξεί λα έρεη κφλν έλα πεπεξαζκέλν πιήζνο 

αθέξαησλ ιχζεσλ σο πξνο   θαη  , ηφηε ε αληζφηεηα (90) ζα πξέπεη ζίγνπξα λα έρεη κφλν έλα 

πεπεξαζκέλν πιήζνο ιχζεσλ. Απηφ ζεκαίλεη φηη ε εμίζσζε (81) κπνξεί λα έρεη κφλν έλα πεπεξαζκέλν 

πιήζνο αθέξαησλ ιχζεσλ φηαλ φιεο νη ξίδεο ηεο εμίζσζεο (83) δε κπνξνχλ λα είλαη ξίδεο κηαο εμίζσζεο 

κε αθέξαηνπο ζπληειεζηέο θαη βαζκνχ κηθξφηεξνπ ηνπ  . Δχθνια θαίλεηαη φηη γηα     θαη δνζέλ   ε 

αληζφηεηα (90) έρεη φλησο έλα άπεηξν πιήζνο αθέξαησλ ιχζεσλ σο πξνο   θαη  . Σν ζεψξεκα ηνπ A. 

Thue επνκέλσο εληζρχζεθε ζεκαληηθά. Αμίδεη λα ζεκεησζεί φηη ε κέζνδνο πνπ ρξεζηκνπνίεζε γηα λα 

απνδείμεη ην ζεψξεκά ηνπ δελ ηνπ έδσζε ηε δπλαηφηεηα λα βξεη έλα άλσ θξάγκα γηα ηηο ιχζεηο, κε άιια 

ιφγηα, έλα θξάγκα γηα ηηο πηζαλέο ηηκέο ησλ     θαη     γηα δνζέληεο ζπληειεζηέο                    

θαη  . Παξ’ φια απηά, ε κέζνδνο ζχκθσλα κε ηνλ Thue κάο επηηξέπεη λα αλαθαιχςνπκε έλα άλσ 

θξάγκα, αλ θαη ρνλδξνεηδέο, γηα ην πιήζνο ησλ ιχζεσλ ηεο εμίζσζεο (83). Γηα ζπγθεθξηκέλεο ηάμεηο 

εμηζψζεσλ ηνπ ηχπνπ (83) απηφ ην θξάγκα κπνξεί λα γίλεη πνιχ πην αθξηβέο. Γηα παξάδεηγκα, ν 

΢νβηεηηθφο καζεκαηηθφο B. N. Delone απέδεημε φηη, εθηφο απ’ ηελ ηεηξηκκέλε ιχζε      , ε εμίζσζε 
         

φπνπ   αθέξαηνο, δε κπνξεί λα έρεη πάλσ απφ κία αθέξαηα ιχζε      . 
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Δπίζεο απέδεημε φηη ε εμίζσζε 

                    

φπνπ νη παξάγνληεο         είλαη αθέξαηνη, δε κπνξεί λα έρεη πάλσ απφ πέληε ιχζεηο. 

Αο ζπκβνιίζνπκε ηψξα κε        έλα απζαίξεην πνιπψλπκν σο πξνο   θαη   κε αθέξαηνπο 

ζπληειεζηέο    : 

             
    

Σν πνιπψλπκν απηφ ζα θαιείηαη μη-αναγώγιμο αλ δε κπνξεί λα αλαπαξαζηαζεί σο έλα γηλφκελν 

δχν άιισλ πνιπσλχκσλ κε αθέξαηνπο ζπληειεζηέο, θαλέλα απ’ ηα νπνία δελ είλαη ίζν κε αξηζκφ. 

Υξεζηκνπνηψληαο κία εμαηξεηηθά πνιχπινθε κέζνδν, ν Siegel απέδεημε φηη ε εμίζσζε 
         

φπνπ ην        είλαη κε-αλαγψγηκν πνιπψλπκν σο πξνο   θαη   βαζκνχ κεγαιχηεξνπ απφ δχν (δειαδή 

έλα πνιπψλπκν πνπ πεξηέρεη φξνπο, ή έλα θαη κφλν φξν, ηεο κνξθήο     
    κε      ), κπνξεί λα 

έρεη έλα άπεηξν πιήζνο αθέξαησλ ιχζεσλ       κφλν φηαλ ππάξρνπλ αξηζκνί 

                                θαη                                , φπνπ ν   είλαη θάπνηνο 

αθέξαηνο, ηέηνηνη ψζηε, φηαλ νη εθθξάζεηο 

     
       

             
   

 
   

     

    
 

   

  
 

     
       

             
   

 
   

     

    
 

   

  
 

αληηθαηαζηήζνπλ ηα   θαη   ζηελ εμίζσζή καο, ηφηε λα πξνθχπηεη κία ηαπηφηεηα σο πξνο   

         

1.7. Αλγεβρικές Εξισώσεις με Τρεις Αγνώστους και Βαθμού Άνω του 

Δύο. Μερικές Εκθετικές Εξισώσεις 

Δίλαη ην πιήζνο ησλ αθέξαησλ ιχζεσλ κίαο εμίζσζεο πεπεξαζκέλν ή φρη; Αλ θαη κπνξνχκε λα δψζνπκε 

απάληεζε ζ’ απηή ηελ εξψηεζε γηα εμηζψζεηο κε δχν αγλψζηνπο, κπνξνχκε λα ηελ απαληήζνπκε κφλν 

γηα πνιχ ζπγθεθξηκέλνπο ηχπνπο εμηζψζεσλ κε ηξεηο αγλψζηνπο θαη βαζκνχ άλσ ηνπ δχν. Παξ’ φια 

απηά, ζ’ απηέο ηηο ζπγθεθξηκέλεο πεξηπηψζεηο έλα πην δχζθνιν πξφβιεκα, ηνπ πξνζδηνξηζκνχ ζηελ 

πξαγκαηηθφηεηα φισλ ησλ αθέξαησλ ιχζεσλ, κπνξεί λα επηιπζεί. Θεσξήζηε γηα παξάδεηγκα ην 

επνλνκαδφκελν ηειεπηαίν ζεψξεκα ηνπ Fermat. Ο Pierre Fermat, έλαο επηθαλήο Γάιινο καζεκαηηθφο, 

ηζρπξίζηεθε φηη γηα θάζε αθέξαην     ε εμίζσζε 

          (92) 

δελ έρεη ζεηηθέο αθέξαηεο ιχζεηο σο πξνο ηνπο      . Ζ πεξίπησζε       εμαηξείηαη απ’ ηελ απαίηεζε 

φηη νη άγλσζηνη είλαη ζεηηθνί. Δπίζεο ηζρπξίζηεθε φηη είρε κία απφδεημε απηήο ηεο πξφηαζεο (πξνθαλψο, 

ρξεζηκνπνηψληαο ηε κέζνδν άπεηξεο θιίζεο, βιέπε παξαθάησ), αιιά πνηέ δε βξέζεθε. Όηαλ ν Γεξκαλφο 

καζεκαηηθφο E. Kummer πξνζπάζεζε αθνινχζσο λα απνδείμεη ην ζεψξεκα ηνπ Fermat, γηα αξθεηφ 

θαηξφ λφκηδε φηη ηα είρε θαηαθέξεη. Όκσο αλαθάιπςε φηη κία πξφηαζε, αιεζήο γηα ζπλήζεηο αθέξαηνπο, 

δελ ηζρχεη γηα πην πνιχπινθνπο ζρεκαηηζκνχο αξηζκψλ πνπ πξνθχπηνπλ απφ ηελ έξεπλα πνπ ζπλδέεηαη 

κε απηφ ην πξφβιεκα. Απηή αθνξνχζε ην φηη ε παξαγνληνπνίεζε ησλ επνλνκαδφκελσλ αιγεβξηθψλ 

αξηζκψλ, δειαδή, κε άιια ιφγηα, ξηδψλ αιγεβξηθψλ εμηζψζεσλ κε αθέξαηνπο ξεηνχο ζπληειεζηέο θαη κε 

ηε κνλάδα σο ζπληειεζηή ηνπ αξρηθνχ φξνπ, ζε απινχο πξψηνπο αθέξαηνπο παξάγνληεο ηεο ίδηαο 

αιγεβξηθήο θχζεο δελ είλαη κνλαδηθή. Ζ παξαγνληνπνίεζε ησλ ηαθηηθψλ αθέξαησλ είλαη θπζηθά 

κνλαδηθή. Γηα παξάδεηγκα,      , ρσξίο άιιε παξαγνληνπνίεζε λα είλαη εθηθηή ζην ζχλνιν ησλ 

ηαθηηθψλ αθέξαησλ. 

Θεσξήζηε ηψξα ην ζχλνιν φισλ ησλ αιγεβξηθψλ αξηζκψλ ηνπ ηχπνπ        φπνπ νη   θαη   

είλαη ηαθηηθνί αθέξαηνη, θαη ζεκεηψζηε φηη ηφζν ην άζξνηζκα φζν θαη ην γηλφκελν δχν ηέηνησλ αξηζκψλ 

είλαη θαη πάιη αξηζκνί ηνπ ίδηνπ ζπλφινπ. Έλα ζχλνιν αξηζκψλ πνπ πεξηέρεη νπνηαδήπνηε αζξνίζκαηα 

θαη γηλφκελα απηψλ ησλ αξηζκψλ κέζα ηνπ, θαιείηαη δακηύλιος. Δμ νξηζκνχ, ν ππφ ζπδήηεζε δαθηχιηνο 

πεξηέρεη ηνπο αξηζκνχο           θαη      . Δίλαη εχθνιν λα εμαθξηβψζνπκε φηη θάζε έλαο απ’ 

απηνχο ηνπο αξηζκνχο είλαη πξψηνο· θαλέλαο απ’ απηνχο δε κπνξεί λα αλαπαξαζηαζεί σο γηλφκελν δχν 

αθέξαησλ ηνπ δαθηπιίνπ πνπ ν θαζέλαο ηνπο δελ είλαη ίζνο κε ηε κνλάδα. Ωζηφζν, 

                     

δειαδή ζην δαθηχιηφ καο ν αξηζκφο   δελ παξαγνληνπνηείηαη κνλαδηθά ζε πξψηνπο παξάγνληεο. 
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Με-κνλαδηθφηεηα ηεο παξαγνληνπνίεζεο ζε πξψηνπο παξάγνληεο παξνπζηάδεηαη θαη ζε άιινπο, 

πην πνιχπινθνπο, δαθηπιίνπο αιγεβξηθψλ αξηζκψλ. Έρνληαο αλαθαιχςεη απηφ, ν Kummer 

ζπλεηδεηνπνίεζε φηη ε δηθή ηνπ απφδεημε ηνπ ζεσξήκαηνο ηνπ Fermat ζηελ γεληθή πεξίπησζε ήηαλ 

εζθαικέλε. ΢ηελ πξνζπάζεηά ηνπ λα ππεξληθήζεη ηηο δπζθνιίεο πνπ ζπλδένληαη κε ηε κε-κνλαδηθφηεηα 

ηεο παξαγνληνπνίεζεο ζε πξψηνπο παξάγνληεο ν Kummer θαηαζθεχαζε ηε ζεσξία ησλ ηδεσδψλ, ε νπνία 

είλαη εμαηξεηηθά ζεκαληηθή ζηε κνληέξλα άιγεβξα θαη ζηε ζεσξία αξηζκψλ. Αθφκα θαη κε ηε βνήζεηα 

ηεο λέαο ηνπ ζεσξίαο, ν Kummer ήηαλ αλήκπνξνο λα απνδείμεη ην ζεψξεκα ηνπ Fermat ζηελ γεληθή 

πεξίπησζε, θαη ηελ απέδεημε κφλν γηα εθείλα ηα   ηα νπνία είλαη δηαηξεηά κε ηνπιάρηζηνλ έλαλ απφ ηνπο 

επνλνκαδφκελνπο θαλνληθνχο πξψηνπο αξηζκνχο. Γε ζα εκβαζχλνπκε ζην ηη ελλνείηαη κε ηελ έλλνηα ησλ 

θαλνληθψλ πξψησλ αξηζκψλ νχηε ζην θαηά πφζν ππάξρεη έλα πεπεξαζκέλν πιήζνο θαλνληθψλ πξψησλ 

αξηζκψλ ή απείξσο αξθεηνί απ’ απηνχο. 

Μέρξη θαη ηηο αξρέο ηνπ εηθνζηνχ πξψηνπ αηψλα, ην ηειεπηαίν ζεψξεκα ηνπ Fermat είρε 

απνδεηρζεί γηα αξθεηέο ηηκέο ηνπ   θαη, ζπγθεθξηκέλα, γηα θάζε   δηαηξεηφ κε πξψην αξηζκφ κηθξφηεξν 

ηνπ    . Σν ηειεπηαίν ζεψξεκα ηνπ Fermat θαίλεηαη φηη ήηαλ εμαηξεηηθά ζεκαληηθφ γηα ηελ αλάπηπμε 

γεληθά ησλ καζεκαηηθψλ επεηδή νη πξνζπάζεηεο απφδεημήο ηνπ νδήγεζαλ ζηελ αλαθάιπςε ηεο ζεσξίαο 

ησλ ηδεσδψλ. Πξέπεη λα ζεκεησζεί φηη απηή ε ζεσξία θαηαζθεπάζηεθε αλεμάξηεηα, κε εληειψο 

δηαθνξεηηθή πνξεία θαη γηα δηαθνξεηηθφ ιφγν απ’ ηνλ E. I. Zolotarev, έλαλ επηθαλή Ρψζν καζεκαηηθφ ν 

νπνίνο δπζηπρψο απεβίσζε ζην άλζνο ηεο δεκηνπξγηθήο ηνπ δσήο. Μέρξη ηηο αξρέο ηνπ αηψλα καο, κία 

απνπεηξαζείζα απφδεημε ηνπ ηειεπηαίνπ ζεσξήκαηνο ηνπ Fermat, εηδηθά βαζηζκέλε ζηηο έλλνηεο ηεο 

ζεσξίαο ηεο δηαηξεζηκφηεηαο ησλ αξηζκψλ, είρε θίλεηξν κφλν ηελ πεξηέξγεηα. Αλ, παξ’ φια απηά, κία 

ζεσξία εμειηζζφηαλ βάζεη κηαο λέαο θαη γφληκεο κεζφδνπ, ηφηε ε βαξχηεηά ηεο, ή, κάιινλ, ε βαξχηεηα 

ηεο ίδηαο ηεο κεζφδνπ, ζα κπνξνχζε λα είλαη αξθεηά κεγάιε. Μέρξη ηφηε εξαζηηέρλεο ζπλέρηδαλ λα 

θαηαπηάλνληαη κε ην ζεψξεκα ηνπ Fermat ρξεζηκνπνηψληαο ζηνηρεηψδεηο κεζφδνπο. Όιεο απηέο νη 

πξνζπάζεηεο ήηαλ θαηαδηθαζκέλεο ζε απνηπρία. ΢ηνηρεηψδεηο νξηζκνί πξνεξρφκελνη απ’ ηε ζεσξία ηεο 

δηαηξεζηκφηεηαο ησλ αξηζκψλ ρξεζηκνπνηήζεθαλ απ’ ηνλ Kummer θαη εμειίρζεθαλ πεξαηηέξσ απφ 

κεξηθνχο απ’ ηνπο πην επηθαλείο καζεκαηηθνχο. 

Θα απνδείμνπκε ηψξα ην ζεψξεκα ηνπ Fermat γηα ηελ πεξίπησζε    , αθνχ ε μέθοδος 

άπειρης κλίζης, ζηελ νπνία ε απφδεημε βαζίδεηαη, είλαη πνιχ ελδηαθέξνπζα. 

Θεώρημα ΙV. Ζ εμίζσζε ηνπ Fermat  

          (93) 

δελ έρεη αθέξαηεο ιχζεηο σο πξνο            . 

Απόδεημε. 

Θα απνδείμνπκε κία εμίζνπ ηζρπξή πξφηαζε, δειαδή, φηη ε εμίζσζε 

          (94) 

δελ έρεη αθέξαηεο ιχζεηο σο πξνο            . Απ’ απηφ ην ζεψξεκα έπεηαη άκεζα φηη ε εμίζσζε (93) 

δελ έρεη ιχζε. Αλ ε εμίζσζε (94) έρεη κία κε-κεδεληθή αθέξαηα ιχζε σο πξνο      , ηφηε κπνξνχκε λα 

ζπκπεξάλνπκε φηη απηνί νη αξηζκνί είλαη πξψηνη κεηαμχ ηνπο θαηά δεχγε. Γειαδή αλ ππάξρεη κία ιχζε 

ζηελ νπνία νη   θαη   έρνπλ έλα κέγηζην θνηλφ δηαηξέηε    , ηφηε 

               

φπνπ          . Γηαηξψληαο θαη ηα δχν κέιε ηεο εμίζσζεο (94) κε ην   , έρνπκε 

  
    

   
 

  
 
 

   
  (95) 

Αιιά νη    θαη    είλαη αθέξαηνη, επνκέλσο ν         είλαη επίζεο αθέξαηνο. Σψξα, αλ νη    θαη    

είραλ έλα θνηλφ δηαηξέηε    , ηφηε, εμαηηίαο ηεο εμίζσζεο (95), ν   
  ζα έπξεπε λα είλαη δηαηξεηφο κε 

ηνλ  , ην νπνίν ζεκαίλεη φηη νη    θαη    δε ζα κπνξνχζαλ λα είλαη πξψηνη κεηαμχ ηνπο. Έηζη έρνπκε 

απνδείμεη φηη αλ ππάξρεη κία κε-κεδεληθή αθέξαηα ιχζε ηεο εμίζσζεο (94), ηφηε ππάξρεη θαη κία ιχζε σο 

πξνο κε-κεδεληθνχο πξψηνπο κεηαμχ ηνπο θαηά δεχγε αθέξαηνπο. Οπφηε είλαη αξθεηφ γηα καο λα 

απνδείμνπκε φηη ε εμίζσζε (94) δελ έρεη ιχζεηο σο πξνο κε-κεδεληθνχο πξψηνπο κεηαμχ ηνπο θαηά δεχγε 

αθέξαηνπο. ΢ηελ αθφινπζε απφδεημε, φηαλ ιέκε φηη ε εμίζσζε (94) έρεη κία ιχζε, ελλννχκε φηη έρεη κία 

ιχζε σο πξνο κε-κεδεληθνχο πξψηνπο κεηαμχ ηνπο θαηά δεχγε αθέξαηνπο. 

΢ηελ ελφηεηα 1.3 απνδείμακε φηη φιεο νη ιχζεηο σο πξνο ζεηηθνχο πξψηνπο κεηαμχ ηνπο θαηά 

δεχγε αθέξαηνπο ηεο εμίζσζεο (12) 

          (96) 

πξνζδηνξίδνληαη απ’ ηνλ ηχπν (18) θαη έρνπλ ηε κνξθή 
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 (97) 

φπνπ νη   θαη   είλαη νπνηνδήπνηε δεχγνο πεξηηηψλ θαη πξψησλ κεηαμχ ηνπο ζεηηθψλ αξηζκψλ. 

Αο πάξνπκε άιιε κνξθή ησλ ηχπσλ (97) πξνζδηνξίδνληαο φιεο ηηο ιχζεηο ηεο εμίζσζεο (96). 

Δθφζνλ νη   θαη   είλαη πεξηηηνί αξηζκνί, ηφηε ζέηνληαο 
   

 
      

   

 
   (98) 

πξνζδηνξίδνπκε ηνπο   θαη   απ’ ηνπο 

                (99) 

φπνπ νη   θαη   είλαη αθέξαηνη κε δηαθνξεηηθή ηζνηηκία (ν έλαο είλαη άξηηνο θαη ν άιινο πεξηηηφο). Οη 

ηζφηεηεο (98) θαη (99) δείρλνπλ φηη ζε θάζε δεχγνο πεξηηηψλ θαη πξψησλ κεηαμχ ηνπο αξηζκψλ   θαη   

αληηζηνηρεί έλα δεχγνο πξψησλ κεηαμχ ηνπο αξηζκψλ   θαη   δηαθνξεηηθήο ηζνηηκίαο θαη φηη ζε θάζε 

δεχγνο πξψησλ κεηαμχ ηνπο αξηζκψλ   θαη   δηαθνξεηηθήο ηζνηηκίαο αληηζηνηρεί έλα δεχγνο πεξηηηψλ θαη 

πξψησλ κεηαμχ ηνπο αξηζκψλ   θαη  . Δπνκέλσο, αληηθαζηζηψληαο ηνπο   θαη   κε ηνπο   θαη   

αληίζηνηρα ζηνπο ηχπνπο (97) βξίζθνπκε φηη φιεο νη ηξηάδεο ζεηηθψλ θαη πξψησλ κεηαμχ ηνπο αλά δεχγε 

αθέξαησλ      , (  πεξηηηφο), νη νπνίεο είλαη ιχζεηο ηεο εμίζσζεο (96), πξνζδηνξίδνληαη απ’ ηνπο ηχπνπο 

                             (100) 

φπνπ νη   θαη   είλαη δχν νπνηνηδήπνηε πξψηνη κεηαμχ ηνπο αξηζκνί κε δηαθνξεηηθή ηζνηηκία, ππφ ηε 

ζπλζήθε φηη    . Απηνί νη ηχπνη δείρλνπλ φηη νη δχν αξηζκνί,   θαη  , είλαη δηαθνξεηηθήο ηζνηηκίαο. 

Σψξα, αλ            είλαη κία ιχζε ηεο εμίζσζεο (94), ηφηε 

   
       

      
  

κε απνηέιεζκα ε ηξηάδα    
    

      λα ηθαλνπνηεί ηελ εμίζσζε (96). Αιιά ηφηε πξέπεη λα ππάξρνπλ δχν 

πξψηνη κεηαμχ ηνπο αξηζκνί   θαη  ,    , δηαθνξεηηθήο ηζνηηκίαο, ηέηνηνη ψζηε 

   
             

                  (101) 

Έρνπκε ππνζέζεη εδψ γηα ράξε ηεο ζαθήλεηαο φηη ν    είλαη πεξηηηφο θαη ν    άξηηνο. ΢ηελ 

αληίζεηε πεξίπησζε ηίπνηα δελ αιιάδεη αθνχ ν    κπνξεί λα αιιάμεη κε ηνλ    θαη αληηζηξφθσο. 

Ξέξνπκε ήδε απ’ ηελ ηζφηεηα (75) ηεο ελφηεηαο 1.5 φηη ην ηεηξάγσλν ελφο πεξηηηνχ αξηζκνχ δηαηξεκέλν 

κε ην   αθήλεη έλα ππφινηπν ίζν κε  . Δπνκέλσο απ’ ηελ ηζφηεηα 

   
        (102) 

έπεηαη φηη ν   είλαη πεξηηηφο θαη ν   άξηηνο. Γηαθνξεηηθά, ην αξηζηεξφ κέινο ηεο ηζφηεηαο (102) 

δηαηξεκέλν κε ην   ζα άθελε έλα ππφινηπν   ελψ ην δεμί κέινο ζα άθελε ππφινηπν   , θαζψο 

ππνζέζακε φηη ν   είλαη άξηηνο θαη ν   πεξηηηφο. Δθφζνλ ν   είλαη πεξηηηφο θαη        , έρνπκε 
        . Αιιά ηφηε απ’ ηελ ηζφηεηα 

  
      

έπεηαη φηη 

               (103) 

φπνπ νη   θαη   είλαη θάπνηνη αθέξαηνη. Αιιά έπεηαη απ’ ηε ζρέζε (102) φηη ε          είλαη κία ιχζε ηεο 

εμίζσζεο (96) θαη επνκέλσο 

                             

φπνπ νη   θαη   είλαη θάπνηνη πξψηνη κεηαμχ ηνπο αξηζκνί δηαθνξεηηθήο ηζνηηκίαο. Απ’ ηελ (103) έρνπκε 

   
 

 
  

 

 
 
 

 

απ’ φπνπ, αθνχ νη   θαη   είλαη πξψηνη κεηαμχ ηνπο, έπεηαη φηη 

              (104) 

φπνπ νη   θαη   είλαη κε-κεδεληθνί αθέξαηνη. Δθφζνλ      θαη        , έπεηαη φηη 

          (105) 

Αιιά 

            
Δπνκέλσο 

           
              (106) 

Θέηνληαο     ,      θαη      βιέπνπκε φηη αλ ππάξρεη κία ιχζε           , ηφηε πξέπεη λα 

ππάξρεη θαη άιιε κία ιχζε            γηα ηελ νπνία ηζρχεη        . Απηή ε δηεξγαζία απφθηεζεο 

ιχζεσλ ηεο εμίζσζεο (94) κπνξεί λα ζπλερηζηεί επ’ αφξηζηνλ, θαη απνθηνχκε κία αθνινπζία ιχζεσλ 

                                     

ζηελ νπνία νη ζεηηθνί αθέξαηνη                 θζίλνπλ κνλνηνληθά· κε άιια ιφγηα, νη αληζφηεηεο 
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ηζρχνπλ γη’ απηνχο. Αιιά ζεηηθνί αθέξαηνη δε κπνξνχλ λα ζρεκαηίζνπλ κία άπεηξε θαη κνλνηνληθά 

θζίλνπζα αθνινπζία αθνχ δε κπνξεί λα ππάξρνπλ πεξηζζφηεξνη απφ    φξνη ζ’ απηήλ. Έρνπκε έηζη 

θαηαιήμεη ζε άηνπν ππνζέηνληαο φηη ε εμίζσζε (94) έρεη ηνπιάρηζηνλ κία αθέξαηα ιχζε σο πξνο ηνπο 

           . Απηφ ρξεζηκεχεη σο απφδεημε φηη ε εμίζσζε (94) δελ έρεη ιχζε. Αλάινγα θαη ε εμίζσζε 

(93) δελ έρεη ζεηηθέο αθέξαηεο ιχζεηο        , θαζψο, δηαθνξεηηθά, αλ ε         ήηαλ ιχζε ηεο εμίζσζεο 

(93), ηφηε ε          ζα ήηαλ ιχζε ηεο (94). 

Η απνδεηθηηθή κέζνδνο πνπ έρνπκε αλαπηύμεη, πνπ απαξηίδεηαη από ηε ρξήζε κίαο ιύζεο γηα ηελ 

θαηαζθεπή κίαο αλαξίζκεηεο αθνινπζίαο ιύζεωλ κε απείξωο θζίλνληεο ζεηηθνύο  , θαιείηαη κέζνδνο 

άπεηξεο θιίζεο. 

Όπσο επηζεκάλακε παξαπάλσ, ην ηειεπηαίν ζεψξεκα ηνπ Fermat ζηε γεληθή ηνπ πεξίπησζε δελ 

ππέθπςε ζ’ απηήλ ηε κέζνδν εμαηηίαο ηεο κε-κνλαδηθφηεηαο ηεο παξαγνληνπνίεζεο αθέξαησλ ελφο 

αιγεβξηθνχ δαθηπιίνπ ζε πξψηνπο παξάγνληεο απ’ ηνλ ίδην δαθηχιην. 

΢εκεηψζηε φηη έρνπκε παξνπζηάζεη ηε κε-χπαξμε αθέξαησλ ιχζεσλ φρη κφλν ηεο εμίζσζεο (94), 

αιιά επίζεο θαη ηεο εμίζσζεο 

            
Δίλαη αμηνζεκείσην λα παξαζέζνπκε φηη ε εμίζσζε 

         

έρεη έλα άπεηξν πιήζνο ζεηηθψλ αθέξαησλ ιχζεσλ. Γηα παξάδεηγκα, κία ιχζε είλαη ε        . Αθήλεηαη 

ζηνλ αλαγλψζηε ε εχξεζε γεληθψλ εθθξάζεσλ γηα φιεο ηηο αθέξαηεο ιχζεηο απηήο ηεο εμίζσζεο σο πξνο 

     . 

Θα εμεηάζνπκε ηψξα άιιν έλα παξάδεηγκα ην νπνίν αληηθαηνπηξίδεη ηε κέζνδν άπεηξεο θιίζεο, 

αιιά ε επηρεηξεκαηνινγία ζα είλαη ειαθξψο δηαθνξεηηθή. 

ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ. Απνδείμηε όηη ε εμίζωζε 

           (107) 

δελ έρεη κε-κεδεληθέο αθέξαηεο ιύζεηο ωο πξνο      . Αο ππνζέζνπκε φηη φλησο ππάξρεη κία ζεηηθή 

αθέξαηα ιχζε           . Απηνί νη αξηζκνί κπνξνχλ ακέζσο λα ζεσξεζνχλ πξψηνη κεηαμχ ηνπο, θαζψο 

αλ είραλ έλα κέγηζην θνηλφ δηαηξέηε    , ηφηε νη αξηζκνί                ζα ήηαλ επίζεο ιχζεηο ηεο 

εμίζσζεο (107). Δπηπιένλ, ε χπαξμε ελφο θνηλνχ δηαηξέηε γηα νπνηνπζδήπνηε αξηζκνχο ζα ζήκαηλε φηη 

θαη νη ηξεηο είραλ θνηλφ δηαηξέηε. Αο ζεσξήζνπκε επίζεο φηη ν    είλαη ν ειάρηζηνο δπλαηφο απ’ φιεο ηηο 

ηηκέο ηνπ   ζην ζχλνιν ησλ ζεηηθψλ αθέξαησλ ιχζεσλ ηεο εμίζσζεο (107). Σψξα θαζψο ε            
ηθαλνπνηεί ηελ εμίζσζε (107), ε    

    
      ζα είλαη ιχζε ηεο εμίζσζεο 

           (108) 

Υξεζηκνπνηψληαο ηνπο ηχπνπο (19') απ’ ηελ ελφηεηα 3 νη νπνίνη δίλνπλ φιεο ηηο ζεηηθέο αθέξαηεο 

ιχζεηο ηεο εμίζσζεο (108), βιέπνπκε φηη ππάξρνπλ ζεηηθνί αθέξαηνη   θαη   κε         θαη   πεξηηηφ, 

ηέηνηνη ψζηε 

   
                 

                   (109) 

Απφ ηελ   
      έπεηαη φηη ν   πξέπεη λα είλαη άξηηνο, θαζψο ν    είλαη άξηηνο, ν   

  είλαη δηαηξεηφο κε 

ην   θαη ν   είλαη πεξηηηφο. Σψξα εθφζνλ νη     θαη   είλαη πξψηνη κεηαμχ ηνπο, ε ηζφηεηα 

 
  

 
 
 

  
 

 
 

άκεζα δίλεη ηηο 

        
 

 
    

φπνπ νη   θαη   είλαη ζεηηθνί αθέξαηνη θαη         . Αιιά απ’ ηηο ηζφηεηεο (109) έπεηαη φηη 

  
                   

 

 
 
 

  (110) 

φπνπ νη    θαη   είλαη πεξηηηνί. Έρνπκε δεη φηη ην ηεηξάγσλν ελφο πεξηηηνχ αξηζκνχ δηαηξνχκελνπ κε ην 

  αθήλεη ππφινηπν  . Δπνκέλσο, ην αξηζηεξφ κέινο ηεο ηζφηεηαο (110), ζηε δηαίξεζή ηνπ κε ην  , δίλεη 

ππφινηπν   ελψ ν           , φηαλ δηαηξείηαη κε ην  , αθήλεη επίζεο ππφινηπν  . Απηφ ζεκαίλεη φηη 

νη αγθχιεο ζην δεμί κέινο ηεο (110) κπνξεί λα παξζνχλ κφλν κε ην ζεηηθφ πξφζεκν. Σψξα ε (110) 

κπνξεί λα γξαθηεί ζηε κνξθή 

  
         

ή ζηε κνξθή 

   
                (111) 

φπνπ νη   ,   θαη   είλαη ζεηηθνί θαη πξψηνη κεηαμχ ηνπο αθέξαηνη. Άξα, νη αξηζκνί   ,     θαη    
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ζπληζηνχλ ιχζε ηεο εμίζσζεο (108) θαη είλαη πξψηνη κεηαμχ ηνπο. Όκσο, ζχκθσλα κε ηνλ ηχπν (19') ηεο 

ελφηεηαο 1.3, κπνξεί λα βξεζνχλ αθέξαηνη   θαη  , κε ηνλ   πεξηηηφ θαη        , ηέηνηνη ψζηε 

                           
            (112) 

Αιιά εθφζνλ         θαη      , έρνπκε 

             

φπνπ νη   θαη   είλαη πξψηνη κεηαμχ ηνπο αθέξαηνη. Σειηθψο, απφ δσ έπεηαη ε ζρέζε 

           (113) 

ε νπνία δείρλεη φηη ε ηξηάδα       είλαη ιχζε ηεο εμίζσζεο (107). Αιιά απ’ ηα απνηειέζκαηα 

                  

πνπ πξνέθπςαλ παξαπάλσ έπεηαη φηη     . Άξα, αξρίδνληαο απ’ ηε ιχζε           , έρνπκε βξεη 

άιιε κία ιχζε        , ζηελ νπνία       . Απηφ αληίθεηηαη ζηελ ππφζεζε πνπ θάλακε φηη ν    

ήηαλ ε ειάρηζηε δπλαηή ηηκή. Άξα έρνπκε θαηαιήμεη ζε άηνπν ππνζέηνληαο ηελ χπαξμε κίαο ιχζεο ηεο 

εμίζσζεο (107), θαη έηζη έρνπκε απνδείμεη φηη απηή ε εμίζσζε είλαη άιπηε σο πξνο κε-κεδεληθνχο 

αθέξαηνπο.  ■ 

Αθήλεηαη ζηνλ αλαγλψζηε λα απνδείμεη φηη νη εμηζψζεηο 

                      

                       
δελ έρνπλ ζεηηθέο αθέξαηεο ιχζεηο. 

Θα ηειεηψζνπκε κε κεξηθά ζρφιηα ζρεηηθά κε εθζεηηθέο εμηζψζεηο. Η εμίζωζε 

          (114) 

όπνπ νη     θαη   είλαη αθέξαηνη, όρη ίζνη κε θάπνηα δύλακε ηνπ   ή ην κεδέλ, κπνξεί λα έρεη όρη πάλω από 

έλα πεπεξαζκέλν πιήζνο αθέξαηωλ ιύζεωλ ωο πξνο      . Ζ ίδηα πξφηαζε κε κία αζζελή ζπλζήθε πνπ 

ζα πξνζηεζεί είλαη έγθπξε γηα απζαίξεηνπο αιγεβξηθνχο αξηζκνχο     θαη  . Δμ άιινπ, ε εμίζσζε 

    
     

      
     

      
     

     (115) 

φπνπ νη  ,   θαη  ,      , είλαη αθέξαηνη, νη        ,         θαη         είλαη αθέξαηνη θαη νη 

αξηζκνί 

                              

είλαη πξψηνη κεηαμχ ηνπο, κπνξεί λα έρεη κφλν έλα πεπεξαζκέλν πιήζνο αθέξαησλ ιχζεσλ 

                        . Μία γελίθεπζε απηήο ηεο πξφηαζεο κε ηνπο  ,   θαη   θαη   ,    θαη   λα 

είλαη αιγεβξηθνί αθέξαηνη είλαη επίζεο πηζαλή. Δμηζψζεηο ηνπ ηχπνπ (115) θαη νη γεληθεχζεηο ηνπο είλαη 

ηεξάζηηνπ ελδηαθέξνληνο επεηδή, φπσο έρεη δεηρζεί ζηε ζεσξία ησλ αιγεβξηθψλ αξηζκψλ, ζε θάζε 

αιγεβξηθή εμίζσζε ηνπ ηχπνπ (81), αληηζηνηρεί κία ζπγθεθξηκέλε εθζεηηθή εμίζσζε ηνπ ηχπνπ (115) θαη 

ζε θάζε ιχζε ηεο εμίζσζεο (81) αληηζηνηρεί κία ιχζε ηεο εμίζσζεο (115) ζηνπο αθέξαηνπο. Απηή ε 

αληηζηνηρία επεθηείλεηαη ζε εμηζψζεηο πην γεληθνχ ηχπνπ απ’ ηηο (81) θαη (115). 
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2. Σύγχρονη Μέθοδος για Πρότυπα Επίλυσης στον Αμιγή Ακέραιο 

Προγραμματισμό 

΢ηε ζχγρξνλε κέζνδν πνπ παξνπζηάδεηαη ζην παξφλ θεθάιαην, ε αληηθεηκεληθή ζπλάξηεζε ππνηίζεηαη 

φηη κεγηζηνπνηείηαη ή ειαρηζηνπνηείηαη αιιά νη πεξηνξηζκνί πάληα δίλνληαη σο «κηθξφηεξν απφ ή ίζν κε». 

΢’ απηή ηε κέζνδν, επηιέγεηαη έλαο δηπιφο ζπλδπαζκφο ηδαληθψλ αληζψζεσλ ψζηε λα απαιεηθηεί κηα απ’ 

ηηο κεηαβιεηέο. ΢πλερίδνληαο κε ηνλ ίδην ηξφπν, θαηαιήγνπκε ηειηθά ζε κία αλίζσζε κε       

αγλψζηνπο ζηελ νπνία ην   είλαη ην πιήζνο ησλ πεξηνξηζκψλ θαη ην   είλαη ην πιήζνο ησλ κεηαβιεηψλ 

απφθαζεο. Δπηζεκαίλνπκε φηη φιεο νη κεηαβιεηέο ζεσξνχληαη αθέξαηεο θαη ζεηηθέο. 

2.1. Εισαγωγή 

Έλαο απφ ηνπο ζεκαληηθφηεξνπο θιάδνπο ηεο Δπηρεηξεζηαθήο Έξεπλαο πνπ ε επξεία ρξήζε ηνπ δελ 

θαιχπηεηαη ζε νπνηαδήπνηε άιιε επηζηήκε, είλαη ν ακηγήο αθέξαηνο πξνγξακκαηηζκφο φπνπ φιεο νη 

κεηαβιεηέο απφθαζεο απηνχ ηνπ πξνηχπνπ είλαη αθέξαηνη θαη ζεηηθνί [1.2]. 

Μέρξη ζήκεξα πνιιέο κέζνδνη γηα πξφηππα επίιπζεο ζηνλ ακηγή αθέξαην πξνγξακκαηηζκφ είραλ 

εμεγεζεί απφ πνιινχο επηζηήκνλεο απηνχ ηνπ θιάδνπ, αιιά θακία απφ απηέο δελ έρεη ηα θαηάιιεια 

απνηειέζκαηα, εηδηθά, κεξηθέο απφ εθείλεο ηηο κεζφδνπο κε ηνπο καθξνζθειείο ππνινγηζκνχο κπνξεί λα 

κελ έρνπλ ην βέιηηζην απνηέιεζκα [3.4]. Απηή ε κέζνδνο, εγγπάηαη ην βέιηηζην απνηέιεζκα, επεηδή 

βαζίδεηαη ζηελ επίιπζε ζπζηεκάησλ εμηζψζεσλ κε ηε κέζνδν απαινηθήο. 

2.2. Η Μέθοδος 

Τπνζέηνπκε ακηγψο αθέξαηα πξφηππα κε δχν πεξηπηψζεηο: 

              
 
    

                                              

 Οξίδνπκε ηελ Πεξίπησζε "Α": 

                                                   

                                                   

 

              
 
    

                                                    

 Οξίδνπκε ηελ Πεξίπησζε "Β": 

                                                   

                                                   

Υσξίο πεξηνξηζκφ ηεο γεληθφηεηαο, εμεηάδνπκε ηελ πεξίπησζε "Α(1)": 

(1)           
 
                                                      

                                                    

΢ε απηή ηελ πεξίπησζε ππνζέηνπκε φηη ε αληηθεηκεληθή ζπλάξηεζε γξάθεηαη σο: 

      
 
       κε   αληζνηηθνχο πεξηνξηζκνχο. ΢ρεκαηίδνπκε ηψξα έλα ζχζηεκα       

αληζψζεσλ κε       άγλσζηεο πνζφηεηεο. 

(2) 

 
 
 

 
 

                  

                   

                   

  
                     

  

φπνπ               . 

Απ’ ην ζχζηεκα απηφ ζρεκαηίδνπκε φια ηα δπλαηά δεχγε αληζψζεσλ κε ην θάζε δεχγνο λα 

πεξηέρεη ηελ αλίζσζε     θαη θάπνηα απ’ ηηο ππφινηπεο: 
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(3)        
               
                

  
 

        
               
                

  

      

           
               
                

  

΢ηα παξαπάλσ ζπζηήκαηα νη                  ζεσξνχληαη ζεηηθνί, επνκέλσο κπνξνχκε λα 

απαιείςνπκε ηε κεηαβιεηή    απ’ ην θάζε έλα ζχζηεκα. Έηζη, ην ζχζηεκα       γίλεηαη: 

(4)  
                        
                      

  

Αζξνίδνληαο ηηο δχν αληζψζεηο θαηά κέιε, παίξλνπκε 

(5)                                               

Δπαλαιακβάλνληαο ηε δηαδηθαζία απηή θαη ζηα ππφινηπα ζπζηήκαηα                  , 

θαηαιήγνπκε ζηηο παξαθάησ αληζψζεηο: 

(6)                                               

    
                                               

Οη παξαπάλσ αληζψζεηο (5) θαη (6) ζρεκαηίδνπλ έλα ζχζηεκα   αληζψζεσλ κε   άγλσζηεο 

πνζφηεηεο. Σν βήκα πνπ παξνπζηάζηεθε είρε σο απνηέιεζκα ηελ νιηθή απαινηθή ηεο κεηαβιεηήο   . 

Δθαξκφδνληαο ην βήκα απηφ γηα ηε κεηαβιεηή    ζα καο νδεγήζεη ζ’ έλα ζχζηεκα       αληζψζεσλ 

κε       άγλσζηεο πνζφηεηεο. ΢πλερίδνληαο κ’ απηφλ ηνλ ηξφπν, απαιείθνληαο θαη ηηο κεηαβιεηέο 

                , θαηαιήγνπκε ζ’ έλα ζχζηεκα         αληζψζεσλ κε         άγλσζηεο 

πνζφηεηεο θαη ζπγθεθξηκέλα ηηο                 . 

2.3. Παραδείγματα 

2.3.1. Περίπτωση "Α(1)" 

                     
 

(8)       

               
                 
                

                                    

΢ρεκαηίδνπκε ην 1
ν
 ζχζηεκα αληζψζεσλ: 

(9)  
                  
               

  

Απαιείθνληαο ηε κεηαβιεηή    ζην ζχζηεκα (9), ζα έρνπκε: 

(10)                     

΢ρεκαηίδνπκε ηψξα ην 2
ν
 ζχζηεκα αληζψζεσλ: 

(11)  
                  
                 

  

Απαιείθνληαο ηε κεηαβιεηή    ζην ζχζηεκα (11), ζα έρνπκε: 

(12)                    

Σέινο, ζρεκαηίδνπκε ην 3
ν
 ζχζηεκα αληζψζεσλ: 

(13)  
                  
                

  

Οκνίσο, απαιείθνληαο ηε κεηαβιεηή    ζην ζχζηεκα (13), ζα έρνπκε: 

(14)                   

΢ρεκαηίδνπκε έλα ζχζηεκα ρξεζηκνπνηψληαο ηηο αληζψζεηο (10), (12) θαη (14): 

(15)  
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Δπηιέγνπκε έλα απ’ ηνπο δχν ζπλδπαζκνχο δχν αληζψζεσλ απ’ ην ζχζηεκα (15): 

(16)  
                   
                  

  

Απαιείθνληαο ηε κεηαβιεηή    ζην ζχζηεκα (16), ζα έρνπκε: 

(17)                     

Δπηιέγνπκε ηνλ άιιν ζπλδπαζκφ δχν αληζψζεσλ απ’ ην ζχζηεκα (15): 

(18)  
                   
                 

  

Οκνίσο, απαιείθνληαο ηε κεηαβιεηή    ζην ζχζηεκα (18), ζα έρνπκε: 

(19)                   

Οη κεηαβιεηέο    θαη    δε κπνξνχλ λα απαιεηθζνχλ ζηηο αληζψζεηο (17) θαη (19) δηφηη ην 

πξφζεκν ηνπ    είλαη αξλεηηθφ θαη ζηηο δχν θαη ηνπ    είλαη θαη ζηηο δχν ζεηηθφ. 

Άξα, νινθιεξψλνληαο φιεο ηηο δπλαηέο απαινηθέο κεηαβιεηψλ, θαηαιήγνπκε ζην θάησζη 

ζχζηεκα δχν αληζψζεσλ κε ηξεηο άγλσζηεο πνζφηεηεο, ηηο        : 

(20)  
                   
                    

  

Γηα ην παξαπάλσ ζχζηεκα, ζην αξηζηεξφ κέινο ηνπ νπνίνπ έρνπκε ηελ ίδηα πνζφηεηα, ππάξρνπλ 

ηξεηο πηζαλέο πεξηπηψζεηο: 

Περίπηωζη 1 

(21)                                  

Απινπνηψληαο ηελ (21) παίξλνπκε: 

(22)            

Έρνληαο ππ’ φςηλ ηελ αξρηθή ζπλζήθε φηη νη κεηαβιεηέο απφθαζεο παίξλνπλ ηηκέο ζεηηθέο 

αθέξαηεο θαη παξαηεξψληαο φηη ην δεμί κέινο ηεο (22) θαη ε πνζφηεηα     είλαη άξηηνη αξηζκνί, 

θαηαιήγνπκε ζην ζπκπέξαζκα φηη θαη ε πνζφηεηα     πξέπεη λα είλαη άξηηνο αξηζκφο, δειαδή      . 

Οπφηε ε (22) γίλεηαη: 

(23)           

Απ’ ηελ (23) δηαπηζηψλνπκε φηη     (επεηδή     ). Αλ    , ηφηε       · άηνπν. Αλ 

   , ηφηε       · άηνπν. Οπφηε    . Άξα: 

(26)              

Αληηθαζηζηψληαο ηηο ηηκέο ησλ    θαη    ζηελ πξψηε αλίζσζε ηνπ ζπζηήκαηνο (20) ζα έρνπκε: 

(27)                          

Αληηθαζηζηψληαο ηηο ηηκέο ησλ   ,    θαη   ζηηο αληζψζεηο (8) ζα έρνπκε: 

(28)  

                 
              
                 
              

   

        
         
         
         

  

Αζξνίδνληαο ηηο δχν πξψηεο αληζψζεηο ηνπ ζπζηήκαηνο (28), παίξλνπκε      , ην νπνίν 

ζπλεπάγεηαη φηη     . Οπφηε ε 1
ε
 γίλεηαη      θαη δεχηεξε       , δειαδή       . Δπεηδή 

επηζπκνχκε ηε κεγηζηνπνίεζε ηεο αληηθεηκεληθήο ζπλάξηεζεο, ηφηε ζα πξέπεη     . Άξα: 

(29)                      

Περίπηωζη 2 

(30)                                  

Απινπνηψληαο ηελ (30) παίξλνπκε: 

(31)            

Απφ ην ζχζηεκα (20) έρνπκε: 

(32)                      

Δπεηδή ν ζπληειεζηήο ηνπ    ζηελ (32) είλαη αξλεηηθφο θαη επηζπκνχκε ηε κεγηζηνπνίεζε ηνπ  , 

ηφηε ζα πξέπεη     . Οπφηε απ’ ηελ (31) ζα έρνπκε     , αθνχ επηζπκνχκε ηε κεγηζηνπνίεζε ηνπ  . 

Αληηθαζηζηψληαο ηηο ηηκέο ησλ    θαη    ζηελ (32) ζα έρνπκε ηειηθά: 

(33)                      
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Αληηθαζηζηψληαο ηηο ηηκέο ησλ   ,   θαη   ζηηο αληζψζεηο (8) ζα έρνπκε: 

(34)  

                 
              
                 
              

   

        
        
         
         

  

Αζξνίδνληαο ηηο δχν πξψηεο αληζψζεηο ηνπ ζπζηήκαηνο (34), παίξλνπκε      , ην νπνίν 

ζπλεπάγεηαη φηη     . Οπφηε ε 1
ε
 γίλεηαη      θαη δεχηεξε      , δειαδή       . Δπεηδή ν 

ζπληειεζηήο ηνπ    ζηελ αληηθεηκεληθή ζπλάξηεζε είλαη ζεηηθφο θαη επηζπκνχκε ηε κεγηζηνπνίεζή ηεο, 

ηφηε ζα πξέπεη     . Άξα: 

(34')                      

Περίπηωζη 3 

(35)                                  

Απινπνηψληαο ηελ (35) παίξλνπκε: 

(36)            

Απφ ην ζχζηεκα (20) έρνπκε: 

(37)                     

Δπεηδή ν ζπληειεζηήο ηνπ    ζηελ (37) είλαη αξλεηηθφο θαη επηζπκνχκε ηε κεγηζηνπνίεζε ηνπ  , 

ηφηε ζα πξέπεη     . Λακβάλνληαο ππ’ φςηλ ηελ (36) θαη ηνλ πεξηνξηζκφ                  , 

ζα πξέπεη          , δειαδή: 

(38)              ή      

Αληηθαζηζηψληαο ην έλα δεχγνο ηηκψλ ησλ    θαη    ζηελ (37) ζα έρνπκε: 

(39)                     

Αληηθαζηζηψληαο ηηο ηηκέο ησλ   ,    θαη   ζηελ αληηθεηκεληθή ζπλάξηεζε ζα έρνπκε: 

(40)                       

Αληηθαζηζηψληαο ηηο ηηκέο ησλ   ,   ,   θαη   ζηελ 1ε αλίζσζε ηνπ ζπζηήκαηνο (8) ζα έρνπκε: 

(41)               

Καηαιήμακε ινηπφλ ζε άηνπν, αθνχ νη αληζψζεηο (40) θαη (41) αιιειναλαηξνχληαη. 

Αληηθαζηζηψληαο ην άιιν δεχγνο ηηκψλ ησλ    θαη    ζηελ (37) ζα έρνπκε: 

(42)                     

Αληηθαζηζηψληαο ηηο ηηκέο ησλ   ,   θαη   ζηελ αληηθεηκεληθή ζπλάξηεζε ζα έρνπκε: 

(43)           

Καηαιήμακε ινηπφλ θαη πάιη ζε άηνπν, αθνχ ε αλίζσζε (43) είλαη αδχλαηε (νη κεηαβιεηέο είλαη 

ζεηηθέο αθέξαηεο). 

Δπνκέλσο, ην βέιηηζην απνηέιεζκα πξνθχπηεη απ’ ηελ πεξίπησζε 2. Άξα: 

(44)                                      

2.3.2. Περίπτωση "Α(2)" 

                      
 

(45)       
               
          

                                    

΢ρεκαηίδνπκε ην 1
ν
 ζχζηεκα αληζψζεσλ: 

(46)  
                  
               

  

Απαιείθνληαο ηε κεηαβιεηή    ζην ζχζηεκα (46), ζα έρνπκε: 

(47)              

Έζησ ηψξα ην ζχζηεκα πεξηνξηζκψλ: 

(48)  
               
          

  

Απαιείθνληαο ηε κεηαβιεηή    ζην ζχζηεκα (48), ζα έρνπκε: 

(49)                   
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Απ’ ηηο (47) θαη (49) ζρεκαηίδνπκε ην παξαθάησ ζχζηεκα αληζψζεσλ θαη απαιείθνπκε ηελ   : 

(50)  
            
          

               

Απ’ ηελ παξαπάλσ πξνθχπηεη ε: 

(51)              

Απ’ ηελ αληηθεηκεληθή ζπλάξηεζε θαη ηελ (49) πξνθχπηνπλ ηα: 

(52)              ή      

Αληηθαζηζηψληαο ην έλα δεχγνο ηηκψλ ησλ    θαη    ζηελ αληηθεηκεληθή ζπλάξηεζε ζα έρνπκε: 

(53)                            

Αληηθαζηζηψληαο ηηο ηηκέο ησλ    θαη    ζηνπο πεξηνξηζκνχο ζα έρνπκε: 

(54)  
         
       

                  

Αληηθαζηζηψληαο ηελ ηηκή ηνπ    ζηελ (53) ζα έρνπκε (θαη ιφγσ ηεο κεγηζηνπνίεζεο ηνπ  ): 

(55)                                                 

Αληηθαζηζηψληαο ην άιιν δεχγνο ηηκψλ ησλ    θαη    ζηελ αληηθεηκεληθή ζπλάξηεζε ζα έρνπκε: 

(56)                            

Αληηθαζηζηψληαο ηηο ηηκέο ησλ    θαη    ζηνπο πεξηνξηζκνχο ζα έρνπκε: 

(57)  
         
       

            

΢ηε κία πεξίπησζε, αληηθαζηζηψληαο ηελ ηηκή ηνπ    ζηελ (56) ζα έρνπκε: 

(58)                                     

Λφγσ ηεο κεγηζηνπνίεζεο ηνπ  , θαηαιήγνπκε ζηηο: 

(59)                       

΢ηελ άιιε πεξίπησζε, αληηθαζηζηψληαο ηελ ηηκή ηνπ    ζηελ (56) ζα έρνπκε: 

(60)                                     

Λφγσ ηεο κεγηζηνπνίεζεο ηνπ  , θαηαιήγνπκε ζηηο: 

(61)                       

Δπνκέλσο, ην βέιηηζην απνηέιεζκα πξνθχπηεη απ’ ηηο (55) θαη (59). Άξα: 

(62)                                       

(63)                                       

2.3.3. Περίπτωση "Β(1)" 

                     
 

(64)       

                 
                
                

                                 

΢ρεκαηίδνπκε ην ζχζηεκα αληζψζεσλ πνπ πξφθεηηαη λα επηιπζεί: 

(65)  

                
                 
                
                

  

Απαιείθνληαο ηε κεηαβιεηή    ζην ζχζηεκα (65), ζα έρνπκε: 

(66)  

             
             
                 

  

Απαιείθνληαο ηε κεηαβιεηή    ζην ζχζηεκα (66), ζα έρνπκε: 

(67)  
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Δμεηάδνπκε ηε κηθξφηεξε ηηκή γηα ηελ    (γηα ειαρηζηνπνίεζε ηεο   θαη ηθαλνπνίεζε ηνπ (67)): 

(68)         
        
        

          

            
          
          
          

  

Γηα ηελ παξαπάλσ ηηκή ηεο   , εμεηάδνπκε ηηκέο γηα ηελ   : 

(69)                        

(70)                        

(71)                        

Δδψ ζηακαηά ε δηαδηθαζία γηα ηελ   , αθνχ, γηα ηηκέο κεγαιχηεξεο ηνπ 2, ε ηηκή ηεο   αξρίδεη λα 

απμάλεηαη. 

Δμεηάδνπκε ηε επφκελε κεγαιχηεξε ηηκή γηα ηελ   : 

(72)         
        
        

          

            
         
          
         

  

Γηα λα ηθαλνπνηεζεί ην (72), πξέπεη νη κεηαβιεηέο    θαη    λα ηθαλνπνηνχλ έλαλ απ’ ηνπο 

ζπλδπαζκνχο: 

(73)  
    
    

  ή  
    
    

  

Ο κελ πξψηνο δίλεη     , ν δε δεχηεξνο     . Άξα, απηή ε πεξίπησζε δελ δίλεη βέιηηζηε ιχζε. 

Δδψ ζηακαηά ε δηαδηθαζία γηα ηελ   , αθνχ, γηα ηηκέο κεγαιχηεξεο ηνπ 1, ε ηηκή ηεο   είλαη 

κεγαιχηεξε απφ 52. 

Άξα, ε βέιηηζηε ιχζε είλαη ε: 

(74)                              

2.3.4. Περίπτωση "Β(2)" 

                  
 

(75)       
            
             

                                 

΢ρεκαηίδνπκε ην ζχζηεκα αληζψζεσλ πνπ πξφθεηηαη λα επηιπζεί: 

(76)  

             
            
             

  

Απαιείθνληαο ηε κεηαβιεηή    ζην ζχζηεκα (76), ζα έρνπκε: 

(77)  
            
               

  

Απαιείθνπκε ηε κεηαβιεηή    ζην ζχζηεκα (77) θαη εμεηάδνπκε ηε κηθξφηεξε ηηκή γηα ηελ    

(γηα ειαρηζηνπνίεζε ηεο   θαη ηθαλνπνίεζε ηνπ (76)): 

(78)                                                        

Αληηθαζηζηψληαο ηηο παξαπάλσ ηηκέο ζην ζχζηεκα (76) θαη απαιείθνληαο ηε κεηαβιεηή    απ’ ην 

ππνζχζηεκα ησλ δχν αληζψζεσλ, ζα έρνπκε: 

(79)  

             
        
          

   
            
      

   
            
      

   

                      

Απ’ ην παξαπάλσ πξνθχπηεη ε επφκελε ιχζε (γηα ειαρηζηνπνίεζε ηεο   ζα πξέπεη     ): 

(80)                               

Δμεηάδνπκε ηε επφκελε κεγαιχηεξε ηηκή γηα ηελ    ζηελ αλίζσζε (78): 

(81)                                            

Αληηθαζηζηψληαο ηηο παξαπάλσ ηηκέο ζην ζχζηεκα (76) θαη απαιείθνληαο ηε κεηαβιεηή    απ’ ην 

ππνζχζηεκα ησλ δχν αληζψζεσλ, ζα έρνπκε: 
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(82)  

               
          
            

   
            
      

   
            
      

   

                      

Απ’ ην παξαπάλσ πξνθχπηεη ε επφκελε ιχζε (γηα ειαρηζηνπνίεζε ηεο   ζα πξέπεη     ): 

(83)                               

΢πλερίδνληαο ηελ παξαπάλσ δηαδηθαζία, θαηαιήγνπκε ζην ζπκπέξαζκα φηη ε ηηκή ηεο   αξρίδεη 

λα απμάλεηαη. Άξα, ε βέιηηζηε ιχζε είλαη ε (83). 

2.3.5. Συμπέρασμα 

Ζ απνηειεζκαηηθφηεηα ηεο αλαπηπρζείζαο κεζφδνπ έγθεηηαη ζην γεγνλφο φηη, κε ηε βνήζεηα απινχ 

ινγηζκηθνχ, κπνξνχκε λα βειηηψζνπκε ηε δηαδηθαζία επίιπζεο πξνβιεκάησλ ακηγνχο αθέξαηνπ 

πξνγξακκαηηζκνχ. 
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3. Προβλήματα Ελαχίστων Γεννητικών Δέντρων 

Μία πνιχ γλσζηή θαηεγνξία πξνβιεκάησλ έρνπλ σο ζηφρν ην ζρεδηαζκφ δηθηχσλ. ΢’ έλα ηέηνην 

πξφβιεκα δίλνληαη νη θφκβνη, αιιά πξέπεη λα απνθαζίζνπκε πνηεο ζπλδέζεηο ζα δψζνπκε ζην δίθηπν. 

΢πγθεθξηκέλα, θάζε πηζαλή ζύλδεζε έρεη έλα θφζηνο (δηαθνξεηηθφ γηα δηαθνξεηηθέο ζπλδέζεηο) γηα ηελ 

εηζαγσγή ηνπ ζην δίθηπν. Θα πξέπεη λα παξέρνπκε αξθεηέο ζπλδέζεηο ψζηε λα εθνδηάζνπκε ην δίθηπν κ’ 

έλα κνλνπάηη κεηαμχ δχν νπνησλδήπνηε θφκβσλ. Ο ζηφρνο είλαη λα γίλεη απηφ κε ηέηνην ηξφπν ψζηε λα 

ειαρηζηνπνηεί ην ζπλνιηθφ θφζηνο ησλ ζπλδέζεσλ. 

Έλα ηέηνην πξφβιεκα αλαθέξεηαη σο πρόβλημα ελατίζηοσ γεννηηικού δένηροσ (minimum 

spanning tree), φπσο εκθαλίδεηαη ζην αθφινπζν παξάδεηγκα. 

3.1. Ένα παράδειγμα: Το πρόβλημα της Modern Corp. 

Ζ δηνίθεζε ηεο Modern Corp. έρεη απνθαζίζεη λα εγθαηαζηήζεη έλα ππεξζχγρξνλν δίθηπν νπηηθώλ ηλώλ 

γηα λα παξέρεη επηθνηλσλίεο πςειήο ηαρχηεηαο (δεδνκέλσλ, θσλήο, θαη βίληεν) κεηαμχ ησλ 

ζεκαληηθφηεξσλ θέληξσλ ηεο. 

Οη θφκβνη ζην ΢ρήκα 1 παξνπζηάδνπλ ηε γεσγξαθηθή δηάηαμε ησλ ζεκαληηθφηεξσλ θέληξσλ ηεο 

εηαηξίαο (πνπ πεξηιακβάλνπλ ηελ εηαηξηθή έδξα, έλα κεραλνγξαθηθφ θέληξν, θαη έλα εξεπλεηηθφ θέληξν, 

θαζψο επίζεο θαη ηα θέληξα παξαγσγήο θαη δηαλνκήο). Οη δηαθεθνκκέλεο γξακκέο είλαη νη πηζαλέο ζέζεηο 

ησλ θαισδίσλ νπηηθψλ ηλψλ. (Άιια θαιψδηα κεηαμχ ησλ θέληξσλ είλαη επίζεο πηζαλά αιιά έρνπλ 

απνθιεηζηεί σο αληηνηθνλνκηθά.) Ο αξηζκφο δίπια ζε θάζε δηαθεθνκκέλε γξακκή δίλεη ην θφζηνο (ζε 

εθαηνκκχξηα δνιάξηα) αλ απηφ ην ζπγθεθξηκέλν θαιψδην επηιερηεί λα εγθαηαζηαζεί. 

 

Στήμα 1: Μια απεικόνιζη ηφν ζημανηικόηερφν κένηρφν ηης Modern Corp. (οι κόμβοι), 
ηφν πιθανών θέζεφν για ηις καλώδια οπηικών ινών (οι διακεκομμένες γραμμές), και 
ηα κόζηη ζε εκαηομμύρια δολάρια για εκείνα ηα καλώδια (οι αριθμοί). 

Γελ ρξεηάδεηαη δχν νπνηαδήπνηε θέληξα λα έρνπλ θαιψδην πνπ ηα ζπλδέεη άκεζα πξνθεηκέλνπ λα 

εθκεηαιιεπζνχλ πιήξσο ηελ ηερλνινγία νπηηθψλ ηλψλ γηα κεγάιεο ηαρχηεηεο δεδνκέλσλ κεηαμχ ηνπο. Σν 

κφλν πνπ απαηηείηαη είλαη λα έρνπκε κηα αθνινπζία θαισδίσλ πνπ ζπλδένπλ απηά ηα θέληξα. 

Σν πξφβιεκα είλαη λα θαζνξηζηεί πνηα θαιψδηα πξέπεη λα εγθαηαζηαζνχλ γηα λα 

ειαρηζηνπνηήζνπλ ην ζπλνιηθφ θφζηνο παξνρήο επηθνηλσληψλ κεγάιεο ηαρχηεηαο κεηαμχ δχν 

νπνησλδήπνηε θέληξσλ. Απηφ είλαη, ζηελ πξαγκαηηθφηεηα, έλα πξόβιεκα ειαρίζηνπ γελλεηηθνύ δέληξνπ. 

Ζ βέιηηζηε ιχζε γηα απηφ ην πξφβιεκα παξνπζηάδεηαη ζην ΢ρήκα 2, φπνπ νη ζπλδέζεηο ζε απηφ ην 

δίθηπν αληηζηνηρνχλ ζηα πηζαλά θαιψδηα ηνπ ΢ρήκαηνο 1 πνπ πξέπεη λα επηιεγνχλ γηα εγθαηάζηαζε. 

(΢εκεηψζηε φηη ππάξρεη πξάγκαηη έλα κνλνπάηη κεηαμχ δχν νπνησλδήπνηε θέληξσλ.) Σν θφζηνο πνπ 

πξνθχπηεη γη’ απηφ ην δίθηπν νπηηθψλ ηλψλ είλαη 

΢πλνιηθφ θφζηνο = 1 + 2 + 2 + 3 + 1 + 3 + 6 = 18 (18 εθαηνκκχξηα δνιάξηα). 

Κάζε άιιε ζρεδίαζε ηνπ δηθηχνπ πνπ ελψλεη φια ηα θέληξα ζα θφζηηδε ηνπιάρηζηνλ 1 

εθαηνκκχξην δνιάξηα πεξηζζφηεξν. 
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Στήμα 2: Το δίκησο οπηικών ινών ποσ παρέτει ηη βέληιζηη λύζη για ηο πρόβλημα 
ελατίζηοσ γεννηηικού δένηροσ ηης Modern Corp. 

Πνηνο είλαη ν ιφγνο γηα ην παξάμελν φλνκα, πξφβιεκα ειαρίζηνπ γελλεηηθνχ δέληξνπ; Παξαθάησ 

δίλεηαη ε εμήγεζε. 

΢ηελ νξνινγία ηεο ζεσξίαο δηθηχσλ, ην δίθηπν ζην ΢ρήκα 2 είλαη έλα δένηρο (tree) επεηδή δελ 

έρεη θάπνην κνλνπάηη πνπ λα αξρίδεη θαη λα ηειεηψλεη ζηνλ ίδην θφκβν ρσξίο νπηζζνδξφκεζε (δειαδή, 

θαλέλα κνλνπάηη πνπ λα είλαη θχθινο). Δίλαη επίζεο έλα γεννηηικό δένηρο (spanning tree) επεηδή είλαη 

έλα δέληξν πνπ παξέρεη έλα κνλνπάηη κεηαμχ δχν νπνησλδήπνηε θφκβσλ (έηζη «εθηείλεηαη» ζε φινπο 

ηνπο θφκβνπο). Σέινο, είλαη έλα ελάτιζηο γεννηηικό δένηρο (minimum spanning tree) επεηδή έρεη ην 

κηθξόηεξν ζπλνιηθφ θφζηνο κεηαμχ φισλ ησλ γελλεηηθψλ δέληξσλ. 

3.2. Υποθέσεις ενός προβλήματος ελαχίστου γεννητικού δέντρου. 

Όπσο αθξηβψο γηα ην πξφβιεκα ηεο Modern Corp., έηζη θάζε πξφβιεκα ειαρίζηνπ γελλεηηθνχ δέληξνπ 

ηθαλνπνηεί ηηο αθφινπζεο ππνζέζεηο: 

1. ΢αο δίλνληαη νη θόκβνη ελφο δηθηχνπ αιιά όρη νη ζπλδέζεηο. Αλη’ απηνχ, ζαο δίλνληαη νη 

δπλαηέο ζπλδέζεηο θαη ην ζεηηθφ θόζηνο (ή παξφκνηα κέηξεζε) γηα θάζε κία πνπ εηζέξρεηαη 

ζην δίθηπν. 

2. Δπηζπκείηε λα ζρεδηάζεηε ην δίθηπν κε ηελ εηζαγσγή αξθεηψλ ζπλδέζεσλ κέρξη ηελ 

ηθαλνπνίεζε ηεο απαίηεζεο λα ππάξρεη έλα κνλνπάηη κεηαμχ δχν νπνησλδήπνηε θφκβσλ. 

3. Ο ζηφρνο είλαη λα ηθαλνπνηεζεί απηή ε απαίηεζε κε ηέηνην ηξφπν πνπ λα ειαρηζηνπνηεί ην 

ζπλνιηθφ θφζηνο. 

Μηα βέιηηζηε ιχζε γηα απηφ ην πξφβιεκα είλαη πάληα έλα γελλεηηθφ δέληξν. Παξαηίζεηαη έλαο 

εχθνινο ηξφπνο γηα λα αλαγλσξηζηεί έλα γελλεηηθφ δέληξν: 

Τν πιήζνο ζπλδέζεωλ ζε έλα γελλεηηθό δέληξν είλαη πάληα θαηά έλα κηθξόηεξν από ην πιήζνο ηωλ 

θόκβωλ. Επηπιένλ, θάζε θόκβνο ζπλδέεηαη άκεζα κε απιή ζύλδεζε κ’ έλαλ ηνπιάρηζηνλ θόκβν. 

Γείηε φηη απηή ε πεξηγξαθή ηαηξηάδεη ζην γελλεηηθφ δέληξν ηνπ ΢ρήκαηνο 2, φπνπ ππάξρνπλ επηά 

ζπλδέζεηο θαη νθηψ θφκβνη (φινη άκεζα ζπλδεδεκέλνη κ’ έλαλ ηνπιάρηζηνλ θφκβν). Αθαηξέζηε 

νπνηαδήπνηε απφ απηέο ηηο ζπλδέζεηο θαη ε αλσηέξσ ππφζεζε 2 ζα παξαβηαδφηαλ (κε-γελλεηηθφ δέληξν). 

(Διέγμηε ην.) Δπηβαξπλζείηε κε ην άρξεζην θφζηνο πξνζζέηνληαο κηα άιιε ζχλδεζε αλη’ απηνχ (ρσξίο 

αθαίξεζε θάπνηαο) θαη δε ζα έρεηε θαη πάιη γελλεηηθφ δέληξν. (Διέγμηε φηη ε πξνζζήθε νπνηαζδήπνηε 

αρξεζηκνπνίεηεο ζχλδεζεο απφ ην ΢ρήκα 1 ζην ΢ρήκα 2 ζα δεκηνπξγνχζε έλα κνλνπάηη πνπ αξρίδεη θαη 

ηειεηψλεη ζηνλ ίδην θφκβν ρσξίο νπηζζνδξφκεζε, ε νπνία παξαβηάδεη ηνλ νξηζκφ ελφο δέληξνπ.) 

Σέινο, πξέπεη λα επηζεκάλνπκε φηη, ζε αληίζεζε κε ηε κεηαθνξά, ηελ αλάζεζε, ηε κέγηζηε ξνή, 

θαη ηα πξνβιήκαηα ειάρηζηνπ κνλνπαηηνχ, ην πξφβιεκα ελφο ειαρίζηνπ γελλεηηθνχ δέληξνπ δελ είλαη 

εηδηθφο ηχπνο πξνβιήκαηνο ξνήο ειαρίζηνπ θφζηνπο. (Γελ είλαη νχηε εηδηθφο ηχπνο πξνβιήκαηνο 

γξακκηθνχ πξνγξακκαηηζκνχ.) Δπηπιένλ, δελ κπνξεί λα ιπζεί εχθνια απφ ηνλ Solver ηνπ Excel. 

Απηά είλαη ηα άζρεκα λέα. Σα θαιά λέα είλαη φηη κπνξείηε λα ην ιχζεηε εχθνια ρξεζηκνπνηψληαο 

ηνλ παξαθάησ αιγφξηζκν ρσξίο θαλ λα ρξεζηκνπνηήζεηε ππνινγηζηή. 
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3.3. Ένας εντυπωσιακά απλός αλγόριθμος 

Ξεθηλψληαο ρσξίο ζπλδέζεηο ζην δίθηπν, θάζε βήκα ηνπ αιγνξίζκνπ επηιέγεη πξνο εηζαγσγή κηα λέα 

ζχλδεζε απφ ηνλ θαηάινγν πηζαλψλ ζπλδέζεσλ. Όπσο πεξηγξάθεηαη παξαθάησ, ν αιγφξηζκνο 

ζπλερίδεηαη θαηά απηφλ ηνλ ηξφπν έσο φηνπ θάζε θφκβνο ζπλδεζεί, φπνπ ζ’ εθείλν ην ζεκείν νη 

επηιεγκέλνη θφκβνη λα δηακνξθψλνπλ έλα ειάρηζην γελλεηηθφ δέληξν. 

Ο αλγόριθμος για ηο πρόβλημα ελατίζηοσ γεννηηικού δένηροσ 

1. Δπηινγή ηεο πξψηεο ζχλδεζεο: Δπηιέμηε ηε θηελόηεξε πηζαλή ζχλδεζε. 

2. Δπηινγή ηεο επφκελεο ζχλδεζεο: Δπηιέμηε ηε θηελόηεξε πηζαλή ζχλδεζε κεηαμχ ελφο θφκβνπ 

ν νπνίνο είλαη ήδε ζπλδεδεκέλνο θαη ελφο θφκβνπ πνπ αθφκα δελ έρεη κηα ηέηνηα ζχλδεζε. 

3. Δπαλαιάβεηε ην βήκα 2 έσο φηνπ θάζε θφκβνο ζπλδεζεί (ίζσο πεξηζζφηεξεο απφ κία θνξέο). 

΢’ εθείλν ην ζεκείν, έρνπκε απνθηήζεη ηε βέιηηζηε ιχζε (έλα ειάρηζην γελλεηηθφ δέληξν). 

[Επίιπζε ηζνπαιηώλ: Οη ηζνπαιίεο θαηά ηε επηινγή ηεο θηελόηεξεο πηζαλήο ζχλδεζεο κπνξνχλ λα 

επηιπζνχλ απζαίξεηα ρσξίο λα επεξεαζηεί ην βέιηηζην ηεο ηειηθήο ιχζεο. Δληνχηνηο, νη ηζνπαιίεο 

ζην βήκα 2 δείρλνπλ φηη κπνξεί επίζεο λα ππάξμνπλ άιιεο (φρη ππνρξεσηηθά) βέιηηζηεο ιχζεηο 

πνπ ζα ιακβάλνληαλ αλ νη ηζνπαιίεο επηιχνληαλ κ’ άιινλ ηξφπν.] 

Εθαπμογή ηος αλγοπίθμος για ηο ππόβλημα ηηρ Modern Corp. 

Σψξα αο εθαξκφζνπκε ηνλ αιγφξηζκν ζην πξφβιεκα ειαρίζηνπ γελλεηηθνχ δέληξνπ ηεο Modern 

Corp. φπσο παξνπζηάζηεθε ζην ΢ρήκα 1. 

Μεηαμχ φισλ ησλ πηζαλψλ ζπλδέζεσλ (νη δηαθεθνκκέλεο γξακκέο), απηή κεηαμχ ηνπ θφκβνπ Α 

θαη ηνπ θφκβνπ Δ έξρεηαη ζε ηζνπαιία κε απηή κεηαμχ ηνπ θφκβνπ Ζ θαη ηνπ θφκβνπ Γ φληαο νη 

θζελφηεξεο (θφζηνο 1). Δπνκέλσο, γηα ην βήκα 1, πξέπεη λα επηιέμνπκε κηα απφ απηέο ηηο δχν πηζαλέο 

ζπλδέζεηο γηα λα είλαη ε πξψηε ζχλδεζε πνπ ζα εηζαρζεί ζην δίθηπν. Δπηιχνληαο ηελ ηζνπαιία 

απζαίξεηα, αο επηιέμνπκε απηή κεηαμχ ηνπ θφκβνπ Α θαη ηνπ θφκβνπ Δ (ε άιιε ζα επηιεγεί αξγφηεξα), 

φπσο θαίλεηαη παξαθάησ. 

 

Έπεηηα, εθαξκφδνπκε ην βήκα 2 γηα πξψηε θνξά. Οη δχν θφκβνη πνπ ελψλνληαη κε κηα ζχλδεζε 

είλαη νη θφκβνη Α θαη Δ, έηζη πξέπεη λα ζπγθξίλνπκε ηηο δαπάλεο ησλ πηζαλψλ ζπλδέζεσλ κεηαμχ 

θαζελφο απφ απηνχο ηνπο θφκβνπο θαη ελφο θφκβνπ πνπ δελ έρεη αθφκα ζπλδεζεί. Απηέο νη πηζαλέο 

ζπλδέζεηο θαη νη δαπάλεο ηνπο είλαη 

 

Γεδνκέλνπ φηη ν θηελφηεξνο απ’ απηνχο είλαη απηφο κεηαμχ ηνπ θφκβνπ Α θαη ηνπ θφκβνπ Ε, κε 

θφζηνο 2, επηιέγεηαη λα είλαη ε επφκελε ζχλδεζε πνπ εηζάγεηαη ζην δίθηπν, φπσο θαίλεηαη παξαθάησ. 
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Σψξα, θάζε έλαο απ’ ηνπο θφκβνπο Α, Δ θαη Ε είλαη ελσκέλνο κε ζχλδεζε (ή δχν ζπλδέζεηο ζηελ 

πεξίπησζε ηνπ θφκβνπ Α), έηζη ε επφκελε εθηέιεζε ηνπ βήκαηνο 2 απαηηεί ηε ζχγθξηζε ησλ δαπαλψλ 

ησλ πηζαλψλ ζπλδέζεσλ κεηαμχ ελφο εμ απηψλ θαη ελφο απ’ ηνπο ππνινίπνπο. (Πξαγκαηηθά, θακία απφ 

απηέο ηηο πηζαλέο ζπλδέζεηο δελ πεξηιακβάλεη ηνλ θφκβν Δ, δεδνκέλνπ φηη δελ έρεη άιιε πηζαλή ζχλδεζε 

πνπ λα θαηαιήγεη ζε θφκβν κε ζπλδεδεκέλν.) 

 

Ζ θηελφηεξε απ’ απηέο είλαη ε πηζαλή ζχλδεζε κεηαμχ ηνπ θφκβνπ Ε θαη ηνπ θφκβνπ Β, έηζη 

γίλεηαη ε επφκελε ζχλδεζε πνπ πξνζηίζεηαη ζην δίθηπν. 

 

Οη θφκβνη Α, Δ, Ε, θαη Β ηψξα ελψλνληαη κε ζπλδέζεηο, έηζη θαηφπηλ ζπγθξίλνπκε ηηο δαπάλεο 

ησλ πηζαλψλ ζπλδέζεσλ κεηαμχ ελφο εμ απηψλ θαη ελφο απ’ ηνπο ππνινίπνπο. 

 

Ζ θηελφηεξε είλαη ε πηζαλή ζχλδεζε κεηαμχ ηνπ θφκβνπ Ε θαη ηνπ θφκβνπ Ζ, έηζη είλαη ε 

επφκελε πνπ πξνζηίζεηαη. 
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Οη θφκβνη Α, Δ, Ε, Β θαη Ζ ηψξα ελψλνληαη κε ζπλδέζεηο, έηζη θαηφπηλ ζπγθξίλνπκε ηηο δαπάλεο 

ησλ πηζαλψλ ζπλδέζεσλ κεηαμχ ελφο εμ απηψλ θαη ελφο απ’ ηνπο ππνινίπνπο. 

 

Ζ θηελφηεξε είλαη ε πηζαλή ζχλδεζε κεηαμχ ηνπ θφκβνπ Ζ θαη ηνπ θφκβνπ Γ, έηζη είλαη ε 

επφκελε πνπ πξνζηίζεηαη. (Θπκεζείηε φηη απηή ε πηζαλή ζχλδεζε δελ είρε επηιεγεί σο αξρηθή ζχλδεζε 

ζην βήκα 1 ιφγσ ηζνπαιίαο.) 

 

Όινη εθηφο απ’ ηνπο θφκβνπο Θ θαη Γ ηψξα είλαη ζε ζχλδεζε. Δπνκέλσο, νη κφλεο πηζαλέο 

ζπλδέζεηο πνπ πξέπεη λα εμεηαζζνχλ είλαη απηέο κεηαμχ είηε ηνπ θφκβνπ Θ είηε ηνπ Γ θαη ελφο απφ ηνπο 

άιινπο θφκβνπο. 

 

H θηελφηεξε είλαη ε πηζαλή ζχλδεζε κεηαμχ ηνπ θφκβνπ Ζ θαη ηνπ θφκβνπ Θ, έηζη εηζάγεηαη 

ηειηθά ζην δίθηπν. 
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Γεδνκέλνπ φηη ν θφκβνο Γ είλαη ηψξα ν κφλνο κε ζπλδεδεκέλνο θφκβνο, νη κφλεο πηζαλέο 

ζπλδέζεηο πνπ εμεηάδνληαη θαηφπηλ είλαη εθείλεο κεηαμχ απηνχ ηνπ θφκβνπ θαη ησλ άιισλ. 

 

Ζ θηελφηεξε είλαη ε πηζαλή ζχλδεζε κεηαμχ ηνπ θφκβνπ Γ θαη ηνπ θφκβνπ Γ, έηζη ηελ εηζάγνπκε 

ζην δίθηπν. 

 

Κάζε θφκβνο ηψξα είλαη ζε ζχλδεζε, έηζη ν αιγφξηζκνο νινθιεξψζεθε θαη απηή είλαη ε βέιηηζηε 

ιχζε καο. Όιεο νη ζπλδέζεηο πνπ έρνπλ εηζαρζεί ζην δίθηπν δηακνξθψλνπλ έλα ειάρηζην γελλεηηθό δέληξν 

κε έλα ζπλνιηθφ θφζηνο 1 + 2 + 2 + 3 + 1 + 3 + 6 = 18 (18 εθαηνκκπξίσλ δνιαξίσλ). Όιεο νη ππφινηπεο 

πηζαλέο ζπλδέζεηο (δηαθεθνκκέλεο γξακκέο) απνξξίπηνληαη επεηδή νη εηζαρζείζεο ζπλδέζεηο παξέρνπλ 

έλα κνλνπάηη κεηαμχ δχν νπνησλδήπνηε θφκβσλ. 

Παξαηεξήζηε φηη απηή ε βέιηηζηε ιχζε είλαη ε ίδηα κε απηήλ πνπ δίλεηαη ζην ΢ρήκα 2. (Τπάξρεη 

κφλν κηα βέιηηζηε ιχζε γηα απηφ ην ζπγθεθξηκέλν πξφβιεκα.) 

Ση ζα είρε ζπκβεί εάλ ε ηζνπαιία είρε επηιπζεί κε άιιν ηξφπν ζην βήκα 1 κε ηελ επηινγή ηεο 

πηζαλήο ζχλδεζεο κεηαμχ ηνπ θφκβνπ Ζ θαη ηνπ θφκβνπ Γ λα είλαη ε πξψηε ζχλδεζε πνπ ζα εηζεξρφηαλ 

ζην δίθηπν αληί ηεο πηζαλήο ζχλδεζεο κεηαμχ ηνπ θφκβνπ Α θαη ηνπ θφκβνπ Δ; Πξνρσξήζηε θαη ειέγμηε 

ην μεθηλψληαο ηνλ αιγφξηζκν απφ απηφ ην ζεκείν. Θα δηαπηζηψζεηε φηη αθξηβψο νη ίδηεο ζπλδέζεηο 

επηιέγνληαη, αιιά κε δηαθνξεηηθή ζεηξά απφ πξηλ. 

Απηφο ν αιγφξηζκνο θαιείηαη άπληζηος αλγόριθμος (greedy algorithm) επεηδή αξπάδεη απιά ηελ 

επλντθφηεξε επηινγή (ε θηελφηεξε πηζαλή ζχλδεζε) ζε θάζε βήκα ρσξίο αλεζπρία γηα ηελ επίδξαζε 

απηήο ηεο επηινγήο ζηηο επφκελεο απνθάζεηο. Δίλαη αμηνπξφζεθην φηη κηα ηέηνηα γξήγνξε θαη απιντθή 

δηαδηθαζία αθφκα εγγπάηαη ηελ εχξεζε κηαο βέιηηζηεο ιχζεο. Υαξείηε απηή ηε θνξά, αιιά πξνζέμηε. Οη 

άπιεζηνη αιγφξηζκνη θαλνληθά δελ βξίζθνπλ απαξαίηεηα ηηο βέιηηζηεο ιχζεηο γηα άιια πξνβιήκαηα ηεο 

επηζηήκεο ηεο δηνίθεζεο επηρεηξήζεσλ. 
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3.4. Μερικές εφαρμογές 

΢ε απηά ηα ρξφληα ηεο ππεξιεσθφξνπ πιεξνθνξηψλ, εθαξκνγέο παξφκνηεο κε ην παξάδεηγκα ηεο Modern 

Corp. έρνπλ γίλεη φιν θαη πεξηζζφηεξν ζεκαληηθέο. Δληνχηνηο, ηα πξνβιήκαηα ειαρίζησλ γελλεηηθψλ 

δέληξσλ έρνπλ επίζεο άιιεο δηαθφξσλ ηχπσλ εθαξκνγέο. 

Δδψ είλαη έλαο θαηάινγνο κε κεξηθέο βαζηθέο εθαξκνγέο. 

1. ΢ρεδηαζκφο δηθηχσλ ηειεπηθνηλσληψλ (δίθηπα ππνινγηζηψλ, ηειεθσληθά δίθηπα κηζζσκέλσλ 

γξακκψλ, θαισδηαθά ηειενπηηθά δίθηπα, θ.ιπ.). 

2. ΢ρεδηαζκφο ελφο δηθηχνπ κεηαθνξψλ κεξηθήο ρξήζεο γηα ηελ ειαρηζηνπνίεζε ηνπ ζπλνιηθνχ 

θφζηνπο παξνρήο ησλ ζπλδέζεσλ (ζηδεξνδξνκηθέο γξακκέο, δξφκνη, θ.ιπ.). 

3. ΢ρεδηαζκφο ελφο δηθηχνπ γξακκψλ κεηαθνξάο ειεθηξηθήο ελέξγεηαο πςειήο ηάζεο. 

4. ΢ρεδηαζκφο ελφο δηθηχνπ θαισδίσζεο κηαο ειεθηξηθήο ζπζθεπήο (π.ρ. ελφο ςεθηαθνχ 

ειεθηξνληθνχ ζπζηήκαηνο) γηα ηελ ειαρηζηνπνίεζε ηνπ ζπλνιηθνχ κήθνπο ηνπ θαισδίνπ. 

5. ΢ρεδηαζκφο ελφο δηθηχνπ αγσγψλ γηα ηε ζχλδεζε ελφο αξηζκνχ ηνπνζεζηψλ. 

3.5. Ερωτήσεις ανασκόπησης 

1. ΢’ έλα πξφβιεκα ειαρίζηνπ γελλεηηθνχ δέληξνπ, πνην ηκήκα ηνπ δηθηχνπ δίλεηαη θαη πνην 

ηκήκα απνκέλεη λα ζρεδηαζηεί; 

2. Ση είδνπο δηθηχνπ ζρεδηάζηεθε ζην παξάδεηγκα ηεο Modern Corp.; 

3. ΢ηελ νξνινγία ηεο ζεσξίαο δηθηχσλ, ηη είλαη έλα δέληξν; Έλα γελλεηηθό δέληξν; Έλα ειάρηζην 

γελλεηηθό δέληξν; 

4. Πνηνο είλαη εχθνινο ηξφπνο αλαγλψξηζεο ελφο γελλεηηθνχ δέληξνπ; 

5. Πνηνο είλαη ν ζηφρνο ελφο πξνβιήκαηνο ειαρίζηνπ γελλεηηθνχ δέληξνπ; 

6. Δίλαη έλα πξφβιεκα ειαρίζηνπ γελλεηηθνχ δέληξνπ έλαο εηδηθφο ηχπνο ειαρίζηνπ 

πξνβιήκαηνο ξνήο δαπαλψλ; 

7. Ση είδνπο αιγφξηζκνο ζα ιχζεη έλα πξφβιεκα ειαρίζηνπ γελλεηηθνχ δέληξνπ (αιιά πνιχ ιίγα 

πξνβιήκαηα ηεο επηζηήκεο ηεο δηνίθεζεο επηρεηξήζεσλ;) 

8. Πνηνη είλαη κεξηθνί ηχπνη εθαξκνγψλ ησλ πξνβιεκάησλ ειαρίζησλ γελλεηηθψλ δέληξσλ; 

3.6. Γλωσσάριο 

Δένηρο: Έλα δίθηπν πνπ δελ έρεη κνλνπάηηα πνπ αξρίδνπλ θαη ηειεηψλνπλ ζηνλ ίδην θφκβν ρσξίο 

νπηζζνδξφκεζε. 

Γεννηηικό δένηρο: Έλα δέληξν πνπ παξέρεη έλα κνλνπάηη κεηαμχ δχν νπνησλδήπνηε θφκβσλ. 

Ελάτιζηο γεννηηικό δένηρο: Έλα γελλεηηθφ δέληξν πνπ, κεηαμχ φισλ ησλ γελλεηηθψλ δέληξσλ, 

ειαρηζηνπνηεί ην ζπλνιηθφ θφζηνο. 

Άπληζηος αλγόριθμος: Έλαο αιγφξηζκνο πνπ αξπάδεη απιά ηελ επλντθφηεξε επηινγή ζε θάζε βήκα 

ρσξίο αλεζπρία γηα ηελ επίδξαζε απηήο ηεο επηινγήο ζηηο επφκελεο απνθάζεηο. 

3.7. Προβλήματα 

Παξαθάησ παξαηίζεληαη κεξηθά πξνβιήκαηα ειαρίζησλ γελλεηηθψλ δέληξσλ: 

1. Δπαλεμεηάζηε ην πξφβιεκα ηεο Modern Corp. Όηαλ ν αιγφξηζκνο γηα έλα πξφβιεκα 

ειαρίζηνπ γελλεηηθνχ δέληξνπ εθαξκφζηεθε ζε απηφ ην πξφβιεκα, ππήξμε κία ηζνπαιία ζην 

βήκα 1 γηα ηελ επηινγή ηεο πξψηεο ζχλδεζεο. Απηήλ ε ηζνπαιία επηιχζεθε κε ηελ επηινγή 

ηεο πηζαλήο ζχλδεζεο κεηαμχ ηνπ θφκβνπ Α θαη ηνπ θφκβνπ Δ. 

Σψξα επηιχζηε ηελ ηζνπαιία αιιηψο κε ηελ επηινγή ηεο πηζαλήο ζχλδεζεο κεηαμχ ηνπ 

θφκβνπ Ζ θαη ηνπ θφκβνπ Γ λα είλαη ε πξψηε ζχλδεζε θαη έπεηηα μαλά εθαξκφζηε ην 

ππφινηπν ηνπ αιγνξίζκνπ. Παξνπζηάζηε θάζε βήκα. (Πξέπεη πάιη λα ιάβεηε ην ειάρηζην 

γελλεηηθφ δέληξν πνπ θαίλεηαη ζην ΢ρήκα 2.) 
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2. Υξεζηκνπνηήζηε ηνλ άπιεζην αιγφξηζκν γηα λα βξείηε έλα ειάρηζην γελλεηηθφ δέληξν γηα έλα 

δίθηπν κε ηνπο αθφινπζνπο θφκβνπο θαη κε ηηο ζπλδέζεηο πνπ είλαη λα επηιεγνχλ. Οη 

δηαθεθνκκέλεο γξακκέο κεηαμχ ησλ θφκβσλ αληηπξνζσπεχνπλ ηηο πηζαλέο ζπλδέζεηο θαη ν 

αξηζκφο δίπια ζε θάζε δηαθεθνκκέλε γξακκή αληηπξνζσπεχεη ην θφζηνο (ζε ρηιηάδεο 

δνιάξηα) εηζαγσγήο ηεο αληίζηνηρεο ζχλδεζεο ζην δίθηπν. 

 

 
 

3. Υξεζηκνπνηήζηε ηνλ άπιεζην αιγφξηζκν γηα λα βξείηε έλα ειάρηζην γελλεηηθφ δέληξν γηα έλα 

δίθηπν κε ηνπο αθφινπζνπο θφκβνπο θαη κε ηηο ζπλδέζεηο πνπ είλαη λα επηιεγνχλ. Οη 

δηαθεθνκκέλεο γξακκέο κεηαμχ ησλ θφκβσλ αληηπξνζσπεχνπλ ηηο πηζαλέο ζπλδέζεηο θαη ν 

αξηζκφο δίπια ζε θάζε δηαθεθνκκέλε γξακκή αληηπξνζσπεχεη ην θφζηνο (ζε εθαηνκκχξηα 

δνιάξηα) εηζαγσγήο ηεο αληίζηνηρεο ζχλδεζεο ζην δίθηπν. 

 

 
 

4. Ζ Wirehouse Lumber Company ζα αξρίζεη ζχληνκα λα θαηαρσξεί νθηψ θπηείεο δέληξσλ 

ζηελ ίδηα γεληθή πεξηνρή. Δπνκέλσο, πξέπεη λα αλαπηχμεη έλα ζχζηεκα ρσκαηφδξνκσλ πνπ 

θάλεη θάζε θπηεία πξνζβάζηκε απφ θάζε άιιε θπηεία. Ζ απφζηαζε (ζε κίιηα) κεηαμχ δχν 

νπνησλδήπνηε θπηεηψλ είλαη σο θάησζη: 

 

 Αποζηάζειρ μεηαξύ δύο θςηειών 

Φςηεία 1 2 3 4 5 6 7 8 

1 – 1,3 2,1 0,9 0,7 1,8 2,0 1,5 

2 1,3 – 0,9 1,8 1,2 2,6 2,3 1,1 

3 2,1 0,9 – 2,6 1,7 2,5 1,9 1,0 

4 0,9 1,8 2,6 – 0,7 1,6 1,5 0,9 

5 0,7 1,2 1,7 0,7 – 0,9 1,1 0,8 

6 1,8 2,6 2,5 1,6 0,9 – 0,6 1,0 

7 2,0 2,3 1,9 1,5 1,1 0,6 – 0,5 

8 1,5 1,1 1,0 0,9 0,8 1,0 0,5 – 

  

Ζ 

Ε 

Α 

Γ 

Ι Δ 

Β 

5 

3 4 

3 

6 

2 4 

1 

2 

5 

2 

Η 

Θ 

Κ 

Λ 

6 5 

2 

2 2 

3 

8 

4 

5 

7 

4 

Ζ 

Ε 

Α 

Δ 

Η Γ 

Β 

1 

5 
2 

7 

6 

6 

4 

5 

8 

1 
4 

5 



Μεηαπηςσιακή Διαηπιβή Παπάζσορ Καμπαγεωπγίος 

Ειδικέρ Μοπθέρ Εξιζώζεων και Εθαπμογέρ Αςηών 49 

Ζ δηνίθεζε ζέιεη ηψξα λα πξνζδηνξίζεη κεηαμχ πνησλ θπηεηψλ νη δξφκνη πξέπεη λα 

θαηαζθεπαζηνχλ ψζηε λα ζπλδεζνχλ φιεο νη θπηείεο κε ην ειάρηζην ζπλνιηθφ κήθνο δξφκνπ. 

 α. Πεξηγξάςηε πψο απηφ ην πξφβιεκα ηαηξηάδεη κε ηελ πεξηγξαθή δηθηχνπ ελφο 

  πξνβιήκαηνο ειαρίζηνπ γελλεηηθνχ δέληξνπ. 

 β. Υξεζηκνπνηήζηε ηνλ άπιεζην αιγφξηζκν γηα λα ιχζεηε ην πξφβιεκα. 

5. Ζ Premiere Bank ζα αξρίζεη ζχληνκα λα ζπλδέεη ηεξκαηηθά απφ θάζε ππνθαηάζηεκά ηεο ζηνλ 

ππνινγηζηή ηνπ θεληξηθνχ θαηαζηήκαηφο ηεο, ρξεζηκνπνηψληαο εηδηθέο ηειεθσληθέο γξακκέο 

κε ηειεπηθνηλσληαθέο ζπζθεπέο. Ζ ηειεθσληθή γξακκή δελ ρξεηάδεηαη λα ζπλδέεη άκεζα έλα 

ππνθαηάζηεκα κε ην θεληξηθφ θαηάζηεκα. Μπνξεί λα ην ζπλδέεη έκκεζα, κέζσ ηε ζχλδεζήο 

ηνπ κε άιιν ππνθαηάζηεκα ην νπνίν ζπλδέεηαη (άκεζα ή έκκεζα) κε ην θεληξηθφ θαηάζηεκα. 

Ζ κφλε πξνυπφζεζε είλαη φηη θάζε ππνθαηάζηεκα πξέπεη λα είλαη ζπλδεδεκέλν κε ην 

θεληξηθφ θαηάζηεκα κέζσ θάπνηαο δηαδξνκήο. 

Ζ ρξέσζε γηα ηηο εηδηθέο ηειεθσληθέο γξακκέο είλαη 100 δνιάξηα αλά κίιη, θαη νη απνζηάζεηο 

(ζε κίιηα) κεηαμχ δχν νπνησλδήπνηε θαηαζηεκάησλ είλαη σο θάησζη: 

 

 Αποζηάζειρ μεηαξύ δύο καηαζηημάηων 

 Κενηρικό Υποκ. 1 Υποκ. 2 Υποκ. 3 Υποκ. 4 Υποκ. 5 

Κενηρικό – 190 070 115 270 160 

Υποκ. 1 190 – 100 110 215 050 

Υποκ. 2 070 100 – 140 120 220 

Υποκ. 3 115 110 140 – 175 080 

Υποκ. 4 270 215 120 175 – 110 

Υποκ. 5 160 050 220 080 110 – 

 

Ζ δηνίθεζε επηζπκεί λα πξνζδηνξίζεη κεηαμχ πνηα θαηαζηήκαηα πξέπεη λα ζπλδεζνχλ άκεζα 

κε ηηο εηδηθέο ηειεθσληθέο γξακκέο πξνθεηκέλνπ λα ζπλδεζεί θάζε ππνθαηάζηεκα (άκεζα ή 

έκκεζα) κε ην θεληξηθφ θαηάζηεκα κε ην ειάρηζην ζπλνιηθφ θφζηνο. 

 α. Πεξηγξάςηε πψο απηφ ην πξφβιεκα ηαηξηάδεη κε ηελ πεξηγξαθή δηθηχνπ ελφο 

  πξνβιήκαηνο ειαρίζηνπ γελλεηηθνχ δέληξνπ. 

 β. Υξεζηκνπνηήζηε ηνλ άπιεζην αιγφξηζκν γηα λα ιχζεηε ην πξφβιεκα. Πνην είλαη ην 

  ζπλνιηθφ θφζηνο γηα ηηο εηδηθέο ηειεθσληθέο γξακκέο; 

6. Δπαλεμέηαζε Πεξίπησζεο 6-1. Τπνζέζηε ηψξα φηη πξνθχπηεη ην αθφινπζν ζελάξην ζ’ απηήλ 

ηελ πεξίπησζε. 

Πξηλ αθφκα φια ηα Ακεξηθαληθά ζηξαηεχκαηα θαη πξνκήζεηεο θζάζνπλ ζηελ Αγία 

Πεηξνχπνιε, ηε Μφζρα, θαη ην Ρνζηφβ, ε θαγσκάξα κεηαμχ ζηα ζηξαηεχκαηα ηνπ δηνηθεηή 

Βφηαηζεθ γηα ην εάλ ζα πξέπεη λα θάλεη ηελ επφκελε επίζεζε ελάληηα ζηελ Αγία Πεηξνχπνιε 

ή ελάληηα ζηε Μφζρα ρψξηζε ηνπο επαλαζηάηεο. Σα ζηξαηεχκαηα απφ ηε Μφζρα ππεξλίθεζαλ 

εχθνια ηνπο ηξσηνχο επαλαζηάηεο. Ο δηνηθεηήο Βφηαηζεθ θπιαθίζηεθε, θαη ην επφκελν 

βήκα έγηλε κε ηελ επαλνηθνδφκεζε ησλ επηά πφιεσλ πνπ θαηεζηξάθεζαλ απφ ηα 

ζηξαηεχκαηά ηνπ. 

Ζ χςηζηε πξνηεξαηφηεηα ηνπ Πξνέδξνπ είλαη λα βνεζήζεη ηε Ρσζηθή θπβέξλεζε ψζηε λα 

επαλεγθαζηδξχζεη ηηο επηθνηλσλίεο κεηαμχ ησλ επηά Ρσζηθψλ πφιεσλ θαη ηεο Μφζραο κε 

ειάρηζην θφζηνο. Ζ ηηκή ηεο εγθαηάζηαζεο ησλ γξακκψλ επηθνηλσλίαο κεηαμχ νπνησλδήπνηε 

δχν Ρσζηθψλ πφιεσλ πνηθίιιεη ιακβάλνληαο ππφςε ην θφζηνο κεηαθνξάο ηνπ θαισδίνπ ζηελ 

πεξηνρή, ην επίπεδν ηεο θαηαζηξνθήο ζηελ πεξηνρή, θαη ε ηξαρχηεηα ηνπ εδάθνπο. Δπηπρψο, 

κηα πφιε είλαη ζε ζέζε λα επηθνηλσλήζεη κε φιεο ηηο άιιεο εάλ ζπλδέεηαη έκκεζα κε θάζε 

άιιε πφιε. Ζ Αγία Πεηξνχπνιε θαη ην Ρνζηφβ είλαη ήδε ζπλδεδεκέλεο κε ηε Μφζρα, έηζη αλ 

νπνηαδήπνηε απφ ηηο επηά πφιεηο ζπλδέεηαη κε ηελ Αγία Πεηξνχπνιε ή ην Ρνζηφβ, ζα 

ζπλδεζεί επίζεο κε ηε Μφζρα. Σν θφζηνο ηεο αληηθαηάζηαζεο ησλ γξακκψλ επηθνηλσλίαο 

κεηαμχ δχν δεδνκέλσλ πφιεσλ γηα ηηο νπνίεο απηφ είλαη εθηθηφ θαίλεηαη παξαθάησ. 
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Αλάκεζα ζε Κφζηνο Δπαλεγθαζίδξπζεο Γξακκψλ Δπηθνηλσλίαο 

Αγία Πεηξνχπνιε θαη Καδάλ $210.000 

Αγία Πεηξνχπνιε θαη Πεξκ $185.000 

Αγία Πεηξνχπνιε θαη Οχθα $225.000 

Μφζρα θαη Οχθα $310.000 

Μφζρα θαη ΢άκαξα $195.000 

Μφζρα θαη Όξελκπεξγθ $440.000 

Μφζρα θαη ΢άξαηνβ $140.000 

Ρνζηφβ θαη ΢άξαηνβ $200.000 

Ρνζηφβ θαη Όξελκπεξγθ $120.000 

Καδάλ θαη Πεξκ $150.000 

Καδάλ θαη Οχθα $105.000 

Καδάλ θαη ΢άκαξα $95.000 

Πεξκ θαη Γηεθαηέξηλκπεξγθ $85.000 

Πεξκ θαη Οχθα  $125.000 

Γηεθαηέξηλκπεξγθ θαη Οχθα $125.000 

Οχθα θαη ΢άκαξα $100.000 

Οχθα θαη Όξελκπεξγθ $75.000 

΢άξαηνβ θαη ΢άκαξα $100.000 

΢άξαηνβ θαη Όξελκπεξγθ $95.000 

 

Πνχ ζα έπξεπε νη γξακκέο επηθνηλσλίαο λα εγθαηαζηαζνχλ γηα λα ειαρηζηνπνηεζεί ην 

ζπλνιηθφ θφζηνο επαλεγθαζίδξπζεο ησλ επηθνηλσληψλ κεηαμχ ηεο Μφζραο θαη ησλ επηά 

Ρσζηθψλ πφιεσλ; 
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4. Συμπεράσματα 

Οη εμηζψζεηο κε αθέξαηνπο ζπληειεζηέο γηα ηηο νπνίεο δεηνχληαη αθέξαηεο ιχζεηο, δειαδή νη 

επνλνκαδφκελεο δηνθαληηθέο εμηζψζεηο, έρνπλ ηεξάζηηα ζεσξεηηθή ζεκαζία γηαηί ζπλδένληαη ζηελά κε 

αξθεηά πξνβιήκαηα ηεο ζεσξίαο αξηζκψλ. Απηφ έρεη σο απνηέιεζκα λα έρνπλ ηεξάζηηα ζεκαζία θαη 

ζηελ πξάμε. θαζψο εκθαλίδνληαη θαη ζε εθαξκνγέο άιισλ επηζηεκψλ (φπσο π.ρ. ζηε Φπζηθή). 

Σα ζηνηρεία ηεο ζεσξίαο ησλ εμηζψζεσλ κε αθέξαηνπο ζπληειεζηέο θαη ηεο επίιπζήο ησλ ζηνπο 

αθέξαηνπο παξνπζηάζηεθαλ ζηελ παξνχζα εξγαζία κε απιφ αιιά θαη νξζνινγηθά δνκεκέλν ηξφπν, ψζηε 

ε αθνκνίσζε ελλνηψλ θαη ζπκπεξαζκάησλ λα είλαη φζν ην δπλαηφλ πην εχθνιε. Ξεθηλψληαο απ’ ηελ πην 

απιή κνξθή εμίζσζεο θαη θαηαιήγνληαο ζε εηδηθέο κνξθέο εμηζψζεσλ παξνπζηάδνληαο ελδηαθέξνληα 

απνηειέζκαηα ηεο έξεπλαο ζην ζπγθεθξηκέλν πεδίν. Δλδηαθέξνληα είλαη θαη ηα ζηνηρεία πνπ ζπλδένληαη 

κε ην γλσζηφ ζεψξεκα ηνπ Fermat, ην νπνίν απνδείρηεθε ζηηο αξρέο ηνπ αηψλα πνπ δηαλχνπκε, αιιά θαη 

κε ζεσξίεο (π.ρ. ε ζεσξία ηδεσδψλ) πνπ γελλήζεθαλ απ’ ηελ πξνζπάζεηα εξεπλεηψλ λα ην επηιχζνπλ. 

Έλαο θιάδνο ηεο Δπηρεηξεζηαθήο Έξεπλαο, έλαο απ’ ηνπο ζεκαληηθφηεξνπο, είλαη ν ακηγήο 

αθέξαηνο πξνγξακκαηηζκφο ν νπνίνο απνζθνπεί ζηε κεγηζηνπνίεζε ή ειαρηζηνπνίεζε κίαο ζπλάξηεζεο 

ηεο νπνίαο νη κεηαβιεηέο ζα πξέπεη λα ηθαλνπνηνχλ έλα πιήζνο πεξηνξηζκψλ θαη νη επηηξεπηέο ηηκέο ηνπο 

λα είλαη αθέξαηεο θαη ζεηηθέο. Ζ κέζνδνο πνπ παξνπζηάζηεθε επηιχεη ηέηνηα πξνβιήκαηα. ΢ρεηηθά απιή 

ζηε δνκή ηεο, δίλεη ιχζε κέζα απφ ζπγθεθξηκέλα βήκαηα, θάηη πνπ επηηξέπεη ηελ πινπνίεζή ηνπ 

πξνγξακκαηηζηηθά. Σα παξαδείγκαηα βνεζνχλ ζηελ πεξαηηέξσ θαηαλφεζε ηεο κεζφδνπ. 

Ο ζρεδηαζκφο δηθηχσλ είλαη έλαο αξθεηά αλαπηπγκέλνο ζηε ζχγρξνλε επνρή. ΢ηφρνο είλαη ε 

ζρεδίαζε ελφο δηθηχνπ κε πιήξε εμππεξέηεζε αιιά κε ην ειάρηζην δπλαηφ θφζηνο θαηαζθεπήο θαη 

ιεηηνπξγίαο. Σέινο, ζηελ ηξίηε ελφηεηα γίλεηαη αλαθνξά ζε κία πνιχ γλσζηή θαηεγνξία πξνβιεκάησλ 

πνπ έρνπλ σο ζηφρν ην ζρεδηαζκφ δηθηχσλ. Παξνπζηάζηεθε ην πξφβιεκα ειαρίζηνπ γελλεηηθνχ δέληξνπ 

(minimum spanning tree), ην νπνίν ηαηξηάδεη ζε έλα κεγάιν πνζνζηφ ηέηνησλ ζρεδηάζεσλ. Ζ παξνπζίαζε 

ελφο «άπιεζηνπ» αιγφξηζκνπ, αξθεηά απινχ θαη απνηειεζκαηηθνχ, δίλεη απάληεζε ζε ηέηνηνπ είδνπο 

πξνβιήκαηα. Σν παξάδεηγκα αλαδεηθλχεη ηελ απιφηεηα θαη απνηειεζκαηηθφηεηά ηνπ αθφκα θαη ζηηο 

πεξηπηψζεηο πνπ θαηλνκεληθά θαηαιήγνπκε ζε αδηέμνδν. 

 



Μεηαπηςσιακή Διαηπιβή Παπάζσορ Καμπαγεωπγίος 

Ειδικέρ Μοπθέρ Εξιζώζεων και Εθαπμογέρ Αςηών 52 

5. Βιβλιογραφία 

 Dantzig, G. B., and Eaves, B.C., Fourier-Motzkin Elimination and its dual, Journal of 

Combinational Theory (A 14), 1975, pp.288-297  

 Gelfond, A. O., Solving Equations in integers, Mir Publishers, Moscow, 1981 

 Goldberg, S., Introduction to Difference Equations, Dover Publications, New York, 1986 

 Hillier, F. S., and Lieberman, G. J., Introduction to Operations Research, 8th edition, 

Mc Graw-Hill, New York, 2005, ISBN 0-07-123828-X  

 Littlewood, D. E., A University Algebra, William Heinemann Ltd, London, 1950 

 Schrijver, A., Theory of Linear and Integer Programming, John Wiley & Sons, New York, 1986, 

ISBN 0-471-98232-6  

 Shojatalab, G., Modern Method of Solving Pure Integer Programming Models, World Academy 

of Science, Engineering and Technology 51 2009  

 Taha, H. A., Operations Research: An Introduction, 8th ed., Prentice Hall, New York, 2007, 

ISBN 0-13-188923-0  

 


