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Περύληψη 

Η Θεωρία Ραιγνίων αποτελεί ζναν τομζα των Οικονομικϊν Επιςτθμϊν, ο οποίοσ 

μελετάει τθν αλλθλεπίδραςθ των ατόμων ςε περιβάλλοντα τα οποία, το κάκε άτομο 

επθρεάηει το άλλο με τισ αποφάςεισ του. Οι ςυνκικεσ αυτζσ, υπό προχποκζςεισ,  

ιςχφουν επίςθσ και ςε ζνα περιβάλλον τθλεπικοινωνιακό, ςτο οποίο τα φυςικά 

πρόςωπα αντικακιςτοφνται πλζον από θλεκτρονικζσ δικτυακζσ ςυςκευζσ.  

Η εφαρμογι τθσ κεωρίασ παιγνίων ςτισ αςφρματεσ τθλεπικοινωνίεσ, αν και ςε 

ερευνθτικό ςτάδιο, αρχίηει και δίνει λφςεισ ςε όλο και περιςςότερα προβλιματα. 

Στθν παροφςα διπλωματικι εργαςία κα μελετιςουμε, πωσ θ κεωρία παιγνίων 

μπορεί να δϊςει λφςθ ςτο πρόβλθμα κατανομισ τθσ ιςχφοσ άνω ηεφξθσ, ςε ζνα 

τθλεπικοινωνιακό ςφςτθμα CDMA. 

Στο 1ο Κεφάλαιο γίνεται μία εκτενισ ειςαγωγι ςτθ κεωρία παιγνίων. Δίνουμε 

ιδιαίτερθ ζμφαςθ ςτθν αιτιολόγθςθ των μθ-ςυνεργατικϊν παιγνίων κανονικισ 

μορφισ των οποίων θ κεωρία χρθςιμοποιείται κατά τθν ανάλυςθ τθσ εφαρμογισ 

που υλοποιοφμε. Ζπειτα γίνεται μία αναφορά και ςε άλλεσ κατθγορίεσ μθ 

ςυνεργατικϊν παιγνίων κακϊσ και ςτα ςυνεργατικά παίγνια. 

Στο 2ο Κεφάλαιο μελετοφμε ζνα αςφρματο τθλεπικοινωνιακό ςφςτθμα CDMA ςτον 

τομζα του ελζγχου ιςχφοσ και τισ προτεινόμενεσ επί του κζματοσ αυτοφ εφαρμογζσ. 

Στο 3ο Κεφάλαιο ςυςχετίηουμε τθ κεωρία παιγνίων με τισ αςφρματεσ επικοινωνίεσ. 

Επίςθσ γίνεται αναφορά ςτισ εφαρμογζσ τθσ κεωρίασ παιγνίων, ςτον ζλεγχο ιςχφοσ 

ενόσ CDMA ςυςτιματοσ επικοινωνιϊν. 

Στο 4ο Κεφάλαιο αναλφουμε ζνα προτεινόμενο, μθ ςυνεργατικό μοντζλο κατανομισ 

τθσ ιςχφοσ άνω ηεφξθσ, ςε CDMA ςφςτθμα. Η υλοποίθςθ και προςομοίωςθ του 

μοντζλου αυτοφ γίνεται ςε πρόγραμμα γλϊςςασ Matlab. Τζλοσ αναλφονται και 

εξάγονται ςυμπεράςματα από τα αρικμθτικά δεδομζνα και τισ γραφικζσ 

παραςτάςεισ τθσ προςομοίωςθσ.  
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Abstract 

Game Theory is a field of Economics, which studies the interaction of people in 

environments where each person affects the other with his decisions. These 

circumstances, under certain conditions, also apply to a telecommunications 

environment in which individuals are being replaced by on-line devices.  

The application of game theory in wireless communications, while it is at the 

research phase, starts giving solutions to an increasing number of problems. In this 

thesis we will study, how the game theory can solve the problem of uplink power 

allocation in a CDMA telecommunications system.  

The 1st Chapter is a comprehensive introduction of game theory. We place great 

emphasis on the justification of non-cooperative games whose normal form theory is 

used in the analysis of the application that we implement. Following is a reference to 

other categories of non-cooperative games and the cooperative games.  

The 2nd Chapter studies a CDMA wireless telecommunications system in the power 

control problem and the proposed, on the subject, applications.  

The 3rd Chapter associates game theory and wireless communications. Also we refer 

to applications of joint game theory and power control in a CDMA communication 

system.  

In Chapter 4 we analyze a proposed non-cooperative model of uplink power 

allocation in a CDMA system. The implementation and simulation of this model is 

made in Matlab programming language. Finally, analysis and conclusions are drawn 

from figures and graphs of simulation. 
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Κεφϊλαιο 1: 
Ειςαγωγή ςτη Θεωρία Παιγνίων  

Η Θεωρία Ραιγνίων αναλφει τισ ςτρατθγικζσ ςχζςεισ ςτισ οποίεσ το κζρδοσ ενόσ 
ατόμου εξαρτάται από τισ επιλογζσ των άλλων. Για να κεωρθκεί μία κατάςταςθ ωσ 
παίγνιο, πρζπει να υπάρχουν τουλάχιςτον δφο λογικοί παίκτεσ οι οποίοι να 
λαμβάνουν υπόψθ τουσ τισ ενζργειεσ των άλλων για τθν διαμόρφωςθ των δικϊν 
τουσ ςτρατθγικϊν. 

Μελετϊντασ τθν ιςτορία και τισ επιπτϊςεισ τθσ κεωρίασ παιγνίων, ςυναντάμε ωσ 
πιο παλαιό παράδειγμα μιασ επίςθμθσ παιγνίο-κεωρθτικισ ανάλυςθσ, τθν μελζτθ 
ενόσ δυοπωλίου από τον Antoine Cournot το 1838. Ο μακθματικόσ Emile Borel 
πρότεινε μια επίςθμθ Θεωρία των Ραιγνίων το 1921, θ οποία εξελίχκθκε από τον 
μακθματικό John von Neumann το 1928, ςτο ςφγγραμμα του «Theory of Parlor 
Games.» Η Θεωρία Ραιγνίων κακιερϊκθκε ωσ ζνα αυτόνομο επιςτθμονικό πεδίο, 
αμζςωσ μετά τθν ζκδοςθ το 1944 του «Theory of Games and Economic Behavior» 
από τον von Neumann και τον οικονομολόγο Oskar Morgenstern. Αυτό το βιβλίο 
αποτελεί ζνα μεγάλο μζροσ τθσ βαςικισ ορολογίασ και ανάλυςθσ προβλθμάτων και 
εξακολουκεί να είναι ςε ιςχφ μζχρι ςιμερα. Το 1950, ο John Nash ζδειξε ότι τα 
πεπεραςμζνα παίγνια είχαν πάντα ζνα ςθμείο ιςορροπίασ, ςτο οποίο όλοι οι 
παίκτεσ επιλζγουν τισ ενζργειεσ που είναι καλφτερεσ για αυτοφσ, με δεδομζνεσ τισ 
επιλογζσ των αντιπάλων τουσ. Αυτι θ κεντρικι ιδζα τθσ μθ ςυνεργατικισ κεωρίασ 
των παιγνίων αποτελεί ζνα κομβικό ςθμείο ανάλυςθσ από τότε. Στθ δεκαετία του 
1950 και του 1960, θ κεωρία παιγνίων διευρφνκθκε κεωρθτικά και εφαρμόςκθκε 
για προβλιματα πολζμου και  πολιτικισ και από το 1970, ζχει αποτελζςει μια 
επανάςταςθ ςτθν οικονομικι κεωρία. Επιπλζον, ζχει βρει εφαρμογι ςτθν 
κοινωνιολογία, τθν ψυχολογία και  ανζπτυξε κάποιουσ δεςμοφσ ςτθν εξζλιξθ και τθ 
βιολογία. Η Θεωρία Ραιγνίων ζλαβε ιδιαίτερθ προςοχι το 1994 με τθν απονομι του 
βραβείου Νόμπελ, για τισ οικονομικζσ επιςτιμεσ, ςτουσ John Nash, John Harsanyi, 
και Reinhard Selten. Στο τζλοσ τθσ δεκαετίασ του 1990, μια ςθμαντικι εφαρμογι τθσ 
κεωρίασ των παιγνίων, αποτζλεςε ο ςχεδιαςμόσ πλειςτθριαςμϊν. Εξζχοντεσ 
μελετθτζσ τθσ Θεωρίασ Ραιγνίων ςυμμετείχαν ςτο ςχεδιαςμό των δθμοπραςιϊν για 
τθν κατανομι των δικαιωμάτων χριςθσ, των ηωνϊν του θλεκτρομαγνθτικοφ 
φάςματοσ για τον κλάδο των κινθτϊν τθλεπικοινωνιϊν. Οι περιςςότερεσ από αυτζσ 
τισ δθμοπραςίεσ ςχεδιάςτθκαν με ςτόχο τθ χοριγθςθ αυτϊν των πόρων με 
αποδοτικότερο τρόπο ςυγκριτικά με τισ παραδοςιακζσ κυβερνθτικζσ πρακτικζσ και 
επιπλζον τθν αφξθςθ των εςόδων κατά διςεκατομμφρια δολάρια, για τισ Ηνωμζνεσ 
Ρολιτείεσ και τθν Ευρϊπθ.  

1.1 Ορολογύα και Σαξινόμηςη των Παιγνύων  

Κατά τθν ανάλυςθ ενόσ παιγνίου ςφμφωνα με τθν Θεωρία Ραιγνίων ςυναντάμε 
κάποια βαςικά ςτοιχεία . Τα ςθμαντικότερα ςτοιχεία ενόσ παιγνίου είναι: 
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 παίκτεσ (players): Τα πρόςωπα τα οποία παίρνουν αποφάςεισ ςε ζνα παίγνιο. 
Στθν ανάλυςθ των παιγνίων κεωροφμε ότι οι παίκτεσ είναι «εγωιςτζσ» και 
λογικοί. Αυτό ςθμαίνει ότι οι παίκτεσ επικυμοφν τθν μεγιςτοποίθςθ τθσ 
ευχαρίςτθςθσ τουσ αλλά είναι και λογικοί ϊςτε να κζλουν να καταλιξουν ςε 
ζνα ςθμείο ιςορροπίασ. 

 ενζργειεσ (actions): Οι διακζςιμεσ επιλογζσ κινιςεων ενόσ παίκτθ. 

 πληροφορία (information): Η γνϊςθ που ζχει ζνασ παίκτθσ ςχετικά με τισ 
κινιςεισ των άλλων παικτϊν και τουσ κανόνεσ του παιγνίου, κατά τθ διάρκεια 
λιψθσ αποφάςεων. 

 ςτρατηγικζσ (strategies): Οι κανόνεσ οι οποίοι υποδεικνφουν ςε κάκε παίκτθ 
τθν ενζργεια που μπορεί να εκτελζςει ςε κάκε φάςθ του παιγνίου. 0F

1 

 απολαβή (payoff): Η ευχαρίςτθςθ (utility) ι κζρδοσ που λαμβάνει κάποιοσ 
παίκτθσ. 

 ςυνάρτηςη ευχαρίςτηςησ (utility function): Η ςυνάρτθςθ ευχαρίςτθςθσ δίνει 
ωσ αποτζλεςμα τισ απολαβζσ ι τθν ευχαρίςτθςθ που λαμβάνει κάκε παίκτθσ ςε 
κάκε φάςθ του παιγνίου, ανάλογα με τισ ενζργειεσ του. Μποροφμε να ποφμε 
ότι περιγράφει τθ ςχζςθ προτίμθςθσ μεταξφ των διακζςιμων επιλογϊν ενόσ 
παίκτθ, διότι μία προτιμϊμενθ ενζργεια πρζπει να μασ δίνει μεγαλφτερθ 
ευχαρίςτθςθ. Τθν ςυνάρτθςθ ευχαρίςτθςθσ μποροφμε να τθ ορίςουμε πιο 
επίςθμα ωσ:  

Οριςμόσ 1.1: Συνάρτηςη Ευχαρίςτηςησ. Μία ςυνάρτθςθ θ οποία αντιςτοιχεί μία 
αρικμθτικι τιμι ςτα ςτοιχεία του πεδίου ενεργειϊν  είναι μία 
ςυνάρτθςθ ευχαρίςτθςθσ, εάν για όλα τα  το  εάν και μόνο εάν 

.  

 ιςορροπία (equilibrium): Η ιςορροπία είναι ζνα ςτακερό αποτζλεςμα ι λφςθ 
του παιγνίου. Η πιο γνωςτι ιςορροπία ενόσ παιγνίου είναι θ ιςορροπία Nash. 
Το ςθμείο ιςορροπίασ δεν αποφζρει απαραίτθτα τθν μζγιςτθ απολαβι ςτουσ 
παίκτεσ όπωσ κα δοφμε και παρακάτω. 

Ο αρικμόσ και θ ποικιλία των παιγνίων ςτρατθγικισ είναι τεράςτια. Μποροφμε να 
αναφζρουμε κάποια μοντζλα κατάταξθσ τουσ.  

Ξεχωρίηουμε πρϊτα ζνα παίγνιο ανάλογα με τον αριθμό των παικτών: τα παίγνια 
δφο προςϊπων, τριϊν προςϊπων και οφτω κακεξισ. Το ςκάκι για παράδειγμα, είναι 
ζνα παίγνιο δφο προςϊπων. Πταν αναφερόμαςτε ωςτόςο ςε ζνα παίγνιο  
προςϊπων, δεν ςθμαίνει απαραίτθτα ότι ςε κάκε τζτοιο παίγνιο ζχουμε ακριβϊσ 
ςυμμετοχι  ατόμων, αλλά πικανϊσ οι κανόνεσ του παιγνίου είναι τζτοιοι ϊςτε οι 
παίκτεσ να ανικουν ςε αμοιβαία  αποκλειςτικζσ μονάδεσ με τζτοιο τρόπο ϊςτε τα 
άτομα ςε κάκε μονάδα να ζχουν τα ίδια ςυμφζροντα. Αυτά τα  ςφνολα των 
ατόμων με ταυτόςθμα ςυμφζροντα αναφζρονται ωσ ζνα "πρόςωπο" (όπωσ ςτο 
δίκαιο, μια εταιρεία αναφζρεται ωσ ζνα νομικό πρόςωπο). Για παράδειγμα, αν και 

                                                             
1
 Η ζννοια τθσ ςτρατθγικισ και τθσ ενζργειασ μπορεί να παρερμθνευτεί. Στα παίγνια κακαρισ 

ςτρατθγικισ που κα μελετιςουμε κυρίωσ, οι δφο ζννοιεσ κα κεωρθκοφν ςυνϊνυμεσ και κα 
χρθςιμοποιοφμε τον όρο ςτρατθγικι. Στθν ενότθτα που κα αναφζρουμε τισ μικτζσ ςτρατθγικζσ κα 
φανεί θ διαφοροποίθςθ των δφο όρων.  
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το ςκάκι παίηεται ςυνικωσ από δφο μόνο άτομα, κα μποροφςε επίςθσ να παιχτεί με 
δφο «ομάδεσ», κακεμία από τισ οποίεσ κα αποτελείται από τρεισ ανκρϊπουσ· 
ακόμα και αν αυτό γινόταν, το παίγνιο κα εξακολουκοφςε να είναι ςκάκι και κα 
εξακολουκοφςε να είναι παίγνιο δφο προςϊπων και όχι ζξι προςϊπων. Αυτι θ 
διαφοροποίθςθ ςτθν ζννοια του «παίκτθ», διαφοροποιεί τα παίγνια από μη-
ςυνεργατικά (non-cooperative) ςε ςυνεργατικά (cooperative). 
Μποροφμε επίςθσ να ταξινομιςουμε τα παίγνια ανάλογα με το πόςεσ κινήςεισ 
πραγματοποιοφνται. Ζνα πεπεραςμζνο παίγνιο ζχει ζναν πεπεραςμζνο αρικμό 
κινιςεων, κάκε μία από τισ οποίεσ περιλαμβάνει μόνο ζναν πεπεραςμζνο αρικμό 
εναλλακτικϊν λφςεων· τα άλλα παίγνια ονομάηονται άπειρα.  

Τζλοσ, τα παίγνια κατατάςςονται ανάλογα με τθν ποςότητα των διαθζςιμων 
πληροφοριών που ζχουν οι παίκτεσ, ςχετικά με τισ ενζργειεσ των άλλων παικτϊν 
και τον τρόπο που αποκτοφν τισ απολαβζσ τουσ. Τα παίγνια ςτα οποία ο κάκε 
παίκτθσ γνωρίηει τισ ςυναρτιςεισ ευχαρίςτθςθσ των άλλων παικτϊν ονομάηονται 
παίγνια πλήρουσ πληροφόρηςησ (complete information), ςτθν αντίκετθ περίπτωςθ 
ζχουμε τα παίγνια ελλιποφσ πληροφόρηςησ (incomplete information).  

Στθ ντάμα και το ςκάκι, για παράδειγμα, οι παίκτεσ ενθμερϊνονται ανά πάςα 
ςτιγμι ςχετικά με τισ προθγοφμενεσ επιλογζσ που ζχουν γίνει, αλλά ςτα παιχνίδια 
τθσ τράπουλασ ζνασ παίκτθσ δεν ξζρει τι χαρτιά ζχουν μοιραςτεί ςτουσ υπόλοιπουσ 
και είναι ςυνεπϊσ ςε μερικι άγνοια. Τα παίγνια ςτα οποία, ο κάκε παίκτθσ γνωρίηει 
ςε κάκε κίνθςθ το πλιρεσ ιςτορικό των κινιςεων του παιγνίου, ονομάηονται 
παίγνια τζλειασ πληροφόρηςησ (perfect information), ςτθν αντίκετθ περίπτωςθ 
ζχουμε τα παίγνια ατελοφσ πληροφόρηςησ (imperfect information). 

1.2 Αναπαρϊςταςη των Παιγνύων ςε Κανονικό Μορφό 

Η κανονικι μορφι, γνωςτι και ωσ ςτρατθγικι μορφι ι μορφι πίνακα, είναι θ πιο 
κοινι αναπαράςταςθ ςτρατθγικϊν αλλθλεπιδράςεων ςτθ κεωρία παιγνίων. Στθν 
κανονικι μορφι (normal-form) αναπαράςταςθσ ενόσ παιγνίου, οι παίκτεσ επιλζγουν 
ταυτόχρονα μια ςτρατθγικι και ο ςυνδυαςμόσ των ςτρατθγικϊν που επιλζγουν 
κακορίηει μία ευχαρίςτθςθ για τον κακζνα. Τα παίγνια κανονικισ μορφισ είναι 
κεμελιϊδθ ςτθν κεωρία παιγνίων, διότι οι περιςςότερεσ από τισ υπάρχουςεσ 
αναπαραςτάςεισ παιγνίων μποροφν να μελετθκοφν μετατρζποντασ τα, ςε παίγνια 
κανονικισ μορφισ. 

Οριςμόσ 1.2: Παίγνιο Κανονικήσ Μορφήσ. Ζνα πεπεραςμζνο παίγνιο ,  – 
παικτϊν, είναι ζνα ςφνολο με ςτοιχεία  όπου: 

  είναι ζνα πεπεραςμζνο ςφνολο  παικτϊν, με δείκτθ . 

 , όπου  είναι ζνα πεπεραςμζνο ςφνολο των διακζςιμων 
ςτρατθγικϊν του παίκτθ . Κάκε διάνυςμα  καλείται πεδίο 
ςτρατθγικϊν. 

  όπου  θ ςυνάρτθςθ απολαβισ πραγματικϊν τιμϊν 

του παίκτθ . 
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1.2.1 Σο Δύλημμα των Υυλακιςμϋνων 

Ραρουςιάηουμε τθν κανονικι μορφι ενόσ παιγνίου μζςω ενόσ κλαςικοφ 
παραδείγματοσ – «Το Δίλθμμα των Φυλακιςμζνων » (Prisoner’s Dilemma). Δφο 
φποπτοι ςυνελιφκθςαν και χρεϊνονται με ζνα ζγκλθμα. Η αςτυνομία διακζτει 
επαρκείσ αποδείξεισ για να καταδικαςτοφν οι φποπτοι, αν προθγουμζνωσ 
τουλάχιςτον ζνασ εκ των δφο ομολογιςει. Η αςτυνομία ζχει υπό κράτθςθ τουσ 
υπόπτουσ ςε χωριςτά κελιά και τουσ επεξθγεί τισ ςυνζπειεσ που κα ακολουκιςουν 
από τισ ενζργειεσ που κα μποροφςαν να πραγματοποιιςουν. Αν δεν ομολογιςει 
κανζνασ και οι δφο κα ανακθρυχτοφν ζνοχοι για μια μικρι επίκεςθ και κα 
καταδικαςτοφν ςε ζνα μινα φυλάκιςθ. Αν και οι δφο ομολογιςουν τότε κα 
καταδικαςτοφν ςε φυλάκιςθ ζξι μθνϊν. Τζλοσ, αν ομολογιςει μόνο ο ζνασ από τουσ 
δφο, τότε αυτόσ που ομολόγθςε κα αποδεςμευκεί αμζςωσ, αλλά ο άλλοσ κα 
καταδικαςτεί ςε εννζα μινεσ φυλάκιςθ - ζξι για το ζγκλθμα που διζπραξε και 
άλλουσ τρεισ μινεσ για παρεμπόδιςθ τθσ δικαιοςφνθσ.  

Σε αυτό το παίγνιο, κάκε παίκτθσ ζχει δφο ςτρατθγικζσ διακζςιμεσ: να ομολογιςει 

(Ο) ι να μθν ομολογιςει (ΔΟ). Ζνασ φυςικόσ τρόποσ για να αναπαραςτιςουμε 

παίγνια είναι μζςω ενόσ  διαςτάςεων πίνακα. Στο παράδειγμα μασ οι απολαβζσ 

των δφο παικτϊν, όταν ζχει επιλεγεί ζνα ςυγκεκριμζνο ηεφγοσ ςτρατθγικϊν, 

δίνονται από το κατάλλθλο κελί του πίνακα (Ρίνακασ 1.1). Κατά ςυνκικθ, θ 

απολαβι για τον λεγόμενο παίκτθ γραμμισ (εδϊ, Φυλακιςμζνοσ 1) είναι θ πρϊτθ 

τιμι ςε κάκε κελί, ακολουκοφμενθ από τθν απολαβι του παίκτθ ςτιλθ (εδϊ, 

Φυλακιςμζνοσ 2). Ζτςι, αν ο Φυλακιςμζνοσ 1 επιλζξει να μθν ομολογιςει και ο 

Φυλακιςμζνοσ 2 επιλζξει να ομολογιςει, τότε ο Φυλακιςμζνοσ 1 λαμβάνει ωσ 

απολαβι -9 (που αντιπροςωπεφει τουσ εννζα μινεσ ςτθ φυλακι) και ο 

Φυλακιςμζνοσ 2 λαμβάνει τθν απολαβι 0 (που αντιπροςωπεφει τθν άμεςθ 

απελευκζρωςι του).  

  Φσλακισμένος 2 

  ΔΟ Ο 

Φσλακισμένος 1 

ΔΟ -1, -1 -9, 0 

Ο 0, -9 -6, -6 

Πίνακασ 1.1: Το Δίλλθμα των Φυλακιςμζνων 

Αν και όπωσ είπαμε  ςε ζνα παίγνιο κανονικισ μορφισ οι παίκτεσ επιλζγουν τισ 
ςτρατθγικζσ τουσ ταυτόχρονα, αυτό δεν υποδθλϊνει ότι οι ςυμμετζχοντεσ 
απαραίτθτα δρουν ταυτόχρονα, αλλά υποδθλϊνει ότι κάκε παίκτθσ επιλζγει πωσ κα 
δράςει χωρίσ να γνωρίηει τθν επιλογι των άλλων. Στθν περίπτωςθ των 
φυλακιςμζνων κα μποροφςαν να αποφαςίςουν ςε διαφορετικζσ χρονικζσ ςτιγμζσ 
ενϊ βρίςκονται ςε διαφορετικά κελιά. 
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1.2.2 Η Μϊχη των Υύλων 

Η μάχθ των φφλων (Battle of the Sexes) είναι ζνα άλλο κλαςςικό παίγνιο κανονικισ 
μορφισ το οποίο ςυναντάμε ςυχνά ωσ παράδειγμα ςτθ βιβλιογραφία με διάφορεσ 
παραλλαγζσ. Στο παίγνιο αυτό ζνα ηευγάρι, ζνασ άντρασ και μία γυναίκα, 
αποφαςίηει να παρακολουκιςει ζνα κονςζρτο κλαςςικισ μουςικισ και ζχει να 
επιλζξει μεταξφ των  Bach και Stravinsky. Και οι δφο προτιμοφν να πάνε μαηί ςε 
κάποιο κονςζρτο αλλά ο άντρασ προτιμάει να παρακολουκιςει Bach (B) ενϊ θ 
γυναίκα Stravinsky (S). Για το λόγο αυτό κάκε ζνασ από τουσ δφο παίκτεσ λαμβάνει 
απολαβι 1 εάν παρακολουκιςει το ζργο που προτιμάει, ενϊ προςτίκεται ζνασ 
επιπλζον πόντοσ απολαβισ και ςτουσ δφο, εάν παρακολουκιςουν κάποιο ζργο 
μαηί. Στον Ρίνακα 1.2 μποροφμε να δοφμε τθν ευχαρίςτθςθ του κάκε παίκτθ 
δεδομζνου τθσ ςτρατθγικισ που ακολοφκθςε. 

  Άντρας 

  S B 

Γσναίκα 

S 2, 1 0, 0 

B 0, 0 1, 2 

Πίνακασ 1.2: Η Μάχθ των Φφλων 

1.2.3 Παύγνια Μηδενικού Αθρούςματοσ 

Τα παίγνια μθδενικοφ ακροίςματοσ (zero-sum games) ι καλφτερα παίγνια ςτακεροφ 
ακροίςματοσ (constant-sum), αποτελοφν μία ειδικι περίπτωςθ των παιγνίων 
κανονικισ μορφισ. 

Οριςμόσ 1.3: Παίγνια Σταθεροφ Αθροίςματοσ. Ζνα παίγνιο κανονικισ μορφισ, δφο 
παικτϊν, καλείται ςτακεροφ ακροίςματοσ εάν υπάρχει μία ςτακερά  τζτοια ϊςτε 
για κάκε ςφνολο ςτρατθγικϊν  να ιςχφει .  

Συνικωσ όταν αναφερόμαςτε ςε παίγνια ςτακεροφ ακροίςματοσ πάντα 
υποκζτουμε ότι είναι δφο παικτϊν και , δθλαδι το παίγνιο είναι μθδενικοφ 
ακροίςματοσ. Ζνα κλαςςικό παίγνιο μθδενικοφ ακροίςματοσ είναι το «Κορϊνα – 
Γράμματα». Στο παίγνιο αυτό κακζνασ από τουσ δφο παίκτεσ ζχει ζνα νόμιςμα και 
προςπακεί, ςτρίβοντασ το νόμιςμα να εμφανίςει κορϊνα (Κ) ι γράμματα (Γ). Ζπειτα 
οι δφο παίκτεσ ςυγκρίνουν τα νομίςματα τουσ. Εάν και τα δφο νομίςματα είναι 
όμοια ο πρϊτοσ παίκτθσ κερδίηει και τα δφο, ςε διαφορετικι περίπτωςθ κερδίηει ο 
δεφτεροσ παίκτθσ. Ο πίνακασ των απολαβϊν φαίνεται ςτον Ρίνακα 1.3. 

Ζνα άλλο παράδειγμα μθδενικοφ ακροίςματοσ είναι το κλαςςικό παιδικό παίγνιο 
«Ρζτρα – Ψαλίδι – Χαρτί». Σε αυτό το παίγνιο κακζνασ από τουσ δφο παίκτεσ μπορεί 
να επιλζξει πζτρα (Ρ), χαρτί (Χ) ι ψαλίδι (Ψ). Εάν και οι δφο παίκτεσ επιλζξουν τθν 
ίδια ςτρατθγικι, δεν υπάρχει νικθτισ και το άκροιςμα των απολαβϊν τουσ ιςοφται 
με το 0. Σε άλλθ περίπτωςθ κερδίηει ζνασ από τουσ δφο ανάλογα με τθν ςτρατθγικι 
που επιλζγει, όπωσ βλζπουμε και ςτον Ρίνακα 1.4. 
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  Παίκτης 2 

  Κ Γ 

Παίκτης 1 

Κ 1, -1 -1, 1 

Γ -1, 1 1, -1 

Πίνακασ 1.3: Το παίγνιο "Κορϊνα - Γράμματα" 

 
 Παίκτης 2 

  Π Χ Ψ 

Παίκτης 1 

Π 0, 0 -1, 1 1, -1 

Χ 1, -1 0, 0 -1, 1 

Ψ -1, 1 1, -1 0, 0 

Πίνακασ 1.4: Το Παίγνιο "Πζτρα - Ψαλίδι - Χαρτί" 

1.2.4 ΢τρατηγικϋσ ςε Παύγνια Κανονικόσ Μορφόσ 

Μζχρι ςτιγμισ ςτα παίγνια τα οποία μελετιςαμε αναφζραμε τισ ενζργειεσ των 

παικτϊν ωσ ςτρατθγικζσ. Αυτό ςυνζβαινε διότι ζνα είδοσ ςτρατθγικισ είναι θ 

επιλογι μίασ από τισ διακζςιμεσ ενζργειεσ και θ υλοποίθςθ τθσ. Το είδοσ αυτϊν των 

ςτρατθγικϊν ονομάηεται κακαρι ςτρατθγικι (pure strategy) και το πεδίο των 

ςτρατθγικϊν ταυτίηεται με το πεδίο ενεργειϊν. 

Οι παίκτεσ όμωσ μποροφν να ακολουκιςουν ζνα άλλο λιγότερο προφανζσ είδοσ 

ςτρατθγικισ το οποίο καλείται μικτι ςτρατθγικι (mixed strategy). Στισ μικτζσ 

ςτρατθγικζσ ο παίκτθσ επιλζγει τυχαία από το πεδίο ενεργειϊν, με βάςθ κάποια 

πικανοτικι κατανομι.  

Ορίηουμε πιο επίςθμα μια μικτι ςτρατθγικι για ζνα παίγνιο κανονικισ μορφισ, 

ειςάγοντασ παράλλθλα και το ςφνολο των ενεργειϊν  ενόσ παίκτθ. 

Οριςμόσ 1.4: Μικτή Στρατηγική. Ζςτω  ζνα παίγνιο ςε κανονικι μορφι 

και , για κάκε ςφνολο , το ςφνολο των πικανοτικϊν κατανομϊν του . Τότε το 

ςφνολο των μικτϊν ςτρατθγικϊν για τον παίκτθ  είναι . 

Οριςμόσ 1.5: Πεδίο Μικτών Στρατηγικών. Το ςφνολο των πεδίων των μικτϊν 

ςτρατθγικϊν είναι το Καρτεςιανό γινόμενο των μεμονωμζνων πεδίων των μικτϊν 

ςτρατθγικϊν, . 
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Με τον όρο  ορίηουμε τθν πικανότθτα ότι μία ενζργεια  κα «παιχτεί» ωσ μία 

μικτι ςτρατθγικι . Το υποςφνολο των ενεργειϊν ςτισ οποίεσ ορίηεται κετικι 

πικανότθτα από τθ μικτι ςτρατθγικι , καλείται υποςτιριξθ (support) του . 

Οριςμόσ 1.6: Υποςτήριξη. Η υποςτιριξθ μίασ μικτισ ςτρατθγικισ  για ζνα παίκτθ , 

είναι το ςφνολο των κακαρϊν ςτρατθγικϊν . 

Να ςθμειϊςουμε ότι θ κακαρι ςτρατθγικι είναι μία ειδικι περίπτωςθ μικτισ 

ςτρατθγικισ, ςτθν οποία θ υποςτιριξθ είναι μία μοναδικι ενζργεια. Επίςθσ 

μποροφμε να αναφζρουμε τθν φπαρξθ πλιρωσ μικτϊν ςτρατθγικϊν, όπου μία 

ςτρατθγικι ζχει πλιρθ  υποςτιριξθ (δθλαδι όταν ανακζτουμε ςε κάκε ενζργεια μία 

μθ μθδενικι πικανότθτα). 

Ο πίνακασ των απολαβϊν όπωσ τον είδαμε ςε προθγοφμενα παραδείγματα, ορίηει 

τισ απολαβζσ ςτθν ειδικι περίπτωςθ όπου ζχουμε κακαρζσ ςτρατθγικζσ. Συνεπϊσ 

ζνα άλλο ςθμείο το οποίο πρζπει να ορίςουμε είναι οι απολαβζσ των παικτϊν που 

δίνονται από ζνα ςυγκεκριμζνο προφίλ μικτϊν ςτρατθγικϊν. Στθν περίπτωςθ αυτι 

ορίηουμε ζνα  μζγεκοσ το οποίο μασ δίνει τθν αναμενόμενθ ευχαρίςτθςθ (expected 

utility). Ρρϊτα υπολογίηουμε τθν πικανότθτα  να πετφχουμε κάκε απολαβι, 

δεδομζνου του ςτρατθγικοφ πεδίου και ζπειτα υπολογίηουμε τον μζςο όρο των 

απολαβϊν, με βάρθ τισ πικανότθτεσ κάκε απολαβισ. 

Οριςμόσ 1.7: Αναμενόμενη Ευχαρίςτηςη Μικτήσ Στρατηγικήσ. Σε ζνα παίγνιο 

κανονικισ μορφισ , θ αναμενόμενθ ευχαρίςτθςθ  για τον παίκτθ  

του ςτρατθγικοφ πεδίου  ορίηεται ωσ: 

 

1.3 Ιςορροπύα και Βϋλτιςτη Λύςη ενόσ Παιγνύου 

Ζχοντασ περιγράψει τα παίγνια κανονικισ μορφισ και τισ διακζςιμεσ ςτρατθγικζσ 

τουσ, πρζπει να αναηθτιςουμε τισ λφςεισ κάκε παιγνίου κακϊσ και να βροφμε, εάν 

υπάρχει, θ βζλτιςτθ από αυτζσ. Σε ζνα περιβάλλον όπου αποτελείται από ζνα 

πρόςωπο θ βζλτιςτθ λφςθ είναι εφκολθ υπόκεςθ, διότι αρκεί θ μεγιςτοποίθςθ τθσ 

απολαβισ του προςϊπου αυτοφ. Στα παίγνια τα οποία μελετάμε θ μεγιςτοποίθςθ 

των απολαβϊν του κάκε παίκτθ εξαρτάται άμεςα από τισ ςτρατθγικζσ που κα 

ακολουκιςουν και οι άλλοι παίκτεσ που ςυμμετζχουν.  

1.3.1  Βϋλτιςτεσ ΢τρατηγικϋσ 

Ζνα ηιτθμα που τίκεται ςτα παίγνια είναι θ ζννοια τθσ βελτιςτοποίθςθσ, με τθν 

ζννοια ότι ζνασ εξωτερικόσ παρατθρθτισ κα μποροφςε να διακρίνει, ότι οι 

απολαβζσ από ςυγκεκριμζνεσ ςτρατθγικζσ είναι καλφτερεσ από άλλεσ. Βζβαια το 
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κζμα δεν είναι τόςο απλό ςε περιβάλλοντα πολλϊν παικτϊν, οπότε δίνουμε 

κάποιεσ λφςεισ με τουσ παρακάτω οριςμοφσ. 

Οριςμόσ 1.8: Επικράτηςη Pareto. Ζνα ςτρατθγικό πεδίο  επικρατεί κατά Pareto, 

των άλλων ςτρατθγικϊν πεδίων  εάν για όλα τα  και 

υπάρχουν κάποια  για τα οποία . 

Η επικράτθςθ Pareto μασ δίνει μερικϊσ μία κατάταξθ των ςτρατθγικϊν πεδίων, 

δθλαδι δεν μποροφμε να ζχουμε το μζγιςτο δυνατό κζρδοσ από το παίγνιο μασ 

αλλά ζνα ςφνολο από τοπικά μθ ςυγκρίςιμα βζλτιςτα. Το βζλτιςτο κατά Pareto 

ςτρατθγικό πεδίο δίνεται από τον παρακάτω οριςμό. 

Οριςμόσ 1.9: Βζλτιςτο κατά Pareto. Ζνα ςτρατθγικό πεδίο  είναι βζλτιςτο κατά 

Pareto ι αυςτθρά αποδοτικό κατά Pareto, εάν δεν υπάρχει άλλο ςτρατθγικό πεδίο 

 το οποίο επικρατεί κατά Pareto του . 

Κάκε παίγνιο ζχει ζνα βζλτιςτο πεδίο ςτρατθγικϊν. Το πρόβλθμα που 

παρουςιάηεται είναι ότι δεν ταυτίηεται απαραίτθτα με το ςθμείο ιςορροπίασ του 

παιγνίου, ςυνεπϊσ δεν μασ δίνουν όλα τα παίγνια βζλτιςτεσ λφςεισ.  

1.3.2 Επαναληπτικό Απαλοιφό των Αυςτηρϊ Κυριαρχούμενων 

΢τρατηγικών  

Ζχοντασ περιγράψει ζνα τρόπο για τθν αναπαράςταςθ ενόσ παιγνίου και κζματα 
που αφοροφν τισ ςτρατθγικζσ που ακολουκοφμε, κα περιγράψουμε και ζνα τρόπο 
επίλυςθσ του. Ξεκινάμε από το Δίλλθμα των Φυλακιςμζνων επειδι είναι εφκολο να 
λυκεί, χρθςιμοποιϊντασ μόνο τθν ιδζα ότι ζνασ λογικόσ παίκτθσ δεν κα ζπαιηε μία 
αυςτθρά κυριαρχοφμενθ ςτρατθγικι. 

Στο Δίλλθμα των Φυλακιςμζνων, εάν ζνασ φποπτοσ πρόκειται να ομολογιςει, τότε 
και ο άλλοσ κα προτιμιςει να ομολογιςει ϊςτε να μπει ςτθ φυλακι για ζξι μινεσ 
και όχι για εννιά όπωσ ςτθν περίπτωςθ που δεν κα ομολογοφςε. Ομοίωσ εάν ζνασ 
φποπτοσ πρόκειται να μθν ομολογιςει ο άλλοσ κα προτιμιςει να ομολογιςει και να 
απελευκερωκεί άμεςα· από το να μθν ομολογιςει και να μείνει ςτθ φυλακι για ζνα 
μινα. Δθλαδι, για ζνα παίκτθ  θ ςτρατθγικι να μθν ομολογιςει κυριαρχείται από 
κάκε ςτρατθγικι που κα επιλζξει ο παίκτθσ , διότι θ απολαβι του  για να μθν 
ομολογιςει, είναι μικρότερθ από τθν επιλογι του  για να ομολογιςει. Γενικότερα:  
 

Οριςμόσ 1.10: Αυςτηρά Κυριαρχοφμενεσ Στρατηγικζσ: Σε παίγνιο κανονικισ μορφισ 
, ζςτω ,  , οι εφικτζσ κακαρζσ ςτρατθγικζσ του 

παίκτθ . Μία ςτρατθγικι  είναι αυςτθρά κυριαρχοφμενθ από τθν ςτρατθγικι  
εάν για κάκε εφικτό ςυνδυαςμό των ςτρατθγικϊν των άλλων παικτϊν, θ απολαβι 
του  επιλζγοντασ  είναι αυςτθρά μικρότερθ, από τθν απολαβι του  επιλζγοντασ 

: 
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για κάκε  το οποίο μπορεί να δθμιουργθκεί από τα 
ςτρατθγικά πεδία  των άλλων παικτϊν. 

Οι λογικοί παίκτεσ δεν επιλζγουν αυςτθρά κυριαρχοφμενεσ ςτρατθγικζσ, επειδι δεν 
ζχουν τθν πεποίκθςθ ότι μποροφν να επωφελθκοφν από τθν επιλογι τουσ. Η ςκζψθ 
αυτι των λογικϊν παικτϊν, όπωσ και ςτο Δίλλθμα των Φυλακιςμζνων, μπορεί να 
μασ οδθγιςει ςε μία λφςθ του παιγνίου. 

Κακϊσ εναλλαςςόμαςτε ανάμεςα ςτουσ δφο παίκτεσ, απαλείφουμε τισ 
κυριαρχοφμενεσ ςτρατθγικζσ τουσ. Η διαδικαςία είναι θ ακόλουκθ: 

1. Ο Φυλακιςμζνοσ 1 επιλζγει γραμμζσ και ο Φυλακιςμζνοσ 2 ςτιλεσ (Εικόνα 1.1). 
2. Ξεκινϊντασ με τον Φυλακιςμζνο 1, παρατθροφμε ότι θ πρϊτθ ςειρά (ΔΟ), όπου 

οι απολαβζσ είναι μικρότερεσ, κυριαρχείται αυςτθρά από τθν δεφτερθ (Ο). 
Συνεπϊσ μποροφμε να τθ διαγράψουμε. 

3. Σειρά ζχει τϊρα ο Φυλακιςμζνοσ 2 και οι διακζςιμεσ πλζον επιλογζσ του 
περιορίηονται ςτθ δεφτερθ ςειρά (Ο). Είναι επίςθσ προφανζσ ότι ςτθ ςειρά 
αυτι, θ πρϊτθ ςτιλθ (ΔΟ) είναι αυςτθρά κυριαρχοφμενθ από τθ δεφτερθ (Ο), 
επομζνωσ διαγράφεται. 

Το αποτζλεςμα του παιγνίου φαίνεται ςτθν Εικόνα 1.1 και προκφπτει όταν και οι 
δφο παίκτεσ ομολογιςουν (Ο,Ο). Εάν το παίγνιο ιταν μεγαλφτερο ςε ζκταςθ, θ 
διαδικαςία κα επαναλαμβανόταν από τθν αρχι μζχρι να φτάςουμε ςε ζνα ςθμείο 
ιςορροπίασ ι να μθν υπιρχαν άλλεσ κυριαρχοφμενεσ ςτρατθγικζσ για απαλοιφι. 

Φσλακισμένος 2

 

ΔΟ Ο 

Φσλακισμένος 1 

ΔΟ - 1, -1 -9, 0 

Ο 0, -9 - 6, -6 

ιςορροπία

1

2

 
Εικόνα 1.1: Απαλοιφι των Κυριαρχοφμενων Στρατθγικϊν ςτο Δίλλθμα των Φυλακιςμζνων 

Η ςυγκεκριμζνθ διαδικαςία μπορεί να μασ δϊςει λφςθ όπωσ ςτο προθγοφμενο 
παράδειγμα αλλά θ εφρεςθ ενόσ ςθμείου ιςορροπίασ δεν είναι δεδομζνθ. Για τον 
λόγο αυτό χρειάηεται να μελετιςουμε ζνα πιο ιςχυρό τρόπο εφρεςθσ λφςθσ, τθν 
ιςορροπία Nash. Η επαναλθπτικι εξάλειψθ των κυριαρχοφμενων ςτρατθγικϊν δεν 
απαλείφει τθσ ςτρατθγικζσ που βρίςκουμε ςτθν ιςορροπία Nash, αλλά είτε μασ 
οδθγεί ςτθν λφςθ είτε ςε μεγαλφτερο εφροσ τιμϊν από τθν ιςορροπία Nash, για 
αυτό και θ ιςορροπία Nash κεωρείται ιςχυρότερθ. Ραρόλα αυτά θ χριςθ τθσ 
παραπάνω διαδικαςίασ μπορεί να μασ βοθκιςει ςτθν ελαχιςτοποίθςθ των πινάκων 
πολφ μεγαλφτερων παιγνίων και να μασ διευκολφνει ςτθν περαιτζρω επίλυςθ τουσ. 
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1.3.3 Η Ιςορροπύα Nash 

Βλζποντασ ζνα παίγνιο από τθν πλευρά του κάκε παίκτθ και όχι ωσ ζνασ εξωτερικόσ 

παρατθρθτισ (όπωσ με τισ κυριαρχοφμενεσ ςτρατθγικζσ), μπορεί να μασ οδθγιςει 

ςτθν πιο επιδραςτικι λφςθ τθσ Θεωρίασ Ραιγνίων, τθν ιςορροπία Nash. 

Η πρϊτθ παρατιρθςθ είναι ότι εάν ζνασ παίκτθσ γνϊριηε τον τρόπο αντίδραςθσ των 

άλλων παικτϊν, το πρόβλθμα τθσ επιλογισ ςτρατθγικισ κα ιταν απλό. 

Συγκεκριμζνα, κα ακολουκοφςε τθν πάγια τακτικι ενόσ παίκτθ, δθλαδι μία 

ςτρατθγικι μεγιςτοποίθςθσ τθσ ευχαρίςτθςθσ του.  

Ορίηουμε ωσ  ζνα ςτρατθγικό πεδίο  ςτο οποίο δεν 

περιζχεται θ ςτρατθγικι του παίκτθ · δθλαδι μποροφμε να ποφμε ότι το ςυνολικό 

ςτρατθγικό πεδίο είναι . Εάν όλοι οι παίκτεσ, εξαιρουμζνου του , 

ςκοπεφουν να επιλζξουν τθν ςτρατθγικι , ο παίκτθσ  ο οποίοσ ζχει ωσ ςτόχο τθν 

μεγιςτοποίθςθ τθσ ευχαρίςτθςθσ του, κα αντιμετϊπιηε το πρόβλθμα ορίηοντασ τθν 

βζλτιςτθ απόκριςθ (best response) του.  

Οριςμόσ 1.11: Βζλτιςτη Απόκριςη. Η βζλτιςτθ απόκριςθ του παίκτθ  ςτο 

ςτρατθγικό προφίλ  είναι μία μικτι ςτρατθγικι  τζτοια ϊςτε 

 για όλεσ τισ ςτρατθγικζσ . 

Η βζλτιςτθ απόκριςθ δεν είναι πάντα μοναδικι. Εκτόσ από τθν περίπτωςθ ςτθν 

οποία υπάρχει μία μοναδικι βζλτιςτθ απόκριςθ (δθλαδι ςε κακαρζσ ςτρατθγικζσ), 

ο αρικμόσ των βζλτιςτων αποκρίςεων είναι άπειροσ.  

Ζνασ παίκτθσ δεν γνωρίηει πάντα τισ κινιςεισ των άλλων παικτϊν ϊςτε να 

απαντιςει με  τθν βζλτιςτθ απόκριςθ του, ςυνεπϊσ δεν ενδείκνυται ωσ λφςθ του 

παιγνίου. Βζβαια μποροφμε να χρθςιμοποιιςουμε τθν βζλτιςτθ απόκριςθ για να 

ορίςουμε τθν ιςορροπία Nash. 

Οριςμόσ 1.12: Ιςορροπία Nash. Ζνα ςτρατθγικό προφίλ  είναι μία 

ιςορροπία Nash, εάν για όλουσ τουσ παίκτεσ , θ ςτρατθγικι  είναι θ καλφτερθ 

απόκριςθ ςτθν . 

Μία ιςορροπία Nash ςυνιςτά ζνα ςτακερό ςτρατθγικό προφίλ. Οι παίκτεσ παίηουν 

ταυτόχρονα τθν βζλτιςτθ απόκριςθ τουσ και καταλιγουν ςε ζνα ςθμείο ιςορροπίασ 

ςτο οποίο δεν κα ικελαν να αλλάξουν τθν ςτρατθγικι τουσ εάν γνϊριηαν τισ 

ςτρατθγικζσ των άλλων παικτϊν. 

Το ςθμείο ιςορροπίασ Nash μπορεί να μθν είναι μοναδικό. Μελετϊντασ ξανά τα 

παίγνια του Διλλιματοσ των Φυλακιςμζνων και τθσ Μάχθσ των Φφλων, 

διαπιςτϊνουμε ότι υπάρχουν μία και δφο ιςορροπίεσ Nash αντίςτοιχα. Στο Δίλλθμα 

των Φυλακιςμζνων καταλιξαμε, μζςω τθσ απαλοιφισ των κυριαρχοφμενων 

ςτρατθγικϊν, ςε μία λφςθ (Ο,Ο) θ οποία αποτελεί και ιςορροπία Nash. Στθ Μάχθ 
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των Φφλων ζχουμε δφο ςθμεία ιςορροπίασ (Ρίνακασ 1.5), όταν οι δφο παίκτεσ 

επιλζγουν να παρακολουκιςουν το ίδιο κονςζρτο ((B,B) και (S,S)).  

  Άντρας 

  S B 

Γσναίκα 

S 2, 1 0, 0 

B 0, 0 1, 2 

Πίνακασ 1.5: Ιςορροπίεσ Nash κακαρϊν ςτρατθγικϊν ςτθ Μάχθ των Φφλων 

Σε ζνα παίγνιο ο κφριοσ ςκοπόσ είναι θ εφρεςθ μίασ ιςορροπίασ. Αυτό που πρζπει 

να μασ προβλθματίςει, είναι εάν υπάρχει ςε κάκε παίγνιο μία ιςορροπία Nash. Το 

πρόβλθμα αυτό το λφνει το παρακάτω κεϊρθμα. 

Θεϊρημα 1.1: Nash (1951). Κάκε παίγνιο με πεπεραςμζνο αρικμό παικτϊν και 

διακζςιμων ενεργειϊν, ζχει τουλάχιςτον μία ιςορροπία Nash μικτϊν ςτρατθγικϊν. 

Το παραπάνω κεϊρθμα αποδεικνφεται ςτο *2+ χρθςιμοποιϊντασ το κεϊρθμα 

ςτακεροφ ςθμείου του Kakutani. 

Η ιςορροπία Nash ορίηεται ςτθ γενικι μορφι των μεικτϊν ςτρατθγικϊν. Στα παίγνια 

που  μελετιςαμε αναφερόμαςτε ςε κακαρζσ ςτρατθγικζσ ςτα οποία θ φπαρξθ τθσ 

ιςορροπίασ Nash υφίςταται υπό προχποκζςεισ. Για παράδειγμα ςτο παίγνιο 

Κορϊνα Γράμματα, παρατθροφμε ότι δεν ζχει κάποιο ςθμείο ιςορροπίασ Nash ςτισ 

κακαρζσ ςτρατθγικζσ του.  

Η χριςθ κακαρϊν ςτρατθγικϊν ςτα παίγνια μασ είναι θ πιο ςυνθκιςμζνθ, διότι μία 

ιςορροπία κακαρϊν ςτρατθγικϊν είναι ιςχυρότερθ από μία ιςορροπία μεικτϊν 

ςτρατθγικϊν· ςυνεπϊσ θ εφρεςθ των προχποκζςεων για τθν φπαρξθ ιςορροπίασ 

είναι ςθμαντικι. Το παρακάτω κεϊρθμα, εξειδικεφοντασ το κεϊρθμα του Nash, μασ 

δίνει τισ προχποκζςεισ φπαρξθσ ιςορροπίασ Nash κακαρϊν ςτρατθγικϊν. 

Θεϊρημα 1.2: Debrew, Glicksberg, Fan (1952). Θεωροφμε ζνα παίγνιο κανονικισ 

μορφισ, του οποίου τα ςτρατθγικά πεδία  είναι μθ κενά, ςυμπαγι, κυρτά 

υποςφνολα του Ευκλείδειου χϊρου. Εάν θ ςυνάρτθςθ ευχαρίςτθςθσ  είναι 

ςυνεχισ ςτο  και οιονεί κοίλθ ςτο , υπάρχει πάντα μία ιςορροπία Nash κακαρϊν 

ςτρατθγικϊν.[2] 

1.3.4 Τπεραρθρωτϊ Παύγνια 

Τα υπεραρκρωτά παίγνια (supermodular games) παρουςιάςτθκαν από τον Topkis 

(1979) και βρικαν εφαρμογι ςε οικονομικά προβλιματα, πρϊτα από τον Vives 

(1990) και ζπειτα από τουσ Milgrom και Roberts (1990). Στα παίγνια αυτά θ οριακι 
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ευχαρίςτθςθ ενόσ παίκτθ, ο οποίοσ αυξάνει τθν ςτρατθγικι του, παρουςιάηει άνοδο 

με τθν αφξθςθ των ςτρατθγικϊν των υπόλοιπων παικτϊν. Σε τζτοια παίγνια οι 

βζλτιςτεσ αποκρίςεισ παρουςιάηουν τζτοια αφξθςθ, ζτςι ϊςτε οι ςτρατθγικζσ των 

παικτϊν να κεωροφνται «ςτρατθγικά ςυμπλθρϊματα» *2+.  

Τα υπεραρκρωτά παίγνια παρουςιάηουν καλζσ ιδιότθτεσ, διότι ζχουν πάντα 

ιςορροπία Nash ςτισ κακαρζσ ςτρατθγικζσ τουσ. Η απλότθτα των παιγνίων αυτϊν 

κακιςτοφν περιττζσ τισ υποκζςεισ κυρτότθτασ και διαφοριςιμότθτασ, παρόλο το 

γεγονόσ ότι μποροφν παράλλθλα να ικανοποιοφνται ςε κάποιεσ περιπτϊςεισ. Για να 

αποδείξουμε ότι ζνα παίγνιο είναι υπεραρκρωτό, αρκεί μία διατεταγμζνθ μορφι 

ςτον χϊρο ςτρατθγικισ των παικτϊν και μία μικρι απαίτθςθ ςυνζχειασ ςτισ 

απολαβζσ τουσ. Επιπλζον κα πρζπει να ιςχφει αυτό που αναφζραμε παραπάνω, 

δθλαδι θ οριακι ευχαρίςτθςθ ενόσ παίκτθ να ακολουκεί τθν μονοτονία των 

ςτρατθγικϊν των υπόλοιπων παικτϊν, κακϊσ επίςθσ και ζνα κριτιριο 

υπεραρκρϊτθτασ. 

Δίνουμε αρχικά κάποιεσ βαςικζσ ζννοιεσ. Υποκζτουμε ότι το ςφνολο ςτρατθγικϊν  

κάκε παίκτθ , είναι υποςφνολο ενόσ Ευκλείδειου χϊρου , πεπεραςμζνου 

αρικμοφ διαςτάςεων. Τότε  είναι ζνα υποςφνολο του , όπου 

. Θζτουμε  και  δφο διανφςματα ςε ζνα Ευκλείδειο χϊρο . Ζςτω 

 εάν  για όλα τα  με   εάν  και υπάρχει  τζτοιο 

ϊςτε . Η κατάταξθ αυτι κεωρείται μερικι διότι, εάν ζνα διάνυςμα 

κυριαρχεί ενόσ άλλου ςε μία ςυνιςτϊςα αλλά κυριαρχείται ςε μία άλλθ, τα 

διανφςματα αυτά δεν κεωροφνται ςυγκρίςιμα. Ορίηουμε τϊρα τθν τομι  και 

τθν ζνωςθ  των  και : 

 

 

Το  είναι υποδικτυωτό του · εάν  και  υποδθλϊνεται ότι  και 

. 

Ζνα ςφνολο  ζχει ωσ μεγαλφτερο ςτοιχείο το  (αντίςτοιχα ιςχφει και για  μικρότερο 

ςτοιχείο το ) εάν  (ι ) για όλα τα . Σφμφωνα με τον Birkhoff (1967), 

εάν το  είναι ζνα μθ κενό, ςυμπαγζσ υποδικτυωτό του , τότε το  ζχει ζνα 

μζγιςτο και ζνα ελάχιςτο ςτοιχείο. 

Με τον παρακάτω οριςμό προςδιορίηουμε τθν ζννοια του ςτρατθγικοφ 

ςυμπλθρϊματοσ, το οποίο αναφζραμε προθγουμζνωσ. 

Οριςμόσ 1.13: Αφξουςεσ Διαφορέσ. Το  ζχει αφξουςεσ διαφορζσ ςτο 

, εάν για όλα τα  και  τζτοια ϊςτε  και 

 και 
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Οι αφξουςεσ διαφορζσ μασ δείχνουν, ότι μία αφξθςθ ςτθν ςτρατθγικι των 

«αντιπάλων» του παίκτθ ,  προκαλοφν τθν επικυμία του  να παίξει μία υψθλότερθ 

ςτρατθγικι. 

Οριςμόσ 1.14: Υπεραρθρώτητα. Το  είναι υπεραρκρωτό ςτο  εάν για 

κάκε  ιςχφει, 

 

για όλα τα . 

Η υπεραρκρϊτθτα ικανοποιείται πάντα εάν το  είναι μονοδιάςτατο. Συνεπϊσ θ 

υπεραρκρϊτθτα χρειάηεται ςε περιπτϊςεισ ςτρατθγικϊν πεδίων πολλϊν 

διαςτάςεων, ϊςτε να αποδείξουμε ότι θ καλφτερθ απόκριςθ ενόσ παίκτθ αυξάνεται 

με τισ ςτρατθγικζσ των άλλων παικτϊν.  

Ο Topkis επίςθσ απζδειξε ότι, εάν  και  είναι δφο φορζσ παραγωγίςιμο, 

τότε το  είναι υπεραρκρωτό εάν και μόνο εάν για δφο ςτοιχεία  και   

του , ιςχφει  . Τϊρα μποροφμε να ορίςουμε τα υπεραρκρωτά παίγνια. 

Οριςμόσ 1.15: Υπεραρθρωτά Παίγνια. Ζνα υπεραρκρωτό παίγνιο είναι αυτό για το 

οποίο ςε κάκε , με το  να είναι υποδικτυωτό του , το  ζχει αφξουςεσ 

διαφορζσ ςτο  και το  είναι υπεραρκρωτό ςτο  

Το ςθμαντικό ςτοιχείο, τθσ φπαρξθσ ιςορροπίασ ςτισ κακαρζσ ςτρατθγικζσ των 

υπεραρκρωτϊν παιγνίων, βαςίηεται ςτο παρακάτω κεϊρθμα του Tarski. 

Θεϊρημα 1.3: (Tarski 1955). Εάν  είναι ζνα μθ κενό, ςυμπαγζσ υποδικτυωτό του 

 και θ  είναι αφξουςα, τότε θ  ζχει ζνα ςτακερό ςθμείο ςτο .  

Στθριηόμενο ςτθν ιδζα ότι μία υψθλότερθ ςτρατθγικι προκαλεί και υψθλότερθ 

βζλτιςτθ απόκριςθ, διατυπϊνεται το παρακάτω κεϊρθμα το οποίο βαςίηεται ςτο 

Θεϊρθμα 1.3 και αποδεικνφει τθν φπαρξθ ιςορροπίασ Nash ςτισ κακαρζσ 

ςτρατθγικζσ των υπεραρκρωτϊν παιγνίων.  

Θεϊρημα 1.4: (Topkis 1979). Εάν για κάκε , το  είναι ςυμπαγζσ, το  είναι άνω 

θμι-ςυνεχζσ ςτο  για κάκε  και το παίγνιο είναι υπεραρκρωτό, τότε το ςφνολο 

των κακαρϊν ςτρατθγικϊν τθσ ιςορροπίασ Nash είναι μθ κενό και διακζτει μζγιςτα 

και ελάχιςτα ςθμεία ιςορροπίασ  και . 

Τζλοσ το κεϊρθμα, λόγω ςυμμετρίασ, ιςχφει και για τα κάτω όρια. Η απόδειξθ του 

Θεωριματοσ 1.4 υπάρχει ςτο *13+. 
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1.4 Αναπαρϊςταςη Παιγνύων ςε Εκτεταμϋνη Μορφό 

Η κανονικι μορφι αναπαράςταςθσ των παιγνίων κεωρείται κεμελιϊδθσ1F

2, αλλά δεν 

μπορεί να ςυμπεριλάβει τθν ζννοια τθσ ακολουκίασ ι του χρόνου των ενεργειϊν 

ενόσ παίκτθ. Η εκτεταμζνθ ι δενδροειδισ μορφι ενόσ παιγνίου, είναι μία 

εναλλακτικι αναπαράςταςθ των παιγνίων μζςω τθσ οποίασ μποροφμε να 

μελετιςουμε με ευκολία τισ ζννοιεσ, οι οποίεσ δεν ςυμπεριλαμβάνονται ςτθν 

κανονικι μορφι.  

Ζνα παίγνιο ςε εκτεταμζνθ μορφι αναπαριςτά το παίγνιο ωσ δζντρο. Το παίγνιο 

ξεκινά από ζνα μοναδικό αρχικό κόμβο και προχωράει μζςω του δζντρου, μζςα από 

ζνα μονοπάτι το οποίο κακορίηεται από τουσ παίκτεσ. Κάκε κόμβοσ (κόμβοσ 

απόφαςθσ) του δζντρου, αναπαριςτά ζνα ςθμείο απόφαςθσ για ζναν από τουσ 

παίκτεσ και τα κλαδιά τα οποία εξζρχονται από τον κόμβο αυτό αναπαριςτοφν 

πικανζσ διακζςιμεσ ενζργειεσ του παίκτθ αυτοφ. Πταν φτάςουμε ςε ζνα τερματικό 

κόμβο, το παίγνιο τελειϊνει και διανζμονται οι απολαβζσ των παικτϊν που 

ακολοφκθςαν το ςυγκεκριμζνο μονοπάτι.  

Οριςμόσ 1.16: Παίγνιο εκτεταμζνησ μορφήσ. Η εκτεταμζνθ αναπαράςταςθ ενόσ 

παιγνίου κακορίηει: 

1. Τουσ παίκτεσ που ςυμμετζχουν ςτο παίγνιο. 

2. Πότε ζνασ παίκτθσ μπορεί να ενεργιςει. 

3. Τι μπορεί να κάνει κάκε παίκτθσ, ςε κάκε ευκαιρία που του δίνεται να 

ενεργιςει. 

4. Τι γνωρίηει κάκε παίκτθσ, ςε κάκε ευκαιρία που του δίνεται να ενεργιςει. 

5. Η απολαβι που λαμβάνει ο κάκε παίκτθσ, για κάκε ςυνδυαςμό ενεργειϊν που 

πραγματοποιοφνται ςτο παίγνιο, από τισ επιλογζσ όλων των παικτϊν. 

Ασ δοφμε πωσ μεταφράηεται ςτισ δφο μορφζσ αναπαράςταςθσ το παίγνιο 

διαμοιραςμοφ των πόρων. Σε ζνα δίκτυο P2P υπάρχουν χριςτεσ, οι οποίοι δεν 

ςυνειςφζρουν ςτον διαμοιραςμό των αρχείων. Εάν όλοι οι χριςτεσ ενεργοφςαν 

ζτςι, το δίκτυο δεν κα λειτουργοφςε γιατί κανζνασ δεν κα μοίραηε δεδομζνα. Στο 

μοντζλο που κα μελετιςουμε, κάκε παίκτθσ  μπορεί να αποφαςίςει εάν κα 

μοιράςει (Μ) ι δεν κα μοιράςει (ΔΜ) δεδομζνα ςτο δίκτυο. Υποκζτουμε ότι το 

κόςτοσ κάκε παίκτθ για να διακζςει τουσ δικοφσ του πόρουσ για διαμοιραςμό είναι 

1.5 και κάκε χριςτθσ ωφελείται κατά 1, όταν κάποιοσ άλλοσ παίκτθσ ςτο δίκτυο 

επιλζγει να διακζςει τουσ πόρουσ του προσ διαμοιραςμό.  Στον Ρίνακα 1.6 και τθν 

Εικόνα 1.2 βλζπουμε τθν αναπαράςταςθ του παιγνίου ςε κανονικι και εκτεταμζνθ 

μορφι αντίςτοιχα. 

                                                             
2
  Κάκε παίγνιο ςε εκτεταμζνθ μορφι μπορεί να μετατραπεί ςε παίγνιο κανονικισ μορφισ. Το 

αντίκετο δεν ιςχφει πάντα. 
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Μ (-1.5,1,1) (-0.5,-0.5,2)   ΔΜ (-0.5,2,-0.5) (0.5,0.5,0.5) 
 

  Παίκτης 3: ΔΜ     Παίκτης 3: Μ 
 

Πίνακασ 1.6 : Αναπαράςταςθ του παιγνίου διαμοιραςμοφ πόρων ςε κανονικι μορφι 

Παίκτης 1

Παίκτης 2Παίκτης 2

Παίκτης 3 Παίκτης 3 Παίκτης 3Παίκτης 3

ΔΜ

ΔΜ

ΔΜ

ΔΜ ΔΜ ΔΜ

Μ

Μ

Μ Μ

Μ

Μ

ΔΜ

(0,0,0) (1,1,-1.5) (1,-1.5,1) (2,-0.5,-0.5) (-1.5,1,1) (-0.5,2,-0.5) (-0.5,-0.5,2) (0.5,0.5,0.5)

Μ

Εικόνα 1.2: Αναπαράςταςθ του παιγνίου διαμοιραςμοφ πόρων ςε εκτεταμζνθ μορφι 

Με τθν αναπαράςταςθ εκτεταμζνθσ μορφισ κα ορίςουμε τα παίγνια τζλειασ και 

ατελοφσ πλθροφόρθςθσ. 

1.4.1 Παύγνια Σϋλειασ Πληροφόρηςησ 

Ζνα παίγνιο τζλειασ πλθροφόρθςθσ ςε εκτεταμζνθ μορφι, είναι ζνα απλό παίγνιο 

εκτεταμζνθσ μορφισ όπωσ παρουςιάηεται ςτο παίγνιο διαμοιραςμοφ πόρων. Ζνα 

ςτοιχείο που μποροφμε να ορίςουμε επιπλζον,  είναι το ιςτορικό ενόσ κόμβου. Το 

ιςτορικό ενόσ κόμβου κακορίηεται από τθν ακολουκία επιλογϊν θ οποία οδθγεί από 

τον αρχικό κόμβο ςτον κόμβο αυτό. Μποροφμε επίςθσ να ορίςουμε τθσ διάδοχεσ 

επιλογζσ ενόσ κόμβου , δθλαδι όλεσ τισ επιλογζσ και τουσ τερματικοφσ κόμβουσ 

ςτο «υποδζντρο» το οποίο ζχει κορυφι τον κόμβο . 

Οριςμόσ 1.17: Παίγνιο Τζλειασ Πληροφόρηςησ. Ζνα πεπεραςμζνο παίγνιο τζλειασ 

πλθροφόρθςθσ ςε εκτεταμζνθ μορφι, είναι ζνα ςφνολο  

όπου: 

  ζνα ςφνολο  παικτϊν. 

  ζνα ςφνολο ενεργειϊν. 

  ζνα ςφνολο από μθ τερματικοφσ κόμβουσ. 

  ζνα ςφνολο από τερματικοφσ κόμβουσ, ανεξαρτιτουσ από τουσ . 
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  θ ςυνάρτθςθ ενεργειϊν, θ οποία ανακζτει ςε κάκε επιλεγμζνο 

κόμβο ζνα ςφνολο πικανϊν ενεργειϊν. 

  θ ςυνάρτθςθ παίκτθ, θ οποία ανακζτει ςε κάκε μθ τερματικό κόμβο 

ζνα παίκτθ, ο οποίοσ επιλζγει μία ενζργεια ςτον κόμβο αυτό. 

  θ διάδοχθ ςυνάρτθςθ, θ οποία αντιςτοιχεί ζναν επιλεγμζνο 

κόμβο και μία ενζργεια ςε ζνα νζο επιλεγμζνο κόμβο ι τερματικό κόμβο τζτοιο 

ϊςτε για όλα τα  και  εάν  τότε 

,  και  

 , όπου  είναι θ ςυνάρτθςθ ευχαρίςτθςθσ 

πραγματικϊν τιμϊν του παίκτθ , ςτουσ τερματικοφσ κόμβουσ . 

Μία κακαρι ςτρατθγικι για ζνα παίκτθ, ςε ζνα παίγνιο τζλειασ πλθροφόρθςθσ, 

είναι θ επιλογι μίασ ενζργειασ ςε κάκε κόμβο απόφαςθσ του παίκτθ αυτοφ. 

Οριςμόσ 1.18: Καθαρζσ Στρατηγικζσ. Εάν  ζνα παίγνιο 

τζλειασ πλθροφόρθςθσ ςε εκτεταμζνθ μορφι, τότε οι κακαρζσ ςτρατθγικζσ του 

παίκτθ  αποτελοφνται από το Καρτεςιανό γινόμενο .  

Ζνα πολφ ςθμαντικό ςθμείο για ζνα παίγνιο τζλειασ πλθροφόρθςθσ ςε εκτεταμζνθ 

μορφι είναι θ φπαρξθ ιςορροπίασ Nash ςε κακαρζσ ςτρατθγικζσ, ςε αντίκεςθ με τα 

παίγνια κανονικισ μορφισ τα οποία θ φπαρξθ ιςορροπίασ ςε κακαρζσ ςτρατθγικζσ 

ιςχφει υπό προχποκζςεισ. 

Θεϊρημα 1.5: Κάκε πεπεραςμζνο παίγνιο τζλειασ πλθροφόρθςθσ ςε εκτεταμζνθ 

μορφι, ζχει μία ιςορροπία Nash κακαρισ ςτρατθγικισ.  

Τέλεια Ιςορροπία Υποπαιγνίου 

Η ιςορροπία Nash δεν είναι πάντα μία ιςχυρι λφςθ όταν το παίγνιο αναπαρίςταται 

ςε εκτεταμζνθ μορφι, δίνοντασ κάποια μθ ικανοποιθτικά ςθμεία ιςορροπίασ (*7+). 

Η λφςθ δίνεται ορίηοντασ τθν ζννοια του υποπαιγνίου και τθσ τζλειασ ιςορροπίασ 

υποπαιγνίου. 

Οριςμόσ 1.19: Υποπαίγνιο. Σε ζνα παίγνιο τζλειασ πλθροφόρθςθσ εκτεταμζνθσ 

μορφισ , το υποπαίγνιο του  ςτον κόμβο  είναι ο περιοριςμόσ του  ςτουσ 

διαδόχουσ του . Το ςφνολο των υποπαιγνίων του , αποτελείται από όλα τα 

υποπαίγνια ςε κάποιο κόμβο του παιγνίου. 

Η τζλεια ιςορροπία υποπαιγνίου είναι μία βελτιωμζνθ εκδοχι τθσ ιςορροπίασ Nash 

ςε παίγνια τζλειασ πλθροφόρθςθσ εκτεταμζνθσ μορφισ. 

Οριςμόσ 1.20: Τζλεια Ιςορροπία Υποπαιγνίου. Η τζλεια ιςορροπία υποπαιγνίου 

ενόσ παιγνίου  αποτελείται από όλα τα ςτρατθγικά προφίλ , τζτοια ϊςτε για κάκε 

υποπαίγνιο  του , ο περιοριςμόσ των  ςτο  είναι μία ιςορροπία Nash του . 
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Θεωρϊντασ ότι κάκε παίγνιο  είναι ζνα υποπαίγνιο του εαυτοφ του, θ τζλεια 

ιςορροπία υποπαιγνίου είναι επίςθσ μία ιςορροπία Nash (το αντίκετο δεν ιςχφει 

πάντα). Επιπλζον, μολονότι θ τζλεια ιςορροπία υποπαιγνίου είναι ιςχυρότερθ από 

τθν ιςορροπία Nash, ιςχφει ακόμα ότι κάκε παίγνιο τζλειασ πλθροφορίασ 

εκτεταμζνθσ μορφισ ζχει τουλάχιςτον μία τζλεια ιςορροπία υποπαιγνίου. 

1.4.2 Παύγνια Ατελούσ Πληροφόρηςησ 

Ζνα παίγνιο ατελοφσ πλθροφόρθςθσ, είναι ζνα παίγνιο ςε εκτεταμζνθ μορφι ςτο 

οποίο οι κόμβοι απόφαςθσ κάκε παίκτθ, καταμερίηονται ςε ςφνολα πλθροφορίασ. 

Εάν δφο κόμβοι απόφαςθσ βρίςκονται ςτο ίδιο ςφνολο πλθροφορίασ, τότε ο παίκτθσ 

δεν μπορεί να τουσ διακρίνει. 

Οριςμόσ 1.21: Παίγνιο Ατελοφσ Πληροφόρηςησ. Ζνα παίγνιο ατελοφσ 

πλθροφόρθςθσ ςε εκτεταμζνθ μορφι είναι ζνα ςφνολο , 

όπου: 

  είναι ζνα παίγνιο τζλειασ πλθροφόρθςθσ ςε εκτεταμζνθ 

μορφι και 

 , όπου  μία ςχζςθ ιςοδυναμίασ ςτο 

 με τθν ιδιότθτα ότι  και  όποτε υπάρχει ζνα 

 για το οποίο  και . 

Μία κακαρι ςτρατθγικι για ζνα παίκτθ ενόσ παιγνίου ατελοφσ πλθροφόρθςθσ, 

είναι θ επιλογι μίασ ενζργειασ ςε κάκε ςφνολο πλθροφοριϊν του παίκτθ αυτοφ. 

Οριςμόσ 1.22: Καθαρζσ Στρατηγικζσ. Εάν  ζνα παίγνιο 

ατελοφσ πλθροφόρθςθσ ςε εκτεταμζνθ μορφι, τότε οι κακαρζσ ςτρατθγικζσ του 

παίκτθ  αποτελοφνται από το Καρτεςιανό γινόμενο . 

Ζνα γνωςτό παίγνιο, το οποίο μπορεί να αναπαραςτακεί ωσ παίγνιο ατελοφσ 

πλθροφόρθςθσ ςε εκτεταμζνθ μορφι, είναι το Δίλλθμα των Φυλακιςμζνων (Εικόνα 

1.3). Από το παίγνιο αυτό μποροφμε να βγάλουμε το ςυμπζραςμα, ότι κάκε παίγνιο 

ςε κανονικι μορφι μπορεί να αναπαραςτακεί ιςοδφναμα, ωσ ζνα παίγνιο ατελοφσ 

πλθροφόρθςθσ. Το παίγνιο όμωσ αυτό ζχει μία ιςχυρι ιςορροπία Nash κακαρϊν 

ςτρατθγικϊν κάτι το οποίο δεν ιςχφει ςτθν πλειονότθτα των παιγνίων ατελοφσ 

πλθροφόρθςθσ. Οπότε τίκενται ειδικά κζματα μικτϊν ςτρατθγικϊν, τα οποία δεν 

μποροφν να μασ δϊςουν το ίδιο ιςχυρζσ λφςεισ όπωσ το Δίλλθμα των 

Φυλακιςμζνων. 
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Εικόνα 1.3: Το Δίλλθμα των Φυλακιςμζνων ςε εκτεταμζνθ μορφι 

Ακολουθιακή Ιςορροπία 

Ππωσ αναφζραμε παραπάνω  κακϊσ  και ςτα παίγνια τζλειασ πλθροφόρθςθσ, θ ιςορροπία 

Nash δεν αποτελεί τθ βζλτιςτθ λφςθ για τζτοιου είδουσ παίγνια. Για το λόγο αυτό ειςάγαμε 

τον όρο τθσ τζλειασ ιςορροπίασ υποπαιγνίου. Το πρόβλθμα το οποίο παρουςιάηεται ςτα 

παίγνια ατελοφσ πλθροφόρθςθσ ςε ςχζςθ με τα αντίςτοιχα τζλειασ, είναι ότι δεν ζχουμε 

καλά οριςμζνα υποπαίγνια. Αντί αυτοφ ζχουμε ςε κάκε ςφνολο πλθροφορίασ μία ςυλλογι 

υποπαιγνίων. Μία ζννοια θ οποία μπορεί να δϊςει λφςθ, ςε πεδίο μεικτϊν ςτρατθγικϊν, 

είναι θ ακολουκιακι ιςορροπία. 

Οριςμόσ 1.23: Ακολουθιακή Ιςορροπία. Ζνα ςτρατθγικό προφίλ  είναι μία 

ακολουκιακι ιςορροπία ενόσ παιγνίου  ςε εκτεταμζνθ μορφι, εάν υπάρχουν 

πικανοτικζσ κατανομζσ  για κάκε ςφνολο πλθροφοριϊν  ςτο  τζτοιεσ ϊςτε να 

ιςχφουν οι παρακάτω ςυνκικεσ: 

1.  για μία ακολουκία  όπου  είναι 

πλιρωσ μικτι και το  κακορίηεται από το  

2. Για κάκε ςφνολο πλθροφοριϊν  το οποίο ανικει ςτον παίκτθ  και κάκε 

εναλλακτικι ςτρατθγικι  του  ιςχφει ότι 

 

Ππωσ θ τζλεια ιςορροπία υποπαιγνίου για τα παίγνια τζλειασ πλθροφόρθςθσ, ζτςι 

και θ ακολουκιακι ιςορροπία υπάρχει πάντα ςε παίγνια τζλειασ ιςορροπίασ. 

1.5 Επαναλαμβανόμενα Παύγνια 

Στα επαναλαμβανόμενα παίγνια, ζνα παίγνιο παίηεται πολλαπλζσ φορζσ από τουσ 

ίδιουσ παίκτεσ. Το παίγνιο το οποίο επαναλαμβάνεται μπορεί να είναι κάποιο από 

τα παραδείγματα που αναφζραμε προθγουμζνωσ, όπωσ το Δίλλθμα των 

Φυλακιςμζνων. Το παίγνιο αυτό κα καλείται βαςικό παίγνιο (stage game) και ο 

αρικμόσ των επαναλιψεων του μπορεί να είναι πεπεραςμζνοσ ι άπειροσ. 
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1.5.1 Πεπεραςμϋνα Επαναλαμβανόμενα Παύγνια 

Θα μελετιςουμε τα πεπεραςμζνα επαναλαμβανόμενα παίγνια, μζςω τθσ 

επανάλθψθσ του κλαςςικοφ παιγνίου, του Διλλιματοσ των Φυλακιςμζνων. Το 

παίγνιο αυτό ςε εκτεταμζνθ μορφι, όπωσ είπαμε είναι ζνα παίγνιο ατελοφσ 

πλθροφόρθςθσ. Ρρζπει να αναφζρουμε ότι ςτο παίγνιο αυτό, κάκε παίκτθσ δεν 

γνωρίηει τθν κίνθςθ του άλλου τθν ϊρα που επιλζγει τθν ςτρατθγικι του, αλλά 

ζπειτα από το ςθμείο αυτό ζχει γνϊςθ. Επίςθσ οι απολαβζσ των παικτϊν, είναι το 

άκροιςμα των απολαβϊν ζπειτα από τθν ολοκλιρωςθ του βαςικοφ παιγνίου δφο 

φορζσ. 
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Πίνακασ 1.7: Το Δίλλθμα των Φυλακιςμζνων ςε κανονικι μορφι παιγμζνο 2 φορζσ. 
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Παίκτης 2Παίκτης 2

Παίκτης 1 Παίκτης 1 Παίκτης 1

ΔΟ

Παίκτης 1

Παίκτης 2 Παίκτης 2 Παίκτης 2 Παίκτης 2Παίκτης 2 Παίκτης 2 Παίκτης 2 Παίκτης 2

ΔΟ

ΔΟ

ΔΟ ΔΟ ΔΟ ΔΟ ΔΟ ΔΟ ΔΟ ΔΟ

ΔΟ ΔΟ ΔΟ

Ο

ΟΟ

Ο Ο

Ο Ο Ο Ο Ο Ο Ο Ο

ΔΟ

ΟΟ

(-2,-2)

(-10,-1)

(-1,-10)

(-7,-7)

(-10,-1)

(-18,0)

(-9,-9)

(-15,-6)

(-1,-10)

(-9,-9)

(0,-18)

(-6,-15)

(-7,-7)

(-15,-6)

(-6,-15)

(-12,-12)
 

Εικόνα 1.4: Το Δίλλθμα των Φυλακιςμζνων ςε εκτεταμζνθ μορφι παιγμζνο 2 φορζσ. 

Αυτό που παρατθροφμε ςτθν εκτεταμζνθ μορφι του επαναλαμβανόμενου 

παιγνίου, είναι ότι ο χϊροσ των ςτρατθγικϊν είναι μεγαλφτεροσ από τον αντίςτοιχο 

του βαςικοφ παιγνίου. Στον τομζα αυτό κα μποροφςε ζνασ παίκτθσ να ακολουκιςει 

τθν ίδια ςτρατθγικι ςε κάκε επανάλθψθ του βαςικοφ παιγνίου, παίηοντασ 

ουςιαςτικά δφο μεμονωμζνα παίγνια. Βζβαια δεν είναι αυτι πάντα θ καλφτερθ 

λφςθ, διότι οι επιλογζσ των παικτϊν εξαρτϊνται και από το ιςτορικό των 

προθγοφμενων κινιςεων. Γενικά ςε τζτοια παίγνια τίκενται διάφορα κζματα, όχι 

μόνο μακθματικισ αλλά και φιλοςοφικισ φφςεωσ, για το ποια είναι θ καλφτερθ 
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ςτρατθγικι και θ λφςθ πολλζσ φορζσ μπορεί να αμφιςβθτθκεί. Στο δφο φορζσ 

επαναλαμβανόμενο Δίλλθμα των Φυλακιςμζνων, μζςω τθσ λφςθσ τζλειασ 

ιςορροπίασ υποπαιγνίου, θ καλφτερθ ςτρατθγικι για τουσ παίκτεσ είναι ςε κάκε 

ςτάδιο να ομολογιςουν (*3+,*7+). 

1.5.2 Απεύρωσ Επαναλαμβανόμενα Παύγνια 

Πταν ζνα απείρωσ επαναλαμβανόμενο παίγνιο μετατρζπεται ςε παίγνιο 

εκτεταμζνθσ μορφισ, το αποτζλεςμα είναι ζνα άπειρο δζντρο. Συνεπϊσ οι αμοιβζσ 

των παικτϊν δεν μποροφν να προςαρτθκοφν ςε κάποιο τερματικό κόμβο, οφτε 

μποροφμε να τισ ορίςουμε ωσ το άκροιςμα των αμοιβϊν των βαςικϊν παιγνίων. Για 

το λόγο αυτό υπάρχουν δφο κοινζσ μζκοδοι, θ μζςθ και θ προεξοφλθμζνθ αμοιβι, 

οι οποίεσ αντιμετωπίηουν το πρόβλθμα τθσ απόδοςθσ των αμοιβϊν.  

Οριςμόσ 1.24: Μζςη Αμοιβή. Δεδομζνθσ μίασ άπειρθσ ακολουκίασ απολαβϊν 

 για τον παίκτθ , θ μζςθ αμοιβι του  είναι: 

 

Η μελλοντικι προεξοφλθμζνθ αμοιβι ενόσ παίκτθ ςε ζνα ςυγκεκριμζνο ςθμείο του 

παιγνίου, είναι το άκροιςμα τθσ αμοιβισ του επικείμενου βαςικοφ παιγνίου ςυν του 

ακροίςματοσ των μελλοντικϊν αμοιβϊν, μειωμζνων κατά ζνα ςτακερό παράγοντα. 

Οριςμόσ 1.25: Προεξοφλημζνη Αμοιβή. Δεδομζνθσ μίασ άπειρθσ ακολουκίασ 

απολαβϊν  για τον παίκτθ  και ενόσ μειωτικοφ παράγοντα , όπου 

, θ μελλοντικι προεξοφλθμζνθ ανταμοιβι του  είναι 

 

Δίνουμε επιπλζον δφο οριςμοφσ για το εκτιμϊμενο πεδίο απολαβϊν. 

Οριςμόσ 1.26: Εκτελζςιμο Πεδίο Απολαβών. Ζνα πεδίο απολαβϊν 

 είναι εκτελζςιμο εάν . 

Οριςμόσ 1.27: Εφικτό Πεδίο Απολαβών. Ζνα πεδίο απολαβϊν  

είναι εφικτό εάν υπάρχουν λογικζσ, μθ μθδενικζσ τιμζσ  τζτοιεσ ϊςτε για όλα τα , 

μποροφμε να εκφράςουμε το  ωσ  με . 

Σε πολλζσ περιπτϊςεισ θ βζλτιςτθ μζκοδοσ «παιξίματοσ» ενόσ επαναλαμβανόμενου 

παιγνίου, δεν είναι θ επαναλαμβανόμενθ επιλογι των ςτρατθγικϊν τθσ ιςορροπίασ 

Nash του βαςικοφ παιγνίου, αλλά θ επιλογι μίασ βζλτιςτθσ κοινωνικά ςτρατθγικισ. 

Υπάρχουν πολλά αποτελζςματα ςε κεωριματα, τα οποία αςχολοφνται με τον τρόπο 

επίτευξθσ και διατιρθςθσ τθσ κοινωνικϊσ βζλτιςτθσ ιςορροπίασ ςτα 

επαναλαμβανόμενα παίγνια. Τα αποτελζςματα αυτά ςυγκεντρϊνονται ςτα 
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λεγόμενα «Δθμϊδθ Θεωριματα». Ραρακάτω παρακζτουμε ζνα μζροσ των 

κεωρθμάτων αυτϊν, το οποίο αφορά μόνο τα απείρωσ επαναλαμβανόμενα παίγνια. 

Θεϊρημα 1.6: Δημώδεσ Θεώρημα. Θεωροφμε ζνα παίγνιο  ςε κανονικι μορφι, 

 παικτϊν και κάποιο πεδίο απολαβϊν . 

1. Εάν το  είναι το πεδίο απολαβϊν για κάποια ιςορροπία Nash, του απείρωσ 

επαναλαμβανόμενου παιγνίου  με μζςεσ αμοιβζσ, τότε για κάκε παίκτθ  το  

είναι εκτελζςιμο. 

2. Εάν το  είναι εφικτό και εκτελζςιμο, τότε το  είναι το πεδίο απολαβϊν για 

κάποιεσ ιςορροπίεσ Nash του απείρωσ επαναλαμβανόμενου παιγνίου  με 

μζςεσ αμοιβζσ. 

Η απόδειξθ για το παραπάνω Δθμϊδεσ Θεϊρθμα κακϊσ και για άλλα κεωριματα 

τθσ ίδιασ κατθγορίασ υπάρχουν ςτο *2+. 

Το παραπάνω Δθμϊδεσ Θεϊρθμα μασ βοθκάει να κατανοιςουμε τον χϊρο όλων 

των ιςορροπιϊν Nash ενόσ απείρωσ επαναλαμβανόμενου παιγνίου, δείχνοντασ μασ 

τι απολαβζσ μπορεί να πετφχει ζνασ παίκτθσ και πωσ μπορεί να ςυγκλίνει ςε μία 

ιςορροπία με ςυγκεκριμζνα χαρακτθριςτικά.  

1.6 ΢τοχαςτικϊ Παύγνια 

Τα ςτοχαςτικά παίγνια (ι παίγνια Markov) παρουςιάςτθκαν πρϊτθ φορά από τον 

Lloyd Shapley το 1953 και ζχουν μία πολφ φυςικι ςχζςθ με τα επαναλαμβανόμενα. 

Αποτελοφν ζνα ευρφ πλαίςιο το οποίο γενικεφει τα επαναλαμβανόμενα παίγνια και 

τισ διαδικαςίεσ αποφάςεων Markov. Μία διαδικαςία απόφαςθσ Markov είναι απλά 

ζνα ςτοχαςτικό παίγνιο με ζνα παίκτθ, ενϊ ζνα επαναλαμβανόμενο παίγνιο είναι 

ζνα ςτοχαςτικό παίγνιο ςτο οποίο υπάρχει μόνο μία κατάςταςθ.  

Στθ κεωρία παιγνίων ζνα ςτοχαςτικό παίγνιο είναι ζνα δυναμικό παίγνιο με 

πικανολογικζσ μεταβάςεισ, το οποίο παίηεται από ζναν ι περιςςότερουσ παίκτεσ. Το 

παίγνιο παίηεται ςε μία ακολουκία ςταδίων. Στθν αρχι κάκε ςταδίου το παίγνιο 

βρίςκεται ςε μία κατάςταςθ όπου, οι παίκτεσ επιλζγουν ενζργειεσ και κάκε παίκτθσ 

λαμβάνει μία απολαβι θ οποία εξαρτάται από τθν παροφςα κατάςταςθ και τισ 

επιλεγμζνεσ ενζργειεσ. Το παίγνιο ζπειτα μεταφζρεται ςε μία νζα τυχαία 

κατάςταςθ, τθσ οποίασ θ πικανοτικι κατανομι εξαρτάται από τθν προθγοφμενθ 

κατάςταςθ και τισ επιλεγμζνεσ ενζργειεσ των παικτϊν. Η διαδικαςία 

επαναλαμβάνεται ςτθ νζα κατάςταςθ και το παίγνιο ςυνεχίηεται για πεπεραςμζνο ι 

άπειρο αρικμό ςταδίων. 
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Οριςμόσ 1.28: Στοχαςτικά παίγνια. Ζνα ςτοχαςτικό παίγνιο (ι παίγνιο Markov) είναι 

ζνα ςφνολο , όπου: 

  είναι ζνα πεπεραςμζνο ςφνολο καταςτάςεων. 

  είναι ζνα πεπεραςμζνο ςφνολο  παικτϊν. 

 , όπου  είναι ζνα πεπεραςμζνο ςφνολο ενεργειϊν 

διακζςιμων ςτον παίκτθ . 

  είναι θ ςυνάρτθςθ πικανότθτασ μετάβαςθσ. Το 

 είναι θ πικανότθτα τθσ μετάβαςθσ από τθν κατάςταςθ  ςτθν 

κατάςταςθ , ζπειτα από το πεδίο ενεργειϊν . 

  όπου το  είναι μία ςυνάρτθςθ απολαβϊν 

πραγματικϊν τιμϊν του παίκτθ . 

Στον παραπάνω οριςμό ζχουμε ορίςει τθν απολαβι κάκε παίκτθ για μία κατάςταςθ 

αλλά δεν ορίςαμε κάποια ςυνολικι απολαβι. Η λφςθ δίνεται με τισ μεκόδουσ τθσ 

μζςθσ και τθσ προεξοφλθμζνθσ αμοιβισ που ςυναντιςαμε ςτα απείρωσ 

επαναλαμβανόμενα παίγνια. 

1.6.1 ΢τρατηγικϋσ και Ιςορροπύα 

Τϊρα κα ορίςουμε των ςτρατθγικό χϊρο ενόσ παίκτθ. Ζςτω 

 ζνα ιςτορικό  ςταδίων ενόσ ςτοχαςτικοφ παιγνίου 

και  το ςφνολο όλων των πικανϊν ιςτορικϊν. Το ςφνολο των αιτιοκρατικϊν 

ςτρατθγικϊν είναι το Καρτεςιανό γινόμενο , το οποίο απαιτεί μία επιλογι 

για κάκε πικανό ιςτορικό, ςε κάκε χρονικό ςθμείο. Η ςτρατθγικι ενόσ παίκτθ 

μπορεί να είναι κάκε ςυγκεραςμόσ των αιτιοκρατικϊν ςτρατθγικϊν. 

Η ςυμπεριφορικι κατθγορία ςτρατθγικϊν αφορά τθν περίπτωςθ ςτθν οποία 

πραγματοποιείται ςυγκεραςμόσ των ςτρατθγικϊν ςε κάκε ιςτορικό ανεξάρτθτα.  

Οριςμόσ 1.29: Συμπεριφορική Στρατηγική. Μία ςυμπεριφορικι ςτρατθγικι 

 μασ επιςτρζφει τθν πικανότθτα να παίξουμε τθν ενζργεια  για το 

ιςτορικό . 

Μία ςτρατθγικι Markov περιορίηει μία ςυμπεριφορικι ςτρατθγικι ςτο ςθμείο, 

όπου για ζνα χρονικό ςθμείο  θ κατανομι επί των ενεργειϊν εξαρτάται μόνο από 

τθν τρζχουςα κατάςταςθ. 

Οριςμόσ 1.30: Στρατηγική Markov. Μία ςτρατθγικι Markov  είναι μία 

ςυμπεριφορικι ςτρατθγικι ςτθν οποία  εάν , όπου 

 και  είναι οι τελικζσ καταςτάςεισ των  και , αντίςτοιχα. 

Ο τελικόσ περιοριςμόσ αφορά τθν απομάκρυνςθ τθσ πικανισ εξάρτθςθσ από τον 

χρόνο .  
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Οριςμόσ 1.31: Στάςιμη Στρατηγική. Μία ςτάςιμθ ςτρατθγικι  είναι μία ςτρατθγικι 

Markov ςτθν οποία  εάν , όπου  και  

είναι οι τελικζσ καταςτάςεισ των  και , αντίςτοιχα.  

Τζλοσ κα δϊςουμε μία λφςθ για τθν εφκολθ περίπτωςθ όπου ζχουμε μειωμζνθ 

αμοιβι. Στθν περίπτωςθ αυτι αποδεικνφεται ότι υπάρχει πάντα μία ιςορροπία 

Nash για ζνα ςτοχαςτικό παίγνιο. 

Υπάρχει όμωσ μία ιςχυρότερθ ςυνκικθ από τθν ιςορροπία Nash, ανάλογθ τθσ 

τζλειασ ιςορροπίασ υποπαιγνίου, θ τζλεια ιςορροπία Markov.  

Οριςμόσ 1.32: Τζλεια ιςορροπία Markov. Ζνα ςτρατθγικό πεδίο καλείται τζλεια 

ιςορροπία Markov, εάν αποτελείται μόνο από ςτρατθγικζσ Markov και είναι 

ιςορροπία Nash ανεξάρτθτα τθσ αρχικισ κατάςταςθσ. 

Θεϊρημα 1.7: Κάκε ςτοχαςτικό παίγνιο  – παικτϊν, γενικοφ ακροίςματοσ, 

μειωμζνθσ αμοιβισ, ζχει μία τζλεια ιςορροπία Markov. 

1.7 Παύγνια Ελλιπούσ Πληροφορύασ 

Πλα τα παίγνια τα οποία μελετιςαμε ζωσ τϊρα, ακόμα και ςτα παίγνια ατελοφσ 

πλθροφόρθςθσ, οι παίκτεσ γνϊριηαν τον τρόπο με τον οποίο παιηόταν το παίγνιο. 

Συγκεκριμζνα ιταν γνωςτόσ ο αρικμόσ των παικτϊν, οι διακζςιμεσ ενζργειεσ τουσ 

και οι αντίςτοιχεσ απολαβζσ κάκε ςυνόλου ενεργειϊν. Αντίκετα ςτα παίγνια 

ελλιποφσ πλθροφόρθςθσ ι Bayesian παίγνια οι παίκτεσ ζχουν αμφιβολίεσ για το 

παίγνιο ςτο οποίο ςυμμετζχουν. Η αμφιβολία αυτι αναπαριςτάται ωσ μία 

πικανοτικι κατανομι επί του ςυνόλου των πικανϊν παιγνίων. 

1.7.1 Αναπαρϊςταςη των Bayesian Παιγνύων 

Για τθν αναπαράςταςθ των Bayesian παιγνίων υπάρχουν διάφοροι τρόποι. 

Ραρακάτω κα αναφζρουμε δφο ιςοδφναμουσ τρόπουσ αναπαράςταςθσ τζτοιων 

παιγνίων, οι οποίοι χρθςιμοποιοφνται ανάλογα με το προσ μελζτθ παίγνιο. 

Ο πρϊτοσ οριςμόσ βαςίηεται ςτα ςφνολα πλθροφορίασ. Με τον οριςμό αυτό, ζνα 

Bayesian παίγνιο αποτελείται από ζνα ςφνολο παιγνίων τα οποία διαφζρουν μόνο 

ςτισ απολαβζσ τουσ. Επίςθσ υπάρχει μία κοινι αρχικι κατανομι θ οποία ορίηεται 

κακϊσ και μία διαμεριςματικι δομι επί των παιγνίων για κάκε παίκτθ. 

Οριςμόσ 1.33. Bayesian παίγνιο: Σφνολα πληροφοριών. Ζνα Bayesian παίγνιο είναι 

ζνα ςφνολο  όπου:  

  είναι ζνα ςφνολο παικτϊν. 
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  είναι ζνα ςφνολο παιγνίων με  παίκτεσ το κακζνα, τζτοιο ϊςτε εάν  

τότε για κάκε παίκτθ  ο χϊροσ ςτρατθγικισ ςτο  είναι ταυτόςθμοσ με το 

χϊρο ςτρατθγικισ ςτο . 

  είναι μία κοινι αρχικι κατανομι μεταξφ των παιγνίων, όπου  

είναι το ςφνολο των κατανομϊν πικανοτιτων ςτο . 

  είναι ζνα ςφνολο καταμεριςμϊν του , ζνασ για κάκε παίκτθ. 

Ο δεφτεροσ οριςμόσ χρθςιμοποιεί τθν ζννοια του επιςτθμονικοφ τφπου, ωσ ζνα 

τρόπο οριςμοφ τθσ αβεβαιότθτασ, μόνο για τθ ςυνάρτθςθ ευχαρίςτθςθσ του 

παιγνίου. Η υπόκεςθ αυτι ςθμαίνει ότι τα χαρακτθριςτικά του παιγνίου τα οποία 

ορίηονται, είναι γνωςτά μεταξφ των παικτϊν και κάκε παίκτθσ γνωρίηει τον δικό του 

επιςτθμονικό τφπο. 

Οριςμόσ 1.34. Bayesian παίγνιο: Επιςτημονικοί Τφποι. Ζνα Bayesian παίγνιο είναι 

ζνα ςφνολο  όπου: 

  είναι ζνα ςφνολο παικτϊν. 

  όπου  είναι το ςφνολο των διακζςιμων ενεργειϊν του 

παίκτθ . 

  όπου  είναι ο χϊροσ των επιςτθμονικϊν τφπων του παίκτθ 

. 

  είναι μία κοινι αρχικι κατανομι μεταξφ των  επιςτθμονικϊν 

τφπων. 

  όπου  είναι θ ςυνάρτθςθ ευχαρίςτθςθσ του 

παίκτθ . 

1.7.2 ΢τρατηγικϋσ και Ιςορροπύα 

Για τον οριςμό των ςτρατθγικϊν κα χρθςιμοποιιςουμε τον οριςμό των 

επιςτθμονικϊν τφπων μιασ και χρθςιμοποιείται ευρφτερα. Στα Bayesian παίγνια 

υπάρχουν τρεισ όροι για τθν αναμενόμενθ ευχαρίςτθςθ, ο ex post, ο ex interim και 

ο ex ante. Ο πρϊτοσ όροσ υπολογίηεται βαςιηόμενοσ ςτουσ πραγματικοφσ τφπουσ 

όλων των παικτϊν, ο δεφτεροσ λαμβάνει υπόψθ του τθν περίπτωςθ όπου ζνασ 

παίκτθσ γνωρίηει τον δικό του τφπο αλλά όχι και των άλλων παικτϊν, ενϊ ςτον τρίτο 

όρο ο παίκτθσ δεν γνωρίηει κανενόσ τον τφπο. 

Οριςμόσ 1.35: Ex post αναμενόμενη ευχαρίςτηςη. Η ex post αναμενόμενθ 

ευχαρίςτθςθ του παίκτθ  ςε ζνα Bayesian  παίγνιο , ςτο οποίο οι 

ςτρατθγικζσ των παικτϊν δίνονται από το  και οι τφποι από το , ορίηεται ωσ: 
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Οριςμόσ 1.36: Ex interim αναμενόμενη ευχαρίςτηςη. Η ex interim αναμενόμενθ 

ευχαρίςτθςθ του παίκτθ  ςε ζνα Bayesian  παίγνιο , ςτο οποίο οι 

ςτρατθγικζσ των παικτϊν δίνονται από το μεικτό ςτρατθγικό πεδίο  και οι τφποι 

από το , ορίηεται ωσ: 

 

 

Οριςμόσ 1.37: Ex ante αναμενόμενη ευχαρίςτηςη. Η ex ante αναμενόμενθ 

ευχαρίςτθςθ του παίκτθ  ςε ζνα Bayesian  παίγνιο , ςτο οποίο οι 

ςτρατθγικζσ των παικτϊν δίνονται από το μεικτό ςτρατθγικό πεδίο  και οι τφποι 

από το , ορίηεται ωσ: 

 

Μποροφμε τϊρα να ορίςουμε τθν καλφτερθ απόκριςθ. 

Οριςμόσ 1.38: Καλφτερη απόκριςη ςε Bayesian  παίγνιο. Το ςφνολο των καλφτερων 

αποκρίςεων του παίκτθ  ςε ζνα ςφνολο μικτϊν ςτρατθγικϊν  δίνεται από το 

 

Ορίηοντασ τθν καλφτερθ απόκριςθ, μποροφμε ζπειτα να ορίςουμε τθν Bayes – Nash 

ιςορροπία. Η ςυγκεκριμζνθ ιςορροπία ορίηεται με τον ίδιο τρόπο με τον οποίο 

είχαμε ορίςει τθν ιςορροπία Nash, μόνο που πλζον ο οριςμόσ βαςίηεται ςτισ αρχζσ 

των Bayesian παιγνίων. 

Οριςμόσ 1.39: Bayes – Nash ιςορροπία. Μία ιςορροπία Bayes – Nash είναι ζνα 

ςφνολο μεικτϊν ςτρατθγικϊν , το οποίο ικανοποιεί . 

1.8 ΢υνεργατικό Θεωρύα Παιγνύων 

Μζχρι ςτιγμισ ζχουμε επικεντρωκεί ςτον επικρατζςτερο κλάδο τθσ Θεωρίασ 

Ραιγνίων, τα μθ-ςυνεργατικά παίγνια. Ραρακάτω κα αναφερκοφμε ςτα ςυμμαχικά 

(coalitional) ι ςυνεργατικά (cooperative) παίγνια. Η ςυνεργατικι ζννοια των 

παιγνίων μπορεί να παρερμθνευκεί εφκολα. Με τον όρο αυτό εννοοφμε ότι θ 

βαςικι μοντελοποίθςθ του παιγνίου ζχει ωσ μονάδα ζνα ςφνολο παικτϊν και όχι 

κάκε παίκτθ ξεχωριςτά. Δεδομζνου ενόσ ςυνόλου παικτϊν, ζνα ςυνεργατικό 

παίγνιο ορίηει τθν ευχαρίςτθςθ που μποροφν να πετφχουν οι παίκτεσ μιασ 
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ςυμμαχίασ για αυτι. Δεν μασ ενδιαφζρει ο τρόποσ που επιλζγουν ςτρατθγικζσ μζςα 

ςτθ ςυμμαχία, πωσ ςυντονίηονται ι άλλεσ τζτοιεσ λεπτομζρειεσ· απλά λαμβάνουμε 

τθν απολαβι κάκε ςυμμαχίασ. 

Η ςυνεργατικι κεωρία παιγνίων προςπακεί να λφςει δφο βαςικά ερωτιματα: 

1. Ροια ςυμμαχία μπορεί να ςχθματιςτεί; 

2. Ρϊσ κα μοιράςει θ κάκε ομάδα τθν απολαβι τθσ, μεταξφ των μελϊν τθσ; 

Η απάντθςθ ςτο πρϊτο ερϊτθμα είναι ςυχνά «θ μζγιςτθ ςυμμαχία» (“the grand 

coalition”), δθλαδι θ ςυμμαχία θ οποία ςχθματίηεται από τουσ παίκτεσ ενόσ 

ςυνόλου . Βζβαια για να επιτευχκεί αυτό κα πρζπει παράλλθλα να δϊςουμε τθν 

κατάλλθλθ απάντθςθ και ςτθν δεφτερθ ερϊτθςθ. 

1.8.1 ΢υνεργατικϊ Παύγνια με Μεταφερόμενη Ευχαρύςτηςη 

Σε αυτό το ςθμείο μποροφμε να κάνουμε τθν υπόκεςθ ότι θ ευχαρίςτθςθ είναι 

μεταφερόμενθ, δθλαδι οι απολαβζσ μίασ ςυμμαχίασ μποροφν ελεφκερα να 

αναδιανεμθκοφν ςτα μζλθ τθσ. Αυτι θ υπόκεςθ ικανοποιείται όταν υπάρχει ζνα 

κοινό μζςο πλθρωμισ των παικτϊν μζςα ςτο παίγνιο και μασ επιτρζπει να 

ανακζτουμε ςε κάκε ςυμμαχία παικτϊν μία τιμι ωσ απολαβι. Στθ ςυνζχεια 

ορίηουμε ζνα ςυνεργατικό παίγνιο με μεταφερόμενθ ευχαρίςτθςθ 2F

3. 

Οριςμόσ 1.40: Συνεργατικό Παίγνιο με Μεταφερόμενη Ευχαρίςτηςη. Ζνα 

ςυνεργατικό παίγνιο με μεταφερόμενθ ευχαρίςτθςθ είναι ζνα ηεφγοσ  όπου 

  ζνα οριςμζνο ςφνολο παικτϊν, με δείκτθ . 

 Η  ςυςχετίηει με κάκε ςυμμαχία  μία απολαβι πραγματικϊν 

τιμϊν , τθν οποία μποροφν να διανζμουν μεταξφ τουσ τα μζλθ τθσ 

ςυμμαχίασ. Η ςυνάρτθςθ ν καλείται επίςθσ χαρακτθριςτικι ςυνάρτθςθ και θ 

απολαβι μίασ ςυμμαχίασ, ωσ θ αξία τθσ. Θεωροφμε ότι ν . 

Παίγνιο Ψηφοφορίασ 

Ζνα κλαςςικό παίγνιο το οποίο χρθςιμοποιείται για τθ μελζτθ τθσ ςυνεργατικισ 

κεωρίασ παιγνίων είναι αυτό τθσ ψθφοφορίασ. Σε ζνα Κοινοβοφλιο υπάρχουν 

τζςςερισ πολιτικζσ παρατάξεισ, A,B,C, D και E, οι οποίεσ ζχουν 140, 111, 21, 15 και 

13 ζδρεσ αντίςτοιχα. Ρρόκειται να ψθφίςουν ζνα νομοςχζδιο προχπολογιςμοφ 

€100 εκατομμυρίων κακϊσ και το ποςοςτό αυτοφ του ποςοφ το οποίο κα 

διαχειρίηεται κάκε πολιτικι παράταξθ. Για να εγκρικεί το νομοςχζδιο πρζπει να 

υπάρχει πλειοψθφία, δθλαδι 151 ψιφοι υπζρ, διαφορετικά καμία από τισ 

παρατάξεισ δεν κα λάβει κάποιο ποςό για να διαχειριςτεί. 

                                                             
3
 Στθν παροφςα εργαςία, για τθν παρουςίαςθ των ςυνεργατικϊν παιγνίων, κα αςχολθκοφμε μόνο με 

παίγνια μεταφερόμενθσ ευχαρίςτθςθσ, τα οποία τα ςυναντοφμε και πιο ςυχνά. 
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Γενικά ςε ζνα παίγνιο ψθφοφορίασ, υπάρχει ζνα ςφνολο παικτϊν  και ζνα ςφνολο 

ςυμμαχιϊν  οι οποίεσ είναι οι νικθφόρεσ ςυμμαχίεσ, δθλαδι οι ςυμμαχίεσ 

οι οποίεσ είναι κετικζσ για τθν ψιφιςθ του νομοςχεδίου εάν όλα τα μζλθ τθσ 

αποφαςίςουν να κάνουν το ίδιο. Σε κάκε ςυμμαχία , ανακζτουμε τθν τιμι 

 και ςτισ υπόλοιπεσ . 

1.8.2 Κατηγορύεσ ΢υνεργατικών Παιγνύων 

Τα ςυνεργατικά παίγνια μποροφν να χωριςτοφν ςε κάποιεσ κατθγορίεσ, οι οποίεσ 

ζχουν ενδιαφζρουςεσ εφαρμογζσ και ιδιότθτεσ. Στθν Εικόνα 1.5 βλζπουμε τθν 

κατθγοριοποίθςθ αυτι. 

Παίγνια 

Σταθερού Αθροίσματος

Κσρτά Παίγνια

Υπεραθροιστικά Παίγνια

Αθροιστικά Παίγνια

Απλά Παίγνια
Αρμόζοντα

Απλά Παίγνια
 

Εικόνα 1.5: Κατθγορίεσ Συνεργατικϊν Παιγνίων 

Ραρακάτω ορίηουμε τθν ζννοια του υπερακροιςτικοφ παιγνίου (superadditive 

game). 

Οριςμόσ 1.41: Υπεραθροιςτικό Παίγνιο. Ζνα παίγνιο  είναι 

υπερακροιςτικό εάν, για όλα τα  εάν , τότε 

. 

Η υπερακροιςτικότθτα ιςχφει όταν οι ςυμμαχίεσ μποροφν να ςυνυπάρξουν χωρίσ να 

παρεμβάλει θ μία τθν άλλθ, κατά ςυνζπεια οι απολαβζσ δφο ςυμμαχιϊν δεν κα 

είναι μικρότερεσ από το άκροιςμα των μεμονωμζνων απολαβϊν τουσ. Η 

υπερακροιςτικότθτα υποδθλϊνει ότι θ απολαβι του ςυνόλου των παικτϊν (μζγιςτθ 

ςυμμαχία) δεν κα είναι μικρότερθ από το άκροιςμα των απολαβϊν ενόσ μθ 

επικαλυπτόμενου ςυνόλου ςυμμαχιϊν. Με άλλα λόγια, θ μζγιςτθ ςυμμαχία κα ζχει 

τθν μεγαλφτερθ απολαβι μεταξφ των ςυμμαχιϊν. Το παίγνιο τθσ ψθφοφορίασ είναι 

ζνα υπερακροιςτικό παίγνιο. 

Πταν οι ςυμμαχίεσ δεν μποροφν ποτζ να επθρεάςουν θ μία τθν άλλθ, είτε κετικά 

είτε αρνθτικά, τότε ζχουμε ακροιςτικά παίγνια (additive games). 
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Οριςμόσ 1.42: Αθροιςτικά Παίγνια. Ζνα παίγνιο  είναι ακροιςτικό εάν, 

για όλα τα  εάν , τότε . 

Μία άλλθ ςχετικι κατθγορία παιγνίων είναι τα παίγνια ςτακεροφ ακροίςματοσ τα 

οποία μελετιςαμε ςτθν Ενότθτα 1.2.3 ςε παίγνια όμωσ μθ-ςυνεργατικά.  

Οριςμόσ 1.43: Παίγνια Σταθεροφ Αθροίςματοσ. Ζνα παίγνιο  είναι 

ςτακεροφ ακροίςματοσ, εάν για όλα τα ,  . 

Κάκε ακροιςτικό παίγνιο είναι απαραιτιτωσ και ςτακεροφ ακροίςματοσ, αλλά δεν 

ιςχφει το αντίκετο. Ππωσ και ςτθ μθ-ςυνεργατικι κεωρία παιγνίων τα 

ςθμαντικότερα παίγνια ςτακεροφ ακροίςματοσ είναι τα μθδενικοφ ακροίςματοσ. 

Μία άλλθ υποκατθγορία των υπερακροιςτικϊν παιγνίων είναι τα κυρτά παίγνια 

(convex games). 

Οριςμόσ 1.44: Κυρτά Παίγνια. Ζνα παίγνιο  είναι κυρτό, εάν για όλα τα 

,  . 

Η κυρτότθτα είναι πιο ιςχυρι ςυνκικθ από τθν υπερακροιςτικότθτα. Τα κυρτά 

παίγνια αν και είναι μια πιο ειδικι κατθγορία παιγνίων με καλζσ ιδιότθτεσ, τα οποία  

δεν τα ςυναντοφμε και τόςο ςπάνια ςτθν πράξθ.  

Τζλοσ, αναφζρουμε μία κατθγορία ςυνεργατικϊν παιγνίων με περιοριςμοφσ ςτισ 

τιμζσ των απολαβϊν. 

Οριςμόσ 1.45: Απλό Παίγνιο. Ζνα παίγνιο  είναι απλό, εάν για όλα τα 

,  . 

Τα απλά παίγνια είναι χριςιμα για τθν μοντελοποίθςθ καταςτάςεων όπωσ τθσ 

ψθφοφορίασ. Πταν ζνα παίγνιο εκτόσ από απλό είναι και ςτακεροφ ακροίςματοσ, 

καλείται αρμόηων απλό παίγνιο (proper simple game). 

1.8.3 Ανϊλυςη των ΢υνεργατικών Παιγνύων 

Ππωσ είπαμε το κεντρικό ηιτθμα ςτθ ςυνεργατικι κεωρία παιγνίων, είναι ο 

διαμοιραςμόσ τθσ απολαβισ τθσ μζγιςτθσ ςυμμαχίασ, μεταξφ των παικτϊν τθσ. Το 

ενδιαφζρον μασ επικεντρϊνεται ςτθ μζγιςτθ ςυμμαχία διότι, τα περιςςότερα 

παίγνια είναι υπερακροιςτικά και θ μζγιςτθ ςυμμαχία είναι εκείνθ θ οποία 

πετυχαίνει τθ μζγιςτθ απολαβι· επιπλζον ςε κάποια παίγνια δεν υπάρχει άλλθ 

επιλογι πζραν τθσ δθμιουργίασ μζγιςτθσ ςυμμαχίασ. Βζβαια ο προςδιοριςμόσ τθσ 

ςυμμαχίασ δεν μασ δίνει και τθ λφςθ ςτο πρόβλθμα διαμοιραςμοφ τθσ απολαβισ. 

Για να βροφμε κάποιεσ λφςεισ ςτα παραπάνω κζματα, ορίηουμε πρϊτα κάποια 

ςτοιχεία. 
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 Ζςτω  θ αντιςτοίχιςθ ενόσ ςυνεργατικοφ παιγνίου  

ςε ζνα διάνυςμα  πραγματικϊν τιμϊν και  οι τιμζσ αυτζσ με δείκτθ 

. 

 Συμβολίηουμε αυτό το διάνυςμα  πραγματικϊν τιμϊν ωσ . Κάκε  

ςυμβολίηει το μερίδιο, από τθν απολαβι τθσ μζγιςτθσ ςυμμαχίασ, που 

λαμβάνει ο κάκε παίκτθσ . 

Ραρακζτουμε κάποιουσ χριςιμουσ οριςμοφσ για τθν ανάλυςθ των παιγνίων. 

Οριςμόσ 1.46: Εφικτή Απολαβή. Σε ζνα ςυνεργατικό παίγνιο  το πεδίο των 

εφικτϊν απολαβϊν ορίηεται ωσ . 

Με άλλα λόγια το πεδίο των εφικτϊν απολαβϊν περιζχει όλα τα διανφςματα των 

απολαβϊν, τα οποία δεν διανζμουν μεγαλφτερθ απολαβι από τθν αξία τθσ 

μζγιςτθσ ςυμμαχίασ. 

Οριςμόσ 1.47: Προ-απόδοςη. Σε ζνα ςυνεργατικό παίγνιο , το πεδίο προ-

απόδοςθσ , ορίηεται ωσ . 

Το πεδίο προ-απόδοςθσ είναι ζνα αποδοτικό πεδίο εφικτϊν απολαβϊν, δθλαδι 

διανζμει τθν πλιρθ αξία τθσ μζγιςτθσ ςθμαςίασ. 

Οριςμόσ 1.48: Απόδοςη. Σε ζνα ςυνεργατικό παίγνιο , το πεδίο απόδοςθσ, I, 

ορίηεται ωσ . 

Η απόδοςθ προχποκζτει ότι ςε κάκε παίκτθ ζχει εγγυθκεί μία απολαβι, 

τουλάχιςτον ίςθ με τθν απολαβι που μπορεί να πετφχει ο ςχθματιςμόσ μίασ 

ςυμμαχίασ. 

Αυτό που κα πρζπει επίςθσ να μασ ενδιαφζρει, είναι θ καταμζριςθ των απολαβϊν 

να είναι δίκαιθ. Υπάρχουν κάποια αξιϊματα, τα οποία μασ οδθγοφν ςτο δίκαιο 

καταμεριςμό των απολαβϊν. 

Ρρϊτον, οι παίκτεσ  και  είναι εναλλάξιμοι εάν ςυνειςφζρουν πάντα το ίδιο ποςό 

ςε κάκε ςυμμαχία του άλλου παίκτθ. Δθλαδι για όλεσ τισ ςυμμαχίεσ  οι οποίεσ δεν 

περιζχουν τον  και τον  παίκτθ, ιςχφει ότι . Το αξίωμα τθσ 

ςυμμετρίασ δθλϊνει ότι τζτοιοι παίκτεσ κα πρζπει να λαμβάνουν τισ ίδιεσ 

απολαβζσ. 

Αξίωμα 1.1: Συμμετρία. Για κάκε , εάν  και  εναλλάξιμα τότε 

. 

Επιπλζον λζμε ότι ζνασ παίκτθσ  είναι ψεφτικοσ, εάν το ποςό το οποίο ςυνειςφζρει 

ςε κάκε ςυμμαχία, είναι ακριβϊσ το ίδιο με το ποςό που μπορεί να λάβει ο  μόνοσ 

του. Δθλαδι για όλεσ τισ ςυμμαχίεσ , τζτοιεσ ϊςτε , ιςχφει 
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. Το αξίωμα του ψεφτικου παίκτθ δθλϊνει, ότι οι ψεφτικοι παίκτεσ κα 

ζπρεπε να λαμβάνουν απολαβζσ ίςεσ με το ποςό που πετυχαίνουν μόνοι τουσ. 

Αξίωμα 1.2. Ψεφτικοσ Παίκτησ. Για κάκε , εάν ο  είναι ψεφτικοσ παίκτθσ τότε 

 

Τζλοσ, κεωροφμε ότι ζχουμε δφο διαφορετικά ςυνεργατικά παίγνια, τα οποία 

περιλαμβάνουν το ίδιο ςφνολο παικτϊν και ορίηονται από τισ χαρακτθριςτικζσ 

ςυναρτιςεισ  και . Το αξίωμα τθσ ακροιςτικότθτασ δθλϊνει ότι εάν 

μοντελοποιιςουμε τα παίγνια αυτά ωσ ζνα παίγνιο ςτο οποίο κάκε ςυμμαχία  

πετυχαίνει απολαβι · οι απολαβζσ των παικτϊν ςε κάκε ςυμμαχία, κα 

πρζπει να είναι το άκροιςμα των απολαβϊν που κα λάμβαναν για τθν ςυγκεκριμζνθ 

ςυμμαχία, εάν είχαμε δφο παίγνια. 

Αξίωμα 1.3. Αθροιςτικότητα. Για κάκε δφο  και , ιςχφει για κάκε παίκτθ  ότι 

, όπου το παίγνιο  ορίηεται από 

το , για κάκε ςυμμαχία S. 

1.8.4 Η Σιμό Shapley 

Αποδεχόμενοι τα παραπάνω τρία αξιϊματα, οδθγοφμαςτε ςε ζνα κετικό 

αποτζλεςμα το οποίο μασ υποδεικνφει ότι υπάρχει ακριβϊσ μία προ-απόδοςθ θ 

οποία τα ικανοποιεί. Επίςθσ θ προ-απόδοςθ υποδθλϊνει, όπωσ ζχουμε πει, ζναν 

εφικτό και αποδοτικό διαμοιραςμό των απολαβϊν. 

Θεϊρημα 1.8: Σε ζνα ςυνεργατικό παίγνιο μ υπάρχει μία προ-απόδοςθ 

 θ οποία ικανοποιεί τα αξιϊματα τθσ Συμμετρίασ, του Ψεφτικου 

Παίκτθ και τθσ Ακροιςτικότθτασ. 

Για τθν εφρεςθ όμωσ αυτοφ του διαμοιραςμοφ τθσ απολαβισ , ειςάγουμε 

τθν τιμι Shapley θ οποία ορίηεται ωσ: 

Οριςμόσ 1.49: Τιμή Shapley. Σε ζνα ςυνεργατικό παίγνιο , θ τιμι Shapley, ενόσ 

παίκτθ  δίνεται από το: 

 

Η τιμι αυτι μπορεί να εκφραςτεί, ωσ θ αποτφπωςθ τθσ μζςθσ οριακισ ςυνειςφοράσ 

ενόσ παίκτθ · όπου υπολογίηουμε κατά μζςο όρο όλεσ τισ διαφορετικζσ 

ακολουκίεσ, ανάλογα ςε ποια από τισ κενζσ ςυμμαχίεσ μπορεί να ςχθματιςτεί θ 

μζγιςτθ ςυμμαχία (*7+).  

1.8.5 Ο Πυρόνασ 

Η τιμι Shapley ορίηει ζνα δίκαιο τρόπο, για τον διαμοιραςμό τθσ απολαβισ τθσ 

μζγιςτθσ ςυμμαχίασ ςτα μζλθ τθσ. Ραρόλα αυτά δεν λαμβάνει υπόψθ τθσ κζματα 



39 
 

ςτακερότθτασ. Επίςθσ υπάρχει περίπτωςθ κάποιοι παίκτεσ να μθν επικυμοφν να 

ςχθματίςουν τθ μζγιςτθ ςυμμαχία και να μοιράςουν τθν απολαβι με τον τρόπο 

αυτό, αλλά να προτιμιςουν το ςχθματιςμό μικρότερων ςυμμαχιϊν. 

Συνεπϊσ αναηθτοφμε μία λφςθ ςτον τρόπο κατανομισ των απολαβϊν, ϊςτε οι 

παίκτεσ να επικυμοφν να ςχθματίςουν τθ μζγιςτθ ςυμμαχία. Τθν λφςθ ςτο 

παραπάνω πρόβλθμα ζρχεται να μασ δϊςει ο πυρινασ (the core), εάν ο τρόποσ 

κατανομισ των απολαβϊν βρίςκεται ςτο ςφνολο του πυρινα.  

Οριςμόσ 1.50. Πυρήνασ. Ζνα διάνυςμα απολαβϊν  βρίςκεται ςτον πυρινα ενόσ 

ςυνεργατικοφ παιγνίου  εάν και μόνο εάν: 

 

Ο πυρινασ είναι ζνασ δείκτθσ ςτακερότθτασ για τα ςυνεργατικά παίγνια, ανάλογοσ 

με τθν ιςορροπία Nash για τα μθ-ςυνεργατικά παίγνια. Αποτελεί μία καλι λφςθ των 

ςυνεργατικϊν παιγνίων, αλλά όπωσ και με τθν ιςορροπία Nash πρζπει να 

αναηθτθκοφν οι ςυνκικεσ που κα δίνεται λφςθ μζςω του πυρινα. 

Υπάρχουν περιπτϊςεισ ςτισ οποίεσ ο πυρινασ είναι κενόσ ι δεν είναι μοναδικόσ. Τα 

παρακάτω κεωριματα μποροφν να μασ βοθκιςουν ςτθν αναγνϊριςθ περιπτϊςεων 

ςυνεργατικϊν παιγνίων, τα οποία ζχουν κενό πυρινα. 

Θεϊρημα 1.9: Κάκε παίγνιο ςτακεροφ ακροίςματοσ το οποίο δεν είναι ακροιςτικό 

ζχει  κενό πυρινα. 

Ονομάηουμε ζνα παίκτθ , παίκτθ βζτο εάν . 

Θεϊρημα 1.10: Σε ζνα απλό παίγνιο ο πυρινασ είναι κενόσ εάν δεν υπάρχει παίκτθσ 

βζτο. Εάν υπάρχουν παίκτεσ βζτο, ο πυρινασ αποτελείται από όλα τα διανφςματα 

απολαβϊν ςτα οποία οι υπόλοιποι παίκτεσ λαμβάνουν 0. 

Θεϊρημα 1.11: Κάκε κυρτό παίγνιο ζχει μθ μθδενικό πυρινα. 

Τζλοσ, μία άλλθ ςχζςθ που πρζπει να αναφζρουμε είναι μεταξφ του πυρινα και τθσ 

τιμισ Shapley. Ακόμα και αν γνωρίηουμε ότι ο πυρινασ δεν είναι κενόσ, δεν είναι 

βζβαιο ότι θ τιμι Shapley κα ανικει ςε αυτόν. Γνωρίηοντασ ότι τα κυρτά παίγνια δεν 

ζχουν ποτζ κενό πυρινα, το παρακάτω κεϊρθμα δθλϊνει επίςθσ ότι θ τιμι Shapley 

ςε κυρτά παίγνια βρίςκεται ςτον πυρινα, τονίηοντασ τθ ςθμαντικότθτα των 

παιγνίων αυτϊν. 

Θεϊρημα 1.12: Σε κάκε κυρτό παίγνιο, θ τιμι Shapley ανικει ςτον πυρινα. 
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Κεφϊλαιο 2: 
Έλεγχοσ Ιςχύοσ ςτισ Αςύρματεσ 
Επικοινωνίεσ 

Ο ζλεγχοσ ιςχφοσ ςτα αςφρματα δίκτυα, αποτελεί αντικείμενο ςυςτθματικισ 

μελζτθσ από το 1970. Τα τελευταία δεκαπζντε χρόνια, λόγο τθσ μεγάλθσ ανάπτυξθσ 

των δικτφων κινθτισ επικοινωνίασ, θ εκτεταμζνθ επιςτθμονικι ζρευνα για το 

αντικείμενο του ελζγχου ιςχφοσ, επζφερε πολλά αποτελζςματα ςε επίπεδο 

μοντελοποίθςθσ, ανάλυςθσ και ςχεδιαςμοφ.  

2.1 Ειςαγωγό 

Ο ζλεγχοσ ιςχφοσ βελτιϊνει τα ποιοτικά χαρακτθριςτικά ενόσ δικτφου επικοινωνιϊν. 

Στα κινθτά δίκτυα επικοινωνιϊν, ο ζλεγχοσ ιςχφοσ ζχει διάφορεσ χριςεισ: 

 Διαχείριςη των παρεμβολών: Λόγω του τρόπου διάδοςθσ των αςφρματων 

επικοινωνιϊν, τα ςιματα δθμιουργοφν μεταξφ τουσ παρεμβολζσ. Σε ζνα 

ςφςτθμα CDMA, ςτο οποίο θ ορκογωνιότθτα του ςιματοσ των χρθςτϊν δεν 

εξαςφαλίηεται, ο ζλεγχοσ ιςχφοσ κρίνεται απαραίτθτοσ εξαςφαλίηοντασ 

αποδοτικότερθ χριςθ του διακζςιμου φάςματοσ και επικυμθτι ποιότθτα 

υπθρεςιϊν ςτουσ χριςτεσ. 

 Διαχείριςη ενζργειασ: Σε ζνα ςφςτθμα κινθτϊν επικοινωνιϊν, λόγω τθσ 

περιοριςμζνθσ διακζςιμθσ ιςχφοσ τθσ μπαταρίασ των κινθτϊν ςτακμϊν ι τθσ 

μικρότερθσ κατανάλωςθσ των ςτακμϊν βάςθσ, ο ζλεγχοσ ιςχφοσ βοθκάει ςτθν 

ςυνολικι μείωςθ τθσ κατανάλωςθσ του ςυςτιματοσ. 

 Διαχείριςη ςυνδζςεων: Λόγω τθσ αβεβαιότθτασ και τθσ χρονικισ μεταβολισ 

των αςφρματων καναλιϊν, ακόμα και ςε ζνα περιβάλλον με απουςία άλλων 

χρθςτϊν, ο δζκτθσ χρειάηεται να διατθρεί ζνα ελάχιςτο επίπεδο λαμβανόμενου 

ςιματοσ, ζτςι ϊςτε να διατθρθκεί θ ςφνδεςθ με τον ςτακμό βάςθσ και να 

εκτιμθκεί θ κατάςταςθ του καναλιοφ. Ο ζλεγχοσ ιςχφοσ βοθκάει ςτθν 

διατιρθςθ τθσ ςφνδεςθσ για μία τζτοια δεδομζνθ κατάςταςθ. 

Σε πολλά μοντζλα ελζγχου ιςχφοσ, θ περίπτωςθ τθσ κατανομισ ιςχφοσ τθσ άνω 

ηεφξθσ παρουςιάηει μεγαλφτερθ δυςκολία επίλυςθσ. Η κατανάλωςθ ιςχφοσ του 

ςτακμοφ βάςθσ, είναι μικρότερθσ ςθμαςίασ ςε ςχζςθ με τθν κατανάλωςθ ιςχφοσ 

των κινθτϊν ςτακμϊν. Επίςθσ θ ενδοκυψελικι παρεμβολι τθσ κάτω ηεφξθσ είναι 

πολφ μικρότερθ ςυγκριτικά με τθν άνω ηεφξθ, επειδι θ διατιρθςθ τθσ 

ορκογωνιότθτασ ςε όλουσ τουσ διαμοιραηόμενουσ πόρουσ, του ςυςτιματοσ των 

κινθτϊν ςτακμϊν μίασ κυψζλθσ ςτθν κάτω ηεφξθ, πετυχαίνεται εφκολα από τον 
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ςτακμό βάςθσ. Τζλοσ, οι κζςεισ των ςτακμϊν βάςθσ είναι ςτακερζσ και θ 

ενδοκυψελικι παρεμβολι δεν παρουςιάηει απότομεσ μεταβολζσ. 

2.1.1 Περιγραφό του ΢υςτόματοσ 

Θεωροφμε ζνα γενικό δίκτυο πολλϊν κυψελϊν, όπου  πλικοσ κινθτϊν ςτακμϊν 

πραγματοποιοφν ςυνδζςεισ με  ςτακμοφσ βάςθσ (Εικόνα 2.1). Υποκζτουμε ότι 

κάκε κινθτόσ ςτακμόσ, εξυπθρετείται από ζναν από τουσ υπάρχοντεσ ςτακμοφσ 

βάςθσ και ςυνεπϊσ πραγματοποιοφνται  λογικζσ ςυνδζςεισ. Με  ςυμβολίηουμε 

τον ςτακμό βάςθσ για τθ ςφνδεςθ . 

Παρεμβολή

Λογική 

ζύνδεζη i

MS1

BS1

MS2

BS2

BS3

 

Εικόνα 2.1: Παράδειγμα ενόσ δικτφου πολλϊν κυψελϊν ςτθν άνω ηεφξθ. 

Για ζνα ςφςτθμα CDMA ςυμβολίηουμε με  το ςφνολο των ςυνδζςεων, 

των οποίων θ εκπεμπόμενθ ιςχφσ παρουςιάηεται ωσ παρεμβολι ςτθ ςφνδεςθ . 

Ζςτω  το κζρδοσ διαδρομισ, από τον κινθτό ςτακμό  ςτο ςτακμό βάςθσ . Στθν 

(2.1) ορίηουμε  τον  πίνακα κζρδουσ ιςχφοσ , ο οποίοσ αναπαριςτά το κζρδοσ 

ιςχφοσ από τον κινθτό ςτακμό ςτον ςτακμό βάςθσ τθσ ςφνδεςθσ . 

  (2.1) 
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Αντίςτοιχα ςτθν (2.2) ορίηουμε τον κανονικοποιθμζνο πίνακα κερδϊν . 

  (2.2) 

Ζςτω  ο διαγϊνιοσ πίνακασ, ο οποίοσ αναπαριςτά τα κζρδθ 

των ςυνδζςεων του καναλιοφ που εξαρτϊνται από το . 

Επίςθσ ορίηουμε ωσ  τθν εκπεμπόμενθ ιςχφ του ςιματοσ, για τθ ςφνδεςθ , με το 

ςτακμό βάςθσ  όπου εξυπθρετείται. Ο δζκτθσ ςτθ ςφνδεςθ  λαμβάνει το ςιμα ωσ 

παρεμβολι ςτθ ςφνδεςθ , με ιςχφ . Ο κόρυβοσ ο οποίοσ 

προζρχεται από τισ υπόλοιπεσ ςυνδζςεισ και δεν αποτελεί παρεμβολι ςυμβολίηεται 

με . Η ςυνολικι παρεμβολι και ο κόρυβοσ  ςε ζνα ςτακμό βάςθσ, ο οποίοσ 

εξυπθρετεί τον κινθτό ςτακμό , δίνεται από τθν (2.3). [12] 

  (2.3) 

Η (2.3) μπορεί να γραφτεί ςε μορφι πίνακα ωσ 

  (2.4) 

Η τιμι του SIR, θ οποία πετυχαίνεται από τθ ςφνδεςθ  είναι 

  (2.5) 

Ιςοδφναμα ςε μορφι πίνακα είναι  

  (2.6) 

2.1.2 Περιοριςμού 

Υπάρχουν διάφοροι περιοριςμοί ςτθν επίλυςθ των προβλθμάτων ελζγχου ιςχφοσ. 

Ζνασ περιοριςμόσ είναι οι τεχνολογικζσ δυνατότθτεσ του ςυςτιματοσ ι οι νομικζσ 

ςυνκικεσ οι οποίεσ οριοκετοφν ζνα τθλεπικοινωνιακό ςφςτθμα. Τζτοιοι περιοριςμοί 

μποροφν να κεωρθκοφν θ ςυνολικι ιςχφσ εκπομπισ, θ μζγιςτθ εκπεμπόμενθ ιςχφσ 

κάκε χριςτθ, θ παρεμβολι ζναντι του κερμικοφ κορφβου (IOR) και το SIR ζναντι του 

κερμικοφ κορφβου (ROT). 

Επίςθσ ζνασ άλλοσ περιοριςμόσ βαςίηεται, ςε κάποιεσ «απαιτιςεισ» που 

διαμορφϊνονται για ζναν παίκτθ. Εάν για παράδειγμα δφο κινθτοί ςτακμοί 

βρίςκονται ςτθν ίδια κυψζλθ κα πρζπει να λαμβάνουν το ίδιο SIR, αλλά αυτι είναι 

μία απαίτθςθ θ οποία δεν είναι πάντα εφικτι. 
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Τζλοσ, υπάρχει περιοριςμόσ ςτθν επίτευξθ ενόσ επικυμθτοφ επιπζδου QoS, ο 

οποίοσ ςχετίηεται πολφ ςτενά με τον εφικτό χϊρο επίτευξθσ του SIR. 

2.1.3 Προςϋγγιςη τησ Λύςησ 

Υπάρχουν δφο προςεγγίςεισ ςυναρτιςεων, για τθν επίτευξθ του ςκοποφ του 

ελζγχου ιςχφοσ. Η μία προςζγγιςθ αφορά τθν δθμιουργία μίασ ςυνάρτθςθσ 

ευχαρίςτθςθσ θ οποία βαςίηεται ςτθν ποιότθτα των υπθρεςιϊν που απολαμβάνει ο 

χριςτθσ, ενϊ θ άλλθ ςτθν κοςτολόγθςθ των χρθςιμοποιοφμενων πόρων. 

Η ςυνάρτθςθ κόςτουσ για τθ χριςθ των πόρων του ςυςτιματοσ, είναι ςυνικωσ μία 

κυρτι ςυνάρτθςθ  του αντίςτοιχου πόρου του ςυςτιματοσ. Μία τζτοια ςυνάρτθςθ 

κα μποροφςε να ιταν μία γραμμικι ςυνάρτθςθ τθσ εκπεμπόμενθσ ιςχφοσ. 

Η προςζγγιςθ τθσ ςυνάρτθςθσ ευχαρίςτθςθσ παρουςιάηει μεγαλφτερθ 

πολυπλοκότθτα. Η πιο γενικευμζνθ περίπτωςθ είναι μία ςυνάρτθςθ ευχαρίςτθςθσ 

, όπου  είναι ζνα διάνυςμα μετροφμενων μεγεκϊν του ςυςτιματοσ. Το  

μπορεί να αναπαριςτά, για ζναν κινθτό ςτακμό, τον ρυκμό αποςτολισ του ι τθν 

κακυςτζρθςθ, αλλά πάντα αυτά τα μεγζκθ με τθ ςειρά τουσ είναι ςυνάρτθςθ τθσ 

ιςχφοσ ι κάποιασ άλλθσ μεταβλθτισ, θ οποία αποτελεί αντικείμενο βελτιςτοποίθςθσ 

ενόσ ςυγκεκριμζνου μοντζλου ελζγχου ιςχφοσ. 

Κάποιεσ φορζσ αυτζσ οι δφο προςεγγίςεισ ςυνδυάηονται ςε μία ςυνάρτθςθ, όπωσ θ 

διαφορά τθσ ςυνάρτθςθσ ευχαρίςτθςθσ με τθν εκπεμπόμενθ ιςχφ (*8+,*10+). 

2.2 Έλεγχοσ Ιςχύοσ με ΢ταθερό SIR 

Ζνα μεγάλο μζροσ τθσ βιβλιογραφίασ ζχει αςχολθκεί με λφςεισ ςε ζνα βαςικό 

πρόβλθμα ελζγχου ιςχφοσ, όπου κατά τθν μοντελοποίθςθ θ εκπεμπόμενθ ιςχφσ 

είναι θ μόνθ μεταβλθτι και ο περιοριςμόσ ο οποίοσ τίκεται, είναι να υπάρχει 

ςφγκλιςθ ςε ζνα κοινό SIR. Μζςω τθσ μοντελοποίθςθσ αυτισ, γίνεται προςπάκεια 

ελαχιςτοποίθςθσ τθσ ςυνολικισ εκπεμπόμενθσ ιςχφοσ. Η λφςθ αυτι είναι 

κατάλλθλθ για δίκτυα φωνισ, χαμθλοφ φόρτου. Η λφςθ που κα δοφμε κα μασ 

απαςχολιςει και ςε επόμενα κεφάλαια όπου θ προςζγγιςθ παρόμοιου 

προβλιματοσ μελετάται μζςω τθσ κεωρίασ παιγνίων. 

Θεωροφμε ζνα ςφςτθμα ςτο οποίο οι ιςχφσ των χρθςτϊν είναι μεταβαλλόμενεσ και 

πρζπει θ επιλογι τουσ να ικανοποιεί τον περιοριςμό ενόσ κοινοφ SIR, μεταξφ των 

χρθςτϊν, για τα ελάχιςτα δυνατά επίπεδα ιςχφοσ. Στθν (2.7) προτείνεται ζνασ 

κατανεμθμζνοσ αλγόρικμοσ ελζγχου ιςχφοσ (DPC), ο οποίοσ αναλαμβάνει τθν 

ςφγκλιςθ των χρθςτϊν ςε ζνα κοινό SIR με τιμι και τθν ελαχιςτοποίθςθ τθσ 

ςυνολικισ εκπεμπόμενθσ ιςχφοσ. 



44 
 

  (2.7) 

Στον επαναλθπτικό αλγόρικμο τθσ (2.7), το  και το  

αντιπροςωπεφει το λαμβανόμενο SIR τθσ  επανάλθψθσ, για κάκε χριςτθ . Η 

παρακολοφκθςθ του SIR και θ ανάκεςθ τθσ ιςχφοσ είναι ανεξάρτθτθ και αςφγχρονθ, 

για το λόγο αυτό ο αλγόρικμοσ είναι κατανεμθμζνοσ. Ο κάκε χριςτθσ  αυξάνει τθν 

ιςχφ του, όταν θ τιμι του  είναι μικρότερθ από τθν επικυμθτι τιμι ι 

αντίςτοιχα ςε άλλθ περίπτωςθ τθν ελαττϊνει. Ο αλγόρικμοσ ςυγκλίνει ςε ζνα 

βζλτιςτο διάνυςμα ιςχφων , όταν το  και ικανοποιεί τθ ςχζςθ 

, όπου  ο ταυτοτικόσ πίνακασ και 

  (2.8) 

Τα κζματα τα οποία τίκενται, είναι θ φπαρξθ ενόσ διανφςματοσ ιςχφων το οποίο κα 

πετυχαίνει τον ςτόχο του κοινοφ SIR και θ ςφγκλιςθ του ςε αποδοτικά 

αποτελζςματα. 

Για τθν φπαρξθ ενόσ διανφςματοσ ιςχφοσ, το οποίο κα αποδίδει κοινό SIR ςτουσ 

χριςτεσ του δικτφου, ιςχφει ιςοδφναμα: 

1. Να υπάρχει ζνα διάνυςμα ιςχφοσ  τζτοιο ϊςτε . 

2. . 

3. Η  υπάρχει και τα ςτοιχεία τθσ είναι κετικά, με  

  (2.9) 

Εάν υποκζςουμε ότι το SIR είναι εφικτό, τότε το  είναι εφικτό 

και ο DPC αλγόρικμοσ ςυγκλίνει ςε μία λφςθ ελαχιςτοποίθςθσ τθσ ιςχφοσ. Δθλαδι 

για κάκε λφςθ  ιςχφει ότι .[12] 

2.3 Έλεγχοσ Ιςχύοσ με Μεταβλητό SIR 

Για τον ζλεγχο ιςχφοσ ςε ζνα δίκτυο ςτο οποίο παρατθρείται μεγάλοσ φόρτοσ, θ 

ςφγκλιςθ ςε ζνα κοινό SIR παρουςιάηει δυςκολίεσ ωσ προσ τθν εφαρμογι τθσ. 

Υψθλότερεσ τιμζσ του SIR, υποδθλϊνουν υψθλότερουσ ρυκμοφσ μετάδοςθσ 

δεδομζνων και πικανϊσ μεγαλφτερθ αξιοπιςτία ςτο ςφςτθμα. Ζνα δίκτυο μπορεί να 

βελτιςτοποιιςει τθν ανάκεςθ του SIR του, ανάλογα με τθν κίνθςθ και τισ ςυνκικεσ 

που επικρατοφν ςτο κανάλι. Στα ςφγχρονα δίκτυα όπου οι πολιτικζσ παροχισ 

ποιότθτασ υπθρεςιϊν μποροφν να διαφζρουν μεταξφ των χρθςτϊν, το μεταβλθτό 

SIR ωσ δείκτθσ ποιότθτασ υπθρεςιϊν, μπορεί να δϊςει λφςει ςτθν απαίτθςθ αυτι. 
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Στο μεγαλφτερο κομμάτι τθσ βιβλιογραφίασ, οι λφςεισ για ζλεγχο ιςχφοσ 

μεταβλθτοφ SIR αφοροφν ζνα ςυνδυαςτικό πρόβλθμα ανάκεςθσ του SIR και 

ελζγχου ιςχφοσ. Μία προςζγγιςθ για τθν επίτευξθ διαφορετικϊν SIR ανάμεςα ςτουσ 

κινθτοφσ ςτακμοφσ, είναι θ αυτόνομθ προςπάκεια μεγιςτοποίθςθσ τθσ ςυνάρτθςθσ 

ευχαρίςτθςθσ χωρίσ να υπολογίηονται άλλα κριτιρια του δικτφου. Η κατανεμθμζνθ 

αυτι υλοποίθςθ αποτελεί μία προςζγγιςθ του ελζγχου ιςχφοσ με τθ χριςθ τθσ 

κεωρίασ παιγνίων, τθν οποία μελετάμε ςτθν Ενότθτα 3.2.2. Μία άλλθ προςζγγιςθ 

αφορά τθν κατανομι του SIR βαςιηόμενοι ςτθν μεγιςτοποίθςθ τθσ ευχαρίςτθςθσ 

των χρθςτϊν, μζςω τθσ διαχείριςθσ του ρυκμοφ μετάδοςθσ από ζνα κεντρικό 

αλγόρικμο. Τα αποτελζςματα τα οποία παρουςιάηονται ζχουν τρεισ εκδοχζσ. Η μία 

εκδοχι αφορά τθν κατανεμθμζνθ και βζλτιςτθ λφςθ, ςτθν ειδικι περίπτωςθ του 

ςτακεροφ SIR. Η άλλθ εκδοχι αφορά μία βζλτιςτθ αλλά ςυγκεντρωτικι λφςθ, θ 

οποία απαιτεί τον γενικό κακοριςμό των παραγόντων βελτιςτοποίθςθσ, μεταξφ των 

κυψελϊν του ςυςτιματοσ. Τζλοσ θ τρίτθ προςζγγιςθ δίνει μθ βζλτιςτεσ λφςεισ, 

βαςιηόμενθ ςτθν επιλογι τθσ ιςχφοσ από τουσ κινθτοφσ ςτακμοφσ. 

Η λφςθ μζςω ενόσ κυρτοφ ςυνόλου εφικτϊν SIR μπορεί να δϊςει αποτελζςματα 

βζλτιςτα για το SIR και τθν ιςχφ. Για ζνα δεδομζνο ςφνολο εφικτϊν SIR διανυςμάτων 

 το βζλτιςτο SIR  του ςυνόλου αυτοφ ορίηεται ωσ 

. Ζςτω  και  τα μζγιςτα διανφςματα 

παρεμβολϊν και ιςχφοσ αντίςτοιχα. Ορίηουμε τα αντίςτοιχα υποςφνολα των 

εφικτϊν διανυςμάτων SIR, ωσ 

 

 

Για , το πρόβλθμα τθσ ανάκεςθσ του βζλτιςτου SIR, προχποκζτει τθν 

μεγιςτοποίθςθ τθσ ςυνολικισ ευχαρίςτθςθσ  με περιοριςμό  και 

μεταβλθτζσ τα  και  . 

Αντίςτοιχα για , το πρόβλθμα τθσ ανάκεςθσ του βζλτιςτου SIR, 

προχποκζτει τθν μεγιςτοποίθςθ τθσ ςυνολικισ ευχαρίςτθςθσ  με 

περιοριςμό  και μεταβλθτζσ τα  και  . 

2.4 ΢υνδυαςτικόσ Έλεγχοσ Ιςχύοσ με Ανϊθεςη ΢ταθμού Βϊςησ 

Τα ςυςτιματα τα οποία μελετιςαμε μζχρι ςτιγμισ, δεν ανταποκρινόταν ςτθν 

πραγματικότθτα. Ο λόγοσ είναι ότι οι ςτακμοί βάςθσ και τα διακζςιμα κανάλια 

μποροφν να ανατεκοφν ςε ζναν κινθτό ςτακμό, όταν κινείται μζςα ςτο δίκτυο, 

ακόμα και κατά τθν διάρκεια μίασ κλιςθσ. Επίςθσ, θ διαχείριςθ τθσ ςφνδεςθσ κα 

μποροφςε να κεωρθκεί ζνασ ακόμα πόροσ, ο οποίοσ κα μποροφςε να 

μοντελοποιθκεί και να βελτιϊςει τα αποτελζςματα του ελζγχου ιςχφοσ. 
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Η προςζγγιςθ, για τθν μοντελοποίθςθ του προβλιματοσ του ςυνδυαςμοφ ελζγχου 

ιςχφοσ και ανάκεςθσ ςτακμοφ βάςθσ, ζχει δφο εκδοχζσ. Τθν ελαχιςτοποίθςθ τθσ 

εκπεμπόμενθσ ιςχφσ για ςτακερό SIR ι τθν μεγιςτοποίθςθ τθσ ευχαρίςτθςθσ του 

χριςτθ για μεταβλθτό SIR. 

Για τθν περίπτωςθ τθσ άνω ηεφξθσ, για ςτακερό SIR, ο ςτόχοσ είναι ο κακοριςμόσ 

τθσ ανάκεςθσ του ςτακμοφ βάςθσ, ο οποίοσ ελαχιςτοποιεί τθν απαιτοφμενθ 

εκπεμπόμενθ ιςχφ  , για τθν επίτευξθ ενόσ ςτακεροφ SIR ςε κάκε ςφνδεςθ. 

Το  είναι θ ςυνάρτθςθ του SIR για κάκε κινθτό ςτακμό , όπου εξαρτάται 

από τθν κατανομι ιςχφοσ  και τθν ανάκεςθ των ςτακμϊν βάςθσ . Ο 

αλγόρικμοσ που ζχει προτακεί, είναι ανάλογοσ του DPC και αποδεικνφεται ότι 

ςυγκλίνει ςε βζλτιςτα αποτελζςματα. [12] 

Επίςθσ υπάρχει θ περίπτωςθ, τθσ μεγιςτοποίθςθσ τθσ ςυνολικισ ευχαρίςτθςθσ των 

κινθτϊν ςτακμϊν, . Η μοντελοποίθςθ του προβλιματοσ, είναι αντίςτοιχθ 

του μεταβλθτοφ SIR τθσ ενότθτασ 2.3. Οι περιοριςμοί οι οποίοι τίκενται είναι 

, το διάνυςμα ιςχφων  και . Οι μεταβλθτζσ 

του προβλιματοσ είναι τα διανφςματα . Το ςυγκεκριμζνο μοντζλο ελζγχου 

ιςχφοσ παρουςιάηει δυςκολίεσ ςτθν εφρεςθ λφςθσ λόγω τθσ φπαρξθσ μίασ ακόμα 

παραμζτρου, για τθν αντιςτοίχιςθ των ςτακμϊν βάςθσ. Στθν Ενότθτα 3.2.4 κα 

δοφμε λφςεισ για το ςυγκεκριμζνο πρόβλθμα μζςω τθσ παιγνιοκεωρθτικισ 

μοντελοποίθςθσ του προβλιματοσ.  

2.5 Έλεγχοσ ιςχύοσ και UMTS 

To UMTS ζχει, ςε ςχζςθ με το GSM, μεγαλφτερθ ανάγκθ αντιμετϊπιςθσ του 

προβλιματοσ κοντινισ μακρινισ απόςταςθσ. Ζνασ κινθτόσ ςτακμόσ κοντά ςτον 

κόμβο Β, ο οποίοσ εκπζμπει ςτθν ίδια ιςχφ με ζναν άλλο και βρίςκεται ςτα όρια τθσ 

κυψζλθσ, πικανότατα κα μπλοκάρει τον τελευταίο. Για τθ διατιρθςθ αξιόπιςτθσ 

ςφνδεςθσ ςε όλουσ τουσ κινθτοφσ ςτακμοφσ, θ λαμβανόμενθ ιςχφσ ςτον κόμβο Β κα 

πρζπει να είναι περίπου θ ίδια. Αυτό ςθμαίνει ότι οι απϊλειεσ διάδοςθσ μεταξφ του 

κινθτοφ ςτακμοφ και του κόμβου Β, κα πρζπει να υπολογίηονται. Σε ζνα ιδανικό 

περιβάλλον, αυτόσ και μόνοσ ο παράγοντασ κα ιταν ικανοποιθτικόσ, αλλά τα 

πραγματικά περιβάλλοντα είναι ςπανίωσ ιδανικά. Οι ςυνκικεσ του διαφλου 

μεταβάλλονται ςτιγμιαία αλλά και μακροπρόκεςμα. Βάςθ αυτϊν των 

χαρακτθριςτικϊν του ςυςτιματοσ, μπορεί να γίνει κατανοθτι θ χριςθ των τριϊν 

μθχανιςμϊν ελζγχου ιςχφοσ ςτο UMTS. 

Ζλεγχοσ ιςχφοσ ανοικτοφ βρόχου: Ο ζλεγχοσ ιςχφοσ ανοικτοφ κυκλϊματοσ, 

ςυνδζεται άμεςα με τισ απϊλειεσ διάδοςθσ. Ο ζλεγχοσ αυτόσ δεν εμπεριζχει 

ανατροφοδότθςθ, αλλά απλά ορίηει τθν αρχικι ιςχφ ςτθν οποία ο κινθτόσ ςτακμόσ 
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κα πρζπει να εκπζμψει. Αυτι θ αρχικι ρφκμιςθ πραγματοποιείται μζςω τθσ RRC 

ςθματοδοςίασ, ςτουσ κινθτοφσ ςτακμοφσ και το RNC. 

Ζλεγχοσ ιςχφοσ εξωτερικοφ βρόχου: Ο ζλεγχοσ ιςχφοσ εξωτερικοφ βρόχου, 

ςχετίηεται με τισ μακροπρόκεςμεσ μεταβολζσ του καναλιοφ. Αρχικά ορίηεται ζνα SIR 

αναφοράσ· εάν το λαμβανόμενο SIR είναι μικρότερο από το SIR αναφοράσ, θ 

εκπεμπόμενθ ιςχφσ πρζπει να αυξθκεί, αλλιϊσ πρζπει να ελαττωκεί. Στθν πράξθ θ 

επικυμθτι ποιότθτα υπθρεςιϊν τθσ κάτω ηεφξθσ, κακορίηεται από το BLER (block 

error ratio) του καναλιοφ μετάδοςθσ. Το BLER μπορεί να ςυςχετιςτεί με το 

επικυμθτό SIR. Εάν το λαμβανόμενο SIR είναι μικρότερο του επικυμθτοφ, τότε το 

BLER είναι πιο πικανό να μθν ςυμβαδίηει. Εναλλακτικά, εάν το BLER είναι 

μεγαλφτερο του επικυμθτοφ, θ εκπεμπόμενθ ιςχφσ κα πρζπει να αυξθκεί. Ο ζλεγχοσ 

αυτόσ πραγματοποιείται ςτον κινθτό ςτακμό και το RNC. Είναι επίςθσ γνωςτόσ ωσ 

αργόσ ζλεγχοσ ιςχφοσ κλειςτοφ βρόχου και πραγματοποιείται με ρυκμό 

. 

Ζλεγχοσ ιςχφοσ εςωτερικοφ βρόχου: Ο ζλεγχοσ ιςχφοσ εςωτερικοφ βρόχου είναι 

επίςθσ γνωςτόσ και ωσ ταχφσ ζλεγχοσ ιςχφοσ κλειςτοφ βρόχου, διότι 

πραγματοποιείται με ρυκμό ,  ϊςτε να αποτρζψει τα φαινόμενα ταχζων 

διαλείψεων (fast fading). Ο ζλεγχοσ ιςχφοσ αυτόσ πραγματοποιείται ςτον κινθτό 

ςτακμό και τον κόμβο Β. Ενϊ ο ζλεγχοσ ιςχφοσ εξωτερικοφ βρόχου ορίηεται ςε 

επίπεδα RRC και εκτελείται ςτο Επίπεδο 1, ο ταχφσ ζλεγχοσ ιςχφοσ 

πραγματοποιείται ςτο Επίπεδο 1 με ςκοπό να πετφχει το επικυμθτό BLER, το οποίο 

ορίηεται από τον ζλεγχο εξωτερικοφ βρόχου. Η επίδραςθ του ελζγχου αυτοφ, είναι 

ότι ακόμα και ςε ζνα κανάλι με διαλείψεισ, θ λαμβανόμενθ ιςχφσ διατθρείται 

ςτακερι ζτςι ϊςτε να επιτευχκεί το επικυμθτό BLER. 

Ο ταχφσ ζλεγχοσ ιςχφοσ είναι ςθμαντικόσ για τθ διατιρθςθ των παρεμβολϊν ςε 

χαμθλά επίπεδα και τθν αφξθςθ τθσ χωρθτικότθτασ του καναλιοφ. Χωρίσ αυτόν, θ 

εκπεμπόμενθ ιςχφσ κα ζπρεπε να ιταν μεγαλφτερθ για να πετφχουμε τα επικυμθτά 

επίπεδα υπθρεςιϊν. Το κζρδοσ από τον ζλεγχο αυτό, είναι τθσ τάξεωσ των  

ςτον δζκτθ, για μικρζσ ταχφτθτεσ των κινθτϊν ςτακμϊν, ομιλία , interleaving 

 και διαφοριςμό κεραίασ. Το κζρδοσ είναι μικρότερο ςτον πομπό και για 

μεγαλφτερεσ ταχφτθτεσ. 

Το πρόβλθμα με τον ταχφ ζλεγχο ιςχφοσ, είναι οι εκλάμψεισ ςτθν ιςχφ όταν 

παρουςιάηονται βακιζσ διαλείψεισ. Μπορεί να είναι απαραίτθτοσ για τθν ςφνδεςθ, 

αλλά παρουςιάηονται επίςθσ παρεμβολζσ ςτισ γειτονικζσ κυψζλεσ όπου οι κινθτοί 

ςτακμοί μπορεί να μθν παρουςιάηουν δυςμενείσ ςυνκικεσ ςτο κανάλι τουσ. 

Γνωρίηοντασ το γεγονόσ αυτό, ο ρυκμόσ του ταχφ ελζγχου ιςχφοσ μπορεί να 

ρυκμιςτεί ανάλογα με τισ ανάγκεσ του ςυςτιματοσ.  
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Κεφϊλαιο 3: 
Θεωρία Παιγνίων και Αςύρματεσ 
Επικοινωνίεσ 

Η Θεωρία Ραιγνίων όπωσ ζχουμε δει, μελετάει τθν αλλθλεπίδραςθ ανεξάρτθτων 

χρθςτϊν. Σε ζνα ςφγχρονο ςφςτθμα αςφρματων επικοινωνιϊν, κάκε κόμβοσ 

ακολουκεί ζνα κατανεμθμζνο πρωτόκολλο και πρζπει να λάβει τισ αποφάςεισ του, 

ςφμφωνα με τισ γνωςτζσ πλθροφορίεσ για τα χαρακτθριςτικά του δικτφου, τθ 

δεδομζνθ ςτιγμι. Αυτζσ οι αποφάςεισ μπορεί να περιορίηονται από τουσ κανόνεσ 

των αλγορίκμων ι των πρωτοκόλλων, αλλά κάκε κόμβοσ κα ζχει πικανϊσ κάποιο 

δικαίωμα να παρεκκλίνει ςτθ ρφκμιςθ των παραμζτρων ι τον τρόπο λειτουργίασ 

του ςυςτιματοσ. Αυτοί οι κόμβοι τότε είναι αντίςτοιχοι των αυτόνομων παικτϊν, 

παίρνοντασ αποφάςεισ για τθ λειτουργία τουσ, όπωσ για παράδειγμα τθν ιςχφ 

εκπομπισ τουσ. 

Στθ λιψθ τζτοιων αποφάςεων, ο κάκε κόμβοσ ενδιαφζρεται για τθ βελτιςτοποίθςθ 

κάποιων παραμζτρων του ςυςτιματοσ. Σε κάποιεσ περιπτϊςεισ, οι κόμβοι 

αναηθτοφν τθ βελτίωςθ του δικτφου ςτο ςφνολο του. Σε άλλεσ περιπτϊςεισ, οι 

κόμβοι μπορεί να ςυμπεριφζρονται εγωιςτικά και να ενδιαφζρονται μόνο για τθ 

βελτίωςθ των ιδίων. Τζλοσ, οι κόμβοι μποροφν να ςυμπεριφζρονται καταςτροφικά 

και να ενδιαφζρονται για τθν επιδείνωςθ των επιδόςεων του δικτφου. Στθ δεφτερθ 

και τθν τρίτθ περίπτωςθ, θ ςυνειςφορά τθσ κεωρίασ παιγνίων μπορεί να είναι 

αποτελεςματικι, λόγω του γεγονότοσ ότι αςχολείται με καταςτάςεισ ςτισ οποίεσ 

ςυγκροφονται τα ςυμφζροντα των παικτϊν. Ακόμα και ςτθν πρϊτθ περίπτωςθ, ςτθν 

οποία οι παίκτεσ ζχουν κοινοφσ ςκοποφσ υπζρ τθσ καλφτερθσ λειτουργίασ του 

δικτφου, κα υπάρχουν καταςτάςεισ ςφγκρουςθσ όταν κα πρζπει να παρκοφν 

αποφάςεισ, για τθν καλφτερθ επιλογι ςε μία δεδομζνθ ςτιγμι. 

3.1 Μϋθοδοι Εφαρμογόσ και ΢φϊλματα 

Υπάρχουν διάφορεσ «παγίδεσ» κατά τθν εφαρμογι τθσ κεωρίασ παιγνίων, για τθ 

λφςθ ενόσ προβλιματοσ των αςφρματων επικοινωνιϊν. Ζνα βαςικό ερϊτθμα είναι, 

πότε ζνα πρόβλθμα είναι ζνα απλό πρόβλθμα βελτιςτοποίθςθσ ι ζνα παίγνιο. Ζνα 

πρόβλθμα είναι παίγνιο, μόνο όταν πολλοί χριςτεσ ζχουν ρόλο ςτθ λιψθ 

αποφάςεων. Συνεπϊσ όταν υπάρχει ζνασ χριςτθσ ι δεν είναι εφικτό να 

προςδιοριςτοφν οι παίκτεσ του παιγνίου, είναι προτιμότερο να χρθςιμοποιθκεί μία 

τεχνικι βελτιςτοποίθςθσ. 
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Ζνα άλλο κοινό λάκοσ ςτισ εφαρμογζσ τθσ κεωρίασ παιγνίων είναι θ ςφγχυςθ ςτθ 

χριςθ των δφο βαςικϊν κεωριϊν, τθσ ςυνεργατικισ και τθσ μθ ςυνεργατικισ 

κεωρίασ παιγνίων. Οι περιςςότερεσ εφαρμογζσ πραγματοποιοφνται με τθ χριςθ τθσ 

πιο διαδεδομζνθσ από τισ δφο κεωρίεσ, τθσ μθ ςυνεργατικισ κεωρίασ παιγνίων. 

Ραρόλα αυτά υπάρχει ζνα μικρό μζροσ τθσ ζρευνασ, το οποίο αςχολείται με 

εφαρμογζσ τθσ κεωρίασ παιγνίων ςτισ αςφρματεσ επικοινωνίεσ, βαςιηόμενθ ςτθ 

ςυνεργατικι κεωρία παιγνίων (*15+). Μολονότι και οι δφο προςεγγίςεισ παρζχουν 

λφςεισ ςε διάφορα κζματα των αςφρματων επικοινωνιϊν, κεωρείται δφςκολο και 

χρειάηεται ιδιαίτερθ προςοχι ςτο ςυνδυαςμό των δφο κεωριϊν, αν και υπάρχουν 

μοντζλα που ζχουν προτακεί και ςυνδυάηουν τισ δφο κεωρίεσ (*16+). 

Τζλοσ το πιο κοινό πρόβλθμα το οποίο παρουςιάηεται ςτθν εφαρμογι τθσ κεωρίασ 

παιγνίων ςτισ αςφρματεσ επικοινωνίεσ, είναι ο ςωςτόσ προςδιοριςμόσ του παιγνίου 

και των ςτοιχείων του. Τζτοια κζματα τα οποία κα μασ απαςχολιςουν και ςτο 

επόμενο κεφάλαιο, είναι ο προςδιοριςμόσ των παικτϊν και των ενεργειϊν τουσ, ο 

ςχεδιαςμόσ τθσ ςυνάρτθςθσ ευχαρίςτθςθσ, θ φπαρξθ ιςορροπίασ Nash και θ 

μοναδικότθτα τθσ, κακϊσ και θ βζλτιςτθ απόδοςθ αυτισ τθσ υλοποίθςθσ. 

Επίςθσ υπάρχουν δφο προςεγγίςεισ για τθν εφαρμογι τθσ κεωρίασ παιγνίων ςτισ 

αςφρματεσ επικοινωνίεσ. Στθν πρϊτθ περίπτωςθ, εξετάηεται θ μοντελοποίθςθ των 

πραγματικϊν προτιμιςεων των παικτϊν, μζςω τθσ ςυνάρτθςθσ ευχαρίςτθςθσ τουσ. 

Σε γενικζσ γραμμζσ, δεν είναι πάντα εφκολο να αναγνωριςτοφν και να αποτυπωκοφν 

οι προτιμιςεισ των παικτϊν. Επίςθσ δεν είναι εφκολο να αποτυπωκοφν οι 

προτιμιςεισ των παικτϊν, ςε μία ςυνάρτθςθ ευχαρίςτθςθσ, διότι υπάρχει 

περίπτωςθ να διαφζρουν μεταξφ των παικτϊν. Η δθμιουργία διαφορετικϊν 

ςυναρτιςεων ευχαρίςτθςθσ προςαρμοςμζνεσ ςτισ προτιμιςεισ των παικτϊν, δεν 

επιφζρει πάντα λφςθ ςτο πρόβλθμα, διότι το πιο πικανό είναι να μθν είναι εφικτι θ 

απόδειξθ φπαρξθσ ιςορροπίασ ςτο παίγνιο. Για το λόγο αυτό κρίνεται απαραίτθτθ, θ 

ςυμπερίλθψθ κάποιων υποκζςεων, ϊςτε να μπορζςουμε να λάβουμε κάποια 

αποτελζςματα. 

Στθ δεφτερθ περίπτωςθ, υποκζτουμε ότι είναι δυνατόσ ο προγραμματιςμόσ των 

ςυςκευϊν του ςυςτιματοσ, ϊςτε να επικυμοφν τθ μεγιςτοποίθςθ μίασ επιλεγμζνθσ 

ςυνάρτθςθσ ευχαρίςτθςθσ. Εφόςον θ επιλογι είναι δικι μασ, μποροφμε να 

επιλζξουμε οποιαδιποτε ςυνάρτθςθ ευχαρίςτθςθσ επικυμοφμε. Το ςθμαντικό 

μζροσ αυτισ τθσ προςζγγιςθσ είναι θ αιτιολόγθςθ τθσ επιλογισ μίασ ςυγκεκριμζνθσ 

και αποδοτικισ ςυνάρτθςθσ ευχαρίςτθςθσ. Θεωρείται πιο εφκολθ προςζγγιςθ από 

τθν περίπτωςθ δθμιουργίασ μίασ ςυνάρτθςθσ ευχαρίςτθςθσ, θ οποία 

ανταποκρίνεται ςτα υπάρχοντα χαρακτθριςτικά του ςυςτιματοσ, αλλά εμπεριζχει 

δυςκολίεσ κατά τον ςχεδιαςμό. 



50 
 

3.2 Έλεγχοσ Ιςχύοσ ςε CDMA ΢υςτόματα 

Ο ζλεγχοσ ιςχφοσ και θ κεωρία παιγνίων ζχουν εφαρμογι ςε διάφορα αςφρματα 

ςυςτιματα επικοινωνιϊν, όπωσ ςε CDMA ςυςτιματα, OFDMA, Ad-Hoc δίκτυα, 

εφαρμογζσ ςε ςυςτιματα MIMO κακϊσ επίςθσ και ςε ςφγχρονα Cognitive δίκτυα. Η 

μελζτθ και ανάλυςθ τθσ βιβλιογραφίασ όλων των παραπάνω ςυςτθμάτων, ξεφεφγει 

από τα όρια τθσ παροφςασ διπλωματικισ εργαςίασ· ςυνεπϊσ κα μελετιςουμε τθν 

εφαρμογι του ελζγχου ιςχφοσ με τθ χριςθ τθσ κεωρίασ παιγνίων ςε ςυςτιματα 

CDMA, για τα οποία ζχουν προτακεί αρκετζσ λφςεισ και αποτζλεςαν το πρϊτο πεδίο 

των αςυρμάτων δικτφων, όπου προτάκθκαν παιγνιοκεωρθτικζσ λφςεισ ελζγχου 

ιςχφοσ. 

Ο ζλεγχοσ ιςχφοσ ςε αςφρματα ςυςτιματα επικοινωνιϊν, είναι μία από τισ 

εφαρμογζσ οι οποίεσ ανταποκρίνονται ςτισ προχποκζςεισ φπαρξθσ παιγνίου και 

επομζνωσ μποροφν να εφαρμοςτοφν οι αρχζσ τθσ  κεωρίασ παιγνίων για τθ λφςθ 

τθσ. Στισ μοντελοποιιςεισ αυτζσ υπάρχουν τρία βαςικά ςτοιχεία τα οποία 

προζρχονται και από το χϊρο τθσ κεωρίασ παιγνίων και πρζπει να προςδιοριςτοφν. 

Ζνα ςφνολο παικτϊν , ζνα εφικτό πεδίο ενεργειϊν  (ι ςτρατθγικϊν  μιασ και κα 

μιλιςουμε μόνο για κακαρζσ ςτρατθγικζσ) και μία ςυνάρτθςθ ευχαρίςτθςθσ  για 

κάκε παίκτθ. Ζπειτα τίκενται κζματα φπαρξθσ τθσ ιςορροπίασ Nash και τθσ 

μοναδικότθτασ τθσ, κακϊσ και το περικϊριο βελτίωςθσ του ςυςτιματοσ. 

Η εφρεςθ τθσ ςυνάρτθςθσ ευχαρίςτθςθσ, αποτελεί ζνα από τα δυςκολότερα 

κζματα. Μία ςυνθκιςμζνθ προςζγγιςθ, είναι θ ςυνάρτθςθ ευχαρίςτθςθσ να 

αποτελεί μία ςυνάρτθςθ του SIR και τθσ εκπεμπόμενθσ ιςχφσ. Το SIR είναι μία 

ςυνάρτθςθ τθσ ιςχφοσ του παίκτθ και τθσ εκπεμπόμενθσ ιςχφσ των υπόλοιπων 

παικτϊν ςτθν κυψζλθ. Πταν ζνασ παίκτθσ αυξιςει τα επίπεδα ιςχφοσ εκπομπισ του, 

κα αυξιςει το SIR του, αλλά κα μειϊςει ταυτόχρονα το SIR των υπολοίπων. Επίςθσ θ 

αφξθςθ ιςχφοσ κα επιφζρει και μεγαλφτερθ κατανάλωςθ ενζργειασ ςτον χριςτθ, το 

οποίο ςυνεπάγεται και μείωςθ τθσ διάρκειασ παροχισ ενζργειασ από τισ μπαταρίεσ 

των κινθτϊν ςτακμϊν. 

Αυτζσ οι ςυνκικεσ ικανοποιοφν τισ απαιτιςεισ τθσ κεωρίασ παιγνίων ϊςτε να 

χαρακτθρίςουμε τον ζλεγχο ιςχφοσ ωσ παίγνιο. Το ςφςτθμα το οποίο δθμιουργείται, 

αποτελείται από κόμβουσ – παίκτεσ οι οποίοι επικυμοφν τθν αφξθςθ τθσ ιςχφοσ του, 

με πρόκεςθ να επιφζρουν βελτίωςθ ςτο SIR τουσ. Οι πολλαπλοί όμωσ κόμβοι οι 

οποίοι υπάρχουν ςε ζνα ςφςτθμα και θ ςφνδεςθ των ςυμφερόντων τουσ, 

δθμιουργοφν μία κατάςταςθ θ οποία ςαφϊσ και μπορεί να κεωρθκεί ωσ παίγνιο. 

Επίςθσ, ζνασ παίκτθσ ο οποίοσ φζρεται «εγωιςτικά» και επικυμεί τθν αφξθςθ τθσ 

ιςχφσ του, κα προτιμιςει να ςυμβιβαςτεί με τθ λφςθ τθσ επιλογισ τθσ ιςχφοσ του 

μζςω τθσ ιςορροπίασ Nash, μειϊνοντασ τθν ιςχφ του αλλά πετυχαίνοντασ 

αποδοτικότερα αποτελζςματα ςτο SIR και τθν κατανάλωςθ ενζργειασ. 
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3.2.1 Παύγνια Ελϋγχου Ιςχύοσ ΢ταθερού SIR 

Το πρόβλθμα τθσ κατανομισ τθσ ιςχφοσ με ςτακερό SIR ςυηθτικθκε ςτο 2ο 

Κεφάλαιο. Μζςω τθσ κεωρίασ παιγνίων μποροφμε να προςεγγίςουμε ξανά το ίδιο 

ηιτθμα, πετυχαίνοντασ για τθν περίπτωςθ του κατανεμθμζνου αλγορίκμου τα ίδια 

αποτελζςματα. Ο κάκε κινθτόσ ςτακμόσ του ςυςτιματοσ επιλζγει δυναμικά τθν ιςχφ 

εκπομπισ του, μεγιςτοποιϊντασ τθν ευχαρίςτθςθ του μζχρι να ςυγκλίνει ςε ζνα 

ςθμείο ιςορροπίασ, το οποίο κα αποφζρει ςτο ςφνολο των χρθςτϊν ζνα κοινό SIR. 

Στα *8+,*10+ προτείνεται μία ςυνάρτθςθ ευχαρίςτθςθσ θ οποία ορίηεται ωσ λόγοσ τθσ 

ωφζλιμθσ δαπανοφμενθσ ενζργειασ προσ το αντίςτοιχο ενεργειακό κόςτοσ (3.1).  

  (3.1)  

Ππου  τα  εκπεμπόμενθσ πλθροφορίασ ςε πλαίςια των  με 

 ο ρυκμόσ μετάδοςθσ,  το διακζςιμο εφροσ ηϊνθσ διαςποράσ 

φάςματοσ,  θ εκπεμπόμενθ ιςχφσ του χριςτθ  και  ([10]) θ 

τροποποιθμζνθ ςυνάρτθςθ πικανότθτασ ςωςτισ λιψθσ ενόσ πλαιςίου ςτον δζκτθ. 

Το παίγνιο αυτό ανταποκρίνεται ςτισ απαιτιςεισ του Θεωριματοσ 1.2, οπότε 

υπάρχει ιςορροπία Nash του παιγνίου. Αποδεικνφεται ότι ςτο ςθμείο ιςορροπίασ 

Nash, εάν οι παίκτεσ χρθςιμοποιιςουν τισ δυνατζσ από το ςφςτθμα ιςχφσ, 

πετυχαίνουν ζνα κοινό SIR και μεγιςτοποιοφν τθν ευχαρίςτθςθ τουσ. Η ιςχφσ για 

κάκε χριςτθ  ςτο ςθμείο ιςορροπίασ δίνεται από τον τφπο: 

 
 

(3.2)  

Ππου  το κοινό SIR το οποίο επιτυγχάνεται ςτο ςθμείο ιςορροπίασ,  θ ιςχφσ του 

AWGN,  το κζρδοσ διαδρομισ από τον τερματικό κινθτό ςτακμό ςτθ βάςθ και  το 

πλικοσ των χρθςτϊν του ςυςτιματοσ. 

Η εξίςωςθ (3.2) μασ δίνει παρόμοια αποτζλεςμα με τον αλγόρικμο DPC τον οποίο 

είδαμε ςτο Κεφάλαιο 2. Ζνα αρνθτικό ςτοιχείο ςτθν προςζγγιςθ αυτι είναι ότι 

ςφμφωνα με τα *8+,10+, υπάρχει ζνασ περιοριςμόσ ςτον μζγιςτο αρικμό των 

χρθςτϊν που μποροφν να πετφχουν κοινό SIR ςτθν ιςορροπία. Επίςθσ 

αποδεικνφεται ότι το ςφςτθμα δεν είναι αποδοτικό, διότι οι παίκτεσ κα μποροφςαν 

να πετφχουν μεγαλφτερεσ απολαβζσ μειϊνοντασ τθν εκπεμπόμενθ ιςχφ τουσ. 

3.2.2 Παύγνια Ελϋγχου Ιςχύοσ Μεταβλητού SIR με Σιμολόγηςη 

Για τον ζλεγχο ιςχφοσ με μεταβλθτό SIR παρουςιάηονται λφςεισ, οι οποίεσ υιοκετοφν 

ζνα ςφςτθμα τιμολόγθςθσ ςτθ ςυνάρτθςθ ευχαρίςτθςθσ των παικτϊν. Οι παρακάτω 
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προτάςεισ πραγματοποιοφνται ςε περιβάλλον Gaussian κορφβου, ενϊ ο ζλεγχοσ 

ιςχφοσ γίνεται για CDMA ςφςτθμα μίασ κυψζλθσ. 

Στο *29+ προτείνεται μία ςυνάρτθςθ ευχαρίςτθςθσ, θ οποία ορίηεται ωσ θ διαφορά 

μίασ λογαρικμικισ ςυνάρτθςθσ του SIR του χριςτθ και μίασ ςυνάρτθςθσ 

τιμολόγθςθσ. Η ςυνάρτθςθ τιμολόγθςθσ είναι θ διαφορά τθσ εκπεμπόμενθσ ιςχφοσ 

του χριςτθ και τθσ ςυνάρτθςθσ ευχαρίςτθςθσ του. Η ςυνάρτθςθ ευχαρίςτθςθσ ζχει 

τθν παρακάτω μορφι: 

 

 
 

 

(3.3)  

Οι ςυντελεςτζσ ,   είναι δφο βάρθ, τα οποία κακορίηουν τθν «επικυμία» του 

χριςτθ για καλφτερο SIR ([29]). Το SIR για τον κάκε χριςτθ , ορίηεται από τον τφπο: 

  (3.4)  

Ο λόγοσ για τον οποίο θ ςυνάρτθςθ ευχαρίςτθςθσ είναι λογαρικμικι ςυνάρτθςθ του 

SIR, είναι διότι μποροφμε να τθ κεωριςουμε ανάλογθ με τθν χωρθτικότθτα του 

ςυςτιματοσ, λόγο του νόμου Shannon, υποκζτοντασ ότι ςτο κανάλι οι παρεμβολζσ 

και ο κόρυβοσ όλων των χρθςτϊν, είναι ανεξάρτθτοσ Gaussian κόρυβοσ. Αυτό 

ςθμαίνει ότι το ςυγκεκριμζνο μζροσ τθσ ςυνάρτθςθσ ευχαρίςτθςθσ, είναι γραμμικό 

με τθ ρυκμοαπόδοςθ που μπορεί να επιτευχκεί από ζνα ςυγκεκριμζνο χριςτθ. 

Αποδεικνφεται, ότι για το παίγνιο αυτό υπάρχει ιςορροπία Nash και είναι μοναδικι. 

Για τθν ςφγκλιςθ των ιςχφων ςτο ςθμείο ιςορροπίασ, προτείνονται δφο 

επαναλθπτικοί αλγόρικμοι, ο ζνασ γραμμικοφ υπολογιςμοφ των ιςχφων των 

παικτϊν και ο άλλοσ ενόσ αντίςτοιχου παράλλθλου υπολογιςμοφ. Οι αλγόρικμοι οι 

οποίοι προτείνονται είναι κατανεμθμζνοι και θ μόνθ πλθροφορία θ οποία 

χρειάηεται από το δίκτυο για τθ ςφγκλιςθ ςτθν ιςορροπία, είναι θ ςυνολικι 

εκπεμπόμενθ ιςχφσ και οι προτιμιςεισ του κάκε χριςτθ. Αποδεικνφεται επίςθσ, ότι 

οι αλγόρικμοι μποροφν να πάντα να ςυγκλίνουν ςτο ςθμείο ιςορροπίασ Nash, 

ξεκινϊντασ από οποιαδιποτε δυνατι τιμι ιςχφοσ. 

Υπάρχει επίςθσ θ δυνατότθτα να δοκεί δυναμικόσ χαρακτιρασ ςτον καταμεριςμό 

τθσ ιςχφοσ. Αυτό μπορεί να επιτευχκεί εάν υπάρχει ζνα ςφςτθμα διαχείριςθσ του 

δικτφου, το οποίο να κακορίηει τιμζσ ςτα βάρθ τθσ ςυνάρτθςθσ ευχαρίςτθςθσ 

ανάλογα με τισ πολιτικζσ που ακολουκοφνται.  
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Τζλοσ κατόπιν προςομοίωςθσ του ςυςτιματοσ, όλοι οι χριςτεσ πετυχαίνουν ζνα 

ελάχιςτα κακοριςμζνο SIR, αλλά κάποιοι χριςτεσ ανάλογα με τθν επιλογι των 

βαρϊν, μποροφν  να απορριφκοφν από το ςφςτθμα λόγω τθσ κατανομισ ιςχφοσ. 

Μία άλλθ προςζγγιςθ τιμολόγθςθσ ςε ζλεγχο ιςχφοσ με μεταβλθτό SIR προτείνεται 

ςτα *8+, *10+. Η πρόταςθ αφορά ζνα γραμμικό ςφςτθμα τιμολόγθςθσ, το οποίο 

αποτελεί τθν διαφορά τθσ ςυνάρτθςθσ ευχαρίςτθςθσ του παίκτθ και το γινόμενο 

τθσ ιςχφοσ εκπομπισ του με ζνα ςτακερό ςυντελεςτι  (3.2). 

  (3.5)  

Για τθν επίτευξθ του ςθμείου ιςορροπίασ, χρθςιμοποιείται ζνασ επαναλθπτικόσ 

αλγόρικμοσ ο οποίοσ ανανεϊνει τθν ιςχφ του κάκε χριςτθ, με τθν ιςχφ που 

μεγιςτοποιεί ςε κάκε επανάλθψθ τθν ευχαρίςτθςθ του. 

Η νζα ςυνάρτθςθ ευχαρίςτθςθσ, αποτελεί βελτιωμζνθ εκδοχι του παιγνίου ελζγχου 

ιςχφοσ με ςτακερό SIR, το οποίο αναφζραμε ςτθν ενότθτα 3.2.1. Το κετικό ςτοιχείο 

είναι ότι οι παίκτεσ ςτθν ιςορροπία (όπου το SIR πλζον είναι διαφορετικό μεταξφ 

των παικτϊν), πετυχαίνουν μεγαλφτερεσ απολαβζσ εκπζμποντασ ςε μικρότερα 

επίπεδα ιςχφοσ, κάνοντασ το ςφςτθμα πιο αποδοτικό. Ζνα αρνθτικό ςτοιχείο του 

νζου παιγνίου, είναι ότι θ (3.2) δεν ικανοποιεί τισ απαιτιςεισ του Θεωριματοσ 1.2, 

οπότε για τθν απόδειξθ τθσ φπαρξθσ ιςορροπίασ Nash χρθςιμοποιείται θ κεωρία 

των υπεραρκρωτϊν παιγνίων. Για τθν απόδειξθ ότι το παίγνιο είναι υπεραρκρωτό, 

κα πρζπει να γίνει μία μείωςθ του εφικτοφ πεδίου ιςχφων των παικτϊν. Τζλοσ, ενϊ 

το ςφςτθμα είναι πιο αποδοτικό ςε ςχζςθ με το αντίςτοιχο παίγνιο ςτακεροφ SIR, 

δεν είναι δυνατό με το ςυγκεκριμζνο ςφςτθμα τιμολόγθςθσ, να επιτευχκεί το 

ςυνολικά βζλτιςτο αποτζλεςμα. 

Στο *20+ γίνεται μία προςζγγιςθ τθσ κατανομισ ιςχφοσ μεταβλθτοφ SIR με 

τιμολόγθςθ, θ οποία προςπακεί να δϊςει αποδοτικά αποτελζςματα αποφεφγοντασ 

κάποιουσ περιοριςμοφσ των *8+ και *10+. Ρροτείνεται μία ςυνάρτθςθ ευχαρίςτθςθσ 

με τιμολόγθςθ, θ οποία αποφεφγει τθν ςυςχζτιςθ τθσ με τθν κωδικοποίθςθ των bits 

πλθροφορίασ και με τθν διαμόρφωςθ του ςιματοσ. Η ςυνάρτθςθ ευχαρίςτθςθσ 

ορίηεται ωσ: 

  (3.6)  

Το πρϊτο μζροσ τθσ (3.6) αποτελεί τθν ςυνάρτθςθ ευχαρίςτθςθσ, θ οποία 

προςεγγίηει το ςφςτθμα ωσ προσ τθν χωρθτικότθτα του (όλεσ οι παρεμβολζσ 

κεωροφνται Gaussian κόρυβοσ). Το δεφτερο μζροσ αποτελεί τθν ςυνάρτθςθ 

τιμολόγθςθσ, θ οποία είναι μία γραμμικι ςυνάρτθςθ τθσ εκπεμπόμενθσ ιςχφοσ του 

χριςτθ. 
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Αποδεικνφεται ςτο *20+ ότι υπάρχει ιςορροπία Nash του παιγνίου, θ οποία είναι 

μοναδικι. Ο κατανεμθμζνοσ αλγόρικμοσ ελζγχου ιςχφοσ ςυγκλίνει ςε ιςορροπία 

Nash, ξεκινϊντασ από οποιαδιποτε ιςχφ του εφικτοφ πεδίου. Η διαδικαςία εφρεςθσ 

είναι επαναλθπτικι και ςε κάκε επανάλθψθ κάκε χριςτθσ  μεγιςτοποιεί τθν 

ευχαρίςτθςθ του επιλζγοντασ τθν αντίςτοιχθ ιςχφ, μζχρι οι ιςχφσ όλων των χρθςτϊν 

να ςυγκλίνουν ςε ζνα ςθμείο ιςορροπίασ. Τα πειραματικά αποτελζςματα 

βαςίηονται ςε τζςςερισ διαφορετικζσ τιμζσ τθσ ςτακεράσ τιμολόγθςθσ , 

χρθςιμοποιϊντασ διαφορετικζσ αναλογίεσ των κερδϊν διαδρομισ. Βζλτιςτα 

αποτελζςματα ςτο SIR των χρθςτϊν, επιτυγχάνονται όταν ιςχφει θ απλι αναλογία 

τθσ ςτακεράσ τιμολόγθςθσ και των κερδϊν διαδρομισ, που λαμβάνει ζνασ χριςτθσ. 

Ζνα πρόβλθμα το οποίο διαπιςτϊνουμε είναι θ ζλλειψθ απόδειξθσ τθσ 

ςτακερότθτασ του αλγόρικμου ςφγκλιςθσ, διότι δεν αποδεικνφεται αναλυτικά ότι o 

αλγόρικμοσ ςυγκλίνει πάντα ςε μία ιςορροπία Nash, αλλά μόνο μζςω των 

πειραματικϊν αποτελεςμάτων. 

3.2.3 Παύγνια Ελϋγχου Ιςχύοσ ςε Κανϊλι Διαλεύψεων 

Η παιγνιοκεωρθτικι μοντελοποίθςθ ενόσ προβλιματοσ ελζγχου ιςχφοσ, 

παρουςιάηει ςυνεχείσ βελτιϊςεισ ςε όλουσ τουσ τομείσ ςχεδίαςθσ. Στο μεγαλφτερο 

μζροσ τθσ βιβλιογραφίασ, οι προτεινόμενεσ λφςεισ ζχουν ωσ αρχι ζνα ςφςτθμα ςτο 

οποίο επικρατεί Gaussian κόρυβοσ ςτο κανάλι μετάδοςθσ. Ο λόγοσ είναι ότι ζνα 

ςφςτθμα είναι πιο εφκολο να μοντελοποιθκεί για Gaussian κόρυβο, ενϊ ζνα κανάλι 

διαλείψεων κα προςζκετε ζνα ακόμα βακμό πολυπλοκότθτασ ςτο πρόβλθμα. 

Υπάρχουν όμωσ κάποιεσ προτάςεισ ι επεκτάςεισ υπαρχόντων λφςεων για κανάλια 

διαλείψεων. 

Μία επζκταςθ τθσ ςυνάρτθςθσ ευχαρίςτθςθσ των *8+,*10+ για κανάλι γριγορων 

διαλείψεων Rayleigh και Rician, προτείνεται ςτο *22+. Η ςυνάρτθςθ ευχαρίςτθςθσ 

(3.7), αφορά ζνα ςφςτθμα CDMA μίασ κυψζλθσ και ορίηεται ωσ ο λόγοσ τθσ 

ωφζλιμθσ προσ τθν δαπανοφμενθ ενζργεια.  

  (3.7)  

Το παίγνιο το οποίο ςχθματίηεται, είναι μθ ςυνεργατικό χωρίσ τιμολόγθςθ και 

εξαρτάται από τθ διαμόρφωςθ και τθν κωδικοποίθςθ του ςιματοσ πλθροφορίασ, 

λόγω τθσ μζςθσ πικανότθτασ ςωςτισ λιψθσ . Το ςιμα το οποίο λαμβάνεται από 

το ςτακμό βάςθσ είναι: 

  (3.8)  

Το  είναι ο παράγοντασ των διαλείψεων διαδρομισ, μεταξφ του χριςτθ  και του 

ςτακμοφ βάςθσ και είναι ςτακερόσ για κάκε bit ςε μία γριγορθ διάλειψθ. Το  

είναι το εκπεμπόμενο ςιμα για κάκε bit και  ο κόρυβοσ που δθμιουργείται ςτο 
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εςωτερικό του ςτακμοφ βάςθσ. Η διαμόρφωςθ που χρθςιμοποιείται είναι BFSK και 

ο ρυκμόσ μετάδοςθσ είναι ςτακερόσ για όλουσ τουσ παίκτεσ. 

Εάν το μοντζλο γριγορθσ διάλειψθσ το οποίο ακολουκείται είναι Rayleigh, τότε θ 

μζςθ τιμι του SIR δίνεται από τον τφπο (3.9). 

  (3.9)  

Η ςυνάρτθςθ ευχαρίςτθςθσ διαμορφϊνεται ωσ: 

  (3.10)  

Στθν περίπτωςθ τθν οποία το μοντζλο γριγορθσ διάλειψθσ είναι Rician, τότε θ τιμι 

του SIR είναι: 

  (3.11)  

Ππου το  αναπαριςτά τθν ιςχφ των ςτοιχείων του ςιματοσ, τα οποία δεν 

παρουςιάηουν διαλείψεισ.[22] 

Η ςυνάρτθςθ ευχαρίςτθςθσ δίνεται από τθν (3.12). 

  (3.12)  

Το μθ ςυνεργατικό παίγνιο ζχει τον ίδιο ςχεδιαςμό με τα *8+,*10+, οπότε ο 

αλγόρικμοσ ςφγκλιςθσ ςτθν ιςορροπία, το πλικοσ των παικτϊν, κακϊσ και οι 

αποςτάςεισ τουσ από το ςτακμό βάςθσ, είναι κοινόσ. Τα αποτελζςματα μασ 

δείχνουν, ότι κάποιοι χριςτεσ ζχουν ςτο ςθμείο ιςορροπίασ, λόγω διαλείψεων, τθν 

ίδια εκπεμπόμενθ ιςχφ. Επίςθσ τα επίπεδα ιςχφοσ για τα δφο μοντζλα γριγορων 

διαλείψεων, είναι αρκετά αυξθμζνα ςε ςχζςθ με το μοντζλο Gaussian κορφβου και 

αντίςτοιχα οι απολαβζσ των χρθςτϊν ελαττωμζνεσ. Το SIR το οποίο επιτυγχάνεται 

δεν είναι κοινό για κάκε χριςτθ και παρουςιάηει αφξθςθ για τα μοντζλα γριγορων 

διαλείψεων, ςε ςφγκριςθ με το μοντζλο Gaussian κορφβου([8],[10]). Τζλοσ, ζνα 

πρόβλθμα το οποίο παρατθρείται, αφορά τθν ςφγκλιςθ του παιγνίου και τον 

ςυντελεςτι διαςποράσ του ςυςτιματοσ. Από τα πειραματικά αποτελζςματα 

διαπιςτϊκθκε, ότι για να ςυγκλίνει το παίγνιο ςε ιςορροπία Nash, κα πρζπει να 

ιςχφει . 
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Στο *24+ γίνεται μία παρόμοια προςζγγιςθ με το *22+. Η μελζτθ αφορά τα δφο μθ 

ςυνεργατικά παίγνια των *8+,*10+, με και χωρίσ τιμολόγθςθ, ενϊ το κανάλι είναι 

Rayleigh γριγορων διαλείψεων. Η ςθμαντικι διαφορά, είναι ότι εξετάηεται θ 

προςαρμοςτικότθτα τθσ ςυνάρτθςθσ ευχαρίςτθςθσ ςε τυχαία τζτοια κανάλια, μζςω 

τθσ κεωρίασ εκμάκθςθσ χωρίσ κατανομζσ. Τζλοσ, ςτο *23+ παρουςιάηεται μία άλλθ 

πρόταςθ, όπου ςε ζνα κανάλι διαλείψεων, οι παίκτεσ εκτιμϊντασ τθν κατάςταςθ 

του καναλιοφ και τθ κζςθ τουσ, επιλζγουν ευκαιριακά ςε κάκε χρονοςχιςμι αν κα 

εκπζμψουν. Η ςυνάρτθςθ ευχαρίςτθςθσ, προςανατολίηεται ςτθν μεγιςτοποίθςθ τθσ 

ρυκμοαπόδοςθσ κάκε παίκτθ.  

3.2.4 ΢υνδυαςτικϊ Παύγνια Ελϋγχου Ιςχύοσ  

Ραρακάτω προτείνονται κάποια άλλα μοντζλα ελζγχου ιςχφοσ, τα οποία 

ςυνδυάηουν και άλλουσ παράγοντεσ του ςυςτιματοσ, για να επιτευχκεί το βζλτιςτο 

αποτζλεςμα. 

Συνδυαςτικά Παίγνια Δικτύου και Χρήςτη 

Σε κάποια παιγνιοκεωρθτικά μοντζλα ελζγχου ιςχφοσ, χρθςιμοποιείται το δίκτυο ωσ 

ενεργόσ παίκτθσ του παιγνίου. Στο *30+ προτείνεται ζνασ δικτυακόσ μθχανιςμόσ 

τιμολόγθςθσ, ϊςτε να περιοριςτοφν τα κοινά ςυμφζροντα των κινθτϊν ςτακμϊν και 

του δικτφου. Κάκε κινθτόσ ςτακμόσ, προςπακεί να μεγιςτοποιιςει τθν απλι 

ςυνάρτθςθ ευχαρίςτθςθσ του, ενϊ το δίκτυο επικυμεί τθν μεγιςτοποίθςθ του 

κζρδουσ του. Η απλι ςυνάρτθςθ ευχαρίςτθςθσ του κάκε χριςτθ ορίηεται ωσ ο λόγοσ 

τθσ ρυκμοαπόδοςθσ του, προσ τθν εκπεμπόμενθ ιςχφ του (3.13). 

  (3.13)  

Ο ςτακμόσ βάςθσ κοςτολογεί τον κάκε χριςτθ με μία ςυνάρτθςθ, θ οποία είναι 

ανάλογθ τθσ ρυκμοαπόδοςθσ του. Επομζνωσ θ ςυνάρτθςθ ευχαρίςτθςθσ του 

χριςτθ τθν οποία επικυμεί να μεγιςτοποιιςει είναι: 

  (3.14)  

Το δίκτυο πρζπει να επιλζξει το κατάλλθλο , ϊςτε να μεγιςτοποιιςει το κζρδοσ 

του, το οποίο δίνεται από τθν παρακάτω ςυνάρτθςθ ευχαρίςτθςθσ: 

  (3.15)  

Το παίγνιο το οποίο μοντελοποιείται, αφορά ζνα CDMA ςφςτθμα μίασ κυψζλθσ και 

ο ςτόχοσ είναι θ παράλλθλθ μεγιςτοποίθςθ των δφο ςυναρτιςεων ευχαρίςτθςθσ 

και θ ςφγκλιςθ ςε μία ιςορροπία Nash. Αποδεικνφεται ςτο *30+ ότι υπάρχει 

ιςορροπία Nash για το παίγνιο του χριςτθ, ενϊ υπάρχει παράλλθλα ζνα ςθμείο 
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όπου μεγιςτοποιοφνται οι απολαβζσ του δικτφου. Τα πειραματικά αποτελζςματα 

δείχνουν ότι οι χριςτεσ οι οποίοι ζχουν καλφτερεσ ςυνκικεσ ςτο κανάλι τουσ 

απολαμβάνουν καλφτερθ ποιότθτα υπθρεςιϊν ενϊ προςφζρουν και το μζγιςτο 

όφελοσ ςτο δίκτυο. 

Στο *27+ μοντελοποιείται ζνα παίγνιο κατανεμθμζνου διαμοιραςμοφ πόρων. Στουσ 

χριςτεσ ανατίκεται το πρόβλθμα του ελζγχου ιςχφοσ, ενϊ ςτο δίκτυο τθσ 

ρυκμοαπόδοςθσ. Ζνασ κατανεμθμζνοσ ςυνδυαςτικόσ αλγόρικμοσ, πετυχαίνει ζνα 

κοινό ςθμείο ιςορροπίασ για τα δφο μθ ςυνεργατικά παίγνια. Στο ςθμείο 

ιςορροπίασ Nash τα αποτελζςματα πλθςιάηουν το βζλτιςτο.  

Συνδυαςτικά Παίγνια Ελέγχου Ιςχύοσ και Παραμέτρων του Δικτύου 

Στο *26+ προτείνεται ζνα κατανεμθμζνο παίγνιο ελζγχου ιςχφοσ και κατανομισ του 

κζρδουσ διαςποράσ, ςε ζνα CDMA ςφςτθμα. Το δίκτυο αποτελείται από  ςτακμοφσ 

βάςθσ και  κινθτοφσ ςτακμοφσ. Κάκε χριςτθσ ανατίκεται ςε τουλάχιςτον ζνα 

ςτακμό βάςθσ και εκπζμπει ςτουσ επιλεγμζνουσ ςτακμοφσ βάςθσ με διαφορετικό 

κζρδοσ διαςποράσ. Στόχοσ του παιγνίου, είναι ο προςδιοριςμόσ τθσ ιςχφοσ και του 

κζρδουσ διαςποράσ κάκε χριςτθ, ϊςτε να επιτευχκεί θ μεγιςτοποίθςθ τθσ 

ρυκμοαπόδοςθσ και θ μείωςθ τθσ εκπεμπόμενθσ ιςχφοσ. Τα πειραματικά 

αποτελζςματα μασ δείχνουν ότι το παίγνιο τισ περιςςότερεσ φορζσ ςυγκλίνει 

γριγορα ςε μία ιςορροπία Nash, όπου πετυχαίνεται και θ βζλτιςτθ κατανομι 

ιςχφοσ. 

Στο *28+ προτείνεται ζνα ενεργειακά αποδοτικό παίγνιο ελζγχου ιςχφοσ. Για να 

επιτευχκεί αυτό ο χριςτθσ μπορεί να μεταβάλλει τθν εκπεμπόμενθ ιςχφ του, το 

κζρδοσ διαςποράσ και τον τφπο του δζκτθ του. Η ςυνάρτθςθ ευχαρίςτθςθσ είναι 

παρόμοια με τθν (3.13) και αποδεικνφεται ότι για κάκε προτεινόμενο τφπο δζκτθ 

υπάρχει μία αποδοτικι ιςορροπία Nash του μθ ςυνεργατικοφ παιγνίου. 

Στο *25+ ο ςυνδυαςμόσ του ελζγχου ιςχφοσ και του ελζγχου του ρυκμοφ απόδοςθσ, 

ζχει ςτόχο τθν βελτίωςθ τθσ χωρθτικότθτασ του δικτφου και τθσ ενεργειακισ 

απόδοςθσ. Το μθ ςυνεργατικό παίγνιο ζχει ςθμείο ιςορροπίασ Nash, ςτο οποίο οι 

χριςτεσ πετυχαίνουν τισ ελάχιςτεσ απαιτιςεισ ποιότθτασ υπθρεςιϊν που ζχουν 

κζςει. 

3.3 Θϋματα Προσ Μελϋτη 

Η κεωρία παιγνίων ζχει δϊςει κάποιεσ εναλλακτικζσ λφςεισ, ςε κζματα που 

αφοροφν τισ αςφρματεσ επικοινωνίεσ, αλλά βρίςκεται ακόμα ςε αρχικό ςτάδιο 

μελζτθσ και τίκενται κάποια κζματα τα οποία δεν ζχουν ακόμα ερευνθκεί 

διεξοδικά. Ραρακάτω παρακζτουμε κάποια από τα κζματα αυτά. 
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3.3.1 Ο Ρόλοσ τησ Πληροφορύασ ςε Κατανεμημϋνεσ Αποφϊςεισ  

Με τθν εξζλιξθ των αςφρματων επικοινωνιϊν δθμιουργείται θ τάςθ για 

αποκεντροποιθμζνα δίκτυα, ςτα οποία κάκε κόμβοσ μπορεί να πάρει διάφορουσ 

ρόλουσ και να αλλάηει τα χαρακτθριςτικά λειτουργίασ του, χωρίσ να εξαρτάται από 

ζνα ςτακμό βάςθσ. Σε αυτά τα δίκτυα ςυμπεριλαμβάνονται τα ad-hoc και τα δίκτυα 

αιςκθτιρων.  

Τα χαρακτθριςτικά αυτά των δικτφων, μασ οδθγοφν ςτθν ανάγκθ δόμθςθσ ενόσ 

μθχανιςμοφ κατανεμθμζνθσ λιψθσ αποφάςεων, ο οποίοσ κα εκτιμάει τθν 

κατάςταςθ του δικτφου και του καναλιοφ μετάδοςθσ. Για το λόγο αυτό, κα πρζπει ο 

κάκε κόμβοσ να ζχει πρόςβαςθ ςτισ πλθροφορίεσ, οι οποίεσ αφοροφν τθν 

κατάςταςθ του δικτφου μία δεδομζνθ ςτιγμι, επί του ςυνόλου των υπόλοιπων 

κόμβων.  

Ππωσ είδαμε και ςτο Κεφάλαιο 1, τα παίγνια δεν ζχουν πάντα πλιρθ ενθμζρωςθ 

των προθγοφμενων κινιςεων ι τθσ κατάςταςθσ των άλλων παικτϊν και τα 

ονομάηαμε παίγνια ατελοφσ πλθροφόρθςθσ. Εάν ςε ζνα δίκτυο, κάποιοι κόμβοι 

χρθςιμοποιοφν κάποια άλλθ ςυνάρτθςθ ευχαρίςτθςθσ ι άλλο πεδίο ςτρατθγικϊν 

και δεν υπάρχει πλιρθσ γνϊςθ των ςυνκθκϊν εκτζλεςθσ του παιγνίου αυτοφ, το 

ςφςτθμα μπορεί να αποτελζςει ζνα Bayesian παίγνιο. Τζτοιεσ ςυνκικεσ μποροφν να 

διαμορφωκοφν ςε ζνα ad-hoc δίκτυο, όπου δεν υπάρχει κεντρικι μονάδα ελζγχου 

και ενθμζρωςθσ του δικτφου. Η λφςθ του παιγνίου τότε αποκτάει μεγαλφτερθ 

πολυπλοκότθτα γιατί δεν υπάρχει λφςθ μζςω τθσ κοινισ ιςορροπίασ Nash.  

3.3.2 ΢χεδιαςμόσ Μηχανόσ 

Ο ςχεδιαςμόσ μθχανισ αποτελεί μία περιοχι ζρευνασ τθσ κεωρίασ παιγνίων όπου 

μπορεί να μασ δϊςει ζνα παιγνιοκεωρθτικό μοντζλο βζλτιςτο και αποδοτικό (*19+). 

Στισ διάφορεσ εφαρμογζσ γίνεται προςπάκεια για τον ςχεδιαςμό τθσ ςυνάρτθςθσ 

ευχαρίςτθςθσ και των υπόλοιπων χαρακτθριςτικϊν ενόσ παιγνίου, ζτςι ϊςτε να μασ 

δίνουν βζλτιςτα αποτελζςματα. Το κετικό ςθμείο του εγχειριματοσ τθσ ςχεδίαςθσ 

μθχανισ, ςε αντίκεςθ με τθν παραδοςιακι εφαρμογι τθσ κεωρίασ παιγνίων ςτθν 

οικονομία, είναι ότι οι παίκτεσ είναι λογικοί και επικυμοφν πάντα να βρίςκονται ςε 

ιςορροπία. Συνεπϊσ, μειϊνεται θ πολυπλοκότθτα τθσ ςχεδίαςθσ και ζχουμε πιο 

αποδοτικά αποτελζςματα. 

3.3.3 Μοντελοπούηςη τησ Κύνηςησ 

Στα περιςςότερα παιγνιοκεωρθτικά μοντζλα των αςφρματων επικοινωνιϊν δεν 

περιλαμβάνεται θ κίνθςθ των χρθςτϊν και το παίγνιο είναι ςτατικό. Το γεγονόσ 

αυτό ζχει ωσ αποτζλεςμα να μελετάμε ζνα ςτιγμιότυπο του δικτφου. Στθν 

πραγματικότθτα όμωσ ζνα παίγνιο αςφρματου δικτφου επαναλαμβάνεται και οι 

ςυνκικεσ είναι διαφορετικζσ ςε κάκε βαςικό ςτάδιο επανάλθψθσ. Συνεπϊσ, 

απαιτείται θ ςυνεχισ πλθροφόρθςθ των κόμβων για τθν κατάςταςθ του δικτφου, 

ζτςι ϊςτε να προςαρμόηονται κάκε φορά ςτθν αντίςτοιχθ ιςορροπία. 
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3.3.4 Μικτϋσ ΢τρατηγικϋσ 

Μζχρι ςτιγμισ ςτθν βιβλιογραφία, για τθν παιγνιοκεωρθτικι μοντελοποίθςθ 

κάποιων αςφρματων ςυςτθμάτων, γίνεται ςτθν πλειοψθφία τθσ θ χριςθ κακαρϊν 

ςτρατθγικϊν. Αυτό ςθμαίνει ότι γίνεται απευκείασ αντιςτοιχία μίασ ςτρατθγικισ και 

μίασ ενζργειασ από το διακζςιμο πεδίο τουσ. Η επιλογι κακαρϊν ςτρατθγικϊν κατά 

τθν μοντελοποίθςθ, μασ δίνει πάντα ιςχυρζσ ιςορροπίεσ Nash, αλλά παράλλθλα 

γίνονται πάντα οι αναγκαίεσ υποκζςεισ και «παραχωριςεισ», ζτςι ϊςτε να 

μποροφμε να αποδείξουμε τθν φπαρξθ τθσ ιςορροπίασ. Η επιλογι μεικτϊν 

ςτρατθγικϊν και θ λιψθ αποφάςεων, μζςω μίασ πικανοτικισ κατανομισ των 

ενεργειϊν παραμζνει αντικείμενο μελζτθσ.  
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Κεφϊλαιο 4: 
Μη Συνεργατική Μοντελοποίηςη 
του Ελέγχου Ιςχύοσ 

Ππωσ αναφζραμε ςε προθγοφμενο κεφάλαιο, ο ζλεγχοσ ιςχφοσ ζχει ςυνδεκεί 

ιδιαίτερα με τθν εφαρμογι τθσ κεωρίασ παιγνίων ςτισ αςφρματεσ επικοινωνίεσ. Θα 

παρουςιάςουμε και κα προςομοιϊςουμε, ζνα μθ ςυνεργατικό μοντζλο κατανομισ 

τθσ ιςχφοσ άνω ηεφξθσ, ςε ζνα κινθτό ςφςτθμα επικοινωνιϊν CDMA μίασ κυψζλθσ. Η 

κατανομι τθσ ιςχφοσ, κα γίνει ςφμφωνα με τισ μεκόδουσ που χρθςιμοποιοφνται ςτθ  

μθ ςυνεργατικι κεωρία παιγνίων. 

Το μοντζλο το οποίο κα μελετιςουμε, προτάκθκε από τουσ Goodman – Saraydar – 

Mandayam το 2000 και αποτζλεςε τθν αρχι για άλλεσ βελτιωμζνεσ προτάςεισ ςτον 

τομζα αυτό. 

4.1 Σο μοντϋλο των Goodman – Saraydar – Mandayam 

Στθν εργαςία αυτι  παίκτεσ (κινθτοί ςτακμοί) προςπακοφν να μεγιςτοποιιςουν 

τθν ευχαρίςτθςθ τουσ, δομϊντασ ζτςι ζνα μθ ςυνεργατικό παίγνιο. Η ςυνάρτθςθ 

ευχαρίςτθςθσ του παιγνίου εκφράηει ζνα δείκτθ QoS που λαμβάνει κάκε παίκτθσ 

από το δίκτυο.  

Σκοπόσ μασ είναι να καταλιξουμε ςε μία ιςορροπία Nash, όπου είναι και θ 

καλφτερθ επιλογι ιςχφοσ για κάκε παίκτθ. Το παίγνιο αυτό ζχει δφο ςκζλθ, που 

αφοροφν τθ χρθςιμοποίθςθ ι μθ τιμολόγθςθσ ςτθ ςυνάρτθςθ ευχαρίςτθςθσ. Η 

διαφοροποίθςθ αυτι γίνεται για να μελετιςουμε τθν επίδραςθ τθσ τιμολόγθςθσ 

ςτθν ιςορροπία Nash, υπό τθν ζννοια τθσ βελτιςτοποίθςθσ των ςτρατθγικϊν κατά 

Pareto. 

4.1.1 ΢υνϊρτηςη Ευχαρύςτηςησ 

Θεωροφμε ζνα CDMA κυψελωτό ςφςτθμα επικοινωνιϊν με τα εξισ χαρακτθριςτικά: 

 Το κανάλι μετάδοςθσ είναι λευκοφ προςκετικοφ Gaussian κορφβου (AWGN). 

 Κάκε χριςτθσ εκπζμπει  πλθροφορίασ ςε πλαίςια των , με 

. 

  ο ρυκμόσ μετάδοςθσ. 

  το διακζςιμο εφροσ ηϊνθσ διαςποράσ φάςματοσ. 

  θ εκπεμπόμενθ ιςχφσ. 

  θ ιςχφσ του AWGN. 
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  είναι θ πικανότθτα ςωςτισ λιψθσ ενόσ πλαιςίου ςτον δζκτθ (frame success 

rate, FSR). Η  είναι μία ςυνάρτθςθ του  θ οποία κακορίηεται ςτο τερματικό 

από τον ςτακμό βάςθσ και εξαρτάται από τισ ιδιότθτεσ του ςυςτιματοσ 

(διαμόρφωςθ, διάδοςθ, δομι του δζκτθ). 

Συμβολίηουμε με , τον αρικμό των εκπομπϊν που απαιτοφνται για τθ ςωςτι λιψθ 

ενόσ πακζτου ςτο δζκτθ. Η ςυνάρτθςθ πικανότθτασ μάηασ τθσ τυχαίασ μεταβλθτισ 

 είναι: 

  (4.1) 

με τισ μεταδόςεισ να κεωροφνται ςτατιςτικά ανεξάρτθτεσ.  

Η αναμενόμενθ τιμι του  είναι . Ο ςυνολικόσ χρόνοσ μετάδοςθσ ο 

οποίοσ απαιτείται για ςωςτι λιψθ είναι  και θ ςυνολικι ενζργεια θ 

οποία καταναλϊνεται είναι  με αναμενόμενθ τιμι . 

Συνεπϊσ, για τθν επιτυχι μετάδοςθ ενόσ πακζτου , ζνασ τερματικόσ ςτακμόσ 

καταναλϊνει ενζργεια .  

Η ςυνάρτθςθ ευχαρίςτθςθσ του χριςτθ μπορεί να εκφραςτεί ωσ ο λόγοσ, των 

επιτυχϊσ λθφκζντων  προσ τθν ενζργεια που καταναλϊνεται. Σφμφωνα με τα 

*8+,*10+, θ ςυνάρτθςθ ευχαρίςτθςθσ , για κάκε χριςτθ κα είναι: 

  (4.2)  

Υποκζτουμε ότι ςτο ςφςτθμα μασ υπάρχει τζλειοσ εντοπιςμόσ και καμία διόρκωςθ 

των ςφαλμάτων. Εκφράηουμε το  ωσ , όπου  το ποςοςτό 

ςφάλματοσ bit (BER). Για κανάλι AWGN το BER εκφράηεται ςτον Ρίνακα 4.1. 

  

  

  

  

Πίνακασ 4.1: Το BER ωσ ςυνάρτθςθ του SIR για διάφορα ςχιματα διαμόρφωςθσ 

Σε κάκε περίπτωςθ το BER φκίνει μονοτονικά με το SIR, ςυνεπϊσ θ  αυξάνει 

μονοτονικά με το SIR. Εκφράηοντασ το  ωσ ςυνάρτθςθ του SIR (μζςω του ) και 
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αντικακιςτϊντασ το ςτθ ςυνάρτθςθ ευχαρίςτθςθσ , λαμβάνουμε μία ςυνάρτθςθ 

ευχαρίςτθςθσ εξαρτϊμενθ από το SIR.  

Σε αυτό το ςθμείο όμωσ προκφπτει ζνα μακθματικό πρόβλθμα ςτον οριςμό τθσ . 

Στθν περίπτωςθ τθν οποία , για όλα τα ςχιματα διαμόρφωςθσ, θ καλφτερθ 

ςτρατθγικι για τον δζκτθ είναι να μαντζψει το κάκε bit πλθροφορίασ. Αυτό ζχει ωσ 

αποτζλεςμα , δθλαδι θ ςυνάρτθςθ ευχαρίςτθςθσ να οδθγείται ςτο άπειρο 

([8],[10]). Κάκε παίκτθσ κα πρζπει να εκπζμπει με ιςχφ μθδενικι, ϊςτε να 

μεγιςτοποιιςει τθν ευχαρίςτθςθ του και περιμζνοντασ τον δζκτθ να μαντζψει τα 

ςωςτά δεδομζνα. 

4.1.2 ΢υνϊρτηςη Αποδοτικότητασ 

Για τθν αποφυγι τθσ περίπτωςθσ αυτισ, γίνεται πρόταςθ ςτα *8+,*10+ τθσ 

αντικατάςταςθσ τθσ  με μία ςυνάρτθςθ αποδοτικότθτασ , θ οποία προςεγγίηει 

τθν  ξεπερνϊντασ το μακθματικό πρόβλθμα που δθμιουργείται ςτον οριςμό τθσ 

ςυνάρτθςθσ ευχαρίςτθςθσ. Η ςυνάρτθςθ αποδοτικότθτασ ορίηεται ωσ: 

  (4.3)  

Η ςυνάρτθςθ αυτι προςεγγίηει τθν καμπφλθ τθσ  (Εικόνα 4.1.α, Εικόνα 4.1.β) και 

ζχει τισ ιδιότθτεσ: 

  (4.4)  

 
Εικόνα 4.1.α: Η  και θ  ωσ ςυνάρτθςθ του SIR, για ςχιματα διαμόρφωςθσ BPSK και 

DPSK. 
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Εικόνα 4.1.β: Η  και θ  ωσ ςυνάρτθςθ του SIR, για ςχιματα διαμόρφωςθσ CFSK και 
NCFSK. 

Η ςυνάρτθςθ ευχαρίςτθςθσ θ οποία προκφπτει είναι: 

  (4.5)  

4.1.3 Μη ΢υνεργατικό Παύγνιο Ελϋγχου Ιςχύοσ 

Ζχοντασ ορίςει τθ ςυνάρτθςθ ευχαρίςτθςθσ, μποροφμε να ορίςουμε και τα 

υπόλοιπα ςτοιχεία του παιγνίου. Αυτό που κα πετφχουμε, ςτθν περίπτωςθ αυτι, 

είναι όλοι οι παίκτεσ να ςυγκλίνουν ςε ζνα ςθμείο ιςορροπίασ το οποίο να παρζχει 

ζνα ςτακερό ελάχιςτο SIR ςε όλουσ τουσ παίκτεσ. Το SIR αυτό μασ οδθγεί ςε ζνα 

ςφςτθμα το οποίο είναι πιο αποδοτικό ςε υπθρεςίεσ φωνισ. 

Ζςτω  το μθ ςυνεργατικό παίγνιο κανονικισ μορφισ (ΜΣΡ), με τα 

παρακάτω χαρακτθριςτικά: 

   ζνα πεπεραςμζνο ςφνολο  παικτϊν, με δείκτθ . 

   το πεδίο ςτρατθγικϊν των παικτϊν. Κάκε παίκτθσ  επιλζγει μία 

ιςχφ  τζτοια ϊςτε  . Το πεδίο ςτρατθγικϊν είναι για κάκε χριςτθ ζνα 

ςυμπαγζσ, κυρτό ςφνολο με ελάχιςτεσ και μζγιςτεσ επιτρεπτζσ ιςχφσ. Για το μθ 

ςυνεργατικό παίγνιο ελζγχου ιςχφοσ , όπου  θ μζγιςτθ επιτρεπτι 

τιμι ιςχφοσ του ςυςτιματοσ μασ.  

  θ ςυνάρτθςθ ευχαρίςτθςθσ του παίκτθ . Η ςυνάρτθςθ ευχαρίςτθςθσ για 

κάκε χριςτθ είναι: 
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  (4.6)  

  είναι το  του παίκτθ , το οποίο ορίηεται ωσ 

  (4.7)  

  είναι το κζρδοσ τθσ διαδρομισ, από τον τερματικό κινθτό ςτακμό ςτθ βάςθ. 

Ιςορροπία Nash ςτο ΜΣΠ 

Το ΜΣΡ μποροφμε να το μελετιςουμε για κάκε πικανό τφπο διαμόρφωςθσ όπωσ 

ορίηεται ςτον Ρίνακα 4.1. Εάν αναπτφξουμε τθ ςυνάρτθςθ ευχαρίςτθςθσ πλιρωσ, 

αντικακιςτϊντασ τθ ςυνάρτθςθ αποδοτικότθτασ και το , διαπιςτϊνουμε ότι θ 

ςυνάρτθςθ ευχαρίςτθςθσ, είναι μία ςυνάρτθςθ θ οποία εξαρτάται από τισ τιμζσ των 

ιςχφων του παίκτθ , κακϊσ και των υπόλοιπων παικτϊν . 

Σε μία ιςορροπία Nash, δεδομζνου των ιςχφων των άλλων παικτϊν, κανζνασ 

χριςτθσ δεν μπορεί να βελτιϊςει τθν ευχαρίςτθςθ του κάνοντασ μεμονωμζνεσ 

μεταβολζσ τθσ ιςχφοσ του. Η ιςχφσ θ οποία επιλζγεται από ζναν παίκτθ, είναι μία 

βζλτιςτθ απόκριςθ ςτισ επιλεγμζνεσ ιςχφσ των άλλων παικτϊν. Αυτό που πρζπει να 

μελετιςουμε είναι εάν το παίγνιο αυτό, ζχει μία ιςορροπία Nash ςτισ κακαρζσ 

ςτρατθγικζσ του. Σφμφωνα με το Θεϊρθμα 1.2 για να ζχουμε ιςορροπία Nash ςτισ 

κακαρζσ ςτρατθγικζσ του παιγνίου αυτοφ κα πρζπει: 

1. Το  να είναι ζνα μθ κενό, κυρτό και ςυμπαγζσ υποςφνολο του Ευκλείδειου 

χϊρου . 

2. Η  να είναι ςυνεχισ ςτο  και οιονεί κοίλθ ςτο . 

Στο *10+ αποδεικνφεται το Θεϊρθμα 1.2 για το ΜΣΡ, με τθ ςυνάρτθςθ 

αποδοτικότθτασ να είναι οριςμζνθ, μόνο για  διαμόρφωςθ. 

Επίςθσ ςτο *11+ αποδεικνφεται ότι θ  είναι οιονεί κοίλθ ςτο , για όλα τα ςχιματα 

διαμόρφωςθσ τα οποία παρατίκενται ςτον Ρίνακα 4.1.  

Ιςορροπία Nash Κοινού SIR 

Ππωσ είπαμε ςτόχοσ μασ είναι το ςθμείο ιςορροπίασ του παιγνίου αυτοφ να δίνει 

ςτουσ παίκτεσ ζνα κοινό SIR. 

Για ζνα δεδομζνο διάνυςμα παρεμβολϊν , θ ιςχφσ  θ οποία μεγιςτοποιεί τθν 

, ικανοποιεί τθν παρακάτω ςχζςθ 

  (4.8)  

Εάν υποκζςουμε ότι , για κάκε , μολονότι θ ςυνκικθ είναι ίδια για όλουσ 

τουσ χριςτεσ, υπάρχει επίςθσ μία μόνο τιμι του SIR θ οποία τθν ικανοποιεί. Η 

ςυνκικθ εξαρτάται όπωσ βλζπουμε από τθν ςυνάρτθςθ αποδοτικότθτασ, επομζνωσ 
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για τθν επίτευξθ του κοινοφ SIR υποκζτουμε ότι όλοι οι χριςτεσ εφαρμόηουν τον 

ίδιο τφπο διαμόρφωςθσ άρα και κοινό . 

Συνεπϊσ υπάρχει μία μοναδικι ιςορροπία Nash ςτο ΜΣΠ, ςτθν οποία όλοι οι 

χριςτεσ πετυχαίνουν ζνα κοινό SIR με τιμι , εάν οι ιςχφσ των χρθςτϊν ςτο ςθμείο 

ιςορροπίασ είναι μικρότερεσ από τθν μζγιςτθ επιτρεπτι ιςχφ  του 

ςυςτιματοσ.[8],[10] 

Το μόνο ςθμείο το οποίο δεν γνωρίηουμε, είναι θ πικανότθτα να μθν υπάρχει ζνα 

τζτοιο διάνυςμα  ςτο οποίο όλοι οι χριςτεσ να πετυχαίνουν ιςορροπία κοινοφ SIR. 

Αποδεικνφεται ςτο *10+ ότι για πετφχουμε τον ςτόχο του κοινοφ SIR κα πρζπει εκτόσ 

από τον περιοριςμό  να υπάρχει και ζνασ περιοριςμόσ ςτο πλικοσ των 

χρθςτϊν. Ο περιοριςμόσ αυτόσ δίνεται από τον παρακάτω τφπο.  

  (4.9)  

Οι ιςχφσ ςτθν ιςορροπία μποροφν να βρεκοφν μελετϊντασ τθν ςυνάρτθςθ του SIR. 

Ρροςκζτοντασ και ςτα δφο μζλθ τθσ εξίςωςθσ  ζχουμε 

  (4.10)  

Ραρατθροφμε ότι το δεξί μζλοσ τθσ εξίςωςθσ είναι ανεξάρτθτο του χριςτθ με δείκτθ 

, επομζνωσ θ παραπάνω εξίςωςθ είναι όμοια για κάκε . Στθν ιςορροπία, οι 

λαμβανόμενεσ ιςχφσ όλων των χρθςτϊν είναι ίςεσ, οπότε για κάκε 

. Επομζνωσ θ εξίςωςθ που μασ δίνει το κοινό SIR είναι 

  (4.11)  

Λφνοντασ ωσ προσ το , γνωρίηοντασ το  από τθν εξίςωςθ (4.8), ζχουμε τθν τιμι 

τθσ εκπεμπόμενθσ ιςχφοσ κάκε χριςτθ ςτο ςθμείο ιςορροπίασ. 

 
 

(4.12)  

Ραρατθροφμε ότι εφόςον  για όλα τα , θ κατάταξθ για το κζρδοσ 

διαδρομισ των χρθςτϊν κα είναι αντιςτρόφωσ ανάλογθ των ιςχφων και ανάλογθ 

τθσ ευχαρίςτθςθσ, δθλαδι εάν , τότε  και . Αυτό ςθμαίνει ότι 

ςτθν ιςορροπία οι χριςτεσ με καλφτερο κζρδοσ διαδρομισ πετυχαίνουν μεγαλφτερθ 

ευχαρίςτθςθ και δαπανοφν λιγότερθ ιςχφ. Τζλοσ μποροφμε να ποφμε ότι, εάν ζνα 

από τα κριτιρια του πλικουσ των χρθςτϊν και τθσ μζγιςτθσ ιςχφοσ δεν ιςχφουν, κα 
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ζχουμε ωσ αποτζλεςμα ςτθν ιςορροπία Nash, ζνα μζροσ των χρθςτϊν να εκπζμπουν 

με ιςχφ   και τουσ υπόλοιπουσ χριςτεσ να πετυχαίνουν .[10] 

4.1.4 Βϋλτιςτη Ιςορροπύα και Σιμολόγηςη 

Η ιςορροπία του μθ ςυνεργατικοφ παιγνίου μασ δίνει μζγιςτθ ευχαρίςτθςθ. Είναι 

όμωσ πικανό να βρεκοφν κάποια διανφςματα ιςχφοσ τα οποία κα μασ δίνουν 

καλφτερεσ τιμζσ ευχαρίςτθςθσ *8+. Εάν ιςχφει αυτι θ υπόκεςθ, τότε το μθ 

ςυνεργατικό παίγνιο δεν κα είναι βζλτιςτο κατά Pareto. 

Αναηθτοφμε τισ περαιτζρω βελτιϊςεισ που μποροφν να προκφψουν ςτο αποτζλεςμα 

του μθ ςυνεργατικοφ παιγνίου. Τα διανφςματα ιςχφοσ τα οποία κα επιφζρουν 

βελτίωςθ ςτθν ευχαρίςτθςθ των χρθςτϊν, κεωροφμαι ότι επικρατοφν κατά Pareto. 

Υποκζτουμε ότι κάκε χριςτθσ μειϊνει τθν ιςχφ του ςτθν ιςορροπία, κατά ζνα 

παράγοντα . Το νζο διάνυςμα ιςχφοσ το οποίο προκφπτει είναι 

 και θ ςυνάρτθςθ ευχαρίςτθςθσ για κάκε παίκτθ  είναι 

  (4.13)  

Ππου 

  (4.14)  

Εξετάηουμε τθν ςυμπεριφορά τθσ τιμισ τθσ ευχαρίςτθςθσ όλων των χρθςτϊν, 

μεταβάλλοντασ τθν τιμι του . Μεταβάλλοντασ τισ τιμζσ του  από το 1 ςτο 0, κα 

ζχουμε μείωςθ ςτθν εκπεμπόμενθ ιςχφ των χρθςτϊν· εάν παράλλθλα παρατθρθκεί 

βελτίωςθ ςτισ τιμζσ τθσ ευχαρίςτθςθσ τότε υπάρχει κάποιο άλλο διάνυςμα ιςχφων 

το οποίο επικρατεί κατά Pareto του ςθμείου ιςορροπίασ του ΜΣΡ. Για να το 

διαπιςτϊςουμε, παίρνουμε τθν πρϊτθ παράγωγο τθσ ςυνάρτθςθσ ευχαρίςτθςθσ ωσ 

προσ  και τθν εξιςϊνουμε για , δθλαδι για το μθ ςυνεργατικό παίγνιο.  

  (4.15)  

Η (4.15) μασ δίνει αρνθτικι τιμι, ςυνεπϊσ εάν ελαττϊςουμε τθν τιμι του  κα 

ζχουμε αφξθςθ ςτθν τιμι τθσ ευχαρίςτθςθσ των χρθςτϊν. Αυτό ςθμαίνει ότι το μθ 

ςυνεργατικό παίγνιο δεν είναι βζλτιςτο κατά Pareto ςτθν ιςορροπία και πρζπει να 

αναηθτιςουμε λφςεισ για τθ βελτίωςθ του. 

Μζςω τθσ τιμολόγθςθσ μποροφμε να πετφχουμε αφξθςθ των επιδόςεων του 

ςυςτιματοσ, προτρζποντασ τουσ χριςτεσ να ςυνεργαςτοφν διατθρϊντασ 

παράλλθλα τθ μθ ςυνεργατικότθτα του παιγνίου. Γενικά θ τιμολόγθςθ εξυπθρετεί 

δφο ςκοποφσ, προςφζροντασ περιςςότερουσ πόρουσ ςτο ςφςτθμα και 

ενκαρρφνοντασ τουσ χριςτεσ να χρθςιμοποιοφν τουσ πόρουσ του ςυςτιματοσ πιο 
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αποδοτικά. Εμείσ κα μελετιςουμε τθν ειςαγωγι τθσ τιμολόγθςθσ ςτο παίγνιο μασ, 

με ςκοπό να πετφχουμε τον δεφτερο ςκοπό. 

Στθν ιςορροπία κοινοφ SIR θ ιςχφσ  θ οποία λαμβάνεται ςτον δζκτθ είναι ίδια 

για όλα τα . Συνεπϊσ ςτο ςθμείο ιςορροπίασ θ ςυνάρτθςθ ευχαρίςτθςθσ είναι 

  (4.16)  

Εφόςον τα  και  είναι ίδια για όλουσ τουσ χριςτεσ, θ ευχαρίςτθςθ ςτθν 

ιςορροπία μπορεί να καταταχκεί ςφμφωνα με το κζρδοσ διαδρομισ. Σε ζνα AWGN 

κανάλι, με τθν απουςία εξαςκζνιςθσ λόγω ςκίαςθσ, οι απϊλειεσ μειϊνονται με τθν 

απόςταςθ από το ςτακμό βάςθσ. Συνεπϊσ οι χριςτεσ οι οποίοι βρίςκονται πιο 

κοντά ςτον ςτακμό βάςθσ, πετυχαίνουν μεγαλφτερθ ευχαρίςτθςθ ςτο ςθμείο 

ιςορροπίασ του μθ ςυνεργατικοφ παιγνίου. Εάν ορίςουμε ωσ  τθν απόςταςθ 

του χριςτθ  από το ςτακμό βάςθσ, τότε ςτο ςθμείο ιςορροπίασ κα ζχουμε τθν 

παρακάτω κατάταξθ των μεγεκϊν για όλουσ τουσ χριςτεσ. 

 

 

 

 

 

(4.17)  

Η ςτρατθγικι τθσ μεγιςτοποίθςθσ τθσ ευχαρίςτθςθσ, οδθγεί τουσ χριςτεσ ςτθν 

εκπομπι ςε πολφ υψθλζσ ςτάκμεσ ιςχφοσ. Ζνασ τρόποσ για να ενκαρρφνουμε τουσ 

χριςτεσ να εκπζμπουν ςε χαμθλότερα επίπεδα ιςχφοσ είναι, ηθμιϊνοντασ τον 

χριςτθ  κατά τθν μεταβολι τθσ ιςχφοσ του παίκτθ . Ο ςυντελεςτισ ο οποίοσ 

προκαλεί τθ ηθμία αυτι ([8]) ορίηεται ωσ 

  (4.18)  

Η ςυνολικι βλάβθ θ οποία προκαλείται ςε όλουσ τουσ χριςτεσ από τον χριςτθ , 

κατά τθν εκπομπι με ιςχφ  είναι, 

  (4.19)  

Για το ςφςτθμα το οποίο μελετάμε, θ βλάβθ θ οποία προκαλείται ςτο ςθμείο 

ιςορροπίασ, είναι μία γνθςίωσ αφξουςα ςυνάρτθςθ τθσ απόςταςθσ του χριςτθ από 

το ςτακμό βάςθσ (*10+). Επομζνωσ επεκτείνοντασ τθν κατάταξθ των μεγεκϊν ςτο 

ςθμείο ιςορροπίασ, ζχουμε για τον ςυντελεςτι βλάβθσ 

  (4.20)  
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4.1.5 Μη ΢υνεργατικό Παύγνιο Ελϋγχου Ιςχύοσ με Σιμολόγηςη 

Ζχοντασ υπόψθ τισ επιςθμάνςεισ περί τθσ βελτιςτοποίθςθσ του παιγνίου, 

αναπτφςςουμε ζνα μθ ςυνεργατικό παίγνιο ελζγχου ιςχφοσ με τιμολόγθςθ (ΜΣΡΤ). 

Ζςτω , ζνα τζτοιο μθ ςυνεργατικό παίγνιο  παικτϊν με τιμολόγθςθ. 

Η ςυνάρτθςθ του παιγνίου αυτοφ διαμορφϊνεται ωσ εξισ: 

  (4.21)  

όπου  θ ςυνάρτθςθ τιμολόγθςθσ για κάκε .  

Η ςυνάρτθςθ τιμολόγθςθσ μπορεί να εκφραςτεί με διάφορουσ τρόπουσ. 

Γνωρίηοντασ ότι ςτθν ιςορροπία ο χριςτθσ ο οποίοσ εκπζμπει περιςςότερθ ιςχφ 

προκαλεί και περιςςότερθ ηθμιά ςτο ςφςτθμα, προτείνεται μία ποινι ςτθν 

ευχαρίςτθςθ του χριςτθ, θ οποία αυξάνεται με τθν ιςχφ τθν οποία εκπζμπει. Στθν 

παροφςα εργαςία θ τιμολόγθςθ είναι γραμμικι, τθσ μορφισ 

  (4.22)  

όπου τα  ( ) και  είναι κετικά βακμωτά μεγζκθ.  

Οι τιμζσ οι οποίεσ κα δοκοφν ςτα  και  πρζπει να εξεταςτοφν, ϊςτε να 

πετυχαίνουν για ζνα δεδομζνο ςφςτθμα, τθ μζγιςτθ δυνατι ευχαρίςτθςθ ςτο 

ςθμείο ιςορροπίασ. 

Ππωσ φαίνεται και από τθ ςυνάρτθςθ ευχαρίςτθςθσ του ΜΣΡΤ, εάν είχαμε 

μθδενικοφσ ςυντελεςτζσ  ι , κα προζκυπτε το ΜΣΡ. Οπότε κα περιμζναμε να 

διατθροφνται τα χαρακτθριςτικά του ΜΣΡ, τα οποία μασ εξαςφαλίηουν τθν φπαρξθ 

ιςορροπίασ Nash ςτισ κακαρζσ ςτρατθγικζσ. Δυςτυχϊσ όμωσ το μθ ςυνεργατικό 

παίγνιο με τιμολόγθςθ δεν ζχει οιονεί κοίλεσ ςυναρτιςεισ ευχαρίςτθςθσ (*10+), 

ςυνεπϊσ θ ςυνκικεσ κυρτότθτασ και διαφοριςιμότθτασ, οι οποίεσ υποδεικνφονται 

από το Θεϊρθμα 1.2 και μασ εξαςφαλίηουν τθν φπαρξθ ιςορροπίασ Nash ςτισ 

κακαρζσ ςτρατθγικζσ των χρθςτϊν, δεν ιςχφουν. Για το λόγο αυτό χρθςιμοποιοφμε 

τθν κεωρία των υπεραρκρωτϊν παιγνίων για να αποδείξουμε τθν φπαρξθ 

ιςορροπίασ Nash. 

Υπεραρθρωτά Παίγνια και ΜΣΠΤ 

Η φπαρξθ ιςορροπίασ Nash ςτα υπεραρκρωτά παίγνια διατυπϊνεται ςτο Θεϊρθμα 

1.14. Για να αποδείξουμε ότι ζνα παίγνιο είναι υπεραρκρωτό, πρζπει να ιςχφουν οι 

ςυνκικεσ του Οριςμοφ 1.15. 

Ξεκινάμε τθν ανάλυςθ για τθν φπαρξθ ιςορροπίασ Nash ςτο ΜΣΡΤ, εξετάηοντασ τθν 

αρχικι μθ τροποποιθμζνθ μορφι των παιγνίων που διατυπϊςαμε, δθλαδι το ΜΣΡ. 

Εξετάηουμε αν το ΜΣΡ πλθροί τισ προχποκζςεισ του Οριςμοφ 1.15. Στο παίγνιο  

(ΜΣΡ), ιςχφει: 
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 Εφόςον το  είναι ζνα μονοδιάςτατο ςφνολο, ιςχφει και θ υπεραρκρϊτθτα ςτο 

. 

 Επίςθσ ιςχφει ςτθν παροφςα εφαρμογι ότι  και  κεωρείται ζνα κυρτό 

και ςυμπαγζσ ςφνολο με άνω και κάτω όρια, ςυνεπϊσ το  είναι υποδικτυωτό 

του . 

Το μόνο κζμα που προκφπτει είναι εάν θ ςυνάρτθςθ ευχαρίςτθςθσ  ζχει 

αφξουςεσ διαφορζσ ςτο . Για να το αποδείξουμε αρκεί όπωσ ζχουμε πει να 

ιςχφει  για όλα τα .  

Συμβολίηουμε με , το μθ κενό ςφνολο των ςτρατθγικϊν τθσ ιςορροπίασ Nash, ενόσ 

υπεραρκρωτοφ παιγνίου. Στο ςθμείο αυτό δθμιουργοφμε ζνα παίγνιο 

, με τον εξωγενι παράγοντα . Το  βρίςκεται ςε πλιρθ ςχεδόν 

αντιςτοιχία με το ΜΣΡΤ. Το παίγνιο με εξωγενι παράγοντα είναι υπεραρκρωτό, εάν 

θ  ζχει αφξουςεσ διαφορζσ ςτο  και ςτο  για κάκε .  

Αποδεικνφεται επίςθσ ςτο *13+, ωσ ςυνζχεια του προθγοφμενου οριςμοφ ότι, ςε ζνα 

τζτοιο παραμετροποιθμζνο υπεραρκρωτό παίγνιο θ  και  ζχουν 

αφξουςεσ διαφορζσ ςτο . Αυτό ςθμαίνει ότι ςε ζνα παραμετροποιθμζνο παίγνιο, το 

ςφνολο των ςτρατθγικϊν τθσ ιςορροπίασ Nash  μετακινείται κακϊσ αλλάηει ο 

εξωγενισ παράγοντασ . 

Στθν πραγματικότθτα όμωσ το ΜΣΡΤ, , δεν είναι ζνα υπεραρκρωτό 

παίγνιο. Για να το πετφχουμε, χρειάηεται να τροποποιιςουμε το πεδίο ςτρατθγικϊν 

του ΜΣΡΤ. Ορίηουμε τον τροποποιθμζνο ςτρατθγικό χϊρο , ωσ ζνα ςυμπαγζσ 

ςφνολο . Χρθςιμοποιϊντασ τθ ςυνκικθ , καταλιγουμε ότι το 

μικρότερο ςτοιχείο   κα πρζπει να ακολουκεί τθ ςυνκικθ  ενϊ το 

μεγαλφτερο ςτοιχείο  διατθρεί τθ μζγιςτθ επιτρεπτι ιςχφ του ςυςτιματοσ(*8+). 

Μποροφμε να παρατθριςουμε ότι τα  τα οποία δεν υπακοφουν τθν ςυνκικθ, δεν 

είναι διακζςιμα ςτουσ χριςτεσ, ενϊ ςτο ΜΣΡ οι παίκτεσ είχαν διακζςιμεσ όλεσ τισ 

κετικζσ ιςχφσ, οι οποίεσ δεν ιταν μεγαλφτερεσ από τθν μζγιςτθ . Η παρατιρθςθ 

αυτι μασ οδθγεί ςτο ςυμπζραςμα, ότι για το ΜΣΡΤ το πεδίο των εφικτϊν 

ςτρατθγικϊν είναι μικρότερο από το αντίςτοιχο του ΜΣΡ. 

Αποδεικνφεται ςτο *8+, ότι το τροποποιθμζνο ΜΣΠΤ  με τον εξωγενι 

παράγοντα , είναι ζνα υπεραρκρωτό παίγνιο. Η παραπάνω διλωςθ μασ 

εξαςφαλίηει, τθν φπαρξθ ιςορροπίασ Nash ςτισ κακαρζσ ςτρατθγικζσ για το ΜΣΡΤ. 

Ιςορροπία Nash ςτο ΜΣΠΤ 

Ζνα ςθμείο το οποίο δεν ζχουμε διευκρινίςει, είναι ο τρόποσ εφρεςθσ του ςθμείου 

ιςορροπίασ ςτο τροποποιθμζνο ΜΣΡΤ. Στο *13, ς.185+ παρουςιάηεται ζνασ 

επαναλθπτικόσ αλγόρικμοσ εφρεςθσ του ςθμείου ιςορροπίασ Nash, ςε μθ 
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ςυνεργατικά παίγνια με εξωγενισ παράγοντεσ και προτείνετε ωσ λφςθ ςτο *8+ για το 

τροποποιθμζνο ΜΣΡΤ. Ο αλγόρικμοσ ξεκινϊντασ από το  (ι το ) ανανεϊνει το 

διάνυςμα των ιςχφων των χρθςτϊν με κυκλικό τρόπο ϊςτε κάκε φορά κάκε χριςτθσ 

να μεγιςτοποιεί τθν ευχαρίςτθςθ του . 

Στο *13+ αποδεικνφεται ότι θ ακολουκία διανυςμάτων ιςχφοσ, τα οποία ξεκινάνε από 

το  (ι το ), ςυγκλίνει ςτο  (ι ). Επομζνωσ γνωρίηουμε ότι ο αλγόρικμοσ 

ςυγκλίνει ςε κάποιο ςθμείο ιςορροπίασ, αλλά δεν γνωρίηουμε εάν αυτι θ 

ιςορροπία είναι μοναδικι και αν επικρατεί κατά Pareto κάκε άλλου ςθμείου 

ιςορροπίασ. Σφμφωνα με το *8+, το  επικρατεί κατά Pareto ςτο ςφνολο 

των ιςορροπιϊν Nash , του ΜΣΠΤ. 3F

4  

Τζλοσ, για να ζχουμε τθν μζγιςτθ δυνατι βελτίωςθ κατά Pareto, του ΜΣΡΤ ςε ςχζςθ 

με το ΜΣΡ, κα πρζπει να ρυκμίςουμε κατάλλθλα τθν τιμι του . Η διαδικαςία 

προβλζπει τθν αφξθςθ τθσ τιμισ του , κάκε φορά που κα ςυγκλίνει ο αλγόρικμοσ 

ςε μία ιςορροπία και τθν ςφγκριςθ των τιμϊν τθσ ευχαρίςτθςθσ για κάκε . Εάν 

παρουςιαςτεί μείωςθ ζςτω και ςε μία τιμι τθσ ευχαρίςτθςθσ ενόσ παίκτθ, τότε 

ςταματάμε τθν διαδικαςία και διατθροφμε το τελευταίο  το οποίο δεν επζφερε 

ελάττωςθ των τιμϊν τθσ ευχαρίςτθςθσ. Το  αυτό το ςυμβολίηουμε ωσ  και ςτο 

ςθμείο ιςορροπίασ Nash, μασ δίνει τθν μεγαλφτερθ βελτίωςθ τθσ ευχαρίςτθςθσ των 

παικτϊν του ΜΣΡΤ, ςε ςχζςθ με το ΜΣΡ. 

4.2 Τλοπούηςη του Παιγνιοθεωρητικού Μοντϋλου 

Ζπειτα από τθν ανάλυςθ και επεξιγθςθ του μακθματικοφ μοντζλου, 

πραγματοποιοφμε τθν υλοποίθςθ μίασ προςομοίωςθσ του. Σκοπόσ μασ είναι να 

λάβουμε τα αρικμθτικά αποτελζςματα τθσ εφαρμογισ και να μπορζςουμε να 

εξάγουμε ςυμπεράςματα. 

4.2.1 Αλγόριθμοσ Τλοπούηςησ 

Για τθν υλοποίθςθ τθσ προςομοίωςθσ του μθ ςυνεργατικοφ παιγνίου ελζγχου 

ιςχφοσ, δθμιουργικθκε ζνα υπολογιςτικό πρόγραμμα ςε γλϊςςα προγραμματιςμοφ 

Matlab (Ραράρτθμα Ρ.1). 

Σε πρϊτθ φάςθ ειςάγουμε τα κφρια δεδομζνα του ςυςτιματοσ. Η τιμι του SIR ςτθν 

οποία κα ςυγκλίνουν οι χριςτεσ του ςυςτιματοσ, εξάγεται για  διαμόρφωςθ  

, μζςω τθσ εξίςωςθσ (4.8). Ζπειτα υπολογίηουμε τον μζγιςτο 

αρικμό χρθςτϊν , τον οποίο μποροφμε να ζχουμε ςτο ςφςτθμα ϊςτε να πετφχουμε 

τον ςτόχο του κοινοφ SIR.  

                                                             
4
 Το  κα είναι ςτθν  πράξθ, θ πρϊτθ ιςορροπία ςτθν οποία κα ςυγκλίνει ο αλγόρικμοσ. Η 

φπαρξθ άλλων ιςορροπιϊν ςτο ΜΣΡΤ δεν μασ απαςχολεί εφόςον δεν κα επιφζρουν βελτίωςθ κατά 
Pareto ςτο αποτζλεςμα. 
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Στθ ςυνζχεια τρζχουμε το μθ ςυνεργατικό παίγνιο ελζγχου ιςχφοσ χωρίσ 

τιμολόγθςθ. Στο ςθμείο αυτό να ςθμειϊςουμε ότι ενϊ οι εξιςϊςεισ (4.11),(4.12) μασ 

δίνουν άμεςα τθ λφςθ ςτο παίγνιο αυτό, κατά τθν προςομοίωςθ προςεγγίηουμε τθν 

λφςθ και με ζνα άλλο τρόπο. Ππωσ μποροφμε να δοφμε, το ΜΣΡ είναι ζνα ΜΣΡΤ με 

ςυντελεςτι  Συνεπϊσ μποροφμε να ακολουκιςουμε τθν ίδια τακτικι εφρεςθσ 

ςθμείου ιςορροπίασ για τα δφο είδθ παιγνίων, αλλάηοντασ μόνο τθν τιμι του  και 

εφαρμόηοντασ τα ςτρατθγικά πεδία τα οποία αντιςτοιχοφν ςε κάκε τφπο παιγνίου. 

Τα αποτελζςματα μασ δείχνουν ότι ο τρόποσ προςζγγιςθσ αυτόσ μασ είναι ςωςτόσ 

και ο αλγόρικμοσ ςυγκλίνει ςτο ςωςτό ςθμείο ιςορροπίασ. 

Για τθν εφρεςθ τθσ ιςορροπίασ ςτο ΜΣΡ, χρθςιμοποιοφμε τον αλγόρικμο που 

αναφζραμε ςτθν Ενότθτα 4.1.5 και ορίηουμε  Η πορεία ςφγκλιςθσ ςτθν 

ιςορροπία είναι θ παρακάτω: 

1. Δίνουμε κετικζσ τιμζσ, πολφ κοντά ςτο 0, ςτισ ιςχφσ  των χρθςτϊν. Αυτό 

γίνεται για να αποφφγουμε τα προβλιματα που κα μασ δθμιουργιςουν οι 

μθδενικζσ τιμζσ, λόγω των περιοριςμϊν τθσ ςυνάρτθςθσ αποδοτικότθτασ   

(εξίςωςθ 4.4). 

2. Εφαρμόηουμε για τον πρϊτο χριςτθ , το ςφνολο του ςτρατθγικοφ πεδίου 

των διακζςιμων ιςχφων  ςτθν ςυνάρτθςθ ευχαρίςτθςθσ του , διατθρϊντασ 

τισ αρχικζσ ιςχφσ εκπομπισ  των υπόλοιπων χρθςτϊν.  

3. Ελζγχουμε για ποια τιμι ιςχφοσ ο πρϊτοσ παίκτθσ μεγιςτοποιεί τθν ςυνάρτθςθ 

ευχαρίςτθςθσ του και δίνουμε αυτι τθν τιμι ςτθν ιςχφ εκπομπισ του, ορίηοντασ 

ζνα νζο διάνυςμα ιςχφοσ . 

4. Επαναλαμβάνουμε τα ςτάδια 2 και 3 για τουσ υπόλοιπουσ παίκτεσ κατά ςειρά, 

διατθρϊντασ ωσ αρχικό διάνυςμα παρεμβολϊν το ίδιο για κάκε παίκτθ ( ). 

5. Πταν θ διαδικαςία ολοκλθρωκεί για όλουσ τουσ παίκτεσ, το νζο διάνυςμα 

ιςχφων , αποτελείται από τισ τιμζσ που προζκυψαν από τα ςτάδια 2, 3, 4. 

6. Συγκρίνουμε το νζο διάνυςμα ιςχφοσ με το αρχικό. Εάν θ διαφορά τουσ είναι 

πολφ κοντά ςτο μθδζν, τότε το νζο διάνυςμα ιςχφων  είναι αυτό τθσ 

ιςορροπίασ, ςε άλλθ περίπτωςθ το  γίνεται το αρχικό  και 

επαναλαμβάνουμε τθν διαδικαςία των ςταδίων 2 ζωσ 6. 

Ζχοντασ βρει τισ τιμζσ των ιςχφων του ςθμείου ιςορροπίασ Nash για κάκε παίκτθ,   

βρίςκουμε αντίςτοιχα και τισ τιμζσ τθσ ευχαρίςτθςθσ τουσ, μζςω τθσ εξίςωςθσ (4.6). 
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Start

End

p1=p0

PLOT

Data

INPUT

M,L,W,R,P,ζ
2
,d,K

·Υπολογιζμόςηοσ κοινού SIR (y_equal)

·Υπολογιζμός ηων τρηζηών n

·p0 (μηδενικές αρτικές ιζτύς)

·c=0

p1=p0

for i=1:n

· Υπολογιζμός ηοσ ui για κάθε ηιμή ηοσ P.

· Εύρεζη ηοσ p ζηο οποίο μεγιζηοποιείηαι η 
ui

· Καηατώρηζη ηοσ p ασηό ζηην ηιμή p1(i)
end

· Το p ιζορροπίας είναι ίζο με p1

· Υπολόγιζε ηις ηιμές ηης u

p0=p1

ΝΑΙ

ΟΧΙ

ΜΣΠ

 

Εικόνα 4.2: Ο αλγόρικμοσ υλοποίθςθσ του ΜΣΠΤ 
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Start

End

PLOT

Data

INPUT

M,L,W,R,P,ζ
2
,d,K

|p1-p0|<0

p1=p0

for i=1:n

· Υπολογιζμός ηοσ ui για κάθε δσναηή ηιμή 
ηοσ P.

· Εύρεζη ηοσ p ζηο οποίο μεγιζηοποιείηαι η 
ui

· Καηατώρηζη ηοσ p ασηό ζηην ηιμή p1(i)
end

· Το p ιζορροπίας είναι ίζο με p1

· Υπολόγιζε ηις ηιμές ηης u1

p0=p1

·p0 (αρτικές ιζτύς όπως ορίζονηαι για 

ηην περίπηωζη ηων Supermodular 

παιγνίων)

·u0 (c=0)

·c=1

u1-u0<0

u0=u1

c=c+1

·p0 (αρτικές ιζτύς όπως ορίζονηαι για 

ηην περίπηωζη ηων Supermodular 

παιγνίων)

· Το p ιζορροπίας είναι ίζο με p1

· Υπολόγιζε ηις ηιμές ηης u0.

ΜΣΠ

ΝΑΙ

ΟΧΙ

ΝΑΙ

ΟΧΙ

ΜΣΠΤ

 

Εικόνα 4.3: Ο αλγόρικμοσ υλοποίθςθσ του ΜΣΠ 

Στθ ςυνζχεια αναηθτοφμε το ςθμείο ιςορροπίασ του ΜΣΡΤ, κακϊσ και το βζλτιςτο 

αυτϊν. Η τιμι του γραμμικοφ παράγοντα τιμολόγθςθσ  είναι , για κάκε  

και .  
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Η διαδικαςία θ οποία ακολουκείται είναι: 

1. Η διαδικαςία εφρεςθσ του ςθμείου ιςορροπίασ για , είναι ίδια με τθν 

αντίςτοιχι του ΜΣΡ.  

2. Πταν το παίγνιο ςυγκλίνει ςε ζνα ςθμείο ιςορροπίασ, ελζγχουμε εάν κάποια 

τιμι τθσ ευχαρίςτθςθσ των παικτϊν, είναι μικρότερθ ςε ςχζςθ με τθν 

προθγοφμενθ τιμι του  (ςτο πρϊτο ςτάδιο γίνεται ςφγκριςθ με ). Εάν 

δεν ιςχφει θ ςυνκικθ αυτι αυξάνουμε το  κατά 1. 

3. Το παίγνιο επαναλαμβάνεται όπωσ ςτα ςτάδια 1 και 2. Πταν υπάρξει μείωςθ 

τθσ ευχαρίςτθςθσ ζςτω και ενόσ παίκτθ, για κάποια τιμι του , τότε 

ορίηουμε τθν προθγοφμενθ τιμι (όχι τθν τρζχουςα) του , ωσ . 

Το ςθμείο ιςορροπίασ Nash για  επιφζρει και τθν μεγαλφτερθ βελτίωςθ κατά 

Pareto του ΜΣΡΤ ζναντι του ΜΣΡ. 

4.2.2 Αριθμητικϊ Αποτελϋςματα 

Μελετοφμε τα δφο μθ ςυνεργατικά μοντζλα ελζγχου ιςχφοσ, για ςυγκεκριμζνεσ 

τιμζσ (Ρίνακασ 4.2), ςε ζνα ςφςτθμα CDMA μίασ κυψζλθσ, με ςτακερό πλαίςιο 

πλθροφορίασ και χωρίσ τθ χριςθ αλγορίκμων FEC.  

Το παίγνιο «παίηεται» μία μόνο φορά και οι χριςτεσ του ςυςτιματοσ κεωροφνται 

ςτατικοί εντόσ τθσ κυψζλθσ, ςε προκακοριςμζνθ απόςταςθ από τον ςτακμό βάςθσ. 

Τα κζρδθ διαδρομισ ορίηονται από το απλό μοντζλο απωλειϊν , με τθν 

ςτακερά . Για λόγουσ καλφτερθσ παρατιρθςθσ των αποτελεςμάτων, 

ορίηουμε τθν ακτίνα τθσ κυψζλθσ ςε μικοσ  και κατανζμουμε ομοιόμορφα τισ 

αποςτάςεισ των χρθςτϊν εντόσ αυτισ. 

  

  

  

  

  

  

  

Πίνακασ 4.2: Οι τιμζσ των βαςικϊν ςτοιχείων του ςυςτιματοσ. 

Το κοινό SIR ςτο οποίο ςυγκλίνουν οι παίκτεσ ςτθν ιςορροπία Nash του ΜΣΡ είναι 

. Επομζνωσ θ ςυνκικθ για τον μζγιςτο αρικμό χρθςτϊν μασ δίνει  

, οπότε κα μελετιςουμε τα παίγνια για  . Επιλζγουμε τον ίδιο αρικμό 

παικτϊν και ςτα δφο παίγνια, αν και δεν υπάρχει περιοριςμόσ ςτο ΜΣΡΤ, για να 

ζχουμε ςυγκρίςιμα αποτελζςματα.  

Οι αποςτάςεισ του κάκε χριςτθ από το ςτακμό βάςθσ, δίνονται από το διάνυςμα 

. 
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Πταν ολοκλθρωκεί ο αλγόρικμοσ για το ΜΣΡ και το ΜΣΡΤ, εκφράηουμε ςε κοινά 

γραφιματα τθν ςχζςθ απόςταςθσ – ιςχφοσ και απόςταςθσ – ευχαρίςτθςθσ, ςτο 

ςθμείο ιςορροπίασ Nash. 

 
Εικόνα 4.6: Σχζςθ απόςταςθσ - ιςχφοσ ςτθν ιςορροπία Nash, για ΜΣΠ και ΜΣΠΤ 

 
Εικόνα 4.7: Σχζςθ απόςταςθσ - ευχαρίςτθςθσ ςτθν ιςορροπία Nash, για ΜΣΠ και ΜΣΠΤ 
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Ο αλγόρικμοσ του ΜΣΡΤ, ολοκλθρϊνεται όταν το  πάρει μζγιςτθ τιμι . 

Στθν Εικόνα 4.6 βλζπουμε τθν επίδραςθ τθσ αφξθςθσ του  ςτθ ςυνολικι 

ευχαρίςτθςθ των χρθςτϊν, κακϊσ αυξάνεται θ τιμι του ζωσ το . 

 
Εικόνα 4.8: Επίδραςθ τθσ τιμισ του c ςτθν ευχαρίςτθςθ των χρθςτϊν 

4.3 ΢υμπερϊςματα – Παρατηρόςεισ 

Ραρουςιάςαμε ζνα κατανεμθμζνο μθ ςυνεργατικό αλγόρικμο ελζγχου ιςχφοσ άνω 

ηεφξθσ, για ζνα CDMA ςφςτθμα επικοινωνιϊν. Η ποιότθτα των υπθρεςιϊν του 

δικτφου, εκφράςτθκε ωσ μία ςυνάρτθςθ ευχαρίςτθςθσ τθν οποία επικυμοφν όλοι οι 

χριςτεσ να μεγιςτοποιιςουν. To πρόβλθμα τθσ κατανομισ ιςχφοσ εκφράηεται ςτο 

μοντζλο αυτό μζςω δφο μθ ςυνεργατικϊν παιγνίων. Το αρχικό παίγνιο ΜΣΡ ςτο 

ςθμείο ιςορροπίασ Nash πετυχαίνει τθν μεγιςτοποίθςθ τθσ ευχαρίςτθςθσ των 

χρθςτϊν ενϊ παράλλθλα οι χριςτεσ ςυγκλίνουν ςε ζνα κοινό SIR. Το ΜΣΡΤ δεν 

ςυγκλίνει ςε κάποιο κοινό SIR, αλλά μζςω τθσ τιμολόγθςθσ επιφζρει βελτίωςθ των 

αποτελεςμάτων του ςτο ςθμείο ιςορροπίασ, ζναντι του ΜΣΡ. 

Ραρατθρϊντασ τα γραφιματα ςτισ Εικόνεσ 4.6 και 4.7 επιβεβαιϊνουμε τθν 

κατάταξθ των μεγεκϊν του ςυςτιματοσ όπωσ φαίνονται και ςτθν (4.17). Η 

απομάκρυνςθ από το ςτακμό βάςθσ αναγκάηει τον χριςτθ να αυξιςει τθν ιςχφ του, 

ςτο ςθμείο ιςορροπίασ και του επιφζρει παράλλθλα μείωςθ τθσ ευχαρίςτθςθσ του. 

Η κατάταξθ αυτι ιςχφει και για τα δφο ςυνεργατικά παίγνια. 
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Αναμενόμενθ βζβαια ιταν θ καλφτερθ απόδοςθ του ΜΣΡΤ ζναντι του ΜΣΡ ςτον 

τομζα αυτό. Συγκρίνοντασ τα αποτελζςματα των ΜΣΡ και ΜΣΡΤ παρατθροφμε τα 

δφο ςθμεία ςτα οποία υπάρχει βελτίωςθ. Στο ΜΣΡΤ, ςε ςφγκριςθ με το ΜΣΡ,  

πετυχαίνουμε εκπομπι ςιματοσ ςε μικρότερα επίπεδα ιςχφοσ ςτο ςθμείο 

ιςορροπίασ, ενϊ παράλλθλα θ ευχαρίςτθςθ ςθμειϊνει ςθμαντικι αφξθςθ (Εικόνα 

4.6, 4.7). Η χριςθ τιμολόγθςθσ ςτο ΜΣΡΤ, «τιμωρεί» ουςιαςτικά τουσ χριςτεσ οι 

οποίοι επικυμοφν τθν αφξθςθ τθσ ευχαρίςτθςθσ τουσ «παίηοντασ» μεγαλφτερεσ 

ςτρατθγικζσ ( ). Αυτό ζχεισ αποτζλεςμα να αναγκάηονται οι χριςτεσ να εκπζμψουν 

ςε μικρότερα επίπεδα ιςχφοσ ςυνειςφζροντασ με τον τρόπο αυτό ςτθ γενικότερθ 

απόδοςθ του ςυςτιματοσ.  

Η επίδραςθ επίςθσ του γραμμικοφ παράγοντα τιμολόγθςθσ (Εικόνα 4.8), είναι 

εμφανισ ςτισ τιμζσ τθσ ευχαρίςτθςθσ των χρθςτϊν. Αυξάνοντασ το , το άκροιςμα 

των τιμϊν τθσ  ςτο ςθμείο ιςορροπίασ, αυξάνει ζωσ ζνα ςθμείο ςτο οποίο 

παρουςιάηεται ελάττωςθ τθσ τιμισ ευχαρίςτθςθσ ενόσ χριςτθ. Για τα δεδομζνα του 

ςυςτιματοσ μασ το καλφτερο  είναι το  και οι τιμζσ τθσ  είναι οι 

βζλτιςτεσ κατά Pareto, ςε ςχζςθ πάντα με το ΜΣΡ.  

Το ΜΣΡΤ όμωσ δεν λφνει το πρόβλθμα τθσ εφρεςθσ του βζλτιςτου κατά Pareto 

διανφςματοσ ιςχφων, ςτο ςθμείο ιςορροπίασ Nash. Κατά τθν προςομοίωςθ του 

ΜΣΡΤ, παρατθροφμε ότι το άκροιςμα τθσ ευχαρίςτθςθσ των χρθςτϊν ςυνεχίηει να 

αυξάνεται (ζςτω και με μικρότερο ρυκμό), πζρα του .  Ενϊ θ ςυνολικι 

ευχαρίςτθςθ του ςυςτιματοσ ςυνεχίηει να αυξάνει πζραν του , ζνασ χριςτθσ (ο 

οποίοσ κα είναι και ο πιο απομακρυςμζνοσ από τον ςτακμό βάςθσ *10+) κα ζχει 

μείωςθ ςτθν ευχαρίςτθςθ του. Επομζνωσ, ενϊ το ςυνολικό QoS του ςυςτιματοσ 

αυξάνει, μειϊνεται μεμονωμζνα. Δθλαδι αυτό που πετυχαίνουμε με το ΜΣΡΤ, είναι 

ζνα επικρατζςτερο κατά Pareto διάνυςμα ιςχφοσ ςε ςχζςθ με το ΜΣΡ, αλλά όχι ζνα 

ςυνολικό βζλτιςτο διάνυςμα ιςχφων. Επομζνωσ το ΜΣΡΤ πικανϊσ δζχεται 

βελτίωςθ. Σφμφωνα με το *10], υπάρχει ζνα ςυνολικά βζλτιςτο κατά Pareto ΜΣΡΤ, 

το οποίο προχποκζτει τθν δθμιουργία μίασ διαφορετικισ μθ γραμμικισ ςυνάρτθςθσ 

τιμολόγθςθσ. Στο *17+ ζχουν μελετθκεί διάφορεσ τεχνικζσ βελτιςτοποίθςθσ τθσ 

ςυνάρτθςθσ ευχαρίςτθςθσ, ενόσ μεγάλου φάςματοσ παιγνίων, που ζχουν προτακεί 

για τον ζλεγχο ιςχφοσ ςτισ αςφρματεσ επικοινωνίεσ 

Ρζρα από το κζμα τθσ βζλτιςτθσ λφςθσ, τίκεται και κζμα εάν μπορεί θ εφαρμογι να 

δϊςει πραγματικζσ λφςεισ, ςε κζματα κατανομισ τθσ ιςχφοσ. Αν και ο τομζασ τθσ 

κεωρίασ παιγνίων, όπωσ επίςθσ οι εφαρμογζσ τθσ ςτισ τθλεπικοινωνίεσ, 

εξελίςςονται ςυνζχεια, δεν είναι εφικτό ακόμα να δοκεί λφςθ ςε ζνα πραγματικό 

ςφςτθμα.  

Για το ΜΣΡ και ΜΣΡΤ, υπάρχουν διάφορα ςθμεία τα οποία κακιςτοφν αδφνατθ τθν 

υλοποίθςθ τουσ ςε πραγματικζσ ςυνκικεσ. Αρχικά ο αρικμόσ των χρθςτϊν είναι 

περιοριςμζνοσ τουλάχιςτον για το ΜΣΡ, ενϊ το ςφςτθμα προςομοιϊνεται για μία 
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κυψζλθ, οπότε δεν καλφπτονται κζματα παρεμβολϊν από τισ άλλεσ κυψζλεσ. Ζνα 

άλλο κζμα που προκφπτει είναι, πωσ κα ανταποκρίνονταν το ςφςτθμα εάν οι 

χριςτεσ κινιόντουςαν μζςα ςτθν κυψζλθ ι άλλαηε το πλικοσ τουσ μζςα ςτο χρόνο.  

Επίςθσ θ προςομοίωςθ ενόσ τζτοιου ςυςτιματοσ διιρκεςε κάποιεσ ϊρεσ, ϊςτε να 

βρεκοφν τα δφο παίγνια ςε ιςορροπία Nash. Βζβαια ο επαναλθπτικόσ αλγόρικμοσ 

επιδζχεται βελτιϊςεισ, όπωσ επίςθσ ο παράλλθλοσ προγραμματιςμόσ κα μίκραινε 

τθν διάρκεια τθσ προςομοίωςθσ ([14]), κζματα τα οποία δεν αφοροφν τθν εργαςία 

αυτι. Απλά δίνεται θ εντφπωςθ, ότι δεν είναι δυνατό να ανταποκρικεί ςτισ 

ςυνκικεσ ενόσ πραγματικοφ δυναμικοφ ςυςτιματοσ, ςτο οποίο κα απαιτοφνταν 

υψθλι ςυχνότθτα επανάλθψθσ του παιγνίου και εφρεςθσ τθσ ιςορροπίασ. 

Η ουςία του μοντζλου αυτοφ είναι να μελετιςουμε ζνα κατανεμθμζνο αλγόρικμο 

για τον ζλεγχο ιςχφοσ και τθν επίδραςθ ενόσ απλοφ μοντζλου τιμολόγθςθσ ςτθν 

απόδοςθ του. Επίςθσ ο ςχεδιαςμόσ τθσ ςυνάρτθςθσ ευχαρίςτθςθσ, γίνεται με ςκοπό 

να πραγματοποιθκεί θ μζγιςτθ μεταφορά πλθροφορίασ, με τθν ελάχιςτθ 

δαπανοφμενθ ενζργεια (αντίςτοιχθσ λογικισ προτάςεισ, είδαμε ςτο Κεφάλαιο 3). Η 

προςζγγιςθ αυτι επιφζρει μειωμζνθ κατανάλωςθ ςτα τερματικά, κάτι πολφ 

ςθμαντικό αν ςκεφτοφμε ότι ωσ κινθτοί ςτακμοί, οι ςυςκευζσ κα φζρουν μπαταρία 

και δεν κα ζχουν μόνιμθ παροχι ενζργειασ. 

Για να μποροφν να εξαχκοφν όμωσ κάποια ςυμπεράςματα, γίνεται ςυγκεκριμζνθ 

ρφκμιςθ και υποκζςεισ για το ςφςτθμα. Σίγουρα όμωσ δεν μοντελοποιεί απόλυτα, 

τα χαρακτθριςτικά του τθλεπικοινωνιακοφ ςυςτιματοσ. Ρζραν τθσ τιμολόγθςθσ θ 

οποία επιδζχεται βελτίωςθ, θ χριςθ διαφορετικισ ςυνάρτθςθσ ευχαρίςτθςθσ ι και 

διαφορετικοφ τφπου παιγνίου([15],[16]) πζραν του μθ ςυνεργατικοφ κανονικισ 

μορφισ, κα φζρει πικανι βελτίωςθ ςτα αποτελζςματα.   
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Παρϊρτημα 

Π.1 Κώδικασ Τλοπούηςησ Matlab 

Π.1.1 ΢υναρτόςεισ 
function[BPSK]=BER1(y) 
%Ypologizei to BER gia BPSK modulation scheme 
BPSK=qfunc(sqrt(2.*y)); 

 

function[DPSK]=BER2(y) 
%Ypologizei to BER gia DPSK modulation scheme 
DPSK=0.5*exp(-y); 

 

function[CFSK]=BER3(y) 
%Ypologizei to BER gia CFSK modulation scheme 
CFSK=qfunc(sqrt(2.*y)); 

 

function[NCFSK]=BER4(y) 
%Ypologizei to BER gia NCFSK modulation scheme 
NCFSK=0.5.*exp(-y./2); 

 

function[f]=Effunc(BER,M) 
%Ypologismos tou efficiency function% 
f=(1-(2.*(BER))).^M; 

 

function[y_eq]=yequalfunc(M) 
%Ypologizei to equal-SIR 
x=10; 

  
dBPSK=fzero(@(x)erf(sqrt(x)) ^ (M - 1) * (M * exp(-x) * sqrt(x) - 

sqrt(pi) * erf(sqrt(x))) * pi ^ (-0.1e1 / 0.2e1),x); 

  
dDPSK=fzero(@(x)(0.1e1 - exp(-x)) ^ (M - 1) * M * exp(-x) * x - 

(0.1e1 - exp(-x)) ^ M,x);  

  
dCFSK=fzero(@(x)erf(sqrt(0.2e1) * sqrt(x) / 0.2e1) ^ (M - 1) * pi ^ 

(-0.1e1 / 0.2e1) * (M * exp(-x / 0.2e1) * sqrt(0.2e1) * sqrt(x) - 

0.2e1 * sqrt(pi) * erf(sqrt(0.2e1) * sqrt(x) / 0.2e1)) / 0.2e1,x); 

  
dNCFSK=fzero(@(x)(0.1e1 - exp(-x / 0.2e1)) ^ (M - 1) * M * exp(-x / 

0.2e1) * x / 0.2e1 - (0.1e1 - exp(-x / 0.2e1)) ^ M,x);  

  
y_eq=[dBPSK;dDPSK;dCFSK;dNCFSK]; 

 

function[Pc]=FSR(BER,M) 
%Ypologismos tou frame success rate% 
Pc=(1-BER).^M; 

 

function [p]=pNPG(yequal,s2,h,W,R,n) 
p=(yequal.*s2)./(h.*((W./R)-(yequal.*(n-1)))); 

 

 

 



80 
 

function[y]=SIR(p,W,h,R,i,s2,pk) 
%Ypologizei to SIR twn mobile stations 
y=zeros(1,length(p)); 

  
for j=1:length(p) 
y(j)=(W.*h(i).*p(j))./(R*((sum(h.*pk)-(h(i).*pk(i))+s2))); 
end 

   

function[y2]=SIR2(p,W,h,R,s2) 
%Ypologizei to SIR tou equilibrium twn mobile stations 

  
y2=(W.*h.*p)./(R*((sum(h.*p)-(h.*p)+s2))); 

  

function[u]=util(L,R,M,c,a,f,p) 
%Ypologismos tou Utility function 

  
u=((L.*R.*f)./(M.*p))-(c.*a.*p); 

 

Π.1.2 Κυρύωσ Πρόγραμμα 
tic 
clc 

  
M=80; %Total number of bits per frame (bits) 
L=64; %Number of information bits per frame (bits) 
W=1e+6; %Spread spectrum bandwidth (Hz) 
R=1e+4; %Bit rate (bits/second) 
s2=5e-15; %AWGN power at the receiver (Watts) 
Pmin=1e-5; %Minimum power constraint (Watts) 
Pmax=2; %Minimum power constraint (Watts) 
y_equal=yequalfunc(M);%To SIR pou sygklinei to NPG 
n=floor(1+(W/(R*y_equal))); 

  

%d=floor(linspace(100,1000,n)) 
d=[310,460,570,660,740,810,880,940,1000]'; 
K=0.097; 
h=K./(d.^4); 
a=1; 

  
pr=Pmin:1e-5:Pmax; %power space 

  

  
%******************** NCFSK ********************** 

  
%*********** Ypologismos gia c=0 (NPG)**************** 
pi_min=pNPG(2*log(M),s2,h,W,R,n(4))+1e-5;%initial power vector NPGP 
p0=Pmin.*ones(n(4),1);%initial power vector NPG 
c=0; 
k=true; 
while k==true 
p1=p0; 

  
for i=1:n(4) 
Pe=BER4(SIR(pr,W,h,R,i,s2,p0)); 
u=util(L,R,M,c,a,Effunc(Pe,M),pr); 
uf=isfinite(u); 
pmaxu=find(u==max(u(uf))); 
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p1(i)=pr(pmaxu); 
end 

  
if abs(p1-p0)<1e-8 
    k=false; 
else 
    p0=p1; 
end 

  
end 

  
m=1; 
pNCFSK0=p1; 
yNCFSK0=SIR2(pNCFSK0,W,h,R,s2); 
PeNCFSK0=BER4(yNCFSK0); 
uNCFSK0=util(L,R,M,c,a,Effunc(PeNCFSK0,M),pNCFSK0); 
U(m)=sum(uNCFSK0); 
C(m)=c; 

  
%*************** Ypologismos gia c=1 (NPGP) *************** 
c=1; 
k=true; 
p0=pi_min; 
while k==true 
p1=p0; 

  
for i=1:n(4) 
pr=pi_min(i):1e-5:Pmax; 
Pe=BER4(SIR(pr,W,h,R,i,s2,p0)); 
u=util(L,R,M,c,a,Effunc(Pe,M),pr); 
uf=isfinite(u); 
pmaxu=find(u==max(u(uf))); 
p1(i)=pr(pmaxu); 
end 

  

if abs(p1-p0)<1e-8 
    k=false; 
else 
    p0=p1; 
end 

  
end 

  
m=2; 
pNCFSK1=p1; 
yNCFSK1=SIR2(pNCFSK1,W,h,R,s2); 
PeNCFSK1=BER4(yNCFSK1); 
uNCFSK1=util(L,R,M,c,a,Effunc(PeNCFSK1,M),pNCFSK1); 
U(m)=sum(uNCFSK1); 
C(m)=c; 

  
%************ Ypologismos gia evresi tou c=c_best (NPGP) ************ 
c=10; 
k=true; 
l=true; 
m=3; 
while l==true 

         
p0=pi_min; 
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while k==true 

  
P=p1; 
p1=p0; 

  
for i=1:n(4) 
pr=pi_min(i):1e-5:Pmax; 
Pe=BER4(SIR(pr,W,h,R,i,s2,p0)); 
u=util(L,R,M,c,a,Effunc(Pe,M),pr); 
uf=isfinite(u); 
pmaxu=find(u==max(u(uf))); 
p1(i)=pr(pmaxu); 
end 

  
if abs(p1-p0)<1e-8 
    k=false; 
else 
    p0=p1; 
end 

  
pNCFSK2=p1; 
yNCFSK2=SIR2(pNCFSK2,W,h,R,s2); 
PeNCFSK2=BER4(yNCFSK2); 
uNCFSK2=util(L,R,M,c,a,Effunc(PeNCFSK2,M),pNCFSK2); 

  

  

if any(uNCFSK2-uNCFSK1<-(1e-8)) 
    c_best=C(m-1); 
%     uNCFSK1; tha einai to utility kai 
%     P;       to power vector tou c_best 
    l=false; 
else 
  U(m)=sum(uNCFSK2); 
  C(m)=c; 
  uNCFSK1=uNCFSK2;  
  c=c*10; 
  m=m+1; 

  
end 

  
end 
end 

  
%************** END **************** NCFSK ***************** 

  
toc 

  

Π.1.3 Γραφικϋσ Παραςτϊςεισ 
y=1:1e-5:20; 
subplot(2,1,1);plot(y,Effunc(BER1(y),M),y,FSR(BER1(y),M),'r:');grid; 

xlabel('y,SIR'); 
ylabel('Frame Success Rate and Efficiency'); legend('BPSK f(y)','BPSK 

Pc'); 
subplot(2,1,2);plot(y,Effunc(BER2(y),M),y,FSR(BER2(y),M),'r--');grid; 

xlabel('y,SIR'); 
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ylabel('Frame Success Rate and Efficiency'); legend('DPSK f(y)','DPSK 

Pc'); 

  
figure(2); 
subplot(2,1,1);plot(y,Effunc(BER3(y),M),y,FSR(BER3(y),M),'r:');grid; 

xlabel('y,SIR'); 
ylabel('Frame Success Rate and Efficiency'); legend('CFSK f(y)','CFSK 

Pc'); 
subplot(2,1,2);plot(y,Effunc(BER4(y),M),y,FSR(BER4(y),M),'r--');grid; 

xlabel('y,SIR'); 
ylabel('Frame Success Rate and Efficiency'); legend('NCFSK 

f(y)','NCFSK Pc'); 

  
figure(3); 
loglog(d,P,'x-',d,pNCFSK0,'o-'); grid; xlabel('distance between base 

and terminal(meters)'); 
ylabel('equilibrium powers(Watts)'); title('Equilibrium Powers / 

Distance from base') 
legend('c=c_best','c=0'); 

  

figure(4); 
loglog(d,uNCFSK1,'x-',d,uNCFSK0,'o-'); grid; xlabel('distance between 

base and terminal(meters)'); 
ylabel('equilibrium utilities(bits/Joule)'); title('Equilibrium 

Utilities / Distance from base'); 
legend('c=c_best','c=0'); 

  
figure(5); 
semilogy(C(1:m-1),U(1:m-1),'--'); grid; xlabel('c, pricing factor'); 
ylabel('sum of utilities(bits/Joule)');  
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