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πξφζθεξαλ θαη ηδηαίηεξα ηνλ Καζεγεηή θαη Γηεπζπληή ηνπ ΠΜΣ ζηελ «Δθαξκνζκέλε 

Σηαηηζηηθή» θν Κνχηξα Μάξθν, ν νπνίνο ήηαλ ζπλερψο δίπια ζηνπο θνηηεηέο θαη ε παξνπζία 

ηνπ νπνίνπ απνηειεί θφζκεκα γηα ην Παλεπηζηήκην Πεηξαηψο.  
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θαη ηδηαίηεξα ζηελ θα Γεκεηξνπνχινπ Βαξβάξα γηα ηελ άςνγε εθπιήξσζε ησλ θαζεθφλησλ 

ηεο θαη ηελ αθνχξαζηε εμππεξέηεζή ηεο. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



Πεξίιεςε 

 

     Δδψ θαη δεθαεηίεο ε κέζνδνο ησλ ζπγθξίζεσλ θαηά δεχγε έρεη πξνζειθχζεη ηελ πξνζνρή 

ζε έλα επξχ θάζκα εθαξκνγψλ δηαθνξεηηθψλ πεδίσλ: ζηαηηζηηθή, ςπρνκεηξία, έξεπλα 

αγνξάο, κέηξεζε πξνηηκήζεσλ, πνιπδηάζηαηε θιηκαθνπνίεζε, αζιεηηθνί δηαγσληζκνί θαη 

πνιιά άιια. Η κέζνδνο ησλ ζπγθξίζεσλ θαηά δεχγε είλαη πνιχ απιή απφ πξαθηηθήο άπνςεο. 

Έρεη ρξεζηκνπνηεζεί επξέσο ζε πεηξακαηηθέο θαηαζηάζεηο φπνπ νη ππνθεηκεληθέο θξίζεηο ή νη 

αμηνινγήζεηο ησλ αηφκσλ νδεγνχλ ζε παξεκθεξείο πνζνηηθέο απνθξίζεηο, πεξηπηψζεηο φπνπ 

ε πνζνηηθνπνίεζε είλαη δχζθνιε ή αθαηφξζσηε. Η κέζνδνο έρεη νδεγήζεη ζ‟ έλα πνιχ 

κεγάιν αξηζκφ κνληέισλ πνπ έρνπλ θαηαζθεπαζηεί ψζηε λα παξέρνπλ κία ζηνραζηηθή 

απεηθφληζε ηεο πεηξακαηηθήο δηαδηθαζίαο θαη ηαπηφρξνλα κία απιή πεξηγξαθή ηνπ ξφινπ ηεο 

ζηαηηζηηθήο ζηελ επηζηήκε. Χάρλνληαο θαλείο ζηε βηβιηνγξαθία κπνξεί εχθνια λα εληνπίζεη 

έλαλ αμηφινγν φγθν πεγψλ πνπ πεξηιακβάλνπλ ζρεηηθέο κειέηεο. Τν εμαηξεηηθφ ελδηαθέξνλ 

πνπ παξνπζηάδνπλ νη ζπγθξίζεηο θαηά δεχγε είρε θαη εμαθνινπζεί κέρξη ζήκεξα λα έρεη σο 

απνηέιεζκα ηελ πξαγκαηνπνίεζε ελφο ζεκαληηθνχ έξγνπ αλαθνξηθά κε ην ζπγθεθξηκέλν 

πεδίν. Η ελδειερήο θαη ιεπηνκεξεηαθή δηεξεχλεζε ηεο κεζφδνπ νδήγεζε ηνπο εξεπλεηέο: α) 

ζηε ζηνραζηηθή κνληεινπνίεζε θαηαζηάζεσλ ζηηο νπνίεο εκπιέθνληαη ζπγθξίζεηο θαηά 

δεχγε, β) ζην ζρεδηαζκφ πεηξακάησλ γηα ζπγθξίζεηο θαηά δεχγε θαη γ) ζηελ αλάιπζε 

δεδνκέλσλ πνπ πξνέξρνληαη απφ ηέηνηνπ είδνπο ζπγθξίζεηο.  

     Τν θχξην κέξνο απηήο ηεο εξγαζίαο απνηειεί κία εξκελεπηηθή παξνπζίαζε ηνπ βαζηθνχ 

κνληέινπ Bradley-Terry γηα ζπγθξίζεηο θαηά δεχγε. Τν πξψην θεθάιαην πεξηιακβάλεη ηελ 

αλαιπηηθή παξνπζίαζε ηνπ κνληέινπ, ηεο εμέιημήο ηνπ κέρξη ζήκεξα, κηα ζχληνκε ηζηνξηθή 

αλαδξνκή θαη ηα πεδία εθαξκνγψλ ηνπ. Σηα πιαίζηα ηνπ δεπηέξνπ θεθαιαίνπ ε κειέηε καο 

εζηηάδεη ζηηο πνιπάξηζκεο γεληθεχζεηο ηνπ κνληέινπ, ελψ ην αληηθείκελν ηνπ ηξίηνπ 

θεθαιαίνπ είλαη ε παξνπζίαζε θάπνησλ ελαιιαθηηθψλ κνληέισλ θαη ε πεξηγξαθή ηνπ 

ηξφπνπ κε ηνλ νπνίν ζπλδένληαη κε ην κνληέιν Bradley-Terry. Τν ηέηαξην θαη ηειεπηαίν 

θεθάιαην πεξηιακβάλεη ηε δηεξεχλεζε θαη ην ζρνιηαζκφ ηεο δπλαηφηεηαο πξνζαξκνγήο ηνπ 

κνληέινπ κέζσ ηεο αλάιπζεο ραξαθηεξηζηηθψλ εθαξκνγψλ θάλνληαο ρξήζε ησλ 

ζηαηηζηηθψλ παθέησλ SPSS, S-Plus θαη ηεο γιψζζαο πξνγξακκαηηζκνχ R. 

 



 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



Abstract 

 

     During the past decades the method of paired comparisons has attracted the attention in a 

wide spectrum of different fields applications: statistics, psychometrics, marketing research, 

preference measurement, multidimensional scaling, sports competition and many others. The 

method of paired comparisons has great practical simplicity. It has been used extensively in 

experimental situations where the subjective judgements or appraisals of individuals lead to 

qualitative comparative responses, situations where quantification through measurement is 

difficult or illusory. The method has lead to a surprising amount of model building to provide 

stochastic representation of the experimental process and simultaneously a simple illustration 

of the role of statistics in science. Searching in bibliography is an easy way to find a 

considerable number of sources which include relevant studies. The great interest paired 

comparisons present, has had and nowadays still has resulted in the accomplishment of a 

substantial work concerning this particular field. Sedulous and detailed examination of the 

method led the researchers to: a) the stochastic modeling of situations involving paired 

comparisons, b) the experimental design for paired comparisons and c) the analysis of data 

deriving from such comparisons. 

     The main part of this project is an interpretative representation of the basic Bradley-Terry 

model for paired comparisons. The first chapter includes the analytical representation of the 

model, its evolution until now, a short flashback and its application fields. In the context of 

the second chapter our study focuses on the model‟s numerous generalizations, while the third 

chapter deals with the representation of some alternative models and the description of the 

connection method between them and the Bradley-Terry model. The fourth and last chapter 

encompasses the examination and comment of the model‟s fitting capability through the 

analysis of characteristic applications using statistical packages SPSS, S-Plus and 

programming language R. 
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1 

 

ΚΔΦΑΛΑΗΟ 1 

 

Σν κνληέιν Bradley-Terry 

 

1.1 Δηζαγσγή 

 

     Μία απφ ηηο πην ραξαθηεξηζηηθέο εθαξκνγέο ζπγθξίζεσλ θαηά δεχγε είλαη ε επηινγή 

κεηαμχ δχν αληηθεηκέλσλ. Οη άλζξσπνη θάλνπλ ζπρλά θαη κε επθνιία ηέηνηεο επηινγέο αθφκα 

θη αλ δελ κπνξνχλ λα δηθαηνινγήζνπλ ηηο πξνηηκήζεηο ηνπο. Σε φια ηα δεδνκέλα πνπ 

πξνέξρνληαη απφ ζπγθξίζεηο θαηά δεχγε ε κνλάδα αλάιπζεο είλαη ε επηινγή. Τν ζεη ησλ 

δεδνκέλσλ απνηειείηαη απφ πνιιέο επηινγέο πνπ γίλνληαη απφ θξηηέο (βαζκνινγεηέο, 

αμηνινγεηέο, ππνθείκελα θ.α.) απφ ηνπο νπνίνπο έρεη δεηεζεί λα θάλνπλ ππνθεηκεληθέο 

αμηνινγήζεηο πάλσ ζε δεχγε αληηθεηκέλσλ (αγσγψλ, νκάδσλ, αηφκσλ, αληαγσληζηηθψλ 

πξντφλησλ θ.α.). Η δνκή ησλ δεδνκέλσλ θαη ε αθφινπζε αλάιπζή ηνπο είλαη πηζαλφ λα είλαη 

πεξίπινθε εμαηηίαο: α) ηεο κεζφδνπ θαηαλνκήο ησλ δεπγψλ ζηνπο θξηηέο, β) ηεο παξνπζίαο 

μερσξηζηψλ θξίζεσλ πνπ αληηζηνηρνχλ ζε πνιιαπιά θξηηήξηα ζχγθξηζεο θαη γ) ηεο 

εηεξνγέλεηαο ησλ θξηηψλ. 

 

1.2 Μνξθή δεδνκέλσλ 

 

     Η παξνχζα εξγαζία έρεη σο ζηφρν ηελ εηζαγσγή κεζφδσλ ζρεηηθψλ κε ηε ζχγθξηζε 

θαηεγνξηθψλ απνθξίζεσλ γηα δχν δείγκαηα φηαλ θάζε παξαηήξεζε ζην έλα δείγκα 

δεκηνπξγεί έλα δεχγνο κε κία παξαηήξεζε ηνπ άιινπ δείγκαηνο. Τέηνηα δεδνκέλα, ηα νπνία 

πξνέξρνληαη απφ ζχκκεηξεο κεηαβιεηέο ηαμηλφκεζεο, εκθαλίδνληαη ζπλήζσο ζε κειέηεο 

επαλαιακβαλφκελσλ κεηξήζεσλ ησλ αληηθεηκέλσλ, φπσο είλαη νη longitudinal κειέηεο ζηηο 

νπνίεο ηα αληηθείκελα παξαηεξνχληαη δηαρξνληθά. Όπσο γίλεηαη θαηαλνεηφ, νη απνθξίζεηο 

ησλ δχν δεηγκάησλ δελ ζα κπνξνχζαλ παξά λα είλαη ζηαηηζηηθά εμαξηεκέλεο θαη γηα ην ιφγν 

απηφ κέζνδνη πνπ δηαρεηξίδνληαη ηα δχν ζεη παξαηεξήζεσλ σο αλεμάξηεηα δείγκαηα είλαη 

αθαηάιιειεο. 
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     Οη ππφ κειέηε πίλαθεο απνηεινχλ κία ζπγθεθξηκέλε θαηεγνξία ηεηξαγσληθψλ I I  

πηλάθσλ ζπλάθεηαο. Οη κεηαβιεηέο γξακκήο θαη ζηήιεο έρνπλ ηηο ίδηεο θαηεγνξίεο 

ηαμηλφκεζεο, θαζψο ε αμηνιφγεζε ησλ παξαηεξεηψλ δελ ζα είρε θαλέλα λφεκα γηα 

πεξαηηέξσ αλάιπζε αλ δελ γηλφηαλ ζηελ ίδηα θιίκαθα. Τα δηαγψληα θειηά ηνπ πίλαθα 

αληηζηνηρνχλ ζε πεξηπηψζεηο κε ηαπηφζεκεο απνθξίζεηο ζηηο δχν κεηαβιεηέο ηαμηλφκεζεο ή 

ζε θάπνηεο πεξηπηψζεηο είλαη θελά (δνκηθά κεδεληθά). Όπσο είλαη πξνθαλέο, απηφ πνπ 

πξνζειθχεη ην κεγαιχηεξν ελδηαθέξνλ είλαη ε κειέηε ησλ κε δηαγψλησλ ζηνηρείσλ ηνπ 

πίλαθα, δειαδή απηψλ πνπ αληηπξνζσπεχνπλ έθθξαζε πξνηίκεζεο. 

     Παξαθάησ ζα αζρνιεζνχκε κε κία εθαξκνγή γηα ζχκκεηξεο κεηαβιεηέο ηαμηλφκεζεο, γηα 

ηηο νπνίεο κνληέια γηα ηεηξαγσληθνχο πίλαθεο είλαη ρξήζηκα, ηε κειέηε πξνηηκήζεσλ κεηαμχ 

αγσγψλ ε νπνία βαζίδεηαη ζηελ θαηά δεχγε αμηνιφγεζή ηνπο. Γεκνθηιέο ζρεηηθφ κνληέιν 

είλαη ην Bradley-Terry ζηελ αλάιπζε ηνπ νπνίνπ θαη ζα εζηηάζνπκε (Bradley and Terry, 

1952a). 

 

1.3 Σν βαζηθό κνληέιν Bradley-Terry 

 

1.3.1 Σν κνληέιν κε νκνηνγέλεηα επαλαιήςεσλ 

 

     Σ‟ έλα πείξακα ζπγθξίζεσλ θαηά δεχγε κία επαλάιεςε κπνξεί λα νξηζηεί σο έλα ζεη απφ 

κε πιήξε block κεγέζνπο δχν, ζηα νπνία θάζε δεχγνο απφ t αληηθείκελα ζπγθξίλνληαη κία 

κφλν θνξά. Έλα πείξακα απνηειείηαη απφ n ηέηνηεο επαλαιήςεηο. Γηα ηελ αλάιπζε ησλ 

ζπγθξίζεσλ είλαη δηαζέζηκεο αξθεηέο δηαδηθαζίεο. Η κέζνδνο ηεο αλάιπζεο πνπ 

ρξεζηκνπνηείηαη εμαξηάηαη απφ ηε κνξθή θαηαγξαθήο ησλ δεδνκέλσλ: κεηξήζεηο ή ζθνξ 

κπνξεί λα είλαη δηαζέζηκα γηα θάζε δείγκα ή γηα ηε δηαθνξά κεηαμχ ησλ αληηθεηκέλσλ θάζε 

δεχγνπο. Μπνξεί, επίζεο, λα θαηαγξάθεηαη απφ θάζε δεχγνο κφλν ην αληηθείκελν πνπ 

πξνηηκάηαη, ζπγθξνηψληαο κ‟ απηφ ηνλ ηξφπν κία δηαδηθαζία αμηνιφγεζεο. Γηα πεξαηηέξσ 

αλάπηπμε ηνπ πεηξακαηηθνχ ειέγρνπ είλαη εθηθηή ε νκαδνπνίεζε ησλ επαλαιήςεσλ ηνπ 

πεηξάκαηνο αλάινγα είηε κε ηνπο θξηηέο, είηε κε ην ρξφλν, είηε κε θάπνην ζρεηηθφ 

ραξαθηεξηζηηθφ. 

     Οη Bradley and Terry (1952a) παξνπζίαζαλ έλα κνληέιν γηα αμηνιφγεζε θαηά δεχγε. Αο 

ππνζέζνπκε, αξρηθά, φηη έρνπκε έλα πείξακα πνπ απνηειείηαη απφ n επαλαιήςεηο γηα t 

αγσγέο θαη φηη νη επαλαιήςεηο είλαη έλα νκνηνγελέο ζεη. Απηέο νη αγσγέο παξνπζηάδνπλ 
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πηζαλφηεηεο πξνηίκεζεο 1,..., t  ηέηνηεο ψζηε 0i  θαη 
1

1
t

ii
. Ο ηειεπηαίνο 

πεξηνξηζκφο επηβάιιεηαη γηα λα εμαζθαιηζηεί ε πξνζδηνξηζηκφηεηα. Με 
ijkr  ηψξα 

νλνκάδνπκε ηελ ηάμε ηεο αγσγήο i ζην block, ζην νπνίν ε αγσγή i ζπγθξίλεηαη κε ηελ αγσγή 

j, ζηελ k-νζηή επαλάιεςε ηνπ πεηξάκαηνο 1 k n . Δίλαη πξνθαλέο φηη 3j k ijkr r , 

δεδνκέλνπ φηη ε αγσγή πνπ ιακβάλεη ηελ αλψηαηε αμηνιφγεζε ζα έρεη ηάμε 1 κε ηελ άιιε 

αγσγή λα ιακβάλεη ηελ ηάμε 2. Η πηζαλφηεηα ηνπ παξαηεξνχκελνπ απνηειέζκαηνο ζηελ k-

νζηή επαλάιεςε ηεο ζχγθξηζεο κεηαμχ ηνπ δεχγνπο ησλ αγσγψλ ,i j  είλαη, 

2 2 2 2

                         (1.1)

ijk jik
ijk jik

r r r r

j i ji

i j i j i j

 

Γνζέληνο φηη ε αγσγή i ιακβάλεη ηελ αλψηαηε αμηνιφγεζε, 1ijkr  (νπφηε θαη 2jikr ), ε 

παξαπάλσ έθθξαζε γίλεηαη, 

                                               (1.2)i
ij

i j

 

Δλαιιαθηηθά, φηαλ 2ijkr  θαη 1jikr  ε πηζαλφηεηα είλαη, 

                                              (1.3)
j

ji

i j

 

     Απηή είλαη ε κνξθή ηνπ βαζηθνχ κνληέινπ Bradley-Terry, φπνπ κε ij  δειψλεηαη ε ππφ 

ζπλζήθε πηζαλφηεηα φηη ε αγσγή i πξνηηκάηαη ηεο αγσγήο j, ελψ ηζρχεη ε ππφζεζε 

1ij ji . Τν κνληέιν ππνζέηεη, εμάιινπ, ηελ αλεμαξηεζία ησλ αμηνινγήζεσλ, ηνπ ίδηνπ 

δεχγνπο απφ δηαθνξεηηθνχο βαζκνινγεηέο θαη δηαθνξεηηθψλ δεπγψλ απφ ηνλ ίδην 

βαζκνινγεηή. 

     Πνιιαπιαζηάδνληαο ηηο θαηάιιειεο εθθξάζεηο γηα φιεο ηηο ζπγθξίζεηο κέζα ζε κία 

επαλάιεςε θαζψο θαη γηα φιεο ηηο n επαλαιήςεηο, ε ζπλάξηεζε πηζαλνθάλεηαο έρεη ηε γεληθή 

κνξθή, 

2 1

                             (1.4)
ijk

j i k

n t r
n

i i j

i i j

L  

 

 



 

 
4 

 

1.3.2 Σν κνληέιν ρσξίο νκνηνγέλεηα επαλαιήςεσλ 

 

     Σε θάπνηεο πεξηπηψζεηο ε ππφζεζε ηεο νκνηνγέλεηαο ησλ επαλαιήςεσλ δελ είλαη 

ξεαιηζηηθή. Απηφ ηζρχεη εηδηθφηεξα ζηηο έξεπλεο γεπζηηθψλ δνθηκψλ φπνπ έλαο αξηζκφο 

θξηηψλ πξαγκαηνπνηεί επαλαιήςεηο ηνπ πεηξάκαηνο κε θχξην ζθνπφ ηνλ εληνπηζκφ ησλ 

δηαθνξψλ κεηαμχ ησλ πξντφλησλ σο πξνο ζπγθεθξηκέλα ραξαθηεξηζηηθά. Έηζη είλαη ινγηθφ 

λα ζεσξήζνπκε ηελ χπαξμε ησλ παξακέηξσλ 1 ,...,u tu , 0iu , 
1

1
t

iui
 γηα ηε u-νζηή 

απφ g νκάδεο επαλαιήςεσλ ζην πείξακα. Απηφ απιά ζεκαίλεη φηη ην πείξακα πξέπεη λα 

ζρεδηαζηεί έηζη ψζηε λα πεξηιακβάλεη g νκάδεο επαλαιήςεσλ κε un  επαλαιήςεηο ζηε u-νζηή 

νκάδα, φπνπ 
1

g

uu
n n . Θεσξνχκε φηη νη επαλαιήςεηο εληφο ησλ νκάδσλ είλαη νκνηνγελείο, 

αιιά επηηξέπεηαη ε δηαθνξνπνίεζε ησλ νκάδσλ αλαθνξηθά κε ηηο παξακέηξνπο ησλ 

αληηθεηκέλσλ. Η κφλε δηαθνξά κε ηελ απιή κνξθή ηνπ κνληέινπ 1.2,  1.3  είλαη ε 

νκαδνπνίεζε ησλ επαλαιήςεσλ. Η ζπλάξηεζε πηζαλνθάλεηαο ζ‟ απηή ηελ πεξίπησζε είλαη 

ην γηλφκελν g ζπλαξηήζεσλ ηεο κνξθήο 1.4 .  

  

1.3.3 Τπόδεηγκα κνξθήο δεδνκέλσλ 

 

     Γηα λα γίλεη πην θαηαλνεηή ε κνξθή ηνπ πίλαθα ησλ δεδνκέλσλ παξαζέηνπκε ην αθφινπζν 

παξάδεηγκα πνπ παξνπζηάδεηαη απφ ηνπο Bradley and Terry (1952a)
1
. Σηα πιαίζηα ελφο 

πεηξάκαηνο γεπζηηθήο δνθηκήο πξαγκαηνπνηήζεθε ζχγθξηζε κε ηαμηλφκεζε ζηα δπλαηά δεχγε 

κεηαμχ νξηζκέλσλ εηδψλ ςεηνχ ρνηξηλνχ θξέαηνο. Τα είδε πξνέξρνληαλ απφ ηξεηο νκάδεο 

γνπξνπληψλ πνπ είραλ εθηξαθεί κε ηξεηο δηαθνξεηηθέο ηξνθέο: θαιακπφθη (C), θαιακπφθη κε 

ζπκπιήξσκα θηζηηθηνχ (Cp) θαη θαιακπφθη κε κεγάιε πνζφηεηα ζπκπιεξψκαηνο θηζηηθηνχ 

(CP). Ο ζθνπφο ήηαλ λα θαζνξηζηεί αλ ε πξνζζήθε θηζηηθηψλ ζηε δηαηξνθή ησλ γνπξνπληψλ 

κπνξνχζε λα εληνπηζηεί ή φρη κέζσ ηεο δνθηκήο ηνπ ςεηνχ ρνηξηλνχ θξέαηνο. Δπηιέρηεθαλ 

δχν θξηηέο απφ ηνπο νπνίνπο δεηήζεθε λα ηαμηλνκήζνπλ ηα δεχγε κε βάζε ηηο πξνηηκήζεηο 

ηνπο. Κάζε θξηηήο πξαγκαηνπνίεζε πέληε επαλαιήςεηο ηνπ πεηξάκαηνο 3,  5t n . Γηα 

θάζε δεχγνο ηξνθψλ ν θξηηήο δνθίκαδε θαζέλα δείγκα θαη θαηέγξαθε ηελ ηηκή 1 γηα ην δείγκα 

                                                
1 Τν παξάδεηγκα έρεη παξζεί απφ πξνθαηαξθηηθά απνηειέζκαηα πεηξακαηηθήο δηαδηθαζίαο πνπ 

πξαγκαηνπνηήζεθε απφ ηνπο L. L. Davis, C. M. Kincaid θαη H. R. Thomas ζην Σηαζκφ Αγξνηηθψλ Πεηξακάησλ 

ηεο Virginia 
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πνπ πξνηηκνχζε θαη ηελ ηηκή 2 γηα ην άιιν δείγκα. Τα απνηειέζκαηα παξνπζηάδνληαη ζηνλ 

Πίλαθα 1.1. 

 

Πίλαθαο 1.1 

Σαμηλνκήζεηο δύν θξηηώλ ζην πείξακα γηα ην ςεηό ρνηξηλό θξέαο 

Δπαλάιεςε… 1 2 3 4 5 

 C  Cp  CP C  Cp  CP C  Cp  CP C  Cp  CP C  Cp  CP 

Εεύγνο Κξηηήο 1 

C, Cp 

C, CP 

Cp, CP 

2 1

2 1

2 1

 

2 1

1 2

1 2

 

2 1

2 1

2 1

 

2 1

2 1

1 2

 

2 1

2 1

2 1

 

 Κξηηήο 2 

C, Cp 

C, CP 

Cp, CP 

2 1

1 2

1 2

 

2 1

1 2

1 2

 

1 2

1 2

2 1

 

1 2

1 2

2 1

 

1 2

2 1

1 2

 

 

1.4 Ηζηνξηθή αλαδξνκή 

 

     Ο Zermelo (1929) είρε πξνηείλεη έλα κνληέιν ηζνδχλακν κε απηφ ησλ Bradley θαη Terry 

θαη ν Luce (1959) εηζήγαγε ην αμίσκα επηινγήο (choice axiom) γη‟ απηφ ην κνληέιν.  

     Οη Thurstone (1927) θαη Mosteller (1951) είραλ παξνπζηάζεη έλα αλάινγν κνληέιν κε 

ζπλάξηεζε ζχλδεζεο φκσο ηελ probit. 

     Οη Bradley (1953), David (1963), Cox (1970), Haberman (1974) θαη Maxwell (1974) 

ζεψξεζαλ φηη κνληέιν Bradley-Terry αληηζηνηρεί ζ‟ έλα γξακκηθφ κνληέιν πξνηηκήζεσλ ζε 

logit θιίκαθα.  

     Πεξαηηέξσ γεληθεχζεηο ηνπ κνληέινπ δφζεθαλ απφ ηνλ Bradley (1976) θαη αθνξνχζαλ: 

1. Σηελ χπαξμε «δεζκψλ». Με ην ζπγθεθξηκέλν ζέκα αζρνιήζεθαλ θαη νη Glenn and 

David (1960), David (1963), Rao and Kupper (1967), Davidson (1970), Beaver and 

Rao (1972), Beaver (1974), Kousgaard (1976) 

2. Σηηο ηξηπιέο ζπγθξίζεηο. Σρεηηθέο κειέηεο πξαγκαηνπνηήζεθαλ απφ ηνπο Bradley and 

Terry (1952b), Mallows (1957), Pendergrass and Bradley (1960), Park (1961), Rai 

(1971b), Beaver and Rao (1972)  
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3. Σηηο ζπγθξίζεηο θαηά δεχγε ζε παξαγνληηθνχο ζρεδηαζκνχο, κε ηηο νπνίεο 

αζρνιήζεθαλ νη Abelson and Bradley (1954), Quenoville and John (1971), Springall 

(1973), El-Helbawy (1974), Bradley and El-Helbawy (1976) 

4. Σηηο πνιπκεηαβιεηέο ζπγθξίζεηο θαηά δεχγε. Οη Sen and David (1968), Davidson and 

Bradley (1969, 1970), Imrey et al. (1976), Fienberg and Larntz (1976) πξφηεηλαλ 

δηάθνξα κνληέια 

     Οη Fienberg and Larntz (1976) θαη Fienberg (1979) επαλεμέηαζαλ ην κνληέιν σο έλα 

loglinear κνληέιν θαη έδεημαλ φηη, δνζείζεο ηεο κνξθήο πνπ επηιέγεηαη λα παξνπζηαζηνχλ ηα 

δεδνκέλα ησλ θαηά δεχγε ζπγθξίζεσλ, αληηζηνηρεί είηε ζην κνληέιν ηεο quasi-αλεμαξηεζίαο 

(QI), είηε ζε απηφ ηεο quasi-ζπκκεηξίαο (QS). Μία ελαιιαθηηθή πξνζέγγηζε ηνπ κνληέινπ ζε 

loglinear κνξθή έδσζε ν Sinclair (1982). 

     Οη Imrey et al. (1976) ζεψξεζαλ φηη ην κνληέιν είλαη ηζνδχλακν κε απηφ ηεο quasi-

αλεμαξηεζίαο (πιήξνπο ή ππφ ζπλζήθε), κέζα απφ θαηάιιεια πξνζδηνξηζκέλνπο κε πιήξεηο 

πίλαθεο ζπλάθεηαο θαη θάησ απφ ηηο ζπλήζεηο πνιπσλπκηθέο ππνζέζεηο. 

     Οη Davidson and Beaver (1977) πξφηεηλαλ κία γελίθεπζε ηνπ κνληέινπ κε ηελ πξνζζήθε 

ηνπ φξνπ «επίδξαζε δηάηαμεο» ή «πιενλέθηεκα έδξαο», ζεσξψληαο φηη έλα πξντφλ πνπ 

δνθηκάδεηαη πξψην ζηα πιαίζηα κίαο γεπζηηθήο δνθηκήο ή κία νκάδα πνπ παίδεη ζηελ έδξα 

ηεο έρεη ηππηθά κεγαιχηεξε πηζαλφηεηα πξνηίκεζεο («λίθεο»).  

     Οη De Soete and Carroll (1983) θαη Dittrich et al. (1998) πξφηεηλαλ κία επέθηαζε ηνπ 

κνληέινπ κε ηελ πξνζζήθε ζπκκεηαβιεηψλ. Δηδηθφηεξα, ην κνληέιν απηφ επηηξέπεη ηελ 

ηαπηφρξνλε εθηίκεζε ησλ παξακέηξσλ ησλ ζπκκεηαβιεηψλ θαη ησλ αιιειεπηδξάζεψλ ηνπο. 

Σηφρνο ηνπ είλαη ε εμαγσγή ζπλνιηθψλ αμηνινγήζεσλ ησλ αληηθεηκέλσλ, φπνπ θάζε 

ππνθείκελν (ή βαζκνινγεηήο) πξαγκαηνπνηεί κία νη πεξηζζφηεξεο ζπγθξίζεηο αλάκεζα ζηα 

δεχγε ησλ αληηθεηκέλσλ. 

     Οη Lancaster and Quade (1983) κειέηεζαλ ην πξφβιεκα ησλ επαλαιακβαλφκελσλ 

ζπγθξίζεσλ πνπ γίλνληαη απφ ηνπο θξηηέο. Πξνρψξεζαλ ζηελ εηζαγσγή κηαο κνξθήο 

κνληέινπ ηπραίσλ επηδξάζεσλ ππνζέηνληαο φηη: α) νη θξηηέο επηιέγνληαη ηπραία απφ έλαλ 

πιεζπζκφ θξηηψλ θαη β) φηαλ δχν αγσγέο ζπγθξίλνληαη κεηαμχ ηνπο, ε πηζαλφηεηα έλαο 

θξηηήο λα πξνηηκήζεη κία απφ ηηο δχν αθνινπζεί ηελ θαηαλνκή Βήηα. 

     Οη Matthews and Morris (1995) αλέιπζαλ ηηο ζπγθξίζεηο θαηά δεχγε ρξεζηκνπνηψληαο κία 

εθδνρή ηνπ κνληέινπ, ε νπνία πεξηείρε δεζκνχο θαη επηδξάζεηο δηάηαμεο. Αλέπηπμαλ, 
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εμάιινπ, νξηζκέλεο γεληθεχζεηο ζηε κέζνδν, νη νπνίεο επέηξεπαλ ηνλ παξαγνληηθφ ζρεδηαζκφ 

θαη ηελ χπαξμε εμάξηεζεο κεηαμχ ησλ βαζκνινγεηψλ.  

     Οη Böckenholt and Dillon (1997) κνληεινπνίεζαλ ηελ εμάξηεζε φηαλ νη πξνηηκήζεηο είλαη 

δηαηάμηκεο κνξθήο.  

     Οη David (1988) θαη Imrey (1998) παξείραλ κία ιεπηνκεξή αλάιπζε αλαθνξηθά κε 

κνληέια πνπ ρξεζηκνπνηνχληαη ζε ζπγθξίζεηο θαηά δεχγε. 

     Οη Cox (1970), Atkinson (1972), McCullagh (2000) θαη Agresti (2002) ζεψξεζαλ ην 

κνληέιν σο κία εηδηθή πεξίπησζε ελφο κνληέινπ ινγηζηηθήο αλάιπζεο δηαθχκαλζεο γηα 

δησλπκηθά δεδνκέλα.  

     Οη Rao and Kupper (1967) θαη Davidson (1970) πξφηεηλαλ κε γξακκηθά Bradley-Terry 

κνληέια γηα ηελ εμήγεζε ησλ δεζκψλ. Ο Hunter (2000) έδεημε φηη ηα πεξηζζφηεξα απφ απηά 

αλήθνπλ ζε κία νκάδα κνληέισλ γηα δησλπκηθά δεδνκέλα, γηα ηα νπνία ππάξρνπλ αιγφξηζκνη 

(νη Minorization-Maximization ή MM αιγφξηζκνη) κε επηζπκεηέο ηδηφηεηεο. 

     Οη Causeur and Husson (2004) εηζήγαγαλ κία δηδηάζηαηε γελίθεπζε κε ηε κνξθή ελφο κε 

γξακκηθνχ ινγηζηηθνχ κνληέινπ. Σηφρνο ηνπο ήηαλ λα κπνξέζνπλ λα εμεγήζνπλ πηζαλέο 

αιιειεπηδξάζεηο αλάκεζα ζηα ζπγθξηλφκελα αληηθείκελα, νη νπνίεο είλαη ζε ζέζε λα 

επεξεάζνπλ ηε γξακκηθή παξνπζίαζε ηεο πξνηίκεζεο. 

     Οη Su and Zhou (2006) ζχλδεζαλ ην Bradley-Terry κνληέιν κε ην κνληέιν ηνπ Cox (1972) 

γηα αλαινγηθνχο θηλδχλνπο. Πην ζπγθεθξηκέλα, έδεημαλ φηη ε κεξηθή πηζαλνθάλεηα ηπραίσλ 

κεηαβιεηψλ, νη νπνίεο ηθαλνπνηνχλ ηελ ππφζεζε ησλ ζηξσκαηνπνηεκέλσλ θηλδχλσλ ηνπ Cox, 

ζπκπίπηεη κε ηελ πηζαλνθάλεηα ηνπ Bradley-Terry κνληέινπ γηα ελδερφκελα δηαηεηαγκέλεο 

βαζκίδαο (rank order events).  

 

1.5 Ζ εμέιημε ηνπ κνληέινπ 

 

     Οη Bradley and Terry (1952a) θαη νη Terry, Bradley and Davis (1952) παξνπζίαζαλ έλα 

βαζηθφ κνληέιν γηα ζπγθξίζεηο θαηά δεχγε. Η βαζηθή πξνζέγγηζε ήηαλ εκπεηξηθή 

γεληθεχνληαο ηελ ηδέα φηη π θαη 1-π κεηξάλε θαηά θάπνην ηξφπν ηηο ζρεηηθέο πηζαλφηεηεο δχν 

αληηθεηκέλσλ πνπ ζπγθξίλνληαη ζε n αλεμάξηεηεο δνθηκέο Bernoulli, φπνπ π ε πηζαλφηεηα 

επηινγήο ελφο αληηθεηκέλνπ ηνπ ππφ ζχγθξηζε δεχγνπο. 
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     Τν ζηνραζηηθφ κνληέιν 1.2  επηβάιιεη ηε δνκή θαηά ηελ νπνία 
2

I
 αλεμάξηεηεο 

παξάκεηξνη  γηα ij i j , δίλνληαη ηψξα απφ 1I  αλεμάξηεηεο παξακέηξνπο κε ηνπο 

β.ε. λα είλαη ίζνη κε 
1 2

1
2 2

I I I
I . Γηα i j , ν ζπλνιηθφο αξηζκφο 

αμηνινγήζεσλ κεηαμχ ησλ i θαη j δειψλεηαη σο 
ijN , κε ηελ αγσγή i λα πξνηηκάηαη 

ijn  θνξέο 

θαη ηε j λα πξνηηκάηαη 
ji ij ijn N n  θνξέο. Όηαλ νη 

ijN  ζπγθξίζεηο είλαη αλεμάξηεηεο κε 

πηζαλφηεηα 
ij

 γηα θαζεκηά, ηφηε ijijij NBinn ,~ . 

     Η δησλπκηθή ζπληζηψζα ηεο ζπλάξηεζεο πηζαλνθάλεηαο γηα ηηο 
ijN  ζπγθξίζεηο ησλ ,i j  

είλαη, 

                          (1.5)

ij ji
ij ji

ij

n n n n

j i ji

N

i j i j i j

 

Όπσο είλαη θαλεξφ ε 1.5  πξνθχπηεη απφ ηελ 1.1  αλ αληηθαηαζηήζνπκε φπνπ 2 ijk ijr n  

θαη 2 jik jir n
2
. Η πιήξεο ζπλάξηεζε πηζαλνθάλεηαο, θαη‟ αληηζηνηρία, έρεη ηε κνξθή, 

                                 (1.6)
ij

i
N

n

i i j

i i j

L  

φπνπ  

                                                 (1.7)i ij

j
j i

n n  

ν ζπλνιηθφο αξηζκφο θνξψλ πνπ επηιέρζεθε ε i. Έπεηηα απφ απινπνηήζεηο, ε κεγηζηνπνίεζε 

ηνπ logL  δνζέληνο φηη 
1

1
t

ii
 δίλεη ηηο εμηζψζεηο πηζαλνθάλεηαο, 

0
ˆ ˆ ˆ

iji

ji i j
j i

na
, 1,...,i t  

θαη                                                                                                                                        (1.8)  

1
ˆ 1

t

ii
 

                                                
2 Σχκθσλα κε ην γεληθφηεξν ηχπν: 2 1ijk ij

k j j

r n t n  
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φπνπ ˆi  είλαη ν εθηηκεηήο ησλ i . 

     Η ιχζε ησλ εμηζψζεσλ 1.8  γίλεηαη επαλαιεπηηθά. Δάλ ˆ
k

i  είλαη ε k-νζηή πξνζέγγηζε 

ηνπ ˆi , 

* *ˆ ˆ ˆ                                         (1.9)
k kk

i i i

i

 

φπνπ  

*

1 1
ˆ

ˆ ˆ

k
i

i k k

ij i j

j
j i

a

n
, 1,2,...                         (1.10)k  

Η επαλάιεςε αξρίδεη κε ηνλ αξρηθφ θαζνξηζκφ ηνπ 
0ˆ

i , ελδερνκέλσο 
0ˆ 1i t , 1,...,i t . 

Οη Bradley and Terry (1952a) θαη Bradley (1954a) παξείραλ πίλαθεο γηα 3,4,5t . Ο Dykstra 

(1956) πξφηεηλε ηξφπνπο απφθηεζεο θαιψλ αξρηθψλ ηηκψλ 
0ˆ

i . Η ιχζε ησλ 1.9  κπνξεί λα 

ήηαλ δχζθνιε ην 1952, φκσο ζήκεξα ιφγσ ηεο εμέιημεο ησλ ππνινγηζηψλ είλαη επνπζηψδεο. 

     Ο Fienberg (1979), ηέινο, έδεημε φηη νη εμηζψζεηο πηζαλνθάλεηαο πξνυπνζέηνπλ ηζφηεηα 

κεηαμχ ηνπ παξαηεξνχκελνπ θαη ηνπ αλακελφκελνπ αξηζκνχ πξνηηκήζεσλ γηα θάζε αγσγή 

(φπνπ ν αλακελφκελνο αξηζκφο πξνηηκήζεσλ είλαη ην άζξνηζκα ησλ πηζαλνηήησλ πξνηίκεζεο 

ζην ζχλνιν ησλ αμηνινγήζεσλ πνπ ππφθεηηαη ε αγσγή). 

 

1.6 Ζ logit εθδνρή ηνπ κνληέινπ 

 

     Απνθιείνληαο ηελ πεξίπησζε δεζκνχ (κε πξνηίκεζεο), ε logit εθδνρή ηνπ κνληέινπ, 

ζχκθσλα κε ηνλ Agresti (2002), είλαη, 

log log log                               (1.11)
ij

i j i j

ji

 

     Οη εθηηκήζεηο ˆi  ησλ i  κπνξνχλ λα ρξεζηκνπνηεζνχλ γηα ζπγθξίζεηο ησλ αγσγψλ θαηά 

δεχγε θαζψο ν ιφγνο 
ˆ

ˆ

ij i

ji j

 κεηξάεη ηε ζρεηηθή ζπρλφηεηα πξνηίκεζεο ηεο αγσγήο i 

ζπγθξηλφκελε κε ηελ αγσγή j ζηα πιαίζηα ηεο κεηαμχ ηνπο ζχγθξηζεο. Με άιια ιφγηα, ν 
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ιφγνο 
ˆ

ˆ
i

j

3
 απεηθνλίδεη ην odds ε αγσγή i λα πξνηηκάηαη ηεο αγσγήο j θαη γη‟ απηφ ην ιφγν ην 

Bradley-Terry είλαη έλα “proportional-odds” κνληέιν. Παίξλνληαο ηνπο ινγάξηζκνπο ησλ 

εθηηκήζεσλ, νη ηηκέο ˆlog i  εκθαλίδνληαη ζε κία γξακκηθή θιίκαθα θαη επηηξέπνπλ ηηο 

ζπλνιηθέο ζπγθξίζεηο ησλ ππφ εμέηαζε αγσγψλ. Οπνηαδήπνηε κειέηε ησλ δηαθνξψλ κεηαμχ 

ησλ αγσγψλ πξέπεη λα βαζίδεηαη ζηηο ηηκέο ησλ ˆlog i . Τν κνληέιν, επίζεο, ππνζέηεη φηη νη 

αγσγέο κπνξνχλ λα δηαηαρηνχλ ζε κία δηάζηαζε, γηα παξάδεηγκα θάζε αγσγή i 

ραξαθηεξίδεηαη απφ κία παξάκεηξν i  θαη φηη ε 
ij

 εμαξηάηαη απνθιεηζηηθά απφ ηε δηαθνξά 

i j
. Δλαιιαθηηθά, 

exp
                                      (1.12)

exp exp

i

ij

i j

 

Έηζη, 1 2ij
 φηαλ 

i j
 θαη 1 2ij

 φηαλ 
i j

. 

     Λφγνη πξνζδηνξηζηκφηεηαο απαηηνχλ έλαλ πεξηνξηζκφ ηέηνην ψζηε 0I  ή 

exp 1ii
. Δίλαη θαλεξφ φηη νη θιαζηθέο κέζνδνη ησλ logit κνληέισλ κπνξνχλ λα 

εθαξκνζηνχλ γηα ηελ πξνζαξκνγή ηνπ κνληέινπ. 

 

1.7 Ζ loglinear κνξθή ηνπ κνληέινπ 

 

     Τν κνληέιν Bradley-Terry κπνξεί λα πξνζαξκνζηεί θαη σο έλα loglinear κνληέιν. Απηφ 

απνηειεί κεγάιν πιενλέθηεκα θαζψο ε loglinear κνξθή κπνξεί εχθνια λα γεληθεπηεί γηα ηελ 

αληηκεηψπηζε δηαθφξσλ πνιπκεηαβιεηψλ γεληθεχζεσλ ηνπ κνληέινπ Bradley-Terry. Οη 

Fienberg and Larntz (1976) θαη Fienberg (1979) αζρνιήζεθαλ πξψηνη κε ην ζπγθεθξηκέλν 

δήηεκα θαη ζηήξημαλ ηελ αλάιπζή ηνπο ζ‟ έλαλ 
2

J
J  (δεχγε αγσγψλ  πξνηηκήζεηο γηα 

ηηο αγσγέο) κε πιήξε δηδηάζηαην πίλαθα ζπλάθεηαο. Σ‟ απηή ηελ ελφηεηα, σζηφζν, ζα 

αζρνιεζνχκε κε κία ελαιιαθηηθή πξνζέγγηζε πνπ εηζήγαγε ν Sinclair (1982) θαη 

                                                
3 Απνηειεί ην αμίσκα επηινγήο πνπ εηζήγαγε ν Luce (1959): εάλ ,l i j  δειψλεη ηελ πηζαλφηεηα φηη ε αγσγή 

l πξνηηκάηαη φηαλ ζπγθξίλεηαη ην δεχγνο ,i j , ,l i j , θαη εάλ i  δειψλεη ηε ζπλνιηθή πηζαλφηεηα (worth) 

πξνηίκεζεο ηεο αγσγήο i κεηαμχ ησλ t αγσγψλ, 1,...,i t , ηφηε θάησ απφ ην αμίσκα ηζρχεη φηη: 

ij ji i j
 γηα φια ηα ,i j  δνζέληνο φηη 0,1ij

 (ζχκθσλα κε ηελ νξνινγία ηνπ Luce απηή είλαη ε 

ππφζεζε φηη φιεο νη επηινγέο είλαη αηειείο).  
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θηινμελείηαη ζηελ εξγαζία ησλ Dittrich et al. (1998). Η ζπγθεθξηκέλε εξγαζία πξαγκαηεχεηαη 

κία έξεπλα πνπ εθπνλήζεθε κε ηε ζπκκεηνρή θνηηεηψλ ηνπ Οηθνλνκηθνχ Παλεπηζηεκίνπ ηεο 

Βηέλλεο, ζθνπφο ηεο νπνίαο ήηαλ ε δηεξεχλεζε ηεο επηινγήο ησλ θνηηεηψλ αλαθνξηθά κε ηα 

μέλα παλεπηζηήκηα. Οη ζπκκεηέρνληεο θνηηεηέο θιήζεθαλ λα δειψζνπλ ηελ πξνηίκεζή ηνπο 

γηα θαζέλα απφ ηα 
6

15
2

 δπλαηά δεχγε ζχγθξηζεο αλάκεζα ζηα έμη παλεπηζηήκηα.  

     Έζησ φηη ζπγθξίλνληαη ην παλεπηζηήκην j κε ην παλεπηζηήκην k, φπνπ 
jkX  ν αξηζκφο ησλ 

πξνηηκήζεσλ γηα ην j θαη 
kjX  ν αξηζκφο ησλ πξνηηκήζεσλ γηα ην k (απφ έλα ζχλνιν έμη 

παλεπηζηεκίσλ). Οη πξνηηκήζεηο απηέο δηακνξθψλνπλ έλαλ 
6

2 2
2 2

J
 (δεχγε 

παλεπηζηεκίσλ  πξνηηκήζεηο γηα ηα παλεπηζηήκηα) πιήξε δηδηάζηαην πίλαθα ζπλάθεηαο, 

φπνπ κία απφθαζε ζεκαίλεη επηινγή ηνπ πξψηνπ j  ή ηνπ δεχηεξνπ παλεπηζηεκίνπ k  

δνζείζεο ηεο ζχγθξηζεο jk . Οη ηπραίεο κεηαβιεηέο 
jkX , 

kjX  ππνζέηνπκε φηη αθνινπζνχλ 

ηελ θαηαλνκή Poisson. Με ζηαζεξφ ην άζξνηζκα 
jk kj jkX X n , ηα 

jkX , 
kjX  αθνινπζνχλ ηε 

δησλπκηθή θαηαλνκή θαη νη αλακελφκελεο ηηκέο ηνπο κπνξνχλ λα δηαηππσζνχλ σο έλα 

πνιιαπιαζηαζηηθφ κνληέιν. Έηζη έρνπκε, 

j kj

jk

j k j k k j

 

(1.13)  

k jk
kj

j k j k k j

 

Γειψλνληαο κε jk  ηνλ αλακελφκελν αξηζκφ ζπγθξίζεσλ ζηηο νπνίεο ην παλεπηζηήκην j 

πξνηηκάηαη ηνπ k, ηφηε jk jk jkn  έρεη ηε loglinear κνξθή, 

log O O

jk jk j ka  

(1.14)  

log O O

kj kj k ja  

φπνπ νη «ελνριεηηθέο» (nuisance) παξάκεηξνη a νξίδνληαη σο, 
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log log                     (1.15)jk kj jk j k k ja a n  

Οη παξάκεηξνη απηέο κπνξνχλ λα εξκελεπηνχλ σο παξάκεηξνη αιιειεπίδξαζεο 

αληηπξνζσπεχνληαο ηα παλεπηζηήκηα πνπ εκπιέθνληαη ζηηο αληίζηνηρεο ζπγθξίζεηο, 

θξαηψληαο έηζη ζηαζεξέο ηηο αληίζηνηρεο 
jkn  πεξηζψξηεο θαηαλνκέο. Αθφκα, 

1
log

2

O

j j
, 

1
log

2

O

k k
. Αθνινπζψληαο ην ζπκβνιηζκφ ηνπ Agresti (1990) ησλ loglinear κνληέισλ 

γηα πίλαθεο ζπλάθεηαο, νη φξνη πνπ ζρεηίδνληαη κε ηα παλεπηζηήκηα δειψλνληαη κε O

j , O

k
, 

φπνπ ην ζχκβνιν O αλαθέξεηαη ζηηο παξακέηξνπο αληηθεηκέλνπ (εδψ αληηθείκελν ζεσξείηαη 

ην παλεπηζηήκην) (object-specific parameters). 

 

1.8 Πεδία εθαξκνγώλ 

 

     Η κειέηε πξνηηκήζεσλ είλαη έλα πεδίν ζηελ αλάιπζε θαηεγνξηθψλ δεδνκέλσλ κε 

ελδηαθέξνπζεο εθαξκνγέο ζηνλ αζιεηηζκφ, ζηελ έξεπλα αγνξάο, ζηελ εθπαίδεπζε, ζηηο 

θνηλσληθέο επηζηήκεο θαζψο θαη ζε αξθεηνχο άιινπο ηνκείο. 

     Αξθεηέο θνξέο ηα θαηεγνξηθά δεδνκέλα πξνέξρνληαη απφ αμηνινγήζεηο θαηά δεχγε νη 

νπνίεο θαηαιήγνπλ ζηελ έθθξαζε πξνηίκεζεο κηαο θαηεγνξίαο εηο βάξνο θάπνηαο άιιεο. Έλα 

ζπλεζηζκέλν παξάδεηγκα είλαη νη αζιεηηθέο ζπλαληήζεηο, φπνπ ην απνηέιεζκα γηα κηα νκάδα 

ή έλαλ παίθηε κπνξεί λα απνηειείηαη απφ δχν θαηεγνξίεο: λίθε ή ήηηα. Ο Πίλαθαο 1.2, πνπ 

παξαζέηεη ν Agresti (2007), πεξηέρεη ηα απνηειέζκαηα ησλ αλακεηξήζεσλ κεηαμχ πέληε 

ηεληζηξηψλ θαηά ηε δηάξθεηα ηεο πεξηφδνπ 1989-1990. Γηα παξάδεηγκα, ε Steffi Graf θαη ε 

Monica Seles ήξζαλ αληηκέησπεο πέληε θνξέο απφ ηηο νπνίεο ε Graf αλαδείρηεθε ληθήηξηα 

ζηηο ηξεηο.  
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Πίλαθαο 1.2 

Απνηειέζκαηα παηρληδηώλ πεξηόδνπ 1989-1990, Σέληο Γπλαηθώλ 

Loser 

Winner Seles Graf Sabatini Navratilova Sanchez 

Seles - 2 1 3 2 

Graf 3 - 6 3 7 

Sabatini 0 3 - 1 3 

Navratilova 3 0 2 - 3 

Sanchez 0 1 2 1 - 

 

     Σηα πιαίζηα, εμάιινπ, ηεο έξεπλαο αγνξάο γίλνληαη ζπγθξίζεηο θαηά δεχγε κέζσ 

γεπζηηθήο δνθηκήο αλάκεζα ζε δηάθνξα πξντφληα, φπσο είλαη ηα πξντφληα δηαηξνθήο, ή 

αλάκεζα ζε δηάθνξεο κάξθεο ελφο ζπγθεθξηκέλνπ πξντφληνο, φπσο γηα παξάδεηγκα ελφο 

ηχπνπ θξαζηνχ. Αο ππνζέζνπκε φηη ν δνθηκαζηήο θαιείηαη λα αμηνινγήζεη I κάξθεο ελφο 

πξντφληνο. Σηελ πξνθεηκέλε πεξίπησζε είλαη αληηκέησπνο κε ηελ αληηθεηκεληθή δπζθνιία λα 

θαηαιήμεη ζε κηα ζσζηή θαηάηαμε, εηδηθφηεξα αλ ην I είλαη κεγάιν. Ψζηφζν, δνζέληνο ελφο 

νπνηνπδήπνηε δεχγνπο, ν δνθηκαζηήο ζα κπνξνχζε πηζαλφηαηα λα δείμεη κία πξνηίκεζε 

θαηφπηλ δνθηκήο θάησ απφ ηηο ίδηεο ζπλζήθεο. Έλα ζρεηηθφ παξάδεηγκα θηινμελείηαη απφ ηνπο 

Davidson and Beaver (1977). Τα δεδνκέλα ηνπ παξαδείγκαηνο έρνπλ παξζεί απφ έλα πείξακα 

γεπζηηθήο δνθηκήο γηα ηέζζεξα είδε αλάκεηθησλ ηξνθψλ. Οη εξσηψκελνη θιήζεθαλ λα 

ζεκεηψζνπλ αλ πξνηηκνχλ ηελ πξψηε ή ηε δεχηεξε κάξθα ηνπ ππφ ζχγθξηζε δεχγνπο, αιιά 

ηαπηφρξνλα είραλ ηε δπλαηφηεηα ηεο έθθξαζεο κε πξνηίκεζεο. Οη ζπρλφηεηεο ζχγθξηζεο, 

πξνηίκεζεο θαη κε πξνηίκεζεο ζπλνςίδνληαη ζηνλ Πίλαθα 1.3.  
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Πίλαθαο 1.3 

΢ύλνςε απνθξίζεσλ γηα ην πείξακα ηεο γεπζηηθήο δνθηκήο 

Εεύγε 
Αξ. 

΢πγθξίζεσλ 

Αξηζκόο Πξνηηκήζεσλ 

1
εο

 κάξθαο 

Αξηζκόο Πξνηηκήζεσλ 

2
εο

 κάξθαο 

Αξ. 

Γεζκώλ 

(1,2) 42 23 11 8 

(2,1) 43 29 6 8 

(1,3) 43 27 11 5 

(3,1) 42 22 14 6 

(2,3) 41 34 6 1 

(3,2) 42 23 16 3 

(1,4) 42 35 6 1 

(4,1) 42 27 11 4 

(2,4) 40 29 9 2 

(4,2) 42 22 15 5 

(3,4) 42 26 11 5 

(4,3) 43 24 14 5 

 

     Σηελ αλάιπζε γηα ηηο παξαζέζεηο πεξηνδηθψλ πνπ εμεηάζηεθε απφ ηνλ Stigler (1994), ε 

ζρέζε αλάκεζα ζε πεξηνδηθά εξεπλήζεθε κε βάζε έλαλ ηεηξαγσληθφ πίλαθα ν νπνίνο 

πεξηιάκβαλε ηνλ αξηζκφ ησλ παξαζέζεσλ ελφο πεξηνδηθνχ απφ έλα άιιν. 

     Η ρξήζε ηνπ κνληέινπ, ζε φιεο ηηο πξναλαθεξζείζεο πεξηπηψζεηο, απνηειεί έλα πνιχ 

ρξήζηκν εξγαιείν ζηα ρέξηα ηνπ εθάζηνηε εξεπλεηή απφ ηε ζηηγκή πνπ ηνπ παξέρεη ηε 

δπλαηφηεηα ιήςεο εθηηκήζεσλ γηα ηηο παξακέηξνπο ησλ αληηθεηκέλσλ i . Έηζη, κε βάζε 

ηηο θαηά δεχγε πξνηηκήζεηο κπνξεί λα θαηαιήμεη ζε κία ζπλνιηθή θαηάηαμε ησλ αληηθεηκέλσλ 

π.ρ. απφ ηελ θαιχηεξε σο ηε ρεηξφηεξε ηελίζηξηα ή απφ ην δεκνθηιέζηεξν παλεπηζηήκην σο 

ην ιηγφηεξν δεκνθηιέο. 
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ΚΔΦΑΛΑΗΟ 2 

 

Γεληθεύζεηο ηνπ κνληέινπ Bradley-Terry 

 

2.1 Δηζαγσγή 

 

     Τν κνληέιν Bradley-Terry γηα ζπγθξίζεηο θαηά δεχγε είλαη έλα απιφ θαη επξέσο 

δηαδεδνκέλν κέζν γηα ηελ πεξηγξαθή ησλ πηζαλνηήησλ ησλ δπλαηψλ απνηειεζκάησλ φηαλ 

δεχγε αληηθεηκέλσλ ηίζεληαη ππφ «θξίζε». Αλάκεζα ζηηο πνιιέο κειέηεο πνπ αθνξνχλ ην 

κνληέιν ηα ηειεπηαία 80 ρξφληα, έλαο κεγάινο αξηζκφο ζπγγξαθέσλ ην έρεη γεληθεχζεη πξνο 

δηάθνξεο θαηεπζχλζεηο. Σην παξφλ θεθάιαην ζα αζρνιεζνχκε κε ηελ παξνπζίαζε νξηζκέλσλ 

ραξαθηεξηζηηθψλ γεληθεχζεσλ πνπ ζπλαληψληαη ζηε βηβιηνγξαθία. Γηα παξάδεηγκα, ε 

επίδξαζε δηάηαμεο, ε νπνία νθείιεηαη ζηε ζεηξά πνπ παξνπζηάδνληαη ηα αληηθείκελα ζ‟ έλαλ 

θξηηή, κπνξεί λα επεξεάζεη ηελ πξνηίκεζή ηνπ. Μία άιιε γελίθεπζε ζρεηίδεηαη κε ηελ 

παξνπζία δεζκψλ, νη νπνίνη εκθαλίδνληαη φηαλ ζε θάζε θξηηή επηηξέπεηαη κία ηξίηε επηινγή, 

απηή ηεο κε πξνηίκεζεο ή ηζνπαιίαο. Σηε ζπλέρεηα, ζα αζρνιεζνχκε κε ηελ παξνπζίαζε ηεο 

loglinear κνξθήο ηνπ κνληέινπ κε ηελ πξνζζήθε ηεο πεξίπησζεο δεζκψλ θαη ηελ εηζαγσγή 

ζπκκεηαβιεηψλ ππνθεηκέλσλ θαη αληηθεηκέλσλ (subject-object specific covariates). Σηα 

πιαίζηα ησλ πνιιαπιψλ ζπγθξίζεσλ ζα επηθεληξσζνχκε ζηηο ηξηπιέο ζπγθξίζεηο, πνπ 

αθνξνχλ ζηελ ηαπηφρξνλε ζχγθξηζε θαη πιήξε αμηνιφγεζε ηξηψλ αληηθεηκέλσλ θαη ηέινο ζα 

εμεηάζνπκε ηελ πεξίπησζε κηαο δηδηάζηαηεο κε γξακκηθήο γελίθεπζεο. 

 

2.2 Δπίδξαζε δηάηαμεο  

 

     Σηηο γεπζηηθέο δνθηκέο έλα πξντφλ κπνξεί λα εκθαλίδεη κεγαιχηεξε πηζαλφηεηα 

πξνηίκεζεο απιά θαη κφλν επεηδή δνθηκάδεηαη πξψην. Καη‟ αληηζηνηρία ζηνλ αζιεηηζκφ κία 

νκάδα έρεη ηππηθά κεγαιχηεξε πηζαλφηεηα λα θεξδίζεη κία άιιε φηαλ παίδεη ζηελ έδξα ηεο. 

Απηφ ην πιενλέθηεκα ζπλαληάηαη ζηελ πιεηνςεθία ησλ νκαδηθψλ αζιεκάησλ, ελψ αληίζεηα 

ζηα αηνκηθά αζιήκαηα ηζρχεη ζπάληα. Τν κνληέιν ησλ Bradley-Terry δελ αλαγλσξίδεη πνην 

πξντφλ δνθηκάδεηαη πξψην ή πνηα νκάδα παίδεη ζηελ έδξα ηεο. Ψζηφζν, απηή ε επίδξαζε 
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δηάηαμεο ή αιιηψο ην πιενλέθηεκα έδξαο φπσο ζπλήζσο απνθαιείηαη, κπνξεί λα 

ζπκπεξηιεθζεί ζην κνληέιν.  

 

2.2.1 Κνηλή επίδξαζε δηάηαμεο 

 

     Ο Agresti (1990) ππέζεζε φηη ηα αληηθείκελα πνπ εκπιέθνληαη ζε κηα ζχγθξηζε θαηά 

δεχγε είλαη δηαηεηαγκέλα θαη ππνζηήξημε φηη ε πηζαλφηεηα ην i λα θεξδίζεη ην j εμαξηάηαη 

απφ ην πνην αληηθείκελν είλαη πξψην. Με βάζε απηή ηελ ππφζεζε, ζηελ πεξίπησζε πνπ ηα 

αληηθείκελα είλαη νκάδεο ε πηζαλφηεηα ε νκάδα i λα θεξδίζεη ηελ j είλαη, 

*
κε γεπεδνχρν ηελ 

κε γεπεδνχρν ηελ 

,  

,  

i i j

ij

i i j

a a i

a j
, , 1,...,           (2.1)i j t  

φπνπ t ην πιήζνο ησλ αγσληδφκελσλ νκάδσλ. 

     Γηα φια ηα i j , ζεσξνχκε ην logit κνληέιν, 

**

* *

κε γεπεδνχρν ηελ 

κε γεπεδνχρν ηελ 

,  
log                    (2.2)

1 ,  

i jij

ij i j

a i

a j
 

πνπ απνηειεί κία πνιχ ρξήζηκε γελίθεπζε φπνηε ππάξρεη επίδξαζε δηάηαμεο. Η επηπξφζζεηε 

παξάκεηξνο * log 0a a  κεηξάεη ηε δχλακε ηνπ πιενλεθηήκαηνο έδξαο ή 1
εο

 δνθηκήο κε 

ηελ ππφζεζε φηη είλαη ίδηα γηα φιεο ηηο νκάδεο ή φια ηα πξντφληα (Η ππφζεζε απηή, αλ θαη φρη 

ηφζν ξεαιηζηηθή εηδηθά ζε αξθεηά νκαδηθά αζιήκαηα φπσο ην πνδφζθαηξν, ην κπάζθεη θ.α., 

είλαη ηδηαηηέξσο ρξήζηκε, θαζψο βνεζάεη ζηελ πνιχ ζεκαληηθή κείσζε ησλ παξακέηξσλ πνπ 

ζα είρακε αλ γηα θάζε νκάδα ππνζέηακε φηη ππήξρε κία μερσξηζηή παξάκεηξνο ia ). Η 

γεπεδνχρνο νκάδα (ή ην πξντφλ πνπ δνθηκάδεηαη πξψην), φηαλ ζπγθξίλεηαη κε ηζνδχλακε 

νκάδα ή πξντφλ, έρεη πηζαλφηεηα λίθεο * *exp 1 expa a . 

 

2.2.2 Ξερσξηζηή επίδξαζε δηάηαμεο (αλά αληηθείκελν)  

 

     Πνιιέο θνξέο ζεσξνχκε φηη ην πιενλέθηεκα έδξαο είλαη ίδην γηα φιεο ηηο νκάδεο, αλ θαη 

απηφ νθείιεηαη ζπρλά ζην γεγνλφο φηη έρνπκε αλεπαξθή δεδνκέλα γηα λα απνδείμνπκε φηη 

είλαη απαξαίηεην θάζε νκάδα λα έρεη έλα μερσξηζηφ πιενλέθηεκα έδξαο. Ψζηφζν, 
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γεληθεχνληαο ηε 2.1  κπνξνχκε λα επηηξέςνπκε θάηη ηέηνην. Απηφ κπνξεί εχθνια λα γίλεη αλ 

αληηκεησπίζνπκε ηελ νκάδα i σο «γεπεδνχρν» θαη σο «θηινμελνχκελε» ζαλ δχν μερσξηζηέο 

πεξηπηψζεηο (Butler and Whelan, 2000). Έζησ φηη 0iH  δειψλεη ηε δχλακε κηαο νκάδαο 

ζηελ έδξα ηεο θαη 0iV  ηε δχλακή ηεο εθηφο έδξαο. Η πηζαλφηεηα ε νκάδα i λα θεξδίζεη 

ηελ j είλαη, 

*
κε γεπεδνχρν ηελ 

κε γεπεδνχρν ηελ 

,  

,  

iH iH jV

ij

iV iV jH

i

j
, , 1,...,          (2.3)i j t  

Γηα φια ηα i j , ζεσξνχκε ην logit κνληέιν, 

*

*

κε γεπεδνχρν ηελ 

κε γεπεδνχρν ηελ 

,  
log                    (2.4)

,  1

iH jVij

iV jHij

i

j
 

φπνπ logiH iH  θ.ν.θ.. Οη εμηζψζεηο πηζαλνθάλεηαο ηψξα εμηζψλνπλ ηηο παξαηεξνχκελεο 

θαη ηηο αλακελφκελεο εληφο θαη εθηφο έδξαο λίθεο γηα θάζε νκάδα (έλα ζχλνιν 2t  εμηζψζεσλ 

γηα ηηο 2t  παξακέηξνπο).  

 

2.2.3 Ξερσξηζηή επίδξαζε δηάηαμεο (αλά δεύγνο)  

 

     Γεληθεχνληαο ην κνληέιν Bradley-Terry ζηελ πξνζπάζεηα λα εμεγήζνπκε ηελ επίδξαζε 

δηάηαμεο ζηα δεχγε, κπνξνχκε λα ρξεζηκνπνηήζνπκε κία απφ ηηο αθφινπζεο πξνζεγγίζεηο. Η 

πξψηε ζα ήηαλ λα ηξνπνπνηήζνπκε ηηο ππνθείκελεο αμηνινγήζεηο, 1,..., t , εηζάγνληαο κία 

παξάκεηξν αζξνηζηηθήο αχμεζεο (κείσζεο) ija , ε νπνία ζρεηίδεηαη κε ην δεχγνο ,i j  κέζσ 

ηνπ νπνίνπ νη πηζαλφηεηεο πξνηίκεζεο γηα ην δηαηάμηκν δεχγνο ,i j  γίλνληαη, 

* i ij

ij

i j

a
, 

* j ij

ji

i j

a
, , 1,...,                 (2.5)i j t  

κε min( , )ij i ja . Απηφ ην κνληέιν θαη ε αλάιπζή ηνπ παξνπζηάδεηαη απφ ηνπο Beaver 

and Gokhale (1975). 

     Δάλ εηζάγνπκε ηελ επίδξαζε δηάηαμεο σο κία πνιιαπιαζηαζηηθή αληί γηα αζξνηζηηθή 

αχμεζε (κείσζε), κία ελαιιαθηηθή πξνζέγγηζε ζχκθσλα κε ηνπο Davidson and Beaver 
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(1977) ζα ήηαλ λα ζπλδέζνπκε κία παξάκεηξν 
ij

 κε ην δεχγνο ,i j  έηζη ψζηε νη 

πηζαλφηεηεο πξνηίκεζεο γηα ην δηαηάμηκν δεχγνο ,i j  λα είλαη, 

* i
ij

i ij j

, 
* ij j

ji

i ij j

, , 1,...,             (2.6)i j t  

κε 0ij
. Όηαλ 1ij

 δελ ππάξρεη επίδξαζε δηάηαμεο, φηαλ 1ij
 ε πηζαλφηεηα ηνπ 

αληηθεηκέλνπ πνπ παξνπζηάδεηαη δεχηεξν κεγαιψλεη, ελψ φηαλ 0 1ij
 ην αληηθείκελν πνπ 

παξνπζηάδεηαη πξψην απνθηά πιενλέθηεκα. Δλδηαθέξνλ θαη εδψ παξνπζηάδεη ε πεξίπησζε 

ij
 γηα φια ηα δεχγε ,i j  ιφγσ ηεο εμαηξεηηθά κεγάιεο κείσζεο ηνπ αξηζκνχ ησλ 

παξακέηξσλ πνπ απαηηνχληαη γηα ηνλ νξηζκφ ηνπ κνληέινπ. 

     Τα δχν παξαπάλσ κνληέια θαηαιήγνπλ ζην κνληέιν ησλ Bradley-Terry φηαλ 0ija  ή 

1ij
 γηα φια ηα δεχγε ,i j . Καζέλα απ‟ απηά κπνξεί λα γξαθηεί ζηε κνξθή ηνπ κνληέινπ 

Bradley-Terry ζην νπνίν, 

*
*

* *
                                             (2.7)i

ij

i j

 

φπνπ γηα ην πξψην κνληέιν ηζρχεη *

i i ija , *

j j ija , ελψ γηα ην δεχηεξν *

i ij i , 

*

j j . Τν δεχηεξν κνληέιν είλαη θαη ην πην πξνζηηφ θαη επηηξέπεη ηελ εθαξκνγή κεζφδσλ 

εθηίκεζεο θαη ειέγρνπ ησλ loglinear κνληέισλ θαζψο, 

*

*

*
log log log log                     (2.8)

ij

i j ij i j

ji

a  

 

2.3 Ύπαξμε δεζκώλ θαη αμηνιόγεζε θιηκάθσλ 

 

     Σ‟ έλα πείξακα πνπ απνηειείηαη απφ ζπγθξίζεηο θαηά δεχγε, ζην νπνίν κία νκάδα θξηηψλ 

θαιείηαη λα ηαμηλνκήζεη δεχγε αγσγψλ κε βάζε θάπνην ραξαθηεξηζηηθφ, έλαο θξηηήο είλαη 

πηζαλφ λα κελ κπνξεί λα εθθξάζεη κία πξαγκαηηθή πξνηίκεζε γηα έλαλ αξηζκφ δεπγψλ πνπ 

αμηνινγεί. Απηφ κπνξεί λα ζπκβεί εμαηηίαο ελφο ή θαη ησλ δχν αθφινπζσλ ιφγσλ: 

1. ε παξαηεξεηηθφηεηά ηνπ δελ είλαη αξθεηά νμπκέλε ψζηε λα εληνπίζεη ηελ ππάξρνπζα 

δηαθνξά κεηαμχ ησλ αγσγψλ 



 

 
19 

 

2. νη αγσγέο δελ δηαθέξνπλ ζην ππφ εμέηαζε ραξαθηεξηζηηθφ 

     Σε ηέηνηνπ είδνπο πεηξάκαηα ην ελδηαθέξνλ εζηηάδεηαη ζηηο δηαθνξέο αλάκεζα ζηηο 

αμηνινγήζεηο ησλ αγσγψλ θαη φρη ζηελ ηθαλφηεηα ησλ θξηηψλ λα εληνπίζνπλ απηέο ηηο 

δηαθνξέο. Δίλαη ζεκαληηθφ, ινηπφλ, ην ππνθείκελν καζεκαηηθφ κνληέιν λα ιακβάλεη ππφςε 

ηε δηαθνξά αλάκεζα ζηνπο πξναλαθεξζέληεο ιφγνπο. 

     Σηα πιαίζηα ησλ ζπγθξίζεσλ θαηά δεχγε έρνπλ πξνηαζεί δηάθνξα κνληέια ηα 

πεξηζζφηεξα εθ ησλ νπνίσλ δελ επηηξέπνπλ ζηνλ θξηηή ηελ επηινγή ηνπ δεζκνχ. Σε κηα 

ηέηνηα πεξίπησζε ε ζπλεζηζκέλε πξαθηηθή είλαη, είηε λα ππνρξεψζνπκε ηνλ θξηηή λα 

εθθξάζεη κία πξνηίκεζε είηε, αλ απηφ δελ γίλεηαη, λα αληηκεησπίζνπκε ηνπο δεζκνχο κε 

θάπνηνλ απφ ηνπο παξαθάησ ηξφπνπο: 

i. λα αγλνεζνχλ πιήξσο 

ii. λα δηακνηξαζηνχλ ηζάμηα αλάκεζα ζηηο «ηζφπαιεο» αγσγέο 

iii. λα δηακνηξαζηνχλ ηπραία αλάκεζα ζηηο «ηζφπαιεο» αγσγέο 

     Αλεμάξηεηα πάλησο απφ ηα κεηνλεθηήκαηα ή ηα πιενλεθηήκαηα ησλ παξαπάλσ 

δηαδηθαζηψλ, είλαη μεθάζαξν φηη νπνηνδήπνηε κνληέιν απνθιείεη ηελ πηζαλφηεηα χπαξμεο 

δεζκψλ δελ θάλεη πιήξε ρξήζε ηεο πιεξνθνξίαο πνπ πεξηέρεηαη ζ‟ απηή ηελ νκάδα. 

 

2.3.1 Γεζκνί θαη ην κνληέιν Bradley-Terry 

 

     Αθνινπζψληαο ηελ πξνεγνχκελε ζπιινγηζηηθή, φηαλ έλα απφ ηα πηζαλά απνηειέζκαηα 

κηαο ζχγθξηζεο είλαη κε πξνηίκεζε (δεζκφο, ηζνπαιία), ηφηε απηφ πξέπεη λα ελζσκαησζεί 

ζην κνληέιν. Μηα πξνζέγγηζε είλαη λα ζεσξήζνπκε ηελ ηζνπαιία σο κηζή λίθε θαη κηζή ήηηα. 

Παξά ην γεγνλφο φηη έηζη παξαβηάδεηαη ε δησλπκηθή ππφζεζε πνπ δηέπεη ην κνληέιν Bradley-

Terry, ζηελ πξάμε ιεηηνπξγεί θαιά εάλ ζηφρνο καο είλαη απιψο λα εθηηκήζνπκε ηε δχλακε 

ησλ νκάδσλ (απφ ην λα εθηηκήζνπκε πηζαλφηεηεο).  

     Οη Rao and Kupper (1967) ζεψξεζαλ φηη ζηε ζχγθξηζε κεηαμχ δχν αγσγψλ, ε έθθξαζε 

πξνηίκεζεο ππέξ θάπνηαο απφ ηηο δχν ρσξίο ηελ πεξίπησζε ηξίηεο επηινγήο απνηειεί έλα κε 

ξεαιηζηηθφ πεξηνξηζκφ. Υπνζηήξημαλ, κάιηζηα, φηη φηαλ δελ ππάξρεη δηαθνξά κεηαμχ ησλ 

αγσγψλ, νπνηαδήπνηε ρξήζε κεζφδνπ κε ζθνπφ λα εθθξαζηεί πξνηίκεζε ππέξ ηεο κίαο ή ηεο 

άιιεο είλαη θαηά θάπνην ηξφπν απζαίξεηε. Έηζη, πξφηεηλαλ κία γελίθεπζε ηνπ κνληέινπ πνπ 

επηηξέπεη ηελ ηζνπαιία ζαλ έλα ηξίην απνηέιεζκα. Πην ζπγθεθξηκέλα ππέζεζαλ φηη, 
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ij i i j
 

ji j i j
                     , 1,...,      (2.9)i j t  

2 1
i j i j i j i j

 

φπνπ ε 1 θαιείηαη θαη παξάκεηξνο «θαηψθιη» (threshold). Γηθαηνιφγεζαλ, κάιηζηα, ην 

φλνκα δείρλνληαο φηη ην κνληέιν κπνξεί λα εκθαληζηεί αλ θάζε ζχγθξηζε απνθαζίδεηαη απφ 

έλαλ θξηηή, ν νπνίνο εθηηκά ηε δηαθνξά ln lni j
 κε ην ζθάικα ηεο θαη δειψλεη ηελ 

χπαξμε δεζκνχ αλ ε ηηκή είλαη κηθξφηεξε απφ ln . Πξέπεη, επίζεο, λα ζεκεησζεί φηη 

ππάξρεη ε πηζαλφηεηα χπαξμεο πεξηζζφηεξσλ απφ κία ηέηνησλ παξακέηξσλ ζ‟ έλα πείξακα. 

Απηφ ζπκβαίλεη ζηελ πεξίπησζε πνπ εκπιέθνληαη πεξηζζφηεξνη απφ έλαο θξηηέο ή ην πείξακα 

πξαγκαηνπνηείηαη ζε κία κεγάιε ρξνληθή πεξίνδν. 

     Ο Davidson (1970) έδσζε κία δηαθνξεηηθή πξνζαξκνγή ζην κνληέιν Bradley-Terry φζνλ 

αθνξά ηελ εμήγεζε ησλ δεζκψλ. Έζησ φηη 
ijk

 δειψλεη ηελ πηζαλφηεηα απνηειέζκαηνο 

ηχπνπ k ( 1k  γηα λίθε ηεο νκάδαο i, 2k  γηα λίθε ηεο νκάδαο j, 0k  γηα ηζνπαιία), ε 

γελίθεπζε ηφηε είλαη, 

1
i

ij

i j i ja
 

2

j

ij

i j i ja
                , 1,...,      (2.10)i j t  

0

i j

ij

i j i j

a

a
 

φπνπ 1 2 0 1ij ij ij  θαη 0a . 

     Η ηξίηε εμίζσζε δείρλεη φηη ε πηζαλφηεηα κε πξνηίκεζεο είλαη αλάινγε ηνπ γεσκεηξηθνχ 

κέζνπ ησλ πηζαλνηήησλ πξνηίκεζεο ησλ αγσγψλ πνπ ζπγθξίλνληαη. Η πξφζζεηε παξάκεηξνο 

a, ε πην θαηάιιεια 1 a , είλαη κία ζηαζεξά αλαινγηθφηεηαο, ε νπνία δελ εμαξηάηαη απφ ηα i 

θαη j θαη κπνξεί λα ζεσξεζεί σο έλαο δείθηεο δηάθξηζεο μερσξηζηφο γηα θάζε ζπγθεθξηκέλν 

πξφβιεκα. Όπσο γίλεηαη αληηιεπηφ, ε πηζαλφηεηα κε πξνηίκεζεο εμαξηάηαη απφ ην βαζκφ 

ζηνλ νπνίν ην δεχγνο ησλ ζπγθξηλφκελσλ αγσγψλ μερσξίδνπλ. Η ρξήζε ηνπ γεσκεηξηθνχ 

κέζνπ πξνηείλεηαη απφ ην γεγνλφο φηη, θάησ απφ ην κνληέιν Bradley-Terry, νη ζπλνιηθέο 
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πηζαλφηεηεο πξνηίκεζεο (merits) ησλ t αγσγψλ κπνξνχλ λα αληηπξνζσπεπηνχλ απφ ηηο ηηκέο 

1log ,..., log t  ζε κία γξακκηθή θιίκαθα. 

     Τν παξαπάλσ κνληέιν έρεη δχν επηζπκεηέο ηδηφηεηεο:  

1. ε ππφ ζπλζήθε πηζαλφηεηα ε νκάδα i λα θεξδίζεη ηελ j, ρσξίο ηελ πεξίπησζε ηεο 

ηζνπαιίαο αληηζηνηρεί ζηηο 1.2 , 1.3  

2. ε πηζαλφηεηα ηζνπαιίαο γηα θαζνξηζκέλν a κεγηζηνπνηείηαη φηαλ 
i j

 

Η εμίζσζε πηζαλνθάλεηαο γηα ην a εμηζψλεη ηηο παξαηεξνχκελεο θαη ηηο αλακελφκελεο 

ηζνπαιίεο γηα φια ηα παηρλίδηα. Οη ππφινηπεο εμηζψζεηο εμηζψζνπλ ηνπο παξαηεξνχκελνπο 

θαη ηνπο αλακελφκελνπο πφληνπο γηα θάζε νκάδα, φπνπ έλαο πφληνο δίλεηαη γηα ηε λίθε θαη 

κηζφο γηα ηελ ηζνπαιία (ή ηζνδχλακα δχν πφληνη γηα ηε λίθε θαη έλαο γηα ηελ ηζνπαιία).  

 

2.3.2 Σν κνληέιν δεζκώλ ησλ Rao-Kupper κε πνιιαπιαζηαζηηθή επίδξαζε δηάηαμεο  

 

     Οη Davidson and Beaver (1977), επεθηείλνληαο ην κνληέιν ησλ Rao and Kupper (1967), 

έδεημαλ πψο δεζκνί θαη επηδξάζεηο δηάηαμεο κπνξνχλ λα ππάξμνπλ ηαπηφρξνλα ζ‟ έλα 

κνληέιν. Γηα ην δηαηεηαγκέλν δεχγνο ,i j  νη πηζαλφηεηεο πξνηίκεζεο είλαη, 

ij i i j
 

ji j i j
                , 1,...,      (2.11)i j t  

θαη ε πηζαλφηεηα κε πξνηίκεζεο πνπ δειψλεηαη κε i j  είλαη,  

2 1
i j i j i j j i

 

φπνπ ε παξάκεηξνο δεζκνχ 1. Απηφ ην κνληέιν έρεη ηε κνξθή ηνπ βαζηθνχ 

πνιιαπιαζηαζηηθνχ κνληέινπ 2.6  φηαλ 1.  

 

2.3.3 Σν κνληέιν δεζκώλ ηνπ Davidson κε πνιιαπιαζηαζηηθή επίδξαζε δηάηαμεο  

 

     Γηα ην δηαηεηαγκέλν δεχγνο ,i j  νη πηζαλφηεηεο πξνηίκεζεο είλαη, 

1 2

ij i i j i j
v  
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1 2

ji j i j i j
v        , 1,...,      (2.12)i j t  

θαη ε πηζαλφηεηα κε πξνηίκεζεο είλαη,  

1 2 1 2

i j i j i j i j
v v  

φπνπ ε παξάκεηξνο 0v . Απηφ ην κνληέιν έρεη ηε κνξθή ηνπ βαζηθνχ πνιιαπιαζηαζηηθνχ 

κνληέινπ 2.6  φηαλ 0v . Η πηζαλφηεηα κε πξνηίκεζεο θάησ απφ ην κνληέιν είλαη 

αλάινγε ηνπ γεσκεηξηθνχ κέζνπ ησλ δχν πηζαλνηήησλ πξνηίκεζεο, κε παξάκεηξν αλαινγίαο 

k v . 

     Πην γεληθέο εθδνρέο θαζελφο απφ ηα δχν παξαπάλσ κνληέια επηηξέπνπλ ζηελ παξάκεηξν 

δεζκνχ ,k  θαη/ή ζηελ παξάκεηξν  ηνπ πνιιαπιαζηαζηηθνχ κνληέινπ ησλ Davidson and 

Beaver (1977) λα εμαξηψληαη απφ ην ,i j . 

  

2.3.4 Ξερσξηζηή επίδξαζε δεζκώλ 

 

     Τν κνληέιν 2.10  ππνζέηεη φηη φιεο νη νκάδεο έρνπλ ηελ ίδηα ηάζε λα θέξλνπλ ηζνπαιίεο 

αλ θαη θάηη ηέηνην δελ ζπκβαίλεη ζπλήζσο ζηελ πξάμε. Γηα παξάδεηγκα, ν Joe (1990) 

εληφπηζε φηη θάπνηνη παίθηεο ηνπ ζθάθη έρνπλ ηελ ηάζε λα θέξλνπλ πεξηζζφηεξεο ηζνπαιίεο 

ζε ζρέζε κε άιινπο. Σ‟ απηή ηελ πεξίπησζε ε παξάκεηξνο a κπνξεί λα αληηθαηαζηαζεί απφ 

κία μερσξηζηή παξάκεηξν γηα θάζε νκάδα σο εμήο: 

1
i

ij

i j i j i ja a
 

2

j

ij

i j i j i ja a
             , 1,...,      (2.13)i j t  

0

i j i j

ij

i j i j i j

a a

a a
 

     Οη εμηζψζεηο πηζαλνθάλεηαο ηψξα εμηζψλνπλ ηνπο παξαηεξνχκελνπο θαη ηνπο 

αλακελφκελνπο πφληνπο, ηζνπαιίεο θαη λίθεο γηα θάζε νκάδα. Απηφ ην κνληέιν κπνξεί λα 
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ζπλδπαζηεί κε θάπνην απφ ηα παξαπάλσ ψζηε λα γεληθεπηεί θαη λα παξέρεη ηε δπλαηφηεηα 

ελζσκάησζεο ηεο επίδξαζεο δηάηαμεο. 

 

2.3.5 Γεληθεύζεηο γηα δηαηάμηκεο αμηνινγήζεηο 

 

     Τν κνληέιν Bradley-Terry νξίζηεθε γηα δίηηκεο κεηαβιεηέο, φκσο γεληθεχεηαη θαη γηα 

ζπγθξίζεηο κε δηαηάμηκεο κεηαβιεηέο ηαμηλφκεζεο, φπσο ε θιίκαθα αμηνιφγεζεο (πνιχ 

θαιχηεξν, ιίγν θαιχηεξν, ην ίδην, ιίγν ρεηξφηεξν, πνιχ ρεηξφηεξν) ζηε ζχγθξηζε δχν 

πξντφλησλ. Ο Agresti (2002) πξφηεηλε ηε ρξήζε ησλ αζξνηζηηθψλ logits. Με κία θιίκαθα 

αμηνιφγεζεο απνηεινχκελε απφ I θαηεγνξίεο, έζησ φηη 
ijY  δειψλεη ηελ απφθξηζε ηεο 

ζχγθξηζεο ησλ ,i j . Τν κνληέιν είλαη, 

logit , 1,...,             (2.14)ij k i jP Y k a k I  

Καζψο 1ij ji jiP Y k P Y I k P Y I k  έρνπκε φηη: 

logit logitij jiP Y k P Y I k  θαη έηζη ηειηθά k I ka a . 

     Η πην θνηλή δηαηάμηκε θιίκαθα πξνηίκεζεο είλαη (λίθε, ηζνπαιία, ήηηα) θαη ζ‟ απηή ηελ 

πεξίπησζε 1 2a a  ή 2 1a a . 

 

2.4 Σν loglinear κνληέιν Bradley-Terry  

 

2.4.1 Σν loglinear κνληέιν Bradley-Terry κε δεζκνύο 

 

     Αθνινπζψληαο ηνλ Sinclair (1982) θαη ζε ζπλέρεηα ηεο παξαγξάθνπ 1.7, εηζάγνπκε κία 

θαηλνχξηα παξάκεηξν δ γηα ηελ πεξίπησζε ησλ δεζκψλ, νχησο ψζηε λα πξνζαξκφζνπκε ζην 

κνληέιν ηηο απνθξίζεηο ησλ κε πξνηηκήζεσλ. Η κνξθή ηνπ loglinear κνληέινπ, πξνζζέηνληαο 

κία ηξίηε εμίζσζε γηα ηνπο δεζκνχο, είλαη: 

log O O

jk jk j ka  

log                                      (2.15)O O

kj jk k ja  

log j k jka  
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Σηεξηδφκελνη ζηελ έξεπλα ησλ Dittrich et al. (1998), ην κνληέιν κπνξεί λα εξκελεπηεί σο έλα 

loglinear κνληέιν. Σπγθεθξηκέλα γηα κία 
6

3 15 3
2

 εθαξκνγή (δεχγε παλεπηζηεκίσλ  

πξνηηκήζεηο γηα ηα παλεπηζηήκηα) νη πηζαλέο απνθξίζεηο είλαη ηξεηο. Με 
j k

 δειψλεηαη ν 

αλακελφκελνο αξηζκφο κε πξνηηκήζεσλ ζηε ζχγθξηζε ησλ ,j k , ελψ κε δ δειψλεηαη ε 

παξάκεηξνο ηεο επίδξαζεο ηεο κε πξνηίκεζεο. Ο πίλαθαο ζρεδηαζκνχ απαξηίδεηαη απφ 

δηαλχζκαηα ζηειψλ κε θαηάιιειεο θαηαρσξίζεηο γηα ηηο παξακέηξνπο α,λ θαη δ. Γηα 

παξάδεηγκα, ν Πίλαθαο 2.1 είλαη ν πίλαθαο ζρεδηαζκνχ γηα ηελ πεξίπησζε ηξηψλ 

παλεπηζηεκίσλ. 

 

Πίλαθαο 2.1 

Πίλαθαο ΢ρεδηαζκνύ 

΢ύγθξηζε Πξνηίκεζε Αξηζκόο πξνηηκήζεσλ  α 
1

O
 

2

O
 

3

O
 δ  

(12) 1
O  

12
X   1 1 -1 0 0  

(12) 2
O  

21
X  1 -1 1 0 0 

(12) Όρη 1 2
X  1 0 0 0 1 

. 

. 

. 

. 

. 

. 

. 

. 

. 

. 

. 

. 

. 

. 

. 

. 

. 

. 

. 

. 

. 

. 

. 

. 

(23) 2
O  

23
X  3 0 1 -1 0 

(23) 3
O  

32
X  3 0 -1 1 0 

(23) Όρη 2 3
X  3 0 0 0 1 

 

     Η παξάκεηξνο δ κπνξεί λα εξκελεπηεί σο κία ζηαζεξά επηινγήο. Γηα παξάδεηγκα, γηα δχν 

ηζφπαια σο πξνο ηηο πξνηηκήζεηο παλεπηζηήκηα ,j k , πνπ ζεκαίλεη O O

j k , ηφηε ην log-

odds ππέξ ηεο έθθξαζεο πξνηίκεζεο γηα θάπνην απφ ηα δχν είλαη, 

log log
jk kj

j k j k

 

Αλ 0  ππάξρεη πιενλέθηεκα ππέξ ηεο έθθξαζεο θάπνηαο πξνηίκεζεο. 
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     Γηα λα ππνινγίζνπκε ηηο παξακέηξνπο ζπλνιηθήο πξνηίκεζεο π (worth parameters) πξέπεη 

λα ιάβνπκε ππφςε φηη ην βαζηθφ κνληέιν Bradley-Terry είλαη ακεηάβιεην θάησ απφ κία 

αιιαγή θιίκαθαο θαη φηη ιφγνη πξνζδηνξηζηκφηεηαο απαηηνχλ 1i

i

. Η ζρέζε αλάκεζα 

ζηα λ θαη ζηηο παξακέηξνπο π δίλεηαη απφ, 

1,2,...,exp 2 exp 2 ,  O O

j j j

j

j J  

 

2.4.2 Σν loglinear κνληέιν Bradley-Terry: ζπκκεηαβιεηέο ππνθεηκέλσλ 

 

     Πέξα απφ ηελ πεξίπησζε ησλ δεζκψλ είλαη ζπρλά ρξήζηκν λα κειεηήζνπκε ηελ επίδξαζε 

ζπκκεηαβιεηψλ ππνθεηκέλσλ, φπσο είλαη ην θχιν θαη ε γλψζε μέλσλ γισζζψλ, πάλσ ζηηο 

πξνηηκήζεηο ησλ ππνθεηκέλσλ. Η loglinear κνξθή ηνπ βαζηθνχ κνληέινπ Bradley-Terry 

κπνξεί εχθνια λα γεληθεπηεί ζπκπεξηιακβάλνληαο θαηεγνξηθέο ζπκκεηαβιεηέο. Σπλερείο 

ζπκκεηαβιεηέο ζα κπνξνχζαλ ζεσξεηηθά λα κειεηεζνχλ κε ηελ ίδηα κέζνδν θηηάρλνληαο 

έλαλ μερσξηζηφ πίλαθα ζπλάθεηαο γηα θαζεκηά δηαθνξεηηθή παξαηήξεζε ηεο ζπκκεηαβιεηήο. 

     Αο ππνζέζνπκε φηη νη θνηηεηέο ηαμηλνκνχληαη βάζεη κηαο πξφζζεηεο θαηεγνξηθήο 

ζπκκεηαβιεηήο. Έζησ φηη 
jk l

 είλαη ν αλακελφκελνο αξηζκφο πξνηηκήζεσλ γηα ην 

παλεπηζηήκην j ζηε ζχγθξηζε κε ην παλεπηζηήκην k, αλάκεζα ζηνπο θνηηεηέο πνπ έρνπλ 

ηαμηλνκεζεί ζηελ νκάδα, βάζεη ζπκκεηαβιεηήο, l φπνπ 1, 2,...,l L . Η loglinear κνξθή ηνπ 

γεληθεπκέλνπ κνληέινπ Bradley-Terry ζπκπεξηιακβαλνκέλεο κίαο θαηεγνξηθήο 

ζπκκεηαβιεηήο ππνθεηκέλσλ (S) δίλεηαη απφ ηηο εμηζψζεηο, 

log O O S OS OS

j k l jl kljk l jk l
a  

log                     (2.16)O O S OS OS

j k l jl klkj l jk l
a  

log  S

lj k l jk l
a  

Η παξάκεηξνο S

l
 απνηειεί ηελ θχξηα επίδξαζε ηεο ζπκκεηαβιεηήο ππνθεηκέλσλ 

ππνινγηζκέλε ζην l επίπεδν. Οη παξάκεηξνη πνπ καο ελδηαθέξνπλ 
OS

jl  θαη OS

kl
 απνηεινχλ ηηο 

παξακέηξνπο αιιειεπίδξαζεο ππνθεηκέλσλ-αληηθεηκέλσλ. Οη ζπγθεθξηκέλεο παξάκεηξνη 

πεξηγξάθνπλ ηελ παξαηεξνχκελε επίδξαζε ηεο l θαηεγνξίαο ηεο ζπκκεηαβιεηήο 

ππνθεηκέλσλ πάλσ ζηελ πξνηίκεζε γηα ην αληηθείκελν j θαη k αληίζηνηρα. Οη «ελνριεηηθέο» 
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παξάκεηξνη a κπνξνχλ λα εξκελεπηνχλ σο φξνη αιιειεπίδξαζεο θξαηψληαο ζηαζεξή ηελ 

πεξηζψξηα θαηαλνκή «δεχγε παλεπηζηεκίσλ  θαηεγνξία ππνθεηκέλνπ» ζηνλ αληίζηνηρν 

πίλαθα ζπλάθεηαο «δεχγε παλεπηζηεκίσλ  πξνηίκεζε  θαηεγνξία ππνθεηκέλνπ». Έηζη, 

θαζψο ζην παξάδεηγκά καο 8l , ρξεηαδφκαζηε έλαλ 8
6

3 2 3 2
2 2

l
J

 πίλαθα 

ζπλάθεηαο. 

     Οη παξάκεηξνη OS

jl  θαη OS

kl
 εξκελεχνληαη κε φξνπο ησλ log-odds θαη σο έλα log-odds 

ratio. Γηα παξάδεηγκα,  

log 2 2
jk l O OS O OS

j jl k kl

kj l

 

Σηελ πεξίπησζε πνπ ε ζπκκεηαβιεηή S δελ έρεη επίδξαζε ζηηο πξνηηκήζεηο ησλ θνηηεηψλ, 

δειαδή 0OS OS

jl kl  γηα φια ηα 1,2,...,l L  θαη 1,2,...,j J , ηφηε:  

log 2 2
jk O O

j k

kj

 

θαη θαηαιήγνπκε ζην βαζηθφ κνληέιν Bradley-Terry. Απηφ ζεκαίλεη φηη ππάξρεη κφλν έλα 

log-odds γηα ηε ζχγθξηζε δχν ζπγθεθξηκέλσλ παλεπηζηεκίσλ j θαη k. Ψζηφζν, φηαλ 

πθίζηαηαη ε επίδξαζε ηεο ζπκκεηαβιεηήο, νπφηε ππάξρεη ηνπιάρηζηνλ κία παξάκεηξνο 

αιιειεπίδξαζεο αλάκεζα ζηα παλεπηζηήκηα θαη ηε ζπκκεηαβιεηή ππνθεηκέλσλ ζεκαληηθά 

δηαθνξεηηθή απφ ην 0, πξέπεη λα δηαθξίλνπκε ηα δηαθνξεηηθά log-odds γηα θάζε ζχγθξηζε θαη 

γηα θάζε ζεκαληηθή παξάκεηξν αιιειεπίδξαζεο ππνθεηκέλσλ-αληηθεηκέλσλ. Οη O

j , γη‟ απηφ 

ην ιφγν, κπνξνχλ λα ζεσξεζνχλ σο παξάκεηξνη πνπ πεξηγξάθνπλ ηα παλεπηζηήκηα γηα ηελ 

νκάδα αλαθνξάο, δειαδή γηα ηνπο θνηηεηέο πνπ έρνπλ εληαρζεί ζηελ θαηεγνξία 1l , θαζψο 

γηα ηηο αληίζηνηρεο παξακέηξνπο έρνπκε εμ νξηζκνχ φηη 1 0OS

j  γηα φια ηα 1,2,...,j J . 

Φξεζηκνπνηψληαο ηελ νκάδα 1l  ηεο ζπκκεηαβιεηήο σο νκάδα αλαθνξάο, νη παξάκεηξνη 

πνπ καο ελδηαθέξνπλ, 
OS

jl  θαη OS

kl
, εξκελεχνληαη σο έλα log-odds ratio, 

1 1

log 2
jk l kj l OS OS

jl kl

jk kj
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Δάλ ε δηαθνξά OS OS

jl kl  είλαη ζεηηθή, ε ζπκκεηαβιεηή S έρεη ζεηηθή επίδξαζε ππφ ηελ 

έλλνηα φηη ην odds ηεο πξνηίκεζεο γηα ην παλεπηζηήκην j ζηελ νκάδα l ηεο ζπκκεηαβιεηήο 

είλαη κεγαιχηεξν απφ ην αληίζηνηρν odds ζηελ νκάδα αλαθνξάο 1l . Δπηπξνζζέησο, ε 

δηαθνξά αλάκεζα ζε δχν ζπλερφκελεο παξακέηξνπο αιιειεπίδξαζεο εξκελεχεηαη σο έλα 

log-odds ratio ζπλερφκελσλ θαηεγνξηψλ, 

1 1

, 1 , 1log 2 2
jk l kj l OS OS OS OS

j l jl k l kl

jk l kj l

 

     Η loglinear κνξθή 2.16  έρεη θάπνηα πξνθαλή πιενλεθηήκαηα. Η γελίθεπζε κε 

πνιιαπιέο ζπκκεηαβιεηέο ππνθεηκέλσλ είλαη μεθάζαξε. Αο ζεσξήζνπκε γηα παξάδεηγκα ηελ 

επίδξαζε δχν θαηεγνξηθψλ ζπκκεηαβιεηψλ ππνθεηκέλσλ S θαη T, νξηζκέλεο ζε L θαη R 

επίπεδα αληίζηνηρα. Η πξψηε εμίζσζε ηεο 2.16  γίλεηαη, 

log O O S T OS OS OT OT

j k l r jl kl jr krjk lr jk lr
a  

φπνπ 
jk lr

 δειψλεη ηνλ αλακελφκελν αξηζκφ πξνηηκήζεσλ γηα ην παλεπηζηήκην j ζηε 

ζχγθξηζε ησλ παλεπηζηεκίσλ j θαη k θαη νη θνηηεηέο ηαμηλνκνχληαη ζην lr-νζηφ θειί 

ζχκθσλα κε ηηο δχν ζπκκεηαβιεηέο. Οη S

l
 θαη T

r
 αληηπξνζσπεχνπλ ηηο θχξηεο επηδξάζεηο 

ησλ ζπκκεηαβιεηψλ. Οη αιιειεπηδξάζεηο ππνθεηκέλσλ-αληηθεηκέλσλ OS

jl , OT

jr  θ.η.ι. είλαη νη 

παξάκεηξνη πνπ καο ελδηαθέξνπλ θαη εξκελεχνληαη σο log-odds ratios, 

11 11

log 2 2
jk lr kj lr OS OS OT OT

jl kl jr kr

jk kj

 

Τν κνληέιν κε ζπκκεηαβιεηέο ππνθεηκέλσλ δελ πεξηνξίδεηαη κφλν ζηηο θχξηεο επηδξάζεηο θαη 

ζηηο αιιειεπηδξάζεηο 2
εο

 ηάμεο, αιιά κπνξεί λα γεληθεπηεί θαη γηα αιιειεπηδξάζεηο 

κεγαιχηεξεο ηάμεο αλάκεζα ζηηο ζπκκεηαβιεηέο ππνθεηκέλσλ θαη ηα αληηθείκελα, νη νπνίεο 

κπνξνχλ εχθνια λα κειεηεζνχλ.  
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2.4.3 Σν loglinear κνληέιν Bradley-Terry: ζπκκεηαβιεηέο ππνθεηκέλσλ θαη 

ζπκκεηαβιεηέο αληηθεηκέλσλ 

 

     Έλαο ζπλεζηζκέλνο ηξφπνο γηα ηελ αμηνιφγεζε ησλ επηδξάζεσλ ησλ ζπκκεηαβιεηψλ 

αληηθεηκέλσλ ζηηο πξνηηκήζεηο ησλ θξηηψλ είλαη ν επαλαπξνζδηνξηζκφο ησλ παξακέηξσλ ησλ 

αληηθεηκέλσλ σο έλαο γξακκηθφο ζπλδπαζκφο P J  ζπκκεηαβιεηψλ 
1,..., pX X , νη νπνίεο 

αληηπξνζσπεχνπλ P ηδηφηεηεο ησλ αληηθεηκέλσλ. Οη ζπκκεηαβιεηέο κπνξεί λα είλαη είηε 

ζπλερείο, είηε θαηεγνξηθέο, αληηπξνζσπεχνληαο ζ‟ απηή ηελ πεξίπησζε, γηα παξάδεηγκα, κία 

παξαγνληηθή δνκή (Springall 1973, Bradley and El-Helbawy 1976, Critchlow and Fligner 

1991). Απηή ε ηερληθή κπνξεί λα βνεζήζεη ηνλ εξεπλεηή λα θαηαλνήζεη θαιχηεξα εθείλνπο 

ηνπο παξάγνληεο πνπ επζχλνληαη γηα ηηο δηαθνξέο κεηαμχ ησλ αληηθεηκέλσλ. 

     Η ελζσκάησζε ησλ ζπκκεηαβιεηψλ αληηθεηκέλσλ κπνξεί λα γίλεη αληηθαζηζηψληαο ηηο 

ζρεηηθέο κε ηα αληηθείκελα παξακέηξνπο O

j  κε ηε γξακκηθή έθθξαζε, 

1

p
O X

j jv v

v

x  

Τα 
jvx  δειψλνπλ ηηο παξαηεξήζεηο ησλ ζπκκεηαβιεηψλ πεξηγξάθνληαο ην v-νζηφ 

ραξαθηεξηζηηθφ ηνπ αληηθεηκέλνπ j θαη ηα X  είλαη άγλσζηεο παξάκεηξνη παιηλδξφκεζεο. Η 

loglinear κνξθή ηνπ κνληέινπ Bradley-Terry κε δεζκνχο θαη P ζπκκεηαβιεηέο αληηθεηκέλσλ 

δίλεηαη απφ ηηο εμηζψζεηο, 

log X

jk jk jv kv v

v

a x x  

log                                (2.17)X

kj jk jv kv v

v

a x x  

log j k jka  

φπνπ νη παξάκεηξνη α θαη δ νξίδνληαη φπσο ζηηο δχν πξνεγνχκελεο ελφηεηεο. 

     Οη παξάκεηξνη 
X

 πνπ καο ελδηαθέξνπλ κπνξνχλ μαλά λα εξκελεπηνχλ κε φξνπο ησλ 

log-odds: 

log 2
jk X

jv kv v

vkj

x x  
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Έηζη, γηα ζπκκεηαβιεηέο ησλ νπνίσλ νη παξαηεξήζεηο απέρνπλ κία κνλάδα, π.ρ. 1jv kvx x , 

2 X

v
 αληηπξνζσπεχεη ηελ επίδξαζε (ηεο δηαθνξάο) ηεο v-νζηήο κεηαβιεηήο αληηθεηκέλνπ 

κεηαμχ ησλ αληηθεηκέλσλ j θαη k ζην log-odds. 

     Γηα λα αμηνινγήζνπκε ηελ επίδξαζε ησλ ζπκκεηαβιεηψλ ππνθεηκέλσλ, πξνζαξκφδνπκε 

φξνπο αιιειεπίδξαζεο αλάκεζα ζηηο ζπκκεηαβιεηέο ππνθεηκέλσλ θαη αληηθεηκέλσλ κε 

νπζηαζηηθά ηελ ίδηα κέζνδν πνπ πεξηγξάςακε θαη ζηελ ελφηεηα 2.4.2. Αο πάξνπκε, γηα 

παξάδεηγκα, ηελ πεξίπησζε κίαο θαηεγνξηθήο ζπκκεηαβιεηήο ππνθεηκέλσλ θαη δχν 

ζπκκεηαβιεηψλ αληηθεηκέλσλ μεθηλψληαο απφ ηελ εμίζσζε ηνπ γεληθεπκέλνπ κνληέινπ 

Bradley-Terry, πνπ πεξηιακβάλεη κία ζπκκεηαβιεηή ππνθεηκέλσλ νξηζκέλε ζε L επίπεδα: 

log O OS O OS S

j jl k kl ljk l jk l
a  

Η θχξηα ηδέα είλαη ε επαλαπαξακεηξνπνίεζε φισλ ησλ φξσλ ηνπ κνληέινπ 

ζπκπεξηιακβαλνκέλσλ ησλ αληηθεηκέλσλ j θαη k κε ηνλ αθφινπζν ηξφπν: 

1 1 2 2 1 1 2 2

O OS X X XS XS

j jl j j l j l jx x x x  

1 1 2 2 1 1 2 2

O OS X X XS XS

k kl k k l k l kx x x x  

φπνπ 
1jx  δειψλεη ηελ ηηκή ηεο κεηαβιεηήο αληηθεηκέλσλ 1X  αλαθνξηθά κε ην αληηθείκελν j, 

o 
1

X  είλαη έλαο ζπληειεζηήο παιηλδξφκεζεο θαη ν 
1

XS

l
 αληηπξνζσπεχεη έλαλ φξν 

αιιειεπίδξαζεο αλάκεζα ζηε κεηαβιεηή αληηθεηκέλσλ 1X  θαη ζηελ θαηεγνξηθή 

ζπκκεηαβιεηή S γηα ηα αληηθείκελα πνπ έρνπλ εληαρζεί ζηελ νκάδα l. Οη ππφινηπεο 

παξάκεηξνη νξίδνληαη αλάινγα. Δηζάγνληαο φινπο ηνπο φξνπο ζηελ παξαπάλσ εμίζσζε, 

απνθηνχκε απηνκάησο ηε loglinear κνξθή ηνπ γεληθεπκέλνπ κνληέινπ Bradley-Terry κε φιεο 

ηηο πξναλαθεξζείζεο επηδξάζεηο: δεζκνχο, (κία) ζπκκεηαβιεηή ππνθεηκέλσλ θαη (δχν) 

ζπκκεηαβιεηψλ αληηθεηκέλσλ: 

1 1 1 2 2 2 1 1 1 2 2 2log S X X XS XS

l j k j k l j k l j kjk l jk l
a x x x x x x x x  

Οη ππφινηπεο εμηζψζεηο νξίδνληαη αλάινγα. Η γελίθεπζε γηα παξαπάλσ απφ κία 

ζπκκεηαβιεηή ππνθεηκέλσλ θαη γηα παξαπάλσ απφ δχν ζπκκεηαβιεηέο αληηθεηκέλσλ είλαη 

πξνθαλήο. Απηφ πνπ ζηελ νπζία πξέπεη λα έρνπκε είλαη έλα ζεη θπξίσλ επηδξάζεσλ γηα κία 

νκάδα αληηθεηκέλσλ καδί κ‟ έλα ζεη αιιειεπηδξάζεσλ κεηαμχ αληηθεηκέλσλ θαη 

ππνθεηκέλσλ. Οη θχξηεο επηδξάζεηο ησλ αληηθεηκέλσλ παξέρνπλ ην κνληέιν αλαθνξάο. Απηφ, 
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φκσο, πνπ θάλεη ηα αληηθείκελα λα δηαθνξνπνηνχληαη ζηελ θιίκαθα πξνηίκεζεο είλαη ε 

επίδξαζε ησλ ζπγθεθξηκέλσλ ραξαθηεξηζηηθψλ ησλ ππνθεηκέλσλ. 

     Φξεζηκνπνηψληαο ηελ νκάδα 1l  σο νκάδα αλαθνξάο, ην log-odds ratio είλαη,  

1 1 1 2 2 2

1 1

log 2 2
jk l kj l XS XS

l j k l j k

jk kj

x x x x  

Οη παξάκεηξνη πνπ ελδηαθέξνπλ, 
1

XS

l
 θαη 

2

XS

l
, κπνξνχλ εχθνια λα εξκελεπηνχλ γηα 

ζπκκεηαβιεηέο ησλ νπνίσλ νη παξαηεξήζεηο απέρνπλ κία κνλάδα, π.ρ. 
1 1 1j kx x  θαη 

2 2 1j kx x . Τν log-odds ratio δίλεηαη ζηε ζπλέρεηα απφ ην 1 22 XS XS

l l . Γηα παξάδεηγκα, 

αλ 
1

XS

l
 είλαη ζεηηθφ θαη 

2 0XS

l
, ην πξνβάδηζκα, σο πξνο ηελ αμηνιφγεζε, πνπ απνθηά ην 

αληηθείκελν j έλαληη ηνπ k νθείιεηαη ζηελ αιιειεπίδξαζε αλάκεζα ζηε ζπκκεηαβιεηή 1X  

θαη ζηελ ηαμηλφκεζε ησλ θξηηψλ ζηελ νκάδα l ηεο ζπκκεηαβιεηήο. 

     Ο πίλαθαο ζρεδηαζκνχ απνηειείηαη απφ δηαλχζκαηα ζηειψλ κε θαηάιιειεο ηηκέο γηα ηα α, 

δ θαη S  θαη απφ δηαλχζκαηα ζηειψλ πνπ πεξηέρνπλ ηηο ηηκέο 
jv kvx x  ησλ ζπκκεηαβιεηψλ 

αληηθεηκέλσλ. Όζνλ αθνξά ηα δηαλχζκαηα ζηειψλ πνπ αληηπξνζσπεχνπλ ηνπο φξνπο 

αιιειεπίδξαζεο 
1

XS

l
, 

2

XS

l
 θ.ν.θ. κπνξνχλ λα πξνθχςνπλ απφ ηνλ πνιιαπιαζηαζκφ ησλ 

ζηειψλ 
jv kvx x  θαη S

l
. 

 

2.5 Σξηπιέο - Πνιιαπιέο ζπγθξίζεηο 

 

     Τν βαζηθφ κνληέιν γηα ηηο ζπγθξίζεηο θαηά δεχγε κπνξεί λα επεθηαζεί θαη ζε ηξηπιέο 

ζπγθξίζεηο αλ, γηα παξάδεηγκα, ηα αληηθείκελα ζπγθξίλνληαη ζε νκάδεο ησλ ηξηψλ, φπνπ ην 

απνηέιεζκα θάζε ζχγθξηζεο είλαη κηα θαηάηαμε απφ ην ρεηξφηεξν πξνο ην θαιχηεξν. Οη 

Bradley and Terry (1952b) πξφηεηλαλ ην κνληέιν, 

,          (2.17)
ji

j ki j k

P i j k P i j k P j k  

γηα ζχγθξηζε ησλ i, j θαη k ζε κία ηξηάδα φπνπ i j k , , , 1,...,i j k t . Η γελίθεπζε ηνπ 

κνληέινπ γηα πνιιαπιέο ζπγθξίζεηο είλαη ηψξα εχθνιε. Γηα 2K  αληηθείκελα νη 

πηζαλφηεηεο αθνινπζνχλ ηνλ παξαθάησ θαλφλα: 



 

 
31 

 

1

1 ...                                   (2.18)
K

i

K

i rr i

P K  

     Οη Pendergrass and Bradley (1960) κειεηψληαο ιεπηνκεξέζηεξα ηηο επηινγέο γηα κηα 

γελίθεπζε απφ ηηο ζπγθξίζεηο θαηά δεχγε ζηηο ηξηπιέο ζπγθξίζεηο πξφηεηλαλ ην κνληέιν,  

2

2 2 2
         (2.19)

i j

i j k j i k k i j

P i j k  

Καη ηα δχν απηά κνληέια έρνπλ επηζπκεηά ραξαθηεξηζηηθά. Γηα ην κνληέιν 2.17  έρνπκε, 

, =i
ij

i j

P i j P i j k i j  

θαη γηα ην 2.19 , 

, , =i
ij

i j

P i j i j k P i j k i j  

 

2.6 Μία δηδηάζηαηε γελίθεπζε ηνπ κνληέινπ 

 

     Τν κνληέιν Bradley-Terry έρεη κία επξεία θαη νπζηαζηηθή ρξήζε ζηελ ηαμηλφκεζε 

αληηθεηκέλσλ ζηηο ζπγθξίζεηο θαηά δεχγε. Η ππφζεζε πνπ θάλεη δπλαηή ηελ ηαμηλφκεζε είλαη 

ε χπαξμε κηαο γξακκηθήο θιίκαθαο ηεο αμίαο (merit)
4
 ή ηζνδχλακα ελφο είδνπο 

κεηαβαηηθφηεηαο (transitiveness) ηεο πξνηίκεζεο. Σε θάπνηεο πεξηπηψζεηο, σζηφζν, φπσο 

είλαη νη γεπζηηθέο δνθηκέο πξντφλησλ, απηή ε ππφζεζε κπνξεί λα κελ είλαη ξεαιηζηηθή. Σ‟ 

απηά ηα πιαίζηα, αλ θαη ην κνληέιν Bradley-Terry θαίλεηαη λα είλαη εμαηξεηηθά ελδηαθέξνλ, ε 

γξακκηθή ηαμηλφκεζε δελ βγάδεη λφεκα. Γηα παξάδεηγκα, έζησ φηη ην πξντφλ A πξνηηκάηαη 

ηνπ B, ην B πξνηηκάηαη ηνπ C θαη ην C πξνηηκάηαη ηνπ A. Σηελ πξνθεηκέλε πεξίπησζε είλαη 

πξνθαλέο φηη θακία γξακκηθή θιίκαθα ηεο αμίαο δελ αληηθαηνπηξίδεη ζσζηά ηελ πξνηίκεζε. 

Οη Causeur and Husson (2004) πξφηεηλαλ κία δηδηάζηαηε γελίθεπζε ηνπ κνληέινπ πνπ εμεγεί 

ηηο αιιειεπηδξάζεηο αλάκεζα ζηα ζπγθξηλφκελα αληηθείκελα. Απηή ε πξφηαζε κπνξεί λα 

ζεσξεζεί σο κία πξνζέγγηζε πνιπδηάζηαηεο θιηκαθνπνίεζεο ζην πιαίζην ελφο ινγηζηηθνχ 

κνληέινπ γηα δησλπκηθά δεδνκέλα. 

                                                
4
 Σην κνληέιν Bradley-Terry ην ζθνξ i  αληηπξνζσπεχεη ηελ αμία ηνπ αληηθεηκέλνπ i 
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     Τα δεδνκέλα ηνπ Πίλαθα 2.2 πξνέξρνληαη απφ εθαηφ ζπγθξίζεηο θαηά δεχγε κεηαμχ πέληε 

αληηθεηκέλσλ. Τν θειί ,i j  ηνπ πίλαθα δίλεη ην πνζνζηφ ησλ ζπγθξίζεσλ ζηηο νπνίεο ην i 

έρεη θεξδίζεη ην j. Λακβάλνληαο ππφςε ηα δεδνκέλα, ππάξρεη αλακθίβνια κία γξακκηθή 

θιίκαθα ηεο αμίαο κε ηελ αθφινπζε ηαμηλφκεζε: 1 2,3,4 5 . Ταπηφρξνλα, φκσο, 

παξαηεξείηαη θαη κία θαηάζηαζε κε κεηαβαηηθφηεηαο αλάκεζα ζηα αληηθείκελα 2, 3 θαη 4 

θαζψο ην 4 ράλεη απφ ην 2, ην 2 ράλεη απφ ην 3 θαη ην 3 ράλεη απφ ην 4. 

     Τα Bradley-Terry ζθνξ δίλνληαη επίζεο ζηνλ Πίλαθα 2.2 καδί κε ηα θαηάινηπα απφθιηζεο. 

Τα κεγαιχηεξα θαηάινηπα δείρλνπλ ηα δεχγε γηα ηα νπνία ην κνληέιν απνηπγράλεη λα 

απεηθνλίζεη ηηο παξαηεξνχκελεο δηαθνξέο αλαθνξηθά κε ηηο πξνηηκήζεηο. Λακβάλνληαο 

ππφςε ηα παξαπάλσ, παξαηεξνχκε φηη νη θαηά δεχγε αμηνινγήζεηο ησλ αληηθεηκέλσλ 

2,3,4  δείρλνπλ κία ζεκαληηθή δηαθνξά αλάκεζα ζ‟ απηά ηα αληηθείκελα, ε νπνία δελ 

εληνπίδεηαη απφ ην κνληέιν. Γη‟ απηφ ην ιφγν αλ θαη ην κνληέιν Bradley-Terry παξέρεη κία 

αμηφινγε ηαμηλφκεζε ησλ αληηθεηκέλσλ, πξνβιήκαηα έιιεηςεο πξνζαξκνγήο είλαη πηζαλφ λα 

εκθαληζηνχλ ζε νξηζκέλεο πεξηπηψζεηο. 

 

Πίλαθαο 2.2 

Γεδνκέλα θαη θαηάινηπα απόθιηζεο ηνπ κνληέινπ Bradley-Terry 

 Γεδνκέλα  Καηάινηπα απόθιηζεο 

 1 2 3 4 5  1 2 3 4 5 

1  0.25 0.25 0.27 0.12   -0.68 0.16 0.26 0.38 

2   0.27 0.62 0.25    -3.77 2.94 0.16 

3    0.38 0.25     -2.94 -0.68 

4     0.27      0.26 

Bradley-Terry ζθνξ       

 -1.06 -0.10 0.10 0.00 1.06       

 

     Γηα ηελ επίιπζε ηνπ πξνβιήκαηνο πξνηείλεηαη ην παξαθάησ κε γξακκηθφ ινγηζηηθφ 

κνληέιν: 

2 2

,1 ,1 ,2 ,2logit                     (2.20)ij ij i j i j  
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φπνπ 1ij
 είλαη κία παξάκεηξνο πξνζήκνπ (sign parameter), κε 

ij ji
, ε νπνία 

απεηθνλίδεη ηελ πξνηίκεζε αλάκεζα ζηα αληηθείκελα i θαη j, 1 1,1 2,1 ,1, ,..., n  θαη 

2 1,2 2,2 ,2, ,..., n  είλαη δηαλχζκαηα ησλ ζθνξ πνπ ηθαλνπνηνχλ ηνπο αθφινπζνπο 

πεξηνξηζκνχο πξνζδηνξηζηκφηεηαο: ,1 ,21 1
0

n n

i ii i
 θαη ,1 ,21

0
n

i ii
 (παξαθάησ ην 

πιήξεο δηάλπζκα ησλ παξακέηξσλ ζα δειψλεηαη κε 
1 2, ). 

     Με άιια ιφγηα, ην logit ij  ζεσξείηαη σο κία Δπθιείδεηα απφζηαζε (κε πξφζεκν) ζην 

2 . Η εθηίκεζε ησλ 1  θαη 2  θαη ε απεηθφληζή ηνπο ζ‟ έλα δηάγξακκα παξέρεη έλα είδνο 

απνηχπσζεο ηεο πξνηίκεζεο, κε ηελ έλλνηα φηη νη απνζηάζεηο αλάκεζα ζηα ζεκεία ζην 

δηάγξακκα εξκελεχνληαη σο δηαθνξέο ζηελ πξνηίκεζε αλάκεζα ζηα αληηθείκελα. Πξέπεη λα 

ζεκεηψζνπκε εδψ φηη αλ ζηελ πξαγκαηηθφηεηα ππάξρεη κία γξακκηθή θιίκαθα πξνηίκεζεο, 

δειαδή εάλ 2 0  θαη ε ηαμηλφκεζε είλαη ζπλεπήο κε ηελ παξαηεξνχκελε πξνηίκεζε, ην 

κνληέιν 2.20  δίλεη ηελ ίδηα παξνπζίαζε ησλ αληηθεηκέλσλ κε απηή ηνπ κνληέινπ Bradley-

Terry.  

     Τα δεδνκέλα ηνπ Πίλαθα 2.2 έρνπλ δεκηνπξγεζεί ζχκθσλα κε κία αθξηβή δηδηάζηαηε 

παξνπζίαζε ηνπ logit ij . Τν Σρήκα 2.1 απεηθνλίδεη ηηο αθξηβείο απνζηάζεηο αλάκεζα ζηα 

αληηθείκελα ζην δηδηάζηαην ρψξν, θαζψο θαη ηηο απνζηάζεηο αλάκεζα ζηα Bradley-Terry 

ζθνξ. Όπσο θαίλεηαη, ν άμνλαο x ζηε δηδηάζηαηε απεηθφληζε ηεο πξνηίκεζεο εμαθνινπζεί λα 

αληαλαθιά ηελ θχξηα ηάζε ηεο πξνηίκεζεο φπσο απηή είρε πξνζδηνξηζηεί απφ ην κνληέιν 

Bradley-Terry. Τν δηάγξακκα, σζηφζν, δείρλεη μεθάζαξα ηηο δηαθνξέο αλάκεζα ζηα 

αληηθείκελα 2,3,4 . Η ζχγθξηζε ηεο γξακκηθήο θαη ηεο δηδηάζηαηεο παξνπζίαζεο ησλ 

αληηθεηκέλσλ κπνξεί λα ρξεζηκνπνηεζεί σο έλα γξαθηθφ δηαγλσζηηθφ έιιεηςεο πξνζαξκνγήο 

ηνπ κνληέινπ Bradley-Terry. 
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΢ρήκα 2.1 ΢ύγθξηζε αλάκεζα ζηα Bradley-Terry ζθνξ θαη ζηηο αθξηβείο απνζηάζεηο 

Πεγή: Causeur and Husson (2004) 

 

2.6.1 Παξάδεηγκα 

 

     Τν αθφινπζν ζεη δεδνκέλσλ, ην νπνίν δείρλεη ηε ζπκβνιή ηνπ δηδηάζηαηνπ κνληέινπ ζηελ 

αλάιπζε ησλ ζπγθξίζεσλ θαηά δεχγε, πξνέξρεηαη απφ ηε δηεμαγσγή εξεπλψλ γεπζηηθήο 

δνθηκήο ηνπ Αλψηαηνπ Δζληθνχ Ιλζηηηνχηνπ γηα ηελ Δθπαίδεπζε ζηε Βηνκεραλία Τξνθίκσλ 

ζηε Γαιιία ην 2002. Σ‟ απηφ ην πείξακα έιαβαλ κέξνο εθαηφ αμηνινγεηέο κε ζηφρν ηελ 

αλάιπζε ηεο πξνηίκεζεο γηα εθηά ηχπνπο ληθάδσλ θαιακπνθηνχ κε βάζε ην πφζν ηξαγαλέο 

είλαη απηέο. Ο Πίλαθαο 2.3 πεξηιακβάλεη ηνλ αξηζκφ ησλ αμηνινγεηψλ πνπ ζεψξεζαλ φηη ην 

πξντφλ i (γξακκέο) είλαη πην ηξαγαλφ απφ ην πξντφλ j (ζηήιεο). 
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Πίλαθαο 2.3 

Απνηειέζκαηα ζπγθξίζεσλ θαηά δεύγε εθηά εηδώλ ληθάδσλ θαιακπνθηνύ από εθαηό 

αμηνινγεηέο
5
. 

 1 2 3 4 5 6 7 

1 0 39 64 40 61 76 46 

2 61 0 65 59 55 85 60 

3 36 35 0 31 25 41 35 

4 60 41 69 0 41 80 28 

5 39 45 75 59 0 71 37 

6 24 15 59 20 29 0 18 

7 54 40 65 72 63 82 0 

 

     Η αλάιπζε ησλ απνθιίζεσλ γηα ηελ εμέηαζε ηεο ζεκαληηθφηεηαο ηνπ δηδηάζηαηνπ 

κνληέινπ Bradley-Terry δίλεηαη ζηνλ Πίλαθα 2.4. Απηφ πνπ ελδηαθέξεη πεξηζζφηεξν είλαη ε 

ζχγθξηζε ηνπ κνληέινπ 2.20  κε ηα παξαθάησ κνληέια: 

0 : logit 0ij  

1 : logit ij ij i j  

Τν κνληέιν 0  πξνέξρεηαη απφ ην κνληέιν 2.20  ππνζέηνληαο φηη 
1 2, 0  θαη 

ππνδειψλεη ην κεδεληθφ κνληέιν, ελψ ην 1  είλαη ην κνλνδηάζηαην κνληέιν πνπ 

πξνέξρεηαη απφ ην κνληέιν 2.20  ππνζέηνληαο φηη 2 0 . Τν 1  ζπκπίπηεη κε ην 

κνληέιν Bradley-Terry αλ θαη κφλν αλ δελ ππάξρνπλ αλαθνινπζίεο αλάκεζα ζηηο 

παξαηεξνχκελεο πξνηηκήζεηο θαη ζηηο ηάμεηο ησλ Bradley-Terry ζθνξ.  

     Σχκθσλα κε ηνλ πίλαθα ηεο αλάιπζεο ησλ απνθιίζεσλ ην κνληέιν Bradley-Terry, 1 , 

θαίλεηαη λα είλαη ζηαηηζηηθά ζεκαληηθφ γηα ηα ζπγθεθξηκέλα δεδνκέλα 

2

1537.82 0.05 25X . Τν κνληέιν 2.20  είλαη επίζεο ζηαηηζηηθά ζεκαληηθφ ζε ζρέζε 

                                                
5 Τν θειί ,i j  πεξηέρεη ηνλ αξηζκφ ησλ αμηνινγεηψλ πνπ έρνπλ εθηηκήζεη ηηο ληθάδεο θαιακπνθηνχ i σο πην 

ηξαγαλέο απφ ηηο ληθάδεο θαιακπνθηνχ j  
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κε ηε κνλνδηάζηαηε εθδνρή ηνπ, 1 , θαζψο: 2

1243.49 0.05 3.84X . Ταπηφρξνλα, ην 

δηδηάζηαην κνληέιν Bradley-Terry 2.20  είλαη θαη επαξθέο 2

1012.23 0.05 18.3X . 

 

Πίλαθαο 2.4 

Αλάιπζε ηνπ πίλαθα απνθιίζεσλ γηα ηα δεδνκέλα ησλ ληθάδσλ θαιακπνθηνύ 

Μνληέιν Απόθιηζε β.ε. 
Μεηαβνιή ζηελ 

απόθιηζε 

Μεηαβνιή 

ζηνπο β.ε. 

0        306.90   21   

1        269.08     6                37.82           15 

Μνληέιν 2.20          25.59     5              243.49             1 

Καηάινηπν         12.23   10   

 

     Τα Bradley-Terry ζθνξ, πνπ δίλνληαη ζηνλ Πίλαθα 2.5, πξνηείλνπλ ηελ αθφινπζε 

ηαμηλφκεζε γηα ηελ πξνηίκεζε: 6 3 4,1,5 7,2 . Οη εθηηκήζεηο ησλ ζπληεηαγκέλσλ γηα 

θαζέλα απφ ηα είδε ληθάδσλ θαιακπνθηνχ δίλνληαη επίζεο ζηνλ Πίλαθα 2.5. Όπσο είλαη 

πξνθαλέο, ε Bradley-Terry ηαμηλφκεζε θαη ην δηάλπζκα 1  ησλ ζπληεηαγκέλσλ ζπκθσλνχλ 

σο πξνο ηελ θχξηα ηάζε ησλ πξνηηκήζεσλ. Απηφ επηβεβαηψλεηαη θαη απφ ην Σρήκα 2.2, ην 

νπνίν πεξηιακβάλεη ηα Bradley-Terry ζθνξ θαη ηε δηδηάζηαηε απεηθφληζε καδί κε ηα ρσξία 

εκπηζηνζχλεο ζε 95% επίπεδν εκπηζηνζχλεο. Σχκθσλα κε ηελ αλάιπζε Bradley-Terry 

ππάξρεη έλαο δηαρσξηζκφο ζε ηέζζεξηο νκάδεο 6 3 4,1,5 7,2 , κε ηε δηδηάζηαηε 

απεηθφληζε λα δείρλεη φηη φλησο ππάξρεη ζεκαληηθά κηθξφηεξε πξνηίκεζε ζηα είδε 6 θαη 3 

ζπγθξηηηθά κε ηα ππφινηπα. Ψζηφζν, ε ηειεπηαία εκβαζχλεη πεξηζζφηεξν ζηηο απνζηάζεηο 

εληφο ηνπ ζεη πξντφλησλ 1,2,4,5,7 . 

     Έλα παξάδεηγκα απνηεινχλ ηα πξντφληα 1, 4 θαη 5, ηα νπνία ην κνληέιν Bradley-Terry 

ηνπνζεηεί ζηελ ίδηα νκάδα. Σηελ πξαγκαηηθφηεηα, ν Πίλαθαο 2.3 δείρλεη φηη ην πξντφλ 5 

θεξδίδεη ην 4 ζην 59% ησλ κεηαμχ ηνπο ζπγθξίζεσλ, ην 4 θεξδίδεη ην 1 ζην 60% ησλ κεηαμχ 

ηνπο ζπγθξίζεσλ θαη ην 1 θεξδίδεη ην 5 ζην 61% ησλ κεηαμχ ηνπο ζπγθξίζεσλ. Τν δηδηάζηαην 

κνληέιν εκθαλίδεη απηή ηελ θαηάζηαζε ηεο κε κεηαβαηηθφηεηαο πνπ ηζρχεη ζηελ παξαπάλσ 

πεξίπησζε. Λακβάλνληαο ππφςε έλα άιιν παξάδεηγκα, ην πξντφλ 2 θεξδίδεη ην 7 ζην 60% 

ησλ κεηαμχ ηνπο ζπγθξίζεσλ, ηα 2 θαη 5 έρνπλ ζρεδφλ κνηξαζκέλεο πξνηηκήζεηο (ην 2  
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Πίλαθαο 2.5 

Δθηηκήζεηο ησλ Bradley-Terry ζθνξ θαη ησλ ζπληεηαγκέλσλ 1 2,  ηνπ κνληέινπ 2.20  

 Δίδε ληθάδσλ θαιακπνθηνύ 

    1    2    3    4    5    6    7 

Bradley-Terry ζθνξ 0.16 0.53 -0.60 0.12 0.16 -0.85 0.47 

1  0.14 0.44 -0.44 0.27 0.30 -0.95 0.25 

2  0.18 -0.02 0.10 -0.40 -0.16 -0.09 0.39 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

΢ρήκα 2.2 Σα Bradley-Terry ζθνξ θαη ε δηδηάζηαηε απεηθόληζε καδί κε ηα ρσξία 

εκπηζηνζύλεο ζε 95% επίπεδν εκπηζηνζύλεο 

Πεγή: Causeur and Husson (2004) 

 

θεξδίδεη ην 5 ζην 55% ησλ κεηαμχ ηνπο ζπγθξίζεσλ) θαη ην 7 θεξδίδεη ην 5 ζην 63% ησλ 

κεηαμχ ηνπο ζπγθξίζεσλ. Τα 2 θαη 7, σζηφζν, θαίλνληαη φκνηα ζην κνλνδηάζηαην γξάθεκα, 

ελψ ην 2 θαίλεηαη μεθάζαξα θαιχηεξν απφ ην 5. Σηελ πξνθεηκέλε πεξίπησζε ην δηδηάζηαην 

γξάθεκα παξνπζηάδεη ηα 2 θαη 5 λα είλαη θνληά, ελψ δηαρσξίδεη ηα 2 θαη 7. 

     Η παξαπάλσ γελίθεπζε έρεη ην πιενλέθηεκα φηη νη ζρέζεηο κεηαμχ ησλ αληηθεηκέλσλ 

κπνξνχλ άκεζα λα απεηθνληζηνχλ ζ‟ έλα δηδηάζηαην γξάθεκα, ελψ γηα γεληθεχζεηο 

κεγαιχηεξσλ δηαζηάζεσλ ην κφλν πνπ κπνξνχκε λα θάλνπκε είλαη λα ηηο θαληαζηνχκε. Η 

εθηίκεζε, σζηφζν, ζε ηέηνηα κε γξακκηθά ινγηζηηθά κνληέια κπνξεί λα είλαη βξαδπθίλεηε 
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δηαδηθαζία εηδηθά ζηελ πεξίπησζε πνπ ν αξηζκφο ησλ αληηθεηκέλσλ είλαη κεγάινο. Σε ηέηνηεο 

πεξηπηψζεηο, εμάιινπ, είλαη ζρεδφλ αδχλαηε ε απφθηεζε ελφο πιήξνπο πίλαθα δεδνκέλσλ. 

Τε ιχζε κπνξεί λα δψζεη έλαο κε πιήξεο ζρεδηαζκφο, ζχκθσλα κε ηνλ νπνίν κία νκάδα 

αληηθεηκέλσλ κπνξεί λα παξνπζηαζηεί ζε θάπνηνπο αμηνινγεηέο θαη κία άιιε κεξηθψο 

δηαθνξεηηθή νκάδα αληηθεηκέλσλ ζε θάπνηνπο άιινπο αμηνινγεηέο. Έηζη, έρνπκε πιήξεηο 

πίλαθεο δηαζέζηκνπο γηα ππννκάδεο πξντφλησλ, αιιά δελ ππάξρνπλ ζπγθξίζεηο γηα φια ηα 

δεχγε πξντφλησλ. Η δηδηάζηαηε κνληεινπνίεζε, ζηε ζπλέρεηα, καο δίλεη ηε δπλαηφηεηα λα 

θάλνπκε πξνβιέςεηο γηα ηηο κε παξαηεξνχκελεο ζπγθξίζεηο (Causeur and Husson, 2004). 

     Η ρξήζε ηνπ κνληέινπ 2.20  δελ απνδίδεη κηα ηαμηλφκεζε ησλ αληηθεηκέλσλ. Σχκθσλα 

κε ηα παξαδείγκαηα, σζηφζν, κπνξνχκε λα πεξηκέλνπκε ζηηο πεξηζζφηεξεο πεξηπηψζεηο φηη ν 

άμνλαο x ηεο δηδηάζηαηεο απεηθφληζεο ζα είλαη ελ κέξεη ζπλεπήο κε ηελ Bradley-Terry 

ηαμηλφκεζε. Η 2
ε
 δηάζηαζε, ηφηε, ρξεζηκνπνηείηαη ψζηε λα δεηρζεί ε ζεκαληηθφηεηα ελφο 

αζξνηζηηθνχ ηξφπνπ κνληεινπνίεζεο ηεο πξνηίκεζεο. Απηφ ζεκαίλεη, επίζεο, φηη ν πίλαθαο 

αλάιπζεο ησλ θαηαινίπσλ παξέρεη εξγαιεία εμέηαζεο ηεο ζεκαληηθφηεηαο ηεο Bradley-Terry 

ηαμηλφκεζεο. 

     Αμίδεη λα αλαθέξνπκε, ηέινο, φηη ην κνληέιν 2.20  παξαπέκπεη ζηα κνληέια ζπλάθεηαο 

θαη πην ζπγθεθξηκέλα ζην ινγαξηζκηθφ κε γξακκηθφ κνληέιν πνιιαπιαζηαζηηθήο επίδξαζεο 

γξακκψλ-ζηειψλ 2RC , 
2

1
log ,  1,..., ,  1,...,X Y

ij i j k ik jkk
m v i I j J , 

θαζψο θαη ζηε κέζνδν ηεο αλάιπζεο αληηζηνηρηψλ. 

 

     Οη παξαπάλσ απνηεινχλ, ίζσο, ηηο πην ζεκαληηθέο απφ άπνςε εθαξκνγψλ γεληθεχζεηο ηνπ 

κνληέινπ θαη γηα ην ιφγν απηφ πξνρσξήζακε ζε κία πην αλαιπηηθή παξνπζίαζή ηνπο. Όζνλ 

αθνξά ηηο ππφινηπεο, ε παξνπζίαζή ηνπο είλαη εθηφο ησλ ζηφρσλ ηεο ζπγθεθξηκέλεο 

εξγαζίαο θαη γη‟ απηφ πεξηνξηζηήθακε ζηε ζχληνκε αλαθνξά ηνπο ζηα πιαίζηα ηεο ηζηνξηθήο 

αλαδξνκήο. 
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ΚΔΦΑΛΑΗΟ 3 

 

Δλαιιαθηηθά Μνληέια 

 

3.1 Δηζαγσγή 

 

     Σηα πιαίζηα ηνπ 3
νπ

 θεθαιαίνπ ζα αζρνιεζνχκε κε κνληέια πνπ βξίζθνπλ εθαξκνγέο ζε 

ηεηξαγσληθνχο πίλαθεο ζπλάθεηαο θαη αθνξνχλ ζηε ζχγθξηζε ζπζρεηηζκέλσλ απνθξίζεσλ 

ηεο ίδηαο θιίκαθαο. Τα ελ ιφγσ κνληέια ρξεζηκνπνηνχληαη σο επί ην πιείζηνλ ζηελ 

αληηκεηψπηζε ηνπ πξνβιήκαηνο ηεο ζπκθσλίαο αμηνινγεηψλ (rater agreement). Ψζηφζν, απφ 

ηε ζηηγκή πνπ απνηεινχλ θνκκάηη ηεο επξχηεξεο νηθνγέλεηαο ησλ κνληέισλ γηα ζχκκεηξεο 

κεηαβιεηέο ηαμηλφκεζεο, δελ κπνξνχλ παξά λα ζρεηίδνληαη άκεζα κε ην κνληέιν Bradley-

Terry. Η αλάιπζε ζηεξίδεηαη ζηε κνληεινπνίεζε ηεο απφ θνηλνχ θαηαλνκήο κε ηε ρξήζε 

logit ή loglinear κνληέισλ.  

 

3.2 Μνληέιν ΢πκκεηξίαο (S) 

 

     Μία I I  απφ θνηλνχ θαηαλνκή ij  ηθαλνπνηεί ηε ζπκκεηξία αλ, 

φπνηε                                           (3.1)ij ji i j   

Κάησ απφ ηελ ππφζεζε ηεο ζπκκεηξίαο, i ij ji ij j
 γηα φια ηα i θαη έηζη 

ππάξρεη νκνηνγέλεηα πεξηζσξίνπ. Γηα 2I , ε ζπκκεηξία είλαη ηζνδχλακε ηεο νκνηνγέλεηαο 

πεξηζσξίνπ, αιιά γηα 2I  ε ηειεπηαία κπνξεί λα εκθαληζηεί ρσξίο ηε ζπκκεηξία. Όηαλ φια 

ηα 0ij , ε ζπκκεηξία, κε αλακελφκελεο ζπρλφηεηεο ij ijn , έρεη ηε loglinear κνξθή, 

log                                    (3.2)X Y XY

ij i j ij  

φπνπ φια ηα 
XY XY

ij ji  θαη ,  , 1,...X Y

i j i j I . Μηα ηζνδχλακε logit ηχπνπ έθθξαζε 

είλαη ε, 

γηα φια ηαlog 0                                 (3.3)ij ji i j  
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3.3 Μνληέιν Quasi-΢πκκεηξίαο (QS) 

 

     Δπηηξέπνληαο ζηνπο φξνπο ησλ θπξίσλ επηδξάζεσλ ηνπ κνληέινπ ζπκκεηξίαο 3.3  λα 

δηαθέξνπλ, κπνξνχκε λα πξνζαξκφζνπκε ηελ εηεξνγέλεηα πεξηζσξίνπ. Τν loglinear κνληέιν 

πνπ πξνθχπηεη είλαη απηφ ηεο quasi-ζπκκεηξίαο, 

log                                      (3.4)X Y XY

ij i j ij
 

φπνπ XY XY

ij ji  γηα φια ηα i j . Δηδηθέο πεξηπηψζεηο ηνπ κνληέινπ είλαη ε ζπκκεηξία φηαλ 

X Y

i i
 γηα 1,...,i I  θαη ε αλεμαξηεζία φηαλ φια ηα 0ij

.  

     Τν κνληέιν ηεο quasi-ζπκκεηξίαο είλαη αθφκε γλσζηφ θαη σο κνληέιν ζπκκεηξηθήο 

ζπλάθεηαο ιφγσ ηεο ζπκκεηξίαο ησλ odds ratio, 

ij ji , i j , , 1,...,                                     (3.5)i j I  

     Άιιεο ηζνδχλακεο εθθξάζεηο είλαη ε πνιιαπιαζηαζηηθή, 

ij i j ij
, 

ij ji
, i j , , 1,...,                             (3.6)i j I  

θαη ε 

2QS Si
ij ij

i j

c

c c
, i j , , 1,...,                              (3.7)i j I  

πνπ έρεη ηε κνξθή απφθιηζεο απφ ηε ζπκκεηξία. 

 

3.4 Μνληέιν Quasi-αλεμαξηεζίαο (QI) 

 

     Οη ηεηξαγσληθνί πίλαθεο παξνπζηάδνπλ ζπλήζσο ζεηηθή εμάξηεζε, θάηη πνπ 

απνδεηθλχεηαη απφ ηηο απμεκέλεο, ζε ζρέζε κε απηέο πνπ πξνβιέπεη ην κνληέιν ηεο 

αλεμαξηεζίαο, ζπρλφηεηεο ησλ θειηψλ ηεο θπξίαο δηαγσλίνπ. Δμαηηίαο, φκσο, ηνπ γεγνλφηνο 

φηη ηα ζχκκεηξα δεχγε βξίζθνληαη εθηφο θχξηαο δηαγσλίνπ, ε δνκή απινπνηείηαη. 

     Έλαο ηεηξαγσληθφο πίλαθαο ζπλάθεηαο ηθαλνπνηεί ηελ quasi-αλεμαξηεζία φηαλ νη 

κεηαβιεηέο είλαη αλεμάξηεηεο, δνζέληνο φηη ηα απνηειέζκαηα γξακκψλ θαη ζηειψλ 

δηαθέξνπλ. Τν κνληέιν έρεη ηε loglinear κνξθή, 

log                          (3.8)X Y

ij i j iI i j  

φπνπ I  είλαη ε ραξαθηεξηζηηθή ζπλάξηεζε, 
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1,    
                                         (3.9)

0,    

i j
I i j

i j
 

Απηφ πξνζζέηεη κία παξάκεηξν γηα θάζε θειί ηεο θχξηαο δηαγσλίνπ ζην κνληέιν ηεο 

αλεμαξηεζίαο. Οη ηξεηο πξψηνη φξνη ηεο 3.8  θαζνξίδνπλ ηελ αλεμαξηεζία, ελψ ηα i  

επηηξέπνπλ ζηηο ii  λα απνθιίλνπλ απ‟ απηφ ην ζρέδην θαη λα έρνπλ ηπραίεο ζεηηθέο ηηκέο. 

Όηαλ 0i , ii  είλαη κεγαιχηεξε απ‟ φηη θάησ απφ ηελ ππφζεζε ηεο αλεμαξηεζίαο. 

     Τν κνληέιν ηεο quasi-αλεμαξηεζίαο εθαξκφδεηαη ζε πίλαθεο κε 3I . Απνηειεί, 

επηπξνζζέησο, εηδηθή πεξίπησζε ηεο quasi-ζπκκεηξίαο 3.6  θαηά ηελ νπνία ηα 

 γηα ij i j  είλαη φκνηα. Ο Caussinus (1966, p.146) έδεημε φηη ηα δχν κνληέια είλαη 

ηζνδχλακα γηα 3I . 

 

3.5 Σν κνληέιν Bradley-Terry θαη ε quasi-ζπκκεηξία 

 

     Αλ ζεσξήζνπκε κε 
ijx  ηνλ παξαηεξνχκελν αξηζκφ θνξψλ πνπ ε αγσγή i πξνηηκάηαη ηεο j 

ζηηο κεηαμχ ηνπο ζπγθξίζεηο, ηφηε, νη αλακελφκελεο θάησ απφ ην κνληέιν Bradley-Terry 

ζπρλφηεηεο ˆ
ij
δίλνληαη απφ ηελ αθφινπζε έθθξαζε (Fienberg and Larntz, 1976), 

ˆ
ˆ                                              (3.10)

ˆ ˆ

ij i

ij

i j

n
 

φπνπ 
ij ij jin x x  θαη νη εθηηκήζεηο ησλ αλακελφκελσλ ζπρλνηήησλ πξέπεη λα ηθαλνπνηνχλ 

ηε ζρέζε, 

γηαˆ ˆ                                 (3.11)ij ji ij ji ijx x n i j  

Οη παξαπάλσ πεξηνξηζκνί θαηαδεηθλχνπλ φηη ην κνληέιν Bradley-Terry κπνξεί λα 

πξνζδηνξηζηεί εθαξκφδνληαο ην κνληέιν ηεο quasi-ζπκκεηξίαο ζηνλ παξαγφκελν I I  

πίλαθα, ηνπ νπνίνπ ε θχξηα δηαγψληνο απνηειείηαη απφ κεδεληθά. Οη Fienberg and Larntz 

(1976) έδεημαλ φηη ην κνληέιν Bradley-Terry είλαη κία logit εθδνρή ηνπ κνληέινπ ηεο quasi-

ζπκκεηξίαο 3.4 . Γηα ηελ quasi-ζπκκεηξία, δνζέληνο φηη κία παξαηήξεζε βξίζθεηαη ζην 

θειί ,i j  ή ζην ,j i , ην logit ηεο ππφ ζπλζήθε πηζαλφηεηαο ηνπ θειηνχ ,i j  ηζνχηαη κε, 

 



 

 
42 

 

log
ij X Y XY X Y XY

i j ij j i ji

ji

 

X Y X Y

i i j j i j
, 

φπνπ X Y

i i i
 θαη X Y

j j j . Οη εθηηκήζεηο ˆ ˆ ˆ ˆ,  ,   θαη X Y X Y

i i j j
 ηεο quasi-

ζπκκεηξίαο απνθέξνπλ ηηο εθηηκήζεηο ησλ ˆ ˆ,  i j
 γηα ην κνληέιν Bradley-Terry. 

     Μία ελαιιαθηηθή πξνζέγγηζε ηνπ κνληέινπ Bradley-Terry πξνέξρεηαη απφ ηελ ηζνδχλακε 

έθθξαζε ηεο quasi-ζπκκεηξίαο, 

2QS Si
ij ij

i j

c

c c
 

Λφγσ ηνπ φηη S S

ij ji , ηζρχεη 

QS

ij i

QS

ji j

c

c
. Σπλεπψο γηα QS

ij ij , ην κνληέιν ησλ Bradley-

Terry δελ είλαη ηίπνηα άιιν απφ ην κνληέιν ηεο quasi-ζπκκεηξίαο κε expi ic . 

 

3.6 Σν κνληέιν Bradley-Terry θαη ε quasi-αλεμαξηεζία 

 

     Η απεηθφληζε ηεο ζρέζεο κεηαμχ ησλ κνληέισλ Bradley-Terry θαη quasi-αλεμαξηεζίαο 

κπνξεί λα γίλεη εχθνια θαηαλνεηή κέζα απφ ηελ παξάζεζε ηνπ παξαθάησ παξαδείγκαηνο 

φπσο απηφ παξνπζηάδεηαη απφ ηνπο Fienberg and Larntz (1976). Αο πάξνπκε ηελ πεξίπησζε 

ηεζζάξσλ αγσγψλ 4t . Η κνξθή ηεο quasi-ζπκκεηξίαο γηα ην κνληέιν Bradley-Terry 

ππνδεηθλχεη ηελ ηνπνζέηεζε ησλ δεδνκέλσλ ζ‟ έλαλ 4 4  πίλαθα κεηξήζεσλ φπσο είλαη ν 

3.1(α). Οη παχιεο ζηε δηαγψλην αληηπξνζσπεχνπλ δνκηθά κεδεληθά. 

     Μία ελαιιαθηηθή δηάηαμε πξνέξρεηαη απφ ηε δησλπκηθή θχζε ηνπ δεηγκαηνιεπηηθνχ 

ζρήκαηνο πνπ ρξεζηκνπνηείηαη ζηηο ζπγθξίζεηο. Γηα 4t  έρνπκε 
1 4 3

6
2 2

t t
 

δησλπκηθά δείγκαηα πνπ πξνθχπηνπλ απφ ηηο ζπγθξίζεηο κεηαμχ 2 εθ ησλ 4 αγσγψλ. Έηζη 

κπνξνχκε λα ηνπνζεηήζνπκε ηα δεδνκέλα ζ‟ έλαλ 4 6  πίλαθα ζπρλνηήησλ φπσο είλαη ν 

3.1(β). Σηελ πξνθεηκέλε πεξίπησζε έρνπκε 12 δνκηθά κεδεληθά. Γεληθά ν πίλαθαο ζα έρεη ηε 

κνξθή ελφο 
1

2

t t
t  πίλαθα.  
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Πίλαθαο 3.1 

Γηάηαμε δεδνκέλσλ γηα ζπγθξίζεηο θαηά δεύγε κε 4t  αγσγέο 

 (α) Σππηθή Γηάηαμε   (β) Δλαιιαθηηθή Γηάηαμε 

   Δλαληίνλ    Αξηζκόο δεύγνπο ζύγθξηζεο 

   

 

   

 

   1 2 3 4    1 2 3 4 5 6 

Τπέξ 

 1 - 12x  13x  14x  

Αγσγή πνπ 

πξνηηκάηαη 

 1 12x  13x  14x  - - - 

2 21x  - 23x  24x  2 21x  - - 23x  24x  - 

3 31x  32x  - 34x  3 - 31x  - 32x  - 34x  

4 41x  42x  43x  - 4 - - 41x  - 42x  43x  

 

Τα αζξνίζκαηα γξακκψλ ζηνλ Πίλαθα 3.1(β) είλαη ηα επαξθή ζηαηηζηηθά ix , ελψ ηα 

αζξνίζκαηα ζηειψλ απνηεινχλ ηα δεηγκαηηθά κεγέζε ijn . Τν κνληέιν Bradley –Terry 

αληηζηνηρεί ζην κνληέιν ηεο quasi-αλεμαξηεζίαο ζηνλ 
1

2

t t
t  πίλαθα ησλ αλακελφκελσλ 

ζπρλνηήησλ, ij , νη νπνίεο είλαη ηνπνζεηεκέλεο φπσο ζηνλ Πίλαθα 3.1(β). 
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ΚΔΦΑΛΑΗΟ 4 

 

Αλάιπζε ραξαθηεξηζηηθώλ εθαξκνγώλ 

 

4.1 Δηζαγσγή 

 

     Σην 4
ν
 θεθάιαην ζα πξνρσξήζνπκε ζηελ αλαιπηηθή παξνπζίαζε ραξαθηεξηζηηθψλ 

εθαξκνγψλ αλαθνξηθά κε ην κνληέιν Bradley-Terry. Σηελ ελφηεηα 4.2 ζα αζρνιεζνχκε κε 

ην παξάδεηγκα πνπ θηινμελείηαη ζηελ εξγαζία ησλ Li and Kim (2000), κε ζθνπφ ηελ 

απνηχπσζε ηεο δηαδηθαζίαο θαηαζθεπήο ελφο κνληέινπ γηα ηελ εθηίκεζε ηνπ θηλδχλνπ 

απηνθηλεηηθψλ αηπρεκάησλ ρξεζηκνπνηψληαο έλα γεληθεπκέλν κνληέιν Bradley-Terry. Σην 

πιαίζην απηφ ζα αθνινπζήζεη ε πεξηγξαθή ηεο κνξθήο ησλ δεδνκέλσλ, ε πεξηγξαθή ηνπ 

κνληέινπ, ε εμαγσγή εθηηκήζεσλ θαη ε ζπκπεξαζκαηνινγία. Η ελφηεηα 4.3 πεξηιακβάλεη ηελ 

αλάιπζε ραξαθηεξηζηηθψλ ζπλφισλ δεδνκέλσλ ηεο βηβιηνγξαθίαο. Πην ζπγθεθξηκέλα ζα 

παξνπζηαζηνχλ δχν παξαδείγκαηα ζρεηηθά κε ην κνληέιν Bradley-Terry, έλα πνπ ζα αθνξά 

ζηε βαζηθή κνξθή ηνπ κνληέινπ θαη έλα ζηε κνξθή πνπ πεξηιακβάλεη ηελ επίδξαζε 

δηάηαμεο, θάλνληαο ρξήζε ησλ ζηαηηζηηθψλ παθέησλ SPSS, S-Plus θαη ηεο ζηαηηζηηθήο 

γιψζζαο πξνγξακκαηηζκνχ R. 

 

4.2 Παξάδεηγκα 

 

     Γηα ηελ θαηαζθεπή ηνπ γεληθεπκέλνπ κνληέινπ Bradley-Terry γηα ηελ εθηίκεζε ηνπ 

θηλδχλνπ απηνθηλεηηθψλ αηπρεκάησλ γίλεηαη ρξήζε κφλν ησλ δεδνκέλσλ ησλ αηπρεκάησλ. 

Σηε ζπλέρεηα αλαπηχζζεηαη έλα loglinear κνληέιν γηα ηα odds αηπρήκαηνο δηαθφξσλ νκάδσλ 

νδεγψλ, νη νπνίεο έρνπλ πξνζδηνξηζηεί απφ ραξαθηεξηζηηθά (νδεγνχ-νρήκαηνο) φπσο είλαη ε 

ειηθηαθή νκάδα θαη ην θχιν, ελψ παξάιιεια γίλεηαη εθηίκεζε ελφο ζεη ζθνξ γηα ην ζρεηηθφ 

θίλδπλν αηπρήκαηνο γηα ηηο ζπγθεθξηκέλεο νκάδεο νδεγψλ. Φξεζηκνπνηψληαο ηελ έλλνηα 

«ππαηηηφηεηα νδεγνχ», ε κέζνδνο εζηηάδεηαη ζηελ πεξίπησζε ησλ ζπγθξνχζεσλ κεηαμχ δχν 

νρεκάησλ ππνζέηνληαο φηη ε ππαηηηφηεηα ηνπ νδεγνχ κπνξεί λα εθθξαζηεί κε κηα δίηηκε 

κεηαβιεηή. 
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4.2.1 Πεξηγξαθή ηνπ κνληέινπ 

 

     Η απφδνζε ηεο ππαηηηφηεηαο ζηνλ έλαλ απφ ηνπο δχν εκπιεθφκελνπο ζηε ζχγθξνπζε 

νδεγνχο κπνξεί λα ζεσξεζεί σο ζχγθξηζε κε έθθξαζε πξνηίκεζεο κεηαμχ δχν ππνθεηκέλσλ. 

Οη νδεγνί ρσξίδνληαη ζε I νκάδεο, νη νπνίεο δηακνξθψλνληαη απφ ζπλδπαζκνχο 

ραξαθηεξηζηηθψλ (π.ρ. δχν ειηθηαθέο νκάδεο θαη ην θχιν δεκηνπξγνχλ ηέζζεξηο θαηλνχξηεο 

νκάδεο: λένη άληξεο, λέεο γπλαίθεο, ειηθησκέλνη άληξεο θαη ειηθησκέλεο γπλαίθεο). Οη 

ζπρλφηεηεο αλαθνξηθά κε ηελ ππαηηηφηεηα ησλ νδεγψλ ζπλνςίδνληαη ζ‟ έλαλ πίλαθα 

ζπλάθεηαο (Πίλαθαο 4.1), ζηνλ νπνίν ηα 
ijn  αληηπξνζσπεχνπλ ηνλ αξηζκφ ησλ αηπρεκάησλ 

κε εκπιεθφκελνπο έλαλ νδεγφ κε ππαηηηφηεηα πνπ αλήθεη ζηελ νκάδα i θαη έλαλ νδεγφ ρσξίο 

ππαηηηφηεηα πνπ αλήθεη ζηελ νκάδα j. Τα ζηνηρεία ηεο θχξηαο δηαγσλίνπ iin  δηαθέξνπλ απφ 

ηα ππφινηπα ζηνηρεία θαζψο ππνδεηθλχνπλ ηνλ αξηζκφ ησλ ζπγθξνχζεσλ κεηαμχ δχν νδεγψλ 

πνπ αλήθνπλ ζηελ ίδηα νκάδα i. Δίλαη θαλεξφ φηη ν αξηζκφο ησλ ζπγθξνχζεσλ κεηαμχ ελφο 

νδεγνχ ηεο νκάδαο i θαη ελφο νδεγνχ ηεο νκάδαο j είλαη 
ij jin n , κε ην πνζνζηφ ησλ ππαίηησλ 

νδεγψλ ηεο i νκάδαο λα είλαη ij ij jin n n . 

 

Πίλαθαο 4.1 

Πίλαθαο ζπλάθεηαο δηπιήο εηζόδνπ γηα ηηο ζπρλόηεηεο ησλ δεδνκέλσλ 

                                              Οδεγόο ρσξίο ππαηηηόηεηα 

Οδεγόο κε ππαηηηόηεηα 1 2 ... I 

1 11n  12n  ... 1In  

2 21n  22n  ... 2 In  

. . . 
. . . 

. . . 
. . . 

. . . 

I 1In  2In  ... IIn  

 

     Σην κνληέιν Bradley-Terry ε πξνηίκεζε ελφο αληηθεηκέλνπ εηο βάξνο θάπνηνπ άιινπ 

εθθξάδεηαη απφ κία παξάκεηξν. Απηφ ζηελ πεξίπησζή καο ππνδεηθλχεη ηελ χπαξμε I 

παξακέηξσλ γηα ηηο I νκάδεο νδεγψλ νη νπνίεο δειψλνληαη σο 1,..., I . Η κία απ‟ απηέο, 

έζησ ε I , γηα ιφγνπο πξνζδηνξηζηκφηεηαο ζεσξείηαη ε νκάδα αλαθνξάο παίξλνληαο ηελ 

ηηκή 0. Έηζη, κία ζεηηθή παξάκεηξνο ππνδειψλεη ζεκαληηθφ θίλδπλν αηπρήκαηνο θαη κία 
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αξλεηηθή κεησκέλν θίλδπλν, ζε ζρέζε πάληα κε ηελ νκάδα αλαθνξάο. Καζεκηά παξάκεηξνο 

απνηειεί ην ζθνξ ζρεηηθνχ θηλδχλνπ γηα ηελ ππφ εμέηαζε νκάδα νδεγψλ. Τν odds ηεο 

ππαηηηφηεηαο ελφο νδεγνχ ηεο νκάδαο i πνπ εκπιέθεηαη ζε ζχγθξνπζε κ‟ έλαλ νδεγφ ηεο 

νκάδαο j είλαη, 

log log
ij

ij i j

ji

 

ή ηζνδχλακα, 

exp

1 exp

i j

ij

i j

 

Απηφ ζεκαίλεη φηη ην odds ηνπ νδεγνχ κε ππαηηηφηεηα θαζνξίδεηαη απφ ηε δηαθνξά ησλ ζθνξ 

ζρεηηθνχ θηλδχλνπ. Δπίζεο, νπνηνδήπνηε ζπκπέξαζκα ζρεηηθά κε ηα ζθνξ θηλδχλνπ κπνξεί 

λα εμαρζεί κφλν απφ δεδνκέλα αηπρεκάησλ πνπ αθνξνχλ νδεγνχο δχν δηαθνξεηηθψλ νκάδσλ. 

Με άιια ιφγηα, νη πιεξνθνξίεο πνπ καο ελδηαθέξνπλ γηα ηα i  θαη 
j
 εκπεξηέρνληαη ζηηο 

ζπρλφηεηεο 
ijn  θαη 

jin  θαη φρη ζηηο iin  θαη 
jjn .  

     Οη εξεπλεηέο ζπρλά εθηηκνχλ ηηο επηδξάζεηο ελφο αξηζκνχ παξαγφλησλ πάλσ ζηνλ θίλδπλν 

αηπρήκαηνο ελφο νδεγνχ αληί λα εθηηκνχλ απεπζείαο ηα ζθνξ γηα ην ζρεηηθφ θίλδπλν 

αηπρήκαηνο. Γεληθά, ππάξρνπλ δχν ηχπνη παξαγφλησλ: απηνί πνπ ζρεηίδνληαη κε ηα 

ραξαθηεξηζηηθά ησλ νδεγψλ θαη ησλ νρεκάησλ (ζπκκεηαβιεηέο ππνθεηκέλσλ) θαη απηνί πνπ 

ζρεηίδνληαη κε ηηο ζπλζήθεο ελφο αηπρήκαηνο (ζπκκεηαβιεηέο αληηθεηκέλσλ). Οη πξψηνη 

κπνξεί λα δηαθέξνπλ γηα ηνπο δχν εκπιεθφκελνπο ζην αηχρεκα νδεγνχο θαη θαινχληαη 

παξάγνληεο νδεγνχ-νρήκαηνο. Οη δεχηεξνη είλαη θνηλνί γηα ηνπο δχν νδεγνχο θαη θαινχληαη 

παξάγνληεο αηπρήκαηνο. Τν κνληέιν Bradley-Terry κπνξεί λα γεληθεπηεί γηα ηελ εθηίκεζε 

ησλ επηδξάζεσλ απηψλ ησλ παξαγφλησλ θάησ απφ ηελ ππφζεζε φηη ηα ζθνξ ζρεηηθνχ 

θηλδχλνπ απνηεινχλ γξακκηθέο ζπλαξηήζεηο απηψλ ησλ παξαγφλησλ. 

     Πξνηνχ παξνπζηάζνπκε ην κνληέιν ζηε γεληθή ηνπ κνξθή, ζα πεξηγξάςνπκε ηελ 

πεξίπησζε φπνπ έρνπκε δχν παξάγνληεο νδεγνχ-νρήκαηνο: ηελ ειηθηαθή νκάδα θαη ην θχιν. 

Τν loglinear κνληέιν γηα ην ζθνξ ζρεηηθνχ θηλδχλνπ έρεη ηε κνξθή, 

A G AG

k i j ij , , 1,2i j , 1,...4k  
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Με A ζπκβνιίδεηαη ε ειηθηαθή νκάδα 
1, λένο

2, ειηθησκέλνο
i θαη κε G ην θχιν 

1, άληξαο

2, γπλαίθα
j . Παίξλνληαο φινπο ηνπο ζπλδπαζκνχο κεηαμχ θχινπ θαη ειηθίαο είλαη 

πξνθαλέο φηη ζρεκαηίδνληαη ηέζζεξηο δηαθνξεηηθέο νκάδεο νδεγψλ 1,..., 4k . Η 

παξάκεηξνο 
A

i
 απνηειεί ηελ θχξηα επίδξαζε ηεο ειηθηαθήο νκάδαο πάλσ ζην ζθνξ ζρεηηθνχ 

θηλδχλνπ, ελψ ε παξάκεηξνο 
G

j  απνηειεί ηελ θχξηα επίδξαζε ηνπ θχινπ. Με 
AG

ij , ηέινο, 

πεξηγξάθεηαη ε αιιειεπίδξαζε κεηαμχ ειηθηαθήο νκάδαο θαη θχινπ. 

     Αληηθαζηζηψληαο ηηο γξακκηθέο εμηζψζεηο ζην κνληέιν Bradley-Terry, παίξλνπκε κία 

γελίθεπζε γηα ηα odds ελφο νδεγνχ κε ππαηηηφηεηα σο πξνο έλαλ άιιν νδεγφ. Γηα 

παξάδεηγκα, ζε κία ζχγθξνπζε ζηελ νπνία εκπιέθνληαη έλαο λένο άληξαο ηεο 1
εο

 νκάδαο 

νδεγψλ θαη κία λέα γπλαίθα ηεο 2
εο

 νκάδαο νδεγψλ, 

12 1 1 1 2 11 12log A A G G AG AG
 

     Η εξκελεία ηνπ κνληέινπ είλαη μεθάζαξε. Παίξλνληαο ην δεμί κέξνο ηεο εμίζσζεο ζηελ 

εθζεηηθή ηνπ κνξθή έρνπκε: 1 2exp G G
 πνπ δείρλεη ηελ θχξηα επίδξαζε ηνπ θχινπ απφ 

ηελ άπνςε ηνπ αξηζκνχ ησλ θνξψλ πνπ απμάλεηαη ην odds ηεο ππαηηηφηεηαο ελφο άληξα 

νδεγνχ ζπγθξηλφκελν κε απηφ κηαο γπλαίθαο νδεγνχ. Παξνκνίσο, ν φξνο 1 1exp A A
 

δείρλεη ηελ θχξηα πνιιαπιαζηαζηηθή επίδξαζε ηεο ειηθηαθήο νκάδαο κε ππαηηηφηεηα. Σηελ 

πξνθεηκέλε πεξίπησζε ηζνχηαη κε 1 θαζψο θαη νη δχν νδεγνί αλήθνπλ ζηελ ίδηα ειηθηαθή 

νκάδα, απηή ησλ λέσλ. Δπίζεο, ν φξνο 11 12exp AG AG
 δείρλεη ηελ αιιειεπίδξαζε ειηθηαθήο 

νκάδαο θαη θχινπ θαη εξκελεχεηαη αλαιφγσο.  

     Οη επηδξάζεηο ησλ παξαγφλησλ αηπρήκαηνο εηζάγνληαη ζην κνληέιν σο φξνη 

αιιειεπίδξαζεο. Πέξα απφ ην θχιν θαη ηελ ειηθία ελδηαθέξνλ παξνπζηάδεη θαη ην είδνο ηεο 

ζχγθξνπζεο, ην νπνίν πξνζδηνξίδεηαη απφ ηελ θαηεχζπλζε ησλ δχν νρεκάησλ: αληίζεηε ή 

ίδηα. Η επίδξαζε ηνπ είδνπο ηεο ζχγθξνπζεο ζην ζθνξ ζρεηηθνχ θηλδχλνπ αληηπξνζσπεχεηαη 

απφ ηηο αιιειεπηδξάζεηο ηνπ είδνπο ηεο ζχγθξνπζεο κε ηελ ειηθηαθή νκάδα θαη ην θχιν. Τν 

loglinear κνληέιν γηα ην ζθνξ ζρεηηθνχ θηλδχλνπ έρεη ηε κνξθή, 

A G AG AC GC

k i j ij il jl , , , 1,2i j l , 1,...4k  
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φπνπ κε C ζπκβνιίδεηαη ην είδνο ηεο ζχγθξνπζεο 
1, ίδηα θαηεχζπλζε

2, αληίζεηε θαηεχζπλζε
l . 

     Οη φξνη αιιειεπίδξαζεο ηνπ είδνπο ηεο ζχγθξνπζεο κε ηελ ειηθηαθή νκάδα θαη ην θχιν 

πξνζδηνξίδνληαη απφ ηα 
AC

il
 θαη 

GC

jl . Αληηθαζηζηψληαο ζην κνληέιν Bradley-Terry 

παίξλνπκε ηε γελίθεπζε γηα ηα log-odds ηεο ππαηηηφηεηαο. Γηα παξάδεηγκα, γηα λένπο άληξεο 

θαη λέεο γπλαίθεο νδεγνχο πνπ εκπιέθνληαη ζε αηπρήκαηα αληίζεηεο θαηεχζπλζεο ην κνληέιν 

είλαη, 

12 1 1 1 2 11 12 12 12 12 22log A A G G AG AG AC AC GC GC
 

Οη θχξηεο επηδξάζεηο γηα ηνπο παξάγνληεο αηπρήκαηνο δελ ζπκπεξηιακβάλνληαη ζηα loglinear 

κνληέια γηα ηα ζθνξ ζρεηηθνχ θηλδχλνπ γηα δχν ιφγνπο. Πξψηνλ, ε αλάιπζή καο 

επηθεληξψλεηαη ζηηο νκάδεο νδεγψλ πνπ νξίδνληαη απφ ηνπο παξάγνληεο νδεγνχ-νρήκαηνο. 

Γεχηεξνλ, απηέο νη θχξηεο επηδξάζεηο δελ κπνξνχλ λα εθηηκεζνχλ απφ ην κνληέιν, ην νπνίν 

βαζίδεηαη ζε δεδνκέλα νδεγνχ-νρήκαηνο θαη νη παξάγνληεο αηπρήκαηνο είλαη θνηλνί γηα ηνπο 

νδεγνχο θαη ηα νρήκαηα πνπ εκπιέθνληαη ζηελ ίδηα ζχγθξνπζε. 

     Γηα κεγαιχηεξε επθνιία ε γεληθή κνξθή ηνπ κνληέινπ ζα παξνπζηαζηεί ρξεζηκνπνηψληαο 

έλα ζεη απφ ςεπδνκεηαβιεηέο. Οη παξάγνληεο νδεγνχ-νρήκαηνο πνπ νξίδνπλ ηελ i-νζηή 

νκάδα νδεγψλ δειψλνληαη απφ p ςεπδνκεηαβιεηέο 
1,...,i ipx x , ελψ νη παξάγνληεο αηπρήκαηνο 

απφ q ςεπδνκεηαβιεηέο 
1,..., qy y . Τν γξακκηθφ κνληέιν γηα ην ζθνξ ζρεηηθνχ θηλδχλνπ 

γίλεηαη, 

i r ir r iu iv r iu va x b x x c x y  

θαη ην κνληέιν γηα ηα log-odds γίλεηαη, 

log ij r ir jr r iu iv ju jv r iu ju va x x b x x x x c x x y  

Η παξάκεηξνο πξνο εθηίκεζε ra ππνδεηθλχεη ηελ θχξηα επίδξαζε ηνπ παξάγνληα νδεγνχ-

νρήκαηνο, ε rb  ηελ αιιειεπίδξαζε αλάκεζα ζε δχν παξάγνληεο νδεγνχ-νρήκαηνο θαη ε rc  

ηελ αιιειεπίδξαζε αλάκεζα ζηνλ παξάγνληα νδεγνχ-νρήκαηνο θαη ζηνλ παξάγνληα 

αηπρήκαηνο. Σην κνληέιν πεξηιακβάλνληαη κφλν νη αιιειεπηδξάζεηο 2
εο

 ηάμεο θαζψο 

κεγαιχηεξεο ηάμεο αιιειεπηδξάζεηο ζα έθαλαλ ηελ εξκελεία ησλ απνηειεζκάησλ πην 

πεξίπινθε. 
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4.2.2 Γεδνκέλα θαη κέζνδνη αλάιπζεο 

 

     Τα δεδνκέλα έρνπλ παξζεί απφ ηηο αλαθνξέο αηπρεκάησλ ηεο αζηπλνκίαο ηεο Φαβάεο γηα 

ηελ πεξίνδν 1986-1993. Η βάζε δεδνκέλσλ έρεη γξακκέο πνπ πεξηέρνπλ κεηαβιεηέο νδεγνχ-

νρήκαηνο (ζπκκεηαβιεηέο ππνθεηκέλσλ), φπσο είλαη ε ππαηηηφηεηα, ε ειηθία, ην θχιν, ν 

ειηγκφο ηνπ νρήκαηνο, αλζξψπηλνη παξάγνληεο θαη νδεγηθά ιάζε θαη κεηαβιεηέο αηπρήκαηνο 

(ζπκκεηαβιεηέο αληηθεηκέλσλ) φπσο είλαη ην είδνο ηεο ζχγθξνπζεο, ε ψξα, ε ηνπνζεζία θαη 

ν θαηξφο. Οη θαηαλνκέο ζπρλνηήησλ θάπνησλ απφ ηηο κεηαβιεηέο νδεγνχ-νρήκαηνο 

εκθαλίδνληαη ζηνλ Πίλαθα 4.2. 

     Γηα ην δηαρσξηζκφ αλάκεζα ζε λένπο θαη ειηθησκέλνπο νδεγνχο, ε ειηθία δηαηξέζεθε ζε 

έμη δηαζηήκαηα: 15-19, 20-24, 25-34, 35-54, 55-69 θαη 70+. Τξεηο δηαθνξεηηθέο αλαιχζεηο 

πξαγκαηνπνηήζεθαλ σο ραξαθηεξηζηηθά παξαδείγκαηα. Η πξψηε πεξηγξάθεη ηε ζπλνιηθή 

ζρέζε ηεο ειηθηαθήο νκάδαο θαη ηνπ θχινπ πάλσ ζηνλ θίλδπλν αηπρήκαηνο. Η δεχηεξε 

πεξηιακβάλεη έλαλ πξφζζεην παξάγνληα νδεγνχ-νρήκαηνο, ηνλ ειηγκφ ηνπ νρήκαηνο. Η 

ηξίηε, ηέινο, δείρλεη ηνλ ηξφπν εθηίκεζεο ηεο επίδξαζεο κηαο κεηαβιεηήο αηπρήκαηνο, ηνπ 

είδνπο ηεο ζχγθξνπζεο, πάλσ ζηνλ θίλδπλν αηπρήκαηνο ησλ νδεγψλ ζπκπεξηιακβαλνκέλσλ 

ησλ αιιειεπηδξάζεψλ ηεο κε ηελ ειηθηαθή νκάδα θαη ην θχιν. Γηα ην είδνο ηεο ζχγθξνπζεο 

θαηαζθεπάζηεθε κία δίηηκε κεηαβιεηή, γηα ηηο ζπγθξνχζεηο δχν νρεκάησλ πνπ θηλνχληαη 

ζηελ ίδηα θαηεχζπλζε θαη γηα ηηο ζπγθξνχζεηο δχν νρεκάησλ πνπ θηλνχληαη ζε δηαθνξεηηθή 

θαηεχζπλζε. 
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Πίλαθαο 4.2 

Υαξαθηεξηζηηθά νδεγώλ πνπ ελεπιάθεζαλ ζε ζπγθξνύζεηο δύν νρεκάησλ ζηε Υαβάε 

Υαξαθηεξηζηηθό 
Οδεγνί κε 

ππαηηηόηεηα 
 

Οδεγνί ρσξίο 

ππαηηηόηεηα 

 n   %  n    % 

Φύλο      

Άληξαο 60947 65.48   59500 62.71 

Γπλαίθα 32130 34.52  35382 37.29 

        

Ελιγμός οχήμαηος        

Σηξνθή, πξνζπέξαζε, 

ζπγρψλεπζε ισξίδσλ, αιιαγή ισξίδαο 
61146 64.63  85843 90.29 

Κίλεζε ζηελ επζεία θαη άιια 33463 35.37  9227 9.71 

        

Ανθρώπινοι παράγονηες        

Καλέλαο 7081 7.82  87659 93.84 

Απξνζεμία 49516 54.67  2912 3.12 

Λαλζαζκέλε θξίζε 25297 27.93  1523 1.63 

Αιθνφι ή λαξθσηηθά 2399 2.65  252 0.27 

Άιινη 6283 6.94  1065 1.14 

        

Οδηγικά λάθη        

Καλέλα 19474 21.16  87956 94.07 

Με παξαρψξεζε πξνηεξαηφηεηαο 27958 30.38  930 0.99 

Με ηήξεζε απνζηάζεσλ 15860 17.23  706 0.76 

Άιινη 28732 31.22  3904 4.18 

        

Μέζε ειηθία (ζε έηε) 32.7     35.9   

 

4.2.3 Απνηειέζκαηα 

 

     Ο Πίλαθαο 4.3 πεξηέρεη ηηο εθηηκήζεηο ησλ παξακέηξσλ θαζψο θαη ηα ηππηθά ηνπο 

ζθάικαηα γηα ηα ηξία δηαθνξεηηθά κνληέια. Μία θαηεγνξία γηα θάζε παξάγνληα έρεη επηιεγεί 
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σο θαηεγνξία αλαθνξάο θαη ε αληίζηνηρε παξάκεηξνο έρεη ηελ ηηκή 0. Τα ζηαηηζηηθά 

απφθιηζεο εκθαλίδνληαη ζηελ ηειεπηαία γξακκή θαη δείρλνπλ ην πφζν θαιή είλαη ε 

πξνζαξκνγή ησλ κνληέισλ. Τα p-value είλαη 2( 79) 0.02P X  γηα ην κνληέιν Ι, 

2( 340) 0.0003P X  γηα ην κνληέιν ΙΙ θαη 2( 143) 0.04P X  γηα ην κνληέιν ΙΙΙ. 

Παξαηεξνχκε φηη φια ηα παξαπάλσ κνληέια εκθαλίδνληαη ζηαηηζηηθά ζεκαληηθά ζε 

ζχγθξηζε κε ην κεδεληθφ κνληέιν log 0ij
, κε ην κνληέιν ΙΙ λα έρεη ηελ θαιχηεξε 

πξνζαξκνγή. 

     Σην κνληέιν Ι ε εθηίκεζε ηεο παξακέηξνπ γηα ηελ ειηθηαθή νκάδα 35-54 είλαη -0.879, ε 

νπνία είλαη ε κηθξφηεξε αξλεηηθή ζηαηηζηηθά ζεκαληηθή εθηίκεζε αλάκεζα ζηηο έμη 

ειηθηαθέο νκάδεο. Απηφ ζεκαίλεη φηη νη νδεγνί ηεο ζπγθεθξηκέλεο ειηθηαθήο νκάδαο είλαη νη 

πην αζθαιείο. Η εθηίκεζε ηεο παξακέηξνπ γηα ηνπο άληξεο νδεγνχο είλαη αξλεηηθή θαη 

ζηαηηζηηθά ζεκαληηθή 0.102 , θάηη πνπ ζεκαίλεη φηη νη άληξεο νδεγνί έρνπλ ρακειφηεξα 

ζθνξ θηλδχλνπ απφ ηηο γπλαίθεο νδεγνχο. Λακβάλνληαο ππφςε ηελ εμίζνπ ζεκαληηθή 

αιιειεπίδξαζε κεηαμχ ειηθηαθήο νκάδαο θαη θχινπ, ε εθηίκεζε ηνπ ζθνξ ηνπ ζρεηηθνχ 

θηλδχλνπ γηα ηνπ άληξεο νδεγνχο ειηθίαο 35-54 είλαη 0.102 0.879 0.128 0.853 . 

Δλαιιαθηηθά, παίξλνληαο ηελ εθζεηηθή ηηκή ηεο εθηίκεζεο κηαο παξακέηξνπ κπνξνχκε λα 

δείμνπκε ηελ πνιιαπιαζηαζηηθή επίδξαζε ελφο παξάγνληα ζην odds ηεο ππαηηηφηεηαο ζε 

ζρέζε κε ηελ νκάδα αλαθνξάο. Γηα παξάδεηγκα, ην odds ηεο ππαηηηφηεηαο ελφο νδεγνχ 

ειηθίαο 35-54 είλαη 0.415 θνξέο exp 0.879  ην odds ελφο νδεγνχ ειηθίαο 70+. Με άιια 

ιφγηα, έλαο νδεγφο ειηθίαο 70+ είλαη πεξίπνπ 2.4 θνξέο πηζαλφηεξν λα είλαη ππαίηηνο απφ 

έλαλ νδεγφ ειηθίαο 35-54. Δπίζεο, φηαλ έλαο άληξαο νδεγφο ειηθίαο 15-19 ζπγθξνπζηεί κ‟ 

έλαλ άληξα νδεγφ ειηθίαο 35-54, ην odds λα είλαη ππαίηηνο ν λένο νδεγφο είλαη 2.029 

exp 0.172 0.879  θνξέο ην odds ηνπ κεγαιχηεξνπ νδεγνχ. 

     Σην κνληέιν Ι νη εθηηκήζεηο ησλ παξακέηξσλ γηα ηελ ειηθηαθή νκάδα, ην θχιν θαη ηηο 

κεηαμχ ηνπο αιιειεπηδξάζεηο είλαη φιεο ζηαηηζηηθά ζεκαληηθέο, ππνδεηθλχνληαο ηηο 

ζεκαληηθέο δηαθνξέο ζην ξίζθν αηπρήκαηνο αλάινγα κε ηελ ειηθηαθή νκάδα θαη ην θχιν. Οη 

αξλεηηθέο παξάκεηξνη γηα ηηο ειηθίεο 15-19 έσο θαη 55-69 δείρλνπλ φηη νη νδεγνί απηψλ ησλ 

ειηθηαθψλ νκάδσλ έρνπλ κηθξφηεξν ξίζθν θηλδχλνπ απφ ηνπο νδεγνχο ηεο νκάδαο αλαθνξάο 

70 . Η κηθξφηεξε εθηίκεζε ηεο ειηθηαθήο νκάδαο 15-19 ζεκαίλεη φηη νη νδεγνί 15-19 θαη 
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Πίλαθαο 4.3 

Δθηηκήζεηο παξακέηξσλ θαη ηππηθά ζθάικαηα 

 Μονηέλο Ι  Μονηέλο ΙΙ  Μονηέλο ΙΙΙ 

 β 
Standard 

error 
 β 

Standard 

error 
 β 

Standard 

error 

Ηλικιακή ομάδα (A)         

15-19 -0.172 0.054†  0.022              0.063   0.198 0.063‡ 

20-24 -0.506 0.053‡  -0.303 0.061‡  -0.175 0.061‡ 

25-34 -0.713 0.051‡  -0.537 0.059‡  -0.407 0.059‡ 
35-54 -0.879 0.050‡  -0.787 0.059‡  -0.718 0.058‡ 

55-69 -0.629 0.055‡  -0.623 0.064‡  -0.567 0.063‡ 

70+ 0.000               §  0.000               §  0.000               § 

         

Φύλο (G)         

Άληξαο -0.102 0.056‡  -0.051 0.063  0.057 0.057 

Γπλαίθα 0.000               §  0.000                 §  0.000                 § 

         

Ελιγμός οχήμαηος (V)         

Σηξνθή, πξνζπέξαζε, 

ζπγρψλεπζε ισξίδσλ, 

αιιαγή ισξίδαο 

   1.792 0.073‡    

Κίλεζε ζηελ επζεία θαη άιια    0.000               §    

         

Αλληλεπίδραζη A × G         

15-19 × άληξαο 0.204 0.063‡  0.224 0.071‡  0.177 0.064‡ 

20-24 × άληξαο 0.254 0.061‡  0.281 0.069‡  0.229 0.062‡ 

25-34 × άληξαο 0.189 0.059‡  0.206 0.066‡  0.150 0.060‡ 

35-54 × άληξαο 0.128 0.059‡  0.157 0.066‡  0.093               0.059 

55-69 × άληξαο 0.054 0.064‡  0.079 0.072‡  0.049               0.065 

70+ × άληξαο 0.000               §  0.000               §  0.000              § 

         

Αλληλεπίδραζη A × V         
15-19 × ζηξνθή θ.η.ι.    -0.252 0.083‡    

20-24 × ζηξνθή θ.η.ι.    -0.212 0.079‡    

25-34 × ζηξνθή θ.η.ι.    -0.103             0.075    

35-54 × ζηξνθή θ.η.ι.    -0.006             0.074    

55-69 × ζηξνθή θ.η.ι.    0.129             0.081    

70+ × ζηξνθή θ.η.ι.    0.000             §    

         

Αλληλεπίδραζη G × V         

Άληξαο × ζηξνθή θ.η.ι.    -0.035 0.030    

Γπλαίθα × ζηξνθή θ.η.ι.    0.000                 §    

         

Αλληλεπίδραζη A × C §§         
15-19 × αληίζεηε θαηεχζπλζε       -0.688 0.058‡ 

20-24 × αληίζεηε θαηεχζπλζε       -0.621 0.056‡ 

25-34 × αληίζεηε θαηεχζπλζε       -0.553 0.054‡ 

35-54 × αληίζεηε θαηεχζπλζε       -0.224 0.053‡ 

55-69 × αληίζεηε θαηεχζπλζε       -0.052             0.058 

70+ × αληίζεηε θαηεχζπλζε       0.000              § 

         

Αλληλεπίδραζη G × C         

Άληξαο × αληίζεηε 

θαηεχζπλζε 
      -0.296 0.021‡ 

         

Μεηαβολή ζηην απόκλιζη 

 

79 

(55 β.ε.) 
  

340 

(256 β.ε.) 
  

143 

(115 β.ε.) 
 

           † p-value αλάκεζα ζε 0.05 θαη 0.1 

           ‡ p-value κηθξφηεξν απφ 0.05 
           § Με εθαξκφζηκν 
           §§ C, είδνο ζχγθξνπζεο-νρήκαηα θηλνχκελα ζε ίδηεο ή αληίζεηεο θαηεπζχλζεηο 
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70+ έρνπλ παξφκνην επίπεδν θηλδχλνπ. Η παξάκεηξνο γηα ηνπο άληξεο νδεγνχο είλαη 

ζεκαληηθή θαη αξλεηηθή ππνδεηθλχνληαο ρακειφηεξα ζθνξ θηλδχλνπ ζε ζρέζε κε ηηο 

γπλαίθεο νδεγνχο. Η δηαθνξά απηή, σζηφζν, πνηθίιιεη αλάινγα κε ηελ ειηθηαθή νκάδα θάηη 

πνπ απνδεηθλχεηαη απφ ηηο ζεκαληηθέο αιιειεπηδξάζεηο κεηαμχ ηεο ειηθηαθήο νκάδαο θαη ηνπ 

θχινπ. Τα πξνβιεπφκελα ζθνξ ζρεηηθνχ θηλδχλνπ παξνπζηάδνληαη ζην Σρήκα 4.1. Οη νδεγνί 

15-19 θαη 70+ έρνπλ πςειφηεξα ζθνξ θηλδχλνπ απφ ηνπο κεζήιηθεο νδεγνχο. Οη γπλαίθεο 

νδεγνί ειηθίαο 70+ έρνπλ ην πςειφηεξν ζθνξ θηλδχλνπ. Οη άληξεο νδεγνί ειηθίαο κέρξη 54 

εηψλ έρνπλ πςειφηεξα ζθνξ θηλδχλνπ ζε ζρέζε κε ηηο γπλαίθεο, νη νπνίεο ηνπο μεπεξλνχλ 

ζηηο ειηθίεο 55+. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

΢ρήκα 4.1 Κίλδπλνο αηπρήκαηνο αλά θύιν θαη ειηθία ζε ζρέζε κε ηηο γπλαίθεο νδεγνύο 

ειηθίαο 70+ 

 

     Σην κνληέιν ΙΙ νη επηδξάζεηο ηεο ειηθηαθήο νκάδαο θαη ηνπ θχινπ πάλσ ζην ζθνξ 

ζρεηηθνχ θηλδχλνπ γίλνληαη πην αζζελείο. Οη εθηηκήζεηο ησλ παξακέηξσλ είλαη πην θνληά ζην 

0 θαη νη εθηηκήζεηο ησλ ηππηθψλ ζθαικάησλ ηνπο είλαη κεγαιχηεξεο. Πνιχ ηζρπξή επίδξαζε, 

σζηφζν, δείρλεη λα έρεη ην ραξαθηεξηζηηθφ «ειηγκφο νρήκαηνο». Ο ζπγθεθξηκέλνο 

παξάγνληαο απμάλεη θαηά έμη θνξέο exp 1.792  ην odds ηεο ππαηηηφηεηαο. Οη ζεκαληηθέο 

αξλεηηθέο εθηηκήζεηο ησλ παξακέηξσλ ησλ αιιειεπηδξάζεσλ ησλ ειηθηαθψλ νκάδσλ 15-19 

θαη 20-24 κε ηνλ ειηγκφ νρήκαηνο δείρλεη φηη απηή ε ηζρπξή επίδξαζε πεξηνξίδεηαη ζηνπο 

λένπο νδεγνχο. Αληίζεηα, φπσο θαίλεηαη ζην Σρήκα 4.2 δελ ππάξρεη ζεκαληηθή 

αιιειεπίδξαζε αλάκεζα ζην θχιν θαη ζηνλ ειηγκφ νρήκαηνο, θαζψο νη θακπχιεο αληξψλ θαη 
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γπλαηθψλ είλαη παξφκνηαο κνξθήο. Δπηπξνζζέησο, νη νδεγνί ειηθίαο 70+ έρνπλ πςειφηεξν 

θίλδπλν απφ ηνπο λεφηεξνπο νδεγνχο ειηθίαο 15-19 κφλν φηαλ ν ειηγκφο ηνπ νρήκαηνο είλαη 

ζηξνθή, πξνζπέξαζε, ζπγρψλεπζε ή αιιαγή ισξίδαο. Γνζέληνο φηη ηέηνηνπ είδνπο ειηγκνί 

ελέρνπλ νχησο ή άιισο κεγάιν θίλδπλν, γίλεηαη θαηαλνεηφο ν ιφγνο πνπ ην πξνεγνχκελν 

ζπκπέξαζκα έρεη κεγαιχηεξε ηζρχ ζηνπο ειηθησκέλνπο νδεγνχο, νη νπνίνη αληηκεησπίδνπλ 

δπζθνιία ζην λα θάλνπλ ηνλ απαηηνχκελν ειηγκφ. Οη εθηηκήζεηο ησλ ζθνξ ζρεηηθνχ θηλδχλνπ 

γηα θάζε νκάδα νδεγψλ, αλ θαη παξαπιήζηα αλαθνξηθά κε ηελ ειηθία θαη ην θχιν, απέρνπλ 

πνιχ σο πξνο ηνλ ειηγκφ ηνπ νρήκαηνο. 

΢ρήκα 4.2 Κίλδπλνο αηπρήκαηνο αλά θύιν, ειηθία θαη ειηγκό νρήκαηνο ζε ζρέζε κε ηηο 

γπλαίθεο νδεγνύο ειηθίαο 70+ πνπ θηλνύληαη ζηελ επζεία 

 

     Σην κνληέιν ΙΙΙ νη εθηηκήζεηο ησλ παξακέηξσλ γηα ηελ ειηθηαθή νκάδα, ην θχιν θαη ηηο 

αιιειεπηδξάζεηο ηνπο είλαη αληίζηνηρεο κε απηέο ηνπ κνληέινπ ΙΙ. Τν είδνο ζχγθξνπζεο 

παξνπζηάδεη ηζρπξέο θαη ζεκαληηθέο αιιειεπηδξάζεηο ηφζν κε ηελ ειηθηαθή νκάδα, φζν θαη 

κε ην θχιν. Οη κεγάιεο αξλεηηθέο εθηηκήζεηο ησλ αιιειεπηδξάζεσλ, «αληίζεηεο θαηεχζπλζεο 

αηπρήκαηα  νδεγνί ειηθίαο 15-54» θαη «αληίζεηεο θαηεχζπλζεο αηπρήκαηα  άληξεο 

νδεγνί», ππνδεηθλχνπλ φηη ν ππεξβνιηθφο θίλδπλνο αηπρήκαηνο πνπ αληηκεησπίδνπλ απηέο νη 

νκάδεο νδεγψλ ζα κεησλφηαλ ζε ζεκαληηθφ βαζκφ ζε αηπρήκαηα αληίζεηεο θαηεχζπλζεο. 

Δπίζεο, εμαηηίαο ηνπ φηη ππάξρεη κφλν κία παξάκεηξνο πξνο εθηίκεζε γηα ηελ αιιειεπίδξαζε 

κεηαμχ θχινπ θαη είδνπο ζχγθξνπζεο (άληξαο  αληίζεηε θαηεχζπλζε), νη ππφινηπεο 

παίξλνπλ ηελ ηηκή 0 θαη γη‟ απηφ δελ εκθαλίδνληαη ζηνλ Πίλαθα 4.3. Τα πξνβιεπφκελα ζθνξ 

ζρεηηθνχ θηλδχλνπ απεηθνλίδνληαη ζην Σρήκα 4.3. Όπσο θαίλεηαη, νη νδεγνί ειηθίαο 15-19 
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έρνπλ ηα πςειφηεξα ζθνξ ζρεηηθνχ θηλδχλνπ ζε ζπγθξνχζεηο ίδηαο θαηεχζπλζεο, ελψ νη 70+ 

έρνπλ ηα πςειφηεξα ζθνξ ζρεηηθνχ θηλδχλνπ ζε ζπγθξνχζεηο αληίζεηεο θαηεχζπλζεο. Οη 

άληξεο νδεγνί, ηέινο, έρνπλ ρακειφηεξα ζθνξ ζρεηηθνχ θηλδχλνπ ζε ζρέζε κε ηηο γπλαίθεο ζε 

αηπρήκαηα αληίζεηεο θαηεχζπλζεο θαη πςειφηεξα ζε αηπρήκαηα ίδηαο θαηεχζπλζεο. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

΢ρήκα 4.3 Κίλδπλνο αηπρήκαηνο αλά θύιν, ειηθία θαη είδνο ζύγθξνπζεο ζε ζρέζε κε ηηο 

γπλαίθεο νδεγνύο ειηθίαο 70+ 

 

4.3 Παξαδείγκαηα κε ηε ρξήζε ησλ SPSS, S-Plus θαη ηεο γιώζζαο R 

 

4.3.1 Παξάδεηγκα 1 – Σν βαζηθό κνληέιν Bradley-Terry 

 

     Τα δεδνκέλα ηνπ Πίλαθα 4.4 είλαη ησλ Andersen and Bonke (1980). Ο πίλαθαο ζρεηίδεηαη 

κε πξνηηκήζεηο πνπ έρνπλ εθθξαζηεί ζε αλά δχν ζπγθξίζεηο γηα έλα ζχλνιν απφ έμη 

ζπιινγηθά ζπγθξνηήκαηα θαηνηθηψλ ελφο δήκνπ ηεο Γαλίαο.  
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Πίλαθαο 4.4 

Πξνηίκεζε γηα ηα ζπιινγηθά ζπγθξνηήκαηα θαηνηθηώλ ζηε Γαλία 

 Με Πξνηίκεζε 

Πξνηίκεζε 1 2 3 4 5 6 

1 - 29 25 22 17 9 

2 49 - 35 34 16 14 

3 50 42 - 40 22 15 

4 54 43 37 - 33 16 

5 61 61 54 44 - 27 

6 69 64 63 62 51 - 

 

4.3.1.1 Δθαξκνγή ζην SPSS – 1
νο

 ηξόπνο 

 

     Ο παξαπάλσ είλαη έλαο 6 6  πίλαθαο κε δνκηθά κεδεληθά ζηελ θχξηα δηαγψληφ ηνπ. Έηζη, 

γηα παξάδεηγκα, ζην ζχλνιν ησλ 78 κεηαμχ ηνπο ζπγθξίζεσλ, ην 1
ν
 ζπγθξφηεκα θαηνηθηψλ 

πξνηηκήζεθε 17 θνξέο, ελψ ην 5
ν
 61 θνξέο. Δθαξκφδνληαο ην κνληέιν ηεο QS (Παξάξηεκα – 

Πίλαθαο Α.2), ην νπνίν φπσο έρνπκε πξναλαθέξεη είλαη ηζνδχλακν ηνπ κνληέινπ Bradley-

Terry, παίξλνπκε ηα αθφινπζα απνηειέζκαηα: 

 

Run MATRIX procedure:  

 

MLE OF THE EXPECTED UNDER QUASI SYMMETRY (QS) TABLE  

       .000     30.071     25.008     23.273     15.017      8.634  

     47.929       .000     34.158     31.798     21.203     12.912  

     49.992     42.842       .000     36.093     24.531     15.541  

     52.727     45.202     40.907       .000     27.006     17.157  

     62.983     55.797     51.469     49.994       .000     26.753  

     69.366     65.088     62.459     60.843     51.247       .000  

 

MLE OF THE PARAMETER VECTOR C  

       .180       .287       .360       .408       .755      1.446  

  

ITERATIONS  

  7  
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LIKELIHOOD RATIO TEST FOR QS  

         G2         DF       SIG.  

     6.0721    10.0000      .8092  

  

PEARSON'S X2 FOR QS  

         X2         DF       SIG.  

     6.0309    10.0000      .8127  

  

------ END MATRIX ----- 

 

     Η δηαδηθαζία πνπ εθαξκφζακε καο δίλεη ηηο εθηηκήζεηο ησλ αλακελφκελσλ ηηκψλ ησλ 

θειηψλ ˆ
ij , ηηο εθηηκήζεηο ησλ παξακέηξσλ îc  θαη ηελ πξνζαξκνγή ηνπ κνληέινπ. Όπσο 

θαίλεηαη, ην κνληέιν είλαη πνιχ θαιήο πξνζαξκνγήο κε 2 6.0721G , 10 β.ε. θαη 

value 0.8092p .  

 

Πίλαθαο 4.5 

Απνηειέζκαηα ηεο πξνζαξκνγήο ηνπ κνληέινπ ζηα δεδνκέλα 

΢πγθξόηεκα 

θαηνηθηώλ 

Πνζνζηό 

Πξνηίκεζεο (%) 
ˆ

ic  ˆˆ expi i

6
 

1 26.49 0.180 0.0524 

2 32.04 0.287 0.0835 

3 38.64 0.360 0.1048 

4 41.75 0.408 0.1187 

5 60.39 0.755 0.2197 

6 76.92 1.446 0.4208 

Άζξνηζκα  3.436 1 

 

     Όιεο νη ζηήιεο ηνπ Πίλαθα 4.5 δείρλνπλ μεθάζαξα φηη ην 6
ν
 ζπγθξφηεκα θαηνηθηψλ είλαη 

απηφ πνπ ζπγθεληξψλεη ηηο πεξηζζφηεξεο πξνηηκήζεηο. Απφ ηα κεγέζε ησλ εθηηκήζεσλ, 

εμάιινπ, κπνξνχκε λα ζπκπεξάλνπκε φηη ε δηάηαμε ησλ πξνηηκήζεσλ είλαη 6,5,4,3,2,1 . Οη 

                                                
6 

1

ˆ ˆ ˆexp
I

i i jj
c c  
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ππφ ζπλζήθε πηζαλφηεηεο ˆ
ij

 κπνξνχλ λα ππνινγηζηνχλ είηε απφ ηηο αλακελφκελεο 

ζπρλφηεηεο ˆ
ij
, είηε απφ ηηο εθηηκήζεηο ησλ πηζαλνηήησλ i . Γηα παξάδεηγκα, 

2
23

2 3

ˆ 0.0835ˆ 0.444
ˆ ˆ 0.0835 0.1048

 

ή 

23
23

23 32

ˆ 34.158ˆ 0.444
ˆ ˆ 34.158 42.842

 

πνπ αληηζηνηρεί ζηελ εθηίκεζε ηεο πηζαλφηεηαο ην 2
ν
 ζπγθξφηεκα θαηνηθηψλ λα ζεσξείηαη 

θαιχηεξν απφ ην 3
ν
 ζπγθξφηεκα, βάζεη ησλ πξνηηκήζεσλ πνπ δηαζέηνπκε. Οη ππφ ζπλζήθε 

πηζαλφηεηεο ˆ
ij

 γηα ηα δεδνκέλα ηνπ Πίλαθα 4.4 είλαη νη παξαθάησ: 

0.3854 0.3333 0.3061 0.1925 0.1107

0.6146 0.4436 0.4129 0.2754 0.1656

0.6667 0.5564 0.4688 0.3229 0.1993
ˆ

0.6939 0.5871 0.5313 0.3508 0.2201

0.8075 0.7246 0.6771 0.6492 0.3430

0.8893 0.8344 0.8007 0.7799 0.6570

ij  

 

4.3.1.2 Δθαξκνγή ζην SPSS – 2
νο

 ηξόπνο 

  

     Έλαο ελαιιαθηηθφο ηξφπνο αλάιπζεο ησλ δεδνκέλσλ κε ηε βνήζεηα ηνπ SPSS είλαη ε 

αληηκεηψπηζε ηνπ κνληέινπ Bradley-Terry σο έλα loglinear κνληέιν (Παξάξηεκα – Πίλαθεο 

Α.3,4). Η ελ ιφγσ δηαδηθαζία δίλεη ηα αθφινπζα απνηειέζκαηα: 

 

Goodness-of-Fit Tests
a,b 

 Value df Sig. 

Likelihood Ratio 6,072 10 ,809 

Pearson Chi-Square 6,031 10 ,813 

a. Model: Multinomial   

b. Design: Constant + winner + loser + t12 + t13 + t14 + t15 + t16 + t23 + t24 + t25 + t26 + t34 + t35 + t36 + t45 + t46 + t56 
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Cell Counts and Residuals
a,b 

winner loser 

Observed Expected 

Residual 

Standardized 

Residual 

Adjusted 

Residual Deviance Count % Count % 

1 1 0 ,0% ,000 ,0% . . . . 

2 29 2,5% 30,071 2,6% -1,071 -,198 -,319 -1,450 

3 25 2,2% 25,007 2,2% -,007 -,001 -,002 -,121 

4 22 1,9% 23,272 2,0% -1,272 -,266 -,392 -1,573 

5 17 1,5% 15,016 1,3% 1,984 ,515 ,672 2,054 

6 9 ,8% 8,634 ,7% ,366 ,125 ,149 ,865 

2 1 49 4,2% 47,929 4,1% 1,071 ,158 ,319 1,472 

2 0 ,0% ,000 ,0% . . . . 

3 35 3,0% 34,158 2,9% ,842 ,146 ,244 1,306 

4 34 2,9% 31,798 2,7% 2,202 ,396 ,640 2,134 

5 16 1,4% 21,203 1,8% -5,203 -1,140 -1,612 -3,002 

6 14 1,2% 12,912 1,1% 1,088 ,304 ,387 1,505 

3 1 50 4,3% 49,993 4,3% ,007 ,001 ,002 ,122 

2 42 3,6% 42,842 3,7% -,842 -,131 -,244 -1,291 

3 0 ,0% ,000 ,0% . . . . 

4 40 3,5% 36,093 3,1% 3,907 ,661 1,124 2,867 

5 22 1,9% 24,531 2,1% -2,531 -,516 -,764 -2,189 

6 15 1,3% 15,541 1,3% -,541 -,138 -,183 -1,031 

4 1 54 4,7% 52,728 4,6% 1,272 ,179 ,392 1,605 

2 43 3,7% 45,202 3,9% -2,202 -,334 -,640 -2,072 

3 37 3,2% 40,907 3,5% -3,907 -,622 -1,124 -2,725 

4 0 ,0% ,000 ,0% . . . . 

5 33 2,8% 27,005 2,3% 5,995 1,167 1,781 3,637 

6 16 1,4% 17,158 1,5% -1,158 -,282 -,383 -1,495 

5 1 61 5,3% 62,984 5,4% -1,984 -,257 -,672 -1,976 

2 61 5,3% 55,797 4,8% 5,203 ,714 1,612 3,298 

3 54 4,7% 51,469 4,4% 2,531 ,361 ,764 2,277 

4 44 3,8% 49,995 4,3% -5,995 -,867 -1,781 -3,353 

5 0 ,0% ,000 ,0% . . . . 

6 27 2,3% 26,754 2,3% ,246 ,048 ,076 ,703 
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6 1 69 6,0% 69,366 6,0% -,366 -,045 -,148 -,855 

2 64 5,5% 65,088 5,6% -1,088 -,139 -,387 -1,469 

3 63 5,4% 62,459 5,4% ,541 ,070 ,183 1,043 

4 62 5,4% 60,842 5,3% 1,158 ,153 ,383 1,529 

5 51 4,4% 51,246 4,4% -,246 -,035 -,076 -,700 

6 0 ,0% ,000 ,0% . . . . 

a. Model: Multinomial       

b. Design: Constant + winner + loser + t12 + t13 + t14 + t15 + t16 + t23 + t24 + t25 + t26 + t34 + t35 + t36 + t45 + t46 + t56 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

΢ρήκα 4.4 Scatterplot matrix ησλ θαηαινίπσλ απόθιηζεο κε ηηο παξαηεξνύκελεο θαη ηηο 

αλακελόκελεο ζπρλόηεηεο 
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΢ρήκα 4.5 Normal Q-Q plot ησλ θαηαινίπσλ απόθιηζεο 

 

     Οη δχν πξνζεγγίζεηο είλαη ηζνδχλακεο αλαθνξηθά κε ηελ πξνζαξκνγή ηνπ κνληέινπ θαη 

ηηο αλακελφκελεο ζπρλφηεηεο. Η 2
ε
 πξνζέγγηζε, σζηφζν, καο δίλεη ηε δπλαηφηεηα λα 

κειεηήζνπκε άκεζα ηα θαηάινηπα πνπ απνηεινχλ ηηο κεηξήζεηο ηεο δηαθνξάο κεηαμχ ησλ 

παξαηεξνχκελσλ θαη ησλ αλακελφκελσλ ζπρλνηήησλ. Διέγρνληαο ηα θαηάινηπα απφθιηζεο 

παξαηεξνχκε φηη δελ ππάξρνπλ αθξαίεο ηηκέο γεγνλφο πνπ καο νδεγεί ζην ζπκπέξαζκα φηη 

φια ηα θειηά πξνζαξκφδνληαη θαιά απφ ην κνληέιν. Απηφ επηβεβαηψλεηαη θαη νπηηθά αλ 

εμεηάζνπκε ην scatterplot matrix ησλ θαηαινίπσλ απφθιηζεο κε ηηο παξαηεξνχκελεο θαη ηηο 

αλακελφκελεο ζπρλφηεηεο, θαζψο θαη ην Normal Q-Q plot. Τα ζεκεία ζην scatterplot, κεηαμχ 

παξαηεξνχκελσλ θαη αλακελφκελσλ ζπρλνηήησλ, ζρεκαηίδνπλ κία επζεία, θάηη πνπ 

δηθαηνινγεί ηελ εκθάληζε ησλ κηθξψλ ηηκψλ ησλ θαηαινίπσλ. Τν Q-Q plot, επίζεο, 

απνδεηθλχεη ηελ θαιή πξνζέγγηζε ησλ θαηαινίπσλ απφ ηελ θαλνληθή θαηαλνκή.  

 

4.3.1.3 Δθαξκνγή ζηελ R 

 

     Η γιψζζα πξνγξακκαηηζκνχ R καο επηηξέπεη λα έρνπκε κηα πην νινθιεξσκέλε εηθφλα γηα 

ηα δεδνκέλα ζηα νπνία εθαξκφδνπκε ην κνληέιν Bradley-Terry. Η δηαδηθαζία, κάιηζηα, έρεη 
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απινπνηεζεί ζε ζεκαληηθφ βαζκφ ράξε ζην παθέην “BradleyTerry2” ησλ Turner and Firth 

(2010). Τν ζπγθεθξηκέλν παθέην πεξηέρεη έηνηκα ζεη δεδνκέλσλ ηα νπνία θαιχπηνπλ ζρεδφλ 

φιν ην θάζκα ησλ εθαξκνγψλ ηνπ κνληέινπ. Γηα ηα ζπγθεθξηκέλα δεδνκέλα ππάξρνπλ 

πιήξεηο αλαιχζεηο, ηηο νπνίεο κπνξεί εχθνια νπνηνζδήπνηε λα ηξέμεη ρξεζηκνπνηψληαο ηηο 

εληνιέο πνπ πεξηιακβάλεη ην παξαπάλσ παθέην. Δπηιέγνληαο ην παξάδεηγκα ησλ Andersen 

and Bonke (1980), ην νπνίν δελ πεξηέρεηαη ζην παθέην, ζα δείμνπκε πσο κπνξνχκε λα 

εθαξκφζνπκε ην κνληέιν Bradley-Terry ζ‟ έλα νπνηνδήπνηε ζεη δεδνκέλσλ θάλνληαο ρξήζε 

ηεο R. Δδψ ζα γίλεη ε παξνπζίαζε θαη ε εξκελεία ησλ απνηειεζκάησλ, ελψ ε παξάζεζε θαη ν 

ζρνιηαζκφο ησλ εληνιψλ ζα γίλεη ζηo Παξάξηεκα.  

     Η εθαξκνγή ηνπ κνληέινπ καο δίλεη ηα αθφινπζα απνηειέζκαηα (Παξάξηεκα – Πίλαθαο 

Α.6): 

 

Bradley Terry model fit by glm.fit  

 

Call: BTm(outcome = cbind(pref1, pref2), player1 = house1, player2 = house2, formula = 

~house, id = "house", data = house.sf)  

 

Coefficients: 

housefacility 2  housefacility 3  housefacility 4  housefacility 5  housefacility 6 

         0.4662           0.6927               0.8179               1.4338              2.0837   

 

Degrees of Freedom: 15 Total (i.e. Null); 10 Residual 

Null Deviance:      254.6  

Residual Deviance: 6.072        AIC: 84.33 

 

     Οη ζπληειεζηέο πνπ παίξλνπκε απνηεινχλ εθηηκήζεηο κέγηζηεο πηζαλνθάλεηαο ησλ 

2 3 4 5 6, , , ,  έρνληαο ζέζεη σο νκάδα αλαθνξάο ην 1
ν
 ζπγθξφηεκα θαηνηθηψλ 1 0 . 

Όπσο είλαη αλακελφκελν, επηβεβαηψλνπκε ηελ πξνζαξκνγή ηνπ κνληέινπ 
2 6.072G  

θαζψο θαη ηε δηάηαμε ησλ πξνηηκήζεσλ 6,5,4,3,2,1 . Αλ ζέινπκε λα ρξεζηκνπνηήζνπκε 

έλα άιιν ζπγθξφηεκα σο νκάδα αλαθνξάο, π.ρ. ην 6
ν
, ε εληνιή “update” καο δίλεη απηή ηε 
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δπλαηφηεηα (Παξάξηεκα – Πίλαθαο Α.6). Σ‟ απηή ηελ πεξίπησζε νη ζπληειεζηέο είλαη νη 

παξαθάησ: 

 

Bradley Terry model fit by glm.fit  

 

Call: BTm(outcome = cbind(pref1, pref2), player1 = house1, player2 = house2, formula = 

~house, id = "house", refcat = "facility 6", data = house.sf)  

 

Coefficients: 

housefacility 1  housefacility 2  housefacility 3  housefacility 4  housefacility 5 

        -2.0837          -1.6175          -1.3910                -1.2658             -0.6499   

 

Degrees of Freedom: 15 Total (i.e. Null); 10 Residual 

Null Deviance:      254.6  

Residual Deviance: 6.072        AIC: 84.33 

 

Η πην αλαιπηηθή παξνπζίαζε ηνπ κνληέινπ πεξηιακβάλεη ηα θάησζη: 

 

Call: BTm(outcome = cbind(pref1, pref2), player1 = house1, player2 = house2, formula = 

~house, id = "house", data = house.sf) 

 

Deviance Residuals:  

     Min          1Q        Median        3Q         Max 

-1.36628  -0.28396   0.05855   0.41788   1.41112   

 

Coefficients: 

                       Estimate Std. Error z value   Pr(>|z|)     

housefacility 2   0.4662     0.1454      3.206  0.00134 **  

housefacility 3   0.6927     0.1464      4.733  2.21e-06 *** 

housefacility 4   0.8179     0.1465      5.582  2.37e-08 *** 

housefacility 5   1.4338     0.1522      9.421  < 2e-16 *** 

housefacility 6   2.0837     0.1652    12.615  < 2e-16 *** 



 

 
65 

 

Signif. codes: 0 „***‟ 0.001 „**‟ 0.01 „*‟ 0.05 „.‟ 0.1 „ ‟ 1  

 

(Dispersion parameter for binomial family taken to be 1) 

 

Null deviance: 254.5553 on 15 degrees of freedom 

Residual deviance: 6.0721 on 10 degrees of freedom 

AIC: 84.332 

 

Number of Fisher Scoring iterations: 3 

 

     Παξαηεξνχκε φηη ηα θαηάινηπα απφθιηζεο θπκαίλνληαη απφ -1.366 έσο 1.411 ρσξίο λα 

εκθαλίδνληαη αθξαίεο ηηκέο. Έρνπκε, αθφκα, ηα ηππηθά ζθάικαηα ησλ εθηηκήζεσλ ησλ i  

θαζψο θαη ηε ζεκαληηθφηεηα ησλ επηπέδσλ ηνπ παξάγνληα “house” (κε φια ηα επίπεδα λα 

είλαη ζεκαληηθά). Οη εθηηκήζεηο ησλ i  κπνξνχλ λα απεηθνληζηνχλ θαη γξαθηθά 

ππνινγίδνληαο ηηο quasi δηαθπκάλζεηο (θαη ηα αληίζηνηρα quasi ηππηθά ζθάικαηα), πνπ 

ζρεηίδνληαη κε ηα επίπεδα ηνπ παξάγνληα “house” (Firth and Menezes, 2004). 
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΢ρήκα 4.6 Δθηηκήζεηο ησλ ζθνξ i  ησλ ζπγθξνηεκάησλ θαηνηθηώλ 

 

     Γηα λα εμεηάζνπκε εάλ ε δηαθνξά κεηαμχ δχν ζπγθξνηεκάησλ είλαη ζηαηηζηηθά ζεκαληηθή 

κπνξνχκε λα ζπγθξίλνπκε ηε δηαθνξά ˆ ˆ
i j

 πξνο ην ASE ηεο. Ο Πίλαθαο 4.6 

απνηειείηαη απφ ηηο ζπλδηαθπκάλζεηο ησλ εθηηκήζεσλ ησλ παξακέηξσλ γηα ηηο νπνίεο ηζρχεη 

ˆ ˆ ˆ ˆ2 ,i j i jASE Var Var Cov , ελψ ν Πίλαθαο 4.7 πεξηέρεη φιεο ηηο δπλαηέο 

ζπγθξίζεηο κεηαμχ ησλ ζπγθξνηεκάησλ θαηνηθηψλ. 
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Πίλαθαο 4.6 

Πίλαθαο ζπλδηαθπκάλζεσλ 

 housefacility 2 housefacility 3 housefacility 4 housefacility 5 housefacility 6 

housefacility 2 0.02114 0.01148 0.01151 0.01167 0.01180 

housefacility 3 0.01148 0.02142 0.01179 0.01205 0.01228 

housefacility 4 0.01151 0.01179 0.02147 0.01223 0.01250 

housefacility 5 0.01167 0.01205 0.01223 0.02316 0.01369 

housefacility 6 0.01180 0.01228 0.01250 0.01369 0.02728 

 

Πίλαθαο 4.7 

΢ύγθξηζε ζπγθξνηεκάησλ θαηνηθηώλ 

΢πγθξνηήκαηα 

θαηνηθηώλ 
ASE ˆ ˆ

i j
 

ˆ ˆ
i j

ASE
 

95% Γ.Δ. ˆ ˆ
i j

 95% Γ.Δ. ˆ
ij

 

Κάησ 

Όξην 

Άλσ 

Όξην 

Κάησ 

Όξην 

Άλσ 

Όξην 

6 vs 5 0.15186 0.64990 4.27974 0.35 0.95 0.59 0.72 

6 vs 4 0.15411 1.26580 8.21359 0.96 1.57 0.72 0.83 

6 vs 3 0.15537 1.39100 8.95279 1.09 1.70 0.75 0.84 

6 vs 2 0.15754 1.61750 10.26700 1.31 1.93 0.79 0.87 

6 vs 1 0.16517 2.08370 12.61575 1.76 2.41 0.85 0.92 

5 vs 4 0.14202 0.61590 4.33668 0.34 0.89 0.58 0.71 

5 vs 3 0.14311 0.74110 5.17859 0.46 1.02 0.61 0.74 

5 vs 2 0.14478 0.96760 6.68344 0.68 1.25 0.66 0.78 

5 vs 1 0.15218 1.43380 9.42148 1.14 1.73 0.76 0.85 

4 vs 3 0.13896 0.12520 0.90098 -0.15 0.40 0.46 0.60 

4 vs 2 0.13996 0.35170 2.51278 0.08 0.63 0.52 0.65 

4 vs 1 0.14653 0.81790 5.58193 0.53 1.11 0.63 0.75 

3 vs 2 0.14000 0.22650 1.61786 -0.05 0.50 0.49 0.62 

3 vs 1 0.14636 0.69270 4.73299 0.41 0.98 0.60 0.73 

2 vs 1 0.14540 0.46620 3.20642 0.18 0.75 0.55 0.68 

 

     Όπσο θαίλεηαη ππάξρνπλ ζηαηηζηηθά ζεκαληηθέο δηαθνξέο κεηαμχ φισλ ησλ 

ζπγθξνηεκάησλ εθηφο απφ ηα δεχγε 4,3  θαη 3,2 . Έηζη, γηα παξάδεηγκα, ζηε ζχγθξηζε 

κεηαμχ ησλ ζπγθξνηεκάησλ 6 θαη 5, ε πηζαλφηεηα πξνηίκεζεο γηα ην 6 
65

ˆ  θπκαίλεηαη 
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απφ 0.59 έσο 0.72 απνδεηθλχνληαο ηε ζαθή ππεξνρή ηνπ ζπγθεθξηκέλνπ ζπγθξνηήκαηνο. 

Αληίζεηα, ζηε ζχγθξηζε ησλ ζπγθξνηεκάησλ 4 θαη 3 δελ ππάξρεη μεθάζαξν πξνβάδηζκα γηα 

θάπνην απφ ηα δχν θη απηφ επηβεβαηψλεηαη απφ ην γεγνλφο φηη ην 95% Γ.Δ. ˆ
ij

 πεξηέρεη ηελ 

ηηκή 0.5 (ή ηζνδχλακα ην 95% Γ.Δ. ˆ ˆ
i j

 πεξηέρεη ηελ ηηκή 0). Δπίζεο, ν παξαπάλσ 

πίλαθαο δηθαηνινγεί ελ κέξεη ηελ θαηάηαμε πνπ πξνθχπηεη απφ ηελ ηαμηλφκεζε ησλ ˆi . Τν 6
ν
 

ζπγθξφηεκα είλαη πξνθαλέο φηη πξνηηκάηαη πεξηζζφηεξν απ‟ φια, ην 5
ν
 είλαη θαζαξά δεχηεξν 

θαη ην 1
ν
 θαηαιακβάλεη ηελ ηειεπηαία ζέζε. Αλαθνξηθά, φκσο, κε ηα ζπγθξνηήκαηα 4,3,2  

δελ κπνξνχκε κε ζηγνπξηά λα θαηαιήμνπκε ζε θάπνην ζπκπέξαζκα. 

     Οη ππφ ζπλζήθε πηζαλφηεηεο ˆ
ij

, θαζψο θαη νη αλακελφκελεο ηηκέο ˆ
ij

 δελ 

δηαθνξνπνηνχληαη απφ απηέο πνπ ήδε έρνπκε ππνινγίζεη ζηελ ελφηεηα 4.3.1.1 (Παξάξηεκα – 

Πίλαθαο Α.6). Όζνλ αθνξά, ηέινο, ηα θαηάινηπα απφθιηζεο πνπ πξνθχπηνπλ γηα ηα δεχγε 

ζπγθξίζεσλ έρνπκε: 

 

Πίλαθαο 4.8 

Καηάινηπα απόθιηζεο 

Εεύγε 

ζπγθξνηεκάησλ 

θαηνηθηώλ Πξνηίκεζε 1 Πξνηίκεζε 2 

Καηάινηπα 

απόθιηζεο 

1 2 29 49 -0.250 

1 3 25 50 -0.002 

1 4 22 54 -0.318 

1 5 17 61 0.561 

1 6 9 69 0.131 

2 3 35 42 0.193 

2 4 34 43 0.508 

2 5 16 61 -1.366 

2 6 14 64 0.328 

3 4 40 37 0.891 

3 5 22 54 -0.627 

3 6 15 63 -0.154 

4 5 33 44 1.411 

4 6 16 62 -0.319 

5 6 27 51 0.059 
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΢ρήκα 4.7 Normal Q-Q plot ησλ θαηαινίπσλ απόθιηζεο 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

΢ρήκα 4.8 Scatterplot – Καηάινηπα απόθιηζεο θαη ππό ζπλζήθε πηζαλόηεηεο ˆ ij  
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     Τα παξαπάλσ γξαθήκαηα απνδεηθλχνπλ γηα άιιε κηα θνξά ηελ θαιή πξνζαξκνγή ηνπ 

κνληέινπ. Η πξνζέγγηζε ησλ θαηαινίπσλ απφ ηελ θαλνληθή θαηαλνκή είλαη ηθαλνπνηεηηθή, 

ελψ θαη ε δηαθχκαλζή ηνπο είλαη ζηαζεξή ρσξίο λα ππάξρεη θάπνηα ηηκή κεγαιχηεξε απφ δχν 

ηππηθέο απνθιίζεηο. 

 

4.3.1.4 Δθαξκνγή ζην S-Plus 

 

     R θαη S-Plus ρξεζηκνπνηνχλ ηελ ίδηα γιψζζα πξνγξακκαηηζκνχ (S language) θάηη πνπ 

ζεκαίλεη φηη ππάξρνπλ κεηαμχ ηνπο πνιιέο θνηλέο ιεηηνπξγίεο. Σηελ παξνχζα ελφηεηα ζα 

δείμνπκε ηα απνηειέζκαηα ηεο εθαξκνγήο ηνπ logit κνληέινπ θαζψο θαη ηνπ ηζνδχλακνχ ηνπ 

κνληέινπ ηεο quasi-ζπκκεηξίαο. Γηα ην logit κνληέιν έρνπκε (Παξάξηεκα – Πίλαθαο Α.7): 

 

Call: glm(formula = response ~ -1 + house2 + house3 + house4 + house5 + house6, family = 

binomial) 

Deviance Residuals: 

       Min             1Q            Median          3Q           Max 

 -1.411116 -0.4178795 -0.05855037 0.2839617 1.366279 

 

Coefficients: 

                Value      Std. Error   t value  

house2 0.4661666  0.1453952  3.206203 

house3 0.6927044  0.1463580  4.732944 

house4 0.8178949  0.1465122  5.582437 

house5 1.4337740  0.1521840  9.421316 

house6 2.0837079  0.1651808 12.614706 

 

(Dispersion Parameter for Binomial family taken to be 1 ) 

 

Null Deviance: 254.5553 on 15 degrees of freedom 

Residual Deviance: 6.072104 on 10 degrees of freedom 

Number of Fisher Scoring Iterations: 3 
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     Γηα ην κνληέιν ηεο quasi-ζπκκεηξίαο ρξεηάδεηαη λα πξνζζέζνπκε έλα παξάγνληα πνπ λα 

δηαθνξνπνηεί ηηο θχξηεο επηδξάζεηο γξακκψλ θαη ζηειψλ θαη γηα ην ιφγν απηφ πξνζζέηνπκε 

ηνλ παξάγνληα “winning”. Οη εθηηκήζεηο πνπ πξνθχπηνπλ είλαη νη δηαθνξέο 
Y X

j j  γηα 

1,...,6j  (Παξάξηεκα – Πίλαθαο Α.8): 

 

Call: glm(formula = counts ~ symm + winning, family = poisson(log), data = table.1) 

Deviance Residuals: 

       Min             1Q            Median           3Q         Max 

 -1.181544 -0.1527045 -0.006420193 0.149525 1.114394 

 

Coefficients: 

                               Value       Std. Error         t value  

  (Intercept)      -10.7897615 133.6040711  -0.080759227 

symmfac1,fac2  14.1933184 133.6041490   0.106234114 

symmfac1,fac3  14.0089324 133.6041567   0.104854016 

symmfac1,fac4  13.9370130 133.6041591   0.104315712 

symmfac1,fac5  13.4988700 133.6041756   0.101036288 

symmfac1,fac6  12.9454525 133.6041999   0.096894053 

symmfac2,fac2  -0.4661666 188.9447453  -0.002467211 

symmfac2,fac3  13.8545830 133.6041813   0.103698723 

symmfac2,fac4  13.7830039 133.6041818   0.103162968 

symmfac2,fac5  13.3777158 133.6041887   0.100129464 

symmfac2,fac6  12.8817868 133.6042046   0.096417526 

symmfac3,fac3  -0.6927044 188.9447461  -0.003666175 

symmfac3,fac4  13.6831623 133.6041820   0.102415673 

symmfac3,fac5  13.2969760 133.6041882   0.099525144 

symmfac3,fac6  12.8405589 133.6042025   0.096108944 

symmfac4,fac4  -0.8178949 188.9447462  -0.004328752 

symmfac4,fac5  13.2679028 133.6041870   0.099307537 

symmfac4,fac6  12.8143333 133.6042012   0.095912652 

symmfac5,fac5  -1.4337740 188.9447507  -0.007588324 

symmfac5,fac6  12.6426844 133.6041965   0.094627899 
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symmfac6,fac6  -2.0837079 188.9447616  -0.011028133 

  winningfac2      0.4661666     0.1453955   3.206196970 

  winningfac3      0.6927044     0.1463583   4.732935061 

  winningfac4      0.8178949     0.1465125   5.582425628 

  winningfac5      1.4337740     0.1521847   9.421277994 

  winningfac6      2.0837079     0.1651814  12.614661740 

 

(Dispersion Parameter for Poisson family taken to be 1 ) 

 

Null Deviance: 676.9733 on 35 degrees of freedom 

Residual Deviance: 6.072352 on 10 degrees of freedom 

Number of Fisher Scoring Iterations: 9 

 

     Οη εθηηκήζεηο πνπ καο ελδηαθέξνπλ είλαη νη “winningfac2”- “winningfac6”. Όπσο είλαη 

θαλεξφ, ηα απνηειέζκαηα πνπ παίξλνπκε είλαη αθξηβψο ίδηα κε απηά πνπ πξνέθπςαλ κέζσ 

ηεο αληίζηνηρεο δηαδηθαζίαο ζηελ R (ην ίδην ηζρχεη θαη γηα ηα ˆˆ ,ij ij
).  

 

4.3.2 Παξάδεηγκα 2 – Σν κνληέιν Bradley-Terry κε επίδξαζε δηάηαμεο 

 

Πίλαθαο 4.9 

Νίθεο / Ήηηεο αλά γεπεδνύρν θαη θηινμελνύκελε νκάδα, 1987 

 Φηινμελνύκελε 

Γεπεδνύρνο Milwaukee Detroit Toronto New York Boston Cleveland Baltimore 

Milwaukee - 4-3 4-2 4-3 6-1 4-2 6-0 

Detroit 3-3 - 4-2 4-3 6-0 6-1 4-3 

Toronto 2-5 4-3 - 2-4 4-3 4-2 6-0 

New York 3-3 5-1 2-5 - 4-3 4-2 6-1 

Boston 5-1 2-5 3-3 4-2 - 5-2 6-0 

Cleveland 2-5 3-3 3-4 4-3 4-2 - 2-4 

Baltimore 2-5 1-5 1-6 2-4 1-6 3-4 - 

Πεγή: American League Red Book, 1988 (St. Louis, MO: Sporting News Publishing Co.). 
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     O Πίλαθαο 4.9 δείρλεη ηα απνηειέζκαηα κεηαμχ εθηά νκάδσλ κπέηδκπνι ηεο Αλαηνιηθήο 

Πεξηθέξεηαο ηνπ Ακεξηθάληθνπ Πξσηαζιήκαηνο γηα ην 1987 (Agresti, 2002). Γηα 

παξάδεηγκα, ε Boston ζε 6 παηρλίδηα σο γεπεδνχρνο λίθεζε ηε New York 4 θνξέο θαη έραζε 

2, ελψ ε New York ζε 7 παηρλίδηα σο γεπεδνχρνο λίθεζε 4 θνξέο θαη έραζε 3.  

 

4.3.2.1 Δθαξκνγή ζηελ R 

 

     Τν βαζηθφ κνληέιν Bradley-Terry, ρσξίο παξάκεηξν γηα ην πιενλέθηεκα έδξαο, 

πξνζαξκφδεηαη φπσο θαη ζην πξνεγνχκελν παξάδεηγκα. 

 

Call: BTm(outcome = cbind(home.wins, away.wins), player1 = home.team, player2 = 

away.team, id = "team", data = baseball) 

 

Deviance Residuals:  

    Min       1Q       Median     3Q        Max 

-1.6539  -0.0508   0.4133   0.9736   2.5509   

 

Coefficients: 

                        Estimate Std. Error z value Pr(>|z|) 

teamBoston        1.1077     0.3339      3.318 0.000908 *** 

teamCleveland   0.6839     0.3319      2.061 0.039345 *   

teamDetroit        1.4364     0.3396      4.230 2.34e-05 *** 

teamMilwaukee 1.5814     0.3433      4.607 4.09e-06 *** 

teamNew York  1.2476     0.3359      3.715 0.000203 *** 

teamToronto      1.2945     0.3367      3.845 0.000121 *** 

--- 

Signif. codes: 0 „***‟ 0.001 „**‟ 0.01 „*‟ 0.05 „.‟ 0.1 „ ‟ 1  

 

(Dispersion parameter for binomial family taken to be 1) 

 

Null deviance: 78.015 on 42 degrees of freedom 

Residual deviance: 44.053 on 36 degrees of freedom 
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AIC: 140.52 

Number of Fisher Scoring iterations: 4  

 

     Οκάδα αλαθνξάο ζεσξείηαη ε Baltimore, ε νπνία εθηηκάηαη σο ε πην αδχλαηε απφ ηηο 7 

νκάδεο κε ην Milwaukee θαη ην Detroit λα είλαη νη πην δπλαηέο. Τα επίπεδα ηνπ παξάγνληα 

“team” είλαη φια ζεκαληηθά, ελψ θαη ην κνληέιν ζπλνιηθά είλαη επαξθέο 2 44.053G  

2β.ε. 36,  ( 44.053) 0.168p value P X . Η θαηάηαμε απφ ηελ θαιχηεξε πξνο ηε 

ρεηξφηεξε νκάδα είλαη: Milwaukee, Detroit, Toronto, New York, Boston, Cleveland, 

Baltimore (Γηα λα θαηαιήμνπκε, σζηφζν, κε κεγαιχηεξε βεβαηφηεηα ζε κηα νξζή θαηάηαμε 

ησλ νκάδσλ νθείινπκε λα ελεξγήζνπκε θαηά ηνλ ηξφπν πνπ αλαπηχμακε ζην Παξάδεηγκα 1). 

Γηα λα εθηηκήζνπκε ηελ επίδξαζε ηνπ πιενλεθηήκαηνο έδξαο απαηηείηαη κηα αλαδηνξγάλσζε 

ησλ δεδνκέλσλ. Γηα ην ιφγν απηφ θαηαζθεπάδνπκε κία θαηλνχξηα κεηαβιεηή (“at.home”), ε 

νπνία είλαη απαξαίηεηε γηα ηε δηαθνξνπνίεζε ηεο γεπεδνχρνπ απφ ηε θηινμελνχκελε. Έηζη, 

ε κεηαβιεηή παίξλεη ηελ ηηκή 1 φηαλ ε νκάδα αγσλίδεηαη ζην γήπεδφ ηεο θαη ηελ ηηκή 0 φηαλ 

αγσλίδεηαη καθξηά απ‟ απηφ (Παξάξηεκα – Πίλαθαο Α.9). 

 

Call: BTm(outcome = cbind(home.wins, away.wins), player1 = home.team, player2 = 

away.team, formula = ~team + at.home, id = "team", data = baseball) 

 

Deviance Residuals:  

     Min        1Q          Median        3Q         Max 

-2.03819  -0.40577   0.04326   0.61163   2.26001   

 

Coefficients: 

                            Estimate Std. Error z value   Pr(>|z|) 

teamBoston          1.1438     0.3378       3.386   0.000710 *** 

teamCleveland     0.7047     0.3350       2.104    0.035417 *   

teamDetroit          1.4754     0.3446       4.282    1.85e-05 *** 

teamMilwaukee   1.6196     0.3474        4.662    3.13e-06 *** 

teamNew York    1.2813     0.3404        3.764    0.000167 *** 

teamToronto        1.3271     0.3403        3.900    9.64e-05 *** 

at.home                0.3023     0.1309   2.308 0.020981 *   
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--- 

Signif. codes: 0 „***‟ 0.001 „**‟ 0.01 „*‟ 0.05 „.‟ 0.1 „ ‟ 1  

 

(Dispersion parameter for binomial family taken to be 1) 

 

Null deviance: 78.015 on 42 degrees of freedom 

Residual deviance: 38.643 on 35 degrees of freedom 

AIC: 137.11 

Number of Fisher Scoring iterations: 4 

 

     Τν κνληέιν ηψξα πεξηγξάθεη 42 δησλπκηθέο θαηαλνκέο κε 7 παξακέηξνπο. Η πξνζαξκνγή 

ηνπ έρεη βειηησζεί θαζψο 2 38.643G  
2β.ε. 35,  ( 38.643) 0.308p value P X . Η 

εθηίκεζε ηεο παξακέηξνπ γηα ην πιενλέθηεκα έδξαο είλαη * 0.3023a . Απηφ ζεκαίλεη φηη 

γηα δχν ηζνδχλακεο σο πξνο ηηο λίθεο θαη ηηο ήηηεο νκάδεο ε εθηίκεζε ηεο πηζαλφηεηαο λίθεο 

γηα ηε γεπεδνχρν είλαη * *exp 1 exp 0.575a a  ή αιιηψο ε γεπεδνχρνο έρεη έλαλ 

odds-πνιιαπιαζηαζηή ηεο ηάμεο ηνπ 
*ˆexp exp 0.3023 1.353a  ππέξ ηεο. Γηα 

παξάδεηγκα, ζηα παηρλίδηα κεηαμχ Boston θαη New York ε εθηίκεζε ηεο πηζαλφηεηαο λίθεο 

γηα ηελ Boston είλαη: 

*

5 4

54 *

5 4

exp exp 0.3023 1.1438 1.2813ˆ 0.5411
1 exp 0.3023 1.1438 1.28131 exp

a

a
, σο 

γεπεδνχρνο 

*

5 4

54 *

5 4

exp exp 0.3023 1.1438 1.2813ˆ 0.3918
1 exp 0.3023 1.1438 1.28131 exp

a

a
, σο 

θηινμελνχκελε 

     Η γξαθηθή απεηθφληζε ησλ εθηηκήζεσλ ησλ i  θαη ησλ αληίζηνηρσλ quasi ηππηθψλ 

ζθαικάησλ επηηπγράλεηαη κέζσ ηνπ παθέηνπ “BradleyTerry2” (Παξάξηεκα – Πίλαθαο Α.9) 

θαη παξνπζηάδνληαη ζην Σρήκα 4.8. 
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΢ρήκα 4.8 Δθηηκήζεηο ησλ ζθνξ i  ησλ νκάδσλ κπέηδκπνι 

 

Πίλαθαο 4.10 

Απνηειέζκαηα ηεο πξνζαξκνγήο ησλ κνληέισλ Bradley-Terry  

Οκάδα 

Υσξίο πιενλέθηεκα έδξαο Με πιενλέθηεκα έδξαο 

ˆ
i  

ˆexp i
 ˆ

i  ˆexp i
 

Milwaukee 1.5814 0.219 1.6196 0.220 

Detroit 1.4364 0.189 1.4754 0.190 

Toronto 1.2945 0.164 1.3271 0.164 

New York 1.2476 0.157 1.2813 0.157 

Boston 1.1077 0.136 1.1438 0.137 

Cleveland 0.6839 0.089 0.7047 0.088 

Baltimore 0.0000 0.045 0.0000 0.044 

 

     Απφ ηνλ Πίλαθα 4.10, ηέινο, κπνξνχκε λα δνχκε φηη ηα απνηειέζκαηα ησλ εθηηκήζεσλ κε 

βάζε ηα δχν κνληέια δελ παξνπζηάδνπλ κεγάιεο δηαθνξέο. Σπγθξίλνληαο ηα δχν κνληέια σο 
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πξνο ηελ πξνζαξκνγή ηνπο: 2 2 2

1 2 36 3544.053 38.643 5.4106 3.841G BT G BT X  

νπφηε ηα δχν κνληέια δελ δηαθέξνπλ ζεκαληηθά.  

     Σ‟ απηφ ην ζεκείν αμίδεη λα αλαθέξνπκε φηη ε παξνχζα έθδνζε ηνπ παθέηνπ 

“BradleyTerry2” δελ παξέρεη ηε δπλαηφηεηα δηαρείξηζεο δεζκψλ φηαλ νη ηειεπηαίνη 

εκθαλίδνληαη ζε ζπγθξίζεηο. Τα γλσζηά κνληέια ησλ Rao and Kupper (1967) θαη Davidson 

(1970) δελ βξίζθνπλ εθαξκνγή ζην ζπγθεθξηκέλν παθέην. Η ιεηηνπξγία BTm απαηηεί κία 

δίηηκε ή κία δησλπκηθή κεηαβιεηή απφθξηζεο θαη θαηά ζπλέπεηα δελ επηηξέπεηαη ε χπαξμε 

κηαο ηξίηεο θαηεγνξίαο απφθξηζεο πνπ ζα αληηπξνζσπεχεη ην δεζκφ. Αληί απηνχ ζε δηάθνξα 

ζεη δεδνκέλσλ ηνπ παθέηνπ (CEMS, springall, sound.fields) νη δεζκνί αληηκεησπίδνληαη κε 

ηελ πξφζζεζε «κηζήο λίθεο» ζε θαζέλαλ απφ ηνπο εκπιεθφκελνπο ζηε ζχγθξηζε. 

 

4.3.2.2 Δθαξκνγή ζην S-Plus 

 

     Η εθαξκνγή ηεο αληίζηνηρεο δηαδηθαζίαο ζην S-Plus καο δίλεη ηα αθφινπζα 

απνηειέζκαηα, ηα νπνία φπσο κπνξεί λα δηαπηζηψζεη θαλείο ζπκθσλνχλ κε απηά ηεο R 

(Παξάξηεκα – Πίλαθαο Α.10): 

 

Call: glm(formula = response ~ Milwaukee + Detroit + Toronto + NY + Boston + Cleveland, 

family = binomial) 

 

Deviance Residuals: 

       Min             1Q            Median         3Q         Max 

 -2.038187 -0.4057733 0.04325878 0.6116289 2.260009 

 

Coefficients: 

                        Value       Std. Error  t value  

(Intercept)*   0.3022600  0.1309006 2.309080 

Milwaukee   1.6195516  0.3471395 4.665421 

Detroit          1.4753535  0.3443070 4.284994 

Toronto        1.3271072  0.3401072 3.902026 

NY               1.2813372  0.3401858 3.766580 

Boston          1.1437997  0.3376374 3.387657 
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Cleveland     0.7046919  0.3348132 2.104732 

 

(Dispersion Parameter for Binomial family taken to be 1 ) 

 

Null Deviance: 73.51592 on 41 degrees of freedom 

Residual Deviance: 38.64285 on 35 degrees of freedom 

Number of Fisher Scoring Iterations: 3 

* Ο ζηαζεξφο φξνο απνηειεί ηελ εθηίκεζε γηα ην πιενλέθηεκα έδξαο 
*â  

 

     Τν SPSS, ην S-Plus θαη ε γιψζζα πξνγξακκαηηζκνχ R είλαη κεξηθά απφ ηα δηαζέζηκα 

ζηαηηζηηθά παθέηα πνπ πξνζθέξνληαη γηα ηελ αλάιπζε θαηεγνξηθψλ δεδνκέλσλ, ηα νπνία 

πξνέξρνληαη απφ ζπγθξίζεηο θαηά δεχγε. Δλαιιαθηηθά, κπνξεί λα ρξεζηκνπνηεζεί ην SAS, 

έλα ηζρπξφ παθέην πνπ θαιχπηεη έλα κεγάιν εχξνο ζηαηηζηηθψλ αλαιχζεσλ. Πην 

ζπγθεθξηκέλα, ε θχξηα δηαδηθαζία PROC GENMOD καο δίλεη ηε δπλαηφηεηα λα 

πξνζαξκφδνπκε γεληθεπκέλα γξακκηθά κνληέια. Τν STATA, επίζεο, δηαζέηεη ην πξφγξακκα 

glm κε ηε βνήζεηα ηνπ νπνίνπ κπνξεί λα πξαγκαηνπνηεζεί ε πξνζαξκνγή ηέηνησλ κνληέισλ, 

ελψ θαη ην GLIM πεξηέρεη κία αληίζηνηρε ξνπηίλα.  
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ΠΑΡΑΡΣΖΜΑ 

 

4.3.1.1 Δθαξκνγή ζην SPSS – 1
νο

 ηξόπνο 

 

Πίλαθαο Α.1 – Σα δεδνκέλα ηνπ Πίλαθα 4.4 ζην SPSS 

 

 

 

Πίλαθαο Α.2 – SPSS syntax γηα ηελ αλάιπζε ησλ δεδνκέλσλ ηνπ Πίλαθα 4.4 (Καηέξε, 

2008) 

* SYMMETRY and QUASI SYMMETRY models for an IxI contingency table. 

 

SET MXLOOP=20000. 

 

MATRIX. 
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GET X. 

COMPUTE ES = X. 

 

COMPUTE FL = X. 

COMPUTE IFLAG=0. 

 

LOOP i = 1 TO NROW(X). 

  LOOP j = 1 TO NCOL(X). 

 COMPUTE ES(i,j) = (X(i,j)+X(j,i))/2. 

 DO IF (ES(i,j)>0). 

              COMPUTE FL(i,j)=1. 

         ELSE. 

              DO IF (i<>j). 

                 COMPUTE FL(i,j)=0. 

                 COMPUTE IFLAG=IFLAG+1. 

              END IF. 

          END IF. 

  END LOOP. 

END LOOP. 

 

COMPUTE IFLAG=IFLAG/2 

 

*************************************** 

*QUASI SYMMETRY (ITERATIVELY) 

*************************************** 

 

COMPUTE TOLER = 10**(-3). 

 

COMPUTE RM=DIAG(X). 

COMPUTE CM=DIAG(X). 

COMPUTE CC=DIAG(X). 

COMPUTE RM=RSUM(X). 

COMPUTE CM=CSUM(X). 

 

LOOP i=1 TO NROW(X). 

 COMPUTE CC(i)=RM(i)/(RM(i)+CM(i)). 

END LOOP. 

 

COMPUTE EQQ=X. 
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LOOP i=1 TO NROW(CC). 

   LOOP j=1 TO NROW(CC). 

      COMPUTE EQQ(i,j)=2*CC(i)*ES(i,j)/(CC(i)+CC(j)). 

   END LOOP. 

END LOOP. 

 

COMPUTE CHECK=10. 

 

LOOP ITER = 1 TO 5000. 

  

DO IF (CHECK<TOLER). 

 BREAK. 

END IF. 

 

COMPUTE EQOLD = EQQ. 

COMPUTE CCOLD = CC. 

COMPUTE CD=MAKE(NROW(CC),NROW(CC),0). 

LOOP j=1 TO NROW(CC). 

  LOOP i=1 TO NROW(CC). 

    COMPUTE CD(i,j)=CC(j). 

  END LOOP. 

END LOOP. 

 

LOOP i = 1 TO NROW(X). 

  LOOP j = 1 TO NCOL(X). 

 DO IF (FL(i,j)=0). 

              COMPUTE ES(i,j)=1. 

          END IF. 

  END LOOP. 

END LOOP. 

 

COMPUTE CC = RSUM(((X&*T(EQOLD))-(T(X)&*EQOLD))&/ES). 

COMPUTE CC=CCOLD+CC&/(RSUM((T(EQOLD)&**2)&/(CD&*ES))-(DIAG(X)&/CC)). 

 

LOOP i = 1 TO NROW(X). 

 DO IF (CC(i)<0). 

              COMPUTE CC(i)=CCOLD(I). 

      END IF. 
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END LOOP. 

 

LOOP i = 1 TO NROW(X). 

  LOOP j = 1 TO NCOL(X). 

 DO IF (FL(i,j)=0). 

              COMPUTE ES(i,j)=0. 

          END IF. 

  END LOOP. 

END LOOP. 

 

LOOP i=1 TO NROW(X). 

   LOOP j=1 TO NCOL(X). 

 COMPUTE EQQ(i,j)=2*CC(i)*ES(i,j)/(CC(i)+CC(j)). 

   END LOOP. 

END LOOP. 

 

COMPUTE CHECK=MSUM(ABS(CC-CCOLD)). 

 

END LOOP. 

 

********************************************* 

 

PRINT X /TITLE = "DATA TABLE" /FORMAT F10.3. 

 

PRINT ES /TITLE = "MLE OF THE EXPECTED UNDER SYMMETRY (S) TABLE" /FORMAT F10.3. 

 

PRINT EQQ /TITLE = "MLE OF THE EXPECTED UNDER QUASI SYMMETRY (QS) TABLE" /FORMAT 

F10.3. 

PRINT T(CC) /TITLE = "MLE OF THE PARAMETER VECTOR C" /FORMAT F10.3. 

PRINT ITER /TITLE="ITERATIONS". 

 

******************************************************************** 

 

LOOP i = 1 TO NROW(X). 

  LOOP j = 1 TO NCOL(X). 

 DO IF (FL(i,j)=0). 

              COMPUTE X(i,j)=1. 

              COMPUTE ES(i,j)=1. 

              COMPUTE EQQ(i,j)=1. 
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              END IF. 

  END LOOP. 

END LOOP. 

 

COMPUTE XX=X. 

COMPUTE ESS=ES. 

COMPUTE EQQS=EQQ. 

 

 

LOOP i = 1 TO NROW(X). 

  LOOP j = 1 TO NCOL(X). 

 DO IF (FL(i,j)>0). 

  DO IF (X(i,j)=0). 

              COMPUTE XX(i,j)=1. 

    COMPUTE ESS(i,j)=1. 

              COMPUTE EQQS(i,j)=1. 

                END IF. 

 END IF. 

  END LOOP. 

END LOOP. 

 

COMPUTE G2 = 2*MSUM(XX &* LN(XX &/ ESS) ). 

COMPUTE X2 = MSUM((X-ES)&**2 &/ ES). 

COMPUTE DF = NROW(X)*(NROW(X)-1)/2-IFLAG. 

 

COMPUTE SIG = 1 - CHICDF(G2,DF). 

PRINT {G2,DF,SIG} /TITLE = "LIKELIHOOD RATIO TEST FOR S" /FORMAT F10.4 /CLABELS 

'G2','DF','SIG.'. 

COMPUTE SIG = 1 - CHICDF(X2,DF). 

PRINT {X2,DF,SIG} /TITLE = "PEARSON'S X2 FOR S" /FORMAT F10.4 /CLABELS 'X2','DF','SIG.'. 

 

COMPUTE G2 = 2*MSUM( XX &* LN(XX &/ EQQS) ). 

COMPUTE X2 = MSUM((X-EQQ)&**2 &/ EQQ). 

COMPUTE DF = (NROW(X)-1)*(NROW(X)-2)/2-IFLAG. 

 

COMPUTE SIG = 1 - CHICDF(G2,DF). 

PRINT {G2,DF,SIG} /TITLE = "LIKELIHOOD RATIO TEST FOR QS" /FORMAT F10.4 /CLABELS 

'G2','DF','SIG.'. 
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COMPUTE SIG = 1 - CHICDF(X2,DF). 

PRINT {X2,DF,SIG} /TITLE = "PEARSON'S X2 FOR QS" /FORMAT F10.4 /CLABELS 'X2','DF','SIG.'. 

 

END MATRIX. 

 

4.3.1.2 Δθαξκνγή ζην SPSS – 2
νο

 ηξόπνο 

 

Πίλαθαο Α.3 - Σα δεδνκέλα ηνπ Πίλαθα 4.4 ζην SPSS (Καηέξε, 2010) 

 

Καηαζθεπάδνπκε δχν ζηήιεο, “winner” θαη “loser”, πνπ πεξηέρνπλ φια ηα δεχγε ζπγθξίζεσλ 

κεηαμχ ησλ 6 ζπγθξνηεκάησλ θαηνηθηψλ 6 6 36 γξακκέο . Η ζηήιε “winner” αληηζηνηρεί 

ζηηο γξακκέο ηνπ Πίλαθα 4.4, ελψ ε ζηήιε “loser” ζηηο ζηήιεο. Η ηξίηε ζηήιε “off” παίξλεη 

ηηο ηηκέο 0 γηα ηα δηαγψληα θαη 1 γηα ηα κε δηαγψληα ζηνηρεία ηνπ πίλαθα. Η ζηήιε “count” 

πεξηιακβάλεη ηηο ζπρλφηεηεο πνπ αληηζηνηρνχλ ζε θάζε ζπλδπαζκφ ηνπ πίλαθα. Οη 

ζπρλφηεηεο ηνπ πίλαθα εηζάγνληαη θαηά γξακκή κε ηα δηαγψληα ζηνηρεία λα παίξλνπλ ηελ 
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ηηκή 0. Δπεηδή ηα δεδνκέλα πξέπεη λα αληηπξνζσπεχνπλ δησλπκηθέο ζπρλφηεηεο πξέπεη λα 

νξγαλσζνχλ θαηά δεχγε. Καζψο 6t  ζπγθξνηήκαηα θαηνηθηψλ, θαηαζθεπάδνπκε 

1 6 5
15

2 2

t t
 ζηήιεο (“t12”, “t13”, “t14”, “t15”, “t16”, “t23”,…, ”t56”). Έηζη ε ζηήιε 

“t12” παίξλεη ηηο ηηκέο 1 γηα ηνπο ζπλδπαζκνχο 1,2  θαη 2,1  θαη 0 γηα φινπο ηνπο 

ππφινηπνπο ζπλδπαζκνχο. Αλάινγα ζπκπιεξψλνληαη θαη νη ππφινηπεο ζηήιεο. 

 

Πίλαθαο Α.4 – SPSS syntax γηα ηελ αλάιπζε ησλ δεδνκέλσλ ηνπ Πίλαθα 4.4 

 

weight by count. 

 

GENLOG winner loser WITH t12 t13 t14 t15 t16 t23 t24 t25 t26 t34 t35 t36 t45 t46 t56 

  /CSTRUCTURE=off 

  /MODEL=MULTINOMIAL 

  /PRINT=FREQ RESID ADJRESID ZRESID DEV ESTIM  

  /PLOT=RESID(ADJRESID DEV) NORMPROB(ADJRESID DEV) 

  /CRITERIA=CIN(95) ITERATE(20) CONVERGE(0.001) DELTA(.5) 

  /DESIGN winner loser t12 t13 t14 t15 t16 t23 t24 t25 t26 t34 t35 t36 t45 t46 t56. 

 

Τα δεδνκέλα ζηαζκίδνληαη ζχκθσλα κε ηε ζηήιε “count” ησλ ζπρλνηήησλ θαη κέζσ ηεο 

δηαδηθαζίαο General Loglinear πνπ παξέρεη ην SPSS παίξλνπκε ηα απνηειέζκαηα ηεο 

αλάιπζεο. 

 

4.3.1.3 Δθαξκνγή ζηελ R 

 

Πίλαθαο Α.5 – R θώδηθαο γηα ηελ θαηαζθεπή ηνπ Πίλαθα 4.4 

 

> library(BradleyTerry2) 

# Φνξηψλνπκε ην παθέην 

 

> win.house<-c("facility 1","facility 2","facility 3","facility 4","facility 5","facility 6") 
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# Γεκηνπξγνχκε ην δηάλπζκα “win.house” πνπ πεξηέρεη εηηθέηεο γηα θαζέλα απφ ηα 

ζπγθξνηήκαηα θαηνηθηψλ  

 

>house<-matrix(c(0,29,25,22,17,9,49,0,35,34,16,14,50,42,0,40,22,15,54,43,37,0,33,16,61, 

61,54,44,0,27,69,64,63,62,51,0),ncol=6,byrow=T,dimnames=list(win.house,win.house)) 

> house 

           facility 1 facility 2 facility 3 facility 4 facility 5 facility 6 

facility 1          0         29         25         22         17          9 

facility 2         49          0         35         34         16         14 

facility 3         50         42          0         40         22         15 

facility 4         54         43         37          0         33         16 

facility 5         61         61         54         44          0         27 

facility 6         69         64         63         62         51          0 

# Γεκηνπξγνχκε ηνλ πίλαθα “house” εηζάγνληαο ην δηάλπζκα ησλ ζπρλνηήησλ. Τα δεδνκέλα 

ρσξίδνληαη ζε έμη γξακκέο θαη ζηήιεο θαη ηνπνζεηνχληαη νη εηηθέηεο ηνπ δηαλχζκαηνο 

“win.house” ζηηο δχν δηαζηάζεηο 

 

Γηα λα πξνζαξκφζνπκε ην κνληέιν Bradley-Terry θαη λα κπνξέζνπκε λα ρξεζηκνπνηήζνπκε 

ηελ εληνιή BTm απφ ην παθέην, ηα δεδνκέλα πξέπεη αξρηθά λα κεηαηξαπνχλ ζε δησλπκηθέο 

ζπρλφηεηεο. Όπσο έρνπκε δείμεη θαη ζην 3
ν
 θεθάιαην (Πίλαθαο 3.1), ηα δεδνκέλα πξέπεη λα 

νξγαλσζνχλ θαηά δεχγε (“house1”, “house2”) κε ηηο αληίζηνηρεο ζπρλφηεηεο γηα ηηο 

πξνηηκήζεηο θαη ηηο κε πξνηηκήζεηο ηνπ “house1” ελαληίνλ ηνπ “house2”.  

 

> house.sf<-countsToBinomial(house) 

> names(house.sf)[1:4]<-c("house1","house2","pref1","pref2") 

> house.sf 

 house1 house2 pref1 pref2 

1 facility 1 facility 2 29 49 

2 facility 1 facility 3 25 50 

3 facility 1 facility 4 22 54 

4 facility 1 facility 5 17 61 

5 facility 1 facility 6 9 69 

6 facility 2 facility 3 35 42 

7 facility 2 facility 4 34 43 

8 facility 2 facility 5 16 61 
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9 facility 2 facility 6 14 64 

10 facility 3 facility 4 40 37 

11 facility 3 facility 5 22 54 

12 facility 3 facility 6 15 63 

13 facility 4 facility 5 33 44 

14 facility 4 facility 6 16 62 

15 facility 5 facility 6 27 51 

# Γεκηνπξγνχκε ηνλ πίλαθα ησλ δησλπκηθψλ ζπρλνηήησλ “house.sf” απφ ηνλ πίλαθα “house”. 

Γίλνπκε ζηηο ζηήιεο ηνπ πίλαθα “house.sf” νλφκαηα (νη εμ νξηζκνχ επηινγέο γηα ηηο ζηήιεο 

είλαη “player1”, “player2”, “win1” θαη “win2”) 

 

Πίλαθαο Α.6 – R θώδηθαο γηα ηελ αλάιπζε ησλ δεδνκέλσλ ηνπ Πίλαθα 4.4 

 

Η δησλπκηθή απφθξηζε κπνξεί λα κνληεινπνηεζεί απφ ηε δηαθνξά ησλ παξακέηξσλ ησλ 

ζπγθξνηεκάησλ θαηνηθηψλ σο εμήο: 

 

> housemodel<-BTm(cbind(win1,win2),house1,house2,~house,id="house",data= 

house.sf) 

# Γεκηνπξγνχκε ην κνληέιν “housemodel” απφ ηα δεδνκέλα ηνπ πίλαθα “house.sf”. Γίλνπκε 

ην φλνκα “house” ζηνλ παξάγνληα πνπ αληηπξνζσπεχεη ηα έμη ζπγθξνηήκαηα θαηνηθηψλ, γηα 

ηνλ νπνίν πξνζδηνξίδνπκε φηη ππάξρεη κία μερσξηζηή παξάκεηξνο γηα θαζέλα απφ ηα επίπεδά 

ηνπ (“~house”) 

 

> housemodel 

# Σπλνπηηθή παξνπζίαζε ηνπ κνληέινπ 

 

> update(housemodel,refcat="facility 6") 

# Αιιαγή νκάδαο αλαθνξάο ρσξίο ηνλ επαλαπξνζδηνξηζκφ νιφθιεξνπ ηνπ κνληέινπ 

 

> summary(housemodel) 

# Αλαιπηηθή παξνπζίαζε ηνπ κνληέινπ 

 

> BTabilities(housemodel) 
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                  ability           s.e. 

facility 1 0.0000000 0.0000000 

facility 2 0.4661666 0.1453952 

facility 3 0.6927044 0.1463580 

facility 4 0.8178949 0.1465122 

facility 5 1.4337740 0.1521840 

facility 6 2.0837079 0.1651808 

# Άιινο έλαο ηξφπνο γηα λα πάξνπκε ηηο εθηηκήζεηο θαη ηα ηππηθά ηνπο ζθάικαηα  

 

> library(qvcalc) 

> housemodel.qv<-qvcalc(BTabilities(housemodel)) 

> plot(housemodel.qv,levelNames=c("fac1","fac2","fac3","fac4","fac5","fac6"),xlab= 

"΢πγθξόηεκα θαηνηθηώλ",ylab="΢θνξ β",main="Γηαζηήκαηα βαζηζκέλα ζηα quasi 

ηππηθά ζθάικαηα") 

# Γηαζηήκαηα γηα ηα ˆ
i  βαζηζκέλα ζηα quasi ηππηθά ζθάικαηα. Αξρηθά θνξηψλνπκε ην 

παθέην “qvcalc”. Γεκηνπξγνχκε ην ζεη ησλ quasi ηππηθψλ ζθαικάησλ “housemodel.qv” απφ 

ηνπο ζπληειεζηέο ηνπ Bradley-Terry κνληέινπ “housemodel” θαη απεηθνλίδνπκε γξαθηθά 

ηνπο ζπληειεζηέο κε ηα αληίζηνηρα δηαζηήκαηά ηνπο  

 

> round(vcov(housemodel),5) 

# Πίλαθαο ζπλδηαθπκάλζεσλ 

 

> fitted.probs<-fitted(housemodel) 

> fitted.probs 

# Οη εθηηκήζεηο ησλ ππφ ζπλζήθε πηζαλνηήησλ ˆ
ij

 

 

> x1<-c(rep(0,6)) 

> x2<-c(fitted.probs[1],rep(0,5)) 

> x3<-c(fitted.probs[2],fitted.probs[6],rep(0,4)) 

> x4<-c(fitted.probs[3],fitted.probs[7],fitted.probs[10],rep(0,3)) 

> x5<-c(fitted.probs[4],fitted.probs[8],fitted.probs[11],fitted.probs[13],0,0) 

> x6<-c(fitted.probs[5],fitted.probs[9],fitted.probs[12],fitted.probs[14],fitted.probs[15],0) 
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> fitted1.probs<-matrix(cbind(x1,x2,x3,x4,x5,x6),ncol=6,dimnames=list(win.house, 

win.house)) 

> fitted1.probs[lower.tri(fitted1.probs)]<-1-round(fitted(housemodel),4) 

> fitted1.probs 

                   facility 1 facility 2 facility 3 facility 4 facility 5 facility 6 

facility 1     0.0000     0.3855     0.3334     0.3062     0.1925     0.1107 

facility 2     0.6145     0.0000     0.4436     0.4130     0.2754     0.1655 

facility 3     0.6666     0.5564     0.0000     0.4687     0.3228     0.1992 

facility 4     0.6938     0.5870     0.5313     0.0000     0.3507     0.2200 

facility 5     0.8075     0.7246     0.6772     0.6493     0.0000     0.3430 

facility 6     0.8893     0.8345     0.8008     0.7800     0.6570     0.0000 

# Γεκηνπξγία ηνπ πίλαθα ησλ ππφ ζπλζήθε πηζαλνηήησλ ˆ
ij

. Γεκηνπξγνχκε ηα δηαλχζκαηα 

“x1”-“x6” ηα νπνία πεξηέρνπλ ηηο εθηηκήζεηο ησλ 
ij

 θαη ζηε ζπλέρεηα ηα ελψλνπκε 

θηηάρλνληαο ηνλ πίλαθα “fitted1.probs”. Μ‟ απηφ ηνλ ηξφπν ζπκπιεξψλεηαη ην άλσ ηξίγσλν 

ηνπ πίλαθα. Όζνλ αθνξά ην θάησ ηξίγσλν θαη ηηο ζπκπιεξσκαηηθέο πηζαλφηεηεο ˆ
ji

 δελ 

έρνπκε παξά λα αθαηξέζνπκε απφ ηε κνλάδα ηελ εθηίκεζε ηνπ αληίζηνηρνπ θειηνχ ηνπ άλσ 

ηξηγψλνπ (αθνχ 1ji ij
) 

 

>house.sum<-matrix(c(0,78,75,76,78,78,78,0,77,77,77,78,75,77,0,77,76,78,76,77,77,0,77, 

78,78,77,76,77,0,78,78,78,78,78,78,0),6,6) 

> house.sum 

        [,1] [,2] [,3] [,4] [,5] [,6] 

[1,]    0   78   75   76   78   78 

[2,]   78    0   77   77   77   78 

[3,]   75   77    0   77   76   78 

[4,]   76   77   77    0   77   78 

[5,]   78   77   76   77    0   78 

[6,]   78   78   78   78   78    0 

 

> fitted.counts<-round(house.sum*fitted1.probs,3) 

> fitted.counts 
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                   facility 1 facility 2 facility 3 facility 4 facility 5 facility 6 

facility 1      0.000     30.071     25.007     23.272     15.016      8.634 

facility 2     47.931      0.000     34.158     31.798     21.203     12.912 

facility 3     49.995     42.843      0.000     36.093     24.531     15.541 

facility 4     52.729     45.199     40.910      0.000     27.005     17.158 

facility 5     62.985     55.794     51.467     49.996      0.000     26.754 

facility 6     69.365     65.091     62.462     60.840     51.246      0.000 

# Γεκηνπξγία ηνπ πίλαθα ησλ αλακελφκελσλ ηηκψλ ˆ
ij

. Αξρηθά θηηάρλνπκε ηνλ πίλαθα 

“house.sum” ηνπ νπνίνπ θάζε θειί απνηειεί άζξνηζκα ησλ ζπγθξίζεσλ ηνπ αληίζηνηρνπ 

δεχγνπο ζπγθξνηεκάησλ. Σηε ζπλέρεηα πνιιαπιαζηάδνπκε απηφ ηνλ πίλαθα κε ηνλ πίλαθα 

ησλ ππφ ζπλζήθε πηζαλνηήησλ θαηά ζηνηρείν. 

 

> res<-round(resid(housemodel,type="deviance"),3) 

> res1<-cbind(house.sf,res) 

> res1 

> par(mfrow=c(2,2)) 

> qqnorm(res) 

> qqline(res,col=2) 

> plot(fitted.probs,res,ylab="Καηάινηπα Απόθιηζεο",xlab="Δθηηκήζεηο ππό ζπλζήθε 

πηζαλνηήησλ") 

# Γεκηνπξγνχκε ην δηάλπζκα “res” ησλ θαηαινίπσλ απφθιηζεο θαη ζηε ζπλέρεηα ησλ πίλαθα 

“res1” ελψλνληαο ηνλ πίλαθα “house.sf” κε ην δηάλπζκα “res”. Γεκηνπξγνχκε ην Q-Q plot 

ησλ θαηαινίπσλ. Απεηθνλίδνπκε ηα θαηάινηπα καδί κε ηηο εθηηκήζεηο ησλ ππφ ζπλζήθε 

πηζαλνηήησλ ij  

 

4.3.1.4 Δθαξκνγή ζην S-Plus 

 

Πίλαθαο Α.7 – S-Plus θώδηθαο γηα ηελ αλάιπζε ησλ δεδνκέλσλ ηνπ Πίλαθα 4.4 (κνληέιν 

logit) 
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> house1<-c(rep(-1,5),rep(0,10)) 

> house2<-c(1,0,0,0,0,-1,-1,-1,-1,rep(0,6)) 

> house3<-c(0,1,0,0,0,1,0,0,0,-1,-1,-1,0,0,0) 

> house4<-c(0,0,1,0,0,0,1,0,0,1,0,0,-1,-1,0) 

> house5<-c(0,0,0,1,0,0,0,1,0,0,1,0,1,0,-1) 

> house6<-c(0,0,0,0,1,0,0,0,1,0,0,1,0,1,1) 

# Γεκηνπξγνχκε ηηο 6 ςεπδνκεηαβιεηέο “house1”-“house6” πνπ αληηζηνηρνχλ ζηα 6 

ζπγθξνηήκαηα θαηνηθηψλ. Γηα θάζε ζπγθξφηεκα μεθηλάκε απφ ην 2
ν
 θειί ηεο 1

εο
 ζηήιεο ηνπ 

Πίλαθα 4.4 θαη ηνπνζεηνχκε ηηο ηηκέο: 1 αλ ην ζπγθεθξηκέλν ζπγθξφηεκα πξνηηκήζεθε ζηελ 

ππφ εμέηαζε ζχγθξηζε, -1 αλ δελ πξνηηκήζεθε θαη 0 αλ δελ ζπκκεηείρε (15 ηηκέο φζα θαη ηα 

θειηά ηνπ θάησ ηξηγψλνπ) 

 

> response<-cbind(c(49,50,54,61,69,42,43,61,64,37,54,63,44,62,51),c(78,75,76,78,78,77,77 

,77,78,77,76,78,77,78,78)-c(49,50,54,61,69,42,43,61,64,37,54,63,44,62,51)) 

> response 

        [,1] [,2]  

 [1,]   49   29 

 [2,]   50   25 

 [3,]   54   22 

 [4,]   61   17 

 [5,]   69    9 

 [6,]   42   35 

 [7,]   43   34 

 [8,]   61   16 

 [9,]   64   14 

[10,]   37   40 

[11,]   54   22 

[12,]   63   15 

[13,]   44   33 

[14,]   62   16 

[15,]   51   27 
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# Γεκηνπξγνχκε ηνλ πίλαθα “response”. Η 1
ε
 ζηήιε αληηπξνζσπεχεη ηνλ αξηζκφ ησλ 

πξνηηκήζεσλ ζε θαζεκηά απφ ηηο 15 ζπγθξίζεηο, ελψ ε 2
ε
 ηνλ αξηζκφ ησλ κε πξνηηκήζεσλ  

> options(contrasts=c("contr.treatment","contr.poly")) 

 # Αιιάδνπκε ηνπο πεξηνξηζκνχο επεηδή έρνπκε δησλπκηθά δεδνκέλα  

 

> fit.BT<-glm(response~-1+house2+house3+house4+house5+house6,family=binomial) 

> summary(fit.BT,cor=F) 

# Πξνζαξκνγή ηνπ κνληέινπ “fit.BT” ρσξίο ζηαζεξφ φξν θαη αλαιπηηθή παξνπζίαζε ησλ 

απνηειεζκάησλ 

 

Οη αλακελφκελεο ζπρλφηεηεο ˆ
ij

 θαη νη ππφ ζπλζήθε πηζαλφηεηεο ˆ
ij

 ππνινγίδνληαη κε ηνλ 

ηξφπν πνπ δείμακε ζηνλ Πίλαθα A.6. 

 

Πίλαθαο Α.8 – S-Plus θώδηθαο γηα ηελ αλάιπζε ησλ δεδνκέλσλ ηνπ Πίλαθα 4.4 (κνληέιν 

quasi-ζπκκεηξίαο) 

 

> win.house<-c("fac1","fac2","fac3","fac4","fac5","fac6") 

> losing.house<-win.house 

# Γεκηνπξγνχκε εηηθέηεο γηα ηα ζπγθξνηήκαηα θαηνηθηψλ 

 

> table.1<-expand.grid(losing=factor(losing.house),winning=factor(win.house)) 

> table.1 

# Τν πιαίζην δεδνκέλσλ “table.1” απνηειείηαη απφ φιεο ηηο δπλαηέο ζπγθξίζεηο ησλ 

παξαγφλησλ “losing” θαη “winning”, νη νπνίνη αληηπξνζσπεχνπλ ηα 6 ζπγθξνηήκαηα 

θαηνηθηψλ 

 

> table.1$counts<-c(0,29,25,22,17,9,49,0,35,34,16,14,50,42,0,40,22,15,54,43,37,0,33,16,61, 

61,54,44,0,27,69,64,63,62,51,0) 

# Γεκηνπξγνχκε ζην πιαίζην δεδνκέλσλ “table.1” ην δηάλπζκα “counts” πνπ πεξηέρεη ηηο 

ζπρλφηεηεο ηνπ Πίλαθα 4.4 (νη ζπρλφηεηεο ηνπνζεηνχληαη ζην δηάλπζκα αλά γξακκή)  
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> table.1$symm<-paste(pmin(as.character(table.1$winning),as.character 

(table.1$losing)),pmax(as.character(table.1$winning),as.character(table.1$losing)), 

sep=",") 

# Γεκηνπξγνχκε ζην πιαίζην δεδνκέλσλ “table.1” ην δηάλπζκα “symm” πνπ πεξηέρεη φια ηα 

δεχγε ζπγθξίζεσλ ησλ παξαγφλησλ “losing” θαη “winning” 

 

> table.1 

 losing winning counts symm 

1 fac1 fac1 0 fac1,fac1 

2 fac2 fac1 29 fac1,fac2 

3 fac3 fac1 25 fac1,fac3 

4 fac4 fac1 22 fac1,fac4 

5 fac5 fac1 17 fac1,fac5 

6 fac6 fac1 9 fac1,fac6 

7 fac1 fac2 49 fac1,fac2 

8 fac2 fac2 0 fac2,fac2 

9 fac3 fac2 35 fac2,fac3 

. . . . . 

. . . . . 

. . . . . 

35 fac5 fac6 51 fac5,fac6 

36 fac6 fac6 0 fac6,fac6 

# Η ηειηθή κνξθή ηνπ πιαηζίνπ δεδνκέλσλ “table.1” 

  

> fit.BTQS<-glm(counts~symm+winning,data=table.1,family=poisson(log)) 

> summary(fit.BTQS,cor=F) 

# Πξνζαξκνγή ηνπ κνληέινπ “fit.BTQS” θαη αλαιπηηθή παξνπζίαζε ησλ απνηειεζκάησλ 

 

> matrix(round(fitted(fit.BTQS),4),nr=6,byrow=T,dimnames=list(win.house, 

losing.house)) 

# Οη εθηηκήζεηο ησλ αλακελφκελσλ ζπρλνηήησλ ij  

 

4.3.2.1 Δθαξκνγή ζηελ R 

 

Πίλαθαο Α.9 – R θώδηθαο γηα ηελ αλάιπζε ησλ δεδνκέλσλ ηνπ Πίλαθα 4.9 
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> library(BradleyTerry2) 

> data(baseball) 

> baseball 

 home.team away.team home.wins away.wins 

1 Milwaukee Detroit 4 3 

2 Milwaukee Toronto 4 2 

3 Milwaukee New York 4 3 

4 Milwaukee Boston 6 1 

5 Milwaukee Cleveland 4 2 

6 Milwaukee Baltimore 6 0 

. . . . . 

. . . . . 

. . . . . 

37 Baltimore Milwaukee 2 5 

38 Baltimore Detroit 1 5 

39 Baltimore Toronto 1 6 

40 Baltimore New York 2 4 

41 Baltimore Boston 1 6 

42 Baltimore Cleveland 3 4 

# Τν πιαίζην δεδνκέλσλ “baseball” 

 

> baseballModel1<-BTm(cbind(home.wins,away.wins), home.team,away.team, data= 

baseball,id="team") 

> summary(baseballModel1) 

# Αλαιπηηθή παξνπζίαζε ηνπ κνληέινπ “baseballModel1” (ρσξίο ηελ επίδξαζε δηάηαμεο) 

 

> baseball$home.team<-data.frame(team=baseball$home.team,at.home=1) 

> baseball$away.team<-data.frame(team=baseball$away.team,at.home=0) 

> baseballModel2<-update(baseballModel1,formula=~team+at.home) 

> summary(baseballModel2) 

# Αλαιπηηθή παξνπζίαζε ηνπ κνληέινπ “baseballModel2” (κε επίδξαζε δηάηαμεο) 

 

> library(qvcalc) 

> baseball.qv<-qvcalc(BTabilities(baseballModel2)) 

> plot(baseball.qv,levelNames=c("Bal","Bos","Cle","Det","Mil","NY","Tor"),xlab= 

"Οκάδεο κπέηδκπνι",ylab="΢θνξ β",main="Γηαζηήκαηα βαζηζκέλα ζηα quasi ηππηθά 

ζθάικαηα") 
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# Γεκηνπξγνχκε ην ζεη ησλ quasi ηππηθψλ ζθαικάησλ “baseball.qv” απφ ηνπο ζπληειεζηέο 

ηνπ Bradley-Terry κνληέινπ “baseballModel2” θαη απεηθνλίδνπκε γξαθηθά ηνπο ζπληειεζηέο 

κε ηα αληίζηνηρα δηαζηήκαηά ηνπο  

 

> anova(baseballModel1,baseballModel2) 

# Σχγθξηζε ηεο πξνζαξκνγήο ησλ δχν κνληέισλ 

 

4.3.2.2 Δθαξκνγή ζην S-Plus 

 

Πίλαθαο Α.10 – S-Plus θώδηθαο γηα ηελ αλάιπζε ησλ δεδνκέλσλ ηνπ Πίλαθα 4.9 

 

> response<-cbind(c(4,4,4,6,4,6,4,4,6,6,4,2,4,4,6,4,4,6,5,6,2,3,2,3,5,2,2,4,5,2,3,1,2,3,3,1,4,4 

,2,4,1,3),c(3,2,3,1,2,0,2,3,0,1,3,4,3,2,0,3,2,1,2,0,4,3,5,3,1,5,5,3,1,5,3,5,5,3,4,6,2,3,4,2,6,4)) 

# Γεκηνπξγνχκε ηνλ πίλαθα “response” ν νπνίνο απνηειείηαη απφ 42 δεχγε (ή 42 αλεμάξηεηα 

δησλπκηθά δείγκαηα) πνπ αληηπξνζσπεχνπλ ηηο λίθεο θαη ηηο ήηηεο ηεο γεπεδνχρνπ νκάδαο 

 

> Milwaukee<-c(rep(1,6),rep(0,15),rep(-1,6),rep(0,15)) 

> Detroit<-c(-1,rep(0,5),rep(1,5),rep(0,10),1,rep(0,5),rep(-1,5),rep(0,10)) 

> Toronto<-c(0,-1,0,0,0,0,-1,0,0,0,0,1,1,1,1,rep(0,7),1,0,0,0,0,1,0,0,0,0,-1,-1,-1,-1,rep(0,6)) 

> NY<-c(0,0,-1,0,0,0,0,-1,0,0,0,-1,0,0,0,1,1,1,rep(0,5),1,0,0,0,0,1,0,0,0,1,0,0,0,-1,-1,-1,0,0,0) 

> Boston<-c(0,0,0,-1,0,0,0,0,-1,0,0,0,-1,0,0,-1,0,0,1,1,0,0,0,0,1,0,0,0,0,1,0,0,0,1,0,0,1,0,0,-1,-

1,0) 

> Cleveland<-c(0,0,0,0,-1,0,0,0,0,-1,0,0,0,-1,0,0,-1,0,-1,0,1,0,0,0,0,1,0,0,0,0,1,0,0,0,1,0,0,1,0, 

1,0,-1) 

> Baltimore<-c(rep(0,5),-1,0,0,0,0,-1,0,0,0,-1,0,0,-1,0,-1,-1,rep(0,5),1,0,0,0,0,1,0,0,0,1,0,0,1, 

0,1,1) 

# Γεκηνπξγνχκε 7 ςεπδνκεηαβιεηέο γηα ηηο 7 νκάδεο πνπ θαζεκηά παίξλεη ηελ ηηκή 1 φηαλ ε 

νκάδα είλαη γεπεδνχρνο ζε έλα ζπγθεθξηκέλν δεχγνο, -1 φηαλ είλαη θηινμελνχκελε θαη 0 φηαλ 

δελ ζπκκεηέρεη 

 

> options(contrasts=c("contr.treatment","contr.poly")) 

> fit.BTO<-glm(response~Milwaukee+Detroit+Toronto+NY+Boston+Cleveland,family= 



 

 
96 

 

binomial) 

> summary(fit.BTO,cor=F) 

# Πξνζαξκνγή ηνπ κνληέινπ “fit.BTO” θαη αλαιπηηθή παξνπζίαζε ησλ απνηειεζκάησλ 
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